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Avant Propos 

Cet ouvrage est conforme au nouveau programme officiel de la 3°" année 
secondaire, section Mathématique, applicable à partir de l’année scolaire 
2006-2007. 

Le cour est bien entendu, nécessaire, et ses principaux résultats doivent 

être parfaitement connus avant toute chose. Mais il ne saurait suffire. 

Combien d'élèves a-t-on vu qui malgré une bonne maîtrise de leurs cours, ne 

parvenaient même pas à démarrer un exercice ? Dans la plupart des cas, ils 

manquent tout simplement de méthode. Le cour sans les méthodes, c’est le 

savoir sans le savoir — faire : ça ne sert à rien.Cet ouvrage est par conséquent 

nécessaire pendant l’année scolaire afin d’assimiler utilement le cours en vue 

des exercices, et à plus forte raison indispensable dans la perspective de la 

préparation aux devoirs et aux épreuves du Bac. 

Ce livre est un véritable outil de travail : 
> Les résumés de cours : rappellent les résultas essentiels illustré 

d'application directes pour surmonter les difficultés du cours. 

> Les réflexes : La plupart des élèves bloque souvent sur les mêmes 
difficultés, connaître les astuces et les réflexes qui les débloquent 

améliorera leur compétence. 

> Des exercices groupés par thèmes et par ordre de difficulté croissante. 

> Des problèmes puisés dans des situations réelles, de la vie courante, dans 

des contextes mathématiques ou en rapport avec l’environnement et ce en 

conformité avec les objectifs du nouveau programme. 

> Tous les exercices et les problèmes sont corrigés intégralement et 

commenté dans un langage simple et rigoureux. 
© Une règle d’or : 
Attachez vous à résoudre les exercices sans regarder le corrigé (éviter même 

le "petit coup d'œil"). Si au bout de 10 minutes vous n’y parvenez pas, lisez la 
solution puis refaites l’exercice quelques jours après, pour voir si vous avez 
vraiment compris. 

Nous souhaitons que cet ouvrage vous permettrait d'acquérir les bons 
réflexes, ceux qui vous donnerez l'aisance nécessaire pour aborder, avec 

confiance et sérénité, les devoirs de mathématiques. 

Nous conclurons cet avant - propos par une remarque frappée au coin du 
bon sens, empruntée au mathématicien George Polya, dont chacun devinera 

sans peine les destinataires : « De même que apprendre à ,nager , il faut se 

mettre à l’eau , pour savoir résoudre des problèmes , il faut en résoudre ».
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Chapitre I 

Produit scalaire dans le plan 
  

M Définitions 
+ > > 

1) On appelle produit scalaire de u et v eton note u. v le réel défimi par 
> — 

* u.v=0si v=0ouu-0. 

*u.v = OA.OH avec u = OA, v = OB | 

et H le projeté orthogonal de B sur (OA) | 

2)u. v = OA .0B=OA.0B cos AOCsi v # Oetu # 0 | 

> > 

etu.v=0 siv=0ouu-=0 

EH Propriétés Algébriques 
> > > 

Soit u,vet w sont trois vecteurs, les réels a et B Soit 
  

FH = > _ 
u.vVv=v.u 

u 

> 

Uu.u-= 

2 2 
— 

> S = > > Lo LA  \— + > 

U.| V+WI=U.VvV+uUu.w U.A.VI=|IA.U VU U.V 

  

  

  

  

  

  

  
  

> na > > ee > 

au ||Bv|=aflu.v u.vr0éulLlv 

u+vi=lul +}v) +2lui.lv u—v} =}u) +]v] -2{ul.lv 
    

  

    

    

    

  

  

  

  

        

                

  

  

  

    

  

  

            

  

  

  

2 2 2 5 

V 

2 > 
=ÙU —V 

ne X 
u | — CAPI 

  

  

  

  

“ (is) (tes) 

H Théorème de la médiane: 

Ile milieu de [BC] on a pour tout point A du plan: À 

BC? 
* AB? + AC? =2AP + — 

* AB? - AC? = 2BC.IA = 2.BC..IH É \ = 

avec H le projeté orthogonal de A sur (BC) 

MPropriété : Pour tout point À, B,Cona: AB=(AC+CB) 

AB =(AC+CB} = AC? +CB? -2AC.BC 

    

    

  

      

  
  

CNE jü}*] v| & U et V sont colineaires       
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On obtient alors |AB° =AC?+CB?-2AC.BC cos ACB| Formule d’El Kaschi       
M Propriétés analytiques : Dans un repère orthonormal (o À, i) on 

a x) D fs) . considère u fs ev ÿ on à : 
  

  

      

  

> 

u.v=xx'+ yy' ul= f2+y 

> LA 

ulLvexx'+yy'=0 0 est orthogonal à tout vecteur     
La distance d’un point A(xo, Vo) à une droite À d’équation 

axe + bYo + d| 

Va? + b? 
a x + by + c = 0 est le réel     

Réflexes : 

Situations Réflexes 

a) Onutilise J AB] Ac] cos B À C 

  

  

b) On utilise AB.AH avec H projeté L de C 

sur (AB) (on peut projeté seulement soit sur 

(AB) où sur (AC)) 

c) AB.AC=xx'+ yy 

d) On utilise la relation de Chasles et les 

propriétés du produit scalaire 

Calculer le produit scalaire 

de deux vecteurs AB.AC 

  

Démontrer l’orthogonalité | On démontre que leur produit scalaire est nul 

de deux vecteurs 
  

a) On écrit AB? = AB.AB 

b) Mesure de la médiatrice (théorème de la 

médiane) 

Calculer une distance AB 

  

1) On applique la formule 

AB.AC=AB.AC cos ABC 
pour calculer cos ABC 

Calculer un angle BAC         
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Déterminer une ligne de 

niveau des applications transformer les expressions à l’aide de la 

Mt-MA.ME relation de Chasies (En faisant intervenir le 

> > milieu [AB] et se référer aux théorèmes de 
MH MA°+MB cours. 

Mt-MA°-MB° 
  

*Si k = 1 alors l’ensemble est 

MA _ la médiatrice {AB] 

MP MB TK aveck)0 *Si K41alors l’ensemble est le cercle Éhy 

tel que I et J sont les barycentres respectives 

de {(A, 1,6, -k)} et{ (A, 1) (B, k)}. 

  

M+- aMA° +6 MB’ Transformer l'expression à l’aide de la 
relation de Chasles. (En faisant intervenir G et 

(@+B #0) G' les barycentres respectives de 

{(A, a) ; (B,B)} et {(A,o) ; (B,-B}       
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ENONCES 

QCM 
Indiquer la bonne réponse par à, b ou c en justifiant votre réponse. 

1) A et B deux points du plan tel que AB = 2 

Soit M un point de (AB) vérifiant AM.AB=-4 alors 

a) ME[AB] b) Me[BA)-[BA| c) Me[AB)-[AB| 

2) ABCD est un carré de centre O de cote 1 cm. Alors OB.OD est égal à : 

1 1 
a) — b) 0 C) -— )> ) ) 2 

3) ABC un triangle tel que AB =2 et AC =4et BÂC= 

alors AB.AC est égalà :a) 8 b) A2 c) 2 

4) a et b deux vecteurs orthogonaux de normes respectives 2 et 1 

(2a-b)'estégalà: a) 15  b)0 c) 17 

5) u?=v” si et seulement si: 

a) u=v b) U=V où u=-V chu+vLu-v 

Vrai - Faux 

Dire si l’affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse. 

1) Si uet v sont colinéaires alors u.v=ju|.]v] 

2) Si u.v=0 alors u=0 ou v=0 

3) A, Bet C sont trois points distincts. Si AB.AC=0 alors les droites 

(AB) et (AC) sont perpendiculaires. 

4) Siu.v=u.w alors v=w 

1 
6) À, B, C trois points distincts. AB° +AC°=BC? = AB.AC=0 

Vrai - Faux 

ABCD un rectangle tel que AB =S5 et BC =3 et ABE un triangle 

équilatéral extérieur à ABCD, I est le milieu de [AB] 

Indiquer si les propositions suivantes sont vraies au fausses et justifie 

votre réponse. 

2 2 

u V 5) ave )f+ 
2   
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25 
a) AB.AÏ-AB.AE- b) DB.AD=-3V34 

c) cosBDE=-È d) EL.DC=0 

QCM 

Indiquer la réponse exacte par a, b où c 
ABC est un triangle équilatéral de côte 4. I le milieu de [ACT] et H le 

milieu de > [BC] et D le projeté or orthogonal de I sur (AH). 

1) a) DC.AB=0 b) DB.DC-0  c) AD.BH=-0 

2) a) AB.AÏ=AHXAD b) AB.AÏ=8  c) AB.AÏ-4 
——f4) _—_f- 

3) Dans un repère orthonormé, AE M co ï 

a) AB.AC=6 b) BC=26 c) BC.AB=19 

Ÿ Dans chaque cas, choisir une méthode adaptée pour calculer AB.AC. 

  

  

              

a) b) Icm 

Ç lcm À .|[B 

120° d 

A 3 B (7 
C 

c) 
C d D C 

Ua A { B 
3 

À 2 H1B 

Y Soit ABC un triangle équilatéral de côté a et soient I, Jet K les milieux 

respectifs des côtés [BC] et [CA Jet [AB] et G est le centre de gravité du 
— ——— —— —— a — 

triangle ABC. Calculer les produits scalaires : BC.BA ; BC.BG ; BC.BI] ; 

GB.G]; GB.GC ; JB.KCen utilisant deux méthodes : 

1) L'une utilisant la définition par projection orthogonale.
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= 

V 

= 
1" . ne nu 

2) L'autre utilisant l’égalité u . v = u .Cos . 
      

  

  

  

    

ÿ Soit I le milieu d’un segment [AC], J celui d’un segment [BD]. 

1) Démontrer l’égalité : AB2+ AD? + CD? +CB?2=AC? + BD? + 4IJ2. 

2) Enoncer le résultat géométrique qu’on en déduit en examinant le cas [=]. 

Ÿ Le triangle OAB est rectangle en O . Une droite D passant par A coupe 

la hauteur (OH) en M et le cercle de diamètre [AB] en N. 
+ —+ + — — — 

Montrer que : AM.. AN = AM.AB = AO.AB = AO. 

Soit A et B deux points du plan : 

Montrer que pour tout point M du plan on a : 

MA .MB- MAMIE — AB? 

Soit E=M;MeP;telque MA.MB=k;keIR} 

a)Déterminer l’ensemble E. 

b) Pour quelle valeur de k, E est le cercle de diamètre [AB] 

{ Soit ABC un triangle équilatéral dont les côtés ont pour longueur a. 

a) Déterminer l’ensemble D, des points du plan tel que : AB.AM à 

b) Déterminer l’ensemble D, des points du plan tels que : AC.AM -& . 

c) Que représente pour le triangle ABC le point d’intersection de D, et D; 

NE ABC est un triangle rectangle en A tel que AB = 3 et AC = 4, 

Pet Q désignent les projetés orthogonaux respectifs de I et J sur (BC) 

tel que: AÏ= 0,5 et AJ = 1,2 .Evaluer de deux façons BC. I). En déduire PQ. 

Ÿ7 1) Exprimer la longueur de la médiane issue de A dans un triangle 

ABC en fonctions des longueurs a , b et c ,des côtés respectifs 

[BCJ; [AC]et [AB]. 
2) Quelle relation doit lier a, b et c pour que les longueurs des trois 

médianes soient proportionnelles aux longueurs a ,bet c ? 

NE Les diagonales d’un quadrilatère convexe ABCD se coupent en un 

point intérieur O. On note KR et S les orthocentres des triangles AOB 
et COD . 

— — — —— — —— 

1) ProuverOS.BA=OA.OD -OB.OC. 

10
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+ —— —— —— 

2) Déduire que OS.BA=OR.CD. 

3) On note P et Q les centres de gravité des triangles AOD et BOC. 

Prouver que (PQ) et (RS) sont perpendiculaires. 

Soit À et B deux points du plan tels que AB= 5. Déterminer 

l’ensemble des points M dans chacun des cas : 

a) MA? - MB? =-5 b) MA? + MB°=-4 

c)MA.MB = + d)MA =3 MB 

y sci ABC un triangle et I le milieu de [ACJet G son centre 

de gravité. Trouver l’ensemble des points M tels que : 

MA [MA + ME + MC)-0. 2) GMA + 3MC - MB). MC =0 b) MA [MA + MB + MC 
= 

Soit À un point du plan et u un vecteur tels que 

l’ensemble des points M dans chacun des cas : 

_ 
u| = 5. Déterminer 

        

l)a) u AM =15  b) u.AM=-ÿ 2)$ <u.AM<15 

Soit À et B deux points du plan tels que AB =5 

1) Soit G le barycentre de (A, 2) ;(B, 3). Montrer que : 

2MA? + 3MB? = 5MG? + 2GA2+3GB:. 

2) Exprimer les vecteurs GA et GB en fonction de AB , puis 

les distances GA et GB en fonction de AB. 

3) En déduire que 2MA? + 3MB? = 5MG? + SAB: 

4) Déterminer et construire l’ensemble des points M tels que : 

2MA°? +3MB?=50. 

Ç Soit ABC un triangle, on désigne par G son centre de gravité . 

1) Montrer que pour tout point M du plan on a : 

MA? + MB? + MC? =3GM? + GA? +GB?+GC. 

2) On suppose que AB=3,AC=5etBC=6. 

a) Calculer les médianes AA", BB' et CC'. En déduire GA ; GB et GC. 

b) SoitE={MeP;MA?+MB?+MC?=k;keIR}. 
Discuter suivant k l’ensemble E. 

c) Etudier les cas :k=25 ;k= 1. 

NE Soit A et B deux points donnés du plan P et I le point défini par 

AI + 2BI = 0 et C un point de la perpendiculaire à la droite (AB) en I. 

On donne AB=3 et IC =2. 

Il



Produit scalaire | Enoncés 
  

1) Construire les points À ;B ; et C. 

2) a) Montrer que CA? +2CB°=18. 

b) Déterminer l’ensemble 6 des points Me P tels que : 
———> — + — 

MA.MB+MA.MC=0. 

3) Montrer que partout M eP, MA?+2MB?-3MC?=18 +6 MC.CI 
4) On considère À l’ensemble des points M de P tels que : 

MA? + 2MB? -3MC?=42. 

a) Montrer que À est une droite dont on précisera la direction. 

b) Montrer que À est tangente 16. 

Ç' Soit ABC un triangle rectangle en A et H sa projection orthogonale sur 

(BC). Soit K et L la projection orthogonale de H sur (AC) respectivement 

sur [AB)et1 le milieu de [B |. 
AB.AL- AC.AK) 

1) Montrer que AI.KL = (AB.AL- AC.AK 
2) Traduire, par la produit scalaire, l’orthogonalité de (AH) et (BC) et en 

—_—_—+ — + + 

déduire que : AB.AH-AC.AH=0. 

3) Démontrer que (AI) et (KL) sont des droiïtes orthogonales, après avoir 
—> — —+> —— + ——> —— —— 

justifier les égalités : AB. AL = AB. AH et AC.AK = AC.AH. 

ABCD est un carré de côté a , I le milieu de [DC] et J de celui 

[BC].On se propose d’évaluer l’angle IAJ de mesure 8 par deux méthodes. 

= 1ère méthode : 

1) Exprimer AI. Aj en fonction de cos 8 et de a. 

2) Exprimer AI et AJ à l’aide des vecteurs AB et AD et donner une 

autre expression de AI. AI. 4 3 

3) En déduire la valeur exacte de cos 8 

et une valeur approchées , à 10° prés par défaut de8 : 

— 2ème méthode : L——_< 1 
1) Calculer AP, AJ? et IJ2, et retrouver cos 6. 

  

V7 soit ‘6 un cercle de diamètre [AB] , de centre O et de rayon a. Soit D 

la tangente au cercle Cau point A et soit M € D avec M z A. On appelle 

D’ l’autre droite passant par M et tangente au cercleGen un point noté N. 

1) Montrer que OA.OM= ON.0M En déduire que (AN) et (OM) sont 

perpendiculaires. On appelle H le point d’intersection de ces deux droites. 

2) Soit & une mesure de l’angle AÔM. En exprimant OA..OH de deux 

12
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manières différentes, calculer OH en fonction deaet «. 

3) Que peut on dire des triangles OAM et OMN ? En déduire une mesure 

de MÔN , puis de NOÔB. 

4) Soit K le projeté orthogonal de N sur (AB) . En exprimant ON .OB de 

deux manières différents , calculer OK en fonction de a et de &. 

5) À quelle condition portant cos & a-t-on OK= OH. 

6) On suppose que & =60°. Vérifier que @ satisfait la condition de 5). 

Calculer en fonction de a, OH.ON etOK.ON . En déduire que (HK) 

et (ON) sont perpendiculaires. 

VY ABC un triangle équilatéral de centre G et de coté 6cm,soit O =A*C. 

1) a) Montrer que pour tout MeP, MA? +MB° +MC° =3MG° +36. 

b) Déterminer et construire l’ensemble 

Q={MeP/MA°+MB°+MC°=45}. 

2) Soit A ={MeP/GM.GC-6} 
Montrer que À est une droite que l’on construira. 

3) Le plan P est rapporté à un repère orthonormé (O,i,j) 

A(-3, 0) ;B(0,33) ; C(3, 0) et MX, y). 
a) Vérifier que le triangle ABC est équilatéral. 

b) Calculer les coordonnées de G. 

c) Ecrire une équation cartésienne de À et vérifier que À est tangente à (2. 

ÙY Soit ABC un triangle équilatéral direct de coté à > 0. Soit D le point 

qui vérifie 2DA-2DB-DC-0. 

D) Vérifier que BD=-2BA+BC . 

2} a) Déterminer BA.BC en fonction de a. 

b) Montrer (AB) parallèle à (DC) et que BC.BD =(,. construire alors D. 

3) Calculer les distances CD, BD et AD en fonction de a. 

4) Soit {M)=2MA° -2MB° -MC° 

a) Vérifier que f(C) = 0. 

b) Exprimer f(M) en fonction de MD et de a. 

c) En déduire l’ensemble F des points M qui vérifie f(M) = 0. 

5) Soit g(M)=2MC.DB+a° Déterminer l'ensembleG={MeP/g(M)=a"} 

6) L'est le point d’intersection de F et G autre que C. Montrer que CDI 

est un triangle équilatéral. 

13
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& le cercle de diamètre [AB] de centre O.M un point de & distincts 

de A et B. On considère M, et M: images respectives de M par 

. . T . , se 
les rotations des centres respectives À et B et l'angle” (direct). M” le milieu 

de [M; Mi]. On cherche à démontrer que M'appartient au cercle & et que 

(OM) et (OM' ) sc sont per. pendiculaires. 

a) Exprimer OM en fonction de AM et BM. 

b) Exprimer OM' en fonction de AM, et BM, . 
——|12 ——|[2 

et [om          c) Comparer | 

d) Démontrer que OM.OM'=0. 

e) Conclure. 

NY ABC un triangle équilatéral et M , N , P sont des points tels que : 

M est le barycentre de (A ,2)}(B,1), N'est le barycentre de (B ,2)(C,1) 

et P est le barycentre de (C, 2) (A, 1) 

1) Construire M, Net P. 

2) Calculer AB.MP. En déduire MP en fonction du côte a du triangle 

équilatéral ABC. 
3) Démontrer que le triangle MNP est équilatéral. 

4) Quelle est la nature du quadrilatère MGCP. Si G est le centre de 

gravité de triangle ABC ? 
5) a) Si S est l’aire de ABC et S, est l’aire de MNP. 

Déterminer une relation entre S, et S. 

b) On recommence la construction précédente à partir de MNP. 

On note Sl’aire du triangle obtenir et ainsi de suite. 

Quelle est la nature de la suite (S,) ainsi obtenue ? 

Exprimer $, en fonction de S. 

c) Combien de fois faut il effectuer de construction pour obtenir un triangle 

tel que le rapport de son aire à celle de ABC soit inférieur à 10” ? 

14
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CORRIGES 

\ 1) AM.AB=AM.AB=-4 car Me(AB) 

donc AM et AB sont de sens contraires 

d’où Me [BA)-[ AB] ainsi la réponse est | 

2)0=B*D = OB=-OD d’où OB.OD=-OD° = > 

or BD=V2.1=V2 - ainsi la réponse est[d 

3) AB.AC= AB.AC.cos B À C—4.2.005%—4V2 

donc la réponse est [b| 

                     (1 
alors (2a-b} =4a? -4a.b+b? =4x4+1=17 ainsi la réponse est 

2  -2 2 2 + + — + + 
Su =v œu -v =0e (u-v).(u+v)=0 & (u-v) L(u+v) 

ainsi la bonne réponse est 

V/ 1) faux : contre exemple: u=-2valors U.V=-2V.V=-2v 
1 | 1 1 2 2 = Ut 

a MM= Met 22% aoù u.v#fui M 
2) faux : : (AH) hauteur de triangle À ABC 

AH.BC=0 et AH#0 et BC 40 

3) vraie : AB.AC=0 & (AB) L(AC) d’après le théorème de cours. 

4) faux : v= AB et w=IH et u=BC 

ABC est un triangle rectangle en B et (1H) L(BC)en H 
Lu Le A 
u.v=AB.BC=0 et u.w=IH.BC=0 I 

ona U.V=U.W et AB + IH V 
B C 

_ — 112 

5) vraie : Ja+v Ÿ 225. V 
                      Mrs     

al vf u 

15
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2 2 

  

  

            | 
6) vraie : AB° +AC° =BC° ABC est un triangle rectangle en A 

« ABLAC & AB.AC-0 

A — [+ - — — 
ainsi uvre u+v ju IV 

Ona AB=5; BC=3 comme I = A *B et ABE équilatéral alors (ET) 

  

      

hauteur de ABE 

K 

A B 

D C 

RS TR UT 5 2 
a) Vraie : AB.AÏ-AB.Ai-5x2-2 

2 2 

ABAË- AB AI À AB Ai car I est le projeté orthogonal de E sur (AB) 

b) faux : DB.AD=-DB.DA=-DA.DA=-DA? =-9 #-334 
A est le projeté orthogonal de B sur (AD) 

c) faux : l’angle BD E est aigu donc son cos BD E est strictement positif. 

d) Vraie : EI.DC=ET.AB =0 car AB=DC ((ED hauteur de ABE) 

\ 

D l Van 
1) AD.BH=0 car (AD) L(BH) ainsi la réponse est 

  

2) AE. AÏ- AB.AI.cos E— 42x24 ainsi la réponse est [c] 

— — = ,. —(73 —f-4 | 
3) AC=AB+BC d'où ac| Jetonaan| M 

d'où AB.AC=-3*(-4)+(-2)x3=12-6=6 ainsi la réponse est[a | 

16
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\/° AB.AC—AB.AC.c0sBÂC=3x1x006120=2 

Di le pr projeté < or rthogonal de C sur (AB) est H tel que AH = 1 

AB.AC=AB.AH=2x(-1)=-2 

c) Le projeté orthogonal de C sur (AB) est H alors AB.AC=AB.AH=-3.2-6 

d) AB.AC=—AB(AB+AD) =AB?+AB.AD-9+3x2xcos60°=9+34/3 
Méthode utilisant le projeté orthogonal : 

Calcul du produit scalaire BC.BA a se projette orthogonalement en I sur 

la droite (BC) par définition : BC.BA=BCBI. 

Or BC=aet BI=$ d'ou BC BI-à et par suite BC. BA = 

- Calcul du produit scalaire BC.BG À 

G se projette orthogonalement en I sur la droite (BC) d’ou 

BC BG-EC Bi K I 

- Calcul du produit scalaire BC. BI=BC BI =2.. B H C 

- Calcul du produit scalaire GB.G]. 
— 

Les vecteurs GB et G] étant colinéaire, on obtient : GB.G]J = GB G]J. 
—— 

GB et G] étant de sens contraires : GB.GI = -GB x GJ or BJA est un 

triangle rectangle en J donc : 

3 BP Re = AB BABA 2 di d'ou BI 5 4 
Comme G est centre de gravité de ABC donc 

  

    

1 NE) 2 3 ZE a a. 2 
GJ = 3 BI= a —— é :GB=£<BJ-a 3 d’ouGB. GI = 3 x = 

Par suite : GB.GJ=- : 

- Calcul du produit scalaire GB.GC : Cse projette orthogonalement en J 

sur la droite (GB) D'ou GB.GC-GB.GJ (et l’on retrouve le calcul 

précédent) d’ou GB.GC=- æ. 

- Calcul du produit scalaire JIB.KC 

Etant donné la position du centre de gravité sur une médiane, on a : 

JB =2GB et KC =2GC Ce qui permet de ramener au calcul 

précèdent ; en effet JB.KC= 6 GB) 6 GC)- 2GB.GC GC = 2 2 #3 
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> 

.cos|u,v 

- Calcul de BC.BA Soit g= (BC, BAJOx): 0 = 

IBc}-Bc A ; BA) = BA za d'ou: BC . BA =|5d] BA .COS 5 =a2x 

= 

2) Méthode utilisant l'égalité u.v= 
= 

ul. 

> 

V 

      

  

  

  

    

1-2 
2/2 

et par suite : BC.BA = a 

- Calcul de BC. BG Soit 0=(BC,BG)(2x):0-% 

  

6 

Le calcul de BJ = sh d'ou BG = 4 BI = A d'ou 

se sc-ledRel cer axes 3e ep # BC.BG =| cosÆzax ii La BC RG - 4               
- Calcul de BC. BI Soit o={BC, Bi](2x):0-0 

BC.BA = IEC). BAÏ. cos Fax LE 

. Calcul de GB.GJ Soit 0 = (GB ,Gi)(2x);0 =r 

D'ou 86.Bi-f5c] [Elus -# 

GE.Gi=|68].|Gi). cos r= 28 28 (1) GB.GI=-%. 

_ Calcul de GB.GC Soit 0 = (GB, GC)(21);0 - 2x |GE|- a-2h 

GB. GC- GE]. GC]. cosÂE = ES jt. 2 a? 
6 

> 

+ —Ù —— > — > — 

- Calcul de JB.KC KC=JC' JB.KC=JB.IC 
. =(TB JC 2x): 27 Soit 0 (B,5C\ n); 0-4 é 

5. fonte (nf) Li) aépu Re 3e 
  

  

\ Par usage répété de la formule de la médiane on a : 

AB? + AD? + BD?+2AF et CD?+CB?= 3BD° +2C7 

et dans le triangle ACJ ; AJ2+JC2=2JP + 3 AC. 

On déduit de ces trois relations l’égalité : 

AB? + AD? + CD? + CB? = AC? + BD? + 4I/° 

1) Sif=J , autrement dit si le quadrilatère est un parallélogramme , 

18
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on obtient : AB? + AD? + CD? + CB? = AC? + BD? 

On peut donc énoncer le résultat suivant : 

Un quadrilatère est un parallélogramme, si et seulement si : 
AB? + AD° + CD* + CB? = AC? + BD? 

à + + + +) — 

+ AM.AN=AM (AB +BN)- AM.AB+AM.BN 

or N € Érasidonc AN AN.BN=0et AN =a AM car A, Met N ED d'ou 
—— —— + — 

a AM.BN=0et par suite AM.BN = 0 donc AM.AN= AM.AB 
— > ——— — — 

°AM.AB- (AG + oM)AB =AO.AB +OM.AB 

or OM = OH et OH. AB = 0 donc OH. AB 0 d'ou AM.AB=-AO.AB. 
— — + ——>  — 

+ AM.AB-AO.AB- AO.(A0+OB)-AO+AO.0B, 
Or AO. OB= 0 car O EGqasp d'ou AM. AB- AO? 

——_— + —+ ——+ + 

d’ou la relation AM. AN = AM.AB=AO.AB= AO? 

\Ÿ/ MA? + MB? - AB°=MA + (ME _ af) 

2 À >) 2 fe —) f— — 
= MA + (MB - AB). (MB + 6)-MA + [ME + BA). (MB + A5) 

= MA + MA. (5 + A5) - MA. [MA + MB + AB)- MA MB) -2MA.MB 
E= M, MeP/MA.MB-=Kk;: :kEIR| 

MA _.MB-Kke MA+MB?-AB? _+ 
‘ 2 

<> MA? + MB’ - AB?-2k <= MA? +MB’=2Kk + AB? 

&2ME + ÀË —9k+ AB? avec [= À *B 

   
2MP = AE + 2K 5 Mr = AB +4k 2 3 

* 1% cas: AB2+4k>0<4k>-ABek>- ÂËE 

d'ou M1- /AB?+4k _ VAB?+4k 
À 

. 

2 

VAB? + 4k D'ou E = 6 
Donc Me au cercle de centre I et de rayon ZT = : ER 

  

2 

* 2 ças : AB?+4k<0 k<- AB ; E=o 

# 3 cas: AB?+4k=-0S k= - AB d'ou M=I donc E = {1} 

E est le cercle de diamètre [AB] si et seulement st : 

VAB?+4k = AB <AB?+4k=-AB’< 4k=0<>k=0 
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Autrement : E est le cercle de diamètre [AB] si et seulement si : 

MA 1 MB < MA.MB =0 donc ça correspond bien au cas k=0. 

N° a) Soit H le le projet ort orthogonal de M sur l’axe (AB) orienté de À vers B 

donc AB. AM = AB AH On cherche donc l’ensemble des points M tels que 

H vérifie AB AH- =& soit AH- <. c’est à dire AH = 
26 

  

Aïnsi D, est la hauteur issue de C dans le tringle ABC. 

b) Soit de même K le projeté orthogonal de M 

sur l’axe (AC) orienté de À vers C: : 

AC.AM=% s'écrit AC.AK =. Soit AK = -4 
2 AC 2 

D, est alors la hauteur issue de B dans le triangle ABC. 

c) Le triangle ABC étant équilatéral, le point d’intersection O de D, et D; est 

l’orthocentre ou centre de gravité ou centre du cercle circonscrit au triangle. 

NV 5-6) (R à 1) 
— — ——+ — + — > — Q 

BA. IA + BA. AJ + AC. IA + AC. AJ 
=1,5+0+0+4,8-6,3. l 
etBC. Hi = BC. (IP + PQ + Qi)-BC BC.IP + BC.PQ + BC.QJ 
=0+BCxPQ+0=BCxPQ.or BC?= BA2+ AC2=9+16=25 

de _ 6,3 
75 

  

  

d'ou PQ=LE = = 1,26. 

\2 Le pied A’ de la médiane issue de A dans le triangle ABC est le point 

tel que AA'=1 AB+ AC) et en élevant au carré scalaire : 

AA= (AB? + AC: + 2AB. AC)D'autre part 

BC?= (ac — a] AC?+ AB? - 2AC. AB .On obtient ainsi une expression du 

produit scalaire AB.AC= (ac: + AB°- BC), qu’on reporte dans, 

l'écriture de AA’? pour obtenir AA7= 4 L (2b? +207 -— a!) 

Le relation de proportionnalité (plus simple entre les carrés) 

s’écrit donc: A = BB° = CE . 

Soit 2b?+ 2e —a? _2a?+ 2 —b? _ 2b°? +2 = 
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Le plus simple est d’écrire que ces rapports sont égaux au rapport de la 

somme des numérateurs à la somme des dénominateurs, qui vaut 
simplement 3. On en déduit les relations: 
2b2 + 2c? — a? = 3c2: 2a? + 202 — b? = 3b? ; 2b? + 2a2 —- c? =3a?2. 

Ces trois relations sont équivalentes à 2b2=a +e?. 

5 1) S est caractérisé par les deux relations : 

CS.OD=0 ou encore CS.OB=0 DS.OC-=0 ou encore DS. OA =0 

ona:CS OB =0 4(C0+0$)08-02C0.08+0$.0B-0 
_—> — + — 

0$.0B=--C0.0B-0C.0B © 

donc la première relation s’écrit : OS.OB=OC.OB 
+ — — 

de même la seconde s’écrit : OS.OA =OD.OA 

En retranchant membre à membre les Sos trouvées, 

  

on obtient bienla relation OS . (GA _ OB = OA . OD — OB . OD 
D + ——Ùù > > —— B 

d’ouOS.BA=OA .OD -0B.0C 
+ + + —— —— —— 

2) On démontre de même la relation : OR.CD =OD.OA -OC.OB ; des 
+ + > — 

deux relations établies, on déduit : OS.BA =OR.CD 

P est le centre de gravité du triangle AOD donc OP = OA! avec 

  

  

A'=A*D. Or oA'=1 (GA + O5) d’ou OP ON + O5). 

De même Q est le centre de gravité du triangle COB, donc 

OQ =1 1 (08 + OC] les deux relations entraînent par soustraction : 

PQ = 165 +O0C-OA- O5}et par conséquent : 

SGA: 5) (UE. 
1 (A8. OS — AB.OR + DC.OS-DC.OR 

fe, DC.OR) 

= DT OR +1DC.0S oS+1 1 (AB. OS-DC.OR 

or AB..OR =0 par définition de R. DC.OS=0 par définition de S. 

AB.OS —-DC.OR = 0 d’après b),donc PQ. RS=0et par suite les droites 

(PQ) et (RS) sont donc bien perpendiculaires. 

NZ 4, Appelons E, l’ensemble des points cherchés et I le milieu de [ABI. 

Pour tout point M du plan : MA? - MB? = 2JM.AB | 
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Si l’on oriente (AB) telle que AB=5 alors, H étant le projeté orthogonal de 

M sur (AB), MA? -MB?=-S5 si et seulement si : 

2IM.AB -2IH.AB- 5 c'est à dire TH = - 2 = 5 - _ 

(ee
) pa
 

© Q
-
 

L'ensemble E, est la droite orthogonale 

à (AB) menée par H défini sur (AB) par IH = 1 

   b) Soit E, l’ensemble cherchée .Pour tout point M du plan : 

MA? + MB? = 21M" + TAB? alors MA? + MB? = -4 si et seulement si 

4 

c) Soit E; l’ensemble cherchée. Pour tout point M du plan : 

MA.MB=Mr 1 AB alors MA.MB--{ 

25 
2MF + LAB?=-4 c’est à dire MP = -2-2$ or T2 < 0done E: =@. 

si et seulement si : M} - TAB = -£ 

c'est à dire MP = AB? -Ÿ-4 d'ou MI=2 

L'ensemble E, est le cercle de centre I et de rayon 2. 

d) Soit E, l’ensemble cherché : MA =3MB « MA? -9MB:=0 

& (MA — MB). (MA + 3MB)- 0 Soit G le barycentre des points pondérées 

(A, Ljet GB; -3). LS le barycentre des >s points por pondérées (À, let (B,3) 

(MG + GA - 3MG — 1GB). (MG: + G'A -3MG:-3G'B|- 0 

or GA -3GB = 0 et GA +3GB= 6 d'ou (2MG).(41MG)-0 
&-8MG.MG'=0et par suite MG. MG'= 0 d'ou MG 1 MG donc M € au 

cercle de diamètre [GG]. Et par suite E, est le cercle de diamètre [GG]. 

7 a) I=A*C donc MA + MC =2MI 
3MA + 3MC - MB) MC =0 6[Mi-ME). MC =0 «> 6BI.MC=0 

ou encore BI. MC=0. L'ensemble cherché est par conséquent la droite 

passant par C et perpendiculaire à (BI). 

b) G G étant le centre de le gravité du triangle ABC signifie que: 

MA + MB + MC- 3MG  MA.MG =0 & MA 1 MG 

L'ensemble cherché est le cercle de diamètre [AG]. 

\ 1) a) Notons D, l’ensemble recherché. 
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Soit B le point du plan tel que u = AB orientons la droite (AB) telle 

que JA] = 5. Pour tout point M du plan, appelons H le projeté orthogonal 

de M sur ne u AM- AB. AM=15 c’est à dire AB AH =15d’ou 

AH = = -2- 3. Donc D; est la droite orthogonal à (AB) et menée par H 

défini sur (AB) par AH =3 

2) Notons D; l’ensemble recherché . AM = > (= AB . AM = -2 c’est à dire 

_S 
AB.AH=-54 H=—2=-1 Donc D; est la droite orthogonale à 

24 AB 2 

(AB jet menée par H défini sur (AB) par AH = à. 

3) S<u AM<15 Ÿ<AB.AH<15 

c’est à dire 2 <AB.AH<15 d'ou} <AH<3. 

L'ensemble recherché est la partie du plan comprise entre les droites D, et 

D; (droites incluses). 

1) 2MA? + 3MB° = 2MA + 3MB 2 (MG +R} 43 (MG + GE] 

_3MG +4MG.GA + 2GA +3MG +6MG . GB + 36B° 
—2 

=SMG +2MG PGA+GE)+ 20 A 1308" 

=5MG +2GA 36B car 2GA--3GB = 0 (définition du barycentre). 

D'ou 2MA? + 3MB? = 5MG? + 2GA2+3GB£2. 

on a : 2GA + 3GE = 0 d'ou 20A+3GA+3AB = 0 

c'est à dire SGA + 3AB = 0 d'ou GA = _ AB de même GB =? AB 

On obtient alors en termes de distances, GA = AB et GB = AB . 

3) 2MA°? +3MB? =5MG? +2 Gagfs ar) 

= 2, 18 apz: 12 4m 2, 30 à p>2 = 5MG + +55 AB 5 AB = SMG*° + JS AB. 

Donc pour tout point M du plan : 2MA? + 3MB? = 5MG? + $AB?. 
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4)2MA? +3MB?=50  5MG° + AB = 50 c’est à dire 

SMG: = 50 - $AB: = 50 - 6X2$ 20 donc MG?=4 MG =2 

donc l’ensemble cherché est le cercle de centre G et de rayon 2. 

  

NE 1 ——2 
1) MA? + MB? + MC?= MA +MB :MC 

= (MG +64) +(MG +68) + [MG +GC) 

= MG? + GA? + 2MG. GA + MG? + GB2+2MG. GB+MG? + GC? + 2MG. GC 

=3MG? + GA? + GB? + GC? + 2MG (GA + GB + GC) 
a ——— 2 — 

Ô 

=3MG? + GA? + GB? + GC2. 

2) a) AB = 3 :AC=S ;BC= 6. 

AB? + AC? =2AA"7+ BC avec A’=B*C . 

2AA%= AB? + AC? BC 0425-18-16 d'ou AA? = 8e AA'= 48-292. 

BA? + BC:-2BB° + AC 

<BB°-1 (8414 BC - AC). 16+36- 35)- & d'ou pp. 

CA? + CB? = 2CC°+ AE e CC? =1 (ca + CB? - AE:) 

cc fs +36- 1 113 d'ou CC'= VS et AG- 2 aa-42 4 37 
cG-2cc "ti a BG-2pp"=v6s 
b) B=(MeP:MAt4 MB MO SK ikeIR} 
MA? + MB? + MC? =k <> 3MG? + GA2+ GB? + GC?=k 

2432, 65, 113 _ 24. 70 _ <3MG? + 9 + 5 5 k< 3MG+- k 

<3MG=Kk - À _ 3k ; 70 < MG2= 3k 5 70 
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Solutions 

* Jère cas : 3k-70>0ek > 10 MG-3k-70 & M - 70 

donc Me au cercle G de centre G et de rayon SET d'ou E = és &T) 
73 

* 2ème cas : 3k —70<0k <1 MG =3k—70 impossible donc E=@. 

# ème cas: 3k-70-0S k = À. MG =0< M=-G d'ou E={G} 

c) k = 25: 25>-À donc E= ë. £) Spour KE 1: 1< 0 donc E=©Q. 
3 

Ÿ 1) AL+2B1= 0 > AÏ+ 2BÀ + 2AÏI = 

3AI+ 2BA = 0 & AÏ=-2BA @AI- 

2) a) CA?2+2CB?=18. 

on à ACT est rectangle en [I donc AC?=CP+AP-4+4=8 

on a CIB est rectangle en I donc CB2= C2 +1B2=-4+1=S5 
CA?+2CB?=8+5x2-18. 

b) MA.ME + MA. MC =0 <> MA [MB + MC,—— —— 
Soit I=B *C. 
MAÎME + MC) MAMIE + +1B+ Mi+1C)=0 
SMALMI)-0 «+ MA. Mi=0 
Donc l’ensemble Cest le cercle de diamètre [AÏ]. 

3) MA? + 2MB: - 3MC° = MA +2MB -3MC 
= (MC + CA) +2 (MC+CB) -3MC° 

—+ 

AB 

-
h
 

O4
 

= MC +CA° +2MC.CA+2MC +2CE + 4MCCE - 3MC° 

= CA? + 2CB? + 2MC. (CA + 2CB) 

= 18 + 2MC. (CA +2CB)- 18 + 2 MC. (CI + CA + 2Ci + 2 1B) 

=18 + 6MC. CI Pour IR + 2IB = ô} 

4) a) MA? + 2MB2 - 3MC?=42 18 + 6MC.CI = 
6MC.CI=24 MC.CI=4, 

Soit H le projeté orthogonal de M sur (CT); HC.CI-4 
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— 

Soit ï "fa avec FL ï) est un repère pour la droite(IC) donc CI=-2et 
Ci] 

par suite HC=-2 d'ou CH=2.Donc A est la droite passant par H 

et Làa(CI). b)He 6 et (CH)LA donc A cst tangente en H à 6 
C 

V0 1= B*C donc Aï=1 

AÏ.KL=1(AB + AC) (AL - AK) 
(AB+ ACJuRT- AL -AK 

  

    AÏ.KL—I(AË. AL4AC.AL-AE.AK - AC. AK) 
  

A L B 

or AC.AL AL=0 , car les droites (AB) et (AC) sont orthogonales. 

De même AB. AK= 0 donc AI. KI-I(AE. AL -AC.AK 

2) AH.BC=0 ;on décompose BC=AC-AB d'ou AH. (AC - AB)- 0 

AH. AC — AH. AB =-0ouencore AB. AH-AC.AH=0. 

3) AB.AL- AB (a + HL}-AB. AH+AB.HL or (AB) et (HL) sont 
— — ———r + 

orthogonales , donc AB.HL-0 d'ou AB.AL= AB. AH .De même 

AC. AK = AC.(AH+HK}- AC AH +AC.HK=AC. AH car ACL HK. 
ee ——+ > > — — —_—+ 

donc AB.AL — AC. AK=AB. AH — AC. AH=0. Par conséquent AI.KL = 0, 

ce qui signifie que les droites (AT) et (KL) sont orthogonales. 

VW ière méthode : 

AL AÏ AIX Akcos (AI). Or AI = AJ= VS a d'ou A1. AÏ=522x cos0 (I) 

2) A -(R5 + Di) (RE + Hi} A5 A6 +A5.BI4Di. AG +Di.Bi 
Or AD.AB=DI.BJ=-0et AD=BCet AB=DC 

——2 
d’ou AI.AJ= AD A5 HEC) 1DC.AB — AD + JpC 

-i 24 1 2— 2 492 2 > AD? + JAB LC +a? )= 2 (2) 

3) De (1) et (2) , il vient cos8 = Sd'ou 0 = 36,86° 

% pème 
méthode : 

1) On a AL= 1-28 et = 22 () D'ou AP = AP = IF.   
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D'autre part I]? = Ï = (TA + ai) = JA + AÏ + 2IA. AJ 

= JA2+ AJ2-2IA AJ = + 4 SE _ 2x 5 ax Sax c050 

5 , 5 Jade 
=52"-5a"cosû (2). D’après (1) et (2) on trouve cos = 2 5 2 + 

2 

VAE: OA.0M=OA.OA car A est le projeté orthogonal de M sur (OA). 

D'ou OA .OM=OA2= 2 car À € 6. 

ON.0M =ON.ON (N est le projeté orthogonal de M sur (ON)) 

=ON=a caNe 

Donc OA .OM=ON.OM Par suite OA. OM -ON.O0M=0 

Ou encore OM. (GA -ON)- —0 soit qui signifie OM)t (NA) 

2) OA . OH = OA. OH cosAÔH 

= OA.OH.. cosAÔM = à. OH .cosa 

D'autre part ; d’après la ! ère question H 

est le projeté orthogonal de A sur (OH) 

donc OÀ.OH = OH .OH =OH 

De deux égalités on tire : Of=acosæ 

3) AOM et OMN sont deux triangles rectangles 
avec le même hypoténuse et AO = NO 9 

  

  
donc ces triangles sont isométriques. On en déduit que 

MÔN =MÔA soit MÔN = a. De plus NÔB = AÔB- (AÔB+MÔN) Soit 
NÔB =180° 24 

4) ON.OB =ON.OB cos NÔB =a?cos(180°- 20 ) = -a? cos20 

d’autre part, K est le projeté de N sur (OB) alors ON.0B=-OK.O0B 

d’ou a? cos20l =OK .OB ou encore OK =a Icos20l 

S)ona:OH=acosaet OK=a |cos20l 

donc OH =OK & cosa= Icos2al <> COSO = (2cos’a —I| 

211 
4 2 

d'ou cosa=|2cos° a — 1 par suite OH=OK. 

  

  

Si a = 60° alors cosu= set 
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(AN) L (OH) alors H est le projeté orthogonal de N sur (OH) donc 
——> ——> — —— 

OH .ON=OH.OH =0H? d'autre part, OK.ON =OK.OK = OK? 
+ ——— —— — 

comme OK=OH , on en déduit que OH ON =OK.ON 
+ de 0 — 

ou encore OH. ON-OK.ON=0 soit ON.(OH -OK}-0 d'ou ON.KH=0 
Les droites (ON) et (KH) sont donc perpendiculaires. 

G 1) a) MA? +MB° +MC° =(MG+GA) +(MG+GB} +(MG +GC) 

=3MG? +GA° +GB°+GC°+2MG.(GA+GB+GC)=3MG? +3GB? 
= — ——— 

0 

(ABC équilatéral et G centre de gravité donc GA = GB = GC) 

comme 0 = À * C = 08 À. ane V5.É2345 

et GB-<BO-<.3/5-2V5 ainsi MA? +MB? + MC? =3MG?° +36 

b) MA? +MB? +MC° =45 5 3MG° +36=45 MG? =3MG=\3 

< M appartient au cercle de centre G de rayon 3. d'ou Q = Éc . 

2) (Soit H le projeté orthogonal de M sur (GC) oriente de G vers C) 

GM.GC=6s'écrit GH.GC=6 soit GH=—=——=\3. alors À est la 

  

Comme GC=243 et GH=V3 alors H=G*C 

3) a)AB=4/(x, -x, ) +(y-y,) =43? +(8V3) =6 et BC= 43 +(3V3) =6 

AC=4V6" =6 = AB=BC— ABC est un triangle équilatéral. 

+x +Xe -3+ b) GA+GB+GC-0 d'où x, = 22" %8 Xe ti
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+y + ay et Ve HE V3 so GO,V5) 

c) cn ) et ce! 1 a EN. GC 6 3x -13(y-V3)-6 

3x- me 3=0 ainsi la droite À est d'équation :3x-V3y-3=0 

1) 2DA-2DB-DC-0 + 2(DB+BA)-2DB-(DB+BC) =0 

Soit 2BA-DB-BC-0 BD=-2BA +BC 

2) a) BA.BC=BA.BC cos ABC=a° cor (ABC équilatéral) 

b) on a BD=-2BA +BC où encore BD-BC=-2BA 

CD=-2BA d'où (CD)||((AB). 
LL, _ __, _ nn 2 

+ BC.BD-BC.(2BA +BC)—-2BC.BA +BC? —-2(%-)+a -0 

* BC.BD =0 alors (BC) L (BD) 
par suite D appartient à la droite orthogonal à (BC) menée de B et à la 
parallèle à à (AB) menée de C. 

3,* CD=-2BA = CD=2BA=2a 

BDCrectangleenB & BD° 

= DC? -BC? =4a°-a?=3a > BD=V3a 

* DRA=DBC+BCA=Z,ZI ST 
2 3 6 

  

dans le triangle ABD on a : AD° =(AB+BD) =(AB-DBY 

= AB° +DB°-2AB.DB= AB? +DB°-2AB.BD cos 

=3a+a°-2.13 a? CS era d'où AD=4/7a 

4) a) f(C) = 2 CA? - 2 CB? eee —2a7=0 

b) fM)=2MA° -2MB° -MC? =2(MD +DA)- (MD + DE) -MD+DC) 
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=2MD°+2DA°+4MD.DA-2MD°-2DB°-4MD.DB-MD°-2MD.DC-DC? 

=-MD?+2DA?2-2DB?-DC?+2MD.(2DA-2DB-DC) 
— 

=-MD° +14a° -6a° -4a° =4a° -MD° 

c) {M)=0e 4a° -MD°-=0 MD’ =4a = MD=-2a& Me au cercle 

_ de centre "D'de rayon 2a. d’ou F = 2 

5) g(M)=a? < 2MC.DB+a° =a° = MC.DB-0<MCIDB 
< M appartient à la droite orthogonale à (BD) menée de C or (BC) L(BD) 

d'ou G=(BC). 

6)Ona GNF= {I , C)} — DC=DI=2a alors DIC est un triangle 

isocele de base[IC]comme(OB) Là (IC) en B 

— B est le milieu de [IC]. Ainsi IB = BC = a soit IC = 2a 

Par suite DC = DI = IC = 2a soit DIC est équilatéral. 

S a) O = Ta 
M1 

MO=— = MA + MB) (propriété du 

arallélogramme) 

d’où OM=- (AM +BM) 

b) M 
M'=M, *M, alors AM'= = AM +AM,) 

M2 B 

AG+OM'=- AM, _—— 
  

D
 

1 —— 

OM'=— AM AM => ÂM, +OAÀ or OÀ=> BA 

D'où LR RCE LE. 
2 2 2 2 2 

on = LCA BE et ON = CAN +5) comme 
ri (D=M etre =, MM; Alors AM=AM, et BM=BM, 
(A, D 
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et MBM, =MAM, => par suite | OM] = (AM +BM? +2 AM.BM) 

or MeË 5, donc AM.BM=0 d’où 

loM| = (AM +BM°)et [OM = (AM +BM2 +2AM, BM.) 

Comme AM, = AM etBM, =BM et (MA) _L(MB) et (BM) L (BM,) 

Alors (MA)|[(BM,) or (AM, ) L(AM) donc (BM,)L(AM,) 

On conclut alors que |oM} = (AM? +BM°)-|OM] 

d) OM.OMi= (AM + BM). (AM, + EM.) = AM+EM). (AM +BM.) 

1 AM.AM, +AM.BM, +BM.AM + BM.BM, 
Hs | Tr 

  

= [AM.BM, cosx + BM.AM, cos0]"[-AM.BM + BM.AM] 0 

e) OM.OM'=0 = OM 1 OM' 

ét jo] =Jom —OM=OM' = rayon du cercle = M'EË 

NP C 

L) AM = AB et BN—- BC et CP=- CA p /\N 

2)AB.MP = AB.(MA + AC+CP)= AB.MA +AB.AC+AB.CP / 

= AB. G BA)+AB.AC+AB. <CA = AB" + TAB AC AC Ê MB 

+2 AB.AC.cos = AB? +7 ap? =( 
3 3 3 3 3 

(AB= AC car ABC équilatéral) 

* Dans le triangle rectangle AMP en M on a: MP° = AP° - AM° 

2 1 1 a 
P°=(=a) -(—a) =-a? = MP=— G » -( 3 ) 3 5 

3) En utilisant El Kashi dans le triangle CPN 

on obtient : PN°=CP?+CN° -2CP.CNcos= 
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= + a -2( a)(— DE PN=—= de même pour 7 

MN=< par suite MN=PN=MP=# 3 5 
où encore MNP est un triangle équilatéral. : 

4) On a : (PM) L(ABjet (CG) L (AB) alors (PM)||(CG) de plus PM = él
 

et ABC équilatéral et G son centre de gravité 

2 3 
Alors CG= É hauteur)= G n a) = © (car la hauteur -# a) 

3 

* (PM)|I(CG) et PM=CG = alors PMGC est un parallélogramme. 
3 

5) a) ABC et MNP sont deux triangles équilatéraux alors la hauteur h de 

3 3 
ABC est égale à 5 AB et la hauteur h, de MNP est égale à 5 MP 

  

| ABxh ER | | 
d’où S ___2  _ 2 _ AB __a 3 

S, MPxh, 3 MP? ,a à; 
== MP? —=) 

2 2" DE 

V3 vp? 
b) L’aire S; de triangle équilatéral et So 2 2 =3 ainsi de suite on 

S V3 MP; 
2 3 

n =   obtient 3pourtoutneIN soit S —S, c’est le terme général d’une 
n+l 

n+l 

1 
suite géométrique de raison 3* de l”terme Sÿ=S et S$, GC) S 

S 1 S 1 
c) —L<10*orS =(—)"S Soit =(—-)" ) < : CG) < © 

on utilise la calculatrice G) (10° GY =4,5.10* donc n>7 

il faut effectuer alors au moins 6 constructions. 
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Angles orientés Résumé de cours 
  

  

Chapitre II 

Angles orientés 

  

M Orientation du plan : 
Orienter le plan c’est choisir pour tous les cercles un même sens de rotation 
appelée « sens positif ». En général, on choisit comme sens (+) 
Positif le sens inverse des aiguilles d’une montre. N 
M _ Arcs orientés : 

e Définition : On appelle arc orienté du cercle ê 

un couple (A,B) de points de L'on note AB 

e Longueur d’un arc du cercle : 

Soit À et B deux points d’un cercle£ x 

Sig est une mesure en radian de l’angle AOB alors la longueur £ de l’arc 

AB est {= R.a Si R=1 alors {=@. 
| TN 

e Si est une mesure de l’arc AB alors -@ est une mesure de l’arc EN 

On dit que BA est l’arc opposé de AB. 

e Définition : Soient A et B deux points du cercle trigonométrique 

on appelle mesure algébrique de l’arc orienté AB qu’on note 

mes AB tout réel de la forme a+2kroùkezZ 

par convention mes AA =2kr avec keZ 

° Propriétés : &,,, le cercle trigonométrique 
  

x et y sont deux mesures d’un même arc orienté — x - y = 2 km avec 

keZ.Notation x-y = 0(2x) onlitx - y est congru à 0 modulo 2x 
  

Quel que soit le nombre réel & et le point À de € à 

I existe un seul point M de £° tel que & soit une mesure de AM 
  

Tout arc orienté de & possède une seule mesure dans [0,27 

A,B,C dec on a alors mes AB + mes BC = mes AC (x) Relation de 

Chasles a 

mes À =-mes BA (27) 

M Angles orientés de deux vecteurs non nuls : 

Deux vecteurs non nuls ; O,A et B trois points du plan tels que : 
—_— > —— > 

OA = u etOB = v 
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A L’angle géométrique AÔB correspond deux angles orientés de vecteurs 
. > —— — > —— — 

distincts : (is) = (GA68) et (wa) = (OB,OA) 

M Mesure principale d’un angle orienté 
> 

La valeur absolue de la mesure principale d’un angle oriente (u,v) ou encore 

+ 2 —+ A 

(OA,OB) est la mesure de l’angle géométrique AOB positif si on tourne dans 

le sens positif négatif si non 

e La mesure principale d’un angle orienté est sa mesure qui appartient 

à l'intervalle |-n,x] 
M Mesure d’un angle orienté : 
e Un angle oriente de vecteurs à une infinité de mesures. 

> 

e Si œest une mesure en rd de (u,v) alors toute autre mesure est de la forme 

a+2kKT avec k eZ 

+ Notation : (uv) a+2kn=a [2x]. 

e Cas particulier 
  

  

  

  

Angle nul —— fav )=0 Lx] 

Angle droit | (ur) = ou ll 

Angle plat + fus) =r[2r|       
  

M Propriétés _des angles orientés : 

eA,B et C sont alignes si et seulement si (AB ; AC est nul ou plat si et 

seulement si (AB , AC)= 0 (2x) ou nr (2x) 

e (AB).1 (CD) si et seulement si (AB , CD) est droit si est seulement 

si (AB,c5)= E ou 5 (2x). 
2 

° (AB)// (CD)si et seulement si (ABC5)= 0 ou x (2x) 

Relation de « Chasles » : fav) uw) (2x) 

fur) (si) Dx] 
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Et
 

(av)e (av) sabrder (3) fiv) 

eSi Sa uv )- fi) alors (a #) =— (uv) 2x] 

eSi Si (uv) = fiv) alots fu) = (us) x] 

Toute translation et toute homothétie conserve l’angle orienté. 

M Angles inscrits — Angles au centre associés 

AD AD 
8, OC) et (ax ,Aÿ) interceptent 

  

* L’angle (ax , Ay) est inscrit dans & à 
si et seulement si À € Cet [Ax), [Ay) le même arc BC donc GE, OÙ) est 

recoupe € l’angle au centre associé à (ax e ] 
ou l’une est une tangente à €   
& Relation entre deux angles inscrits interceptant le même arc : 

  

5    
  

+ Aet D appartiennent | A et D sont situés l'un (AT ,Ay) et (DA ,DB) inscrite et 
a même arc CB (ou sur BC et l’autre sur interceptent le mème arc BA 

CB'alors alors (AT AY) =(DA ,DE) (27) 

alors 
2E 0 = (DE DC > etsi TAy estaigu alors 

GABAC)=(DEDOEn | APAOSOBDO RO | x) (DA DE) +00 
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M Relation entre angles inscrits et angles au centre associés : 

x 

(OA,OE) = 2(AT,AY 2x) 

! 

1 

0 

Î 

1 
4 

1 

' 
' 
' 
1 

F 

! 

l 

! 

f 
1 
1 

h 

(08, OC) = (ax , Ay) } Un) 

  

  

# Lieux géométriques _: 

# Soit Y=|MeP/[MÀ,ME)=0 + 2kr (ke Z)} 
a) Si a = 0 +2kralors y —{AB)\[AB] 

b) Si a=r+2kralors Y = AB! 

c) Si a#0 et a x modulo (2x ) alors V égale à fÂ 

est l’arc du cercle situé dans le demi- plan de frontière (BA)}ne contenant 

pas [AT) tel que la tangente (AT) à vérifie (AT,AB) =a+2kx 

* Construction de & : 

- Tracer A' la médiatrice de [AB]. 

- Construire la tangente (AT). Vérifions 

la relation (AT , AB)= œ (2x) 

- Construire À la perpendiculaire à (AT) en A. 

  

- Le centre I du cercle est situé sur À N A’ et le rayon est IA . 
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ENONCES 

\t Indiquer la bonne réponse par a, b où c et justifier votre réponse. 

1) ABCD est un carrée direct alors (BD,BA) est égal à : 

a) (AB,AD) b)(DB,DC)  c) (AC,AB) 
TS D -— 2 __ Le 

2) Si (u,v) =—(n) et (v,w) = C0) et (w,t) = (27) alors (u,t) est congru à 

3 a) 0(2x) b) x(2x) c) 5 En) 

3) La mesure principale de l’angle (u,v) dont l’une de ces mesure est TE est 

4 117 37 
a) —-— b) —— c) — 
777 17 7 

4) Si (uv) = (27) alors une mesure de(V,-u)est 

T T T 
a) —+7 D) —-7T c)——+7x 

3 3 3 

Vire si l’affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse. 

1) Si (u,-v)=a(27) alors (vu) =7-a(2x) 

2) Si À, B, € sont trois points alignés alors (AB,AC) = 0(27) 

3) La mesure principale de l'angle plat est - % 

4) (u,v) = Em) alors sa mesure principale est 7 

Trouver les mesures principales des angles suivants : 

TT . 17%. …. 327 0. o 3° 3° 11 ,972°;-251 

\/ ABCD est un carré. Donner une mesure des angles orients suivants : 

SET TE 

» (aon}.(añac}.(BéD4a) (A5Ex) («686 ) (AGE) 
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\Ÿ/ 1) A ,B,C.D et E sont tels que (AB, AQ= Pr}: (AB, AB = 22] 

et (ADAE RP] .Démontrer que le triangle ACD est rectangle. 

2) A,B,CD , et E sont tels que (AB AË)-- - 22]; (AB, A5)= Pr] 

et (a5, AC) = = 2% 2x], démontrer que les points A,C et E sont alignes. 

\ ABCDEF est l'hexagone régulier 

de centre O, de la figure ci contre. 

Déterminer en radian, la mesure 

principale de chacun des angles 

suivants : 

(OA , OB) ; (AO , AB); (AB , AF) 
(AB,AC) et (CO, AF). 

VI un triangle tel que : 

(AB, AC) = Z (27) et (BA ,BC) = -L (2) 

1) Dessiner ABC et calculer (CA ,CB ). 

  

2) D un point vérifiant (AB , AD) = a (2x) Exprimer en fonction de & les 

angles (AC , AD) et (BC , AD) 

À ,B;C, D et E sont des points du plan tel que AB = AC = I, 

AD =2et AE =3. 

Sachant que (AB,AC) = 2 (2m); (ACAD)= 

  

7 
  (27) et 

(ABAËE) = — SR (27) . Montrer que AD et E sont alignés calculer DE. 

2) Sachant que a , b, c. sont des mesures des angles orientés 

(AB,AO) ; (AC,AD) et (ABAEË). Déterminer une relation entre 

a,b,c, pour que A,D.E soient alignes 
e peut-on dire de DE dans le cas où à.b,c vérifient la relation trouvé. 

ABCD est un parallélogramme. 

1) Montrer que (DC, DA) + (AD,AB) =7 (2ñ) 

2) On suppose (AC) L(CB). On pose I = A*B et J = B*C 

Montrer que HO = (AB,AC) (27) 
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NI &, ett, deux cercles sécants en A et B de centres O, et O, soit un point 

M,eg,—{A} et M,e£,-{A} tel que [AM,AM,)={A0,,A0, )(2x)(1) 

1) On suppose que M, 4B et M,4B. Montrer que B,M. et M, sont alignés. 

2) On suppose que M, =B (respectivement M; = B). Montrer que la droite 

(BM) (respectivement (BM.) est tangente à & (respectivement à &, ) en B. 

y Soit ABC un triangle rectangle en A. Notons ; H le projeté orthogonal 

de a sur [BC] ; I le projeté orthogonal de H sur [AB] et J le projeté 

orthogonal de H sur [AC] et A' le milieu [BC]. 

Montrer que (IT) est perpendiculaire à (AA). 

Indication : écrire Œ , AA') = D , IA) + (A , AJ) + (AT: , AA') 

Soit ABC un triangle isocèle rectangle en A tel que 

(AB , AC) = 5 (2x) et le point E e[BC]tel que BA = BE. 

1) Construire les points B' et E' tel que ABB' et ARE" soient 

deux triangles équilatéraux directs. 
2) Trouver la mesure principale des angles orientés suivants : 

ŒA , EB): (BB, BE), (EB , EB') et (EA , EB)) 

3 ) a) Trouver une mesure de Er; , AE' . 

b) En déduire que (EB')}L(AE') et que BE-B'E'. 
Ve un triangle isocèle de sommet principal C tel que : 

(BAC )=Z x). 

1) a) Construire ABC sachant que AB = 4 cm. 

b) Trouver la mesure principale de l’angle (CA CB) . 

2) On construit à l’extérieur de ABC les carrés ACDE et CBFG dans 

le sens direct. 

a) Trouver la mesure principale de (CG , CD). 

b) En déduire la nature du triangle CGD. 

Calculer (CG , CA) ; déduire la mesure principale de (AG, AG). 

Soit À la médiatrice de [AB] on pose Sa ( [CG )})=[CX ). 

Montrer que (CA ,cx}- + (2x) en déduire que [CX)=[CD) 

et que Sa(G)=D. 

c) Trouver alors la mesure principale de BC BD) ? 

Soit &’un cercle, B et C deux points distincts de& et À un point 
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variable de distincts de B et C. Quel est le lieu géométrique décrit par H 

l’orthocentre du triangle ABC. 

VS oi & le cercle circonscrit au triangle ABC et I un point de &’. 

1) Montrer que les projections orthogonales a, b, c de I sur (BC), (AC)et 

(AB)respectivement sont alignés. 

2) Soit la droite À passant para etb: soit Q ee tel que (AQ) parallèle à A. 

Montrer que I , a et Q sont alignés. | 

Deux cercles & et £'sont sécants en À et B . M un point de €’, distinct 

de À et de B . Les droites (MA) et (MB) recoupent 4" respectivement en 

M' et en N°. Montrer que la droite (M’N°) est parallèle à la tangente en M 

au cercle & (on suppose M'# A et N'ZB ) 

Ÿ\7 Dans un plan orienté on considère un triangle ABC et trois 

points E, F,G appartiennent à [AB] ; [BC] et [AC]. 

£'eté ‘ désignent respectivement les cercles circonscrit aux 

triangles EBF et CFG. 

1) On suppose que é'eté ‘ se coupent en fet f". 

Montrer que (AE , AG) = (FE , FG) +x (27) 

2 ) On suppose que d'et£ ‘ sont tangents. Montrer en utilisant la tangente à 

&'eté ‘'enfque: (AE , AG) = (FE, FG)+r (2x). 

On fera une figure pour chacune des deux questions. 

Ç Soit ABC un triangle équilatéral direct. ABD est un triangle 

équilatéral indirect. 

€, et €>sont les arcs d’extrémités À et B (A et B exclus) du cercle 

circonscrit à ABC, et Ce 1. 

E;xet €; sont les arcs d’extrémités À et B (A et B exclus) du cercle 

circonscrit à ABD, et D €. 

Répondre par vrais ou faux en justifiant dans chaque cas votre réponse. 

1) € est l’ensemble des points M tels que (MA ; MB)= T 3 (2x) 

2) €; est l’ensemble des points M tels que (MA , MB)= 5x ee 

3)€3V E,est l’ensemble des points M tels que (MA, MB) = —— ou + (7) 

4) €, est l’ensemble des points M tels que : (MA. MB)= = At bn 
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Ç Soit Get‘ deux cercles sécants en A et B, M et N deux points du 

cercle. Les droites (AM) et (BN) coupent respectivement” 

en M' et N'. Montrer que les droites (MN) et (MN) sont parallèles. 

NY Soi et£ ' deux cercles sécants en AetB,Meg 

(M + AetM # B). La droite (AM) recoupe le cercle &'” en N les 

tangentes respectivement aux cercles & et£"’ en Met N se coupentenT. 

Montrer que (BM,BN) = (TM, TN) (2x). 

NSciert Cet L''deux cercles sécants en A et B de centres respectifsO etO' 

1) Soit A la droite qui passe par B et recoupe en M et£ ‘en M'. Montrer 

que (am , AM) = (AO ; AO) +7 (27). 

2) Soit I un point fixe de & et" de J tel que (Ai Aï)=z (2x), les droites (IM) 

et (JM) se coupent en P. Montrer que ( , TA) = (P , JA) (2x) . 

I 

27] V7 sit (C) le cercle circonscrit au triangle ABC tel que (AB,AC) = 

T 
2x] et la | ] 1) Construire le point D vérifiant l’angle (DB,DC) = 

droite (DC) L (AB) 

2) Soit I Le point d’intersection de la droite (AB) et (DC) et J le milieu 

de [BC], montrer que la droite (IF) L (AD) 

A B, Cet M quatre points distincts d’un cercle (4°) tel que 

A e BC et MeCB ; A',B', C' sont les Projetés orthogonaux respectivement 

de M sur les droites (BC), (AC) et (AB). 

1) a) Montrer que A', B',C, M appartiennent à une même cercle. 

b) En déduire que (B'A'B'M) = (AB,AM)(2»). 

2) a) Montrer que M, B',C', À appartiennent à un même cercle. 

b) En déduire que (BM.B'C) = (AM,AB)(2n). 

3) En déduire que A’, B', C' sont alignés. 

V#/0n considère ABCD un carré de centre O tel que (AB,AD) = ; ln] . 

Soit K le milieu du segment [DC] et soit @ le cercle circonscrit 
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au triangle AOB. 

1) a) Déterminer et construire l’ensemble E = {ME P:(MC,MD) = —[2x}} . 

D 
|
a
 

b) Soit I le point de E tel que (CD,CD = 32 . Montrer que le triangle 

CKI est équilatéral. Déduire la construction de I. 

2) a) Soit M un point de p-{A,O,B} et M e AB. Montrer que ; 

(MA MO) = Br 

b) Déterminer et construire l’ensemble ; 

o'={Me P;(MB,MD) =" Di} 
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CORRIGES 

\ 1) La réponse estlb]: (BD,BA) = Qr) est (DB,DC) =" (7) 

d’où (BD,BA) = (DB,DC)(2x) 

2) La réponse est : (u,t) = GENE ET T (27) = 0(27) 

5 5 
3) La réponse est | 327 _ 56m +37 gr +3 

7 7 7 7 

3x 37 . 
et 7 ef-r,x] donc 7 est sa mesure principale 

4) La réponse est ll: (v,-u) = (vu) + r(27) = 3 + 727) 

Ÿ/ 1) Vrai: ona(u,-v)=o(2r) < (u,v}+r = a(2r) 

& (u,v)= a-r(2x) donc (v,u) =-(u,v)(2x) = -a-+r(27) 

2) faux : contre exemple : À [BC] = (AB,AC) = 7(27) 

3) faux : la mesure prepare appartient à J-x,x] et -xn é]-n,x|] 

4) Vrai : (u, v) = = TE (27) =9 x (2x) = (27) 

\Ÿ/ :7 + IT & x, x] donc TE n’est pas une mesure principale et on 

remarque que ZE F5 + = 3 +2x donc la mesure principale de TE est 5 
3 

x A7 187 _x_ e princi TZ 3 3 3 73 2 + 67 donc la mesure principale est 3: 

* ST = 720° - 148° = 2 x 360° -148° donc la mesure principale est — 148° 

- 251° = - 360° +109° donc la mesure principale est 109°. 

*TS2R =a+2kn avec a est le mesure principale de S2r etkeZ ; 

cherchons k : on saitque —-T<au<x 

a==3217 _?kn d'ou -n<=321 -2kr<r 
11 11 

Ou encore T7 > 2x +2kr>-x. Soit 2x >2kr>- Fr. 

, 21 s _43 : _-327 __10r D'ou 597 K2 72 donc k=-1. Aïnsi a= 11 +27 = 11 

43



Angles orientés Solutions 

o 1) ir) = rl ; (w) = SL] ; (a+) = AL] : 

fus) = T2] (ux)= Abri ( vw )= rl 

2) Ga, OD}= — Sal: (ABAC) = 21] ; (BCDA) =n [2x] 

  

|
 

(AD,BA) = -; Lx] : (AO,B6) = SL] ; (AO,BA) —[2x| 

1) (AD, AC (AD, AË)+ (AE, AB)+ (AB, AG)? 

= c + (2x) x 2x] = 5 (2x]|Donc (ABAC)est droit par suite (AD)L(AC) 

ainsi ADC est un triangle rectangle en A. 

2) (Ac , AE )= (ac , AD )+ (xD , AB )+ (5 , AE JPx] 

5, (3r). (2x px] =-T [2x] donc AC et AE sont colinéaires. 

Par suite (AC) //(AE) donc A, Cet E alignés. 

La figure est formé de 6 triangles équilatéraux et ABCDEF dans le 

sens direct , alors on a : 

* (GA ; OB)=7 [2x], comme Fel-nr] il s’agit bien de la 

mesure principale de l’angle. 

* (A6,08)= (A6,04)+ (GA ,08) [2x | + 2x] 

= 22-[2 A ] donc la mesure principale est 2. 

+ (AB, AË)= H AÔ)+ (AG , AË)Px] CE Lx] 

27 27 = Pr ] d’ou la mesure principale est <= 

e Cherchons une mesure de (AB , AC) ; (AC) est la bissectrice de l’angle 

AB, A) On déduit alors que (AB , AC)= 3 (AB , A0)l2x] 

TI =1fx)2x) = Lx] donc la mesure principale est 6 

*OABC est un parallélogramme 

CO = BA alors (co , Af)= (BA, AË) (27) 

44



Angles orientés Solutions 
  

(BA. AB): (AB. AF) 2x] = + 27 Pr]e 5% [or] 
or ef, Tr n’est pas la mesure principale comme = 3 =2r-7 

. . A 
par suite la mesure principale est 3 

  

A 

=, (=) (2x) =5% Px] 

2) (AG , AD}= (AG , AB}+ (AB , AD/|2x) =-7+0 (2x) 

bc, a5)e(se a) 6.5, 50) 
=5+7+0 (2x) =E +0 (2x) 

5/2 (a5.x6)-[a5,ac}4(re, un AË) (x) 
1197 (25% 25n). 85x27) = F- 30m)+ L2 Cor} € 14 -2] ) 

2 * T T T 

=0 (2x) donc AD et AË sont colinéaires À D E 

et de même sens par suite A,D et E sont alignes : 

DE = AE - AD = 1 

2) AD et AË sont colinéaires = (ADAË)= kx (AD , AË) =0(x) 

[I   

<—b-a+c= O(x) <> a+b=c (x) (AD , AC)+(AC , AB)+{AB , AË) =0(x) 

1" cas: a+b=c Pr] dans ce cas [AD)et [AE)sont confondues d’ou 

Ee [AD) ou encore DE = AE- AD = 1. 
2% cas: a+b=c+r Pr] dans ce cas [AD) et [AE) sont opposés 

alors DE = AE +AD =3+2=5. 

Ÿ/ 1(Dé,DA}-(a5,A8)= (PC, AD}+(a5,DA}+ (A5, AB]2x] 
=[DC, AB)+ (A5 , DA [2x] or DC=AB À L_,B 

(5,35) (n5,Dxbdepr NY 
D C 
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2) Dans le triangle ABC ona:1=A*Bet J=B*C alors 1=LAC 

Hic)= (Lac ic)() = (AC, 1C ) (2x) =(CA ci)en) 
Comme ABC est rectangle en C et I = A*B alors 
JA=IB=IC donc IAC est isocèle de sommet principal I d’ou 

(Ai, AO = (CA , Ci) (2x) Or AT = LAB . Ainsi 

(, 1C)= (CA, Gi)Px]= (aï, AC) Lx] = LAS. AC) Px]= (A8, AC)px] 

  

  

l)ona: 

N7 AM: AM: j=| AM: ,BM:)+(BM ,BM:)+(BM: , AM: |(2r) 
= £ AMB)+(BM M: BM: }M:BM:A (2) (2) 

Bt (AO: ,A0:)= (40,00: (0.0: , A0: |(27) 
=(40:,0:0: } 0:0:0; 6, }+(0:0:,A0: |(2x) 

= (A0: ,0:0:}r1+ 0,0: ,40:/(2) G) or 

(GA .00.) = (04.08) = (MA. ME) (2)(4) 
1 la mesure de l’angle inscrit est égal à ] l'angle au centre. 

  

  

  
  

  

D'ou (AM,,AM,) = (0,4,0,0,) + (BM,,BM, }+(0, 

=(0,4,0,A)+(BM, ,BM.) (2x) = (AO ,AO.) + (BM ,BM,) (2x) 

Or AM , AM: }= (AO: , AO: ) (2x) OC : 

Donc (BM,.BM = 0 (2x) T 

par suite B, M;, M; sont alignés. 
2) M, =B alors la relation (1) s'écrit : 

(AB, AM:)= (A0: ,AO:) (2x) 
La relation (2) donne : (AB , AM) (AB , BM:)+ BM:, 

=(BA,BM,) + (MB, MA) (21) 

Soit M'#B, M' est le 2°" point d'intersection de 

C6, avec la tangene à &, en B 

La relation (4) s’écrit : (O,A , 0,0) “ (BA , BM) (2x) 
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Et (5) s'écrit : (0,0, ,0,A) = (M,B, MA) (2x). 

BA,Bn }a(as, AM) (05, ) (2) 
=(A0, , 40.) - 2.29% 
=(R0:0:01) (20 
D'ou (BA , BM ) - nm ) = = 0( 7e)Par suite (BM', BM,) = 0 (2x) 

d’ou 

B, M' et M sont alignées. On conclut que (BM)est la tangente à en B. 

Même démonstration si l’on pose M; =B. 

C 

*ABC rectangle en À 

HJ)_L (AC) et (HI) L(AB) donc JHIA est un rectangle 

Male Re (A 20) 5 Ra 
2 (5, AA )=2(5,14}2 (14, A5}rai, A4) 
or 2(IA , Aï ex et (li, IA = li. ,AË) car ATH 
est un rectangie.ou encore 2 (0, IA)= 2 (AI, AH) 

Par suite : AIT , AA }= n+n+{AÏ AA )Px] =2 (AAA )P]. 

= CB , CA) car ACA isocèle. = —2 Oo AH , AC car AHC est rectangle. 

  

D'ou fi, AA!) =2 (AB, AH)-1+AH, AC) +7 [2x] 

= AABAC) 2x|= x [2x] ou encore (Gi ; AA )= Sr] . 

On conclut que (1 ) 1(AA') : 

C Vi ce 
A 

A B —— — 
2) ABC est rectangle et isocèle en À donc (BA , BC)= (x) 

— 

(EA ,EË) =1|r- (BC, BA) |ox)car BA = BE où ABE isocèle 
3 in A7] donc c’est la mesure principale . = 27 = (2x) or 8 
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“(BRBE)- (BEA): BABE) 7) - 2+ Een) 
= LE) c’est la mesure principale 

* On a BE = BA et BA = BB" alors BE = BB' donc E BB" isocèle 

de sommet principale B donc (EE ; EB)=1 L-(B5; > BÉ) Lz] = DE(2x) 

qui est la mesure principale. 

+ (EA,EB Je (EA,58)+ (EB,EB)Cx) 2 
mesure principale. 

3)2)(EB, AË)= (EB,EË)+ (BB EA)+(EA AË)+ (AE AE) Pal. 
= Ur, (St) 427] 22 Dr] 

_b) (EBAE) =9 L [2x] alors (EB'}L(AE') comme AEE" est équilatéral 

alors (EB'} est la médiatrice de [E'A ].Donc B'A=B'E' or ABB" équilatéral. 

On a alors AB'=AB d’ou B'E'-AB et comme AB = BE donc B'E' =BE. 

\7 1) a) b) (CA , CB)er-2148 | AC Pr] 8 7 N | 

(CA,CB) = ma (27) = pr] 
B 

na (66.05) ca) Gi eg 
-(z) (2 2). C 2)P2r] = 22 Pz]- Pr] 

b) On a CA = CB (ABC isocèle) ; ACDE carré alors AC = CD'et CBFG 

carré alors CB = CG donc CB = CG = CA = CD par suite on a : CG = CD 

or (CG , Cb)= %(2x).Donc CGD est équilatéral. 

=13r x 54 (2x) qui est une 

  
  

3 

3) a) (CG, CA)= (CG. CH}HCD.CA]x] = Z +2 Dr] = 57 Pr] 
On a : CA = CG alors ACG est isocèle de base [AG]. 

Donc 2 [AC , AG)+(CG , CA) = r+2kxr 

d’ou (AC , AG) = 2-2 (CG. CA) kr LT SL = kr 
2 2 12 12 

b) Sa (A)=B et Sa (C)= Calors Sa [CA)-[CB) 
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donc S,(CA ,CX) = (CB,CG) 

d'ou (CA ,CX)= (CB, CG (2x) =- 7 Pr] et (CA, Ce fox] 

done (CD, CA }HCA.CX)=2+(2)(27) et par suite 
(CHCX)=0 (27) donc CD)=[Cx). 

D'ou A est la bissectrice du secteur [ CG,CD ] or DCG est équilatéral 

donc Sa(G)=D. 
— ——— 

c) SA (BC , BD)= (AG , AG) alors (BC , BD)= — (AG , AG)(x) 

et par suite BC, BD}= El. 

NZ a (HC)L (AB) et (AH) L (BC) 

alors (HC , BA) = 3 ‘kret (HA , BC) - ; 

  
d’ou (ACHA)= 

(ac, BA)+(B4, BC): (BC, HA) (x) 
(HC,HA) == +(BA,BC) + St 

(HCHX) = (BA, BC)+kr 

  

Considérons «à la mesure principale de l’angle (BA , BC) 

donc (RC ; HA) = œ+k7 alors l’ensemble des points H est le cercle£ " 

privé de A’ et C' indiqués sur la figure (Cr CA }= œ (x)| 

Dans le cas ou H=B ou H=C le cercle& ' - {A',C'}=£ - {A,C}. 

\y = points I, b, A, c sont situés sur le cercle de diamètre [IA | 

car IbA et IcA sont deux triangles rectangles d’hypoténuse [TA). 

Alors (bA , bc) = (A; ic) = (TA , Ra) + (fa , Ic) (2x). 

* Les triangles I[aC et IbC sont rectangles d’hypoténuse [IC]. Alors 

les points I, €, a,b sont situés sur le cercle de diamètre [IC] . 

Alors (bc, ba) = (IC, 1e) = (IC, IA)+{[IA , 1) (2x). 
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* de même I, a, c, B sont situés sur le cercle de diamètre [TB]. Alors 

(a , fc) = (Ba , Bc) +k7r = (BC , BA}+kr . 

(BA, bc) = (RE) + (BC, EX) tr 
(EG, ba) = (IC, ) + (IR, Re) kr 
*]e et A, B,C appartiennent à6. 

Alors (IC , IA) = (BC , BA) +z(x) 

comme : HA , bc)= BC ; bo) +r(2n). 

(EC, be) = (IR, 18) + (BC, BA) #kr fi 
_ À 

(bC , ba) = 
   D'ou nu up 

BC, BA)+{IA , la) #kr (7) 

(1) - (2) donne (ba ; bc) = K7,k, € Z donc a, bet c sont alignés. 

2) On sait que I, a,C,b sont situés sur le cercle de diamètre Hc|. 

Alors (ab , ai) = (Cb , Ci) (2x). 

QE donc (QA, Qi) = (CA, Ci) (2x) = (Cb, Ci) (2x). 

Donc (GA , Qi) = (ab , ai) (2x) (angles correspondants) donc (QI) /! (at) 

D'ou Q, a, I sont alignés. 

Ne 0m est la tangente à 4 en M. 

(MN MT)= (MN, MM)+(MM , MT)(2x) 

= [MN M'A)+(AM , MT)(2x) 

car (M'M)=(MA)= (M'A) 

or [MN , M'A) = (BN , BA) +7 (27) 

car À, B, M', N' appartiennent à 

et (BN, Ba) = (BM, BA)+r (21). 

  

Donc (MN, MT) = (BM , BA) +([MA , MT) +7 (2x) 

Or [MA , MT)= BA , BM)C) car (MT) tangente à en M. 

Par suite (MN , MT) = 7 (2x) d’ou (MN'}// (MT). 

\7 1) (AG) = (GC) = (AC). Et (EA) = (AB) = (EB) 
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Alors (AE,AG) = (EB,GC)(2x). 
- (5 ,C5)+(CE , GC) (21) 
= (BE , BC )+(CB , GC) (2x) 

= (BE,8F) + (CF, CG )+r (2x) 
comme B, E, F et F' sont sur 4° alors 

(BEBF) = (FE, FF)+x (2x) 

  

et C,G,F et F' sont sur @ ‘alors (CE, CG) = (FF, FG}+7 (2x). 

Par suite (AE, AG) = (FE, FF) + (FF, FG)+x (2x) 

= (FE , FG) +7 (22). 

2) (AE , AG)= (EB , GC) (2x) 

=(EB, BF) + (BF, GC) (2x)=(BE , BF) + (FC, GC)+r (2x) 

= (FE, FT) + (CF, CG) (2x)={FE, FT) + (FT, FG)+r (27)= [FE , FG}+7 (2x) 

1) Faux : 

Ve telque (MA, MB)=2+ Z (2) et r++ +#n-7 (2x) 
$1 

2) Vrai : St=_Z(2r) CN 

lors (MXN): — 3 (2x) \ JUN É 

or (DA, DE)=- 7 (27) etDeËë; 7) 

d’ou l’ensemble recherché est €:. D 

3) Vrai : €s U Ea = (v € P/(MA,MB) = (DA , DÉ) (2r)ou 2) 

Or (DA , DB) = — 3 (2x) donc c'est le cercle circonscrit à ABD prive de A,B 

4) Vrai : On a: £,=MeP/[MA,ME)=2[r] or 2-2 (2x) 

NE On sait que M, N, A et B sont 4 points deC. 

Alors (MN , MA) = (BN , BA)+7 (2x) 

et que À, B, M' et N' sont 4 points de”. 
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alors ( 'A, MN) = (BA, BN) +x(2x) 

Eu MN) = (MN, MA)+{[MA , MN) (2x) 

BA)+7+(MA,MN)+7 (2x) car (MA)=(M'A) 

6 , BA)+ (BA : BN')+7 (2x) 

(BN , BN)+7 (2x) =0 car(BN) = (BN) 

= 0 (2x) donc MN et MN" sont colinéaires par suite (MN) // (N'M"). 

NV est la tangente à € en M alors (BM , BA) = (MT , MA) (2x) 

De même (BA ; EN) = (NA , NT) (2x)      

        

Donc(BM , BN)=(BM , BA) + (BA , EN) (2x) : 

=(MT , MA) + (NA , NT) (2x}or N e(MA) 

= (MT ,MN)+(MN , NT)(2x)=(MT , NT)(2x) =(TM , TN)(27) 

NV (ai, av) = (AM, MM) + (MM, AM) (2x) 

= (MA ,MM) + (MV , MA) (2x) (1). Comme : 

Et 2(MB , MA) = (08,0) (2x) Donc (1) s’écrit : 

(AM, AM) = (04,08) + = (OX, O8) (2) 

= (AB ; ) +— (AO , AB) (2x) 

  

= Gi ) 0) orB,M',AetJeé 

= (M , JA) +7 (2x) = (æ , JA) (2x) 
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VAT Er D (DE,DC)== (7) = De CB 

(DC) L(AB) DE à la 1 (AB) menée de C 

2) (AD,H) = (AD,DCy+(DC,U}(2) or 1e[DC] 

= (DA, DC)+x+(IC,)(2x) 

Or (DA,DC) =(BA,BC)(27) 
(inscrits &'et interceptent le même 

arc) 

et BIC rectangle en I et J le milieu 

de [BC] 
alors JC=I=JB d’où 

(IC, NI) = (CJ,CI) 2x) 
donc 

(AD,U) = (BA,BC)+x+(CJ,CI)(27) 

= (BI, BC)+x + (CB, CD (2x) 

= (BLBC}+(BC,CI) (2) 

  

(BLCD(2n) = (IB,1C)C) = 3 Un) ou encore (AD) L (IJ) 

1) a) A'MC et B'MC sont deux triangles 
rectangles de même hypoténuse [MC] 

> Â'E Ca et B'E Ciuo = ASBM.CE Ca 

on dit que A',B'Met C sont 4 points 
cocycliques 

  

b)A',B', M et C sont situés sur Go = (B'A,BM) = (CA,CM)(21) 

(angles inscrits interceptent le même arc MA 

= (B'A',B'M) = (CB,CM) (2x) A'e[CB] 

= (AB,AM) (2) (A, B,M,Ceb) 
2) a) MAB' et MAC sont deux triangles rectangles 

de même hypoténuse [MA] = B'C'ec d'ou. A,M,B,C'eciy 

b) (BM,B'C) = (AM,ACY(27) = (AM,AB) (27) car C'e[AB] 
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(inscrits dans ê amy et interceptent le même arc MC ') 

3) On a (B'A',BM) = (AB,AM) (2x)et (B'M,BC') = (AM,AB) (27) 
On additionne membre à membre on obtient : 

(B'A',B'C) = (AB,AB) (27) =0 (2x) = B',A' et C' sont alignés 

1) Y w e P,(MC,MD) = ; On} 

E est l’arc capable DC CD du cercle 

capable situé dans le demi-plan de 

frontière (CD) ne contenant pas 

[CT) tel que (CT,CD) = 5 C7) 

d’où E = DC -{C,D} passant par — 
O = E= demi cercle passant par O Ce 

b) Le E(CD,C)) = 3 7) (D) #KestlecentredeE > KI=KC (2) 

KC=KI 

(D) et (2) = KIC est équilatéral donc 4. + &r . (c)=I 
(KC,KD) UT) (ES) 

2) a) Met-{0, À, B} et (MA, MO) = (BA,BO)(2x) = -7 0m) 

b) '= (Me € P/(MB, MD) = = 7 Cm) 

c’est l’arc DB capable privé de (Be. D, } tel que 

(BT ',BD)= 7 00) et on a (BÀ,BD)= + n) 

Le centre du cercle de l’arce médiatrice [BD]N(BC)={C} du rayon CB. 
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Trigonométrie Résumé de cours 

  

Chapitre Il 

Trigonométrie 

  

Définitions : ? ET î 

6 
B 

désigne un cercle Trigonométrique de * D   
  

centre O,(O, OA, OB) , un repère 

brthonormé direct. 

  

  

      
  Soit x un réel et M un point de£, tel que 

(OA,0M) = x(2x). On appelle : 

r cos x, l’abscisse de M donc cosx = OH. 

+ Sin x, l’ordonnée de M donc sin x =OK 

O 

      

  

  

  

  

  

  

  

    
    

 tg x, le quotient de sin x par cos x donc tg x = SInx = AL. 
COS X 

. . COSX — 
+ cotg x, le quotient de cos x par sin x donc cotg x =——=BN 

sin x 

Valeurs remarquables : 
En degrés 0.) 30 | 45 60 90 

T A T T 
En radians 0 — — — — 

6 4 3 2 

1 
Sin x 0 — V2 LE l 

2 2 2 

1 
Cos x l V3 V2 — 0 

2 2 2 

te 0 V3 1 [3 
3         

    
  

Relations entre les fonctions trigonométriques : 

+ Pourtout xeIR,cos’x+sin?x=1. 

  
2 

+ Pour tout sel tm kez itigxe . 
2 cos" x 

  » Pour tout xeIR-{kn,k eZ};1+cotg"x =— 
sin°x     
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Pour tout xeIR;-1<cosx<1i et -1<sinx<1. 

Pour tout xeÏR;cos(x+2kx)=cosx et sin(x+2kx)=sinx. 

Pour tout x Æ 3 ttgGC km = tax. 

Pour tout x # kn;cote (x +kr)=cotg x. 

Formules des « Angles associés » : 
  

À 

  
  [_2\   

  

      

  

d q 

FE Si 
COS (x- x) cos(n+x)=-cosx cos( 2 X TSX 

cos(-x) = cos x = -cosx sin(r+x}=-sinx a T 
i = -s; _ sin( —+x}=cosx sin(=-x)=cosx 
tn = Sin X sinx(r-x)=sinx te(n+x)=tex € 2 ) 2 
tg (x) = -tg8 x = La te(r-x)=-tex cotg(n+x})=cotex I . = 
cotg(-x) = -cotg x sexe te 805 #x)7-cotex 18C 797 cot8x 

cotge{n-x}=-cotex 
T 

cotg( 3 -X)=tex           

  
Remarque: La fonction cos est paire et la fonction sin est impaire. 

“ Les formules de transformation: 
cos(a + b) = cos a. cos b—sina. sin b | sin (a + b) = sin a cos b + sin b cos a 

cos(a — b) = cos a cos b + sin a sin b sin (a—-b)=sinacosb-sinbcosa 

sin2x = 2sin x COS x 

Cos2x = cos’x — sin°x = 2cos°x — 1 = 1 — 2sin°x 

a et b réels tel que (a,b) (0,0), pour tout x, on a : 

  

  

      
  

      

. a . b 
a cos x + b sin x = r cos(x -@ ) avec r=./a° +b°? etcosp—— et sMp——. 

r r 

m Les coordonnées polaires : 

* Définition : 

(o.i ,] ] repère orthonormé direct. Tout point M de coordonnées cartésiennes 

(x, y) peut être repère par l’angle o=fi OM) et OM=r 

Le couple (r,0)est appelé les coordonnées polaires de M. 

* Comment passer des coordonnées polaires aux cartésiennes et 

réciproquement ? 
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Coordonnées polaires *| Coordonnées cartésiennes MX, y) 

M(r,0) avec x =rcos0 ety=rsin0 

Coordonnées Coordonnées polaires M (r,8) 
cartésiennes 372 
M(x y) », AVECr= x" +y 

X . 
cosô—— et sin8 =? 

r t 

Exemples : 

1) Déterminer les coordonnées cartésiennes du point M ayant pour 

| , Sx 
coordonnées polaires É e . 

2) Déterminer les coordonnées polaires du point W ayant pour coordonnées 

cartésiennes (3,3). 

ST 33 ST 
Solution : 1) r=3et rs alors x = rcosû = ses 

et y=rsin0 = 3sin 7-2 
6 2 

72 

2) x=\3 ety=-3 alorsr=/x? +y° =./3+9 =243 

d’ou les coordonnées cartésiennes de M sont | M3 3 83) 

ainsi les coordonnées polaires de M sont Es) 

* Propriété : 
_ f(x! _ 

| | et 1 | deux vecteurs non nuls dans la base (i i) direct 
y 

TE ï ji | 
XX yY 

MW 
  Alors cos{ U, v) et sin 
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“_ Equations trigonométriques : 
  

  

  
  

  
  

  

  

  

      
  

    

  

Equations cos x=A | sinx = a tex =a 

Si a e[-1,1] Pas de solutions des solutions 

Si x, est une solution particulière de l’équation 

ag[-l,1] COSX = 4 | sinx = à | tgx=a 

Cela revient à résoudre les équations 

COS X = COS Xo |  sinx = sinx, | tex = tax, 

Donc les solutions sont de la forme 

X = X9 + 2KT X = Xo + 2kT X = Xo + KT 

ou ou 

X = - Xp + 2KT X=T- Xo + 2kT keZ 

keZ keZ 

HE Inéquations trisgonométriques_: 

Inéquations cosx2a L sinxZa 

Sia e [-1, 1] | Soit x, un réel tel que cos x, =a ou sinx, = a cela revient à 

résoudre les inéquations : 
  

  

Cos x > cos x9 

Soient N et M les points 
d’abscisse a. Les images des 
solutions sont situées sur l’arc 

MN passant par À 

  

Sin x > sin X9 

Soient M et N. Les points 

d’ordonnées à. Les images 
des solutions sont situées sur 

l'arc MN passant par B. 

B_M     
    

  

Donc les solutions sont de la forme : 
    keZ —Xu +2kKT<X<X0o +2kTr 

  keZ 
Xo +2kKT<X<T—-Xe +2KT 

  

Même raisonnement pour cosx<a, sinx<a et tgx<a. 
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Trigonométrie Enonces 
  

ENONCES 

\ Soit f la fonction définie par f{x) = cosx+sinx 

a) Montrer que f est bornée 

b) Montrer que t)=V2sinfe+T) 4 

c) Trouver alors un meilleur encadrement de f(x). 

\ 7 / St sing 
Montrer que : —8 8-4}; te L + to22T ST 14, 

cos£ —sinÆ 12 12 
8 8 

Ÿ On donne cosa= V3 avec Ü<a<r. 

Calculer cos2a et en déduire la valeur a. 

Ÿ Exprimer en fonction de cos2x : 

Scos?x—3sin?x ; 2cosx+3sin?x—4sin?x.cos?x 
. . 3 « . ‘ 

Ecrire plus simplement : cos x+cos?xsinx-+cosxsin?x+sin?x 

Ÿ On donne fx) in € taG)= : x 

a) Prouver que fzg 

b) Prouver que les restrictions de f et gsur IR\{kx,keZ}sont égales. 
Soit xelR et soit P=cosx.cos2x.cos4x.cos8&x . 

1) a) Montrer que quelque soit xeIR ona; P.sinx = sin (16x) 

b) En déduire la valeur de : Q = cos . cos. cos. cosËE 

2) a) Montrer que 4cos. cosZ2Z =], 
5 5 

Lu 2x) 
b) En déduire que 2 (osz - cos 2). 1. 

c) En déduire la valeur de cos et de cos. 

QCM 

Indiquer la bonne réponse avec justification 

1) inf) est égal à : a] 5 b. . 
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2) cos est égale à : a] sin b] sine cos 

3) cos ÊE + 008 À est égal à : h] 1 b| 2005 0 

4) cos(2x +x)+sin (2x +) est égal à: a] 2cos 2x b. -2cos 2x Elcos 

\s/ Va - Faux 
Dire si l’affirmation est vraie où fausse: 

a) sin = cos © b) sin x + V3 cosx=2sin(x +) 

c) cos(3a)=cosa.cos 2a d) cos(a-b)=cosacosb-sinasinb 

y Indiquer la bonne réponse par a, b ou c avec justification : 

1) Dans le repère polaire (0,1). À et B sont pour coordonnées polaires 

2) et GT. une mesure de l’angle oriente (OA,OB) est : 

T ST ST HE D gp 
2) Dans le repère (oi, i) le point A(-243,2) un couple de 

coordonnées de ‘A dans le repère (o,i) est : 

ST ST T 
2) lb] GT) EG) 
Vrai - Faux 

Dire si l’affirmation est vraie ou fausse justifier votre réponse. 

1) Les points AG 2) ; B(S,T) ; ce, repères par leurs 

coordonnées polaires, sont alignées. 

2) Dans le repère (O ,Ob les points À et B de coordonnées polaires 

(5 D) et (5 7 sont symétriques par rapport à (OI). 

\7 Soit & le cercle trigonométrique de centre O et I un point du cercle & 

dans le repère polaire (O,Ol) placer les points A et B de 
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- 1 -2x 
coordonnées polaires respectives G:7) et GC: . 

N/Représenter dans un repère polaire, l’ensemble des points M du plan 

dont les coordonnées polaires (r,0), Vérifient : 

r=2 _37 

a) 7 b) 4 

eo re]0,+c] 

\5 (O,OL,0)j) un R.O.N_D. 

a)Placer les points À et B de coordonnées polaires respectives 
-A 37 1,—) et (V3,). ( 8 ) et ( & ) 

b) Calculer la mesure principale de (OA,OB) . 

c) Calculer la longueur AB. 

d) Calculer cosOBA et sinOBA. EndéduireOBA. 

(O i,)) R.O.N.D on considère les points 

2,,, V3 V3 1 
A(0,—):BC—,—) ; CC) 

3 3 3 3 3 
a) Calculer les coordonnées polaires de ces trois points dans le repère 

polaire (0,i). 

b) Démontrer que ARC est un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de 

re O dont on précisera la rayon. 

(O i,])) un repère orthonormé direct 

1) Soit À un point de coordonnées polaires G.2) . 

a) Déterminer les coordonnées polaires de B le milieu du segment [OA]. 

b) Déterminer les coordonnées polaires du point C tel que le triangle 

direct OAC soit rectangle et isocèle en C. 
2) Déterminer et représenter l’ensemble des points M de coordonnées 

polaires (r,6) qui vérifient : a) 8 =Ty2kx b) 6— 5 +2k7 

NZ /0 i,)) un R.O.N.D. Soit & le cercle de centre W passant par O 

Soit (r ,@) les coordonnées polaires de W. Montrer que tout M du cercle € 

dont les coordonnées polaires sont(k,a).Vérifient 2rcos(a-8)=Kk. 
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Ÿ 1) Montrer que quelque soit xeIR ; cosx + cos É + 2x). cos be -2x) 0 

2) Calculer alors cos ZT} cos I + cos Ur 
21 21 

3) Montrer que f (x) = cos?x + cos?|x + 27 |; cos’ — 22 Jest constante sur IR. T 

3 3 

\y 1) Soit A(x}=1-cos2x+sin2x. 

a) Calculer AËx} Af#2x) 

b) Montrer que quelque soit xeIÏR ; A(x) = 21/2sinx cos) 

c) En déduire la valeur de sin( &) . 
1 

2) Soit B(x) = 2sinlx + 2) cos ke — a). 

Montrer que quelque soit xe IR ; B(x)=1+sin2x. 

: D 1 + sin2x 3) Soit xelR tel que A(x)Æ0 et g(x)= ox + Six 

a) Simplifier g(x). 

b) En déduire que cotge =1+42. 

c) Calculer sin£. cosT et sinsZ. 
) 8 8 8 

Equations et inéquations trigonométriques 

Ÿ\Y Résoudre ces équations sur [0,27 [ 

3 1 a)sinx =" b) COSX=—— c)sin2 x = L re 

d}sin 2x + sin x.cos x =0 e ) cos3x = 

© Résoudre dans IR : 

a ) COS3X = COS ; b}) sinx =sin2x :C) cos3x =sinx 

d) 2cos?x — 2cos 2x + sinx =0 ; e) cos (x + 1}= cos (5x + 2); #) tex 5 . 

y Résoudre dans IR puis dans [-x 7 ] les équations : 

a } cos2x + cOosx = —] : b) sin| x|=-À ; c) 2 sinx = tex 
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Soit f définie par f(x) = V3cosx + sinx . Déterminer les antécédents 

de O et 2 par f. 

y Résoudre graphiquement les inéquations suivants sur [0,27 [: 

a) sinx > V2 ; b) cosx 22 ; C) 2sinx — V3 <0 

d } 2sin2x > 3 ; e) V1-—cosx >sinx 

1 ) Montrer que cos?x.sin?x = ns (2cosx — COSSX — cos3x). 

2) Résoudre dans IR l'équation : 16cos°x .sin?x — 2cosx =sinSx +sin3x 

3) Soit f(x)= 4sinx .cosix — sin2x . 

a) Montrer que quelque soit xeIR  ; f(x)=1 sin4x 

b) En déduire que quelque soit xeIR ; f(x)+ {x + z) +f (x + a =0 

4) Résoudre dans IR : 2 f(x) - >0. 

Soit m un paramètre réel, la fonction fm définie par : 

F, (x) = cosx — \3sin x + 202 - m. 

1) Préciser l’ensemble des valeurs de m pour lesquelles l’ensemble des 

solutions de l’équation fm (x) =0 n’est pas vide. 

2) Résoudre dans EE , x l’inéquation ff (x)>0 pour m =. 

NZ : __sinX _ COsx 
Soit {(x)= cos?X sin’x 

L) a) Déterminer D le domaine de définition de f. 

b) Comparer f (x) et f (x+ x). 

2) Montrer que quelque soit xeD ; fe) Ginx = cosx (4 + 2sin2x) 
_ sin? 2x 

3) a) Résoudre dans [o , tr] l’équation sinx — cosx =0. 

b) Préciser le signe de f (x) sur Dfn [0,x]. 

c) En déduire Den [0,x] Où g (x)= f(x) . 

1 ) Montrer que :quelque soit a ER : 

cos5 a =16cos° a — 20cos3 a + Scos a 

2) Vérifier que : pour tout xeIR, 16x5—20x3+ 5x + 1={x + 1)(4x? — 2x -1) 
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3) On pose a=1, 5 montrer que x =cosa est une solution de l’équation 

1445 Æ 
4 — COSc :   4x? —2x —1=0. Montrer ensuite que 

, 2 . 2 
4) En déduire sin, cos , sin, cos , sin. 

5 5 5 10 10 

LE Pour tout réel x, soit : 

A(x)=-1+ 2cos2x — cos4x , B(x)=1+ 2cos2x + cos4x et f(x)= des. 

1) Transformer B (x)en produit. En déduire D; le domaine de définition de f. 

2) a) Montrer que pour tout xeDr, f(x)= ex . 

b) En déduire tee R 1-42. 

3) Résoudre dans R l'équation : sinx + (2 — 1}cosx =]. 

4) Soit h(x)=4sinx + (V2 —1)cosx -1 . Déterminer Di n[0, x]. (Di domaine 
de définition de h). 

NY Mont er que : cos + cosÉE = = 2008 € 

et que ne = 4cos27— 2. 
5 5 5 

Sachant que 1 + cos + cos + cos © + cos = 0 

T 
a) Déduire de cette égalité que cos est solution de l’équation 

4x?—2x-1=0. 

T 
b) Donner alors ja valeur de cos. 

3) On considère la fonction f définie par : f(x}= 4sinx.cosix —sin2x 

a) Montrer que pour tout xelIR, f(x)=1 sin4x . 
2 

b) Résoudre dans IR puis dans |-x, x] l'équation 4f(x)—1=0 

5 
c) Résoudre dansIR, x) cOS4x =sinx . 

4) Résoudre dans [0,27 ] puis dans IR l’inéquation : f(x) + #3 20 
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NZ 1 ) Résoudre dans IR puis [zx ,T ] l’équation : 

cos3x — V3sin3x = 2cos k + 2x 

COS3x — Bsin3x — 2cos ki + 2x) 
2) Soit: f:xr 3 

1 2sim°x 
a) Déterminer D le domaine de définition de f. 

b) Montrer que quelque soit xeD, f(x)= —4sin k -z) 

c) Calculer £ x en déduire sin. 
12 12 

3) a) Calculer 057. 
12 

b) Résoudre l’inéquation (5 + 1Jcosx + (3- 1}sinx <2. 
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CORRIGES 

a) On sait que 1<cosx <1 et -1<sinx <1 
par addition on obtient : —2 <cosx +sinx <2. (1) d’ou f est bornée. 

b) V2sin k + 2} NA Linx COST + COSX. sinÆ] 

= 2 7] Paix + cos |- = Sinx + COSx = f(x). 
2 

c)Ona:-1< sn x +7) <1d’ou —42 <42sin kr +2} 

donc 42 <f (x) <V2.Ce qui constitue un meilleur encadrement que (1). 

Ÿ/ T inT Lcost +sin a [cr + sin T cos + sine _ & 8 g g | 

TH . À T . T . 
COS — — SIn — COS — — sin — | COS — + sin — 

8 8 | 8 3 8 :) 

  

Ÿ 

T TT 27H : 27 Hs; cosÆ4sint} cos2Æ + sin2L+2cosTsinT _ gg) OST RUN 
cos2L-sin2T cos2.Æ) 

8 8 . 8 

TH 
1+ sin(2.%) 1+sinT 

= 8/4 _2tv2 hp; 
7 T V2 COS — COS 

25H _ Fr - z)- +tg te? 7 + te 2 12 te? 15 + coter 12: #13 + 1842 
tel tel 

Or =T- Térou et -ul- 2). 3 74 
12 3 4 1 3 l+te7 (84 

  

_43-1 2 ee ! 
143 Ba) 27 V3 d'ou 187 = -Hj=-45. 

12 1 _2+V3 ou cotg 35 n = 0 +\5f- 7+48 cote ee 2 | 

par suite tg? _—. G bras 
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1/2+ 3 
On a cos2a = 2cos?a — 1 or cosa= EN 

sou-[ 5e). _1= 28) 1-8. 

I I & 2a =-<+2kr a+ kr 

cos2a=%=cosÆ & <ou <ou :kez 

= TI =_T 2a — 6 *2kt a 15 + kr 

or ael,x [donc a ou al orcosa>0 d’ou a -T 

\/ cos2x = LÉ cos2x et simx=1= cos2x 

d'ou : A=S5cos?x — 3sin°x = 5 (L+cos2x E cos2x }- 3 [L=cos2x — cos2x 
2 

_ 3,5. 3,3 = = > 12 > + 30052x 1+4cos 2x. 

B=2cos?x + 3sin?x — 4sin?x . cos?x 

= [L + cos2x]+ 3 IL — cas2x | 4 fl — cas2x | + cos2x) 

COSs2X — 

= 3 _3 _ 2 3 = l+cos2x += 3 C0S2X (- — cos 2x).= > 

C=cos?x + cos?x .sinx + cosx .sin?x + sin?x. 

2 cos2x + cos?22x. 

= (cos?x + COSX. sinèx )+ (sinx + COS?X. sinx) 

cos (cos2x + sin?x)+ sinx (sin2x + cos?x) = cosx +sinx. 

Go a) Pour prouver que f4g, il suffit d'étudier leurs ensembles de 

définitions ;en effetona: Df=IR—{x+2kx, keZ} 
et Dg=IR\{kx,keZ} or 2reDf et 27e Dg d'ou Df#Dg donc f#g. 

Sur IA fn keZJon a 9 = <q en 
sinx (1—cosx 

D'ou f{x)= sinx (1=cosx) or 1—cos?x =sinx. 

  

— COS?x 

. sinx (1 — COSX ) _1—cosx _ 
Ainsi f(x) = Six Sinx = px). 

D'ou fetg sont donc égales sur IR — {kr ke Z} . 
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\/o a) P.sinx =sinx [cosx .cos2x .cos4x .cos8x|. 

1 En utilisant la formule sin2x = 2cosx sinx soit cosx sinx = 2 sin2x. 

On obtient : Psinx = (sinx .cosx)cos2x .cos4x .cos8x 

= 3 (sin2x . cos2x) cos4x .cos8x . 

  

= X (sindx .cosax) cos8x = {sin8x .cos8x = = sin (16x). 

ce m2 oc cn. cafe b}) Q cos. COS. COS. COS à cos . cos2 5 cos4 cos8 Ki 

a = 1 x) Comme : Q. sine = 1é sin 16]. 

16x - Æ : (167% |; H|_ L|= int Or = 37 + 5 soit sin )-sin(sx + 2} sin + ze sin 

1x) TT sin -sin + 
i = L fé = 1 5 1 Par suite O6 te) 16 HE Té 

5 5 

2) a) On peut écrire SE =r Ne: alors cos cos kr -2} — cos 

8T 27 _2T i- _ 2x). 27 et E 27 s alors cos == cos [27 — 5/7 C0 

comme Gand out co sèE s’écrit alors 

TH 27 | TÆ 2] _| 2x|° Q= cose COS: | COSS. COS: cos. - COS 

_L 20828] 21 or Q= 6Ÿ ou Lost. cosé LG” 

27 __ 1 On sait que cos = Let cos Îx sont positifs par suite cos. COS à 

soit 4005. cos 2R _ =] 

b) 4cos +. co 2 =] utilisant la formule : 

COSp .cosq = + [cos (P + q)+ cos (p — q)| 

On obtient 4.1 Los z + 2x}, cos fe - 2x] 1. 
2 5 5 

27 32 +cos(-Æ)] bo 2#}+ cost Soit 2kos3Z + cos 1. Ou encore 2lcosix É + cos 1 
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or cos(x-x)}=—cosx. D'ou 2 eos - cos À | =] 

T 2x ]! 2x T 
c}) Ona: COS—— cos — = — alors COS — = cos — — — 

5 5 2 

Æ 2x 1 
Or cos —.cos — = — d’ou cos Lx cos - 1 1 

S 5 4 5 5 2} 4 

cos Leo T2 9 soit 4cos2T _2cos 7 -1=0. 
5 5 5 S 

  145 ou cos? 1-V5 A'=1+4=5 alors cos Z er 
5 

T 1445 
d'ou cos— = . | 

5 à 

x nm OL 1L+VS 1 -1+45 
COS —— = COS — —— — = 

5 5 2 4 2 4 

T 
<0 or cos > 0 

  

    

QCM 
1) La réponse est k} 

sin Dr =sin(3r-Z)=sin(r-)=-sin(r + L)=sin LÀ 
6 6 6 6 6 2 

2) La réponse est b} 

3 3 . 
cos 2 cos (12r+ 27 = cos sin (2-27 = sin % 

8 8 8 2 8 8 
3) La réponse est b} 

cos ZT + cos cos(2--)+cos(-L-)=cos(T.)+c08-7-= 2005 (2) 
12 12 12 12 12 12 12 

4) La réponse est R]: 

cos (2x +7) +sin (2x +) = cos 2x +cos 2x =2cos 2x 

Vrai -Faux 

Ÿ/ a)L’affirmation est vraie : 

n_ V3 
sin = sin (x += sin = 

3 3 3 2 

ST T ñ _-V3 . AT 5x 
et COS—=COs(T-—)=-COS—=—— sin —=cos — 

6 6 2 3 6 6 
b) L’affirmation est vraie : 
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T T . T . 
2sin(x +-R9=2/sinxeosF +cosxsin  |esina+ 3cos x 

c) L'affirmation est fausse : 

cos3a =cos(a +2a)=cosacos2a-sina sin 2a # cos a cos 2a 

d) l'affirmation est fausse : 

cos{(a-b)=cosa cos b+sina sin b z cosa cosb -sin a sin b 

\Ÿ/ 1) G,OA)-— et G0B)-T 

d’où (OA, OB)= (OA, D+(, OE)=-E+ EF ains la réponse est (a} 

2) r=ÿx?+y? =/(2V3Y +2? 2164 

cosg=*= V2 et sno=}-1 > p=2T 
T 2 r 2 6 

d’où A(4, 2E)par suite la réponse est bl 

1) Vraie : (i,0A =T et i,0B -T ) Vraie: (i ) 3 e Gi ) 3 73 ñ 

et (i OC)= = TT rdonc A, B et C sont situés sur la droite passant par O 

1
7
 

n TT A 
de vecteur directeur u tel que (i,u)=—+Kkx. 

3 

.. TT T . m —— 7 - _ 
2) Vraie: 3 2-7 donc la mesure principale de G GB)="7 est T=B(5,7) 

4 4 
T 

et A(S 7) par suite A et B sont symétrique par rapport à (OI). 

6-0 appartient au cercle £(0,3) et tel que l’angle 
4 

= =, 1 -2r 1 
(OI,OA) T4 ;:B GG) appartient au cercle de centre O de rayon 3 

tel que Qi, 0B)- € 
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\7 r=2 et [F0 2 

A 
r = 2 on trace alors le cercle & de centre O de rayon 2 et comme l’angle 

. -T NE AD 0 
varie dans EN donc c’est le quadrant où l’arc AB ainsi l’ensemble 

recherché est AB 
_ 3 

b) 0-7 donc OI, OM) = + 2kr etr)0 L T 

ainsi l’ensemble recherché 

est la demi droite [ot) — {0} 

en. 3 
2°" Méthode : M (a soit (x, y) les coordonnées de 

A2 37 
K = F COS — = —— 7 

4 2 

SG 
y=rsin Te V2, x 

4 2 

> 

l’équation y = -x et l’équation d’une droite et comme r)0 — x(0 

d’où l’ensemble recherché est la demi droite [Ot) d’équation y =-x et x{0. 

\Æ 
b) Ona: 

| a — — T 
* A(L-) & (OÏ,OA)=-— et OA=1 

   + B(3,%) ss Qi,GB)-% et OB= V3 

ainsi : (OA,0B)-(OA,0h+(Oi,08)-T+ Le) 

par suite la mesure principale de (OA, OB) est Se 

c) (OA,OB)=> — AOB est un triangle rectangle en O 

& AO° +BO° = AB? 
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or OA=1 et OB=V3 & 1+3=AB° & AB°-4—AB=2. 
d) Dans le triangle OBA rectangle en O on a: 

cosOBA= 8.8 et sinOBA= =OA I par suite OBA=Z 
: AB 2 6 

V9 A(0, 5 d'où x=0 et En 

On sait que r=/x° + y? =,/0? + == et cos0= == 0 

sin 0 == d'où 0-2 d’où AGE, T). 
F 3 2 

= he + JE D) =E 

cos0= À LE et nr alors g= 7 d'où B(2, 2?) 
Tr 2 r 2 6 3 6 

2 2 V3 2 1 2 2 
°r=ÿx +y = CD) GC) . 

cos0= 223 et sino=-? alors 6=-T d'où ci.) 
T ; 2 6 6 

b) Ona AG 5) 04=< et G,OA)=> 

2 
B(2, 7 & 0B=7 at (0) 

cé, Ts oc=£ et (,0C)-7 
3°6 3 6 

par suite OA = OB = OC <= À, B, C appartiennent au cercle & 

2 
de centre O de rayon d’où ABC est inscrit dans ë. 

2 
de plus AB=/ ( (Gs- x, ) +(y3 - YA)) Me 1- [2-28 

BCE 25; +0? = et AC= CS hr +1= 25 

— AB= BC AC=> ac est un sangle équitatérl 
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Ÿ\ 1) a) ona: AG,7) ona OA =3et (,OA)= 

comme B est le milieu de [OA] alors oB=< et Gi, OB)=(i,0A) == 

ainsi les coordonnées polaires de B sont C3) 

b) OAC est rectangle et isocèle direct en C 

&CO=CA et (OA,00) = (27). 

* (,00)=(i,0A)+(OA, OC) + +2 

* OAC rectangle en C & CA? +CO°=OA? or OC=CA 

d'où 2C0° =OA? 

. 3 
Soit 2C0°=9 parsuite OC=— 

V2 
3 Jr finalement les coordonnées polaires de C sont : (=). 
2712 

2) a) 1°* Méthode : 0 _ +2kr 

G,OM) = +2kx 

  

d’où l’ensemble recherché 

est la demi droite [ox) — {0} 

2°" Méthode : soit (x, y) les coordonnées cartésienne de M comme 
T h 

(2) sont ces coordonnées polaires 

T 
X = COS — X=—T LI 

alors : 3 Soit & x=71)0 

Y=tsinT ver y=13x% 

par suite l’ensemble recherché est la demi droite d’ équation 

ÿ= 3 x et x)0 

b) 1°*° Méthode : 6= Ste (, ,OM)= 5 +2kr 

l’ensemble recherché est la demi droite 0€) — {0} avec E(1, 0) 
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2°" Méthode : M(X, y) d’une part Mr,Z) 
2 

T 
__, JXSrCoS—  f,29 

d’autre part ainsi 2 soit 

y=rsin T y=1)0 
2 

par suite l’ensemble recherché est la demi droite d’équation x = 0 et y>0 

e W(r,6)le centre du cercle£ et derayon OW etO ec 

alors OW=r et(i,OW)= 4 

e W{Xx, y) coordonnées cartésiennes alors x=rcos® et y=rsiné 

d’où W(rcosO,rsin0) 

e M(k,a)alorsx,, =kcosa et y,, =ksina 

«Mec & WM=OW & dé -xy) + vu) =4xt +2, 

(kcosa-rcos8) +(ksina-rsin0) =(rcos8) +(rsin0) 

  

k? cos’ a-2rkcos@cosa+k” sin’ a-2rksinasin0=0 

 k? (cos a+sin? a)-2rk(cosacos0 +sin asin8)=0 

k?-2rkcos(a-0)=0 or k#0 = 2rcos(a-6)=k 

Ÿ7 L) cos K +2). cosx.cos2Æ - sinx .sinZ? — + . cosx 8. sinx 
3 3 3 

27 __1 3 =—-2COSx + Ÿ=sinx. 
2 2 

2x). 27 7 JF COS cos + sinx .sin ; 

d'ou cosx + cos be + 2x). cos {x ke -2x) 

_cosx Loos Vs JB = ÇCOSX 7 COSx 7 SX — Jcosx + V2 5 .Sinx = 0 

l1x __ 27 -TetlE- I ,2T 
21 3 21 7 3 

cos | — 

1 

2) On remarque que 

, T 117 1x T 27 7 Tr 27 
d’Ou cos — + COS — + COS —— = COS — + COS] — —— | + cos] — + — 

7 21 21 7 3 7 7 3 

3) On a: cosx + cos (x + 2x }+ cos -2x)-0 
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alors Losx + cos L + 2). cos {x K- - 2e |? =0 

Scosx + cos? ke + 2x): cos? k- 2x 2x}. 2cosx .cos ke + 2x): 2cosx .cos _ 23. 

+2cos fx + 2x Jcos be -2r) 0 (1). 

En utilisant la formule 2cosa .cosb = cos (a+b)+ cos (ab). 

() SX) + cos bx + 2x). cos 2x + cos bx _ 2x} cos2Z + cos(2x) + cos(£x )- 0 
3 3 

2.) -2x]_1 1 1- 2 0 bos(xheaus Bus 28 + cos 2x 3 57272 0 

ST |_ 5 ST _ : D) a) AËT)-1- 0557 + sin 5% =1 cos r+%} sin k +3) 

= 1+cost sing =1. 

al9x)- 1—cos (9x). sin (az } 1-cos f 6t + z}4 sin É 67 + z) 
6 3 

= l-çcosT + sin£ = 3 | 143 = | cos +sins=l 2+ 5 2 

b) On a : cos2x =1-2sin?x soit 1—cos2x = 2sin?x et sin2x = 2sinx .cos x. 

D'ou A(x) = 2sin?x + 2sinx .cosx = 2sinx (sinx + cosx). 

= 242sin x (cos + sinx | = 22sinx .cos k -3), 
2 

(x | cos à sin 1-3 1-È o AË cr cos +sine= 1- 5 +1 

HR TT _H TT TH Autre écriture de NESE 22 sin 2 .COS Le z)- 22 sine. cose 

Par suite sin-L A = = IA 3-3 3-1 6-2 

2. 22. cost EE RE 22 4 

2) B(x) = 2sin fx + =) cos k _ x) 
4 

= 2kinx .cos£ int | Z 4 sinx .sin£ | 2 binx .cos% + cosx .sin |[Cosx .cos 4 + sinx .sin4 

= 3 (sinx + ox) Pen + sim) 

. 2 . . 
= (sinx + cosx) =1+ 2cosx.sinx =1+sin2x. 
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_2sin u + z) cos -x) sin &+ a) 

92 at A x) 2/2 cos k 7 I: Fax 

42 (sinx + cosx) 
= _Siux+çcosx _1,1 

  

  

  

  

    

_ 2 sinx 2sinx +77 S0I8x 

Br) , Li deotet (x }- b) D'une part : dx) > +300t8£ d’autre part on a : ae ak) 

8 

m1 cosE + sin£ = (x)- nt 14 V2 fx) 1 cos} +siny let BC l+simy 1+ 2 : 

D'ou de) 1422 Comme cote 1er }- 1=2+42-1=1+42. 

c) 1+cotg2I 1 soit sin2%= 1 1 — 
8 2 8 T 

sin cotes (42) 

. 2—V2 
sin? 2 = 1-27 202 | 27 V2 y sin? + odonc nee 22 

8 44202 8 4 8 8 2 

. . 2—42 2+42 
# cos? + sin? T = 1 donccos?T=1-sin?? =1- 2 _ V2 

8 8 8 8 4 4 

2+42 
2 

» & ST . Î[T =) Ta 2+42 
# Sin—— = sin] —+— | = COS — = ————., 

8 2 8 8 2 

Equations et inéquations trigonométriques 

Ÿ a) sinx = - <> sinx = sin Û z) 

__T - HN X = 3 + 2kx x 3 +27 

<><ou <> <ou ;kezZ 

H T 
or cos > 0 donc cos = 

=n-|-T|}. At, X=T x) 2kn X 3 2krx 

ST 4 
d’ou sur [0,27 [ les solutions sont _ et 3° 
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Trigonométrie Solutions 

X 2e +2kx 

b) cosx = + <> cosx = cosÂE > ou ; keZ 

X = 2e +2kxr 

27 4 
d’ou sur [0,2x [ les solutions sont : ES 

2x = + 2kx 

C) sin2x = 2 & sin2x =sin Û 2Je ou :keZ 

2x=7- (x) 2kx 

X=— D + KT 

<> <ou 

_ TT X=1) +kz 

OU SU [o, T [ les solutions sont : D°D°0 Lx. 

d) sin2x + sinx .cosx =0 en utilise la forme sin2x = 2sinx .cosx l’équation 

est équivalente à sin2x + Jsin2x =0 ou encore jsin 2x=0 

sin2x =0 2x =kzn, keZæx-kt kez,. 
2 

Sur [0,27 [ les solutions sont : 0 >? TS. 

3x=7+2kr 

e) cos3x = 2 & cos3x = COS < ou :kezZz 

3x=—7+2kr 

_ HR , 2kx 
XF1273 
<ou : keZ 

7 .,2kr 
XF 12% 03 

‘24 D°D' 410.
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Solutions 

3x =x+2kx 2x =2k7r x =kT 

a)cos3x = cosx > <ou <<ou <> <ou ; keZ 

3x =-x +2kr 4x =2kr kT 
x = 

2 

Si “kr, Kr sveckez | E avecke z}. 

x =2x +2kn -x =2k7 x =-2k7 

b) sinx =sin2x & <ou <<ou <> <ou 

x=7r—2x+2kr 3x =7r+2k7r x=-2Æ2.2kr 
3 3 

Su ={-2kr, À I +2 aveckeZ] 

c)cos3x =sinx on utilise la formule cos fe — x)= sinx l’équation devient : 

3x=7 -x+2kr 

cos3x = cos ce — Je ou 

3x=x-TL+2kr 
2 

4x =7 +2km x=T+kr 

«ou < <ou :kez. 

2x = + 2kn x = + kr 

Sa = {+ +K; tkt aveckeZ |. 

d) 2cos?x — 2cos2x + sinx =0 en utilisant la formule cos2x = 2cos?x —1. 

On obtient : 2cos?x — 2 (2cos2x —1)+sinx =0. 

< —-2cosx + sinx + 2=0 or cos?x + sin?x =1 

> -2(1-—sin?x)+ sinx + 2=0 

& 2sin?x + sinx = 0 <> sinx (2sinx + 1)=0 > sinx = 0 ou sinx = z 

* sinx —0 € x =kr 

TH 6 +2k7 

* sinx =—} > sinx =sin Czje ou :keZ. 

x=n+e+2kr 
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= +2kr 

«ou ; keZ. 

= x = +2kT 

SR ” —E+2kr, 6 Tr + Hmavecke Z}. 

x+1=5x+2+2k7 

e)cos (x +1)= cos (5x+2)e ou 

x+1=-5x-2+2kr 

-_1_kr 
—4x =1+2kT XT 4 9 

< <ou  <ou , keZ. 

Gx=-3+2k7 __1 kr 
X7727 3 

1 kr. 1,kx | S: 172: DT 3 aveckeZ f. 

_ _ _Æ ’ _ D tex=V3 x = %+kx d'ou SR = T+kr,(kez)| 

< a) cos2x + cosx = -1 on utilise la formule cos2x = 2cos?x —1 

& 2cos?x —1+cosx =-1 4 2cos°x + cosx = 0. 

cosx (2cosx + 1)= 0 < cosx = 0 ou cosx =} 

x =2E + 2kx 

x=5+krou ou :keZ 

ne 

Sx = EE + kr, 2 4 SR 42kr,-<L+2kn, aveck eZ}. 

  

  

      
    

+ 

2 2 
Dans [-x A | les solutions sont : D TT IT 

2 2 3 3 

b) sin|x| =] or X T2 0 _+o 
2 Ix| x OO x 

Si xef, 0] alors l’équation s’écrit sin (-x)= -3 . 
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=L+2kr 
6 x=TL+2kr _ 6 | 

SSI =S ou < ; keZ 

ou x = + 2kx 
x=R— + 2km 

comme x <0 alors il faudra choisir k < 0. 

Si xe[0,+o | alors l'équation s’écrit sinx = 1 . 

x= —6+ 2kx (1) 

<><ou ; keZ comme x 2 0alors pour (1) il faudra choisir 

In = ÆL+2kr 2) 

k>Get port (2) le K>0. Donc les sorutIonS dans IR sont : 

(= +2kr, TE L,2kr,avecke Z+ lo M. 2kz , 22 + 2krkavec k e Z- lprivé de + 

H.ST sur [-x, x] les solutions sont : 66: 

6 

c) 2sinx =tgx l’équation existe que lorsque x # 5 + kr 2sinx — tex = 0 

on utilise tgx = MX L’équation s’écrit : 
cosx 

sinx b -1_| 0< sinx J2cosx -1 | 0 & sinx = 0 ou cosx =1 
Cox COSX 2 

x=7 +2kr 

< x =ktrou <ou keZ Sin kr, E+2kr, + kraveckeZ]. 

x =" + 27 

= T T 
Sal= Ln,0,7, z, 2} 

V7 f(x)= \3cosx + sinx =2 [co + Jsnx | = 2cos — x) donc : 

+ fx)= 0 cos| -2} 0x-F=Etkrex=2Æ+kn 

donc les antécédents de 0 par f sont 2x +kn:(keZ). 

* {(x)= 2.2 2005 | -2} 2 cos| -x} 1e x-E=2kr 
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Sx= È + 2kr .Donc les antécédents de 2 par f sont É +2kr;(keZ). 

NY a) sinx - 2 , soit M et N les points du cercle trigonométrique 

: un V2 LL. RE CE 
d’ordonnée ES , les images des solutions de l’inéquation sinx 2-5 soit 

les points de l’arc MBN extrémités incluses. 

Donc l’ensemble des solutions sur [0,27 [ est 

  

b) cosx 22 soient M et N les points du 

. 
cercle trigonométrique d’abscisse 3 . les images des solutions de l’équation 

cosx > sont les points de l'arc MAN extrémités incluses 

    
   

1 
2 

Donc l’ensemble des solutions sur [0 ,2{est[ 0, | L [ à 

c) 2sinx 43 <0 & sinx < # Soient M et N les points du c 

. . 3 
trigonométrique d’ordonnée EI . 

5 
Les images des solutions de l’inéquation sinx £S 

sont les points de l’arc MB'N extrémités incluses. 

Donc l’ensemble des solutions sur [0,27 [ et : or 

d) 2sinx > 3 <> sin2x 8 . 

5 
On pose X = 2x l’inégalité devient sinX 25 d’après c) on obtient 

F+2kr EX SÂE + 2kr 

3 <X < 2x sur [o , 2r| et sur IR on obtient 

3 + 2kr<2x SE + 2kr 

Ou encore Stkrex<®+kr Pour k = 0 alors FX 

Pour k = 1 alors ZE < x <4Œ Donc la solution est Lx U 7) 
6 3 63 6 3 
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Trigonométrie Solutions 

e) V1-—cosx > sinx elle est bien définie pour tout xEeIR car cosx <1 

soit O<1—cosx. 

* Si xe[0, x] alors sinx >0 

d’ou VI-cosx > sinx & Ï—cosx > sin?x 

&i-cosx >1-cosx & (1— cosx)- ( — cosx)> 0 

& cos’x — cosx > 0cosx (cosx —1)> 0 

On sait que cosx <1< cosx -1<0 

  

  

    

T 
X 0 2 TH 

Cosx-1 (RE - 

Cos x + D - 

cosx(cosx-1) D - D +   
Donc la 1°* solution est FF ,T ] . 

* Si rn<x<2x on a sin x < 0 donc l’inéquation est vérifiée quelque soit 

xe]x,2x | donc la 2°" solution est ]x,2x | finalement : la solution dans 

[0,2x [est JF,2x ]. 

1) 2cosx — (cos5x + cos3x )= 2cosx — 2cos Six .cos SX 3x 
2 

=2cosx — 2cos4x . cosx = 2cosx [1 - cos4x [or cos2x =1-2sin°x 

=2cosx [I —(1- 2sin22x)| = 2cosx [2sin22x |] 

Comme sin2x = 2cosx.sinx 

, : 2 : 
D'ou 2cosx - cos5x — cos3x = 4cosx [2cosx.sinx]* =16cosx.sin2x. 

Par suite cos’sin?x = L [2cosx — cos5x - cos3x|. 

2) 16cos° .sin?x — 2cosx = sin5x + sin3x 

& (2cosx — cos5x — cos3x)— 2cosx = sin5x + sin3x 

<> —cos5x —cos3x =sinsx + sin3x 

& —2cos4x .cosx = 2sin sx sx . cos$X 3x 

<> —2cos4x.cosx = 2sin4x.cosx 

<> COSAX .COSX + SIn4x . cosx = 0 

ecosx [cos4x + sin4x| =0< cosx =0 ou cos4x + sin4x =0 

* cosx=0x=F+kr(kez) 
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* cos4x + sin4x=0 2 V£cos4x + sinax = 0 

LT IT -3x., kr cos [4x 2) 0 4x- 1 ZT 16 * 4 

d’ou les solutions dans IR sont : 5 +kr; + + kr (kez). 

3) a) f(x)= 4sinx .cosx — sin2x = 2 (2sinx .cosx) sx —sin2x 

= 2sin2x .cos?x — sin2x 

=sin2x (2cos?x —1)=sin2x .cos2x = Jsindx 

b 3) ( 2) Lsin ( #)41 ( 8e) ) r+f(x+2 +flx+ 3 7 sin4x + sin 4x + — 3 Din 4x + 3 

=1 Linax +sin (ax -2x + 2n)+ sin (x +27 + 2x) 
2 3 

D'ou f(x)+f k +I z}+ f ke + 22) Lkinax + sin lex + 2x), sin (ax - 2) 
3 3 2 3 3 

. Linax +sin4x .cos£T 2 + cos4x. sin£T 2 +sin4x,. cos — cos4x .sin£T 2x 

1] inax — Lsinax à Vacosax —Lnax _ V3 _ = 1 inax 7 Sinax + > cos4x jsinax 5 osé. 0 

120 4) 21) 20 ou encore sin4x — > 

Soit sin4x > Pos TL +2kr<4x <E +2kn;(kezZ). 

I. +kn< ur. kr. :(keZ) 
16 16 2° 

.[Æ kr 3x, kr Les solutions dans IR sont : 16 | 167 ; avec keZ. 

Ÿ 1) On remarque cos3x 43 sin3x s'écrit de la forme a cos3x + bsin3x 

r=Va?+b? =41+3 =2 et cosp = 2-7; sinp =D 2-5 donc g=- 

d'ou cos3x — V3sin3x = 2cos k + 2) par suite fm (x) = 2cos ke ++ 2) 22 -m 

l'équation fn(x}=0 est équivalente à 2cos ki + 2} m-—2V2 soit 

cos K + z).m2 cette équation admet des solutions lorsque 

em car —1<cosx <1 par suite -2+2V2 <m<2+22. 
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Donc fm (x)= 0 admet au moins une solution si et seulement si 

me(-2+212 2 +2 . 

2) fp(x)= 2cos ki ++ 2} 2 Êg (x }>0 S cos L +2} . 

Soient M et N les images des points solutions de l’équation 

V2 
co» +3) = d'ou MAN c'est les images des solutions de 

l’inéquation ox > 12 à SE +2kr <X <ÈE + 2kr avec X=x ++     
par suite -E+2km< x + $< SE + 2kx 

_13x 57 soit 12 +2kr<x<:5+2kn. 

_Æ 11x Orxel 5 »%] donc les solutions sont : [o, JU UE TEL < 

ee D) a)cosx =0 x=#+kn ; sin x = 0 x =kr 

donc D=IR-t+kr, kr (k€ Z). 

__ sm (x + x) cos (x + x) _ __sinx , COSx __ 

b)£(r+x)= cos’(n+x) sint(n+x)  cosx sinx — À (x) 

_ SinX _ COSX _ sinŸx — COs’x 
2) x)- cos’x sin?x  COS?x.sin?x 

_ (sinx — cosx) (sin2x + sinx .cosx + cos?x) 
_ cos?x .sin?x 
  

  

_(ginx _ cosx) { + Jsin2x L (sinx — cosx) (4 + 2sin2x) 

_ Tsin?2x _ sin22x 

3) a) sinx —cosx =0 & cosx = sinx € COsx = cos Fr — x) 

I _ =X X= x + 2kT 2x 7 + 2km 

{ou & où 

x =-5+ x + 2kx 0=-5+ 2kz impossible 

DAsbknex kr (kez) 

T 
Les solutions dans [0,7 ] sont : — 
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b} On sait que —-1<sin2x <1< 2 <4+2sin2x < 6 d’ou 4+ 2sin2x > 0. 

* sin?22x >0 ; sinx —cosx = 2 7 Bsinx- Box} 2: sin (x - z) 
2 

* sinx —cosx >0 < sin h-2)20e 2kr<x-Æ<x + 2kx 

soit + 2kx < x SÈE + 2kx 

  

    

4 

I T 
x 0 — = TT 

4 : 
- Ne) 

sin X — COS X [__ + | + 
f(x) T - + | + |       

c)e(x)= f(x) définie si et seulement si f(x)>0 

hé D,n(0, x] 7 2) 

7 1) cosSa = cos (a + 4a)= cos a .cos4a —sina .sinda 

=COS à COS [2 (2a)| — sina .sin (2a x 2) 

=Ccosa [2cos?2a — 1]- sina [2sin2a .cos2a| 

=COsa F (2cosa —-1) — 1]- sina [2 (2sina .cosa)(2cos’a - 1)] 

=cosa |8costa — 8cos?a + 1|— 4cosa (2cos’a —1) (1— cos’a) 

=8cos*a — 8cos*a + cosa + &cos’a — 4cos*a — 8cos’a + 4cosa 

=16cosa — 20cos'a + Scosa. 

2) On développe la quantité : 

(x +1) (4x2 — 2x —1)= 4x5 — 2x2 x + 4x2 2x 1 = 4x3 + 2x2 3x —] 

d'ou (x + 1}(4x2 — 2x — 1) = (4x5 + 2x2 3x —1)(4x - 2x -1) 
=16x$ —-20x$ +5x +1. 

3) On pose x = cosa. (cosa + 1)(4cos?a — 2cosa — 1) = L6cos$a — 20costa + Scosa +1 

En utilisant le 1) on obtient : (cosa + 1)(4cosa — 2cosa — 1) = cos5a +1 

Pour a=< on à : coss (e }1= 0 

TH 2T _ TH _ }- T 4 Donc (os +1]acos 5 2005 € 1/=0 or cos £—] 

T Donc cos < est une solution de l’équation 4cos?a — 2cosa —1=0 
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x = cos T est donc bien solution de 4x2-2x-1=—0. 

      

  

5 

A=4+16= 20. 

Les solutions donc : x=2=20 1-45 0 et x 1135 >0 

Æ ; x _1+4s 
Or cos >0 d'ou cosé= 3 

+ cin2T 27 _ _ 2T 1+45 4) sinis + cos = 1 d'ou sin?= =]1- cos 1 (HS 3 | 

or sin >0 d’ou sin = 

  

Cri 
* cos£E = = 2cos2T -1-2 

  

  

  

S 

* sin2Æ Le cost2E -}-{ #1 1) 05 

x FL 
* TH 2, TT. cost 2cos2-TL 10 —iS cos 10 = 5 or cos E > 0 

d’ou cos-Æ rss 5 - 5 5415 _ [5 s+45 10 V V 8 = 2 
*k 2H — 2H — 5+45 3 3-5 TH sin? 10 =]-cos 10 =] & & or sin © > 0 

zu _L 1 B=S £. d’ou sin 6 5 | | 

NZ 1)B (x}=1+ 2cos2x + cos4x =1+ 2cos2x + (2cos22x —1) 

= 2cos22x + 2cos2x = 2cos2x (cos2x +1) 

*B(x)=0 cos2x = 0 ou cos2x +1=0 

& cos2x = Ooucos2x = -1 & 2x = 5 + krou2x = x + 2kx 

ox + ox T'ikmi(keZ) 

d'ou Dr =IR- + kr Æ+kr(ke2)} 

2) a) A(x}=-1+ 2cos2x — cos4x = -1+ 2cos2x — (2c0522x 1) 

86



Trigonométrie Solutions 
  

=2cos2x — 2cos22x = 2cos2x (1 — cos2x) 

2cos2x fl -(1- 2sin°x )] = 4cos2x .sin?x 

de même pour B(x)= 2cos2x [ (2cosx — 1)+ 1]= Acos2x .cos?x 

- Ax in? par suite f(x)= à = Cox sin =tg2x. 

4 

AU) 

b) 7m). 8 or A ()- -1+2 cos 2 - cos DE =_1+92 
8 8 B(x |” 

  et BUT 14 205 + cos =1+ +2 ar suite f Z - 2-1 V2 -1 8 4 P 8 L S1 

, 7 d'ou ge = (2 1} or 182€ <0 done ele =1-2. 

3) sinx + (2 — 1)cosx =1 

TR n 2 

  

sinx . cos COSX 
sinx — te 2x cote 0088 Sig Cow 

F8 cos? cos ZZ 

: )- 7x : -3x) : (x _7z) sin è cos S es sin (x Re /snG è 

_Tn _n_Tr _ X— RD & + 2kx x=7+2kr 

ou encore <ou keZ « <ou 

_ 7x _ (x x) x = 2 + 2kx x 8 2 8 +2kx 4 

x = +2kr 

soit {ou Sue ÊE + 2kr, Æ + kr (ke 2) 

x = +2km 

TR __ TR in | x) sinx .cosÆ® — sin .cosx sin (x —-ÆT 
4) sinx + (V2 -1)cosx -1- 8 8 -1= 87_] 

cos ZZ cos Z£ 
8 8 

x) cos | — 12 
sinx + (2 -1)cosx 12087 1>0 

cos ZT 
8 

In 8 0 me culs Or cos e <0 donc cosix 8 <Ccos à 
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TE + 2kr < x - < <H49kre TE + 2kn < x S2x + 2kr 
8 8 

Dr nÎ l.x]-f, x] 

1 ) En utilise la formule cosa + cosb = 2cos B+b) cos Bb) 

On obtient alors : cos + cost = 2c0S7.. cos (z}e —2005F. 

27% 8T _ 3T _ 37 et cos <= 5 + cos 5 = 2cosx.cos22* 5 —2cos 5 

or cos(x—x}=-cosx donc -cos _ = cos - 3x) cos 

par suite : cos2E + cos = 200527 =2 cos — 1 = 4cosT +2. 

27 4x 6x 87 _ 2) a) 1+cos + cos 5 + COST 5 + cos 5 =0 

27% 8x) ÂT &œ)- 14 (cos2£ 5 + cos 5 + cos 5 + COS 5 0 

En utilisant 1) l’équation devient : 

1+2 Boost — 1+ (acost)- 0 ou encore Acos#+ — 20055 —1=0 

T . 
alors cos — est une solution de l’équation 4X?—-2X —-1=0 

b) 4X2-2X -1=0 on calcule A'=1+4=S5. 

  Alors x-15 0 et X"= 1—VS <0 or cos” est une solution positive 4 

de cette équation d’un cose =1+ . 

3) a) f(x) = 4sinx. cosix — sin2x = 2cos?x (2sinx .cosx)—sin2x 

  

= 2cosx {sin2x)- sin2x = sin2x (2cosx — 1) =sin2x .cos2x = Jsinax . 

b) 4f(x)-1=0 ou encore 2sin4x-1=0< singx=1. 
2 

=Z = T4, KT 4x = +2kr X DA > 

< <ou <> <ou ;, keZ. 

=n-2Z 5x. Kt Ax =T Ha X = 542 2 

_r kr 5x |. SIR = at 2? SE + x L : (ke Z). Les solutions dans Lx x | sont : 
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T 3x —1ix -23x 5x 17x —-/x —-19x 

24 24 24 24 24 24 24 24 

c) f(x)- B .cos4x = sinx. Lsindx - ‘ea .cos4x = sinx 

  

2 2 2 

ou encore sin4x. COST — COS4x. sin = sinx 

4x — 3 = x +2kx 

sin (ox — 2} sinx <> <ou 

TH = 3x = +2kr x = @ +2kr 

<<ou <<ou : keZz 

4 = 4x, 2kx 5x = 3 +2kr X = 15 * 5 

donc les solutions dans IR sont: Z-2kt 4x, 2kr.fke7). 
9 3 15 5 

4) +8 > 0 soit Jsindx +8: 0 & sin4x > on pose X = 4x. 

L’inéquation devient : sinX > _h . 

. Le 3 
Soit M et N les points du cercle trigonométrique d’ordonnée — 3. les 

images des solutions de l’inéquation sinX > 3h est l’arc MBN 

d’ou sinX 2-38 3 2 à 2kn < X < 48 + kr 

or X=4x d’ou — + 2kn< dx <ŸE + 2kx 

+KT<,x<T.,kr N M ou encore — 15 + 9 <X 37 > 

Les solutions dans IR sont : [ — D + ke ; 3 + x [ aveckeZ et les solutions 

dans [0,27 ] : sont 

Pour k=0;xe[-Æ, 2] or xe[0,2x] donc la solution est [0.4 
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Pour k=1: xe[ # Sn 57 E Je 0,27] donc la solution É 7 | 
6 

Pour k=2;x el Ilx , le le [o , 21] donc c’est une solution. 

Pour k=3;x [x , Lx | cl, 2x] donc c’est une solution 

Pour k=4;xe 2, 2m + L |or x e[0,2x] donc la solution est [2 ,21 | 

Finalement la solution dans [o, 2x ] est : 

Lo, JUS Se JU[ HR, de JU HR in [2e 2x] 
1) cos3x — 3sin3x =2 [costs _ inox | = 2cos 6x + 3) 

Alors l’équation cos3x — 3sin3x = 2cos fx + 2x) est équivalente à : 

2cos Gx + 2) 2cos kr + 2x) ou encore cos Gx ++ a} cos ki +2x) 

L_-ysZ2t =T x=Likrx 3x +2 X+ 3 +2kx 2x 3 + 2kr 6 

< <ou € <ou € <ou :kezZ 

H__,_27 4x =-7+2k7r LL x. kx 3x+- X—4 +2kxr x=-2+$t 

LT _Æ. KT | Sn= {+ kr, 170 (keZ) 

TI -SX -7 Æ 37 -37 
Sr x | dd D 

6 6 4 4 4 4 

2) D=fxeIR/1-72sin2x 4 0} 

1—2sin?x =0 < sin?x + sinx =-+- où Sinx = - + 
2 2 2 

_T _ _XH G x = 7 +2kr x 4 + 2Kn 

V2 ousinx= Ze ou ou<ou <> SINX = 3 2 

=r-I = I X=T 4 + 2Kr x n+4 +2kr 
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TX =_T = +2kr x 4 + 2Kn 

<> <ou ou ou 

_ 37 _5T Xx= 4 +2Kk7 x 4 + 2kx 

D=IR\E+km, + kr] 

b) cos3x — \3sin3x = 2cos Bx+x %] donc COS3X — 3sin3x — 2cos k+ 2) 

  

3 

= 2008 fx + Æ}- 2606 x +2) 2 cos x + 2 x} cos (x + 22)| 

3x+Æ4+x+ 2E 3x+1- (2 
=2|-2sin À 3 | sin 3 

= _Agi TH]: LT = 4sin (x + Æ).sin x), 

| —Asin Ex + z) sin be _ z) —4cos2x .sin _ z) 
Par suite f(x)= ER = cos Gx) 

— _Akgi LH = —-4sin k x), 

c) f FÆ }- —4sin Fe -} —4.sin (x LE gsin d’une part 

| cos? _ 3. sn 20 (2 + 2x) 
  D'autre part 1 D 4 4 = 12 

cos 

RÉ EE SE LG 
  5 

d’ou 4sin 

Sn
 
+
 

6-5 5 sin 5-62 2 (5) 

3) a) cos = Sin = 1. &E Pr" 

- 822 Eee) = #1 - = (5.1) 

91



Trigonométrie Solutions 

b) (5 + 1)cosx + (3 — 1}sinx <2 

#2 (3 + 1).cosx + (3-1). sinx <22 

2 & cos Rx} 2 TT TT << cos. cOsx + sin. .SiNX < 2 12 2 

Soient M et N les points du cercle trigonométrique 

. 2 . | = 
d’abscisse —— les images des solutions c’est l’arc MBN 

M 

I <x-L< It <x <1r 4 +2kn<x 15 < <47 + 2kr > ++ 2kn < x < 6 +2kr 

il: N d’ou l’ensemble des solutions dans IR c’est : + 2kr, € 

avec keZ. 
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Rotation Résumé de cours 

Chapitre IV 

Rotation 

  

  

H Définition : 

Une rotation r de centre A et d’angle œest une application du plan vers le 

plan tel que : ‘ 

* Pour tout MEP Si MA, on associe M’ tel que 

(AM AM )= a(2x) et AM = AM: 
*SiM=A alors r(A)=A. 

Onnote:r (A,a) (M) =M'. 

H Définition : 

Toute application du plan dans lui-même est une isométrie 

si elle conserve les distances. 

e Toute rotation est une isométrie. 

HE Propriétés des rotations : 

Dans ce tableau les images des points À, B, C et D sont respectivement A', 

B',C' et D' par la rotation de centre O d’angle &. 

  

  

  

  

  

  

  

Une rotation conserve Signification 

Distances AB = A'B: 

L’alignement A,B et C alignés alors A', B' et C' sont alignés 

Le parallélisme (AB)//(CD) alors (A1B)//(CD) 

L’orthogonalité (AB)L(CD) alors (A'B'}L(C'D') 
Les angles orientés (AB: CD'}= (AB CD)(Cx) 

Le contact Les images de deux courbes tangentes sont deux 

courbes tangentes 

Les intersections de deux | L’image de l’intersection de deux courbes est 
  

  

  

        
courbes l'intersection de ces courbes 

Le barycentre C barycentre de {(A,a)(B,f)} barycentre de 

= C' est le barycentre de{(A',a)(B'B)} 

Le produit scalaire AB.CD-AB'CD' 

L’équipollence AB = CD = AB '=C'D: 
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Rotation Résumé de cours 

  M Propriétés particuliers : 
  

  

  

Ta) (A )= A: 
Alors AB = A'B'et(AB,AB;) =a (2x) 

F (04) (B ) =B;' 

Théorème fondamental (a #0 C T ) 

Si À, B, A',B' sont quatre points tels que AB = A'B' et (ABAB) =a(2x) 

alors il existe une unique rotation telle que r(A)=A' et r(B)=B:     
  Si a =0(2 x ) alors il existe une translation tel que AA' =BB' 

Une rotation transforme : 
-Une droite en une droite. 

‘Un cercle C (Aa) en un cercle C: ({A) à). 

*Un segment en un segment isométrique. 

+ Une rotation (0,4)est une bijection et la réciproque est une rotation de 

centre O d'angle —a , qu’on noter ‘(O, a )=r(O, -a). 

H Composées : 

e _Composées de deux symétries axiales : 

S,etS,. deux symétries axiales d’axes respectives Aet A'. 

Si A//A' alors   SaoSaest une|Si Aest sécante à A'alors SxoSa est 

translation de vecteur 2AA' avec|une rotation de centre À avec 

AA et A'eA' et AL(AA'). {AÏ=ANA' d'angle 2 (a , ï) 
SAOSA= 3x 

> . 

u : vecteur directeur de À   > . 
u' : vecteur directeur de A 

Cas particulier: Si AL A' alors SaoSa=SAa est une symétrie centrale de 
centre À. 

    
  

NH Composées de deux rotations : 

e La composée d’une rotation d’angle & et d’une rotation d’angle f de même 

centre À est une rotation de centre À d’angle à + f 

e Sia+B=0(2x) alors L (A) O T (AB}est une identité du plan     
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Rofation Résumé de cours   

  

  

- Recherche de centre de la composée de deux rotations de centre différent 

f= La) O TG.8) 
Si a +8 =0(27 }) alors f est une translation 

Sia+pB#0(2x) alors fest une rotation 
* Choisir deux points À et B dont on connaît ou dont on peut facilement 
construire les images A' et B' parf. 
* D la médiatrice de [AA] et D' la médiatrice de [BB] 
Si D et D' sont sécantes en O, alors O est le centre de la rotation f 
Si D // D' alors le centre de la rotation f est le point d’intersection de (AB) 

et de (AB). 

*Si non sa dépend des énonces de l’exercice 
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Rotation Enoncés 

ENONCES 

  

ÿ ABCD est un carré direct de centre O. Soit I le milieu de [AD] et Jle 

milieu de [CD]. 

TI 1) Soit r la rotation de centre O d’angle 9 

de A, D,CetJ? 

2) En déduire que les droits (AJ) et (BD) sont orthogonales. 

NV asc un triangle direct et H son orthocentre. 

1) Construire les points D, E, F tel que : a ) G )= D ; 
2 

\O-E et SA(E)=F.. 

. Quelles sont les images par r 

(A 
2) Montrer que age. 

3) Démontrer que les droits (BC) et (DF) sont perpendiculaires. 

4) Que représente la droite (AH) pour le triangle AED. 

ABCD un parallélogramme. On construit à l'extérieur de ce 

parallélogramme, les points E et F tels que les triangles AEB et ADF 

soit équilatéraux. 

1) Soit r la rotation de centre F qui transforme D en A. Montrer que (C}E 

(on pourra poser C'={C) et montrer que C'=E). 

2) En déduire la nature du triangle EFC. 

  

x 

Les deux rectangles ABCD et AEFG € 

sont superposables. 

1) Démontrer que les droites (GE) et (BD) 

sont perpendiculaires et GE = BD. é < : 

2) Démontrer que ATJ est rectangle isocèle. 

ABC un triangle rectangle isocèle direct de sommet principal A : 

1) Construire A' = '(B x) (A) puis le point C'= '{A a) (C). 
73 6 

2) Démontrer que À, A' et C' sont alignés. 
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Rotation Enoncés 
  

Les triangles ABC et CDE sont équilatéraux direct tel que C = B*D 

et O désigne le point d’intersection entre les droites (AD) et (BE). 

1) Montrer que la rotation dl O. 2x transforme ABC en CDE. 

2) Trouver une autre rotation ayant aussi cette caractéristique. 

ABC est un triangle direct quelconque : ABC.C; et CAB:B, sont les 

deux carrés indirects construits extérieurement à ABC. Soit r la rotation 

T 2 

1) Soit B'=r(B). Construire B: et justifier que A est le milieu de [C2B]. 

2) Soit I le milieu de [BC] et l'=r (1). 
Construire I’. Justifier que (AI') est parallèle à (B:C>). 

3) Etablir que la médiane issue de À dans ABC est la hauteur issue de A 
dans AB;C. 

de centre À d’angle 

\S/A8cD un carré indirect on construit les triangles équilatéraux directs 
BCI et DCTJ. 

1) Soit E le point tel que AEC soit équilatéral direct. Montrer que B, Det E 

sont alignés. 

2) En déduire que À, I et J sont alignés. 

Ne un triangle direct quelconque. On construit à l’extérieur de ce 

triangle les carrés BCRS, CAMN, ABPQ de centre respectifs O;, O; et O3. 

1) a) Utiliser une rotation de centre € pour démontrer que les segments [AR] 

et NB] sont orthogonaux et de même longueur. 

b) En déduire qu’il en est de même des segments [C'Oi] et [C'o:] ou 

C' désigne le milieu de [AB] 
2) Utiliser une rotation de centre C' pour démontrer alors que les segments 

[o:A | et [O20:] sont orthogonaux. 

3) En déduire que les droites (AO 1),(BO 2 }et (CO :) sont concourantes. 

N° ABCD est un carré direct donné. Construire un triangle équilatéral 

AMN tel que N et M appartiennent respectivement aux droites (BC) et (CD). 

\y ABC un triangle équilatéral de centre O et (AB,AC)= (27) . On 

désigne par M, N, P des points appartenant respectivement aux côtes [AB] et 
[BCT et [CA] tel que AM = BN = CP 
(MzAet M zB). 
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Rotation Enoncés 
  

1) Montrer qu’il existe une seule rotation R qui transforme À en Bet Men N. 

2) a) Déterminer une mesure de l’angle de R. 

b) Montrer que O est le centre de R. 
3) a) Déterminer les images des points N et P par R. 

b) En déduire que MNP est équilatéral. 

4) Soit E, et & les cercles circonscrits respectivement aux triangles APM et 

BMN. 
a) Montrer que R(G:) = 2. | 

b)E et et r(E) = E’. Montrer que M, E et E” sont alignés. 

5)f=r , or ,. 
(A. D B-) 

a) Déterminer la nature de f et préciser son angle. 

b) Construire le point D l’image de O par r ,. 
8,7) 

3 

c) Montrer que r r, (D) = 

AD 

d) En déduire le centre de f. 

Soit ABCD un carré de centre I tel que (AB ,AD )=z (x). 

1) a) Construire le point I' tel que Î=+ az) 

b) Montrer que les droites (BD) et (DI') sont perpendiculaires. 

c) Un point variable M décrit la droite (BC). Quel est l’ensemble des points 

M' images de M par EC a): 
2 

2) Soit le point I, définie par 7, x\(i)=I[. Construire I; Quelle est la rotation 
P (4%) 

qui transforme I; en l' et Ten I'' avec (l'=Sa (a ) . 

3) Montrer qu’il existe une rotation R qui transforme l' en Let A en C. 

Préciser le centre et l’angle de R. 

de [BC] ; J le point tel que B soit le milieu de Ha r, est la rotation de 

27 
3 

centre À et d’ angle Z'et rest la rotation de centre B d'angle —-<* 
3 

1) Soit A' et B' les images respectives des points A et B par 

l'application ro r2. 

a) Montrer que I est le milieu de [AA]. 

b) Montrer que B est le milieu de [AB]. 
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Rotation Enoncés 
  

2) En précisant la nature de r,0 r,". Montrer que pour tout point M du plan,] 
est le milieu de [MM] ; Mi= r;(M) et M, = r (M). 

3) Montrer que r:0n est une rotation dont on déterminera le centre et l’angle. 
V4 Soit ABC un triangle, BOA isocèle et rectangle en O et ACO' est 

isocèle et rectangle en O' et tous directs. 

JT 
2 

Soit r' la rotation de centre O' d’angle 

1) Soit r la rotation de centre O d’angle 

TI D 

a) Déterminer l’image de B par r'or. 

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de r' or. 

2) a) I le milieu de [BC]. Quelle est l’image de O parr' or? 
b) En déduire que le triangle OIO' est rectangie et isocèle. 

Ÿ\ Dans le plan orienté, on considère un triangle rectangle et isocèle AB 

tel que (ABAC) =? (x), on note I, J, K les milieux respectifs des 

segments [BC] : [AC]; [AB]. 

1) On désigne par 6, 6; et 6e les cercles de diamètres respectifs 

[A }, [BI] et [Cr]. Soit r la rotation de centre I et d’angle dont une mesure 

est TL. Déterminer les images par r de Ge et 6x Par quelle 
2 

transformation passe t-on de Ch à Go. | 

2) a) À tout point M de 6, distinct de E, Jet K, on note N le point où la droite 

(MK) recoupe GC et P le point où la droite (MJ) recoupe Ge. On note P: 

= r (P). Etablir que les points J, P, P' sont alignés (on calculera Pipr). 

Déterminer alors P' =r (P) et M' =r (M). 

b) En déduire que I est le milieu de [NP Jet que le triangle MNP est 

rectangle, isocèle. 

NE/soit ABC un triangle équilatéral tel que (ABAC)=z (27) .C le cercle 

de centre O circonscrit au triangle ABC. 

D) Soit I, J, K les milieux respectifs de [BC], [AC]et [AB]. 

1) Soit r la rotation qui transforme A en B et J en K. Déterminer son centre et 
une mesure en radians de son angle. 

2) Déterminer les images de I et K par r. 

ID) On construit les cercles G'e«t GC! de même rayon de centre respectifs B et 
C et tangentes extérieurement l’un de l’autre. 
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Rotation Enoncés 
  

1} Soit M un point de G'etM' dæG''tl que BM  CM}= (27). Montrer 

que la médiatrice de [MM] passe par un point fixe que l’on précisera. 

2) Soit D le point de G diamétralement opposé à À et M'' l’image de M' 

par la rotation R = R(D,2x) . 

a) Déterminer R(C). 

b) Montrer que M: et M'' sont deux points diamétralement opposés du 

cercle (6: ). 

Soient [AB]et [CD | deux diamètres perpendiculaires d’un cercle 

(Or) tel que (GAOC)=Z (2). Soient E un point fixe de l’arc AC ne 

Æ . 
contenant pas le point B et R la rotation de centre À d’angle 9 

1) Montrer que R(EC)- (ED). 

2) Soit Me]EC| et NeÏED| tel que CM = DN. Montrer que R(M) =N. 

3) Soit f différent de le d’identité f=S(a8)o R avec S(as) est la symétrie 

orthogonale d’axe (AB). 

a) Déterminer f(C) et f(A). 

b) Trouver la droite Atel que R=S{aB) 0 SA ; puis caractériser f. 

4) Soit I = M*N. Montrer que IA = IE. En déduire que Ï varie sur une droite 

fixe lorsque M décrit JEC| . 

Soit ABC un triangle équilatéral tel que (AB. AC)=2 (2x). ri, M et B3 

désignent d tations :r, = f t D = etr3 = 8 €s rotatl 1 (A 2° l TB,x) 3 cz) 

1) On note Ci= r,(C) ; A2= r{(A) et Cz=r2 (CO). 

a) Construire A2, C1, C2 et trouver la nature du quadfrilatère AC,C,A:. 

b) Montrer que CCC est équilatéral dans le sens direct. 

2) On note I = A*C, J = B*C et K = A*B. 

a) Vérifier que r:(D)=J et montrer que C11=C,J et que Gicai)=z (2x). 

b) Soit O le point commun de (BCi}et (AC:) . Montrer que O est le centre 

de gravité du triangle CCiC2. 

c) On note K' = r; (K) vérifier que BK' = BK et déduire que K'=S(ac) (K). 
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Rotation Solutions 

CORRIGES 

  

\, OAB est un triangle rectangle et isocèle en O, 

donc OA = OB et (GA,OE)= Z (2x) , : 

Donc r(A)=B de même r(C)= D etr(D)=A. ° 

* On a r(C)=Det r(D)=A or J=C*D 

et une rotation conserve les milieux. L à 

Alors r (J}= r(C)*r (D) soit r (J)=D*A or D*A=1 
Ainsi r(J)=1. 

2) r(A)=B et 1(J}1 alors (AÏBi) =7 (21) par suite (AJ)1 (BI). 

Vigne ee 
"nu 3 AC=AE 

CJ=ESX —. 
C)- (AGAE) AË) =-2(x) 

2) SA(E)=FA=E*F alors AE- Ar DANSE 
orona: AC=AE d'ou AC=AF 

(AC,AF )= (AC,AE }+ (AE AF )(2x) JE 
=-2+7(2r)=5 (2%) B C 2 

par suite : AC=AF et (AGAF)= (7) d’ou r(a Jo)-r. 

(2x) donc 

  

  

        

+
 

fa 

3 

D
 

3)r (az )()- Fetr (A ]B)-D alors (CBF5)- 

(CB)L(FD). ë. 
4) On a (AH)L(BC) et (BC)L(FD) alors (AH)//(DF). Dans le triangle EFD 

on a À = E*F et (AH)//(FD) donc (AH) coupe [ED] en son milieu par suite 

(AH) représente la médiane issue de A pour le triangle AED. 

\Ÿ/ 1) ADF équilatéral donc FA = FD et (F5, FÂ)= = + (2x). 

Cela prouve que A est l’image de D par la rotation de centre F d’angle (x) 

l
a
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Rotation Solutions 
  

r est la rotation de centre F d’angle n . 

Posons r (C)=C' comme r (D)=A 

Donc DC = AC' et (DCAC )= -Z (2x). 

AE = AB (AEB équilatéral) 
et AB = DC (ABCD parallélogramme) 

par suite AE= DC 

de plus Dé , AË) =(AB ; AË) (2x) car DC=AB 

et (AB, AË)=- Z (2x) (ABE équilatéral) 

  

donc Ge ; AË)=- (x). 

On vient de montrer que AE = AC’ et Dé , AË) = DEAC) (2x). 

Cela prouve que C’=E et donc que r(C}= E. 

FC=FE 

2) rl o-Be 3 d’ou EFC est équilatéral. 

(FC, F = -2 (2) 

\Ÿ/ 1) On a AB = AE et (ABAE)= 5 (x). Alors r la rotation de centre À 

x 
2 

On a AD = AG et (ADAG)=z (2x}alors r (D) = G. 

d’angle # transforme B en E donc r (B)=E. 

Par suite r (D) = G et r (B) = E d'ou DB = GE et (DRGE)=2 (x) ou 

encore (DB)1(GE). 

2) On a : I = B*D comme r conserve le milieu 

alors r(1)=1(B)*r(D)=E*G or E*G=]. 

AJ AJ 
D'ou (= (ai Ai) _ Z(2x) par suite AI = AJ et (AT}L(AT). 

5 — 2 c 

Finalement AI] est isocèle et rectangle en A. 

102 

 



Rotation Solutions 
  

BA = BA' 

1) T(BX) (A)=4'S 

(BABA )= % (21) 
AC=AC' 

C)=C' Et —— (AZ) ( ) = (AG,AC)2 3 (27) 

2) (1) donne ABA" est équilatéral direct donc (AX, AË)= 4 (27) 

rc) rl (5,0) Glen) 
=? + 5 + I = (2x)= nr (2x). 

D'ou AA' et AC' sont colinéaires par suite À, A: et C: sont alignés. 

\7 » Œca)- (05). Co): (caen) Lo, 
=Lir+ (2022000 Ve 

comme AC = BC (ABC équilatéral) et CE = CD 

(CED équilatéral) or BC = CD par suite AC = CE (2) 

(1) et (2) donnent ACE est un triangle équilatéral direct. 

* ABCE est un parallélogramme donc (BE) coupe [AC] en son milieu donc 

(EB) est une médiane de ACE. 

* ACDE est un parallélogramme donc (DA) coupe [EC] au milieu d’ou (DA) 

. est une médiane de ACE. On conclut que (DA) et (EB) sont deux médianes de 

ACE par suite I est le centre du cercle circonscrit à ACE. Par conséquent 

OA =OE= OCet (GA ,0C)= 22 (2x), (GG,0E)=2 2x 2x (27); (OE , OA = 22 (27). 

  

Donc la rotation de centre O d’angle ZX transforme A en C;,Cen E. Reste 
3 

à montrer que 1(B)=D ; On a (CB05)- (GE, ok) 2m (27) 

OB=BE-OE 

alors OB = OD. 

OD=AD-OA 

. D’our (B) =D finalement la 02 transforme ABC en CDE. 

7) 
2)Ona CB=CE et (C, CE)= - 2x (2x) équivaut à T2) (B)=E 
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et CA = CD et (CA. CD)=-27 (27) équivaut à r (2x) (A) = D 
73 

or '{c- 2) (C)=C.D'ou la rotation de centre c d’angle C 2x) transforme 
3 

ABC en DEC. 

AB = AB' 

ÿ 1) (B)-B'e 
(AB AB) =2 (7) 

  

(AB: , AG = (AB , AB}+ (AB , AG |(21) = Ex) (xJe= x (27). 

Donc AB! et AC: colinéaires donc À, B' et C; sont alignés. Comme 

AC2=AB (ABC.C; carré) et AB = AB' d’ou AB' = ACpar suite À = B' * 

C2 

D ere (An 2 00 
* AC = AB; et (AGAB:)= 5 (2x) (ACB:B; carré) donc r (C) = B2 

* I étant le milieu de [BC] alors r (D) est le milieu de r [BC]-[B'B>| d’ou 

l'=B'*B2. D'après le théorème des milieux dans le triangle CB'B; 

I: =B' *B;et À = C; * B' donc (Al'}//(B:C2). 

3) On a: (ai , AI) = Z (2x)alors (AI) L (AT) Comme (AI) // (B:C2) donc 

(AI) L (BC). Par suite (AT) est la hauteur issue de A pour le triangle AB:C: 

E 

  1) On a BC = BA (ABCD carré) A 

EC = EA (AEC équilatéral ) et DC = DA (ABCD carré) gs 

donc B, E et D sont sur la médiatrice de [AC] . c A à       

par suite B, E et D sont alignés. 

2) On a BIC équilatéral alors CI = CB et (Caci)-- 7x) donc 

r (c,-) (B})=I de même r (c, æ) (D})=J et Tc+ (E)- A. 

On sait que B, E et D sont alignés et une rotation conserve l’alignement alors 

I, Jet A sont alignés 

\Ÿ/ 1) a) ACNM est un carré. Alors CN = CA 
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et CNcA)= 5 (2x) donc cz (N)= A. À 

* CBSR est un carré alors CB = CR V7 C Pa 

et (CBCR)- 5 (2x) donc Ta) (B)=R. Hi = LL 

Comme Fc a) (N)= A alors ë 
°2       

(BNRA)= 77) et BN=AR D'ou (BN)L(AR})et BN-AR 

b) Dans le triangle ABR on a : C' = AB et O, = R*YB donc C'Oi=HAR d'ou 

(C'Oi)// (AR).Dans le triangle ABN on a : C' = AB et O, = A*N donc 
CO:=1BN d'ou (C'O2)/ (BN) or (BN)L(AR) d'ou (C'O2}L(AR) comme 

(AR) // (C'O:) par suite (C'O2).L (C'Où). 

# C'Oi=TAR=ÈBN or TBN-C'O: par suite C'Oi=C'Oz. 

2) *Ona: C'Oi=C'On et Co.co:)-z (2x) donc Fc z) (O:1)}=O>. 
”2 

* C'Os=C'A et (CACTO:)=Z (2x). Donc IC) (A)=0: comme 

fc z) (O1)}= O2 d'ou AO1=O2O: et (ao: , 0:0:)= (2) ou encore 
72 

(O1A}1(020:). 
3) Aïnsi (O,A) est la hauteur issue de O, du triangle O:0:0:. On démontre 

même façon que (O,B) et (O;:C) sont les deux autres. Ces trois droites sont 

donc concourantes en tant que hauteurs du triangle O,0:0:. 

NZ VA étape Analyse : 

AMN est équilatéral ou encore (AMAN)- 5 (2x) et AM = AN 

équivaut Ta a) (M)= N. Me(CD) alors r (M) er (CD) on considère 
73 

  C'=r (C) et D'=r(D)d'ou Ne(C'D') o 
or Ne (BC) donc Ne(C'D'}n(BC). * 
2°" étape : construction : 
- Construire (C'D') image de (CD) par r( AZ)" 

    

    

  

  
- Marquer le point Ne(C'D'}n (BC). 
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- Construire M tel AMN équilatéral direct. 
NA 1) On a AM = BN et AM z 0 (M z À) 

lors il existe une seule rotation R tel 

que R(A) =B et R(M) = N. 

2) a) On a R(A) =B et R(M)=N 

alors l’angle de R est 

(AM,BN)=(AB,BC)(2x)=(BA,BC)+7(2x) 

  

=" =27 =, trO0)= 3; (27) 

  d’où l’angle de R est % 

b) Soit Q le centre de Ret R(A)=B sig QA=OB ct GA, 0E)= % (n) 

comme ABC est un triangle équilatéral de centre O 

alors OA=OB et A, OË)= (21) donc QG =0 

3) a) ABC est un triangle équilatéral de centre O 

Alors : OA = OB = OC et (GA, 0H)=(08,00)= (OÙ, 0A)= (20) 

donc R(B)=C et R(C)=A on sait que AM = BN = CP 

et AB = BC = CA d'où 2MLBN CP 4 jonc AM=KkAE (1) 
AB BC CA 

et BN=kBC et CP=kCA (2) Comme R conserve l’équivalence 

alors R(B)R(N)=kR(B)R(C) et R(C)R(P)= kR(C)R(A) 

CR(N)=kCA (3) et AR(P)=kAB (4) 
(l)et (4) donne R(P)=M et d’après (2) et (3) donne R(N)=P 

b) R(P)=M et R(N)=P et R(M) = N et comme la rotation elle conserve 

les distances alors PN = MP et NM = PN et PM = MN 

donc PN = MN = MP par suite MPN est équilatéral. 

4) a) R(&;) est le cercle circonscrit au triangle R(APM) = BMN 

(car R(A)=B , (R(P) = M et R(M)=N) d’où R(C;) = GC. 

b) (MEME)=(ME,NE)+{NE,ME)(2x) 

    

= T+(EN , EM)(2x) (R(M) = NetR(E) = E) 

= +(EN , BM)(r) ca EeG=R(E)Ee(G)=E et. 
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= 373 = (27) 

donc ME , ME sont colinéaires par suite M, E, E’ sont alignés. 

. 2 
5) a) fest la composée de deux rotations comme ta £2kr 

. 27 
Donc f est une rotation d'angle . 

br x (O=D& BD =BOet (BO.BD) = (27) 
3 

c) re (0)=D & BDO est équilatéral direct. or (BG.BA) == (27) 

3 
donc (BA) est la médiatrice de [OD]. ainsi DA = AO or AO = OB 

d’où DA = OB comme OB = OD par suite DA = OD = OA 

Soit AOD équilatéral. soit AD = AOet (AD , AO)= 307) = i x D = O0 
A) 

w
|
a
 

d)HO)=r 4 0rr(O) =rir, Mir (ON = Ta, D) O0 T 

(A) (B) (A) (5) 

Donc O est le centre de f. 

V7: in (1) 

& AI= AT et(ALAÏ)=> (27) 
a) 

  

b) ABCD est un carré direct alors 

AB = AD " 

et (ABA5)- È (2x) ou encore 

      as) (B)=D or Ta )0= r'. 

Alors BI = DI: et (Bii) = L (2x) 

d’ou (BI)L(DT'). 
C) Tax (B)=D et on pose C'=r, … (C) alors l’image de la droite (BC) par 

(A3) (A4 
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est la droite (DC')et (BC,DC')=— (2x) d'ou (BC)L(C'D) 

D
a
 

(s9) 
or (BC)L(CD) d'ou (DC'}= (DC). 
Me(BC)&r (A4) (M}er (A3) (BC)& M'e(DC). 

Par conséquent l’ensemble décrit par M" est la droite (DC). 

2) 1 (L) = 1e AI = Alet(AL , Ai) = à (2x) 

eton a AI = Alet(Al, AÏ) = 5 C1) donc Al' = Al: 

et (TAF )= 7422 KO) ou encore F4 3 (HT 

# Sa(H)=l" (AL , AT) = x(2x) et AI, = AI" or ALI=AI 

et (AÏ,AÏ)=7 (27). 

d'ou AI-Al" et (ALAï}=(aï, AK}+(AHAT) (27) =—Æ+n2) 32 (27). 

3) ABCD est un carré donc DA = DC et prsdhzC (2x) donc 2 afA)- C. 

On a d’après L°* question : BI = DI: et (Bipr) = comme I est le milieu de 

[BD] alors BI = ID d'ou DI = DI: et (5, Dr)=2 Z (2x) 

soit (5, Di)+ Di, DÉ)=2 TZ (2x). 

ou encore Gi, DI DI)= 1 à (x) = Di, Di}=z I (2x) 

Or DI = DI' d’ou taf }= I. On conclut que R Yo) 

  

y a) A'= non (À) . 

(or r de centre À, n (A)= A). 

BA=BA' | 

d'ou A'= r (A) 

(BA , BA) 22 Qr)G@) TT 8 

comme BA = BC donc BA' = BC. 
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et (BC , BA}=Z (2x) (2) alors (1) + (2) donne (BC , BA)= + (2x)donc BA'C 

est équilatéral d’ou BA' = A'C et BA' = BC = BA = AC (ABC équilatéral 
donc AB = BA' = A'C = AC par conséquent ABA'C est un losange. 

On conclut que la diagonale [BC] coupe [AA'] en son milieu I. 

AB=AC 

b) ABC équilatéral direct & r(B)=C 
(AB , ACJ= 7 (2x) 

alors B'=1 0 n(B}-(C)d’ou BB' = BCet BCBE)= 2x (2x) comme 

BC = BA donc BB' = BA il reste l’alignement de A, B, B'. 

(Ba, B5)- (BA, 56) (B6,B5')7) = 2 + (2% )(27)= x (2) 
Donc A, B et C alignes de plus BC = BA par conséquent B est le milieu 
de [AB]. 

2) l'est la rotation de centre A d’angle + . 

_T r, otj'est une rotation d’angle 2x + Je x (27) donc une symétrie 

centrale de centre H. 

* r (M)=M Sr! (M:)=M or M2=n(M) par suite M2=r or (M) 

comme t, or! est une symétrie centrale de centre H alors H=M:*M: il reste à 

prouver que H= I. 

* Pour déterminer le centre d’une symétrie centrale, il suffit de reconnaître 

l’image d’un point par cette symétrie. 

En examinant la figure, il apparaît que l’on connaît l’image de C parr, or ; 

r, of! (C)=r (B)=B donc H= B*C or B * C =] par suite H= I. 

T_2r__ 7H 
3-3 7370 

TH rotation d’angle 3 Déterminons son centre on a: r, or (A)=A' 

et B'=rLo1r (B) donc le centre de 7,07, appartient à la médiatrice de [AA] 

et [BB]. 
La médiatrice de [AA] est (BC) car ABA'C est un losange d’après 1*° 

question : 

*# AC =BA' car ABA'C est un parallélogramme. 

* AC= JB" car B = A*B: = J*C donc ACB‘'J est un parallélogramme. 
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On déduit que BA'= JB" d’ou BA'B'J est un parallélogramme or BA' = BC 
(BCA: équilatéral) BC = BJ (B = C*J) donc BA' = BJ par suite BA'B'J est 

un losange. 

Par conséquent [ 7 est la médiatrice de [BB]. En conclusion : J est le point 

d’intersection des deux médiatrices, le centre de nm onetJ. 

Ÿ 1) a) On a BOA triangle rectangle à N 

et isocèle en O et direct alors OB = OA 

et (08 , OÂ}=-% (ox)d'ou r (B)=A. 

et r'(A)=C car O'A=O'C 

et (GA oc}=£ (2x) © lo 

donc r'or (B)=r'(A}=C. 

b) La somme des angles de r et r' est égale à 7 donc r'orest une symétrie 

centrale de centre H. 

Or r'or(B)}=C donc H = B*C par suite H =I. On à donc r'or=Si. 

2) a) r'or(0}=S1(0}=0" tel que O*O"=I. 
b) r'or(O)=r{O)=0" donc OO'O" est isocèle et rectangle en O”’. 

* OO'O" est rectangle en O' et I = O*O'' alors I0' = I0 = I0'' d’ou OIO' 
est isocèle de sommet principal I. 

* O0'0'"=0'O et IO —I0" donc (10') est la médiatrice du segment [00"]par 

suite (10'}L (10) donc 100: est rectangle en I. 
Conclusion : 100’ est isocèle et rectangle en I. 

Dr (Go) est le cercle de diamètre r ( Nc) 

E comme ABC est rectangle 

et isocèle en À alors IC = IA 

et Üc, IA )= 5 (2x) 

   
ou encore r (C)=A. 

I est le centre de la rotation ainsi r (D=1 

Par suite r [IC|= [TA]. 

On vient de prouver que r Éc = Ga. 

* De même r (6) = Gs. 
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*r or (Go) = (Ga) = Cr comme rorest la rotation d’angle 

Z 
2 

T(L5) 0 T(L2) =T (1x) =S1. D'ou S, (6) = CB. 

+227 (2x)ou encore c’est la symétrie centrale de centre I puisque 

2) r(P)=P'eIP=IP' et ( | Paz (2x) 

d’ou PIP: est rectangle et isocèle en I (PJ , PP)= (3 , Pi)+ Pi , PP)(21). 

* On a P,LJ,C sont sur le cercle 6c alors (Pipi)= CiCi)(x) = À (x) 

PIP’ est rectangle et isocèle en I et direct d’ou Gi , PP')= -+ (2x) 

par suite 3 PP'}=0 (2x) ou encore P,J et P' alignés. 

* Déterminons P' = r(P). 

Pe Ce alorsr (Per (Gc) donc P'e Ga. 

P,P',J alignés alors P'e (PJ) 

donc P: e (PJ) n Ga et P'# J donc P’=M. 

On a dans le triangle ABC : I = B*C et J = A*C alors D =1BA=KA donc 

[AK est un parallélogramme or. (AK ai}ez (2x) et AJ = AK = S AB donc 

AJIK est un carré. 

Donc r(J)=K comme r(P)=M d’ou r(PJ)=(MK) comme M € Ga N (PI) 

par suite r(M) er (En) N r (PJ) ou encore M’ € Cr N (MK) par suite M = N. 

b) r(P)=M et r(M)=N donc ror(P)=r (M)=N. Or r or =$Si d’ou 

SI (P)= N & Lest le milieu de [PN] de plus r (P)=M etr (M)=N 

d'ou PM =MNet PM ,MN)= I (2x) par suite PMN est isocèle et rectangle 
72 

en M. À 

Vo OA=0B et (OA ,OB)= 2x (7) LINS 

7/7 
Ou Encore + [,2x) A)=B 

Pa LR 

     

   

    
    

o, €" 

OI = OK et (Oï,0k)= 2% (2x) 
€ 

Où Encore É 
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2) OI-OT et Gi, Oi)= 2x : L (2x) donc r(1)=J et OK=OI 

et (GK, oi)= 2E (2x) donc r(K)=1 
II) Pour montrer que la médiatrice de [MM] passe par un point fixe revient à 

retrouver une rotation qui transforme M en M'. 

ABC est équilatéral direct alors et AB =AC donc (42 }(B)-C.0n pose 
3 

N=r{ax) (M) ou encore AM = AN et la, AN}=2 Æ (2x) 
3 

T(az (B)=c 

LD MI=N 
or (BM , CM)= 3 (2x) par suite (CN , CM)= 0 (2x) 

alors BM=CN et (BM, CN)=%(r) 

G: et G:'sont tangentes et isométriques alors CM'=BM or BN=CN donc 

CM'=CN et on a (EN , CM'}= 0 (2x) d'ou M'=N. 
) (M)- M' alors la médiatrice de [MM] passe par À. 

3 

conclusion Ce 

2)a) ox) (M'}=M" ou encore DM'=DM:: et (DM, DMi)= 27 (27) 

ABC équilatéral et I=B*C donc (AI) est la médiatrice de [AB] or De(AI) 

donc DB = DC et (DE, DB)= 2x (2x) donc R(C)=B. 

b) R(C)=B et R(M)=M" alors (CM, BM)= 27 (2 21) 

BM,8M)=(BM,cM)+ (CM, M7) = +22 (2x)= x (27). 
  

Donc B, M et M'' sont alignés. 

Comme Ro =B alors R (G") = 6" comme M' € "alors RM')E 6’ d'ou 

M'' e G:. On conclut que M'"et M sont 

Diamétralement opposés du 6. 

\ Ona: O=A*B=C*Det BBD 1 cp [, ÿ 

donc ACBD est un carré. 

Par suite (Ac, AD}= (21) et AC= AD 

Ou encore R (C)=B. 

D'ou l’image de la droite (EC) par R  
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est la droite perpendiculaire à (EC) en D. 

R (EC)L (EC) or (EC)L (ED) 

([CD] diamètre 6 et E € 6) d’ou R (EC)=(ED). 
2) ME (EC) alors R (M)e (ED), 

R(M)=M' et R(C)=Dalors (MC, MD)=7 et MC = M'D or on à 

MC = ND et (MC, ND)= (EC, ED}-Z (2x) | 

donc ND , MD)= NS , MC}+ MC , MD)= 0 (2x) ND et MD sont colinéaires 

de même sens or MC = ND = M'D d'ou ND -MD par suite M' = N 

ou encore R QU N. 

3) a) f(C)=S(as) 0 R (C)=S(as) (D)=C d'ou f(C)=C. 
f(A)=S(a) o R(A)=Sias) (A)= A d'ou f(A)= 

b) A e(AB ) donc il existe une droite Ade vecteur directeur u tel que 

fu, AB)=L. Z2T (x) or (ac, AB)=% (2r) d'ou u=AC. 

Par suite À = (AC) ainsi R = S(as) o S(ac). 

* f = S(ar) © R = S(as) 0 S(as) o Sac) = S(ac). 

4)R (M)=N équivaut à AM = AN et (AMAN)= 2(2x)donc AMN est un 

triangle rectangle et isocèle en À or I =M*N donc IA = IM = IN. 

* [CD] diamètre de 6 et E e @ alors CED est rectangle en E par suite MEN 

est rectangle en E et I = M#N donc EI = IM = IN or IM =IA. 

On conclut que IE = IA. 

e IE =IA doncT varie sur la médiatrice de [AE]. 

\# Do n (C)= C1 AC= AC et (AG, AC: }= 7 (2). 
2 

ÀÂ:=1n (A) BA = BA; et (BABA: }=2 2x) 

r (C)=C: < BC-=-BC:et (BC, BC: J=% (21). 

r> (A)= A etr: (C)=C2 alors AC = AC. et ac. AC: AC: }=2 A) 

comme (ac: , AC)= (2x) donc (AC: , A2C2 AC} 0 (2x) 

d’ou (AC:)// (A:C2) et AC = A,C2 = AC) 
par suite AC:C2A, est un parallélogramme. 
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b) On sait que ACC, est 
rectangle et isocèle en À par suite 

CC? = AC? + AC? = 2AC? 

d'ou CC =/2. AC 

de même CBC: rectangle et 

isocèle en B 

d'ou CC2=+42.BC, 

ACiC2A2 est un parallélogramme 

alors CC: = AA: = 42. AB 

( on a utilisé le triangle ABA;). 

  

A2 
Comme AC = BC = AB ( ABC équilatéral) on déduit que C1C2 = CCr =CCi 

ou encore CCiC2 est équilatéral. 

2) a) CI=CJ- 3 CA et (Gi, ci)= (CA.cs)=z (2x) donc G ()=3 

CCiC: équilatéral alors CC, = CCI et (CG, CC) Z (2x) 

D'ou r; (Ci) = C2 comme r3 (D) = J alors IC:=JC2 et Gi.ci)ez (2x). 

b) C:C=CiC2 et BC=BC: donc (BC1)}est la médiatrice de [CC:] 
AC= AC: et C:C1 =C2C donc (ac , } est la médiatrice de [CC1] 
donc O l'intersection des deux médiatrices (BC: }et (AC:)le centre de gravité 

du triangle CCC. 

c) ABC équilatéral direct CA = CB et (CA ; CB)=£ (2x) donc r: (A)=B. 

Or 1; (K)=K' donc AK = BK: or K = A*B d’ou BK = BK. 
rs (K)=K! donc CK = CK:' or BK =BK:. 

D'ou (BC) est la médiatrice de | ‘ ou encore S(ac) (K)=K'. 
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Les nombres complexes Résumé de cours 

Chapitre V 

Les nombres complexes 

  

1) L’ensemble des nombres complexes : 

C est l’ensemble des éléments notés x +iy avec x et y des réels 
quelconques tels que : 

mi=-1. 
M Les règles de calculs dans IR s’applique dans C. 

2) Forme algébrique ou cartésienne d’un nombre complexe : 

M Tout nombre complexe Z s’écrit, de façon unique, sous la forme : 

Z=x+iy où xety sont des réels. 

M x est la partie réelle de Z qu’on note Ré (Z). 

M yest la partie imaginaire de Z qu’on note Im (Z). 
3) Propriétés : 

Z et Z’ deux nombres complexes tels que Z=x+iy et Z’ = x +1y’. 

MZ+Z'=(x+x) +10 +y):, 22 = (xx —yy') + i(XY + x’y). 

NZ=-7 &S x=x et y=7y.. 

M Zest réel < Im(Z)=0. 

BZest imaginaire pur & Ré (Z) = 0. 

mZ=0S x=0 et y=0. 
4) Nombres complexes conjugués : 

M Le conjugué du nombre complexe Z = x +iy 

où x et y sont des réels est le nombre Z = x -iy. 

M Zest réel = Z=Z. L 

MZest imaginaire pur > Z=-7Z. 

M Quels que soient les nombres complexes Z et Z” : 
    

  

            ZiZ'=7+7 ZZ'=Z.7 

5) Affixe : d’un point — d’un vecteur : 
> 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O, u, v ). 

H Affixe d’un point : À tout point M de coordonnées (x, y), on associe 
le nombre complexe Z = x + iy, appelé affixe du point M, noté M(Z). 

{x 
M Affixe d’un vecteur : À tout vecteur W ) on associe le nombre 

y 

    

— 

complexe Z = x +iy, appelé affixe du vecteur W , noté aff( W ).     
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Les nombres complexes 

M 

k Me(O,u)& Zest réel. 

Résumé de cours 

  

F Me(O,v)<e Zest imaginaire pur. 

A et B deux points d’affixes 

respectives ZA et Zs 
—— 

alors l’affixe du vecteur AB noté : 

aff( AB) = ZB — Zn = LG 

I le milieu de [AB] est d’affixe 

Za TZg 

2 

6) Module d’un nombre complexe : 
& Le module d’un nombre complexe Z=x+iy est: 

lA-Z.7 -dx +y* = OM. 

M Quel que soient les nombres complexes on a : 

  

Zi— 

    
  

        
  

    

      
    

z-z1-1A 171 t4-fÀ 

(1A=0  Z=0 

SiZ Z0; n entier relatif ; (Z"|=[Z/" 5 Z'l 1Z1 
z+Zz1<1z1+17 
  L=iezZ=1 #7-- 

    
  

7) Représentation géométrique d’un nombre complexe : 
> > 

(O, u, v } un repère orthonormé du plan. 
M Tout point du plan distinct de l’origine O est repéré de deux façons : 

* par ses coordonnées (x, y). 

* par sa distance OM et l’angle (u,OM). 
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M Soient M{Xx, yjetZ=x+iy donc 

M(Z), Le module de [A est OM. 

* Z %# 0, alors un argument de Z'est 
> —> 

une mesure en radians de l’angle (u,OM) ; 

noté Arg(Z) = (u,OM)(2). 

  

8) Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe non nul : 

Le plan est rapporté à un repère 
> 

orthonormé (O, u, v). 

HSiZZ<O0,Z=x+iy ou xet y sont 
deux réels. 

Arg(Z) =6 et [A = 4x2 + y =r 

X . y 
COS0=————— et sin6 = 

Le + fx? y? 

Z=x+iy= fx +y —— — + 2 — | = r(cos0 + i sinO). 
fe + y? PERRE 

  

L'écriture Z = r(cos® + i sin0) est la forme trigonométrique de Z. 

L'écriture Z = [r, 0] est la forme polaire de Z. 

a) O n’a pas de forme trigonométrique. 
b) Tous les arguments de Z sont de la forme 6 + 2kr. 

9) Propriétés : 
Pour tout nombre complexe non nul Z et Z° tels que : 

Z={r,0},Z" =fjr, 06°]. Alors on a: 

a)Z.2Z’=[rr,8+60"]=rr ( cos(6 + 6") +i sin(0 + 4')) 

b)Z <#0; Z = =, 6-0'].- TL ( cos(6 - 0") +i sin(@ - 6") 
Z T r' 

c) Z’=T[r" ,n0] = r°((cos(n6)+i sin(n8)) 
d) Z=Z'&r=ret8 =0"+2kx 

«* Equation de la forme Z° = à avec à € IR 

Sia=0 alors Z=0&7Z=0 

Sia#0alors Z’=aZ=i lol ouZ=-i lol     
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«“ Astuces : Pour simplifier un rapport, il est souvent intéressant de mettre i 

en facteur au numérateur avant de se jeter sur l'expression conjuguée du 

dénominateur. 

-10+4i _1(10i+4) _ 21(2+51) D; 
  

  

  

  

Exemple : - - - 
2+51 2+5i 2+5i 

" Réflexes : 

Situations Réflexes 

On dit : 1) On utilise la méthode direct module 

Ecrire Z sous forme et argument (mise en facteurs...) 

trigonométrique 2) utiliser l’écriture polaire 

Z \ 
Siona —Loù ZZ, où Z} 

2 
  

On dit calculer Z élevé à 

une grande puissance 

(Exp. :Z 2006) 

On écrit Z sous forme trigonométrique puis 

On cherche une mesure principale de 

l'argument de cette puissance. 
  

On doit déterminer 

l’ensemble des points 

M(2) 
aztb 

vérifie   Tel que Z= 
À Ccz+ 

une propriétés 

d'appartenance (réel où 

imaginaire où réel non 

nul...) 

— Si on a module 

* On privilège la méthode géométrique : 

On utilisant Argument et on caractérise 

l’ensemble chercher à l’aide des ongles 
orientes 

* Si non la méthode algébrique 

on pose z = x + iy et on retrouve l’équation 

d’une droite, cercle, arc, segment 

—+ On remplace par les distance 
  

On doit déterminer la 

naturé d’un triangle     On calcul les 3 distances (les modules) du 

triangle et précisera la nature des triangles. 
  

Attention : *latib=Va?+#b? et non [atib|=\/a?+(ib)" 

* il faut pas écrire zZ,Hiz,=Z,-iz, mais la bonne réponse 
  

est Z1-iz2 car z, etz, eC 

e Remarque : il n’y a pas de relation d’ordre dans € €, <). 
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ENONCÉS 

Vrai - Faux 

\/ Dire si l'affirmation est vraie ou fausse. Justifier cette réponse: 
a)i+i/+i+l =0 
b) (2+3i) (1-21) =-4 
c) (i-1)*est un réel 
d) Le conjugué de 6 i -3 et 6i +3 

e) La partie imaginaire de 5 — 7 ï est -7i. 
Q.C.M 

N/ indaue la réponse exacte par a, b ou c avec justification. 
D) Si } Si z est un nombre complexe alors Ré (iz) est : 

a) i Ré (2) b) Im (2) c) -Im(z) 
2) La forme algébrique du nombre complexe (1+i) *(2-3i) est : 

a) 6-4i b}) 6+4i c) -6-4i 

3) z est un nombre complexe non réel le conjugué de 1+i z est : 

a) -1-iz b) 1-iz c) 1-iz 

4) Pour tout complexes z et z’ le Ré (z.z’) est égale à : 

a) Ré(z)Ré(z') b)Réz xImz’ c) Ré z Ré z° -Im z. Im 7’ 

5) L'ensemble des points M d’affixe z tel que [z-il =2 est 

a) une droite b) le plan complexe c) un cercle 

Ë Indiquer la réponse exact par a, b ou c avec justification 

1) a et b de signe des réels, le réel a°+b°? 
a) n’admet pas de factorisation..… 

b) est égal à (a+ib) 
c) est égal à (a+ib) (a-ib) 

2) l'écriture -2 (cos L+isinT) est une forme trigonométrique d’un complexe 
3 3 

IT TT 
a) de module -2 et d’argument 3 b) de module 2 et d’argument 73 

T 
c) de module 2 et d’argument 3 +T 

3) z et z’ deux nombres complexes non nuls 

un argument du nombre complexe z7’ est égal à... 

a) Arg(z)-Arg(z’)  b)Arg(z)+Arg(7)  c) Arg(z)*Arg(z) 
4) M, N, P et Q sont 4 ponts d’affixes respectives m, n, p, q (avec 

mÆén etp #q )une mesure de l’angle (MN, PQ) est …… 
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2) Ag (ET) b)=— c) Arg( 2) 
p-dq n-m 

Dans chaque cas, on présente un calcul ou un raisonnement sur 

ls nombres complexe. Une erreur figure systématiquement .Détecter 

cette erreur et proposer une solution. 

a V2 GHV2)O#) _2-V2 22H SE ENESTEENE 2i 2 3 3 Ron ta 
c) ZH2i=7-2i dy 2 2i(S5) 

1+3: 1+3i 

Mettre sous la forme cartésienne les nombres complexe suivants : 

a) FF b) (25) c) Gi-2V3ÿ-(2i-1ÿ 

(31432 9 ai) 

  

  

ÿ Résoudre dans € les équations suivantes. 

  

a)Z?+4=0 b)(Z-1ÿ =(Z-1) 
c)(Z+1)=Z-i d)Z/-4i2=(3Z-2i)(Z — 4i) 

\/ etre sous forme algébrique les nombres complexes suivants : 

-2 1+2i 2) b)— 
1-13 1-21 

4+33-#(413-3) (1+2i)° (14) c) —— 7 d) 
1+i3 G+25) -(2#i) 

\Z S/) Calculer le module des nombres complexes suivants : 

a = 1+3 : b=l-i ; c=-Si; d=-72 ; e=3V2-iV7 

2) Même question : 
3 

Si 1+i3 
a) X=(1-)(3V207),Y = ,Z= 

. li 32-17 

- b) ae lti :2,=2+ 23 ,2,= 2,2, ,2,= 2 
1 

5 
Z; 

Calculer module et un argument des nombres complexes 
suivants, puis les écrire sous forme trigonométrique et polaire. 

a)Z=-V3+i b)Z,=17 c)Z,=5i 
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d)Z,=-12i/3+12 0) Z,=-6V3+6i 

NY Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes 

u T L :Z = —+isin— = = -isin % Z, & Z,:2Z, 3(cos7+isin) et Z, V3(cos= isin TZ ) 

Calculer le module et un argument des nombres complexes 
suivants, puis les écrire sous forme trigonométrique : 

7 V6-iv2 PACE 2,022 y 

O2) 7 si FC 

les point A, B, C , D d’affixes respective -2+2i, 1-3 ,9-i, 6+4i. 
a) Déterminer les affixe de E et F définie par : 

CE-)CD et AF-AE 
3 2 

b) Démontrer que B, C et F sont alignés 

f=C— C définie par f (z) = 2[6 + 4i) z+ 57 | 

f(z)-z 
a) exprimer a l’aide de zet z le nombre complexe Z= 142: 

1 
b) En déduire que Z est réel. 

\/ 1) Déterminer géométriquement les ensembles suivants : 

E ={ M(2) tel que |z-2]=]z#3i] }: G={M(2) tel que [3z-6i]—9} 

F ={ M(2) tel que liz+2|=|z+5]} 
2) Reprendre la question 1) par le calcul en utilisant la forme algébrique. 

NY Déterminer la forme trigonométrique de Z = L+iv3 
22 +22 

puis sa 

forme algébrique. En déduire cos et sin 

N5/Scient A, B et C les points d’affixes respectives : -2i : V8 +2i ; 34/2 +4i 

Montrer que À, B et C sont alignés. 

NA u et v deux nombre complexes etz=u+iv 

Montrer que si If =u”+v? alors z = 0 ou (u,v) e IR? 

À, B, C, D quatre points d’affixes respectives : 
-1 + 3i, 1-3i, 3-Si et 7+ 3i 

a) Déterminer l’affixe de point I milieu de [BD] 
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b) Calculer IA, IC et ID. Conclure. 

\E/ À, B,C, D les points d’affixes respectives : 2+1, 4, 3+3i, -1+5i 

a) Montrer que ABC est un triangle rectangle et isocèle 

b) Montrer que la droite (AB) est parallèle à la droite (CD). 

NT2 Soit (o,u,v) un R.O.N. soient les points À, B, C, D d’affixes 

respectives : ZA, Zp» Ze Et Zp: 

1) Siz,=2+4,2,-3+2i1,2Z. =-1+4 et z,=-2# 

Montrer que ABCD est un parallélogramme. 

2)Siz,=2-1,28—2-21,Z< = 3-1 et Z,= 3+51 

Montrer que ABCD est un trapèze. 

Ny/Soient les points AB et C d’affixes respectives: 

3+2i,-1+3iet 2+2i 

1) Déterminer l’affixe Zc du point G le barycentre des points pondères* 

{(A, 2), (B,-3), (C, 5)}. 
2) Déterminer l’affixe Z, du point D tel que D est l’image de G par 

homothétie de centre O de rapport 4. 

1-13 
V7 D) soit le nombre complexe U = iv3 

1H3 

a) Calculer Jul puis écrie U sous forme algébrique. 

b) Montrer que U°=1. 

1iV3 1443 
2) On pose ÿ=——>+—— . Sans calculer 4 montrer que c’est un 

1-3 , 1+i3 
nombre réel. En déduire la valeur de 9. 

  

3 1) soit un nombre complexe tel que Jul =letuzlet zeC 

  Z # 

est un réel. 
l-u 

Montrer que 

  Z a e 
[ est un réel alors Z est un réel ou Jul =]. 

-U 

No) R. O. N du plan. A et B les points d’affixes respectives 1+ ia et 

1-ia avec a est un nombre complexe a=a;+i a 

1) Montrer que O, A et B sont alignés si et seulement si a,=0 

2) Montrer que si 

2) Montrer que OA est orthogonal à OB si et seulement si lal=1 

3) Déterminer a pour que OAB forme un triangle rectangle et que a:= a2 
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Le plan complexe étant rapporté a un R. O. N (o,er ,€2) 

A, Bet C les points d’affixes 

3 1 3 1. 
ZA ,Zg=——+—i et Ze =-—-—1 

A B C 2 2 
1) a) Placer les points A, B ,C dans le repère. 

b) Montrer que A, B et C appartienne à un même cercle 

que l’on précisera. 
c) Montrer que OABC est un losange. 

2) Soit z1= -izs On désigne par z, l’affixe du point À. . 

* On considère les points À, d’affixe z, = (z;) " où neIN” 

et le point À, d’affixe 1. 
a) Calculer z, et placer les points As, A1, et A dans le même repère. 

b) Montrer que pour tout neIN on a À, appartient au cercle c (ou): 

* nl l 1iv3 
c) Montrer que pour toutneIN z,,,-z, =(z,) Li 

d) En déduire le module de z,..-z, et la distance An A,,1. 

e) Montrer alors que OA, A, est un triangle équilatéral 

Na plan complexe est rapporté au R.O.N (o,u,v) . 

1 ) Déterminer l’ensemble À des points M (7) tel que|z|=|z-2| . 

7- 
2) A tout point M (z) eP\ A on associe le point M” (z°) tel que z’= 27 n 

Z+Z- 

  

- a) Montrer que z’ est un nombre réel. 

b) Montrer que l’ensemble des points M (z) tel que z’ = À ,À EIN\{1} 

est un cercle dont on précisera le centre et le rayon. 

3) a) Montrer que VM € P\A on a: |z'-z| =|7-1|. en déduire que le point 

M° décrit une droite À ue l’on précisera. M 

b) Déduire de ce qui précède une construction géométrique du point 

M'image du point M (z) eP\A lorsque M est donné. 

? Le plan P complexe est rapporté à un repère orthonormé (o,u,v) . 

On désigne par A, B et C les points dont les affixes respectives sont : 

+1 
2i, -1 : i Soit f: P\{A} — P :; M (2) +> M") tel que PE. 

Z-21 
1) Déterminer l’affixe du point C’image du point C par f. 

Quelle est la nature du quadrilatère ACBC? ? 
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2) Déterminer l’affixe du point C” antécédent de C par f. 

Quelle est la nature du triangle BCC” ? 

3) Donner une interprétation géométrique de : [z et Arg Z' 

4) En déduire l’ensemble des points M dont l’image par f à pour affixe 

un nombre complexe de module 1. 

y 7e le plan complexe rapporté a un R.O.N (oi,j) 

On considère M, d’affixe z, AH) 

1) exprimer z ,;, en fonction de z,. 

2) Donner Z,,Z,, Z,,z, et Z, sous la forme algébrique. 

3) Placer les points M,,M,,M,,M, etM, 

4) Calculer la distance OM , en fonction de n. 

5 
5) a) Montrer que M, M, -# 

b) On pose L,=M,M,+M,M, +...+M, M, 

Déterminer L, en fonction de n 

Calculer Him L, 
X—>+0 
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CORRIGÉS 

NAT + +i4lei-1+i+l= 0 donc Vrai 
b) Faux : (2+31) (1-25) —2-4di +3i +6 = 8 — i # -4 

c) Vrai : (i— 1) °=[(1-) 71 = (-25)/=4€IR 
d) Faux : 6i-3 = -6 i -3 z Gi +3 

e) Faux : la partie imaginaire (S-7i) est -7 4 -7i 

1) la réponse est : Ré (iz) = Ré (i(x+iy)} = Ré (ix-y)}= -y =-Im (z) 

2) (1H) (2-35) = 2i (2-3i) = 4i+6 d’où la réponse est b 

3) 1+iz = 1+#iz =1-iz donc la réponse est bl 

4) Ré (22°) = Ré[(a+ib}(aHib')] = aa° -bb’ = Ré z Re z’ Im z Im z’ 

Ainsi la réponse est fl 

5) Ai) M(z) on obtient [z-i] 2 AM-2S$MeEG,. la réponse 

\/ 1) a°+b?=a”-i"b=(a+ib}(a-ib) d’où la réponse est] 

T .. T .. T 
2) -2=P2,n] et cos —+Hsin——[1,—] alors -2 cos Z+isin =[2,7+— ) -2=[2,7] 3 3; [ 3 | rs -2( 3 5) [ 3] 

d’où la réponse est ll 

3) Azg (zz’) = Azg(z)+Arg(z’) d’où la réponse est b| 

4) (MN,POY-(MN,u)+(u,PQ) —-Arg(n-m)+Arg(q-p) 

“Arg() d'où la réponse. est|c| 

A 1HV2 ave) le dénominateur doit être2°+1? 
2i. - OT 1 

L'erreur est le signe (-) dans 2?-1 

b) [3 i]=3 +0) faux car [aibl =Va*+b° ainsi |3-i]=)37+(-1) =4/10 

c) Z+2i=Z-2i il manque le barre sur leZ c’est à dire Z+2i=Z+2i=Z-2i 

-6+ 2;i(1+ . . …  21(1+3 
d) “6*2i _ (31) le signe - devant 2i est faux il faut écrire 2035) 

1+3: 1+31 1+31 

NZ 1H _ (Hi HT 1; 

Ji (ii 2 2 V2 

b) (2-1)°=2*-3.27i+3.2.(1)° 3 =8-12i-6+i=2-1 li 
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o) G-2V3y-Qi-1) 27-4343) -(i) +4i1 

=1-41/3i+12+4+4i1=14#4(1-/5) 

d) (3+20(3-29=V3"-05)=3-( 4-7 
e) (+iV3)" ? 

+3} =102i3+G3y-1r2i3-3=2HiV3 

+322) 4V3)-2-2i 5 +25 6-8 € IR 

(+i3)"= [OH V3) | (+3) 

= (8) (1HV3)=(8) (-2+2i13)=8*2-8%.24/3i-1024-102413 i 

\A 2:30 SZ =4487=2i où Z=-2i d'où S,={2i,-2i} 

b)(Z-1)/=(Z-1) &(Z-1ÿ[1-(Z-1)]= 
Z-1=0 ou 1-(Z-1)=0 
Z=1 où Z=2. D'où S, ={12} 

c)Z?+1=Z-iS(Z+)(Z-)=(Z-i) 
æ(Z-iÿ(Z+i-1)=0& Z-i=0 ouZ+i-1=0 
& Z=iou Z=1-i d'où S.={i,l-i} 

d)Z°-4iZ=(3Z-2i) (Z-4i) & Z(Z-4i)=(3Z-2i) (Z- di) 
&(Z-4i)[Z-(3Z-2i]=0 & Z-4di=0 ou-2Z+2i=0 
& Z=4i ou Z=i d'où S, ={i,di} 

  

  

  

  

VS à -2 -2(+iV3) | 2(1+iV3) | L V3 
Li + (V3y 4 2 2 

b Len (20020 (LD =lt4i4 _ 3,4; 12; 12? 5 5 5 5 

ia. _ [850 5-9 ]liV) ETS 143" 
L +33 Q13-3Hira3-3)- 34433) 16#i[-12] 4-3 

2 4 

d) ariÿ-(i) 

(3+2i)°-(2H) 
Ona:(1+2:i)/=1+4i-4=-3 #4; 
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(1-ù) Ÿ = (1) (1-) = (-2) (1) =-2-2i 
(3+21) =9+12i-4=5+12i et (2+i) 2=4+4i-1=3-+4i 

_ "3H4iH24H2i _-1H6i | (-1H6i)(2-8i) _ 46, 20i_ 23, 5. 
7 O5+I2i34i 2+8i 248 68 68 34 17 

, ll [Hi 328 a 

VE = V3 et fes 
CORNE EN ERREEENENTEN CO ETD ENT ENCEE 

2) e xf=[G-DGV2V7) pifs 27) lof je =V2 5 = 572 

  

  

  

  

  

  

  

    

      

Si 5 
li [li |bl Ÿ 

° |A 1Hiv3_Ÿ| jap _{lel) (2) = 8 
ENEN C(lel) (5) 125 

Qa#)@ÿ1| [| 1 LT 
"ie Hi li no li | [Ii] V2 

. (z|- Pi] =/22+(213Y =V4712-4 

42 
[ZZZ ZI Z = 42 

(a) 12,2) AP 227 1 
À ZF 4 2 

  

  

\/o 1Z.|= 5" +172 et cos 0= S et sin 0= i 

d’où À =Argz, donc Z—2(cos = +isin = 0,2] 

b)|Z,|[=|17]-17 et cos = =-tet sin0=0 d’où 

6=7 =ArgZ, ainsi Z,=17(cosr+isinx)-[17,x] 

c) [Z;|=|5i]=S et cos 6-0 et sin o=2=1 
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a .… H .. T 
d’où 0=—= Are Z, ainsi Z.=5(cos—+isin— }={5,— 2 B£ 379 ( 2 >) { | 

d) Z,=—12iV3+12=12(1-i3) 

comme 12 = [12,0] et (-iV3)=2 et cos0= et sin of aoû p=— 

T T T FT, .. 
1-i93=[2,-— alors Z,=[12,0][2,-—]-[24,-—1=24(cos(-— }Hisin(-T iV3-2,-% alors Z, ={12,0102,-21-24-— 1524 (cos(-— )#isin(-74 )) 

IZ,|=24et ArgZ, = (n) 

. T e) Z.=-6V3+6i-6(-V3-#) comme 6 = [6,0] et 3Hi=Z,2/2,5] 

ainsi 2,-6012, 7-12, 1-12 (cos TE tisin d'où 

[Z,1=12 et ArgZ, = (21) 

TH T T T T 
Z,=-3(cos —+isin —) comme -3 =[3,x]et (cos —+sin—}-[1,— N92,-5(005% sin %) comme 3 =[3,rlet (cos E+sin Æ)-11, 2 

7 T ST ST .. ST 
lors Z,=[3,x][1,—1={3,7xt+— (3, —]=3 —+Hisin — alors Z,={3,7][ 1! [3,7 1 | [ 1! (cos F 1sin 3) 

Z, = V3(cos=-isin 7) comme sin(-—) sin 

H -T TH 
= — | 1 — _— = TH 3(cos 3 +isin( 3 Jet cos( 3) cos 

d'où Z,=V3 (cos(-—}Hisin(-+)) 

Yo 7 -V6iv2 
!  2(1#) 

3. 1 
* 6-iV2=-V2(V3-) comme IN3-i]-2et cose et sin .. 

d'où == d'où 342,2] où V2=[V2,0Jainsi V6-iV2-pV2;4] 

* [IH]=V2 et cos 0 = sin0 01 d’où I+i= N2,1] 
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TH [2V2,-—7 _ 
finalement 2, ——É Le cos(-T )Hisin( 2) 

RV2, 5] 6 4 

avec |z,|=1etArg z, = 2 C 

sC14) | SONT [5V2,— ] SE 
3x z z 2 p.21 >= 

5V2 7x 
D 2,- HS   

JT 7 
4 6 

5 TR .. TR 5 77 
Z,=——(cos —+isin—) avec |z,|-=—= et Arg z, = — (2x 7 (cos tisin en) EA 82: = (7) 

  

V2 
2 A -T 

-{£) 2 ST EST x 
1iV3 | AY Ca pa, 2 6 

NZ = ll — 1 1 2 
a) CE=7 CD ns Ze 2077 Go 2e) S Ze 32nt3 2e 

POSE 

= 3 = _3 3 1 
aff AFS afAE 25 ar 2) Ze 32e T3 ZA 

3,2. 1 
Ze =—(8+—i)-—(-2+2i}-13 F-36470), (221) 

b)B(1,-3) C(9,-1) (13,0) 
—f8)—f4 —.— 84 — — 
se(" joE( je @ccr-| |-8--0 — BC,CE sont colinéaires = B,C ,F sont alignés 

Ÿe 7=K@)z 
1+2i 

2 

  

  

x ED 2) 

_ ((C3H4i)z+52)(1-25) | (5H10i)z+5(1-25)z _ (1-2Dz+(1-25)z 
6x(1?+2?) 30 6 
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Z     b) 7= Een _ (2z#H(12iz _ (1-2i) z+(1+2i)z _ 

Z =Z = Zestréel. 

\ÿ |z-2|=|z+3i| On pose A (2) B (-3i) l'égalité devient : 

[z\ Z|=|2u Za| AM -BM &M € médiatrice de[ AB] 

donc E = med] AB] 

x li 2/74] 

= 

  
i(z+2) = 

  

=1+s| > filz-2il=12+8 
<|z-2i[=|2+5]On pose AY2i) B"(-5) l'égalité devient 

[zu zx |=|zy -Zyl < AM-BM < Me médiatrice [A'B'|d'ou 

F=med | A'B]. 

* [3-6i|-9 3(7-25]-9 & |z-2i|= 3 
[Zu-Zal= 3AM =3 & Me Cercle decentre A' de rayon 3. 

douG=ü,s 

2) |z-2|=|2+3i 

on pose Z=Xx+HYy alors|(x-2)#y|=|x+i(3+)] 

(x-2) +y/=x7 +349) > x°7-4x+4+y =x7 +" +6y+9 

-4x-6ÿ-5=0Soit 4x+6ÿ+5=0 

E est la droite d'équation 4x+6y+5=0 

* |z-2i]=|2+5] 

xHG-2)={G+5Hiyl + x7+(7-2) = (x +5) +77 

+ Ay44= xl +10x425+ 7 € 10x+4y+21=0 

Fest la droite d'équation 10x+4y+21=0 

* 12-2113 & xH(y-2)53 

x?+(y-2ÿ=9 

d'où G est le cercle de centre 1(0,2) derayon 3. 
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V7 7e Li 
292 + 242i 

a=1+iv3 ;lal=2et cos0 = et sne= 2 d’où 6-7. 
2 2 3 

b=292 +22 bl=4 et 

2. V2 , à x 
cos & = —— et sin & =— d’où a—=—. 

2 2 À 

27 7 l TH _L F F 
=|—,——— COS — +isin — 

4 3 4 2° 12 72 12 12 

* Cherchons la forme algébrique de Z : 

__ G+i9@V2-202n 292 +246 +1(206 -2V2) 
42 +225 0402-22 16 

_ V2 +46 … V6 - 2 

  

  

8 8 

… 1 x V2+4V6 1. x V6-4V2 
Par suite —cos— = et = SIN — = ——.— 

2 12 8 2 12 8 

r V2+4V6 ..n V6-V2 
ou encore COS — = —— et SIN — = 

12 4 12 4 

Ne/ A(0, -2) ; B(V8,2) et C(3V2,4) 

xs À) a ACL? 

# 2 = 68-122 -1242 -12V2 = 

    

Par suite AB et AC sont colinéaires donc (ABY/(AC) et À en commun par 

suite À, B et C sont alignés. 

2 2 2 4 SE q [zl =u?+v? or [7] =2z équivaut à z.z=u? +4? 
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(u-Hiv) (uHiv) = u?+ v?  (utiv)(u-iv)=u?+v? 

(utiv)(u-iv}=(utiv)(u-iv) & (u+iv}(u-iv-u+iv)}=0 

u+iv=0 ou (u-u-+i(v-v)}=0 < 7-0 ou (-2i l'm(u}H21mv)=0 

z=0 ou ('m(u)=0 et Imv-0) & 7-0 ou(u ER et vEeIR) 

<> 7=0 ou (u,v) e IR 
+ 

\y I-B*D signifie que 7,= 2. 

-1+ -3+ 
or Z,=-1-3i et Z,=7-H3i d'où 2 T4 3   par suite Zr=3 

b) IA=|Z, -Z,|=}1#3i-3l=f 443] =V16+9=5 

ID=/Z, -Z|=|7-Hi3|-|43if= V16+9 = s 

1C=]Z.-Z,|=[3-5i-3/=|-5i|= V25 = 5.0r 1=B * D donc IB =1D. 
Par suite TA = IB = ID =IC = 5, on conclut que À, B, C et D sont 

situés sur le cercle £de centre I de rayon 5. 

Vo AB=[Z,-Z,|=[4-24|=[2i]=V5 
AC=|Z.-Z, [2335-21 f1+2i] = VS 
BC=|Z.-Z,|=[3#3i-41=|-1+3i| 10 
D'où AB = AC = 45 donc ABC est isocèle de sommet principale A. 

* AB ? +AC ? = 5+5 = 10 = BC * d’après Pythagore ABC est triangle 
rectangle en A. 

Conclusion : ABC est rectangle et isocèle. 

b) A(2,1) ; B(4,0) ;C(3,3) et D (-1,5). 

__.f4-2 __f2\ __(-13 ___(-4 
AB d'où AB| “ |et CD d'où CD 

0-1 1 5-3 2 

2  -4 —  — 
| N = 4 - 4-0 donc AB et CD sont colinéaires par suite 

(AB) et (CD) sont parallèles. 

  

e 1) Montrer que ABCD est un parallélogramme soit AB=DC 

aff AB = zp-Z4 = 3+21-2+Hi =1+31 

aff DC=Z-z, =-1+4i +2-i=1+3i =aff AB 
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d’où AB=DC ainsi ABCD est un parallélogramme. 

2)aff AB =2Z,-2,=2-21-2+1=-: 

aff CD=z, <= 3+5i-3+1=6: 

ainsi : affCD =- 6 aff AB d'où CD =-6AB 
d’où (CD)// (AB) par suite ABCD est un trapèze. 

y, G barycentre de {(A,2), (B,-3) et (C,5)} 
+ 

& 26À-368+50C-0 & 2, = 2272 7e 
2-3+5 

2= 1 (6+4i+3-9i+10+10i) 5. 
4 4 4 

2) h69(G) =D & OD=4 OG & aff OD=4 aff OG 
DZ 46 © 29-19 + Si 

V7, De 3 CEE _ VE 

La ES 
13 GA) L 1233 1 3 
EEE +3 4 2 2 

b) ts OL DETENTE ND END 

  

= (91 

2) 9 1 G LIHiV3 

) 8- HS 1 3 L 

Pour Montrons que 84 ETR il suffit de montrer que v= v 

= = u+u     

  

v=utu=utu=u+uz=vdonveliRr 

Q=utu =2Ré(u) = 2-5) 

ME   Eoflieu-teu-t) u 
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> , 1, _ = _ _ 
» (2 UZ-Z _Z-UZ -uz | z-uz _ z-uz D'où [zu __u "27-2772 .,)2 ©) = IR 

I-u ji ul lu 1-u 1-u l-u 

  

  
  DOna: ZUeR à HE 

-u l-u l-u l-u  1- 

& (z- uz)(1-u)= (z- uz)(1-u) = 2 - 2 +uuz= 7-36- A +uuz 

& (2-2) Huu(z-7)=0 € (z-z)(l-uu)=0 & (z-z)(1-uu)=0 & (z-z)(1-fuf) = 0 

& 7=7 où lu 1 z=7 ouju|=1 ze IR ou Jul =] 

1) O,A et B sont alignés ,signifie que OAetOB sont colinéaires. 

«> det (OA,OB)= O comme aff OA=z,=1+ia=1+i(a, Ha, )=1-a, Ha, 

et aff (OB)=z,=1-ia =1-i(a,+ia,)=1+a, ai 

— —  ..,. l-a, 1+a, 
OA etOB colinéaires = 

  

  

a, à, 

& a,(a,-1)-a,(1+a,)=0 & a, 0 

2)0A LOBS (1-a,)(1+a, }+a, (-a,)=0 

& 1-a}-a 0 a} +a2=1 af =1[al=1 

3) OAB est un triangle rectangle et a; = a 

<> lal=ieta,=a, Saïta;=leta a, a eta,=a, 

  

  

    

1 1 1 1 1 
a=——a,0Ùa,= =a, © d'où a= ioùa— ——] 

V2 © EURE F V2 D 

V2 A(0,L) et B (V3 Lec(-8. 1 
272 2° 2 

b) |z,]=1= OA À à 
B 

1 1 
ll 3412108B et zc|= 24120c > 

4 4 4 4 ne 
Donc OA =OB=-0OC=I   
D'ou A, B, C appartiennent au &(0,1) 

5 1, 
2 

  

= ei 1-1 

2 
c) AB=|z,      
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or OA=OB=OC=I d'où OA=OB=0OC=AB par suite OABC est un losange. 

V3 1 1 3 
2) 2 ze (+ — = — + — ) Z=-iZg —i( 2 5) > 2 

A,(Z,)et À,,(z,) et A, (1) avec z. =z; 
2 

D 2,23) 21 3 3 1,5 v3 
2 2 4 2 4 4 2 

Zo= 1 alors Ao (1,0) 

V3 1 3 
‘(272 

ze Li V3 ors A 
2 2 

3 1 V3, 1 
Z2=-—+H—alors A,(-—,— 

4 2 2 4° 2 

b) z,1=2l =|iz,f =] car lil=1 et| Zp[=1 

d’où OM := |z,|=1 par suiteM, eé,, 

D 2 A [1 (18 2 
2 2 

1,83; ". F3) (À) or ll =1 
2 2 2 2 

A A, =]z,., "Zn | =1 

€) OAn = 12,11 et OA,,,=/2,[51 

et A; Az 

donc OA, = OA,,,=A,+À,,, par suite OA, À,:, est équilatéral . 

VU [z =|2-2| on pose considère le point A d’affixe 2 

lu-Zol=lzu-za| > OM=AM & M € Médiatrice de[OA] 

Par suite A est la médiatrice de [OA]. 

2) a) z'= zz-l «7: zz-1 | zz-1 =Z" ainsi z’ elR. 

d) PMEADEA 
=z, 

      

  

      

  

ztz-2 2472] 2472 

z.z-1 . = 
bz=1e #72} on pose z=x+i y alors : 2 =Z.z=Xx°+y° 

z+2-2 

Z+Zz=2X 
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24 2. 

X : = 1 Le x'+y/-1=2xh-21 6 x°-2Ax + y/-1+20-0 
X- 

S A) A +120 © (x) y 2H 
> (x-X)°+y/=(À-1)>0 car AE IR-{1} 

« M e cercle de centreI(x,0) de rayon |1-1| 

  

    

  

    

poele ve 2220) een perf 
z+7-2 z+z-2 : z+z-2 | Iz+z- 2 

et 2-1 zz-1 _1l= Z2-1-7-7+2 _[2G- D- -z+1| 

z+2-2 z+z-2 | 2+3-2       

  _ 2&-D)-G-D|_|&-De-n|_ 2-1} ke-1 1 ie] 4 
| z+z-2 | | z+z-2 | 12+2-2] lez 2| l422 F7 

* lz'-2]=12'-1] < MM'=MB avec z, =] 

< M'e Médiatrice de [BM] 

M'décrit A,,= médiatrice [BM]. 

b) z’ elR d’après 1° question donc M’ € (ou) et M'EA,, 

D'où M'e(o,u) 1 A, 
+1 il it 

YA oz ee ZT IT ET I  7o=1#i 
Z.-21 1-21 n 

* A(0,2) C(0,1) B(-1,0) C’ (-L 1) 

—f0 
nc ]s | 1 Je ac AC=C'B parsuite ACBC' est un parallélogramme 

+1 . Ze PL Digne iz+2=7#   D AC=CE ZT si 
Zen-21 Z-21 

L 
em iz-7-12 > 7= 2 LUI LT L Gou Z = 1+l; LU li 2 2 2 2 2 
BC Tr 7; Of 

HR C'"B°?= — 

2 

ne + UT 
2 2 (3) G) 2 
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1 . . 
d'où C'B'-2=2+--C'C'+BC'ains BCC" est un triangle rectangle en C. 

1Z41| 1241] Zu Za] _ BM 

IZ-2il |Z-2il 12,-Z,| AM 
  3) |Z|= 

4 |Z\-1e BM _; 4 BM=AM © M e médiatrice [AB]. 
AM 

d’où l’ensemble recherché est la médiatrice [AB]. 

. 1) AUDE — ass) (}e+ d'où qi 

          

  
  

        

2 

2) z,=1HiV3 

rs et re 

1, 1 LS, V3 1 1 43. 
= = — = -— = + A7, = 1)= Ce g © 616 

4) 

OMiefz,| =) #3} S | 

0 à Pt 
= 1+3. 1 =), 1 _ FÉES, + 

2 2 27 ë- À 

1. 1. | 
5) a) M Mhs= ui, 2, fi = 1 . DRE 

2 21 4: 2" 2 2" 

b)L, VS, vs RER . +-$   = — ptet si (l) 
2° 1 TT 2? 2" 

C’est la sommation de (n+1) termes consent d’une suite géométrique de 
1 n+i 

L'D'ouL G) . raison q = — ou La 

il 
2 

XD 

n+l n+1 

lim L,= lim 25 (1- 5) )=245 car lim (3) = 0 puis que q=> e]-L,I[. 
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Chapitre VI 

Dénombrement 
  

  

# Diagrammes: 

On l’utilise lorsqu’on a deux ou trois choix compatibles 

Exemple: 
Dans un club de 60 joueur de cartes, 40 jouent au bridge et 28 au tarot et 10 

jouent à ces deux jeux. On peut utiliser le diagramme de Carrol ou Venn. 

10 [18 ges De — QE — 
Donc il y a 2 adhérents jouent autre chose. 
# L'arbre de choix 

On l’utilise lorsqu’on a des choix successifs. 
Exemple : 

On jette successivement trois pièces de monnaies bien équilibrées, on 

utilise l’arbre :à la première branche 2 possibilités pile ou face. Puis deux 
possibilités pour le second lancer etc... | 

  

  

  

        
  

« PTT 
P 

F 
TT; Donc il y a 8 cas possible ou bien 2x2x2=8 

& Cardinal d’un ensemble fini : 

e Définition : le cardinal d’un ensemble fini E est le nombre 

d’élément de cet ensemble . On note : card E. 

e Propriétés : Soient E et F deux ensembles finis. 

Card (ELU F)= card E + card F-card(EnF). 

Card(E x F) = cardE * card F 

H Arrangements: 

> Arrangements sans répétition : 

e Définition: 

Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier tel que: 0O£p<n.     
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On appelle arrangement de p éléments de E, une p-liste de E 

Ou un p-uplet de E. 

Exemple : E= {1,2,3,4};(1, 23) est triplet de E. 

e Le nombre d’arrangement sans répétition de p éléments pris parmi 

n éléments est: Af=n(n-1)..(n-p+1) 

° permutations 

une permutation de E est un arrangement sans répétition de n 

éléments pris parmi n éléments. 

Le nombre de permutations est : n (n-1) (n-2).. x3x2xl=nt! 

* Convention :0!=letl1!=l1. 

n! 

m-p! 
> Arrangement avec répétition : 

e n'=nxn...xn :c’est le nombre de façons de disposer p l’élément 
a, ——— 

* On a également : A 

p fois 

pris parmi n , avec des répétitions possibles. 

+ Théorème : Le nombre d’applications d’un ensemble à p éléments 

dans un ensemble à n éléments avec 0 < p < n et pet n deux entiers 

naturels estnP. 
#_ Combinaison : 

e Définition : 

Soit E un ensemble de cardial n et p un entier tel que : O<p<n. 

Un sous ensemble (non ordonné) de p éléments de E (distincts) 

s’appelle une combinaison de p élément de E. 

Exemple : E = {1,2, 3,4). 

{1,2} est une combinaison de 2 éléments de E. 

e Le nombre de combinaison de p éléments pris parmi n est : 
P 

p_ n! _ A; 
n 

p'n-p)! pl 
° Propriétés des C? : 

* Pour tout entiers naturels n et p tel que 0<p<n ;ona: 

n_ 41, ] nl p— pup, p-l P — ge 
C=lC=cC, n,C=cC;"; CT +C Ci. 

n ? n-l n-] 

nm Binôme de Newton : 

°_ Pour tout (a, b) eIR° etpourtoutneIN.   
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Ona:(a+b)" =) Ci.a*.b"* : 
k=0 

e Nombre de parties d’un ensemble de n éléments est 2°. 
m Point Méthode : 

Situation 1 : 

On dispose de n objet qu’il faut placer dans n cases, un par case, 1l 

s’agit de permutations : 

e situation : n objets, n places et sans répétition. 

e La formule :n! 

e Les mots clés : permuter, déplacer, ordonner n objets. 

Situation 2 : 
Une urne contient n objets : On peut prendre un certain nombre p 

d'objets de 3 manières : 
a) Simultanément cela signifie sans ordre, sans répétition, alors i 

s’agit des combinaisons . 

e Situation : n objets, p places et sans ordre. 

e La formule : C?. 

e Les mots clés : comité, groupe, parties d’un ensemble. 

b) Successivement et sans remise : cela signifie avec ordre et sans 

répétition,alors il s’agit des arrangements sans répétition. 
e Situation : n objets, p places et ordre. 

e La formule: AP. 

e les mots clés : bureau, groupe ordonnés, liste de p objets distincts. 

c) successivement et avec remise, cela signifie avec ordre et 

répétition, il s’agit des arrangements avec répétitions. 

Dans ce cas seulement p peut être supérieur à 
e Situation : n objets, p places, ordre et répétition. 

e Formule:n° 
e Les mots clés : p-liste 

  

140 

 



Dénombrement Enoncé 

ENONCES 

  

ÿ Les 100 élèves de terminales Techniques 

prennent le cours 
  

De Math chez Mr x. 80 Matière aime | n’aimepas | total 

élèves reconnaissent aimer | Prof 
  Les mathématiques et 80 

. aime 
aiment le professeur et 65 F 
  

  

les deux. — 

1) Compléter le tableau n'aime pas 
ci- contre 

2) En déduire combien total 
d'élèves :             

a) n’aime pas la matière . 

b) aime au moins la matière . 

c) aime ni la matière, ni le professeur. 

L’équipe A joue contre l’équipe B lors d’un tournoi, la première 

équipe qui gagne 2 parties de suites ou un total de trois parties gagne le 
tournoi. 

Quel est le nombre maximum des matchs et le nombre minimum de matchs 
(utiliser un arbre de choix) 

Le prince de Toscane demande à Galilée 

Pourquoi lorsque l’on lance trois dés on obtient plus souvent la somme dix 

que la somme neuf bien que ces deux sommes soient obtenues chacune 

de six façons différentes. Quelle était la réponse de Galilée. 

Né 1} Une urne contient 12 boules : 5 boules noires, 3 boules blanches 

et 4 boules rouges. On tire simultanément 5 boules. 

a) Combien y a-t-il de tirages possibles ? 

b) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 noires et 3 blanches. 

c) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 rouges, 1 noire 
et 2 blanches. 

2) Même questions lorsque les 5 boules sont tirées successivement avec 
remise. 

3) Même question lorsque les 5 boules sont tirées successivement sans remise. 

Ÿ On dispose d’un jeu de 32 cartes. On choisit ou hasard 5 cartes du jeu. 

(on dit que l’on a une main de 5 cartes). 
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1) Combien y a-t-il de mains différentes de 5 cartes ? 

2) Combien y a-t-il de main de 5 cartes ne contenant que des figures 

(valets, dames, rois) ? 
3) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes ne contenant aucun roi ? 

4) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes contenant au moins un roi ? 

5) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes contenant exactement un roi 

et exactement 3 cœurs ? 

v Parmi les élèves d’une classe, 16 étudient l’anglais, 13 l'espagnol, 13 

l'allemand, 4 l’anglais et l’espagnol, 6 l’espagnol et l’aHemand, 5 l'anglais 

et l’allemand et 3 les trois langues. Par ailleurs, tous les élèves étudient au 
moins l’une de ces trois langues. 

Combien y a-t-il donc d’élèves dans cette classe ? 

Un jeu consiste à cocher quatre cartes : un seul pique, un seul cœur, un 

seul carreau et un seul trèfle sur la grille suivante : 
ñs | As |Roi | Dame |Valet |10 [9 [8 |7 

v |jAs |Roi | Dame | Valet [10 |9 

+ |As |Roi | Dame |Valet |10 [9 

+ |As [Roi | Dame |Valet |10 |9 

1 ) Quel est le nombre total de grilles ? 
2 ) Dans les conditions imposées ci-dessus, quel est le nombre de grilles où : 

a) Les quatre cartes cochées ont été tirées ? 

b) Le carte de pique cochée a été tirée. 
c) Exactement trois cartes cochées ont été tirées. 

d) La carte de carreau cochée n’a pas été tirée. 
e) Aucune carte cochée n’a été tirée. 

f) Au moins une carte cochée a été tirée. 

  

  

  

                      
8 |7 

8 |7 

8 |7   

VE on colorie chaque case de la grille ci-dessous avec une des trois 

couleurs 
suivantes : noir, gris et blanc. 

Combien y a-t-il de coloriages possibles ? 
Combien y a-t-il de coloriages où : 

a) Une seule couleur a été utilisée. 

b) Le blanc n’a pas été utilisée. 
c) Le blanc a été utilisé ou moins une fois. 
d) Les cases extrêmes sont de la même couleur. 
  

gris blanche noire gris blanche 

\ 9 / Une urne contient 10 jetons : 
5 rouges ayant les numéros : 1 -2-—3 4-5. 
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3 blancs ayant les numéros : 6 — 7 — 8. 
2 jaunes ayant les numéros : 0 — 9. 

1) On tire simultanément 3 jetons de l’urne, combien de tirage peut-on former 

dans les cas : 
a) tirages quelconques 

b) Avoir 3 jetons de même couleur. 

c) Avoir au moins un jeton portant un numéro pair. 

d) Avoir la somme des numéros marqués est paire. 

2) On tire successivement et avec remise 3 jetons. 
a) Quel est le nombre de tirage possible ? 

b) Quel est le nombre de tirage sachant que les jetons sont : 

m tous rouges ; M tous portant un numéro paire. 

m tous portant des numéros impaires. 
c) Quel est le nombre de tirage sachant qu’il y ait au moins un jeton rouge. 

3) Mêmes questions que 2) lorsque les 3 jetons sont tirées successivement et 

sans remise . 

Ÿ 1) Déterminer le nombre d’anagrammes du mot «élève» 

(chacune des lettres devant figurer une seule fois). 

a) Les accents permettant de distinguer les e. 

b) En supprimant les accents. 
2) En s'inspirant de la L” questions, déterminer le nombre d’anagramme des 

mots : « EUCLIDE » et « ANTICONSTITUTIONNELLEMENT ». 

Trois personnes se donnent rendez-vous au café d’un village 
(croyant qu’il a un seul café). 

Sachant qu’il y a cinq cafés dans ce villages dénombrer. 

1) Les cas possibles de voir les 3 personnes dans les 5 cafés. 

2) Les possibilités où aucune personne n’en rencontre une autre. 
3) Les trois personnes se rencontrent. 

4) Les possibilités ou deux personnes seulement se rencontrent. 

1) Une agence de voyages veut organiser des circuits touristiques 

comprenant dans un ordre donné, les 6 villes grecques : Athènes, Delphes, 
Olympe, Corinthe, Sparte, Nauplie. 

a) Combien y a-t-il de circuits possibles. 

b) Si la première ville visitée est Athènes, combien peut-on organiser de 
circuits. 

2) a) Cette agence propose aussi des excursions permettant de visiter 2 villes 
parmi les 6 citées précédemment : les excursions du type, par exemple 

olympe — Delphes et Delphes -- Olympes sont considérés comme 

différentes. 
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Combien y a-t-il d’excusions différentes ? 
b) L'agence souhaiterait proposer un choix de 56 excursions du même type. 

Combien doit-elle choisir de villes. 

\y On lance trois dès parfaitement équilibrés, on lit les nombres a,b,c 

apparaissant sur les faces supérieures et on calcule la somme S = a+b+c. On 

observe qu’en jouant un très grand nombre de fois la somme 10 est obtenue 

plus souvent que la somme 9, alors que les deux sommes se décomposent 

exactement de 6 manières. 

Que pensez-vous de cette observation ? Justifier votre réponse. On 

pourvue : Calculer le nombre de triplets possibles. 

Calculer le nombre de triplets pour lesquels S =9 et S = 10. 

\Y Un journal organise un sondage auprès de ses lecteurs comportent dix 

questions. À chaque question sont attachées cinq affirmations. Le lecteur 

devra à chaque question soit ne rien cocher, soit cocher une affirmation soit 
en cocher deux-mais il devra indiquer alors l’affirmation qu’il préfère. 

Déterminer le nombre de réponses possibles aux sondages. 

Pour avoir accès à l’internet, le fournisseur de ce service doit présenter 

à ses clients un Login et un mot de passe. 
1) a) Le Login est formé d’un numéro de six chiffres suivi d’une lettre, 

répondant aux conditions suivantes : 

- il peut y avoir répétition d’un même chiffre plusieurs fois ; 
- le premier chiffre de gauche ne peut être un zéro ; 

- la lettre ne peut pas être O. 

Combien, au maximum, peut-il y avoir de clients. 

b) Le mot de passe est composé de quatre lettres prises parmi les vingt-six 

lettres de l’alphabet (donc O est, cette fois, utilisable), avec répétition 

possible. Est-ce que tout client peut posséder un mot de passe. 
2) Un client veut accéder à l’internet mais il a oublié son mot de passe. 

a) II sait seulement que son mot de passe est formé de quatre lettres distinctes. 

Combien de mot de passe a-t-il à essayer ? 
b) En réfléchissant plus longuement, il réussit à se rappeler que son code 

contient également 2 voyelles. Combien a-t-il de code à essayer ? 

NT Sur un damier carrée de 3 lignes et 3 colonnes, on veut disposer 4 jetons 

numérotées 1,2, 3 et 4 (chaque case contient au plus un jeton). 

1) De combien de façon peut-on disposer les 4 jetons ? 

2) De combien de façon peut-on disposer les 4 jetons si l’on veut que 

la figure formée par les 4 jetons soit un carré. 

3) De combien de façon peut-on disposer les 4 jetons : de sorte que 3 
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d’entre eux soient sur une même ligne. 

Le code antivol d’un autoradio est un nombre de quatre chiffres, chaque 

chiffre pouvant prendre l’une des dix valeurs O, 1,...,9 ( ainsi 0027 est un 
nombre de quatres chiffres). 

a) Quel est le nombre de codes possibles. 

b} Quel est le nombre de codes formé de quatre chiffres distincts. 
2) a) Le propriétaire de la voiture sait que les quatre chiffres de son code sont 

1,9,9 et 5, mais il a oublié l’ordre des chiffres ; quel nombre maximal 

d’essais infructueux peut-il faire avant de retrouver son code. 

b) Mêmes question s’il sait que les quatre chiffres de son code sont 1,2,6,7.. 

3) La voiture est elle-même protégée par un autre antivol : il faut appuyer 

simultanément sur quatre touches d’un cadron portant dix touches marquées 
À, B, C, J, pour ouvrir la portière ; combien de possibilités de code. 

Un candidat à un concours doit répondre à un Q.C.M (question à choix 
multiple) constitué de 10 questions ; pour chaque question, 4 réponses 

différentes sont proposées, le candidat doit cocher une seule case, une seule 
des 4 réponses est exacte. 

1) Combien de grilles de réponses différentes peut-on obtenir ? 

2) a) Combien y a-t-il de grilles comportant 8 bonnes réponses exactement. 

b) Combien y a-t-il de grilles comportant p bonnes réponses exactement 

(0<p< 10). 
p=i0 

3) En déduire la valeur de la somme > EH 3°” 
p=0 

On dispose de six jetons sur lesquels on a inscrit respectivement 
0,1.2,3,4,5 à l’aide de ces jetons combien peut-on former : 

1) d’entier de quatre chiffres 

2) d’entier de six chiffres 

3) d’entier de six chiffres paires 

4) d’entier de six chiffres dont le chiffre d’unité est 5 

5) d’entier de trois chiffres et divisible par 9. 

Ùy Trouver l'entier naturel n dans chaque cas : 

a) Aÿ=21 A5? ;c) Ai=72A!, 

b) Ci+C2:=17. 

Soient n points distincts d’un cercle avec n > 3. 

1) Quand on joint ces points deux à deux, combien détermine-t-on de droites. 

2) Combien existe t-il de triangles ayant leurs sommets en ces points ? 
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Dans un plan, on considère n points tels que 3 quelconques d’entre eux 

ne soient pas alignes. Combien existe-t-il de cercles passant par 3 points ? 

5 1) Pour tout x € IR, on pose f{x) = (1+ x)". Calculer f '(x)de 2 

façons différentes. 

b) En déduire que (1+x) >1+nx pour x>0. 

NY 1) Montrer que CR — Ci + Ca +...+(-1)" Ci =0 

2) Pour n pair, calculer les valeurs de Cf+ CZ +..+Cret de Ci + Ci+..+ Cr. 

\ ; Déterminer n de sorte qu’il existe dans la suite des coefficients du 

développement de (4x) quatre coefficients en progression arithmétique. 

Le 1) une urne contient dix boules noires numérotées de 1 jusqu'à 10 et dix 
boules blanches numérotées de {à 10. On tire simultanément 10 boules de 

l’urne. Combien ya — il de tirage possibles ? 

2) On suppose que 1 ‘urne contient n boules noires numérotées de 1 àn 

et n boules blanches numérotées de 1 à n , on tire simultanément 

n boules de l’urne . 

a) combien y a-il de tirages possibles ? 

b) combien parmi ces tirages comporte p boules noires avec 0O<p<n ? 

c) Déduire de ce qui précède une écriture plus simple de 

(CY+(CY+(CY+.C) 

146



Dénombrement Solutions 
  

CORRIGES 

  V 
  

  

    

atière aime n'aime pas total 

professeur 

aime 65 15 80 

N'aime pas 15 5 20 

total 80 20 100           

2) a) 15 élèves n’aiment pas la matière 

b} 80 aiment au moins la matière 

c) 5 n’aiment ni la matière, ni le professeur 

Vo note a lorsque l’équipe À qui gagne et b lorsque l’équipe B gagne. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

      

[1%match [2% match  |3"* match |4"%match | 5" match | 

— à — à à a 

L_b b 
[__b —b —b 

— b b — à 
b a 

a a L__b 

Le nombre maximum des matchs est : 5. 

Le nombre minimum des matchs est : 2. 

  

Ë Pour avoir une somme égale à 10 il faut avoir 2 + 3+ 5=10 et les 

triplets qui correspondent. 

Sont six ;(2,3,5) (2,5,3) (3,5,2) (3,2,5(5,2,3)(5,3,2) 
Ou 4+1+5=10 et les triplets qui correspondent sont six aussi. 

Où 3 + 6+ 1=10 et les triplets qui correspondent sont six aussi. 
Ou 2 +4 +4=10 et les triplets qui correspondent sont trois : 
(2,4,4);(4,4,2);(4,2,4) . 
Ou 6+2+2=10 et les triplets qui correspondent sont trois. 
Ou 3+3+4=10 et les triplet qui correspondent sont trois. 

Finalement il y a : 6+6+6+3+3+3=27 possibilités. 
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* pour avoir une somme égale à 9, il faut avoir: 

1+2+6=9 et il y a 6 cas possibles. 

Ou 1+3+5=9 et il y a 6 cas possibles. 

Ou 2+3+4=9 et il y a 6 cas possibles. 

Ou 1+4+4=9 et il y a 3 cas possibles. 
Ou 2+2+5=9 et il y a 3 cas possibles. 

Ou 3+3+3=9 et il y a L cas possible. 

Donc il ya 6+6+6+3+3+1=25 possibilités. 

Il fallait beaucoup jouer pour découvrir une telle différence. 

V 1) a) Les 5 boules sont tirées simultanément. 
n tirage est donc une combinaison de 5 boules prises parmi 12. Il y a donc 

Cÿ, = 792 tirages possibles. 

b) Puisque l’on ne tient pas compte de l’ordre. Un tirage est composé de 2 

boules noirs prises parmi 5 (C2 = 10choix) et 3 blanches prises parmi 

3 (C3 = 1choix) il y a donc C7 x C3 =10 tirages contenant 2 noires 

et 3 blanches. 

c) Un tirage est composé de 2 rouges prises parmi 4 (Cz = 6choix) ;de 1 

noire prise parmi 5 (C;=5choix) et 2 blanches parmi 3 (C3 =3choix) 

donc ilya: C3 xCi xC$ =90 tirages contenant 2 rouges, [ noire 

et 2 blanches. 

2) a) Cette fois, les 5 boules sont tirées successivement et avec remise 

(on tient compte de l’ordre). Un tirage est donc une « 5 listes » de 5 

éléments pris parmi 12. Il y a donc 12°= 248832 tirages possibles. 

b) Le tirage est composé de 2 boules noires prises parmi 5 (5° = 25 choix) et 

3 blanches prises parmi 3 (3° = 27 choix). Comme l’ordre intervient, il faut 

tenir compte des C2? =10 façons de les répartir (CZest le nombre de façons 

de choisir, par exemple, les positions des 2 noires parmi les 5 qui contient le 

tirage).Il y a donc C2 x 52 x 35 -6750 tirages contenant 2 noires et 3 blanches. 

c) Le tirage est composé de 2 rouges tirées parmi 4 (4° = 16 choix), de 1 noir 

parmi 5 (5 choix) et 2 blanches parmi 3 (3° = 9 choix). De plus il y a 

CZ =10 façons de placer les 2 rouges parmi les 5 places libres, puis 3 façons 

de placer la noire (il reste 3 places libres) et enfin, une façon de placer les 2 

blanches restantes. Au total, il y a C2x3x42x5x32=21600 tirages 

contenant 2 rouges, 1 noire et 2 blanches. 

3) a) Les 5 boules sont tirées successivement et sans remise. Un tirage est 

donc 
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un arrangement de 5 éléments pris parmi 12. Il y a donc 

Ai, = 12 x 11 x 10 x 9 x 8 = 95040 tirages possibles. 

b) La méthode est identique à celle du 2°” question, il y a A2=20 façons 

de tirer les 2 noires parmi 5 et A5 =6 façons de tirer les trois blanches parmi 

3. En tenant compte des CZ manière de les répartir, il y a donc 

CZ x A3 x A3 =1200 tirages contenant 2 noires et 3 blanches. 

c)Le tirage est composé de 2 rouges tirées parmi 4 (A2 =12choix) , 1 noire 

parmi 5 (A$ =5 ) et 2 blanches parmi 3 (A% =6 choix) il y a toujours C3 x3 

façons de les répartir sur 5 positions. Donc il y a: C; x 3 x A x A; x Aj 

= 10800 tirages contenant 2 rouges, lnoire et 2 blanches. 

g 1) On choisit 5 cartes sans ordre et sans remise. Il y a Cÿ, =201 376 

mains de 5 carts. 

2) Il y a, dans le jeu, 12 figures (4 valets, 4 dames et 4 rois). Tout se passe 

comme si l’on choisissait les 5 cartes parmi 12 il y a C?,=792 mains 

comportant S figures. 

3) On retire les rois il reste 28 cartes, on choïisit 5 cartes parmi 28, il y a donc 

Cig = 98280 mains ne comportant pas de roi. 

4) C’est le complémentaire de l’ensemble précédent il y a donc 

C5, — C53 —103096 mains contenant au moins un roi. 

5) Deux possibilités : 

e un roi qui n’est pas cœur, trois cœurs différents du roi, et une carte qui 

n’est ni roi ni cœur ; il y a alors CI xC3xC!,=2205 mains. 

eUn roi de cœur, deux autres cœurs et deux cartes qui ne sont ni rois ni 

cœurs : il y a alors Ci x C3 xC3,=4410 mains. 

Conclusion : cela fait 2205 + 4410 = 6615 mains comportant exactement 1 

roi et 3 cœurs. 

An et AL 
Pas espagnol 

  

    
     

    

  

  

    
  

      
  

        
  

     
  

Anglais 

Allem#d 

Il y a donc 30 sn et AL 
cs - Pas anglais 
élèves dans cette 

Espagnol 
    

  

    
ALetAnetES 
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1) Il y a 8*= 4096 grilles possibles. 
2)a) l‘=1 :b)1x8*=512 :c)(°x7)x4=2 

d) 7 x 8° = 358 : e)7* = 2401 : D 8*— 7° = 1695. 

Ÿ l)Ilya 3° = 243 coloriages possibles. 
2)a)3xl*=3 ; b)2°=32 ; c)3°-2=211;: d)3“x1=81 

Ÿ 1) a)Les 3 jetons sont tirées simultanément, un tirage est donc une 

combinaison de 3 jetons parmis 10 il y a donc Cf, =120 tirages. 

b) Les 3 sont rouges ou les trois sont blancs, il y a donc C? +C3=11 

c) Les numéros pairs sont : 2-4-6-—8-0. 

Les numéros impairs sont : 1-3-5-7-9, 

Avoir au moins un jeton portant un numéro paire ou encore toutes les 

tirages possibles sauf qui contiennent 3 impairs il y a donc 

Ci -Ci=120-10=110. 

d) Avoir la somme des numéros marques est paire il suffit d’avoir : 

* 2 impaires et L pair il ya C2xCI=50. 

* 3 pairs il y a C3-10. 

Il y a donc Ci +CZ7.Ci = 50 +10 = 60 choix possibles. 

2) a) Tirage successifs de 3 jetons parmi 10 avec remise. Le nombre de tirage 

possible est 10° = 1000. 
b) * Les trois jetons tirés sont rouges alors il y a 5° = 125 choix. 

* Tous portant un numéro pair alors il y a 5° = 125 choix. 

* Tous portant un numéro impair alors il y a 5° = 125 choix. 

c) Au moins un qui est rouge c’est à dire tous les tirages sauf le cas ou on 

n’a pas de jeton rouge ; il y a donc 10° — 5° = 875. 

3) a) Tirage successif sans remise de 3 jetons parmi 10. Le nombre de tirage 

possible est Aÿ, =720. 

b) * Tous rouges on a alors Ai =60 

* Tous pairs on a alors Ai = 60 

* Tous impairs on a alors A3 =60 

c) Au moins un jeton rouge il y a donc Aÿ, — Ai = 660 

Ÿ 1) a) Il y a 5 ! manières de placer les lettres distinctes du mots 
« élève ». 

b) Les 5 lettres du mot « élève » étant placées dans un ordre donnés, il y a 

150



Dénombrement Solutions 

3 ! mots obtenus en permettant les trois « e ». Le nombre d’anagrammes 

: 5! 
obtenus sans tenir compte des accents est donc : nl = 20. 

2) Si l’on distingue les deux « E » du mot « EUCLIDE » il y a 7 ! mots 
possibles. 

! 7 
Si l’on supprime le moyen de distinguer les «E » il y a 7 = 2520. 

* J1 y a 25 lettre dans le mot « ANTICONSTITUTIONNELLEMENT » et 

parmi ces 25 lettres 5 N, 5T, 31, 20, 3E, 2L. 

Si l’on distingue les lettres communes les unes par rapport aux autres il y a 

25 l'anagrammes. En ne distinguant pas les lettres multiples, le nombre 

25! _ 25! 
515131213121 (52.029.397 

1) Trois personnes se rendent rendez-vous au café du village comme il 

ÿ a 5 cafés alors le nombre de cas possible est 5° = 125. 

2) Aucune personne ne rencontre l’autre il y a A3 =60. 

d’anagrammes est 

3) Les trois personnes se rencontrent est 5. 

4) 2 personnes seulement se rencontrent est le nombre de tous les cas possibles 

sauf le cas où personne ne rencontre l’autre et les trois personnes se 

rencontrent il y a alors 125 — (60+5) = 60. 

1 ja) Le nombre de circuits correspond au nombre de permutations des 

6 villes c’est à dire, d’après la situation 1, 6 ! = 720 circuits possibles. 

b) Si la première ville est Athene, il reste 5 villes ; le même raisonnement 

donne 5 ! = 120 circuits possibles. 

2) a) Si l’on a choisit que deux villes parmi les 6, on à 6 choix pour la 

première et 5 choix pour la seconde donc A2 =30 excursions possibles. 

b) Soit n le nombre de villes proposées, pour que le nombre d’exursions soit 

égal à 56 il faut que n (n-1) = 56 ce qui équivaut à n2-n-56 = 0. 

A=225 = 157 alors n = 8 et n"=-74IN, l'agence doit donc choissir 8 villes 

pour pouvoir proposer 56 excursions différentes. 

1) De chaque dé à 6 faces.Le nombre de triplets possibles est donc de 
6x6x6=216. 

2) Écrivons tous les triplets dont la somme est égale à 9 : 
e Dutype 1 +2 + 6, il y en a 6 car on peut permuter de 3 ! = 6. 

On peut aussi écrire tous les cas : 

1+2+6; 1+6+2 ; 2+1+6 ; 2+6+1 ; 6+1+2 ; 6+2+1. 

e Dutype 1+3+5 il y en a de même 6. 

e Dutype 2+3+4 il y en a de même 6. 
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e Dutype 1+4+4 il yen a 3. Eneffetonal+4+4; 4+1+4;444+41. 

e Dutype2+2+5ilyena3. 

e Dutype 3 +3 +3 il y en a qu’un. Soit un total de 25. 

Ecrivons tous les triplets dont la somme est égale à 10 : 
Du type 1+3+6 ilyena6=3! 

Du type 1+4+5 il y en a 6. 

Du type 2+3+5ilyena 6. 

Du type 2 + 4 +4 il y en a 3. 
Dutype2+2+6ilyena3. 
Du type 3 +3 +4il yena 3. Soit un total de 27. 

NA y à pour une question : 

façon de ne rien cocher. 5 façon de cocher une seule affirmation. 

AZ manières de coher deux affirmations car il est nécessaire d’indiquer une 

préférence. Il y a donc pour une question (1+5+ A7) manières de répondre 

donc par 10.Questions : (1+5+ A )° manières de répondre A2 = 5 x 4 = 20. 
: 10 : £ 

doncilya 26 manières de répondre. 

1) a) Calculons le nombre de Login que l’on peut former : 

e Pour le 1° chiffre, il y a 9 choix possibles (le 0 n’est pas admis). 
e Pour le 2°" chiffre, il y a 10 choix possibles. 
e Pour le 6°" chiffre, il y a 10 choix possibles. 
e Pour la lettre, il y a 25 choix possibles (le 0 n’est pas admis). 

Il y a ainsi 9 x 25 x 10° numéros possibles, donc 225.10° clients possibles. 
b) Un mot de passe est formé de 4 lettre prises parmi 26 ; avec possibilité de 

remise ; donc il y a 26* = 456976 mot de passes possibles. Tout client ne 

peut pas avoir un mot de passe, car 225. 10° > 456976. 

2) a) Le mot de passe du client est formé de 4 lettres distincts il y a 

A$=358800 mot de passe possible. 

b ) Il faut d’abord calculer le nombre de façon de placer les voyelles. 

Il y a deux voyelles parmi 4 lettres, donc C3=6 façons de les placer, puis 

6 choix pour la 1°* voyelle et 5 pour la seconde. Le client doit donc essayer 

6 x 6x 5x20x 19 = 68400 mot de passe. 

\ 1) Les jetons ont une disposition correspondant à un arrangement de 

4 numéros pris parmi 9. Donc, il y a 9x8x7x6 = 3024 dispositions. 
2) Enumérons les dispositions où les jetons formant un carré. 
    

0! J0 0 010 010 
    

0 01/01/10 010110 ©
 

©
 

©
 

    

                                              0 0 0 0 ©
 

©
 

©
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De plus, chaque position est invariante par permutation des pions. 

Il y a donc 6 x 4 ! = 144 dispositions. 

3) Lorsque 3 jetons sont sur une ligne, le 4°" à 6 positions possibles ceci se 

reproduit pour chacune des 3 lignes, donc 6 x 3 dispositions. Comme 
chaque position est invariante par permutation des pions il y a donc 

3 x 6 x 4! = 432 dispositions. 

1) à )Exemples de codes : 2143, 9999, un tel code est un nombre 

compris entre 0000 et 9999 et qu’il y a donc 10000 = 10“. 

b) Les codes formés de 4 chiffres distincts sont des arrangement sans 

répétition donc il y a: Af,=5040 codes. 

2) a) Il y a 4 ! numéros si les chiffres sont distincts or 9 se répète 2 fois donc le 

4! 
nombre de codes possibles avec 9 —9 - 5-I est 2i = 12. 

Donc au maximum 11 essais infructueux. 

b) Les chiffres sont distincts deux à deux alors il y a 4 ! = 24 codes possibles 
donc 23 essais infructueux. 

3) Dans ce cas l’ordre ne joue plus de rôle, puisqu’on appuie simultanément 

sur les quatres touches, de plus il ne peut y avoir de répétition, toujours pour 

la même raison. Il y a donc C}, = 210 codes possibles. 

\y, Exemple de réponse : (3,1,3,2,4,1,2,2,4,3) qui indique que le 
condidat à coché la troisième case de la 1°° question, la 1°° case de la 2°"° 
question, etc... Il y a quatre choix pour la première question de même pour 
les autres questions. 11 y a donc 4° = 1048576 réponses. 

2) a) Imaginons une urne qui contient 10 boules numérotée de 1 à 10 et tirons 
siumitanément huit boules de cette urne : les numéros obtenus seront les 
numéros des questions aux quelles on a répondu exactement ; il y a donc 

C®, choix possibles pour les huit bonnes réponses. Quand on a coché ces 

huits bonnes cases, il reste a répondre a deux questions, pour chacune 

d’elles, on a le choix entre trois mauvaises réponses c’est à dire 3 x 3 =9 

possibilités. Il y a donc en tout Cf, x9=405 telles grilles. 

b) Même raisonnement, si p remplace 8 : il y a en tout CF, .3/%P 

3) La somme à calculer est la somme du nombre de cas où il y a 0,...,10 

réponses exactes on obtient dans la totalité des cas, et on a donc 
p=10 

D C3? =(1+3)0 =40, 
p=0 

1) Un entier de 4 chiffres notons le abcd avec a 40 on a alors un 
arrangement. 
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Le nombre de tous les cas possibles A4 =360 privé du nombre des cas ou 

le chiffre des milliers est 0 (A3= 60) donc il y a 360 — 60 = 300 nombres de 

4 chiffres. 

2) Même raisonnement donc il y a A$ — Aë = 720 — 120 = 600 nombres de 6 

chiffres. 

3) Un nombre entier est pair si le chiffre des unités est 0 2-4 : « le nombre 

d’entiers dont le chiffre des unités est O, il yen a A3=120. 

Le nombre d’entier dont le chiffre des unités est 2 ; il yen a Aÿ — Af =96 

Le nombre d’entier dont le chiffre des unités est 4 ; il y en a Aÿ — Af -96 

finalement le nombre d’entier pair est : 120 + 96 + 96 = 312. 

4) Le chiffre des unités est 5 et le chiffre des milliers est différent de O on a 

alors Aë-A = 96. 

5) Soit X un entier de trois chiffres est divisible par 9 avec X = abc avec a #0 

et a,b,c e{0,1,2,3,4,5}.X est divisible par 9 si et seulement si a +b +c est 

divisible par 9. 

e Dutype4+0+5ilyena Aj-A;-4. 

e Dutype2+3+4ilyena Aj=6. 

e Dutype3+1+5Silyena Aj=6 

Donc le nombre d’ entiers de 3 chiffres et divisibles par 9 est :6 + 6 +4 = 16. 

n! . NY \2/ On sait que AF= pi I et Ci= pipi : psn 

a) Aÿ =21A97? avec n<7 et n—2<6 soit n<7. 

  T1 297 6! 7,61 _ 3.7.6! ni LT IAE G- ni &-n)! 

équivaut à : hi = CEnI on multiple par (8—n)! l’équation devient 

(8-n)=3 soit n=5<7 donc la solution est n=5. 

b) C#+C7.,=17 avec n-322 et n>2 soitn>$5 

n! (n=3)t nn-1)(n-2). (n=3)n-4){n-5)!_ 
AG =D Mmes OUEN EE À 25)! 1 

et par suite n{n—1)+(n-—3)(n-4)=34. Soit 2n°-8n-22=-0@n2-4n-11=0 

= (2P +11=15, les solutions sont n'=2+415 ou n=2—15 

n’apartiennent pas IN, donc cette équation n’a pas de solution dans IN. 

c) Ai=72A!., définie que pour n>3. 

  

m3 =72. SE soit n(n—1)(n-2)}=72(n-2) 
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ou encore (n — 2) (n° —n— 72)= 0 équivaut à n=2<3 (à rejeter) ou 

(n°-n-—72=0) 
* n2-n—72-0 A1+72x4=289 donc les solutions n=-8#INoun=—92>3 

finalement la lution est n = 9. 

q 1) Une droite est définie par la donnée de deux de ses points. 

En prenant deux àdeux les n points donnés du cercle, ou détermine Cä 

droites distincts (car une droite recontre un cercle en au plus deux points). 

Donc les n points du cercle que l’on joint deux à deux détermine 

Cä= 20 droites. 

2) Un triangle est définie par la donnée de ses sommets, c’est à dire par la 

donnée de trois points non alignés. (On ne tient pas compte de l’ordre dans 

lequel sont énoncés les sommets). Or, les n points donnés du cercle sont 

distincts et il n’en existe pas trois qui soient alignés (car une droite 
rencontre un cercle en au plus deux points). Donc les n points donnés du 

n(n-—-1}(n-2) 
6 triangles. cercle déterminent Cà triangles différents , soit : 

Par trois points non alignés, ne passe qu’un seul cercle et on ne tient pas 
compte de l’ordre dans lequel sont énoncé les points et ceci bien sur pour 

justifier l’emploi des combinaisons, dans le nombre de cercle est 

_n(n-1)(n—2) 
Ci —G  — 

1) f est une fonction polynome donc dérivable sur IR et on a : pour tout 

xeIR, f'(x)=n(1+x}" 1. 

Si on développe f(x) par le binome de Newton, on a : 

f(x) = CR+ Chx + Cax2 +..+ Crlxnl + Caxr et en dérivant cette somme 

ona: f'(x)= Ci +2C3x +...+(n—1)Cr tx? + nCrxmi . 

2) a) En égalisant les deux écritures de f'(x) et en remplaçant x par 1, on 

trouve que : n(l+1}"1 =Ci+2C3x1+..+(n-1)Cr'x1+nCrxl 

d’ou : n2"1 = Ci +2C3+...4+(n—1)Cr! +nCx. 

b) Remplaçons CA par Let Ci par n dans l’expression : 

(L+x) =CR+Chx-+C2x2 +..+Crixni + Caxr 

Nous obtenons : (4H =1+nx +C4 x? +... +Crixnl + CR x" ). 
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Il est immédiat que (1+ x) >1+nx pour x>0. 

4 Ce genre d’exercice doit obligatoirement faire penser au binome de 
Newton. Restent à trouver les valeurs par lesquelles seront remplacés a et 

b 

1) On a : (+ x)'= CR + Chx + Cax2+..+ Crixmi + CR x" (1) 
Si on remplace x par (—-1) on obtient : 

2) On suppose que n est pair (n = 2 p). Remplaçons dans la formule du (1), n 
par 2 p. On trouve : 

C,- Ci, +C2,+..+ (I)PC =0 C9, - Ch, + C2 ++ CP =0 (2). 

Appliquons la formule (1) au cas x = 1 

on obtient : (L+1)=C?+Ckx1+C2x12+...+ CR. . 

D'où 2% =Cf +Ci+ C++ Cr + CR ; remplaçons aussi n par 2p 

on obtient : 2° =C9,+Ci,+C3,+..4CP (3). 

3) (2) + (3) conduit à 2 C9,+2C3,+...+2CP=27P . 

2 
D'où Ci,+Ci,+..405 = =277 

(3) — (2) donne : 2C4,+2C3,+..+2C27=2P . 

Où encore Cl,+ C5,+....+ Cr" =271, 

Soit a, a+b, a+2b , a + 3b les quatre coefficients en question. 
Reconstitutions un fragment de triangle de Pascal : 

2a+ba+2ba+3b= 2 a+ b2a +3b 2a + Sb 

4a + 4b 4a + 8b écrire commea+b a+2  a+3b 

2a+b 2a+3b 2a+5b da+4b 4a+8b 
avec a est un coefficient qui existe à l’intersection de la n° ligne et la p° 

colonne du triangle de Pascal. 

Donca= C? ;a+b= CP" ;a+2b= CP? ; a+3b-Cr* 

2a+ b= CP* ; 2a+ 3b= CP? ; 2a+5b=C? 

da+4b= CP ;4a+8b= CP 

Des conditions nécessaires apparaissent : 

4a + 4b =4(a +b) et donc C?*2=4C?"1. 
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4a + 8b = 4 (a + 2b) et donc CPS = 4CR*?. 

(n +2)! 4 n! 

@+2)'(Ü-p)!  (p+1)!(m-p-1)! 
(n+2)! 4 n! 

@+3)!'(m-p-1)!  (p+2)!M-p-2)! 
La simplification des factorielles donne respectivement : 

(n+2) (n+1) _4 et (n+2) (n+1) 4 

(p+2) m-p) @+3)m-p-1) 
Pour que les deux égalités soient vrais on doit avoir : 

(p+ 2)(n—p}=(p+ 3)(n—p—1) ou encore n = 2 p +3. 

Chacune des relations équivalant alors à : 
(2p + 5)(2p + 4)=4p + 2)(p +3) soit à 2p + 5 = 2 (p+3) et ce si est 

impossible donc il n’existe pas de valeur de n pour laquelle quatre 

coefficient binomiaux sont en progression arithmétique 

Le 1) l’urne contient 20 boules et on tire simultanément 10 boules 

alors le nombre de cas possibles est C5 =184756 

Soit 

et 

2) à) l’urne contient 2 n boules et on tire simultanément n boules 

(2n)!___(2n)! 

n!'2n-n)! (n!) 
b) on tire parmis les 2 n boules : p noires et n-p blanches alors le 

nombre de cas possibles est : CP Ci?= CF. Ci= (Cf) car C?= CF? 

lenombre de cas où on tire 0 noires et n blanches est (C£ ) 

alors le nombre de cas possibles est. C;, = 

le nombre de cas où on tire 1 noires et n-1 blanches est (C} ) 

c) on a :4 Je nombre des cas où on tire 2 noires et n-2 blanches est (Ci ÿ 

le nombre de cas où on tire n boules noires et 0 blanche est (C}) 

on additionne ces cas on trouve tous les cas possibles 
! 

pa suite (CE) + (C4 (CNE (CV = Cine 
n: 
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Chapitre VII 

Divisibilité 

  

”“ Principe de raisonnement par récurrence. 

Soit P, une propriété dépendant d'un entier naturel n supérieur où égal à no 

Si les deux conditions suivantes sont vérifiées: 

e P,, est vraie 

e si P, est vraie alors P,,, est vraie, alors P, est vraie pour tout n supérieur où 

égal à no 
m Méthodes sur la divisibilité sur IN: 

e La Division euclidienne : 

Soient a, b deux entiers naturels avec bÆ0 il existe un seul couple (q, r) 

a] b] » a] + avec O0 <r(b 

| TL 
la dividende Diviseur quotient 

eSir=0 alors a=b.q on dit que aest un multiple de b 

où best un diviseur de a. . 

tel que 

  

Si un entier c<0et c divise b et a alors c divise 

  tout entier de la forme ma +nb (m,n € IN) 
  

e Comment montrer que b divise a ? 

1°"° Méthode 
Factoriser en produit de facteurs consécutifs pour prouver une divisibilité 

Exemple 
Montrer que 2 divise n°+n 

n°+n=n(n+1).comme n, n + 1 sont consécutifs 

alors 2 divise n + 1 ou 2 divise n —2 divisen’+n. 

2°"° Méthode 
La démonstration par récurrence 

Exemple 
Montrer par récurrence que :* n° — n est divisible par 6. 

*vérifions pour n = 0: 

n° n = 0 divisible par 6 donc la propriété est vraie pour n = 0 

*Supposons pour tout n > 0 on a n° —n est divisible par 6 
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Montrons que (n + 1) — (n + L) est divisible par 6. 

n+1)-(n+1l)=n+3n+2n=n-n+3(n+n) 

comme n° — nest divisible par 6 et 3 x n(n + L) est divisible par 2x 3 = 6 d’où 
(n + 1) — (n + L) est divisible par 6. 
D’après le principe de récurrence : VneIN n° nest divisible par 6. 

3° Méthode 
Si d divise c et c = ma + nb il faut retrouver m et n alors d divise a et divise b 

Exemple 

a=3n-5 et b=2n-7. 

Montrer que tout diviseur commun à a et b est un diviseur de 11 ? 

k divise a et b alors k divise 2a et 3b d’où k divise 2a — 3b 

et 2a — 3b = 6n — 10 - 6n + 21 = 11 en déduit que k divise 11 d’où tout diviseur 
de a et best un diviseur de 11. 

nm PGCD et PPCM : 

e Le plus grand commun diviseur de a et b qu’on note PGCD(a,b) ou a Ab 

e Le plus petit commun multiple de a et b qu’on note PPCM(a,b) ou a Vb 

Exemple 1 : Déterminer le PGCD et le PPCM de 360 et 500 

On décompose en facteur premier et on procède comme suit 

360 |2 500 |2 360=-2*x3?x5 et 500=2?x5° 

180 |2 250 [2  PGCD(360,500)=2? x5= 20 

90 |2 125 | 5  PPCM (360,500)=2° x3° x 5° =9000 
45 |3 25 |5 
15 |3 5 |5 
5 |5 1 
1 

Exemple 2 : Déterminer PGCD et PPCM de x(x -] ) et x°-x? 

On factorise x°-x°=x" {(x-1) et x(x-1). 

PGCD{x(x-1)' , X° x }ex (5-1) 

PPCMx(x-1) ,X°-x° }=x (x-1) 

Méthode d’algorithme d’Euclide : calculer le PGCD (a, b) ? 

On divise a par b on obtient a = bq, + r, avec O<r <b 

puis on divise b par r, on obtient b=q,r +r, avec 1 (r, 

puis on divise r parr, on obtient 5 =Er, q, +1, 

ainsi de suite jusqu’a tomber sur un reste nul 
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on conclut alors PGCD (a, b) est le dernier reste non nul. 

Exemple : PGCD (120, 35) ? 

120=3x 35425 25 =[10 x 2+5 
35 =D] x 1 +10 10 =F5] x 2+0 
donc PGCD (120, 35) est 5 car c’est le dernier reste non nul. 

“m Propriétés : 
e SiaAb = ]lalors avb=ab 

e Sia/balors a1b=a etavb=b 

e _ PGCD (ka, kb) = k PGCD(a, b) 
“ les diviseurs d’un entier naturel : 

e Définition : 

b est un diviseur de a qu’on note b/a signifie que a = b.q avec qeIN 

On note : Div (a) l’ensemble des diviseurs de à 

Exemple : 

eDiv(2) = {1,2} 

eDiv(5)=1{1,5} 

e Lemme d’Eudclide : a, b € IN* 

Si a = b q + r alors PGCD (a, b) = PGOCD (b, r) 

m Systèmes de numérotation : 

+ Définition : A€EIN, l'écriture de A dans le système de numérotation de 
  

base b sous la forme À =q, q,.,....q, . Signifie que 

A=q +bq, +b°q, +...+b"q, 

où A=Ÿ b'q; avec(0<q,<b-1Si i#n) et 1<q, <b-1 
i=0 

Exemples : 

1)Sib=5 (Système à base 5) 

A= 412=2+1x5+4x57-107 
2) Sib=2 ( Système à base 2) ou binaire 

A=1011=1+1x2'+0x2? +1x2=11 

Exemple : 

A = 2031 écrire À danslabase 5 

A = 2000 +30 + 1 = 2x1000+30+1 or 1000=10° =5° x 2° 

= 16x5*+6x5+1=(15+1)x5°+(5+1)5+1 

= 3,5+5+5+5+]=31111 
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Remarque : 

* Si b=72 (système à base 2) on dit dans le système binaire. 

* Si b= 10 (système à base 10) on dit dans le système décimal. 

Réflexes 
  

Situations Réflexes 
  

Montrer qu’un polynôme en n est 
divisible par b 

On essaye dans l’ordre : 

1) Ecrire comme le produit de nombre 

consécutifs 

2} Démonstration par récurrence 

  

Montrer qu’une somme de 
puissances d’exposants dépendant 

de nest divisible par b 

La démonstration par récurrence 

  

Montrer qu’un diviseur commun à 

deux nombres a et b divise un 

nombre c 

On essaye d’écrire c sous la forme 

na+mb avec n,mEeIN 

  

Pour déterminer un PGCD de deux 

entiers 

* Onessaye d’appliquer la formule : 
1) PGCD (ka, kb) = k PGCD (a, b) 

puis en utilise l’algorithme 

d’Euclide. 

2) On décompose en facteurs premiers 
    Pour déterminer un PPCM de deux 

entiers   1) On calcule PGCD puis en applique 

PPCM (a, b)=avb= 
aAb 
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ENONCES 

Q. CM 
Indiquer la réponse exacte par a,b et c , justifier votre réponse. 

1) les nombres d’entiers premiers compris entre 1 et 80 se terminant par 3 est : 

RIs bl 7 cl 6 
2) 2°x37 x5? x11 est divisible par le cube de : 

h] 8 b] 9 10 
3) Le PPCM (984 , 702) est égale à : 

k] 8856 b] 9126 115128 
4)n eIN°, PPCM( n(2n+1) ; 2n+1) est égale à : 

h]n(2n+1) b] n(2n+1} 2n+1 

Vrai - Faux 

Dire si l’affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse. 
1) Si PPCM de deux entiers naturels est multiple de 15 alors l’un au moins 

des deux est multiple de 15. 

2) Le PPCM d deux entiers naturels non nuls est toujours strictement supérieur 

à leur PGCD. 

3) le PPCM de deux entiers naturels pairs ne peut jamais être 
égal à leur produit. 

4) Le PPCM de deux entiers premiers est égal à leur produit . 

\ , Donner le PGCD et le PPCM de 1440 , 4536 et 39600. 

1} Déterminer le PGCD de 2045 et 64. 

2) Donner alors une solution particulière de l’équation définie dans IN? 
par 2045x — 64y = 1. 

ü Soit neIN*. 

1) a) Montrer que PGCD {n-1,n°-3n+6)=PGCD(n-1,4). 
b) En déduire selon n la valeur de PGCD den-—1 et n° — 3n + 6. 

.. n°-3n+6 
2) Pour quelles valeurs de n la fonction : y elle un entier naturel ? 

h _ 

o . x+y=224 
\ étermine ti turels x et y t r les entiers naturels x et y tels que PGCD(x> , y)=16 
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\/ az 1m +0 b=n+2u 

a, b, n, des entiers avec u un chiffre . 
Montrer que : a est divisible par 19 si et seulement si b est divisible par 19. 

ÿ Montrer que si n est pair alors les nombres A = n(n? + 20) 

B=n(n2-20) et C=n(n2+4) et D =n(n?-4) sont divisibles par 8. 

  

1) Démontrer que pour tout entier naturel n, 3*! +2"*? est divisible que p 

par 7. | 

2) Démontrer que pour tout entier naturel n, 3% —2%" est divisible par 665. 

NT n € IN*, S(n) la somme de tous les diviseurs de n (y compris 1 et n). 

1) Calculer S(8) , S(36) et S(152) 

* On dit qu’un nombre n est parfait Si S(n) = 2n. 

2) Montrer que 28 est un nombre parfait. 

3) Montrer que si a et b sont premiers entre eux alors 

S(a*b)}=S(a)xS(b). 

4) Montrer que si p est premier si et seulement si S(p) = p + 1. 

5) Soit p un nombre premier et ke IN*. Quels sont les diviseurs de p" ? 
p' +1 L 1 

pl. 
6) Décomposer 496 en produit de facteur premiers. 

Déduire des questions 3 et 5 la valeurs S(496). Conclure. 

+ _ Système de numérotation dans la base 2 : Soit une suite définie sur IN*, par 

U,=2 et U,,, =U -U, +1. 

1) Pour ne IN* : 

a) Montrer que U,,,-1=U, (U, -1). 

b) En déduire que U”,, =U, .U,,.. U, U.. 
n+] 

2) Déduire que deux quelconques de ses termes sont premiers entre eux. 

En déduire S(p* )= 

n-l*° 

NE Déterminer x et y pour que le nombre A = 4x 3y soit divisible par 2 et 
par 9. 

Un entier égale à la somme de les diviseurs autre que lui même est appelé 
nombre parfaits. 

1) Vérifier que 6, 28, 496 sont des nombres parfaits. 

2) Montrer que si 2° — 1 soit premier. Alors le nombre 2° “(2 - J)est parfait. 
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N7 Quels sont les entiers de 3 chiffres qui s’écrivant XYZ dans le système 

de base 7 et ZYX dans le système de base 11. 

\E 1) Ecrire dans le système décimal : 
Les nombres suivantes écrits dans le système binaire : 

(100). , (10100). , (Li) 

2) Écrire dans le système décimal les nombres suivants : 166, 588, 1307 

Ç 1) Soit ne IN*, Montrer que X = 4" + 15n — 1 est divisible par 9. 

2) Soit n e IN*, Montrer que Y = 2°"! x3"*° +1 est divisible par 11. 

7 Soit l’entier N = 53x4 dans la système à base 8 

a) Déterminer x pour que N soit divisible par 7. 

b) Déterminer x pour que N soit divisible par 6. 

c) En déduire x pour que N soit divisible à la fois par 6 et 7. 

  

\ 1) On appelle diviseur strict d’un entier naturel tout diviseur autre que 

le nombre lui même. Déterminer les entiers naturels diviseurs stricts de 2220. 

2) On appelle nombres amiables deux entiers naturels tels que chacun d’eux 

soit égal à la somme des entiers naturels diviseurs stricts de l’autre. Vérifier que 

220 et 224 sont amiables. 

ÿ 1) Déterminer les entiers naturels a et b tel que a + b = 11994 
et PGCD (a, b) = 1999 ( on admet dans cette question que 1999 est un 

nombre premier). 

2) Soit l'équation dans IN : (E): X°-SX+11994=0 avec(S eIN) 

a) Déterminer S pour que 3 soit une solution de l’équation. 

Déterminer alors la 2°" solution. 

b) Peut-on avoir un entier S tel que 5 est solution de (E). 

3) Montrer que tout entier n solution de (E) est un diviseur de 11994. 

En déduire toutes les valeurs possibles de S telles que (E) admettent 
deux solutions entiers. 

Ÿ La clé des codes barres : 
e code UPC (Universel Prodect Code) utilise des nombres de treize chiffres 

pour designer un produit de consommation. Les douze premier chiffre désigne 

le produit, le treizième est un clé de contrôle destinée à délecter une erreur dans 
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lun de douze premiers. La clé est calculée de tel sorte que si le nombre l’écrit 
6 6 

drd2... 413. AlOTS 3x ÿ'a, +D'an est divisible par 10 
i=1 i=0 

Exemple calculer la clé associé au nombre de douze chiffres 325 039 17 681 

3x(2+0+9+1+6+1)+(3+5+3+0+7+8+Kk) est divisible par 10 

3x19+26+k=83+k quiest divsible par10 d'oùk=7 (laclék 0<k<9) 

Déterminer la clé de chacun des codes barres suivants : 130 090 003 412 ; 561 

111 305 500 ; 156 130 550 001. 

\Y/ On considère la suite (u,) d’entiers naturels définie par : 

n+} 

u, =14 

u,,, =9u,-6 pourtoutentier natureln. 

1) Calculer u,,u,,u,etu, 

Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers 

chiffres de u, ? 

2) Montrer que, pour tout entier naturel n,u,,, —u, est divisible par 4. 
n+2 

En déduire que, pour tout entier naturel k, ux— 2 est divisible par 4 et 

u,4, est divisible par 4. 

3) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2U, = 5°*? + 3. 

165



Divisibilité Solutions 

CORRIGES 

V/ ocu 
1){e] : 6 sont 3, 13, 23, 43, 53, 73. 
2)b] :9car 2*x37 x5? x11=2* x(32) x3x52x11 

Donc 9 * divise 2°*x9°x3x5?x11 
3)L] : Le PPCM (984, 702) = 115128 
4)h] : PPCM (n (2n+1), 2n+1) = n (2n+1) 

Ÿ/ 1) Faux : PPCM (6,5) = 30 et pourtant 6 et 5 ne sont pas des multiples 

de 15. 

2) Faux : PPCM (15,15) = 15 et PGCD (15,15) =15 
3) Vrai : a, b deux entiers naturels pairs 

Alors PGCD (a, b) est au moins égal à 2 donc PPCM (a, b) sera toujours 

différents de ab. 
4) Vrai : a, b premier alors PGCD (a, b)= 1 

Alors PPCM (a, b) = ab. 

\Ÿ/ On décompose en facteurs premiers : 1440, 4536, 39600 on obtient : 

1440=2° x3° x5 

4536=2 x3° x7 

39600=2*x3° x5° x11 

d’où le PGCD (1440, 4536, 39600) égal à 2°x3°=72. 

1° Méthode : 
1) On décompose en facteurs premiers : 64 et 2045 on obtient : 

64 = 2° et  2045= 5x409 alors PGCD (2045, 64)=1 

2°"° méthode : 
On bien en utilise l’algorithme D’Euctide 
2045 | 64 et 6461 et 61 [3 et 3 |1 

61 131 3 |1 1 [20 0 |3 

donc PGCD (2045, 64) est le dernier reste non nul qui est 1. 

2) 2045 -61+64x31 

2045 = 61+64X31 et 64=61+3 et 61=20x3+1 
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comme 61 = 2045 - 64x31 et 3-=64-61 

3 = 64 — 2045 + 64x31 

3 = 64 x 32 — 2045 

3x 20 = 64x 32x20 — 2045 x 20 
ainsi L=61-20x3 : 

1 = [2045 - 64x31] — [64 x 32 x 20 — 2045 x 20] 

1=2045x21-64x31x21 

1=2045x21-64x651 
donc x=21 et y=251 

/ a) Comme n?-3n+6=n2-3n+2+4={(n- 1)(n -2) +4 

Comme d divise 4 et n — 1 donc d divise (n? - 3n + 6) 

Soit d' = PGCD (n — 1, n° - 3n + 6) alors d' divise n — L et n2 - 3n +6. 

Comme 4 = (n2 - 3n + 6) — (n — 1) (n —-6). Donc d' divise 4 d’où d' divise 4 

etn—1 ainsi d' divise d et comme d divise d' alors d =d' 

finalement PGCD (n - 1,4) =PGCD (n-1,n2-3n +6) 

b) PGCD (n- 1, n2 - 3n + 6) = PGCD (n -— 1, 4) 

donc un diviseur de 4 or Div(4) ={ 1,2, 4} d'où de{1,2,4}. 

2) Onan?-3n+6=(n-1)(n-2)+4 

n°-3n +6 4 _ 
———#=n-2+——est un entier sietselement si n - Ie Div(4) 

n-Î n-1 

<n-l=1 oun-1=2 oun-1=4 

n=2ou n=3 ou n=5 

d’où ne{ 2,3,5} 

7 cn (x, y) = 16 alors x = 16k et y = 16k’ avec k,K'EIN. 

x + y = 224 devient 16k + 16k° = 224 
k+k'=14 comme k,K'EeIN 

alors (k,k'}e{(13,1) ;(11,3) ;(9,5)(1,13) ;(3,11) :(5,9)} 

ainsi (x, y)e{(208,16) :(176,48) ;(144,80); (16,208) ;(48,176) :(80,144)} 

\, 1) a est divisible par 19 

— 10n +u est divisible par 19 

— 10n+u= 19%, KeIN 

= u = 19Kk—10n 

b=n+2u=n+2(19k- 10n)=-19n+ 2X19Kk = 19(2k-n) 
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donc b est divisible par 19 

* Si best divisible par 19 

> n+2u=19% = n=19k -2u 

a = 10On +u = 10(19k° - 2u)+u 
a = 19(10k’ — u) donc a est divisible par 19. 

Conclusion : a est divisible par 19 si et seulement si b est divisible par 19. 

V£ nest pair on peut l'écrire n = 2p (peIN) 

A = n(n2 + 20) = 2p (4p? + 20) = 8p (p? + 5) d’où A est divisible par 8. 

B = 2p (4p° - 20) = 8p (p°-4) 
C=2p (dp? + 4) = 8p (p?+1) et D=8p(p?-1) 

donc B, C et D sont divisible par 8. 

VA Pourn=0: 3+27=7 et 7 est divisible par 7 
Supposons que 3” *! + 2"*? est divisible par 7 

Montrons que 3” ** + 2"** est divisible par 7 
On a 32549143 320+1 . 9+4+921+2. 2 = 3#+1 | 949272. (9-7) 

= 32+1 . 9+2"+2. 9-7. 22+2 = 9(3**! +27t2,27 | 21+2 

Comme 3° *! + 2"*? est divisible par 7 et 7 . 2°*? est divisible par 7 
alors 3**° + 2"* est divisible par 7. 
Conclusion : VneIN, 3° *! + 2"*? est divisible par 7. 

2) Pour n = 1 on a : 3° 2% = 665 qui est divisible par 665 

ainsi la propriété est vraie pour n = 1 

Supposons que 3° — 2% est divisible par 665 et montrons que 

36840 _26m+D est divisible par 665 
361+6 _26+6 = 351 .36 _261 .26 = 35" .729-2% 64 

—729(3%-2% )+(729-64)2° =729(3% -2% )+665.2 
comme 3% — 2% est divisible par 665 et 665 . 2°" est divisible par 665 
Alors 3% _ 260+D est divisible par 665 d’après le principe de récurrence 

3% _ 29 est divisible par 665. 

Ni Les diviseurs de 8 sont : 1,2, 4,8 

1) S(8)=1+2+4+8=IS 

Les diviseurs de 36 sont : 1, 2, 3, 4, 6,9, 12, 18, 36 

SG6)=1+2+3+4+6+9+12+18 +36=91 

Les diviseurs de 152 sont 1, 2, 4, 8, 19, 38, 76, 152 
(152 = 2.19 donc le nombre de diviseurs est (3 + 1)(1 + 1) = 8) 

S(152)=1+2+4+8 + 19 + 38 + 76 + 152 = 300 

2) Les diviseurs de 28 sont 1, 2, 4, 7, 14, 28 
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S(28) = 1+2+4+7+14+28 =56=-2x28 

donc 28 est un nombre parfait. 

3) Montrons que a et b sont premiers entre eux et seulement si S(a b) = S(a) 

S(b) a et b sont premier entre eux alors tout diviseur de aXb est le produit 

d’un diviseur de a et d’un diviseur de b. 

S(a b) est la somme de tous les termes de la forme 

(diviseur de a})x (diviseur de b) c’est alors exactement S{(a) x S(b). 

4) Si p est premier ses diviseur sont 1 et p donc S(p})=p+l 
5) Les diviseurs P' sont 1, p, p’, p’, .. P.. 

k 
S(p°) =1+p' +p° +...+p" = p c’est la sommation des termes 

i=0 

consécutifs d’une suite géométrique de racine q = p. de 1°° terme 1. 
k+#1  k+1 

-1 1-p P S{p" |== 12 

(F1) 1-p p-l 
6) 496=2*x31 

2* et 31 sont premiers entre eux et on a S(31) = 1 +31 

2° 1 

  

=31   

$(496) =S(2* }xS(31)-31x32=992=2%x496 

Donc 496 est un nombre parfait. | 

1) a) U,,,-1=Uf -U, +1-1=U, -U, =U, (U, -1). 

b) Vérifier : U, =U?-U,+1=3 et U,-1=2=U, ainsi la propriété est 

vrai pour n = 1. Supposons U,,,-1=U, .U, ,..U;, U.. 

Montrons que U,,,-1=U,,, ;U,..U, U.. 

En effet: U,,,-1=U,,, (0, -1)= 0, (U, U,….U, U) 
D'après le principe de récurrence on a : 

VxEeIN* U,,,-I=U, .U,...U, .U.. 

2) U,,,-I=U, .U,. .… U,.U, 

alors U,,U, , … ,U, sont desdiviseursdeU,,, -1 

n-1 

doncilne divise pas U 
n+l* 

\y À =4x 3y est divisible par 9 et 2 
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4+x+3+yest divisible par 9 

ye{0,2,4,6,8} 

Pour y=0= 7 + x est divisible par9= x=2 

Pour y=2— 9 + x est divisible par9=x=0 ou x=9 

Pour y=4= 11 + x est divisible par9=x=7 

Pour y=6— 13 + x est divisible par 9= x =5 

Pour y=8— 15 + x est divisible par 9= x =3 

ainsi les valeurs de (x, y) sont : (2, 0) ; (0,2) ; (9,2) ; (5,6) ; (3, 8) ; (7, 4) les 

nombres alors sont : 4230, 4032, 4932, 4536, 4338, 4734 

1) Div (6)= {1,2,3,6}, 1 +2 + 3 = 6 alors 6 est parfait. 

Div (28)= {1,2,4,7,14,28}, 1+2+4+7+ 14= 28 alors 28 est parfait. 

Div (496) = {1,2,4,6,16,62,124, 248,496} 
1+2+4+6+ 16 + 62 + 124 + 248 = 496 alors 496 est parfait. 

2) On sait que 2" — 1 est premier et que les diviseurs de 2°" sont : 1, 2, 2°, … 
.…2"" l'alors les diviseurs du nombre : 

2" et 2" -1,2(2" -1),22 (2° -1)...2"2(2" -1) enfin 2"-1(2"- 1) 

Signifie que 

n-2 

1+2+2?+4.,+2"14(2 Aj(1+24.422)-S 2 +(2"-1) 372" 
k=0 k=0 

n-1 1-2" 1-2": 

= 5 t( DEEE Œ 2°, Sommation d’une suite géométrique 
.27 7 k=0 

de raison q = 2) 

=2"-1+(1-2")(1-2")= (2 -1)[1-1427 7 ] 2 (27 1) 20 2" (2" 1) 

On conclut que 2° (2" -1) est parfait. 

2 Soit À l’entier qui vérifie les deux conditions : 

* xyzdanslesystème de base 7 alors z+7y+72x= A 

* ZX dans le système de base 11 alors x + 11y + 112z = A 

Ainsi À = x+11y + 121z = 49x + 7y +2 

Soit 48x — 4y — 120z = 0 

12x-—-y-—30z=0 
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1<x<6 

y = 12x — 30z en base 7 on a :40<y<6 

O<z<6 

comme y> 0—12x-307>0 «2 2 >z doncx>32>7z 

x=3 = y =36-30z alors z=lety=6 

n=5 — y =60-30z alors Z=2ety= 0 

ainsi les entier sont 361 ou 502 dans le système de base 7 

\ 1) (100)aeuwx =0+0x2+1x2?=4 donc(100),. =(4)s 

(10100 )aeux 

=0+0x2+1x22+0x2*+1x2°=20=2x10=0+2x10=(20). 

(L1 Laeux =1+1xX2+1x27=26=(6)4, 

2) 166 = 100 + 60 +6 =10° x1+6x10+6=(166).. 

588=5x10" +8x10+8=(588),. 

1307=1000+300+7=10" +3x10° +7=(1307). 

NA Vérifions pour n = 1 

X=4+15-1= 18 et 18 est divisible par 9 
Supposons que la propriété est vraie pour n2> 1 c'est-à-dire X est divisible par 9 
Montrons que 4°*! + 15(n + 1) 1 est divisible par 9 
°4*l+15(n+1)-1=4.4"+15n+15-1=4.4" +4 15n + 14 
= 4 .(4" + 15 n -1) — 60n + 15n + 18 
= 4, (4° + 15n — 1) —45 n + 18 = 4(4° + 15n — 1) + 9(2 - 5n) 
Comme 4” + 15 n — 1 est divisible par 9 et 9/9(2 — 5n) 

alors 9/ En +15(n+1)-1] ainsi d’après le principe de récurrence Vne IN* 

X = 4" + [5n— I est divisible par 9. | 
2) Montrons par récurrence que : Vx € IN*, y est divisible par 11 

Vérifions pour n = 1ona: 

y=55est divisible par 11 — yestdivisible par11. 

Supposons que la propriété est vraie pour 

n >1 c'est à-dire y = 2 x3"*? +1 est divisible par 11. 

Montrons que 27"*! x3"* +1 est divisible par 11 

171



Divisibilité Solutions 
  

22+#1 ,31+3 +1=2? 22: .3+2 .3+1=12.2?""! .31+2 +1 

=12(2"" x 32 +1)-12+1=12(2" x 32 +1)-11 

Comme 2°"! x3"*24 I est divisible par 11 et 11/11 

ainsi d’après le principe de récurrence y=2*"" X3"*? +1 est divisible 

ar IL. 

NA a) N = 53x4dansla base8 alors N=4+8x+3.8? +5.8° =8x+2756 

comme 2756 = 393x7+5 

alors N = 8x+393x7+5=7x+393.7+5+x ainsi N est divisible par 7 

si et seulement si 5 + x est divisible par 7 or 0O<x<7 

donc la seul valeur de x qui convient est 2 

b) N = 8x + 2756 comme 2756 = 459x6+2 alors N=8x+459.6+2 

= 6x+459.6+2x +2 

N est divisible par 6 si et seulement si 2x + 2 est divisible par 6 comme 
O<x<7 donc x=2 ou x=5 

c) N est à la fois divisible par 7 et par 6 si et seulement si (x=2 ou x=5)et 

x =2 alors x=2 

2220 = 2° x3!x5! x37! (donc le nombre des diviseur est (2 + 1) (1 + 

1} (1 + 1) (1 + 1) = 14 diviseurs) alors les diviseurs stricts de 2220 sont : I, 2, 

3,4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 37, 60,74, 111, 148, 185, 222, 370, 444, 555, 740, 

1110 

2) Comme 220 = 2° x5x11 alors les diviseurs stricts de 220 sont : I, 2, 4, 5, 

10, 11, 20, 22, 44, 55, 110. 

alors So = 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284 

de même pour 248 on obtient S2g4 = 220 

On conclut que 220 et 284 sont deux nombres amiables. 

1) PGOD (a, b) = 1999 alors on peut trouver deux entier a’ et b’ tels 

que PGCD (a’,b’)=1eta=a 1999; b=b? 1999 

comme a + b = 11994 alors 1999a° + 1999b° = 11994 donc a’ + b’ =6 
comme a” et b’ sont premiers entre eux alors a’= letb’ =5Soua’=5etb’=1 

ainsi a—1999 et b=5x1999=—9998 où a —9995 etb=1999. 

2) X°-SX +11994=0 

a) X=3—3 -S.3+11994=0— ainsi S=4001 

S=X'+X"=4001 or X'=3d'où X"—=4001-3-3998 
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b) Si 5 est une solution de (E) — 5° -8.5411994-08-" TN 

donc 5 ne peut pas être une solution de (E) ; 

3) nest solution de (E) n° -Sn+11994=0 ; n(S-n)=+11994 
ainsi n est un diviseur de 11994. 

En décomposant en facteur premier on retrouve que 11994=2%x3 x1999 

Div (11994)={1,2,3,6,1999,3998, 5997, 11994} 
Les solutions de (E) sontnetS-n 

n=l—>S-n=1199= S = 11995 

n=2 > S-n=5997 = $ = 5999 

n=3 > S-n=3998 > S = 4001 

n=6— S-n=1999 = S =2005 

E * Déterminons la clé de 130 090 003 412 

3x(3+0+0+0+4)+(1+0+9+0+3+1)+k 

3x9+14+k=41+kestdivisiblepar10 et 0<k<9 donck=9. La clé est 9 

* pour 561 111 305 500 on a 

3x(6+1+1+0+5+0)+(5+1+1+3+5+0)+k=3x13+15+k 

= 54 + Kk qui est divisible par 10 donc k=6. 

* pour 156 130 550 001 

3x(5+1+0+5+0+1)+(1+6+3+5+0)+k=3*12+15+k 

=51+K quiest dévisible par 10 donck=9 

=]4 \? 1) Soit (u,) la suite définie par | *° 
u,,, =Su, -6 pourtoutneN. 

Nous avons : u, =5u,-6=5x16-6=64. 

u, =Su,-6=5x64-6=314. 

u, =Su, -6=5x314-6=1564. 

u, =5u,-6=5*x1564-6=7814. 

On peut conjecturer que si n est impair, alors les deux derniers chiffres de u, 
sont 6 et 4 et que si n est pair, alors les deux derniers chiffres de u, sont 1 et 4. 
2) a) Pour tout 

neN,u,,, =5u,,,-6 =5x(5u, -6)-6=25u, -36—4(6u, -9)+u,. 

alors u,,2— u,= 4 ( Gu, — 9) Or, pour tout ne N,6u, -9 EN . 

On en déduit que, pour tout ne N.U, , 2 — u, est divisible par 4 
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*Nous avons : u, =4*X3+2 donc U — 2 est divisible par 4 Supposons que, 

pour un entier naturel k donné, on ait u — 2 est divisible par 4 

Nous avons : u,,,, —u,, éstdivisible par 4 donc u.,,, —2 est divisible par 4 

Le raisonnement par récurrence permet donc d’affirmer que, pour tout 

keN, u,, —2 est divisible par 4. 

*Nous avons : u, =4%*16 donc u, est divisible par 4 

Supposons que, pour un entier naturel k donné, on ait u., ,,est divisible par 4 

est divisible Nous avons : u Ua est divisible par 4 donc u 2k+1+2 7 2k+1)+1 

par 4 : 

On en déduit par récurrence que, pour tout ke NN, u.,,, est divisible par 4 

b) Nous avons : 2u, =28et 5°*?+3-28 donc 2u, =5*? +3. 

Supposons que, pour un entier naturel k donné, on ait : 2u, =5"*? +3. 

Nous avons : 2u,.. =2x (su, -6)=5x2u, -12=5x (5% +3)-12=52 43 

donc si 2u, =5"*? +3 alors 2u,,, =5"*° +3. 

On en déduit par récurrence que, pour tout ne N, 2u, =5"*? +3, 
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Chapitre VI 

Les nombres premiers 

  

  

“ Définition : 

e Un nombre est dit premier s’il admet 2 diviseurs 1 et lui même. 
*Rernarque : 1 n’est pas un nombre premier 

= Théorème : n un entier naturel supérieur ou égal à 2, si n n’est divisible par 

aucun entier P tel que 2 <P < Vn alors nest premier . 
+ Exemple : 971 est il premier ? 

On essaie de diviser 971 par 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31 on s’arrête à 31 car 

le nombre qui lui est immédiatement supérieur est 37, et que 

37° = 1369 > 971 et l’on se rend compte qu’aucun de ces nombres ne convient 
On en déduit que 971 est premier. 

= Définition : un entier est dit composé s’il admet un diviseur premier 

l<P<Vn 

n Théorème : il existe une infinité de nombres premiers. 

+ Théorème Fondamental de l’arithmétique : 

Tout entier naturel non nul et différent de 1 se décompose d’une façon 

unique sous forme d’un produit de n facteurs premières 

N=P'xp2x pt, 

avec P;,P:, ... , P, des nombres premiers tels que P.<P,<P, et 

d,,@,,..., 0, EIN 

Exemple : 144 = 2* x 3. 

Petit théorème de Fermat : 
p est un nombre. premier, a entier tel que a > 2 et non divisible par p. 

1 se 
— a} —1est divisible par p. 

Conséquence : p premier, a un entier supérieur où égal à 2 alors 
a? — a est divisible par p. 
ms Propriété : c un nombre premier ; a, b deux entiers naturels 

c divise ab et cne divise pasa — c divise b 
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Réflexes 

Situations Réflexes 

Déterminer le nombre de diviseurs | On décompose N en facteurs 

d’un entier N ? premiers N=p,"*.p,".….p,". 

Le nombre de diviseurs de N est : 

(o, +1)(a, +2)..(a, +1) 

Déterminer si un entier naturel n | On effectue les divisions euclidiennes 

est premier où non de n par les nombres premiers 2,3,5,7, 
…, 7. jusqu'à ce qu’on arrive soit à 

une division exacte soit à l’essaie d’un 

nombre premier dont le carré est 

supérieur au nombre donnée (alors le 

nombre est premier) 
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ENONCES 

QCM 
Indiquer la bonne réponse par a, b ou c en justifiant votre réponse. 

1) Parmi ces trois entiers naturel, ce lui qui n'est pas premier est: 

R] 1781 H 1783 1787 
2) a et b désignent deux entiers naturels supérieurs à 1 alors PPCM (a, b) = ab 

il suffit que 

a divise b b a et b premiers entre eux a multiple de b 
3) a et b désignes deux entiers naturel a et b tel que a divise b alors a Ab est 

égal à : 

Ha b b f] ab 

Vrai - Faux 

Dire si l’affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse. 

1) Deux nombres premiers distincts sont toujours premiers entre eux. 
2) Il existe deux nombres premiers strictement supérieur à 2 et consécutifs. 
3) Un nombre premier est premier avec tous les entiers naturels non nuls qui le 

précèdent. 

4) Pi, P2,P3, Pa désignent 4 nombres premiers alors P? XP, x PF xP* est 

parfait. 

1) Déterminer les nombres premiers compris entre 1 et 150 dont le chiffre 

des unités est 3 

2) Déterminer les nombres premiers compris entre L et 150 

Ÿ n désigne un entier naturel et a = n° + 4n + 3 . existe-t-il des valeurs den 
telle que a soit un entier naturel premiers. 

ÿ N un entier naturel supérieur ou égal à 2 et a = n° + n° + 1 . En utilisant le 
fait que 

a=n"+2n°+1-n°. Montrer que a n’est pas un nombre premier. 

ÿ a) Décomposer en produit de facteurs premiers l’entier a = 81 648 

b) Quel est plus grand entier naturel dont le cube divise a ? 

NV 1) Calculer la somme suivante avec xe IR et p EIN 

1-x+x?-x + +(-1) xP. 
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2) Montrer que pour tout ne IN ona :x°"*' +1 est divisible par x + 1. 

P k on. P . 

3) En déduire que VpEeIN, (2° ] +1 est divisible par 2? +1 sik 

est impair 

4) Montrer que si 2° + 1 est un nombre premier alors m est une 

puissance de 2. 

Ÿ Soit N un entier naturel impaire non premier. 

On suppose que N = a° — b° où a et b sont deux entiers naturels. 

1) Montrer que a et b n’ont pas la même parité. 

2) Montrer que N peut s’écrire comme produit de deux entiers naturels 
petq. 

3) Quelle est la parité de p et de q ? 

4) a) 250507 = 514? — 117° écrire en produit de deux facteurs . 
b) Les deux facteurs sont ils premiers entre eux . 

c) Cette écriture est elle unique ? 

On se propose dans cet exercice d’étudier le problème suivant : 
« Les nombres dont l’écriture décimal n’utilise que le seul chiffre 1 

peuvent-ils être premiers ? » 

Pour tout entier naturel pZ2,on pose N, =1...1 où 1 apparaît p fois. 

On rappelle dès lorsque N, =100! +107? +..+10°. 

1) Les nombres N,=11, N,—111, N,=1111 sont-ils premiers ? 

10p-1 
  2) Prouver que N, = . Peut-on être certain que 10P — 1 est 

divisible par 9 ? 

3) On se propose de démontrer que si p n’est pas premier alors N, n’est 

pas premier. 
On rappelle que, pour tout nombre réel c et tous entier naturel n non 

nul, x" -1(x-1)(x"" +x 7? +.+x +1). 

a) On suppose que p est pair et on pose p = 2q, où q est un entier 
naturel plus grand que 1. Montrer que N, est divisible par N; = 11. 

b) On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3q, où q est un 

entier naturel plus grand que 1. 
Montrer que N, est divisible par N; = 111. 

c) On suppose p non premier et on pose p = kq où k et q sont des 

entier naturels plus grands que I. En déduire que N, est divisible 

par Nk. 
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4) Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier. 

Cette condition est-elle suffisante ? 

1) Montrer que, pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier 

naturel x : (x -1)(1+x x + +xtl }=x' -1. 

Dans toute la suite de l’exercice, on considère un nombre entier 

a supérieur ou égal à 2. 

2} a) Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positif de n : 

n = dk. Montrer que a° — 1 est un diviseur de a" — I. 
b) Déduire de la question précédente que 2% - 1 est divisible par 7, 

par 63 puis par 9. 

3) Soient im et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD. 

a) On définit m'et n' par m—=dm' et n=dn'. Déterminer m'an' 

b) On suppose u et v strictement positifs tel que d = mu - nv 

Montrer que : (a -1)-(a" -1)a* =a 1. 

Montrer ensuite que a° -1 est diviseur dea"" -1 etdea” -1. 

c) Calculer, en utilisant le résultat précédent, un diviseur commun de 25 _1] 

et de 2% 1. 
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CORRIGES 

Dh} 1781 = 13 x 137. donc 1781 n’est pas premier 

2) bl a, b premier entre eux alors PGCD (a, b)= 1 

— PPCM (a, b) = ab. 

3) di: a divise b alors a Ab —b. 

1) Vrai : a, b premiers distincts leur seul diviseur commun est 1 

— PGCD(a, b) =1 

— à, b premiers entre eux . 

2) Faux : deux entiers naturels consécutifs, alors l’un est pair et ne peut donc 

pas être premier. 

3) Vrai : un nombre premier n’a que L pour diviseur commun avec les entiers 

qui le précèdent. 

4) Faux : l’exposant de P, n’est pas pair. 

\Ÿ/ 1) Les nombres recherché sont : 3, 13, 23, 43, 53, 73, 83, 103,113. 

2) Les nombres premiers entre 1 et 150 sont: 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53 

59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,109 

113, 127, 131, 137,139 et 149. 

\/ a=n? +4n +3 =(n+ 1) (n +3) 

Sin >lalors n+1 22 et n+3>4 

Donc a admet des diviseur autre que 1, ce n’est pas donc un nombre premier. 

Sin = 0 alors a= 3 c’est un nombre premier. 

a=n° +2n2+1-n2=(n2+1}-n? 

= (n°? -n+1) (n2 +n+1) donc n°? -n+1 et n? +n +1 sont des diviseurs de a. 

n 22alorsn? n+1 27etnn+1>1 
donc a admet 2 diviseurs autres que 1 

ce n’est pas donc un nombre premier. 

a) a = 81648 =2* x3° x7 
b) Pour déterminer le plus grand entier naturel dont le cube divise 81648. 

Il suffit de chercher pour chaque exposant, quel est le plus grand multiple 

de 3 qui lui est inférieur où égal . Le plus grand entiers dont le cube divise a 

estn=2 x3° car n° =2° x3° est un diviseur de a. 
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1) a? a même parité que a ; b° a même parité que b. 

Comme N est impair, a° et b” n’ont pas la même parité, donc a et b n’ont 

pas la même parité. On peut aussi remarquer que N = (a + b) (a — b), les deux 

entiers naturels (a + b) et (a — b) sont impairs, donc a et b n’ont pas de même 
parité. 

2) N=(a+b)(a-—b);N, a et b sont des entiers naturels, donc (a + b) 
et (a — b) sont deux entiers naturels. 

En posant p=a+betq=a-b,onaN =pxq, avec p et q deux entiers 

naturels. (Remarque : on a aussi N = NX 1...) 

3) Comme N est impair, p et q sont nécessairement impairs. 

4) a) 250507 = 5147 — 1177, donc 250507 = (514 + 117)(514— 117), 
donc 250507 = 631x397. 

b) 631 et 397 sont premiers entre eux, puisque ce sont deux nombres 
premiers. 

(V631+25,... et 631 n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5,ni par 7, ni 

par 11, ni par 13, ni par 17, ni par 19, ni par 23 .….; 1397 +19,...et 397 n’est 

divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7, ni par 11, ni par 13, ni par 17, ni 
par 19). 

c) Cette écriture n’est pas unique si l’on accepte que 250507 = 250507 x1. 
Elle est unique si aucun des deux facteurs ne doit être égal à 1. 

1) Pour tout entier naturel pZ22onposeN, =1.. 1 où lapparaîtp 

fois, c’est-à-dire N, =10P7 +1002+..+107. N, =11 est premier. 

N3= 111 n’est pas premier car N; =3x37. 

N4= 1111 n’est pas premier car N,=11x101. 

2) Pour tout peN et p22, N, est la somme de p premiers termes consécutifs 

de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 10. 

  

  

      

1-10 
Par conséquent, pour tout entier naturel p22, N, =1%* 

__10p-1 

70 
Pour tout peN et p22,N, estentieret10? -1=9N, donc 10° — I est 

divisible par 9. 

3) a) On suppose que p est pair et on pose p = 2q où q € N*. 

181



Les nombres premiers Solutions 
  

Nous avons alors 

N,=(10%+10%2)+(10%0% +10%*)+..+(10! +10°) 

N,=10%? (10+1)+10%*(10+1)+... +(10+1) 

N,=11X (10%? +10%7% +... +1). 

Or10%7 +10 +..,+1EN donc N, est divisible par 11. 

b) On suppose que p est un multiple de 3 et on pose p = 3q où qe N*. 
Nous avons montré que 

s\ 4 (10-1 L(Lo atto #1 done N,=10n (0) 1 W( ’ 
  

999» (10 )7'+.+10 +1) 
_ 5 = 111x((10° J” +...+10 +1) 

et pour tout qe N*,(10° 1" +...+10+1eN 

donc N, est divisible par N3 = 111. 
c) On suppose q non premier et on pose q = kq où k et q sont deux entiers 

naturels supérieurs à 1. 

  

  

  

Nous avons 

10 - cotys-1 (OS-1){ (10) +..+10" +1] 

P 9 9 9 
10% -1 kg: ic 

Or =N, et (10°) +1EeN*, donc N, est divisible par N. 

4) Une condition nécessaire pour que N, soit premier est que p soit premier 

puisque, si p n’est pas premier, N, n’est pas premier. | 

Cette condition n’est pas suffisante. En effet, 3 est premier, mais nous 

avons montré que N, est divisible par 3. 

\Ÿ/ 1) Six= 1, on a, pour tout keN, (x-1)(1+x+x?+..+x°1)=0 

et x°-1=0 

donc, six= 1, alors keN, (x-1)(1+x+x°+..+x"7)=x"-1 

Si xl alors, pourtoutkeN*,1+x+x? +...+x""! est la somme des k 

premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison x. 

On en déduit que, pour tout x 41 etpour toutke N*, 
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x" -1 
  (x-D(+x+x +. +x 0 = (x 1) 

(x-D)(+x+x +. +x next, 
Ainsi, pour tout ke N *et pour tout entier naturel x, 

(&-1)(A+x+x7+..+x 0=xt 1, 
2) a) Soit a un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

Soit ne N *et d’un diviseur de n. 

  

      

Il existe donc un entier naturel k non nul tel que n = dk. 

On en déduit que : a"-1=a% -1=(a}" -1. 

En utilisant le résultat de la question précédente dans le cas particulier 

où x=a°, on obtient : a"-1=(a%-1)(1+a%+..+(a)f1) 

avec a°,...,(a*)""! entiers naturels doncl+a+...+(af)"'eN *et, 
par suite, a°— 1 divise a°— 1. 

b) Puisque 7 = 2° I et que 3 divise 2004, nous pouvons affirmer que 7 
divise 220% 2 1. 

De même, on a 63 = 2° - 1 et 6 divise 2004 donc 63 divise 22% _ 1. 
Comme 9 divise 63, on en déduit que 9 divise aussi 2/7 1. 

3) Soient met n deux entiers naturels tels que PGCD (m, n) = d. 
a) d'est ie PGCD de m et n, donc on 

am=dm' et n=dn' avec m'etn'premiers entre eux. 

b) On suppose que u) 0 et v)0. 

On a d = um — vn donc . 
(a -1)-(a" -1)a‘ = a" -1-a*d +ad 

(a -1)-(a" -1)a‘ = qu -1 -a7u +a 

(a"" -1)-(a" -1)a* = 1. 

d divise m donc d divise mu. 

Du résultat de la question 2, on déduit que a° — 1 divise a" — 1. 
De la même façon, a° — 1 divise a" - 1. 

c) Soita = 2. 

Si mu = 63 et nv = 60, alors on a d =3 pourm=9etn= 15. 

Donc 2° — I est un diviseur commun de 2% — 1 et 2% — 1 c’est à dire 7. 
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Chapitre VIII 

Vecteurs de l’espace 
  

  

M Caractérisation d’un vecteur de l’espace : 
  

Si A #B et C D, on dira que les vecteurs : | 

AB et CD sont égaux si: 

-Les droites (AB) et (CD) sont parallèles. 

-AB = CD. 
-Le sens (de À vers B, de C vers D) sont les mêmes. 0 

On notera u=AB-CD=EF- Fresnes c 
_— 

Le vecteur nul, noté 0 est le vecteur dont les représentants sont : AA, BB... 
  

= 
Soit u un vecteur et À un point de l’espace, il existe un unique point B 

— — 

tel que u = AB 

H Propriétés : 
> > > ‘ 

Soient u,v,w trois vecteurs de l’espace et k, k’ deux réels : 

      
  

  

  

  

    
d+V=vau CNET ESS 

u+0-0+u-u O.u=0. 
Relation de Chasles : fi ;) 5 
ss 3 u + v [=ku +kv 

u = ABet v =BC. 

AB + BC = AC (k+ k}u =ku +ku 

u+f-u)-5 Gex =x fr à)     
  

m Vecteurs colinéaires — vecteurs coplanaires : 
  

> — > > > 

u=ABetv=AD u, v deux vecteurs non nuls. 

. né D . . ne ne . » + . 

On dit que u et v sont colinéaires uetv sont colinéaires si et 

Si À, B et D sont alignés seulement si il existe un réel k 
Le — 

tel que u=kv           
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> > 

u,vetw sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels 
EN 

a et B tel que w =au +Bv.     
  

On dit aussi u,v,w sont linéairement dépendants ou  {u,v,w} forme une 

famille liée 
D? na . . > > . 

Remarque : Si u et v sont colinéaires alors u,vetw sont coplanaires. 

H Bases et repères de l’espace : 
  

Tout triplet (7, 7,x ue vecteurs non coplanaires de l’espace est 

appelé base. 
  

  

IT 2 D D . . . . 
Soit | 1,j,k]|baseet u un vecteur, il existe un unique triplet 

— > eo > 

(x, y, z) tel que u=x i+y j+zk.     E > > > 

x, y et z sont les coordonnées de u dans la base | i, j,k |. 

  

. ne X 

Notation : u|y 
Z 
  

— 

Si O un point et G 1) base alors (oi dk) est un repère. 

  

  

(o , Hé , ï , k repère, M un point on appelle coordonnées de M l’unique : 

triplet (x , y ,2) tel que OM = x 1+Yy j+zk     
  

Notation : M (x,y,2) avec X : l’abscisse, y : l’ordonnée et z : la côte 

Par. . D D D \ 
Propriétés: Soit (o. i,j À) un repère 

> = [x+x! ._ [x [x s : . _ —{kx *Si u|ylet u'|y'|alors u+u'|y+y'| *Soit keIR ; ku | ky |. 
Z Z' Z+2' kz 
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*Si À (kuyaza) et B (x VB» 2») Alors LIRE 
ZB—ZA 

*Si IL est le milieu de [AB] alors I es JatYs Zaïre 
2 7 2 ° 2 | 

x XL pt fx (x ÿ y FAY-xXY=0 

*ul|yl|et u'| y | sont colinéaires si et seulement si x x —x7'-x"z=0 
Z z' 

Y You z 2 FYZ-Y7-0 

M Bases orthonormales et repères orthonormaux : 

* (5% base si de plus 
> 

i 
— 

j 
= 

k 
> > — 

=let i,j,k deux à deux 

        

  

    

  

    

    
orthogonaux alors c’est une base orthonormal. 

ES + > & po : > — 
# (o. i,] À repère orthonormé si et seulement si G ,J: k) est une base 

orthonormale et o est un point de l’espace. 
> > — N SD à > { 

* (o, i,j » est un repère orthogonal et seulement si i, j,k sont deux à 

deux orthogonaux et O un point de l’espace. 

X 

* lo,r.i.K) repère orthonormé et u} y | alors Jul +97 +7 

Z 

x Définition :Soit @°= G, 3, k) une base de 7 et (u, V,W) un triplet de 

vecteurs de #7. 
a a' a" 

tels que u|b|, vlb'| et w| b"|.On appelle déterminant de (u, v,w) dans &, 
t C C c" 

Lu a a a" 

et on note dets (u,v,wW)=|l pr bp" = a(b'e"-c'b") -b(ac'"-c'a"}+c(a'b"-b'a"). 

c c' c" 

*Théorème 
Un triplet de vecteur de W forme une base , si et seulement si, son déterminant 

relativement à une base quelconque de W est différent de 0.   
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*Règle de SARRUS pour le calcul déterminant d’ordre 3: 

a a a 

Soit à calculer dét (u,v;w)=[b b'  b'D’après SARRUS. On écrit le 
C c' c" 

déterminant et on recopie les deux premières colonnes puis on fait la somme de 

produits de 3 facteurs pris sur une même diagonale. 

+ + + — — —     
le dét (u,v,w) = abc" + a'b"c + a"bc' - a"b'c - ab"c' - a'bc" 

  

  

  

  

ée, 
Réflexes: 

Situations Réflexes 

Comment démontrer que + On établit une relation vectorielle u = kv 
deux vecteurs u et v sont | où k est un réel. Pour cela on peut être amené 

colinéaires ? à utiliser la relation de Chasles. 

* Ou si, dans un repère, u(x:y;z) et vx y 57) , 

on démontre qu’il existe un réel k tel que : 
x=kxx';:y=kxy et z=kxz 

+ Ou siu =AB et v = CD, on démontre que 

u et v ont la même direction 

c’est à dire que : (AB) // (CD). 

Comment démontrer que On démontre que les vecteurs AB et CD sont 
deux droites (AB) et (CD) colinéaires 

sont parallèles ? 

Comment démontrer que On démontre que les vecteurs 

trois points À, B et C sont AB et AC (ou AB et BC , ou …) sont 
alignés ? pe ua de —= = 

colinéaires c’est à dire que AB = KCD avec 

k réels. 

Ou on démontre que dét( AB,AC ) 

Comment démontrer que | + On établit que u = AB, v = AC,w = AD 
trois vecteurs u et vetw | avec À, B, C, D dans un même plan. 
sont coplanaires ? + ou on établit une relation vectorielle 

  

w= au + bv avec a et b réels. 

* ou dêt (u ,v W) = 0         
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ENONCES 

QCM 
Indiquer la bonne réponse par a, b où c et justifier votre réponse. 

ABCDEFGH est un cube, I le milieu de [AB], J et K les centres des faces 

EFGH et BCGF 

1) Le vecteur DC+AE+FG est égal au vecteur … 

A xG H 56 Q 5 
2) Les vecteurs JÉ et JG sont 

El] égaux b colinéaires orthogonaux 

3) Les vecteurs IJ,BC etDE sont … 

el colinéaires deux à deux b coplanaires l] ni l’un ni l’autre 

4) Dans le repère (A, AB, AC, AE), le point J a pour coordonnées … 

Bou) bH(0:0:1) Bfoa) 
2°2° 

5) Les vecteurs TK et ä sont 

El colinéaires b orthogonaux l ni l’un ni l’autre 
Vrai - Faux 

Ÿ Dire si l’affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse. 

D) ABCDEFGH est le cube d'arête 1, I le milieu de [AB] Jet K les centres des 

faces EFGH et BCGF 

a)Le vecteurs BA+DB+BF est colinéaire au vecteur GB 

b) Le vecteur KJ est colinéaire au vecteur EB. 

c) Les points A, L K, J sont coplanaires. 

d) Dans le repère (A, AB, AD, AË) , la distance JK est égale à 216
 

2) Deux vecteurs quelconques de l’espace sont coplanaires. 

3) Trois vecteurs dont la somme est égale au vecteur nul sont coplanaires. 

4) Si À, B, C, D sont des points côplanaires alors pour tout point M de 

l’espace, les vecteurs MA,MB,MC et MD sont coplanaires. 

5) A, B, C, D, E sont des points de l’espace tels que AD=2AB et AE=3AC. 

Alors les vecteurs AB, ACetDE sont coplanaires. 
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Vecteurs de l’espace Eroncés   

9 On donne ABCD un tétraèdre et on rapporte l’espace au repère 
—+ 7 — 

(A, AB, AC, AD). Déterminer les coordonnées des centres de gravités des 

quatre faces du tétraèdre. 

ABOD désigne un tétraèdre, I, J, K et L les milieux respectifs des 
segments [AB], [BC], [CD] et [DA]. Prouver que [, J, K et L sont coplanaires. 

\wcoa8-cr un cube. On note Ï le milieu de [A’D’], J celui de 

[AD], K celui de [BC] et L celui de [BC]. 
1) a) Démontrer que les points I, J, K, L sont coplanaires. 

b) Démontrer que DK , D'C' , B'C' sont coplanaires. 

c) Comparer 1B' et DK 

* Démontrer que les plans (1JB°) et (D’KL) sont parallèles. 
. > > « , , 

Soit | i,j,k|] une base et m un paramètre réel donné, on donne: 

u=(m+1) i-+{m-+2) j+(2m+3)k ; v=(2m+4) i+(m+8) ÿ+(6+9m)k 

et W=2 149 j K 

a) Pour quelle valeur de m, u et v sont colinéaires ? 
= 

b) Pour m = -1, Montrer que u ,v et w sont coplanaires. 

VAcDu un tétraëdre ; [, J, K et L sont les points définis par : 

AÏ-TAB;BJ-1BC;CK -iCD; AL - 1(AC+A5) 
1) Calculer les coordonnées des points I, J, K et L dans le repère 

+ ——+ —— 

(AABACAD) 

2) Calculer les coordonnées des vecteurs IL et JK. et déterminer le réel k tel 

que IL=Kk JK. 
, # SN s > > — 

espace est rapporté à un repère orthonormal (o. i,] x) , on donne 

les points :A(1,0,2), BG1,2); C(G3:2, 2) :D(2,1,-2) ,E(3,2,D :F(6,5,-11) 

— 

Montrer que : 

1)A,BetE sont alignés. 

2 ) ABCD est un parallélogramme. 
3) F appartient au plan(ABC). 
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ABCD est un tétraèdre ; A’, B’ ,C’ et D’ désignent les centres de gravité 

respectifs des triangles BCD, CDA, DAB et ABC. 
+ te 7 

Le point G vérifie GA+GB+GC+GD= 0. 
— > ——Ù  —— 

1) Vérifier que GD+GB+GC=3GA. 

2) En déduire que G appartient à la droite (AA). Ecrire alors AG en fonction 

de AA". 
3) En déduire que les droites (AA), (BB’}, (CC) et (DD”) sont concourantes 

en G. 
4) On désigne par I, J,K,L,M et N les milieux respectifs des arêtes 

[AB] ;[CD] ;[AC] :(BD] [AD] et [BC]. 

a) Prouver les égalités : GI=1 (GA:GE)et Gi-1(6C +65) 

b) En déduire que G est le milieu de [I]. 

c) Montrer que (1J), (KL) et (MN) sont concourantes en G. 

d) Montrer que GA'+GB'+GC'+GD'=0 

ABCDA'’B’C’D° un cube et le repère R (A ABACAA) 

1) a) Trouver les coordonnées des points D, D’, B’et C’ dans R. 
—— 

b) Soit O le milieu de [B’C’]. Trouver les coordonnées du vecteur OC. 

2 ) Soient u fi ,Ÿ A et w 1) dans la base (AB , AC, AA) 

+ > 

a) Montrer que u,vetw sont non coplanaires. 
> > 

b) Soit le repère R’ (A ,U,v, w) déterminer les coordonnées des points B, C 

et À’ dans R’ puis du vecteur OC dans la base| u V, w) 

5 + > 

Ÿ7 Dans l’espace muni d’un repère orthonormal (oi ik), on 

considère les points : À (-7, -15, 3) ; B (-4, 20, -1) ; C (4, 5, 30) et D (25, 0,2). 

On appelle I le milieu de jure] et J celui de [AB|.On appelle K le point 
+ —>Ù > —— 

vérifiant KA + KB + KC + KD = 0. 

1) Calculer les distances AB, AC, AD, BC, BD et CD. En déduire la nature du 

tétraèdre ABCD. 
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2) Soit G (5,25 31) montrer que G est le centre de gravité du 

triangle BCD. 

3) a } Trouver les coordonnées de K. 

b ) Montrer que les droites (AG) et (BD) sont orthogonales. 

c ) Monter que À, K et G sont alignés. 

d ) Montrer que IK et IJ sont colinéaires. 

\Z ABCDEFGH est un cube d’arête 1 cm de longueur. 

I, J et K sont les milieux respectifs des arêtes [EH] ; [EF] et [FB]. 

P est le plan (UK). On se place dans le repère orthonormal. (a AB, AD ,AË) 

1) a) Calculer les coordonnées des points I, J, K et G. 
_ — 

En déduire les coordonnées des vecteurs IT, JK et AG. 

b) Montrer que la droite (AG) est orthogonale au plan P. 

2) a) L, M et N sont les milieux respectifs des arêtes [BC], [CDJet [DH]. 

Calculer les coordonnées des vecteurs IL, IM et IN. 

b) Etudier l’orthogonalité des vecteurs AG et IL ; AG et IM ) AG et IN . 

En déduire que les points M, N et L appartiennent au plan P. 

3) a) Calculer les coordonnées du centre O du cube. Montrer que O appartient 

au plan P. 

b) Montrer que l’hexagone IJKLMN est un hexagone régulier 
de centre O. 
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CORRIGES 
QCM 

1) La réponse est |: 

DC=AB =DC+AE+FG=AB+AE+FG=AF+FG-AG. 

2) La réponse est b :J=E*GS JE=-JG. 

3) La réponse est 

4) La réponse est fc : car I € (ACE) et le (AC). 

5) La réponse est cariR- Es et El et EB ni colinéaires ni perpendiculaires. 

\p vai -R — Faux 

1)a) Faux: BA+DB+BF-DB+BA+BF=DA+BF=DA+AE-DE 

et DE etGB sont colinéaires. 

b) Vrai: dans le triangle GEB on a J = E*G et K = B*G 

alors Ki-ÏBE--ÎFE. 
2 2 

c) Faux: (AT) et (KT) sont non coplanaires. 

d) Faux: JK = Lep- . 

2) Vrai: on peut toujours avoir deux représentants de u etv coplanaires. 

3) Vrai: u+v+w=0—w=-u-v donc U, V,W coplanaires. 

4) Faux: le Cube ABCDA'B'C'D' et A'A,A'B,A'C et AD sont non coplanaires. 

5) Vrai: AD=2AB et AËE=3AC alors AD-AË=2AB-3AC 

donc ED=2AB-3AC ainsi ED.AB.AC sont coplanaires. 

ar définition du repère on a : 

A (0, 0, 0) ; B (1, 0,0) ; C (0, 1,0) et D (0,0,1). 

G le centre de gravité de ABC alors GA+GB + GC 0 on pose : G (x,y,z) ; 

__{- 1-x _ —, — 
DE ca! -Y ac GC Hi 3) La relation GA+GB+GC = 0 équivaut à : 

-Z 
-Z 

_7 

(-x) + (-x) + (x}-0 
, _1 

I 

(y) + (y) + (1-y) -g QUENCOTE 4 y = à 

-3z=0 
Z= 
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1 1 d’ou G nt FT; o) de même pour les autres centre de gravité : 
3 ?3 

G: le centre de gravité ABD, alors Gi ( ,0, 1} 

) 3) G: le centre de gravité ACD, alors Gao 57 

1} 
73 

G; le centre de gravité BDC, alors GAL 
3 ? 

\/ Dans le triangle ABD on a : 

= À *B et L = A* D alors L-1D8. 

Dans le triangle BCD on a : 

K = D * Cet J = B * Calors KI=}DB. 

  

Donc LI = KJ par suite (LD) est parallèle à (KT) 

ainsi [, J, K et L sont coplanaires. | J L 

Ÿ 1)a)Ona AT=1LAD et BL -1BC 

or AD=BC (ABCD carré) donc 

AJ = BL ou encore IL = AB de même on trouve : D 

IK = A'B' comme AB = A'B (ABB'A'un carré) d'ou JL=IK 

par suite (JL) // ((K). Par suite I, J, K et L son coplanaires. 

b) DK=DC'+CK or K=B'*C'ou encore CK =1 CB". 

  

      C' 

DK = D'C'+ à CB; par suite DK , D'C'et C'B' sont coplanaires. 

c)Ona .IB'=IA'+ A'B'or 1= A'*D'ou encore IA'=1 DA! . 

— > ——  ————— 

= D'A'+ A'B'comme ÀA'D'= B'C'et A'B'= D'C' 
  

= C'B! + D'C' of DK — D'C' + à C'B' . 

Par suite TB = DK . 

2) La droite (IJ) est parallèle à la droite (KL) donc au plan (D’KL). La droite 

(IB’) est parallèle à la droite (D’K) (car IB'= D'K ) donc au plan (D’KL). 
Les deux droites (1J) et (1B°) du plan (IJB') sont sécantes en I et toutes deux 

parallèles au plan (D’KL) par suite (IJB’) est parallèle au plan (D’KL). 
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> 

ÿ a) uet v sont colinéaires si et seulement si : 

m+l  2m+d _6 gimtl 2m+4 26 4im+2 mt); 
m+2 m+8|. 2m+3 6+9ml 2m+3 6+9m 

équivaut à (m+1)(m+8)-2 (m +2) =0 et (m+1)(6+9m)-(2m+3)(2m+4)-0 et 

(m+2)(6+9m)-(m+8)(2m+3)=0 

ou encore -m? +m=0et5m?+m-6—0et7m?+5m-12=0. 

*-m+m=0< m. -m+1l)}=0&m=-0oum=l1. 

m = 0 n’est pas solution des dernières équations mais m = 1 est vérifié pour les 

équations. 

(0) -f2)\ -/2 
b}) Pour m=iomasi(|}5(4):5(8) 

1°® Méthode: : 

  

  

  

  

  

— _ — 

cherchons deux réels a et B tel que w =au +Bv. 

2=2 > D > d > > 

Bras — Le d’ou w=2u+v par suite u, v et w sont coplanaires. 
1=a-38 - 

2°" Méthode: 

0 2 2 
on = — 2 21 2 2 

Dét(u,v,w)=1I1 7 9)=- + =-—4+4=0 
—3 -i| 7 9 

1 —3 1 

par suite u , v et w sont coplanaires.. 

\/ 2 + Ai= 1 AB+0.AC+0.ADdou (10,0) 3° 

— — — a —+ 

*# AÏ=AB+Bi=AB+1BC-AB+1(BA + AC) 

3 AB+L AC +0.ADaou1 (3,10) 
4 

+ AR=AC+CK = AC+3 CD = AC +3 (CR + AD) 
__5xG:3XD4 | 5 3) = gAC+SADdouk 0,38) 

# AT LA: lLAD 1 1 AL = AC + gAD donc L (0, c 1) 

194



Vecteurs de l’espace 
  

_I 
0-3 

2) IL 1-0 d'ou IL 

L-0 

on conclut que IL 

— 

AB 

Solutions 

1 3\ (23 
h TK S î TK s 6 :.JK $ "4 d'ou IK & 

1 30 3 
6/ 8 8 

JK d 4. =0] onc k = 9 

-1 1 —f3-1 — f2 
-0 d'ou AB 1 |; AE! 2-0 d'ou AE | 2 
_2 + 1-2 =] 

U
S
E
 

on remarque que AË = 2 AB donc A,BetE sont alignés. 

2 AB] 1 let DE] 1 |: 
2 2 

on constate que AB = DC ou encore ABCD est un parallélogramme. 

3) Pour prouver que Fe (ABC), 

1** Méthode: il suffit de trouver x et y tel que AF=x AB+ y AC (*). On a: 

—.f5 

AF | 5 |, 
-13 

La relation (*) devient : 

— 

AB 
1 | —12 
1 |; ACI 2 |. 
2 2 

2 2 

5=x+2y 
S=x+2y 

-13=1L%x 2 13 2X-3Y 

x=-1 
soit 

P: 
Donc Fe(ABC)et F (-1,3)dans (a, AB, AC) 
Dème 

Xx+2yY=S 
x +9y=26 

Ou encore 

Méthode: il suffit démontrer que les vecteurs AB, AC et AF sont 

linéairement dépendant: 

5 1 2 1 

s 1 2h oh set 4235356 
bib 1 2) 2 2 

3 1 9 12 2 22 
2 2
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Donc les vecteurs AB,AC et AF sont linéairement dépendants d'où Fe (ABC) 

1) GB+GC+GD-(GA'+AB)+ (GA'+AC)+ (GA'+A5) 

= 3 GA' + (AB + AC + AD) or A'est le centre de gravité deBCD.= 3 GA 

2) On a GA +GB +GC+GD=0 0 

ou encore AG = Ds eG + en or GB+GC+GD=3GA', 

D'ou AG=3GA' par suite G, À, A'alignés. Ou encore Ge (AA') . 

AG=3GA'e> AG=3GA+3 AA AG = AA. 
3)P Par un raisonnement analogue, | on pret les égalités : 

BG -3 BB + BE, cG- 2cc CC'et DG = 2 DD 

d’ou . appartient aussi à (BB’) ; (CC) et (DD”) par suites les droites (AA) ; 

(BB); (CC ) et et (DD) sont concourantes en G. 

4) a) GA+GB-(Gi+1A)+(Gi+1B)-2Gi+14+1B2 261. 

Car IA+IB=01I=A*B 

Par suite Gi-1 (GX +68) de même Gi-1(6C +6) 

b) GI+GI= L(GA+68+GC+06D)- 0 équivaut à G est le milieu de [N]. 
c)On démontrrai de même que G est le milieu de [KL] et [MN} 

Alors les droites (11), (KL) et (MN) sont donc concourants en G. 

d ) On utilise : 

GAï=-1GA,GB'--1GB;GC GC'=-1GCetGD'--1 ‘GD 

%
 

D
 

0. d’ou GA' + GB'+GC'+GD'=- 

2
e
 

LARG: old 

36 GA + GB + GC +GD 

—+ >  —— 

_1)a) À AC=AB+BCor BC=AD. 
— —Ù  — 

AC=AB+ AD d'ou AD =-AB + AC 

donc D CL] 1,1 0). 

* AD'=AD+DD' or DD'= AA 
= CAB +AC AC }+ AA AA'd'ou D'(1,1,1). 

x AB-(1B+ BF) AB+ AA. 
D'ou B° (1, 0, 1). 

—+ ns 7" —) 7 

* AC'= AB'+B'C'or B'C'=BC=AD 

  

  
  

196



Vecteurs de l’espace Solutions 
  

—AB'+ AD= (AB + AAï)+{- AB+AC)=AC+ AA d’ou C’ (0, 1, 1). 

b) On a C (0, 1, O). 

1 
_DR'+c 10 0x1 1#1) 1). 2 O=B C’ done O(40,0#1 14 . D'ou O 2° 1-par suite GG] À |: 

-l 

2)a) Pour prouver que u V et w sont ils coplanaires il suffit de chercher a et b 

LL L 1=2a+2b 
tel que : w = a u + b v.ou encore | 1 = a-b 

3 = 0 impossible 
> 

d’ou a et b n’existent pas par suite u, vet w sont non coplanaires. 

b) u=2 AB+ AC ; y=2 AB- AC etw=AB+AC+3 AA. 

On remarque que u+y= 4AB d'ou AB = 1[v +). 

> > ‘ 

AC= u 2AB- üt{uv)-1(e ‘|. 

5 — — D — — 

w= AB + AC + 3AA' d'ou 3AA'=w - AB- AC. 

Le 1 > 2\ TL > _3? 1 

=w Lis) fu +) u+lv+w. 4°*4 

Ainsi AA'= Lusdvsls. 

AB=u +1y doncB (1 10/dans R 

AC- lu -1v doneC ( 0)dens'. 

AA'= Lu + +1w donc AE. > Ldans R° 

OC=-LAB+LAC-AA' 

oc-tfiui ir) fui iv) 1v-lv-3ulv1x 
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7e 
d'ou OC L7 dans la base (a , v , |. 

# 
\/ 1) AB = (xs- xaŸ + (ys- ya) +(zs- zaŸ = 1250 =25V2. 

AC=25V2 = AD-BC=BD=CD. 
On a donc AB = AC = AD = BC = BD = CD on en déduit que ABCD est un 

tétraèdre régulier. 

  

  

_37 13 50 
3! | 3|  |3 

2)GB 3 : GC 1 : GD 2 

_34 59 _25 
3 3 3 

— — —(0 
d'ou GB + GC + GD fi , G est donc le centre de gravité du triangle BCD. 

7x) —f{ 4x) —f 4x) —/[25-x 
3) a) On pose K(x, 7,2); KA! -15-y |; KB] 20-y |; KC| 5-y jetKD]) -y |. 

3-z -1-z 30-z 2-Z 

KA+KB+KC+KD=0. 

-7-x-4-x+4-x+25-x=0 

x=2 
2 

15-y+20-y+5-y-y=0 y=> d'ou k(2,5,17) 

=. 
2 

3-z-1-z+30-z+2-7z-0 

b)Ona AG] 20 |, BD 2 et (45x29)+ [70,20)+ (22 3)-0. 
3 3 

“
R
o
i
s
 

Alors les vecteurs AG et BD sont orthogonaux par suite les droites (AG) et 
(BD) sont orthogonales. 

- TOR
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23 46 23,70.35,46 9 
AK ês AC 50 À D À ñ C = +1 | on remarqu VU 4 Se y Si LIN ÿ LE — ) AK 2 et AG 3 que q 273 3 “2 0 

2 + 2*3 2*3 0 
donc AK et AG sont colinéaires par suite À, G et K sont alignés. 

+ nn  — 

d) KA+KB+KC+KD=0. 

(RS +74 )+ (RI + 18)+ (Ri + 1C)+ (Ri + 15)=0. 
2 + 2Ri + (A + 18)+ (C + 15)-6 

or J = A*B et I = D*C d'ou 2KJ +2Ki=0 Ki+Ki=0 
Ri+1i}+Ki-0 > 5 -2R par suite D etIK sont colinéaires. 

Vo a) * AÏ= AË + El=LEH + AE or EH = AD 

  

      

H 

LIBRES 10,1 LI = AD+AEd'oul 0,11) N E | F 

+ AÏ=AË+Ej=AË+ EF nd, | 
K 

= 1 AB + AË d'ou 1 A ° = > AB+AËd ou 1Û ,0,1) 

+ + +  —— 

+ AK=AB+BK=AB+1BF-AB+1AËdouk (1.0.1) 
—) 7  —>Ù 7 —Ù ——— — 

_— 

I 

1 
—| 21 —/f1 
;,JK| O0 |; AG]I:: 

2 Î 
2 

b) Vérifions l'orthogonalité de IJ et AG :JK et AG. 
1 1 … 1 1 = Ci) (is (0x1)=0 et(Lx1)+ (ox1)+ (x)-o 

donc AG est orthogonal à [J et JK .D’ou (AG) est orthogonale à deux droites 
sécantes ([J) et (JK) par suite (AG) est orthogonale au plan (IJK) = P. 

2) a) AL=AB+BL=AB+1ADdouL (|, 1,0) 

AM = AD + DM= LAB + AD d'ou ML,1,0) 
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AN=AD+DN-AD+1AË dou N (0,1,1) 
1 

1 lp ñ 0 
Or 10 ha ol L IN L . 

-] _] -L 

; AG 1 ; (l x 1) + (0 x1)+ (1 x1)= 0 donc ILest orthogonal à AG. 

O
r
 

L
o
 

So % Al
 

T
S
 

“M 
Î 

L
D
 

- AG f] (+ nl + (x 1}+ (1x1)= pdonc IM et AG sont orthogonaux. 

K — 

IN 
LAC ‘) (0x 1)+ L 1}+ ( 4 a} odoncIN et AG sont orthogonaux. 

Les points M, N et L appartiennent au plan perpendiculaire à la droite (AG) 
et passant par I c’est à dire le plan P. 

3) a) O le centre de cube ou encore AO =lAG d'ou O FL , 1 1) 2 272 
L 

—| 2 —— (] . 
IO 0 et AG f] donc p x 1}+ (ox1)+ Ü x 1)= 0 d’ou O appartient au plan P. 

2 

b) Montrons que les points I, J,K, L, Met N appartiennent à un même cercle 

de centre ©. 

On calcule les distances OI, OJ, OK, OL, OM et ON à partir des coordonnées. 

OI= L)"+. 0) =%2-01-0K-01-0M-0N d'oul,I,L,K, Met N 
2 

appartiennent au cercle de centre O de rayon 2 . 

Montrons que [J = JK = KL = LM =MN=NL 

Comme les points I, J, K, L, M et N sont les milieux des arêtes, les distances IJ, 

JK, KL, LM, MN, et NI sont toutes égales à la moitié de la mesure d’une 

PB 
diagonale d’une face c’est à dire =. 2 

V2 
Ceci prouve que l’hexagone IJKLMN est régulier de côté DE 
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Produit scalaire et produit vectoriel de l’espace Résumé de cours 

Chapitre X 

Produit scalaire et Produit vectoriel 

de l’espace 
  

  

D) Produit scalaire : 

e Définitions : 

“(o 1, j, k) est dit repère orthonormé si | HIT h 

ilj;ilk et jLk 

Le triplet G,,k) forme une base orthonormé. 

# On appelle produit scalaire de deux vecteurs Ü etU', le réel ainsi défini : 

1) U.U'=[U| JU] cosa 

Lorsque U et U' sont non nul et l’angle à en radians. 

2) Si l’un au moins de vecteurs U et U' est nul alors u.u'=0 

x x' 

eThéorème: B =(1,j,k) base orthonormé ; U| y | et U' y | dans B. 

Z Z' 

Ü.U'=xx'+ yy +27! 

e Théorèmes : 

Soient U ; V et W trois vecteurs de l’espace eta,fB deux réels, on a : 
    

U.V =V.U (U+Vy =Ù° +V°+2U.V 
W.(U+V)=U.W+V.W (Ü-V} = D +V'-2U.V 
(aU). V=a(U.V) 

IT) Produit vectoriel : 

+ Définition : 

(U+V).(C.V)=Ù -V”           
  

u et Ÿ deux vecteurs, le produit vectoriel des vecteurs 

u et v, noteu Av (où ux v) est le vecteur défini ainsi : 

- Si u et V sont colinéaires alors u A v=0. 

- Si u et V ne sont pas colinéaires, soient u=OA et v=OB. 

Le vecteur OC =u A v est défini de la façon suivante. 
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Produit scalaire et produit vectoriel de l'espace Résumé de cours 
  

  

  

— _.C appartient à la normale en O au plan (AOB). 

= oc=lul |" sin AOB avec 0 e0,xf. 

— (O,0A, OB, OC) est un repère direct. 

+ Propriétés : 

+ VAU=-U AV. 

e UA(KV)=ku Av. 
+ Si ABDC est un parallélogramme alors 

ABA AC] = aire de ABDC=72X* aire du triangle ABC 
  

  

e uA v est un vecteur orthogonal à u et à v. 

= Expression dans une base orthonormale directe : 

  

X 

  

          

Z 

x= vr 
Z 

X 
= AA Alors Av] y | avec &_ = xu-x7 

z x x! 

X Xx' 
Z= |FXY'-XY 

y 

Exemple 

1 1 

ul2/vl0 , Déterminer les coordonnées deu À v et vAu et 2uA3V. 

3). {2 

4 -4 
0 3 2 1 1 = … 

X= =4 et Y= =3-2-1 et Z= =-2 d'oùuaAvi 1 [= vaul-1 
3 2 1 1 2 0 

-2 +2 

24 

2uA3V=6.UAV d'où 2uA3V| 6 

-12 
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Produit scalaire et produit vectoriel de l'espace Résumé de cours 
  

  

  

Propriété: 

3 

(O,i, j, k) est un repère orthonormal :*si u(x, y, z) alors | u 

esi M(x,y,2) alors OM= /x?+y2+7? 

eSi À (kuywzx) et B (rs, Vps 2 Jalors AB= box) vo-va) 20-24) 

D |x {x + > . 

u|ylet u'|y'}; u Lu' si et seulement si xx’+yy’+zz"= 0 
Z 

=/x2+ÿ2+77 

        

7! 
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Produit scalaire et produit vectoriel de l’espace Enoncés 
  

ENONCES 

\ , Déterminer l’ensemble des points M de l’espace dans chaque cas : 

a) de =1(A et B sont deux points distincts ). 

b) U. AM=(Ù un vecteur donné non nul et À un point de l’espace) 

c) MA. MB-© (avec [AB] de longueur 3) 

V (O,i, j, k) un repère orthonormé . Soit D la droite passant par A(0,8.-6) et 

2 

de vecteur directeur U| -3 

2 

Soit B(3,7, -2) et t un paramètre réel M{Xx, y, z)eD = AM=tu. 

1) Exprimer les coordonnes de M en fonction de t. 

2) Calculer BM° . Pour quelle valeurs de t la distance BM est minimale, 

Calculer ce minimum et donner les coordonnées de M, correspondant. 

3) Vérifier que (BM.) L D. 

\ , Indiquer la réponse exacte par a, b ou c . Justifier votre réponse. 

1) (u+v)A(u-v}est égale à : 
2 —2 

a) Ô b) -2u A v c)u -v 
a a' 

2) n| b | vecteur orthogonalau plan P etn'| b' | vecteur orthogonal au 

C c' 

plan P'et Pest parallele à P'alors: 

a) n.n'=0 b)nan'=0 C) nn 

3) A(-5:0:0): B(5,0,0)et M(x,ÿ,2) alors MA AMB 

est decoordonnées: 
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0 0 ÿ 

a) | -zZ b)|z c)|-z 

y y 0 

Ÿ _Dire si l’affirmation est vraie ou fausse. J ustifier votre réponse. 

Du, V, w sont trois vecteurs coplanaires = uAV Lw. 

2) [AB A AC) = l’aire du triangle ABC. 

3) GA W)AW=(U.W)w f à avecu(a,0,0) w(b,c,0) 

dans R.O.N (0, i, j,k) 

NS ane l’espace on considère une base O.N. Gi, 3, k) 

u=i-j+2k , v=i+2j+kK , w=2i+). 

Calculer les coordonnées de (u A v) AW et uA (v A wW). comparer les 

résultats. 

Déterminer le réel a tel que u=1-2j+k et v=-2i+4j+ak soient 

colinéaires. 

‘ Soit dans l’espace un repère (o,i, j, k) orthonormé direct 

A(1,0,1) ; B(2,0,0) ; C(0,2,-1). 

1) Calculer l’aire du triangle ABC. 

2) Déterminer les coordonnées du vecteursn normal au plan (ABC) 

Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé direct on considère les 
points : A(I,0,0) ; B(1-1,1) ;  C(-2,0,1). 

1) Déterminer le barycentre G des points À, B et C affectes respectivement des 

coefficients 2, -2, 1. 

2) On associe à tout point M de l’espace le vecteur V=-2MA-2MB+MC. 

Exprimer le vecteur Ven fonction du vecteur MG. 

3) a) Le point M de coordonnées (x, y, z). Déterminer AB A V. 

b) Calculer AB. V. 

4) Déterminer le point M tel que ABAV=OA et AB.V=0. 
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Ÿ (o,i, j, k) R.O.N direct. On considère la droite D passant par À de 

vecteur directeur u. Soit M un point quelconque de l’espace. 

[MA Au] 
1) Montrer que distance de M à D est égale à NH 

1] 
2) Application : A(4, -2, 6) u(1,-2,2) M(0, 2, 0). Calculer d(M, D). 

NI (0,1, j,K) R.O.N direct. On donne les points A(3, 2, -1) et H(1, -L, 3). 
1) Calculer AH. 
2) Déterminer une équation de plan P passant par H et orthogonal à (AH). 

3) On donne les points B(-6, 1, 1) C(4, -3, 3) et D(-I, -5, -1). 

a) Montrer que B, C, D appartiennent au plan P. 

b) Calculer les coordonnées de BCABD. 

c) Montrer que l’aire du triangle BCD est égale à 5Y29. 

145 
d) Montrer que le volume du tétraèdre ABCD est égal à Es . 

(Formule du volume de rétraèdre * Base xhauteur ). 

4) a) Calculer l’aire de ABC. 

b) Calculer la distance de D au plan (ABC). 

On considère les points A, B, C de coordonnées respectives (2, 0, 1) 

(3, -2, 0) et (2, 8, -4) dans un R.O.N.D(0,i, j,K). 

1) Soit M(x, y, z). Déterminer les coordonnées de AM ABM . 

-X+y=-4+2Z 

2) Déterminer les réels x, y, z tels que < -x-y=-11+2z 

2x+y-z=8 

3) Montrer qu’il existe un unique point N vérifiant AN ABN = CN 

et donner les coordonnés du point N. 

1 
4) a) Montrer que le volume du tétraèdre ABCN est égal à EN . 

b) En prenant M = C et en utilisant la question 1°) 
Calculer l’aire du triangle ABC. 

c) En déduire la distance de N au plan ABC. 
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V7 co (O, OA, OB, OC) un R.O.N.D et M{x, y, z) 

H son projeté orthogonal sur le plan (ABC) et K son projeté orthogonal sur 
la droite (AB). 

1) a) Soit G le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients 1, 1, 1. 

Déterminer les coordonnées de G. 

b) Montrer que (0OG) L (ABC). 

c) Donner une équation cartésienne du plan (ABC). 

2) a) Montrer que MA. 06 = MH 

b) Calculer la distance de M au NE ABC en fonction de x, y etz. 

3) a) Interpréter géométriquement [MA A ME) 

Exprimer la distance MK en fonction de cette norme. 

1 
b) En déduire que MK =-——./2z° +(1-x-y). 

V2 
4) On se place dans le plan (OAB) : z = 0 et on considère l’ensemble [des 

points de plan (OAB) qui sont équidistants du point O et du plan (ABC). 

a) Montrer que [” ne contient aucun point de la droite (AB). 

b) M{x, y, 0) un point de (OAB) et n’appartient pas à (AB). 

MH 
En utilisant les questions 2) et 3) Calculer —. 

MK 
Vo donne, dans le plan, un quadrilatère convexe ABCD 

es diagonales [AC] et : [BD] se coupent en E. 

Soit F le point tel que DF=BE. 

1) Comparer les distances BD et EF puis les aires des triangles ABD et AEF. 

2) Montrer que le quadrilatère ABCD et le triangle AFC ont même aire . 

3) Montrer que ACABD=ACA AF. 

En déduire l’aire du quadrilatère ABCD à l’aide d’une expression faisant 

intervenir les vecteurs AC et BD. 
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CORRIGES 

\ a M8 MA=MB 
MB 

l’ensemble des points M vérifiant a = l'est la médiatrice du segment [AB]. 

b) U.AM=2. Soit I le point tel que AÏ=U. 

Soit H le projeté orthogonal de M sur (AI). D'où U.AM=AÏ.AM=AIL.AH 

Donc D.AM-26 AI AH-2© Añ-< 
D'où l’ensemble recherché est le plan orthogonal à la droite (AI) au point H 

défini par AH= 2 
AI 

— — 9 
c) MA.MB=- 3 

Si on appelle I le milieu de [ABT alors IA+IB=0. 

MA ME=- Le (Mi +18) (Mi+ 5) 

& MP + Mi (A +18) +8. orlA+1B-0 

21LTA CIA 9 2 9 2 
< MI HA.CTA)=-T & MI gt IA 

< MI PAR 370 <MI=0SM=I 

d’où l’ensemble recherché est {I}. 

| x-0=2t x=2t 

NY 1) AM=t.U 4 y-8=-3t 4 y=-3t+8 

z+6=2t z=2t-6 

D'où M(2t, -3t + 8, 2t— 6). 
2)BM°?=(x-3) +(y-7) +(2+2) = (2-3) +(-3t+ 8-7) +(2t-6+2) 

= (2t— 3) + (-3t+ 1) + (2t-4) 
D'où MB? = 17t — 34t + 26. Soit f(t) = 17t° — 34t + 26. 
f dérivable sur IR, f'(t) = 34t-34etonaf't)=0et=1. 
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f —00 I 4-00 

ft) _ Q + 

f(t) | 

f's’annule en 1 et change de signe au voisinage de 1 donc BM° est minimal 

  

  

        
pour t = 1 d’où BM est minimal pour t = 1 

BM =.,/17-34+26 =3 et les coordonnées de M; (2,5, -4). 

2-3 - 
3) BM,| 5-7 | d'où BM,|-2 

4+2 2 

BM, .Ù =-2+6-4=0 par suite (BMi) LD. 

Ÿ 1) (U+V)A(U-V)=uAU-uAV+VAU VAV 

0 0 

Æ-U'AV-UAV=-2U AY. 

ainsi la réponse est [b] . 

2) P//P' &n et n' sont colinéaires & nAn'=0 

d’où la réponse est [b] . 

    

JL, Lr 
__| 2 __|2 __. fx 

3) MA| -y MB| -y |alors MAAMB| Y 

-Z -Z Z 

-Y - L, —-X 1 1 
avecX = Ÿ 0 et Z=| 2 2 |=-yC=-x)+y(S-x)= y 

-Z -Z 2 2 
y y 

-Z -Z x l 

tY=l1 1 |=-4<-#)+2C--#)=2z 
5 * —-X 2 2 

ainsi la réponse est [a | . 

Ÿ 1) Vraie : u, v,w sontcoplanaires = w=au+bv 

or uAv_Lu et uaAvLv doncuAv L'au+bv=w. 
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2) faux : [AB À AC]-2x aire ABC#aire ABC. 

3) Vrai: u AW (0,0, ac) > (UAW)A w a pour coordonnées 

(O-ac° ,acb-0,0-0) 
— — —  — —|12 

= (uAwW)AwW (-ac°,acb,0). Onaussiu.w =ab et [w]) =b?+c?. 

12 — 

d’où (u.w)w -[w] .u a donc pour coordonnées (-a°c, abc, 0) 

     donc (UAW)AW= (u. W)w - fr 

1 

5 ona:ul-l vl 2 alors u A v| Y 

  

2 

-1 2 1 -1 
X= =-1-4=-S et Y=— - Z= =] 

2 1 - -1 2 

-5 2 -1 

d’où uAv|-3 | or w|1]| donc AV AW 2 

1 0 1 

Des calculs analogues donnent : U A (v A wW) =i+ 3j+ k 

on a donc (u A v) W% UA(VAW). 

1 -2 

6 uet v sontcolinéaires &uAv=0 orul-2 | vl 4 

1 a 

uAV=(-2a-4)i+ (-2-a)j ce vecteur est nul 

donc -2a-4=0 et -2-a=0 & a=-2 

VA ire ABC = JAB À AC] or AB(1,0,-1) AC(-1,2,-2) 

d’où ABAAC= 2i+3j+2k ctaire ABC = V4+9+ = — 

2) n le vecteur normal à (ABC)— n 1 AB et & L AC 
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2 

= n=ABAAC = n|3 

2 

\/o O1 ()0A-208+00)-204-20E +00 
2+(-2)+1 

alors x; =2x,-2x,+X c=-2 et y, =2y, -2ya +Ye =2 
et Zs = 224-278 +Ze =-l d'où G(-2,2,-1). 

2) V=2MA -2MB+MC=2(MG+GA)-2(MG +GB)+(MG +GC) 

=MG+2GA-2GB+GC=MG 
————— 

0 

        

0 -2-X 

3) a) AB | V 2-y — ABAV a pour coordonnées 

1 -1-Z 

-l  2-y 1 -1-z 0 -2-x 
=1+z-2+y=y+z-]; =-2-x et =-2-x 

1.  -1-z -2-x -1 -1-Z 

y+z-1 

d'où ABAV|-2-x 

-2-X 

b) AB.V=-2+y-1-z=Y-2-3. 

4) AB.V=-0< y-Zz-3=0 

y+z-1=1 
—_ — — y+z-1=0 
ABAV=OA &4-2-x=0 > 

X —- 

-2-x=0: 

y+z-l=1 : | 
320 on additionne membre à membre on obtient 2y -4=1 

Y-Z-5T— 

soit =, d’où 2 .Un seul point répond au problème c’est le point 

1 
de coordonnées (—2 2 ——), 

2 2 
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\ , 1) Soit H le projeté orthogonal de M sur D alors d(M, D) = MH. 

MA Au=(MH+HA)au=MAAu+HA Au=MHau 
——— 

0 

car (H, À despoints deD— HAetu colinéaires) 

  

  

    

— Le ANA 2 Pl = [MA a ü)=]ME au] |ME| nl sin) = [MA |ü] car MH Lu 

EL MA Au] 
ainsi MH = = = d(M,D). 

jul 
4 1 4 

2) MA] -4 let ul -2 | alors MA Au] -2 

6 2 4 

d'où [MAAu]-/16+4+16-6 et fu] =V1+4+4-3 d'où dm, D)=$=2. 

NA 2 
V, AH-| -3 | alors AH=/4+9+16-29 

4 

2) (AH) LP donc AH vecteur normal de P : -2x - 3y +4z+1=0 

or HeP donc -2+3+12+d=0 & d=-13 d'où 

P:-2x-3y+4z-13=0. 

3) a) Les coordonnées de B, C et D vérifient l’équation de P : 

(-2x-6-3x1+4%x1-13=16-16=0 = BeP) demêmepour Cet D. 

10 5 

b) BC! -4 | et BD! -6 | donc BC A BD à pour coordonnées (20, 30,-40). 

2 -2 

c) l'aire CD) [BCABD|-S 20" +30? +407 =5/29. 

d) Vpn LS 145 

4) a) Aire (ABC) == JA À AC] 
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-9 1 
AB] -1 |; ACI -5 | et AB À AC (6,38,46) 

12 4 

d'où l'aire (AB 4E +38? +46? 4899. 

1 . . 
b) Le volume de ABCD = 3 aire (ABC) * hauteur issue de D 

aire ABC ./899 31 

          

x-2 x-3 

\S AM Y BM y+2 | alorslescoordonnées de AM À BM sont : 

z-1 Z 

Y y+2 . 
X= | =yz-(2-1)(y+2)=y-2z+2 

Z- 

z-l 
Y= =(z-1)(x-3)-2(x-2)=-x-7+3 

x-2 x-3 

x-2 X-3 
Z= =(x-2)(y+2)-y(x-3)=2x +y-4 

y y+2 

y-2z+2 

d'où AMABM| -x-z+3 

2x+y-4 

-X+y=-4+27 (1) 

2) -X-y=-11+7 (2) 

_ [2x+y-2=8 (3) 

(1) + (2) donne —2x = -15 + 3z = 2x = 15 - 3z 

7+2 
(1) — (2) donne 2y = 7 +z => = 

7+ 
On remplace dans (3) on obtient : (5-32)+— 2-8 D zZ=3 

d'où 2x=6—x-3ety=S 

la seul solution de ce système est : (3, 5, 3). 
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y-2z+2 x-2 

3) On sait que ANABN|-x-z+3 | et CN y-8 

2x+y-4 z+à4 

y-2z+2=Xx-2 

ANABN=CN & -X-Z+3=y-8 

2x+y-4=7+4 

-x+y=27-4 x=3 

Soit 4 -x-y=Zz-I1l & 4y=5 

2x+y-Z=8 z=3 

D'où il existe un unique point NG3, 5, 3) solution du système de la 

question 2). 

4)a) ANABN=CN alors CN Là AN età BN = CN L(ABN) =CN 
est la hauteur de tétraèdre ainsi le volume(ABCN) 

1 JAN AE] 
— X 

3 
b) En remplaçant les coordonnées de M par celles de C 

X=8+8+2=18 

On obtient 4 Y=-2+4+3=5 

Z=4+8-4=8 

L'aire de aBc=> ac ABC] 8 +52+8 SE 

c) Le tétraèdre ABCN a pour base ARC et pour hauteur issue de N 

appelons h la distance de N au plan ABC 

Volume de (ABCN) == aire(ABC)xh or Volume de(ABCN) -< CN° 

= aire (ABN)*CN = xCN = fEN.eN-< cn. 

D'où six aire (ABC)= CN? 

lon l 
en 2 FN _ Soit h=—2—— or CN| -3 | = CN=\/1+9+49=4V59 

: aire (ABC) ° | 
7 
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I 2 

2% 59 D'où h= 2 —- 22,9 
As V5 

\7 1)a) OG=— (OA +08 +00)-1(04 +08+00) 
1+1+1 3 

à 1 1 
d'où x, USE Xc); Va 73 Va ts + Ye) et 

1 
ZG 34 +Z8 +Zc) 

or A(1, 0, 0) ; B(O,1, 0} et C(O, 0, 1) donc es o à 

JL 
‘ _] ] 

b) OG 3 AB| 1| AC| 0 
1 0 1 

3 

OG.AB=-L+1 0 « oG.AC=--L+1 9 
3 3 3 3 

donc OGLAB et OG LAC —(0G)L(ABC). 

c) (0G) L(ABC) alors OG est un vecteur normal à (ABC) 

d'où (ABC) 2x += y +22 +d=0 or Ae(ABC)— d=-— 

ainsi (ABC) xt y+ez-e0 oùencore(ABC):x+y+z-1=0. 

2) a) MA.0G-(MH+HA).0G or OG_LHA car (HA) (ABC) 
+ —— —— 

=MH.0G+HA.0G=MH.0G 
x — 

d’où NX. oû|-(N.00 or (MH) L (ABC) et (0G)L(ABC) 

donc(MH)}||(0G) d'où MH et OG sont colinéaires. 

donc (MH.0G) = 0 où r(2r)— cos (MH , OG) = 
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cos (MH,0G) 

1 

par suite JMA O6 =]M| Jo] . 

1-x k 

b) MA. -ÿ OG| | alors MA.OG=L(1-x-y-2) 
3 | 3 

-Z 1 

# 
MA.0G|-=1-x- y-4 dautrepar/MA.0G|="T 

=MH.0OG=M 

    
1 H—. 
3 

d’où MH RO) Sex -y-2 

3) a) La norme de [MA A MB] représente l’aire du parallélogramme 

ayant les segments [MA] et [MB] pour côte consécutifs or le 

double de l’aire du triangle AMB. 
K étant le projeté orthogonai de M sur (AB) 

= (MK) L(AB) = MK est la hauteur du triangle AMB dont l’aire 

est PRIE, or AB=V2. 

  

MAAMB| MK V2 
On peut donc écrire l’aire du triangle AMB est | 5 = SE       

  

2 

INR AVE] 
Soit MK =————— 

V2 
1-x -X 

b) MA -Y et MB 1-y 

-Z -Z 

— Les coordonnées de MA À MBsont: 

y 1- _ _ 1- . 
X= Ÿ *|2z et Y= =7 et Z= * * =]-x-y 

-Z  -Z 1-x -x -y  1l-y 
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Z 

=MAAMB z = ]MAAME) = /2 +2 +(1-x-5)° 

1-x-y 

22? +(1-x-y) ainsi MK = V22 COX 
V2 

4) a) On a (AB) C(ABC)= la distance de tout point de (AB) au plan 

(ABC) est nul et (O&(AB) la distance O à droite (AB) n’est pas nul) 

=] ne contient aucun point de (AB). 

2 24 1- _yY2 

b) ona me V2 0x5) or remplaçant z par 0 

  

V2 
+y-1 

On obtient MK =-— L Jo- -Xx-y)  _I* 

V2 2 

Li. -X-YV- 2] 

Me (AB)=MK 40 = MH 57 Or Z= 0 d'où ME - 2 
+1 MK 3 

LD __ A 

1) On a BD= BE+ED- DF+ED D 

=ED+DF= EF = BD- EF 
B C 

aire (ABD) => BD* AH et aire(AEF) => EF*x AH 

H est le projeté orthogonal de A sur (BD) = (EF) et comme BD = EF 
alors aire (ABD) = aire (AEF). 

2) Aire de (ABCD) = l’aire ABD + l’aire BCD on sait que 

aire (ABD) = aire (AEF)on a aire (BCD) = =BD XCK etl'aire CER = EX CK 

l'aire CEF = à EFxCK{K le projeté _L de C sur (BD) = (EF) )d’où 

l’aire BCD = l’aire CEF. donc Aire ABCD = aire AEF + aire CEF = aire AFC. 
—_——. >] > —— 

3) On a BD=EF alors AC A BD=ACAEF- ACA(EA+AF) 

=ACAEA+ACA AF. car À, C, E alignés. d’où AC A BD=ACA AF. 
nn 

0 

« aire ABCD = aire AFC = jaC\AF]-< fac Bo]. 
2 2 
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Chapitre XT 

Equations de droites et de plans 

Equation d'une sphère 

  

  

M Equations paramétriques et équations cartésiennes d’une droite: 

* Une droite est déterminée par la donnée de deux points 

ou un point et un vecteur directeur. 

. 7 + — \ {a 
* Soit CR ,] x) un repère, u|b |et AfY020) 

C 

Mx, Y, )eafaü)e AM=ou 

sf db + yo aelIR ; c’est une représentation paramétrique de la droite À, 
Z = OC + Z0 

ou encore les équations paramétriques de A. 

* Remarques: 

Si on a une représentation paramétrique d’une droite on peut avoir un vecteur 

directeur et un point . 

x=20+1 
Exemples: AX y=30-5 ;aeIR 

z=6a+3 

- (2 
On a alors u à est un vecteur de À et A(1,-5,3) est un point de A 

2) D’après la première équation du système, on trouve a = 5x _ les deux 

2 3x-2z=0 
_3%x.3- _13= Y=5x 5 soit (93729719 0 

zZ=3x -3+3 
autres équations deviennent | 

ce système est appelé les équations cartésiennes de A. 

ax +by+cz+d=0 , . .. | 
mA: est une représentation cartésienne de la droite 

a'x+b'y+c'z+d'=0 

À si seulement si ab’-a’bÆ0 ou ac’-a’c Æ0 ou bc’-b'cÆ0. 

Si et seulement si a, b, c et a' b'c'ne sont pas proportionnels 

Xx+y+Zz=0 
n pose l’une x+z-1=0 OP Exemple: si À a pour représentation cartésienne [ 

  T 
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des mconnues x où y ou z par &, on retrouve la représentation paramétrique : 

X=0 x=0 

Si on pose x — ü le système devient à y = -o - (1 - a) soit 4y=-1 (a € IR) 
z=1-0 

z=l-a 

= Equations paramétriques d’un plan 

* Un plan est déterminé par la donnée de 3 points non alignés ou 1 point et 2 

vecteurs non colinéaires. 

* P est le plan passant par Ax,,Yo,Z0) et deux vecteurs non colinéaires 

{a -(a' 
u 5) et v 5 . 

C C 

x=ûa + Ba'+xo 
M(xy,z)ePe AM=-0 u +$ v d’ou P+< y=ab + Bb'+yo (0,p}e IR? 

‘ Z=0c + Bc'+zo 

C’est une représentation paramétrique du plan. 

H Equation cartésienne du plan P : 

P:ax+by+cz+d =0avec (a,b,c) (0,0,0). 
* Remarques : 

1)Pour passer de l’équation cartésienne à une représentation paramétrique, il 

suffit de poser x =aety =fet en remplacer dans l’équation de plan pour 

avoir le système. 

2) Pour passer du paramétriques au cartésienne on choisit deux équations pour 

avoir œet le Bet on remplace dans la troisième, on obtient une équation 

cartésienne. 

M Vecteur d’un plan: 

œ 
= 

u |B | est un vecteur du plan P:ax + by +cez+d=0 

Y 

Si et seulement si aa +bf+cy=0. 

M Positions de deux plans: 
> > 

Pau. v). p(puv) 

- Si ü et v sont deux vecteurs de P? alors P // P”. 

Si de plus À € P’ alors P =P" 
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+ = 
- Si l’un des vecteurs u ou v n’est pas un vecteurs de P” alors P est sécant à P’. 

M Positions droites et plans: 

_ > 

D{a. à), P(E vw) 

= 
- D // P si et seulement si uest un vecteur de P si de plus AEP 

alors D&P. 
= 

- Det P sont sécants si et seulement si u n’est pas un vecteur de P. 

m Orthogonalité — distance d’un point à un point : 

“Un vecteur non nul est dit normal d’un plan P s’il est orthogonal à tous les 

  

vecteurs de P. Si (U;V) est une base de P etn un vecteurs normal de P alors 

nlu etnlv 

“Une droite D est orthogonal à P si et seulement si W_le vecteur directeurs de 

D est colinéaire au vecteurs normal de P. 

"a, b, c et d quatre réels données, l’ensemble des points M(Xx, y , z) vérifiant : 

ax + by + cz + d = 0 avec (a, b, c)Æ(0, 0, 0) est un plan de vecteurs 

a 

normal n| b |. 

c 

“P et P’ deux plans, d'équations respectives : 

ax +by+cz+d=0 eta’x+b’y c’z+d’ =0 dans un repère orthonormal. 

*PLP'e n.n =0 aa +bb'+cc'=0. 

# Dans un repère orthonormé, P le plan d’équation ax + by + cz + d = 0 

La distance d’un point A(X4 , Ya , Za) au plan P est donnée par : 

ax, +by, +cz, +d| 

a? +b° +çc? 

H Intersection de deux plans : 

P:ax+by+cz+d=0;P':ax+b'y+cz+d'=0 

d(A, P) = 

a a 

n| b | vecteurnormaldeP ; n'| b' | vecteur normal de P'. 

C € 
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P et Q sont strictement parallèles n =a.n' et ad'#d. 

*PetQ sont parallèles n=a.n & netn' sont colinéaires. 

* Pet Q sont sécantes & PetQ non parallèles n etn' non colinéaires. 

M Intersection droite et plan : 

a œ 

P:ax+by+cez+d=0; n| b | vecteur normal de P. u B |est un vecteur 

€ Ô 

directeur de la droite À qui passe par Axa, Ya, ZA). 

*A//Pu.n=0< aa+Bb+ôc+0 

Si de plus ax4 + bya + za + d = 0 alors AP donc ACP 

et si axa + bY4 + Cza + dÆ0 alors A&P donc A est parallèle strictement à P. 

*AcoupeP u.n #0 

Sphère : 

M Définition : 
Soit R un réel strictement positif, I un point de l’espace. L’ensemble des points 
M de l’espace tels que : 

IM = R est la sphère de centre I et de rayon R, noté : S(IL, R) 

EH Théorème : 

Soient A et B deux points de l’espace. La à sphère de diamètre [AB] est 

l’ensemble de points M de l’espace tels que AM.BM=0. 

M Equation cartésienne d’une sphère : 

Soient (O,i, j, k) un repère orthonormé , le point A(X4, Ya, Za) de l’espace et r 

un réel strictement positif. 

La sphère S de centre A de rayon r est l’ensemble des points M(x, y, z) tel 
2 2 2_ 2 que : (—x4) + (ya) +24) =r, 

c’est l’équation cartésienne de S. 

* En développant cette équation on obtient alors une équation de la forme : 

x +y +2 +ax+by+cz+d=0. 
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M Positions Sphère et plan : 
P:ax+by+cz+d=0ets de centre I de rayon RK. 

* Si d( P)=R =SnP= {H} H est le projeté orthogonal de I sur P. 

On dit que P est tangent à S. : 

* Sid P)>R =S"NP =. On dit que P est extérieur à S. 

# Si d(, P)<R =SnP est un cercle de centre H de rayon JR? -d?. 

On dit Pet S sont sécants. | 

Le point H vérifie IH=an oùn vecteur normal de P et HeP. 

Remarque : Si d(I, P) = 0 alors SP est le cercle de centre T et de rayon K. 

A Théorème : 
L'ensemble des points M(x, y, z) tel que x? +y? + 27 + ax + by + cz + d = 0 est: 

* Une sphère de centre (5 : = derayon R=4Vh 

24 24 2 

4 

. -a -b -c . 
* Un singleton {1| —,—,— 1}; sih=0. 

2 2 2 

* Le vide sih < 0. 
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ENONCES 

  

, ZX x r D >? > 

\/ Dans l’espace rapporté à un repère cartésien (o. 1,j, k) 

Soient les points A(2,-3,4) :B(1,0,2) :C(2,-1,2) :D(1,-1,3). 
+ + — 

1) Montrer que les vecteurs AB, AC, AD sont coplanaires. : 

2) a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB), 

vérifier que O (AB). 

b) Ecrire une équation cartésienne du plan P passant par O et contenant 

la droite (AB). 

Ÿ/ soi ABCD un tétraèdre ; (B,BA, BC, BD) est un repère de l’espace 

noté R . Soient P le point définit par: 2 PA +PB 0 et G le point défini par 
+ 2 —Ùù  —— 

GA +GB+GC+GD-0. 

1) Déterminer les coordonnées de P et G. 

2) Déterminer une représentation paramétrique de (PG) et une équation 

cartésienne du plan Q = (BCD). 

3) Déterminer les coordonnées du point d’intersection (PG) et Q. 

4) Soient M(1,1,-1)R:N(0,2,-1)r et L(2,-1,1)e Montrer que MN et L 

déterminent un plan P. Ecrire une équation cartésienne de P. 

5) Monter que P et Q sont sécants et déterminer un représentation 

paramétrique de PNQ. : 
r * 4 f # > > D 

\/Dans l’espace rapporté à une repère cartésien (or, ik) on 

considère les points A(1,1,-1) ; B (m, 2, m) et C (1, 2, -4) où m désigne un 

paramètre réel. 

1)Déterminer l’ensemble des réels m, pour que les points A,B,C ne soit pas 
alignés. 

2) Pour les valeurs de m obtenues dans1) on désigne par P,, le plan passant 
par les points A,B et C. 

a)Trouver une équation cartésienne du plan P.. 

b)Démontrer que tous les plans P, contiennent une droite fixe D dont 

on déterminera une représentation paramétrique. 

V0 considère les ensembles: 

D= M y, z)e Es x 73 = 2)   
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3 

1)Montrer que D et D’ sont deux droites. 
2) Montrer que D et D’ ne sont pas coplanaires 

3)soit A(1,-1,3), Ecrire une équation cartésienne du plan P 

vérifiant: AeP, D//P et D'//P. 

4)On considère le plan P’ d’équation cartésienne: x-2y+z-1=0. Etudier 

l’intersection des deux plans P et P’. 

\Aoi oi, k) un repère de &, on donne A(1,2,-1) 

et D-[M (x,y,2) € Ex -353 | z41} 

x=2-40 x=-1-$ 

D,':{y=1+a avec aeIR;D, :{y =2+2f avec BelR 

z=3+20 z=3-3$ 

1) Déterminer une représentation paramétrique du plan P passant par A 

et parallèle à D, et à D:. 

2) Donner une équation cartésienne du plan P. 
3) Etudier la position de D, et D:. 

4) Soit B,(m+6, m, m+1) avec m un paramètre réel 

a)Pour quelle valeur de m, B,€ D.. 

b) Déterminer une représentation paramétrique de (AB,,). 

5) Pour quelle valeur de m, on a (AB) // D:. 
6) Déterminer m pour que (AB) CP. 

Ÿ/ CE étant un repère deË et A(m-1, m, m+1) un point deËë. 

x=2-1 
Soit D la droite de représentation paramétrique Ë =]I+À ; ÀelR. 

Z=3 

1) Pour quelle valeur de m, A€e D. 

2) Dans la suite de l’exercice, on suppose que m# 2. Déterminer une 

équation cartésienne du plan P passant par A et contenant la droite D. 

3) Soit D, la droite de représentation paramétrique 

x=-l+my 
y=l+(m-l} ; yeIR. 
z=1l+my 

a) Etudier la position relative de D et D... 

b) Ecrire une équation cartésienne du plan Q, contenant D,, 

et parallèle à D. 
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c) Démontrer que À e PAMQ,, puis déterminer une représentation 

paramétrique de PA Q,. 

Vo PA le plan d’équation: (m+1)x+(2m-l)y+(m-1)z+2+m-=0 où 

melR 
1) Montrer que tous les plans P,, contiennent une droite fixe D, dont on 

donnera une représentation paramétrique. 

2) Montrer que D est incluse dans le plan Q:x+2y+z+1=0. 

3) Tout plan contenant D est il un plan P... 

4) Soit le point A(cost,0,sint). Déterminer m pour que AE P,.. 

\5/Soient P, le plan d’équation: mx+(3m-2)y-z-m+2=0 et D, la 

droite deGd’équation: dans le repère cartésien (o , ï , ï , k}; 

x—-y+a-1=0 , 2 
io où (ma) € IR 
1) Déterminer un vecteur directeur de D.. 

2) Déterminer m pour que P,soit parallèle à D, . Déterminer alors P, ND,. 

3) Montrer que pour toutmelIR , P, contient une droite fixe À que l’on 

déterminera. 

4) Déterminer a pour qu’il existe un plan Q qui contient Aet D.. 

Déterminer alors l’équation cartésienne de Q. 

(O,i, j k) un repère orthonormé. Soit P et P'deux plans d’équations 

respectives : 2x—-y+z+1=0et-6x+3z+2=0 

a) Montrer que P et P'sont strictement parallèles. 

b) Déterminer une représentation paramétrique de À la perpendiculaire à P 

passant par A(1,0,-1). 

\X Oo: ï k) un repère orthonormé. 

Le plan P :2x-y+274+1=0etle plan P':y+z-8=0 

a) Montrer que les plans P et P'sont perpendiculaires. 

b) Soit A(-1, 5, 3). Montrer que À est un point de P'. 

Déterminer la distance de A au plan P. 

Ç (O,i,j, k)un repère orthonormé. Soient les points A(2, -3, 4) ; 

B(-3,1,2) et le vecteur U=i+ 2j+ 3k. 

1) Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par A de 
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vecteur directeur Ü. 

2) Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par B 

et perpendiculaire à D. 

3) a) Soit H le projeté orthogonal de A sur P. Déterminer les coordonnées 

de H. 

b) Calculer la distance de A au plan P. 
4) a) Quel est le projeté orthogonal de B sur D ? 

b) Calculer la distance de B à la droite D. 

Ç (O,i, j k) un repère orthonormé. 

1) Déterminer un équation cartésienne du plan P passant par A(1, -1, 0) 

et de vecteur normal n= 2i+j-k . 

2) Soit P' le plan d’équationx-y+7z+2=0. 

a) Montrer que P LP’. 

b) Calculer la distance de H(0, 1, -3) à la droite D = PAP". 

3) a) Donner un système d’équations paramétriques de D. 

b) Déterminer les coordonnées du point M de la droite D pour le quel 

HM est minimal. 

Ç (O,i, j, k) un repère orthonormé, on considère les points A(1, 2, 0) ; 

2 1 

B(0,2, l}et les vecteurs Ul1let VI2!. 

4 5 

1) Montrer que les droites D; passant par A de vecteur directeur Ü et D, la 

droite passant par B de vecteurs directeurs V. sont non coplanaires. 

2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant D, 

et parallèle à D:. | 
3) Trouver une équation du plan Q contenant D; et perpendiculaire à P. 

4) Déterminer les coordonnées du point I intersection de D, et Q. 

5) a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant 

par J et perpendiculaire à P. 
b) J désigne le point d’intersection de À et D:. Calculer IT. 

NS (O,i, 3 k) un repère orthonormé. 

On considère la famille de plan P,, (mi — 1)x + (2m — 1)y + mz +2m+3=0 

avec mMElR. 
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1 

1) Existe-t-il une valeur de m pour que | 2 | soit un vecteur normal de P,,? 

3 

2) Pour quelle valeurs de m, P,, est perpendiculaire au plan Q ; 

Q:x+2y-z+1=0 

3) Pour quelle valeur de m, P, LD 

avec D = [M6 y,2)e € PE #2} 

& On considère les plans PA: 2x — 3my +2z+m-—1=0;melR. 

1) Montrer que tous les plans P,, contiennent une e droite fixe À parallèle au 

plan(O,i i K). 

x-2y+1=0 

y-z+1=0 

a) D et A sont-elles coplanaires ? 

b) Trouver une équation du plan contenant D et parallèle à A. 

2) Soit la droite D : 

3) a) Existe-il un plan P,, parallèle à a droite (0, 5 ). 

b) Soit le point Afcosa,3,-cose | avec ae[0, 7] 

Peut-on déterminer a pour que AeP,, ? 

\ (O,i, ï k)un repère cartésien. 

1) Montrer que l’ensemble des points M{x,y,7) de l’espace. 

Vérifiant : (x+2y—z+2) +(3x+y+2z-1) = 0 est une droite D dont 

on déterminera un vecteur directeur . 

2) Démontrer que l’ensemble des points M(x,y,z) 

Vérifiant (x +2y-2+2) -(3x+y+2z-1) = 0 est la réunion 

de 2 plans. P et Q dont-on donnera Îles équations cartésienne. 

Prouver D =PNnQ 

3) A tout mEIR, on associe le plan P,, d’équation cartésienne : 

Pa: (+ 3m}x + (2 + m)y + (2m—1)z+2-m=0. 

Montrer que tout plan P,, contiennent D. 

Tout plan contenant D est-il un plan P,,? 

NA espace étant rapporté à un repère cartésien (O,ï, j k) . On considère 

les droites D et D' de représentation paramétriques : 
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x=-1-20 x=I+A 

D':iy=2-a ;a«elR et D'<y=5-À ; ÀeIR 

z=-2+3a z=]-3X 

1) Déterminer la position de D et D". 
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant A(0,-1,2) et 

parallèle à D età D'. 

3) le plan P,: (m+1)x+2{m+2)y-(m+1}z+1=0. 
Montrer que tous les P,, contiennent une droite fixe A . 

4) Déterminer P, NP. 

5) a) Déterminer m pour que D soit parallèle à P... 

b) Dans le cas ou D n’est pas parallèle à P,.. 

Déterminer les cordonnées du point I,, d’intersection de D et P;:. 

* De l'exercices 18 jusqu'à 28 Les repères sont orthonormés. 

NE Soit S la sphère de centre A(1,-2,0) de rayon V14 . 

Soit P, l’ensemble des points de l’espace vérifiant l’équation : 

x—2y + 2z +m = 0 ou m est un paramètre réel. 

a) Montrer que P,, est un plan pour tout valeur de m. 

b) Calculer en fonction de m la distance de A à P,. 

c) Discuter selon les valeurs de m la position de S et P,. 

d) Pour m = 4, déterminer SN Pa. 

\ 19/Soit la sphère S :x?+y/+7/-x+2y-—4z2+3=0. 
2) 

Soit D la droite passant par A(3, -3, 1) et de vecteur directeur u| 1 

2 

Montrer que la droite est tangente à la sphère S. 

Soit À et B deux points distincts de l’espace tel que : AB = a 

et I désigne le milieu de [AB]. 

Déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels que : 

a) MA.MB=K(kEeIR)  b) MA, 
MB 

Vient A(0,4, -1) ; B(-2,4,-5) ; C(1, 1, -5) et D(1,0, -4). 
a) Déterminer une équation du plan médiateur de [AB]. 

b) Déterminer le centre et le rayon de la sphère S passant par les 4 points 

A, B,Cet D. 
c) le plan Q :x+y+27-—1=0 est il sécant à la sphère ? 
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Quel est le rayon du cercle d’intersection de S et Q ? 

& Soient A(6, 0, 0), B(0, 6, 0) et C(0, 0, 6). 

1) Déterminer les coordonnées de G tel que OG+2AG+3BG=0. 

2) déterminer l’ensemble S des points M de l’espace définis par 

(MO +2MA +3MB).MC=0 . 

3) Soit P le plan d’équation 3x + 4y ++ = (. Déterminer la distance du 

centre I de S à P. Que peut-on en déduire pour S et P ? 

VE A et B deux points distincts tel que AB = a ; (a > 0). 

1) Déterminer l’ensemble des points M tels que MA? + 2MB° = k. 
(k un réel positif). 

2) Traiter analytiquement ce problème lorsque A(1, -5, 2) et B(-2, 1, 2). 

Vient les points A(4, 0, 0) et B(0, 0, 4) et C(0, 4, 0). 

a) Montrer que ABC est un triangle équilatéral. 
b) Ecrire une équation de la sphère S de diamètre [BC]. 

c) Soit L'est le milieu [AC], vérifier que Les. 

d) Soit P le plan perpendiculaire à (BC) passant par I. 

Ecrire une équation cartésienne de P et déterminer SP. 

oi la famille des sphère S,,,melR 

Sm:X°+y +2 +mx+2{m-1l)y+(m+4)}z+1=0. 

a) Déterminer le centre w,, et le rayon Ra. 

b) Quelle est l’ensemble des points w,, quand m varie dans IR ? 

c) Montrer qu’il existe un cercle &(Q,r) tel que pour tout melIR,Ccs,,. 

d) Démontrer que pour tout point M, n’appartenant pas au plan du cercleë 

il existe une sphère $,, et une seule passant par Mo. 

e) Démontrer qu’il existe deux sphère S,, tangentes au plan Q : z= 0. 

VA, 1, 3} et B(3, 5, 1). 
1) Soit Q le plan médiateur de [AB]. Donner une équation cartésienne de Q 
2) A tout réel m, on associe le plan P,, d’équation : 

Pa: (m+2)x- (im + 1)y -mz+3m-1=0. 

a) Déterminer l’ensemble E; des réels m tels que P,, et Q sont parallèles. 

b) Déterminer l’ensemble E, des réels m tels que Pet Q sont 

perpendiculaires. 
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3) Soient S = (MasDeg y +7 --29-È-0) 

a) Montrer que S est une sphère dont-on précisera le centre I et le rayon. 

b) Déterminer suivants les valeurs de m, les positions de plan P,, et de 

la sphère S. 

c) Déterminer P;nS. 

NY Pet Q les plans d'équations : P:x+2y-2=0 

etQ:2x+z-8—0(. 

1) Montrer que P et Q sont sécants et donner la représentation 

paramétrique de A=PAQ. 

2) On considère S,, l’ensemble points de l’espace E tel que : 

x? + y? + 27 2mx — 2y + 2(2m—3)z- 12m + 1=0. 
a) Montrer que S,, est une sphère pour tout réel m. Préciser son centre I,, 

et son rayon. 

b) Déterminer l’ensemble des points L,, lorsque m vraie dans IR. 

3) a) Montrer que S, et Q sont sécants et déterminer leurs intersection. 

b) Déterminer Son A. 

sie A(1, -2, 3) ; B(-2, 1, -8) et C( 0, 0, -2). 
1) Montrer que l’ensemble P des points M de l’espace vérifiant : 

MA? - MC? = 10 est un plan orthogonal à (AC). 

2) Soit le sphère d'équation x? +y*+2°-2x +y+2z=0 

Montrer S (\P est un cercle dont-on précisera le centre et le rayon. 

3) Soit le point G défini par GA+GB-3GC=0. 
a) Déterminer les coordonnées de G. 

b) Donner une équation cartésienne du plan Q tangent ; à S en G. 

4) Donner une représentation paramétrique de À , la droite d’intersection de 

Pet Q puis préciser Sn A 
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CORRIGES 

Vs 0 —1 

AB| 3 ; AC 2 ; AD 2 

—2 —2 — 

Existe t-il (a,f)e IR? tel que AB = aAC+ BAD 

il 
I 

—1=$ B=1 
3=2a+28 & 4 a 3 

—2=-—20-$ 1 | 
2=-25 1-2 vrai 

— ——>  ——— 

donc AB = SAC + AD par suite les vecteurs AB, AC et AD 

sont coplanaires. 

2) a) Soit M(x,y,z) € (AB) signifie qu’il existe ae IR tel que AM = a AB or 

x—2 
—— 2— 
AM! y +3 |d’ou b + 3a avecaelR , est une représentation 

=4 -20 
z—4 

paramétrique de la droite (AB). Supposons que: 0(0,0,0)e (AB)signifie que : 

fe = ns 3a a =1=2impossible donc O(0, 0 0) (AB). 

b) on a:0ëePet (AB) cP aveOe (AB) d’ou P(0,04,08). Soit 

Mx, Y, z) e P signifie qu’il existe (1, B)e IR: tel que 

_— —  — x=2À+f$ (1) 
DR +106 > | =-3h (2) avec(Af)e IR? 

z=4+28 (3) 

L'équation (2) donne y =-3à & À = en remplaçant dans (1) on obtient 

2 2 
X = 3 +BSRB=x +3 y . En remplaçons À et B dans (3) on obtient: 
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4 
Z= 5 + 2x +3 y <> 2x —Zz=0.donc l’équation cartésienne du plan P 

est : 2x-z = 0. 

Ÿ/ Dans le repère R : (B,BA,BC, BD) on a: 

B(0,0,0) :A(1,0,0) ;C(0,1,0) et D(0,0,1) 
2(1-x)-x\ f-3x+2 

1) Soit P(x,y,2);, 2PA+PB| -2y-y |=| —3y 

—2Z-—7Z — 3z 

—x+2-0 [52 
2PA+PB=-0/3y-0 «> y=d d'ou P (2.0.0) 

—() R 
-3z =0 d 

GA +GB+GC+GD=0 > 46B+ BA + BC+BD=0 

rG-L(RA LRCz:BDI Aa! 1 11 BG -1 (BA +BC + BD) dou G 4) 

2) Soit M(x,y,z)e (PG) signifie qu’il existe ae IR tel que PM = aPG or 

2 _S 5 X=<É--<0 

Paule P 4 d'ou = 3% avecuelR ; 

l 1 
4 2 44 

est une représentation paramétrique de la droite (PG). 

Q = (BCD) donc Q(B,BC,BD . Soit M(x,y,7)E Q signifie qu’il existe 

x = 0 

(AB)EeIR? tel que BM = BC + BBD <4y=À donc une équation 

z=$ 
cartésienne du plan Q est: x=0. 
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[e
n 2 

73 n° 2 5 
—-—a = 0 
3 12 

3) Soit K(x,y,2) € (PG)N Q 
Less Y = —& Le) Y = —@ 

4 4 

2 = Lo z= dl 
| 4 4 

x = 0 

8 2 
La première équation donne à = 5 d'ou y = 3 Z=— 

donc (PG)nQ k lo 2 2) 
5 5 

4) (MEN) est un plan si est seulement si les vecteurs MN etML ne sont pas 
+ — 

colinéaires. Montrons que MN et ML ne sont pas colinéaires: 

_ (à) : 2h 4 | 2-1=-1#0. 

donc MN et ML ne sont pas colinéaires et par suite (MNL) est un plan. 

Soit E(x,y,z) € (MNL) signifie qu’il existe (a ; Be IR? 

x=1-a+f$8 (1) 

tel que EM = aMN +BML << y=1+a-28 (2) ; l’équation (3) donne 

z=-1+28 (3) 

+1 
B = £ 2 en remplaçant dans (2) on obtient: à = y + z et on remplace dans (1)   

z+l 
« et B par leur expression: x =1—y-—-7+ 5. d’ou : 

2x + 2y +z — 3=0 donc l’équation cartésienne du plan P est: 2x + 2y +z -3—(. 

x=0 

5) Soit M(x,y,2) EPNOQS x=0 
2x+2y+z-3=0 | Ÿ 2yÿ+z-3=0 

est une équation cartésienne d’une droite D, donc P et Q sont sécants 
etonaPNQ=D. 

Déterminons une représentation paramétrique de la droite D. 

Posons y =aavec & €eIR d’ouz=3-24 
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W
N
 0 

£ donc PNQ est la droite passant par 1(0,0,3) et de 
x 

et par suite D: 4y 
Z 20 

(0 
vecteur directeur ï{ !] 

S 1) Soit À (1,1,-1) ;:B (m,2,m) ;C (1,2,-4) 

A,B et C ne soient pas alignés si et seulement si ABet ACne sont pas 

colinéaires. 

m—1 0 

AB 1 : AC 1 AB et AC sont colinéaires si et seulement si 

m+l —3 | 

m —Ù0_ F0 
m—] 9 =0 m=l m=Î 

mt 3 5 51 1=0 ?4 4 impossible 

1 1| _ 
Lu À 0 

donc AB et AC ne sont pas colinéaires pour tout m €IR. 
Par suite A,B et C ne soient pas alignés pour tout m € IR. 

2) a) on a A,B et CeP, et A,B et C ne soient pas alignés pour tout melR donc 

P. (A AB, AC) 
Soit M(x,y,2) € P, signifie qu’il existe (o,p}e IR? 

| x=1+a(m-1) (1) 

tel que AM = aAB+BAC y=l+a+fp (2) ; 

z=-l+afm+1)-38 (3) 

l'équation (1) donne a(m 1) = Xx-1. 

  
_] - 

1” cas si mzl, a= etp=y-1- 2 
m—l m-1l 

En remplaçant dans (3): 2-10) (nu)-3y 4343 (21)   

(m-1)z=-(m-1)+ (x-1)(m41)-3y (m-1)+3 (m-1)+3 (x) 
(m+4)x -3 (m—1)y-(m-1)z+m-6=0 
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Donc si mÆl, l'équation  cartésienne du plan Pm est: 

(m+4)x-3(mt)y-(m-1)z2+m-6-0. 

x=]l 

2% cas: Sim=lona: {y=1+a+B 

z=-l+20-3$ 

Donc l’équation cartésienne de P, est: x=1. 

En remplaçant dans P,: (m+4)x- 3(m-1)y-(m-1)z+m-6=0 m par 1 on trouve P: 
Sx—-5=0P;:x=l. 

Donc pour tout me IR , P,;: (m+4) x-3 (m1) y-(m-1) Z +m —6 =0 

b) Soit M(x.y,z) € P, signifie que : 

(m+4)x-3(m-1)y-(m-1}:+m-6- 0 

<> mx+4x—-3my+3y-mz+z+m-6—=0 

> mfx-3y-2+1]+4x+3y+z-6=0 

est vrai pour tout mE IR si est seulement si le & 

x-3y=a-1 (1) 

4x+3y=6-a(2) 
On posez =a,| 

(1)+(2) donne 5x = 5 < x=l, en remplaçant dans (1) on trouve: 

y=£- la d'ou ù ; avecuelIR 

N 
<<

 
x 

W
I
 

R 
W
I
R
 

LU 
| 

ne 2 
est une représentation paramétrique d’une droite D passant par 1É _ o) et 

0 
1 

= 
de vecteur directeur u | — |. 

3 
1 

Donc tous les P,, contiennent une droite fixe D définie précédemment. 

VA TT [3x-o-2y-2 _ [x=2y+7 Soit M(x,y,z)e D 2 3 X—Z—2Y — 3 3 
GyeDe 242_Y-17 3z+6=5ÿ-5 © 5,,_11 

$ 3. F3 
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-28:7 -28+417 
3843 *738+3 

e y=B d'ou D: y=P avecBeIR Et par suite l’ensemble D est 

-38-11l -5g-11 
2-33 2533 

2 
: 7 11 | | 3 

la droite passant par À: 30% et de vecteur directeur u L 

3 

x+2 _ Y+3 x=2y#2 
; 4 3. 3x+6-4y+12 

Soit M(x,y,z) e D’ y+3 en = 

zH=—— _1 
3 Z=73Y 

on pose : y=® 

-4 
*© 3%+2 x = fu +2 

? en d'ou D''y=a avecuelR ; 

Z=+ _1 
3 Z=730 

par suite l’ensemble D’est la droite passant par B(2,0,0) et de vecteur directeur 

4 
| 3 

vlli 
l 
3 

2 4 
— 2 4 + Le 

2) |3 31 = — — — = —- — z 0 donc uetv ne sont pas colinéaires. 
3 3 

1 1 

x=du+2=2p+7 (1) 
Soit M(x,y,2)Ee D'NDeX y=p=a (2) 

=li-2p-1l z=u=2p-À €) 
D’après (2) a =$ en remplaçant dans (1) on obtient: 

4B+6-2B+7<6$- ; = à en remplaçant dans (3): 
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1 12 = _ I = — impossible. 
6 6 3 

> 

Donc D'ND-=-@etuet v non colinéaires donc D et D’ ne sont pas 

coplanaires. 

3) D// P et D’//P alors u et v deux vecteurs directeurs de P non colinéaires. 

Par suite p-{A u x]. Soit M(x,y,2)e P signifie qu’il existe (o,B}e IR? tel 

que : ‘ 

x=28 + du +1 (1) 

AM - av+pu d'ou P:4y = “pu (2) avec (a, B)e IR? 

Z= 28 +a+3 (3) 

D-0)-Gex-y-2=-28-128-x+y+2-1) 

GJæu=z-3-38-2-3-3(x+y+2-1) 

1_ 13 
Et par suite => x +—z-— 

P 6 6° 6° 6 

D'ou pe atyee-Defix lets) 

D'ou P: 2x-2y+z-8—0. 

2x-2y+z-8=0 

x—2yY+z-1=0 

2x-2y=8-6 (1) 

x—-2y=1-6 (2) 

4) Soit M(x,y,2)e PrPe 

On pose z = Ô alors | 

(1)— (2) donne x = 7, remplaçant dans (2), on obtient: y =3 +5 

x=7 
y =3 +28 avecôelR, 

Z = 

est la représentation paramétrique d’une droite À passant par I (7,3,0) et de 

[0 

vecteur directeur W 1 douPnP'=A, 

1 
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Ÿ/ ) A(L,2,-1) 
x=2—-40 x=-1- 

Dis y=1+a avec GER; Di4y=2+2$ avecfelR. 
z=3+2a z=3-3$ 

-f-4 — 

u | fe un vecteur directeur de D; ; v 4) est un vecteur directeur de D. 

Le plan est définie tel que À € P,D,//P,D,//P. 

D//P et D,//P signifie que les vecteurs u et v sont deux vecteurs directeurs 

du plan P donc P: fa u, ” . 

Soit M(x.y,z) € P signifie qu’il existe (t, yJe IR’ tel que 

_—_— = x=-4t-y+1 (1) 
AM = tu +yv>4y=t+2y+2 (2) est une représentation paramétrique 

z=2t-3y-1 (3) 

du plan P. 

2) 2 x (1)+(2) donne 2x + y = Te PES 

(1) donne y = exe DS x 

d’ou -1,,3 _2 
Ft 7 

En remplaçant dans (3) tet y par leur expression on trouve: 

= (BYE) 8) 

7 7 

D'ou l’équation cartésienne du plan P est: x + 2y + z —4=0 

3) Etudions la position de D, et D:;: 

—4 -] 

1 2 

et D, ne sont pas parallèles. 

  

> 

= —8 +1 —7 0 donc u et v ne sont pas colinéaires et par suite D: 

  

  

x=2-4a=-1-B (1) 
Soit M(xyz)eDiINnDiély=a+1=2+2$ (2); 

z=3+2a=3-38 (3) 

L’équation (1) donne: f = 4a —3 , en la remplaçant dans (2) on trouve: 
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5 
a =1+ 2(4a — 3) > = 7 et par suite p=2-3 -—À , remplaçons dans 

(3): 3+ 22 3-3 (21923 impossible donc D, ND, = Det par suite 

les droites D, et D, sont non coplanaires. 

4)B,(m+6,m,m +1) 

m+6=2-—40 m+6=2-4{(m-1) 

a)B,, € D, signifie que m=l+a a=mr-l 

m+l=3+20 m+1=3+2m-2 

d’ou m=0, doncB,, € D, si et seulement si m=0. 

m+5 

b) AB. m — 2 | vecteur directeur de la droite (AB. ). 

m +2 

Soit M(Xx,y,2)E€ (AB,.) signifie qu’il existe À € IR tel que 

x=(m+5}+1 

AM = LAB. S<Yy= (m — 2h +2est une représentation paramétrique de 

z=(m+2}-1 

' 

la droite (AB. ). 

  

  

5) (AB. V/D, si et seulement si AB et v sont colinéaires: 

m+5 21° ES 

m2 2 2m+10+m-2=0 3 
m+5 —1 13 . . 

=0 &<-3m-15+m+2=0 & <m=-— impossible 
m+2 —3 : 6-2m-4-0 2 

m2 2] Umtém4-0 | 2 
m+2 -3 »   

  

donc pour tout mEIR, AB et v ne sont pas colinéaires et par suite les droites 

(AB }et D, ne sont pas parallèles meIR. 

AEP 

6) (AB. )c P si et seulement si 

AB est un vecteur directeur de P 

A(1,2,-1)eP ©1+2.2-1-4-0 vrai donc AEP. 
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AB,, est un vecteur directeur de P si et seulement si: 

m+5+2m-4+m+2=0 4m +3=0 © m = = 

3 
d’où pour m = "à on à (AB. }est incluse dans P. 

x=2-—XÀ 
A(m-l,mm+1l);, DX y=l+À aveclelIR 

z=3 

m-1=2-X m=3-XÀ 

1) AeD&éim=i+A &im=l+à 

m+1=3 m=2 

Donc AëeD si et seulement si m=2 

{1 
2) AëP et DCP, soit u | L ] vecteur directeur de la droite D. D € P signifie 

s 

que u est un vecteur de P. 

B (2, 1,3) e D donc B € P donc p=[A AE ü). 

—{3-m 
fin) est un vecteur de P. Soit P : ax +by +cz+d=0 

-m 

AeP&(m-1)a+bm+{(m+1)e+d=0(1) 

> fi 
u d est un vecteur de P&-a+b=0 (2) 

—(3-m 
fin) est un vecteur de Pe (3-m)a + (1 -m)b+(2-m)c=0 (3) 

- M 

l’équation (2) donne : a =b , en remplaçant dans (3) on obtient : 

(4-2m)b+(2-m)e=0 < c=-2b=-2a pourmz2 . 

L'équation (1) donne : (m-1)a + am+(m-+1)(-2a)+ d =0 

d’ou d-3a=0&< d=3a. 
Poura=l,ona:b=1,c=--2etd=3 

D'ou P:x+y-2z +3 =0 est l'équation cartésienne du plan P. 

x=-l+m7y 
3) Dm:4y=1+(m-1l} ; y eIR 

zZ=1+my 
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>f m 
Y Ê - | vecteur directeur de la droite D... 

m 

a) Etudions la position des deux droites D et D, : 

  ml 1170 m=l 
m-11 m+m-l=0 2. | 
m à 0 <<-m=0 > impossible 
m -l M = m=0 

m 0 

donc pour tout mEIR, u et y ne sont pas coplanaires et par suite D et D,, ne 

sont pas parallèles. 

x=2-k=-1+my (1) 
Soit M(x,y,z)}eDNDn & ef 1+1=1+(m-1}y (2) 

z=3=1+my 3 

(1) - (3) donne 1-1=-2 &2=1. 

(1) donne 1=-1+my my=2.Si mz#0,my=2<e7y =2. 

(2) donne 2=1+(m-1). Les m=2(m41)e m=2 or m#2 donc m=0 

et on la remplace dans (3) on trouve que 3 = 1 impossible donc D A Dn = 
et par suite D et D,, ne sont pas coplanaires. 

b) Dn € Qm alors v est un vecteur de Q, et C (1 1, 1e Dm € Qn. 

Lo > 

D // Qm alors u est un vecteur de Q, par suite Qm (a ,U, ‘) . 

Qm:ax +by+cz+d=0. 

-a+b=0 Pa > 

u et v deux vecteurs deQm <> | > 6 1) o 
m-1}a +mc= ma + (m-1)b + mc=0 

  &b=aetc-12m si m#0. 

2m-1 
m 
  CEQm-a+b+c+d=0d'oud=-c= 

Lam 

a 

az + d'ou Qu :ax + ay ++=€<M 2m-la 0. 

. 1 2m,,.,2m-1l_ 
Ou encore Qm:ix+Yy+ m SZ + m 0. 

c) On a; A(m-1,m,m+1) 

# (m -1)+m +12 (m+1)+2M=1 2 (2m-1)[1-M- 1 +110 
m m m m mm 
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donc AE Qn. 

* (m-1)}+m-2(m+1)+3=2m-1-2m-2+3=0 donc AeP. 
On conclut que À € P M Quet que PNQn = À est une droite. 

MeAS x+y+12m, 2m 

Xx+y-2z+3=0 

4 1-2m 2m, 
on pose y =@, le système devient m 12m -a (1) 

x-2z=-0-3 (2) 

(1) - (2) donne : 

(L-2m 2m 4 2} 12mq+u+3 z=l+m 

donc x=-0-3+2z--4-3+2+2m=-a-1+2m. 

x=-0-1+2m 
Finalement À :4 y=0 ,à ER. 

z=l+m 

1) (m+1)x+(2m-1}y+(m-1)z+2+m=0 

m(x+2y+z+1)+x-y-z+2=0 

l’équation est varie pour tout mE IR donc elle est équivalente à : 
_ x+z=-1-20 prie 0 on pose y=@ lesytèmedevient| X-y-Z+2=0 X-Z=0-2 

on additionne membre à membre 2x =-3-a d'ou x=-du- 

_ 32020 3) __3gil et Z=- 2a + (la +3 donc z J4+3 

-_1,_3 
2772479 

Le système équivaut à + Y=@ , a ER 

-3,.,1 Z 2245 

C’est une représentation paramétrique d’une droite D de vecteur directeur 

u et passe par le point de coordonnées [ à ,0, 1) 

D
T
 

Donc tous les plans P,, passent par la droite D. 
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x=a-à 
2) Soit Me(x, y,z)eD SJy=t 

3,1 Z = EE) 

1,3 _3441}:1-20-920-2+3- Hu 3)+20+(3a+1}+1 20-20 55 0 

donc MEQ parsuiteDCQ. 

3) DCQ,Q est il un plan P,, c’est à dire existe-t-il Motel que Q=P,, . 

{1 > 

On a fi vérifie 1+2(1)+1=0 alors v est un vecteur de Q donc de 

Pr, fm +1 )- (2 Mo - 1)+ (m - 1)= 0 1=0 impossible 

donc il n’existe par un réel m, tel que Q = P,, . 

On conclut que : Q contient D et n’est pas un plan P,. 

d’ou tout plan contenant D n’est un plan P,.. 

4) A€Pn > (m+1)cost+{m-1)sin t+2+m =0 
m{(cost+sint+1)+cost-sint+2=0 

-cos t + sin t -2 
cost+sint+l 

\E/ .]Jx-y+a-1=0 
V/ D: Eco ouaelR 

Si cost+sint+1#0 alorsm= 

x=0a-a+l 
on pose y = d'ou Da: 4y=0 (a eIR) 

z=3a-l-3a 

{1 
donc u ') est un vecteur directeur de D. 

s 
2 ) D, est parallèle à P, alors u est un vecteur de P,.. 

Sm+(m-2)-3-0m-2. 

# 1e cas: m=>alors Da // Pa 4 

Soit A (-a +1,0,-1-3a)e D: , A €Ps 3 (a+1)+1+3a+2-220 

T = -_12 ea 3 a 7 
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Si a= 1? comme Da: // Pn et AeDN Pn alors Da N Pn = Da 

Sia #12 comme Di //Pn et (Ae Det A # Pn)donc Da N Pn = à 
7 

* 2° cas : m4 + alors D, est sécante à P, donc Da N Pn = {E}. 

x=0-a+l 
EeD:NPn &4 y=ù etmx+(3m-2}}-z-m+2=0 

z=3a -1-3a 

on obtient : m (a -a+1)+(8m-2}h - 30 +1+3a-m+2=0 

a (m+3m-2-3)-am+3+3a=0 

a (dm-5)-ma+3+3a=0&0 =ma-3-5a 
4m - 5 

; ma-3-3a. ma-3-3a,3ma-9-9a ,_ ] d'ou E An-3 a+l, 15-S > Am 1-3a 

3) Soit MX, y,z)e Pn mx+(3m-2}-z-m+2=0 

m(x+3y-1)-2y-z+2=0 l'équation est varie pout tou melIR. 

=-38 +1 3y-1=0 * Done {#} Ÿ h onpose y= B d'ous y=$ Be IR 

C’est une représentation paramétrique d’une droite À de vecteur directeur 

> (-3 
v | ï est passe par le point B (1, 0, 2). 

  

1 -3 

4) u 1 etvli comme |} 143-440 

3 -2 

> 

alors u et v sont non colinéaires. 

À et Da incluse dans Q & u et v sont deux vecteurs de QetBeQ. 

MEeQ BM=au+pv 

x=a-3B+1 (1) 
d’ou a =a+$ (2) (a,B)eIR? 

z=3a-2B+2 (3) 

-X+y+i 
(1) — (2) donne : x-y=-4$+1 d'ouf= i 
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(2) donne a = y-f= l; + 3 Y- 1 ; on remplace dans (3) on obtient : 
4 4” 4 

_3,,9,.3,2x 2 2,9 .dpou: O: _ _ 2=xX+ 2-2 +4 442 d'ou: Q:5x+7y 4z+3=0. 

VAE 6 
a) n| -1 | un vecteur normal de P.N| 3 | un vecteur normal de P'. 

1 -3 

On remarque N=-3n donc N etn sont colinéaires par suite les plans sont 

parallèles. 

b) À LP donc nest un vecteur directeur de A 

x=2a+l 

MEAS ilexisteaelIR tel que: AM=on + y=- 0 

z=a-l 

x=2a+l 

d’où une représentation paramétrique de À est: y=-« ;aeIlR. 

Z=0-Z 

2 0 

\y a) n| -1 | vecteur normalde P, N! 1 | vecteur normal de P' 

1 1 

n.N =2.0+(-1).1+1.1=0 donc nLN d'où PLP' 

b)5+3-8=8-8-0 donc AeP' 

_2.(0-5+3+1 3 V6 
d(A, P) = EN, 

: 2+P+7 V6 2 

Y 1) MX, y, z)eD & il existe a elR tel que AM=aU 

x-a+2 x=-0+2 

+<y=2a-3 d'où D'{y=2a-3 ; aelR 

z=3a+4 z=3a+4 

2) PLD donc U est un vecteur normal de P. 

d'où P:-x+2y+3z+d=0 

BEeP &-(-3)+2.1+3.2+d=-0< d=-11 

Par suite P : -x+2y +3z- 11 =0. 
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3) a) H est le projeté orthogonal de A sur P alors (AH) LP d'où AH et U sont 

Xy =-4+2 

colinéaires donc il existe aeIR telque AH=a.Ù & Yu = 20-3 

Zy =30 +4 

HEP & -xy + 2yy + 324 — 11 = 0. 

En remplaçant xu, y et Zu par leur valeur on obtient : 

a-2+4a-6+9a+1=0e 14a=7< u==1 par suite H(2:-2: 1) 
14 2 2 2 

[-2-6+12-11]. 7 _Vi4 

Jr2+3 V4 2 
4) a) D une droite perpendiculaire à P en H alors tout point du plan P se 

projette orthogonalement sur D en H donc le projeté de B sur D est H. 

166 3 2 2 1 2 NT b 48, D) = 84 = (+3 HD GEST. 

b) d(A ,P)=   

  

Ù 1) n=2i+ j-k est un vecteur normal de P donc P :2x+y-—2z+d=0. 

AEP & 2-1+d=0< d=-1 parsuite P:2x+y-z-1=0. 

1 2 | 
2) a) n'| -1 | vecteur normal de P' et n| 1 | vecteur normal de P. 

1 -1 

  

    
      

n.n'=2-1-1=0 doncn Ln' d'où PLP' H 
3 LU 1+3-1 

Jarir1 V6 2 . — 
-1-3+2 aa po-E27222 28 4 N 
AH 43 3 

Soit K le projeté orthogonal de H sur P' 

et L le projeté orthogonal de H sur P 

et N le projeté orthogonal de H sur D. 

, GDF HL)L(LN) (1) a : NL)cP D ( ) 

(AK) LP" 

(KN)cP' 

On a : (HL) LP et(HK) LP' donc HL est le vecteur normal de P 

= (HK) L(KN) (2) 
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et HK est un vecteur normal de P' comme PL P' alors HK 1 HL 

d’où (HK) L (HL) (3) donc (1), (2) et (3) entraîne que KHLN est un 
rectangle. 

D’après Pythagore dans le triangle HLAN on a : HL? + LN° = HN? 

or HL = d(H, P) et LN = HK = d(H, P’) par suite HN =4/d° +d'° =, Fe. 

x-y+z+2=0 
3)a)MED & 

2x+y-z-1=0 

fe-v=-a-2 (9 
On pose z =@ ; 

2x+y=a+1 (**) 

«) + (#*) donne 3x = -1 donc x = 

X=-— 

) y =u+2ut d'où D: yzu+2 soe IR 

ZT 

b)HM° = x?+(y—1) +(z+3) 

or ME D d'où HM° = +5) +(a+3) 

ou encore HM° = 20? ++ À. On pose fx) = 2x? +Fxte 

  

  

  

          

fest dérivable sur IR, f'(x)}=4x À alors f'(x)=0 & x == 

x —11 
—00 ——— +00 

6 

Ê'(x) - + 
f(x) ——_, D 

HM est minimal pour o= par suite M2. : en . 
6 3 6 6 
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\y 2 1 
_ — 1 2 

DU 1leætVi2}; =5-8=-340 
4 5 

4 5 

donc U et V sont non colinéaires. 

x=20+l x=$ 

*D,:4y=a+2 ; aelR ; D,:y=2B+2 ; BeIR 

z=4a z=5f+l 

x=fB=2a+l 

ME D,ND, &4y=2B+2=a+2 

z=56+i=du 

5-1 
B=2a+l B=4f+1 3 

an ea Dre ? _ 2 

3 
4 4 

On a : 5B+1 =40. 241.4 22% impossible 
3 3 3 3 

Donc D, "D, =$ etcomme U et V sont non colinéaires alors D, et D, sont 

non coplanaires. 

2)D,CP&AEP et Ü est un vecteur directeur de P 

D,/Pe V'est un vecteur directeur de P. 

a 

Soit n un vecteur normal de P, n|b 

C 

nlÜetniV <& 2a+b+4c=0(*) et a + 2b + 5c = 0 (**) 
(#) —2F#) 2a + b + dc — 2a — 4b — 10c=0  b=-2c d’oùa=-c. 

AeP&a+2b+d=0 &d=5c 
D'où P : -ex -2cy + zc + 5c = 0 ouencoreP:-x-2y+z+5=0. 

3)Q LP n_Ln'avec n' est vecteur normal de P' 

-] 

et n|-2 | est un vecteur normal de P. 

1 

DCQ&BEQ et V vecteur directeur de Q. 
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nlné-a-2b+c=0 (1) 
nlVé a+2b+5c=0 (2) 
()+@)=c=0;a=-2b 

BeQS&2b+c+d=00orc=0 —=d=-2b. 

Q:-2bx +by +0.z-2b=0 
Q:-2x+y-2=0. 

x=2a+1 

y=a+2 

z=4a 

-2x+y-2=0 

-2x+y-2=00n remplace À EE Y par leur valeur 

4a-2+a+2-2=0< = d'où I=, ae 8, 

4) I(x, y,z)e D'NQ<S 

-1 

5)a) ALP &n| -2 | est un vecteur directeur de A 

1 

MAX, y,z)EeAS ilexisteyeTR telque:IM=+Y.n 

3 

, 4 
D'où À eve 

2=y-$ 

3 

1 x=p=—y (D 

b)JeAND, © y=2+2p=5-2 Q) 

8 2=5B+I= 44 (3) 

B = -y (1) ; on remplace dans (2) on obtient 

1 4 
2+2(-—-y=—-2y (2 CY 3 y @) 
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On remplace dans (3) : CRD += +7 

  

          

2 8 1 
=—-5y=-—+y > 6-2 > y=— 3 Y 3 Y Y Y 3 

1 1 2 22 7 
D'où 7373 3 donc J(-—: — 

p C5 3° 73) 

7 8, V6 
Ù =, [(-—+— +(-—+ =——. Ve: + => C 3) 3 

NS 1) V est un vecteur normal de P,, si et seulement si : 

m-l 

V etn| 2m-1 | sont colinéaires. 

m 

1 m-l 1 m-l 2 2m-l . . 
= =0 et =0 et =0< 1 = 0 impossible 

2 2m-Il 3 m 3 m 

donc il n’existe aucune valeur de m. 

1 m-l 

2) N2l|etn|2m-1 

-1 m 

Pn1Q sietseulementsiN Ln &m-l+4m-2-m+0 eme 

  

ll y+ 
pp:2127#22,4 

2 3 

  

- + 
T° & (x-1}=2(742) & 3x-2y-7=0 

+ 

YT2_,42 y-37-4=0 

3x-2y-7=0 
D: Ty 

y=-3z-4=0 

. 3 

On pose y = a d'où 3x=2a+7 et 3Z=a-4 par suite D: + y=a; «eIR 

1 
Z= —0Q-— 

3 3 
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c’est la représentation paramétrique de la droite D de vecteur directeur U 

W
i
r
e
 

=
 
W
|
R
 

P,LD &u et n sont colinéaires 

2 
2m-1 m-1l 

À room. 
2 

13 
1 m 

m 
3 

1)2x-—3my+2z+m-1=0 

 m(-3y + 1) +2x +27 — 1 = 0 vraies pour tout réel m, donc l’équation est 

, .[-3y+1=0 
équivalente à (1). 

2x+2z-1=0 

XX 

On pose x = alors (1) == ;ae IR 

Z=-0+— 

c’est la représentation paramétrique d’une droite À passant par le point 

1 1 ! 
(0. de vecteur directeur u 0 

-l 

0 

Le plan (O,i,k) : y =0 donc n| 1 | vecteur normal de (O;ï,k) 

0 

n.u=0 donc(O,i,Kk)//A 

-2y+1=0 2)a)D:4" 77 
y-z+1=0 

x=2fp-1 

on pose y =f d'où«4 y=$ ; PEIR,, c’est une représentation paramétrique 

z=p+1 
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2 

de D, de vecteur directeur V| 1 | passant par K(-1, 0, 1). 

1 

=10 donc Uet V sont non colinéaires. 

  

x=2f-1=a (1) 

MeDNAS y=p== (2) 

2B+1=.0+ 2 z=B+1 at (3) 

@)=p-1 donc(1)=a=-2À 
3 3 

Vérifions dans (3) + = +5 impossible d’où Dh A=$ 

DhA=$ et (Ü et V non colinéaires) donc D et A sont non coplanaires. 

b) Soit Q le plan contenant D et parallèle à A alors KeQ et V etU sont des 

vecteurs directeurs de Q. 

a 

N| b | vecteur normal de Q donc N.V=0 et N.U=0 

C 

&a-c=0 et 2atb+c=0&az=c et b=-3c 
KeQ S -a+c+d=0 & d=0 d'oùQ:ex-3cy+cz=0 

par suite Q:x-3y+z=0 

2 

3) a) Soit N| -3m | vecteur normal de P,:P,/ (O, j) N1; 

2 

& -3m=0< m= 0 donc le plan Ps //(O, j) 

b)AeP, & 2cos’a-m-cosa+m-1=0< 2cos"a-cosa-1=0 

2—1-1=0 donc cosa=l où cosu=-à ;: orae[0,7] 

d’où a=0 ou a+. 
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NP (x + 2ÿ 2 + 9 + Gx+y+22- 10 (1) 
Sx+2y-z+2=0 et 3x+y+2z-1-0 

On pose z =a on obtient : x +2y =a-2 et 3x+y=-2a+1 

ou encore x +2y =0-2 et -6x-2y=4a-2 on additionne membre à membre on 

obtient : -5x = 5a-4 d'où x=ut< 

1 12 7 
3x+y=-2a+1é y=-3x-20+1 d'où y=3a-—-20 +150 —. 

x= + 
5 

(D) y=u-— :aelR 

Z=Q 

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par le point 

-1 

0) et de vecteur directeur Ww|1 

1 

2)(x+2y-z+2) -(3x+y+2z-1) =0 
S(K+2V-2+2+3X+Y+22-1)(X+2yY-2+2-3x-y-2z+1)=0 

> (4x +3y +z+1)(-2x+y-3z+3)=0 

4x+3ÿ+z+1=0 ou -2x+y-3z+3=0 
4x +3y +z + 1 =0 c’est une équation cartésienne d’un plan 

de même -2x +y-3z+3=0 

d’où l’ensemble recherché est la réunion de deux plans P et Q, 
P:4x+3y+z+1=0 et Q:-2x+y-3z+3=0 

x+2y-z+2=0 (1) S ()+ (2) s 4x+3y+z+1=0 

3x+y+2z-1=0 (2) (2)-D 2x-y+3z-3=0 

4 7 
I ) 
G 5 

Mec 

4x+3y+z+1=0 

-2x+y-3z+3=0 

3) 1*° méthode : 

ou encore | &MEPAQ donc PAQ=D. 
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4 
X=-U+— 

3 

MED y=u-+ 

ZT 

Cat (+ 3m + (2) (2m) +a (2m 1) +2-m=0.u +00 

donc MEeP,, pour tout valeur de m d’où DE P;. 

2° méthode : 
(1 + 3m)x + (2 + m)y +(2m-1)z+2-m=0 
m(3x+y+2z-1)+x+2y-7z4+72=0, l’équation est vraie pour toute valeur 

de m dans IR, donc l’équation est équivalente à : 

3x +y+2z-1=0 

x+2y-z+2=0 

cartésienne de D d’où DCP,. 

se sont les équations de P et Q donc c’est une représentation 

2 

Soit R le plan passant par I de vecteur directeur W et V| 0 

-3 

1+3m 

n| 2+m | vecteur normal de Pr 

2m-1 

V.n= 2(1+3m)-3(2m-1)=5 z0 donc V n’est pas un vecteur de P, 

par suite R est un plan contenant D et RG P,. 

donc tout plan contenant D ne peut pas être en général un plan de P,.. 

-2 

\”, D passe par A(-1, 2, -2) de vecteur directeur U! -1 

3 

1 

D' passe par B(1, 5, 1) de vecteur directeur V|-1 

-3 

-2 ] 
* 

  
340 donc U et V non colinéaires 

D'où D et D' sont non coplanaires ou sécantes 
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=-1-20=1+X (1) 

*MeDCD'éiy=2-a=5-Xx (2) 

‘[z=-2+3a=1-3X (3) 

(1)+(2) =1-3a=6 eu 

(D 2. 20= 24052 

Vérifions dans (3) : -2 — 5 = 1 — 4 impossible donc D" D'=é. 

Conclusion : DA D'=$ et Ü et V non colinéaires alors D et D' sont non 

coplanaires. 

a 

2) Soit N vecteur normal de P,N|b |. 

C 

DIPS N.U=0& -2a-b+3c=0 (4) 

D'/PSN.V=0@a-b-3c=0 (5) 
(4)+(5) =-a-2b=0 & a =-2b 

(5)=3c=a-b=-3be c=--b 

AeëP& -b+2c+d=0< d=b-2c d’où d =3b 

P:-2bx +by-bz+3b=0 d'oùP:-2x+y-z+3=0 
3) (-m + 1)x + 2(m +2)y —-(m+1)z+1=0 

> m(-X+2y-Z)+x+4y-7+1=0 

L’équation est vraie pour tout mEIR donc elle est équivalente 

-x+2y-z=0 
| _. © 
x+4y-2z+1=0 

On additionne membre à membre 6y — 2z + 1 = 0 ou encore z = 3y +3 

on pose y =f donc 2=3p += 

1 1 1 
x=2 —7=2 — 3 ——V——= 5 -— y Y—3y-5 y B-> 

1 
X—- — 

p 2 

De y=$p : BEIR 

1 
z=3p+— 

P 2 
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C’est une représentation paramétrique d’une droite À passant par le point de 

-1 

coordonnées e= ,0, D et de vecteur directeur W| 1 

3 

-2x+y-7+3=0 -6x+3y-3z+9=0 
4) MEP, NP Y7Z (D) ouencore Ÿ 

-x+8y-3z+1=0 -x+8y-3z+1=0 

x=-Ô+ 8 
5 

on pose y =ô :(D4<y=ù ; dEIR 

z=36- 1 
5 

c’est une représentation paramétrique d’une droite A'passant par le point 

8 1 | 
He: 0,— 7) de vecteur directeur W| 1 

3 

-m+l 

5)a)D/Px &u Ln avec n| 2m+4 | vecteur normal de P 

-m-1 

&(-2).(m+1)+(-1)Q2m+4)+3(m-1)=0 m=-3. 

 b)Det P, sont sécants = m%x-3 

x=-1-20 

y=2-@ 

z=-2+30 

(m+1)x+2{(m+2)y-(m+1)z+1=0 
gère 

I,eDNnP,< 

On remplace x, y et z par leur valeur dans la équation on obtient : 

Ç-m+1)C1-2a)+(2m+4)(2-a)-(m+1)(-2+3a) +1=0 

-71m-10 _7m+10 

3m-9 3m+9 
    <a(-3m-9)=-7m-10 or m#-3 d’où a= 

17m+29 -m+8 15m+12 

3m+9 ? 3m+9° 3m+9 

ex 2y 4284 me 0 
(1, -2,2)# (0, O, 0) donc pour toute valeur de m, P,, est un plan. 

  ). donc I, (- 
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[1+4+m| Lt + 

J+@y+2 9 3 
(5+m)° 25+m°+10m _m°+10m-101 

  b) d(A, P,,) = 

c) d’—R°?= -14= 14   

A'=5?+101=126 alors VA'=314 

m'=-5-3V14 ou m'=-5 +314 

  

m —00 m m" +00 

PR| #9 P 
Sime He, 5 3V14f 0 }#5+3414,+c0f alors d > R donc P, est 

extérieur à S. 

Sime |-5-3V14,-5+3414[ alors d < R donc P,, et S sont sécants. 

  

        

Sim=-5- 314 ou m=-5+34V14 alors d = R donc P, est tangente à S. 

d) Pour m = 4, 4e |-5-3V14 , -5+3414] donc P,, est sécant à S. 

d'où Sn P, est un cercle de centre @ derayon r=/R? -d? =5 

1 

Q (x, y, z) est le projeté orthogonal de A sur P, et n, -2 |est un vecteur 

2 

normal de plan P, alors il existe aeIR tel que AQ=an, 

x=a+l 

d’où 4 y=-2a-2 orQeP, donc(a+1)-2(-20-2)+2(2a)+4=0 

z=20 

<a=-1 donc x=a+1=0; y=-2a-2=0 et z=-2 d'où Q(0,0,-2) 

P4NS = cercle de centre (0, O, -2) de rayon V5 

\2s y,2eDe AM =aU : «elR 

x=-20 +3 

D'où D':4 y=a-3 ; oEelR 

z=2a+] 
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x-2a+3 

N(x y,z)eDNSe<ly=a-3 et x? +y/+7°-x+2y-47+3=0 

z=2a+l 

On remplace x, y et z par leurs valeurs dans l’équation de $, on obtient : 

(-2a+3) +(a-3) +(2a+1) -(-2a+3)+2(a-3)-4(2a+1)+3=0 

Ja -18a+9=0 9(a? -2a+1}=0(a-1) =0a=l. 

‘ Donc D est tangente à S en un point H(1, -2, 3). 

NTA MA.BM=k & (Mi+IA).(Mi+IB)=k 

ME +IA.IB+MI.(IA+IB)=k or IA=-IB 
2 

ME =k-IA.IB ME =k+JA? =k +7 

2 2 . a a , . 
Si k + 4 <0 ouencore k< "4 alors l’ensemble recherché est le vide. 

2 2 

Si k+T-—0 ou encore k=T alors MI =0 & M=lI 

donc l’ensemble recherché est {1}. 
2 2 

Si k +7 >0 ouencore k> — alors l’ensemble recherché est la sphère de 

2 

centre Ï et de rayon + . 

b) VE 2e MA’ = 4MB? 3 (MA +2MB).(MA -2MB)=0 

Soit G le barycentre de (A, l)et (B,2) & GA +2GB=0 

Soit G' le barycentre de (A,l) et (B,-2)= G'A-2GB=0 

d’où MA+2MB=3MG et MA-2MB=-MG 

par suite = e (8MG).(-MG)=0< MG.MG'=0 

= MGLMG' d’où l’ensemble recherché est la sphère de diamètre [GG] 

V P le plan médiateur de [AB] passe par I le milieu de [AB] et de vecteur 

-2 

normal AB| 0 | et I(-1, 4, -3)d’où P : -2x-4z + d=0 
4 
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IEP &2+12+d=-0 & d=-14 doncP:-2x-4z-14=0 

ou encore P:x+2z+7=0. 

b) Soit H le centre de la sphère S comme À, B, C et D appartiennent à S 

Alors HA = HB = HC = HD = rayon donc HeP et HeP'etHEeP" 

avec P'Ie plan médiateur de [BC] et P"le plan médiateur de [CD] 

B +C=r(L 5.5) etC*D=1" (1,1 2) 
2 2 22 

3 0 

BC) -3 let CD] -1 

0 1 

BC normal de P' d'où P' : 3x-3y+d=0 

repo-2 D G0 & a=9 
2 2 

P':x-y+3=0 de même P":-y+z+5=0 

x+22+7=0 (1) 

HEPNP'AP'e4x-y+3=0 (2) 

-y+z+5=0 (3) 

2)Sx=y-3 et(3) &z=y-s5s 

On remplace dans (1) =(y-3)+2y-10+7=0 & y=2 

D'où x=-1 etz=-3 donc H (-I1, 2, -3), le rayon est R = HA = 3. 
C)Q:x+y+z-1=0 

-1+2-3-1 
d = d(H, Q) = H1+2-3-1 =3 <R donc Q est sécant à S. 

3 

le rayon du cercle est JR? -d° =/9-3-4/6. 

ÿ 1) OG + 2AG + 3BG = 0 
X x-6 x 

On pose G{x, y, z) alors OG y; AG y |; BG y-6 

Z Z Z 

x+2{x-6)+3x=0 [x=2 

OG +2AG +3BG=0dy+2y+3(y-6)=0 2 | y=3 d'où G(2,3,0) 

z+2z+3z=0 z=0 

2) (MO+2MA+3MB).MC=0 
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MC.(MG + GO + 2MG + 2GA+3MG + 3GB) = 0 

& MC. 6MG = 0 car GO + 2GA + 3GB = 0 

< MC. MG=0 donc S est la sphère de diamètre [CG] 

MCMG=0& x?+y/+72-2x-3y-62=0(x- 1) +(y + (z- = 

donc $ est de centre I(1, ) de rayon 5 . 

34641 

    

3) d(I, P) = ne = rayon de S donc P est tangent àS. 
3° +4? 

5 1) Soit G le barycentre des points pondérés : (A,1) et (B,2) 

& GA +20B-0 © AG = © AB © BG BA 

MA? +2MB° =k< (MG + GAŸ +2(MG + GB) =k 

& 3MG°+GA°?+2GB?+2MG.(GA+2GB) =k 
——y—— 

0 

LS SMGA+SAB+ 2. BA’ =k 

2 
3 

3k - 2a° 
> 3MG°=Kk-—AB7 «> MG*° =   

Onak>0 
; 

« Si 3k -2a°? < 0 ou encore 0 <k< alors l’ensemble recherché est le 

vide. 
2 

°Si3k-—2a° = 0 ou encore k= _ alors l’ensemble recherché est {G} 

2 

Si 3k — 2a ? > 0 ou encore k > — 

alors l’ensemble recherché est la sphère de centre G , de rayon 

2) M (x, y, 2) ; A(1, -5 ,2) ; B(-2, 1,2) 
MA?=(x-1)+(y+5)+(2-2) = x"+ y +2"-2x + 10y - 4z +30. 
MB?=(x+2ÿ +(y-1) +(2-2) = x + +224 4x -2y-47+9,. 
MA? HMB'=ke 3x+3y +32 + 6x +6y-12z+48=k 

V3k-2a? 

3 
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S x°+y"+2/+2x + 2y - 4z +16 <= 0 (x -H)+(y +1) + (2-2) = +-10 

° Si <-10>0 ou encore k > 30 alors l’ensemble est la sphère de centre 

W(-1, -1, 2) de rayon [5-10 . 

e Si 2 -10=0 ou encore k = 30 

Alors l’ensemble est réduit au singleton {W(-1,-1,2)}. 

+ Si0<k< 30 alors l’ensemble recherché est le vide. 

\7 a) AB = 4/4? +4 =4/32 = 412 = BC=AC 
donc ABC est un triangle équilatéral. 

b) MX, y, 2) eS= BM1CMS x°+y(y-4)+(2-4)z=0 

> x°+y*+z7- 4y- 4z = 0 d'où S:x?+y}+7}- 4y- 47 = 0 

c)I2,2,0);4+4+0-8-0=0doncles 

0 

d) BC| 4 | vecteur normal de P d’où P : 4y-4z+d=0 

À 

Ie P&8-0+d=08 d=-8 d'où P:y-z-2=0. 

S est la sphère de centre H = B * C (donc H(0,2,2)) et de rayon : 

BC _4V2 -2-2] == TE 2 24/2.Eta(H,p _2-2-2 2 52025 S 2 (H,P) GB 

donc S n P est le cercle de centre L le projeté orthogonal de H sur P et de 

rayon VR?-d? =V8-2=V6 . 

0 x =0 

HL-an;n| 4 | vecteur normal de P d’où y =4da +2 avec ae IR 

À z=-4a +2 

or LePé(da+2)-(-4a+2)-2=0 

æé8a-2=0< a = + donc L(0,3,1). 

On conclut que S Nn P= £'(L(0, 3, 1); V6). 

< a)x/+y/+mx+2{m-1l)y+(m+4)z+1=0 
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+ 2 

SPA Ge} (mi) QD [RS 410 
2 2 2 2 

CD Gr m1) + (a+ PT) mt + 4 
donc $,, est la sphère du centre W,, Ce -m+l; TT 4, 

de rayonR, = fra +4 . 

b) WC m+ 1,2m74   ); 

-m -4 
  Soit H,={W, (5: -m +]; }avec meIR}. 

m 

2 

MX, y,z)eH, &4y=-mtl;melIR 

2=-72 
2 

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par A(0,1,-2) 

1 

2 

De vecteur directeur U| -1 

1 
2 

Donc l’ensemble H,, des points W, lorsque m varie pour tout m eIR 

c)x/+y/+mx+2{m-1l)y+(m+4)z+1=0 

S m(x+2y+2)+x? + +7 —2y+47+ 1 = 0 est vraie pour tout m EeIR 

x+2y+z=0 

x°+y+2/-2y+4z+1=0 

x +2y +z= 0 est l’équation d’un plan R 

x? + +7 2y+4z+1=08 x°+(y-1) +(2+2) =4. 

C’est l'équation d’une sphère S de centre I (0, 1,-2 ) est de rayon 2. 

Donc il faut chercher R NS : 

___ 2-2) d(L, R})= Four Hair 

= Q(0,1,-2) et de rayon 2. 

Si et seulement si 

=0 donc RNS est le plus grand cercle de centre 
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d\M,ES, xi+y5+zi+ mx, + 2(m-1)y,+(m + 4)z,+1= 0 

S mx +2y+2) txt Vi +26- 2y, + 4z,+1= 0. 

Comme M, n’appartient pas au plan du cercle & c’est —à -dire : 

Xo +2Yo +Zo # 0 d’où l’équation est équivalente à : 

xÿ+ Yo+ Z5-2Y + 4z +1 
donc 1l existe qu’une seule sphère passant par M. 

  

Xo+ 2Yot Zo 

À Lu e) d(w,, or +2 

Q est tangent à S, si et seulement si 52 =R,, 
  

  

2 

Ou encore GY- R& Em 4 =, 2m +4, 

& 2 2m 0 > m(Em-2.=0 € m = 0 où m=È 

Donc il existe deux sphère S, et S, tangentes à Q. 
5 

V9; Q est le plan médiateur de [AB] alors AB est un vecteur normal de 
Q et passe par I A* B. 

3-1 2 
— — +3 1+5 3+ 
AB| 5-1 | donc AB| 4 |; I-A*B alors LT) d'où I(2,3,2). 

1-3 _2 

AB est un vecteur normal de Q alors Q :2x+4y-2z+d=0 
IEQ&4+12-4+d=-0< d=-12 

donc Q : 2x +4y-2z-12 = 0 ou encore Q : x -2y-z-6=0 

2)a)P,/Q AB etn sont colinéaires avec n est un vecteur normal de P;. 

m+2 2 

n| -m-1 :AB| 4 

-m —2 

=  — _ m+l 2 m+2 2 -m-1 4 
n et ABsontcolinéaires =0 et 0 et = 

. -m-l 4 -MmM - -m -2         
<> 4{m+2) +2(m+1)= 0 et -2(m+2) +2m =0 et 2m +2 + 4m=0 

Sm= = et - 4 = Oimpossible ‘doù E, = 
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b)P. 1Qæn LAB 
 2(m+2)+4(-m-1)-2(-m)=0< 0.m=0 d'où E,=IR 

3) a) x +" +77 -2Xx-2y- 2-0 (= x 2xt y 2y+ 24-220 

& (x-1) -1+(y-1) +220 (1) + (y-1)° + 7? =< 

c’est l'équation d’une sphère de centre I (1,1,0) de rayon P . 

  
  b) d (LP, )= (Gt 2)- (mt) +3mil [ml 

7 {mt2) +(m+1) +m° 3m? +6m+5 
2 2 

d°-R? = 9m LR (-m°-6m-5) 

3m°+6m+5 2  2(3m +6m+5) 
-m° -6m-5 =0et-1+6-5 = 0 donc m=-1loum=-5. 

  

  

m -00 -5 -] +00 

-m°-6m-5 - ) + © - 

d’-R° - © + © _             

Simel-c,-S[L]-1,+00 alors P, est sécant à S. 

Sime]-5,-I[ alors P, etsS sont extérieurs. 

Sim=-5 où m=-1 alors S et P, sont tangents. 

4)P,:3x-2y-z+2=0 

S: robe 

——<— ? d'où P, NS est un cercle de centre H de rayon d(LP )= HS 

LIRE - 2. 
5 14 28 

* H est le projeté orthogonal de I sur P;, donc il existe a e IR tel que : 

3 Xy =3a +1 

H=onetHe P.n -2 | vecteur normal deP, H=on & ! y, =-2a +1 

-1 Zy = 
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HeP, &3x,-2y,-2,+2=0.Donc 3(3a +1) -2(-2a +1) +a+2=0< a + 
14 

5 10 3 
d'où H(—,—,—) donc P AS =C(H ,r). ù CG 7 4) (ŒH,r) 

1 2 

V7» n| 2 | vecteur normal de P ; n'| 0 | vecteur normal de Q. 

0 1 

1 - _L 
| = —4 0 doncn etn' ne sont pas colinéaires, 

  
par suite P et Q sont sécants d'où P nn Q=A. 

À: x+2y-2=0Q (1) 

” |2x+z-8=0 (2) 

On pose x = a ;alors(1) = y = + et (2)=z=-2a +8 

x=@ 

D'où une représentation paramétrique de A est4 y a +l; ae IR 

z =-2a+8 

2) a) x°+ y +2 - 2mx - 2y + 2(2m-3)z-12 + 1=0 

> (x-m)” -m°+(y-1)°-1+(z+(2m-3))°-(2m-3)°-12m+1=0 

> (x-m)° +(y-1)° +(z+(2m-3)) = 5m°?+9 

c’est l’équation d’une sphère d’où S,, est la sphère de centre 

I (m, 1,-2m +3) de rayon V5m°?+9. 
b) Soit D {ln (m,1,-2m +3) avec m ER } 

x=m 

MK ,y,2)eD,, & 4 y=1 ,melR 

z=-2m +3 

c’est une représentation paramétrique d’une droite de vecteur directeur : 

1 

ÜU| 0 | et passe par le point A (0,13). 

-2 

3) a) So de centre I, (0, 1,3) de rayon 3. 
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aa, SL 7 = V5 <3 donc S, et Q sont sécants d’où So NQ = €   

cercle de centre H de rayon r = VR°-d° = 9-5 =2 
H le projeté orthogonal de I, sur Q donc il existe ae IR tel que : 

Xy =20 

LH=anetHeQ{y,=1 et 2x,+7z,-8=0. 

Z4 =a+3 

donc 2(2a) + (a+3)-8=0< 5a=5s<az=l 

d’où # est de centre H (2,1,4). 

b) MX, y, 2) ES NnAS&MES, et MeA 

X =© 

1 
MeAe yo +] 

z=-2a+8 

etMes, eut (out 1-1) + (-2a + 8 -3)*=9 

& Fa. 20a +16 = 0 

A'= 16 d'où a=ù où = donc, nAz{L,-1$) , «8,34, 
3 7 3 33 77 7 

SG 1) *MA?=(x-1) + (y +2) + (2-3) = x?+ y + 77- 2x + 4y - 6z + 14 
MC?= x + y #2) = x7+ y +77 +42+4. 
MA?-MC?=10 & -2x+4y-10z+10=10 -x+2y-5z=0 
D'où l'ensemble recherché est le plan P d'équation : -x +2y -5z=0, 

-] 

de vecteur normal n| 2 

-5 

0 -1 -] 

# AC|O +2 | d'où AC] 2 [done AC=n 

2 3 _5 

donc AC est un vecteur normal à P d’où (AC) LP. 

2) x+y +7. 2x+y+2Z=0 
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& (x-1)°-1+ (y ++ +1) -1=0 (x-1)+(y ++ (z +1) = : 

donc S est la sphère de centre In) de rayon R== 

[-1—1+5l _3 

1/1+2? +5? x" 2 

d’où Sn P est un cercle de centre de rayon r =VR?-d? = E=-P 2 

un 

da py= 22 

H(x,y,2) est le projeté orthogonal de I sur P donc Han y=20 = 

zZ=-50-1 

HEP & x SE? & -a+l-4a+1-25a-5=0 

-1 
 a=— d'où ai, 7 2, 

10 10 10 2 

3) GA + GB - 3GC =0 

1 x -2 X -X 

a) Soit G(x,y, 2) eé,GA 2 y :GB| 1 Y : GC y 

3 -z -8 -Z -2 -Z 

(1- x) +(-2-x)-3(x) = 0 

GA+GB-3GC=0 & 4 (-2- y) + (1- y) -3(- y) = 0 

(3-z)+(-8 -2)-3(-2-z)=0 

x=let y=letz=-1 d’où G(1,1,-1). 

0 

b) IG : est un vecteur normal de Q d’où Q: Sytd=0 

0 

GeQær+d-0& d--À d'où Q 15 y-2 0 où encore Q: y -1= 0 

1 0 

4) n| —2 | vecteur normal de P, no 1 | vecteur normal de Q 

5 () 
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=1%#0 alors n et na sont non colinéaires, donc Pet Q 

  

  
sont sécants ; PQ =A 

XTQ X—Q 
-1=0 

Meael? & 4 y=1l d'où A< y=1 ae IR. 
: [X-2y +5z —0 

2 1 
Z=—-— 0 Z=-— at 

5 5 

M{x, y,2) eSNASMeESet MEA 

X=@ 
Doll 7 9 

MEA&«y=l et MES donc (a-1}°+(—+1) +{-—a+—) =— 
2 5 5 4 

1 2 
Z=-—0t— 

5 5 

& 26a°- 64a +74 =0 <> 13a°- 320 + 37= 0 

A'=167- 13.37 < 0 donc SNA=S 
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Chapitre XII 

Probabilités 

  

= Vocabulaire : 

Soit (={0,,................... ,®, } un univers probabilisable obtenu lors 

d’une expérience aléatoire. 
  

  

  

  

  

  

  

      

On appelle Représente Notation 

Eventualité Un élément de Q wieQ;l<i<n 
ou issue 

Evènement À Une partie de Q A={0,,.....,m}1Sk<£nACQ 

A renrent Un singleton {a} 

Evènement formée 

AetB Par les élément qui ANB 

sont dans A et B. 

Evènement formée 

Aou B Par les élément qui sont dans AUB 
À ou B 

AetB Evènement ne 
Evènements pouvant être réalisés AnB=$ 
Incompatible en même temps 

Evènement Evènement formé de tous les 

Contraire de | éléments de © qui ne sont A 
À pas dans À     
  

a Définition : 

Soit Q l’univers, P(Q) c’est l’ensemble de tous les parties de Q. 

On appelle probabilité toute application P :P(Q) — IR vérifiant : 

  

  

  

  

  

      
P(Q)=1 

AUB)=p(A}+p(B 
on et B de P(Q) telqueANB = 4 ona PCA LV BAPE) 

Evènements Probabilités 

L'univers Q P(o=Y  (oD=I 

ie 

9 P(=0 
A P(A)=1-P(A) 
AUB avec AN B=ÿ P(AUB)-P(A)+p(B) 

ALUB avec AMBz P(A LB) = P(A) + p(B) - p(A NB)     
  +   
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= Equiprobabilité : 

* On dit qu’on a équiprobabilité si les événements élémentaires ont la même 

probabilité c’est à dire p (o, }= p (o, ) eee = (o,): 

_ card A _ nombre des cas favorables 
  * p(A) 
cardQ nombre des cas possibles 

* Remarque : A={o,,0,,6.,}alors p(A)=p(o,)+p(o,)+p(o,)=3p(o,). 

ms Evénements indépendants: On dit que A et B sont deux événements 

dépendants lorsque p(AnB)=p(A).p(B) 

Réflexes: 
  

Situations Réflexes 
  

On lance un dé 2 fois où 2 dés 

où on tire successivement 2 

jetons numérotés 

Et on s'intéresse au leur somme 

où au produit 

On utilise un tableau à double entrée 

  

Lorsque il y a l’expression au 

moins” dans un évènement À 
Il faut appliquer p(A) =1-p(A) 
  

Dans une question figure le mot 
Host 
où 

Il faut appliquer 

P(AUB) = p(A)+p(B)-p(ANB) 
  

Comment reconnaître une 

situation d’équiprobabilité ? 

Toutes les fois que la situation est 
équivalente à une des situations de 

référence suivantes : 

* effectuer un tirage dans une urne 

comprenant la même proportion de 

boules de chaque couleur. 

* lancer un dé ou une pièce 
« bien équilibré (e) ». 
* choisir un élément « au hasard » 

dans un ensemble. 
  

Comment calculer la probabilité 

d’un évènement A ?     
* En effectuant la somme des 
probabilités des issues qui réalisent A. 

+ Ou dans le cas de la loi équirépartie, 

en appliquant la forme : 

p(A) = nombre des cas favorables 

nombre des cas possibles 

+ Ou en utilisant la formule de 

p(A UB) ou p(A) 
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ENONCES 

QCM 
Indiquer la bonne réponse par a, b ou c avec justification 

1) On lance un dé équilibré, la probabilité d’obtenir un nombre 

a. ts 1 1 2 
supérieur ou égal à 3 est : El n H 6 72 

2) À et B sont deux évènements incompatibles 

p(A)= 0,15 et p(B)=0,43 alors p (AUB) est égale à : 

k] 0,0645 H0,58 0,43 
3 _ 

3) l'évènement A a pour probabilité 5 Alors p(A) est égale à : 

k] 0,6 Hlo,s 0,4 
5 1 

4) À, B deux événements de © tel que pOE , PB} alors AUB 

h ]égal à Q H AUB n'est jamais égale à © | À UB peut être égal à Q 

V/vr - Faux 

Dire si l’affirmation et vraie ou fausse. Justifier votre réponse 
1) On lance deux pièces de monnaie. On peut obtenir O fois où 

1 
1 fois où 2 fois "Pile". La probabilité d’avoir "O fois pile "est 3 

2) A etB sont deux évènements incompatibles p(A) = 0,6 alors p(B) < 0,4 

3) un évènement a pour probabilité 0,2 

alors l’évènement contraire à pour probabilité 0,8 

4) Dans une situation d’équiprobabilité, tous les évènements ont la même 

probabilité 

5) À et B deux évènements quelconques alors p(A) + p(B)z p(AUB) 

Ç Un dé est truqué de telle manière que la probabilité d’obtenir chaque 
numéros de 1 à 6 soit proportionnelle à ce numéro. 

1) Quelle est la probabilité de sortie de chaque face. 
2) On lance une fois le dé, quelle est la probabilité d’obtenir un résultat 

supérieur ou égal à 4. 

On considère une urne dans laquelle se trouvent : 1 boule portant le 

numéros 1 ,2 boules portant le numéros 2 ; 3 boules portant le numéros 3 
et n boules portant ie numéros n. 
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1) Combien l’urne contient elle de boules. 

2) On tire au hasard une boule de l’urne, tous les tirages sont supposés 

équiprobables. 

a) On suppose que n est pair. Exprimer en fonction de n la probabilité pour 
que la boule tirée porte : (i) un numéros pair ; (ii) un numéros impair. 

b) Dans cette question, on suppose seulement que le nombre total de 

boules dans l’urne est 21. Quelle est la probabilité pour que la boule 

tirée porte un numéros strictement supérieur à 4 ? 

ÿ On lance deux fois de suite un dé cubique ordinaire (non truqué) de 

façon à former un nombre de deux chiffres : le résultat du premier lancer 

donne le chiffre des dizaines, celui du second lancer celui des unités. 

Calculer la probabilité des événements suivants : 
: « le nombre obtenu est pair ». 

: « Le deux chiffres du nombre obtenu sont identiques ». 

: « Le nombre obtenu est strictement supérieur à 52 ». 

: »Le nombre obtenu contient au moins un 6 ». c
h
e
,
 

Un sac contient dix jetons, cinq portant le numéro 1, quatre de numéros 

2 et un le numéros 3. L'expérience consiste à tirer du sac successivement et 
sans remis, trois jetons. Ceux-ci sont alignés de gauche à droite de façon à 

obtenir un nombre de trois chiffres. On suppose que tous les tirages sont 

équiprobables. Quelles sont les probabilités : 

a) d’obtenir un nombre dont les trois chiffres sont deux à deux distincts. 

b) d'obtenir un nombre 111. 

c) d'obtenir le nombre 122. 
d) d’obtenir un nombre dont au moins des chiffres est 1. 

Une urne contient 12 boules blanches et 8 boules noires. On effectue 

des tirages dans cette urne, chacune des 20 boules ayant la même 
probabilité d’être tirée. 

1) On tire simultanément 5 boules. Quelle est la probabilité d’obtenir : 
a) 3 boules blanches et 2 boules noires. 

b) des boules de couleurs différentes. 
2) On tire successivement 5 boules, la boule tirée étant remise dans l’urne 

après chaque tirage. Quelle est la probabilité d’obtenir : 

a) 3 boules blanches et 2 boules noires dans cet ordre. 

b) 3 boules blanches et 2 boules noires dans un ordre quelconque. 
3) On tire successivement 3 boules en remettant la boule après chaque 

tirage si elle est blanche, en ne le remettant pas si elle est noire. 

Quelle est la probabilité de tirer : 

a) Exactement une boule blanche. 
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b) Au moins une boule blanche. 

Ÿ On met dans un sac six jetons de couleur identique au toucher ; deux 

blancs, deux bleus, un rouge et un vert. Déterminer la probabilité d'obtenir 
les trois couleurs : bleu, blanc, rouge dans chacun des cas suivants : 

a) On tire simultanément trois jetons du sac. 

b} On tire successivement trois jetons du sac en remplaçant le jeton 
dans le sac après chaque tirage. 

c) On tire successivement trois jetons du sac sans remise. 

Pour jouer aux fléchettes, on dispose d’un disque de liège de 20 cm de 

diamètre, sur lequel on a tracé deux cercles concentriques, de rayons 

respectifs 2 et 6 cm définissant ainsi trois zones C;,C, et C, 

un joueur s’apprête à lancer une fléchette. On sait que : 

- Le joueur atteint la cible 3 fois sur 4. 
- La probabilité d’atteindre une zone de la cible est proportionnelle à l’aire 

de cette zone. Quelles sont les probabilités p,, p, et p, de tomber dans les 

zones C,,C, et C, respectivement. 

VY0n lance une fois un dé numéroté de 1 à 6. Ce dé est pipé de manière à 
ce que la probabilité d’obtenir 2 soit la même que celle d’obtenir 4 et que 

celle d'obtenir 6. La probabilité d'obtenir 1 est le double de celle d’obtenir 6. 

Les probabilités d’obtenir 3 et 5 sont égales chacune aux deux tiers de la 

probabilité d’obtenir 1. 

Quelle est la probabilité de l’évènement E: « obtenir un nombre impair » . 

Un sac contient six boules rouges numérotées de 1 à 6 et trois boules 

blanches numérotées de 4 à 6. On extrait simultanément deux boules 

numérotées a et b. On admet l’équiprobabilité de sortie de tous les paires de 

boules possibles. 
1) Quelle est la probabilité pour que l’on ait a = b. 
2) Quelle est la probabilité pour que les deux boules tirées. 

a) Soient de couleurs différentes. 

b) Soient de même couleur. 

c) Portent des numéros de même parité. 

3) Quelle est la probabilité pour que l’on ait a+b = 0(4) 

4) Quelle est la probabilité d’extraire 2 boules dont une et une seulement 

porte un numéro impair et une seulement rouge. 
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C On considère un hexagone régulier, on appelle H l’ensemble de ses 

sommets soit H-{A,B,C,D,E,F}. 
1) On choisit au hasard trois sommets dans l’ensemble H. 

a) Quelle est la probabilité d’obtenir un triangle équilatéral. 
b) Quelle est la probabilité d’obtenir un triangle isocèle non 

équilatéral. 

c) Quelle est la probabilité d’obtenir un triangle rectangle. 
2) On répète trois fois l’expérience de la première question : 

a) Quelle est la probabilité d’obtenir trois fois un triangle équilatéral. 

b) Quelle est la probabilité d’obtenir exactement une fois un triangle 

équilatéral. 

Le matériel d’un jeu de triboulet se compose © ® 

de : - 3 boules : une bleue, une rouge, une verte, © 

notées respectivement B, R, V. 

- une cuvette comportant 3 trous déposés comme sur la figure ci-contre, 

appelés : haut, gauche et droit ; le banquier lance les trois boules. Celle-ci 

s’immobilisent en tombant chacune dans un trou. La configuration dans 

laquelle la boule verte est tombée dans le trou du haut, la bleue dans le trou 

de gauche et la rouge dans le trou droit est notée (V, B, R). 

1) Déterminer le nombre de configurations possibles. 
2) On suppose que toutes les configurations sont équiprobables. Quelle 

est la probabilité de chacune d’elle ? 

3) Quelle est la probabilité de chacun des évènements suivants : 

E, : la boule verte est tombée dans le trou du haut. 

E, : la boule bleue est tombée dans le trou du droit. 

E; : la boule verte est tombée dans le trou du haut et la bleue dans le trou droit. 

E, : la boule bleue n’est pas tombée dans le trou du haut. 

Ç Soit une urne contenant quatre boules blanches portant les numéros 

1, 2,3 et 4 et trois boules noires portant les numéros 1,2 et 3. 

On extrait au hasard de cette urne successivement et sans remise 2 

boules. Soit alors les évènements suivants. 
- À : « les 2 boules sont blanches ». 

- B : «les 2 boules sont de la même couleur ». 

- C : «les 2 boules portent le même n° ». 

- D: «les 2 n° sont pairs ». 

-E: «les 2 n° ont même parité ». 
- F: «il ya au plus un n°4 ». 
-G : « la première boule est la noire n°1 ». 
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Calculer leurs probabilités ainsi que celle des événements : 

A,CNG et AUE 

VV/one mère a quatre enfants, calculer les probabilités des évènements 

suivants si on suppose que la probabilité qu’un enfant soit une fille et celle 

que ce soit un garçon sont les mêmes : 
- À : «elle n° a pas de garçon ». 

- B : «elle a au moins un garçon ». 
- C : «elle a au plus deux garçon ». 

- D: «elle a des garçons et des filles ». 

- E: «elle n’a qu’un garçon ». 
- F: «elle a autant de garçon que de filles ». 

NS Le jardinier a mélangé trois oignons de tulipes rouges avec trois 

oignons de tulipes jaunes. Il les plante régulièrement en cercle en les prenant 

au hasard. On considère les événements suivants. 

- À : « les fleurs jaunes forment un triangle rectangle ». 

- B : «les fleurs rouges forment un triangle rectangle ». 

- C : «les fleurs jaunes forment un triangle équilatéral ». 

- D: «les fleurs jaunes forment un triangle isocèle ». 

Déterminer les probabilités des événements suivants : À, B, C, D. 

Une urne contient 6 boules : 3 numérotés1, deux numérotées 2 et une 

numérotées 3. On tire une première boule au hasard puis sans remettre cette 
boule on tire une seconde boule au hasard. Le résultat d’un tel tirage est le 
couple ( a, b) où a et b sont les nombres respectivement inscrits sur la 1°° 
boule et la seconde boule. 

1) Calculer la probabilité de chacun résultat possible. 

2) Calculer la probabilité des événements suivants : 

À : « les deux numéros tirés sont égaux (a =b) ». 

B : «le 1°” nombre tiré est strictement supérieur au second (a>b) ». 
C : «le 1° nombre est inférieur au second (a <b) ». 

3) On note X la valeur absolue de la différence des deux nombres tirés 

(X=la -b)) 
a) Quel est l’ensemble E des valeurs possibles de X. 
b) Pour tout élément i de E, calculer la probabilité de l’évènement(X= i). 

VW Une urne contient deux boules rouges et n boules noires avec n un 
entier naturel supérieur à 2. Toutes les boules sont indiscernables au toucher. 
1) On tire simultanément deux boules de l’urne. 

a) Déterminer la probabilité des évènements suivants : 
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À : avoir 2 Boules rouges et B : avoir 2 Boules de mêmes couleurs. 

b) Déterminer n pour que p(A nn 

2) pour la suite de l’exercice on prend n = 4 

Les deux boules rouges sont numérotées : 1,2 

Les 4 boules Noires sont numérotées : 0, 1, 1,2 

On tire successivement et sans remise deux boules de l’urne. 

a) Déterminer la probabilité d’avoir deux boules de mêmes couleurs. 

b) Déterminer la probabilité d’avoir deux boules de même parité 

c) Déterminer la probabilité d’avoir au moins une boules qui porte le 1. 

d) Déterminer la probabilité d’avoir une seule boule noire et une seule 

qui porte le numéro 1. 
3) Un joueur tire successivement et avec remise de 3 Boules de l’urne 

il gagne 10 dinars pour chaque boule qui porte le numéro1,20 dinars 

pour chaque boule qui porte le numéro 2. 
On perd 5 dinars pour chaque boule qui porte le numéro 0. 

a) Déterminer la probabilité de gagner 40 dinars. 

b) Déterminer la probabilité de gagner une somme supérieur ou égale à 40. 

VY un sac contient n boules (n > 7) parmi lesquelles 5 blanches 

et n-5 noires. 
1) On tire successivement deux boules du sac, sans remettre la première 

boule tirée avant de tiré la deuxième boule. 

a) Calculer la probabilité de chacun des évènements : 

E, : Tirer deux boules de même couleur. 

FE: Tirer une seule boule blanche. 

b) Trouver n pour que p (E:) < p (E) 

2) On suppose dans cette question n = 8. 
Les cinq boules blanches sont marquées : -2 ,-2 ;-2; 3,3. 

Les trois boules noires sont marquées 3 ; 3 ; 3. 
On tire simultanément trois boules du sac, calculer la probabilité de : 

A : Obtenir trois boules portant le même réel. 
B : Obtenir un produit négatif. 

C : Obtenir trois boules de même couleur ou bien qu’elles portent 

le même réel. 
3) On suppose n = 50 et la réparation des 50 boules suivant les nombres 

qu’elles portent est donnée par le tableau suivant : 
  

x; = nombre marqué sur la boule -2 1 0 2 3 

N; = nombre de boules 10 15 2 12 il 

Déterminer le mode, la moyenne arithmétique, la variance et l’écart- type 
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de la série statistique donnée par ce tableau. 

Ç0 Une boite contient 100 rondelles de 16 types différents. Le tableau 
suivant donne leur répartition suivant leur épaisseur et leur diamètre (en mm) 

  

  

  

  

              

épaisseur 

diamètre 1 2 3 4 

8 5 6 9 0 

10 o 10 Il 4 

12 6 15 3 2 

15 7 6 5 6 
  

1) On tire au hasard une rondelle de Ia boite. 

Calculer la probabilité d’avoir : 
a) une rondelle d’épaisseur 3mm 

b) une rondelle de diamètre 10 mm. | 

c) une rondelle d'épaisseur 2 mm et de diamètre 12mm. 
d) une rondelle de diamètre supérieur à Llmm. 

2) On tire simultanément 2 rondelle de la boite. 

Calculer la probabilité d’avoir : 
a) au moins une rondelles d’épaisseur 1. 

b) au plus une rondelle de diamètre 8mm 
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CORRIGES 

  

4 2 . -=+-2 \ y 1) La réponse est [c| : p({3,4,5,6})= 6 =} 

2) p(A UB) = p(A) + p(B)-p(ANB) or ANB= 

= p(A)+p(B) = 0,58 d’où la réponse est [b] 

é OR y 39/0 
3) La réponse est |C| : p(A)=1- p(A)= 1-2 225 = 0,4 

4) La réponse est |c] : on lance un dé normal 

Soit A={1,2,3,4,5} = p(A) = DA et B={1}= p(B}= K 

et AUB={1,3,3,4,5} c Q={1,2,3,4,5,6,} 

. . 1 1 1 1 
Ÿ/ 1) fausse : p (0 fois le pile)= p(F,F) = 3 *7 =7 # 3 

2) Vraie : p (A)= 0,6 et p(Q) =1 

AUBCAQ et ANB = $ alors p(A LB) = p(A) + p(B) 

— p(B) = p(A UB) - p(A) <1- p(A)=0,4 

3) Vraie : p (A}= 0,2 et p(A)=1-p(A}=0,8 
4) fausse : On lance le dé normal 

1 2 p(.2})= 22 etp((1,2,3)- 
5) Vraie : On sait que 

= p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB) 
— p(A) + p(B)= p(A UB) + p(ANB) 
= p(A) + p(B) > p(A LU Bjcar p(ANB)2z0 

a
l
t
 1 

=— # 
2 w
e
 

1) Q = {1,2,3,4,5,6}. Notons p; la probabilité de sortie de la face 

numéro i. d’après l’énoncé, p2= 2p1 ;p3= 3p1 ;:P4= dpi ;3Ps= Spiet Pe= 6pi 

(proportionnalité des probabilités).Comme p1+ p2+ p3+ pat ps+ P6 = 1, 

on en déduit : p1+ 2p1 + 3p1 + pi + Spit 6pi=l  21p, =1 d'où p, — 

Aïnsi les probabilités cherchées sont : 

Mon Pr or Ps op Ps Ps 2j Pe 
2) Soit À l’événement : « obtenir un résultat supérieur ou égal à 4 » alors 
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5 6 15 5 
21 21 21 7 

n(n+1) 

2 

A= {4,5, 6} d’où p (A) =p4+ ps+ ps C’est a dire p(A) + 

\Ÿ/ 1) Le nombre de boules dans l’urne est N= 1+ 2+3+....+n= 

2) On tire une boule de l’urne et on suppose que tous les tirages sont 

équiprobables. 

a) On suppose que n est paire (n =2pavecpeIN' ) 

Soit N; le nombre de boules portant un numéro pair et N; le nombre 
de boules portant un numéro impair on a : 

+ 

N,=2+4+6..+2p=2(1+2+3+. D} BED p(p+1) 

+ 

donc N=n[2)-202 
212 4 

+ + ?4)n-n°- 2 etN,=N-N,=20 1)_n(n+2) _2n +2n-n 2n n° 

2 4 4 4 

(i) soit A l’événement : « la boule tirée porte un numéro pair ». 
+ 

On a :card À = N-@ 2) 

  

  or l’univers Q associé à cette expérience est 

l’ensemble de tous les tirages possibles d’une boule de l’urne donc 

n(n+2) 

    

  

n(n+1) | N 4 n+2 
card Q= N=— , d'où p(A} =—1= + —- 

PCA) N n(nti) 2(n+1) 

2 
(ii) soit B l’événement : « La boule tirée porte un numéro impair ». 

n° 

2 2 7 

On a : card B = N; = donc D(By-N 4 —., 
4 N n(üti) 2(n+1) 

2 
b) Si le nombre total de boules dans l’urne est 21 alors n = 6, 

donc card Q=21 
Soit C l’événement : « la boule tirée porte un numéro strictement 

supérieur à 4 ».On a card C = C; + C% =11(5 boules numérotées 5 et 6 

boules numérotées 6). 

D'où p (Cy= #4 C _ I 

cardQ 21 

  

Q étant l’ensemble de tous les nombres que l’on peut former, alors 

card (2-36. Le dé étant ordinaire (non truqué), l’expérience satisfait à 
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l'hypothèse d’équiprobabilité. Les résultats possibles sont représentés dans 

le tableau suivant : 
  

  

  

  

  

  

      

Ù 2": 2 3 4 | 5 6 

[ 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 

2 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26 

3 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 

4 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 

5 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 

6 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66             
  

Par lecture du tableau on a : 

18 ! 6 I 
Card A = 18 d'où p(A}=—=— et Card B = 6 d'où p(B)=—=— p(A) 36 2 p(B) 36 € 

CardC = 10 d'où p(C) _10 5 et Card D = 11 d'où p(D) IT 
PL 36 18 PT 36 

Ÿ On a un tirage successif et sans remise de trois jetons parmi 10 donc 

card O = AS = 10x9x8 = 720 

a) Soit À l’événement : « On obtient trois chiffres deux à deux 

distincts ». Pour réaliser À nous devons tirer un jeton portant un 
numéro 1, un jeton portant un numéro 2 et le jeton portant le numéro 3. 

Donc card A= (CixCIxC! }x3! où 3 est le nombre de permutation de 

12 1 
L'ensemble des trois jetons. On a: card A= 120, d’où p (AE = 6 

b) Soit B l’événement : « on obtient le nombre 111 ». 

0 
On a : Card B= Ci x CC, x C,=5 x 4x 3=60 d'où p(By--0 = L 

720 12 

c} Soit C, l'événement : « On obtient le nombre 122 ». C’est 

l’ensemble des suites formées d’un jeton portant le numéro 1 et deux jetons 

portant le numéros 2 (CIxC! possibilités) d’où card €, =CixC;*C, —60 

60 _ 1 

720 12 

d) Soit l’événement : « on obtient un nombre dont au moins un des 

chiffres est 1 ». L'événement contraire de C est C : « on obtient un nombre 

dont aucun des chiffres n’est 1 ». 

et par suite p(C:)= 
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C est l’ensemble des suites de trois éléments distincts, de l’ensemble 

des cinq jetons qui ne portent pas le numéros 1 ; 

60 1 1 11 d'O-AÏ=5%4x3-60 d 9 lt + it 
se roùp(C) 720 12 00 POST, 

, On a : 8 boules noires et 12 boules blanches. 

1) On tire simultanément 5 boules de l’urne, l’univers (2 associé à cette 

. épreuve est donc l’ensemble de tous les tirages de 5 boules de l’urne 

donc card Q=C,. 

a) Soit A l’événement : « On tire 3 boules blanches et 2 boules noires ». 
2 3 

Donc card A= C?.C’, d'ou p(A) = Sard À _ Ci:Cn _ 385 
card Cr 969 

b) Soit B l’événement : « tirer 5 boules de couleurs différentes » donc 

B est l'événement : « tirer 5 boules de même couleur ».On a : 
— $ + 5 

card B=C$, + C° donc p(B)= CatCs 53 . Ainsi p(B) = 1.53 716 
Ci 969 969 969 

2) On tire successivement 5 boules de l’urne en remettant la boule tirée 

après chaque tirage. L'univers Q associé à cette épreuve est 

l’ensemble des tirages obtenus donc card Q=20° 

a) Soit € l’événement : « on obtient 3 boules blanches et 2 boules 
noires dans cet ordre ». On a 

12°x8? 108 
ard C=(C'! "x(c!} donc y] =—— 

b) Soit D l’événement : « on obtient 3 boules blanches et 2 boules 
noires dans un ordre quelconque ». On a : 

  

! 
card D = 2 rcard C=10xcard C d’où p(D}=10 POLE - Où 5 l'est le 

nombre de permutation de l’ensemble des 5 boules et on a visé par2!31!* 

car on a 2 boules de même couleur noires et 3 boules de même couleur 
blanche. 

3) a) On tire successivement 3 boules en remettant la boule après chaque 
tirage si elle est blanche, en ne la remettant pas si elle est noire. La 

probabilité d’avoir une boule blanche au premier tirage est : 
1 1 1 

Cox Ce x Cr C 12, RE celle d’avoir une boule blanche au 
Co Cr Co 20 20 

1 1 | 1 

second tirage est CG, Cr, Cu 2 + x 12 Enfin la probabilité 
Co Co Cr 20 19 
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1 1 1 

d’avoir une boule blanche au dernier tirage est : GC C «Ci = 8 B,T, 12 
Cr Ci "ci, 20 19 18 

Donc la probabilité d’avoir une boule blanche est : 

12 8 7 8 12, T8 7 12 

20 20 19 20 19 “19 20 19 18 

_3,2,7,2,12,17,2 7,2 42, 408 68 149747 REX EX LE + ,55 
5 5 19 5 19 19 5 19 3 475 1805 285 27075. 

b) Soit l'événement E : « Avoir au moins un boule blanche ». 

l'événement contraire E est: « avoir aucune boule blanche » c’est à 

dire avoir les 3 boules tirées noires. 

C ©, _8 7,614 14 _271 
donc pE}=- 5x 7x 6 = x x — d'où p(E}=1-p(E)=1-——= 

PER C\, C}, 20 19 18 285 PE) E)"1 285 285 

Ÿ a) Les élément de (2 sont les ensemble de 3 jetons pris parmi 6. 

Donc card Q=C°=20. 

Soit A l’événement : « on obtient les trois couleurs bleu, blanc et 

rouge » . Pour réaliser À nous devons choisir un jeton parmi les deux 

blancs ; un jeton parmi les deux bleus et le jeton rouge on a 

card A=C'xC!xC'=4. Done pAy= TA > 21 
cardQ 20 5 

b) l’univers Q, associé à l’épreuve est l’ensemble des suites de trois 

éléments (distincts ou non) de l’ensemble des six jetons on a 

card Q, =6° =216.Si B désigne l'évènement : « on obtient les trois couleurs 

bleu, blanc et rouge », on à card B= (C'xC!xCi)x310ù 3! est le nombre de 

4x3! 1 

216 9 

c) l'univers Q, associé à l’épreuve est l’ensemble des suites des trois 

permutations de l’ensemble des trois jetons d’ou p(B)=   

éléments distincts de l’ensemble des six jetons. 

On a card Q, = C;xC;xC,=120. Soit 1 ‘événement C : « On obtient les 

trois couleurs bleu, blanc et rouge ». 

1 
On a : card C =(C,xCIxC; "3! . Donc p(C) = 24 =. 

120 5 

® Les cercles ont pour rayons respectifs 2 ,6 et 10 cm ; ainsi les zones 

C, , C, et C, ont pour aires : 
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a,=10°x - 6x = 64 x cm’; a,=67-2°x=32rcm ; 

a,=2°x=4rcm 

les probabilités p1, p2 et p; sont alors proportionnelle à a;, a, et a;donc 

il existe un réel a tel que: P_P_Be, 
da, 8, à; 

donc p,=aa=647m a ; p,=ua,=3270 ; p,=aa,= 4x a. Notons 

Po la probabilité de manquer la cible. 

1 
D’après l’énoncé, p, = 4 (car le joueur atteint la cible 3 fois sur 4 donc 

il manque la cible 1 fois sur 4) Comme po+ p1+ p2+ p3= l, on en 

déduit : + 64rat+t32ra+4xa=lc’est à dire 

  

  

1, 100 x a=1 € 100 x a => d'où a= 
4 4 400 x 

Ainsi les probabilités cherchées sont : 

2 

4007 400 4007 400 4007 400 

. qe es 12 6 3 
Soit après simplification : p=—— ; p,=-— et p,=—— P P Pi 25 P2 25 et P; 100 

NY/Posons X= p({ 6}) l'énoncé se traduit de la manière suivante : 

P({)= 2x :p((2))- p((4))=p((6))=x: 

P(E)=P((5)-<(0)-5x 
La relation p(Q)=1équivaut à:p({1})+p({2})+....+p({6})=1 . 

Le 4 
Soit à 2x +3x+2x%x 3*= lou encore x = 1 d'ou x 

Résumons ces résultats dans un tableau : 

Evènement | {1} {2} {3} {4} {5} {6} 

Probabilité 6 3 4 3 4 3 

23 23 23 23 23 23 

L'événement E : « obtenir un nombre impair ». 
4 4 14 6 

= pi )+ pps = — + — + = — PE) p(6})+ (GPS) = ++ 
On a un tirage simultané de deux boules parmi 9 donc 

card Q = Ci = 36. 

1) Soit l’événement A : « obtenir deux boules tel que l’on aita=b». 
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Il ya deux boules qui porte le n° 4 et deux autres qui porte le n° 5 et 

deux autres boules qui porte le n°6. 

1 

12 
2) a) Soit l'événement B : « obtenir deux boules de couleurs différents ». 

C’est à dire obtenir une boule rouge parmi les 6 et une boule blanche parmi 

Donc card A= C?+ Ci+ Ci= 3d'où p(A)= 

les 3. Donc card B= C{*x C:=18 et par suite PB 

b) Soit l’événement € : « obtenir deux boules de même couleur » en 

remarque que C=B( l’événement contraire de B) et par suite 

= _J p(c)=1-p(B) 2 

c) Soit l’événement D : « obtenir deux boules de même parité ». On 
remarque qu’il ya 5 boules paires et 4 boules impaires donc 

16 _4 
card D = C?+Ci=16 d'où p (D)=—=- at Vs p D) 36 9 

3) Soit l’événement E : « obtenir deux boules tels que a+b=0 (4) ». 

atb=0 (4)&a+tb=4ouat+b=8 ou a+b=12 

Donc{a,b} € {{13} :{4,4}:{2,6}:{6,6};{3,5}} 

Ci xC, +C; +20, xC,+C 5 

36 36 

4) Soit l'événement F : « obtenir deux boules, dont une et une seulement 

porte un numéro impaire et une seulement rouge ». 
D’après le tableau suivant : On a card F: Ci xC,+CixC;=9 

  d'ou p(E)= 

; 9 1 D'ou p(F)=—-- 
  

  

  

36 4 

Parité | | 
Couleù Pair impair 

Rouge 3 3 

Bleu 2 1           
Ÿ 1) = À partir du sommet À nous avons un seul triangle équilatéral : 

CE. = A partir du sommet B nous avons un seul triangle équilatéral : 

BDF. Ce qui fait 2 triangles équilatéraux. 
— À partir du sommet A nous avons un seul triangle Ci 

s D toc À s : F C 
Isocèle non équilatéral : ABF ; de même à partir de chaqu 

sommet. Ce qui fait 6 triangles isocèles non équilatéraux. 

= Un triangle rectangle est inscrit dans un demi cercle, 

I faut donc partir d’un diamètre. 
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A partir de [AD] il ya ABD, ACD, AED, AFD, ce qui en fait 4. 
De même avec les diamètre [CF] et [BE]. 

CE qui fait 4x3 =12 triangles rectangles. 

Il y a C£=20 façon de choisir 3 sommets au hasard. Tous les tirages 

sont équiprobables, nous pourrons appliquer la formule du cours. 
1 

a) La probabilité d’obtenir un triangle équilatéral est égal a - TL 

b) La probabilité d’obtenir un triangle isocèle non équilatéral est égale 

, & 3 
a —-——. 

20 10 
l 

c) La probabilité d’obtenir un triangle rectangle est égale a À. 

2) a) les tirages sont indépendants nous pouvons appliquer la formule du 

cours. La probabilité d’obtenir trois fois un triangle équilatéral est égale à 

1 1 1 1 

10 10 10 10° 
b) Faisons un tableau pour voir les différents cas répondant à la 

question, en notant E l’événement obtenir un triangle équilatéral et E 
l'événement contraire. 

l“tirage | 2°" ti 3 

  

1 — 9 
On a = et cell =— p(E)==E et ce e p(E) 16 

Nous avons dans les trois cas comme probabilité + x x? 
| 10 10 

La probabilité d’obtenir exactement une fois un triangle équilatéral est 
c s 1, 9 9 243 
égale à 3x—x—x—- . 

10 10 10 10° 
  

1) Le nombre de configuration possible pour que les 3 boules tombent 

dans les 3 trous est le nombre de permutation des 3 boules dans les 3 

trous donc il ya Aÿ=31=<6 configuration toutes équiprobables. 

2) La probabilité de chacune des configurations est : : . 

3) Soit l’événement E; : « la boule verte est tombée dans le trou du 

haut ». Si la boule verte est tombée dans le trou du haut donc elle a C; 
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possibilité, Il reste 2 trous donc la deuxième boule à C; possibilités, il reste 

1 trou donc la dernière boule à C, possibilité 

L l 

6 3. 

— Soit l'événement E;: « La boule bleue est tombée dans le trou du 

haut ». En appliquant le même raisonnement que précédemment 

On a : card E,=1x2x1=2 d'ou p(E, y=2=1 
6 3 

— Soit l’événement E, : « La boule verte est tombée dans le trou du 

donc card E,=C; xC, xC;=1x2x1=2D'oup(E, )=2- 

haut et la bleue dans le trou droit ». Dans ce cas la boules verte à C; 

possibilité et la boule bleue à aussi C possibilité (car les deux trou sont 

(fixé), il reste qu’un seul trou dont la 3°” boule a aussi C} possibilité 

donc card E,= CixC;xXC;=1 d'ou p(E,)=e 

E4 : « La boule bleue n’est pas tombée dans le trou du haut ». 

Éa : « la boule bleue a tombée dans le trou du haut » donc en 

appliquant le même raisonnement on a : 
—, 2 _ 2 

p(E,)=< d'ou p(E,)=1-p{E,)=1-<<2 

x: Soit l'épreuve E : « on tire successivement et sans remise deux boules 

parmi sept boules ».L’univers © associé à E est l’ensemble des 

arrangements de deux Eléments d’un ensemble à 7 éléments. 

Donc card Q=A5 =7x6=42 

e À est l’événement : « les 2 boules sont blanches ». 

Donc card A = A?= 4x3=12. D'ou p(A)=12-2 
42 7 

e Best l’événement : « les 2 boules sont de la même couleur ». C’est 

à dire « Avoir 2 boules blanches ou 2 noires ». 

42 

e Cest l’événement : « les 2 boules portent le même n° » c’est à dire 
« Avoir 2 boules portent le n° 1 ou le n° 2 ou le n° 3 ». Or il ya 2 

boules qui portant le n° 1 et 2 boule qui portent le n°2 et 2 boules qui 

Donc card B = card A+ Af=12+3x2=18 d'ou p(B)= 18 =: 

portent le n°3 donc card C = = AS +A; +A =2+2+2=6 d'ou p(C) + = 

|
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e D'est l’événement : « les 2 n° sont pairs ». 

Or il ya 3 n° pairs donc card D=A?= 3x2 = 6 d'ou p(D= = 

e E est l’événement : «les 2 n° ont même parité » c’est à dire « les 
n° 2 sont paire ou sont impairs ». Or il ya 3 n° paires et 4 n° impaires donc 

card E = card D +A%=6+4%x3=18 d'ou p(A) == 

e fest l'événement : « il ya au plus n°4 ». C’est à dire avoir les ns° 1 

2,3 4 donc H= {A, B,C, D, E, F} d’ou p(F})=1. 

e Gest l’événement : « la première boule est la noire n° 1 » donc 

card G= A!xA!=1x6=6 d'ou p(G)=2 

+ p(A)= 1-P(A)=È 
e CNG : «La 1” boule est la noire n°1 et la 2°" est la blanche n°1 ». 

dont card (CnG)=A;xAi=1x1=1d’ou P(CAG)= TE. 

eP(AUE)=p(A)#p(E)-P(ARE)or ANE : «les deux boules 

sont blanches et de même parité » donc card (A  E)= A5+A°=4 (car il 

y à deux boules blanches impaires et deux boules blanches paires) 

2 3 À 13 D'où 242-722, P(AUE) 5372 2 

L'univers (2 dans notre cas est l’ensemble des applications d’un 

ensemble à 4 élément (4 enfants) dans un ensemble à 2 élément (les 

deux sexes }). Donc card Q =2* =16. 

e A:«elle ne c’est pas de garçon ». C’est à dire que les quatre enfants 

1 

16. 
e B : «elle a au moins un garçon ». En remarque que B=A avec A 

sont des filles d où card A=1*=1 d’ou p(A)= 

1 
est l’événement contraire de l’événement A d’ou p(B)=1- PCA . 

e C: «elle a au plus deux garçons » c’est à dire elle a 2 garçons et 2 
filles où 1 garçon et 3filles où 4 filles donc : 

! 

2!x 2! 

d’ou card C= 1x6+1x4+1=11. 

  card C=(12x 12) * +(Gxr)*x + card À 
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e 4 l'est le nombre de permutations des 4 enfants et on a divisée par 
2 ! x? ! car on a deux enfants de même sexe garçons et deux autres de même 

sexe et qui sont des filles. 

à . 4! 11 
e Même explication pour . Donc p(C) = TA 

e D : «elle a des garçons et des filles ». 

e D : «elle a que des garçon ou que des filles » card D=2x1* =2. 

17 
D'où p(D}-—=— et donc p(D}=1-p(D}-1--—-=— PO ETS POI-PDY IEEE 

°E: «elle n’a qu’un garçon » c’est à dire elle a 1 garçon et 3 filles 
! 

donc card E= PE LA d'où P(E)=E - 

°F: «elle a autant de garçons que de filles ». C’est à dire elle a 2 
garçons et deux filles donc 

De ns _3 
nr 1 *676 d'où p(F) &   card F= (12x}2}* 

NS L'univers Q est l’ensemble des permutations de six oignons donc 

card (= 6!- 720. Le jardinier les prend au hasard, il ya équiprobabilité il 

ya trois types de dispositions des oignons : 

t.. 7 
l 

Type Type IT Type IT 

- l'événement A : « les fleurs jaunes forment un triangle rectangle »les 

fleurs jaunes forment un triangle rectangle lorsque deux d’entre elles 
sont diamétralement apposées, comme dans la première disposition. Le 

sommet de l’angle droit du triangle à six places possibles, pour une de 
ces places il ya deux triangles (par symétrie). Il y a donc 12 réparations des 

places possibles pour cette configuration. Dans chaque cas, on ne peut 

permuter 3 ! = 6 manières les oignons jaunes d’une part, les rouges d’autre 

4326 3 
=19xX6x6—= ! == —— part. Donc card A=12X6*X6-432 d'ou p(A) 20 10 5 

eB: «les fleures rouges forment un triangle rectangle ». Lorsque les fleurs 

jaunes forment un triangle rectangle, les rouges forment aussi un triangle 

rectangle donc card A= card B et par suite p(B)=p(A)=0,6. 
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e C: «les fleurs jaunes forment un triangle équilatéral « les fleurs jaunes 

forment un triangle équilatéral lorsque la disposition est du deuxième type. Il 

ya deux triangles possibles. Pour chacun des triangles, on peut permuter de 

3 ! =6 manière les oignons jaune d’une part, les rouges d’autre part 

72 1 
d’ou card C= 2x6x6=72.D = = — 

Ÿ oncp(C)= 720 10 

e D: «les fleurs jaunes forment un triangles isocèle ». Les fleurs jaunes 

forment un triangle isocèle lorsque la déposition est du deuxième ou du 
troisième type. Pour le troisième type, il y a six triangles possibles, 

déterminés par la place du sommet de l’angle obtus. Pour chacun des 

triangles, on peut permuter de 3 ! = 6 manières les oignons jaunes d’une part, 
les rouges d’autre part 

donc card D = (246)k6% 6 = 288 d'ou p(D)= 27 = - 2 
720 10 5. 

On peut remarquer aussi que l’événement D est égal à l’événement 

contraire À. 

Y * On tire deux boules de l’urne successivement et sans remise, donc 

l’univers © est l’ensemble des arrangements de deux éléments d’un 

ensemble a 6 éléments, d’ou card Q = A =6x5=30. 

1) les résultats des tirages possibles sont : 

{(2,1) : (1,2) : (23) ; (2,0) ; (2,2) ; (2,3) : (3,0) ; (3:2)} : 

A? 30 5 A? 30 5 

p{(13)} = API = = = < ; p{(2,1)} = a = Le =: 

p{(2,2)} = a = = = = :p{(23)}= Aa = F = e 

Ge LS 22e L p(Gaÿe ÊR - E - 2 
2) Soit A l’événement : « les deux nombres tirés sont égaux (a = b) » 

on a : A={(1,1);(2,2)} . 

42 8 4 
Donc p(A)=p{(1,1)}+p{(2,2)} = F 30 30 15 
* Soit B l'événement : « la 1°° nombre tiré est strictement supérieur 
au second(a>b) ».On a : 

B={(2,1):(3,1):(3,2)}; donc p(B)=p{(2,1)}+p{(3,1)}+{(3,2)} 
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m-é,2,2en 
7730 30 30 30 

*# Soit C l'événement : « la 1°° nombre tiré est inférieur au second 

(a <b) ».On a : C=B done p(C)=1-p(B)=1- 2-17. 
30 30 

3) On note X la valeur absolue de la différences des deux nombres tirés 

c'est à dire X= |a-b|. 

a) L'ensemble des valeurs possipes de X est E={0,1,2}. 

# p(x=0)=p{(1,1)}+p{(2, = Fe 

6 2 2 16 
* p(x=1)=p{(1,2)}+p{(2,1)}+p{(2,3)}+p{(3,2)} = 36730420 20730 

* p(x=2)=p{(1,3)} +p{G, D} + Fe 

NE 1) urne contient : n boules noires et deux boules rouges. 

QE 2 
PAT, GO) (mt) 

21n! 

B : avoir deux boules de mêmes couleurs. C’est à dire 2 rouges ou 2noires 

(al) 

DB or c= 2! 220) 208757) 2m 
Ca  " 2{n2) 2 D (n+2)(n+1) 

2 1 2 LT 1 
b} p(A)= 15  (n2)nti) 5 30- m+2m+D 

& n°+3n-28-0 ,A=9+4x28=121 

-3+ 
3 4 et n° ZT ei dou n 4   

2) L’urne contient : 4 Noires et 2 Rouges soit NoN: Ni N et RiRz 
2 2 

a) E : avoir 2 boules de mêmes couleurs PER) RS 
| A? 

b} F : avoir deux boules de même parité, ou encore 2 pairs ou 2 

Aÿ+A; 12 2 
|A 30 5 

c) H : avoir au moins une boule qui porte le n°1 

impairs p(F)= 

H : aucune des boules ne porte n°1. 
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6 _24 4 6 
is =]. ES RS 

P(H 36 > POS P(D ESS 
d) k : avoir 1 boule noire et 1 seule boule qui porte n°1 

c’est a dire N; R; ou N; R,(1 : n'estpas1) 

ASAX2+ASAÏX2 8 4 PCR) RS = 
As 30 15 

3) On tire 3 boules successivement et avec remise 

pour une boule qui porte 1 on gagne 10 d 

pour une boule qui porte 2 on gagne 20d 

pour une boule qui porte 0 on perd 5d 

a) L : le joueur gagne 40d (10 ;,10,20) ou (20,10,10) ou (10,20,10) 

3:x2!x 3 _ 1 
PO= =; 

b) I: le joueur gagne une somme supérieur ou égale à 40. 
(10, 10,20) ou (20, 10,10) ou (10, 20,10) ou (20 ,20 ,10) 
ou (10,20,20) ou (20,10,20) ou (20,20,20) 

_37x2x3+2"x3 x3+2 98 49 
6° 216 108 

Ç 1) a) L’urne contient : 5 blanches et n-5 noires 

AS + A7; _20+(n-5Xn-6)_n°-1lin +50 
  

p(E,)= A n(n-1) nn-1) 
_, AL A! 10(n-5) 

p(E:)=2 A nn-1) 

n°-lin+50 10n-50 
b E ENS ———< 

) ( 1)<P( +) n(n - 1) n(n - 1) 

& n°-llin + 50<10n- 50 n°-21n+100 <0 

x l-co 7,29 13,75 +00 

x2-21x + 100 + ê - ? * 

— Les entiers dans [7,29 ; 13,75] qui sont supérieur ou égal à 7 sont 

8, 9 jusqu'à 13. 
2) les 5 boules blanches portent : -2,-2,-2, 3,3 

les 3 noires portent :3,3,3. 

p(A)= CH CS _ Le C, x Ci +C _31 

CG 56° P(B)T C 56 

  >1 
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C;+Ci _11 

© 5 
1,11 _ Ci+Ci _ 20 
56 56 © 56 

3) Le mode est 1 qui correspond à l'effectif le plus grand 15. 

X=1,04 et V(x)=3 et T, =1,73 

D : avoir 3 boules de mêmes couleurs p(D)= 

  p(c)=p(DUA)=p(D)+p{(A)-p(AnD)=— 

  

  

  

  

  

  

\20/ 

. Epaisseur |, | 2 | 3 | 4 | Totaux 
Diamètre 

8 5 G 9 0 20 

10 5 10 11 4 30 

12 6 15 3 2 26 

15 7 6 5 6 24 

totaux 23 37 28 12 100                 
1) a) À événement : avoir une rondelle d’épaisseur 3 mm 

on lit le total de la colonne qui correspondent à 3 mm d’épaisseur 

28 
alors p(A) = —-0,28 

rs PCA) = 100 

b) B événement : avoir une rondelle de diamètre Ko mm p(B) = = 0,3 

c) C événement : avoir une rondelle de épaisseur 2 mm et de diamètre 

12 mm on lit le nombre situé à l'intersection de la colonne 2 mm 

et la ligne de 12 mm alors p( C) = 20,15 

d) D : avoir une rondelle de diamètre supérieur à 11 mm on additionne les 

totaux des lignes qui correspond à 12 mm et 15 mm alors p(D)= _ => 

2) a) il ya 23 pièces d’épaisseur 1 

E : avoir au moins une rondelles d’épaisseur 1. 

E : aucun des rondelles n’est d’épaisseur1. 

Ci 3741 1247, 403 
PE) 050 1650 PO PE) 655 
b) F : au plus une rondelle de diamètre 8 mm c’est à dire 0 ou une 

Œ = Cro+Cn Ci _ 4760 _ 476 
PET CG 2950 495 
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S'atistiques 

Chapitre XIIT 

Statistiques 

Résumé de cours 

  

  

1) Statistiques à une variable quantitative : 

N : effectif total, N=n;, +n3+...+n,. 

° Variable continue : 
  

  

  

          
  

Classe [ao, Al | {A5-1 > pl 

Effectifs n; Mi | D 

Fréquence f, CE _n, 

N N 

A + ak 
Centre de classe [as a est x, — 5 

° Variable discontinue où discrète : 
  

  

  

Valeur x; X1 | X2 |... X9 

Effectifs n; ni | M |... D, 

Fréquences f, n, |n, |... ln, 

N'IN N             
  

* La Fréquence en pourcentage est <> 100 

Paramètres de position : 

: = OX FX, FX TX k 
“ Moyenne simple: KE D 

i=1 

“= Moyenne pondérés: Moyenne de la série (x,, n.) 

: k 
= N.x n,.x,+...M..Xx 1 
X= =—Y x;n etN=ÿ n, 

k NF is 

Paramètres de dispersion : 

= Variance: 

. è 1 , 2 1< = 
* Variance de la sériex: V,=—% xx == 9 (x.-x) 

x 1 n 1 

i=l i=l 

. e. 1 —_l< — 
* Variance de la série (x; , ni) : V=—Ÿ n;x} —X RD x) 

ni El 

" Ecart - type: Dans tous les cas on a: 6,=4V, . 
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Remarque : 
- Une série ayant un faible écart-type est une série dont les valeurs sont peu 

dispersées. 
- Une série ayant un écart-type important est une série dont les valeurs sont 

très dispersées. 

#« Diagramme en boite : 

Les deux quartiles Q, , Q; et la médiane Me d’une série statistique associés 

aux valeur extrêmes( minimum et maximum) permettent d’appréhender 

certaines caractéristiques de la répartition des données. On les représente 

souvent par un diagramme en boite. 

Exemple : 
Voici la liste des températures relevées sous abri à différents moments d’une 

journée, rangées par ordre croissant et exprimées en degrés Celsius. 

3-3,8-4,5 — 5- 5,5 -5,7 —5,8- 6,2- 7-7, 3- 8,2 -9-9,2 —9,5 -9,7 
Voici le diagramme en boite de cette série . 

  

  

      

Min =3 Qi=48 Me=6 Q= 8,2 Max = 9,7 

——— | 
| | ] 1} ] ‘ 

Î Ï Ï Ï | Î | | 

3 4 5 6 7 8 9 10 
Ce diagramme est souvent employé pour comparer la répartition de deux séries. 

s L'écart interquartile : 

L'écart interquartile relatif d’une série statistique à une variable quantitative 
est égale au quotient de l’écart interquartile par la médiane de la série. C’est un 
nombre sans unité qui peut être exprimé en pourcentage. 

On utilise l’écart interquartile relatif lorsqu’on veut comparer les dispersions 

autour de la médiane de deux séries statistiques dont les valeurs respectives 

ont des ordres de grandeur différents. Plus L'écart interquartile relatif est 

faible plus la dispersion autour de la médiane est faible. 

  

Soit une série statistique de valeurs (x, ,xx ) de moyenne x et l'écart 

type & .Soit a, b deux réels et Ÿ Ia série statistique de valeur 

(axi+ b, ax + b, ...… , axn + b). On désigne par Yeto'la moyenne et 

    l’écart type de y alors Y=ax +bavec o'= lalo- 
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X une série statistique de moyenne X d'écart type ©. 

On dit que X est une distribution normale ou gaussienne lorsque le 
polygone des effectifs est tel que environ 

+ 68 % des effectifs sont situés dans [x-o, x+ Oo] 

° 95 % des effectifs sont situés dans [x-2o, x+20] 

+ 99 Z des effectifs sont situés dans [x -30, x +3 ©] 

Dans ce cas, le polygone des effectifs à la forme d’une cloche symétrique 
par rapport à la moyenne. 

  

  

1 © Da . . à x 
Le réel 7 est dit l’écart type relatif de X il peut être exprimé en     pourcentage 

= Statistiques à deux variables : 
+ Etude de deux caractères sur une même population 1” type de 

tableau à double entré 

  

  

  

  

  

  

X 
XI X2 ve Xp 

Yi 
Di: 2 vo. ip 

ÿ2 
ns N22 s. Mp 

Ya Nql M2 ce. Nap             
  

Les x; et les y; peuvent être remplacés par des classes pour une variable 
continue. 

+ Nuage des points : Dans un repère orthogonal (O,1, j) on place les x; 

sur l’axe de abscisses et v; sur l’axe des ordonnées on place les points 

de coordonnées (x; , y;) l’ensemble des points représenté s’appelle nuage de 
points. 

+ Le point G(X,Ÿ) s’appelle le point moyen. 

Comment Calculer XetY ? (La notation n,:: 1 correspond 1*° ligne et 2 2°" 

colonne) 
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X x x x Distribution 

y ‘ ? P marginale de Y 

Yi Nu | Nu np |n, +n,++n, =N, 

V2 Di | NM Np N 

Ya _— Nyr | My Non N 

Distribution ' : ' 
. N IN N N 

marginale de X 1 2 P             
  

N=n,+n,, tn, +...+n,, (on fait la somme des effectifs) 

N : le nombre total de l’effectif. 

x, N; Sy. N; 

X = et Y =, 
N N 

+ Sion a des classes on utilise leur centre. 

° On peut réaliser le même tableau avec les fréquences 

  

ny 
Exemple : f,, TN . 

2°" type de tableau d’un série à deux caractère : 
X XI X2 |... | X 
  

            Y Yi LL Ya :. | Yo 
+ Le nuage de points : l’ensemble des points Mi(x;, y:) placer dans un 

repère orthogonal. 
P P 

D X; > Y: 

* Le point moyen  G{X, Y) avec X={— et Y= il, P y (X, Y) N N 

  

  

# Droite d'ajustement affine: 

On note P, le nuage de points de la 1°° moitié de la série (x, y) et P, le nuage 
de la 2°" moitié de la série. (On divise le tableau statistique en 2 parties 
quelconques). 

- G, le point moyen de P: et G; le point moyen de P; 
La droite (G1,G ) est appelée la droite de Mayer ou bien la droite d’ajustement 

affine du nuage de points représentant la série double (x,y) et elle passe par le 

point moyen G.     
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Réflexes : 
  

Situation Réflexes 
  

Comment déterminer la médiane 

Me d’une série statistique ? 

1) On ordonne les données dans 

l’ordre croisant : x, <X, <...<xX, 

2) Sin = 2q + | alors Me=xetsin 

= 2q alors Me == (tou) 

  

Comment déterminer les quartiles 
d’une série statistique ? 

1) On ordonne les données dans 

l’ordre croissant : x, <X, <...<x, 

2) Q; = x; où i est le plus petit 

4 £ s n A 

supérieur ou égal à 4% X, Où Jj est 

le plus petit entier supérieur ou égal à 

3n 
1 

  

Comment construire un diagramme 

en boite ? 

1) On détermine le minimum , le 

maximum, la médiane Me et les 

quartiles Q: et Q; de la série. 

2) On construit la boite le long d'une 

graduation comme ci -dessous. 
  

    
  

            Min I Me Q3 Max 
  

Comment résumer une série 

statistique ? 

Par une mesure de tendance centrale 

associée à une mesure de dispersion : 

(moyenne ; écart-type) ou (médiane ; 

écart interquartile). 
  

Comment retrouver la droite 

d’ajustement linéaire ? 
(droite de Mayer) 

On divise le tableau en deus parties, 

on calcul x et y, de la première 

partie. Puis x2 et ÿ; celle de la 2°" 

partie. G;(x, , y,) et G, (x, , y) 

alors la droite de Mayer est (G, G2) 

puis on écrit son équation y = ax + b 
  

Comment estimer la valeur de la 

variable de [a variable y pour une 

valeur X, donnée de X, lors de 

l'ajustement linéaire de y en X ?   Une estimation de la valeur y est 
y 0 = aXo + b   
  

  

9a7 

  

 



Statistiques Enoncés 
  

ENONCES 

QCM 
Indiquer la réponse exacte par a,b où c 

1) On considère la série statistique 

Valeur 10 14 25 30 

effectif 400 | 200 | 300 100 

La variance de cette série est : 

[a] 65,12 [b]-57,41 57,47 
2) On considère la série statistique: 

x | 10 | 15 | 20 | 25 

y 5 7 | 13 | 5 

Les coordonnées du point moyen G est de cette série est : 

[a] (7,5 ; 17,5) (17,5 ; 7,5) (8,75 ; 3,75) 

Vrai - Faux 
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse: 

1) La variance et l’écart type dans une série statistique sont toujours 

positifs. 
2) Si f; est la fréquence de la valeur x; alors la variance V est égale à 

DE x} -(RY. 

  

  

              

  

  

              

Dans une classe de 3°" économie de 33 élèves, les notes du dernier 

contrôle de mathématiques sont donnée dans le tableau suivant : 

x |2141618110|11]112]13} 15 |16 
mn |1|[413|5151412]13]3 13 

1) Calculer la moyenne et l’écart type de cette série. 

2) Pour augmenter la moyenne de la classe le professeur décide 

d'augmenter toutes les notes d’un point. 

Calculer la moyenne et l’écart type de cette nouvelle série. 

3) Pour augmenter la moyenne de la classe le professeur décide 

d'augmenter toutes les notes de 10% (on admet de pouvoir noter au 

10° de point). 
Calculer la moyenne et l’écart type de cette nouvelle série. 

4) Compare les deux résultas. Quelle augmentation préférez vous ? 

  

  

                          

Au service de livraison d’une sociétés. On note le nombre de Km parcours 
pour chaque livraison on obtient le tableau suivant au cours d’une semaine. 

Où x; représente la longueur du parcourt en km et n; le nombre de livraison. 1 
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Xi h; Xi hf; Xi ü Xi h; 

[O, 4[ 6 [8, 12[ 50 [16, 20[ | 72 |[24, 28[ | 15 
[4, 8[ 30 [12,16[ |61 [20,24[ 155 |[28, 32[ |3 

1) Calculer la moyenne et l’écart type . 

2) Déterminer la médiane, le premier et le 3°” quartile . 

  

  

                    

Dans une entreprise, on fait une étude sur les nombres du personnel 
ayant contracté un prêt pour l’achat de leur résidence principale. l’étude porte 
sur le nombre de pièces suivants la catégorie socio - professionnelle. On 
obtient le tableau suivant : 
  

  

  

  

  

Nombre 

de pièces 
Catégorie 1 2 . 4 à 

Socio — professionnelle 

Ouvriers 6 6 14 11 0 

Employés 2 8 -27 12 4 

Techniciens 2 6 8 14 4 

Cadres 4 12 16 23 19                 

1} Réaliser un tableau donnant les fréquences marginales. 

2) Quel est le pourcentage de personnes ayant obtenu un prêt pour 

résidence principale de 3 pièces ? 
3) Quels est le pourcentage de cadre ayant obtenu un prêt ? 

\7/ On considère le série statistique à double caractères x et y donnée par 

le tableau si dessous : 
  

  

  

  

  

        

y [O, 12[ [12, 18[ [18, 24[ [24, 48[ 
X 

5 0 2 4 6 
4 0 2 ñ 3 
0 4 0 0 1 
1 6 3 5 0 
2 3 0 0 0         

On désigne par y; le centre des classes ci. 
1) Représenter le nuage des points. 

2) Calculer la valeur moyenne de x et y. 

3) Placer le point moyen G. 

\/ Le tableau ci-dessous donne pour 22 pays de l’Union Européenne. 

+ Leur PIB en dollars par habitant pour l’année 2003 ; 

+ Leur taux d’équipement des ménages en accès à Internet en 2004. 

(Source : EUROSTAT) 
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pays PIB en$ | Internet pays PIB en $ | Internet 
en % en 

Rép. Tchèque 13 300 19 Lituanie 8 700 12 

Danemark 33 000 69 Luxembourg 38 860 59 

Allemagne 25 200 60 Hongrie 11 900 14 

Estonie 9 800 31 Pays-Bas 23 134 71 

Grèce 11 853 17 Autriche 23 401 45 

Espagne 17 680 34 Pologne 9210 26 

France 24 837 34 Portugal 10 560 26 

Irlande 23 710 40 Slovénie 16 000 47 

Italie 20 220 34 Slovaquie 11 060 23 

Chypre 12 700 53 Finlande 26 372 51 

Lettonie 7 700 15 Royaume-Uni | 23 942 56 
  

a) Représenter cette série à deux variables par un nuage de points. 
b) Déterminer le point moyen G du nuage en arrondissant l’abscisse à la 

centaine, et placer G sur le graphique. 
c) Utiliser ce nuage de points pour caractériser la liaison entre PIB 

et taux d'équipement internet pour ces 22 pays. 

Dans le tableau ci-après, i désigne le numéro de l'observation, X ; 
désigne le taux d’alphabétisation des femmes (%) et Y ; le taux de mortalité 

infantile Lo . 
  

  

                      

2 s 8 
a = E L d © 2 £ A 

& en È (Al ë en Ë + ë n £ © à TT ÿ oo à a 5 

= M s Le © O o a S 
= > S 

Xi 25,7 69,6 17 98,7 42,8 55,4 87,8 100 61,6 

Yi. 95 34 127 7,7 90 73 25,1 5 120     
1) Construire le nuage de points associés à cette série statistique double. 

On prendra 1 cm pour 10% et 1 cm pour 1 A en ordonnées. 

2) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de [a série 

(X;,Y.) avec 1<i<9 plus celui de la série (X;,Y,) avec 1<1<8. 

Pour laquelle des séries un ajustement affine est — il le plus approprié ? 

Justifier la réponse. 
* Dans la suite on élimine les données concernant Madagascar, considérant 

la série (X;,Ÿ.) avec 1<1<8 

3) déterminer une équation de la droite d'ajustement linéaire de Y en X. 

(les résultats à 10° près). 

300 

 



Statistiques Solutions 
  

CORRIGES 

ÿ 1) La réponse est [b]car V= Zrin _Xy =57,41. 
1000 

2) La réponse est [ car X=17,5 et Y=7,5 

Ÿ/ 1) Vraie : o=VV ouacet V sont toujours positifs. 

2 n; 

2) Faux: V=— -(K} DxR (x)   

P 

=Ù x; f. x Sr _ 
il ici 

Ê 1) à l’aide de la calculatrice on trouve X=9,88 et o —3,88. 

2) Si on augmente toutes les notes de L point on a: 

Xi 3 5 7 9 11 { 12 | 13 | 14 | 16 | 17 

ni 1 4 3 5 5 4 2 3 3 3 

à l’aide de la calculatrice on trouve X=10,88 et o=3,88 

  

  

                        
  

on remarque que lorsque on augmente 1 point la moyenne augmente aussi 

1 point mais l’écart type reste le même. 
3) Si on augmente de 10% les notes on obtient : 

xi_| 2,2 | 4,4 | 6,6 | 8.8 | 11 |12,1 | 13,2 | 14,3 | 16,5 | 17,6 

n; 1 4 3 5 5 4 2 3 3 3 

On trouve X 10,87 et o=4,27 

La moyenne et l’écart type on été multiplié par 1,1. 

4) On voit que pour les notes inférieurs à 10 la première augmentation 

est plus intéressante, alors que les notes supérieurs à 10 c’est la 

deuxième. Pour les copies ayant obtenu 10, les deux méthodes conduisent 
au même résultat. 

Alors que pour la moyenne de la classe, on obtient le même résultat 
dans les deux cas. 

  

  

                          

1) Résumons tous les calculs dans un tableau : 
  

  

              

Classes x; ñ Xi D; x? n, X° 
(centres) | | 

(0, 4[ 2 6 | 12 4 24 
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[4, 8[ 6 30 180 36 1080 

[8, 12[ 10 50 500 100 5000 

[12, 16[ 14 61 854 196 11956 

[16, 20[ 18 72 1296 324 23328 

[20, 24[ 22 55 1210 484 26620 

[24, 28[ 26 15 390 676 10140 

[28, 321 30 3 90 900 2700 

Totai 292 | 4532 80824 

4532 
La moyenne X=——==15,52 

292 

La variance Va (15, 25) =35,92 et o= =\/V 25,99 

2) Résumons le calcul dans un tableau : 

Classe |[0,4[ | [4,8[ | [8,121 1 112,161 | [16,201 | [20,241 | [24,281 | [28,321 

f7 2 12 29 50 75 94 99 100 

  

  

  en %                     
Lorsque une série statistique est f 

regroupée par classe il est d’usage de “ 

travaille avec les fréquences f; ou 

  

  

  

  

f7 plutôt qu’avec les effectifs. 
  + La médiane: 50% des livraisons 

ont un parcours d’où plus de 16 km TP 

donc Me = 16. | on mo dr au pme re À 

+ Q3:=20,75% des livraison ont 7 

un par cours de 20km .. 

  

                      
  

  

  

  

  

  

  

  

  

° Pour Q: = 11. st Hi + Bi 26 3 

Nombre 1 2 3 ‘ 4 5 total | Fréquence 
De pièce 

Catégorie 

Ouvriers : 6 6 14 1 0 37 37 
= 0,187 

198 

Employés 2 8 27 12 4 53 
p'oy | 53 — = 0,268 

198 

Technicien 2 6 8 14 4 34 
s = 0,171 

Cadres 4 12 16 23 19 74 74 
— = 0,374 
198 

Total 14 32 65 60 27 N= 

198 

Fréquences 
À Moon | 22-0162 | 520,328 | OL 0,303 | 21-0136 

198 198 198 198 198                   
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2) Pour 3 pièces la fréquence marginale est 0,328 soit 32,8%. 

Ÿ Pour les cadres la fréquence marginale est 0,374 soit 37,4%. 

  

1) 
Ci [0, 121 (12, 18 [18, 24{ [24, 48[ 
  

    Yi 6     15 21 36     

2) 

Solutions 
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X:; -5 410 
  

N; 12     6 5         —     

à l’aide de la calculatrice 
5 

> x; n; 
Lil x- 

40 
  =-1,6 et Y = il 

4 

> 
  

3) G(X, Y) donc G(-1,6 : 18,825) 

Vs 
Tate 

B0 4 

30 

  H 4 
5 000 19 090 15600 20000 

  

Yi 21 US
 

a
 

  

          10 10     

18,825 

4 
Ÿ + 7 F 

25 050 40 G0B 56 LA 40 060 4$ 
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b) La moyenne des PIB est d'environ 18 300$ (en effet, 

403139 
  = 18 324,5), et la moyenne des taux d'équipement est 38% 

(en effet, w = 38). On considère donc que le point G a pour 

coordonnées (18 300 ; 38). 

c) La forme du nuage laisse penser que la fonction f qui modéliser la 

liaison entre les deux variables est croissante, c’est-à-dire que le taux 
d’équipement Internet a tendance à augmenter en même temps que la 

richesse du pays. Cependant cette ne semble pas très forté. 

EE ART PRINT 
Tél.: 70 94 42 46 - Fax : 70 94 42 56





Les Cahiers des Mathématiques 

Exercices corrigés 
pour s'entraîner toute l'année 

A PR) PER | 

re Carine 

  

Proposent pour chacune des notions 

fondamentales du programme: 

> Des rappels de cours 

> Des exercices progressifs et classés par 

thèmes couvrant la totalité du programme 

> Tous les corrigés des exercices et des 
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problèmes détaillés et commentés. 

He < 
Aus < 

  

Cycle de l'enseignement de base 

Analog AB pe 55938 + Au 9 pie < 

Dans la même collection Alaska ch cro22 

cle pari él » 

Anaalig AB je 02998 + Auti® 9 pi < 

Cycle de l'enseignement secondaire  <SsL\ sm äls » 

> Algèbre 

> Géométrie 

> Devoirs de contrôle 

et de synthèse 

© Section Sciences et technologie 

de l’informatique 

> Analyse 

> Géométrie 

> Devoirs de contrôle 

et de synthèse 

© Section Economie et Services 

> Résumé de cours 

+ Exercices corrigés 

+ Devoirs de contrôle 

et de synthèse 

© Section Mathématiques 

> Analyse 

> Géométrie et probabilités 

© Section sciences expérimentales 

> Analyse et géométrie 

© Section techniques 

> Analyse et géométrie 

e Section Sciences de l’informatique 

> Analyse et géométrie 

© Section Economie et Gestion 

> Résumé de cours 

+ Exercices corrigés 

+ Devoirs de contrôle 

et de synthèse 

© Section Mathématiques 

> Analyse 

> Géométrie et probabilités 

> Problèmes corrigés 

et commentés 

© Section sciences expérimentales 

> Analyse 

> Géométrie et probabilités 

e Section techniques 

> Analyse 

> Géométrie et probabilités 

© Section sciences de l'informatique 

> Analyse 

> Géométrie et probabilités 

© Section Economie et Gestion 

> Résumé de cours 

et exercices corrigés 

  

  

  ee 9 789973 87/9080 

ISBN: 9973 - 879 -08-2 

 


