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Avant Propos

Cet ouvrage est conforme au nouveau programme officiel de la 3*™ année
secondaire, section Mathématique, applicable a partir de 1’année scolaire
2006-2007.

Le cour est bien entendu, nécessaire, et ses principaux résultats doivent
étre parfaitement connus avant toute chose. Mais il ne saurait suffire.
Combien d’éléves a-t-on vu qui malgré une bonne maitrise de leurs cours, ne
parvenaient méme pas a démarrer un exercice ? Dans la plupart des cas, ils
manquent tout simplement de méthode. Le cour sans les méthodes, c’est le
savoir sans le savoir — faire : ca ne sert a rien.Cet ouvrage est par conséquent
nécessaire pendant I’année scolaire afin d’assimiler utilement le cours en vue
des exercices, et a plus forte raison indispensable dans la perspective de la
préparation aux devoirs et aux épreuves du Bac.

Ce livre est un véritable outil de travail :

> Les résumés de cours : rappellent les résultas essentiels illustré
d’application directes pour surmonter les difficultés du cours.

> Les réflexes : La plupart des éléves bloque souvent sur les mémes
difficultés, connaitre les astuces et les réflexes qui les débloquent
améliorera leur compétence.

> Des exercices groupés par thémes et par ordre de difficulté croissante.

> Des problémes puisés dans des situations réelles, de la vie courante, dans
des contextes mathématiques ou en rapport avec I’ environnement et ce en
conformité avec les objectifs du nouveau programme.

> Tous les exercices et les problémes sont corrigés intégralement et

commenté dans un langage simple et rigoureux. :

© Unerégle d’or :

Attachez voiis a résoudre les exercices sans regarder le corrigé (éviter méme
le "petit coup d’eil" ). Si au bout de 10 minutes vous n’y parvenez pas, lisez la
solution puis refaites l’exercice quelques jours aprés, pour voir si vous avez
vraiment compris.

Nous souhaitons que cet ouvrage vous permettrait d’acquérir les bons
réflexes, ceux qui vous donnerez I’ aisance nécessaire pour aborder, avec
confiance et sérénité, les devoirs de mathématiques.

Nous conclurons cet avant - propos par une remarque frappée au coin du
bon sens, empruntée au mathématicien George Polya, dont chacun devinera
sans peine les destinataires : « De méme que apprendre a ,nager , il faut se
mettre a Ueau , pour savoir résoudre des problémes , il faut en résoudre ».
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Produit scalaire Résumé de cours

Chapitre 1
Produit scalaire dans le plan

M Définitions

- - - -
1) On appelle produit scalaire de uetvetonnoteu.v leréel défini par

- > - =
¥ ou.v= OSlV Oouu 0.

*u.v=ﬁ.ﬁavecu=ﬁ,v=@ i
et H le projeté orthogonal de B sur (OA) |
2)3.; =0A .OB=0A .OB cos AOCsi ;/) # 6et; # 6 "

- - - > - -
etu.v=0 siv=0ouu=0

B Propriétés Algébriques

- - —
Soit u, v et w sont trois vecteurs, les réels a et f Soit

e T Y
u.v=v.u

-> - —

o (<]
;.(:+:vj=z.:+z.; (j ( }*( j
(azj.([};)zaB(z;j vv=0esuly

2 2 2 2 9 2
— - - - > — 5 = = s K N
u+ v =lul| +fvll +2{uj.|v u—vit={luff +|fv|| —2(u
2 2 2 2 —_— —
A I Enerive I Indl I I IS < %
(u—v).(u+vj= ul Al vl=u =v }U.V}_

‘ﬁﬂz "ﬁnXH—V” < U etV sontcolineaires

B Théoréme de 1a médiane:
I'le milieu de [BC] on a pour tout point A du plan : A

BC?
* AB? +AC? 22AP + — ,
* AB> - AC’> = 2BC.JA = 2BC. H o \ -

avec H le projeté orthogonal de A sur (BC)
B Propriété : Pour tout point A, B,Cona: E=(K€+@)

AB’ =(AC+CB)? =AC? +CB? -2AC.BC




Produit scalaire Résumé de cours

On obtient alors |AB> =AC? +CB?-2AC.BC cos ACB| Formule d’El Kaschi

W Propriétés analytiques : Dans un repere orthonormal (o 1, T) on

- = [
considére u (’;)ev (?;,-) ona:
- - . . N
u.v=xx'+yy ull = ’x2+y2
- o -
ulvexx'+yy'=0 0 est orthogonal a tout vecteur
La distance d’un point A(Xo, yo) & une droite A d’équation
aXo + bye +¢
ax +by+c=0estleréel M-——I
va?+b?
Réflexes :
Situations Réflexes

) On uilise [AB| JAC]cosBAC
b) On utilise AB.AH avec H projeté L de C

sur (AB) (on peut projeté seulement soit sur
(AB) ou sur (AC))

c) A—B.AC=xx'+yy'
d) On utilise la relation de Chasles et les
propriétés du produit scalaire

Calculer le produit scalaire
de deux vecteurs AB.AC

Démontrer I’ orthogonalité | On démontre que leur produit scalaire est nul
de deux vecteurs

a) On écrit AB? =AB.AB
b) Mesure de la médiatrice (théoréme de la
médiane)

Calculer une distance AB

1) On applique la formule
AB.AC=AB.AC cosABC

pour calculer cos ABC

Calculer un angle BAC




Produit scalaire Résumé de cours

Déterminer une ligne de

niveau des applications transformer les expressions a 1’aide de la

M= MA . MB relation de Chasles (En faisant intervenir le
5 5 milieu [AB] et se référer aux théorémes de

M MA”+MB cours.

M~ MA? -MB?

*Si k = 1 alors I’ensemble est

MA la médiatrice [AB]
M MB ~k fiveck)O *Si k#1alors ’ensemble est le cercle §[U]

tel que I et J sont les barycentres respectives
de {(A’ l)a(B’ 'k)} et{ (Ay 1) (B’ k)}

M= aMA?+BMB? Transformer I’expression a I’aide de la
relation de Chasles. (En faisant intervenir G et
(a+p=0) G' les barycentres respectives de

{(A,0); B,B)} et {(A,0) ; (B,-B}




Produit scalaire Enonces

ENONCES

QCM
Indiquer la bonne réponse par a, b ou ¢ en justifiant votre réponse.
1) A et B deux points du plan tel que AB =2

Soit M un point de (AB) vérifiant AM.AB=-4 alors
a) Me[AB]  b) Me[BA)-[BA] c) Me[AB)-[AB]
2) ABCD est un carré de centre O de cote 1 cm. Alors OB.OD est égal a:

1 1
a) — b) O c) -—
)3 ) ) 5

3) ABC un triangle tel que AB=2et AC=4et BAC=—

alors AB.AC est égala:a) 8 b) 42 c) ——?

4) a et b deux vecteurs orthogonaux de normes respectives 2 et |
(2a b) est égala: a) 15 b) 0 c) 17

5) u?=v’ siet seulement si:

a) u=v b) U=V ou u=-v c)ﬁ+;/La—;/

Vrai - Faux
Dire si ’affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse.

1) Si uetv sont colinéaires alors u. V_” H ” ”

2) Si u.v=0 alors u=0 ou v=0
3) A, Bet C sont trois points distincts. Si AB.AC=0 alors les droites
(AB) et (AC) sont pelpendlculalres

|
6) A, B, C trois points distincts. AB’+AC2=BC? < AB.AC=0
Vrai - Faux
ABCD un rectangle tel que AB =5 et BC = 3 et ABE un triangle
équilatéral extérieur 2 ABCD, I est le milieu de [AB]

Indiquer si les propositions suivantes sont vraies au fausses et justifie
votre réponse.

4)SIUV u.w alors v=w

2

u

v

5) u v——[“u+v

8



Produit scalaire Enonceés

2 @*.ﬁ:@.ﬁ:éﬁ b) DB.AD=-3/34
c) cosB]ADE=—§ d)IE;I.D—CZO

QCM

Indiquer la réponse exacte par a, bou c
ABC est un triangle équilatéral de cote 4. I le milieu de [AC] et H le
milieu de [BC] et D le projeté orthogonal de I sur (AH).

1) a) DC.AB=0 b) DB.DC=0 ¢) AD.BH=0
2) a) AB.AI=AHxAD b) AB.AI=8  c) AB.Al=4

e -4) —(-1
3) Dans un repére orthonormé, AB( 3} CD[ 5]
a) AB.AC=6 b) BC=26 ¢) BC.AB=19

;; Dans chaque cas, choisir une méthode adaptée pour calculer AB.AC.

a) b) lcm
< lcm A ‘B
120° >
A 3 B /
C
c)
C ) 5 C
2[ /
60°
A B
Al ;
A 2 HIB

Soit ABC un triangle équilatéral de coté a et soient 1, J et K les milieux
respectifs des cotés [BC] et [CA]et [AB] et G est le centre de gravité du

— ———— ——

triangle ABC. Calculer les produits scalaires : BC.BA ; BC.BG ; BC.BI ;

@aj GB.GC ; JB.KCen utilisant deux méthodes :
1) L’une utilisant la définition par projection orthogonale.



Produit scalaire Enonces

-
u

—

v{.cos0 .

oy . - -
2) L’autre utilisant I’égalité u.v =

;; Soit I le milieu d’un segment [AC], J celui d’un segment [BD].
1) Démontrer I’égalité : AB?+ AD?+ CD?+ CB2=AC?+ BD?+ 41J2,
2) Enoncer le résultat géométrique qu’on en déduit en examinant le cas I =17J.

'g Le triangle OAB est rectangle en O . Une droite D passant par A coupe
la hauteur (OH) en M et le cercle de diametre [AB] en N.

—_— — % — _— —

Montrer que : AM..AN=AM.AB=AO.AB=AO~

Soit A et B deux points du plan :
Montrer que pour tout point M du plan on a :

MA MB~MA?+ MB? — AB?
. : .

Soit Ez{M;MeP;telqueﬂ.ﬁézk;keﬂi}

a)Déterminer I’ensemble E.
b) Pour quelle valeur de k, E est le cercle de diamétre [AB]

" Soit ABC un triangle équilatéral dont les c6tés ont pour longueur a.

a) Déterminer I’ensemble D, des points du plan tel que : AB.AM =a?2

b) Déterminer I’ensemble D, des points du plan tels que : AC.AM =322— .

¢) Que représente pour le triangle ABC le point d’intersection de D, et D,

ABC est un triangle rectangle en A tel que AB =3 et AC =4,
P et Q désignent les projetés orthogonaux respectifs de I et J sur (BC)

tel que: Al= 0,5 et Al = 1,2 Evaluer de deux fagons BC.1J.En déduire PQ.

;; 1) Exprimer la longueur de la médiane issue de A dans un triangle
ABC en fonctions des longueurs a , b et ¢ ,des cOtés respectifs

[BC]; [AC]et [AB].
2) Quelle relation doit lier a, b et ¢ pour que les longueurs des trois
médianes soient proportionnelles aux longueurs a,betc ?

;; Les diagonales d’un quadrilateére convexe ABCD se coupent en un
point intérieur O. On note R et S les orthocentres des triangles AOB

et COD .

—_— —_— —— —_—

1) Prouver OS.BA=0A.OD-0B.0OC.
10



Produit scalaire Enonces

—_— — —_— —

2) Déduire que OS.BA=0R.CD.
3) On note P et Q les centres de gravité des triangles AOD et BOC.
Prouver que (PQ) et (RS) sont perpendiculaires.

Soit A et B deux points du plan tels que AB= 5. Déterminer
I’ensemble des points M dans chacun des cas :

a) MA? — MB2=-5 b) MAZ? + MB? = —4
c)ﬂ.ﬁéz—% d)MA =3 MB

WSoit ABC un triangle et I le milieu de [AC]et G son centre
de gravité. Trouver I’ensemble des points M tels que :

MA [MA + MB + MC)=0.

2)[(3MA + 3MC - 6MB . MC =0 b) MA [MA + MB + MC

N
Soit A un point du plan et u un vecteur tels que

I’ensemble des points M dans chacun des cas :

N
u|| = 5. Déterminer

-

Da) u AM = 15 b) 3.@:—%. 2)-3<u AM<IS .

;; Soit A et B deux points du plan tels que AB =5
1) Soit G le barycentre de (A, 2) ;(B, 3). Montrer que :

2MA? +3MB? =5MG? + 2GA? + 3GB2.

2) Exprimer les vecteurs GA et GB en fonction de AB , puis
les distances GA et GB en fonction de AB.

3) En déduire que 2MA? + 3MB2 = 5MG? + gABz .

4} Déterminer et construire [’ensemble des points M tels que :
2MA?+3MB?=50.

'; Soit ABC un triangle, on désigne par G son centre de gravité .

1) Montrer que pour tout point M du plan on a :
MA? + MB? + MC? =3GM*+ GA2 + GB*+ GC*.
2) On suppose que AB=3, AC=5etBC=6.
a) Calculer les médianes AA ', BB' et CC'. En déduire GA ; GB et GC.
b) Soit E={M eP; MA2+ MB?+ MC?=k;keIR} .
Discuter suivant k ’ensemble E.
¢) Etudier lescas :k=25;k = 1.

'; Soit A et B deux points donnés du plan P et I le point défini par

Al + 2Bl = 6 et C un point de la perpendiculaire a la droite (AB) en .
On donne AB=3 et IC =2.

11



Produit scalaire ' Enonces

1) Construire les points A ; B ; I et C.
2) a) Montrer que CA*+2CB? =18.

b) Déterminer I’ensemble 6 des points M e P tels que :

—_— —_—

MA.MB+MA MC=0.

3) Montrer que partoutM e P, MA?+2MB? -3MC?*=18+6 MC.CL
4) On considére Al’ensemble des points M de P tels que :

MA? +2MB? -3M(C? =42,

a) Montrer que A est une droite dont on précisera la direction.

b) Montrer que Aest tangente a6,

'z Soit ABC un triangle rectangle en A et H sa projection orthogonale sur
(BC). Soit K et L la projection orthogonale de H sur (AC) respectivement
sur [AB)etI le milieu de [B ]

_._.__._._.__.)

1) Montrer que AL.KL=1 (AB.AT - AC.AK
2) Traduire, par la produit scalaire, I’orthogonalité de (AH) et (BC) et en

—_ — —_—

déduire que : AB.AH-AC.AH=0.
3) Démontrer que (AI) et (KL) sont des droites orthogonales, aprés avoir

_ — — — —— —

Justifier les égalités : AB.AL=AB.AHet AC.AK=AC.AH.

ABCD est un carré de c¢6té a , I le milieu de [DC] et J de celui
[BC].On se propose d’évaluer I’angle IAJ de mesure 6 par deux méthodes.
= lére méthode :

1) Exprimer AL AJen fonction de cos 8 et de a.

2) Exprimer Al et AJ a Iaide des vecteurs AB et AD et donner une

JE——

autre expression de AlLAJ. A s
3) En déduire la valeur exacte de cos 0
et une valeur approchées , & 10 prés par défaut ded
= _2¢me méthode : U A
1) Calculer AI?, AJ?et IJ2. et retrouver cos 9.

VSoit 6 un cercle de diamétre [AB], de centre O et de rayon a. Soit D
la tangente au cercle Gau point A et soit M € D avec M = A. On appelle
D’ I’autre droite passant par M et tangente au cercleGen un point noté N.
1) Montrer que 67&@: ﬁﬁ/i En déduire que (AN) et (OM) sont
perpendiculaires. On appelle H le point d’intersection de ces deux droites.

2) Soit @ une mesure de I’angle AOM. En exprimant OA .OH de deux

12



Produit scalaire Enoncés

manieres différentes, calculer OH en fonctionde aet « .
3) Que peut on dire des triangles OAM et OMN ? En déduire une mesure
de MON , puis de NOB .

4) Soit K le projeté orthogonal de N sur (AB) . En exprimant ON.OB de
deux maniéres différents , calculer OK en fonction de a et de o.

5) A quelle condition portant cos ¢ a-t-on OK= OH.

6) On suppose que & =60°. Vérifier que « satisfait la condition de 5).

Calculer en fonction de a, Sﬁa\i eta(.a\i . En déduire que (HK)
et (ON) sont perpendiculaires.

WSoit ABC un triangle équilatéral de centre G et de coté 6cm,soit O =A*C.
1) a) Montrer que pour tout MeP, MA® +MB? +MC? =3MG” +36.
b) Déterminer et construire I’ensemble
Q={MeP/MA’+MB’* +MC* =45},
2) Soit A ={MeP/GM.GC=0}
Montrer que A est une droite que 1’on construira.
3) Le plan P est rapporté a un repére orthonormé (O,;,J)
A(-3,0) ; B(0,34/3) ; C(3, 0) et M(x, y).
a) Vérifier que le triangle ABC est équilatéral.
b) Calculer les coordonnées de G.
c) Ecrire une équation cartésienne de A et vérifier que A est tangente a2 .

vw Soit ABC un triangle équilatéral direct de coté a > 0. Soit D le point

qui vérifie 2DA -2DB-DC=0.
1) Vérifier que}f):-fZﬁ-i—B_C .
2) a) Déterminer EKB—C en fonction de a.

b) Montrer (AB) paralléle a (DC) et que B_C@ =(. construire alors D.
3) Calculer les distances CD, BD et AD en fonction de a.
4) Soit f(M)=2MA*-2MB? -MC?

a) Vérifier que f(C) = 0.

b) Exprimer f(M) en fonction de MD et de a.

¢) En déduire I’ensemble F des points M qui vérifie f(M) = 0.
5) Soit g(M)=2MC.DB+a’ Déterminer lensemble G={MeP/g(M)=a’}

6) I est le point d’intersection de F et G autre que C. Montrer que CDI
est un triangle équilatéral.

13



Produit scalaire : Enonces

¢ le cercle de diamétre [AB] de centre O.M un point de ¢ distincts
de A et B. On considére M, et M, images respectives de M par

. . T . R e
les rotations des centres respectives A et B et l’angle—z— (direct). M’ le milieu

de [M; M,]. On cherche & démontrer que M 'appartient au cercle ¢ et que
(OM) et (OM") sont perpendiculaires.

a) Exprimer OM en fonctionde AM et BM .

b) Exprimer OM' en fonctionde AM, et BM, .
2

" et HW

¢) Comparer ”O—NI

d) Démontrer que OM.OM'=0.
e) Conclure.

vg ABC un triangle équilatéral et M , N, P sont des points tels que :
M est le barycentre de (A, 2) (B, 1), Nest le barycentre de (B , 2) (C, 1)
et P est le barycentre de (C, 2) (A, 1)
1) Construire M, N et P.

2) Calculer AB.MP. En déduire MP en fonction du cte a du triangle

équilatéral ABC.

3) Démontrer que le triangle MNP est équilatéral.

4) Quelle est la nature du quadrilatére MGCP. Si G est le centre de
gravité de triangle ABC ?

5ya) Si Sest’aire de ABC et S, est I’aire de MINP.
Déterminer une relation entre S; et S.
b) On recommence la construction précédente a partir de MNP.
On note Syl’aire du triangle obtenir et ainsi de suite.
Quelle est la nature de la suite (S,) ainsi obtenue ?
Exprimer S, en fonction de S.
c) Combien de fois faut il effectuer de construction pour obtenir un triangle
tel que le rapport de son aire 4 celle de ABC soit inférieur 4 107 ?

14
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CORRIGES

; 1) AM.AB=AM.AB=—4 car Mc(AB)
donc AM et AB sont de sens contraires
d’ott Me [BA)—[AB] ainsi la réponse est [b)

2)0=B*D = OB=-OD d’o @.65:0132;(%)2
or BD=+/2.1=42 :——;— ainsi la réponse est

3) E.Ké=AB.AC.COSB[AXC=4.2.COS§=4\/E

donc la réponse est IE

o=
alors (2::1—5)2 =4a’ -4a.b+b? =4x4+1=17 ainsi la réponse est

-2 -2 -2 -2 - -~ - - = - -
5)u =v <u -v =0 (u-v).(u+tv)=0< (u-v) L(ut+v)
ainsi la bonne réponse est

; 1) faux : contre exemple: u=-2valors u.v=-2v.v=-2
~l q~ T ~2 —2 - =) =
et [uf[v|=-2v| [|=2v"#2v"  douw.vx[u] ¥
2) faux : (AH) hauteur de triangle ABC
AH.BC=0 et AH#0 et BC#0
3) vraie: AB.AC=0 < (AB) L (AC)d’aprés le théoréme de cours.
4) faux : ;7=A—.B et w=1IH et {.121-3_(5
ABC est un triangle rectangle en B et (IH) L (BC)enH

SR B A
u.v=AB.BC=0¢et u.w=IH.BC=0 I
onaa.\ﬁ/=1q1.W et@;éﬁ v

B C

— -2
5) vraie : “u+v

2+“;/“2+21~1.;/ —2u v

u

u v

15
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-2

S O T 2
ainsi u.v=5 Hu+v

)
6) vraie : AB® -+ AC*> =BC? <> ABC est un triangle rectangle en A
< ABLAC & AB.AC=0

ol -y

Ona AB=35; BC=3 commeI=A *B et ABE équilatéral alors (EI)

hauteur de ABE
K
A B
D C
5 2
a) Vraje : AB.AI=AB.Al= 5><———5
2 2
AB.AE=AB. E—ES—A—B Al car I est le projeté orthogonal de E sur (AB)

b) faux : DB.AD=-DB.DA=-DA.DA=-DA’ =-9 #-3/34
A est le projeté or thogonal de B sur (AD)

¢) faux : I’ angle B D Eest algu donc son cos B D E est strictement positif.
d) Vraie : EI.DC=FEI.AB =0 car AB=DC ((ED) hauteur de ABE)

; A
D 1

Viine

1) AD.BH=0 car (AD)_L(BH) ainsi la réponse est

2) A—B.KI:AB.M.COS§=4X2X—;-=4 ainsi la réponse est [c]
= (3 (4 |

3) AC=AB-+BC d'ou AC( 2)e‘conaAB[ 3]
d’ott AB.AC=-3%(-4)+(-2)x3=12-6=6 ainsi la réponse est[a |

16
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Va) E.EzAB.AC.cosB/AXC=3X1><005120=-—;—
b) le pr OJete or thogonal de C sur (AB) est H tel que AH =1
AB.AC=AB.AH=2x(-1)=-2
¢) Le projeté orthogonal de C sur (AB) est H alors AB.AC=AB.AH=3.2=6
d) AB.AC=AB.(AB+AD) =AB?+AB.AD=9+3x2xc0s60°=9+3/3
Meéthode utilisant le pr OJete 01thogonal

Calcul du produit scalaire BC.BA.ase projette orthogonalement en I sur
la droite (BC) par définition : BC.BA=BCBI .
Or BC=aet —B_Iz% d’ou BC EI:%Z et par suite BC, BA =&

- Calcul du produit scalaire BC.BG A

G se projette orthogonalement en I sur la droite (BC) d’ou

BC. BG=BC BI :—323. K I

- Calcul du produit scalaire BC. BI=BC BI :%i.. B H C

- Calcul du produit scalaire GB.GJ .

—_—

Les vecteurs GB et GJ étant colinéaire, on obtient : aﬁG_j - GB GJ .

_

GB et (_}_j étant de sens contraires : aﬁ_G_j - -GB xa or BJA est un
triangle rectangle en J donc :

B+ TR = AR Bl = AB - AP = - =22 dou sz_{ia

Comme G est centre de gravité de ABC donc

_lpy_, 3. 2 \/— _ a3 _aBi_ =&
Par suite : GB.GJ=- é

- Calcul du produit scalaire GB.GC : Cse projette orthogonalement en J
sur la droite (GB) D’ou GB.GC=GB.GJ (et I’on retrouve le calcul
précédent) d’ou GB.GC = @62—.

- Calcul du produit scalaire JB.KC

Etant donné la position du centre de gravité sur une médiane, on a :

JB =16T3 et KC =i&:’ Ce qui permet de ramener au calcul

précédent ; en effet JB.KC= (3GB)(§GC) 9GB. GC—9( 32):—%

17
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-
uf|.

>

2) Méthode utilisant I’égalité u.v = v

.COS (1—1) , :/))
- Calcul de BC.BA Soit 6 E(EE ) ﬁ)(zn); 0=L
”B—é”:BC =a, “EX“ :BA =23 d’OU : EE . EA 5”1—3_(5” “B_A’“ .COS ]31 =a%x

. = = 2
et par suite : BC.BA = %

—

- Calcul de BC.BG Soit 0=(BC,BG)(2n); 0=

6
Le calcul de BY = a_\/i d’ou BG = % BJ] = a—;i d’ou:
e BG z_, .23 B 2 BC pa. @
BC.BG= ’ BG| cosZ=ax2P3 x P& BC BG- £

- Caleul de BC.BI Soit 0=(BC, BI)(2r); 0 =0

BC.BA= ”BCH “BAH cos Z=a'x L =€ Drou ﬁi.ﬁl:“ﬁ:‘\.uﬁuzax%:%

277
GB GJ)( m); 0=
GB.GJ = NGB(’ “GJN cosn—a\f a‘f 3 x(1)=-2 GB. GJ:-%i

- Caleul de GB.GJ Soit 0 =

/—\

 Caleul de GB.GC Soit 0= (GB , GC)(zn); 0 :2—;- |GB|-[oq _a3

>

GB. GC= “_G—Ié” . HG_CEH .cos%ﬂ = (a—?)‘/-?—’—j X (—12—): _a

—_— —— e ey —— — —_— —

- Calcul de JB.KC KC=JC' JB.KC=JB.JC'
t 0=UB. 70 02n): 6= 2T
Soit 0 (B,Jc)( n); 6=% y

1B.1C'= “JB” ”JC“ cos 2B [a‘f] (—%)z—%‘zD’ou JB.KC= -3¢

; Par usage répété de la formule de la médiane on a :
AB?+ AD? :% BD?+2AJ) et CD*+CB?*= %BD2 +2CJ?
et dans le triangle ACT ; AJ?+JC?=2JP + % AC?.

On déduit de ces trois relations 1’égalité :
AB?+ AD? + CD? + CB2= AC?+ BD? + 41J?
1) SiI=J, autrement dit si le quadrilatére est un parallélogramme ,

18
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on obtient : AB*+ AD*+CD? + CB?=AC?+ BD?

On peut donc énoncer le résultat suivant :

Un quadrilatére est un parallélogramme, si et seulement si :
AB?+ AD?*+CD? + CB?= AC? + BD?

—_— — — _— s —

e AM.AN=AM (AB+BN) AM.AB+AM.BN
OINeﬁAB,donc AN.BN=0et AN =a AM car A, MetN €D d’ou

—_— —_— —

@ AM.BN=0et par suite AM.BN =0 donc AM.AN= AM.AB

e AM.AB= (AO+OM)AB =AO.AB+OM.AB
orw:BOHetOH.AB:OdoncOH.AB=0d'ouAM.Ké:K—O..K]g.

— _— e

« AM.AB=A0.AB=A0.(AG+OB)=AG*+AO.OB
or E.@:O car O eg([ABDd’ou m.xﬁonz

_ . — —— ——

d’ou la relation AM.AN=AM.AB=A0.AB=AQ?
‘7MA2+MBZ BZ—MA +(MB AB j

—MA + (MB - AB).(MB + AB) = MA +(MB+BA) (ME + AB)
2 — — —

=MA +MA. (W3+AB) MA. (MA + MB + AB )= MA. [2MB ) = 2MA . MB
E-{M,MecP/MA. MB=k;keR}
MA . MB =k o MAZL MBP-AB®

< MA? + MB? - AB?=2k & MA?+ MB? =2k + AB?

& IMEP + % =72k + AB?avec J= A * B

SIME =8B g o Mp = ABZ 4K
2 4

* 1% cag: AB2+4k>0<>4k>—AB? > k>— A}?Z

: _ [AB2+ 4Kk _ JAB?+ 4k
d’ou MI—V 7 = > .

VAB? + 4k DouE=6

Donc M € au cercle de centre I et de rayon = 5 DouE= [1 m]

2

28 cag AB2+4k<0<:>k<—%lf'—2 ; E=O

* 3% cag: AB?+4k=0k=— Afi d’ou M=Idonc E = {I}
E est le cercle de diamétre [AB] si et seulement si :

VAB?+ 4k = AB<AB?+ 4k =AB* < 4k =0k =0
19
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Autrement : E est le cercle de diamétre [AB] si et seulement si :
MA | MB <> MA . MB =0 donc ¢a correspond bien au cas k=0 .

'm a) Smt H le pI‘OJet orthogonal de M sur ’axe (AB) orienté de A vers B
donc AB.AM = AB AH On cherche donc I’ensemble des pomts M tels que

H vérifie AB. AH= %2 soit AH~ 2 2. c’est a dire AH=

Ainsi D, est la hauteur issue de C dans le tringle ABC .

b) Soit de méme K le projeté orthogonal de M

sur I’axe (AC) orienté de A vers C :

AC.AM=2- s'écrit. AC. AK =2 Soit AK=_2—=2

2 AC -

D, est alors la hauteur issue de B dans le triangle ABC.
c) Le triangle ABC étant équilatéral, le point d’intersection O de D, et D5 est
I’orthocentre ou centre de gravité ou centre du cercle circonscrit au triangle.

NV 3¢ G-z 50 (& + &) ™

—_— _— — —— — —_— — Q

=BA.JA+BA AJ+AC.TJTA+AC.AJ
=1,54+0+0+4,8=6,3. !

P — —_— — AN C

etﬁj.ﬁ:E@.(ﬁ+ﬁ+Q1) BC.IP + BC.PQ +BC.QJ
=04 BCxPQ+0=BCxPQ.or BC?=BA?+ AC?=9+16=25

dou PQ_gé 653 1,26.

;; Le pied A’ de la médiane issue de A dans le triangle ABC est le point

tel que AA'= % (75?; + XE) et en élevant au carré scalaire :
AAR=1 (AB2 + AC? + 2AB. AC) D'autre part

BC?*= (A_C' - Rﬁ)z— AC?+ AB? - 2AC. AB .On obtient ainsi une expression du
produit scalaire AB.AC= (AC2 + AB?- BCZ), qu’on reporte dans ,

I’écriture de AA’2 pour obtenir AA”%= i (2b2 +2¢% - az)

Le relation de proportionnalité (plus simple entre les carrés)
AA” _BB"”_CC"?

a? b2 c
Sojt 2bi+ zzcz —a® _2a%*+ %Zcz -b*_2b? +C22a2 -

s’écrit donc:

20
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Le plus simple est d’écrire que ces rapports sont égaux au rapport de la
somme des numérateurs a la somme des dénominateurs, qui vaut
simplement 3. On en déduit les relations:

2b%+ 2c? —a?=3c¢?;2a% + 2¢2 — b2 =3b?; 2b* + 2a% — ¢* = 322

Ces trois relations sont équivalentes a 2b2=a%+¢? .

;; 1) S est caractérisé par les deux relations :

Eg ﬁ) 0 ouencore CS.OB=0 DS.0OC=0 ouencore ﬁ EA;—O

ona:CS OB =0 «[C0O+08)0B=0 CO.0B+08.0B=0

—_— —— —_— —

< 0S.0B=-C0.0B=0C.0B <

donc la premiere relation s’écrit : OS.OB=0C.0OB

—_— —— —_— —

de méme la seconde s’écrit : OS.OA =0D.0A
En retranchant membre 4 membre les éialités trouvées,

on obtient bienla relation 6§ . (&‘: - 6§ = EK ) aj - 6]5 ) 615

— —, — —— B

d’ouOS.BA=0A .OD-0B.0OC

——, — — ——  ———y ——

2) On démontre de méme la relation : OR.CD=0D.0A ~0OC.OB ; des

—_— — —— s

deux relations établies, on déduit : OS.BA=0R .CD
P est le centre de gravité du triangle AOD donc OP :% OA' avec

A'=A*D. Or 6&':% (ﬁ + 66) d’ou OP =%(ﬁ + 613)
De méme Q est le centre de gravité du triangle COB, donc

0Q= 1 (OB + OC) les deux relations entrainent par soustraction :

(__. —_— —. e

PQ OB+0C~-0A- OD)et par conséquent :

PQ.Rs:%(&i+55—5/§—§5).(5§—6§)=%(XI§+DT:).((TS—&).

AB OS-AB.OR+DC.0S-DC.OR

. ___.__*)

= ;AB OR+1DC 0S+4 (AB 0S-DC.OR

or AB.OR =0 par définition de R. DC.0S=0 par définition de S.

AB.OS-DC.OR =0d’apres b),donc PQ RS=0et par suite les droites
(PQ) et (RS) sont donc bien perpendiculaires.

v wa) Appelons E| I’ensemble des points cherchés et I le milieu de [AB].
Pour tout point M du plan : MA?2 - MB? = 2IM . AB :
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Si I’on oriente (AB) telle que AB=5 alors, H étant le projeté orthogonal de
M sur (AB), MA?2—MB?=-135 si et seulement si :

ZN.TB=ZE.K§=—SC’estﬁdire_H_Iz— S_ - 5 _

2A

w
—
=
P =

L’ensemble E, est la droite orthogonale

A (AB) menée par H défini sur (AB) par IH = —% .

b) Soit E, I’ensemble cherchée .Pour tout point M du plan? l
MA? + MB? =2IM? + 1 AB2 alors MA?+ MB?=-4si et seulement si

25
2MP+%AB2:—4 c’est & dire MI":—Z——ZZS— or —2—-—4— <0Odonc E. =¢.

¢) Soit E; I’ensemble cherchée. Pour tout point M du plan :
K/I_A.M—ézMIZ—-}IABZ alors ﬂ.ﬁﬁz—%

si et seulement si : MIZ—lABzz—g /_\
455 A
c'est & dire MP =1 AB2-Z=4d’ou MI=2 U

L’ensemble E; est le cercle de centre I et de rayon 2.
d) Soit E4 I’ensemble cherché : MA =3MB < MA? ~9MB*=0
(m - SH}_;)) (1\_/1_& + 3@)— 0 Soit G le barycentre des points pondérées
(A, et (B -3). G le barycentre des points pondérées (A,l)et (B,3)
(MG + GA - 3MG - 1GB).(MG' + GA —3MG' ~ 3GB|=0

or GA ~3GB =0 et GA +3GB=0 d'ou (2MG).l4MG)=0
& -8MG.MG'=0 et par suite MG. MG'=0d'ou MG L MG' donc M € au
cercle de diameétre [GG']. Et par suite E, est le cercle de diamétre [GG 1.

a) I=A*C donc MA +MC = 2MI
3MA+3MC~6MB).MC:O<:>6(MI—MB).MC:O<:>@I.ﬁézo
ou encore BI .MC=0. L ensemble cherché est par conséquent la droite
passant par C et perpendiculaire a (BI).
b) G étant le centre de gravité du triangle ABC signifie que:
MA +MB+MC=3MG < MA.MG =0 & MA L MG
L’ensemble cherché est le cercle de diamétre [AG].

'; 1) a) Notons D, ’ensemble recherché.
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Soit B le point du plan tel que 1_1) = AB orientons la droite (AB) telle
que”ﬁ” =5. Pour tout point M du plan, appelons H le projeté orthogonal

de M sur (AB). sz}iﬁ.m:ls C’est a dire ABAH =15d’ou

AH =i—5§ 21?5 =3.Donc D; est la droite orthogonal a (AB) et menée par H

défini sur (AB) par AH=3
2) Notons D, ’ensemble recherché 1_1) m = —% o E . m = —% c’est a dire

_3
AB. AH=—2¢’ H=—2-_1 .Donc D, est la droite orthogonale a
2 A 2

(AB)et menée par H défini sur (AB) par AH=—~=
3) —g—sﬁﬁagsa—;sﬁ.ﬁsls

c’est i dire %gﬁ.ﬁsw d'ou—éﬁmﬁ?).

L’ensemble recherché est la partie du plan comprise entre les droites D; et
D, (droites incluses).

1) 2MA%+ 3MB?= 2MA + 3MB =2 (MG + GA) +3 (MG + GB)

“OMG +4MG .GA + 2GA +3MG +6MG .GB + 3GB.

MG +2MG [2GA+3GE |+ 2GA +3GB.

=5ﬁ2+2ﬁ2+3@2 car 2GA+3GB = 6 (définition du barycentre).

D'ou 2MA?+ 3MB?=5MG* + 2GA%+3GB2.

on a:2GA + 3GB = 0 d'ou 2GA+3GA+3AB = 0
c’est a dire SGA +3AB =0 d'ou GA = % ABde méme GB =% AB.
On obtient alors en termes de distances, GA =%AB et GB :%AB .

3) 2MA? +3MB? =5MG? +2 (iABT+3 @ABT
= 5SMG? +18 AB? + 12 AB2 = 5MG? + +50AB?,

25 25
Donc pour tout point M du plan : 2MA? + 3MB2? = 5MG? + gABZ.
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4)2MA? +3MB?* =50 < SMG? + gAB2 =50 c’esta dire

5MG2=50—%ABZ=50—@<5—25=20 donc MG?=4 < MG =2

donc I’ensemble cherché est le cercle de centre G et de rayon 2.

'@ —2 —2
1) MA?2+ MB? + MC?=MA +MB +MC

- (MG + GA) +(MG +GB) +(MG +GC)

=MG? + GA? + 2MG . GA + MG? + GB?+2MG . GB+MG? + GC* + 2MG . GC
=3MG? + GA? + GB? + GC2 + 2MG (GK + GB + CY:)

=3MG? + GA? + GB? + GC2
2) a) AB = 3 ;AC=5 ;BC=6.

AB? + AC*=2AA"+ B_ZCi avec A’=B*C .
zAA'zzABZ+AC2—B—2Ci=9+25—18:16d’ou AA” = 8 AA'=-/8=22.
BA2+BCZ=2BB'2+A—2Ci

e=llparsBor-AC - 1{y,36-25)-65 ¢ ,_ /65
BB 2BA+BC > 29+36 2) 4douBB 5
CAZ+CB2=2CC'2+ﬂ®cc'2=%(CA2+CBZ—%)

et b5+ 36 - 9) 13 goy co=YI3 o AG=2 An=H2

4 2 3 3
cG=2cc=12 tBG:lBB'z——‘/g—5

b) E= {MeP MA? + MB? + MC?=k ; k e IR}
MA?+ MB? + MC? =k < 3MG? + GA® + GB? + GC? =k

2,32, 65, 113 _ 2, 70 _
©IMG +-¢ + 8 + 12 =k = 3MG + £ =k

&I3MG2 =k _130_ — 3k g 70 o MG?= 3k ; 70
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* lére cas : 3k - 70> 0k > 20 MG <3510 o MG = BET0

donc M € au cercle 6 de centre G et de 1;ayon 31{3_70 d’ouE = ‘6[ 370 ]

3

* 2eme cas : 3k —70<0 <k <l30— MG? =3k= 5 3k=70 jppossible done E=@.

* 3éme cas: 3k-70=0 k:lQ_ MG*=0< M=Gd'ou E:{G}

c) k=25 25>70doncE “6( ]etpoulk 1: 1<70doncE®
3

'; 1) Al+2BI=0 <> Al+ 2BA + 2Al =

S3AI+ 2BA =0 KI_——BA@AI:

2)a) CA?+2CB*=18.
on a ACI est rectangle en I donc AC?=CI2+ AI?=4+4=8
on a CIB est rectangle en [ donc CB2=CI2+1B2=4+1=5
CA?+2CB?=8+5%x2=I8.

— — _—

b) MA. MB+MA MC= O<:>MA (MB+MC — et
SoitI =B *C.
MA(MB + MC) MA_(MI + 1B+ MI 4+ IC)

> MA[2MI)=0 < MA . Mi=0

Donc I’ensemble gest le cercle de diamétre [AI].
3) MA? 4 2MB? —~ 3MC? = MA +2MB ~3MC.
=(MC + CA) +2 (MC+CB) -3MC’

AR

wlw ol

~MC +CA +2MC . CA +2MC +2CB’ 4+ 4MC.CB — 3MC

=CA? + 2CB? + 2MC . ((TA + 2@)

= 18+21\TC.(C7+2C—B)= 18+2W?.(ﬁ+67&+26[ + 2@)
=18 + 6MC . CI (carf/i +2IB = o).

4) a) MA? + 2MB? — 3MC? =42 <> 18 + 6MC . Cl =
&6MC.CI=24 < MC.CI=4.
Soit H le projeté orthogonal de M sur (CI); HC.CI=4
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Soit 7 :H% avec (I, T) est un repdre pour la droite(IC) donc Cl=-2et
CIH

par suite HC=-2d’ou CH=2.Donc Acst la droite passant par H
et LA(CI). b)He G et (CH).LA donc Acst tangente en H & 1
C

'z I= B*C donc XI:%—(@ + AC)et KT = AL - AK

ALKL=1(AB+ Ac) (AL - 2K

AlKL=1(AB.AL+AC. AL-AB. AK - AC. AK)

A L B

or A_CE AL=0, car les droites (AB) et (AC) sont orthogonales.

— s — —

De méme AB AK 0 donc /\I KL~1(AB AL - AC. AK)

2) AH.BC=0 ;on décompose BC=AC - AB d’ou AH . (AC —E)z 0

< AH.AC — AH . AB =0ouencore AB. AH-AC.AH=0.
3) AB.AL= AR (AH + Hi)—@ AH+AB . HL or (AB) et (HL) sont

—_— —_

orthogonales , donc AB.HL=0 d’ou AB.AL = AB.AH .De méme
AC.AK = AC. (AH+HIK - AC AH +AC. HK=AC. AH car AC L HK.

—— —— —_— — — — _— -

donc AB.AL-AC.AK=AB.AH - AC. AH=0.Par conséquent AlLKL = 0,
ce qui signifie que les droites (AI) et (KL.) sont orthogonales.

Wlére méthode :

Al AT =AIx Alxcos (IAT). Or Al=AJ= @a d’ou Al AJ=382x cos (1)

2) KL K = (R0 + Bi) (%6 + B3} 4546 4 A 53+D1. B 4D 5

Or AD.AB=DI.BJ=0et AD=BCet AB=DC
—2
d’ou Al.AJ = AD .(%BC)+ %DC.AB - %AD + %DC .

_1 24 1 2 _ 2 442 2
2AD 2AB 2(a +a? )=a2(2)

3)De (1) et (2), il vient cost = —::d’ou 0 ~36,86°

* 2éme

méthode :

1)Ona AI=AJ—a‘/_etIJ—i(1)Dou AIZ—AJZ—5§11 IJ2—22
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Solutions
-2 — —\2 —2 —2 R —
D’autre part [J? = IJ = (IA + AJ) = JA +AJ + 2JA . Al
=JA?+ AJ2—2_I—K._/—X_5 =-52—2 —4— ‘/_ax ——\/:ax cosH
5,5 ot -1
==a’-Za’cost (2). D’aprés (1) et (2) on trouve cosh=2—_2 4
2 2 iaz 5

2
;; 9] OA.OM=0A.OA car A estle projeté orthogonal de M sur (OA).
D’ou OA. .OM =0A?=2’ 2carAe 6.

ON.OM =ON.ON (N est le projeté orthogonal de M sur (ON))
=0ON?*=2a% carN e 14

— — —_—— — ————» —_— —

Donc OA.OM =0ON.OM Par suite OA.OM-ON.OM =0
Ou encore OM. (OA —ON) =0 soit qui signifie (OM) (NA)
2) OA . OH = OA.OH cosAOH
= OA.OH.cosAOM = a.OH .cosa
D’autre part ; d’aprés la 1 ére question H
est le projeté orthogonal de A sur (OH)
donc O—Aﬁ :ﬁ.O—H=6ﬁz
De deux égalités on tire : OH=acosa

3) AOM et OMN sont deux triangles rectangles
avec le méme hypoténuse et AO =NO

donc ces triangles sont isométriques. On en déduit que
MON =MOA soit MON = . De plus NOB = AOB— (AOB +MON ) Soit
NOB =180° - 2a.
4) ON.OB =ON.OB cos NOB =a%cos(180°— 2a ) = —a? c0s20.
d’autre part, K est le projeté de N sur (OB) alors ON.OB=0K.OB
d’ou a? |cos2a[ =0OK .OB ou encore OK=a ‘cos2a|
S)on a:OH =acosaet OK=a icosZa‘
donc OH =0K <> cosa= ‘005204 &> cos = ‘2cosza —1‘
21t
4 2
d'ou cosa =(2cos’ @ — 1‘ par suite OH=0K..

Si o =60° alors cosa:let
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(AN) L (OH) alors H est le projeté orthogonal de N sur (OH) donc

S —

OH .ON=0OH .OH =0OH? d’autre part, OK .ON =OK .OK = OK?

—_— s — —

comme OK=0H , on en déduit que OH. ON =0OK .ON

— —— — —

ou encore OFL. ON —OK . ON=0 soit ON.. (OH — OK -0 d"ou ON .KH =0
Les droites (ON) et (KH) sont donc perpendiculaires.

C 1) a) MA?+MB? +MC? =(MG +GA)? + (MG +GB)? +(MG +GC)?
=3MG?+GA? +GB? +GC? +2MG.(GA +GB+GC)=3MG? +3GB?
_\(—/
0

(ABC équilatéral et G centre de gravité donc GA = GB = GC)

comme 0=A *C :>OB=§.AB=\/§.2=3\/§

et GB—EBO—§.3\/§=2\/§ ainsi MA2 + MB? +MC? =3MG?2 +36

b) MA2+MB? +MC? =45 3MG? +36=45 MG’ =3 MG =+/3
<> M appartient au cercle de centre G de rayon \/5 d'ou Q =§(G,«/§) .
2) (Soit H le projeté orthogonal de M sur (GC) oriente de G vers C)
GM.GC=6scrit GH.GC =6 soit GH=G—=———— 3. alors A estla

Comme @=2\/§ et ﬁ=\/§’alors H=G*C

3)0) AB=x/(x X, ) +(¥g -y, )> =v/3* +(3V3)? =6 et BC=4/3" +(3\3)’ =6

AC=+6> =6=AB=BC= ABC est un triangle équilatéral.
XptXp +Xe _ 343
3 3

b) GA+GB+GC=0d’ou x, = =0
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ety :yA+yB+yC :3\/5:\/§Soit G(O,\/g)
G 3

c) GM[y \/_] et GC[ f/gjalorsG—M.FC=6 ®3x-ﬁ(y—\/§)=6

& 3x-+/3y-3=0 ainsi la droite A est d'équation :3x—\/§y-3=O

d(GA)‘J—f3‘ 3=rayonde ¢ donc A Q
= = =rayonac onc est tangente a .
Y343 iz

1) 2DA-2DB-DC=0 « 2(DB+BA)-2DB-(DB+BC) =0
Soit 2BA-DB-BC=0 BD=-2BA+BC

2)a) BA.BC=BA.BC cos ABC=a’ cos§=§ (ABC équilatéral)
b)on a BD=-2BA +BC ol encore BD-BC=-2BA
CD=-2BA d'ou (CD)||((AB).
B'—c.ﬁ=}37:.(-21?\+§:)=-23—c.§§+3c?=-2(§)+a2:
+ BC.BD=0 alors (BC)_L (BD)

par suite D appartient a la droite orthogonal a (BC) menée de B et a la
parallele a (AB) menée de C.

3)* CD=-2BA = CD=2BA=2a
BDC rectangleen B <> BD?

=DC?-BC?=4a%-a’=3a> < BD=+/3a

* DBA=DBC +BCA—§ E—%

dans le triangle ABD on a : AD? =(E+@)2 Z(E—ﬁ)z
=AB’+DB’-2AB.DB=AB’ + DB? -2AB.BD cos%’E

=3a’+a’-2.4/32 .(—£)=7a2 d'od AD=+/7a
4y a) f(C) = 2 CA* -2 CB? CC2—2a -2a*=0
b) f(M)=2MA?*-2MB?-MC?=2(MD-+DA)- 2(MD+DB) -(MD+DC)?
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=2MD?+2DA*+4MD .DA-2MD?-2DB?- 4MD . DB -MD>?-2MD.DC -DC>

=-MD?+2DA2-2DB2-DC?+2MD.(2DA -2DB-DC)
e ———————

0
=-MD’ +14a*-6a’ -4a’ =4a’ -MD’
¢) iM)=0< 4a’-MD’>=0MD? =4a°> &MD=2a<>Me au cercle
~ de centre "D"de rayon 2a. d’ou F:é(D‘Za)'
5) g(M)=a’? <>2MC.DB+a’=a’ < MC.DB=0<MC_LDB
<> M appartient a la droite orthogonale 4 (BD) menée de C or (BC) L(BD)
d'ou G=(BC).
6)Ona GNF= {I , C)} = DC=DI=2a alors DICest un triangle

isocele debase[1C]comme (OB) La(IC) en B
= B est le milieu de [IC]. Ainsi IB =BC =a soit IC=2a
Par suite DC = DI = IC = 2a soit DIC est équilatéral.

;;a) O = A * B alors
M1

MO :_;_ (MA+MB) (propriété du

parallélogramme)

d’ol 6—M=%(A—M+W)
b) y
'=M, *M, alors AM’=%(AMI +AM,)

M2 B

AG+0OM=LAM +L
2 2

AM, +AO

OM'=1AM1:1AM2+0A or OA=LBA
2 2 2
- 1 1 [ e P
D’oll OM'=—AM, +(=AM, +=BA)==AM, +-BM,.
2 2 2 2 2

o [OM[ =L ANyt [oN] =L R B o
4 4
r . (=M, etr . (M)=M, Alors AM=AM, et BM=BM,

i
2 2
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Produit Scalaire Solutions

et mng par suite”WH2 =%(AM2 +BM?+2AM.BM)
or Me§,; donc AM.BM=0d’ou
on] =%(AM2 +BM?)et [OM][ =%(AM12 +BM: +2AM BM,)

Comme AM, =AM etBM, =BM et (MA) L(MB) et (BM) L (BM,)
Alors (MA)||(BM,) or (AM,)_L(AM) donc (BM,)L(AM,)

—2 ] —2
On conclut alors que HOM'H =—(AM2+BM2)=“OMH
d) OM.OM 1(K1\71+}?1\71) —(AM +BM,) ——(AM+BM) (AM, +BM,)

—l[AM AM,+AM.BM, +BM. AM + BM.BM,

4 %,—J %/—J
0 0

=—ZlI[AM.BMzcosn+BM.AM,cosO]z%[—AM.BMJrBM.AM] 0

¢) OM.OM'=0 = OM L OM'
et ]]6191‘”2 =“O—M'H2 =>OM=0M' =rayon du cercle=>M'e&

1——1——1* )

) AM=—AB et BN=_BC et CP=—CA p A\ N
2)AB.MP=AB.(MA +AC+CP)=ABMA -+ AB.AC+AB.CP ‘
=A—B.(§}37§)+RT3.A—C+ATS%C—A=-§ABZ +_§_E.KE AM B

— L AR 2 AB.AC.cosF=-L AB? +1 AB? =0
3 3 33 3

(AB=ACcar ABC ¢quilatéral)
* Dans le triangle rectangle AMP en M on a: MP* = AP — AM®
2 1 1 a
P’=(Za)’ -(-a)’==a’ => MP=—
(3 ) -( 3 ) 3 5

3) En utilisant El Kashi dans le triangle CPN
on obtient : PN*=CP?*+CN®’ -2CP.CNCOS§
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Produit Scalaire Solutions

=(%a) (“) 2(— a)(= a)1=a? PN —dememepour

7

MN=-—2 par suite MN=PN=MP=——

5 N

ou encore MNP est un triangle équilatéral. -

4) On a : (PM) L(AB)et (CG) L{AB) alors (PM)||(CG) deplusPM =

&

et ABC équilatéral et G son centre de gravité

23

Alors CG= (% hauteur)= (E —a) =2 (car la hauteur =i2_3— a)

273
* (PM)|(CG) et PM=CG =2 4lors PMGC est un parallélogramme.

NG

5) a) ABC et MNP sont deux triangles équilatéraux alors la hauteur h de

3 3
ABC est égale a % AB et la hauteur h; de MNP est égale a g MP

. ABx A3 b .
don S_ 2 _ 2 _ABT_at o
S, MPxh f3 MP® | a .,
~~ MP? —)
2 M '(«ﬁ
RERY
b) L’aire S, de triangle équilatéral et _S__ _2__:3 ainsi de suite on
S, 3 M,

23

1
3 —S, c’est le terme général d’une

n —

obtient =3pour toutneIN soit S

nw+l
n+l

1 1
suite géométrique de raison get de 1* terme So=S et S, 2(5)" S

S 1 S 1
c) =2<10%0rS =(=)"S Soit== =(-)"
) S 0 (3) S (3)

on utilise la calculatrice (%)" (10° (%)7 =4,5.10" donc n>7

il faut effectuer alors au moins 6 constructions.
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Angles orientés Résumé de cours

Chapitre 11
Angles orientés

M Orientation du plan :

Orienter le plan c’est choisir pour tous les cercles un méme sens de rotation
appelée « sens positif ». En général, on choisit comme sens (+)
Positif le sens inverse des aiguilles d’une montre. N\

W _Arcs orientés :

e Définition : On appelle arc orienté du c;r\clle ¢

un couple (A,B) de points de ¢ on note AB

e Longueur d’un arc du cercle :

Soit A et B deux points d’un cercle { g,

;L%est une mesure en radian de I’angle AOB alors la longueur £ de ’arc
AB” est /= R.a SiR=1 alors {=q..
v )

¢ Si a est une mesure de I’arc AB alors —« est une mesure de 1’arc @

. b , P
On dit que BA est I’arc opposé de AB.
e Définition : Soient A et B deux points du cerclg frigonométrique
on appelle mesure algébrique de I’arc orienté AB qu’on note
mes AB tout réel de /lgforme o+2knotkeZ

par convention mes AA =2krn avec ke Z
* Propriétés : (, le cercle trigonométrique

x et y sont deux mesures d’un m€me arc orienté = x - y =2 kmavec
keZ . Notation x-y = 0(2xn) onlitx -y est congru & 0 modulo 2=

Quel que soit le nombre réel ¢ et le point A de ¢ N
Il existe un seul point M de ¢ tel que « soit une mesure de AM

Tout arc orienté de  posséde une seule mesure dans [0, 2x[

A, B, C de( onaalors mes ’A§ + mes BC= mes AC (2n) Relation de

Chasles —_
mes AB = -mes BA (2n)

B Angles orientés de deux vecteurs non nuls :
Deux vecteurs non nuls ; O,A et B trois points du plan tels que :

- - —_— b d

OA = uetOB = v
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Angles orientés Résumé de cours

A L’angle géométrique AOB correspond deux angles orientés de vecteurs
distincts : (E;) = ((_)_A:E)_B') et (c,a) =(OB,0A)

B Mesure principale d’un angle orienté

— -
La valeur absolue de la mesure principale d’un angle oriente (u,v)ou encore

—_—— A
(OA,OB) est la mesure de ’angle géométrique AOB positif si on tourne dans
le sens positif négatif si non

¢ La mesure principale d’un angle orienté est sa mesure qui appartient
alintervalle J-mz]

B Mesure d’un angle orienté :

* Un angle oriente de vecteurs a une infinité de mesures.

— —>
e Si 0.est une mesure en rd de (u,v) alors toute autre mesure est de la forme
a+2knm  avec k €Z

* Notation : (E;)z a+2kn=a[2x].

e Cas particulier

Angle nul > (3,3}50[27:]
Angle droit I (1_1),;) E—g— ou :2—75[27[]
Angle plat <> (K}j =n[2n]

M Propriétés des angles orientés :

*A,B et C sont alignes si et seulement si (EB: , R)est nul ou plat si et
seulement si (Xé , jTé)s 0 (275) ou n(2n)

«(AB) L (CD) si et seulement si (Xﬁ , H)) est droit si est seulement

si (E,EB)E % ou —% (2n).

— ———s

o (AB)// (CD)si et seulement si (AB,CD)E 0oum (2n)

Relation de « Chasles » : [u;jﬂ{v,w)z u,wj (2x)

.(G,;’)E _(3,3) [21]
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Angles orientés Résumé de cours

sToute translation et toute homothétie conserve 1’angle orienté.

B Angles inscrits — Angles au centre associés :

NG DD

OB OC Ax, A t tent
*Langle (Ax Ay est inscrit dans ¢ etd y intercepten
si et seulement si A € ¢ et [Ax),[Ay)| le méme arc BC donc (OB’ OC) est
recoupe ¢ I’angle au centre associé a (Ax > Ay).

ou |’une est une tangente a ¢

W Relation entre deux angles inscrits interceptant le méme arc :

2

¢ A et D appartiennent

Au méme arc C_ﬁ‘(ou
50

alors

(AB,AC) = (DB,DC)(2n)

A et D sont situés 'un
surB®et I’autre sur
@alors

(AB,AC) = (DB,DC) + n(2n)

(AT ,E) et (DA ,Bﬁ) inscrite et
interceptent le mémearc BA

alors (AT ,Ay) =(DA ,DB)(2r)
etsi m estaigu alors

(AT ,Ay) =(DA ,DB) +(2n)
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Angles orientés Résumé de cours

W Relation entre angles inscrits et angles au centre associés :

(OﬁB,O—C)E2(K§,A_y) (21[) L .
{OA,0OB) = 2(AT,AY)(2n)

B Lieux géométriques :

* Soit Y={MeP/(MA , MB)=q .+ 2kz (ke 2)|

a)Si a = 0 + 2knalors y=(AB)\[AB]

b) Si a=n+2knalors Y=]AB[.

¢) Si 0#0 et a7 modulo (27r ) alors Y égale a g?&
est I’arc du cercle situé dans le demi- plan de fronticre (BA)ne contenant

pas [AT) tel que la tangente (AT) a vérifie (AT,AB) =o+2kn

* Construction de ¢ :

- Tracer A' la médiatrice de [AB].

- Construire la tangente (AT). Vérifions

la relation (A—T , X—’B)s a (Zn)
- Construire A la perpendiculaire 3 (AT) en A.

- Le centre I du cercle est situé sur AN A' et le rayon est IA .
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ENONCES

:/ Indiquer la bonne réponse par a, b ott ¢ et justifier votre réponse.
1) ABCD est un carrée direct alors (§]3,BT‘:) estégal a:

a) (AB,AD)  b) (DB,DC)  ¢) (AC,AB)

e -— 2 — -
2)Si (u,v) E%Qﬂ) et (v,w) E—SE(Zn) et (w,t) E%(Zﬂ) alors (u,t) est congru a

3
a) 0(2m) b) m(2) ¢) _23(2@
3) La mesure principale de I’angle (13,\7) dont I'une de ces mesure est 5975 est
4n 11z 37T
a) —— b) —— 0 —
77 ' 7

4) Si (ﬁ,(f)s%@ﬂ:) alors une mesure de(?z,-ﬁ)est
T n T
a) —+n b) —-1 c) ——+m
) 3 ) 3 3

VDire si I’affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse.
1) Si (ﬁ,—;/) =q(2m) alors (V,u)= - (27)

2) Si A, B, C sont trois points alignés alors (E,E) =0(2n)

3) La mesure principale de 'angle plat est -

4) (\;,;/) = —91~91£(27:) alors sa mesure principale est ©

Trouver les mesures principales des angles suivants :

ﬂ[_ . m _ 32n o._ o
3535711 ,572°;-251
W ABCD est un carré. Donner une mesure des angles orients suivants :

S s (). ()i (w5 (s

2 (04,00 ) (AD,AC): (BC DA ) (aD,BA ); (46,80 ); (AG A
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V 1) A B,C,D et E sont tels que (KI*B,_A—'C)ES—E[ZR];(E:A—BE—?[ZR]

et (AD ,XE)E%—[%:] .Démontrer que le triangle ACD est rectangle.

et (AD AC) = ——15[271] démontrer que les points A,C et E sont alignes.

;; ABCDEF est I’hexagone régulier

de centre O, de la figure ci contre.
Déterminer en radian, la mesure
principale de chacun des angles
suivants :

(OA ,OB); (AO , AB); (AB, AF)
(AB,AC) et (CO,AF).

VABC un triangle tel que :
(AB, AC) = L (2m) et (BA ,BC) = — Z (2m)

1) Dessiner ABC et calculer (CA ,CB ) .

2) D un point vérifiant (AB , AD) =o (27t) Exprimer en fonction de a les

angles (AC , AD) et (BC , AD)
A ,B,C, D et E sont des points du plan tel que AB = AC =1,
AD =2 et AE = 3.

Sachant que (AB,AC) = 2T521t—(2n); (AC,AD)=

119n

(27m) et

(ﬁ,ﬁ) =— %71(210 . Montrer que A,D et E sont alignés calculer DE.

2) Sachant que a, b, c. sont des mesures des angles orientés

(AB,AC) ; (AC,AD) et (E,XE) Déterminer une relation entre

a,b,c, pour que A,D.E soient alignes
e peut-on dire de DE dans le cas ou a,b,c vérifient la relation trouvé.
ABCD est un parallélogramme.

1) Montrer que (BE,B/K) + (E).,_A—’B) =7 (2m)
2) On suppose (AC)1(CB). On pose I =A*Bet]=B*C
Montrer que (I—j,ﬁ) = (TB,KG) (2m)
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'w ¢, etl, deux cercles sécants en A et B de centres O, et O, soit un point

M, e ¢, —{A} et M, e ¢, —{A} tel que (AM;,AM, )=(A0,,A0, )(2r)(1)

1) On suppose que M, = B et M, # B. Montrer que B,M, et M, sont alignés.
2) On suppose que M| = B (respectivement M, = B). Montrer que la droite
(BM,) (respectivement (BM,) est tangente a ¢, (respectivement a ¢, ) en B.

W Soit ABC un triangle rectangle en A. Notons ; H le projeté orthogonal
de a sur [BC] ; I le projeté orthogonal de H sur [AB] et J le projeté

orthogonal de H sur [AC] et A" le milieu [BC].
Montrer que (IJ) est perpendiculaire & (AA').
Indication : écrire (IT , KA—") = (ﬁ , E) + (E , E) + (ﬁ' , H’)
Soit ABC un triangle isocéle rectangle en A tel que
(KE , Xé) = 12‘— (2n) et le point E € [BC]tel que BA = BE.

1) Construire les points B' et E' tel que ABB"' et AEE' soient

deux triangles équilatéraux directs.
2) Trouver la mesure principale des angles orientés suivants :

(EA ,EB);(BB',BE), (EB , EB') et (EA , EB)
3) a) Trouver une mesure de (@ , A_E.’)

b) En déduire que (EB')L(AE') et que BE=B'E'.
VABC un triangle isocele de sommet principal C tel que :

(AB ,AC )E%(zn).

1) a) Construire ABC sachant que AB =4 cm.

b) Trouver la mesure principale de I’angle (CA ,CB) .
2) On construit a ’extérieur de ABC les carrés ACDE et CBFG dans

le sens direct.
a) Trouver la mesure principale de (CG , CD).

b) En déduire la nature du triangle CGD.

Calculer (65 , a) ; déduire la mesure principale de (A_EKG)
Soit Ala médiatrice de [AB] on pose Ss ([CG))=[cx).
Montrer que (H\Ei)z -2 (2n) en déduire que [CX)=[CD)
et que Sa(G)=D.

c) Trouver alors la mesure principale de (_BE ﬁ) ?

Soit£ un cercle, B et C deux points distincts ded et A un point
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variable de distincts de B et C. Quel est le lieu géométrique décrit par H
I’orthocentre du triangle ABC.

WSOH ¢ le cercle circonscrit au triangle ABC et I un point de ¢ .

1) Montrer que les projections orthogonales a, b, ¢ de I sur (BC), (AC)et
(AB)respectivement sont alignés.

2) Soit la droite Apassantparaetb:soitQ ¢ tel que (AQ) paralleéle a A.
Montrer que I, a et Q sont alignés. '

Deux cercles ¢ et ¢'sont sécants en A et B. M un point de ¢, distinct
de A et de B . Les droites (MA) et (MB) recoupent ¢' respectivement en
M’ et en N’. Montrer que la droite (M’N’) est paralléle a la tangente en M
au cercle ¢ (on suppose M'=A et N'#B )

V Dans un plan orienté on considére un triangle ABC et trois
points E, F, G appartiennent a [AB] ; [BC] et [AC].
C et ' désignent respectivement les cercles circonscrit aux
triangles EBF et CFG.
1) On suppose que { etd ' se coupenten fetf'.
Montrer que (ﬁ , A—G) = (ﬁ , ﬁ) +7(2m)
2) On suppose que ¢ et ' sont tangents. Montrer en utilisant la tangente a
¢ et 'enfque: (ﬁm) = (ﬁ,ﬁ)ﬂr (2n).

On fera une figure pour chacune des deux questions.

'; Soit ABC un triangle équilatéral direct. ABD est un triangle

équilatéral indirect.
&, et £,sont les arcs d’extrémités A et B (A et B exclus) du cercle

circonscrit 3 ABC, et C € { ;.

&+ et £, sont les arcs d’extrémités A et B (A et B exclus) du cercle
circonscrit 3 ABD, et D &;.
Répondre par vrais ou faux en justifiant dans chaque cas votre réponse.

1) €,est ’ensemble des points M tels que (m , ﬁ)s s —% (2n)

2) &€; est ’ensemble des points M tels que (m , —IQ/I_B:)E—S—;l (27t)

3) E5u E,est ’ensemble des points M tels que (W,W) = 2—3“ ou ;375(2n)

4) €, est ’ensemble des points M tels que : (m , Rﬁé)s—“—é‘—n— (21r)
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'; Soit ¢ et ' deux cercles sécants en A et B, M et N deux points du

cercle. Les droites (AM) et (BN) coupent respectivement’
en M' et N'. Montrer que les droites (MN) et (M'N') sont paralléles.

vWSoité' et ' deux cercles sécantsen Aet B,M € {

(M zAetM# B). La droite (AM) recoupe le cercle ” en N les
tangentes respectivement aux cercles ¢ et en M et N se coupent en T.

Montrer que (BT\Z,ﬁﬁ) = (m, T—N) (2m).

WSoient ¢ et ¢ 'deux cercles sécants en A et B de centres respectifsO etO'
1) Soit Ala droite qui passe par B et recoupe en M et 'en M'. Montrer

que (m , A—M') = (E , A—O') +z(2m).
2) Soit I un point fixe ded et ' de J tel que (BE)E% (27r) , les droites (IM)
et (JM") se coupent en P. Montrer que (fﬁ , iK) = (ﬁ’ , E) (2m) .

WSOH (C) le cercle circonscrit au triangle ABC tel que (AB,AC) = E[zn]
3

1) Construire le point D vérifiant I’angle (ﬁ,D—C) =—[2n] et la

w8

droite (DC) L (AB)
2) Soit I Le point d’intersection de la droite (AB) et (DC) et J le milieu
de [BC], montrer que la droite (IJ) 1 (AD)

A, B, C et M quatre points distincts d’un cercle (£) tel que
AeBCet MeCB ; A',B', C' sont les Projetés orthogonaux respectivement

de M sur les droites (BC), (AC) et (AB).
1) a) Montrer que A', B', C, M appartiennent a une mé€me cercle.

b) En déduire que (B'—A',W') = (E,m)(Zn).

2) a) Montrer que M, B', C', A appartiennent 3 un méme cercle.
b) En déduire que (W,%’) = (W,KB)QH)

3) En déduire que A', B', C' sont alignés.

On considére ABCD un carré de centre O tel que (E,E) = g—[Zn] .

Soit K le milieu du segment [DC] et soit ¢ le cercle circonscrit
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au triangle AOB.
1) a) Déterminer et construire I’ensemble E = Me P;(MC,MD) = g[Zn]} .

b) Soit I le point de E tel que (CT),GI) = %[2%] . Montrer que le triangle

CKI est équilatéral. Déduire la construction de I.
2) a) Soit M un point de ¢-{A,0,B} et M < AB. Montrer que ;

(MA,MO) = —%[27:] .
b) Déterminer et construire ’ensemble ;

o' = {M e P;(MB,MD) s-g[h]}
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CORRIGES

C 1) La réponse est|b]: (BD,BA) E%(Zn) est (DB,DC) E%(Zn)
d’ou (BD,BA) = (DB,DC)(2m)
2) La réponse est‘z__ll (u t) (u v)+(v w (W, t)(2 )——+-2§—+ (2m) =0(2n)

5 5
3) La réponse estlc] —3—7[——373 :})7%—8%—%3—7c

3n 3n .
et = e[-n,n] donc = est sa mesure principale

4) La réponse est : (;1,—13) = (;/,1;) +n(2n) = —13[- + m(2m)

V 1) Vrai: ona(u,-v)=a(2n) < (u,v)+r = a(2n)
& (u,v) = a-n(2m) donc (v,u) = —(u,v)(2n) = -a-+n(27)
2) faux : contre exemple : A €[BC]= (A_]E};,E) = q(2m)

3) faux : la mesure principale appartient a ]- w,nt] et —7 &] — 7, 7]

4) Vrai : (u v) = ———(2 n) =97 (2n)=7n(2n)

V P ]—n m] donc 7375 n’est pas une mesure principale et on

- In_m, 6n_m In .y I
remarque que 3 3 3 =3 +2n donc la mesure prmClpale de 3 est 3T
« 17m _18m T Ty 6x donc la mesure principale est —Z% .

3 3 3 3 3

* 572° =720° - 148° = 2 x 360° -148° donc la mesure principale est — 148°
- 251° = - 360° +109° donc la mesure principale est 109°.

« =321 _ o L 9kn avec aest le mesure principale de =32 et keZ ;

11 11
cherchons k : on sait que —T<O<T
o= %%“ =2kx d'ou —n< 3%" —2kn<nw
Ou encore 7T > 31217t +2kt>—m. Soit 21117t >2kn>— 411:15
, 21 >_43 - _—32n __10n
D’ou 22>k o7 donc k=-1. Ainsi a= 1 +27= 1
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;; Iy} (H,;) = ——725[271]; ;,\;j = -7-21:—[271:] ; (v_s;,;) = %[271];

(Z \Zj E —3475[27:] (%) 3ﬂ[2n]-(\?/-\7vjsn[2n].

TN

4
2) (OA AOD)E—— 2n); (AD,F:) 7]; (BCDA )=x]
(AD,BA) = ——[27:] ; (A0,BO) = E[275] ; (AO,BA) = %"[zn]

V ) (AD, ACk (AD, AE )+ (AE, AB)+ (AB, AC)[2x]

= % + (-ZTTE)Jr 5%‘[2%] =5 [27t] Donc (Kﬁ E)est droit par suite (AD)J_(AC)

ainsi ADC est un triangle 1ectangle en A,
2) (&, AF )= (AC", AD )+ (AD", AB )+ ()ﬁi ,AF )]
_sm | 3f)+( 2?)[2%] =—n[2n] donc AC et AE sont colinéaires.
Par suite (AC) /(AE) donc A, Cet E alignés.

La figure est formé de 6 triangles équilatéraux et ABCDEF dans le
sens direct , alorson a:

* (6X , O_B.)E—gL [27], comme %e]—n,n] il s’agit bien de la

mesure principale de ’angle.

+ (35, 08)= (30, 0A) + (0A., OB 2] =% [ox]

=_ 2 ” [2 yis ] donc la mesure principale est — 2n

3

« (AB, AF)= (AB A0)+ (A0, AF)2x] =L+ % [or]
527[2 ] d’ou la mesure principale est 237[

e Cherchons une mesure de (AB , AC) ; (AC) est la bissectrice de I’angle
(AB AO) On déduit alors que (KB , K_é)s 1 (KB , E)[Zn]

=iz (—) [27) 271’,] donc la mesure principale est 76t

*OABC est un paxallelogramme
& CO=BA alors (Co : AF)E (BA, AF) [2m)
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[BA . A+ (AB. AF ) [on] =n+ 2% [ox]= % [on]

or —&E]—n n] n’est pas la mesure principale comme —3~:—3——% =2n—%

3

. . -
par suite la mesure principale est ?

%,@)s(ﬁﬁ)+(?c’ic%)[zn]

—n+(aC, AB)+(AB , CB Jox]
_n———+(BA Bc)(zn)

5%4(—1_7})( 21) =22 [ox]
2 (AC, AD)=(AC, ) (AB,TD)(zn)E—%m(zn)
. -5 )-8 35 5. Do

L i+a(2n) —43—7T+a (2n)

1) (oD, AE)=(aD, AC)+ (A, AB}H{AB, AE) (2x)

5‘119“+{*25“) (85“)(27:) &30n 21:——-) (147:*—)(27:)

4 V12

=0 (27:) donc AD et AE sont colinéaires _'?‘_‘____?j

et de méme sens par suite A,D et E sont alignes :
DE=AE-AD=1

2) TD et KE sont colinéaires < (A—f),ﬁ)ﬂ(n = (Z&T) , E) =0(n)
&—b—a+c= O(’it)<:> a+b=c (n) c>(A—D , A—C)+(/—\E , A—§)+(K—B , ATE) =0(n)

wlll

1" cas: a+tb=c [27t] dans ce cas [AD)et [AE)sont confondues d’ou
Ee[AD) ouencore DE= AE-AD =1 .

2™ cas; atb=c+m [27E] dans ce cas [AD)et [AE) sont opposés
alors DE = AE +AD =342 =35.

V 1)(DC, DA )+ (D, AB)= [PC, AD )+ (AD, DA J+(AD, AB)12n]

=(D—(E , KB)+ (E , DA [Zn] orDC=AB, A IT—B
{55, 3B (3B PRl /N
D C
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2) Dans le triangle ABCona:I=A*Bet ] =B* C alors ﬁz%ﬁi

[§.16)=LACTE) r) = (ACT, IC') (@) =(c& ) 2n)

Comme ABC est rectangle en C et I = A* B alors
IA=IB=IC donc IAC est isocele de sommet principal Id’ou

(;:I A—CS)E(C_A a)(2n) Or H-—-—%—TAE . Ainsi
(IJ Ic) (CA CI)[Zn] (AI Ac) [2n] = (—AB Ac) [ZTL]E(A_E,KCE)[ZR]

ll)ona. ) ) )
(AM,,AMZ) (AM., BM. )+ (BM,,BM2)+(BM2,AMZ)(2n)
= (MAME)+ (BM‘ BM: Jr kMzB,MzA)(Zn) )
Bt (207, 30:)=(+07,0:01 4001, A0: )(27)

(Ao 0:0, Mozo 0.0, 0 oon,)( 2m)
(Ao. 0: ol)m+(o 0: AOz)(21t) (3) Or

(0A,00,) = —;—(O,A,OIB) = (MA,MB) (2x)(4)

G8

la mesure de ’angle inscrit est égal & -%- I'angle au centre.

(05.5) = {05.94) = (15.M7) (9
Diou (A, AM;) = (GA0,0;) + (BM;,5M; ) +(0:0,0,4) (2x)
=(0,A,0,A)+(BM, ,BM,) (2r) = (A0, ,AD ) + (BM, ,BM) (2r)
or (AM:, AM; )=(a0: , 20 (2n) o

Donc (B—M[W) =0 (2n) : ~

par suite B, M, M, sont alignés.
2) M, =B alors la relation (1) s’écrit

(AB, AM: )=(A0: , 30. ) (2n)
La relation (2) donne : (153: , R_M—;)- (Kﬁ , BM: )+ (BM:,AM: )(Zn)
E(B—A, W) + (M?ﬁ , MJA) (2n)
Soit M' =B, M est le 2°™ point d'intersection de
¢, avec la tangene a (, en B
La relation (4) s’écrit : (ﬁ , (_)_:5:') - (ﬁf\ , B—M') (2m)
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Et(5) s’écrit: (0,0, ,0,A) = (M B, M A} (2n).

(BA,BM: )=(AB, AM: |- (MoB, M:A ) (20)

=(A0,,A0,) - (0,0, ,0,A) (2r)

=(50,0.0)) (2r) <0:A0:0:) () = [BA, BM)(x)

D’ou (EK W) - (B—A,m’) = 0 (2n)Par suite (EI\T,]?M—) =0 (27)

d’ou
B, M' et M, sont alignées. On conclut que (BMz)est latangente & £ jen B .

Meéme démonstration si I’on pose M, =B.
C

*ABC rectangle en A
HJ) L (AC)et (HI)L(AB) donc JHIA est un rectangle

6. A% 0. B+ 7, 20 ) (a7, 5
2 (0, AR)=2 (0,14 )2 &, A1 )2 (a7, AR J
or2 (ﬁ R Xj):n et (ﬁ , E)E (Xi , TH) car AIHJ
est un rectangle.ou encore 2 (ﬁ , f&) =2 (Xi , TI{)
Par suite : 2(5., A_TA»')E n+n+2(§,ﬁ)[2n] =2 (ﬁ,@)[h]
= 2(63. , EX) car ACA' isocéle.=—2 %— E’{ , KE car AHC est rectangle.

poulli, AAY) =2 (AB, AH)-n+2{AH , AC) +x [21]
= 2®,E> [2]= 7 [2n] ou encore (ﬁ > E’)E %[2771] .
On conclut que (IJ ) J_(AA') .

C

AR
A

A B — —
2) ABC est rectangle et isocéle en A donc (BA , BC)E —Tn(Zﬂ)

(EA,EB)= 1 [n— (Bc BA)](zn)Car BA = BE ol ABE isocéle

=3 n(Zn) 38756]—n 7] donc c’est la mesure principale .
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+(BB3E)= B3R+ (BABE) ) = 2+ 2 Jon)

= %(2%) c’est la mesure principale
*OnaBE =BA et BA=BB"' alors BE =BB' donc E BB' isoc¢le
de sommet principale B donc (EB , EB')E% [n—(BB' » BE)] [2“] = 121_2(27‘)

qui est la mesure principale.

s (EA: , ﬁ}")s (ﬂ; , ﬁ)—k (I-EE , Elg')(Zn) :1n2 { 12125 = 123211 (Zn) qui est une

mesure principale.
3 2)(EB, AF)=(EB, BB+ (B A )+ (EA. A )+ (AF, AF) .

= —%+ (—3—§t)+n+%[2n] E% [2x].

| b) (@,E) = % [27'5] a]ors (EB')J_(AE') comme AEE' est équilatéral

alors (EB") est la médiatrice de [E'A].Donc B'A=B'E' or ABB' équilatéral.
On a alors AB'=AB d’ou B'E'=AB et comme AB = BE donc B'E' = BE.

V 1)a)b) (C—A , @)zn—z(—,@ , Rlzn] . > S )
(EZX,@) = n-g (2n) = 2?7[[271]

B
20 (65, (6. G 66, o e el

=52 [ gJlrl =52 px]= 2]

b) On a CA = CB (ABC isocele) ; ACDE carré alors AC=CD et CBFG
carré alors CB = CG donc CB = CG = CA =CD par suiteona : CG = CD

or (Ed , @)E %(271).Donc CGD est équilatéral.

3) a) (&,a)z (66,@6)-#(@6,&.)[271] = %+%[2n] = 5?75 [27]

On a: CA = CG alors ACG est isocéle de base [AG].
Donc 2(KC , KG)+(66 , CX) = n+2kn

d’OU (E ,Ka) = E—l(@ ,—CX) +k7l‘ =£——5—7£+k71' = _1.t_+k7z-
2 2 2 12 12
b) Sa(A)=Bet Sa (C)=Calors Sa[CA)=[CB)
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donc S, (EX , 6() = (Eﬁ , E)
d’ou (—C—K , &)5 —((?é , C_G.)(Zn) E—% [27t] et (EK , C_lj)z —%[21:]

donc (66 , CA (EK , 6()5 —721+ (— ) (27t) et par suite

(EB,&)E 0(2x)donc [CD)=[CX).
D’ou Aest la bissectrice du secteur [ —C—CT, 5 ] or DCG est équilatéral
donc Sa(G)=D.

c) Sa (EE , E]S)= (A_(i , E) alors (EE , ﬁ)s - (A_CE , E)(Zn)

et par suite (B_C: ﬁ)z —%[271:].

On a (HC) L (AB)et (AH)_L (BC)

alors (ﬁ:ﬁ) = §+k7ret (m,B—C)z ;

d’ou (E(E,ﬁi&)s
[HC, BA )+ (BA, BC)+ [BC, HA) (2n)

(E,H—A) =£+(ﬁ , }?C) + Xikr
2 2
(HC.HA) = (BA ,BC) +kx

Considérons a la mesure principale de I’angle (ﬁ , gé)
donc (FC ) ﬁ) = a+k7z alors I’ensemble des points H est le cercle £ '
privé de A’ et C' indiqués sur la figure [(a,a;)z o (27t)J.
Dans le casou H=B ouH=Clecercle ' - {A',C}=¢ - {A,C}.
VLes points I, b, A, ¢ sont situés sur le cercle de diamétre [IA]
car IbA et IcA sont deux triangles rectangles d’hypoténuse [IA)

Alors (ﬂ , t;:) = (E, IT:) = (E , E) + (B , E) (271:).
* Les triangles [aC et IbC sont rectangles d’hypoténuse [IC]. Alors
les points I, C, a,b sont situés sur le cercle de diamétre [IC] .

Alors (‘tf, 5) = (E,E) = (ﬁ,ﬁ)+(ﬁ,ﬁ) (Zn).

49



Angles orientés Solutions

* de méme I, a, ¢, B sont situés sur le cercle de diamétre [IB]. Alors
(E\ , fc) = (g , B—c> +kr = (B—C , g&)ﬂ(ﬂ .
(55,5 = (&, ) + (BC, BA) +kr
(5C . B3) = (i€, ) + (&, T)

*I e ¢ et A, B, Cappartiennent ag .

Alors (f ﬁ) = (ﬁl , EK) +7 (1)

comme : (bA be )E (bC,l?(;)+n(2n).
(bC,bc) = (IA,Ta) + (BC, BA) +kx (1

(lf?,ba) (BC,ﬁK)+(E,E) +kz (2)

D’ou

(1) - (2).donne (ba s bC) = k,7,k, € Z donc a, b et ¢ sont alignés.
2) On sait que 1, a,C,b sont situés sur le cercle de diamétre [IC].
Alors (% , ﬁ) = (C—b , Ei) (2m).
Qe ¢ donc (QA, Qi) = (CA,CI) (2n) = (Cb, Ci) (2r).
Donc (QT\ , Q_I) = (% , aﬁ) (2m) (angles correspondants) donc (QI) //.(aI)

D’ou Q, a, I sont alignés.
(MT) est la tangente & £ en M.

M'N' MT)=(MN', MM )+(MM , MT )(2r)
= (M'N' ,M'A) (AM , MT)(2x)
car (MM)=(MA)=(M'A)
or (W , M—'A) = (Eﬁ' , ﬁ) +7(2m)
car A, B,M', N' appartiennent a ¢
et (B—N‘ , ﬂ) = (W , B~A>+7r (2n).
Donc (W, WT) = (§1\7I R I_BZ) +(m , M"f) +7r(27r)
Or (ﬁ , I\_/I:I:)E (EA: , B_M’)(Zn) car (MT) tangente & en M.
Par suite (W , M—T> =7 (27t) d’ou (M'N')// (MT).

W 1) (AG) =(GC) = (AC). Et (EA)=(AB)=(EB)
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Alors (KE,E) = (-—_B.,G—C.)(Zﬂ:)
- (BB ,CB)+(CB,GC) (21)
= (Edl?: ,E_E)Jr(f:_ﬁ ,E?E) (2m)
= (BE,BF) +(CF,CG) +x (21)

comme B, E, Fet F' sont sur § alors
(BEBF) = (FE, FF)+x (2n)

Wl

et C,G,FetF' sontsur ¢ ' alors ((ﬁ , E\)

(F—'F , ?ﬁ)ﬂr (2nm).

Par suite (A—E , E) = (F—'E , ﬁ‘) + (ﬁ“ , F_‘(§)+7r (2m)
= (I:“TE , 136) fir(Zn).
2) (K“E,E)E (E‘B‘,G—c) (2r)
=(EB, BF) + (BF,GC) (2n)=(BE, BF) + (FC,GC)+x (2r)
=(FE, FT) + (CF,CG) (2n)=(FE, FT) + (FT,FG)+r (2n)=(FE,FG)+x (2r)

1) Faux :
E2={N[€P telque (m,m)sn+—%(2n)} et t+ L ¢7t———(21r)

&1

2) Vrai : 57“5—13!(271) lA\
alorim;ﬁﬁ)s - % (27'C) \ ‘ ;
or (DA,DB)E—%(ZE) etD e &; 3

d’ou I’ensemble recherché est &;. D

3) Vrai: E3U &, = {M e p/(MA,MB) = (DA, DB) (21t)0u27”}

or (EK s Iﬁ) = — g (27:) donc c'est le cercle circonscrit 8 ABD prive de A,B

4) Vrai: Ona: £4={I\AEP/(M—_.A,M—§)E%E[27E]} or —23£E——43ﬂ(21t)

' On sait que M, N, A et B sont 4 points de ¢ .
Alors (m , I\—AK) = (ﬁ\I , ]_3—15:)+7r (2n)
et que A, B, M' et N' sont 4 points de’.
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alors (m M—'N’) = (ﬂ,B—N') +7(2m)
* (MN, MN) = (MN,MA)+(MA , MN) (2r)
=(BN, BA)+7+(MA , MN)+7 (2n) car (MA)=(M'A)

(BN, BA)+(BA , BN)+x (2r)

(BN

BN, BN')+7 (2r)=0car(BN) = (BN)
= 0 (2r) donc MN et M'N' sont colinéaires par suite (MN) // (N'M").
(MT) est la tangente & ¢ en M alors (W , ﬁ) = (m , M—A) (2m)
De méme (EA -BI-\I) = (I_\I—A ﬁ) (2n)
Donc(BM , BN)=(BM , BA) + (BA, BN) (2n) .

=(MT, MA) + _( A, NT) (2r)or N e(MA)

=(MT MN)+(MN , NT)(2r) =(MT , NT)(2x) =(TM , TN)(2x)
Wl)(m,mj = (AM, MM) + (MM, AM) (2r)

E(M—A,W) (W 1\7@) (2z) (1). Comme :

(W,”'ﬁ = (TB,O' )( ) Donc (1) s’écrit :

OA , OB) + %(O‘A, B) (2n)

= (BM,BA) +x(2r) or B,M', AetJ &
= (m’,ﬁ) +7(2m) = (ﬁ,ﬂ:) (2n)
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W 1) (DB,DC) E—;E(Zn) ~DeCB
(DC)L(AB)=>De ala 1 (AB) menée de C
2) (AD,IJ) = (AD,DC)+DC,IN)(2n) or I1e[DC]
= (DA,DC)+n+(IC,I1)(2m)
or (DA,DC) =(BA,BC)(2n)

(inscrits 4 et interceptent le méme

arc)

et BIC rectangle en I et J le milieu
de [BC]

alors JC=1J=JB d’ou
(IC,I7) = (CJ,CI)(2%)

donc
(AD,IJ) = (BA,BC)+n+(CJ,CI)(2n)
= (BL,BC) +n+(CB,C)(2m)

= (BLBC)+(BC,CI)(2n)

(BI,CI)(27) = (IB,IC)(2n) = g-(zn) ou encore (AD) L (IJ)

1)a) A'MC et B'MC sont deux triangles
rectangles de méme hypoténuse [MC]

= A'€ Gy et B'e fyoy = ABM,Ce iy

onditque A',B' M et C sont 4 points
cocycliques

b)A', B', M et C sont situés sur ¢y = (B'A,BM) = (CA,CM)(2x)
(angles inscrits interceptent le méme arc MA’
= (B'A,BM) = (CB,CM) (2) A'€[CB]
=(AB,AM) (27) (A, B, M,C ()
2) a) MAB' et MAC' sont deux triangles rectangles
de méme hypoténuse [MA] = B',C' € £, d'ou. A, M, B, C' €,

b) (BM,B'C) = (AM,AC)(2m) = (AM,AB) (27) car C'€[AB]
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(inscrits dans 4 (am €t interceptent le méme arc MC ')

3)Ona (B'A,BM) = (AB,AM) 2m)et (BM,B'C') = (AM,AB) (27
On additionne membre 2 membre on obtient :

(1_3'-&,1—3?3') = (TB,A—.B) (2n)=0 (2n) = B',A"' et C' sont alignés

1 a)'E=.{M e P,(MC,MD) = g(zn)} ‘

>
E est I’arc capable DC -{C,D} du cercle

capable situé dans le demi-plan de
frontiére (CD) ne contenant pas

[CT) tel que (ﬁ,@) = g(Zn)
d'od E=D5C -{C,D} passant par —
O = E= demi cercle passant par O (.,

b) le E,(EB,EI) = —7::—(2%) (1) .*K est le centre de E = KI=KC (2)

KC=KI

(1) et (2) = KIC est équilatéral donc r _(c)=I

——— T =
(KCKD=Z(m) 3
2)a) Mel-{O, A, B} et (MA,MO) = (BA,BO)(2r) = —-}(27:)

b) ¢'= {M e P/(MB,MD) = - = (27)}
— 4
c’est I’arc DB capable privé de {B, D, } tel que
(ﬁ ',Eﬁ) = —%(Zn) etona (};&,ETD) = —%(Zn)
Le centre du cercle de I’arc € médiatrice [BD]{)(BC)={C} du rayon CB.
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Chapitre 111
Trigonométrie

+ Définitions : ‘r Eﬂ ‘r
¢

B
désigne un cercle Trigonométrique de v e

centre O, (O, OA, (TB) , un repére
prthonormé direct.

Soit x un réel et M un point de ¢, tel que
(6K,O—M) = x(2x). On appelle :
P COs X, I’abscisse de M donc cosx =OH.

» Sin x, I’ordonnée de M donc sin x :6-15

(o}

sSmx ZE.

P tg x, le quotient de sin x par cos x donc tg x =
COs X

COSX ——

* cotg x, le quotient de cos x par sin x donc cotg x =———=BN
sin X
Valeurs remarquables :
En degrés 0. | 30 | 45 60 90
T b T T
En radians 0 — — i i
6 4 3 2
1
Sin x 0 — _Q _\/_5 1
2 2 2
1
Cos x | ﬁ ﬁ —
2 2 2
tg 0 ﬂ 1|43
3

Relations entre les fonctions trigonométriques :
» Pour tout xeIR,cos’x +sin*x=1.

* Pour tout erR-{Evan,keZ};Htgzx:
2 cos“X

» Pour tout xeIR -{km,k e Z};1+cotg’x =

sin’x
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Pour tout x€IR ;—1<cosx <1 et —1<sinx<1.
Pour tout x € IR ;cos(x +2km)=cosx et sin(x+2kn)=sinx.

Pour tout X # §+kn;tg(x+kn)=tgx.

Pour tout x # k7m;cotg (x +kmn)=cotgx.
Formules des « Angles associés » :

A

COS (1 - x) cos(m+x)=-cosx COS(E+X =-sinx

cos(-x) = cos X = -cOSX sin(m+x)=-sinx m n
i — s - sin( = +x)=cosx sin(=-x)=cosx
sm(-x)) =-SIn X sinx(m-x)=sinx tg(n+ x)=tgx ) 2 ) 2
tg (-x) =-tg x = T
ta(m-x)=-tex cotg(m+x)=cotgx T _ L )=
cotg(-x) = -cotg x gmx)=-1g tg(3 +x)=-cotgx tg( H)zcotex

cotg(m-x)=-cotgx
T
cotg( Py -X)=tgx

Remarque: La fonction cos est paire et la fonction sin est impaire.

® Les formules de transformation:

cos(a+b)=cosa.cosb—sina.sinb |sin{a+b)=sinacosb+sinbcosa
cos(a—b)=cosacosb+sinasinb sin{a—-b)=sinacosb-sinbcosa
sin2x = 2sin X cos X

Cos2x = cos’x ~ sin’x = 2cos’x — 1 = 1 = 2sin’x
aet b réels tel que (a,b) #(0,0), pour tout x,on a :

. a . b
acos x +bsin x =rcos(x -¢ ) avec r=«/a2 +b? etcosp=— et smep=—.
r r

m Les coordonnées polaires :
» Définition :

(o,i )] ) repére orthonormé direct. Tout point M de coordonnées cartésiennes
(x, y) peut étre repére par I’angle 6=(i ,OM) etOM =r1

Le couple (r,0)est appelé les coordonnées polaires de M.

* Comment passer des coordonnées polaires aux cartésiennes et
réciproquement ?
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A 4

Coordonnées polaires Coordonnées cartésiennes M(x, y)
M(r,0) avec x =rcosB ety =rsin0
Coordonnées Coordonnées polaires M(r,0)
cartésiennes PR
M(x )’) p| AVECT=4/X"+Yy

X .

cosf=— et sm€)=l
r r
Exemples :

1) Déterminer les coordonnées cartésiennes du point M ayant pour
. . S5nt
coordonnées polaires [3 ,—g- .
2) Déterminer les coordonnées polaires du point W ayant pour coordonnées

cartésiennes (\/5,—3).
Sn 3\/—

St
Solution: 1) r=3et’ 6——6- alors x =rcosf= 3005—————

et y=rsinf= ?:smﬁr——E
6 2

2 72

2) x=+/3 ety=-3alorsr=+/x> +y> =/3+9 =23

d’ou les coordonnées cartésiennes de M sont [

fﬁij.

ainsi les coordonnées polaires de M sont (2{,?).
* Propriété :

- —(x SN
u( j et u'( J deux vecteurs non nuls dans la base (i ,J) direct
y

T H It !

Alors cos u V et sm

" U I |I
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Résumé de cours

= Equations trigonométriques :

Equations cosXx=a | sinx =a tgx =a
Si a g.[_l’l] Pas de solutions des solutions
Si x, est une solution particuli¢re de I’équation
ae[-1,1] CosX =a | sinx =a tgx =a
Cela revient a résoudre les équations
COS X = COS X, | sinx = sinx, | tgx = tgX,
Donc les solutions sont de la forme
X = Xg + 2km X = Xg + 2km X =Xo+kn
ou ou
X =- X+ 2km X =T - Xg + 2k7 keZ
keZ keZ
M Inéquations trigonométriques :
Inéquations cosx=a [ sinx=a
Sia e [-1, 1] | Soit x, un réel tel que cos X, =a ou sinx, = a cela revient 2

résoudre les inéquations :

Cos x 2 cos Xg

Soient N et M les points

d’abscisse a. Les images des

solutions sont situées sur 1’arc

MN passant par A
B M

Sin x = sin Xg

Soient M et N. Les points
d’ordonnées a. Les images
des solutions sont situées sur

I’arc MN passant par B.
B M

Donc les solutions sont de la forme :

keZ

—Xo +2kn <X <x0 + 2kn

keZ

Xo +2kn <X <®w—Xo +2kn

MéEme raisonnement pour cosx<a, sinx<a et tgx<a.
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ENONCES

;; Soit f la fonction définie par f{(x) = cosx-+sinx
a) Montrer que f est bornée

b) Montrer que f(x)zﬁsin(x-k%) :

c) Trouver alors un meilleur encadrement de f(x) .

K ; / cosZ +sin®t
Montrer que : —8———8— =2 +1;t@2 &+ tg22E =14,
R 271

%3 8

C On donne cosa= “2+\/§ avec O<a<m.

2
Calculer cos2a et en déduire la valeur a.

; Exprimer en fonction de cos2x :
5c08%2x—3sin?x ; 2c¢0sZx+3sin?x—4sin?x.cos?x

. . 3 . . .
Ecrire plus simplement : cos “x+cos?xsinx-+cosxsinx-+sin>x

__sinx__ smx 1—cosx
V On donne f(x) et g(x)= ok

a) Prouver que f=g
b) Prouver que les restrictions de f et gsur IR\{kx,k e Z}sont égales.
Soit xelR et soit P=cosx.cos2x.cos4x.cos8x .

1) a) Montrer que quelque soit x€IR on a; P.sinx =%sin (16x)

COS—(—.COS

=05 cos2E cosd oS,
Q=cos L COSEE. 5 5

b) En déduire la valeur de :

2) a) Montrer que 4005% cos% =1.

b) En déduire que 2 (cosﬂ - cos-25£)= L.

c) En déduire la valeur de cosZ et de cos2k

5 5°
QCM
Indiquer la bonne réponse avec justification

1) sin(—%} est égal a: E’ —\—‘/} E _%

59

=]

8o | —



Trigonométrie Enonces

2) cosgz—7r est égale a: E’ sin%[ E sing cosg
3) cos%+cos% estégal a: EI 1 IEI 2COS% 0

4) cos(2x +m) +sin (2x +g) est égal a: EI 2cos 2x E -2cos 2x 005325

Vrai - Faux
Dire si I’affirmation est vraie ou fausse:

a) sin%ﬁzcos%{ b) sinx+\/§cosx=2sin(x+—;—t-)
c) cos(3a)=cosa.cos2a d) cos(a-b)=cosacosb-sinasinb

C Indiquer la bonne réponse par a, b ou ¢ avec justification :
1) Dans le repere polaire (o0,1). A et B sont pour coordonnées polaires

(2,%) et (%,%). une mesure de 1’angle oriente (Z)K,GE) est:

T 5w Sw
T )
2) Dans le repere (o,f,}) le point A(—2x/§,2) un couple de

coordonnées de ‘A dans le repere (0,1) est :

S 5w T
2.5 bl 4.2 k@)

Vrai - Faux
Dire si I’affirmation est vraie ou fausse justifier votre réponse.

1) Les points A(%,g) ; B(5,~7§7—t-) ; C(Z,—zTﬂ:) repéres par leurs

coordonnées polaires, sont alignées.

2) Dans le repére (O ,61) les points A et B de coordonnées polaires

) ,%) et (5 ,1473) sont symétriques par rapport a (OI).

V Soit ¢ le cercle trigonométrique de centre O et I un point du cercle ¢
dans le repére polaire (0,61) placer les points A et B de
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. -7 1 -2n
coordonnées polaires respectives (3,2) et (—2—,—3—) :
VReprésenter dans un repere polaire, I’ensemble des points M du plan
dont les coordonnées polaires (r,0), Vérifient :

r=2 :3_7T
a) o b) 4
GE{?’O} re]0,+oo[

;; (0,0T,E) un R.O.N.D.

a)Placer les points A et B de coordonnées polaires respectives
-T 3n
L—)et (+v3,=)-
( 3 ) et ( 5 )

b) Calculer la mesure principale de (O—A,@) .
c) Calculer la longueur AB.

d) Calculer cosOBA et sinOBA. EndéduireOBA .

(O ,Y,j) R.O.N.D on considére les points
2. A3 -1 V3 1
A@0,Z);BG-—.=) s C(—.-2)
3 3°3 33
a) Calculer les coordonnées polaires de ces trois points dans le repére
polaire (0,1).
b) Démontrer que ABC est un triangle équilatéral inscrit dans un cercle de
re O dont on précisera la rayon.

O ,;,j) un repére orthonormé direct
1) Soit A un point de coordonnées polaires (3,2) .
a) Déterminer les coordonnées polaires de B le milieu du segment [QOA].
b) Déterminer les coordonnées polaires du point C tel que le triangle

direct OAC soit rectangle et isocéle en C.
2) Déterminer et représenter I’ensemble des points M de coordonnées

polaires (r,6) qui vérifient:a) 0 =t okn b) 6= % +2k 7w

v W(O ,Y,j) un R.O.N.D. Soit £ le cercle de centre W passant par O
Soit (r,0) les coordonnées polaires de W. Montrer que tout M du cercle £
dont les coordonnées polaires sont (k,a) . Vérifient 2rcos(a-0)=k.
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; 1) Montrer que quelque soit x€IR ;cosx + cos (x + E)-i— cos (x _E_): 0

3 3
2) Calculer alors cos T cos 1n +cos 17n
7 21
3) Montrer que f (x)=cos*x + cosz(x + 2—371)+ cos? ( - %?t—)est constante sur IR.

v@ 1) Soit A(x)=1—cos2x+sin2x.

- AlST) Al49
a) Calculer A(—gﬂ), A(Tn)
b) Montrer que quelque soit xeIR ; A(x)= 24/2sinx .cos(x—%)

¢) En déduire Ia valeur de sin(%) .
1

2) Soit B(x)=2sin(x +£). cos( —E).

4 4
Montrer que quelque soit x € IR ; B(x)=1+sin2x.
3) Soit x€IR tel que A(x)=0 et g(x)= 1+ sin2x

1—cos2x +sin2x
a) Simplifier g(x).
b) En déduire que cotglgl —1++2.
¢) Calculer sin%, coslg— et sinS% .
Equations et inéquations trigonométriques

vw Résoudre ces équations sur [0,27r [ :

B 1 1
a)smx———j— b) cosX =~ c)sm2x——§
d)sin2x +sinx.cosx =0 e)cos3x:—‘/22.v
'z Résoudre dans IR : , _
a) CoS3X =cosX ; b ) sinx =sin2x ;¢ ) cos3x =sinx

d) 2cos?x —2cos 2x +sinx =0 ; €) cos (x +1)=cos (5x+ 2); ) tgx:—«/g.

W Résoudre dans IR puis dans [—7[ T ] les équations :

a) cos2x +cosx =-—1 ; b) sinl x|:—% ; ¢) 2sinx =tgx
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Soit f définie par f(x)= \3cosx + sinx . Déterminer les antécédents
de Oet2 parf.

W Résoudre graphiquement les inéquations suivants sur [O,27r [:
a) sinxz—\/zi ; b) cosxz—;— ; C) 23inx—«/§s0
d) 2sin2x > \/5 ; e) v1—cosx >sinx

1 ) Montrer que cos*x .sin’x = T% (2cosx —€0s5x — cos3x).

2) Résoudre dans IR I’équation : 16cos®x .sin®x —2cosx =sin5x + sin3x

3) Soit f(x)=4sinx.cos* —sin2x .

a) Montrer que quelque soit x€IR f(x)z% sindx
b) En déduire que quelque soit x € IR ; f (x)+ f(x + 13“—] +f (x + -2—37—[j =0

4) Résoudre dans IR : 2 f(x) —g >0,

Soit m un paramétre réel, la fonction fm définie par :

f (x)= cosx — V3sinx + 242 - m.
1) Préciser I’ensemble des valeurs de m pour lesquelles I’ensemble des
solutions de I’équation fm (x)=0 n’est pas vide.

2) Résoudre dans [——TZL , n} I’inéquation 5 (X)ZO pour m =2

vq, . _ sinX__ cosx

Soit £{x)= cos?X  sSinxX

1) a) Déterminer D le domaine de définition de f.
b) Comparer f (x) et f (m+ x).

2) Montrer que quelque soit xeD ; f(x)= (sinx — COSS_XZ (24 + 2sin2x)
m- Zx

3) a) Résoudre dans [O , n] I’équation sinx —cosx =0.
b) Préciser le signe de f (x) sur Df N [0,71].

¢) En déduire Dg [0,7r] ol g (x):wlfixi .
1 ) Montrer que :quelque soit acIR :
cos5 a=16cos’ a —20cos? a + 5cos a

2) Vérifier que : pour tout x € IR , 16x5—20x3+ 5x + 1=(x +1)(4x® — 2x — 1)}
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montrer que X =cosa est une solution de I’équation

1+J§

3) On pose a:%,

4x2 - 2x —1=0. Montrer ensuite que = cos% .
. 2 2 T
4) En déduire sml , cos—l sm—n— cosn— sin—.
5 5 5 10 10

'z Pour tout réel x, soit :

A(x)=—1+2c0s2x — cosdx , B(x) =1+ 2cos2x + cosdx et f(x)= %8—3

1) Transformer B (x)en produit. En déduire D¢ le domaine de définition de f.

2) a) Montrer que pour tout x € Dr, f(x)= tg*x .
b) En déduire tg T_1-+2.
3) Résoudre dans IR I’équation : sinx + (\/E — l)cosx =1.

4) Soit h(x)zx/sinx + (\/E— l)cosx —1 . Déterminer Dr N[0, x]. (Dn domaine
de définition de h).

vMontlel que : cos4n + cos65 -—ZCOS%

et que cos——+cos§— = 4cos2 2.
5 5 5

2t 4n 67 87
Sachant que 1+ cos? + cos? + cos? + cos? =0

(4
a) Déduire de cette égalité que cos? est solution de I’équation
4x*-2x -1=0.
T
b) Donner alors la valeur de COS?.

3) On considére la fonction f définie par : f(x)=4sinx . cos*x —sin2x

a) Montrer que pour tout x € IR, f(x)=l sin4dx .

2
b) Résoudre dans IR puis dans |-x, n] I’équation 4f(x)—1=0

NG

¢) Résoudre dans IR, f(X)_T cosdx =sinx .

J—Z

4) Résoudre dans [O,27r ] puis dans IR I’inéquation : f(x)+
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1) Résoudre dans IR puis [—7r ,TT ] I’équation :

cos3x —+/3sin3x = 2cos (x + —23ﬂ)

cos3x — \/3_sin3x —2c08 (x + 23—)

2) Soit: f:x—

~ 1—2sin?x
a) Déterminer D le domaine de définition de f.
yis

b) Montrer que quelque soit xeD, f(x): —4sin (x ——).

6

¢) Calculer £ (l) en déduire sin——.
12 12

3) a) Calculer 55" .
12

b) Résoudre I’inéquation (\/i + l)cosx + («/5- l)sinx <2.
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CORRIGES

a) On sait que 1<cosx <1 et —1<sinx <1
par addition on obtient : —2 <cosx +sinx <2. (1) d’ou f est bornée.

b) 2sin (x + E): V2 [sinx .cos% +COSX . sin%}.

=2 [‘/_smx + ‘/Ecosxil = sinx + cosx =f(x).

2
¢)Ona: -1< sin(x+%) <1d’ou —2 <+2sin (x +%)s«/§

donc ~+/2 <f (x) <2.Ce qui constitue un meilleur encadrement que (1).

W d in* (cosn— +sin E)(cosE +sin Ej
cosg + sin E ) 8 2 2 2 '
T . T T . T T . T
COS— — sin — cOosS— —sin— || cos— +sin—
8 8 ( 8 8 J( 8 8)

\
T s~ 1T 2T c2T T3 T
cos—+sm—) c0s?E + sin2Z4+2cosEsin
- ( gtsing) CoSgSInghocosgsing
cos?E—sin2L cos(Z.lt—)
8 g . 8

. T T
1+sin| 2.— 0o
_ ( 8):1+51n4:2+ﬁ:ﬁ+1
V2

T T
cOS— COS—
4

257[_ ( )___
tg +tg 12 tg12+tg 212 tg12+cotg12.

x n) 83 —tey
yis T
1+tg3.tg4

3-1_W3-1)3-1
;/;\/5 Eﬁﬂgg/— 13 23 dou gy ( - =745,

2
cotg 5 = tln > 1\/_ +1‘/— d’ou cotg’ & (2+«/—)Z T+43

par suite tg? 12+tg257t ( 4\/_)+(7+4\/_)
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;;; 243
On a cos2a=2cos?a —1 or cosa———2£
cosza=2["2+f] ~1= 2(2+I) 1223

2
-z I
\/_ 2a—6+2kn a 12+k1t
COSZa=73=COS% & {ou & <ou ;keZ
.1 N
2a= 6+2k7£ a 12+k7r
or ae]O, [donc a—ﬁ ou a—ll%m orcosa>0d’ou a =T

W cos2y = Lt 02052x et sintx=1t= c§s2x

d’ou: A=5cos?x —3sin?x =5 (l + C?S’SZX )— 3 (l = cos2x)

2
_ 5,5 3.3
=3 + 2cos2x 5 + Zcos2x- 1+ 4cos2x
B=2¢0s%x + 3sin?x — 4sinx . cos?x

- [1 + cost]+ 3 |L1 — czos2xJ_ 4 (1 — cost)(l + cos2x)

- 3.3 - 2 3_
—1+c052x+2 2cos2x ( —cos 2x) >

C=co0s*x 4 cos2x .sinx + cosx .sin2x + sin’x .

—%cost + c0s22X.

= (cos3x + COSX. sinzx)+ (sin3x +COS%X . sinx)

cos (cos?x + sinx )+ sinx (sin? + cosx) = cosx + sinx .

;; a) Pour prouver que f=g, il suffit d’étudier leurs ensembles de
définitions ; en effetona: Df =IR —{n + 2kn, keZ}
et Dg=IR \{kn,keZ} or 2neDf et 2ng Dgd’ou Df #Dg donc f#g.

0 Sur R\ fo keZfona ) = A S

sinx (1 —cosx
D’ou f(x)= ——i—) or 1—cos?x =sin’*x .

—cosxx
. sinx (1 — cosx c
Ainsi f(x)= §in2x ) : sm())(sx g( )

D’ou fetg sont donc égales sur IR — {krc ke Z} .
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Vl) a) P.sinx =sinx [cosx .C082x% . cos4x .cosSx].

En utilisant la formule sin2x = 2c¢osx sinx soit cosX sinx =% .sin2x .
On obtient : Psinx = (sinx . cosx ) cos2x . cos4x . cos8x

=1 (sin2x . cos2x) cos4x .cos8x .

2
= %(sin4x.cos4x) cosSx=%sin8x.cosSx = %sm (16x)

o o e ol .o g5
b) Q COS . COST™. COS—. COSTe cos5 cos2 5 cos4 cos8.5
Comme : Q. sinlt———sm( )

5
161 5 4 I goit sinll62)— E:'(E=—'£
Or S 3+ 5 soit sm( 3 )—sm(37r+5) sin |t + 5) sin-g
. sin (167‘:) : —sin% i
Par suite Q=- == =—=
16 sin (—j 16 sin & 16
5 5
2) a) On peut écrire %—n "? alors Cos—45ﬂ—cos (n —15‘—) —cos%
8n 5 _ 21 3n _ ( _271) 2n
et s 2n S alors cos 5 = 00S 2n S )=C0s %"
27[: ﬂ 8_7[ e .
comme Q= cos5 - COS ™. COSTLE . COSTE S écrit alors
@[ T oos2m)e [ ﬁ]
Q= cos -COS COS'S . COS cos5 cos<

1 2]’ _ L

or Q= d ou [cos5 cOs< 6
z 2 iti - T og2m_ 1
On sait que cos 5 et cos =& S sont positifs par suite COsy . COs 2=
soit 4cos§ cos 2L 5 =1
b) 4cos§ cos 25“ =1 utilisant la formule :
cosp . cosq :%[cos (p + q)+ cos (p - q)]
o ol 2l

On obtient 4.2 cos 5 + S + cos 5 1.

it 20532 +oos[ £ - fosfe— 22+ o)~
Soit 2lcos 5 +Cos 5 1.0u encore 2jcosl 5 +cos5 1
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or cos (m—x))=—cosx. D’ou 2[coszst——cos257—t—J =1

T 2 1 2 T
¢) Ona: cos——cos— = — alors COS— = COS— ——
5 2 5 5 2

r o 2m 1 m 1] 1
Or cos—.cos— = — d’ou cos— x| cos——— |=—.
5 4 5 5

5 21 4
coslf——lcos£~l=0 soit 4COSZE—ZCOS£—1=O.
5 5 5
A'=1+4 =35 alors cos£=li—‘§— ou Cosn_zl—«/§< n>0
54 5 4 5
, T 1+-\/§
d’ou cos— = .
5 4

n 1 1445 1 _~1+45

2
COS—— =COS— —— = =
5 2 4 2 4

V QCM
1) Laréponse est :

19n n_1
sin| -—— |=sin 37:-—— sin —7c—— =-sin(n+—)=sin—=—
( 6) (- )=sin( ) ( 6) 6 2
2) La réponse est [tz]
cos&—cos(l%wi—) cos3—n=s n(——g—) sin~
8 8 8 2 8 8

3) Laréponse est E
cosz—3—+cos£—cos(27r—T—)-I-cos(——) cos(—)+cos—15=2005(——)
4) Laréponse est .

cos (2x +m) +sin (2x +12t—) =¢082x +cos 2x =2cos 2x

Vrai -Faux
'a a)L.’affirmation est vraie :

sinﬂ=sin (m +—7£)=-sin—TE=———
3 3 3

ot

St T \/—3_ 4 S5n
et cos——-cos(n-—)--cos———— =sin—=cos—
6 6 2 3 6

b) L’affirmation est vraie :
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. T : T . .
2sin (x +~§)=2[smxcos§+cosxsm§]=smx+ 3cosx

¢) L’affirmation est fausse :
cos3a=cos(a+2a)=cosacos2a-sinasin2a # cosacos2a

d) I'affirmation est fausse :
cos(a-b)=cosacosb+sinasinb # cosacosb-sinasinb

W D (Y,o_[\)=-’E et (3,613'):%’5

d’ol (OA OB) (OA 1)+(1 OB)—-—g+i2—3——zzt—am31 la réponse est .

2) r=yx>+y? ={(2\3)* +2% =16 =4

——£ et sinb=
r r 2 6

X 11 51

= o= 9:._.

cosf=
d’ol A4, _6_)par suite la réponse est [tﬂ
N~y s 7
vwn Vraie: (1,0A)=% et (i,0B)=—~=Z+21
3 33
et (; (_)(—3)=;—=-;£-ndonc A, B et C sont situés sur la droite passant par O
de vecteur directeur U tel que (;, a)=£+kn.
3
. In i .. . 7 - -
2) Vrale:-Z:Zn-Z donc la mesure principale de (§ oB)="Z est Z=B(5,2)
4 4 4

et A(S ,%) par suite A et B sont symétrique par rapport a (OI).
WA@’_E) appartient au cercle &(0,3) et tel que I’angle
4
— . T 1 -2z : 1
(OI,0A) :7 ;B (5’—3—) appartient au cercle de centre O de rayon 3

tel que (51,@)=%£
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va) r=2 et ee[ﬂ,o}
2
A

r =2 on trace alors le cercle & de centre O de rayon 2 et comme I’angle

. - N T
varie dans {—2—,0} donc c’est le quadrant ot ’arc AB ainsi I’ensemble

recherché est X\B
— ——— 3x
b) 6=3—I— donc(OI,OM)=§%+2kn etr)0 t ”
ainsi I’ensemble recherché
est la demi droite [ot) — {0}

_ 3
2°™ Méthode : M (r,jn) soit (x, y) les coordonnées de

N

y=rsin§£=——r= X
4 2

I’équation y = -x et I’équation d’une droite et comme 1)0 = x (0
d’ob I’ensemble recherché est la demi droite [Ot) d’équation y = -x et x{0.

N,

b) Ona:

" A(1,-§) N (61,0—A)=-§ et OA=1 @}

* B(\/§,38’3) = (Eﬁ,cﬁ)ig et OB=+/3

ainsi : (611,6}"3)=(EE,6‘1)+(61,6}§)=§+_=56 -

par suite la mesure principale de (6;&,6~B) est ZZE
c) (ﬁ,_0_1§)=—72E = AOB est un triangle rectangle en O
< AQ’ +BO’ =AB?
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or OA=1 et OB=43 & 1+3=AB’ < AB’=4 =AB=2.
d) Dans le triangle OBA rectangleen Oon a:

cosO]f%A=-QE=£ ets O]%&A=9é~l par suite OBA——
AB AB 2 6

) A0, —) d'ot x=0 et y—z _
On sait que r=4/x*+y’ “,/02 +( == et cos@~——0

sm9~l—l d'ou 9=— d’ou A(— _)

s r= Y —\/(——)+< >y =

cos(%)————\/E et sm9=——-— alors 9= o d'ou B(—2— ——S—E)
2 r 6
e 1. _2
( ) 3) 3
cos@=§=£ et sin6=-l alors 0=-= dou C(—z—,i)
r 2 2 6 6
2z 2 -~ = T
b) Ona A(—=,—) < OA==ct (i,0A)=—
32 3 2

B(Z,f_“) o OB=2 et (})@):ﬁ
376 3 6

- 2 ==\
C(=,—) © OC==¢et |1,0C)=—
Gg) = 0e=3 (1003
2
par suite OA = OB =0C =~3—:> A, B, C appartiennent au cercle &

2
de centre O de rayon— d’ot ABC est inscrit dans& .

’ 2
de plus AB= \/ (xB X, )+ (g - yA (—) \/:__‘
BC= 2 3)2+02 =2 3 et AC= (___2)24_1:_2__@

V3 3 V3 3

= AB=BC=AC=> ABC est un triangle équilatéral.
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W 1) a) ona: A(3,§) ona OA=3et (T,O—A)zg

comme B est le milieu de [OA] alors OB=—;— et (I, @)=(;,O—A) =—§—

o
ainsi les coordonnées polaires de B sont (—2-,—5)
b) OAC est rectangle et isocéle direct en C

& CO=CA et (67&,6?:’)51:-(27:).

NN~ li=o= N (A A
* (1,00)=(1,0A)+(0A,0C) == +— ==
(1,0C)=(1,0A)+( =3t B

* OAC rectangle en C < CA*+CO”>=0A* or OC=CA
d’ott 2CO°* =0A?

. 3
Soit 2C0O*=9 parsuite OC=-=
V2

finalement les coordonnées polaires de C sont : (i E) .
V2712

2) a) 1 Méthode : 0 =§ +2kn

(i, 0M) =<+ 2kn i &/ 3

d’ou I’ensemble recherché

est la demi droite [ox) — {0}
2™ Méthode : soit (x, y) les coordonnées cartésienne de M comme

I . .
(r,g) sont ces coordonnées polaires

T
alors : " rC°S3 Soit S x=ymo
y=rsinE y=£r y=3x
3 2
par suite I’ensemble recherché est la demi droite d’équation
y =3x et x »0 ’

b) 1% Méthode : 9=§+2k7t = (T,m)=§+2kn
I’ensemble recherché est la demi droite [OE) — {0} avec E(1, 0)
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27 Methode : M(x, y) d'une part M(r,2)

x=0

. |x=rcos—
d’autre part ainsi 2 soit
y=r1)0

y=1rsinE
2

par suite ’ensemble recherché est la demi droite d’équation x =0 et y >0

e W(r,0)le centreducercle{ etderayonOWetOed

alors OW=r et(f,6W)= 0

e W(x, y) coordonnées cartésiennes alors Xx=rcosf et y=rsin0
d’ott W(rcos8,rsinf)

e M(k,a)alorsx,, =k cosa et y,, =k sina

e Mel & WM=0W < /(X - Xy ) + (T - Yo ) =%% Y2,

< (kcosa-rcosf)’ +(ksina-rsin0) =(rcosB)’ +(rsin0)’

<k*cos’a-2rkcosfcosa+k’sin® a-2rksinasin0=0
< k? (cos® a+sin® o) - 2rk (coso.cos 0 +sina.sin8)=0
< k?*-2rkcos(0-0)=0 or k=0 < 2rcos(a-0)=k

V 1) cos (x+ 21c) cosx . cos2E —sinx . smz—m——% . cosx-ﬁ.sinx

3 3 3 2

_gﬂ) p 2 _ 1o s By
cos (x 3 COSX .COS&™ 3 + sinx .sin<* 3 2cosx + 5 sinx.
d'ou cosx + cos (x + 27[)+ cos {x ( _Tn)
=COSX — lcosx —ig—sinx cosx + = \E .sinx =0
2 2 2
lln _ 27 _ TC 1727 _n , 2n
2) On remarque que 31 =3 et TR

, s 11z 177r 7 2n w T 27
d’ou cos— + cos—— + cos—— = cO0S— + cos| — —— [+ cos| —+ —
7 21 21 7 37 7 3

3)On a: cosx +cos (x + —2—37£)+ cos ix ( 2—;‘)= 0

A



Trigonométrie Solutions

alors [cosx + cos (x + ﬁ)+ cos (x - 2—“)} =0
3 3
<>c0s2%X + cos? (x + 23n)+ cos? (x 237[ )+ 2C0SX . cOS (x + 23 )+ 2C0SX . COS ( - 277{)
+2cos (x + 2?;” )cos (x _E): 0 (1).
En utilisant la formule 2cosa .cosb = cos (a+b) + cos( -b).
2n 2 4
(1) &f(x) + cos (2x + T)+ cos 3“ +¢os ( —~ —371)+ cos—- + cos(2x) + cos( 3”) 0
mq ( _&%_L_L_i:
<:>f(x)+[cos (2x)+ cos (2x+ 3 +cos I2x 3 ) 0
5 5 St _ :
1)a) A(—ﬂ) —cos2L I +sin I 1-cos (n + %)-1' sin (n + %)

K
= 1+cos4 s1n4

(497r) 1—cos (4 )+ sin (4%) 1-cos (167t+ 3)+ sin (161r+—73£)

o oosT o sinE o] 1, 3 14483
=1 cosB+sm3—1 2+2— 7
b) On a: cos2x =1-—2sin?x soit 1—cos2x = 2sin’x et sin2x = 2sinx .cos x .

D’ou A(x) = 2sin’x + 2sinx .cosx = 2sinx (sinx + cosx).
= 2/2sinx [iz—z—cosx + %sinx) = 24/2sinx . cos (x —%)

T |q_ B _=3__3
c) A(lz)—l cos6+51 =1- 5 +2

. ra L_Qz T ool
Autre écriture de A( ) sm .COS (12 4 2«/5 sm12 cos6
(L ) 3 f

Par suite sin-%& = 343 ‘/—1 ‘/g_‘/i
12° 2«./50056 2\/—\/— \/_w/— \/_ 4

2) B(x)=2sin (x + %) cos (x — Z)

=2 lsinx ) cos% + COSX.. sin—}“cosx . cos% + sinx . sin%J

= z{% (sinx + cosx)} [-‘/—E(cosx + sinx)}

2

. 2 . .
= (sinx + cosx)’ =1+ 2cosx . sinx =1+ sin2x.
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2sin (x + E). cos ( —E) sin (x + 1‘—)
3)a) glx)= 4 &= 4
A )" 242 sinx.. cos ( —%) V2 .sinx
V2 (sinx + cosx) .
-2 —sinx+cosx 1,1 cotgx
2 sinx 2sinx M)

E]

)

B
’ o1 1 , . (n):
b) D’une part : g(g )— 5 2cotg8 d’autre partona: g 3

>
Soln

E)z_ T T (l): g N2
A(S 1 cos4+sm4 letB8 1+sm4 1+2.

D’ou g(g) 1+‘/—Comme cotg8—tg() 1=2+2-1=1+42.

c) 1+cotg2£—# soit sin?®=—1 1
2T 8 i
sin* lteotg®s 1+<1+\/§)2
2—+2
sinZE— L _4- ZJ— 2- \/— sinE > g donc smzz——f.
8 4+242 8 4 8 8 2
. . 2—A2 2442
*coszl+s1n2£:ldonccoszle—stE:l— J_= V2
8 8 8 4 4
4 T 2+\[2_
or cos— > {} donc coOs—=———.
-8 8 2
o i T L[ n) i 2+«/§
* giIn— =sIn| —+— |=co§—=———.
8 2 8 8 2
Equations et inéquations trigonométriques
7
a) smx——7<:>smx—sm ~3
__I - T
X =—3 + 2km x=-3 +2n
<>q0ou & <ou ' keZ

S 1 _4n
X=7 ( 3)+2kn X 3 + 2km

4; 5n
d’ou sur [0,27[ [ les solutions sont ——;[— et —

3"
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x—2—37[+2k7r
b) cosx-—%@cosx cos—z—nc) ou s keZ
x=—%+2kn
27r 4
d’ou sur[O 21| les solutions sont : B ;r .
2x=—%+2k7r
c) sin2x=——%—©sin2x=sin (—%)@ ou s keZ
2x=n—(—%)+2kn
X:—E-i-k’ﬂl
S<ou
I
X=15 +kn

1lr 23n 7z 19n

JVASVESVARVIL
d) sin2x + sinx .cosx =0 en utilise la forme sin2x = 2sinx .cosx [’équation

d’ou sur [O,27r [ les solutions sont :

est équivalente a4 sin2x + %sian =0 ou encore 2sin 2x =0

2
<sin2x =0 2x =kn, keZ<:>x=%’t—,keZ.
Sur [0,275 [ les solutions sont : 0,%,n,%75.

3x=%+2kn
e) cos3x = ‘/—<:>0033x=cos%<:> ou ckez
3X=—Z-+2k’it
~ T 2kn
=12+
S<ou ckeZ
—_m _ 2kn
X=T12773

127412 127 e 12
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solutions
3x =x+2kn 2x =2kn x=kn
a) cos3X =cosX <> ¢ ou &>qou &> qou s keZ
3x =—x +2kn 4x =2kn kx
x =8k
2
Sm={k7t k2n aveckeZ% {kzﬂaveckeZ}.
X =2X +2kn -x =2km x =-2kn
b) sinx =sin2x <> <ou <> <ou <><ou
X =7-2x + 2kn 3x=n+2kn x =X 2kn
3 3
Sie —{721(7: xS 21;” aveckeZ}
c)cos3x =sinx on utilise la formule cos (% - x)z sinx 1’équation devient :
3x=—§—x+2k1r
cos3x=cos(%—x)<::> ou
3x=x—%+2kn
_I - kn
4x = 5 + 2km X 2 + 5
< 4qou <> <ou keZ.
__n __x
2x = 5 + 2kn X A +km
—{m, km. }
Sk = {8+ 5 4+kar aveckeZ

d) 2cos?x —2cos2x +sinx =0 en utilisant la formule cos2x =2cos*x —1.
On obtient : 2cos% — 2 (2cosx —1)+sinx =0

< —2c08%X +sinx +2=0 or cos?x + sin’x =1

& —2(1-sin)+sinx +2=0

&> 2sin?x + sinx = 0 <> sinx (2sinx + 1)=0 < sinx =0 ou sinx = — —;—
* ginx =0<«>x=kn
= ——761 +2kn
* sinx=——;—<:>sinx:sin (—%)@ ou keZ

X=T[+%+2k7t
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Solutions

x=—%+2kn
&4ou s keZ.
x=—767£+2k7r
Sm—{kn —g+2k1r 6 +2k7taveckeZ}

—4x =1+ 2kn =

<400 < y0u

Gr="B+2om  |y_ L,

_1_
4

X+1=5x+2+2kn

e)cos (X+1)=cos (5x+2)<:> ou
X+1=-5x -2+ 2kn

2

3

kn

s keZ.

kn

szi—L kn. 1 knaveckeZ}

42’23

f) tgx=—3 & x=-L+kn d’ou Sm:{—%+kn,(kez)}

3

; a) cos2x + cosx = -1 on utilise la formule cos2x =2cos*x —1

<> 2¢008%x =1+ cosx =-1<> 2¢cos*x +cosx =0.

<&>c0sX (ZCosx + 1)= 0 <> cosx =00ucosx =— >

x =28 | 2k

3

@xz%ﬂmou ou

keZ

x =—2% 4 okn

|

Sig = {E+kn 5 £8 4 okw, ~ 3 £R 4 Okm, aveckeZ}

Dans [—7r T ] les solutions sont :

b) Sinlxl = —-12— or

3
T m2n 2n
272737 3
X ~ 00 0 +ow
x| -X D x

Si xe ]»oo , 0] alors I’équation s’écrit sin (—x)=—

70
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=L 4 2kn
6 x =L+ 2kn
o 6 |
<:>smx-5<:> ou & s keZ
ou x=2L | 2kn
X =T~ % + 2kn 6
comme x <0 alors il faudra choisir k < 0.
Si x &[0, +oo [ alors I’équation s’écrit sinx = —% .
X= —76t+ 2k (1)
&><ou ; ke Z comme x =0alors pour (1) il faudra choisir

x=%ﬁ+2kn )

k>0et pour (2)le k>0. Donc les solutions dans IR sont :

{_E + 2km, 6 L 4 2kn,aveck € Z+ } {6+ 2kn , 2 4 2knkaveck € Z- }prlve de ——6—
.

sur [-m, n] les solutions sont : G’ _56£

¢) 2sinx = tgx I’équation existe que lorsque x %+ kn 2sinx — tgx =0

2

on utilise tgx :%11 L’équation s’écrit :
X

sinx [2 ___l_J= 0 <> sinx @‘:JF 0 < sinx = 0 ou cosx =+
coxX CcOSX 2

x=13f—+2k1t
<> x=kmou {ou ;keZsz{kn,%+2kn,—7§+2knaveckeZ}.
x=;37t—+27t

— T yis
S[—n,n]-—{*ﬂ?,o,ﬂ, g,——?}

W f(x)z VBeosx + sinx =2 (‘—zﬁ—cosx + %sinx] =2c0s (x - %) donc :

2n

* f(x)=0<:>cos(x—%)=0c>x~1=—”—+kn<:>x— +kn

6 2

donc les antécédents de O par f sont -2?—35— +kn;(kez).

* f(x)= 2<:>2005( —g) 2<:>cos( _E) 1@x—g 2kn
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ox= % + 2kn .Donc les antécédents de 2 par f sont % +2kn;(keZ).

W a) sinx Zﬁ , soit M et N les points du cercle trigonométrique
V2

2 . . . .
d’ordonnée —2— , les images des solutions de I’inéquation sinx >—2-— soit

2

les points de I’arc MBN extrémités incluses.

Donc I’ensemble des solutions sur [0,27r [ est [E

b) cosx == 1

> soient M et N les points du

1
cercle trigonométrique d’abscisse E . les images des solutions de I’équation
cOsX Zl sont les points de Parc MAN extrémités incluses /D\
Donc I’ensemble des solutions sur [0, 2x] est [ 0,L ] [ 2 it
172 |
¢) 2sinx — VB <0osing<¥ ‘/5 .Soient M et N les points du ¢

3 M
trigonométrique d’ordonnée —\‘/5‘—— /@\
Les images des solutions de I’inéquation sinx <—‘/2i W

sont les points de I'arc MB'N extrémités incluses.
2

Donc I’ensemble des solutions sur [O 2r [ et: { :'u {Tﬁ 27 {

d) 2sinx = «/§ <> sin2x 2%—3— .

3

On pose X = 2x I’inégalité devient sinX 2——2— d’apres ¢) on obtient

1‘—+2k7tSXS—23£+2kn

21 sur [0, 2n] et sur IR on obtient

< &I
_X3

wia
IA

§+2kn<2x< 3 + 2km

Ouencore L +kn<x < +kn Pour k =0 alors —n-

6 3 sXs<

I <

6~
Pour k = 1 alors ZE < x <4% Donc la solution est z ”—:l ,én-—:l
6 3 63 3
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e) V1 —cosx >sinx elle est bien définie pour tout x € IR car cosx <1
soit 0<1l-cosx.

*Si x [0, ] alors sinx >0

d’ou vI—cosx >sinx <> 1—cosx >sin’x
&1-cosx >1—cosx & (1— cosx)- (1 —0s%%)> 0
&> c08%X — cosx > 0<>cosx (cosx —1)>0

On sait que cosx <1<>cosx —1<0

T

X 0 3 T
Cosx-1 D - -
Cos x + O -
cosx(cosx-1) P - D +

lére

Donc la 17 solution est ]125— ]

* Si m<x <2m on a sin x < 0 donc I’inéquation est vérifiée quelque soit
x&|n,2n [ donc la 2°™ solution est | =, 2z [ finalement : la solution dans

[O,Z‘it [est]%,Zn].

1) 2cosx — (cos5x +cos3x )= 2cosx — 2cos 2X+3X cog X = 3K

2 2
=2c0sX — 2c0s4xX . cosX = 2c0sx [1 — cos4x]0r cos2x =1-2sin’x

=2c08X [1 —(1- 25in22x)] =2cosx [25in22x]
Comme sin2x = 2cosX . sinx

’ . 2 .
D’ou 2cosx — cos5% — cos3x = 4cosx [2cosx .sinx] > =16c0s’x . sinx .

Par suite cos’sin’x = i% [2cosx — cos5x —cos3x].

2) 16¢os? . sin?x — 2¢0sX = sin5x + sin3x

& (2c0sx — c0os5% — c0s3x)— 2cosx = sin5x + sin3x
<> —c0s5x — 083X =sin5x + sin3x

& —2c0sdx . cosx = 2sin 2XE3X 05X 5 3x

<> —2c084x . cosx = 2sin4X . coSx
<> c0os4x . cosx +sindx .cosx =0
&cosx [cosdx + sin4x] =0 <> cosx =0ou cosdx +sindx =0

* cosx=0c>x:%+kn(ke2)
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N

* cosdx +sindx =0 &< \/_2— §00s4x + —“/2—Esin4x) =0

_n _E_T _3m kn
<:>cos(4x 4) 0=4x 7 2+k7t<:>x 16

d’ou les solutions dans IR sont : % +km; 16 kn (k eZ).

3) a) f(x)=4sinx.cos’x —sin2x =2 (2sinx . cosx) coszx —sin2x
=2sin2x .cos*x —sin2x

=sin2x (2cos?x —1)=sin2x . cos2x = —%sin4x

9 16r{c5)r{x ) ) )
)f(x)+f(x+3)+f(x 3 2s1n4x+2sm 4x +—= 3 25m 4x + == 3
=%[sin4x+sin (4x—2—3“+27c)+sm (4x+2n+237‘”

D’ou f(x)+f(x+ )+f(x+ 2”) Llsinax +sin (4x+ 237t)+sm (4x—23n)]

3 2
=L [sm4x +sindx . cos2E + cos4x sin<k Z?Zt +sindx . cos‘237t cosdx . sin%J

2 3
U ian - Laindg + Boodr — Lainay A3 _
= 2{s1n4x 2sm4x + > cosdx 3 sindx > cos4x:| 0

V2

4) 2f(x) - ‘/2— >0 ou encore sindx -2 0

Soit sindx > ‘/25 o &4 2kn<4x <3I +2kn; (keZ).

oL +k7‘<x<3”+k” s (ke z)

16 16 2°
[ ko 3n kn
Les solutions dans IR sont : 16+ > 16 + > ]avec keZ.

; 1) On remarque cos3x —+/3sin3x s’écrit de la forme a cos3x + b sin3x
b_ ﬁdonc p=—=1

r=+va’+b?>=+1+3=2 etcosp = %:_l sing =2==
d’ou cos3x —+3sin3x =2cos (x+ 3) par suite fm (x)=2cos (x+ )+ 22 —m

I’équation fm(x)=0 est équivalente 2 2cos (x + %): m—242 soit
cos (x + 3) m— 2‘/_ cette équation admet des solutions lorsque
_1Sm_—22_[_31 car —-1<cosx <1 par suite 2+222<m<2+24/2.
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Donc fm (x)= 0 admet au moins une solution si et seulement si

me[—2+2\/5,2+2\/§J.

2) fﬁ(x) 2003(x+ ) 2 f‘/’()>0<:>cos(x+%)2—§.

Soient M et N les images des points solutions de I’équation

V2

cos(x +§j = d’ou MAN c'est les images des solutions de

I’inéquation :cosXZ—%<:>—3—7E+2knsXS3—“+2k7ravec X=x+L

4 4 § 3
par suite =3 okm<x + E<3T 4 ok |
4 4 i A
.« _13n <5m :
soit — +2kn<x l2+2k7t. \4'/
=

lr
Or xe[-z,n] donc les solutions sont : [0,12]u[ 5 ,n].
'; Da)cosx =0 x=L4+kn ;sinx=0 & x=kn

2
donc D:H{—%+kn kn(keZ)}.

W

_sin(r+x)  cos(m+ x) SINX | COSX _ _
b)f (+x)= cos?(n+x) sin*(n+x)  cosx Teimx T (x)

sin3x — cos3x

~cos’x  sin®x  cos2X.sin®x
_ (sinx — cosx) (sinx + sinx . cosx + coszx)
cos’x .sin’x
1

2) f(x)— SINX _ COSX _

_(sinx —cosx) {1+ EsinZX _ (sinx — cosx) (4 + 2sin2x)
a %Sinzzx a sin?2x

3) a) sinx —cosx =0 <> cosx =sinx <> cosx = c0s (% - x)

=T _ =K
Xx=3 X + 2kn 2x 2+2k7t
&> <4ou < qou
X =—%+ x +2kn 0=—%+ 2kn impossible

<2x= %4 2kn<:>x— +kn (keZ)

. T
Les solutions dans [0,7 | sont: =
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b) On sait que -1 <sin2x <1< 2<4+2sin2x <6 d’oud + 2sin2x >0,

* g5in?2x >0 ; sinXx —cosx = \/— (‘/—smx ‘/_cosx) \/— sm( )

2
* sinx — cosx >0 <> sin (x-%)ZO@anSx—Z<n+2kn

soitlr—+2kn£xs57n+2k7t

4
T T
X 0 — = T
4 ;
: V%
sinx —cosx [ - + [+ |
£{x) il - + I+ {

c)g(x)=4/f(x) définie si et seulement si f(x)=>0

A
ng[O,n] [Z,n\ >
;; 1) cosSa=cos(a+4a):cosa.cos4a—sina.sin4a

=C0S a cos [2 (2a)] —sina .sin (2a x2)
=cosa [200522a - 1]- sina [ZsinZa .cosZa]
=cosa [2 (2cosa -1} — 1]— sina [2 (2sina . cosa)(2cos?a — 1)]
=cosa [8cos?a ~ 8cos®a + 1|— 4cosa (2cos?a —1) (1~ cos?a)
=8cos’a — 8cos’a + cosa + 8cos’a — 4cos’a — 8cos®a + 4cosa
=16cos’a — 20cos’a + Scosa.
2) On développe la quantité :
(x +1)(4x2—2x —1)=4x3 - 2x2 —x + 4x* - 2x —1 = 4x3 + 2x2 - 3x — 1
dou (x + 1) (452 - 2x — 1 = (4x® + 202 — 3x — 1) (42 - 2x - 1)
=16x5 -20x3 +5x +1.
3) On pose x =cosa. (cosa +1)(4cos?a ~ 2cosa — 1) = 16cos’a — 20cos’a + Scosa + 1

En utilisant le 1) on obtient : (cosa + 1) (4cos?a — 2cosa — 1) = cos5a + 1

Pour a_g ona: cosS( )+1 0

T 270 _ T _ )= T+
Donc (0055 +1)(4cos 5 2cos5 11=0 or 0055 #—1

Donc cosE est une solution de 1’équation 4cos?a —2cosa —1=0
5 q
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x =cos = est donc bien solution de 4x%-2x-1=0.

5

A=4+16=20.

Les solutions donc : x‘=2—§/2_0—:1—4‘/5—<0 et x"=1+;/—5- >0
T . lt_*l-l-\/.s—

Orcoss>0doucoss— 7

4)* smg+cos—~=1dou sin?Z —1 cos”‘—l [H‘/—]

or sm—>0 d’ou Sll’l— \/__17 10— 2\/_

1_2(1+«/§j _1_—2+2\/§ _—1+45
4 - T4

% cos2E = 2c0s?E | =

5 5 8
2
% o2 _ | 221 _ B5-1) _J10+245
sin€*=_l —cos*=> = /1 — =
5 5 4 4
- 1+cos§
* T _ 2 T T
cos5 2cos —-1<cos 10" 5 orcoslo>0
1+cos F
_ I +
d’ou cos = 5 V
* — 2.0 _1_ \/— AL
sin®~~ 10 =]-cos?*+ 10 =1 2 or sm10>0

x_1 /3 f
d’ou SmlO 5 | ‘
v@ 1)B (x)=1+2c0s2x + cosdx =1+ 2c0s2x + (2c0s?2x —1)

= 2c0822x + 2c0s2x = 2¢0s2x (cos2x + 1)
*B(x)=0<:> cos2x =0oucos2x +1=0

& cos2x = Qoucos2x = -1 & 2x = % + krou2x = + 2kn

<:>x=%+—lszoux §+kn;(keZ)

d’ou Dr=1IR - {Z kn 7‘+kn(keZ)}
2) a) A(x)=—1+ 2c0s2x — cosdx = —1 + 2cos2x — (2§osz2x -1)
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=2052x — 20522 = 2¢052x (1 — cos2x)
=2c0s2X [1 -1~ 25in2x)] =4co0s2x .sin*x

de méme pour B(x)=2cos2x [ (2cos?x — 1)+ 1]= 4cos2x . cos®x

. Alx
par suite f(X)zﬁ((;{} ig—(())s&;%g}sx{ g

Al)

5ol A ) :
b) tg 2 f 3 E(E)OrA 3 1+20054 cos =—1++2
8

et B(~7§n—)=l+2005—7£—+cos—77n=1+x/§ par suite f(7?n)=£;}=(\/5—1)z

d’ou tgz%z(\/i—lf or tg L& g T <0 donc tglE=1-+72.

8
3) sinx + («/5 — 1)cosx =1
sinx.cosZE  sinE cosx
sinx — .cosx=1< 8 _ 8 =1

8 In In
cosg cos-g

: 77c) i ( _n ) (n ﬁ)
<:>sm( 2 costh 2 < sin g sin 7R

soit { ou sm={g+2kn,-§-+2kn ,(kez)}.

Zz-*- 2km

sinx . cos® —sinI% cosx sin ( - -781)

: _ 1 8 8 1= _
4) smx+(«/§ l)cosx 1= 7z 1 T 1

3 8
Pk
cosle_72)
sinx+(\/5—1)cosx-120<:>—-—8 —-1>0

In
cose

In ( _ZE)< E
or cos-*+ 2 <0 donc coslx 3 <cos 2
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IE 4 k< x —LE <O | okm e TR | ok < x <27 + 2kn
4 8 8 8
DM O,n]z&,nJ.

1 ) En utilise la formule cosa + cosb = 2cos (a er b). cos (a Eb)

T

On obtient alors : cos% + cos657E 2COST . cos( 755)= —20035.

2 8t _ 3m_ 3n
et cos<™ 5 + CcOs=2= s =2COST. cos22 B —2cos=2* s

or cos (m—x)=—cosx donc —cos3Z =cos (7: - 3571) c:05257E

5
8 _ 2r T _q

par suite : cosZl + cos = 2cos—5— =2 lZcoszg J = 4cos =—2.

5
T 05T 4 cosOT 4 cosBT =
2)a) 1+cos5 +cos5 +cos5 +0055 0

2n 875) ( 4n @):
<:>1+(0055 +cos5 + 0035 +cos5 0

En utilisant 1) I’équation devient :

1+2 120052% - 1j+ (—2005%): 0 ou encore 40052% — 2005% —-1=0

L . .
alors cos— est une solution de 1’équation 4X?-2X-1=0

b) 4X2-2X —1=0 oncalcule A'=1+4=5.

Alors X'=l+4—‘/5_>0 et X"= 1_4‘/5 <0 or COS% est une solution positive
1+4/5 .

de cette équation d’un cos—75’5- =

3) a) f(x)=4sinx . cos*x —sin2x = 2cos?x (2sinx . cosx ) —sin2x

= 2cos? [sin2x)— sin2x = sin2x (2cos2x — 1) =sin2x . cos2x = %sin4x .

b) 4f(x)—1=0 ou encore 2sin4x —1=0 <> sindx =% .

=X A i1

4x-6+2k7t X 24 5
& q0u &> <ou ckeZ.

—g_ X _S5n ., kn

4x =T 6+2k7t X= 24+ >

_ln  kn 5n kr. } : .
SIR = {ﬁ+2 = 2,(keZ).Lessolut10nsdans ]—n,n]sont.
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n Br -llr =23z 5z 17x -7z -19%

247 247 24 24 247 247 247 24

o )L Lojngx 33

.Cc0os4x =sinx. =sindx — .cosdx =sinx
2 2 2
ou encore sindx. cos% —cosdx. sin% =Sinx
4x — % =x +2kn

sin <4x — 3) Sinx <> < ou

3x=%+2kn x =24 2kn

<>qou <><ou ckeZ

_4n —An , 2kn
5x = 3 + 2kn X= 15 s

donc les solutions dans IR sont : £+ 2K 4z 2kn. (i o 7),

9 3715 5
4) f(x)+—§20 soit Lsindx +%20 <:>sin4x2—§ on pose X = 4x.

2
L’inéquation devient : sinX > —12—3— .
Soit M et N les points du cercle trigonométrique d’ordonnée ——— les

images des solutions de I’'inéquation sinX > —%est I'arc MBN

d’ou sinXZ—%@—%+2knsXs%@+2kn /\
A

or X=4x d’ou ——25+2kn£4xs%l+2kn

ou encore — 12+1f27ts>(<3+k27t NN =M
Les solutions dans IR sont : [ 13 +l(—21[— 3 +k7 ] avec k‘e Z et les solutions
dans [0,27r ] : sont

Pour k:O;xe[—%,l;—] or x€[0,2n] donc la solution est [ 0,Z ]
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12° 6

Pour k=2;x¢ Un 47‘] [O,Zn] donc c’est une solution.

Pour k=1;x [ & 5T ]c 0,2x] donc la solution [517; ,57r }

1273
Pour k=3;x¢[ 17275 , lén ]<[0,2x] donc c’est une solution
Pour k=4;x e[ 2132“ 2+ I Jor x €[0,21] donc la solution est [ 21%2” 2 |

Finalement la solution dans [0 2 ] est

[O,E]U[STC 5n]u[112n’437t] [112 ,%]u[zﬁzn,h]

1) cos3x —+/3sin3x =2 [%cos3x - gshﬁxj =2cos (3x + %)

Alors I’équation cos3x — \Bsin3x =2cos (x + %) est équivalente a:

2cos (3x + 3) 2cos (x + 2“) ou encore cos (3x + 3) cos (x +%)

T _ 21 _T =N
3X+§—X+T+2kﬂ: 2x—§+2k7c X 6+k7E
< <ou &> <ou & <ou ;keZ
n__,_2¢n 4x =—n + 2kn _ x . k=
3x+3 x—9 + 2kn x=-T+ 5t

Sir= {—6-+k7c _Z kzn(keZ)}
T -5t -n n 3n -3¢w ‘
S[_n- 7;]= I LT R R R G
| 6 6 4 4 4 4
2) D={x € IR /1-2sinx 0}

1—25in2x=0<:>sin2x=l<:>sinx=——1-—0u sinx=—L
2 7 5

2
x =L 4 2kn x=—L 4 okn
2 i)t *
<:>sinx=70usinx=—T<:> ou ou<ou
g I — i
X=T7 4+2kn X n+4+2kn
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_I T
—4+2kn X 4+2k7r
< <ou ou {ou
_3n _om
X= 7] + 2km X 7] + 2kn

D= IR\{%+kn,—£+kn}.
b) cos3x — w/_sm?ax 2¢os (3x+ )donc c0s3x — \/—sm3x 2cos (x-l— 23 )

3
=2c0s (3x +%)— 2cos ( —ﬂ) =2|cos (3X +5 ) cos (X + E)J

3 3
[ 3x+E 3 X+ 237‘ . 3x+§—(x+%)
=2|-2sin o .SIn 5
— _Aqi T o _T
= —4sin (2x+ 2).sm( 6)'
_ —4sin (2X + %) sin (x - %) —4cos2x . sin (X - %)
Par suite f{x)= 1~ 2sin?x - cos (2x)
— A T
= —4sin (x 6)'
) _ (T __ T __ s
c) f(lz) 4sm (12 6) 4sm( 12) 4sm d une part
cos® — /3 sink — 2005( + 2“)
D’autre part ( ) 4 4 12
12 cost
6

G52
5

2

d’ou 4sin% \/— \/_<:>sm Jg_ﬁ 2

3)a) COST%= sm2 T —W m

/8+2 +f J€+J_ J_(Jg+1)

&CfJ_ MF N2_f5_ 2
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Trigonométrie Solutions

b) (\/5 + l)cosx + (\/?7 - l)sinx <2

g(\/g-l— 1).cosx+@(\/§—l).sinx S%
)2

Tt T < ﬁ ( _ )< N4
COS: .COSX + Sll’l12 SlnX D) < COS X 12 )

12°
Soient M et N les points du cercle trigonométrique

. 2 ) . -~
d’abscisse — les images des solutions c’est I’arc MBN
M

4 Tn <1lzn
4+2k7r X — 12_4+2k7t<:>3+2k7'c< ¢ + 2kn

d’ou I’ensemble des solutions dans IR c¢’est :

avec ke Z.
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Rotation Résumé de cours

Chapitre IV
Rotation

® Définition :
Une rotation r de centre A et d’angle o est une application du plan vers le
plan tel que : ’
* Pour tout MeP Si M#A , on associe M’ tel que
(W,M)E a(2r) etAM =AM,
*SiM=A alors r(A)=A.
Onnote: r (A,(x) (M) =M'.
B Défipition :
Toute application du plan dans lui-méme est une isométrie

si elle conserve les distances.

e Toute rotation est une isométrie.

B Propriétés des rotations :

Dans ce tableau les images des points A, B, C et D sont respectivement A",
B',C' et D' par la rotation de centre O d’angle a.

Signification
AB=A'B:

A, B et Calignés alors A', B' et C' sont alignés
(AB)//(CD) alors (A'B)/ (cD)
(AB)L(CD) alors (A'B')L(C'D')

(AB:CD )= (ABCD) (2n)

Les images de deux courbes tangentes sont deux

courbes tangentes

L’image de I’intersection de deux courbes est
I’intersection de ces courbes

Une rotation conserve
Distances
L’alignement
Le parallélisme

L’orthogonalité

Les angles orientés

Le contact

Les intersections de deux
courbes

Le barycentre

C barycentre de {(A,a)(B,4)} barycentre de
= C' est le barycentre de{(A",a)(B'B)}

Le produit scalaire

AB.CD=AB'CD

L’équipollence

AB=CD= AB = CD'
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Rotation

Résumé de cours

W Propriétés particuliers :

10.0) (A) = A

Alors AB = A’B'et(@,zﬁ") =a (2n)
I (0,0) (B ): B'
Théoréme fondamental (a #0 (2 T ))

Si A, B, A', B' sont quatre points tels que AB=A"'B" et (E,A’B’) EOL(ZTE)
alors il existe une unique rotation telle que r(A)=A'et r(B)=B'

Si o =0(2 ) alors il existe une translation tel que AA' =BB'
Une rotation transforme :

«Une droite en une droite.

«Un cercle C(A,a) en un cercle C' ({A) a).
*Un segment en un segment isométrique.

e Une rotation (0, q)est une bijection et la réciproque est une rotation de
centre O d’angle—a., qu'onnoter (0, 0. )=1(0, - a).
B Composées :

e Composées de deux symétries axiales :

S, et S, deux symétries axiales d’axes respectives AetA'.
Si A//A'  alors

SaoSaest une|Si Aest sécante & A'alors Sa0Saest

translation de vecteur ZKK' avec | 40€ rotation de centre A avec
AcAet A'eA' et AL(AA).

{A}:AmA' d’angle 2 (1_1> , :1)‘) .
SaoSa=t, 2%

—~) .
u : vecteur directeur de A

4 .
u' : vecteur directeur de A'

Cas particulier: Si A L A" alors Sy0Sa=Sa est une symétrie centrale de
centre A.

B Composées de deux rotations :

e La composée d’une rotation d’angle o et d’une rotation d’angle 8 de méme
centre A est une rotation de centre A d’angle o + 3

e Si 0+B=0(2n) alors I'(Ag) O I' (AB)est une identité du plan
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Rotation Résumé de cours

- Recherche de centre de la composée de deux rotations de centre différent
f=1{,0) O 101.)

Si o+ B = 0(2n) alors f est une translation

Sia+p = 0(2n) alors festune rotation

* Choisir deux points A et B dont on connait ou dont on peut facilement
construire les images A' et B' par f.

* D la médiatrice de [AA'] et D' la médiatrice de [BB|

SiDet D' sont sécantes en O, alors O est le centre de la rotation f

SiD// D' alors le centre de la rotation f est le point d’intersection de (AB)
et de (A'B').

*S1 non sa dépend des énonces de 1’exercice
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Rotation Enoncés

ENONCES

; ABCD est un carré direct de centre O. Soit I le milieu de [AD] etJle
milieu de [CD].

n

1) Soit r la rotation de centre O d’angle 7

de A,D,Cet]J?
2) En déduire que les droits (AJ) et (BI) sont orthogonales.

VABC un triangle direct et H son orthocentre.
1) Construire les points D, E, F tel que : r[A JLJ (B ): D
T2

)(C)ZE et SA(E)=F.

. Quelles sont les images par r

(e

2) Montrer que r(A’IZEJ(C)zF.

3) Démontrer que les droits (BC) et (DF) sont perpendiculaires.
4) Que représente la droite (AH) pour le triangle AED.

ABCD un parallélogramme. On construit a I’extérieur de ce
parallélogramme, les points E et F tels que les triangles AEB et ADF
soit équilatéraux.

1) Soit r la rotation de centre F qui transforme D en A. Montrer que r(C)=E
(on pourra poser C'=I(C) et montrer que C' = E).
2) En déduire la nature du triangle EFC.

/
Les deux rectangles ABCD et AEFG ¢
sont superposables.
1) Démontrer que les droites (GE) et (BD)
sont perpendiculaires et GE = BD. . < 3

2) Démontrer que AlJ est rectangle isocele.

ABC un triangle rectangle isocéle direct de sommet principal A :
1) Construire A* = r[B JIJ (A) puis le point C'= r(A E] (C)
3 6
2) Démontrer que A, A et C' sont alignés.
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Rotation Enonces

Les triangles ABC et CDE sont équilatéraux direct tel que C = B*D
et O désigne le point d’intersection entre les droites (AD) et (BE).

1) Montrer que la rotation r[ 0, 2321:) transforme ABC en CDE.

2) Trouver une autre rotation ayant aussi cette caractéristique.
ABC est un triangle direct quelconque : ABC,C; et CAB,B, sont les
deux carrés indirects construits extérieurement 8 ABC. Soit r la rotation

iy
5 -
1) Soit B'=r(B). Construire B et justifier que A est le milieu de [CzB'].
2) Soit I le milieu de [BC] et I'=r ().
Construire I'. Justifier que (Al") est parallele a (B,C,).
3) Etablir que la médiane issue de A dans ABC est la hauteur issue de A
dans AB,C,.

de centre A d’angle

ABCD un carré indirect on construit les triangles équilatéraux directs
BCI et DCJ.

1) Soit E le point tel que AEC soit équilatéral direct. Montrer que B, D et E

sont alignés.

2) En déduire que A, I et ] sont alignés.
WABC un triangle direct quelconque. On construit a I’extérieur de ce
triangle les carrés BCRS, CAMN, ABPQ de centre respectifs Oy, O, et Os.

1) a) Utiliser une rotation de centre C pour démontrer que les segments [AR]
et [NB] sont orthogonaux et de méme longueur.
b) En déduire qu’il en est de méme des segments [C'O] et [C'Oz] ou
C' désigne le milieu de [AB]
2) Utiliser une rotation de centre C' pour démontrer alors que les segments
[O1A] et [0203] sont orthogonaux.
3) En déduire que les droites (AO1),(BO2)et (COs) sont concourantes.

'; ABCD est un carré direct donné. Construire un triangle équilatéral
AMN tel que N et M appartiennent respectivement aux droites (BC) et (CD).

W ABC un triangle équilatéral de centre O et (E,K@)E%(Zﬂ) .On

désigne par M, N, P des points appartenant respectivement aux cotes [AB] et
[BC] et [CA] tel que AM =BN =CP
M= AetM=B).
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1) Montrer qu’il existe une seule rotation R qui transforme A en B et M en N.
2) a) Déterminer une mesure de I’angle de R.

b) Montrer que O est le centre de R.
3) a) Déterminer les images des points N et P par R.

b) En déduire que MNP est équilatéral.
4) Soit £, et &, les cercles circonscrits respectivement aux triangles APM et
BMN.

a) Montrer que R(E,) = &,. .

b) E €, et r(E) = E’. Montrer que M, E et E’ sont alignés.
5 f=r or

(A ) B, )
a) Determmer la nature de f et préciser son angle.
b) Construire le point D I'image de O par r(B -
3

¢) Montrer que 1‘ (D)
3
d) En déduire le centre de f.

Soit ABCD un carré de centre I tel que |AB,AD )s% (2n).
1) a) Construire le point I tel que I'=r( A E)(I)
2

b) Montrer que les droites (BI) et (DI') sont perpendiculaires.
¢) Un point variable M décrit la droite (BC). Quel est I’ensemble des points

M' images de M par r(A 1)
’2

2) Soit le point I, définie par 17, \{I1)=I. Construire I; Quelle est la rotation
d (4%)

qui transforme I;enI* etIenI' ' avec (I"=SA (Iz )) .
3) Montrer qu’il existe une rotation R qui transforme I* en I et A en C.

Préciser le centre et I’angle de R.

de [BC]; J le point tel que B soit le milieu de [JC] r; est la rotation de

2n
3

centre A et d’ angle L et r,est la rotation de centre B d’angle —

3
1) Soit A+ et B les images respectives des points A et B par
I’application r;0 1.
a) Montrer que I est le milieu de [AA'].

b) Montrer que B est le milieu de [AB‘]
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2) En précisant la nature de r,0 1, . Montrer que pour tout point M du plan,

est le milieu de [M;M,] ; M= r;(M) et M; = r,(M).

3) Montrer que r:0n est une rotation dont on déterminera le centre et ’angle.

V Soit ABC un triangle, BOA isocéle et rectangle en O et ACO" est
isocele et rectangle en O et tous directs.

1) Soit r Ia rotation de centre O d’angle 2

2

Soit r' la rotation de centre O d’angle %

a) Déterminer I’image de B parr'or.

b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de r' or.
2) a) I le milieu de [BC]. Quelle est I'image de O parr* or ?

b) En déduire que le triangle OIO" est rectangle et isocéle.

W Dans le plan orienté, on considére un triangle rectangle et isoceéle AB
tel que (A_B.,A—C’) E% (27t), on note I, J, K les milieux respectifs des

segments [BC] ; [AC];[AB].
1) On désigne par gA, gg et gc les cercles de diameétres respectifs
[AI], [BI] et [CI]. Soit r la rotation de centre I et d’angle dont une mesure

est L. Déterminer les images par r de gc et gA. Par quelle

2
transformation passe —t-on de gc a g
2) a) A tout point M de g distinct de I, J et K, on note N le pomt ou la droite
(MK) recoupe ng et P le point ou la droite (MJ) recoupe 6 On note P
=r (P). Etablir que les points J, P, P' sont alignés (on calculera (PJ PP)
Déterminer alors P' =r (P) et M* =r (M).
b) En déduire que I est le milieu de [NP]et que le triangle MNP est
rectangle, isocéle.

Soit ABC un triangle équilatéral tel que (ﬁ,_A—E)E%(Zn) .C le cercle

de centre O circonscrit au triangle ABC.
I) Soit I, J, K les milieux respectifs de [BC], [AC]et [AB].
1) Soit r la rotation qui transforme A en B et J en K. Déterminer son centre et

une mesure en radians de son angle.
2) Déterminer les images de I et K parr.

1I) On construit les cercles G et de méme rayon de centre respectifs B et
C et tangentes extérieurement I’un de I’autre.
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1) Soit M un point de G etM de G tel que (B_1\7I ,_CM)E%(ZTC). Montrer
que la médiatrice de [MM!] passe par un point fixe que 1’on précisera.

2) Soit D le point de € diamétralement opposé a A et M' ' I'image de M

par la rotation R = R(D,%TE) .

a) Déterminer R(C).
b) Montrer que M* et M ' sont deux points diamétralement opposés du
cercle (61).
Soient [AB] et [CD] deux diamétres perpendiculaires d’un cercle

g(O,r) tel que(ﬁ(fé)z%@n). Soient E un point fixe de I’arc AC ne

contenant pas le point B et R la rotation de centre A d’angle % .

1) Montrer qué R(EC)= (ED).

2) Soit MG]EC[ et NE]ED[ tel que CM = DN. Montrer que R(M) =N.

3) Soit f différent de le d’identité f=S(a)o R avec S(as) est la symétrie
orthogonale d’axe (AB).
a) Déterminer f(C) et f(A).
b) Trouver la droite Atel que R=S(aB)0SA ; puis caractériser f.

4) Soit I = M*N. Montrer que 1A = IE. En déduire que I varie sur une droite

fixe lorsque M décrit |EC] .

Soit ABC un triangle équilatéral tel que (@,E)E%(Zn), I, I et 13

désignent des rotations : r; = r(A ,lejet Iy =r(B,121) etry = r(c,lﬂ
1) On note C,=1(C) ; As=r1(A) et Cy=r, (C).
a) Construire A, C,, C: et trouver la nature du quadrilatere AC,C,A,.
b) Montrer que CC,C, est équilatéral dans le sens direct.
2)Onnote I = A*C, J = B¥C et K = A*B.

a) Vérifier que r3(I)=J et montrer que C,I1=C,J et que (Ei,cTJ)% (2x).

b) Soit O le point commun de (BC])et (ACz) . Montrer que O est le centre
de gravité du triangle CCiCz.
¢) On note K' = r; (K) vérifier que BK' = BK et déduire que K'=S(zc) (K)
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CORRIGES

VI) OAB est un triangle rectangle et isocéle en O,

donc OA =OB et (0AOB)= Z (2n) : .
Donc f{(A)=B de méme 1(C)=Detr(D)=A. .
*Onar(C)=Det (D)=A or J=C*D
et une rotation conserve les milieux. ¢ :
Alors r(7)=r(C)*r (D) soit r (J)=D*A or D*A =1

Ainsi r (J)=1.

2) {A) =B et {J)=I alors (Xj,ﬁi) E%(21t) par suite (AT)L(BI).

AB=AD
N/ b tfaz)@)-p @{(ﬁ,xﬁ):g ()

( )(C) o AC=AE
(ACAE)= -2 (2m) 2

2) Sa(B)=F<>A =E*F alors AE=AF |

orona: AC=AE d'ou AC=AF !

(AC,AF)= (AC.AE )+ (AE,AF )(2n)
E—ﬂ+n@@5%@@

2
par suite : AC=AF et (_A—C:.,TF)EIZE-(ZTE) d’ou r(A,—TZL)(C):F.
3)r (A,%)(C) Fetr (A,g)(B):D alors (@,ﬁ)zg— (27t) donc

(CB).L(FD). 3

4)On a (AH)L(BC) et (BC)_L(FD) alors (AH)//(DF). Dans le triangle EFD
on a A = E*F et (AH)/(FD) donc (AH) coupe [ED] en son milieu par suite
(AH) représente la médiane issue de A pour le triangle AED.

W 1) ADF équilatéral donc FA = FD et (FD FA) = (Zn)

Cela prouve que A est I'image de D par la rotation de centre F d’angle (——g)
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r est la rotation de centre F d’angle ——371 .

Posons 1 (C)=C' comme r (D)=A
Donc DC = AC’ et (DC,AC )= ~Z(2r).

AE = AB (AEB équilatéral)
et AB = DC (ABCD parallélogramme)
par suite AE=DC

de plus (BE ) ﬁ) E(EB. , Kﬁ) (2n) car DC=AB
et (AB, AE)= - % (2m) (ABE équilatéral)

donc (FC ) XE)E~ %(271).
On vient de montrer que AE = AC’ et (D_C’ , ZEE’) = (BE,KG’) (21:).
Cela prouve que C’=E et donc que r(C)z E.

FC=FE

2) r(F,—“) (O)=E= d’ou EFC est équilatéral.

3 (F—(E,FE) = -13{- (27[)

W 1)Ona AB=AEet (E,EE.)E % (27t). Alors r la rotation de centre A

T
2

Ona AD = AG et (TDKC?)E% (2m)alors r (D) = G.

d’angle % transforme B en E donc r (B) = E.

Par suite r (D) = G et r (B) =E d’ou DB = GE et (ﬁﬁ,ﬁﬁ)s%(zn) ou
encore (DB)_L(GE).

2) On a: I = B*D comme r conserve le milieu
alors r(I)=1(B)*r(D)=E*G or E*G=J.
Al=AJ
D’ou r(I)=J < (Ki Xj) _ 3(27[) par suite Al = AJ et (AI)L(AJ).
’ - 2 c

Finalement AlJ est isocéle et rectangle en A.
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BA =BA'

Dr i3 (A):A@
(83) SN
(BA, BA’)E 2 (2n)

AC=AC
“(a2) OO AC)=Z(on)
2) (1) donne ABA " est équilatéral direct donc (AT; Xﬁ)s % (21r)
(A" AC)= (ﬁ' AB)+ (aB, AC)+ (AC, AC)(2n)

+ 7‘: +L (27:) n(2n).

D’ou AA' et AC' sont colinéaires par suite A, A* et C* sont alignés.

N\ 1) (CECA)= (CECB)+ (CB.TB)+ (CBEA) 2n) o
= Zans(Een=2e0)0 /N
comme AC = BC (ABC équilatéral) et CE = CD
(CED équilatéral) or BC = CD par suite AC = CE (2)
(1) et (2) donnent ACE est un triangle équilatéral direct.
* ABCE est un parallélogramme donc (BE) coupe [AC] en son milieu donc
(EB) est une médiane de ACE.
* ACDE est un parallélogramme donc (DA) coupe [EC] au milieu d’ou (DA)
.‘est une médiane de ACE. On conclut que (DA) et (EB) sont deux médianes de
ACE par suite I est le centre du cercle circonscrit & ACE. Par conséquent

OA =OE=0Cet (0A,0C)= 22 (2m), (0c, OF )= 2 (om); 0E , 04 )=2 22 (2m).

Donc la rotation de centre O d’angle 2 yansforme A en C; Cen E. Reste

3
a montrer que r(B)zD ;Ona (@,6]3)5 (BE,O_A)E —23& (275)
OB=BE-OE

alors OB = OD.
OD=AD-0A

- D’our (B) =D finalement la r[o transforme ABC en CDE.

¥
2)Ona CB =CE et (CB CE)E —Tﬂ (2z) équivaut a Te-25) (B)=E
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et CA=CDet ((:7&,613)5——2-375(27:) équivauta 1 (¢_2)(A) =D
>3

or r(c’_ %ﬂ) (C):C.D’ou la rotation de centre ¢ d’angle (— 27”) transforme

ABC en DEC.
C DiB)=B'ey
(AB, AB') =% (2n)

(ES" , Xa)z (K}é , K—é)+ (—A—;ﬁ , E)(Zn) = (—%)+ (—g)(27r)5 —n (27).

DoncA_B: et AC: colinéaires donc A, B et C, sont alignés. Comme
AC2=AB (ABC,C, carré) et AB = AB' d’ou AB' = AC,par suite A=B" *

G
I=A

2 )t {2 19

* AC = AB et (TC,KE)E g (2n) (ACB,B; carré) donc r (C) =B,

AB=AB

* I étant le milieu de [BC] alors r (I) est le milieu de r[BC]=[B'B2] d’ou
I'=B'*B:. D’aprés le théoréme des milieux dans le triangle C,B'B,
I' =B *Byet A =C,* B donc (Al)//(B:C2).

3) On a: (XI,AT')E Z (2m)alors (AI) L (AI) .Comme (AI") // (BoCy) donc

(AI)_L (BzCz). Par suite (AI) est la hauteur issue de A pour le triangle AB,C,

E
'; 1) On a BC = BA (ABCD carré) A

EC = EA (AEC équilatéral ) et DC = DA (ABCD carré)
donc B, E et D sont sur la médiatrice de [AC] A L

o4 B

par suite B, E et D sont alignés.
2) On a BIC équilatéral alors CI = CB et (@,a)s— %(275) donc

r (C,_J?f) (B)=I de méme r (C, '31‘1) (D)=J et r(c,—g) (E)= A.

On sait que B, E et D sont alignés et une rotation conserve 1’alignement alors
I, J et A sont alignés

V 1) a) ACNM est un carré. Alors CN = CA
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et (ﬁ,&;)z % (27) donc r(c’lzlj(N)z A. A
* CBSR est un carré alors CB = CR ST 4 ped Y
et (CB,CR)E % (2n) donc r(c,gj (B)=R. M) ;’j:;;'\ 'B’
Comme r(c JL) (N)= A alors 0

) . i

(ﬁ,ﬁ)zg(zn) et BN=AR D’ou (BN)L(AR)et BN=AR .

b) Dans le triangle ABRona: C' = A*B et O, = R*B donc ﬁ:—é—ﬁ d’ou
(C'01)// (AR) Dans le triangle ABN ona : C' = A*B et O, = A*N donc
COi=1BN d'ou (CO2)// (BN) or (BN)L(AR)d ou (C'O2)L(AR) comme
(AR) // (C*Oy) par suite (C'02) L(C'O1).

* OO:%AR:—%—BN or %BN:C'Oz par suite C'O1=C'Os.

2)*Ona: C'Oi=C'O: et (66,@)5% (2m) donc r(c. 11) (01)=0:.
2
* C'Os=C'A et (C_'x&,m)-:-lzt—(Zn).Donc r(C',le) (A):Oz comme
r(c- 1) (01)=02d’0u AOI=020:5 et (E; ) 035;)5 %(27t) ou encore
2
(01A)L(0205).
3) Ainsi (O)A) est la hauteur issue de O, du triangle O,;0,05. On démontre

méme facon que (O,B) et (O;C) sont les deux autres. Ces trois droites sont
donc concourantes en tant que hauteurs du triangle O;0,0s.

v WI"" étape Analyse :

AMN est équilatéral ou encore (m,ﬁ)a % (2%) et AM = AN

équivaut r(A’JBI) (M)z N. MG(CD) alors r(M) er(CD) on considére

C=r(C) et D'=r(D)d’ou Ne(C'D') v
or Ne (BC) donc Ne(CD)n(BC). ¥
2™ étape : construction :

- Construire (C'D') image de (CD) par r( A,;ét).

- Marquer le point Ne(C'D')n (BC).
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- Construire M tel AMN équilatéral direct.
V 1)Ona AM=BNet AM =0 (M = A)
lors il existe une seule rotation R tel
que R(A) =B et R(M) = N.
2)a)OnaR(A)=B et RM)=N
alors I’angle de R est
(AM,BN)=(AB,BC)(2n)=(BA, BC)+n(2n)

_.z I
=-3+7t(27t)— 3 (2m)

d’ou I’angle de R est %

b) Soit Q le centre de R et R(A) =B sig QA=OB et (g’ffi,sTB)Ez—;(zn)
comme ABC est un triangle équilatéral de centre O
alors OA=0B et (O—A,@)E?Qn) donc Q=0
3) a) ABC est un triangle équilatéral de centre O
Alors : OA = OB = OC et (6&,6@)5(@,07:)5(66,(7&)5?(2@

donc R(B)=C et R(C)=A on sait que AM = BN =CP
et AB=BC=CA dob 2M-BN_CP 4 4onc AM=kAB (1)
AB BC CA

et BN=kBC et CP=kCA (2) Comme R conserve I’équivalence

alors RB)RMN)=kR(B)R(C) et R(C)R(P)=kR(C)R(A)

CRMN)=kCA (3) et AR(P)=kAB (4

(1) et (4) donme R(P)=M etd’aprés (2) et (3) donne R(N)=P
b)R(P)=M et R(N)=P et R(IM) =N et comme la rotation elle conserve

les distances alors PN = MP et NM = PN et PM = MN
donc PN = MN = MP par suite MPN est équilatéral.

4y a) R((,) est le cercle circonscrit au triangle R(APM) = BMN
(carR(AA)=B,R(P)=MetRM)=N) d’ouR(()) =¢,.
b) (MEME)=(MENE)+(NE,ME)(2r)

- %ﬂ(ﬁ , EM)(2n) (R(M) = NetR(E) = E)

E—2§7E+<B—I\I , B_M)(Zn) car Ee({=>RE) () =FE €.
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2n w
=-—+—=n(2n
33 (2m)

donc ME , ME' sont colinéaires par suite M, E, E’ sont alignés.

. 2
5) a) fest la composée de deux rotations comme §+£=-—— # 2kn

. 2n
Donc f est une rotation d’angle—3— .

b)r_, (0)=DeBD=BOet (%,ﬁa) =2 (2n)
3

w|a

c) r(B x (0)=D < BDO est équilatéral direct. or (%,ﬁ) E%(Zn)
3
donc (BA) est la médiatrice de [OD]. ainsi DA = AO or AO = 0B
d’ott DA = OB comme OB = OD par suite DA = OD = OA

Soit AOD équilatéral. soit AD = AOet (AD , AO)= %(27{) o r( . J(D) =0
A'E)
d) f(O)=r 0 0) =1 T 0)] = D)=0
RO, 0 01,5, (0) =1, [ (O = 0, 0)

Donc O est le centre de £.

Vl)a) 1'=r[A%) (1)

© Al= AT et(ﬁ,ﬁ)sg(zn)

a)

b) ABCD est un carré direct alors
AB = AD T

et (XB:(IS)z —722 (27t) ou encore ' {

r(A%] (B)=D or r(A’JZIJ(I)z I'.

Alors BI = DI" et (ﬁ,ﬁ) = Z(2n)

d’ou (BI)L(DI).

©) r(A,le) (B)=D et on pose C'= r[A,zx

] (C) alors I'image de la droite (BC) par
2
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est la droite (DC*) et (BC,DC') == (2r) d’ou (BC)L(C'D)

(SRR

(»3)
or (BC)L(CD) d’ou (DC)=(DC).
Me(BC) e (A2) (M)er (a5) (BC)=M'e(DC).

Par conséquent I’ensemble décrit par M est la droite (DC).

2) r(A%) (1) = Ie Al = Alet(AL , Al) = Z (2n)

etona Al = AT et( ) 27: donc AI' = Al

et (AE,KI")E %—i—Z( )ITTE(ZT[) ou encore r( A 321)( D=T.

* Sa(l)=I" < (AL, AT') = n(2r) et AL, = AI" or Ali=Al

et (AIL,Al) Eg(zn)..

d’ou AI=AI" et (Xi,Xi")s (al, AT )+ (AT, AI") ) =Ztn(2n)= 37‘(2n)

3) ABCD est un carré donc DA =DC et (DA,D )E% (2m) donc 1y, ﬂ)(A) C.
On a d’aprés 1% question : BI = DI" et (giDI ) 55 comme I est le milieu de
[BD] alors BI = ID d’ou DI = DI' et (ID DI') I (2m)

soit (ID D1)+ (DI DI')E Z (2m).

ou encore (DI DI )— -z (27:)@ (DI' DI) Z (27)

Or DI =DI' d’ou r(D’IZL)(I )— I. On conclut que R :r(D 11).

2
Vl) aQ)A' =1 on (A) N
(orn decentre A, n (A)=A).
BA=BA' !
douA' = (A)=
(ﬁ,ﬁ‘)s—%—“ er)y s -

comme BA = BC donc BA' =BC.
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et (B_C’ , ﬁ)z% (2m)(2) alors (1) + (2) donne (EE: , ﬁ")s ——735 (2n)donc BA'C
est équilatéral d’ou BA' = A'C et BA' = BC = BA = AC (ABC équilatéral
donc AB =BA' = A'C = AC par conséquent ABA ' C est un losange.
On conclut que la diagonale [BC] coupe [AA'] en son milieu L

AB=AC
b) ABC équilatéral direct <> on(B)=C
AB, AC)EI3L (2x)

alors B'=r: ori(B)=12(C)d’ou BB = BC et (Eé,ﬁﬁ')z —2—3“ (2n) comme

BC =BA donc BB' =BA il reste I'alignement de A, B, B'.

(B2, BB)=B&, BC)+ (BC, BB)(2r) = % + (22 )(2m) =~ (2n)

Donc A, B et C alignes de plus BC = BA par conséquent B est le milieu
de [AB'].

2) 17" est la rotation de centre A d’angle —% .

_I

, or'est une rotation d’angle % +( 3)5—7r(27t) donc une symétrie

centrale de centre H.
*or (M)=M1 <1l (M1)=M or Mz =I'2(M) par suite Ma2=r, or! (Ml)
comme 1, 017! est une symétrie centrale de centre H alors H=M,*M: il reste a

prouver que H=1.

* Pour déterminer le centre d’une symétrie centrale, il suffit de reconnaitre
I’image d’un point par cette symétrie.

En examinant la figure, il apparait que I’on connait I'image de C pary, oy’ ;

, 05! (C)=1: (B)=B donc H=B*Cor B * C =1 par suite H = 1.

3) La somme des angles r, et 1| est %_23&:_%?&0 (2n) donc 1, o1y est une
rotation d’angle —735 Déterminons son centre on a: 1,01 (A)=A’

et B'=r, oy (B) donc le centre de #,07 appartient a la médiatrice de [AA']
et [BB'].
La médiatrice de [AA'] est (BC) car ABA'C est un losange d’aprés 1%
question :

* _A_(E =BA' car ABA ' C est un parallélogramme.
* AC=JB' car B =A*B' = J*C donc ACB'J est un parallélogramme.
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On déduit que BA'=JB' d’ou BA'B'J est un parallélogramme or BA' = BC
(BCA" équilatéral) BC = BJ (B = C*J) donc BA' = BJ par suite BA'B"J est
un losange.

Par conséquent [A'J ] est la médiatrice de [BB']. En conclusion : J est le point

d’intersection des deux médiatrices, le centre de 1. o et J.

'I 1) a) On a BOA triangle rectangle . \

et isocele en O et direct alors OB = OA
et (OB : OA)E—%(Zﬂ)d’ou r(B)=A.
et I'(A)=C car0'A=0'C

et (O'A , o'c)sg (2n) ¢ o

donc r'or (B)=r'(A)=C.

b) La somme des angles de r et r* est égale a © donc r'orest une symétrie

centrale de centre H.

Or r'or (B)=C donc H = B*C par suite H=I. On a donc r'or=S.

2)a) r'or (0)=S1(0)=0" tel que O*O"=1.

b) r'or(0)=1(0)=0" donc OO'O" est isocele et rectangle en O’.

* O0'O" estrectangle en O et [ = O*O'* alors [0' =10 =10"" d’ou OIO"

est isocele de sommet principal L.

* 0'0"=0'0 et 10=10" donc (I0") est la médiatrice du segment [0O"]par

suite (I0') L (10) donc I0O" est rectangle en 1.

Conclusion : 100’ est isocele et rectangle en 1.

V Dr (gc) est Ie cercle de diamétre r ( [ICD
c

omme ABC est rectangle C
et isocéle en A alors IC=1TA

et (fE, ﬁ)s —725 (271:) P

e

ou encore 1 (C)=A. J I
I est le centre de la rotation ainsi r (I):I

Par suite r [IC]= [IA]. A
On vient de prouver que 1 Ge =0 A o~ B
* De méme r (G4) = Gb. M
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*r or (@c) =T (@A) = gg comme rorest la rotation d’angle

%+%En(2n)ou encore c’est la symétrie centrale de centre I puisque

r(l’%) o r(l’%) =1 (Lx) =S1. D’ou S, C@C) = “65.

2)r(P)=P' < IP=1IP et (E,ITN)EIZL(zn)

d’ou PIP' est rectangle et isocéle en I (Fj ﬁ")s (Fj ﬁ) (PI PP )(2 ).

* On a P,LT,C sont sur le cercle G alors (PJ PI)E CJCI )( ) E—}( 7)
(2n)

PIP’ est rectangle et isocéle en I et direct d’ou (PI PP' )E —%
par suite (PJ , PP’)E 0 (27) ou encore P,J et P alignés.

* Déterminons P' = r(P).

P e gc alorsr(P)er (gc) doncPre gA.

P,P'.J alignés alors P'e (PJ)

donc P e (PY) ~ G4 et P'# J donc P’ = M.
On a dans le triangle ABC: I =B*CetJ = A*C alors U :{BX:E{ donc

1
ITAK est un parallélogramme or. (AK AJ)E—%( ) et Al = AK = 5 AB donc

AJIK est un carré.
Donc r(J)=K comme r(P)=Md’ou r(PJ)=(MK) comme M & [N )
par suite rf(M) er (@A) N r (PJ) ou encore M’ e gg N (MK) par suite M” = N.
b) r (P)=M et r (M):Ndonc ror(P)zr (M)=N. Orror =S dou
Si (P)= N < Lest le milieu de [PN] de plust (P)=Metr (M)=N

d’ou PM = MN et (I)—l\_/i ,I\Iﬁ)zg(zn) par suite PMN est isocéle et rectangle
en M.

)OA OB et (F

ou encore r (

o7 = OK et (07, 0K

ou encore }'(0
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2) OI=0J et (01 OJ)E L (21t) donc r(I)=J et OK=OI

et (0K ,Oi)= 2E (2m) done r(K)=1

II) Pour montrer que la médiatrice de [MM '] passe par un point fixe revient a
retrouver une rotation qui transforme Men M .

ABC est équilatéral direct alors et AB =AC donc r(“ )(B)zC.On pose

3

N=r(,, )(M)ou encore AM = AN et (AM AN) Z (2r)

(az (B)=C
r ((% (M)=N

or (El\—/i , EM’)E % (27} par suite (EI—\f , EZIT/f')E 0 (2x)

alors BM = CN et (BM, Eﬁ)zg(zn)

€ et G sont tangentes et isométriques alors CM'=BM or BN=CN donc
CM'=CN et on a (CN : CM')E 0(2n)dou M'=N.

conclusion :r[A ) (M)=M' alors la médiatrice de [MM '] passe par A .

2)a) r(D Z"J (M')=M" ou encore DM =DM * et (bT/I", I—)ﬁ')z%ﬂ (2n)
ABC équilatéral et I=B*C donc (AI) est la médiatrice de [AB] or D e (Al)
donc DB = DC et (OC, DB )= 2 (2m) done R (O)=B.

b) R (C)=B et R(M')=M" alors (EM',BM")EZT“ (2n)

(BM : BM")E (BM ,CM )+ (CM' , BM")(Zn) =2+ 2L (2n)=n (2n).

Donc B, M et M ' sont alignés.
Comme R(c)=Balors R (g") = 6" comme M' e G"alors RM") € G dou
M e 6. On conclut que M" et M sont C M

Diamétralement opposés du 6. E
‘6
donc ACBD est un carré. A
Par suite (AC AD) (21:) et AC=AD ’
Ou encore R (C) =B. N
D’ou I’image de la droite (EC) par R
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est la droite perpendiculaire & (EC) en D.
R (EC) L (EC) or (EC)L(ED)

([CD] diamétre & et E € 6) d’ou R (EC)
2) M€ (EC) alors R (M)e (ED),
R{M)=M' et R(C)=Dalors

(ED).

——

MC, 'D')Elzt— et MC = M'D or on a
MC = ND et (MC,ND)=(EC, Eﬁ)zg (2n)
donc (ﬁ , m)z (ﬁ , WC)+ (IT/IE , i\ﬁ)s 0 (Zn) ﬁ et M'Tj sont colinéaires

de méme sens or MC = ND = M'D d’ou N_ﬁzﬁﬁ par suite M' = N
ou encore R (M) N.
3) a) f(C)=S(re) 0 R (C)=S(as) (D)=C d'ou f(C)=C.

f(A)=S(ae) 0 R(A)=S(ap) (A)=A d'ouf(A)=

N
b)Ae( ) donc il existe une droite Ade vecteur directeur u tel que

(u AB)=% Z=2(n) or (Ac AB)——(Zn) d'ou u=AC.

Par suite A= (AC) ainsi R =S(aB) 0 S(ac).

* f =§(aB) 0 R = S(as) 0 S(aB) 0 S(ac) = S(ac).

4R (M)= N équivaut 3 AM = AN et (E&,Kﬁ)z %(2n)donc AMN est un
triangle rectangle et isocéle en A or I =M*N donc JA =IM = IN.

* [CD] diamétre de 6 et E e 6 alors CED est rectangle en E par suite MEN

est rectangle en E et I = M*N donc EI = IM = IN or IM =IA.
On conclut que IE =IA.
e IE =IA donc I varie sur la médiatrice de [AE]

1)a)n() Ci > AC=AC: et (AC,AC! )= (2n).

2
A.=r.(A)<BA=BA: et (BA,BA:)E%( 2n)
 (©)=Cs & BC=BC:et (BC, EE!)EE(zn).
. (A)=A:etr: (C)=C: alors AC = A,C,. et (Ac A. cz)zlzt-( )

comme (E , AC)E—’zc (2m) donc (AC1 ,AXCs )E 0 (27)
d’ou (AC)// (A-C:) et AC = A,C, = AC,

par suite AC,C,A,; est un parallélogramme.
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b) On sait que ACC, est
rectangle et isocéle en A par suite

CC?=AC?+ AC} = 2AC?

d’ou CCi=~2.AC
de méme CBC, rectangle et
isocéle en B

d’ou CC2=~2.BC,
ACiC2A:> est un parallélogramme

alors CiC: = AA. =J5. AB
(on a utilisé le triangle ABA,;).

Comme AC = BC = AB ( ABC équilatéral) on déduit que C.C; =CC. =CC,
ou encore CCiCz est équilatéral.

1 e\ e —
2)a) Cl=CI= - CAe (CI , CJ)E (CA , CB)E% (2n)donc 1 (T)=1J
CC,C; équilatéral alors CC, = CC, et (CCr, CC )= Z (2n)

D’ours (Cl)‘z C, comme r3 (I) = J alors IC.=JC. et (ﬁ,a)s% (27t). ‘

b) C:C=CiC2 et BC=BC. donc (BCi)est la médiatrice de [CC. ]

AC=AC ¢t C.C, =C.C donc (Ac ) est la médiatrice de [CCI]

donc O Vintersection des deux médiatrices (BCl)et (AC:)le centre de gravité
du triangle CC.C. .

c) ABC équilatéral direct CA = CB et (6/—3; , CTé)E% (2) donc 1, (A)=B.

Or ; (K)=K' donc AK =BK' or K= A*B d’ou BK = BK".

15 (K)=K' donc CK = CK" or BK = BK.

D’ou (BC) est la médiatrice de | '] ou encore Sac) (K)=K'.
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Chapitre V
Les nombres complexes

1) L’ensemble des nombres complexes :
C est ’ensemble des éléments notés x + iy avec x ety des réels
guelconques tels que :
=]
B Les régles de calculs dans IR s’applique dans C.
2) Forme algébrique ou cartésienne d’un nombre complexe :
B Tout nombre complexe Z s’écrit, de facon unique, sous la forme :
Z=x+1y ou xety sontdes réels.
B x est la partie réelle de Z qu’on note Ré (Z).
B y est la partie imaginaire de Z qu’on note Im (Z).
3) Propriétés :
Z et Z’ deux nombres complexes telsque Z=x +iy et Z’ =x" +1y’.
MZ+7 =x+x)+1(y+y");ZZ =X’ —yy) +ixy’ +x’y).
WZ=7 o x=x"ety=y.
B Zestréel < Im (Z)=0.
B 7/ est imaginaire pur < Ré (Z) =0.
B7Z=0¢< x=0cety=0.
4) Nombres complexes conjugués :
W Le conjugué du nombre complexe Z = x + iy
ol x et y sont des réels est le nombre Z = x —iy.
W Zestréel @ Z=27. _
W 7 est imaginaire pur < Z=-7Z.
B Quels que soient les nombres complexes Z et Z’ :

SiZ’;éo;(l):
ZI

NI

Z+2 =7+2 Z.7=27

5) Affixe : d’un point — d’un vecteur :
- -

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, u, v ).

B Affixe d’un point : A tout point M de coordonnées (x, y), on associe

le nombre complexe Z = x + iy, appelé affixe du point M, noté M(Z).

—{ X

B Affixe d’un vecteur : A tout vecteur W ) on associe le nombre
y

complexe Z = x + 1y, appelé affixe du vecteur W , noté aff( W ).
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m
¥ M e (0,u) < Z est réel.

Résumé de cours

o M(Z =x +1iy)
* M e (O, v) < Z est imaginaire pur.

A et B deux points d’affixes
respectives Z, et Zp

1
il
|
|
i
1
1
|
]
|
i

alors ’affixe du vecteur AB noté :
aff(AB) = ZB b ZA = ZAB
I le milieu de [AB] est d’affixe
Z,"2Zy

2

6) Module d’un nombre complexe :
B Ie module d’un nombre complexe Z=x +1y est:

iZj:ij_-—-:‘lxz +y* = OM.

M Quel que soient les nombres complexes on a :

t

————— + M(Z=x-iy)

zZ =

lz-z{=14 1z} i =
=0 < Z=0
SizZ #0; n entier relatif ; [Z"|=[Z]"
o
A4
lz+z|<lzl+|z/]

§u|=1®z.2=1 c»_Z_=%

7) Représentation géométrique d’un nombre complexe :

- =
(O, u, v ) un repére orthonormé du plan.

® Tout point du plan distinct de I’origine O est repéré de deux fagons :
* par ses coordonnées (X, y).

* par sa distance OM et ’angle (u,OM).
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F Soient M(x, y) et Z = x + iy donc 4
M(Z), Le module de {7} est OM.

* Z # 0, alors un argument de Z est <\\)\

<}

une mesure en radians de I’angle (u,OM) ;

=

noté Arg(Z) = (u,0M)(27).

8) Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe non nul :

Le plan est rapporté a un repére 4

orthonormé (O, u, v ). M(Z)

WSi Z#0,Z=x+1iy ou xetysont vAe s
deux réels. 6

Arg(Z) =6 et |Z|=Jx2+y2:r
X . y
c0s0 =—F—=—— et sinb= u
,x2+y2 ’X2+y2
. X .
Z=x+1y=‘1x2+y7‘[‘{2 2+1J 2y =
X“+y X“+y

L’écriture Z = r(cosO + i sinB) est la forme trigonométrique de Z.
L’écriture Z = [r, 0] est la forme polaire de Z.

a) 0 n’a pas de forme trigonométrique.

b) Tous les arguments de Z sont de la forme 6 + 2k.

9) Propriétés :

Pour tout nombre complexe non nul Z et Z’ tels que :

Z=[r,06],Z =[r,0’]. Alorsona:

2.7 =[rr,0+0]=rr'"(cos(6 + 06" +i sin(6 + 0"))

by Z? # 0; %: _r;’ 0-06"].= —r—‘(cos(e—e') +i sin(0 - 6"))
r r

J = r(cosB + i sinB).

c) Z"=[r", nB] = r'(( cos(nB)+i sin(nb))
d) Z=7" o r=r'etf =0"+2kn

= Equation de la forme Z’ = o avec o € IR
Sia=0alors Z*=0=2Z=0

Siaz0alorsZ’=a<Z=1i l(x| ouZz=-i la,
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= Astuces : Pour simplifier un rapport, il est souvent intéressant de mettre i
en facteur au numérateur avant de se jeter sur I’expression conjuguée du
dénominateur.

-10+4i _i(10i+4) _ 2i(2+51) iy

Exemple : - - -
2+51 2+51 2-+51
» Réflexes :
Situations Réflexes
On dit : 1) On utilise la méthode direct module
Ecrire Z sous forme et argument (mise en facteurs...)
trigonométrique 2) utiliser 1’écriture polaire

. Z )
Siona —- ot Z,Z, ou Z;
2

On dit calculer Z élevé a
une grande puissance
(Exp.: Z 2006)

On écrit Z sous forme trigonométrique puis
On cherche une mesure principale de
’argument de cette puissance.

On doit déterminer
I’ensemble des points
M(Z)

aztb .
vérifie

Tel que Z=
cz+d

une propriétés
d’appartenance (réel ou
imaginaire ou réel non
nul,...)

—> Si on a module

* On privilége la méthode géométrique :
On utilisant Argument et on caractérise
I’ensemble chercher a 1’aide des ongles
orientes

* Sinon la méthode algébrique

on pose z =X + iy et on retrouve 1’équation
d’une droite, cercle, arc, segment

—> On remplace par les distance

On doit déterminer la
nature d’un triangle

On calcul les 3 distances (les modules) du
triangle et précisera la nature des triangles.

Attention : *|a+ib|=va’+b’ et non |a+ib|=y/a’+(ib)’

* il faut pas écrire z,+iz,=z,-iz, mais la bonne réponse

est zi-iz; car z, etz, e C

e Remarque : il n’y a pas de relation d’ordre dans C (=, <).
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ENONCES

Vrai - Faux
V Dire si I’affirmation est vraie ou fausse. Justifier cette réponse:
a)i’+i%i+l=0
b) (2+31) (1-2i) =-4 —i
¢) (i-1)*est un réel
d) Le conjugué de 61 -3 et 61 +3
e) La partie imaginaire de 5 — 7 i est -7i.

Q.CM
Vlndiquer la réponse exacte par a, b ou ¢ avec justification.
1) Si

) Si z est un nombre complexe alors R€ (iz) est :

a)iRé (z) b) Im (2) ¢) -Im(z)

2) La forme algébrique du nombre complexe (1+i) 2(2-3i) est:
a) 6-4i b) 6+4i c) -6-4i

3) z est un nombre complexe non réel le conjugué de 1+i z est :
a)-l-iz b) 1-iz c) 1-iz

4) Pour tout complexes z et z’ le Ré (z.z2’) est égale 4 :
a)RE(z)Ré(z’) Db)Réz xImz’ ¢)REzRéZ -Imz. ImZ’

5) L’ensemble des points M d’affixe z tel que lZ—il =2 est

a) une droite b) le plan complexe c) un cercle

;; Indiquer la réponse exact par a, b ou ¢ avec justification

1) a et b de signe des réels, le réel a’+b?
a) n’admet pas de factorisation.....

b) est égal a (a+ib)>

c) est égal a (a+ib) (a-ib)

2) I’écriture -2 (cos£+isin£) est une forme trigonométrique d’'un complexe
3 3
T T
a) de module -2 et d’argument E b) de module 2 et d’argument --3—

T
c¢) de module 2 et d’argument g +7

3) z et z” deux nombres complexes non nuls
un argument du nombre complexe zz* est égal a....
a) Arg(z) -Arg(z’) b Arg(@)+Arg(z’)  c) Arg(z)XArg(Z)
4) M, N, P et Q sont 4 ponts d’affixes respectives m, n, p, q (avec
m#n etp#q) une mesure de I’angle (W, P_Q‘) est ...
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»arg (E2)  b)== o) Arg(42)
P-q P-q n-m

W Dans chaque cas, on présente un calcul ou un raisonnement sur
[es nombres complexe. Une erreur figure systématiquement .Détecter
cette erreur et proposer une solution.

g V2 _(4iV2)24) 22 o241 [3[=y/3+(-) =8

2-1 221 3 3

6421 21143

d) 6 2.1 _ i ?1) e
1+31 1+3i

Mettre sous la forme cartésienne les nombres complexe suivants :

a) \gii b) (2-)°  ©) (i-24/3)2-(2i-1)

d) W3+20)(320) e (1+/3)"

c) ZH2i=Z-2i

; Résoudre dans C les équations suivantes.

)Z+4=0 b)(Z-1Y=2Z-1)
)(ZP+1)=2Z~i d) Z* - 4i 2 = (3Z - 2i)(Z - 4i)
Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
-2 1+2i
) b)—
1-1v/3 1-21

4433 +i(4/3-3) (1+2i)* (1)’
) : d)—
1443 (3+21)*-(2+1)

v al) Calculer le module des nombres complexes suivants :
a=1+i3 ; b=14 ;c=-51; d=72 ; C=3\/§-i\/7

2) Méme question :

a) X—-(l—l)(3\/§-l\/7)’Y‘1_i ,Z £3\/§_1\/_7_J

) l = 3
- b) z,=1+1-r ;zz=2+21\/§,z3=zlz2 ;z4=—2‘?
-i z,

Calculer module et un argument des nombres complexes
suivants, puis les écrire sous forme trigonométrique et polaire.

a) Z=-3H b)Z,=17 c¢) Z,=5i
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d) Z,=-12i\3+12  €) Z,=-6/3+6i

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes

e T T
7 = Z tisin— = Zisin™
Z et Z,:Z 3(cos4+1sm4)et Z, \/5(0053 1s1nA)

Calculer le module et un argument des nombres complexes
suivants, puis les écrire sous forme trigonométrique :

. V62 ., JSCLH) (\/51\/_)
T2 T A SN

les point A, B, C, D d’affixes respective -2+2i , 1-3i ,9-1 , 6+41i.
a) Déterminer les affixe de E et F définie par :

CE-LCD et AF-2AE
3 2
b) Démontrer que B, C et F sont alignés

f =C — C définie par f (z) = %[(3 +4i) 7 + 52]

f(z)-z

a) exprimer a I’aide de z et z le nombre complexe Z= 17
1

b) En déduire que Z est réel.
V 1) Déterminer géométriquement les ensembles suivants :
E

={ M(2) tel que |2-2|=|z+3i }: G={M(2) tel que [3z-6i|=9}
F ={ M(2) tel que |iz+2|=|z+5|}

2) Reprendre la question 1) par le calcul en utilisant la forme algébrique.
WDéterminer la forme trigonométrique de Z = L+i3

242 + 24/2i

puis sa

forme algébrique. En déduire cos% et sin%

vSoient A, B et C les points d’affixes respectives : -2i ;\/§+2i ; 3\/§+4i
Montrer que A, B et C sont alignés.

VSoit u et v deux nombre complexesetz=u+1iv
. 2
Montrer que si |z =u’+v* alors z=0 ou (u,v) € IR

A, B, C, D quatre points d’affixes respectives :

-1+ 31, 1-3i, 3-5i et 7+ 31
a) Déterminer I’affixe de point I milieu de [BD]
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b) Calculer IA, IC et ID. Conclure.
v A, B, C, D les points d’affixes respectives : 2+, 4, 3+3i, -1+5i
a) Montrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle
b) Montrer que la droite (AB) est paralléle a la droite (CD).
v Soit (o,u,v) un R.O.N. soient les points A, B, C, D d’affixes
respectives : Z,, Zg, Z. €t Zy.
1)Si z,=2-1, z;=3+421, z, =-1+4i et z;=-2+i
Montrer que ABCD est un parallélogramme.
2)Si z,=2-1, 2;=2-21, z. =3-1 et z,;=3+51
Montrer que ABCD est un trapéze.

WSoient les points A,B et C d’affixes respectives:

3+2i, -143i et 2+2i

1) Déterminer I’affixe Z¢ du point G le barycentre des points pondéres*
{(A,2), (B,-3), (C, 5)}.

2) Déterminer 1’affixe Zp du point D tel que D est I’image de G par
homothétie de centre O de rapport 4.

1-1V/3
W 1) soit le nombre complexe U = IJ_
1+i/3

a) Calculer |u| puis écrie U sous forme algébrique.
b) Montrer que U’=1.

1-iv/3 .\ 1+i3

. Sans calculer ¢ montrer que c¢’est un
143 1443 .

nombre réel. En déduire la valeur de &.

2) On pose 9=

;; 1) soit un nombre complexe tel que |u| =letuzlet zeC

Z ’
est un réel.
-u

Montrer que

. Z . c
2) Montrer que si est un réel alors Z est un réel ou |u| =1.

-u

(0,(1,\7) R. O. N du plan. A et B les points d’affixes respectives 1+ ia et

1-ia avec a est un nombre complexe a=a;+i a,
1) Montrer que O, A et B sont alignés si et seulement si a;=0

2) Montrer que OA est orthogonal a OB si et seulement si |a|=1

3) Déterminer a pour que OAB forme un triangle rectangle et que a;= a;
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Le plan complexe étant rapporté a un R. O. N (0,€1 ,Ez)
A, B et C les points d’affixes

NI V31,

Z,=1 ,Zg=-——+—letz.=-—-—1
A B2 2 € 2 2

1) a) Placer les points A, B ,C dans le repére.
b) Montrer que A, B et C appartienne 4 un méme cercle &
que I’on précisera.
c¢) Montrer que OABC est un losange.

2) Soit z;= -izg On désigne par z, I’affixe du point A, .

* On considére les points A, d’affixe z, = (z;) " o nelN”
et le point Ay d’affixe 1.
a) Calculer z;, et placer les points Ag, Aj, et A, dans le méme repere.

b) Montrer que pour tout neIN ona A appartient au cercle g, o) -

* W1 1V3
c¢) Montrer que pour tout neIN" z -z, =(z,) (-E+%_—J

d) En déduire le module de z,,,-z, et la distance An A,,,.
e) Montrer alors que OA,, A,; est un triangle équilatéral

Le plan complexe est rapporté au R.O.N (o,a,;) .
1

) Déterminer I’ensemble A des points M (z) tel que|Z|=|Z-2| :
. . . zz-1
2) A tout point M (z) €P\ A on associe le point M’ (z’) tel que z’=—= 5
z+z-

-a) Montrer que z’ est un nombre réel.
b) Montrer que I’ensemble des points M (z) tel que z° = A, A € IN\{1}

est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
3) a) Montrer que VM € P\A on a: |Z'-Z| =|Z'-1|. en déduire que le point

M’ décrit une droite A ue 1’on précisera.
M

b) Déduire de ce qui précéde une construction géométrique du point
M’image du point M (z) €P\A lorsque M est donné.

;; Le plan P complexe est rapporté a un repere orthonormé (o,ﬁ,;) .
On désigne par A, B et C les points dont les affixes respectives sont :
+1
2i,-1;1 Soit f: P\ {A} = P; M (2) = M'(2) tel que z'=Z—2.
z-21
1) Déterminer I’affixe du point C’image du point C par f.
Quelle est la nature du quadrilatére ACBC’ ?
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2) Déterminer I’affixe du point C" antécédent de C par f.
Quelle est la nature du triangle BCC” ?

3) Donner une interprétation géométrique de : lz'l et Arg Z'

4) En déduire I’ensemble des points M dont I’image par f & pour affixe
un nombre complexe de module 1.

v %ans le plan complexe rapporté a un R.O.N (05,5)

On considére M, d’affixe z, =(l+i\/§)(%)"
1) exprimer z ., en fonction de z,.
2) Donner z,, z,, ,,2, €t z, sous la forme algébrique.
3) Placer les points M, M, M, , M, etM,
4) Calculer la distance OM , en fonction de n.

5
5) a) Montrer que M M, =§
b) Onpose L =M M,+*M M, +..+M M,
Déterminer L en fonctionde n

Calculer Iim L

X—>+0
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CORRIGES

a)i’+ i+i+l=-i-1+1i+1=0donc Vrai
b) Faux : (2+31) (1-2i) =2-4i +31 +6 = 8 — i % -4 —i
¢) Vrai: (i— 1) *=[(1-D) % = (-2)) *= 4eIR
d) Faux : 6i-3=-61-3 #6i +3
e) Faux : la partie imaginaire (5-7i) est -7 # - 7 i

1) la réponse estl Ré (iz) = RE (i(x+iy)) = RE (ix-y)= -y =-Im (z)
2) (1+1) 2- 31) 2i (2 3i) = 4i+6 d’ou la réponse est

3) 1+iz = 1+iz = 1-iz donc la réponse est IEI
4)Ré (zz’) =Ré [(a+1b)(a'+1b )] =aa’ -bb>=RézRez -ImzImz
Ainsi la réponse est .
5) A(1) M (z) on obtient |z—i] =2 AM=2&Meg,,la réponse
W 1) a’+b*=a’-i’b*=(a+ib)(a-ib) d’oir la réponse est

T .. T o .. T
2) -2=[2,m] et cos —+isin—=[1,—] alors -2 cos—+1sm—— =[2,t+—
) -2=[2,n] 3 3 [ 3] rs -2( 3 3) [ 3]

d’ou la réponse est E’
3) Azg (zz’) = Azg(z)+Arg(z’) d’oll la réponse est |E|
4) (MN,PQ)=(MN,u)+(u,PQ) =-Arg(n-m)+Arg(q-p)

=Arg(ﬂ) d'ou la réponse;est
;; 1+1\/— (1+1\/—)(2+1) le dénominateur doit &tre2%+1>

2- 221
L’erreur est le signe (-) dans 2°-1

b) [3-i|=y/3?+(i)* faux car |a+ib|=va’+b ainsi [3-i|=4/3’+-1)? =10
¢) Z+2i=Z-2i il mangque le barre sur le Z c’est a dire Z+2i=Z+2i=Z-2i

-6+ Di(1+ . ‘. 1+3
d) 6 2_1 =-2d ,31) le signe - devant 2i est faux il faut écrire 2id+3y _1) =2
1+3i 1+3i 1+31

V I+ I+ -1+ 1 1
\/_1 (\/—1)1 2 \/_ \/—
b) (2-1)*=2°-3.2%+3.2.(1)*-i® =8-12i-6+i=2-11i
1N
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¢) (1-24/3)2(2i-1)? =12 -4/3i+(24/3)2(20)* +4i-1
=143+ 12+4+4i-1=14+i4(1-,f3)

d) (V3+20)(/3-20)=3 -(2i)*=3-(-4)=7
e) (1+i3)" 2
(1+ix/3)2=142iv/3+(/3 ) =142i+/3-3=2+2i/3

(1+in/3) =(2+2iV3)(1+iv/3)=-2- 23 + 263 -6=-8 € IR
(1+iv3)"'=[ (1+iv3)° ]3 (1+iV/3)*

= (-8)’ (1-H/3)2=(-8)* (-242i4/3) =8°x2-8° 24/3i=1024-1024/3 i

Va)zz+4=o ©Z =4 < Z=2i ou Z=-2idol S, ={2i,-2i}
DEZ-D’=@2Z-1 < @-1)’1-(Z-1D]=0

Z-1=0 ou 1-(Z-1)=0

Z=1 ou Z=2. D'od S, ={1,2}
NZ+1=Z-1i<@Z+D)Z-)=Z-1)

©Z-)Z+i-)=0c Z-i=0ouZ+i-1=0

< Z=iouZ=1-i dod S ={i,1-i}
d)Z* - 4iZ=(3Z-2i) (Z-4i) © Z(Z-4i)=(3Z-2i) (Z-4])

S @Z-M)[Z-(3Z-2))]=0<< Z-4i=0 ou-2Z+2i=0

& Z=4i ou Z=i dod S; ={i,4i}

W)a) -2 :-2(1+i\/§):-2(1+i\/§)=_l_i£
1-iW3 P+ (3) 4 2 2
b 1421 (1+20)(1420) _ (142i)* _1+4i4 3 4,
) S Y - =-cTl
121 1’42 5 5 55
NN [4+3\/§+i(4\/§-3)}[1-i\/§]
C =
1+i43 1P+/3°
_ (433 N3(AVBHIAIDB@E3V3) _ L6H[-12]_,
4 4

+91)2 (1-1)?
d) (1 2.1)2 (1 1_)2:Z
(3+21)%-(2+)
Ona: (1 +21)%=1+4i-4=-3+4i
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(1) * = (1-1) 2(1-0) = (-2i) (1-0) =-2-2i
(3+2i) >=0+12i-4=5+12i et (2+1) *=4+4i-1=3+4i
_ A2+ -146i (1+6D)(2-8) 46 20i 23 5

T S+i2i34i 2481 248 68 68 34 17
vl) o] = +iv3] =15 =Va=2
o= =TT = V2 et ff =} | /5=
}d|=’-7\/§'=7«/§ et [¢]=[32-iv/7| —JGV2) (7Y =18+T =425 =5
2) o [x|=|(1-)3V2-T)| =[i-i[3v2-47] = [b] Je| =2 . 5 = 52
*yi=l31m

e e () -2

_|a+ha--1]_[1- 1|=L 1

.|le=1+'_-

1-i | 1-1 l I 1-i ‘
. |Zz|=‘2+2i\/§’ =22 +(23)? =\/4+12=4
A A A A SREPELLEEN

202

A

25 |z 4 20882
Va) |ZI|=\/\/§2+12 =2 et cos 9=%§ et sin6=—;—

d’ou e=-56E =Argz, donc Z =2(cos —56}— +isin 2671 )=[2,5?n]

- [z]=

b) |Z,|=|-17|=17 et cos e='1i77—=-1et sing=0 d’ol
8=n =ArgZ, ainsi Z,=17(cosn+isinm)=[17,1]

c) |Z,]=|5i|=5 et cos 6=0 et sin e=§=
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T L T . T T
d’oll 6=—=ArgZ, ainsi Z,=5(cos—t+isin— )=[5,—
5 g4 3=5( 5 2) [ 2]
d) Z,=12i\3+12=12(1-iv/3)
comme 12 =[12,0] et (l—ix/§)=2 et cosG=-;— et sin 6=1§3—d‘of1 9=;37£
T T T T .
1-iv/3=[2,-=]alors Z,=[12,0][2,-—]=[24,-— ]= 24 (cos(-— )+isin(- 7%
iV3=[2,-7 Jalors Z,=[12,0)[2,- T J-24,- 1= 24 (cos(- 2 isin- 4))
|Z,|=24etArg Z, E’—;E—(zn)
. . . e
&) Z,=-6/3+6i=6(-+/3+i) comme 6 = [6,0] et -\/§+1=ZI=[2,5EJ
ainsi ZS=[6,O][2,5—67E]=[12,5—6E— ]=12 (cos %"ﬁsin%")d'oa

|Z5|=12 etArgzsz%“(zn)

4 T T T T
Z =-3(cos—+isin—) comme -3 =[3,7]et (cos—+sin—)=[1,—
NLY/2,3(c0s isin D) comme -3 ~[3,gJet (c0sZ+sin -1,

51t Sm

o 5T
alors Z,=[3,x][1,—=[3,#+— ]=[3,—]=3(cos —+isin —
ors Z,=[3,x][ 4][ Fl 4] ( 2 4)

T
4
Z, =\/§(cos—73£-isin%) comme sin(—§)= -sin%
=3 cos~ +isin( = ))et cos(- = y=cos
(cos isin(= et cos(-)=cos 7
d'od zzzﬁ(cos(-§)+isin(-§))
Wl) , _N6-iv2
bo2(1+)
. . . B
* 6-1\/§=\/5(\/—3_-1) comme |\/§>_—_1|=26t cose=—i— et sin 6=-5

diod 6=—%d'01‘1 3-i=[2,%] ot v/2=[+/2,0Jainsi JE-iJE=[2J§,-%]

* [1+i|=V/2 et cos 6 = sinf =g:>6=% d’otl I+i= [\/Q,g]
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[2\/:2—"_] T
finalement le_—— [1 -___] [1,- ]— cos(———)+1sm(———)

V2,2 ¢
4
avec |z)|=letArgz = 6—“(21:)

S1ti) [50]f— 5\/—3’r 2

3+ pf i

52 7n

2 2,= M)

EL
"4 6

5 e .. T« 5 T
Z,=——(cos—+isin—) avec |z,|=—= etArg z, =—(2n
2 \/-2-(0512 1 12) '2' \/5 g 2, 12( )

5 T -7
=(ﬁ(1-i>] 2y Bl BHT e
14v3 ) (1-i/3)? [2’_2_]2 [4’2_37:] 6

:;;; = 10— 1 1 2
a) CE=§CD & zE-zC=—3—(zD-zC) = ZE=§ZD+§ZC
1 2y 2.
Zp 5 (6+41)+—5 (9-1)=8+§1
= 3 = 3 3 1
affAF—EaffAE<:> Zr 2475 (zg-2,) = z; :525 ~—2—zA
3 ..2.01
z,=—(8+=1)-—(-2+2i)=13
r, B3 (2420
b) B(1,-3) C(9,-1) F(13,0)

—(8)\—(4 —— (8 4 —_—
BC(JCF[ | )det (BC,CF)=]2 1|=8-8=0 = BC,CE sont colinéaires = B,C ,F sont alignés

5

1+21 6(1+21) 6(1+21)
_((-3+4i)z+52)(1-2i) _ (5+10)z+5(1-2i)z _ (1-12i)zH(1-2i)z
6x(12427) 30 6
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Solutions

b) Z=

6 6 6

7 =7 = Zestréel.

) |2-2|=|z+3i| On pose A (2) B (-3i) I'égalité devient :
[zM -ZA(:IZM ~ZB‘ < AM=BM <M e médiatrice de[AB]
donc E = med | AB]
s Jiz+2]=|z+5]

o = [25] <= [l2-2i| =2+

i(z+2)
-

< |z-2i|=|2+5|On pose A'(2i) B(-5) Iégalit¢ devient
IZM -ZA'|=|ZM —ZB., < AM=BM < M e médiatrice [A'B']d'ou
F=med [A'B'].
* [32-6i|=9 = |3(z-2i)|= 9 < |z-2i|]=3
|2y Zn|= 3BAM =3 & M e Cercle decentre A' de rayon 3.
d'ou G =G,
2) 'z-2,=|z+3i|
on pose z=x+tiy alorsI(x-2)+iy|=lx+i(3+y)|
(x-2)’+y* =x"+(3+y)’ & x> 4xH4+y’ =x’+y* +6y+9
-4x-6y-5=0Soit 4x+6y+5=0
E est la droite d'équation 4x+6y+5=0
* ‘z—2i|=|z+5|
[xHi(y-2)|={(x+5)Hiy| = X7 Hy-2)* =(x+5)"+y’
K+ dyta=xF +10x+25+ ¥ & 10xcHy+21=0
Fest la droite d'équation 10x+4y+21=0
* |2-21[=3 < [x+i(y-2)[=3
XX+ (y-2)°=9

d'ou G estle cercle de centre 1(0,2) derayon 3.
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Les nombres complexes - Solutions

W z:_lii‘/_g_
22 +24/2i
J3

a=1+iv3 ;la]=2et[cosez—;: et sinO:TJ d’ou ng.

b=2v2 +242i ; o]=4 et

N s n
coso=—etsino =— doit a=—.
2 2 4

4’3 4 2

T
3 2 n =n 1 = 1 .. 71]
Z=r—==|" ———|=|=,—|=—| coOs— +1isin— |.
2°12 12 12

* Cherchons la forme algébrique de Z :
O A+iWDEV2-221) 2421246 +i(2V6 - 242)
V2 22 V2 -2V 16

V2 +46 Y J6 -2

8 8
n«/—2_+\/ge l.n«fg—«/i

Par suite lcos—=
2 12 8 2 12 8

x_ 1446 o3

ou encore CO§S— =——ro et sin
12 4 12 4

W A(0, -2) ; B(+/8,2) et C(3V/2,4)
(] el

J8 32

2
4 6

t —sin— =2

=6v8-1242=12V2-124/2 =

Par suite AB et AC sont colinéaires donc (AB)Y//(AC) et A en commun par
suite A, B et C sont alignés.

2 2 2_, T . N
; 2| =u’+v? or |7| =2z équivauta z.z=u’+v?
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(uHV) (UtHv) = u2+ v? < (uHy)(u-iv)=u’+v?
(UHV)(U-iv)=(utiv)(u-iv) < (UHv)-iv-utv)y=0

u+iv=0 ou (a—u+i(v—;))=0 <> 7z=0 ou(-2i I'm(u)+i2ilmv)=0
7z=0 ou (I'm(u)=0 et Imv=0) © z=0 ou(u IR et veIR)
<> 7z=0 ou(u,v)eIR

+
a) [=B*D signifie que Zl=ZB—2ZD.

147 -3+
or Zy=-1-3i et Z,=T+3i dioh Z,= 7423

par suite Z=3

b) IA=|Z, -Z,|=|-143i-3|=|-4+3i| =J16+9=5
ID=|Z,,-Z,|=|7+3i-3|=|4+3i|= /16+9 = 5
IC=|Z,-Z, |=[3-5i-3=|-5i|]= +/25 = 5.0r I=B * D donc IB=ID.
Par suite JA =IB = ID = IC = 5, on conclut que A, B, C et D sont
situés sur le cercle ¢ de centre I de rayon 5.

2) AB=|Z,-Z,|=[4-2-]=|2-]=v/5
AC=|Zo-Z,|=[3+3i2-i|=[1+2i| =5
BC=|Z-Z,|=[3+314|=|-143i|=V10
D’oti AB = AC = /5 donc ABC est isocéle de sommet principale A.
* AB > +AC * = 545 = 10 = BC * d’aprés Pythagore ABC est triangle
rectangle en A.

Conclusion : ABC est rectangle et isoc¢le.
b) A(2,1) ; B(4,0) ;C(3,3) et D (-1,5).

__(42 —(2) —(-13 (4
AB d'ot AB| ~ |et CD d'oi CD
0-1 1 5-3 2

2 -4 —_— =
l { =4 - 4=0 donc AB et CD sont colin€aires par suite

(AB) et (CD) sont paralleles.

" 1) Montrer que ABCD est un parallélogramme soit AB=DC
aff AB = zg-z = 34212+ =1+3i
aff DC=z.-z, = -1+4i +2-i=1+3i =aff AB
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d’ott AB=DC ainsi ABCD est un parallélogramme.
2)aff AB=z,-7,=2-2i-2+i=-1
aff 6]3=ZD-ZC= 3+51-3+1=61

ainsi : aff CD = - 6 aff AB d'on CD =- 6AB
d’ou (CD)// (AB) par suite ABCD est un trapéze.

W) G barycentre de {(A,2), (B,-3) et (C,5)}

+
& 2GA-3GBH5GC=0 e 7 = a2 Lo0le
2-3+5

——(6+41+3 -9i+10+101) —742+%1

2) h4(G) =D < OD=4 OG < aff OD=4 aff OG
S zp=4z, < z,=19 + 5i

1-i/3
VO |u|"| ! ' - 1+ -1
\/1+\/§
1443 (1«/’) _ 12133 1 .43
T3 P43 4 2 2

b) u%—%(mﬁ)) =—%.(1+i\/§)3=-%(1+3x/§i+3(i\/§)2+(i\/§)3)

=-1(1-9)=1

11f 13
1+1\/_ 1-iv3 ~

Pour Montrons que g e IR il suffit de montrer que v= v

2) 9= =utu

v—u+u=u+u=u+u vdoncv e IR

g=utu =2Ré(u) = 2.(-9:-1.

A4 [ uzj——zﬂor([ulzlcmE:l@ﬂ:l)

1-u u
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— 1 _ _ _
Dot [ zuz :Z_;Z=uz-z=z-uz:> z-uz|_z-uz_ z-uz oo
I-u LI 5 B B 1-u 1-u 1-u
u
2)Ona'Z_uZEIR <::>z—u2: z-uz @Z—ug¥2—az
" 1-u 1-u (1-u l-u 1-u

< (z- uz)(l—u) (z uz)(l-u) = z-}x/ - / +tuuz= Z-,ké z6+uuz
& (z-z)tuu(z-2)=0 & (z-z)(1-un)=0 & (z-z)(1-uu)=0 & (z-z)(1-Ju[ ) = 0
& 7=z ou |u|2 =1 2=z ou|u|=1 < zelR ou |u1 =1
v 1) O,A et B sont alignés ,signifie que O—AetO—B sont colinéaires.
& det (OA,0B)= O comme aff OA=z, =I+ia=1+i(a, Ha, }=1-a,+ia,
et aff (OB)=z,=1-ia =1-i(a,+ia,) =1+a,-a,i
l-a, 1+a,|

a

OA et OB colinéaires <>
i -a,

< a,(a,-1)-a,(1+a,)=0 <a,=0
2)OA L OB < (1-a,)(1+a,)+a,(-a,)=0

& l-al-al=0al+al=1|af =1fa|=1
3) OAB est un triangle rectangle et a; = a,
<la|=1eta,=a, < af+a)=1eta,=a, < 2a/=leta =2,
= al=i=azoﬁ a,=-—l—=a <> d'ot a= —l—+—1—1’ ou a=-L—-l—i
V2 NI J2 2 V2 2

Wl) a) A(0,1) et B (-\/%,%) et C (__‘/ZE,_}_)

2
b) |z,|=1= OA . A A
B
3.1 . N -
|zg|= J 0B« |zc|= JraEoc ; >

Donc OA=0B =0C=1
D’ou A, B, C appartiennent au £(0,1)

B (%)2 +6J2=1
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or OA=0OB=0C=] d'ott OA=0B=0C=AB par suite OABC est un losange.

\/5 1 1 \/—3-
2) 2, =-1Z,=i(-—+—1)=—+1 —
) 2,71z =-i( 2 2) > 5

A(Z)et A (z,) et A (1) avec z,=z]
2

a) z,=z;= l-Fi—\/—5 1 i =-—+

2 2 4 2 4 4 2

zg=1alors A¢(1,0)

Zl=—1—+i£alors A, l,ﬁj
2 2 272
Zy= —%+i§al A, (-— I \/25)
b) |zn|=|Z,|" =|—IZB| =] car |1|=1 'et| ZB|=1

d’ou OM ,= lz-nl=1 par suite M, € &,
C) Zn+l Z _Z“H-Z;IZZ;I(ZI-I) =Z [%_*_ ?‘IJ_ZI( % ﬁl]

2
2 2
-—1-+[3—i =lz,[". (-lJ +[£) or |z,|" =1
2 2 2 2
A An+] I |1+1-an=1

e) OA, = Iznl=l et OA,,= IZHHI 1

d) lZn+l—Zn!:|Z;"

et Ay Apn=1
donc OA, = OA, =A,+A,, par suite OA, A, est équilatéral .
) ——|Z 2[ on pose considére le point A d’affixe 2

|Zy- zo[ |2y 24| © OM=AM & M € Médiatrice de[0A]
Par suite A est la médiatrice de [OA].

2)a) z'= ZZ__l et_E:( ZZ__I }= zzl =7' ainsiz’ €IR.

zt+z-2 7+z-2 | z+z-2
z.z-1 . -
b) 2=} < =2 =) on pose z=x +i y alors : (zl2 =z.z=x"+y’
z+7z-2

z+7z=2x%
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x'+y’-1 2, .2 1— 2 2 _
o 5o =L x*+y -1=2xA- 20 & x“- 20X+ y -1+ 20=0
X-
& (XA A HY 142020 & (x-A) > +y° =A% 2A+1

< (x-A)2+y*=(A-1)*>0 car Le IR-{1}
& M ecercle de centreI(,0) de rayon |1-]|

3) a) |77 = zz-l | |zz-l2 P 22422) |@ 22+D)|_ -1
zt+z-2 z+z-2 I I z+z-2 | IZ+Z 2‘
et |z'—1}= zz-1 = 7z-1-z-2+2 [Z(Z 1) z+ll
z+z-2 7+7-2 l 7472 |

_|eG-iGn||@nen| [ e e

=[z
I 7472 | ' 7+7-2 ‘ ‘z+z-2‘ |z+z 2| |Z+z—2|

* lz’—z|=lz'—1| < MM=M'B avec z,=1

< M' e Médiatrice de [BM]

M'décrit A,,= médiatrice [BM].

b) z’ IR d’aprés 1°" question donc M’ e (O,E) et M'eA,,

D’olt M'e (o,u) N A,

+1 i+l it
an(c)—c ez=lt 1 o et
Z-21 121 A 1

c

* A(0,2) C(0,1) B(-1,0) C (-1, D)
—(0
ACL 1) et C’B[ 1Jd‘ou AC=CB parsuite ACBC' est un parallélogramme

Wk . L+ . . .
2){[C)=Cx Z = Z.t1 1= Z 1 S WZ21)=2+1 < 12+2=7+1

Z,.-2i Z-2i
"y
< 1Z-7Z=1 2<:>Z——1—=L=Q——1—+l1 d'ou Z.. —l+11
i-1 114 2 2 2 2 2

BC =|z - Zy| =|i+1|=x/_:>BC2=2

\/' ovpro10_5
4 2
1+1i-i[=/1 + 1 =\/I:>c"c2=l
2 2 2 2 2
136
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1 o .
d'ou C”B2=§=2+—2—=C”C2+BCZams1 BCC" est un triangle rectangle en C.

|z+1]_|z+1|_|Z,, ZBI BM
|z-2i |z2i| |z,-z,] AM

4 |z|=1< BM | & BM=AM < M e médiatrice [AB].
AM

3) |z|=

d’ou I’ensemble recherché est la médiatrice [AB].

'z 1) zn+1=(1+i\/§)(%j :(1+1J§)(—;-J".Gj=zn.i d'oli z =%izn

2 n+1
2) z,=1+i\/3
31 1. 1.3 1. -1 3,
le—— ——1(1+ \/_)————+—2—1 etZ2 5 l"';l(-—-z—‘f‘zl):z——‘l—l
1 1.1 3. 31 1 3.
7= g in i g et 2 e
4)
omele| Jasivi( 2] | |

=/1+3. 1 =7, Iy o i°i\‘, ;
2 2) 2™ i

_ 1 1. 1 5 45
R T
b) 5 \/_ \/_ \/— \/_(__ 11 1 a ())k

5) a) My M= 2,2, |= lizn -z, li-1

L=t b=
o > NEDY

C’est la sommation de (n+1) termes consecutlfs d’une suite géométrique de

e )
2

n+l n+l
lim L, = lim 2J5(1- (1j )=2+/5 car lim G) =0 puis que q=% L1
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Dénombrement Résume de cours

Chapitre VI
Dénombrement

m Diagrammes:
On I"utilise lorsqu’on a deux ou trois choix compatibles

Exemple:
Dans un club de 60 joueur de cartes, 40 jouent au bridge et 28 au tarot et 10
jouent a ces deux jeux. On peut utiliser le diagramme de Carrol ou Venn.

S OA P
o G g

Doncilya?2 adérents jouent autre chose.
® L’arbre de choix
On I'utilise lorsqu’on a des choix successifs.
Exemple :

On jette successivement trois piéces de monnaies bien équilibrées, on
utilise I’arbre :a la premiére branche 2 possibilités pile ou face. Puis deux
possibilités pour le second lancer etc.... '

F< P<F
P
F.
<F Donc il y a § cas possible ou bien 2x2x2 =8
B Cardinal d’un ensemble fini : _
o Définition : le cardinal d’un ensemble fini E est le nombre
d’élément de cet ensemble . On note : card E.

e Propriétés : Soient E et F deux ensembles finis.
Card (EUF)=card E + card F —card(ENF).
Card (E x F) = cardE % card F
W Arrangements:
> Arrangements sans répétition :
e Définition:
Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier tel que : 0<p <n.
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Dénombrement Résumé de cours

On appelle arrangement de p éléments de E, une p-liste de E
Ou un p-uplet de E.
Exemple : E= {1, 2,3,4}; (1, 2,3) est triplet de E.
e Le nombre d’arrangement sans répétition de p éléments pris parmi
nélémentsest: AP=n(n-1)... n-p+1)
e permutations
une permutation de E est un arrangement sans répétition de n
éléments pris parmi n éléments.
Le nombre de permutations est : n (n-1) (n-2)... x3x2x1l=n!
* Convention: 0 !=letl!=1.
n!

(n - p)!

» Arrangement avec répétition :

e n’=nxn...xn :c’est le nombre de facons de disposer p I’élément
Q.__W_J

*On a également : AP=

p fois
pris parmi n , avec des répétitions possibles.
e Théoreme : Le nombre d’applications d’un ensemble a p éléments
dans un ensemble & n éléments avec 0 <p <n et p et n deux entiers
naturels estn ? .
®_Combinaison :
¢ Définition :
Soit E un ensemble de cardial net punentiertelque: 0<p<n.
Un sous ensemble (non ordonné) de p éléments de E (distincts)
s’appelle une combinaison de p élément de E.
Exemple : E = {1, 2, 3,4}.
{1,2} est une combinaison de 2 éléments de E.
e e nombre de combinaison de p éléments pris parmi n est :
_n A
pln-p)!  p!
¢ Propriétés des C? :
* Pour tout entiers naturelsnetptelque 0<p<n ;ona:
C=1; C] C"l =n;C"=C/?; Chl+CP =CP.

n ? n-1 n-1

P—

W Binome de Newton :
e Pour tout (a, b) € IR et pour tout ne IN.
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Dénombrement Résume de cours

Ona:(a+b)" :ZC:‘;.ak.b"'k .
k=0

e Nombre de parties d’un ensemble de n éléments est 2" .
W Point Méthode :
Situation 1 :
On dispose de n objet qu’il faut placer dans n cases, un par case, il
s’agit de permutations :
e situation : n objets, n places et sans répétition.
e La formule : n !
¢ Les mots clés : permuter, déplacer, ordonner n objets.
Situation 2 :
Une urne contient n objets : On peut prendre un certain nombre p
d’objets de 3 manieres :
a) Simultanément cela signifie sans ordre, sans répétition, alors i
s’agit des combinaisons .
¢ Situation : n objets, p places et sans ordre.

e Laformule:C?.

e Les mots clés : comité, groupe, parties d’un ensemble.

b) Successivement et sans remise : cela signifie avec ordre et sans
répétition,alors il s’agit des arrangements sans répétition.

e Situation : n objets, p places et ordre.

e Laformule: A’.

* les mots clés : bureau, groupe ordonnés, liste de p objets distincts.

¢) successivement et avec remise, cela signifie avec ordre et
répétition, il s’agit des arrangements avec répétitions.

Dans ce cas seulement p peut étre supérieur a

e Situation : n objets, p places, ordre et répétition.

e Formule:nP

e Les mots clés : p-liste
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Dénombrement Enoncé

ENONCES

;; Les 100 éléves de terminales Techniques
prennent le cours

De Math chez Mr x. 80 Matiere aime | n’aime pas | total
éléves reconnaissent aimer | prof

Les mathématiques et 80

. aime
aiment le professeur et 65 m

les deux. —

1) Compléter le tableau n-aime pas
ci- contre

2) En déduire combien total
d’éleves :

a) n’aime pas la maticre .
b) aime au moins la matiére .
¢) aime ni la matiére, ni le professeur.

L’équipe A joue contre I’équipe B lors d’un tournoi, la premicre
€quipe qui gagne 2 parties de suites ou un total de trois parties gagne le
tournoi.

Quel est le nombre maximum des matchs et le nombre minimum de matchs
(utiliser un arbre de choix)

Le prince de Toscane demande a Galilée
Pourquoi lorsque I’on lance trois dés on obtient plus souvent la somme dix
que la somme neuf bien que ces deux sommes soient obtenues chacune
de six fagons différentes. Quelle était la réponse de Galilée.

C 1) Une urne contient 12 boules : 5 boules noires, 3 boules blanches
et 4 boules rouges. On tire simultanément 5 boules.
a) Combien y a-t-il de tirages possibles ?
b) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 noires et 3 blanches.
c¢) Combien y a-t-il de tirages possibles comportant 2 rouges, 1 noire
et 2 blanches.
2) Méme questions lorsque les 5 boules sont tirées successivement avec
remise.
3) Méme question lorsque les 5 boules sont tirées successivement sans remise.

_\_; On dispose d’un jeu de 32 cartes. On choisit ou hasard 5 cartes du jeu.
(on dit que I’on a une main de 5 cartes).
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1) Combien y a-t-il de mains différentes de 5 cartes ?

2) Combien y a-t-il de main de 5 cartes ne contenant que des figures
(valets, dames, rois) ?

3) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes ne contenant aucun roi ?

4) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes contenant au moins un roi ?

5) Combien y a-t-il de mains de 5 cartes contenant exactement un roi
et exactement 3 cceurs ?

; Parmi les éléves d’une classe, 16 étudient I’anglais, 13 I’espagnol, 13

I’allemand, 4 I’anglais et I’espagnol, 6 I’espagnol et I’allemand, 5 I’anglais
et I’allemand et 3 les trois langues. Par ailleurs, tous les éléves étudient au
moins I’une de ces trois langues.

Combien y a-t-il donc d’éléves dans cette classe ?

Un jeu consiste a cocher quatre cartes : un seul pique, un seul cceur, un

seul carreau et un seul tréfle sur la grille suivante :
A |As |Roi |[Dame [Valet |10 |9 (8 |7
¥ |As |Roi |Dame |Valet |10 |9
¢ |As |Roi |Dame |Valet [10 |9
& |As |Roi [Dame |Valet |10 |9
1) Quel est le nombre total de grilles ?
2 ) Dans les conditions imposées ci-dessus, quel est le nombre de grilles ot :

a) Les quatre cartes cochées ont été tirées 7

b) Le carte de pique cochée a été tirée.

¢) Exactement trois cartes cochées ont été tirées.

d) La carte de carreau cochée n’a pas été tirée.

e) Aucune carte cochée n’a été tirée.

f) Au moins une carte cochée a été tirée.

& |7
8 |7
8 |7

On colorie chaque case de la grille ci-dessous avec une des trois
couleurs
suivantes : noir, gris et blanc.
Combien y a-t-il de coloriages possibles ?
Combien y a-t-il de coloriages ol :
a) Une seule couleur a été utilisée.
b) Le blanc n’a pas été utilisée.
¢) Le blanc a été utilisé ou moins une fois.
d) Les cases extrémes sont de la méme couleur.

gris blanche noire gris blanche
§ 9 / Une urne contient 10 jetons :
5 rouges ayant les numéros : 1 —2-3-4-5.
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3 blancs ayant les numéros : 6 — 7 - 8.
2 jaunes ayant les numéros : 0 —9.

1) On tire simultanément 3 jetons de I’urne, combien de tirage peut-on former
dans les cas :

a) tirages quelconques

b) Avoir 3 jetons de méme couleur.

¢) Avoir au moins un jeton portant un numéro pair.

d) Avoir la somme des numéros marqués est paire.

2) On tire successivement et avec remise 3 jetons.

a) Quel est le nombre de tirage possible ?

b) Quel est le nombre de tirage sachant que les jetons sont :

W tous rouges ; W tous portant un numéro paire.

W tous portant des numéros impaires.

c) Quel est le nombre de tirage sachant qu’il y ait au moins un jeton rouge.

3) Mémes questions que 2) lorsque les 3 jetons sont tirées successivement et
sans remise .

'; 1) Déterminer le nombre d’anagrammes du mot «éléve»

(chacune des lettres devant figurer une seule fois).

a) Les accents permettant de distinguer les e.

b) En supprimant les accents.

2) En s’inspirant de la 1* questions, déterminer le nombre d’anagramme des
mots : « EUCLIDE » et « ANTICONSTITUTIONNELLEMENT ».

Trois personnes se donnent rendez-vous au café d’un village
(croyant qu’il a un seul café).
Sachant qu’il y a cinq cafés dans ce villages dénombrer.
1) Les cas possibles de voir les 3 personnes dans les 5 cafés.
2) Les possibilités ol aucune personne n’en rencontre une autre.
3) Les trois personnes se rencontrent.
4) Les possibilités ou deux personnes seulement se rencontrent.

1) Une agence de voyages veut organiser des circuits touristiques
comprenant dans un ordre donné, les 6 villes grecques : Athénes, Delphes,
Olympe, Corinthe, Sparte, Nauplie.

a) Combien y a-t-il de circuits possibles.

b) Si la premiére ville visitée est Athénes, combien peut-on organiser de
circuits.

2) a) Cette agence propose aussi des excursions permettant de visiter 2 villes
parmi les 6 citées précédemment : les excursions du type, par exemple
olympe — Delphes et Delphes - Olympes sont considérés comme
différentes.
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Combien y a-t-il d’excusions différentes ?
b) L’agence souhaiterait proposer un choix de 56 excursions du méme type.
Combien doit-elle choisir de villes.

W On lance trois dés parfaitement équilibrés, on lit les nombres a,b,c
apparaissant sur les faces supérieures et on calcule la somme S = a+b+c. On
observe qu’en jouant un trés grand nombre de fois la somme 10 est obtenue
plus souvent que la somme 9, alors que les deux sommes se décomposent
exactement de 6 manicres.

Que pensez-vous de cette observation ? Justifier votre réponse. On
pourvue : Calculer le nombre de triplets possibles.
Calculer le nombre de triplets pour lesquels S=9 et S = 10.

v; Un journal organise un sondage aupres de ses lecteurs comportent dix
questions. A chaque question sont attachées cinq affirmations. Le lecteur
devra & chaque question soit ne rien cocher, soit cocher une affirmation soit
en cocher deux-mais il devra indiquer alors I’affirmation qu’il préfére.
Déterminer le nombre de réponses possibles aux sondages.

Pour avoir accés a [’internet, le fournisseur de ce service doit présenter
a ses clients un Login et un mot de passe.

1) a) Le Login est formé d’un numéro de six chiffres suivi d’une lettre,
répondant aux conditions suivantes :

- il peut y avoir répétition d’un méme chiffre plusieurs fois ;
- le premier chiffre de gauche ne peut étre un zéro ;

- la lettre ne peut pas étre O.

Combien, au maximum, peut-il y avoir de clients.

b) Le mot de passe est composé de quatre lettres prises parmi les vingt-six
lettres de I’alphabet (donc O est, cette fois, utilisable), avec répétition
possible. Est-ce que tout client peut posséder un mot de passe.

2) Un client veut accéder a I’internet mais il a oublié son mot de passe.

a) Il sait seulement que son mot de passe est formé de quatre lettres distinctes.
Combien de mot de passe a-t-il & essayer ?

b) En réfléchissant plus longuement, il réussit a se rappeler que son code
contient également 2 voyelles. Combien a-t-il de code a essayer ?

v Sur un damier carrée de 3 lignes et 3 colonnes, on veut disposer 4 jetons
numérotées 1,2, 3 et 4 (chaque case contient au plus un jeton).

1) De combien de fagon peut-on disposer les 4 jetons ?

2) De combien de fagon peut-on disposer les 4 jetons si I’on veut que
la figure formée par les 4 jetons soit un carré.

3) De combien de fagon peut-on disposer les 4 jetons : de sorte que 3
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d’entre eux soient sur une méme ligne.

V Le code antivol d’un autoradio est un nombre de quatre chiffres, chaque
chiffre pouvant prendre I’une des dix valeurs 0, 1,...,9 (ainsi 0027 est un
nombre de quatres chiffres).

a) Quel est le nombre de codes possibles.

b) Quel est le nombre de codes formé de quatre chiffres distincts.

2) a) Le propriétaire de la voiture sait que les quatre chiffres de son code sont
1,99 et 5, mais il a oublié I’ ordre des chiffres ; quel nombre maximal
d’essais infructueux peut-il faire avant de retrouver son code.

b) Mémes question s’il sait que les quatre chiffres de son code sont 1,2,6,7..

3) La voiture est elle-méme protégée par un autre antivol : il faut appuyer
simultanément sur quatre touches d’un cadron portant dix touches marquées
A, B, C, ], pour ouvrir la portiere ; combien de possibilités de code.

Un candidat a un concours doit répondre a un Q.C.M (question a choix
multiple) constitué de 10 questions ; pour chaque question, 4 réponses
différentes sont proposées, le candidat doit cocher une seule case, une seule
des 4 réponses est exacte.
1) Combien de grilles de réponses différentes peut-on obtenir ?
2) a) Combien y a-t-il de grilles comportant 8 bonnes réponses exactement.
b) Combien y a-t-il de grilles comportant p bonnes réponses exactement

(0 <p < 10).

p=10

3) En déduire la valeur de la somme Z Ch 3"

=0
On dispose de six jetons sur lesquels on a inscrit respectivement
0,1,2,3,4,5 a I’aide de ces jetons combien peut-on former :
1) d’entier de quatre chiffres
2) d’entier de six chiffres
3) d’entier de six chiffres paires

4) d’entier de six chiffres dont le chiffre d’unité est 5
5) d’entier de trois chiffres et divisible par 9.

vw Trouver l'entier naturel n dans chaque cas :
a) Ar=21Ap"2 ;) Ad=T72AL,
by C3+C2_,=17.
Soient n points distincts d’un cercle avec n > 3.

1) Quand on joint ces points deux & deux, combien détermine-t-on de droites.
2) Combien existe —t-il de triangles ayant leurs sommets en ces points ?
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Dans un plan, on considére n points tels que 3 quelconques d’entre eux
ne soient pas alignes. Combien existe-t-il de cercles passant par 3 points ?

;; 1) Pour tout x € IR, on pose f(x)=(1+ x)*. Calculer f'(x)de 2

facons différentes.

b) En déduire que (1+x)"'>1+nx pour x>0.

vz 1) Montrer que C§ —Ch+Ci +...4+(-1)»Cit =0

2) Pour n pair, calculer les valeurs de C3+ C% +..+ Chetde Ch+ Ci+..+ Ci'.

_\_ ; Déterminer n de sorte qu’il existe dans la suite des coefficients du
développement de (1+X)" quatre coefficients en progression arithmétique.

'z 1) une urne contient dix boules noires numérotées de 1 jusqu'a 10 et dix
boules blanches numérotées de 1a 10. On tire simultanément 10 boules de
I’'urne. Combien ya — il de tirage possibles ?

2) On suppose que | ‘urne contient n boules noires numérotées de 1 an
et n boules blanches numérotées de 1 a n, on tire simultanément
n boules de 'urne .

a) combien y a-il de tirages possibles ?
b) combien parmi ces tirages comporte p boules noires avec 0<p<n ?
¢) Déduire de ce qui précéde une écriture plus simple de

(C+ (C)+ (CY+.(CY
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CORRIGES

V atiere aime n’aime pas total
professeur
aime 65 15 80
N’aime pas 15 5 20
total 80 20 100

2) a) 15 éléves n’aiment pas la matiére
b) 80 aiment au moins la matiére
¢) S n’aiment ni la matiére, ni le professeur

W)n note a lorsque I’équipe A qui gagne et b lorsque 1’équipe B gagne.

[ 1 match [ 2™ match [ 3*™ match [4"™ match | 5™ match |
—a
a : a b @
L b — 14 Y b
—b b ——a
b ——a
a Y b

Le nombre maximum des matchs est : 5.
Le nombre minimum des matchs est : 2.

V Pour avoir une somme égale a 10 il faut avoir 2 + 3+ 5=10 et les
triplets qui correspondent.
Sont six ;(2,3,5) (2,5.3) (3,5,2) (3.2,5)(5.2,3)(5,3,2)
Ou 4+1+5=10 et les triplets qui correspondent sont six aussi.
Ou 3 + 6+ 1=10 et les triplets qui correspondent sont six aussi.
Ou 2 +4 +4=10 et les triplets qui correspondent sont trois :
(2,4,4);(4.4,2),(4,2,4) .
Ou 6+2+2=10 et les triplets qui correspondent sont trois.
Ou 3+3+4=10 et les triplet qui correspondent sont trois.
Finalement il y a : 6+6+6+3+3+3=27 possibilités.

147



Denombrement Solutions

* pour avoir une somme égale a 9, il faut avoir:

1+2+6=9 et il y a 6 cas possibles.

Ou 1+3+5=9 et il y a 6 cas possibles.

Ou 2+3+4=9 et il y a 6 cas possibles.

Ou 1+4+4=9 et il y a 3 cas possibles.

Ou 2+2+5=9 et il y a 3 cas possibles.

Ou 3+3+3=9 et il y a 1 cas possible.

Donc il ya 6+6+6+3+3+1=25 possibilités.

11 fallait beaucoup jouer pour découvrir une telle différence.

V 1) a) Les 5 boules sont tirées simultanément.

n tirage est donc une combinaison de 5 boules prises parmi 12. Il y a donc
C3, =792 tirages possibles.
b) Puisque I’on ne tient pas compte de I’ordre. Un tirage est composé de 2
boules noirs prises parmi 5 (Cg’- = 100hoix) et 3 blanches prises parmi
3 (Cg = 1choix) il y adonc C% xC3 =10 tirages contenant 2 noires
et 3 blanches.
c¢) Un tirage est composé de 2 rouges prises parmi 4 (Cﬁ = 6choix) ;de 1
noire prise parmi 5 (C‘5 = 5choix) et 2 blanches parmi 3 (C% = 3choix)
doncilya: C}xCLxC%=90 tirages contenant 2 rouges, I noire
et 2 blanches.

2) a) Cette fois, les 5 boules sont tirées successivement et avec remise
(on tient compte de 1’ordre). Un tirage est donc une « 5 listes » de 5
éléments pris parmi 12. T y a donc 12° = 248832 tirages possibles.
b) Le tirage est composé de 2 boules noires prises parmi 5 (5% = 25 choix) et
3 blanches prises parmi 3 (3* = 27 choix). Comme I’ordre intervient, il faut
tenir compte des C? =10 fagons de les répartir ( CZest le nombre de fagons
de choisir, par exemple, les positions des 2 noires parmi les 5 qui contient le
tirage).Il y a donc C2x 5% x3® =6750 tirages contenant 2 noires et 3 blanches.

¢) Le tirage est composé de 2 rouges tirées parmi 4 (4* = 16 choix), de 1 noir
parmi 5 (5 choix) et 2 blanches parmi 3 (3* = 9 choix). De plus il y a
Cz =10 fagons de placer les 2 rouges parmi les 5 places libres, puis 3 fagons
de placer la noire (il reste 3 places libres) et enfin, une fagon de placer les 2
blanches restantes. Au total, il y a C2 x3x42x5x32=21600 tirages

contenant 2 rouges, 1 noire et 2 blanches.
3) a) Les 5 boules sont tirées successivement et sans remise. Un tirage est
donc
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un arrangement de 5 éléments pris parmi 12. Il y a donc

A5, = 12 x 11 x 10 x 9 x 8 = 95040 tirages possibles.
b) La méthode est identique  celle du 2°™ question, il ya A2 =20 facons
de tirer les 2 noires parmi 5 et A =6 fagons de tirer les trois blanches parmi
3. En tenant compte des CZ maniére de les répartir, il y a donc
C% x A2 x A =1200tirages contenant 2 noires et 3 blanches.
c)Le tirage est composé de 2 rouges tirées parmi 4 (A2 =12choix) , 1 noire
parmi 5 (A =5) et 2 blanches parmi 3 (A3 =6 choix) il y a toujours CZx3
facons de les répartir sur 5 positions. Donc il y a: C; x 3 x A} x A} x A}

= 10800 tirages contenant 2 rouges, Inoire et 2 blanches.

—\_; 1) On choisit 5 cartes sans ordre et sans remise. Il ya C3, =201 376

mains de 5 carts.
2) 11y a, dans le jeu, 12 figures (4 valets, 4 dames et 4 rois). Tout se passe

comme si I’on choisissait les 5 cartes parmi 12 il y a C;,=792 mains

comportant 5 figures.
3) On retire les rois il reste 28 cartes, on choisit 5 cartes parmi 28, il y a donc

C3¢ = 98280 mains ne comportant pas de roi.

4) C’est le complémentaire de I’ensemble précédent il y a donc
(3, ~ C35 =103096 mains contenant au moins un roi.

5) Deux possibilités :
® un roi qui n’est pas ceeur, trois cceurs différents du roi, et une carte qui
n’est ni roi ni ceeur ; il y a alors C} x C3 x C},;=2205 mains.
oUn roi de cceur, deux autres cceurs et deux cartes qui ne sont ni rois ni
ceeurs : il y a alors C} x C3% x C3,=4410 mains.
Conclusion : cela fait 2205 + 4410 = 6615 mains comportant exactement 1
roi et 3 ceeurs.

An et AL
Pas espagnol

Anglais

Allemsnd

An et AL
Pas anglais

Il y a donc 30
éléeves dans cette

Espagnol

AL et AnetES
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1) Iy a 8*=4096 grilles possibles.
2a) 1*=1 :b)1x8 =512 o) (Px7)x4=2
d) 7 x 8 =358 ; e) 74 =2401 . ) 84— 7% = 1695.

i 1) Iy a 3° =243 coloriages possibles.
Va)3x1*=3 ; 12°=32 ; )3-2°=211; d)3*x1=8l

;; 1) a)Les 3 jetons sont tirées simultanément, un tirage est donc une
combinaison de 3 jetons parmis 10 il y a donc C3; =120 tirages.

b) Les 3 sont rouges ou les trois sont blancs, il y adonc C? + C3 =11
c) Les numéros pairssont: 2-4-6-8-0.
Les numéros impairs sont: 1 -3-5-7-9,
Avoir au moins un jeton portant un numéro paire ou encore toutes les
tirages possibles sauf qui contiennent 3 impairs il y a donc
G}, —Ci=120-10=110.
d) Avoir la somme des numéros marques est paire il suffit d’avoir :
* 2 impaires et 1 pairily a CZ xC} =50.
*3 pairsily a C3=10.
Il y adonc C?+ CZ%.CL=50+10=060choix possibles.
2) a) Tirage successifs de 3 jetons parmi 10 avec remise. Le nombre de tirage
possible est 10° = 1000.
b) * Les trois jetons tirés sont rouges alors il y a 5% = 125 choix.
* Tous portant un numéro pair alors il y a 5° = 125 choix.
* Tous portant un numéro impair alors il y a 5° = 125 choix.
¢) Au moins un qui est rouge c’est a dire tous les tirages sauf le cas ou on
n’a pas de jeton rouge ; il y a donc 10° - 5° = 875.
3) a) Tirage successif sans remise de 3 jetons parmi 10. Le nombre de tirage
possible est A}, =720.

b) * Tous rouges on a alors A2 =60

* Tous pairs on a alors A2 =60

* Tous impairs on a alors A2 =60

¢) Au moins un jeton rouge il y a donc Aj, — A2 =660

'; 1)a) Il y a 5 ! maniéres de placer les lettres distinctes du mots

« €léve ».
b) Les 5 lettres du mot « éléve » étant placées dans un ordre donnés, il y a

150



Dénombrement Solutions

3 ! mots obtenus en permettant les trois « € ». Le nombre d’anagrammes
. 5!
obtenus sans tenir compte des accents est donc : -3—’ =20.

2) Si I’on distingue les deux « E » du mot « EUCLIDE » il y a 7 ! mots
possibles.
!

Si I’on supprime le moyen de distinguer les « E» il y a 2 =2520.

*11y a 25 lettre dans le mot « ANTICONSTITUTIONNELLEMENT » et
parmi ces 25 lettres 5 N, 5T, 31, 20, 3E, 2L.
Si I’on distingue les lettres communes les unes par rapport aux autres il y a
25 ! anagrammes. En ne distinguant pas les lettres multiples, le nombre
25! _ 25!
515131213121 (502, 2)2. (3%
1) Trois personnes se rendent rendez-vous au café du village comme il
y a 5 cafés alors le nombre de cas possible est 5° = 125.
2) Aucune personne ne rencontre 'autre il y a A2 = 60.

d’anagrammes est

3) Les trois personnes se rencontrent est 5.

4) 2 personnes seulement se rencontrent est le nombre de tous les cas possibles
sauf le cas ol personne ne rencontre 1’autre et les trois personnes se
rencontrent il y a alors 125 — (60+5) = 60.

1 )a) Le nombre de circuits correspond au nombre de permutations des

6 villes c’est a dire, d’apres la situation 1, 6 ! = 720 circuits possibles.

b) Si la premiére ville est Athene, il reste 5 villes ; le méme raisonnement
donne 5 ! = 120 circuits possibles.

2) a) Si I’on a choisit que deux villes parmi les 6, on a 6 choix pour la
premiére et 5 choix pour la seconde donc AZ =30 excursions possibles.
b) Soit n le nombre de villes proposées, pour que le nombre d’exursions soit
égal a 56 il faut que n (n-1) = 56 ce qui équivaut & n2-n-56 = 0.
A=225=15%alors n' = § et n"= -7¢IN, I"agence doit donc choissir 8 villes
pour pouvoir proposer 56 excursions différentes.

1) De chaque dé a 6 faces.Le nombre de triplets possibles est donc de
6x6x6=216.
2) Ecrivons tous les triplets dont la somme est égale 8 9 :
e Dutype | +2+6, il y en a 6 car on peut permuter de 3 ! = 6.
On peut aussi €crire tous les cas :
1+2+46; 14642 ; 24146 ; 2+6+1 ; 6+1+2 ; 6+2+1.
e Dutype 14+3+5 il y en a de méme 6.
® Dutype 2+3+4 il y en a de méme 6.
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e Dutype I+4+4ilyena3.Eneffetonal +4+4; 4+ 1+4;4+4+1.
e Dutype2+2+5ilyena3l.
e Dutype 3+3+3ilyenaqu’un. Soit un total de 25.
Ecrivons tous les triplets dont la somme est égale a 10 :
Dutypel+3+6 ilyena6=3!
Dutypel+4+Silyenab.
Dutype2+3+5ilyenab.
Dutype2+4+4ilyena3.
Dutype2+2+6ilyena3.
Dutype 3+ 3 +4ilyena3. Soitun total de 27.

Il y a pour une question :

fagon de ne rien cocher. 5 fagon de cocher une seule affirmation.
A? maniéres de coher deux affirmations car il est nécessaire d’indiquer une

préférence. Il y a donc pour une question (1+5+ A2 ) maniéres de répondre
donc par 10.Questions : (1+5+ A? )'® maniéres de répondre A2 =5 x 4 = 20.

: 10 I3 <
doncilya 26 maniéres de répondre.

1) a) Calculons le nombre de Login que I’on peut former :

e Pour le 1% chiffre, il y a 9 choix possibles (le 0 n’est pas admis).

e Pour le 2°™ chiffre, il y a 10 choix possibles.

e Pour le 6™ chiffre, il y a 10 choix possibles.

e Pour la lettre, il y a 25 choix possibles (le O n’est pas admis).

Iy a ainsi 9 x 25 x 10° numéros possibles, donc 225.10° clients possibles.
b) Un mot de passe est formé de 4 lettre prises parmi 26 ; avec possibilité de
remise ; donc il y a 26* = 456976 mot de passes possibles. Tout client ne
peut pas avoir un mot de passe, car 225. 10° > 456976.

2) a) Le mot de passe du client est formé de 4 lettres distincts il y a
A%,=358800 mot de passe possible.
b ) Il faut d’abord calculer le nombre de fagon de placer les voyelles.
I1 y a deux voyelles parmi 4 lettres, donc C3=6 fagons de les placer, puis

6 choix pour la 1% voyelle et 5 pour la seconde. Le client doit donc essayer
6 x 6x 5x20x 19 = 68400 mot de passe.

'; 1) Les jetons ont une disposition correspondant a un arrangement de
4 numéros pris parmi 9. Donc, il y a 9x8x7x6 = 3024 dispositions.
2) Enumérons les dispositions ol les jetons formant un carré.

0] |0 0 010 010

0 0]10]O 010110

o
o
el

0 0 0 010 0

o]
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De plus, chaque position est invariante par permutation des pions.
Il'y adonc 6 x 4 ! = 144 dispositions.

3) Lorsque 3 jetons sont sur une ligne, le 4°™ & 6 positions possibles ceci se
reproduit pour chacune des 3 lignes, donc 6 x 3 dispositions. Comme
chaque position est invariante par permutation des pions il y a donc
3 x 6 x 4! = 432 dispositions.

1) a )Exemples de codes : 2143, 9999, un tel code est un nombre
compris entre 0000 et 9999 et qu’il y a donc 10000 = 10*.
b) Les codes formés de 4 chiffres distincts sont des arrangement sans
répétition donc il y a : Af;=5040 codes.
2)a) Il y a4 ! numéros si les chiffres sont distincts or 9 se répéte 2 fois donc le

4!
nombre de codes possibles avec 9 — 9 - 5-1 est T =12.

Donc au maximum 11 essais infructueux.

b) Les chiffres sont distincts deux a deux alors il y a 4 ! = 24 codes possibles
donc 23 essais infructueux.

3) Dans ce cas I’ordre ne joue plus de r0le, puisqu’on appuie simultanément
sur les quatres touches, de plus il ne peut y avoir de répétition, toujours pour

la méme raison. Il y a donc C; = 210 codes possibles.

v;l) Exemple de réponse : (3,1,3,2,4,1,2,2,4,3) qui indique que le
condidat & coché la troisiéme case de la 1% question, la 17 case de la 2°™
question, etc.... Il y a quatre choix pour la premiére question de méme pour
les autres questions. Il y a donc 4'° = 1048576 réponses.

2) a) Imaginons une urne qui contient 10 boules numérotée de 1 a 10 et tirons
siumltanément huit boules de cette urne : les numéros obtenus seront les
numéros des questions aux quelles on a répondu exactement ; il y a donc
C3, choix possibles pour les huit bonnes réponses. Quand on a coché ces

huits bonnes cases, il reste a répondre a deux questions, pour chacune
d’elles, on a le choix entre trois mauvaises réponses c’est a dire 3x 3 =9
possibilités. Il y a donc en tout C§, x9 =405 telles grilles.

b) Méme raisonnement, si p remplace 8 : il y a en tout CF,.3'%?

3) La somme a calculer est la somme du nombre de casouilyao,...,10

réponses exactes on obtient dans la totalité des cas, et on a donc
p=10

D CR3OP =(1+3)0 =410,
p=0

v 1) Un entier de 4 chiffres notons le abed avec a #0 on a alors un
arrangement.
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Le nombre de tous les cas possibles A¢ =360 privé dunombre des cas ou
le chiffre des milliers est O (Ag: 60) donc il y a 360 — 60 = 300 nombres de

4 chiffres.
2) Méme raisonnement donc il y a A¢ — A2 =720 — 120 = 600 nombres de 6

chiffres.
3) Un nombre entier est pair si le chiffre des unités est 0 —2-4 : « le nombre

d’entiers dont le chiffre des unités est O, il y en a A3=120.
Le nombre d’entier dont le chiffre des unitésest2;ilyena A — A} =96
Le nombre d’entier dont le chiffre des unitésest4 ;ilyena A2 — A} =96

finalement le nombre d’entier pair est : 120 + 96 + 96 = 312.
4) Le chiffre des unités est 5 et le chiffre des milliers est différent de O on a
alors Ai—-A%=96.

5) Soit X un entier de trois chiffres est divisible par 9 avec X = abc aveca # 0
eta,b,c €{0,1,2,3,4,5}. X est divisible par 9 si et seulement si a +b +c est
divisible par 9.

e Dutyped4 +0+5ilyena Ai—-Al=4.

e Dutype2+3+4ilyena Aj=6.

e Dutype3+1+5ilyena A3=6

Donc le nombre d’ entiers de 3 chiffres et divisibles par 9 est:6 + 6 +4 = 16.

v On sait que An—( p)' et Ch= '(n p)' ; p<n

a) A? =21A2"2 avec n<7 et n—2<6 soit n<7.

7 6! 7.6, _3.7.6!
7 -n)! 21'(6 +2)v°L“°’“C°re EDINCEDE

on multiple par (8§ —n)! I’équation devient

équivaut a : (7—n)!:(8—n)!
(8—n)=3 soit n=5<7 donc la solution est n=5.
b) Ci+C2 ;=17 avec n—322 et n=2 soit n>5

nl (n-3)1 n(n-1)(n=2)! (n=3)n-4)n-5)"_
A= 2 o3 -y ouencore T T 2 nos)! 7

et par suite n(n—1)+(n-3)(n—-4)=34. Soit 2n?-8n-22=0n>-4n-11=0
= (2)2 +11=15, les solutions sont n':2+«/1_5 ou n:2—«/i§

n’apartiennent pas IN, donc cette équation n’a pas de solution dans IN.
c) A3=T72A!_, définie que pour n>3.

2 sy it nb-)a-2)=726-2)
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ou encore (n - 2) (n2 -n-— 72)= O équivauta n=2<3 (arejeter) ou
(n2-n-72=0)

* n2—n—72=0 A'=1+72x4=289 donc les solutions n=-8¢ [Noun=92>3
finalement la lution est n = 9.

; 1) Une droite est définie par la donnée de deux de ses points.
En prenant deux adeux les n points donnés du cercle, ou détermine C3
droites distincts (car une droite recontre un cercle en au plus deux points).
Donc les n points du cercle que I’on joint deux a deux détermine

Cé= n(nT—l) droites.

2) Un triangle est définie par la donnée de ses sommets, ¢’est a dire par la
donnée de trois points non alignés. (On ne tient pas compte de 1’ordre dans
lequel sont énoncés les sommets). Or, les n points donnés du cercle sont
distincts et il n’en existe pas trois qui soient alignés (car une droite
rencontre un cercle en au plus deux points). Donc les n points donnés du

cercle déterminent (G triangles différents , soit : W triangles.

Par trois points non alignés, ne passe qu’un seul cercle et on ne tient pas
compte de I’ordre dans lequel sont énoncé les points et ceci bien sur pour
justifier I’emploi des combinaisons, dans le nombre de cercle est

nn-1)(n-2)
G -

1) f est une fonction polynome donc dérivable sur IR et on a : pour tout
xelR, f'(X)=n(1+x)*1.
Si on développe f(x) par le binome de Newton, on a :
f(x) = C3+ Chx + Cix2 +...+ Cp'x™! + Cix» et en dérivant cette somme
ona: f'(x)=Ch+2Cx +...+ (n—1)Cy'x"2 +nCix"! .
2) a) En égalisant les deux écritures de f'(x) et en remplagant x par 1, on
trouve que : n{1+1)! =Ch+2Cix1+..+(n-1)Ci'x1+nCix1
d’ou: n2»! =CL+2Ci +...+(n—-1)Ct' +nCy.
b) Remplagons C{ par 1 et Cl par n dans I’expression :
(14+x ' =C8+Chx+Cx2 +...+Cyixn! +Cpx®
Nous obtenons : ((1+X)" =1+nx+CEx2+....+Citxn ! +Chx" )
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Il est immédiat que (1+x)" >1+nx pour x >0.

'z Ce genre d’exercice doit obligatoirement faire penser au binome de
Newton. Restent a trouver les valeurs par lesquelles seront remplacés a et

b.
DOna: (1+x)'=C8+Chx +Cix2 +...+ Cirixm! +Cix" (1)

Si on remplace x par (—1) on obtient :

2) On suppose que n est pair (n = 2 p). Remplagons dans la formule du (1), n
par 2 p. On trouve :

Cg,—Ch, + Cp+ ...+ (-1)’CR =0 <CY, ~Ch, + C3, +..+CE =0 (2).
Appliquons la formule (1) au cas x = 1
on obtient : (1+1f'=C8+Chx1+Cix1?+..4+ Ch.1n .

D’ou 2" =C{ + Ch+ Ci+.....+ Ci' + Cit ; remplagons aussi n par 2p
on obtient : 2% =C3,+Ch,+C3,+....+C3 (3).

3) (2) + (3) conduit 2 2 Cg+ 2C3+....4+ 2CH =27 .

2p

2
Dol C8p+C§p+ ..... +C§_g = B =21

(3) - (2) donne : 2Ch,+2C3,+...+2CE =2 |

Ot encore Cl,+ G +....+ C%g'] =2%1

Soit a, a+b, a+2b , a + 3b les quatre coefficients en question.
Reconstitutions un fragment de triangle de Pascal : '
2a+ba+2ba+3b= 2a+b2a+3b2a+5b
4a +4b 4a + 8b écrire commea+b a+2 a+3b
2a+b 2a+3b 2a+5b4a+4b 4da+8b
avec a est un coefficient qui existe a I’intersection de la n° ligne et la p°
colonne du triangle de Pascal.

Donca=C§ ;a+b=C" ;a+2b=C8"? ; a+3b=Ch*
2a+ b= CP*] ;2a+3b= CP*? ; 2a+5b=CP*?

da +4b= CP*3 ;4a+8b= CP*3

Des conditions nécessaires apparaissent :

4a+4b=4(a+b) et donc CP*2=4C3*.
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4a+8b=4(a+2b) et donc CP}; =4Ch™.
(n +2)! _4 n!
P+2)!m-p)! “(E+D! (w-p-1!
(n+2)! —4 n!
(P+3)!m-p-D! (p+2) !(n-p-2)!
La simplification des factorielles donne respectivement :
(n+2) (n+1) e n+2) (n+1) —4
(p+2) (n-p) (p+3)(m-p-1)
Pour que les deux égalités soient vrais on doit avoir :
b+ 2)(n—p)=(p+ 3)(n—p-1) ouencore n =2p +3.
Chacune des relations équivalant alors a :
(2p+5)(2p+4)=4p + 2)(p +3) soit 3 2p + 5 = 2 (p+3) et ce si est
impossible donc il n’existe pas de valeur de n pour laquelle quatre
coefficient binomiaux sont en progression arithmétique

'z 1) I"urne contient 20 boules et on tire simultanément 10 boules

alors le nombre de cas possibles est C =184756

Soit

et

2) a) I’'urne contient 2 n boules et on tire simultanément n boules
(Zn)!  _ (2n)!
n!(2n-n)! (n!)?
b) on tire parmis les 2 n boules : p noires et n-p blanches alors le
nombre de cas possibles est: C? C;P=CP. CP=(C?) car C’=C}"

lenombre de cas ou on tire 0 noires et n blanches est (C?)?

alors le nombre de cas possibles est. C'zln =

le nombre de cas o on tire 1 noires et n-1 blanches est (C! )*

c)ona ¥ le nombre des cas ol on tire 2 noires et n-2 blanches est (CIZI )2

le nombre de cas o1 on tire n boules noires et 0 blanche est (C})?

on additionne ces cas on trouve tous les cas possibles

'
par suite (C2)*+ (Cl)?+ (C2)’+..+ (C')’=C) = 221"1))2-
n!
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Chapitre VII
Divisibilité

m Principe de raisonnement par récurrence.

Soit P, une propriété dépendant d'un entier naturel n supérieur ol égal a ng
Si les deux conditions suivantes sont vérifiées:

® P estvraie

® si P, est vraie alors P, ., | est vraie, alors P, est vraie pour tout n supérieur ou
égal a ng
m Meéthodes sur la divisibilité sur IN:
e ].a Division euclidienne :
Soient a, b deux entiers naturels avec b0 il existe un seul couple (q, r)

] b] = ] + avec 0<r(b

! L

la dividende Diviseur quotient
Si r=0 alors a=b.q onditque aestun multiple de b
ol b estundiviseurde a. .

tel que

Si un entier c #0 et ¢ divise b et a alors ¢ divise

tout entier de la forme ma +nb (m,n € IN)

e Comment montrer que b divise a ?

1*° Méthode

Factoriser en produit de facteurs consécutifs pour prouver une divisibilité
Exemple

Montrer que 2 divise n* + n

n’+n=n(n+ 1).commen, n + 1 sont consécutifs

alors 2 divise n + 1 ou 2 divise n =2 divise n® +n.

2°™ Méthode

La démonstration par récurrence

Exemple

Montrer par récurrence que :* n’ — n est divisible par 6 .
*vérifions pour n = 0:

n° —n = 0 divisible par 6 donc la propriété est vraie pour n = 0
*Supposons pour tout n>0 on a n’ —n est divisible par 6
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Montrons que (n + 1)3 — (n + 1) est divisible par 6.
m+1)’-m+D=n*+3n+2n=n’-n+30n*+n)

comme n’ — n est divisible par 6 et 3x n(n + 1) est divisible par 2x 3 = 6 d’on
(n+ 1)’ — (n + 1) est divisible par 6.

D’aprés le principe de récurrence : YneIN,n’ —n est divisible par 6.

3% Méthode

Si d divise ¢ et ¢ = ma + nb il faut retrouver m et n alors d divise a et divise b
Exemple

a=3n-5 et b=2n-7.

Montrer que tout diviseur commun & a et b est un diviseur de 11 ?

k divise a et b alors k divise 2a et 3b d’ ol k divise 2a — 3b
etZa—3b=06n-10-6n+ 21 = 11 en déduit que k divise 11 d’ou tout diviseur
de a et b est un diviseur de 11.

m PGCD et PPCM :

» Le plus grand commun diviseur de a et b qu’on note PGCD(a,b) ou aAb

e Le plus petit commun multiple de a et b qu’on note PPCM(a,b) ou avb

Exemple 1 : Déterminer le PGCD et le PPCM de 360 et 500
On décompose en facteur premier et on procéde comme suit

360 |2 500 |2 360=2°x3"x5et 500=27x5’
180 |2 250 |2 PGCD(360,500)=2%x5=20
90 |2 125 |5 PPCM (360,500)=2°x3% x5 =9000
45 |3 25 |5
15 3 515
515 1
1

Exemple 2 : Déterminer PGCD et PPCM de X(X -1 )2 et x° -x>
On factorise X’ -x*=x*(x-1) et x(x-l)z.

PGCD(X(X—I)2 , x° —x2)=x(x—1)

PPCM(X(X—I)2 , X0 -x? )=X2 (x-l)2
Méthode d’algorithme d’Euclide : calculer le PGCD (a, b) ?
On divise a par b on obtient a = bq, + r; avec 0<r,<b
puis on divise b par r, on obtient b=q, 1, +1, avec 1, (T,
puis on divise 1, parr, onobtient 1, =r, q, +1,

ainsi de suite jusqu’a tomber sur un reste nul
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on conclut alors PGCD (a, b) est le dernier reste non nul.
Exemple : PGCD (120, 35) ?

120=3x B5}25 25=100x 2+5
35=P5 x 1+10 10=f5 x 2+0

donc PGCD (120, 35) est 5 car c’est le dernier reste non nul.
n Propriétés :
e Sianb =1alors avb=ab
e Sia/balors anb=aetavb=>b
e PGCD (ka, kb) = k PGCD(a, b)
m Jes diviseurs d’un entier naturel :
e Définition :
b est un diviseur de a qu’on note b/a signifie que a = b.q avec qeIN

On note : Div (a) ’ensemble des diviseurs de a
Exemple :
oDiv(2)=1{1, 2}
e Div(5)=1{1, 5}
¢ Lemme d’Euclide : a, b € IN*
Sia=bq+ralors PGCD (a, b) = PGCD (b, 1)
m Systémes de numérotation :
o Définition : A €IN, I’écriture de A dans le systeme de numérotation de

base b sous la forme A=q, q,_, ....q, - Signifie que
A:qo +bql +b2q2 +"'+b“qn

Ou A=) blq; avec(0<q,<b-18i i=n)et 1<q, <b-1

i=0

Exemples :
1)Sib=>5 (Systéme a base 5)

A= 412=2+1x5" +4x5*=107
2) Sib =2 ( Systéme a base 2) ou binaire
A=1011=1+1x2"+0x2* +1x2* =11

Exemple :
A =2031 écrire A danslabase 5

A=2000+30 + 1 = 2x1000+30+1 or 1000=10’=5>x2’
=16x5" +6x5+1=(15+1)x5> +(5+1)5+1

=3.5*+5>+5+5+1=31111
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Remarque :

* Sib =2 (systéme a base 2) on dit dans le syst€éme binaire.
* Sib =10 (systeme & base 10) on dit dans le systéme décimal.

Réflexes

Situations

Réflexes

Montrer qu’un polyndme en n est
divisible par b

On essaye dans ’ordre :

1) Ecrire comme le produit de nombre
consécutifs
2) Démonstration par récurrence

Montrer qu’une somme de
puissances d’exposants dépendant
de n est divisible par b

La démonstration par récurrence

Montrer qu’un diviseur commun a
deux nombres a et b divise un
nombre ¢

On essaye d’écrire ¢ sous la forme
na+mb avec n,melIN

Pour déterminer un PGCD de deux
entiers

* On essaye d’appliquer la formule :

1) PGCD (ka, kb) = k PGCD (a, b)
puis en utilise I’algorithme
d’Euclide.

2) On décompose en facteurs premiers

Pour déterminer un PPCM de deux
entiers

1) On calcule PGCD puis en applique
PPCM (2, b) =avb = -2

anb
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ENONCES

Q.CM
Indiquer la réponse exacte par a,b et ¢ , justifier votre réponse.
1) les nombres d’entiers premiers compris entre 1 et 80 se terminant par 3 est :
8 b] 7 el 6
2) 2*x3" x5%x11 est divisible par le cube de :
k] 8 b] o 10
3) Le PPCM (984 , 702) est égale 4 :
k] 8856 b] 9126 115128
4)n €IN", PPCM (n(2n+1) ; 2n+1) est égale & :
k] n@n+1) b] n@n+1y 2n+1

Vrai - Faux
Dire si I’affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse.
1) Si PPCM de deux entiers naturels est multiple de 15 alors I’un au moins
des deux est multiple de 15.
2) Le PPCM d deux entiers naturels non nuls est toujours strictement supérieur
a leur PGCD.
3) le PPCM de deux entiers naturels pairs ne peut jamais &tre
égal a leur produit.
4) Le PPCM de deux entiers premiers est égal a leur produit .

; ; Donner le PGCD et le PPCM de 1440 , 4536 et 39600.

1) Déterminer le PGCD de 2045 et 64.
2) Donner alors une solution particuliére de I’équation définie dans IN?
par 2045x — 64y = 1.

; Soit neIN*.

1) 2) Montrer que PGCD (n-1,n”-3n+6)=PGCD(n-1,4).
b) En déduire selon n la valeur de PGCD de n — 1 et n”—3n + 6.

. .n°-3 .
2) Pour quelles valeurs de n la fonction : —1est elle un entier naturel ?
n -

V o 1 | | x+y=224
étermine ti turels x et y t :
r les entiers naturels x et y tels que PGCD(X , y)=16
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va=10n+u b=n+2u
a, b, n, des entiers avec u un chiffre .
Montrer que : a est divisible par 19 si et seulement si b est divisible par 19.

'E Montrer que si n est pair alors les nombres A = n(n? + 20)

B=n(n?-20) et C=n(n?>+4) et D=n(n?-4) sont divisibles par 8.

1) Démontrer que pour tout entier naturel n, 3*"*' +2"*2 est divisible
que p
par 7. ‘
2) Démontrer que pour tout entier naturel n, 3* —2% est divisible par 665.

vwsoit n € IN*, S(n) la somme de tous les diviseurs de n (y compris 1 et n).
1) .Calculer S(8), S(36) et S(152)
* On dit qu’un nombre n est parfait Si S(n) = 2n.
2) Montrer que 28 est un nombre parfait.
3) Montrer que si a et b sont premiers entre eux alors

S(axb)=S(a)xS(b).
4) Montrer que si p est premier si et seulement si S(p) =p + 1.
5) Soit p un nombre premier et k € IN*. Quels sont les diviseurs de p* ?
p* -1
p-1
6) Décomposer 496 en produit de facteur premiers.

Déduire des questions 3 et 5 la valeurs S(496). Conclure.
» Systéme de numérotation dans la base a : Soit une suite définie sur IN*, par

U,=2etU,, =U;-U, +1
1) Pour ne IN* :
a) Montrer que U, ,,-1=U, (Un -1)_
b) En déduire que U’ =U,.U, ..U, U,.

n+l
2) Déduire que deux quelconques de ses termes sont premiers entre eux.

En déduire S(p* )=

n-1°*

—\_; Déterminer x et y pour que le nombre A = 4x 3y soit divisible par 2 et
par 9.
Un entier égale a la somme de les diviseurs autre que lui méme est appelé
nombre parfaits.
1) Vérifier que 6, 28, 496 sont des nombres parfaits.
2) Montrer que si 2" — 1 soit premier. Alors le nombre 2" 2"~ 1) est parfait.
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V Quels sont les entiers de 3 chiffres qui s’écrivant ;(72 dans le systéme
de base 7 et ﬁ dans le systéme de base 11.

;; 1) Ecrire dans le systéme décimal :

Les nombres suivantes écrits dans le systéme binaire :

(100)deux , (10100)deux , (lll)deuX

2) Ecrire dans le systéme décimal les nombres suivants : 166, 588, 1307

'; 1) Soit ne IN*, Montrer que X =4" + 15n — 1 est divisible par 9.

2) Soit n € IN*, Montrer que Y = 2" x3"? +1 est divisible par 11.

V Soit I’entier N = 53 x4 dans la systéme a base 8

a) Déterminer x pour que N soit divisible par 7.

b) Déterminer x pour que N soit divisible par 6.

c) En déduire x pour que N soit divisible a la fois par 6 et 7.

'; 1) On appelle diviseur strict d’un entier naturel tout diviseur autre que
le nombre lui méme. Déterminer les entiers naturels diviseurs stricts de 2220.
2) On appelle nombres amiables deux entiers naturels tels que chacun d’eux
soit égal a la somme des entiers naturels diviseurs stricts de I’autre. Vérifier que
220 et 224 sont amiables.

;; 1) Déterminer les entiers naturels aet btel que a + b= 11994
et PGCD (a, b) = 1999 ( on admet dans cette question que 1999 est un
nombre premier).

2) Soit I’équation dans IN : (E) : X?-SX+11994=0 aveC(S GIN)

a) Déterminer S pour que 3 soit une solution de I’équation.
Déterminer alors la 2°™ solution.
b) Peut-on avoir un entier S tel que 5 est solution de (E).
3) Montrer que tout entier n solution de (E) est un diviseur de 11994.
En déduire toutes les valeurs possibles de S telles que (E) admettent
deux solutions entiers.

! La clé des codes barres :

e code UPC (Universel Prodect Code) utilise des nombres de treize chiffres
pour designer un produit de consommation. Les douze premier chiffre désigne
le produit, le treiziéme est un clé de contréle destinée a délecter une erreur dans
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I’un de douze premiers. La clé est calculée de tel sorte que si le nombre 1’écrit

[ 6
a;a;...a3. alors 3><Za2i JrZ:a2i+i est divisible par 10

i=1 i=0
Exemple calculer la clé associé au nombre de douze chiffres 325 039 17 681
3x(2+0+9+1+6+1)+(3+5+3+0+7+8+k) estdivisible par 10

3x19+26+k=83+k quiestdivsiblepar10 dou k=7 (laclék 0<k<9)

Déterminer la clé de chacun des codes barres suivants : 130 090 003 412 ; 561
111 305 500 ; 156 130 550 001.
v On considere la suite (u,) d’entiers naturels définie par :

n+l

u, =14
u,,,=5u, -6 pour toutentier natureln.
1) Calculer u ,u,,u,etu,
Quelle conjecture peut-on émettre concernant les deux derniers

chiffres de u,?

2) Montrer que, pour tout entier naturel n,u,,, —u, est divisible par 4.

n+2
En déduire que, pour tout entier naturel k, uy — 2 est divisible par 4 et
u,,., estdivisible par 4.

3) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 2U, = 5™ + 3.
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CORRIGES

N/ qem

)] : 6sont 3, 13,23, 43, 53, 73.

2)b] :9car 2*x37 x5 x11=2% x (32)* x3x 52 x11
Donc 9 * divise 2*x9* x3x 52 x11

3)[] : Le PPCM (984, 702) = 115128

4)l] : PPCM (n (2n+1), 2n+1) = n 20+1)

V 1) Faux : PPCM (6,5) = 30 et pourtant 6 et 5 ne sont pas des multiples
de 15.

2) Faux : PPCM (15,15) = 15 et PGCD (15,15) =15

3) Vrai : a, b deux entiers naturels pairs
Alors PGCD (a, b) est au moins égal a 2 donc PPCM (a, b) sera toujours
différents de ab.

4) Vrai : a, b premier alors PGCD (a, b) =1
Alors PPCM (a, b) = ab.

V On décompbse en facteurs premiers : 1440, 4536, 39600 on obtient :
1440=2° x3* x5

4536=2>x3"x7

39600=2"*x3%*x5%x11

d’od le PGCD (1440, 4536, 39600) égal 4 2°x3*=72.

1" Méthode :
1) On décompose en facteurs premiers : 64 et 2045 on obtient :
64 = 2° et 2045= 5x409 alors PGCD (2045,64) =1
2°™ méthode :

On bien en utilise I’algorithme D’Euclide

20451 64 et 64 |61 et 61 |3 et 3 [1
61 {31 311 1120 0|3

donc PGCD (2045, 64) est le dernier reste non nul qui est 1.
2) 2045 =61+64x31

2045 =61+64x31 et 64=61+3 et 61=20x3+1
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comme 61 =2045-64x3]1 et 3=64-61

3=064-2045+64x3]

3=064%x32-2045

3%x20=04%x32%20-2045%20

ainsi 1 =61 -20x3 :
1=[2045-64%x31] - [64x32x20~2045x20]
1=2045%x21 -64x31x21
1=2045%x21 —64x651

donc x =21 et y =251

;I) a) Commen?-3n+6=n2-3n+2+4=mn-1)n-2)+4
Comme d divise 4 et n — 1 donc d divise (n? - 3n + 6)
Soitd' = PGCD (n -1, n?-3n + 6) alorsd' divise n— 1 et n2- 3n + 6.
Comme 4 = (n?-3n+6)—(n- 1) (n-6). Doncd' divise 4 d’ond' divise 4
etn—1 ainsi d' divise d et comme d divise d' alors d =d'
finalement PGCD (n—1,4) =PGCD (n-1,n2-3n + 6)
b) PGCD (n-1,n2-3n+6)=PGCD (n-1, 4)
donc un diviseur de 4 or Div({4) ={ 1,2, 4} d'ou de{1,2,4}.
2) Onan?2-3n+6=(n-1)(-2)+4
n’-3n+6 4 _— . :
————=n-2+——cestunentier sietselementsin - le Div(4)
n-1 n-1
<n-1=1 oun-1=2 oun-1=4
n=2ou n=3 ou n=5

d’od nef 2, 3, 5}

WPGCD (x, y) =16 alors x = 16k et y =16k’ avec k,k'eIN.
X +y =224 devient 16k + 16k’ =224
k+k'=14 comme k,k'eIN
alors (k,k)e{(13,1) 5(11,3) ;(9,5)(1.13) 5(3,11) ;(5,9) }
ainsi (x, y) €{(208,16) ;(176,48) ;(144,80);(16,208) ; (48,176) ;(80,144)}

1) aestdivisible par 19
=> 10n + u est divisible par 19

= 10n+u=19, kelN
= u=19% - 10n
b=n+2u=n+2(19k~ 10n)=-19n+ 2%X19k =192k —n)
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donc b est divisible par 19
* Si b est divisible par 19
= n+2u=19 = n=19k’-2u
a=10n+u=10(19k’ - 2u) + u
a = 19(10k’ - u) donc a est divisible par 19.
Conclusion : a est divisible par 19 si et seulement si b est divisible par 19.

'aSi n est pair on peut I'écrire n = 2p (peIN)

A =n(n?+ 20) = 2p (4p? + 20) = 8p (p? + 5) d’olt A est divisible par 8.
B =2p (4p?- 20) = 8p (p*- 4)

C=2p@p*+4)=8p(p>+1) et D=8p(p2-1)

donc B, C et D sont divisible par 8.

1) Pourn=0: 3+2%=7et 7 est divisible par 7
Supposons que 3% *' + 2" *? est divisible par 7
Montrons que 3°"*? + 2"*? est divisible par 7
Ona32n+3+2n+3=32n+l . 9+2n+2' 2=32n+1 ) 9+2n+2. (9__7)
=32n+1 . 9+2n+2' 9_17. 2n+2 =9(32n+l +2n+2)_7 ) 2n+2
Comme 3*"*' + 2"*? est divisible par 7 et 7. 2" ** est divisible par 7
alors 3" "% 4 2"*3 est divisible par 7.
Conclusion : VneIN, 3% *! 4+ 2"*2 est divisible par 7.
2) Pourn=1ona:3%-2°=665 qui est divisible par 665
ainsi la propriété est vraie pourn =1
Supposons que 3% — 2% est divisible par 665 et montrons que
36+ D _ 260+ D est divisible par 665
36|1+6 _ 2611 +6 36n .36 _ 2611 ] 26 — 3611 ] 729 _ 2611 64

—729(3% 2™ )+ (729-64)2 =729 (3" -2 ) +665.2"

comme 3% — 2% est divisible par 665 et 665 . 2% est divisible par 665
Alors 3% _ 26D et divisible par 665 d’aprés le principe de récurrence
357 _ 2% est divisible par 665.

'; Les diviseursde 8 sont: 1,2,4, 8

DS®=1+2+4+8=15
Les diviseurs de 36 sont: 1,2, 3,4,6,9, 12, 18, 36
SBO)=1+2+3+4+6+9+12+18+36=91
Les diviseurs de 152 sont 1, 2, 4, 8, 19, 38, 76, 152
(152 = 2%.19 donc le nombre de diviseurs est (3 + 1)(1 + 1) = 8)
S(152)=1+2+4+8+19+38+76+ 152=300

2) Lesdiviseurs de 28 sont 1, 2,4, 7, 14, 28
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S28)=1+2+4+7+14+28=56=2x28

donc 28 est un nombre parfait.
3) Montrons que a et b sont premiers entre eux et seulement si S(a b) = S(a)
S(b) a et b sont premier entre eux alors tout diviseur de axb est le produit

d’un diviseur de a et d’un diviseur de b.
S(a b) est la somme de tous les termes de la forme
(diviseur de a)x (diviseur de b) c’est alors exactement S(a) x S(b).
4) Si p est premier ses diviseur sont 1 et p donc S(p)=p + 1
5) Les diviseurs pk sont 1, p, pz, pa, pk.
k

S(p") =1+p' +p> +...+p" =Zpi c’est la sommation des termes
i=0

consécutifs d’une suite géométrique de racine q = p. de 1% terme 1.
k+1 k+1 _1

1-p p
S{p* )= =
(¥") l-p  p-l
6) 496 =2*x31
2* et 31 sont premiers entre eux etona S31) =1+ 31

25 1

=31

S(496) =8(2*)xS(31)=31x32=992=2x496
Donc 496 est un nombre parfait. v
) a) U,,,-1=U;-U, +1-1=U; -U, =U, (U, -1).
b) Vérifier: U,=U;-U, +1=3 et U,-1=2=U, ainsi la propriété est
vrai pour n = 1. Supposons U, ,,-1=U .U ,..U; U,.
Montrons que U, ,,-1=U ., ;U ..U, U,.
En effet: U,,,-1=U,,,(U,,,-1)=U,,,.(U, U, ..U, U,)

D’apres le principe de récurrence on a :

vVxelN* U ., -1=U .U ,..U,.U,.
2) U,,,-1=U,.U,, .. U,.U,
alors U,,U,, ..., U, sontdesdiviseursde U ., -1

doncilnedivisepas U

n+1°

W A =4x 3y est divisible par 9 et 2
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4+x+3+yestdivisiblepar9
ye{0,2,4,6,8}
Poury=0=> 7 + x est divisible par 9 =>x =2
Pour y =2= 9 + x est divisible par 9=>x=0 ou x=9
Poury=4=> 11 + x est divisible par 9 =>x =7
Poury=6=> 13 + x est divisible par9=>x =5
Pour y=8= 15 + x estdivisiblepar 9=>x =3
ainsi les valeurs de (x, y) sont : (2,0); (0,2);(9,2);(5,6); (3, 8); (7, 4) les
nombres alors sont : 4230, 4032, 4932, 4536, 4338, 4734
1) Div (6) = {1,2,3,6}, 1+2+ 3 =6alors 6 est parfait.

Div (28) = {1,2,4,7,14,28} , 1+2+4 + 7+ 14 = 28 alors 28 est parfait.
Div (496) = {1,2,4,6,16,62,124,248,496}

14+2+4+6+ 16+ 62+ 124 + 248 = 496 alors 496 est parfait.
2) On sait que 2" — 1 est premier et que les diviseurs de 2"~ ' sont : 1, 2, 2%, ...
...2" ' alors les diviseurs du nombre :

2! et 2“'-1,2(2“ 1),22(2-1)..2"2 (2" -1) enfin2"'2" - 1)

Signifie que {

n-2

142427+, 42" +(2" -1)(1+2+...+2“'2)="Z_]:.zk +(2"-1) 2"
k=0 k=0

1_211 1_211-] n-1
= 1——2-+( " -1)—— (Z 2%, Sommation d’une suite géométrique

de raison q - 2)

=2"-1+(1-2" )(1-2"")=(2" -1)[ 1-1+27 " ] =(2" -1)[ 2 ] =2 (2" -1

On conclut que 2"’ (2“ -1) est parfait.

1-2 %

_\—; Soit A I’entier qui vérifie les deux conditions :
* xyzdanslesysttmedebase7 alors z+7y+7*x=A

* E—y—)—( dans le systeme de base 11 alors x + 11y + 112z = A

AinsiA=x+ 11y +1212=49x + Ty + z
Soit 48x —4y - 120z =0
12x-y-30z=0
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Solutions

I<x<6
y=12x-30zenbase 7ona:{0<y<6
0<z<6

comme y=> 0 = 12x-30z 20 < xZ%z Yz donc x>3 2>z

X=3=>y=36-30z alors z=1lety=6
n=5=y=60-30z alors z=2ety=0

ainsi les entier sont 361 ou 502 dans le systéme de base 7

C 1) (100)genx =0+ 0x2+1x2% =4 donc(lOO)deux=(4)dix
(IOIOO)deux

=0+0x2+1x22+0x2° +1x2° =20=2x10=0+2x10=(20)

(11 Dgeux =1 +1x2+1x 2% =6=(6)

2) 166 =100+ 60 + 6 =10* x1+6x10+6=(166)
588=5x10" +8x10+8=(588)
1307=1000+300+7=10" +3x10* +7=(1307)

v wl) Vérifions pourn = 1

X=4+15-1=18et 18 est divisible par 9

Supposons que la propriété est vraie pour n> 1 c'est-a-dire X est divisible par 9

Montrons que 4" "' 4+ 15(n + 1) — 1 est divisible par 9

4" 1S5+ 1)-1=4.4"+15n+15-1=4.4"+ 15n + 14
=4 .(4"+15n-1)—60n+ 15n + 18
= 4. (4" +15n—1)—45n+ 18 = 4(4" + 15n — 1) + 9(2 — 5n)
Comme 4" + 15 n — 1 est divisible par 9 et 9/9(2 — 5n)

alors 9/ [4"“ +15(n+1)-1] ainsi d’aprés le principe de récurrence Vne IN*

X =4"+ 15n - 1 est divisible par 9.

2) Montrons par récurrence que : VX € IN* y est divisible par 11

Vérifions pourn=1ona:
y=>55est divisiblepar 11 = yestdivisibleparll

Supposons que la propriété est vraie pour

n >1 cest a-dire y =22"" x3"*? +1est divisible par 11.

Montrons que 2°"*' x3"*? +1 est divisible par 11
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2211+l ’311+3 +1=22 .2211-1 ‘3n+2 ‘3_*_1:12'2211-1 .3ll+2 +1
=12(22\\-1 ><3n+2 +1)_12+1=12(22n-1 X3n+2 +1)_11

Comme 2"~ x3"*? 4 | est divisible par 11 et 11/11
ainsi d’aprés le principe de récurrence y=2""x3""? +1 est divisible

ar 11.
@ a) N = 53x4danslabase8 alorsN=4+8x +3.8*+5.8° =8x+2756

comme 2756 = 393x7+5
alors N = 8x+393x7+5=7x+393.7+5+x ainsi N est divisible par 7
si et seulement si 5 + x est divisible par 7 or 0<x<7

donc la seul valeur de x qui convient est 2
b) N =8x + 2756 comme 2756 = 459%x6+2 alors N=8x+459.6+2

= 6x+459.6+2x+2
N est divisible par 6 si et seulement si 2x + 2 est divisible par 6 comme
0<x<7 donc x=2 ou x=5

c) Nest a la fois divisible par 7 et par 6 si et seulement si (x =2 ou x =35) et
x=2 alorsx=2

2220 = 2% x3' x5' x37" (donc le nombre des diviseur est (2 + 1) (1 +

D1+ 1)(1+1)=14 diviseurs) alors les diviseurs stricts de 2220 sont : 1, 2,

3,4,5,6, 10, 12, 15, 20, 30, 37, 60,74, 111, 148, 185, 222, 370, 444, 555, 740,
1110

2) Comme 220 = 2* x5x11 alors les diviseurs stricts de 220 sont : 1, 2, 4, 5,

10, 11, 20, 22, 44, 55, 110.

alors Sy =1+2+4+5+10+11+20+22+44 +55+ 110=284

de méme pour 248 on obtient Sygy = 220

On conclut que 220 et 284 sont deux nombres amiables.

1) PGCD (a, b) = 1999 alors on peut trouver deux entier a’ et b’ tels
que PGCD(a’,b’)=1leta=2a" 1999; b=b’ 1999
comme a + b= 11994 alors 19992’ + 1999b’ = 11994 donc a’ + b’ =6
comme a’ et b’ sont premiers entre eux alorsa’= letb’ =5oua’=5etb’ =1
ainsi a=1999 et b=5%1999=9995 ou a=9995 e‘tb=1999.
2) X?-SX +11994=0
a) X =3=3%-S.3+11994=0=ainsi S=4001
S=X'+X"=4001 or X'=3d'ou X"=4001-3=3998
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b) Si 5 est une solution de (E) = 52 -S.5+11994=OC>S=1—2%2%IN

donc 5 ne peut pas étre une solution de (E) ;
3) nest solution de (B) <>n”-Sn+11994=0; n(S-n)=+11994

ainsi n est un diviseur de 11994,
En décomposant en facteur premier on retrouve que 11994=2x3 x1999

Div (11994)={1,2,3,6,1999,3998,5997,11994}

Les solutions de (E) sontnet S —n

n=1=S-n=11994= S=11995
n=2=8S-n=5997 = S=15999
n=3 = S-n=3998 = S =4001
n=6 = S-n=1999 = S =2005

'; * Déterminons la clé de 130 090 003 412

3xB3+0+0+0+4H+1+0+9+0+3+1)+k
3x9+14+k=41+kestdivisiblepar10 et 0<k<9 donck=9.Lacléest9

* pour 561 111 305500 on a
3x(6+1+1+0+5+0)+(5+1+1+3+5+0)+k=3x13+15+k

=54 + k qui est divisible par 10 donc k=6.
* pour 156 130 550 001
3x(5+1+0+5+0+1)+(1+6+3+5+0)+k=3x12+15+k

=51+k quiestdévisiblepar10donck=9

vv ~14
1) Soit (u,) la suite définie par {u°

u,,,=5u, -6 pourtoutneN.
Nous avons : u, =5u,-6=5x16-6=64.

u, =5u,-6=5%x64-6=314.

u, =5u, -6=5%x314-6=1564.

u, =5u,-6=5%1564-6=7814.
On peut conjecturer que si n est impair, alors les deux derniers chiffres de u,
sont 6 et 4 et que si n est pair, alors les deux derniers chiffres de u, sont 1 et 4.
2) a) Pour tout
neN,u,,,=5u,,,-6 =5%(5u, -6)-6=25u, -36=4(6u, -9)+u,.
alors uy .2 — uy=4 (6u, - 9) Or, pour tout neN,6u, -9 eN .
On en déduit que, pour tout n€N . U, , , — u, est divisible par 4
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*Nous avons : u, =4x3+2 donc U — 2 est divisible par 4 Supposons que,

pour un entier naturel k donné, on ait uy — 2 est divisible par 4
Nous avons : u,,,, —u,, estdivisiblepar4 donc u,, ., —2 estdivisible par 4

Le raisonnement par récurrence permet donc d’affirmer que, pour tout

keN, u,, —2 estdivisible par 4 .

*Nous avons : u, =4x16 donc u, est divisible par 4

Supposons que, pour un entier naturel k donné, on ait u,, ,, est divisible par 4
est divisible

Nous avons : u U, ., estdivisible par 4 donc u

2k+1+2 T 2k+1)+1

par 4 :
On en déduit par récurrence que, pour tout ke N, u,, ., est divisible par 4

b) Nous avons : 2u,=28et 5°*+3=28 donc 2u,=5""?+3.
Supposdns que, pour un entier naturel k donné, on ait : 2u, =5 +3.
Nous avons : 2u,,, =2><(5uk —6)=5><2uk _12=5x(5k+2 +3)_12=5k+|+2 3
donc si 2u, =5"*+3 alors 2u,,, =5"" +3.

On en déduit par récurrence que, pour tout ne N, 2u, =5""%+3,
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Les nombres premiers Résumeé de cours

Chapitre VIII
Les nombres premiers

m Définition :
¢ Un nombre est dit premier s’il admet 2 diviseurs 1 et lui méme.
*Remarque : 1 n’est pas un nombre premier

m Théoréme : n un entier naturel supérieur ou égal a 2, si n n’est divisible par

aucun entier P tel que 2 <P < Jn alors n est premier .
» Exemple : 971 est il premier ?
On essaie de diviser 971 par 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31 on s’arréte a 31 car
le nombre qui lui est immédiatement superleur est 37, et que
37% = 1369 > 971 et I’on se rend compte qu’aucun de ces nombres ne convient
On en déduit que 971 est premier.

m Définition : un entier est dit composé s’il admet un diviseur premier

1<PS\/H

m Théoréme : il existe une infinité de nombres premiers.

¢ Théoréme Fondamental de I’arithmétique :
Tout entier naturel non nul et différent de 1 se décompose d’une fagon
unique sous forme d’un produit de n facteurs premiéres

N=P"xP2x P&,
avec Py, P,, ..., P, des nombres premiers tels que P,<P,<P, et
a,,0,,...,0, €IN
Exemple : 144 = 2* x 3%,

Petit théoréeme de Fermat :
p est un nombre premier, a entier tel que a > 2 et non divisible par p.

-1 e
=aP” —lest divisible parp .
Conséquence : p premier, a un entier supérieur ol €gal a 2 alors
aP — a est divisible par p.
mPropriété : ¢ un nombre premier ; a, b deux entiers naturels
cdivise ab et cne divisepasa = cdiviseb
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Réflexes

Situations Réflexes
Déterminer le nombre de diviseurs | On décompose N en facteurs
d’un entier N ? premiers N=p,“ .p," ..p,™ .

Le nombre de diviseurs de N est :
(0, +1)(t, +2)...( o, +1)

Déterminer si un entier naturel n | On effectue les divisions euclidiennes
est premier ol non de n par les nombres premiers 2,3,5,7,
..., 17. jusqu'a ce qu’on arrive soit a
une division exacte soit a I’essaie d’un
nombre premier dont le carré est
supérieur au nombre donnée (alors le
nombre est premier)
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ENONCES

N/ ecm

Indiquer la bonne réponse par a, b ou ¢ en justifiant votre réponse.

1) Parmi ces trois entiers naturel, ce lui qui n'est pas premier est:

B 1781 b 1783 1787

2) a et b désignent deux entiers naturels supérieurs a 1 alors PPCM (a, b) = ab
il suffit que

@ adivise b B a et b premiers entre eux a multiple de b

3) aet b désignes deux entiers naturel a et b tel que a divise b alors aAb est

égal & :
@ga Bb ab

Vrai — Faux
Dire si I’affirmation est vraie ou fausse et justifier votre réponse.
1) Deux nombres premiers distincts sont toujours premiers entre eux.
2) Il existe deux nombres premiers strictement sup€rieur a 2 et consécutifs.
3) Un nombre premier est premier avec tous les entiers naturels non nuls qui le
précedent.
4) P, , P,, P;, P, désignent 4 nombres premiers alors P’ xP, <P’ xP} est

parfait.

1) Déterminer les nombres premiers compris entre 1 et 150 dont le chiffre
des unités est 3
2) Déterminer les nombres premiers compris entre 1 et 150

;; n désigne un entier naturel et a = n” + 4n + 3 . existe-t-il des valeurs de n
telle que a soit un entier naturel premiers.

C N un entier naturel supérieur ou égal 4 2 et a =n*+ n’ + 1 . En utilisant le
fait que
a=n"+2n”+ 1 —n®. Montrer que a n’est pas un nombre premier.

_\: a) Décomposer en produit de facteurs premiers ’entier a = 81 648
b) Quel est plus grand entier naturel dont le cube divise a ?

;; 1) Calculer la somme suivante avec x€ IR et p €IN

1-x+x?-x7 +..+(-1) x P.
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2) Montrer que pour tout n€ IN ona :x*""" +1est divisible par x + 1.
p k o e w P .
3) En déduire que VpelN, (22 ) +1 est divisiblepar2* +1 sik

est impair
4) Montrer que si 2™ + 1 est un nombre premier alors m est une
puissance de 2.

: Soit N un entier naturel impaire non premier.

On suppose que N = a* — b® oll a et b sont deux entiers naturels.

1) Montrer que a et b n’ont pas la méme parité.

2) Montrer que N peut s’écrire comme produit de deux entiers naturels
petq.

3) Quelle est la parité de petde q ?

4) a) 250507 = 514% — 117% écrire en produit de deux facteurs .
b) Les deux facteurs sont ils premiers entre eux .
c) Cette écriture est elle unique ?

On se propose dans cet exercice d’étudier le probléme suivant :
« Les nombres dont I’écriture décimal n’utilise que le seul chiffre 1
peuvent-ils étre premiers 7 »
Pour tout entier naturel p=2,onpose N, =1...1 o I apparait p fois.
On rappelle dés lorsque N =10°" +10"2 +...+10°.

1) Les nombres N, =11, N, =111, N, =1111 sont-ils premiers ?

2) Prouver que N = . Peut-on étre certain que 10° — 1 est

divisible par 9 ?

3) On se propose de démontrer que si p n’est pas premier alors N, n’est
pas premier.
On rappelle que, pour tout nombre réel c et tous entier nature] n non

nul, x" -l(x-l)(x"'1 +x72 +...+x+1).

a) On suppose que p est pair et on pose p = 2, ou g est un entier
naturel plus grand que 1. Montrer que N, est divisible par N = 11.

b) On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3q, ou g est un
entier naturel plus grand que 1.
Montrer que N, est divisible par N3 = 111.

¢) On suppose p non premier et on pose p = kq ol k et g sont des
entier naturels plus grands que 1. En déduire que N, est divisible
par Ny.
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4) Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier.
Cette condition est-elle suffisante ?

1) Montrer que, pour tout entier naturel non nul k et pour tout entier
naturel x : (X -1)(1+X +x% +. .+ x )=Xk -1.

Dans toute la suite de I’exercice, on considére un nombre entier
a supérieur ou égal 4 2.
2) a) Soit n un entier naturel non nul et d un diviseur positif de n :
n = dk. Montrer que a’ — 1 est un diviseur de a" — 1.
b) Déduire de la question précédente que 22°* — 1 est divisible par 7,
par G3 puis par 9.
3) Soient m et n deux entiers naturels non nuls et d leur PGCD.
a) On définit m' et n' par m=dm' et n=dn". Déterminer m'An'
b) On suppose u et v strictement positifs tel que d = mu - nv
Montrer que : (a™ -l)—(a‘“’ —l)ad =a%-1.

Montrer ensuite que a°-1 est diviseurdea™ -1 etdea™ -1.

c) Calculer, en utilisant le résultat précédent, un diviseur commun de 29 _ 1
etde 2% 1.
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CORRIGES

; 1)@: 1781 =13 x 137 . donc 1781 n’est pas premier
2) fl_)_—]: a, b premier entre eux alors PGCD (a, b) = 1

= PPCM (a, b) = ab.
3) E]: adivise balors aAb =b.

1) Vrai : a, b premiers distincts leur seul diviseur commun est 1
= PGCD(a, b) =1
=> a, b premiers entre eux .

2) Faux : deux entiers naturels consécutifs, alors I’'un est pair et ne peut donc
pas €tre premier.

3) Vrai : un nombre premier n’a que 1 pour diviseur commun avec les entiers

qui le précédent.

4) Faux : ’exposant de P, n’est pas pair .

W 1) Les nombres recherché sont : 3, 13, 23, 43, 53, 73, 83, 103,113.
2) Les nombres premiers entre 1 et 150 sont:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53
59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,109
113,127,131, 137,139 et 149.

a=n’+4n+3=(n+1) (n+3)
Sin>1alors n+1 22 et n+3 >4
Donc a admet des diviseur autre que 1, ce n’est pas donc un nombre premier.
Sin =0 alors a= 3 c¢’est un nombre premier.

a=n’+2n2+] —n2= (n*+ 1)? - n?
= (n? -n+1) (n? +n+1) donc n? -n+1 et n? +n +1 sont des diviseurs de a .
n 22alorsn*+n+1 =27 etn?>-n+1>1
donc a admet 2 diviseurs autres que 1
ce n’est pas donc un nombre premier.

a)a=381648 =2* x3°x7

b) Pour déterminer le plus grand entier naturel dont le cube divise 81648,

Il suffit de chercher pour chaque exposant, quel est le plus grand multiple
de 3 qui lui est inférieur ot égal . Le plus grand entiers dont le cube divise a
estn=2 x3® car n’ =2° x3°% est un diviseur de a.
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1) a® a méme parité que a ; b”> a méme parité que b.
Comme N est impair, a® et b” n’ont pas la méme parité, donc a et b n’ont
pas la méme parité. On peut aussi remarquer que N = (a + b) (a — b), les deux
entiers naturels (a + b) et (a — b) sont impairs, donc a et b n’ont pas de méme
parité.
2) N=(a+b)(a—b); N, aetbsont des entiers naturels, donc (a + b)
et (a — b) sont deux entiers naturels.
Enposantp=a+betq=a—b,onalN =pxgq,avec p et q deux entiers
naturels. (Remarque : on aaussi N=Nx1...)
3) Comme N est impair, p et g sont nécessairement impairs.
4) a) 250507 = 514* - 117%, donc 250507 = (514 + 117)(514 — 117),
donc 250507 = 631x397.
b) 631 et 397 sont premiers entre eux, puisque ce sont deux nombres
premiers.

(V631~25,... et 631 n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5,ni par 7, ni
par 11, ni par 13, ni par 17, ni par 19, ni par 23 ... ; /397 =19,...et 397 n’est

divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7, ni par 11, ni par 13, ni par 17, ni
par 19).
c) Cette €criture n’est pas unique si I’on accepte que 250507 = 250507 x1.
Elle est unique si aucun des deux facteurs ne doit étre égal a 1.

1) Pour tout entier naturel p=2onposeN_ =1...1 ou lapparaitp
fois, c’est-a-dire Np =107 +10°2 +...+10°. N, =11 est premier.
N3 = 111 n’est pas premier car N3 =3x37.
N, = 1111 n’est pas premier car N, =11x101.

2) Pour tout peN et p>2, N_est la somme de p premiers termes consécutifs

de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison 10.
1-10p
1-10

Par conséquent, pour tout entier naturel p22, N =1x

_10p-1

p

Pour tout peN et p>2, N estentieret10” -1=9N_donc 10° - 1 est

divisible par 9.
3) a) On suppose que p est pair et on pose p = 2q ol q € N*.

181



Les nombres premiers Solutions

Nous avons alors

N, =(10" +107 ) +(10™ +10%* )+...+(10' +10°)
N, =107 (10+1)+10%"* (10+1)+... +(10+1)
N, =11x(10%72 +10* + ... +1).

Or10*? +10%* +.,.+1e N donc N, est divisible par 11.

b) On suppose que p est un multiple de 3 et on pose p=3qouqe N*.
Nous avons montré que

3\ (10°-1 [103 “"+...+103+1]
o szlo;q-l:(l()g) 1=< )| ( )9

999><((1o3 7410 +1)

- = 111x((103 )”" 4. +10° +1)
9

et pour tout qeN*,(10°)*" +...+10° +1eN
donc N, est divisible par N3 = 111.

c) On suppose q non premier et on pose q = kq ot k et q sont deux entiers
naturels supérieurs a 1.

Nous avons

NS ULE! (104)7-1 (10 -1)[(105)*" +...+10" +1]
9 9 9

10% -1

Or

=N, et (10*)"' +1eN*, donc N, est divisible par N.

4) Une condition nécessaire pour que N, soit premier est que p soit premier
puisque, si p n’est pas premier, N, n’est pas premier. '
Cette condition n’est pas suffisante. En effet, 3 est premier, mais nous
avons montré que Nj est divisible par 3.

W 1) Six =1, ona, pour tout keN, (x-1)(1+x+x>+...+x*")=0
et x*-1=0
donc, six = 1, alors keN, (x-1)(1+x+x> +...+x*")=x"-1
Si x %1, alors, pour toutk e N*, 1+ x +x? +...+x" " est la somme des k

premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison x.
On en déduit que, pour tout X#1 etpour toutk e N*,
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Solutions

xk -1

x-DA+x+x2+. 4+ x ) =(x-1)

-DA+x+x>++x)=x"-1.
Ainsi, pour tout k € N *et pour tout entier naturel x,
x-DA+x+x>+..+x)=x"-1.

2) a) Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Soit ne N *et d’un diviseur de n.

Il existe donc un entier naturel k non nul tel que n = dk.
On en déduit que : a" -1=a%® -1=(a%)* -1.

En utilisant le résultat de la question précédente dans le cas particulier

ol x=a‘, on obtient : a"-1=(a-1)(1+a’ +...+(a®)*")
avec a‘,...,(a*)*"!

. d ..
par suite, a" — | divise a" - 1.

entiersnaturelsdoncl+a® +...+(a%)* ' e N *et,

b) Puisque 7 = 2° — 1 et que 3 divise 2004, nous pouvons affirmer que 7

. 2004
divise 22 — 1.

De méme, on a 63 = 2° — 1 et 6 divise 2004 donc 63 divise 22°* - 1.

Comme 9 divise 63, on en déduit que 9 divise aussi 2°°* — 1.
3) Soient m et n deux entiers naturels tels que PGCD (m, n) = d.
a) destle PGCD de m et n, donc on
am=dm' et n=dn' avec m'etn' premiers entre eux.
b) On suppose que u)0 etv)O0.
On ad=um - vn donc

(amu _1)‘(anv -l)ad =amu _1_anv+d +ad
(amu _1)_(anv _l)ad :amu _1 _amu +ad
(amu _1)_(anv -l)ad :ad _1'
d divise m donc d divise mu.
Du résultat de la question 2, on déduit que a® — 1 divise a™ — 1.
De la méme fagon, a® — 1 divise a™ - 1.
¢) Soita=2.
Simu=63 et nv=60,alorsonad=3 pourm=9etn=15.
Donc 2° - 1 est un diviseur commun de 2% — 1 et 2°° — [ ¢’est A dire 7.
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Chapitre viiI
Vecteurs de I’espace

B Caractérisation d’un vecteur de I’espace :

Si A #B et C = D, on dira que les vecteurs
ABet CD sont égaux si: \ \ \

-Les droites (AB) et (CD) sont paralléles.
-AB =CD.
-Le sens (de A vers B, de C vers D) sont les mémes. \ \ \

> —_ — —

Onnotera u=AB=CD=EF=...........

—_
Le vecteur nul, noté 0 est le vecteur dont les représentants sont : AA, BB, .........

N

Soit u un vecteur et A un point de I’espace, il existe un unique point B
- —_—

tel que u=AB

B Proprietes :

- o o '
Soient u, v,w trois vecteurs de I’espace et k, k’ deux réels :

(z+3)+;:z+(:+;]:;+:+;
G+6:6+ﬁ):ﬁ O.H:H,

Relation de Chasles : > - -

O u+v|=ku+kv

u=ABet v=BC

AB+BC=AC (k+ k)u =ku +Ku

3+(-3)=5 (k.k')ﬁzk(k'ﬁj

B Vecteurs colinéaires — vecteurs coplanaires :

- — - — - >
u=ABetv=AD u, v deux vecteurs non nuls.
. - - . . - - . . .
On dit que u et v sont colinéaires uetv sont colinéaires si et
Si A, B et D sont alignés seulement si il existe un réel k
- -
tel que u=kv
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- - -
u,vetw sont coplanaires si et seulement si il existe deux réels

—

aetBtelquex?v=ocu+[33.

On dit aussi u,v,w sont linéairement dépendants ou {u,v,w} forme une
famille liée

s

- -
Remarque : Si u et v sont colinéaires alors u, vetw sont coplanaires.
B Bases et repéres de ’espace :

Tout triplet (T,?,E)de vecteurs non coplanaires de ’espace est

appelé base.

N e e - . . . .
Soit | i, j,k | baseet u un vecteur, il existe un unique triplet

- - - -
x,y,z)telque u=xi+yj+zk.

- - -5 >
X,y etz sont les coordonnées de udanslabase | i, j,k |.

. - X
Notation :_ u|y
z

-

Si O un point et [1 ,_j),fé) base alors (0,_{ ,F,Ej est un repere.

(O , 7 , 3) , E) repére, M un point on appelle coordonnées de M I’unique -

triplet(x,y,z)telqueal\Z:x 1+yj+zk

Notation : M (x,y,z) avec x : I’abscisse, y : Pordonnée et z : la cote

o sy, . - 2> — N
Propriétés: Soit (o, i,] ,k) un repere

> x > x' - o[ x+x N
*Si ulylet vy |alors u+u'|y+y'| *Soit kelR ; 118‘, .
Z VA z+z' kz

185




Vecteur de [’espace Resume de cours

*Si A (xA,yA,ZA) et B (XB, Ygs zB) Alors E{ yﬁi’;’ﬁ J

ZB—Z A

*Si I est le milieu de [AB] alors 1 (XA ;XB ,y’\ EYB ,ZA ’2"23)

X x' ot
VXY =X y:O
= X 2 X' Pl . ) - . y y'
* u|y|et ufy'|sontcolinéaires si et seulement si )z( ; —x7'-X'z=0
Z VA

Y Y oot
7 7 7YZ y'z=0

M Bases orthonormales et repéres orthonormaux :

* (T’—J)’Ej base si de plus

— -

]

-

k

- o =
=let i, j,k deux adeux

orthogonaux alors c’est une base orthonormal.

(o i J k] repere orthonormé si et seulement si ( s k) est une base

orthonormale et o est un point de 1’espace.

- > - N e R
* (O, i,] ,k) est un repere orthogonal et seulement si i, j,k sontdeux a

deux orthogonaux et O un point de I’espace.
X

* [O’T—;EJ repere orthonormé et ul y | alors ”ﬁ”=\/x2+yz+z2
z

m Définition :Soit 238" = (T,j, k) une base de 9 et (u, ;,Q) un triplet de
vecteurs de 9.
a a

'

tels que u| b |, v[b'| et w| b"{.On appelle déterminant de (u,v,w) dans 45",

1

c c
e a a' all
et on note detg (u,v,w)=l, 1 p =a(b'c"-cb") -b(a'c"-c'a")+c(ab"-ba").

c CI Cll

*Théoreme

Un triplet de vecteur de W forme une base , si et seulement si, son déterminant
relativement a une base quelconque de W est différent de 0.
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*Régle de SARRUS pour le calcul déterminant d’ordre 3:

a a a
Soit 4 calculer dét (u,v,w)=|b b' b"|D’aprés SARRUS. On écrit le
C CI cll

déterminant et on recopie les deux premieres colonnes puis on fait la somme de
produits de 3 facteurs pris sur une méme diagonale.

oot T T
z le dét (u v,w) =ablc" +a’b"c +a"bc' - a"b'c - ab"c' - a'bc"
Réflexes:
Situations Réflexes
Comment démclntrerqque » On établit une relation vectorielle u = kv
deux vecteurs u et v sont | ouk estun réel. Pour cela on peut étre amené
colinéaires 7 a utiliser la relation de Chasles.
* Ou si, dans un repere, ﬁ(x;y;z) et ;/(x';y';z') ,
on démontre qu’il existe un réel k tel que :
x=kxx';y=kxy et z=kxz
*Ousiu=ABet v=CD, on démontre que
u et v ont la méme direction
c’est a dire que : (AB) // (CD).
Comment démontrer que On démontre que les vecteurs AB et CD sont
deux droites (AB) et (CD) colinéaires
sont paralléles ?
Comment démontrer que On démontre que les vecteurs

trois points A, B et C sont AB et AC(ouAB et BC, ou ...) sont

alignés ? L s 1 - =
colinéaires c’est a dire que AB =K CD avec

k réels.

Ou on démontre que dét( AB,AC )

Comment demontrer [que | «On établit que u=AB,v=ACw=AD

trois vecteurs u et vet W | ayec A, B, C, D dans un méme plan.

sont coplanaires ? * ou on établit une relation vectorielle

w=au +bv avec a et b réels.
*oudét (u,v ,@) =0
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ENONCES

QCM
Indiquer la bonne réponse par a, b ou ¢ et justifier votre réponse.
ABCDEFGH est un cube, I le milieu de [AB], J et K les centres des faces
EFGH et BCGF

1) Le vecteur DC+AE+FG est égal au vecteur ...

d AG b d oF
2) Les vecteurs JE et JG sont ...

|2—_1l égaux E colinéaires orthogonaux

3) Les vecteurs ﬁ,]ﬁ etDE sont ...

@ colinéaires deux a deux E)] coplanaires E] ni 'un ni autre

4) Dans le repére (A,E,E,E), le point J a pour coordonnées ...

fl (1 : 1) b©;0;0D (0;%;1)

2’2
5) Les vecteurs JK et %fl sont ...

E] colinéaires ll_—)] orthogonaux E| ni ’un ni I’ autre

Vrai - Faux
—\/— Dire si I’affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse.
1) ABCDEFGH est le cube d'aréte 1, I le milieu de [AB] J et K les centres des
faces EFGH et BCGF

a)Le vecteurs BA+DB+BF est colinéaire au vecteur GB

b) Le vecteur KJ est colinéaire au vecteur EB .

c) Les points A, I, K, J sont coplanaires.

o[t

d) Dans le repére (A,E,A_IS,E) , la distance JK est égale a

2) Deux vecteurs quelconques de I’espace sont coplanaires.
3) Trois vecteurs dont la somme est égale au vecteur nul sont coplanaires.
4) Si A, B, C, D sont des points coplanaires alors pour tout point M de

I’espace, les vecteurs m,ﬁ,m et MD sont coplanaires.
5) A, B, C, D, E sont des points de I’espace tels que AD=2AB et AE=3AC.

Alors les vecteurs AB,ACetDE sont coplanaires.
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;; On donne ABCD un tétra¢dre et on rapporte l’espace au repére

(A,AB,AC,AD). Déterminer les coordonnées des centres de gravités des
quatre faces du tétraédre.

ABCD désigne un tétraedre, I, J, K et L les milieux respectifs des
segments [AB], [BC], [CD] et [DA]. Prouver que I, J, K et L sont coplanaires.

VABCDA’B’C’D’ un cube. On note I le milieu de [A’D’], J celui de
[AD], K celui de [B'C’] et L celui de [BC ].
1) a)Démontrer que les points I, J, K, L sont coplanaires.
b) Démontrer que D'K., D'C', B'C' sont coplanaires.
¢) Comparer ﬁ et EI_{
2) Démontrer que les plans (1JB’) et (D’KL) sont paralléles.
WSoit (7,3’,1—;) une base et m un paramétre réel donné, on donne :

u=(m+1) T+H{m+2) T+2m+3)k ; v=(2m+4)i+{m+8) 3+(6 +9m)k
et w=2 i+9 —_]> K
a) Pour quelle valeur de m, 1_1) et ;/) sont colinéaires ?

- - —
b) Pour m = -1, Montrer que u,v et w sont coplanaires.

VBCD un tétraédre ; I, J, K et L sont les points définis par :
Al=1AB:BJ=1BC:CK =3CD: AL =1(AC+AD
Al= 3AB, BJ 4BC,CK 8CD ;AL 6(AC+AD)

1) Calculer les coordonnées des points I, J, K et L dans le repére

——,— —

(A,AB,AC,AD)
2) Calculer les coordonnées des vecteurs IL et J—K. et déterminer le réel k tel
que IL =k JK.

s IR ~ - > o
espace est rapporté a un repére orthonormal (0, i,] ,k) , on donne

les points :A(1,0,2), B(2,1,%); C@3.2, —g) ;D(2,1,-2) ;E(3,2,1) ;F(6,5,-11)

—

Montrer que :

1) A, B et E sont alignés.

2 ) ABCD est un parallélogramme.
3 ) F appartient au plan(ABC).
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ABCD est un tétraédre ; A’, B’ ,C’ et D’ désignent les centres de gravité
respectifs des triangles BCD, CDA, DAB et ABC.

Le point G vérifie GA+§I§+G_C’+EE 0.

—_— —— ——  —

1) Vérifier que GD+GB+GC=3GA'.

2) En déduire que G appartient 4 la droite (AA’). Ecrire alors AG en fonction
de AA"

3) En déduire que les droites (AA’), (BB’), (CC’) et (DD’) sont concourantes
en G.

4) On désigne par I, J,K,L,M et N les milieux respectifs des arétes
[AB] ;[CDI ;[ACT ;[BD] ;[AD] et [BC].

a) Prouver les égalités : (_}T:% (6K+§é)et —(}_j=%(66+G_l).)

b) En déduire que G est le milieu de [1J].
c) Montrer que (IJ), (KL) et (MN) sont concourantes en G.

d) Montrer que GA'+GB'+GC'+ GD'=6

v ABCDA’B’C’D’ un cube et le repére R(A,AB,AC,AA'
1) ‘a) Trouver les coordonnées des points D, D’, B’et C’ dans R.

b) Soit O le milieu de [B’C’]. Trouver les coordonnées du vecteur —O_(i

2) Soient u ((1)] ,V (8] et w (513] dans la base (AB ,AC, AA')

a) Montrer que u,vetw sont non coplanaires.

e

b) Soit le repére R’ (A ,u, v, w) déterminer les coordonnées des points B, C

et A’ dans R’ puis du vecteur O_CE dans la base( K , :/') , v_\)/j .

B
W Dans I’espace muni d’un repére orthonormal (0,1, _],kj, on

considére les points : A (-7, -15, 3) ; B (-4, 20, -1) ; C (4, 5, 30) et D (25, 0,2).
On appelle I le milieu de [DC] et J celui de [AB] On appelle K le point

vérifiant KA+K_>B+fC’+E6 O
1) Calculer les distances AB, AC, AD, BC, BD et CD. En déduire la nature du
tétraédre ABCD.
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2) Soit G (2?5,2?,%}), montrer que G est le centre de gravité du
triangle BCD.

3) a ) Trouver les coordonnées de K.
b ) Montrer que les droites (AG) et (BD) sont orthogonales.
¢ ) Monter que A, K et G sont alignés.

d ) Montrer que IK et IJ sont colinéaires.

;; ABCDEFGH est un cube d’aréte 1 cm de longueur.
I, J et K sont les milieux respectifs des arétes [EH] : [EF] et [FB]

P est le plan (IJK). On se place dans le repére orthonormal. (A ,KB,KB ,XE)
1) a) Calculer les coordonnées des points I, J, K et G.
En déduire les coordonnées des vecteurs I—j R ﬁz et E .
b) Montrer que la droite (AG) est orthogonale au plan P.
2) a) L, M et N sont les milieux respectifs des arétes [BC], [CD]et [DH]

Calculer les coordonnées des vecteurs 1L , IM et IN .

b) Etudier I’orthogonalité des vecteurs E et ﬁ: ; X—é et K/I , Ké et N .

En déduire que les points M, N et L appartiennent au plan P.
3) a) Calculer les coordonnées du centre O du cube. Montrer que O appartient
au plan P.

b) Montrer que I’hexagone IJKLMN est un hexagone régulier
de centre O.
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CORRIGES
QCM

1) La réponse est@

DC=AB=DC+AE+FG=AB+AE+FG=AF+FG=AG .
2) La réponse estB :J=E*G o JE=-IG.

3) La réponse est
4) La réponse estc| : car I € (ACE) et I¢ (AC).

5) La réponse est [d :carﬁzéﬁa et EI et EB ni colinéaires ni perpendiculaires.

VVral - Faux
1Y4) Faux: BA+DB+BF=DB+BA +BF=DA +BF=DA +AE=DE
et DE etGB sont colinéaires.
b) Vrai: dans le triangle GEB on a J = E*G et K = B*G
alors Ki=+BE=-~EB .
2 2

¢) Faux: (AI) et (KJ) sont non coplanaires.

d) Faux: JK = %EB=i25— .
2) Vrai: on peut toujours avoir deux représentants de uetv coplanaires.
3) Vrai: u+v+w=0=>w=-u-v donc u,v,w coplanaires.
4) Faux: le Cube ABCDAB'C'D' et A‘A, A'B,A'C et AD sont non coplanaires.
5) Vrai: AD=2AB et AE=3AC alors AD-AE=2AB-3AC

donc ED=2AB-3AC ainsiED.AB.AC sont coplanaires.

;Par définition du repére on a :

A (0,0,0);B (1,0,0); C(0, 1,0) et D (0,0,1).
G le centre de gravité de ABC alors GA+GB + GC =6 on pose: G (X,y,z) ;

— - 1-x
GA{—?] GB( -y ] GC [1 y] La relation GA+GB+GC =0 équivauta :

_Z —Z -Z

(%) +(1=x) + (x)=0 X :%

-1

('Y) + ('Y) + (1—y) —( ouencoreqys= g
3z=0 z=
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d’ou G (l 1 0) de méme pour les autres centre de gravité :

3 2 3 2
G le centre de gravité ABD, alors Gi (l ,0, %)
G; le centre de gravité ACD, alors Gz(O , ?15—)

1
>3
G; le centre de gravité BDC, alors G3% . % R %)

Dans le triangle ABD on a :
I=A*BetL=A*Dalors LI=%DB.

Dans le triangle BCD on a :
K=D*CetJ=B *Calors KJ=%DB.

Donc ﬁ = ﬁ par suite (LI) est paralléle a (KJ)
ainsi I, J, K et L. sont coplanaires. ‘ ] L

5 c
(; 1)a)Ona AJ =L AD et BL =L+ BC ;
2 2 s
or AD=BC (ABCD carré) donc AT ——J\\K
C'
D|

K_j = —B_I: ou encore E, = TB de méme on trouve :
IK=AB' comme AB=AB' (ABB'A'un carré) d'ou JL=IK
par suite (JL) // (IK). Par suite I, J, K et L son coplanaires.

b) DK=D'C'+ CK or K =B'*C'ou encoreﬁzéc@.

DK =D'C'+ % C'B'par suite D'K , D'C'et C'B' sont coplanaires.
c)Ona :@:ﬁ'+ﬁorI=A'*D'ou encoreI_A?'z-lz—ﬁ' .
-1 D'A'+ AB' comme AD' = B'C'et AB'=D'C’

=% CB'+D'C'or DK =D'C' + -% CB'.

Par suite _@ﬁ' = f)'Ti .

2) La droite (IJ) est parallele a la droite (K1) donc au plan (D’KL). La droite
(IB’) est paralléle a la droite (D’K) (car IB'=D'K ) donc au plan (D’KL).
Les deux droites (IJ) et (IB”) du plan (IJB’) sont sécantes en I et toutes deux
paralleles au plan (D’KL) par suite (ITB’) est paralléle au plan (D’KL).
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- -
;; a) uet v sont colinéaires si et seulement si :

m+l  2m+4_ g | m+l 2Zmid _g o m+2 mi8i_ g
m+2 m+8|" 2m+3  6+9m| 2m+3  649m|

équivaut & (m +1)(m+8)-2 (m +2) =0 et (m +1)(6+9m)- (2m +3) (2m + 4)=0 et
(m+2)(6+9m)-(mfr8)(2m+3):0

ouencore -m?*+m=0et5m*>+m-6=0et 7m?>+5m-12=0.
*-m*+m=0&m. -m+1)=0<3m=00um=1.

m = 0 n’est pas solution des derniéres équations mais m = 1 est vérifié pour les
équations.

=(0) =>({2) »(2
b) Pour m=-l,ona:u(%);v(73);w(91]

1%® Méthode:

RN

- -
cherchons deux réels aetPtelquew=au+pv.

- - -

2=2B _ - - -
{9=a+7[§ o {5:1 d’ou w=2u + v par suite u, vetw sont coplanaires.

1=0-3p -

2°™ Méthode:
0 2 2
e — 2 2012 2
Dét(u,v,w)=1{1 7 9 |=- + =—44+4=0
| -3 1 -3 =4 (7 9

- - -

par suite u, v et w sont coplanaires..

1) * Ki:%TB+o.',AE+0.TDd'ou1%,o,o)

* AJ=AB+BJ=AB+1 BC=AB+ L (BA + AC)
3 AB+LAC+0. ADdous 3.1
—4AB+4AC+O.ADdouJ(4,4O)

* AK=AC+CK=AC+3CD=AC+3 CA + AD)

8
- $AC+2ADdouk0,3.3)
* E=%E+%Edon¢L(O,%,%)

194



Vecteurs de ’espace Solutions

-1 -1 3 _3
I
2) IL —:(I;-O d'ouIL ;6‘ ;JK g-z d'ouJK
Lo + 3.0

6 8
on conclut que IL=2JK donck = ﬁgl'- .

9
—2-1 —| 1| —=(3-1 —(2
v 1) AB{ 1-0 |douAB| 1 |; AE|2-0|d'ou AE| 2
3.5 1 1-2 -1
2
on remarque que AE =2 AB donc A, B et E sont alignés.
—l1] —l1
2) AB L [etDC| 1
2 2
on constate que AB=DC ou encore ABCD est un parallélogramme.
3) Pour prouver que F e (ABC),
1% Méthode: il suffit de trouver x et y tel que AF=x AB+ y AC (*) Ona:

’

— (5 —=]1] —=|2

AF| 5 |,AB| 1 |;AC| 2 |.
-13 1 9
2 2

. S5=x+27y
La relation (*) devient: § 5=x +2y

13=1x-9
13 2 X5y

x+2y=5 . Jx=-1
Ou encore { X + 9y = 26 soﬂ{y:3

Donc Fe(ABC)et F (1, 3)dans (A, AB, Z\E).
2%™ Méthode: il suffit démontrer que les vecteurs AB, AC et AF sont

linéairement dépendant:

2 2

DO N
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Donc les vecteurs KE,E et AT sont linéairement dépendants d'out Fe (ABC)
1) @+&5+§ﬁ=(€&'+?‘é)+ (G_&Jr;&'_(f)dr (EK'JFEI_).)

= 3GA' + (FB + AC + FD) or A'est le centre de gravité deBCD.= 3 GA'

2)Ona GT’\+EE+GE+@ 0

ou encore AG = @+E€+GT§ or GB+GC+GD=3GA"

D’ou AG=3GA' par suite G, A, A'alignés. Ou encore G € (AA)).

AG=3GA'& AG=3GA+3AA < AG=3 AA".

3) Par un raisonnement analogue, on prouverait les égalités :

BG-3BB,CG-2CC et DG =2 Db

d’ou G appartient aussi a (BB’) ; (CC’) et (DD’) par suites les droites (AA’) ;

(BB"); (CC ) et (DD’) sont concourantes en G.

4) a) GA+GB (GI+IA)+(GI+IB) 2GI+IA +IB= 2GI.

Car IA+]B=0<:>I=A*B
Par suite aizl(EXJr@) de méme Ej=%(€(§+@)

(_>_>_._,_,

b) Gi+GI =1 (GA + GB + GC+ GD)=0 équivaut 2 G est le milieu de [IJ].
¢)On démontreralt de méme que G est le milieu de [KL] et [MN]

Alors les droites (1), (KL) et (MN) sont donc concourants en G.
d ) On utilise :

E}-X:-%GA GB'—-%GB GC'=-1GCetGD'= -—_G_lj

W=

d’ou GX'+5§+GE'+@

l)a) AC=AB+BCorBC=AD.

_ —  ——

AC=AB+AD dou AD =-AB+AC
donc D (-1, 1,0).
* AD'=AD+DD' or DD'=AA’

- (AB+AC J+ AR d'ou D' (4,1,1).
* AB'=(AB+BB/)= AB+AA"
D'ouB’ (1,0, 1).

—_—— — —  —— —— —

* AC=AB'+B'C'orB'C'=BC=AD

/‘\

3 GA+GB+GC+GD
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:E'+E= (E + A_K')+(—AB+E)=EJ+A§A' d’ouC (0, 1, 1).
b)Ona C (0,1, 0).

g 160 041 141) 1oy 0(L, L, 1).par suite 5
O=B CdoncO\2 ) 5 Doqu,z,l.parsulteOC

AIS] Y

- -

2)a) Pour prouver que u, v et w sont ils coplanaires il suffit de chercher aetb

— - 1=2a+2b
tel que : w=au+bv.ouencoredl=2a- b

3=0impossible

- = -
d’ou a et b n’existent pas par suite u, v et w sont non coplanaires.

b) u=2AB+AC ; v=2AB-AC etw=AB+AC+3AA".
On remarque que u+v 4AB d'ou AB= I[J +;)

e N IR
AC=u-2AB=u ;(u—kv]—é(u vj

S5 — — L L G—

w=AB+AC +3AA'dou3AA'=w-AB-AC.

(TR (ER) 2

2 47y
Ainsi AA'= %H+%;f>+ 1 v_\)/ .
TB=%1—1)+211—; doncB (11 4,O)dans R’
AC=Lu-1v doneC (5 Lo 0)dans k.
E’:%E 112v + éw donc A'(Zlf —112—,%)dans R'

66=%AB+lAC-H'

e 1(17 .1 (17 _ 10,17 10 12 37 113 15
OC= 2(4u+4v)+2(2u 2v)+ u A w u VoW
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%

d’ou OC | —11 dans la base (G s ; s v—\)/]

24
P4
W DAB= \/(XB- XA)Z + (yB- YA)Z+(ZB- ZA)2= 1250 =25V2. .

AC=25J2 = AD=BC=BD=CD,
On a donc AB = AC = AD = BC = BD = CD on en déduit que ABCD est un
tétragdre régulier.

37 13 50
173 3 3
2)GB 3—35 .GC 10 GD 235
34 59 35
3 3 3

_— — —(0
d’ou GB+GC+GD (8) , G est donc le centre de gravité du triangle BCD.

— | -7x -4-x [ 4-x '25-x
3)a) On pose K(x,y,2); KA | -15-y |; KB| 20- -y |; .KC]| 5- -y et KD .
3-z -1-z 30-z 2 -z

—_— — —_— —_ -

KA+KB+KC+KD=0.
T-x-4-x+4-x+25-x=0

N«
it

k=2

2
A5-y+20-y+5-y-y=0 = 2 d’ouK(giU—)
2 2’272

127_

{3—z-l-z+30-z+2-z=0

b)Ona AG| L2 |;BD (2%90} et (4629 (L0x20)+ {22 x3)=0.

3 3 3

wRwgwlR

Alors les vecteurs AG et BD sont orthogonaux par suite les droites (AG) et
(BD) sont orthogonales.
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23 46 23,70 35,46 _

AT 325 NG 730 223 232 -4%6 131
C a2 < | onremargue que [ J e el 3D 14—
) AK 121 et AG 232 que q 325><232 131 ><7% 0
2 Kl 2% %370

donc AK et AG sont colinéaires par suite A, G et K sont alignés.

—_— — — —

d) KA+KB+KC+KD=6.

(G +TA)+ (& + 7B)+ (& + 1C)+ (ki + 15)=0.

2K + 2K + (7& + TB)+ (iG.+ D)=
orJ=A*Bet]=D*Cdou 2KJ + 2Ki=0 < KJ +Ki=0
(K_i+ﬁ)+ﬁ=6<:>ﬁ=2ﬁi par suite ﬁ etﬁ sont colinéaires.

Vl) a)* ﬁzﬁ+ﬁ=%ﬁl+ﬁorﬁ=A_ﬁ

H
1B AT .(L Ly
_2AD+AEdouI 0,2,1). N 3 ' F
* Al=AE+ Bl = AE + JEF | el |
X
- 1AB+ABdou JIL A ?
= 2AB+AEd ou J(2 ,0,1).

—_— e s

* AK:AB+BK:AB+%EF=A—B+%ZEd'ouK(1,O,%)

—_— — — —— e —— ——

=i
AG| 1]
i
b) Vérifions I orthogonalité de 1j et AG ;JK et AG .
%x1)+ (—;x1)+ (0x1)=0 et%x1)+ (Ox1)+ (—;xl):o

donc TG est orthogonal a ﬁ et ?I_(. .D’ou (AG) est orthogonale a deux droites
sécantes (1J) et (JK) par suite (AG) est orthogonale au plan (IJK) = P.

2)2) AL=AB+BL=E+%Ed'ouL(1,%,O .

AM = AD + DM =LaB + AD drou M (1,1,0)
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AN=AD+DN=AD+LAEdouN (0,1, 1)

1
L) g ! % 0
Or I(O,E,l)dOUE[OJ;I—M % ;I—N-' % .

-1 -1 _%

b )* E(éj;ﬁ@;(lxm(ox1)+(-1x1)=0donc IL est orthogonal 2 AG.

-1
1
2 ‘ —_— —
T % AG G] : (%X 1) + %X 1)+ (1x1)= pdonc IM et AG sont orthogonaux.
i
0 —_— —
*— —(1
N % . AG [ﬂ .(0x1) +(% o 1) + ( _% xl): Odonc IN et AG sont orthogonaux.
St
2

Les points M, N et L appartiennent au plan perpendiculaire a la droite (AG)
et passant par I c’est a dire le plan P.

3) a) O le centre de cube ou encore AO =%X§ d’ou O % , % ,%)

10

._.Ol\Jlr—

—(1 _
et AG (%] donc (% X 1)+ (O X 1)+ (.% X 1): 0d’ou O appartient au plan P.

b) Montrons que les points I, J, K, L, M et N appartiennent & un méme cercle
de centre O.
On calcule les distances OI, OJ, OK, OL, OM et ON a partir des coordonnées.

Ol= %)2+("l)2=ﬁ=OJ=OK=OL=OM=ON d’oul,],L,K,MetN

2 2
appartiennent au cercle de centre O de rayon % .
Montrons que IJ = JK = KL =1.M = MN = NL
Comme les points I, J, K, L, M et N sont les milieux des arétes, les distances 1J,

JK, KL, LM, MN, et NI sont toutes égales a la moitié de la mesure d’une

2

2

diagonale d’une face c’est a dire

V2

Ceci prouve que I’hexagone IIKLMN est régulier de c6té 5
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Produit scalaire et produit vectoriel de I’espace Résumé de cours

Chapitre X
Produit scalaire et Produit vectoriel
de ’espace

I) Produit scalaire :

e Définitions :
(i} T,}, E) est dit repére orthonormé si :{* H _J\Ei‘jllknjl ~
ilj;ilk etjlk
Le triplet (13,12) forme une base orthonormé.
¥ On appelle produit scalaire de deux vecteurs U etU', le réel ainsi défini :
1) ﬁ.ﬁ‘=“ﬁ“.‘|ﬁ‘“.cosa
Lorsque U et U' sont non nul et I’angle o en radians.
2) Si I’un au moins de vecteurs U et U' est nul alors u.u'=0
X X'
eThéoréme: B =(f,j,12) base orthonormé ; U| y | et U’ y' | dans B.
zZ A
ﬁ.ﬁ‘=xx’+yy'+zz'.
e Théoremes :
Soient U ;V et W trois vecteurs de Iespace eta,p deux réels,on a:

.V =V.U G+ =T+ +20.9
W.(ﬁ+\7)=ﬁ.W+V.W (ﬁ-V)Z=ﬁZ+V2-2ﬁ.V
@0).V=a(U.V)

U+V).(U.V)=U"-V"

II) Produit vectorie] :
« Définition :

fl et ;/ deux vecteurs, le produit vectoriel des vecteurs
U et v, noteu A v (ou ux ;l) est le vecteur défini ainsi :
-Si u et v sont colinéaires alors U A v=0.
_Si u et v ne sont pas colinéaires, soient u=0A et v=0B.

Le vecteur OC=u A v est défini de la fagon suivante.
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Produit scalaire et produit vectoriel de l'espace Résumé de cours

— C appartient a la normale en O au plan (AOB).
- OC=‘|ﬁ|“‘§“ sinAOB avec 0 €]0,x].
- (O,m, (—)ﬁ,&) est un repére direct.
« Propriétés :
© VAU=-UAV.
e unkv)=kunav.
* Si ABDC est un parallélogramme alors
ABA AC” =airede ABDC=2xairedu triangle ABC

e uAV estun vecteur orthogonalau etav.
s Expression dans une base orthonormale directe :

X

z
X=\ y‘1=yz‘-y'z
Z
X
- = z 7
Alors ; \y| y | avec y,_ = x'7-x2
7 X X
X X
7= |=xy'-xYy
yvy
Exemple
1 1
ul2|v]o ,Déterminerlescoordonnéesdeﬁ/\\7 et VAU et 2UA3V.
3). 42
4 -4
2 0 32 11 .- .-
X= =4 et Y= =3-2=1 et Z= =2 douuav|{ 1l {= vau|-1
32 11 20
2 +2
24
2un3v=6.unv doit 2un3v| 6
-12
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Propriété:

-

(O,f,j, 12) est un repére orthonormal :®si ﬁ(x,y, z) alors | y

osi M(x,y,z) alors OM= 4/x?+y2+72

oSi A (xA,yA,zA) gt B (XB, Yg» zB)alors AB=\/(xB—xA)Z4—(yB—yA)2+(ZE,—ZA)2

- X > x' -> > .
ulylet u'lyl; ulu sietseulementsixx’+yy’+zz’=0
zZ VA

Y vererery
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ENONCES

( ; Déterminer I’ensemble des points M de I’espace dans chaque cas :

a) -hl\i—g— =1(A et B sont deux points distincts ).

b) U. m:(ﬁ un vecteur donné non nul et A un point de [’espace)

c) MA . K/IT3=;49— (avec [AB] de longueur 3)

\V

(O,T,}, E) un repere orthonormé . Soit D la droite passant par A(0,8,-6) et
2
de vecteur directeur U| -3
2
Soit B(3,7, -2) et t un parametre réel M(x, y, z)eD < AM=tu.
1) Exprimer les coordonnes de M en fonction de t.

2) Calculer BM? . Pour quelle valeurs de t la distance BM est minimale,

Calculer ce minimum et donner les coordonnées de M; correspondant.
3) Vérifier que (BM,) L D.

WIndiquer la réponse exacte par a, b ou c . Justifier votre réponse.
1) (utv)A(u-v)est égalea:
2) 0 b) -2UAV U v
a a'
2) n| b | vecteur orthogonal au planPetr_l' b' |vecteur orthogonal au
c c'
plan P'etPestparallelea P'alors:
a) n.n'=0 b)ﬁ/\ﬁ‘=6 c) nln
1 1 —
3) A(-—2-, 0,0); B(E,O, 0)et M(x,y,z) alorsMAAMB

est decoordonnées:
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0 0 y
a)|-z b)|z c)|-z
y y 0

;; Dire si I’affirmation est vraie ou fausse. Justifier votre réponse.
1) u,v,w sonttrois vecteurs coplanaires =>uAv Lw.

2) “E A KC” = Paire du triangle ABC,
3) (ﬁm“v)/\v“v=(ﬁ.6v")§-“€v*lf 1 avect (a,0,0) w(b,c,0)

dansR.O.N(o,1, },k)

; Dans I’espace on considére une base O.N. (;,3, E)

u=i-j+2k , v=-i+2j+k , w=2i+].

Calculer les coordonnées de (ﬁ A ;7) AW et UA (\7 A @) comparer les
résultats.

V)éterminer le réel a tel que u=1-2j+k et v=-2i+4j+ak soient
colinéaires.

; Soit dans I’espace un repére (o,i 3, E) orthonormé direct
A(1,0,1) ; B(2,0,0) ; C(0,2,-1).

1) Calculer I’aire du triangle ABC.

2) Déterminer les coordonnées du vecteursn normal au plan (ABC)

Dans I’espace rapporté a un repere orthonormé direct on consideére les
points : A(1,0,0) ; B(l,-1,1) ; C(-2,0,1).

1) Déterminer le barycentre G des points A, B et C affectes respectivement des
coefficients 2, -2, 1.

2) On associe a tout point M de 1’espace le vecteur V=2MA -2MB+MC.

Exprimer le vecteur V en fonction du vecteur MG.

3) a) Le point M de coordonnées (X, y, z). Déterminer E /\V .
b) Calculer EV
4) Déterminer le point M tel que ABAV=0A et AB.V=0.
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; (0,13, 12) R.O.N direct. On considére la droite D passant par A de
vecteur directeuru . Soit M un point quelconque de I’espace.

MA A u“
I

2) Application : A(4, -2, 6) u(1,-2,2) M(0, 2, 0). Calculer d(M, D).

1) Montrer que distance de M a D est égale a

v (0,1, 1,K) R.O.N direct. On donne les points A(3, 2, -1) et H(1, -1, 3).
1) Calculer AH.
2) Déterminer une équation de plan P passant par H et orthogonal a (AH).
3) On donne les points B(-6, 1, 1) C(4, -3, 3) et D(-1, -5, -1).

a) Montrer que B, C, D appartiennent au plan P.

b) Calculer les coordonnées de BCABD .

c) Montrer que I’aire du triangle BCD est égale & 54/29 .
145

d) Montrer que le volume du tétraédre ABCD est égal a T .

(Formule du volume de tétraédre%Base xhauteur ).

4) a) Calculer I’aire de ABC.
b) Calculer la distance de D au plan (ABC).

On considere les points A, B, C de coordonnées respectives (2, 0, 1)

(3, -2, 0) et (2, 8, -4) dans un RO.N.D (0,1, ,K).

1) Soit M(x, y, z). Déterminer les coordonnées dem /\m .
X+ty=-4+2z

2) Déterminer les réels x, y, z tels que { x-y=-11+2z
2x+y-z=8

3) Montrer qu’il existe un unique point N vérifiant ANABN = CN

et donner les coordonnés du point N.

1
4) a) Montrer que le volume du tétra¢dre ABCN est égal a ECNZ .

b) En prenant M = C et en utilisant la question 1°)
Calculer I’aire du triangle ABC.
c¢) En déduire la distance de N au plan ABC.
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;; Soit (O,0A,0B,OC) un R.O.N.D et M(x, y, z)
H son projeté orthogonal sur le plan (ABC) et K son projeté orthogonal sur
la droite (AB).
1) a) Soit G le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients 1, 1, 1.
Déterminer les coordonnées de G.
b) Montrer que (OG)_L(ABC).

c¢) Donner une équation cartésienne du plan (ABC).
— — ]
2) a) Montrer que IMA.OG’ =—MH.
3

b) Calculer la distance de M au plan ABC en fonction de x, y et z.
3) a) Interpréter g€ométriquement "m A M—B\‘

Exprimer la distance MK en fonction de cette norme.

1
b) En déduire que MK=T\/222 +(1-x-y)? .
2
4) On se place dans le plan (OAB) : z = 0 et on considére I’ensembleI” des
points de plan (OAB) qui sont équidistants du point O et du plan (ABC).
a) Montrer que I'" ne contient aucun point de la droite (AB).
b) M(x, y, 0) un point de (OAB) et n’appartient pas a (AB).

MH
En utilisant les questions 2) et 3) Calculer ——.
MK

VOn donne, dans le plan, un quadrilatére convexe ABCD
es diagonales [AC] et [BD] se coupent en E.

Soit F le point tel que DF=BE.

1) Comparer les distances BD et EF puis les aires des triangles ABD et AEF.
2) Montrer que le quadrilatére ABCD et le triangle AFC ont méme aire .

3) Montrer que ACABD=ACAAF.
En déduire I’aire du quadrilatére ABCD a I’aide d’une expression faisant
intervenir les vecteurs ACet BD.
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CORRIGES

; 2 MA_ o MA=MB
MB

I’ensemble des points M vérifiant % = ] est la médiatrice du segment [AB].

b) U.AM=2. Soit1le point tel que Al=U.
Soit H le projeté orthogonal de M sur (A). D’ot U.AM=AI.AM = AI.AH

Done ﬁ.m=2©ﬁ.ﬁ=2oﬁ=%

D’ol ’ensemble recherché est le plan orthogonal a la droite (AI) au point H

défini par E=i
Al
e 9
c) MA.MB=-Z

Si on appelle I le milieu de [AB] alors IA+IB=0.
m.@=-%®(l\_ﬁ+ﬁ).(m+ﬁ)=%

@MIZ+MI.(E+E)+E.I§=-% orTA+B=0
2 U TA £ TA 9 2 9 2
<Ml +IA.(-IA)=-2C>MI =--4~+IA

< M =.Z+(T)2 =-Z+Z=0 SMI=0=M=1

d’ou I’ensemble recherché est {1}.

, x-0=2t x=2t
(; 1) AM=t .U <{ y-8=3t <] y=-3t+8
z+6=2t z=2t-6
D’ott M(2t, -3t + 8, 2t — 6).
2)BM?=(x 32+ (y =T+ (2 +2* =2t =3 + (3t+8 - 7>+ (2t -6 +2)
= (2t=3)%+ (3t + 1)* + 2t - 4)°
D’od MB? = 17¢% — 34t + 26 . Soit f(t) = 17t* — 34t + 26.
f dérivable sur IR, f'(t) =34t -34etonaf'(t)=0=t=1.
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f —00 1 400

f'(t) - C? +
f(t) \J/'

f's’annule en 1 et change de signe au voisinage de 1 donc BM? est minimal

pour t = 1 d’ott BM est minimal pour t = 1
BM =,/17-34+26 =3 et les coordonnées de M, (2,5, -4).

2-3 -1
3) BM,| 5-7 |dou BM, | -2
4+2 2

BM, .U =-2 + 6 — 4 =0 par suite (BM,) LD.

; 1) (l_i‘*‘;/)A(;l-;/):l—i/\l_i—a/\;'i‘;//\ﬁ “VAV

0 0
=-UAV -UAVZ-2UAV.
ainsi la réponse est [EI .

2) P/ P <1 et n' sont colinéaires <> nAn'=0
d’ott la réponse est |£] .

L 1
]2 12 R
3) MA| -y MB| -y |alors MAAMB|Y
-Z -z Z
-y - --1—-x —-X 1 1
avecX = y=O et Z=|2 2 |I=YE—-X)+ty(=-x)=y
-Z -Z 2 2
-y Y
-Z -Z ! !
etY={1 1 |=2z-K)+z(-=-K)=-=z
-—2"-X "2"-X 2 2

ainsi la réponse est E .
_\_; 1) Vraie: u,v,w sontcoplanaires = w=au+bv
oruanvlu et uanv.Llv doncuav L aut+bv=w.
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2) faux : ”TB A E” =2xaire ABC=aire ABC.

3) Vrai: ﬁ/\@(0,0,ac) = (ﬁ/\vﬂv)/\ w apour coordonnées
(0-ac®,acb-0,0-0)
- — — - — — 12
=>(uAw)Aw (-ac’,ach,0). Onaussiu.w =ab et “w“ =b?+c’.

—|2 -
d’ou (u.w)w -|lW“ .u a donc pour coordonnées (-a’c, abc, 0)

donc (u/\w)/\w (u w)w

1
; ona: ul| -1 vl 2 alors uAv| Y

2
-1 2 1 -1
= =-1-4=-5 et Y= =— et Z= =1
2 1 1 -1 -1 2
-5 2 -1
ot uav|-3| or w|1 | donc (ﬁ/\\?)/\@ 2
1 0 1

Des calculs analogues donnent : uA (\7 A ;\7) =i+ 3-j+ k

on a donc (ﬁ/\\?) W ﬁ/\(\?/\'v?)

1 -2
;; uetv sontcolinéaires < uav=0 oru|-2 | v| 4
1 a

ﬁA;=(—2a-4);+(-2-a)3 ce vecteur est nul
donc -2a-4=0 et -2-a=0& a=-2
11— — S _
Cn aireABC=—“AB/\AC“ or AB(1,0,-1) AC(-1,2,-2)

J_

d’ot ABAAC= 21+3]+2k eta1reABC——,/4+9+ =

2) n le vecteur normala (ABC)=> nlAB etn L AC
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2
—n=ABAAC = n| 3
2

1) 0G=—L (2OA-20B+0C)=20A-208+0C
2+(-2)+1

alors Xq =2x, -2X, +X.=-2 et y,=2y,-2ygty.=2

et z; =2z, -2z, +z.=-1 d'ou G(-2,2,-1).

2) V=2MA -2MB +MC =2(MG+GA)-2(MG +GB) +(MG +GC)
=MG +2GA -2GB+GC=MG

0

0 -2-X
3) a)rB 1| v 2-y = ABAV a pour coordonnées
1 -1-z
-1 2-y 1 -1-z 0 -2-x
=l+z-2+y=y+z-1; =-2-x et =-2-x
I -1-z -2-x -1 -1-z
y+z-1
ot ABAV| 2-x
2-x
b) A_E.V=-2+y—1—z=y-z-3.
4) AB.V=0 < y-z-3=0
y+z-1=1
e — y+z-1=0
ABAV=0A & {-2-x=0 &7 5
2-x=0"

y+z-1=1 . ]
3=0 on additionne membre 2 membre on obtient 2y —4 = 1
y-z-5=

soit y=5 d’ol z=—§ .Un seul point répond au probléme c’est le point

5 1

de coordonnées (-2,—,— E)
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; ; 1) Soit H le prOJete orthogonal de M sur D alors d(M, D) = MH.
MA Au= (MH+HA)/\u MA Au+HA Au=MHAu
\__Y_J
0

car (H,AdespointsdeD= HActu colinéaires)

T v s e M vz 1 RN v 8 s P v
“MA/\u”=”MH/\u”=“MH“.”u” sin=| = ”MH"”U” carMH Lu
o mx\ﬁll
ainsi MH = = =d(M, D).
ul
4 1 4
2) MA| -4 | et u| -2 | alors MA AUl -2
6 2 4

d’od HMA/\uU—‘/16+4+1 =6 et ” U—,/1+4+ =3 dou d(M, D)——— .
2
'1) AH-| -3 | alors AH=,/4+9+16=+/29

4

2) (AH).LP donc AH vecteur normal de P : -2x - 3y+4z+1=0
or HeP donc -2+3+12+d=0 < d=-13 d'ou
P:-2x-3y+4z-13=0.

3) a) Les coordonnées de B, C et D vérifient I’équation de P :
(-2x-6-3%1+4x%x1-13=16-16=0 = BeP) demémepour Cet D.

10 5
b) BC| 4 | et BD| -6 | donc BC A BD a pour coordonnées (20, 30,-40).
2 -2

¢) I'aire (BCD)=-;— ”EEAE_)S”%\/zoz +30% +40? =54/29.
d) vzéBxhzé(aireBCD)xAH%5@.\@:%.

4) ) Aire (ABC) :%HTA—EE A KE"
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9 1
AB| -1 |; AC| -5 [ et ABAAC(6,38,46)
12 4

d'ou I'aire (ABC)=%,/62 +382 +46 =+/899 .

1. .
b) Le volume de ABCD = 3 aire (ABC)*hauteurissuede D

3V _ 145 _ 2_9
aire ABC /899 31

:%aire (ABC)xd(D,(ABC)= d(D, (ABC))=

x-2 x-3
V) AM y BM y+2 | alorslescoordonnéesde AM A BMsont :
z-1 z
y y+2 :
X= . =yz-(z-1)(y+2)=y-2z+2
Z._
z-1
Y= =(z-1)(x-3)-z(x-2)=x-z+3
x-2 x-3
X-2 -3
= =(x-2)(y+2)- y(x-3)=2x +y-4
y y+2
y-2z+2
doit AMABM| x-z+3
2x+y-4

-x+y=-4+2z (1)
2) -x-y=-11+z (2)
- |2x+y-z=8 (3)
() + (2)donne 2x=-15+3z = 2x=15-3z
7T+z

(1)-(2)donne 2y =7 +z = y=—2—

7+
On remplace dans (3) on obtient : (15-3z)+—25-z=8 =z=3

d'ou 2x=6 =>x=3 ety=5
la seul solution de ce systéme est : (3, 5, 3).
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y-2z+2 x-2
3) On sait que ANABN| -x-z+3 | et CN y-8
2x+y-4 z+4
y-2z+2=x-2
ANABN=CN < -x-z+3=y-8
2x+y-4d=z+4
X+y=2z-4 x=3
Soit § =x-y=z-11 < Jy=5
2x+y-z=8 z=3

D’oti il existe un unique point N(3, 5, 3) solution du systeme de la
question 2).

4)2) ANABN=CN alors CN_L4AN eta BN = CN L(ABN) =CN
est 1a hauteur de tétraédre ainsi le volume(ABCN)
AN A I_Bﬁ 14— 1
=1aire(ABN)><CN=1><’l “XCN =—[cN|. on=—cn”.
3 3 6 6
b) En remplagant les coordonnées de M par celles de C
X=8+8+2=18
On obtient 3 Y=-2+4+3=5

Z=4+8-4=8

L’ aire de ABC%])TCABT“:—;-JlsZ +52 482 =l/—22—13—.

c¢) Le tétraédre ABCN a pour base ABC et pour hauteur issue de N
appelons h la distance de N au plan ABC

Volume de (ABCN) =—§- aire (ABC)xh or Volume de (ABCN) =% CN’®

D’ol %hx aire (ABC)=%CN2

Lew 1
o 2 T _
Soit h=—%——— or CN| -3 | = CN=,/1+9+49=+/59
o aire (ABC) ' - ‘

7
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1 2
5J5‘9 s
1 a Va3
2

D’ou h=

=29.

N}y 1y 56 =—L 0K +08-+00)~ L (GA 55+ 56)
1+1+1 3

o 1 1
dou x4 =§(XA+XB Xc)s Vg =§(yA+yB+YC) et

|
Zg =§(ZA tzy+2z.)

or A(1,0,0); B(0,1,0) et C(0,0, 1) donc G(%,%,é—).
1
? 1 1
b) OG 3 AB| 1| AC| 0
1 0 1
3

0G.AB=-2+1-0 t 0G.AaC=-1+1¢
3 3 3 3

donc OG LAB et OG LAC =(0G)L(ABC).
¢) (0G) L(ABC) alors OG est un vecteur normal a (ABC)

d’Oﬁ(ABC):—l3—X+§y+%z+d=O or Ac(ABC)= d=-%

ainsi (ABC) :%x+%y+%z-%=0’ ouencore (ABC):x +y+z-1=0.

2)2) MA.OG=(MH+HA).OG or OG LHA car (HA)c (ABC)
=MH.OG +HA.0G=MH.OG

v
don [m.o_éHiﬁbE] or (MH) L (ABC) et (OG) L(ABC)
donc (MH)||(OG) d'ou MH et OG sont colinéaires.
donc (MH.OG)=0 ou n(2n):lcos(m,66) =1
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Solutions

par suite ,TVTA O_G‘ ="W—I l "6@” .

1-x %

cos (Mﬁ,FG)
1

b) MA. -y 0G| } alorsm.@=l(l-x-y-2)
3 , 3

-7 %

Im.—O—G|=-;—|l-x-y-z| d'autrepart‘l\ﬂ.bﬁ%———

d’ou MH=\/§’1\TA..66|=—\Q—-3_|1-X-y-Z|.

1

=MH.OG=MH.—.

V3

3) a) La norme de "m A 1\7[]5” représente 1’aire du parallélogramme

ayant les segments [MA] et [MB] pour cbte consécutifs or le

double de I’aire du triangle AMB.
K étant le projeté orthogonal de M sur (AB)

= (MK) L(AB) = MK est la hauteur du triangle AMB dont Iaire

est —I\%A—B 0rAB=\/§.

On peut donc écrire 1’aire du triangle AMB est

“MA/\MB‘
N i

Soit M

1-x -X
b) MA -y |et MBI 1- y
-Z -Z
— Lescoordonnées de MA A MBssont:
vy Ly
-Z  -Z

=zet Y=|
1-x =x

X =
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z
=MAAMB| z ﬂl’m/\m"=\[zz +z’ +(1-x-y)’
I-x-y

2 2
ainsi MK =Y 22 (L-x7Y)
V2
4) a) On a (AB) c (ABC)=> la distance de tout point de (AB) au plan
(ABC) estnul et (Og(AB) la distance O a droite (AB) n’est pas nul)
=1 ne contient aucun point de (AB).

’22__'_1__2
b) Ona MK = z +(1-x-y)

or remplacant z par O

J2
Axyy 1
On obtient MK =——=/(1-x _]X y-
«/_ V2
MH _\/I’ll""'y'Z| MH _[2
M¢ (AB)=>MK #0 =>——= 31 or z=0 dof ——==,|=
M T£,X+y'll MK V3
. . . __A
l)OnaBD BE+ED= DF+ED D
=ED+DF=EF =BD= EF
B C

aire (ABD) =E BDxAH et aire (AEF) =% EFxAH

H est le projeté orthogonal de A sur (BD) = (EF) et comme BD = EF
alors aire (ABD) = aire (AEF).
2) Aire de (ABCD) = I’aire ABD + I’aire BCD on sait que

aire (ABD) = aire (AEF)on a aire (BCD) = %BD  CK et 'aire CEF%EFX CK

1'aire CEF = % EFxCK (K le projeté 1 de C sur (BD) = (EF) )d ot

I’aire BCD = I’aire CEF. donc Aire ABCD = aire AEF + aire CEF = aire AFC.

—— —— —— —  —

3) Ona BD=EFalorsACABD=ACAEF= AC/\(EA+AF)

- . _ JE— _

=ACAEA+ACAAF. car A, C, E alignés. d’ou ACABD=ACAAF.

—— —

0
« aire ABCD = aire AFC =1||EAKF|'=1||TCA@".
2 2
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Chapitre XI
Equations de droites et de plans
Equation d'une sphére

W Equations paramétriques et équations cartésiennes d’une droite:
* Une droite est déterminée par la donnée de deux points
ou un point et un vecteur directeur.

. - 5 o N ->f{a
* Soit (O,i )] ,k) un repere, u|b et A(xo,yo,zo)
v

M(x, Y, Z)EA(A,;)omzaz

X=0a + X0 , o .

A{y=ab+yo; aelR ; c’est une représentation paramétrique de la droite A,
Z=0C+ Z0

ou encore les équations paramétriques de A.

* Remarques:
Si on a une représentation paramétrique d’une droite on peut avoir un vecteur

directeur et un point .

x=20+]
Exemples: A3 y=30-5 ;aelR
z=6a+3

- (2
Onaalors u (%} est un vecteur de Aet A(1,-5,3) est un pointde A

2) D’aprés la premiere équation du systeme, on trouve o = %x _% les deux

=3x.3_ S2v-13=
Y=5%-5 =5 oot {3x 2y-13=0

autres équations deviennent 3 -0
z=3%x -3+3 X-z=

ce systeme est appelé les équations cartésiennes de A.

ax+by+cz+d=0 , . . i
mA: est une représentation cartésienne de la droite
ax+by+cz+d=0
Asi seulement si ab’-a’b#0 ou ac’-a’c #0 ou be’-b’c#0.
Si et seulement si a, b, ¢ et a'b' ¢' ne sont pas proportionnels
Xx+y+z=0

n pose ['une
x+z-1=0 P

Exemple: si A a pour représentation cartésienne {

T
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des inconnues X ou y ou z par ¢., on retrouve la représentation paramétrique :

X=aq
Si on pose x =a le systeme devient { y = ¢ - (1 - a) soit {?1;?1 (a € IR)
z=1-a

z=1-q

H Equations paramétriques d’un plan
* Un plan est déterminé par la donnée de 3 points non alignés ou 1 point et 2
vecteurs non colinéaires.

* P est le plan passant par A(Xo,yo,zo) et deux vecteurs non colinéaires

—->(a -»(a
u (b} etv [b:] .
c c
x=0a + fat+xo

M(x,y,z)eP < AM =0, H +p 3 d’ou Px y=0b + Bb4+yo (a,B)e IR?
‘ z=0c + fc'+zo

C’est une représentation paramétrique du plan.

N Equation cartésienne du plan P :

P:ax +by+cz+d=0avec (2,b,c)=(0,0,0).

* Remarques :

1)Pour passer de 1’équation cartésienne & une représentation paramétrique, il
suffit de poser x =a ety =P et en remplacer dans 1’équation de plan pour

avoir le systéme,
2) Pour passer du paramétriques au cartésienne on choisit deux équations pour
avoir oet le Bet on remplace dans la troisiéme, on obtient une équation
cartésienne.
B Vecteur d’un plan:

a

>
u | B | estun vecteur du plan Pr:ax +by+cz+d=0

Y
Si et seulement si a0 +bB+cy=0.
B Positions de deux plans:

- - - -
P(A,u,v), P‘(B,u’,v')

- Si :1) et :/) sont deux vecteurs de P’ alors P // P’.
Side plus AP’ alorsP=P
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—

N
- Sil’un des vecteurs u ou v n’est pas un vecteurs de P’ alors P est sécant a P’.
B Positions droites et plans:

- - -
D{A,u{,PIB,v,w

- D // P si et seulement si uest un vecteur de P si de plus AeP
alors DcP.

N
-Det P sont sécants si et seulement si u n’est pas un vecteur de P.

m Orthogonalité ~ distance d’un point & un point :
" Un vecteur non nul est dit normal d’un plan P s’il est orthogonal a tous les

vecteurs de P. Si (ﬁ;V) est une base de P etn un vecteurs normal de P alors
nluetnlv
¥ Une droite D est orthogonal a P si et seulement si W le vecteur directeurs de

D est colinéaire au vecteurs normal de P.
®a, b, c et d quatre réels données, I’ensemble des points M(x, y , z) vérifiant :
ax + by + cz +d =0 avec (a, b, ¢)# (0, 0, 0) est un plan de vecteurs
a
normal n| b |.
c
®P et P’ deux plans, d’équations respectives :
ax+by+cz+d=0 eta’x+b’y c’z+d =0 dans un repére orthonormal.
* P1P'< n.n =0 <aa'+bb'+cc'=0.
" Dans un repére orthonormé, P le plan d’équation ax + by + cz+d =0
La distance d’un point A(Xa , Ya , Za) au plan P est donnée par :
|axA +by, +cz, +d|

\/a2 +b%+c?

d(A, P) =

M Intersection de deux plans :
P:ax+by+cz+d=0;P":ax+by+cz+d'=0

a a
n| b | vecteur normaldeP ; n'| b' | vecteur normal de P,

C C
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P et Q sont strictement paralléles < n=o.n' et ad'=#d.
* P et Q sont paralléles <> n=q.n' < netn' sont colinéaires.

* P et Q sont sécantes <> PetQ non paralléles <>n etn' non colinéaires.

B Intersection droite et plan :
a a

P:ax+by+cz+d=0; n| b | vecteur normal de P. u B |est un vecteur
c )
directeur de la droite A qui passe par A(xa, Ya, zA)
*A//Pc>u.n=0< oa+pb+c+0
Si de plus axs + bya +cza + d =0 alors AeP donc AcP
et siaxa + bya +cza +d=0 alors A¢P donc A est paralléle strictement & P.

*AcoupeP < u.n =0

Sphere :

W Définition :

Soit R un réel strictement positif, I un point de ’espace. L’ensemble des points
M de I’espace tels que :

IM =R est la sphere de centre I et de rayon R, noté : S(I, R)

M Théoréme :
Soient A et B deux points de I’espace. La sphere de diametre [AB] est

I’ensemble de points M de I’espace tels que AM.BM=0.

B Equation cartésienne d’une spheére :

Soient (O,Y,}, 12) un repére orthonormé , le point A(Xa, Ya, za) de I’espace et r
un réel strictement positif.

La sphére S de centre A de rayon r est I’ensemble des points M(X, y, z) tel
que (X =%+ (y = ya) + (2-2p)" =17,

c’est I’équation cartésienne de S.

* En développant cette équation on obtient alors une équation de la forme :
X*+y' +zZ+ax+by+cz+d=0.
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M Positions Sphére et plan :
P:ax +by+cz+d=0etS de centre [ de rayon R.

*Sid(I, P) =R =SnP= {H} H est le projet¢ orthogonal de I sur P.
On dit que P est tangent a S. :

*Sid(,P) >R =SNP =¢. On dit que P est extérieur 4 S.

* Si d(I, P) <R =SNP estun cercle de centre H de rayon/R* -d?.
On dit P et S sont sécants. ’
Le point H vérifie [IH=on oun vecteur normal de P et HeP.
Remarque : Si d(I, P) = 0 alors SnP est le cercle de centre I et de rayon R.

W Théoréme :
L’ensemble des points M(x, y, z) tel que x* +y* +z* +ax + by +cz+d =0 est:

* Une sphére de centre I(———; ,% ,:zgj derayon R=+h

2+ 2+ 2
4
. -a -b - .
* Un singleton {I| —,—,— |+ sih=0.
222
*Levidesih<0.
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ENONCES

) 7N by 7o i Sl d
W Dans 1’espace rapporté a un repére cartésien (o, 1,73, k)

Soient les points A(2,-3,4) ;B(1,0,2) ;C(2,-1,2) ;D(1,-1,3).

—_— e

1) Montrer que les vecteurs AB, AC, AD sont coplanaires. ~
2) a) Donner une représentation paramétrique de la droite (AB),
vérifier que O & (AB).
b) Ecrire une équation cartésienne du plan P passant par O et contenant
la droite (AB).

WSoit ABCD un tétraédre ; (B,EK,EE,EB) est un repére de ’espace

noté R . Soient P le point définit par: 2 PA +PB =6 et G le point défini par

—_— — —

GA +GB+GC+GD=0.

1) Déterminer les coordonnées de P et G.

2) Déterminer une représentation paramétrique de (PG) et une équation
cartésienne du plan Q = (BCD).

3) Déterminer les coordonnées du point d’intersection (PG) et Q.

4) Soient M(1,1,-1)g;N(0,2,-1)g et L(2,-1,1)z. Montrer que M,N et L
déterminent un plan P. Ecrire une équation cartésienne de P.

'5) Monter que P et Q sont sécants et déterminer un représentation
paramétrique de PN Q. :

r by 3 I M g - e
VDans I’espace rapporté a une repére cartésien (O,i, j,kJ ,on

considere les points A(1,1,-1); B (m, 2, m) et C (1, 2, -4) ot m désigne un
parametre réel.
1)Déterminer ’ensemble des réels m, pour que les points A,B,C ne soit pas
alignés.
2) Pour les valeurs de m obtenues dansl) on désigne par Py, le plan passant
par les points A,B et C.

a)Trouver une équation cartésienne du plan Py,

b)Démontrer que tous les plans Py, contiennent une droite fixe D dont

on déterminera une représentation paramétrique.

WOn considere les ensembles:

Dz{M(X,y,z)eé;X_3 = y;l = ZZZ}
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3

1)Montrer que D et D’ sont deux droites.

2) Montrer que D et D’ ne sont pas coplanaires

3)soit A(1,-1,3), Ecrire une équation cartésienne du plan P
vérifiant: AeP, D//P et D'//P.

4)On considére le plan P’ d’équation cartésienne: x-2y+z-1=0. Etudier
I’intersection des deux plans P et P’.

VSoit (O,_i),}), E) un repére de &, on donne A(1,2,-1)

et D'={M (x.y.:z)e é;—xz—z _¥E z+1}.

x =2-40 x=-1-f
D,:qy=1+a avec aclR;D, 7y =2+2Bavec feIR
z=3+2a z=3-3f

1) Déterminer une représentation paramétrique du plan P passant par A
et paralléle a D, et a D,.
2) Donner une équation cartésienne du plan P.
3) Etudier la position de D, et D,.
4) Soit B,(m+6, m, m+1) avec m un parametre réel
a)Pour quelle valeur de m, B,,€ D.
b) Déterminer une représentation paramétrique de (ABy,).
5) Pour quelle valeur de m, on a (AB,,) / D,.
6) Déterminer m pour que (AB,,) CP.

W [0,_{,?,_12) étant un repere de§ et A(m-1, m, m+1) un point de§ .

X=2-X

Soit D la droite de représentation paramétrique {yz 1+A ; AelR.
7=

|

1) Pour quelle valeur de m, AeD.

2) Dans la suite de ’exercice, on suppose que m7# 2. Déterminer une
équation cartésienne du plan P passant par A et contenant la droite D.

3) Soit Dy, la droite de représentation paramétrique

X =-1+my
y=1+(m-1)y ; velR.
z=1+my

a) Etudier la position relative de D et Dy,.
b) Ecrire une équation cartésienne du plan Qy, contenant Dy,
et parallele aD.
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c) Démontrer que A € PN Q,, puis déterminer une représentation

paramétrique de PN Q, .

vSoit P, le plan d’équation: (m+1)x+(2m-1)y+(m-1)z+2+m=0 ou

melR

1) Montrer que tous les plans P,, contiennent une droite fixe D, dont on
donnera une représentation paramétrique.

2) Montrer que D est incluse dans le plan Q:x+2y+z+1=0.

3) Tout plan contenant D est il un plan Py,

4) Soit le point A(cost,0,sint). Déterminer m pour que A € Py,

oient Py le plan d’équation: mx+(3m-2)y-z-m+2=0 et D, la

droite degd’équation: dans le repére cartésien (o , T , ? , Ej,

N 2
Bytz+l+3a=0 OUMAER

{ x—-y+a-1=0

1) Déterminer un vecteur directeur de D,.

2) Déterminer m pour que Py, soit parali¢le a D, . Déterminer alors P, ND, .

3) Montrer que pour toutmeIR , P, contient une droite fixe Aque I’on
déterminera.

4) Déterminer a pour qu’il existe un plan Q qui contient Aet D,

Déterminer alors 1’équation cartésienne de Q.

; (0,1, 3, k) un repere orthonormé. Soit P etP'deux plans d’équations
respectives : 2x —y+z+1=0et-6x+3z+2=90

a) Montrer que P et P' sont strictement paralléles.

b) Déterminer une représentation paramétrique de A la perpendiculaire a P
passant par A(1,0,-1).

v @(O,f, 3, E) un repére orthonormé.

LeplanP:2x~y+z+1=0etleplan P' :y+z-8=0
a) Montrer que les plans P et P' sont perpendiculaires.
b) Soit A(-1, 5, 3). Montrer que A est un point de P'.
Déterminer la distance de A au plan P.

; (O,T,}, k)un repére orthonormé. Soient les points A(2, -3, 4) ;
B(-3,1,2) et le vecteur U=-i+ 23+ 3k.
1) Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par A de
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vecteur directeur U .
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P passant par B
et perpendiculaire a D.
3) a) Soit H le projeté orthogonal de A sur P. Déterminer les coordonnées
de H.
b) Calculer la distance de A au plan P.
4) a) Quel est le projeté orthogonal de B sur D ?
b) Calculer la distance de B a la droite D.

; (O,T, 3, 12) un repére orthonorme.

1) Déterminer un équation cartésienne du plan P passant par A(1, -1, 0)
et de vecteur normal n= 2f+]-12 .

2) Soit P' le plan d’équationx —y+z+2=0.
a) Montrer que P LP'.
b) Calculer la distance de H(0, 1, -3) a la droite D=PP'.

3) a) Donner un systéme d’équations paramétriques de D.
b) Déterminer les coordonnées du point M de la droite D pour le quel
HM est minirmal.

; (O,f, 3, f() un repére orthonormé, on considere les points A(1, 2, 0) ;

2 1
B(0, 2, 1) et les vecteurs Ul1let V2],
4 5

1) Montrer que les droites D, passant par A de vecteur directeur UetD;la

droite passant par B de vecteurs directeurs V. sont non coplanaires.
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant D,
et parallele a D,. _
3) Trouver une équation du plan Q contenant D, et perpendiculaire a P.
4) Déterminer les coordonnées du point I intersection de D, et Q.
5) a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite A passant
par I et perpendiculaire a P.
b) J désigne le point d’intersection de A et D,. Calculer IJ.

'; (O,Y, 3, f() un repere orthonormé.

On considére la famille de plan Py, (m— D)x+ 2m - 1)y +mz+2m+3 =0
avec melR.
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1
1) Existe-t-il une valeur de m pour que v/ 2 |soit un vecteur normal de P, ?

3
2) Pour quelle valeurs de m, P, est perpendiculaire au plan Q ;
Q:x+2y-z+1=0
3) Pour quelle valeur de m, P,, LD
- +
avec D ={M(x,y,z)e £/ ~X?1—=YT2=2+2}.
:/ On considere les plans Pr: 2x —3my +2z+m—1=0; melR.
1) Montrer que tous les plans P, contiennent une droite fixe A paralléle au
plan (O,T,f() . '
x-2y+1=0
y-z+1=0

a) D et A sont-elles coplanaires ?
b) Trouver une équation du plan contenant D et paralléle 2 A .

2) Soit la droite D : {

3) a) Existe-il un plan Py, parall¢le a a droite (0, 3 ).
b) Soit le point A(cosza,g,-%cosaj avec 0.[0,7]

Peut-on déterminer o pour que AeP,,?

'l 0,1, 3, K)un repere cartésien.

1) Montrer que I’ensemble des points M(x,y,z) de I’espace.
Vérifiant : (x + 2y —z +2)* + (3x + y + 2z -1)* = 0 est une droite D dont
on déterminera un vecteur directeur .

2) Démontrer que 1’ensemble des points M(x,y,z)

Vérifiant (x + 2y — z + 2)* - 3x +y + 2z -1)> = 0 est la réunion
de 2 plans. P et Q dont-on donnera les équations cartésienne.
Prouver D=PnQ :

3) A tout me IR, on associe le plan P,,, d’équation cartésienne :
P (1 +3mx+Q2+m)y+(2m-1)z+2-m=0.

Montrer que tout plan Py, contiennent D.
Tout plan contenant D est-il un plan P, ?

;;L’espace étant rapporté a un repére cartésien (O,T, }, E) . On considére
les droites D et D' de représentation paramétriques :
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x=-1-2a x=1+tA
D:ky=2-a ;aelR et D'<y=5-A4 ;AelR
z=-2+30 z=1-3\

1) Déterminer la position de D etD'.
2) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant A(0,-1,2) et
parallelea Deta D'.
3)leplanP,: (-m+ Dx+2(m+2)y—(m+ 1)z+ 1 =0.
Montrer que tous les Py, contiennent une droite fixe A .
4) Déterminer P, N P.
5) a) Déterminer m pour que D soit paralléle a P,
b) Dans le cas ou D n’est pas parall¢le a Py,
Déterminer les cordonnées du point I, d’intersection de D et Py,
* De I'exercices 18 jusqu'a 28 Les repéres sont orthonormés.

'; Soit S la sphére de centre A(1,-2,0) de rayon\/ﬁ .

Soit P, I’ensemble des points de 1’espace vérifiant I’équation :
x — 2y + 2z +m = 0 ou m est un parametre réel.

a) Montrer que P,, est un plan pour tout valeur de m.

b) Calculer en fonction de m la distance de A a P,

¢) Discuter selon les valeurs de m la position de S et Py,

d) Pour m = 4, déterminer S M P,

v @Soit la sphére S 1 x> +y* + Z* -x+ 2y —4z+ 3 =0.
2D

Soit D la droite passant par A(3, -3, 1) et de vecteur directeur ul 1
2

Montrer que la droite est tangente a la sphére S.

Soit A et B deux points distincts de 1’espace tel que : AB=a
et I désigne le milieu de [AB].
Déterminer 1’ensemble des points M de I’espace tels que :
MA

MA .MB=k(keIR) b) —=2.
a) (kelR) )MB

Woient A(0,4, -1) ; B(-2,4,-5) ; C(1, 1, -5) et D(1,0, -4).
a) Déterminer une équation du plan médiateur de [AB].
b) Déterminer le centre et le rayon de la sphére S passant par les 4 points
A,B,CetD.
c)leplanQ: x +y+z—1=0 estil sécant a la sphere ?
228



Droites et plans de ['espace " Enoncés

Quel est le rayon du cercle d’intersection de S et Q ?

;; Soient A(6, 0, 0) , B(0, 6, 0) et C(0, 0, 6).
1) Déterminer les coordonnées de G tel que OG+2AG +3BG =0.
2) déterminer 1’ensemble S des points M de 1’espace définis par

(MO +2MA +3MB).MC=0.
3) Soit P le plan d’équation 3x + 4y +% = (. Déterminer la distance du

centre I de S 4 P. Que peut-on en déduire pour S et P ?

%it A et B deux points distincts tel que AB=a; (a > 0).
1) Déterminer 1’ensemble des points M tels que MA* + 2MB* = k.
(k un réel positif).
2) Traiter analytiquement ce probléme lorsque A(1, -5, 2) et B(-2, 1, 2).

'; Soient les points A(4, 0, 0) et B(0, 0, 4) et C(0, 4, 0).

a) Montrer que ABC est un triangle équilatéral.

b) Ecrire une équation de la sphére S de diameétre [BC].

c) Soit L est le milieu [AC], vérifier que IS,

d) Soit P le plan perpendiculaire a (BC) passant par 1.
Ecrire une équation cartésienne de P et déterminer S N P.

;;goit la famille des sphere S;,,, meIR

Sm: X +y +Z2+mx+2m-1)y+m+4)z+1=0.

a) Déterminer le centre @_ et le rayon R,,..

b) Quelle est 1’ensemble des points o quand m varie dans IR ?

¢) Montrer qu’il existe un cercle { (2,1) tel que pour tout meIR,{cS_ .
d) Démontrer que pour tout point M, n’appartenant pas au plan du cercle {

il existe une sphere S,, et une seule passant par M.
€) Démontrer qu’il existe deux sphére S, tangentes au plan Q : z = 0.

va(l, 1,3)et B3, 5, 1).

1) Soit Q le plan médiateur de [AB]. Donner une équation cartésienne de Q
2) A tout réel m, on associe le plan P, d’équation :
Po:(m+2)x~(m+1)y-mz+3m-1=0.
a) Déterminer I’ensemble E; des réels m tels que P, et Q sont paralléles.
b) Déterminer I’ensemble E, des réels m tels que P, et Q sont
perpendiculaires.
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3) Soient § = {M(x,y,2)65/xz+y2 +z2-2x-2y-~§—=0}.

a) Montrer que S est une sphére dont-on précisera le centre I et le rayon.

b) Déterminer suivants les valeurs de m, les positions de plan P, et de
la sphere S.

¢) Déterminer P, S |

%iem P et Q les plans d’équations : P: x +2y -2=0
etQ:2x+z-8=0.
1) Montrer que P et Q sont sécants et donner la représentation
paramétrique de A=PnNQ.
2) On considere S, I’ensemble points de I’espace E tel que :
+y+ 22— 2mx -2y +22m-3)z— 12m+ 1 =0.
a) Montrer que Sy, est une sphére pour tout réel m. Préciser son centre I,
et son rayon.
b) Déterminer I’ensemble des points I, lorsque m vraie dans IR.
3) a) Montrer que S, et Q sont sécants et déterminer leurs intersection.
b) Déterminer Son A

Y@Soient A(1,-2,3); B(-2, 1,-8) et C(0, 0, -2).
1 o

) Montrer que 1’ensemble P des points M de I’espace vérifiant :
MA? — MC? = 10 est un plan orthogonal a (AC).
2) Soit le sphére d'équation x* +y*+2*2x +y+2z=0
Montrer S (P est un cercle dont-on précisera le centre et le rayon.
3) Soit le point G défini par GA +GB-3GC=0.
a) Déterminer les coordonnées de G.
b) Donner une €quation cartésienne du plan Q tangent aSenG.

4) Donner une représentation paramétrique de A , la droite d’intersection de
P et Q puis préciser SN A
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CORRIGES

v -1 0 -1
)AB| 3 ;AC| 2 [;AD| 2
-2 -2 -1
Existe t-il (a,8)eIR? tel que AB=aAC+ BA_IS

il

1

1=-
3=2a+2p & u-:%
-2=-2a-f 1 _
—2=—2—2——l=—2 vral

—_—— —

donc AB = %Xé +AD par suite les vecteurs AB, ACet AD

sont coplanaires.

2) a) Soit M(x,y,z) € (AB) signifie qu’il existe o€ IR tel que AM = o AB or
X—2

— X =2-0 ' , .

AM| y+3 |d’ou <y=-3+3a aveca IR, est une représentation
7 —4 z=4-20

paramétrique de la droite (AB). Supposons que: 0(0,0,0) « (AB)signifie que :

{8 - %3_4?; 30.<> a=1=2impossible donc O(0,0,0) ¢ (AB) .
=4-2a

b) on a:OePet (AB) cP avecO g (AB) d’ou P(O,—(—)X,aﬁ). Soit
M(x,Y,2) € P signifie qu’il existe (A,B)eIR? tel que

. [x=224PB (1)
OM=XOA+BOB<:>{y=—3X 2) avec(rp)eIR?
z=4x+2p (3)

L’équation (2) donne y=-3A <> A= :3—yen remplagant dans (1) on obtient

2 2
X= -Ey +fep=x +§ y . Enremplagons A et 3 dans (3) on obtient:
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4
zZ= —gy +2x +§ y <> 2x —z =0.donc 1’équation cartésienne du plan P

est : 2x-z=0.
V Dans le repére R : (B,EK,_BE, Eﬁ) ona:

B(0,0,0) ;A(1,0,0) ;C(0,1,0) et D(0,0,1)

201-x)-x) (-3x+2
1) Soit P(x,y,z); 2PA +PB| —-2y-y |=| -3y
-2z7-z -3z

3x+2=0 X:%
WPA+PB=0c43y=0 {y=0 d'ouP(—z—,0,0)
=0 R
3z=0 ?
GA+GB+GC+GD=0« 4GB+BA+BC+BD=0
e = =)
<:>BG——(BA+BC+BD)douG(ﬂi,%,ﬂi)R

4
2) Soit M(x,y,z) € (PG) signifie qu’il existe aeIR tel que W :aFé or
2 5
-5 X=%£-=q
2 ke
P 7 d'ou yzza aveco.cIR ;
1 I
4 Z—ZUv

est une représentation paramétrique de la droite (PG).

Q = (BCD) donc Q(B,B_é,ﬁ . Soit M(x,y,z)€ Q signifie qu’il existe
x=0

(\B)eIR? tel que BM = ABC + Bﬁj < 4Jy=A donc une équation
z=

cartésienne du plan Q est: x=0.
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2 5
R T 2 5
—-—a=0
3 12
3) Soit K(x,y,z) € (PG) " Q 1 1
= y = —da < y= —a
4 4
z=la 2= Lq
! 4
x=0

8 2
La premiére équation donne o = g douy= g, Z=

done (PG)NQ ={ (0 % %}}

4) (MLN) est un plan si est seulement si les vecteurs MN etﬁ ne sont pas

— ———

5

colinéaires. Montrons que MN et ML ne sont pas colinéaires:

)

donc MN et ML ne sont pas colinéaires et par suite (MNL) est un plan .

Soit E(x,y,z) € (MNL) signifie qu’il existe (a,B)e R?
x=1—-a+p (1)

tel que EM = oMN + Bﬁi <5 y=1+a-2B (2) ; I’équation (3) donne
z=-1+28 (3)

+1
B = z > en remplagant dans (2) on obtient: a =y + z et on remplace dans (1)

z+1
a et P par leur expression: X =1—-y—z+ > d’ou:

2x + 2y +z — 3=0 donc I’équation cartésienne du plan P est: 2x + 2y +z —-3=0.

x=0
5) Soit M(x,y,z) €PN Q<> x=0
2x+2y+z—3=0©{2y+z_320
est une équation cartésienne d’une droite D, donc P et Q sont sécants
etonaPNQ=D.

Déterminons une representatlon paramétrique de la droite D.
Posons y=aavec 0. €eIRd’ouz=3-2a
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noq

0
éx ) donc P Q est la droite passant par 1(0,0,3) et de
-2a

: ~>(0
vecteur directeur u[ lzj.

X
et par suite D: {y
z

C 1) Soit A (1,1,-1) ;B (m,2,m) ;C (1,2,-4)

A,B et C ne soient pas alignés si et seulement si ABet ACne sont pas
colinéaires.

m-—1 0
A_.B 1 ;Ké 1 TB etE sont colinéaires si et seulement si
m+1 -3 '
lm 10 _
I (1)‘ =0
m—] O‘ =0 m=1 m=1]
m+l 3" Ve ) —=1%1 1=0 < m — _4 impossible
1 1 _ '
m-1 —3‘ =0
L

donc AB et ACne sont pas colinéaires pour toutm € IR .
Par suite A,B et C ne soient pas alignés pour tout m € IR.
2)a)ona A,B et CeP, et A,B et C ne soient pas alignés pour tout me IR donc

P (A,TB, A_c').
Soit M(x,y,z) € Py, signifie qu’il existe (a,B)e IR?
) x:l+a(m-1) (1)
telquem=arB+BE® y=1+a+p ) ;
z=-1+a(m+1)-3p  (3)

I’équation (1) donne (x(m —1) =x-1.

-1 -
1¥ cas si m;tl,a:X ethy-l—Ll.
m-1 m-1
En remplagant dans (3): z=—1+%1;_11)(m+1)—3y+3+3(r’:1:1)

(m—1)z = (m-1) + (x-1) (m+1) - 3y (m-1)+ 3 (m—1)+ 3 (x~-1)
(m+4)x—3 (m—l)y—(m—l)z+m—6=0
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Donc si m#1, Déquation cartésienne du plan Pm est
(m+4)x -3 (m-1)y-(m-1)z+m-6=0.

x=1
2™ cas: Sim=1ona: {y=1+0a+p

z=-1+20-3B
Donc I’équation cartésienne de P, est: x=1.
En remplagant dans P,;: (m+4)x- 3(m-1)y-(m-1)z+m-6=0 m par 1 on trouve P;:
5x-5=0P;:x=1.
Donc pour tout me IR , P,,;: (m+4) X-3 (m—l) y—(m—l) z+m—6=0
b) Soit M(x,y,z) € Py, signifie que :
(m+4)x—3(m—1)y—(m—l)z+m—6= 0
S mx+4x-3my+3y-mz+z+m-6=0
= m[x—3y—z+1]+4x+3y+z—6=0

x-3y-z+l= 0

est vrai pour tout me IR si est seulement si { Ax+3y47-6 =0

x-3y=a-1 (1)

4x+3y=6—-0(2)

On posez=a,{
(1)*+(2) donne 5x = 5 & x=1, en remplagant dans (1) on trouve:

y:%—%a d'ou ——a ; avecoelR

1
3

N < M
[/l
2w

. L . 2
est une représentation paramétrique d’une droite D passant par I(l ’E ,O) et

0
1

N
de vecteur directeur u | — |

3
1

Donc tous les Py, contiennent une droite fixe D définie précédemment.

W 23 Yl gmayia [x=2y+l
Soit M(x,y,z)€ D 2 3 { X—-9=2y— 3 3
*xy2eD e 242 y=1132+46=5y-5<7__5 11
2= 2739773
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2.1 25,7
=3P+3 x=50+3 '
PN y=p douD: y=p avecfe IR Et par suite I’ensemble D est
=3g_11 -3Sg_11
2=3P=3 2=3P=3
2
. 7 11 , > 3
la droite passant par A 5,0,~—— et de vecteur directeur y %
3
x+2 _Yy+3 x=%y+2
. ) 4 3 3x+6=4y+12
Soit M(x,y,z) €D’ < 43 ©{3z+3:y+3 e
z+Hl =4~ 1
3 Z—gy
onpose: y=a
_4
x= 30H_2 x=%a+2
< y=(1x d’ou D':<y=a avecaelR ;
zZ=-= _1
3 z=30
par suite I’ensemble D’est la droite passant par B(2,0,0) et de vecteur directeur
4
-3
vl
1
3
2 4
- = 2 4 - - .
2) 3 3] = 3 3 = — = # 0 donc uetv ne sont pas colinéaires.
1 1
x=%a+2=—%[3+3l (1)
Soit M(x,y,z) e D'NnD < y=B=0a (2)
z=Sa=3p-4 ©)

D’aprés (2) o =P en remplagant dans (1) on obtient:

PB+6=2p+7=P= % =0, en remplagant dans (3):
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1 i _h = —% impossible.

6 6 3

- o
Donc D'mD=Uetuetvnoncolinéaires donc D et D’ ne sont pas

coplanaires.
3) D// P et D*//P alors 1_1) et; deux vecteurs directeurs de P non colinéaires.
Par suite P:(A ,u ,V). Soit M(x,y,z)€ P signifie qu’il existe (a,B)e IR? tel
que : '

x—-—B +4a+1 (1)
AM =av +pu dou P:ly = B+30L—1 (2) avec(a,B)eIR?

zZ= §B +a+3 (3)
(l)—(Z)—(3)<:>x—y—z:—ZB—1<:>B:—%~(—x+y+z-1)

(3)<:>0L=z—3—%[3=z—3—-5~(—x+y+z—1)

6
Et par suite a——s—x—~ +lz—2
’ 66" 6
1 5 5 1 13
Douy=—(—x+y+z—-1)+3 =x-Zy+—z——|-1
y 2( y ) (6 6y P 6)

D’ou P: 2x-2y+z-8=0.

2x-2y+z2-8=0
X—=2y+z-1=0

2x-2y=8-9% (1)

x-2y=1-8 (2)

4) Soit M(x,y,z) e P'NP < {
Onpose z =6 alors {

(1)— (2) donne x = 7, remplagant dans (2), on obtient: y =3 +%8

x=7
y=3 +%8 avec6elR,
z=39%
est la représentation paramétrique d’une droite A passant par I (7,3,0) et de
410
vecteur directeur W % douPNnP'=A.
1
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Wl ) A(L,2,-1)

x =2 — 4o x=-1-
Disy=1+a avec aelR; D2iy=2+2f avecfelR.
z=3+2a z=3-3p

(-4 -
u ( %Jest un vecteur directeur de D ; v (23} est un vecteur directeur de Ds.

Le plan est définie tel que A € P,D,//P,D,//P.
D,//P et D,//P signifie que les vecteurs U et v sont deux vecteurs directeurs
du plan P donc P: (A, 1_1), 3) .

Soit M(x,y,z) € P signifie qu’il existe (t y)e IR?tel que

— N x=-4t—-y+1(1)
AM = tu + YV y=t+2y+2 (2) est une représentation paramétrique
z=2t-3y-1 (3)

du plan P.
2) 2 x (1)+(2) donne 2x +y = -7t+4®t=LX-7Y_tf1_
(1) donne y =_4th+1:w—x+l

d’ou —lx+i 2
VEIETIYTY

En remplagant dans (3) t et 7y par leur expression on trouve:

Z=2(—2x—y+4)_3(x+4y—9j_1
, 7 7

D’ou I’équation cartésienne du plan P est: x + 2y + z —4=0

3) Etudions la position de D; et Dy

-4 -1
1

et D, ne sont pas paralléles.

- -
=—8+1=~7 % (0donc u et v ne sont pas colinéaires et par suite D,

x=2—4da=-1-p (1)
Soit M(x,y,z)eDiNnDa e><y=a+1=2+28  (2);
z=3+2a=3-3f (3)

L’équation (1) donne: B =40, —3 , en la remplagant dans (2) on trouve:
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5
a=1+ 2(4(1 -~ 3) &a= - et par suite B:%—3 =—% , remplacons dans
(3): 3+ 2%: 3-3 (—;)9%9-:% impossible donc D, "D, = et par suite

les droites Dy et D, sont non coplanaires.
4) B (m+6,m,m+1)

m+6=2-4a m+6=2-4m-1)
a)B,, € D, signifie que m=l+0 <« a=m-1
m+1=3+2a m+1=3+2m-2
d’oum=0, donc B, € D, si et seulement si m=0.
m+5
b) Xl:: m -2 | vecteur directeur de la droite (ABm )
m+2
Soit M(x,y,z) e (ABm) signifie qu’il existe A € IR tel que
x = (m+ 5N +1
AM = ?»Xl;n: Sy = (m - Z)X + 2 est une représentation paramétrique de
z=(m+2)-1
la droite (ABm )

5) (AB_ )// D, si et seulement si ABum et v sont colinéaires:
r —_—
m+5 1:0 rm— §
m-2 2 2m+10+m-2 =0 3
m+5 -1 13 . :
=0 & 49-3m-15+m+2=0 < {m=-— impossible
m+2 -3 Am+6-2m-4 =0 2
m-2 2 3me6-2m-4=0 | 3
=0 5
m+2 -3 .

donc pour tout me IR , ABn et ;,) ne sont pas colinéaires et par suite les droites
(AB )et D, ne sont pas paralléles meIR .

AeP
6) (AB,, ) c Pssi et seulement si

ABm est un vecteur directeur de P
A(l1,2,-1)eP <1+2 . 2-1-4=0 vrai donc A€P.
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AB,_, est un vecteur directeur de P si et seulement si:

m+5+2m-4+m+2=0 <4m +3=0 & m = -%

3
d’ol pour m = 2 ona (ABm )est incluse dans P.

x=2-X
A(m-1,m,m+1); D y=1+A avechelR
3

zZ=
m-1=2-% m=3-A

1) AeD&{im=1+12 <&m=1+2
m+1=3 m=2

Donc AeD si et seulement si m=2

>(-1
2) AePet DcP, soit u [ (1) ) vecteur directeur de la droite D. D c P signifie

>
que u estun vecteur de P.

B(2,1,3) € Ddonc B € P donc P=(A,TB,H).

—(3-m
AB(l-mJ est un vecteur de P. SoitP: ax +by+cz+d=0
-m

AcPo(m-1a+bm+(m+1)c+d=0(1)

- (1
u ((1)] estun vecteurde P<>-a+b=0 (2)

—(3-m
AB(%—mJ est un vecteur de P<:>(3—m)a+(l -m)b+(2-m)c=0 (3)

-m

I’équation (2) donne : a =b , en remplagant dans (3) on obtient :
(4-2m)b+(2-m)c=0 < c=-2b=-2a pourm=2 .
L’équation (1) donne : (m-1)a +am+(m+1)(-2a)+d =0

d’ou d-3a=0<d=3a. ~
Poura=1l,ona:b=1,c=-2etd=3

D’ouP : x +y-2z+ 3 =0 est’équation cartésienne du plan P.

X =-1+my
3) Dm:qy=1+(m-1)y ; y €IR
z=1+my
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->( m
v [m - 1J vecteur directeur de la droite Dy,
m v

a) Etudions la position des deux droites D et Dy, :

m -1|_
‘m—1 1|=0 m=1
11 m+m-1=0 2. .
’m ‘—0 < {-m=0 =N impossible
1 m=0 m=0
R

- -

donc pour tout me IR, uet v ne sont pas coplanaires et par suite D et D, ne
sont pas paralléles.

x=2-h=-1+my (1)
Soit M (x, y,2z)€ D N Dm @{y:1+k=1+(m—l)y 2)

z=3=1+my 3)

(I)-(3)donne -1-A=-2 <Ai=1."
(I)donpe 1=-1+4my ©&my=2 .Si m#0,my=2 <vy =—§1—.

(2) donne 2:1+(m-1).%<:>m:2(m-1)<:>m=2 or m#2 doncm=0

et on la remplace dans (3) on trouve que 3 = 1 impossible donc D " Dm=¢
et par suite D et D, ne sont pas coplanaires.

b) Dm < Qm alors ; est un vecteur de Qp et C (—1 ,1, l)e Dm cQm.

- -> >
D// Qm alors u est un vecteur de Q,, par suite Qm (C ,u, v) .

Qm:ax+by+cz+d=0.
-a+b=0 {azb

> -
u et v deux vecteurs de Qm <> { < (2 1) 0
m-1ja+mc=

ma+(m-l)b+mc=0

1-2m

SSb=aete= a st m=0.

CeQne-a+b+c+d=0doud=-c=20-1,

12m

az +

d’ou Qum:ax +ay +-=<1 %a=0.

Ou encore Qm :X+y+1;2—mz+lm—'l=0 .
m m

c)Ona; A(m-l,m,m+1)
*(m -1)+m+1=2m (m 4 1)+ 201 (om -7)[1-M. L 1 1]=0
m m m m m
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donc A€Qn.
* (m-1)+m-2(m+1)+3=2m-1-2m-2+3=0 donc AeP.
On conclut que A €P M Qmet que PN Qm=A est une droite.

Me Ao X +y+1=2m 2mz+2r§1n1_0
Xx+y-2z+3=0
1-2m,,_1-2m _
on pose y =0, le systétme devient + m z= o (1)
x-2z=-0-3 (2)
(1) - (2) donne :
(1 2m 9 z—~ri—-a+a+3 &z=l+m
donc x=-0-3+2z=-0-3+2+2m=-0-1+2m.
Xx=-0-1+2m
Finalement A:< y=a ,a €elR
z=1+m

W) (m+1)x+(2m-1y+(m-1)z+2+m=0
<:>m(x+2y+z+1)+x-y-z+2=0
I’équation est varie pour tout m € IR donc elle est équivalente a :

_ x+z=-1-2a
{x+2y+z+l 0 on pose y=ao. lesystémedevient{

X-y-z+2=0 X-z=0-2
on additionne membre & membre 2x =-3-0 d'oux=- %a -%
—1-20+{La+3)donez=-3a+ 1
et z=-1 2a+(2a+ > donc z A
-1,.3
X=7%72
Le systéme équivauta { y=0a ; o elR
3 1
=0 + =
z=-50+7
C’est une représentation paramétrique d’une droite D de vecteur directeur
1
ol 2 : es -3 0.1
u 13 et passe par le point de coordonnées > 0, )
2

Donc tous les plans Py, passent par la droite D.
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x=la-3
2)SoitMe(x,y,z)eD Sy =a
G P §
Z= 2(l+2
1,3 Beslli1=20-20-3+3 =
(2(1 2)+2a+(2a+2)+1 20, - 20 2+2 0

donc M eQ parsuiteDc Q.
3) DcQ, Qestil un plan Py, c’est a dire existe-t-il mMytel que Q=P .

={1 -
On a v(-llj vérifie 1+2(—1)+1:Oa10rs v est un vecteur de Q donc de

P, < (mo +1 )- (2 mg - 1)+ (mo - l)= 0 < 1=01impossible
donc il n’existe par un réel m, tel que Q= F,, .
On conclut que : Q contient D et n’est pas un plan P,
d’ou tout plan contenant D n’est un plan Py,

4) AePn < (m+1)cost+(m-1)sint+2+m=0
< m(cost+sint+1)+cost-sint+2=0

Si cost+sint+10 alorsm=-Cost+sint-2
cost+sint+1

v ] x-y+a-1=0
vl) D : {-3y+z+1+3a=0 ouaelR

x=a-a+l
onpose y=a d'ouDa: {y=a (aeIR)
z=3a-1-3a

(1
donc u (:IJ est un vecteur directeur de D,.

N
2) D, est paralléle a P, alors u est un vecteur de Py,

om+(3m=-2)-3=0<m=2

Z.

# 1% cag : m=%alorsDa // Pm

Soit A(-a+1,0,-1-3a)eDs, A€Ps @%(—a+1)+1+3a+2-%=0
P =12

<:>4a 3 <a 7
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Si az% commeDa//Pn et Ac DN P alors Da N Pm =Da

Si a;t-% comme Da // Pm et (A€Det A ¢ Pn)donc Da M Pm= ¢

* DM cag : m #—% alors D, est sécante 4 P, donc Da N Pn = {E}

x=da-a+l
EeD:nPn &4 y=u etmx +(3m-2)y-z-m+2=0
z=3ua -1-3a

on obtient : m(a -a+1)+(Bm-2h - 30 +1+3a-m+2=0
o (m+3m-2-3)-am+3+3a=0

-5)- = —ma-3-3a

a(4m 5) ma+3+3a=00 45

) ma-3-3a _ ma-3-3a.3ma-9-9a 1_ )
douE( P a+1, s T Ames 1-3a

3) Soit M(x,y,z)er <:>mx+(3m—2)y-z-m+2=0
<:>m(x+3y-1)-2y-z+2=0 'équation est varie pout toumeIR .

=-3B+1
3y-1=0 X
Donc{x+ y . onpose y=f douqy=p Be IR

C’est une représentation paramétrique d’une droite A de vecteur directeur

-{-3
v ( 12j est passe par le point B (1, 0, 2).

1 -3
4)?1 1 etzl commell '%‘=1+3:4¢0
3 -2

- -
alors u et v sont non colinéaires.

- -
A et Da incluse dans Q <> u et v sont deux vecteursde QetBe Q.

MeQ <:>§1\_/i=ou—1)+B;
x=0-3f+1 (1)

d’ou Q:{y =0+f 2) (on,ﬁ)eIR2
z=30-20+2 (3)

X+y+1

()-(2)donne : x-y=-4Bf+1 douf= ;
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(2)donne a=y-f= Ly 4 3 y- 1 ; on remplace dans (3) on obtient :
4 47 4

23,:9y.3,2x 2 2.5 . 40u: O . _
Z=X gyt 4+2,dou.Q.5x+7y 4z +3=0.

W 2 -6
a) n| -1 un vecteur normal de P.N| 3 | un vecteur normal de P'.
1 -3
On remarque N=-3n donc N etn sont colinéaires par suite les plans sont
paralléles.
b) A LP donc n est un vecteur directeur de A
x=2a+1
MeA ¢ ilexisteacIR telque:m=uﬁ o4 y=-o
z=a-1
x=2q+1
d’ol une représentation paramétrique de A est ;4 y=-o ;aclR.
Z=0-Z
2 0

vw a) n| -1 |vecteur normalde P, N| 1 | vecteur normal de P'

1 1
n.N=2.0+(1).1+1.1=0donc nLN dou P_LP"

b)5+3-8=8-8=0 donc AcP"

2+ +2 6 2

; D M(x,y,z)eD < il existe o IR telquem=aﬁ

x-0+2 x=-0+2
<qy=20-3 douD:{y=2a-3 ;aelR
z=3a+4 , z=3a+4

2)PLD donc U est un vecteur normal de P.
douP:-x+2y+3z2z+d=0
BeP < -(-3)+2.1+3.2+d=0< d=-11
Par suite P: -x +2y +3z- 11 =0.
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3) a) H est le projeté orthogonal de A sur P alors (AH) L P d'ou AH et U sont
Xy =-at+2

colinéaires donc il existe acIR tel queA_ﬁ=a.ﬁ Sy =20-3
z, =3a+4

HeP < -xy+2yy+3zy—-11=0.
En remplacant xy, yy et zy par leur valeur on obtient :
5

a-2+40-6+9%0+1=0= 14o=7< a=l=— parsuiteH(g;~2;
14 2 2 2
[-2-6+12-11] 7 14

b)d(A,P)= =
Jie22+3r V14 2

4) a) D une droite perpendiculaire a P en H alors tout point du plan P se
projette orthogonalement sur D en H donc le projeté de B sur D est H.

166

3 2 2 1_1_ 2
b)d(B,D)—BH_\/(E+3) H2A) (52 =

; 1) n=2i+ -k est un vecteur normal de Pdonc P: 2x +y —z +d = 0.
AcP & 2-1+d=0«d=-1parsuite P:2x+y-z-1=0.

1 2
2) a) n'| -1 |vecteur normal de P' et n| 1 | vecteur normal de P.
-1

1
n.n'=2-1-1=0 doncn Ln' d'ott P LP' H
] L]
3-1
by py =3 3 Ve .
Ja+1+1 J6 2 >
d
1-3+2
_F1-3+2] 2 23 N L

WO B3

Soit K le projeté orthogonal de H sur P!
et L le projeté orthogonal de H sur P
et N le projeté orthogonal de H sur D.

CHDLPL L mnyam @
2 wyep| )

B o Lo @)
KN)c P
Ona: (HL)LP et(HK) LP' donc HL est le vecteur normal de P
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et HK est un vecteur normal de P' commeP L P' alors HK 1 HL

d’ou (HK) L (HL) (3) donc (1), (2) et (3) entraine que KHLN est un
rectangle.
D’aprés Pythagore dans le triangle HLN on a : HL* + LN* = HN?

or HL = d(H, P) et LN = HK = d(H, P’) par suite HN =4/d* +d" =, ’%

X-y+z+2=0
3Ya)MeD &
2x+y-~-z-1=0
C[xey=a2 ()
Onposez=qa;
2x+y=a+1 (*%)

(’i‘) + (**) donne 3x = -1 donc x =—%

-

1
X:_-—-

3
1 5 . 5
My =a+2-§=a+§ d'ou D ¢ y=u+§ ;ae IR

Z=0

L

b) HM? = x* + (y — 1)* + (z + 3)?
or Me D d'ou HM? =%+(a+§-1)2 +(0+3)?

ou encore HM?* =2q? +%a+%. On pose f(x) = 2x> +%x+8—96

f est dérivable sur IR, f'(X)=4x +% alors f'(x)=0 ©x =i61

X -11

—o0 —— ~+00
6

o) - n

) —
HM est minimal pour ot=ﬂ par suite M(-l,_—1 ,:1—1-) .

6 36 6
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W 2 1

_ _ 12
D*U| 1 |et V]| 2]; =5-8=-320
45

4 5
donc U etV sont non colinéaires.
x=2a+1 x=pB
*D):<y=a+t2 ; aclR ; D,:<y=2p+2 ; BelR
z=4o z=5f+1
x=p=2a+1
MeD,ND, &y=2p+2=a+2
z=5pf+1=4a
5=
p=2a+1 p=4p+1 3
{2B+2=a+2 <:>{2[3=0L < 2
3
Ona: 5p+1 =4a. --5—+1=-i @—Zz—iimpossible
3 3 3 3

Donc D, "D, =¢ etcomme U etV sont non colinéaires alors D; et D, sont
non coplanaires.
2)Dc P AcPet U est un vecteur directeur de P
D,/ P& Vest un vecteur directeur de P.
a
Soitn un vecteur normal de P, n|b

C

nlUetnlV <2a+b+4c=0(*)eta+2b+5c=0(*
(M -2(*)<=>2a+b+4c-2a-4b-10c=0 < b=-2¢c dotta=-c.
AcP=a+2b+d=0<d=5¢c
Do P:-cx-2cy+zc+5¢c=0 ouencore P: -x -2y +z+5=0.
3)QLP < nln'avec n' est vecteur normal de P

-1
et n| -2 | est un vecteur normal de P.

1

D;,cQ«<BeQ et V vecteur directeur de Q.
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Solutions

nlne-a-2b+c=0 (1)

n"lVe a+2b+5c=0 (2)

M+ =>c=0;a=-2b
BeQe2b+c+d=00rc=0 =d=-2b.

Q:-2bx+by+0.z-2b=0
Q:-2x+y~2=0.

x=20+1
y=a+2
4 Ix,y,z)e D,NQ <
z=4aq,
2x+y-2=0
-2x+y-2=0o0n remplacexetypar leur valeur
4o-2+0+2-2=0< oc—-— d'on I(-l 4 -§)
3 3°3
-1
5)a) ALP <n| -2 | est un vecteur directeur de A
1
M(x, y, z)e A< ilexisteye IR telque:IM=v.n
ey ]
3
D’ou A : y=-27+§-
yoy 3
L 3
x=p=-1y (1)
3

b) JeAND, < y=2+2[3=§—2y @)

=SBy )
B -% -y (1) ; onremplacedans(2)on obtient

1 4
242(-—-y=—-2v (2
(37 3 y (2)
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On remplace dans (3) : 5(-%-y)+1=—§+'y

-%-57=-—+y®6y=2 Sy==
1 2
D'od p=--t=-2 done 12,2 -1
33 3 3’3 3
2 1 2 4 7 8, 6
U= -2+ (2P (=) =—,
\/(3 3) (33) (3 3) 3
'; 1 V est un vecteur normal de P., si et seulement st :
m-1
V etn| 2m-1| sont colinéaires.
m
1 m-1 1 m-1 2 2m-1 . .
& =0 et =0 et =0<> 1 =0 impossible
2 2m-1 3 m 3 m
donc il n’existe aucune valeur de m.
1 m-1
2) N| 2 |etn|2m-1
-1 m

PunlQ sietseulementsiN Ln <>m-1+4m-2-m+0 <:>m=%.

- +
.21 Y2_ 0
2 3
-1 oyt
X—21= YTZ & (x-1)=2(y+2) < 3x-2y-7=0
+
Y42 42 eyo3z-4=0
[3x-2y-7=0
" y=-3z-4=0
: 3
On pose y =o d'ou 3x=2a+7 et 3z=o-4parsuiteD: { y=a; aelR
1 4
z=—0-—
3
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c’est la représentation paramétrique de la droite D de vecteur directeur U

W= = W N

P LD < u et nsont colinéaires

2m-1 m-1

ig
m | |1

m
3

D2x-3my+2z+m-1=0
< m(-3y + 1) + 2x + 2z — 1 = 0 vraies pour tout réel m, donc I’équation est
3y+1=0

Squivalente a 1).
satvatente {2x+22—1=0 M

On pose x =a alors (1)<:>Jy= ; o IR

1
L Z=-qQ, +E
c’est la représentation paramétrique d’une droite A passant par le point
1
I(O,l,l) de vecteur directeur ﬁ 0
32 1
0
Le plan (O,?,E) :y =0donc n| 1 | vecteur normal de (Oj,f()
‘ 0
0 donc(0,1,k)//A

=2
[~}
I

x=2p-1
on pose y =f d'ou< y=0 ; PeIR, c’est une représentation paramétrique
z=p+1
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2
de D, de vecteur directeur V| 1 | passant par K(-1, 0, 1).
1

2 _
) =1#0 donc UetV sont non colinéaires.

x=2B-1=a (1)

MeDNA < y=ﬁ=-;- )

CB+]moqtt
z=p+1 a+2 3)

\

(2):>B=% donc(l):>(x=-§

Vérifions dans (3) :%-l— 1=§+% impossible d’ou DNA=¢

DNA=¢ et (ﬁ etV non colinéaires) donc D et A sont non coplanaires.

b) Soit Q le plan contenant D et paralléle 4A alors KeQetV et Usont des
vecteurs directeurs de Q.
a

N| b | vecteur normal de Q donc N.V=0 et N.U=0
c

<a-c=0et2a+b+c=0ca=c et b=-3c
KeQeo-a+c+d=0<d=0douQ:cx—-3cy+cz=0
parsuite Q: x—-3y+z=0

2

3) a) Soit N{ -3m { vecteurnormalde P P/ (0,3) = N_Lj
2

& -3m =0<> m = 0 donc le plan Py // (O, j)
b) AeP,, < 2cos’o-m-coso+m-1=0<> 2cos’a-coso.-1=0

2—-1-1=0donc cosa=1 ou cosa=--;j ; orae[0, )

. 21
d’ou =0 ou a=—.
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vWD(x+2y—z+2)2+(3x+y+22—1)2=O (1)
Sx+2y-z+2=0cet 3x+y+2z-1=0

On pose z=a onobtient: x + 2y =a-2 et 3x+y=-2a+1

ou encore X + 2y =a-2 et -6x -2y =4a-2 on additionne membre & membre on

obtient : -5x = 5a-4 d'ou x=-a+%

x+y=-20+1y=-3x-2a+1 dou y=3a-152-20c+1=a-%.

1)y &<y=a-— ;aclR

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par le point
-1
0) et de vecteur directeur Wl 1
1
) (x+2y—z+2-(Bx+y+2z-1*=0
SE+2y-z4+243x+y+22-D)(X+2y-2+2-3x-y-2z+1)=0
S @x+3y+z+ 1)(-2x+y-32+3)=0
<4x+3y+z+1=0 ou -2x+y-3z+3=0
4x + 3y + z + 1 = 0 c’est une équation cartésienne d’un plan
de méme -2x +y-3z+3=0
d’ou I’ensemble recherché est la réunion de deux plans P et Q,
P:4x+3y+z+1=0et Q:-2x+y-3z+3=0
x+2y-z+2=0 (1) - O+ - 4x +3y+z+1=0
3x+y+2z-1=0 (2) -0 2x-y+3z-3=0

4 7

I T T
(5 5

MeD<:>{

4x+3y+z+1=0
2x+y-3z+3=0
3) 1*° méthode :

ouencore{ SMePnQ done PNQ=D.
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,

4
X=-0+—
3

MEDQT y=o-—

(_a+%)(1+3m)+(a-%)(2+m)+a(2m-1)+2-m=0.(x+0=0

donc M eP,, pour tout valeur de md’ot D Py,
2™ méthode :
A+3mx+C2+my+(2m-1)z+2-m=0
m3x +y + 2z - 1) + x + 2y — z + 2 = 0, I’équation est vraie pour toute valeur
de m dans IR, donc I’équation est équivalente a :
3x+y+2z-1=0
x+2y-z+2=0

cartésienne de Dd’out Dc P,

se sont les équations de P et Q donc c’est une représentation

2
Soit R le plan passant par I de vecteur directeur WetV]o
-3
1+3m
n| 2+m | vecteur normal de P..
2m-1

V.= 2(1+3m)-32m-1)=5 =0 donc V n’est pas un vecteur de Py,

par suite R est un plan contenant D et R & Py,
donc tout plan contenant D ne peut pas étre en général un plan de Py,

)
V) D passe par A(-1, 2, -2) de vecteur directeur Ul -1
3
1
D' passe par B(1, 5, 1) de vecteur directeur V| -1
-3

*

,=3¢0 donc U etV non colinéaires

D’ou D et D' sont non coplanaires ou sécantes
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x=-1-2a=1+% (1)
*MeDcD'e<y=2-a=5-2 (2)
1z=-2+3a=1-3% (3)

D +2) >1-30=6 <:>0L=§

(1) mh=2-20=2+0_4
3 3

Vérifions dans (3) : -2 -5 = 1 — 4 impossible donc D D'=¢ .

Conclusion : D D'=¢ et U et V non colinéaires alors D et D' sont non

coplanaires.
a
2) Soit N vecteur normal de P, N| b |.
c

D//Po N.U=0& -2a-b+3c=0 (4)
D'/P&N.V=0ca-b-3c=0 (5)

@)y+(5) >-a-2b=0<=a=-2b
(5)=>3c=a-b=-3bsc=-b
AeP&-b+2c+d=0«d=b-2cd’oud=3b
P:-2bx+by-bz+3b=0 d’ouP:-2x+y-z+3=0
3(Em+ Dx+2m+2)y—-(m+1)z+1=0
om-X+2y-z)+x+4y-z+1=0

L’équation est vraie pour tout meIR donc elle est équivalente

. | x+2y-z=0
a D
x+4y-z+1=0

On additionne membre a membre 6y — 2z + 1 = 0 ou encore z = 3y +§

on pose y =f donc z=3[3+—;—

N |~

1 1
=2y—7z=2y -3y -—=y-—=-fB-
X =2y y=3y-5=vy-3 B
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C’est une représentation paramétrique d’une droite A passant par le point de

-1
coordonnées (—% ,0, %) et de vecteur directeur W| 1
3
2x+y-z+3=0 -6x+3y-3z+9=0
4) MeP,"P & vz (II) ouencore y
Xx+8y-3z+1=0 -x+8y-3z+1=0
X= _8 -+ §
5
onposey =9 :(ID =>{y=3 ; 0elR
z=36- 1
5
c’est une représentation paramétrique d’une droite A'passant par le point
8 1 !
H(g, 0,— g) de vecteur directeur W| 1
3

-m+1

5)a)yD// Py <suln avec n| 2m+4 | vecteur normal de P,
-m-1

S (2).(m+D)+(-1)2m+4)+3(-m-1)=0<>m=-3.

" b) D et P, sont sécants <> m#=-3

x=-1-2a

y=2-0

z=-2+30

(-m+Dx+2(m+2)y-(mt+1)z+1=0
4éme

I,eDNP, <

On remplace x, y et z par leur valeur dans la équation on obtient :
(-m+ D(-1-20)+2m+4)(2-0)-(m+1)(-2+3a) +1=0

_-7m-10 _7m+10

C 3m-9  3m+9

< a(-3m-9)=-7Tm-10 or m=-3 d’oll «

17m+29 -m+8 15m+12
3m+9 ' 3m+9° 3m+9

"a)Pm:x—2y+2z+m=O.

(1, -2, 2)# (0, 0, 0) donc pour toute valeur de m, P, est un plan.

donc I, ( ).
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ll+4+m| |5+m| ,5+m,
b) d(A, Py) = = =
P+2r+22 V93
+ 2 2 Z+ _
o d2—R2=(5 9m) _14=25+m +10m_14=m lgm 101
A'=5%+101 = 126 alors VA =314
m'=-5-3\/ﬁ ou m"=-5+3\ﬁz
m —00 m' m" +00
I A

Sime |—,~5—3v14] U |-5+3v14,+ <[ alors d >R donc Py est

extérieur a S.

Sime |-5-3v14,-5+3V14 alors d <R donc Py et S sont sécants.

Sim=-5- 3\/1_41 ou m=-5 +3\/ﬁ alors d = R donc Py, est tangente a S.
d) Pour m =4, 46]—5—3\/ﬁ , —5+3\/1—4I[ donc P, est sécant 4 S.

d’oll SN P, est un cercle de centre Q derayon r=4/R?-d? =/5
1

Q (X, y, z) est le projeté orthogonal de A sur P, et 1?; -2 |est un vecteur

2
normal de plan P, alors il existe aeIR tel queKﬁzotrT4
x=0+1
d’ou { y=-2a-2 orQeP, donc(a+1)-2(-20-2)+2(20)+4=0
z=20

< oa=-1 donc x=0+1=0; y=-2a4-2=0 et z=-2 d'ou Q(0,0,-2)
PyMS = cercle de centre ©2(0, 0, -2) de rayon NG

vM(x, y,z) eDo AM=qU ;oelR
x=-20+3

Dot D:< y=a-3 ;gelR
z=20+1
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x-20+3
N(x, y,2)eDNS&<y=0-3 et x* +y>+2z° -x+2y-4z+3=0
z=2a+1
On remplace X, y et z par leurs valeurs dans I’équation de S, on obtient :
(-20+3)* +(a-3)* +(2a+1)* - (220 +3) +2(x-3)-4(20+1) +3=0
< 9% -180+9=09(* -2a+1)=0(a-1) =0 a=1.
“ Donc D est tangente 4 S en un point H(1, -2, 3).

v@a) MA .BM =k < (Mi+IA).(MI+IB)=k

<M +IA.IB+Mi.(IA+IB)=k or JA=-IB
2

M =k-IA.IB © M =k+JA’ =k +14_

2 2
. a a ; )
Sik+ 7 <0 ouencore k< ——4— alors I’ensemble recherché est le vide.

2 2

Si k+a7=0 ou encore k=—i4— alors MI?’=0 oM =1

donc I’ensemble recherché est {1}.
2 2

Sik +a7 >0 ouencore k> -34— alors I’ensemble recherché est la sphére de

2
centre I et de rayon 1/k+i4— .

b) %=2<:>MA2 =4MB? < (MA +2MB).(MA -2MB) =0

Soit G le barycentre de (A, 1) et (B, 2) < GA+2GB=0
Soit G' le barycentre de (A,1) et (B,-2) < G'A-2GB=0
d’od MA +2MB=3MG et MA -2MB=-MG'

par suite 1\1\//[[—1;=2 & (3MG).(-MG)=0<MG.MG'=0

< MG LMG' d’od I’ensemble recherché est la sphére de diamétre [GG']

W) P le plan médiateur de [AB] passe par I le milieu de [AB] et de vecteur
-2
normal AB| 0 |etI(-1,4,-3)d’o0P: 2x—4z+d=0
4
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IeP <2+12+d=0 < d=-14doncP:-2x-4z-14=0

ouencore P: x +2z+7=0.
b) Soit H le centre de la sphére S comme A, B, C et D appartiennent a S
Alors HA = HB = HC = HD =rayon donc HeP et HeP' etHeP"

avec P'le plan médiateur de [BC] et P"le plan médiateur de [CD]

B*C =I'(-l,§,-5) etC*D=I"(1,l,2)
22 2°2
3 0
BC| -3 |et CD| -1
0 1
BC normaldeP' d'ou P' 13x=-3y+d=0
315

I'eP'<:>-5-—2—+d=O<:>d=9
P':Xx~y+3=0deméme P":-y+z+5=0

x+2z+7=0 (1)
HePnP'NnP'<<ix-y+3=0 (2)

-y+z+5=0 (3)
Qeox=y-3 et(3) @z=y-5
On remplace dans (1) = (y-3)+2y-10+7=0 < y=2
Dot x=-1 etz=-3 donc H(-1, 2, -3), le rayon est R = HA = 3.
)Q:x+y+z-1=0

1+42-3-1
d=d(H, Q)= (1+2-3-9 =3 <R donc Q est sécant i S.

3
le rayon du cercle est y/R* -d*> =4/9-3=4/6 .

C 1) OG +2AG +3BG =0

X x-6 X
On pose G(x, y, z) alors 0G vy AG v | ; BG y-6
zZ z z

X+2(x-6)+3x=0 [x=2
OG +2AG +3BG =0 {y+2y+3(y-6)=0 < y=3dou G(2,3,0)
z+2z+3z=0 z=0
2) (MO+2MA+3MB).MC=0
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MC.(MG + GO + 2MG + 2GA+3MG + 3GB) =0
< MC. 6MG =0 car GO + 2GA + 3GB =0

& MC . MG=0 donc S est la sphére de diamétre [CG]

MCMG=0 & x> +y?*+z2- 2x - 3y - 62=0 = (x - 1)*+ (y -§)2+ (z- 3)2%?

donce S est de centre I(1, %,3) de rayon % .

3+6+lz

A, P)= =5 =rayon de S donc P est tangent a S.

3+ 47
;; 1) Soit G le barycentre des points pondérés : (A,1) et (B,2)
& GA#2GB=0 & AG = 2AB & BG=-BA

MA? +2MB? =k < (MG + GA)? +2(MG + GB)*=k
& 3MG*+GA?+2GB*+2MG.(GA+2GB) =k
0

=S 3MG2+%AB2+ 2%BA2 =k

3k - 2a’

= ?)MG2=k-§AB2 < MG =
Onak>0

. ) .
« Si 3k -2a%> < 0 ou encore 0 <k < z—ai—allors I’ensemble recherché est le

vide.
2

+Si3k—2a>=0ouencore k= —2—531— alors I’ensemble recherché est {G}

2
¢ Si 3k —2a%> 0 ouencore k> 2%

alors ’ensemble recherché est la sphére de centre G, de rayon

)M (x,y,2); A(1,-5,2); B(-2,1,2)
MA?= (x - 1)*+ (y+ 5 H(z-2)*=x"+y + 2" - 2x + 10y - 4z +30.
MB?=(x + 2)*+ (y - 1)’ + (z- 2 =X’ + Y+ 2>+ 4x - 2y- 4z + 9.
MAZ+2MB?*= k< 3x*+3y*+ 322+ 6x + 6y -12z+ 48 =k

v3k-2a?
3
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o xP+y* + 22 42x + 2y -4z +16 -§= 0 (x+1)*+ (y+1)°+ (z - 2)*= l3(--10

e Si —1:—:—-10>O ou encore k > 30 alors ’ensemble est la sphére de centre

W(-1, -1, 2) de rayon J%-IO .

e Si %-10=0 ou encore k =30

Alors I’ensemble est réduit au singleton {W(-1,-1,2)}.
* 510 <k <30 alors ’ensemble recherché est le vide.

' a) AB = 4% + 4* =32 =4/2 =BC=AC
donc ABC est un triangle équilatéral.
b) M(x,y,2) €S<BMLCM & x> +y(y-4) +(z-4)z=0
& X2y +z8- 4y- 4z = 0 d'ou SixP+y’+z’-dy- 4z =0
c)1(2,2,0);4+4+0-8-0=0doncleS
0
d) BC| 4 | vecteur normal de P ot P : 4y-4z+d=0
-4
Ie P ©8-0+d=0« d=-8 dot P:y-z-2=0.
S est la sphere de centre H =B * C (donc H(0,2,2)) et de rayon :
BC 42 —2-2

—= =202 o2 Btd(HP ='—2———_J§<2<2ﬁ
5 > (H,P) 5

donc S M P est le cercle de centre L le projeté orthogonal de H sur P et de

rayon v R?-d> =+/8-2=/6 .

0 x=0
HL=an;n| 4 | vecteur normal de P d’ot y=4a+ 2 avec o€ IR
-4 z=-4o+2

orLeP=(@a+2)-(-40+2)-2=0
<8-2=0< a:%donc L(0,3,1).

On conclutque S » P= ¢ (1L(0, 3, 1); \/g).
; X +yY+mx+2m-Dy+m+4)z+1=0
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-+ 2
o o+ By Byt y +(m-1))2_(m_1)2(z+(m 4))2_(m+4) 120
2 2 o —
C>(x+_r22)z+ (y+m-1)2+(z+m+4)2 =%m2+4
donc S,, est la sphere du centre W, (-%1—; -m+1; 'mz' 4)

de rayonR _= f%m:+4 .

m -m-4
b) W (-~—;-m+ ;}———);
) Wi ( 5 3 )
Soit'Hm={Wm(-%; -m+1; _m2- 4) avec m € IR}.

M(x,y,z)eH < {y=-m+l;melR

=,

C’est une représentation paramétrique d’une droite D passant par A(0,1,-2)
1

2
De vecteur directeur U| -1

1
2
Donc I’ensemble Hy, des points W, lorsque m varie pour tout m €IR

o)X +y'+mx+2(m-1Dy+(m+4)z+1=0
<:>m(x+2y+z)+x2+y2+z2—2y+4z+ 1 =0 est vraie pour tout m €IR
X+2y+z=0 v
X+ vy + 222y +4z+1=0
x +2y + z =0 est ’équation d’un plan R
XAy + 7 2y +hz =0 X2+ (y -1+ (z+2)° =4.
C’est I’équation d’une sphére S de centre I (0, 1,-2 ) est de rayon 2.
Donc il faut chercher R NS :

_ 2-2
d, R)——————h___12 ==

I= Q(0,1,-2) et de rayon 2.

Si et seulement si {

=0 donc RS est le plus grand cercle de centre
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d) M, €S, < x2+ y2+z2+ mx,+ 2(m-1)y,+ (m + 4)z,+1=0
S mx,+2y,+z,) T X2+ yi+zi- 2y, + 4z, +1=0.
Comme M, n’appartient pas au plan du cercle { c’est —a —dire :
Xo +2yo +zo # 0 d’on I’équation est équivalente a :
_ Xit+yi+zl-2y 4z +1

dong il existe qu’une seule sphére passant par M.

Xo+ 2y, + 2,
)
e) d(W,,,Q=—F%— ‘—— +2
Q est tangent a S, si et seulement si %+2 =R,

2
Ou encore (—?+2)2= R} & %m2+ 4 =£n4—+2m +4.

@%m2-2m=0<:>m(%m-2=0c>m=00u m=§

Donc il existe deux sphere S; et S;  tangentes & Q.
5
1) Q est le plan médiateur de [AB] alors AB est un vecteur normal de
Q et passe par I= A* B.

3-1 2
— — +3 145 3+
AB|5-1|donc AB| 4 |; I=A*B alors 1(-1—3-1—253—1) d'ou 1(2,3,2).

1-3 -2

AB est un vecteur normal de QalorsQ:2x+4y-2z+d=0
IeQe4+12-4+d=0<<d=-12

donc Q:2x+4y-2z-12=0ouencore Q:x+2y-z-6=0
2)a)P,//Q & AB etn sont colinéaires avec 11 est un vecteur normal de Py

m+2 2
n| -m-1 [;AB| 4
-m -2
o m+1 2 m+2 2 -m-1 4
n et ABsontcolinéaires < =0 et =0 et =0
. -m-1 4 -m -2 -m -

< 4m+2) 2(m+1)=0 et -2(m+2) +2m =0 et 2m +2 + 4m =0

om= —g et - 4 = O0impossible 'dou E, =&
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b)) P. LQon LAB
< 2(m+2)+4(-m-1)-2(-m) =0 < 0.m=0 d'ots E,=IR

3)a) 7<2‘*‘}’2+Z2 -2x-2y- %:0 et x2-2x+y2-2y+zz—%=0
& (x-1)7 -1+ (y-1) -1+z2-§—=0<:>(x-1)2 +(y-1)* +2° =—Z—

¢’est I’équation d’une spheére de centre I (1,1,0) de rayon \/g .

by @ p,)= D@D mol o
" Jmt2)? + (1)’ +m® V3m’ +6m+5
2 2
4R = 9m _9_:9 (-m*-6m-5)

3m*+6m+5 2 2(3m*+6m+5)
-m>-6m-5=0¢et-1+6-5=0doncm=-1oum=-5.

m -00 -5 -1 40
-m*-6m-5 - D + o) -
d>-R? - Q + Q _

Si me]—~o0,—-5[W]—1,+00[ alors P, est sécant a S.

Sime]-5,-1 alors P_ et S sont extérieurs.

Sim=-5oum=-1alors S et P sont tangents.
4HP:3x2y—=z+2=0

S: (x-1)2+(y-1)2+zz=—g

d(LP)=—=<= 2 d'ot P, NS est un cercle de centre H de rayon

\/_

T - 9 _ [
14 V28"

* H est le proj ete orthogonal de I sur Py, donc il existe o € IR tel que :
3 Xy =3a+1

[H=onetHe Pl.ﬁ -2 | vecteur normal deP, H=an o {y, =—2a+1

-1 Zy =—Q
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HeP <3x,-2y,-2,+2=0Donc 33a +1) -2(-20 +1) +a +2 = 0 < o= 7

5 10 3
d'ou H(—,—,—) donc P nS={H, ).
u (14 - 14) ! (H,1)
1 2
Wl) n| 2| vecteur normal de P; n'| 0 |vecteur normal de Q.
0 1

1 2 -~ - .
‘ =—-4 (0 doncn etn' ne sont pas colinéaires,

par suite P et Q sont sécants dou P nQ =A.
x+2y-2=0 (1)
" | 2x+2z-8=0 2

On pose x=q ;alors(l) > y= —%H et ()=>z=-20+8

X=a

D’ou une représentation paramétrique de A estqy =-—;—a +1; aeIR
=-20+8
2)a) X+ Y+ 72 -2mx - 2y + 22m - 3)z -12 + 1= 0
< (x-m)* -m’+(y-1)*-1+Hz+(2m-3))*-(2m-3)*-12m+1=0
< (x-m)? +(y-12 +(z+(2m-3))> =5m*+9
c’est I’équation d’une sphére d’ou Sy, est la sphére de centre
I(m, 1, -2m +3) de rayon v5m*+9 .
b) Soit D;={I, (m,1,-2m +3) avec m 1R }
X=m
M(x,y.,z)eD < iy=I ;melR
z=-2m+3
c’est une représentation paramétrique d’une droite de vecteur directeur :
1
Ul 0| et passe par le point A (0,1,3).
-2
3) a) Sy de centre I, (0, 1,3) de rayon 3.
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d(IO,Q)=\|/34—Tgl1 =% =+/5 <3 donc Sy et Q sont sécants d’ot Sy NQ = &

cercle de centre H de rayonr = YR*-d*> =4/9-5 =2
H le projeté orthogonal de I, sur Q donc il existe o e IR tel que :

Xy =20

[ H=anet HeQe<{y,=1 et 2x,+z,-8=0.
Z, =0+3

donc2a) + (a+3)-8 =0 50=5<a=1

d’ou £ estde centre H (2,1,4).

by M(x,y,z) eS,NA>MeS, et MeA

X =0
1
MeAe y=-5a+1

z=-20+8
etM €S, <:>(x2+(-%a+ 1-1)*+ (20 +8-3)’=9

@%az- 200 +16=0

A'=16d'ou a=§ 01‘10L=§ donc S, mA={L(§,-l,§) , L'(§,E,iq)}
3 7 3°3°3 77 17

'z D * MA*= (x-12+ (y + 22+ (23 = x>+ Y + 2 - 2x + 4y - 62 + 14

MC’=x*+y Hz+2)’=x’+y’ + 2’ +4z+4.
MA2-MC?*=10 < -2x + 4y - 10z +10=10< -x +2y-5z=0
D'ou I'ensemble recherché est le plan P d'équation : -x +2y -5z = 0.
-1
de vecteur normal n| 2
-5
0 -1 -1
* AC| 0 +2{dot AC| 2 |[donc AC=n
2 -3 -5
donc AC est un vecteur normal & P d’olt (AC) LP.
D+ y+ - 2x+y+22=0
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< (x-1)2 -1+ (y +%)2-%+ z+1)’-1=0 (x- 1)*+(y +%)2+ (z+1)*= 2

N

donc S est la sphere de centre I(l,-%,—l) de rayon R=2

|-1-1+5] 3
d(LP)=
\/1+22+52 \[— 2

d’ou SN P est un cercle de centre de rayon r =vR*-d* = ,/%-31— /

x—-a+1

H(x,y,z) est le projeté orthogonal de I sur P donc TH=a n < y=2a a1

=-5a -1
HeP < xH-2yH+52H=O & -a+1-40+1-250-5=0
<:>a=_—1 d'ou (—-— -—)
10 10 10 2

3) GA + GB - 3GC =0

1 =x -2 X -X
a) Soit G(x,y, z) ef,?A 2 -y :GB| 1 -y ' GC -y
3 -z 8 -z 2 -z

(1- X) +(-2-%)-3(x) = 0
GA+GB-3GC=0 < {(-2-y) + (1-¥) 3(-y) = 0

(3-2) + (-8 -2)-3(-2-2)=0
< x=let y=letz=-1 d’ou G(1,1,-1).
0
b) IG % est un vecteur normal de Q dol Q: %y+d=0
0

GEQ@;-G—d O<:>d———3—d'ouQ y-%—Oouencorerl 0

1 0
4) n| -2 | vecteur normal de P, no| 1 | vecteur normal de Q
5 0
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=10 alors n et ng sont non colinéaires, donc Pet Q

-2
sont sécants ;PN Q =A

X=Q X=a

-1=0
MeAeq” < y=1 d'ot A< y=1 ;aelR.
| x-2y +5z =0
21 1 2
zZ=—-—0, Z=-—ot—
55 5 5

MX,y,z) eSNA=>MeSet MeA

9

MeAoy= et M e S donc (a-1)2+(%+1)2+(_%a+%)2=2

& 260°- 640 +74 =0 <> 13a’- 320 +37=0
A'=16*-13.37<0donc SNA=Q
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Probabilités Résumé de cours

Chapitre XII
Probabilités

m Vocabulaire :

Soit Q={®,,....c.ecrrerrerun. ,0, } un univers probabilisable obtenu lors
d’une expérience aléatoire.
On appelle Représente Notation
Eventualité Un élément de Q wieQl<i<n
ou issue
Evénement A Une partie de O A={o, ... L ISk<nmAcQ
Evénement .
Q.
élémentaire Un singleton (o}

Evénement formée
AetB Par les élément qui ANB
sont dans A et B.
Evénement formée

AouB Par les élément qui sont dans AUB
AouB

AetB Evénement ne
Evénements pouvant étre réalisés AnNnB=g¢
Incompatible en méme temps
Evénement Evénement formé de tous les
Contraire de | éléments de €2 qui ne sont A

A pas dans A

s Définition :
Soit Q I’univers, P(Q) c’est I’ensemble de tous les parties de Q.
On appelle probabilité toute application P :P (Q)) — IR vérifiant :

P(Q)=1
ona p(A v B)=p(A)+p(B
{VA et Bde P(Q) telqueANB = ¢ p( )=p(A)+p(B)
Evénements Probabilités

L’univers 2

PQ)=Y (i)
¢ P(g)=0

A P(A)=1-P(A)
A UB avec AnB=¢ P(A UB)=P(A)+p(B)
AuBavec AnB=¢ P(AUB)=P(A) +p®B) - p(ANnB)
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m Equiprobabilité :
* On dit qu’on a équiprobabilité si les événements élémentaires ont la méme

probabilité c’est a dire p((;)1 )= p(o)z) ....... = (0)“ ) .

card A _ nombre des cas favorables

% =
p(A) cardQ) nombre des cas possibles

* Remarque : A={0,,0,,0,}alors p(A)=p(w, )+p(w,)+p(w,)=3p(w,).
= Evénements indépendants: On dit que A et B sont deux événements
dépendants lorsque p(ANB)=p(A).p(B)

Réflexes:

Situations Réflexes
On lance un dé 2 fois ot 2 dés On utilise un tableau a double entrée
oll on tire successivement 2
jetons numérotés
Et on s’intéresse au leur somme
ol au produit
Lor'sql'l'e ilya l’eix;\)ressmn "au | ] faut appliquer p(A)=1-p(A)
moins” dans un événement A
Dans une question figure le mot | Il faut appliquer

‘ou” p(AUB) = p(A)+p(B)-p(ANB)
Comment reconnaitre une Toutes les fois que la situation est
situation d’équiprobabilité ? équivalente a une des situations de

référence suivantes :

* effectuer un tirage dans une urne
comprenant la méme proportion de
boules de chaque couleur.

* lancer un dé ou une piece

« bien équilibré (e) ».

* choisir un élément « au hasard »
dans un ensemble.

Comment calculer la probabilité | * En effectuant 1a somme des

d’un événement A ? probabilités des issues qui réalisent A.
* Ou dans le cas de la loi équirépartie,
en appliquant la forme :

p(A) = nombre des cas favorables

nombre des cas possibles
* Ou en utilisant la formule de
p(A UB)oup(A)

270




Probabilités Enoncés

ENONCES

QCM
Indiquer la bonne réponse par a, b ou ¢ avec justification
1) On lance un dé équilibré, la probabilité d’obtenir un nombre

. (s 1 1 )
supérieur ou égal a 3 est : EJ 5 B 5 A
2) A et B sont deux événements incompatibles

p(A)=0,15 et p(B)=0,43 alors p (AUB) est égale a:
B 0,0645 bl 0,58 0,43

3 —
3) ’événement A a pour probabilité g Alors p(A) est égale a:

Ho.6 blo,s 0,4

5 1
4) A, B deux événements de € tel que p(A)=g , p(B)=E alors AUB

@égal aQ B A UBn’est jamais égale a Q || A UBpeut étre égal a Q

W\’rai - Faux
Dire si I’affirmation et vraie ou fausse. Justifier votre réponse
1) On lance deux piéces de monnaie. On peut obtenir O fois ot

1
1 fois ou 2 fois "Pile" . La probabilité d’avoir "0 fois pile " est —

2) A et B sont deux événements incompatibles p(A) = 0,6 alors p(B) <0,4

3) un événement a pour probabilité 0,2
alors I’événement contraire a pour probabilité 0,8

4) Dans une situation d’équiprobabilité, tous les événements ont la méme
probabilité

5) A et B deux éveénements quelconques alors p(A) + p(B) = p(A U B)

; Un dé€ est truqué de telle maniére que la probabilité d’obtenir chaque
numéros de 1 a 6 soit proportionnelle a ce numéro.

1) Quelle est la probabilité de sortie de chaque face.

2) On lance une fois le dé, quelle est la probabilité d’obtenir un résultat
supérieur ou égal 4 4 .

On considére une urne dans laquelle se trouvent : 1 boule portant le
numéros 1,2 boules portant le numéros 2 ; 3 boules portant le numéros 3
et n boules portant Ie naméros n.
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1) Combien 1’urne contient elle de boules.

2) On tire au hasard une boule de I’urne, tous les tirages sont supposés
équiprobables.
a) On suppose que n est pair. Exprimer en fonction de n la probabilité pour
que la boule tirée porte : (i) un numéros pair ; (ii) un numéros impair.

b) Dans cette question, on suppose seulement que le nombre total de
boules dans I’urne est 21. Quelle est la probabilité pour que la boule
tirée porte un numéros strictement supérieur a 4 ?

C On lance deux fois de suite un dé cubique ordinaire (non truqué) de
fagon a former un nombre de deux chiffres : le résultat du premier lancer
donne le chiffre des dizaines, celui du second lancer celui des unités.
Calculer la probabilité des événements suivants :

: « le nombre obtenu est pair ».

: « Le deux chiffres du nombre obtenu sont identiques ».
: « Le nombre obtenu est strictement supérieur a 52 ».

: »Le nombre obtenu contient au moins un 6 ».

gawr»

Un sac contient dix jetons, cing portant le numéro 1, quatre de numéros
2 et un le numéros 3. L’expérience consiste a tirer du sac successivement et
sans remis, trois jetons. Ceux-ci sont alignés de gauche a droite de fagon a
obtenir un nombre de trois chiffres. On suppose que tous les tirages sont
équiprobables. Quelles sont les probabilités :
a) d’obtenir un nombre dont les trois chiffres sont deux a deux distincts.
b) d’obtenir un nombre 111.
¢) d’obtenir le nombre 122.
d) d’obtenir un nombre dont au moins des chiffres est 1.

VUne urne contient 12 boules blanches et 8 boules noires. On effectue
des tirages dans cette urne, chacune des 20 boules ayant la méme
probabilité d’Etre tirée.

I) On tire simultanément 5 boules. Quelle est la probabilité d’obtenir :

a) 3 boules blanches et 2 boules noires.
b) des boules de couleurs différentes.

2) On tire successivement 5 boules, la boule tirée étant remise dans I’urne

aprés chaque tirage. Quelle est la probabilité d’obtenir :
a) 3 boules blanches et 2 boules noires dans cet ordre.
b) 3 boules blanches et 2 boules noires dans un ordre quelconque.

3) On tire successivement 3 boules en remettant la boule apres chaque
tirage si elle est blanche, en ne le remettant pas si elle est noire.
Quelle est la probabilité de tirer :

a) Exactement une boule blanche.
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b) Au moins une boule blanche.

'; On met dans un sac six jetons de couleur identique au toucher ; deux
blancs, deux bleus, un rouge et un vert. Déterminer la probabilité d’obtenir
les trois couleurs : bleu, blanc, rouge dans chacun des cas suivants :

a) On tire simultanément trois jetons du sac.

b) On tire successivement trois jetons du sac en remplacant le jeton

dans le sac aprés chaque tirage.

¢) On tire successivement trois jetons du sac sans remise.

; ; Pour jouer aux fléchettes, on dispose d’un disque de li¢ge de 20 cm de
diamétre, sur lequel on a tracé deux cercles concentriques, de rayons

respectifs 2 et 6 cm définissant ainsi trois zones C,,C, et C,

un joueur s’appréte a lancer une fléchette. On sait que :
- Le joueur atteint la cible 3 fois sur 4.
- La probabilité d’atteindre une zone de la cible est proportionnelle  1’aire

de cette zone. Quelles sont les probabilités p,, p, et p,de tomber dans les

zones C,,C, et C, respectivement.

On lance une fois un dé numéroté de 1 a 6. Ce dé est pipé de manicre a
ce que la probabilité d’obtenir 2 soit la méme que celle d’obtenir 4 et que
celle d’obtenir 6. La probabilité d’obtenir 1 est le double de celle d’obtenir 6.
Les probabilités d’obtenir 3 et 5 sont égales chacune aux deux tiers de la
probabilité d’obtenir 1.
Quelle est la probabilité de I’évenement E: « obtenir un nombre impair » .

Un sac contient six boules rouges numérotées de 1 a 6 et trois boules
blanches numérotées de 4 a 6. On extrait simultanément deux boules

numérotées a et b. On admet I’équiprobabilité de sortie de tous les paires de
boules possibles.

1) Quelle est la probabilité pour que 1’on ait a = b.

2) Quelle est la probabilité pour que les deux boules tirées.
a) Soient de couleurs différentes.
b) Soient de méme couleur.
¢) Portent des numéros de méme parité.

3) Quelle est la probabilité pour que I’on ait a+b = 0(4)

4) Quelle est la probabilité d’extraire 2 boules dont une et une seulement
porte un numéro impair et une seulement rouge.
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; On considére un hexagone régulier, on appelle H I’ensemble de ses
sommets soit H={A,B,C,D,E,F}.

1) On choisit au hasard trois sommets dans I’ensemble H.
a) Quelle est la probabilité d’obtenir un triangle équilatéral.
b) Quelle est la probabilité d’obtenir un triangle isocéle non
équilatéral.
¢) Quelle est la probabilité d’obtenir un triangle rectangle.

2) On répete trois fois I’expérience de la premiére question :
a) Quelle est la probabilité d’obtenir trois fois un triangle équilatéral.
b) Quelle est la probabilité d’obtenir exactement une fois un triangle

équilatéral.

WLe matériel d’un jeu de triboulet se compose %

de : - 3 boules : une bleue, une rouge, une verte,
notées respectivement B, R, V.
- une cuvette comportant 3 trous déposés comme sur 1a figure ci-contre,
appelés : haut, gauche et droit ; le banquier lance les trois boules. Celle-ci
s’immobilisent en tombant chacune dans un trou. La configuration dans
laquelle la boule verte est tombée dans le trou du haut, la bleue dans le trou
de gauche et la rouge dans le trou droit est notée (V, B, R).
1) Déterminer le nombre de configurations possibles.
2) On suppose que toutes les configurations sont équiprobables. Quelle
est la probabilité de chacune d’elle ?
3) Quelle est la probabilité de chacun des événements sulvants
E, : la boule verte est tombée dans le trou du haut.
E, : la boule bleue est tombée dans le trou du droit.
E; : 1a boule verte est tombée dans le trou du haut et la bleue dans le trou droit.
E, : 1a boule bleue n’est pas tombée dans le trou du haut.

" Soit une urne contenant quatre boules blanches portant les numéros
1, 2,3 et 4 et trois boules noires portant les numéros 1,2 et 3.
On extrait au hasard de cette urne successivement et sans remise 2

boules. Soit alors les événements suivants.

- A : «les 2 boules sont blanches ».

- B : « les 2 boules sont de la méme couleur ».
- C: «les 2 boules portent le méme n° ».

- D: «les 2 n° sont pairs ».

- E : «les 2 n° ont méme parité ».

-F: «il ya au plus un n°4 ».

-G : « la premiére boule est la noire n°1 ».
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Calculer leurs probabilités ainsi que celle des événements :
A,CNnG et AUVE

VUne mére a quatre enfants, calculer les probabilités des événements
suivants si on suppose que la probabilité qu’un enfant soit une fille et celle
que ce soit un garcon sont les mémes :
- A: «ellen’ a pas de garcon ».
- B : «elle a au moins un garcon ».
- C: «elle a au plus deux gargon ».
- D: «elle a des garcons et des filles ».
-E: «elle n’a qu’un garcon ».
- F: «elle a autant de garcon que de filles ».

'; Le jardinier a mélangé trois oignons de tulipes rouges avec trois

oignons de tulipes jaunes. Il les plante réguliérement en cercle en les prenant
au hasard. On considére les événements suivants.

- A : «les fleurs jaunes forment un triangle rectangle ».

- B : «les fleurs rouges forment un triangle rectangle ».

- C: «les fleurs jaunes forment un triangle équilatéral ».

- D : «les fleurs jaunes forment un triangle isocele ».

Déterminer les probabilités des événements suivants : A, B, C, D.

VUne urne contient 6 boules : 3 numérotésl, deux numérotées 2 et une
numérotées 3. On tire une premiére boule au hasard puis sans remettre cette
boule on tire une seconde boule au hasard. Le résultat d’un tel tirage est le
couple ( a, b) oli a et b sont les nombres respectivement inscrits sur la 17
boule et la seconde boule.

1) Calculer la probabilité de chacun résultat possible.

2) Calculer la probabilité des événements suivants :

A': «les deux numéros tirés sont égaux (a =b) ».
B : «le 1* nombre tiré est strictement supérieur au second (a>b) ».
C: «le 1 nombre est inférieur au second (a <b) ».

3) On note X la valeur absolue de la différence des deux nombres tirés
(X=la-bl)
a) Quel est I’ensemble E des valeurs possibles de X.
b) Pour tout élément i de E, calculer la probabilité de I’événement (X={) .

Une urne contient deux boules rouges et n boules noires avec n un
entier naturel supérieur a 2. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1) On tire simultanément deux boules de I'urne.

a) Déterminer la probabilité des événements suivants :
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A : avoir 2 Boules rouges et B : avoir 2 Boules de mémes couleurs.

b) Déterminer n pour que p(A =%

2) pour la suite de ’exercice on prend n = 4
Les deux boules rouges sont numérotées : 1,2
Les 4 boules Noires sont numérotées : 0,1, 1,2
On tire successivement et sans remise deux boules de 1’urne.
a) Déterminer la probabilité d’avoir deux boules de mémes couleurs.
b) Déterminer la probabilité d’avoir deux boules de méme parité
¢) Déterminer la probabilité d’avoir au moins une boules qui porte le 1.
d) Déterminer la probabilité d’avoir une seule boule noire et une seule
qui porte le numéro 1.

3) Un joueur tire successivement et avec remise de 3 Boules de I’urne
il gagne 10 dinars pour chaque boule qui porte le numérol1,20 dinars
pour chaque boule qui porte le numéro 2.
On perd 5 dinars pour chaque boule qui porte le numéro 0.
a) Déterminer la probabilité de gagner 40 dinars.
b) Déterminer la probabilité de gagner une somme supérieur ou égale a 40.

v@Un sac contient n boules (n =7) parmi lesquelles 5 blanches

et n-5 noires.
1) On tire successivement deux boules du sac, sans remettre la premicre
boule tirée avant de tiré la deuxiéme boule.
a) Calculer la probabilité de chacun des événements :
E, : Tirer deux boules de méme couleur.
E,: Tirer une seule boule blanche.
b) Trouver n pour que p (E;) < p (Ey)
2) On suppose dans cette question n = 8.
Les cinq boules blanches sont marquées : -2 ;-2 ;-2 ; 3 ; 3.
Les trois boules noires sont marquées 3 ; 3 ; 3.
On tire simultanément trois boules du sac, calculer la probabilité de :
A : Obtenir trois boules portant le méme réel.
B : Obtenir un produit négatif.
C : Obtenir trois boules de méme couleur ou bien qu’elles portent
le méme réel.
3) On suppose n = 50 et la réparation des 50 boules suivant les nombres
qu’elles portent est donnée par le tableau suivant :

X; = nombre marqué sur la boule -2 1 0 2 3
N; = nombre de boules 10 15 2 12 11

Déterminer le mode, la moyenne arithmétique, la variance et 1’écart- type
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de la série statistique donnée par ce tableau.

'z Une boite contient 100 rondelles de 16 types différents. Le tableau

suivant donne leur répartition suivant leur épaisseur et leur diamétre (en mm)

épaisseur
diametre ! 2 3 4
8 5 6 9 0
10 5 10 11 4
12 6 15 3 2
15 7 6 5 6

1) On tire au hasard une rondelle de Ia boite.
Calculer la probabilité d’avoir :
a) une rondelle d’épaisseur 3mm
b) une rondelle de diamétre 10 mm. .
c) une rondelle d’€paisseur 2 mm et de diamétre 12mm.
d) une rondelle de diamétre supérieur a 1 lmm.
2) On tire simultanément 2 rondelle de la boite.
Calculer la probabilité d’avoir :
a) au moins une rondelles d’épaisseur 1.
b) au plus une rondelle de diamétre 8mm
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CORRIGES

; ; 1) La réponse est : p({3,4,5,6}) :%: %
2) p(AuB)=p(A) +p(B) -p(ANB) or AnB=¢
= p(A)+p(B) = 0,58 d’oui la réponse est [E

. e 3 5y
3) Laréponse est |C| : p(A)—l-p(A)_l—g_A_OA

4) La réponse est |c| : on lance un dé normal

Soit A={1,2,3,4,5} = p(A) = % et B={1}= p(B)= %
et AUB={1,3,3,4,5}cQ={1,2,3,4,5,6,}

. . 1 1 1 1
V 1) fausse : p (O fois le pile)= p(F.F) = 5 XE =7 #* 3
2) Vraie : p (A)=0,6 et p(Q2) =1
AUuBcQet AnB = ¢ alors p(AUB)=p(A) +p(B)
= p(B) =p(AUB)-p(A)<1-p(A)=04
3) Vraie : p (A)= 0,2 et p(A)=1-p(A)=0,8

4) fausse : On lance le dé normal

2 1
p((12})=2=1 etp({12.3})=
5) Vraie : On sait que
=p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)
= p(A) + p(B)=p(AUB) + p(ANB)
= p(A) +p(B) = p(AUB)car p(AnB)>0

| W
W | =

1
—#
2

; 1) Q={1,2,3,4,5,6}. Notons p; la probabilité de sortie de la face

numéro i. d’aprés I’énoncé, p, = 2p; ;ps= 3p1 ;ps= 4p1 ;ps= Spiet ps= 6p1
(proportionnalité des probabilités).Comme p;+ p2+ ps+ Pa+ ps+ ps = 1,
on en déduit : p;+ 2p; + 3p; + 4p; + Spi+ 6pi=1 <> 21p, =1 d'ou p, =%

Ainsi les probabilités cherchées sont :
p— 1 2. _3. 4 5 ctp.=Y
o P P P BT T Py

2) Soit A I’événement : « obtemr un résultat supérieur ou égal a 4 » alors
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5,6_155
21 21 21 7

n(n+1)
2

A= {4, 5,6} d’ou p (A) =ps+ ps+ ps C’est a dire p(A) =_;1-+

W 1) Le nombre de boules dans I'urne est N= 1+ 2+3+.... + n =

2) On tire une boule de I’urne et on suppose que tous les tirages sont
équiprobables.
a) On suppose que n est paire (n = 2p avec pe IN")
Soit N, le nombre de boules portant un numéro pair et N, le nombre
de boules portant un numéro impair on a :

+
N, =2+4+6...+2p=2(1+2+3+.. .+p)=?'£(l;—ll=p(p+l)

+
donc N,=—n—(£+1j=£(lz
2\2 4

+ + 2 42n-n’- 2
etN2=N—N,=n(n 1) n(nt2) 2n"+2n-n 2n_n”
2 4 4 4
(1) soit A I’événement : « la boule tirée porte un numéro pair ».

(n+2

Ona:card A= N,= or "univers €2 associé a cette expérience est

I’ensemble de tous les tirages possibles d’une boule de I’'urne donc
n(n+2)

+ : +2
card O= N:M’ dolt p(A) N__ 4 _n
2 N n@+l) 2m+l)
2
(i1) soit B I’événement : « La boule tirée porte un numéro impair ».
n2
2 2 _
Ona:cardB=N, =2 donc p(B)=N—= 4 - T
4 N n@mtl) 2(nt+1)
2

b) Si e nombre total de boules dans 1’urne est 21 alors n = 6,
donc card Q=21"
Soit C I’événement : « la boule tirée porte un numéro strictement

supérieur 4 ».On a card C = C + Ci =11(5 boules numérotées 5 et 6

boules numérotées 6).

cardC 11
Dou p(C)= =—
p© card Q 21

Q étant ’ensemble de tous les nombres que 1’on peut former, alors
card €2=36. Le dé étant ordinaire (non truqué), I’expérience satisfait a
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I’hypothése d’équiprobabilité. Les résultats possibles sont représentés dans
le tableau suivant :

o 27 2 3 4 | 5 6
1 11| 12| 13 ] 14 | 15 | 16
2 21 | 22 1 23 | 24 | 25 | 26
3 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36
4 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
5 51 | 52 | 53 | 54| 55| 56
6 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66

Par lecture du tableau on a :

Card A=18 d'ou p(A)=E=—1— et Card B =6 d'ou p(B) .l _1
2 36 6

11

O 5
CardC=10d" C ————:—etCardD=11 doupD)=—
I oup(C) 3618 oup(D) 36

;; On a un tirage successif et sans remise de trois jetons parmi 10 donc
card Q= A?O =10x9%x8 =720
a) Soit A I’événement : « On obtient trois chiffres deux a deux

distincts ». Pour réaliser A nous devons tirer un jeton portant un
numéro 1, un jeton portant un numéro 2 et le jeton portant le numéro 3.

Donc card A= (C‘SXCLXC} )><3! ou3 est le nombre de permutation de

2 1
L’ensemble des trois jetons. On a: card A= 120, d’oll p (A)=— 72?) = I
b) Soit B I’événement : « on obtient le nombre 111 ».
0
On a: Card B= C1 ><C1 ><C' =5x4x3=60 d'ou p(B)——62—O——1—15

¢) Soit C, I’événement : « On obtient le nombre 122 ». C’est
I’ensemble des suites formées d’un jeton portant le numéro 1 et deux jetons

portant le numéros 2 (CLXC]3 possibilités) d’ob card C,=C;*C,xC;=60
60 1

et par suite p(C))= —=—
p p(C)) 012

d) Soit I’événement : « on obtient un nombre dont au moins un des
chiffres est 1 ». L’événement contraire de C est C : « on obtient un nombre
dont aucun des chiffres n’est I ».
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C est I’ensemble des suites de trois éléments distincts, de ’ensemble
des cing jetons qui ne portent pas le numéros 1 ;

60 1 1 11
dC=A}=5x4x3=60 d = 1 one p(e)=1-— =21
cat Oup(C) 720 1230 PO=1- =1

;; On a : 8 boules noires et 12 boules blanches.
1) On tire simultanément 5 boules de I’urne, I’univers ) associé a cette
~ €preuve est donc ’ensemble de tous les tirages de 5 boules de urne

donc card Q=C}, .
a) Soit A I’événement : « On tire 3 boules blanches et 2 boules noires ».
card A_C;.Cj, 385
cardQ  C, 969
b) Soit B I’événement : « tirer 5 boules de couleurs différentes » donc

Donc card A= C..C;, d'ou p(A) =

B est I’événement : « tirer 5 boules de méme couleur ».On a :

— 5 408
card B = CISZ + CS donc p(B) = C12 SC 53 . Ainsi p(B) 1__53__ 916
C, 969 969 969

2) On tire successivement 5 boules de I’'urne en remettant la boule tirée
aprés chaque tirage. L’univers  associé a cette épreuve est
I’ensemble des tirages obtenus donc card Q=20’

a) Soit C I’événement : « on obtient 3 boules blanches et 2 boules
noires dans cet ordre ». On a
3 2 12°x8% 108

card C=(C},) X(C;) donc p(C)= 11

b) Soit D I’événement : « on obtient 3 boules blanches et 2 boules

noires dans un ordre quelconque ». Ona: '

!
cardD =—2£'§><card C=10xcard Cd’olt p(D)=10 xp(C)= L6 .Ou5!testle

nombre de permutation de I’ensemble des 5 boules et on a d1v1sé par2 131 #*
car on a 2 boules de méme couleur noires et 3 boules de méme couleur
blanche.

3) a) On tire successivement 3 boules en remettant la boule aprés chaque
tirage si elle est blanche, en ne la remettant pas si elle est noire. La
probabilité d’avoir une boule blanche au premier tirage est :

1 1 1

—C'—2><—9—8~><-£7—=1—% —8—><-—— celle d’avoir une boule blanche au

Cyp Cy C, 20 20 19

1 ! 1
second tirage est:g—xg—X—c—:l 8 lx}z .Enfin la probabilité
c, C, C, 20 19 19
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1 1 1
d’avoir une boule blanche au dernier tirage est : Eix&xﬁz_g_xlxg.
Cy, Cl, Cs 20 19 18
Donc la probabilité d’avoir une boule blanche est :
12 8 7 8 12 7 8 7 12

20020 19 20 19 19 20 19 18
32721217272424086814974

57519 5 19 195 19 37475 1805 285 27075
b) Soit I’événement E : « Avoir au moins un boule blanche ».

b

I’événement contraire E est: « avoir aucune boule blanche » ¢’est &
dire avoir les 3 boules tirées noires.
C, C C. 8 7 6 14 14 271

done p(E)=—2xLx—& =" x—x—=—"_dolp(E)=1-p(E)=1-——="—
P cl, Cl 20 19 18 285 PE) p() 285 285

20

'ﬁ a) Les élément de €2 sont les ensemble de 3 jetons pris parmi 6.

Donc card Q=C3=20.
Soit A I’événement : « on obtient les trois couleurs bleu, blanc et
rouge » . Pour réaliser A nous devons choisir un jeton parmi les deux

blancs ; un jeton parmi les deux bleus et le jeton rouge on a

card A=C!xC,xCl=4. Donc p(A)=24A _ 4 _1
cardQ 20 5

b) 'univers €2, associé a I’épreuve est I’ensemble des suites de trois

éléments (distincts ou non) de I’ensemble des six jetons on-a
card Q, =6’ =216 .Si B désigne I’événement : « on obtient les trois couleurs
bleu, blanc et rouge », on a card B= (c'zxc‘zxci)xmoﬁ 3! est le nombre de
43! 1

216 9
c) 'univers (), associé & I’épreuve est ’ensemble des suites des trois

permutations de I’ensemble des trois jetons d’ou p(B)=

éléments distincts de I’ensemble des six jetons.
On a card Q, = C;xCy*xC},=120. Soit 1 ‘événement C : « On obtient les

trois couleurs bleu, blanc et rouge ».
Ona:card C= (C1 xc‘ xC! )x3l Donc p(C) :_io :%_

; Les cercles ont pour rayons respectifs 2 ,6 et 10 cm ; ainsi les zones
C,, C, et C,ont pour aires :
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a, =10’ - 6’1 =64 = cm’; a,=6’n-2’1=32ncm’;
a,=2’r=4mcm’
les probabilités p;, p, et p; sont alors proportionnelle a ay, a, et azdonc

PP P,
4, 3

il existe un réel o tel que :
al

donc pj=0a,=64n o ; p,=aa,=32mwa ; p,=aa,=4na.Notons
Po la probabilité de manquer la cible.

1
D’apres I’énoncé, p, = 2 (car le joueur atteint la cible 3 fois sur 4 donc

il manque la cible 1 fois sur 4) Comme po+ p; + p2+ p3= 1, on en

déduit:%+ 64nta+32n0+4ma=1c’estadire

%4- 1007130(21@100712(1:% dou a=

400 &
Ainsi les probabilités cherchées sont :
pl= 647‘[)( 3 :lg_z_, p2= 327]:)( 3 :& et p3=4nx 3 :2.
400m 400 400m 400 400 400
. TP 12 6 3
Soit aprés simplification : p= —= ; p,=-— et p,= —
p P o 25 P, 25 et p, 100

Posons x =p({6}).I’énoncé se traduit de la maniére suivante :
p({1)=2x: p((2})=p({4})=p({6})=x:
p((3)=p((5)) =20 (1) =3x
La relation p(Q)=1équivaut a:p({1})+p({2})+...+p({6})=1.

Soit 2x+3x+2 x Zx=1ou encore —ox = 1 dou x = —
3 3 23

Résumons ces résultats dans un tableau :
Evénement | {1} {2} {3} {4} {5} {6}
Probabilité 6 3 4 3 4

23 |23 |23 (23 |23 |23

L’événement E : « obtenir un nombre impair ».
_ 6,4 4 14
p@®=p({})+p(B)p(S) =535 55

On a un tirage simultané de deux boules parmi 9 donc
card Q = C2 =36.
1) Soit ’événement A : « obtenir deux boules tel que I’on ait a = b ».
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Il ya deux boules qui porte le n° 4 et deux autres qui porte le n® 5 et
deux autres boules qui porte le n°6.

Donc card A= C2+ C2+ C2=3d'ou p(A)=$.

2) a) Soit I’événement B : « obtenir deux boules de couleurs différents ».
C’est a dire obtenir une boule rouge parmi les 6 et une boule blanche parmi

les 3. Donc card B= C;x C;=18 et par suite p(B)=li2

b) Soit I’événement C : « obtenir deux boules de méme couleur » en
remarque que C=B ( I’événement contraire de B) et par suite

_ _1
p(C)=1-p(B) 5

c) Soit I’événement D : « obtenir deux boules de méme parité ». On
remarque qu’il ya 5 boules paires et 4 boules impaires donc
card D = C2+ C2=16 d'ox p (D) _l6_a
3) Soit I’événement E : « obtenir deux boules telsque a+b=0 (4) ».
a+tb=0(4)<atb=4ouat+b=8 ou at+b=12
.Donc{a,b} € {{1,3} ;{4,4};{2,6};{6,6};{3,5}}
ClxCl+Cy+2C xC+Cy 5
36 36
4) Soit I’événement F : « obtenir deux boules, dont une et une seulement

porte un numéro impaire et une seulement rouge ».
D’aprés le tableau suivant : On a card F: Ci xCy+ C} xCi=9

d'ou p(E)=

9 1
D’ou F)=—=—
P(P=35"73
Parité
Coulet Pair impair
Rouge 3 3
Bleu 2 1

V 1) = A partir du sommet A nous avons un seul triangle équilatéral :
CE. = A partir du sommet B nous avons un seul triangle équilatéral :
BDF. Ce qui fait 2 triangles équilatéraux.
= A partir du sommet A nous avons un seul triangle
N et g A N . F C
Isocéle non équilatéral : ABF ; de méme a partir de chaqueE@
sommet. Ce qui fait 6 triangles isoc¢les non équilatéraux.
= Un triangle rectangle est inscrit dans un demi cercle,
Il faut donc partir d’un diamétre.
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A partir de [AD] il ya ABD, ACD, AED, AFD, ce qui en fait 4.

De méme avec les diamétre [CF] et [BE].

CE qui fait 4x3 =12 triangles rectangles.

Iy a C;=20 facon de choisir 3 sommets au hasard. Tous les tirages
sont équiprobables, nous pourrons appliquer la formule du cours.

1
a) La probabilité d’obtenir un triangle équilatéral est égal a—2 SO 1

10
b) La probabilité d’obtenir un triangle isocele non équilatéral est égale
,Cy 3
a—=—.
20 10
1
c) La probabilit€ d’obtenir un triangle rectangle est égale é%& :%.

2) a) les tirages sont indépendants nous pouvons appliquer la formule du
cours. La probabilité d’obtenir trois fois un triangle équilatéral est égale a
1 1 1 1

10710710 10°°
b) Faisons un tableau pour voir les différents cas répondant a la

question, en notant E I’événement obtenir un triangle équilatéral et E
I’événement contraire.

19 tirage | 2°™ tirage 3™ tirage
E | & E
E : E
E E E

1 — 9
On a =— et cell ==
p(B)=5 et ce e p(E) 0

Nous avons dans les trois cas comme probablhtel—l6 x%xi

10
La probablhte d’obtenir exactement une fois un triangle équilatéral est
9 9 243

egalea3><—x—><—= .
10 10 10 10°

1) Le nombre de configuration possible pour que les 3 boules tombent
dans les 3 trous est le nombre de permutation des 3 boules dans les 3

trous donc il y a A}=3!=6 configuration toutes équiprobables.

2) La probabilité de chacune des configurations est : —

3) Soit I’événement E, : « la boule verte est tombée dans le trou du
haut ». Si la boule verte est tombée dans le trou du haut donc elle a C;
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possibilité, Il reste 2 trous donc la deuxiéme boule 2 C}, possibilités, il reste

1 trou donc la derniére boule a C; possibilité

donc card E,=C; xC, xC;=1x2x1=2D’ou p(E,) =—2—=%.
= Soit I’événement E, : « La boule bleue est tombée dans le trou du
haut ». En appliquant le méme raisonnement que précédemment
Ona:card E,=1x2x1=2 dou p(E2)=%=—;~
= Soit I’événement E;: « La boule verte est tombée dans le trou du

haut et la bleue dans le trou droit ». Dans ce cas la boules verte & C,

possibilité et la boule bleue a aussi Ci possibilité (car les deux trou sont

(fixé), il reste qu’un seul trou dont la 3™ boule a aussi C| possibilité

donc card E,= C}xc}xq:l d'ou p(E3)=%

E. : « La boule bleue n’est pas tombée dans le trou du haut ».

Es : « 1a boule bleue a tombée dans le trou du haut » donc en
appliquant le méme raisonnement on a :

p(E)=2 dou p(E,)=1-p(E;)=1-2=2

'; Soit I’épreuve E : « on tire successivement et sans remise deux boules
parmi sept boules ».L’univers € associé & E est I’ensemble des
arrangements de deux Eléments d’un ensemble a 7 éléments.

Donc card Q=A% =7x6=42

e A est I’événement : « les 2 boules sont blanches ».
2
Donc card A = Al=4x3=12. D'ou p(A)=%=7
o B est I’événement : « les 2 boules sont de la méme couleur ». C’est

a dire « Avoir 2 boules blanches ou 2 noires ».

Donc card B = card A+ A}=12+3x2=18 d'ou p(B) = % =%

e Cest I’événement : « les 2 boules portent le méme n° » c’est a dire
« Avoir 2 boules portent len® 1 oulen® 2 oulen® 3 ». Oril ya 2
boules qui portant le n° 1 et 2 boule qui portent le n°2 et 2 boules qui

portent le n°3 donc card C = A2 +A3+A]=2+2+2=6 d’ou p(C) = 262- =

|-

286



Probabilités ‘ Solutions

e D est ’événement : « les 2 n° sont pairs ».

Or il ya 3 n® pairs donc card D=A2=3x2 =6 d'ou p(D)=262—=%

e E est I’'événement : «les 2 n® ont méme parité » c’est a dire « les
n° 2 sont paire ou sont impairs ». Or il ya 3 n° paires et 4 n° impaires donc

cardE=card D+A=6+4x3=18 doup(A) ZI%

o fest ’événement : « il ya au plus n°4 ». C’est & dire avoir les ns°® 1
2,3 4 donc H={A,B,C,D,E, F} d’ou p(F)=1.

e G est I’événement : « la premiére boule est la noire n° 1 » donc

card G= AlxAl=1x6=6 dou p(G)=-;‘

— 5
*p(A)= l-p(A)=7
e CNG : «La 1¥ boule est la noire n°1 et la 2°™ est la blanche n°1 ».
dont card (CmG):A: XA: =1x1=1d’ou p(CmG):é“_lz_

*p(AUE)=p(A)*(E)-p(ANE)or ANE : «les deux boules
sont blanches et de méme parité » donc card (A ~AE)=A2+A2=4(car il

y a deux boules blanches impaires et deux boules blanches paires)

2 3 4 13
Dol S S .
p(AUE) ST T

L’univers £ dans notre cas est I’ensemble des applications d’un
ensemble a 4 élément (4 enfants) dans un ensemble & 2 élément (les

deux sexes ). Donc card Q=2*=16.
¢ A : «elle ne c’est pas de garcon ». C’est & dire que les quatre enfants

sont des filles d ol card A=1*=1 d’ou p(A) =% .
¢ B : «elle a au moins un gar¢on ». En remarque que B=A avec A

1
est [’événement contraire de I’événement A d’ou p(B)=1- p(A)=I% .

e C: «elle a au plus deux garcons » c’est a dire elle a 2 garcons et 2
filles ou 1 garcon et 3filles ou 4 filles donc :

!
card C=(12x 12) % +(1x )% %+ card A

21x 2!
d’oucard C=1x6+1x4+1=11.
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¢ 4 ! est le nombre de permutations des 4 enfants et on a divisée par
2 ! x* ! car on a deux enfants de méme sexe garcons et deux autres de méme
sexe et qui sont des filles.

A L 41 11
e Méme explication pour—é—' . Doncp(C) = 6

* D : «elle a des gargons et des filles ».

eD : «ellea que des garcon ou que des filles » card D=2x1*=2.

Dol p(D)= ——~§ et donc p(D)=1 -p(D)= 1%:%

e E : «elle n’a qu’un garcon » c’est a dire elle a 1 gargon et 3 filles

!
donc card E= 1><13><%=1><4=4 d'ou p(E)Z% .

o F: «elle a autant de gargons que de filles ». C’est a dire elle a2
garcons et deux filles donc

card F = (12><12)>< —1><6 6 d’oup(F)——

: L’univers € est I’ensemble des permutations de six oignons donc
card Q=6!=720. Le jardinier les prend au hasard, il ya équiprobabilité il
ya trois types de dispositions des oignons :

.. L
[N \‘ \‘~\\ "f’II
1 ~ ~. e /
l/l \‘\\ | ’z’. ’1” ,/’
PO e L « ’
Type I Type 1L Type III

- I’événement A : « les fleurs jaunes forment un triangle rectangle »les

fleurs jaunes forment un triangle rectangle lorsque deux d’entre elles

sont diamétralement apposées, comme dans la premiére disposition. Le

sommet de I’angle droit du triangle a six places possibles, pour une de

ces places il ya deux triangles (par symétrie). Il y a donc 12 réparations des

places possibles pour cette configuration. Dans chaque cas, on ne peut

permuter 3 ! = 6 mani¢res les oignons jaunes d’une part, les rouges d’autre
432 6 3

e B : «les fleures rouges forment un triangle rectangle ». Lorsque les fleurs
jaunes forment un triangle rectangle, les rouges forment aussi un triangle
rectangle donc card A= card B et par suite p(B)=p(A)=0,6.
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e C: «les fleurs jaunes forment un triangle équilatéral « les fleurs jaunes
forment un triangle équilatéral lorsque la disposition est du deuxiéme type. Il
ya deux triangles possibles. Pour chacun des triangles, on peut permuter de
3 I =6 maniére les oignons jaune d’une part, les rouges d’autre part
d’oucard C= 2x6x6=72. Doncp(C)=—- 72 _1

720 10
® D : «les fleurs jaunes forment un triangles isocéle ». Les fleurs jaunes
forment un triangle isocele lorsque la déposition est du deuxiéme ou du
troisi¢éme type. Pour le troisiéme type, il y a six triangles possibles,
déterminés par la place du sommet de I’angle obtus. Pour chacun des
triangles, on peut permuter de 3 ! = 6 maniéres les oignons jaunes d’une part,
les rouges d’autre part

donc card D = (24+6)x6x 6 =288 d'ou p(D)=—— 288 _4 2

720 10 5°
On peut remarquer aussi que I’événement D est égal a I’événement

contraire A .

;; * On tire deux boules de I’urne successivement et sans remise, donc
Punivers € est I’ensemble des arrangements de deux éléments d’un

ensemble a 6 éléments, d’ou card Q=A% =6%x5=30.
1) les résultats des tirages possibles sont :

(L) (1,2) 5 (13) 5 (25 (2,2)5(2.3) 5 315 (3.2)) 5

pl0.0}= 25 - £~ Lipf) - B2 - £ L
pl(.9) - A8 - 2 Loy - 2 6L
pl(22)} = 55 = 5 = 5 ipi{23)= AA_A- -2_1
o0l 2L - A2

2) Soit A I’événement : « les deux nombres tirés sont égaux (a =b) »
ona:A={(1,1);(2,2)} .
2 8 4

Donc p(A)=p{(1,1)} +p{(2,2)} = 30 30730 15

* Soit B I’événement : « la 1 nombre tiré est strictement supérieur
au second(a>b) ».On a :

B={(2,1);(3,1)5(3,2)}; donc p(B)=p{(2,1)} +p{(3,1)} +{(3.2)}
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3211

= —
p() 30 30 30 30

* Soit C Pévénement : « la 1% nombre tiré est inférieur au second

11 _19
a<b) ».Ona: C=B donc 1- J-—==,
(@s<b) ». p(C)=1-p(B)= 2030
3) On note X la valeur absolue de la différences des deux nombres tirés
c’est a dire X= [a-b|.

a) L’ensemble des valeurs possibles de X est E={0,1,2}.

*p(=0)p{(L D02t
“pGeD)p{(L2)} (2D} p{IP{(32)) 2o+ =+ a4 2=
* p(x=2)=p{(1,3)} +p{(3, 1)}“36 5352566

'; 1) urne contient : n boules noires et deux boules rouges.

e

PTG, @)l e
2n!
B : avoir deux boules de mémes couleurs. C’est a dire 2 rouges ou 2noires
(n-1)
GG el o) 5 2mia
c§+2 St 2!(n-2) 2 (@t2)@+l) (m+2)(n+1)
2

b) Lo 2l oso=@+)n+l

p(a)=r3 (m+2)(n+1) 15 (n+2)m+1)

&n’+3n-28=0 ,A=9+4x28=121

3+ -3 —

2) L’urne contient : 4 Noires et 2 Rouges soit NgN; N; N; et RiR;
Al+Al 13
A2 30
b) F : avoir deux boules de méme parité, ou encore 2 pairs ou 2
Al+A] 12 2
AL 30 5
c¢) H : avoir au moins une boule qui porte le n°1

a) E : avoir 2 boules de mémes couleurs  p(g)=

impairs p(F)=
H: aucune des boules ne porte n°l.
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Al 6 — 6 24 4
———I——:> :1_ :l_.__=_.=._
a2 =39 PED=IP(H)=155=70=5

d) k : avoir 1 boule noire et 1 seule boule qui porte n°1
c’est adire Ny Ry ou N; R, (1 : n'estpasl)
_AAHALAX2 8 4
A] 30 15
3) On tire 3 boules successivement et avec remise
pour une boule qui porte 1 on gagne 10d
pour une boule qui porte 2 on gagne 20d
pour une boule qui porte 0 on perd 5d
a) L : le joueur gagne 40d (10 ;,10,20) ou (20,10,10) ou (10,20,10)
(L)_32x2'><3 1
P 6’ 4
b) I: le joueur gagne une somme supérieur ou égale a 40.
(10, 10,20) ou (20, 10,10) ou (10, 20,10) ou (20 ,20,10)
ou (10,20,20) ou (20,10,20) ou (20,20,20)
(I)_32x2x3+22x3‘x3+23 98 49
Pr= 6 216 108

'; 1) a) L’urne contient : 5 blanches et n-5 noires

A+ Al 20+(n-5)n-6) n’-1in +50

p(H)=

p(k)

E =
p(E:) A? n(n- 1) n(n-1)
AL A 10(n-5)
E, )=2. 2105 =
p(E.) Al n(n-1)
n*-1ln+50 10n-50
b E)<p(E.) & < orn>1
)p( ‘) p( 2) n(n-1) n(n-1)
< n?-11n +50<10n - 50 < n*- 21 n+100<0
X |-00 7,29 1375 4o
2-21% + 100 * + - <f+

= Les entiers dans [7,29 ; 13,75] qui sont supérieur ou égal & 7 sont
8, 9 jusqu'a 13.
2) les 5 boules blanches portent : -2,-2,-2, 3,3
les 3 noires portent :3,3,3.
Ci+C 11 CyxCI+C} 31
= = t —— 2 O =
p(A) G 5% °© p(B) cl 6
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C§+C§=£
c: 56
11 11 C+C 20
- = + _ —— 3
p(C)=p(DuUA)=p(D)+p(A)-P(AND) 55756 56

3) Le mode est 1 qui correspond a 'effectif le plus grand 15.
X=1,04 et V(x)=3 et T,=1,73 '

D : avoir 3 boules de mémes couleurs p(D)=

§20;
- Epaisseur | | | 5 | 3 | 4 | Totaux
Diameétre
8 5 6 9 0 20
10 5 10 11 4 30
12 6 15 3 2 26
15 7 6 5 6 24
totaux 23 37 28 12 100

1) a) A événement : avoir une rondelle d’épaisseur 3 mm
on lit le total de la colonne qui correspondent & 3 mm d’épaisseur
28
alors p(A) = —=0,28
PA) =7 %0

b) B événement : avoir une rondelle de diamétre Ko mm p(B) = %)6= 0,3

¢) C événement : avoir une rondelle de épaisseur 2 mm et de diametre

12 mm on lit le nombre situé a ’intersection de la colonne 2 mm

et la ligne de 12 mm alors p( C) =%5(—)=0’15

d) D : avoir une rondelle de diamétre supérieur & 11 mm on additionne les

totaux des lignes qui correspond & 12 mm et 15 mm alors p(p)= 01

100 2

2) a) il ya 23 pieces d’épaisseur 1

E : avoir au moins une rondelles d’épaisseur 1.

E : aucun des rondelles n’est d’épaisseurl.
Cy, _3741 1247 —,_ 403
c 1950 1650 PO 1P(E) =15y
b) F : au plus une rondelle de diamétre 8 mm c’est a dire 0 ou une
Ci,+Cy,Cqy 4760 476

Ci, 4950 495

p(E)=

p(E)=
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Résumé de cours

Statistiques

Chapitre XIII
Statistiques

I) Statistiques a une variable quantitative
N : effectif total, N=n; + n + ... + n,.

« Variable continue :
Classe lag, ] | ...... {a,.1, 3,
Effectifs n; n, o . n,
Fréquence f; n, | e n,
N N
ay Tay
Centre de classe [ak_1 ,ak[ est X, >
 Variable discontinue ou discréte
Valeur x; Xy | X2 |.... Xg
Effectifs n; n | np |.... n,
Fréquences f; n, [n, [~ |0
N | N N

» La Fréquence en pourcentage est —1\—I>< 100

Parametres de position :
< XX, Rt K
® Moyenne simple: X = X 71({3 Xy —%Z

= Moyenne pondérés: Moyenne de la série (x;, 11;)
k

= n,.Xx,+tn,Xx,+.+n, x 1
X=- — k k=——in.ni etN=an.
k N5 =

Paramétres de dispersion :

® Variance:
N . L. NP I —2
Variance delasériex: V,=— ) x’-x = X, -X)

X 1 1

* Variance de la série (x;,n,): V —~Zn xP-x ——ﬁZn (X, x)?
i=l

J—I

® Ecart - type: Dans tous lescasona: o, =V, .
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Statistiques Résumé de cours

Remarque :
- Une série ayant un faible écart-type est une série dont les valeurs sont peu

dispersées.

- Une série ayant un écart-type important est une série dont les valeurs sont
tres dispersées.
m Diagramme en boite :
Les deux quartiles Q, , Qs et la médiane Me d’une série statistique associés
aux valeur extrémes( minimum et maximum) permettent d’appréhender
certaines caractéristiques de la répartition des données. On les représente
souvent par un diagramme en boite.
Exemple :
Voici la liste des températures relevées sous abri & différents moments d’une
journée, rangées par ordre croissant et exprimées en degrés Celsius.
3-38-4,5-5-55-5,7-58- 6,2-7-7,3-8,2-9-92-95-9,7
Voici le diagramme en boite de cette série .

Min =3 Q=48 Me=6 Q=82 Max =9,7
] I
i ] ] ] I ] ¥
| I I T ' I I I
3 4 5 6 7 8 9 10

Ce diagramme est souvent employé pour comparer la répartition de deux séries.

m L’écart interquartile :

L’écart interquartile relatif d’une série statistique a une variable quantitative
est égale au quotient de 1’écart interquartile par la médiane de la série. C’est un
nombre sans unité qui peut étre exprimé en pourcentage.

On utilise I’écart interquartile relatif lorsqu’on veut comparer les dispersions
autour de la médiane de deux séries statistiques dont les valeurs respectives
ont des ordres de grandeur différents. Plus L’écart interquartile relatif est
faible plus la dispersion autour de la médiane est faible.

Soit une série statistique de valeurs (x; ,xy ) de moyenne X et I’écart
type o .Soit a, b deux réels et Y la série statistique de valeur

(ax;+ b, ax, + b, ....., axy + b) . On désigne par Yeto'la moyenne et

I’écart type de y alors Y=ax +bavec o'= la{o-
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X une série statistique de moyenne X d’écart type o.
On dit que X est une distribution normale ou gaussienne lorsque le
polygone des effectifs est tel que environ

* 68 % des effectifs sont situés dans [X -o, X + o]
* 95 % des effectifs sont situés dans [x 20, X +2 0 ]

* 99 % des effectifs sont situés dans [; 3o, X +3 o]

Dans ce cas, le polygone des effectifs a la forme d’une cloche symétrique
par rapport 4 la moyenne.

e o . . R o
Le réel X est dit I’écart type relatif de X il peut étre exprimé en

pourcentage

m Statistiques a deux variables :

* Etude de deux caractéres sur une méme population 1¥ type de
tableau a double entré

X
X1 X2 Xp
Y1
Ny iy yp
Y2
sy Ny Nop
Yq Nq1 g2 Ngp

Les x; et les y; peuvent étre remplacés par des classes pour une variable
continue.
* Nuage des points : Dans un repére orthogonal (O, 1, j) on place les x;

sur 'axe de abscisses et y; sur ’axe des ordonnées on place les points

de coordonnées (x; , y;) I’ensemble des points représenté s’appelle nuage de
points.

e Le point G()—(-,—Y_) s’appelle le point moyen.

Comment Calculer XetY ? (La notation ny,: 1 correspond 1% ligne et 2 2™
colonne)
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Statistiques
X X N X Distribution
y ! : P marginale de Y
Y1 ng | N2 np | ny, +n12+"'+nlp=Nl
Y2 Np; | Ny N2p N,
Ya Ng | Dgo Ngp N,
Distribution ‘ ‘ -
. N, | N N N
marginale de X ! 2 P

N, =n,, +n,, +n,, t...+n,, (on fait la somme des effectifs)
N : le nombre total de I’effectif.

ixi N; Zq:yx' N,
X=El et Y=L
N N

+ Sion a des classes on utilise leur centre.
* On peut réaliser le méme tableau avec les fréquences

Dy
Exemple : f,, "N

2°™ type de tableau d’un série A deux caractére :
X Xi Xp | eeee | Xp

Y Yi | Y2 | -] Yp
* Le nuage de points : ’ensemble des points M;(x;, y;) placer dans un

repére orthogonal.

p

zxi zp:}’i

* Le point moyen G(i,?) avec EZZEI\—I—— et Y=——o.

m Droite d'ajustement affine:

On note P, le nuage de points de la 1% moitié de la série (x, y) et P, le nuage
de la 2°™ moitié de la série. (On divise le tableau statistique en 2 parties
quelconques).

- G, le point moyen de P, et G; le point moyen de P,

La droite (G, G, ) est appelée la droite de Mayer ou bien la droite d’ajustement
affine du nuage de points représentant la série double (x,y) et elle passe par le
point moyen G.
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Résumé de cours

Réflexes :

Situation

Réflexes

Comment déterminer la médiane
Me d’une série statistique ?

1) On ordonne les données dans
I’ordre croisant : X, <X, <...<X,

2) Sin=2q + 1 alors Me = xg, et sin

= 2q alors Me =% (XqFSgr)

Comment déterminer les quartiles
d’une série statistique ?

1) On ordonne les données dans
I'ordre croissant : X, <x, <..<X,
2) Q= x; ou i est le plus petit

z ’ ~ n N
supérieur ou égal & Z;Q3= X; ou j est

le plus petit entier supérieur ou égal a
3n
7

Comment construire un diagramme
en boite ?

1) On détermine le minimum , le
maximum, la médiane Me et les
quartiles Q; et Q; de la série.

2) On construit la boite le long d’une
graduation comme ci ~dessous.

Min I Me Q3 Max

Comment résumer une série
statistique ?

Par une mesure de tendance centrale
associée a une mesure de dispersion :
(moyenne ; écart-type) ou (médiane ;
écart interquartile).

Comment retrouver la droite
d’ajustement linéaire ?
(droite de Mayer)

On divise le tableau en deus parties,

on calcul x; et —)—’1 de la premiere

partie. Puis x; et ;2 celle de la 2°™

partie. G,(x, , y,) etG,(x, ,y,)
alors la droite de Mayer est (G, G,)
puis on écrit son équation y = ax + b

Comment estimer la valeur de la
variable de la variable y pour une
valeur X, donnée de X, lors de
I’ajustement linéaire de y en X ?

Une estimation de la valeur y est
Yo= aXo +b
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ENONCES

QCM
Indiquer la réponse exacte par a,b ol ¢
1) On considére la série statistique
Valeur 10 14 25 30
effectif 400 | 200 | 300 | 100
La variance de cette série est :
la] 65,12 [b] 57.41 57,47
2) On considére la série statistique:
x [ 10 | 15 ] 20 | 25
y 5 7 |13 ] 5
Les coordonnées du l_Ec])int moyen G est de cette série est :

la] (7.5;17.5) (17,55 7,5) (8,75 ; 3,75)

Vrai - Faux
Dire si l'affirmation est vraie ou fausse:

1) La variance et I’écart type dans une série statistique sont toujours
positifs.
2) Sif; est la fréquence de la valeur x; alors la variance V est égale a

2 (%) -(X)"

Dans une classe de 3*™ économie de 33 éléves, les notes du dernier
contréle de mathématiques sont donnée dans le tableau suivant :

xi 124618 ]10]11]12]13] 1516

n | 1]4[3]5[5{4]12|3|3 3

1) Calculer la moyenne et I’écart type de cette série.

2) Pour augmenter la moyenne de la classe le professeur décide
d’augmenter toutes les notes d’un point.

Calculer la moyenne et I’écart type de cette nouvelle série.

3) Pour augmenter la moyenne de la  classe le professeur décide
d’augmenter toutes les notes de 10% (on admet de pouvoir noter au
10°™ de point).

Calculer la moyenne et I’écart type de cette nouvelle série.
4) Compare les deux résultas. Quelle augmentation préférez vous ?

Au service de livraison d’une sociétés. On note le nombre de Km parcours
pour chaque livraison on obtient le tableau suivant au cours d’une semaine.
Ou x; représente 1a longueur du parcourt en km et n; le nombre de livraison.

1
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Xi 1; Xi n; Xi 1 X |}
[0, 4] 6 [8, 12[ 50 [16,20[ |72 [[24,28[ |15
[4, 8] 30 [12, 16[ |61 [20,24[ |55 |[28,32[ |3
1) Calculer la moyenne et I’écart type .

2) Déterminer la médiane, le premier et le

3™ quartile .

Dans une entreprise, on fait une étude sur les nombres du personnel
ayant contracté un prét pour ’achat de leur résidence principale. I’étude porte
sur le nombre de picces suivants la catégorie socio - professionnelle. On
obtient e tableau suivant :

Nombre

de picces
Catégorie 1 2 3 4 >
Socio — professionnelle
Quvriers 6 6 14 11 0
Employés 2 8 27 12 4
Techniciens 2 6 8 14 4
Cadres 4 12 16 23 19

1) Réaliser un tableau donnant les fréquences marginales.

2) Quel est le pourcentage de personnes ayant obtenu un prét pour
résidence principale de 3 picces ?

3) Quels est le pourcentage de cadre ayant obtenu un prét ?

V On considere le série statistique a double caracteres x et y donnée par
le tableau si dessous :

y [0, 12[ [12, 18] [18, 24[ [24, 48[
X
-5 0 2 4 6
4 0 2 1 3
0 4 0 0 1
1 6 3 5 0
2 3 0 0 0

On désigne par y; le centre des classes c;.
1) Représenter le nuage des points.
2) Calculer la valeur moyenne de X et y.
3) Placer le point moyen G.

V Le tableau ci-dessous donne pour 22 pays de I’Union Européenne.
* Leur PIB en dollars par habitant pour I’année 2003 ;
* Leur taux d’équipement des ménages en acces a Internet en 2004.
(Source : EUROSTAT)
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pays PIB en$ | Internet pays PIBen $ | Internet
en % en %

Rép. Tchéque 13 300 19 Lituanie 8 700 12
Danemark 33 000 69 Luxembourg 38 860 59
Allemagne 25200 60 Hongrie 11 900 14
Estonie 9 800 31 Pays-Bas 23 134 71
Gréce 11 853 17 Autriche 23401 45
Espagne 17 680 34 Pologne 9210 26
France 24 837 34 Portugal 10 560 26
Irlande 23710 40 Slovénie 16 000 47
Italie 20220 34 Slovaquie 11 060 23
Chypre 12 700 53 Finlande 26 372 51
Lettonie 7700 15 Royaume-Uni | 23942 56

a) Représenter cette série a deux variables par un nuage de points.

b) Déterminer le point moyen G du nuage en arrondissant ’abscisse a la
centaine, et placer G sur le graphique.

¢) Utiliser ce nuage de points pour caractériser la liaison entre PIB
et taux d’équipement internet pour ces 22 pays.

Dans le tableau ci-apres, i désigne le numéro de I’ observation, X ;
désigne le taux d’alphabétisation des femmes (%) et Y ; le taux de mortalité

infantile %0 .

© = 8
7 = = I ] Q Q o A
E — i‘; (o] % 32} g < § g} _::‘5 =] %D o~ § o §‘ =)} gb
— M =4 i) Q0 Q o - 2

= > s
X 25,7 69,6 17 98,7 42,8 55,4 87,8 100 61,6
Y. 95 34 127 7,7 90 73 25,1 5 120

1) Construire le nuage de points associés a cette série statistique double.

On prendra 1 cm pour 10% et 1 cm pour 1 %o en ordonnées.

2) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de Ia série
(X,,Y,) avec 1<i<9 plus celui de la série (X;,Y;) avec 1<1<8.
Pour laquelle des séries un ajustement affine est — il le plus appropri€ ?

Justifier la réponse.
* Dans la suite on élimine les données concernant Madagascar, considérant

la série (X;,Y;) avec 1<1<8
3) déterminer une équation de la droite d'ajustement linéaire de Y en X.
(les résultats 3 10 pres).
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Solutions

;; 1) La réponse est [Elcar V= Z

2) La réponse est @ car §=17,5 et Y=7,5

V 1) Vraie: o=+/V ouacetV sont toujours positifs.

- 2
X,

2) Faux: V=-2
N

i=1

z”: X i(xifi)z X

; 1) al’aide de la calculatrice on trouve §=9,88 et 0=3,88.

_2=p 2 I A2
-(X) =) x N (X)

CORRIGES

(X) ~57.41.

2) Si on augmente toutes les notes de | pointona:
X 3 5 7 9 11 12 {13 {147 16] 17
n 1 4 3 5 5 4 2 3 3 3

a I’aide de la calculatrice on trouve i=10,88 et 0=3,88

on remarque que lorsque on augmente | point la moyenne augmente aussi
1 point mais 1’écart type reste le méme.
3) Si on augmente de 10% les notes on obtient :

Xj 2,2

44

6,6

8,8

11

12,1

13,2

14,3

16,5

17,6

1; 1

4

3

5

5

4

2

3

3

3

On trouve X =10,87 et 0=4,27

La moyenne et I’écart type on été multiplié par 1,1.
4) On voit que pour les notes inférieurs a 10 la premiére augmentation
est plus intéressante, alors que les notes supérieurs a 10 c’est la
deuxieéme. Pour les copies ayant obtenu 10, les deux méthodes conduisent
au méme résultat.
Alors que pour la moyenne de la classe, on obtient le méme résultat
dans les deux cas.

4 1) Résumons tous les calculs dans un tableau :
Classes X n; Xi D x? n. x
(centres) l I
[0, 4] 2 6 12 4 24

30
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{4, 8] 6 30 180 36 1080

[8, 12] 10 50 500 100 5000
[12, 16] 14 61 854 196 11956
[16, 20[ 18 72 1296 324 23328
[20, 24] 22 55 1210 484 26620
[24, 28] 26 15 390 676 10140
[28, 32[ 30 3 90 900 2700

Total 292 | 4532 80824

4532

La moyenne X=——==1552
292

La variance V=M_
292

2) Résumons le calcul dans un tableau :

(15,25)% =35,92 et o=+/V =5,99

Classe | [04[|[4,80 | [8,12[|[12,16[|[16,20[ | [20,24[ |[24,28[ | [28,32[
fi/ en% | 2 12 29 50 75 94 99 100

Lorsque une série statistique est /

regroupée par classe il est d’usage de

travaille avec les fréquences f; ou _

fi/‘ plutdt qu’avec les effectifs. *

» La médiane: 50% des livraisons

ont un parcours d’ou plus de 16 km  *®
donc M, = 16. g

* Q3 =20, 75% des livraison ont
un par cours de 20km .

* Pour Q] =11. Mclx 03” 2 30
Nombre 1 2 3 4 5 total | Fréquence
De piéce

Catégorie
Ouvriers 6 6 14 I 0 37 37
—=0,187
198
Employé 2 8 27 12 4 53
mpIoyes 33 20,268
198
Technicien 2 6 8 14 4 34 34
s =—=0,171
198
Cadres 4 12 16 23 19 74 | 74
—-=0,374
198
Total 14 32 65 60 27 N=
198
Fréquences
cane 14 _oom | 220162 | =038 | 220,303 | 2L <0136
198 198 198 198 198
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2) Pour 3 pieces la fréquence marginale est 0,328 soit 32,8%.
3: Pour les cadres la fréquence marginale est 0,374 soit 37,4%.

1))
¢ [0,12[ [ [12,18[ [ [18,24[ | [24,48[
Vi 6 15 21 36
2)
............. §é‘i£
vi] 6 | 15] 21 ] 36 |DMX
Xi ?g
S [ol2]4]6] 12
4 o2 ]1]3]6 , 1 I
0 [4loflof 1] it
1 [ 613 [5]0] 14 ‘ S
2 [ 3]ololo] 3 i
DMY| 13| 7 | 10 10m S
x |51 4]0 1 ]2 v | 6 | 15 ] 21 | 36
n (126 | 51413 n {1317 {10]10
a I’aide de la calculatrice
5 4
DX, 2 v,
X=11 _ =.1,6 et Y=£1— =18,825
40 40
3) G(X,Y) donc G(-1,6 ; 18,825)
i.; a)_
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b) La moyenne des PIB est d’environ 18 300$ (en effet,
403139

= 18 324,5), et la moyenne des taux d’équipement est 38%

(en effet, % = 38). On considére donc que le point G a pour

coordonnées (18 300 ; 38).
¢) La forme du nuage laisse penser que la fonction f qui modéliser la
liaison entre les deux variables est croissante, ¢’est-a-dire que le taux
d’équipement Internet a tendance a4 augmenter en méme temps que la
richesse du pays. Cependant cette ne semble pas trés forte.
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Les Cahiers des Mathématiques

Exercices corrigés

pour s'entrainer toute l'année

Proposent pour chacune des notions
fondamentales du programme:

> Des rappels de cours

> Des exercices progressifs et classés par
thémes couvrant la totalité du programme

> Tous les corrigés des exercices et des
problémes détaillés et commentés.
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Dans la méme collection SalLaa o».m Cresd

Cycle de l'enseignement de base
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Cycle de 'enseignement secondaire cSo\0\ galm\ dls »

1* Année
> Algebre
> Géométrie
> Devoirs de contréle
et de synthése

2'™ Année
® Section Sciences et technologie
de P'informatique
> Analyse
> Géométrie
> Devoirs de contréle
et de synthése
@ Section Economie et Services
> Résumé de cours
+ Exercices corrigés
+ Devoirs de contrdle
et de synthése

3" Année
® Section Mathématiques
> Analyse
> Géométrie et probabilités
® Section sciences expérimentales
> Analyse et géométrie
@ Section techniques
> Analyse et géométrie
L] i i de Pinfor
> Analyse et géométrie
® Section Economie et Gestion
> Résumé de cours
+ Exercices corrigés
+ Devoirs de contréle
et de synthése

BAC
® Section Mathématiques
> Analyse
> Géomeétrie et probabilités
> Problémes corrigés
et commentés
@ Section sciences expérimentales
> Analyse
> Géométrie et probabilités
® Section techniques
> Analyse
> Géométrie et probabilités
® Section sciences de P’informatique
> Analyse
> Géométrie et probabilités
@ Section Economie et Gestion
> Résumé de cours
et exercices corrigés
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