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Lycée secondaire Ali Zouaoui Probabilités 3eme M

I/ |Langage ensembliste- Langage probabiliste] :

Définitions : * Lorsqu’on fait une expérience aléatoire , le résultat est appelé issue .
* Lensemble des issues possibles est appelé univers des possibles.
* Un événement est une partie de [univers des possibles .

Soit Q ['universdes possibles d"une expérience, on a : P (Q) est [ensemble des parties ou événements de Q.

Langage ensembliste Langage probabiliste
A : une partie de Q) A est un évietent
A=Q A est [événement \certain
A= A est [événement impossible
e :unélémentde Q ,e € Q) e espune ntu té ou u\cas possible
{e} est un singleton, {e} cQ / {e} estu 9 élementaire
A UB est la réunionde A et B uB est [événe t/ uB »
A NB est lintersection de A etB B est [’ea‘ene t « A é\ »
A=C 5 est le complémentaire de A dans Q J\zst [ even}rm/ ntraire A)
Si ANB =0 , A et B sont deux parties disjoints de Q A et B son-derx événetents inco p/tzE[es
11/ [Probabilité d”un événement : /

Définition : Soit Q un ensemble fini, on appelle probabilité définie sur P (Q) tout§@pplicatiopf p:P (Q) - [0,1] tel que :
“p(Q)=1
* @our tout A et B de P(Q), siANB =3 alors p

* Ondit que p est une équiprobadilité si iNté uniforme si tous les événements élémentaires ont
la méme probabilité .

* Soit Q un ensemble fini p ilite ( 1 pvenement A de P (Q) , la probabilité de A est :

® p(J) = 0.
© Pour tout A et B

b-mehdi.jimdo.com

Snnde Dhaolaire 2007-2008 1 Grrof » Faleh hdossattar



Lycée secondaire Ali Zouaoui Probabilités 3°me M

Exercice N°01 :
Une urne contient 4 boules rouges, 5 boulesvertes et 3 boules blanches indiscernable au toucher.
1/ On tire simultanément 2 boulesde [urne , calculer la probabilité des événements suivants :

a) A : « avoir 2 boules blanches »

b6) B : « avoir deux couleurs » .

¢) C : « avoir au moins une boule verte ».
2/ On tire successivement et sans remise 2 boules de [urne, calculer la probabilité des événements sutvants :

a) D : «avoir deux boules de méme couleur » .

6) E:«avoir une seule boule verte ».

3/ On inscrit le numéro (1) sur les boules rouges, (—1) sur les boules vertes et (0) sur les boulesiblanches . On tire

successtvement et avec remise 2 boules de [urne ; On pose S : « la somme des muméros inscrits $ boules tirées ».
a) Donner lesvaleurs possibles de S .
b) Calculer la probabilité de chaque valeur de S .

¢) Vérifier que la somme de toutes ces probabilités est égale a 1 .

Exercice N°02 :

Une urne contient 10 boules indiscernables au touchées : six noire numérotées

1,1,2,3

1/ On tire simultanément et au hasard trois boulesde [urne . Calculer la probabilité des événements suivan
a) A : «obtenir trois boules noires » .

2 S NUmerotées

b) B : «lasomme des trois numéros inscrits sur les boules tirées est paire » .
¢) C : «obtenir trois boules noires ou une somme paire » .
2/ On tire successivement et avec remise trois boulesde [itne . Calculer la probabilite

le blanche » .

\d

a) D : «avoir exactement deux boules noires et une b
b) F : «avoir au moins une boule noire » .
¢) E:«laboule n°2 est tirée pou eanicre fo cneytirage ».

Exercice N°03 :

Une urne contient quatre

¢ cing boules noires numérotées : —1,1,1,2,2 .

alculer la probabilité des événements sutvants :

boules blanches que de boules noires »
boulesde ['urne . Calculer la probabilité des évenements sutvants :

H : « deux cases etdeux seulement sont non vide » .
o K : «aucune case n'est vide ».

o L : «chaque couleurest dans une case ».

b-mehdi.jimdo.com
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Lycée secondaire Ali Zouaoui Probabilités 3°me M

Exercice N°04 :
On consideére une urne dans laquelle se trouve :1 boule portant le numéro 1 , 2 boules portant le numéro 2 , 3 boules
portant le numéro 3 et N boules portant le numéro n .
1/ Combien ['urne contient elle de boule ?
2/ On tire au hasard une boule de [urne , tous les tirages sont supposés équiprobables.
a) On suppose que N est pair .Exprimer en fonction de n la probabilité pour que la boule tirée porte :

e  Un numéro pair.

e  Un numéro impair .
b) Dans cette question , on suppose seulement que le nombre totale de boules dans [urne est 2 V.|Quelle est la probabilité
pour que la boule tirée porte un numéro strictement supérieur a 4 ?

Exercice N°05 :

Une urne contient 6 boules: 3 numérotées 1 , 2 numérotées 2 et une numéroté
hasard puis sans remettre cette boule on tire une seconde boule au hasard | Le résult

e premiere boule au

(a, b ) ou aeth sont les nombres inscrits sur la premiére et la seconde Goule .

1/ Calculer la probabilité de chaque résultat possible .
2/ Calculer la probabilité des événements sutvants :

o A« lesdeux numéros tirés sont égaux (a = b) »
o B « le premier nombre tiré est strictement supérieur au second (a > b) ».
o C: «le premier nombre tiré est inférieur au second (a <b ) ».
3/0Onnote X lavaleur absolue de la différence de deux nombres tirés (X

Exercice N°06 :
Soit (Q,P (), p)
1/ Montrer que si A ,

b-mehdi.jimdo.com
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‘H1 — Analyse : Continuité
3éme Maths C Anatyse : Ci Octobre 2009

A. LAATAOUI

I. Approchedelanction:

Déerminer le domaine de définition et tracer la courbe représentative de lafonction f dans chacun

des cas suivants :

lércas: f(x)=2x+1. 28Me e - f(x):|x|_

D, = D, =

Courbe représentative : Courbe représentative :

1 +

‘ 2%+1 S x>0 4°™ cas: f(x)=E(x) appeléefonction partie

3F™cas: f(x)= _ .
2x-1 s x<O0 entiere.

D, = D, =R.

Courbe représentative : Courbe représentative sur [-1,3] :

Remarque: Si X est un nombreréd, quelconque, il existe un entier relatif ntel que n< x<n+1.
Cet entier rdlatif s appellela partie entierede X que nous désignerons par E(X) .

Exemple: s —-1< x<0 alors E(x) =-1.

1 I Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10. www.espacemaths.com
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Commentaires :
. Pour les deux premiers cas, la fonction est représentée par un trait continu (obtenu sans |acher le crayon).
La fonction considérée est dite une fonction continue en tout point de son ensemble de définition.

. Pour les deux derniers cas, la fonction est elle continue en tout point de son domaine de définition ?

[l. Fonction continue en un point :

Définition : Soient | unintervalle, f unefonction définiesur | et ac| .
Ondit que f est continueen alorsque:
* quelque soit I'intervalle ouvert Jcentréen f(a), il existeun intervalle ouvert K centréen a tel
quepour tout X del: xe K= f(x)eJ.
* quel quesoit B> 0, il existe un nombre o >0 tel quepour tout X del : |x—a|<a = |f(X)- f(a)|<B.

Exemple:
Reprenons |’ exemple du 1ér cas f (x) = 2x+1. Montrons N

| A A 7 o o e e
que f estcontinueen 1. ! ! | !
_ . S i 74 o 7 1 e o o
La figure nous montre que f (x) sera«vaoisin» de ! : " | :
| I 1 I
f (1) =3 quel’onvoudra, si I'on chaisit X suffisamment CT T I o [T/ B N
| I | I
«voisin » del. i i i i
| | ] |
quel que soit B > 0 trouver a > Otd que: I 1“7 “““ I I
| | P i |
x-<a=|f(x)-3<pB. I I ars I x
: - o
Nous cherchons aavoir |f(x)-3 <. | . . |
:_ __________________ _J'___________: ____________ : ___________
Pour tout X, ona: : | :
|f(0) -9 =|2x+1-3 =|2x-2| = 2|x-1 < B I P A N O .
Signifie [x-1 < 2., il suffit de prendre a = .. | | mmm | | |
2 ’ P A
Pour I'exemple f (x) = E(X) : 1
Choisissons 8 tel que 0< B <1, quel quesoit I'intervalle | | + s E AEmm H
| | fik) | |
K=1]2-a,2+a[, (a>0), decentre2, f(K)contient1 [~~~ I P T
: : i ! : :
Qui est extériewr 83 =(2)~ B, (2) + B[ ceaui signifieque | e asane | ; X
| : ] | -0 Bie | |
f est discontinue au point x, = 2. Cerésultat est valable pour _ ____1_5 __________ P ________ k __________ _________ __________
@ toutes les valeurs entiéres de X. i i i i i i
Graphiquement : chaque fois que X passe une valeur entiére, le point figuratif (x, f(x))sauted’ un

segment au segment suivant.
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[11.Continuité des fonctions usuelles :

i Toute fonction affine X > ax + b est continue en tout réel X,,.

3 | Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10.
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+ Les fonctions polyndmes sont continues en tout réel x,, .
+ Les fonctions rationnelles sont continues en tout réel ot elles sont définies.

Activité 2 page 24.

+ Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et x, unréel del.
Si f est continue en X, alors [f| est continue en X,.

Activité 2 page 25.

IV.Opérations sur lesfonctions continues:

Théoreme :
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I. Soit X unréel del et k unréel.
* Si f et g sont continues en X, alors lesfonctionsf + g, fg, et kf sont continues en X,,.

. . . 1 .
* Sif est continueen X,et si f(x,)# Oalorslefontion = est continueen X, .
f
: : - f :
+ Sif et g sont continues en X, et si g( X, ) Oaorslafonction — est continueen X,.
g

Activité 1 page 25.

+ Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle ouvert | et x, unréd del.

Si f est continue en x,, alorslafonction +/f est continueen x,.
Activité 3 page 26.

V. Continuitéadroite, continuité a gauche:

f(x)=x? si x>0

Soit f lafonction définie sur R par : . .
f(x)=-x-1 s x<0

&h
I
{a
.
o
.
.
/ . - o N
1 - n 1 n 1 1 n 1 1 1 n 1 1 n 1 1 1 n 1 L 1 n 1 n 1 1 n I
.1
P
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VI.

£ f(0)=-1.

4+ S x devient de plus en plus proche de 0 a gauche (par des valeurs négatives), f(x) devient de plus en plus
proche def(0) = - 1. On dit quef est continue a gauche en 0.

% Si x devient de plus en plus proche de 0 a droite (par des valeurs supérieures), f(x) devient de plus en
proche de O qui est différent de f(0). On dit quef n’ est pas continue a droite en 0 ou que f est discontinue
adroiteen 0.

Dans cecasf n'est pas continue en 0.

Théoréme

f est continueen X,, si et seulement s, f est continue a droite et agaucheen X, .

Continuitésur un intervalle:

+ Soient aet bfinisouinfinis.

Une fonction définie sur unintervalle |a,b[ est dite continue sur ab[ si elle est continue en tout réel
de Jab| .

+ Soit afini ouinfini e b unréd.

Une fonction définie sur unintervalle ]a,b] est dite continue sur Jab] si elle est continue en tout réel
de Jab[ et continue a gaucheenb.

« Soitaunréd et bfini ou infini.

Une fonction définie sur un intervalle [a,b[ est dite continue sur [a,b[ si elle est continue en tout réel
de Jab[ et continueadroiteena

+ Soient aet b deux réds.

Une fonction définie sur un intervalle [a,b] est dite continue sur [a,b] si elle est continue en tout réel
de Jab[ ,continue a droite en a et continue & gauche en b.

£ Toutefonction polynéme est continuesur R .
+ Toutefonction rationnelle est continue sur son ensembl e de définition.

5 I Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10. www.espacemaths.com
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41

54+

f(x) = x®-3x +2

f est continuesur R

g est continue sur R\ {1}

Activité 1 page 29.
g(x) = (x-l)2 +05sx > 1 g(x) = (x-1)2 +059x > 1
g|]7w,1[ est une fonction linéaire < J g(x) = ax dx<1
g est continue sur R g est continue sur R

1) Représentation graphique deg:

6 | Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10.
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2) gestcontinuesur R, en particulier en 1 donc si x devient de plus en proche de 1 (a gauche ou a droite), g(x)
devient de plus en proche de g(1) = 0.5.
En tendant vers 1 a gauche, g(x) tend versadonc a= 0.5
g(x) = (x-l)2 +05six > 1

D’ou 1 .
g(x):Ex six<l

7 I Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10. www.espacemaths.com
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Activité 2 page 29.

) fixe |x+1
f est la somme de deux

fonctions continues sur

R donc f est continuesur R

2) f:xmH Jx+1

(x—”>x + 1) est continue
et positive sur [—1,+o donc
f = /U est continue sur

[—1, +o0[ en particulier sur [0,

1].

3) f: x> -3x+5
f est unefonction polynéme
continue sur R en particulier
sur]-0.1; 10].

8 | Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10.
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4)

2x+3
X-1

f est unefonction rationnelle

f:x >

continue sur son domaine de
définition R\ {1} en

particulier sur [-1, 0.

5)

f:Xx B> V-2x+1
(x—”>-2x+1) est

continue et positive sur

}—oo,%} doncf = \/Uest

1
continue sur }—oo,i} en

particulier sur]-0.1; 0.3].

6)

fix > -3x+6
(x—1>-3x +6) est
continue et positive sur
]-0,2] doncf = Juest

continue sur |-, 2].

A4+

9 | Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10.
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VII.

2x+1

7 fixpb :
X-2 BT

f est unefonction rationnelle

continue sur son domaine de
définition R\ {2} en

particulier sur] -2; O[.

Image d’un intervalle par une fonction continue:

Activité 1 page 30.

fix > (x-1).
1) f est unefonction polynome continue sur R .
2) f([2+%])=[L+[ ; F(]-0.2,0])=[1,1.44]
{f(x);-05 < xetx = 2} =[0,+o] .
3 xe[34 ©3<x<42<x-1<34< (x-1) <9 f(x) e [49]

4) L’équation f(x) =5 admet d apres le graphique deux solutions : une solution a comprise entre-2 et -1 et

une solution B comprise entre 3 e 4.

Théoréme

L’image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 1: Si unefonction f est continue sur un intervallefermé[a; b], et si k est un réd quelconque situé
entref(a) et f(b) (ces deux valeurs comprises), alorsil existe au moins un nombre c dans|[a; b]
tel quef(c) = k.

10 I Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10. www.espacemaths.com
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----------- f(a)

Théoréme 2 : Si unefonction f est continue et strictement monotone sur un intervalle fermé[a ; b], alors pour

tout réd k situé entref(a) et f(b) (ces deux valeurs comprises), I’ équation f(x) = k admet une solution
unique.

11 I Cours : Continuité. 3¢me Maths 09 - 10. www.espacemaths.com



CH2 — Géométrie : Angles orientés

3tme Maths Octobre 2009
A. LAATAOUI

1) ORIENTATION DU PLAN
Orienter un cercle, c'est choisir un sens de parcours sur ce cercle appelé sens
direct ( ou positif ) .
L'autre sens est appelé sensindirect (négatif ou rérograde)
Orienter le plan, c'est orienter tous les cercles du plan dans le méme sens.
L'usage est de choisir pour sens direct le sens contraire des aiguilles d'une montre. (\
( appelé aussi senstrigonométrique) @
Un cercletrigonométrique est un cercle orienté dans le sens direct et de rayon 1.

Dans la suite du chapitre, on suppose que le plan est orienté dans le sens trigonométrique.

2) ARCSORIENTES

A ) DEFINITION

Soit (A, B) un couple de points d’un cercle orienté ¢ .

Il ya deux arcs de cercle d origine A et d extrémité B. un et un seul de ces deux arcs est orienté
conformément al’ orientation du cercle, on I’appelle arc orienté d’ origine A et d’extrémité B, qu’ on
note AB

Remarque : Tout arc orienté AB détermine un unique arc géométrique appelé arc géométrique associé a

AB

B)MESURESALGEBRIQUESD' UN ARC ORIENTE

¢ est un cercle orienté de rayon 1.

(A, B) un couple de points distincts de ¢ .

L est lalongueur de|’arc géométrique associé AAB. L=rx0.0Ur =1et 9 = AOB .
Soit M un point mobile qui se déplace sur ¢ de A versB.

Si le sens et direct alors une mesure algébrique | Si le sens est indirect alors une mesure algébrique
delarcABestL + 2nz . Ol ne N delarcABestL + 2mz . OU meZ_

On appelle mesure algébrique de I’ arc orienté AB et on note mes AB tout réel delaforme L +2kz ; keZ .

On convient que mes AB = 2kr , si et seulement siA =B.

1 I Angles orientés. 3¢me Maths 09 - 10. www. maths.
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Conséquences :

¢ est un cercle orienté derayon 1. (A, B) un couple de points distincts de ¢ .

+ X et y sont deux mesures de AB , si et seulement i, x -y = 2kz .

* L’ arc orienté AB posséde une unique mesure dans [0,2x[ , qui est lalongueur de I'arc
géométrique associé.

* Pour tout point A de ¢ et pour tout réel x, il existe un point unique B de ¢ tel que mes AB =
X.

Notation :

X-y=2km, keZ estnotée X
e —
modulo2x

Activité 2 page 29 :

3) ANGLESORIENTES DE DEUX VECTEURS NON NULS

A) ENSEMBLE DESMESURES

Le plan étant orienté dans le sens direct. u et v éant deux vecteurs non nuls.

On considere A’ et B’ les points définispar OA’ = U e OB’ =V . g A
Les demi-droites[ OA’ ) et [ OB’ ) coupent le cercle trigonométrique C ' '
respectivementen A etenB . \ /

v u
Les vecteurs OA=— i et OB =— v sont unitaires, C

Igj IVi
respectivement colinéairesa u et vV et de méme sens qu’ eux .

On définit les mesures en radian de I’ angle orienté de vecteurs unitaires (OA,OB ) a partir de celles de
I'arc orienté AB ...

Les mesures en radians de I'angle orienté de vecteurs (U , V') sont celles de I’ angle orienté de vecteurs
1

unitaires (OA,0B ) c'est adire, celles deI’angle orienté de vecteurs unitaires ("—é" u VI V).

Il en résulte que si x est une mesurede (U, V), aors les autres mesures sont de laforme
Xx+2kn ,kez.

Notation :

)= Lanotation usuelle est (U/\,V) , maiss'il n'y aaucun risque de confusion , on notera seulement (U , V')
@ cet angle orienté.

= Par abus de langage, on confond un angle et ses mesures.

2 I Angles orientés. 3¢me Maths 09 - 10. www. maths.com
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n
2

alorsde Iaformeg+2kn ,kez.Onécritaussi (U, V) :§+2k“ , k € Z ou encore

signifiant qu'une mesure de (T, V) est = ; les autres mesures sont

On écrit, par exemple, (T, V) = 2

(T,Vv) Eg [27]

B) MESURE PRINCIPALE

Une seule des mesures de I’ angle orienté de vecteurs ( U, V') appartient al'intervalle] -n; =] ; Onl'appelle
mesure principale de I'angle orienté de vecteurs (U , V') .

Remarque:

Lavaleur absolue de la mesure principale de I’angle orienté de vecteurs (U , V ) est lamesure de |’angle
géométrique formé par ces deux vecteurs.

Ex:
C
Lamesure principale de (BA , BC ) est g .
P f
Lamesure principale de (CA , CB ) est —% et ACB :% @:%
B A
N
Lamesure principale de (AB , AC ) est —g et BAC:g
C)ANGLE NUL, ANGLE PLAT, ANGLESDROITS
Soit U et vV deux vecteurs non nuls du plan orienté.
= Direqueu et vV sont colinéaires revient adire que:
Angle nul : lamesure principalede (U, V) est égale a0 (U et V sont u v
de méme sens ) = -
u \'4

ou « >
Angleplat : lamesure principalede (U, V) est égalean (U et V sont
de sens contraire )
= Direqueu et vV sont orthogonaux revient adire que : u I v
Angledroit direct : lamesure principalede (U, V) est égaleag -

ou UE
Angledroit indirect : lamesure principale de (T , V) eﬁtégalea—g

3 I Angles orientés. 3¢me Maths 09 - 10. www. maths.com
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Rem : Pour tout vecteur nonnul G, (U4,u)= 0 e (U, —U)=7n

4) PROPRIETESDESMESURES DESANGLESORIENTESDE VECTEURS

A)RELATION DE CHASLES

Soit U , V et W trois vecteurs non nuls du plan orienté | En additionnant n’importe quelle mesurede (U, V')
.Ona: an’importe quelle mesure de ( vV , W) , on obtient une
mesurede (U ,W) .

(g,v)+(v,w) =(u,w)
Réciproquement, n’importe quelle mesurede (U, W)
est lasomme d’'une mesurede (U, V) et d'une
mesurede(V ,w).

Ex: Soit U, V & W trois vecteurs non nuls du plan orienté tels qus

+
/—>
W)= 2% A v)=_ X r
(G’W)_ 6 d (W’v)_ 3 V_\;
D’apreslarelation de Chasles (U ,w)+(wW,V)=(U,V) v
i _2n _m_ _=X
Onendéduit doncque(u,Vv) = 5 3= 75

Les vecteurs U et V sont donc orthogonaux.

B) CONSEQUENCESDE LA RELATION DE CHASLES

Soit U et vV deux vecteurs non nuls du plan orienté.

v v
(V,U)= oo, i . i |
u u

<l

(U, =V) = oreoeeeeeee,

(=T, V)= oo,

| A

e
(?/
all <! A
v
=1 <l

(=T, =V) = ereeeeeee, ~:

4 I Angles orientés. 3¢me Maths 09 - 10. www. maths.com
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Soit k et k' deux réels non nuls: il
= sketk sont de mémesigne, | -~ A . A
alors: veET u EU
(kT , K V)=,
= siketk sont de signes contraires,
aors:
(ku, K V)=....cooooenn.
Preuve:

1) D’apreslarelationde Chasles( U,V )+ (V,U) = .coiiiiieennnnnn.
Or(U,u)=0;donC (V,U) = it e

2) D’apreslarelationde Chasles(U ,V )+ (V ,—V )= ..oooiiiiinnnnnnn.
Or(V,V)=m ;donc (U,—V )= . iiiiiiiiiiinnannnns

3) D’ aprés larelation de Chasles (u,v)=(Uu,-u)+(-U, -V)+(-V,V)

=2n+(-U, -V)
Les mesures sont définismodulo 2w, donc (—U , =V ) = ooooiiiiiiiiiiine e,
4)

= Siketk sont de mémesigne, lerésultat découle de la définition ...

= Siketk sontdesignescontraires:
D’ aprés larelation de Chasles, on peut écrire: (ku ,k’ v)=(ku,kVv)+(kV,Kk V)
(ku,kv)=(u,Vv)dapreslerésultat précédent .
kv et k' vV sont colinéaires et de sens contraire, donc (kv , k' V) =n

On en déduit le résultat.

Activités6, 7, 8, 9 page 36 :
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5) CERCLE ET ANGLES

A)ANGLESINSCRITSET ANGLESAU CENTRE

Définition :

Un angle est inscrit dans un cercle lorsgue son sommet appartient a ce cercle et ses cotés recoupent ce

cercle ; I'un de ses cotés peut étre tangent au cercle.

AME: 50" ANE:-130° A0E:100°

BAT:50°

=3

AOB est un angle au centre associé a chacun des AOB et I'angle au centre associé a I’ angle inscrit

angles inscrits AMB et ANB TAB

Théoremen®l:
¢ est un cercle de centre O dans le plan orienté dans le sens direct.

4 Pour tous points A, M et B de ¢ , ona: (OA,OB ) =2( MA, MB )[ 2r].

4 Si (AT) ettangentea ¢ en A, alors: (&,(ﬁ) = z(ﬁ,ﬁs)[zr].
Théoremen°®2:
¢ est un cercle dans le plan orienté dans le sens direct.
A, B, M et N quatre points distinctsde ¢ .

6 I Angles orientés. 3¢me Maths 09 - 10. www. maths.
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AME: 50° ANE:-E0°

4 Si M et N appartiennent aI’arc orienté AB , alors
(m,m)z(m,@>[2ﬂ]

AME:E50° ANE:130° AOQE:1l00°

4 SIM c ABetNe A", dors: (MA MB)=(NA,NB )+ [2r].

(o)

Activité 3 page 38 :

B) ENSEMBLE DESPOINTSM TELSQUE : (MA,MB|=6[2r] , 6 #kn;k e Z

Activité:

A et B deux points distincts du plan orienté dans le sens direct.

[At) et lademi droite telle que ( At, AB ) =

[275].

w |

1) Construire le cercle ¢ passant par A et B et tangent a[At).

i i i , o , i e —
2) Soit M un point del’arc orienté BA , déterminer (MA,MB).
Théoreme:
L’ ensemble des points M du plan orientételsque(m,ﬁ)se[br],ete £ kn,k € Z

Est I'arc d’un cercle  passant par A et B et tangent alademi droite [At) telle que (Kt,ﬁ) - 0[2x]

Cet arc est situé dans le demi plan de frontiére (AB) ne contenant pas [At).

Activités 2 et 3 page 39:
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6) REPERE ORTHONORME

Définition :
EXx: Repereorthonormé | Repere orthonorme
Un repére orthonormé (O ; 7, ) et : direct indirect
e direct , si I'une des mesuresde (T, ) est + g
e indirect , si I'unedesmesuresde (7, ) est — g
Remarque: -
= On définit de la méme fagon une base orthonormée directe ... "

cl\

= Etant donné un vecteur unitaire U, il existe un unique vecteur unitaire v tel que v
(U, v) soit une base orthonormée directe.

Déterminant de deux vecteurs:

Le plan est orienté dans le sens direct.

4=
et

—

(G, J') E%[Zn’]

Soient U et V deux vecteurs non nuls, et soit u' le vecteur vérifiant :

On appelle déterminant de (U, V ) etonnotedé (U, V) leréel v.u'.

On convient que s I'un des vecteurs est nul, leur déterminant est nul.

Remarques:

+ dét(u,Vv)=-dé(V,u).

+ dét(U,V)=0 < U etV sont colinéaires.

+ Si (U, V) est une base orthonormée directe alorsdét (U , v ) = 1.

+ Si (U, V) est unebase orthonormée indirecte alorsdét (U, v ) =- 1.

Activité 6 page 41 :
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CH3 — Géométrie : Trigonométrie TR

A. LAATAOUI

3%me Maths

1) COSINUSET SINUSD’'UN REEL

Sauf contre indication, I’ unité utilisée est le radian.

Le plan orienté est muni d’un repéere orthonormé direct (O ;T7, T ) ; on considere le cercle trigonométrique C
decentreO.

A ) DEFINITION

Pour tout réel x , il existe un point M unique du cercle trigopnométrique C tef
soit une mesure de (OI', OM ) .

* |I'abscisse du point M est le cosinus de x ( hoté cos X )

* I'ordonnée du point M est lesinusde x ( notésinx )

Propriétés :

Pour tout réel x et tout entier relatif k,

+ -1<cosx<le-l1<snx<1

#% Cos(x+ 2kn) =cosx et sin( x + 2kn) =sinXx
+ COX+sSmx=1

2) LIGNESTRIGONOMETRIQUES DESANGLESASSOCIES

N A
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= COS(—X)=cosx .

= COS(m—X)=—CoSX .

= cos(m+X)=—00SX .

. cos(g—x):sinx .
TT _ .

. cos(§+x)——smx .

sin(—x)=-sinx
sn(mt—x)=snx
sn(m+Xx)=-sinXx

sin(g—x):cosx

sin(g+x):cosx

Activité 9 page 53.

3) TANGENTE D'UN REEL

A ) DEFINITION

On appelle tangente de 0, le réel notétand et défini par tand :iZ’ pour tout réel 6 tel que
Ccos

9¢%+kn,keZ.

Activité 2 page 54.

— 0
1) M (cos6,sin6)et T (1 y) = dét(OM,OT ) = cos

2) OM et OT sont colinéaires = dét(O—M,(ﬁ)=O:>ycose—sin0=0:>y=

Activité 3 page 54.

Propriétés :

sné |

Pour tout réel 6 tel que9¢%+kn,kez,ona:

‘zycose—sine.

sin@ _tan®
coso

2 | Trigonométrie. 3¢me Maths 09 - 10.
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+ tan(0+7)=tand.
4+ tan(-0)=-tanf .

4) COSINUSET SINUSD'UN ANGLE ORIENTE DE VECTEURS

A ) DEFINITION

Soit U et V deux vecteurs du plan orienté.
Si x est une mesure en radian de I’angle orienté (U , V) , alors les autres mesures sont delaformex + 2k © (k

Orcos(x+2kmn)=cosxetsin(x+2kmn)=snx.Onendéduit ladéfinition suivante :

Le cosinus ( resp. lesinus) de I'angle orienté de vecteurs (U , V) est le cosinus ( resp. le sinus) de I’ une quelco
Ses mesures.

Onnote cos(U,V) e sn(u,v).

B)LIEN ENTRE cos(U,V) e cos(AOB)lorsqueOR =T et OB =V

Notons o la mesure en radians de I’angle géométriqueAAOB formé par U et vV , e notons x la mesure
principale de

(u,v).
Ona o= | x | . Deux cas se présentent : V
B

» Six>0, | x| =xet par suitecos o, = cos X .
. Sixso,\x\:—x,etCOSa:cos(—x):cosx

P o—— A
Onadonccos(u,Vv)=cos(AOB) N

e

Remarque:

Cen'est pasvrai pour lesinus: sin (AOB) = | sin(d, V) |

Activités 1 page 57 et 3 page 58.

Propriétés :

Soit U et V deux vecteurs non nuls, de composantes (x, y) et (X', y') dans une base orthonormée
directe (i, ).

Alors: cos(ﬁ,@)— X T et sin(ﬁ,Q)— XWX

_\/x2+ yz\/x‘2+ y'2 _\/x2+ yZ\/x‘2+ y'2
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5) REPERAGE ET COORDONNEESPOLAIRES

A) COORDONNEESPOLAIRESD'UN POINT

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; 1, 7)) . M
Soit M un point du plan ( distinct de O) . 0
On appele cooordonnées polaires de M , tout couple de nombres réels ( 1 '\ 0
I L
p,0)te que: d+
p =OM et (T,OM)=0+2kn ,keZ
Remarque:

+ Oest appelélepdleet [ Ox) I'axe polaire.

+ Ondit quer est le rayon polaire du point M et 6 I’ un de ses angles polaires.

+ Un repére polaire étant choisi, atout couple de coordonnées polaires correspond un unique point
du plan.

B ) REPERE POLAIRE ET REPERE CARTESIEN

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (O; 77, 7)) .
Un point M ( distinct de O ) a pour coordonnées cartésiennes ( X ; y
) et pour coordonnées polaires(p,6).0Ona:

p=\x2+y?2 : X=pcosO e y=psno

Preuve:

Soit C le cercle trigopnométrique de centre O .

Lademi-droite[ OM ) coupeCenN .

N a pour coordonnées (cos 0 ; sin6 ).

Or OM = p ON ; on en déduit que OM apour coordonnées ( pcosO; p sin0).
D'autrepart : OM 2=x2+y2= p?2

4 I Trigonométrie. 3¢me Maths 09 - 10. www.espacemaths.com
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6) FORMULES DE TRANSFORMATION

A) FORMULESD'ADDITION

Pour tout réel aet b :

cos(a—b)=cosacosb+snasinb ; cos(a+b)=cosacosb—
sinasinb

sin(a—b)=sinacosb—-sinbcosa ; sin(a+b)=sinacosb+ sin
bcosa

Preuve:

= Montronsquecos(a—b)=cosacosb+snasnb

On considére le cercle trigonométrique C de centre O muni du repere orthonormé

direct (O;7,7]).

On note A et B les pointsde C , définispar (77 ,OA ) =aet(i,0OB)=b.
Les coordonnées de A et de B sont respectivement (cosa; sina) et (cosb;sinb).

D’ autre part, d’ apres larelation de Chasles, ona:
(OA,0B)=(OA,i)+(17,0B)=—(1,0A)+(7,0B)=Db-a

Calculons alors de deux manieres le produit scalaire OA . OB :

= avec les coordonnées: OA .OB=cosacosb+sinasinb
= enutilisant cos(OA,0OB): OA.OB=0A xOB x cos(OA ,0B) =cos(b-a)

Ainsi cos(a—b) =cosacosb+snasinb

= Montronsquecos(a+b)=cosacosb-snasnb
Il suffit d’écrirecos(a+b) =cos(a-(-b)) ...

= Montronsquesin(a+b)=snacosb+snbcosa
Il suffit d’ écrire sin (a+ b)=cos(g—(a+ b)):cos((g—a)—b):

= Montronsquesin (a—b)=snacosb—-snbcosa

Il suffit d’écriresin(a—b)=sn(a+(-b))=...
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T T T T T
— == —-= t ler | r t — n-——.
En remarquant que 12 "3 4,onpeu calculer esvaleusexac&sdecoslzets 1
05 = cos™ cos® +anTgnte = N6+4[2
cos12 cos3cos4 sn39n4 )
T LT T T T 6—1/2
. N-—=8SN-C0S~ —SN-—CO0S==... =
s 17 s 3cos4 s 4cos3 7
B) FORMULESDE DUPLICATION ET DE LINEARISATION
FORMULESDE DUPLICATION FORMULESDE LINEARISATION
» sin2a=2sinacosa
= cosZa =cos2a-sin2a . coszg=Litcos2a
=2cos2a-1 2
=1-2sin2a
. sn2g=L-C0s2a
2
Preuve:

En prenant b = a, dans les formules précédentes on obtient sin2a=2snacosa e cos2a =cos2a-—sin?
a.

En utilisant larelationcos2a+sin2a=1,onobtientcos2a=2cos2a—1e cos2a=1-2sn2a.

On en déduit les deux derniéres formules.

Activité 2 page 59.

C)FORMULE DE TRANSFORMATION DE acosx+bsnx

Activité M
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O ; 17, T). r

M est un point du plan ayant pour coordonnées cartésiennes (a, b) + 1/ v\ 4
danslerepere (O; T, ) et pour coordonnées polaires [r,p]. 9

. a b
Onsait que cosp =— ; sinp=—; r=+a2+b2.
r r

Pour tout réel X, acosx +bsinx =rcosg cosx +rsingsin x =r (cosp cosx +singsinx) =rcos(x-g) .
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Ainsi ona: Soit (a,b) =(0,0). Pour tout réel x,

acosx +bsinx =rcos(x—¢); o r =+/a2+b?, cosp =

Activité 4 page 60.

7) EQUATIONSET INEQUATIONSTRIGONOMETRIQUES

A) EQUATION EN COSINUS

L’équation cosx =cosa ; ouU o est un réel fixé a pour 5
solutions o + 2kz & —a +2kz ; KeZ

L’équation cosx = 0 a pour ensemble de solutions

{£+2k7r - ok keZ}
2 2

Cet ensemble peut S écrire aussi sous la forme

{1+kn ;keZ}.
2

B) EQUATION EN SINUS
L'équation sinx =sina ; oU a est un réel fixé a pour
solutions o + 2kzr €t 7 —a + 2kx | KeZ

T =i+ E:ﬁ."]’[ R S N A 2,{[--_'-[

L’ équation sin x = 0a pour ensemble de solutions
{0+2k7r w4+ 2K keZ}

Cet ensemble peut S écrire aussi sous la forme
{kﬂ,‘ tk eZ}.

WY . A VIDLL @ LL.llo
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Exemple

Lr { B r 1 - r
Pour résoudre I'équation eos x = 5 ©n pourra ecrire :
I
x==4% 2n
3
; 1 : n 5
oS X =5 < ISX=00Sm = ou aveck = Z
x==242¥n
3

L'ensemble des solutions de I'équation cos x =% est donc l - % + 2Fm 3 % + 2k avec ke X '[ i
|

A) EQUATION EN TANGENTE

L’équation tan x = tana ; oU a est un réd fixe différent de %+ kz apour solutions « + 2k €t

t+a+2kr  KeZ.

Cet ensemble peut s écrire aussi sous laforme {a +kz ; ke Z}.

Exercices 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26 page 67.
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CH3 — Analyse : Limites et continuité
A A Octobre 2009

A. LAATAQUI

3¢me Maths

l. LIMITES EN L'INFINI

a. Limite infinie

Par exemple, considérons la fonction f dont la courbe représentative est :

Lorsque x s'en va vers +o, f(x) devient de plus en plus grand. il n'a aucun maximum.
On dit alors que f(x) tend vers +o0.

Ou que la limite de la fonction f lorsque x tend vers +o est égale a +oo.

Ce que lI'on résume par :

lirm f[x] = o0
s ]
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b. Limite finie

Considérons maintenant la fonction f dont la courbe représentative est :

61

Vers 2 {CH)
5+
4+
2 —
g
e e

a4+
> Yers+ o

2+

Lorsque x s'en va vers +o, f(x) se rapproche de plus en plus de 2.
On dit alors que f(x) tend vers 2.
Ou que la de la fonction f lorsque x tend vers +oo est égale a 2.

Ce que I'on résume par :

fix) = 2

w50

Note : Lorsque x tend vers +oo, la courbe de la fonction f se rapproche de plus en plus de la droite D
d'équationy = 2.

On dit alors que D est une asymptote horizontale a la courbe de f au voisinage de +o.
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c. Sans limite!

Toutes les fonctions n'admettent pas nécessairement une limite lorsque x tend vers +o.

C'est par exemple le cas avec les fonctions sinus et cosinus :

Lorsque x s'en va vers +00, sinus et cosinus hésitent quant a I'attitude a adopter. Oscillant a jamais,

ils n'ont aucune limite finie ou infinie...

[I. LIMITES EN UN POINT

Par exemple, considérons la fonction f définie sur l'intervalle ]3;+oo [ dont la courbe

représentative est :

14
13

A”'
119
104

Vers + o

1 1 1 1 1
10 11 12 13 14 15 16 17

Yers 3 <
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Lorsque x se rapproche de 3, f(x) devient de plus en plus grand sans qu'aucun plafond ne I'arréte.
On dit alors que f(x) tend vers +o0.

Ou que la de la fonction f lorsque x tend vers 3 est égale a +oo.

Ce que I'on résume par :

fix) = +eo
)

Note : Lorsque x tend 3, la courbe de la fonction f se rapproche de plus en plus de la droite D
d'équation x = 3.
On dit alors que D est une asymptote verticale a la courbe de f au voisinage de 3.

Nous avons exclusivement évoqué des fonctions qui tendent vers +co a l'approche d'un point. Mais il
existe aussi des fonctions qui ont pour limite -co.

Limite finie en un point.

Soit f(x):@+2, D; =R\{1}.

[x~1

Sa courbe représentative est donnée ci-dessous :

-1

Lorsque x se rapproche de 1, f(x) devient de plus en plus proche de 2. On dit alors que f(x) tend
vers 2.

Ou que la de la fonction f lorsque x tend vers 1 est égale a 2.
Ce que I'on résume par : Iirqf(x) =2
X—>.
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Théoréme :
Soit f une fonction définie sur un intervalle | sauf peut étre en a.
Si f admet une limite en a alors cette limite est unique.

Limite a gauche et limite a droite.

1
Dans ce qui suit, f désignera la fonction inverse. Ainsi pour tout x : f(x) = X

La fonction inverse f est définie sur l'intervalle ] -oo; 0 [W ] 0 ; 40 [.
Autrement écrit, lorsqu'elle tend vers 0, elle peut le faire :

Par la droite <
2__
> Par la gauche '1"

lorsque x se rapproche de 0 par la gauche ou par valeurs inférieures, f(x) tend vers -co.
On dit alors que la limite a gauche de f(x) en 0 est égale a -oo.
Ce que I'on résume par :

fix) =
xatl{]
xel

o fix) = -0

lorsque x se rapproche de 0 par la droite ou par valeurs supérieures, f(x) tend vers +co.
On dit alors que la limite a droite de f(x) en 0 est égale a +.
Ce que I'on résume par :

fix) = fix) =
o (=) o (X) = +e0
xal

La fonction inverse n'admet pas de limiteen Ocarellea:
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une limite a gauche de 0 qui vaut -oo et une limite a droite de 0 qui vaut +oo.

Théoréme :

limf(x) =/ < Iirqf(x): limf(x) =¢.
Activité 3 page 48

X+1lsix<-1
f(x) = D, = R\{-1!.
) {1 sx>-1 =

1) Représentation graphique de f:

2__
1 1 2 3 4 5
4
a4
34
2) lim f(x)= lim x+1=0.
x—>(-1)" x—>(-1)"
3) lim f(x)= lim 1=1
x—=>(-1)* x—=>(-1)*
Conclusion : f n’a pas de limite en — 1.
6 | Lmites et continuité. 3éme Maths 09 - 10. maths.
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CONTINUITE

a. Définition de la continuité

Définition :
Dire g’une fonction f, définie sur un intervalle | contenant a est continue en a signifie que :

im_£x) = fla)

La fonction est continue sur | signifie qu’elle est continue en tout point de |

Exercice page 43 :

1) f(x) = 2x% - 4x + 1.
f est une fonction polyndme continue sur R en particulier en 2.
= Iin;f(x) =f(2)=09.
x? + 5x
x-1

) fx)= , D, =R\{1}.

f est une fonction rationnelle continue sur son domaine de définition R\{l} en particulier
en-2.
= Iirpzf(x) =f(-2) =2
3) f(x) = vx* -2x+3,D, =R car x* - 2x + 3 > 0 pour tout réel x
fest continue en 1 = limf(x) = (1) = J2.

b. Prolongement par continuité

3
Soit (x) = = :11 D, =R\{-1}.
X

3
+
limf(x) = lim X +1

= (9] c'est une forme indéterminée.
x>-1 X+ 1 0

< X+ 1)(x*-x+1
Mais > 1:( )( ):xz-x+], pour tout X # - 1.
Xx+1 Xx+1

= limf() = lim x?-x+1=3.

x}+1 .
. —9gx % -1 S
La fonction g: X — g(X) =< x+1 est le prolongement par continuité de f en — 1.

3 sx=-1

On dit que f est prolongeable par continuité en — 1.
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c. Continuité a droite — continuité a gauche

Théoréme :
Soit f une fonction définie sur un intervalle | et a un réel de.

la fonction f est continue a droite en 3, si et seulement si, lim f(x) =f(a).
x—a*
la fonction f est continue a gauche en 3, si et seulement si, lim f(x) =f(a).
X—a~

IV. LIMITES DES FONCTIONS DE REFERENCE

Fonction |Ensemble de définition | Limite en-co | LimiteenO Limite en 4o
X ] —o0; +o0 | — 0 +00
e ] —o0; 400 [ + 0 0 +00
X ] —o0; +o0 | — 0 +00
.1
- ]—0;0[U]0;+w [ 0 0
X .1
lim—== 4o
x—0" X
\/; [0;+0] 0 +00

V. OPERATIONS SUR LES LIMITES

a) Limite d’'une somme

De maniere générale, la limite de la somme de deux fonctions est égale a la somme des limites de
celles-ci. Sauf cas particuliers !

Limite de f | Limitede g | Limitedef+g
} I I [+
J | + 00 + 00
\ I — o0 — o0
@ + 00 + 00 + 00
JI — 00 — 00 — 00

) +00 - ® Indéterminé
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Exemples :

lim x2+3x—l)=+oo

X —>+00

X —> —00

X

lim (x3 — 4x2 +l] = —00

o lim (\Vx+x-4)=-4

b) Limite d'un produit.

Limitede f |Limitedeg | Limitedef.g
I I x|
[>0 + 00 + 00
[>0 — o0 —
<0 + 00 —
<0 — o0 + 00
+ 00 + 00 + 00
+ o0 - 00 - 00
-0 - +00

0 00 Indéterminé

Exemples :

Par rapport a multiplication, la division ajoute le fait qu'on ne peut pas diviser par 0.

X —>+00

X

|im03x(x+5)=F.|.

X—>0U X

lim x2+3) (1—4] =—00

c) Limite d'un quotient.

Limite de f | Limite de g | Limitedef/g
I'#0 Il’
[ — 00 OU +00 0
+ 00 I'>0 + 00
+ o0 I'<0 —
— I'>0 —
—© I'<0 + o0
— 00 0U+00 | —o0 ou+oo | Indéterminé

9 | Lmites et continuité. 3éme Maths 09 - 10.
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| > 0ou + o0 0 + o0
| >0ou + 0 — 0
| < 0ou — 0" — 0
| <0ou—o 0 + o0
o0 0 o0
0 0 Indéterminé
Exemples :

| —=—=0
L4 m

X
3
. X +5
° lim = 400
X—> -0 1
=-3
X

10 | Lmites et continuité. 3¢me Maths 09 - 10.
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VI. METHODES DE CALCUL

Les opérations sur les limites ne permettent pas toujours de déterminer la limite d'une fonction. Il faut aors
changer de chemin et modifier I'écriture de cette fonction... afin de pouvoir les appliquer !

a) Limited’ un polynbme

Déterminons la limite en + co du polynéme f défini pour tout réel x par : f(x) = 3x° +1
Au premier abord, lorsque x tend vers + « :

3 tend vers +

-2x? tend vers - oo ainsi lim f(x) =F.l. (Forme Indéterminée)
X — 400
1tendversl

L'actuelle écriture de f ne permet pas de conclure. Modifions la

f(x)=3x>-2x2+1
"% On factorise par 3x°

Lorsque x tend vers + oo :

w» =2 tend vers0
3x

» ia tend vers 0
3X

Donc:

lim 1—£+i3:1—0+0:1
X—>+0 3x 3X

De plus, lorsque x tend vers + oo, nous savons que 3x° tend vers + .

Connaissant les limites des deux facteurs, nous pouvons connaitre celle de leur produit f(x).

lim f(x) = lim 3x° (1—K +i](+oo)><1— 00
X—>+00 X—>+00 3)(3 3)(3
3 Remarque :
,  Sion observe attentivement ce qui vient de se passer, on remarque que c'est 3x® qui aimposé sa limite au
@, produit.

| Or 3x° est le terme dominant du polyndme f(x).

Ce qui est vrai pour le cas particulier f I'est pour n'importe quel polynéme.

11 I Limites et continuité. 3¢me Maths 09 - 10. www.espace-maths.com
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b) Limited'unefraction rationnelle.

- . . e . 3 +2x2+1
On considéere la fonction rationnelle g définie pour tout réel x par : g(X) = ————
9X" —4X" + X
Déterminons sa limite en + .

Au premier abord, en utilisant ce que nous avons fait avec les polyndmes, nous pouvons dire que lorsque x
tend vers + oo :

le numérateur tend vers
le dénominateur 5x” - 4x° + x tend vers + .
Ainsi, lalimite de g est une forme indéterminée

La présente écriture de g ne permet pas de conclure. |1 nous faut donc la modifier.

9(%) = 3 +2x2+1
5x* — 4% + X ——
2 b
33 (1+ 2—)(3 + 13] , 5
_ 3x*  3X : : , : , :
= yC - On factorise le numérateur puis le dénominateur
5x* 1—% — h
5X"  5x
i)
2 1 2 1 o
38 1+3—+? 3 1+3—+? s j
= —X X oX _ 2, 9X X _ Puis on fragmente la fraction et on simplifie
5X 1 4 1 b5y 1 4 1
Ty TER et e
95X 5X 95X 5X
2 1
1+ —+— tendvers1 1+£+i
3x  3x 3x_ 3X
Quand x tend vers + « 41 donc lim 4 1 - 1
1-—+— tend vers1 A P
5x  5x° 5x 5%

De plus lalimite de 53 lorsgue x tend vers + oo, est égale a 0.
X

Connaissant les limites des deux facteurs, celle de leur produit g(x) est & notre portée :

2 1
3 1+ —+—

lim g(x) = lim = x—3X_3X _gx1-0
X—>+00 x—>+0 By 4 1
I- o+ s
bx b5x

12 I Limites et continuité. 3¢me Maths 09 - 10. www.espace-maths.com
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Remarque :

Si on observe attentivement ce qui vient de se passer, on remarque que c'est 5% qui aimposé sa limite au

. 3 3

produit. Or, — =—
59X  5Xx

Autrement dit, c'est le quotient du terme dominant du numérateur et du terme dominant du dénominateur qui

adonnésalimiteagxen + .

13 I Limites et continuité. 3¢me Maths 09 - 10. www.espace-maths.com
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‘H4 — Analyse : Dérivabilité et fonction dérivée
C A 4 f Décembre 2009

A. LAATAQUI

3¢me Maths

.  FONCTION DERIVABLE — NOMBRE DERIVE

Soit f une fonction définie sur un intervalle ou sur une réunion d’intervalles deux a deux disjointseta € D f

Dire que la fonction f est dérivable en a et que le nombre dérivé de f en a est le réel L, revient a dire que le
f(a+h)-f(a)
h

taux de variation defen a, , admet pour limite finie L quand htend vers 0.

f(a+h)-f(a)_ lim f(x) - f(a)

Le nombre dérivé est noté f’(a) ,etona: f'(a)= h img H
X—a X-a

Ex : Soit la fonction f : x —— x 2 définie sur IR et a un réel quelconque.
Pourh=#0,0ona:

f(a+h)-f(a) (a+h)?-a?
h - h

t(h)= =2a+h.
Or h_l;m0 (2a+h)=2a.

Ainsi f est dérivableenaetf’(a)=2a.

AUTRE DEFINITION

f(a+h)-f(a)
h

Dire que la fonction h — a pour limite Len 0, revient a dire que :

f(a+hh)‘f(a) =L+¢(h),avec h'@O ¢(h)=0

pour tout h, proche de 0,

Cette écriture est
appelée
développement limité
alordreldef ena

c'est a dire f(a+h):f(a)+L.h+h.(p(h),avechlig0 o(h)=0

Ainsi ...

D

Dire que f est dérivable en a , et que son nombre dérivé en a est le réel L, signifie que

pour tout h suffisamment proche de O ( c' dire au voisinage de 0 ) , on peut écrire :
o
f(a+h)=f(a)+L.h+h.o@(h),ou @ estunefonction vérifiant hliglO o(h)=0

1 | Dérivabilité et fonction dérivée. 3¢me Maths. www.espacemaths.com
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Exercice :

Pourtouth,ona:(a+h)?=a?+2ah+h?2,

Enposant¢ (h)=h,on peutécrireh?=h o (h), (on a bien hliglO o(h)=0.
Ainsi(a+h)?=a?+2a.h+h.p(h), avec hIiglO o(h)=0.

On retrouve que la fonction f de I'exemple précédent est dérivableenaetque f’(a)=2a.

Rem : ( dérivable entraine continue ...)

Lorsque f est dérivable ena,h_I;m0 f(a+h)=f(a)
Eneffeth_I;mO (Lh+h.p(h))=0..

Il. QUELQUES APPLICATIONS

A) TANGENTE EN UN POINT

Un peu d’intuition ... y Cf
Soit M le point de Cf d’abscissea + h .

Le coefficient directeur de la droite (AM ) est :

f(a+th)-f(a) B s
h

NS
Géométriquement, la tangente a Cf au point A

se concoit comme la droite « position limite »

des sécantes ( AM ) lorsque M tend vers A en

restant sur la courbe . S

Si f est dérivable en a, la « position limite » de
ces sécantes a pour coefficient directeurf’(a),
et passe parA

T admet une équation de la forme
Si f est dérivable en a, la courbe Cf admet au pointA(a;f(a))une y=f'(a)x+p

tangente T de coefficient directeurf’(a).

7

de plus elle passe par A(a;f(a))
Une équation de la tangente en ce point est :

y=f"(a)(x-a)+f(a)

2 | Dérivabilité et fonction dérivée. 3¢me Maths. www.espacemaths.com
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Cas particulier important :

e Sif’(a)=0,Cfadmet au point d’abscisse a une tangente paralléle a I'axe des abscisses
( tangente horizontale ) d’équationy=f(a).

* Sip _I;m0 flax hh) -f(a) =+ (ou —o) , fn’est pas dérivables en a, mais Cf admet une tangente

paralléle a I'axe des ordonnées ( tangente verticale ) d’équation x = a.

B ) APPROXIMATION AFFINE LOCALE (admis)

Supposons que f soit dérivable en a . Ainsi on peut écrire f(a+h)=f(a)+f’(a). h+h .o (h), avec
h-dimg ¢ (h)=0

De plus la tangentea CfenA(a;f(a)) apouréquation y=f’'(a)(x—a)+f(a)

On considere M et M’ deux points d’abscissea+ h , telsque M € Cfet M’ e T.

M e Cf,doncym=f(a+h) M eT,doncyw=f(a)+hf’(a).

T semble proche de
Cf autour du point A

Ainsi M'M =f(a+h)-f(a)-hf’(a)=h.o(h).

Si h est proche de 0, alors les points M et M’ sont proches 'un de l'autre et f(a+ h) est prochedef(a)+
hf’(a)

On dit que la fonctionh — f(a)+hf’(a)estla

meilleure approximation affine de la fonction :

f(a)+hf’(a)

i

i

h— f(a+h)auvoisinagedeO.

Enremplagantf(a+h)parf(a)+hf’(a), oncommet

une erreur égaleaho(h).

Remarque :

e Ladistance MM’ mesure la valeur absolue de I'erreur commise.

e Une autre droite passant par A fournirait une autre approximation affinedef(a+h),
mais celle donnée par la tangente est la meilleure. ( admis ...mais intuitif )

Exercice :

Le nombre dérivé de la fonction f:x ——x2enunréelaest f'(a)=2a
Au voisinage de 0,onadonc (a+h)2~a%+2ah
Par exemple, (3,01)2=(3+0,01)?

Ainsi(3,01)2~9+2x3x0,01, soit(3,01)2~9,06
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Dans ce cas il est possible de déterminer I’erreur commise ; elle est de h 2, c'est a dire 0,0001 .

C) UN PEU DE PHYSIQUE : INTERPRETATION CINEMATIQUE DU NOMBRE DERIVE

Un mobile ponctuel se déplace sur un axe.
Onnoted (t), la distance qu’il a parcourue a l'instant t . ( loi horaire)

Comme vous I"avez peut-étre vu en physique, la vitesse instantanée du mobile a I’ instant to est lalimite des
vitesses moyennes

d(t0+hr3'd(t°) lorsque h tend vers0 .

Il s’agit du nombre dérivée en to de la fonction d .

Remarque :

On retrouve ces résultats dans d’autres domaines scientifiques...

f(a+h)-f(a)
h
certain intervalle ( débit moyen , co(it moyen de production ...).

Le taux de variation mesure en général la variation moyenne d’une grandeur sur un

Le nombre dérivé, lui, est une mesure instantanée ( débit instantané , co(it marginal ...) .

lll. FONCTIONS DERIVEES

A ) DEFINITION

Par extension, f est dérivable sur [a,b] veut dire que f est dérivable sur Ja,b[ et que f est dérivable adroite en a et
gaucheenb.

On dit qu’une fonction f est dérivable sur un intervalle | (| < Df) si pour

tout x appartenant a |, le nombre dérivé de f en x existe .
Par abus de langage, on dit

La fonction dérivée de f sur | est la fonction , notée f’, qui, atout xde |, | que f’est « la dérivée de f »
associe leréel f’ (x) .

Cette définition s’étend a une réunion d’intervalles disjoints.

Exercice : La fonction f : x — x 2 est définie et dérivable sur IR et sa fonction dérivée est f’:x —2x
On appelle ensemble de dérivabilité de lafonction f , I’ensemble sur lequel la fonction dérivée f *est
définie.

Cet ensemble ( noté Df ’ ) est toujours inclus dans Df .

B ) DERIVEES DE QUELQUES FONCTIONS DE REFERENCE
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fonction f fonction dérivée f’ ensemble de
dérivabilité

f:x—k (kelR) f:x—0 IR Cette fonction n’est
pas dérivable en 0

fix—x flix—1 IR

f:X—f\/;( _ 1 10;+0]

f'.X—>2_\&

Preuve : ( on choisit toujours h , au voisinage de 0 et de telle sorte que f ( a + h ) soit définie ...ce que I'on
ne définira pas a chaque fois)

1) Soita € R.

f(a+h)-f(a) k-k
h " oh

Pour h#0,0na: t(h)= =0,donch_I;m0 t(h)=0

Ainsi f est dérivableenaetf’(a)=0, ce quiest vrai pour tout réel a ...

2) SoitaeR.

f(a+h)-f(a)=a+h-a

Pour h=#0, t(h)= H H

=1,donch_I;m0 t(h)=1

Ainsi f est dérivableenaetf’(a)=1, ce quiest vrai pour tout réel a ...

3)
Sia>0.
pour h=0, t(h)=F@*h)-T(a)_Jarna_Warhva)(Jarnida) 1
our , - h - h - hx( a+h+ a) - a+h+J§

. ) 1
Orh_I;m0 \/a+h=\/5,donch_I;mO t(h)=m
Sia=0

) o1 ' . iensr o o 1L
Pour h > 0, t(h)= h _\/Fm' onc , _lim, t(h)=+o0 (cequibiens(rn’est pas un rée )\/ﬂ

Donc f n’est pas dérivableen 0.

IV. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES

A ) SOMME , PRODUIT ...

D représente un intervalle ou une réunion d’intervalles disjoints .

YWY « LS VILLL @ L.llTs L
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Soit u et v deux fonctions dérivables sur D et k un réel, alors :

e J|esfonctionsku,u+vetu.vsontdérivablessurD et:

(ku)’=ku’ , (u+v)’=u’+v’ et (u.v)’=u’.v+u.v’

. . . 1 u L
e sipourtoutréeladeD,v(a)=#0,les fonctlons; et v sont dérivables sur D et :

’
1) _ v u) _u.v-u.v
v vz " o\v v2

Preuve :
1) Soita e D

(ku)(a+h)-(ku)(a)_ k><u(a+h)—u(a)

P h h)=
our h#0, t(h) H h

,donch_I;m0 t(h)=ku' (a)

Ainsi ku est dérivableenaet(ku)’(a)=ku’(a), ce quiestvraipourtouta eD..
2)
Soita e D

(u+v )(a+h)-(u+v)(a) u (a+h)-u(a)+v(a+h)-v(a)
h B h h

Pour h=#0, t(h)=

Oruetvsontdérivablesena,donch_l;m0 u (a+hh)-u(a)=u,(a)

eth—llmo v(a+r;])-v(a)=v,(a)

Ainsiu +v estdérivableenaeth_l';m0 t(h)=u’(a)+v’(a)

Onendéduitque(u+v) (a)=u’(a)+v’(a), cequiestvraipourtouta D ...

3)

SoitaeD

Pour h#0,

t(h):(uv)(a+hh)-(u v)(a)=m: u(a+hh)-u(a)v(a+h)+v(a+hh)-v(a)u(a)

Or u et v sont dérivables ena, donc |, _lim, U‘(a-|-hh)_u(a)=u’(a)eth_I;m0 v(a+hh)-v(a)=v,(a

6 | Dérivabilité et fonction dérivée. 3¢me Maths. www.espacemaths.com
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De plus h_l;m0 v(a+h)=v(a)..

1 1

4) SoitaeDpourh=0,t(h)=

v(at+h)-v(a)
h

Or v est dérivable en a, donc h_l;mo =v’'(a)

Deplush_l’;m0 v(a+h)=v(a)

h " hv(a)v(a+h)

v(a+h) v(a) wv(a)-v(a+h) v (a+h)-v(a) 1

h “V(@)v(a+h)

5) —=ux=
v
B) CONSEQUENCES: denouvelles formules a retenir
fonction f fonction dérivée f’ ensemble de dérivabilité
fix — x2 flix— 2x IR
fix— x3 f/ix — 3x° IR
f:ix— x" (nelN") frox — nx"? IR
f: £ :
X - X —=3 ]-0;0[U]0;+xo]
1 2 ]_OO;O[U]O;"'OO[
f:X—»; f’.X—»—F
1 ) n ]=0;0[U]0;+ o]
f:X—»X—n(neIN ) flix———7
Remarque : Pourx;to,onain=x_”=xm et —Xn—r11=(—n)x_”_1=...=mxm_1 (avecm=-n)
X

Ainsi la dérivée de f : x — x" est vraie pour tout entier n ( en n’oubliant pasx#0sin<0)

C) POLYNOMES ET FONCTIONS RATIONNELLES
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Exercice : deg (P')=deg(P)-1
sideg(P)>0

e Soit P le polynéme définie sur RparP:x —-3x>+5x2—x+
P est une somme de fonctions dérivables sur IR, donc P est-dérivable sur IR et pour tout réel x :

P’ (x)=3x3x2+5x2xx—-1+0=9x2+10x-1

Toute fonction polyn6me est dérivable sur IR

2x2+1
x-1

e Soit f la fonction rationnelle définie par f: x —

i u .
Onpeut écriref=—oU u:x —2x2+letv:x—x-1
v

Onav(x)=0<x =1, ainsi Df = IR— {1}

u et v sont dérivables sur IR donc sur IR—{1} et v ne s'annule pas sur IR—{1}, donc f est dérivable sur R—{1}e

pourtoutx#1,ona:

f,(x)_u'(x)v(x)-u(x)v'(x)_4x(x-1)-(2x2+1)_4x2-4x-2x2-1_ 2x2-4x-1
) (v(x))? ) (x-1)2 ) (x-1)2 C o (x-1)?2

Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.

V. DERIVEEDEf:x — g(ax+b) (admis)

Soit g une fonction dérivable sur un intervalle | .

Pour tout réel x, telqueax+b €|, lafonctionf:x —g(ax+b)estdérivableet: f’(x)=ag’(ax+b)

Exercice :
Soit f la fonction définie parf:x —/ 3x+6
3x+62>20<x2>-2,ainsiDf=[-2;+ o]

Pour tout x > -2, on peut écriref (x)=g (3 x+6)ougestlafonction racine carréeg:t —»\ﬁ

WY . A VIDLL @ LL.llo
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1
La fonction g est dérivable sur]0; + o [ et pourtoutt>0, g’(t)= 2—\/:[

Ona 3x+6>0&x>-2

3
Ainsi f est dérivable sur]-2; + o [ et pour tout x >—2 :f’(x)=2

3x+6
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CH4 — Géométrie : Rotations

3¢me Maths Janvier 2010
A.LAATAOUI
1) DEFINITIONS
Dansun plan P orienté dans |e sens direct sont donnés un point O et un
angle @ . On appelerotation de centre O et d'angle 6 lafonction RO, ¢ N
du plan P dans lui-méme qui au point M associe le point M* vérifiant:
OM '=0OM
(OM,0M")=6[2r]
o}
Lepoint O etlerée 0 sont ditsles déments caractéristiquesde RO | 9 ). M

Casparticuliers

Des valeurs particuliéres de I'angle de rotation conduisent a des situations trés particuliéres.
Soit O |e centre de rotation:
- Angle derotation nul:
Cette rotation fait correspondre chaque point d'une figure a lui méme. La figure est invariante point par point.
- Anglederotationégal & 7 :
Sait A' I'image du point A. Nous avons donc OA=0A' et I'angle AOA' est plat (=180°)
Comme les points A, O et A" sont alignés et OA=0A" alors O est le milieu de [AA']. Cequi signifieque A’ est le
symétrique de A par rapport a O. Et ceci quelque soit e point A.
Nous retrouvons la propriété fondamental e des symétries centrales.
Pour un angle derotation de 180° (ou -180°) nous obtenons une symétrie centrale de centre O

Vocabulaire
Le plan est orienté dans |e sens direct.

Soit @ unréel del'intervalle |-z, 7] . un point du plan et R larotation de centre Q et d'angle 0.

# Si 0 >0, ondit queR est unerotation directe. .
# S 0 <0, ondit queR est unerotation indirecte. U

Activité 2 page 72.

1) a Oestlemilieu de[AA]. . .

OA = OA' Oeméd[AAT] g
b.Si 6 % kx, alors ¢ ——— ot e
@ (0AOAY)=0[22] | _ : "— —

1 I Rotations. 3¢me Maths. 09 - 10. www.espacemaths.com
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2) 1'unicité du point O entraine |’ unicité de la rotation.
3) Dégasfaitenl)b.

Unerotation est par faitement déter minée par la donnée de son angle et celle d’ un point et son image.

Activités 3 et 4 page 73.

Réciproque d’ unerotation

Le plan est orienté dans |e sens direct.

Soit O un point du plan, @ unréd & R larotation de centre O et d'angle 6 .

Larotation R, ,, est appeléerotation réciproquede R, . Deplus,

Rog(M)=M" s et seulement si, R

(o,a)(M ‘):M

2) PROPRIETESD'UNE ROTATION

A ) DEFINITION D’UNE ISOMETRIE

Soit f une application du plan dans lui-méme.

On dit quef est uneisométrie du plan si pour tous points M et N d'images respectivesM’ et N', onaMN = M'N’.
Exemples:

La symétrie orthogonale, la symétrie centrale et |a trandlation sont des isométries du plan.

Activité 2 page 74.

1) aSA=0,aorsA = Oet parsuiteona: @-@zOzQ—E-O—B‘.

0 0

b. 9 Aet B sont distinctsde O, alors

=-0+(0OA,0B)+6[2r]=(OA,0B )[2r]

OA-OB =0Axosxcos(o—A,(ﬁ)=0A'xos ' cos(O—A‘,OB )
—OA"-OB"
2) a. AB-AC=0A2-0OA.OB-OA-OC +OB-OC.

b. D’aprés1) ona OA-OB =0A"-OB', OA-OC =OA"-OC" et
OB-OC =0B"-OC" donc

2 I Rotations. 3¢éme Maths. 09 - 10. www.espacemaths.com
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AB - AC = OA2—-0A-OB - OA-OC + OB -OC
=0OA'2-OA'-OB'-OA'-OC'+0OB"-OC"
=A'B"-A'C’

c. S on pose C = B, alors 2) donne

AB-AB=A'B"A'B' < AB2=A'B'2c< AB=A'B’

Théoréme

Toute rotation conserve le produit scalaire et les distances. Ainsi, touterotation est isométrie.

B)ROTATIONET ALIGNEMENT

Rappels:

Si A, B & C,dans cet ordre, sont alignés alors AB+BC=AC. (cas particulier des inégalités triangulaires)
et saréciproque: St AB+BC=AB alors A, B et C sont alignés.

Soient les points alignés A, B et C et leurs images A, B g R
B' et C' par larotation de centre O et dangle 6 . A e pEERE e 3
Comme les rotations conservent |es distances alors e METREEE R ]
AB=A'B', BC=B'C' et AC=A'C.. SEET & o !
Comme A, B et C sont alignés alors AB+BC=AC. oA !
Si nous remplacons AB, BC et AC par lesvaleurs i“:f’:' e B’
égales, respectivement, A'B', B'C' et A'C', nousobtenons ) <. T o-ch
A'B+B'C=AC. e A i
Comme A'B'+B'C'=A'C' dlors A', B' & C' sont alignés. Ce s e ;
qui prouvent que: %

L esrotations conservent les alignements

I mage du milieu d'un segment:

Soient le segment[ AB] et son milieu M.
A' et B' sont lesimages de A et B par larotation de centre O et dangle 0 .

3 I Rotations. 3¢éme Maths. 09 - 10. www.espacemaths.com
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Comme M est lemilieu de[AB] alors A, M et B sont alignés et
AM=MB.

Comme les rotations conservent les alignement alorslesimages A', B' et 14 50}
M’ sont alignés. y

Comme les rotations conservent les distances alors AM=A'M’, |
MB=M'B'. Donc AAM'=M'B'.

Comme A', M' et B' sont alignés et A'M'=M'B' alors M" est le milieu de
[A'B].

L 'image du milieu d'un segment est le milieu du segment image

C)ROTATION ET ANGLESORIENTES

Activité 4 page 75.

_— - B
AB =CD « (A,B) est équipollenta (C,D) < A*D =B *C D\ \

< A*D'=B%*C'< A'B'=C'D’ &,

Activité 5 page 75.

R(0)=0
R(E)=E'
1) {R(A)=A'=OE'=A'B'=(AB,A'B")=(OE,OE"|[2r]=0[2r]
R(B) =B’
OE = AB
(A'B'.C'D")=(A'B" AB)+(AB,CD)+(CD,C'D') 2]
2) .
E—0+(E,C—D)+0[2n]E(E,CT))[ZH]
Théoréme

Le plan est orienté dans le sens direct.

R est larotation decentre O et d'angle 0 .

% Pour tous points A et B d’images respectives A’ e B’ par R, (HS,A‘ B‘) =0|[2r].
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# Pour tous pointsA, B, Cet D tdlsque A=B e C =D, dimagesrespectivesA’, B', C & D’ par R,
(A'B',C'D")=(AB,CD)[2r]

L esrotations conservent les mesur es des angles orientés.

Activités 6 et 7 page 76.

D)ROTATIONET EGALITESVECTORIELLES

Activité 9 page 76.

OE =xCD:OE'=xC'D".

1) OE'=|x|C'D'=|x|CD=O0E.

(E—I;,O:E')E(E,XC\'—D')[ZE]E(CD,C'D')[ZE]EB[Z::]
—R(E)=F.
2) AB=xCD< AB=OE < A'B'=OE'< A'B'=xC'D"
Théoréme
Le plan est orienté dans le sens direct.

R est larotation decentreO et dangle 6 .

Pour tous points A, B, C & D d'images respectives A’, B', C' & D’ par larotation R, et pour tout réel x,
AB = xCD, si et setlement si, A'B'=xC'D"
Toute rotation conserve les égalités vectorielles.

Conséguences

= Touterotation conserve le barycentre de deux points.

=% L’image d unedroite par unerotation est une droite.

=% L’image d un segment par une rotation est un segment qui lui est isométrique.
= Touterotation conserve le parallélisme et I’ orthogonalité de deux droites.

E)ROTATIONET CERCLE

L’image d un cercle par unerotation est un cercle qui lui est
isométrique, et de centre I’image du centre

Si D est tangentea § en A adlorssonimage D’ est tangentead ' en
A

Toute rotation conserve le contact
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F)PROPRIETE CARACTERISTIQUE D'UNE ROTATION

Activité 3 page 79.

A #Be AB=CD.

1) AB=CD.
a AB=CD = AC = BD donc Latrangation de vecteur AC transforme A en C & B en D.

b. Sil existeunerotation qui A en C et B en D alors son angle est (ECT)) =0[ 2z | ¢ est donc I identité
du plan.
2 AB=CD (A:B,C:D)EO[ZH].
a. SoitRlarotation d'angle 6 tgl|e que R(A) = C.

Suppo&)nsqueR(B) =B’ donc (E,@I) 50[277:] E(E,@)[Zn’] = C_B" et C_[j sont colinéaires de

méme sens, deplusona: CB' =AB=CD = CB' = CD =B’ =D.
b. Supposons qu'il existe une autre rotation qui transforme A en C e B en D alors son anglesera 6 et son
centre est le point d' intersection de méd[AC] et méd[BD] ; ¢’ est elleeméme larotation R.

Théoréme

Le plan est orienté dans le sens direct.

Soit A, B, C et D quatre points tels que les points A et B sont distincts, AB = CD & AB =CD.

Il existe une unique rotation qui transforme A en C & B en D, d'angle (ECY)) et de centre appartenant aux

médiatrices des segments [AC] « [BD].

Activités 4 et 5 page 79.

3)ROTATIONET SYMETRIESORTHOGONALES

Activité 4 page 80.

Le plan est orienté dans |e sens direct.

Soient (d) et (d") deux droites sécantes en un point O.

U et v deux vecteurs directeurs respectifs de (d) et (d') tels que:

—

(uv)=al2r].

(d) © a) —

(0.2a)
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4) COMPOSEE DE DEUX ROTATIONSDE MEME CENTRE

Le plan est orienté dans |e sens direct.
Soit O un point du plan, @ et 0’ deux réels.

Si R e R’ sont deux rotations de méme centre O et d angles
respectifs @ e 0’', dorsR’ o R est larotation de méme centre O &
dangle 6 +0°.

La composée de deux rotations de méme centre est une rotation de
méme centre et d’ angle la somme des deux angles.

Si 6 +0'=0[2r] alorsR’ o R est I'identité du plan.
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CH5 — Géométrie :
3éme Maths
Nombres complexes

1) DEFINITION - REPRESENTATION GEOMETRIQUE

Définition :

On appelle cor ps des nombr es complexes, e on note € un ensemble contenant IR

tel que:

e |l existedans C un élément noté i tel que i =1

e Tout dément de C sécrit souslaforme a+bi , ouaet b sont desréels.

e € est muni dune addition et d'une multiplication qui prolongent I'addition et la
multiplication de IR, et qui suivent les mémes régles de calcul.

Nombr es complexes particuliers:

Soit un nombrecomplexe z=a+bi avecac IR e be IR.
e ssh=0,0na z=a, zestunréd. (IRest contenu dans C)

Janvier 2010
A. LAATAOQOUI

Un nombre complexe sera
souvent représenté par lalettre z.

e sia=0,ona z=bi, onditquezest unimaginaire pur (on dit parfois simplement imaginaire).

Remarques:

¢ IR correspond al'ensemble des points sur une droite. Un nombre réel x correspond au point d'abscisse x sur la droite.

On peut donc toujours comparer deux nombres réels :

S x et y sont des réels, on a nécessairement x<y ou y < x (Lepoint d'abscisse x setrouve, sur ladroite, "avant"

ou "apres’ le point d'abscissey)

e C, ensembledesnombres a+bi avecae IR e b e IR correspond al'ensemble des points d'un plan.
Un nombre complexe a+bi avecae IR e b e IR correspond au point du plan de coordonnées (a ; b).
On ne peut donc pas comparer deux nombres complexes : il n'y a pas derelation d'ordre dans C.
On ne peut donc pas dire qu'un nombre complexe z est inférieur & un nombre complexe Z ou qu'un nombre complexe z

est positif.

Propriété

L'écriture d'un nombre complexe sous laformez= a+ bi , ou aet b sont desréels,
est unique.

Définition

Soit un nombre complexe z.

L'écriturez=a + bi , ou a e b sont des réds, est appdée forme algéorique du
nombre complexe z

aest appelé partieréelledez e b partieimaginaire dez

Onnote a=Re(z) & b=Im(z).

Propriété

Deux complexes sont égaux s et seulement si ils ont méme partie réelle e¢ méme
partieimaginaire.
Cest-a-direques a,b,a ,b' sontdesrées, ona

. {a= a
atbi=a+bi < b= b

Remarques:
e La parie rédle de z est un
nombre rédl.
e Lapartieimaginairedezest un
nombre rédl.

1 I Nombres complexes.3¢me maths 09-10.
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Exemple: Soit z=2+3i & Z=i-5. Caculer et écriresous laforme algébrique :

z+7 = z-7 =

2z-37Z = 27 =

Définition

On se place dans |e plan rapporté & un repére orthonormé direct (O; U,V ) .

Au point M de coordonnées (a ; b) , on peut associer |le nombre complexe
z=a+ hi.

Onditquez=a+ bi est|'affixedeM ouqueM(a; b) est|'image ponctuelle
de z= a+ bi.

H , )
Auvecteur V  decoordonnées(a; b), on peut associer le nombre complexe
z=a+ hi.

Onditquez=a+ bi estl'affixede V ouque V (a;b)estlimage vectorielle

dez=atbi.

Z =
bl ______ M(z)
—
vV vi(z)
a
O u
Lorsqu'on repére un point ou un

vecteur par son affixe dansun
repére orthonormé direct, on dit
gu'on se place dansle plan
complexe.

Exemple : Placer dans le plan complexe, les points daffixes :

zl:2+2i : 22:3+i : 23:-1+2i : 24:2-i

=i z=-1 =1 ; =-i-3 v
=1z L oz=l g o
Propriétés

Si M apour affixe z=a+ bi e s M'apour affixe Z=a' + b'i, aveca, b, a, b' rédls, aors :

e levecteur MM’ apour affixe
Z-z=(a-a)+ (b - D)

e lemilieu | de[MM'] apour affixe z =

e OM=|OM =&+ 20=%% (a+p=0)
o

o MM'=|MM'|=+/(@ - @)+ (b - b)*

z+ 7

o lebarycentreGde(M ; a) et (M'; B) apour affixe

( Cette formule se généralise au barycentre de n points pondérés)

Propriétés

« S V apouraffixez e V' pour affixez,alors V + V'

apour affixe z+ Z.

e Sikestunréd, aors k V apour affixe kz

Définition
b
Soit z un nombre complexe de forme algebriquea + bi .
On appelle conj ugué de z le nombre complexe noté z  tel que v
z=a-bi.
0]
-b

y M(2)

|

| S M estlepoint daffixe z,
: lepoint M' diaffixe Z est

. symétrique de M par rapport
:a al'axe des abscisses.

'

|

1

] MI (Z )

2 I Nombres complexes.3¢me maths 09-10.
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Exemple: Soit z=3+5i & Z=-2+3i . Caculer:

z = Z= z+7= z+7=
z+27 = 77 = zZ = zZ =
Propriétés

! () _ z
Pour tous nombres complexes zet Z, ona: e SiZ#0 E) = (E) "=
e 7z =z _ _
e 7.7 estunréd positif . Re(2)=z-;z ; |m(Z):ZZ_i
e z+Z2 =2z+Z7 ; z2-Z=7-7 , Z = e 72eR & z=7 zeiR & z=-2z
2.z

Remarque: Lapropriéé z.z € IR serautile pour trouver les formes algébriques dinverses et de quotients.

Cl+i_(+D)@+i)_2+i+2i-1_1+3i _1_3.
Exemple: - = . == . = =—+=
X 2-i (2-D)@2+i) 4-i° 4+1 55
2) FORME TRIGONOMETRIQUE - MODULE - ARGUMENT

A) FORME TRIGONOMETRIQUE

Rappel : .
Le plan est muni d un repére orthonormé direct (O;U, V) .
Soit M (a; b) unpoint du plan (distinct deO) . v\ 0

- 1
v

M (z

)

=
u

o

On appelle coordonnées polaires de M |, tout couple de nombresréels (r, 0 ) tel que:

r = OM e (U,0M)= 0+2kn ,keZ

Remarque:
Soit M le point daffixexavecx € IR,ona r=0OM = | x|

Définition

Onadorsr =+/a® + b?

a=rcos® & b=rsno

z=a+ib

Tout nombre complexe non nul z peut-étre écrit sous laforme:
z=r(cosO+isin0), avec 0 IR e r e IR.

Onditque z=r (cos® +isin®) avec 0 € IR & r € IR, est une forme trigonométrigue dez

Propriété

Si deux nombres complexes z et Z sont €crits sous forme trigonométrique z=r (cos6 +i sin )

e Z=r'(cosb' +ising), ona:

z=7Z < r(cosO+ising)=r'(cos®' +isng) < {

r=r
0=0"[2r]

3 I Nombres complexes.3¢me maths 09-10.
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B) MODULE

Définition

Soit le nombre complexe zdeformealgébriquea+ bi e soit M le point d'affixe z
On appelle module de z lenombreréd positif r=0OM =\/a2+ b> . Onnoter= |z].

Remarque:
La notation | z | nerisque pas de préter a confusion avec la notation de la valeur absolue puisque lorsque x est un nombre

rée,ona r=0M =|x].
Pour unrédl x, | x | pourra ére lu indifféremment "valeur absoluede x" ou "module de x".
Pour un nombre complexenonréel z, | z| seralu impérativement "module de Z'.

Exemple: - Calculer lemoduledez; =3 +4i : -TonnerIaformetrigonomériquede z=1[3 +i :
Propriétés
L . —>
o Soit V unvecteur daffixez,ona | V |=]z]
o Soit A et B deux points d'affixes respectives z, et zg, on a AB=|zz -1z |.
Propriétés
- z| _ 12|
¢ |2]=0 & z=0 © 8220 =7
. |-z|=]z] — 1 (o -
o |Z|=]z| e zz=|z|° (onretrouve zz € IR})
o |z+2z|<|z|+|2] e 527220 1=_Z_
e |zZ|=]z]|Z] z |z|
. 1 1
e 5720 =l =—
ENE
C)ARGUMENT
Définition
Soit le nombre complexe non nul z de forme algébriquea + bi et soit M le point d'affixe M(z)
z
On appelle argument de z tout nombrerée 6 tel que 6=(U, OM) [2n]. !
Onnote O =arg(z) » '\9
v >
o'y

Remarque:
0 n'est pasunique, il est défini a2k ©t pres (k € Z) c'est-a-diremodulo 2 &t .

Propriétés

Soit z et Z deux nombres complexes non nuls d'arguments respectifs6 et6'.Ona:

e (cosO+isnB)(cosO' +isnO)=cos(6+0")+i sn(6+0") ag(zz)=agz+agz [2r]

1 sint - FAN
w0 +isng ox o) rient9) wo(g)=-a0z (2]
cosf+isind . 7
¢ /- = - = -0 -0 == - zZ 2
oS0 ~i5n6 cos(6 -6')+isin(6 -6") arg(z) argz-arg [ 2n]
e (cosO+isin®)"=cos(nO)+isin(n®) pourtoutne Z arg(zn)znargz [2n]
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e cosO-isnd=cos(-0)+isn(-0)

e -(cosO+isnO)=cos(0 +m)+isn(O +m)

ag(z)=-agz

ag(-z=agz+n

[2r]

[2r]

Propriétés

Soit z=r (cos O +isin®) un nombre complexe écrit sous forme trigonomérique. z e -z ont pour

formes trigonométriques :

z=r(cos(-0)+isin(-0)) et

~z=r(cos(0+m)+isn(0+n))

5 I Nombres complexes.3¢me maths 09-10.
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CH6 — Géométrie :
‘ Mars 201
3tme Maths Vecteurs de espace A. Lzr:TXCS ul

Extension dela notion de vecteur al’ espace.

La notion de vecteur du plan s' éend naturellement al’ espace : ainsi,

Leur définition

Leur caractérisation par direction, sens et norme

L’ égalité de deux vecteurs

L’ addition de deux vecteurs (+ relation de Chasles)

71 Lamultiplication d’un vecteur par un nombre réel

Sont des notions qui restent inchangées, que I’ on se place dans le plan ou dans I’ espace.

U
U
U
U

Activités 1 et 2 page 160.
Définition : vecteurscolinéaires

On dit que deux vecteurs u et v non nuls sont colinéaires lorsque u et v ont méme direction, c'est-a-dire
quand il existe un réel k non nul tel que v =ku.

Repére cartésien d’unedroite

Soit A un point de I’espace et u un vecteur non nul.
L’ensemble des points M tels que AM et u soient colinéaires est une droite, appelé droite passant par A
et de vecteur directeur u. Le couple (A,G) est appelé repére cartésien de la droite ~ (A,G) .

O M appartienta (A,G),si et seulement s, il existe un uniqueréel a tel que AM = o u

] Soient A et B deux points de’espace, u et v deux vecteurs non nuls. Alors
2 (A,G) est pardlélea » (B,T/), Si et seulement i, les vecteurs u et v sont colinéaires.

Activité 3 page 162.
Définition : vecteurs coplanaires

Trois vecteurs u , v e w sont dits coplanaires lorsque, ayant choisi un point O quelconque, et défini les
points A, B et C par u=0A , v=0B e w=0C , on trouve que les points O, A, B et C sont coplanaires
(situés dans un méme plan).

Théoreme: caractérisation dela coplanarité

u, v et w sont trois vecteurstels que u et v ne sont pas colinéaires. Alors dire que les vecteurs u , v et
w sont coplanaires équivaut adire qu'il existe deux réels o et B telsque w=au+ BV .

On dit que w est une combinaison linéaire des vecteurs u et v , ou que la famille {G LV, Jv}%t lide.

Activité 2 page 163.

Repére cartésien d’un plan
Soit A un point de I’espace et u et v deux vecteurs non colinéaires.
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L’ensemble des points M tels que AM soit combinaison linéaire de u et v est un plan, appelé plan
passant par A et de vecteurs directeurs u et v. Le triplet (A,G,\?) est appelé repére cartésien du plan .~

(Auv).
1 M appartient au plan .~ (A,ﬁ,\?), S et seulement si, il existe un unique couple de réels (x, y)tel que

AM = XU+ yV.
Activité 6 page 164.

71 Soient A et B deux points distinctsde < et u , v et w trois vecteurs non nuls tels que v et w soient
non colinéaires. Alors la droite (A,ﬁ) est paralléle au plan .~ (B,\?, Vv), si et seulement i, lafamille
{u, v, wlestlice

] Soient A et B deux points distincts de -, u et v deux vecteurs non colinéaires et u' e v' deux
vecteurs non colinéaires. Alors

x/(A,G,\?) et.w‘(B,ﬁ',V‘) sont paralléles, si et seulement si, {G Vo, U '}et {u v, Q'}sontliées.

Exercices4 et 5 page 172

Définition :

Un repére de I'espace est la donnée d'un point O appelé origine du repére, et de trois vecteurs non
coplanaires i, j et k formant ce que I’ on appelle une base.

Soient |, Jet K lestrois points de I’ espace telsque i =OI , j =0J et k= OK

(O,T,],E) est dit repére orthogonal de I espace si les droites (Ol), (OJ) et (OK) sont perpendiculaires deux
adeux. Si de plusOl = OJ=OK =1 lerepére est dit orthonorme.

Théoréme — définition :

Dans un repére (O,T,],E)de ' espace, & tout point M on peut associer un (et un seul) triplet de nombres

(x,y,2)tel que OM =xi +yj + zk.
Onnote M (x,y,z) ou x est I'abscisse, y est I'ordonnée et z est la cote du point M.
Letriplet (x,y,z) est appelé triplet de coordonnées cartésiennes de M dans le repére (O,T,],E) .

Définition

Soit u un vecteur. Dans un repére (O,i, j,k) de I espace, notons M le point tel que OM =u ..
M a pour coordonnées (x, y, z) dans ce repére, d'oll U=0M = xi +y |+ zk
X

On dit que le vecteur u a pour coordonnées (x,y, z) dans ce repére. On note uly|.
VA

X X
1 Direqueu| y| et v| y'| sont égaux revient adireque x=x', y=y' e z=2'

V4 V4
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X X' kx X+ X'
y | et v| y'| sont deux vecteurs. Alors pour tout réel k, ona ku| ky |et u+v| y+vy'
y4 z' kz z+27'

O
cl

X'=X

[ Si M(xy,z) et M’(x',y',z") sont deux points de I’ espace, alors MM '| y'-y
z'-z
e

S M(xy,z) et M’(x',y'z")sont deux points de I'espace, alors

coordonnées | (X;X ,y+y ,Z+Z]

milieu | de [MM’] a pour

2 2
a a' a" aa' a"
O ulb|, v|b'| et w| b"|, on appelle déterminant de (ﬁ,\?,\Tv) le réel noté det(ﬁ,x?,x?v): b b b
c c' c" cc c"
défini par det(ﬁ,x?,x?v): abl b" - a‘ a" +cal a“ .
c'c c'c b' b

Activités 1 page 168.
Exercice:
Soit (T]R) une base de I’ espace.

u, v et w sont trois vecteursde I'espace tel que: u=3-9j +5k, v=3j -2k , w=2i —4] + 2K.
Lestroisvecteurs u , v et w sont —ils coplanaires ?
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CH7 — Géométrie :

Produit scalaire et vectoriel de Lespace MY,

A. LAATAOQUI

3%me Maths

Rappels sur le produit scalaire dans le plan

Soient u et v deux vecteurs du plan. On appdle produit scalaire des vecteurs u e v le nombrerée noté
u- v déini de I’ une des fagons suivantes :

A
[l Siuevsontnonnulsalorsu- v = ”u”x"v“xcos(u,vj .Sinonu- v =0.

i v = o )
2

[ J egv [ J dans un repére orthonormé du plan alors u-v= XX'+ yy'.

2

u

\Y

Extension al’ espace
Définition

Soient u et v deux vecteurs non nuls de espace.
Soient A, B et C trois points tels que u=AB e v=AC
- - - . A
Alorsu- v = ||u||><||v||xcosBAC
ATTENTION : dans I’ espace, la notion d’ angle orienté de vecteurs n' existe pas.

Propriétés 1
REGLES DE CALCUL : pour tous vecteurs u,vetwe pour tout réel k,

UrU= oo U- VSV U

G (VW) = : (k8)v =k (G V)

o L2 -2 -2

[ = A =
REMARQUES :

Lorsque ||ﬂ|| =1, ondit queﬁ est unitaire; ||ﬁ|| -0, e seulement si, u=0.

Activités 2 et 3 page 179.

Propriétés 2

Pour tous vecteurs u et v del’espace, ona:
- e <M
6] = [u]x|V]. o e sevtement s, G e ¥ sont v
Joe e+

Orthogonalité et projection orthogonale sur une droite

Théoréme

Deux vecteurs u et v del’ espace sont orthogonaux si, e seulement S, ....oooevvveveenniennne.

1 I Produit scalaire et vectoriel de I'’espace. 3¢me Maths 09-10. www.espacemaths.com
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Définition

Soit 7 une droite de I’ espace. On appelle projection orthogonale sur & I’ application qui, a tout point M
del’ espace, associele point M’ intersection de la droite 7 et du plan perpendiculairea ' passant par M.
On dit que M’ est le projeté orthogonal deM sur &

Propriété

Soient A, B et C troispointstelsque A= B.
Si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) alors AB-AC = AB- AH

Activité 2 page 181.

Expression analytique

L’ espace est muni d'un repére orthonormé (O, i, j,k) .

Soient u et v deux vecteurs de coordonnées respectives (x,y.2) e (x',y",z") danslabase
orthonormée (T]E) Us VS oo, ; ||ﬁ|| T
Pour tous points M (x,y,z) & M (X, y,z'), MM "=.........cociiiiiiiiiii

Activités 3 et 4 pages 184.

Applications du produit scalaire dans |’ espace
Vecteur normal a un plan

DEFINITION : Soit A un point de |’ espace, n un vecteur non nul e 7 un plan.
On dit que le vecteur n est normal au plan.” s ladroite 7 (A, ﬁ) est perpendiculairea.” .

PROPRIETES :

1 Unvecteur non nul n est normal &.7 (A,G,Q), S e seulement s, n-u=0 e n-v=0.

71 Deux vecteursnon nuls n e n' sont normaux a un méme plan, si e seulement s, ils sont

Activités 3 page 181 et 5 page 182.

Exercice 11 page 193.
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Produit vectoriel dans |’ espace

Avant toutes choses, nous avons besoin dans ce paragraphe, dorienter I'espace, c'est-a-dire distinguer
les deux

types de repéres suivants :

- Repére
Repere = indirect
direct

Soit un observateur se tenant debout, dans I'axe (O, E) , lespieds en O et regardant le point I.

Un repére est dit "direct” si, I'observateur ale point J asa gauche. Il est dit "indirect" dansle cas
contraire.

L'espace é&ant orienté, il est alors possible d'orienter tout plan del'espace :
Soit (OT]) un repére d'un plan P. Soit kK un vecteur normal au plan P. On dira que le repére
(0i])est

direct dans P lorsque le repére (O,T,],E) I'est dans |'espace :

N . i % Repére du
;ip;]e(rjierg; i > plan indirect

Les bases de I'espace ou des plans sorientent de la méme fagon que les repéres.
Remarque :
Permuter deux vecteurs change |’ orientation d’ une base.
Activité 1 page 185.

Définition

- - - -
On appelle produit vectoriel de deux vecteurs u et v levecteur noté u A v défini par :

- - . . - - —>
Lorsgue u et v sontcolinéaires: u A v= 0.

- N —
Lorsque u et v sont non colinéaires (a donc non nuls) : ‘Rﬁgpg : levecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

- - L7 - . . - -
. U A vestorthogonad a u et v (directionde u A v)

N

@ -> o o . N N
. (u,v,u A v)estunebasedirecte (sensde u A V)

- - - - o o - -
. luavi=]ullllvlsn(u,v) (norme ou longueur de u A V)

3 I Produit scalaire et vectoriel de I'’espace. 3¢me Maths 09-10. www.espacemaths.com
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UaA v

T~

- - - - —> -
Cas des vecteurs colinéares : d'aprésladéfinition, 5 u et v sont colinéairesdors u A v= 0 .Deplus s u

- L. - - —> . - - - -
et v sont non colinéaires (et doncnonnuls) ,alors u A v # 0 puisque|]u ||#0,||v]=0e (u,v)=0(n).

On peut donc énoncer la conséquence suivante

- -

- . . . . - —>
u et v sontcolinéairess et seulements u A v= 0

Cequi seraparfois un critére pour savoir s trois points sont alignés ou non.

Propriétés
) ) - - - -
Antisymérie: u A v=—(V A U).
Bilinéarité (linéarité par rapport aux deux variables) :

- -

- - - - - - - - - . . . .
(Uu+ vV)aAw=uArw+vVawe (Au)a v=ru A v) (linéarité par rapport ala premiére variable)

- -

- - - - - - - - - o . .
UAa(V+w)=uAav+uaweunan Av)=Au A v (linéarité par rapport ala seconde variable)

Théoreme

Dans un repére orthonormédirect de |’ espace :

S a(X;y;z)etT/(x';y';z')alors_l] /\T/(yz'—zy';zx'—xz';xy'—yx')

Nous admettrons ce théoréme.
- -

Régle pratique pour calculer lescoordonnéesde u A v

5
On écrit sur une ligne les coordonnées de u en répéant, a la suite la premiére et la seconde coordonnée. On

- - -
procede de méme avec v sur une seconde ligne. Les coordonnéesde u A v sont obtenues & l'aide des produits

ARG

Premiére coordonnée : Deuxiéme coordonnée : Troisiéme coordonnée ;
yz —-zy' zXx'—-x7 Xy —yXx

en croix suivants:
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Activité 2 page 188.

Applications du produit vectoriel

Aired untriangle et d un paralld ogramme:

Lorsque ABC est un triangle, on a éablit en deuxieme quel’aire S de ABC est donnépar : S =%bcsin A
Cequi s écrit : S=%||A—c||x||A—B||x‘sjn é?c‘ — Aire (ABC) = %”EA A—c||

De méme en présence d' un parallélogramme ABCD, on a: Aire (ABCD) = ||Es A E)” .
Activité 3 page 188.

Volume d’' un té&raedre:

Activité 4 page 189.

Levolume d un té&raedre ABCD est V = 1|(ﬁ:/\ ﬁ)) 8—4
6

Distance d' un point a une droite :

Activité 5 page 189.
D
Ladistanced un point A aladroite D(B, u) estd= W
u
5 I Produit scalaire et vectoriel de I'espace. 3¢me Maths 09 - 10. www.espacemaths.com
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Dénombrement Mai 2010
A. LAATAOUI

3¢me Maths

. Arrangements:

Activité prépar atoire:

Seize équipes de football participent a un championnat . Chaque équipe rencontre toutes les autres en deux

matches : un « Aller » un « RETOUR » .

Combien de matches au total ?

> 1% méthode : On peut présenter le probléme en utilisant le schéma suivant , appelé arbre de choix :

E. —»E, —%E.,E) B
3 ( E:, Es)
: \~ (15 matches)

16 (E1,E)

EZ E]_ ( EZ y El) 3
\Ea (E2,E3)
: >( 15 matches)
s (Ez, Ex)
J
El6 E1 ( El6 ’ El)
2 (B, E2)
( 15 matches)
E15 ( E16 ’ ElS)

Le nombre de matches au total est : 16 x 15 =240.
> 2°" méhode : Chaque « journée de championnat » il y a 8 matches ; puisque chague équipe joue 30 matches :
15 « Aller » et 15 « Retour » , il y a 30 « journées de championnat » ; donc 8 x 30 = 240.

Commentaire:

Appelons A I’ensemble des seize équipes A ={ E1 E, ... Ei} .

Un match est un couple d' @éments de A deux adeux distincts (E; , Ej) aveci =] .

Un couple d' @ éments deux a deux distincts de A est un arrangement de 2 éémentsde A .

Définition :

Soit A un ensembleden ééments(n e IN*) .

SoitpeIN;1<p<n.

On appelle arrangement de p ééments de A tout p — uplet d éléments deux a deux distincts de A .

Un p —uplet d déments de A deux a deux distinctsest ( Xy, X2, Xz, «......... , Xp) VEC X; # X;
1<i<peal<j<p.

Remarque : Un arrangement de p @éments parmi n est un ordre sur p ééments choisis parmi n ééments .

Exercicel:
Déerminer le nombre de mots de quatre | ettres différentes que I’ on peut former avec les lettres du mot CONFLIT .
Le nombre de mots de quatre lettres différentes parmi les sept lettres du mot CONFLIT est égale au nombre
d arrangements de 4 |ettres choisies parmi 7 .

Cestdonc7x6x5x4=1840.
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Notation :
Le nombre d' arrangements de p éléments d’ un ensemble de n ééments est noté A"

Theoreme:

nelN;pelIN;1<p<n.

AP =nx(N-1)N—2)x..cooee.... x (N p+1) ; c'est un produit de p facteurs naturels décroissants & partir den .
Exemples:

A} =5x4x3=60; A} =20x19x18=6840.

Exercice2:

Onrevient al’énoncé de I’ exercice 2 , combien de mots de quatre | ettres différentes contiennent seulement des
consonnes ?

Lemot CONFLIT contient .......... (00101570]91015S35 0] |

Conclusion :

Chaisir p ééments dans un ensemble de n ééments ET leur imposer un ordre, c'est fabriquer un arrangement de
p déments pris parmi n..

> L’ordreintervient et il N’y a pas derépétition d’éléments.

Exercicesd’ applications:
1- Ondonne n points distincts . Calculer le nombre de bipoints non nuls que I’ on peut former avec ces n paints.
2- Quinze chevaux participent de bout en bout a une course . Dénombrer e nombre detiercés dans |’ ordre ( on
supposequ’il Ny a pas d’ ex-aequo ) .
3- Une société comprend 50 personnes . Combien peut — on former de bureaux comprenant un président , un
secréaire, un trésorier ?
4- Combieny a- t- il de nombres detrois chiffres écrits avec trois chiffres différents choisis parmi les cing
chiffres:2,3,7,5,8.
5-  On place dans une boite , 26 papiers portant chacun le nom d'un déve delaclasse . ( On suppose qu’il n'y a
pas des éléves ayant méme nom)
On tire deux papiers successivement et sans remise dans la boite .
a Déerminer le nombre des tirages possibles .
b- Dénombrer lestirages pour lesquels le nom du 1€ér papier est , dans|’ordre
alphabétique, avant le nom du 2°™ papier .

[. Per mutations::

Exercicel:

1. Combien de classements peut — on former avec les 26 éléves delaclasse ? ( On suppose qu'il 'y apasd ex —
aequo) .

2. Combien peut —on former de mots avec toutes les lettres du mot ROI , chaque | ettre sera utilisée une seule
fois ? ( 1es mots peuvent avoir un sensou non) .

Réponses :
1. Unclassement est un arrangement de 26 éléments pris parmi les 26 éléves, donc le nombre de classements
qu on peut former est AZ =26x 25x 24 x....x 2x1

Ce nombre est appel € nombre de per mutations de 26 éléments .

Définition :
A éant un ensemble de n éléments (n € IN") , on appelle per mutation de n ééments de A , tout arrangement de n
démentsde A .
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Le nombre de permutations de n éléments est alors A" =nx (N —1)x.....x 2x1 , ce nombre est noté nl et selit

factoriellen

Exemples:

1'=1;21=2x1=2; 31 =3x2x1=6; 4! = 4x3x2x1 =24 ; 5! = 5x4x3x2x1 = 120.
Par convention : Onpose0! = 1.

Exercice2:

L Cauler 71 i x6l; > X2
2 8x20!

2. Montrer quepour n>2ona:n=nx(n-1)=nx(n-1)x(n-2)

n (h+1), n  (n-1)

(-1 (n-1)"(n+1) n

3. Simplifier les expressions :

|
4. Montrer que A” =" _avec(n, p)e IN? et1< p<n

(n-p)

Combinaisons::
Exercicel:
Combien’ensembleA={ a,b,c,d} a-t—il departiesa2 déments ?a3 déments ?a 1 dément ?
Solution :
» Lesparties a2 déments quel’ on peut former a partir del’ensemble{ a,b,c,d} sont:
{a,b}:{a,c};{ad};{b,c};{b,d};{c,d}
Leur nombre est 6 .
Chacune des paires précédentes est dite une combinaison de deux élémentsde A .

Leur nombresenote: C; onaalors:C. =6

» Lesparties a3 déments quel’ on peut former a partir de |’ ensemble A sont :
{a,b,c};{a,b,d};{a,c,d};{b,c,d}
Chacun des sous ensembl es précédents est une combinaison detrois éémentsde A .

Leur nombreest égal a: C. = 4.
> Il en est de méme pour les partiesa 1 dément de A . C'est adire C; = 4.

AZ A3 Al
> Véifierque: C2=—-;C2=—+;C;=—*

2 3 1
Définition :

Une partie a p déments d un ensemble de n ééments ( p < n) est appel ée combinaison de p déments pris parmi n

Remarque :
L’ordren’intervient paset il n'y apas derépétition d’ éléments.
Théoréme : Le nombre de combinaisons de p ééments d' un ensemble de n @éments (p<n) est notéeC P et il est
p
égadaC’ = i = _n
P px(n-p)
Exercice2 .
Quinze chevaux participent de bout en bout & une course . Dénombrer e nombre detiercés dans le désordre . (On
suppose qu’il n'y a pas d’ ex — aequo.) Comparer au résultat del’ exercice 2 page 2 .
Exercices :
1. Uneassemblée de 16 personnes veut désigner une délégation de 3 personnes parmi ses membres. Dénombrer
les dél égations possibles .
2. Onveut direun comité de 4 personnes choisies parmi 12.
a- De combien de maniéres peut — on former ce comité ?
b- Decombien de maniéres st Monsieur X refuse de siéger avec Monsieur Y ?
Exercice4 .
Une boite contient 5 boules rouges et 3 boul es blanches indiscernables au toucher , on tire simultanément 3 boules
de cette boite.
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Qud est le nombre de tous les tirages possibles ?

Qud est le nombre detirages de 3 boules de méme couleur ?

Quel est le nombre de tirages d une boule blanche et 2 boules rouges ?
Qud est le nombre de tirages comportant au moins une boule blanche ?
. Quel est le nombre de tirages comportant au plus une boule blanche ?

Propriétés :

1. Pourtout neIN*ona:C’=C"=1etC!=C"*'=n

2. Pourtout neIN"et pelIN;p<nona:C’=C"°

3. Pourtout neIN”; peIN"telquep<n-lona:CP'+CP, =CP
Exercice5:

1. RésoudredansIN*, C; +C2 +CJ =387n.

2. Calculer le plus simplement possible C2 x CY + CE xC2 + CZ x C..
1 2

grLDdE

X
3. Calculer lavaleur du quotient ———2" ; Trouver lalimite de ce quotient si ntend versinfini.

3n

V. Formuledu bindbme de Newton :

Exercicel: Soient aet b deux réds.

Développer (a+b)*;(a+b)*;(a+b)".
1. Vérifier que
a+b)’=C?xa®xb®+Clxa'xb'+C2xa’xb?
2 2 2
(a+b)* =Cla’h° + Cla’b' + CZa'h? + Cia’b®
(a+b)* =Cla’b® + Cia’b' + C2a’b? + Cla'b® + C a’b*

For mule du binbme:
nelN*;(a,b) e IR

(a+b)"=C
_ p:nC Pa"-PhHP
=

n

Démonstration : (par récurrence).
p=n
Conséquence: (a—b)"=> CP(-1)"a" P bP
p=0
Exemples : Développer (a+b)° et (a+b)° puis(a—b)° et (a—b)°

Remarque : Pour obtenir facilement des C” , pour n petit, le triangle de Pascal.

n=0 C§ 1

n=1 C10C11 11

n=2 CSC;CZZ 121

n=3 C§C§C§C§' 1331

n=4 CfCinCfo 14641
N=5 1510105 1
N=6 1615201561
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Cetriangle est un résultat delaformulede Pascal : CP'+CP, =CP.

Exercice2:

1. Développer (x+1)°;(x—-12)°;(2x+3)° et (2x - 3)°

2. Démontrer que: C) +CL +C2 +C2 +C2 +C2=2°

3. Calculer les sommes:
C)+C+C2+...+CP +

C)-

Cl+C2+..+(-2)°C] +....+C!
C’+2C +2°C2 +..+2°CP +....+ 2"C]

V. Nombrede partiesd’ un ensemblefini :
Soit A un ensemblefini den ééments; n e IN
Unepartiedep éémentsde A est une......

VI.

Le nombre de parties de p éléments de A est

de p déments choisis parmi les n déments de A.

LenombredetouteslespartieSde A €5 : ... e

Théoreme:

A éant un ensemble contenant n déments; n  IN
Le nombre de partiesde A est 2"

L’ ensemble des parties de A est noté P(A).

Exemple:

Soit A ={1, 2,3 4,5, 6}. Lenombre de parties de A est

Nombre d’applications d’ un ensemble fini dans un ensembile fini :

Exercicel:

SoitA={1,2 3} ;B={a,b}
Trouver toutes les applications de A vers B.

Solution :

Pour chacun des 3 démentsde A , il y a2 choix possibles.
Le nombre de toutes les applications de A vers B est 2° =8.

Théoreme:

A et B éant deux ensembles finis de nombres d’ éémentsrespectifspetn e IN”
Le nombre d applicationsde A versB est n®.

Exercice2:

1. Combien de numéros de téléphone a 6 chiffres peut — on former avec les chiffres
0,1,23,4,5,6,7,8,09.

2. D’unjeu de 52 cartes, on tire successivement 3 cartes. De combien de facons peut — on faire cetirage :

» SiI’onremet lacarte dans lejeu apres avair lu ce qui &ait écrit.
» Sil'on neremet paslacartedanslejeu ?

Résume : On distingue trois types detirages :

Types detirages Successif avec Successif sans remise Simultané
Remise
Unrésultat Un p — uplet avec Un p — uplet d ééments Unepartiedep
possibilité de répétition distincts2 a2 €l éments
Ordre L’ ordreintervient L’ ordreintervient L’ ordre n’intervient pas
Nombre de tirages de ne AP (o34

p ééments parmi n
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e Aaths Probabilité Mai 2010
A. LAATAOUI

I ntroduction

On considére un dé cubique parfait ( équilibré) dont les faces sont numérotésde 1 a 6.

On jette unefois ce dé et on observe le numéro de la face supérieure.

L’ ensemble des résultats possibles ( éventualités) est Q = {1,2,3,4,5,6}. « Q est I'univers »
Le nombre de résultats possibles est 6. « Le cardinal de Q est 6 ; On note card Q = 6 ».

Soit A ={1,3,5} : « Obtenir un numéro impair »

A cQ; «A est un événement ».

Onnote A : « Obtenir un NUMéro pair » ; « A et I'événement contraire de A ».
A={246} =Q\A.

Soit I’ événement C : « Obtenir un numéro supérieur a 6 ».

C = « C est un événement impossible ».

D : « Obtenir unnumé&onte que 1<n<6 »; D={1234,5,6} = Q.

« D =Q est I'événement certain ».

{1} ;{2} ; {3} ; {4} ; {5} & {6} sont les « événement élémentaires ».

AN A=(Aet A) : «Obtenir un numéro qui est alafois pair et impair ».

AN A= ; Ondit que« Aet A sont des événements incompatibles ».
Chacun des 6 numéros a une chance sur 6 d’ ére obtenu, donc la probabilité d’obtenir chacun de ces numéros

1
est —.
6

1 1
(L) = p(i2})= p(i3})= p(i4))= p(i5) = p(i6)) = =5
Tous les événements élémentair es sont équiprobables ; C'est le cas d'une probabilité unifor me.

D({X}) = car1dQ pour tout X € Q

On atrois chances sur six d' obtenir un numéro impair

p(W)==: plA)== = p(A)+ plA)-1

Ainsiona:

. p(A) _3_ cardA _ Nombre decasfavoreblesaA
6 cardQ Nombre de cas possibles

. p(A)+pla)=1

e plQ)=1

* p@)=0

Définition :

Soit Q=1{a,,a,,......a, } un univers. On associe & chaque événement éémentaire {a, jun nombre p, >0, appelé
« probabilité de I’ événement {a, } », detelle sorteque:

p,+pP,+....+ p, =1

Plus géenéralement, la probabilité d’un événement A, notée p(A), est la somme des probabilités des événements

éémentaires contenus dans A.
Ona p(Q)=1et p(@)=0.
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Langage :

Vocabulaire ensembliste L angage probabiliste

e Ensemble Univers, ou encore univers des «possibles» ou des
« éventualités »

e AcCQ A est un événement

e XecA X est une éventualité favorablea A

o AcCQ AcQ Aet A sont des événements contraires

e ANC=U A et C sont des événements incompatibles

e Singleton {X} {X} est un événement éémentaire

e D=ANC D estI'événement « A et C »

e F=AuC F est I’ événement « A ou C »

o U p (&) = 0 événement impossible

e Q p(Q)=1 événement certain

Propriétés des probabilités

PartiesdeQ événement propriétés

T, Q Evénement impossible, certain P (@) =0, p(Q) =1

ANB=0 A et B sont incompatibles P(AuUB)=p(A)+p(B)

A A est I'événement contraire de A p(,_ﬁ\)zl— p(A)

A, B A et B quelconques PAUB)=p(A)+p(B)-p(ANnB)

On notera que, pour tout événement A, 0< p(A)<1.
Exercice

On jette un dé sur unetable et on lit le numéro de la face supérieure. Sachant que les faces

1, 3 & 4 ont la méme probabilité d’ apparaitre égale a 0.2, la probabilité de la face 2 est de 0.15 et la probabilité
d apparition de laface 6 est de 0.1. Calculer :

1. Laprobabilité d’ apparition de la face 5.

2. Laprobabilité d' avoir un numéro pair.

3. Laprobabilité d’ obtenir un numéro > 3.

4. Laprobabilité d’ obtenir un numéro appartenant al'intervalle [2,5] .

Situations d’ équiprobabilités :
Définition
[I'y a équiprobabilité si tous les événements é émentaires ont la méme probabilité.

Théoreme
cardA  Nombre de cas favorables

Lorsqu'il y a équiprobabilité la probabilité d un événement A est: p(A)= =
Sty acqdip P p( ) cardQQ  Nombre de cas possibles

Exercicel

Un sac contient trois boules rouges et quatre boules blanches. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
On tire simultanément et au hasard deux boules de ce sac.
1. Que est I'univers Q des cas possibles ? Donner cardQ.
2. Déerminer la probabilité de chacun des événements suivants :

. « obtenir deux boules de méme couleur ».

: « obtenir deux boules de couleurs différentes ».

: « obtenir au moins une boule rouge ».

: « obtenir au plus une boul e blanche ».

o0 w>
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Exercice?

Un sac contient 9 jetons numérotés de 1 a 9. On tire successivement et avec remise 3 jetons du sac. Calculer la
probabilité des événements suivants :

A : «tirer 3 jetons ayant des numeéros pairs »

B : «tirer 3 jetons dont la somme des numéros est paire »

Exercice3

Une urne contient 5 boules rouges et 3 boules blanches indiscernables au toucher. On extrait successivement et sans
remise 3 boules de |’ urne. Dé&erminer la probabilité de

A : «obtenir 3 boules de méme couleur »

B : «obtenir 2 boules rouges et 1 boule blanche »
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3¢me Maths

Introduction :

Statistique

Mai 2010
A. LAATAOUI

La statistique est une science ayant pour objet I'étude des phénoménes sociaux surtout
ceux donnant lieux a des variations ou ceux ne pouvant étre suffisamment maitrisés que
lorsgu’on les étudie dans des ensembles ayant un nombre d’éléments relativement élevé.

On distingue deux branches :

** |_a statistique descriptive : a pour réle de réunir les observations sur le phénoméne a
étudier et les grouper dans des tableaux statistiques ou les représenter sur des
graphiques.

**

La statistique inductive : a pour role de traiter les informations obtenues en

s’appuyant sur des calculs de probabilité, en donnant a ces informations une signification
et en faisant des prévisions pour le futur.

Vocabulaire statistique :

Population : C’est I'ensemble étudié.

Exemple :

Population : un ensemble de notes

(« population » est employé, ici dans un sens attribuées a 25 éléves dans une classe
trés particulier, elle n’est pas nécessairement
humaine.). les éléments de I'ensemble sont
appelés : unités statistiques ou individus.

Echantillon: Cest un sous ensemble
quelconque de la population. Si
I’échantillon est prélevé au hasard, c’est
un échantillon aléatoire.

Caractere ( ou variable ): C’est I'aspect
de l'unité statistique auquel on s’intéresse.
Il peut étre qualitatif : couleur d’'une
voiture , etc. ou quantitatif : il se traduit
alors par un nombre.

Valeur statistique ou valeur du
caractere : La valeur du caractére est sa
mesure lorsqu’on a choisi une unité. On
obtient des valeurs de la variable
statistique.

A.

Tableau de données :

141547111491012
1216101813123 11
14121013612107

Ici le caractére étudié est quantitatif
(valeur de la note).
On pourrait s'intéresser a la qualité :
« étre pair » ; « étre inférieur a 12 »...

1 I Statistique. 3¢me année secondaire 09 - 10.
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e Variable discrete ( ou discontinue ): Icivariable discrete qui prend treize
Elle ne prend que des valeurs isolées : valeurs.

e Variable continue: Elle peut prendre
n'importe quelle valeur d'un intervalle
[a,b]. Dans ce cas, on peut partager cet
intervalle en k intervalles
(partition de [a,b] ) :

a<a <a, <.... <a , <b

[aa;[a,a]; a1
Chaque intervalle [a,a,[ est appelé
classe ; a et a_,sont les frontieres de la

L+ a
classe, 4 2a,+1 est le centre de la classe.

o Effectif :L'effectif de xest le nombre
n d’observations associées a la valeur
x de la variable statistique, ou I'effectif de
la classe [a;a,,] -

e |’effectif total :

e Seérie statistique : C'est 'ensemble des Tableau statistique :
couples (x;n )ou([a,.;a,.ﬂ[;r\). On donne
souvent cette série sous la forme d’'un X 4
tableau statistique. Ne pas le confondre 3
avec le tableau de données (succession 4
de résultats). g
9
10
11
12
13
14
15
16
18
Tota 29

¥ e e e :nj LN T —A =]

LI
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[I. Parametres de position : Exemple (des notes attribuées aux 25

éléves)

e Ladominante ou mode : C'est la valeur La dominante est ...... ; elle est
du caractere la plus fréquente. Dans une unique. C’est une série uni modale.
répartition par classes, on parle de classe
modale.

e Lamoyenne arithmétique: C'est le Calcul de la moyenne arithmétique :
quotient de la somme des mesures par
I'effectif total. X =

nx +nx +..... + N X

>N

X =

x=> fx
Dans une répartition par classes, on prend
pour x le centre de la classe.

e Médiane : C'est la valeur Me du caractere La médiane est ...........
telle que l'effectif des individus dont la
valeur du caractére est inférieur a Me soit
égal a 'effectif des individus dont la valeur
du caractere est supérieur a Me.

. .| N ,
C'est le réel ><[N ou [—} est la partie
:|+1 2

. N
entiere de 5

e Premier quartile : c’est la valeur Q du
caractére telle que au moins 25 / des Le premier quartile est

valeurs lui sont inférieures et au moins 75
/7 des valeurs lui sont supérieures.

. .| N ,
C'est le réel ><[N ou [—} est la partie
:|+1 4

. N
entiere de "
e Troisieme quartile : c’estla valeur Q, du

caractére telle que au moins 75 / des
valeurs lui sont inférieures et au moins 25
/ des valeurs lui sont supérieures. Le troisieme quartile est

Cestle reel X[ﬂ}l ou [7} estlapartie  Remarque : On peut représenter
_ 3N une série par son diagramme en
entiere de — boite qui fait intervenir ses valeurs
4 extrémes ( min et max. ), ses
quartiles Q; et Q3 et sa médiane M, :

— |

i a1 Wy L] may
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V. Parametres de dispersion :

e |’étendue: Difféerence entre la plus
grande et la plus petite des valeurs
observées.

1=p _
n[x -
i=1

e L’écart moyen o=

n

¥ (x -5

>N
0% o
>N

e Lavariance: v=

Formule de Koenig : v=

e L’écart-type: o =

C'est une mesure de dispersion qu’'on
utilise pour mesurer la dispersion des valeurs
d’'une série statistique autour de la moyenne
de cette série
Un écart type important signifie que les
valeurs de la série s’éloignent souvent et de
facon importante de la moyenne.
e L’écart interquartile : c’est la différence
Q,-Q qui représente I'étendue de la

distribution sur la quelle se trouve concentrée
la moitié des éléments dont les valeurs de X
sont les moins différentes de la médiane. On
exclut alors les 25 / des valeurs les plus
faibles etles 25 / des valeurs les plus

élevées.

L'étendue est ............
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V. Série statistique a deux variables

1. Introduction

Une série statistique a deux variables, X et Y, est le résultat de I'observation des deux
caractéres X et Y pour chaque individu d’une population.

Lorsque les caracteres sont quantitatifs discrets, on peut associer, a chaque individu i,

un couple de nombres réels noté (x, ;).

Exemple :

Le tableau suivant donne, en millions de dinars, le chiffre d’affaires x et la somme
consacrée aux dépenses de publicité y. pour cing entreprises :

Entreprises X VA
A 30 3
B 55 4,5
C 60 7
E 20 1,5
F 50 4
Définition .

Dans un repére orthogonal du plan, le nuage
de points associés a la série statistique a deux
variables, X et Y, est I'ensemble des points M,

de coordonnées (x,y;) représentatifs de tous

les individus i de la population.

2. Point moyen

On note X le caractére : « le chiffre d’affaires
de chaque entreprise » et Y : « les dépenses

de publicité ».

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 «x

Calculer la moyenne, la variance et I'écart — type de chaque caractere.

On rappelle que :

-1

X=—>» nx
NIZ 'X'

V(X):%Zr}(xi _;)ZZ%ZMZ_;& et o(X) = NV (X).

Définition

o (X)) =i
oY) =

Le point G(i,?) est appelé point moyen du nuage de points associé a la série statistique

a deux variables X et Y.

Exemple : Placer le point moyen G dans le repére précédent.
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3. Liaison entre deux caracteres

Droite d’ajustement

Lorsque le nuage a tendance de s’accumuler autour d’une droite, alors on cherche une
équation de la droite D qui approche le « mieux possible » les points du nuage, c’est ce
qgu’on appelle un ajustement linéaire.

On divise le nuage de points en deux parties contenant & peu prés le méme nombre de

points obtenant ainsi deux nuages de points. On désigne par G, et G, les points moyens
de ces deux nuages.

La droite (GG, ) passe par le point G et définit un ajustement affine du nuage de points
représentant la série statistique (X, Y).

Tracer dans le repére précédent la droite (GG,).

Exercices 1 p 212, 9p 214 et 15 p 217.
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) ) Chapitre : Continuité . ) .
El Ahd El Jadid kabaria 3 éme sciences exp+3 éme Maths

L Continuité en un réel :

Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
Cr
N
fa) N
B
a
[77

on dit que f est continue en a si:

pour tout nombre 8 > 0 il existe a > 0telquesi x €l et |x —a|l <a alors |f(x) — f(a)| <p
Exemple :

Soit la fonction f une fonction définie sur IR par f(x) = 2x + 3, montrer que fest continueena = 1

Solution :
La fonction f est continue en 1 si et seulement

si pour tout B > 0 il existe a >0telquesi x €l et |[x —1| <a alors |f(x) - f(D| <B

B est un réel donné, cherchons s'il existe un réel a tel que |f(x) — f(1)| < B

Soit |f(x) — f(1)| < B équivauta |2x + 3 — 5| < B équivaut a |2x — 2| < B équivauta 2|x — 1| < B
équivauta |x — 1| < %

On choisit alors a = % (a existe) ainsi f est continue pour a=1

Vocabulaire : Une fonction est non continue en a est dite discontinue en a.
Conséquences : Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de |
e Siontrace la courbe représentative de f sans lever le crayon en un point d’abscisse a, alors f est continue
en toutréel a de L.
e  Sila courbe possede un saut en un point d’abscisse a alors on dit que f est discontinue en a.
II.  Continuité de certaines fonctions usuelles :
Théoreme :

La fonction x —— ax + b est continue en tout réel a de IR.
La fonction x —y x* est continue en tout réel a de IR.

. 1 . ,
La fonction x — — est continue en tout réel a de IR*,
La fonction x —— +/x est continue en tout réel a de IR,.

Tout fonction polynéme est continue en tout réel a de IR.
Toute fonction rationnelle est continue en tout réel a ot elle est définie.

YVV V VYV

Exercice :
Justifier la continuité de f en a dans chacun des cas suivants :
1) fx)=-3x3+x*—4x+5; a=1

Devoirat



IIl.  Continuité de la fonction |f| :
Activité :
1) Montrer que pour tout réel cetd, on a:||c| — |d|| <|c—-d].
2) Soit fla fonction définie en a , alors |f| est continue en a.
Solution :
1)
1ére méthode :
On remarque que pour tout réels cetd ona :
c.d < |c|.|d| équivaut a 2c.d < 2|c|.|d| équivaut a —2|c|.|d| < —2c.d
équivaut a ¢* — 2|c|.|d| + d?® < ¢* — 2c.d + d* équivaut a |c|? — 2|c|.|d| + |d|* < ¢* — 2c.d + d?
équivaut a ([c|] — |d[)? < (¢ — d)? équivaut a /(Ic|] — |d])? < /(c — d)?
équivaut a ||c| - |d|| <l|c—d|
2¢me méthode :
Pour toutréelscetdona |c| =|c—d+d| <|c—d|+|d| équivauta |c| —|d| < |c—d| -(1)-
deméme |d| =|d —c+c| <|d—c|+|c| équivauta |d| —|c| <|d —c| =|c—d|
équivauta —(|d| —|c|) = —|c —d| équivauta |c|—|d| = —|c —d|
équivauta —|c —d| < |c| = |d] -(2)-
d'apres (1) et -(2)- ona —|c —d| < |c| —|d| < |c — d| équivaut a |Ic| - |d|| <|c—d|
2) f est continue en a équivaut a
pourtout B > 0 il existe @ >0telquesi x €l et |[x —al <a alors |f(x) — f(a)| < B
dapres 1) ona |If(0)] - If @] < () — f(@)] < B
alors ||[f ()| —If (@] < B
donc pour tout B > 0 il existe a > 0telquesi x €l et |x —a| < a alors ||f(x)| — |f(a)|| <pB
alors |f| est continue en a
Théoreme :

f est une fonction définie sur un intervalle ouvertl et a € I,
Si f est continue en a alors |f| est continue en a

Exercice:
Justifier la continuité de la fonction fen a
1. fix—»|x*—4| ; a=-2

x2+1
| -

; a=3
|x*—4|

2. f:x

IV.  Opérations algébriques sur les fonctions continues :
Théoréme :

Soient fet g deux fonctions définies sur un intervalle ouvertlet a € I et k € IR
» Si fetgsontcontinuesena alors f + g, f.g et k.f sont continues en a

. . . ) 1 .
» Si festcontinue enaetsi f(a) # 0 alors ;est continue en a

» Si fetgsontcontinuesenaet g(a) # 0 alors éest continue en a

Exercice:
Justifier la continuité de la fonction fen a

1. f:x—'xz—%+\/§ ; a=3

2
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2. fix—» % oa=-—2
x°+1

V.  Continuité de la fonction \/7 :
Activité 2 page 26 :
f est une fonction positive sur un intervalle ouvert I .
soit a un réel de I tel que f'soit continue en a .
1) Onsuppose que f(a) >0
a) Pourtout x €lona:

c) f estcontinueen a sietseulement si
pourtout B > 0 il existe a > 0tel quesi x €l et |x —a|l <a alors |[f(x)— f(a)| <pB

2) Onsuppose que f(a) =0
f est continue en a si et seulement si

Théoreme :
Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
Si f est continue en a alors la fonction \/7 est continue en a.
Exercice :
Etudier la continuité de fen a :

x—1
1. fix— |22, q=3
x+3
x2=2x+1
2. X > a=2
f x+1 ’

3
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VI.  Continuité a droite. Continuité a gauche :
Activité : \
. . -1 six<1
Soit f1 tion d : = { x \
oit f la fonction définie par : f(x) -1 si x>1
1) Déterminer graphiquement I'image de 1 par f
2) Donner graphiquement une condition suffisante i
sur les réels x supérieurs a 1, pour que \

If(x) — f(1)] < 0.001

3) Que peut_on conjecture sur |f (x) — f(1)| lorsque x
se rapproche de 1 en restant inferieur a 1 =

. Calcwerf(og)f(ll)f(l)

Remarque :

Soit M (a, f(a)) un point de la courbe de f. On constate que :
Si a serapprochede 1 et a < 1alors f(a) n'est pas proche de f (1) alors N’est Pas ..........coccveesverereneeerean
Si a serapprochede 1 et a > 1alors f(a) est proche de f (1) alors f €St .......cooovoeeveeveeeiirireireee e

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel del
e Ondit que fest continue a droite en a si :
pour tout f > 0,il existe a > 0telquesi x €l et0<x—a<a alors|f(x) — f(a)| < B
e Ondit que fest continue a gauche en a si:
pour tout B > 0,il existe a >0telquesi x €l et0<a—x<a alors|f(x) — f(x))| <B

Théoreme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
f est continue en g, si fest continue a droite et a gauche en a

Exemple :
Soit la fonction f : x ——— /x + 1. Etudier la continuité a droite de f en -1
Correction :
La fonction f est continue a droite en -1 si et seulement si
pour tout f > 0,il existe a >0telquesi x €l et 0 <x—(—1) <a alors |[f(x) — f(-D| < B
B estun réel donné, cherchons s'il existe un réel a tel que |f(x) — f(-1)| < B
Equivaut a |W— 0| < B équivaut a |\/m| <p
équivauta \x + 1< f équivauta x + 1 < p? équivautax < p>—1
on choisit a« = f?> — 1 (a existe ) ainsi fest continue a droite en -1
Théoréme :

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle ouvert I et a un réel de I.
» Si f est continue a droite en a alors la fonction \/7 est continue a droite ena.

» Si f estcontinue a gauche en a alors la fonction ./f est continue a gauche ena.

4
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VII. Continuité sur un intervalle :

Définition :

Soit a et b finis ou infinis :

e Soit f une fonction définie sur la,b[ , on dit que f est continue sur |a, b|
si elle est continue en tout x € |a, b[

e Soit fune fonction définie sur la, b] , on dit que f est continue sur |a,b]
si elle est continue en tout x € |a, b[ et continue a gauche en b

e Soit fune fonction définie sur [a, b[ , on dit que f est continue sur [a,b|
si elle est continue en tout x € |a, b[ et continue a droite en a

eSoit fune fonction définie sur [a, b] , on dit que f est continue sur [a,b]
si elle est continue en tout x € |a, b[ continue a droite en a et continue d
gaucheenb

Conséquence 1 :

» Siune fonction est continue sur un intervalle I, alors elle est continue en
tout intervalle inclus dans L.

Conséquence 2 :

» Toute fonction polynéme est continue sur tout intervalle continu dans IR.

» Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle continu dans
son ensemble de définition.

Activité 2 page 29 :

Justifier les affirmations suivantes.

1. Lafonction f : x —— |x| + 1 est continue sur IR

2. Lafonction f : x ——» +/x + 1 est continue sur [0,1]

3. La fonction f : x ——» —3x + 5 est continue sur l'intervalle |—0.01 , 10]

4. Lafonction f : x

— > est continue sur l'intervalle [—1,0]

VIII. Image d’un intervalle par une fonction continue :

Activité :
lzx si x=2
soit f la fonction définie par f(x) = x2—3 si—2<x<?2

(x+223+x+4 si x<-2
et soit Cr sa représentation sur un repére orthonormé (0,1,])
1. Montrer graphiquement que f n’est pas continue en —2

2. Déterminer f(126) . f(~2,2D) et f(l-o0,~2])

5
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3. Déterminer le nombre de solution de I'équation f(x)=a, avec a un réel

Théoréme : (admis)
L’'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

IX.  Résolution d’équations de la forme f(x) = k:
Activité 3 page 31
1. a) figure
b) (E):%\/}—xz—1 =0; x;, ~001, x, ~2.6
c) 0<x;<01let 26<x, <27

2. soit h:x—» %\/E—xz—l
a) Calculer h(0) et h(1)

¢) En déduire que I'équation ( E) possede au moins
une solution dans l'intervalle [0, 1]

................................................................................. |/
................................................................................... i/
Définition : : [
£l
4 /, I."
Soient fune fonction définie sur un ensemble D et kun | - S
réel fixé. Résoudre I'équation f(x)=k: B / /
e consiste a déterminer tous les réels x de D qui ont " /

pour image k i /
e revient donc a déterminer I'ensemble des ' e
antécédents de k par f.

propriété :

Graphiquement, les solutions de f{x)=k sont les abscisses de tous
les points de Cs ayant pour ordonnée k

Cr et C, sontrespectivement les courbes représentatives
de f et g dans un repére orthogonal.
Définition :

Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D.
Résoudre I'équation f(x)=g(x) consiste a déterminer tous
les réels x de D qui ont la méme image par f et par g.

Propriété

Graphiquement, les solutions de f(x)=g(x) sont les abscisses

des points d’intersection des courbes représentatives de f et
deg.

6
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. Résumé-Suites Réelles 3%™ Année
Habib Gammar

& Généralités :
@ Une suite est une application tgou une partie dé&¥) dansR .
® Une suite peut-étre définie par :
% Une formule expliciteU, en fonction de n, (exempldd,, =5n+ 2).

“ Une relation de récurrencdJ, donné etU ., =f(U ), (exemple : Yo =f )-
U,,,=U,+3
® Principe de raisonnement par récurrence : P(n) est une propriété vraie pour tout n lorsque :
(P(0) estvraie) et (siP(n)estvraie, alors P(n+1) est vraie ).

€ Suites arithmétiques — Suites géométriques :

Suite arithmétique Suite géométrique
Définition Uy =U,+r ; (rOR) Up=qU, ; (qOR)
Raison r q
Terme général U, =Ugy+nlt U, =U,[g"

Relation entre deux

termes U, =U,+(n-p)r U,=U,@"" ; (g% 0)
guelconques

S:%(a+ b) szaxt"9d (@1

Somme des n termes
consécutifs n: nombre de termes

a: le premier terme de la somi
b: le dernier terme de la somr

n: nombre de termes
a: le premier terme de la som
g: laraison de la suite

Relation entre 3

termes a+c=2hb alt= P2
consécutifs a, b et ¢

Si —1<g<1l alors Lmy= 0
n- +oo

Si r>0 alors Lim =+

Limite Si r<0 alors Limy = 1q>Lalors UMY =) sy, <o
Si r=0alors Limy = U * Sigs-1lalors |J n'admet pas de lim
e «Sig=1 alors Limy=
n - +oo
)3 Résumé-Suites Réelles 1/1 {8
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I- Séries statistigues a une variable : @

1. Exemples :

& Tableau 1:
Dans un groupe de dix €éléves, voici les notes a un devoir : 12, 4, 16, 16, 10, 7, 9, 12, 9, 12.

Cette série de note est une série statistX]ue{ X1,X2,X3,X4,X5,X 6} avecx; les valeurs prises
par X, a chaque valew; on associe un effectifi; €gale au nombre d’éleves ayant obtenu la note

n.
» La fréquence de la valeur d’une série e‘st;W' avec N l'effectif total N = Zni ).

X; (Notes) 4 7 9 10 12 16
n, (Effectif) 1 1 2 1 3 2
f; (Fréguence) 0,1 0,2 0,1 0,2
effe_ctlfs cumulés 1 4 8
croissants
n; X; 4 18 10 32
n; x; 2 16 49 100 432
¢ Tableau 2
Le tableau suivant donne la durée (en heures) passée chaque jour devant la télévision pour 1000 pers
Durées (en heures) [0;2] [2;4] [4;6] [6;8] [8;10[
C, (centre de classe) 1 5 9
n; (Effectif) 100 200 500 150 50
effe_ctlfs cumulés 100 300 1000
croissants
n;, G 600 1050 450
n; C 2 100 12500 4050
€ Définitions :

% La premiére série est une série quantitative discre
+ La deuxiéme série est une série quantitative coatin
2. Les parametres de position

% Mode ( ou classe modale)
On appelle Mode ou classe Modale la valeur de X correspondant a I'effectif le plus haut.

— — 12
“ Moyenne(X) : La moyenne estX :—Znixi
i=1

P Tableau 1 : La MOYENNE ESK:= ..o eee oo

P Tableau 2 : La MOYENNE €SK = ........oooiooiooiooeeoeooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo

i
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% Médiane(M):
On appelle Médiane d’'une série statistique d’effectif total N la valeur de la variable qui correspond

si N est impair.

: , . . +
a l'effectif cumule% si N est pair et N+1

» Tableau 1: % =5 alorsMg = .,
» Tableau 2 : %:500; 300< 500< 80( alors « (Mg(
M, -4 -
alors—-= -_b-4 00 Mg =i

500- 300 80G- 30(
% Le premier Quartile (Q,)

Le premier QuartileQ, est la plus petite valeur de la série telle qu’au moins 25% des termes de
la série ont une valeur inférieure ou égal@;a

% Le troisieme Quartile (Q3)
Le troisiéme QuartileQ ; est la plus petite valeur de la série telle qu’au moins 75% des termes de
la série ont une valeur inférieure ou égal@a

€ Remarques:
* Le deuxiéme quartil€), est la médiané/ ..

« Les trois quartiles partagent I'ensemble des valeurs en quatre sous ensembles de (presque) méme e
* On atoujours Q; <M, <Qj

. Si% est un entier, le premier quartile €t la valeur qui dans cette liste occupe le r%ngt le
troisieme quartile gest la valeur qui dans cette liste occupe le %I\Il‘lg

. Si% n’est pas un entier, le premier quartileedt la valeur qui dans cette liste occupe le rang
immédiatement supérieur—lzl? et le troisieme quartile {£&st le valeur qui dans cette liste occupe

. - .. 3N
le rang immédiatement superieura.

* Pour Une série continue :
Q: est la valeur correspondant a la fréquence cumulée croissante égale a 0,25 .

Qsest la valeur correspondant a la fréquence cumulée croissante égale a 0,75 .

P Tableau 1l : «

-hloo_[;

N=7,5 alorsQg = ..o,

» Tableau 2 : %:250; 100< 250< 30( alors « <Q; < e

-2 _
alors A =_4-2 Dol Q = .
250-100 30G- 10(

)

i
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. %N:?SO; 300< 750< 80( alors « <Qz< = ﬂ

-4 _
alors Qs -_6-4 Dol Q3 = .
750- 300 806G~ 30(

3. Les parameétres de dispersion
% Variance et écart-type(V(X) et o(X)):

p
« Lavariance estV(X) :%Znixi2 -X
=

+ Lécart-type esta(X) =./V(X)
» L’écart type mesure la dispersion des valeurs de la série autour de la moyenne.

Plus I'écart type est petit, plus les valeurs de la série sont concentrées autour de la moyenne.

P TADICAU 1 1 0 M (X) mie e e e e e e e e e s i e e

+ Etendue
L'étendue est la différence entre la plus grande et la petite des valeurs.

« Ecart interquartile
* L'intervalle interquartile d’'une série statistique est I’interv[s(l}@ : QS]

* L’écart interquartile d’'une série statistique est le nom@Qrg— Q,

++ Diagramme en boite ( boites a moustaches )
Un diagramme en boite est un rectangle délimité par le premier quartile et le troisieme quartile.

Pour 'obtenir, on trace un axe horizontal ( ou vertical ) sur lequel on place les val&dys@g et M,

L’'un des cotés du rectangle a pour longueur I'écart interquartile, I'autre est quelconque.
On compléte ce diagramme en tracant deux traits horizontaux : I'un joignantr@nimum de la série
et l'autre joignant @au maximum de la série.

G
Min IQ lvlle IQ I\I/Iax

i
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» Tableau 1 : @

» Tableau 2 :

. L 10
Il. Séries Statistigues Doubles 0

€ Exemple: Le tableau suivant donne le poids en Kg et la taille en cm d’un groupe de 10 enfants :

P 25 |27 | 23| 30| 27| 23] 25 30 32 28
Ti 90 |92 | 85| 99| 93] 88 92 98 99 90

» Le couple(P, , T, )= (25,90)veut dire que I'enfant N°1 pese 25 Kg et mesure 90 cm.
» On a donc une population de 10 enfants sur lagaelke observé simultanément les deux variables P et T.

@ Définition : On dit qu’'un couple (X,Y) de variables statistiques définies une série double si les deux
variables X et Y sont observés simultanément sur une méme population.

» La moyenne arithmétique des poids eBt= ...............cccccoooovvrvrrvceon.

» La moyenne arithmétique des Tailles €Bt= ..o

» Placer dans un repere orthogonal I'ensemble desspidif(P , T ) :

| . | | | | | | | | |
B o e A
| | | | | | | | | | | |
s i S S S A S
e . L | D 4 L | i L | A L l———
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
e I F====- {——=== t=—=——=- F=———- {—==== t———=- F==—=- {===== === === ===
| | | | | | | | | | | |
S S I E— | [P P b R P B l___
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
Amm e ———— Fe———d————— t———— F————- |———— b F————- | ———— t———— F————— |- ==
I I I l I I l l I l l I
_——— — 3_ ___________________________________________________________
= ] | y . eG | ] | 1 l |
e A S A Bt S S
| | | | | | | | | | | |
I D R | 1———--= N | | B | ===-== N === |
| | | | | | | | | | | |
L e e B B
| | | | | | | | | | | |
A== [t e t————- === {——=== t————- F————- ——=== t-————- === ===
| | | | | | | | | | | |
S B i S
| | | | | | | | | | | |
H—m e ———— Fe————- |- ———— o b= j————— o Fe———- j————— 4 Fo———— |———
| | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | |
I | [ T-—777 | 1T T B r==="" [ T 7" r—=—""" -
S A S S (N S (NN (N SN N SR
| | | | | | | | | | |
I I I I I I I I I I I qud%
L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) 7
Y A SR SR ~ BN 2 N 7 S 2. SN AN 30 31 32 33
i I I | I I | l I | l I
@ Définition :
Soit une série statistique deéfinie par deux variables X et Y . On désigneg, gar......, X, les
valeurs de X et pay;, Y,, ...... .Y, celles de Y. Le plan étant rapporté a un repere orthogonal.

» L'ensemble des points;(x;,y;) ; i0{12,.....,.} est appelé Nuage De Points.

b Le point G(x ,y) est appelé point moyen du nuage.
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4 Distributions marginales :

Soit le tableau statistique suivant : X : note en mathématiques ; Y : nombre de freres d‘tlscﬂaﬂﬁslg I

y Y 0 1] 2] 3| a| 5| 6| Totaux
[0.4] 1 o 1] 1| o] 1] 1
[4.8] 2 2 | 41 3| 3| 4] 2 20
8.12] 5 5 | 10| 7| 6 4] 3
[12.16] | 2 3 5] 5| 4] 4] 2 25
(16,20 | 1 11 21 3] 2] 1| o
Totaux 11 22 8 100

» Les totaux inscrits en marge de chaque tableau a double entrée définissent deux distributions margina
I'une associée a la premiére variable statistique et I'autre associée a la deuxiéme variable statistique.

X : Note en Maths| [0,4] [4,8] [8,12] [12,16[[16,20[| Total
Distribution marginale de X
Effectif 20 10
Y : nombre de o ,
freres et SeUrs O|21| 2| 3| 4]/ 5| 6 Total Distribution marginale de Y

Effectif 22 8

« Calcul dela moyenne (X ) ; la variance (V (X)) et I'écart-type (o(X))

iixﬂﬁ
L X o T _(2x5)+ (6x 20 (10 40y (14 25) (18 10)
N T T
p
2
V() = ;X‘ o o2 _ (22 x5)+ (6% x 20y (10 x 40% (14x 25) (fBx 10) 2 _
= = o =
b 0(X) = V(X) = o
q
}:Mni
py =iz (OXIDY (Ir (2 22y 319 (B 1Y S 14 €8
N 100
q
2
V(Y = éyi o o2 (02x11)+ (Bx 11¢ (B x 22F ......... + @ox 8) 2 _
== = o0 =

» (V)= JV(Y) = o

I1l. Ajustement affine d’'une série statistique double:

G Lorsque le nuage des points, représentant graphiguement une série statistique a deux caractéres X et Y,
b , . . . .
' a une forme allongée, on peut approcher la relation entre les deux variables X et Y par une relation affine

@éfinie par: Y =aX+b ou X= a'Y+ b.

2009-2010
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¢ Exemple : @
Le tableau ci-dessous indique la puissance X en chevaux DIN (Deutsche Industrie Normen)
et la cylindrée Y ertm>de 8 voitures & moteur diesel.

Voiture A B C D E F G H
Puissance X 50 55 60 62 65 70 72 16
Cylindrée Y 1200 1579 1761 1697 1936 1986 1997 2300

--------- A t:yhndreﬂx
L B R frorereaeees oo T foeeeeeeees o oo
POV NS N A — H— O N -
----2-05@F------------- =cos=eccocas ge-c=mecocono- e @ Pommmmmemeee Po-----
: : : : G2 x : :
"= 1-950 - EE— I Am=mmmmmmmeee- I E— $m-mmmmmmmmee- pommmmmmmme- bomnees
G S e
) Froeeenaaes Fooaeennaaes frmseernaeaes froneseeneees frosaeeenaees oo —
i i i X i i : :
B drmomemeoeeees oo oo fmomomomoees fomomoooooos fomomomomooos poooee
P N S . SN0 N SN (SN SRS SO SR
i Gl i i i : :
B S Foerenaee frosreeaeee frosrenae frosreeeee oo -
Ry S e oo oo b b oo oo
VDS B S ASSSRSRSINS SO SOOI SOSUS: SOOI SO
>:< ; ; ; ; ; Pulslpance
0 0 5 60 65 70 5 80
2. Calculer la puissance moyenne et la cylindrée moyenne de ces huit voitures.
. - 1
La puissance moyenne e%$t= §<50+ ST R £ TP e,
. . = 1
La cylindrée moyenne et = 5(1200+ 1579 oo + 2300 e,

3.0n appelleG; et G, les points moyens des sous-nuages constitués d’une part par les voitures

A, B, C et D, d’autre part, par les voitures E, F, G et H.
a. Calculer les coordonnées (& et de G.

Gl(50+ 55; 60 62 ; 1208 15749 1761 16? alors Gy (v L ).
G, (65+ 70; 72+ 76 ; 193% 1982 1997 239 alors G, (v D e )
b. Déterminer I'équation réduite de la dro{t€,G, ). (Y =aX +b). La tracer sur le graphique.
Yo, 7Y
XG2 _XG1
@ D =Yg, —AMKG, T =.7448,57 donc (GG, ) 1Y =
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& Utilisation de la calculatrice : ( Exemple pour une calculatrice Sharp EL-531WH ) @

% Série a une variable :
Le service comptable d’'une banque donne les données statistiques suivantes pour 100 clients :

Somme déposée en dinars;: 300 500 1000 2000 5000
Effectifs : n, 22 28 25 20 5

« Choisir le mode statistique simple : 0]

« Entrer les données en tapant  [300| [STO
500] [sTQ
[1000| [STO
[2000] [STQ
[5000] [STO

« X : la calculatrice afficheX =.........ccccooovrunene.
« o(X) : (6] la calculatrice affichea (X) =......ccovvvvererenn.,

. V(X) : (6] [=] lacalculatrice affiche V(X) =.....cccccoeeverrunan.

« Série a deux variables :

On a relevé dans le tableau ci-dessous, I'age et la tension artérielle maximale de 5 femmes

X: Age 36 42 48 54 60
Y : Tension artérielle 11.8 14 12.6 15 15.1

 Choisir le mode statistique double : [MODE @

Entrer les données en tapant (36| [STO| [11.§ |[M+

48| |STO| [12.6 |M+|

60] [sTO [15.1

. X : la calculatrice afficheX =.........cccccocvruuncn.

* o(X) : @ la calculatrice affichec(X) =...ccccccvvvviieennnnnnn,

¢ V(X) : RCL [6] [=] lacalculatrice affiche V(X) =...ccccovoeeeeeennn

« Y la calculatrice afficheY =...............

« o(Y) : @ la calculatrice affichec(X) =...ccccoovvvvieienennnnn,
[9] [=]  lacalculatrice affiche V(Y) =....cccccovevvvrrernnn,

@ o V(Y) :
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Angles et trigonométrie

A Leradian

Leradian est I'unité de mesure d'angle pour laquelle un angle plat a une mesure égale a .

Conversion degrés-radians

Si lamesure d'un angle est aen dégré et « en radians, alors (x:% .

Valeursremarquables
degrés 0 30 45 60 90 180
™
4

radians 0 LA L
6 3 2
Propriété

Soient A et B deux points d'un cercle de centre O et de rayon r tels que
lamesure de I'angle géométrique AOB en radians soit «.

Lalongueur de l'arc AB est égale a ar.

Rappel : lalongueur du cercle est 2rtr. -

B Angles orientés

1. Orientation du plan

- le sens positif (ou sens direct ou sens trigonométrique)
- lesensnégatif (ou sensindirect ou sens des aiguilles d'une montre)

+
’/{ X Sur un cercle, deux sens de parcours sont possibles:

2. Mesures des angles orientés

Soient U et v deux vecteurs non nuls. Le couple (U,v) forme un angle orienté.

N Soient O, M et N trois points tels que t=0OM et v=0N .
Soit C le cercle de centre O et de rayon 1 qu'on appelle
cercle trigonomeétrique.

La demi-droite [OM) coupe C en A.

La demi-droite [ON) coupe C en B.

On obtient une mesure de I'angle orienté (U,V) , en
calculant 1alongueur parcourue sur le cercle pour aler de
A aB et en lui donnant un signe représentant le sens de
parcours.
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Si lamesure en radiansde AOB est «, les mesures de I'angle orienté (Ti,V) sont delaforme
o + 2kt ou — « + 2kt selon e sens de parcours pour aller de A aB, k éant un entier relatif.

Exemple
B OAB est un triangle équilatéral.
Lamesurede AOB en radians est donc %
A L'angleorienté (OA,OB) admet comme mesures %,ou
s 7t T -5
—4+27=— OU —— 29 7={——, ...
3 T3 3 T3
. T - —-TT —TT 5m
L'angle orienté (OB, OA) admet comme mesures =3 ou ?—1-27'(:? ou
-1 -7t
— 2T =—, ....
3 T3

3. Mesure principale d'un angle orienté

Parmi toutes |les mesures d'un angle orienté, une seule se trouve dans l'intervalle ]—m, ]; ele
est appel ée mesure principale de I'angle orienté.

Si « est lamesure principale del'angle orienté (OA, OB) , alors |«| est lamesure en radian de
I'angle géométrique AO0B .

Exemple
o 11
Trouver lamesure principale d'un angle dont I'une des mesures est Tn .

11 . . : R . .
Comme == >r , on retire des multiples de 2t jusqu'a obtenir un résultat contenu dans

I'intervalle |—m, m].

117 121 1 T
T T xon—1="C 1o %2
3 3 3 ™37 3 -

Comme % setrouve dans l'intervalle |-, 7], il Sagit delamesure principale de I'angle.

4. Propriéetés des angles orientés

Angles et vecteurs colinéair es
Deux vecteursnon nuls U et vV sont colinéaires si et seulement si lamesure principale de

I'angle orienté (U,V) est égaeaOouarr.

Si cettemesure est 0, lesvecteurs U et v ont le méme sens, il existe un réel positif k tel que
v=kU.

Si cette mesure est 1r, lesvecteurs U et v ont des sens opposeés, il existe un réel négatif k tel
que v=Kkiu.

Relation de Chasles

Quels que soient lesvecteurs U, V e W, ona (U,V)+(V, W)=(U,W) .
Conséguences :
(V,0)==(0,v); (0,=Vv)=(0,V)+m; (=0,V)=(0,V)+m; (=0,-V)=(0,V).
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C Sinus et cosinus d'un angle orienté

1. Définitions

Le plan est muni d'un repére orthonormal (O, i ,]) direct; ona (i ,]):% :

On considere le cercle trigonométrique, cercle de centre O et de rayon 1.

A
M
in(x) 3 A tout réedl X, on associe le point M du cercle trigonométrique tel
1 que X soit une mesure de I'angle orienté (i,OM) .
Qx| p»  Onappelle aors cos(x) I'abscisse du point M et sin(x) I'ordonnée
cos(x) du point M.

2. Valeurs remarquables

angle O r\r LU L P
g 6 4 3 2
- V3 V2 1
1 = = = -1
cosinus > > > 0
. 1 J2 |3
snus O > > > 0

Lafigure suivante permet d'en déduire quelques autres valeurs :

w2
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3. Propriétés
Pour tout réel x, on ales propriétés suivantes :
« cos(X)2+sn(x)2=1
- —1<cogX) <let—-1<sn(x)<1.
+ COS(X + 21r) = cos(X) et sin(x + 2rr) = sin(x).

Lafigure suivante permet de retrouver rapidement quelques autres formules :

a) cos(—X) = cos(X) et sin(—x) = —sin(x)
b) cos(rr —X) = —cos(x) et sin(rr —X) = sin(x)
C) cos(r + X) =—cos(X) et sin(rr + X) =—sin(x)

D'autre part,

cos(g—x)=sin(x) et sin(g—x)= cos(X) .

D Coordonnées polaires d'un point

Le plan est muni d'un repére orthonormal (0,1, }) direct; ona (i ,])=% :
1. Définition
M
r Pour tout point M distinct de O, un couple (r, 0) tel que OM =r et

(i,OM)=0 est un couple de coordonnées polaires de M.
0
o—

2. Lien entre coordonnées polaires et coordonnées cartésiennes

Soit M un point de coordonnées cartésiennes (X, y) et de coordonnées polaires (r, 0).
On alestrois égalités suivantes :

cr=V+y
« X =r.cos(0) ou cos(0) = rl

<y =r.sin(0) ousin(0) = rX
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Exemple 1

: U , :
LepointM a |3, 3 comme coordonnées polaires.

Quelles sont ses coordonnées cartésiennes ?

TT
Onax=3 X cos|—

. T
ety=3Xs8n|—
y 3

L es coordonnées cartésiennes de M sont donc

13_@)
2, 2

Le point N a (2, -2) comme coordonnées cartésiennes.
Quelles sont ses coordonnées polaires ?

] Oonar = y22+(—2F = \8 = 242.
=2 _

Ains cos(0) = Lf =7\/§ et
sn(0)= —2="2-

2 2

G

< _
NN

. On en déduit que 0 = % :

I\) ‘

o g g e i i i

B L es coordonnées polaires de N sont donc

2@‘4—").
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Cas(g —x) = sin(x)
Cas(g +x) = —sin(x) |
sin(g —Xx) = cos(x)

b4
sin(i + x) = cos(x)

o

ﬁ

4

2013 - 2014
Formulaire de trigonométrie

Classe. 3 M

\ﬁ

cos(—x) = cos(x)

sin(—x) = —sin(x)

(

cos(m — x) = —cos(x)
cos(m+ x) = —cos(x)

sin(mw — x) = sin(x)

sin(m + x) = —sin(x)

/

Cos(a+ b)= cos(a)cos(b)-sin(a)sin(b)
Cos(a-b)= cos(a)cos(b)+ sin(a)sin(b)
Sin(a+ b)= sin(a)cos(b)+ sin(b)cos(a)

: Sin(a-b)=sin(a)cos(b)-sin(b)cos(a)

N

N

Sin(2x)= 2sin(x)cos(x)

Cos(2x)= cos?(x)-sin?(x)= 2cos?(x)-1= 1-2sin?(x)

.

N

p

X

Cos(a).cos(b) = %[cos(a +b) +cos(@a—b)] |
sin(a).sin(b) = % [cos(a—b) —cos(a+b)] |

Sin(a).cos(b) = % [sin(a+b) +sin(a—b)] |

N

a |
[ I
| : 3 i i |0ou2w G
s : _ et > Cos(Q)
—] i3/3 2 | : L8 H |
Mgz 2 PREINE
| : 2: 2 i 2 I|'
; 2 Lo/ Mogllm
%{' K* E ff 60" 3
R 3 # 47
;f_}%.r\\,k_..._........_..._..... -’;71—0"575
(g ) ; S 303 _ _al
(T ) Fobr Aou2T a)
2 2
. @*2014_#//

cos?(x)= 1+r;ozs(2x) et sin’ (x) = 1—6025(2x)
— ——ery :
\-_-__ J
acos(ax) + bsin(ax) = rcos(ax — @)
r =va? +b? et cos(p) = ?,sin((p) =l—:




Prof : Boufares Amor | Cours de géométrie dans 3°™ Maths et 3°™ sciences
I’espace exp.

1) Définition d’un vecteur de I’espace

Définition
Soit A et B deux points distincts de I’espace. On appelle vecteur de représentant (A, B) I’étre mathématique

noté AB et défini par : @ Sa direction qui est celle de la droite (AB)
® Son sens qui est de A vers B
® Sa longueur qui est la longueur du segment [AB]

Si A =B alors AB est appelé vecteur nul qui sera notéo .
» L’ensemble des vecteurs de I’espace est noté W.
Conséquences

» AB=0 < A=B
» Pour tous points distincts A, B, C et D de I’espace, AB=DC < ABCD est un parallélogramme.
D
L [ C

@ »B
» Pour tout point A et pou @I existe un unlque point M tel que u=AM

W

AF >

I1) Addition des vecteurs de I’espace
> Soit u=ABetv=BC deux vecteurs de I’espace. On appelle somme de uetv le vecteur AC noté u+v

A C

La relation AB+ BC = AC ,valable pour tous points A B et C de I espace, est appelée la relation de Chasles.
» Pour tous vecteurs u,vet W de I’ espaceona: @ U+V=V+u (commutativité de I’addition)
® u+0=u (0 est neutre pour I’addition)
® (U+V)+W=u-+(v+Ww) (associativité de I’addition)
» Pour tout vecteur u il existe un unique vecteur v tel que u+v=0.Le vecteur v est appelé I'opposé de uet se
note - u.
» Pour tous points A et B de I’espace on a AB = -BA
[11) Multiplication d’un vecteur par un réel
Définition
Soit u=AB eta un réel. On appelle produit de u par oo le vecteur noté ou et défini par :

® Si u—Oanr3au -0
® Si u = 0alorsau=AC ol C e (AB) tel que AC = ¢ AB
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Propriétés
Pour tous vecteurs u et v de I’espace et pour tous réels a.etpp ona:

» au=0<a=00uu=0

> lu=u

> (-Du=-u

> oc(Bﬁ)z(ocB)U (pseudo associativité)

| 2 oc(ﬁ+\7)=ocﬁ+oc\7

> (0.+B)u=cU+pu

V) Colinéarité de deux vecteurs

Définition
Deux vecteurs de I’espace sont colinéaires si et seulement si % roduit de I’autre par un reel.
Conseguences

i

» Deux droites D(A,U) et D’(B,\7) sont &s si et seulement si u et v sont colinéaires.

V) Combinaison linéaire des vecteurs

Définition 1

Un vecteur w de I’espace est une combinaison linéaire des vecteurs uetv de I’espace si et seulement s’il
existe deux réels o et 3 tels que W= ol + BT/ :

Définition 2

Trois vecteurs u,vetw de I’espace sont linéairement dépendants si et seulement si I’un est une combinaison
linéaire de deux autres.

On dit aussi que ces vecteurs sont coplanaires ou encore la famille {ﬁ, v, W} est liée.

Trois vecteurs non linéairement dépendants sont dits vecteurs linéairement indépendants.

Une famille non liée est dite famille libre.

Conséguences
» Quatre points A, B, C et D sont dits coplanaires ¢ a d appartiennent a un méme plan si et seulement si les

vecteurs AB, AC et AD sont linéairement dépendants.

» Soit A un point de I’espace et uet v deus vecteurs non colinéaires de I’espace. L’ensemble des points M de
I’espace tels que AM,u et v sont linéairement dépendants est le plan passant par le point A et de vecteurs

S

directeurs u et v que I’on note P(A,ﬁ ,\7).
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» Deux plans P(A, u ,\7) et P’(B,H‘,V‘) sont paralleles si et seulement si les familles @,H‘,V‘} et K/ u' V‘} sont
liges.

» Deux plans P(A, u ,\7) et P’(B,H‘,V‘) sont sécants si et seulement si I’une des familles @,H‘,V‘} et K/ u' V‘}
est libre.

e~

» Une droite D(B,W) est@&Pmﬁﬁ) si et seulerrf)ent si la famille @,Q,W}est liée.

P

» Une droite D(B,W) et un plan P(A,U ,\7) sont sécants si et seulement si la famille @,\7,@} est libre.
5

F:

4

T

o

4
l;}';}.
F..

V1) Bases et repéres cartésiens de I’espace
Définition 1

Le triplet (lJE) et une base I’ensemble des vecteurs W de I’espace si et seulement si la famille {EJE} est libre.
Définition 2

Soit O un point fixe de I’espace. Le quadrilatére (OlJE) est un repere cartésien de I’espace si et seulement si
(lJE) est une base de W.
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Conséguences

» Tout point M est repéré dans I’espace par un triple unique de réels (x, y, z) cad OM = Xi + y] +2K.

(HM)//(OK)

{,‘w
n\f
U M Q‘;,‘-*’
'\\.\ N-\_ F_f". :‘x._/j
.“‘h % %’G -
- #
b ™ ]
Ty F -"-‘ 7 &
T ‘H)"\.\_
R
~ Lo
L £ KH-..
% o ’ Y
-
e & ! o
0 T b
> : ~
1
___________ x4 U

@ I
* |
x est appelé I’abscisse de M dans le %

y est appelé I’ordonnée de M dans le r

1'1]1
ere OI

z est appelé la cote de M dans le repére O, i, j,

(O, |) est I’axe des abscisses.
(O, ) est I’axe des ordonnées.
(O,E) est I’axe des cotes.

.

™

» On sait qu’a tout vecteur u il existe un unique point M(x, y, z) tel queﬁ —OM alors les réels x, y et z sont

appelés les coordonnées ou encore les composantes du vecteur u dans la base (i, ], k) onnoteu| vy |.

!

X X

» Pour tous vecteurs u| y et v| y' | de I’espace et pour tout réel oo ona:

WWW.DEVO!F{@T.NET
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X+ x'

® (ﬁ+\7 y+y'
z+7'
VI1) Déterminant de trois vecteurs
Définition
X X! XN X X! XH
On appelle déterminant des vecteurs u y V y' et w y" |dans cet ordre le réel noté det(ﬁ v, ﬁ) y y y
z 7' z" z 7/ 7'
e - - - y y X’ X" X’ X” [N [
et défini par det(u,v,w) = x|°, ,o )z, =Xy -x2Y - yxX'2" + yz X+ zXy" - zy'X
z z AR y'y

Théoréme

Trois vecteurs u,vetw de I’espace sont linéairement indépendants si et seulement si dét(ﬁ, v, W) #0.
VII11) Représentation paramétrique d’une droite de I’espace

Définition

Dans I’espace muni d’un repére cartésien (O, i, j,k ) on donne la droite D passant par le point A(Xq,Yo.2o) et

a X=Xg+aa
de vecteur directeur u| b |.L’écriture <y =y, +ab ;aeR est appelée une représentation paramétrique de la
C Z=2Zy5+ac

X:X0+O(a %&

droite D. Onécrit D :<y=y, +ab ;aeR

Z=2y5+0c

IX) Repreésentation parametrm‘@\ Ian de I’espace

Définition X“»‘V

Dans I’espace muni d’un repere cartési ), j,E) on donne le plan P passant par le point A(xo,yo,zo)et de
a a' X=Xy +oa+pa’

vecteurs directeurs u| b et v| b’ |.L’écriture y=Yo +ab+pb" ;(a,f)eR xR estappelée une représentation
c c' zZ=25+o0c+fC

X=Xy +oa+pa’
paramétrique de P. On écrit P : <y=yy +ab+pb" ;(a,f)eRxR
zZ=25+o0c+fC
X) Equation cartésienne d’un plan de I’espace
Théoreme 1 et définition
L’espace est muni d’un repére cartésien (O, Ij k ).

Un ensemble P des points M(X, y, z) de I’espace est un plan si et seulement s’il existe quatre réels a, b, c et d
avec a, b et ¢ sont non tous nuls tels que ax + by + cz + d = 0.

L’équation ax + by + cz + d = 0 est appelée équation cartésienne du plan P dans le repere cartésien (O, Ij k ).
OnécritP:ax+by+cz+d=0.

Théoréme 2

SoitP:ax+by+cz+d=0et P:a’x+b'y+c'z+d" =0 deux plans de I’espace.

P/l P'< (ab,c)et(a’,b’,c") sont proportionnels
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XI1) Produit scalaire dans I’espace
Préliminaire

- . — IR A
® On appelle angle de deux vecteurs non nuls u=ABetv=AC de I’espace I’angle géométriqgue BAC et on le

A\ A\

note (ﬁ,\?) donc 0 < (ﬁ,\?) <.

® On appelle norme d’un vecteur u=AB de I’espace la longueur AB du segment [AB] et on la noteHﬁH :

® Un vecteur u de I’espace est dit unitaire ou encore normé si et seulement si HUH =1

Définition du produit scalaire
On appelle produit scalaire de deux vecteurs uetv le réel noté u.v et est défini par :
Siu=0 ou v=0alorsuv=0

A
Siuz0etv=0alorsuv= HuHHchos(u, V)
Propriétés du produit scalaire
Comme dans le plan on a pour tous vecteurs u,@de I’espace et pour tout réel o :

—_— ——

» uv=vu

» (au)v=u(av)=a(uv) %
» u(v+w)=uv+uw
> [ovl<[ud %&
> ‘uv‘ ZHUHHVHQ u et v% olinéaires
LS =12 2 -
> (u+v) :HUH + VH +2uv
L2 =12 2 ——
> (u —v) :HUH + VH —2uv
AR VAR W S
> (u +vXu -v):Hu M
Orthogonalité de deux vecteurs de I’espace
Soit uetv deux vecteurs de I’espace.
ulvesuv =0
Vecteur normal d’un plan
On appelle vecteur normal d’un plan P tout vecteur directeur d’une droite D perpendiculaire a P.

On note ce vecteur par Np.

al =
F

Conséguences

» Soit D(A, ﬁ) et D’(B,\?) deux droites de I’espace.
D1D < uv=0

» Soit D(A,U) une droite et P un plan de I’espace.
® DL P< uetNp sont colinéaires
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® D//P < UNp=0
» Soit P et Q deux plans de I’espace.
® P//Q < Np et Nq sont colinéaires

D =,
-.iE}
1 P
L
I
Q
I
® PLQ< NpNg =0
Q
= 4
k NO >
T:I-P
| | P
Expression analytigue du produit scalaire %
» Une base ( ], k) de I’ensemble des vecteurs dite orthonormée ou encore orthonormale si et
Ij =ik = jk =0
seulement si H H HkH

» Un repére cartésien (O, i I,j, k) de I’ ace est dit orthonormé ou encore orthonormal si et seulement si ( j,k)
est une base orthonormée.
X X

!

» Pour tous vecteurs u| y et v| y' | de I’espace muni d’un repére orthonormé on a :

!

z z

® uv=xx'+yy'+zz' (c’est I’expression analytique du produit scalaire u. v)

® Ulve xx' +yy' +22'=0

® HGH:W/XZ +y? 422

» Pour tous points A et B de I’espace muni d’un repére orthonormé on a :
_ 2 2 2

AB = \/(XB —Xpa) +(Yg —Ya) +(zg -2a)
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Equation cartésienne d’un plan dans un repére orthonormé
a

» Soit A(xo,yo,zo) un point de I’espace et N| b [un vecteur non nul. L’ensemble des points M(X, y, z) de
C

I’espace tels que AMN =0 est un plan de vecteur normal N . Ce plan a pour équation cartésienne :
a(x—xgp)+b(y—-yg)+c(z-24)=0.
(a
» Soit P:ax +by+cz+d=0unplanalors N| b | est un vecteur normal de P.
C

Distance d’un point a une droite
Soit A un point et A une droite de 1’espace. On appelle distance de A & A et on note d(A, A) la valeur minimale
de AM lorsque M décrit la droite A ¢’est aussi la distance AH ou H est le projeté orthogonal de A sur A.

ep8te orthonarmé et P : ax + by + ¢z + d = 0 un plan. On
i ale de AM lorsque M décrit P c’est aussi la distance
laxg + by +czg +d|

\/a2 +b% +¢?
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Chapitre 1 Produit scalaire dans le plan

Exercice 1

On considére un triangle ABC

rectangle en A et on désigne par
H le pied de la hauteur issue de A. I
1. Vérifier que AB.AC = AH? - HBHC .
2. En déduire que AH2 = HB.HC. A B

Soit O un point du plan et u et v deux vecteurs.
On désigne par A et B les points tels que u=0A et v=0B.

On appelle produit scalaire de u et v et on note u .v , le réel ainsi défini
o u.v=0A.0OB.cos AOB,si u et v sont non nuls.
eu.v=0,siuou vest nul.

Deux vecteurs sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul et on note y Ly .

Conséquence

Deux droites sont perpendiculaires, si et seulement si, le produit scalaire de leurs vecteurs
directeurs est nul.

Exercice 2

Soit un triangle ABC.
1. Montrer que BA . BC+CA . CB=BC".
2. En déduire que BC = ABcosB+ACcosC.




MR : on Salki
tel: 53080851

Conséquence

Pour tout vecteur u. u.u =||u :

Exercice 3

On considere un quadrilatere ABCD.

B A

C

1. a. Montrer que AB*> —BC’ = AC . (AB-BC).
b. Montrer que DC* —AD” = AC . (DC—=AD).

2. En déduire que AB’ +CD? —BC*~AD? =2AC . DB.

Exercice 4
Soit un triangle ABC rectangle et isocele en A.
On désigne par M et N deux points du plan tels que
AM =-3AB ct AN =-3AC.
On désigne par I le milieu du segment [BN].
1. Vérifier que AB + AN =2Al .
2. a. Montrer que Al . CM =—1(AB2 —ACY).
b. En déduire que la droite (AI)2p0rte une hauteur du

triangle AMC.
Propriété

Pour tous vecteurs u et v, u.v=v.u.

Pour tous vecteurs u et V et pour tous réels aet 3,

— -

Fb: Etude math-chbedda

(aﬁ).; =a(u.v : ﬁ.(a;')=0£(ﬁ.;), (aﬁ).(BV)=aB(ﬁ.;).
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3l g gladll ast Aa)




Exercice 5

Dans la figure ci-dessous, ABC est un triangle, A', B' et
C' sont les projetés orthogonaux respectifs de A, B et C
sur la droite A.

On désigne par K le point d’intersection de la perpen-
diculaire a (AC) passant par B' et la perpendiculaire a
(AB) passant par C'.

1. a. Montrer que A'K . BA=A'C'. B'A".

b. Montrer que AK . AC=AB'. A'C'.

2. En déduire que les droites (A'K) et (BC) sont

perpendiculaires.

Exercice 6

Dans le plan muni d’un repere orthonormé, on
considere les points A(-2, 2), B(4,0) et C(-1, 2).

1. a. Calculer AB . AC,AB et AC.

b. En déduire une valeur approchée en radians a I'unité
pres de Bﬁ: .

2. Déterminer une valeur approchée en radians a I'unité
pres de chacun des angles ABC et ACB.

Propriété

Soit u et v deux vecteurs non nuls et O, A et B des points tels y =OA et v=0B.

Si H est le projeté orthogonal de B sur la droite (AO), alors u.v=0A.OH.




MR : on Salki

tel: 53080851 Fb: Etude math-chbedda

Corrige
Exercice 1

1) AB-AC = (AH+HB )(AH + HC') =~ AH e AH + AH e HC + HB+AH + HB+HC

relation de Chsles

orona:AH LHC etAH 1 HB dou

i 2 —
AB eAC =\|AH|| +0+0+HB xHC xcos(BHC)
comme cos(BI?C)=cos:r=—1,on aura: AB+*AC =AH*—-HB xHC
2) Ona:AB LAC donc AB-AC =0= AH?*- HBx HC ce qui donne [AH?> = HBx HC|

Exercice 2

1)

BABC +CA-CB =BA+BC +AC BC =(BA +AC).BC =BC-BC =“BC||2

ainsi on a :BA+BC +CA+«CB =BC?

2) Ona:BA+BC +CACB = BC? = BA xBC xcos(ABC)+CA xCBxcos(ACB)=BC xBC

= |BA xcos§+CA.c036 =BC

Exercice 3

1)a) AB* - BC* = (AB + BC)-(AB—BC) - AC-(AB—BC)

b) DC? - AD? = (Dc + AD).(DC - AD) =(AD + DC)-(DC = AD) =AC-(DC - AD)

2) AB’+DC*-BC*-AD*=(AB*-BC*)+(DC*-AD?)

=AC+«(AB -BC)+AC+(DC -AD)
=AC+AB -BC +DC -AD)
=AC-[(AB —AD)+(5€"-R’)]
=AC. (DA +4B )+(DC +CF)]

=AC-(DB +DB)=AC-(2DB)=2TC"-EE

o~ tel: 53080851
m"”&ﬁ 3 gl i




Exercice 4

C
1) AB + AN (AI+IB) (_i+?_') \
I " . ]
=2Al +IB+1 ' A B
ﬁ e — .
—2AT + 0 AM = -3ARB l
car I est le milieu de [BN ] AN=-3A4C 1
d'on AB+ AN =241 I=B*N T
N
2)a) Ona:AB +AN =2AT donc AT = %-Td"")
. S — (S —
Par suite: Al «CM =— (AB+AN)(A+AM)=E(A ~3AC )e(-AC -34B)

Et comme ABe AC =0 car (AB) L (AC) on aura :

ey I S .
Al «CM = —(-3AB*+3AC?) dou |Al «CM =—§(AB’—AC’)

b) AB=AC = Al «CM ———z-(ﬁ_B’—ACf]=0
0

D’oli (AI) et (CM) sont perpendiculaires et par suite (Al) porte la hauteur issue de A dans le triangle AMC




MR : on Salki
tel: 53080851 Fb: Etude math-chbedda

Exercice 5

—

1)a) A'K- A=(A'c'+C'K)-ﬁ=A'c'oﬂ+c'xo"ﬂ’=A'C'-Eﬁ+o (car C'K L BA)

=A!Cl.(BB!+B'A—|+A‘A)=AlCI.BB|+A'C'.B!A'+A|C'.AIA

=0+A'C'eB'A'+0=A'C'eB'A"
b)A'K+AC =(A "'B'+B 'K)-AC ~A'BWAC+B 'K+AC =A 'B“AC +0

=A'B 'O(AA '+A'C'+C 'C)=A 'B'®«AA'+A'B'eA'C'+A'B'eC'C
=0+A'B'eA'C'+0=A'B'eA'C"’

2) A'K+BC = A’K-(E«ﬁﬁ): A'K+BA+A'K+AC=A'C'eB'A'+AC'eA'B'

=A'C'e(B'A'+AB')=AC'e«B'B'=AC'e0=0
dou (A'K)L(BC)

Exercice 6

— (6 —(1 —
1) a) AB(—Z]'AC{O] @ ABe AC =6x1+(-2)x0=6

® AB = /62 +(-2)2=/36+4=/40=2/10 ® AC =12+ 02=I=1

b) ABe AC = ABx AC xcos(BAC) d'ou cos(BZC):M——L=3—

ABxAC 2410 10
. . " 3 4, 3 /4
a l'aide de la calculatrice : BAC = touche(Endf) + touche|cos |+ =cos '(——=) = (18,435)° = —
If [cos] (73 (=) =( =1

Jio

(=6 —(— =
2) * GBBA[Z],BC(;] @ BA eBC =(-6)xX(-5)+2x2=34

-~ BA eBC 17
@® BA =210 @ BC =.J/(-5)?+22=+/29 et cos(ABC) = =
(=3) ( ) BA XBC /290

17

V290

A l'aide de la calculatrice : A BC = cos™'(

) =3,37°

— (=1} ——( 5 S —
(**) @CA(O),CB( 2) @CA eCB =-5 ®CA =1 ®CB =+/29

o~ BA eBC -5 . . -~ -5
= CO0S(ACB)=-————=—— 2 laide de ] lcul cABC = ! = °
( ) BAXBC Jﬁ)— aide de la calculatrice C =cos (\/53) 158,2

m— tel: 53080851
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