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EXTRAITS DES PROGRAMMES DU 8 JUIN 1966
(B.O. n° 26 du 30-6-66)

CLASSES DE PREMIERE C ET D

NOTIONS GENERALES

Un certain nombre des notions qui suivent auront été, bien entendu, dégagées peu a peu au cours
des années précédentes : la présente énumération fixe le bilan de ce qui doit étre définitivement acquis
a la fin de I'année de Premiére C.

Ensembles; sous-ensemble, ensemble vide;inclusion, intersection, réunion ; sous-ensembles complé-
mentaires ; algébre des parties d’un ensemble fini. Produit cartésien de deux ensembles.

Relation binaire entre éléments de deux ensembles; relation d'équivalence entre éléments d'un
ensemble, classes d'équivalence, ensemble-quotient; relation d’ordre entre éléments d’'un ensemble.

Application d’un ensemble dans un ensemble; application injective, surjective; application buectlve,
application réciproque; composition dedeux applications.

Vocabulaire de la logique ; implication, équivalence logique, réciproque. Signification des quantifica-
teurs « quel que soit » et « il existe ».

ALGEBRE ET NOTIONS D’ANALYSE

l. — Généralités sur les fonctions numériques d’une variable réelle.

Ensemble d'existence; fonctjon croissante sur un intervalle, fonction décroissante, fonction
constante,

Représentation graphique d’une fonction.

Continuité d’une fonction pour une valeur de la variable; notion de limite (on admettra sans
démonstration tous les théorémes utilisés).

Dérivée d’une fonction pour une valeur donnée de la variable; différentielle. Fonction dérivée.
Calcul de la dérivée d’une fonction constante, de la somme, du produit, du quotient de deux fonctions
dérivables (le théoréme sur la dérivée d’une fonction composée est hors du programme).

Interprétation géométrique de la dérivée d’une fonction dont la courbe représentative est rap-
portée 2 un repére cartésien; équation tangente.

Définition de la dérivée seconde.

Enoncé, sans démonstration, du théoréme permettant de déduire le sens de variation d’une
fonction sur un intervalle du signe de sa dérivée.



II. — Fonctions polyndmes, fonctions rationnelles.
(coefficients réels et variables réelles)

19 — Fonctions polynémes : forme réduite, degré.
Identité (on pourra admettre que [I'égalité numérique pour toutes les valeurs des variables
entraine ’égalité des coefficients des formes réduites). Polyndme nul.

20 — Polynémes d'une variable x; division par x — a; application aux polynémes x" + a".

30 — Fonction rationnelle définie comme fonction quotient d’'un polynéme par un autre; domaine
d’existence.

40 — Etude et représentation graphique des fonctions déﬁnies par :

ax -+ b’

cx +d

y = ax® + bx? 4 cx 4+ d, y = ax* + bx? + ¢,

a4+ bx + ¢ , .
gy_a'x‘“‘—b’x+c’ (¢ 5% 0etd = 0),

uniquement sur des exemples numériques.

y =ax® + bx + ¢, y = y=x34+ px + q,

11i. = Fonctions circulaires

10 Extension de la notion d’arc de cercle. Arc orienté, somme de deux arcs orientés. Mesure algé-

brique d’un arc orienté sur un cercle orienté.
Extension de la notion d’angle de deux demi-droites (ou de deux vecteurs) dans un plan. Angle
orienté de deux demi-droites. Mesure algébrique d’un angle orienté de deux demi-droites dans le

plan orienté.
Formule de Chasles pour les arcs de cercle orientés et pour les angles orientés de deux demi-

droites. Arcs (ou angles) opposés, supplémentaires, complémentaires.
Cercle trigonométrique. Sinus, cosinus, tangente, cotangente d’un arc (ou d'un angle de demi-

droites) orienté.
20 Fonctions circulaires sin x, cos x, tg x, cotg x dela variable numérique x : définition, existence,

périodicité.
Relations entre sin x, cos x, tg x. Relations entre les fonctions circulaires de : x, — x, © & X,

;ix.

30 Equations sin x = a, ¢os X = @, tg X =-aq.
40 Démonstration des formules classiques d’addition relatives & : cos (a & b), sin (a + b),

tg (0 + b).
Expressions de sin 24, cos 2 a en fonction de sin @ et de cos a. Expressions desin 24, cos2a,

tg 2 a en fonction de tg a.
Transformation en somme du produit de deux sinus ou cosinus et transformation inverse.

Transformation de I'expression @ cos x + bsin x; équation acos x + bsin x + ¢ = 0.
50 Sens de variation des fonctions circulaires; étude de tg x quand x tend vers w/2.

60 Inégalités sinx < x < tgx pour0 < x < T_zc

Dérivées des fonctions circulaires; dérivées de sin (ax + b) et cos (ax 4+ b). Courbes représen-

tatives de ces fonctions (axes rectangulaires).
2

o .
Valeurs approchées de sin o, tg « et cos « (a et 1 — —2—) pour a « petit».

70 Etude de fonctions composées faisant intervenir les symboles sinus, cosinus, tangente ou

cotengente.
80 Usage de tables de fonctions numériques, de fonctions circulaires.



IV. — Equations et inéquations. _

10 Transformations élémentaires d’équations et d’inéquations. Changements d’inconnues. Inter-
prétations graphiques. '

20 Equation et inéquation du second degré i coefficients réels; comparaison d’un nombre aux

racines.
3o Exemples d’équations et d’inéquations, rationnelles et irrationnelles, se ramenant au second

§degré. Equation bicarrée i coefficients réels.
' 40 Systémes d’équations 2 plusieurs inconnues. Transformation d'un sygtéme par la méthode
dite de « substitution ». Remplacement d’une équation par une combinaison linéaire des équations
du systéme. Exemples simples de systémes d’équations et d’inéquations.

NOTE DES AUTEURS

Le programme ci-dessus est le programme d’Algébre et d’Analyse de la classe de
Premiére C, développé dans cet ouvrage.

Le programme de la classe de Premiére D ne comporte pas les paragraphes signalés
en marge par saa~~ann~n. Il en résulte que les legons 2, 3, 11 et 24 ne sont pas du

programme de cette classe.




LIVRE | : FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

Premiére Lecon

VOCABULAIRE ET SYMBOLES

1. Implication. — Lorsqu’une propriété #4 (hypothése) admet pour conséquence
la propriété B (conclusion), on dit que la propriété #£ implique ou entraine la propriété B,
On écrit : '

A => B lire ¢ A implique B’

L’énoncé d’un théoréme exprime que ’hypothése 4 implique la conclusion 3.

ExemMPLE. — Si une droite A est perpendiculaire 2 un plan P, elle est orthogonale 3
toute droite D située dans le plan P.
On écrit : ALP = ALD

2. Equivalence logique. — Si les propriétés £ et B sont telles que £ =—> B et que
réciproquement B = A, ces deux propriétés sont dites équivalentes. On écrit :

A <= B lire “ A& équivaut ¢ 3’

Cette équivalence logique symbolise une condition nécessaire et suffisante :

A => B : Pour que J soit vérifiée il suffit que 4 le soit.
B = A : Pour que B soit vérifiée il est nécessaire que A le soit.

ExempLE. — Si A, B, C, D sont quatre points d’un cercle de centre O, I’égalité des
cordes AB et CD implique celle des angles au centre AOB et COD et réciproquement :

AB = CD <—> AOB = COD
ce qui entraine visiblement :

AB =% CD <—> AOB = COD.
_L’e’quivalence de deux propriétés £ et B entraine Iéquivalence des propriétés contraires £
et 3. Donc :

Ao <—=> B < | % <> 3

3. Principe de réciprocité. — 1° Si deux implications contraires I'une de
Pautre sont vraies, il en est de méme des implications réciproques.

Supposons que # = $ et £ = B. La propriété $ ne saurait résulter de & qui
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entraine $ en contradiction avec $. Donc, P'existence de $ implique celle de 4. De méme
B = A. Autrement dit :

A= B et A= e | Ace>P et A<—>f

2° Si, dans des conditions données, les seules hypothéses distinctes
possibles £, &', &' entrainent respectivement des conclusions distinctes
B, B', B" elles entrainent : A <«—> H, A <> B’ et A" <= R".

En effet, si £ => B, &' => B’ et £ = B, la propriété B ne saurait résulter de
A&’ ou A” dont la réunion est le contraire de #. Donc, £ <==> B et par suite :

A =B A <> B
A =—> B <> A = B
"A,’u > 33// féll ¢ > 35!1

. Ainsi, dans un triangle ABCVd’angIes A, B, C et de cbtés a, b, ¢ on peut démontrer
aisément que : A=B=>a=bet A>B=>a>bdoncque: A<B=—>a <b.
On en déduit par réciprocité que :
A=B<«—>a=b A>B<—>a>b et A<B<e=——a<h

On évite ainsi la démonstration directe de 'implication @ > b === A > B qui n’est
pas immédiate. .

4. Quantificateurs. — Ce sont des abréviations d’un usage courant :
1° Le quantificateur universel Y se lit : “ Pour tout” ou * Quel que soit”

Dans tout triangle ABC, la somme des trois angles A, B, C est égale & deux droits
s’écrit en abrégé : ¥ triangle ABC : A+ B 4+ C =20,

On lit : Pour tout trlangle ABC (ou quel que soit le triangle ABC), la somme des angles
A + B -+ C est égale 2 deux droits.

¥

20 Le quantificateur existentiel ] se lit : *‘ Il existe et  suivi de : se lit « il

existe, ... tel que ».
Quel que soit le nombre relatif non nul g, il existe un nombre relatif x tel que ax = — 5.
On écrit : Ya£40,]x: ax = —35.
On emploie aussi le symbole J (il n’existe pas) et le symbole 3? (Existe-t-il ?).
lx: Ox=—5 Jtx:2a2—4x+5=0.

NOTIONS SUR LES ENSEMBLES

" 5. Définition. — On désigne sous le nom d’ensemble toute collection
d’éléments distincts rassemblés par une propriété commune.

On peut ainsi envisager I'ensemble des lettres de I’alphabet, Pensemble des points
d’un plan, I'ensemble des directions de I'espace, ’ensemble des quadrilatéres, etc.



NOTIONS SUR LES ENSEMBLES 11

On désigne par N 'ensemble des nombres entiers arithmétiques :
N={01234...... }
par Z P’ensemble des entiers relatifs, par Q I'ensemble des nombres rationnels relatifs et
enfin par R 'ensemble des nombres réels ou relatifs rationnels et irrationnels.
Un ensemble est fini lorsqu’il ne contient qu'un nombre déterminé d’éléments.

{ a,b, ¢, d } symbolise 'ensemble fini formé par les quatre lettres @, b, ¢, d : chacune
d’elles est un élément de cet ensemble. Si un ensemble ne contient qu’un seul élément a
on le désigne par {a }.

Un ensemble est infini ou illimité lorsqu’il contient un nombre illimité d’éléments. Pour
désigner I'ensemble des quadrilatéres, on écrira : { quadrilatéres }.

6. Appartenance. — Lorsque 4 est un élément de I'ensemble E, on écrit :

aceE

ce qui se lit : ““ @ appartient 4 E ’ ou “ a est un élément de E ' (fig. 1).
Si b n’est pas un élément de 'ensemble E on écrit de méme :

b¢ E lire ¢ b n’appartient par a E >

(IR
MCRCE TS v RS
[ - IR
B R
R R IR U
AR L] B et
v *
v, .. | 4
Al - 4"
e e o
. M “-"u‘ .‘
PP R R wome
B oot
LS P e | -
O]
AN

Fig. 1. Fig. 2.

ExempLES. — 1° Ainsion a:
7eN et 4/3€eR, mais 4/3¢Q.
20 Désignons par E 'ensemble des cartes d’'un jeu de 32 cartes, par a le roi de cceur et par b le
cinq de pique : acE et b¢E
Lorsqu’un ensemble ne contient aucun élément ont dit que cet ensemble est vide.
On le symbolise par @.

Ainsi ’ensemble E des droites A de 'espace paralltles & deux drmtes concourantes D; et D,, est
Pensemble vide : E = @.

Lorsque a et b désignent un méme élément d’un ensemble E on dit que a et b coinci-
dent et on écrit : a = b (a égale b).

Dans le cas contraire on écrit : @ 7~ b (e différent de b).

Si deux ensembles A et B sont formés des mémes éléments, c’est-3-dire, si tout élément
de chacun d’eux appartient a I'autre, ces deux ensembles sont dits identiques.

On écrit : A=3B8B

7. Sous-ensembles. — Inclusion. — Tout ensemble A composé d’éléments
appartenant a ’ensemble E constitue un sous-ensemble de E.
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On dit alors que I'ensemble A est inclus dans E. Parmi les sous-ensembles de E figure E
Iui-méme. Si A est un sous-ensemble de E, autre que E, on écrit :

ACE A est strictement inclus dans E.

On a alors affaire 4 une inclusion au sens strict (fig. 2). Ainsi pour les ensembles de

nombres, on peut écrire : o v
NcZcQCR.

Si A peut étre E lui-méme on écrit :

] ACE On a affaire & une inclusion au sens large.

L’ensemble A’ des éléments de E qui n’appartiennent pas au sous-
ensemble A est ’ensemble complémentaire de A dans E.

Onécrit: A'=(gA (A’ complément de A dans E)
ou parfois : A'=E—A (A’ égale E amputé de A).

Notons que : 1° (gE = &.
22ACB, BCA=—>A=B.,
JoAcB, BcC=ACC(

8. Intersection de deux ensembles. — On appelle intersection de deux
ensembles A et B, I’ensemble 1 constitué par les éléments communs a A

et B (fig. 3).
On écrit : I=ANB eton lit ¢ A inter B’

Donc : xel<—>x€A e x€B.

Ainsi : {carrés} = {rectangles} N { losanges }.

E

Fig. 3. Fig. 4.

Plus généralement :
Lintersection de plusieurs ensembles A, B, C, est ensemble 1 constitué par les éléments
communs & A, B, C, et se note A N BN C.

Si A, B, C sont respectivement les ensembles d’entiers naturels multiples de 2, de 3
et de 5, 'intersection de ces ensembles est ’ensemble des multiples de 30.

Deux ensembles sont disjoints lorsqu’ils n’ont aucun élément commun.

Dans ce cas : ANB=g.
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9. Réunion de deux ensembles. — On appelle réunion de deux ensem-
bles A et B I’ensemble R constitué par les éléments appartenant a ’un
au moins des ensembles A et B (fig. 4).

On écrit : R=AU B et on lit ““ A ynion B ”

Donc : x€R<«=>x€A ou xe€B. La conjonction «ou» signifiant que x
appartient soit 3 A, soit 3 B soit aux deux 2 la fois.

Ainsi I'ensemble {rectangles } U {losanges} comprend non seulement les rec-
tangles et les losanges ordinaires mais aussi les carrés. Plus généralement :

La réunion de plusieurs ensembles A, B, C est I’ensemble R constitué par les éléments appar-
tenant @ Uun au moins des ensembles A, B, C et se note A U B U C.

Si A, B, C sont respectivement 1’ensemble des nombres réels x tels que 2 <x<5;
3<a<7et 6 <x <8, la réunion de ces ensembles est 'ensemble des réels x tels que
2 <<{x<8.

On effectue une partition d’'un ensemble E, lorsqu’on répartit les

éléments de E en plusieurs sous-ensembles disjoints deux a deux
A, B, C dont la réunion est ’ensemble E.

Ainsi les quatre symboles : tréfle, carreau, cceeur, pique déterminent une partition
de 'ensemble des cartes d’un jeu en quatre sous-ensembles disjoints (appelés couleurs).

10. Algébre des parties d’un ensemble fini. — Soit E un ensemble fini. Les sous-
ensembles de E sont les éléments d’un nouvel ensemble appelé « ensemble des parties

de E » et noté § ). Donc :
A e Qg => ACE. Enparticulier: o € et E e T,

Si A et B sont deux éléments de ), il en est de méme de leur intersection et de
leur réunion :
ANBefyg
AUBEe :T(E),

VAe Ty

=
VBEG‘(E)s

On dit que I'intersection et la réunion sont des lois de composition interne définies dans
’ensemble &'). Ces lois possedent les propriétés suivantes :

1°) Commutativité : VAT g; Bedy:
ANB=BNA ¢ AUB=BUA

L’intersection et la réunion ne font pas intervenir I'ordre dans lequel on prend les
sous-ensembles A et B.

20) Associativité : Si A, B, C sont trois éléments de g, :
ANBNC=ANBNC) e¢ AUBUC=AU@BUC

Pour que ¥ € A ) (B N C), il faut et il suffit que x soit commun 4 Aetd B N C,
donc 4 A, B, et C, donc qu'’il appartiennea AN BN C.

Pour que x € A U (B U C), il faut et il suffit que x appartienne 2 I'un au moins
des ensembles A et B U C, donc 4 I'un au moins des ensembles A, B, C, donc qu'’il appar-
tiennea AU B U C,
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3¢ Distributivité : Chacune des deux lois est d1str1but1ve par rapport a l’autre, c’est-2-
dire, si A, B, C sont trois éléments de T, :

AUBNC)=(AUBN(@AUO
ot AN(BUC=(ANBURNC)

Si x appartient aAUBNCOC),I appartient 4 A ou il est commun 3 B et C, il appar-
tient donc 8 A U B et 2 A U C, donc i leur intersection. Réciproquement si x appartlent
a(AUB)N (A U C), il appartient 2 la fois 2 A ou B et A ou C, donc x appartlent aAou
il est commun 2 B et C, donc il appartient 2 A U (B N C).

Si x appart1ent AANBUC), il est commun 2 A et 3 BU C; il appartlent
donc 3 (AN B)oua (AN C) donc 2 (AN B)U (AN C). Réciproquement si x appartient 2
(AN B)U (AN C), il appartient 2 A N B ou a A N C; donc x appartient d’une parta A,
d’autre part 2 B ou C, il appartient donca A N (B U C).

11. Produit cartésien de deux ensembles. — On appelle produit de ’ensemn-
ble A par ’ensemble B, ’ensemble de tous les couples constitués par
Passociation, dans cet ordre, d’un élément de A et d’un élément de B.

Soit A= {a,b,c} et B={x 9} Le produit P=A X B ou AB de ces deux
ensembles admet pour éléments les 6 couples suivants (fig. 5) :

(a; %), (a5 9), (b5 %), (B;9), (c;%) et (c;9).

Deuxiéme
élément

(a;x) (asa)ila;b)

Premier élément

AL b |ib;x) Y b |(bsa)|(b;b)|(b;c)

¢ lic;x)| c flcsal)llcsb)|lc;c)

kﬁ \ —
Fig. 5. Fig, 6.

Plus généralement, si A et B admettent respectivement n et p éléments, leur produit
AB admet np éléments.

Le carré d’un ensemble A est le produit A* = A X A de cet ensemble
par lui-méme.

Si A admet 7n éléments, son carré A2 en admet 72 Ainsi le carré de A = {a, b, c}
admet les neuf éléments (fig. 6) :

(a; a), (a;b), (a;¢), (b;a), (b;b), (b;¢), (c;a), (c;b) et {c; o).

RELATIONS BINAIRES DANS UN ENSEMBLE

12. Définition. — On établit une relation binaire entre les éléments
d’un ensemble E, si a tout couple (a; b) de E®> on peut associer une pro-
priété R telle que le couple (a; b) ou bien possede la propriété R ou bien
ne la posséde pas.

Si le couple (a; b) posséde la propriété R, on hécrit: | aRb
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Le symbole R désigne le plus souvent 'un des symboles connus d’égalité, d’inéga-
lité, de parallélisme, d’orthogonalité, d’inclusion, etc.

Ainsi Pégalité de deux vecteurs est une relation binaire entre les vecteurs de 'espace.
Il en est de méme de leur parallélisme ou de leur orthogonalité :

e — —d — — — —
On écrit +/ Vi=V, ViV, ou V1YV,

13. Propriétés. — Une relation binaire R dans un ensemble E est
dite :

1o Réflexive sige E=>afa

20 Symétrique siaRb—>bR a.
3° AntisymétriquesiaRbetdb R a=> a=b.
40 Transitive siaRbetbRec=>aRec

L’égalité de deux vecteurs est une relation binaire réflexive, symétrique et transitive.
L’orthogonalité de deux vecteurs est une relation symétrique mais non réflexive et non

transitive.
La relation d’inclusion au sens large C entre deux sous-ensembles A et B d’un
ensemble E est une relation réflexive, antisymétrique et transitive. '

14, Relation d’équivalence. — Une relation R définie dans un ensem-
ble E est dite relation d’équivalence si elle est a la fois réflexive, symé-
trigue et transitive.

Donc : acE—>aRa (réflexivité)
axb e¢ aRb=>bRa (symétrie)
a, b, ¢ distincts : aRb et bRe=>aRc (transitivité).

ExempLEs, — 10 Il en est ainsi des égalités définies en Algébre ou en Géométrie :
x=x 3 Xx=19y —=> y=2x et x=3y ; y=2 => Xx=2.
Flel; F1=F2# F2=F1 et FlﬁFz;F2=F3@ F1=F3-

20 La relation R exprimant que deux droites de ’espace ont méme direction (paralléles ou confon-
dues) est une relation d’équivalence car : )
D, a méme direction que Dy; Dy||D, ==> D,||D; et D,||Dj, Dy|| Dy == Dy||D,.
30 Par contre, la relation d’orthogonalité entre deux droites de I'espace n’est pas une relation
d’équivalence car une droite n’est pas orthogonale 4 elle-méme, et les relations D; L D,, Dy L Dy
n’entrainent pas obligatoirement D; L D,

Deux éléments a et b de Uensemble E liés par la relation d’équivalence R, sont dits équiva-
lents, modulo R.

15. Classes d’équivalence. — L’ensemble E étant muni d’une relation
d’équivalence R, on appelle classe d’équivalence de I’élément a, ’ensem-
ble C, de tous les éléments de E équivalents a a modulo R.

1o Tout élément x de E appartient 4 une classe d’équivalence C, car xR .
20 Deux classes d’équivalence qui ont un élément commun sont confondues.

En effet, si xe C, et x€C, les relations xR a et xR b entrainent par symétrie et tran-
sivité : aR b, soit C,=0C,
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30 Si a et b ne sont pas équivalents modulo R, les classes d’équivalence C,; et C, ne
peuvent posséder d’élément commun x, sinon elles seraient confondues, ce qui entraine-
rait aR b, contraire & 'hypothése.

La relation d’équivalence R permet donc d’effectuer une partition de E en sous-
ensembles disjoints C,, C,, C, ... dont la réunion est ’ensemble E. :

L’ensemble des classes d’équivalence de E modulo R est appelé

. .. E
Pensemble quotient de E par R et s’écrit R

ExempPLE. — Soit E 'ensemble des droites de ’espace et soit R la relation d’équivalence expri-
mant que deux droites de I’espace ont méme direction (n® 14, exemple 2).

Toutes les droites de méme direction qu’une droite donnée D, constituent la classe d’équivalence
'C, définie par D, (ou par 'une de ses paralléles). Si D; et Dy n’ont pas méme direction, elles
définissent deux classes disjointes, C, et C,; ne possédant aucun éiément commun,

L’ensemble des classes d’équivalence C,, C,, C, ... est ’ensemble quotient 7 ui n’est autre que

P’ensemble des directions de 1’espace.

16. Relation d’ordre au sens strict. — Une relation binaire R dans
un ensemble E est une relation d’ordre au sens strict si elle est transi-
tive, mais non réflexive et non symétrique.

Dans I’ensemble des nombres relatifs, le symbole << définit une relation d’ordre strict :
cara<bd et b<c=>a<c: la relation est transitive.

Mais on n'a pas a <a et a<b exclut b6 <a ou b=a,

De méme parmi les sous-ensembles d’un ensemble E la relation d’inclusion € est une
relation d’ordre strict.

17. Relation d’ordre au sens large. — Une relation binaire R dans
un ensemble E est une relation d’ordre au sens large si elle est réflexive,
antisymétrique et transitive,

Dans I’ensemble des nombres relatifs, le symbole < définit une relation d’ordre large.
Eneffet: a<<a (réflexivité); a < b et b < a =—> a = b (antisymétric)
a<bh et bkLe=—>a<c (transitivité).

De méme le symbole € définit une relation d’ordre au sens large (n° 12).

18. Ensemble ordomné. — Un ensemble E dans lequel est définie
une relation d’ordre R est dit ordonné.

On peut en effet classer dans un ordre déterminé tous les éléments d’un sous-ensemble
de E lorsque ces €léments sont deux 3 deux comparables par R, c’est-a-dire vérifient soit
aRb soit bR a.

Ainsi les relations aRec, dRb et c¢cRd permettent d’écrire : aReRdRH dou
le classement ou Pordre : g, ¢, d, b.

10 Lotrsque deux éléments distincts quelconques d’un ensemble E sont comparables

par une relation d’ordre (strict ou large), cette relation R est dite d’ordre total et 'ensemble
E est dit totalement ordonné.
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Il en est ainsi de I’ensemble des nombres relatifs par la relation < (ou <<), d’'un ensemble d’événe-
ments historiques par 'ordre chronologique, de ’ensemble des mots du dictionnaire par I’ordre alpha-
bétique. Cet exemple permet de voir qu'une modification de la relation d’ordre & (I’ordre des lettres
de I'alphabet) entrainerait un bouleversement complet de I’ordre des mots dans le dictionnaire.

20 Lorsque deux éléments distincts de E ne sont pas nécessairement ‘comparables
par R, cette relation est dite d’ordre partiel et 'ensemble E est dit partiellement ordonné.
. Ainsi dans 'ensemble N des entiers naturels la relation R qui exprime que g est un diviseur de b,

est une relation d’ordre large qui permet de classer 3, 6, 24, 120, 240 ou 1, 7, 21, 42, 126 mais qui ne
permet pas de comparer 3 et 7 ou 11 et 25. Ce n’est qu’une relation d’ordre partiel.

APPLICATIONS ET FONCTIONS

19. Notion d’application. — On appelle application d’un ensemble A
dans un ensemble B, toute correspondance qui, a tout élément de A,
associe un élément unique de B.

Cette correspondance est symbolisée par une lettre T, f ... et :
VacA,1beB telque b= T(a) ou b= f(a).
On écrit: aob=fla) ou afb et ontlit: « a s’applique sur b »

(Eviter d’écrire @ — b ¢'il peut y avoir M S
confusion avec « a tend vers b »).

L’ensemble A est 'ensemble initial et
I’ensemble B lensemble final de ’applica-
tion. L’élément a est I'antécédent de b et
I’élément b est 'image de a dans B.

Lorsque I'ensemble B est confondu
avec A on a affaire 4 une application de A
sur lui-méme.

Fig. 7.

ExempLE. — Soit A I’ensemble des points M
du cercle de diameétre IJ (fig. 7) et B ’ensemble des points M’ de la droite x'x définie par IJ La pro-
jection orthogonale T' de M en M’ sur x'x est une application de A dans Bet : M -0 M' = T(M).

20. Injection. — Surjection.

1° Une application «f» de A dans B est dite injective lorsque deux
éléments distincts de A ont des images distinctes dans B.

Va, a;eA: ay 7 a, => f(a;) 7~ flay). (fig. 8)
a a
A Cl) (13/01 Oi T/O AOOOOO?O\O/OO/OT/O
BOoOO0OOOOOOOOOOOO ®* e o o
b by b
Fig. 8f _ Fig. 9.

2¢ Elle est dite surjective lorsque tout élément de B est I'image d’au
moins un élément de A. On dit alors que A s’applique sur B.

YoeB, JacAtel que: b= fla). (fig. 9)

»
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Ainsi la projection orthogonale sur la droite x'x (fig. 7) réalise une application injective, non
surjective, du demi-cercle IS] sur la droite x'x. Par contre elle réalise une application surjective, non
injective, du cercle entier de diamétre IJ sur le segment de droite 1].

21. Bijection. — Une application «f» de A dans B est dite bijective
(ou biunivoque) si tout élément de B est I'image d’un élément unique

aq 32 de A.
AO O O O O O O ybeB, 1acA telque b=fla) (fig. 10)
i i I 1 i i T Y ay, as€A
v
B® © © ¢ © o o a, 7 ag = f(a)) 7 flag) <> by # by
b, bo Une application bijective ou bijection de A
Fig. 10 sur B est donc une application 2 lafois surjective

et injective de A dans B.

Ainsi (fig. 7) la projection orthogonale sur x'x réalise une bijection du demi-cercle IS]
sur le segment IJ.

22. Bijections réciproques. — Toute bijection «f» d’un ensemble A
sur un ensemble B définit une bijection <« ¢» de B sur A. Les deux bijec-
tions associées «f» et «¢» sont dites inverses ou réciproques.

L’application « f » étant bijective, tout élément b de B admet un antécédent unique
a dans A. La correspondance b -©» g ainsi réalisée définit une application « ¢ » de B dans A
(n° 19). Comme tout élément a de A est ainsi 'image de I’élément unique f(a) de B, cette
application « ¢ » est bijective (n° 21). Donc :

a o b= fla) <= b-© a= o).

On dit qu'il y a une correspondance bijective entre les éléments de 'ensemble A et
ceux de 'ensemble B, ce qui s’écrit : a < b,

Notons qu’on appelle application identique 3, I'application bijective de tout ensemble A
sur lui-méme dans laquelle chaque élément a coincide avec son image.

23. Composition des applications. — Considérons une application « f» de A dans
B et une application «g » de B dans C.

A tout élément a de A, on peut suc-
cessivement associer I’élément b= f(a)
de B puis I'élément ¢ = g(b)= g[f(a)].
La correspondance @ -© ¢ ainsi réa-
lisée définit une application « 2» de A
dans C. On écrit :

¢ = h(a) = g[f ()]

ou h(a) = gof(a)
ce qui revient 3 poser (fig. 11) : | Fig. 11.
- h=gof.

L’application % = gof est le produit des applications «f» et «g» effec-
tuées dans cet ordre. _ ‘
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ExempLE. — Soient deux plans rectangulaires P et Q issus de la droite A (fig. 12). Désignons
par f, g et k les projections orthogonales d’un point M de I’espace, respectivement en H sur P, en K
sur Q et en N sur A, On voit que :
M © H=f(M) = N=g(H) =gof(M)=hM)
M © K=gM) - N=f(K)=rFfog®)=hrM).

Il en resulte que : b = fog = gof. Le produit des deux applications f et g de ’ensemble E

des points de l’espace sur P et Q est donc commutatif. }_,
Q
AK g
9’ E cO= - @b
’ . ”
M| h : \\\ //
1 \ 1 ~ . //
i 0eS g
' ‘ - h =S ~
v , & ogo
P H s@% - 092l __ o,
Fig. 12. \' Fig. 13.

Lorsque les applications « f » et « g » sont deux bijections réciproques de A sur A, leur
produit est 'application identique : fog = gof = Ja.
C’est pourquoi I'application réciproque de « f » est symbolisée par « f »
flof =fof'=da
Un produit de plusieurs applications est toujours associatif. Ainsi (fig. 13) :
a©b=fla)ec=g[flal & d=h {g[fa)]}
On peut d’autre part écrire : d = k(c) = h[gof(a)] ou d=hog(h)= hog [f(a)l
Ce qui conduit 2 écrire : hogof =ho(gof) = (hof)of.

24. Notion de fonction d’une variable. — On appelle fonction définie
dans un ensemble de réels A et a valeurs dans un ensemble de réels B,
toute relation f qui, a tout élément x de A fait correspondre au plus un
élément y de B.

L’ensemble A’ des éléments x de A qui ont effectivement un correspondant y dans B
est le domaine de définition de la fonction f. L’élément x est la vartable et f(x) la valeur corres-
pondante de Ia fonction. Donc :

YxeA'C A, JyeB tel que y = f(x).

La fonction « f» définit donc une application de son domaine de défini-
tion A' dans Uensemble B.

Si A’ = A on dit que la fonction f est définie sur A.

ExemPLES. — 1° Les relations ¥ = x2, y = ax + b caractérisent des fonctions de x, définies sur
P’ensemble R des nombres réels et 4 valeurs dans R. A
- 20 Légalité y = '\/ x — 1 caractérise une fonction définie sur R* et & valeurs dans R.

———— R
30 La relation OM = M (¢) définit un vecteur fonction du temps ¢ et par suite le mouvement
du point M dans l'espace.

ReMARQUE. — Il est bon de noter qu’une fonction « f » ne dépend pas du nom de la variable, mais
seulement de I’ensemble sur lequel on P’envisage. Ainsi les fonctions f(x) = sin x, f(u) = sinu et
f(®) = sin @ ont la méme signification et méme valeur si x, u et ¢ désignent le méme élément du seg-

ment [0, 12:] CR.
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25. Fonction de plusieurs variables. — On appelle fonction de plusieurs
variables toute relation qui, a un élément donné (x,, x,, ... x,) du produit
A des ensembles A, A; ... A, fait correspondre au plus un élément y de
U'ensemble B.

(xb xz’ o xn) © y =f(x1, Xg eee xﬂ)'

L’ensemble A’ formé par les éléments
(%1, %5 ... %,) de A qui ont effectivement un associé
dans B est le domaine de définition de la fonction f.

ExemPLES. — 1° La relation u = x® 4 y% — 7 déter-
mine une fonction des variables %, ¥, 2 définie sur R® et
a valeurs dans R.

20 1’égalité z = '\/ 4 — x* — y% caractérise une fonc-
tion des variables » et y, définie dans R® et A valeurs
dans R*. Son domaine de définition est déterminé par
I'inégalité : x2 + 3% << 4. C’est donc, dans un plan rap-
A porté 2 un repére orthonormé Oxy, ’ensemble des points
Fig. 14. non extérieurs au cercle : x% - y® = 4 de centre O et de
rayon 2 (fig. 14).

Deux fonctions des mémes variables f, et f, sont équivalentes sur un ensemble donné A si
pour tout élément (xy, &5 ... x,,) de cet ensemble, elles sont toutes deux définies et ont méme

valeur dans B.

V(xl, Xy vee xﬂ) €A —> fl(xl’ Xg see xn) =f2(x1: Xg ses xn)'

et 2y = x2 + xy + »* sont équivalentes pour tout

ExempLe. — Les fonctions 2z; = -

couple (x, ¥), élément de R2, tel que x 3 y.

EXERCICES

1. On considére tous les quadrilatéres plans convexes Q dont les diagonales AC et BD se coupent
en O et dont les angles sont A, B, C, D. Former tous les groupes de propriétés équivalentes 3 :

Q € { parallélogrammes },
2. Reprendre le probléme précédent pour Q € {rectangles}, pour Q € {losanges },
Q € {carrés} et enfin Q € { trapézes isocéles }.

3. On donne dans I’espace un plan P et deux droites D et A non contenues dans le plan P. Etablir

Péquivalence :
ALP P|| D

ALD PLA

Enoncer les conditions nécessaires et suffisantes qui en découlent.

4, Un angle AOB se projette orthogonalement en A’O’B’ sur un plan P non parzlitle & OB.
Enoncer les théorémes traduisant les équivalences :
OA 1 OB O'A’ L O'B’

oaloa| = O’A’ || OA

O‘A’ L O'B/

OA 1 OB l

5. Etudier I’application de la loi de réciprocité sur I'un des exemples suivants : position d'un point
du plan par rapport 3 une médiatrice, ou A une bissectrice ou par rapport 2 un cercle. Position relative
d’une droite et d’un cercle ou de deux cercles. Arc capable, etc.
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6. A étant un sous-ensemble de 'ensemble E, établir les relations suivantes :
AUg=A; AUE=E; AUA=A
ANg=9; ANE=A; ANA=A

7. On désigne par E — A, ’ensemble complémentaire de A dans’ensemble E. Etablir les relations
suivantes :
AUE-—-A)=E ; ANE—~-A)=4g -
ACB<«<—=>E—-BCE-A

8. Soient A et B deux éléments donnés de Jg,

1° A quelle condition peut-on trouver des éléments X de ¥ tels que : A =B [ X.

20 A quelle condition peut-on trouver des éléments Y de &g tels que : A=B U Y.

30 Montrer qu’il n’existe pas d’éléments X ni d’éléments Y appartenant & ¥p et tels que :
ANX=E ou AUY=4g.

9. Démontrer que :
AUBCAUC

et ANBCANC| —>BCC

10. Soient A et B éléments de 5. On désigne par A et B leurs complémentaires dans E.
10 Dénombrer les relations :
ANB=AUB ; AUB=ANE
| 20 En déduire que les propriétés relatives a 1'une des lois ] ou |J sont conséquences I'une de
*autre.

11. Démonter le nombre des éléments de Fg lorsque E comprend 1, 2, 3 ou 4 éléments. Vérifier
que si 7 est le nombre des éléments de E, celui de Ty est 2.

12. Si E est ’ensemble des nombres x tels que 0 << x << 4, montrer que ’ensemble E2 peutétre
représenté géométriquement par ’ensemble des points non extérieurs 4 un carré de cdté 4 construit

sur deux axes rectangulaires Ox et Oy.
— Examiner si les relations suivantes sont des relations d’équivalence et déterminer s’il y a lieu
les classes d’équivalence correspondantes :

13. E désigne l'ensemble des axes de l’espace, et R exprime que deux axes ont méme direction
et méme sens,

14. E désigne I'ensemble des triangles d’un plan et R exprime que deux triangles sont semblables.

15. E désigne ’ensemble des triangles d’'un plan et R exprime que deux triangles sont équi-
valents.

16. E désigne ’ensemble des points de I'espace et & exprime que les points A et B sont alignés
avec un point fixe O.

17. Deux entiers relatifs a et b sont dits congruents modulo 5, si la différence a — bou b — a est
un multiple de 5. On écrit : 17 = 2 (mod 35). -

Montrer que cette congruence est une relation d’équivalence dans ’ensemble Z des entiers
relatifs et qu’elle définit cing classes d’équivalence désignées par leur plus petit élément positif ou nul:
E={01,23 4} ‘ )

18. 12 Démontrer que dans le plan, les deux relations :

AC‘BDA__A'C"B,DI T ATa a5 aa) 1 ATy (R RITY
Be = DT © (a¢, AD) — (BE, BD) = (a'¢, AD') — (BT, B'D') (mod 2 m)
établissent une relation d’équivalence entre les quadrangles ABCD et A'B’'C'D’.




22 ALGEBRE ET NOTIONS D’ANALYSE

20 Donner une construction de D’ connaissant A’, B’ et C' et sachant que A’B'C'D’ appartient
a la classe d’équivalence du quadrangle donné ABCD.

39 Caractériser les quadrangles équivalents 4 une division harmonique A'B'C'D’.
Montrer qu’il y a dans cette classe des quadrangles ABCD tels que le quadrilatére ACBD soit un
carré, un trapéze isoctle ou un fer-de-lance symétrique inscriptible dans un cercle. Etudier les réci-

proques.

19. Etant donné une droite A dans le plan, deux cercles O (R) et O’ (R') seront dits associés 3 A
si pour deux points distincts M de A, on a la relation : MO? — R? = MO'? — R'2,
10 Montrer que OO’ est perpendiculaire en I 4 A et que 'on a: 102 — R? = I0'* — R™,

20 Etablir que la relation entre deux cercles associés & A est une relation d’équivalence. Que
représente chacune des classes d’équivalence ? (faisceau de cercles d’axe A ).

— Etudier les propriétés de I’application « f » qui applique l'ensemble A dans P’ensemble B dans .
les cas suivants : :

20. A est ’ensemble des points de I’espace; B est ’ensemble des points d’un plan P; « f » est 1a
projection orthogonale sur le plan P donné.

21. A et B sont I’ensemble des points de I’espace et « f » est la symétrie par rapport a une droite
A donnée.

22. A et B sont I’ensemble des points de I’espace et « f » est la symétrie par rapport & un point
donné O. : :
23. A et B sont I’ensemble des points de I’espace et « f » est la translation de vecteur donné T.
24. A et B sont I’ensemble des points de ’espace et « f » est une homothétie donnée (O, k).
25. A et B sont I’ensemble R des nombres réels x et x -© 3 x -+ 5.
26. A est ’ensemble R des réels x; B est ’ensemble R* des réels positifs ou nul et : x -© x2%,

27. A est ’ensemble des réels x dont la mesure en radians est : 0 <C x <C 7w; B est 'ensemble des
réels appartenant 3 [0; 1] et : ¥ -©& sin x.

28. A est I’ensemble des réels x dont la mesure en radians est : 0 < x <C ®; B est ’ensemble
des réels appartenant a [— 1; 4 1] et : x -©> cos x. :

29, 1° Démontrer que s’il existe une application bijective d’un ensemble fini A sur un ensemble
fini B, ces deux ensembles ont un méme nombre d’éléments #n.

29 Déterminer le nombre des applications bijectives de A sur B lorsque n = 3.

30. On appelle substitution toute application bijective d’un ensemble fini A sur lui-méme,
En prenant A = { a, b, ¢} dénombrer le nombre des substitutions que ’on peut effectuer sur I'en-
semble A, y compris la substitution identique.

31. Soit E un ensemble, A et B deux éléments de §'g, et f une application de I’ensemble E dans
I’ensemble E’. Montrer que :
ACB=>f(A) C f(B); (AU B)=fA)U/B); A N B) S AA) N f(B)
32. On considére une application « f» de A dans B et une application « g » de B dans C. Mon-
trer que si les applications « f» et «g» sont toutes deux soit injectives, surjectives ou bijectives, il
en est de méme de leur produit « h» = «gof» de A dans C, '



2° Legon

FONCTIONS POLYNOMES

26. Fonction monéme. — On appelle monéme en «x, y, * toute fonction
de ces variables de la forme ax™y"z? ou a désigne un coefficient numé-
rique réel et ol les exposants m, n, p sont des entiers naturels.

Un mondéme est donc une fonction définie pour tout systéme de valeurs réelles de
ses variables. Le degré d’un mon6me par rapport 2 une variable est I'exposant de cette variable
(0 si la variable ne figure pas dans le monéme). Le degré d'un monéme par rapport a plu-
sieurs variables est la somme des exposants de ces variables.

. 5
Ainsi : — g ab®x? est un mondme en g, b, x dont le coefficient est — 7 Il est de degré 1

en a, de degré 4 en b, de degré 2 en x, de degré 5 en a et b et de degré 7 en a, b et x.

Deux mondmes sont semblables s’ils ont méme partie Littérale, c’est-a-dire s’ils contien-
nent les mémes variables avec les mémes exposants. Il en est ainsi des monémes :

A= —2a%%2;, B = %a“b%z et C= %a3b5x2_.
La somme S = A 4+ B 4+ C de ces mondmes s’écrit :

o (2 ] ) s = St

27. Produit et quotient de deux monémes. — 1° Les régles de la multiplication
dans ’ensemble R, montrent que le produit de deux mondémes est un mondme.

(g ax3y2) (— 2a%5) = g (— 2) a1t 4345 92 = — g abx8y?,

2 N4 e 84,15
—gabx) = 3 ab; (7625 = 343 a5,

Le degré du produit de deux ou plusieurs monémes est égal a la somme
des degrés de chacun des facteurs, ceci par rapport 2 une variable ou par rapport
a ’ensemble des variables.

20 1l résulte de la relation : 3 a®x®y = (2 a®x) (% azxy) que :

Jabx®y 3
2a% 2 a*xy.
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L, A ax™ynz? a , , , A
Plus généralement B by =3 xm-m! yn—n! 2P-2' gera un mondme pour

a,beR et m>=m,n>=n', p>p'.Ondit que A est divisible par B.

Un monéme A est divisible par un monéme B s’il contient toutes les
variables de B avec des exposants au moins égaux.

Le degré du monéme quotient est alors la différence des degrés du numérateur et du
dénominateur. .

28. Fonction polynéme. — On appelle fonction polynéme la somme
algébrique de plusieurs monémes.

Chacun de ces mondmes est un zerme du polynéme.

2 a3 — 5 x est un bindme A une variable, défini sur ’ensemble R des réels.
4 x2 — 3 x -+ 5 est un Zrindme 3 une variable, défini sur R.

3a2b—-§a3+465—5a62=3azb—-§a36°+4a°b5-——5ab2 est un polyndéme 2

deux variables défini sur R2,

Deux polynémes a n variables, définis sur R", sont équivalents s’ils
ont méme valeur numérique pour tout systéme de valeurs attribuées d

ces variables (n° 25). _
En particulier, un polynbme est équivalent 3 0, si sa valeur numérique est nulle pour
tout systéme des variables. :

Lorsqu’un polynéme contient plusieurs termes semblables, on forme un polynéme
équivalent en remplagant ces termes par leur somme; cette opération se nomme réduction
des termes semblables. Le polynéme obtenu est la forme réduite du polynome initial :

78 +8x—3+4x—28—5x+2=52+T7x—1.

29, Degré d’un polynéme. — Le degré d’un polynéme réduit est
celui de son terme de plus haut degré.

Ainsi : 4 x%% — 3 #%y5 - 2 xy” est de degré 6 en x, de degré 7 en y, de degré Yen xet y.

Un polyndme est dit somogéne par rapport 3 deux ou plusieurs variables si tous ses
termes ont méme degré par rapport 2 I'ensemble de ces variables :

2 8 — 4 xy® + 3 x% — 3® est un polyndme homogeéne du 3° degre en x et y.

" Un polyndme est ordonné suivant les puissances décroissantes (ou croissantes) d’une

variable lorsqu’on écrit ses termes de fagon que leurs degrés par rapport 4 cette variable,
aillent en décroissant (ou en croissant) :

23 —4x% 4+ 3% —3® est un polyndme homogéne ordonné simultanément
suivant les puissances décroissantes de x et suivant les puissances croissantes de y.

30. Addition et multiplication des polynémes. — 1° L’addition et la soustrac-
tion des polynémes se raménent A 'addition et 4 la soustraction de sommes algébriques.

Ainsi : S=(a®+5a—7b)—(4a®2—5b+3)4(6a>+3b—2)
s’écrit ¢ S=a+5a—7b—4a2+5b—3+6a>+30—2.
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La somme S est donc équivalente 4: S=34*+5a + b —35.
Dans le cas de polyndémes 4 une variable (ou de polynémes homogénes 4 deux. varia-
bles) il est bon de les ordonner en complétant par des points, les termes dont les degrés

sont manquants comme ci-dessous :

ExempLE. — Calculer S = A — B + C sachant que :
A =2 —5x -+ 4x3; B=4x* 4+ 6 — 8x; C =4 — 2x% 4+ 3 + 2x.

On écrit : A= 4 @ —5x-+2
—B= @ —4x24+8x—6
=—2x% + 2® + 2x + 3.

S = 2x—3x2+5x—1

La réduction des termes semblables est immédiate et on obtient un résultat ordonné.

20 La multiplication de deux polynémes se raméne  la multiplication de deux sommes
algébriques. Il suffit de multiplier chaque terme de I'un successivement par chacun des
termes de lautre et de faire la somme algébrique des résultats obtenus. Ainsi :

@@ —3ay—9?) (x—y) = #® — 3aty —xy® — 4% + 3 ay® + 57
= 2% — 4 &y + 2 xy®+ y3

Pour effectuer le produit de deux polyndémes i une variable, on procéde comme ci-
dessous de facon A obtenir un résultat réduit et ordonné.

EXeMPLE. — Effectuer le produit dé A = 3x* +5x—2 par B=2x*—4x + 3.

A= 3x* @ 4 5x—2
B= @ +2%—4x+3

A2x*) =+ 6x° @ + 10x® — 4x°

A(— 4x) = —12x* @ —20x* 4+ 8x

A+ 3) = + 9x® ® “ 15x — 6
AB = 6x° —12x% 4+ 19x%® — 24x%2 4 23x — 6.

Le produit de deux. polynémes est un polynéme dont le degré est la
sormme des degrés de chacun des facteurs.

En effet dans le produit de deux polyndmes le terme de plus haut degré du produit
provient du produit des termes de plus haut degré de chacun des facteurs. Le terme de
plus faible degré est de méme le produit des termes de plus faible degré de chacun des
facteurs. Ces deux termes, n’ayant pas de terme semblable, subsistent donc aprés réduc-
tion. Le produit des deux polyndémes est donc un polyndme ayant au moins deux termes.

IDENTITE DES POLYNOMES.

31. Définitions. — 1° Un polynéme est identiquement nul (ou iden-
tique a zéro) lorsque les coefficients de chacun de ses termes sont nuls,

Ainsi le polyndme 2 une variable :
P(x) —_ onn —|—A0x"_1 + . +An_1x +A.n
est identiquement nul si les (z + 1) conditions suivantes sont satisfaites :
A0=0; A1=0; v e An...1=0, A,n=0.
On écrit : P(x) = 0 (lire « P de x identique 2 zéro ») ou P(x) = O(x).
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De méme le polynéme P(x, y, 2) = Z A,g,x%*yP2Y est identiquement nul si, quels
que soient «, B, yon a: Agy, = 0.
On écrit : P(x,y,2)=0 ou P(x,y, 2) = O(x, y, 2).

2° Deux polynémes sont identiques si leur différence est identique-
ment nulle.
P=Q<=——=>P—-Q=0.

Pour qu'’il en soit ainst, il faut et il suffit que.les deux polynémes soient, apres réduc-
tion, composés, a I'ordre pres, des mémes termes.

Ainsi : Plx) =Agam +Ajamt 4 ...+ A, x5+ A,
et Q(x)zBo-xﬂ%—Flen_l—l-...+Bn_1x'+‘Bn
sont identiques si : |
Ao - B0 ; Al = Bl ; A2 == B2 aew Aﬂ, == B‘n'

L’identification de deux polynémes P(x) et Q(x) de degré n conduit a écrive (n + 1) égalités
entre les coefficients correspondants de ces polyndmes.

De méme P(x, y, 2) = TA.p, x%yB2Y et Q(x, y, 2) = ZBypy a%yP27
sont identiques si quels que soient «, 8, y on a : Aupy = Bopy.

Deux polynémes identiques sont équivalents. Réciproquement deux polynémes équi- .
valents sont identiques. Cette propriété que I'on pourra admettre peut s’établir comme
suit :

32. Théoréme. — Lorsqu’un polynéme a une variable, de degré =,
s'annule pour (n + 1) valeurs distinctes de la variable il est identique-
ment nul.

Raisonnons par récurrence.

1o Etablissons d’abord que le théoréme est vrai pour un polynéme du 1er degré :

P(x) = ax + b
qui s’annule pour deux valeurs de x distinctes x, et ; :
axy "‘I" b=20
BFF O ) e+ b =0
a=0 et ax, +b=0=—5b=0.
Donc : P(x) = 0.
2° Supposons le théoréme établi pour tout polynéme en x de degré (z — 1) et soit :
P(x) = Apx" + Apa™1 + ...+ Apx + A,
s’annulant pour les (z 4 1) valeurs distinctes : %, #, ... %, et x,,,; de la variable.

Le polynéme ¢(x) = Ay(x — ;) (*x — %) ... (¥ — x,) est un polynéme de degré =,
commengant par Ay" et s’annulant pour les # valeurs distinctes : x;, ¥, ... x,. La diffé-
rence P(x) — ¢(x) est par suite un polyndéme de degré n — 1 au plus, s’annulant pour
les n valeurs précédentes. D’aprés I'’hypothése : P(x) — p(x) = 0 <==> P(x) = ¢(x).

Or : Pxyyq) = 0 == Ag (%1 — #1) (Bntx — ¥a) -+ - (¥pty — %) = 0.

Les n facteurs entre parentheses sont différents de 0, donc Ay = 0, ce qui entraine
o(x) =0 et parsuite: P(x)=0,.

==> qXyg— %) =0 => a=0
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33. Corollaire I. — Tout polynéme équivalent a zéro est identiquement
nul.

La propriété est évidente pour une polyndme de degré , & une variable car il s’annule
pour (n + 1) valeurs arbitraires distinctes de x.

Tout polynéme P(x, y) = Z A,px%y® peut s’écrire :
- P(x, y) = By + By(3)  + By(y) #® + ... 4 Bu(y) 47,
les coefficients B,(y) étant des polynémes en y tels que :
Bu(y) = Asp + Auy + Az ¥ + ... + Ay’

Pour y donné quelconque on a, quel que soit x, P(x, ¥) = 0. Donc tous les By(y) sont
nuls. Ceci ayant lieu quel que soit y, on peut écrire pour toute valeur de o :

By(y)=0=>A,=0 A,y =0...;4,,=0.

Le polynéme P(x, ) ayant tous ses coefficients nuls, est donc identiquement nul. La
démonstration s’étend par récurrence 3 un polynéme d’un nombre quelconque de variables.

34. Corollaire II. — Deux polynémes équivalents sont identiques.

Si, quels que soient x, ¥ et 2, ’égalité : P(x, v, 3) = Q(x, y, ) est vérifiée, il en est de
méme de Pégalité : P(x, y, ) — Q(», 3, 2) = 0. Le polynéme P(x, y, 2) — Q(x, y, %) est
donc identiquement nul et on peut écrire :

P(x, 3, 2) — Q(x, ¥, 2) =0 => P(x, 3, 2) = Q(%, », ?)-

35. Applications. — 1° Pour qu’un produit de polynémes soit iden-
tiquement nul, il faut et il suffit que 'un de ces polynémes soit identique-
ment nul.

En effet si aucun d’eux n’est identiquement nul le terme de plus haut degré, produit
des termes de plus haut degré dans chacun d’eux, subsiste dans le produit, qui ne peut étre
identiquement nul. Par contre si I'un d’eux est identiquement nul, le produit est équiva-
lent 4 zéro donc identiquement nul.

20 11 résulte de la démonstration du n° 32 que lorsqu’un polynéme P(x), de degré n
3 une variable, s’annule pour 7 valeurs distinctes de la variable ®), %, . .. %,, il peut s’écrire :

P(x) = Ag(x — %)) (x —%p) ... (¥ — ).

A, désignant le coefficient de son terme de plus haut degré Agx™.

36. Extension de la notion de polynéme. — Dans tout polyndéme 2 plusieurs
variables :
P (x, y, 2) = = aupxyPaY
les variables x, y, # peuvent désigner des éléments d’un ensemble E autre que I'ensemble K
(en général Z, Q ou R) dans lequel sont choisis les coefficients.

Ainsi P(x, ) =5—2x+ 3y + 4x*—7xy + 6% est un polyndme a coefficients entiers
dont on peut définir la valeur sur R.
Q (sin x) = 3 sin®*x — '\/ 2 sinx + 1 est un polyndéme en sin x 3 coeflicients réels,

Il pous faut donc distinguer la notion de polyndme formel, ensemble de coefficients
P = {a,p,} C K, de la notion de fonction polynéme P (x, y, ) qui dépend de 'ensembie E
dans lequel on envisage les valeurs des variables x, y, 2. Ainsi le polynéme en x :

A(x) = agx® + ax* + axx® + ... - ax"
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correspond au polyndéme formel :
A= {ao, ﬂl, (12 “ee dn..l, a,,, ,0, 0, O ...}‘
qui s'écrit en abrégé : A = [a,] et dont le degré n est U'indice du dernier coefficient non nul.

Les régles opératoires sur les polynémes formels sont la traduction des résultats que I’on obtient
sur les fonctions polyndmes correspondantes.

Si par exemple A; = [a;], B=[b;] et C = [¢;] sont des polynémes formels 4 une
variable, de Pensemble K, on obtient pour tout 2eN.

Egahté g A= B <G @y = bk'
Addition : A=3B + C <> ;) —= bk + Cre
Multiplication : A = BC <= a, = byey, + by6—q + - .. + i1y + by

IDENTITES USUELLES

37. Puissances d’'une somme. — Rappelons que :

(e +8)rt=a +0b Coefficients | 1 1

(a + b2 = a® + 2ab 1 b2 12 1

(a + 8)® = a® + 3a% + 3ab® + B2 13 3 1

(¢ + b)* = a* + 4a% + 6a%>* + 4ab® + b* 14 6 41
(@ + b)°> = a® + 5a% + 104%6% 4- 104%b® + 5ab* 4 b° 15101051

-----------------------------------------------------------

Dans le tableau des coefficients (triangle de Pascal) chaque élément est la somme du
terme placé au-dessus de lui et du terme placé & gauche de ce dernier. On prolonge ainsi
facilement ce tableau. En changeant b en — b on obtient :

(a — b = a®> — 2ab + b® (@ — b = a® — 3a% + 3ab®* — b°
On en déduit :
(@ 4+ b)* + (@ — b)2 = 2(a® + 8%); (a + b)?> — (a — b)% = 4ab.

Plus généralement :

(a—l~b+c—|~d)2=2a2;|~22ab.
(a + b+ cpP = Xqg® 4 3Za% + 6abc.

38. Formules de décomposition. — Pour tout entier naturel ne N :

at — b = (a — b) (™1 4 a™%b + ... + ab™2 4 bI7Y)

a?—b? = (a—0b)(a + b)
@ —b = (a—0b)(a® + ab + %)== a® + b = (a + b) (a®* — ab + b?)
at — bt = (a—b) (a® + a?b + ab®* + b®) = (a + b) (&® — a?b + ab® — bd).

En calculant les deux membres, on voit que :
@+ b4 c— 3abc = (a4 b+ c) (a® + 8% + ¢ — bc — ca — ab)
(@@ +b+cP—(a®+ 8+ ) =3(a—+b)(d+ ¢)(c + a).
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39. Autres identités. — On vérifie aisément que :
(x + a) (x + b) =% + (@ + b) x + ab.
(x4 a)(x + b) (x 4+ ¢) = #® 4 x®Za -+ x Xab +- abc
(x + a) (x + b) (x + ¢) (x + d) = &* + x*Ta + x*Tab + x Zabc + abed.
a(b—c)+b(c—a)+c(a—b)=0 ( Euler ).
@(b—c)+¥(c—a)t+cEa—b)+b—c)(c—a)(a—b) =0 ( Stewart).
Bo—)+Bc—a)+E(@a—b+(@a+b+e)yb—c)(c—a)(a—b)=0.

Les formules suivantes, dites de Lagrange, montrent que, lorsque chacun des deux
facteurs d’un produit est soit une somme, soit une différence de deux carrés, il en est de
méme de deux fagons différentes du produit :

(a® + B%) (2 + ¥2) = (ax + by} + (ay — bx)? = (ax — by)* +- (ay + bw)*
(a? — %) (32 — %) = (ax + by)® — (ay + bx)* = (ax — by)* — (ay — bw)?

DIVISION DES POLYNOMES

40. Définition. — On dit que le polynéme A est un multiple du
polynéme B ou que B est un diviseur de A, lorsqu’il existe un polynéme Q
tel que : A = BQ.

Le polynéme Q se nomme rapport ou quotient exact des polyndmes A et B.

Notons que si un polynéme K divise plusieurs polyndmes A, B, C, il divise également
tout polynéme de la forme S = MA + NB 4 PC car :

A=A'K; B=BK; C=CK —> S=(MA'+4 NB' +PC")K.

41. Quotient exact de deux polyndmes (méthode des coefficients indéterminés).

Lorsqu’un polynéme 4 une variable A, de degré #, est divisible par un polynéme B
de degré p, le quotient exact Q de A par B est un polynéme de degré n — p. En identifiant A
avec le produit de B par un polynéme indéterminé de degré n — p, on obtient (n + 1)
relations qui permettent, lorsque I"opération est possible, de calculer les (n — p - 1) coef-
ficients du polynoéme Q.

ExempLE. — Calculer le quotient de A = x* + x* + 1 par B =x% + x 4 1.
Le quotient Q de A par B est un polynéme du second degré : ax? - bx +- c.
On doit avoir : #Aa? 4+ 1=+ x4 1) (ax® + bx + o).
Soit : Mdretl=atr+(@a+dB+@at+bt+o)x+@Gd+c)x—+c
D’ol les cinq relations :a =1;a +b=0;a4+b+c=1;b+c=0etc= 1.
Ces relations sont vérifiées pour:a=1; b= -—1letc= 1. Donc:

@+t D)= +x+1)(2—x+ 1)
QUOTIENT ENTIER DE DEUX POLYNOMES QUELCONQUES.

42. Théoréme. — Etant donné deux polynémes quelconques A et
B d’une méme variable, il existe un polynéme unique Q tel que le degré du
polynéme A — BQ soit inférieur a celui de B.

Autrement dit, il existe un seul polynéme Q tel que :

A—BQ=R (1) avec degré de R < degré de B. (2)
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Les polyndmes Q et R sont respectivement le guotient entier et le reste de la division de
A par B.

10 Détermination des polynomes Q et R. — Si le degré de A est inférieur i celui de B
on peut prendre Q =0 et R = A,

Supposons donc que le degré de A soit supérieur ou égal 4 celui de B. Puisque le degré
de R est inférieur a celui de B, donc 2 celui de A, U'identité (1) n’est possible que si les termes
de plus haut degré de A et de BQ sont identiques. Le terme de plus haut degré de Q est
donc le quotient exact Q, des termes de plus haut degré de A et de B et la dif-
férence A — BQ, = R, est un polyndme de degré inférieur a celui de A. Si le degré R, est
au moins égal 2 celui de B, on peut opérer sur R; et B comme nous I'avons fait sur A et B.
Soit Q, le quotient des termes de plus haut degré de R; et B. Nous avons de
méme : R; — BQ, = R, avec degré de R, < degré de R,.

En répétant cette opération nous obtenons des polynémes Ry, Ry, ... R,, dont les degrés
vont en décroissant. Soit R, le premier d’entre eux dont le degré est inférieur a celui de B.
Nous avons alors les identités :

A —BQIERI
Rl—"BQZERz
Rg"‘"BngRa

--------------

R;—; — BQ, = R; avec d° de R, < d° de B.

Additionnons membre 2 membre en réduisant les termes communs aux deux membres :

A—B(Q + Q + .. + Q) =R
L’identité (1) et la condition (2) sont réalisées en posant :

Q=0; +Q,+..Q, et R=R,
20 Unicité de la solution. — S'il existait deux autres polynémes Q' et R’ tels que :

A—BQ'=R (3) avecdodeR < d°deB
on obtiendrait en retranchant membre 2 membre, les identités (1) et (3) :
B(Q —Q)=R —R 4)

Si Q' — Q n’est pas nul, le degré du premier membre de cette identité est au moins
égal 2 celui de B, tandis que celui du second membre est inférieur 2 celui de B. L’identité (4)
est donc impossible sauf si Q = Q’ et par suite R = R'.

43. Disposition pratique, — Soit @ effectuer la division de :
A=ux 1+ 75+ 14254+ 322 —8x—6 par B=x®+3x+ 2

On dispose [’opération comme pour une division ordinaire.

A=+ 7x*+ 14x* 4 3x* — 8x — 6 x4+ 3x -+ 2
— b 4 8
BQ; = «° 4 3a* - 2« £ 4 4x — 5

R, = 450 + 1222 + 342 — 8x — 6 Q Q: Q;
BQ, = 4x% 4 12x% 4 8a2

R, = — 5x2 — 8x — 6
BQ, — — 54 — 15x — 10

= 7x + 4
Le quotient entier de Apar Bestdonc Q = a® - 44> —Setleresteest R = 7%+ 4.
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Notons que le terme de plus haut degré du quotient étant le quotient des termes de
plus haut degré du dividende et du diviseur :

Le degré du quotient est la différence des degrés du dividende et du diviseur.

44, Remarques, — 1° R = 0 = A = BQ et A est un multiple de B. Réci-
proquement si A = BQ -+ 0, le nombre 0 est de degré nul, donc inférieur a celui de B et
représente le reste de la division de A par B.

Pour qu’un polynéme A soit multiple d’un polynéme B, il faut et il
suffit que le reste de la division de A par B soit identiquement nul.

20 On peut utiliser la méthode des coefficients indéterminés (n°® 41) pour calculer
le quotient Q et le reste R de la division de A par B. En désignant par n et p les degrés res-
pectifs de A et B, il suffit de prendre pour Q et R des polynémes indéterminés de degrés
respectifs n —p et p — 1 et d’identifier ensuite A et BQ -+ R. On obtient ainsi # + 1
relations qui permettent de calculer les (n — p + 1) coefficients de B et les p coefficients
de R.

Ainsi identification de : x® + 7 x* + 14 %% 4 342 — 8 x — 6 avec :

(2 +3x +2)(ax® + bx® + cx 4 d) + ax + B

permet de vérifier 'exemple du n° 43. :

DIVISION PAR x —a.

45. Théoréme. — Si P(x) désigne un polynéme en x, la différence
P(x) —P(a) est un polynéme divisible par » — a.

Démontrons cette proposition pour un polynéme de degré n :

P(x) = ax™ 4 Bx™1 4 ... + Ax 4 p.
D’ou : P(a) = aa® 4 Ba"! 4 + 22 + p.

P(x) —P(a) = « (a* —a*) + B (¥ —a" ) 4 ... 4 A (x—a).
Or (n° 38) : |
W —at = (x—a)(x" 1+ ax" 2 4 ... +a2x 4| a1
Cette identité montre que tous les termes du second membre contiennent x — a en facteur
En posant :

Q=+ ax* 14 a2 24 ... fa®rx+a”
P(x) — P(a) = (v — a) [¢Quey + BQpy + .. + 2L

Cette formule permet de calculer le quotient exact de P (x) —P (@) par x —a et
d’écrire I'identité :

on obtient :

P(x) = (x — a) Q(x) + P(a) (1)

ce qui montre que :

46. Corollaire. — Le reste de la division d’un polynéme P(x) par x—a
est égal a P(a).
Notons que I’on obtient bien plus rapidement le quotient Q (x) en effectuant la division
de P(x) par x — a car (n° 42) :
P(x) =(x—a)Q(x¥) + R avecdegré deR = 0.
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Donc R est un nombre indépendant de x, que I'on obtient en faisant ¥ = a
P(a) = (a —a) Q(@) + R=>P(a) =

47. Théoréme. — Pour qu’un polynéme P(x) soit divisible par x —a, il
faut et il suffit qu’il s’annule pour x = a, donc que P{a) = 0.

La relation : P(x) = (» — @) Q(x) 4 P(a) montre que :

P(x}) = (x — a) Q(x) <> P(e) = 0

48. Divisibilité par ax + b. — Notons que si le polynome A est divisible par le
polynome B, il est divisible par tout polyndme de la forme mB ol m désigne un facteur numé-
rique non nul.

Qo

A =BQ =— ,AE”‘B';,
En particulier : P(x) = (ax + ) Q(x) <<= P(x) = ( Z) [a Q(x)].

Un polyndme P(x) sera divisible par ax + b, s'il s’ annule pour x = — g: c’est-a-dire st
(- ) ~o.
a

49. Théoréme. — Etant donné trois nombres distincts a, b, ¢ :

Pour qu’un polynéme P(x) soit divisible par le produit
(x— a) (x — B) (x — )

il faut et il suffit qu’il soit divisible séparément par (x — a), (x — b) et (x —¢).

10Si:P(x)=(x—a)(x—b)(x —c) Q(x) il est clair que P(x) est multiple séparé-
mentdex —a,de x —betdex —e.

20 Réciproquement, supposons qu'un polyndéme P(x) s’annule pour x = a, x = b et

x = ¢, La relation P(4) = 0 permet d’écrire :
P(x) = (» — a) R(x).

La relation P(8) = 0 donne alors : (b —a) R(d) = 0. Or, b —a n’est pas nul par

hypothése, donc R(%) = 0 et on peut écrire :
R(x) = (# — b) S(x) = P(x) = (x — a) (x — b) S(x).

La relation P(c) = 0 donne enfin: (c —a)(c—56)S(c) =0

et : (c—a)(c—b)#A0,=>S5(c)=0, soit S(x)=(x—rc)Q(w).

Donc:

| PO =@—a)x—8(—9 QW

Ainsi le polynéme P(x) = x® — 642 4+ 11x — 6 quis’annule pour x = 1, x = 2 et
x = 3 est égal au produit (x — 1) (x — 2) (x — 3).
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50. Remarques. — 1° Si une expression enti¢re, équivalente a2 un polynéme P(x)
- de degré n, s’annule pour # valeurs distinctes de x, a savoir : @, b, ¢... [, on a donc (n° 35) :

P(x) =A(x—a) (x—b) ... (x—1).

Le coefficient numérique A de degré 0, peut se calculer sans réduire P(x) en donnant
3 x une valeur arbitraire o (par exemple 0, 1 ou — 1) distincte de a, b, c... ou/, par la relation :

P(«) = A(z —a) (e —b) ... (a —1I). y

20 Un polynéme P (x, y, z) peut étre considéré comme un polynéme en x dans lequel y
et 2 jouent le role de paramétres. Par suite, si P (x, y, 2) s’annule identiquement lorsqu’on
remplace x par y, c’est-a-dire si P(y, y. 2) =0, il est divisible par x —y. De méme si
P(—[y + 2], 9, 2) = 0, il est divisible par x 4 y 4 z.

30 En particulier tout polynéme contenant la variable x qui s’annule identiquement
pour x = O est divisible par x — 0, c’est-a-dire par . Il contient donc x en facteur. Si de
plus il s’annule pour y = 0, ou pour z = 0, il contient xyz en facteur, etc.

EXERCICES

33. On donne les polyndmes :
A=xt—3x+4 5. B=x®—5x2+47x—6. C=uxt+7x2—3x—09.
Calculer : A+ B4 C; B+ C—A; C+A—B e A4 B—C.

34, On donne les polynémes :
A=x3+2x2—3x—1. B=x14+5x—7x2—9x—1.
C=x*+7x2—5x—1. D=xt+11x*—3x- 7.

Calculer : A+ B)—(C+ D); (A—B)+ (C—D) et (A—B)y—(C—D).

35. On donne les polyndmes :
A=8—5x2+7x—6; B= 2x*—11x—1; C=5x2—4x—09.
Calculer : AB, AC, BC, ABC, A% B? et C2, .

36. On donne les polyndmes :
A=2x+3y—1; B=x—2y+3; C=3x—5y+ 4.

Calculer : A%2- B24 C2 et A%+ B3+ C3

— Etablir les identités suivantes :

37. (a®+ 8%+ ab)? = a®*+ (a + B)* (@® + %),

38. (a®+ B2+ ¢®) (2% + ¥ + 2 — (ax + by + ¢2)? = X (ay — bx)*.

39.9 (a®+ B2+ B =2(2b+ 2¢c—a)’

40, 2 (a®+ b®+ 2 —bc —ca—ab): =X (b — o)L

4. x+y+ 220 +2—)@+r—)x+y—2) = (Zx?)P—2X a8

42, abc + b+ ) (c+ a)(a+ b =(a+ b+ ¢ (be + ca + ab).

43. (b —c)® + b (c—a)® + A (a—0b)® = 3 abc (b—c) (c—a) (a—b).

44, (a® —mb®) (x* —my?) = (ax + mby)* — m (ay —bx)® = (ax — mby)‘2 ~— m (ay + bx)*
45. (ma?® + pb®) (mx® + py?) = (max + pby)* + mp (ay — bx)* = (max — pby)* — mp (ay + bx).



34 ALGEBRE ET NOTIONS D’ANALYSE

46. On pose: X = (a® —c®) a2+ 2 (ab — cd) xy + (B —d?) 3"
Y = 2acx®+} 2(ad + be) xy + 2 bd y*
Z = (a*+ ) x®+ 2 (ab + cd) xy + (B® + d?) y2
Calculer la valeur de X%+ Y2 — Z2,

47. On considére les nombres suivants :

X=2x+6y+ 6z Y=3x+4+2y+ 3z Z=3x4+6y-}+ 7=
19 Calculer en fonction de x, y, z I'expression : X% -+ Y2 — Z2

29 Quelles relations vérifient les ensembles de nombres :
{a=2b=3,¢c=3}; {a=6b=2,c=6} et {a"=60b =3,=7}

48, Reprendre l’exercice précédent avec :
X=x+4y+4z;, Y=4x+7y+82; Z=4x+8y+ 9=
et {a=1,b=4c=4}; {ad=4b=7 ¢ =8} et {a"=4,b"=8, =9}

49, On pose : x =a—b avec ab =1,

10 Calculer ’expression A = a% + 6 x* + 9 x2—1.

20 Montrer que pour x = VW - V W I'expression A est un nombre entier
— Démontrer que les polynémes suivants sont les carrés de polynémes que I'on déterminera :
50. 10 x% + 6 &® + 11 x4 6 x4 1. 20 4 5% — 20 x* + 28 3 + 25 x% — 70 x + 49.
51. 10 4% — 12 %3+ 52+ 6x 4 1. 20 x% 1 4 x3y 4 2 x%92 — 4 xy® 94,

52. x8 —6x7 4~ 13 x% —18x% + 24 x* — 18 x® + 132 —6x 4 1.

53. 1° Trouver tous les polyndmes P (x) du quatrieme degré vérifiant ’'identité :
P(x) =P (1 —x). '

2% Indiquer une méthode de résolution de I’équation P (x) = O Jon posera ¥ = x (1 — x)].

30 Appliquer a Péquation : 16 x* —32x3 — 5682+ 72x + 77 = 0,

54. Soit le polynéme P, défini par la relation : P, = 2x P, —Ppp 1)
qui permet le calcul de P, si on connait P,_; et P,_,. Prenons : Py = 1; P, = x. La relation (1) est
une relation de récurrence qui permet le calcul de P, quel que soit n.

10 Calculer P,, P3, Py ...
20 Montrer que P, est de degré # et que tous les mondmes de P, sont de méme parité.
30 Calculer dans P, le coefficient de x™ et celui de x" 2.

49 Quelle est la valeur numérique de P, pour x = + 1 et pour x = —1?¢

55. Soit P(x) = x® + a; 2% 4+ @y x* + a3 x® + a; x4 a5 x + a,.
10 Comment faut-il choisir les coefficients de ce polyndéme pour que l’on ait 4 la fois :

P(x) = xeP(i) et P(x) =P — x).

20 Montrer que P(x) s'écrit ¢ (x2 — x + 1) 4 m(x® — x). Calculer les six racines de ce poly-
néme en fonction de I'une d’elles x = A.

— Effectuer les divisions suivantes :

56. 5%° — 6% + 7x + 8 par a® — 3x + 4.

57, 7xt—4x2+ 3x—35 par 252+ 3 —1.

58. 28 + 3x* + 42+ 442+ 3 x4+ 2 par x4 ¥+ x -+ L.
59, 48 —5x2}+ 7x—3 par x — 2.

60. 5x*+ 334+ 44+ 3x—9 par x + 3
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61. 7x° + 4x®—3x2—7x— 11 par 2x 4 1.
62. —4 x5 — 35 kx? — 5 k%% 4 60 B2 — 61 k*x + 15 k* par —x®—8kx 4+ 3 A2
63. Déterminer a et b pour que le polyndme : x® —x? + 2x® — x* -+ ax + b soit divisible
par x%2—x — 2. '
64. Déterminer la valeur de a pour que : 8 ¥ — 3 x% 4 ax -+ 21 soit divisible par
2x2+ 3x_1- '///

65. Relation entre p et ¢ pour que x® + px + g soit divisible par le carré d’'un binéme en x.

66. Déterminer les constantes m et p de fagon que : x* + my* — 2 %% 4+ g2+ 1
soit divisible par : x% 4+ y*— xy \/ 2—1.

67. Déterminer a, b et ¢ pour que le polyndme : x* + 10 x® + ax®+ bx + ¢
soit divisible par (x + 1) (x + 2) (x + 3).

68. Montrer que le polyndme suivant est le cube d’un bindéme :

8x3+12(a—1)x2+ 6@ —2a+t+1D)x+a*—3a>+ 3a—1.

69, Montrer que, quel que soit 7, expression : x* (y — 2) + y* (g — x) + 2" (x — )
est divisible par (y — 2) (2 —x) (x — ).
Former le quotient lorsque # = 4.

70. Trouver un polyndéme du 3¢ degré en x, tel que si.on le divise par (x — 1), par (x — 2)
ou par (x + 4) on ait pour reste 10 et sachant que ce polyndéme s’annule pour x = — 1.

71. 1° Un polyndme entier en x, divisé par (x — 1) donne pour reste 6; divisé par (x — 2),
il donne pour reste 8. Quel reste donne-t-il quand on le divise par (x — 1) (x — 2)?

20 Plus généralement, soient A et B les restes respectifs de la division d’un polyndme par (x — a)
et par (x — b). Quel est le reste de sa division par (x — a) (x — &) ?

72. Un polynéme P(x) divisé par (x + 1) donne pour reste — 45; divisé par (x — 3) il donne
pour reste —.165. Quel reste donnera-t-il si on le divise par : x* — 2 x — 3,?

20 Déterminer P(x) sachant en outre qu’il est du quatritme degré et _qli’il est divisible par le
produit x(x* —4)?




3¢ Legon

FACTORISATION DES POLYNOMES

51. Définition. — Factoriser un polynéme, c’est écrire ce polynéme
sous forme d’un produit de facteurs monémes et polynémes.

Comme le degré du polyndme est la somme des degrés de chacun de ses facteurs, le
nombre de ceux-ci est toujours limité.

Il 0’y a aucun procédé général pour effectuer cette opération, pourtant une des plus
importantes du calcul algébrique. Il faut donc étudier chaque cas particulier. Toutefois :

52. Théoréeme. — Le monéme de plus haut degré possible pouvant
étre factorisé dans un polynéme est formé des variables communes a
tous les termes du polynéme, chacune d’elles étant affectée de son plus

petit exposant.

En effet, d’aprés le n® 27, on ne peut factoriser qu'une lettre commune A tous les
termes du polyndme avec un exposant qui ne dépasse pas le plus faible exposant de cette
lettre dans les différents termes du polynéme. Le mondme ainsi formé se nommeP. G. C. D.
des termes du polynéme. Notons qu’on peut lui affecter un coefficient numérique arbitraire

non nul.
EXEMPLE : A = Ta%x%y — %? a®xt + 1; atx?y.

Le P. G. C. D. des termes du polynéme est a%2. Afin d’avoir un polynéme a coef-

ficients entiers simples en facteur, prenons pour coefficient numérique g On obtient :

7a3x%y — 3—25 a®xt 4 I;a“xzy = g aBx(6y — 1542 + 4ay).

Dans ce qui suit, nous supposerons que le polynéme 2 factoriser ne contient plus de
mondme en facteur (termes premiers entre eux dans leur ensemble).

53. Différents procédés de factorisation.
10 Lorsque le polynéme comprend un nombre pair de termes, on peut essayet de les
grouper par deux (par 3 8’il y a 9 termes). Ainsi :
A = (a® + 0% xy + ab (x + »*) = a’xy + bPxy + abx® - aby®.
Groupons le 1 et le 3¢ terme ainsi que le 2° et le 4. Il vient :
A = ax (ay + bx) + by (bx + ay).
Soit : ' A = (ax + by) (ay + bx).
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_ 20 On peut isoler dans le polyndme donné un carré, un cube ou une puissance dont
le développement est apparent. Ainsi :

B4 t2ab—2ac—2bc=0b—cP+2ab—)=0—0)(2a+b—0)

B+3x(x+1D)+2—2x+ 1=+ 1P —4x(x 4 1)
@)@ —2x 4 1) =+ 1) (x— 1)

3¢ Un des procédés les plus remarquables consiste a mettre le polynome a factoriser
sous la forme A2 —B2=(A—B)(A+ B):
— 0 —c+2bc=a—b—cP={(aea—b+c)(a+b—¢c)
R—10x+2l=@x—5P2—22=@x—3)(x—7)
W 4x2 416 =(x® + 42— 422 = (22 —2x + 4)(x* + 2x 4 4).

40 On peut de méme utiliser la formule de décomposition de g* — 4" (n© 38) :
B 1l=x—=1)(+x+1)
B 8=@x+2)*—2x+4)
x8 — 64 = (x2)3 — (4)° == (x% — 4) (x* + 4 &% + 16)
=(x—2)(x +2)(x*—2x+ 4 (x2 +2x + 4).

54, Utilisation de la divisibilité par ¥ —a. — La régle de divisibilité (n° 47)
permet de reconnaitre si un binéme de la forme x — a peut étre factorisé dans un polynéme
en x. En particulier :

10 Un polynéme en x est divisible par x — 1 si la somme de ses coefficients est nulle, par
x + 1 s¢ la somme des coefficients de termes de degré pair est égale a la somme des coefficients des
termes de degré impair et enfin par x* — 1 si les deux sommes précédentes sont nulles.

Soit f(x) == Ag + Ajx + Apx® ... + A ™

Enposant P=A; + A, + A+ ...et I=A +A;+A;+ ...
fFD=Ar+A +A,+A;+...=P+1
f(—D)=A—A +A;,—A; + ... =P—L
Le polynéme est divisible par x — 1, si P 4 1 = 0, par x 4- 1 si P = I et enfin par :
—1l=@x+41DxE—1) st P=1=0.

20 Dans un polynéme homogéne en a et b ou en a, b et ¢, on a intérét a rechercher la
divisibilité par a — b, @ + b, a -+ b -} ¢, etc. en remplagant dans le polyndme a par b,
par — b, par — (b 4+ ¢) etc. Ne pas oublier que le polynéme peut contenir a, b ou ¢ en
facteur. Notons que :

Tout polynéme P(a, b) te. , P(b,a) = — Pla, b) est divisible par (a —b) car
P(a, a) = 0.

30 Si le polyndme P(q, b, c) se conserve par permutation circulaire sur a, b et ¢, Pexis-
tence du facteur tel que (a -+ 2 ) entraine celle du facteur : (¢ + 28) (b + 2¢)(c + 2 a).

" Finalement lorsqu’on a trouvé un nombre de facteurs dont le produit a un degré égal
ou voisin du degré du polynéme 2 factoriser on peut, en général, achever la décomposition
par identification (n® 41) ou en donnant des valeurs particuliéres simples aux lettres

(n° 50, 10),

55. Exemples.

Io f(x) =2x% + &®—8x2—x 4 6.

On voit que f(1) = f(— 1)’= 0. Donc on peut écrire :
f(x) = (22 — 1) (2 22 + mx — 6).
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En identifiant les termes en x3 (ou en &) on a : m = 1. Le facteur 2 2 4 x — 6 s’annu-

lant pour x = — 2 est égal a (x + 2) (2x — 3). Donc :
f&) = (x— 1) (5 + 1) (& + 2) 25 —3)

20 F(p,y,2)=(@+y+2Pl+x—y—2PF+(y—z—aP+(z—x—3)p
On voit immédiatement que F admet le facteur x car :
O FOp )=+ P —(y+ &P+ (y— 2P —(y— 2 = 0.
F (x, y, 2) étant symétrique en x, y, 2 admet donc le facteur xyz et :
F(x, y, 2} = mxy=z.
Le facteur numérique m s’obtient en faisant x = y = 2z = 1. On obtient :
B—1—1—1=m==>m=24
F(x, v, 2) = 24 xy2.

A=ab—c¢c)+bB(c—a)+c(a—0b).
Si on remplace @ par b on obtient : $ (b —¢) + B3 (¢ —b) + 0 = 0.

Par permutation circulaire on voit que : A = M (a — b) (b — ¢) (¢ — a) dans lequel M
désigne un facteur homogéne du 1¢r degré se conservant par permutation circulaire, donc
de la forme X (a + b + ¢). L’identification des termes en a2 donne : '

b—c=—Ab—c)=>r=—1.
A=—(a+b+¢)(a—b)(b—c)(c—a).
40 B = a® + b3 + ¢ — 3 abe.
Si on remplace a par — (b + ¢), on obtient :

Be=—(0b+cP+84+3+3bc(d+c)=0.

Donc B est divisible par (@ + & + ¢). Compte tenu de la symétrie et de I’homogénéité
en a, b, ¢, on peut écrire B = (a + b 4 ¢) [m (a® + b% + ) + p (ab + bc + ca)].

Poura=1,b=c=0,onobtientl =m donc: m=1.

Poura=b=c=1,onobtient : 0 =3[3m+3p] donc: p=—1.

Finalement : B = (a + b + ¢) [a® + 6% + ¢ — ab — bc — ca].

56. Changement de variable dans un polynéme, — Soit le polynme :
P(x) = agx™ + a;x™ 1 4 a2 4 . + a,—1% + ay,
~ Effectuons le changement de variable : x = X - £ ol & est une constante réelle. On

obtient : |

QX) =PX 4k =aq X+ k) +a(X+EP1+ ... +a,,(X+Rk)+ a,

En appliquant la formule (@ + 8)* = a® + na®1b + ... + nab®! + b*

Q(X) = X" + (agnk + a)) X* 1+ ... + &

avec : h= ak"® +ak* ... +a, 1k +a,=P(k)

On peut alors disposer de la constante £ pour annuler le coefficient du terme en X1
1

dans le polyndéme Q(X). On prend : & = — fa— et Q(X) devient :
0
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QX)=aX* + bX* 2+ ... 4 b, avec b, _P( na) Ainsi :
0

1o P(x) = ax® + bx + ¢ devient en posant : x = X—-—-:,lea
B
P(X — i) Q(X) = aX® + 4“”4a :
2 — B2
Donc : ax2+bx+cza(x+2%l) +4ac4a
b

20 P (x) = ax® + bx® + cx + d devient en posant & = X — =

QX) = P(X —55) = (X + $X + 0

c B 285 — 9abe + 27 %
avec : p=a—3—a2 et ¢ = 57 aB .

Cette transformation peut faciliter la factorisation d’un polynéme :

EXEMPLE, — Factoriser le polynme : P(x) — o — 323V 2 +3x + V2 —2.

Posons : ¥ = X 4 '\/5 Nous obtenons : Q(X) = PX '+ \/.2-) =X3—3X—2.
Or: Q(—1)=—1+4+3—2=0,

Soit : QX)=X+1) X2—X—-2)=(X+ 12 (X—2).
Donc:x3—3x""\/§+ 3x+1V2—2=(x+ 1——-\/5)2(x—2—\/§).

FONCTIONS RATIONNELLES

57. Définition. — On appelle fonction rationnelle le quotient exact
ou rapport de deux fonctions polynémes.
2x

ExempLEs. — 10 F(x) = F 7% 10 St une fraction rationnelle définie sur I'en-

semble R’ des réels autres que 2 et 5, valeurs qui annulent 2 — 7 x + 10.

2
20 F(x, y) = f—_i—-—y— est une fraction rationnelle définie sur le sous-ensemble E

de R?2 tel que y;éx et yFE—u.

Le domaine de définition d’une fraction rationnelle 7 a » variables
B

réelles est le sous-ensemble E de R* sur lequel le polynome B est diffé-
rent de zéro.

La valeur numérique d’une fraction rationnelle, pour un systéme de valeurs donné
des variables est un nombre réel. Les propriétés des fractions rationnelles sont analogues
aux propriétés des fractions ordinaires.
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58. Propriétés des fractions rationnelles.
10 Egalité : A, B, C, D appartenant 4 'ensemble des polyndmes 2 # variables :

A C

B=D AD = BC (B 0; D= 0)
E ticulier : é AC
n particulier : 3= BE

Les fractions rationnelles pewvent donc étre simplifiées et rendues irréductibles :
2 —T7x4+ 10 (x—2)(x—5) x—2 _ ,

A% CGIOGE—3 xF5 CFSHEF)

ad— 0B (@a—0b)(a*+ab+8) a4 ab | B2 b0

iy "l iy ¥ e Sy el e ey B L Y

Les fractions rationnelles peuvent étre converties au méme dénominateur :

.. . . 3
Ainsi pour ¥ # 0, & 7% 1, les fractions rationnelles : p _T_ 1’ &+ D) et 525
x3 Jx 2(x 4+ 1)

sont respectivement équivalentes aux fractions : Py o 1); A1) e 2 1)

20 Addition et soustraction des fractions rationnelles.

é_l_g_AD—i—BC_ A C _AD—BC + +C A+B4C
B' D BD B D BD D'D D
.. 22—1 x—1 1 2x—1 (xe—l)(x—l—l) x
Ainsi : x(x+1)  x +x+1~x(x+1)— . x(x 4+ 1) +x(x—l—1)
(2x—1)—(x2—1)+x Ix— &% 3 —ux .
¥@ 1) =i r D x5 CFGrFE-D
L’addition -des fractions rationnelles est une opération commutative est associative.
O O _O

L’élément neutre de ’addition est la fractlon rationnelle nulle : A-B-C= 0.

L’opposé de la fraction % est la fraction _—TA

3¢ Multiplication et division des fractions rationnelles.

A _C AC A C AD A (B C AB AC . .
B~ D~ BD B'D-BC © §(§7+”@)=W+m,'AlnS1.
10 == xxz*xxx+1_x(x2—x)(x+l)__ 1
w1 B a1l =1 PEE 1) 2@+ 1)
20 a? a‘l"z a? X.a_}_]__ a?
F—1'a+1 @—D@+0D) a+2 {@—D@k+2
a+c 1—ac

btc T1—bc_(a+(1l—b)—(b+c)(1—ar)

1-—-—ac+a+c T (l—a)(1—bc)+ (a4 ¢c) (b + )

b+c¢ ' 1—b
_(fa—=b 1+  a—b
T 4+ab)(1+cD) 1+ab

30
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La multiplication des fractions rationnelles est une opération commutative et asso-

ciative. L’élément neutre de cette multiplication est la fraction AR = 1. L’inverse

. A . B A B
de la fraction B est la fraction 3 G g X y S 1,

Enfin la multiplication est distributive par rapport 4 I'addition.
59. Transformation de fractions rationnelles par changement de variable.

Soit la fraction rationnelle & une variable : F(x) = QE gsupposee irréductible. Le

changement de variable % = X + & la transforme en une fraction de la variable X :

PX + &
F(X-I—k)m(I)(X)““—“—Q—((X—_I—_';%
Si Q(x) = ax® 4+ bx*' 4 ... Ix 4+ m, on pourra, en posant x = X-—n—a,annuler
le terme en X*1 dans Q(X + &) (n° 56). Ainsi :
’10 F(x)zgz—_%—l;—,-—Pourx:X--%on obtient :
F(Xwa) (D(X)— 5 =%
@“ﬂ+b
Soitenposant:—a;=A et gb—:;-g—ai=B:
a a
AX 4+ B B
o(X) = o OX) = A+3
2 !
20 F(x) = dxa’-lx- ix b—’F . — On obtient de méme pour x = Xmg—,:
b b’
F(X f’.’) @X_a(X )+b( )+cwaX2+mX+p
—z) =X = a'X o a'X
Soit en posant : f,-:A, ﬂ;-——-'B et £,=C:
a a a
2
o =T TE O(X) = AX + B + 3
ax? + bx + ¢ b )
30 F()=a‘x3+b’x+c' — Pour x=X——§a-; on obtient :
o @ (xs 4 pa’ — ¢
PPy
—_ | = — o S
2a a'X?+4 ¢ X2+¢%
Soitenposant:ﬁ,=A, ﬁ=B, pa—-,-;qa=c et i,=D
a a a a
‘ AX2 4+ D)+ BX + C BX + C
o(X) = ( X2+ D S o(X) = A+Xz T D
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60. Remarque. — Les résultats ci-dessus s’obtiennent plus rapidement lorsque
on commence par diviser le numérateur P (x) par le dénominateur Q ().

P(x) = Q(x) A(x) + B(x) == I(-;%; = A(x) + %g%

Comme le degré de B(x) est inférieur a celui de Q(x), on obtient immédiatement

pours =X —h: @(X):A(X-——k)+%—%§£—z-§
EXEMPLES :
10 F(x)=W=2x—3+x:_2’ ce qui donne pour x = X — 2

OX) = 2K =2 =3+ 5 => BX) =2K—7+g

252 —x— 4 32+ 2 ) '
(+] LT — o ————————— "
2° F(x) e — 2+(x—1)2—-4 §01tenposantx. X 4+ 1.
. 3%+
OX) =2+ 7
61. Fonctions symétriques. — Une fonction F (a, b, c) est dite symétrique par

rapport aux variables a, b, ¢, si elle reste équivalente d elle-méme lovsqu’on permute d’une fagon
quelconque les variables a, b, c.

2 2
ExemrLE : F(a, b, ¢) = a*(b + ¢) —:bb-i(-cbj—-ltf)c:— Ha + b)_

On voit que : F(q, b, ¢) = F(b, a, ¢) = F(c, a, b), etc.

Pour montrer qu’une fonction est symétrique il suffit de montrer que I'on peut échanger
la premiére variable avec chacune des suivantes. Démontrons que :

10 Tout polynéme symétrique en a et b peut s’écrire en posanta +b =S
et ab = P, sous forme d’un polynéme en S et P.

Tout polynéme F(a, b) symétrique en @ et b est identique au polynéme F (b, a)
(n° 34). S'il contient un terme non symétrique 7 a%? il contient également 7 b°?
soit 7 a2b? (a® + 5%). Donc en posant : S, = a* |- b*:
F(a, b) = X Aa™b™ (a* + b*) = T AP™5,.
Or:8;,=a+b=2S5; So=a®+ = (a+b>2—2ab=52 2P;
Ss=a P =(a+bF—3ab(a+b)=5—3PS.

L’identité : (a*1 - 8*1) (@ + b) = a* + b* 4 ab (a¥2 + b*?)

qui s’écrit : Sp = 8.855y — PSp

permet de poursuivre le calcul de S,, S;, Sq... et montre par récurrence que 5, est un poly-
néme en S et P, Il en est donc de méme du polyndéme F(a, b). '

ExemMPLE, — L’expression symétrique :

, Fla,b) = (2a®+ b) 2°+ @) — (a2 — 1) (b>— 1)
s’écrit ; F(a, b) =3a%*+ 2(a® + 8% + (@*+ b*) + ab—1

Soit : F(a,b) = 3P2+ 2S5 —6PS+S2—P—1.

20 Toute fonction rationnelle symétrique en a et b s’exprime en fonc-
tion rationnelle de la somme a + b =S et du produit ab = P.
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-y , . . s 1 . . F (a,b
La propriété est évidente si cette expression se réduit 2 une fraction rationnelle G((a’ b;
H

dont les deux termes sont des polynémes symétriques en 4 et b. Sinon on peut écrire :
F(a,b) F(b,a) F(a,b)—F(b,a) (a—b)H(a b) H(a b)
G, b) G(,a) G(a,b)— G, a) (a—b)K(a, ) — K(a, b)
On obtient ainsi une fraction plus simple dont les termes sont sg'métriques en a et b.

. . 38 2 3 — 248 .
ExemeLE. — Oh peut vérifier que expression F (x, ) = d jxf —{3’ :3: iyzya 24 est équiva-

lente 3 F(y, ). On peut donc écrire :
(Ba® + a2y + % — 29°) — (3% + 2P + 2y — 248)

F(x,3) = Ga® T ay— 298 — (342 + ay — 247
: : 5 — 9%) _ a® + xy + 9°
d : F ’ = = ’
Ce qui donne (x, ¥) 562 — 4% %+ v
‘ S? — P
Enposantx +y =S et xy = P, on obtient : F(x,y) = —5—
, 2 —
On vérifie qut? F (%, ¥) pouvait s’écrire : (x '(1; .:c: :; (J::c (i xzy) 2y).

62. Expressions irrationnelles. — Les régles opératoires relatives aux polynémes
ou aux fractions rationnelles s’étendent aux expressions irrationnelles dans lesquelles

certaines variables figurent sous des radicaux. Rappelons que :

10 Lorsqu’on fait sortir un nombre d’un radical d’indice n il faut
en prendre la racine n**™. Au contraire, il faut élever 4 la puissance z tout nombre

que P'on fait entrer sous un radical d’indice z.
32 a3 2a 3/ * /404"
Va b ceRY ,‘4‘='\_z/“; "z;éz\/5=\/w

Ces opérations demandent quelques précautions lorsqu’on opere avec des nombres

o —
relatifs sur des radicaux d’indice pair car \/ a = |al.

4
5 = 0.
\/3—2_ x'\/SpouerO. \/m_ /\/3.4—;%2 pour x >
x%2 = _ _
— < 0.
x'\/spourx x __,\/3_;_52 pour x < 0.

3 3/
Par contre : fxeR:V 5x3:x'\/5.

20 Pour rendre rationnel le dénominateur d’une fraction, il suffit de
multiplier ses deux termes par Iexpression conjuguée du dénominateur.

! 3445 3445 A A(v/a — +/5)
3—/5- 3453 ++5) " 4 Va+vVb~ T a—b
Pour des radicaux cubiques, on poutra utiliser les identités :
@ — b = (a — b) (a* + ab +- b?).
B+ B+ B—3abc=(a+b+c)(a®+ b+ E—bc—ca— ab)

1 3/% 8 /T)2 " 23,5 , .8
EXEMPLES : 102_3‘/5=22+2%/5_‘|;(\/§)=4+2\/;+ V25, |
1 _ e+ (VR HVIVEL YRV 3+ VI42V4

20 1+3\/2_3\/Z— 13+(§3\/§)8+(—-3\/E)3—3.1.3\/§(_ \B/E) B 5
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EXERCICES

— Factoriser les expressions suivantes :

73, x* — 15 x 4 36. 74. 222+ 7x—9.

75. x4+ 3x—4. 76. 2x®*+ 524 7.

77. x* — 13 x® - 36. 78. x*+ 3% — 1142 —3 x4+ 10.
79, x* 1 4, 80. x* + x®+4 1.

81, x®* —16. 82, &% —256.

83, x*—8x% 4 4. ' 84, x* —3x*—6x+ 8.

85. (x + ) — («® + 3%). 86. (x + ¥)° — («° + »°).

87. (@ + b)® + 2 (a® + B®). 88, x%8 | 828 | 28x% — 3 x2ylad,

89, xy (a® -+ b%) + ab (x* + »Y). 90. @ —¢c)f + (c—a)® + (a — b’
91. (ax — by)? — (ay — bx)™ 92. (ax + &y)* + (bx — ay)®. '
93, (a®+ 3 ab + %)% — b, 94, 4 22— (b% - 2 — a?)l.

95, x2— 2+ yz + 222+ 3 aw, 96. 222 —axy—3y2—3x+ 7Ty—2.
97, 242 —p2—3 2+ ab + ac + 4 be. 98. a®— 20— 6c2 4 ab—ac + 7 be.

99, 28 — 3 x22 4 (x — 2 ¥)}(3 » — 2). 100, (x® — va")"’ + zay (#* 4+ 3 — a?) —--y‘.

— Simplifier les fractions rationnelles suivantes :

x4 y—1PF+1 a(@? — 1) + x(a® — 1)
0L e — 1 — = — o 102 T D ¥ 2@+ 1)
103 ab(x® — »*) + xy(a® — b%) 104, (ax + mby)® 4 m(ay 4+ bx)®
“ab(x® + ¥?) — xy(a® + 5?) (x? — my®)® + 4mady®
105, (@ 81— )t — 4a%? 106, (@ H B = — I — 4(ab + o
" (@ — B+ &) — 4aic? " (@ — B + & — d)F — 4(ac + bdy
107.(:'c+y)“—(x"-f-;v's)‘ x—y 108 8 4y 4 25— (x4 y 4 2)°

T — @) A= RF P tB -Gty t o
B (y—2)+ 32 (r—=x) + 22 (x —9) 110 2x24+ 2924 22 —S5xy + 3z —3y2
x (¥ —2%) + y (B — )+ 2 (*—5) C 248 —2y7—3uxy + 242+ y2.

111. Calculer en fonction de : a + b = S et ab = P I’expression symétrique suivante :
a‘—a’b+a3b+ab3—-ab2—b".
a® + 2a® b — 2ab®* — b®

109.

112. Sachant que : x® + x — 3 = 0, calculer la valeur numérique de :
2 4 2% a7 — 4x® — 4% + T2 + Tad 4 2x + 14
¥~ 2x8 4 x4 62 —x 4 4 )
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113. Déterminer les constantes a et b, pour que, quel que soit x :

1 __a
x(@x+1) =x

1 1

20 Calculer la somme :

b
x 1

_ 1
S=ixataxst U toaTrn

114, 1° Déterminer les constantes a et b pour que, quel que soit x :

1

b

a
sE+D@+2) x(xF1)

+(x+1)(x+2).

1 : 1
20 Calculer lasomme: S = 1TX 2 x 3+2 <3< 4+m'+n(n+1) (n+2).
2 2
1150 . '16. e —————— 1]
V2 + 2 V2 + V2 + /2
1 1
RV RV, Evel W A= VE s V= e
V2 + 42 v x
R VRV o et vaTa
1 1
Rl VY R Y/ RV VT3
— Calculer les expressions suivantes :
123, VEE V213 V2-V2 V3 124 (VAR (VE= VY.
2+ 3 2—-+v3 va — /b Va + /b
§ 1 1 % 3 2 1 -3
2— q%5% — 2a% b* 4 2b5* 8 + 2a% — 16a % — 32471
125 = — 2 =% : 126, L F 28— 10a = A4,
a? — b? a®+ 4a °+4a 2
12
127.%3:—:—:;(x§+xg) avec xm(ZiZ i

128, 25 (1 + 22 [(1 + *¥)V2 — x] -1

129. /20 + 1442 + 4/20 — 144/2 et

avec

-

Y54 + 304/3 + /54 — 30 4/3.

130. (V3 - 1)V9+ 543+ (W3+1)V9—54/3
131, [42° + 3mab? + (40° +mb®) /@ F mib2] " + [4a8 4 3mab® — (4 a2 + mb?) /% + mb?] .

132. Rendre rationnel le dénominateur de I’expression :

Ao VB+VVIF )"+ WE-VVIF1)

BO| =

V8 +4v/V2+ 1)
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FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

63. Définition. — On appelle variable réelle tout nombre x suscep-
tible de prendre une valeur quelconque dans ’ensemble R des réels.

On peut établir une correspondance bijective entre ’ensemble R des réels et I'ensem-
ble des points M d’un axe «'x (orienté de gauche a droite), muni d’une origine O et d’un

* . » ’ » 3
vecteur unitaire ¢ (fig. 15). C’est pourquoi on dit que tout réel x constitue un point de la
droite numérique x'x.

_ J—————————— g :
Fig. 15.

Si le point M s’éloigne indéfiniment de O sur ’axe %, son abscisse « finit par deve-
nir, en valeur absolue, supérieure & tout nombre arithmétique A fixé & I'avance. On dit
que x devient infini et on écrit : ¥ — + oo si M s’éloigne & droite de O.

x — — oo si M s’éloigne 2 gauche de O.

64. Intervalles. — Deux nombres réels a et b tels que @ < b, permettent de définir
différents sous-ensembles ou domaines de R. On distingue ainsi :

10 Uintervalle fermé ou segment : @, b] <= a<<x<b
20 Pintervalle ouvert (ou intervalle) : la, bl <<= a <x <b

la, b)) <> a<x<b

o . '_ .
30 les intervalles semi-ouverts . [a,b] <> a < x<b

Dans tous les cas, les points a et b sont les bornes de intervalle envisagé et | b — a | est
Pamplitude de I'intervalle. De méme si b — - oo, on définit les demi-droites :

[a, + o[ <—=>x>a et Ja,+ oof <> x> a.

Tout segment ou intervalle dont le point @ est un élément constitue un voisinage du
point a. Ainsi, quels que soient les réels positifs «, B, ou ¢ les intervalles [a — «, a | §]
et Ja — ¢, a 4 ¢[ sont des voisinages du point a.

Notons que la réunion ou l'intersection de deux voisinages de @ est un voisinage de a.
On peut aussi définir un voisinage & gauche [a — ¢, @] ou & droite [a, a + <] du point a.
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65. Fonction d’une variable réelle, — Rappelbns (n° 24) que :

On définit une fonction réelle f de la variable réelle x, quand a tout
élément x de R, on fait correspondre au plus un élément y de R.

Une fonction réelle f est donc définie dans R et & valeurs dans R, L’ensemble non vide
A C R des réels # qui ont effectivement un correspondant unique ¥ dans R est le domaine
de définition de la fonction f, qui est dite définie sur A. On écrit :

fxcACR, 1y(unique)eR tel que x-o y=f(x).

e

ExempLES. — 1° Les fonctions réelles y = a3 —x, y = 3 cos?x — 4 sin ¥ sont définies
quel que soit ¥ € R. Ces fonctions sont définies sur R.

20 L.a fonction réelle : y = V/x (1 — x) est définie dans R pour 0 << » << 1. Elle est done
définie sur le segment [0, 1]. De méme y = \/ :—:—t—: est définie sur lintervalle [— 1, + 1[,

tandis que y = \/ %3 — 1 est définie sur la demi-droite [+ 1, + oo[.

30 L.a fonction y = '\/ — 1 — x% n’est pas une fonction réelle dans R.

66. Fonctiofis inverses ou réciproques. — Si la fonction y = f(x) traduit une
correspondance bijective entre les éléments x de A et les éléments y de B, cette corres-

_pondance détermine également une fonction «» telle que x = ¢(y), définie dans B et a valeurs
dans A, appelée fonction inverse ou fonction réciproque de la fonction « f ».

x <y <—>y=fl¥) <=>x=0(y) ou x=f7()

EXEMPLE. = La fonction v == cos x définie sur le segment A = [0; 7] et & valeurs dans le
segment B == [— 1; -4 1] réalise une application bijective de A sur B et 4 toute valeur ¥ de B cor-
respond une valeur x de A symbolisée par Arc cos y.

La fonction « Arc cosinus » est la fonction réciproque (ou inverse) de la fonction « cosinus ».

Le probléme qui consiste 4 définir et étudier la fonction réciproque d’une fonction f donnée est
appelé inversion de fonction « f ». Notons que :

Siy = f(x) <==> x = 9(3), on étudie alors la fonction : y = ().

67. Définitions. — Lorsque la valeur de y se calcule, & 'aide d’opérations algébri-
ques, 2 partir de celle de x on dit que y est fonction algébrique de x.

EXEMPLES : y=2x+ 3; yz;%; yz\/xﬁ_q-.

Par contre les fonctions y = sin &, y = 1 + tg? x ne peuvent se calculer qu’a I'aide
d’une table de rapports trigonométriques. Elles sont dites transcendantes.

Soit A le domaine de définition d’une fonction. Celle-ci est dite :

paire. si yxeA:  fl— %) = flx)
impaire si yxeA: fl—x)=—flx)
périodique si yxeA, 1peR: flx 4 p) = fl»)

Le nombre p est la période de f(x).

2 _
y=3a*+ 44 — 5; _ e — 7

=TT sont des fonctions paires.
X .
3 2% U
y=a&—35x, y= p— sont des fonctions impaires.

Nous verrons que y = sin x, ¥ = cos ¥ admettent pour période 2 = radians et que
y = tg x admet pour période = radians.
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68. Variation d’une fonction. — Une fonction y = f(x), définie sur un
intervalle la, )] donné, est croissante sur cet intervalle si elle varie dans
le méme sens que la variable x, décroissante si elle varie en sens contraire,
constante si elle conserve la méme valeur quel que soit x.

Ainsi la longueur d’une corde d’un cercle est fonction croissante de la mesure de
Iarc sous-tendu (inférieur & un demi-cercle), mais elle est une fonction décroissante de

sa distance au centre. La fonction y = l/x_x. est constante, égale 3 + 1 lorsque x est positif,

égale 3 — 1 lorsque » est négatif.

Lorsque la variable » € [a, b] passe de la valeur initiale #, 4 la valeur finale x,, elle subit
I’accroissement Ax = x, — x;. Toute fonction y = f(x) définie sur le segment [a, b] subit
alors Paccroissement correspondant : Ay = y, — y; = f(%) — f(%;). Il résulte de la défi-
nition précédente que :

69. Théoréme. — Une fonction ¥y = f(x) est croissante sur tout inter=
valle oti, quels que soient x, et %;, les accroissements correspondants Ax
et Ay sont de méme signe. Elle est décroissante sur tout intervalle ot ces
accroissements sont de signes différents.

e To o Ay _ flxd) — f(x1)
On étudie le signe du rapport : Ay —x

positif == f(x) croissante sur [a, b].

Ay
Y1, x5€][a, b]; Ax | négatif == f(x) décroissante sur [a, b].

, Ay

ExXEMPLE. — Ainsi pour la fonction y = x2ona i — = —— =« x9. Le rapport —
P y Ae  mp—wy O T % pport 5=

est, quels que soient x, et xe, positif pour x => 0, négatif pour x << 0. La fonction y = x* est donc

décroissante sur la demi-droite }— oo, 0], croissante sur la demi-droite [0, 4 oo[.

Une fonction qui est soit croissante, soit décroissante sur un intervalle
donné est dite monotone sur cet intervalle.

Etudier la variation d’une fonction f, c’est rechercher les intervalles ou la fonction
est monotone (voire constante) et le sens de variation de f sur chacun de ces intervalles.
Une fonction f(x) croissante pour ¢ << & < b, décroissante pour b < x < ¢, admet sur
Ja, ¢[ le maximum f(b). Si cette fonction est décroissante pour ¢ < ¥ < b, croissante pour
b < x <, elle admet f(b) pour minimum sur }a, [.

70. Théorémes généraux de variation. — Deux fonctions y = f(x) et 2 = g(x),
monotones sur un intervalle donné Ja, b[, varient dans le méme sens ou en sens contraires
suivant que leurs accroissements Ay et Az correspondant au méme Ax sont de méme signe
ou non, Désignons d’autre part par A et C des constantes :

10 Les fonctions y = f(x) et 2 = f(x) + C varient toujours dans le méme sens.
Ay et Az sont égaux & Af = f(x;) — f(»;) et sont donc de méme signe, '

20 Les fonctions y = f(x) et 2 = Af(x) varient dans le méme sens pour A positif, en sens
contraires pour A négatif.
Ay = Af et Az = AAf sont de méme signe pour A > 0, de signes différents pour A < 0.

En particulier y = f(x) et # = — f(x) varient en sens contraires.
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30 Si les fonctions f(x) et g(x) varient dans le méme sens sur [a, b] 2l en est de méme de leur
somme y = f(x) + g(x).
Ay = Af 4 Ag est du méme signe que Af et Ag.

: 1 . . : .
40 Les fonctions y = f (x) et & = 75— varient en sens contraires dans tout intervalle ou

f (%)
[ (x) conserve un signe constant.

11 fe)—fe)_ by
En effet : 85 = 78 — 7o = ) Fa), — T

Puisque f(x;) . f(x;) est positif, Ay et Az sont de signes opposés.

I U . .
En particulier la fonction 5 varie en sens contraire de x. Elle est donc décroissante

sur chacun des intervalles ] — o0, 0[ et ]0, 4 oo [.

LIMITES

71. Définitions. — 1° On dit que la variable réelle x tend vers le
nombre donné a (ou admet pour limite a) lorsque la valeur absolue de la
différence x — a devient et reste inférieure a tout nombre réel positif ¢

fixé a 'avance.

On fait tendre x vers a, si on I'astreint 4 vérifier, quel que soit le nombre positif arbi-
trairement petit ¢, 'inégalité : '

|x—-ra]<e ou a—e<x<a-+e

On écrit : x — a (lire « x tend vers a »). Précisons que :

x — a d droite (ou par valeurs supérieures) si : a <x < a + .
& —a 4 gauche (ou par valeurs inférieures) si:a —e <x < a.

On écrit parfois x — @ + 0 dans le premier cas et x — a — 0 dans le second cas.

Notons que lorsque & — a, la différence ¥ — a tend vers zéro, car sa valeur absolue
devient et reste inférieure i celle de tout nombre positif.

2° On dit que la variable réelle x, de signe donné, devient infinie si
sa valeur absolue devient et reste supérieure a. tout nombre réel positif
arbitrairement grand A, fixé a avance.
x — + oo sifinalement: x> A,

x — — oo sifinalement: x < —A..

72. Limite finie d’une fonction. — 1° Considérons une fonction réelle f(x)
définie sur un voisinage du point donné a (sauf peut-étre pour x = a). Dire que f(x) tend
vers b, lorsque x tend vers a, signifie que I’on peut choisir x suffisamment voisin de a pour
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que la différence f(x) — b soit inférieure en valeur absolue a tout réel positif e, si petit
soit-il, fixé & Pavance. D’une fagon plus précise :

La fonction f(x) tend vers la limite b lorsque x tend vers a, si a tout
réel positif arbitrairement petit < on peut faire correspondre un réel
positif « tel que la relation |x — a| < o entraine : |f(x) —b| <=,

Donc f(x)—b lorsque x—>a ou lim f(x) =5 si:
g
Ve>0, Jua>0 tel que |x—a| <a==>]|f(x) —b| <e
ExeMpPLE. ~— Montrer que y == \/ x -+ 3 tend vers 2 lorsque x tend wvers 1.

|y“‘"'2] =|\/x+3_2l=le+~3l.:-2<lx_;1|

|vV* + 3 — 2| < e est réalisée pour: |¥x — 1| < 2e ou x€]Jl — 2¢, 1 4 2¢[.
Ainsi pour obtenir : 1,99 < V% + 3 < 2,01 il suffit de prendre : 0,98 < x < 1,02,

20 On dit que la fonction f(x) tend vers la limite b, lorsque x tend
vers +  (ou vers — «), si a tout réel positif arbitrairement petit ¢,
on peut faire correspondre un réel positif A tel que la relation |x| > A
entraine : |f(x) —b| <=

Donc f(x) — b lorsque x—> o0 oulim f(x) =5b si:
oro

¥e>0, JA>0 telque |x|>A=>|f(x)—b|<e

EXEMPLE. — Montrer que y = xx _:_ 15 tend vers 2 + 0 lorsque x — - 00,

3 . , 3 , ,
T 1 Pour obtenir 0 < y — 2 < ¢, il suffit de prendre 0 < | < & C’est-a-dire

. 3
x4+ 1> g— ou simplement x > =

y—2=

73. Limite infinie d’une fonction. — 1° On dit que la fonction de
signe connu f(x) tend vers linfini, lorsque x tend vers a, si a tout réel
positif arbitrairement grand B, on peut faire correspondre un réel positif «
tel que |x — a| < « entraine :|f(x)| > B.

Par exemple f(x)— + o lorsque x-—a si:

VB>0,3a>0 tel qﬁe | #—a| < a==f(x) > B.

) 1
ExempLE. — La fonction y = ’\_/_ tend vers + oo lorsque x tend vers + 3 par valeurs
x ="

. S —_— 1
supérieures car pour obtenir y > B il suffit de prendre '\/ x—3 < B

soit : 0<x—3< -&5 Cest-d=dire 3 <x<<34 Blz'

29 On dit que la fonction de signe connu f(x) tend vers Uinfini lors-
que x tend vers - o (ou vers — <o), si @ tout réel positif arbitrairement
grand B, on peut faire correspondre un réel positif A tel que | x| > A

entraine :|f(x)| > B.
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Ainsi: f(x) — + o lorsque x¥— — oo si:
VB>0,JA>0 tel que » <—A=>f(x)>B.

ExempLE. — La fonction y = '\/ 2 — x tend vers -+ o0 lorsque x tend vers — oo car pour
obtenir ¥ > B il suffit de prendre 2 — x > B2 ce qui est réalisé pour x < — B2

Y
i

74. Opérations sur les limites. — La recherche des limites de fonctions
est facilitée par les théoremes suivants que nous admettrons en nous bornant & donner
les conclusions sous forme de tableaux.

75. Limite d’une somme. — Lorsque x tend vers x, ou vers -+ oo :

St f(x) tend vers : a a a 4 o0 — 00 + oo
et si g(x) tend vers : b + oo — 00 + oo — oo — 00
fx) + gx) tend vers : a+t+ b + oo — 0 + o — 00 ?

Dans le cas ot les fonctions f(«x) et g(x) tendent I'une vers + oo et I'autre vers — oo,
la limite n’est pas déterminée et nécessite un calcul direct. On dit que :

La somme  f(x) + g(x) se présente alors sous la forme indéterminée co — oo.

Ce cas mis 2 part et en étendant la notion de somme au cas ot 'un ou 'autre des termes
devient infini :

La limite d’une somme est la somme des limites de chacun des termes.
Ainsi:  lim [f(x) + g(x) + h(x)] = lim f{x) + lim g(x) + lim A(x)

lim [f(#) + C] = lim flx} + C
76. Limite d’un produit. — Nous supposons connu le signe de chacun des facteurs

f(») et g(x) et nous donnons seulement la valeur absolue de ces facteurs ou de leur produit
lorsque cette valeur absolue est infinie.

Lorsque x tend vers x, ou vers - o0 :

St f(x) tend vers : a a#0 00 0
et 8if g(x) tend vers ¢ b o0 fole) (%)
Jx.g(x) tend vers : ab ' o0 o - T ?

Nous voyons apparaitre la forme indéterminée 0 X oo. Ce cas mis & part on peut dire que :

La limite d’un produit est le produit des limites de chacun des facteurs.
Ainsi @ lim f(x).g(x). A(x) = lim f{x).lim g(x).lim A(x)

En désignant par A, B, C des constantes, on voit que :

lim [A f(x) + B g(») + C] = A lim f(x) 4+ B lim g(x) 4 C
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77. Limite d’un quotient. — En supposant connu le signe de chacun des termes
f(x) et g(x), nous ne donnons que leur valeur absolue ou celle de leur quotient lorsque
cette valeur absolue est infinie. Lorsque x tend vers x, ou vers £ oo :

Si f(x) tend vers : a 00 a#0 a 0 0o

et si g(x) tend vers : b# 0 b# 0 o* 00 0 oo
.ﬂ_x_) tend vers ¢ 2 o) o0 0 ? ?
g(x) b

Le symbole 0* indique que g(x) doit tendre vers 0 a droite ou vers 0 3 gauche, pour
que le quotient ait un signe déterminé. Le cas des formes indéterminées g et = mis 2 part
o0

on peut dire que :

La limite d’un quotient est le quotient des limites de chacun de ses

termes. . )
lim fx) - g(x) _ lim f(x) . lim g(x)
h(x) lim A(x) _
i . A A .1 1
En particulier : lim ) = i f) et lim == T

Lorsqu’un nombre positif tend vers + o0, son inverse tend vers O et lorsqu’un nombre positif
tend vers zéro, son inverse tend vers + oo,

78. Limite d’une puissance ou d’une racine. — Il résulte du-n® 76 que :

Si f(x) tend vers a, [f(x)]° tend vers a®.

Inversement, en supposant v/ fx) définie pour f(x) voisin de a :
Si f(x) tend vers a, v/ f(¥) tend vers v/ a.

Ces limites sont nulles pour e = 0, infinies lorsque a est infini.
79. Résumé. — Il résulte des théorémes précédents que :

Lorsque x tend vers x,, toute fonction algébrique de x admet pour limite
sa valeur pour x = x, si toutefois elle ne se présente pas sous l'une des

formes indéterminées : ©° — ;0 X 00; -g- ou z.
Ainsi lorsque x — + 3 : F(x) = (= — 1§x+—-\3/x3 —2 — 16 +3\/25 = 7.

La recherche de la limite de la fonction F(x), lorsque x tend vers x,, ne pose donc
de probléeme que lorsque F(x) se présente sous une forme indéterminée ou non définie
pour x = x,. Pour trouver cette limite, on cherchera a écrire F(x) sous une forme équi-

valente telle que A(x) . B(x) . C(x) ou Az).

_C(x%(i) dans laquelle on sait déterminer les
limites des facteurs A(x), B(x) et C(x) lorsque x tend vers x,.
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80. Applications. — 1° Le polynéme : F(x) = ap@*" 4 a¥" 1 ... + @1 % + a, se
présente souvent sous la forme oo — oo lorsque x tend vers + oo.

Or: F(x) = a, 2" (1+ i S + e +

ayx 4, xa

a, x")

Lorsque x devient infini, ’expression entre parenth¢ses tend vers -+ 1. Donc :

Un polynéme en x devient infini, avec le signe de son terme de plus
haut degré, lorsque x tend vers + c ou vers — oo, -

On peut méme ajouter que le rapport -2‘%2 tend vers 1 lorsque ¥ — 4 oo.
0
Ax) aax"+ a a4 ...+ a,

20 La fraction rationnelle : F(x) = B(®) ~ boa? F 5, T T .. 75 se présente
o 1 see ”

(o o] . . . .
sous la forme — lorsque x devient infini. Pour x 5= 0, on peut écrire :
oo

4
F(x) = aox 1+aox+a0x2+ +a0x”
b b
bo 1+ 1+bo:2+ +box”

La seconde fraction du second membre tend vers + 1 lorsque & devient infini. Donc

La limite d’une fraction rationnelle, lorsque = devient infini, est celle
du quotient des termes de plus haut degré de son numérateur et de son

dénominateur.

On voit que la limite est infinie avec le signe de 2 5 9 x"~? pour n > p, égale PR e ? pour
0

n = p, nulle pour n < p. ~
- 30 Si x, annule A(x) et B(x), la fraction rationnelle F(x) = ‘3§ ; se présente pour

x = x4 sous la forme mdéterrmnée - On peut a]ors I’écrire (n° 47) :

A (x— ) C()
FW“B@“@—%D&

et elle est, pour » + x,, équivalente 2 € () qui admet, en général la limite € (o) lors-
‘ D(x) D(x,)

que x — X :

Si pour x = x, une fraction rationnelle F (x) se présente sous la forme ?—),

elle admet, lorsque » tend vers x,, la méme limite que la fraction F;(x) obte-
nue apres simplification par x — x,.

. . .. _x+x—6
EXEMPLE. — ‘Trouver.pour x = 2 la limite de F(x) = o gy
Pour x = 2, la fonction F(x) prend la forme g Pour x # 2, on peut écrire :
(x 2) (x + 3) 'x+3 _ x+3_2+3_
Fx) = —2@@—1) ==-—1 hm F(x) l-ax -1 2-1" 5

Pour » = 2, la fonction F(x) admet 5 pour vraie valeur.
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FONCTIONS CONTINUES

81. Continuité en un point. — Une fonction f(x), définie sur un seg-
ment [a, 0], est dite continue au point x, de ce segment si elle admet pour
limite f(x,) lorsque x tend vers x,.

La fonction f{x) est donc continue en x; si (n° 72) :
Fe> 0, ]oz tel que |x— x| < a=>|f(x)—f(x) | <e.

Une fonction peut étre discontinue pour x¥ = #, soit parce qu’elle n’est pas définie au
point x,, soit parce que l'une au moins des limites f(x, — 0) ou f(x, + 0) est différente

de f(x,).

ExeMPLES. — 1¢ La fonction f (x) = est discontinue au point @ car elle n’est pas définie

en ce point et d’autre part : f(a —0) - — o0 et f(a 4 0) — + oo,
iy est discontinue pour x = 0, car f(0) n’est pas défini et elle

22
vV

- admet pour limite 4 1 ou — 1 suivant que x tend vers 0 2 droite ou & gauche.

20 La fonction f (x) =

30 La fonction y = 3 x — 5 est continue pour x = 2 car :
x=2=>y=1 et x>2=—>y>1
4% La fonction y = 2x? — 7 x + 3 est continue pour x = — 1 car:

g=—1=>9y=12 et x-—>— 1=y — 12

Pour qu’une fonction f(x) soit continue au point x, il faut et il
suffit que 'accroissement Ay = f(x) — f(x,) tende vers 0 en méme temps que
Ax =X — xoo

Ce n’est qu’une autre fagon d’énoncer la définition ci-dessus. On dit également que
Ax et Ay sont des infiniment petits simultanés.

82. Continuité sur un intervalle. — Une fonction f(x) définie sur un
intervalle donné, est continue sur cet intervalle si elle est continue en
chaque point de cet intervalle.

D’aprés le n° 79 il en est ainsi de toute fonction algébrique de x dans tout intervalle ol
cette fonction est définie. On déduit, des théorémes sur les limites (ns 75 3 78), les théo-
rémes généraux suivants permettant de former de nouvelles fonctions continues & partir
de fonctions f(x) et g(x) supposées continues sur un segment donné [a, b].

1o La somme f(x) 1 g(x) de deux fonctions continues sur [a, b] est une
fonction continue sur [a, b].

2° Le produit f(x).g(x) de deux fonctlons continues sur [a, b] est une
fonction continue sur [a, b].

f(=)

3° Le quotient 2(%) de deux fonctions continues sur [a, b] est une fonc-

tion continue sur [a, b] si g(x) conserve un signe donné sur ce segment.
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40 Si f(x) est une fonction continue sur [a, b], il en est de méme de
toute puissance d’exposant entier positif [f(x)]* de cette fonction ainsi

VY .
que de toute racine \/f(x) si toutefois cette racine est définie sur [a, b].

Ainsi les fonctions suivantes sont continues sur leur domaine de définition :
y=ax+b

y=uax?+ bx+ ¢ sur ]— oo; + oo

1

X

sur ]— oo; + oo

y= sur ]— o0, O[ et ]0, 4 oof

EXERCICES

— Etudier les variations des fonctions suivantes :

133. y =22 —3. 134. y = —3x+ 2 135, y = —x— 5.

137.y = 2. 138 y=2""%

136, y = x2 — 4.

10, + 1], [+ 1, ool.
]0’ + 2]’ [+ 2> + m[.

139. y =x* — 3« sur les intervalles :

140. y = x* — 8 x%* 4 16 —

2
141. =x+a; - 10, a[ et Ja, + oof.

Retrouver d’aprés cette étude le théoréme relatif au minimum de la somme de deux nombres

positifs dont le produit est constant,
2
. a . .
142, Montrer que la fonction:y =x — = est croissante dans les intervalles] — 00, 0[ et ]0, - oo[.

~— Déterminer la limite des expressions suivantes : 7
1 x3 + 27

43 5= lorsque = —1). w4 T2 (= — 3).
145, L3S (52, ue, ST (= 1).
) g, JL 2o (x> a).
148. x%zj 1t az 31x 2 @b 150. 2x3 it: = 6 3 f—ti— 2 (=2
151, x—~1x:\:;x+l (x —3). 152 vxzﬁj:‘\‘/uﬁ (x—4).

poc
rd . x - . - - 3
153. 1° Démontrer que la fonctiony = \—/ac— — x est une fonction impaire. ‘Trouver ses limites

f(+ 0) et f(— 0) lorsque x — 0 par valeurs supérieures ou par valeurs inférieures.

20 Etudier les variations et construire le graphe de cette fonction.
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154. 1° Démontrer que y = -;- (x + 1] + |» — 1]) s’écrit :

y=‘;‘(\/x”+2x+1+\/x’—-2x+l)

et est une fonction paire. En donner une expression simple dans chacun des intervalles limités par
—1et 1.

20 Etablir le tableau des variations de y et construire son graphe dans un reptre orthonormé,
Symétrie de ce graphe.

155. 10 On désigne par E (x) le plus grand nombre entier relatif inférieur ou égal & x (caracté-
ristiqgue de x). Construire le graphe de y = E (x).

20 Montrer que la fonction 2 = x — E (x) (mantisse de x) est une fonction périodique. Construire
son graphe.

1 PR
156. Soit 7 (x) le plus grand nombre entier relatif inférieur ou égal a 3 (x + 1) On considére la

fonction y = (— 1)"® [x — 27 (x)].
19 Montrer que ¥y est une fonction périodique de période 4. Si n désigne un entier algébrique
quelconque, donner une expression simple de y sur chacun des segments [4 n — 1, 4 n + 1] et

4n+ 1,42+ 3].
20 Etablir le tableau de variation et construire en orthonormées le graphe de la fonction y. Quels
sont les éléments de symétrie de ce graphe ? Comparer f (— %), f(2 — %), f (2 + x) 4 f (x) = y.

— Etudier pour quelles valeurs de ¥ € R les fonctions suivantes sont définies :

157, y = Ve — 24+ V2 —= 158 y =Vl — 1 + V/T—2 + Vax + 1
1.59.y=\/x—“-—1—+#T+‘\/1_— A 160y = V2P —x—3
161. y = Vx? — 4x + 3 + V4 — &2 162.y='\/(xT1-)_3+x11-

163. 1° Démontrer que la somme de deux ou plusieurs fonctions croissantes sur le segment
[a; b] est une fonction croissante sur le méme segment.

2° Démontrer que la somme de deux ou plusieurs fonctions décroissantes sur 'intervalle Ja; 4]
est une fonction décroissante sur le méme intervalle.

3° Application aux fonctions suivantes :
1 1
y=x—=; y=—3x+1+; y =% — -

x
1 1 1 1 | 1 1
y=x—g—3 YTiti—iti—2 YTRTRFi TR T a1

164. 1° Démontrer que le produit de deux fonctions positives croissantes (ou négatives décrois-
santes) est une fonction croissante et que le produit de deux fonctions positives décroissantes (ou

négatives croissantes) est une fonction décroissante.
' cos ¥

2° Application aux fonctions : y = x4/« sur Dintervalle [0; + oo[; ¥y = sur

Pintervalle ]O; g], y = x\/ x — 2 surlintervalle [2; + od[.

165. Connaissant le sens de variation de la fonction y = x — 2 en déduire celui des fonction
suivantes :

— 1 . - . — 1 . o —_— 2, __..____l .

— Réduire les fonctions suivantes et étudier leur variation :

166. y = Va2 + 4 + 4/% —V/x? + 4 — 44/}
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167. y =V + 9+ 6]x] — Va® + 9 — 6 x|
168, y = /{x — 22 + Va2 + V({x + 208

169, mE\/(x T+ 1 VE =1 — 1.

—. Etudier les fonctions suivantes pour ¥ = 0, puis lorsque x tend vers zéro, par valeurs positives
ou négatives et déterminer leur continuité pour x = 0.

10. y = vV y=a+ 4+ ;y=x+\'/x_';§'

2 3
1713’"‘“7%— ; y=XF ;y=x-v’%§-
_\/x"‘-’f . ='\/.9—c-2—x . =x2+'\/ﬁ.
172. y = x » Y vV + x > Y — /%2




5¢ Lecon

COORDONNEES ET GRAPHES

83. Coordonnées cartésiennes. — Rappelons qu’un repére cartésien ¥Oy se compose
o . % T
(fig. 16) de deux axes Ox et Oy de méme origine O et de vecteurs unitaires respectifs ¢ et J.

Tout vecteur OM se décompose suivant Ox et Oy et :
E)T/I) = 615 —+ O__>Q = x?—l— y]?.

. - .'—> - ’ .
Les nombres relatifs x et y, composantes scalaires de OM, sont respectivement I’ abscissex
et 'ordonnée y du point M. La position du point M dans le plan Oy est déterminée par

Pensemble de ses deux coordonnées x et y : On dit le point M (x, y).

. . ;% A .
Le repere cartésien xOy est dit normé si 7 et j ont le méme module, rectangulaire si ietj
. . . , T A .
sont perpendiculaires. Enfin il est orthonormé si ¢ et j ont méme module et sont perpendicu-
laires. .

Dans ce dernier cas : OM2 = OP?2 + 0Q2 — oM2 = x? -+ y?

Fig. 17.

84. Composantes scalaires d’'un vecteur. — Le vecteur AB qui joint le point
A (#,,,) au point B (x,, y,) a pour composantes scalaires (fig. 17) :

X=x3—x e Y=y,—5
— » >
et: v AB = (x, — %) 7 + (¥2 — 31) J-
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Si le repére est orthonormé : AB? = (x; — %,)2 + (¥ — y1)*
Dans tout repére, le milieu I de AB a pour coordonnées (fig. 17).

1 1
¥ =3 (% + Xy) et Yy = 3 (yl + ¥2)-

Plus généralement un point C de la droite AB divise le vecteur AB dans le
rapport relatif & si sa projection C’ sur Ox divise dans le rapport & la projéction A'B’ de AB.

En particulier la division (ABCD) est harmonique en méme temps que sa projection
(A’B'C'D’) sur Ox, ce qui conduit 2 la relation entre les abscisses @, b, ¢, d des points

A BC D: _
(@ +b) (c +d) =2 (ab + cd).

= st . .
— Deux vecteurs V (X, Y) et V' (X, Y’) sont paralltles si et seulement si leurs com-
posantes scalaires sont proportionnelles :
X Y

VIV <= T=3 <> |[XY—-¥X'=0]

Dans un repére orthonormé, ces vecteurs sont perpendiculaires si leur produit scalaire
-5

V.V = XX’ 4+ YY' est nul (Géométrie : 6° legon).

VIV = V.V=0 =— [XX4+YY=0]

85. Points symétriques. — 1° Dans un repére rectangulaire les points M (e, B) et
N (¢, — B) sont symétriques par rapport 3 Ox. Les points M («, 8) et P (— «, B)
sont symétriques par rapport 2 Oy (fig. 18). _

gL | | f o |A
gt B N
0 L | |
o T :
i : i ! .
) oN - -0 o « Olm-aa m mAL
Fig. 18. | - Fig. 19.

Plus généralement (fig. 19) les points M (m - o, B) et M’ (m — o, B) sont symétriques
par rapport 4 la droite A perpendiculaire 3 Ox au point H d’abscisse m.

20 Dans tout repére les points M (o, ) et M’ (— a«, — B) sont symétriques par rapport
a O car (fig. 20) :

—_ x> 53 x =
OM' = — ai — Bj = — (xz + Bj) = — OM
. “, - % , 2420
30 Dans un repére normé les vecteurs unitaires 7 et § s’échangent dans la symétrie d’axe

Ou, premiére bissectrice du repere (fig. 21). Il en est de méme des vecteurs OM = oz + [5;
et ON = oc?—l— (3? et par suite des points M («, ) et N (B, «).
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. P > > fos .
Les vecteurs £ et j ont pour homologues — j et — ¢ dans la symétrie d’axe Ov deuxieme

bissectrice. Il en résulte que les vecteurs OM = w + 67 et OP = — oJ — B;
s’échangent dans cette symétrie et qu'il en est de méme des points M (a, 8) et P (— B, — «)

Fig. 20, Fig. 21.

86. Graphe d’une fonction. — Soit y = f(x) une fonction définie sur le segment
[a, d]. Le plan étant rapporté 3 un repére cartésien 0y construisons pour toute valeur de »

de [a, d], le point M de coordonnées x et y = f(x).

'L’ensemble des points M[x, y = f(x)] est le graphe de la fonction :
y = f(«) sur [a, d]. |

Nous admettrons la propriété suivante :

, Toute fonction f(x), continue sur le segment [a, d], est représentée
graphiquement par un arc de courbe continu d’extrémités A [a, f(a)] et

D [4, f(d)] (fig. 22).

Cette propriété est 2 I'origine de la dénomination « fonction continue ». Toute discon-
' v tinuité de f (x) se traduit par une interrup-
tion dans le graphe de la fonction y = f ().

Les arcs AB et CD correspondent a des
segments [a, b] et [c, d] sur lesquels la fonc-
tion est croissante tandis que l'arc BC
correspond 2 un segment [b, ¢] sur lequel
la fonction est décroissante.

Le point B correspond au maximum f(b)
et le point C au minimum f(c).

Le graphe de toute fonction impaire
admet le point O pour centre de symétrie
car les points M [, f(x)] et M'[— x,— f(x)]

TR

sont symétriques par rapport 4 O (fig. 23).
En coordonnées rectangulaires, le graphe de toute fonction paire admet Oy pour
axe de symétrie (fig. 24) car les points M[x, f(x)] et M'[— x, f(x)] sont symétriques
par rapport 4 Oy. _
Enfin dans tout repére, le graphe d’une fonction périodique, de période p se compose
d’une infinité d’arcs égaux (fig. 25), chacun d’eux se déduisant du précédent dans la trans-

lation de vecteur V (9, 0).
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Plus généralement, I'ensemble des points du plan dont les coordonnées x et y
vérifient une relation F(x,y) = 0 est le plus souvent une courbe (C), appelée courbe repré-
sentative ou graphe de la relation F(x, y) = 0. Réciproquement la relation F(x, y) = 0 qui
caractérise les points d’une courbe donnée (C) est I'équation de la courbe (C).

M_ 1 M -\ -
\ /L / mawid
: . P

-x\ O x ;’

I'

Fig. 23. Fig. 24. Fig. 25.

87. Lieu d’un point variable. — Supposons que les coordonnées d’un point variable M
soient des fonctions d’un méme paramétre m, par exemple :

x=f(m) ; y=g(m).

Lorsque m varie, le point M décrit une courbe (C). Pour obtenir son équation, il suffit
d’éliminer m entre les deux relations : x = f (m) et y = g (m).

ExeMPLE. — Trouver, lorsque m varie, le lieu du point M de coordonnées :

m+4 _m——l.
m+ 1 ¥ T m 1 -
3 2 L -
x—1+m+1ety—l~—-m+1==>~2x+3y—5.

Cette relation étant vérifiée quel que soit m, le point M se déplace donc sur la droite d’équation :
2x 4 3y —5 = 0. Comme 4 chaque valeur de x correspond inversement une valeur unique

» on voit que le point M décrit la droite en entier lorsque m varie de — o0 & 4 oo,

m=x__1

88. Affinité d’axe Ox et de direction Oy. — Supposons tracée dans un repere quel-
conque ¥Oy la courbe y = f(x) et @ désignant un nombre relatif donné, proposons-nous
d’en déduire la courbe y = af (x) (fig. 26). :

m\}

Fig. 26. Fig. 27.

Les points M [x, f(x)] et M’ [x, af (x)] sont situés sur une paralltle 2 Oy et
PM' = 4 .PM. Le point M’ de la courbe y = af (x) se déduit ainsi facilement du point
M ayant méme abscisse sur la courbe y = f (x).
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Cette transformation géométrique est 'affinité d’axe Ox, de direction Oy et de rapport a.
Lorsque le repere x0y est rectangulaire on obtient I'qffinité orthogonale d’axe Ox. Cette
derniere se réduit a la symétrie d’axe Ox pour a = — 1.

— Lorsque a est positif les courbes y = f (x) et y = af (x) ont méme allure et la courbe
y = af (x) est d’autant plus éloignée de ’axe Ox que a est grand en valeur absolue.

89. Intersection de deux graphes. — Les coordonnées des points communs
a deux courbes tracées dans un méme repére sont les solutions du systéme
formé par les équations de ces deux courbes.

En effet, toute solution de ce systéme correspond 3 un point commun, et récipro-
quement les coordonnées de tout point commun vérifient les deux équations et constituent
une solution du systéme. On peut ainsi résoudre graphiquement le systéme en mesurant
les coordonnées des points communs aux deux courbes, ou calculer ces coordonnées en
résolvant algébriquement le systeme.

Ainsi (fig. 27) les droites (D) :x — 2y -+ 4 =0 et (D'):3x 4+ 2y — 12 =0, se coupent au
point M (2; 3) et x = 2, ¥y = 3 constitue la solution du systeme formé par les équations de D etde D',

Notons que I'équation E (x) qui résulte de 1’élimination de y entre les équations des
deux courbes est 'éguation aux abscisses des points d’intersection.

90. Translation d’un repére cartésien. — Supposons le plan rapporté au repere

cartésien xOy de vecteurs unitaires 7 et7 (ﬁg 28). Soit e (%, ¥) un point donné et XoY le
repére cartésien qui se dédult de ¥Oy dans la

translation de vecteur Ow. Soit M (%, ) un
point quelconque du plan et soient X et Y ses
coordonnées par rapport au nouveau repere XoY.
Donc :

oM = X7 + YJ.

Il en résulte que X et Y sont les compo-

santes du vecteur oM dans le repere x0y.
Donc (n° 84) :

X=x—% Y=y—uy (1)

ou encore : » x = x5+ X y=9y+Y (2)

Ce sont les formules du changement de repére :

L’ancienne abscisse est égale a ’abscisse de la nouvelle origine aug-
mentée de la nouvelle abscisse.

Pour les ordonnées on obtient la régle analogue.

Si y = f () est 'ancienne équation d’une courbe (C) on obtient :

Yo+ Y =[x, + X) <= Y=F(X)



COORDONNEES ET GRAPHES 63

C’est I’équation de la courbe (C) dans le nouveau repére. Si ce dernier a été choisi
de fagon que cette nouvelle équation soit particulierement simple, on dit que Y = F (X)
est I’équation réduite de la courbe (C).

91. Changement de vecteurs umtau‘es — Dans le repere cartésien xOy (ﬁg 16)

remplacons les vecteurs unitaires et ] par les vecteurs T et ] tels que : I=aiet ] =8 ]
Dans le nouveau repére ainsi défini, on obtient :

OM=xT+Y7J

soit : m=x?+y?=aX?+ﬂYf
x=aX et ysz <> X=§ et Y:‘::JE'.

LA FONCTION y = ax + b ET LA DROITE | (Rappel)

92. Variation de y = ax + b. — La fonction y = ax - b est définie et continue quel

: Ay . . , .
que soit x. Or Ap — @ cette fonction est croissante pour a > 0, décroissante pour a < 0.

H ) b . - . A

D’autre part, y s’annule pour x = — et devient infini en méme temps que x.
1¢T cas : a positif 2¢ cas : a négatif
b : b

X | — o0 — -+ oo X | — o0 — + oo

Ay E | Ay 5
Ax + | + Ax o | o

y | — o0 A 0 A -+ oo y |+ oo N 0 N — e

93. Représentation graphique. — La fonction y — ax + b est repré-

sentée graphiquement par une droite A de coefficient directeur a et
d’ordonnée a l'origine b.

Soient M, (xg, ¥y = a%y + b) un point fixe et M (x, y = ax + b) un point variable
du graphe de la fonction y = ax + b (fig. 29). La relation :

X — X —_—
YYo= a(x— 1) e— T 0 V=20

montre que le vecteur MM est paralléle au vecteur fixe 08 (1, a). Le lieu du point M
est donc la droite A, issue de M, et parallele 2 OS. Cette droite coupe Ox au point A

(—- g, O) et Oy au point B(0, b).

J’yol___}_’

La direction de A dépend de a = prymmpe

appelé coqﬁiczent directeur de A,
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Dans tout repére les droites y = ax + b et y = a'x + b’ sont paralléles
si a = a'. Dans un repére orthonormé, elles sont rectangulaires si aa’ =—1.

—_— —
Les vecteurs OS (1, a) et OS’ (1, a’) sont en effet confondus dans le seul cas ot @ = a'.

Dans un repére orthonormé, ils sont perpendiculaires, si leur produit scalaire 1 + a4’ = 0.

a=2a <> AjlA" | et | aa’ = —1 < A LA

Fig. 29. Fig. 30.

94, Théoréme. — L’équation ax + by + ¢ = 0 est représentée graphi-
quement par une droite.

C’ést la droite y = — % x-— IE) pour b £ 0, la droite x = — 3 pour b = 0.
La droite ax + by + ¢ = 0 (fig. 30) coupe Ox au point A (— 2, 0). Elle

.coupe Oy au point B (O? - E)

95. Droite passant par M, (x,, ;) et paralléle au vecteur v (@, b). — On écrit que
les vecteurs MyM et V sont paralléles (fig. 30) :

X — X —
%0 T s p(w—)) —aly —30) = 0. (1
En particulier la droite de coefficient directeur m passant par M, a pour équation :
X — X —
1 07t mJ’o > | y— Yo = m(x — %) (2)

96. Droite définie par deux points M, (x,, ¥,) et M; (%1, y;). — Dans le plan rap-
porté au repére cartésien ¥Oy (fig. 31) considérons les points M, (%, o) et My (%5, 31)-
L’équation de la droite MM, est de la forme y = ax + b. Les relations y; = ax; + b et
yo = axy + b donnent par différence :

Y1 — Yo — a(® — %)

soit : a._—_y.;y(.) ou a=é_-_y.
Xy — X Ax
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Le coefficient directeur de la droite MM, est égal au rapport des accrois-

sements y z - i’ ¢ quand on passe de M, et M.
17 %0

10 Si y; = y,, Ay = 0, la droite M,M, est parallé¢le 2 Ox et son coefficient directeur est

nul.
20 Si x; = %y, Ax = 0, la droite MyM, est paralléle 3 Oy et son coefﬁc1ent directeur est

 infini.
On obtient I’équation de la droite My M; en remarquant que :

MM | MM, <= *=%..Y—"J
X1 — % J1— o

soit : Jo—) 2+ (% — %)) ¥ + xoy1 — %19, =0

Fig. 31. Fig. 32.

En partlcuher la dr01te qui coupe Ox au pomt A (a, 0) et Oy au point B (0, b) a
pour equatlon

+Z=1 (3)

QIR
>v\e

97. Sighe de Pexpression A (éc, y) = ax + by +¢. — Soit M (x, ) un point
quelconque du plan (fig. 32) et M, (%, y,) le point de méme abscisse x sur la droite
ax +by+c=0.Ona:ax+ c=—by, eton peut écrire : A(x, y) = b(y — o).

L’expression A (x, y) est donc du signe :

de b ou du signe opposé. suivant que y est @ AY 1z (3)
supérieur ou inférieur a yg4 c’est-a-dire sui- - , ' =
vant que M est situé au-dessus ou au-dessous
de la droite A (¥, y) =0.

La droite ax + by + ¢ = 0 partage
le plan en deux régions et l’expres-
sion A(x,y) = ax + by + ¢ est positive
dans l'une de ces régions, négative
dans Uautre.

Pour dlstlnguer ces deux régions il sufﬁt
de chercher le signe de A (x, y) en un point
particulier. Si ¢ £ 0, on voit que A (x, y) est du
signe de ¢ dans la région contenant I'origine.
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98. Inéquations du premier degré a deux inconnues. — Les trois droites :
Ayix+y+1=0; Ap:ix—2y+1=0 e Ag:22—y—1=0
partagent le plan en sept régions numérotées de (1) a (7) (fig. 33).

1o L’inéquation 2x —y — 1> 0, par exemple, est vérifiée par les coordonnées de
tout point du demi-plan formé par les régions (2), (3) et (7).

20 Le systtme d’inéquations simultanées :
x+y+1<0; x—2y4+1>0; 2x—y—1<V
est vérifié en tout point de la région (6).

30 L’inéquation: (x +y 4+ 1) (x —2y + 1) (2x —y — 1) < 0 est vérifiée en chacun
des points des régions (2), (4) et (6).

EXERCICES

173. On considére en orthonormées les points M (x, ¥), A (— %; 0), B (-‘25; 0) et on méne MH

perpendiculaire en H a AB.
19 Calculer MAZ? et M B2 et démontrer les relations :

MA? + MB? = 2 MO? + -12- AB? et MA? — MB® = 2 AB.OH,
20 E étant un nombre donné, trouver I’équation et la nature des lieux des points M tels que :
MA? 4 MB? = k et MA? — MB? = k.
174. 1°Soit, dans un repére orthonormé, le point A (@, — 1). Trouver ’équation du lieu du point
M (x, ¥) tel que ’'angle AOM soit droit en utilisant la relation : AM? = OA? + OM?2. Réciproque.

2° On considere les points A (a, b — 1) et B (— a, b + 1). Trouver ’équation de la médiatrice
de AB en utilisant la relation : MA? = MB?2. Réciproque.

175. On considere les points A (xy, ;) et B (x,, yz). Trouver les coordonnées du point M (x,y) de
la droite AB tel que : MA + k MB = 0 (k, nombre donné).

En déduire ’équation de la droite AB sous la forme : z — il == Zz — 3;1 et en donner l'inter-
— % g~ ¥

prétation géométrique. :
— Construire par points les courbes suivantes :

176, y = x® — 3« pour — 2 < » << 5.
177. y = 2x — x? : : pour — 3 << x < 5.
x* — 3x 3 '
l78.y--—';—-—2° pour-—igxg_lo.
5 ‘
l79.y=m:—1 pour — § << & < 5.
— Résoudre graphiquement les systémes d’équations suivants et vérifier par le calcul :
3x—2y=28 2x+5y=1
180. ) 5, 1 3% = 2. 18 ) 53y =24

x+3y 183.{ ®— 3y 27

182. §4x-—-—5y=18. T4+ 2y =—22,
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184. On construit dans un repére orthonormé le point M ayant pour coordonnées :

4(1——z2) . _ 8t
T 1 @ YETE s

10 Calculer OM et en déduire le lieu de M lorsque t varie.

20 Soit Alepoint (x =4,y =0)etlle rmheu de AM. Calculer le coefficient directeur de OI et
donner I’interprétation trigonométrique. -

— Résoudre graphiquement dans le plan rapporté au repére cartésien xOy les systémes d’inéqua-
tions suivants :
x—y+4>0 4x —7y+ 41 >0
185.{ x +2y+1>0 186.{6x+13y—9>0
2x +y—7<0 524+ 3y—31<0

187. x +2) (x +y—3) (x —y—1) >0 188, (»* + y*—25) (»* —16) (* — 9) < 0.

— Dans un repére orthonormé, former P’équation de la droite D telle que :

189. La droite D est définie par A (—— g—; 1_) et B (4 3; + 4).

190. La droite D est issue de A (4 1; — 1). et est parallele 4 la droite 2x + 3y —5 = 0.
191. La droite D passe par A (+ 2; + 3) et est perbendiculaire a la droite x + 2y —4 = 0.
192. La droite D est médiatrice du segment joigne{nt A(+5—2)etB(—1, 4+ 1)

193. On considére la famille de droites D dépendant du paramétre m :
x—y—14+m@x+y—3)=0.

1° Montrer que D passe par un point fixe A que 'on déterminera.

20 Déterminer m pour que la droite D passe par B (+ 3, + 4).

30 Trouver la relation entre m' et m” pour que (repére orthonormé) les droites D correspondant a
m = m’' et m = m" soient rectangulaires.

194. 1° Montrer que toute droite passant par le point A commun aux droites :
D,:2x—y—5=0 et Dy:x—y-+7=0
a pour équation : Qx —y—75) +m(x—y +7)=0. D).
20 Déterminer la droite D issue de A et passant par B (4 1; + 1) et la droite D issue de A perpen-
diculaire & la droite 2y — 5 x + 11 = O (repére orthonormé).
30 Trouver la relation entre m’ et m” pour que les droites D correspondantes forment un faisceau
harmonique avec D; et D,.

195. On considére les expressions D =2x—3y + 6 et D' =x 42y —11

19 Montrer que les quatre droites : D = 0, D’ =0, D +mD’ = 0, D — mD'’ = 0 sont concou-
rantes et déterminer leur point commun S.

20 Ces quatre droites coupent respectivement Ox en A, B, M et P. Montrer que la division
(ABMP) est harmonique. Conséquence pour le faisceau S (ABMP)?

39 Déterminer m pour que les deux droites D'+ mD’ = 0 et D — mD’ = 0 soient rectangulaires.
Que représentent alors ces droites pour 'angle ASB?

196. Déterminer m pour que les trois droites suivantes soient concourantes et déterminer leur
point commun :

(m~1)x+y=1_; x4+ (m—2)y=2; 2x—y = 3.

197. Méme question pour les droites : ,
4x—3y=235; Jx+4y=—1; mx—(m+1)y=2m- 1.



68 "ALGEBRE ET NOTIONS D’ANALYSE-

198. 10 Déterminer dans un repére orthonormé I’équation de la droite passant par les points
A (4 6, 4+ 2) et B (4 2, — 2), puis I’équation de la médiatrice de AB. '

20 Soit le point C (— 2, 4 6). Montrer que le triangle CAB est isocéle.

3 Etablir ’équation de la droite Cz paralléle 4 AB. Montrer que les intersections de Cz, AB, AC
et BC avec x'x forment une d1v1smn harmomque

199. On considére en orthonormées les trois points : A (— 6,0), B(6,0)et C(3,9).

10 Etablir les équations des cotés du triangle ABC, puis celles de ses médiatrices. Calculer les
coordonnées du centre o du cercle ABC et le rayon de ce cercle.

20 Déterminer les équations des hauteurs du triangle ABC, celles de ses médianes, puis les coor-
données de ’orthocentre H et du centre de gravité G. :
3° Montrer que OC = 3 0G, que HG passe par o et que-JI-_I = 3 wG.

200. Soient en orthonormées deux points A (x-l, ;) et B (x,, ;) tels que ’angle saillant orienté AOB
soit de méme sens que I’angle xOy. ,

19 Montrer que I’aire du triangle OAB est égale, quel que soit le cas de figure, & 3 (%1 g — %4 ¥1).

20 En déduire la distance OH de O i la droite AB.
Application numérique : %; = 10; y; = 5; ¥, = 6 et y; = 8.
201. Soient Oxy, un repére orthonormé, A un point de coordonnées x = a,y = b(a> 0,5 > 0,),

P un point de coordonnées x = p,y = 0 (— O < p<< + 00). On appelle Q le point de l axe Oy situé
sur la droite AQ, perpendiculaire en A a AP. :

10 Ecrire les équations. des droites OA, AP, AQ.

2° Montrer que le quadrilatére OPAQ est inscriptible; lieu du centre du cercle circonscrit & ce
quadrilatére quand le point P varie, A restant fixe.

3¢ Calculer, en fonction de aq, b et de P, les coordonnées du pomt Q;en dedulre l’équatlon de la
droite PQ et 'expression de PQ? en fonction des mémes paramétres. ‘
49 On pose maintenant @ = 2, b = 1; déterminer p de manié¢re que I’on ait PQ = \/ 5. Préciser,

sur une figure, les positions correspondantes de P et de Q. Montrer a I’'aide de considérations geome-
triques que, pour la valeur de p ainsi trouvée, la‘longueur PQ atteint son minimum.
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DERIVEES

99. Dérivée en un point. — Considérons une fonction y = f(x) définie et continue
sur le segment [a, b] et soit x, une valeur donnée de ce segment. Lorsque, sur ce segment,
x varie de %yax, = x, + &, le rapport des accroissements correspondants Ay et Ax, s’écrit :

Ay =f(x1) — f(xo) =f(xo + k) — f(%),
Ax h

X — Xo

Faisons tendre », vers x, (ou & vers 0). La fonction f (x) étant continue pour x = x,,

A . . :
le rapport 7&% se présente sous la forme 1ndéternunée-g(n° 80,39°).

Si ce rapport admet une limite finie m, on dit que la fonction f(x) est dérivable au
point x, et que sa dérivée en x, est m:

On appelle dérivée de la fonction y = f(x) au point x,, la limite, lors-

qu’elle existe, du rapport Zz _ f#n) — fixo) lorsque %, — %,
X ¥y — ¥

On symbolise cette dérivée par y,’ ou f'(x,). Donc :

f(x0) = limw (1) ou | fi(x) = l;:f‘l,

X1 >To

f(%o + hz — f(%o) )

Cette limite s’obtient aisément lorsque le rapport (1) se simplifie par x; — %, ou le rap-
port (2) par 4. Il suffit alors de remplacer x; par &, ou % par 0 dans I'expression obtenue.

100. Exemples. 1° Dérivée de y = x® pour xy = 1.

Ay 8 —af a3 —1 9 |
- = = = x x4+ 1.
Ax X1 — X x1—1 1+ 1+

On obtient :
Lorsque x; —» 1, on obtient : f’' (1) = lim (o + %, + 1) = 3.
20 Dérivée de y = %pour xy = 2.

3
Posons %, = x5 + k2 == 2 4 h. On obtient : y, = %et Y = A

o o Ae__ 3 _3_ =3k _ Ay 3
Doqu—xl—-xob—h»Ay_m_§”2(2+h)' Ax 2(2+h)'

: . ] y 3
Lorsque # — 0, on obtient yj = lim A= T 7
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101. Signification géométrique. — Soit (C) le graphe de la fonction y = f(x).
Désignons (fig. 34) par M, le point fixe de coordonnées x, et y, = f(%,) et par M, le point
de coordonnées x, et y; = f(»,). Le rapport

y (c) 2':_ / (x;) — fx) est le coefficient directeur de
1
M, \ la sécante MOM1 (n° 96).

!

Lorsque x, tend vers x,, le point variable M;,
se deplag:ant sur la courbe (C), vient se confondre
avec le point fixe M. Si la droite MyM, tend vers
une position limite M T, cette droite M,T est, par
définition, la tangente en M a la courbe (C). Son
coefflicient directeur est la limite, lorsque x, tend

of % o flz) —fsa) o

vers %, du coefficient directeur

Fig- 34. ’ . y 7 11
sécante MyM,;. C’est donc la dérivée de la fonc-

tion f(x) au point x,.

A A3

La dérivée de la fonction y = f(x) au point x, est le coefficient directeur
de la tangente a la courbe y = f(x) au point M, d’abscisse x,.

Il en résulte que 'existence de la dérivée au point x, entraine celle de la tangente au
point M, et détermine sa position.

102. Remarques. — 1° Pour calculer une dérivée en un point, on peut utiliser d’autres
notations. En posant x, = a et x; = x, on voit que :

f(a) —_ hmf(x) f(a) ou fl(a) — hmf(a -+ h) f(a)

T>ra

20 St une fonction f(x) s’ annule pour x =0, sa dérivée au point x = 0 est la limite pour

x=0du rapportf (#),

Pour f (0) = 0 on obtient : f/(0) = lim fx) — f (O) > f1(0) = limZ\Y f(=),

x>0 x— 0 x>0 X

103. Théoréme. — Toute fonction f(x) dérivable au point %, est continue
en ce point.

Si f(%,) — f(%,) ne tend pas vers 0 lorsque %, tend vers x,, le rapport ]-t—(—l-)——{c-(x—”)
¥ — %

ne peut admettre de limite finie et la fonction n’est pas dérivable au point x,,

104. Fonction dérivée. — Lorsque la fonction y = f(x) est dérivable en tout point x,
de l'intervalle ]a, 8], elle est dite dérivable dans cet intervalle. Sa dérivée f'(x,) qui dépend
en général de la valeur x, attribuée 2 x, est une nouvelle fonction de x appelée fonction dérivée
de f(x), ou simplement dérivée de f(x), que ’on symbolise par 3’ ou f'(x).

D’apreés la définition du n® 99, on peut donc écrire :

fi(x) = llmf(xl) f(x) ou fi(x) = hmf(x + h) — f(=)

1> 2

ou simplement : y' = lim Ay,

Az>0Ax
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Le calcul s’effectue comme ci-dessus en supposant x constant.

Ainsi pour calculer la dérivée de y = x® on écrit :
A %3 — 8
—y-.-=1 =x%+x1x+xz.

Ax %, —«

’ . . A
Lorsque Ax — 0, ¥, —> x et on obtient : 3 = lim Z% = 3 x2%,
La dérivée de x® est donc 3 x2 et on vérifie que pour x = 1, cette dérivée est égale & 4 3, valeur
calculée directement au n° 100,

105. Dérivées successives. — Si la fonction y' = f'(x) admet a son tour une fonction
dérivée, celle-ci est appelée dérivée seconde de la fonction y = f(x) et est représentée par le
symbole : y" = f"(x). On peut ainsi définir de proche en proche une dérivée troisiéme :
" = f"()... puis une dérivée ni®me (ou d’ordre n) : y™ = f® (x).

CALCUL DES DERIVEES

106. Dérivée d’une constante : y = A.
Quel que soit x, ona:y = A, donc:

ézzyl y_A—-A_,
Ax L — % X — &

Donc lim 22 — 0, Soity = 0.

Ax>0AX

Une fonction constante admet en tout point une dérivée nulle.

y=A =— y'=0

107. Dérivée de y = x.

y N TV _%BTY et hmé-y—zl.
Xy — X Xy — X Am-»oAx

On obtient :

La fonction y = ¥ admet en tout point une dérivée égale a 1.

y=x => |y =1 => |3y =0

108. Dérivée du mondéme : y = x".

—_— A . ‘
On obtient : y i 1 Zz ‘::11 ’; = &7l 4 P . X o am
— L —

Lorsque Ax tend vers 0, x; tend vers x et chacun des # termes du dernier membre
a pour limite x™2, -

A
Donc : lim 2V — pam,
Az~0 D% :
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Le monéme y = x" admet en tout point une dérivée égale nx™1,

y=x"| => [y =nm1| => |y =n(n— 1)x?2

On voit ainsi que les fonctions x, 12, ¥3, x%... admettent respectivement pour dérivées :
1, 2 x, 3 x%, 4 &3... '
109. Dérivée d’'une somme. — Soient u (x), v (x), w(x) des fonctions de x admet-

tant pour dérivées respectives u'(x), ’(x), w'(x). Lorsque x prend la valeur x;, la somme .
¥y =u -+ v+ w prend la valeur y; = 4, + ¢, + w, et 'on obtient en retranchant terme 2

terme :
Ay=y;—-—y=(u1—u)—l—(ﬂl—v)+(wl—w)=Au—|—Av+Aw.

. . Ay Au A Aw
Soit Ax Az T Az Bw
Av Aw.
Axtend vers 0, =% — 3/, 2% L o et 2% g,
Lorsque A x tend vers e a0 et — —
Et (n° 75) : 1im¥=u'.+ o+ '
Az>0 B X

La somme de plusieurs fonctions dérivables admet pour dérivée la
somme des dérivées de chacune de ces fonctions. :

y=utotw| = |[y=wto+w

g yll p— ull + vlf + wﬂ

Autrement dit, une somme se dérive terme 3 terme.

110. Dérivée d’un produit. — 1° Soient #(x) et v(x) deux fonctions de x admettant
respectivement pour dérivées u'(x) et v’(x). Lorsque » prend la valeur x;, le produit y = uv
prend la valeur y, = w7, ét on peut écrire :

Ay =y, —y = v, — uv = (w0 — uvy) + (uv, — wv) = (1 — u) v, + (v, —0).

. Ay Au Av
: Ay = Au. A — = .  —
Soit ¥y “.v;+ u.dvet A Ax v, + u iz

Lorsque Ax — 0, v, — 9, %Z - u, -ﬁ—: — ¢’ et on obtient (n® 76) :

. A
Amlun AT-Z = u'v + uv'.
>0 )
Le produit y = uv de deux fonctions dérivables admet pour dérivée
Yy =uv 4 uv'.

y=uww | => |y =dvwotw | => ¥y =u'v+ 240V + w'

20 GENERALISATION. — Si ¥y = wow = (uv) w on obtient :
Yy =) w+ (w)w' = Wv+ w')w+ wow' = wow + ww'w + uow’

y = uvw => |y = Zu'vw
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Cette démonstration s’étend par récurrence 4 un nombre quelconque de facteurs :

Le produit de plusieurs fonctions dérivables admet pour dérivée la
somme des expressions obtenues en remplacant successivement dans ce
produit, chaque fonction par sa dérivée.

y=uv '..w # y'zzulv.nw

111. Corollaire. — S7 on multiplie une fonction dérivable par une cons-
tante sa dérivée est multipliée par cette constante.

Si u = A, on obtient (n° 106), ¥’ = 0 et la dérivée de y = Av se réduit a y' = Av',
Donc :

y=Af(x) | => |y =Af(x)

Ainsi d’apr¢s le n? 108, on obtient la dérivée du mondme Ax™ :

y=Ax" | => |y = nAx"?

112. Dérivée d’un polynéme. —~ Un polyndme de degré m admet pour
dérivée un polynéme de degré m — 1.

La dérivée du polynéme :
flx) =A™+ A, ™ 4 ... + Ax + A,
est la somme des dérivées de chacun de ses termes :
fi(x) =mAxm™t + (m— 1) A, x™2 4 ..+ 2 A + Ay

Ainsi :
y=ax+b admet pour dérivée : y' = a
y=ax?+ bx + ¢ —_ y =2ax+ b
y=x+px+gq — y=3x+p
y=ax*+ bx*+ ¢ —_— Yy =4ax® 4 2 bx

113. Dérivée d’un quotient. — Soient u(x) et v(x) deux fonctions de x dérivables

sur un intervalle oi v (%) 7% 0. Lorsque x prend la valeur #;, la fonction y = g ptend la

valeur y; = - et on peut écrire :
vy : | N

u U Uy — uv
Ay =y — =,17i-5=1—7?1=v—5;[(“1—u)7’—”(”1—'”)]
. 1 Ay 1 (Au Av
: _— — A . - .A — T — —_—
Soit Ay 7)7’1( u.v — u.Av) et A% = w0, (Ax X7 Ax)
Au Av '

Lorsque Ax — 0, v; — v, —u', — — v’ et on obtient (n° 76) :

Ax
u'v — uv'

Ax
Ay _ " —
1 Z—-__'vz(u'v uv') = pr

Le quotient y = “ de deux fonctions dérivables admet pour dérivée

Q

, __ wo — uv'
o vz
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_u , o — ut
ry=y = | Y )
ExempLe, — Ladérivéedey = 2o % o4 it :
-PE. adér y—x2+3scr1.
' (Bx2—4) (22 + 3) — (x® — 4x) (2x)
g @+
, 3xt + 9a% — 4a% — 12 — 2x* 4 8a?
g o + 37
4 2
: A 4 : . r X + 13x - 12
Soit apres réduction : y = o 13
L4 y e r 1 ‘U'
114. Corollaires. — 1° La dérivéedey = - esty = — —-
v 02
. !
Siu =1, la dérivée de y = g se réduit 3 y' = — 22, car u' = 0.
v
1 uw
Donc : = —_— = — Z
, Y u y u?
. 1 1 1
En particulier : y=-| = Yy = — =

20 On peut utiliser la formule précédente pour calculer la dérivée de y = %} sous la

forme du produit y = . 'v.é- On obtient :

115. Dérivée d’une puissance entiére. — Soit #(x) une fonction de x admettant pour
dérivée u'(x). La fonction y = u™ peut étre considérée comme produit de m facteurs :
y - ulu seeer u'

Elle admet (n° 110) pour dérivée la somme de m termes égaux a w™ 1 #',

La fonction y = u™ admet pour dérivée y' == mu™ u'.

y=um —> |y =mum 1ty

On vérifie que la dérivée de y = x™ est y' = max™ 1,

REMARQUE. — La régle précédente s’applique également lorsque m est un entier né atif, .
glc p pplique €g q g

m_ 1 1 .o
Posonsm = — pety = u =iﬁ=a-0nobt1ent.
, v pur-y oLt e e 1
y=—g=—"0x5 = — pu?ly soit : y = mu™ '
Ainsi y — (x_—l‘T)‘s — (x — 1)=* admet pour dérivée
y=—3E— b= 3

(=1
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116. Dérivée d’une racine carrée. — Soit u (x) une fonction p0s1t1ve de x admettant pour déri-
vée u’' et soit y = '\/ u(x).

‘ — A
Q_n obtient : Ay = y; — y = '\/"1 '\/u = \/::1 T z\‘/u oy _: \Vu
’\.Ay___l____ Au

Lorsque x; tend vers x, u, tend vers u, — “ vers ' et é— admet donc ‘pour limite : = . 2.
Ax Ax 2 \Vu

La fonctiony = ’\/t—t admet pour dérivée y' = .
‘ 2y/u

y=4Vu | =—> \/;
En particulier : y=vVi => y=5—= \/x
117. Exemple de calcul de dérivée. — Soit & calculer la dérivée de la fonction
_ (32— 1)2'
x4 1

Cette fonction est de la forme y = S avecu = (3x. +« 1)2 et v = x%? 4+ 1. Or u = w? donc
W =2ww =20Bx—1)X3=60CBx—1)etov =2x

7 '
c ,__uv-—uv_6(3x——1)(x2+1)-—(3x—1)2><2x'
On obtient : ' = 5 = PN

T 2B3x—1) (x + 3)
. 4 = M
Soit apres réduction : y 2 + 1)

Il y a intérét, tout au moins au début, 4 utiliser des fonctions intermédiaires de fagon
a se ramener 2 des types connus.

118. Résumé. — Les résultats, rassemblés dans le tableau suivant sont a retenir, pour
les calculs de dérivées : :

FONCTION DERIVEE FONCTION DERIVEE
y:A yl=0 y=u+.v+w y’=u’+'v’—|—w’
y=x y=1 Y = uv Yy = u'v+ uw
y = xm y = mxm™1 Ty =um y = mu™ '

_1 1 _u , u'v— ut
Y=y Y=g T o Yy ==
’ 1 1 ' u'
y=flx) + A y = f(x) y=- y ==
— , u’
y = A f(x) J’—“Af(x) J’—"\/“ y —2'\/17
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119. Notion de différentielle. — On appelle différentielle d’une fonction
dérivable f(x), le produit f'(x) h de sa dérivée f'(x) par un facteur arbitraire k.

Cette différentielle est représentée par le symbole df(x) ou simplement df (lire 4, f).
Lorsque y = f(x) on écrit indifféremment :

df =f(®h ou dy f’(x) h
Pour f(x) = x, on obtient : dx = 1.4 soit & = dx. Le facteur k est la différentielle dx
de la variable x. D’ou finalement :

=fw) | = |&=r@ a

La différentielle dy est le produit de f'(x) par la différentielle arbitraire dx.
Ainsi : y = a" ==> dy = nx"1 dx.

1
y=- —>dy=——

120. Théoréme. — La dérivée, par rapport a x, de la fonction y = f(x) est

, dy
égale au rapport T

dy =) = | L—f)

Cette notation de Leibniz, pour désigner la dérivée de y par rapport & x, est souvent
plus avantageuse que la notation de Newton ¥’ ou y,.

121, Différentielles classiques. — Les théorémes sur les dérivées conduisent aux
propriétés suivantes :

1°y=u_—|—'v-|—w => ydx = uw'dx | v'dx + w'dx <—>dy = du + dv 4 dw

20 y = yov => 9y'dx = vu'dx + wv'dx <> dy = vdu + udv

| u , vu'dx — uv'dx vdu — udv

Py=3 — Y= ey =
40 y = y™ => ydx = mutw'dx <> dy = mu™du
du

0 v —=4/u 'dx = =
5‘ y=4/u y'dx 2\/— <> dy v

Remarquons que ['utilisation des différentielles peut faciliter le calcul des dérivées.
Ainsi (cf. n° 116) : :

(Bx — 1)2 (x2 +1)dB3x — 12 — 3x — 1)a d(x® + 1)
—> & o F 1P

B
Or: dBx — 1) =28x—1)dBx—1) = 6(3x —1)dx et d(x*-+ 1) =d(x%) = 2xdx

.o . 6(x2+1)(3x—1)—2x(3x-—1)2 L Q_2(3x—1)(x+3)_
D’ou : dy &+ 1° ' dx <—> x = Gt P
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EXERCICES

— Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

202, y =4x*—5x+ 1. 203.y=—2x2+6;-—5.

204, y =23 — 3x + 5. : 205. y = 3t — 1242 + 7.

206. y = 3x + 1)2 — (2« + 3)% 20Ty =Qx+ 1P —a(x+ 1)
208. y = »° (x + 1)". | 209, y = (x4 1) (x — 1)%

210, y = Qx4 1P Bx — 2% 211, y = (3 x — 5) (7 x + 2.
212, y = (* + 1) (* — 2+ 1). 213, v = («® — 1) (x* — 2 %% + 3).
214, y = xt (x — 1)5 (x + 1)%. L 215,y = a8 (6 — 1) (<2 + 1)

— Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

216. 5 = = 217, y = — =
3 1
= =1 ~ 219y = 5 —3
| L 1
2.y =1 2y =g
1 : 4
222. y = x + — , 223 y =2+ 3 —
245 =25 +1— —— 225y — v — 2 4
226,y = -}—g—f—: | 221. v "Z‘j L
28y =3 229, y = 32+ 2
230, y = 0L 231y = 22
N —_ 2
232, 5 +1 B R
26 — 3 - 2% — 22 — 1
Bhy= g 285, y = 1
4t 4+ 4x — 9 e A 4x+ 3
236. vy = x4(x2-1) - 9237, = %
s . 6+ 10
238, y = 239,y = o3
240y = V2% + 1. o 24Ly = 2P — 4a.

242, y = x — V/x% — 1. 243.y=x—-~1+‘\/2x+1.

77
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244, y — ‘/" 3. 245, y — "‘/’f;l

— Calculer les différentielles des fonctions suivantes ol u, v, w représentent des fonctions déri-
vables de x.

: x— 1

246, y = x® — 4x + 3 247'y=x+1
248. y = 3u — 4v + 2w 249. y = Au + Bv + Cw
250. y = Au® + Be® 4+ Cub 251 y = A(x — 1)® + B(v + 2)®
252. y = x% (x» + 1)3 253, y = %1 (22 — 1)
254, y = Aulo® 255. vy = (u 4+ 1)® (v — 2)2

_ 1 _2u+45
zss,y_u_s 257”’"’39—-4

_u—x : _u? 4 3
258. y = S0 259, y = 55—

(u — 1)

260. 1° Calculer la dérivée de la fonction Y="FTT ol1  représente une fonction dérivable

de la variable x.

i e i dy _dy du
0 e du dw
20 En dedulrg la différentielle dy et vérifier que : e u  dx

m
261. Démontrer que la dérivée de la fonction y = S— s’écrit :

o, mou™ly — pymey’  ym1 ",
y = P+ = opl (mvu' — puv
(x — 1)8

Application 3 la dérivée de y = = ¥ 28

262. On considére le polyndme : f(x) = a + bx -+ cx2 4 dx3.
Calculer pour x = 0, la valeur de f(x) et de ses dérivées successives et montrer que le poly-

ndéme s’écrit :

flx) = f0) + = f 0) + 5 f "(0) + 1353 5 f " (0)-
263. 1° Calculer les dérivées successives de la fonction : y = - _1_ =
20 Montrer que la fonction y = 3:———:—12 l;eut s’écrire sous la forme décomposée :
y=A+ i _Ij po -+ 3 _(_:_ = et en déduire ses trois premiéres dérivées.
264. 1° Montrer que la fonctiqn y = ——_—_% peut s’écrire sous la forme décomposée :

B C
y=A+1—x+(1—x)2

20 En déduire ses trois premitres dérivées,

265. 1° Montrer que si la fonction f (x), dérivable pour x = a, s’annule pour x = q, sa dérivée

fx)

f'(a) est la limite du rapport po

lorsque x tend vers a.
a
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. ., 0 )
20 En déduire que si le rapport fg ; se présente sous la forme indéterminée p Pour ¥ = a, il

!
. % .. .
s’écrit xf( ) x Z ( ) Lorsque x tend vers a il admet pour limite f,E g (a4 condition toutefois que ce
—a
dernier rapport ne soit pas indéterminé). '

3x2 — 4x 4 1

2% — % — 1 lorsque x tend vers 1.

.
s

30 Rechercher ainsi la limite de

— Calculer la limite des fractions suivantes en remplagant chaque fractzonfz ; par le rapport

(]
des dérivéesf (e ) d’apres la propriété établie 4 ’exercice précédent (29) :

)
266. ;‘2 — : (lorsque x — 1) 267. ’%“'ii: (x — — 3).
268, T2+ 0 B (e 1).
270, 2 32 3 G- o Eoleod (- a).
212 xzzf g ;x ¥z @—Dh 28 2x22—af--:~1— 6~ 3 ic—-4s_x3—- 3 @2
21, —*= jx — (=3 2 i i/?.x — (x — 4).

276. 1° Démontrer que si un polynéme P (x) (de degré supérieur & =) s’écrit :
P (x) = (x — a)* Q (x) avec Q (@) # 0 sa dérivée premitre s’écrit de méme :

P (x) = (x — @)1 Q, (x) avec Q,(a) # 0.

20 Ecrire sous une forme analogue les dérivées suivantes : P"(x), P"'(x)... P™(x).

3° Réciproquement si P (x) et ses trois premiéres dérivées s’annulent pour x = a il contient le
facteur (x — a)* (on dit qu’il admet a pour racine d’ordre 4).
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VARIATION DES FONCTIONS

122, Sens de variation et signe de la dérivée. — 1° Si une fonction y = f(x) est
constante sur [a, b], sa dérivée est nulle sur [a, b] car (n® 106) :
f)) =C —> flx)=0
20 Si la fonction y = f(x) est croissante sur [a, b] le rapport = y f (x;) —-—_);Sx)
L —
est positif quels que soient x et x;. Sa limite f'(x) lorsque x; tend vers x ne saurait étre
négative. Elle est donc positive ou nulle.

A
30 Si la fonction y = f(x) est décroissante sur [a, b] le rapport 7\% est cette fois néga-

tif et sa limite f'(x) est négative ou nulle.

123. Théoréme fondamental. — Une fonction dérivable f(x) est cons-
tante sur tout intervalle ou sa dérivée f'(x) est nulle. Elle est croissante
sur tout intervalle ot sa dérivée est positive. Elle est décroissante sur

tout intervalle oti sa dérivée est négative.

Nous adinettrons ce théoréme, qui n’est pas entiérement évident par réc1proc1té mais
qui peut étre démontré rigoureusement. Remarquons que :

10 La dérivée d’une fonction monotone croissante ou décroissante ne peut s’annuler que
pour des valeurs isolées de la variable.

Si la dérivée f'(x) de la fonction f(x), croissante ou décroissante sur [«, b], s’annulait
sur un segment [¢, d] C [a, ], elle serait constante sur [c, d].

20 Lorsque deux fonctions ont méme dérivée sur un mtervalle donné, leur dzﬂerence est
constante sur cet intervalle.

Si, sur [, 8], lesfonctions f(x) etg(x) ont desdérivées égales, lafonction: p(x) = f(x) —g(x)
admet pour dérivée : ¢'(x) = f'(x) — g'(x) = O, nulle en tout point de [a, b]. Donc
#(%) = f(x) — g(x) = C sur [a, b].

V€ [a, 8], fx) =4g'(x) <= flx) —gx)=

124. Application a la variation de la fonction y = f(x). — Le théoréme pré-
cedent remplace avantageusement la régle du n° 69 pour I’étude d’une fonction dérivable

= f(#).
L’existence de f'(x) entraine la continuité de f (x) sur tout intervalle ou f'(x) est défi-
nie, Le signe de f'(x) permet de distinguer les intervalles ou la fonction f (x) est soit crois-
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sante soit décroissante. On peut alors établir un tableau de variation que ’on compléte
par l'indication des valeurs remarquables de f(x) : maxima, minima, valeurs limites aux
bornes des divers intervalles du tableau, tel que :

% a b ¢ d . e
y 4+ 0 - 0 + 0 /—1—
y=fx) | fla ~» fO) ~ fl©) » f@ ~ [

La fonction y = f(x) est croissante sur chacun des segments [a, b], [c, d] et [d, ¢]. Elle
est décroissante sur le segment [, c].
Elle admet pour ¥ = b un maximum f(b), pour x = ¢, un minimum f(c) car f'(x)

s’annule en changeant de signe pour x = b et x = ¢. Par contre f'(x) s’annule sans changer
de signe pour x = d, la fonction f(x) croissante sur les deux segments consécutifs [¢, d] et

[d, e] est croissante sur le segment [c, e].
L’étude de la fonction sera complétée par la représentation graphique de la fonction

(no 86).

COURBES D’EQUATION y = f()

125. Tangente a la courbe y = f(x). — Rappelons que (n° 101) :

Le coefficient directeur de la tangente au point M(x, y) de la courbe (C)
d’équation y = f(x) est égal ay' = f'(x).

Cette tangente (fig. 35) est donc le support du vecteur MT de composantes (1, y’)
ou (a, ay'). On peut ainsi effectuer un tracé précis de (C) par points et tangentes. On conser-
vera sur le graphe les tangentes horizontales (y’ = 0) paralléles 4 Ox, les tangentes d’inflexion
(" = 0) et les tangentes aux extrémités des arcs de (C) situés 3 distance finie,

y C
!
!y
. 1}
/R VR
J ," N
A :

Fig. 35.

Si P (X, Y) désigne le point courant de cette tangente (fig. 35), son équation s obtxent

en écrivant que : A
Ay _ Y—y
Ax~ X —x

ou en fonction de x seulement : | Y = f(x) + (X — ) f'(») ' (2)

=y <= | Y—y=y(X—2 | (1)
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- 126. Normale a la courbe y = f(¥). — Dans un repére-orthonormé les direction
de coefficients directeurs m et m' sont perpendiculaires si 1 4 mm' = 0, c’est-a-dire si

m = — ;11 Il en résulte que :

Dans un repére orthonormé, le coefficient directeur de la normale

1
au point M(x, y) de la courbe y = f(x) est égal a — v

Cette normale (fg. 36) est donc le support du vecteur MN de composantes (1, — J%)

ou (— y’,' 1) et son équation s’écrit ;

1
Y——y=-—3—),(X—x) <> X4+9yY—ax—yy' =0 (1)

ou en fonction de x seulement : X4+ Yfi(x) —x—f(x)f'(x) =0 (2)

127. Exemples.

10 La tangente MT 4 la courbe y = — x2 + 2 x 4 3 (fig. 37) au f)oint M (x = 2, y = 3) a pour
coefficient directeur ' = — 2x + 2 = — 2. Son équation s’écrit (n® 125) :

Y—-3=—-—2X—-2)<——>Y=—2X+7 ou y=-—2x+7.

. 7 .
Cette tangente coupe 'axe Ox au point (x = 5; y = (), 'axe Oy au point (x = 0, y = 7).

YA

3
Fig. 37.
20 La tangente MT a la courbe y = 3xx _|__— 11 (tig. 38) au point M(x = 3, y = 2) a pour coefficient
directeur y' = (x—-—éﬁ = % Son équation est donc :
Y—2=}T(X-—3) < Y=§+§ ou y="1"5

Le repére xOy étant orthonormé, la normale MN au point M a pour coefficient directeur

1 . .
g 4, L’équation de cette normale est donc :

Y—2=—-4X—-3) <> Y=—4X+14 ou y = — 4x + 14.

128. Applications. — 1° Tangentes parailéles a la droite y = mx.

On obtient les abscisses des points de contact en résolvant ’équation : f'(x) = m.
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Ainsi les abscisses des points de contact des tangentes 4 la courbe y = a1 admettant pour

. . 1 . ) 1
coefficient directeur >’ vérifient la relation y' = > D’ou :

2 1 . B
Gop oz > G-1)=4 o x=142
On obtient x = — 1 et x = 3 qui correspondent aux points de contact (fig. 39) :
A(—1; + 2): Tangente:y—-2=%(x+1) — y=x—;5'

B(+4 3; 0) : Tangente:y—-O:%(x_:;) <=>-y=x—2-3

Remarquons que’on retrouve ces résultats en cherchant pour quelles valeurs depla droite y = 3 + p

coupe la courbe en deux points confondus.

YA Y4

3
AZZ

I
|

A 43

Fig. 39, Fig. 40.

2° Tangentes issues du point donné P(x, 8). — Il suffit de déterminer x pour

que P’équation de la tangente en M(x, f(x)) : Y — f(x) = (X — x) f'(x) soit vérifiée pour
X =a et Y = . On obtient I’équation : B — f(x) = (« — x) f'(x). ’

2 2

Ainsi (fig. 40) la tangente 3 la courbe y = x_z au point M (x; %) a pour équation :

2 x
Y-7=3
Ecrivons que cette tangente passe par le point P(X = 1, Y = — 2), on obtient : 2 — 2% — 8 = 0
dont les racines — 2 et + 4 correspondent aux points de contact A(— 2; + 1) et B(+ 4; 4 4). On
peut vérifier que les tangentes correspondantes :y = — x — lety = 2 x — 4 sont issues de P(1, — 2).

X—x) <= x2—2xX+4Y =0

REMARQUE. — On peut retrouver ces résultats en cherchant pour quelles valeurs de m, la droite
¥+ 2 = m(x — 1) issue de P, coupe la courbe en deux points confondus.

129. Concavité d’'un arc de courbe. — L’axe Oy du repére cartésien xOy étant
supposé vertical, on dit qu’un arc de la courbe y = f(x) tourne sa concavité du coté des y
positifs ou du coété des y négatifs suivant qu’il se trouve tout entier situé au-dessus ou
au-dessous de la tangente en 'un quelconque de ses points.

On voit, géométriquement, sur les figures 41 et 42, que le coefficient directeur y' = f'(x)
de la tangente en M (x, y) est une fonction de x, croissante dans le premier cas, décroissante
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dans le second. La concavité d’un arc de courbe est donc déterminée par le signe de y"=f"(x)
et nous admettrons que : | .

Une courbe y = f(x) tourne sa concavité du cété des y positifs sur
tout intervalle ot Y est positif, du cété des y négatifs sur tout intervalle
ou y" est négatif. S ' ’

Signalons que 'on dit alors que la fonction y = f(x) est convexe sur tout intervalle
ol y” est positif, concave sur tout intervalle ol y” est négatif.

y "> 0 v ¥'<0 y

M, M T

Fig. 41. Fig. 42. Fig. 43.

130. Points d’inflexion. — Un point I de 'arc AB de la courbe y = f(x) est un
point d’inflexion si les deux arcs Al et IB sont de part et d’autre de la tangente en I (fig. 43).
Un tel point correspond donc 4 un changement de concavité, c’est-a-dire 2 un change-

ment de signe de y".

La courbe y = f(x) admet un point d’inflexion pour toute valeur de x
pour laquelle y' change de signe.

Les points d’inflexion sont en général des points pour lesquels on a y” = 0, ou éven-
tuellement des points pour lesquels y” devient infini. :

ExempLEs. — La courbe y = x®* — x admet le point O comme point d’inflexion car y” = 6 x
s’annule en changeant de signe pour x = 0.

. . . . . 10 _ .
La courbe y = x%3 — x admet le point O' comme point d’inflexion car 3" = g ¥ 13 change de

signe en devenant infini pour ¥ = 0. Les deux courbes ont méme allure (fig. 44).

ayY
XY

Fig. 4. = - " Fig. 45.

Lorsque " s’annule sans changer de signe, on dit qu’on a affaire & une inflexion non
apparente ou que la courbe y = f(x) présente un point méplat. Il en est ainsi de la courbe
y = x* 4+ x pour x = 0 car y" = 12«2 (fig. 45). Que I'inflexion soit apparente ou non, il
est bon de construire tout point d’inflexion ainsi que la tangente d’inflexion correspondante.
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BRANCHES INFINIES

131. Définitions. — Une courbe (C) admet une branche infinie si la distance OM
du point M (x, ¥) 4 'origine O des coordonnées devient infinie lorsque M parcourt la courbe.
Il en est ainsi dés que I'une des coordonnées x ou ¥ du point- M devient infinie.

Fig. 46. Fig. 47.

1o Supposons que le point M (x, y) s’éloigne indéfiniment sur une branche infinie
de (C). Si le coeflicient directeurg—: de OM tend vers une limite finie m ou infinie, la droite OM

admet une position limite Oy, appelée direction asymptotique de la courbe (C)

(fig. 46). Ce sera la droite y = mx si% —m, la droite Oy si% tend vers + oo ou — eo,

2° On dit que la droite A est une asymptote de la courbe (C) si la
distance MH, du point M a la droite A, tend vers zéro lorsque M s’éloigne
mdeﬁmment sur la courbe.

On dit aussi que la courbe (C) est asymptote a la droite A (fig. 47) (le mot asymptote
s’emploie comme le mot 'tangentc).

132. Asymptotes paralleles aux axes. — La courbe y = f(x) est asymp-
tote a la droite x = a si f(x) tend vers Pinfini lorsque » tend vers a (a
gauche ou a droite). Elle est asymptote a la droite y = b si f(x) tend vers b
lorsque x tend vers + o (ou — ).

Y&

Fig. 48. " Fig. 49

1° Ainsi (fig. 48) la courbe y = \/ : *

est asymptote a la droite x = 1 car lorsque x tend

vers 1 a gauche, y tend vers + 0. Le point M s’¢loigne 1ndeﬁn1ment sur la courbe et la dxstance
MH < MK = |1 — x| tend vers 0. :
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20 La courbe y = ot ¥t 1 _ ¢4 t tote & la droit 1 (fg. 49) 1
a courbe y = P 2_}_les asymptote a ey = g. orsque x
tend vers + o0 ou vers — o0 car MH << MK = le :_' T tend vers 0.

133. Aéymptotes obliques. — Soit A une asymptote d’équation y = mx + p de
la courbe (C) d’équation : y = f(x). Désignons par M (x, y) et M, (x, y,) les points de
méme abscisse x de (C) et de A et par « I'angle aigu (Oy, A). On obtient (fig. 47) :

MH = MMsine et MM =y —y =f(x) —(mx —I—p)

Pour que MH tende vers 0, lorsque x devient infini, il faut et il suffit que M,M soit
une fonction ¢(x) admettant 0 pour limite lorsque » devient infini :

Pour que la courbe y = f(x) soit asymptote a la drozte y=mx+ p il
faut et il suffit que I’on ait : f(x) = mx + p + =(x).
La courbe est située au-dessus de lasymptote si e(x) est positif, au-dessous si e(x)
est négatif. :
2xF—x—35

ExempLE. — La courbe y = —V—35 ouy=2x-+3 4 ” _1_ 5 est asymptote a la droite

y = 2x + 3 lorsque x tend vers+| oo et lorsque x tend vers — 0o. Comme ¢ (x) = z 1 5 on voit

que la courbe est située au-dessus de ’asymptote pour x > 2, au-dessous pour x < 2.

134. Théoréme. — Si la courbe y = f(x) est asymptote a la droite
y = mx + p, les coefficients m et p sont respectivement les limites sur la

courbe de% et de y — mx lorsque x tend vers + o ou vers — .
y =mx + p + ¢(x) {hm'X:llm [m—|— +e(x)]
lorsque & — =& co lim (y —mx) = lim[p + &(x)] = p
On voit que m n’est autre que le coefficient directeur d’une direction asymptotique.
~ ExeMPLE. — Soit la courbe y = 2x + 1 + \/ x? + 1. Lorsque x tend vers 4 oo :

.}_’=2+1+,\/1+_12_ - 3. Doncm = 3.
x x x

—1
—3x=1—(x— 2 41)=1— — 1. D = 1,
y X (x \/x ) x+'\/x2+l - onc p

la courbe est située, lorsque x — -+ oo au-dessus de

1
Commey=3.9c+l—l—x,_i_\/xz_l_1

son asymptote ¥y = 3x -+ 1. On montrera de méme qu’elle est située au-dessus de son asymptote
1

—x+t V@1

y=2x 4+ 1 lorsque x tend vers — o0 car y =« + 1 +

135. Corollaire. — L’asymptote y = mx + p est, lorsqu’elle existe, la
position limite de la paralléle M\ a la direction asymptotique y = mx _
lorsque x devient infini.

L’équation de cette paralléle s’écrit : Y —y =m (X —x) ou Y = mX 4 (y — mx).

Comme y — mx tend vers p on voit que cette paralléle tend vers la droite Y = mX 4 p
(fig. 47), donc vers I'asymptote y = mx + p.
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136. Branches paraboliques. — Si la droite M), paralléle a la direction asympto-
tique Op n’admet pas de position limite, lorsque le point M s’¢éloigne indéfiniment sur la
courbe, il n’y a pas d’asymptote parali¢le a Op.

Ceci peut se produire, comme pour y = mx + sin x, parce que y — mx n’admet
aucune limite. En général, il n’y a pas d’asymptote parallele a Oy parce que la droite M2
s’éloigne indéfiniment en méme temps que M (fig. 46) : )

On dit alors que la courbe admet une branche infinie parabolique.

Il en est ainsi lorsque y — mx devient infini en méme temps que x. Par exemple :
y=23x+ 4/x+ 1 admet y = 3 x comme direction asymptotique, mais la branche de
courbe correspondante est parabolique car y — 3x = 4/x + 1 — + o0 en méme temps

que x.

De méme lorsque% tend vers I'infini en méme temps que ¥, la courbe admet la direc-
tion asymptotique Oy mais la droite M A d’abscisse x s’éloigne indéfiniment lorsque x devient
infini. Il en est ainsi pour y = &2, y = ax® 4 bx et y = P(x) ol P(x) est un polyndéme de
degré n > 1.

137. Résumé. — La marche i suivre pour I’étude et la représentation graphique
d’une fonction peut se résumer ainsi :

19 On étudie les valeurs de x pour lesquelles la fonction est définie et continue.

On calcule la dérivée ¥’ = f'(x) et on étudie son signe, en déterminant les intervalles ou elle
garde un signe constant,

20 On établit un tableau de variation indiquant dans chaque intervalle le sens de variation par
une fleche 7 ou \, les valeurs limites de y et ' aux bornes de ces intervalles, les maxima et les minima.

32 On calcule y" et on détermine la concavité et les points d’inflexion de la courbe y = f(x)
(Les résultats peuvent étre inclus dans le tableau précédent.) Puis, s’il y a lieu, on recherche les direc-
tions asymptotiques et les asymptotes non paralleles aux axes.

40 On construit la courbe représentative en utilisant les résultats trouvés ainsi que les éléments
de symétrie ou de translation que la courbe peut présenter. On détermine en plus, autant de points
et tangentes particuliers que cela est nécessaire pour assurer un tracé précis que I'on effectuera d’un

trait noir et bien ferme. Utiliser toujours une échelle assez grande.
Les indications des axes et des coordonnées remarquables seront portées correctement. Les

asymptotes et les tangentes particuliéres seront tracées en trait fin noir ou de couleur.

EXERCICES

— Etudier les variations des fonctions suivantes et déterminer la tangente a la courbe représen-
tative aux points dont I’abscisse x est indiquée.

x2

277.y=§ pour x = 1; x=—2etx =3

278. y = — 2x2 4+ 5x + 3  pour x = 0; x=1 ‘etx=2.
2

279.y=£2-+x—4 pourx = — 2; x =20 et x = 3.

280.y=%(x—»3)(x+4) pourx=—%;x=0 etx=-;-
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281.y=x_2 pourx = — 1; x =0 etx =2,
x,—-l
282. y = 2x o = —4; x=—1letx=0
'y_x,+2 _pour x = P ox = = 0.
32+ 1 .
283.y—x+1 pourx——z,a;—o et x = 1,
6x — 5 3
284.y—m pour x = 0, x = 1 etx—-i-

— Construire les tangentes aux graphes des fonctions suivantes, aux intersections avec Ox.

285.y=x;——1; y = (x® — 1)%; y=Vx —1,
_x— 2 - x— 2 _(x_z)z.
286.y—x+2,‘ y—,\/mf YE T2
‘ 2
287 y = 2® — x; y =V —x; y = (x*— %)
x% — 1 ' x2 — 4
288. y = (=D — 45 ¥y = F—; y=a_1

2

1] . 1] . . X . .
289. 1° Déterminer ’équation de la tangente 4 la courbe y = 7 au point d’abscisse x = m.

2° En déduire le point ou la tangente a pour coefficient directeur + 2, puis les équations et les

. . . 1
points de contact des tangentes issues du point P (— 7 1)-

2
290. 10 Déterminer le point de contact et I’équation de la tangente & la courbe y = % —2x+ 3

dont le coefficient directeur est — 1.
' . . | . . 3
20 Equations et points de contact des tangentes issues du point A (5’ 0y

. x? ., . .
291. Construire la courbe : y = 7 + 3, puis déterminér et construire :
1° La tangente au point A d’abscisse x = 4.

20 L.a tangente de coefficient directeur — 1,

30 Les tangentes issues du point P (%, 1)-

’ . 1s . 1 . .
292, Etablir I'équation de la tangente 4 la courbe y = ~au point d’abscisse x = m.

2° En déduire les tangentes paralléles a la droite x + 4 y = 0, puis les tangentes issues du point
P(— 2, 4 4) et leurs points de contact,
] ¢ - 1 . .
293. 1° Former ’équation de la tangente a la courbe y = : T point d’abscisse x = m.
20 Déterminer les tangentes issues du point P(x = 1, y = 4) et les coordonnées de leurs points
de contact.

2

294, 1° Etudier les variations du trindme : y = %— — 2x — 6.

Tracer la courbe représentative (P)., Trouver ’équation de la tangente au point A d’abscisse 4
et tracer cette tangente, ' '
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20 Calculer les coordonnées des points d’intersection B et C de (P) avec la droite (A) d’équation

1 .
y=3%— 3. Equations des tangentes en B et C.

30 Tracer sur un nouveau graphique la courbe (P) et la droite (D) d’équation y = m. Utiliser ce
graphique pour étudier suivant les valeurs de m, ’existence et le signe des racines de ’équation :

x2 —4x — 2(m+ 6) = 0.

— Déterminer lorsque x ~> 0 ou — o0 les asymptotes aux courbes suivantes et préciser dans
chaque cas la position de la courbe par rapport a4 son asymptote.

x4+ 1, ‘ %+ 3x 44 _ Pt x—4
25y =7 iy L A T
296.y==\/x2-—4x, y=\/x2+x+l; y='\/4x3-——x+1.
297, y=x+2+VaE—1; y=2x+ V2 + 1; y=§—\/x2+3.

298, v = x x—1 =x'\/ X . | _etxt1
o Y = x — 2° y x—1° - y xz—x—’.—l

_ 1 _2x2— 3 _ (x+1)3.
299. y = x + 25 YE T F1 Y=k F 2)

x3
x4+ 1
20 La courbe représentative (C) admet une asymptote. Déterminer son équation et la position

de la courbe par rapport 4 cette asymptote. '

- 300. 1° Montrer que la fonction y = est croissante quel que soit x.

30 Etudier la concavité de la courbe (C) et montrer que ses points d’inflexion sont alignés.

301. On considere les courbes (C;) et (C,) d’équations : y; = x2 — 4 x — 1 ety,= % + 6 x + 4,
construites dans un méme repére rectangulaire.

1° Ces deux courbes ont un point commun, A; calculer ses coordonnées.

2° Tracer avec précision les tangentes aux deux courbes au point A. Quelle remarque peut-on
faire sur ces droites ? :

3° On coupe les deux courbes par une méme parallele, D, 4 'axe des x, d’'ordonnée m; D ren-
contre (Cy) en M; et M et (Cy) en M, et M'y. Montrer que MyM’; = M,M’, quel que soit m.

. . 2x
302. Soient les deux fonctions : y; = T ¢ nm= x2 — x.

10 Etudier les variations de ces deux fonctions et construire dans un méme repére rectangulaire
leurs courbes représentatives (H) et (P).

2° Montrer que ces deux courbes ont méme tangente en O. Construire cette tangente. Calculer
les coordonnées du second point d’intersection des deux courbes et déterminer les équations des
tangentes en ce point.

303. 1° Tracer dans un méme repére rectangulaire la parabole (P) : y = x_z_ et ’hyperbole (H) :
y = %01Montrer qu’elles se coupent en un seul point A dont on donnera les coordonnées.

20 Etablir les équations des droites (D) et (D,) respectivement tangentes en A & (P) et 2 (H).
Déterminer le point M; ot la droite (D,) recoupe (H) et le point M, ot la droite (Dy) recoupe (P).

3% Former I’équation de la droite M;M,; et établir que la droite M;M; est tangente 3 (H) en M,
et a (P) en M;,.
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304. 1° Construire dans un méme repére rectangulaire les courbes C, et C, représentant respec-
tivement les fonctions :

y=x2—4x + 5 et y=+§-

20 Vérifier que le point A de coordonnées x = 1, y = 2 est commun aux deux courbes et montrer
que les deux courbes admettent méme tangente en A. Equation de cette tangente.

32 On considere la droite d’équation y = mx — m + 2. Montrer qu’elle passe par A et calculer
en fonction de m les coordonnées des points d’intersection de cette droite avec C, et C,.

4° En déduire que les courbes C, et C, se recoupent en un point unique B distinct de A. Etablir
les équations des tangentes en B aux deux courbes.

mx + 2
m4x—1
correspond une fonction y et une courbe C,, représentative des variations de y.

305. Soit 1a fonction y = ol x est la variable, m un parametre. A chaque valeur de m

1° On pose m = 3. Construire la courbe C; correspondante et déterminer les abscisses des points
de cette courbe tels que la tangente 4 Cz en ces points ait pour coefficient directeur 4.

20 Ecrire les équations des asymptotes de la courbe C,, en fonction de m. Lieu de leur point de
concours quand m varie.

3° Montrer que les courbes C,, passent par deux points fixes A et B. Calculer leurs coordonnées
et calculer en fonction de m, le coefficient directeur de la tangente en chacun de ces deux points.

4° Dire, suivant les valeurs de m, le sens des variations de la fonction. Cas particuliers.

mx + m+ 2
—x+m+1

une courbe (H) représentant cette fonction.

306. On donne la fonction y = - A chaque valeur du parameétre m il correspond

10 Etudier la variation de cette fonction et préciser son sens pour les différentes valeurs de m
On prend m = 1. Représenter graphiquement la fonction et trouver I’équation de la tangente 3 cette
courbe au point d’abscisse x = 1.

2° Combien passe-t-il de courbes (H) par chaque point P du plan de coordonnées « et 8? Lieu
du centre de symétrie de (H) ? Comment ce lieu est-il décrit quand m varie de — 00 4 + 00 ?

3% Pour quelles valeurs de m, (H) rencontre-t-elle la droite ¥ = 2 x? Quand il y a deux inter-
sections on les désigne par M,(x;, ;) et My(x,, ;). Montrer qu’il existe entre x, -+ %y et x;x9 une rela-
tion indépendante de m. En déduire que M, et M, restent conjugues harmoniques par rapport 4 deux,
points fixes, que I’on déterminera.
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ETUDE DE LA FONCTION : y = ax’

138. Fonction ¥y — 2. — La fonction y = «? est définie et continue quel que
soit x. Elle est nulle pour x = 0, positive pour x 7= 0 et a deux valeurs opposées : ¥ = + «,
correspond la méme valeur y = «2. La fonction y = &? est une fonction paire.

Sa dérivée y’' = 2 x est négative pour x << 0, positive pour x > 0. Comme d’autre
part y tend vers + oo, lorsque & tend vers 4- oo, on peut établir le tableau :

x | + oo 0 + oo M
¥ - 0+
= x2 -+ o0 Y 0 / — 0
y= WL
La fonction y = &% est donc décroissante pour x néga- i
tif, croissante pour x positif. Elle admet pour x = 0 un
minimum égal 2 0. | ] §
GRAPHE DE LA FONCTION y = %2, — Dans le plan rapporté DAL A
au repére rectangulaire Oy (fig. 50) construisons les points L I
0(0,0; A1, 1); A’(—1,1); B(2,4); B (— 2, 4) etc. - 5 1 1 2 >
En joignant tous ces points par une courbe continue nous e 0

obtenons le graphe de la fonction y = &2
La courbe admet la droite Oy pour axe de symétrie car les Fig. 50.
pomts M(a, «2) et M'(— o, «2) sont symetnques par rapport
a Oy. Cette courbe, en forme de U, tourne sa concavité du coté des y positifs car y" = 2
est toujours positif (n° 129).
Le pomt O situé sur axe de symétric est le sommet de la courbe. Comme

= 0==>y = 2x =0, la tangente au sommet est la droite Ox. En construisant la courbe 2
ufe grande échelle, on met en évidence la forme arrondie de la courbe au voisinage du sommet.

139. Etude de la fonction : ¥ = ax®. — La fonction y = ax? est définie et continue
quel que soit x. C’est une fonction paire, nulle pour x = 0, du signe de a pour x 7% 0.
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La dérivée y' = 2 ax est du signe de @ pour x > 0, du signe opposé x < 0, comme

y devient infini en méme temps que x* on obtient :

1er Cas : a positif 2¢ Cas : a négatif
x | —o0 0 + o0 x | —oo 0 + o
' - 0 + ' T+ 0 -
+o0 N 0 4 4o —o A 0 N —o

La fonctiony = ax* admet pour x = 0, un minimum égal a 0 lorsque a
est positif, un maximum égal a 0 lorsque a est négatif.

)

YR

Fig. 51.

B e e = —

I
N

Fig. 52.

Dans un vrepéré rectangulaire xOy, la courbe y = ax? se déduit de la courbe y = x?
dans I’affinité orthogonale d’axe Ox et de rapport . Comme y" = 2 g, elle tourne sa conca-~
vité du coté des y positifs (fig. 51) pour a > 0, du c6té des y négatifs (fig. 52) pour a < 0.

Elle admet, comme la courbe y = &2, 'axe Oy pour
tangente au sommet.

axe de symétrie ct 'axe Ox pour

140. Théoréme. — Dans un repére orthonormé, la courbe y = ax* est la

parabole de foyer F (0, -41—‘-1

On vérifie (fig. 53) que’ tout point M équi‘distant>

de F et de D satisfait a la condition MF2 = MH?2
1

~5) =0+ 7))

ou y = ax

soit : &% 4 (

On obtient ; x2

ale

1

La longueur KF‘= 5 2

parabole.

est appelée paramétre de la

) et dont la directrice D est la droite y = —

Ta
g
M
Fir =g)
o
@
0
D)
K H(acY40)
Fig. 53
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- - . : > >
Si au lieu d’un repére orthonormé on utilise un repére rectangulalre tel que |j| = 3|¢|
par exemple, cela revient 2 construire la courbe y = 3 ax? dans le repére orthonormé associé

au vecteur 7. La courbe reste donc une parabole D’aprés la définition géométrique toutes
les paraboles, et par suite toutes les courbes y = ax? sont semblables. -

141. Résumé. — La courbe y = ax? est une parabole de sommet O, admet-
tant y'y pour axe de symetrle et x'x pour tangente au sommet.

Pour construire correctement la courbe, il faut toujours pren-
dre une unité assez grande et construire un nombre suffisant de Dg----cooopeoeeeep
points.: ’

On pourra s’aider’ du fait que lorsque I’abscisse est multi-
pliée (ou divisée) par 2 ou 3, ordonnée est multipliée (ou divisée)
par 4 ou 9. Ainsi (fig. 54), connaissant seulement le point A et .
le sommet O de la parabole y = ax? on obtiendra facilement A T AA
sur du papier quadrillé les points B, C et D, ce qui donnera en Bw1-#B
complétant par symetrle par rapport a I’axe Oy, neuf points sans 0 -
calculs. Fig. 54.

142. Tangente et normale a la paraBole y = ax® — 1° L’équation de la tangente
en M(x, y) a la parabole y = ax?, s’écrit puisque y’' = 2 ax (n°® 125) :

| \Ay

Y—y=2ax(X—a)<—> | Y = 2ax X — ax?

Désignons par H et K les projections orthogo-
nales de M(x, y) sur les axes Ox et Oy (fig. 55). On

voit que la tangente coupe Ox au point I (g, 0), milieu
de OH et qu'elle coupe Oy au point P (0, — ax?),

»%  symétrique de K par rapport au point O. On dit que :
Le sommet O de la parabole est le milieu de la
sous-tangente PK relative & son axe Oy.
P v ' , v
/ , 20 Dans un repére orthonormé I’équation de
Fig. 55 | la normale en M(x, y) s’écrit: puisque y' = 2 ax

(n° 126) : X -—-‘x—i— 2ax (Y —y) =0.

Cette normale coupe Oy au point N tel que X =0 et d’ordonnée Y =y + — Za

Le segment RN=Y-— y = 21; est constant et égal au paramétre (n° 140).

La sous-normale relative & Paxe de la parabole est constante et égale au paramétre de cette
parabole.
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ETUDE DE LA FONCTION : y = ax’ + bx + ¢

143. Exemple I. — Etude de la fonction: y = x> — 2x — 3.

Cette fonction est définie et continue quel que soit x. Sa dérivée : y' = 2(x — 1) s’annule pour
x = 1, est positive pour x > 1, négative pour x» < 1.

2 .
Y Y Comme y = x? (1 - + 35) on voit, lorsque x tend vers
, . : . 4+ 00, que ¥ est le produit de x? par un facteur qui tend vers 1.
x’ \A A z £ Donc y tend vers + 00. On obtient :
x | + o0 1 + oo
' — 0 +

------ ' y |+ N —4 4 +oo

I
|
|
i
[
I
|
|
|
t
i
|
|
|
|
1
I
|
1
|
|

X' -4 X ) )
““““ S La fonction vy = x® — 2 x — 3 est donc décroissante lorsque x
varie de — o0 d + 1, croissante lorsque x varie de + 1 d 4+ oo.
Fig. 56. Elle admet pour ¥ = 1 un minimum égal & — 4.

GRAPHE. — Dans un repére rectangulaire xQy (fig. 56) la courbe représentative admet pour som-
met le point S(-- 1, — 4). Comme y" = 2, elle tourne sa concavité du coté des y positifs. Cette courbe
coupe Oy au point B(0; — 3) et Ox aux points A’ et A” dont les abscisses x' et x” sont les racines de
I’équation : ¥ — 2x — 3 = 0, soitx' = — Vet x" = 3.

EquaTtioN rREDUITE. — Désignons par XSY le repére rectangulaire qui se déduit de xOy dans la

translation de vecteur —6_8) (+ 1; — 4). Les formules du changement de repére (n® 90) : x =1+ X
ety = — 4 + Y montrent que ’équation de la courbe qui s’écrity + 4 = (x — 1)2 devient : Y = X2,

La courbe est donc une parabole, égale a la parabole ¥y = x2, admettant le point S pour sommet.
la droite SY d’équation x = 1 pour axe de symétrie et la droite SX pour tangente au sommet.

144. Exemple II. — Etude de la fonction : y = — % ¥+ 2x + L.

La fonction est définie et continue quel que soit x. La A
e / ) . Ji Y
dérivée : y' = — x + 2 s’annule pour x = 2. Elle est positive |
pour x < 2, négative pour x > 2. Lt :
: x? 4 2 '
Lorsque x tend vers 4 00, y = — 7 (1_—— o — ;2) :
a2 : ) . ‘ 1
tend comme — 7 vers — 00. On obtient : ‘
x| — o0 2 + )
y' + 0 -
y —00 S 3 N —~o00
1 . .
La fonctiony = — 3 x2 + 2x + 1 est croissante lorsque

x varie de — 00 @ 2, décroissante lorsque x varie de 2 @ -} o0.
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Elle admet pour x = 2 un maximum égal 4 3. Pour x = 0, on obtient y = 1 et y = 0 pour :
—x2+4x+2=0soitpourx=2j:\/3.

GraPHE. — Dans le repére rectangulaire xOy la courbe représentative admet le point S(+ 2, 4 3)
pour sommet. Comme " = — 1, elle tourne sa concavité du c6té des y négatifs.

Soit XSY le repére rectangulaire qui se déduit de xOy dans la translation de vecteur (TS’(-{- 2; + 3).
On obtient (n° 90) : x = 2 + Xety =3 + Y. '

Y]
d

1

L’équation de la courbe qui s’écrity — 3 = — 3 (x — 22 devient Y = — - La courbe est
2
donc une paraboie égale la parabole y = — % Elle admet comme axe de symétrie la droite x = 2

et pour tangente au sommet la droite y = 3.

145. Cas général : y = ax® + bx - c.

Tout trindme du second degré en x de la forme y = ax® + bx + ¢ avec a £ 0,

peut s’écrire :
. b\  4ac — b
y=alet o) + 25

C’est une fonction de x, définie et continue pour toute valeur de x.

Sa dérivée y' = 2ax + b = 2a (x + ib—a) s’annule pour x = — -Z-b-‘-z- Elle est du signe

b . b
de a pour x > — o du signe opposé pour ¥ < — e

— B2 |
Pour x = — -Zb—a on obtient : y = ﬂ%—a—é-- D’autre part pour x 7~ 0, on peut écrire:

y = &2 (a + % + 52-) Lorsque x tend vers 4 oo, 2 tend vers + oo et le facteur entre

parenthéses tend vers a. Donc y tend vers + oo lorsque a est positif, vers — oo lorsque a
est négatif. On peut donc établir les tableaux de variations :

1er Cas : a positif 2¢ Cas : a négatif
b ' b
x | — o — 32 + oo . % | — o0 — 52 4+ oo
y - 0 + y + 0 —
4ac — b 4ac — b®
A U Ll I A O
. , | b 4ac — b2
La fonction y = ax® + bx + ¢ admet pour x = — 52 la valeur —

pour minimum ou pour maximum suivant que a est positif ou négatif.

— B2
Notons que la valeur 1‘5547-?— est f (— Zb_a) en désignant par f(x) le trinbme
y=ax*+ bx +c. ' '
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146. Représentation graphique. — Le plan étant rapporté 3 un repére rectangu-
b dac— bz)
22’7 T Ta

pour sommet. Comme y” Za, cette courbe tourne sa concav1te du c6té des y positifs

laire xQOy, la courbe y = ax® + bx + ¢ admet le point S (x = —

pour a > 0 (fig. 58), du c6té des y négatifs pour a < 0 (fig. 59).

v | Ny
YA | . bac-b2 s X
ha |
|
/0 ; ©
|
X’ & & L "
@ g 0 - z
2a :
0 |
@
L‘_ao_b2 ___________ . - I
ba X Y
Fig. 59.

Soit XSY le repére rectangulaire qui se déduit de xOy dans la translation de vecteur OS.
__ 4ac—

Les formules de changement de repere (n°90) : x = — o + X ety —a —|— Y
'z 4ac — b®
montrent que I’équation de la courbe y = (x + 2—‘; —|— —i devient :
Y = aX?

La courbey = ax®> 4 bx + ¢ est une parabole admettant pour axe de
4ac —b*
4q

Dans un repére orthonormé xOy, on peut vérifier que la courbe est le lieu des points

b 4ac— b +1 _4ac—b2—1
équidistants du foyer F (— o e ) et de la directrice A (y = o )

La parabole y = ax® + bx + ¢ coupe l’axe Oy au point B(0, ¢). Lorsque b2 —4ac
est positif, elle coupe ’axe Ox pour ax? 4 bx 4 ¢ = 0. On obtient alors deux points d’inter-
section A’ et A” d’abscisses respectives :

~b—F—da , _—b+F—Fa
2a N 2a

I - . b : - L]
symétrie la droitex = — 5, et pour tangente au sommet la droite y =

x' =

Notons que la courbe partage le plan en deux régions :

- La région (I), au-dessus de la courbe, ot : y > aa? + bx + c.
La région (II), au-dessous de la courbe, ot : y << ax? -+ bx + .

On pourra ainsi résoudre graphlquement toute mequatwn de la forme :

Ax*+ Bx+ Cy+ D >0,
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147. Cas particuliers; 1eT cas : ¢ = 0. — La courbe y = ax? + bx passe par T'ori-

gine (fig. 60) et recoupe Ox au point d’abscisse — b,

a
.‘ C
s
) N
2a_a
N | T @ 0| _&
hac-b| \ : 2a
La '

Fig. 60. Fig. 61. Fig. 62.

2¢ Cas : b = 0, La courbe y = ax? + ¢ admet pour axe de symétrie la droite y'y (fig. 61)
et si ac < 0, elle coupe Ox aux points : x = + /\/ — 2

3¢ Cas : b2 —4ac =0. La courbe y = ax® + bx + ¢ a son sommet sur 'axe x'x

(fig. 62) et admet cette droite pour tangente au sommet, au point d’abscisse : ¥ = — Zi
a
148. Tangente et normale a la parabole y = ax? 4 bx 4 ¢. — -Puisque

' 9' = 2 ax + b la tangente au point M(x, y) a la parabole y = ax® + bx + ¢ s’écrit (n® 125):

Y—y=Qax+bX—%) —> |Y=QLax+b)X+c—ax2| (1)

De méme, dans un repére orthonormé, I'équation de la normale en M(x, y) a cette
parabole s’écrit (n°® 126) :

X—2+Qax+ 8 (Y—9=0 ‘ (2)
149. Intersection d’une droite et d’une parabole. — L’équation aux abscisses
des points d’intersection de la parabole y = ax? + bx + c et de la droite D :
y=mx+ p sécrit: ax®* + (b —m)x+c —p=0. Ay 1718

La droite D est donc (fig. 63) sécante, tangente
ou extérieure a la parabole suivant que

A =(m — b —4a(c —p)
est positif, nul ou négatif.
Le milieu I de lasécante M'M" d’équationy = mx + p

a pour coordonnées : O/
' O
/

&+ m—b
MT T T T2a

m(m — b
y1=mx1+p=——-—(mza )+P- Fig 63.
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Si p varie, m restant fixe, la sécante M'M" varie en restant paralléle a la direction y = mx et le

—b . . ..
Vi 2 ax + b = m, appelée diamétre conjugué de la direction
| y = mx. L’extrémité A, sur la parabole, de ce diamétre est le point ou la tangente est paralléle d y = mx

cary =2ax+ b=m.

point 1 se déplace sur la droite x = i

150. lntersectlon de deux paraboles. — Construisons dans un méme repére les
courbes (P;) et (P) : '

y=axt+bx+c (1) et y=ax®4bx+¢ (2)
Eliminons y, nous obtenons I’équation aux abscisses des points d’intersection (n° 89) :
(@a—a)e*+(b—0b)x+c—c' =0 3)

1°f cas : @ = a'. Cette équation est du 1¢r degré : un seul point d’intersection si b 7 b'.
Pas d’intersection si en plus b = &',

2¢ cas : @ % a'. L’équation (3) est du second degré et :
=0b—0)P—4(a—a)(c—c)

a) A > 0. L’équation (3) a deux racines d1st1nctes et les courbes se coupent en deux
points distincts A et B (fig. 64).

®)

Fig. 64. . Fig. 65. Fig. 66.

b) A — 0. Les deux courbes se coupent en deux points confondus en A d’abscisse %,
b—b

2(a —a')
en A et sont tangentes en ce point (fig. 65).

Or:xy = — —2 axy + b = 2a'x, + b'. Les deux courbes ont méme tangente

¢) A < 0. Les deux courbes n’ont aucun point commun (fig. 66).

REMARQUE. — Eliminons 42 entre les équations (1) et (2) en multipliant (1) par — a’
et (2) par a: ,
(a—a)y = (abl —a'b)x+ ac’ — a'c 4)

Cette équation est celle d’une droite (D), passant par tout point commun 2 (P;) et (P,),
car toute solution du systéme (1) et (2) vérifie I'équation (4). C’est I'équation de la droite AB
si A > 0 (fig. 64) ou de la tangente commune en A si A = 0 (fig. 65). Elle est extérieure
aux deux courbes si A < 0 (fig. 66).
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151. Détermination d’une parabole. |

1° Parabole passant par trois points donnés.

" EXEMPLE. — Soient les points : A(— 1; 0), B(1; 3) et C(3; 2) (fig. 67). Pour que la parabole
y = ax® + bx 4 ¢ passe par ces trois points, il faut et il suffit

que : g

a—b+c=0;a+b+c=3 31
et 9a+ 3b-+¢= 2. 2
- Ces trois relations donnent : /
1 3 . '
a=-§’b=§etc==2. A
] -1 0
La parabole cherchée a pour équation :
x
y=—3t5+2 Fig. 67.

Si 'on connait les abscisses a et 8 des intersections de (P) avec I'axe Ox, on pourra
prendre son equatlon sous la forme :

y-d@*@@—@

29 Paraboles ayant un sommet donné.— Soit S («, B) le sommet de la parabole.

4ac — b2
4a

Soit: b = — 2 aa et ¢ = B + aa? et ’équation s’écrit :

Il faut que : —ziaﬁaetaaz%-ba—l—c:pou = B.

y=ax?—2aux + aa® +B.Soit: | y=a(x—a)?+p

ce qui se vérifie par la formule :
4ac — b*

b \2
el B 112

30 Paraboles tangentes a une droite donnée.— Soit 2 déterminer les paraboles
tangentes a la droite (D) d’équation y = mx + p au point A d’abscisse x = ..

La tangente au point x = « 2 la parabole y = ax® + bx + ¢ s’écrit (n° 143) :
y=02ax—+b)x+ ¢ — ax®

Pour que cette tangente soit la droite y = mx -- p
il faut et il suffit que :

2aa + b =m; c—ad®=p
soit: b=m—2aa;c=p -+ ad’

Les paraboles cherchées ont donc pour équation :

y=ax*+ (m — 2ae)x + p-+ ad?

y=a(x—apP +mx+p (1)

Fig. 68.
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On vérifie d’ailleurs qu’une telle parabole coupe la droite y = mx 4- p pour a(x — a)® =0,
donc en deux points confondus d’abscisse ¥ = .

ExemMpLES. — 1° La parabole y = %(x -~ 2)2 4 x — 3 est tangente & la droite y = x — 3 au

point d’abscisse x = 2 (fig. 68). _
20 La parabole y = ax® + bx + ¢ est tangente 2 la drmte y = bx + ¢ en son point de rencontre

avec Oy.

152. Discussion graphique de I’équation : ax? - bx + ¢ = m.
ExeMmPLE. — Etudier suivant les valeurs du paraméire m la position, par rapport aux
nombres — 1 et 5/2, des racines de I'équation :
¥ —2x—44+m=0. (1)
L’équation (1) est I’équation aux abscisses des points d’intersection de la parabole fixe (T) :

y = — &%+ 2x + 4 et de la droite variable A : y = m.

Marquons (fig. 69) sur (I') les points A (— 1, 4 1) et B (;» 14_1) L’abscisse ¥ du point d’inter-

section M de la parabole I et de la droite A est telle que

5 5 -
x < —1; ——1<x<§ ou x < 5

suivant que M appartient i la branche A, a ’'arc AB ou 4 la branche By de la parabole I". Le gra-
phique permet d’écrire immédiatement suivant les

y A : valeurs de m les résultats suivants :
m CONCLUSIONS
- o0
Pas de racines réelles
5 —_— =" =1
! - S
—~ 1<y <x"< 3
11 : ' w__ 3
! 5 n
— 1< < 3 < «x
1 s M l<i<a
: 2
1 . 5 /4
< —1 < 3 < x
Fig. 69. —® '
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EXERCICES

307. Déterminer le coefficient a de fagon que la parabolé : y = ax? passe par le point
A(—3; —|—_.2',25). Déterminer les coordonnées des points d’intersection avec la droite x + 2y = 4.

s
K4

- 308. On considére un repére orthonormé xOy et le point A de Oy tel que OA = p. Déterminer
le lieu des points M du plan tels que en désignant par H la projection de M sur Ox on ait la relation :

MA? = MH? + OAZ

2

309. On considére la courbe : y = %— et la droite variable y = x + m.

1° Pour quelles valeurs de m la droite coupe-t-elle la courbe en deux points A et B? Calculer

les coordonnées de ces points pour m = 7

- 29 Trouver en fonction de m les coordonnées du milieu M de AB, Lieu du point M et équation
de la tangente A la courbe i Pextrémité de ce lieu.

310. On considére en orthonormees la courbe (I'):y = x*et on la coupe par une droite vanable (A):
y=2x-+ m.

19 Déterminer suivant les valeurs de m le nombre de points d’1ntersect10n de la courbe et de la
droite. Construire la droite (A) tangente a (T).

2° Trouver les valeurs de m pour que 'un des pomts d’mtersectlon ait pour abscisse — 1ou+4 2.
Construire les droites (A) correspondantes et calculer les coordonnées de leur deuxi¢me point d’inter-

section avec la courbe.
30 Utiliser le graphique ainsi obtenu pour déterminer suivant les valeurs de m I’existence et la
position des racines de I’équation : ¥2 — 2 x, — m = O par rapport a — 1 et 4 2.

311. On construit dans un repére orthonormé la courbe (I') : y =  eton considére la droite

variable (A) : ¥y = m (x - -;) — 1.

19 Montrer que (A) passe par un point fixe S. Calculer ses coordonnées.

20 Etudier suivant les valeurs de m le nombre de points d’intersection de (A) et de (I'). Equatmns
des tangentes en A et B issites du point S. Déterminer ’angle ASB. :

3° La droite AB coupe Oy en un point F, Etablxr I'équation de SF et montrer que AB et SF sont
perpendiculaires.

312. On considére en orthonormées la courbe y = x2 et la droite y = mx -+ p.

10 Déterminer m et p pour que la droite soit tangente 3 la courbe au point d’abscisse x = «,
Calculer I’ordonnée du point de contact M.

29 On désigne par A et B les intersections de la tangente en M avec Ox et Oy puis par H et K
les projections de M sur Ox et Oy. Montrer que A est le milieu de OH et de BM et O celui de BK.

30 Montrer que la médiatrice de BM passe par un point fixe F de Oy. Comparer la différence
MF — MH 3 la longueur OF,

2 .
313. Construire la courbe : y = a;_ Par le point A de x’x d’abscisse 4 1 on trace une droite (D)

variable de coefficient directeur m.
19 Etudier suivant les valeurs de m le nombre de points d’intersection de la droite et de la courbe.

2° Détermine I’équation de la tangente issue de A dlfferente de Ox et les coordonnées de son
point de contact T. -
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3% On suppose que (D) coupe la courbe en deux points M’ et M”. Déterminer en fonction de m
les coordonnées du point B conjugué harmonique de A par rapport 4 M' et M", puis le lieu de B.

314. 1° Etudier les variations de la fonction : y = — 3 x? sur la droite — 00 << x << 00, Cons-

truire la courbe représentative (C) dans le systéme d’axes rectangulaires xOy.

2° On considére la droite (D) d’équation y = x + p. Former I’équation du second degré dont
les racines x’ et x” soient les abscisses des points M’ et M"” communs a (C) et a4 (D). En déduire le lieu
géométrique des milieux des cordes M'M” de (C) quand p varie; limiter avec soin la portion de la courbe
trouvée qui convient.

3% Qu’arrive-t-il si 'on fait p = % dans P’équation de (D)? Préciser alors 1a position de (D) par
rapport a (C).

315. Soient Ox et Oy deux axes de coordonnées rectangulaires. On marque sur ’axe Ox le point A

2

. .. . , . . x
d’abscisse a positive donnée, et ’on trace la courbe (C) représentative de la fonction y = 54

19 On coupe la courbe (C) par la droite (D) représentative de la fonction : y = m(x — a). Former
I’équation du second degré ayant pour racines les abscisses x’ et x” des points d’intersection.

Déterminer m, différent de zéro, de maniére que I'une de ces abscisses soit double de 'autre
Calculer alors les coordonnées des points d’intersection, et dessiner sur une méme figure la courbe (C)
et la droite (D) ainsi déterminée.

20 1.e paramétre m redevenant arbitraire, expliquer comment varie la droite (D) quand m varie.
Calculer les coordonnées du point de contact de la courbe (C) avec la droite (D), différente de O,
qui lui est tangente.

3° Discuter, suivant les valeurs de m, I’existence des points d’intersection de la courbe (C) et de
la droite (D) et interpréter géométriquement cette discussion.

— Etudier et représenter graphiquement les fonctions :

316 y =22 —3x+ 1. 3Nl y=—2x2+x+3. 318 y =4 — (x — 2)?
319, y — a* — 5x — 14, 320.3»=—i;i 1ox— 4 321.y=fzf~x~¢6.

¥ — Résoudre graphiquement les systémes suivants, et vérifier par le calcul :

1

4x—y—5=0 2+ 2(x+y)+5=0
322. 2 323.

(*+ 3@ —5) + 2y = 3 +2y+ 11 =
og (3Gx+)+4=0 3x+y+2=
- 324, x3 —~2x + 3y —10 = 0. 325. Ix2 — 2(x—9y)+ 8 =0

— a2 y =
2.2 2% 321, 2,

y = — x4 4x - 6. .

y = 2+x-|—3.
T tadt2

y=—7%5 X — 2 _
328, 2 329.39,’“‘_‘2”2";4"165 ]

y=x2—-2-—1. y=- x+ X =
330. Montrer que la parabole : y = ,f — mx + 1 passe par un point fixe. Déterminer les coor-

2
données X et Y de son sommet S et trouver le lieu de S lorsque m varie.

331. Déterminer la parabole : y = ax? + bx + ¢ :
10 Passant par les points A(— 2;2), B(0; — 2) et C(3; — 0,5).
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20 Passant par le point A(— 1; 1) et admettant pour sommet S (1; 3)..

3o Tangente a la droite : y = x — —;— et 4 la droite y = — 2 x + 7 aupoint A(4; — 1).

332. On considére la droite variable (A) : 3 = 2 mx — (m* + 1).
_ 10 Construire cette droite pour m = — 1 et calculer m pour que A passe par le point A ( 1; — %)

20 Déterminer le lieu (C) des points M du plan par o1 passe une droite A et une seule, et montrer
qu’en chacun de ces points la droite A correspondante est tangente a (C).

333. On considére dans un repére orthonormé le point A (x = 2;y = 4) et la droite (D) définie
par la relation y = 4 5. Soit un point M de coordonnées x et y et MB la perpendiculaire en B a (D).

10 Calculer MA2? et MB? en fonction de x et de y.

20 En déduire la relation entre x et y pour que M soit équidistant de A et de la droite (D). Quelle
courbe décrit le point M ? Construire cette courbe.

334. Dans un repére orthonormé un point variable P décrit la droite fixe (D) d’équation :
¥y + 1 = 0. La perpendiculaire en P 4 (D) et la perpendiculaire en O 3 OP se coupent en M.

- 1° Trouver la relation qui existe entre les coordonnées x et y du point M.

20 Construire la courbe décrite par le point M lorsque P décrit la droite (D).

335. Soient A (+ 1; + 4) et B(+ 1; 4 3) deux points fixes du plan rapporté au repére ortho-
normé xQOy. Un point variable M décrit la droite (D) d’équation y = 4. La perpendiculaire en M a (D)
et la perpendiculaire menée par A 4 BM se coupent en S.

10 Etablir que AM2? = AB.MS. En déduire une relation entre les coordonnées x et y du point S
20 Construire la courbe décrite par S lorsque le point M parcourt (D).

2
% 336. 1° Etudier et représenter graphiquement en orthonormées la fonction: y = — % + x4 1.

20 Montrer que tout point M(x, ) de la courbe précédente est équidistant du point
A(x=2, vy = 1) et de la droite : y = 3.

30 Par le point B(x = — 1, y = 0) on méne la droite de coefficient directeur m. Etudier suivant
la valeur de m le nombre des points de rencontre de cette droite avec la courbe et le signe des abscisses

de ces points.

337. On considére le trindme : y = ax® + bx + c.
1° Construire dans un repére orthonormé xOy la courbe figurative pour a = 1, b = — 6, c*= 5.

20 Calculer les abscisses des points de rencontre de cette courbe avec les bissectrices des axes.

30 Calculer les abscisses des points de rencontre de cette courbe avec la droite passant parl’origine
et faisant un angle de 30° avec I’axe Ox.

(3 — x) (x + 5) et construire la courbe repré-

ENPN

338. 1° Etudier les variations de la fonction y =
sentative (C). Soit A le point ou (C) coupe Oy.
20 Comment varie la droite (D) d’équation y = — —12- x -+ h avec h? Discuter suivant les valeurs

de % le nombre de points d’intersection de (C) et (D). Soient M et M’ les points d’intersection de (C)
et (D) lorsqu’ils existent; déterminer le lieu du milieu P de MM’ quand (D) varie.

30 Montrer que, lorsque m varie, la droite (A) d’équation y = mx + 5 passe par un point fixe B.
Discuter suivant les valeurs de m le nombre de points d’intersection de (C) et (A). En déduire I’existence
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de deux tangentes issues de B. Montrer qu’elles sont perpendiculaires. Déterminer les coordonnées
des points de contact T} et T, et vérifier que le milieu I de T, et T, fait partie du lieu trouvé a la ques-
tion précédente et est symétrique de B par rapport 2 A. Equation de la droite qui passe par les points
de contact T, et T',.

339. Tracer, dans un repére orthonormé, la courbe (C) représentant la fonction : y = x2,
Soient A et B deux points de cette courbe se projetant en a et b sur Ox et soient a et § leurs abscisses

respectives. o '

10 Quelle relation doit-il exister entre a et 8 pour que le milieu de AB soit sur une paralltle 2 Oy
d’abscisse k donnée ? Calculer la pente de la droite AB en fonction de & et en déduire le lieu des milieux
des cordes de (C) paralleles a une direction donnée.

20 Calculer les coordonnées (X, Y) du milieu M de AB en fonctxon de o« et de g. En déduire les
expressions de a et B en fonction de X et de la valeur 4 supposée connue de gb. Former ensuite la
relation liant X et Y indépendamment de o et § quand A et B se déplacent sur (C) de fagon que
ab = h= constante et en déduire le lieu de M dans les mémes conditions.

39 Quelle relation doit-il exister entre « et § pour que I’angle AOB soit droit ? Calculer en ce cas
I’ordonnée du point P oy AB coupe Oy et en déduire que P est fixe quand I’angle droit AOB pivote
autour de O. ~

340. On considére la fonction ¥ = x2 + 2 mx + p.

19 Déterminer p et m de telle sorte que la courbe representatlve coupe l'axe Oy au pomt A
d’ordonnée 1 et soit tangente 2 la droite d’équation ¥y = 2 x — 3. On trouvera deux solutions.

20 Construire les deux courbes trouvées a la question 1°, On déterminera, en particulier, les points
de contact de ces courbes avec la droite donnée et le coefficient directeur des tangentes a ces courbes
a leur point d’intersection A.

341, 1° Etudier les variations de la fonction : y = — 9—;— + x + 3.

Construire la courbe représentative (I') dans un repére orthonorme.

20 Calculer les coefficients directeurs des tangentes  cette courbe aux points B et C d’abscisses
respectives O et 6. Ecrire les équations de ces tangentes. Calculer les coordonnées de leur point d’inter-
section A. '

30 Calculer les coordonnées du milieu M de BC et du milieu P de MA. Montrer que P est sur
la courbe (I"). :

49 Montrer que la tangente en P i la courbe (I') est parallele 4 BC.

342, On considére la courbe C, graphe de la fonction y = x2 — 3 x + 4 et la courbe C’, graphe
2 . .

de la fonction y = % — x4+ 2.

10 Construire C et C' dans un méme repére rectangulaire. Montrer que ces deux courbes ont
un point commun et un seul et calculer les- coordonnées de ce point, qu’on désigne par A.

20 Calculer les coefficients directeurs des tangentes enAaCetC et venﬁer que _ces tangentes
sont confondues. En désignant par T cette tangente commune, trouver la fonction dont la droite T
représente les variations.

30 Par le point B de I’axe Oy d’ordonnée b on méne la droite D paralléle 2 la tangente T Quelle

est la fonction dont D représente les variations ? Former ’équation donnant les abscisses des points
communs 2 C et D ou a C’ et D. Quelle condltlon doit vérifier b pour que D coupe respectivement

C et C' en deux points distincts ?

49 Montrer que les segments découpés par C et C’ sur D ont méme milieu I. Quel est le lieu du
point I lorsque B se déplace sur I’axe Oy ?

343. 1° Déterminer les coefficients a, b, ¢ de fagon que le trindme du second degré : ax® +- bx 4+ ¢
prenne la valeur 18 pour x = 2, la valeur — 12 pour x = — 3 et la valeur 42 pour x = 3.



ETUDE DE LA FONCTION :y = ax® + bx + ¢ - 105

20 Etudier les variations de la fonction : y = ax?® + bx + ¢, a, b, et ¢ ayant les valeurs trouvées au
paragraphe précédent, et construire la courbe représentative (I').

30 La droite (D) d’équation : ¥y = mx — 15 coupe (I') en A et B. Déterminer pour quelles valeurs
de m les points A et B sont confondus.

4° Lieu du milieu P du segment AB lorsque m varie. Construire ce lieu.

344. Déterminer les coefficients a, b et ¢ de fagon que le trindme du 2¢ degré ax® - bx 4 ¢ prenne
la valeur numérique — 1 pour x = 0 et pour x = 1, et qu’il prenne la valeur numérique 1 pourx = — 1,

20 Etudier les variations de la fonction : y = ax? + bx + ¢, a, b et ¢ ayant les valeurs trouvées
précédemment. ’ :

30 Quelles sont les coordonnées des points d’intersection de cette courbe avec la droite qui a pour.
équation: y = mx — 1? -

40 Pour quelle valeur de m cette droite est-elle tangente a la courbe ?

= x2 — 1,

K345' Etant données les fonctions y = —xt — 2%+ 3.

10 Etudier et représenter graphiquement leurs variations. Montrer que ces deux courbes se coupent
en deux points A et B dont on déterminera les coordonnées; en déduire que le point A se trouve sur Ox.

20 Montrer que le graphe de la fonction : ¥y = (1 — m) x* — mx + 2m — 1 passe par les points
A et B quel que soit m. Trouver les abscisses des points d’intersection A et M de cette courbe avec
I’axe des x. ’ o

30 Etudier et représenter graphiquemeht les variations de I’abscisse du point M lorsque m varie.
. 40 Pour quelle valeur de m lacourbe :y = (1 — m)x2 — mx + 2m — 1l etladroitey = 2x — 2
sont-elles tangentes ? Calculer les coordonnées du point de contact.

346. On considére le trindme : y = x* — 2 kx + k2 + &+ 1.

10 Déterminer k de fagon que ce trindme ait un minimum égal & — 4, puis construire la courbe
représentative des variations du trindme ainsi obtenu.

20 On coupe cette courbe par une droite passant par l'origine et ayant pour équation : y = mx.
Etudier I’équation qui donne les abscisses des points de rencontre et déduire de cette étude qu’on peut
mener 4 la courbe deux tangentes par I’origine. Donner les équations de ces tangentes.

30 Soient M’/ et M” les points de rencontre de la droite considérée et de la courbe. Calculer les
coordonnées du milieu P du segment M'M". Peut-on déduire des valeurs obtenues la ligne que décrit
le point P quand m varie ?

347. 10 Etudier suivant les valeurs de x le signe de I’expression :
A f) =2x (x4 2) — (v + 2) (x + 1).
20 Ktudier les variations des fonctions :y = 2x (x + 2) et y = (x + 2) (x + 1).

Construire dans un méme repére rectangulaire les graphes C et C’ de ces fonctions. Calculer les coor-
données des points de rencontre A et B.des courbes C et C'.

30 Calculer les coefficients a, b, ¢ de fagon que le trinéme : y = ax? + bx 4 ¢ ait un maximum
égal 4 8 et que son graphe passe par les points A et B.

40 La droite : y = m (x 4 2) rencontre les courbes C et C' au point A et aux points M (pour C)
et M’ (pour C'). Calculer en fonction de m les coordonnées de M, de M’ et du milieu de P de MM'.
En déduire le lieu de P lorsque m varie. Vérifier que ce lieu passe par A et par B.
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a

'153. Théoréme. — La fonction y = ;c est définie et continue sur les

deux intervalles ] — ~,0[ et ] 0, + 0 [. Elle est décroissante dans chacun

de ces intervalles.

On peut, en effet, calculer y pour toutes les valeurs de x, sauf cependant pour x = 0.
La fonction n’est pas définie pour cette valeur de . Comme le produit xy est égal 2 + 1,

x et y sont toujours-de méme signe.
A deux valeurs de x opposées, a et — a,

correspondent deux valeurs de y opposées

1 1 .
-~ et — = La fonction y = - est une fonc-
o o X

tion impaire.

Sa dérivée y' = — ,’cli étant négative

pour x * 0, la fonction y = % est donc

décroissante sur chacun des intervalles
] — o0, 0[et]O0, 4 oof.

Lorsque x¥ — + oo, y — 0 car pour
obtenir |y| < e il suffit de prendre

1
| x| < = De méme lorsque x tend vers 0,
y tend vers 4 oco. Pour obtenir |y | > A,

il suffit de prendre| x| < IK On obtient :

-+ oo

y —

0 N —oo||+oo N O

Lorsque x croit de — « a 0, puis de 0 @ + oo, y décroit de 0 a — oo, puis

de + < a0.
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Le double trait vertical, pour ¥ = 0, indique que pour cette valeur de x la fonction
n’est pas définie.
Le plan étant rapporté a un repére cartésien quelconque ¥Oy, on voit (fig. 70) que

le graphe de la fonction y =31é se compose de deux branches distinctes situées dans les

régions I (x et y positifs) et III (x et y négatifs).

Ces deux branches sont symétriques par rapport a l’orlgme O car la fonction est
impaire et admettent toutes deux pour asymptotes les axes x'x et ¥’y (n® 132). La courbe

obtenue est appelée hyperbole.

154. Etude de la fonctlon : y = —. — La fonction y = g = a- j—cest une fonction

impaire définie et continue pour toute valeur de x différente de 0.

. ? a 2 ‘ . .
Sa dérlvee Yy = — e étant du signe de — 4, on voit que :

La fonction y = f est définie et continue sur les intervalles ] — o, 0 [ et

10, 4 oo [. Dans chacun de ces intervalles elle est décroissante pour a positif,
croissante pour a négatif.

D’autre part lorsque | x| = o0, ¥ — 0 et lorsque x — 0, | y| — oco. On obtient :

ier Cas : a positif 2¢ Cas : a négatif
X | — o0 0 +ool | x| —o 0 + o
2 I I I I
0 ~N-—ow|+ox 0| y|0 stof-—ws 0

‘10 q positif. — Lorsque x croit de — « a 0, puis de 0 a 4 oo, y décroit
de 0 @ — oo, puis de + ~ a 0.

20 g négatif. — Lorsque x croit de — ~ a 0, puis de 0 @ + oo, y croit
de 0 @ + o, puis de — o a 0. .

155. Représentation graphique. — Le plan étant rapporté a un repére cartésien

quelconque xQy, la courbe y = g se déduit de ’hyperbole y —_—.1 dans Paffinité d’axe Ox,

de direction Oy et de rapport a. Cette courbe est une kyperbole située dans les réglons (I)
et (III) si a est positif (fig. 71), dans les régions (II) et (IV) si a est négatif (fig. 72). Elle est
d’autant plus éloignée des axes que a est grand en valeur absolue.

REMARQUES. — 1° L’équation de la courbe s’écrit aussi : xy = a. Sous cette forme,
on voit que x et y jouent des roles identiques et on passe de I'hyperbole xy = 1 4 hyper-
bole xy = a par I’affinité d’axe Oy, de direction Ox et de rapport a.

20 Si le repére xOy est rectangulaire, Phyperbole xy = a est dite équilatére. Les hyper-
boles équilatéres xy = a et xy = — a sont alors symétriques 'une l'autre par rapport a Ox

ou par rapport & Oy. S
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3o L’hyperbole xy = a admet pour asymptotes les droites Ox et Oy. —
Cela résulte du n® 92 pour la courbe y = g- On vérifie (fig. 72) que lorsque x tend

vers + oo ou — oo, la distance MH du point M (», y) & Ox, au plus égale 3 MP =

tend vers 0. En intervertissant le role des axes Ox et Oy on voit de méme que Oy est
une asymptote de la courbe.

Fig. 71.. | | Fig. 72.

156. Symétries de I’hyperbole xy = a.
10 L’origine O est un centre de symétrie de la courbe. — Cela résulte du

fait que la fonction y = £ est une fonction impaire (n° 67). Sile point M (x = «, y =B = a
q y=< Impair pot Yy =

est un point de la courbe (fig. 71), il en est de méme du point M'(x = — «, y = — B).

20 Les bissectrices des angles formés par les axes sont des axes de
symeétrie.

Supposons d’abord (ﬁg 71) que le repére xOy soit. normé, c’est-a-dire que les vecteurs
unitaires des axes 7 et i [ aient méme module. Ils s’échangent dans la symétrie par rapport &
la bissectrice Ou des angles x0y et 'Oy’ (premzere bzssectrzce) Cette symétrie transforme

- le vecteur OM = ol + B] enun vecteur OM1 = a] + pr. Orle pomt M1 (x = p, —a= g)

est un point de la courbe. -

. On voit de méme que la symétrie par rapport é la b1sscctnce Ov des angles x'Oy et
» xOy (deuxzéme bzssectrzce) transforme ien — ] et ] en — i, Elle transforme le vecteur
OM = o + B] en OM2 (oc] + Bz) opposé 2 ()M1 Le point M, (— B, — a) appartlent
a la courbe qui admet les deux bissectrices comme axes de symetne

“Ces propriétés se conservent si on remplace le vecteur ] par J =37 J par exemple, car -
cela revient 3 multiplier par 3 les ordonnées de chacun des points de la courbe initiale.
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. . . o 3a
Rapportée 2 I'ancien repére la nouvelle courbe a pour équation : y = = Elle est de la

méme forme que y = g et admet les mémes éléments de symétrie.

157. Résumé. — La courbe y = f est une hyperbole admettant x'x et y'y

pour asymptotes, Porigine O pour centre de symétrie -et les bissectrices
des angles formés par les asymptotes pour axes de symétrie.

La forme de I’hyperbole xy = a dépend de la valeur de Pangle des asymptotes a Iinté-
rieur duquel se trouve une des branches de la courbe.

RemaRQUEs, — 10 Considérons (fig. 73), construites
dans un méme repére xOy, les deux hyperboles xy = a et
xy = k%a. Si le point M («, B) appartient & la premiére, son
homologue M’ (ka, 8) dans I’homothétie (O, k) appartient
a la seconde et inversement. Les deux courbes sont homo-
logues dans cette homothétie. Donc :

Deux hyperboles qui ont méme angle des asymptotes sont
semblables.

20 L’hyperbole Xy =a partage le plan en trois réglons Fio. 73.
Celle qui contient le centre et les asymptotes constitue '8
Pextérieur de I'hyperbole. Les deux autres, limitées chacune par une branche de la courbe,
constituent V'intérieur de I’hyperbole.

~ 158. Tangente et normale & Phyperbole xy = a.
1o La tangente au point M(x, y) 2 I’hyperbole y =£ a pour coefficient directeur

Y = — a%’ soit, compte tenu de I’équation de la courbe : y' = — Y. Dans tout repére
x

cartésien I’équation de cette tangente s’écrit donc (n® 125) :

1)

Fig. 74. Fig. 75.

La tangente coupe les asymptotes en R (2x; 0) et S (0; 2 y). Ces points sont les symé-
triques de O par rapport aux projections H et K du point M sur les asymptotes et M est
le milieu de RS (fig. 74).
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20 Dans un repére orthonormé I'hyperbole est équilatére (fig. 75) et le point M est le
centre du cercle ORS. Ce cercle recoupe les axes de I’hyperbole, bissectrices de I'angle xOy,
aux extrémités P et Q du diamétre perpendiculaire 4 RS. La droite PQ est donc la normale

en M et son équation s’écrit puisque y' = — % (n© 126) :

X-—x_F——%(Y—y):O <> Xx —Yy = a% —y2

Donc P est le point X =Y =x+yet Qle Point X=—Y=x—y.

159. Sécantes a une hyperbole. — Les points d’intersection de I’hyperbole :
xy = a et de la droite D : y = mx + p ont pour abscisses les racines de I’équation :

mx® 4 px —a = 0. 7
La droite D est tangente a la courbe pour : p? + 4 am = 0, sécante en M’ et M” ipoiilr'
p® + 4am > 0 (fig. 76). _
10 Le milieu I de M'M" a pour coordonnées
xx=—~2%letyx=mx1 +» =§-
" Or, puisque la droite D coupe les asymptotes en

P ( — 1%: O) et Q(0, p) on voit que I est aussi le milieu

de PQ et que PM’' = M”"Q. On en déduit une cons-
truction (dite de la bande de papier) d’un point quel-
conque M” de la courbe, connaissant les asymptotes et
un point M’. ' :

20 D’autre part y; = — mxy. Si la droite D varie
en restant paralléle a la direction fixe y = mx, le lieu
de I est la droite y = — mx, appelée diamétre conjugué
de la direction y = mx. Comme inversement y = mx
est le diameétre de la direction y = — mx, on voit que
deux diameétres conjugués de ’hyperbole forment avec
les asymptotes un faisceau harmonique et que 'un d’eux passe par les points de contact A et B des
tangentes paralléles & 'autre.

Fig. 76.

ax + b
FONCTION HOMQGRAPHIQUE : y»_‘ cx - d
160. Etude directe de la fonction : y = %:_—til

1 ) .
= 1 est définie pour toute valeur de x autre que la valeurx =1

qui annule le dénominateur (pole de la fraction rationnelle). Elle est donc définie et continue sur
les irtervalles ] — oo; 1[ et ]J1; 4 ool. '

Elle admet pour dérivée : y' = 2(x "’(1’): 1()22 x -+ 1) y

La fraction rationnelle y =

_ 3

TTe=




ax + b
cx + d

Cette dérivée étant négative sur chacun des intervalles précédents, la fonction est donc décroissante.

FONCTION HOMOGRAPHIQUE : y = 111

2+ 1
Pour x # 0, on peut écrire 1y = T-Lorsque x
(1
x
devient infini on voit que ¥ tend vers 4+ 2. Comme
y— 2 = xil => y=2-+ 1 la fonction

tend vers + oo lorsque x tend vers 4 1 par valeurs
supérieures, vers — oo lorsque x tend vers -+ 1 par
valeurs inférieures. D’ou le tableau : ‘

x | —o© 1 + o0
2 I I

y |2 \-——oo||+oo\ 2

Lorsque x varie de — oo d+ 1, puis de + 1a+ oo, la
fonction décroit de + 2 d — oo, puisde + oo d + 2.
GRAPHE. — Dans un plan rapporté au repére cartésien quelconque xOy (fig. 77), la courbe repré-
sentative se compose de deux branches admettant toutes deux pour asymptotes les droites y = 2 et
x =1 (n°132).
Soit o (4+ 1; + 2), le point de rencontre de ces asymptotes. Prenons comme nouveau repere, le

repeére XwY se déduisant de xOy dans la translation de vecteur -6; Les formules de changement d’axes
(n° 90) donnent : x = 1+X et y=2+Y.

L’équation de la courbe : y — 2 = 3 devient : Y = }% Donc (n° 157) :

x—1
2% + 1 S
La courbe y = ~ 1 est une hyperbole admettant pour asymptotes les droites x = 1
ety = 2.

Elle admet le point « (1; 2) pour centre de symétrie et pour axes de symétrie les bissectrices des
angles de ses asymptotes (n° 156). Elle coupe I’axe Ox au point x = — —;-’ Paxe Oy au point : y = —1.

‘ . . x h— 1

161. Etude directe de la fonction : y = T
Cette fonction est définie sauf pour la valeur
x = — 1 qui annule son dénominateur. Elle est donc

définie et continue sur chacun des intervalles
]—o00; —1[et]—1;+ oof
Elle admet pour dérivée :

L w1 —(x—1) , 2
S P | > YT e

1w
1 [T T - P .. , : .
I /—: Cette dérivée étant positive pour x %= — 1, la fonction

-5 -4 -3 -2 11 O[/1 2 3 4 X est donc croissante sur chacun des intervalles o elle

! .
| est définie.
] 1 — =
! .. X
! Pour x = 0, on peut écrirey = —3 Lorsque x
]
| 14

Fig. 78. o tend vers - 0o, on voit que y tend vers + 1.
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2 s oyt 2
%+ 1 Y= TR EI

que x tend vers — 1 par valeurs supérieures ou par valeurs inférieures. D’ou le tableau :

Comme:y — 1 = — » on voit que ¥ tend vers — oo ou + ©© suivant

x | — o0 —1 + oo
4 + | +
y.l /'+oo|—o<>;Y 1

Lorsque x croft de — 00 da — 1, puisde — 1 a0,y croitde + 1 a + o0, puis de — o0 a + 1.

’ . by s * ’ . . X — 1
GRraPHE. — Rapportée au repere cartésien xQOy, la courbe représentative de la fonction y = s T
(fig. 78) se compose de deux branches admettant toutes deux pour asymptotes les droites x = — 1

ety = -+ 1(n°132).
Soit w (— 1; 4+ 1) le point de rencontre de ces asymptotes et XwY le repere cartésien qui se déduit

de xOy dans la translation de vecteur Ow Les formules de changement de repére : x = — 1 4+ X et
y = 1 + Y montrent que : ' :
e ? ey y=_2
Y T ox4+1 - X

x — 1 . S
La courbe y = ® 1 est donc une hyperbole admettant pour asymptotes les droites

x = — 1lety =1, :

Elle admet pour centre de symétrie le point & (— 1; + 1) et pour axes de symétrie les bissectrices
des angles de ses asymptotes (n® 156). Elle coupe ’axe Ox au point x = 1, Paxe Oy au pointy = — 1.

__ax + b
162. Cas général :
Cas g T ex + d _

Cette fonction est le quotient de deux bindmes du 1€r degré ax 4 b et cx + d. Nous
supposerons donc ¢ 7~ 0 sinon y se réduirait au binéme y = gx + %

La fonctinn y peut se calculer pour toutes les valeurs de x autres que la valeur x = — ‘zi

qui annule le dénominateur (pole de la fonction). Cette fonction est donc définie sur chacun
des intervalles : ] — oo; —‘-é[ et ] — C-i; + oo [.
Sa dérivée s’écrit : |
,_afex+d)y—c(ax +b) ad— b
Y= cx F d)? = (ex + aF

Dans chacun des intervalles, ol la fonction est définie, sa dérivée est donc du signe de
’expression ad — bc. Nous supposerons cette expression différente de zéro car :

__ad ax + fl—cd a (cx + d) a
Lorsque x tend vers — d le dénominateur s’annule et le numérateur tend vers
— a{_ +b=— ad_:_b_c # 0. Par suite y devient infini (n° 77).
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FONCTION HOMOGRAPHIQUE :y = x+d 113
. a -+ é - b
Pour x # 0, on peut écrire: y = Z Lorsque x tend vers 4 oo, les rapports -
c+ @ x
x
et g tendent vers 0 et y tend vers ezz (n° 77). On peut donc établir les tableaux de variation :
1er Cas : ad — bc > 0 ' 9% Cas : ad — bc < 0
x — o0 — é + oo X — 00 “ —-é + oo
o+ |+ vl o= | -
a N a | a a
y |3 Vs +°°”—°° ya P y |3 \—°°||+°° N -
o \ ip e . ax + b
Dans chacun des intervalles ou elle est définie la fonction y = |

est croissante lorsque ad — bc est positif, décroissante lorsque ad — bc est
négatif.

Rappelons que si ad — bc = 0 la fonction est, pour x 7% — % » constante et égale & ‘-Z-

163. Représentation graphique. — Supposons tracée par points, dans un repére carté-

sien xOy, la courbe y = i i z qui (n° 132) admet pour asymptotes les droites ¥ = — % et
y = % se coupant au point o (— g z) Or :
Y- 7: = +cb()cx— agx+ 9 c(cx_-l—a‘cli) el B4 =‘%+ x-llié (1)
¢
bc — ad |

-en posant k =—0

Soit XY, le repére se déduisant de xOy dans la translation de vecteur Ow, Les formules

de changement de repére : x = — ‘—Z +Xety = f:- -+ Y, montrent, d’aprés la formule (1),
que : _ . Y = -)I% | (2)

La courbe y = j__b est une hyperbole admettant pour asymptotes
les droites x = — é ety = (—:

La courbe présente la disposition de la figure 79 ou de la figure 80 suivant que ad — be
est positif ou négatif.
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Le point @ (—-— =3 ,—) est le centre de symétrie de la courbe et les bissectrices des angles

c’c
formés par les asymptotes en sont les axes de symétrie. L’hyperbole coupe Oy au point

b .
= - tx = — —
y detOxaupom x p

I4 YA\ [ad-be<O

ad-bc>0
— |
{
I
!
|
|
X g |
b > 0 meemm———— ¢ B 7] Mttt o
4 o
-% X -% O |.¢ X
N | €
a\ |
1
]
|
Fig. 79. Fig. 80.

L’équation (2) peut s’écrire XY = k. La courbe est d’autant plus éloignée de ses asymp-
totes que % est grand en valeur absolue. Si & tend vers 0, la courbe vient se confondre avec

ses asymptotes.
La forme de la courbe dépend de I angle des asymptotes, c’est dire de I'angle xOy si k > 0,
de son supplément si k < 0. Si Pangle xOy est droit Phyperbole est équilatére.

164. Cas particuliers.
’axe x'x est une des asymptotes (fig. 81).

¢ y cx 4+ d
YA g
, g
‘ | b
! d
I s
¢ ) -  mmmmm——— C e -
o
| 7/3 x
! a
]
, A
, .
Fig. 81 Fig. 82.

a+ b L’axe y'y est une des asymptotes (fig. 82).

30bp=0:y= cxa—f- 5 La courbe passe par P'origine (fig. 83).




ax -+ b
“cx+d 115

FONCTION HOMOGRAPHIQUE : y

APPLICATIONS

(1)

165. Relation homographique : Axy + Bx + Cy + D =0
Cette relation est du 1er degré en x et du 1er degré en y. A chaque valeur de x corres-

pond, en général, une valeur pour y et réciproquement.
1er cas: A = 0. La relation (1) est du 16r degré en x et yetest représentée graphique-

ment par une droite (n® 94).
2¢ cas: A%£0. La relation (1) s’écrit : y(Ax + C) + Bx 4+ D =0.

Soit: y = — gz i Ié ‘
Cette relation est de la forme y = IZ appelée fonctioh homographique et repré-
sentée par une hyperbole si BC — AD ;ﬁ 0.
Notons que la relation (1) peut alors s’écrire, en divisant par A sous la forme :
y—pr—ay+y=0 )

ou (x —a)(y —B)=~F enposant: k2 =oaf — .
» ce qui montre que I'hyperbole

—ouy=p+

On en déduit: y — B =
admet pour centre le point (cx, B) et pour asymptotes Ies droites x = aety =
xy —o (2 + ) + v =0, est symétrique en

Pour « = B, la relation (2) qui s’écrit
x et y. Elle est dite involutive. |

166. Intersection d’une hyperbole et d’une droite.
Supposons (fig. 84), tracées dans un méme repére la droite (D) : y = mx 4 p et ’hyper-

o ax+b o, . .
bole (H): y = wTd L’équation aux abscis
ses des points d’intersection s’écrit (n® 89)
ax + b = (cx 4 d) (mx + p) soit : :

- mex® 4+ (md + pc —a)x + pd— b =0, (1)
Si m £ 0, ’équation est du 2¢ degré et

A = (md + pc — a) — 4me (pd — b) : |
10 A > 0. La droite (D) coupe (H) en deux -\

points distincts (sécante).
20 A = 0. La droite (D) coupe (H) en deux

points confondus (tangente).
30 A < 0. La droite (D) est extérieure a (H).
Notons qu’une parall¢le & une asymptote coupe une hyperbole en un point unique

Fig. 84.
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167. Intersection de deux hyperboles. — Dans un méme repére, considérons les
hyperboles (H,) et (H,) (fig. 85).

_ax+ b | _ax+ b
Yy = cx + d (1) et - c'x + d (2)
L’équation aux abscisses des points d’intersection s’écrit :
ax +b a'x 4+ b (3)

cx+d cx+d
- En général, nous sommes conduits 3 I'équation du second degré : :
(ac' — a'c) x®+ (ad' —a'd + bc' — b'c)x + bd' — b'd =0 4)
Les courbes (H,) et (H,) ont deux points, un seul point ou zéro point commun suivant
que le discriminant de cette équation est positif, nul ou négatif.
Ecrivons les équations (1) et (2) sous la forme entiére : .
cxy—ax+dy—b=0; cxy—ax+dy—b=0.
Eliminons xy en multipliant la premiére par — ¢’ et la seconde par c. Nous obtenons :
(ac' — a'c) x4 (cd' —c'd)y + bc' —b'c =0 ' 5

C’est I’équation d’une droite (D) passant par les points d’intersection A et B lorsqu’ils existent
(ou I’équation de la tangente au point de contact lorsqu’ils sont confondus), car toute solution du sys-
téme (1) (2) vérifie I’équation de cette droite. :

1
gp
1
\
N |
\

Fig. 85. : ~ Fig. 86.
168. Parabole et hyperbole. — L’équation aux abscisses des points d’intersection
de la parabole * y = ax® 4 bx 4 ¢ et de 'hyperbole y = %’ s’écrit :
2 _ax+ b
ax —{—bx+c_c——,x+d,,

et conduit 2 une équation du 3e degré de la forme: Ax® 4 Ba® + Cx + D =0.
Si on connait une racine x = « de cette équation, on peut alors I'écrire sous la forme :
(x — ) (A'%% + B'x 4 C’) = 0 et achever sa résolution. :

2
" EXEMPLE : y == = '%-+3 et y=;2_c.
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La construction des deux courbes (fig. 86) tnt apparaltre le point. commun A (2; 1). On vérifie que

=;-—+3 ou x3'~‘—6x+4=0.- M
: : ~ ; (2)

P—62+4=0"
B —2)—6(x—2)=0

I’équation aux abscisses-:
: 2
x

admet 2 pour racine : -
et par différence entre (1) et (2) :
Soit : (*x—2[(x2+2x+4) —6]=0o0u (x—2) (2 +2x—2) =0 - 3)
Drailleurs : (x — 2) (ax® + bx + ¢) ='ax® + (b — 2a) x® + (¢ — 2 b) x — 2c se réduit a
¥ —6x+4poura=1,b=2etc=—2.
L’équation x? + 2 x — 2 = 0 admet pour racines — 1 + '\/ 3 ce qui donne deux autres points com-

munsB(—-~1—'\/§;1—\/g)etC(—1+4&/§;1+'\_/§
. ax + b ,
Py = T4 (1) dépend

169. Détermination d’une hyperbole. — L’équation
de quatre coefficients, mais comme on peut remplacer 4, b, ¢ et d par des nombres qui leur
soient proportlonnels, on peut toujours supposer (pulsque c7#0) que ¢ = 1. L’hyperbole
dépend donc de trois paramétres. On peut en disposer pour imposer 2 la courbe des condi-

tions fixées a ’avance. .
Il est avantageux de prendre I'équation sous forme entiére (n° 165)
xp—ay—fr+y=0 (2) ou (x—«) (y—p)=k 3)
Dans ce cas « et § sont les. coordonnées du centre de la courbe point de rencontre des

asymptotes :x = a ety = £.
. EXeMPLE. — Déterminer 'équation de Uhyperbole passant par les points A. (—I— 4; + 1), B (— 2, {— 4)

et asymptote d la droite y = 3.
En utilisant I’équation (2) on obuent les trois relatxons
4 ~a—4B+y=0 —8—4a+2f+y=0c¢e =3

Soxt en résolvanf te=2,B=3 et y= 10.
L’hyperbole a pour équation :
3x — 10
xy—2y~3x+10-—0 ou y=-——">5"

£2<0

_k>0 4

t
1
)
I
1
/
{
I
I
!
!
1
t
|

>
v A

!
o\ @

® [ | OF
Fig.87.

170. Signe de P’expression : f(x,y) = xy —_ ocy —Bx + Y.
Posons «f — y = k et écrivons pour x 7% « :
(x—a)(y—8)— &

fxy) =
(%, 9) = ( — ) [yf- (a+x_k_)]

soit
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Le facteur x — « est positif pour # > «, négatif pour ¥ < «. Dans chacune de ces
régions le crochet est positif au-dessus de la courbe f(x, y) = 0, négatif au-dessous. On en
déduit le signe de f(x, y) pour £ > 0 (fig. 87) et pour k < 0 (fig. 88). On vérifie que :

L’expression f(x,y) = (x —a) (y—B) —k est du signe de k a lintérieur
de Uhyperbole f(x, y) = 0, du signe opposé a ’extérieur.

On pourra ainsi résoudre graphiquement toute inéquation de la forme :

Axy + Bx + Cy 4+ D > 0.

EXERCICES

— Résoudre graphiquement les systémes suivants, et vérifier par le caleul :

; x— 3y =~6. x+ 2y =38
348. %y = 12 _ 349. %y = 6.
x— 2y =4 v . Sx+2y=11
y—-16 351, xy = 3.

352. On considere la droite (A):y = B + m (x — o).

" 1° Montrer que (A) passe par le point P (a, 8). Calculer les coordonnées des points d’1ntersect10n
A et B de (A) avec Ox et Oy, en fonction de o, 3 et m.

20 Calculer les coordonnées du point M de (A) symétrique de P par rapport au milieu de AB.
Construire dans un repére rectangulaire, lorsque m vane, le lieu (I du point M (on prendra & = 3
et B =2).

3% Pour quelle valeur de m, le point M est-il en P, et quelles sont alors les valeurs de OA et OB ?
En déduire une construction de la tangente en un point quelconque de (I").

353. Soient D, et D, deux droites variables d’équations :
y=—34+mx—2)=0 e y+3—m@x+2) =0

1° Montrer que D, passe par un point fixe A et Dy par un point fixe B.

2° Trouver les coordonnées du pomt d’intersection M de D, et D,. Equation et construction du -

lieu (T") de M.

30 Pour quelles valeurs de 7 le point M est-il en A ou en B ? En déduire les équations des tangentes
en AetenBa().

354. On considére en orthonormées I’hyperbole (H) : y = % et la droite (A) variable :

y=—3x+ 2m.
1° Pour quelles valeurs de 7 la droite coupe-t-elle la courbe en deux points A et B distincts ou
confondus ? Calculer les coordonnées de A et B pour m = 5.

20 Soient C et D les points d’intersection de (A) avec les axes Ox et Oy. Montrer que les segments
AB et CD ont méme milieu I en calculant les coordonnees XetY dece pomt

3% Trouver le lieu du point I, déterminer lequatlon des tangentes a la courbe (H) aux points
qui limitent ce lieu.

355. On considére la courbe : y = g et la droite (A) : y = mx 4 p.

10 Etablir la condition pour que la droite coupe la courbe en deux points distincts ou confondus.



ax 4+ b
cx+d

20 Calculer m et p pour que la droite (A) soit tangente 3 la courbe au point M d’abscisse x = a.
Faire la figure en supposanta = 6 et o = 3.

30 Soient H et K les projections de M sur les axes Ox et Oy et A et B les intersections de la
tangente en M avec les axes. Montrer que H et K sont les milieux de OA et OB. En déduire une
construction géométrique de cette tangente.
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356. Soit en orthonormées I’hyperbole (H) d’équation y= g et les points A, B et C de cette courbe
d’abscisses respectives 1, — 2 et 3.

19 Etablir les équations de la droite BC et de la droite AA’ perpendiculaire en A’ 4 BC.

20 La droite AA’ recoupe (H) en D. Calculer ses coordonnées. Comparer les directions de AB
et CD, puis de AC et BD.

30 Généraliser en prenant pour abscisses de A, B et C trois nombres quelconques «, B et v. A
quelle condition D est-il en A ? Trouver la valeur de I’angle BAC dans ce cas et comparer la direction
de BC & celle de la tangente en A. ’

. . 1 . . ‘
357. 1° Etudier la fonction y = Tw et construire sa courbe représentative (I') en orthonormées.

Préciser ses symétries.

2° On coupe (I') par des droites (D) d’équationy = x + k. Propriété des droites (D) quand A varie,
Calculer les coordonnées des points A et B d’intersection de (I') et (D) en fonction de h.

39 On marque sur (I') le point C d’abscisse x = % Déterminer % pour que ABC soit rectangle

en A. Que sont alors les points B et C? (A est d’abscisse positive.)

358. 1° Construire, sur le méme graphique, les courbes (P) et (H) représentatives des fonctions :

Riw

P) y=3at, H y=

(P) et (H) se coupent en un point A. Quelles sont les coordonnées de A ?

20 A quelle condition la droite (D), d’équation. y = 2 x + a, rencontre-t-elle (P) en deux points
M’ et M” ? On suppose cette condition réalisée; trouver les coordonnées du rmlleu I de M'M" et mon-
trer que I se déplace sur une paraliéle 4 Oy quand (D) varie. :

30 Montrer que (D) rencontre toujours (H) en deux points N’ et N”, et que le milieu K de N'N"
se déplace sur une droite passant par O.

— Etudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes :

o 2x—1 2% _x+3
_2x+3 _2x—1 _1—2x
362y = 363.5 = I 364 y = ——

— Résoudre graphiquem 1t et vérifier par le calcul les systémes suivants :

__x—6 __2(1-—x)‘
365 (7T x—1 366. (¥~ x—3

y = 5x — 14, . 3x — 2y = 2.

3x — 4y =35 4x — S5y = 14
367. xy =2x+ 3y + 2. 368, xy+y=14.

26 + 3y =17 2xy — S5y + 4 =
369. 2y — 2x + 3y =17. 370. 22 —y =1,
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y___‘f : y = 2x y=x—3
371, * 372, #+ 4 gi3. | *t!

_6—2x_ _6—x. ’ . x+2.

Y S =1 ) YT I F D)

4 2

~ 2 y=—= y=—x7+x+g
34. {7 T x — 1 375. \ 376 X

== - 2 5 —"2. =x—-— —_— e =

y x°+ Sx y=3 2x 3 y =

ax + b

371. Déterminer I'hyperbole : y = = d

10 Passant par les points : A (— 3; — 1), B(0; 5) et C (3; 2).
20 Passant par le point : A (2; 1) et admettant pour centre le point « (— 1; + 3).

30 Asymptote 4 la droite x = — 2 et tangente 4 la droite y = :—3210 + 1 au point A (O; 1)."

378. Démontrer que ’hyperbole : y = ;nx_— !

passe par deux points fixes A et B, et montrer que

lorsque m varie, le centre de 'hyperbole décrit une droite, perpendiculaire 3 AB si le repere xOy est,
orthonormé. '

379. On donne les fonctions : y = aac.,2 +bx 4+ 3 et y= };x ++'D3 .

10 Calculer les valeurs de a et b, A et D de maniére que chacune des courbes rep ¢sentatives C,
et C, passe par les points M (— 2; — 1) et M (— 3; 0) dans un systeme d’axes de coordonnées rectan-
gulaires. ‘ '

20 Construire les courbes représentatives des fonctions obtenues en remplacant a et b d’une part,
A et D d’autre part par les valeurs trouvées.

30 Calculer les coordonnées du troisieme point d’intersection des deux courbes.

x(m+1)+m+3

380. On donne la fonction y = — ol m est un paramétre différent de zéro.

On désigne par (H) la courbe représentative. ‘
10 Tracer la courbe (H) relative 3 m = — 1 dans un repére orthonormé.
20 Trouver le sens des variations dey suivant les valeurs de m.

3° Trouver la relation indépendante de m liant les coordonnées du point de rencontre des asymp-
totes de (H). En déduire le lieu de ce point et construire ce lieu.

381. Soit la relation : (m+ 1) xy —my —x+ 1 =0, 1)
ou m désigne une constante.

1° Montrer qu’elle définit une fonction croissante y de la variable x.

20 Peut-on déterminer m pour que cette relation soit vérifiée par des valeurs numériques égales
de x et de y? ' ‘

39 Dans le cas ol la relation (1) est vérifiée pourx =y = aetx =y = f (a < f), on pose :
x — o y — a '

, Y = .

x— P y—8B

Montrer, sans préciser la forme de la constante %, que Y est 1ié 4 X par une relation de la forme
Y = kX, ' ‘

X =

N w

40 Donner la valeur numériqhe de k& lorsque m = —



ax -+ b
cx + e

» oll 7 est un parameétre fixe, mais qui peut prendre une
x - _
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3mx

382. On considére la fonction y =

valeur quelconque entre — o0 et 4 00, .
10 Pour une valeur donnée de m quelconque, construire le graphe de cette fonction.

20 Si m varie, quel est le lieu géométrique du point de rencontre des asymptotes ! ?
3% Déterminer m pour que la courbe passe par un pomt L donné de coordonnees (a, b). Constru;re
la courbe poura =2eth = —6. -

383. On considére la fonction y = flx) = ____24x—-—x4_

10 Trouver par une étude directe les valeurs de x pour lesquelles y reste compris entre — 1 et + 1.

20 Tracer en orthonormées la courbe y = f(x) et vérifier sur le graphe les résultats de ’étude pré-
cédente. '

30 Venﬁer que le produit des valeurs que prend f(x) pour deux valeurs quelconques de x ayant
pour somme 6 est constant,

ax + b

x+ b
de méme que ab’' — bd', il existe un nombre x, tel que le produit : F (xo + &) F (xo — k) admet une
valeur P indépendante de &.

40 Plus généralement, montrer que si : F(x) = ————» a et @’ étant tous deux différents de zéro,

384. 1° Tracer, dans un repére rectangulaire xOy le graphe (L) de la fonction: ¥y = 2 (x + 1)
E—GC-ST_-T)- Déterminer les points communs 2 ces deux graphes.
20 Par un point M de (L) on méne la parallele MA a Oy, coupant (C) en A, et la paralléle MB
4 Ox, coupant (C) en B. Soit P le quatriéme sommet du rectangle construit sur MIA et M B, Démontrer
que le point P appartient 2 la ligne (L). Lieu géométrique du milieu D de AB quand M parcourt (L).
30 Démontrer, dans les mémes conditions, que les points M et P restent conjugués harmoniques
de deux points fixes. '

et le graphe (C) de la fonction: y =

385. Soient deux axes de coordonnées rectangulaires x'Ox, y'Oy.
10 Construire sur un méme graphique les courbes représentatives H et P des fonctions y = i

et y = 4 x2, et déterminer les coordonnées du point A commun & ces deux courbes, ainsi que les coor-
données du deuxié¢me pomt de rencontre B de la droite OA avec la courbe (H) Donner I’ équatlon de la

droite OA.
20 On joint le point A au point C d’abscisse x = 1, d’ordonnée y = 0 Montrer que CA est tangent
en‘A i la courbe H et déterminer les coordonnées du second point de rencontre de CA avecla courbe (P).

, N 30 On considére une droite A paralléle 4 CA, coupant I’axe des y au point M d’ordonnée m. Déter-
miner suivant les valeurs de m le nombre des points communs'a A et 2 la courbe (H). Dans le cas ot il
y a deux points d’intersection, on désignera par N et N’ ces deux points. Calculer les coordonnées du
milieu I du segment NN’ et en déduire le lieu I.

40 g, b, n, n' désignant les projections des points A, B, N, N’ sur P'axe x Ox, montrer que la divi-
sion a, b, n, n' est harmonique.

2x — 3
—x+3
Construire sur.le méme graphique la droite (D) d’équation : y = 3 x + 1. La courbe (H) et la droite (D)
ont deux points communs A et B. Calculer les coordonnées de A et de B.

386. 1° Etudier les variations de la fonction : y = ét tracer la courbe représentative (H).

20 Par le point de ’axe des ¥ qui a pour ordonnée m on méne la paralléle (D’) 2 (D). Quelle est
I’équation de (D) ? A quelles conditions doit satisfaire m pour que (D’) et (H) se coupent ?:

3% Dans le cas o1 (D’) et (H) ont deux points communs (que ’on désignera par A’ et B'), trouver
les coordonnées du milieu I de A’B’. Montrer que I se déplace sur une droite fixe (A) quand (D’) se
déplace en restant paraliéle 3 (D). Montrer que (A) passe par le centre de symétrie de (H) et qu’aux
points ou (A) coupe (H), la tangente & (H) est parallele a (D).
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387. 1° Déterminer les coefficients b et ¢ du trindme : x* 4 bx -+ ¢ de maniére que ce trindme
passe par un minimum égal & — 1 quand x prend la valeur — 2.

20 Les coefficients b et ¢ ayant les valeurs déterminées au paragraphe 1, construire avec précision
2b— ¢y x + 2¢

x + b —
Déterminer graphxquement les coordonnees des pomts d’intersection des deux courbes.

30 Former 1’équation donnant les abscisses des points d’intersection des deux ‘courbes. Comparer
I’équation obtenue avec ’équation :

les courbes : (C)) y = &2, (Cy) ¥ = rapportées 3 un méme repére orthonormé xOy.

(6 —2) (6 + bx + ¢) =

ot b et ¢ sont les valeurs déterminées au paragraphe 1 et calculer les coordonnées des points d’inter-
section des deux courbes. On désigne par A et B ceux des points d’intersection dont I’abscisse est
supérieure 3 (— 2). Déterminer ’angle de la droite AB avec I’axe Ox.

4° QOn coupe la courbe (C,) par une droite variable paralléle 34 AB. Lieu du milieu de la corde A;B;

interceptée. Méme question en remplagant la courbe (C,) par la courbe (C,).

388. 1° On donne I’équation du second degré :
(m+ 2% —3(m~+ 2)t+ m (3 —m) =0,

dans laquelle ¢ désigne I'inconnue et m un paramétre variable. Démontrer que cette équation a des
racines quel que soit m différent de — 2, et que ces racines sont des fonctions homographiques de m.
Pour quelle valeur de m 1’équation a-t-elle une racine double, et quelle est la valeur de cette racme

double ?
20 Ftudier les variations des deux fonctions :
x 3 —=
" -+ 2’ V=% + 2

et construire sur une méme figure leurs courbes représentatives. Comment se coupent ces deux courbes ?

Quelles relations peut-on établir entre cette partle du probléme et la partie qui fait I’objet du 1°
ci-dessus ?

’ ., . 3= 1
389. 1° Résoudre l'inégalité : w1 <3 5x — 1).

o R . : 3 —x .
20 Etudier la variation de la fonction : y = f(x) = e —1 et tracer sa courbe représentative en

prenant comme unité 2 cm dans un repére orthonormé,

30 Retrouver les résultats du 1° en utilisant le tracé du 2°. ‘

4° Montrer qu’il existe une valeur a de «x et une seule, telle que la somme f(a + k) + fla — A)
soit indépendante de A. Déterminer a. A quelle propriété géométrique de la courbe représentative ce
résultat correspond- -il?

Montrer qu’il existe une valeur b et une seule de x, telle que le produit f(b — A) f(b + 4) soit
indépendant de 4. Déterminer cette valeur.

390. 1° Construire la courbe (H) représentant la fonction ¢ y = ——-—2::—11'

20 Construire la courbe (H') représentant la fonction : y == soum désigne une constante posi-

tive ou négative.

30 Déterminer les coordonnées des points d’intersection M et N des courbes (H) et (H’ ). D1scuter
suivant la valeur de m. .

4° Montrer qu’il existe une relation 1ndépendante de m entre les abscisses x’ et x” de M et de N
et une autre relation, indépendante de m, entre leurs ordonnées 3’ ety".

50 Calculer explicitement les coordonnées des points M et N dans le cas ou m = — 3.
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391, 1° Déterminer les coefficients de la fonction homographique y = g—% pour que la

courbe (P) représentative de ses variations passe par les points : A situé sur Ox d’abscisse — 1;
B situé sur Oy d’ordonnée — 1; C de coordonnées x. = 2, y = 3. Construire la courbe (P).

20 Par I'origine O des coordonnées, on meéne la droite D d’équation y = mx; déterminer selon
les valeurs de m le nombre des points communs 4 la droite D et 4 la courbe (P); M étant un point de (P),
est-il possible que la droite OM ne rencontre (P) qu’au point M ? Déterminer les coordonnées des
points M qui satisfont 3 cette propriété. En donner une interprétation géometrlque -

39 On désigne par M’ et M” les points d’intersection de la droite D et de la courbe (P), par XetY
les coordonnées du milieu S de M’M". Montrer qu’il existe une relation entre X et Y indépendante de m.

En déduire I’équation et la construction du lieu géométrique (Q) du point S lorsque la sécante D prend
toutes les positions possibles. Quels sont les points d’intersection des courbes (P) et (Q)?

2 .
‘ qs ‘A - - ’ m \
392. On considére le trindme du second degré: y = — T T x2 + mx + 1, ol m est un
paramétre qui peut prendre des valeurs quelconques entre — oo et 4 oo.

1o Discuter le nombre et la réalité des racines de ’équation : y = 0,
20 Discuter le signe du trindme pour toutes les valeurs de x lorsque m varie de — 00 4 + o0 et

tracer le graphe (P) de ce trindme pour m = — 2, dans un repére orthonormé xQOy.
: : -1
32 Démontrer que le sommet S de la courbe (P) se trouve sur ’hyperbole : y = 2 j: 3

Construire cette hyperbole dans le repére xOy. Indiquer comment se déplace le point S lorsque m
varie de — oo a - 00. Expliquer géométriquement les résultats de la question 2°,

393. Les axes de coordohnées étant rectangulaires, on considére les points :
M, {1, — 3); M, (— 1, %—), Ms(O, — %)
10 Déterminer les coefficients «, 3, Y et @, b, ¢ de teljé: sorte que les graphes des fonctions :
y = %x%-@; y = ax? -+ bx 4 ¢ passent chaéune par M;, M,, M.
20 Construire sur la méme figure ces deux: cou;bés dans un repeére rectaﬁgulaire.

3% Une droite D pivote autour du point O, origine des coordonnées.
Etudier I’intersection de D avec les deux courbes définies dans 1°, Discussion.

394. 1° Tracer sur un méme graphique la courbe (P) d’équation : y = — x?2 4+ 5x — 4, et la
droite (A) d’équation : y = x — 2.

'2° Une droite (W), paralléle 3 Ox, d’équation : y = m (m < %)s coupe la courbe (P) aux points
A et B (distincts ou confondus) et coupe la droite (A) en C. Calculer, en fonction de m, I’abscisse du
point D conjugué harmonique de C par rapport &' A et B. (On pourra utiliser, sans démonstration, la

relation : 2 (@b + ¢d) = (a + b) (¢ + d) liant les abscisses respectives a, b, ¢, d de A, B, ‘C et D).
Calculer 'ordonnée y du point D, connaissant son abscisse x.

39 On appelle (H) la courbe décrite par le point D lorsque m varie (m < %) Trouver les abs-

cisses des points communs aux courbes (P) et (H) et tracer la courbe (H) sur le graphique précédent.
4° Calculer m pour que B soit le milieu de AD, les trois points A, B, D étant distincts,
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FONCTION : y — «* + px + q

171. Etude de la fonction : y = «®.

La fonction y = x3 est définie et continue (n° 82) pour toutes les valeurs de x, car quel
que soit x on peut calculer x3. :

Sa dérivée y' = 3 a2 est nulle pour x = 0, positive pour x 7 0. La fonction, croissante
sur chacun des intervalles ] — oo, 0] et [0, 4+ oof, est donc croissante sur ] — oo, + oo [.
Pourx =0,onay =0 etvlorsquve x tend vers 4+ oo, il en est de méme de y. Pour obtenir
|v| > 108 par exemple il suffit de prendre |x| > 102 On obtient le tableau de variation :

x | — oo 0 4 o0
i + 0 +
y — oo /»-(l p + o

La courbe représentative (fig. 89) est tangente en
OaOxcarpourx =0onay=0ety =0. Ellepasse
M’ - ' en partlculier par les points

" ' ' A+ L+ DetA(—1,—1).

‘ ~ La fonction y = «® est impaire.- A deux: valeurs
opposées de x correspondent deux valeurs opposees
de y et les points correspondants
. : M (x, %) et M'(— x, — a5)

Fig. 89.. ‘ ‘ . sont symetnques par rapport a O, dans tout repére
' cartésien (n° 86) : :

Le point O est un centre de symétrie de la courbe y = °.

Les deux arcs de courbe x > 0 et ¥ < 0 sont donc de part et d’autre de la tangente
en O, c’est-a-dire de x'x. Le point O est un point d’inflexion de la courbe, ce qui résulte du fait
que y" = 6x s’annule en changeant de signe pour x = 0 (n° 130).

172. Etude de la fonction : y = 4% + x + 2.
Cette fonction est définie et continue quel que soit x. La dérivée : y' = 3 x% 4+ 1 est toujours posi-
tive. La fonction est donc croissante sur I’intervalle ] — oo, 4 ool.

4

Pour x = O,onay =2, Pour x # 0, on peut écrire : y = &° (1 + o + ;s)
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- Lorsque x tend vers 4 o, le facteur entre parentheses tend vers + 1 et (n® 80) : y tend, comme x?,
vers 4 oo. ,

On obtient le tableau : yA
x | — o0 0 + oo
3
Y + 1 +
‘y‘——oo‘/ 2/ +oo. 2
La courbe représentatlve (fig. 90) coupe Oy au pomt o (0, 2) et o
admet pour tangente en ce point la dr01te y— 2= 1 x—0) soxt 1
y=x+ 2. ' ‘ x
Elle coupe I'axe Ox en un seul point\ pour o : __1 — 0 - 1 >
x4 x4+ 2=0, soit x= —1. / '
EQUATION REDUITE. — Prenons comme nouveau repére XoY Fi. 90
1g. 90.

R —
se déduisant du repere xOy par la translation de vecteur Ow. On

obtient les formules x = X ety =2 + Y et I’équationy = x®+|x + 2 o
devient : Y = X® + X. On voit que Y est une fonction impaire de X. Il en résulte comme au para-

graphe précédent que le point w est un centre de symétrie de la courbe. Par suite les deux branches de
courbe pour ¥ > 0 et x < 0 sont de part et d’autre de la tangente en w. Le pomt & est donc un point

d’inflexion de la courbe

173. Etude de la fonction : y = &% — 3x 4+ 1.

Cette fonction est définie et continue quel que soit x. Sa dérivée y' = 3 (x® — 1) s’annule pour
x = —1 et x = -+ 1. Elle est positive pour ¥ << — 1 ou x > 1, négative pour — 1 <x < 1.

Pourx = 0,on a y = 1. Pour x # 0, on peut écrire y = x8 (1 — =+ xs)

Lorsque x tend vers -+ oo le facteur entre parenthéses tend vers - 1 et 3 tend vers + o0, il en
est donc de méme de y (n® 80). D’ou1 le tableau :

x | — o0 -1 +1 + o
y' + 00— 0+
y | —o0 A 3NN —1 A 4+ o0

La fonction y = x® — 3 x + 1 admet donc un
maximum égal 4 + 3 pourx = — 1 et un minimum
égala — 1 pourx = + 1.

La courbe représentative (fig. 91) admet deux
sommets ol la tangente est paralléle 3 Ox :

A(—1,+3) et B(+1, —1).
Elle coupe Oy au point © (0, 4 1) et coupe ’axe Ox
Fig. 91. en trois points dont les abscisses sont les racines de
Péquation : 2® — 3 x4 1 = 0.

EqQuatioN RI::DUITE — Prenons comme nouveau repére XY se déduisant de Oy par la transla-
“tion_de vecteur Oo) (0, 1). On obtient : x =X ety =Y 4 1.
La courbe admet comme nouvelle équation : Y = X3 — 3 X,

'Y étant une fonction impaire de X, le point w est un centre de symétrie de la courbe. La tangente
en o, dont I’équation est y = — 3 x 4 1, traverse donc la courbe : le point © est un point d’inflexion.
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174, Cas général. — La fonction y = «® 4 px + g admet pour dérivée premicre
¥ = 3 &% + p, et pour dérivée seconde : " = 6 x.

Elle est tOllJOlll‘S croissante si p > 0. Elle admet un maximum et un minimum pour

x=4 /\/ L si p est négatif.

La courbe représentative quiadmetle point (0, ¢) pour centre de symétrie et pour point
d’inflexion, présente la disposition de la figure 90, pour p > 0, celle de la figure 91 pour
p < 0. Elle tourne sa concavité du coté des y pos1t1fs pour x > 0, du c6té des y négatifs
pour x < 0.

Comme y varie de — oo 2 -} oo, la courbe coupe ’axe Ox en un seul point si’p >
Elle peut la couper en trois points pour p < 0 si, comme dans la figure 91, le maximum et
le minimum de y sont de signes différents.

FONCTION 1y = ax’*+bx*4+ cx + d

175. Fonction générale du troisiéme degré. — La fonction du troisiéme degré
s’écrit :
y=ax®+ bx® 4+ cx+d
ol a, b, ¢, d sont des coefficients numériques tels que a 7= 0.

Cette fonction est définie et continue quel que soit x. Sa dérivée y' = 3 ax® + 2bx + ¢
est un trindme de 2¢ degré dont on sait déterminer le signe. Il est donc possible d’étudier
les variations de cette fonction.

176. 1°* Exemple : y = — %(x3 — 3x% 55 — 15)
~ Cette fonction est définie et continue pour tout x. Sa dérivée y' = — % (B3x2 — 6 x- 4 5) soit: |
y = — -;- (» — 1)2 - ;— est négative quel que soit x. La fonction est donc monotone décroissante et
J IAY varie de + oo 4 — 00 en méme temps que ¥.
l x| — o + o
y|l4+0 N —o
3" = — (x — 1) s’annule pour x = 4+ 1 en

changeant de signe. Le graphe de la fonction
(fig. 92) admet donc un point d’inflexion o (4- 1, 4 2)

\ . . 1
ou la tangente a pour coefficient directeur — 3

La courbe est concave du coté des y négatifs
pour x > -+ 1, du c6té des y positifs pour x < -+ 1.

Le rapport;l: tendant vers -+ 00 en méme temps que

x

T

,I x, la courbe a deux branches infinies de directions
/ asymptotiques Oy et Oy'. Elle coupe les axes Ox
! .

‘au point & = 4+ 3, Oy au pointy = -
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" . N . _—
Si nous faisons subir au repére xOy la translation Ow, pour 'amener en XwY les formules :

=1+ X e y=2-+4Y donnent: Y——-%(X3+2X)

Y étant fonction impaire de X; on en déduit que  est un centre de symétrie de la courbe (n° 86).

. 177. 2° Exemple : y = x* — 3 4% + 3.

Cette fonction définie et continue quel ‘que soit ¥ admet pour dérivée :
9y =3x2—6x=3x(x—2)

qui s’annule pour x = 0 et x = 2.
Lorsque x tend vers + 0, y tend, de méme que x3, vers :l: o (n° 80).

On peut donc établir le tableau :

x| — oo 0 2 + oo

¥ + 0 — 0 +
y|l—ew ~~ 3 N—-1 /7 4

La courbe représentative (fig. 93) admet les
sommets A (0; — 3) et B (2; — 1). Elle coupe visi-
blement I'axe Ox en 3 points,dont les abscisses sont
racines de ’équation : x® — 3x%* 4+ 3 = 0.

D’autre part 3" = 6 ¥ — 6. La courbe est
concave du coté des y pOSltlfS pour x > 1, du cbté
des y négatifs pour ¥ << 1 et admet le point w (1; 2)
comme point d’inflexion. Lorsque x tend vers 4 o0,

le rapport X tend vers + o : la courbe admet deux

branches 1nﬁn1es paraboliques de dlrectlon asympto~
tique Oy (n° 136).

Faisons subir au repére xOy la translation Oo)'(l ;1), les formules : x =1 + X, y =1 +
donnent : ‘

Y+1l=X+1P—3X+ 1243

d’ott Péquation réduite de la courbe : ¥ = X#—3 X, ,
Y étant une fonction impaire de X, on voit que le point d’inflexion @ est un centré de symétrie de
la courbe (n° 86).

178. Cas général. — Le signe de la dérivée 3y’ = 3 ax? 4-2bx + ¢ de la fonction
du 3¢ degré y = f(x) = ax® + bx* + cx + d dépend de A = b>— 3 ac.

16T cas : A = b2 — 3 ac < 0. Le trinéme 3 ax® + 2bx + ¢ n’a pas de racines réelles

ou a une racine double ¥ = — T4 Il est du signe de a sur chacun des intervalles

]_ o0 jbz [ et ] - 3i’ + oo [ Donc y = f(x) est une fonction monotone sur J— oo, + oo],

croissante de — oo 4 - oo pour a > 0, décroissante de + 0o & — oo pour a < 0, ne pré-
sentant ni maximum, ni minimum. La courbe y = f(») qui admet deux branches parabo-
liques de direction Oy et Oy’, a la disposition de la figure 92 pour a < 0, la disposition

symétrique par rapport 3 Ox pour a > 0.
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26 cas: A =0—3ac> 0. La dérivée y' =3 ax 4 2bx -+ ¢ s’annule en changeant
de signe pour deux valeurs distinctes « et 8. On obtient :

a positif | a négatif
x| — o0 a B 4 oo x| —00 o« B + oo
vy’ + 0 — 0 4+ 9y’ — 0 4+ 0 —
yl—o A M N m 5 4o +8N ma M N —o

La fonction présente cette fois un maximum M, un minimum # et la courbe y = f(x)
qui a deux sommets A et B tomme sur la figure 93, admet encore deux branches parabo-
liques de directions asymptotiques Oy et Oy'.

— La dérivée y' = 6 ax - 2 b s’annule en changeant de signe pour x = — Ta

. . . . : . b
La courbe y = f(x) admet toujours pour point d’inflexion le point w d’abscisse x = — 32

. . 3 :
et d’ordonnée y = f (— gbz) = 2—‘2.% — % -+ d. Rapportée au repére XoY se déduisant

de xOy dans la translation de vecteur O et compte tenu des relations :
b | b

on obtient I'¢ quatlon réduite :
3ac — b
3a

Y est donc une fonction impaire de X. La courbe y = ax® + bx® + cx 4+ d admet
donc son point d’inflexion pour centre de symétrie (n° 86).

Y = aX® + X.

179. Discussion de I'équation du 3¢ degré. — il resulte de l’ étude précédente que -
la fonction f (x) ax® + bx* + cx + d varie d’une fagon continue soit de — o0 3 + oo
soit de + oo 3 — oo. Elle admet donc au moins une racine réelle. Elle en admet trois dans
le seul cas o f(x) admet un maximum f(«) et un minimum f(B) de signes contraires
(fig. 91 et 93). |

ExempLes. — 10 L’é quatnon fx) =3x® — 3 x? + x+ 2= 0 admet une seule racine car
fl(x) =9x*—6x+ 1= (3x— 1) est positive ou nulle. La fonction f (x) monotone croissante sur
]— o0, + oo[ ne s’annule qu’une seule fois.

20 La fonction f (x) = 2 x® - 3 x2 — 12 x + 9 admet un maximum pour x = — 1 et un minimum
pour x = -+ 2, racines de f'(x) = 6 (x¥® — x — 2). Le produit f(— 1).f(+ 2) = (+ 16) (— 11) étant
négatif, ’équation f(x) = 0 admet trois racines x,, x, et xg vérifiant la relation : ,

x1<—-1<x2<2<x.
Pour discuter le nombre des racines de 1’équation : ax® + bx? + cx + d = m suivant

les valeurs du paramétre m, il suffit de couper la courbe y = ax® + bx® | cx + d par la
droite variable y = m. On voit ainsi (fig. 93) que l’equatlon %3 — 3 &% 4+ 3 = m admet pour :

m<—1; Une racine x, < —1.
m=—1: Une racine simple x, = — 1 et uneracine double %y = xg = 2.
—1<m<3: Troisracines — 1 < x <0<y <2 <g<3.
.m=3: Une racine double x; = x5 = 0 et une racine simple x3 = 3.

m>3 Une racinex > 3.
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180. Cas de I’équation : x® 4+ px + ¢ = 0. — Montrons d’abord que I'on peut tou-

jours ramener a cette forme I’équation géné-
rale : ax® 4 bx? 4 cx + d = 0 qui s’écrit : | A

, |
x3+‘—‘x2+2x+d=0 feou)

(x+-?’£a)a+7sx+u=0.

En posant : x + 3%1 = X on obtient :

X3+ pX + g=0.
Ceci dit, I’équation
f@)=a8+px+q=0

a trois racines distinctes si et seulement si
f(») admet un maximum et un minimum de
signes contraires. Or f'(x) = 3 x* 4+ p s’an--

nule si p est négatif pour x =a = '\/ —-13) et pour x=-—a= " ’\/ —1“; (fig. 94).

La condition f(«). f(—a) <0 s'écrit puisque p = — 3 a?: :
(o8 + pa-t g) (— o —pu+ g) <O <> (— 28 + 9)(2 + @) <0 ou—4as 442 <0
ce qui donne : 4% 4 274% < 0, condition qui implique p < 0.
Si4p+27¢2=0o0na: f(x). f(—a«)=0. Il y a une racine double (= ou —a)
vérifiant f(x) = f'(x) = O et une racine simple x,. La racine double x, vérifie :
. 3q . .
3f(x) —xf'(x) =0 donc 2px 4 3q = 0, ce qui donne : x, = —2—2 En identifiant

3
f(x) et (x — x,) (x — x,)?, on trouve ¥, = — 2 x, donc x, = _j_)q En résumé :

 Fig. 94.

4p® + 27¢% < 0: 3 racines réelles distinctes.

4p3 + 27¢* = 0: 1 racine simple %q » une racine double — %%

4p3 + 27¢* > 0: 1 seule racine réelle.

FONCTION :y = ax*+ bx® L ¢

181. Trinéme bicarré.— La fonction y = ax* + bx® + ¢ est un trinéme du second
degré en 2, Cette fonction est définie et continue quel que soit x. Sa dérivée :

y =4axd+ 2bx = 2x (2 ax? + b)

admet dans tous les cas la racine ¥ = 0. Elle admet de plus deux racines opposées si a et b
sont de signes contraires. Etudions quelques exemples :
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182. Etude de la fonction : y = %

On peut calculer x pour toutes les valeurs de x. La fonction est donc définie et continue
quel que soit soit x. Sa dérivée y' = 4 x® est du signe de x. La fonction est donc décroissante
YA pour ¥ << 0, croissante pour x > 0. Elle admet pour

x» = 0, un minimum égal 2 0.

21 Lorsque x tend 4 oo, y tend vers 4 oo. Pour
obtenir y > 108 par exemple, il suffit de prendre
|x} > 102 D’ou le tableau :

! - x | — o 0 + oo
M’ M y - 0 +
> yl+o N 0 4/ 4o

-1- 0 x 1

Rapportée 4 un repére rectangulaire (fig. 95), la

Fig. 95. courbe représentative rappelle la courbe y = x? mais est

"~ moins évasée, Comme ¥* est une fonction paire :

f(—x) = f(x) les points M (x, %) et M'(— x, x*) sont symétriques par rapport a Oy. La
courbe admet Oy pour axe de symétrie et Ox pour tangente au sommet.

D’autre patt : y” = 12 &% est positif pour x5~ 0. La courbe tourne sa concavité du
coté des y positifs (n® 129).

183. Etude de la fonction : y = — x* — 2x2 + 3.
La fonction est définie et continue quel que soit x (n® 82). Sa dérivée s’écrit :
Y= —4x—4x=—4x(@?+ 1) YA

Elle est du signe de — x et s’annule pour x = 0. La fonction
admet pour x = 0, un maximum égal & + 3. Pour x # O,

P 4( 2 3)
on peut écrire y = x*|— 1 — — + —|

R
Lorsque x tend vers - oo, le facteur entre parentheéses M

tend vers — 1. Comme x* tend vers -+ 00, on voit (n® 80) ,

que y tend vers — oo : |
i x

x | — oo 0 + oo N
X

y' + 0 -

y | — o0 A + 3 N — o0

Fig. 96.

Rapportée 4 un repére rectangulaire la courbe réprésentative (fig. 96) admet 1’axe Oy pour axe
de symétrie car f(— x) = f (x). Elle admet pour sommet le point A (0, -} 3) et pour tangente au
sommet la droite y = 3.

Yy = —12x% — 4 = — 4 (3 x* + 1) est négatif quel que soit x. La courbe est toujours concave
du c6té des y négatifs.

La courbe coupe I’'axe Ox pour x? -+ 2 x* — 3 = 0, c’est-a-dire pour > = 4+ 1 ou — 3. Iln’y a
donc que deux points d’intersection d’abscisses x = =+ 1.
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. x* 5
184. Etude de la fonction : y = > = 3x2 + 5
Cette fonction est définie et continue quel que soit x (n® 82). Sa dérivée s’écrit :
Y =2x>—6x=2x(x*—3). _ YA

E_lle s’annule pour x = 0 et pour x = 4 \/2_3

Comme y = xt (—;— - ;35 + %4). on voit que y tend

vers + oo lorsque & tend vers 4 oo. D’ou le tableau
de variation ;

¥ | — o0 —4/3 0 + /3 + o Vs X
v | - 04+0— - 0 + 7
Y|4+ N —2 42N —2 4 4oo

) . . , 5 .
La fonction admet un maximum égal 4 = pour x = 0 et un minimum égal 4 — 2 pour x = - ’\/§

2

La courbe représentative (fig. 97) dans un répére rectangulaire, admet Oy pour axe de symétrie
car ¥ est une fonction paire : f (— x) = f (x). Elle coupe Ox pour : x* — 6 x* + 5 = 0 soit pour
x*—1)(x2 —5)=0. Il y a donc 4 points d’intersection d’abscisses 4 1 et -+ '\/3

D’autre part y" = 6 x? — 6 = 6 (x* — 1) s’annule pour x = 4 1, Les points I (1; 0) et J(— 1; 0)
sont des points d’inflexion admettant pour tangentes respectives :

y=—4x+4 et y=4x+4

La courbe tdurne sa concavité du coté des y négatifs pour — 1 < x < 1, du c6té des y positifs
pour x < — 1 et pour x > 1. '

. | x4
185. Etude de la fonction : y = — T 4 2x2 4+ 1.

‘ Cette fonction est définie quel que soit x. Sa dérivée s’écrit :
YA yV=—a4+4x=—x(@x>—4)
= —x(x—2)(x 4+ 2).

Elle s’annule pour x =0, ¥ =2 et x = — 2.
Pour x = 0, on peut écrire :

y = xt (-—- 41_ + 3—2 + a—:—;) Lorsque x tend vers

' . . 1
+ oo le facteur entre parenthéses tend vers — 7

‘Comme x4 tend vers + 00, il en résulte que v tend
vers — 00, On en déduit le tableau de variation :

x | — o0 -2 0 + 2 -+ oo
z + 0—0+ 0 —
-2 -1 [0 1 2
y | —o /A 5 N1 » 58 N —

La fonction admet un maximum égal & + 5 pour
Fig. 98. x = + 2 et un minimum égal 3 4 1 pour x = 0.
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Rapportée 4 un repére rectangulaire (fig. 98) la courbe représentative est symétrique par rapport
4 Oy car y est une fonction paire : f (— x) = f (x). Elle coupe Ox pour x* — 8 x2 — 4 = 0 soit en deux

points d’abscisses : ¥ = + V4 4+ 24/5
2

D’autre part : 3" = — 3 x% | 4. La courbe ad}net deux points d’inflexion I et ] pour x = 4+ —=-
13

Elle est concave du coté des y positifs entre ses deux points d’inflexion, du c6té des y négatifs 4 I'exté-
rieur de ' ces deux points.

186. Application. — Discuter suivant les valeurs de m le nombre des racines de I’équa-
tion:xt—8x2+4m—4=0.

Résolue en m cette équation s’écrit : — — + 2 x2 4+ 1 = m. C’est I’équation aux abscisses des

points d’intersection de la courbe ci-dessus (fig. 98) et de 1a droite variable y = m. On voit que pour :

m<5: . Pas de racines. A

m=5: Deux racines doubles + 2 et — 2.

1<m<5: Quatre racines deux d deux opposées.

m=1: Une racine double 0 et deux racines opposées + 2 ‘\/5
m<l1: Deux racines opposées.

187. Cas général. — La fonction y = ax* + bx® 4 ¢ est deﬁme quel que soit x
et admet pour dérivée:y' = 4ax3 + 2bx = 2ax [2 x2 4 ]
1o Si é > 0, cette dérivée a une seule racine x = 0 et est du signe de ax.

La courbe représentative n’a qu’un sommet et présente la d1spos1t1on de la figure 95
pour a > 0, celle de la figure 96 pour a < 0,

20 Si l—’ < 0, la dérivée y' s’annule pour x =0 et x = + /\/ . La courbe repré-

sentatlve, symetnque par rapport a Oy, admet trois sommets et presente la disposition
de la figure 97 pour a > 0, celle de la figure 98 pour a < 0.

EXERCICES

— Etudier et représenter graphiquement les fonctions :

395 y = a® + 2a. _ 396. y = x® — 3.

397. y = 23 4 x — 2. 398 y = % — 2x 1.
399, y = 3% 4 2x 4 1. 400, vy = 3% — 3x + 2.
401. y = «®* + x — 3. 402, y = x* — 6x + 4.
403, y = — x®* 4+ 3x 4 2. 404. y = x®* — 2x — 3.
405. y = «® — 3x% + 2. 406.y=~—4x;+x—5.

407.y=§x3+%x2—?2x. ' 408. y = — 2% -} 3x® 4 122 — 7.
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409.y=2x3-1—27x’+5x 410.y=—§x3+7x2+3x—4.
411, y = x* — 12x% + 16. nzy=ﬁ_3§_é
413. y = x* + 3x° 414, y = x* — 2%
. \
415,y = — L + 322, 116y = — T + 242

4 2
417, y = x* — 2x% + 1. 418.y=—%+%—+1.
419, y = 2x* — 3% 4 1. 420. y = x* — 6% 4 5.
421, y = 3% 4 2% + 1, 422, y = — x* + 62 — 9.

15 xt

423. y =e2xt — -i-xz 4+ 5. 424. y = Z — 2x? + 4,
425.y=—x4+,2x’2——1. 426.y=-—%§+3x2—§-
427,y = 540 — 542 + 1. 428.y=—%x4+2x2-—%-

429, 1° Etudier la variation de la fonction y = %3 — 6 x + 5 et tracer la courbe représentative
(C) en prenant le centimétre pour unité sur chaque axe.

20 Soit I le point oui la courbe (C) rencontre I’axe Oy. Montrer que ce point est un centre de
symétrie de cette courbe.

30 Etudier graphiquement suivant les valeurs de m le nombre des racines de 1’équation :

X —6x+5—m=0.

430. 1° Etudier et représenter graphiquement la fonction ¥ == x3 — 3 x + 2.

20 Déterminer et construire les tangentes aux points ou la courbe rencontre les axes de coor-
données Ox et Oy.

30 Calculer les coordonnées des points de la courbe ol la tangente est paralléle a la droite :

9x+ 4y =0.

431. On donne la fonction : y = (x — 1) (x — 2) (x + 3).

10 Etudier les variations de la fonction y et construire la courbe représentative (unités : 2 cm
sur Ox et 1 cm sur Oy). ‘

20 Equation des tangentes aux points de rencontre de la courbe avec Ox et avec Oy.

30 Discuter graphiquement le nombre des points d’intersection de la courbe avec une paralléle
a Paxe Ox d’ordonnée m.

432, 1° Pour quelles valeurs de m la courbe (C) : y = x% — 3 mx + 2 admet-elle des tangentes
paralleles 3 Ox? Trouver en fonction de m les coordonnées des points de contact.

20 Déterminer m pour que la courbe (C) soit tangente & Ox. Construire la courbe (C) correspon-~
dante, :
3° Discuter suivant les valeurs de m le nombre des racines de I’équation : x® — 3 mx 4 2 = 0.

433. On coupe la courbe (C) : ¥ = x* — x par la droite variable y = m (x -+ 1) issue du point
fixe A (— 1, 0) de la courbe.

1° Déterminer m pour qu’il y ait, outre le point A, deux points d’intersections M’ et M". Montrer
que le milieu I de M'M" se déplace sur une droite fixe,
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20 Trouver ’équation de la tangente en A i la courbe C et ’équation de la tangente issue de A.
Coordonnées du point de contact B de cette derniere.

30 Soit P le conjugué harmonique de A par rapport 4 M’ et M". Calculer les coordonnées de P
et établir la relation indépendante de 7 qui existe entre ces coordonnées. Tracer sur le méme graphique
que (C) la courbe décrite par le point P. Etudier les intersections des deux courbes.

434. Variation de y = 4 x® — 3 x. Courbe représentative. En déduire le nombre des racines de
I’équation : 4 x> —3x = m.

435. Soit la famille de courbes d’équation : y = x® 4+ px oll p est un paramétre variable.
Etudier selon les valeurs de p les formes de courbe possible. Discuter le nombre des points d’inter-
section avec la droite d’équation y = — g ol ¢ est un parametre variable.

436. 1° Représenter graphiquement les variations de la fonction y = x% — 2 x2,
2° On désigne par M, N les points de la courbe représentative C d’abscisses 1et3. Détermmer

’équation de la droite MN qui sera mise sous la forme y = ax + b.
Calculer les coordonnées du point P (distinct de M et N) d’intersection de cette droite et de la

courbe C.

437. On considére la fonction y = ax® + bx® + cx + d.

- 10 Déterminer les coefficients a, b, ¢, d de facon que la fonction admette pour la valeur x = 0, un
maximum y = 10 et pour la valeur x = 2, un minimum y = 6. Construire la courbe représentant les
variations de la fonction obtenue.

20 La courbe coupe la droite d’équation ¥ = 10 en un point M d’abscisse x = 0 et en un point A;
la droite d’équation y = 6 au point N d’abscisse x = 2 et en un point B. Calculer les coordonnées des
points A et B. Vérifier que les droites MN, AB se coupent en un point C appartenant & la courbe.

Montrer que ce point est un centre de symétrie de la courbe.
3 -
o . . x .
438. 1° Etudier les variations de la fonction y = —3 + 3 x et construire la courbe représen-

tative. Déterminer les points d’intersection de la courbe avec ’axe x’x et les tangentes en ces points.

20 On coupe la courbe par une droite passant par le point A de coordonnées : ¥, = 3; ¥, = 0 et
d’équation y = m (x — 3). Déterminer les abscisses des points d’intersection de cette droite et de' la
courbe. On trouve, en général, deux points B et C autres que A. Conditions que doit remplir m pour
que ces points existent ?

30 Quelle est I'abscisse du milieu M de BC? En déduire le lieu de ce point.

439. 1° Déterminer un polyndme du 3¢ degré, sachant qu’il passe par un minimum égal 4 2
pour x = 1 et que son reste de division par x2+ 3x + 2est—ax + 3.

20 Construire la courbe représentative (C).

3° Que devient I’équation de cette courbe si ’on transporte ’origine au point (1, 2)?

440. 1° Etudier les variations de la fonction y = x® + 2 2 — 4 et tracer la courbe représenta-
tive dans un repeére orthonormé. '

20 Sur les mémes axes de coordonnées, construire la courbe représentant la fonction y = — x2;
montrer que les deux courbes précédentes se coupent en des points dont les abscisses sont déterminées
par I’équation : (x — 1) (x + 2)? = 0 et calculer les coordonnées des points d’intersection.

30 Calculer, en chaque point d’intersection, la tangente trigonométrique de I'angle des deux
courbes.

441. On donne la fonction y = (x — a) (x — &) (x — c) de la variable x ol a, b, ¢ sont 3 nombres
donnés (a < b < o).

10 Calculer la dérivée 3’ de la fonction y et démontrer que 1’équation du 2e degré ' = 0 a une
racine entre a et b et une racine entre b et c. Ces racines correspondent 'une 3 un maximum, l'autre a
un minimum de y.

2° Qu’arrive-t-ilsia = b?

3% En supposant @ = b = — 1 et ¢ = 0, étudier les variations de y, et tracer la courbe représen-
tative,
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‘442, 1° Construire la courbe représentative des variations de la fonction y= 44— 3x 4 a.
Montrer qu’elle présente un centre de symétrie qu’on déterminera. Comment le changement de valeur
du paramétre modifie-t-il la courbe?

20 On considére ’équation : 4 x*—3 x + a = 0. Trouver, au moyen de I’étude précédente, les
conditions nécessaires et suffisantes auxquelles doit satisfaire a, pour qu’elle ait trois racines réelles.

30 En se supposant placé dans ce dernier cas, quelles sont, lorsque a varie, la plus grande et la plus
petite des valeurs que puissent prendre les racines ? Quelles valeurs faut-il donner 4 a pour que ce
nombre soit une des racines de I’équation proposée? Lorsqu’il en est ainsi, résoudre complétement
cette équation.

1
X 443. 10 Construire en orthonormées la courbe (C) d’équation : y = 3 (x* — 6 x>+ 9) et démontrer

qu’elle découpe une division harmonique sur la droite y =.1.

20 Equation des tangentes aux points d’inflexion I et J. Déterminer les points P et Q ol les tan-
gentes sont paralléles aux précédentes. Nature du quadrilatére formé par ces quatre tangentes.

30 Etudier en utilisant la courbe (C) l'existence des racines de I’équation :
*—6x2+9—8m=20

et la position de ces racines par rapport aux nombres — 1 et + 3.

v
444, 1° Dans un repére rectangulaire, construire la courbe (C) d’équation : y = % — 32+ -;—

Déterminer ses sommets, ses points d’inflexion et les tangentes aux points d’inflexion.

20 Etablir, en fonction de o, ’équation de la tangente a (C) au point M d’abscisse x = «. Montrer
que ’équation donnant les abscisses des points d’intersection de cette tangente avec (C) peut s’écrire
sous la forme : (x — )% (x* + 2ax + 3 a®> —6) = 0.

39 Pour quelles valeurs de a, la tangente en M recoupe-t-elle la courbe (C) en deux points P et Q?
Coordonnées, en fonction de a, du milieu K du segment PQ? Lorsque a varie le point K décrit un arc
d’une courbe (Y) dont on établira I’équation et que I'on construira sur le méme graphique que (C).

40 La tangente d’inflexion en I & (C) recoupe cette courbe en R. Montrer que cette droite IR est
tangente 4 (Y) en un point N milieu du segment IR.




11¢ Legon

2
ax’ + bx + ¢
FONCTION:y = == J
a'x + b
e atar . _ax® +bx +¢
188. Généralités sur la fonction: y = P

Cette fonction dans laquelle nous supposons aa’ 7% 0 est définie et continue sauf pour
x = ——_‘b.l_,', racine du dénominateur (ou péle de la fonction), pour laquelle y devient infini.
Sa dérivée y' = (Zax 4 b) (@x +b') —a' (ax® + bx + ¢ est du signe de son numé-

(@'x + b')?
rateur aa'x?® + 2 ab'x + bb' — a'c, trindme du 2¢ degré en x. Nous pourrons donc étudier
la variation de cette fonction.

2 __
189. Etude de la fonction: y = 2%;:—_%

2 o

Cette fonction est définie et continue pour x 7 1 et peut s’écrire : y = -—-—-—;Ex — 31).

Sa dérivée : |
e —1) — (2 — 3) _ w2 —2x43
B 2(x — 1) = T2 — 1)
. (x— 124+ 2
' —
Soit y' = e —T

On peut donc dresser le tableau :

/

est positive pour x # 1.

x| — o 1 + o
y' + +
y|l—w A F+oofl—0o A 4 o

La courbe représentative (fig. 99) se compose de

Fig. 99. deux branches situées de part et d’autre de ’asymptote
x =1 (n° 132).
_ 3
y __ x*—=3 x® 1 x _ x—3
Lorsquex—*;l:oo,x—zxz__zx-— 2 tend vers 3 et y 3= i@ =1 tend

vers -
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s . X + 1
Donc (n° 132) la courbe admet ’asymptote oblique y = —
x-+1 _ 1 x4+ 1 _ 1
Comme y 7 = TR = y=— 1 v (1)

on voit que la branche x > 1 est au-dessous de I’asymptote oblique tandis que la branche x < 1 est
au-dessus de cette asymptote.
. 1 1 2
La relation (1) montre que : ¥’ = 5 + G —1¢ ety = — =y La courbe est concave du
cbté des y positifs pour ¥ < 1, du coté des y négatifs pour x > 1. D’autre part elle coupe I’axe Oy

au point (0, -+ %)9 I’axe Ox aux points (+ \/3, 0).

1 se coupent au point » (+ 1, 4 1).

x
EquaTiON REDUITE. — Les deux asymptotes x = l ety =

—_—
La translation de vecteur Ow transforme le repere xOy en XY etles relationsx =1+ X, y =1+ Y
donnent en utilisant la relation (1) :

_1
X

~o| 4

< Y =

Y étant une fonction impaire de X, il en résulte que le point w est un centre de symétrie de la courbe
(n° 86).

(x—1)*,

190. Etude de la fonction: y = 5_—7

Cette fonction est définie et continue pour x 7 2. On peut écrire :

_x(x—2) + 1 . _x 1 )

= T3 —2) soit y=3 + ——Z(x-—- %) (1)
s L ,_1_ 1 __(x—2)2—1 N ,_(x—l)(x—3)
Dot: 3 =3 -2G=2¢" 2@ 27 > VY E 2w — 28 @

Cette dérivée s’annule pour x = 1 etx = 3. Elle est posi-
tive sur ] — oo; 1[et]3; + oo[, négative sur 11; 2[ et ]2; 3[.
On déduit le tableau de variation :

x| — o0 1 2 3 + o

¥ + 0 — — 0 +

pl—00 A 0 N —o +oo\2/+°°'

La fonction admet le maximum 0 pour x = 1 et le mini-
mum - 2 pour x = 3. La courbe représentative (fig. 100)

admet pour asymptotes la droite ¥ = 2 et la droite y =§

cary — - = _1 tend vers 0 lorsque x tend vers - oo. Fig. 100,

2 2(x—2)

£

La courbe est située au-dessus de son asymptote oblique y = 3 pour x > 2, au dessous pour

x << 2.
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—
Les asymptotes se coupent au point o (4 2; + 1). La translation de vecteur Ow transforme le
repére xOy en XY etles formules x = 2 4 X, ¥ = 1 4+ Y montrent que la courbe admet pour équa-
tion réduite :

1
+3x

Y =

N P4

Y étant une fonction impaire de X, il en résulte que le point @ est un centre de symétrie de la courbe

(n® 86).

La relation y" = montre que la courbe est concave du c6té des y positifs pour x > 2,
q p p

(x — 2)3 .
e . . 1
du coté des y négatifs pour x << 2. La courbe coupe I'axe Oy au point (0; — Z) Elle est tangente a

Ox au point A (1; 0).

2
191. Cas général. — La fonction y = axa’-: _b;c b_!— ¢ est définie pour toute valeur
de x distincte de son pdle & = — g:- En posant x = « + X, on obtient :
_ax®?+bc+c¢ aX?®+ (2ax+b) X4 ac® 4 ba ¢
Y= a'X T a'’X
. __a 2a00 +b  ac?+ba-t ¢ . k
soit y_-‘-z—,X+ p + X = y—mx-l—p—l-x_a (1)

Le ‘coefficient £ = n’est pas nul si « n’est pas racine du numérateur

ax? + ba + ¢
al
ax® + bx 4+ ¢, ce que nous supposerons par la suite. La relation (1) donne immédiate-
ment :
k . y_m(x—a)—k
w—ap VT T m—ap
10 Pour km < 0 la dérivée y’ est du signe de m pour tout x 7= «. La fonction est donc,

sur chacun des intervalles ] — oo, «[ et ], + oo[, monotone croissante pour m > 0,
monotone décroissante pour m < 0.

y =m-—

20 Pour km > 0, la dérivée y’ s’annule pour deux valeurs x,; et x, égales 4 : « - \/ %

m (% — x5) (¥ — )
(¢ —o)?

valle [x;, x,], du signe opposé sur lintervalle ]#,, x,[. La fonction y, infinie pour

x = + 00, — oo et a, admet dans ce cas un maximum et un minimum : f(#,) et f(x5).

Donc y’ est du signe de m a 'extérieur de l'inter-

On obtient y' =

La courbe représentative admet pour asymptotes les droites x = « et y == mx 4 p

qui se coupent au point de coordonnées x = o et y = B = ma + p. La translation 0w
transforme le repére xOy en XoY et les formules : ¥ = « 4+ X, y = ma 4 p | Y donnent

Y=mX+§ (2)

Y étant fonction impaire de X, le point  est un centre de symétrie de la courbe (n° 86).



axz-!—bx—]—c
ax 4+ b

2
192, Théoréme. — La courbe y = s a,—; f ;_ ° est une hyperbole.

FONCTION 139

D’aprés la formule (2) précédente, la courbe est égale & la courbe y = mx + 2 qui

admet pour asymptotes Oy et la dr(nte OX d’equatlon y = mx. Prenons pour vecteur

unitaire sur OX (fig. 101) le vecteur =7+ m] et posons ] = J. Tout pomt M de la courbe
vérifie donc :

—_— > k >
OM=xz+(mx+ )]—x(z—{-m])-{-; xI 4+

>
Rapportée au repére XOY de vecteurs unitaires I
> .
et J, les coordonnées X et Y de M vérifient :

ce qui montre que la courbe est une hyperbole d’asymp-
totes OX et OY et de centre O (n° 157).

193. Applications. — 1° La discussion graphique
de I’équation :

__(x——1)2
T 2x — 4

conduit 2 chercher le nombre de points communs 2 la courbe (fig. 100) du n° 190 et 4 la
droite variable y = m. On obtient :

¥2—2m+Dx+4m+1=0 <

m<O0: Deux racines réelles ' <1 < x" < 2.
m=0: Une racine double x' = x" = 1.
0 < m < 2: Pas de racines réelles. -
m=2: Une racine double x' = x" = 3,

m>2: Deux racines réelles 2 < x' <3 < ",
20 Pour tout point M (x, y) intérieur a ’hyperbole (fig. 100) on a :

— 12 —1)2
y>(2xx__)4 pour x>2 et y<§;x_l) pour x < 2.

Il en résulte que Pexpression (2 x — 4) y — (¥ — 1)® est positive 3 I'intérieur de I'hyper-
bole, négative a I'extérieur. En général :

L’expression f(x,y) = ax® + bx + ¢ + (a'x + ¥’ )y conserve un signe cons-
tant a lintérieur de l’hyperbole f(x, y) = 0 et le signe opposé a I’extérieur
de cette hyperbole. ,

On pourra ainsi résoudre graphiquement I'inéquation :
Ax? + Bxy + Cx + Dy + E > 0.
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ax* + bx + ¢
ax*+ bx+c

FONCTION :y =

194. Considérations préliminaires. — Cette fonction ol nous supposons &' 7% 0
est le quotient de deux trindmes du second degré :

f(x) =ax® +bx + ¢ et g(x)=a'x>+ bx4 .

La fonction y est définie et continue pour toute valeur de x distincte de I'un de ses
poles, c’est-a-dire des racines de g(x) lorsque ces racines « et B sont réelles. Nous suppose-
rons, dans ce qui suit, que f(«) et f(8) ne sont pas nuls, sinon y se réduirait 2 une fonction
homographique ou 4 une constante. La fonction devient alors infinie pour x = a et x = f

(n° 77). D’autre part lorsque x tend vers 4 oo, la fonction y tend vers -Z—, valeur asympto-
tique de cette fonction (n® 80). Sa dérivée qui s’écrit :

_ (ab' —a'b) x® 4 2 (ac' —a'c) x + b’ — b'c
_ (a’x® 4+ b'x + c')?

est du signe du trindme placé au numérateur dont on sait étudier le signe. Notons que les
abscisses des points d’intersection de la courbe représentative (C) avec une droite :

y=mx—+p

!

sont racines de :

ma'x® 4 (mb' + pa’ — a) x2 + (mc' + pb' —b)x + pc’ —c = 0.

Cette équation du 3¢ degré montre qu’il existe, au plus trois points d’intersection
si m =~ 0, deux seulement si 7 = 0 (cas d’une droite paralléle 2 Ox). Ces remarques permet-
tent d’éviter des erreurs dans le tracé de la courbe, Etudions quelques exemples :

. .
195. Etude de la fonction: y = sz_x_ o ‘:ic 3

Le dénominateur n’ayant pas de racines, la fonction est définie et continue quel que soit x. Elle
admet pour valeur asymptotique 4 2.

— 3(x®— 4x + 3)

Sa dérivée : v = & — 3% 7 3) s’annule pour x = 1 et x = 3, d’ou le tableau de
variation ci-dessous :
y|— 1 3 4o
¥ — 0 + 0 — |
2 N —1 A I N 2

La courbe représentative (C) (fig. 102) admet pour asymptote la droite A d’équation y = 2 et

admet deux sommets A (+ 1; — 1) et B (+ 3; -+ 3). Elle passe par ’origine, coupe son asymptote A

3

au point d’abscisse x = 2 et recoupe Ox au point d’abscisse x = 7



2
FONCTION : y = 4 i;”; L 141

Démontrons que : La courbe (C) admet trois points d’inflexion alignés.

L’équation 3" = Odonne : ¥®* —6x2 +9x—3 =0 1)
Cette équation s’écrit : (x—2P3—3(x—2)—1=0
et admet 3 racines distinctes car (n® 180) : 4 p® + 27 ¢® = — 4 X 27 + 27 < 0. Or les abscisses des

points communs 4 la courbe (C) et 4 la droite y = mx -}- p sont racines de ’équation :

m—(Bm—p+2)xt+3m—p+1x+3p=0.

&Y

Cette équation sera donc équivalente & I’équation (1) si :
m 3Sm—p+2 m—p+1 —p

1 6 3 1

ce qui est réalisé pour : m = letp = —1.
Les trois points d’inflexion sont donc les intersections de la courbe (C) par la droite : y = ¥ — 1.

. R
196. Etude de la fonction: y = 2x @ __%“;)2 L

Cette fonction admet x = 1 comme pdle double. Elle est définie et continue pour x 7% 1. Elle tend
vers — oo lorsque x tend vers _1 3 gauche ou a droite. On peut écrireen posant x = 1 + X :

IX L1 =200 +X) —1 2X* 42X — 1 2 1.
y = (X ) X“( = Xz =y = 2 XX soit :
- 2 1 . —2 2 @—2)
Y=2+ oo Y e T e 1)

x|— o0 1 . 2 + eco
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La courbe représentatlve (C) (fg. 103) admet l’asymptote double verticale ¥ = 1 et l’asymptote
horizontale A d’équation : y = 2. Elle admet pour sommiet le point A (2; 3).
Elle coupe son asymptote A au

. 3 .
y A point ¥ = 3 P’axe Oy au point

A 2
I

34----- - y = — 1 et 'axe Ox pour :

2

v _ 2(2x —5)

I
|
!
!
I D’autre part :
!
g
| T e — 1)F
4

N ———
e —

La courbe admet pour point d’in-

flexion I (x = -LS;; y = 236) Elle est

concave du cdté des y négatifs pour

QY

|
’
|
»

@)
—d
rojw

x < -;—du coté des y positifs pour

S 3,
¥=3

Fig. 103.

2 —_
197. Etude de la fonction: y = 4x4 E::'_’f 7 2.

Cette fonction admet deux pdles x = — 1 et x = 1. Elle est donc définie et continue pour |x| 7% 1
et admet la valeur asymptotique + 1. En identifiant :

B A+ B A—B
A =l+( -l-x)ax_+1

x—>5
y=l+m vavec 1+x

: ‘ 9 o _ 1 1/ 9 1
on obtient : A-—§:B ——8-_——;*» y=1+ - ( 1 x—-l)'

. . | 9 _ 1 __ QCx—=1)(x—2)
Donc : Yy =73 ((x F12 T (x— 1)2) = 2(x2 — 1)2

D’otui le tableau :
x|—o0 —1 1/2 1 2 + o
— 0 + + 0 —

y —
y| 1 N +o N 2 A H4owfl—e A 54 N 1

La courbe représentative (fig. 104) est asymptote aux verticales x = ~—letx = 4 1 et a la

droite A d’équation y = 1 qu’elle coupe au point x = ; Elle admet deux sommets A (%’ 2) et

14 V10,

2

B (2, ;). Elle coupe Oy au point y = 2 et coupe Ox aux points d’abscisses x = —

'"—-1[ 9 —_ 1 ] t; ]. x+13—_9
y = 4 (x+ 1)3 (:x,'-—l)a ne peut s'annuler que pour % —1 = 9,

Vo + 1
V9 —
voit que " est du signe de : |
V9 1 x@9—1D—(Wo+1)
x+1 x—1 (x—1(x+ 1)

C’est dire pour x; = 7~ 2,85. D’autre part puisque a® — b® est du signe de ¢ — b, on




ax® + bx 4+ ¢
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donc du signe de (x — x;) (x — 1) (x 4+ 1). La courbe est concave du cdté des y positifs pour x > x,;
et pour — 1 < & < 1, du c6té des y négatifs pour x < — 1 et pour 1 <x < x;.

A B 1
B
| .~
2 4
Fig. 104,
2 __
198. Etude de la fonction : $—dx 3

V=2 —2x—4

. ) —_ —3
Cette fonction qui s’écrit y = (x—1) (= )

2 T 1) G 2) admet pour pbles x ==— 1 et x = 2. Elle est
définie et continue pour x 7= — 1 et x # 2 et admet la valeur asymptotique % En identifiant
1 A B . 1 1 8 1
yavec-i+ poa + x_z,onobtlent.y— 5—6[90 1 +x—-—2].
1 8 1
1 . J —_—
Ce qui donne : y 3 [(x T + = 2)2]

et montre que 3’ est toujours positif pour x 7 — 1 et 2. On en déduit :

x| — o -— 1 2

* . +e |
¥ + + ] +
y| 12 7 +e|—w g to||—w A 12

La courbe représentative (C) n’a pas de sommet (fig. 105). Elle admet deux asymptotes verticales

. . 1 . 5
x = — 1 et x = 2, une asymptote horizontale A d’équation y = 2 qu’elle coupe au point x = 3 Elle

coupe Oy au pointy=-—4§_et coupe Ox aux points x = 1 et x = 3.
,,____1[ 8 1 ] . .__[ 2 1 ]__ x — 1
Y=—3|lcrp Teoogp ctdusignede: = |+ 3| = " GFDa+D

soitde — (x — 1) (x 4+ 1) (x — 2).
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La courbe tourne donc sa concavité vers les y positifs pour x < —1 et pour 1 < x < 2, vers les y
négatifs pour — 1 < x < 1 et pour x > 2. Elle admet donc un point d’inflexion (1, 0) dont la tangente

. 1
a pour équation y = 3 (x — 1),

J\

|_n
—
P>

I
O
| N
w
KY

Fig. 105.

24 b
199, Cas général. — La fonction y = — j_r o j: 5

. _a _ (ab' —a'b)x { ac’—a'c ‘
s'ecrit Yy = a' a (a/xz _l__ b'x + C’) : (1)

7

Nous supposerons d’abord : @b’ — a'b = 0 si bien qu’en posant & = — 35— + X, on

obtient (n° 59) la forme réduite :
a MX+ N
y=z+vXIK

Désignons par A le discriminant 2 — 4 a'c’ du dénominateur a'x? 4+ b'x 4 ¢'.

avec M £ 0. (2)

1er cas : A < 0. La fonction ¥ n’a pas de pole réel et K est positif. Puisque la

— MX2 —
dérivée X’ = 1, on voit que : y' = MX(X2 i—NI?);_ MK s’annule pour deux valeurs x,

et x, de x. La fonction y est définie et continue quel que soit x et admet un maximum et
un minimum f(%,) et f(x,). La courbe représentative (fig. 102) admet deux sommets de part

. a . - . .
et d’autre de son asymptote horizontale y = pa Elle présente visiblement trois points
d’inflexion réels. On peut, comme au n° 195 montrer qu'ils sont alignés sur la droite :

(ab' —a'b)x — (b2 — 4 a'c')y 4 bb' — 3 a'c —ac' = 0.

!

2¢ cas : A = 0 ==> K = 0. La fonction y admet un pole double x = — z—b-é-,a et s’écrit:

M 2N _2M | 6N

n

a M N
y=ztxtg = V=" T V=T X
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FONCTION : y =

a'x? + b'x 4
La courbe (fig. 103) admet la droite X = 0 pour asymptote double, un seul sommet
pour X = — ZTE}I et un seul point d’inflexion réel pour X = — _ME Elle coupe son asymp-
. a N
tote horizontale y = ~ pour X=— i

. 3¢ cas : A> 0. La fonction y a deux poles distincts « et B. Par identification, on
peut écrire :
a A B , A B
Y=g ti—eTi—s > Y= "GE—r E—ppr
. - 2A I 2B
S PR L PR

a) AB < 0. — La dérivée y' s’annule pour deux valeurs distinctes ¥, et x, telles que
Yy P 1 2 q

x— o A
x——-B—_—i \/—ﬁ

donc, conjuguées harmoniques par rapport 2 « et 8. La courbe (C) (fig. 104) a deux sommets
situés 'un entre les asymptotes verticales x = o et ¥ = B, 'autre 4 I'extérieur.

b) AB > 0. La dérivée y’ conserve le méme signe sur chacun des intervalles limités
par « et B. Donc y varie toujours dans le méme sens. La courbe n’a pas de sommet (fig. 105).

Quel que soit le signe de AB, la courbe présente un point d’inflexion pour x tel que

X— &

® /A
= — V B’ situé 4 'extérieur des asymptotes verticales ¥ = «, x = § pour AB < 0,

x—B
entre ces asymptotes pour AB > 0 (fig. 105 et 106). Elle coupe son asymptote horizontale
X — o
pour 2= — 7§
Y Y Y
_/A\ > S
w X
w X w X fﬂ
Fig. 106. Fig. 107. Fig. 108.

4e cas: ab' —a'b=0 —> M =0.
+

On obtient : y=

. a . . A 2 : : 4
On voit que Y =y — 2 st 'inverse d’un trindme du second degré. La courbe qui pré-

sente 'une des trois dispositions des figures 106 4 108 suivant que A est négatif, nul ou

!

positif, admet la droite X = 0 ou ¥ = — 5, comme axe de symétrie.
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. MX+ N ..
REMARQUE. — En posant Y = y -—g—,, on obtient Y = 3(—5—_-3_—1( Si N =0,

on voit que Y = XEI\%T{ est fonction impaire de X. La courbe admet alors le point

b a .. . ]
o |®=—5- 1y = =) comme centre de symétrie. Ceci peut se produire dans le cas
2a' a'

des figures 102 et 105.

200. Intersection avec la droite y = m. — L’équation aux abscisses x' et x” des
points d’intersection M’ et M” de la courbe (C) (fig. 109) :

. ax? 4+ bx -+ ¢
y“a’xz-}—b’x—}-c’

et de la droite variable (D) d’équation : y=m s’écrit:
(a—ma')x? + (b —mb)x + (c —mc') =0, (1)

o,

y:m
A
p _—
T

A
—3 W
Hi !
! é
X1 |0 X

Les racines x’ et #” de cette équation vérifient, lorsqu’elles existent, les relations : -

c — mc’ b — mb’
x'x" = . et % 4 %" = — -
a— ma a — ma
que I’on peut écrire (n° 163) :
vow € ac' — a'c , . b ab' — a'b
M == — ————— et X X =~ ;
a  a (a — ma) a ' a (a — ma)

En éliminant a'(a — ma'), on obtient entre x' et x”, la relation homographique involu-
tive (n° 165), indépendante de m :

(ab' — a'b) x'x" + (ac' — a'c) (x' + x") + bc' — b'c = 0. (2)
Si ab' —a'b = 0, la relation (2) se réduit a : x' 4 »" = —-2 =—_ Les points M’

7
et M" sont symétriques par rapport 2 la droite oY d’équation ¥ = — 2!)&-’ (fig. 106 a 108).
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Si ab' —a'b# 0, la courbe (C) coupe son asymptote horizontale A en un point «

147

dont I'abscisse (n° 199, formule 1) est : x; = — Z—Zv,—_—_——_z,z- La relation (2) s’écrit alors :
be' — b'c
x'ﬁf‘" — %y (%' + «') + —ah = 0,
soit : (@ — ) (¢ — ) = R (3)
En désignant par P’ et P” les projections de M’ et M” sur A on ‘obtient :
wP.wP" =k

Si la courbe (C) a deux sommets A et B d’abscisses x, et &,, ce sont des positions ot
viennent se confondre M’ et M". En désignant par H et K les projections de A et B sur A
(fig. 109), on obtient donc : _

oH? = 0K? = wP.0P" = HKPP)=—1.

Les points M' et M" restent conjugués harmoniques par rapport aux deux droites D, et D,
d’équations x = x;, et = x = x,.

Il en est ainsi des intersections de la courbe (C) avec Ox pour m = 0 et aussi des pieds
des asymptotes verticales lorsqu’elles sont distinctes car leurs abscisses o et B sont les
limites de x’ et x” lorsque  tend vers I'infini. $’il y a une asymptote verticale double (fig. 103)
elle est confondue avec I'une des deux droites D; ou D, et le sommet correspondant est
rejeté a P'infini.

201. Discussion graphique d’une équation du 2¢ degré. — L’équation du second
degré, dépendant au premier degré d’un paramétre m, s’écrit :

(am + a') &* - (bm 4 b") x + (em + ¢') = 0. (1)

Cette équation n’est autre que I’équation aux abscisses des points d’intersection de

T an2 7 !
la courbe (C) d’équation : y = — ‘:1:2 __:: ?wf-_{—’_; et de la droite variable y = m. La

construction de la courbe (C) permet d’étudier I'existence et la position des racines de
I'équation (1) par rapport 2 un ou plusieurs nombres donnés.

ExempLE. — Etudier Pexistence et la position par rapport aux nombres 0 et % des racines
de Péquation en x : (m—2)x* —2(m—1)x+ (m+ 1)=0.

2x*—2x—1
x2—2x + 1
3 la droite y = m et & la courbe de la figure 103. On obtient :

Cette équation s’écrit : m = C’est ’équation aux abscisses des points communs

m > 3 : Pas de racines réelles.
2<m<3 :0<%<x’<x”.

. , 3
m = 2 : Equation du 1% degré : x = 5
——1<_m<2:x’<0<x”<%-

! n 3
m< —1 0< X <X < =

2
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EXERCICES

— Etudier les variations des fonctions suivantes et construire leurs courbes représentatives :

1 1
445.y=x+;- | 446'3’:?”_;'
1 1
2 5 _ 3 7
449.y—§x+;4:c- 450._1’—500—5—;
x 4 1
453, y = 25— 1 4 . 454 y = 35— 7 — —>_
ey =ax 2x—3 -V = Sxe x 4+ 2
_2x*—3x + 6 _attx
x2—x — 2 2x2—;6x—|—3
457.y——-x—-__-_—2—— 458, y = ——> .
1545 4 45x + 34 _ 4x?—10x — 2
By =771 160.y = =G T 1)
_ 18x2—15x 1 8 ' _ 18x*— 45x+ 8
461 y = ———= 462 y = ~5——%
463. 1° Variation et courbe représentative de la fonction: y = 4x + 1 + i
Etablir.l’éxistence d’un centre de symétrie. '
. . 2x* —7x + 8 . .
20 Déterminer la constante 4 pour que la fonction: y = pra— ait un maximum et

un minimum qui différent de 8.
464. 1° Etudier les variations de la fonction : x - %

20 Soit ¥ = 9x2% + 25 + 16, Etudier les variations des fonctions :

TR
[4]
-+

& | N

Pour quelles valeurs de x ces fonctions sont-elles égales 4 + 1oua — 17

3° Etudier les variations de la fonction : y = - 4 —
x 2

465, Soient: b = 3a — 44° et y =

1° Variation de b lorsque a croit de 0 a 1.

20 Variation de y lorsque a constant est compris entre 0 et 1. Courbe représentative.

30 Lorsque y est donné combien lui correspond-il de valeurs de x comprises entrea et 1?7

. - . x> — S5x — 2 .

466. 1° Etudier les variations de la fonction : 3y = EICE N et les représenter graphi-
quement dans un repére orthonormé par une courbe (C). )

20 Sur le méme graphique, représenter la droite (D) d’équation y = ax + b.

Comment faut-il choisir @ pour que (D) coupe la courbe (C) en deux points A et B situés sur deux
branches distinctes de cette courbe?



ax? 4 bx + ¢
a'x® + b'x+¢

Calculer alors les coordonnées du milieu M de AB en fonction de a et b. En déduire le lieu géo-
métrique du point M lorsque b varie, a restant fixe.

30 Ce lieu est une droite (A). Déterminer a de fagon que (D) et (A) soient perpendiculaires, Que
peut-on dire alors des droites (D) et (A)?
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FONCTION : y =

467. 1° Etudier les variations des fonctions :

2x%2 — 5x + 8 2x2——15x+8.

1 »= ) et 2 9= ¢

Construire, dans le méme repére orthonormé, leurs courbes représentatives (prendre le demi-
centimétre pour unité d’abscisses et d’ordonnées).

Déterminer les coordonnées des points d’intersection des deux courbes. Etablir, pour la courbe (1)
seulement Pexistence d’un centre de symétrie. On admettra ce résultat pour la courbe (2).

2x%2 — 5ax + 8
x — 2a

2° On considére 12 fonction (3) : y = dans laquelle a désigne un nombre

réel quelconque donné.

Pour quelles valeurs de a la fonction (3) est-elle constamment croissante ? Pour quelles valeurs
de a la fonction (3) passe-t-elle par un maximum et par un minimum ? :

Ces valeurs de a sont séparées par.deux nombres a, et a; que vous déterminerez. Que devient la
fonction (3) si 'on donne & a I'une ou I’autre de ces valeurs ?

39 On suppose toutes les courbes (C), qui représentent les diverses fonctions (3) obtenues en
donnant 4 a toutes les valeurs possibles construites dans le méme repére orthonormé. Quel est le
lieu des points d’intersection des asymptotes des courbes (C)? Montrer que toutes les courbes (C)
passent par deux points fixes A et B dont on déterminera les coordonnées.

Vérifier sur ces nouveaux résultats ceux des paragraphes 1 et 2.

49 Quelles sont les valeurs de a pour lesquelles les courbes (C) coupent ¥'Ox? Quelles sont les
valeurs de a pour lesquelles les courbes (C) sont tangentes 4 x'Ox ?
On désignera par T et T, les points de tangence, par m, et m, les points ol1 une courbe (C) coupe
Ox. Quelle est la disposition remarquable des points m;, m,, T, Ty ? Quel est I’axe radical des cercles
qui ont pour diameétre myms ?

468. 1° On considére la courbe qui, dans un repére orthonormé XIY, représente une fonction

AX? + BX + C _
XN (A #0 M #£0)

delaforme: Y =

a) Former P'équation donnant les valeurs de X pour lesquelles la fonction passe par un extremum
(c’est-a-dire un maximum ou un minimum).

b) Montrer que la courbe admet une asymptote oblique et en déterminer le coefficient directeur.

¢) Indiquer a quelles conditions doivent satisfaire les coefficients pour que I’origine I soit centre
de symétrie de la courbe.

2° On con31dere maintenant des axes Ox, Oy. Quelles valeurs peut-on donner aux coeﬁiclents
ax® + bx + ¢
mx + n

que la courbe représentative admette pour centre de symétrie le point I de coordonnées x = 2,y = 3?

de la fonctlon y = pour qu’elle passe par un extremum égal a3 1 pour x = 2/3 et

IL’extremum est-il un maximum ou un minimum?
30 Les conditions du 2° sont remplies en prenant par exemple :
a=29; b=0; ¢ =—20; m=12; n = — 24,

Etudier les variations de la fonction ainsi déterminée et tracer la courbe représentative (C) .

40 Par le point P (x = 0, ¥y = 3) on meéne une droite (D) de pente p.

a) Former P’équation aux abscisses des points d’intersection A et B de la droite (D) avec la courbe
et étudier les conditions d’existence de ces racines. Interprétation géométrique.

b) Déduire de cette équation les coordonnées du point Q conjugué harmonique de P par rapport
a A et B. Lieu de Q quand P varie.
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— Etudier les variations et construire les courbes représentatives des fonctions suivantes :

2x x

169. y = — =5 0.y = 5 471, y = @sz)—g

M2y =5—F 413y = My =2

a5y =512 476, y = 5 =22 =0

419. y = Zﬁiéixﬂfl' 480, 5 = 33;221168;—:—929'

183, y = T — 02 2 18g, y =T 5222

185,y = e Ty 496, 5 = T LR

487, y = 32 488, y = 252220

489. y = x—:‘—(_:—;-—jl_’i)-i 490, y = ’ix(_:ETx)

oSt

495. Simplifier la fonction y = w-ffl—-—;lT; puis construire le graphe de la fonction
obtenue.

496. La fonction 3 if;"’“xi : peut-clle étre indépendante de x? Pour quelles valeurs de
p et g en est-il ainsi?

497, Déterminer p et g pour que, quel soit x, la fonction : y = xzf—;i—a soit comprise

entre — % et 2.

x?— 7x + 10
x*—4x+ 3

20 Une droite D d’équation y = % coupe cette courbe en deux points d’abscisses x' et x”. Montrer
qu’il existe entre x' et " une relation indépendante de 4.

498. 1° Construire la courbe d’équation : y ==

3x® 4 2
m enAetB

et coupe I'axe Oy en C. Trouver le lieu du conjugué harmonique de C par rapport 4 A et B.

499. Une droite D d’équation y = m coupe la courbe C d’équation y =

_ xz——2x+1.
Y= %+ 2ax + 1

500. Etudier suivant les valeurs de a le graphique de la fonction :



axz + bx 4 ¢

FONCTION : y = aE T+ b ¢ 151
; . =1 (x—m) .
501. Quelles valeurs faut-il donner &4 m pour que la fonction y = G2 (=12 puisse
prendre toutes les valeurs possibles ?
12x2 + hx + 3

502. Déterminer la constante / de fagon que la fonction : y = g p— ait un maximum

et un minimum qui différent de 3.

503. Déterminer les coefficients p et ¢ pour que les tangentes aux points d’ordonnée nulle de
x*—3x—4

¥+ px + g

la courbe y = soient, dans un repére orthonormé, perpendiculaires et se coupent sur

I’axe Oy.

504. 1° Construire la courbe représentant les variations de la fonction : y = 3253

Déterminer son maximum et son minimum.

20 Discuter existence des racines de I’équation du second degré : mx? — (3m + 1) x +2m =0
relativement au paramétre m. Les placer par rapport aux nombres 1 et 2.

Interpréter graphiquement les résultats 4 I’aide de la courbe précédemment construite.

x2 + bx + ¢
&+ pxtq

10 Didterminer b, ¢, p, g de fagon que y passe par un maximum égal 4 3 pour x = 1 et par un
minimum égal & — 3 pour x = — 1.

20 Construire la courbe représentative C.

30 La droite y = m peut couper C en M et M'. Dire pour quelles valeurs de m ces points
existent. Calculer en fonction de m 1’abscisse du milieu du segment MM'.

505. Soit 1a fonction: y =

506. Soit (C) la courbe qui représente en axes rectangulaires la variation de la fonction :
_ x
y T ox®— 3x 2
On désigne par x, X' %, %, les abscisses des points M, M', M,, M; de la courbe (C).
10 Construire la courbe (C). .
20 m étant un nombre quelconque, 1a droite y = mx coupe la courbe en O et en deux autres

points au plus. Discuter 'existence de ces points. Montrer que la condition nécessaire et suffisante
pour que M et M’ soient alignés avec O est x 4 &' = 3.

Quel est alors le lieu du milieu de MM’ ? Déterminer les coordonnées du point de contact de
la tangente a4 (C) issue de O. '

39 Il existe sur (C) deux points M,, M; ayant méme ordonnée Y. Lieu de leur milieu P quand
Y varie. La condition nécessaire et suffisante pour que MM, soit parallele 3 Ox est xyx; = 2.

40 Calculer le coefficient directeur de la droite MyM. Calculer x en fonction de x, lorsque MM
est tangente a (C) en M,.

50 M,M, étant paralléle 2 Ox, MM et M;M' étant tangentes 4 la courbe (C) en M, et M;, montrer
que MM’ passe par O.
_2x—1

507. 1° Variation de la fonction : y = représentation graphique.

2x—1

20 Soit M le point d’abscisse o sur la courbe (C) d’équation y = o Ecrire I’équation de

la tangente en M 4 la courbe (C), et trouver 'ordonnée X du point ol cette tangente coupe 'axe Oy.

39 D’un point donné T de I'axe Oy, on se propose de mener des tangentes & la courbe (C).
Montrer que le probléme admet en général deux solutions. Conditions de possibilité.

Exprimer en fonction de 'ordonnée A du point T le coefficient directeur m de la droite M'M"
qui joint les points de contact des tangentes obtenues ainsi que les coordonnées (x5, ¥;) du milieu K
du segment M'M"; en déduire I’équation de la droite M'M”.

4° Dessiner une figure d’ensemble dans le cas particulier A = 1 que I'on étudiera en détail.
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ax® + bx + ¢
x24+bx+ ¢

1° Déterminer certains des coefficients a, b, ¢, b’, ¢/, pour que les droites y =1, x = 0, x = 3
soient asymptotes a la courbe.

2° On veut de plus que la fonction ait un maximum ou un minimum pour x = 2. Trouver la
relation que doivent vérifier les coefficients non encore déterminés. Déterminer I’abscisse du 2¢ mini-
mum ou maximum. Discuter sa nature (maximum ou minimum) suivant les valeurs de b.

30 Les courbes satisfaisant aux conditions précédentes forment une famille dépendant d’un
paramétre b par exemple. Démontrer que deux courbes quelconques de cette famille se coupent
toujours en un méme point. Calculer les coordonnées de ce point.

40 Etudier P’intersection de la droite 4 y = x avec les courbes précédentes. Démontrer que 'un
des points d’intersection est indépendant du parameétre. Déterminer les valeurs de ce paramétre pour
lesquelles la courbe est tangente 4 la droite et construire celle de ces courbes qui est tangente & la
droite au point déterminé au 3¢. ‘

508. On considére les fonctions : y = et les courbes qui les représentent.

x% — 2

x4+ 2px + ¢

509. On considére la fonction : y = et on suppose que le dénominateur ne

puisse pas s’annuler.

1° Montrer que I’équation ¥y = A admet deux racines lorsque le nombre A est compris entre
deux limites m et M.

29 Trouver la relation qui doit exister entre p et ¢ pour que M soit égal 4 2.

39 On donne 4 m une valeur fixe inférieure 4 2. Trouver les fractions y correspondantes. Discuter.

40 Trouver, pour une de ces fractions, I’équation de la droite qui joint les points de la courbe
correspondant & M et & m. Trouver le troisitme point de rencontre de cette courbe et de la droite.

'510. 1° Montrer que le polyndme x® — 3 x + 2 est divisible par x — 1. Résoudre les équa-

tions : x* —3x+2=0; x*—3x—2=0.
1

Y= + x—2

Mener par le point A de coordonnées (1, 0) une tangente 4 la courbe et trouver les coordonnées
des points de rencontre de cette droite et de la courbe,
_ 1
T a@*+x+1)—3

49 Trouver les points d’intersection de ces courbes avec une droite de pente m passant par A.
Discuter.

50 Interpréter graphiquement les résultats,

20 Représenter graphiquement les variations de la fonction :

30 Construire les courbes y

dans un repére orthonormé.

!

x2—mx + 3 . .
; ¥ variable; m paramétre.

x2 + 4x — (m + 1)

A chaque valeur de m correspondent une fonction et une courbe représentative (C,,) des variations
de cette fonction.

1° Montrer que (C,) admet une asymptote paralléle 4 x'x et que le point d’intersection de (C,)
avec cette asymptote est indépendant de la valeur de m. '

2° Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par deux autres points fixes quelle que soit la
valeur de m. '

30 Etudier la fonction y et construire les courbes (C,,) obtenues pour les valeurs :

m=—12; m=—235; m = - 11,

511. On considére la fonction : y =

Pour le graphique, prendre pour unité le centimétre et utiliser le méme repére orthonormé xOy pour
tracer tous les graphiques.
4° Que deviennent la fonction et la courbe (C,,) dans les deux cas particuliers o
m=—4, m=+44?

50 Former les équations des tangentes 4 une courbe (C,,) aux points A d’abscisse x = | 1, et B
d’abscisse x = — 1, m étant quelconque. Calculer en fonction de m les coordonnées du point d’inter-
section M de ces deux tangentes et en déduire le lieu de M quand 7 prend toutes les valeurs possibles.
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512. On considére la parabole d’équation 32 = 2 px (repére orthonormé, p > 0). Soient F
son foyer et A le point symétrique de F par rapport 2 la tangente au sommet. On se propose d’étudier

153

. AM . ..
la variation du rapport M lorsque le point M décrit la parabole.

2
x2+3px+%

2
o+ pr 4 B

1°© Montrer que le carré de ce rapport a ’expression : u =

en fonction de ’abscisse x de M.
20 Construire la courbe des variations de u quand x varie de — ® a - 0o, en mettant en évi-
dence la partie utile de la courbe.

) 8x2 —6x + 6
513. On donne la fonction: y = I — 9% — 9
19 Montrer que I'on peut mettre ¥ sous la forme : y = a 4 b -+ <

xX—m x—n
a, b, ¢, m, n étant des nombres que ’on déterminera. Etudier les variations de y et dessiner la courbe
représentative (C) en prenant pour unité de longueur 2 cm.

20 On coupe la courbe (C) par une droite paralléle & x'x d’ordonnée /. 11 existe, en général, deux
points d’intersection M, M’. Déterminer le lieu de leur milieu I quand [ varie. Construire ce lieu.
Pouvait-on prévoir quelques particularités de ce lieu?

30 Montrer qu'il existe une relation indépendante de [ entre les abscisses des points M et M'.
En déduire qu’il existe un point J de I’'axe x'x tel que Tl_);["is7 soit constant, P et P/ désignant les projec-
tions de M et M’ sur x'x.

40 On considére I’équation : (41— 8) cos2x — (91— 6) cos x — (91 + 6) = 0. En utilisant la
courbe (C), déterminer suivant les valeurs de / le nombre des solutions de cette équation.

. . 4 . .
Résoudre effectivement cette équationsi [ = — 7 On exprimera les angles en radians.
2
. . ¥ — 5x + m
514. Soit une fonction : y = t .
=—2
10 Déterminer m pour que cette fonction passe par un maximum pour ¥ = — 2. Représenter

graphiquement, sur un plan rapporté 2 deux axes rectangulaires x'Ox, ¥'Oy les variations de la fonc-

tion ainsi obtenue. Soit (C) la courbe trouvée. (La construction de cette courbe sera faite en prenant
le centimétre pour unité d’abscisse et d’ordonnée.) :

20 On coupe la courbe (C) par des droites ¥ = k. Dire, sans nouveau calcul, en combien de
points ces droites coupent (C), selon les valeurs de k.

Soient M et N les points d’intersection correspondant 4 une valeur de %, x’ et 2" leurs abscisses.
Quelle relation, indépendante de k&, existe-t-il entre ces abscisses ? Vérifier, 4 'aide de cette relation,
les résultats du 19.

Trouver Péquation de la courbe (I") qui est le lieu du milieu de MN, et construire cette courbe
sur les mémes axes que (C). Expliquer, a priori, pourquoi (C) et (I') ont les mémes asymptotes.

30 La courbe (C) coupe Ox en deux points A et B. On méne en chacun de ces deux points la
tangente 4 (C). Ces tangentes se coupent en T'. Calculer 4 un milligrade prés les angles du triangle ABT,

40 Une droite passe par le point P de la courbe (C) dont I’abscisse est égale & + 3. Soit a le coeffi-
cient directeur de cette droite. Déterminer, selon les valeurs de a, le nombre des points communs 3
cette droite et a la courbe (C). Pour quelles valeurs de a cette droite est-elle tangente 4 (C) en P?
en un autre point Q dont on déterminera les coordonnées ?
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ARCS ET ANGLES

202. Arc géométrique. — Deux points A et B d’un cercle O (fig. 110) définissent
deux arcs AB d’extrémités A et B, 'un inférieur, 'autre supérieur 4 une demi-circonférence.
Les demi-droites OA et OB déterminent deux angles en centre, ’'un saillant, 'autre rentrant.
Chacun d’eux est ’angle au centre correspondant 4 I'arc AB qu’il intercepte. On sait que
les arcs et les angles sont des grandeurs mesurables et que :

Un arc de cercle et ’angle au centre correspondant sont mesurés par
le méme nombre, a condition d’adopter pour unité d’angle l'angle au
centre qui intercepte I'unité d’arc.

203. Unités d’arc et d’angle. — L’unité d’arc est le
quadrant (le quart du cercle); 'unité d’angle correspon-
dante est ’angle droit (1°). On emploie plutét :

10 Le degré (°) : 516 du quadrant pour les arcs; 50 de

l’éngle droit pour les angles. Le degré se divise en 60 mi-
nutes ('); la minute en 60 secondes (”).

: 1
20 Le grade (gr) : 100 partie du quadrant pour les arcs;

1 .
100 partie de l'angle droit pour les angles. Les sous- . Fig. 110.
multiples du grade sont décimaux : décigrade, centigrade, etc.

3¢ Le radian (rd) : arc de cercle dont la longueur est égale au rayon du
cercle. L’angle au centre correspondant se nomme aussi radian (rd).

Le périmétre d’un cercle de rayon R valant 2 xR, il en résulte que le cercle entier
vaut 2 = radians :

3600 = 400 gr = 2nrd <= | 1800 = 200 gr = = rd

Les mesures d, g, « d'un méme arc en degrés, grades et radians vérifient donc :
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formules qui permettent le passage d’une unité 3 une autre. Les formules de dérivation
(17¢ lecon) étant plus simples en radians, c’est cette unité que nous utiliserons dorénavant
4 moins d’indication contraire. Il est bon de savoir que :

]

90°=grd : 4-S°=77:_rd : 60°=1;;d : 30°=1—(:rd.A

204. Extension de la notion d’arc. — La notion d’arc peut étre généralisée par la
considération d’arcs orientés et par celle d’arcs dont la longueur dépasse celle du cerele.

Imaginons qu’un mobile M se déplace constamment dans le méme sens sur la circonférence
du cercle O (fig. 110). Ce mouvement peut s’opérer soit dans le sens inverse des aiguilles
d’une montre ou sens direct, soit dans le sens des aiguilles d’'une montre ou sens rétrograde.
En trigonométrie, on adopte pour sens positif ou sens trigonométrique le sens direct
et pour sens négatif le sens rétrograde. On dit alors que le cercle O est orienté :

Un cercle est orienté lorsqu’on adopte sur sa circonférence un sens de
parcours positif.

Soient deux points A et B pris dans cet ordre sur le cercle O. Imaginons que le mobile
M partant de A se déplace constamment dans le méme sens sur le cercle et arrive en B. Nous

i :
dirons que M a parcouru un arc orienté AB d’origine A et d’extrémité B.

ot ’
1l existe une infinité d’arcs AB : la connaissance de I'origine A et de I'extrémité B
ne définit pas parfaitement cet arc; il faut connaitre en outre le sens de parcours du mobile
M et le nombre de tours complets qu’il effectue sur le cercle avant de s’arréter en B. Dans

ces conditions :

La mesure algébrique d’un arc orienté AB est un nombre dont la valeur
absolue est la mesure de arc géométrique AB (qui peut étre supérieure d
celle du cercle) et dont le signe est + ou — selon que Parc est décrit dans
le sens positif adopté sur le cercle ou en sens inverse.

Un arc est parfaitement déterminé par son origine et sa mesure algébrique; par exem-

ple si AB = — 4200, — — 3600 — 60°, M décrit un tour complet dans le sens négatif, puis,
toujours dans le méme sens, un arc AB de 60°.

205. Théoréme. — Pour que deux arcs de méme origine aient méme
extrémité, il faut et il suffit que la différence de leurs mesures algébriques
soit un nombre entier de circonférences.

10 Soit a la valeur en radians du plus petit arc positif AB (fig. 110).
Lorsque M se déplace dans le sens positif de A 2 B, les valeurs successives des arcs AB

ainsi obtenus sont :
a; a+2n; a-+4n;. a+2mw (m entier positif).

Lorsque M se déplace dans le sens négatif de A a B, le-premier arc obtenu a pour
valeur absolue 2 = — a et pour valeur algébrique @ — 2 =; les suivants vaudront ;

a—4n; a—6m... a—2nw (n entier positif).

i ———r
Ainsi, tous les arcs AB sont donnés par la formule unique : AB = a + 2 kn ou k est
un entier positif, nul ou négatif,
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Ceci étant, soient « et B les mesures en radians de deux arcs Xﬁ, on aura :
a=a -+ 2Fkxn; B=a-+ 2k
donc : B —a = 2 (k" — k') ® = 2 kn (k entier positif nul ou négatif), ce qui établit la
condition nécessaire. ,
20 Réciproquement, soient deux arcs a et 8, d’origine A, tels que : § — a = 2 kr.

Si B est 'extrémité de l'arc «, en désignant par a le plus petit arc positif ﬁ, il existe
une valeur positive ou négative de I'entier &' telle que « = @ + 2 &'w; on a alors :
B=a+2kn=a+ 2k +Ekrn=a-+2Fkr

k" étant entier, B est donc la mesure algébrique d’un arc d’origine A et d’extrémité B.

C . —> 2
En définitive, si « est la mesure d’un arc AB, tous les autres sont donnés par la formule :

B=a - 2kn | k entier positif ou négatif.

A . . 371 3 A 2
EXEMPLE : deux arcs de méme origine et de valeurs 5 et — 5 ont méme extrémité,

’ —h
206. Remarques. — 1° Le nombre o (— = < « < =) qui mesure 'un des arcs AB
se nomme détermination principale de cet arc.

— ——
20 Si un des arcs AB a pour mesure «, I'un des arcs BA a pour mesure — « et tous
—h —
les arcs BA sont donnés par la formule : BA = — o 4 2 k.
30 Si A est choisi comme origine des arcs sur le cercle orienté O, la position du point B

p——h
sur le cercle est déterminée par la valeur d’un arc AB qu’on appelle alors abscisse curviligne
du point B. Il est clair que la valeur de cette abscisse curviligne détermine B, mais qu’inverse-
ment correspondent au point B une infinité d’abscisses curvilignes telles que deux d’entre
elles different d’un nombre entier de circonférences.

207. Relation de Chasles. — Soient trois points A, B, C d’un cercle orienté.
On a : AB + BC + CA = 2k (k entier positif, négatif ou nul).

C \M

Fig. 111. ' Fig. 112.

On part de A dans le sens positif : deux cas se présentent selon que l'on rencontre
pour la premiére fois les deux autres points dans I'ordre BC ou dans Pordre CB. Soient a,

b, ¢ les plus petits arcs positifs Xﬁ, BC et CA.
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Dans le premier cas (fig. 111) : a 46 +c=2m.

Or: Xﬁ:a-{—Zhrc; §é=b+2h’n; a=c+2h”n;
h, B', k" désignant des entiers positifs ou négatifs. Donc :
AB+ BC+ CA =2n(h+ I + &' + 1) = 2k
Dans le second cas (fig. 112) : a + b+ ¢ =4= |
et AB 4+ BC 4+ CA=2r(h+h + b +2) = 2km

Donc dans les deux cas :

ﬁ+§3+6§&=2ku.

Cette relation peut aussi s’écrire : AB + BC = — 6:\_—% 2km
soit ‘ Xﬁ—l—ﬁ&:ﬁ—l—an

forme qui rappelle la premiere relation de Chasles relative 2 trois points d’un axe orienté.
208. Corollaire. — La valeur d’un arc est égale a 2k~ prés a 'abscisse
curviligne de son extrémité diminuée de celle de son origine.

Soient M et M’ deux points d’un cercle O ot A désigne l'origine des abscisses curvi-
lignes (fig. 110). On a :

MM’ + MA + AM = 2kn
soit MM’ = — M'A — AM + 2k=

et MM’ = AM’ — AM + 2kn

k entier positif, négatif ou nul.

209. Extension de la notion d’angle. — Soit une demi-droite Oz d’un plan P
(fig. 113). Elle peut, a partir d’une position initiale Ox de ce plan, tourner dans deux sens
différents. Nous adopterons comme sens positif de rotation celui qui, pour un observateur
placé debout sur P, coincide avec le sems inverse des
aigutlles d’une montre. Tout point M de Oz décrit
alors un cercle orienté dans les conditions du n° 204.

Imaginons qu’en tournant constamment dans le
méme sens, Oz vienne de Ox en Oy. Nous dirons
que Oz a décrit un angle orienté de coté origine Ox,
de coté extrémité Oy; nous le symboliserons par la

.« - -
notation (Ox, Oy). ,

Dans ces conditions M aura parcouru un arc

orienté AB du cercle O et (6;, 6;1) sera l'angle au

Fig. 113.

centre correspondant a cet arc AB.

. . . . $, > % ’ .
De méme que pour les arcs, il existe une infinité d’angles (Ox, Oy). Pour déterminer
I'un d’entre eux il faut connaitre, outre le c6té origine et le c6té extrémité, le sens dans lequel
a tourné Oz et le nombre de tours complets parcourus par Oz avant de parvenir en Oy.

Mais il est clair que la connaissance de I’arc AB parcoufu par M entraine celle de (6;, 6_;)



ARCS ET ANGLES - 159

La mesure algébrique d’un angle orienté ((_)—x: (T}") est un nombre dont
la valeur absolue est la mesure de I’angle géométrique xOy (qui peut étre
supérieure a 4 droits) et dont le signe est + ou — selon que I'angle est
décrit dans le sens positif de rotation ou en sens inverse.

b
Grace au conventions adoptées, la valeur absolue et le signe de I'arc AB et de I'angle

—_— — . . } '
au céntre correspondant (OA, OB) sont identiques. Le résultat du n® 202 reste donc valable
pour des angles et les arcs orientés.

210. Conséquences. — On peut donc étendre aux angles orientés les résultats obtenus
pour les arcs : ‘

10 Si « est la mesure en radians d’un angle (()_a;, 6;), tous les autres sont donnés par la
relation : (Ox, Oy) = a + 2 kn.

20 Soient trois demi-droites concourantes, Ox, Oy, Oz; la relation de Chasles (n° 207)
étendue aux angles donne :

(0%, Oy) + (Oy, 0z) + (O%, Ox) = 2k~
ou encore (6;, 6}3 + (6;, 6;) = (a;c, 6§) + 2km.

30 On peut repérer la position d’une demi-droite Oz par I'un des angles (6;, 6—5)
quelle forme avec la demi-droite origine Ox que nous appellerons axe polaire. L’un des
angles (6;, (_)_2.)) est alors I’angle polaire de Oz et la relation (n° 208) étendue aux angles
donne :

(0, Oz) = (Ox, Oz) — (Ox, Oy) + 2kn  soit :

La valeur algébrique d’un angle orienté est égale a ’angle polaire du
coté extrémité diminué de I’angle polaire du cété origine.

=Y

.r/ 0O A
yl
Fig. 114. . Fig. 115.

211. Angle orienté de deux vecteurs. — L’angle orienté de deux vecteurs

OA et OB pris dans cet ordre dans un plan orienté, est I'un des angles des
demi-droites OA et OB. .

Sa valeur algébrique se symbolise par (O—;&, (ﬁi) Ainsi (fig. 114) :
| OA, OB = (Ox, Oy) + 2km.
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212, Angle de deux axes. — Soient deux axes x'Ox, y'Oy (fig. 114) d’un plan orienté.
On appelle angle de x'x avec 'y, 'un quelconque des angles dont il faut faire tourner 'axe
origine x'x pour qu’il coincide en direction et en sens avec I'axe extrémité y'y. C’est aussi

P'un des angles (6;;, 637)
(W’y_,;) = (6‘;’ b—y)) + 2k
213. Longueur d’un arc. — Soit o la valeur absolue en radians de MOM! et de Iarc

correspondant MM’ (fig. 115). Un arc de 1 radian a pour longueur R, rayon du cercle;
la longueur / d’un arc de « radians est donc :

! = Ra

214. Cercle trigonométrique. — On appelle cercle trzgometrtque un cercle
orienté dont le rayon est égal a unité.

Dans ce cas, la formule qui donne la longueur d’un arc devient :

=«

La longueur d’un arc du cercle trigonométrique s exprzme par le
méme nombre que I’angle au centre correspondant mesuré en radians.

EXERCICES

515. Evaluer en gradeé et en radians les angles de :
150; 180; 250 37015; 127030',

516. Evaluer en degrés et en radians les angles dont les mesures en grades sont :
40; 112 17,5; 212,35; 315,75,

517. Evaluer en degrés et en grades les angles dont les mesures en radians sont :

17 ‘ 5w 7

1 VL 15 2; 5,2.

— Connaissant ’origine A sur le cercle trigonométrique, placer sur ce cercle les extrémités M

—— i
des arcs AM donnés par les formules suivantes, ou k est un éntier positif, négatif ou nul. L’unité d’arc
est le radian : :

v C2m ™ 2km 7 krt

518' 3 + 2kT€, _5' + kTC, ‘ - 3 + ""3_') , Tg‘ + "z',‘
Sw 2km i ke T 2kn oo kr
519-_6'+ 5 BT 3 3t = 5t
kT 2km ' 1 kmt 2kn
520.7t+—, 15’ E-*-—g-, —'n‘+—1-1—v.
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521. Soit o la valeur d’un arc d’origine A et d’extrémité M.

5
12 Quelle est la valeur d’'un arc AM quelconque?

—
—a AM . ‘ .
20 Quelle est la valeur d’un arc AP = 5 ? Placer les points P correspondants sur le cercle trigo-

nométrique.

—— P
7

— AM . , .
39 Quelle est la valeur d’un arc AQ = ~—— ou #n est un entier donné ? Placer sur le cercle trigono-
n
métrique les points Q correspondants.

— 3
522. Soient « et P les valeurs de deux arcs AM et AN, Montrer qu’il existe deux extrémités pos-

sibles pour les arcs AP tels que :

. H—I—A
AP___AM2 AN

Que représentent ces points pour les arcs géométriques MN?

523. On donne sur le cercle trigonométrique deux points B et C définis par leurs abscisses
curvilignes u et v; soit M un point quelconque du cercle d’abscisse curviligne x.

— 3
10 Evaluer les valeurs algébriques des arc MB et MC.

. . D —
20 Déterminer les points M tels que MB = 2 MC.
. . — —
30 Plus généralement, déterminer les points M tels que mMB = nMC o1 m et n sont deuxnombres
entiers donnés.

524. Dans un cercle O de rayon R, évaluer la longueur de I’arc intercepté AB et I'aire du secteur
——
OAB sachant que AOB mesure :

350, 17030'; 42 gr; ;_—’

525. Soient deux droites D; et D, dans un plan orienté. On désigne par (D;, D,) 'un quelconque
des angles orientés dont il faut faire tourner D; pour ’amener sur D,.

10 & désignant 'un de ces angles, montrer que tous-les autres sont donnés par la relation
(Dy, D,) = a + km (k& entier positif ou négatif).

20 Soient trois droites D;, Dy, Dg d’un plan orienté. Démontrer la relation :
(D, Dg) = (Dy Dy) + (Dy, D3) + £

30 Si Dy est une des bissectrices des angles formés par D; et Dy, démontrer la relation :

o T
(Dy, Dg) = 5 + k 3
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FONCTIONS CIRCULAIRES

215. Cosinus et sinus d’un arc. — Considérons le cercle trigonométrique O de la
figure 116, ou A est I'origine des arcs. Plagons les points B, A’ et B’ d’abscisses curvilignes

(1) I\ ¢ (D -;-, T et 3——22 On divise ainsi le cercle en quatre
/ quadrants, numérotés, comme l’indique la figure,

/' % dans Pordre croissant, 4 partir de A dans le sens

T positif de rotation. Tout point du plan peut étre

repéré 2 'aide de deux axes de coordonnées ortho-

, — —
normées x'Ox et 'Oy dont OA et OB sont
A = respectivement deux vecteurs unitaires.

O cosap

¥Ox est I’axe des abscisses ou des
cosinus; ¥'Oy est I’axe des ordonnées ou
des sinus. '

(1 B (IV)

Soit un arc AM de valeur algébrique a :
Fig. 116. ‘ —
Le cosinus et le sinus de I’arc AM
sont respectivement l’abscisse et l’ordonnee de son extrémité M dans le

repére x0Oy,

On écrit : cos a = OP sin a = OQ

cos a et sin @ sont donc les mesures algébriques des projections du vecteur unitaire
OM sur les axes x'x et y'y.

Il résulte de ces définitions que tous les arcs d’origine A et d’extrémité M ont méme
sinus et méme cosinus. Si a augmente de 2 = (ou de 2 kr) 'extrémité de ’arc reste inchangée,
donc aussi le sinus et le cosinus :

cos (@ + 2 kn) =cos a; sin (a + 2 kr) =sin a.
On exprime ce fait en disant que le sinus et le cosinus d’un arc sont des fonctions
Dériodiques de cet arc dont la période est 2 =.
Notons que :

1o A tout arc a correspondent un sinus et un cosinus compris entre — 1 et 4+ 1 :
—1<sin a1 —1<cos a< 1.
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20 Le sinus d’un arc a est positif lorsque extrémité M de cet arc appartient aux
quadrants I ou II. 11 est négatif lorsque M appartient aux quadrants III ou IV. D’autre
part : ‘

sinkr =0 et sin(’_2‘+kn)= 11

30 Le cosinus d’un arc a est positif lorsque 'extrémité M de cet arc appartient aux
quadrants I ou IV. Il est négatif lorsque M appartient aux quadrants II ou III.

D’autre part : cos (g 4+ k'n:) =0; cosknm=-41.

216. Tangente et cotangente d’un arc. — Menons en A la tangente At au cercle O
orientée dans le méme sens que Oy, puis la tangente Bu en B orientée dans le méme sens

que Ox.

Les axes At et Bu sont respectivement I’axe des tangentes et I’axe des
cotangentes.

Le diameétre passant par 'extrémité M de I’arc a coupe At en T et Bu en U.

On appelle tangente et cotangente de l’arc AM les mesures algébri--
— —
gues des vecteurs AT et BU,

On écrit : tga = AT et cotg @ = BU

Il résulte de ces définitions que si a augmente de w, 'extrémité de I'arc vient en M’
diamétralement opposé & M dans le cercle O; les points T et U ne changent pas. Donc
tg (@ + =) = tg a; cotg (@ + =) = cotg a.

En général, si a augmente de knm, Pextrémité de Parc vient en M si & est pair, en M’
si k est impair; la tangente et la cotangente ne changent pas :
tg (¢ + kr) = tg a; cotg (a + kr) = cotg a.
On exprime ce fait en disant que la tangente et la cotangente d’un arc sontdesfonctions
périodiques de cet arc dont la période est .

Notons que :

10 Le point T n’existe plus si M est en B ou B'. De méme le point U n’existe plus si
M est en A ou A'. Si M en décrivant le cercle trigonométrique vient se confondre avec B
ou B’, le point T s’éloigne & l'infini sur 'axe A¢. De méme, si M vient se confondre avec A
ou A’, le point U s’éloigne a I'infini sur I’axe Bu; donc :

tg (g -+ kn)

.20 tg a et cotg q sont positifs lorsque I'extrémité M de I’arc @ appartient aux qua-
drants I ou III; tg @ et cotg a sont négatifs lorsque M appartient aux quadrants II ou IV.
D’autre part :

= oo | cotg kn | = oo.

tgkn =0 et cotg (1-2r + k‘rc) = 0.

Le sinus, le cosinus, la tangente et la cotangente d’un arc se nomment FONCTIONS
CIRCULAIRES de cet arc.
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217. Fonctions circulaires d’un angle.
Les fonctions circulaires d’un angle sont celles de I’arc correspondant

Cela résulte de ce que I'angle au centre (OA OM) et 'arc correspondant AM sont
mesurés par le méme nombre. Dans les symboles sin a, cos a, tg a et cotg a, le nombre a

pourra indifféremment désigner (()A, OM) ou AM.

RELATIONS FONDAMENTALES

218. Théoréme. — Les fonctions circulaires d’un méme arc a sont liées
par les relations suivantes :

e : sin a COS @ 1
sin? @ + cos?a = 1 tga = cotga = — = —
: ' cos a sina tga

10 On a (fig. 116) : AM = a; cosa = OP; sin a = 0Q — PM.
En appliquant le théoréme de Pythagore au triangle rectangle OPM :

PM:? + OP? = OM?, soit sin? g + cos?a =1 (1)

ou sin? a et cos? a symbolisent les carrés de sin a et cos a : (sin a)? et (cos a)®.
Cette relation permet de calculer la valeur absolue de sin a ou cos a quand on connait

cos a ou sin @. On en tire en effet :
sina = + 11— cos? a et cos a = + 4/1 — sin? a.
20 On a (fig. 116) tg a = AT. Le vecteur AT est I’homologue de PM dans I’homo-

thétie (O, OA) Le rapport de PM 2 AT est égal au rapport d’homothétie : é——'_r; = _O—:A
oP PM OP
ou _A—-_I; = —, soit puisque les axes Oy et Az ont méme sen: é_-_T- = 2, soit
0Q O°P 0Q P
tga 1 . _sina ‘
sina  cosa ~ 82 = sa (2)

30 On a (fig. 116) cotg a = BU. Le vecteur BU eest I’homologue de QM dans ’homo-

» 0 BU OB BU OB
thétie (O, :_:,) Donc: — = ou = i , soit, comme les axes Ox et Bv sont

0Q QM 0QG OPF 0Q
de mé BU _ OB
e méme sens | — = ——,
OoP 0Q
ou : cotga _ .1 | — cotg g = o2 — 1 (3)
‘ cos a s a sina tga
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219. Autres relations. — Eliminons sin a entre les relations (1) et (2) en divisant

les deux membres de (1) par cos? a que nous supposons différent de zéro :

sin? a
cos?a

1

Sy

" costa

>

1+ tg?a=

cos? a

©

- Larelation (4) reste valable si cos @ = 0, car ses deux membres sont alors infinis et positifs.
De méme, en divisant les deux membres de (1) par sin® ¢, on trouve :

cos2a 1
sinfa sin2q

()

— 1 + cotg®a =

1+

sin? a

220. Calculer les fonctions circulaires d’un arc connaissant ’'une d’elles.
10 ON CONNAIT cos o = a. — On a (n° 218), en supposant |a| < 1:

sina:—_j:'\/l—coszex:j:'\/l—-a”, puis‘:

i 22
=smoc=i\/1 a ot
COS & a

a

tg o cotg o = - ﬁ-

Géométriquement, la donnée cos o« = a fixe P, pro-
jection de I'extrémité M de I’arc « sur P'axe des cosinus ;
on obtient ainsi deux points M et M’, sur le cercle
trigonométrique, symétriques par rapport a x'x (fig. 117),
donc deux points Q, Q' et T, T’ symétriques par rapport
au méme axe, ce qui explique les signes 4 - devant les
valeurs trouvées pour sin « et tg a.

20 ON CONNAIT sin « = b.— En supposant|p] < 1:
cos x = + /1 —sin? « = 4 /1 — &2,
i b

puis : tgoc::cosmz:]::\/—1'_T—".55

et cotgoa = -

Géoméiriquement, la donnée sin « = b fixe Q projection de I'extrémité M de I'arc «-
sur I’arc y'y. On obtient ainsi deux points M et M", symétriques par rapport 3 y'y (fig. 117),
doncdeux points P,P” symétriques par rapport & y'y et deux points T, T’ symétriques par
rapport & x'x, ce qui explique les signes 4 devant les valeurs trouvées pour cos « et tg «.

30 ON CONNAIT tga = ¢.— Ona(n°®2138):

L =14+ tg?x ou cos?a =

— Soit COS o ==
cos? o

1
i\/l—}-tﬂ

1
et COtg o == -Z'

1
14 22
. . t
uis : sin @ = cos a.tg ¢ = 4 ———0m
p g = & ey
- Géométriquement, la donnée tg a = ¢ fixe le point T ol le diametre passant par I'extré-
mité M de Parc « coupe I'axe des tangentes. On obtient ainsi deux points M et N sur le
cercle trigonométrique, symétriques par rapport 3 O (fig. 117) donc deux points P, P” et
Q, Q' symétriques par rapport au méme point ‘O, ce qui explique le signe 1 devant les
valeurs trouvées pour cos « et sin a.
Remarquons qu’il faut prendre le méme signe (4 ou —) dans les formules qui donnent
cos o et sin a.
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ARCS REMARQUABLES

221. Théoréme préliminaire. — Soit MM’ le c6té d’un polygone régulier convexe
de n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique (fig. 118). L’angle au centre de ce polygone

est 27 radians. Soit P le milieu de MM’ et A le point ou la demi-droite OP coupe le cercle.
n
Adoptons A comme origine des arcs sur le cercle :

m=£; cosm=6§; sin AOM = PM.

Or, PM est le demi-c6té du polygone et OP son apothéme. Donc :
M
M

M/
Fig. 119. Fig. 120.

Fig. 118.

Si on connait le cété c, et 'apothéme a, du polygone régulier convexe
de n cétés inscrit dans un cercle de rayon unité, on peut calculer le sinus

. 4T : .
et le cosinus de . par les relations :

1c et cos X =aq
2" n »

222. Applications.

lo =4 (fig. 118): ¢, =4/2; a V2, sinf=\/2- cos§='\/2

T2 4 27 4 2
. T
. Slnz
et: tg = = =1; cotg- =1
' ocos]
1
_ Y TR PRI S V4 SRR S
20 n =3 (fig.119): ¢z = 4/3; @y =55 sinz =57 cosz=j
. o™ V3.1 _ 3 T _4/3
puis : tg3——2—.§_\/3 et.cotgs_._j_
— O P VA ©_ 1 T _4/3
30 n=06(fig. 120): ¢ =1; g = Y5°; sing =55 cOsg=Yr
o m_ 1,43 __ /3 T _ )
puis : g =5:"% =3 ¢ cotg6_\/3
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Les résultats obtenus, rangés dans le tableau suivant, doivent étre sus par cceur :

Angles o ’-g = 300 g — 450 -;-‘ = 600 T = 9qo
, 1 V2 V3
Sinus 0 3 - = 1
- V3 V2 1 |
Cosinus 1 5 = 3 0
Tangente 0 VT?’ 1 V3 1 o
Cotangente + o VA 1 \_é;’ 0
- ARCS ASSOCIES
223. Remarque. — Dans tout ce qui suit, les arcs dont il sera question auront
tous pour origine le méme point A, origine des abscisses curvilignes sur le cercle trigono-
métrique. ’
224. Arcs opposés. — Deux arcs sont opposés quand la somme de leurs

mesures est nulle.

Si I’'un vaut a, 'autre vaut — a. Exemples :
;—‘- et — ’-;; 4+ 1000 et — 100°; + 520 gr et
— 320 gr.

Soit: AM —a et AM' = — a (fig. 121).

On peut imaginer que ces arcs sont décrits
par deux mobiles m et m' partant de A, avec la
méme vitesse, dans deux sens différents; m et m’
restent alors symétriques par rapport au diamétre
A’A et il en est de méme de M et M’ :

TuEtorREME. — Deux arcs opposés ont
leurs extrémités symetrzques par rap-
‘port a l’axe des cosinus.

A’

gi

A\

Fig. 121.

2 w? 4 ~Y-]
CoRrOLLAIRE. — M et M’ étant les extrémités de deux arcs opposés, les vecteurs OM

> . . ’ . . . »
et OM' ont des projections égales sur ’axe des cosinus, des projections opposées sur 1’axe

des sinus. Donc :

cos (—a) =cosa ;
tg (—a)=—tga;

sin (—a)= —sina
cotg (— a) = — cotg a
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Deux arcs opposés ont méme cosinus; ils ont des sinus, des tangentes
et des cotangentes opposés.

EXEMPLES :

sin (— 309 = — 55 cos (— 300) = \,,_é}_

tg (— 45°) = — 1.

N

225, Arcs supplémentaires. — Deux arcs sont supplémentaires quand la
somme de leurs mesures en radians est =.

v T Y - Si 'un vaut e, l'autre vaut = — a.
) T Sm. o )
B EXEMPLES : g et 5 200 et 2000,
M MAT 250 gr et — 50 gr.

Soit AM = a et AM' = —a (fig. 122).

———r
L’arc AM’ = n — a s’obtient en décrivant
A b . s —
Parc AA’ ==, puis I'arc AM' = — a.

— —

Il existe donc deux arcs AM et A’M’ de
valeurs respectives @ et — a. L’axe de symétrie
de la figure formée par ces deux arcs de méme
valeur absolue est ’axe des sinus et :

>

'U‘ .
®

‘U S ——
Ry

T

Bf

THEOREME. — Deux arcs supplémen-
Fig. 122. taires ont leurs extrémités symétriques
par rapport a Paxe des sinus.

CoroLLAIRE. — Il en résulte que OM et OM’ ont des projections egales sur I’axe des
sinus, des projections opposées sur I’axe des cosinus, donc :

sin(x —a) =sina Jcos (x —a)= — cosa
tg (n —a)= —tga|cotg(r — a) = — cotg a

Deux angles supplémentaires ont méme sinus; ils ont des cosinus, des
tangentes et des cotangentes opposés.

EXEMPLES : sin 1350 — sin 450 = _\é_Z

cos 2400 = — cos (— 60°) = — cos 60° = — L.

V]

226. Arcs complémentaires. — Deux arcs sont complémentaires quand

. ki
la somme de leurs mesures en radians vaut X

Si l'un vaut a, P'autre vaut g — a. Exemples : = et =; — 100 et 1000; 430 gr et
— 330 gr.

Soit AM = a et AM' =% — a (fig. 123).

r
3

(=)

[\
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hig
2
11 existe donc deux arcs AM et BM’ de valeurs respectives a et — a. L’axe de symétrie

de la figure formée par ces deux arcs de méme valeur absolue est la bissectrice des angles
x0y et 'Oy’ (premiére bissectrice).

, /—-L’ _ow , . , . , — . . , ——-L' .
L’arc AM' = 53— @s obtient en décrivant I’arc AB = =, puis I'arc BM' = — a.

- TuftorEME. — Deux arcs complémentaires ont leurs extrémités symeé-
trigues par rapport a la premiére bissectrice. 7
COROLLAIRE. — On sait alors que, par rapport aux axes ¥QOy, ’abscisse de 'un des

points M ou M’ est égale 4 'ordonnée de I'autre; donc :

. T T .
sm(-z-—a)= COs a | cos (E—a)=s1na

T T

tg (é — a) = cotga | cotg (2 a) =1tga

St deux arcs sont complémentaires, le sinus de I’un est égal au cosinus
de lautre; la tangente de I’un est égale a la cotangente de I’autre. :

ExXEMPLES : sin 300 = cos 600 = 1; tg 600 = cotg 300 = \/ 3.

2
A At
B
T
Qf------mm-=2 :
| Al P a | |a
x T a0 P x
M,’-----------.Qr
B’
Fig. 123. Fig. 124
227. Arcs dont la différence est =.
Soit : AM —a et AM' == + a (fig. 124).

s —r
Puisque AM' =@ + =AM + =, M et M' sont diamétralement opposés et par
— — : R
suite les vecteurs OM et OM’ ont des projections opposées sur les axes des sinus et des
cosinus :

sin (t + a) = — sina|cos (n-+4 a)= —cosa
tg (n 4 a)=1tga cotg (n + a) = cotg a.

Deux arcs qui différent de =~ radians ont méme tangente et méme
cotangente. Ils ont des sinus et des cosinus opposés.
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On peut aussi le vérifier en remarquant que 'arc = + a est le supplément de — a;
donc :

sin (n + @) =sin (— a) = — sin a
cos (x4 @) = — cos (— a) = — cos a.
. Y L S 1
EXEMPLES : Sin - = —sin g = — 5
in T 4/3
€08 == = — COS ¢z = — *5=
YA
228. Arcs dont la différence est Zzt'
M,_—
Soit: AM = a et AM' = 7 -+ a(fig. 125).
k) ™ r li
Ona.§+a-—§—(—a), A & >
AM est donc le complément de — a et :
sin (1—; + a) = cos (— @) = cos a
cos (g+ a) = sin (—a) = —sin a
sin(g—}-a)—_:cosa cos (g+a)=—sina
soit :
tg (g—i— a) = — cotga cotg(g—{— a) =—1tga
EXEMPLES : sin 1200 = cos 300 = \—23; cos 1200 = — sin 300 = — %
EXERCICES

o
526. M désigne Pextrémité de I'arc AM = x sur le cercle trigonométrique. L’axe OM, orienté
de O vers M coupe I’axe des tangentes en T et celui des cotangentes en U.

. 10 Evaluer OT et OU par rapport aux fonctions circulaires de I’arc x.

20 Retrouver directement la relation entre cos x et tg x, puis la relation entre sin x et cotg x.

527. Dans les mémes conditions qu’d P’exercice précédent, la, tangente en M au cercle trigono-
métrique coupe respectivement les axes des cosinus et des sinus en P et Q.
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1° Evaluer par rapport aux fonctions circulaires de x les mesures algebnques des vecteurs OP
et OQ ’

20 En déduire la relation :

1 1 1
: 57 = 57 T 55%

— Démontrer les relations suivantes :

528, (sinx + cosx)* =1 + 2sinx cosx.

529. (sinx — cosx)? = 1 — 2sinx cosx.

530, (sinx + cosx)? + (sinx — cosx)? = 2.

531. (sinx 4 cos x)? — (sinx — cos x)? = 4 sinx cosx.
11

14+ tg?x 14 tgy

533. (sinx + cosx)?® = sinx cosx (1 + tgx) (1 4 cotgx).

532. cos?x — cos?y == sin? y — sin?x =

534, tgx tgy (cotgx + cotgy) = tgx + tgy.

535. cotg?x = cos?x + cos?x cotg?®x.

536. tg®x = sin®x -+ sin®x tgdx.

537. sintx 4 costx 4+ 2 sin®x cos?x = 1.

538. sinfx + cosbx = 1 — 3 sin®x cos?x.

539, sin®x + cos8x = 1 — 4 sin?x cos?x + 2 sin*x cos®x.
540. sinl®x + cos®x = 1 — 5 sin?x cos?x + 5 sintx cos®x.
541. sinx cosx (tgx 4 cotgx) = 1.

542, sinx cosx (1 + cotg®x) = cotgx.

sin? x

543. 1 + =1+ tg?x -+ tghx.

— 45sinx + 3sinx 3 tgx — tglx
4 cosdx — 3cosx 1 — 3 tglx

544,

545. Montrer que les fonctions : F(cos x); F(cos x, sin? x); F(cos x, tg? x) sont paires.
546. Montrer que les fonctions : sin x F(cos x); tg ¥ F(sin? x) sont impaires.

547. Montrer que les fonctions F(sin x); F(sin x, cos® x); F(sin «x, cotg x) sont telles que
F(n — x) = F(x), Yx€D, domaine de définition de la fonction F.

548. Montrer que les fonctions F (tg x); F (cos 2 x) F (sin 2 x) sont telles que ,F (x + ®) = F(x),
Y x€ D domaine de définition de la fonction F.

549. Montrer que les fonctions F (sin x 4 cos x); F (sin x cos x); F (tg x + cotg x) sont telles

que F(g — x) = F(x), Yx€D domaine de définition de la fonction F.

550. Soit I’équation du second degré en x :
(2 cosa— 1) x* — 2 x 4 cosa = 0.

Etudier suivant les valeurs de cos o l’existence et le signe des racines de 1’équation.
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— Résoudre les équations en x :

551, x? — x (sina-+ cosa) + sina cosa = 0.
552. x* + x (sina + cosa) + sina cosa = 0.
553, x? — x (tga + cotga) + 1 = 0. |

554. x* sina cosa + x + sina cosa = 0.

555. On considére I’équation du second degré en x : m (1 + x?) = ax? 4 2bx + .

12 On suppose qu’elle admet une racine double pour m = 1 et pour m = — 1. En déduire les
relations qui lient les coefficients a, b et c.

2° On suppose b = sin «. Calculer, dans les conditions du 19, les coeflicients a et ¢ en fonction
de «.

556. On considére le trindme en cos a : ¥ = 2 cos?a — 9 cos a + 10.
1° Montrer -qu’il est positif quel que soit a.

2° Quelle est la valeur de y pour a = 0, g, T, %15 ou 2w?

39 Reprendre les mémes questions pour le trinéme y = 2 sin? & — 9 sin a + 10.

557. On considére, en orthonormées les droites D, et D, dont les équations en fonctions du
paramétre' o sont : x coso. + y sine = 1; — x sinee -+ vy cosa = 0,
10 Montrer que ces droites sont perpendiculaires, quel que soit a.

20 Exprimer les coordonnées de leur point commun en fonction de a.

3° Trouver le lieu de ce point commun.

558. Calculer sin x et cos x connaissant tg x = 2 et sachant que I’extrémité de I’arc x appartient
au quadrant L.

. . 1 s .
559. Calculer sin x et cos x connaissant tg x = — 3 et sachant que ’extrémité de I’arc x appartient

au quadrant II.

. 1 ey , .
560. Caiculer cos x et tg x sachant que sin x = — 3 et que 'extrémité de ’arc x appartient au
quadrant III. ’

561. Calculer sin x et tg x sachant que cos x = 0,3 et que 'extrémité de ’arc x appartient au
quadrant IV.

ax + by = ¢ 1)
ax 4+ by =¢ )
ou a, b, ¢, a', b et ¢’ sont des nombres donnés.

562. 1° Résoudre le systéme

20 Quelle condition doivent vérifier ces six coefficients pour qu’on puisse écrire : x = cos «
et y = sin a?

30 Montrer que les droites représentant en orthonormeées les équations (1) et (2) se coupent alors
sur le cercle trigonométrique dont le centre est I’origine des coordonnées.

563. On donne un quart de circonférence de centre O limité en C et D par les demi-droites
rectangulaires OX et OY. Son rayon est I'unité de longueur. La tangente & ce quart de cercle en 'un
de ses points M coupe OX en A et OY en B. On désigne par m I'angle XOM.

1° Calculer les longueurs OA, OB et AB i I’aide des fonctions circulaires de P'angle m.

Pour quelle position du point M la longueur AB est-elle minimum ?
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20 En A et B, du méme c6té du plan XOY, on trace les demi-droites AU et BV perpendiculaires
4 ce plan. Sur AU on prend le point E et sur BV le point F tels que AE = AO; BF = BO,

Quelle condition doivent vérifier les fonctions circulaires de ’angle m pour que le triangle OEF

. " , . 1 .
soit rectangle en E ? Montrer que cette condition peut s’écrire tgm = 7 Donner une construction géo-

métrique simple du point M correspondant.
—- Calculer les fonctions circulaires des arcs suivants :

7m — S5 13=
564. 9r; 11 x, 5 —5 -
— 57 101 — 5% 117 — 167
565. 4 ° 3 3 3 3
137 —17n 11 297 — 7
°66. % 6 3 % 6

— Montrer que les expressions suivantes restent inchangées dans les conditions indiquées :
567, 3 cos?x — 5 cosx + 7 en changeant x en — x.
568. 2 sin?x — 3 sinx + 2 en changeant x en © — x.

569. a cos?x -+ b sinx cosx 4 ¢ sin®x 4 d en changeant x en T + x.

) ; ]
570, sin®x cos®x — sinx — cosx en changeant x en - — x.
. g 3

tgx -+ sin 2x

en changeant x en ™ + x.
cos 4x

571.

sin 3x + cos 3x

- en changeant x en © 4 x.
smx

572.

573. On considére la fonction y de x définie par la relation y = ————35—:‘_2:.

10 Etudier les variations de cette fonction lorsque x varie de — oo & + oo et les représenter
graphiquement en prenant 5 mm comme unité de longueur sur Ox et sur Oy.

20 Calculer I’expression de la dérivée de y par rapport 4 x pour x = x,.

30 Déterminer x, pour qu’au point correspondant de la courbe représentative le coefficient
directeur de la tangente soit égal 4 tg 6. Comment faut-il choisir 0 pour que cela soit possible ?

Application numérique : 6 = 3TTC




14° Legon

RECHERCHE DES FONCTIONS CIRCULAIRES
D’UN ARC DONNE

229. 1¢r Cas : Arc du 1¢f quadrant. — Les tables des pages 333 et 334 fournissent
"les valeurs des fonctions circulaires des arcs compris entre 0 et ;—: '

Ces tables sont 2 double entrée : pour les arcs compris entre 0 et 45° (ou 50 gr) prendre
la valeur de I’arc dans la colonne de gauche et la fonction circulaire a la ligne supérieure;
pour les arcs complémentaires, de 450 3 90° (ou de 50 gr a 100 gr), prendre la valeur de I’arc
dans la colonne de droite et la fonction circulaire a la ligne inférieure. Exemples :

— 1 —-— 0 — g1 0 —
tg 380 = 07813 5 =3,420  cos 29° = sin 61° = 0,8746.

Si I’arc ne figure pas dans la table, on procede par interpolation en admettant que :

Entre deux valeurs consécutives de la table, les accroissements relatifs
de Parc et d’une fonction circulaire correspondante sont proportionnels.

EXEMPLE. — Déterminer sin 32025’ et cos 32025’.
Pratiquement, on dispose les calculs de la fagon suivante :

§in320 ........... =05299 D =147 c0832° .\.uvvn..... = 10,8480 D = — 93
, 147 x 25 ,.—93 X 25

Pour25 .—6'6———-61 Pour25 '—-——60_ == 38

sin 32025'......... — 0,5360 cos 32025 . ........ — 0,8432

230. 2¢ Cas : Arc quelconque.

Si « n’appartient pas au premier quadrant, on cherche un arc B tel que les fonctions
circulaires de « et de B aient mémes valeurs absolues. Cette opération se nomme réduction
de Parc au premier quadrant. On commence par ajouter ou retrancher 2 «, si besoin est,
un nombre entier de circonférences (ce qui n’altére pas les fonctions circulaires), de fagon
que 'arc «' obtenu appartienne aux quadrants I, II, III ou IV.

EXEMPLES. — 10 sin 7730 = sin (773° — 3600 X 2) = sin 53¢ = 0,7986.
20 cos 4470 = cos (4479 — 360°) = cos 117° (20 quadrant). Dans ce cas, on prend le
supplément: 1800 — 1170 = 630. Donc: cos 4770 = cos 1170 = — cos 630 = — 0,4540.
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EQUATIONS FONDAMENTALES

231. Position du probléme. — Un arc étant donné, on a pu définir ses fonctions
circulaires (n% 215 et 216). La question se pose desavoir si, réciproquement, la connaissance
d’une fonction circulaire d’un arc suffit 2 déterminer cet arc. Le probléme qui consiste 2
déterminer P'arc (ou les arcs) qui admettent une fonction circulaire donnée se nomme inver-
sion de cette fonction circulaire.

EQUATION : cos x = a

232. Condition nécessaire et suffisante pour que deux arcs aient méme
cosinus, — Pour que deux arcs « et B d’origine A (fig. 126) aient méme cosinus, il faut et

il suffit que leurs extrémités aient méme A
projection P sur l’axe des ceosinus, donc que 4

ces extrémités soient, ou confondues, ou symé- B

triques par rapport a ’axe des cosinus. M

Pour que « et B aient méme extrémité M
il faut et il suffit qu’ils different de 2 kn
(n° 205), soit :
o — B =2kn. A

Pour que « et B aient des extrémités M et M’
symétriques par rapport a ’axe des cosinus, il

QY

faut et il suffit que I'un des arcs AM' soit
Popposé de AM = «, donc que : M’

= —a+2kr soit o-+p =2k B’
Fig. 126.

En définitive :

Pour que deux arcs aient méme cosinus il faut et il suffit que leur
somme ou leur différence soit un multiple pair de .

233. Résoudre I’équation : cos ¥ = cos «. — La condition précédente donne :

x +a=2kn soit: Xx=+ a4+ 2k=

On obtient ainsi deux extrémités d’arcs x» repondant a la question; ces extrémités M
et M’ sont symétriques par rapport A P’axe des cosinus; elles sont confondues en A ou A’
selon que a est un multiple pair ou impair de .

EXEMPLES. — 1° Résoudre : cos x = cos g

Ona: xx:{;g-+2kn ou x = + 360 + k. 360°

et deux extrémités d’arcs répondant 3 la question.
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20 Résoudre : cos 5x = cos g

On se rameéne au cas précédent en posant X = 5 x.
. T
On obtient : 50 = i?; + 2kxw

A
y x=:k1—T;-+°2-§E°u x = + 120 + k. 720,

Lorsque & augmente d’une unité, Parc x augmente de

2x . : . ;
< donc-si & augmente de 5 unités, on retrouve une extré-

mité d’arc déja obtenue.

Les extrémités des arcs x = 120 4+ £,72° sont les sommets
d’'un pentagone régulier.

Les extrémités des arcs x = — 120 4 k.720 sont les
sommets d’un second pentagone régulier respectivement symé-
triques des sommets du précédent par rapport 4 l'axe des
cosinus,

Fig. 127 Nous trouvons dix extrémités d’arcs répondant a la
question (fig. 127).

30 Résoudre : cos (Z'x — gﬁ) = COS (f — x)

3 3

. 2n 1

On se raméne au cas général en posant « = 2x — —3—; B = 3~ %
: . 2T b
On obtient : (Zx —_ -3—) 4 (5 —_ x) = 2km.
En prenant le signe + ona: x = %t + 2kn  (une extrémité d’arcs). 1
. T | 2kw . . ;

En prenant le signe — : x = 3 -+ 3 (trois extrémités d’arcs). (2)

(En tout, trois extrémités d’arcs répondant 2 la question, car pour k = 0 les arcs (1) et (2) ont
méme extrémité).
234. Résoudre I’équation : cos x = a.

Si Ja| < 11l existe un arc « et un seul, compris entre 0 et = et admettant @ pour cosinus.
On le détermine 2 l'aide de la table et on se trouve ramené a I’équation cos x = cos a.

ExempLES. — 10 Résoudre : cos x = 0,6.
La table donne :
cos 53° = 0,6018 - cos 54° = 0,5878 D=—140
cos x = 0,6
d= — 18
Pour D = — 140 Ax = 4 60,
Pourd = — 18  Aa = 60'—1:‘0-1? — 7'.71; on arrondit & 8’

Donc o = 5308’
et on obtient : x = -+ 53°8' + k. 3600°.
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20 Résoudre : 2 cos (3x — 1‘) —1

3
Soit : cos(3x—7—r 1. r
' 3] =27 %3
Donc : 3x—g=j:7—;+2kn
soit : x=27ﬂ—l—2%rou x=23ﬁ
et 6 extrémités d’arcs répondant i la question.
235. Remarques. — 1° L’équation sin # = cos « se raméne au n°233 en remplacant

sin x par cos (g — x); on obtient :
cos(f_x)=coéa et © — x = + o« + 2km.
2 2 :
20 L’équation cos ¥ = — cos « s’écrit : cos ¥ = cos (= + «) et donne
x=da+2k+ Dm
EQUATION : sinx = b

236. Condition nécessaire et suffisante pour que deux arcs aient méme
sinus. — Pour que deux arcs « et B, d’origine A

(fig. 128) aient méme sinus, il faut et il suffit que I

leurs extrémités aient méme projection Q sur

I’axe des sinus, donc que leurs extrémités M et B

M’ soient, ou confondues, ou symétriques par

rapport 4 P’axe des sinus. MY QN M

Pour que « et B aient méme extrémité M il
faut et il suffit qu’ils different de 2 &, soit:

’ =00 (0.7
«— B = 2kn. AL < Ay

Pour que o et B aient des extrémités M et M’
symétriques par rapport a I'axe des sinus, il faut
et il suffit que ’'un des arcs AM’ soit supplémen-
taire d¢e AM = a, donc que :

" B=n—a+2kn B’

ou «a+B=02F+1)m Fig. 128,

En définitive :

Pour que deux arcs aient méme sinus, il faut et il suffit que leur diffé-
rence soit un multiple pair de = ou leur somme un multiple impair de =.

237. Résoudre I’équation : sin x = sin a.
La condition précédente donne :

x=ua-+2kr ou x=n—a+ 2k=n
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On obtient ainsi deux extrémités d’arcs x répondant 3 la question; ces extrémités sont
symétriques par rapport a I'axe des sinus; elles sont confondues en B ou B’ si « est un

multiple impair de g

EXEMPLES. — 1° Résoudre: sin x = sin 20° (x en degrés).
On obtient : x = 20° 4 2.360° ou «x = 160° + k.360° et deux extrémités d’arcs possibles.

20 Résoudre : sin 4x = sin Z_S_n
Elle se raméne au cas précédent en posant 4 x = X; on a :
4x=£sf+2kn ou 4x=7t—?'5—n+2k7t,
. T P 3n |, km
soit x_i_0+k§ ou x_-ﬁ-{-?.

T
2
d’arc déja obtenue; on obtient 8 extrémités possibles, sommets de deux carrés inscrits dans le cercle
trigonométrique.

Si k augmente de 1, 'un des arcs x augmente de = ; si 2 augmente de 4 on retrouve une extrémité

30 Résoudre : sin (1:; + x) == gin (g — x)

On se raméne au cas général en posant 1—; + x = a et g —x =0

On obtient : ’-;+x+§—-xm(2k+1)n | (1)
ou ’—;+x—-’-3°+x=2kn. [0))

La condition (1) donne : ZTR = (2k -+ 1) =, ce qui est impossible.

La condition (2) donne : x = kn

et deux extrémités d’arcs possibles (A ou A').

238. Résoudre I’équation : sin x = b.

Si |b| < 1 1il existe un arc « et un seul, compris entre — = et + = et admettant &
P 3 2

pour sinus. On le détermine 4 I'aide de la table et on se trouve ramené i I’équation :
sin ¥ = sin «.

ExeEmMPLE. — Résoudre : sin x = — 0,25.
T
2
La table donne : sin 14° = 0,2419; sin 15° = 0,2588; D = 169; d = 81
Pour D=169: Aa= + 60 ’

60’ x 81
Pourd=8l. Aa———i69—

Cherchons un arc a’ compris entre 0 et — tel que : sin &’ = 0,25.

= 28',7; on arrondit & 29,
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Donc o' = 14029/ et o = — 140 29/
ce qui donne x = — 14° 29’ 4+ E.360°
ou x = 1940 29’ + k. 3600

et deux extrémités d’arcs.

239. Remarque. — L’équation sinx = — sin « se raméne 2 sin x = sin «’ en posant

“,=_an

EQUATION : tg x = ¢

240. Condition nécessaire et suffisante pour que deux arcs aient méme
tangente.

: 2

Pour que deux arcsa et @ d’origine A (fig. 129) \y ﬁ
aient méme tangente AT, il faut et il suffit que B T
leurs extrémités appartiennent a la droite OT, M

donc que ces extrémités M et M’ soient, ou
confondues, ou symétriques par rapport a O.

Dans le premier cas, il faut et il suffit que
« et B different de 2 kr. A o A

Dans le second cas, il faut et il suffit que o/ |0
I'un des arcs AM’ soit égal 4 :

m+n=a+n, _ ,
donc que : B=a+nm+ 2k M’
ou que : B—a=(2k+ )=

En définitive :

&y

B'
Fig. 129.

Pour que deux arcs aient méme tangente il faut et il suffit que leur
différence soit un multiplede ~ : B — « = kr.

241. Résoudre I’équation : tg ¥ = tg a.

La condition précédente donne :

x=o+ k=

On obtient ainsi deux extrémités d’arcs x répondant a la question et ces extrémités
sont symétriques par rapport a O,

ExempLES. — 1° Résoudre : tg x = tg ;_‘

-+ kn

On trouve x =

et deux extrémités d’arcs répondant a la question.

20 Résoudre : tgx + tg2x = 0. ,
L’équation s’écrit : tg x = — tg 2x = tg (— 2 x).
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En posant x = a« et — 2 x = 3, on retrouve I’équation tg a = tg 3 ce qui donne :

x = —2x~+ kr donc ac=-’f§7E

et 6 extrémités d’arcs répondant & la question.

242. Résoudre I’équation : tg x = ¢.

Quel que soit ¢, il existe un arc « et un seul, compris entre — g et g, admettant ¢,

pour tangente. Cet arc étant déterminé, on est ramené a 'équation tg x = tg o que 'on
sait résoudre.

ExXeMPLE : Résoudre Uéquation: tg x = — 0,7456.

Cherchons un arc «’ admettant pour tangente 0,7456. On lit dans la table |

tg 360 — 0,7265 tg 370 — 0,7536 D = 271
tga’ = 0,7456 -

_ oA 60" x 191,
d = 191 Pour 191 Ad = ——2—7-]'-:-— == 4‘2
o = 36042 => a = — 36042
soit : x = — 36°42' + k. 1800,
243. Remarques.
1o L’équation cotg x = cotg « s’écrit 1 _1 et se ramene a tg x = tg a.

tgx tga |
20 L’équation tgx = cotga« ou tgx.tga =1 sécrit: tgx =tg (-72-: - )

et donne : X = g a4+ k.
30 L’équation tg x = — tg o s’écrit tg x = tg «’ en posant &' = — a.
40 L’équation tg x = — cotga ou tgx.tga = — 1g'écrit: tgx = tg (g -+ a)a
et donne : x=g+u+kn.
EXERCICES

— Calculer, 4 I’aide de la table, les fonctions circulaires des arcs suivants :

574. 17°; 12015, 73020'; 85012',
575. — 23¢; — 42030'; . — 73 gr; — 80,5 gr.
576. 200°; 221030'; 253,7 gr; 221,25 gr.

577, 1 160°; — 185305 712 gr; — 943 gr.
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— Résoudre les équations suivantés et situer les extrémités des arcs correspondants sur le cercle
trigonométrique :

578. cos 2% = cos o 579, cos 3x = cos (E - ) 580, cos 5x = cos (23_1: - )

4 7
581. cos (Bx - ;) = cos (Zx -+ ;—:) 582, cos (x + 36°) = cos (3x — 15°).
583. sin (7x — 75-1) = sin (3x + ;1_75) 584. sin 3x = sin Sx. ’
585. sin (llx + ) + sinx = 0, 586. cos 3x 4 cos 7x = O.
587. tg x = tg g— 588. cotg x = cotg 15°. 589. tg 2 x 4+ cotg x = 0.
x X T x x
590, tg (3 + Z) —tg (-5 + g)- 591. tg (§ — 120) ~ g (g + 110)-
592. tg 5xtgx = 1. 593. tg 5 x cotg x = 1 594, tg? 5 x—cotg?x = 0.
§95. sin? 3 x — sin? (x + ‘;_r_) = 0. 596. cob® 4 x — cos? (x + 25° = 0.
. ' ) 2w x
897. sin%x — cos?x = O. 598, sin? (Sx + —5—-) — cos? (Z + 7:) = 0.
599, sin x = -;- 600 sin 5x = \/3 601, 4 sin?2x —1 = 0.
602. tg x = 1. 603. tg2x — 3 = 0. 604. 3 cotg?x — 1 = 0.
605. sin x = 0,3. 606. sin x = — 0,7. 607. sin x = 0,4531.
608. cos x = 0,71. 609. cos x = — 0,751. 610. cos x = 0,7519.
27y 1 x  m \/3 T y\_1
611, s @x—ga_f ﬂ2m4i+ﬂ—~7 ﬂ&@@_ 4—2
614, 4 sin2 2x + 15°) — 1 = 0. 615, 4 cos? (g — ;—E) —3=0.
616. 2sinx — 1)2 = 2sinx — 1) (sin x — :;-) 617, 8 sin®x — 1 = 0.
sm(——-— ) sm(x-——)
- sin x 619 cos x — 5
sin x . (x _® ] 7 cos x
sin E ) ‘3‘)' sSin (x — 3’)

— Résoudre les systémes d’équations suivants, et placer les extrémités des arcs x et y sur le
cercle trigonométrique :

sin x = sin y COS X = COS ¥ tgx = tgy
620. 2 = 621. 622. 2w
X—=¥y=7 3x+2y=mw x+.y--T~
623, g sin 2x == siny 624. gsm 3x = cos 2y 625 sinx + cos 2y = 0
sinx = cosy. tgx = cotgy. tgx tgy = 1.

tg(3x+z,;-c) = tg 3y

5x
626. % = cos (“’ t3 ) 627.
tg 2x + cotgy = O.

smx+sm 3y =0,
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— Résoudre les inéquations suivantes et interpréter sur le cercle trigonométrique :

628. 2 cosx— 1 > 0 (pour 0 < » < w). 629. sinx<l/§g(pour—-§ <x<§-)~

630. tgx <1 (pour —-275 <x < —273) 631. cotgx > 3/3—3 (pour 0 < x < w).

632. 2sin 3x < 1 (pour 0 < x < 27). 633.2¢os2x+\/§<0(pour—-1c<x<1c).

634.sin(3x—g)<%§(pour0<x<n).

635. cos (§—§)>—%(pour0<x<n).

— Le paramétre o étant compris entre — 7 et + 7, discuter I'existence et le signe des racine
des équations en x suivantes :

636. x2 — 2 xsino — cos®a = 0. 637. 2 — 2x 4+ cos? a = 0.
638. x2 — 2 xsina 4 sina = 0. 639. 2 x2 — 4 xcoso + cosa = O,
640. x2 — 2xtga -+ 1 =0, 641, »2 — 2xcotga + 1 = O.

642. 4 (sina — 1) x> + 4 xsina + sina = 0.
643. 2 tga 4+ 2(1 —tga)x+ tga = 0.
644. (1 + sina) x® — 2 (sin a— 1) x + 13 — 15 sina = O.

645. On donne Péquation : «® —2xsing + (2 — A/3) (1 — 4 cos?) = 0,
ol x est 'inconnue et ¢ un angle connu compris entre 0 et 27.

19 Démontrer que cette équation admet deux racines x’ et x” quel que soit @. Calculer ¢ pour
que I’'une des racines soit égale 4 0. Trouver le signe des racines x' et x” suivant la valeur de o.

2° Trouver entre x' et x' une relation indépendante de @.

646. Soit ’équation du second degré : (2 cosa — 1) x* — 2x 4 cosa = 0,
o étant un angle compris entre 0 et .

10 Btudier suivant les valeurs de o D’existence et le signe des racines x' et x”.
1 1
20 Calculer a lorsque w + i 4 = 0,

30 Sur un axe orienté, on prend une origine O et deux points A et B ayant pour abscisses x' et x”.
On trace le cercle de diameétre AB, et I’'on se place dans le cas ol ’on peut mener de O des tangentes

3 ce cercle. Si OT est une tangente, évaluer en fonction de o I’expression y = OT=.

40 En posant cos & = m, étudier les variations de y en fonction de m pour les valeurs convenables
de m. Courbe représentative.
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FORMULES D’ADDITION

244. Position du probléme. — Nous nous proposons de calculer les fonctions
circulaires des arcs (a + b) et (a — b) connaissant celles de a et celles de b.

245. Calcul de cos (¢ — b). \Y
Sur le cercle trigonométrique de centre O, o g B
rapporté au repére orthonormé xOy (fig. 130) M

—r —h
considérons les arcs AM et AN respectivement
égaux 2 a et b.

— —_—

Les vecteurs unitaires OM et ON ont
respectivement pour composantes scalaires (cos a,
sin @) et (cos b, sin b). L’angle géométrique MON
vaut @ — b,a 2 kr prés en radians, et a pour
cosinus, celui de I’angle (@ — &). Donc :

. OM.ON = cos (a — b)

(définition du produit scalaire) B’

et: OM.ON = cos @ cosb + sin a sinb (expres-

sion analytique du produit scalaire). Il en résulte
que :

Fig. 130.

cos (a — b) =cosacosd + sinasind | (1)

246. Corollaires. 1° En changeant b en — b dans la relation (1), on obtient :
cos (@ + b) = cos a cos (— b) + sin a sin (— b), soit (n° 224) :

cos (@ + b) = cosacosb —sinasind | (2)

20 Remplagons @ par g — a dans la relation (2) :

cos [g — (a — b)] = CO0s (g — a) cos b — sin (g — a) sin b, soit (n® 226) :

sin (@ — b) = sina cos b — sin b cos a (3
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30 Remplagons b par — b dans la relation (3) :
sin (a + b) = sin a cos (— b) — sin (— b) cos a et (n® 224) :

sin (@ + b) == sin a cos b + sin b cos a (4)

247. Calcul de tg (a + b)ettg(a — b).
1o En divisant membre 3 membre les relations (4) et (2) on a :

sin(¢+4 b) sinacosh - sinbcosa
cos(a + b) cosacosb — sinasinb

puis, en simplifiant par cos @ cos b :

sinacosb sinbcosa

__cosacosb ' cosbcosa __tga-ttgbh
tg(a+b)wcosacosb_sinasinb — tg(a-l-b.)ml—tgatgb ©)
cosacosb cosacosb

20 En divisant membre & membre les relations (3) et (1) ou en changeant b en — b
dans la précédente, on trouve :

gy tga—tgh _
) tg (2 b)—l—{—tgatgb (6)
248. Conclusion. — En définitive :
cos(a + b) = cosacosb —sinasinbd
sin (@ + b) = sinacosb + sinb cosa
_ tga 4 tgh
tg (a+8)= 1 —tgatgd
cos(@a — b) = cosacosb 4 sinasinb
sin{@a — b) = sinacosb — sin b cosa
tg (a —b) = tga — tgb

1+tgatghd

249, Exercices. — 1° Calculer les fonctions circulaires de % = 750 et -1% = 150;

750 = 45° - 30° et 150 = 45° — 30°. Donc :

cos75°—l/-—2-—\£3-—\—/——--1-—- (\/_ l) et cos15°=ﬁ(\/§+l)
sin75°=ii-ﬂ+\—/—g z(’\/—-l'l) et sm15°~—\/—(\/——1)

2 2 2 2
o'=\/§+1=2 3 t 1°=‘/§‘1=2— 3.
tg 75 Vi—1 +\/— et tg 15 Vit \/

valeurs conformes 2 celles de deux angles complémentaires.
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20 Calculer tg (a + b + o).

tg(@a+8) +tge
—tgctg(a+ b

Ona:tgla+b+eo=1tglla+b+c=7

En utilisant la relation (5) on trouve :

tga +tgb+tgec—tgatgbtge

tg(a_l—b_!-c)zl—tgatgb — tga tge — tgbtgc

FORMULES DE MULTIPLICATION

250. — Fonctions circulaires de ’arc 2 x. — Nous nous proposons de trouver les
fonctions circulaires de 'arc 2 ¥ connaissant celles de l’arc x.

En remplagant a et b par x dans les trois premiéres relations du n® 248 on obtient :

cos (x + x) = cos x cos x — sin x sin x ou cos 2 x = cos? x —sin®x (1)

sin (x + &) = sin x cos x - sin x cos x ou sin 2x =2 sin x cos ¥ (2)
_tgx t tgx . 2gx

tg(x+x)_————1_tg2x ou tgzx__——l—tgax (3)

En remplagant dans (1) successivement sin®x par 1 — cos? x et cos? x par 1 —sin?x
on trouve :

cos2x =2cos2x—1=1—2 sin?x.

En définitive :

cos 2x — cos?x — sin2x = 2cos2x —1=1—2sin?x
2tg x

sin 2x = 2 sin x cos x; tg 28 = —2
’ & 1 —tg?x

251. Expression de sin® x, cos® x et tg? ¥ en fonction de cos 2 x.

cos2x = 2cos?x —1 => cosZx = -1—+-02°—S£c-

cos 2x =1 — 2sin2x => sin?x = L—_;(&Z_x.

- . . 1 — cos 2x
. D ne .

et par division : tg? x = T oos 2%

Ainsi, sin? x, cos? x et tg? x s’expriment rationnellement en fonction de cos 2 x. En

remplagant x par g on obtient :

cost % = 1 (1+cosa) | sints =2 (1—cosa) | tgh=

1 —cosa
1+ cosa
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252. Fonctions circulaires de P’arc 3 x.

10 sin 3x = sin (2x + x) sin 2x cos x - sin x cos 2x
: 2 sin x cos? ¥ 4 sin x cos® ¥ — sind x

3 sin x cos? x — sind x = 3 sin x — 4sind x.

cos 2x cos ¥ — sin 2x sin x
(cos? x — sin® x) cos ¥ — 2 sin? x cos x
cos® x — 3 sin? x cos x = 4 cos® x — 3 cos x.

20 cos 3x = cos (2x + x)

sin3x 3 sinxcosx —sinx  3tgx —tgdx
cos3x cos®x — 3sinxcosx 1 — 3tg?x

o tgl3x =

253. Théoréme. — Les fonctions circulaires d’un arc s exprzment
rationnellement en fonction de la tangente de I’arc mioitié.

Les formules (1) et (2) du n° 248 s’écrivent, puisque cos?x 4 sin?x =1 :

cos?x — sin? x . 2 sinx cos &
et sin 2x =

cos 2x = - : .
cos? x + sin? x cos? x + sin? x

Divisons tous les termes de ces deux rapports par cos? » (s1mp11ﬁcat10n valable méme
si cos x tend vers 0); on obtient :

sin? x sin x
1 — — 2
cos? x : cos X
cos 2x = S et sin2x = — i
1+ cos? x I+ cos?x
1 —tg?ux . 2tgx
: 25 = ———2_° L - i
ou cos 2% = g T e x et sin2x TFtgx
P 2tgx )
et par division : tg2x = T s formule déja connue.
En remplagant x par %, on obtient :
1 — to? a a a
3 283 283
cosa=——-———2, s1na=———-—a; tga=___7l.
1 2~ 22 — to2 &
+ tg 3 14 tg 3 1—1tg 3
Posons tg -g = t; nous obtenons pour cos @, sina ettga:
THY 1= e 2 _ 2t
y Cos a Tt sin a T+ tg a T — 3
T .
Y 254, Interprétation géométrique. — Si on se donne .
a G a .
te = = t= AT (fig. 131), les arcs - ont leurs extrémités
ot Ya_ ®2 (be- 131 R
X  situées en m ou m' tels que Am' — Am = =n + 2 kn.
Les extrémités M et M' des arcs a seront telles que
m AM’ — AM = 2 = + 4 kr; elles sont donc confondues; cela

. . . a :
explique pourquoi connaissant tg 3 on trouve une valeur

Fig. 131. unique pour les fonctions circulaires de I’arc a.
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255. Calcul de tg % en fonction de sin a et cos 2. — On peut écrire :
. a .. a a . 0@
sin = 2sin= - 2 sin2 <
2 n 5 1n2cos2 sin? 5
tg—= = =
2 cos 2 2 cos? 2 2 sin £ cos £
2 2 2 2
Or:2sin‘—lcosf=sina; Zcoszf=1+cosa et: 2sin?2—=1— cosa.
2 2 2 2
a sin a 1 — cos a
Donc : tg = = - ]
gZ 1+ cosa sin a
APPLICATIONS.
T .\/'j
1Otgz=l 0034_:1 -2____2—'\/5_____‘\/5__1:_._?1___
8 . T \2 12 V2 +1
sin -+ ——
4 2
D’oﬁ:tg—15=cotg3—n='\/§—1 H cotg’—r=tg3—n=‘\/§+1
8 8 8 8
b1 l—cosa 1—%5 — 1
Slng 5

TRANSFORMATIONS TRIGONOMETRIQUES

256. Rappel. — Rappelons les formules d’addition du n° 248 :

sin (¢ + b) =sinacosb | sinbcosa - (1)
sin (@ — b) = sin.a cos b — sin b cos a (2)
cos (@ + b) = cos a cos b — sin a sin b (3)
cos (@ — b) = cos acos b + sinasinb (4)
257. Corollaires. — En ajoutant, puis en retranchant membre 4 membre les rela-
tions (1) et (2), on obtient :
- sin(e + b) +sin(a — b) =2sinacosd - : (5)
sin (@ + b) — sin (@ — b) = 2sin b cos a (6)

En ajoutant, puis en retranchant membre 3 membre les relations (3) et (4), on obtient
de méme :
"cos (@ + b) + cos(@a— b) =2cosacosh )
cos (@ + b) — cos (a — b) = — 2sinasinb (8)
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258. Transformation en produit de la somme ou de la différence de deux
sinus ou de deux cosinus.
Dans les relations (5), (6), (7) et (8), posons : @ +b=p et a—b=yqg,

ce qui entraine : a = Eiz"_q et b=2L"9; nous obtenons:

2
s1n_1>+smq——2s1np_; cosp—z_q (9)
sin p — sin ¢ = 2sinP; cos 2 + | | (10)
cosp—l—cosq:Zcosp—{z_ cosj-b-%g (11)
cosp — cos g = — 2 sin P—‘Z— sin P_%f_? (12)

Ces formules permettent de transformer en produits les expressions sinp + sin ¢
et cos p 4 cos ¢g. La formule (10) peut s’obtenir en changeant ¢ en — ¢ dans la formule
(9) et la formule (12) en changeant g en = 4 ¢ dans la formule (11). Ces formules per-
mettent de factoriser certaines expressions trigonomeétriques.

259. Applications. _
‘10 si — T_ _ r_pP—4q r_PT 4.
10 sin p + cosq—cos(z p)+cosq_200s(4 5 )cos(4 )

2
0 §in p — cosg = cos (= — p) — — —2sin (P29 ’_‘_I_’_:L_q)
20 sin p — cos g = cos (2 p) cos ¢ 2 sin ( y 5 ) sin ( y 5
) ) 2sin2 "9 cos 2 nals
go SINp —sing 2 2 gl gl e
sin p - sin ¢ Smp—l—qcos(p—q) 2 2
2
, —231np+qs1np q
4o COSp —cosq 2 =_tgp+qtgp——
cosp -+ cosq zcosp—}—qcosp——q 2 2
: 2 2
260. Exercice. — Transformer l'expression: sin x + sin 2 x -+ sin 3 x en un produit de
plusieurs facteurs.
sinx+ sin3x = 2sin2xcosx (n°248) et sin2x = 2sinxcosx (n°250).
Donc: ., sinx+4 sin2x -4 sin3x = 2sin2xcosx -} 2sinx cos x = 2 cos ¥ (sin 2 x -} sin x)
Soit : ' sinx—l—sian—I-sin3x=4cosxsinEgcosa—;-
261. Transformatxon de tg p -1- tg ¢ et de cotg p -+ cotg gq.
o _smp sin ¢ ~ sin p cos g -+ sin g cos p
1 gr+ g cosp+cosq Cos p cos g
. , __sin(p+ ¢ :
soit : tgp + tgg = cos p cos g (13)
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En changeant ¢ en — g, on obtient :

g g = SR(2—9) |
8P — 184 CosS p cos ¢ ' (14)
: __cosp  cosq singcosp - sin p cosq
20 cotgP+Coth—SinP+sinq—~ Sin B sin g
soit : cotg p + cotg g = s___sl;:l(;: S_l: Z) (15)

En changeant ¢ en — g, on obtient :

_— sin (p — q) | (16)

cotgp — cotgg = sin p sin g

262. Transformation en somme ou différence d’un produit de sinus ou
cosinus.

Des formules (5), (7) et (8) du n° 257, on déduit :

sin @ cos & = % [sin (a + ) + sin (a — B)] 17
cosa cosbh = % [cos (@ + b) + cos (a — b)] (18)
sin a sin b = % [cos (a — b) — cos (a + b)] (19)

En faisant b = a dans ces formules, on retrouve les relations (n® 250 et 251) :

. | 9 1+ cos2a, _. , 1 — cos 2a
s1nacosa=§s1n2a; cos? @ = ————; sinfa = ——F——

263. Exemples.

1_. . . .
1° sin x cos 2x = 3 [sin 3x.+ sin (— x)] = % [sin 3x — sin x]
1 1
cos x cos 2x = 3 [cos 3x + cos (— x)] = 3 [cos 3x -+ cos x]

sin x sin 2x = %[cos (— x) — cos 3x] = % [cos ¥ — cos 3 x].

29 sin 2x cos 3x sin Sx = %sin 2x [sin 8x 4 sin 2x] = -;-sin 2x sin 8x + % sin? 2 x

ou ; % (cos 6x — cos 10x) + % (1 — cos 4x) = % (1 — cos 4x + éos 6x — cos 10x).

30 +sindx = 4sinxsin®x = 2sinx (1 —cos2x) = 2sinx — 2sinx cos 2 x
= 2sinx — (sin3x — sinx) = Isinx — sin 3 .
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264. Transformation de ’expression : a cos x 4 bsin «.

T

b
Nous supposons a 7= 0 et b £ 0. Il existe g€ ]— g; + 2[ tel que tg ¢ = Set:
a cos ¥ + b sin x = a [cos ¥ + tg ¢ sin x] =£€-P[cosxcoscp -+ sin ¢ sin x].

a .
En posant —— = 7, on obtient :
cos ¢

acos x + b sin x = r cos (¥ — o)

REMARQUE. — On peut aussi chercher 6¢€ [ — g; + g] tel que tg 6 = % et:

: . b . .
acosx+bs1nx=b[tg6cosx+smx]=cose[s1n6cosx+smxcos(3].

b

En posant : p = s 6"

a cos ¥ o+ b sin x = p sin (x + 0)

265. Applications.
10 . . . . T A2 s
cos x + sin x : on obtient : tgp = 1; ¢ =g cos = —2—;7—\/2et:
cos x¥ -+ sin x = \/icos (x —_— g)

20 cosx-w-sinx:onobtient:tgcp=—m1;tpm—;—c,r=\/iet

cosx-sinx-:\/icos (x+§)

On en déduit : sin x — cos x =—\/§ cos (x -+ :—:)
39 4/3 cos x — sin x :tgcp=_3\/3;¢p=—gar=+2et:
\/3cosx—sinx=2cds(x+g)=—m=> sinx—-\/gcosx=—2cos(x—+ g)
EXERCICES

— Vérifier les identités suivantes :

647. cos (x + y) cos (x — ¥) = cos?x — sin?y = cos?y — sin®«x.
648. sin (x -+ ¥)sin (x — y) = sin?x — sin?y = cos?y — cos? x.
649. sin (x + y) cos (x — ¥) = sinx cos x + siny cos y.

650. sin (x — 3) cos (x + ¥) = sinx cos x — sin y cos y.

sin (¢ + ) _ 2 sin (x 4 )
cosxcosy cos(x -+ y) 4 cos (x — y)

65l tgx + tgy =
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sin (x — ) 2sin (x — 3) .
cos x cosy  cos (¥ + 3) + cos (x — )

652, tg x — tgy =

sin (x + ) sin (x — 3)
cos? x cos? y

653. tg2x — tg?y =

)
l—tgx_sm4 x.

14 tgx sin (g__!_x)

655. sinasin (b — ¢) + sinbsin (¢ — a) + sinc¢sin (@ — b) = O.
656. cosasin (b — ¢) + cosbsin (c — a) + cos csin (@ — b) = O.
657. sin? (x + y) = sin?x + sin?y + 2sinxsiny cos (x + ).
sin (x + y + 2)

COS X COS ¥ COS 2
659. sin? (x 4+ ») + sin? (x — ) + 2 sin (x + ) sin (x — ) cos 2 x = sin? 2 x.
660. sin® x 4 sin® y + cos (x + ) cos (x — ) = 1.

661. cos?x + cos2y —cos (x + y) cos (x —13) = 1.

662. sin2 x —sin 2y = 2 cos (x + y) sin (x — »).

663. 2 (sinx + cosx— 1)2 (sinx 4+ cos x + 1)2 = 1 — cos 4 x.
e

(n: x) _1—sinx  cosx

4§ 2 cosx 1+ sinx

'654.

658. tgx + tgy +tgr —tgxtg ytgz =

665. tg

__1--sin2x

2 (T __ ) 1 TSI £X
Gﬁﬁ‘tg( ") 1+ sin 2x

4
667. 1 — tg* (;——x) = sin 2x [1 + tg? (g—-x)]
T+ x | T— X

. X,
668. sin x = 4 sin = sin sin

3 3 3

669. (1 —2xcosa + x2) (xsina + #%sin2a 4 ... + a® sin na)
= xsina— & sin (n + 1) a + x"*2 sin na.

670. 1 —2xcosa + x*) (1 + xcosa + x%2cos2a + ... + x" cos na)
=1—uxcosa— x""1 cos (n + 1) a + x"*2 cos na.

671. 1° Démontrer la relation : cotg x — 2 cotg 2 x = tg .
20 Calculer la somme suivante : S, =tgx + 2tg2x + 22tg22x + ... + 2% tg 2% x.
39 La somme S,, admet-¢lle une limite lorsque # tend vers - o ?

672. On pose cos %c = X, sin ;

10 Calculer X2 4 Y2, puis X% — Y2,

=Y et on donne cos x = a.

20 En déduire X et Y en fonction de cos x et placer les extrémités des arcs 5 sur le cercle trigo-

nométrique.

673. On pose cos ; = X, sin .%c = Y et on donne : sin x = b.

10" Calculer (X + Y)? puis (X — V)2
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20 En déduire X et Y en fonction de sin x et placer les extrémités des arcs = sur le cercle trigono-

2
métrique.
— Calculer, connaissant les fonctions circulaires de a, b, ¢ :
674. sin(a 4 b+ ¢). 675. cos(a+ b+ o). 676. cotg(a-+ b+ o).
677. cos(a+ b — o). 678. tg(a+ b — o). 679. sin(a + b —¢).
680. sin (2a + b). 681. cos (2a + b). 682. tg (2a +8).

683. Résoudre les équations : sin x cos x = \ﬁ et cos® x — sin? x = 1/—2

— Exprimer en fonction de cos 2 x :

684. 1 + sin® x. 685. 1 4 cos? x. 686. %—f—i—:;—%:' 687. sin? x cos? x.
68, LS eg TETE 6e0. cogt o1, [T~
— Exprimer en fonction de tg ‘;—a =t

692. 2 cos x + 3 sin x — 5. 693.acosx+bsinx-{;c. 694. tg x + cotg x.
695, 1% 696. % 697, ; 22

698. Dans un repére orthonormé xQOy, deux demi-droites issues de O ont pour pentes respectives
m et m'.

10 o désignant I’angle de ces demi-droites, exprimer tg « en fonction de m et m'.

. . s . ™
20 Quelle relation doivent vérifier m et m’ pour que o = -2-?

— Soient A, B, C les angles d’un triangle. Démontrer les relations :
699, sin B cos C + sin C cos B =sin A. 700. cos B cos C — sin B sin C + cos A = 0.

B C B A B C B C
701. sin 5 cos = + s1n 08 5 = cos == 702, cos 5 €08 5 — sin 2 sin 3 = sin —

C

A B
703. tgA + tgB+tgC =tgAtg Btg C. T04. ’cgf'cg2 +tg2 tg2 +tg:2-— =1,

NIIP N >

705. X sin A = X sin A (cos B 4 cos C). 706, X sin 2A = 4 sin A sin B sin C.
707. sin®B — sin®C =sin A sin (B — C). 708, X (sin?B — sin®C) cotg A = 0.

709. Démontrer pour quatre angles a, &, ¢, d I’équivalence :
| b
- atb+c+d=2%kn <> Etg‘—;=2tg—gtg§tg§~

21

710. Deux angles aigus x et y sont tels que cos x = 35"

8
17 etsiny =
10 Calculer sin x et cos .

20 Calculer x + y.

+ Calculer tg (x + ), puis

Wl

| » , 1
711. Deux angles aigus & et y sont tels que tg x = Fetgy =
x - 9.
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712, 1° Vérifier la relation : cosx + cos (x + 23—11:) + cos (x - %T—r) = 0,
. — oy —
20 On construit 3 vecteurs OA, OB, OC de longueur 1, faisant avec ’axe Oz les angles respectifs
2n 2z
x, X + — et X — w—s

3 3
Interprétation géométrique.

Que peut-on dire de la somme des projections de ces vecteurs sur I’axe Oz?

11

P
12 Calculer tg (x + ¥) et en déduire tg x + tg y.

20 Calculer tg x et tg v, puis les angles x et y.

" 713. Deux angles positifs x et y ont pour somme - et sont tels que : tg x/ tgy =3 — 2 \/ 2.

714, Deux angles positifs x et ¥ ont pour somme %r et sont tels que : tgx 4 tgy = 3%/3

10 Calculer tg (x + y) et en déduire tg x tg y.
20 Calculer tg x et tg y, puis les angles x et y.

— Transformer en produits les expressions suivantes :

715. sin 3 x + sin 5 . 716. sin 3 x — sin .

717, cos 3 x + cos 5 «. 718. cos 2 x — cos x.

719. 1 — cos 3 x. 720. 1 4 cos 2 x.

721. 1 — sin 4 «. 722. 1 + sin 5 x.

723. sin? 5 x — sin® x. ' 724. cos? 3 x — cos’x.

725. sin x 4 sin3 x + 2 sin 2 , 726. cos x +} sin 2 x + cos 3 «.

727. sin x 4+ sin 3 x + sin 4 x 4 sin 6 x. 728. sin x + sin 2 x 4 sin 4 x — sin 7 x.
729. 1 + cos 2 x + cos 3 x -+ cos 5 «. 730. 1 — cos 2 x 4 cos 3 x — cos 5 x.
731. sina + sin b + sin¢ — sin(a + & + ¢).

732. sin ax - sin bx 733. sin ax — sin bx.

734, cos ax + cos bx 735. cos ax — cos bx.

736. 1 — cos 2 nx 737. 1 + cos 2 nx.

738. 1 +sin 2 nx 739. 1 —sin 2 nx.

740. cos? ax — cos? bx - 7141, sin? ax — sin? bx.

742, /3 4 2 cos x 743. /3 + 2 sin «.

44, 2sinwcos x — 1. | 745, 2 sin x cos ¥ — 3

746, sinx +sin5x +sin 7 x + sin 11 x. 147, sin2 x +sin3x 4+ sin 7 x —sin 2 x.
748. 1 — cos 2 x + cos 4 x — cos 6 x. 749. 1 4 cos ax + cos bx + cos (@ + b) x.
750, sin x -+ sin ax 4 sin bx + sin (@ + b — 1) «.

751, sin (a + b) — sin a + sin 152, cos (a + b) — cos @ + sin b,

753. sin (a + b) +sina +sinb 754. cos (a+b)+cosa+sin6.

755. 1 —sin? ¢ —sin? b 756. cos? (a + b) + cos? (a — by — 1.
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— Simplifier les expressions suivantes

757, Sn @+ 758, Solet B
sin ¢ -} sin b sing — sin b
sin (@ + b) sin (@ + b) |
759. cos a - cos b 760. cosa — cos b
: sing — sin b cos? a — cos?b
o ey o G ry
3 sin (@ 4 b) + sin ¢ 764 cos (a + b) + cos ¢
*sin @ + sin (b + ¢) *cos a + cos (b + ¢)
sin (@ + b) — sin ¢ cos {a + b) — cos ¢
765. cos a -+ cos (b 4+ ¢) 766. sina + sin (b + ¢)
sin (a — b) [tga + tg b]. 2
767. Sn(a FBltga—tzb] 768. cos? a cos? b (tg? a — tg? b).
769. sin? a sin? b (cotg® a — cotg? b) 770. tgattgla — tg 3 2.
tg 3a
771. tg2a +-tga 7'72. cotg 2a + cotga
tg 2a — tg a "7 cotg 2a — cotga |
sinx + sin 3x - sin 5x sinx + 2sin3x - sin S5«
LK 714, sin 2x + 2sin4x -+ sin 6x

cosx +cos3x 4 cosSx

775. Transformer en un produit ’expression suivante :

cos® x + cos?y + cos?z+ 2 cosxcosycosz — 1.

On posera : xi+y+z="2p, y+2—x=2((p—x),
x+z2—y=2(—y) e x+ty—2z2=2(p—=2).

— Transformer en sommes les expressions suivantes :

776, sin3 xsin 5 x. 777. cos 2 x cos 3 x.
778. sin4 xcos 3 x. 779. 4sinasinbsinc.
780. 4sinasinbcosc. , 781. 4 cos® x.

782. sin 15° sin 75°, 783. cos 150 cos 75°.

.x . nd4x . m—x x . [ . x\ . ®  x
784. 4 sin -3- sin 3 sin 3 ‘ 785. 4 cos §- sin (6- + -§) sin (g — g)
786. sin ax . sin bx 787. cos ax . cos bx.

788. sin ax . cos bx 789. sin ax . sin bx . sin cx.
790. sin ax . sin bx . cos cx 791. sin ax . cos bx . cos cx.
792, 2sinxsin2x -+ cos3x 793. 4 cos (x + 7:—:) cOs (x —_ g) —1.
794. 2 sin x cos 3 x — sin 4 x 795. 2 cos x cos 2 x — cos 3 x.
796, = 3a _ 2 cos 2a. 797, = >a + 2 (cos 2a — cos 4a).
sin a cos a
798, == 7a -+ 2(—cos2a + cos 4a — cos 6a).

Cos a
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— Factoriser les expressions suivantes o1 A, B, C sont les trois angles d’un triangle et en déduire
des relations trigonométriques dans le triangle isoctle.

799. sin A + sin B 4 sin C 800. sin A + sin B—sin C.
801. cos A +cos B+ cos C—1 _ 802. cos A 4 cos B—cos C + 1.
803. sin2A + sin2B +5in2C 804. sin2 A +sin2B —sin 2 C.
- 805. sin? A } sin? B —sin? C 806. sin 4 A + sin 4 B + sin 4 C,
807. sin6 A 4 sin6 B 4 sin 6 C 808. cos4 A + cos4B + cos4C—1.
A B C A B C

809. cosf—l-cos-z--l-cos 5 810. cos—2—+cos-2—-—cos 5

. A . B . C : . A . B . C
811.sm§+sm-2—+s1n§——1. 812, s1n—2-+sm§—-31n-2-+1-

813. sin® A sin (B — C) + sin® B sin (C — A) + sin® C sin (A — B).
814. On considére les deux sommes suivantes :

S =cosa-+ cos(a+h)‘+ cos (a + 2 h) + cos (a + 3 A)..... + cos (a + nh)
S" =sina+sin(a+ k) + sin(a+ 2h) + sin(a+ 3 4) ..... + sin (@'+ nh).

10 Calculer et réduire les produits 2 S sin g et 2S5’ sin g

2° En déduire les valeurs de S et S'.
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EQUATIONS TRIGONOMETRIQUES

266. Définition. — On appelle équations trigonométriques celles ou figurent
I'inconnue x et une ou plusieurs fonctions circulaires de 1'inconnue. Nous nous bornerons
au cas ou 1’équation contient des fonctions circulaires d’'un méme arc x, ou se raméne i ce

cas.
267. Egalité de deux cosinus, deux sinus ou deux tangentes. — Elles ont été
étudiées aux no8 233, 237 et 241 ; |
cos f(x) = cos g(x) =>f(x) L g(x) =2k=

i s = 10— /) 500 24,

tg f(¥) =tg g(») —>f(x)—g(x) =k

268. Equation invariante quand on change ¥ en — x. — En posant cos ¥ = v,
une telle équation se transforme en F (u) = 0 avec | » | < 1. Il en est ainsi des équations :

F(cos x) = 0; F(cos %, sin® x) = 0; F(cos x, sin® x, tg? x) = 0.

1
sdauation s ———— in? x — —
EXEMPLE. Résoudre I’équation : T T + sin? x — 2 cos x = 0.

Elle devient, en posant cos x = u @

W +1—ut—2u=0 = u === cos

DI -
w!:—i

" Elle admet pour solutions : x = -+ ; + 2kT.

269. Equation invariante quand on change x en T — ». — En posant sin x = v,
une telle équation se transforme en F () = 0 avec | v | < 1. Il en est ainsi des équations :

F(sin ) = 0; F(sin x, cos® x) = 0; F(sin x, cos? x, tg? x) = 0.

EXEMPLE. — Résoudre Iéquation : cos2x + 1l1sinx 4+ 5= 0.

Elle devient un posant sin ¥ = v
1—20¥ 4+ 1Mo+ 5=0 => 292 —11lv— 6= 0.
1

. 1 .
dont les racines sont : o = — 35 v’ = 6. Seule v = — 3 convient et :

sin x = — = x=—-%+2k1: ou le%:—}-ZIm-

DO
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270. Equation invariante quand on change x en © + ¥ — En posant tgx = ¢,
une telle équation se transforme, pour x £ g + kr en F(t) = 0. Il en est ainsi des équa-

tions : ‘ ,
F(tg x) = 0; F(tg x, cotg x) = 0; F(sin 2 x, cos 2 x) = 0;

EXEMPLE. — Résoudre Péquation : (A/3 — 1) cos®x — (1+ \/ 3) sinxcosx+1=0.

Elle s’écrit : (\/3 — 1) cos? x — (1 + A/3) sinx cos x + cos? x + sin2x = 0
4V/3 cos? x — (1 + 4/3) sin x cos x + sin? x = 0
cos? x[v/3 — (1 + 4/3) tgx + tg? ] = 0.

L’équation proposée n’étant pas vérifiée pour cos ¥ = 0, en posant tg x = £, on obtient ’équation
équivalente :
P14+t +Viz0,
dont les racines sont # = 1; #! = 4/3. L’équation proposée a pour solutions :

xmz—l—kn; x=§—|—k7r.

271. Utilisation des formules de transformation. — Les formules des no® 258
4 262 permettent parfois de transformer une équation trigonométrique en une autre plus

facile a résoudre :
ExeMPLE 1. — Résoudre léquation : sinx +sin3x +sin4x+sin6x=0 (1)

Elle se transforme (n® 258) en: 2sin2x cos x + 2 sin5x cos x = 0.

. Tx 3x
puis en : 4cosxs1n—cos-— = 0
2 2
; . Ix x
et se décompose en : cos x =0; sin 5 = 0; cos > = 0.

Les solutions de 1’équation (1) sont donc :

3 2km T
x=g ke w==m w=gt o

ExempLE II. — Résoudre I’équation : sin x cos (x —3

Elle se transforme (n° 262) en :

% [sin (Zx - —-) + sin 3] \/3

et équivaut a : sin (Zx — g) =0 < 2x —-g = km.
Donc : ’ 1—2 —|— — |
272. Méthode générale. — L’équation F (sinx, cosx, tgx) =0 se raméne en

posant tg _azg =1t (pour ¥ #7w -+ 2 k}t), et en utilisant les formules du n°®253, 2 I'équation -

algébrique : f(#) = 0. On utilisera ce procédé si les méthodes lndlquées ci-dessus ne sont
pas applicables. La resolutlon de l’equatlon du premier degré en sin x et cos x en fournit

un exemple.
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273. Résolution de I’équation : acosx + bsinx=c  (a£0;56%0). (1)

g

1r¢ Méthode. — En posant tg ¢ = g ol g€ ]—— g; + 2[ etr = 'c_o{;?: » Pexpression

a cos & + b sin x se transforme (n® 264) en : 7 cos (¥ — ¢). L’équation (1) est alors équi-

valente 2 : cos (x — @) = ; que I’on sait résoudre (n° 234). Pour qu’elle admette des solu-

tions, il faut et il suffit que  Soit un cosinus, c’est-a-dire que :

b? .
<1<—m>c2<r2<==>c2<a2(1+;2) soit :

c
4

2 < a? + b2 (2

On utilise cette méthode si a, b, ¢ sont des coeflicients numériques :

En supposant la condition (2) satisfaite, posons : ; = cos o ou a € [0, n]. L’équa-
tion (1) équivaut a : cos(x — ¢) = cos C<t—>K—¢ = 4+ a+ 2km

Les solutions sont * = ¢ 4 « + 2 kx. Les extrémités des arcs x sont deux points
distincts ou confondus du cercle trigonométrique. :

ExeMPLE. — Résoudre Péquation : A/3 cos ¥ — sin x = 1.
. . T T T
Elle équivaut 4 : 2 cos (x +-6-) =1 <> cos (x + E) = cos 3

+ 2km; x = — — -+ 2km.

o g
(ST |

et a pour solutions : x =

274. 2¢ Méthode. — Posons tgizc = ¢, L’équatidn . acos x + b sin x = ¢ se trans-

forme (n° 253) en supposant x 34 © ou ¢ 7~ — a.

a(l—2) 20bt
T2 TTFe

(ea+c)2—2bt+c—a=0 (3)

=c<=>a(l—1)+ 2bt =c(l+ 1)

10 Si @ 4 ¢ #~ 0, I’équation (3) est du second degré en f. La condition de réalité des

racines est : ,
B2—(a+c)(c—a)=20<=—>c2La%+ (2)

Soient ¢’ et ¢” les racines distinctes ou confondues de I’équation (3); posons ¢’ = tg «
q P g

ett"=thm‘1aetBe[—— g;—l—g]-llvient:

tgg = tg o Ou tgg = tg B soit ¥ = 2 « + 2 kwoux =2 B + 2 k=, donc deux extré-
mités d’arcs x distinctes ou confondues sur le cercle trigonométrique.

20 Si a + ¢ = 0, I’équation (3) se réduit 3 I’équation du fer degré : 2bt=—2a
(6 5 0). Mais I’équation @ cos x + b sin » = ¢ s’écrit alors a (1 + cos #) + bsinx = 0 ou
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2 cos-; (a cos o_zc + bsin ;) = 0 et admet alors la solution évidente: x = m -+ 2 krw qui

correspondrait 3 | ¢ | infini. La résolution de I’équation (3) permet encore la résolution de
Péquation (1) en admettant que 'une des racines de ’équation (3) devient infinie lorsque le
coefficient de #2 est nul et méme que les deux racines deviennent infinies pour @ + ¢ = b = 0.

275. Exemple. — Résoudre et discuter I’équation :

2mcos x + (m? — 1) sin x = 2m?. 1)
On obtient ’équation en ¢ :
2mm+ D2 —2m—1)t+2m(m—1)=0 (3)

La condition de réalité des racines est : (m? — 1) — 4 m? (m® — 1) => 0 soit :
—_—m =11 +3m) =0 <> m*—1<0 < |m| <1

10 Si |m| < 1, Péquation (3) a deux racines réelles, distinctes et finies t' = tga; t' = tgf e
x=2a+2knoux=20+2km. '

20 Si m = 0 I’équation (3) se réduit 3 # = 0 et I’équation (1) qui s’écrit : sin x = 0 admet les
solutions : x = k.

3% Sim = — 1, Péquation (3) se réduit 4 4 = 0, et on voit que I'équation (1) qui s’écrit :
cos x = — 1 admet les solutions : ¥ = (2 k& + 1) .

276. Interprétation graphique. — Dans un repére orthonormé XOY (fig. 132)
tout point M du cercle trigonométrique a pour
coordonnées X = cos ¥; Y = sin ¥ ou «

désigne I'un des arcs AM. Pour que M soit
extrémité d’un arc x solution de I’équation :
a cos x + b sin x = ¢, 1l faut et il suffit qu’il
appartienne a la fois au cercle trigonométrique
d’équation : X2 4+ Y2 =1 et 2 la droite D
d’équation : @X 4 bY — ¢ = 0. La distance
d = OH du point O 2 la droite D est telle que :

2
c 9 (4

) oy

OH=—pn = “=a1p

Pour que la droite D coupe le cercle trigono- -
métrique en deux points M’ et M" distincts ou
confondus, il faut et il suffit que :

c? Fig. 132.
a? 4 b2

Les solutions de I’équation @ cos x + b sin ¥ = ¢ sont alors les arcs AM' et AM'-

L1 <= 2 a®+ b2

277, Equations qui se raménent a I’équation ¢ acosx + bsinx = c.
1o Equation : acos®x 4 2bsinxcosx + csin?x + d = 0.

Onmr peut la résoudre en posant tg ¥ = ¢ (n® 253). On peut aussi ’écrire :

a(l-l-zcosx )+d=0.

— cos2x

)+bsi112x+c(1 2
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soit : (@a—c)cos2x + 2bsin2x +a+c+2d=0.
‘ 2
qui donne, en posant ;:}L; =tgQ: cos Qx — @) = c;_—{:c_a-_;—};_Zd cos @+

Ainsi Iéquation : 7 cos®x + 6 4/3 sin x cos & 4 sin? x + 2 = 0 s’écrit :

6cos(2x-—§)+6=0 <> cos(Z'x—§)=—-1
e ‘ 27
dont les solutions sont : x = 3 + km.

. . . ™
20 Equation invariante quand on change x en 5 — %
On peut la résoudre en prenant pour inconnue auxiliaire y = sinx -4 cos ¥ ou en

n \ . .
posant ¥ = 7 + X car on est ramené 3 une équation qui se conserve quand on change
Xen — X.

Ainsi, considérons I’équation : sinx 4 cosx + sin2x =1

]
En posant x = 7 -+ X on trouve :

2cos2X+‘\/-2_cosX——2=0 —_— cosX=—\/§ ou ‘\'42

cos X = — ‘\/iest impossible, cos X ==i22<==> X =4 g + 2km.

On obtient :  « =’-,;+ 2km; x—=2km.

278. Résolution trigonométrique d’une équation du second degré.
10 Toute équation du second degré en x ol les racines x’ et x” sont de méme signe
‘peut s’écrire : x2 + px + k=0 avec x'x" = k2. '
Posons : x' = k tg ¢ et " = k cotg ¢ ou ¢ est une inconnue auxiliaire comprise entre
™
2
il faut et il suffit que :

T o FRr.Y o . , .
et -+ 5 La relation x'x” = k2 est vérifiée. Pour que x’ et x” soient racines de I’équation,

% + %" = k(tg ¢ + cotg ¢) = — p,

1 k(1 + tg?9)
ou: k{t —)= = — P.
(ch_tg? tge ?
.t 2tge  —2k . __—2k
Soit : 1+tg2cp_ > > stq;.___...P_..
Si: k <-1—,ilexisteunarcaentre—T—cet—i—f, tel que:sina=_g_’f
pl T2 2 2 P

et: tp—a ou ¢ =
. ——z ——

ol a
Nt R

Quelle que soit la solution adoptée pour ¢ :

x =ktg %; x" = kcotg%.
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ExempLE : a2 — 4x+ 1 =0;donck =1;p = — 4.

On trouve : sin 2 ¢ = % On prend 2 ¢ =:’6£et(p ==132--

Et(n°255):x'=tg-—1£2=2——\/§ ; x”=cotg%=2+'\/§.

20 Si x' et x” sont de signes contraires, I’équation peut s’écrire ¢
X2+ px — k% =0, avec: &'z’ = — k%
On pose : ' =k tg 9; 2" = — k cotg ¢. L’inconnue auxiliaire ¢ comprise entre

— 7—2‘: et + ZZE’ est alors déterminée par :

¥+ =k(ge —cotge) =k E2=D__,

tge
it . 2tge 2k
soit : 1_tgzq)__tgch___.
Onchercheocentre—T—Zcetgtelque tga=%’fet:2cp=a.
On en déduit : x =k tg% et x" = — kcotg %.

ExempLe : 22 + 6x — 9 = 0; donc p = 6 et k = 3.

On trouve : tg2 ¢ = 1. On prend 2 ¢ = g et ¢ = g d’olt (n° 255) :

T

x’=3tg§=3(\/§ —1);ac”=—3co'cg8 =-—-3(\/§+'1)

279. Inéquations trigonométriques. — On appelle inéquations trigonométriques
celles oit figurent une ou plusieurs fonctions circulaires de Uinconnue.

Pour les résoudre, on essaie de les transformer,
par changement d’inconnue, en inéquations algé-
briques, puis on interpréte les solutions sur le ‘ 7
cercle trigonométrique.

ExempLE 1. cos2x 4+ 1lsinx + 5 <O.

En posant v = sin X et en opérant comme
au n° 269, on obtient : 2¢9* — 119 — 6 > 0.

. 1
Les solutions sont : v < — 3 v > 6,

&Y

Puisque |v| << 1, les solutions acceptables sont :

\ 2

A’
v<—-‘%-

B
@)
f1S
6
| ’ N’ N
Les extrémités des arcs x appartiennent a l’arc
N'B'N du cercle trigonométrique (fig. 133). Les arcs x

compris entre — T et | 7 et solutions de I'inéquation . B’

sont tels que: Fig. 133
5% T .
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ExempLE IL. (\/E—l)coszx——(l+\/§)sinxcosx-|—1<0.

En posant tg ¥ = t et en opérant comme au n° 270, on obtient :

2 — (1 + 4/3) t + 4/3 < 0 dont les solutions sont : 1 < ¢ < 4/3.

Les extrémités des arcs & appartiennent 2 ’un ou 4 I’autre des arcs RS et R'S’ du cercle trigo-
nométrique (fig. 134). Les arcs x, compris entre 0 et 2 wet solutions de I’inéquation sont définis par :

1‘—; <x < g ou %’E <z < 4—;—‘:
JA Y4 RVE AY
| y XV3-Y-1<0
/%
B o/ B
) S R
A\
A g A A s/ \A
@) x X
R"
SI
B’ A/|B | XV3-Y-1>0
Fig. 134. - ‘ Fig. 135.

ExemeLe III. A/3 cos x — sin x < 1.

Elle équivaut (n® 273) 3 : 2 cos (x + ’g‘) <1 <~—> cos (x n ’3‘) < %
Les arcs (x + g) compris entre 0 et 27 et solutions de 'inéquation sont tels que :
Sw 3n

—<+n< > t<x<
3 3OS 6 <7

Les extrémités des arcs x appartiennent 4 ’arc RBA’B’ du cercle trigonométrique (fig. 135).
Graphiquement, on peut opérer de la fagon suivante :

En posant X = cosx et Y = sin &, P'inéquation se transforme en : X4/3 —Y —1 < 0. Les
points M du plan dont les coordonnées vérifient cette inéquation sont du méme cété que O par rapport

4 la droite A d’équation : X4/3 — Y —1 = 0 qui coupe le cercle trigonométrique en R et B’.

280. Systémes d’ équations trigonométriques. — Un systéme d’équations est
trigonométrique lorsque P'une au moins des équations du systéme renferme des fonctzons circulaires
d’une ou plusieurs inconnues.

On résout un systérne de deux équations trigonométriques en x et y soit en le ramenant

34 un systéme algébrique a deux inconnues, par exemple u =t et v=1t ¥ =, soit en élimi-
y gebriq Y p g3 g 2 |

nant une des inconnues pour obtenir une équatlon tngonometrlque 4 une inconnue:
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On élimine Uinconnue y entre les équations F (x, sin y, cos y) = 0 et G (%, siny,cos y) = 0
en résolvant ce systéme en sin y et cos y et en portant les valeurs trouvées dans la relation
sin2y + cos®y = 1.

w .
*+y=3 (1)
ExempLE 1. 1 : symétrique en x et y.
' sin x 4 siny = 3 (2)
) . 2o . [x+ x — 9y 1 v 4 s .
L’équation (2) s’écrit : 2 sin ( 5 ) cos ( 3 ) =3 soit, d’apres (1) :

v—d 1 o=y LT, .y g2m
cos( 3 )—2 = ) —i3+2k1r <> X y—is+4kn.

Le systéme proposé est équivalent 4 ’ensemble des systémes suivants :

T
x+y=§ x-l—y=g
et
x—y=2—31-=+4k1r ‘ x—y=——27n+4k1r
dont les solutions sont :
x=§+2kﬂ: x=—g+2ku
et
y=—g—2kn | y=’-2‘—2kn
]
x—y =3 (1)
ExempLE I1. \/2
COSNCOSy=T (2)

L’équation (2) s’écrit : = [cos (x + ) + cos (x — 3)] = \/2

soit, ’aprés (1) : cos (x +9) =0 < x+ y = :—2 -+ km.
Le systéme proposé est équivalent au suivant :
x—y =

x4+ y =

JE NE |

w

E1

nl 3

dont les solutions sont :

iy &

n
y=3gt#k

cosy-\/Zcosx (1)
ExempLE III.
' siny = s1n x (2)

En portant dans Ia relation : sin? y + cos?y = 1, les équations (1) et (2) entrainent :

2cos2x+§sin?x=1 <> 6cos?x + 2sin?2x =3 <> 4cos’x =1,
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On en déduit : cosx=:|:1 et x=;{:£—|—2kn‘ ou x=:|;—2—5+2k1c.
2 3 3

D’ou les relations suivantes :

10 x = 7—;+2kn = cosy=3—/—-§;
20 x=_g+2kn = co’sy=—‘—/2-2;
30 x = 2—375+2kn = cosy=—\¥;
40 x=—g§1£+2kﬂ = cosy=—.—#;

sin y = -\g et y = 1—5+2k'1=
siny=—\—é—i et y=—-;+2k"n:
sin y = \—éé' et y = 371:+2k’n
siny=—l/22' et y=—§£-r+2k'1t

Soit en résumé sur [— &, 4 w] les quatre solutions :

(E.E) (__E._E) 2_“.3_“) ¢ (_2_f=._3_’=.
3 %) 1) \3%) © 377 4

EXERCICES

— Résoudre les équations suivantes, et discuter
815, 6cosx —1 = 2(2cosx — 1),

817. Ssinx = 3sinx + '\/5.

819, mcosx —2(m — 1) = 2m + 3)cosx — 1.
821. dm — sinx + 5=msinx — 3.

823. mcos2x —1 = (2m -+ 3)cos2 x.

825. 2cos?x — 3cosx+ 1 =0.

827. 16 — 15sin2 x — 8 cosx = 0.

829. 6cos?4x+ 11cos4x—2=0.

_ 4
14 tg2x

833. cos2x -+ 9cosx+ 5 =0.

831. 9 — 13 cos x =

835. 5 cos x + 27cos§—|— 10 = 0.

837. 3tg?2x — Stgx = 0.

839, (tgx — 1)2 — 4 = 0.

841. cotg®?x — 13 cotgx — 48 = 0.
843. 3 + 8sinxcosx + cos2x = 0.
845. cos2x - 4sin2x + 3 = 0.

s’il y a lieu :

816. 3tgx + 5 = 2 (tgx -+ 1).

818. 2cotgx — 3 =1 — 3 cotgx.

820, tg2x — 4 = 0.

822. 3tgx — m = (m + 2)tg x.

824. sin3 x -+ m = msin 3 x.

826. 2sin?x — (2 + V/3)sinx + 4/3 = 0.
828, 6 — 4 cos?x — 9sinx = 0,

830. 3sin2§+7sin-';£—6=0.

| _ —ay3
832.1—(2+‘\/§)s1nx—1+c—3tg—2;

834, cos2x+ 11sinx+ 5= 0.
'836. SCosx—Zsin-;f-{— 3=0.

838. (3 + cotg x)2 = 5 (3 + cotg x).
840, tg2x — 16tgx 4 39 = 0.

842. 6 cotg?x — 17 cotg x — 45 = 0.
844, 2 — 11sinxcosx + 7 cos?x = 0.
846. 12 — 37 cos?* x — 10sin2 x = 0.
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847, msin®x + 2(3vm——2)sinx+4m—3 = 0.
848. m + 1) cos?x — 2(m + 2)cosx + 2m = 0.
849, mcos2x —2(m — 2)cosx + m— 3 = 0.
850. msin?x — 3 (m + 2)sin?x + m 4 16 = 0.
851, tg2x — 2(m+ 1) tgx+ 3m—5=0.
852. m — D tg?x — (m— 3)tgx — (m -+ 3) = 0.
853. m + 1) cotg?x — 4cotgx —2(2m + 1) = 0.
854, 3m — 2)sin?x —2(5m — 2)sinxcosx + 3 (2m + 1) cos? x = 0.
855, cos2x (6 m? —30m+ 35) —2(m+ 3)sin2x+ 1 =0.

856. sinx 4 cosx = 1. 857, sinx — cos x = -17
858.2sinx+cosx==-;-~|—\/§- 859. 3sinx + 5cos x = 44/2.
860. sinx — 2 cos x = /5. 861. v/3sinx + cosx = 2.

862. m — 1)sinx + (m+ 1) cosx = m+/2. 863, (m + 2) sinx 4 m cos x = 2. |
864. 2m — 1)sinx + (m — 1) cosx =m — 3. 865. 3m — 1)sinx+ (m+ 3)cosx = 24/5

— Résoudre et discuter s’il y a lieu, les inéquations suivantes :

866. 2 cos®x + cos x — 13> 0 867. 2 sinx + (4 —4/3) sinx — 24/3 > 0.
868. tg2x +2tgx—3>=0 869. 2 cotg®? x — 5S5cotgx + 22> 0.

870. msin?x +2(m—2)cosx +3—2m=>0. 871. 2mcosx +m + 2 + (2m—3)cos®x>0.
872 tg%x —2(m + Dtgx + m* + 1> 0. 873. (m + 1) sin®x + m + 6 —2msinx << 0.
874. cos® x — sinx > 2cos;ac—1. 875. 2sind x — 3 cos®x — 4sinx + 4 << 0.
876. cosx —msinx << 0 - 877, sin? x — 5 sin % cos  + 6 cos®x > 0,
878. (m + 1)sin 2x + m + 5 cos?x > 0. 879. (m+1) cosx + (3m—7) sinx<<24/5

880. cosx‘-l- cos2x +cos3x+cosdx>0 881, 3sin (x — ;) sin (x — g) > 1.

882. sinx —cosx < 1 883. sin x 4 cos x < m.
884. 2sinx—cosx<%—\/§~ 885. 3 cos x + 5 sin x << 4 4/2
886. (m—1)cosx + (m + 1)sinx << 2 887. mcosx + (3m—1)sinx<<2m—3.
888, m — (m — 2) sin 2 x — 3 cos?x < 0. 889. a2 cos x + b®sin x << a? + b2
890. cos 2 x -+ 2 m sin x cos x << 4 891. cos 3 x —4/3sin 3 x <'m.
892. sinx +cosx +sin2x<< 1 893. sin 2 x << m (sin x + cos x).
894. sin* x + cos? x << 1 895. sin® x + cos® x << 1.
1 1

. tg? < ? x. . =

896. tg’x + cotg x < tg x 4 cotg® x 897 i T o <
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898. Soit le systéme d’équations : x + y = ; COS X COsy = #

aal i

1° En déduire une équation en cos (x — y).

20 Achever la résolution du systéme.

899. On donne le systéme d’équations : sin x -+ siny = ‘\/ 3 cosx + cosy = 1,

x 1y
2

10 En déduire une équation en tg

20 Achever la résolution du systéme.

900. Soit le systéme d’équations : x + y = a ; sinx = 2siny

10 Calculer w et en déduire tg x—

- 4 en fonction de m et a.
sin x 4+ sin y

; . R ' T
20 Achever la résolution du systéme avec : a = 7 etm = 2.

— Résoudre et discuter les systémes suivants :

%L§”+yx“ | %z§”+y””

sin x - sin y = m. sih x — sin y = m.

903, | * Ty =2 904, | TV =
‘| cosx 4 cos y = m. cos x + cosy = m
905. | X Ty =24 | 906, | “ T Y =14
* | sin x sin y = m. "] cos x cos y = m.
x —y=aq, x +y=a.
7. g cos x cos y = m, 908. z sin x cos y = m.
x — y = a, x + y = a.
909. 3 sin x = m sin y. ‘ 910. g COS X = m COS Y.
x +y=a. x4+ y=a.
911'3tgoc—i—tgy=m. 912'gtgx—‘tgy=m.
{x+ 9y =a x —y=a.
913’(tgxtgy=m. 14. tgxtgy = m.

915. On considére les deux équations suivantes ot I'inconnue x € [— m; + n] :
acosx + bsinx =¢ 1)
a cosx + b sinx = ¢’ (2)
On pose cos x = X; sinx = Y et on construit, dans le repére orthonormé XQOY, les droites
d’équations aX + Y = ¢; a’X + #'Y = ¢’. On désigne par P leur point d’intersection, s’il existe.
10 Etudier la position du point P par rapport au cercle trigonométrique de centre O.
2° Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que les équations (1) et (2) aient au moins
une racine commune.
32 Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’une racine de ’équation (1) soit comprise
entre les deux racines de I’équation (2).
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281 Théoréme. — Lorsque x tend vers zéro, sin x tend vers 0 tandis
que cos x tend vers + 1 par valeurs inférieures.
1o Quel que soit le nombre positif ¢ < 1, il G A
. ' 12 .
existe un arc « compris entre 0 et 3 radians, tel que

sin « = ¢ (fig. 136). Pour obtenir | sin x | < ¢

c’est-a-dire : sin | x| < sin o il suffit de prendre £ M, (c0)
| ] < « car la fonction sin x est croissante sur le M ()
segment [0, «]. Donc sin x tend vers 0 en méme o) A ;

temps que Xx.

=&
20 On sait que : cos ¥ = 1 — 2 sin® g Lorsque M (-0

) . X . X . o X
x tend vers 0 il en est de méme de 5 8in 3 et 2 sin? 5

Par suite cos x tend vers 1 4 gauche. - Fig. 136.

282. Continuité des fonctions circulaires. — Lorsque * tend vers %, les
fonctions sin x, cos x et tg x tendent respectivermnent vers sin x,, cos X, et tg %,.

On sait que (n° 248) pour ¥ = x, + A :
sin ¥ = sin (%, + A) = sin x, cos k + cos x, sin &
cos ¥ = cos (xy + &) = cos x, cos & — sin x,, sin A.

Lorsque x tend vers xy, 2 tend vers 0 par suite sin % tend vers zéro et cos %2 tend
vers 1 (n° 281). Il en résulte que sin x tend vers sin x, et que cos x tend vers cos x,.

D’autre part : tg x = S0 a pour limite 2%, Cest-a-dire tg x4 si toutefois
cos X COS X,

cos xq 7~ 0, donc si xy F#~ g -+ kr. Cette limite devient 4 oo lorsque x —-»g + kn

T .
a gauche, — oo lorsque x tend vers 5 T krn a droite.
L3 . - . ‘ .
I1 en résulte que les fonctions circulaires sin x et cos x sont continues pour toute valeur

de la variable x et que la fonction tg x est continue pour tout & tel que x % g + k=
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283. Inégalités entre x, sin x et tg x.
Sur le cercle trigonométrique, considérons l’arc AM dont la mesure x en radians
A est comprise entre 0 et - 5 (fig. 137). Le point M se

projette en P sur I'axe Ox et la droite OM coupe

M T en T la tangente en A au cercle. On sait que
}\ (ne 215) :

. cos x = OP; sin ¥x = PM; tg x = AT.
| L’aire du secteur circulaire OAM est com-
N 5  prise entre celles des tnangles OAM et OAT.

O P /A a Donc:
9 .
OAXMP<0A ><x<OA><AT
2 2 2
D’ou ; sinx<x<tgx (1)
Fig. 137. Ainsi :

. . rn e o
La mesure en radians d’un arc compris entre Q et 5 est supérieure a celle de son sinus et

inférieure a celle de sa tangente.

284, Limite de > lorsque x tend vers zéro.
10 Soit x en radians, telque: 0 < x < g Les inégalités (1) s’écrivent :
sinx < & < o0 ¥,
| cos X

En divisant les trois membres de cette double inégalité par sin x > 0 puis en passant
aux inverses :
x 1 sin x
— << > cosx < —<1 (2)
sinx ~ cos x %

in .
Lorsque x tend vers zéro, cos x tend vers 1 et le rapport s—;f , compris entre 1 et un
‘nombre qui tend vers 1, tend lui-méme vers 1.

20 Soit x en radians tel que : — T—; < x < 0 et posons ¥ = — &', ce qui entraine :

sinx _ sin(— ') _ sin ¥’
- —_ ¥ :

O<ax < 7—21: Nous avons :

!
Si x tend vers 0, il en est de méme de x’'. Le rapport M ¥ tend vers 1. Il en est de

¥. Ainsi

méme du rapport

285. Théoréme. — Le rapport 0% tend vers 1 lorsque x, exprimé
x

en radians, tend vers zéro.
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REMARQUE. — Si I’arc x est mesuré en degrés ou en grades, le dénominateur de rapport

| s1_1;_ est multiplié par -1%) ou &Q (n° 203) et, lorsque x tend vers zéro, la limite de ce rapport

devient —— i 80 200

- 286. Dérivée de la fonction y = sin x. — Soient x et ¥ - & les valeurs initiale et
finale, en radians, de la variable. La dérivée de la fonction y = sin x est la limite, si elle

Ay sin (x + k) — sinx

7 » - lorsque % tend vers zéro.

existe, du rapport

Or, (n° 258) : sin (x + &) — sinx = 2 sin g cos (x -+ g)

2 sin h cos (x + é) sin é
. 2 2 2 h
= = —— cos (x + 2)-

et: A ;
2

l>|l>
R

sin

Dol

Lorsque % tend vers zéro, le rapport

A tend vers 1 (n° 285) et cos (x 4+ g) tend
2

vers cos ¥ (n° 282). Le rapport i—z tend donc vers cos x.

La fonction y = sin x admet pour dérivée : y' = cos x.

y=sinx = ¥y = cos & l
287. Dérivée de la fonction y = cos x. — De méme, la dérivée de la fonction
y = cos x est la limite de : Ay cos (¢ + Z) — o8 %, lorsque % tend vers zéro.
Or (n° 258) : cos (x + A) — cos x = — 2sin§sin(x + g) et
—Zsinésin(x—{—é sin
él: 2 2——__. zsin'x—}-é.
Ax h h 2
2 .
sin |
Lorsque % tend vers 0, le rapport 7 02 tend vers 1 et sin (x + ;) tend vers sin x.
2
L Ay .
e rapport == tend donc vers — sin x.
La fonction y = cos  admet pour dérivée : y' = — sin x.

y = cos X = y = —sinx
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288. Dérivée de la fonction y = tg x. — Cest la dérivée du quotient y = ::; :
Donc : ' , |
, _ COS ¥.C08 ¥ — (—sinx)sinx _ cos? x + sin®x
cos? x - cos? x
1t r 1 — 2 o
soit : V== 1+ tg?x : | (n° 219)
La fonction y = tg x admet pour dérivée : y' = 00:3 s 14 tg?x.
! 1 2
y=1gx y=coszx=1+tgx
289. Dérivée de la fonction ¥y = cotg x. — On a de méme :
_Cosx .. , —sinx-sinx —cosx-cosx _— sin?x — cos®x
Y=gnatm V= sin? x o sin? x
1
. Vo o 2
soit : Y ==y (1 + cotg? x). (n° 219)
La fonction y = cotg x admet pour dérivée : y' = — s—u]lTx = — (1 + cotg? x)
‘ ’ 1 2
y =cotgx —_— y=—m=—~(l+cotgx)

290. Conclusion. — Les dérivées des fonctions circulaires oii 'arc x est exprimé en
radians sont donc : '

y=sinx =y = cos«x

y=cosx =>y = —sinx
— r— = 2
y=1tgx .—.@y_.coszx_l_i..tgx

— 1
= " — —_ 2
y=cogx==>y = o5 = (1 + cotg? x)

291. Dérivée de la fonction y = sin (ax + b). — C’est la limite de :

Ay _ sin (ax + ak + ) — sin (ax + b)
= —

s lorsque 4 tend vers 0.

Or:sin(ax+ah—l—b)—sin(ax—{—b)---ZSixlaZ—hcos(ax—{—b+%}-l)
ah

et o=a
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. ah
sin - 7
Sikh—>0: o -1 et‘cos(ax—l—b—}-a—z—)—»cos(ax-l-b).
2
Donc : 9" = lim Ay _ a cos (ax + b)
: Ay .

On en déduit que y = cos (ax + b) = sin (ax + b + 72:) admet pour dérivée :

y' = a cos (ax+b+g)=—~asin(ax+b).

292. Théoréme. — Les dérivées des fonctions sin (ax + b) et cos (ax 4 b) oir
x estexpriméen radians sont respectivement: a cos(ax + b) et — a sin(ax 4 b).

a cos (ax 4+ b)

y =sin (ax + b) =—>
— a sin (ax + b)

y =cos (ax + b) == y

il

EXEMPLES :
£=sin2x => Yy = 2coslx; y=sin(£—x) —_— y’=—-—cos(§-—-x)
, . x 0w , 1., [ =
y=cos Jx ==> y=—3s1n3x;y=cos(§—l—§) = y=—-2s1n(§+§).

293. Cas ou la variable x n’est pas exprimée en radians.

o , ; ' : L x X cX = ¥,
19 Si x gr désigne la mesure en grades d’un arc de X radians on a : 300 = 3 donc: X 300

La dérivée par rapport 3 x de y = sin x gr est donc celle de y = sin 5%%» soit :

f = " cos =X = " osx er
Y = 200 °°° 200 — 200 °°° ¥ &
- wbe: ¥ = — ogin B = T
De méme z = cos x gr admet pour dérivée : 2 300 sin 756 500 Sin * &r.
2° On verrait de méme que x degrés = % radians et que les dérivées de y = sin x° et
= 0 I 'l 0 L _ﬂ_ i 0
z cos x” sont y 180 cos x° et 2 180 sinx”,

294. Dérivées successives des fonctions circulaires.

10y=sinx == y =cosx =—> " = —sinwx.

Donc : ' = sin (x + g) et ¥ = sin (# 4+ =). On voit par récurrence que :
Y™ = sin (x + %r)

20y9y=cosx => Yy = —sinx => 3y’ = — Cosx.
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Donc : y' = cos (x + g) et ¥" = cos (¥ + =). On verrait de méme que :
y® = cos (x + %E) .

295. Dérivées de sin® x et cos® x.
Onsait quey = 4" => y = nu™1u'

On en déduit que :
y=sin"x => y' =znsin"lxcosx
y=cos"x => Yy = — ncos"!xsin x.
ExeMpPLES. — y = sin® ¥ admet pour dérivée ¥’ = 3 sin® x cos .
y = cos® x admet pour dérivée 3y’ = — 5 cos? x sin x.

VALEURS APPROCHEES
DES FONCTIONS CIRCULAIRES

296. Valeur approchée de sin «. — Lorsque 1’angle «, exprimé en radians, tend
vers zéro, « et sin « sont de méme signe et leur rapport tend vers 1 (n® 288) en restant
inférieur 4 1. Si e désigne un nombre positif inférieur A 1, on peut écrire :

sin o

. =(1—¢ => sina=ua(l—%¢)

et ¢ tend vers zéro si a tend vers zéro.
Donc : sin « 7 « si « en radians est suffisamment petit.

297. Valeur approchée de tg «. — Lorsque « exprimé en radians tend vers zéro,
o et tg a sont de méme signe et [tga| > |a| (n° 283). De plus :
tga  sina _ sina o 1

® & COS o o cos a

. sin o 1 tg o
Si o tend vers 0, le rapport — tend vers 1 et prvpd tend vers 1, donc -gT tend vers

1 par valeurs supérieures 4 1; on peut écrire :

1Ej&::l—l—e: => tga=o(l ¢

o

et £ > 0 tend vers zéro si « tend vers zéro.

Donc : tg « # «, si & en radians est suffisamment petit.

298. Valeur approchée de cos a. — Si « tend vers zéro, 1 — cos « tend vers 0 par
valeurs positives et : ‘
o

1 — cosa=2sin*5 (n° 251).
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 ein2 ¥ )2
1—cosa 2 [%03
Donc : _ 3 = 5 =
x x x
2 (2) 2

- Sia tend vers zéro, le second membre tend vers 1, par valeurs inférieures 4 1. Donc

1— _ 2
—'—O"zw=(l—s) = 1——cos’oz=fz-(l—s)

2

et e > 0 tend vers 0 si « tend vers zéro.

: a? ) : .
Donc:cosa#1 — 7 sioen radians est suffisamment petit.

299. Conclusion. — Les valeurs approchées pour les petits angles en radians sont :

o2

sina Za; tgazfoa; cosztl -3

On démontre que on commet, en utilisant ces formules, une erreur absolue de
3 o b «d
module ¢ inférieure 2 & pour sin o, inférieure 3 57 pour cos « et de I'ordre de 3 pour tg .
Ainsi :
10 Pour 100: « = 0,1745; sin « = 0,1736; ¢ = 0,0009.
20 Pour . 8°:a = 0,1397; tga = 0,1405; < = 0,0008.
o

30 Pour 22°: a = 0,3840; cos a = 0,9272; 1 — 5 = 0,9263; = = 0,0009.

EXERCICES

— Trouver, lorsque x en radians tend vers zéro, la limite des expressions suivantes :

916, 2= 3% 917. S 3% 918. sin 2 x cotg 3 x.
x A sin Sx
tg2x sinx 4+ cos x — 1 sin? x cos? x
919. e 920. - | 921. T cosx

. T e . .
— Trouver, lorsque x en radians tend vers 7 la limite des expressions suivantes (on posera

'3
5 -_—Xx = oc) :
922, 5%, 923, (E — x) g . 924, SR 2%,
T x 2 cos 3x
2
925, tg 3x tg 4x. 926. 1—sing 927. 1 — sin'x‘) té” x.

cos? x
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) . i .. . .
— Trouver, lorsque x en radians tend vers 7 la limite des expressions suivantes : (on posera

T
— —x=o0:

3
— si 1 —t
928, 4/2 (cos x — sin x) 999, L— 8%
T—4x : 1 — cotg x

930 4/2 (sin x + cos x)? — (sin x + cos x)°

(sin x — cos x)?

— Calculer la dérivée des fonctions suivantes (ol x est en radians) :

931, ——. 932, ——. 933. sin x - cos x.
sin x cos x
© 934, sin? x. 935. cos? x. 936. sin x cos x.
937. x — sin x cos x. 938. cos x (3 — cos? x). 939, x» 4 cotg .
940. 2x sin x — (¥ — 2) cos x. 941, 2x cos x + (x2 — 2) sin x.
sin ¥ -+ cos x 1 —tgx
942. sinx — cos X 943. 1+ tgx
tg x ' 1 — xcotgx
944. 14 xtgx 945. cotg x
sin ¥ — x cos x cos x + x sin x
946. cos ¥ + x sin x 947, sin.x — x cos ¥
948, y = sin” x. 949, y = cos® x. 950. y = tg® «.
951, y = sin” x. 952. y = cos® x. 953. y = tg" «.
1 | 1 1
9540 y = Sin5 x' . 955- y - COS7 x. 956. y == ‘th'x'

957. 1° Montrer que la dérivée de sin (x -+ a) est sin (x + a + g_)

20 En déduire les dérivées successives de y = sin x et montrer que la dérivée n*™ est :
y™ = sin (x +n 72-5)

Démontrer de méme que la dérivée n**™° de y = cos x est :
¥ = cos (x +n 121)

— Calculer les dérivées des fonctions suivantes (x en radians) :

958, sinx-l—%sin2x+%sin3x+%sin4x.

959, cosx+%c032x+-;-cos4x+%cos4x.

960. sin® x -+ cos® x 4 sin® x 4+ cos® x 4+ 5 sin? x cos? x

961. sin® x 4 cos® x -+ 4 sin? x cos? x — 2 sin% x cos? x.

1 — cos 2x ' 1 —sin 2x
1 cos 2x 963. 1 + sin 2x

964. x — tg x; ax — sin gx cos ax; . xsin x 4 cos &,

962.
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sin? x
cos? x

965. sin® x + cos®x; sin #x (sin x)%;
] ¥

966. On donne les fonctions : 4 = @ cos ¥ + cos ax et v = a sin x - sin ax.
']

. u
Calculer et factoriser #', v, u'? + v'? et —-
vl

967. Méme probléme avec les fonctions : # = a cos ¥ ~— cos ax et ¥ = asin x — sin ax.

968. Soit la fonction : y = sin® x.

10 Calculer 5 et .

20 Montrer que : ¥ +n2y =n(n—1)sin"2x,

3° T'rouver une relation analogue pour la fonction : 2 = cos® x.

969. 1° On donne : ¥y = acos @ & + b sin w x (x en radians). Calculer les dérivées y' et 3"
de y par rapport a x. . .
20 Former une relation indépendante de x entre y et ), puis entre y et y'.

970. 1° On donne la fonction : ¥ = x sin & + cos # (# en radians). Calculer les dérivées 3’ et 3"

de y par rapport a x.
20 Former entre x, ¥, ', ¥ une relation ne contenant pas de fonctions circulaires,



18° Lecon

VARIATIONS DES FONCTIONS CIRCULAIRES

300. Variations de ¥ = sin . — La fonction y = sin & est définie et continue pour
tout x (n® 282). Les relations sin (— x) = — sin x et sin (» + 2 =) = sin &, montrent que
c’est une fonction impaire et périodique de période 2 = rd. Nous nous bornerons  I'étudier
sur une période pour x € [— =, + =,

2 s 2 s . T . 47 T
Sa dérivée y' = cos x est positive sur ]— 3 2[7 négative sur [——- n, — -2-[ ou] -z-m] .

™ ki1
X el 14 —2 0 2 1]
y|l—1 — 0 + 1 + 0 — —1
¥ 0 ~ —1 ~ 0 ~ 1 N O

Dans un repére orthonormé le graphe de la fonction y = sin x complété par les trans-

lations de vecteur V (2w, 0) ou — V est une sinusoide (fig. 138) alternativement tangente
3

auxdroitesy=1pourx==g+2kn: et y:—:—lpourx=——-2-+2kn.

Les relations sin (2 kx — &) = — sin & et sin (2 kx + = — x) = sin x montrent que
5 P - ™
tous les points (kr, 0) sont des centres de symétrie et toutes les droites x = 5+ kr sont des
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axes de symétrie, La relation y"" = — sin ¥ = — y montre que les centres de symétrie
sont des points d’inflexion de la courbe ol la tangente a pour coefficient directeur 4 1
car ' =y=0=>y"= 4L 1.

301. Variations de y = cos x. — La fonction y = cos x est également pour tout x,
définie, continue et périodique de période 2 n. La relation cos (— x) = cos # montre que

c’est une fonction paire que nous étudierons sur [— =, + «]. Comme ' = — sin x :
x| —m — 72_!: 0 g T
¥’ o + 41 + 0 — —1 — 0
yl—1 A 0 -~ 1 ~ 0 N~ —1

La relation cos x = sin (x + 1—2r) montre que la courbe y = cos x se déduit de la courbe
y =sin x par la translation de vecteur U (—-—- ga O)-, C’est encore une sinusoide (fig. 139)

) . . T ’ . .
admettant cette fois les points (2 + kr, 0) pour centres de symétrie et les droites x = kr

pour axes de symétrie.

Y hecos

302. Variations de y = tg x. — La fonction y = tg & = .z-l(—%;c est définie et continue

pour tout x tel que cos x =~ 0 Cest-a-dire pour x £ 1-23 + km. Lesrelations: tg (~— x) = — tgx

et tg (» + ©) = tg », montrent que c’est une fonction impaire de période n. Nous I’étudie-

T

T . . .
rons sur ]——’ -[ intervalle ou elle est continue. Comme y' = —
22 cos? x

tion tg x est croissante sur chacun des intervalles ou elle est définie :

= 1+ tg?x la fonc-

T
y' + 1+
y| — V.l 0 P -+ o0
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. n i _
La courbe y = tg x admet donc les droites ¥ = 5+ kn pour asymptotes verticales et

. ) kn
la relation tg (kr — x) = — tg x montre que tous les points (7, 0) sont des centres de symé-

trie de la courbe (fig. 140). Notons que "' = 2 (1 + tg? x) tg x est du signe de tg x. Les
points de rencontre de la courbe avec Ox sont des points d’inflexion ou la tangente a pour

coefficient directeur + 1.

E X4 ;} tgx ,} i E Y N colgx !
]
| | | | |
I | i I |
i |- | | |
| ! ! ! !
| | i | |
' | o :
| 1t { | i 14 |
| | | ! {
! | | | Z
/T X 0O & /% 3w W &\ O I\ X _n g
2| 2 2 , 2 2\ 2
| -1} , | i -11 1
| | o |
| : | 1 |
: | o :
; | . :
| l { ! !
| | o f
Fig. 140. Fig. 141.

.« e . cos X s .
303. Variationsdey = cotgx. — Lafonctiony = cotgx = —— est définie et continue

pour tout x tel que sin x = 0 C’est-3-dire pour x £ kr. Les relations cotg (— x) = —cotg x
et cotg (x + ) = cotg », montrent que c’est une fonction impaire de période =. Nous
’étudierons sur 10, =, 1ntervalle sur lequel elle est continue. Sa dérivée

1
f oo =
y % % (1 + cotg®x)
est négative sur tout intervalle ou cotg x est continue
™
X 0 '2 k17
y' - —1 -
+ o0 N 0 N —

La relation cotg x = tg (g ——x) montre que les graphes des deux fonctions y = cotg x

et y = tg x sont, dans un repére rectangulaire, symétriques par rapport  la droite ¥ = -+ z
La courbe y = cotg x (fig. 141) admet pour asymptotes verticales les droites x = kn

: .. (k
et pour centres de symétrie tous les points (Tn’ O)~ Comme 3"’ = 2 (1 4 cotg? x) cotg x est

. . T N .
du signe de cotg x, tous les points (2 + km, O) ol la courbe rencontre Ox sont des points

- - LY . - .
d’inflexion ou la tangente a pour coefficient directeur — 1.
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304. Variation de y = sin (ax + b) et de 2 = cos (ax + b). — La période commune

est T = ga_", On peut supposer @ > 0 car : sin (— ax + b) = — sin (ax — b) et

cos (— ax + b) = cos (ax — b). Bornons a une période, en prenant x € [-—- g— ‘b;; 7—; — g]

On obtient les tableaux de variation suivants :

| % _=_ b b = b = _b
a a 2a a a 2a a a a

b T 7 T T

u=x+z] T2 ~2a 0 2 p

T T

X=ax-+5b —x — 5 0 5 T

y = sin (ax + b) 0 ~ —1 A 0 1 N 0
& = cos (ax + b) —1 2 0 ” 1 0 N —1

Les graphes de ces fonctions sont des sinusoides. On peut les obtenir en faisant subir
aux graphes de y = sin X et de y = cos X l’affinité orthogonale d’axe y'y et de rapport

1 1] . A . Y b
— puis la translation de vecteur parallele a x'x et de mesure — =

FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

305. Considérations générales. — Toute fonction trigonométrique de la forme
¥ = f(sin x, cos x) admet pour période 2 =. Il suffit donc de ’étudier sur un intervalle

d’amplitude 2 =. Cet intervalle peut méme étre ramené a = si y = g(tg x) ou si la courbe
représentative présente un élément évident de symétrie tel que Oy si la fonction est paire,
ou le point O si la fonction est impaire. '

Le signe de la dérivée 3’ s’étudie aisément si on peut I'écrire sous forme d’un produit,
Sinon il peut y avoir avantage 3 exprimer y en fonction d’un seul rapport trigonométrique %

tel que sin x, cos x ou tg 5 On est ainsi ramené & 1’étude d’une fonction algébrique y = g(u),
q g3 . gebriquey =g

~ sur l’intervalle convenable.

306. Etude de la fonction : y = 2sinx | sin2x.

Cette fonction définie et continue quél que soit x, admet pour période 2 . Comme f(— x) = —f(x),
elle est impaire et nous I’étudierons sur [0, w]. Sa dérivée

3y = 2[cos x +} cos 2x] = 4cos§cos 3—;
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s’annule pour ¥ = ;; x = w et, sur [0, =] elle est du signe de cos :-;-25 On obtient :
x 0 -;i T
y' 4 + 0 —_— 0
¥ 0 7 3—# N 0
7 ‘
3@% A

—_,—— ————
t
¥
|

=
—

I

|

I

b — - o ——

[e
w|Qp-———--
S

L’arc de courbe correspondant OAB présente un sommet A (g, 2-%/—3) (fig. 142) et est tangent
en O i la droite d’équation y = 4 x et en B 3 ’axe Ox. On obtient le graphe de la fonction en effec-
tuant la symétrie de centre O, ce qui donne le graphe correspondant &4 x € [— 7; 4 =] puis des trans-

—n -
lations successives de vecteur V (27, 0) ou — V.

Cette courbe admet une infinité de centres de symétrie (x = k), y = 0) ol k& désigne un entier
relatif. Il est possible d’en étudier la concavité car 3" = — 2 sin x (1 4 4 cos x), s’annule sur [0, =]
pour x = 0, x = ™ ou pour ¥ = x, tel que cos x; = — 1/4. La courbe admet, outre ses centres de

symétrie, le point d’inflexion I(x,_ # -’%E. Yy = 3 \gﬁ) et ses' différents homologues. Elle est

concave du coté des v négatifs pour 0 < x < x;, du c6té des y positifs pour x; < x < .

307. Etude de la fonction : ¥ = 2 cos ¥ — cos 2 x.

La fonction est définie et continue quel que soit x. Elle admet pour période 2 7w et elle est paire

Nous P'étudierons sur [0; w]. La dérivée ' = — 2sinx + 2sin 2 x = 2 sin x (2 cos x — 1) s’annule
lorsque x vaut 0, 7@ ou 7—; Sur [0; w] elle est du signe de 2 cos x — 1. On obtient :
T
X 0 —3- T
y 0 + 1] — 0
3
¥y 1 7 3 N — 3
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L’arc de courbe correspondant ABC (fig. 143) présente trois sommets A (0; 1), B (g, -;—) et

C (m; — 3). 11 coupe I'axe Ox pour y = 0 <= 2 cos?x— 2 cos ¥ — 1 = 0. Cette équation en cos &

a une seule racine cos xy == 1 _;\/3 sur [— 1, 4- 1] ce qui donne x, #£ ég En complétant ’arc ABC

par symétrie d’axe Oy on obtient un arc DAC qu’il suffit de reproduire par les translations successives

- — .
de vecteur V (2w, 0) ou — V. La courbe ainsi obtenue admet une infinité d’axes de symétried’équa-

tions : x = kn. D’autre part : " = —2 cos ¥ + 4 cos 2 ¥ = 2 [4 cos® x — cos ¥ — 2] s’annule
pour : o
cos x; == !—-l:?\/—ié == 0,843..et cos xg = .1._—_"8_\/_3—3 = — 0,593...

On obtient deux points d’inflexion :

I (x1 2 3T;_r’ Y = % cos x; = 1,264) et ] (xz Z# Zi-g; Yy = — 0,890)'

L’arc IJ est concave vers le bas et les Al et JC sont concaves vers le haut.

308. Etude de la fonction: y = (11—_'_—;—8:511;%—;'

Cette fonction, qui admet pour période 2 =, est définie et continue sur l'intervalle ]— =, 4 =
dans lequel nous allons I’étudier. ‘

Posons tg”—; = ¢, on obtient y = 71 (tt—483+ 22 + 4t + 1)

et : %=t3—3t2+t+1=(t—1)(t2—-2t-—1)
Les racines de%sont:t =1;t=1— \/i et t=1+4 \/5 qui correspondent a4 x = 72.5;
T >311:
T e o — 0 N5
x 3 et x 4_,(nv255)‘.
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On obtient le tableau de variation suivant :

z—ao/l—ﬁﬁl;'l—i—ﬂf—i—ao

—= — 0 + 0 — 0 +

Y|+ N 0 o~ 1 N 0 A+ o0

sin x - cos x)"‘ 2
e ————————— = U .

. s . d:
Il est possible d’étudier directement 2 en remarquant que y = (
1 4+ cos x

dx
Par suite :
' x

%, . % .
4 cos 3 (sinx - cos x) (cos 5 — sin 5).

sin x -+ cos x cos x—sinx 4+ 1

1 + cos x X (1 + cos x)? - (1 4 cos x)®

Yy = 2uu = 2

Les racines de y' s’obtiennent en résolvant les équations : sin x + cos x = 0 et cos 3~ siny = 0.

FA ‘

I8 5% o X
2

L’arc de courbe correspondant (figz. 144) admet pour sommets les points A (-— ;:—: 0): B (g’ 1)

Ir .. . . . .
et C (——; 0} ainsi que deux branches infinies asymptotes respectivement aux droites x = — T et

4
x = -+ 7. Il coupe Oy au point y = % On voit que cet arc est tangent en A et Ca Ox, en Ba la
- ,

droite y == 1 qu'il recoupe en deux points d’abscisses — = et x; tel que tg 2 =13,
2 t 2

En reproduisant cet arc par translations de vecteur V (2 7, 0) on obtient le graphe de la fonction
donnée.
REMARQUE. — D’apreés le graphe (fig. 144) on voit que sur lintervalle ]— =, 4 n[ I'équation :

1+ sin2x
(1 + cos x)t

1 4 sin 2x = m(1 4 cos x)® <>
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admet pour :
m<O0 : Pas de racines.

1
0o<m< ik Quatre racines (deux positives, deux négatives).

1
3 < m < 1: Quatre racines dont une seule négative.

) n
m> 1 :  Deux racines : x' < — 5 et " > %

PROBLEMES TRIGONOMETRIQUES

309. Résolution trigonométrique d’un probléme. — Lorsque I'on veut résoudre
un probléme de nature géométrique, il est souvent avantageux de choisir une ou plusieurs
inconnues angulaires. On se raméne 2 la résolution d’une équation ou d’un systéme d’équa-
tions trigonométriques. Dans la discussion on devra tenir compte des conditions d’inégalité
imposées par la nature du probléme.

Rappelons, dans un triangle ABC de c6tés a, b, ¢ opposés respectivement aux angles
A, B, C, les relations suivantes qui sont d’un emploi constant dans la mise en équations d’un

probléme :
A+B+ C=nm. (1)
a b c :
sinA=sinB=sinC=2R' (2
a? = b + ¢* — 2bc cos A. (3)

310. Exemple L. — On considére un quart de cercle de centre O limité par les rayons

OA = OB = R. La tangente en un point M de Parc AB coupe les droztes OA et OB
en P et Q. Déterminer M pour le segment PQ soit

égal a une longueur donnée 2 I (fig. 145). Y
Prenons pour inconnue ’angle AOM = x ou Q
xe [o, g] On obtient PM = Rtgx; QM = Rcotgx B
et PQ=2/<—>R(tgx+ cotgx) = 21 . M

7t .
On est ramené 3 résoudre sur [O, -2—] P’équation :

in

n
8

+cosx_g_l

cos X sin x R

: : R O AP X
soit: sin 2x = T Fig. 145
La condition de possibilité est R <C [ car il existe alors a € [0, g] tel que sin o = % et on

. , o« " T —
trouve deux solutions : X == et 1" =

2 2
qui correspondent 4 deux droites PQ symétriques par rapport a la bissectrice de ’angle AOB,
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311. Exemple II. — Trouver sur un demi-cercle de diamétre AB = 2 R, un point M
tel que MA + MB = 21 oat 2 I désigne une longueur donnée (fig. 146).

—
M Prenons pour inconnue BAM = x avec
x € [0, g] On obtient : MA = 2R cos
MB = 2R sin x et
MA+MB=H-@%-Mx+wwx=é
T Nous sommes ramenés (n® 273) a résoudre
I’équation : N
A O B ( 'n:) 142
cos [x — =) = ——
Fig. 146 _ 4 2R
b 17 b
avec —ng—zgz
Si \_é_?. < %2 <1, c’est-é-dire siRSKI<R \/ 2, il existe un angle « € [0, g] tel que
l '\/ 2 . 1]
cos & = —o— Ce qui donne cos (x - Z) = cos o.

\ . T 1
D’ou les deux solutions : &' =+ 4+ a et x” = 7 ¢

%
correspondant 4 deux points M’ et M” symétriques par rapport 4 la médiatrice de AB.

312. Exemple IIl. — Résoudre un triangle ABC connaissant a, B et C.

Les relations (1) et (2) du n° 309 donnent successivement :

a sin B ¢ "asin C
. € ¢ = N .
sin A sin A

A=rn—B+C b=

Le probléme admet une solution unique si B + C < m, ce qui est évident géométriquement.

313. Exemple IV. — Résoudre un triangle ABC connaissant A, b et c avec b > c.

On a immédiatement: B4+ C = — A et B _'2_ ¢ = g -3 bD’autre part on peut écrire :
a b ‘ b+ ¢ _ b— ¢ ‘ (1)
snA sinB sinC , . B+C B—C B+C . B—C
2 sin cos 2 cos sin
2 2 2 2
B—C b—c B+4C B—C _ b—c A
D’ol : tg 3 il tg ) ou tg 5 =P Te cotg2 2)
B+C = b—c¢ B+C . B4 C
A<n => ) < 3 et T tg 2 est un nombre positif inférieur 2 tg 2
11 existe donc un angle o tel que 0 < a < B —|2_ ¢ et tg B : ¢ = tg a. On en déduit :
B4+C = A _nm A
2 2 2 B=3—2 T«
B—C ' Tt A
= o C=-—5—ua
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Le c6té a est alors donné par 'une des relations (1) :

. A

b sin A @ + ¢) sin 5

- ou a4 = —————
sin B cos o

a =

314. Exemple V. — Résoudre un triangle ABC connaissant ses 3 c6tés a, b, c.

D’apres la formule (3) du n® 309 on obtient immédiatement :
b2 + c2 — aﬁ

T he et les deux formules analogues pour B et C.

cos A =

On utilise plutdt la formule :
tﬁé__1——‘<:osA__2bt:——-b2——cz—!—a“*_az—(b-—---c)g (a+b—c)(a+c——b)
8 2 T TcsA 2kt B +EF—a@ Gt+e—a® @+b+o®+c—a)

Soit en posant : a + b+ ¢c=2p==>b+c—a=2(p—a); a+c—~b—-2(p~—b)
et a+b—c=2(p—c). On obtient:

m§=\/@—w@—o %§=\/w—o@—@ .S \/@—@w—w
2 p(p— a) 2 p(p—0) ) p(p—)

On sait que ’aire du triangle est S = 4/ p (p — a) (p — b) (p — ¢) = pr en désignant par »
le rayon du cercle inscrit, on obtient :

_ (p —a)(p —b (p—o) A 7 B_ r c__r .
'"\/ " P By T B3 Tr—% %®731T5—¢

La seule condition de possibilité du probléme s’écrit :
p—a)p—b(p—c)>0 soit: (b+c—a)(ct+ta—b(a+b—c)>0,
ce qui en supposant a == b = ¢, se réduit & : b + ¢ > @, condition évidente géométriquement.

EXERCICES

— Variation et graphe des fonctions suivantes ou la variable x est exprimée en radians :

971, y = 2 + sin x 972. y = 3 — cos x 973. y = tg x — 1.
974. y = sin 2x. 975. y = — cos® x. 976. vy = % tg x.

. L i x T 1 % __w\
971, y = sin (25 — 5)- 978. —-cos(§-+-z)- 979, y = 3 sin 3 7
980. ¥y = 4 cos (Zx — E) 981. y = — 4/2 sin (x - E).gsz y = 4 sin (f + E).

5 6 4 6

983. cos? x; sin? x; tg? x.
984. cos® x; sin® x;  tg® .
985, 2 sin2x + 5sinx— 3; sin? x — sin x; sin? 2 x — sin 2 x.

2cos2x+\/§cosx—3; cos? ¥ — cos? x

986. sin? ; — sin = 3,

987, tg® x — (1 + 4/3) tg x + /3; cotg? x + cotg x — 2.



226 ALGEBRE ET NOTIONS D’ANALYSE

988.1+Sinx- . 2 4 cos x ' l—tgx.
1 —sin x’ 2cos x — 1’ 14 tgx
L g X g X m cos x + m®
989.4s1n3 4 sin 3 —3; Smcosm TR 1
990. 15 cos x + 7 sin x; B sin x 4 %sin 2x.
) 1. 1 . .. 1 . 1 . 1 .
991, sin x 4 = sin 2x -} = sin 3x; sin x + =~ sin 2x + = sin 3x 4 - sin 4x.
2 3 2 3 4
992, cos 2x + 2 cos x; tg 2x — 2 tg x; sin 3x + 3 cos x.
1

993, 3 — 4 sin® x — 4 cos* x 4 2 sin x cos x;

cos? x — sin? x 4+ 3 cos x — 1

994, Variation et graphe de la fonction : y = 31 cos (x + @) — 13 cos (x + b)

12
13

995. Déterminer les coefficients a, b, ¢ pour que la fonction:y =asin x + b cos ¥ + ¢ s’annule

a et b étant des angles aigus définis par : cos a = %; cos b =

pour x = %cet atteigne pour x = gun minimum égal 4 un nombre donné m.

Construire le graphe de cette fonction lorsque m = — 1.
' 7

996. Montrer que les droites x = 5

-+ km sont axes de symétrie de la courbe ¥ = sin x.
997. Montrer que les droites : x = km sont axes de symétrie de la courbe y = cos «.

. . . In 7 )
998. Construire dans l'intervalle — [5; + 2—] lescourbes:y = |sinx|;y = |tgx]; y = |«
et comparer leurs positions respectives.

999, Construire dans intervalle [0; 7] les courbes : y = |cosx|; y =|cotgx|; »y=|1— x|
et comparer leurs positions respectives.

1000. 1° Construire, dans P'intervalle [0; 27] les courbes C, et Cy : ¥ = et y = sin x.

, sin x
20 La droite x = h coupe les courbes C, et C, en M, et M,. Déterminer % pour que les tangentes
en M, et M, aux courbes C, et C, soient perpendiculaires.

T
2

En déduire, dans Pintervalle [0; =] les positions respectives des courbes :

. . 2 .
39 Pour x compris entre 0 et —» démontrer que : % < sin x < x.

1
y—;’y_sinx et T 2%

cos x + sinx — 1
- our 0 < » << 2m.
Cosx —sinx—2PF =T TE _

Calculer Pabscisse du maximum et celle du minimum. En déduire les ordonnées des mémes
_points.

20 Calculer directement les ordonnées du maximum et du minimum en discutant, suivant les
cos x + sinx—1
cos x — sin x — 2

sinx +1—=%
1—Fk)sinx+1
k désignant une constante comprise entre 0 et 1.

1001. Représenter graphiquement la fonction : y =

valeurs de m, ’existence des racines de I’équation : m,

1002. — 1° Calculer la dérivée de : f(x) =
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20 Construire la courbe représentative des variations de y = f ().
T
2
Calculer sin u; cos %, cos 2 u en fonction de k.

30 x variant de — = a4 -+ g, f(x) s’annule pour une valeur de x delaforme: x = — g + u-

40 Calculer f (— 1—21: +2 u) en fonction de k. Construire la courbe représentative de cette fonction

lorsqu’on fait varier k non seulement de 0 4 1, mais de — o a + o, o
50 Lorsque k tend vers zéro, que deviennent les points de la courbe ¥ = f(x) dont l'abscisse »

) 11 ] . . .
est comprise entre —3 et — 3 + 2 u? Méme question pour ceux dont |’abscisse est comprise entre

~T—2=+2uet 2u.

— On considére en orthonormées le demi-cercle : x% + y2 = R2%;y => 0, limité par A (—R,0)
et B (4+ R, 0). Un point M(x, ¥) de ce demi-cercle se projette orthogonalement en H sur AB, on désigne
par 0 la mesure de ’angle BAM. La longueur [/ étant donnée, déterminer le point M et discuter dans

les cas suivants ;

1003. BH + MH =1 1004. BH — MH = /.
1005. MA — MB =/ 1006. MA + MB = L
1007. 2MA + MB = L ' 1008. 2 MA — MB = [
1009. 3MA + MB = L 1010. 3MA —4MB = L

1011. On donne un quart de cercle de centre O de rayon R limité par deux rayons OA et OB.
Un point M du quart de cercle se projette en C sur OA et en S sur OB, Déterminer ’angle AOM = 6
de fagon que MC + MS = [ ou / désigne une longueur donnée. Quelle est la position de M corres-
pondant au maximum de /? (Sol. géométrique.).

1012. On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2 R et de centre O. Soit OC le rayon perpen-
diculaire 4 AB, M un point quelconque du demi-cercle, K sa projection sur OC. Déterminer I’angle

BAM = x de fagon que MA = %) MK.

1013. On donne un quart de cercle de centre O, de rayon R, limité par deux rayons OA et OB.
Un de ses points M se projette en P sur OA. Déterminer I’angle AOM = x de fagon que OP = AM.

1014. Dans un triangle, on désigne par b le ¢6té moyen, les autres sonta = b |- aet¢c = b — o,
& étant un nombre positif moindre que b.

19 Démontrer que les sinus des angles A, B, C vérifient la relation 2 sin B = sin A 4 sin C.

20 Déterminer I’angle B par la condition que le triangle soit rectangle et montrer que dans ce
cas les cOtés sont proportionnels aux nombres 3, 4 et 5.

1015. On considére un quart de cercle de centre O, de rayon R, limité par deux rayons OA et
OB. La tangente en M 4 ce quart de cercle coupe la droite OA en P et la droite OB en Q. On désigne

par 0 I’angle AOM.
1° Calculer PQ par rapport aux fonctions circulaires de I’angle 6, puis de ’angle 2 0.

20 Déterminer 0 sachant que PQ = [ ou [ est une longueur donnée. Examiner le cas particulier

25
=1 |
3° Déterminer 0 sachant que PM = k.PA ou k& désigne un nombre positif donné. Examiner

le cas particulier ol & = \/ 3.

oul R.
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1016. Dans un plan P on donne un triangle inscrit dans un cercle de centre O et de rayon R;
sur la perpendiculaire au plan menée par O on prend un point quelconque S.

10 Montrer que les segments SA, SB, SC sont égaux et font le méme angle x avec le plan P.

Calculer les angles BSC, CSA, ASB, en fonction de x et des angles A, B, C, du triangle. Déterminer
x pour que 1’angle BSC soit droit.

20 Que doit étre le triangle donné pour que l'on ait : BSC = CSA = ASB.

30 Cette condition étant remplie, calculer OS en fonction de R : a) pour que ces trois angles
soient droits; b) pour qu’ils soient égaux a 60°. En déduire une propriété du tétraédre régulier.

1017. On considére un cercle de rayon R. Soient AA’ un diamétre, B et C deux points de ce
cercle, symétriques par rapport au diamétre AA’, H le point d’intersection de AA' et BC, D le point
d’intersection de AH et de la bissectrice intérieure de 'angle ABC (centre du cercle inscrit au triangle

ABC). On désigne par x I’angle HAB.
1° Exprimer 4 'aide de R et des rapports trigonométriques de x, les longueurs AB, BH, AH, le

rapport %%, les longueurs AD, DH.

. . . 4
20 On désignera la longueur DH par . Déterminer le sinus de 'angle x ensorte que le rapport R

soit égal & un nombre m positif donné. Discuter.

30 &' et x” étant deux angles qui correspondent 4 une méme valeur de m dans la question préceé-
dente, trouver une relation indépendante de m qui lie sin &' et sin x”. Calculer en. degrés ou en

1
grades & une seconde ou a 100 de grade preés la valeur de x” en supposant x' = 450,

1018. On donne un quart de cercle limité par les rayons OA, OB. Sur I'arc AB du quart de cir-
conférence on prend un point M; on joint OM et ’on abaisse de M la perpendiculaire MH sur OA;
on a ainsi formé un triangle OHM rectangle en H.

On propose de déterminer I’angle AOM = x de maniére que le rayon du cercle inscrit dans le
triangle OHM soit égal 4 kR, R désignant le rayon OA et k un nombre positif donné. On pourra

prendre comme inconnue auxiliaire tg 53 une construction géométrique du point M sera appréciée.

1019. Dans un triangle isoctle ABC, on donne P’angle au sommet BAC = 2 « et la hauteur
AH = h.

1° Calculer, en fonction de % et de a, la surface, le périmétre, le rayon 7 du cercle inscrit, le rayon R
du cercle circonscrit, 7 et R s’expriment rationnellement en sin «.

20 Déterminer « de fagon que 2R — 7 = h\/§

1020. Dans un triangle ABC, la bissectrice intérieure AD est égale au segment DC qu’elle
détermine sur BC.

AB 4+ A . .
19 Connaissant ——T;%—-E = m, calculer les cosinus des angles du triangle. Pour quelles valeurs

de m le probléme est-il possible ? Déterminer m pour que les trois angles soient aigus.

20 Montrer que 'on a BC2 = AB (AB + AC).Calculer les trois ctés en fonction de m et de AD = [,



LIVRE il : EQUATIONS ET INEQUATIONS

19¢ Legon

GENERALITES SUR LES EQUATIONS

315. Equation & une inconnue. — Soit une variable x appartenant 4 I'ensemble R
des nombres relatifs (ou nombres réels) et deux fonctions u(x) et v(x) de cette variable,
dont les valeurs appartiennent 3 R, et dont les domaines de définition sont respectivement

les ensembles AC Ret BC R :
Résoudre léquation : u(x) = v(x), c’est déterminer l’ensemble S
des valeurs de x telles que u (x) et v (x) aient méme valeur numérique dans R.
La variable x se nomme #nconnue de I'équation; u (x) et v (x) en sont les deux membres.

Tout x €S est une solution ou une racine. de I'équation. considérée. Si la racine x,
figure p fois dans S elle est dite racine multiple d’ordre p.

Nécessairement : S C AN B € R.SiS = @, I'équation est dite impossible. SiS = ANB
etsi AN B n’est pas vide, ’équation devient une identitésur S: § x€ A N B=—>u (x) = v (x).

En général, une équation 3 une inconnue n’admet qu'un nombre limité de solutions.
On écrit: 3?7 x e R tel que u (x) = v (x).

ExempLEs, — 10 J?7x eR telque: 3x 4+ 5=x — 1.

Cette équation admet une racine unique : ¥ = — 3.

201? xeRtelque:2x —1=1/32%2 — 2

Cette équation admet deux racines : ' =1 et x" =3.

REMARQUE., — Si I'on impose 3 x d’appartenir 2 un sous-ensemble N, Z, ou Q de R,
cela restreint le nombre des solutions. Ainsi :

’équation : 3 x = 4 admet une racine dans Q et est impossible dans Z,

I’équation : x4/3 =1 admet une racine dans R et est impossible dans Q.

316. Equation a plusieurs inconnues. — Les définitions précédentes s’étendent
au cas o # et v sont des fonctions réelles de plusieurs variables réelles; ainsi :

Résoudre I'équation u(x,y) = v(x,y), c’est déterminer I’ensemble S
des éléments de R® tels que u(x,y) et v(x,y) aient méme valeur numé-
rique dans R.
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Tout élément de S, qui peut y figurer plusieurs fois, est dit solution de I’équation.

I’équation 2 deux inconnues : 3 x — 2y = 7 admet pour solutions : (x = 5, y = 4);
(x=0,y =—7/2), etc.

317. Equations équivalentes. — Deux équations sont équivalentes lors-
que I’ensemble des solutions de l’'une coincide avec I’ensemble des solu-
tions de lautre.

Les deux équations ont donc mémes solutions, avec méme ordre de mult1p11c1te
(cf. n© 329) pour chacune d’elles. Deux équations équivalentes a une troisiéme sont équiva-
lentes entre elles. En particulier :

Les équations u = v et u — v= 0 sont équivalentes.

En effet, toute solution de 'une donne méme valeur numérique aux deux fonctions
et v et par suite vérifie ’autre. Toute équation peut donc se ramener 4 la forme f = 0. Les
racines de I'équation f(x) = 0 se nomment aussi zéros de la fonction f (x).

La transformation d’une équation donnée f (x) = 0 en une équation équivalente
g (x) == 0 raméne la résolution de la premiére 2 celle de la seconde.

318. Principes généraux de resolutxon. — A, B, C désignant des fonctions de
Pinconnue x ou des inconnues x, y, 2

1° Les e’quations A=B et A+ C=B-+ C sont équivalentes a con-
dition que lintersection des domaines de définition des fonctions A et
B soit inclus dans celui de la fonction C.

L’existence des valeurs numeériques a et b de A et B entraine alors I’existence de la
valeur numérique cde Cet: a=b<=—>a + ¢ = b + c. Ainsi : :

Les équations 3x +7=2x—1et3x + 7 +(1—3x)=(2x—1)+ (1 —3x)
sont équivalentes.

Les equatlons x=-—3etx+4x=—3+ 4/ % ne sont pas équivalentes car — 3
racine de la prem1ere n’est pas racine de la seconde.

Notons - que I’équation A =B + C équivaut 3 A—C =B+ C—C donc 2
A — C = B, ce qui montre que I'on peut transposer un terme d’un membre 3 P'autre dans
une équation donnée.

2° Si m est un réel non nul les équations A = B et mA — mB sont équi-
valentes dans R.

Toute solution de I'équation A = B, équivalente & A — B = 0, vérifie pour tout m
I'équation m (A — B) = 0 équivalente 3 mA = mB.

Réciproquement, toute solution de I'é équation mA = mB, équivalente 2 m (A — B) = 0,
vérifie si m # 0 I’équation A — B = 0, donc I’équation' A = B,

Il en résulte la possibilité de supprimer les dénominateurs numerlques dans une équa-
tion ou de simplifier les deux membres par un méme facteur numérique.

3° Les solutions de I’équation A.B.C = 0 sont celles des équations
A =0;B=0;C =0 pour lesquelles les valeurs numériques de A, B et C
sont deﬁnzes. ‘
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En effet, pour qu’un systéme de valeurs des inconnues annule le produit ABC, il faut
et il suffit que les valeurs numériques de A, B et C existent et que ce systtme annule 'un
des trois facteurs A, B ou C. On dit que I’équation ABC = 0 se décompose.

A ,
40 Les solutions de Iéquation 5 = 0 sont celles de I’équation A =0
B

pour lesquelles la valeur numérique de B existe et n’est pas nulle.

En effet, pour qu’un rapport soit nul, il faut et il suffit que son numérateur soit nul
sans que son dénominateur le soit.

319. Remarques. — 1° L’équation A = B ou A — B = 0 n’est pas équivalente 2
’équation AC = BC ou (A — B) C = 0, car cette derniére admet, outre les solutions de
A — B = 0, celles de I’équation C = 0 :

Les équations x*=2x et x=1 ne sont pas équlvalentes

Par contre, les équations (x — 1) (x® + 4) = 0 et x — 1 = 0 sont équivalentes dans R
car % 4 4 = 0 n’a pas de solution dans R. :

20 Iéquation A = B ou A — B = 0 n’est pas équivalente A 1’équation : A% = B2
c’est-a-dire : A2— B2 =0ou a: (A — B) (A + B) = 0 car cette derniére admet, outre les
solutions de I’équation A = B, celles de I’équation : A + B = 0 ou A = — B, étrangéres a
I’équation initiale.

320. Equations algébriques. — Toute équation f(x) = 0 prend le nom de la fonction
f (x) Nous avons étudié (16¢ legon) quelques types d’équations trigonométriques de la forme

E (sin x, cos x) =

Lorsque f(x) est une fonction algébrique, I’équation f(x) = 0 est une équation algé-
brique. Si P (x) est un polynéme, I’équation P(x) = O est une équation entiére dont le degré
est celui de P(x).

Ainsi : 3x 4+ 5 =0 est du 1er degré, Jx2 —8x+ 5 =0 est du 2¢ degré, etc.

De méme P(x, y, 2) = 0 ou P(x, y, 2) est un polynéme en x, , 2 est une équation algé-
brique entiére 3 trois inconnues dont le degré est le degré du polynéme P(x, y, 2) par rapport

3 I'ensemble des inconnues :
x% + ¥ — 2% 4 3xyz — 1 = 0 est donc équation du 3e degré en x, y, =

321. Changement d’inconnues. — La résolution d’une équation 3 une inconnue
peut étre facilitée par un changement d’inconnue ou l'introduction d’une inconnue auxi-

liaire. :
1o 1’équation E [u(x)] = O se résout en posant y = u(x) et en résolvant successivement
E(y) = 0, puis u(x) =

E@x*)=0 => E@y) =0

X% = y.

20 L’équation E[f (), gx)] =0 se’ résout en exprimant les fonctions f(x) et g(x)
en fonction d’une seule inconnue ¢ = u(x).
’ — ¢2
E [ 2t 1—1¢ ] ~0

1+ 142
tgs =t
g ="

E(sinx,cosx) =0 =—>

Les exemples déja vus (n° 268 i 275) montrent comment le choix de I'inconnue
intermédiaire permet de faciliter la résolution de I’équation proposée.
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322. Interprétation graphique. — 1° Les racines de I'équation f(x) = 0 ne sont
autres que les abscisses des points d’intersection de I'axe Ox et de la courbe y = f(x) dans
le repere xOy (fig. 147).

20 L’équation f(x) = g(x) n’est autre que ’équation aux abscisses des points d’inter-
section des deux courbes y = f(x) et y = g(x) tracées dans un méme repere xOy (fig. 148).

Dans les deux cas on peut ainsi déterminer le nombre des racines de ’équation proposée
et en avoir un valeur approchée. Notons que :

Si la fonction f(x), définie et continue sur [a, b] admet des valeurs
numeériques f(a) et f(b) de signes différents, I’équation f(x) = 0 admet au
moins une racine x, comprise entre a et b.

Les points A [a, f(a)] et B [b, f(8)] de la courbe y = f(x) étant de part et'd’autre de
Oux, I’'arc AB coupe au moins une fois 'axe Ox (fig. 147).

Fig. 147. Fig. 148.

Cette racine x; est unique si f(x) est monotone sur [a, b] c’est-a-dire si la dérivée
%1 q .
f'(x) garde un signe constant sur [a, b].

323. — Equations paramétriques. — On désigne sous le nom d’équation para-
métrique une équation ol figurent, outre les inconnues, une ou plusieurs lettres appelées
paramétres dont la valeur est supposée connue.

Dans une telle équation, il faut étudier suivant les valeurs des parameétres I'existence
et le nombre des solutions de I’équation. Cette étude constitue la discussion de 1'équation
paramétrique.On donnera, si possible, la valeur des racines en fonction du paramétre dans
chacun des cas trouvés.

Cette discussion peut étre effectuée graphiquement pour toute équation dépendant
d’un paramétre unique m et qu’on peut écrire sous la forme :

f(®) =m.
Il suffit de construire dans un repére xOy, la courbe y = f(x) et d’étudier ses intersec-

tions avec la droite variable y = m lorsque m varie de — oo & 4 oo. Nous en avons donné
des exemples (n% 186, 193, 201, 308).

324. Equation du 1°T degré a une inconnue. — Rappelons les résultats connus
relatifs 3 I’équation du premier degré & une inconnue. Toute équation dans R est du
premier degré lorsqu’elle est équivalente & une équation de la forme : ax +6=0.

acR;beR;J?xeR tel queaxb=0, (1)
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1er Cas : a # 0. — L’équation (1) est équivalente aux équations suivantes :
a(x + g) =0 et x=— ‘—3 (n° 318, 2°0). Elle admet une racine unique.

28 Cas : a = 0. — L’équation (1) se réduit a : 0.x = b.
Si b £ 0, il n’existe aucun réel x tel que 0.x 7= 0. L’équation est smpossible.
Sib = 0,}§« €R est solution de I'équation. On dit que I’équation est indéterminée.

L’équation du premier degré a une inconnue ax + b = 0 admet lors-
b

que a n’est pas nul, la racine unique : x = — o Lorsque a est nul, elle est
impossible pour b # 0, indéterminée pour b = 0.

ExXEMPLES :

x—‘3‘_ﬁ9x-14_‘_3_3x—5

. 5 . .
1° 1.’équation : 2 5 == 3 est successivement équivalente aux

équations suivantes :
' 105x—3)—8(9x—14) =120— 5B x—5)
50x—30—72x+ 112 = 120 —15x -+ 25
50x —72x+4 15x = 30 — 112 + 120 + 25
—7x=6 <—>x=—9
20 L’équation 5(x — 1) — 3 x = 2 x + 3 est équivalente &
: 2x—5=2x-4 3 <==>0.x=28.
Elle est impossible.
30 L’équation 3(x —2)+ 1 =5(x—1)—2x est équivalente a
3Jx—5=3x—5<—0x=0.
Elle est indéterminée et se réduit & une identité.

325. Exemples d’équations paramétriques. — Montrons sur quelques exemples
comment on conduit la discussion et la résolution d’équations paramétriques du premier
degré en x.

ExempLE I : m@4x—5)—3I(m+Dx+4m—5=0.
Développons : 4me—5m—3Imx—3Ix+t+4m—35=0.
mx—3x=5m—4m-+ 5.
Soit : ‘ (m—3)x=m-+ 5.
m -+ 5

1°om#+3 <<= m—3#0 et x =

20 m = + 3. Il reste : O0.x = 8. Equation impossible.

ExempLE 11 : mi(x— 1)+ 3me= (m*+ 3)x— 1.

Ona: mix—m2+ 3mx =mPx+ 3x—1.
3mx—3x=m2—1.
Soit : - 3(m—1)x =m2—1.
m? — 1 ] m+ 1
0 o o e—— f— .
1°om+*#+1.0na:x Sm =D soit x 3 ;

20 m = + 1, Il vient : Ox = 0, Equation indéterminée,
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ExempLE III : 4x+2_x-|—b=5(x—1)
3 a 6

11 faut supposer a # 0 pour que 1’équation ait un sens, Multiplions tous les termes par 6 a :
2a(4x+2)—6(x+b)=5a(x—1)
8ax+4a—6x—6b=5ax—S5a.
Soit : Ba—6)x=6b—9a
) @a—2)x=2b—3a.

ou:

__2b—3a
T a—2

19a #%#0et + 2. On obtieni; : x

.20 g = 2. L’équation devient : Ox = 2 b — 6.
Cette relation est vérifiée si b = 3.

Si b # 3 <<—> 2 b— 6 # 0. Equation impossible.
Si b = 3 <> 2b— 6 = 0. Equation indéterminée.

EQUATIONS SE RAMENANT AU PREMIER DEGRE

326. Equations de la forme A.B.C = 0. — Nous avons vu (n° 318, 3°) que les
solutions de cette équation étaient celles des trois équations :

A=0; B=0; C=0.
ExempLE I. — Résoudre : (x —3)(2x4+5)(3x—7)=0.

Cette équation se décompose en : .
g x—3=0 g x = 3

%
I

2x + 5 = 0 D’ou les trois racines : " — 5/2
3x—7=0 M= 7/3

ExempLe I1, — Résoudre : (3 % — 5)2 — (x — 3)2 = 0.
Le premier nombre est de la forme : A2 — B? <=~ (A 4 B) (A — B).
Donc : Bx—54x—-—3)@Bx—5—x+4+3)=0
. (4x — 8) (2x — 2) = 0.

Cette équation se décompose en :
4x —8 =0
2x —2=0

2
1

!
: . x

D’ou les deux racines : "
’ X

327. Equation incompléte du second degré. — Une équation est du second degré
si aprés réduction elle se raméne 2 la forme :

ax® + bx +¢c=0.
On a évidemment a £ 0, sinon P’équation serait du 1°f degré; mais on peut supposer
b=0ouc=0.
1¢T cas : ¢ = 0.  L’équation : ax? + bx = 0 s’écrit :
x(ax +0)=0.
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Elle se décomposé en:x=0etax 4+ b= 0. Dol les 2 racines :
¥ =0 &= —g
2¢ cas : b = 0. L’équation : ax? 4 ¢ = 0 est équivalente, puigque a#£0a:
& f; =0,

' 2
- ¢ r » » .
Si S est négatif, on peut écrire : x2 — (,\/ — ) —

=n/=9) (4 4/ "9 -0

fNIS

D’ou les deux racines :

. L c
On écrit en abrégé : x = 4+ »\/ -~

* c . - . . -
Si pe est positif, le premier membre somme d’un nombre positif ou nul 4* et d’'un

eon € . L ) .
nombre positif ;7 De peut étre nul, L’équation (1) est donc impossible dans R.

EXEMPLES :

10 2 — 7x=0 ou x(x—7) 2 racines : &' = 0; x" = 17.

204x24+ 5 =0 ou 44 = — 5  Equation impossible dans R ‘

30 x*—12 =0 ou «x%2=12 2racmes:x’=2\/§etx”i—2\/§.

328. Racines d’un polynome. — On appelle racine (ou zéro) d’un
polynéme P(x) toute racine de I’équation : P(x) = 0.

Une racine a d’un polynéme est donc telle'que Pr(a) = 0.
Lorsqu’un polynéme est décomposé en un produit de facteurs du premier degré, ses racines
sont les racines de ses différents facteurs.
Ainsi : P(x) = (x — 3) (5 x + 2) (4 x — 9) admet les trois racines distinctes :
2 9
+3; —g5 et + 7

Rappelons que réciproquement (n° 47) :

Tout polynéme qui admet la racine x = a est divisible par x — a et
E V¢ *
s’écrit :

P(x) = (» — a) Q(x).

P(a) =0-| =

P(x) = (x — a) Q(x)

(1)

235
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Plus généralement (n° 49) :

Tout polynéme P(x) qui admet des racines distinctes a, b, ¢, est divisible par
(x— a)(x — b) (x — ¢).

Donc:P(a) =P (0) =P(c) =0 = P(x)=(x — a)(x — b)(x — c) S(x).

329. Racines multiples d’un polynéme. — Le polynéme décomposé : -
P(x) = (# — 2) (¥ + 3) (4 — 2 x) admet pour racines : + 2, — 3 et 4 2.

On voit que la racine + 2, se trouve deux fois. On traduit ce fait en disant que le
polyndéme P (x) a deux racines confondues ou une racine double égale 3 + 2 et une racine
simple égale 3 — 3.

De méme le polynéme :

Rx)=QRx+7)(»—58=2x+7) (x—5) (x—5 (x—5)
- admet -+ 5 comme racine triple et — % comme racine simple.

Un polynéme P(x) admet x = a comme racine maultiple d’ordre n s’il
est divisible par (x — a)".
Dans ce cas le polynéme s’écrit : P(x) = (¥ — a)® Q(x) avec Q(a) # 0
Par suite, sa dérivée, par rapport & x s’écrit (n° 110) :
Pi(x) =n(x — )" 1 Q(x) + (x — )" Q'()
Pix) =(x—a)" [nQ(¥) + (» — o) Q'(%)]
Le crochet prenant pour # = g, la valeur non nulle » Q(a), on voit que :

Toute racine d’ordre n d’un polynome est racine d’ordre n — 1 de sa dérivée.

On en déduit que a est racine d’ordre n — 2de P"(x), d’ordre » — 3.de P'"(x)...
d’ordre 1 de P (x) et tel que P™ (a)%40. L’ordre de multiplicit¢é d’une racine
multiple d’un polynéme P (x) est donc 'ordre de sa premiére dérivée non nulle pour x = a.

Il en résulte que :

330. Théoréme. — Pour que P(x) admette x — a comme racine d’ordre n
il faut et il suffit que : P(a) = 0 ; Pa) =0 ; P'(@) =0 ; ......
Pn-b(g)=0 ; P="(a)3£0. B

En particulier foute racine double d’un polynéme P(x) annule P(x) et P'(x).

Rappelons que deux équations équivalentes doivent admettre les mémes racines avec
pour chacune d’elles le méme ordre de multiplicité ( n® 317).

ExempLES. — 1° Montrer que le polynéme P(x) = x® — 10 x2 + 15 x — 6 admet la racine triple
x =1, : :

On obtient : P(1) =1—-104 15—~ 6 = 0.

P(x) =54 —20x+ 15 ==> P(1)=5—-204+15=0

P’ (x) = 20x® — 20x ==3 P"(1) =20 — 20 = 0.

On pourra vérifier que P (x) == (x — 1)? (x® 4 3 x + 6).

20 Trouver la condition pour que P (x) = «® + px + q admette une racine double .

Cette racine double doit vérifier P (x) = P'(x) = 0. Soit :

B+ pe+qg=0 e 3a24+p=0 => a"-l—pTa:O et 2pa + 3q = 0.
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2
soit o = — %—% et 3(%) + » = 0 d’oui 1a condition 4p% + 27¢% = 0 (n°® 180).

331. Equations contenant l'inconnue en dénominateur, — Sans éliminer de
-dénominateurs littéraux, I'équation se raméne i la forme : Bg ; = 0.

Les racines cherchées sont celles de I'équation : A(x) = 0, pour lesquelles on a B(x) 740
(no 318, 49). Pratiquement on opére de la fagon suivante :

On élimine les dénominateurs et on résout I’équation entiére obte-
nue. On écarte ensuite, parmi les valeurs trouvées, celles qui annulent
un des dénominateurs de l’equatlon initiale.

x+2 1 2
ExeEMPLE 1. — Résoudre : x—":_——z - = m (1)

Cette équation n’a de sens que si tous les dénominateurs sont différents de zéro, c’est-d-dire si :
x #0etx % 2.8citxeR— {0;2} =A

Supposons ces conditions réalisées et éliminons les dénominateurs en multipliant tous les termes
par : x (x — 2). On obtient les équations suivantes équivalentes a (1) sur A.
x(x+2)—(x—2)—2=0.
¥+ 2x—x+2—2=0.
x4+ x=0 ou x(x+1)=0.,

D’ou1 les deux solutions possibles : x = 0 et x = — 1. Or la valeur x = 0 est une des valeurs
écartées. Seuls : x = — 1 est solution de I’équation proposée.
E II Résoudre : + 2 3 1
XEMPLE II. — Réso re.x__z 3" _—a (1)
Sur A = R — {2; 3; a} ’équation (1) est équivalente aux équations suivantes :
Bx—3)+2(x—2)](x—a)=5(x—2)(x—3)
5x22—Ba+13)x+13a=5x2—25x+ 30
Ba—12)x = 13 a— 30. )
Pour: a = !531 ’équation (2) est impossible. Il en est de méme de 1’équation proposée (1).
Pour : a # —: I’équation (2) admet la racme unique :
13a — 30 .
! *= 5. 12 » 3
cette valeur sera solution de I’équation (1) si elle n’est pas égale & I'une des valeurs 2, 3 oua:
10 13a — 30 =2 ou 3a=6. Valeur a écarter : a = 2.
5 — 12
20 u =3 ou 2a=6. Valeur & écarter : @ = 3.
54 — 12 .
30 1—:—5;7:—-—_—_?2) =aq ou: a® — 5a 4+ 6 = 0. Soit (a — 2) (a — 3) = 0. On retrouve les

valeurs de a précédentes : a = 2 et a = 3 déja écartées.
En résumé si g est différent de 2, 3 et -1?2 I’équation proposée (1) admet une racine unique donnée

par la formule (3).
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EXERCICES

— Résoudre et discuter les équations en x suivantes :

1021. 3 mx + 2 = x + 5 mx. 1022, 3mP(x 4 1) = x + m1/3.
1023. 3x(2m—3)—7@2m—1) =8mx. 1024, (m—1)*x = x + m (m®*—1).
1025. a3 (x — a?) = b® (x.— b?). 1026. a3 (x — a®) 4+ b3 (x — b%) = 0.

1027. x2m —1) —4m? =3 —2(1 + x— 2 m).

1028. m*c —8m —4 =m? —4m+ 4«

1029. a—12(x+1—a) =0*(x+a—2b—1).

1030. ;m + 2)x +42m + 1) = m? + 4(x — 1).

1031. x (a + b)® = x (a® + b®) | 2 ab.

1032, (a® + %) (c“’-l—ciz)x = (ac + bd)®x + a®d®+ b%c®— 2 abcd.
1033, (x + 2 + (x + 02+ (¢ + ¢)® = 3 (» + a) (x + b) (x + o).

1 2 —_mt =2

103 S EDE_2in gy gy o 2

2 — 3 5 S5m — 21 2
1035.%_‘_(96 m)(x2+m+ )=(x—|—m)(x6+ m )—5(2"12“57")-

2 2 (e —

1036, A VI F D — oy e 6m s,

(x+ 1?2 @Bx+1) _ (x~—5)(Bx -+ 10)
l037‘11,--1—7714-1 - 3m — 3 '
1038, (x — 2)? . (x — 1)? _ b—a)(x—4) (x — 6).
. a b ab
— Résoudre et discuter, s’il y a lieu, les équations en x suivantes :
1039, »® + x2—2x = 0. 1040, x3 —6x24 11x—6 = 0.
1041. 2 x*—7x%2+4 5 = 0. 1042, x*—8x3+ 21 x2—22x+ 8 = 0.
1043, m2x® —x = 0. 1044, mx® — (m + 1) a2 —(6m—1)x + 6 = 0.

1045, [(m— 1D x+ 5ml>—4[m(x —3) — 112 = 0.

1046. (5 a®x®* — 3 abx — 20?2 = (4 a®x2 .—-'3 abx — 2 b?)2,

1047, [(m + 1) (m + 2) — 2 x (m — 3)] [x — 4] = (m + 1)*(m + 2)* — 4 x® (m — 3)%.
1048, (3 x2—ax + 5)2 = (3 x* — bx — 5)%,

1049, [x®— (a + b) x + ab] [»* — (a — b) x — ab] = O.

1050. a—1) 0+ 1)x2—(a+b)x+1=0.

1051, (x®+ @) + (1 —a®) (%2 + a) = [»* + (1 —a?) x]2 + a.



EQUATIONS SE RAMENANT AU PREMIER DEGRE 239

— Résoudre et discuter, §’il y a lieu, les équations en x suivantes ;

w1y N
105 SES 4 T =2 1085, 53 = T e T

e 25 2 o -2 2 8
1058, §+$=§,+g_ 1059, = 2+11) =§+x(1x-2—:)1+-b‘
T e
1°“Z;"ii+:ﬁ“x2fa 1062 = ixa>_*54‘x-]l—ﬁ<:>c—ba>2+<x—ca>"'

1064. On désigne par P la somme des coefficients des termes de degré pair d’un polyndme R (x)
et par I la somme des coefficients des termes de degré impair.

10 Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que R(x) soit divisible par x* — 1.

20 Résoudre I’équation : 2x*+ % — 5x* — x4+ 3 = 0.

1065, 1° Déconiposer x? — x — 2 en un produit de facteurs.
20 Déterminer a et b pour que le polyndme P = x® — x* + 2 x® — x% + ax + b soit divisible
par x* — x — 2, Factoriser ce polynéme P.

1066. Démontrer que les polyndmes suivants sont divisibles par (x — 1) :

10 P(x) = & — a2 — 2x | 2.

20 Qx) = & — x* — & + 1.

30 R(x) = na®tl — (2 4 1) ™ 4 1.

1067. Déterminer a, b, ¢ pour que le polynéme P (x) : x* — 11 &3 -} ax® 4 bx + ¢ soit divisible
par (x — 1) (¢ — 2) (x — 3). Résoudre I’équation P (x) = 0.

1068. On considére une équation : Ax® + Bx2 + Cx + D = 0 dont les coefficients A, B, C, D -
sont des entiers. Montrer que si cette équation admet une racine « € Z, entier relatif, le nombre | o |

est un diviseur de | D | :
APPLICATION. — Résoudre ’équation : 3 — 3 x? — 10x 4 24 = 0.

1069. Généraliser la propriété de I’exercice précédent pour un polyndme de degré quelconque
4 coefficients entiers et résoudre ’équation : :

x — 2x% — 1342 + 14x + 24 = 0.
1070. 1° Le polynéme 4 coefficients entiers Ax* -+ Bx® 4 Cx? 4 Dx 4 E = 0 admet pour

racine la fraction irréductible . Démontrer que | | est un diviseur de | E | et | B | un diviseur | A |.

B

20 Décomposer le polyndme P (x) = 6 x* + 5 x* — 39 x2 4 4 x 4 12 en un produit de 4 facteurs
du 1°r degré a coefficients entiers et résoudre 1’équation P (x) = 0.
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332. Equation du premier degré a plusieurs inconnues. — Une équat1on est
du premler degré par rapport aux inconnues ¥, y et 2 lorsqu’elle est équivalente & 1’équa-

tion suivante :

a,bc,de R 1?(x,y,2)e R® telque: ax+by+cz+d=0. (1)
Si a £ 0, ’équation (1) équivaut 3 : x = — %(by + ¢z + d). (2)

Nous obtiendrons une solution de cette équation en donnant a y et 2 des valeurs
arbitraires et en calculant la valeur correspondante de x par la relation (2). On voit de
méme que :

Une équation du premier degré a » inconnues admet, en général, une
infinité de solutions que I’on obtient en se ﬁxant arbitrairement les valeurs
de (n — 1) inconnues.

Lorsque @ = b = ¢ = 0, I'équation (1) se déduit & d = 0, équation impossible si le
coefficient d n’est pas nul.

Lorsque a = b = ¢ =d = 0, I'équation (1) est Verlﬁee quels que soient x, y et 2.
Les 1. inconnues sont donc toutes arbztrazres

333. Systéme de deux équations a deux inconnues. — Considérons les deux équa-
tions du premier degré a deux inconnues x et y : _
ax +by +ec=0 (1) a, b, c, eR
(D) ax +by+c =0 (2) a,b,c eR

Soient S € R? ’ensemble des solutions de I’équation (1) et S’ C R? I'ensemble des
solutions de I’équation (2). L’ensemble = = SNS' des solutions communes aux équations (1)
et (2) est, par définition, I'ensemble des solutions du systéme (I) formé par I’association
de ces équations. Résoudre le systéme (I), revient a trouver Z. A cet effet, on se raméne
a la résolution d’une équation 2 une inconnue en éliminant 'une d’elles entre les équations
données.

334. Exemple. — Soit & résoudre le probléme suivant :

54 —2y— 6=0" (1)
2 .
1(xy)eRitelquerjo | 30 530 (2)
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. . . . 5x—6
1° Par substitution. — L’équation (1) qui équivaut a : y = ad 5 - (3)

x—6.

montre que, pour toute solution du systéme, y a méme valeur numérique que 3

Cette solution vérifiant 1’équation (2) satisfait donc a :

8x+3(sx;6)—53 = 0. “4)

d’our : : 31x — 124 = 0.

Cette équation entraine : x = 4 et I’équation (3) entraine alors y = 7.

Donc si le systéme proposé admet une solution, ce ne peut étre que (x = 4; y = 7).
On vérifie aisément qu’il en est bien ainsi.

2° Par combinaison linéaire. — Toute solution du systéme proposé vérifie éga-
lement les deux équations :

35x—2y—6)+28x+3y—53)=0 (5)
—8(B5x—2y—6)+5(8x+3y—53)=0 (6)
qui se réduisent respectivement 3 : 31x — 124 =0 et 31y—217=0
et donnent : x =4 et y=7. |

On retrouve ainsi la solution unique du systéme proposé.

335. Cas général. — Reprenons le systéme général (I) :
ax +by +c¢=0 (1)
ax + by +c =0. (2)
Toute solution du systéme (I) vérifie également les deux équations :
b (ax +by +c)—b(ax + by +¢)=0
—a' (ax +by +¢c)+a(ax+by+c)=0

soit aprés réduction :

1? (%, ) € R? tel que : (I)

(ab' — ba') x +-¢cb' — b’ = 0 (3)

A0} (@b —ba) y + ac' —ca' = 0. *

1¢r cas : ab’ — ba’ # 0. Les relations (3) et (4) montrent que la seule solution possible
du systéme (I) s’écrit :

bc' — cb’

X = 57—

ab' — ba’

ca' — ac'

Y= e )

11 reste  vérifier qu’il en est bien ainsi. En remplagant » et y par les valeurs précé-
dentes dans les premiers membres des équations (1) et (2), nous obtenons effectivement :

0 a(bc’ — cb') | b(ca' — ac’) _ —cab' —ba') |

ab’ — ba' + ab’ — ba’ Te= ab’ — ba’ +¢=0.
a'(be' — cb’) | b(ca’ —ac’)  ,  —c'(ab' — ba) ,
20 ab’ — ba’ + ab' — ba' te= ab' — ba' +¢ =0

Les formules (5), connues sous le nom de « formules de Cramer », donnent donc la
solution unique du systéme propos¢.
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2¢ cas : ab' — ba’ = 0. Cette relation est évidemment vérifiée si les quatre coefficients
a, b, a', b, sont nuls. Ecartons d’abord cette hypothése en supposant par exemple : a 7 0.

La relation ab' — ba' = 0 <> b’ = l—’—:— et le systéme (1) s’écrit :

ax—l—bbj:—l-c:O ) ax +by +¢c=0 (1)
a'x + —a! 4+ =0 a'(ax + by) + ac’ = 0 (6)
Pour toute solution de ce systéme, on a d’aprés (1) : ax 4 by = —c¢. En portant

cette valeur dans I’équation (6), on obtient :
q
—ac' +ac' =0 <—> ac’' —ca' = 0.

Par suite si : ac’ — ca’ n’est pas nul, le systéme (I) est impossible.
. ca' . . : L.
Par contre si ac’ —ca’' = 0,ona: ¢ = 5 ¢t le systéme (III) s’écrit :
ax +by +c=0 (1)
a'(ax + by + ¢) = 0. (7)
Il est donc vérifié pour toute solution de I’équation (1). Nous obtenons une infinité
de solutions en prenant :

by + ¢

y arbitraire et x = — -

3° cas: a = b =a = b = 0. Le systéme (I) se réduit a :

c=0; ¢ =0.

Il est impossible sauf si ¢ et ¢’ sont tous deux nuls, auquel cas il est indéterminé, » et y

étant arbitraires.

336. Résumé. — Les résultats précédents se résument donc :

SysTEME: ax + by + ¢ = 0; a'x+ by + ¢ =0

.= be' — cb’
"~ ab' — ba’
10oagb —ba #A0.......... Solution unique
__ca — ac
V= b — bad
ac’ — ca' # 0 : Impossibilité
20 gb' — ba’ =0;a #0... ' y arbitraire
' ac’-—ca’=0[x__2 _c
=73 T a
P a—be—g =y =0.. |€O0 ¢ #0 : Impossibilité
c=¢ =0 . x et y arbitraires.
REMARQUES. — 10 L’expression ab' — ba’, appelée déterminant du systéme, se

- Donc le tableau ci-dessus montre que :

représente par le symbole 2 b
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Pour qu’un systeme de deux équations du 1°* degré a deux inconnues
ait une solution unique, il faut et il suffit que le déterminant des coeffi-
cients des inconnues sozt différent de zéro.

b ¢ c a
. b ¢ c a
20 On peut écrire : = —— _—
- P a b * Y a b
a'b’ abd '

Le numérateur de x se dédujt de son dénominateur en permutant circulairement
les lettres a, b, ¢ (remplacer a par b, b par ¢ et ¢ par a). De méme, le numérateur de y se
déduit de son dénominateur en permutant circulairement les lettres ¢, b, a.

337. Résolution graphique. — Supposons tracées dans un méme repére ¥Oy (fig.149)
les droites A et A’ d’équations respectives :

ax +by +¢c=0 (1) et ax+dy+cd =0 (2

Toute solution (x, y) de la premiére correspond 2 un point de A, tandis que toute
solution de la seconde correspond & un point de A’, Par suite :

Toute solution (x, y) du systéme formé par les équations des droites
A et A’ correspond a un point M (x, y) commun a A et A,

Ry

Fig. 149. Fig. 150.

!

. . . . a a
Or les droites A et A’ ont pour coefficients directeurs respectifs — 3 6t — g’ et pour

ordonnée a I’arigine — -;;: et — % (n° 94). Elle sont donc concourantes pour %— :,ﬁ% (fig. 149),

paralléles pour ‘Z i}; ;é — (fig. 150), confondus pour — 2= % = fc_ D’oti les résultats qui

confirment ceux du tableau précédent pour des valeurs non nulles des coefficients.

a b . .
—F7 <> A et A’ sont concourantes : Solution unique.

a bV ¢ , . .
=% # — p <==> A et A’ sont paralléles : Systéme itmpossible.
a b

-=37=3 <> A et A’ sont confondues : Systéme indéterminé.
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338. Systémes paramétriques.

10 EXeMPLE. — Résoudre et discuter le systéme :
mx +y=2m | m —1
x+my=m+1 |—1 m

Le déterminant des coefficients des inconnues est égal 4 m® — 1 soit 4 (m — 1) (m + 1). Il s’annule
pourm=1etm=—1.,

19 m # 1 et m 7 — 1. On obtient par combinaison linéaire :
m—Dx=2m—m—1l<=>m—1Dx=Q2m+ 1)(m—1)

et (m”él)y=m2—m<==>(m2—1)y=m(m—1).
Comme m — 1 n’est pas nul, on peut simplifier par m —_1 : ,
m+Dx=2m+ 1 et m+1Dy=m
. _2m+1 . m
soit = r1 | YT mF1
20 m = 1. Les deux équations du systéme se réduisent 3 :
x+y=2
On peut se donner x et calculer y. Pour plus de syrnétﬁe posons : x —y = 2 A. On obtient .
x=1-42 | y=1—2%x | (A arbitraire)
39 m = — 1. Le systéme s’écrit *—y=2
x—y=0
I1 est manifestement impossible.
20 EXEMPLE. — Résoudre et discuter le systéme :
x—y=a—b b |—a
ax + by = a® — ab + b® 1 |1
Le déterminant des coeflicients des inconnues est égal 4 : a 4 b.
19 g 4+ b # 0. Par combinaison linéaire on obtient :
(@a+b)x=a% et (a+ by =>b°
, . __at b
d’ot 1a solution : x_a+b y—a+b

22a4b=0 << b= —a et le systtme se réduit a :

x—y = 2a
a(x—y)=3d%

En éliminant x — ¥, on obtient : 2 a® = 3 a2,
a) a = — b #* 0. Systéme impossible.
b) a = b = 0. Le systéme se réduit 4 la seule équation : x —y = 0, Il est vérifié pour:

x = y = A arbitraire.
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339. Systéme de trois équations a trois inconnues. — Montrons sur un exemple
comment on peut procéder 2 la résolution d’un tel systéme :

ExeMPLE. — Résoudre le systéme :

x—2y+32—5=0 (1)
I {2x—5y+42—3 =0 (2)
- (3x—4y+22—7=0. . (3)
1" méthode. — L’équation (1) équivaut a :
‘ x=2y—3z+5. “4)

Toute solution du systéme (I) donne donc méme valeur numérique dxeta2y—32 +5.

Cette solution vérifiant les équations (2) et (3), elle vérifie également :
22y —32+5—5y+42—3=0 y+22—7=0 (5)

{132y —32+5)—4y+22z—7=0 2y—72+4+8=0 (6)

Or les équations (5) et (6) forment un systéme de deux équations en y et 2 admettant
la solution : y = 3; # = 2. D’aprés I’équation (4) : x = 5.

Le systéme de valeurs : x = 5; y = 3; 2 =2 est donc le seul qui soit acceptable.
On vérifie aisément qu’il constitue effectivement une solution du systéme I.

2° méthode. — Nous pouvons résoudre par rapport 3 x et y le systéme formé par
les équations (1) et (2). Nous obtenons en éliminant successivement y et x :

x4+ 72—19=0 - x=19—7x (7)
| y+22— 7=90 y= 7—2z (8)
Toute solution du systéme (I) donne donc méme valeur numérique A x et 3 19 — 7 2
et méme valeur numérique a yeta 7 — 2 2.
| Comme cette solution vérifie 'équation (3), elle vérifie également :
3(19—732)—4(7—22)+23—7=0. 9)
Cette derniére qui s’écrit : — 11 2 + 22 = 0 montre que pour toute solution du
systéme, on a : ¥ = 2 et d’aprés les relations (7) et (8) : x =5 ety = 3.

On retrouve ainsi la solution unique précédente.

340. Généralisation. — Les méthodes précédentes permettent de résoudre un
systéme de n équations du premier degré i # inconnues.

10 En dliminant une inconnue entre l’une des équations et chacune des (n — 1) autres
on obtient un systéme de (n — 1) équations & (n — 1) inconnues. ,

En répétant cette opération on peut en général déterminer la valeur de la derniére
inconnue conservée et en déduire la valeur de chacune des autres.

20 On peut aussi résoudre p équations par rapport @ p inconnues. En portant les valeurs
trouvées dans les (n — p) autres équations on se raméne un systéme de (n — p) équations a

(n — p) inconnues.
Comme dans ’exemple ci-dessus on vérifie que :

Un systéme den équations du 1°* degré a n inconnues admet en général,
une solution unique.

Toutefois, il peut arriver qu’un tel systéme soit impossible ou indéterminé.
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341. Autres procédés. — Il est parfois p0351ble d’employer des procédés plus rapides
ou plus élégants que les précédents.

On peut, par exemple, utiliser une ou plusieurs combinaisons linéaires des équations
du systéme ou bien introduire une inconnue auxiliaire. Cela est surtout indiqué lorsque
le systéme présente une certaine symétrie qu’il est bon de conserver dans sa résolution.

342, Exemples. — 1° Résoudre le systéme : | |
2+ y+ =2=4a (1)

x4+ 2y + =2=4> (2)

x4+ y+ 2z=+4%c (3)
En additionnant membre 4 membre les équations, on obtient : |
4xt+ 4yt 42=4a+4b4 4c x+y+z2=a+b+c “4)

En retranchant membre 4 membre 1’équation (4) de chacune des équations du systéme proposé,
on trouve immédiatement :

x=3a—b—c; y=3b—c-—a;-z=3c—fz—b.

: ¥ _Y_ R ' :
20 Résoudre le systéme : {5~ 7 13 (1) (2)
| 3% + 4y — 2z = S1. 3)

Les inconnues sont proportionnelles 4 des nombres connus. On pourrait facilement exprimer
y et 2 en fonction de x, mais il est plus symétrique de désigner par ¢ la valeur des rapports égaux des
equatlons (1) et (2). On obtient :

x=25¢ y=T7t et z=13¢
L’équation (3) s’écrit alors : 15¢ + 28 ¢ — 26 t = 51 et donne ¢t = 3.
D’olr: x=15; y=21 et =2 =39

— Remarquons que ’on peut utiliser les propriétés des rapports égaux et écrire :

x_Y_ 2 3% + 4y — 22 =3 (=9
5—7_13_3><5+4_><7—2><13_ e

Mais cette seconde méthode exige que les coefficients de x, ¥, # dans les rapports égaux soient
égaux 3 + 1 et ne s’étendrait pas facilement, comme la premiére, au systéme :
2x —7 3y+1 _ 6z—1

3 2 71

3x + 2y — 2z = 61.

343. Systémes contenant plus d’équations que d’inconnues. — Considérons le
systéme de trois équations 4 deux inconnues :

ax +by +c¢c =0 (1)
(I) [a'x +by + =0 (2)
a'x + by +c¢" =0 (3)-

On peut, en général, résoudre le systéme formé par deux de ces équations, par exemple
(1) et (2) en supposant : ab' — ba’ -~ 0. Pour que le systéme (I) admette une solution,
il faut et il suffit que la solution des équations (1) et (2) :
be' — b’ ca' — ac'

* = —ba’ YT b —ba 4 6)



SYSTEMES D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE 247

vérifie I'équation (3), donc que I’on ait :

. ZZ’ _— cb’ n b”ca —_— ac’ Lo
soit :
a"(bc’ — cb’) + b"(ca’ — ac') + c"(ab' — ba') = 0. (6)

En général cette relation n’est pas vérifiée et le systéme est impossible. Si cette relation
(dite relation de compatibilité) est vérifiée, les équations du systéme proposé sont compa-
tibles et admettent la solution donnée par les formules (4) et (5). Notons que ceci alieu
lorsque P'une des équations est une combinaison linéaire des deux autres. Plus générale-

ment

Un systéme admettant plus d’équations que d’inconnues est en géné-
ral impossible.

S’il y a p équations 4 n inconnues avec p > 7, on pourra en général résoudre le systéme
formé par z de ces équations. En portant les valeurs ainsi obtenues des inconnues, dans
les p — n autres équations, on obtiendra p — # conditions de compatibilité analogues a
la condition (6). St toutes ces conditions sont vérifiées, le systtme admet la solution trouvée,
sinon il est impossible.

344. Systémes admettant plus d’inconnues que d’équations. — Considérons
le systéme de deux équations a trois inconnues :

ax + by +cz2+d=0 (1)
ax + by +cz+d =0. (2)

Si ab' — ba' est différent de zéro, on peut considérer ce systéme, comme un systeme
en x et y, la lettre 2 jouant le rle de paramétre. La solution se déduit des formules de
Cramer (n° 213) en remplacant respectivement ¢ et ¢’ par ¢z + d et ¢’z + d'. On obtient :

(bc —cb') 2 + bd' — db’ (ca’ — ac') 2 + da' — ad’
ab' — ba’ » Y= ab’ — ba'

A toute valeur de 2 correspond une solution du syst¢me proposé. Plus généralement

Un systéeme admettant plus d’inconnues que d’équations est en géné-
ral indéterminé.

S’il y a p équations & # inconnues avec # > p, on pourra en général résoudre le systéme,
et exprimer p inconnues en fonction paramétrique des » — p autres. Les valeurs de ces
n — p inconnues étant arbitraires, on dit que la solution dépend de n — p paramétres ou
que le systeme est indéterminé d’ordre n—p.

345. Equations homogénes. — Une équation homogéne du premier degre est de
la forme : ax + by + cz +dt = 0.

Ne contenant pas de terme constant, elle est homogéne par rapport 2 ’ensemble
des inconnues qui y figurent.
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1° Deux équations homogénes a trois inconnues. — Soit le systéme :
) ax +by +cz=0 (1)
ax + by+c'z=0. (2)
Si ab’ — ba' n’est pas nul, on peut résoudre ce systéme par rapport a x et y, en consi-

dérant 2 comme paramétre. La solution, qui se déduit des formules de Cramer (n°® 333)
en remplagant ¢ et ¢’ respectivement par cz et ¢'z, s’écrit :

(b’ —cb') = __(ca' —ac') 2
T —w YT a —bd
o x ___y &
ce qui implique : be! — b’ ca' —ac'  ab' — ba' (=2

- En désignant par ¢ la valeur commune des rapports précédents la solution du sys-
téme (I) s’écrit en fonction du paramétre arbitraire £€ R :

x=(bc' —cb)t; y=(ca' —ac')t; =z = (ab' — ba')t. 4)

La solution est donc formée de nombres proportionnels aux trois quantités :
_ be' —cb'; ca' —ac’ et ab —ba'.
Si ces trois quantités sont nulles les équations (1) et (2) se raménent 4 une seule. Deux
inconnues sont arbitraires.
2¢ Trois équations homogénes a trois inconnues. ~
ax + by + ¢z =0 (1)

(II) {a'x + by +c'z2=0 (2)
a'x + by +c"2=0 - 3)

x, y et z vérifiant (1) et (2), sont de la forme (4) trouvée ci-dessus. En portant ces valeurs
dans I’équation (3) on a :
[@" (bc' — cb') + b (ca’ — ac’) + ¢" (ab’' — ba')] t = 0. (5)
Posons : A = a’" (bc' — b'c) + b" (ca’ — c'a) + c" (ab' — a'b)

a) Si expression A n’est pas nulle, I’équation (5) donne ¢ = 0. Le systéme (II) admet
la solution unique, d’ailleurs évidente : :
x=y==2=0.

b) Si A = 0, le systéme admet la solution (4) ci-dessus dépendant du paramétre arbi-
traire 2. Cette condition de compatibilité A = 0 des équations homogénes (1), (2) et (3)
n’est autre que la condition (6) du n° 303 car pour 2 7= 0 le systéme (II) est un systeme de

trois équations par rapport aux deux inconnues ol g

346. Interprétation vectorielle d’un systéme homogéne. — Considérclr_lf (fig. 151)
_d_ails I'espace ra_lglgorté au repere _(l{thonormé Oxyz, les vecteurs non nuls OA(a, b, ¢),
OA'(a', ¥, '), OA"(a", b", ") et OM.(, ¥, 2). On voit ainsi en utilisant 'expression analy-
tique du produit scalaire, que :

ax +by+cs—=0 <> OA-OM=0 <—> OML OA (i)
ax +by+cz=0 << @-61\'&:_0 <> OM 1 OA' (2
a'x+by+c'2=0 <«—— OA".OM =0 <—> OM L OA’ (3)



SYSTEMES D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE 249

1o Résoudre le systtme (1) (2) revient 3 chercher les composantes x, y, 2 de tout
vecteur OM perpendiculaire 2 OA et HA', donc porté par la droite O perpendiculaire
en O au plan OAA’. Le vecteur

Eﬁ@c—ﬁcu—wmaﬁ—ww
répond 4 la questlon car OR. OA OR.OA’ =0,

Il en résulte que OM =t OR ou ¢ désigne un
paramétre arbitraire. On retrouve la solution (4)
du paragraphe précédent.

20 Sion adjomtl équation (3) au systéeme (1) (2),
il nous faut trouver OM perpendlculalre a OA OA’

et OA”. Ceci n’est possible que si OA” est dans le

plan OAA/, c’est-a-diresi OR.OA” = 0. On retrouve Fig. 151.
la"condition de compatibilité :
A = a"(bc’ — b'c) + b"(ca’— c'a) + ¢"(ab’ — a'b) = 0.
Si elle est vérifiée, toute solution du systéme (1) (2) est solution du systéme (1) (2) (3).

EXERCICES

- Résoudre et discuter les systémes d’équations en x et y suivants :

mex—(m+2)y+m—2=20

1071. (3m—2)x—(5m—2)y—(7m—76)=0

mix+y=1 _ mx+m+1D)y=4m

1072. x + miy = m. 1073{ —1Dx—3my=2m—23.
ax+2a+1)y=3a Cm—3)x—my=3m—2

1074. Ra+1)x+ay=3a-+ 2. 10753 ——(2m—|—3)y—5
x+y+1=0 2mx+(m+ 1)y =2

1076. ax 4+ by + 1 = 0. l077’g(m-|—2).9c+(2m-l-1)y=m+2.

(@a—b)x+(a+by=a x—(m—1)y=0

1078. (@—b)x+ (@2 + by =a® —1D)x—y =m
m—VDx+m—2)y=m mx+y=2m
1080. 2m—1NDx+3m—2)y=3. 1081. x4+ my =1+ m
mx +(m—1)y=2m—1 (m+2)x+my =1
1082. 2mx +3(m—1)y = 5m—3. 1083 g—3x—|-(m'—2)y=—1.

mx+2m+1)y=m+4 2 by—-az—b2

m+VDx+(m+7Ny=m+ 5.

— Calculer x et y en fonction du parametre ¢ dans les systémes sulvants :

1084.{

axsint—bycost = c?sin2t
axcost+ bysint = 2c2cos 2 t.

1086.

x(1 —cost) + ysint = at (1 —cost)

1087. xsint -+ ycost=a(l —cost+ tsint).

xsint—ycost+acos2t =0

1088, 3xcost+ysint—2asin2t=0.
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xcos—?w—ysm—t cos3t
2 2 7
1089, oy 3t

. A
xsm-2-+ycos2 3s1n-§—

1090 (x—Rt)cost—(y —R)sint =0
*{(x—Ret)sint 4+ (y—R)cost+ Rcost = 0.
1091 xcost+ ysint—cos’t = 0
*| xsint—7ycost-+ 3costsint = 0.

— Résoudre et discuter les systémes en x, ¥ et 2 suivants :

x+y+=2=0 x+y+me=1
1092.%(b+c)x+(c+a)y+(a+b)zz0 1093.%x+my+z=m
bex 4 cay + abz = d3. x—y+ z2=3.
mx+y+2=m 3xt+y+2=a
1094.§x+my+z—m—3 1095. §x+3y+z=b
x+y+mzg=3—2m, x+y+3z=c
x+yv+z2=a+b+c x + ay -+ a%z = a®
1096.jax-i-by~l—cz’<-~az-f—ba+c2 1097. ’x+by+b2z=b2
bx + ¢y + az = ab + bc + ca. : x+ ¢y + % =
Y-+ mz=a x4+ ay+bez+a2=0
1098.§z+mx-“b 1099. §x+by+caz—|—b2=0
y = b, x + ¢y + abz -+ ¢ = 0,
mx+y+z=1 ax+by+ =z=1
1100. §x+my+z—m 1101. %x+aby+z=b
x+y-+2=m x4+ by + az=1.
x—y+2=0 x+y+z+a(x+y)+atx=ad
1102.z(a+b)x—(a+c)y+(b+c)z——0 1103. gx+y+z+b(x+y)+b2x=b3
abx —acy + bcz = 0 x+y+zt+cl+y)+cPx=c
x+y+2=0
a’x by 2z
1104. a—-—d+b—d+c—d=0
b
ot 2ot o =de— B G- —a)
x4+ ay+ a?z = a® x+ay+atz+at=0
1105. %x-i~by+b“’z--~"b3 1106. | x+ by + b22+ b4 =0
x+cey+Pz=2¢c3 x+cy+ 22+ ct=0.
x+y+2=0 _ Bx+atytazx+1=0
11‘07.§ax+by+cz-—0 1108, (| BB x+ B2y + b2+ 1=0
bcx—l—cay—l—abz—l Sx+cfy+ez+1=0.

ax+by+cz=0
1109. iazx-l- b2y 4-c22 =0
Bx+By+S2=a8b—c)+ b (c—a)+ & (a—0>b).

— Résoudre et discuter les systémes en x, y, 2, ¢ suivants :

mx-+y+az+t=1 x+ay+az+att4at=0
1110 x+my+z2zt+t=m 111 x+by+bz+bBt4b2=0
Vx+yv4met+t=m? ety etz Bttt =0

x+y+ 2+ mt=md . x-+dy+diz+ ddt+ dt = 0.
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~— Déterminer m pour que les équations des systémes suivants soient compatibles :

4x—3y=35
1112, {3 x+ 4y =1
mx —(m—1)y=2m+ 1.

x-—-1=‘y——€-——2=z—|—m

M4 (22 +y+22=m
x+y+z=%-
—x+y+z=4
x—y+23=6m

x+y—z=0
x+y+2=510+m.

— Résoudre les systéemes suivants :

1116.

2(x — 52 4+ 4(y + 1) = 44
M8 e — 5 —2(y+ 12 = — 6.
35\/x—1+3 Vy+2=19
1120. S T
7Vx—1—114y — 2= —19.
(3 5 3 _
sty 7=
mez (2 _71,1_3
x y 2
2 3 2

— Résoudre les systémes suivants :

x4+ 3y+22=0
1124, 2x—y+z=0

2x—y—32=35
1126. w4yt z= 1.

1128. On donne le systéme en x et y suivant :

gmx+(m—|— DNy=2m—1

B—mx+6—2my=m+ 1.

10 Résoudre et discuter ce systéme.

(m—Dx+y=1
x4+ (m—1)y=2
dx—y =3,

1113.

x=y—1=m—z
1115.%x~y—z=:’;-m
Ix+y—2=2

mx —y-+ 2=3

x-t+my—z=m-1
1117. ekt ytomz=5m

x—my=1—3m.

=S
1119.
ERI T
x Y
52x — 18 4 2(y — 3)® = 14
L2 A e A i
(=124 (y+ 12 4 22 = 14
1123, [ 2(x— 12— (y+ 124 22 =7
3(x—1)2 — (y + 1)? — 22 = — 10.
5x—2y+4+2=0
1125. Ix—y—42=0,
Jx—y—22=
1127. ¥+ y—z =3

2° Calculer x et ¥ 4 moins de 0,001 pres lorsque im=m = 3,14 159 265...

30 Indiquer sur quelle approximation on peut compter lorsqu’on remplace © par 3,142,

1129. On considére dans le plan rapporté au repére xOy les vecteurs non nuls BX (a, a'),

— —_—
OB (b, b") et OC (¢, c).

10 Montrer que la décomposition de OC en fonction de OA et OB sous la forme :

—— —_— -_— . , . .
x OA 4+ y OB = OC équivaut i la résolution du systeme :

ax + by = c;

ax+ by =¢.

20 Discuter le probléme suivant que les directions OA et OB sont distinctes, confondues mais

distinctes de OC, et confondues avec la direction OC,
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1130. On considére dans I’espace rapporté au repére orthonormé Oxyz les vecteurs non nuls
— — —_— —
OR (a,4',a"), OB (b, b, b"), OC (c, ¢, ") et OD (d, &', d").

. ) - —> g o -
1° Montrer que si les vecteurs OA, OB et OC ne sont pas dans un méme plan il existe 3 nombres
— P — —
x, y, = tels que : x OA 4+ y OB + 2 OC = OD. 1)

20 Etablir que le vecteur OS (@'b” — a"b', a"b — ab", ab’ — a'b) est perpendiculaire au
: — —_— —>
plan OAB. On suppose OS.0OC = 0 et OS.0OD # 0. Montrer que I’équation vectorielle (1) est
impossible.

—_ — —_— —
30 Si 0S.0C = 0S.0D = 0, montrer que ’on peut trouver une solution de I’équation (1)
dans laquelle = A (paramétre arbitraire € R).

1131. On considére le systéme en x, ¥, 2 suivant :

@+ Dx+y+z2=a-+1
xt+@+1)y+z=a+43
x+y+@+1)z=—2a—4.
19 Résoudre et discuter ce systéme (on pourra utiliser ’équation obtenue en ajoutant membre
4 membre les équations du systéme).
2° En supposant que ce systéme admette une solution unique, on assujettit x, y et 2 3 vérifier
la relation : x2 4+ ¥ -+ 22 = k ol k est un nombre positif donné. Former et discuter I’équation du
second degré qui donne les valeurs de a. Etu_dier le signe des valeurs correspondantes de x lorsque %
varie. ‘
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GENERALITES SUR LES INEQUATIONS

347. Inéquation a une inconnue. — Soient deux fonctions réelles # (x) et v (x) de
~ la variable réelle x, dont les domaines de définition sont respectivement AC Ret BC R:

Résoudre linéquation u(x) > v(x) c’est déterminer Pensemble S
des réels x tels que la valeur numérique de la fonction u(x) soit supé-
rieure a celle de la fonction v (x)

La variable x est I'tnconnue de 1'inéquation, « (x) et v (x) en sont les deux membres.
Tout x €S est une solution de 'inéquation. Nécessairement : S € ANB. Si S = &, I'iné-
quation est zmpossible. Si S = AN B, I'inéquation est vérifiée pour toute valeur de x pour
laquelle u (x) et v (x) sont définies.

On écrit : ]?x€R tel que  u(x) > v (x).

De méme : J?xeR  telque v (x) <ov(x).

348. Inéquation & plusieurs inconnues. — Les définitions précédentes s’étendent
au cas ol % et v sont des fonctions réelles de plusieurs variables réelles. Ainsi :

Résoudre linéquation u(x,y)> v(x,y) c’est déterminer I’ensemble S
des éléments de R?® tels que la valeur numérique de u (¥, y) soit supérieure
a celle de v (x, y).

ExemPLE : 17 (%, y) € R? telque 2x—3y+4+1>4x—y+7
1? (x, y) € R? tel que x2—2xy + y2 <0,

349. Inéquations équivalentes. — Deux inéquations sont équivalentes
lorsque I’ensemble des solutions de I’une coincide avec l’ensemble des
solutions de l’autre.

Deux inéquations équivalentes 3 une troisiéme sont équivalentes entre elles.
En particulier :
1° Les inéquations u > v et v < u sont équivalentes.

En effet, si la valeur numérique de u est supérieure 2 celle de v, cela implique quecelle
de v soit inférieure a celle de #, et réciproquement.
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20 Les inéquations u > v et ©« — v > 0 sont équivalentes.

En effet, toute solution de 'une donne & # une valeur numérique supérieure a celle
de v et vérifie 'autre. Toute inéquation peut donc se ramener a I'une des formes :

u>v (1) w>0 (2)
Si la fonction @ se réduit 4 un polyndme, 'inéquation est dite entiére et le degré de w

est celui de I'inéquation. Si la fonction w est une fonction trigonométrique l'inéquation
est dite trigonométrique.

350. Principes généraux de résolution. — A, B, C désignant des fonctions de
I'inconnue x ou des inconnues ¥, y, 3

1c Les inéquations A > B et A + C> B + C sont équivalentes a con-
dition que lintersection des domaines de définition des fonctions A et B
soit inclus dans celui de la fonction C.

L’existence des valeurs numériques a et b de A et B entraine alors 'existence de la .
valeur numérique ¢ de C et : a>b<=—>a-4+c>b-+tc.

Ainsi I'inéquation A > B + C équivaut 8 A—C> B + C—Cdonca A—C > B,
ce qui montre que, dans une inéquation, ’'on peut transposer un terme d’'un membre a autre.

2° L’inéquation A > B est équivalente a l'inéquation mA > mB ou d
I'inéquation m A << m B selon que le nombre réel m est positif ou négatif :

Toute solution de A > B <—> A — B > 0 vérifie 'inéquation :
a) m(A—B)>0<—>mA—mB>0<—mA>mB sim>0;
b) m(A—B) <0 <= mA —mB <0 <= mA <mB sim < 0.

Il en résulte la possibilité de chasser les dénominateurs numériques d’une inéquation
ou de simplifier les deux membres par un méme facteur numérique. Ne pas oublier que :

A>B <«— —A<—B.
Il faut changer le sens de I'inéquation lorsqu’on change le signe de chacun des deux membres.
30 Si les fonctions A et B sont positives ou nulles, les inéquations
A > B et A2 > B? sont équivalentes.

Cela résulte de ce que deux nombres positifs ou nuls sont dans le méme ordre de gran-
deur que leurs carrés et que leurs racines carrées arithmétiques.

Si les fonctions. A et B sont négatives ou nulles les inéquations
A > B et A? < B? sont équivalentes.

Eneffet, A > B <> — A < — B < (— A)® < (— B)! <—> A? < B,

Notons d’autre part que I'inéquation A > B est vérifiée pour A > 0 et B < 0, impos
sible pour A < 0et B > 0.

4° Les inéquations A > B et A® > B? sont toujours équivalentes.
En effet 'identité : ‘

A" — B* = (A — B)(A'+ AB + BY) = 1 (A — B) [3(A + B)? + (A — B)]
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montre, puisque I'expression entre crochets est positive, que A3 — B2 a le méme signe que
A — B. Donc :

A—B>0 «—= A*—B3>0 ou A>B < A3> B3

351. Remarques. — Il résulte de ce qui précéde que :

- 10 Il ne faut pas multiplier ou diviser les deux membres d’une inéqua-
tion par un méme facteur littéral de signe inconnu.

L’inéquation A > B n’est en effet équivalente 8 AC > BC que si la fonction C est
positive.

Ainsi (m?2 + 1) 3x — 7) > 0 équivaut 4 3 x — 7 > 0 car m? 4 1 est positif quel que soit m.
Mais (m? — 1) (3 x — 7) > 0 équivaut a :

3x — 7> 0 pour m2 — 1 > 0, c’est-a-dire pour | m | > 1.

3x — 7 < 0pour m* — 1 < 0, c’est-a~dire pour | m | < 1.

20 Il ne faut pas chasser des dénominateurs contenant l’inconnue.

Nous verrons que la résolution de I'inéquation fractionnaire B > 0 se rameéne pour

B £ 0 4 celle de %-B2>0 soita AB > 0,

30 On peut comme pour une équation (n°® 320) effectuer un changement
d’inconnue, en particulier lorsqu’on a affaire 3 une inéquation trigonométrique

F(sin x, cos x) > 0 (n°® 279).

INEQUATION A UNE INCONNUE

352. Inequatlon du 1¢T degré a une inconnue. — La marche 2 suivre, compte tenu
des restrictions des nos precedents est analogue 3 la résolution d’une équation du 1€ degré.
Toute inéquation du premier degré a une inconnue se rameéne ainsi 4 'une des deux formes :

ax+b6>0 (1) ou ax-+b<0. (2)

Comme la deuxiéme se rameéne a la premiére en 1’écrivant — ax —b > O nous étudierons
seulement 'inéquation ax +6 >0 ou ax> —b.

b
1° a positif : ax > —b <= x> — - (n° 350, 29)

b
2° a négatif : ax> —b<—>x<—_

3¢ a = 0. L’inéquation se réduit a : ».0 > — b. Cette inéquation est vérifiée pour
tout x si & > 0. Elle est impossible si & << 0.
ExeMPLE. — Résoudre I’inéquation :

52+3 9x+ 2 7——3x.
d T 5 <78
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Supprimons les dénominateurs en multipliant les deux membres par 40 :
1005x+3)—809x+2)<5(7—3x)

Soit en réduisant :
50x+ 30 —72x — 16 < 35 —15x
50x —72x+ 15x < — 30 + 16 4 35
—7x <2l ou 7x> —21 (n°350,2°)

On obtient : x>-——?7—1 <> x> —3 soit x€]—3,4+ 00

353. Interprétation graphique. — Alors que les solutions d’une équation sont en
général en nombre limité, celles d’'une inéquation sont les nombres de un ou plusieurs
intervalles, Afin de rendre plus apparents ces intervalles sur un axe, on hachure sur cet
axe les portions dont les abscisses ne vérifient pas I'inéquation.,

Ainsi marquons sur un axe x'x, le point A d’abscisse — 3. Les points dont les abscisses sont
solutions de ’exemple précédent (n° 352) sont les points, autres que A de la demi-droite Ax (fig. 152).
On couvre de hachures la demi-droite Ax’ car les abscisses des points de cette deml—drmte ne vérifient
pas 'inéquation donnée.

A 0
9999 I : i)
X’ -3 X

Fig. 152.

354. Inéquation paramétrique.

m—1, _m&—2) >z + ! 63 ol m est un paramétre réel.

J? x €R tel que : 7 3 >

L’inéquation (1) est équivalente aux suivantes :
2m—NDNx—mx—2)>3(m+1)<=>2mx—2x—mx+2m>3Im+ 3
im—2)x>m-+ 3

3
1° Sim > 2: L’inéquation (1) <—> x> Z +

— 2
2° Sim < 2: L’inéquation (1) <> x < :: i 3

JoSim=2: L’inéquation (1) se réduit 4 0 > 5. Inéquation impossible.

355. Inéquations slmultanees. — Soient u(x), v(x), w(x) des fonctions de la variable
réelle ¥ dont les domaines de définitions sont respectivement A C R, B C R et CCR.

Résoudre le systéme d’znequattcns simultanédes u(x) > 0, v(x) > 0 et
w(x) > 0, c’est déterminer I’ensemble S des nombres réels x qui vérifient
séparément chacune des inéquations du systéme.

Si nous désignons respectivement par UC A, VC B, W C C ’ensemble des solutions
de chacune de ces inéquations on obtient : S=U NV AW,

ExXeEMPLE. — Résoudre les inéquations simultanées

3x—5<7x+3
4 —7<2+
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La premiére inéquation donne: —4x <8 soit x> —2
tandis que la seconde donne : 3x<9 soit x<+3
L’inconnue x doit donc vérifier la double condition :
—2< <+ 3
A o) B )
A A A el o o S
X? -2 3 v
Fig. 153. '

— Graphiquement (fig. 153), on hachure les portions d’un axe #'x correspondant aux
intervalles qui ne vérifient pas I'une ou 1’autre des inéquations. Les intervalles non hachurés
s'il en reste, correspondent aux solutions du systéme d’inéquations.

356. Résolution graphique d’une inéquation. — Résoudre I'inéquation f(x) > 0
revient a4 déterminer les valeurs de x pour
lesquelles la fonction f(x) est positive. Ce
probléme est immédiatement résolu lors-
qu’on a construit la courbe y = f(x) dans
un repére xOy et déterminé les abscisses
des intersections de cette courbe avec I'axe

Ox.

ExEMPLE. — Résoudre ’inéquation :
Cx—3x2—6x+ 8> 0.

Lacourbey = x® — 3 x? — 6 x + 8(fig. 154)
admet deux sommets A (1 — ‘.\/3, 6 ‘\/ 3) et

B 4 \/3, — 6 \/E) Elle coupe I’axe Ox aux
points d’abscisses x = — 2, x = let x = 4. Elle
est au-dessus de I’axe Ox pour x compris entre — 2 et 1 et pour x supérieur a 4. Donc :

B—3x2—6x+8>0 <= —2<x<1 ou x>4%

'SIGNE DU BINOME DU PREMIER DEGRE

357. Définitions. — Un binéme du premier degré en x est un poly-
néme de la forme ax + b dont les coefficients sont des nombres connus.

Le coefficient a est toujours supposé différent de zéro.
EXEMPLES : +2x—5;, —3x+7, —4x.

La racine du binéme ax 4B est la valeur x' de x pour laquelle ce
binéme est nul. ¥

Donc tax' + b =0 «—> | &' = — —
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358. Régle. — Le binéme ax + b est du signe du coefficient a pour
les valeurs de x supérieures a sa racine, du signe opposé pour les valeurs
de x inférieures a sa racine.

Q~

En effet le bindbme ax - b, s’écrit, puisque &' = — -

f®

ax + b = a(x —I-»f—;) =a(x — x').

Il en résulte que le produit @ (x — x') est :
10 du signe de a lorsque x — x’ est positif donc pour x > &',

20 du signe de — a lorsque x — &' est négatif donc pour x < x'.

En résumé :

x l—oo C —bla + o0
|

ax + b signe de — a 0 signe de a

Ainsi :

3x — 4 est positif pour x > -g, négatif pour x < g

5 — 2x est négatif pour x > g-, positif pour x < %

-

359, Signe d’un produit de facteurs du premier degré. — On étudie suivant les
valeurs de x, le signe de chaque facteur et on en déduit le signe du produit.

ExevpLE. — Etudier le signede A = (x — 4) (2 %2 + 5) (x + 1).
Le facteur : x — 4 est nul pour : x = 4, positif pour x > 4 et négatif pour x < 4.

2x + Sestnul pour: x = — ;, positif pour x > — % et négatif pour x < — -g
x -+ 1 est nul pour ;: x = — 1, positif pour x > — 1 et négatif pour x < — 1.
Le produit A est nul pourx = — %, — 1 et + 4. On construit le tableau suivant :
x — — 5/2 —1 + 4 4+ o
x — 4 —_ —_ i - 0 4+
2x + 5 _ - 0 + + +
x4+ 1 - i - 0 4+ . +
A — 0 + o0 — 0 +

On inscrit sur la premiére ligne les valeurs remarquables de x, racines des différents facteurs,
rangées par ordre croissant. Sur les lignes suivantes on inscrit dans chaque intervalle le signe de
chacun des facteurs pris isolément. On en déduit sur la derniére ligne les résultats relatifs au

produit A.
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. : . A
360. Signe d’une fraction rationnelle. — Le signe d’une fraction rationnelle 3’

définie et non nulle, est celui du produit A.B. Si A et B sont décomposés en facteurs du
. p . p
premier degré, on est ramené a I’étude d’un produit de facteurs.

. . . 3x2 — 4 3x — 4
ExgmpLE. — La fraction rationnelle A = ;2 — 4x = & :_( 2’; & _)/2) s’annule pour x = 0

ou pour x = g Elle n’est pas définie pour x = + 2. A I’exception de ces valeurs de x, la fraction A

est du signe de : x(Bx — 4) (x — 2) (x + 2)
Ce produit qui change de signe pour les valeurs précédentes est visiblement positif pour x > 2
On en déduit :

x —_ o0 -2 0 -+ g + 2 + o0
A | + ] e+ 0o |+
(Le double trait vertical pour x = — 2 et 4 2 indique que pour ces valeurs la fraction A n’est

pas définie).

361. Applications aux inéquations entiéres ou rationnelles.

10 Toute inéquation entiere peut se ramener a la forme P(x) > 0. Si on sait décom-
poser le polynéme P(x) en facteurs du premier degré, on peut étudier le signe de P(x) et
résoudre I'inéquation.

D’apreés les résultats de I'exemple n° 359 on voit ainsi que :
(x—4) (2% 4 5)(x + 1) > 0 est vérifiée pour———g<x < —1 ou pour x > 4.
P (x)

29 Toute inéquation rationnelle peut se ramener 2 la forme Q@) > 0 et sa résolution
résulte de I’étude du signe de la fraction placée au premier membre.

.o o x+7  x—3
ExeMPLE : Résoudre I'inéquation : 512 + > 5.

En réduisant tous les termes au méme dénominateur on obtient P'inéquation équivalente :

(oc-I-7)(x—2)+(x--3)(vc+2)—5(x+2)(x—2)>O
(x+2) (x — 2) )

— 3x% 4 4x x(B3x — 4) < 0.
>+ 2) (= —2) (x+2) (x — 2) '

Le signe du premier membre a été étudié au n°® 360. On voit que 'inéquation est vérifiée pour

- Soit >0 <—>

4
-—2<x<00upour§<x<2.
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INEQUATION A DEUX INCONNUES

362. Résolution d’une inéquation a deux inconnues. — Pour résoudre une
inéquation 4 deux inconnues #(x, ¥) > 0, on peut considérer 'une des inconnues comme
un paramétre dont on se donne la valeur et résoudre I'inéquation en fonction de l'autre
inconnue. ' /

EXEMPLE. — Résoudre Uinéquation : xy —2x +y —35<0 (1)
Si on se donne la valeur de x, on obtient I'inéquation en y :
yx+ 1)< 2x+ 5. (2)
. 2x 4+ 5
On voit que pour ¥ + 1 > 0, donc pour x > — 1,11 faut prendre y < T 1 Pourx < — 1,
. . 2x + 5
il faut prendre au contraire y > P
Pour x = —1, 'inéquation se réduit 0 << -+ 3. Elle est vérifiée quel que soit y. D’olr les
solutions :
' x < — 1 x = —1 x> —1
2x + 5 2x+ 5
y>x+1 y arbitraire y<x+1

Cette méthode devient laborieuse pour des inéquations moins simples et sutout pour
des inéquations simultanées 3 deux inconnues. C’est pourquoi, on préfére opérer graphi-

quement,

363.. Interprétation graphique d’une inéquation a deux inconnues. — Dans le
plan rapporté 2 un repére cartésien xOy, la courbe (C) d’équation f(x, y) = 0 sépare, dans
le domaine de définition de la fonction f(x, ¥), les régions ol en tout point M (x, y) la fonction
f(x, ) est positive et les régions ou la fonction f(x, ) est.négative (n° 97, 146, 170). On
peut ainsi déterminer ensemble S des points M (x, y) dont les coordonnées vérifient par

exemple 'inéquation f(x, ¥) < 0.

EXeMPLE., — Interpréter graphiquement inéquation : xy —2x +y—35 < 0.

La courbe xy — 2x 4+ ¥ — 5 = Oest (fig. 155) une hyperbole (H) d’asymptotes x = —1 et y = 2.
La fonction f(x, y) = xy — 2x + y — 5 est négative en O (x = 0, y = 0) point extérieur & (H).
Cette expression est donc (n°® 170) négative en tout point extérieur a (H), positive en tout
point intérieur. T

L’inéquation xy — 2x + ¥ — 5 < O est vérifiée par les coordonnées de tout point extérieur a
(H), ce qui est en accord avec les résultats du paragraphe précédent.

364. Applications. — En construisant dans un méme repére xOy les courbes
d’équations A (x, y) = 0, B(x, ) = 0 et C(», y) = 0, on détermine dans le plan un certain
nombre de régions. En tout point M (x, ) de I'une de ces régions, chacune des fonctions
A, B, C garde un signe déterminé et il en est de méme des produits AB, BC, CA ou ABC.
On pourra donc résoudre graphiquement par exemple, I'inéquation ABC > 0 ou le sys-
téme d’inéquations simultanées A > 0, B < 0, C > 0,
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365. Exemple. — Résoudre graphiquement le systéme d’inéquations simultanées :
x—y—4<0; y¥2—-2x2<0; &*2+4+92—-8>0.
et Pinéquation (x —y —4) (% — 2 x) (»® + % — 8) < 0.

Construisons dans un repere orthonormé xQOy, la droite (A), la parabole (P) et le cercle (I')
d’équations respectives : '
x—y—4=0; ¥ —2x=0; 22+ —8="0.

Y\

®

1
_..

Fig 155. Fig. 156.

Ces trois courbes (fig 156) partagent le plan en sept régions numérotées sur la figure de (1) a

L’expression x — y — 4 est positive au-dessous de (A), négative au-dessus, 'expression y2 — 2 x
est positive 3 'extérieur de (P), négative a l'intérieur, tandis que x® 4 3% — 8 est positif a
Pextérieur de (I"), négatif & P’intérieur.

10 Le systéme x —y — 4 < 0; y:—2x <0y x2 -+ 9% -— 8 > 0 est vérifié par les seuls
points de la région (3) située i la fois au-dessus de (A), a U'intérieur de (P) et & Pextérieur de (T') :
triangle mixtiligne ABC. ' '

20 Le produit (x — y — 4) (32 — 2 x) (x? + y® — 8) est positif dans les régions impaires, négatif
dans les régions paires. Par suite :

- L’inéguation : (x — vy — 4) (92 — 2 x) (2 + y* — 4) < 0 est vérifiée en tout point M (x, y) de
Pensemble des régions (2) (4) et (6),

EXERCICES

— Résoudre et discuter les inéquations en x suivantes :

1132. 2m— x4+ 1> 3 x4 mi - 1133. m2x+ 1 <x(2m—1) 4 m.
1134. 3x + 4 m? > 9 + 2 max. 1135. m2x — 4 m < m?+ 4 (x + 1).
1136. a2 (x — a) < b*(x + a —b). 1137. x (@ — b)® > x (a® — b®) — 6 ab.

1138, a?x —a* < b%2x— b 1139, (@ + ) (x—1) +2ab(x+ 1) > 0.
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mx 2(m’+ 1) <x-—(m3— 1)'

1140. Y3 3 3

4L 25— 20x+m— 3> m+ 10+ me E D4y

— Résoudre les inéquations en x suivantes :

1142, x* —5x2+ 6 x > 0. 1143, (x + D[R x4+ 32— (x—2)*] > 0.
1144, 3(2x + 3)2 — 4x2 4+ 9 > 0. 1145, x® — 64 > (x — 4) (x2 - 1).

1146, B3 x2+ 2x— 12> 2x2—2x—1)2 1147, x* + 62+ 11 x4+ 6 > 0.

1148, 2 x*+ 3 x  —4x2—3 x4+ 2 < 0. 1149, % —mx2—x -+ m < 0.

1150, x®* —a® < 0. 1151, x®* —4 xt —x2 4+ 4 < 0.

— Résoudre et discuter s’il y a lieu les inéquations en x suivantes :

1 1 2 x 4 _x 3
1152.3 +1+3x_2<§;' 1153.Z+;<-3'+;'
x + 1 m+1 m— 1 2m
1154, 2 +1>2x__3- 1155. st e 1> %
x + 2 2x + 6 ax + b ax + b
se. 57 < 220 1157.( _b) — =t oo
3 14 — 3x 1 3x — 4 1 m— x
1158‘x+1+x2—4<x3+x2—4x——4.1159'x3+2x>;+x2+2.
— Résoudre les systémes d’inéquations simultanées :
2x 5 ' 2x2 4+ 3x 4+ 2
e —1 <22 <y e |25 E2E 2 oy
x+7 2x — 1 2x 3x — &®
1162. — 1 < -—1<x—1 1163.x<1_x2<1_3x2‘
Qx4+ 32 —(x+12>0
3 2 1 x4 22— 2x <0
64 2> i tx—1 165. 1} e — 31 <2
— 16 < 0. .

— Résoudre graphiquement les inéquations ou systémes d’inéquations simultanées :
1166. (x +2)(x + ¥ —3) (x —y — 1) > 0.
1167. (x* + y* — 25) (x* — 16) (3% — 9) < 0.
1168. (x> —y) (x2 + 2 —2) > 0.

1169. (v — #* + 8) By — &%) (x* + 2 — 10) < 0.
1170. (4x2 — 5 (x* — 4y + 8) > 0.

1171, (x — 2+ 3) (x® 4+ 32 —5) (9 — x?) < O.
1172, (x2 — y?) (x292 — 16) > O.

1173. (x — vy —8) (x —y+ N (xy — 12) < 0.
1174, (xy —12)(x2 —6x+ 2y — 4) > 0.

1175, (xy —2x — 2y + 10) (x® 4 y* — 25) < 0.
1176. (x? + 32 —25) (xy + 2x — 2y — 10) > 0.
1177, (xy — 3) (x®—3 ) (x> + »* —10) < 0.
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x—y+4>0 4x — 7y + 41 >0
1178. {x + 2y +1 >0 1179. { 6x + 13y — 9> 0

2x +y—7<0 5+ 3y —31<0

x —2x —15<0 x>+ —-10<0
1180. { »* — 4y — 5 <O 1181. ( 3x 4- 2> 0

x3 442 —2x — 4y —20< 0 x4+ —-8<0

‘ x4 32 — 25 <0
1182, % [(x® 4+ y¥)2 — 100x%] [(x> + »®)% — 1004?] < O
[ + 3 + 12)* — 4947 [(+* + 5% + 12)* — 495%] > 0.




22¢ Legon

EQUATION DU SECOND DEGRE

366. Définition. — Une équation 2 une inconnue x est du second degré lorsqu’elle
se rameéne 3 la forme: ax®2 +bx +-¢c =0 ou aeR, beR,ceRaveca # 0.

La résolution de cette équation revient & déterminer dans R, les racines (ou les zéros)
du trinéme du second degré : f(x) = ax? + bx + c.

367. Résolution. — Puisque a 7 0, on peut écrire :

oy = e[t Zor ] =afle+ 2) + 5]

b\ b — 4ac
et f(x)=0 <= (x+2—a-) — iz =

A = b2 — 4 ac est le discriminant du trindme ou de 1’équation ; ax? 4+ bx + ¢ = 0.

— h2
1T cas : A < 0 = 4—024—25—6— > 0. Le premier membre de I’équation (1) qui

2 — h2
s’écrit (x -+ Z—ba) + 4%aTb—

2
(x + 5—&) positive ou nulle. Il ne peut étre nul. Il n’y a donc pas de nombre réel x, racine

0 (1)

est la somme d’un nombre positif et d’une expression

de ’équation.

%

2 — .
2°cas : A =0 > b 4a:ac = 0; Péquation (1) se réduit a :
b \2
(4 2 =0~ (s42) (s 2) =0
Elle admet la racine double réelle : x' = — %-
2 .
3ecas: A>0 > b 4‘; %= 4?12 > 0 et Péquation (1) est équivalente 2 :

o b () =0 e (er fr P e K D) =
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L’équation admet deux racines distinctes :

x'=——b—:'—\—/—A; x”:..':i'_"__.‘l_z soit : x___'-b:I:\/bz—"rac.
2a 2a 2a
En résumé :
Equation : ax® +bx + ¢ =0 A =05b"—4ac
A < 0 :Pas de racine réelle.
A = 0 : Une racine double 7éelle : X = — 2—%
' — b b —
A > 0 : Deux racines réelles distinctes : X = == \Z/a ac
368. Remarques. — 1° Ces formules s’appliquent aux cas b =0 ou c =0 déja

étudiés au n° 327 et la lecture du tableau précédent montre que :

Pour qu’une équation du second degré ait des racines réelles, il faut
et il suffit que son discriminant soit positif ou nul.

D’autre part: = ac<0=>0b*—4ac>0: ‘

Si a et ¢ sont de signes différents, I’équation a deux racines distinctes
réelles.

20 FORMULE REDUITE. — Sib = 2 b';il vient: A = (2’ — 4 ac = 4 (b'* — ac) = 44’

Le discriminant réduit A' = b'2 — ac est du signe de Aet,si A’ > 0:

— 20 £ V3 _ —b LN

2a a
soit : = =2 :l;':l/b’z—ac - (6)
foh50 o vy oTPEVE_ZB-VE_¥E

~ Le signe de #” — &' est donc celui de a. La plus grande des racines s’obtient en prenant
le signe de a devant le radical v/A.

369. Exemples :

10 42 + 3% + 5 = 0; A = — 11; Pas de racine réelle.
20 9x% — 42x + 49 = O; Al =212 — 9 X 49 = 0;
42 7
! II=___=___
¥E¥TI8T3
30 6x% + 13x — 5 = 0; A=289=172=>x=:—13§—11:
| 5 1
oo o 2 L
X = 20 X 3

49 Résoudre Péquation . x* + px + q = 0.
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Cette équation se déduit de I’équation : ax®? + bx + c¢ =0 en faisant : a=1; b = pet c = g.
Comme A = p? — 4 g, on obtient : '

10 p2 — 44 <O0: Pas de racine.

20p2—4qg=490: 1 racine double : x = — p[2.

_—p+ VPP —4q
2

30p2—44>0: 2 racines distinctes : x
Notons que ’on peut toujours ramener une équation du second degré : ax* + bc+ x = 0 2

la forme x2 4 px + g = O en I'écrivant, puisque a % 0:  x% f x + % = Q.

370. Probléme, — Pour quelles valeurs de m I’équation du second degré en x :
W@ —2(m+2)x+2m2+7=0 admet-elle une racine égale a 4 5?2

11 serait maladroit de calculer x’ et x” en fonction de m pour écrire &' = 5 ou x" = 5, car cela
conduirait 3 une double équation irrationnelle en m.

Ecrivons que pour x = 5 I’équation proposée est vérifiée. On obtient :
25 —10(m+2)+2m*+ 7 =0.
Ce qui donne : - 2m® —10m -+ 25 — 204 7 = 0.
Soit : m?—5m-+ 6 =0.
Cette équation du second degré en m admet pour racines m = 2 et m = 3,
On vérifie que I’équation proposée devient :
19 Pour m = 2: x2 —8x4+ 15 =0 Racines : ' = 5; x" = 3.

20Pourm=3: x2—10x4+25=0 Racines : x' = x" = 5.

SOMME ET PRODUIT DES RACINES.

371. Théoréme. — Pour que deux nombres distincts ou confondus
x' et x" soient racines de l'équation : ax*+ bx 4+ ¢ = 0, il faut et il suffit

. . . b . L
que leur somme soit égale a — p leur produit a 7

10 Pour A > 0I’équation admet deux racines distinctes ou confondues :

—b—4/A ot x,,:—b+‘\/A_

x = 2a 2a

—b+VA—b—+A_ b
' 2a T a

Donc : x4 " =
. von (=02 —A  4ac ¢
© A= 4a® " 4a  a
it S w =S| (2
soi XK= (1) Xx = - ()

2¢ Deux nombres donnés, ' et x”, sont racines de I'équation du second degré :
(x—x)(x—2)=0 <> 22— (x4 x")x4x2"=0. (3)

Si les nombres &' et x” vérifient les relations (1) et (2), cette équation s’€crit :

x2+§x—|—§=0 <> agx? 4+ bx -+ c=0.
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372. Corollaire. — Si deux nombres x et y ont pour somme S et pour
produit P ces deux nombres sont les racines de ’équation en X :

X2 —8X + P = 0. 4)

C’est en effet ce que devient 1'équation (3) du paragraphe précédent lorsqu’on remplace
X, x' + x" et x"x" par X, S et P. Les nombres cherchés x et y sont réelssi: A = 5% —4P >0.

s

ExempLESs: 1°S = 13,P = — 68. Lesnombres x et y sont racines de l’équatfon X2 —13X—68=0.
Ontrouve: x = — 4, y =17,

20S =6, P = 13. L’équation X2 — 6 X 4+ 13 = 0 n’a pas de racines réelles, le probleme
est impossible dans R.

30 S =30, P = 225. L’équation X2 — 30X + 225 = 0 a une racine double car A" = 15% — 225 =0
S
2

Donc : . x =9y = =~ = 15,

373. Conséquences. — 1° Supposons S donné et P variable. La condition S —4P >0
2 2

s’éerit P < % La plus grande valeur possible de P est %— Pour cette valeur, le discriminant

4 M . 2 by S
de 'équation (4) du n° 372 est nul, et ses deux racines x et y sont égales a oA

Lorsque deux nombres réels variables ont une somme donnée, leur
produit est maximum lorsque ces deux nombres sont égaux.

Ainsi le rectangle de périmétre donné qui posséde la plus grande surface est le carré,

20 Si les nombres positifs x et y ont un produit P donné et une somme S variable, la

condition §2 — 4P > 0 peut s’écrire : S > 214/P. La plus petite valeur possible de S est
- S —
24/P. Pour cette valeur les deux racines de Péquation (4) sont égales et : x = y = 5= 2/P.

Lorsque deux nombres positifs variables ont un produit donné, leur
somme est minima lorsque ces deux nombres sont égaux.

Ainsi le rectangle d’aire donnée qui posséde le plus petit périmétre est le carré.
g quip plus petit p

APPLICATIONS

374. Calcul d’une racine connaissant I’autre. — Si on connait une racine x’ de

] b c
I’équation : ax® + bx 4 ¢ = 0, Pautre est : x" = — - x'

ax’'
Ainsi : f(x) = 4x® — 5x — 6 = 0 admet la racine x’ = 2 car f(2) = 0.

"

. 3
L’autre racine x" = est donc égale & — 7

5 _ 6
4 4 X 2



268 ALGEBRE ET NOTIONS D’ANALYSE
375. Calcul mental des racines de I’équation ax® - bx + ¢ = 0. (1)

10 En faisant x = + 1 ou # = — 1 dans f(x) = ax? 4 bx + ¢ on voit que :

Si a-+4b+c=0 Iéquation(1) admet les racines : x' = 1 et 2" = %-

. ' . ¢
Si a—b4c=00ub=a-c elleapourracines:x' = —letx" = —7
35 +4x — 7 =0 a pour racines : +let—§
x 4+ 6x+5=0 a pour racines : — 1 et — 5.
20 Lorsqu’on peut trouver mentalement deux nombres o et B tels que « 4 8 = — PR

¢ : ,
of = ) ces deux nombres sont les racines de I’ équation (1).

x —13x 4+ 42=0 admet pour racines : -+ 6et | 7
x4+ T7x—44=0 a pour racines : — 11 et 4 4.

30 S7 deux nombres « et B ont pour somme — b et pour produit ac, les racines de I’équa-

. o
tion (1) sont : - et B,
a a

En effet : -+

=—- e =-X-=—=

o X o=z On trouve « et f en résolvant :

QI

b « ‘B ac
a

QIR
(SN A

X2+ X +ac=0.
ExeMPLE ¢ 3x% — 13x -+ 14 = 0. Les racines de X? — 13X 442 =0 étant 6 et 7on a :

”

d =2 et x =

x =

Wi o
Wi

376. Equations admettant pour racines deux nombres donnés. — On obtient
une équation admettant pour racines les nombres donnés « et § en écrivant (n® 371, 2°) :

(3 — ) (2 — §) = 0.
Soit: W (oL B)x+op =0, | | 1)

Ainsi pour « = 3 \/7, B = 3-——\/7 on obtient : x2 —6x + 2 = 0.

Plus généralement, pour que le trindme f(x) = ax? 4 bx + ¢ admette a et g pour
racines, il faut et il suffit (n® 49) qu’il soit divisible par le produit (x — «) (x — B), donc
identique 2 : a (x — @) (x — B).

Toute éguation admettant « et P pour racines a ses coefficients proportionnels d ceux de
Péquation (1). Il en résulte que : :

Pour que deux équations ax* +bx +c=0 et a'x® 4 bx+c =0 aient
les mémes racines il faut et il suffit que leurs coefficients soient pro-
portionnels. |

On peut le voir directement car il faut et il suffit que ces racines aient méme somme
et méme produit, donc que I’on ait :

! a b c
1 al bl cl

3

b ! c
(7] a a

Q
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SIGNE DES RACINES

377, Signe des racines. — On peut prévoir le signe des racines réelles de I'équation
ax? + bx -+ ¢ = 0 sans calculer ces racines :

c 3 . . ' r 7 ‘ . L3
10 - < 0. Les coefficients a et ¢ sont de signes opposés. L’équation a deux racines

distinctes (n° 368) dont le produit P est négatif. Ces deux racines sont donc de signes
contraires et : x' << 0 < x". La plus grande des racines, en valeur absolue, a méme signe

que la somme S.

Lorsque a et ¢ sont de signes contraires, ’équation : ax®> + bx 4+ c =0
a deux racines réelles de signes opposés.
b

c ) ,
20 2= 0 ou ¢ = 0. L’une des racines est nulle et autre égale a la somme S = — p
. b
et a donc méme signe quelle : ¥’ = 0; 2" = —

c . . . .
30 - > 0 et A >0. L’équation a des racines réelles, de méme signe puisque leur
p q gne puisq

er . . b
produit P est positif. Leur signe commun est celui de leur somme S = — 2 # 0. En

définitive :

EquaTioN : ax® + bx + ¢ =0 Racines x’ et x”
w§<o ............................. x <0<
20¢=0....... Cetieeiieieesiana —_— x =0;x" =8

. -—~§>0 ........ 0 <& << &
@§>0aA>o )
——;<0 ........ << <0

378. Discussion d’une équation paramétrique.
Etudier suivant les valeurs de m Pexistence et le signe des racines de I’équation :
(m—4)x*—2(m—2)x+m—1=0.

Notons d’abord que ’équation est du 1°T degré pour m = 4 et admet pour racine x = 3/4.

Pour m =~ 4, ’équation est du second degré :

: m—1 2(m— 2
A= (m—2?—(m—4)(m—1) =m, p-"—21 g = 2m—2)
m— 4 m — 4
On étudie le signe de A', P et S suivant les valeurs de m, et on enregistre les résultats dans un
tableau commun apres avoir classé les valeurs remarquables du paramétre : —o0, 0, 1, 2, 4, 4 o0
(disposées verticalement afin d’écrire aisément les conclusions).

. A b\® 4¢ A
Notons que la relation : ==\ 7 == S% = = -+ 4P montre que A et P ne sont

jamais négatifs en méme temps et que S = 0 ==> P ou A négatif.
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m A’ ) S CONCLUSIONS
-+ oo
~+ -4 -}~ Deux racines positives.
3
4 Eq. du 1er degré : x = Z
-+ - — Deux racines de signes contraires.
1
2 s 3 | 0...... ————— Deux racines opposées : x = + %
-+ — -+ Deux racines de signes contraires.
2 2
1 nnnnnnnnnnnnnnn uoo--oO--.... """-3- nnnnnn e i xl = 0; x" == '§
-} +4- -+ Deux racines positives.
1
0 e 0..... S B U 1.... ————— Une racine double : x = 3
_ + -+ Pas de racines réelles.
— 00
379. Relation entre les racines d’une équation paramétrique. — Lorsque

les coefficients a4, b, ¢, de I'équation : ax?® bx + ¢ = 0 dépendent d’un parameétre m,
il en est de méme de leur produit P et de leur somme S, soit :

P=f(m) et S=g(m).
En éliminant m entre ces deux relations, on obtient une relation indépendante de m
entre P et S, donc entre les racines &’ et ", qui permet de calculer #” connaissant &'.

Ainsi dans ’équation précédente : (m — 4)a® —2(m —2) x+m—1=0, on obtient (n® 59);

m—=1_(m—49+3 3 _2m—4_2m—4) +4 4
P = =i~ m_4 =1+ gt S= T T T a—4 =2+ 3
s s L 1 P—-1_ S§—2 - .
D’otu : ——3= 3 " 3 > 4P —-358+4+2=0
Soit : 4x'x" —3(x' + ")+ 2=0,
380. Interprétation géométrique.
Bornons-nous au cas de 1’équation du premier degré en m :
(am + a’)x® 4+ (bm + b)Y x + em + ¢/ = 0. 1)
P__cm—{—c’__f_ ac' — ca' ___bm,-i—b’ _é___kab’—ba’
"~ am +d  a a(am + a’) am +d  a a(am + a')
1
bl N, rq® s e b er 4 (4] .
d’oll, en éliminant Zam T a’)' la relation du 1¢r degré en P et S (n° 200) : |
(ab' ——\ba’) P—(ac — c'a) S + b’ — ¢cb' = 0. (2)

Désignons par M’ et M” les points d’abscisses x’ et " sur un axe Ox.
10 Siagb’ — ba' = 0, la relation (2) donne S = constante ou : OM' + OM” = Cte,
Les points M' et M" varient sur Ox en restant symétriques par rapport au point I d’abscisse S/2 (fig. 157).
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20 Si ab' — ba' 0 la relation (2) s'écrit : P — oS + B =0,
xx" —a(x +a)+ =0 <> (¥ —a) (" —o)=0o—§

Si w désigne le point d’abscisse «, on obtient : ®M’'. ©M" = a2 — § = Cte 3)
o W I M” O A w MW B M*»
——}_——W———) ——f——w L >
X’ S T 0o« X, X7 X
2
Fig. 157. Fig. 158.

Lorsque a? — f§ est positif, il existe sur Ox deux points A et B tels que : wA = wB = A2 —B
et : wA2 = wB? = oM. oM’ <—=> (ABMM’) = — 1.

Les points M' et M" varient sur Ox en restant conjugués harmoniques par rapport aux points fixes A
et B (fig. 158).

FONCTIONS SYMETRIQUES DES RACINES.

381. Définition. — On appelle fonction symétrique des racines x' et x'
de I’équation ax? + bx + ¢ = 0 toute expression formée & ’aide de x' et x’,
qui se conserve quand on permute ces deux lettres.

EXEMPLES :

x'% 4 x"2; x84 x"3; — __1_ 3 + por }__ 35 (2% — 3x") (22" — 3 ).

X

On sait (n® 61) que toute expression rationnelle symétrique en x’ et x” s’exprime en
fonction rationnelle de S = &' 4+ x”" et P = x'%"'. Ainsi :
10 x'2 4 x"% = (2’ + x")2 — 2x'x" = 5% — 2 P.
20 x'3 4 x"% = (' + 2" — 3a'x" (x' + x") = S — 3 PS.
1 1 «x+4+x" S
3°——,+-—,,=-—-—,+—,,—~=— etc.
X x x'x P
Pour calculer une telle expression, il suffit donc, aprés I’avoir exprimée en fonction
de S et P, de remplacer S et P par leurs valeurs. On évite ainsi des calculs pénibles sur des
expressions irrationnelles.

382. Probléme. — Déterminer le paramétre m de fagon que I’équation :
24+ m—2)x+m+5=0
ait deux racines telles que : % 4 x"2 = 10,

La relation imposée aux racines est symétrique et s’écrit :
(' + x")? — 2x'x" — 10 =0,
Soit(m —2)2 —2(@m+5)—10=0 ou m?— 6m— 16 = 0 ce qui donne pour m les valeurs
— 2 et 8,
Pour m = — 2 I’équation proposée s’écrit : x2 — 4 x + 3 = 0 dont les racines, ¥’ = 1 et
x" = 3, vérifient la relation imposée.
Pour m = 8 I’équation devient : x2 + 6 x 4+ 13 = 0 et n’a pas de racines.

Seule la valeur m = — 2 est solution du probléme.
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383. Transformations d’une équation. — 1° Soit 3 former I'équation en X,
dont les racines X’ et X” sont les valeurs de la fonction de deux variables f(u, v) lorsqu’on
remplace u et v par ' et ", puis par x” et &', racines de I'équation ax® + bx + ¢ =0 (1).

Calculons :
S =X'4 X" = f(x', 2") + f(x", &) et P=XX"=Ff(«, x") . f(x" x').

S et P sont des fonctions symétriques de ' et x” et s’expriment en fonction de a, b, c.
On obtient alors Iéquation : X2—SX + P = 0 qui est dite transformée de I'équation
(1) par la substitution : X = f(u, v).

20 La méthode s'applique si la substitution ne porte que sur une seule variable :
X' = f(x") et X" = f(x"), c’estdire X = f(x).

Mais si dans ce cas, on peut exprimer x en fonction de X sous la forme x = ¢(X), on voit
’ / @ ’
que X’ et X" sont racines de ’équation :

a[o(X)]2 + b o(X) + ¢ = 0.

Cette méthode est uﬁle dansle cas ol1 : X = w + B
4 _ yx + 8

384, Exemples. — 1° Soit léquation x*—2mx 4 3m—2=0 (1). Former
Péquation du second degré admettant pour racines :
X =2x—3x" et X" =2x—3x'.

Ona: S=X+X"=2x —3x" +2x" — 3% = — (¥ + &") = — 2m.

P=XX" =2« — 3x") Qx" — 3x') = 13x'x" — 6(x'% + x"
donc P = 25(3m — 2) — 6 X 4m® = — 24m® 4 75m — 50 et ’équation cherchée s’écrit :

X2+ 2mX — 24m? + 75m — 50 = 0.

: 20 Former ['équation admettant pour racines les inverses des racines de Iéquation :
ax® + bx + ¢ =0 ou lon suppose ¢ 7 0.

1 1 1

1 . . 1 .
Ona:X = = et X" = o c’est dire : X = —oux =3 Il suffit d’exprimer que 3 est racine

X
‘de I’équation proposée :

a(}l—()z—l—b.(}l—()—!-c:o > ¢XZ4bX +a=0

EXERCICES
— Résoudre les équations suivantes :
1183. 242+ 5x = 0. 1184. 21 2% — 49 x = 0.
1185. (x + 5)2 — 4 x — 20 = 0. 1186. x> — 25+ 3 (x + 5) = 0.
1187. 42 — 81 = 0. 1188. 27 x® — 144 = 0.
1189. (x — 9)2 — 49 = 0. 1190. (3x — 7)2 — 4 (x + 1) = 0.
191, 3x =2 22+ 5 _ usz —27 83x—28_

2+5 3x — 2 — 7 x— 3
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1193, x2 — 14x 4+ 33 =0, 1194, x2 4 16 x + 63 = 0.
1195, x2 — 11 x4 28 = 0. 1196. x* — 13 x — 48 = 0.
1197, 522 — 31 x4+ 30 = 0. 1198, 7x2 — 27 x — 40 = 0.
1199. 6 x2 4+ 71 x 4+ 175 = 0. 1200. 21 x? + 43 x — 90 = 0.
1201, 15 x* — 253 x + 1066 = 0. 1202. 35 2% — 137 x — 360 = 0.

1203. 1 — V)2 —2(1+42)x+ 1+ 34/2=0.
120. 2+ V)2 — 23+ Da+(W3—1)=0.

2x +1  2x—4 2 —1  3x—1 5x—11
1205. 5 - S5 = 2 1206. ~—— + T3 = =1

x+2 x+4_ 11 | 2 +3  3(x—3)
1207 —— + 5= % 1208 = -~ 5 =2

104° + 3% — 2 . 1 2 3 6
l'209'16m"’+30:x:-l—-9__—1' lzm'x—l_*_‘7::—2-I_:’c—3_.':c+6

— Résoudre les équations paramétriques :
1211, 2 — QCQm+ Dx+ m® + m — 6 = 0.
1212. x> — (m+ 2)x + 2m = 0.
1213. x* — @+ b+ )x+ a(d+ ¢) = 0.
1214, x* — 2 ax + a® — 952 = 0.
1215. x? — (2a — 3b)x — 6ab = 0.
1216. 322 +2(2a — b)x + a® — b2 = 0.
1217. > —2(m+ Dx+ m* 4+ 2m — 3 =0,
1218. (m + a2 — Sm+ 6)x+32m+ 3) = 0.
1219. (a2 —b®) x® — 4 a’x + 4 a%% = 0.
1220. a (a + b) «®* — (a® + b%) x — b(a — b) = 0.

1221. Soitl’équation: (m — 4) x2 —2(m —2)x +m—1 = 0.

1° Etudier suivant les valeurs de m P’existence des racines de cette équation. Calculer les racines
pourm = — 3,0, 3 et 4.

20 Calculer pour x' = 2, la valeur de m, puis celle de x".

14«

soit racine de I’équation ? En déduire

3° Quelle valeur faut-il donner 2 m pour que x' =

N
_I_
R

I’expression de la racine x” en fonction de «, puis de «'.

1222. Pour quelles valeurs de m l’équation : (m+ 7) x> —2(m — PDx —Tm+ 15=0,
a-t-elle une racine double ? Calculer la valeur de cette racine double.

1223. Soit I’équation:mx®> —2(m — )x+m —3 =0,
1° Calculer les racines pour m = — %a 2et8.

20 Calculer m pour que I’équation ait une racine double et trouver sa valeur.
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1224. On considére I’équation : m + 1) x2 — (m + 3) x — m 4+ 3 = 0.

10 Calculer les racines pour m = 23 3; — 7 et — 153

20 Déterminer m pour que 1’équation ait une racine double que 1’on calculera.

2
30 Calculer les racines pour m = %—j—g
1225. Etant donnée I’équation: x® — 2 (m + 2)x + 2m?2 — 17 = 0.
10 Calculer les racines pourm = — 2, + 2et 4 5.

20 Pour quelles valeurs de m a-t-elle une racine double? La calculer.

3° On suppose que x' = 11. Calculer les valeurs de m et de x" correspondantes.

7t —3
t+1

en fonction de m et en déduire les valeurs de m pour lesquelles I’équation proposée a des racines.

3 2
x+2m + x+m

1° Le nombre m étant donné d’une maniére quelconque, montrer qu’elle a toujours deux racines
distinctes x’ et x" (on pourra poser m = k + 1).

20 De combien de maniéres peut-on choisir 7 de fagon qu’une des racines ait une valeur « donnée ?

- Pour quelles valeurs de ¢ a-t-on des racines ? Exprimer ¢

40 Calculer les racines pour m =

1226. Soit ’équation : 1.,

3% Etudier le cas ou l'on donne 4 x’' la valeur 5.

— Résoudre mentalement les équations :

1227, 2 —6x+5=0. | 1228, #* — 15x + 56 = 0.
1229, % — 13x 4 42 =0, 1230. x* 4+ 16 x + 63 = 0,
1231, a® + 4x—77=0. 1232. x? — 5x — 150 = 0.
1233, %+ 22x + 121 = 0. 1234, x> — 40x + 111 = 0.
1235. x2 — 17x+ 70 = 0. 1236. x2 — 16 x4+ 55 =0.
1237. x*+17x 4+ 72 =0, 1238, »* + 2x — 63 = 0.

1239, «* — (a -+ b) x + ab = 0. 1240, 5* — 2ax+ a® — B2 = 0.
1241, 22 — 17x + 30 = 0. 1242, 2x* — 3x —35=0.
1243. 342+ 13x+ 14 = 0. 1244, 4x2+ 5x — 21 = 0.
1245, 5x2 —14x 4 8 = 0. 1246. 6 x2 — 7x — 20 = 0.
1247, 72+ 26 x + 15 = 0. 1248. 1542+ 4x — 4 =0.

— Trouver a priori une des racines des équations suivantes et calculer I'autre .:
1249, 4x2 —11x+7=0. 1250, 7x2 4+ 23 x4 16 = 0.
1251. 5x% + 26x — 31 = 0. 1252, 9x® — 22x — 31 = 0,
125, 2 -2 =2 2. 1254, 2 4 =242

1255. 0 —c)x*+ (c—a)x+ (@a— b) = 0.
1256. a(db —o)x2+b(c—a)x+ c(a—b) = 0.
1287. m —a)(b—c)x®+ (m = b)(c —a)x + (m—c)(@a— b) = 0.
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1258, 2abx® — (a+ b)?x + a4+ b2 = 0.

— Calculer deux nombres connaissant leur somme S et leur produit P.

1259. S =29; P —=198. 1260, S = — 33; P = 266
1261. S = 130; P = 4225, 1262. S = 41; — — 1386
1263, S = —117; P = — 2 430. | 1264. S = — 152; P = 5 695.

1265. SoitI’équation: (m + 3) x2 —m(m + 5) x -+ 2m® = 0.
1° Montrer que cette équation admet la racine x' = m. Calculer I’autre racine x".
20 Pour quelles valeurs de m a-t-on : x' = x"?

30 Retrouver ces résultats en calculant le discriminant et en résolvant I’équation.

1266. Deux nombres variables x et ¥ ont pour somme x + ¥ = 2 m et pour différence

x —y=2p.

10 Calculer x et y et leur produit = xy en fonction de m et ».
20 [.a somme 2 m est constante. Pour quelle valeur de p, le produit 2z est-il maximum ? Quelles
sont alors les valeurs de x et y?
+ 39 La différence 2 p est constante. Pour quelle valeur de m, le produit z est-il minimum ? Quelles
sont alors les valeurs de x et ¥ ?

1267. 1° Pour quelle valeur de x la fonction y = (x + 3) (5 — x) est-elle maximum ? Trouver
ce maximuim, '
20 Pour quelle valeur de x la fonction 2 = (x + 3) (x — 5) est-elle minimum? Trouver ce

minimum.

1268. On considére la fonction y = o_zc + %o dans laquelle x est positif.

19 Montrer que cette fonction admet un minimum que 'on calculera ainsi que la valeur de x
correspondante.

L e x 18 , 2 2 .

20 On désigne par m la différence 3 Montrer que I'on a 2 = m? 4 36 et retrouver ainsi

la valeur du minimum de y et la valeur de x correspondante.

— Etudier suivant les valeurs de m ’existence et le signe des racines des équations suivantes :

1269. x* — 4x+ m = 0. 1270, x* — 2mx 4+ 9= 0.

1271. 2 —2mx+ 3m =0, 1272, mx?—3x+ m=0.

1273. «* — 3m—x + 4 =0, 1274 ma® —2(m—2)x+m—3 = 0.
1275. x2 — 2mx + (m — 3)2 = 0. 1276, mx2 —2(m+ Dx+m—5=0,

— Calculer en fonction des coeflicients a, b et ¢ de ’équation : ax? 4 bx 4 ¢ = 0 les expressions
suivantes :

1277, (54" — 34") (54" — 3 ') 1278, (x' — 2)® + (x" — 2)*
xl xll

1 1
1279. xlz — x” + 73 7 1280- x/[ — 3 + x’ . 3.76‘” .

XS — X

® —2 2 —4" : x'8 — &8
1281- ¥ — 3 + 3 — 1282. %2 — X2
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— Déterminer m de fagon que les équations suivantes aient des racines satisfaisant a la relation
indiquée.
1283. (m+ 1)x2—2(m+2)x+m—3 =0  Relation: (4 »' + 1) (4" + 1) = 18.

1284, mx® —(m —4) x+2m=0 2(x'2 4+ x"%) = S ¥'x".

1285. (m — D2 —2mx+m+1=0 4 (x'? 4 x'%) = 5 x'%"2,
1286, x* —2m+ Nx+m*+2=0 3a/2" — 5"+ &)+ 7=0.
1287. mx2 —2(m —2)x+m—3 =0 16 (»' + x")? = 49 x'2%x"2.

1288, Soit’équation: x® — 2mx + 3m —2 = 0.

1° Montrer que le discriminant A’ est égal (m — 1) (m — 2) Etudier son signe et en déduire
suivant les valeurs de m, I’existence et le signe des racines x’ et x” de 1’équation.

20 Déterminer m de fagon que ’on ait : x'2 4+ x"2 = x'x" + 4.

3° Former I’équation en X admettant pour racines 2x’ — 3 x" et 2x" — 3 x’. En déduire les
valeurs de m pour lesquelles on a : 2’ — 3 %" = 1.

1289. On considére I’équation : (m + 1) x® — 2mx + m — 2 = 0,

10 Etudier I’existence et le signe des racines x' et x".

20 Calculer les racines pour m = Z, 1et?.
39 On suppose ¥’ = — 3. Calculer la valeur de m et celle de x".

40 Etablir la relation indépendante de m qui lie les racines lorsqu’elles existent,

1290. 1° Discuter, suivant les valeurs de m, P’existence et le signe des racines x' et x” de 1’équa-
tion:(m+ 2)x2 — (m+4)x+2—m=0,

20 Etablir la relation indépendante de m qui existe entre x' et x”. Retrouver 2 l'aide de cette‘
relation les valeurs des racines doubles.

30 Calculer m pour que 'on it % + ;1,7 = %

1291. Soit Péquation : x2 —(m+ 2)x+ 1 =0.

10 Etudier P’existence et le signe des racines &’ et x”.

20 Former 1’équation en z admettant pour racines : 2’ = 4x' — 1 et 2" = 4 x" — 1. Calculer
m pour que l'on ait : 2’2" = 7,

32 On construit sur un axe les points M’ et M” d’abscisses x’ et x”. Montrer que ces points sont
conjugués harmoniques par rapport aux points A et B d’abscisses + 1 et — 1,

1292. On considére ’équation : (m — ) a2+ 2(m — 3) x + m? — 9 = 0. (1)

1° Montrer que son discriminant est un produit de trois facteurs du 1°F degré en m. Etudier son
signe ainsi que celui de la somme et du produit des racines x’ et x” puis I’existence et le signe de ces
derniéres.

2° Trouver la relation indépendante de m qui existe entre x' et x”. En déduire les valeurs de
chacune des racines doubles de 1’équation (1).

1
- + et trouver les valeurs de m
x +1

3° Calculer m en fonction de m Pexpression : y = 7 }‘_ i
pour lesquelles on a y = — 16.
1293. Les racines d’une équation du second degré vérifient les relations :
(x 4+ x") — 2 x'x" =0,
mx'x” — (x' 4+ x") = 2m -+ 1.



EQUATION DU SECOND DEGRE 277

1° Former cette équation.

2° Pour quelleé valeurs de m a-t-elle des racines?

3% Déterminer m de fagcon que les deux racines soient positives.

49 Dans ce cas, on considére le triangle rectangle dont les c6tés de ’angle droit ont pour mesures
respectivement x’ et x”. Déterminer m de fagon que I’hypoténuse de ce triangle soit égale a '\/?

1294, On considére 1’équation du second degré dont les coefficients dépendent du paramétre m :
Cm—1Dx*—(m+2)x+m—1=0.

19 Discuter, selon les valeurs de m, Pexistence et le signe des racines de cette équation. Soient
M’ et M” les points dont les abscisses sont les racines x’ et x” de 1’équation.

29 Déterminer m pour que les points M’ et M" soient symétriques par rapport au point d’abscisse
-+ 1. Déterminer ces points. '

32 Déterminer m pour que M’ et M" soient conjugués harmoniques par rapport aux points
d’abscisses — 2 et + 2.

4° Montrer que, quel que soit m, les points M’ et M" sont conjugués harmoniques par rapport
a deux points fixes que I’on déterminera. :

50 En déduire l'existence de deux valeurs de m pour lesquelles ’équation a une racine double
que Pon calculera.




23 Legon

TRINOGME DU SECOND DEGRE

385. Définitions. — On appelle trinéme réel du second degré‘ en x,
tout polynéme f(x) de la forme :

flx) =ax? + bx + ¢ a,b,ceR avec a#£0.

Les réels a, b, ¢ désignent les coefficients constants du trindme et x en est la variable
dans R. Les racines %' et ¥” du trindme sont les racines de 'équation : ax* + bx + ¢ = 0
et le discriminant A = b® — 4 ac est celui du trindme f(x) ou de I'équation f(x) = 0. Quel
que soit xe R, le trindme f(x) prend une valeur numérique réelle de signe déterminé ou

nulle.

386. Factorisation et signe du trinéme. — Le trinéme f(x) = ax? 4 bx 4 ¢ peut
(n° 367) s’écrire :

2 4ac — b2] (1)

f(x)=a[(x—l—-2%) -I—T

1er Cas : A = b2 — 4 ac < 0. — Le trinéme n’a pas de racines réelles. Il ne peut étre
factorisé sous la forme f(x) = a(x — ) (x — B) sinon il admettrait pour racines « et B.
11 est indécomposable sur R.

. , b\?
L’expression entre crochets est la somme du carré (x + %) >0 et de l’expres-

. 4ac—b* .o . . A .
sion ———— > 0. Elle est donc positive quel que soit x et le trindme f(x) est toujours

du signe de 4, coefficient de x2,
2
9¢ Cas: A= 0. — La formule (1) se réduit 3 : f{x) = a (x n 2_’;) . Le trinéme

admet la racine double : ' = — Zia . f(x) = a(x — «') (2)

Pour toute valeur de » différente de x' 'expression (x — x')% est positive et f(x) est
du signe de a. '

3¢ Cas. A > 0. — On peut alors écrire (n° 367) :

f(x)=a[(x'+ '2%)2—%] =’a(x+é—+g}/—§) (x+b_—2a\—/—§)
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Le trindme admet deux racines réelles distinctes »' et x” telles que

¥ = % et x" = 4
et il s’écrit : f(%) = a(x — x') (x — z"). (3)
‘En supposant ¥' << x” on obtient : |
x — 0o x' x" 4 o0
x— & — 0 + +
x— x" — —_— 0 -+
f(x) Signe de a 0 Signede —a 0 Signe de a

On voit donc que f(x) est du signe de a, pour ¥ < x' ou pour x > x". Il est du signe
opposé 2 celui de @ pour ¥ < x < x". On en déduit que :

387. Régle. — 1° Si le trinéme f(x) = ax®> 4 bx 4- ¢ n’a pas de racines
réelles, il est du signe de a coefficient de x*, quel que soit x € R.

20 Si le trm6me a une racine double, il est du signe de a pour toute
valeur de x différente de sa racine.

30 Si le trinéme a deux racines réelles distinctes, il est du signe de a
pour toute valeur de x extérieure aux racines et du signe opposé a celui
de a pour toute valeur de x comprise entre les racines.

Cette régle découle d’ailleurs immédiatement de la représentation graphlque de la
fonction y = f(x) = ax® + bx + ¢ (n°® 146). Il suffit de se souvenir que :

Un trinéme du second degré en x est donc toujours du signe du coefficient de x® sauf pour
les valeurs de x égales aux racines réelles ou comprises entre ces racines lorsqu'elles existent.

388. Applications.
1° f(x) = 5%+ 2x + 1 n’a pas de racines réelles (A’ = — 4). Il est donc positif quel que soit x.

20 f(z) = — 4 22 1+ 28 2 — 49 admet une raéine double % Il est donc du signe de — 4, soit

négatif, pour toute valeur réelle de z différente de %

30 f(m) = m?— 2m — 35 a deux racines — 5 et 4 7. Il est positif pour m < — 5 ou pour
m | — o0 — 5 7 -+ oo

£ (m) + 0-—-0+

m > 7. Il est négatif pour —5 <m <7 :

40 f(x) = (2x — 5) (x + 3) est un trindme admettant — 3 et ; pour racines. Le coefficient de
5

5 .
x? est 2. Donc f(x) est positif pour x << — 3 ou pour x > 3’ négatif pour — 3 < x < 7

50 F = 2 Sm--+m3 est du signe du trinéme (2m 4 3) (5 — m) admettant pour racines — -32-et 5.
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. , . . . 3 .
Le coefficient de m? étant — 2 on voit que la fraction est positive pour — 3 < m < 5, négative pour

3 m|—oo — 32 5 H4o
m< — -oupourm> 5:
2 | - 0 + |l -

389. Corollaires. — L’étude des résultats ci-dessus montre que :

10 Pour qu’un trinéme réel du second degré soit le produit de deux
facteurs réels du premier degré il faut et il suffit que son discriminant soit
positif ou nul.

La condition est suffisante d’aprés les formules (2) et (3) du n° 386. Elle est nécessaire
car un produit de deux facteurs réels du premier degré admet pour racines les racines
réelles de chacun de ses facteurs et a donc un discriminant positif ou nul.

20 Pour qu’un trinéme du second degré f(x) garde le méme signe quel 4
que soit x il faut et il suffit que son discriminant soit négatif.

En effet si A > 0 le trindme s’annule au moins pour une valeur de x et ne garde pas
le méme signe pour toutes les valeurs de x.

30 Soit f(«) = as? + ba -+ ¢ la valeur prise par le trindme f(x) = ax? + bx 4 ¢
pour x = . Cette valeur f(a) est nulle si « est racine et réciproquement. Ce cas mis 2 part,
on voit (n° 387) que :

10A <O Pour tout o....coovvviiiiiineieneennn, af(ax) >0
20A=0 Poura#—-z% ..................... af(x) >0 |
30 A> 0 @ extérieur aux racines.............. af(e) > 0

« compris entre les racines .......... af («) < 0.

Les théorémes suivants constituent des réciproques des propriétés ci-dessus.

390. Théorémes. — 1° Si af(«) est négatif, le trinéme f(x) = ax® + bx + ¢
a des racines réelles et le nombre « est compris entre ces racines.

En effet la conclusion af (x) < 0 exige que l'on ait A > 0 et « compris entre les
racines, car toute autre hypothése entraine af («) = 0.

20 Si af(x) est positif et si le trinéme f(x) a des racines reelles le
nombre o est extérieur aux racines.

Dans le cas o A > 0, ’hypotheése &' <<« << #” entraine af(x) < 0. Seule I'hypo-
thése a extérieur aux racines donne af(a«) > 0.

30 Si f(«).f(3) est négatif, le trinéme f(x) a des racines réelles et I'un
des deux nombres o ou B est compris entre ces racines. |

En effet un des produits af(x) ou af(B) est positif et 'autre négatif. En supposant
& < B on voit que le trindme a des racines distinctes telles que :

el x <Pp<x ou X <a<x"<B.
On dit que les deux couples de nombres (o, B) et (x', x") se séparent.

391. Applications. — Les théorémes 1° et 30 du paragraphe précédent permettent
de s’assurer de la réalité des racines d’une équation du second degre sans calculer son

discriminant.
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10 Le trinéme : f(x) = 3x2—7 4+ m(x — 1) est te que f(1) = —4. Donc af(l) = — 12.
f(x) admet quel que soit m, deux racines x' et x” vérifiant la relation : ' <1 < «”.

20 Soit f(x) = (x —a) (x —B) + m(7Tx—4a—3f)

On a: f(x) = 3 m(x —P) et f(B) = 4 m (B — «). Donc f(&).f(B) = — 12m* (B — «)*. En sup-
posant o << P on voit que le trindme a deux racines vérifiant la disposition :

¥ <a<x <Bpourm>0;a<x <PB<x pourm<Oetx =a<z"=f pour m=0.

" INEQUATIONS DU SECOND DEGRE

392. Forme générale. — Soient les constantes réelles @, b, ¢ (avec @ 74 0). L’inéquation
entiére du second degré en x s’écrit sous 'une ou 'autre des formes suivantes : :

P?xeR telque ax?4bx+c¢>0 ou ax? 4 bx + ¢ < 0.

La seconde se raméne 3 la premiére en multipliant les deux membres par — 1.
11 suffit d’étudier la premiére.

393. Etude de I'inéquation : ax® 4 bx + ¢ > 0. (1)
On étudie le signe du trindéme : f(x) = ax? | bx + c.

1er cas : a > 0. L’inéquation (1) exprime que le trindme f(x) doit étre du signe
de a : ceci a lieu pour toutes les valeurs de %, sauf celles qui sont égales aux racines x’ et x"
ou comprises entre les racines lorsqu’elles existent.

A<O. L’inéquation est vérifiée quel que soit x € R.

A =0. L’inéquation est vérifiée pour x 7 — 7

A> 0. L’inéquation est vérifiée pour les valeurs de x extérieures a Uintervalle (x', x")
pour x < x' < x”
done g pour x' < x" < x.

2¢ cas : a < 0. L’inéquation (1) exprime que f(x) doit étre du signe de — a, ce qui
nécessite que f(x) ait des racines réelles distinctes et que & soit compris entre ces racines.
‘ A < 0.  Linéguation est impossible.
A > 0.  L’inéquation est vérifice pour : x' < x < x".

394. Exemples.

102x24+x+3>0 (A = — 23) : vérifiée pour § x € R.
20 —x*4+2x—3>0 (A" = — 2): impossible.
30 4x—5@2x+3)<0 ~ vérifiée pour — % <x < ;
40 x2 — 9x + 14> 0 vérifiée si x < 2oux > 7.
S0 x2 —2mx +m2—m+1>0. A" =m-— 1. Donc:
m<1: Inéquation vérifiée pour Yy x.
m=1: Inéquation vérifiée pour x 7#* 1.

m > 1: . Inéquation vérifiée pour x < m — '\/m —1 ou‘pour x>m-+Vm—1,
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395. Inéquations se ramenant au second degré. — La régle donnant le signe
d’un trinéme du second degré, permet comme aux n% 359 et 360 d’étudier le signe d’expres-

sions de la forme A.B.C ou -ATB dans lesquelles les facteurs A, B, C peuvent étre du

- second degré. On en déduit des solutions des inéquations A.B.C > 0 ou A—CB > 0.

ExempLE 1. — Résoudre U'inéquation : (x* + 2x—13)2 < (3 x—1)2 (1)
Cette inéquation s’écrit : (x® 4+ 2x — 13)2 — 3x — 1)2 < 0.
soit : Px) = (x* + 5x — 14) (x* — x — 12) < 0.
Le polynéme P(x) s’annule pour — 7, 4+ 2 et — 3, + 4. D’ou:
x — 00 -7 -3 2 4 4 o
¥+ 5x — 14 + 0 - - 0 4+ | +
o — x — 12 + i+ 0 - 1 -0 +
P(x) + 0 - 0 4+ 0 — 0 <+

On a donc P(x) < O pour —7 < x < —3 ou pour 2 < x < 4, valeurs qui vérifient 'inéqua-
tion (1). ‘

— Remarquons, comme au n°® 360, que les racines de P(x) sont toutes des racines simples et
entrainent un changement de signe. Comme visiblement P(x) est positif pour ¥ > 4, on pourrait de
proche en proche en déduire le signe de P(x) dans chacun des autres intervalles

x < x2— x4+ 1 (1)
x+2 " x2—5x+6

x(x® —5x4+6) —(x+2)(x*>—x + 1)

ExempLE II. — Résoudre I’inéquation :

Cette inéquation s’écrit : G L2 f—5x2+6 <0
soit : F(x) = e _:';; -(;27_9? ;I-xz—{- 3 >0
La fraction F(x) change de signe pour ;’ -;— — 2,2et 3,
Elle est positive pour x > 3, d’ou :
I — o -2 1/2 2/3 2 3 + oo
Fo) N I

L’iﬁéquation est vérifiée pour — 2 < x < 1/2; pour 2/3 < x < 2 ou pour x > 3.

COMPARAISON D’UN NOMBRE AUX RACINES
D’UN TRINOME

396. Comparaison d’un nombre aux racines d’un trindme. — La comparaison
directe d’un nombre réel o aux racines x’ et ¥” d’un trindme du second degré

f(x) = ax® 4+ bx + ¢,
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c’est-3-dire I'étude du signe de ' — « et " — «, conduit a des calculs laborieux sur des
expressions irrationnelles lorsque le discriminant n’est pas un carré parfait. Il est possible
d’effectuer cette étude sans calculer les racines du trinéme. En effet (n° 390) :

1T Cas : a.f(2) < 0, les racines x' et x” sont réelleset : | & < a < x".

. " 7 N C
2¢Cas : a.f(x) = 0 avec @ 7~ 0 le nombre « est 'une des racines et 'autre égale a o
ou — - — o« s¢ compare directement 2 a.

3¢ Cas:a.fla) > Oavec A >0, le trinéme a des racines réelles et « est extérieur aux
racines, soit : a < ¥’ < ¥ ou ¥ <¥"' <o

Afin de distinguer ces deux cas, on compare « 4 un nombre que I’on sait compris entre
' S

les racines. On peut toujours utiliser la demi-somme 5= — 7 car en supposant X <ax":

x' < ¥ => x’<M<x” _— x'<-S—<x”
2 2 °

S S /i
1°-Z-—-a>0 ou oc<-2' = a < x < &'

S :
2°§—oe<0 ou << o = ¥ <X <.

Soit en résumé :

f(x) =ax? + bx 4+ ¢ Racines x’ et "
10 af(0) < O0........ et ee i ¥ <a<x
20 fla) =0 .0 cvvuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn. ¥ =a; 0" =8 — «
-g-—a>0 ........ o < x <X

30 af(e) > 0etA >0

Pour « = 0, on retrouve les résultats du n° 377 pour le signe des racines.

397. Applications.

10 Comparer + 1 aux racines du trinéme f(x) = x*2 — 7Tx + 4.
af 1)=1(01%—7.1+4 4) = — 2. Le trindbme a deux racines de méme signe telles que :

O0<x <1 <&

20 Comparer — 3 aux racines de Péquation : 2 x* — 3 x — 25 = 0.

Cette équation a deux racines de signes contraires (n° 368).af (— 3) = - 4, le nombre — 3
est extérieur aux racines et comme — 3 est inférieur & 0 qui est compris entre les racines on a la dispo-
sition : — 3 <&’ <0 <", '

30 Comparer + 6 aux racines de l'équation : x> — 6x + 4 = 0.
af (6) = + 4 et A’ = + 5. L’équation a donc deux racines dont la demi-somme -} 3 est inférieure
4 6. Donc : &' <3 <a" <6. ’
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409 Comparer les nombres 3 et 5 aux racines de I'équation : 3 x* — 26 x + 54 = 0.
af (3) = 9 et af (5) = — 3. L’équation a deux racines et 5 est compris entre ces racines, tandis que 3 .

est 4 Dextérieur. Donc : 3 < &' <5 < «".

398. Equations paramétriques. — La comparaison ci-dessus permet d’étudier
suivant les valeurs du paramétre m 'existence et la position des racines du trindéme f(x)
par rapport i un nombre donné «. On est conduit & étudier simultanément les signes de

' A, af(a) et % — o,

Pour comparer les racines 2 deux nombres donnés « et §, on étudie les signes de :

A, af(s), af(8), ;——a et %— B.

399. Exemple 1. — Etudier suivant les valeurs de m la position du nombre + 3 par rap-
port aux racines de I'équation : 5* — 2 (m + 1) x4+ 5m + 1 =0.

Calculons A’, af (3) et g— — 3. On obtient :

A’=(m+1)z~—(5m+l)xm2—3m’=m(m-—3) 0; 3)
af Ay =1[9—6m+1)+5m+1]=—m+ 4 “)
%—3=m+1—3-—=m—2. (2)

Les valeurs de m, pour lesquelles une des expressions précédentes change de signe sont donc :
0, 2, 3 et 4. On peut alors établir le tableau suivant :

m A’ af (3) -z— — 3 CONCLUSIONS
+ oo
4 - -+ ¥ <3<
AT SN FUUTROTR P [ ISR TS 2 ... ¥ =3<a" =17
+ + + 3< o <o |
+ 3 [ Oueereecforenns 1. 1...... < =x"=4
+
+ 2 — + 0 Pas de racines réelles.
o ... £ | IO IR 4....0..— 2. ¥ =x"=1<3
+ + - ¥ <x <3
— 00

Notons que la formule (1) du n® 386 permet d’écrire :

so=allc-3) -5 — SFro@-aF-o

2] 4a
Il en résulte que A et af () ne sont jamais tous deux négatifs et qu'ils sont de signes contraires

pour-zs——oc=0.
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400. Exemple II. — Etudier suivant la valewr de m la position, par rapport aux

nombres O et 2, des racines de I'équation : mx* — 2 (m + 1) x +m 4 5 = 0.

L’équation est du premier degré pour m = 0 et se réduit 4 22 — 5 = 0.

Une seule racine x' = % telle que 0 < 2 < «'.

Pour m #* 0, I’équation est du second degré. On obtient :

A= —3m+1 ; af(O)=m0m+5);af 2)=m(m+ 1) ; g——O=m;:1
et §- -2 = 1—m
m
Les valeurs remarquables de m sont — 5, — 1, 0, ;— et 1. On obtient :
, S S
m A af (0) af (2) 3~ 0 7~ 2 CONCLUSIONS
+ o0
1 - + + 0 Pas de racines réelles
+
% ...... S 1—96 ....................... A I 2 e V<2< =a" =4
+ + + + | o<2< ¥ <A
0 = e Eq. du 1°"degré:2<x'=-g-
+ - - — ¥<0o<2 <y _
— 1 feeereeererarnee|onsensnsencoscrtocrees O vevees]evees 0..... — 2 x'<0<x”=2
+ - -+ — <0< <2
4 9 '
- T IS P 0 ceeveefoeeees O vecaie] nnnne -5-.....¢ '—g ¥ =0<a" <2
- + + - O<x<x" <2
— 00
401. Remarque. — Lorsqu’on veut imposer, aux racines x' et x” du trinéme

f(%) = ax? + bx + ¢ une disposition donnée par rapport au nombre a ou par rapport aux
deux nombres « et B, il suffit d’écrire les inégalités nécessaires et suffisantes qui entrainent

existence des racines et cette disposition. Ainsi pour obtenir :

af() < 0
v S

A>0,af(e) >0,5—a>0

af(x) > 0, af(g) < 0
A >0, af(«) >0, af(f) > 0

x' <

o < x"

a<<x <&

a<< X <B<u

<A K <B

écrire

2

«> 0, et %—ﬂ,< 0.

EXEMPLE. — Déterminer m pour que I’équation : mx* — 2 (m + 1) +m+5=0

ait deux racines comprises enire () et 2.
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I1 faut et il suffit que ’on ait :

A>0; af(0) >0; af (2) > 0; ;—0>0 et ;—2<O.

On est ramené a résoudre le systeme d’inéquations simultanées :

—3m+1>0; m(m-+ 5) > 0; m(m-+ 1) > 0;
mtl_o,y Z—mEtl_,
m m

' 1
Les valeurs m > =; — 5<m<0; —1<m<O0 et 0<m<1sontaéliminer:

3
1
-0 -5 - =1 03 1 - +00
o # yd 2. ///;///; //'V////J;%/ é}//l// L, yd Ll ///)_
Fig. 159.

Il reste m << — 5, ce qui est en accord avec les résultats trouvés au n° 400.

402. Discussion graphique. — Rappelons que pour étudier ’existence des racines de
I’équation f(x) = m, il suffit de couper la courbe y = f(x) par la droite variable y = m
(n° 322). Si on a, au préalable construit les intersections de la courbe avec les droites x = «,
x = B, on voit immédiatement A quel intervalle ]— oo, af, [«, 8] ou ] B, + oo appartient toute
‘racine de I’équation f(x) = m. C’est ainsi que nous avons obtenu (n° 152) la position des

) . 5 .
racines de I'équation ¥2 — 2x — 4 + m = 0 par rapport 4 — 1 et 5 Etudions quelques

autres exemples.

403. Exemple L. — Etudier graphiquement, la position par rapport aux nombres 0 et 2

des racines de Uéquation : mx® — 2m + 1) x +m + 5 = 0.

Pour x #% 1 cette équation s’écrit : éx___—l_)S_z = 1m.
e _2x—5 o . : ;2@ —1) (4 —x)
La fonction y = = 1 est définie et cpntmue pour x # 1. Comme y' = & — 1) ’
on obtient :
| x | —o 1 4 + oo
y' — | + 0 —
g 1
Yy |0 N — 00 ‘ — o0 A 3 N 0

La courbe représentative admet pour asymptotes les droites x = 1 et y = 0, pour sommet le

point S (4—; %) Elle coupe la droite x = 0 au point A (0; — 5), ladroite x = 2 aupoint B (2; — 1) etla

. . 5 . . 4 7
droite y = 0 au point C (—o O)' En la coupant par la droite variable y = m, on vérifie les résultats

2
obtenus au n° 400 :



COMPARAISON D’UN NOMBRE AUX RACINES D'UN TRINOME 287

YA
m CONCLUSIONS
1/3 __________________ S
oo Pas de racines réelles 0 noo2 / %2 4 X
1 -1+ | B
3 —0<2<x =x"=4 i
’ " i
0<2<a <u oA , N yom
0 ___——l_racine:0<2<x=§ i
<0< 2 <X i
—1|— <0<« =2
<0< <2 (A |
— 5]l =0<a" <2 : i
O<a <" <2 i
— w |
Fig. 160.

404. Exemple II. — Etudier Pexistence et la position par rapport aux nombres — 1 et 5

des racines de Déquation : | x® — 3 x — 2| = m.
Opérons graphiquement en construisant la courbe y = |x® — 3x — 2|
Posons : z2=—x*+3x+ 2= (x4 1)*2 — x),
on voit que : x<{2=>>2>0 et y=2z tandis que ¥x>2=>2<0 e y=—2z.
La variation de y se déduit de celle de 2.
Comme: 2/ = —3(x2 — 1) = — 3 (x — 1) (x + 1) on obtient :
x | — o0 —1 1 : 2 + o0
2 — o + 0o - -9 —
b4 4 o0 N 0 yd 4+ 4 N 0 '\ — 0
¥y |+ N 0o 7~ +4 N 0 4o
1l suffit de construire (fig. 161) la courbe 2 = — *®* +3x 4+ 2. On conserve la partie relative &

x << 2 et on prend la symétrique par rapport & Ox de la branche relative a x > 2.

L’équation | x8 — 3x — 2| = m est I’équation aux abscisses des points d’intersection de la

courbe obtenue et de la droite variable A d’équation y = m. Construisons sur la courbe les points :

5 49

A(-1;05 B4 C20) e D(5g)

La droite A peut couper la courbe en 4 points dont les abscisses Xy, X9, Xg, X4 cOrrespondent respective-
ment aux arcs Aux, AB, BC et Cv. On obtient :
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w YA ' U8 m CONCLUSIONS
+ >
e D 5
n<—1< 3 < %
49 5
4“_"___“_ ?—— -8— —_— X < - 1 < Xy = i
|
A m y=m "1<“1<“’4<§
| y N\ | - 5
E i ! 4 x1<-—1<x3=,x3<x4<§
i -1 i ! .
: | 5
; A ! . < —1<wm<m<x<j
X, -1 0| % AN X X
0 _x1=xz=—1<xa=x4<§
Pas de racines
— 00
Fig. 161.
EXERCICES
— Etudier suivant les valeurs de x le signe des trindmes suivants :
1295, x> —3 x4 2. 1296, — x*+ 2x — 1. 1297, x2 — x + 1.
1298. x2 — 5x + 6. 1299, —x2+ 6x— 9. 1300. x® + 8x 4 15.
1301. 7x%* — 12x + 5. 1302, 3 %% 4 8x — 11. 1303, 5% — 7% — 12.
1304, Sx+ 7) (x — 4). 1305. 2x —3) (7 — 2x). 1306. 3 x+ 1) (x+ 5).
1307. (x + 1)2 — 9«2 1308. (4 x + 5)2 — 49, 1309, x2 — 3 x+ 1)2
— Simplifier les expressions suivantes et étudier leur signe en fonction de x. |
x2 —T7x+ 6 x2 4+ 5x— 6 o 3x2 4+ 5x— 2
1310. 7 4% T3 1311. P pe— 1312, I —Tx L2
24 — 9x — 5 (6x® — 5x)? —1 (6% — T + 128 — (x — 3)*
1313. A —— 1314. # — @t — 1 1315. T g re— T
x4+ 1 % x + 7 x — 10 x— 7 .
1316’3\72+x——2 x? —1 1317'.7c2---.9¢,'—-6 x2+x—-2+x2—-4-x+3
x—2  2x—1 2~ 4x +3 At —1 af —2x—3
1318'2.9c2+7:>c+3 452 +8x+4 3 1319'x2—8x-l-15 x2—6x+5+xz—4x-——5

— Etudier P’existence et le signe des racines des équations suivantes :
1320. 22 —2(m+ D+ 3m—5 =0. |
1321. m — )22 — (m — 3)x — (m + 3) = 0.

1322, m+ 1)x2 —4x—22m+ 1) =0,
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1323. Bm—2)a* —2(5m—2)x+3@m~+ 1) = 0.
1324, * — 4(m+ 3)x + 6 (m2 — Sm+ 6) = 0.
1325, 2%+ 2(m -+ 1) x+ m? -+ m — 12 = 0.

1326, «? —2(m — 2)x + 2m? — 15m — 8 = 0.

-— Montrer, sans en calculer le discriminant, que les équations suivantes ont deux racines :

1327, (x + 1) (x — 3) + 22 — 4 =0, 1328. (x — 1) (x — )+ (x—2) (x = 5) = 0
1329, x> — 9+ mx (x — 5) = 0. 1330. x(x —a+ b))+ (x —a)(x+ b) = 0.
1331, x(x+ 4+ m(x2 — 1) = 0. 1332. (x —m)(x —m) + a(Sx — 3m — 2m) = 0.
— Résoudre les inéquations suivantes :

1333. 3x* — 11 x+ 8 > 0. 1334, 15x* — 14x+ 3 < 0.

1335, 49x% — 70 x -+ 25 > 0. 1336, 4x* — 192+ 5<0.

1337, (2x — 7) (15 — 3 x) < 0. 1338, (3 x — 1) (4 x — 20) > 0.

1339, (> — 9) (2 + 5x — 6) < 0. 1340. (x> + 5x—6)2 — 9 (x* — 4x + 312> 0.
1341, 57 i 5+ 2xx-+11 > 6 1342. ¢ i 7+ 10x“’254—(x49—x2—|)— 51— 0

— Résoudre les inéquations simultanées :

x2 —7x+6<0 x* — 14x+31>0
1343. x2 — 8x 4+ 15 > 0. \1344' x2 — 18x +9< 0.
) x»¥® —5x4+6>0 f (22— 11x)% < 9(x + 5)2
1345'§7x2—31x—20<0 - 1346 e ok 4 242> 42,
x2—6x — 16 <0 Gx— 192 < (x — 23)2
2 -8 15> 0 4x — 112 — 2x — 7) 0
1347, { ¥ SF B> 1348, ) 457 1 Gr >
x—3+§>0' x—1>2x—5

— Déterminer m de fagon que les inégalités suivantes soient vérifiées quel que soit x :
1349, x2 — 3m —2)x+2m?> —5m — 2> 0.

1350. mx2 + 4 (m+ 1Dx+ m—5<0.

138l. m+ 1)x>2—2(m—1)x+3m+ 6> 0.

1352. Cm—1)x® —2x+4m—3 <O.

— Quelles valeurs faut-il donner i m pour que les équations suivantes aient deux racines positives ?
1353, »* —2(m - 1)x—3m+ 7=0. 1354. m —3)x2+ (m+3)x—m—1=0.

1355. i + 1) 2> —(m+ 3)x+3 —m=0. 1356, x* —(4m+ 2)x+ 6m*—5m+ 1=0.
1357. mx® — (6 m — 8)x + 4m — 3 = 0. 1358. m — D x2—2(m+ Dx+2m+ 5=0.

— FEtudier suivant les valeurs de m la position des nombres donnés par rapport aux racines des
équations suivantes :

13589. x2 + m+Hx+m+7=0 : Nombres donnés : 4+ 2.
1360. mx® +2B3m—2)x+4m—3 =0 — 1.
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1361. m+ D2 —2(m+ 2)x+ 2m =20 — T 1.
1362. Cm+ D)2+ 26 +m+1=0 : — 0 et 4.
1363. 3m —2)x* —205m—2)x+32m+ 1) =0 — 1 et 3.
1364. m — )32 —2(m —Hx+ (m—4H(m+ 2)=0 — 2 et 3.
1365. 3x>2 —2(m+2)x+ m*—6m+ 8 =0 — 1et4
1366, (m+ )42 —12x+ 2(m —5) =0 — 1 et 5.

— Dans les exercices suivants on procédera graphiquement en écrivant I’équation donnée sous
la forme f(x) = m et en construisant d’abord la courbe y = f(x) :

1367. x2 —6x+m—4=0 Nombres donnés : 1et4.
1368. »2 —4x+m—2=0 — —1let2
1369, x2 —2mx+2m—3 =0 ' — - Oet3.
1370. x® — 2m+ DNx+4m+1=0 —_ 1 et 5.
13711. ;m — 2)x* =3 (m —1)x+3m =20 — 0et2.
1372. mx®2 — 2 (m — )x+m—3 =0 — Oet3
1373, ma? —x —4m+ 5=10 _ _1et§.
13714. m — DN x2—(m+4Hx—2m—3 =0 — — let3.

— Déterminer m pour que les équations suivantes aient deux racines satisfaisant 4 la disposition
indiquée. ’

1375, mx* —2(m — Dx —(m+ 1) = 0 Disposition : 0 < x' < 2 < x".
1376. ;m — 2)x* —2mx+ 2m — 3 =0 — <K <d <A,
1377. 2 +2(m+ Dx+1=0 — 0<x <% <3.
1378. s — 2(m+ D4 m+ 1 =0 _ <y <& <5

1379. On considére I’équation : (m + 1Nx2 —(m+ Nx+ 3 —m=0.

10 Etudier suivant les valeurs de m Pexistence et le signe des racines x’ et x".

20 Etablir la relation indépendante de m qui existe entre x’ et x”. En déduire la valeur de x”
quand &’ = — 2. Vérifier en calculant m, puis ¥’ et x".

30 Déterminer m de facon que I'on ait : 5 x' = — 3 «".

1380. Soit Péquation : (m — 2) %2 + 2 (m — 4) x + (m — 4) (m + 2) = O.
10 Discuter ’existence et le signe des racines de cette équation,

20 Quelle est la relation indépendante de m qui existe entre les racines x' et x”? Retrouver a
’aide  de cette relation les valeurs des racines doubles.

. . 1
30 Calculer en fonction de m ’expression y = 7 1 + Y Trouver les valeurs de m

pour lesquelles y = 2.
1381. Etant donnée I’équation : x®2 — 2m + 1) x 4+ %(3 m—1)Q2m—1)=0.

10 Etudier, suivant les valeurs de m, I’existence et le signe des racines.

20 Calculer m et x” lorsque x' = 5,5.
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1

P et déterminer m de fagon que cette expression

0 ’ jon @ '
30 Calculer Pexpression : 5 — 3 -+

soit égale 4 — —;5 Vérifier.

1382. Soit I’équation : x2 — 2 (m + Nx+3m -+ 2 =0.

10 Etudier le signe et existence des racines de cette équation pour chaque valeur de m.

20 Déterminer m de fagon que 1’équation ait deux racines réelles telles que leur somme soit égale
a la somme de leurs cubes. Vérifier.

3° Etablir que les racines de cette équation vérifient une relation indépendante de m. Déduire
de cette relation les valeurs des racines quand elles sont égales.

1383. Etant donnée I’équation du second degré :
(E) ' ax? — 2@+ 1) x+ (a+ 1%a =0,

on désignera par S la somme de ses racines et par P leur produit.

1° Pour quelles valeurs de a I’équation (E) a-t-elle des racines? On se limitera dans la suite 2
ces valeurs.

2¢ Discuter le signe de S et de P; en déduire, dans les différents cas, le signe des racines de I’équa-
tion (E).

3° Montrer que 'on peut exprimer P en fonction de S et indépendamment de a.

40 Pour quelles valeurs de a les racines x', x" de (E) sont-elles liées par la relation x' = 3x"?

1384, Soitle trinbme : y = x2 —2(m + 1) x + 3m + 2.
10 Etudier suivant les valeurs de m la position du nombre 4 2 par rapport aux racines de ce

trinéme.
20 Montrer que ces racines vérifient une relation indépendante de m. L’établir.

30 Calculer les valeurs de m pour lesquelles la somme des racines est égale 4 la somme de leurs
cubes.

1385. Soit I’équation : (m — 2)x* — 2(m+ 3)x + 5m = 0.

1° Etudier suivant les valeurs de m ’existence et la position des racines x’ et x” par rapport aux
nombres —1 et 2.

20 Déterminer m de fagon que 'on ait : ' + 2 x" = 3.

30 Etablir la relation indépendante de m qui existe entre les racines.

1386. On considére le trinbme : (m + 1) x% + 4 mx + m - 6.
1° Pour quelles valeurs de m a-t-il ses racines réelles?
2° Quels sont les signes des racines pour ces valeurs de m?

39 Pour quelles valeurs de m le nombre 2 est-il compris entre les racines?

_ 1387. On considére le trindme : f(x) = 3o — 2)x® + 2ax + 3 &, et I'on demande quelles
valeurs il faut attribuer a « :
19 Pour que I’équation f(x) = 0 admette une racine et une seule, entre 0 et — 1;

2° Pour que I’équation admette deux racines toutes deux extérieures a l'intervalle (— 1, 0).

1388. On considére I’équation : 5 x2 — 4 ax + a2 — m? = 0 ol a désigne un nombre positif
donné.
19 Pour quelles valeurs positives de m les racines »’ et x” sont-elles réelles et quels sont leurs

signes ?
a+m a—m
2° m ayant une quelconque de ces valeurs, classer les deux nombres —g et 5 par

rapport aux deux racines.
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1389. Les racines d’une équation du second degré vérifient les relations :
' x4+ 2" 4 2x'x" =0, '
m(x' + x") — x'x" = 3m+ 4.
1° Former cette équation.
20 Etudier, suivant les valeurs de m, les signes de ses racines.
30 Déterminer comment il faut choisir 7 pour que I’équation ait une seule racine comprise
entre — 1 et 4. '

1390. 1° Discuter, d’apres les valeurs de m, le nombre des racines de 1’équation :
T (m—-1Dx24+Qm—3)x+m+1=0

qui sont comprises entre — 2 et 4 1.

2° Pour quelles valeurs de m 'une des racines de ’équation est-elle double de I’autre?

1391. On considére I’équation du 2° degré en x :
Cm—1x2—2m+4x+5m+2=0.

10 Etudier graphiquement I’existence et la position des racines par rapport aux nombres — 1
et 4+ 1. : '

20 FKtablir la relation indépendante de m qui relie les racines. ‘

30 Déterminer les valeurs de m pour lesquelles les racines vérifient la relation :

X' 4 x"2 = 2 x'x" + 16,
1392. 10 Etant donnée I’équation :
mx2 —3(m-+ 2)x+ m-+ 16 =0, 1)

discuter, suivant les valeurs de m, I’existence des racines de cette équation et leur position par rapport
aux nombres 0 et 1.

20 En désignant par x’ et x” ces racines, former 1’équation (2) qui admet pour racines :

1 —x 1 — &
X' = = et X" = -

Démontrer que si I’équation (1) a des racines, il en est de méme de (2) et inversement, et qu’a
~ toute racine de ’équation (1) comprise entre 0 et 1 correspond par les formules précédentes une racine
positive de (2) et réciproquement.

30 Déduire de 13 une seconde méthode pour retrouver les résultats de la premiére partie.
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405. Equations de la forme : A.B.C. = 0. — Les racines de cette equatlon sont
(no 326) celles des équations :

A =0; B=0 e C=0
que nous savons résoudre lorsque A, B et C sont des polyndmes du premier ou du second

degré. Pour résoudre I’équation P (x) = 0 il suffit donc de pouvoir factoriser le polynéme
P (x) sous la forme d’un produit de facteurs du 2¢ degré au plus.

EXEMPLE : (2x2~5x+1)2-—(x2-—5x+6)2—-0

En appliquant 'identité : a? — b = (a + b) (@ — b), I’équation s’écrit :
2x*—5x+ 1+x —5x+6)2x*—5x+1—ax2+5x—6)=0.

Soit : ‘ Bx2—10x+ 7) (x* — 5) = 0.

: ‘ : 7 < =
Le premier facteur donne les racines : 1 et + 3 et le second : \/ S5et — \/ 5.

406. Equations du troisiéme degré. — L’équation 2 coefficients réels du troisiéme
degré en x s’écrit, avec a £ 0 :

ax’3+bx2+cx+d‘=0. 8))

Si on connait une racine ¥ = « de cette équation, le polynéme P (x) placé au premier
membre est tel que P («) = 0. Il est donc (n° 47) divisible par (x — «) et I’équation s’écrit :

(x — o) (ax2 + A — g) = 0.
En identifiant les termes en x® on trouve A = aa + b et on obtient :
(x — o) [ax2 + (aec—{—b)x—-g-] = 0. (2)

Outre la racine a, ’équation (2) admet les racines du trinéme entre crochets. On
obtient ainsi une ou trois racines réelles.

Notons que si &, b, ¢, d sont entiers, il faut chercher I’entier « §’il existe parmi les
diviseurs entiers positifs ou négatifs de d, sans oublier -+ 1.
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407. Exemples, — 1° Résoudre Uéquation : 2 x* —114% + 2x 4+ 15 = 0.

On voit que la somme des coefficients des termes de degré pair est égale a celle des coefficients
de degré impair : — 11 + 15 = 2 4 2. Le premier membre, nul pour ¥ = — 1, est divisible par
(x + 1) et ’équation devient : (x + 1) (2x% — 13x + 15) = 0.

D’ou les trois racines, x; = — 1, x; = —g et xg == 5.
2° Résoudre, sachant qu’elle admet la racine x = 3, l'équation : x> — 7 x% 4- 36 = 0

On vérifie que : 33 —-7.3%2436=0
Soit par différence : (x® — 3%) — 7 (x® — 3%) = 0.
(x— N[ +3x+3)—T7@x+3)]=0
(x— 3) (x* — 4x — 12) = 0.
L’équation proposée admet donc, outre x = 3, les racines de I’équation
x2 —4x — 12 =0, s0it ;: x = 6 et x = ~— 2,

408. Equation : ® + px + ¢ = 0 — Rappelons (n° 180) que toute équation du 3¢

degré ax® + bx* + cx + d = 0, peut se ramener i cette forme en posant : x }- 3115 = X.

L’équation x® 4+ px + ¢ = 0 admet pour :

43427 <0: . 3racines réelles distinctes;

4p>+2742>0: 1 racine réelle unique;

3q

2p
EXEMPLE. — Résoudre I'équation : x® — 3 afx — (o - p3) =0 (1)
Lidentité : @® 4+ 8 + 3 — 3abc = (a+ b + ©) (a® + b% + ¢* — ab — ac — bc) montre que

cette équation s’écrit : (x — o — B) [ + (¢ 4 B)x + o — af 4 fZ] = 0.
Le trindme entre crochets a pour dlscnmlnant A = — 3(a— B Donc :

4p% 4 27¢2 =0 1 racine simple x, = §p—q, une racine double xy = —

Pour o # (3, I’équation (1) a une racine unique : x = a + (.
Pour a = B, elle s’écrit : (x — 20) (x2 + 2 ax + «f) = O et admet une racine simple x, = 2a, une
racine double x, = — a. ' :

Ces résultats sont en accord avec ce qui précéde car 4% + 27 g% est égal a 27 (a® — B%)%,
expression positive pour a 7 $, nulle pour a = f3.

EQUATION ET TRINOME BICARRES.

409. Equation bicarrée. — On appelle trindme bicarré tout polynoéme de la forme :

f(x) = ax* 4 bx® +c. a7+ 0.
C’est donc un trindme du second degré en x* admettant pour discriminant :
A=b*—4ac.
Pour résoudre I’équation bicarrée : ax* + bx® 4- ¢ =0 (1)

on pose (n°® 320) : x2 = y. Pour qu’un nombre x soit racine de lequatxon (1) il faut et il

suffit que le systéeme :
ay® +by+¢=0 (2)
W=y (3)
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admette une solution en x et y. L’équation (2) est dite équation résolvante de I'équation (1).
A toute racine réelle positive y de ’équation (1) correspondent deux racines réelles opposées
44/¥ de I’équation bicarrée. Le nombre de ces racines dépend donc du nombre des racines
réelles positives (ou nulles) de I’équation résolvante.

410. Exemples.

" 10 4.x% — 109 %% + 225 = 0.

L’équation résolvante : 432 — 109y + 225 = 0 admet 3’ =

%

et y' = 25.

10

x2=-‘9i==>x=:|:% et x% =25 => x = 4 5.
D’ol les 4 racines réelles : + %, — %, + 5 et — 5 pour 'équation bicarrée,
20 3t —22x% — 45 = 0.
L’équation résolvante 3 y%2 — 22y — 45 = 0 admet y' = — % et y' =9
X = — -; est impossible dans R. Il reste %% = 9==>x = 4 3.

Donc 2 racines réelles + 3 et — 3 pour ’équation proposée.

30 x4 4+ 1722+ 52 =0 => 2+ 17y4 52 =0.
Soit y' = — 4, 3" = ~- 13. Equation en x impossible dans R.

40 2 x* — x2 + 1 = 0. L’équation résolvante n’a pas de racines réelles. Il en est de méme de
Péquation bicarrée.

411. Application. — Etudier suivant les valeurs de m Pexistence des racines de I'équa-

tion :

(m+1)x*—2mx®+m—2=0.

(1)

I1 nous faut étudier le signe des racines de 1'équation résolvante :

m+ 1)y2 —2my +m — 2 = 0. )]
Cette équation est du second degré pour m #% — 1 et :
r _m—2 __2m
| AM=m+2 P=r7 m 1
Les valeurs particuliéres de m sont : — 2, — 1, 0 et 2. D’ou1 les résultats :
m A’ P S EQUATION RESOLVANTE EquaTion EICARREE
+ oo
+ + + 0 <y <y 4racinesi\/_:y_’eti\/§zm
2 4 0 % y'=0,y”=g—-—-——-1 rac. doubleOet:l:-'B%'\/i
+ | = | + |
{1 T DU IO 0 ¥y <0<y 2 racines : + V3"
+ — —_
z 3 z -5
— 1 1°fdegrey=§————___29degre:x=:};'\/—2-
+ + 0<y <y 4 racines : + V' et + V5"
— 2 0 4 4 y =" =2 ————2rac.doubles+\/§et—'\/§
— -+ -+ Pas de racines 0 racines réelles.
—
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412. Factorisation du trindme bicarré : f(x) = ax* + bx® 4 c.
¢
a

. s b
Puisque a 7 0, on peut écrire en posant S=p et —=gq:

J(®) = a(a* + pa® + g).
2
1er Cas : ¢ <1; =>A=7—q¢>0 Le trinéme : y® + py 4+ ¢ a deux racines
réelles y’, y" distinctes ou confondues et s’écrit (n° 386) : (y — y') (y — »").
Soit : f(x) = a (3 —y") (x*—y").

(s 4 L2V =) (x2+p—v;2—:@) )

f(x)ma X 2

Chacun des facteurs du second degré ainsi obtenu peut, si y' >0 ou si y" > 0, étre
factorisé en produit de deux binémes du premier degré a coefficients réels. Ainsi :
@) 3xt+ 1742+ 10 = 3 (x2 + %) (2 4+ 5) = Ba%+ 2) (2 + 5)

B) at —Ta+ 18 = (2 + 2) (3* — 9) = (42 + 2) (v — 3) (x + 3)
) 4xt— 252+ 36 =(2—HD@x2—9) =(@x—2)(x+2)2x— 3)(2x+ 3).

2 .
2¢ Cas : ¢> % La factorisation (1) n’est plus possible. Mais puisque ¢ > 0 :

- fw =l + Vef —#(2v7—p)]
Or: q>%2 — |pl<2Vq¢ =—> 20/¢—p>0. Donc:

f=al@—2xvV2V1—p V) @ +2x V23— +V2) | @

Comme f(x) n’a pas de racines réelles il en est de méme de chacun des facteurs du
second membre et on ne peut pousser plus loin la factorisation. Ainsi :

a) x* + x2 4+ 25 = (x® + 5)2 — 9 x* = (x2~|—3x+5)(xz—3x+5)

b) 9t 4+ 1722 +49=0Ca2+ 72— 25x2=Cx*+ 52+ 7322 —5x+ 7).

- 2
3° Remarque. — La relation 24/qg—p> 0 est réalisée pour g > %— mais aussi
. 2 .
pour : . O<q<% et p<O

Dans ce cas le trinéme bicarré peut s’écrire sous les formes (1) et (2). Or les inégalités
précédentes entrainent — p — 24/¢ > 0, le trinéme peut aussi s’écrire :

f) = a[(@® — Vg)f — a2 (—p —24/9)]
fo) =al—2sV—p—2vV4—vVo) @ + 2V —p —24/¢4—V4) |©)
Cette décomposition se réalise siy' > 0 et " > 0: le trindme f(x) se décompose

alors en quatre facteurs du premier degré i coefﬁments réels que 'on peut grouper par
deux de trois fagons différentes. Ainsi ;
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448 =372+ 9=U4x2—D(x2—N=2x+1)2x—1)(x—3)x+ 3
= (2x%+ 3)2 —49x2% = (2x2+7x+3)(2x2—-7x+ 3)
=02x2—3)2—25x2=(2x2+5x—3)(2x%*— 5x — 3).

413. Résumé. — Un trinéme bicarré peut toujours s’écrire sous la
forme d’un produit de deux facteurs du second degré. :

On peut utiliser la décomposition (2) ou (3) pour résoudre l'équation bicarrée
ax* 4+ bx2 +¢c =0 ou x4 px? + g=20, lorsqu elle a 4 racines réelles distinctes ou

confondues. Cela est méme indiqué si ¢ est un carré parfait car on obtient les racines sous la

forme 4 \/E + \/E-B au lieu de + \/A + 4/B.
Ainsi on voit que les racines de : x* — 14x® 4 1 = 0, égales a £ '\/ 7+ 44/3,
s’écrivent : 4+ 2 + \/ 3. ' ’

EQUATIONS RECIPROQUES

414. Définition. — Une équation réelle entiére de degré #, est dite réciproque si ses
coefficients satisfont i ’'une ou 'autre des conditions suivantes :

10 Les coefficients extrémes et équidistants des extrémes sont égaux
deux a deux :
g™ +ag x4 a2 ..t axttax+a=0 (type I)

20 Les coefficients extrémes et équidistants des extrémes sont oppo-
sés deux a deux : :
g™ +ayxa" 1l fay "2 4 .. —ay it —ax—ay =0 (type IT)
Dans le type I, pour # = 2 p il n’y a pas de terme médian en % car a, = — a, = 0.
Une équation réciproque : f(x) = 0 de degré @ ne peut, puisque @, 7~ 0, admettre
de racine nulle. D’autre part :

A toute racine « 7= + 1, on peut associer la racine é car : f (i) =+ fl@) = 0.

Par suite : f(x) =0 <> f(}c) = 0.

Les équations du type II et les équations du type I de degré impair se raménent aprés
élimination des facteurs évidents x + 1 ou x — 1 & une équation réciproque de degré

pair du type L.

Ainsi les équations : ax® + bx* 4 cx® 4+ cx2+bx+a=0
: axb+bxt+ex® —cx2—bx—a=0
ax®+ bx® -+ cxt —ex? —bx —a=0

s’écrivent respectivement :
x+Dax*+ @G —a)x*+(@—b+ox*+b—a)yx+a]l =0
@—Daxt+ @+ @+ @+ b+ )+ (@+bx+d=0.
(¥ — 1) [ax* 4 bx® 4 (a + ¢) x® 4 bx~ a] = O,
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415. Résolution de I’équation : ax* + bx® 4 cx? 4 bx + a = 0. (1)
Sur I’ensemble R* des nombres réels autres que zéro, cette équation équivaut a :
b 1 1
ax2—|—bx—l—c+;c+x£2=0 <> a(xz—[—x—z)—{—b(x—l—;)—l—c:O (2)
P . 1_ —_— 2 1_ ( 1y? 2 — a2 _2
osons : x—I—x—y x—l—xz-—x—l—x)-— = y2 — 2,

Pour que x€ R* soit racine de '’équation (1), il faut et il suffit que les systémes équiva-
lents sur R*.R :

1.
y=x+;c x2—xy+1=0 (3)
< 2 9 —
a(y* —2) +by +c=0 Wby te—2=0 (4)
admettent une solution (¥, y) € R*.R.

Pour toute racine y de ’équation résolvante (4), les valeurs correspondantes de x sont
données par I'équation (3). Or celle-ci admet deux racines réelles dont le produit est 1
lorsque y2 — 4 > 0 c’est-a-dire : |y| = 2.

A toute racine réelle de I’équation résolvante (4) dont la valeur absolue est au moins égale
d 2 correspondent deux racines réelles, inverses U'une de Uautre de I'équation réciproque (1).

Ce procédé se généralise pour toute équation réciproque de degré pair du type I.

~ 416. Exemples. — 1° Résoudre : 6 x* + 52— 384 +5x + 6 = 0.
Cette équation s’écrit : 6(ac2 + x_lz) + 5 (x + i) — 38 =0

¥ —yx4+1=0
62+ 5y — 50 =0

et conduit au systéme :

5
On obtient y' = — 1—39 ety = X et 'on résout :
2+1399c+1=0 racines : —3et—-;:
x% — 3 x+ 1= racines : 2et 1
2 o ’ 2
. . 11 y .
Soit quatre racines — 3, — 73 et 2 de 1’équation proposée.
20 Résoudre: 52t —21x3—16x2—21x+5=0.
. . (a2 —yx 4 1=0
Cette équation équivaut a : 592 — 21y — 26 = 0
On obtient y' = 2—56- et ' = — 1.
Poury=2—6-: .xz—ggx—l—l—-:O=——,—-">ac——--Sou1
5 5 5
Pour y = — 1:x2 4 x|+ 1 = 0. Equation impossible sur R¥. Donc deux racines réelles :

1 . ,
5 et 5 de ’équation proposée.
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417. Equations semi~réciproques. — Ce sont les équations de degré pair dont
les coefficients extrémes et équidistants des extrémes sont alternativement égaux et opposés.

Ces équations, qui se conservent lorsqu’on change x en - S se raménent aprés élimina-

4 rd by .4 * . 4 1
tion du facteur éventuel % -~ 1, 4 une équation analogue qui se résout en posant : x — - = y.
x

s
7

EXEMPLE. — Résoudre : 2xt—3x—4x2+3x+2=0. (1)
Sur R* on obtient : 2 (x2 + ;1-5) -3 (x -_— -3;) — 4 =0, 2)

1 1 ' Ly . .
En posant x — =Y = x4} 3= 2 -+ 2, on est ramené a la résolution du systéme :

x2—yx—1=0 3)
20 +2)— 3y —4=0. “4)
L’équation (4) s’écrit : 23 — 3y = 0 et admet pour racines: y' = 0, y" = —32-

‘ x2 —1=0 . racines let — 1
D’ou d’apreés (3) :

xz——?—x—1=0 racines 2et—§-

2

EQUATIONS IRRATIONNELLES

418. Définition. — Une équation est dite irrationnelle lorsque l'incon-
nue figure sous un ou plusieurs radicaux. ,

Nous nous bornerons 3 I'étude des équations contenant une ou - plusieurs racines
carrées. Notons que I’équation : A -+ A/B = C 4/D par exemple n’a de sens que si
les expressions B et D sont toutes deux positives (ou nulles). On fait disparaitre les
radicaux d’une telle équation par des élévations au carré, opérations qui peuvent introduire
des racines étrangéres a I’équation initiale (n® 350, 2°). ,

419. Equations renfermant un seul radical. — En isolant ce radical dans un des
membres, I’équation prend la forme :

A =+/B. (D)
Elle conduit par élévation au carré a I’équation rationnelle :
A?2=B. (2)

Toute racine de I’équation (1) est ratine de I’équation (2). Inversement toute racine

de I’équation (2) donne méme valeur absolue 3 A et 2 A/B. Comme A/ B est positif ou nul,
cette racine sera également solution de ’équation (1) si elle donne & A une valeur positive

(ou nulle) donc si elle vérifie la condition : A >0. 3)
Les racines de Péquation : A = /B sont celles de I'équation : A* =B
pour lesquelles : A = 0. , | -

11 est inutile de vérifier, pour une telle racine la condition : B > 0 car puisque l'on a :
B = A2, cette condition est nécessairement remplie. :
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EXEMPLE. — Résoudre : 2x — 3 = 1/ 2x*> + 9. (1)
En élevant au carré on obtient l’équafion résolvante :
Q2x— 32 =244+ 9 <=>2x(x —6) = 0. ' (2)

Cette dernitre admet pour racines 0 et 6. La condition 2 x — 3 > 0 est vérifiée pour x = 6,
mais ne Pest pas pour x = 0. Seule x = 6 est solution de I’équation (1).

On vérifie aisément que x = 0 serait racine de ’équation : 2x — 3 = — \/ 2x% 4+ 9 qui
conduit 4 la méme équation résolvante (2). :

420. Equations renfermant plusxeurs radicaux. — On élimine d’abord les radi-
caux par des élévations au carré, de fagon 2 obtenir une équation résolvante enticre.

Ainsi: VA +4/B=4/C — A4+ B4+ 2y/AB=C
puis A+B—C=—2¢/AB — (A+ B—C)®=4AB.
L’équation entiére finale étant resolue, on vérifie chacune des racines obtenues dans

Péquation initiale. On écarte alors les racines étrangéres qui ont pu étre introduites par
les élévations au carré ainsi que les racines pour lesquelles les radicandes de 'équation

proposée ne sont pas tous positifs ou nuls.

421, Exemples. 1° Résoudre : \/4x + 1 = 1 4+ 4/3x + 4. . (1)
On obtient par élévation au carré: 4x + 1 =1+ 3x 4+ 4 4 2 \/m

Dott: x—4=21V3x+4 => «* —8x+16=14Cx + 4)

Soit finalement : ¥ — 20 x = 0 : racines 0 et 20. ;

On vérifie que : ¥ = 20 est seule racine de I’équation proposée (1) car : \/ 81 =1+ \/ 64

Par contre x =Oseraitracinede:\/m_= \/m— 1 car:\/I= '\/Z- 1.

20 Résoudre Péquation : A/2x + 11 = 4/2x — 13 + 4/2(x + 1). V)
On obtient de méme : 2x + 11 = 2x — 13 + 2x + 2 + 2V (2x — 13) 2« + 2).
Soit: — 2x + 22 = 24V 4% — 22x — 26 <—> —x + 11 = /44 — 22x — 26,
Puis : . 22— 22x 4+ 121 = 453 — 22x — 26.

Soit: 3x2 — 147 =0 <—> x3~—49—0 <> (x—7)(x+7)—-0
dont les racines sont + 7 et — 7. :

La racine x = 7 est la solution de I’équation proposée dans R car: \/ 25 = \/— 1 4+ /16,
Par contre pour ¥ = — 7 tous les radicandes sont négatifs et I’équation (2) est impossible dans R.

'INEQUATIONS IRRATIONNELLES

422. Définition. — Une équation est dite irrationnelle lorsque l’incon-
nue y figure sous un ou plusieurs radicaux.
Nous nous bornerons ici 3 I'étude d’inéquations portant sur une seule racine carrée

de la forme A> 4/Bet A < 4/B, inéquations dans lesquelles A et B représentent des
expressions algébriques de I'inconnue. .
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423. Résolution de Pinéquation A > 4/B. — Cette inéquation n’a de sens que
pour B> 0 et la condition 4/B > 0 entraine A > 0. Lorsque ces deux conditions sont

réalisées, les deux membres de 'inéquation A > 2/ B sont posmfs ou nuls et cette inéquation
équivaut alors (n° 350, 3°) 4 : A2 > B. Donc: :

Les solutions de Iinéquation A > /B sont les solutions des inéqua-
tions simultanées : A>0; B>0 et A2>B. v

ExempLE 1. — Résoudre Uindquation : ¥ + 3 > A/2x* — 55 — 3. (1)
Cette inéquation est de la forme A > ‘\/ B. Elle équivaut par suite au systtme A > 0; B > 0
et A > B. D’ou les inéquations simultanées :

x+3>0 vérifiée pour x > — 3

2x2 —5x—3>0 vériﬁéepourx<~%oupourx/>—'3

(x+ 32> 2% — 55 — 3. <=> x% — {1x — 12 < 0 vérifide pour — 1 < x < 12

L’inéquation (1) est vérifiée (fig. 162) pour: — 1 < x < — % ou pour 3 < x < 12,

0o
/////////5/ ,// ,H/,/,}{,/ /7/ %“’7%
x’ -3 -1 -1, 3 12 X

424. Résolution de I'inéquation A < 4/B. — Deux cas sont 3 envisager suivant
le signe de A. '

10 Pour A < 0, 'inéquation est vérifiée silona:B = 0 car, dans ce cas :
A< 0<+/B.

20 Pour A > 0, les deux membres de A < 4/B sont positifs ou nuls. Cette inéquation
équivaut alors (n° 350 30) 2 : A? < B qui entraine nécessairement B > 0.

Les solutions de l’mequatzon A <1/B sont donc les solutions de

chacun des systémes :
A<O

B>0 §A2<B.

ExeMPLE. — Résoudre Uinéquation : x — 3 < v/2x + 9.
1° Pour x — 3 < 0 I’'inéquation est vérifiée lorsque: 2x 4 9 = 0,

donc : <3 et x>—§-_‘ Soit ——;<x<3. 1)
20 Pour : x — 3 == 0 I'inéquation est vérifiée lorsque (x —3)2 < 2x + 9,
donc : x>=3 et 22—8x <0 ou x(x—8)<0.
Or x> 3 = «x positif, la demiére condition se réduit 4 x — 8 < 0, soit finalement :
I<x<8. 2)

-

En rapprochant les solutions (1) et (2), on voit que I'inéquation est vérifiée pour :

—‘;<x<8.
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Graphiquement, on commence par distinguer sur un axe x'x les régions pour lesquelles on a
A < 0 et les régions correspondant a A = 0 (fig. 163). Dans les premiéres on hachure les régions qui
ne vérifient pas B> 0 et dans la seconde les régions qui ne vérifient pas A? < B. Les régions non

hachurées correspondent aux solutions de 'inéquation : A < \/ B.

9
) 0] 3 8
L4 ////{;A/L/% /////// /////////>
i 924 '_ 5
........................... PR

425. Inéquation concernant plusieurs radicaux. — Résoudre-Uinéquation :
(x—1)VxF2> x4+ 1)Vx 7. (1)

Les deux membres ne sont définis que si les radicandes sont positifs ou nuls, donc pour x = — 2.
Le premier membre est alors positif pour x > 1 et le second pour ¥ > — 1. D’ol1 les trois cas :

10 — 2 < x << — 1. Les deux membres sont négatifs ou nuls. On peut élever au carré les deux
membres de I’inéquation 2 condition d’en changer le sens :

(x—12x+2))<(x+ 1)2@x+7) <> 9x*+ 18x+ 5> 0.

. o 5
Cette inéquation est vérifiée pour x < — 3 Ou pour x > — 3
Dans ’intervalle [— 2, — 1] 'inéquation (1) est donc vérifiée pour : —2 << x < — 5/3.

20 — 1 < x < 1. Le premier membre de I’inéquation (1) est négatif et le second positif. Elle
est donc impossible sur U'intervalle ] —1, + 1 [.

-2 - -1 O

1 X
Gl ey e A e e A K ST TSI
Ve
r<-2 - <T< A : ~1<T<H1 x>1
_ Fig. 164.

30 x > 1. Les deux membres sont positifs et ’inéquation équivaut a
q

(x—1P @+ 2)> @+ D2+ 7),

soit 4 : . 9x% 4 18x 4+ 5 < 0 ou -—§<x<——13~'
L’inéquation (1) est donc impossible pour x => 1.
Finalement l'inéquation (1) est vérifiée (fig. 164) pour : —2 < x < — g

EXERCICES

— Résoudr§: les équations :

1393. 242+ 5x) (32 —8x+ 15)(Ta2 — 27x — 4) = 0.
1394, (dx — 7N (x®*—5x+4)(2x2—7x+ 3)=0.
1395, 22 —x—1)2 — (x2—7x+ 6)2 = 0.

1396, («* — 4%+ 5)2 — (+* — 6%+ 122 — 5)* = 0.
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— Résoudre les équations suivantes :

1397, «® — x2 — 4x + 4 = 0. 1398, x® — 4 x2 +x + 6 = 0.

1399, x8 —6x2+6x—1 = 0. 1400, x® —3x*—3x+4+ 1= 0.
1401, 23 + x2—7x + 2 = 0. 1402, »® —4x>—12x 4+ 35 = 0.
1403. 3x® + 14524+ 6x—8 = 0. 1404, 2x®* —5x*4-5x—2 = 0.
1405, »® — 10a% 4 31x — 30 = 0. 1406, 6x* — 29x® — 17x -+ 60 = 0.
1407. 55® — 9x% — 30x 4 36 = 0. 1408, 6 x® 4+ 5x? — 66x + 40 = 0.

1409. »® — x2(24/5 + 3) + 321 + 24/5) — 9 = 0.

— Résoudre les équations suivantes et factoriser leur premier membre :

1410. x* — 25 x* 4 144 = 0. 1411, x* —5x2+ 4 = 0.

1412, x* — 48 x2—49 = 0. 1413, x* + 2 x*—3 = 0.

1414, x* — (m2 + 1) x2 + m? = 0. 1415, 94 4 55 —4 = 0.

1416, x* — 10 »® 4+ 25 x2 — 36 = 0. 1417, x* — 25x% 4 60x — 36 = 0.
1418, x* — 34x® + 225 = 0. 1419, xt — 7x% — 144 = 0.

1420. 4x* — 29x% 4+ 25 = 0. ; 1421. 9x* + 8x* — 1 = 0.

1422, 9t — 4 Om? 4 4) #® + 64m? = 0. 1423, a’* — (mia® + 8% &® + m%? = 0.
1424, x* — 2 (a® + b)) x2 4 (@® — b?)2 = 0. 1425. a®p?x* — (a* + b%) x% +- @?%® = O.

— Etudier suivant les valeurs de m le nombre des racines des équations :

1426. m — 2)x* —2mx? + m+ 1 =10. 1427. mxt —2(m+ 2)x®*+m+ 3 = 0.
1428. Cm+ Nt — 242+ m+ 1 =0, 1429, mx* —2(m — 1)x®+m4 6 = 0.
— Factoriser les trindmes bicarrés suivants : :

1430, x* + x* + 4. 1431, 4x* + 3424 1.

1432, x* 4+ 5«2+ 9. 1433. 9 x* 4+ 4 %%+ 1.

1434, 25 x4 4 11 x% 1 4. 1435. 16 x* — 9 x% 4 25.

— Résoudre les équations suivantes et en factoriser le premier membre :

1436. x* 1+ 8x*+ 17x2+4+ 8x+ 1 =0. 1437, 24 —3x*— 13424+ 3x+ 2= 0.
1438. 2 x* —x®* —11x2—x+ 2 =0. 1439, 6 x* —25x% 4+ 12424 25x + 6 = O,
1440, x2 —7x3 + 14x2—T7x+ 1 = 0. 1441, 10x* —63x® + 52x2 4+ 63x+ 10=0.
1442, 2 x4+ x* —6x2+ x+ 2= 0. 1443. x* —3 x5+ x*+ x*+3x4+1=0,
1444, x5 —xt —3x*+ 3x*+x—1 =0, 1445, x® + 4x5 + 2x2+ 2x2—4x+ 1 =0,

1446, abx*— (a + b) (ab + 1) x® + »?[a*b®+ (@ + B2+ 1] —(a+ D) (@b + 1) x + ab = 0.

1447. 1° Exi)rimer le polyndme f(x) = x% 4+ 3x% + x* — 34® — 7x®2 — 5x + 6 en fonction
de ¥ = x% -+ x. Factoriser f(x) et résoudre 1’équation fix) =0.

20 Factoriser g(x) = (x® —x+ 2)2 — 6 (x — 1)? (x> — x + 2) + 8 (x — 1)* et déterminer
ses racines.
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1448. 1° Montrer que si : mp + n = p3, on peut réaliser ’identité :
xt — 2 pxd + mx? + nx = (¥ — px)2 + a (22— px).
2° Résoudre I’équation : x* — 10 4 24 x2} 58— 6 = 0.

3
1449. 1° Montrer que si les nombres réels a? et B3 sont racines de 1’4quation ; X2 4 ¢gX — % =0,

les nombres réels a et B vérifient a® + 3 = —get 3aff = — p.
20 Etablir que, dans ce cas, I’équation &® + px + g = 0 admet la racine réelle unique x = a + B.
3° Résoudre les équations : x> —45x — 152 =0 et 8x® 4+ 72x 4 37 =0.
1450. 1° Démontrer que I’équation x3 — 3 k2x — 2 k3 cos 3o = 0 admet trois racines réelles.
distinctes. En posant x = 2 &k cos ¢ exprimer ces racines en fonction de % et de a.

2° Peut-on ramener 4 la forme ci-dessus 1’équation x% + px 4+ g = 0?

30 Résoudre les équations 23 — 12x — 8 =0 et 8 — 75x 4+ 125 4/2 = 0.

1451, On fait, dans le polyndéme réciproque P(x) = ax® + ba® + cx? + bx + a le changement
1ty
1—y
1° Montrer que P(x) = (—1-:_-—31)4 (Ay* 4+ By? + C). En déduire que ’on peut toujours factoriser

de variable ¥ =

P(x) sous forme d’un produit de deux facteurs.
2° Factoriser le polynéme P(x) = 5x% 4 24 x® + 42 %% + 24 x -+ 5.

— Résoudre les équations suivantes :

1452. V? — 1 =x + 3. 1453. 1+ V2x + 1 =3

1454, /(4% — ) (x + 8) — 2x = 3. 1455, V3 + 2x + 4 =2 — «x.
1456. x + 2 V/*® — 11 = 16. 1457. V2% + 3 — Vs + 2 = 2.
1458, « — V%x — 19 = 4. 1459. V3% + 1 — V% — 4 = 3.

1460. 2x + V/(x + 1) (x — 5) = 18. 1461. v/10x — 3 + V5% — 3 = 54/3.
1462. V2 — 6x + 13 = x —1. 1463. V/x — 5 = -3’9 — 5.

1464. x — V2x + 1 = 7. 1465. 5 — x = /25 — 44-.

— Résoudre les équations suivantes : |

1466. /2 + v/3x — 5 = Vx + 1. 1467. V2x — 1 =1/5 — % — /3 — 2x.
1468. V/28 + 2x = V21 + » + 1. 1469. V4z — 7 + Vxz = v/11x — 19.
1470. 2x* = 5x — \/x® + 20x — 4. 1471. /7% F 50 — 4/5x + 6 = 1/3 %

1472, 25 — 3 = 2x — 32 — 2x + 1. 1473. V2x + 3+ V5— 8x=+V4x + 7.
M Ve =1+ Vs +1=42x+ 442 M5, Vx—3+4V7—x=4/x+F L

1476. V1 — /2% — & = x — 1. 1477, x + V%% — 16 = V/32% — 11.
147&\/2x+3+\/x+1=\/6x+7. 1479.‘\/‘x+‘\/§+'\/x—\/x=2.

x—l——-'\/m_\/x—Z—\/;.l481 1 —x 4 1+ x ~ 1.
SRV, e T Vit 1+VI-s

1482 Vo + 1 —Vao—1 =Y+ — 1. | 1483, Vs + Vst a+ Vx + b=0.
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1484. Vx +a—Vx—a=vVx+ b —Vx —b.
1485. Vx + Vx + 5 =V + 12 + V= — 3.

1486. V3 + V9 — 2 — V3 —41/0 — &2 = V3 —
1487. V= + 24 + Vx — 24 = Vx — 16 + V/x.

— Résoudre et discuter les équations en x suivantes :.

1488, V/#F — 6x + m = x — 1. 1489, V% — 1 + Vx + 1 = V/2x — m.
1490. 2 + /o — 2mx + 1 = x. 1491 Vx F34+1Vx—3=4V%+Vz—m
1492 Vi F Va + Vi — Ve=m 1493, \‘;z i g + \‘2’: = ‘I:= a (@>0).

— Résoudre les inéquations en x suivantes :

1494. V2 + 1 < 2x + 1. 1495. V/(x + 1) + 3 — 3x > 2.

1496. VEF DG L3+ 1< 1497, /% F 2 + V% — 2 <2z T 3.
1498. V3% + 2 < Vx + 2- 1499. Vx +Vx — 5 <Az + 74+ Vx — 8.,
1500. V(#x — 3) (w + 2) — 2> 22 150L. V/2x + 1 >Véx +1—V2x — 1
1502 Vx + 4 < 24/x + 2. 1503. Vx + 6 —V/x>1x — 4—1/x — 6.
1504, L2 VE-T 1505, V=3 1 3>

Vi —1 *—2 Vx+ 3




25¢ Legon

SYSTEMES D’EQUATIONS DU SECOND DEGRE

'426. Principes de résolution. — Pour résoudre un systéme de plusieurs équations
a plusieurs inconnues ¥, ¥, 2, on utilise les procédés de combinaison linéaire, de substitution
ou de changements d’inconnues déja vus (20€ legon). On peut ainsi simplifier les équations du
Systeme, éliminer une ou plusieurs inconnues et le ramener & une équation i une seule
inconnue.

La résolution de cette derniére permet alors d’obtenir, pour chaque racine trouvée,
les valeurs correspondantes des autres inconnues.

427, Systémes se ramenant a une équation du second degré. — Il en est ainsi
des systémes a deux inconnues comprenant une équation du premier degré et une équation
du second degré. On opére par substitution :

EXEMPLE. — Résoudre le systéme :
3Jx—2y—5=20 (1)
2x2 —3xy + 12 —4=0 (2)
3x—5
y=" @®)
Ce systéme équivaut a : : 3 5 3 52
2x2—3x(°‘_')+(’”‘ — 4 =0, @
2 2 .
L’équation (4) se réduit a: x* — 9= 0, dou x = -4 3 ou — 3.
L’équation (3) donne pour x = 3; y = 2 etpour x = — 3,y = — 7.
x=3 et x = —~ 3

D’ou les deux solutions :

2 et

y y = —1.

428. Systémes de deux équations du second degreé. — Le systéme le plus général
de deux équations du second degré a deux inconnues s’écrit :

ax® +2bxy +cy* +2de+2fy +g=0 (1)
a'x®+2bxy +c'y 4 2dx+2fy+g =0. (2)

10 On peut, par combinaison linéaire, éliminer y? et obtenir une équation du premier
degré en y. On résout cette équation par rapport 2 y et en substituant cette valeur dans
P'une des équations (1) ou (2), on est, en général conduit 2 une équation du 4¢ degré en x.
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20 On peut aussi essayer de décomposer 'une des équations (1) ou (2) (ou si cela est
impossible, une combinaison simple de ces deux équations) en un produ1t de deux facteurs
du 1er dégré en x et en y.

. Ainsi soit @ 7~ 0. Pour que 1’équation (1) se décompose, il faut et il suffit que son
premier membre considéré comme trindme en x admette des racines rationnelles du
lel' degré en y, donc que son discriminant soit le carré d’'un binéme en

)

Sia = ¢ =0, I'équation (1) s’écrit : xy —ay —Bx + v = 0. Lorsque v = aff elle
et équivaut 3 : (x—oa)(y—p)=0

Lorsqu’on peut réussir une telle décomposition le systéme se décompose en deux
systémes analogues & celui du paragraphe précédent.

429. Exemple. — Résoudre dans R le systéme :
4x% —9xy — 992 + 252 + 25 =0 (1)
452 —99%2 4+ 16x— 18y + 7= 0. (2)
1r¢ METHODE. — Par soustraction, x? et y2 s’éliminent :
—9xy+9x+ 18y + 18 =0<=—>(x—2)y =x+ 2.

Pour x # 2, le systéme proposé équivaut 2 :

e -
4x2+25x+25—9x(zi§)——9(zi§)2=0. | (4)

Sur R — { 2} I’équation (4) est équivalente a ’équation bicarrée :
x*—17x24+ 16 = 0 <—=> (x*— 1) (x2—16) = 0.

Onentire: x = + 1 ou x = 4 4 et d’aprés (3) les quatre solutions :

x =1 x = — 1 x =4 x= —4
1 1
— ] 3 o= —— — —1 —_— —
y y 3 y=13 y =3
2¢ METHODE. — L’équation (1) considérée comme équation en y s’écrit :

92 4+ 9xy — (4x% + 25x + 25) = 0.
Ax) = 812% + 36(4x% + 25% + 25) = 9 X 25(x% + 4x + 4).

— 9x £ 15(x + 2)

1_8

4x 4+ 5
3

Donc : A(x) = 152 (x 4 2)? y =

Soit : y="’“3LS (5) ou y=— (6).

Le systéme proposé est donc équivalent 4 ’ensemble des deux systeémes : (5) (2) et (6) (2) soit &

x4+ 5
(D) 3
4x%2 — 3x + 524+ 16x — 6(x 4+ 5)+ 7 =0.
_ 4x 5 '
- (11) 3 ,
4x*— (4x+52+16x+6(4x+5 +7=0.
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Le premier donne : 3 (x2 — 16) = 0 d’ou les deux solutions :

x=4;y =3 et x=—4;y=%-
Le deuxiéme donne : — 12(x2 — 1) = 0 d’ou les deux solutions :
x=1;y=—3 et x=——1;y=‘——%-

430. Systémes de deux équations symétriques en x et y. — Lorsque les deux
expressions F(x, y) et G(x, y) sont symétriques en x et y, la résolution du systéme F = 0,
G = 0 se simplifie en posant x + y = S et xy = P. On obtient un nouveau systéme en S
et P (n° 61). A toute solution de ce systéme on adjoint I’équation : X2 — SX + P = 0 qui,
lorsqu’elle a des racines réelles X’ et X" conduit aux deux solutions du systéme initial :

§ x =X x = X"
y — XII .et y — X[
431, Exemple. — Résoudre le systéme : |
) 3 3(x2 4+ y3) —5xy —225=10 (1)
6 1 3) = 0. @

L’élimination de x ou ¥ conduirait 4 une équation du 4°¢ degré, non remarquable. Posons :
x+y=8 et xy=P.
On obtient le nouveau systéme : '

3(52 —2P) — 5P —~225=0 382 —11P — 225 =0 3)

<= ((1I) g

P—6S =0 P=6S @
En substituant P = 6 S dans I’équation (3), on obtient :
352—66S —225=0 <> S?—228—-75=0 5
Cette équation admet pour racines 25 et — 3 et d’aprés (4), le systéme II admet les deux solutions:
P=150 © |P=—18

x et y sont donc les racines de I’'une ou ’autre des équations :
X2—25X 4+ 150 = 0 racines: 10 et 15
X24+ 3X— 18 =0 racines: — 6 et 3.
D’ot, les quatre solutions du systéme (1) : '
x =10 x =15
y =15 y 10

— 6
3

3
— 6.

x
y

x
y

i
I
H

432. Remarque. — Un systéme non symétrique peut le devenir grice 3 un change-

ment d’inconnues. Ainsi en posant : y = — 2, le systéme :
gxs—ya—(x2+y2)=l6 éerit - %3+ 23— (%% + 2%) = 16
x—y+xy=>3 SCC % + 2 — 2z = 5.

Le nouveau systéme est symétrique en x et 2.

433. Systéme de p équations a 7 inconnues. — 1° Si p = 7 on peut, en général,
se ramener i une équation i une inconnue. Un tel systéme admet par suite un nombre
limité de solutions.

20 Si p < n on pourra, en général, résoudre le systéme par rapport i p inconnues
en fonction des n — p autres. Le systéme.est indéterminé d’ordre n — p.
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30 Si p > n, la vérification de p — n équations par une solution du systéme formé
par les n autres conduit en général 3 p — n conditions de compatibilité entre les coeffi-
cients des p équations. Si ces conditions sont toutes vérifiées le systtme admet au moins
une solution, sinon il est impossible. Notons que :

Ecrire les p — n conditions de compatibilité de p équations a  incon-
nues revient a éliminer les n inconnues entres les p équations.

Ainsi écrire que les deux équations F(x) = 0 et G(x) = 0 sont compatibles revient
a éliminer x entre ces 2 équations.

434. Exemple. — Déterminer m pour que les racines de I’équation en x :
mx? —2(m—1)x + 3(m—2) =0
vérifient la relation : x' + 2x" = 1. | (1)

Associons 3 la relation donnée les deux relations donnant x' + x” et x' x” :
Nous obtenons pour m 7% 0 un systéme de 3 équations 2 trois inconnues &/, x” et m.

x4+ 2x" =1 : | ¢Y)
x’+x"=2m—2 @)
m
xl xll —_ 3(m - 2). (3)
m

Les équations (1) et (2) du 1¢r degré en x’ et " donnent :

x,_3_m-—4. v m-— 2

;X = = ————

m m

=

. Par substituﬁon dans (3) :
__(3m—4)(m—2)=3(m—-2)

<> (m—2) (6m — 4) = 0.

m? m
. 2
Ce qui donne les 2 valeurs : m' = 2etm" = 3
Les racines sont : pour m = 2: & =1x%" =0
2., v
et pour m = 3 x = — 3, x" = 2.

REMARQUE, — Le probléme précédent est analogue i celui du no 382, On peut s’y
ramener en remplacant la relation (1) par la relation symétrique équivalente :

| " +2x"—1)(x"4+2x—1)=0
soit par : 2(x2 +x"%) +5xx" —3 (%' +2")+1=0.

435, Application. — Trouver la condition nécessaire et suffisante pour
que deux équations du second degré aient au moins une racine commaune.

Soient les deux équations, ot a =0 et @' 40 :

ax* +bx ¢ =0 , (1)
a'x® + bx + ¢ =0, : (2)
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D’aprés le n® 433, 30 le probléme revient & éliminer x entre les deux équations (1)
et (2). Posons y = 2. Pour que les équations (1) et (2) aient une racine commune x, il faut
et il suffit que le systeme de trois équations a deux inconnues : :

ay +bx +~¢c =0 (3)
ay +bx +c =0 (4)
y = x% (9)

admette une solution (x, y)e R2.

10 ab' —a'b £ 0. Le systéme des equatlons (3) et (4) admet une solution un1que
be' — b'c ca' — c'a
(1 I —
(n® 335) : YT —ab YT o —ab
Ecrivons que cette solution satisfait & I"équation (3) :

bc' — b'c (ca’ —_ c’a)2

b —ab  \ab —a'b
soit : (ac’ — a'c)® — (ab’ — a'b) (bc' — b'c) = 0. v (6)
Si cette relation est vérifiée les équations (1) et (2) ont alors une seule racine commune :
ca' —ca b — bc
a'b—a'b  ca —c'a

20 ab' — a'b = 0. Le calcul précédent n’est plus valable. On voit directement que
les équations (1) et (2) qui peuvent s’écrire :
a'(ax® 4+ bx + ¢) =
a(@'x® + b'x + ¢') =0

a'(ax? + bx) 4 a'c = 0
a'(ax? + bx) 4+ ac’ = 0.
. . . a b ¢
Elles sont compatibles si ac’ — a’c = 0, ce qui montre que I'on a alors Pl el
Les équations (1) et (2) ont leurs coefficients proportionnels et admettent les mémes racmes
Dans ce cas, la relation (6) est encore vérifiée.

deviennent

L’expression placée au premier membre de cette relation se nomme résultant des
équations (1) et (2). Donc :

Pour que deux équations du second degré aient au moins une racine
cormmune il faut et il suffit que leur résultant soit nul.

On voit par suite que I’élimination d’une variable entre deux équations du second
degré par rapport a cette variable revient a former le résultant de ces deux équations.

Ce procédé pourra étre utilisé pour éliminer x (ou y) entre les deux équations d’un systéme
du second degré tel que celui du n° 428.

PROBLEMES DU SECOND DEGRE

_ 436. Définition. — Un probléme est du second degré lorsque sa
solution algébrique exige la résolution d une équation du second degré
a une inconnue.

Le choix des inconnues, la mise en équations et la recherche des conditions supplé-
mentaires auxquelles doivent satisfaire les inconnues, se font comme pour un probléme
du premtier degré. Signalons que :
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Dans les problemes de nature géométrique il est tres souvent avanta-
geux de choisir une inconnue angulaire.

On ramene ensuite la résolution de I’équation ou du systéme trouvé i celle d’une
équation unique du second degré par rapport a I'inconnue principale x.

Il est bien rare que la nature du probléme, ou sa résolution, n’impose pas des conditions
d’inégalité telles que : ¥ < a, x>« ou « < x < B alinconnue x.

La discussion d’un probléme du second degré conduit ainsi 4 I’étude de la position
des racines d’un trinéme f(x) par rapport 2 un nombre « ou par rapport 4 deux nombres
« et B, que l'on peut parfois faire graphiquement ou géométriquement.

437. 1°f cas : I'inconnue finale n’est soumise a aucune condition. — Seule la
condition A > 0 de I’équation du second degré f(x) = 0 peut introduire une limitation
aux valeurs des données.

EXEMPLE. — On considére un segment AB de longueur a et un nombre algébrique m. Trouver
sur la droite AB un point M tel que : MA® + mAB.MB = 0.

Orientons la droite AB dans le sens AB (fig. 165) et posons : AM = x.

On obtient : AB = a et W;E—AM=a—x.
La relation de 1’énoncé s’écrit :
x2 4+ ma(a — x) =0, A B M C
d —— R —— L =
Soit : 2 — 2 =
oit x max -+ ma 0 Fig. 165.

Réciproquement toute racine de cette équation fournit une solution du probléme.

Or: A = (ma)? — 4 ma® = m(m — 4) a*

A est donc nul pour m = 0 et pour m = 4. Il est négatif pour 0 < m < 4; positif pour m < 0 ou
pour m > 4. Donc : .

m<Ooum>4...c00vieenernnns DU 2 solutions : x=%[m:|;\/m(m——4)]
== | 1 solution : x =0 (M en A)
I S 1 solution : x = 2a (M en C)
L = S 0 solution.

438. 2¢ cas : L'inconnue finale est soumise & une condition unique. — Le plus
souvent 'inconnue devra étre positive. Nous serons amenés a étudier le signe de A, P et S

(n° 378).
Plus generalement o étant un nombre donné ou dépendant du parametre, 'inconnue x
devra satisfaire 2 une condition de la forme x < « ou x > «. Nous serons alors amenés

a étudier le signe de A, af («) et 2 < & (n° 396).
EXEMPLE. — On considére un demi-cercle de diamétre A’A = 2 R et de centre O. Soit P

le miliew de OA. D’un point M du prolongement AX de A'A on méne la tangente M'T' au

demi-cercle. Déterminer le point M de fagon que, m étant un nombre positif donné, Uon ait :

MT2 = mMP2
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Posons OM = x en orientant OX dans le sens OX (fig. 166). Dans le triangle rectangle OMT, ona :

MT = OM — OT = x? — R2%
D’autre part :

PM2 = OM? — OP2 = x —

b

— 2
et par suite MP? = (x — ?) .

La relation s’écrit : x® — R2 =

Soit : (m—l)xz—me+(m+4)I%2=0

avec la condition : ' x =R

DiscussioN. — Nous obtenons pour m # 1 une équation du second dégré :

A=R[m —(m—1)(m+4)]=@— 3m) RZ? => (mgg)

2 — 2
af(R)=(m—-1)[(m-—l)Rz—mR2+(m+4)RT]=’£_(ﬁ4—1)R (O et 1)
S mR 2—m R
3" R=3m-n " R=a=12 (1et2)
On peut établir le tableau suivant :
S
m A |[af(R) 7 R POsITION DES RACINES SoLuTIONS
+ o0
2 — -+ 0 Pas de racines 0 solution
+ +
4 _
3 0 eeveevene]onne Ri.|—/— R < s =a" = 2R |— 1sol.:x =2R
+ | + | + R<ux <o 250l 1 x = ML V4= 3mp
2(m— 1)
: 5R
1 IR 1 SR Y |
— — ! R 4 ol - m '\/4‘ —3m
+ : ¥ < R<x 1sol.: x" S — 1) R
0 _

. Pour m < 1, le dénominateur 2 (m — 1) est négatif. La plus grande racine x” est celle que I'on
obtient en prenant le signe — devant le radical '\/ 4 — 3m.

Observons qu’en posant AM = x on obtient ’équation :

2

(m—l)x2+(m—2)Rx+mRT=0

dont il suffit de discuter ’existence et le signe des racines.
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439. 3¢ cas : L’inconnue finale est soumise & une double condition.

Il en est ainsi lorsque I'inconnue finale x doit appartenir 2 un segment donné [a, B]
et vérifier la double condition : « < x < B.

On aura ainsi 0 << # << 2 R si x est la longueur d’une corde d’un cercle de rayon R;
— 1 < u < 1siu est le sinus ou le cosinus d’un angle 6, 0 < # < 1 si £ est la tangente de
la moitié d’un angle aigu etc. Parfois les nombres « et 8 s 1ntrodu1sent au cours de la résolu-
tion et peuvent alors dépendre du paramétre.

On est ainsi amené 4 étudier la position relative des racines de I’équation du second

degré finale et des nombres « et B, donc & étudier le signe de A, af(«), af(B), -2— — et g —

(n° 398) 2 moins que l'on ne puisse opérer graphiquement (n® 322).

440. Exemple I. — On considére un demi-cercle de diaméire AB = 2 R et une longueur
1 donnée. Déterminer un point M de ce demi-cercle se projetant en H sur AB, de fagon que :

MA?2 + 2 MH? = 2 I

M

Posons : AH = x. Dans le triangle rectangle AMB (fig. 167)
on a (sens positif Xﬂﬁ) :
AM? = AB.AH = 2Rx
e¢ MH? = AH.HB = x(2R — x).

Ce qui donne Péquation : 2Rx + 2x 2R — x) = 22 A 0 H B

Soit : — 3Rx + 2 = (1) Fig. 167.

Réciproquement, toute racine de cette équation fournira une solution du probléme pourvu que :

0 << x << 2 R. Or cette équation qui s’écrit : — x® 4+ 3 Rx = [? n’est autre que I’équation aux abscisses

des points d’intersection de la parabole : y = — x% 4 3 Rx par la droite variable d’équation : y = I
On obtient ainsi :

2 RACINES SoLUTIONS
N . _
: ., Pas de racines : 0 solution
! : " = 0<a =4 <2R 1sol.x=-§—
! | Y
' ' IRE — 41
: : :“ 0< o <& <2R x=3R:|:\/29R 4
| ! )
| : : ‘| 2R2 [0 < &' < %" = 2R |2s0l.:2' =R;x" =2R
' '  AJSRE— R
10 & 3SR2R X" 1 7 ,
. “ 0 |2 =0<2R <" 1soh.:x=0
LIu, “’U’

Fig. 168.

441. Exemple II. — On considére un quart de cercle de cenire O et de rayon R limité
en A et B. Un point M de ce quart de cercle se projette en P sur OA. Déterminer OP de fagon
que : OP + 2PM = [ (I longueur donnée).
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MISE EN EQUATION. — Posons OP = x. Dans le triangle rectangle OPM on obtient

g (fig. 169) :
PM® = OM® — OP® = R? — x?
B - d’otr : MP = /R® — 2. |
M Il faut donc : x + 2 4/R% — #2 = . (1)
Toute solution positive ou nulle de cette équation
-convient, car si cette équation est vérifiée on a:
0 x RZ — x2 > 0,
0 x P A donc:x < R. Léquation (1) s’écrit:
Fig. 169. 24/RE — a2 = [ — x.
Elle est équivalente au systéme (n° 35) :
4(R?2 — x2) = (I — x)? ] 522 — 2lx + 12— 4R2=0 (2)
I—x>0 ou (1) x <1 (3)

Nous sommes donc amenés i chercher les racines de ’équation (2) telles que :
0l
DiscUssION. — On obtient : A’ =2 — 5 (12— 4 R?) =4 (5 R? — [?)
af (0) =5 —4R?; af()=5[52—201+ 12— 4R =20(?— R?.
S 1 S 41
§w§>0 et —2~———,l=——-5-<0

Les valeurs remarquables de ! sont donc : RA/5, 2 R et R. Dol le tableau :

l A" | af0) | af D) POSITION DES RACINES SOLUTIONS
+ oo
— + + Pas de racines 0 solution -
RA/5(....0...| 5R? | 80R? |— 0 < &' = a" < _ 1 sol. & = .._\/5
+ + + o< <a" <l 2 sol. : =%li2\/m
2R |eveecee] e 0...| 60R? A =0<a <l |—— 2sol x’=0,x”=-=‘-1—_,;-1—{
+ | = |+ W <0<w <l |lsolizx=g(+2V5RE—B
R |t —15R?%]....0.... ¥ <o<x" =1 1sol.:&”" =R
+ — — x' <AO <1< 0 solution
0

N. B. Il y avait avantage 4 prendre pour inconnue AT (ou tg 8) = ¢ € [0, oo[. On était conduit 2
une discussion du type IT (n° 438). Avec étude du signe des racines (4, P, S).

Montrons plutét comment on pouvait opérer géométriquement.
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442. Solution géométrique.
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Dans le repere orthonormé xQOy obtenu en prolongeant OA et OB (fig. 169), OP = x et PM = y
ne sont autres que les coordonnées du point M. On voit que les nombres positifs x et y sont astreints

a vérifier le systeme :

| y2 = RS 4)
(ID) x +2y=1 (5)
avec x >0 e y=0.
Le point M est donc dans le

1e* quadrant (fig. 170), a lintersection
du cercle C donné : x% + y* = R? avec
la droite A d’équation x + 2y = [. D’au-
.tre part I’équation (2) n’est autre que

X

I’équation aux abscisses des points d’inter-
section de (C) et de A, ce qui permet d’en
faire une discussion géométrique.

A l

Fig. 170.

2R RVs

—
Lorsque [ varie, la droite A reste perpendiculaire au vecteur V (1, 2). Elle est tangente en

en accord avec le tableau précédent :

) pour [ = R\/ '5_, passe par B pour !l = 2 R et par A pour [ = R. D’olr les conclusions

I>R45
[ =R45
2R<I<RA5

R<I<2R
I <R

A extérieure au cercle
A tangente en S

—~ »
A coupe AB en 2 points

A coupe ABen 1 point
A ne coupe pas I'arc AB

0 solution
1 solution (M en S)

2 solutions : M’ et M”

1 solution : M’
-0 solution

Cette méthode géométrique de discussion peut s’appliquer chaque fois que l'on
demande de déterminer analytiquement un point M situé sur une courbe (C) donnée :
F (%, y) = 0 et satisfaisant 4 une condition donnée, fonction d’un parametre m, qui peut se
ramener 4 la forme ax + by + ¢ = mouy — B = m (x — )a. On est donc conduit a étudier
les intersections de la courbe (C) par une droite variable A, parallele a une direction fixe
(— b, a) ou issue d’un point fixe («, B).

EXERCICES

— Résoudre les systémes d’équations suivants et discuter s’il y a lieu.

3y =15

20 —

1506. | 27 720 T 1507.
2x 4+ 3y = 50

1508 | 5 T8 1509,

— 2 =

1510, | ¥ Ty T 2% =0 1511.
x 4 y == m.

1512, | ¥ F 7 m 2T 1513,

3x 4+ 2y = 36

(x — 2) (y — 3) = 18.
Tx — 4y = 13

(x 4+ y)? = 256.
x+y=4

x2 + 2 — 3x — 4y = 0.
¥4y +x+y=18

¥ — yP 4+ x—y=06.
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P2 =ua — 3x 4 2
1514, g P
—3x=—111xy

1516, 22 + 52 = 30xy.

-~ Résoudre les systémes suivants :

1518, § #% + 9% = 25

x+y+4=0

1520. xy —4x + 2y — 10 = 0.

2x3 — 15 xy + 18 2 = — 10.

x y
1515.;x-a+y~—b"2'
ax + by = 2a4b.
1517, {32 @—8 =3y o+ 1) = —111
"{2x(x— 8) + 5y (y + 1) = 30.
—xy =y =5x+y—2
1519. x2+3xy+y + 6x + 2y = 3.
2x% + 3xy — 3" — 8x =0

— Résoudre et discuter, s’il y a lieu, les systémes suivants :

x -+ y=13
1522, ® + 42 = 89,
1524, g"” A =65

xy =x 4+ y + 17.
?+ 3yt ay =17
x4 9% = 3(x + ).

2 — 3y =d®
x® + xy + »* = b

1526.

1528, ;

®+axy+ =19
1530. gx‘+x2y’+y4= 133.

x4 -xy + 9 =117
\1532. — wy /3 o = 3,

2x? — 3xy = 9% — 3x — 1
1534. 3 — 3xy = x? — 3y — 1,

%ty =7
1523. X 4+ 38 — 133,
+D@@+1D=42
192 | & — 12 4 (v — 1 = 145
x® 4 3% = 152
1527, ;xz——xy PN
x* + xy + »* = a
1529. X — xy 4 = B,
1531 {x + yt = 2(a* + 6a® b% 4 BY)
xy = a® — b
¥ = ax + by
1533, z b
*x+y ab—1
1535. {a + b xy—1
xy —ab=x+y—a—b.

— Résoudre et discuter, s’il y a lieu, les systémes suivants :

x+ 4y =3
x+y+z=2

xy — =z = 1.

1536.

x+y=2—13
xy =10 — =z
x? 4+ 3% = 10.

x+y+=z2=0
1540.zax+by+cz=0
x"‘+y2+z”=R2.
x+y+z=1 |
1542.§x2+y2+z"=1
x4 3y 4 2B =1,
%% 4 xy + y? = 39

y® + vz + 22 = 201
22 4+ 2x 4+ x? = 147,

1538,

1544.

xt+y—z=2
1537. { 5x — 3y =1
xyw—(x+y+1=0.

*+y+2=0
1539.3xy+z”+5=0
x—2)(y—2)+4=0.

4xy =x+y
Tyz =9y + =
S5x2 = 2 + «.

xv+2) =a
Y4+ %) =b
2(x +3) = c.

x+y+z‘212‘
xy + yz + 2x = 47
xyz = 60.

1541.

1543.

1545,
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ax?® = by? = c¢2?

1547, 11 1 1 1
T3 T:=3a

36x2 = 9% = 422

1546. ¥+ v+ 2z =6

— Déterminer le parameétre m pour que les racines des équations suivantes vérifient la relation
indiquée : .
. 1548, 24+ Bm+ x4+ mt—2m—5=0. Relation : ' —3 4" = 0. .

1549, x* — 2 (m 4 2) x 4 mP 4 7 = 0. 3x' 4 54" = 34,
1550. ;m — 4 x2—2(m+ 1)x 4+ m =0, : xx" 4+ 2% +1=0.
1551. Qm—1)x2—4x+202m-+ 1) =0. x'+2x"—8=0.
1552. 2 —(m —3)x+ 4m+ 8 = 0. 3"+ x" = 37,
1553, mx? —2(m+ S)x+m+ 4 =0 w'x” = x' —4x".

— Déterminer m de facon que les équations en x suivantes aient au moins une racine commune
3
que 'on calculera :

2x2 4+ 3mx +1=0 x* 4+ x(m—1) —m(2m—1)=0
1554. 2mx? — x — m = 0. 1555. x2+ x(4—5m) —2m4 — 3m) = 0.

X2 —2mx +m 4+ 5=0 _ 2x2 —(m—VDx+m+1=0
1556. X2 —mx +m—1=0. 1557, 202 — 2m+ x4+ 2m—1=0.

x* — 2mx + 25 = 0. 2x2 4+ x(4m — 7+ 3 —2m =0
1558, mx? — 8x — 17m = 0. 1559. 5x2 —x(Sm+ 1)+ m=0.

1560. Résoudre le systéme :
G+DE-1)=48; (z+1Nx—1)=20; x+ Dy —1)=16

1561, Résoudre le systeme :
x4 5% = 29
xy = 6.

Déduire du résultat que 'on peut mettre /29 + 124/5 sous la forme x + y4/5.

1562. 19 Quelle condition doivent vérifier les nombres a, b, ¢, d pour que le polynéme :
f(x) =x*+ ax® + bx?+ cx + d

puisse se mettre sous la forme : f(x) = (x> 4+ a x + B)% 4+ v a2
o, B, v désignant des constantes.

20 Cette condition étant remplie, montrer que la résolution de I’équation f(x) = 0 se rameéne
3 la résolution de deux équations du second degré dont les coefficients dépendent du paramétre b.

32 On suppose de plus a = 2, ¢ = + &, discuter suivant les valeurs de b le nombre des racines
de I’équation f(x) = 0.
x4+ ¥
1 — xy =2
1—=2) A=)+ 4xy

1+ %% (1 + »%) -

1563, Résoudre le systéme d’équations :

A B . . 1
On pourra poser : x =1g 5 y=tg 3 Application numérique : p = 1; g= 3
1564, 1° Résoudre le systéme de trois équations & trois inconnues x, y, 2
x? + % 4 22 =1
4xy = 22 . (E)

x + y = mz,
ol m est un nombre positif donné. Discussion. Nombre de solutions.
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20 Trouver entre quelles limites doit étre compris le nombre m pour qu’il existe un triangle T,
dont les c6tés aient pour mesures trois nombres positifs x, ¥, 2, satisfaisant aux équations (E).

30 Le triangle peut-il étre rectangle ou isoctle, et pour quelles valeurs de m?
4° A quelles conditions doit satisfaire le nombre m pour que le triangle T ait un angle obtus.
50 Déterminer m de fagon que l’aire du triangle T' ait une valeur donnée k. Pour quelle valeur

de m cette aire est-elle la plus grande possible ?

1565. Résoudre le systéme d’équations (ol @, b, ¢ sont des nombres donnés) :
1 : 1 1
y+-=a; z + = =b; x4+ ~-=c
= X y
10 Ce systéme admet deux solutions : si I'une de ces solutions est formée de nombres rationnels,
il en est de méme de I’autre. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que a, b, ¢ soient des nombres

. . 1 .
rationnels et que Pon ait : abc — a — b — ¢ = n + —» n étant un nombre rationnel.
! n

2° Que deviennent les valeurs trouvées pour x, ¥, 2 quand on y remplace respectivement a, b, ¢

1 1 1
par {3 +;;‘Y+;;°‘+E?

Problémes du second degré.

— On consideére sur un demi-cercle de diameétre AB = 2R, un point M qui se projette ortho-
gonalement en H sur AB, en K sur la tangente Bz au point B. La longueur / ou le rapport & étant
donnés, déterminer la position du point M et discuter dans les cas suivants :

1566. AH + MH = L 1567. AH — MH = L
1568. MA + MB = L 1569. MA — MB = 1.
1570. MA + MK = L 1571. MA — MK =L
1572. MH + MK = L 1573. MH — MK = L
1574. MA = k MK 1575. MA? + k MH? = [

1576, Par un point A situé dans un angle droit, on méne une sécante BAC qui détermine sur les
cdtés de 'angle deux segments OC = x, OB = y, Déterminer cette sécante de maniére que ’on ait :

1 1 1 . . . .
= + 3? =3 On désignera par a et b les distances du point A aux cotés Ox et Oy.

1577. Trouver sur une demi-circonférence de centre O, limitée au diametre AB, un point D tel
que si 'on méne DE parallele 4 AB et qu’on joigne D et A la somme des cordes AD et DE soit
égale a une longueur donnée . Discuter.

Nota. — On distinguera deux cas de figure suivant que I’arc AB est inférieur ou supérieur au
quart de circonférence.

1578. Soient un angle droit et une circonférence C, de rayon R, tangente aux deux cotés de cet
angle. On porte les longueurs OA = x sur Ox, OB = y sur Oy.

10 Quelle relation doit-il exister entre x et ¥ pour que la droite AB soit tangente 4 C?

20 Calculer x et ¥ pour que le triangle OAB ait pour surface m R2%, m étant un nombre positif
donné. Discuter et interpréter géométriquement les résultats de la discussion.

1579. Dans un cercle donné, tracer une corde AB telle que la différence entre sa longueur et sa
distance OH au centre ait une valeur donnée /. Inconnue, OH = x. Discuter en supposant d’abord [
positif, puis [ négatif. Solution géométrique.
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1580, Trouver sur un demi-cercle de diamétre AB = 2 R un point M tel que, si I’on abaisse
la perpendiculaire MP sur AB, on ait : AP 4+ 2PM = J. (/ étant une longueur donnée.) Discuter.
Solution analytique et construction géométrique.

1581. On donne dans un cercle de rayon R deux rayons perpendiculaires OA, OB. Trouver sur
le quadrant AMB un point M tel qu’en menant de M les perpendiculaires MP sur OA, MQ sur OB
on ait MP + MQ = mR, m désignant un nombre positif donné. Inconnues : MP = x, MQ = y.
Discuter géométriquement. Pour cela montrer qu’en prolongeant OP au dela de P d’une longueur PI
convenablement choisie, on peut déduire du point I une construction simple du point cherché.

, 1582. On donne un triangle rectangle isoctle AOB (OA = OB = a), la demi-droite OX paralléle
a AB et de méme sens, une sécante APM coupant OB en P, OX en M. On pose OM = x.

19 Evaluer en fonction de x et de a les hauteurs y et z, issues de P, des triangles PAB et POM.
.y . . , ma?
20 Calculer x de mani¢re que la somme des surfaces de ces triangles ait une valeur donnée -

Discuter en supposant a fixe, m variable.

1583. Soient A et B deux points diamétralement opposés sur un cercle donné de rayon R. Sur
la perpendiculaire au plan du cercle menée par B, on considére un point S tel que BS = R.

1° On prend un point quelconque M sur le cercle; montrer que toutes les faces du tétratdre
SAMB sont des triangles rectangles.

Soit P la projection de M sur le diamétre AB; on pose x = AP. Evaluer 'aire du triangle SAM
en fonction des longueurs R et x. '

2
20 Déterminer x de fagon que l’aire du triangle SAM ait une valeur donnée 5 Discuter.

1584. Soit un angle de somimet O ayant pour mesure 60°; sur un cdété on porte une longueur
OA = 4 q et du point A on abaisse la perpendiculaire AB sur 'autre cdété, Soit P le milieu de OB.
Un point variable M du segment OA est déterminé par OM = x; et 'on désigne par H sa projection
sur OB.

10 Calculer OB, OH, MH et la somme MP2 + MB2
20 Déterminer x de facon que : MP2 + MB? = A2, (1)
Discuter suivant les valeurs du paramétre k.

32 Construire géométriquement le point M répondant a la condition (1) et retrouver la discussion
précédente, '

1585. 1° Soit ABCD un tétratdre régulier (AB = l); démontrer que les arétes opposées AB et
CD sont orthogonales.

20 Démontrer que la section du tétraédre par le plan mené par un point P de BC parallélement
4 AB et 4 CD est un rectangle.

30 Calculer les c6tés de ce rectangle en fonction de [ et de BP = x. Quel doit étre x pour que la
section soit un carré ? Déterminer x sachant que la diagonale de ce rectangle a une longueur d. Dis-
cussion.

40 Trouver le lieu du centre de ce rectangle.

1586. On considére le quart AB d’un cercle de centre O de rayon R. Un point M de I’arc de
cercle est défini par la distance AM = x.

10 Calculer en fonction de R et x la distance MP de M au rayon OB.
2° Déterminer x de maniére que : MA + MP = k (% ¢tant une longueur donnée). Discuter.

39 Pour une valeur convenable de k, I’équation du 2¢ degré ainsi obtenue admet une racine
double. Préciser la position de M qui lui correspond.
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1587. Inscrire dans un demi-cercle un triangle rectangle ABC dont on connait le périmétre

(A = 1 droit).
190 On donnera une solution algébrique en calculant AB = x, AC = y, connaissant BC = 2 R et

le périmetre = 2p(p > 2 R).
En déduire d’abord la surface, puis la hauteur, en fonction de R et p.

Application : R =1, p = 4/2 + 1.

2° Donner une solution géométrique du probléme.

1588. Soit un triangle équilatéral ABC de c6té a. D’un point. M de AC entre A et C, on méne
la perpendiculaire 4 BC rencontrant le prolongement de AB en P et on joint BM.

19 Calculer AM = x de maniére que MB = k. MP, k étant un nombre donné.
Discuter en faisant varier k. )

2¢ Construction géométrique du point M.

1589. On donne un triangle ABC, rectangle en A, moitié du triangle équilatéral CBB'; on con-
nait ’hypoténuse BC = 2 a.

10 Calculer en fonction de a les deux c6tés AB et AC.

20 Déterminer un point M sur BC, situé entre B et C ou aux extrémités du segment BC, tel
que, MP étant Ia perpendiculaire menée de M 4 AC, la somme des carrés des quatre c6tés du trapéze
BMPA soit égale au carré d’une longueur donnée ma. On posera AP = x, PM = y et on discutera

graphiquement ’équation en x qui en résulte.
30 Solution analytique du probléme en considérant x et y coordonnées de M dans un repére
orthonormé xAy. En déduire la construction géométrique des solutions €t la discussion géométrique.

1590. On donne un angle droit XOY, le point A sur le c6té OX, tel que QA = '\/ 3, le point B
sur le cété OY, tel que OB = 1, et la demi-droite OZ située i U'intérieur de I’angle XOY, qui fait

avec OX I'angle XOZ mesuré par a.

P étant la projection orthogonale de A sur OZ, on joint le point B. On demande :

19 de calculer a I’aide des données et de ’angle a I’expression de la somme PO? + PB?;

20 de déterminer ’angle a pour que cette somme ait une valeur déterminée k. Discuter la possi-
bilité du probléme suivant les valeurs de k. Calculer 'angle « dans la cas particulier & = 4 — 4/3.

30 de retrouver 4 ’aide de constructions géométriques la solution et les résultats de la discussion
de la 2¢ partie.

. ) AC . .

1591. Dans un triangle ABC, on donne ’angle B = 300, le rapport B k et la distance d qui
sépare sur BC le pied D de la bissectrice de ’angle A du pied D’ de la bissectrice extérieure de ’angle
adjacent 2 'angle A. Calculer les trois cotés du triangle. Discuter et chercher si ’angle en C du triangle
est aigu ou obtus. Méme question pour I'angle A; méme probléme en supposant B = 150°.

1592. Sur le c6té BC = a d’un triangle équilatéral fixe ABC, on prend un point M variable, d’ols
I’on abaisse les perpendiculaires MP sur AB et MQ sur AC,

19 Trouver la relation entre AP et AQ.
2° Lieu du centre de la circonférence passant par AP Q.

3° Former et discuter I’équation du 2¢ degré ayant pour racines les longueurs AP et AQ sachant
que PQ a une longueur donnée . Construction géométrique.

1593. On considere deux axes Ox et Oy faisant un angle de 45°, sur I’axe Oy, deux points fixes A
et B tels que : OA = a; OB = 2 a et sur Ox, un point M tel que OM = x.
1° Calculer x de manitre que I'on ait : 3 MB2 + 2 MA? = % (3 MB? — 2 MAS?), k désignant un
nombre donné. Discuter.
20 Dans le cas ou1 le probléme admet deux solutions, montrer qu’il existe, entre les abscisses x,
et x, des points correspondants, une relation indépendante de k. ' '
_Examiner le cas ol x; = x,.
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1594. Soit Péquation : mx® + (m — 3) x® — mx + 2 = 0.
19 Calculer m pour que cette équation admette le nombre — 1 comme solution.

20 Montrer que, dans ces conditions, le premier membre de I’équation donnée peut se mettre
sous la forme : (x + 1) (ax?® + bx + ¢) : a, b, ¢, étant 3 nombres & calculer.

39 Dans les mémes conditions, résoudre I’équation donnée.

1595. 1° Construire sur le méme graphique les courbes représentant les fonctions y; = — x% -4~ 1
ety, = x2 4 2x — 3.
20 Calculer les coordonnées de leurs points d’intersection A et B.

3° Montrer que, quel que soit m, ces points A et B appartiennent 2 la courbe représentative de

. 1
lafonction: y =[(m — 1) x® + 2mx — 3m + 1] ——
m+ 1
Cette courbe rencontre Ox en deux points dont I’un est fixe quand m varie, et dont I'autre a une

abscisse que I’on exprimera en fonction de m. Pour qu’elle valeur de 7 ces deux points sont-ils confon-
dus, et que peut-on dire alors de la droite Ox ?

. . 1s N . x* —x — 6

1596. On considére ’expression : F(x) = —

19 Construire dans un repére orthonormé xQOy la courbe y = F(x).
20 Pour quelles valeurs de x a-t-on F(x) > — 47

30 Si deux valeurs distinctes o et B sont telles que F(a) = F(8), montrez que ces valeurs sont
racines d’'une méme équation de la forme : x? — px + p — 7 = 0.

Etudier suivant les valeurs de p I’existence et le signe des racines réelles de cette équation.

1597. Etant donné ’équation : ax? — 2@+ 1)x+a+ 2 = 0.

1° Pour quelles valeurs de a I’équation a-t-elle des racines ? Calculer ces racines.

20 Ftudier la variation de la somme S et du produit P des racines de ’équation donnée. Tracer
les courbes représentant les variations de S et de P. Montrer comment on pourrait déduire ces deux
courbes I'une de l'autre.

3% On considére le trinbme : vy = ax2 — 2(a+ 1) x + a + 2.

Pour une valeur déterminée de a, la variation de y est représentée par une certaine courbe C.

a) Quelle est la forme de cette courbe?

b) Les courbes C coupent-elles toujours Ox? Montrer qu’elles passent toutes par un point fixe
et qu’elles admettent la méme tangente en ce point.

¢) Tracer sur le méme graphique les courbes C’ et C" correspondant respectivement aux valeurs
a=—2a=1,
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1598. 1° On considére ’expression : x2 (x — m) + 19 x — 7 x2 — 12 m.
Trouver la valeur qu’il faut donner 4 m pour que I’expression s’annule lorsqu’on y remplace x

par 1. Le paramétre m ayant la valeur ainsi obtenue, montrer qu’on peut mettre x — 1 en facteur dans
Pexpression précédente; en déduire les trois valeurs de x qui annulent cette expression.

20 On marque, sur un axe orienté x'Ox, les trois points A, B, C ayant pour abscisses respectives
les trois valeurs de x obtenues au numéro précédent se suivant dans ’ordre croissant. On trace le
cercle I' de centre B et de rayon BC, et on lui méne du point A les deux tangentes AM et AN (M et N
étant les points de contact). Montrer que le quadrilattre AMCN est un losange et donner les valeurs
de ses angles.

1+x.

1 — «x

1599. Soit (H) la courbe représentative de la fonction : y =

10 Construire la courbe (H). Calculer la pente m de la droite qui joint deux points A et B situés
sur (H) et dont les abscisses a et b sont données.

Interpréter et contrdler au moyen de la dérivée de la fonction y le résultat obtenu en faisant
a = b = — 1 dans Pexpression de m.

2° On suppose que B est déduit de A par la construction suivante (T) : la paralléle & Ox menée
par A coupant en K la droite y = x, le point B est obtenu par I’intersection avec (H) de la paralléle
a Oy menée par K. Calculer b en fonction de a.

Soit C le point déduit de B par la construction (T); calculer son abscisse ¢ en fonction de a.
Soit enfin D le point d’abscisse d déduit de C par la construction (T'). Quelle particularité remar-
quable ce point présente-t-il vis--vis du point A ?

30 Reprendre I’étude du paragraphe 2° ci-dessus en donnant 4 a la valeur tg o, & désignant un
angle quelconque donné. Quelles sont en fonction de « les valeurs de b, ¢, d? Comment peut-on en
déduire la particularité que présentent A et D ?

1600. 1° T'racer, par rapport 4 un systéme d’axes rectangulaires x'Ox, y'Oy, la ligne (L) représen-
tative de la fonction y = x 4 1 et la ligne (C) représentative de la fonction: y = a?—ij——i Déterminer
les points communs a ces deux lignes. ' :

20 Par un point M de (L) on meéne la paralléle MA 4 y'y, coupant (C) en A, et la paralléle MB 3
x'x, coupant (C) en B, Soit P le quatriéme sommet du rectangle construit sur MA et MB. Démontrer
que le point P appartient 3 la ligne (L). Lieu géométrique du milieu D de AB quand M parcourt (L).

39 Démontrer, dans les mémes conditions, que les point M et P restent conjugués harmoniques
de deux points fixes.

x4+ 5
, —x+ 3
Construire sur le méme graphique la droite (D) d’équation y = 2 & + 3. La courbe (H) et la droite (D)
ont deux points communs A et B. Calculer les coordonnées de A et de B.

1601. 1° Etudier les variations de la fonction : y = et tracer la courbe représentative (H).

20 Par le point de ’axe des ¥ qui a pour ordonnée m on meéne la parallele D(') 3 (D). Quelle est
’équation de (D) ? A quelles conditions doit satisfaire m pour que (D’) et (H) se coupent ?

30 Dans le cas ol (D’) et (H) ont deux points communs (que ’on désignera par A’ et B'), trouver
les coordonnées du milieu I et A'B’. Montrer que I se déplace sur une droite fixe (A) quand (D’)
se déplace en restant paralléle a (D). Montrer que (A) passe par le centre de symétrie de (H) et qu’aux
points ot (A) coupe (H), la tangente a (H) est paralléle 4 (D).

1602. On donne ’équation du second degré : 2 — 3x + 2-. —m = 0.

10 Entre quelles limites doit varier m pour que cette équation ait deux racines comprises entre 0
et2?

20 Soit (P) la courbe:y = x2 — 3x + ; T'racer cette courbe et retrouver sur le graphique le résul-

tat obtenu a la question précédente.
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) 33 5 , }
3¢ Construire, sur le méme graphique, lacourbe (H): y = —4—((—9-0—95-_%7) Former ’équation donnant
les abscisses des points communs 4 (P) et (H). Montrer que ’'un de ces points, soit A, est sur Oy.

40 Sachant que ’angle de deux courbes, en un point qui leur est commun, est égal & I'angle de
leurs tangentes en ce point, montrer que les courbes (P) et (H) se coupent en A sous un angle droit.

50 Les tangentes en A aux courbes (P) et (H) rencontrent I'axe x'x en M et N. Evaluer la lon-
gueur MN, .

. .. . 2 ‘ .
1603, 1° Ltudier les variations de la fonction : y == p X 3 et tracer la courbe représentative (C).

20 Spient A et B deux points de cette courbe tels que les droites OA et OB aient pour pentes
respectives a et B. Calculer les coordonnées des points A et B-et former 1’équation du premier degré

en x et y qui représente la droite AB.

30 Quelle relation existe-t-il entre o et 3 lorsque 1’angle AOB est droit ?

Montrer que, si un angle droit AOB pivote autour du point O, la droite AB qui joint les points
ol ses cotés coupent la courbe (C) se déplace parallélement a elle-méme.

1604. On considére la fonctionde x 1y = — 22+ 2 (m+ 1) x + m — 5.

10 Etudier les variations de cette fonction. Construire sur un méme graphique les courbes
représentatives (Cp) et (Cp) correspondant aux valeurs m = 0 et m = 2 du parametre.

20 Montrer que, lorsque m varie, les courbes représentatives (C,;) des fonctions y passent par
un point fixe, I.

39 g) Pour quelles valeurs de m la courbe (C,;) a-t-elle un seul point commun avec I’axe x'Ox?
On trouve deux valeurs de m, & chacune desquelles correspond un point commun. Soient A et B les
deux points ainsi obtenus. Quelles sont les abscisses de A et B?

b) Pour quelles valeurs de m la courbe (C,,) coupe-t-elle 'axe #'Ox en deux points, M' et M"?

49 Montrer que, lorsque m varie, les points M’ et M” restent conjugués harmomques par rapport
aAetB.

1605. On considére un quart de cercle limité aux deux rayons perpendiculaires OA et OB. La
tangente en un point quelconque M de ce quart de cercle rencontre respectivement en C et D le pro-
longement des rayons OA et OB. Le point M se projette sur OA en H. Soient R le rayon du quart

de cercle, x la longueur OH.
10 Calculer, en fonction de R et de x, les longueurs MH, OC, HC et OD.
20 Déterminer x de facon que OD = 2 MH. Quelle est alors la valeur de I’angle AOM ?

30 Etudier les variations de OC en fonction de x. Courbe représentative. Déterminer x pour
que OC soit égal 4 2 R, Quelle est alors la valeur de I’angle AOM ?

1606. On donne dans un plan P un demi-hexagone régulier ABCD (AB = BC = CD = a).
Sur la perpendiculaire en A au plan P on porte AS = 2 a.

1° Démontrer que les cing points S, A, B, C, D, sont sur une méme sphere. Le plan P partage
cette sphére en deux calottes dont on demande le rapport des rayons polaires.

20 M étant un point variable du segment AS, on pose SM = «x. Etudier, quand M se deplace

entre S et A, la variation en fonction de x, de y = MS? + MC? 4 MD?2

Pour la courbe représentative on fera a = 1 et ’on déterminera la position des tangentes a cette
courbe aux points d’abscisses x = 0, x = 2 a.

- 30 Par le point E de rencontre des droites AB et CD, on méne la paralléle EZ a AD. Soit H le
pied de la perpendiculaire abaissée de A sur EZ. Evaluer la distance SH ainsi que le cosinus et le sinus
de I’angle des deux droites SE et AD. On méne par SE le plan Q paralléle 4 AD. Déterminer P'inter-

section des plans Q et ASC,
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1607. On considere un repére orthonormé xOy et un point B dont les projections orthogonales
sur les axes sont A sur Ox, C sur Oy. On suppose OC = 1, OA positif, et ’on pose OA = x.

10 g) Placer, dans Pintérieur du rectangle OABC, un point M également distant de Ox et de Oy,
et tel que sa distance & Ox soit le double de sa distance 4 CB.

b) Ce qui précede n’est possible que si xsatisfait 4 une certaine condition. Quelle est cette condi-
tion ? Dans toute la suite du probléme, on supposera la condition réalisée.

20 g) Calculer, en fonction de x, les distances AM et BM.

b) On considére la quantité y = MA? + MB? — AB?2 Etudier ses variations en fonction de
et construire la courbe représentative.

¢) Pour quelles valeurs de x cette fonction y est-elle positive? Montrer qu’alors I'angle AMB
est aigu, et réciproquement.

d) Retrouver ce dernier résultat en calculant la tangente trigonométrique de ’angle AMB, en
considérant celui-ci comme la somme de deux autres angles.

¢) D’apres la valeur de x, reconnaitre si M est situé dans le triangle ACO ou dans le triangle ACB.

1608. 1° On considére I’équation :

(E) (x+ Dy2— &8y + 52 (e —1) =0,

o1,y est 'inconnue et x un parameétre. Pour quelles valeurs de x cette équation a-t-elle une racine
double ? Quelle est, dans chaque cas, la valeur de cette racine double ?

Calculer les racines dans le cas général.

20 Construire les courbes C; et C, représentatives des variations des fonctions :

x
y1-=m et y, =x(x — 1)

C, et C, étant rapportées au méme systéme d’axes de coordonnées, quelles sont les coordonnées de
leurs points d’intersections ?

30 C, et C, passent toutes deux par 'origine O des coordonnées. Quelles sont les tangentes en O
AC et Cy?

40 On désigne par Y la plus petite des racines de 1’équation (E). Déduire de I'étude du § 2° le
tracé de la courbe représentative des variations de Y.

1609. 1° Construire sur le méme graphique la courbe (P,) représentative des variations de la
fonction : y = x2 — x + 1 et la courbe (P,) représentative de la fonction : y = 2% — 3 x + 2.

20 La construction précédente montre que ces deux courbes sont tangentes en un point A dont
on calculera les coordonnées.

3¢ Calculer le coefficient directeur de la tangente commune en A et trouver la fonction dont cette
tangente t't représente les variations.

40 Par le point B de I’axe Oy, d’ordonnée b, on méne la paralléle 3 #'2. Quelle est ’équation repré-
sentée par cette parallele ? Quelle condition doit vérifier b pour que cette droite coupe (P;) en deux
points distincts ? pour qu’elle coupe (P,) ? Equations donnant les abscisses des points communs.

50 Montrer que les segments découpés par (P;) et (P;) sur la paralléle & t't ont méme milieu M.
Quel est le lieu du point M quand B varie sur Oy ?

16106. 1° Calculer ’angle aigu dont la tangente égale le cosinus.

20 Un point M se déplace sur un arc de circonférence AB qui est le quart d’une circonférence.
Le rayon est désigné par R, le centre par O, ’angle AOM par 2 «, la projection de M sur le diametre OB
perpendiculaire 3 OA par H.

On demande de déterminer « par la condition AM —HM = R.

3% Quelle est la valeur de & quand la corde AM est tangente au cercle de diameétre OH ? Calculer
OH dans cette hypothese.
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Quelle est la valeur de a quand la droite OB est tangente au cercle de diamétre AM ?

40 Etudier les variations de la fonction y = AM - HM, en prenant ¥ = sin & comme variable
indépendante. Construire la courbe représentant ces variations. '

1611, On considére les deux fonctions :
y=x2+3x+1 et =x2+Px+q
dont les graphiques représentatifs par rapport a4 deux axes perpendiculaires Ox et Oy sont respective-
ment les deux courbes (I') et (I).
1° Calculer p et ¢ pour que ces deux courbes se coupent en un point A situé sur Oy et qu’en ce
point la tangente 3 la courbe (I') ait pour coefficient directeur — 2.

Dans toute cette seconde partie, p et q conserveront ces valeurs.

20 Construire alors sur un méme graphique les courbes (I') et (I'). Etablir les équations des
droites tangentes a (I') et &2 (I'") au point A. Ces droites coupent I’axe Ox en B et C. Calculer les abscisses
de ces deux points. Calculer tg «, « étant ’angle aigu formé par les deux droites tangentes.

1612. 1° Construire en orthonormées la courbe C représentant graphiquement les variations
de Ia fonction : y = x% — 1.

29 On considére la droite d’équation : ¥ = 2 x cotg ¢, ¢ désignant un angle donné. Montrer que,
quel que soit @, cette droite rencontre la courbe C en deux points M;, M, et calculer les coordonnées

de ces deux points en fonction de tg % =t

30 Désignant par A le point de la courbe C situé sur Oy, montrer que, quel que soit @, les droites
AM,, AM, sont perpendiculaires.

49 Quel est le lieu du milieu I du segment M;M, lorsque ¢ varie ?

1613. 1° Le plan étant rapporté 4 deux axes rectangulaires x'Ox et 'Oy, construire la courbe (H)
2(c—1) '

représentant les variations de la fonction : y = —~ 7
x —

20 On coupe la courbe (H) par une droite (D) variable, ¥y = x tg ¢. Exprimer en fonction de

t = tg ? les coordonnées des points M et N d’intersection. Expliquer pourquoi les coordonnées de

2

I’'un de ces points se déduisent de celles de ’autre lorsqu’on change z en — Py

39 Montrer que les tangentes en M et N a la courbe (H) ont pour équations :

2x-+ A+ D2y=21+ 3
et _ 282+ (1 — 02y =21+ ).

Montrer que les coordonnées X et Y du point d’intersection S de ces tangentes satisfont aux
relations : X + Y = 2 et X 4 Y tg ¢ = 0. En déduire le lieu du point S lorsque ¢ varie et

I’angle de OS avec la droite (D).

1614. Sur un quart de circonférence AB de rayon R et de centre O, on considére un point varia-
ble M dont la position est définie par I’angle AOM = 0.

10 Calculer en fonction de R et de 0 'aire S du rectangle OPMQ, P et Q étant les projections
de M sur OA et OB.

20 Exprimer S en fonction de R et d’une seule ligne trigonométrique de 1’angle 2 0, puis en
fonction de R et de tg 6.
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30 Ecrire une équation déterminant 6 de maniére que S soit 1’aire d’un carré de c6té /. En déduire

. R . , . . .
que [ ne peut pas dépasser 75— et qu’alors ’équation détermine deux positions du point M. Comment
sont situées ces deux positions sur 1’arc AB?
R .
49 On suppose que [ = 3 Calculer les valeurs de 0 et construire avec la régle et le compas les

points M correspondants.

1615. On considére la fonction : y = x2 4+ px + gq. ,

1° Déterminer p et g de fagon que le courbe représentative coupe I’axe ¥’y au point d’ordonnée 1
et soit tangente 2 la droite : y = — 3. On trouvera deux solutions, donc deux courbes.

20 Construire les courbes trouvées dans la premiére partie et calculer les coefficients directeurs
des tangentes a4 ces courbes au point ol elies se coupent.

30 Revenant au cas général, on suppose que 1’équation (E) : x* + px 4 g = 0 admet deux racines,
et on les désigne par tg a et tg b. Trouver la relation qui doit exister entre p et g pour que l’on ait :

. .
a+t+ b=
T 3

40 Calculer p et q lorsque, en outre de la condition ci-dessus, I’équation (E) vérifie celle d’avoir

une racine égale 4 + 1. Déduire de ce calcul la valeur de tg 11%

1616. Soient les deux équations du second degré :
D x24+me—1=0 et 2) x2—x—1=0

10 Sans calculer les racines de ces équations, montrer que ces racines existent et étudier leur
signe. '

20 Calculer les racines de I’équation (2).

39 On pose f(x) = x® + mx — 1 et g(x) = 2 — x — 1. On appelle x’ et x" (x' < &) les racines
de I’équation (1). On appelle a et b (a < b) les racines de I’équation (2). Montrer que f(a) = a (m + 1).
En déduire que, si m > — 1, le nombre a est compris entre x’ et x". Montrer que, si m > — 1, le
nombre b est supérieur a x”. _

Reprendre 1’étude précédente, relative aux positions respectives de a, b, ', x”, lorsquem << — 1.

49 Tracer sur un méme graphique les courbes (F) et (G) représentant respectivement les variations
des fonctions : y = x2 — 1 et y = x2 —x—1.

Montrer qu’elles ont un seul point commun, dont on calculera les coordonnées. Constater que ce

tracé permet de vérifier, dans un cas particulier, le classement relatif des nombres a, b, &', x” de la
question 3°,

1617. Dans un repére orthonormé xOy on donne deux points fixes, A (de coordonnées
x = — a,y = 0) et B (de coordonnées x = a, ¥ = 0). Un point H d’ordonnées ¢ positive varie sur Oy.
Enfin, k étant un nombre constant, non nul et différent de 1, on considére le point P variable sur y'Oy

défini par P—_H = k. On appelle (C) le cercle circonscrit au triangle APBet D la droite d’équation y = ¢.

1° g) Calculer, en fonction de a, & et ¢, 'ordonnée de P et celle du point Q diamétralement opposé
a P sur (C).

b) En supposant & > 1, comment faut-il choisir ¢ pour que D coupe (C) en deux points, distincts
on confondus ? Etudier I’intersection de D et de (C) quand & < 1.

20 Lorsque D et (C) se coupent, on appelle M celui de leurs deux points communs dont I’abscisse x
est positive. Calculer »? en fonction de a, k et ¢. Etudier les variations de x? en fonction de ¢, en distin-
guant les cas 0 < k < letk > 1.
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30 g) Calculer MA? et MB? en fonction de a, x et t. Exprimer ensuite ces deux grandeurs en
fonction seulement de a, & et x.

b) Calculer MA, MB, MA + MB, MA — MB en fonction de @, & et x. On .distinguera les cas
0 < k< 1etk> 1. En déduire, dans ces deux cas, le lieu de M quand ¢ varie.

. . . 1
4° Les lieux obtenus pour deux valeurs de % inverses ’'une de ’autre, 4 savoir k = A et k' = 7
h

(h donné plus grand que 1) se coupent en un point I. Calculer IA + IB et IA — IB en fonction de a et
En déduire le lieu de I quand % variede 1 a4 + oc.
x* + 4

x

1618. On considére la fonction : ¥(x) =

1° Etudier la variation de cette fonction et construire sa courbe représentative (échelle : 1 cm par
unité sur chaque axe). Préciser la position de la courbe par rapport 4 la droite d’équation y = x. Mon-
trer que le point O de coordonnées nulles est centre de symétrie de la courbe. Est-ce le seul? Quels
sont les points de la courbe qui ont des coordonnées entieres ?

20 On considére I’'équation : cos 2a — 2 (m + 2)cosa -+ 2m + 11 = 0, (1)
ou a est I'inconnue, exprimée en radians, supposée comprise entre 0 et 7, et m un parameétre,

Montrer, en posant cos a = x + 1, que ’équation (1) peut s’étudier en utilisant la courbe cons-
truite au 1°. En particulier, dresser le tableau donnant le nombre des solutions de 1’équation (1) suivant
les valeurs données a m.

30 Résoudre I’équation (1) pour m = — 6. On donnera la valeur de a avec la plus grande précision
possible.

1619. On considére la fonction y de la variable x définie par 1’égalité : y = __.__.“._(:: _—_ 12)2-

A) 1° Ltudier la variation de cette fonction et construire sa courbe représentative (C) dans un
systéme d’axes orthonormé x'Ox et 'Oy (échelle : 2 centimeétres par unité sur chaque axe). Construire
les tangentes 3 la courbe (C) aux points d’abscisses 0 et 2.

29 Soit (D) la droite d’équation y = A, ou A est un parameétre. Etudier, suivant les valeurs de A,
le nombre des points communs aux courbes (C) et (D).

Lorsque (C) et (D) se coupent en deux points, on désigne ces deux points par M; et M, et leurs
abscisses respectives par x, et xo. Déterminer % de maniére que la longueur du segment de droite M;M,

soit égale a \/ 5.
B) Dans toute la suite du probléme, on suppose 2 = — 1 et x; < x,.

1° Montrer que I’angle M;OM, est droit. Calculer ’abscisse du milieu de M;M,; en déduire
une construction géométrique simple des points M, et M,.

2° On pose x; = — 2sina. Calculer successivement sin a, cos 2 «, cos 4 . En déduire, sans

table, la valeur en radians de I’angle o, sachant qu’il satisfait 4 la condition 0 < ot << 3

En suivant une méthode analogue, donner les expressions des angles (B vérifiant la relation

x% 4+ (m—2)x—-10

x*—2x—3
ou x est la variable et m un parameétre. Soit (C) la courbe representanve par rapport 4 un systéme
d’axe rectangulaires, Ox, Oy.

1° a) Pour qu’elles valeurs de m la fonction est-elle toujours croissante ?

1620. On consideére la fonction : y =

b) Pour quelles valeurs de m admet-elle un maximum et un minimum ?

20 Montrer que toutes les courbes (C) passent par un point fixe, A. Déterminer m pour que la
tangente en A a (C) soit paraliéle 4 la droite d’équation 20 x + 9y = 0. Achever, dans ce cas, I’étude
des variations de la fonction et tracer la courbe (C ) correspondante.
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30 Soit B le point de I'axe Oy défini par OB = A. Soit (D) la paralléle 3 Ox menée par B. Pour
quelles valeurs de A la paralléle (D) coupe-t-elle (C,) en deux points, M et M’ ? On désigne par B’ le
conjugué harmonique de B par rapport & M et M’. Calculer en fonction de A les coordonnées de B'.
Déterminer et construire, sur le méme graphique que (C,), la courbe (') lieu géométrique de B’
lorsque A varie. :

40 Calculer les coordonnées des points communs a (Cg) et (I'). Pouvait-on prévoir le résultat ?

50 Etablir une relation indépendante de m entre les abscisses des points d’une courbe (C) corres-
pondant au maximum et au minimum. Montrer que les projections de ces deux points sur I’axe Ox
sont deux points conjugués harmoniques par rapport a deux points fixes.

ax® -+ bx + 1
x2 4 bx + a

d’un point M d’un plan P rapporté i deux axes rectangulaires Oa et Ob.

1621. On considére la fonction : » dans laquelle a et b désignent les coordonnées

1° Quelle relation doit-il exister entre a et b ou quelles valeurs a et b doivent-elles avoir pour que ¥
garde une valeur constante pour toutes les valeurs de x ? En déduire le -lieu des positions de M sur le
plan P pour lesquels cette condition est vérifiée.

2° Déterminer la région R, du plan P dans laquelle M doit se trouver pour que y conserve un signe
invariable pour toutes les valeurs de x. Quelle est la courbe qui limite la région R, ?

30 Déterminer la région R, du plan P dans laquelle doit se trouver M pour que y ait un
maximum ou un minimum. Quelle est la courbe qui limite la région R,

40 Déterminer a et b de fagon que la fonction y passe par un minimum, de valeur m donnée,
pour x = ¢, valeur donnée, m et ¢ étant des nombres différents de 4 1 et — 1. Examiner si m peut étre
quelconque.

1622. Dans un triangle ABC, la médiatrice de BC coupe BC en M, AC en D et la droite AB en E.

Dans toutes les parties du probléme, les triangles ABC sont tels que AC > AB et que ;% = k nombre .

positif donné.
) EA ME . . Ny
1° Evaluer en fonction de % les rapports E——E et K/I___S Montrer que les cbtés du triangle sont liés

par la relation : 42 — ¢? = ka? Deux des sommets du triangle étant donnés, trouver les lieux du troi-
siéme sommet et des point D et E dans les cas suivants ;

a) Ondonne Bet C. b) Ondonne Cet A. ¢) On donne A et B.
20 Montrer que les angles du triangle vérifient la relation : sin (B — C) = ksin (B + C). En
sin B cos C sin C cos B tg B sin2B —sin2C
sin A sinA ~ tgC sin 2A
s’expriment en fonction de %k et donner leurs expressions. :

déduire que les quantités :

3% Connaissant I’angle A, calculer les angles B et C. Discuter.

4° Construire géométriquement le triangle ABC, connaissant ’angle A et le cété BC = a.
Discuter. ‘

. .. . x4 2 x .
1623. 1° Etudier la variation de la fonction : y = &L—l)z Tracer la courbe représentative (C).
20 Soit (D)’ la droite de coefficient directeur m, passant par l'origine des coordonnées. Former
I’équation donnant les abscisses des points communs a (C) et (D). Discuter, suivant les valeurs de m,

le nombre de ces points communs. Pour quelles valeurs de m les courbes (C) et (D) sont-elles tangentes ?

30 Soit ’équation : (k — 1)sin?¢ — 2 (k4 1)sint + &k = 0,
ou t désigne un arc inconnu, compris entre 0 et 2 w, et k un parameétre.
Exprimer % en fonction de sin t. Montrer ensuite qu’en coupant la courbe (C) par une parallele

variable 2 I’axe des abscisses on peut étudier, suivant les valeurs de k, le nombre de solutions de cette
équation. Déterminer k pour qu’il existe des arcs complémentaires solutions de I’équation.



PROBLEMES DE REVISION 329
x4+ 2x

4° On considére la fonction : y = a (x——172 Quelle est sa dérivée? Pour quelles valeurs de x
cette dérivée s’annule-t-elle ? Comment la courbe représentative (C,) de cette fonction se déduit-elle

de la courbe (C)?
La courbe (C,) coupe ’axe des abscisses en deux points. Déterminer a pour que les tangentes a

la courbe (C,) en ces points soient perpendiculaires. ,
(@ —2°

1624 1° Construire la courbe (C) d’equatlon y= =7 Démontrer que le point de ren-

contre des deux asymptotes est un centre de symétrie.

20 On considere la droite (D) de coefficient directeur @ et passant par le point I d’absc1sse —1
de I’'axe x'Ox. Discuter le nombre de points d’intersection de (D) et de (C), suivant les valeurs de a.
Trouver I’équation des tangentes a la courbe (C) issues de I et les coordonnées des points de contact.
Traduire graphiquement cette discussion en harchurant la partie du plan ol se trouvent les droites (D)
ne coupant pas (C).

30 Dans le cas ot la droite (D) coupe (C) en deux points A et B, trouver ’abscisse du milieu M
de AB et celle du conjugué harmonique J de I par rapport a4 A et B. Trouver et construire sur le gra-
phique précédent le lieu (H) de M et le lieu (A) de J. Montrer que certains points remarquables de (C)
se trouvent sur (H) et (A).

1625. 1° Résoudre et discuter I'équation : cos?0 + 2 msin® —p = 0 (E)
o1 0 est 'inconnue et m et p des paramétres. (On prendra pour inconnue auxiliaire = sin 0).

20 Considérant m et p comme les coordonnées d’un point M d’un plan rapporté 4 deux axes de
coordonnées rectangulaires Om, Op, interpréter graphiquement les résultats de la discussion précé-
dente et dire combien I’équation (E) a de solutions, suivant la position du point M dans le plan.

30 Examiner le cas particulier o m et p sont liés par la relation p = m - 1.

40 Etudier les variations de la fonction : y = 1 et tracer la courbe représentative.

50 Utiliser cette courbe représentative pour retrouver graphiquement les résultats de la question 3°.

1626. On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2 R et de centre O. Un point M de ce demi-
‘cercle est projeté orthogonalement en H sur AB. Le probléme consiste 4 déterminer le point M (ou les
points M) tels que : MA + 2 MB = kR, k étant un nombre positif donné. ‘

19 En prenant pour inconnue OH = x, on montrera que la résolution du probleme condult 4 une
équation irrationnelle, qu’on discutera.

2° En prenant pour inconnues MA = u et MB = v, on formera un systéme de deux équations,
que I’on discutera. Interpréter géométriquement la solution de ce systéme.

—y —
3e En prenant pour inconnue ’angle (OB, OM) = 0, résoudre et discuter le probleme.
. . x4+ px+ 1
1] . =
1627. 1° Soit la fonction : f (x) e —3r 1

maximum ou un minimum pour x = 0. Construlre la courbe représentative de cette fonction pour
cette valeur de p.

- Déterminer p pour que f (x) admette un

) in2 # — 3 si 1
20 Utiliser les résultats précédents pour 1’étude de la fonction : g (u) = ;l:ini;u — 3ss1?n1:¢—|—}—- i’

et sa représentation graphique. Comment déduirait-on simplement de cette derniére celle de la fonc-
tion & (v) = f (cos v), pour la valeur p déterminée plus haut?

30 Quelles sont les valeurs de # qui satisfont  la condition g (u) = 1?

49 Peut-on choisir le paramétre p de telle sorte que f (x) tende vers une limite finie quand x tend
vers 1?

Le paramétre p étant ainsi fixé, peut-on compléter la définition de f (x) de telle sorte que cette
fonction soit définie et continue pour ¥ = 1?7 Quelle est alors sa représentation graphique?
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x? — x B_10y2—2y
Wt e —x2—1 2532 —1

20 En égalant les valeurs de A et de B sous leur forme simplifiée on trouve une relation entre x
et y. Etudier la fonction y = f (x) définie par cette relation et construire la courbe représentative (C)
de ses variations dans un systéme d’axes orthonormés x'Ox, y'Oy.

1628. 1° Simplifier : A =

30 Déterminer ’équation de la tangente 4 (C) au point O, ainsi que les coordonnées du point ol
cette tangente recoupe (C).

40 Soit une droite passant par O, de pente variable m. Pour quelles valeurs de m cette droite
coupe-t-elle (C) en deux points, M’ et M", autres que O? Lieu du conjugué harmonique de O par
rapport a M’ et M" lorsque m varie dans ces conditions. .

50 Une paralléle 4 x'Ox, d’ordonnée &, coupe (C), en général, en deux points, P’ et P", Déterminer
h pour que le segment P'P” ait une longueur donnée /. Nombre de solutions.

Application numériqgue : 1 = \/ 5.

a(x®*—1)—x@—1)
x? 41
19 Déterminer les valeurs de x qui annulent y-et celles qui annulent sa dérivée; vérifier que ces
valeur s’expriment rationnellement en fonction de a.

» a étant une constante,

1629. On donne la fonction : y =

20 On suppose a = 1; étudier les variations de y et construire la courbe correspondante dans
un repere orthonormé xQOy. Cette courbe coupe Ox en deux points, A et B, et les points correspondant
au minimum et au maximum se projettent sur Ox aux points C et D; démontrer que les cercles de dia-
metres AB et CD se coupent sur Oy. Ce résultat subsiste-t-il pour une valeur quelconque de @ ?

30 Dans le cas général, ol a est quelconque, on pose x = tgu, a = tg «. Démontrer la rela-
tion sin? (u — o)
on:y = —m/———-
on:y 2 cos® o
¥+ 2x-+1
2x2—ax+1

10 Valeurs de définition de x. Calcul de sa dérivée.

1630. On considére la fonction : y =

20 Trouver les limites de y quand x tend vers 4+ 00 et vers — o0. '

30 Représenter graphiquement la fonction y sur papier millimétré, aprés avoir dressé le tableau
de variation de y.

4° En remarquant que équation : 2 m — 1)x2 — (m+2)x 4+ m —1 =0 (1)
x®+2x+1
, 282 —x+4 1
de m, P’existence et le signe des racines de I’équation (1).

peut s’écrire : m = et en utilisant le graphique de la fonction y, étudier, suivant valeurs

1631. On considére la fonction y de la variable x définie par :

_x?—x(tga+tgh) +tgatgh
Y= : x? 41 ’

13
2
(I") la courbe représentative de cette fonction dans un systéme d’axes orthonormés x'Ox, y'Oy.

10 Vers quelle limite tend y quand on fait tendre x vers 'infini? Calculer I’abcisse ¢ du point
d’intersection de I’asymptote et de la courbe (T') : exprimer ¢ en fonction de angle a + b. Etudier le
casoua -+ b= 0.

ou a et b désignent des angles donnés vérifiant les inégalités —-g < b < a < —» et ’'on désigne par

20 Etudier les variations de y et construire la courbe (I') quand a = 13': eth = — 235 - On calculera

la dérivée premiére ¥’ et la dérivée seconde ¥” de la fonction y et I’on déterminera les points ou y”
)
s’annule,
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30 On revient au cas général : @ + b£ 0. Calculer la dérivée 3’ de la fonction y. Déterminer les
valeurs x, et x, de la variable x pour lesquelles on a ' = 0 et montrer que x; et x, peuvent s’exprimer
simplement gu moyen des fonctions trigonométriques d’un seul angle. M; et M, désignant les points
correspondants de (I'), quelle est la projection, sur ’asymptote, du milieu de MM, ?

4° Etudier les variations de y et construire la courbe (I') pour les valeurs a = 17: et b = 0. On pren-

dra 2 cm comme unité de longueur sur chacun des axes (1 unité = 2 cm).

2x2 —3x+m
x — 2

1632. On désigne par (C,,) la courbe représentative de la fonction : f (x) =

(m étant une constante donnée).

1° Etudier la variation de la fonction f (x) pour m = 0. Tracer la courbe (C,) correspondante.
Déterminer les deux asymptotes de cette courbe et montrer que leur point d’intersection I, est centre
de symétrie pour (C,).

20 Pour quelles valeurs de m la fonction f (x) est-elle constamment croissante ? Pour quelles valeurs
de m cette fonction admet-elle un maximum et un minimum ? Exprimer en fonction de m les coordon-
nées des deux points correspondants de (C,,) et trouver leur lieu géométrique quand m varie.

32 Soit K le point ol la courbe (C,,) coupe ’axe Oy. Ecrire I’équation de la tangente en K a la
courbe (C,,) et montrer que cette tangente coupe I’asymptote oblique de (C,,) en un point fixe, T, dont
on donnera les coordonnées.

2
X% — mx
—_— ™ 1
x? — 4x + 3 )
10 Etudier les variations de la fonction correspondant & m = 4. Construire la courbe représen-
tative et montrer qu’elle a un axe de symétrie.

1633. On consideére la fonction : y =

20 Quelles sont les valeurs de m pour lesquelles la fonction (1) : @) n’admet ni maximum ni mini-
mum; ) admet un maximum et un minimum; ¢) admet seulement un minimum? Qu'y a-t-il de
particulier si m = 1 ou m = 3 (’étude des fonctions correspondantes n’est pas demandée) ?

30 Calculer en fonction de m les coordonnées du point A d’intetsection de la courbe (C,,) repré-
sentant la fonction (1) et de son asymptote paralletle 4 ’axe x'x. Calculer les coordonnees du point B
autre que O et A, d’intersection de la courbe (C,,) et de la droite OA.

4° Calculer les coordonnées du point M, conjugué harmonique de O par rapport aux points A

et B. Quel est le lieu géométrique de M ?
En supposant connus les résultats de la question 3°, retrouver géométriquement le lieu de M.

2 4+-3x+4m
E+ Gm+ Dax+ 3
ou x est la variable et m un paramétre. A chaque valeur de m correspondent une fonction y,, et une
courbe représentative (C,,).
1° Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par trois points fixes, mdependants de m, dont
on déterminera les coordonnées.

1634. On considére la fonction : y,, =

20 Dans toute la suite du probléme, on choisira m de telle fagon que le point P, intersection de (C,,)

. .3 . . e 4y .
et de ’asymptote paralléle & x'x, ait pour abscisse 3 Montrer que la fonction y,, ainsi déterminée est

la fonction y,. Etudier ses variations et tracer sa courbe représentative (C).

30 Former I’équation aux abscisses des points d’intersection de (C;) et de la droite D d’équa-
tion ¥ = tx. Discuter le nombre de points d’intersection, suivant les valeurs de . Former les équations
des tangentes issues de O & la courbe (C,) et trouver les coordonnées des points de contact, Etudier
la position de (Cy) par rapport & sa tangente en O,

49 Calculer la dérivée seconde de y, et les valeurs de x qui ’annulent. Montrer que les points
correspondants de (C,) sont alignés.

50 Dans le cas ol D coupe (C,) en deux points, A et B, distincts de O, trouver le lieu du milieu, I,
de AB. Déterminer ses points d’intersection avec (Cy).
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cos ¥ + Asinx

—3 dans laquelle A est un paramétre.
sin? x

1635. On donne la fonction: y =

10 Etudier les variations de y. Discuter, suivant les valeurs données 3 A les formes que prend
la courbe C),, représentant ces variations.

2° La courbe C; admet, pour certaines valeurs de A, des points ol la tangente est paralleéle &
’axe Ox. Calculer 'ordonnée de ces points uniquement en fonction de leur abscisse. Tracer la courbe

lieu de ces points.

3° On donne 4 A la valeur 3. Construire avec précision la courbe C . Quel est le nombre des valeurs
de x comprises entre 0 et 3 7w qui satisfont 4 ’équation : cos x + 3 sinx = 2 \/ 2 sin? x ?

Résoudre cette équation et démontrer que parmi les solutions se trouvent x = le;; x = -2—1?:22

1636. 1° Etudier les variations de la fonction : y = sin x + % tg x = f (x).

Tracer la courbe représentative de la fonction dans l'intervalle — n << x << w. Calculer les valeurs

. . . . . . T
xy, ¥; correspondant au point M ou la fonction atteint un maximum relatif pour : = < x < .

2
— 1
20 Montrer que I'on a : ¥ = 2 tg x cos x _; ¢ cos = 3 2 avec cos a = 3
Calculer y pour les valeurs x = 1;—; p prenant successivement les valeurs 0, 1, ... 11, 12.

30 Ladroite y = ¥, coupe la courbe d’équationy = f(x) en deux points d’abscisses x = b, x = ¢
situés dans l'intervalle — © < x << 7 et différents de M. Former I’équation du 2¢ degré qui admet
pour racines cos b et cos ¢. Calculer b et c.




TABLES TRIGONOMETRIQUES

Rapports trigonométriques naturels de GRADE en GRADE

. . 1 1
Grad.}Radians|| Sin S Tang. | Cotg. Cos Cos

0 | 0,000 | 0,0000 | infini {{0,0000 | infini {| 1.000 |1,000 1,571* | 100

1 | 0,016* || 0,0157 | 63,66 0,0157 |63,66* |l 1,000 {0,9999*| 1,555 99

2 | 0,031 |0,0314 |31,84* 0,0314 |31,82 1,000 [0,9995 | 1,539 98

3 | 0,047 |[[0,0471 |21,23* {0,0472* 21,20 1,001 |0,9989* ] 1,524*| 97

4 | 0,063* || 0.0628*(15,93* (| 0,0629 [15,89 1,002*|0,9980 | 1,508*| 96

5 | 0,079* || 0,0785*|12,75* | 0,0787 |[12,71* | 1,003 |0,9969* | 1,492 95

6 | 0,094 | 0,0941 [10,63* [|0,0945 |[10,568* | 1,004 |0,9956* | 1,477*| 94

7 | 0,110* |[ 0,1097 | 9,113*{[ 0,1104 | 9,058*| 1,006 |0,9940* | 1,461*| 93

8 | 0,126* | 0,1253 | 7,979* 10,1263 | 7,916*| 1,008*]0,9921 | 1,445 92

9 | 0,141 || 0,1409 | 7,097 | 0,1423 | 7,026 | 1,010 [0,9900 | 1,429 91
10 | 0,157 |[0,1564 | 6,392 |{0,1584*| 6,314*| 1,012 |0,9877* | 1,414*| 90
11 |} 0,173* || 0,1719 | 5,816 |/ 0,1745 | 5,730*|| 1,015 (0,9851 | 1,398 89
12 | 0,188 | 0,1874*| 5,337*|0,1908* { 5,242 |[ 1,018 |0,9823* | 1,382 88
13 | 0,204 | 0,2028*| 4,931 | 0,2071* [ 4,829* 1,021 {0,9792 | 1,367*| 87
14 | 0,220* || 0,2181 | 4,584 || 0,2235 | 4,474* | 1,025%0,9759 { 1,351*| 86
15 | 0,236* || 0,2334 | 4,284*| 0,2401*| 4,165 |l 1,028 |0,9724* | 1,335 85
16 | 0,251 0,2487*| 4,201 [ 0,2568%*| 3,895* | 1,032 |0,9686* | 1,319 84
17 | 0,267 | 0,2639% | 3,790* || 0,2736*| 3,655 || 1,037*|0,9646* | 1,304*] 83
18 | 0,283* || 0,2790*%| 3,584 | 0,2905 | 3,442 | 1,041 [0,9603* | 1,288 82
19 | 0,208 | 0,2940 | 3,401*({ 0,3076 | 3,251*| 1,046 |0,9558* | 1,272 81
20 | 0,314 |[0,3090 | 3,236 |/0,3249 | 3,078*|[ 1,051 10,9511* | 1,257*| 80
21 | 0,330* || 0,3239 | 3,087 | 0,3424*| 2,021* ([ 1,057*|0,9461* | 1,241* | 79
22 | 0,346* || 0,3387 | 2,952 |/ 0,3600 | 2,778* || 1,063* [ 0,9409* | 1,225 78
23 | 0,361 |[0,3535%| 2,829 |l 0,3779*%| 2,646 |[[1-069 |0,9354 | 1,210*| 77
24 | 0,377* || 0,3681 | 2,716 10,3959 | 2,526* |f 1,076*|0,9298* | 1,194* | 76
25 | 0,393* || 0,3827*| "2,613 |/ 0,4142 | 2,414 | 1,082 |0,9239* | 1.178 75
26 | 0,408 | 0,3971 2,518* 1 0,4327 2,311* || 1,090*% | 0,9178* | 1,162 74
27 | 0,424 |/ 0,4115 | 2,430 | 0,4515 2,215% |{ 1,097 |0,9114 1,147%| 73
28 | 0,440* || 0,4258*| 2,349*|10,4706* | 2,125 |/ 1,105 |0,9048 | 1,131*] 72
29 | 0,456* || 0,4399 | 2,273 |/ 0,4899*| 2,041 |[1,114*(0,8980 | 1,115 71
30 | 0,471 |[0,4540*| 2,203*)0,5095 | 1,963*| 1,122 10,8910 | 1,100* | 70
31 | 0,487* {| 0,4679 | 2,137 || 0,5295%| 1,889% ([ 1,132*|0,8838*| 1,084*| 69
32 | 0,503* || 0,4818*%| 2,076* || 0,5498*| 1,819*( 1,141 {0,8763 | 1,068 68
33 | 0,518 | 0,4955*| 2,018 |[0,5704*| 1,753 |[ 1,151 [0,8686 | 1,052 67
34 | 0,534 |[0,5090 | 1,964 ] 0,5914*( 1,691%| 1,162*(0,8607 | 1,037*| 66
35 .| 0,550* || 0,6225*| 1,914*]10,6128 | 1,632* (| 1,173*]0,8526 | 1,021 65
36 | 0,565 | 0,5358 | 1,866 || 0,6346 | 1,576%; 1,184 |0,8443 | 1,005 64
37 | 0,581 |{0,5490 | 1,821 [[0,6569*| 1,522 | 1,196 |0.8358 | 0,990*} 63
38 | 0,597* || 0,5621*| 1,779 |1 0,6796*| 1,471 | 1,209 |0,8271* | 0,974*| 62
39 | 0,613*|{0,6750 | 1,739 |/ 0,7028 | 1,423*} 1,222 }0,8181 | 0,958 61
40 | 0,628 | 0,5878*( 1,701 || 0,7265 | 1,376 || 1,236 |0,8090 | 0,942 60
41 | 0644 [[0,6004 | 1,666*(0,7508 | 1,332*|f 1,250 |0,7997* | 0,927*} &9
42 | 0,660* || 0,6129 | 1,632*|/0,7757*| 1,289 || 1,266*|0,7902* | 0,911 58
43 | 0,675 |/ 0,6252 | 1,599 |{0,8012*| 1,248 || 1,281 |0,7804 | 0,895 57
44 | 0,691 ||0,6374 | 1,569*}0,8273*{ 1,209* | 1,298*|0,7705 | 0,880* | 56
45 | 0,707* || 0,6494 | 1,540* (| 0,8541*| 1,171*|/ 1,315 [0,7604 | 0,864* | 55
46 | 0,723* {{0,6613 | 1,512 |/ 0,8816 | 1,134 || 1,333 |0,7501 | 0,848 54
&7 | 0,738 {]0,6730 | 1,486* ([ 0,9099 | 1,099*| 1,352 |0,7396 { 0,833*| &3
48 | 0,754* || 0,6845 | 1,461* (| 0,9391*| 1,065* || 1,372*|0,7290* | 0,817* | 52
49 | 0,770* |} 0,6959 | 1,437*| 0,9691*| 1,032* | 1,393*0,7181 | 0,801 51
50 | 0,785 |/ 0,7071 | 1,414 {{1,0000 | 1,000 |{ 1,414 |0,7071 | 0,785 50

Cos. L Cotg | Tang L Sin |Radians|Grad.
- Cos Sin

L’astérisque indique que le dernier chifire est pris par exces.
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Rapports trigonométriques naturels de DEGRE en DEGRE
Deg.| Radians|| Sin s Tang. Cotg 1 Cos
Sin Cos

0 | 0,0000 {|0,0000 infini (| 0,000 infini || 1,000 | 1,0000 }|1,5708*%| 90
1 } 0,0175* 1 0,0175* { 57,30* |1 0,0175* | 57,29* (11,000 [ 0,9998 | 1,5533 | 89
2 | 0,0349 | 0,0349%* | 28,65 0,0349 | 28,64*( 1,001* | 0,9994* |[ 1,6359* | 88
3 | 0,0524* (] 0,0523 | 19,11* || 0,0524 | 19,08 ][ 1,001* | 0,9986 | 1,5184 | 87
& | 0,0698 || 0,0698* | 14,34* |1 0,0699 | 14,30 |/ 1002 | 0,9976*| 1,5010* | 86
5 | 0,0873*|| 0,0872* | 11,47 0,0875* { 11,43 [ 1,004* | 0,9962* || 1,4835 | 85
6 |0,1047 [[0,1045 | 9,567*(|0,1051 | 9,514 | 1,006* | 0,9945 | 1,4661* | 84
7 | 0,1222% (] 0,1219* | 8,206* || 0,1228* | 8,144 || 1,008* [ 0,9925 || 1,4486 | 83
"8 ]0,1396 |[0,1392*| 7,185 |0,1405 | 7,115 |/ 1,010* [ 0,9903* | 1,4312* | 82
9 | 0,1571*|| 0,1564 6,392 || 0,1584* | 6,314* (| 1,012 | 0,9877*|(1,4137 | 81
10 | 0,1745 | 0,1736 | 5,759* (10,1763 | 5,671 |/ 1,015 |0,9848 [/ 1,3963*| 80
11 | 0,1920% 10,1908 | 5,241* || 0,1944* | 5,145% {1 1,019* | 0 9816 |/ 1,3788 | 79
12 | 0,2094 |[0,2079 | 4,810% | 0,2126* | 4,705* || 1,022 | 0,9781 |/ 1,3614* | 78
13 | 0,2269* || 0,2250* | 4,445 | 0,2309* | 4,331 |[ 1,026 | 0,9744%*|| 1,3439 | 77
14 | 0,2443 || 02419 | 4,134* 10,2493 | 4,011* ([ 1,031* | 0,9703* || 1,3265* | 76
15 | 0,2618* | 0,2588 | 3,864*[0,2679 | 3,732 |[1,035 |0,9659 [1,3090*| 75
16 | 0,2793* |{ 0,2756 3,628%* 11 0,2867 | 3,487 (/1,040 | 0,9613% }} 1,2915 | 74
17 | 0,2967 || 0,2924* | 3,420 10,3057 |3,271*| 1,046* | 0,9563 |l 1,2741* | 73
18 | 0,3142* [} 0,3090 | 3,236 |[0,3249 |3,078* /1,051 |[0,9511*}1,2566 | 72
19 | 0,3316 |[[ 0,3256* [ 3,072*|[0,3443 | 2,904 |{1,058* | 0,9455 || 1,2392* | 74
20 | 0,3491* | 0,3420 2,924* |1 0,3640* | 2,747 111,064 | 0,9397* || 1,2217 70
21 | 0,3665 || 0,3584* | 2,790 |[| 0,3839* | 2,605 || 1,071 [ 0,9336* | 1,2043% | 69
22 | 0,3840* || 0,3746 2,669 | 0,4040 | 2,475 |1,079%|0,9272*| 1,1868 | 68
23 | 0,4014 |0,3907 | 2,559 |[0,4245* | 2,356+ | 1,086 | 0,9205 |/ 1,1694* | 67
24 | 0,4189% || 0,4067 | 2,459* ([ 0,4452 | 2,246 || 1,095* | 0,9135 | 1,1519 | 66
25 | 0,4363 | 0,4226 2,366 || 0,4663 2,145* 1,103 [ 0,9063 || 1,1345* | 65
26 | 0,4538* [} 0,4384* | 2,281 [ 0,4877 (2,050 [/ 1,113* | 0,8988*{/ 1,1170 | 64
27 | 0,4712 |1 0,4540* [ 2,203* || 0,5095 [ 1,963* [ 1,122 | 0,8910 |{[ 1,0996* | 63
28 | 0,4887* 1 0,4695% | 2,130 [0 5317 | 1,881*|1,133* | 0,8929 || 1,0821 62
29 10,5061 | 0,4848 2,063* |} 0,5543 | 1,804 |{1,143 | 0,8746 || 1,0647* | 61
30 | 0,5236* (| 0,5000 2,000 | 0,5774* 1,732 [/ 1,155* | 0,8660 || 1,0472* | 60
31 | 0,5411*|( 0,5150 1,942* || 0,6009* | 1,664 || 1,167* | 0,8572* || 1,0297 | 59
32 | 0,5585 || 0,5299 1,887 |1 0,6249* | 1,600 i 1,179 | 0,8480 || 1,0123*| &8
33 | 0,5760* | 0,5446 1,836 |} 0,6494 | 1,540*(| 1,192 | 0,8387*( 0,9948 | 57
34 | 0,5934 |[0,5592*( 1,788 |/ 0,6745 | 1,483*)1 1,206 | 0,8290 |[0,9774* | 56
35 | 0,6109* (| 0,5736* | 1,743 [/ 0,7002 | 1,428 |[1,221* | 0,8192*(| 0,9599 | 586
36 | 0,6283 |[0,5878* | 1,701 |/ 0,7265 | 1,376 | 1,236 | 0,8090 |/ 0,9425* | 64
37 | 0,6458* | 0,6018 1,662* |[ 0,7536* | 1,327 (| 1,252 | 0,7986 | 0,9250 | &3
38 | 0,6632 || 0,6157* | 1,624 | 0,7813* | 1,280* {11,269 | 0,7880 |(0,9076* | 52
39 | 0,6807* | 0,6293 1,589 | 0,8098* | 1,235* (| 1,287* 1 0,7771 0,8901 51
40 | 0,6981 || 0,6428* | 1,556* || 0,8391* | 1,192*} 1,305 [ 0,7660 |(0,8727*| 50
41 | 0,7156* | 0,6561* | 1,524 | 0,8693* | 1,150 |[ 1,325 | 0,7547 |/ 0,8552 | 49
42 | 0,7330 | 0,6691 1,494 |/ 0,9004 | 1,111%|| 1,346* | 0,7431 |/ 0,8378* | 48
43 ] 0,7505* || 0,6820* | 1,466 | 0,9325 |1072 | 1,367 | 0,7314 || 0,8203 | 47
44 | 0,7679 | 0,6947* | 1,440%| 0,9657* | 1,036* || 1,390 | 0,7193 || 0,8029* | 46
45 | 0,7854* |1 0,7071 1,414 | 1,0000 (1,000 | 1,414 | 0,7071 [/ 0,7854* | 45

o L Cotg | T + Si Radians|De

oS Cos otg ang. Sin 1n adaians g.

L’astérisque indique que le dernier chiffre est pris par exces.
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