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Probabilité

I — Vocabulaires
1 — Exemple

Lancons un dé, a l’arrét, sa face supérieure porte [’un des nombres 1, 2,
3, 4, 50u 6. Si le dé est non trugué (on dit encore bien équilibré ou
parfait). Nous sommes incapables de prévoir quelle face va apparaitre.

Nous sommes en présence d’une experience aleatoire. °
o ®
1, 2, 3, 4, 5 ou 6 sont les resultats ou les cas possibles 2 ©

ou les issues ou les eventualités.
L’ensemble des eventualités est 'univers Q. Q=1{1,2,3,4,5, 6}

Remarqgue: Le lancer d’une piéce de monnaie, le lancer d’un dé bien équilibré, le tirage
des boules simultanément ou successivement avec remise ou sans remise... sont des
expériences aléatoires, car avant de les effectuer, on ne peut pas prévoir avec certitude quel
en sera le résultat. Le résultat dépend en effet du hasard.
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2 - Evéenement

Considérons Q = {1, 2, 3, 4,5, 6} lunivers ou ensemble des eventualités
de cette expérience.

L'événement A= {1, 3, 5} est une partie de Q est l'événement "Obtenir un
nombre impair”

Y
B={2, 4, 6} est 'événement "Obtenir un nombre pair” P
L’univers Q est I’événement certain. . 4

L’ensemble vide ¢ est I’événement impossible.

3 —Evénement élémentaire

C = {3} est un événement qui ne contient qu'une seule éventualité.
On dit que c'est un événement élémentaire.
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4 — Evénement incompatible

'événement A "Obtenir un nombre impair” et soit |’évenement D ={4, 63.
Aucune éventualité ne realise simultanément A et D; on dit que A et D
sont incompatibles et on note AN D = ¢

5 —Evénement contraire

Soit E "Obtenir un nombre premier” donc E = {2, 3, 5}

On note E l'événement contraire de E dans Q c'est-a-dire "obtenir un
nombre non premier”. o

OnaE=1{2,3,5 donc E={1,4,6}

Ona EUE=Q Q=1{1,2,3,4,5,6}
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|1- Probabilité

1 — Définition

Soit E une épreuve aléatoire. L'ensemble des éventualités est

Q = {m,0,, .:.,,(on}. - , ,
A chaque evenement elementaire {w;} est associe un nhombre reel,
élément de [0;1] appelé probabilité de l'evénement elémentaire
tel que : p(io}) + p(ly) + ...+ p(iwp}) = 1 ,

- La probabilite de tout evenement A est la somme des probabilites

des evénements elémentaires qui le composent.

- p(Q2) = 1.

-SiA=¢ alorsp(A)=0
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2 - L'hypothese d'équiprobabilité

Lorsque les événements élémentaires d’une expérience ont la méme
Probabilite, on dit qu’il y a équiprobabilité.

Les situations d’équiprobabilité sont généralement suggerées par des
expressions comme:  "On tire au hasard"”, "boules indiscernables au
toucher”, "dé bien équilibré”, "dé non pipé" ...

propriéte

Soit p une probabilité sur un univers Q
Dans l'hypothese d'équiprobabilité, le nombre total d'éventualités étant
n, si un événement A est constitué de m éventualités alors sa
probabilité est : p(A) = %
Card(A) card(A) le nombre de cas favorables
P(A) = Card(Q) card(Q) le nombre de cas possibles
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3 — Proprietes des probabilités

Parties de £ |Vocabulaire des evenements | Propriete
A [Adquelcongue 0<pA)<!
0 |Evenement impossible p(0)= 0
; Evenement certain B(E)- 1
AnB=0  |AetB sont incompatibles (AU B)=p(A)+p(B)
A [Aestlovinement contrairede A |p(A)=1-p(A)
AB |AetBquelcongues p(AUB)=1(A)+p(B)-n(AnB)
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4 — Exemple

Un examen oral de mathématique comporte 5 questions en géométrie, 4 questions
en algebre et 3 questions en analyse.
1)L’ étudiant tire simultanément 3 questions d’un sac contenant les 12 questions.

Calculer la probabilité des événements suivants: [ an, A
A « les trois questions sont en géométrie » P .
B « une seule question pour chaque matiére » N\ UL ZX
C « au moins une question en géométrie » w? \ o Y% /<o

2)L’étudiant tire les 3 questions ’une aprés ’autre sans remise
Calculer la probabilité des événements A, B et C.

3)L’étudiant tire les 3 questions |’'une aprés |’autre avec remise
Calculer la probabilité des événements A, B et C.
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SIBEOMERiE - 4 algbre : 3 analyse

Solution:

1)
Tirage simultane de 3 boules parmi 12
Card(Q) = (3, =220 calculatrice -
. card(A) 10 1 ) 1
Card(A)=C5=10 Donc p(A) cardQ) 22022 ou p(A) 27

B)=AdB) _ 60 _3 oy pB)=3

S P IS B
Card(B)=C5x(C4x(C3=060 Donc card(Q) 220 11

Premiere methode

1.2 2 Al 3 card(C) 185 37 o
b — — 5
Card(C) = C5x C3+C3xCh+C3=185 bone p(C) = res =755 = 37 d'ol p(C) =

Deuxieme methode
C « au moins une question en géométrie » I’€v€nement contraire de C est :

44

C « aucune guestion en génmétrie » cest-a-dire C « les 3 questions en algebre ou en analyse »
card(C) 35 7
card(Q) 220 44

Onsaitque p(C)=1-p(C) donc p(C)= 1—4—’1"4 dou dou p(t)— 14

Card(C)=C3=35 donc p(C)=
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2) L’@tudiant tire les 3 questions |’une aprés |’autre sans remise
Tirage successif de 3 boules sans remise parmi 12

Card(Q2) = Afz =1320 calculatrice 12 npr 3 =1320
card(A) 60 _ 1
card(QQ) 1320 22

ardB)=31(ALx Alx AL =3 . _card(B) _ 360 _ 3
Card(B) =3(As5x A4 A3) =360 Donc p(B)=liaas =370 =11

Card(A) = A“:’ =60 Donc p(A)= d’'ou p(A) = ﬁ

Premiere méthode
C « au moins une question en g€omeétrie » |’év€nement contraire de C est :

C « aucune question en g€éométrie »

card(C) _ 210 _ 7

card(Q) 1320 44
fi

Card(C)= A3=210 donc p(C)=

Onsaitque p(C)=1-p(C) donc p(C)=1--L d'ou d'ou p(C)=

44
Deuxieme meéethode
Card(C) =3(A x AD+3(Asx A+ Ad=1110

card(C) _ 1110 _ 37 s e 37
card(Q) 1320 44 d'ou p(C) =

Donc p(C)= ¥

d’ou p(B)

37
44

3
11
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3) L’€tudiant tire les 3 questions I’une aprés |’autre avec remise
Tirage successif de 3 boules avec remise parmi 12

Card(Q) =123 =1728

| 3 i . card(A) 125 o 12
£ =5 - 2.. = p— == f —_— =
Card(A) 125 Donc p(A) card(Q) 1728 d'ou p(A) 1778
| 1 A1 Al | card(B) 360 5 o S
= S .—_‘3 = - —= = — { = —
Card(B)=6(5 x4 x3")=360 Donc p(B) card(Q) 1728 24 d'ou p(B) 34

Premiere méthode
C « au moins une question en géomeétrie » I’év€nement contraire de C est :

C « aucune question en géométrie »

Card(C)=7> =343 donc p(C)="220) _ 343

card(Q) 1728
. N1 p= . ‘%4‘% P Si
Onsaitquel HC)=1-p(C) donc p(C)=1-7me  dou  EEMINEE o

Deuxieme methode

Card(C) =3(5' x72) +3(52 x 71 + 5° =1385 Donc p(C) = E:::Eg; 1383 o p(C)= 1383

‘728
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Exercice

Dans une urne se trouve 9 jetons :
Quiatre jetons rouges numerotés 0;1;1;2 et trois jetons verts numérotes 1; 2; 2 et
deux jetons noirs numérotés 1; 3
1) On tire simultanément et au hasard trois jetons de I’urne
On considere les évenements suivants:
A" Obtenir 3 jetons verts " ; B ” Obtenir 3 jetons de méme couleurs ”
C " Obtenir 3 jetons de couleurs différents ”
D " Obtenir 3 jetons qui portent le méme numero”
E " Obtenir au moins un jeton qui porte le numeéro 1”
F " Obtenir au plus un jeton vert ”
G ” Obtenir 3 jetons de couleurs différents deux a deux”
Déterminer La probabilité des évenements A; B; C; D; E; F; G.
2) Méme question pour le tirage successif de trois jetons avec remise.
3) Méme question pour le tirage successif de trois jetons sans remise.
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IV — Probabilité conditionnelle

1) Définition:

Soient les événements A et B d’un univers Q) .

La probabilité conditionnelle de B sachant que A est réalisé est le nombre
ANDB

P A ) ; P(A)=0
P(A)

réel noté P,(B) ou P(B/A) donc Pa (B) =

Remarqgue :
Si A et B sont tous deux de probabilité non nulle, alors les probabilités conditionnelles

p(A/B) et p(B/A) sont toutes les deux définies et ona: p(A m B)=p(A/B)p(B) = p(B/A)p(A).

2) Evénements indépendants:
A et B deux événements de probabilité non nulle.
A et B sont indépendants si et seulement si p(A N B) = p(A) x p(B)
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Exemple

une urne U contient neuf jetons indiscernables au toucher:
e Trois jetons blancs numerotés 2 ; 2 ; 1.

e Deux jetons jaunes numeroteés 1 ; 1.

e Quatre jetons noirs numerotéees 1 ;1 ;1 ; 2.

On tire au hasard et simultanément trois jetons de I’urne.
On considere les deux événements suivants :

A « Les trois jetons tirés ont le méme numéro »
B « Les trois jetons tirés de couleurs différents deux a deux »

1. Calculer p(A) et p(B) probabiliteé des événements A et B .

1
2. Montrer que: p(ANB)=—.
p(aNB)=13

3. Est-ce que les événements A et B sont indépendants ?
4. Donner la probabilité de l’événement C« Les jetons tirés ont le méme numéro

sachant que les trois jetons tirés de couleurs différents deux a deux »
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Solution:

TroisB:2:2:1: DeuxJ:1:1 QuatreN:1:1:1:2
1)

Tirage simultané de 3 jetons parmi 9 6 i 3
Card(Q) = C3 =84
card(A) 21 1
card(€2) 84 4

1

4

_ P 1 1 _card(B) 24 2 _— _2
Card(B)=(C3x(C>;xC4=24 Donc p(B)_card(ﬂ)_Scl_? d’oun I}(B)_?

Card(A)=Ci+(C3=21Donc p(A)=

d’olt p(A) =

2)On a
i o 1 1 _card(AnB) g 1 _ 1
Card(AnB)=C;x(C>x(C3=6 p(AnB)= card(Q) 84 14 p{AﬁB)—l

3)On a

_ 1 =2l L

D'ou p(AnB)=p(A)xp(B) dou A et B sont indépendants.

4) C « Les trois jetons tires ont le méme numero sachant que les jetons tires sont de couleurs différents deux a
deuxtn

P(AnB) _

_z LI —1
=3 d’on P{C}—S

~1[B | =



Probabilité
IV — Variables aléatoires

Dans toute la suite () désigne 'univers associé & chaque expérience aléatoire,

1) Exemple introductif:

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher.

On tire simultanément 2 boules. On percoit un Dirham par boule rouge tirée.

Quels sont les gains possibles ? Avec quelles probabilités ?

On peut tirer 0. 1 ou 2 boules rouges. et donc gagner 0. 1 ou 2 Dirhams.

Designons par X la somme percue. La probabilite que X soit ¢gal a 0 est note p(X =0)
elle est ¢gale a la probabilite de I'évenement « tirer 0 boule rouge et 2 boules blanches» :
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La probabilité que X soit €gal a 1 est noté€ p(X=1) ; elle est égale a la probabilité de
I’évenement « tirer 1 boule rouge et 1 boules blanches » ;

CixCy 12 _4

G 21 7°
La probabilité que X soit €gal a 2 est not€ p(X=2) ; elle est €gale a la probabilité€ de
I’évenement « tirer 2 boules rouges et 0 boule blanche » ;

CyxCy 3 1

p(X =)=

c: 217
Ces résultats peuvent se présenter dans un tableau, la premiere ligne indiquant les
valeurs possibles x de X.

p(X =2)=

X 1 2

p(X = x)

1

7

N O

i
7

Ce tableau définit 1a loi de probabilité de X.
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2) Variable aléatoire - Loi de probabilité:

a) Définition 1 :

On appelle variable alé¢atoire X réelle toute application de Q dans R,

qui a chaque élément de Q fait correspondre un nombre réel.

Notons X(Q) I’ensemble des valeurs possibles de X. X(Q) ={ x;; X5 ;...... 5.4 3

b) Définition 2 :

La loi de probabilité de X est la fonction qui a tout élément x de X(Q) fait
correspondre la probabilité que X prenne cette valeur x. Par abus de langage on dit
que c’est la probabilité que « X soit égal a x » et que I'on note : p( X = x).

1 est commode de présenter cette loi de probabilité sous forme d’un tableau

X X1 B | e e Xn

p(X = x) Pi - P [ e Pa

Conseil : Lorsqu’on calcul une loi de probabilité d’une variable aléatoire, il est

indispensable de vérifier que : > p; =1 .

i=l
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3 - Espérance mathématique

a) Définition

Soit une variable aleatoire X prenant les valeurs X;; X; ....... ; X, avec les probabilites

Py Pos cvenen ; P, - On appelle espéerance mathématique de X le nombre réel positif noté E(X) et
i—n

défini par:  E(X) = p1X1 + P2X2 +...+ PnXn ECO = > pixi

Dans la pratique, la loi de probabilité étant donnée par un tableau :

X X1 X3 | saaesies Xn
piX =x) P P | e Pa
Il suffit de calculer la somme : X ;p; + Xap2 + ...... + Xqu Pu -
b) Exemple

Pour I’exemple introductif on a E(X) = Oxp(X=0) + 1 xp(X=1) + 2xp(X=2) = g
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4 - Variance - Ecart type

a) Définition de la variance

Soit une variable aleatoire X prenant les valeurs X;; X,; ....... ; X, avec les probabilites
Py Pos venen ; P, - On appelle variance de X le nombre réel positif noté V(X) et defini par:

V(X) = p1(x1 — E(X))? + p2(x2 — E(X))? +... + pn (Xn — E(X))?

VOO = 3 pi (6 — EC))?

b) Autre expression de la variance

V(X) = p1x1® + p2ax2® +... + prxn® — (E(X))?

1—=nN > >
VOO = 3 pi (xi)? — (ECD)
i=
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c) Ecart-type:

Pour tout variable aléatoire X , On appelle écart-type de X le nombre réel positif

noté o(X) et défini par:  (X) = \/V(X)

d) Exemple:

Une urne contient 5 boules blanches et 3 boules noires indiscernables
au toucher. On tire simultanément de I’urne 3 boules et ’on considere
la variable aléatoire X définie par « nombre de boules noires parmi les
boules tirées ».

a) Quelles sont les valeurs prises par X?

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c¢) Calculer I’espérance mathématique, la variance et I’écart-type de X.
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Solution:
a) Xsf0;1;2;:3}
3 0 2 1
P(X=0)=P;= e LS PX =1)=P,= SRS W
o 56 5 56
ey 5 clxol 1
PX=2)=P;= 2F"=— PX=3)=P,= =23 =—.
b) Lot de probabilité
X 0 I 2 3 Total
10 30 15 1
P(X =x;) 56 56 56 56 !

c) L’Espérance mathématique E(x)=>_ P, x; =P x; + Pox5 + .........

i=1

56 56 56 56 56 8
La variance est V(X )= >_ P.(x; — E(x))”.
i=1

2 2 2
V(X)=}>‘(xl——:-) +P2(x2 _2) 2 +P4(x4—% =

2 2 2
V(X)_—_E(o_g) — 1——) + 2—2) sl 3—2) — 1800

6 Fad 56 56 8 3584

L' Ecart tvpe est O'(X)=-\f = G(X)—-JOS 0.20.




Probabilité

V — Loi binomiale
Soit p la probabilité d’'un événement A dans une expérience aléatoire

On répete cette épreuve 7 fois de suite
La variable aléatoire X qui lie chaque résultat au nombre de fois que cet événement se réalise

s’appelle une variable aléatoire binomiale de paramétres n et p
ttona: Vk €{0;1:23;,..n} ; p(X =k)=C* xp* x(1-p)"*
Bt EX)=nxp
Bt v(X)=nxpx(1-p)

Exemple:

1) On lance une fois un dé cubique €quilibré et on considere 1’événement suivant:

A « On obtient un diviseur de 3 » calculer p(A)

2) On répete cette épreuve quatre fois de suite. Soit X la variable aléatoire qui est

égale au nombre de fois la réalisation de I’événement A
Déterminer la loi de probabilité de X et calculer I’espérance mathématique et la variance de X
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Solution:

1)Les diviseurs de 3 sont 1l et 3

. 1
donc P(A)= -

p(X =k) = c.(p(A) (1 —p(A)*™

2) X est une variable aléatoire binomiale de parametre 4 et p(A).

ke{0:1:2:3:4}

k 0 1 2 3 4 Total
P(X=k) | 16 | 32 | 24 | 8 T 1
31 1 &1 31 81

V(X) = 4xp(A)(1 - p(A))

_ 4 8
E(X)= 3 et E(X) = 5

E(X)= 4xp(A) et






