I'4

et Corriges

TR et

Bac 2000 a 2018

Scanned with CamScanner




-

Scanned with CamScanner



| SUJET DU BAC 2000 J

EXERCICE 1

Soit 6 un angle tel que 0<O6<m.

en z suivante: 2z2—4(1+ cos0)z+8(1+cosf)= ;
On désignera par z; et z, les solutlons de (E)

2). Déterminer en fonctionde - le module etla
chacune des solutions z; et zz. -
3). Trouver 6@ pour que le produit z;.z, soitégala8.

EXERCICE 2

En 1990, I'effectif de la population d'une fég‘ion donnée est Py
avec un accroissement annuel de 1,2 %, devient P,, n années
apres. |
1). Montrer que (P,) estune suite géométrique dont on précisera
la raison. En déduire I'expression de P, enfonctionde n et P,.
2). En quelle année cette région aura-t-elle une population double-'
de ce qu’elle étaiten 19907
3). En 1990, le nombre d’agriculteurs de cette région, que I'on
désigne par A, représente les 78 % de la population totale.
Chaque année, ce pourcentage diminue de 0,5 %. =y
En désignant par A,, le nombre d’agriculteurs au bout de n ann
apres 1990, exprimer alors A, enfonctionde P,.
Trouver I'année a partir de laquelle le nombre d’agriculteurs
représente moins de la moitié totale de la région.
NB:Ondonne: ¥n2 = 0,6931 ; ¥n(1,012) = 0,0119
ol ¥n désigne le logarithme népérien.
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PROBLEME

La partie C estindépendante des parties A et B.

B On considere les deux équations différentielles (E) et (H)
- suivantes dans lesquelles y est une fonction numérique de la
'variable réelle x, e désignant la base du logarithme népérien :
(E): y''—9y = 6e73*

(H: y''"-9y=0.

1). Vérifier que la fonction numérique u définie par

u(x) = — xe™ 3* estune solution particuliére de (E).

2). Déterminer la solution générale de 1'équation (H).

3). Soit f une fonction numérique deux fois dérivable.

a). Montrer que f estsolution de (E) si et seulement si f —
est solution de (H).

b).En déduire toutes les solutions de (E) et donner la solution
particuliére f de (E) vérifiant: lim f(x) =0 et f’ (0) =0

X— + 00

E On considére la fonction numérique g dela variable réelle X
définie par:

— 1\ —-3x
g(x)—=-(x+-§-)e .
Soit (C) la courbe représentative de g dansle plan rapporte
a un repére orthonormé (0; 7 ; j ) d’unité 3 cm.
1). Etudier les variations de g et dresser son tableau de *'.r.arlrsltlorl
2). Donner I’équation de la droite (T;) tangente a la courbe (©)

1
au pointd’ abscisse x = -

3). Donner I'équation de la droite (T,) tangente a la courbe (C)
au pointd’abscisse x = %

4). Tracer (Ty), (T,) et (C).
5). Soit t un réel positif.

Calculer l'intégrale: I(t) = _f_t}_ g(x)dx.
3

6). Déterminer la limite de I(t) lorsque t — +oo,

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus -
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€ Soient a et b deux nombres réels.
On considére la fonction numérique f;, de lavariable ré
définie par:  fop(x) = [x* —2(a+ Dx +2(a+1) +
1). Etudier le sens de variation de la fonction f,; etdress
son tableau de variation ; discuter selon les valeurs de a ¢
2). On suppose que lesréels a et b sontles résultats de d
lancers successifs d’'un dé dont les faces, numérotées de 1 é
ontla méme probabilité d’apparition.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:
Evénement A: « f£,,(0) =12 >».
Evénement B :

K fa,p admet un maximum et un minimum >.
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[ SUJET DU BAC 2001 J

EXERCICE 1

Pour élire leur conseiller départemental, les habitants du village de
ZATA ont a choisir parmi 3 candidats: Ado, Bala et Kadri.
Chaque électeur vote pour un seul candidat. |

A la fin du vote, on a constaté que 60 % des habitants de ZATA
ont effectivement voté.

On suppose que la probabilité pour qu’un électeur choisisse Ado
est égale a 3/8, celle de Bala estégalea 1/2 et celle de Kadri
est égale a 1/8 etceciindépendamment des autres électeurs.

1). On prend au hasard et successivement 5 habitants de ZATA.
Quelle est la probabilité que ces 5 habitants aient effectivement

voté ?

2). Calculer la probabilité pour qu’un habitant quelconque de ZATA
choisisse Bala.

3). On prend au hasard 5 habitants de ZATA et on note X

la variable aléatoire égale au nombre de voix obtenues par Bala.
Déterminer la loi de probabilité de X.

Calculer son espérance mathématique E(X) etsa variance V(X).
4). Calculer la probabilité pour qu'un habitant de ZATA choisisse
Kadri.

5). Soit n un entier supérieur ou égala 1 et P, la probabilité pour

que, parmi 1 habitants qui votent, aucun ne choisisse Kadri.

Calculer P,. .
6) Quel est le nombre minimum d’habitants qui doivent voter pour

que Kadriobtienne au moins une voix avec une probabilité
supérieure ou égalea 15/16 ?

Mathématiques — Terminale D. l iio ] Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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EXERCICE 2

Résoudre dans I'’ensemble C des nombres complexes, I'équation
en z suivante: z*—(5—14i)z*—-24—-10i=0 (E).
PROBLEME

Le probleme comporte deux parties: I et Il

Partiel: n étantun entier naturel non nul, on note f, la fonction
de la variable réelle x définie dans l'intervalle ] 0; 4+ [ par:

) =x — n + 1;i{’rl(;!c), £n désignant le logarithme népérien.
1). Dresser le tableau de variation de f,,. En déduire I'existence
d’'un réel unique a, solution de 'équation f,(x) = 0.

2).Démontrer que 1 <a, <e® etque ¥n(a,) =2-— %an.

3). Exprimer f,,;,(a,) en fonction de a, et n, puisen déduire
le sens de variation de la suite de terme général a,, .

4). Démontrer que la suite de terme général a,, estconvergente.
On note ¢ sa limite.

5). En utilisant les résultats de la deuxiéine question, calculer la
limite quand n tend vers + o de ¥n(a,). En déduire *¢.

Partiell: Soit g la fonction définie dans l'intervalle ] 0; 4+ oo |

{ pair: glx) = zi;f—;ﬁﬂ et la fonction h définie par h(x) = V/x.
(C) et (C") désignentles représentations graphiquesde g et h
respectivement dans un repere orthonormé (O D1 f) du plan
(unité : 2 cm).

1). Calculer les limites de g lorsque x tend vers 0 etlorsque x
tend vers + oo.

2). Vérifier que g'(x) = L 1(5%

En déduire le tableau de variation de g.
3). Préciser les positions relatives des deux courbes (C) et (C")
et calculer la limite lorsque x tend vers + oo de [ g(x) — h(x) ].

Mathématiques — Terminale D. 5
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4). Tracer les courbes (C) et (C').
5).0n pose I = flzg(x)dx.

a). Calculer ] = flz ezr:/(;)
b). En déduire la valeur de 1.

dx al'aide d'une intégartion par parties.

[ SUJET DU BAC 2002 J

EXERCICE 1 _
On considére dans I’ensemble C des nombres complexes les |
équations :

(E,): 3z2+2(2—3i)z—-§—-4i =0

(Ez): 32°+2(2—30)z—2—4i= Z A+

ou i esttelque i? = —1 et Z le conjugué de z. (
1).a). Résoudre I'équation (E, ). J
b). Montrer que 9 (z +-3%—- i) 2 =37 + 2+ 3i.
c). En déduire que pour tout nombre complexe z solution de of) |
I'équation (E, ), il existe un nombre complexe @(z) tel que: il
[p(2)]? = @(2).

d). En posant @(z) = T, démontrerque T =0 ou |T| =1,

puis résoudre I'équation T> =T .

2). Résoudre I'équation (E; ).

3). On donne, dans le plan complexe rapporté a un repere

orthonormé les points A, B, C d’affixes respectives :

2, =—3+i ;zz=—§+(1+%§)i;23=—§+(1-—-‘2—§ i. ;
a). Quelle est la nature du triangle ABC ?

b). Déterminer 'affixe du point D tel que le quadrilatére ABDC
soit un losange.

—-—

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection P.
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EXERCICE 2

Le budget d’'une entreprise, en fonction du temps exprimé en
années, est donné en millions de francs par le tableau suivant :

Temps (x;) 1 2 3 4 5 6 7 8
Recettes (y;) 4 5 5 7 8 9 9 9
Dépenses (z;) 4 5 o 8 7 8 p 9

1).a). Représenter le nuage des points des recettes en fonction
du temps.

b). Déterminer par la méthode des moindres carrés, I’équation

de la droite d’ajustement des recettes par rapport au temps.
Tracer cette droite.

2). On suppose que la moyenne des dépenses, notée Z, est égale a 7
et que la variance V(z) vaut 3.

Déterminer a et B telque a < .

PROBLEME

I Soit (E) I'équation différentielle y” + 2y’ + vy = 0.
Déterminer la solution g de (E) vérifiant les conditions suivantes :
g0)=1et g(1) =§ ; e désignant la base du logarithme
népérien.

Il 1). Onpose h(x) = (1 + x)e™*.

On considére la fonction f définie par:

1f(x)=j% sixe]—1; +oo[

f1=0
a). Démontrer que f estcontinue sur [—1; + oo
b).Etudier la dérivabilité a droite de f en x = —1.
c). Calculer lim f£(x).

x— + oo
d). Etudier le sens de variation de f.

Mathématiques — Terminale D. [ | Le BAC du Niger — Collection Papyruy.
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2). Tracer la courbe représentative I' de f dans un repére
orthonormé (unité = 4cm).

3). Soit f; larestriction de f alintervalle [—1; “— %]

a). Démontrer que f; estune bijection de [—-1 - —%]

sur un intervalle ] que l'on précisera.

e

On notera f; ' la bijection réciproque de f;. Calculer f; ' ( -é-).

! au point x = 0.

b). Etudier la continuité et la dérivabilité de f;~
c). Tracer la courbe représentative I' ! de f£;~' dansle méme
repere que TI.

4).a). Montrer que pour tout x € [ —1; —;—], ona:

0<f(x) sge.

1
b).En déduireque: 0 < [_ 2 f(x)dx < %5.

c). Soit S l'aire en cm” du domaine du plan limité par les droites

d’équations x =0, x = \E , Y = —% etla courbe I' 71,
Donner un encadrementde S & 1072 preés.

| [II. Soit (u,) lasuite définie par :

| Pour tout entier n € IN, u, = _]:”Hf(x)dx_
1). Démontrer que pour tout réel x delintervalle [n; n+ 1]
ona: f(n+1) < fx) = fFG.

En déduireque Vn€IN, f(n+1) < u, < f(n).
2). Démonter que la suite (u,) estdécroissante et convergente.

N.B: Onprendra: e = 2,72 ; e = 1,65.

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrw.
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[ SUJET DU BAC 2003 J

EXERCICE 1
Le tableau suivant donne la répartition de cent ménages selon
les deux caractéres x et y suivants:

x désigne le nombre de piéces habitées et y le nombre d’enfants
par ménage.

y| 0 1 2 3 4 | Total n, |
X
1 6 2 il 0 0 9
2 5 12 8 1 p 24
3 2 7 1S g & 3 38
4 0 1 8 14 3 26
Total n; 13 22 32 26 7 100
On donne :
Yiin,xj =281 ; 3 imgioe? =875
Z?‘-:D n;yi = 192 3 ?‘___0 ni_yiz = 496

j=1ZizoMij%;y; = 604.
1).a). Calculer pour la série x (en tenant compte des effectifs n,;
pour la valeur de x) la moyenne arithmétique X etl'écarttype oy.
b). Calculer pour la série y (en tenant compte des effectifs n,;

pour la valeur de y) la moyenne arithmétique y etl’écart type og,.
2). Calculer le coefficient de corrélation linéaire.

Existe-t-il une liaison entre les deux variables x et y ?
Justifier la réponse.

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyriis .
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EXERCICE 2

Un sac contient trois boules indiscernables au toucher marquées
1, 2 et 3. Une épreuve consiste a prélever une premiere boule
du sac dont le numéro sera noté a, puis sans la remettre dans

le sac, une seconde boule dont le numéro sera noté b.

Aurésultat (a; b) d’une épreuve, on associe I'application du plan
complexe rapporté a un repére orthonormal (O; u ; v ) dans
lui-méme, qui 3 tout point M d’affixe z = x + iy fait correspondre
le point M' d’affixe z’' = x' + iy’ tel que:

z'=a.z avec a= %[cos (g b) + i sin (g b)]

1). Quelles sont les résultats (a,b) possibles ?

Caractériser géométriquement les applications correspondantes.
2). Soit A le point d’affixe z, = V3 + i et A’ le point d’affixe

2z} = a.z,, image de A par I'application associée au résultat

d'une épreuve.

Calculer le module et 'argument de z, et ceux de zo'

suivant les valeurs de (a, b).

3). Calculer la probabilité de I'événement

E,:< 0, A, A’ sontalignés >>, puis celle de I’événement

E, : « z; estimaginaire pur >.

4). Quelle est la loi de probabilité de 'aléa numérique X I

qui au résultat (a,b) d’une épreuve associe le module de zo ?
Calculer I'espérance mathématique de X.

PROBLEME

On désigne par f,, la fonction numérique de la variable réelle x
définie par:

fm(x) =fn(x* —m) ou mEeIR

(£n désigne le logarithme népérien).

1).3). Indiquer suivant les valeurs de m, I’ensemble de définition
de f,, etleslimites aux bornes de I'ensemble de définition.

| Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
|
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b). Etudier la parité de f,,.

c). Etudier les variations de f,,. Donner les différents tableaux

de variation de f;,, selon les valeurs de m.

d). Donner la nature des branches infinies des courbes
représentatives (C,,) des fonctions f,, lorsque x tend vers + o
etlorsque x tend vers — oo.

e). Tracer dans un méme repére orthonormé (unité : 2cm)

les courbes (C_;), (Cp) et (Cy).

Préciser les points d’intersection avec I’axe des abscisses

et les tangentes en ces points.

2). Dans cette question, on pose m = —%.

a). On se propose d’étudier la position de la courbe (C

3

4
par rapport a la demi-droite D dont une équation est y = x,
pour x positif seulement.

Pour cela on considére la fonction g définie par:
Vx € IR*, g(x)=x—+¢n (x2 +§).

4
Etudier le sens de variation de cette fonction.

Calculer une valeur approchée a 1072 pres de g(0) etde g (E)

~)-
En déduire que g(x) estpositifetla position de (C . g)
par rapporta D. '

AR e s n

N:B': On ne demande pas I'étude de la limite de g quand x tend
Vers + oo, nila représentation graphique de g.
On donne: #n2 = 0,69 et #n3 = 1,09.

b). Montrer que la fonction f_3 définie une bijection de IR*
4

Vers un ensemble que I'on précisera.

Déterminer la fonction réciproque ; indiquer son ensemble de
définition et son sens de variation.

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrusé .
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¢). Tracer dans un méme repére orthonormé (unité : 2 cm) autre

que le précédent, la représentation graphiquede f s
4

pour x positif et celle de sa fonction réciproque.
3). Dans cette question, on pose m = 0.
Calculer I'aire de I'ensemble des points M de coordonnées x et y

o fasx=1 '
vérifient : o(x)SySO’(a €0;1[).

Quelle est la limite de cette aire quand « tend vers 0 par valeurs

supérieures ?

{ SUJET DU BAC 2004 }

EXERCICE 1

I. Onconsidére la suite (u,) définie par ses premiers termes
ug=1 et u; =2 etparlarelation de récurrence:

VREIN, Uney =lny+2ty. (1)

1). Montrer que la suite (v,,) définie par v, = u,.; — Uy

est une suite géométrique dont on déterminera le premier terme
et la raison.

2). Déterminer v, enfonctionde n.

En déduire u, en fonctionde n.

3). Déterminer la limite de u,, quand n tend vers + oo.

1. On définitla suite (w,) par ses premiers termes wy et Wi
(wo € IR**, wy € IR™) et parlarelation de récurrence :

VREIN, Wniz =Y Wnsp)2(wy)?

Scanned with CamScanner
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EXERCICE 2

Soit dans C,I'équation (E): z3 —m(1+i)z% + im?z =0

ou m estun complexe donné non nul.

a). Résoudre dans C I'équation (E).

b).Soient O, A et B les points images des solutions de I'équation
(E) tels que B soit]image de A parlarotation R de centre O
et d’angle %

Montrer que OAB est un triangle isocele rectangle en O.

2).a). Déterminer m pour que I'équation (E) admette pour
solution le complexe 1 + i.

b).Résoudre I'équation (E) dans chacun des cas trouvés.

3). Soit M le point d’affixe m, on suppose que M décrit dans le
plan complexe le cercle (C) d’équation x*+y*—x=0.

a). Déterminer le centre et le rayon de (C).

b). Déterminer 'image du cercle (C) par larotation R.

PROBLEME

Partie A :

Soit f;, lafonction définie sur IR par: f,(x) = (2 —x)e* —k
ou k estunréel fixételque 0 <k <e.

1). Déterminer les limites de f;, en — oo eten + co.

2). Exprimer £, (x). En déduire le tableau de variation de f; .
3).a). Etablir que I'équation f;(x) =0 admet deux solutions,
une notée a; appartenanta | —oo;1[ etune autre notée P
appartenanta ] 1; + oo [.

b). Montrer r que e® — kay = (e — k)(ay — 1).

N 1/ 1 Y ; 19 Lo  f.B 1\ 10\
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Partie B:
k estunréel fixételque: 0 < k < e.
1). Soit u lafonction de la variable réelle x définie sur IR par:

u(x) = e* — kx.
a). Etudier le sens de variation de u.

b). Justifier la propriété suivante : pour toutréel x, e* — kx > 0.
x
2). Soit g, lafonction définie par: g,(x) = :x = k’; :

On note Cj, la courbe représentative de g, dans le plan rapporté

a un repere grthogonal.
a). Déterminer la limite de g en — o eten + oco.

b).Prouver que g,'(x) = é%iggz

c). En déduire le tableau de variation de gy .

Calculer g,(1).
3).On note M, et N les points de la courbe C) d’abscisses

respectives a, et .
a). En utilisant la question 3).b). (Partie A), montrer que

gr(ay) = L

b)..Donner de méme gy (B).
c). Déduire de la question précédente que lorsque k varie les

points M et N, sontsur une courbe fixe H dont on donnera

une équation.
4). Déterminer la position relative des courbes C; et Cj.

b).Prouver que a, = 0.
c). En prenant comme unités 2 cm sur I'axe des abscisses et 4 cm

sur I'axe des ordonnées, construire les courbes C; et C, et H

sur le méme graphique.
Onprendra: a; =-1,1 ; ;=18 ; B, =1,6.

Mathématiques — Terminale D, | 1 Tia RAP Ars Mmass et at e
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5). Soit A un nombre réel strictement supérieur a 1.

a). Calculer, en cm?, I'aire A( A1) du domaine du plan définj par
1€£x< A

{91(-"5) =y <g2(x)°

b). Déterminer _lim A(A).

A= + o0

[ SUJET DU BAC 2005 ]

EXERCICE 1
On consideére la suite numérique (u,) définie par son premier
terme u; = 2e etpar larelation de récurrence:

Un
— n ]
u‘n+1 &=L ) > 0

n

Un + €

Soit (v,) la suite définie par: v, = -
n

1). Calculer u, et montrer par récurrence que

pourtout n=2, u,<0.

2).a). Calculer v,,; enfonctionde u,.

b). Calculer v,,, enfonctionde v,.

3). Soit la suite (w,,) définie par w,, = V1 —ev, pour n > 1,
a). Déterminer la nature de la suite (wy).

b).Calculer S, = w; +w, + -+ wp.

+Sn
c). Calculer la limite de €n| lorsque n tend vers + co.

Mathématiques — Terminale D. [—m ‘] Le BAC du Niger — Collection Papyrug:.
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EXERCICE 2
On lance un dé cubique dont les faces sont numérotéesde 1 a 6
et une piece dont on distingue les cotés pile (P) et face (F).

NTT

A chaque lancer, on associe le nombre complexe z = p.e's
défini de la maniére suivante: p = 1 silaface (F) apparait surla
piéce; p = 2 silaface (P) apparaitsurlapiece ; n estle nombre
lu sur la face supérieure du dé.

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O ; i;7)

(unité : 2cm). On note M le point d’affixe z et Y son ordonnee.

1). La piéce et le dé ne sont pas truqués.

a). Déterminer I'ensemble des points M que I'on peut obtenir et les
placer dans ( 0;1; 7 ) (Les points obtenus seront notés A,

pour p=1 et B, pour p =2, n étantl'entier lu sur le dé).

b). Quelle est la probabilité pour que I'ordonnée Y soit égaleal?
2). On remplace le dé par une deuxiéme piece non truquée.

Le jeu consiste 2 lancer les deux piéces non truquées.

Avant de les lancer un joueur doit payer m francs.

Si le lancer améne une seule face, le joueur gagne 5 F, sile lancer
ameéne deux faces, il gagne 30 F.

Si non il perd la partie (c’est a dire il gagne 0 F).

On appelle X le gain net obtenu, gain exprimé en fonction de m.
a). Déterminer la probabilité d’obtenir deux faces

et celle d’obtenir une face.
b). Dresser la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

c). Calculer I'espérance mathématique de X.
d). Quel doit étre le prix de la partie pour que ce jeu soit equltable ?

e).Ondonne m = 10.

i) Calculer la variance et]’écart type de X.
i) Définir la fonction de répartition F de X etla tracer.

Mathématiques — Terminale D. ( ——’ Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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PROBLEME
Soit f la fonction numérique définie sur IR par:

f(x) =3x*+1 + V3=

A. 1).Déterminer le domaine de définition de f.

2). Etudier le comportement de f auxbornes de son domaine
de définition.

3). Etudier les variations de f.

4). On désigne par (C) la courbe représentative de f dans

le plan P rapporté au repére orthonormeé ( 0;1; f) d'axes
x'0Ox et y'Oy.

Préciser les asymptotes a la courbe (C). Construire la courbe (C).
B. Soit g lafonction numérique de la variable réelle x définie
par: g(x) =+/3x — V3x?+ 1.

1). On désigne par (C") la courbe représentative de g.

a). Montrer que (C") se déduitde (C) par la symétrie de
centre O.

b). Tracer (C’) dansle méme repére que (C).

2).Soient | et ] deux points appartenant respectivement

a (C) et (C") tels qu’ils aient méme projeté orthogonal K

sur la droite x'Ox.

Montrer qu'on a : I_(-I—)R]-' +1=0.

3). On désigne par (H) laréunion des courbes (C) et (C".
Montrer qu'un point M appartienta (H) si et seulement si ses
coordonnées (x;y) vérifient '’équation y*—2v3xy—1 = 0.
C. Soit h lafonction numérique définie par:

h(x) = {’n(\/gx + V3x?% + 1)

(o0l #n désigne le logarithme népérien).

1). Déterminer le domaine de définition de h.

(On remarquera que h(x) = £n[ f(x) ] ).

[Ee——————— - Y o e
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2). Etudier la parité de h.

3). Déduire le sens de variation de h de celui de f.

4). Construire la courbe représentative (I') de h dans le plan
rapporté a un repére orthonormé.

5). Montrer que h admet une fonction réciproque h™%.

Construire sa courbe représentative (I' ~!) dans le repére
précédent.

L SUJET DU BAC ZOOGJ

EXERCICE 1 7

1). Dans 'ensemble C des nombres complexes, soit P le polynéme
en z suivant:

P(z) = z® + (=7 + 2i)z* + (15 — 4i)z — 25 + 10..

Calculer P(5 — 2i) etrésoudre I'équation P(z) = 0.

2). Soit S la similitude plane directe de centre I d’affixe

z; = — 3 —2i etquitransformele point A d’affixe zy =1+ 21
en B d'affixe zg =5 — 2i.

a). Déterminer f,l'application complexe associée a S.

b). Déterminer les éléments caractéristiques de S.

c). Soit (D) la droite passant par A et de vecteur directeur

u(l; =-2).

Déterminer I'équation de la droite (D) image de la droite (D) par S.

Mathématiques — Terminale D. l l Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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EXERCICE 2

En 2004, la campagne électorale pour les élections municipales

a fait rage dans un village du Niger.

Deux groupes de listes A et B s’affrontent par joutes oratoires
quotidiennes.

Chaque jour de campagne on interroge un électeur pris au hasard
et on définit les événements suivants :

A, : « L’électeur est favorable alaliste A au n**™¢ jour de
campagne ».

B, : « L’électeur est favorable a la liste B au n*®*™¢ jour de
campagne ».

On note p, et g, les probabilités respectives des événements
Ay et B, et on admet que chaque électeur ne se détermine que
pour les listes A et B.

1). Donner une relation simple entre p,, et g,.

2). Les arguments des uns et des autres sont si convaincants et les
électeurs sont indécis qu’a I'issue de chaque jour de campagne,
20% des électeurs favorables a laliste A et 30% des électeurs
favorables a la liste B changent d’avis pour le jour suivant.

a). Déterminer I'arbre des probabilités.

b).Donner p(Ani1/An) et p(Apsa/ Br).

¢). Montrer que :

P(Ani1i N Ay) =0,8p, etque p(Ans1 N Bp) =0,3gy,.

En déduire que :

P(An+1) = 0,8p, + 0,3, puisque ppyq = 0,5p, +0,3.

3). Soit la suite (u,) de terme général u, = p, — 0,6.

a). Montrer que (u,) estune suite géométrique dont on précisera
la raison. Quelle est sa limite ?

b). En déduire la limite de la suite (p,).

Mathématiques — Terminale D. | [ Le BAC du Niger — Collection Papyrus.
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PROBLEME

PartieA:

Pour tout entier naturel non nul n, on consideére la fonction gn
définiesur ] 1; 400 [ par:

gn(x) = = nxfn(x) + 2 — x.

1). Etudier les variations de g, sur ]1; 4oo [.

2).a). Montrer que 'équation g,(x) =0 admetsur ]1; +oo |
une unique solution a,, appartenantal’intervalle] 1; 2 [.
b).En déduire le signede g,(x) sur ]1; 4+oo[.

Partie B:

n étant un entier naturel non nul, on considere la fonction
numeérique f, définiesur [0; + oo [ par:

fo(x) = x"fn(x) six€]0;1]
L) =Q—-x)"fn(x) sixe]l; + oof.
f*‘z(o) =0

(fn désigne le logarithme népérien).
Onnote (C,,) la courbe représentative de f,, dans un repere

orthogonal (unités graphiques : 4cm sur l'axe des abscisses et 5 cm
sur l'axe des ordonnées).

1).2). Etudier la continuité de f,, en xo =0 eten x; = 1.
b).Etudier la dérivabilité de f;, en x; = 0 eten donner une
interprétation graphique.

c). Montrer que f, estdérivableen x; =1 etdéterminer une
équation de la tangente (T) a (C,,) au point d’abscisse 1.

2). Calculer suivant la parité de n, XETM F.Gx):

3).a). Calculer f,'(x) surlintervalle ]0;1 [.
b).Etudier le signe de f,'(x) surlintervalle 10 ;1 [.

AN AN ¥ . I —(Z"x)n-l
t).a). Montrerque Vx €]1; + oo, fi(x) = — X gn(x).
_ +1

b).Monirer que f,(a,) = i :

n.an
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5). On suppose désormais que n est pair.
a). Dresser le tableau de variation de f,,.

b).Calculer lim £l

X—>+o0 X
Interpreter graphiquement le résultat.
c). Construire (C,).On prendra a, = 1,35.
6). Soit  un nombre réel de I'intervalle ] 0;1 [.
a). Déterminer Apg , 'aire géométrique, en cm?, du domaine limité
par (C,), 'axe des abscisses et les droites d’équations
x=p8 et x=1.
b). Calculer lim Ag.

L—0

L SUJET DU BAC 2007 ]

EXERCICE 1
On consideére la suite (U,) définie par:

U 2
Uy=2 et U = —=
0 n+1 20U, — 1

pour tout n entier naturel.
1). Montrer par récurrenceque U, >1, V n €IN.

U'{: et W,=¢nV,, V nelN.

a). Montrer que la suite (W,,) est géométrique.

2).0n pose V,, =

b). Exprimer, pour tout n € IN, W,,, V,, puis U, enfonctionde n.

c). En déduire la limite de la suite (U,,).

e
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EXERCICE 2

Une urne contient 5 jetons portant respectivement les chiffres i
1, 1, 1, 2 et 2.les jetons portant des chiffres identiques sont
indiscernables. On effectue trois tirages successifs d'un jeton en ne
remettant pas a chaque fois le jeton tiré de I'urne.

Ces chiffres, dans I'ordre ou ils sont tirés, sont appelés x, y,

1). Donner les éléments de () I'univers des éventualités.

2). On définit la probabilité d'un événement élémentaire

{(x,y,2)} par: p{(x,y, z2)}=alx+y+2z)+b
ou a et b sontdes réels.

Déterminer a et b ensachant que p estune probabilité
et que les événements :

A={(x,y,2)€0, x=1} et B={(x, y,2)€EQ, y=2z}

satisfont la propriété: p(A) —p(B) = % :

1 2
3). On suppose que a = - et b= = e

On désigne par X la variable aléatoire qui prend la valeur 3 si les
trois chiffres sont impairs, la valeur 1 si un chiffre est impair et les

deux autres pairs, et prend la valeur —2 s’il y a un chiffre pair et
deux chiffres impairs.

Déterminer la loi de probabilité de X.
Calculer son espérance mathématique et son écart type.

PROBLEME

Soit la fonction numérique f définie sur IR par:

[f(x)=(x—-1)eﬁ +1 six<1

(x—Dfnx+1 si x=>1

(Ou #n désigne le logarithme népérien).

Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0 y [ ,T )

On désigne par (C) la courbe représentative de f etpar (A)
la premieére bissectrice.

Mathématiques — Terminale D. ‘ i hl Le BAC du Niger — Collection Papyrus.
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1). Montrer que f estcontinue et dérivable en 1.
2).a). Montrer que pour x <1 ona : f'(x) > 0.
b).Montrer que pour x > 1 ona : f'(x) > 0.
c). Dresser le tableau de variations de f.

3).a). Calculer lim AN 4

x— 4+ oo X

b). Montrer que pour tout x <1 ona:
f(x)—(x+1)=(x—l)[eﬁ—1]_1_

Montrer que la courbe (C) admet la droite (D) d’équation
y =x + 1 comme asymptote quand x tend vers — co.

_ 1
c). En admettant les inégalités i—_;l < (x—1) [eﬁ -1 ] =1

pour tout x < 1, en déduire la position de (C) par rapporta (D)
pour tout x < 1.

d). Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une et une seule
solution a appartenant a ]—1 i —-;— [
4). Construire (C).

On précisera les points d’intersection de (C) avec (A).

5). En utilisant une intégration par parties, calculer l'aire A

de la partie du plan limitée par (A), (C) et les droites d’équations
x=1 et x=ce.

6).a2). Montrer que f estune bijection de IR dans IR et qu’elle
admet une réciproque f~*(on ne demande pas de calculer f~1(x)).
b). Construire la courbe (I') de f~' dansle méme repére que (C).

c). Calculer l'aire <Apoyucie dela courbe par (C) et (T) etles droites
d’équations x =1 et x =e.

Mathématiques — Terminale D. I n l Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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L SUJET DU BAC 2008 ]

EXERCICE 1

On consideére la suite numérique (U, ),en+ définie par la donnée
de son premier terme u, et parla relation de récurrence

21 —_ 7
U+l — &

—— pourtout n appartenanta IN".
i

1). Démontrer qu’il existe deux valeurs de u; pour lesquelles
la suite (u,)nent €St constante. |

On suppose désormais que la suite n’est pas constante

etque u; > —1. '

2). Démontrer par récurrence que u, > —1 pour tout n
appartenanta IN™.

—3 s
3).0On pose v, = z: —, bpour tout n appartenanta IN™.

a). Démontrer que la suite (v,,) est géometrique.

b).Exprimer v, en fonctionde n etcalculerla limite de vp
guand 7 tend vers + o.

4). Exprimer u, en fonction de v, .

Démontrer que la suite (u,)ne N+ €St convergente
et calculer sa limite.

EXERCICE 2

Soit P(z) =323 + (= 5V3 + 10i)z% + (5 — 15iv3)z + 24i.
1).a). Calculer P(— 3i).

b).Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

2). Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé
(0; ' ; v'),on considere les points

p
A(0:-3):B(3 ;-1),¢ (52 2)

Déterminer les éléments géométriques de la similitude plane
directe S quitransforme Aen B et Ben C.
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PROBLEME
Dans tout le probléeme, n désigne un entier naturel non nul.
A). Soit la fonction numérique g, définiesur | — o ;0] par:
gn(x) =1+ x)e* —n.
Dresser le tableau de variations de g, eten déduire que g,(x)
est négatif ou nul pour x appartenanta | —co;0].
B). Soit la fonction numérique f, définie par:
xe* —nx 5i x <90
fa(x) = {x"(l —fnx) si x>0
On désigne par (C,) la courbereprésentative de f, dansle plan

muni d’un repére orthonormé (O ; i; 7) (unité : 4 cm).
1).a). Etudier la continuité de f, en x =0.

b).Etudier la dérivabilité de f; en x = 0.

2).a). Calculer f,(x) surlintervalle ] 0; + oo [.

b).Etudier le signe de f,(x) surl'intervalle ] 0; + oo [.
3).a). Calculer f,(x) surlintervalle ] —oo;0 [.

b).Déduire de la partie A). le signe de f,;(x) surl’ intervalle
] —o0;0[

4). Dresser le tableau de variations de f,.

5).Casou n=1 ou n=2.

a). Etudier suivant les valeurs de x le signe de I'expression
f2(x) = f1 ().

b).En déduire la position relative des courbes (C,) et (C,)
et montrer que (C;) et (C,) se coupent en trois points
dont on précisera les coordonneées.

6).a). Montrer que la droite d'équation y = — x

est asymptotea (C;) en — co.

b). Montrer que la droite d’équation y = — 2x

est asymptote a (C,) en — 0.

Mathématiques — Terminate D. | teBACduNiger
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- ¢).Calculer lim LO) of  Jim 29
X+ 4+00 X X +4+00 X

Interpréter graphiquement ces résultats.
7). Construire (C;) et (C;) surle méme graphique.
8). Calculer en intégrant par parties, 'aire en cm? du domaine

compris entre les courbes (C;) et (C,) etles droites d’équations
x=1 et x=e.

[ SUJET DU BAC 2009 ]

« Asachant B» et B l'événement contraire de B,

P(4) — P(A/B) X P(B) .

1 - P(B)
[ Indication : écrire A=(ANB)+(ANB)I
B) Lors d’une récente campagne d’abattage des chiens errants,
on a pu établir les statistiques suivantes :
* 30 % des chiens étaient enragés.
» Parmi les chiens abattus, 40% étaient enrages.
1). En désignant par b (b # 1) la probabilité pour qu’un chien
errant soit abattu lors de la campagne d’abattage, calculer en
fonction de b la probabilité p pour qu'un chien errant survivant
soit enragé. ’
2). Quelle est la plus petite valeur de b pour laquelle
p estinferieur ou égala 0,17
3). Alissue de la campagne d’abattage, la probabilité pour qu’'un
territoire soit décontaminé de la rage est égale 1/3.

démontrer que: P(A/B) =

Mathématiques ~ Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus -
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Une campagne d’abattage est divisée en 10 territoires %
et on désigne par X la variable aléatoire égale au nombrede
territoires décontaminés apreés la campagne d’abattage.
Quelle est dans les conditions précédentes, et en supposant que les
résultats sont indépendants d’un territoire a I'autre, la probabilité =
d’avoir décontaminé au moins huit territoires sur les dix a I'issue de 'f_’_‘-

la campagne d’abattage ?
EXERCICE 2

‘.-:A 'y

1). Déterminer et représenter graphiquement ’ensemble D
des points M , du plan complexe, d’affixe z = x + iy, tels que:

|z — 3 —2i| = |z— 7+ 2i|.

Le plan sera rapporté au repére orthonormé (0 i1 7)
2). Caraétériser géométriquement la transformation ponctuelle ¢
du plan complexe associée a 'application f de C vers C, défini par

f:z—z' =(1+iV3)z—5iV3.

3). Quelle est I'ensemble D’, image par ¢ de I’ensemble D

déterminé au 1). ?
Représenter graphiquement D’.

PROBLEME

&)! On considére I'équation différentielle :

y''=2y'+y=1-—x (1)

1). Déterminer un polynéme g du premier degré solution de

I’équation (1).

2).a). Démontrer qu’une fonction h, deux fois dérivable sur IR,
est solution de (1) si et seulement si la fonction h — g estsolution

de I’équation différentielle y''—2y’'+y =0. (2)
b). Résoudre I'équation différentielle (2).
c).En déduire I’ensemble des solutions de I’équation

différentielle (1).

Mathématiques — Terminale D.
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- d). Trouver la solution de I'équation (1) vérifiant :

h(0) =0 et R'(0)=0

3).a). Soit h la fonction numérique de variable réelle x définie
sur IR par h(x) =e* —x — 1.

Etudier ses variations et dresser son tableau de variation.

b). En déduire le signe de h(x) pour tout réel x.

BY. On considere la fonction numérique f définie sur IR par:
eX+1

f(X) { Si. x<O0 . ‘ ‘ j |
n(x+1)+e™*—1 si x>0 : :
(£n désigne le logarithme népérien). \ . ’
1).a). Etudier la continuité de f en 0.
b).Etudier la dérivabilité de f en 0.

2).a). Calculer f'(x) pour x < 0 etdresser le tableau de varlatlon
de fsur]—o;0].

b).Montrer que pour x =0, f'(x) = ex?f_?x) :

En déduire le sens de variation de f sur [ 0 ; + oo].

). Dresser le tableau de variation de f sur IR.

3). Construire la courbe représentative (C) de f dans unrepere -
orthonormé (0; 7; j ) (unité : 2cm).

4). Montrer que la restriction de f al'intervalle ] — oo ; —1 [admet

une bijection de ] — o ; — 1[ sur un intervalle / qu’on précisera.

5). Calculer I'aire de la partie du plan limité par la courbe (C) de f,
I'axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = 3

L3
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[ SUJET DU BAC 2010

EXERCICE 1

On considére dans C, I’équation :

z3 —3V3iz> — (9-3V3i)z+8=0 (E).
1). Montrer que (E) possede une solution réelle z; ¢
déterminera.

2). Résoudre (E). 8
3). Ecrire les trois solutions z;,2,,2; sous forme trigonométri
(avec |zz| < |z3D). e
4). Dans le plan P muni d’un repére orthonormé (0 ; i; }'.),
considere les trois points : 5
M, d’affixe z,, M, d’affixe z, et M3 d’affixe z;.

Soit S la similitude plane directe transformant M; en M,
et M, en Ms;. Préciser les éléments caractéristiques de S.

EXERCICE 2
On considére I'équation différentielle : y''+ 4y = 3sin(x). (1)
1). Déterminer le réel a pour que la fongtion g définie par 3
g(x) = asin(x) soitune solution de (1).

2).a). Démontrer qu’une fonction f, deux fois dérivable sur IR,
est solution de (1) si etseulementsi f — g estsolutionde \‘,‘
I'équation différentielle y'’'+ 4y = 0. (2)

b). Résoudre I'équation différentielle (2).

C). En déduire I'ensemble des solutions de I'équation
différentielle (1).

d). Trouver la solution de (1) vérifiant les conditions:

f(§)=0 et f'(m)=0.
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PROBLEME

AT

A). On considére la fonction numérique f définie par:

f(x) =|x+1] +;i—1.

1). Donner le domaine de définition de f et écrire f(x)

sans le symbole de valeur absolue.

2). Etudier les limites aux bornes du domaine de définition de f.
3). Etudier la dérivabilité de f en —1.

4). Etudier la variation de f etdresser son tableau de variation.
5). Montrer que la courbe représentative (C) de f admet trois
asymptotes dont on donnera les équations.

6). Construire la courbe représentative (C) de f dans un repere
orthonormé (O S 1 7) (unité 2cm).

7). Montrer que la restrictionde f a [ 0;1[ admet une bijection
de [0;1 [surunintervalle /] que l’on précisera. Tracer la courbe
représentative de la réciproque dans le méme graphique que (C).
8).a). Calculer les intégrales : s; = f__}E f(x)dx et s, = f_?l f()dx.
b).En déduire l'aire de la portion du plan limité par la courbe (C),

I'axe des abscisses et les droites d’équations x = —+/2 et x = 0.
B). 1). Atoute suite (u,)nene de nombres réels strictement
supérieurs a 1, on associe la suite (v,),en+ définie par:

v, = fn(u, — 1).

Sachant que (v,) estune suite arithmétique de raison r(r # 0)

et de premier terme v; = 0, donner I'expression du terme général
u, enfonctionde n etde r.

2). Comment choisir le réel r pour que la suite (u,),e N

soit convergente ? Dans ce cas donner la limite.

3) Calculer, en fonction de u,, I'aire de la partie du plan limité par
la courbe (C) de f,les droites d’équations

y=x+1 x=2 et x=u,. l
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LSU]ET DU BAC 2011 ]

EXERCICE 1 “
Soit la suite (©,)ne N+ définie par
u; =1 et Vne IN% un+1=6+u" 3

2+ Up
1). Montrer par récurrence que tous les termes de cette suite
sont strictement positifs.

- “ » ’ ” - 2 + u
2). On considére la suite (v;,)ne v+ de terme général v, = — +u: :

a). Montrer que (v,),en+ €st une suite géométrique
dont on déterminera le premier terme et la raison.

b). Donner l'expression de v,, puis de u,, en fonction de n.

c).Calculer lim v, et lim u,.
n— + oo n— + oo

EXERCICE 2

Une urne contient trois boules blanches, trois boules rouges
et trois boules noires.

On preéléeve simultanément trois boules de I'urne.

Les préléevements sont supposés équiprobables.

1). Calculer la probabilité d’'un prélévement unicolore,
c'est-a-dire composé d’une seule couleur.

2). Calculer la probabilité d’'un prélévement tricolore,
c'est-a-dire composé de trois couleurs.

3). Déduire des résultats précédents la probabilité d'un
prélevement bicolore c'est-a-dire composé de deux couleurs.

4). Quelle est la probabilité d’avoir exactement deux boules rouges
sachant que le prélevement est bicolore ?
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A): On considére I'équation différentielle :

y''=2y'+y=x—-1. (1)

1). Déterminer les réels a et b pour que la fonction g définie
sur IR par g(x) = ax+ b soit une solution de I'équation
différentielle (1).

2).a). Démontrer qu'une fonction h, deux fois dérivable sur IR est
solution de (1) si et seulement si la fonction h — g est solution
de 'équation différentielle y''— 2y"' +y = 0. (2)

b). Résoudre I'équation différentielle (2).

c). En déduire I'ensemble des solutions de I'équation

différentielle (1).

d). Trouver la solution de (1) vérifiant les conditions :

h(O) =0 et h'(0) =0.

B) Le plan est muni d’un repére orthonormé (0; 7; J). Unlté lcm.
Soit f lafonction définie sur IR par f(x) =x+ 1 —e*

et (C) sa courbe représentative dans le repere (0 1 7)

1). Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
2). Montrer que la droite (D) d’équation y = x + 1 estasymptote
oblique a (C).

3). Tracer (D) et (C) danslerepére (0; ; J).

4).a). Soit a un réel strictement négatif.

Calculer l'aire A(a) de la partie du plan comprise entre la courbe
(C),la droite (D) etles droites d’équations x = a et x = 0.
b).Calculer lim A(a).

a— — oo
5).a). Montrer que la restrictionde fa [0; 4 oo[ réalise une
bijection de [0; + oo[ sur un intervalle / que I'on précisera.

b).Tracer la courbe représentative de la fonction réciproque
sur le méme graphique que (C).
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C). Soit m un réel et la fonction f,, définie sur IR par:
Fax) = m(x 4+ 1) — e*,

On note I}, la courbe représentative de f,.

1). Trouver 'ensemble des valeurs de m pour lesquelles
fin @admet un maximum.

2). Soit le point M,, I'ordonnée maximale de [3,.
Donner une équation de I'ensemble des points M,,.

FSU]ET DU BAC 2012 J

EXERCICE 1

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O T D,
on considére la transformation ponctuelle F, qui a tout M
d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' défini par:

zZ =m3z+m(m+1), mecC".

1). Donner la nature de la transformation F.

2).On suppose que m = 1 + L.

Donner dans ce cas, les éléments géométriques de F.

3). Déterminer I'ensemble des nombres complexes m
pour lesquels F estune translation.

4). Déterminer I'ensemble des nombres complexes m
pour lesquels F est une homothétie de rapport 8.
EXERCICE 2

1). Linéariser I'expression f(x) = sin®x cos x.

2). Chercher une primitive de  f(x) — %sin 2x.
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A): On considére I’équation différentielle

Y'+y —2y=—3e*. (1)

1). Déterminer le réel a pour que la fonction g définie sur IR -
par g(x) = axe”* soit une solution de I'équation différentielle (1).
2).a). Démontrer gu’une fonction h, deux fois dérivable sur IR
est solution de (1) si et seulementsi la fonction h — g est solution
de I'équation différentielle y''+ y' — 2y = 0. (2)

b). Résoudre I'équation différentielle (2).

¢). En déduire I'’ensemble des solutions de I'équation
différentielle (1).

d). Trouver la solution de (1) vérifiantles conditions:

h(0) =1 et h'(0) = 0.

B). Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; ;7))

(Unité : 1cm).

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (1 — x)e* et (C)

sa courbe représentative dans le repere O i; f)

1). Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
2). Déterminer I'’équation de la tangente (T) a (C) au point
d’abscisse x = —1.

3). Tracer la courbe (C) dans le repére (0;7; 7).

4).a). Soit a un réel supérieur al.

Calculer l'aire A(a) de la partie du plan comprise entre

la courbe (C), 'axe des abscisses et les droites d’équations

x=1 et x=a.

b). Calculer a}ijd‘l(a)-

5).a). Montrer que la restrictionde fa ]— oo ;0] estune bijection
de]— o0 ;0] surun intervalle J que I'on précisera.

b). Tracer la courbe représentative (I') de la réciproque de cette
bijection sur le méme graphique que (C).
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6). Déterminer graphiquement, suivant les valeurs du réel m,
le nombre de points d’intersection de (C) avec la droite (A,,)
d’équation y = m.

[ SUJET DU BAC 2013 ]

EXERCICE 1

1).a). Trouver les racines carrées du nombre complexe 5 — 12i.
b). Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes
I'équation: (z + 2i)(z? — (1 + 4i)z—5 + 5i) = 0.

2). Dans le plan complexe, on donne les points A, Bet C
d’affixes respectives: 2i ; 2 —i et —1 — 3i.

Soit S la similitude plane directe de laissant le point B invariant
et transformant 4 en C. |

a). Trouver la relation liant I’'affixe z du point M et I'affixe z’
de son image M’ par S.

b). Déterminer les éléments caractéristiques de S.

EXERCICE 2

On consideére la suite numérique définie par son premier terme
p— — un

Uug=1 et vneliIN, u,,, o i

1). Calculer u; et u,.
2). Soit (v,) la suite numérique définie par:

— Un
VneIN, v, =+#n un”).

a). Montrer que (v,) estune suite arithmétique dont on précisera
le premier terme et la raison.

b). Exprimer wv,, puis u, en fonction de n.
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PROBLEME
A). On considére 'équation différentielle
y'=2y"+y=—x+3. (1) -
1). Vérifier que la fonction g définie sur IR par g(x) = —x+ 1
est une solution de I'’équation différentielle (1).
2).a). Démontrer qu'une fonction h, deux fois dérivable sur IR est
solution de (1) si et seulement si la fonction h — g estsolution
de I'équation différentielle y''— 2y’ +y = 0. (2)
b). Résoudre I'équation différentielle (2).
c). En déduire I'ensemble des solutions de I'équation
différentielle (1).
d). Trouver la solution de (1) vérifiantles conditions
h(0) =0 et h'(0) = —1. _
B). On consideére la fonction numérique u définie sur IR par:
u(x) = xe* — 1. 0
1). Etudier les variations de u et dresser son tableau d.e variation.
2).a). Montrer que I'équation u(x) =0 admet une unique
solution a.
b).Vérifier que 0,5 < a < 0,6. : )
c). En déduire le signe de u(x) suivantles valeurs_#duﬂ)reel X.
C) Le plan est muni d'un repere orthonormé (O; 5 J )-
(Unité : 2cm).
Soit f la for?ction définie sur IR par f(x) = (x — 1)_£ei_ D
et (C) sa courbe représentative dans le repere (OJ L J ) )
1).a). Calculer la dérivée f'de f et vérifier que, pour tout réel x,
f'(x) = ulx).
b). Dresser le tableau de variation de f.
2).a). Montrer que la droite (D) d’équation y = — X et
est asymptotea (C) en — oo.
b). Préciser les positions relatives de (C) et (D).
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3). Tracer la droite (D) etlacourbe (C) danslerepere (0; 1; f)
(On prendra a = 0,55).

4). Soit A un réel strictement négatif.

a). Calculer I'aire A(A) de la partie du plan compris entre la courbe
(C),ladroite (D) etles droites d’équations x =41 et x =0,

b). Calculer Al}irpg_ﬁﬂ()l).

5).a). Montrer que la restrictionde fa | — ;0] estune bij ection !
de |]— 0 ;0 ] sur un intervalle / que I'on précisera. |
b). Tracer la courbe représentative (I') de la réciproque de cette
bijection sur le méme graphique que (Q).

L SUJET DU BAC 2014 ]

EXERCICE 1

On considére dans I’ensemble C des nombres complexes,
le polynéme P défini par:

P(2) = 2° + (=7 4+ 2022 + (15 — 4i)z — 25 + 104

1).2). Vérifier que P(5—2i) = 0.

b).Résoudre dans C, I'équation P(z) = 0.

2). Soit S la similitude plane directe de centre / d’affixe

Z; = —3—2i et qui transforme le point A d’affixe z, = 1 + 2{
en B d’affixe zz = 5 — 2i.

a). Déterminer f,'application complexe associée 3 S.
b). Déterminer les éléments caractéristiques de S.
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EXERCICE 2

On consideére la suite réelle (w,) définie par:

Ug=4 et VNEIN, uUpy, = u,>+ 2u,.

On considere la suite réelle (v,) définie par: v, = fn(u, + 1).
1). Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera
la raison et le premier terme.

2). Exprimer v, , puisu, en fonction de n.

3). Calculer la somme S, = vy + v; + --- + v, en fonction de n.

PROBLEME

A). On considére I'équation différentielle: y''—y’ = e*. (1)

1). Vérifier que la fonction g définie sur IR par g(x) = xe*

est une solution de I'équation différentielle (1).

2).a). Démontrer qu’'une fonction h, deux fois dérivable sur IR

est solution de (1) si et seulement si la fonction h — g estsolution
de 'équation différentielle y''—y' = 0. (2)

b). Résoudre I'équation différentielle (2).

c). En déduire 'ensemble des solutions de I'équation

différentielle (1).

d). Trouver la solution de (1) vérifiant les conditions :

h(0)=—4 et h'(0) = 1.

B). On considére la fonction numérique u définie sur IR par:
u(x) = xe* — 4.

1). Etudier les variations de u et dresser son tableau de variation.

2).a). Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une unique
solution a.

b).Vérifierque 12 < a < 1,3.
c). En déduire le signe de u(x) suivant les valeurs du réel x.
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S et

4 Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ;0 D

(Unité : 1cm).

Soit f la fonction définie sur] 0; + oo [ par f(x) = e* — 4fn(x)
et (@) sa courbe représentative dans le repére (0; 7; 7)

1).a). Calculer la dérivée f’de f etvérifier que, pour tout réel x

nonnul f’'(x) = %ﬂ

b). Dresser le tableau de variation de f.

2). Tracer la courbe (®) dans le repére (0; ©; j).

(On prendra a = 1,25).

3).Soit A unréeltelque 0 < A < 1.

a). Calculer I'aire <A (A1) de la partie du plan compris entre
la courbe (@), I'axe des abscisses et les droites d’équations
x=A et x=1.

b). Calculer la limite de <A(A1) quand A tend vers 0.

4). Soit g larestriction de f alintervalle [2; + oo [-

a). Montrer que g estune bijection de 'intervalle [2; +oof
sur un intervalle / que l'on précisera.

b). Tracer la courbe représentative (') delaréciproquede g
dans le méme graphique que (®).

5). Déterminer graphiquement le nombre de solutions de
I'équation f(x) = m, ot m estun parameétre réel.
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[ SUJET DU BAC 20157

EXERCICE 1

1). Résoudre dans I'ensemble € des nombres complexes,
I'équation z* + 4iz% + 12 = 0.

2). Dans le plan complexe muni d’'un repeére orthonormé

(0; u’; v') on considére les points A et B d’affixes respectives
1+iet V3—-ivV3.

Soit § la similitude de centre O qui transforme Aen B.

a). Déterminer les éléments caractéristiques de S.

c). Soit (D) ladroite passant par B et de vecteur directeur u’.
Déterminer une équation de la droite (D) image de la droite
(D) par S.

EXERCICE 2

Une urne contient 4 boules roses, trois boules vertes et deux
boules jaunes indiscernables. On tire simultanément trois boules de
I'urne. 1). Déterminer la probabilité d’obtenir :

a). les trois couleurs.

b).les deux boules jaunes.

C). au moins une boule jaune.

2).Soit X lavariable aléatoire qui a tout tirage de trois boules
associe le nombre de boules jaunes tirées.

a). Déterminer la loi de probabilité de X.

b). Calculer I'espérance mathématique et I'écart type de X.

c). Définir la fonction de répartition de X.

PROBLEME

A&). On considére 'équation différentielle :

y"' =2y +y=2e**1 (1)

1). Vérifier que la fonction g définie sur IRpar g(x) = x2ex+1
est une solution de I'équation différentielle (1).
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2).a). Démontrer que la fonction h, deux fois dérivable sur IR
est solution de (1) si et seulement si la fonction A — g est solution
de I’équation différentielle y''—2y"+y =0. (2)

b). Résoudre I’équation différentielle (2).

c). En déduire I’ensemble des solutions de I'équation
différentielle (1).

d). Trouver la solution de (1) vérifiant les conditions :

h(O) =e et h'(0) = —e.

B) Le plan est muni d'un repére orthonormé (0 D
(Unité : 1cm).

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (x? — 2x + 1)e**!
et (‘@) sa courbe représentative dans le repére (O D

1).a). Calculer la dérivée f’'de f etdresser le tableau de
variation de f

2). Tracer la courbe (@) dansle repére (0 i D

3). Déterminer lesréels a,b et ¢ tels que la fonction F définie
sur IR par F(x) = (ax® + bx + c)e**! soit une primitive de f.
4).Soit A un réel strictement négatif.

a). Calculer l'aire A(4) de la partie du plan comprise entre

la courbe (&), 'axe des abscisses et les droites d’équations
x=A et x=0.

" b). Calculer la limitede A(1) quand A tend vers — .
5).Soit g larestrictionde f alintervalle [1; + oo [.

a). Montrer que g estune bijection de I'intervalle [1; +cof
sur un intervalle J que 'on précisera.

b). Tracer la courbe représentative (I) de la réciproque de g
dans le méme repeére que ().

6). Déterminer graphiquement le nombre de solutions de
I'équation f(x) = mx, ou m estun parameétre réel non nul.

¥ .
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[ SUJET DU BAC 2016 j

EXERCICE 1

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O ; [ ]_')
on considére la transformation ponctuelle F , qui a tout M d’affixe
z associe le point M’ d'affixe z' défini par:

Z’=m3z+m(m+1), mecC.

1). Donner la nature de la transformation F.

2).On supposeque m =1+ 1.

Donner dans ce cas, les éléments géométriques de F.

3). Déterminer 'ensemble des nombres complexes m

pour lesquels F est une translation.

4). Déterminer 'ensemble des nombres complexes m

pour lesquels F est une homothétie de rapport 8.

EXERCICE 2
1). Linéariser 'expression f(x) = sin®x cosx.

2). Chercher une primitive de f(x) — %sin 2x.

PROBLEME

.....

y'+y —2y=-3e*. (1)

1). Déterminer le réel a pour que la fonction g définie sur IR

par g(x) = axe* soit une solution de I'’équation différentielle (D).
2).a). Démontrer qu'une fonction h, deux fois dérivable sur IR est
solution de (1) si et seulement si la fonction h — g est solution de
I'équation différentielle y''+y'—2y =0. (2)

b).Résoudre I'équation différentielle (2).

c). En déduire I'ensemble des solutions de I'équation

différentielle (1).
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d). Trouver la solution de (1) vérifiant les conditions :

h(O) =1 et h'(0) =0.

B) Le plan est muni d'un repére orthonormé (0 7)
(Unité : 1cm).

Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (1 x)e* et (C)
sa courbe représentative dans le repére (0 7)

1). Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
2). Déterminer I'équation de la tangente (T) a (C) au point
d’abscisse x = —1.

3). Tracer la courbe (C) danslerepére (0; i; i)

4).a). Soit a unréel supérieur a 1.

Calculer l'aire A(a) de la partie du plan comprise entre la courbe

(C), I'axe des abscisses et les droites d’équations x =1 et x = a.
b). Calculer aETch(a).

5).a). Montrer que la restriction de fa ] — o0 ;0 ] est une bijection
de ] — ;0 ] sur un intervalle J que 'on précisera.

b). Tracer la courbe représentative (I') de la réciproque de cette
bijection sur le méme graphique que (C).

6). Déterminer graphiquement, suivant les valeurs du réel m,

le nombre de points d'intersection de (C) avec la droite (A,;)
d’éguation y = m.
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[ SUJET DU BAC 20177 '

EXERCICE 1
On consideére I'équation (E):

23 — 922 + (22 + 12{)z — 12 — 36i = 0.

1). Démontrer que I'équation (E) admet une solution réelle z;

et une solution imaginaire pure z,.

2). Résoudre dans C l'équation (E). ,
3). Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (0,u’, ")
on considére les points A, B et C d’affixes respectives

Zp =3, zg = 2i, Zc = 6 — 2L. :

a). Placer les points A, B et C dans le plan complexe.

Zc —

b).Montrer que ZC~ %A estréel. Que peut-on en déduire ?
zZ

B~ ZA ’ '
’ .TE * e
c). Soit S la similitude directe plane d’angle - et de'rapport V2
transformant A en B. - | T
Donner I'écriture complexe de S et préciser son centre Q.

EXERCICE 2 . -
On consideére la suite numérique (Un)neIN définie par :

Ug=1, uy =2 et uUpyp =/ Uns1lén-

1). Calculer u,, uz et u,.

2). On consideére la suite (v,) définie par: v, = £n Uy .

Montrer que la suite (v,) vérifie pour tout entier naturel n:
1

Un+2 =3 (Va1 +vp) .

3). On définit les suites (x,) et (y,) par:

1
Xp =VUn41— Vp €L Yp=Up4 + Evn-
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a). Montrer que (x,) estune suite géométrique de raison q=
b). Montrer (y,) estune suite constante.
c). Vérifier que v, = %(Yn — x,) puis en déduire I'expression

de v, en fonction de n.

g <5y
4).a). Montrer que u,, = [egenz] &) .

b). En déduire que (u,) converge et calculer sa limite.

PROBLEME

Partie A
Soit la fonction g définie sur ]10;+ oo [ par g(x) = 222 + n(x).

1). Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

2).a). Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une et une seule
solution a sur ]0;+ oo [.

b). Montrer que 0,548 < a < 0,549.
3). Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x.

e e e e R,

S T iy
[P VR o B
. , ok,

2 el

Wl e M

Soit f la fonction définie sur 10;+ o[ par:

fF) =1 — x 4 1+n®

o 2x
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére

orthonormé (O,i,ﬂ ayant comme unité graphique 4 cm.
1).a). Déterminer la limite de f en 0.

Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
b). Déterminer la limite de f en + oo,

). Montrer que la droite (D) d’équation y =1 —x
est asymptote a (C).

Etudier la position de (C) par rapporta I'asymptote (D).
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~ 2)a). Calculer f(x) et montrer que f'(x) =—2_g(2x_).
de variation de f. *

() =1— 2a + =,
2a
rs un encadrement de f(a) 2 1072 pres

les coordonnées du pointde (C) ou la tangent
Fd - n
). Donner une équation de cette tangente Te

T dans le repére (O, i)

b). Dresser le tableau
3).a). Montrer que f
b).Donner alo

4).a). Calculer
est parallele a ([
1

b). Tracer (C), (D) et
c). Soit 4 un réel supérieuré =

Déterminer l'aire A(A) dela partie du plan comprise entre
(C), (D) et les droite d’équations X = 1 et x=2
E :

d). Calculer la limite de A(A) lorsque A tend vers + oo

Mathémati
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L SUJET DU BAC 2018J

EXERCICE 1

1). Soit (E) I'équation différentielle y’ + 2y =0,

ou y estune fonction définie et dérivable sur IR.

a). Résoudre I'équation (E).

b). Déterminer la solution f de (E) telleque f(0)=1.
2). Calculer la valeur moyennede f sur [0;1].

3). Déterminer en fonction de n la valeur moyenne de f
sur [n;n+1].

4). Soit (uy) la suite définie par u, = %(1 —e 2)e2n
pour tout n entier positif ou nul.

a). Calculer la valeur exacte de ug,u; et u,.

b). Démontrer que la suite (u,) estune suite géométrique
dont on précisera le premier terme et la raison.

c). Déterminer la valeur exacte de la somme :

Ug tuUs+ Uz + Uz + Uy + U+ ug + u; + ug+ Ug .

EXERCICE 2

Le tableau ci-dessous rend compte de I'évolution de la population
d'un village de 1995 3 2001.

Année 1995 11996 | 1997 | 1998 | 1999 [ 2000 | 2001 |
Rang de

I'année x; 0 1 2 3 4 5 6
Nombre |
d’habitants | 3000 | 2545 | 2165 | 1840 | 1566 | 1332 | 1135
Yi
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Le maire du village se demande quelle sera la population
du village en 2005.

1). Dessiner le nuage des points M;(x;; y;) ainsi que la droite
des moindres carrés. :

2). Quel constat faites-vous par rapport a la question du maire ?
3). En fait on peut penser a un ajustement par une courbe
d'équation y =ab* avec 0<b <1l et a>0.

On peut déduire #ny = x#nb + £na, d’oul'idée de prendre

z; = ¥ny.

a). Compléter le tableau suivant:

z;=4¥ny | 8,01 '

b). Donner une équation des moindres carrés pour la série (xi; z;) -
c). Déduisez-en a et b telsque y = ab”™.
d). Estimer la population du village en 2005.

PROBLEME

1). On considére la fonction f définie sur I'intervalle | —1 ;0[ par:

1
x2+x

fx)=

=

a). Etudier les limites de f aux bornes de l'intervalle ] —1; O [.
b). Calculer la dérivée f' de f etétudier son signe.

Déduisez-en le sens de variation de f.

c). Dresser le tableau de variation de f surl'intervalle ]| —1; O].
d). Montrer que la fonction f admetun maximumsur ] —1; 0 [,
et déduisez-en le signe de f(x) sur cetintervalle.
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e). Dessiner la courbe C; représentative de f 3
dans le plan rapporté a un repére orthogonal (0,?,ﬂ ;
(unités graphiques : 4 cm en abscisses, 1cm en ordonnées).
2). Déterminer deux nombres réels a et b tels que:

[ =2+ 2.

x+1

Déduisez-en, sur l'intervalle ] —1; 0 [, la primitive F,
s’annulant pour x = — %, de la fonction f.

3). On considére la fonction g définiesur ] —1;0[ par:
g(x) =+4n (ﬁf .

a). Etudier les limites de g aux bornes de l'intervalle | —1; 0[.
b). Vérifier que, pourtout x de | —1; 0[,ona:

g'(x) = f(x).

Déduisez-en les variationsde g sur ]—1; 0[.
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Corrige du BAC 2000
[ CORRIGE DU BAC 2000 |
EXERCICE 1

Données: 6 estun angle vérifiant ¢ <0<
z2 — 4(1 +cosB)z + 8(1 + cosf@) =0 (E).
1). Résolvons dans C, I’équation (E):
* Discriminant A :

A= [—4(1+cos8)]* - 4(1)[ 8(1 + cos6) ]

A= 16(1 + cos )% — 32(1 + cos 6)

A= 16(1+ 2cos 6 + cos?0) — 16 x 2(1+cosH)°
A= 16[1+ 2 cos @ + cos2g — 2(1+cos6)]
A=16[1+ 2cos 8 + cos?0 — 2 —2cosf@ ]

A= 16[cos?0 — 1] = 16(— sin26) = 42 (isin §)2
A= (4isin 8)2,

* Racines carrées de A -

’

De ce qui précede, on peut déduire

sont: 4isin@ et — 4i sin 6.

* Solutions de (E):
4(1 + cos 0)— 4ising

Z, =

_ 2(1 + cos @) —2isi né

2(1) O = 2(1 + cos8) — 2ising ;
Z, = 4(1 + coszfg)+ 4ising Pl erEs 0) + 2i sin 6.

* Ensemble de solutions de (E):
Sc ={2Q1 + cos 6) — 2ising

en fonction de (g) :

Rappel de trigonomeétrie :
Pour tout réel 6,ona:

1+ cosf = 2¢ps2 (g) 3 sin@ = 2sin (g) e @)

cos (92—) = cos (— %) ; —sin @) = sin (_ g)
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En utilisant ces formules, on peut avoir : !

zy =2(1+4+cosB) — 2isin@

z, =2 (Zcos ( )) — 2 (2 sin (—) cos (-—))
2= cos () cos (9) ~25in ()]

zZ; = 4cos(§) [cos (—E) + i sin (——g—)]

e T . e
Or 0 <68 <m,donc OS;<E,dou cos(g)>0.

Par conséquent, |z;| = 4 cos (g) et arg(z;) = —%[zn],

De plus, z; et z, sont conjugués, ce qui permet d’avoir :
6 6

|z5] = |2z1| = 4 cos (5) et arg(z,) = —arg(z,) = E[Zn].

3). Trouvons 6 pour que le produit z,.z, soitégala 8 :
z, et z, sont conjugués, ce qui permet d'avoir:

2.2, = 7,.7; = |z}* = (4 cos( )) = 16 cos (—)
Ainsi, z;.z, = 8 sietseulementsi 16cos (E) = 8.

On aura alors : |

16 cos® (g) = 8, soit cos® -g)

[y
% 8l

|
N

1_ 2 |
0 ) ; > 9) _ \F _ 2
] Y= == === ou cos|\z)= -
soit cos( ) J; > = : 5 2
9 \/E 4 9 — T[ 1 = E
Or cos( ) > 0, donc cos( ) =—2—,501t E‘Z’Smt 6 2
Conclusion:
[
Pour avoir z;.z, = 8, il faut choisir 8 = >
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EXERCICE 2

1). Montrons que (P,,) est une suite géométrique et précisons

sa raison:

Population en 1990: P, ;

Population en (1990+ 1) : P, = P, + (0,012)P, = 1,012. P, ;
Population en (1990+ 2): P, =P, + (0,012)P; = 1,012.P, ;
Populationen (1990+n): P, = P,_; + (0,012)P,_; = 1,012.P, _,.
P, = 1,012.P,_; © P,., = 1,012.P,.

On en déduit que (P,) estune suite géométrique de raison

q = 1,012 et de premier terme P,.

* Déduisons-en I'expression de P,, enfonctionde n et Py:

(Pp) étantune suite géométrique de raison g = 1,012

et de premier terme Py, donc P, = P, X q™" = P,.(1,012)™.
Conclusion: P, = P,.(1,012)™.

2). Déterminons I'année ol cette région aura une population double
de ce qu’elle était en 1990:

On doit résoudre dans IN* I'équation P, = 2P, .

P, = 2P, si et seulement si Pp. (1,012)™ = 2P, .

On aura alors :

(1,012 n 2, it ] - 3 — é’n—(Z)_
) soit n.#n(1,012) = #n(2), soit n ree
. _ 06931 .
soit n = Soane 58,2436, soit n = 59,

D’ou I'année recherchée est (1990 + 59), soit 'année 2049.

3). Exprimons A,, en fonction de | 9.

Nombre d’agriculteurs en 1990 : Ay =0,78 P ;

Nombre d’agriculteurs en (1990 + 1) : A, = (0,78 — 1 X 0,005) P, ;
Nombre d’agriculteurs en (1990 + 2) : A, = (0,78 — 2 x 0,005) P, ;
Nombre d’agriculteurs en (1990 + 3): A; = (0,78 — 3 x 0,005) P5 ;
Nombre d’agriculteurs en (1990 + n) : A, = (0,78 — n x 0,005) P,.
Conclusion: A, = (0,78 —n x 0,005) P,.
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* Trouvons 'année a partir de laquelle le nombre d’agriculteurs 1

représente moins de la moitié totale de la région : |
Nombre d'agriculteurs en (1990 +n) : A, ; {
Population totaleen (1990 +n): P,.

Donc, on doit résoudre dans IN", lI'inéquation A, < %Pn :
A, < %Pn si et seulementsi (0,78 —n x 0,005 P, < %Pn.
On aura alors:

(0,78 —n % 0,005) < =, soit (0,78 — 2) <nx 0,005,

1 1
0,78 — 5 0:78 I g . |
soit (—-—Q<n,501tn>(—2),501t n > 56. {
0,005 0,005

Donc I'année recherchée est (1990 + 56) , soit 'année 2046.

PROBLEME
A. Données:

(E): y''— 9y = 6e~ 3%,

(H): y''"=—9y =0.

1). Vérifions que la fonction numérique u définie par
u(x) = — xe~ 3* est une solution particuliére de (E):
ti{x) = = xe™ **,donc' B, = IR.

u estune solution particuliére de (E) si et seulement si:
vx€elR, u''(x) —9u(x) = 6e~ 3*.

u est deux fois dérivablesur IR et Vx € IR:

u'(x) = (—xe™ ) = (= x)'(e”3%) + (e~ 3)'(— x)
u'(x) = (—1D(e ) + (— 3e™3¥)(—x)

u'(x) = — e~ ¥ + 3xe~ 3%

W) = (— e™3 + 3xe ) = (= o= 3%) 4 (3xe~ %)
u''(x) = = (=3e7%) 4 3(e73*) —3e~3*(3x)

u'(x) =3e™3* 4 3e73% __ gye—3x

u''(x) = 6e™3* — 9xe~3x,
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Ce qui permet d’avoir :

u''(x) — 9u(x) = 6e~3* — 9xe~ 3* — 9(— xe~ 3%)

u''(x) — 9u(x) = 6e~3* — 9xe™3* 4 9xe~ 3%

u''(x) — u(x) = 6e~3*.

Ce qui signifie que u est une solution particuliére de (E).
2). Déterminons la solution générale de ’équation (H) :

m Résolution de I'équation différentielle y’'—9y =0:

e Equation caractéristique (Ec): 72 —9 = 0.

e Solutions de (E¢):
r’—9=0=@r+3)r—-3)=0=r=-—3 ou r=3.
Les solutions de (E¢) sontalors r, =—3 et r, = 3.

e Solution générale de (H):

Y = Ae™* + Be™* = Ae~ 3*¥ + Be3* _

Ywuy = Ae”3* + Be?*,avec A et B des constantes réelles.
3).a). Montrons que f est solution de (E) si et seulement si
(f —u) estsolutionde (H):

® Supposons que f estsolution de (E), démontrons que (f — u)
est solution de (H):

f estsolution de (E) signifie que :

f1'(x) — 9f(x) = 6e~ 3%,

Or u''(x) — 9u(x) = 6e~3~,

Ce qui permet d’avoir :

f1'x) = 9f(x) = u''(x) — 9u(x)

F7) = w'x) = 9F(x) + u(x) =0

(f —wW""(x) — 9(f —w)(x) = 0.

Ce qui signifie que (f —u) est solution de (H).
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e Supposons que (f —u) estsolution de (H), démontrons que f £
est solution de (E):

(f — u) estsolutionde (H) signifie que:

- —-9(f—-wxx) =0

fl'x) —w''(x) — 9f(x) + u(x) =0

fr') — 9f () =u''(x) — u(x). |
Oor u''(x) — 9u(x) = 6e~ 3% |
Ce qui permet d’avoir:

F'(x) — 9f(x) = 6e™°%,

Ce qui signifie que f estsolution de (E).

Conclusion:

f estsolution de (E) si et seulementsi (f —u) est solution de (H).

b). Solutions de (E):

(f —u) estsolution de (H), donc (f — w(x) = Ae™3* + Be>*.

On obtient f(x) — u(x) = Ae™3* + Be**

soit, f(x) =u(x) + Ae™3* + Be®,

soit f(x) = —xe” 3% + Ae™3* + Be®*,

avec A et B des constantes réelles.

* Solution f de (E) vérifiant: lim f(x)=0 et f(0)=0:

f(x) = —xe™3* + Ae™3* + Be®~.

lim e~3* = lim eX=0 (enposant X = —3%X);
x— + o X—= — oo . . s (0) "
i — -3x — 3 T (—3x) — = i Xe = - =
i — e = lim 1(-30e 3 = §((Jim_Xe¥) =3
(en posant X = — 3 )i; , i t
04+ 04 lim Be3* = lim Be ™. |

De ce qui précede, xlerm flx) = m LA
Ainsi, 1ir+n f(x) =0 sietseulementsi B = 0.
x— (o]

f estdérivablesur IR et Vx €IR:

F(x) = (—xe 3 + Ae™3* + Be®)’

F'(x) = (= D(e™ ) + (—3e”3¥)(—x) — 3Ae™** + 3Be™
f(x) =—e 3 + 3xe™3 — 3Ae™ 3 + 3Be®*
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f'(x)=(—1 + 3x — 3A + 3B)e 3%,
Ainsi f'(0) =(—=1 + 0—3A + 3B)e? = —1— 3A + 3B.
f'(0) =0 sietseulementsi —1 — 3A 4+ 3B =0.

Or B=0,donconaura —1 — 3A =0, soit A= — -;;
Ce qui permet d’écrire :

f(x) =—xe 3 + Ae=3* 4 Be3*
f(x)=—xe‘3x—-e —(x+ )

Conclusion :

La solution particuliére f recherchée est telle que :
f&)=—(x+3)e 3 et D; =IR.

B.

1). Etudions les variations de g et dressons son tableau
de variations :

-~ — 1 _—
gx)=—(x+3)e"** et D, =IR=]— o0 ;4 oo|.
B Limites aux bornes de D,

“Aim gG) = lim —(x+1)e-

X— — 0o

Jm o= (x+3) =+ oo

lim e=3% = 4 o ,dou lim g(x) = + co.

— — 0o

* — : 1 = ; =, s = {
AP, 900 = lim —(x+3)e" = lim_(—xe=3 - 1em).
llm '—'xe-—szo

e d'ou lim g(x) =0.

xEl-Elme_3x=0 ’ x—-:+oo‘gx = s

* Etude de la dérivabilité de g etcalculde g'(x):
- _ 1\ =

g(x) = (x+3)e 2

g estle produit de deux fonctions :

La fonction x — — (x + —:-) etla fonction x+— e™3%,

ey 2 Jiis
il oty = b gt ) b Tl ¥ Ll B B
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1 .
X — — (x + -3-) est une fonction affine, elle est dérivable sur IR ;

x — e~ 3% estune fonction exponentielle, elle est dérivable sur IR, |
Par conséquent, g estdérivable sur IR et Vx € IR: :

g'(x) e (— (x ‘f”%))’ (8—3’:) + (e-*Bx)r (_ (x " %))
gilay==jer= =de == (" (= + 3) =—e"3* + e"3(3x+1)
g'(¥)=(=1+ 3x + e 3" =3xe™ 3

g'(x) = 3xe™ 3~
m Sens de variation de g surlIR:
g'(x) = 3xe™ ¥~

Vv x €IR, 3e~3* > 0,donc g'(x) ale méme signe que Xx.

Si xe]—o;0], g'(x) =0, d’'ou g estdécroissante;

Si xe]0; +o[, g'(x) >0,dou g est strictement croissante.
m Tableau de variations de g :

X — 00 0 P
g'(x) - 0 i 5
+ oo
g
1
l ~3

1 1
Indication: g(0) = — (O +§) e =— 3" ,
2). Donnons I'équation de la tangente (T,) & (C) aupoint
1

d'abscisse x = — o

vx € IR, g(x) =—(x+-z-) e 3 et g'(x)= 3xe” 3%,
D’ou (Ty): }'=g’(— %)(x+§) & g(—%) ;
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s (-)=2(-De D=« g(-2)=0
Par conséquent, (T;):y = —e (x + %)
3). Donnons l’équation de la tangente (T;) a (C) au point

1
d’abscisse x = =

®:5=5 Qe+ 0):
7@ =2(@)e ==t

0@ =+ e @ Fer = Ent=22

) 1 2.__1_ CULICRET (P W 1
D'ou (TZ) e (x—'-:; —g—ex 3e 3e ex Be_ex-;'
(T): y=2(x—1).

4). Tragons (T;), (T,) et (C) :
Figure:
\
™)
2
//
.-/
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5). Calculons I(t) = f_t 1g(x)dx :
3

l L) = t — J — 1 -3

(t) f_% g(x)dx f__%( (x+3)e ")dx
Utilisons une intégration par parties :
Posons u(x) = (x + %) et v'(x) =—e 3%,
u'(x) =1

v(x) = -31-6

Ainsi, I(t) = [u(x).v(x)]* 1 — [f1 uw'(x).v(x)dx

3 3

Ce qui permet de trouver {

©=[(e+2) x 2oy~ 1y (136 )
3

©=[(c+2) x 2o, + 3875 3o 0a
3

1@ =[ (x+3) x e, + 317>
3

_ t
1 _
I(t) = L(x+%) X %e‘“—f— —e 3"]_1
3

©=[ e (e 24| = [3E+D e I
© =] (r+) e ]-[2(-3+ DY)

I(t)'—";(t-{-;)e t _le.

9
6). Déterminons la limite de 1(t) lorsque £ — +:

:_l.linml(t)— 11m [ (t+£)e"3‘—i;-e]

1
lim I(t) = lim 3te" 3t 4 2 se” e —-;e);

t— + o t— + oo

{lim —~te~ 3t =0 .

t»+ "ot i R
TR ,d’ou tllglml(t) 5

t— + o
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C.
Donnée: fo,(x) =[x* — 2(a+ Dx + 2(a+ 1) + ble*.
1). Sens et tableau de variation de la fonction f,, : 5
m Domaine de définition : b
La fonction f,, estdéfinie surIR. b
m Limites aux bornes :
Pour tout réel x, on peut écrire :
fap(x) = x%e* — 2(a+ Dxe* + 2(a+ 1)e* + be*.

lim x%e* =0

xX— — oo

Jim xe* =0 dot lim f,,(x) = 0.
Iim e* =0

xX— — o

fap@) =[ x* — 2(a+ 1Dx + 2(a+ 1) + ble*.
lim [x*] =+ o

Xx— + oo , d'Of_l lim fa'b (x) — + oo,

llm ex=+oo x— + oo
XxX— -+ oo

B Sens de variation :

fap estdérivable sur IR et pour toutréel x ona:
fap() =[2x—2(a+1) + x2— 2(a+ Dx + 2(a+1) + ble*
fapX) =[x* — 2(a+1—1x + ble* 2
fap(x) =[x* — 2ax + b ]e*.

vV x €IR,e* > 0, donc le signe de f,,(x) dépend du signe
du polynéme [x? —2ax+ b ].

* Résolvons dans IR, ’équation x% —2ax+ b = 0:
Discriminant :

A= (— 2a)? — 4(1)(b) = 4a® — 4b = 4(a? — b).

* Signe de (x? — 2ax + b) suivantles valeursde a et b :

ler cas: (a®>b avec b <0 ou b= 0).

Dans ce cas, A > 0 etl’équation admet deux racines distinctes
x, et x, telles que:
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xy = 2oy e - b 0
1 e

200) =a—,/(a®2—b) et x2=a+\/(az\_b).
Remarquez que x; < x,.
m Sens de variation du 1¢r cas :
Six€]—oo; x;[U]xy;4+00[, x?—2ax+ b > 0.
D'ou f,,(x) >0 et f,, eststrictement croissante;
Six€[x;;x3], x*—2ax+ b <0.
D'ou fzp(x) <0 et f,, estdécroissante.
m Tableau de variations du 1¢rcas:

e == X3 Xz Ty
f(;,b (x) e 0 = 0 . + w
fa,b (xl) + oo

f a,b

fab (x1)

gtme cas ( a>=b avec b=0). .
Dans ce cas, A = 0 et I'équation admet deux racines confondues

x, et x, tellesque:
2a _

Le polyndme x2 — 2ax + b s’annule, mais ne change pas de signe
et Vx€IR, x2—2ax+b=0.

Par conséquent, f,p eststrictement croissante sur ] — o ;a [.

et croissante sur [a;+ oo [.

i
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m Tableau de variations du 2®mecas :

x — 0 a + oo
fap(X) + 0
fa,b (a) +oo
‘ fa,b
0 fa,b (a)

. 3eme cas ( a®* < b avec b > 0).

Dans ce cas, A < 0, I’équation n’admet aucune racine

et Vx €IR, x2 —2ax+ b > 0.

Par conséquent, f,, eststrictement croissante sur IR.

Tableau de variations du 32me cas:

— CO

%
fap(X)

fa,b

+ oo
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2)- Calculons p(A) et p(B): BAc 09 |
fa,b(x)=[x2-2(a+ Dx+2(a+ 1) + b ]e*. |
fap(0) = 2(a + 1) + b. ;
Card(Q) = 62 = 36. |
A: < fop(0) =12 >».
fap(0) > 12 sietseulementsi 2(a+1)+b > 12
Les valeurs prises par a sont 1,2,3,4,5 et 6. :
Les valeurs prises par 2(a + 1) sont 4, 6, 8, 10,12 et 14,
Les valeurs prises par b sont 1, 2, 3, 4, 5 et 6.
Présentons I'ensemble des valeurs prises par 2(a+ 1) + p .
2(a+ 1) e
4 | 6 8 10 12 14
b
1 5 | 7 9 11 13 15
2 6 8 10 12 14 16
3 7 9 11 13 15 17
4 8 10 1 14 16 18
5 9 11 13 15 17 19
6 10 | 12 14 16 18 20 |

Surles 36 cas dutableau,ona 21casou 2(a+1) +b = 12,
. 21cas 21 7

D'odt p(A) = 36cas 36 12

B: « f,p admetun maximum et un minimum >>.

fo» admet un maximum et un minimum dans le cas ou A > 0.

A > 0 signifie que a® > b.

Les valeurs prisespar a sont 1, 2, 3, 4, 5 et 6.

Les valeurs prises par a® sont 1, 4, 9, 16, 25 et 36.
Les valeurs prises par b sont 1,2,3,4,5 et6.
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Présentons I’ensemble des couples (a?; b):

aZ
1 4 9 16 25 36

; 1 ;D [@G:D ] (931 | (6:1) | (25:1) [(G6:1) |
2 (1;2) | (4;2) (9:2) (16;2) (25:;2) | (36:2); '_:_j:
3 (1;3) | (4:3) ] (9:3) | (16:3) | (25:3) | (36:3) |
) ;) |@H] 09 [ (64 [ 25:4) [ G648
5 (1:5) | (455 | (9:5) | (16;5) | (25;5) | (36:5) |
6 (1;6) | (4;6) [ (9;6) (16;6) | (25;6) | (36;6) _{j;;?:

Sur les 36 couples (a?; b) du tableau, ona 27 couplesou a®>b.

27 couples 27 3
"ot -_—-— = =
D’ou p(B) 326 couples 36 4

L CORRIGE DU BAC 2001 q

EXERCICE 1

1). Déterminons la probabilité que les 5 habitants de ZATA pris

au hasard et successivement aient effectivement voté :
Considérons les événements suivants:

: K 'habitant de ZATA avoté > .
: K I'électeur a choisi Ado > .

: K I'électeur a choisi Bala > .

: K I’électeur a choisi Kadri > .

xR W <
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PV =155=06: PAA/V) =3 ; p(B /vy _
On est ici en face d'une loi binomina]e,
<« Choisir un habitant de ZATA > est appels &
On arépété 5 fois cette action, donc 75 — 5 * €Preuve ;
« Trouver que I'habitant choisi ait voté 3 est p——
On a trouvé que tous les cing ont voté, donc . I;e € Succas, :
La probabilité de ce succeés est  p = p(V) = ) :
La probabilité recherchée estdonc o = ck, p*(1 — Y~k
soit a@ = C2.(0,6)°(1 —0,6)°~5 = 10,0777 ’
2). Calculons la probabilité pour qu’un habitant quelconque de
ZATA choisisse Bala:

La probabilité recherchée est p(B N V).

_ (BNV)
Onsaitque p(B/V) = pp(v) ydonc p(BNV) =p(V) x p(B / V)

soit p(BNV) = 0,6 X % =0,3.

3). Déterminons la loi de probabilité de X :

X estlavariable aléatoire associée au nombre de voix obtenues
par Bala. Les valeurs prises par X sont 0,1, 2, 3,4 et 5.

On est en face d'une loi binominale de parametres :

n=5, p=pBNV)=03et ke{0;1;2;3;4;5}.

A chaque valeur de X, la probabilité associée sera :

a = Ci.p*(1—p)" k.

Ce qui permet d’avoir:
p(X=0)=C2.(0,3)°(1-0,3)5"°=0,16807 ; '
p(X=1) =Ci.(0,3)'(1~0,3)°" ! = 0,36015;
p(X=2)=CZ(0,3)?(1-0,3)5"2 = 0,3087;
p(X=3)=C:(0,3)3(1-0,3)5"3 =0,1323;

p(X=4) =C.(0,3)*(1-0,3)5"* = 0,02835;

p(X =5) = C2.(0,3)5(1 - 0,3)5~5 = 0,0243.

—g———

“-Orrige dy, BAC 200]
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x; 0 1 2 3 __14 5 ]
p(X = x;) | 0,16807 | 0,36015| (0,3087 0,1323 ‘10,02835 0,00243

Calculons E(X) et V(X) :
X suit une Joi binominale, donc E(X) =n.p et V(X) = np(1 - p).
Onaura E(X) =5x%x0,3=1,5 et VXX) =1,5(1-0,3) =1,05.

4). Calculons la probabilité pour qu'un habitant de ZATA
choisisse Kadri :

La probabilité recherchée est p(KNV).

On saitque p(K/V) = p(;{(\f;)\f) ,donc p(KNV) =p(V) Xxp(K/V),

soit p(KNV) = 0,6 x ;13- = 0,075.

5). Calculons P,, :

On est en face d’une loi binominale.

La probabilité d’avoir zéro (0) succes pendantles n épreuves
répétéesest P, = C9.(0,75)°(1 — 0,075)" = (0,925)™.

6). Déterminons le nombre minimum d’habitants qui doivent voter

pour que Kadri obtienne au moins une voix avec une probabilité
supérieure ou égalea 15/16:

<K Avoir zéro voix > et << Avoir au moins une voix>> sont deux
événements contraires, donc la probabilité que Kadri ait au moins
unevoixest P, =1—P, =1 — (0,925)".
Le nombre minimum d’habitants s’obtient en résolvant dans IN
I'inéquation P, > 15/16.
On aura 1 —(0,925)" > 15/16, soit (0,925)" > 1 -3,
soit  £n(0,925)" > In (<2}, soit n.£n(0,925) = ¢n ()

. {’n(-ll—g
soit n = 0525 35,5635.
Le nombre minimum recherché d’habitants est n = 36.
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EXERCICE 2

Résolvons dans C, I'équation (E):
z*—(5-14i)z>-24-10i=0:
Changement de variable :

Posons z°=wu avec u unnombre complexe non nul.
(E) devientalors u® — (5 —14i))u — 24 — 10i = 0 (E,).
Résolvons dans C, I'équation (E,) :

* Discriminant A :

A= (5 —14i)* — 4(1)(—24 — 10i@)

A= 5% —2(5)(14i) + (14i)* — 4(1)(—24 — 10i)

A= 25— 140i — 196 + 96 + 401

A= —75—100i d'ott |A] =+/(— 75)2 + (— 100)* = 125.
+ Racines carrées de A:

Soit un nombre complexe v =x + iy telque v

< =A.

On aura ainsi :

x2+y2=|A] 22 +y2___125
x2_y2 = Re(A) . soit < x? _yz _ _75,
xy(du signe de Im(4)) xy < 0
2x* = 50 x* =25 x=—5o0ux=>5
soit { 2y? = 200 , soit {y* =100, soit{y — —10 ou y = 10,
xy < 0 xy < 0 Xy <0
SOit{J;z—l(;j O {;:E 10,50it p=—5+10i ou V= 5 —10:L.

. . : —5—10t.
Les racines carrées de A sont v; = —5+ 100 et V2 5-10

+ Solutions de I'’équation (E,):

En utilisant une seule racine carrée de A :
o - - - - = e - = 24. -
(5-14i)-v, _ (5-14i) - (-5+100) - 10 L _ 5120 ;

= 2(1) - 2(1) 2
_(5—14£)+v1__(5-—14i)+(—5+10r:)_-4i___ .
Y2 2(1) - 2(1) 2 2L.
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* Solutions de I’équation (E) :

Résolvons dans C,l'équation z* = u:

Les solutions de cette équation sont les racines carrées de u.
Racines carrées de u :

Soit z=x+ iy telque 2z = u,.

On aura ainsi :

x* +y? = |uy| x* +y?=|5—12i] =13
x* — y* = Re(u,) , soit {x2 —y2 =5 :
xy(du signe de Im(u,)) xy <0
. 2x* =18 x2 =09 xr=—=3 ou x=3
soit {2y* =8 ,soit {y? =4 ,soit{y=—2 ou y=2,
xy <0 xy < 0 xy<0
L [x = — x =3
sm‘c{y= 5> Ou {y=__2,soit z=—3+4+2i ou z=3-—12i.
Les solutions recherchées sont: z; = —3 +2i et z, =3 — 2i.
Racines carrées de U, :
SOit z=1x+iy telque 22 = Us.
Ce qui permet d’avoir -
x2 + y2 = |lu .
2 z_'RZl (P HyE=-20] =2
Y® = Re(u,) , SOit { x2 — 32 = :
xy(du signe de Im(u,)) xy <0
2 _
_ 2x2—2 x? =1 x=—1oux=1
SOIt 1 2y =2 | soit yi=1 ,Soit{yz-—l ouy=1,
xy<o0 xy. <D xy<0

. x_—:—l x=1
501t{y=1 ou {y:—l’SOit z=—-14+iouz=1-1.
Conclusion :

Les solutions de (E) sont:—3+4+2{;3—2i; —1+i et 1—i.
D'ou S¢={—-3+2i ; 3—2i; —1+i; 1—i}.

Mathématiques — Terminale D. [ ,' Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
77
|

Scanned with CamScanner



\_oULLJ.BL LU DAL JUUI

ROBLEME

‘-‘2 f;,(x) =x—-n+- f’n(x) avec n €IN* et Dy, =]0; + oo .
.,.‘ 1). Dressons le tableau de variationde f,, :
leltes aux bornes de Dy,

% lim f,(x) = lim (x— n +-§£n(x)).

e X— 4+ o0 x— + 00
xlle(x —n) =+
1 lim t’n(x) ol xETmﬁ‘ (%) = o

__J x— + 0 2

* lim fn(x) = lir{)1+ (x —n+ -;lf’n(x)).

ik dot lim f,(x) = — 0.
x-0t

lim_ {’n(x) = — 00
x-0%

 -‘ * Sens de variationsde f,:

?": fix)=x—n+ g{’n(x).

'« Dérivabilité et dérivée de f;, :

fn est la somme de deux fonctions: x+—x —n et xr— Ef n(x).
" La fonction x — x —n estune fonction polyndme, elle est
contmue et dérivable sur ] 0; + [

' Lafonction x — 2 fn(x) est une fonction logarithme,

Donc f, estcontinue et dérivable sur ] 0; +ool.

- . _ . n n 1 s 2x +n

i-, Vx€]0; +oof ff (x)--(x n+ 2ﬁ’n(x)) = +2 X ===

‘? fn'( Y= =2,

| Or Vx€]0; +o[(2x+n)>0 et 2x>0,donc f;'(x) > 0.
. D'ou f, eststrictement croissante sur ] 0; +oo [.
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« Tableau de variations de f,: E
x 0 + oo \
[ () +
“+co
fn
— OO0

+ Déduisons-en I'existence d’un réel unique a,, solution
del'équation f,(x) =0:

D’apres son tableau de variation, f,, est continue et strictement
croissante sur ] 0; + oo [.

Donc f, estbijectivede ]0; + oo [ surlIR.

De plus,0 €] — o0 ; + oo [.

Par conséquent, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation f,,(x) = 0 admet une solution réelle unique a,,.

2).Démontronsque 1 <a, < e? et que ¥n(a,) =2 - Ean:
n

® Démontrons que 1 <a, < e?:

() = 1—-n+%1‘?n(1) = I=mnm et 1l=n<0. . done £ (1)<0;

2y 2 mn
fale®) =e* —n+ Stn(e®) = e®* —n+n = e? donc f,(e?) > 0.

fn(l) <0
{fn(ez) S o donc (1) x f,(e?) < 0.

Par conséquent, a, €1 ; e?].

On peut aussi écrire 1 <a, < e2.
® Démontrons que #n(a,) =2 — Ean :
n

Enposant f,(a,) = 0,ontrouve a, —n + Z¢n(a,) = 0,

. n . 2n — 2a 2
soit —#n(a,) =n—a,,soit #n(a,) =—-"=2- ~a,.
mn
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3). Exprimons f,,1(a,) enfonctionde a, et n, puis déduisons-en
le sens de variation de la suite de terme général a,, :

fapiX)=x—(+1) + n: 1{’n(x) implique que
far1(@n) = @n — (n+ 1) + —¢n(ay) .

Or #n(a,) =2 — ;zl-an.

Ce qui permet d’avoir:

fasi(@n) = @ — (n+ 1) + 222 [2— 2a, |

fn+1(aﬂ)=an—n—1+(n+ 1)
1
fos(@) =an—n—1+n+1—an— 1a

n+1

An

fari(@n) = — Zan.

= Sens de variation de la suite de terme général a; :

e Etudions le signe de la différence an+1 — Gn - o
a, estsolution de I'équation f, (x) = 0, ce qui permet d’écrire
fa(an) = 0, puis fat1(@ns1) = 0.

IN {fn+1(an+1) =0
vVneIN® 1 ;
" frs1(an) = — 2an

1 e _1_a
Donc fr+1(@n41) — far1(@n) =0 — (_— ;an) a1

- >0;
D'ott fpi1(@ns1) — far1(an) >0 car =l 0 et dn

fa+1(@ns1) — frns1(an) >0 signifie que fn+1(an+1) > fn+1(an)-
Rappelons que f;, estbijective et strictement croissante
sur ]0; + oo [.Il en est de méme pour fp1-

Doncsi fr41(@ns1) > farr(an) >0 alors @nia > an - -
Par conséquent, la suite (a, ) eststrictement croissante sur .

4). Démontrons que la suite (@, ) nc N+ €st convergente:

D’aprés la 2éme question, 1 < a, < e*,d’ou la suite (an ) ne IN*
est majorée par e>.
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D’apres la 3¢me question, (a, )nein+ €st strictement croissante.
En résumé, la suite (a, )nein® €St croissante et majorée,

d’ou elle est convergente.

Soit £ lalimite de la suite (a, )neine-

5). Calculons la limite quand n tend vers + o de #n(a,)

en utilisant les résultats de la 2¢me question et déduisons-en £ :

D’apres la 2éme question, #n(a,,) = 2 — %an :
D’ou, lim {’n(an) = lim (2 — %a,n)

n— + o

,donc lim #n =2—-—0X¥=2.
lim (—)=0 =+ (@n)

n— +

Si_lim #n(a,) = 2,alors lim q, = e?
n— + oo n— + o

On en déduit que £ = e?2.

—2
90 = =52 et Dy =10; + oo [ ; h(x) = VX
1). Calculons li m gx) et lim g(x):
X— + oo
2x — #n(x) .
= llm gx) = x1_1)%1+ = )

-
xEr(l)l+(2x) =
lim (= #n(x)) =+ goy

.

X0 Jm g(x)—<<——>>—+oo
Lxl—zrg*'(z\/;) =07
® lim x) = li 2x = fn(x)\ _ . 2x £n(x)
2 P () = x> e\ 2V oL (2\/_ 2Vx
lim = Jj _ EU(F) _ _ 2t(¥®)
900 =t (5 2 "1z "t
li S _ Ml
x_}I}_’l g{x) xLlToo (& )
Or lim \/E = 4+ o0 et lim n(\f_) = 0 (enposant X = ﬁ)
X— + oo x— + co
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Par conséquent, x—l-i!zloo g(x) = + oo,
2). Vérifions que g'(x) = g—;% -
fi(x) =x—n+ gf'n(x) = fix)=x—1+ fnz(x)_.
g estdérivable sur] 0; + co [ et pour tout x élément
de]0; + o[ onaura:

. _ f(2x—#n(x) T (2x-£’n(x))'(2\/3_c) — (Zx/a_c)’(zx—f.’n(x))
g'(x) = ( 2vx - (2vx)?

. (2-3)@m) - () (ex-en)  (Z ) (2vx) - (—?)(zx—enm)
g'(x) = (2Vz)? = (2v%)?

£n(x

‘ (2vx)(2x — 1) = Vx(2x — #n(x)) _ (2vx)(2x = 1) — Z\E(x = %)
g'(x) = x(2v%)? x(2vx)?

, (2\&)[{23: -1) - (x - fnz(x))] - (2\/3:_)[2}: —1—-x + {nz(x)]
g'()= x(2V%)? - x(2vx)*

, -1+ 09 -1+ %9 A
I ="—mm = vz 2%V

Par conséquent, g'(x) = —‘Zfl(? pour tout x élémentde J 0 + o -
% xvVx

Déduisons-en le tableau de variationde g :

| vxe]0;+o[ 2xvVx>0.

Donc g'(x) aleméme signe que fa (). BB e

ﬁ(x):x—l-}-fn;x)::)ﬁ[(l):l—l-l' 2

Etudions le signe de f1(x) sur]0; 1] et ]
eSix€]0; 1], onaura: .
x<1 L (x—1<0 L, o L 14+2E <0, s0it f1(x) 0.
P ,aou x = Y
{en(x) < O’So‘t{fn(x) <0 2
Conséquence : g estdécroissante sur] 05 1.].
Six€]1l; +o[,onaura:

enny > 0° SOit{;n—(-xl) 20, doh x—1+52> 0,s0it () > 0.

Conséquence : g est strictement croissante sur ] 0; 1 ].

1; +oo[:
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| X 0 1 +o0
g'(x) — 0 +
+ oo + o
2(1) — fn(1) __

Indication: g(1) =

= 1.
2vV1
3). Précisons les positions relatives des deux courbes (C) et (C)

et calculons la limite lorsque x tend vers + code [ g(x) — h(x)]:
eVx€E]O0; +0]:

. _ 2x—4¥n(x) _2x—+4n(x)—2x _ —#n(x)
g6 —h(x) = EZOW _ o zxotaG)ozx e

e VXE€]0; +0o, 2/x > 0.

D'ot g(x) — h(x) ale méme signe que — #n(x).
—fx)=0= fn(x) =0 = x = 1.

Conclusion :

*S81 x€]0; 1[,—#n(x) > 0,dou g(x) — h(x) > 0.
Dans ce cas, la courbe (C) est au dessus de la courbe {2 &
* Si x =1, les courbes (C) et (C") se croisent au point de
coordonnées (1 ;9(1)) : le point de coordonnées (1;1);
*S1 x€]1; +o[,—#n(x) < 0,don gx) —h(x) <0.
Dans ce cas, la courbe (C) est en dessous de la courbe (C).
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4). Tracons les courbes (C) et (

. ‘.‘
Cf) . 01'1‘ng dy BAC
Figure ; 200,
E
()
\ ) _ e
\ R QS T T O
\ P e
|
B B ‘_"—_"""«r;_
Remarque::

Vx€]0; +oo[, gx)—h(x) =

De plus, lim (_ j;f_cx)) =

X— + o

= lim (“ )

X—= + o

Vx

) = 0 (en posant X = Vx).

xX—= 4+ o0

- fn(x)
2Vx

p, (F55) = im, (S5

2Vx

Ce qui permet d’affirmer que les courbes (C) et (C’)
sont asymptotes (voir figure).

5).a).Calculons J = _(12 fn(x) dx 2al'aide d'une intégration
par parties :
] _ 2 £n(x) 29 1
".[1 W dx =f1 ;—\Exfn(x) dx.
u(x) = #n(x) C(we) =2
Posons { , .. 1 .Cequipermetdavoir x
V= on v(x) = Vx

En intégrant par parties on obtient :

J=[ulx).v(x))? - ff u' (). v(x)dx
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= [\/E.en(x):i_f(}_xﬁ)dx

=[vx.en() ], - J; (J_) dx

= [Vx.tn(0) |* - [2vx ], = [V* % en(x) = 2Vx |
=[Vx.en(x) ]} = [Vx(#n(x) — 2) K

J = (V2(¢n(2) — 2)) — (VI(&n(D) — 2)) =2-2VZ + VZn(2)
J=2 — 2v2 + V2 £n(2).

b). Déduisons-en la valeurde I = f zg(x)dx'

I = J‘ g(x)dx = J- (Zx é’n(x)) A __J- ( fn(x)) -
=7 (Vx — 29) ax = [[(Vx)dx — ("“("))d

Or ] - J-12 8211!(53 dx

Donc = [*(vx)dx—] = J; ("”Z)d"’_l—[ﬂ] !

(1+3)
x3/272 z 3
== (3)- ()

[=2(2v2) —2— (2 - 2vZ +VZ £n(2))
=22 2 54 2vZ—v24n(2)
[ = 42-2-6+6V2-3V24n(2) _ 10V2—8—3v2¢n(2) _10v2-3V2¢n(2) -8
3 3 3
[ — 10V2 - 3vZ2¢n(2) - 8
3 :
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02
EXER ICE 1 M

Données :
(E1): 3224+2(2—-31)z_5_ 4.
g gl ( 3i)z 3—4i=0
. Y 5 . e
2 , z°+ 2(2 31)2—;—4;:;; +§+i.
1).a). Résolvons I'équation (E1): |
* Discriminant A :
A= (2(2-30)* - 4(3) (-2 - 41)
A= (4 — 6i)% + 20 + 48i
A= (4)% — 2(4)(6i) + (6i)2 + 20 + 48i
A= 16 —48i — 36 + 20 + 48i

A= 36 — 36 +48i — 48i = 0.
A= 0, donc I'équation admet une racine double z, telle que:

_=(22=-3)) _ 2 , .
%20 =7 33 =S i

Donc I'ensemble de solutions de (E; ) est S¢ = { - g + i}.
2 _i\2=37 »

b).Montrons que 9 (z * = l) 3z +2 + 3i :

Soit un polynéme P tel que P(z) = 322+ 2(2 —3i)z — 5 — 4.

(El) devient alors I'équation P(z) = 0.
(E, ) admet une racine double z,, d’olt z, estun zéro

du polyndme P et on peut écrire :
< 2
2 . 2 h
P(Z)=3(z—zoz=3(z—(—5+z)) =3(z+—3-—1).
. 5 . _ 2 .
Or (Ez): 3Zz+2(2—31)z—';—-41=z +'§+l

. — 2 .
(Ez ) devient alors 'équation P(z) =z + STi
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Ce qui permet d’avoir :

2 4l
3(z+-§—-1) =z t3+1i
En multipliant cette équation par 3, on obtient:

2

’ 2 e o Bl . 2 X7 e :
3 (z+3 1) —3(Z +3+r.),501t9(z+3 L) =3z +2+3i.
Conclusion : 9(z+§—i)2=32_+2+3i.

c). Déduisons-en que pour tout nombre complexe z solution de
I’équation (E; ), il existe un nombre complexe @(2) tel que

[@(2)]* = @(2):
Si 9(2 +§— i)z = 3z + 2 + 3i, alors on peut écrire :
2 2 __ — _2_ .
32(z+§—1) = 3(z +3+1)
2 N12 o=, 2 .
[3(z+§—1)] = 3(2 +§+ 1)
2 \1? z .
[3(z+3-0)] =3(z+3-1).
En posant ¢(z) =3 (Z .3 g - i) I'équation précédente devient :
[p(2)]? = @(2) .
On en déduit que pour tout z solution (E, ), il existe un nombre
complexe @(z) telque [p(2)]? = @(2).
d). En posant @(z) = T, démontrons que T = 0 ou IT| = 1,
puis résolvons I’équation T* =T :
Soit a résoudre I'équation [@(2)]* = @(2):
En posant @(z) = T, I'équation devientalors T2 =T .
En utilisant le module de chaque coté on obtient :
IT2| = |T |, soit |T|*= IT | = |T|, soit |T|? = |T],

soit |T|(|T| —1) = 0,soit |[T| =0 ou |T| =1,
soit T=0 ou |T| =1.
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® Résolvons I'équation T> =T :

Posons T=a+ih

Ainsi T°=T © (a+ib)?=a—ibe= a’+2abi—b*=a—ib

& (a2 —b2%)+2abi=a—ib

@{az-—b2=a {az—b2=a

2ab = —b b(2a+1) =0
a’—b*=a a? — a = b?
1
b b=0 ou a=—i—=’ b =0 ou a=—-2-
2 i 7 S
‘:’{a —a=20 - b a1 a
b=0 a=—-
2
1\2 1 3
— — b2= =w=§ == == = &=
‘:{a(a 1)=0 u > ( > 2
b=20 q=_1
)
= V3 _:[_3'
@{a=0 oua=1 _. b=‘“}_‘°“b"’z
b=0 = =
2
1 — xt
a=0 a= a="3 @~ 2
- - ou .
@20 o oo o p= V3 p=2
2
Les solutions de I'équation T2 =T sontdonc:
0;1;—1—£i;—1+£i.
2 2 2 2
1 V3. .}.+i.§i}
Par conséquent, Sc={0; lg=s =gtiE=3 = L)
2). Résolvons I'équation (E; ) !
2 .\ _
Rappelons que (p(z)=3(z+;-—t)—T. 2
*SiT=0,onaura 3 z+§—i)=0,soitz=—-3—+i ;
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2 ;
* Si'[':l, onauraS(z+§—l)=1' SOitZ+§-—-i=l
3’
2 1 o el
501tz=—'§+3+l— s ti;
1 ‘J§- ( 2 . 1 3.
* SIiT=—3 2L,onauraB z+3 1)——;——2—1 ’
2 . p i '\/5- . 2 1 ﬁ
i ——f=——-——1, soitz=— B e 2o
501tz+ l : tz 3+L - =1,
5
soit z-——-g+(1—— i;
) 1, V3, ( 2 ,)_ 1 +3.
*SlT—-—z+21,onaura3 z+3 i)= 2+2
) 2 . 1,43, o 2 : 1 ,/§
501tz+§—1— 6+6L,501tz— 3+1 6+6
5 V3) .
SOitz=—E+(1+?)l

Les solutions de I’ équation (E; ) sont alors:
2 .. 1, .. _5 _ﬁ.___s_ V3Y .
—-§+1,—§+1, 6+(1 L ; +(1+ )1.
L. 2 . il _\/: s V3
DouSc={—-3-+z,—-3—+t,—6 (1— +(1+ )}
3).a). Nature du triangle ABC :
. o T __ 5 AT
Données : Z1=ZA=_§+I ’ ZZ=ZB—_E+(1+?)I ’
5 V3
m=zc=—g+(1-7%
Déterminions les cotés du triangle ABC :

AB=IzB—zA|—|—§+(1+§ i+i-1]
=2 | = [+ ()7 - =2 =5
BC=|ZC—ZB|'|_§+(1'£ i+2- 1+%—§)zl

oo |2 - |- -
CA_|zA—zC|_|—§+i+§—(1—‘9zl

Collection Papyrué .
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=i |- [ (D - B2

(AB ="

JBc_f donc AB = BC = CA, d’io ABC est équilatéral.
lca=2

b). Déterminons I'affixe du point D tel que le quadrilatere ABDC

soit un losange :
ABDC estun losange si et seulement siles vecteurs AD et BC

sont orthogonaux et que AB=CD.
Soit zp = x + iy l'affixe de D. Soitdonc D(x ;).

A, B, C sont les points d’affixes respectives :

b iz (e D) -2 (D

5 DoncA(—%;l);B(—z_ 1+_) et C(-—— 1__§
Ce qui permet d’avoir :

(r+iy-1) e B (431 -2-1-)

f
soit AD(x—i—— i ' 1) et BC (0
AD et BC sontorthogonaux si et seulement si leur produit scalaire

-

est nul.
AD.BC=0=0(x+3) + -1 (- —)_0
=y—-1=0s=sy=1;

- 5 = x 5 2 1 X+5
= -~ .. (*AB T “CD =% === =
AB:CDair{y_sz___:){ 6 3 6
B AB VL Yag = Yep
e 5 1 5 5 1 5 —-542-5 8 4
e —_——_—_-=x eSS =——fF-——_ — == .
: 6 3 + 6 6 3 6 6 6 3
. e . 4 .
Par conséquent, 3 et zp=x+iy=-—3 + 1
y=1
Mathématiques — Terminale D. 5‘ o | Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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EXERCICE 2

Données :
Temps (x;) 1 2 3 4 5 6 7 8
Recettes (y;) 4 5 5 7 8 9 9 9
Dépenses(z) | 4 | 5| « | 8 | 7| 8 | B | 9

1).a). Représentons le nuage des points des recettes en fonction
du temps:
Coordonnées du point moyen G :

x _1+2+3+4+5+6+7+8_36_9

A 8 T8 2

- ___4-+5+S+7+8+9+9+9_56_7
Ya 5 =5 =7

Figure:

94 Recettes (y;)

8
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b). Déterminons par la méthode des moindres carrés, I'’équation de
la droite d’ajustement des recettes par rapport au temps :
L'équation de la droite d’ajustement est de la forme

y=ax+b avec a=59:;(gc—;” ; b=y —ax ;

f=xG=§ et y =yg=17.

Représentons en extension 'ensemble des valeurs prises par

X;; Yi 5 Zi; XiVi; X% et z? etleurs totaux:

2

Xi Yi z; XiYi x;” 25

1 4 4 4 1 16

2 5 5 10 4 25

S 5 a 15 9 a

4 7 8 28 16 64

5 8 7 40 25 49

6 9 8 54 36 63

7 9 B 63 49 gl,,,
8 9 9 72 64 L
36 56 | 4l+a+f | 286 204 | 299+a’+F

__ 1 9 _
cov(x;y) =130 xy — Xy =5(286) —3 %7 = 4,25.

V(x) = e ;‘r;lxiz) —x%= %(204) — @) 2 = 5,25.

_cov(x;y) _ 425 _ =~ 0,81;
Donc a === =555 08095 =0

_ . 9 _
b=y —ax —7—0,81x2—3,35.

Conclusion :
Une équation recherchée de la droite d’ajustement est donc:

y = ax+ b c'est-a-dire y = 0,81x + 3,35.
Pour la représentation de cette droite, voir figure.
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2). Déterminons «a et B telque a<f:

Données: z =7 et V(z) = 3.

D’apres le tableau précédent on a:

$0 m=dl+ta+f et Nhiz=299+a*+p
Ce qui permet d’avoir:

=130,z =;(41+a+p)=7;

V(z) = (—;—Z?=1 Zsz) = F° =-:;(299+ a?+ p?) —7%2 =3,
“@l+a+p) =7

Résolvons dans IN*Z le systéme :
(299 +a? +B2) —72 =3

%(41+a+ﬁ)=7<=>41+a+ﬁ=56@a+8=15;

-;-(299+a:2+£2)-—72=3¢=>299+a2+52=8(72+3)=416
& a? + B2 =416 — 299 = 117.
a+f =15
a?+ %2 =117

Le systéme devient { 182: 15~
a4 B<= 117’
soit {E =15—a
a?+ (15— a)2 =117 °
&= 2a? - 30a 4+ 225 —-117 = 0

< 20 —30a+108=0

, Soit {

| < a? —15a + 54 = Q.

* Résolvons dans IN*, I'équation a2 — 15a + 54 = 0
* Discriminant: A= (—15)2 — 4(1)(54) = 9 = 32
* Solutions : s 2230 =152%3 _
. _ aj_ 2(1) 6 et az 2(1) 9
Si a=a;=6,alors f=15—a=15—6=9;

Si @=a =9alors f=15—a=15—-9=6.

Or a < B, donc on prendra {[C; ;—_ 96
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PROBLEME

£ Donnée: (E): y''+2y +y=0.

Déterminons la solution g de (E) vérifiant les conditions :
g(0)=1 et g(1)=2:

Résolvons I'équation (E) :

L’ équation caractéristique de (E) est (E.): r*+2r+1=0.
r’+2r+1=0< (r+1)? =0 < r = —1 (racine bouble).
La solution générale de (E) se présente sous la forme de:
ye = (Ax + B)e™ avec A et B des constantes réelles.

Si g estsolution de (E), on peut écrire g(x) = (Ax + B)e™ ™.

Les conditions g(0) =1 et g(1) =§ permettent d’avoir :

2
9(0)=Beo =B=1 et g(l) = (A+B)e—1 — (A"i' 1)6——1 :-;.

D'ot B=1 et A+ 1=2,s0it A=1.
Par conséquent, g(x) = (x + 1)e™*.

ﬁ- 1). a). Démontrons que f est continuesur [—1; + [;

_ ) ls j
{f(x)— KD sixel-Titel e
f-1)=0

Simplifions 'expression f(x) :
Sixe]—1; +oo[ onaura:

fx) = hx) _ A +x)e” =(1+x)e"xm7=e_xmll

Vx+1i  Jx+1 (x + 1)
Donc {f(x)=e‘x\/x+1 si x€]—1; +o0]
f(=1)=0 :

® Continuité de f surlintervalle] —1: + oo [:
J estle produit de deux fonctions : x e~* et x »VXT B

La fonction x + e~* est une fonction.exponentielle, elle est
f:onUnue sur IR ; la fonction x — /x + 1 est une fonction
IrTationnelle, elle est continue sur]| —1: + oo [

D’ b - P4 ).
Ou la continuité de f sur lintervalle ]—1: + 0 [
J -
Mathématiques — Terminalep, |~
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2 Continuité a df'oite ;}(ei) x_= -1 A+x)e=* o M
' 111'11 f(.‘JC) —x—lbllnl*‘m_x—l}—l—-q*_\/—x:—:—_ x—]-l—l:n1+ (x+ 1)
"ﬁ,; fe) = lime xFI=e 'W=I+1=0.
f)r f( —1) = 0, donc lim f(x) = f(-1) = 0.
! poil f estcontinue a drmte en x = —1.

conclusion: f estcontinue sur Iintervalle [—1; + oo 3
'- p). Etudions la dérivabilité a droitede f en x = —1:

. M_ﬁ Vi e *yx +1—0 B _"(x+1)
xll-r—nl" x+1 x——1% x+1 - —>1—1+(x+1)V
. flx) - F(=1) _ iim e”* et =1
vi x_1>1-r-p§+ x+1 T x> —1+tVx+1  J—1%1 o+ = 0
par conséquent, f n’est pas dérivable a droite de x = —1.

c). Calculons xljlﬂo f(x):

Utilisons I'expression simplifiée de f(x).

‘ . ‘x+1
J lim f(x)— hm e *Vx+1= lim Y¥*1_ lim =x=3
x— + o X— + ex x— + co e* X
x+1 1
m f(x)= lim =x
xl}+oof() x—» + o0 e* x Vx+1°
T s
lim e
x>+ o€
lim x+1_1 dot 1
= ou — e
o AmTET ol im £y —0x1x0=0.
lim
\x—-}-{-oovx“}'

d). Etudions le sens de variation de f
f estdérivablesur | —1; + o[ et Vxe]—1; +oo:

@ =(WVEET) = (e Vr AT+ (FFDe

) =~ T T4 = (VAT + e
r = (R e = ()
f(x)—(NWl) ¥

L )

Mathématiques — Terminale D.

Scanned with CamScanner



S 2 L 4002 wj
Vx€]—1;+00[,2x+1>0 et e~*>0. [

Donc lesignede f'(x) dépend du signe de (— 2x — 1).

—2x-1=0ex=—1

|
= |
2" |

On en déduit que :

oSixE]—l;—%[,(—Zx—1)>0 et f'(x) > 0.

1

D'ou f eststrictement croissante sur ] —-1; — = [ ;

esize[-3; to[,(~2x—1)<0et f'(x)<0.
D’ou f estdécroissante sur [— %; + [

m Tableau de variation de f:

X -1 __1 + oo
2
f'(x) A+ + 0 —
e
5
f
0 0

1 1. £ 4 = 1_ve_ [e
f(-2) = e f—5+17—\/5x\/;—ﬁ—‘/;.
2). Tragons la courbe représentative de I' de f:

précédemment, lim L& LD = oo et lim f(x) = 0.

x-—-1% x+1 x— 4+ oo
On en déduit que la courbe T'de f admet une demi-tangente
verticale dirigée vers le haut, au point d’abscisse x = — 1.

De plus, la courbe T' admet une asymptote horizontale
d’équation y = 0 (l'axe des abscisses du repére).
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A1 %
| \
r ~
on \
---'-'!--.__._‘-.--‘---‘----‘-~
[ , T —
— 15 2 Ir. 03 1 13 2 25 3 S S s . - =
.i]:l!I
|
-n-’ -

NB: LaCourbe I 1 est en pointillés.

3).a). Démontrons que f; estune bijection de [ -1; - % ]
sur un intervalle J :
[ est continue et strictement monotone (croissante)

sur lintervalle [—1; = %]

fi étant la restriction de f a l'intervalle [—1 y —%] donc f; aussi

1
est continue et strictement croissante sur l'intervalle [ -1; —= ]
rd - -a - 1
D'oll f; réalise une bijection de [-—1; = ; sur | = [0 J_ ]

* Calculons fl'l( g) ' .

En utilisant le tableau de variation de f:
1 1\ _ |[e
F(-D=r(-D=
: ~1f jey __1
Ce qui permet d’avoir: f; (\/;) — 2

| l Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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b). Etudions la continuité et la dérivabilité de f; ' au point x = 0:
i

@)
1 i

RIS fi7 (X)) = 17 =
Ainsi, lim : = 1'0) = |
X'—P—1+ X f1 ( ) :’(fl_l(o)) . i?

f(-=1)=0,donc fi(—1)=0,dou f;~'(0) =~—1.
Deplus, f'(x) = £i'(x) = (G ) e~

D’ou ~10) = : . -
fl ( ) f{(fz_l(o)) f1(f1ul(0)) 1)

or fi'(—1) = (2_1)9 = 01+—+oo

o | s —1

= R 0 1 1

Donc lim A1 @ — _ = = 0.
x-—-1* x f]("—l} + o0

Par consequent la fonction f;~ ' estdérivableen x = 0.
Si f1 ! estdér 1vable en x = 0, elle est d’abord continue en x = 0.

En conclusion, f1 1 est continue et dérivable en x = 0.

Utilisons la formule f~ 1'(a) =

¢). Tragons la courbe représentative I'™ -1 de f1 ©
dans le méme repére que I':
-1 _ -1
fi'@ =" _ g donclacourbe I' *' admetune

= Jim
x—»—-17 x

demi-tangente horizontale au point d’abscisse 0. (Voir figure).

2z 1
4).a). Montrons que 0 < filx) = L.cz' pour tout x € [ ~k; — 5 ]1
Utilisons la forme simplifiée de f(x) : f(x) —e *x+1.

B Encadrementde e~ *:

1 1 1
E—-—-—1:';>—< <-——<:>—<—x§1
X l 15 =5 1 =x = - p— ‘
el < e * <ele Je<e = e
g Encadrementde vx + 1:
1
isx <——¢:>1-1 < Lix = 1-E<=>O = thdlpd =i
= 0 f &3 < ﬁ
Y
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m Encadrementde f(x):

Ve < e * <e
V2
0 < Vx+1 < —

En multipliant membre a membre on obtient .

V2 .
Oxve < e *Jx+1 < = X €,S0it 0 < oy

: V2
soit 0= f(x) < e.

Conclusion : Pour tout x € [ —1; ] 0 < f(x)

b).Déduisons-enque 0 < [ 2 f(x)dx < 82
Y
0 < f(x) < ge pouer[—l; —%];

De plus, f est croissante sur [— Lpaac ]
?

En intégrant chaque membre de I’ encadrement o
N

1/2 g7 tle
[T0ydx < [T feodx < [V (52,

soit 0 < f_ flxdx < [ E\/—i)x]-ljz

2

soit 0 < f_]% flodx < ?M‘i‘)‘(ﬁ)( 1)
2 iy

g s IR, P T R AT TR Aty et o
was ol e d sdorie b itedhpinin il netin e o b T .

it N
soit 0 < [ 2]"'(x)dx < *'8—2) +

4
soit 0 < f_ FOdx < &2,

4
¢). Donnons un encadrementde § 310-2 prés :

Considérons les deux parties rallées surla fj igure.
Ces deux parties ont la méme aire.

Une des parties est l'aire S.

Donc, pour calculer S, on peut simplement calcyler | autre aire,

c'est-a-dire l'aire limitée par la courbe T, Ia\e des abscisses

et les droites d’équations x = —1 et x=— =,

(VOiI' ﬁgurE)_

[\S]
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Ainsi,onaura S = f

Or 0 < f f(x)dx <

v
1/2

f(x)dx X (4 cm X 4 cm).
ev2

4

1
Donc 0x16cm? < [ 2 f(x)dx X 16 cm? < %Ex 16 cm?

soit 0X16cm?2 < S

—

soit 0X16cm? < S

soit 0 < § < 15,39.

E n€lN, u,= [

<

<

n+1

%x 16 cm?

2,72 X2

= X 16 cm?

f(x)dx.

1). Démontrons que pour tout réel x del'intervalle [n; n+ 1]
ona: f(n+1) < f(x) <
x €E[n;n+1] signifieque x€[0; + oo [.

Or f estdécroissante surl'intervalle [0; + oof.

D'ou,si x € [n ; o+ 1], alors f(n+1) < f(x) < f(n).
e Déduisons-enque Vn€IN, f(n+1) < u, < f():
Onsaitque f(n+1) < f(x) < f(n).

En intégrant chaque membre sur [n n+1 ], on obtient:

[+ Ddx < [T fe)dx < [ f(n)dx,

< [T f@dx < [xfm) ]

soit (n+1)f(n+1)—-nf(n+1) <u, < n+1f(®) — nf(n),
soit (m+1-n)f(n+1) <u, < (n+1—-—n)f(n),

soit f(n+1) € u, £ f(n).

2). Démontons que la suite (u,,) est décroissante et convergente :

* Démontrons que (u,,) est décroissante :

fm+1) < u, < f(n) © f(n+2) < Uy, < f(n+ 1).
Deplus f(n+1) < u, < f(n) ® —f(W) < —u, < —f(n+ 1.

soit [x.f(n+ 1) %! <

< f(n):

Mathématiques — Terminale D, ;
‘ o | Le BAC du Niger — Collection Papyrus .

Scanned with CamScanner




Corrigé du BAC 2002
f(n+2) € Upps < f(n+1)
ponc {_ fm) = —up < — fn+ 1)
En additionnant membre a membre on obtient :
f+2) — f(W) S Unpr— Un < f(n+1) - f(n+1),
soit f(n+2) — f(n) < Upyq—u, < 0.
Upe1 — Un = 0 signifie que la suite (u,) est décroissante.
+ Démontrons que (u,) estconvergente :
D’apreés le tableau de variationde f, f(x) =20 si x €[0; + o [.
Doncsi f(n+1) < u, < f(n),alorsonaura u, > 0.
D’ou (u,) est minorée par 0.
De ce qui précede, (u,) estdécroissante et minorée.
Par conséquent, (u,) estconvergente.
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( CORRIGE DU BAC 2003 }

EXERCICE 1

Données :

11 nyx; =281 5 j=1 njx;> = 875
“only,—-wz : Yo nivit = 496

121 =0 Ty Xy = 604
1).a). Calculons lamoyenne X etl'écarttype o, delasérie x:
B Moyenne de x:

X = %Zj’-‘zj g K
D’apres le tableau, N = 100.
Donc ¥ = 1_;5(281) =k
i Ecarttype de x:
V(x) :
V(x) =Yinyx® = (%) =—(875) — (281)* = 0,8539,
Donc o, = \/W =.,/0,8539 = 0,924.
b). Calculons lamoyenne y etl’écarttype o, delasérie y:
] Moyenne de y:
= ~¥ho my = = (192) = 1,92,
| Ecarttype de y:
V()
VO) = Zhomy® — (7)? = =-(496) — (1,92)% = 1,2736,

Donc ay = /V(y) =+/1,2736 = 1,129.

2). Calculons le coefficient de corrélation linéaire :
m Covariance :

1
cov(x; y) 2_2} 12? oM XiYi — Xy
cov(x; y) = 100(604) — 2,81%x1,92=0,6468.
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m Coefficient de corrélation linéaire :
cov (x; 0,6468
= COVGXSY) =062
Ox . Oy 0,924 x 1,129

Liaison entre les deux variables x et y:
|r] =10,62| = 0,62,donc |r| < 0,87 car 0,62 <0,87.
D’ou la corrélation linéaire entre les deux variables x et y

est faible. Par conséquent, l'ajustement linéaire entre x et y
n’est pas valide.

EXERCICE 2

1). Résultats (a,b) possibles:

On est en face d’un tirage successif et sans remise de deux (2)
beoules parmi 3, d’olt Card(Q) = A% = 6.

Présentons les résultats (a,b) possibles dans un tableau :

| b 1 2 3 |
a
1 (1,2) | (1,3
2 (2,1) (2,3)
3 (3,1) | (3,2)

NB : Le tirage sans remise explique les cases vides du tableau.
Par exemple, on ne peut pas avoir (1,1) ou (2,2) ou (3,3).

m Caractérisons géométriquement les applications correspondantes :
Pour un couple (a,b)ona: :

’: a :E E : s E ]
Z a.z vec a = [cos(sb)+151n(3b)1.

L'application correspondante est la similitude de centre O,

de rapport % et d’'angle dont une mesure est G b).
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Présentons ces similitudes dans un tableau:

T mmmmnlm
(2) (32)
(1,2) 1/2 27 Similitude | z' = (— 1 + V3)z
0) = plane
directe
(1,3) 0 1/2 T Homothétie | _, 1
zZ = - EZ
(2,1) 0) 1 i . (1 3
3 Rotation z = ('5 + 1‘2—)2
(2,3) 1 T Symaétrie z'=—2z
centrale
Jed 0 3/2 i Similitude ,_3 .
( ) / §- plane z' = 2 (1 + l‘\/é—)z
directe
(3,2) 0 3/2 21 Similitude 5 = E(_ 1+ iV3)z
? plane 4
directe e

2). Données :

a T . _® T .
a=73 [cos(;b) + lsm(;b)],
Calculons le module et 'argumentde Zz, etceux de z

valeursde (a,b):
s Module et argument de Z :

|Zo| = ﬁ@z +1% =2

cos(arg(zo)) =

sin(arg(2o)) =

Re (Zo) -
|Zol

Im (zo) _
|20l

Mathématiques — Terminale D.
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, soit arg(zy) = E(ZH').
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Corrigé du BAC 2003
Module et argumentde a:

o =2[cos (5b) +isin (3b)], donclal = £ et arg(a) = (55) 2.
m Module et argument de z,":

zZh = a.zo = 1zo'| = la. 25| = |a]. |z,] =% St Dl

arg(z,") = arg(a.zp) =arg(a) + arg(z,) = (g B4 %) (2m)

arg(zo') = (g-b + %) (2m).

Présentons dans un tableau I'ensemble des valeurs prises
par |zo'| et arg(zo):

"N — ’ T
@b) | 120'1=a | arg(eq) = (b +2) 2m)
(—3— + E) (2n) = = (27m)
6 (2m) = — ?(211')
3 (2m) = - (2n)

2

—- (2m) = — —(2n)

6
5 (2m)
- (2m)
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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3). Calculons les probabilités p(E{) et p(Ez):
E{:«< O, A, A’ sontalignés >

Sanmss wu BAC 2003 I
|
1
|
|
l

. , r . ZAr — >
0,A et A’ sontalignés si et seulement si = : —— estréel.
A~ -0
OF Zao =25 20=10 ; Z5=2.
v . Z —Z z Zaol
AIHSI, Al o) = Al it Q )
ZpA — Z0 zZAa Zg
~ 2 —Z Zg! a.z
D'ou2—-=2€lR & X €lRe=——€lR<= a €IR.
Zpa — ZQ Zg Zp

a T . T
Or a=7 [cos (gb) + i sin (Eb) ]
a estréel sietseulementsi Im(a) = 0.
Im(a) =0 <=>sin(§b) =0 @gb =k (k €Z).

Orh=41:2:8k

Donc gb =km < (k=1 et b = 3).

Parmi les six (6) couples (a,b) du tableau, on a deux (2)
qui correspondent a b =3 : (1;3) et (2;3).

2couples 2

Ce qui permet de trouver p(E;) = e

E, : K z{ estimaginaire pur >>.
i . e ; . N _ T
z; estimaginaire pur si et seulementsi arg(zy) = = (Zm).

Dans le tableau, on a deux (2) cas qui y correspondent.

Ainsi, p(E,) = % = -31-

4). Loi de probabilité de X qui au résultat (e, b) d'une épreuve
associe le module de zj :

Les valeurs prises par X = |z,’| sont 1, 2 et 3 (voir tableau).

2cC 1 1 1
pX=1D =g ==3; PX=2)=2=2; pX=3)=2=:.

6 couples 3 6
X 1 2 3
e 1 1
p(X = x;) 3 3 3

Mathématiques — Terminale D. ;
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m Calculons I'espérance mathématique de X: B =
T\ Ll = e
E(X) = i3=1xiP(X= %) = (1 x%) +(2 x%) + (3 x-:;) =5

PROBLEME

(x) = fn(x* —m) avec m €IR. _—
jlcrg.a). Indiquons suivant les valeurs de m, '’ensemble de définition
de fm etleslimites aux bornes de I'ensemble de définition : ,
m Ensemble de définition D,, de f,, suivantles valeursde 71-
D,={x€IR/ x*—-m>0}.
On aura alors 3 cas de discussion: m <0 ; m=0; m > 0.
tercas (m < 0):
Si m<0,alors —m >0 et x2—m>0 pourtoutréel Xx.
Dans ce cas la fonction f;,, estdéfinie sur IR:
D,=IR=]—o00; 4 00l.
28me cas (m = 0):
Si m=0,alors f,(x) = ¥£n(x?).
Dans ce cas, la fonction f,,, est définie pour toutréel x non nul :
D,=IR—{0}=]—0;0[U]0; +ool.
3eme cas (m > 0):
x2—-m >0 @x*=mo (x — vm)(x + vm) > o.
Danscecas,DmZ]—OO:—ﬁ[U]\/E: +0°[.
Présentons dans un tableau les résultats obtenus:

m=20 DmZ]_WQO[U]0:+oo[
m > 0 Dp=]—%;—Vm[U]Vm; +

_ . D. Le BAC du Niger — Coljact;
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* Limites aux bornes de D,,, suivantles valeursde m:
mlercas (m<0):

D, =IR=]—o00; +].

'xlirflwfm(x) = xliglm n(x?—m) = JClir_nm £n(x?)

Iim fn(x) = ]im fn(X) = + o (Enposant X = x?).

- = — . 2
ox 'le fntx) x_l}rglm n(x?—-—m) = x_l)lz_noo £n(x*)

lim f,(x) = llT (X) =+ (Enposant X = x?).
x—- + o oo

m 2¢me cas (m = 0):
D, =IR—{0}=]—c;0[U]O; +ool

e lim fr(x)= 11m fn(x?>—m) = x—lalmoo {’n(xz) = + oo

x— — 00

lim fr(x) = llm #n(X) = + oo ( En posant X = x?).

xX— — 00

# hm fm(x) = 11m fn(xz) = 11m fn(X) = — oo (Avec X = x?).

e llm Jn(X) = llm f’n(xz) = llm /n(X) = — o (Avec X = x%).
— 2y — + oo,

.x—lem fm (x) Ha-nm t’n(x B m) x—lalgloo fn(x )

m 3tmecas (m > 0):
Dy =]~ 05— v [ U ]V + o]

llm fn(x? —m) = _lim fn(x?) = + co.

e lim fn(x) = mL
- - B
o lim _ fm(x) = (lll‘\I/l__) fn(x? —m) = lim, £n(X)
x=(—vm x-(—vVm
o lim  fn(x)= lim 15’11(x2 —m) = xl_l,%l #n(X) = — .
x- (Vm) x- (V)" il o
. hrn fm(x) = llr_{lm n(x*—m) = x_lgrjlw £n(x*)
Mathématiques — Terminale D. 108 Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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Présentons dans un tableau les résultats obtenus:

m < 0 lifgfm:"'w I_Erg.}fmz-f-oo

m=0 |lmfn,=+® lim fm = + o

lim frn = — o m = —

| m>0 | lim fn =+ lim fn =+ e

| lim _ = — 00 lim f, =—o
(= vim) fm (ma»m

L S s

b). Etudions la parité de f, :

fin(x) = £n(x? — m).

vx€D,,,V(—x)€D,,,onaura:

fin(— x) = £n((— x)? —m) = £n(x? —m) = fr,(x).

D’ou f,, estune fonction paire.

4 c). Etudions les variations de f,, et donnons les différents tableaux
B de variation de f,, selonles valeursde m:

m lercas (m < 0):

Sens de variation du 1er cas :
Jm(x) =#n(x> —m) et D, =IR=]—oc0; + oolL
Dans ce cas, f;;, estdérivable sur IR et pour tout x élémentde IR

onaura: f,(x) = (fn(x2 — P GPomy  2x
fm( ) ( (x m)) = =) =

D’apres D,,, x* —m > 0.

D'ou fn(x) estdusigne de 2x,ou simplement du signe de x.

Ce qui permet d’avoir :

Six€]—o00;0[,fn(x) <0,don fm est strictement décroissante ;
Six€]—o00; 0], fin(x) =0,do0 £, estcroissante.

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyriué’.
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*@blicau de variation dy fer cas (m < 0):

X e

e

sﬁn(‘\)_l\ - T S

e
<4+ o0 e

r

|

| =
|

n(—m)

—

® 2% cas (m = 0):
D;,.‘:IR—{O}:]—OO;O[U]O;+oo[.
Danscecas, f;,, estdérivablesur ] —o0;0[ et sur 10 : 4 oo

Vx€]l—o;0[{ U]O0; +of onaura: -

-
“A

Llx) = ——— .donc fn(x) estdusignede x.

Ce qui permet d'avoir:

eSix€]—o00;0],fm(x) <0,dou f, eststrictement
décroissante ;

e Si x€]0; +oof, fin(x) > 0,d’ou f,, eststrictement croissante.

Tableau de variation du 2¢me cas (m = 0) :

'1_ x i — 00 0 + oo

fm(X) | - L
e +

T OO0 > 4
~— /
f i <
teg ~ d
! r 4
— 00 — ©O
L athémantigues ~ Terminale D o 1 LeBAC du Niger — Collection Papyrus .
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£ -,[jrﬁgﬁ du BAC : b
m 3 AC 2093
™ cas (m s gy, e

m:“‘OO;-—\/_ﬁ[U]m:+m[.

e .‘_.‘_-"'——- ’ )
Ce qui x* "m0 fm(x) estdu signe de x car - m>0
'Perm ' .
F d avo .
e 3 Si  {l g

xel-o. T
d'oy £ ] °°:-\/m[,alors x< 0 ,donc fr(x)<0,
. si m _©Ststrictement décroissante ;

s _
d’'oy ]m'+00[,alors x > 0 ydone fRiz) >80,

Tab]fm est Strictement croissante.
€au de Variation du 3¢me cag (m>0):

T e
e e ey b /m T
l' (x) % e an — I---—:— e — e — + 0
e S | || AN NN +
+ o T T T T
T O I + o |
| ‘{ { | | |l [
| | l | | | | 4 ‘
i i § { E ‘l !} ; ' :
F o ;
s e ‘?
:. \ Lel 1 1 |
' by : |
. R \ L1
. J — oo l | ' i ; - — 0
=S, bbbt

etlorsque x tend ve
fm(x) = en(x2 —

rs —oo:

Etudio s fn(
n \ x)
slalimite de % quand x tend vers — o ot quand
X te 14 : 1

nd vers + oo , ou déterminons simplement la limite quand

|Xl tend vers + o de Sm () :
X

Mathématiques — Terminale D, Le BAC du Niger ~ Collecton  Papyri.
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: Sm(x) : fn(x?- .
’xi,_l‘ﬂ-;‘] —-rlx—-—— = lim M = lim fn[x:’(j xz)J
o |x]|= 4 oo x |x|—= 4+ oo x
. fn(x?) +(‘n(]—1”7 m)
lim 22 = jim =), lim o0 en1-3
=5 = 1m 1 s
[x|—= 400 x |x|=+00 x |x[—400 X o IJ']II—'I”!:IO*'_—J’—2
. falx) . £n(l> m(1-3
im 2= dim 278 4 im o Gk
[x|—= 4 o0 x |x|—= 4 oo x
. {
tim n(ix]) - lim £n(x) =0
|x|—= 4 oo x x—=4 o0 X for (3)
Or [n(l ~ _TE) ,d"ou lim =—=0.
lim " - fn(1) =0 x|+ 4 00 X
|x|—= + oo x 4 oo

Par conséquent, (C,,) admet des branches paraboliques dirigées
vers I'axe des abscisses du repére en — o eten + o9,

e). Tragons dans un méme repére orthonormé (unité : 2cm)

Jes courbes (€C_4),(Co) et (Cy); Précisons les points d’intersection
avec I'axe des abscisses et les tangentes en ces points:

m Etude de la courbe (C_;):

f-1(x) = (x?*+1) et D_;=IR= ] —o0o; + oo (m<0).

e Tableau de variationsde f_;:

[ x |- o] =00+
f1i(x) = | OJ : AN
+ o0 } o
i
f1 ' _i

0

(C_,) admet comme minimum le point O et des branches
paraboliques dirigées vers l'axe des abscisses du repére en — @@

eten + .
De plus, le point d'intersectionde (C_,) etl’axe des abscisses est

le point O, la tangente en O estune tangente horizontale,
donc elle est d’équation y = 0.
Mathématiques — Terminale D. ruz l Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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m Etude de la courbe (Cy) :
fo(x) =4n(x?) et D =IR—{0}=]—;0[U]0; +o[.
e Tableau de variations de f:

x — oo 0 + oo
fo(x) — +

+ oo + oo

N

i — QO — 0O

(Co) admet des branches paraboliques dirigées vers l'axe des
abscisses du repéreen — oo eten 4+ o,

La droite d'équation x = 0 (axe des ordonnées) est une asymptote
verticale de (C,).

* Intersection de (C,) avec I'axe des abscisses : ;
fo(.r)=0c=>€n(x2)=0¢=:>x2=1¢$x=-—10ux=1.
Ainsi, (C,) croise I'axe des abscisses aux points de coordonnées
(—1;0) et (1:0).
* Equation de la tangente 2 (C,) au point d’abscisse x = - 1:

’ 2x 2
fo(x) = N

X x

Donc on aura : 3
Y= fo(—=D(x+1) + fo(—1)
y=(Z)x+1+0
y=—2x-—2.
* Equation de la tangente 3 (C,) au point d’abscisse x = 1 :
Y= fo(1)(x—1)+ f,(1)
Yy =2x+ 2.

Mathématiques — Terminale D. ‘ | Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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m Etude de la courbe (Cq):

fix) =fn(x?—1) et D;=]—00;—1[U]1; +o0[.(Mm>0)"
e Tableau de variations de f : '

X ' 11 -+ oo
fi(x) =

R s

fi

(C,) admet des branches paraboliques dirigées vers 'axe des
abscisses du repére en — oo eten + ©°;

Les droites d'équations x = —1 et X = 1 sontdes asymptotes.
verticales de (Cy).

o Intersection de (€;) avecl'axe des abscisses :
fl(x):o‘i)en(xz“l):O@xz-l:1<=>xz=2
i) =0 x=—+2 ou x =2 |
Ainsi, (C,) croise 'axe des abscisses aux points de coordonnées

(=vZ;0) et (V2;0).

¢ Equation de la tangente 3 (C;) au point d’abscisse X = = V2 :
! 2 .
fi (x) = " f T

Donc une équation de la tangente sera:
y=fi(-V2)(x +V2) + f(=2)
y=—2V2(x++v2) + 0

y=—2xJ2 — 4.

Mathématiques — Terminale D. | | Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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Corrige du BAC 2003-2_
o Equation de la tangente &4 (C,) au pointd’abscisse x =+/2: |
- y=A2)(x - V2) + f(V2)
; y=2v2(x — v2) + 0
y = 2xV2 — 4.

- e ik
ot

- * Courbes (C_4),(Cy) et (Cy):

N
‘:\\\\\\\ //
N, ’/
\\‘-\\tcd) // /
\ { \-\\ // "‘ /
N N v o /," /
\\ b \,,\__,Z / 7‘
— R el ‘
¥ \ P} " o N ‘ TS o
v\ /o
b Nemd =
ooy ( (c
\ \ Jf
SR O
| .

2).Ondonne m = — 2.
a

Q. Vx € IR*, g(x) = x—¢n (xz + %)
@ Etudions le sens de variation de g :
La fonction g est dérivable sur IR* et ¥x € IR":

9'(x)=[x—-£n(x2+§)]’=1_ s _(Foaed)

2 E) 2 E)
(x++ (x+4

Pour tout x élément de IRY, (xz b %) > 0.

Donc g’ (x) est du signe de (x2 —2x+ i’)

Mathématiques — Terminale D. F f‘i lL.e BAC du Niger — Collecnon Papyrug.
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® Résolvons dans IR*, I'équation x2 — 2x +3=0.
- :

Discriminant : A= (— 2)? — 4(1) (3 = 1= 12
" .

Soluti . z-z—_--_—l:l =2+1:§

olutions X1 21 5 et Xo 2(1) >

Conclusion :
" ] 1 3
Sixe|0; E[U]E; +00[,ona x2—2x+§>0.
D’ou g'(x) > 0 et par conséquent g est strictement croissante,
ik

; 3 2 3
- . e —_— - < .
Sle_z,Z],onax 2x+4_0

D'ou g'(x) <0 et parconséquent g est décroissante.
m Dressons le tableau de variationsde g :

X 0 1 3 R
2 2
[ 0 0
2
p (4) — — #n3
& \3 J
3 1 1
o @) =3-en(()+3) =3 n0 =
3 ch T TIRE|
g =il B)¥+) =5~ #m3
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyris -
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e Calculons une valeur approchée 2 10~2 préesde g(0) et g @) :

On donne: #n2 = 0,69 et #n3 = 1,09.
g(x) =x —4£n (xz + %) A
Donc g(0) = 0 —¢n (02 +3) =~ ¢n(2) = ¢n (3) = ¢n4 — £n3
g(0) = 2£n2 — £n3 = 2(0,69) — 1,09 = 0,29.

9()=2-en((®) +2)=2-en@ =2-109=041 |
e Déduisons de ce qui précéde, que g(x) est positif: J

D’apres le tableau de variation de g (voir tableau), la plus petite

valeur prise par g(x) est #n G) = 0,29,donc g(x) >0
pour tout réel positif x.

e Position relative de (C ) par rapporta D :

=
s

g(x)>0=x—€n(x2+ 3)>0=>x>ln(x2+§).

Par conséquent, la demi-droite (D) estau dessus de (C‘ 3).

4

b).Montrons que la fonction f_ 3 définie une bijection de IR*
4

vers un ensemble et précisons cet ensemb]e -
*Tableau de variationsde f 3 (casde m < 0) sur IR*
4

seulement:
9 0 + oo
f300 0 n

7 S
+ oo
f_3 /
4
(3
n 2 )

Mathématiques — Terminale D. S Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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La fonction f_ 3 estcontinue et strictement monotone
4

(croissante) sur IR*, ce qui permet d’affirmer que f_3 réalise une
bijection de IR" sur l'intervalle [fn G) ; + o0 [ (Voir tableau)
e Déterminons la fonction réciproque f_ 3

4
Posons f's3(x) =y
4

) = 243) = 2 43V o x2= [ev -2
f_% (x)-—yt:)fn(x +4)—y<:>x s =ie o e =
f 3 3
= — Y — — e Yy — —,
& x e - ou X e "
s _ s 8
Comme x estpositif,on prendra x = _jé~ — -
-1 __E
Par conséquent, f_3 = (x) = e

7 ~1
e Ensemble de déﬁmtlon et sens de variation de f 2

3
e -1 speciai N
La fonction réciproque f_3 = est définie sur [é’n (4) ; + oo [
4

i <+
et elle est strictement croissante (comme f 3 ) sur IR™.

4
c). Tragons dans un méme repére orthonorme (unité : 2 cm) autre

que le précédent, la représentation graphique de fi: > pour Xx
i —1,

positif ainsi que celle de sa fonction réciproque f_ 3

i 3(X)—€n(x + ) pour x € [0; + co [.

3

vxe[0; +oo[,f_ 3(x)—04:>{’n(x —l—) 0= x?+-=1

N

‘E’x=1-—;= x=% car x €[0; +oo[.

1=

4

Donc la courbe ( g) coupe I'axe des abscisses au point de
4

cordonnées (E ;0).
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3).0On pose m = 0.
m Calculons I'aire de I'ensemble des points M de coordonnées x

<x<
etyvériﬁent:{‘;*"—l (@ €]0:1[):

o(x) =y =<0’
Soit A(a) cette aire.
Si a<x<1ona f(x) <0 (voir courbe).
Ce qui permet d'avoir :
Al(a) = — f: fo(x)dx x (2cm X 2cm)
Ala) = — f: fn(x?)dx x 4cm®
Ala) = — fal 2¢n(x)dx X 4cm* = — 2 f: £n(x)dx X 4cm?.
Pour utiliser une intégration par parties, on peut écrire
A(a) = —2 [ 1 x £n(x)dx X 4cm?.
. (u(x) = ¥n(x)
Et on pose ensuite {v, A =1 :

u'(x) = =
Ce qui permet d’avoir { T X,

v(x) =x
Ainsi : 1 2
A(a) = — 2 ([u(x)-vcx) 1z — [, w(o. v(x)dx) x 4cm
At = - 2([x- @ s — f; (% x) dx) x 4em’

ey - 2({m v 1 ) x e
Aa) = — 2([x.£n(@)]a — [x 1%) x 4cm®

A(a) = —2([x.#n(x) —x 12) x 4cm®

Aa) = — 2([x(¢n(x) — 1) 1) x 4cm?

Aa) = —2[ (¢n(1) = 1) = a(#n(a) — 1) ] x 4cm*
Aa) = —2[ - 1—a(®n(@) — D] x 4cm

A(a) = (2 + 2a¢n(a) — 2a) X 4cm?

A(a) =B+ 8afn(a) — 8a)em?®. |
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m Déterminons la limite de A(a) quand a tendvers 0+ . |
A(a) = (8 + 8afn(a) — 8a)cm?;
lim, A(a) = al_i)rg+(8 + 8afn(a) — 8a) cm?.

a— 0
1i1(r)1+8a1‘,’n(a) =0
a-— TS o
lim 8a = 0 , d’ ol al_l)!}‘)l+ A(a) = 8 cm?.
a0t
LCORRIGE DU BAC 2004 ]
EXERCICE 1
uo - 1

U =2 V n € IN, Uni2 ='§un+1 + %un.
1). Montrons que la suite (vy,) définie par v,, = Upy1 — U,
est une suite géométrique :

Vne . 2
IN, Vn+1 = Unyo — Uy = sUn+ t+ %u‘n - Up4

2
Vnyy = "'—1)‘u_n B Ea = 2 S 3
s 1+ Zu, sUn+1 + SUn = = = (Unyy —up)
vn+1 = -S—v'n_ .
Donc (v,,) est une suite geéométrique de raison g = — 3
etde i ’
premier terme vy = u,; — Ug=2—1=1
2). Déterminons U, enfonctionde n:
n
Un =vo X q" = (1) x (- 2)
3 n
= (-3
n 5 B
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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- m Déduisons-en u,, en fonctionde n:
posons Sp=vg+vy +--+ v,

’

| 3
- (v,) estune suite géométrique de raison ¢ = 7 5

- donc on peut écrire::

"-’)
- n+1 1/
1 - (q) 2 1-_(

=v0+171+'"+17n=1)0>( 1—(q) -5
n+1

_1—(—%) —..5_ 1_(_§)ﬂ+1]

- 8/5 8 5 ’

e Exprimons S, enfonctionde u,:
" ¥, = Uy, — Up doncon peut avoir:
i~T‘1;’0 =U; — U
Uy = Uy — U
! Uy = Uz — Uy

--------

: =Up41 — Un .
4 En additionnant membre 2 membre et en sumnp

gttt Vg + Uy = — Ug + Unsas
© soit S, = —Up + Unyg -

SRR bt R

-9
+5[1‘(‘§n]
+-(-']

Jifiant o7 ob

- S5y =~ Ut Unys
= 1Ln+1 = uo

= Uy = Yy

I

e,

_ 5 s 3\" _ 13 5(_ g)"
=1+ 8( E) —8 8\ 5

: 3 5 3\"
- Conclusion: Vne€lIN, u, = 38— = (— E) :
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Corrige du BAC 2004
3). Déterminons lalimite de u,, quand = tenq ve

IS + oo
=B BF
vn e IN: Up = ? 8 5 g
3 d lim 3)n 0,d ot li 13
onc & = ’ u —etng
l-_ El =it n—> + 00 = 718 kg L 8
il.

vneE IN, Wpyo = s’\/(wn+1)2(wn)3 ’ (WO = IR_H; w,; € |IR*"
1). Montrons que la suite (¢,) définie par t, = fn(w,)
vérifie la relation (1) :

Relation (1) :

)

.2 3
Untz = SUnyq + 5 Un.

2 3
Montrons alors que ¢,,,, = Sther + =1,

tnez = t0Wny2) = €0 (W )2(w,,)3 ]
tnez = 20 (Wni1)?/5 (w,)3/5 ]
thez = En[ (Wp4q)?2/5 ] + -En[ (Wn)S/S]

2 3
tnyz = gfn(wn+1) =2 E'gn(wn)-

Or t,y1 =#n(w,,{) et th = tn(w,).

2 3

D'ou la suite (t,,) définie par t, = #n(w,) vérifie la relation (1)
2). Déduisons-en la limite de la suite (t

n), puis celle de la suite (w,)
quand 7 tend vers + oo :

Si la suite (t,) vérifie 1a relation (1), alors les suites (t,) et (u,)
sont de mé&me nature.

Pour la suite (ur), on avait une suite (v, telle que Vp = Ups1 — Uy
Donc pour (t,)), il existe une suite (vn) telle que v, = tnyq — n.

Ce qui permet d’avoir :
Yo =1 —ty = fn(wy) — #n(wy) = #n (Wl

wo
w
Vg = fn -—1)
Wo

i jser — Collection Papyrus:.
emati TerminaleD. || Le BAC du Niger — Collection Papy
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lus, pour 12 suite (Un

) on avait

Dep 1
1= QI e g U
Sp=Vo X 1-(@ g s

Donc pour 12
1-(q
Sp = Vo %

1- (@)
Ce qui permet d

)n+1

'avoir :

1- (@™
tn+1'"t0=v° 1-(q)

1—(g)"*2
the1 = LO + Vo 1-(q)

Donc ln+1
D’ou

On sait que 11m

n— + o©

lim t, =*fn(wo) + '3'&1 (E)
S [en(wa) — £n(wo)]

suite (tn),onaurd

. = enwo) + tn(52) X
s ?’.)n — 0, ce qui permet d’avoir :

—] -—to + tn+1'

= #n(wg) + ‘n (7) e

TOTTmmARS MU DAL 2004

=(=:2)

}_:_(ifll.
1-(@
1-(=3/5)"

71— (—3/5)

1—-0

im = tmcwo) + 0 () X =

-—-{’n(wl) + = —fn(Wo)

(e o

lim tp, = fn(wg) +
nn— + 0

lim t, = —i’n(w1) + (1 — —) £n(wo)-
n— +

Conclusion: lim tn

n—o +
m Déterminons li m Wp!
n— 4+ o

£ = en(Wn) = Wy, = eln
Donc lim wp, =
n— + oo

Iim w,
n— 4oo

(Gemonn) + 3enew) _

SR X __ 8
Conclusion : ngm w, = Jwiswg3.

+ oo
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EXERCICE 2

(B): z° — m(1 +i)z®> + im?z = 0.

a). Résolvons dans C I'équation (E):

B-m(l+ )22+ intz=0=z[z2—m(A+iz+int]=0
=z=0o0u z?—m(1+i)z+im?=0.

m Résolvons dans C, I'équation z* —m(1 + i)z +im? = 0:
e Discriminant A:

Rappelons que (1 +i)?2=2i et (1—1i)% = — 2i.

Ce qui permet d’avoir:

A= (—m(@1 + ))? — 4(1)(Em?)

A=m?(1 + )2 — 4im?

A= 2im? — 4im? = — 2im? = (— 2{)m? = (1 — i)?m?
A=[(1 — D)m]>.

e Racines carrées de A :

(

|

4

(4

o

JoRTd by U R AL Ry |

A= [ (1 —i)m ]2, donc les racines carrées de A sont :
1-Dm et (—1 + Dm.
e Solutions :

En utilisant une seule racine carréede A:

z _mA+d)—->A-Dm m+4+m —m+m 2mi
»— -

2(1) — 2 S T L
7. =mA+D+Q-Ddm _ m+nmi +m-m _2m __
2 2(1) - 2 - —m

* Ensemble de solutions de (K )

Sc={0;m ; mi}.

b). Montrons que OAB est un triangle isocéle rectangle en O:

® Ecriture complexe de la rotation R :

R estune rotation de centre O et d’angle -;5, donc son écriture
" X : i T RPN . .

complexeest z' =ez.z= (cos;-{- lSln;)Z =iz

Soit z' = iz.
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Corrigé du BAC 2004
B estlimage de A par R,donc zg = iz, . |

. 4 . Zp — Z .
Zg=izp o 2= 2=

ZA ZA — Z0
Ainsi, on peut avoir:
Zg — Zg OB . (zB —zo) " T
= =lil=1 et ar = arg(i) = = |27].
s el U = e g(i) = > [27]

Soit OB = OA et (&\'; OB) =Z[2n].

Par conséquent, le triangle OAB est isocéle rectangle en O.
2).a). Déterminons m pour que I'équation (E) admette pour
solution le complexe 1 +i:

Les solutions de (E) sont: 0, m et mi.

1+ i est solutionde (E) sietseulementsi:

m=14i{ ou mi=1+1.

=i+ =—i+1=1-1

Donc, 1 + i estsolution de (E) si et seulement si
m=14+i{i ou m=1—1.

b). Résolvons I'équation (E) dans chacun des cas trouves :
Pour I’équation (E),ona S¢={0; m ; mi }.

eSi m=1+i,onaura Sc={0; 1+i;i(1+1i)},
soit S¢={0;1+i; —-14+i}.

eSi m=1—i,onaura Sc={0;1—i;i(1—10)},
soit S¢={0;1—i;1+i}

3). (C) d’équation x*+y* —x = 0.

a). Déterminons le centre etle rayon de (C) :

Xty —x=0=x*—x+y2=0

= (x - %)2 - G)z + (y — 0)2=0 (Débutde carré) |
=(x-3)+0-02=(3)>

2

mi=l+ieSm=

Donc le centre de (C) estle point de coordonnées (l : 0) ;
2 ’ i
le rayon de (C) est % |

Mathématiques — Terminalep, [
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Corrige du BAC 2004

b). Déterminons I'image du cercle (C) par larotation R:
Rappel: R estd’écriture complexe 2z’ = iz.

e Centre du cercle image (C'):

Soit w (% g O) le centre du cercle (C) etsoit r = % son rayon.

Soit w’ = R(w) le centre du cercle image (C’) et soit r’ son rayon.

3
o

e

nd

;
.'
“
"‘

-
N
4
]

2° 3
w' = R(w) = 2, = iz, = L@) =2i.D'ol o’ (0; %)
e Rayon de (C') :
r 1 :
v’ =|kl.r =7 =3 car R estune rotation (de rapport k = 1).

0(i0) =2 =

el

5

Conclusion :

(C") estun cercle de centre w’ (O . -12-) etderayon r’ = %
PROBLEME

Partie A :

fr(x) = (2 —x)e* —k avec k unréel fixé tel que 0<k<e.
1). Déterminons les limitesde f, en — oo eten + oo:

o lim filx) = Aim [(2—x)eX —k ] = Jim (2e* —xe* — k).
lim e* =0 -
X— — 00 .
lim xe* = g *done x_l_}r_noo fi(x) = — k.
xX— — oo
° xl}g—loo fk(x) - xLH-Pco[ (2 - x)ex —k ]
1i1_’|I_1 (2—x)=—o0 :
xX= co . 3
lim %=+  9onc lm fi@)=-c.
x— + oo

2). Exprimons  f3(x) : Rappelons que fi(x) =2 -x)e*—k.

La fonction f, estdérivable sur IR car:

La fonction x +— (2 — x) estune fonction polynéme, elle est
dérivable sur IR; la fonction x + e* estla fonction exponentielle,
elle est dérivable sur 1R ; La fonction x — — k est une fonction
constante, elle est dérivable sur IR

!
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VLR AU BAC J,
Vx€IR, fixX)=[R2—-x)e*—k ] =[(2—x)e*]"+0
ix) =2 -x)'(e*) + (e*)'(2—x)
fix)=—e*+e*2—-x)=(—1+2—-—x)e*=(1—x)e*
filx) = (1 —x)e™.
m Déduisons-en le tableau de variation de f :
fi(x) = (1 =x)e”.
vx€IR e* > 0,donc f;(x) estdusignede (1 —x).
l—-x=0=x=1.
. eVx€]—o;1[,(1—-x)>0,donc fu(x) > 0.
l‘ Dol f; eststrictement croissante ;
. evxe[l;+o[,(1-x)<0,donc fi(x) =0
. Dot f, estdécroissante.
. Deplus, f(1)=(@2—-1)e' —k=e—k

| =
| fiu(x) + 0 -
{ e — k

!

fx

: = deux solutions,

3).a). Etablissons que I'égquation f x(x) =0 admet otée B
une notée a, appartenanta ]—o0;1 [ etune autre n k
appartenant2 |1;+ oo |:

Remargue: 0 < k < e ,donc e —k > 0. _—
D'aprés son tableau de variation, la fonction fir est COI}UIH.J :
strictement croissante sur | —oo;1[ et strictement décroissante
sur|1;+ e [
Deplus, D€ ]~k

-

ce—k[ et 0E]—o0; e—k][ car e — k> 0.

4
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Corrige du BAC 2004
Donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires,
'équation fi(x) = 0 admet deux solutions, a, € ] — ;1|
et une autre notée [, appartenanta ] 1;4+ 0 [
b). Montrons que e“* — ka; = (e — k)(a; —1):
Supposons que e“* — ka, = (e®* — k)(a;, — 1).
e Démontrons que fi(a,) = 0.
i) =2 =x)e* —k = fi(ay) = (2 — ay)e™ — k.
Si e™ —kay = (e® — k)(a, — 1), on obtient :
e —kay = ek a, — e — ka, + k
e —e%%a, + e = kay, — ka, + k
2k — e%kq, =k
(2—ap)e®™ — k=0
fr(ay) = 0.
(Ce qui est vrai car a, ests i ’é i =
Conclusion : e% — kl;k _ (;;rtLOZ)(Z;Zi (i(_:{l;;;tlon fie(x) = 0).
* Démontrons que efx — kg, = (efx — k)(B, - 1) :
B;f -est aussi solution de I'équation fi(x) = 0,donc B,
verifie I'égalité : efx — i p, = (ePx — k) (B — 1).

4). Précisons le signe de fx(x) suivant les valeurs de x:

Enplacant @, et B, dansle tableau de variations de f, onaura:

*Six€]—-o; a,] U [Bii+ oo, frlx) <0 ;

!S’i x€|[a; Bl fr(x) > 0.
Présentons le signe dans un tableau :

X — O a, 1
1 () - 0 + 0 +
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- {
[ 2% i
L

Scanned with CamScanner



Partie B :
k estunréel fixételque 0 < k <e.
1). u(x) =e*—kx et D, =IR.

a). Etudions le sens de variation de u :
u est dérivable sur IR et pour toutréel x, on aura:
u'(x)=(e*—kx) =e* —k.
U(x)=0=e*—k=0= e* =k & x = n(k).
On en déduit que :

eSix€]—o0; n(k)[, u'(x) <O.
D'oll u est strictement décroissante sur | — oo ; £n(k) [.
eSixe[fn(k);+[, u'(x)=0.

D'oll u estcroissante sur [ #n(k); + oo [.
b). Justifions la propriété suivante : pour toutreel x, e* — kx > (.
Limites de u(x) quand x tend vers — o et + oco:

.xlim u(x) = lim (ex — kx )
Seca x— — 0o
lim e*=0
X— — 0 1 —
lim —kx=+o0’ donc anPm ux) =¥ co.
_ . e _ i
ox-l_}ll‘*r_lm u(x) = x_lalr-al-‘loo(e kx ) x—LH-Poox (x

X — o™
e

lim x =+

x

,donc lim u(x) = + co.

lim —=+o o re
X—=—0 X

— k).

= 5 #n(k)

x
u'(x)

— 0

L

Mathématiques — Terminale p, - L
. - _l e BAC du N
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L k(1 - ‘n(k))
u(t’n(k)) = etn(k)

\
(1= en(iy),
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e Signede k(1 — #n(k)):

0<k<e=¥nlk) <¥fn(e) = fnk) <1=1—¢n(k)>0.
k>0 -
{1-—£’n(k) > o 4ot k(1—#n(k))>o.

D’apres le tableau de variations de u, la plus petite valeur prise
par u(x) est k(1—#n(k)) et k(1— #n(k)) > 0.

Donc u(x) >0 Vx €IR.

ux) >0<=e* —kx>0.

Conclusion : Pour toutréel x, e* — kx > 0.

2). gr(x) = it

e* — kx’
Remarque : Précédemment, e* — kx > 0 pour tout réel x.
Donc la fonction gy est définie sur ]—oo ; 4col.
a). Déterminons la limite de g; en —co eten 4+ :

. " e* -k
e lim gi(x) = lim )
xX— — oo xX— — oo \eX*— kx

xlirll e*=0
lim (—kx) =+ oo’ HDe lim _ gx(x) = 0.

x— —
X— — oo
e* — k) K
< . x_k ( —_— —
e lim g,(x) = lim ex )= lim —==— = lim (1 L.
xX— + oo X— + oo \e* — kx X— + oo (&5 —kx) x—»+oo(1—%)
. k
lim (— =0
x— + oo \e*

,donc lim =
lim (—x-; =0 x>+ 00 Tk (x) =1.
X 4+ oo \€e

b). Prouvons que g,'(x) = ~Jx&® .
(e* — kx)?

et ng = |R.

e* —k
Ir(x) = e ——

gr estle quotient de deux fonctions :
Les fonctions x +— e* — k et

X v e* — kx quisont toutes deux, =
des fonctions exponentielles dérivables sur IR.

Donc la fonction g, estdérivable sur IR.
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Corrige dy g AC 20
4

r tout réel x:
5 oy )' (e* — k)r(e* — kx)—(e* — kx)1(e* — k)

( =) - . 2
gk (x) e (ex...kx (ex RX)x
e*(e* — kx) — (e* — Kk)(e* — k) _ e*X(e* — kx) — (e* — k)?
g;c (X) & (e* — kx)* - (e* — kx)*?
2% — kxe* — (e?X—2ke™ + K?)
4 = 2
gi(x) = (ex — kx)
o2% — kxeX —e** + 2ke* — kK* _ — kxe* + 2ke* — k? _ k(= xe* +2ex_
I (x) = (eX — kx)* (eX— kx)? (eX—kx)?
k[(z-—x)ex-k]

g;‘(x) =T (eX - k0)*
or frx)= (2—x)e* — k.

/ s k .fr(x)
par conséquent, Yk (x) = TS
c). Déduisons-en le tableau de variation de gk :x 2
gi'(x) est du signe de fr(x) car k>0 et (e*X—kx)"> 0.
Rappelons le signe de fi. (%) :

1 +
X — 00 (047 S 2
fk(x) e 0 0 0 J_______.—l_-__-———--_._——J
Ce qui permet d’avoir:
-
+ o0
x — 00 ay _r%lc’a________—:—————-"
I
fr(x) = 0 =f I
0 i (Bic)
9k
gr () 1
ST
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* Calculons g,(1):
x —k el — k e—k _
g (x) = eex—kx = gk(1) = el — k(1) T s e
3).a). En utilisant la question 3).b). (Partie A), montrons

1
que grlap) =

ap—1 :

e*—k ek —
Ik (%) = —— = gr(ay) =

ek — kay

Dans la question 3).b). (Partie A), on a démontré que
e — ko, = (e% — k) (a; — 1).

Ce qui permet d’avoir :

_ e%k—k (e®k — k) _ _ 1
gi(ay) = ek —kay  (e%k —kK)(ap — 1) @ —1"
Conclusion: g, (a;) = —

ar—1 .
b). Donnons de méme g,(g8 1)
eX —k Br —
Ir(x) = o e = Ix(Br) = e—fak_—kz‘; -
Dansla question 3).b). (Partie A), on a démontré que
efr — kB, = (eﬁk — k)(Bx — D).

Ce qui permet d’avoir :

_ ePr—x (ePr — k) 1
gk(ﬁk) eBk—kﬁ'k - (eﬁk—k)(ﬁk-i) - Br—1"
Conclusion: g, (B;) = —

Br—1"
c). Déduisons de la question précédente que lorsque k varieles
points M, et N sontsur une courbe fixe H et donnons-en
une équation :

M;, et N, sontles points de la courbe Cx d’abscisses a; et By,
donc on peut écrire xy, = a; et xn, = Br -

Exprimons les ordonnées des points M, et N :

YM, = gk(ka) = gr(aw) = k-1  xm, —1

1 1
et YN, = gk(xNk) = gk (Bi) = Be-1 XN =17
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Enrésuméona yy, = a— et yyn, = =

En conclusion, lorsque k varie les points M, et N, sontsur une
1
x—1"

courbe fixe H dont une équation est y =

4).a). Déterminons la position relative des courbes C; et C3:
Pour tout réel x, étudions alors le signe de la différence

gi1(x) — gz2(x): i ;
7100 — 920 = (522) - (532)

(e* - 1)(e* — 2x) — (eX — x)(e* = 2)

91(-"5) —QZ(x) = (eX — x)(e* — 2x)
e2X — 2xe* — e* + 2x — e2¥ + 2e* + xe* — 2x
g1(x) —g.(x) = (e* — x)(e* — 2x)

- xeX+e* 1 - x)e*

g1(x) — 9:(0) = GG ner -z | (eX-mer - 220

Dans la question 1).b).,ona Vx € IR,e* — kx> 0.
(e*—x)>0

e {(e" —2x)>0°

{(ex —x)>0

(e*—2x) >0, donc g4(x) — g2(x) est du signede (1 — X}
b 8 1)

-gi x €]—0;1[,(1 — x) > 0,donc g1 (x) —g2(x) > 0.

D'ou C; audessus de (3 six €]—o0;11[;

esi x=1, g1(1) =g2(1 =ge(1) =1. , 1

D'olr C, et C, secoupentau point de coordonnees (1;1).

eSi x €]1; + [,(1—x) <0,donc g1(x) — g2(x) < 0.

D'ou C, esten dessous de C, six €]1; + [.

b). Prouvons que @z = 0: |

Rappelons que dans la partie A, 3).a)., ap est solution de

'équation fx(x) = 0. Donc a, estsolution de l’équation fo(x

et on peut écrire fa(az) = 0.

fi(x) = (2 —x)e* — k= fo(x) =2 — x)eX — 2.

Ce qui permet d’écrire £0)=2—-0e°—2=2-2=0.

)=0
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{fz(az) =0
fz(o) =0

c). Construisons les courbes C, et C, et H sur le méme graphique:

,d’ou a, = 0.

CZ1=—1,1 ;a=0; B, =18 ; 32=1’6.

li l‘ .\\
i T~
ol
s
//I By
T it
—_— el ' pe !
& -—-:._—__-.._,_‘__-_ (c!:/: ‘
- \:‘:\ /]
\\“I‘f
<>
"
H
i
5).Soit 4 > 1.

a). Calculons, en cm?,l'aire A( 1) du domaine du plan défini par:
(1<x< A

lg1(0) <y < g2

Si x €]1; +o L;.91(x) g2(x) < 0 (Voir 4).b). de la Partie B).
D'ou A(1) = _'f (gi\x) = gz(x))dx (2cm X 4cm).

On aura:

A(L) = fl (g2(x) = g1(x))dx x 8cm?

A(A) = (ff gz(x)dx — ffgl(x)dx) X 8cm?

A(L) = (J’j (:::22;;) dx — fl (Z “1) dx) X 8cm?.

On reconnait facilement la forme de primitive de = . 5
= g
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Ce qui permet d’avoir :

= 3 (e* —2x)r A (eX— x)r
A1) = ([} 572 ax — (1522 dx) = 8em?

A(A) = ([ fnle* — 2x| ]} — [ ¢n]e* xl]l)XBCm

Or Vx€IR, e*—2x>0 et e* —x > 0 (Voir 1).b). Partie B).
Donc on aura:

A(A) = ([£n(e* — 2x) 11 — [ £n(e* — x) 1) x 8cm?

= («L”n(e;l —21) — #n(e — 2) — #n(e* — 1) + £n(e — 1)) x 8cm?

= ({’n(e'l —21) — ¢n(e* — 1) + £n(e — 1) — ¢n(e —_2)) x 8cm?

2 (t’n (e:l__? == ; ) X 8cm?2.
Conclusion :
cﬂ(l)=(8€n( —2%) + 8¢n n (3= ))cm

b). Déterminons 1]}_5130 A( A) :

er(1-25 124
lim (5= 2") = (1) lim ¢ i{‘).
Ao+ 8’1 A ,'1-—)+oo e;“-(]_-—-) )I_-—>+oo(1.--67

lim 24N = 0
er) —2A 1
Ak 22 BA ,donc 11m = —I=1
lim (=)=0
A=+ o© et

On en déduit que :
lim A(1)= (8€n(1) + 8¢n (-2—3)) cm?

A— + @
' 8¢ ) cm?.
ABTOG cﬂ( A ) ( =

==l
-2
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{ CORRIGE DU BAC 2005 ]

= 2e 5
1 Un avec n >0 ; v”":uﬂune
(Un) * VUn+1 = 2 — un
s Uz:
1). = Caliulon 2 o _ 2 _ze __,
Un+l = e-—T;n:} Uz = o _wu,  e—2e —-e
s Montrons par récurrence que pourtout n =2, u, <0:
On saitque Uz = — 2,donc u; <0;
Us —2 —2

= = donc u; < 0.
U3 = ;_4, e—(—2) e+2’ 3

Supposons que Un < 0 et démontrons que u,;; <O0:
un<0<=>—un>0<=>e—un>e.

or e>0,dou e—u, >0.

{Z;L”O>O,d’oﬁ el_"“ < 0, soit u,44 <O.

Un

Conclusion : Pour tout entier n = 2, u, <O0.
2).a). Calculons v,,,, en fonctionde u,:

Uun + e wu +1+€
Vn = o — Vnt1 = —t
Un Un41
wn
Or U, = n :
+1 e —un

Ce qui permet d’avoir :

u un + e(e —un)

2 —
v — €e—un — (e—un) =un+e it
e = - e . Un
e —1un s
L _ un(d—e)+e?
n+1 = ‘
Un
tion Papyrv
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b’:fﬂﬁ@unvnzun it B@HTI(U}, “1): e & Un :(Vn“,— 1
ol

! L.
nguiPETmEtdavo” .
L - 2
wi-dte  Tpon 17 e*e
= - el ey
Vptt iy (vn = 1)

e(I-E)-I'(?z(vn"]) _ e[(1-e)+e(vp—1)] (
= =1—e)+e(v-—-1)
n

Un+1= e €
py=l-etevy —e= 1—2e+ev,

(onclusion: v4q =1 — 2e + ey,
3).(W): Wo=vpyq —evy, pour n = 1.
1) Déterminons la nature de la suite (w,,) :
W=ty —-ev, =1—-2e+ev, —ev, =1—2e
W=1-2 et 1-2¢ estun réel constant.
Doncla suite (w,) est une suite constante.
b).Calculons Sh=witwy -+ Wy,
() étantune gy constante, donc wy = wp =-.. =
Ee Wipermet d'gyojy o
e 1E”ll'”"er “+ W,

v “)+(1-2¢) + -+ (1—28) (n fois),

Sequent Sp=n(1— 26)
0).Cal N
el ue
| de #n e lorsqg n tend Ver

m g lles
S i=2n) 1+4+n(1-—2e f
]“’ 47| = lim #n s 2 — Iim £n |7
H’n{; 1 -+ 0o 1+n n—+ om
le+ n'\& \l
ly =*n|1-2e| = #n(— (1 - 2e))
H“*‘“?ni& £n(2
tn| = tn(2e — 1).
-.T. i etk
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EXERCICE 2

1).a). Déterminons '’ensemble des points A, et B, et plagons ces

points dans le repére (O; i ;j ) :

Pour p = 1, on aura les points: '

i (65) 5 22 (o) 5 s (e8) £ 1 () 5 s (0F) s (5),

Pour p = 2, on aura les points : |
1T 270 37T ATT .5TC 6T :

By (2) ; B, (27 ; B, (26 ; B, (26°F) 1 Bs (267 ) s Be (2¢%%).

Apres simplification, on obtient :

A,y (e‘%) ; A, (e%) ; Ag (eig) ; Ay (eiz?n) ; Asg (ei%) ; As(ein)?

B, (2¢%) ;B, (2¢%) ; B, (2¢%) ;B, (28%“) B, (Zei‘%”  By(2617).
De plus:

.TC
= _ T ..
eG—-cos(—)+Lsm(E)=£+li
T ; 6 2 2 )
= — T ..
63—cos(~)+151n(—)=1+§i
3 2 2 ’
ez = = ;i
— COs = +Ls1n(—): ;
2T
e?__ 21 .. T 1 V3
= COs | — +13m(—- =—= 4 =j -
51 2 2 i
o T . . (5
€ 6 COS(?)+ls1n(—n- =—-“/._§+li
ot 2 v
= cos(m) + isin() = — 1.

Ce qui permet d’avoir -
M(F+1)5 (L) a0 a3+ )

V3 .
As(~F+20) 5 Ag(=1); BV +1) ; By(1+ 3) : Ba(2D)
Ba(—1+iv3) ; B(—V3 +1) ; Bo(~2).
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Figure : 05

YA v
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b). Déterminons la probabilité pour que Y soitégalea 1:

Y estl'ordonnée de M, donc Y estla partie imaginaire de l'affixe
de M. Parmi les 12 points précédents, on a 3 points dont 'affixe
posséde une partie imaginaire égalea 1:

As(Q) ; Bi(vV3+i); Bs(—V3+1i).

D’oll la probabilité pour que Y soit égala 1 est:

3 points 3 1
Y — == —_— = -,
p( 1) 12 points 12 4

2).a). Déterminons la probabilité d’obtenir deux faces et celle
d’obtenir une face:

Désignons par F, et F, les cotés faces des deux dés.
Désignons par P; et P, les cotés piles des deux dés.

Présentons dans un tableau I’ensemble des résultats possibles.

F, P,
F, (F1; Fz) (P1} Fz)
P, (F1$ Pz) (Pli Pz)
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Corrigé du BAC 2005
Soit p(F) la probabilité d’obtenir une face;
Soit p(FF) la probabilité d’obtenir deux faces.

D’apres le tableau, card(Q) = 4. (Quatre couples possibles).
p(FF) — 1 couple 1

4 couples 4 °
_ 2couples 2 1
P =T

4 couples 4 2

b).Dressons la loi de probabilité de la variable aléatoire X:
X estle gain net obtenu par le joueur.

Le joueur a misé m francs.

e S'ilrecoit 5 francs, le gain netestde (5 — m) francs ;

e S’il regoit 30 francs, le gain net est de (30 — m) francs;
* S'il regoit O francs, le gain net estde (— m) francs ;

Les valeurs prises par X sont: 5—m, 30 —m et —m.
Onécrit X(Q) ={5—m : 30 —m ;—m b

Déterminons les différentes probabilités associées :

P(X =5 — m) = p(obtenir une face) = p(F) = %
P(X = 30 — m) = p(obtenir deux faces) = p(FF) =

NI

P(X = —m) = p(obtenir deux piles) = p(PP) = -i-. (Voir tableau)-

X —m 5 —m 30 —m | TOTAL
1 1 _ 2 1
p(X e xi) 4 2 _ 4 Z 1
¢). Calculons Y'espérance mathématique de X :
EX) = %% .p(X = x.
1
E(X) =i>< (—m) +§>< (5—m)+-x(30-m)
—m+10—2m+30—-m _ 40—4m _ 4(10 - m)
E(X) = 4 - 4 - 4
EXX) =10 —m.
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papy
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d). Déterminons le prix de la partie pour que ce jeu soit équitable :
Le jeu est équitable si et seulement si E(X) = 0.
EX)=0< 10—m =0 < m = 10.

Le prix de la partie est donc de 10 francs.

e). On donne m = 10.
i). Calculons la variance et I’écart type de X:
Pour m = 10, E(X) = 0 etla loi de probabilité sera :

20 TOTAL

X —10 | —5

p(X = x;) 1 1
2 4

1
4

o) = (107 x2) + (- 9 x2) + (203

E(XZ) = 100+540+400 = 550 = 137,5

+ Variance V(X) :
ViX) = E(X?) — [E(X)]? = 137,5— 0% = 137,5.

+ Ecarttype o(X) :

s(X) = /V(X) =/137,5 = 11,73.

ii). Définition et représentation de la fonction de répartition :
La fonction de répartition F de la variable X est définie par:

i

si x<-—-10
si —10<x< -5

sSi —5<x<20
si x> 20

F(x) =+

Halwalm O

Mathématiques — Terminale p, I_\I LeBA
14n Cdu Nigar — ~_1 .. e

Scanned with CamScanner



“-Ormge du BAC 2005

D o

1/2

D"

-20 —15 —19 —5 10 15 20

w1

PROBLEME

fx) =+/3x*+1 + V/3x.

Partie A :

1). Déterminons le domaine de définition de f':
Vx €IR, 3x2+1 > 0. D'ou f estdéfiniesur IR
Df=]—o00; + 0.

i ) '1- .
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyriss
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—vge du HAC 3

2). Etudions le comportement de f aux bornes de son domaine
de définition :

o lim f(x) = _lim (V3x2+1+ V3 x)
— - b
x ) (V3xZ+ 1 +V3x)(V3x2 +1 -3 x)
lim f(x) - xlll}’lm (V3xZ+1 -3 x)
x— - o0

R Ceria o b

- -_— 'l

xl)u_.r-loo f(x) x— — (ﬁz(s +x—12—) —x@)
(3x%+1) — (3x%)

lim fG) = S0 0 [ ) =)

1

J{1_i‘11’1m flx)= x!.i,r—noo (|x|\/(—3+—§}5_ xﬁ) .

Quand x tend vers —, x| = — x.
Ce qui permet d'avoir:

1
- —_ 1'
xl}er f&x) x= oo (—I ’(3+;—2) —xﬁ)
lim : Or lim 1 =0

xa-mf(x)le:lrpmx(_@_ﬁ)' Py = o0 A2

Par conséquent:

1

e lim _f(x) = lim (V3x2+1++V3x)

: i 1 T 1
IHTOO f(x) - xllr—noo x(—\f3_—\/§) - hm

x— + o
. O 1
100 = ([ (343) + 23

dm s = i (1 [(3+2) + 23 )

Maﬂ'lémﬂhques -I.
= lerminale D, Us -
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Corrigé du BAC 200

' = i .y
Jim_ f(x) = lim (x {(3 + xz) + xﬁ)

i = |i ’ B . § 3
xl"-Poo flx) = xl‘"}_lmx( (3 x xz) + 3)' O x-!}!-Pm 2) = 0.

Ce qui permet d’'avoir:
lim f(x) = xEme(ﬁ + @ = lim 2xV3 =+ o,

x—= + oo X— 4+ o
3). Etudions les variations de f :
m Sens de variations de f:

f(x)=+3x*+1 + V3x.

f estlasomme de deux fonctions:

x+—+/3x24+1 et x+— xV3.

La fonction x = +/3x? + 1 est définie et dérivable sur IR :
la fonction x — x+/3 est dérivable sur IR.

D’ou la fonction f estdérivable sur IR.
Pour tout réel x:

() =(V3x2+1 +\/§x)’ =

F(x) = 3x +V3.V3xZ+1 _ 3x+ /3(3x2+1)
V3xZ + 1 T V3xZ+1
F(x) = 3x +V9x2 + 3
T V3xZ+1
: . 3x +V9x2 + 3
f(x)—0=> V3x2 +1
Vx €IR, V3x2+1>0,donc Vx € IR f'(x) ale méme signe que

3x + V9xZ% + 3.
¢ Résolvons dans IR, I'équation 3x+ V9xZ2 +3 =0:
3x + V9x2+3 =0 < V9x2 + 3 = — 3x.

Domaine de validité de cette équation irrationnelle :
D,={x€IR/ 9x*+3=>0; -3x>0}.

e _ _ 3x
2d3x2+1+ﬁ-m + V3

Mathématiques — Terminale D. . Le BAC du Niger - Collection Pap .
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- 9x24+3>0 Vx €IR.

. 3 >0ex<0ox€]—-;0]

L Vxe]-;0]: |
VXT3 =-3x = 9x*+3 = (—3x)2 & 9x% +3 = 9x2 < 3 =0,
~ (Ce qui est faux car 3 # 0).

I Dou Six={}. .
~ L'équation 3x + V9x2 + 3 = 0 n’admet pas de solutions dans IR,
- donc 3x + V9x2 + 3 ne s’annule pas et il garde un signe constant
- surlR

» Etudions le signe de 3x + V9x2 + 3 suivant les valeurs de x : |
' Comme 3x + V9x2 + 3 garde un signe constant sur IR, exploitons
~ lecasou x > 0.

x>0 3x > 0. _

De plus, V9x2 + 3 > 0 pour tout réel x.

Donc 3x + vV/9x2+3 >0 pour tout réel x.

D'olt f'(x) > 0 pourtoutréel x etpar conséquent,

f est strictement croissante sur IR.

® Tableau de variations de f :

X — 00 + oo !
e Fol00) +
+ oo
f /
I 0

4): ® Précisons les asymptotes 3 la courbe (C) :
xHTmf (x) = 0, donc la courbe (C) admet en — oo une asymptote

horizonta)e d’équation y = 0 (I'axe des abscisses du repére).

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus
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lim f(x) = +4oco.

x—+co

e Etudions alors la limite quand x tend vers +o de [()
o

; fxy _ . (V3x2+1 +/3 x) _ 1 (m
xl}l}:loo x o xln-'lpco x XLITGO x +\/§)
1
im L9 — J2(3+%) 3 )= % (343
Jm, S = dim | =4 VB ) = lim | )

x +V’§

1

x {3+
lim 9= iy —Li)+w/§ = lim J-(H\l
x—= 4+ oo X X— + oo x x— 4+ co ;:z)_l_\/i)

. 1
or lim_(35)=o0.
Ce qui permet d’avoir :

m L0 _ _
m = —xjgglm(x/?+\/3)—2\/§.

¢ Calculons lim [ f(x) — 2xv3]:

x— + co ‘
(76— 2043 = iy [T 4 -y
x-1->ir-£loo—f(x) o 2x\/§] = xLiTm[ V3x2 + 1 —x\fg]
Jm | f(x) — 2xv3 ] = lim_ sz (3_'_;12_) —-xﬁ]

xETmLf(x)—Zx@] =x1)ir£1m X f(3 +;15) —-xw/§].

Or lim (;}2-) = 0.

X— + oo

Ce qui permet d’avoir :

lim [ f(x) —2xV3] = im [xV3 —xv3] =0

X— 4+ oo

Par conséquent, la courbe (C) admet en + o une asymptote
oblique (D) d’équation y = 2xV/3.

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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{c)

T o e

Partie B:

g(x) =+v3x—+/3x*+1.

1).a). Montrons que (C’) se déduitde (C) par la symétrie de
centre O:

Pour toutréel x:

g(—x) == _x'\/§ —\/3(_X)2+ 1= —x\/§ — /3x2+ 1
g(—x) = — (xV3+V3x* +1).

Oor f(x)= xV3 +V3x2+1.

Donc g(—x) = —f(x), dott g(=x) + f(x) =0.

Par conséquent, la courbe (C") se déduit de la courbe (C)
par la symétrie de centre O.

b). Tragons (C") dans le méme repére que (C) :
Voir figure.

Mathématiques — Terminale D. ‘ s ‘ Le BAC du Niger — Collection Papyriis.
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Corrigé du BAC 2005 =
2). Montrons qu'on a: KI.K] +1=0:
Soit x I'abscisse du point K.

K estle projeté des points I et ] surl’axe x'Ox, donc:

X=X = XK =X
{)'K =0 '

yi=f0a) =f(x)=xv3+V3x2+1

De plus, Yy = g(x]) =gx)=xv3—-V3x2+1"
Ce qui permet d’avoir :
K.K = (% — xx) (2 — x}() + (1 — YK)(YI - )’1{)
KILK = (x = x)(x — x) + (g(x) — 0)(f(x) — 0)
KI.K| =0+ f(x)g(x) = f(x)g(x)
KI.K] = (xV3 + V3x2 +1)(xV3 - V3xZ +1)
KUK = (xv3) — (V327 + 1) = 32 — (322 + 1)

KI.K = —1.
Par conséquent, KI .K] + 1 = 0.

3). Montrons qu'un point M appartient a (H) si et seulement si

ses coordonnées ( x ;y ) vérifient 'équation ¥y>—2V3xy—1=0:
Considérons dans IR, 'équation (E

y>—2V3xy —1=0.
Résolvons dans IR, (E,):
Y =2V3xy—1=0ey>— (2x/3)y—1=0.
¢ Discriminant :

2
A= (2V3x)" — 4(1)(—1) = 122% + 4 = 4(3x% + 1)
A=|2V3xZ + 12

y) dinconnue y définie par:

Mathématiques — Terminale D. I Il Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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e Solutions :

Vix—-2V3xTF1
yl___z 3x 2(21)3,‘1.’ +1=\/§x_ (—'———Sx2+ =g(x)

g
y, =252 ;(an —=V3x+V3xZ+1 = f(x).

corrnge du BAC ZUU5

Donc f(x)et g(x) sontles solutions de I’équation (Ey)

(H) étant la réunion des courbes (C) et (C’).

Par conséquent, un point M appartient a (H) si et seulement si

ses coordonnées ( x;y ) vérifient I'équation
(E,):¥*—-2V3xy—1=0.

Partie C:

h(x) = n(v3x+V3x2+1)

1). Déterminons le domaine de définition de h:
Remarque : h(x) = #n[ f(x) ].

D,={x€IR/ f(x)>0}

e Résolvons dans IR, I'équation f(x) = 0:

f)=0=V3x2+1 +V3x=0=V3x>+1 =—V3x.

Pour tout x appartenant au domaine de validité de cette équation :
VBTFT = —Bx=0e (VAE T D)% = (V3 x)?

& 3x2+1=3x*=1=0(Cequiestfauxcar 1 # 0).

Donc I’équation f(x) = 0 n’admet pas de solutions dans IR.

D'ou f(x) nes’annule pas et il garde un signe constant sur IR.

Par conséquent, d'apres le tableau de variations de f, f(x) > 0

pour tout réel x.

On en déduitque:Dp =IR=]—o00; + 0o .
2). Etudions la parité de h :

vxelR,v(—x) €IR:

h(—x)=€n(—-x\/§ +‘\/3(""JC)2+1) :{’n(__x\/E _‘__m)

Mathématiques — Terminal
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Corrige dy BAC 2

h(—x) _fn(\/3x2 +1—xV3 ) = %n (t/—3xi+1 + xv/3 )

h(—x) = —#n(V3xZ2+1+xV3 )= —#n(V/3x +m
h(—x) = — h(x).

Par conséquent, h est une fonction impaire.

3). Déduisons le sens de variation de h de celuide f:

h(x) = fn[ f(x)].

h estdérivable sur IR et pour toutréel x :

’ ’ i (x)
W) = (el f) D) =22

Or Vx €lIR, f'(x) > 0 et f(x) > 0.
D'ou Vx € IR, h/(x) > 0.
Par conséquent, la fonction A est strictement croissante sur IR,
4). Construisons la courbe représentative (I') de h dans le plan
rapporté a un repére orthonormé :

hm h(x) = ]112?1 fn[ f(x)] = — o0 car lim f(x) =07,

11m h(x) = lim #n[f(x)] = + oo car hrn f(x) =+ .

X—=+ oo X— 4+ co

X— +
Dressons le tableau de variations de h:
x — o
r + =2
h'(x) +
+ oo
h /
— CO
* Etude des branches infinies de la courbe (T):
# Hm 2D gy 0BxeVERID) (V3T VB )
> —0 X X— — oo x X— — oo X

(( V3xZ +1 + fx)(v3r2+1 - V3x)
litty, 299 i (Vsx2+1 - v3x)

X— —0co X X— — 0O x

Mathématiques — Terminale D. {—_ | Le BAC du Niger — Collection Papyrus:.
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en((w/3x2 +1)? —(x\/3_)’)

: h(x) ) Z 41—
xllglm_x = lim (V322 +1 V3 x) lim B )
X— — 00 x x— — 0o x

£n . )
lim 29 _ . ((*131“ —V3x)) _ —fn(%

X3 -0 x X— — oo x x— — 00 x

- fn( fxz(s +$) - xﬁ)

h(x

pam == Nmp -
1
lim h(x) = ifm —-En(lxl /(3 +F) —xﬁ) A —fn(—x@hxﬁ)
X——00 X X——o00 x T x—s—oo x\
; 1
g x—l;u-Poo (;5) =
Ce qui permet d’avoir :
lim 22—y ZCRE-aE) gy, fml2xE)
X< —0oo X X— — co X x— — co (—x)
lim 22 = iy fCx+ EdE) = lim 2% 4 im fnlzE) 0
x—>—-00 X xX——00 (—x) x——o0 (—x) x——co0 (- x)
lim 252 -9

car{ ¥~ %
lim en2v3)_ 0
x——o (—Xx)

lim hx) - 0, d’ou la courbe (I') admet une branche parabolique

x— -0 X

dirigée vers l'axe des abscisses du repére en — 0.
h étant une fonction impaire, on en déduit que la courbe (I')
admet aussi une branche parabolique dirigée vers ’axe des
abscisses du repere en + oo,
h(x
™ _ o,

NB : On peut aussi démontrer facilement que lim —22
X— +00 X

puis utiliser la parité de f et conclure.
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Figure :

(n

5). Montrons que h admet une fonction réciproque h™* :

La fonction h est continue et strictement monotone (croissante)
sur IR, d’ou h estbijective et elle admet une fonction
réciproque h™1,

* Courbe de la fonction réciproque : Voir figure.

La courbe (I'" 1) est représentée en pointillés.

e
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[ CORRIGE DU BAC 2006 ]

EXERCICE 1

P(z) =23+ (=7 + 2i)z* + (15 — 4i)z — 25 + 10i dans C.

1). Calculons P(5 — 2i) etrésolvonsl'équation P(z) =0:

P(5 — 2i) = (5 — 20)3 + (=7 + 2i)(5 — 20)% + (15 — 4i)(5 — 2i) — 25 + 10i
= (5)% — 3(5)2(2i) + 3(5)(2i)% — (2i)% + (=7 + 2i)(25 — 20i — 4)
+ 75 —30i — 20i — 8 — 25 + 101

= 125 — 150i — 60 + 8i + (=7 + 2i)(21 — 20i) + 42 — 40i

= 125 — 150i — 60 + 8i — 147 + 140i + 42i + 40 + 42 — 40i

= (125 - 60— 147 + 40 + 42) + i(—150 + 8 + 140 + 42 — 40)
= (207 — 207) + i(—190 + 190) = 0 + 0i = 0.

Donc P(5 — 2i) = 0.

m Résolvons I'équation P(z) = O:

P(5 — 2i) = 0,donc P(z) peuts’écrire sous la forme de

P(z) = (z — (5 — 2i))(az? + bz + ¢) avec a, b et ¢ des nombres
complexes que I’on déterminera.

On aura ainsi :

P(z) = (z— (5 — 2i))(az? + bz + ¢)

P(z) =(z—5+ 2i)(az?+ bz +c) . .
P(z) = az® + bz? + cz — 5az* — 5bz — 5Cc + 2iaz? + 2ibz + 2ic

P(z) = az3 + (b — 5a + 2ia)z® + (c — 5b + 2ib)z + c(—5 + 2i).
Or P(2) = z3 + (=7 + 2i)z*> + (15 — 4i)z — 25 + 10L.
Par identification , on peut poser:

az? =23
(b — 5a + 2ia)z? = (=7 + 2i)z>.
c(—5+42i) = —-25+10i
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i met d’avoir:
Ce qui per a=1

a=1 _

p—5+2i=-—7+2i ,smt{ =—-2 .
c(—5 + 2i) = 5(—5 + 20) c=5

Dot P(2) = (z—5 + 20)(z* — 2z + 5).
mg=0¢:@—5+20@1—u+6)=0

e (z—5+2i)=0 ou (z2 —2z+5) = 0.

w Résolvons dans C l'équation z* — 2z + S=0:

e Discriminant A:

A= (—2)? —4(1)(5) = —16 = (4i)=>.

e Racines carrées de A:

Les racines carrées de A sont — 4i et 4i.

e Solutions :

En utilisant une seule racine carrée de A:

2 — 4i ) __ 244l _ ]
) =1—2i et z, = Ten 1+ 2i.

e Ensemble de solutions de I’équation P(z) =0:
Sc={5—-2i;1—2i;1+2i}

2).z1=—3—2i; 2zy,=14+2i ; zg =5 —2i.

a). Déterminons f, I'application complexe associéea S:
Posons f(z) = z' = az+ b.

Déterminons les complexes a et b:

Z, =

La similitude S est de centre I, donc z; = 1—_’_’: ,d’'ou b = z(1-—a). 3.:,’

S transforme A en B, donc zg = az, + b.

{b=21(1—a)=){b=~21(1—a) @{b=zl(1—a)

Zzg =aza+b zg = aza + z1(1 — a) Zg — 21 = a(zp — z1)

b=z(1-—a) =S LAk a=—%___2 _20-038
= == zg — Z| = 1+2i4+3+2i & 4+40 1+i  12+1®
b

 za~z b=2z(1-a) = z(1 — a)
b=(-—-3-— 201 —1+1) hi=s Pz
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrué . ‘
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Conclusion :
f estl'application d’écriture complexe z' = (1 — i)z + 2 — 3i.
b). Déterminons les éléments caractéristiques de S:
e Rapport (soit k) de S:
k=lal=[|(1-10] =12+ (—1)%= 2.
e Angle (soit 8 ) de S:
Re(@) _ 1 _ V2

cos 8 = — =
gt & 2 ,soit @ = —Z[2x].
.B_Im(a)__-;l___ﬁ 4
SIS lal Y e 2
Conclusion :

S est la similitude plane directe de centre de rapporl;t V2,
de centre le point Id’affixe —3 — 2, et d’angle — 7 [27].
¢). Déterminons I'équation de la droite (D), image

de ladroite (D) par S:

(D) passe par A (1;2) etsonvecteur directeur est w(1; — 2).
e Equation de (D) :
Soit M(x ;y) un point de (D).

res.

Les vecteurs AM et u sontalors colinéai

Or m(x —1;y—2) et w(1l; —2).

(AM colinéaire 2 T)e —2@-1)—-10—-2=0 .
@—Zx-—y+4-=0.Donc(D):~2x-—y+4=0:
Choisissons au hasard un 2éme¢ point appartenant a (D)' : ,
— 4. Soit le point E d’affixe zg = 4.

Si x =0,onaura y
par S:

e Déterminons les images des points A et E _
L'image du point A par S estle point B d’affixe 5 — 2L.
Déterminons I'image de E par S :
ze,=(1—Dzg+2—3i=4i(1—i)+2— 3i

zg, =4i+4+2—3i=6+i Soit E'(6;1).

Onaainsi E' (6;1) et B (5; —2) qui sont deux points de (D").
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o Ecrivons alors une équation de (D’) :

Soit M(x ; ¥) un point de (D').

Les vecteurs E'M et E'B seront alors colinéaires.
or EM(x —6;y —1) et EB(—1; —3).

(Erl\_ff colinéaire a ﬁ) = —-3(x—6)+1(y—1)=0 ;
& -3x+y+17 = 0.

Conclusion: (D):—3x+y+ 17 = 0.

€ . e ‘. .‘...‘. _I‘ 4.7
241 wii LRV L

EXERCICE 2

An : « L'électeur est favorable ala liste A au n’®™€ jour de
campagne ».

Bn : « L’électeur est favorable a la liste B au nit™e jour de
campagne ».

1). Donnons une relation simple entre p,, et qn,:
Pn=p(An) et q, = p(B,).

Remarquez que les événements A, et B,, sont contraires.
Ce qui permet d’avoir :

P(An) =1 —p(B,),dou p,=1—q,.
Conclusion: p, = 1 — dn-

2).a). Déterminons I'arbre des probabilités :

An
Pn 0,2 Bn+1
3
0:7 Bn+1 b
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* Comment compléter 'arbre de probabilités ?
D’aprés I'énoncé, 20% des électeurs favorables a la liste A
changent d’avis le jour suivant pour étre favorables a la liste B, ce
qui permet d’écrire :

P(Brs1/An) = 20% = o5 = 0,2.
(On écrit sur I'arbre 0,2 entre B, ;1 et A,).

p(B,+1/A,) : Probabilité de ceux qui sont favorables a la liste B

le (n + 1)"™¢ jour sachant qu’ils étaient favorables a la liste A

le n'®™€ jour.

De plus, d'apres I'énoncé, 30% des électeurs favorables a la liste B
changent d’avis le jour suivant pour étre favorables a la liste A,

ce qui permet décrire :

0
P(Ans1/By) = 30% = -130—0 — 0,3.

(On écrit sur I'arbre 0,3 entre A,,,; et B,).

P(Ans+1/B;) : Probabilité de ceux qui sont favorables a la liste A
le (n + 1)®*™¢ jour sachant qu'ils étaient favorables 2 la liste B
le ni*™me jour,

Pourles 0,8 et 0,7 on utilise la loi de probabilité :

08=1-0,2 et 0,7 = ¥ =0.3.

b). Donnons P(Ani1/ Ay) et p(Ani1/ Br):
Entre A,.; et A, onpeutlire surl'arbre 0,8.
Entre A,,; et B, on peutlire sur l'arbre 0,3.

D'ol P(An+1/ An) = 0,8 et p(An+1/ Br) = 0,3.
c). Montrons que

p(An-;-l N An) == Sp et

) que p(A N B,) = 0, :
En utilisant Varbre : " e e 3n
% p(An-q.l N An) — p(An) X p(A

s +1/ Ap) = X 0,8 =
D’ol P(Anyq N A, — 0.8p.. n n Pn 0,8pn.

Mathématiques — Terminale D, ‘> T

Le BAC duy Nj
158 | 18er — Collectjon P
ADyrus

Scanned with CamScanner

corrige au BAC 2006




Corrigé du BAC 2006 2

* p(An+1 N By) = p(Bn) X p(Ani1/ Bn) = qn X 0,3 = 0,3¢5.

D'olt p(Ans1 N Bp) = 0,3q,,.

e Déduisons-en que :

p(A,+1) = 0,8p, + 0,3q,, puisque p,,; =0,5p,+0,3:

{p(An+1 N A,) = 0,8p,

p(Aps1 N By) =0,3q, -

P(Ani1) =P(Ansi N Ay) + P(Ans1 N By)

D’ou p(An+1) = 0,8p, + 0,3qn.

e Démontrons que p,,; =0,5p, + 0,3 :

Ona p(Ap+1) = 0,8p, +0,3q,.

Donc p,4, = 0,8p, + 0,3q,,.

Or pp,=1-—gq,,dou q, = L=k,

Ce qui permet d’avoir:

Pn+1 = 0,8p, +0,3(1 — Pn) = O,Spn + 0,3 — 0,3p,

Pn+1 = (0,8 — 0,5)p, + 0,3

Pn+1 = 0,5p, 4+ 0,3.

Conclusion: p,;; = 0,5p, + 0,3.

3). Soit la suite () de ANA

a;. Montrons qu(E.- Ell)l ) :Sir:;e gEI:leral’ un’= fo e 0.6.
n € suite geometrique :

Up =pp— 0,6,donc u,,, = Pns1 — 0,6.

On aura:

Upy1 = 0,5p, + 0,3 —10,6

Un+1 = 0,5p, — 0,3

Uns1 = 0,5(pp — 0,6).0r u,, = Pn — 0,6.

Donc u,+q = 0,5.u,.

Par conséquent, (u,,) est une suite géométrique de raison g = 0,5.

m Déterminons la limite de (u,):

La suite (u,) estde 1eTterme u, = (p, — 0,6).

(up) étant une suite géométrique, donc u, = u,.q" "2,

U, = (pl = 0,6) (0,5)71_1.
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lim u, = n_!jlllm(pl - 0,6).(0,5)*"1 =0 car |0,5| < 1.

n— + oo
b). Déduisons-en la limite de la suite (p,,) :

Up = Pn — 0,6.
lim u, = lim (p,—0,6) =0, &u lim p, = 0,6.
n— + © n- + o n— +

T

Ex ='—nx£n(x)+2—x avec n €IN* et D, =]1; oo,

1). Etudions les variations de g, sur J1; +oo]:

gn est la somme de deux fonctions:

x+— —nxfn(x) et x — 2 —Xx. | |
La fonction x +— — nxfn(x) est le produit de deux fonctions qul
sont dérivables sur|1; + o [;

La fonction x +— 2 — x est dérivable sur | 1; + o IE

Donc g, estdérivable sur|1; +oo|.

vx€|l; + [, gn(x) = (—nxfn(x) +2 —x)’

g(x) = (=) (#n(0) + (n(®) (=) —1
gh(x) = —nfn(x) + 2(-n0) -1
gn(x) =— nfn(x) —n—1

4 = — +n+ 1).
gn(x) = (nfn(x)
., (nfn(x) >0 5 ~ <o

par conséquent, la fonction gn est strictement décroissante sur

lintervalle | 1; + [

Mathématiques — Terminale D.

G ‘ Le BAC du Niger — Collection Papyrus .

Scanned with CamScanner




Corrigé du BAC 20€
2).a). Montrons que I'équation g,,(x) = 0 admetsur ]1; + oo [
une solution «, appartenantal’intervalle]1; 2 :
e Limites de g, auxbornesde D,_:

lim gn(x) = lim (-nxfn(x) +2 —x) = —nfn(D+2-1=1.

lim gn(x) = lim (—nxfn(x)+2—x)

x— +
. — 1 = £ =
xl—y}}m gn(x) = xlle x|\ —nfn(x) + = 1).
(lim [-nfn(x)] = —
x— 4+ oo
; 2\ _ )
y xl}rfm (;) =0 , donc xEer In(x) = — o,
lim x =+ o
kx—b + oo

m Tableau de variations de g,, :

e 1 an “+co
In(x) _

s @
9n \

—Q0

D’apres son tableau de variations, la fonction Gn
strictement décroissante sur 11 ; + oo [.
Deplus 0 € ]—o0; 11.

Donc d’apreés le théorérpe des valeurs Intermédiaires, I’équation
gn(x) = 0 admetsur ]1; + oo [ une unique solution a,,.
Démontronsque a, €]1; 2[:

gn(1) =1 et gn(2) = = 2nfn(2) + 2 — 2 = — 2n¢n(2).

Donc g,(1) >0 et g,(2) <O.

D'ou a, €]11; 2[.

est continueet

o ik aergle :
2 N ¥ 3
T S ey B
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b). Déduisons-en le signede g, (x) sur ]1; 4+ oo [:
Le signe de g,(x) e stindiqué dans le tableau de variations de gn.

X 1 (2% +co
.gﬁ(x) z 15 0 —
Partie B
fn(x) = x™fn(x) sixe]0;1]
fu(x) =(@2—x)"n(x) sixE€ ]1; 4 oof.
fn(o) =0

Dfn = [0 ’ + oo [
1).a). Etudions la continuité de f, en xo =0 eten X1 = 1:
e Continuité de f, adroitede xo = 0:

lim f,(x) = lim_x™#n(x) = 0, donc la fonction f;, est contl
x—-0t " x—0t

nue

3 droite de xg = 0.

e Continuité de f, a gauche de xo = 0:
f, n'est pas définie a gauche de xo = 0 car Dg,
donc f, n’est pas continue a gauche de xo = 0.
e Continuité de f,en xo = 0:

La fonction f, est continue a droite d
continue a gauche de x, = 0.

Par conséquent, f, n’est pas continue en Xo
e Continuité de f, a droitede x; = 1:

lim. f,(x) = lim (2 — x)™fn(x) = (2 — 1)
x-1* x—1t

fonction f, est continue a droite de x; = 1.
e Continuité de f, a gauchede x; = 1:

lim f,(x) = lim x™¢n(x) = 1n¢n(1) = 0, donc la fonction fn
x=1" x-1"

est continue a droite de x,; = 1.

= [0; +oo[,

e xo = 0 mais n’est pas
=0

ngn(1) = 0,doncla
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e Continuitéde f,en x4 =1:
lim_ () = lim, f,(0) = 0.
De plus f,(1) = 1™¥n(1) = 0.
Donc lim f,(x) = lim_ f,(x) = f,(1) = 0.
x=1 x—1*
Par conséquent, la fonction f,, est continueen x; = 1.
b). Etudions la dérivabilité de f,, en x, = 0 et donnons-en une
interprétation graphique :
fn est dérivable a droite de xy = 0 mais f,, n’est pas dérivable
en xo = 0.

: fax) =m0 . x™en(x)-0 _ .. n—1 _
De plus, ;1_51& T = %1_1)’1(}+ = = J11_1)13__}_[ x" *¥fn(x)] =0.
Interprétation graphique :

La courbe (C,) de lafonction f;, admet au point d’abscisse xo =0
une demi tangente horizontale dirigée vers la droite.

c). Montrons que f,, est dérivable en x1 = 1 et déterminons une

équation de la tangente (T)a (C,,) au point d’abscisse 1 :
e Dérivabilité de f,, a droite de xq=1:

: Jn(x) — fn(21) . 2 —x)"fn(x) —
1 = X)—0 ..  #n(
X1t x—1 :1c1—£r11+ x—1 o ;,ICI_E% xn—xl)
or I 5% =1

r x— = - f (x) "-f (1)

) = _ ,donc lim -2 —— =
lim 2-x)"=@Q2-1)"=1"=1

—. x—-1t x—1

D’ou f,, estdérivable a droite de x; = 1.

e Dérivabilité de f, agauche de x,=1:

lim nx) — () — T x"n(x) -0 _ . #n(x)

x-o1— x—1 JICEI‘}_ xX—1 __J}.’I—I*I‘..ll_'x_lxxn.
. #n(x)
lim =1

O]‘ {x—)l_ x—-1 .., donc hm fn(x)"'fn(l) s

lim x*"=1*=1 x->1" x-1 =
x—1"

(2—2)™.

B

De plus,si x € ] 0;1], f,(x) = x™¢n(x). :
D’ou fi(x) = (x™)'(¥n(x)) + ({’n(x))'(x") 4
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fu(x) = nx™"1(¢n(x)) + G (x™) = nx™"1(¢n(x)) + x™1
fa(x) =x""nfn(x) + 1]

Ce qui permetd’avoir f,(1) =1""1[nfn(1)+1] = 1.
On déduit de ce qui précéde que :

lim fn(x) = fr(1) = lim Sn(x) — fn(1) - fr{(l) =1,

x—1~ x—-1 x—-1+ x—-1

Conclusion :

La fonction f;, est dérivable a gauche et a droite de x; = 1.
fn(x) = fn(1) = lim Jn(x) = (1) - f-;{(l) = 1.

x—1 x—-1t x—1

De plus, linll_
X—

Par conséquent, la fonction f,, est dérivableen x; = 1.

« Déterminons une équation de la tangente (T) a (C,) aupoint

d’abscisse 1:

(M:y=f1)&-1)+ 1)
(M:y=1(x—-1)+0

(T): y=x—1

2). Calculons suivantla parité de n, lim fn (x):

fMx) =02 - x)"fn(x) six€]1; + ool.

1er cas (n est pair):
lim Q—x)"=+o
%=+ ,d’'ou lim_ fp(x) =+
Dans ce cas [ lim #n(x) = + oo s
x— + 0o
2¢me cas (n est impair) :

lim 2—x)"=—

x— + 00 ’ d’ ol lim f (x) = — 00,
Dans ce cas [ HT tn(x) = + o 2ol

x— + o

3).a). Calculons f,'(x) surlintervalle ]o;1[:

Si x€]0;1], fu(x) = x™fn(x).

f, estdérivablesur ]0;1[ et vx€]0;1[ onaura:
fi(x) = x™ [ nén(x) + 1 ](Voir 1).c.)).
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b). Etudions le signe de f,,’(x) sur l'intervalle] 0;1[:
Six€]0;1], fr(x) =x"nén(x)+ 1]

Six€]0;1], x™* > 0.Donc f,,(x) estdusignede nfn(x) + 1.
Posons nfn(x) +1=0:

= X =e€

A=

nfn(x) +1 =0 < £n(x) = —

Ce qui permet d’avoir :

31r

1
eSix€|0;e7n|, ntnGx) +1<0, d ovfi(x) 0.

1
eSixe|eTn; 1], nn(x) +1>0, & obfl(x) > 0.

4).a). Montrons que V x € 11; + o[, fi(x)= (_Z.Zi‘.xf: X gn(X) :
x)=C2—-x)"nx) si xe]1; + ool.

fn estle produit de deux fonctions dérivables] 1; + ©[,

donc f,, estdérivablesur ]1; + o [ et pour tout x élément de
11; + oo [,onaura:

fax) = ((2 =)™ ¢n(x) + (i’n(x))’(z — )™
fa(x) =n(— 12 - x)" en(x) + L2 —xm
fa(x) = (2 —x)n 1 [ —nfn(x) + % (2 — x)? ]
faGe) = (2 —xyn-t [2xénE v 2 - “]

x

' _ Z—xr—2
fa(x) = % — X [—nxfnx) +2 —x].
Or gn(x) = —nxfn(x) + 2 — x.

Donc f,;(x) = (z_z)nhl X gn ().

Conclusion: Vx €]1; +oo[ f/(x) = 229" " x g,.(x)-
X

b).Montrons que f,(a,) = &=-%)""".

an =
Rappelons que g, (x) = — nxfn(x) + 2 —x etque Gn (an)
avec an € ]11; +oo.

2 - dn)
it _(._-___..-—-"" .
gn(an) — 0 = — nan'en(an) + 2 — a:n - O I {’n(an) == nan
ion PAPY™Y”
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n(X) = (2 —x)npn(x) si x€]11; +L W,

DODC ﬁt(a'n) — (2 — a'n)"wﬁ’n(dn)-
Or fn(a,) = @-an)

. na,
Ce qui permet d’avoir :

falan) = (2 — a,)" x (2-an) _ (2=an)
nan n.an

n+1

Conclusion : fa(a,y) = @-an)""’ syec an € 11; + o [
n.an

5). On suppose que n est pair.
a). Dressons le tableau de variationde fr:

Rappelons que :

«Six€|0se7r], flx)<0;
1

* Si xE]e—F; 1[, fn(x)>0;

n—1

sVx€]l; +oof fl(x) = E2—xga(x);

2-2)" gn(x)

Donc Vx€]1; +oof, ff(x) ="—F X z-o"

(z_x)ﬂ > 0.
X

Si n estpair etsi x € ]1; + [, on aura
92X sur I'intervalle ] 1; + oo L

D'ou f,(x) seradu signede G- 1)
: n( ) ’= 1 ; + oo |:
e Etudions le signe de (—‘g—;% sur l'intervalle ] [

1 2, | 2 + o0
X -
__gn(x) + 0 n 0 o
(2= x) L

gn(X) ; _ n
2-x) e

NB : Voir le signe de  g,(x) dans la partie A, question 2).b).
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w Tableau de variations de fn si n estpair:

2 + oo
x 0 o= % On
— 0 +
’ 0 — 0 + 0
| fa () . R -
i \
—1
e.n 0
Justifications :

* f, n'estpasdérivable en x, = 0, ce qui explique la double barre
en 0 dans le tableau de variations.

Mais f,, estdérivable a droitede x5 = 0 et lim_ fnl2) —gn(o) = 0.
x—0 x -
Ce qui explique le zéro (0) qui est placé a droite de la double barre.

* fn(0) = 0.
*Six€]0;1], f(x) = x™fn(x). Ce qui permet d’avoir :

() = () () = e (- =2 (- 2) -
*SixE]1;+oo[,fn(x)-:(z_x)n_en(x). en
Donc f,(2) = (2 —2)™¢n(2) = 0™¢n(2) = 0.

* xLir-floo fa(x) = 4+ o0 sin estpair. (Voir Partie B. 2). )

b). Calculons lim r2),
xXx— 4+ 00 X

eSi x€]0;1], f(x)=x"£n(x).
D’out f5(x) = x%£n(x).

= . f2(x) - x2£n(x) "
| == 1] = -
Ainsi m = m xEermx{’n(x) = + oo
lim x =+ o
car {*7F%
lim ‘n(x)
x— + ©o
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eSi x € ’ urTige au BAC 2006 |
D'ol Litel, = — x)"en(x).
U f2(0) = 2~ x)24n()
Ainsi, lim 2% _ . @-x2 N
;_,_'_ S x—l-}I-Pm = n(x) & xETm (4 —4x +xx2)€n(x)
lim 222 [(4-4x+ 2
xo e x T M —= ) % n ) ]
li (4 —4x +x2) _ . 2 )
or {xte x = Jim ()= lim x=+o
llm fn(x) = 4 oo )
x— + o0

D'ou lim 2% — 4 o
x— + o X

Interprétons graphiquement le résultat :
Dans les deux cas précédents, lim 2% = + oo, d’ou la courbe

X— 400 X
(C,) admet une branche parabolique dirigée vers I'axe des

ordonnées du repeére.
c). Construisons la courbe (C,) avec a, =1,35:

e Tableau de variations de f;:

X 0 e—% a; 2 T
- +
! 0 — 0 + 0 = 0
—-I-Z(x) 0 0,13 1
f, \ / \ /
__1 |
E 2e 0 e

£,(az) = f(1,35) = (2 — 1,35)*¢n(1,35) = 0,13.
(Utilisez une calculatrice)
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Figure :

6). Soit £ un nombre réel de I'intervalle ] 0; 1 [.

a). Déterminons Ay laire géométrique, en cm?, du domaine limité
par (C;),'axe des abscisses et les droites d’équations

x=f et x=1:

Vx€e[B; 1], L(x) =x%#n(x) et f,(x) < 0, (Voir courbe).
Donc Az = — f;fz(x)dx X (4cm x 5¢cm)

Apg = -—f;[xzi’n(x) ldx x (20 cm?).

Utilisons une technique d’intégration par parties :

(@ =) - [w@ =1
Posons {v’(x) — 2 , ainsi () = x3

Ce qui permet d’avoir :
Ap = —([u@)v) ¥ - | 5 2 ()v(x)dx) x (20 cm?)

Ap = — ([§x3en(x) ]; — I (&%) dx) X (20 cm?)
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__([lx:"{n(x)]l —Eflxzd 2
Ap =~ \[3 g 3ip X AX) X (20 cm’)
x3 1!

sy (en 2]} xcoems
1 23 1
Ap = —(5 [x3€n(x) - _3-]5) X (20 cm?)

Ag = —1[ (13£’n(1) = 1;3) = (ﬁ3€n(ﬁ) - E;)} x (20 cm?)

T3
3
Ay = =35 -Ben(B) + 5 | x 20 cm?)

3
A = [ §+-§ﬂ3£’n(ﬁ) —% ] X (20 cm?).
b). Calculons }?l_‘lgl Ag:

3
jim g = lim (5 + 36°n(8) = £ ] x (20 cm?).

p-0

. . 3 = . 53 _
On sait que lim (ﬁ fn(ﬁ)) =0 et lim (?) =0.
Ce qui permet d'avoir
lim Ag = lim (1— 0+ 0) x (20 cm?) = Zem?.
p-0 p-0 \9 9

Conclusion : }31_1{(1] Ag = 2,22 cm® (Valeur approchée).
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( CORRIGE DU BAC 2007J

EXERCICE 1
Donnée :

UO = 2
(Up) : __Up* pour tout entier naturel n.

1). Montrons par récurrenceque U,, > 1, V n€IN:
Up=2 et 2>1,donc Uy > 1.

U'n_z UO2 2* 4
—_— = U, = — = - =
Uy=4et 4> 1,donc U, > 1.

Uy > 1

On a ainsi {U1 R

i [iayaan s KO ol oo i Mk ) IR k- 10 Ly
> o N JUSIASS s e § - i

Al e e

Upsy1 =

vV n € IN, supposons que U, > 1 etdémontrons que U,,;>1:
* Signe de 2U,, — 1: |
Un>1~:>2Un>2<=:»2Un—-1>2—1<‘:=>2Un——1>1.

Si 2U, —1> 1,alors 2U,, — 1 > 0.

Ce qui permet d’avoir :

Un>1<=>Un—1>0c=>(Un-—1)2>04:>U%—2Un+1>0
- U2 O U
u; > 20, 1<=>2Un_1>1 car 2U,—1>0.

U3
20U, ~ 1
Conclusion: U, > 1, VnelN.

U, -1

0. et W, =¢nvV, v nelN.

a). Montrons que la suite (W,,) est géométrique :

V n € IN, (W,,) estgéométrique si et seulement si il existe
un réel non nul g tel que W, ., = q.W,.

1l Uy > 1.

2).0npose V, =

171
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_Un-1 Ups+1—1
V n €N, {V" ™ {Vnﬂ ==
W

Un+1 .
n=1tnV, Whir =n Vg
Ce qui permet d’avoir :
VY n €IN,
W — .fn V — Unsr —1 Upy1—1
n+1 n+1 = tn ( Unin ) tn ( U )
[ Un?® i Up?—2Up+1 T
Woyy = o | Bt — g | T }':*’n[ |
| 2Up -1 2Unp—1 n
= |-(U*.n"‘l)z == Un—1 e — —
Wnﬂ_—{’nh ™ }—i’n[( ™ ) ] = 2¢nV,
Wiy1 = 2Wh,.

Ce qui montre que la suite (W,,) est géométrique, de raison q = 2
et de 1er terme W, tel que:

W, = nV, = fn (”"U; N =en(3) =en(3) = — £n(2)
W, = — n(2).

b). Vn € IN, exprimons W,,, V,, puis U,, en fonctionde n :

+ Expression de W,, enfonctionde n:

(W,,) estune suite géométrique de raison g = 2 et de 1°r terme
W, = — #n(2).

Ce qui permet d’avoir :

Wn = WO X qn
W, = (= #n(2)) x 2™
= —2"fn(2).

* Expressionde V, enfonctionde n :
W, =V, &V, =
Ce qui permet d’avoir :

V, = eWn = e(-2"n@) _ (2"(- én(2)))

. Gl G =t

— o(2™(en@1/2 )))

22“
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Corrige du BAC 2007 |

V, =1 .

- n fonction de 7 - i
* Expressionde Un € g U,V — Un =
Vh:UH_l(':?UnVTl:Un—- > U _ 1 .

S UV, —1)=—1UnTva-1

i
Or Vi = 2z
Ce qui permet d’avoir: o
1 s . A
n — 1—-V &= 1 22" —1

AL 1- 22“ 2271

22"
U, =

22" 1" _ )
c). Déduisons-en la limite de la suite (U

n 2211) li =2
2 i Z )= lim 1=1

(o8]
1% n-> + o n—-+

Par conséquent lim (Up) = 1%

EXERCICE 2

- Urne contenant 5 jetons indiscernables

eo i rotds 1, 1,4 2, 2.
o

1). Donnons les éléments de Q 'univers des éventualités :

On est en face d’un tirage successif et sans remise de trois jetons
portant les chiffres 1, 1, 1, 2 et 2.

Dans ce cas, 'ensemble des triplets qu’on peut avoir avec les
chiffres 1, 1, 1, 2 et 2 sont:

C1;dd ) (11,20 (1200 (1.2, 2)5 (2, 1,1): (2. 1,2) 51,1, 1)
On écrit :

Q={a1D; 11,2); @21) ;1,22 ; LD;: 212 22D}
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2). Données : TRHET HU DAL 2007
A={(x, y,2)€Q, x=1} et B={(x, y, 2) €Q, y=2z}

p{x, ¥y, 2)}=alx+y+2z)+Db.
Déterminons a et b ensachantque p estune probabilité

et que p(A) — p(B) ..—_.3%;

Ona p{(x, ¥, z) } = a(x +y + z) + b. Ce qui permet d’ avoir
p{(1,1,1) }=a(l+1+1)+b=3a+Db.

p{(1,1,2) }=a(l+1+2)+b =4a+b.

p{(1,2,1) }=a(l+2+1)+b=4a+b.

p{(1,2,2) }=a(l+2+2)+b=>5a+b.

p{(2,1,1) }=a(2+1+1)+b=4a+b

p{(2,1,2) }=a(2+1+2)+b=5a+b.

p{(2,2,1) }=a(2+2+1)+b=5a+b.

En additionnant membre a membre, on trouve :

p(Q) =Xp{x ¥ z) } = 30a + 7b.
p estune probabilité si et seulement si p(Q) = 1.

p(Q) =1 30a+7b= 1.
e Déterminons p(A) :
A={(x,y, z) €EQ x= 1} signifie que:
A={111;112); (1,2,1); (1,2,2) }.
Ce qui permet d'avoir :
»(a) = p{(1,1, 1} + p{(L 1L, 0} + pl(1,2, D} + p{(1,2,2)}
p(A) = (3a+b) + (4a +b) + (4a +b) + (5a+ D)

p(A) = 16a + 4b.

e Déterminons p(B) :

B={(x, ¥y, 2) €EQ Y= z } signifie que :
B={(11);1L22); (2,1,1) }.

Ce qui permet d'avoir:

pB) =p{ (1L, 1,1} + p{({Q, 2,2)} +p{(2,1,1)}

p(B) = 3a+b) + (5a + b) + (4a + b)
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30a+7b =1 |

De ce qui précéde, on a {p(A) = 16a + 4b .
p(B) = 12a + 3b

p(Q) =1 30a+7b =1 i
= {p(A) —p(®) =5 ((16a+4b) — (12a +3b) =

30a+7b=1 {30a+7b=1 {30a+7b=1
={ -

4 _ 4> _ ~ i ¥
4—a+b=§§ —28a —7b = z 2a —=.7b =1 -
30a+7b =1 b=-2

= 1 —
da =g a=—
10
1 2
3). On suppose que a=_-et b= —

m Déterminons la loi de probabilité de X :

Les valeurs prises par la variable aléatoire X sont — 2 3 7
Onécrit X(Q) ={—2;1; 3}

Déterminons les différentes probabilités associées

e p(X = — 2) = p(un chiffre pair et deux autres impairs)
PX=-2)=p{(L1L2)}+p{ (2,1, 1)} +p{(1,2,1))
pX=-2)= (4a+b)+(4a+b)+(4a+b) = 12a + 3b

= b . _2\_6_6_42-30 12
p(X=—2) 12(10)+3( 7)—5—;“ 35  35°
* p(X = 1) = p(un chiffre impair et les deux autres pairs)

p(X=1) = p{ (1,2,2)}+p{(2,1,2)}+p{(2,2,1)}
pX=1) =(5a+b)+(5a+b)+(5a+b)=15a+3b

_ . N _2y_3_6_21-12 9
p(X=1) _15(1o)+3( 7)_2 7 14 14"
* p(X = 3) = p(trois chiffres impairs )
1 2y 3 _2_21-20 1
p(X = 3) 23(?5)4_(_; 10 7 70 70"
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Vérification de la loi de probabilité :

12 9

35 14

1 (12x2)+(9%x5)+1

24 4+ 45+ 1 70

70 70

=—=1

70 70

m Calculons I'espérance mathématique et I'écart type de X :
EQX) =X xi.p(X = x;)
12 © G T
E(X)z(—2x§)+(1x;)+(3x% = = = 0.
= Déterminons la variance de X:
V(X) = E(X?) - [EX) J°.

- 48B+45+3

1 150 15

15

0 = (- 27 x 2) + (175) + (32 3) - 0= 2.
e Y/

. , 15 _
Donc V(X) = EX?) - [EX) ]?=— — 0" =—.

= Déterminons I'écart type de X:

O‘(X} = o V(X) =

7

PROBLEME

/

« Continuité de f a gauche de 1:

lim f(x)= lim (x— 1)ex— + 1.

x-~=l

1
!f(x) = (x—1)ex- +1
l(x—1fnx+1

F

peathomatigues — Jernunale U

15 — 1,464.

p—
i
|
|

six<1 . p =IR

5l X =12

1). Montrons queé [ est continue et dérivableen 1:
ﬂ.,;') =(x—1)fnx+ 1 si x = 1, cequipermet d’avoir:
f(il) —(1-1)m1+1=1
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¢ lim (x — 1) =0"

r—=1i
1 )=‘“°° done lim f(x) =
=3 X r—1

Iim
ﬂx..al" .
limex-1 =0

vob I de 1
Dou f est continue a gauche de 1.

« Continuité de f adroite de &
lim f(x) = hm (x —Défnx+1.

x—1* »
lll’P(t’—l)'—O )
5 lim f(x) =
lim fnx =0 .donc_ lim, f
x—l

D'ou f estcontinue a droite de 1.

Conclusion:

f est continue a gauche et a droite de 1.

De plus,xlir{l_ f(x) = xlir'{1+ f(x)=f(Q) =

D'ou f estcontinue en 1.

m Etude de la dérivabilité de f en1:

f(x) =(x—-1)nx+1sl x21.

f estlasomme de deux fonctions : x = (x — 1)fn x et x = 1.
La fonction x — (x — 1)#n x est le produit de deux fonctions
toutes deux dérivables pour x = 1. La fonction x = 1 est
constante elle est aussi dérivable pour x > 1.

Doncpour x = 1, f estdérivableet Vx € [1; + e [:

f'(x) =(x— 1)’{’nx + (nx)(x—1)

f'(x) =¢nx + =—.D'ol f(l)—€n1+-——- 0.

* Dérivabilité de f agauchede 1:
1
() = 1Q) _ G DR v . W

lim

x—1- xX—-—1 x—1" x—1 X—a1" k"""l)
. (x 1 sl )

lim £22°7) _ lim e¥=1 =0 car lim (

x—1- x—-1 x—1" x—=1" \x -1}

f est donc dérivable a gauche de 1.
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f adroitede 1
lim f(ﬂ-f(n (=)t x s i1 i (x - 1)nx
x—=1+ x — = lim : —— ]IlTl_L ——_(:r — ‘1‘__“)
> 1 1’—..;1+ r—-1 X—"l
lim ™ -rqy
x=1* y_; — = limfnx =#n(1) =0

x—1*

[ est donc dérivable 3 droite de 1.

Conclusiop -

f est dérivable a gauche et a droite de i
De plus, lim X -r@ _ . /@ SA — £/(1) = 0.

xX—=1= x—-1 x—1+ - R |

Par conséquent, f est dérivable en 1.
En conclusion f est continue et dérivable en 1.

2)-2). Montrons que pour x < 1 ona: f'(x) > 0:
) =(x-Des= +1 sixg<L

f estdérivable poursur ] —o0;1[ et Vx€E€]—o;1]:

') = (= 1)es5 + (e55) (x— D
fe) = + () -1

p | 1 e . 1
f'(l’) = €ex-1 — (x—11)2 e(x—x)(x — ]_) = fex-1 — o ”(g(

i

Il e s - ;‘1:' Semalt ]
f(x)_ex—*[l (x._j)]_e 1[1 (x — 1)
(o) = P 1
[(x) = ex [1+1—z]
1
fe:>o 1 1
Or,si x<1 g >0,donce:[1-}—1_’T
ll—x
L3>

Conclusion : Pour x <1 ona: f'(x) > 0.

b).Montronsquepour x > 1 ona: f'(x)> 0:
Pour x > 1, f estdérivableet V¥V x € ]1: + o [ -
ffy=(x—1)Yfnx+ (fn x)' (x — 1)

Mathematigues — Ternunale [, [_———_
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f'(x) =
fnx>0
or, six>1 1 ouf’(x) > 0.
%>l
Conclusion: Pour x > 1 ona: f'(x) > 0.
c). Dressons le tableau de variations de f :
Limitesde f:
1
e lim f(x) = Jclim (x—Dex-1 + 1.
x—= — - — o
lim (x—1) = — .
ol ,donc lim ex-1 =% =1 et lim f(x) = —oo.
Iim ( )—- xXx——o00 X——00
X—+—00

e lim f(x)= lim ((x—1)¢fnx+1).

x— +

hrP (x—1) = + co
x— + o
lim fnx = 4+ »donc xLle f(x)

- — 0

Pour x <1 ona f'(x) > 0,dou f eststrictement croissante

surl'intervalle | — oo ;1 [.

Pour x > 1 ona f'(x) > 0,d ol f eststrictement croissante

sur l'intervalle | 1; + oo [.

Corrigé du BAC 2007

= + oo,

( = 1 + onﬁg
(%) . 1 .

1 + @@ ;

A

f / |

|

1 e

— 00
- du Niger — Collection Papyrus.
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C2
3)-3)- Calculons 1i m Lgx_) . 00y

X— 4+ oo X

xln:'l-‘lm %{2-: hr+n (x—l){’nx-i-l: lirg (x—-—1Dtnx " 1

- X= + 00 X x— + oo 5 x
- f(x : -

xLIToo _Il:xﬂl-‘}-noo[(xxl)x‘gnx_'—-xl_]'

r ] (x_l)z lim le

XF+OO x X—= 4+ c0X

LS T lim 9 = 4 oo

x— + oo

111;1‘1 %:0

xX— +

e Interprétation graphique :
La courbe de f admet une branche parabolique dirigée vers I'axe
des ordonnées du repeére.

b). Montrons que pour tout x <1 ona:
1
fO)—(@x+1) =(@x—1)[er1—1]-1:

1
Ona f(x)=((x—1ex—z +1 si x <L
Donc,si x < 1 onaura:

) —(x+1) = (x—Der= +1—(x+1)
fX)—(x+1)=x—1ex— +1—x—1

f(x)—-(x+1)=(x—1)exi1 +(1—x)—1
f(x)—-(x+1)=(x—1)35c_1—7—(x—1)—1

FG) -G+ =(Gx—1[eri—1]-1

Conclusion:

Pourtout x <1 ona: f(x) — (x + 1)=(x—1)[ef—_1—1]—1.

Montrons que la courbe (€) admet la droite (D) d’équation

y = x + 1 comme asymptote quand x tend vers — oo :

(D) d’équation y = x + 1 estasymptote a (C) si et seulement si
Jim [0 —(x+1)]=0.
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g
¢ Déterminons alors xEer[ fx)—(x+1)]:

1

Précédemment, ona f(x)—(x+1)=(x—1) [ ex-1 — 1] g
Ce qui permet d’avoir:

lim [fG) ~ G +D]= lim (-1 [er1-1]-1

[e(;é—l)ﬂ]
Jm [fG) = CGe+ 1] = lim_ = b

1 s .
Posons u = (;_—-) Ainsi, quand x - — o, u =0 et on aura

xl}@m[f(x) —(x+1] = 1lim 9“1:1

u—=0

—1=1—-1=0.

Conclusion : La courbe (€) admet la droite (D) d’équation
Yy =x+1 comme asymptote quand x tend vers — co,

). En admettant les inégalités i—:—; < (x—1) [ e§1—_1 -1 ] <1

pour tout x < 1, déduisons-en la positionde (C) parrapporta (D)
pourtout x < 1:

— 1
Admettons que ’;_;s (x—l)[eETl +1 ] =<1 pourx < 1.

En retranchant 1 dans chaque membre on trouve :
xX—1

x_z-—lg(x—l)[ef?i +1]_1<_<_1__1.

Ou simplement x_i'E <=(x—-1 [ ex_l—i sl ]

=1 <0,

Or fG) =G+ = (x—Deri—1]-1.

Ce qui permet d’avoir :

— < f) - (x+1) =<0

L'inégalité f(x) — (x+ 1) <0 signifie que la courbe (€)
de la fonction f esten dessous de la droite (D).
Conclusion : Pour tout x <1, (C) esten dessousde (D).
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d). Montrons que I’équation f(x) = 0 admet une et une seule

solution @ appartenant a ] —-1; — 51— [:
D’apreés son tableau de variations, f est continue et strictement

croissante sur l'intervalle | — co; 1 [.
De plus, 0 € ] — o0 ;1 [ (Voir tableau) ;
Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'’équation

f(x) = 0 admet une et une seule solution (soit a ) appartenant
alintervalle] —oo; 1.

, . l .
e Démontrons que a € ] i = . [
1
f(-D)=(-1—-1)e=i= +1=1—2e /2 =-0,21.
Donc f(—1) < 0.

f(_ %):(_i_l)eﬁ +1= 1—§e—2/3 20,27 4

Donc f(— i > 0.

{;E*];))i%,d'oﬁ £(~1) xf(— 2 <o.

- 1
Par conséquent «a E] -1; — = [

Conclusion : L'équation f(x) = 0 admet une et une seule solution

a appartenant a ] —-1; — -3- [
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4). Construisons (C) :

Intersection de (C) avec (A):

(A) estla 1¢re bissectrice du repére, donc (A):y =x.

La courbe (C) croise ladroite (A) sietseulementsi f(x) = x.

Rappelez vous que f(1) = 1.

D’olt on a le point de coordonnées (1;1). (Voir courbe).

Deplussi x=>1, f(x)=(x—-1Dfnx+1.

D'ou f(e)=(e—1)fne+l=e-1+1=e.

f(e) = e permet de trouver le point de coordonnées (e ; ¢),

(Voir courbe).

Conclusion :

(C) et (A) secroisent aux points de coordonnées (1;1) gt

5). En utilisant une intégration par parties, calculons Iajre 4

de la partie du plan limitée par (4), (C) etles droites d'é‘l‘lati

x=1¢et x=e: Ons

Sur Iintervalle [ 1; e ], la droite (4) est au dessus de la Coury,
g

(voir courbe). |
D'ou A= ff[x ~ f(x) Jdx X (unité d'aire).

. Le BAC du Niger - Coljacs:
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| “ornge du BAC 2007
flx)=x— 1)¢fnx+1si x=1

On aura ainsi :

A=[[x — f(x)]dx X ua

dq:fle[x—-(x——l){’nx-—l]dqua

A= fle[ (x—1)— (x—1)4n x]dx X ua

A=[[x-DA-#n x) Jdx X ua.

u(x)=1—4¥nx
Posons {v' () =x—1 .
' 1

u (X) = '—';
Ce qui permet d’avoir 2

‘U(.‘JC) = = X
En intégrant par parties, on aura:
A= f u(x).v'(x)dx X ua

A = ([u@)vx) ] — f u (x). v(x)dx) X ua
ﬂ=([(1—€nx)(%z-—x):1—f1—;.(—2——x)dx)><ua
_—_([(1—€nx)(x?—x)r+ff(§-—1)dx)><ua
([(1 fnx)(fzi—x) +[(£::—x)J:)xua
“fo- 1)+ () - ()] e

|
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6).a). Montrons que f estune bijection de IR dans IR et qu’elle
admet une réciproque f~1: b
Lafonction f estcontinue et strictement monotone 3
(croissante) sur IR. Donc f est une bijection de IR dans IR

(voir tableau de variations) et f admet une réciproque f~ 1

b). Construisons la courbe (I') de f~* dans le méme repére que (C) :
Les courbes des fonctions f et f~! sont symétriques par rapport
ala 1¢re bissectrice du repeére (la droite (A) ).

Sur la figure, la courbe (T") esten pointillés.

c). Calculons 'aire <A,,,;. dela courbe par (C)et (ID

etles droites d'équations x =1 et x = e :

L'aire Appycie vautle double de 'aire A (voir figure).

Ce qui permet d’avoir :

2
"qboucle=2c/q=2(i— — e + %)xua

s

ez

5
dq'bouc[e = Gl 2e + E) X ua.

b X p
[

Mathématiques — Terminale D. [_____} Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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[CORRIGE DU BAC 2008 J

EXERCICE 1

u; € IR
(Un)nen* : {un+1 A 4

un+1
1). Démontrons qu'il existe deux valeurs de u; pour lesquelles
la suite (u,),enc €St constante : '
(Un)ne N+ €St constante si et seulement si :
Vn €INY, uper = Uy

4
=u, = 2+
un +1 Un + 1

2(un+1)+ 4‘_u11(un+1) = 0 @ Zun+2+4—u112_u?1
Unp+1 unp +1

S2u, +2+ 4 —uP—u,=0et u, +1+0.

o —ut+u, +6=0 et u, # — 1.

e Résolvons dans IR —{— 1}, 'équation — u,,2 + u,, + 6 =0:
Discriminant :

A= (1)? — 4(-1)(6) = 25 = 52,

Upp1 = Up S 2+ —u, =0

. —-1-5 sd45:
Solutions : D 3 et T T 2.
Conclusion :
La suite (un)nein- €stconstantesi u; = 3 ousi u = — 2.

2). Démontrons par récurrence que u,, > —1 pour tout 7
appartenanta IN™:

'u1 > _1
(Un)neIn® {un+1 = e =

u11+1

On saitque u; > —1.
Supposons que u, > —1 et démontrons

>—1leu, +1>0 - Ahe Wnad &5
Uy > — =

S Upyr > 2.0r 2> —1,d’on T, Up +1

Mathématiques — Terminale p, [ 1
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sion: Up > —1 pourtout n appartenant 3 IN*.

3. :EL‘_}% pour tout“n appartenanta IN*.
T Un

), Démontrons que la suite (v,,) estgéométrique :
out n appartenanta IN":

ConClu

PO rt u 3
AL & n+1 — 4
Un = = = _

Ce qui permet d’avoir:

i 4
21 )—3 ( - )
Un+1— 3 _ ( Up + 1 _ \up+1 -1

= — — _ 4-up—-1 3-u,
Untl " upgat+ 2 (24 55)+2  (a+2 ) 4w +ata
T Up + 1 U + 1 n 4up+8

_jﬂtﬁ:_i(ﬁﬁ) Or v. — Yn=3

Vntl = 4(uy + 2) 4 \up + 2/ n Ltz
1

ponc Un+1=“‘z'|7n.

Par conséquent, (v,) est une suite géométrique de raison —=
4

- u; — 3
et de premier terme v, = ( L )
u4q + 2

b). Exprimons v,, en fonctionde n et calculons la limite de v,
quand n tend vers +oo:

s L4 rd - - 1
(vp) étant géométrique de raison — S et de 1er terme v, donc:

1 n_1

v, = (""1‘3) x (- %)n_l Vn €IN*.

u1+2

Limite de v,, quand n tend vers +o:

. _ n\n—1 p |

lim v, = lim =1 3) X (— ") =0 car l— Z‘ =
n—- + oo n— + oo \uy+ 2 4

Jim v, =0,

4). Exprimons u,, en fonctionde V5 :

=-3—-2v
o =iy T —u, =3 2
Uy =" o p (U, + 2) =Up— 3 Vnthn
L, =Rt oo gy B2
@(vn_l)%:-——g_zljn@%_ vndl . =
i rug .
i D. | "1 Le BAC du Niger = Collection PApy
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m Démontons que la suite (u,),c N+ €st convergente et calculons
sa limite :

. . 3+ 2vp
lim u, = lim .
n— + o n-o+o0 1—7n
: : 3+ 2(0
Or lim v, =0.Donc lim u, = @ _ 3.
n— + oo n— + oo 1-0

lim u, = 3.
n— 4 co

Conclusion :
La suite (U,)neine €St convergente (elle converge vers 3).
Sa limite est 3.

EXERCICE 2

P(z) = 32° + (—5V3 + 10i)z* + (5 — 15iV3)z + 24i.

1).a). Calculons P(— 3i):

P(— 3i) = 3(—31)3 + (=5V3 + 10i)(=3)* + (5 — 15iv/3)(—3i) + 24i
P(— 3i) = 3(27i) — 9(—5V3 + 10i) — 3i(5 — 15iV3) + 24i

P(— 3i) = 81i + 45vV3 — 90i — 15i — 45V/3 + 24i

P(—3i) = (45V3 — 45V3) + (81 + 24 — 90 — 15)

P(— 3i) = (45V3 — 45V3) + (105 — 105)

P(—3i) =0+ 0i = 0.

Conclusion: P(— 3i) = 0.

b). Résolvons dans C I'équation P(z) = 0:

P(— 3i) = 0, donc on peut écrire :

P(z) = (z+ 3i)(az? + bz+ ) avec a, bet ¢ des complexes

que I'on déterminera par une méthode d’identification.
Ce qui permet d’avoir :

P(z) = (z+3i)(az? + bz + ¢)

P(z) = az® + bz® + cz + 3aiz? + 3biz + 3ic

P(z) = az® + (b + 3ai)z? + (c + 3bi)z + 3ic.

Or P(z) =32° + (=53 + 100)2* + (5 — 15iv/3)z + 241,

Scanned with CamScanner
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par identification partielle, on peut avoir :

az® =323 a=3
(b + 3ai)z? = (—5V3 + 10i)z? < {(b +9i) = (-5V3 + 10i)
3i c= 24i =8
a=3
e4{b=-5V3+i.
c=28

D'ou P(2) = (z + 31)(32% + (— 5V3 + i)z + 8).
Pz2)=0= (z+3i)(322+ (—5V3+i)z+8) =0
©z+3i=0 ou 3zz+(—5\/§+i)z+8=0.

* Résolvons dans C,l’équation 3z2 + (-5V3+i)z+8=0:
Discriminant A :

A= (= 5V3 +1)% — 4(3)(8)

A= (- 5v3)? + 2(-5v3) (i) + i% — 96
A=75—-10iV3 -1 —-96 = (75 —-1—-96) — 10iV3
A= —22 — 10i/3.

Racines carrées de A -

Soitun nombre complexe § définipar & = x + iy tel que 6% = A.
p

. x2+y2=|A|=J(__22)2+(_10 32
) =A{:)ﬁ 5 eadl N /3)
X" =¥ =Re(d) =-22
ny<0 car —10v/3 <0

x? +y2 = /782 x% + y? =28 2~ =
S1x2—y2 = _27 < x2—y2=_22 < {2y?2=50
xy <0 xy <0 xy <0

x* =3 x =43 ou x = —/3 B
S{y’ =205 Yy =5 o0uy=-5 @{xf\/gou {y_ V3

xy <0 xy <0
¢="‘(5=\f§—5i ou 6=—\/§+5i).

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .

189

Scanned with CamScanner

[ P dh it



T AL )} l.la.s\. Ll R2OYNL AUUB f
es racines carrées de A sont /3 —5{ et —+/3 + 5i. {
~ Solutions de I'équation 3z2 + (—5vV3 +i)z+8=0: *

En utilisant une seule racine carrée de A, on peut trouver :
_—(—5\/'3_.+i)—(\/_—5£)__S\/§-—i—\f§+5i_4—\/§+41 x/__|__
21 = 2(3) o 6 6
_—(—5\’§+5)+(\5—5i)_5\/§—i+\f§—5i_6\/5—61_ &
et z, = 2(3) = = = p = ‘\/§ L.
- Ensemble de solutions de l’équation P(z) =0:
s~ (- -2 )
; adill 2V3 | 2
2). A(0;—3);B(/3 ; 1) C( ;2.

Déterminons les éléments géométriques de la similitude plane
directe S qui transforme Aen B et Ben C:

Soit S d’écriture complexe z' =az+ b avec a € C*et b €C.
e Déterminons les complexes a et b:

D’aprés I'énoncé, S(A) = B et S(B) =

Ce qui permet d'avoir:

{S(A)=B @{azA+b=zB @{b = Zp — AZy

S(B)=C azg +b = z¢ a(zy — zg) = (zp — Z¢)
b=2zz—az, b=zp—az, b=zp—az,
= {a _zp-zc S WE-)-(224+4) <= . (3V3-3i-2v3-2i)
ZA—ZB a= (—3i)— (\/—_ ) _ 3(—3i—\f§+i)
= Zp — QZ4 b=2zp—az, b=2zg—az,
{ (f3-51)) & { _ (V3-si)(—V3+2i) & { _ —3+2i/3+5i/3+10
~ 3(—V3-2i) — 3(=v3-2i)(—V3+2i) 3[(=v3)2+(-2i)?
i—ZB—CIZA {bzzg—az’A
7+7iV3 1403 & e )
T TR a—-(1+1\/§)

L JEEBS=C( 3‘)k1+“/_)¢:{b=\/§—i+i—x/§
=§(1+1\/_) a=2>(1+iV3)

Malhcmntiqueg e Termina]e D. [--‘ h_-_l TaDAr 1 as
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{b =0
&4 1 : :
a = : (1 T I\/g)
Par conséquent, I'écriture complexe de S est z' = %(1 + iv3)z.
Ce qui permet d’avoir :
Rapportde S (soit k) :
- _ |11 2 _1 /.2 2 _ 2
k—|a|—|3(1+L®|_3 12 ++/32=3.
Angle de S (soit 0):

cos B = RTCET) = 12//3; -
. _T X
. @) V33 V3’ S0it 6 = - [27]. 4
sinf = = = — -
lal 2/3 2
Centre de S : Point O (origine du repére) car b = 0.
Conclusion :

S estune similitude plane directe de centre O, de rapport 12-

et d’angle g [2m].

PROBLEME

A). n € IN*, g,, définie sur ] — ;0] par: IGn(x) =1 +x)e*—n.
B Dressons le tableau de variations de g, :

e Dérivabilité de g,,:

g estlasomme de deux fonctions: x — (1 4+ x)e* et x — —n.
La fonction x +— (1 + x)e* estle produit d'une fonction polynéme
x — (1 + x) et de la fonction exponentielle, toutes deux dérivables
sur | — o ;0 ]. La fonction x +— —n est constante, elle est
dérivable sur | — ;0 ].

Par conséquent, g, est dérivablesur]—o0;0].

e Dérivée de g, :
Vx€]—o00;0], g,’,l(x)=((1+x)ex—n)' i
gh(x) = @ +x) () + () +x)+0 :

gh(x) = e* +e*(1+x) = (1+1+x)e

gn(x) = (2 + x)e”.
!“’“"’"] Le BAC du Niger — Collection Papyrus.
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e Signede g, (x) etsens de variation de g,, : 20y

Gn(x) = (2 + x)e™.
9n(x) estdusignede (24 x)car e* >0V x €]R

24+x=0=x=—2.
Vx€]—o;—-2] (2+x)=<0donc g(x) <0.
Dol g, estdécroissantesur] —oco;— 2]
vx€e]—2;0],(2+x)>0,donc gnp(x)>0.

D'ol g, eststrictement croissantesur]—2;0].
e Limitesde g, en — oo eten O:

x

lim g,(x)= lim ((1+x)e* —n)=_lim
X= — o X=s — OO X— ~
lim e* =0 ‘
lim xe* =0 faas xllr_nmg,,(_x) e
X — O
lim((1+0)e® —n)=1_,

lim g.(x) = lim ((1 +x)e” — n) = x— 0
=0 x=0

e Tzhleau de variations de gy :

—5 == | -2 [ 0]
Pan - . =
L gpx) | =

e n =T

x Bt TR [N oo NN L
0 +

: o J,

|

|

|

| | 9u(=2)] ]

& {—2:?:-" (1 "'2)(."-2""77 -_‘-'-‘(;’—2——72 =—(€—2+?l).

%

s Déduisons-en queé ga(x) =0 Vx€]—o;0]:

Signe des Eléments qui figurent dans le tableau de variations :
(-2)=— (e *+n) et —(e~*+n)<0;1-n<0.

~n<0; @nl -
On en déduit gue toutes les valeurs prises par g,(x) sont

négatives ou nulles. On en déduit que le réel g, (x) est négatif
pu nul pour 7 appartenant a]—o0;0].
Onécrit gn{¥) <0 Yx€]—o;0]

Woatkanatigues — Terminale D E '
| 192
i

Scanned with CamScanner



] xe* — nx si x<0
‘ f.. est définie par f,(x) = {x“(l —fnx) six>0
1).2). Etudions la continuitéde f,en x =0:
e Calculde f,(0): :
fo(x) = xe* — nx si x < 0, ce qui permetd’avoir:
f-(0) = (0)e® — n(0) = 0.
£+ (0) = 0.
e Continuité de f, agauchede x = 0:
lim f,(x) = lim (xe®* — nx) = (0)e° —n(0) = 0.
x—=0~ x—=0"~
D'ou f,, estcontinue a gauchede x = 0.
» Continuité de f,, A droitede x = 0:
A}Lr;\‘ falx) = }L%L( x"(1— ¢fnx)) = Jirgl*(x" - x"fnx).

imx*=0"=90

x—0* A
xlirg)L x"nx=0" dane xll.T+ fa(x) = 0.

D'ou f, est continue a droite de x = 0.
Conclusion :
fn est continue a gauche et A droite de x = 0.
De plus, lim £,(x) = lim f,(x) = £,(0) = 0.
D’ou f, est continue en x = 0.
Par conséquent Dy, =IR=]—co;+ oL
b). Etudions la dérivabilité de f, en x = 0:
e Calculde f,'(0):
Si x <0, f(x) =xe* — nx.
fn estdérivable pourtout x < 0 comme elle est la différence
de deux fonctions dérivables pour tout x < 0.
Si x<0, fi(x) =(xe* —nx) =1xe*+e¥xx—n
fi(x) =e* +xe* —n =(1+x)e* —n.

Ce qui permet d'avoir :

f,:(()) =(1+ O)eo -—n=1—n

fr:(o) =1-n. - | e PAPIT ‘
Mathématiques — Terminale D. Le HAC du Niger — ¢ B
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* Dérivabijice de f,, A gauchede x = 0:

:31%12:7%9: lim =™ =% Jim (e —n) = (e° —n)
x=0

x—-0" x—0 x—0"
lim Ja() - f(0)

X-0- X -0 =1—-n.

Donc fa est dérivable a gauche de x = 0
* Dérivabilité de f,, 4 droitede x =0:

lim @) -fr0) .. X" -tnx) =0 _ jijm x"1(1 — fnx)
x50+ xg = Jim === S
i, AR - i (et - ).

fn(x) "fn(o) = (.

x—0

1m
,donc xli»o+
Donc fn estdérivable a droitede x = 0.

Conclusion :

fn est dérivable 3 gauche et a droite de x = (i.) i
n\X) — _
De plus, lim fa() — 20 _ 1—n et lim 5 = =0.

x-0" x—0 x—-0% x—0
: (0 i Sn@) = f(0) ey _
*Si n=1,alors lim f"(x;_g = lim, —— "% f2(0) = 0.
x—

D'ou f; estdérivableen x = 0;

. - (x) — fn(0) . fa(@) = fa(0)
*Si n % 1,alors lim £ *) = /a8 & lim :

x—0~ x—0 x-0t x—0

D’ol f, n’estpas dérivableen x = 0.
2).a). Calculons f,(x) surlintervalle ]0; +oof:

fa(@) = x"(1 — £nx) si x> 0.

f. est dérivable sur ]0; + oo [ comme elle est le produit de deux
fonctions dérivables sur ] 0; + oo [.

Vx€]0; +owl fi(x) = [x"(1—fnD) I

fa(x) = (Mx™ 1) (1 — nx) + (—— i) % x*

fa@) = (nx™ (1 - ¢nx) —x" ! = [n(l — fnx) — 1 ]x"-1,
Donc fu(x) =[n(1—¢nx) —1]x""'si x €]0; + oo [,

Mathématiques — Terminale D. ‘ | Le BAC du Niger — Callertin.. —
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b).Etudions le signe de f;,(x) surlintervalle] 0; + oo [:
flx)=[n1—4fnx) —1]x""1si x€]0; + oo .

fa(x) estdusignede [n(1 —#nx) —1] car

vx€]0; +oo x""1>0.
n(l—i’nx)—~1=0<:>1-—£nx=~j—1-4:>£’nx=(1—;11-)

1

o x = 6(1 o/,
Conclusion :

i xe]o; e(i‘%)[, [n(1—£nx) —1]>0,d’ott f.(x)> 0.

Si xE[e(i"iﬁ):JrOO[, [n(1—-4¢nx)—-1]<0,dou fiL(x)<0.

Présentons cette étude dans un tableau :

X 0 e(l"% + oo
fn () + 0

3).a).Calculons f;,(x) surlintervalle ]—;0[:

x) =0 +x)e*—n si]—o0;0][ (voir 1).b). Partie B).).
‘;)). Déd(l)li[sons de la partie A). le signe de fn(x) surlintervalle
—0:0]:
fa@) =0 +x)e*—n si ]—ow0:0 [.
Or g,(x) =1+ x)e* —n.
D'ou fr(x) = g,(x) si]—w;0].
Deplus, gh,(x) <0 Vx€]—:0 ]. (Partie A).
Par conséquent, f,(x) < 0 sur lintervalle ]—;0[.
4). Dressons le tableau de variations de fn:
Limitesde f,, en — o eten +
lim xe* =0

lim x) = lim (xe* —nx) =+ xX— — oo
x_)__mfn( ) S 05 ) car T (—-nx)=+oo'

X— — 0

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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llm s dhh
llm falx) = llm x”(l — fnx) = —oo car x"’+°o i P 5
= x + m (1~ =~ 00& |
Rappelons que : s

%\
* Si xE]O; el__[ falx) > 0.

esi xe el 4|, s <0.

*Six€]—00;0][ fi(x) <O.
Ce qui permet d’avoir :
Tableau de variations du 1¢rcas (n # 1):

X —Q0 0 (1__1_)\
€ n + oo
faG) | — 1-n 240 + 0 -
+ o0 e 1)
n
fn / \
0 — 00

e
e (e(l—;lz)) — (-1 (1 - (1 _i)) =_7_11_e(n—1) =f_(ir;"

Tableau de variations du 22me cas (n = 1):

o0
X — 00 0 1 -+ (
filx) | — 0 + 0 ~
+ oo 1

K N
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5.Casou n=1 ou n = 2.
a). Etudions suivant les valeurs de x le signe de I'expression

f2(x) — f1(x):
Rappelons que f,(x) = {Z:izl_ —n?nx) Ssli ’;ioo .
eSi x < 0,0naura {%E’giizz:ix
D'ou  fr(x) — f1(x) = (xe* — 2x) — (xe* — x)
£ - i) = —x.
Or x<0, donc —x>=0,dou f(x)—fi(x)=0.
Par conséquent, si x <0, f,(x)— f1(x)=0.

i x) = x%(1 — fnx
eSi x> 0,on aura {{’igxg _ x(g - {’nx)) .
Dou fo(x) — fi(x) = (x2 (1 — #nx)) — x(1 — £nx)
f2(x) = fi(x) = (x* — x)(1 — £nx).
(x* =x)(1—#nx) =0 & x(x — 1)(1 — #nx) = 0
S x—1)=0o0ou (1—#nx)=0 (car x> 0)
=x=1 ou x =e.
Etude du signede (x —1)(1 — #nx) pour x> 0:

X 0 1 e + 00
(x—1) - 0 -+ +
(1 —+¥nx) + + 0 . |
(x-1)1 —#nx) = + = ‘,_J

Présentons I’étude de signe dans un tableau :

X — 00 0 1 e + %2

f2(x) — f1(x) + 0 — |0 + 0 -

- -
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Corrige du BAC 2008

b). Déduisons-en la position relative des courbes (C;) et (C,)
et montrons que {C;) et (C;) se coupent en trois points dont on

précisera les coordonnées :

! ] |

x p— 0o | ; 1 | [ e | +o |

1 i | | :

. ¢ ’ i i ': ! : ]
fhAx} — [i(x) § g ! 0 f — | 0 " +- ’ 0 ! == j
! { i : 5

Position | (Cjau | (C) | (Glen | (C) | (Cy)au | (Cy) | (C,)en '
relztive . dessus | coupe | dessous | coupe | dessus | coupe } dessous de;

L'de(C) | (C) |[de(C) | (G) |de(C) | (6) | (6)

D’aprés ce tableau, les courbes (C;) et (C,) se coupenten trois
points dont les coordonnéessont: (), () et ().
6).2). Montrons que la droite d’équation y = — x estasymptote

a(Cy)en —o:
lim [f;(x)-—(_—x‘)]:jlim [xe”—z+x]=/]im [ xe*] = 0.
F—— = K—— L ——

f)oncla droite d’éguzation y = — x estasymptote a ((;) en — oo.
b). Montrons que la droite d’équation y = — 2Zx estasymptote

a (C;) en —oo:
[(x) — (—2x)] = /Iim [xe* — 2x — (—2x)] = lim [xe*] = 0.
K5 X —o

lim
Xm0
Donc lz droite d’éguation y = — 2x estasymptote a (C,) en — oo.
s (x) p x
o).Calculons  lim 22 et 1im 2%,
x—= 4w X xX— 4+ X
i < (x : x(1 — ¢nx] .
lim 22 = jim 2227 o iy (1—#nx) = — on.
: f2(x) ; (1 — ¢nx) :
lim — = lim ———= = o s
X—4 o X X+ o x xl}TPmX(l {’nx) e oo
Iim x=+4+w
Car ’r— 4+ o
lim (1—#nx) = — "
X~ 0
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Corrige du BAC 2008
« Interprétons graphiquement ces résultats : :
lim 2% = — s, donc la courbe (C;) admet une branche

r— L b 4

parabolique dirigée vers I'axe des I'axe des ordonnées du repére

en + oo,
lim 22 = — ,donc la courbe (C,) admet une branche

rx— 4w X

parabolique dirigée vers I’axe des I'axe des ordonnées du repére

en + oo,
7). Construisons (C,) et (C,) surle méme graphique:

e Tableaux de variations de f; :

x — w0 0 | 1 i
| fiC) | — 0 + 0 Z
+ o ' 1
\\ -\\\ | .‘\\~
f;l NG G
g -
\A
0 | -~
e Tableau de variations de fos
RN Ll 0 Ve +o]
£ | - -1=0 + 0 _
+.00 e
) 2
f2 \ \
0 e 90
Le BAC du Niger — Collection Papyy,,
Mathématiques — Terminale D. By -

Scanned with CamScanner



~vyy

8). Calculons en intégrant par parties, 'aire en cm” du domaine
compris entre les courbes d’équations x =1 et x =¢€:

Si xe[1;e], (C;) estaudessus de (Cy).

Désignons par A l'aire recherchée.

Ainsi onaura:

A = [T () — fi(x) 1dx X (4cm X 4cm)
A= [[(x?—x)(1—£nx)]dx X 16 cm?.

En utilisant une intégration par parties :

Posons {uf(x) i
v'(x) =x*—x
; 1
Ce qui S L2
e qui permet d'avoir Z3 =
v(x) = o x?

LAY e
D'ou A = L u(x).v'(x)dx X ua

A = ([ u(x)v(x) 1§ — ff ‘u'(x).v(x)dx) X ua

Mathémati s ;
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o= G- D E D2y
dq:((l-—é’nx)(-———') +f ———)dx)xua j
cﬂ=((1—£’n:¥)(—‘“‘) +[?—T])Xua i
a=(0-E-+E-D-6-)xu
A=t (E-3) F)xa "
c,q:(f’.;_%+-—)x16cm2 1
A=(Le?—4e?+ ) om®

[ CORRIGE DU BAC 2009
EXERCICE 1
A) Démontrons que P(A / B) = 2= PA/B)x P(s)

1- P(B)
Onsaltque A=AnNB)+ (ANnB).

Donc P(A) = P(ANnB)+ P(ANB).
D’'ot P(ANB) =P(A) — P(ANB).
On sait de plus que :
P(B)=1—P(B) etque P(ANB) = P(A/B) x P(B)
Ce qui permet d’avoir:

P(A/ B_) _P@ANnB) __ P(A) — P(ANB) __ P(A) - P(4/B)x P(B)

P(B) 1-P(B) o 1 - P(B)
. — P(A) — P(A/B)x P(B)
. B —_—
Conclusion: P(A/ B) paEr :
-
7'—;
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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B). * 30 % des chiens étaient enragés.
* Parmi les chiens abattus, 40% étaient enragés.
1). Calculons en fonction de b la probabilité p pour qu’un chien

errant survivant soit enrageé :
Considérons les événements suivants :

A : « Le chien errant est enrage »
B : « Le chien errant est abattu »

B :« Le chien errant est survivant ».
Désignons par b (b # 1) la probabilité pour qu'un chien errant

soit abattu. Donc b = P(B).
La probabilité p pour qu'un chien errant survivant soit enragé

est p=P(A/B).
or P(A/B)=2E"FC0EIE et P(B) =b.

On aura ainsi :
__ P(A)- P(A/B)X P(B) _ P(A)— P(A/B)X b
- 1-P(B) - 1—b
__ P(4) - P(A/B)x b
o 1-b .
40

D'aprés 'énoncé P(A) = % =03 et P(A/B) =— =04

Ce qui permet de trouver :
03 -04b
P="1%
2). Déterminons la plus petite valeur de b pour laguelle p

estinferieur ou égala 0,1:
b estune probabilitéet b # 1,donc b <1 et (1—-5)>0.

Résolvons dans IN l'inéquation p < 0,1:
pP<01e2222<0,1¢03-04b<0,1(1—b)

©03-04b<0,1-0,1b < (03 —0,1) < b(04—-0,1)
©02<03b©2<3b=b>2.
Conclusion : La plus petite valeur de b pour laquelle p

estinferieur ou égala 0,1 est b, = Z,
3
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3). Déterminons la probabilité d’avoir décontaminé au moins huit
territoires sur les dix a I'issue de la campagne d’abattage :

On est en face d'une loi binominale (n = 10 épreuves répétées).

Le succes obtenu(nombre de territoires décontaminés) sera noté k
La probabilité recherchée est notée p(X = 8).

Et pX=8) =p(X =8)+p(X =9) +p(X = 10).

Rappelons que p(X = k) = Ckp'*(1 — p))" ¥,

p' estla probabilité pour qu’'un territoire soit décontaminé

de larage . D'aprés I’énoncé p’ = 1/3.

De ce qui précede, on peut avoir :

px=8)=c5 (%) (1-3" " =cs 2 (2) (2)” = 0,003048;

p(X =9) = 2, (—) (1 = 310_9 = C2, (5) (2) = 0,0003387

px=9=ci8(®) (1= =1x ()" x 1= 0,000017.
On en déduit que :

p(X = 8) ~ 0,003048 + 0,0003387 + 0,000017
p(X=>8) =~ 0,0034.

: 5 - 2253 T ad R T LI e T e e e, ;' 73 S iy i
D (T N N o (O MUY, e, P S S W = 111 g iy R Ry s, S ST T L

EXERCICE 2
1). Déterminons et représentons graphiquement 'ensemble D |
des points M , du plan complexe, d’affixe z = x + iy, tels que:
|z —3 —2i| =z -7+ 2i|:

Considérons Aet B deux points du plan complexe d’affixes
respectives: zy =34 2i et zz =7 — 2i.

Ce qui permet d’avoir:

|z—3=2il=|z-74+2| < |z—2z4] = |z — zg| < MA = MB.
L’ensemble D recherché est donc la médiatrice de [AB].
Représentation graphique :

On peut placer les points A (3; 2) et B (7; — 2), puis tracer

la médiatrice de [AB].

#ﬁi Le BAC du Niger — Collecion Papyrus.
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Figure : 9

(o)

(D)

2). Caractérisons géométriquement la transformation ponctuelle ¢
du plan complexe associée a I'application f de Cvers C, défini par

f:z—z' =(1+iV3)z—5iV3:
* Rapport (soit k) de ¢ :
k=[1+i¢§|=J1+(d§)2=2.

* Angle (soit 8) de ¢:

1

c059=5 -
,soit 8 = —[2m].

sinez? 3 ]

* Centre (soit le point d’affixe w ) :

__-5W3 _ —5iy3 . |
Zy 1_(1+i\/§)—'_i\/§——-5,douw(5;0)- f

Mathémat; = .
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Corrigé du BAC 2008
3). Déterminons I'ensemble D', image par ¢ del'ensemble D : ’
Equation de la droite D :
D estla médiatrice de [AB] avec A (3;2)et B (7;—2).
Soit I le milieu de [AB]. Donc I (3 7 ;2), soit 1(5; 0).
Soit M(x;y) un pointde la droite D.
Les vecteurs AB et IM sontalors orthogonaux.
On a E’(AL; —4) et IM(x — 5; ).
AB et IM sont orthogonaux si et seulement si :
4(x —5)—4y =0
4x —20—4y =0

i

14

X—5—y=0

y=x—5.

Dot D:y=x—5.

Si x = 0,onaura y = —5. Soit J(0; —5) un autre pointde D.

* Déterminons les images des points | et | par ¢:

@ estd’écriture complexe f(z) = (1 + iV3)z — 5iv3.
I et ] sont d’affixes respectives z; =5 et z; = — 5i.
Ce qui permet d’avoir:

fz)=f(z,)=2,=05 car w =1

f(z) = 5. Soit z;, = 5, soit 1'(5; 0).

f(z) = (1+iv3)z —5iV3

f(z) = —5i(1 +iV3) — 5iV3

f(z) = —5i + 5v3 — 5iV3 = 5V3 = 5i(1 + V3).

Soit z;, = 5v3 — 5i(1 —V3), soit J' (5V3 ; —5(1 + v3)).
Ecrivons une éguation de la droite 'y :

Soit M(x;y) un pomt de la droite (I']").

Les vecteurs I'M et I'J sont alors colinéaires.

Terminale D. | | Le BAC du Niger — Collection PAPY” et

Scanned with CamScanner



Corrigé du BAC 2009
Ona I'M(x —5; y) et 7 (5v3 —5; ;= 5(1+v3)).
I M et I J' sont colinéaires si et seulement sj :
=5(1+V3)(x -5 -y(5v3—-5) =0
(-5-5V3)(x-5) —y(5v3-5) =0
—5x+25-—5x\/§+25\/§——5y\/§+5y:0
—x+5-xV3+5V3—3yV/3+y=0
(-1=V3)x + (=V3+1)y + (5+5V3) =0
_(1+®x+(1—\/§)y+5(1+\/§)=0
(1+V3)x — (1-V3)y — 5(1++3) =o.

Conclusion :
L’ensemble D', image par ¢ de ’ensemble D est une droite dont

une équation est (1 + \/§)x — (1 = \/§)y = 5(1 4+ \/§) = i,

Représentons graphiquement D’: Voir figure.

PROBLEME
A). "2y +y=1—x (1)
1). Déternunons un polynéme g du premier degré solution de

I'équation (1):

Posons g(x) = ax + b et déterminons lesréels a et b.

g estsolutionde (1) sietseulementsi:
g'®)-29'(x)+gx)=1—x.

g estdéfiniesur IR et g estdeux fois dérivable sur IR:
vx€IR, g'(x) =a et g''(x) = 0.

Ce qui permet d’avoir Vx € IR:
g'x)-29'(x)+glx)=1—-x=0—-2(@+ax+b=1—x

—r a=—1 a=-—1
< ax+(b—2a) = x+1<:>{b+2=1(:){b=—1-

Conclusion: Le polynédme g définisur IR par g(x) = —x —1
est solution de I'équation différentielle (1).

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger-— i
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2).a). Démontrons qu’une fonction h, deux fois dérivable sur IR,
est solution de (1) si et seulementsi la fonction h — g estsolution
de I'équation différentielle y"’' — 2y' +y =0. (2):

*+ Supposons que (h — g) estsolution (2), démontrons alors que
h estsolutionde (1):

(h — g) estsolution de (2) signifie que V x € IR:
(h=9)'"(x)—2h—g)'(x) +(h—g)(x) =0

h'"(x) = g"'(x) — 2h'(x) + 29" (x) + h(x) — g(x) = 0

h''(x) = 2R (x) + h(x) — [ g"'(x) —2g'(x) + g(x) ] = 0.

Or g"(x) —2g"(x) + g(x) =1 — x.

Ce qui permet d’avoir:

h"(x) —2h"(x) + h(x) — (1 —x) = 0

h"(x) —2R'(x) + h(x) = 1 — x.

Ce qui signifie que h est solution de I’équation différentielle (1).
* Supposons que h est solution de (1), démontrons alors que
(h — g) estsolution (2):

h estsolution de (1) signifiequeV x € IR :

h"(x) —2R"(x) + h(x) = 1 — x.

Or g"(x) —2g'(x) + gx)=1—x.

Ce qui permet d’avoir :

h"(x) — 2R'(x) + h(x) = g"'(x)—2g"(x) + g(x)

h"(x) — 2h'(x) + h(x) — g" (x) + 2g'(x) — g(x) = 0

h7(x) = g" (x) — 2R (x) + 29" (%) + h(x) — g(x) = 0

h"(x) — g" (x) — Z(h’(x) —g' (X)) +h(x)—gx)=0
(h—g)"(x) = 2(h — g)' (x) + (h — g)(x) = 0.

Ce qui signifie que (h — g) est solution (2).

Conclusion :

Une fonction h, deux fois dérivable sur IR, est solution de (1)

si et seulement si la fonction h — g estsolution de (2).

oo gttt bl ;
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b). Résolvons I'’équation différentielle (2):

y''=2y"'+y=0. (2).

L’équation caractéristique de (2) est 7> —2r +1 = 0.
r2=2r+il=0=@—-1)2=0=r=1.

Les solutions de (2) sontles fonctions f définies sur IR par

f(x) = (Ax + B)e* avec A et B des constantes réelles.

e Ensemble de solutions de (2) :

Sec = {f:x+— (Ax + B)e”; (A;B) € IR? }.

c). Déduisons-en ’ensemble des solutions de I'’équation
différentielle (1) :

(h—g) est solution de (2) signifie que V x € IR:
(h—g)(x) =fx) = (Ax + B)e”

h(x) — g(x) = (Ax + B)e*

h(x) = (Ax + B)e* + g(x)

h(x) = (Ax + B)e* —x — 1.

Conclusion :
L'ensemble de solutions de (1) est

2
S.={h: x+— (Ax+B)ex——x—1; (A;B’).EIR }.
d; Trouvons la solution de 'équation (1) vérifiant

—0et R(0)=0: ’
;lg)) — (Ax + B)e* —x — 1 pour tout réel x.

v x € IR,
Ae* + (Ax+B)ex -1

h(x)=

h'(x) = (Ax +A+B)e*—1

Ainsi: . p -

—0—-1=0 B—1=0

0y=0 _ ((A(0)+Be = =0_

[:'((0))=0¢:{(A(O)+A+B)€°—1=0 A+B—1=0

_(B=1 pou h(x)=(Ax+Be* —x—1=e*—x—1
LA.—:
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Conclusion :

La solution de I'’équation (1) vérifiant A(0) =0 et A'(0) =0
est telle que h(x) = e* — x — 1.

3)a). h(x)=e*—x—1 et D,=IR=]—0; +w].

Etudions les variations de h et dressons son tableau de variation :
Limitesde h en —ocoeten + oo :

lim e* =0
lim h(x) = I xX—x—1) = S 4
A hE = I E mx- D =dwar P e e
X——00
lim h(x) = + oo.
xX— — co
xLil_Pm h(x) - x-ljr-Poc(ex s 1) - xlbiToox E__ ) = =
r lim x =4+
xX— + oo
car 4, lim_(3) = +oo
. 1
L Am (5) =o
xHi—noo )= 6
h est dérivable sur IR et Vx € IR, A’ (x) =e* -1
h'(X)=0<=>e"—-1=0<:>ex=1<=¢x=1?n(1)=0
Conclusion : .
Six €E]—;0], h'(x)<o0.
D'oll h est décroissante sur ]—;0].
Six €]0;+[, h'(x)>0.
D’ot h eststrictement croissante sur]0; + oo [.
Dressons le tableau de variations de h sur IR:
" E= i v
R (x) = 0 n ] .
+ oo + oo |
__/_,/“/" i
h _i,_.-""‘-‘, 445 ‘
0
1
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|

b). Déduisons-en le signe de h(x) pour toutréel x:

D’apres le tableau de variations de h, la plus petite valeur prise
par h(x) est 0. Donc pour toutréel x,ona h(x) = 0.

B). [ estdéfiniesur IR par:

f ™t si x<0
f(x)—[t’n(x+1)+e_x—1 six=>0 !
1).a). Etudions la continuité de f en O:
+ Calcul de f(0):
fx)=fn(x+1)+e™*—1 six=20.
Donc f(0)= fn(0+ 1) +e®°—-1=4n(1)+1—-1=0
f(0) = 0. .
= Continuité de f a gauchede O0:

lim f(x) = lim xe***=0x¢e°** =0.
x=0~ x—-0"

Donc f estcontinue a gauche de 0.

= Continuité de f adroitede O:

lir{r}+ f(x) = lir(r}1+(£’n(x +1D)+e*—-1) =fn(1)+1-1=0.
X— xX—=

Donc f est continue a droite de 0.
Conclusion :
f estcontinue 2 gauche et a droite de 0.
De plus, lim f(x) = lim f(x) = f(0) = 0.
Par conséquent, f est continue en 0.
b). Etudions la dérivabilité de fen O:
= Calcul de f'(0):
fX)=#tnx+1)4+e*—1 six=0.
f estdérivable sur [0; + oo comme elle est la somme de trois
fonctions dérivables sur [0 ; + oo [.
VXe[0; +oof f(x) == —e %

x+1

Doit f'(0)=———e®=1-1=0.
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Derivabilité de f 2 gauche de 0 Mt

x+1
f(x) = £(0) oy 28 @ s s
lim " x-o x—0- X-—0 JL’Q_EI+’=30+1=E-
B;nc f est dérivable a gauche de 0.
. Dérivabilité de f adroitede 0:
FO)=f(0) . fygn SR+ D+ =X 3.9 3
lim, "o T xler =6 = lim G4 D _ o1
g : n(x + 1) p— 1 - x (- x)
JL%1+ x donc lim & -r
ik ’ o el BN
iy —=1 x=0*  x-o0 1=0.
legl* (—x)
(En posant X = — X pour calculer lim f_('_'_f)__:_l_

A . x_‘0+ (_' X)
par conséquent, f est dérivable a droite de 0

Conclusion: f est dérivable 3 gauche et 3

droite de 0
. gee (X = F(O) . f(x) —f(0) )
Mais lim =50 # Mm == car e =0,

En conclusion, f n’est pas dérivable en 0.

2).a). Calculons f'(x) pour x < 0 et dresso

ns |
de variationde fsur] — o :0Q [: = Chlemn
*x Calculde f'(x) pour x < 0Q:
flx)=mer T+ gi <D
f estle produit de deux fonctions sur 1—0;0[ donc
estdérivablesur]-—oo;O[etvxel__oo_é[_ f
f:(x) = (xex+1 )r =1 Xex+1 + eX+1 X x = (.1+t)e""*1
/) =1 +x)ex+1, '

* Dressons le tableau de variation de fsur] —w;0[:

Limitesde f en — o eten 0™ :
lim x)= I X+l = § x 3 - 1
x_*_oof( ) Jim  xe x_ljr_nﬁ)xe Xe ' =0xe!=0.

lim f(x) = lim xe*** = 0e**?! = @
x—0~ X=0"

Vxe]—o0;0[, f'(x) =1+ x)e**1,
f'(x) estdusignede (1 +x) car Vx €IR, e**! Q.

ey —————
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On en déduit le sens de variation de f :
Vx€]—o0;—-1[, (1+x)<0.Dou f'(x)<0O.

Par conséquent f est strictement décroissante sur | —oo; — 1.

vxe[—1;0[, 1+x)=0.Dou f[f'(x)=0.
Par conséquent f est croissante sur[—1;0[.

Conclusion :
x — 00 —1 0
f1(x) N 0 s
0 / co

f(-1)=(-1e " 1*1= (—1e® = —1. .

I} _ (X )
b). Montrons que pour x = 0 f(x) = a9
fx)=fx+1+e =1 st x= 0.

! 1 =
vxel[0; +oof f()=7—¢ "

Ce qui permet d'avoir :
VXE[O;l""OO[J ’ 1 ex-(x+1)__e"—x—1= h(x) .
ffG=77" =TT T (xtDe* | ef(x+1)  e*(1+x)

p = h(x)
Conclusion: Pour x =0, f'(x) = eX(1+x)

« Déduisons-en le sens de variation de f sur [0;+ [:

On sait que h(x) = 0 pour toutréel x (Partie A).3).b). ).
Donc h(x) = 0 pourx = 0.

Deplus, Vx € [0; +oof, e*(1+x) > 0.

D'od f'(x) estdusignede h(x) VX €[0; + oo .
Conclusion:

f'(x)=0V x€[0; +oof et f estcroissantesur [0; + oo [.
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Corrigé du BAC 2009
c). Dressons le tableau de variation de f surlIR:

X — ~1 0 + o
(%) — + e 10 +
0 0 4+ o
) \
B 1 0

3). Construisons la courbe représentative (C) de f dans unrepére

orthonormé (0 ; T; j) d’unité graphique 2cm:
Figure :

4). Montrons que la restriction de f al'intervalle ]—co ; —1[ admet
une bijection de ] — oo ; — 1[ sur unintervalle J :

La fonction f est continue et strictement monotone (décroissante)
sur l'intervalle] —oo;—11.

On déduit que f admetune bijectionde ] —c0;— 1]

sur I'intervalle ] =] — 1;0 [. (Voir tableau de variations).
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Larestriction de f al'intervalle | — oo ; —1[ aussi est continue
et strictement monotone (décroissante) sur | — oo ; —1[.
Elle admet aussi une bijection de | — oo ; —1 [ sur l'intervalle

J=]-1;0[

5). Calculons l'aire de la partie du plan limité par la courbe (C) de f,
I’axe des abscisses et les droites d’équations x =0 et x = 3:
Désignons par A l'aire recherchée .

Six€e[0;3], f(x) =0.(Voir figure).

On aura ainsi :

A= fosf(x)dx X (2cm X 2cm).

A= f:[i’n(x +1)+e™*—1]dx x (2cm X 2cm).

Posons A, = foa[{’n(x +1)]dx et A, = f03[ e”*—1]dx.

Ce qui veut dire que A = (A; + A,) X 4cm?.

% Calculons A4 = fos[ fn(x + 1) |dx en utilisant une intégration
par parties :

Ay = [ en(x+ 1) Jdx = [J[1 x £n(x + 1) ]dx.

Posons {ur(zc)) _{T C2s 1)

Ce qui permet d'avoir {

()—x+1

v(xj=x
En utilisant la formule d'intégration par parties on aura :

Ay = [u0).v0) B — [0 w (). v(x)dx
A =[xfn(x+1)]3 - f ——dx

Oor vx€[0;3], = _x+0=x+1~1=x+1_ 1 1

x+1
. , b e x+1 xX+1 x41
Ce qui permet d’avoir :

Ay = [xfn(x + 1) I3 —fo (1 - -—-—) dx

xX+1

Ay =[xtn(x+1)]3 - [x —&n(x + D15
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Ay = [xfn(x + 1) —x + £n(x + 1515

Ay =[x+ Den(x + 1) — x]3

A, = (B+1Den(B+1)—3) — ((0+ 1)¢n(0 + 1) - 0)
A = 4¢n4 — 3 = 4¢n2% — 3 = 8¢n2 — 3.

« Calculons A, = J'03[ e*—1]dx:

Ay = f03(e"'x — 1)dx = [— e * — x]g

A, =(—e"3—-3) — (—e®—0)=—e>—=3+1

A, =—e">—2.

Conclusion :

A = (A4 + Ay) X dcm?

A= (82 —3—e 3% —2) X 4cm?

A = (8fn2 — e 3 — 5) X 4cm?

A = 4(8fn2 — e~ 3 — 5)cm?

Une valeur approchée de I'aire recherchée est 1,981 cm?.
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EXERCICE 1

Donnée: z3 — 3v3iz? — (9 — 3V3i)z+8=0 (E)
1). Montrons que (E) posséde une solution réelle z;

et déterminons z; :

Soit z; = k la solution réelle de (E).
Dans ce cas, z; est solution de (1) signifie que:

K3 — 3V3ik? — (9 —3V3i)k +8 =0

k3 — 3ik®>V3 — 9a + 3ikV3+8 =10

(k3 — 9k + 8) + i(—3k*V3 + 3kV3) =0

{k3——9k+8=0

_3k2/3 +3kV3 =0
k3 —9k+8=20

{3kﬁ(—k+1)=0
{k3——9k+8=0 _
k=0 ou k=1
« Si k= 1,alors I3
* Si k
Conclusion :

(E) possede une solution réelle z;

2). Résolvons (E):
Soit P un polynéme défini par:

P(2) = 23 — 33iz* — (9 — 3v/3i)z + 8.
ésoudre (E) revient arésou
signifie que P(1) = 0.

(z) = (z — 1)(az? + bz + ¢) avec a, bet c

Danscecasr
z, est solution de (E)
Donc on peut écrire P

_ok+8=13—-9+8=9—
= 0, alors k3—9k+8=8 ¢

9=0;
t 8 0.

et z; = 1.

dre I'équation P(z) = 0.

des complexes a déterminer par une méthode d’identification.
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on 7 (z— D(az* + P2 +z§)"' pz—C€
P(Z; _a?+ b7+ cz-~ a( =G
z) — r + (¢c — '
PEZ),.—_az3+(b a)z 9__3\/—3-1)2.1—8 s
P (Z)'Zg"gﬁiz—_( az” = 2 3V3i
= peut avoir (b — a)z® = 3iz2
—C ==

1 i n
par jdentification partlelle, (o]

B 2 — o
{(abz- 2)z% = —3V3iz> < {(b 1)
=8 |
N - 2 — 3iV3)z -
" {;;11— 2iv3. Dow P(2) = =D (1-3iV3)z~38),

c=—8 _ |
g Résolution de I'équation P(2) = 0: oy
p(z) =0 = (z— D(z2+ (1 —- 3iv/3)z — 8) =
e (z—1) =0 ou (zz+(1—3i\/§-)z_—8) = 4
oz=1 ou z2+(1—3iv3)z—8=0.
Résolvons dans C, I'équation z2% + (1 — 3iV3)z—8=0:
* Discriminant A :
A= (1 —3ivV3)? — 4(1)(—8)
A=1— 6iV3 + (3iV3)? + 32
A=1—6iV3 — 27 + 32 = 6 — 6iV/3. 3
A= 6 — 6i+/3.
* Racines carrées de A:
Soit un nombre complexe § définipar § = x + i ytelque §% = A.

,
2
= > JEMy - .
6—A<:)<x2_y2=Re(A)=6 =< x 38“6
ka’<0(car —6\/§<0) xy <
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2x% = 18 x2 =09 x=3 oux=-3
{2y =6 <=<{y*=3 @{y:ﬁouy=_\/§
xy <0 xy <0 xy <0

‘:’{;;i\@ ou {;;:/; = (6§ =3—-iV3 ou § = —3 +iV3).
Les racines carrées de A sont: 3 —iV/3 et — 3 + i/3.

+ Solutions de I'équation z2 + (1 —3iV3)z—8=0:

En utilisant une seule racine carrée de A on peut trouver :
—(1-3iV3) - (3-iV3) _ —1+3iV3-3+iV3 _ —4+4iV3

2(1) 2(1) 2 = —2+2iV3;
-(1-3iv3)+(3-iVv3)  -1+43iV3+3—-iV3 _ 2+2iV3 )

2(1) - 2(1) - 2 =1+1iV3.
Conclusion :

L’'ensemble de solutions de (E) est:
Sc={1;1+iV3; —2+2iV3}.

3). Ecrivons les trois solutions zy, z;, z3 sous forme
trigonométrique avec [zz| < |z3]:

e Identifions z; et z3:

|—2+2i\/§|=\](—2)2+(2\/§)2=4;
|1+w§|=\/(1)z+(x/§)2=z.

Or 2<4,donc |1+ iV3]<|[-2+ 2iV3|.
Dol z, =1+iV3 et z3 = —2 + 2iV/3.

¢ Forme trigonométrique de z; :

z; =1,donc |z;| =1 et arg(z;) = 0[ 2m ].

Ce qui permet d'écrire z; = 1(cos 0 + i sin 0).
 Forme trigonométrique de z, :
z;=1+iV3.0na |z|=2.

Mal‘hématiques—Tenninale D. ! | Tenrar
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» Déterminons I’argument de z,: Q““ng
1 S
e i g
os(arg(z2)) = 3 g _n B
o 5 dou arg(z) =3{an) s
Q

sin(arg(zz2)) = 3
. _ T .
Ce qui permet d’écrire z; =2 (COSE + lslng)_
o Forme trigonométrique de z3:
23=—2+2i\/§.0na |2'3l = 4,

Déterminons l'argument de z3:

(arg(zs)) = & = 3

cos(arg(zz)) = = ~37 ., . :

_ 23 3 o doU arg(zs) == ion
sin(arg(z3)) =~ = %

Ce qui permet d’écrire zz = 4 (cosz—;- - isinggf)_

4).0ndonne : M;(z1) , M2(zz) et M;(z).

S(M;) = M, et S(M;) = Mj;.

Précisons les éléments caractéristiques de §:

e Ecriture complexe de S:

Soit z' = az + b la forme de l'application complexe associée a S .
avec (a;b) € C* X C.

Déterminons les complexes a et b:

{S(Ml) = M, {azl +b =2z, {b =2~ 0%

S(Mz) = M3 az; +b = z3 a(z,—2) = (2 —-igc)zm
b=2z,—az b=2z,—az b’éz__h@
=] (z-z) & (1+iV3+2-208) 9 g =7773)
q =22 - (-
(z1 — z3) (1-1-iV3) 1+ iﬂ)
b=z, —az b=z,—az b=1+i‘/§’
= _i\/§(3-i\/§)‘=>{ _(3i\/§+3)@{a:1+i\/§ _‘
T i3 (- iV3) E
- {b =0 E
a=1-+ L‘\[g - ),/I/‘" .
Par conséquent, z' = (1+ iv3)z. g

-oﬂ
~oliec?
(o
—1 1eBACY Nige* ‘
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Remarque :
z' = (1 + i\/@z = Z,.2.
Ce qui permet d’avoir facilement :
* Rapport (soitk) de S:
k = |1+i\/§, = |z;| = 2.
* Angle (soit 8) de S:
6 = arg(1 +iV3) = arg(z,) = 731 [2m].

* Centrede S:

S estde centre O (origine du repére) car b = 0.
Conclusion :

S estderapport 2, d’angle g[Zn] et de centre O.

EXERCICE 2

Donnée: y'’'+ 4y = 3sin(x). (1)

1). Déterminons leréel & pour que la fonction g définie par
g(x) = asin(x) soitune solutionde (1):

g estdéfiniesurIR et g estdeux fois dérivable sur IR

Ainsi, pour tout réel x:

g'(x) = (asin(x))’ = acos(x) et g''(x) = —asin(x).
g est une solution de (1) si et seulementsi :

g''(x) +4g(x) = 3sin(x)

— a sin(x) + 4a sin(x) = 3 sin(x)

3a sin(x) = 3 sin(x)

3a=3

a=1.

Conclusion: g estune solution de (1) si et seulementsi a = 1.

]
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2).a). Démontrons qu'une fonction f, deux fois dérivable sur IR,
est solution de (1) si et seulementsi f — g estsolution de
I’équation différentielle y"’' +4y =0 (2):

*x Supposons que f estsolution de (1), démontrons alors que

(f — g) estsolution de (2) :

f estsolution de (1) signifieque V x €1R:

f'(x) + 4f(x) = 3sin(x).

Or g''(x) + 4g(x) = 3 sin(x).

Ce qui permet d’avoir :

) +4f(x) = g"(x) + 4g9(x)

7)) = 9" () +4f(x) —4g(x) =0

F—9)" () +4(f —g)x) = 0.

Ce qui signifie que (f — g) estsolution de (2).

* Supposons que (f — g) estsolution de (2), démontrons alors
que f estsolutionde (1):

(f — g) estsolution de (2) signifie que V x € IR:
fF=—9)")+4(f —9)(x) =0

T —g" () +4f(x) —4g(x) = 0

fUx) +4f(x) = g"(x) + 4g(x).

Or g"(x) + 4g(x) = 3sin(x). 4
Ce qui permet d’avoir:
f1'(x) + 4f (x) = 3 sin(x).

Ce qui signifie que f estsolution de (1).

Conclusion :

Une fonction f, deux fois dérivable sur IR, est solution de
I’équation différentielle (1) si et seulement si la fonction (f — g)
est solution de I’équation différentielle (2).

b). Résolvons I'équation différentielle (2):

y'+4y =0 (2).

L’équation caractéristique de (2) est r*+4 =0.

Mathématiques — Terminale D. r Le BAC du Niger — Collection Papyrus.
‘ 221 '

Scanned with CamScanner



L—LJ].’LIgC LU DN LVILIY

P P t4=0r’*=-4o1r?=QRD2<=r=2i ou r=-2i.
| Les solutions de (2) sontles fonctions h définies sur IR par:
" h(x) = (Acos2x + B sin 2x)e%* = A cos 2x + B sin 2x.

. Aet B sontdes constantes réelles.

| Ensemble de solutions de (2) :

Sc={h: x+— Acos2x + Bsin2x ; (A;B) € IR? }.

c). Déduisons-en I’ensemble des solutions de I'équation

. différentielle (1) :

E (f —g) estsolution de (2) signifie que V x €1IR:

- (f —9)(x) = h(x) = Acos 2x + B sin 2x

f(x) —g(x) = Acos2x + B sin 2x

f(x) = Acos2x + B sin 2x + g(x)

f(x) = Acos 2x + B sin 2x + sin x.

Conclusion :

L’ensemble de solutions de (1) est

" Sc={f:x+>Acos2x +Bsin2x +sinx ; (4;B) € IR? }.

" d). Trouvons la solution de (1) vérifiant les conditions :

4 T I} )
f(z)=0et fm)=0:

. f(x) = Acos2x + B sin 2x + sin x.

. f estdérivable sur IR et pour tout réel x ona:
| f'(x) = —2Asin 2x + 2B cos 2x + cos x.

Exprimons f (—E—) et f'(m):

f(-;f) = Acos2 G) + B sin 2 G) + sin (g)

L/ (5) - acosr+ s sin(5) =~ 0+ 1= 4.4

| f'(m) = —2Asin 2w + 2B cos 21T + cosw = 2B — 1.
.~ Ce qui permet d’avoir :

k- s
i -]=0 = s 4=1
_}‘.{f,(z) = {2;1___!_11_ 00 = {B s
F'm =0 - 2
Mathématiques — 'I:crminale D. Le BAC du Niger
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Conclusion : - #
La solution de I'équation (1) vérifiant les conditions 3

i (g) =0 et f'() =0 est lafonction f définie sur IR par:

f(x) = cos2x +%sin 2x + sinx.

. PROBLEME
D F: FEO=lx+1+_—.
1). Donnons le domaine de définition de f et écrivons f(x)
sans le symbole de valeur absolue :
* Domaine de définition de f :
Dr={x€IR/x—1+#0}.
x—1=0&= x=1.
Dot Df=IR—{1}=]—;1[U]1; +].
* Ecrivons f(x) sans le symbole de valeur absolue :

x+1=0=x+1=0< x = —1.
Ce qui permet d’avoir:
Six€]—o00;—1]; |[x+ 1| = —x — 1 d’ol f(x)=—x—1+-1—;

x—1

Sixe€]—1;1[; |x+1l=x+1 d’on fxX)=x+1+ 11
x—
1

Six€]l;4+oo[;|x+1]=x41dou fG)=x+1+
Conclusion :

x 1

2
~—x—1+;i——1- Six€]—-;—1]
f(x)zj x—i—1+xi1 si xe]—-1;1]
kx+1+xi Si xX€]1;400]

2). Etudions les limites aux bornes du domaine de définition de [

: Y 1
*Am fe) = tim (—x -1+ )=+ e

car lim (—x—1) = 4o et lim = )=0.

X— — oo x— — oo \X —1
Mathématiques — Terminale D. iﬁ_‘“ '] Le BAC du Niger — Collection Papyrus.
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e lim f(x) =

x—1"

car lim(x+1)=141=2 et lim

x=-1"

car lim(x+1)=1+1=2 et lim

mn@+1+ 1)=—m
x—1" x —1

UL~ T

. ):—-OO.
«x—=1" \x —1

: T 1 _
09(]£1{1+f(x)—gtll’r{;+(x+1+;_—1)—+oo

x—1

x—-1t x—1t
: o 1 .
.x—lgl-;-noof(x)“x—laupoo (x+1+x—-1)_+oo
car lim (x+1)=+o00 et lim 1)=0.
xX— + oo x— 4+ o0 \x—1
Conclusion :
Xq — @ 1” i + oo |
lim f(x)| + o — oo + oo +00J
X—=Xq

3). Etudions la dérivabilité de f en —1:

* Calculde f(—1): |
f(x)=—x—-1+ -1—1 si x €] —o0;—1]. Ce quipermet d’avolr :
x—

f(-1)=1-1

(-1 =-3.

1

t o3

* Calculde f'(—1):

f)=-x-1

1
4 —
x-=1

1

2 .

si x €] —o0;—11].

f esticilasomme de deux fonctions qui sont toutes deux

dérivables sur] —oo; —11].
Donc f estdérivablesur] —oco;—1]Jet Vx €] —oc0;—1]:

1

f'(x) = —1-—(x~1)'2.

Ce qui permet d'avoir f'(—1) = —1 —

fle-n=-2.
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* Dérivabilité de fa gauche de —~1 -
f) = f(-1) .

lim = Ji “x-1+ Lo (Lt
x—>-1" X —(-1) NS “‘—-—-;"_;"—11——(-—-2) = lim
A 4—-2x*4+x -1 xX—=1"
- xHE}— 2(x + 1)(x —1) = Jim _:_Zic:j——xii = 1j Gat)(2xis)
oy X2-17 20+ 1) (x-1) © x o - 2D (x-1)
x--1" 2(x-1) 2(-1-1) ~ T -

B
A
A
.
.»1
1
'
4
.

Donc f estdérivable 3 gauche de —1
» Dérivabilité de f a droitede —q.

. [ = f(-1) x + = 1

lim = i 1+ 1 _(_1 x 41
x-—1t x ‘"2(‘;1) xLE]rP J;c+11 ( 2) = lirri+ _x_;1+_1._2

X%+ x—1 S
= lim = lim &X+DEx-1) S o
x——1% 2(x + 13‘(’_‘ D xst 2+ D o N j‘:1_§_1+ 2(;;— 4
Donc f estdérivable 3 droite de —1
Conclusion : -
f estdérivable a gauche et 3 droite de —1
Mais lim _ 16 = (1) lim f®)-rn 5 .3
xXx——1 x — (—1) X>—1+ x— (-1 car — N * e

En conclusion, f n’est pas dériv

Conséquence graphique :

f n’est pas dérivable en —1,doncla

d’abscisse —1 deux demi-tangentes

suivantes :

* Equation de la demi-tangente 3 gauche de —1:
; -

y=—-i—(x+1)—%

ableen — 1.

courbe (C) admetau point
dont les équations sont les

5 7 ;
* Equation de la demi-tangente 3 droite de —1 : ]

y=2(c+1) +f(~1)
y=3(x+1) -3

3 1
y—-zx+4-
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4). Etudions la variation de f et dressons son tableau de variation :

) —x—l-f-x—l1 si x €] —o0;—1]
(x) = - :
/ x+1+x—i1 si x€]—1;1[U ]1;4+00]

f nestpas dérivable en —1, d’'ou elle est dérivable sur ]—o0; —1],
sur |—1;1[ etsur J1;+oo[.

Ce qui permet d’avoir:

fl(x) = “l-GTyr six€l—ei i
(P - si x€]—-1;1[ U ]J1;4+00]
(x—1)
r — 1 —_— 2
*VXE]—OO;_1[Jf(x)__1_(x_1)2_—(1+(x—1)2).

Donc Vx € ]—o; —1[, f'(x) <0.

D'oll f eststrictement décroissante sur ] —oo; —1[.
«Vxel]-1;1[u ]1l;4+o[ f'(x) = 1—(:):_11)2 = :x_f; =’Eix__1§3,
f'(x) estdusigne de x(x —2) car vxe]—1;1[ U ]1;+4+ 0],
ona(x—1)>>0. :
Etudions le signede x(x —2) pour x €] —1;1[U ]J1 +oo[:

x(x—2)=0=x=0 ou x = 2.

X —1 0 1 2 + oo
x(x —2) = + 0 = L~ — 0 +
& + ol - = Ja0i - &

Par conséquent:
f estcroissantesur ] —1;0] etsur[2; + oo [.
f eststrictement décroissantesur |0;1[ etsur |1;2 /.
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i) T 0 1] 5]+ | 8

' 5 3 - - + k.
f (x) | — — - L 4 . /// : . -3
+ oo 0 1+ o © .

-~

4 \ -
o N 2 1

o 2 — 4 :

5). Montrons que la courbe représentative (C) de f admet trois
asymptotes dont on donnera les équations:

_— —x—l—i—i six€]—o0;—1]
x) = |
x+1+—= si x€]-1;1[U]1;+o]

Ce qui permet d’avoir :
: . 1)

= x-LH-Poo[f(x) ( = 1)] o xl}rlloo (x — 1) =1k

D’ol la droite d’équation y = —x — 1 estasymptote a (C) en — co.
. _ . 1 _

° x-l}l:ll—loo[f(x) (x+ 1) = xl}r_nm (x-— 1) =1

D’oti la droite d’équation y = x + 1 estasymptotea (C) en + oo,

° J}lr:lil_ f(x) =— o0 et linlq+ f(x) = + o ,dou ladroite d’équation

- x—
x = 1 estasymptote verticale de (C).
Conclusion :

La courbe représentative (C) de f admet trois asymptotes dont
les équations sont les suivantes::

* y = —x — 1 (asymptote obliquea (C) en — ).
* y=x + 1 (Asymptote a (C) en + o).
* x = 1 (Asymptote verticale de (C)).

; Le BAC du Niger — Collection Papym
hé i — Terminale D. ! :
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6). Construisons la courbe représentative (C) de f dans un repére
orthonormé (O ; i; f) (unité 2cm) :

Figure:

7). Montrons que la restrictionde fa [0 ;1 [admet unf: biject.ion
de [0;1 [surunintervalle J ettragcons la courbe représentative

de la réciproque dans le méme graphique que () o
La fonction f est continue et strictement monotone (décroissante)
sur I'intervalle [0;1 [. ) 1
D'ou f estune bijection de intervalle [0; 1 [ surl intervalle
] lim f(x); lim f(x) ] =] — o0 ;0] (voir tableau).
x—=1" x—0t

Larestrictionde f alintervalle[0;1 [ est donc une bijection de
[0;1[sur J=]— ;0] etelleadmet en ce sens une réciproque
qu'on notera f~L.

La courbe de la réciproque f~! esttracée en pointillés

(Voir figure) . Les courbes de f etde f~! sontsymétriques par
rapport a la droite d'équation y = x.

Mathstvatiaues ~ Teros _ |
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calculons 1€S HIS dx.
B)a) f(x)dx et Sz < f— f&) 1
= Lr = 4 2=5

—x+ tnlx— I]..xlfi

(“-+1+ £n|,1—1l)—(—§+ﬁ+ enl—ﬁ_ll)
( . fn(Z)) (\/‘ 1+ en(vV2 + 1))

— (1 m(2) -2 - en(vZ+1)
Slz_._\f_-}- m(2) — i’n(wf—’*'l)

2

H H

Nl

Nl\-t

Si
Ce qui permet d’avoir:

0

j (x+1+——-)dx— [-—+x+ fnlx—1|] 2
s, = — 4n(2).
Conclusion :

1

51 = %—\/E + n(2) — {’n(\/f -+ 1) et s;=--— n(2).
b). Déduisons-en l'aire de la portion du plan limité par (C),
I'axe des abscisses et les droites d’équations x = —v2 et x =0

Sk a¢.€ [— V2;0 ] f(x) <0 car (C) est en dessous de l'axe
des abscisses (voir courbe).

Désignons par A l'aire recherchée.
Ce qui permet d’avoir :

A=— ffﬁ f(x)dx X (unité d'aire)

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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—

o (f:w/lf J(x)dx + f_01 f(x)dx) X 4cm?
— (s + S2) X 4cm?

— G —VZ+ ¢n(2) - £n(VZ + 1) + % — €n(2)) X 4cm?
= — G —V2+ tn(2) — tn(VZ+1) + ; — fn(z)) X 4cm?
— (2 —2 - tn(V2 + 1)) X 4cm?

A=(VZ-2+ en(vVZ+ 1)) x 4cm?.

Il

- N N
I

B 1). (W)nemn: v, = €n(w, — 1).

Sachant que (v,) estune suite arithmétique de raison r(r # 0)
et de premier terme v; = 0, donnons l'expression du terme général
u, enfonctionde n etde r :

*x Expression de v,, en fonction de 7 :

(v,) estune suite arithmétique de raison r etde 1°"terme vy,
ce qui permet d'avoir:

v, =10, +(n—1) Xr

v, =0+(n—1)Xr

v, = nm—1r.

+ Expressionde u,en fonction de mn:

v, = tn(u, — 1) een=u,—1=u,=1+e""

Or v, =Mm-—1r.

Donc u, =1+e™~ . _
2). Choisissons 7 pour que la suite (%;)ne N+ SOIt convergente

r i

et dans ce cas donnons sa limite :

() ne - €St convergente siet seulementsi lim e™~ D7 = 0.
n

n— 4+ co
n-Ur — e lim (n—1r=—oco&relRl.

im e
n-1->+oo Lt g

Pour que (Up)nein: Soit convergente on doit choisir
un réel r strictement négatif.

Mathématiques — Terminale D. ‘ - ‘ Le BAC du Niger — Collection Papyruy .
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e Limite de la suite (#,)nen" :
u,n=1—i-e(""“1)7r et lim e™~V7 =0

n— + oo
si (Up)nen- €St cOnvergente.

D'ou  lm( (Up)nen+) = 1.

3). Calculons, en fonction de u,, 'aire de la partie du plan limité par
la courbe (C) de f, les droites d’équations

y=x+1, x=2 et x=u,:

Désignons par A, cette aire.

Onsaitque lim( (U dnpemn) =1 et u, =14 @17,

> ou simplement 1 <u, < 2.

Ainsi, pour x € [u,;2],la courbe (C) estau dessus de son

asymptote (la droite d’équation y = x + 1) et au dessus de I'axe ]
des abscisses. 3

’ N 2
D'olt A, = (fun(f(x) —(x+ 1))dx) X ua.
Ce qui permet d’avoir :

—(r? 1 J
n—(Jun(x'Fl+;—_—1-—(x+1))dx)><ua

&

An = (I1, (755) dx) x ua

An = ([€n(x — DIZ) x 4cm?

An = (£n(2 — 1) — #n(u, — 1)) x 4cm?
An = (= tn(u, — 1)) X 4cm?

A

o= (s0n (2) ).

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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EXERCICE 1
u1=]

(Un)ne N { = 8% Un

Upy1 =
s 24+ uy

1). Montrons par récurrence que tous les termes de cette suite sont
strictement positifs :
u, =1 et 1 > 0,donc u; eststrictement positif.

Supposons que u, > 0, démontrons que iy, > 0.

" 64+ u, >0, .
Si u, > 0,alors {2 + u, > O,dr)u

H 4 1 4

= >0 ou u,,, = 0.
£ 4+ Uy

Conclusion :
Tous les termes de la suite (1 ) e 1N+ SONL Strictement positifs.

. 1 b . 3 - o _n--—:‘l'“”
2). (Vn)ne N €5t la suite de terme général 1, = —=——".

a). Montrons que (v, )ne N+ €S UNE suite géométrique dont on
déterminera le premier terme et la raison :

- 24u __"'74“?:-01
y it 0 o Ve = e
n 3 4+ Uy

Ce qui permet d'avoir:
64 Up

-—2"'24“"_—4‘—211"4‘)"“?': 2-—“7; :__[,‘tz—._“—f

Vn4t — 6t un 6+ 3Up + 6 + Up 12 + 4uy, 4(3 4 uy,
2*11"
v =—--—(-———"—-). Oor v, =
n+1 4 34 upn
1
Done Vpst = —gVn-

Conclusion :
(V) ne Nt €SLUNE suite géométrique de premier terme

34 Un4

-2+ Uy
34y

5 -2 #1 1 : 1
g, = ek = — — - et de raison — -.
1 3+ Uy 3+1 4 4

232 z
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b). Donnons I'expression de v,, puisde u, en fonction dé n s
. Expressionde v, enfonctionde n: :

(Vn)ne N+ €1anNt géométrique de 1¢"terme v, = — 1

4
. 1 d r . L et 1
etde raison — -, doncon peut écrire v, = v, x (__ }11') -

Ce qui permet d’avoir :
: N1t -1 I\*—-1+1
(=)= =3
n 4 4 4
1 n
= (-3

» Expressionde u,, en fonctionde n:
-1 4 U

Vp = 5o o 3+ vu, =24y, & (Vp—=Du, = (=3v, - 2)

- 3, — 4 v, + 2 n
SU, =——-=—"— Or p.=(-1
T 1 - v, n &7 °
Ce qui permet d'avoir :
5( - *> 4
U, = et —

-

=}
%/

c).Calculons lim v, et lim u
-+ % CD

> Rt
. U= (__ i) donec | ' i 3y
= ._ ol im v, = - =) = .
* N+ nETm( 4) k. ek I_’—l-l <1
- |
.U =\"3) *2 ; 3(*1)'12
nT T tw.donc lim w, = |im 3 * =2=7
1 L= Ul Nn— 4+ co n— 4+ o 1__(_ln 1_
_ 1\ '
car lim (— -) =0
n— + o 4 ’
Conclusi i
on: lim p, = i
rn-— + o0 n 0 Et nlﬁlrpmun = 2.
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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nmu -3

% Boules bianches
_.-lht wme {3 Boules rouges

3 Boules noires
' prédeve simultanément trois (3) boules (parmi9) de lN'urne.
l,m préiévements sont supposés éguiprobables

{umvmt des éventualités 0 a donc pour cardinal €2
On note - card()) = (.} = 84
}ﬁdcnlom la probabilité d'un prélévement unicolore

bgignons par p{10C) la mnhah:lué d ' obtenit une soule couleur

ﬁmsi p(1C) ~—{i"- ”5 - - -

"l o

' 2). Caiculons la pmbabnhtf d'un préléevement tricolore
Dési mons par p{3C) la prohabilité d'obtenir trois couleurs

Mnn p(30) = EL’_{(_“_.L{_.&. _’h";'_" . ” = ‘:
3) Déduisons des résultats précédents la probabilité dun
slevement bicolore .

i deur couleurs

Déﬂgnom par p(20) la probabilité d'obten
Lpinsi, p(1C) + p(2C) + p(3C) = 1

Ct gui permet d'avoir .

p{l(.) 1 - p{:(‘; - p(3C)

¥ 786-1-9 i¥ w

——

MZC) = ]~ 'f" o ;; = .h-’ 5 :—; w >

ik
p('z() = —,
4) Daunﬁm la probabilité d’avoir exactement deur boules
. rouges sachant que le prélevement est bicolore
Déugmms pat pfzh / 2C ) la probabilité recherchée

i 2K ‘-.ns

- Ainst, p(2R /20 = Al =
p{ZR N 2C) estla prﬁhamhtf d'avou deux boules rouges dans

(5’{ iv - >
unnragebtcdm el p(2R n 2C) = ——-L——-* - -
Ny
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3
2 {Z2R M 2C) - T
T~y "’R-""’C):—-———-—p' =-‘55-: -
D'eu pl<N /20 P20 G 3

p(2R / 20) =

!,,|.-4

EIOBI..EME

Ay y' -2y *+yvy=x-1. (1)

1) Déterminons les réels a et b pour que la fonction g définie
swr IR par g ¥) = ax + b soit une solution de I'équation

lek (i)

g eo<f deur fois dérivable sur IR et Y x € IR

g(s)=a et g (2) =0

g est sodutian de (1) & g (¢) - 2g'(x) + g(x) = x =~ 1

== 0 i g b h =3 lHa\'-F(b“Z(l): -1

e =y fa = | a =1

- ® ‘_-; 7 :,!,'Ih_é’)ﬂ-l&u’{b 1

Ciotw s ion

Powr gu une fonction g définie sur IR par g(x) =ax+ b
st sodution de égquation différentielle (l), il faut que {!; i ,: .

2)a) Demontrons gu'une fonction h, deux fois dérivable sur IR ;
et sobution de (1) 9l et seulement si la fonction h - g est solution
de Iéquation différentielle y"’" -2y + y = (2):
» Supposons gue R est solution de (1), démontrons alors que
(h — g) estsolution de (2):

A estsolutionde (1) signifieque VY x € IR:

R (x)— 2R (x) + hi(x) = x — 1.

Or g"(x) - 2g'(x)+ g(x)=x—-1

Ce qui permet d avoir

R(x) — 2h'(x) + h(x) = g"(x) — 29" (x) + g(x)

R(x) — 2n'(x) + h(x) — g"(x) + 2g'(x) —g(x) = 0

Mathematigues — Termnale D. f '235 | Le BAC du Niger — Collecton W--"
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(" () = g" () = 2(h'(x) - g'x)+ (h(x) —gx) =0
(h=9)"(x) = 2(h—g)'(x) + (h— g)(x) = 0.

Ce qui signifie que (h — g) estsolution de (2).

* Supposons que h — g estsolution de (2), démontrons alors que
h estsolutionde (1):

(h — g) est solution de (2) signifie queV x € IR:
(h—9)'"(x)=2h—g)(x)+(h—g)x) =0

(h"(x) — g" () — 2(W' (x) — g' () + (h(x) = g(x)) = 0
R (x) — 2h'(x) + h(x) — g"'(x) + 29" (x) —g(x) =0

R (x) — 2h'(x) + h(x) = g" (x) — 29" (x) + g(x).

or g"(x) —2g'(x) +g(x) =x — 1.

Ce qui permet d’avoir:
B () — 2h' (%) + h(x) = x — L.
Ce qui signifie que h est solution de (1).

Conclusion :
Une fonction h, deux foi
ulement si la fonction

s dérivable sur IR estsolution de (1)

si et se (h —g) est solution de I’équation

différentielle (2)-
b). Résolvons ]’équation

y' =2y ty = 0. (2). z
1’équation caractéristique de (2) est " —2r+ 1=0.

Tz__2r+1=0(:>(r—1)2=0¢:>r=1.
Les solutions de (2) sontles fonctions u définies sur IR par

u(x) = (Ax + B)e* avec Aet B des constantes réelles.
Ensemble de solutions de (2):
S ={u: £ — (Ax + B)e*; (4;B) € IR? }.

c). Déduisons-en I'ensemble des solutions de I'équation

différentielle (1):

(h—g) est solution de (2) signifie que Vx €IR:

(h— g)(x) = ulx) = (Ax + B)e*

h(x) —g(x) = (Ax + B)e”*

Mathématane TerminsleD m Le BAC du Niger — Collection ‘Papyrw,
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n) = (AxF B)e* +g(x)

h(x) = (Ax + B)e* +x + 1.

clusion :
Ef:aﬁsemble de solutions de (1) est

—{h: < — (Ax +B)e* +x +1; (A;B) € IR* }.
3; ;rouvons la solution de I'équation (1) vérifiant

h(0) =0 et h(0)=0: ,
h(x) = (Ax + B)e* + x + 1 pour tout réel x.

i vx € IR, .
’ B (x) = Ae* + (Ax + B)e* +1
. p)=@Ax+A+Ble” +1
Ainsi : .
= +0+1
{h(O) =0 _, {(A(O) + B)e

0 :{B+1=0

h'(0)=0 (A(0)+A+B)e’+1=0 A+B+1=0
=51

A=0
Dou h(x) = (Ax+Bl)e*+x+1=—e*+x+1.
Conclusion :

La solution de I'’équation (1) vérifiant h(0) =0 et A'(0) =0
est telle que h(x) = x + 1 — e*.
" B). Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=x+1—e*.
1). Etudions les variations de f et dressons son tableau de variation :
fX)=x+1—e* et Dp=IR=]—0; +o0].
Limitesde f en —ocoeten + oo

lim_f(x) = lim_( BE,e” =0
* ]Jim x)= lim (x+1—e*) = — car 1¥°—®°
X—— 00 X——00 ) lim (x + 1) — —00
X——oo
1i = — oo,
Jim_£(x)
* lim f(x)= lim (x+1—¢e*)= lim x(1+i_f)=_oo
X= + o0 X—+ © X-+ x X
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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P el + oo
' X
Car e i il
X 4 oo X @0 .

l‘—l*h-;noo (;17-) =0
lim £(x) = - o,

X 4+ o0

f' est dérivable sur IR et v x ¢ IR, f'(x) =1 — ex
f(x)=0=>1—ex=04:¢ex=—_1<=> = e_;

Conclusion : E

Six €]-w;0], fl(x)=>0.

D'olr f est croissante sur ] — o0 ; 0 1. :
Six €]0;+0[, f'(x)<O0.

D'oli f eststrictement décroissante sur]0;+ oo .

Dressons le tableau de variations de if sﬁr IR:

F; — @ 0 + oo
() + 0 B
0

2). Montrons que la droite (D) d’équation y = x + 1 est asymptote

obliquea (C):

lim [f(x)——(x+1)]=xlim [x+1—e* —(x+1)]
X — 0 - — 00

lim [f(x)—=(x+1)]= lim [—e*] =0 car xlim | 2% =10,
xX—= — 00 xX— — 00 — — 00

Par conséquent, la droite (D) d’équation y = x + 1 estasymptote

oblique a (C).
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) et (C) dans le repere (0:1:5):

ons (D
3). Trag ( . .

(D)

A )

........ ol

.

-------- 2

------

----
eay
o,

....... |

(C)

4).a). Soit a un réel strictement négatif.

Calculons I'aire <A (a) de la partie du plan comprise entre la courbe
(C) et (D) etlesdroitesd’équations x =a et x =0:

Pour x € [@;0]ona f(x) <0 et(C) quiesten dessous de la
droite (D).

Ce qui permet d’avoir :

A(ax) = (f:[ (x+1)—f(x) ]dx) X (unité d'aire)
A(a) = (f;[x+1—x—1+ex]dx) X ua
A(a) = (f;) exdx) Xua=/[e*]% xXua

A(a) = (e° —e%) X ua = (1 — e%) x 1cm?
A(a) = (1 — e®)cm?.
b). Calculons lim A(a):

lim A(a) = lim (1 —e%)cm? = 1cm? car lim e% =
a— — oo a— — o a— — o
lim A(a) = 1em?
axa— — oo
Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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5).a). Montrons que larestrictionde fa [ 0; + oo[ réalise une
bijectionde [ 0; + oo sur unintervalle J :
La fonction f est continue et strictement monotone (décroissante)
sur l'intervalle [0 ; +oo].
D'od f estune bijectionde [0; + oo sur J = ] lim f(x); lim f(x)]
x—+o0 x—0 )

ou/=]—0;0].

Par conséquent, la restriction de f a [ 0; + oo[ réalise une
bijectionde [0; + [sur] =]—00;0].

b). Tragons la courbe représentative de la fonction réciproque sur

Je méme graphique que (C):

La courbe de la fonction réciproque est tracée en pointillés.

Les deux courbes sont symétriques par rapport a la premiere

du repére (la droite d'équationy = x ). (Voir figure)

— x + 1 est asymptote a (C) doncla droite
— x — 1 est asymptote oblique

bissectrice
« La droite d’équation y
d'équation x =y +1 ouy
3 12 courbe de la fonction réciprogue.
¢ définie sur IR par fin(x) = m(x + 1) —e”.

C). fm s
1). Trouvons I'ensemble des valeurs de m pour lesquelles [,
admet un maximum : |
sur IR et Vx €IR fh(x) =m—e”. {

fm est dérivable

et un Maximum en Xg = a si et seulement si:

fn adm
fn'(x) >0 si x€]—o; al
fm'(a)z()
lfm’(x)<0 six€la; +o]

vx€EIR fmx)=m-— ¢*. Discutons suivant les valeurs de m:

1ercas (m < 0):
Dans ce cas fm (X

Donc I'équation  fm
Par conséquent, fm n'admet pas de maximum.

Nl Y %6 AR
(x) = 0 n'admet pas de racines dans IR

wmathématigues — Terminale D. T 7 . - . .
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2¢me cas (m = 0):

Dans ce cas fn(x) = —e* Vx € IR.

Donc fi(x) <0 car-—e* <0 V x € IR.

D'ou I'équation f;(x) = 0 n’admet pas de racines dans IR
Par conséquent, f,,, n'admet pas de maximum.

3tmecas (m > 0):

Danscecas,Vx € IR :

fo(x) =0 m—e* =0 e* =m e x = fn(m).

De plus:

f(En(m)) = m(En(m) + 1) — efnim

fm(En(m)) = men(m) + m —m

fin(£n.(m)) = mLn(m).

Par conséquent, pour m > 0 f,, admet un maximum

en xy = fn(m).

Conclusion :

L'ensemble des valeurs de m pour lesquelles f,,, admet un
maximum est 'ensemble des réels m strictement positifs(m > 0).
2). Soit le point M,, d’ordonnée maximale de T,,,.

Donnons une équation de 'ensemble des points M,,, :

D'apres ce qui précede (voir 3eme cas),ona M, (&n(m) ;mén(m)).
Donc pour le point M,,,ona {; :____ iﬁ,s:r(?n) :
Ce qui permet d’avoir :
x = ¥n(m) m=e* m = e*
{y = mén(m) {y = e*fn(e*) {y = xe*"
Conclusion :

Une équation de I'ensemble des points M,, est y = xe*.

Mathématiques — Terminale D. ] Le BAC du Niger ~ Collecton rapyrnis.
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Le sujet du BAC 2012 a ét¢é proposé comme sujet dy BAC 2016
Autrement dit, les deux sujets sont identiques. '
Par conséquent, pour la correction du BAC 2012,

voir la correction du BAC 2016.

LS -
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[ CORRIGE DU BAC 2013 ]

EXERCICE 1
1).a). Trouvons les racines carrées du nombre complexe 5 — 12i:
Soit un complexe § définipar § = x+ iy telque 62 =5—12i.
x? 4+ y? =|5-12i] = /(5)2 + (—12)?
f=5-12ie={x2 _y2=Re(5-120) =5
xy <0 (car —-12<0)

Ir’ +y? =13 2x* = 18 x*=9
o{xl—yi=5 e{2y’=8 e&{y*=14
l xy <0 xy <0 xy <0

X =3 ou x = -3
—~}v =20u y= ~2 <> {x=3 ou { —3

y <0 . Y

e (=3-2{ ou § =-3+ 21).

Conclusion :

Les racines carréesde 5 — 12i sont 3 —2i et — 3 + 2i.

b). Résolvons dans 'ensemble € des nombres complexes I'équation
(z + 2.1)‘1' ~(1+4i)z—-5+4+5i)=0:

(z + 2i)(z° —(1+4i)z—54+5i) =0 sietseulementsi
(z + 2i) = 0 ou (22 —(1+4i)z—-5+5i)=0.
s (z4+20) =0z = -2i.

* Résolvons dans C, I'équation z2 — (1 +4i)z—5+5i=0
Discriminant A:

A= (1 + 4i)* — 4(1)(=5+ 50)

A=1+8i—16 + 20 — 20i

A=5—12i.

D’apres la question 1).a)., les racines carrées de A sont:
3—-2i e¢t —3+ 2L

Mathématiques — Terminale D. | .

SN

Le BAC du Niger — Collection Papyrusg .

Scanned with CamScanner



- T e

~ Solutions de I'équation z? — (1 + 4i)z —~5+5i = 0:
~ En utilisant une seule racine carrée de A,
_ (1+40)+3—-2i _ 4+2i

Z1 = 2(1) = =241 et
_@+ad)-—-3+2f 246t _ )
Conclusion :

L’ensemble de solutions de I’équation
(z+20)(z2—(1+4Dz—5+ 5i{) = 0 est:
B =1—20,'2%%; —1+ 3i }.

2). S(B) = Bet S(A) = C.

A(2i), B(2—1i)et c(—1 — 3i).

a). Trouvons la relation liant I'affixe z du

de son image M'par S:
Soit f 'application complexe associée a S définie par

*' flz)=2 —az+b avec a€ C et b eC.
e Déterminons les complexes a et b:
D'apres ’énoncé, S(B) =B et 5(4A) = C.
Ce qui permet d’avoir:

o ..:_ ___ _
Ve g T D ,__‘_A_”“_____ _ .
v-}, ’ “..3... P‘ o T P Lf Eiie 3 Ei TR ST i

o, o W P ¥ i A ey ¥

' ‘ 0 e 11 B AL

point M et l'affixe z'

N e

S(B):B @{f(ZB)ZZB‘::}{aZB_FZfZB
L s =C flza) =2c  laza +( = zc)
. A
<:___::’{b"-"23(1"(1) @{ __zg_zc
a(zg — Zy) = (zp — Zc) —
b=zp(1—a) b=zz(1—a) b=z;(1—a)
= (2-i)—(=1-31) = _ 342i = s (3+2) (2+30)
+ T e-n-eh 2 (2—30)(2+30)
hp=zg(1—a) b=zz(1—a)
= a__6+9i+4i—6 = _s_
22+(—'3)2 13 ‘
b=(2-—l’:)(1'—1) <=>{b=1'_3l
a=1 a=i
Conclusion : 72 =iz+1—3i
S 244 Le BAC du Niger — Collection Papyrus -
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b). Déterminons Jes éléments caractéristiques de S ':

Z" =3 b 1— 3i.

o Rapport ( soit k) de S:

k= |i| = 1.D’ol1 S estune rotation.
« Angle (soit @) de S':

g = arg(i) = 5 [27].

e Centrede S:

B estle centrede S car S(B) = B.

Conclusion :
- » T
j S estune rotation de centre B etd’angle - [27].
EXERCICE 2
On consideére la suite numérique définie par son premier terme
= — _UYn
ug=1et vnelN, u,;q e
-, 1). Calculons u4 et u,:
e Vn € 1IN, = = = Wb o Lol
Unt1 =y v M T 3T 148 s
|
U, = ‘; §
eVnelN, u,,, = ST SRS O [N | . X
i Un + 3 2 u; + 3 1/4+3 13/4 13"

‘ 1
2 =

13 °

2). () : VnelN, v, = #n(2n )

Unp + 2
a). Montrons que (v,,) est une suite arithmétique et précisons
Son premier terme et sa raison :

VR EIN, v, = #n () o vy, = on (e

Un4y +2

Or VvnelN = nlllii

u =

L ST Up +3°
Ce qui permet d’avoir :
Un
| Vne IN, Vnpe1 = tn (_;':';;L)
—n_ 42
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u

Un

— Un + 3 u n

Uny1 = 4n (w—nm;;v = {n ——“—) = {£n '—Tg)
up + 3 Up+2un+6 3upy

s 1 U, 1 u
v = -] B — L n
S {}n [3 (un + 2) ] -fn (3) + ‘gn Un + 2)

|

20 Up Y e ),
vn+1 o TL(3J '+' ‘Fn (un +2). OI‘ V ne IN; vn =1in Un + 2

Par conséquent, v,,; = v, — #n(3).

Conclusion :
(v,) estune suite arithmétique de 1¢r terme

Vo = fn( “ ) =4{n G) = —¥n(3) etderaison 7

Ug + 2
b). Exprimons v,, puis u, enfonctionde mn:
* Expression de v,, en fonctionde n:

(v,) étant une suite arithmétique de 1°¢" terme o
: iohogs 'avoir :
_ ¢n(3) etderaison r = — #n(3), ce qui permet da

Vg =
v, =15+ M —0)r

Un = — -Bn(3) — n. 'fn(3)

= — (n —+ 1){’?’1(3) v n € IN.

« Expression de u, en fonction de n:

Un Un Vn
V < .fn = = e a4 u’ﬂ
nEIN' " uﬂ+2) un +2

v = 1%
o u, —upe’n =2e" S u,(l—e’) = Zers

& Up = lz_eezn Orv,=—(Mn+1)¢n(3) Vne IN.

Ce qui permet d'avoir :

Vn
= v e
= u,e’n +2 :

2e¥n 2¢~ (n+1)¢n(3) 2ptn(3™ ") _2(37 1)
u"n - 1—e¥n == 1_.e'-'(ﬂ+1)ﬁ‘l(3) i l_epn(g—ﬂ—l) - 1_3_11--1
2(3-11.— 1)(3 n+ 1) _ 2(3 0) _ 2

u’Tl s (1_3—n—1)(3n+1) _ (371-!-1_30) = (3n+1_1) g

Conclusion :
€ 1IN, g
vn u, = 2

- 3n+1_1
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PROBLEME

A). y'=2y'"+y=—=x+3. (1)

1). Vérifions que la fonction g définiesur IR par g(x) = -x+1
est une solution de I'’équation différentielle (1):

g est deux fois dérivable surIRet V x € IR:

g'(x)=—-1 et g"(x) =0.

Ce qui permet d’avoir vV x € IR :
g'x)—29"(x)+gx)=0—-2(-1)—x+1
g'x)—29"x)+gx)=2—x+1

g"'x)—2g'(x)+ g(x) = —x + 3.

Ce que signifie que la fonction g définie sur IR par g(x) = —x+1
est une solution de I'équation différentielle (1).

2).a). Démontrons qu’une fonction h, deux fois dérivable sur IR est
solution de (1) si et seulement si la fonction h — g estsolution de
I'équation différentielle y”" —2y' +y =0 (2):

* Supposons que h est solution de (1), démontrons alors que

(h — g) estsolution de (2):

h est solution de (1) signifie que V x € IR :

h"(x) — 2R'(x) + h(x) = —x + 3.

Or g"(x) —2g'(x) + g(x) = —x + 3.

Ce qui permet d’avoir:

h"(x) = 2R (x) + h(x) = g" (x) — 2g'(x) + g(x)

R'(x) = 2h' (x) + h(x) — g" (x) + 2g'(x) — g(x) = 0

(h" () — g"(x)) = 2(R' (x) — g'(0)) + (h(x) — g(x)) = 0
(h—g)"(x) —2(h—g)'(x) + (h— g)(x) = 0.

Ce qui signifie que (h — g) estsolution de (2).

* Supposons que h — g est solution de (2), démontrons alors que
h estsolution de (1):

(h — g) estsolution de (2) signifie queV x € IR:

(h—g)"(x)—2(h—9)'(x) +(h—g)x) =0
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(R"(x) —g"(x)) — 2(h'(x) — g’ (x)) + (h(x) — g(x) = S=SHBAG 203
h"(x) — 2h'(x) + h(x) — g"(x) + 2g'(x) — g(x) = 0

h''(x) = Zh'(x) + h(x) = g" (x) — 29'(x) + g(x).

Or g"(x) —2g'(x) + g(x) = —x + 3.

Ce qui permet d’avoir :

h'"(x) —2h'(x) + h(x) = —x + 3.

Ce qui signifie que h est solution-de (1).

Conclusion:

Une fonction h, deux fois dérivable sur IR est solution de (1)
si et seulement si la fonction (h — g) est solution de I'équation
différentielle (2).
b). Résolvons I'équation différentielle (2):
y" —2y'+y=0. (2).
L’équation caractéristique de (2)est 2 —2r+1=0.
rz-—2r+1=0<:)(r—1)2=0<=>r=1.

Les solutions de (2) sont les fonctions u définies sur IR par
u(x) = (Ax + B)e* avec Aet B des constantes réelles.
Ensemble de solutions de (2):
Sg={u: x+— (Ax + B)e*; (A;:B) € IR? }.
c). Déduisons-en I'ensemble des solutions de I'équation
différentielle (1):

(h—g) est solution de (2) signifieque V x € IR :

(h— g)(x) = u(x) = (Ax + B)e”

h(x) —gx) = (Ax + B)e™

h(x) = (Ax + B)e* + g(x)

h(x) = (Ax + B)e* —x + 1.

Conclusion:

L’ensemble de solutions de (1) est

S = s = (Ax + B)e* —x+1; (A;B) € IR? }.
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de (1) vérifiantles conditions

d) Trouvons ]a solution
h(O):—'OEt h'(0)=-—1: g
(x) = (Ax + B)e* — x + 1 pour toutree x.
h(x) =
x € IR,
Z’(x) — Ade* + (Ax + Bl)e*—1
B(x) = (Ax + A+ B)e* — 1.
Ainsi : )
r(0) =0 { (A(0) +B)e®—0+1=0
{h’(O) =—1 (A(0) +A+B)e®—1=-1

Ce qui permet d’avoir V x € IR:

n(x) = (Ax + B)e* —x +1

h(x)=(x—De*—x+1

h(x) = (x —1De* — (x— 1)

h(x) = (x — D (e* —1).

Conclusion :

La solution de I'équation (1) vérifiant h(0) =0 et h'(0) = —1
est la fonction h définie sur IR par h(x) = (x — 1)(e* — 1).
B). u(x) =xe*—1 et Dy=IR=]—00; + oo |[.

1). Etudions les variations de u et dressons son tableau

de variation :

* Limitesde u en —ooeten + oo

li _ 1 X 4N )

Jim u(x) xl}lr_nm(xe 1) =—1 car xllr_nm(xex) =:{,
Iim x =+ c

l- X— + o

i m = i *—1) = im _e* =

X + oo u(x) x—l->1r~}1:loo (e 1) = +co car xln-Pooe + o

lim (—-1)=-1
X— + o0

U estdérivable sur IR et V x € IR, u'(x) =e*+xe* = (x+ 1)e*.
Vx € IR, e* > 0, donc u'(x) estdusignede (x +1) Vx€ IR
X+1= 0= x = —-1.
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On en déduit le sens de variation de u sur IR: |
Vx€]—oo;—-1], a+1<0,dou u'(x)<0.
Par conséquent, u est décroissante sur] —oo;—11].
Vx€]—1; 4+, x+1>0,dou u'(x) >0.
Par conséquent, u est strictement croissantesur ] —1; 4+ oo [.

- 1 1

Deplus, u(—1) = (-1eV —1=-1-2=—(1+2). '

Tableau de variations de u sur IR:

| x |—o0 -1 a + oo
u'(x) | = 0 : + |
| -1 + oo | »
| u | |
; |
! |

\\h‘. g
- -

| 1 |
| = (1 + -—) |
- c e —, e — i

2).2). Montrons que l'équation u(x) = 0 admet une unique
solution a :

D'apres le tableau de variation de u:

»Si x €] —o0;— 1], I'équation u(x) = 0 n'admet pas de solution
car u(x) <0 Vx€]—o0;—1].

» u est continue et strictement croissante sur ] — 1; + oo [.

De plus, 0 € ] u(—=1); lim u(x) I , c'est-a-dire que 0 appartient
|

o 18
2 lintervalle ]- (1 + ;]_-) 4 00 [

Donc d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires,
I'éguation u(x) = 0 admet une unique solution (soit a).
b).Vérifionsque 0,5 < a < 0,6:

(u(0,5) = 0,5¢“* — 1 = —0,17 donc u(0,5) <0
{u(0,6) = 0,6¢° —1=0,09 '“O°F {u 0,6) >0 "

d'ou u(05) » u(0,6) < 0.

Par conséguent, 0,5 < a < 0,6,
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¢). Déduisons-en le signe de u(x) suivant les valeurs du réel x:
En placant a dans le tableau de variation de u on retrouve
facilement le signe de u(x) suivant les valeurs du réel x:

+ Si xX€]—o;a], u(x) <0.

+ Si xE€Ela;+ o[, u(x) >0.

Présentons cette étude de signe dans un tableau:

8

RN

X — ™ a +
u(x) - -

B fO)=(x-1)(e*-1) et Dy=IR=]-w;+0o].

l?a). Calculons la dérivée f’de f et vérifions que, pour tout réei x,
f1(x) = u(x):

f estle produit de deux fonctions dérivables sur IR :

¥ _ \ o -
.*—*'x Tet x—e¥—1.D0u festdérivable sur IR,
Ainsi,V x € IR on aura :

f'(x) =1(e* -1 ) +eX(x—1)
f'(x) =e* -1 + xe¥ — eX
f(x)=xe* -1,

Or u(x) =xe*-1 vxelr

Par conséquent, ['(x)=u(x) ¥x€IR
b). pressons le tableau de variation de j g
* Limites de fen—weten + o

lim f(x) = lim ( S

-0 - x - 1)(ex - 1 = + < o ‘m- -

. X——00 ) ol lim (¢* —1) = -1
X~ 0

. lim (x = 1) = +w0
lim f(x) = lim (x — 1)(e* . ——

oy = — - 1) =+4w¢ _ .

4+t x—-+cn( ) ) o Iim (¥ = 1) = +

KA =ikl

F'()=u(x) v x €IR, donc f'(x) estdu signe de u(x).
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Ce qui permet d’avoir:

* Vx € ]—o0;a], u(x) <£0,donc f'(x) <0.

D’ou f estdécroissante sur l'intervalle ]—co ; a ].

x Vx €Ja;+oo [, u(x) > 0,donc f'(x) > 0.

D’'ou f eststrictement croissante surl'intervalle ] a; + oo [.
De plus, f'(a) = u(a) = 0.

* Calcul de f(a):

On sait que u(a) = 0.

u(a:)=04:>ae“—1=04:>e“=;.

Or f(a) = (a —1)(e* — 1).

Ce qui permet d’avoir :

f(a)—(a——l)(——l) =@
fla) = =€
Conclusion:
X — o = =
Fe | = 0 =
~  eae et U

2).a). Montrons que la droite (D) d’équation

est asymptotea (C) en —oo :
Jim [fG) = (—x+ D] = _lim [(x— 1" x_1)—(—x+1D]
x_ljr_nm[f(x)—( x+1)]““x1)11_1_1m[xe —x—e*+1+x—1] ;

x=0"

hm xe”

— 00

hm [f(x)—(—x+1)] hm [ xe* —e*] =0 cal‘{ lim e*

x——0C0

Par conséquent, la droite (D) d’équation y = —x + 1
estasymptotea (C) en — oo,
Mathématiques — Terminale D, |I | Le BAC du Niger — Collection ?’@yrw'
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b). Précisons les positions relatives de (C) et (D): i
vx€ IR, f(x)—(—x+1) =xe* —e*=(x—1)e*.
v x € IR, e* > 0,donc f(x) — (— x + 1) est du signe de (x — 1).
x—1=0=x=1.
Ce qui permet d’avoir:
* Vx€ ]—oo;1[, (x—1)<0.Dou f(x)—(—x+1)<0.
Par conséquent (C) esten dessous de (D).
* Vx€ ]1;4+c[, (x—1)>0.D'ou f(x)—(—x+1)>0.
Par conséquent (C) est au dessus de (D).
* (C) et (D) se croisent au point d’abscisse x = 1 et d’ordonnée
y = f(1) = 0. Soitle point de coordonnées (1 ;0).
3). Tragons la droite (D) etla courbe (C) danslerepére(O; i f)
en prenant a = 0,55:

Figure:

<)

..
.
“a
.
.
-
e
“.

(D) ™)
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4).Soit A un réel strictement négatif. 3

a). Calculons l'aire A (A) de la partie du plan compris entre |5

(C), ladroite (D) etles droites d’équations x = 1 et 5 — 0. cOurbe
Sixe[A;0], f(x)=0. '
De plus, (C) esten dessous de la droite (D).

Ainsi, on aura:

A(L) = f;[ (=x + 1) — f(x)]dx x (unité d’aire)

AA) = f;[ (—x+1)—(x—1(e*—1)]dx X ua

A(A) =f;l°[—x+1—xe"+x+ex— 1]dx X ua

A(R) = f;[ eX — xe* ]dx X ua

AA) = f;[ (1—-x)e* ]Jdx X ua.
Intégration par parties :
ul(x) =1 -x)
v'(x) =e*
Ce qui permet d'avoir:
A(L) = ([u(x)v(x) 19— fao u'(x).v(x) dx) X ua
AR = ([(1 —x)e*]] — (—eX)dx) X ua

AN =([(1—x)e* +e*]9) X ua

A@R) = ([e* —xe* +e*]}) xua

A) = ([2e* —xe* 1)) X ua

AM) = ([(2—-x)e*13) X ua

AM) =[(2-0)e® — (2 —2)e* ] x (2em x 2cm)

AA) = (2 — 2e* — 2e?) x 4cm?.

b). Calculons jlLi m A(4):

Jdim A@) = lim [(2 - 2e* — 2e?) x 4cm? | = 2 X 4cm” = 8cm”
car R}jrp e’ =0 et lim 1e? = 0.

s Ao — o

Conclusion : Alim A(X) = 8cm?.

u'(x) =-1

En posant { Al o

, on trouve {
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T

5).a). Montrons que la restriction de fa ]—oo; 0] est une bij ection
de ]—o0 ; 0] sur un intervalle J que 'on précisera:

La fonction f est continue et strictement monotone (décroissante)
sur l'intervalle | — oo ;0 |.

D’ou f estune bijectionde] — oo ;0]sur J = [f(O) g xETm f(x)[
ou=[0; +ool

Par conséquent, la restriction de f a] — oo ;0] est une bij ection
de ] —;0]sur J=[0; +oo].

b). Tragons la courbe représentative (I') de la réciproque de cette
'bi]' ection sur le méme graphique que (C) :

La courbe de la fonction réciproque est tracée en pointillés.

Les deux courbes sont symétriques par rapport a la premiére
bissectrice du repeére (la droite d’équation y = x ). (Voir figure)

* La droite d’équation y = — x 4+ 1 estasymptote a (C) doncla
droite d’équation x = —y +1 ou y =1—x estasymptote
oblique a la courbe de la fonction réciproque.

|
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EXERCICE 1

P(z) = z3 + (=7 + 2i)z*> + (15 — 4i)z — 25 + 10i.

1).a). Vérifions que P(5—2i) =0:
P5-20)=(5-20)%+(-7+2)(5-20)*+(15—-4i))(5—-2i) — 25+ 10i
= (5)% — 3(5)2(2i) + 3(5)(2i)? — (2)® + (—7 + 2i)(25 — 20i — 4)
+75—30i — 20i — 8 — 25 + 10i

=125 —-150i — 60+ 8i + (—7 + 2i)(21 — 20i) + 42 — 40i

= 125 — 150i — 60 + 8i — 147 + 140i + 42i + 40 + 42 — 40i

= (125—-60 — 147 + 40 + 42) + i(—150 + 8 + 140 + 42 — 40)
= (207 -207) +i(—190+ 190) =0+ 0i = 0.

Par conséquent, P(5 — 2i) = 0.

b). Résolvons dans C, 'équation P(z) = O:

P(5 — 2i) = 0,donc P(z) peuts’écrire sous la forme de

P(z) = (z— (5 —2i))(az? + bz+c) avec a,bet c des nombres
complexes que I'on déterminera.

On aura ainsi :

P(z) = (z— (5 —2i))(az? + bz + ¢)

P(z) = (z—5+ 2))(az? + bz + ¢)

P(z) = az® + bz* + cz — 5az% — 5bz — 5¢ + 2iaz® + 2ibz + 2ic
P(z) = az®> + (b — 5a + 2ia)z? + (c — 5b + 2ib)z + c(—5 + 2i).
Or P(z) =23+ (=7 + 2i)z% + (15 — 4i)z — 25 + 10i.

Par identification, on peut poser :

az® = z3
(b —5a + 2ia)z® = (=7 + 2i)z2.
c(=5+2i) = —25 4 10i
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Ce qui permet d’avoir :

a=1 a=1

p—5+2i=—7+2i , soit {b=—2.
c(— 5+ 2i) =5(=5+20) c=5

Dot P(2)=(z—5+ 2i)(z%2 — 2z + 5).
p(z)=0¢=>(z—5+2i)(zz—22+5) =0

e (z—5+2i)=0 ou (z2—2z+5) =0.
Résolvons dans C I'équation z2—-2z+5=0:
* Discriminant A:

A= (= 2)% — 4(1)(5) = —16 = (4D)2.

« Racines carrées de A:

Les racines carrées de A sont — 4i et 4i.

* Solutions de ’équation :

En utilisant une seule racine carrée de A:

2-4i _ 4 . _2+4i _ ,
?(5—1 2i et 2z, 2D 1+ 2i.

Conclusion :

L’équation P(z) = 0 admet pour ensemble de solutions :
Sc={5—-2i;1-2i;1+2i}.

2). z1=—3-20; z4=1+2i ; zg=5-—2i.

a). Déterminons f, 'application complexe associéea S :
Posons f(z) =z'=az+b avec a€C*et b €C.

e Déterminons les complexes a et b :

La similitude S est de centre I,donc z, = -l—é’—& et b=z(1-a).
S transforme A en B,donc zg = az, + b.
! {bzz,(l—-a)@{b=z;(1—~a) {:’{b=z,(1—a)
Zg=azy+b zg =azy + z;(1 — a) zg — 2z = a(z, — z;)
b=z(1-a) g = ST2i¥3+2i q=_8 __2 _201-9
= { _ zp—z = { T 142043420 & { T 4+4i 140 12412
a= b:ZI(l—a) b=ZI(1—a)

a=1-1 a=1-—i
' @{b=(—3—2i)(1—-1+i)=){b=2—3i'

Z1 =

ZpA—Z]
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Conclusion :

f estl'application d’écriture complexe z' = (1 — i)z + 2 — 3i.
b). Déterminons les éléments caractéristiques de S':

+ Rapport (soit k ) de S':
k=lal=1(1-0l=V1*+(=1)*= V2.

* Angle (soit 8 )de S':

Re(a) 1 _ Q

cos@ = e »

2  soit @ = —=[2m].
.B_Im(a)__—_l___\_/g 4
R lal _\frf_ 2

Conclusion :

S estune similitude plane directe de rapport V2,
T
de centre le point / d'affixe — 3 — 2i, etd’angle — —[2m].

EXERCICE 2

u, =4
(i) : {un+1 = U’ + 2uy,
(vy): u, = &n(u, +1).
1). Montrons que (v,) estune suite géométrique,
la raison et le premier terme :
vneIN v, =fn(u, +1) © Vpt1 = tn(up+1 + 1)
OF Upyq = Uy’ + 2Uy -
Ce qui permet d’avoir:
Vpey = 0y g + 1) = #n(u,® + 2u, + 1) = #n[ (un
Vpei =28n(u, +1) =2v, car v, = n(u, + 1)

v n € IN.

précisons

+ 1)%]

v,.,=2v, dou (v,) estune suite géométrique de raison q = 2
etde 1¢ terme v, = #n(uy + 1) = fn(4 + 1) = #n(5).
Conclusion :
(v,) estune suite géométrique de raison g = 2 et de 1¢r terme
vy = ¢n(5).
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2). Exprimons v, , puis u, en fonctionde n:

+ Expression de v,, en fonctionde n:

(v,) étant une suite géométrique de raison g = 2 et de 1°" terme
vy = £n(5), ce qui permet d’avoir :

Uy = V5.9" = £n(5) x 2™

v, = 2"fn(5) Vn€IN.

= Expression de u,, en fonctionde n:

vneIN v, =nm(u,+1)=2u,+1=e"" = u, =e’ —1.

Ce qui permet d’avoir:

uy = 2" _ 1 = o(5"") _ 1 52" _ 1

u, =5 -1 vnelN.

3). Calculons la somme §,, en fonctionde n:

Sn estlasomme des (n + 1) termes d’une suite géométrique,
ce qui permet d’avoir :

Vn € lIN, ;
Spn = vy + U b,

1-qnt? 1 —2on+1 _ b
Sn = Vo X —-—-—1 " = {’n(S) poe _1:2__ = (1 —2n +1) fn(:)). i
S‘n = (2?1 +1 _ 1) 'B”.(S). ::'
Conclusion :
PROBLEME
A). yH _ yf = ex- (1)

1). Vérifions que la fonction g définie sur IR par g(x) = xe*
est une solution de I'équation différentielle (1):
g estdeux fois dérivable sur IR et Vx € IR: E
g'(x) =e*+xe*¥ = (x+ 1)e*

et g'(x) =e*+e*(x+1) =(x+ 2)e".

Donc Vx €1R, g'(x) = (x + e’ et g"(x) = (x + 2)e".

= . ; & .
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Ce qui permet d’avoir V x € IR :
g"'(x) —g'(x) = (x + 2)e* — (x + 1)e*
9@ =g’ @) = (x+2—x — e
g"(x) —g'(x) = e*.
Ce que signifie que la fonction g définie sur IR par g(x) = xe*
est une solution de I'équation différentielle (1).
2).a). Démontrons qu’une fonction h, deux fois dérivable sur IR
est solution de (1) sietseulementsi la fonction h — g estsolution
de I'équation différentielle y’ —y' =0 (2):
* Supposons que h est solution de (1), démontrons alors que
(h — g) estsolutionde (2):
h estsolution de (1) signifieque V x € IR:
h'(x) — h'(x) = e*.
or g"(x) —g'(x) = e”*.
Ce qui permet d'avoir :
R (x) — B (x) = g" (%) — g’ (%)
K'(x)—h'(x)—g"(x) +g'(x) =0
(R'(x)—g"(x) — (F"'(x) —g'(x)) =0
(h—9)'(x)—(h—g)'(x) =0.
Ce qui signifie que (h — g) est solution de (2).

+ Supposons que h — g estsolution de (2), démontrons alors que
h estsolutionde (1):

(h — g) estsolutionde (2) signifie que V x € IR :
(h-g)"x)—(h—g)(x)=0

(h"(x) —g"(x)) = (h'(x) — g'(x)) = 0

h'(x) —h'(x)—g" () +g'(x) =0

h"(x) = h'(x) = g" (x) — g'(x).

Or g"(x) — g'(x) = e*.
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Ce qui permet d’avoir:

h'"(x) — h'(x) = e*. |

Ce qui signifie que h est solution de (1).

Conclusion :

Une fonction h, deux fois dérivable sur IR estsolution de (1)
si et seulement si la fonction (h — g) estsolution de I'équation
différentielle (2).

b). Résolvons I’équation différentielle (2):
y'=y'=0. (2).

L'équation caractéristique de (2) est r*—7r = 0.
rP—-r=0=rr—-1)=0r=0o0u r=1

Les solutions de (2) sontles fonctions u définies sur IR par
u(x) = Ae®* + Be'* = A + Be~*

avec A et B des constantes réelles.

Ensemble de solutions de (2):

S¢e={u: x+— A+ Be*; (A4;B) € IR?}.

c). Déduisons-en I'ensemble des solutions de 'équation
différentielle (1):

(h — g) estsolution de (2) signifie que Vx €IR:
(h—g)(x) =u(x) = A + Be*

h(x) — g(x) = A+ Be*

h(x) = A+ Be* + g(x)

h(x) = A + Be”* xe*.

Conclusion :

L’ensemble de solutions de (1) est

Sc={h: x— A+ Be*+xe*; (A;B) € IR? }.

d). Trouvons la solution de (1) vérifiant les conditions
h(0)=—4¢et R (0)=1:

h(x) = A + Be* + xe* pour toutréel x.

VvV x € IR,

h'(x) = Be* +e* + xe*
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h'(x) = (B + x + 1)e~*.

Ainsi :

{h(O) = —4¢=){A+Beo+ 0e® = —4

h'(0) =1 B+0+1e’°=1

A4+ B=—4 B =

‘:’{B+1=1 ‘:’{A=24
Ce qui permetd’'avoir Vx € IR:

h(x) = A+ Be* + xe*
h(x) = xe* — 4.
Conclusion :
La solution de I'équation (1) vérifiant h(0) = —4 et A'(0) =1
est la fonction h définie sur IR par h(x) = xe* — 4.
B). On considére la fonction numérique u définie sur IR par:
u(x) = xe* — 4.
1). Etudions les variations de u et dressons son tableau
de variation :
+ Limitesde u en — o eten + oo:

lim u(x) = lim (xe* —4) = —4 car lim (xe*) =0.
KA in Ll S X— — 00
lim x =+ o
xX— +
lim u(x) = lilp (xe* —4) = + o car xEElmex:=+oo
— + xX— 4+ oo
x— 4+ oo

u est dérivable sur IR et V x € IR, u/(x) = e* + xe* = (x + 1)e*.
Vx€ IR e*¥>0,dou u'(x) estdusignede (x+ 1) Vx€ IR
x+1 =0 ¢ x = —1.0n en déduit le sens de variation de u surlR:
oVxE]—o0;—1], x+1<0,dou u'(x) <0.

Par conséquent, u est décroissante sur | —oo; —1 ] ;
vxe]l-1;+o[, x+1>0,dou u'(x) > 0.

Par conséquent, u est strictement croissante sur ] —1; + oo [.

Deplus, u(-1) = (-1)etD —4=—4 2= _ (4 + 1).
e e
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Tableau de variations de u surlR:

x
u'(x) = 0 L +

u \ —(4+1) /

2).a). Montrons que I'équation u(x) = 0 admet une unique
solution «a:

D’apres le tableau de variation de u : o
xSi x €] —o0;— 1[,'équation u(x) = 0 n’admet pas de solution
car u(x) <0 Vx€]—oo;—11.

* u estcontinue et strictement croissante sur ] —1; + oo [.

De plus, 0 € ] u(—1) ;x}jrfm u(x) [ , C'est-a-dire que 0 appartient
a l'intervalle ] — (4 + 3 ; + oo [

Donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation u(x) = 0 admet une unique solution (soit a).
b). Vérifionsque 1,2 < a < 1,3:

u(1,2) = 1,2e1? -4 = —0,01 u(1,2) <0

{u(1,3) —1,3e13 —4 =077 900 {u(1,3) >0

d’ou u(1,2) xu(1,3) < 0.

Par conséquent, 1,2 < a < 1,3.

c). Déduisons-en le signe de u(x) suivant les valeurs du réel x:
En placant a dans le tableau de variation de u on retrouve
facilement le signe de u(x) suivantles valeurs du réel x:

* Si x€]—o0; al, ulx)<0.

¥ Si x€la;+oo][, ulx)>0.
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Présentons cette étude de signe dans un tableau :

— OO

X a + oo
u(x) =

C):
S?)it f lafonction définiesur ] 0; + oo [ par f(x) = e* — 4¢n(x)
et (@) sa courbe représentative dans le repére (O ; [ J_')
1).a). Calculons la dérivée f'de f et vérifions que, pour toutréel x
nonnul f'(x) = ¥,
f estla différence de deux fonctions dérivables sur ] 0; + oo [:
x— eX et x — — 4fn(x).D'ou f estdérivablesur ] 0; + oo [.
Ainsi,Vx € ]0; +oo [on aura:

X— 4
f’(x)=ex—%=xe . Or u(x) = xe* — 4.

x
u(x)

Par conséquent, f'(x) = —— VxE€ ]0; 4oo .

b). Dressons le tableau de variation de f:
+ Limitesde fen 0" eten + oo:
1ir(1)1+ e* =
- ) _ x—
}H&l f(x) = lerglJr(ex 2 41‘?7’1(36)) = 400 car {lim (—43?’1(;{)) = dtec!

x—0t

lim f(x) = lim (e* — 4¢n(x)) = lim e* [ 1—4 fn(x)] = +4 o0

xX—+00 x—+ xX— + 00 e*
lim e* =+
xX—+00
car

lim (en(x)) =0

ex

X—= + oo

F(x) = 3%)_ Vvx€]0; +o[,donc f'(x) estdusigne de u(x).
Ce qui permet d’avoir:

*Vx€]0; al, u(x) <0, donc f'(x) <0.

D'ou f estdécroissante surl'intervalle] — oo ; a].
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s Vx€l]a;+ o[, u(x) > 0,donc f'(x) > 0.
D'olt f eststrictement croissante sur l'intervalle ] a;+ [ %
Deplus, f'(a) =2 =2—,

a a
Conclusion :
=10 z — o
£ = 0 400
+ oo e
f(a) gl

2). Tragons la courbe (%) dans le repere (0 1 T) en prenant
a=1,25:

Figure :
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Justification du tracé de la courbe :

* llrgl f(x) = + o, doncla droite d’équation x = 0
xX—

(axe des ordonnées) estasymptote verticale a (@).

lim — = <+ oo
fn(x 4
* lim (——4 ())=+co caf A7 2
x--)o"' X x-—)o X llm {’n(x)
x—0t

D’ou (®) admet une branche parabolique dirigée vers I'axe
des ordonnées du repere.

3).Soit A unréeltelque 0 <A < 1.

a). Calculons l'aire <A(A) de la partie du plan compris entre
la courbe (¥) ,l'axe des abscisses et les droites d'équations
x=A et x=1:

Si xe[A;1], f(x)>0

( (@) estaudessus de |'axe des abscisses).

Ce qui permet d’avoir:

AN = ([} FG)dx ) x (unité d'aire)

A) = (f;(e" — 4¢n(x))dx ) X ua

A) = (f; e*dx — 4—flli’n(x)dx) X ua.

En utilisant une intégration par parties calculons | 11 fn(x)dx :
f; fn(x)dx = f; 1 x fn(x)dx = [xfn(x)]; — f; x X -i—dx

_f; n(x)dx = [xfn(x)]i — f; 1 X dx

f; n(x)dx = [xfn(x)]; — [x];

[} en(x)dx = [xén(x) — x]}

[y en()dx = (14n(1) — 1) — (A2n(1) — 1)

f; n(x)dx = A — Afn(d) — 1.
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Calculons alors A1) :
A) = (f;e"dx — 4f; -Bn(x)dx) X ua
AW = ([¥]} — 4(A — 2en(A) — 1)) x ua
AW = ((e — e*) — 4(A — 2n(D) — 1)) X ua
A) = (e — e* — 424 + 42£n(2) + 4) X (lcm X 1cm)
A@A) = (4+ e — 42+ 42¢n(d) — e?) x 1cm?.
Conclusion :
A) = (4 + e — 44 + 428n(2) — e?)em?
b). Calculons la limite de A(4) quand 4 tend vers 0:
A) = (4+ e — 42+ 426n(A) — et)cm?.
lim A(2) = lim (4 + e — 44 + 44¢n(1) — e*)cm?.

}Li_n)lo(4+e—4l) =4+e

or { lim (A¢n()) =0

lime? = e0 =
A—0

Ce qui permet d’avoir:

}m A) = ;{1_% (4+e—1)ecm? = (3 + e)cm?

Conclusion :

;lli_r% A) = (3 + e)em?

4). Soit g larestrictionde f alintervalle[2; + oo [,

a). Montrons que g estune bijection de 'intervalle [2; + o [

sur un intervalle J : et

La fonction f est continue et strictement monotone (croissante) :

sur 'intervalle [ 2 ; + ool.

D’ou f estune bijectionde [2; + oof sur J = [f(Z); lim f(x)
x— + 0o -

f(2) =e?>—4¢n(2) .Donc ] =[e?—4¢n(2) ; +oo|.
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Par conséquent, la restriction g de f alintervalle [2; 4+ oo
est une bijectionde [2 ; + o[ sur J=[e? —4fn(2); + o [.
Remarque :
e? —4¢n(2) ~4,16.Donc ] =[4,16 ; + oo |[.
b). Tragons la courbe représentative (I') de laréciproque de g
dans le méme graphique que (®):
La courbe (T') esttracée en pointillés.
Les courbes (@) et (I) sont symétriques par rapport a la premiere
bissectrice du repére (la droite d’équation y = x ). (Voir figure)
+ (@) admet une branche parabolique dirigée vers I'axe des
ordonnées du repere, donc (I') admet une branche parabolique
dirigée vers 'axe des abscisses du repere.
5). Déterminons graphiquement le nombre de solutions de
I'équation f(x) = m, ol m estun paramétre réel:
Tragons la droite d'équation y = m (droite horizontale)
dans le repére (O ; i 7)
Essayons de « glisser verticalement » cette droite et notons
le nombre de points d'intersection avec la courbe ().
Ce nombre est le nombre de solutions de I'équation f(x) =m.
Ce qui permet de trouver :

xSi me€]— o; f(a) [,il n'y a aucun point d’intersection entre (®)
et la droite d’équation y = m.

Dans ce cas I'équation f(x) =m n’admet aucune solution.

xSi m = f(a), il y aun point d’intersection entre (@) et la droite
d’équation y = m.

Dans ce cas I'équation f(x) = m admet une seule solution.

x*Si m €] f(a); + o [, il y aura deux points d’intersection entre
(®) etla droite d’équation y = m.

Dans ce cas, I’équation f(x) = m admet deux solutions.
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EXERCICE 1
1). Résolvons dans '’ensemble C des nombres com
léquation z* + 4izZ2 +12=0: .
Changement de variable : Posons u = z2
L’'équation devient alors u* + 4iu+12=0 (E,.).
Résolvons dans C l'équation (E,):

* Discriminant A :

A= (40)% — 4(1)(12) = —16 — 48 = — 64 = (8i)>. ,_
On en déduit que les racines carrées de A sont:—8i et 8i.
* Solutions de (E,) : :

En utilisant une seule racine carrée de A
— 4i — 8i ) = A58l
—6i et u, = == 21,
2(1) & 2(1) ;

* Solutions de l’équation z*+4iz2 +12=0:
Rappelons que u = z2
Ce qui signifie que les solutlons de I'équation z* + 4iz% +12 =
sont les racines carrées de wu.

‘u.1=

Racines carréesde u; = — 6i:
Soit un nombre complexe § défini par 6§ = x + i ytel que 8% =
x?+y%2=|u|=|-6il=6 x2+y2=6
62 = A= {x* —y? =Re(u;) =0 S {x2-y2=0
xy<0car —6<0 xy <0
2x%2 =6 %2 =3 x =3 ou x=—+/3
= {2y2=6 &@{¥y°=3 S{y=v3ouy=-+3
xy <0 xy <0 xy <0
x =3 { =—+3
{y'—‘r S

= (6= J3 —iVv3 ou & =—V3+iV3).
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Racines carrées de u, = 2i:
Soit un nombre complexe & défini par § = x + iy tel que 6% = u,.

x2+y*=|uy| =|2il =2 x?+y2=2
§? = A=y x? — y? = Re(uz) = 0 S Jx2—y? =0
xy>0car 2>0 xy >0
2 =2 s | x=1oux=-—1
= <{2y°P=2 <& p b | @{yzl ouy=-—1
xy >0 xy >0 xy >0

x=1 {x=—1
=21 =1
s @G=1+i ou §=—-1-10).

Conclusion :
L’ensemble de solutions de I'équation z¥+4iz2+12 =0

est Sc={1+1i 1 —i;V3—iV3;—V3+iV3 }.
2). zg=1+1i et zp =3 —iV3 ;5(0) =0 et S(A) = B.
a). Déterminons les éléments caractéristiques de S :

Soit § d’écriture complexe z' = az+ b avec a€ C* et b €C.
Déterminons les complexes a et b:

D’aprés I'énoncé, S(0) =0 et S(A) = B.

Ce qui permet d’avoir:

s(0) =0 {azo—!—b—zo iy
{ = aZA+b=ZB<=> g=22 S, Y3-H8

S(A) =t ZA 1+i
b=20 o :3_ s 1 b =0
o)  (BE-uEe-0 S, _VE-HE-i3- 3@{ R
{a = GThu-0 a= L a=—iV3 I_
D'ott S d’écriture complexe z' = —iV/3z.
Conclusion :

+ Rapportde S (soit k):
k =lal = |- V3| = V3
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« Anglede S (soit @) :
o = arg(@) = arg(~ iv3) = ~Z[2n].
« Centre de S:
point O (origine du repére).
c). Soit (D) la droite passant par B et de vecteur directeur u'.
" Déterminons une équation de la droite (D’) image de la droite (D)

par S:
+ Equation de le droite (D) :
zg = V3 —iV3,donc B(vV3 ; —V3).
Soit M(x;y) un pointde (D).
Les vecteurs BM et & seront alors colinéaires.
or BM(x—+V3 ; y ++/3) et w(1; 0).
(BM colinéaired @)« 0(x —v3 ) —1(y +v3) =0
& y=—+V3.Dou (D):y=—+/3.
* Expression analytique de S :
z'=—iV3z & x' + iy’ = —ivV3(x + iy
= x' + iy’ ==y\/§—xi\/§(:>{x’ = e .
y' = —xV/3
! Or (D):y =—+/3.
y=—V3iex' =y/3=—V3(3) =-3.
x' = —3 signifie que (D) : x = — 3.
Conclusion :
(D) :x =-3.
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EXERCICE 2

1).a). Déterminons la probabilité d’obtenir les trois couleurs:
On effectue un tirage simultané de trois (3) boules parmi 9.
Donc 'univers des éventualités Q a pour cardinal :

Card(Q)) = C3 = 84.

Désignons par p(3C) la probabilité d’obtenir trois couleurs.
1 1 1
Ainsi, p(3C) — C; xC3xC3 _ 4x3Xx2 _ 24 _ 2

c3 84 84 7°
b). Déterminons la probabilité d’obtenir les deux boules jaunes :
Désignons par p(2]) cette probabilité.

" C2nCs 1x7 7 1
Ainsi, p(2]) = =2 = ===,
, p(2)) c3 84 84 12

b).Déterminons la probabilité d’obtenir au moins une boule jaune :
Désignons par p(1]) cette probabilité.

Ainsi, p(1]) = (c3 x c3) ;—g(chc%) _ (2x21)81- ax7) _ :;E

2).a). Déterminons la loi de probabilité de X :

X estlavariable aléatoire qui a tout tirage de trois boules associe
le nombre de boules jaunes tirées.

Les valeurs prises par X sontalors: 0;1; 2.

On écrit X(Q) ={0;1; 2}

Déterminons les différentes probabilités associjées :

. 0 5 3
p(X = 0) = p(aucune boule jaune) = EzLac?_. 0 B
Cs 84 12°
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cl x C% 42 1
p(X = 1) = p(1 boule jaune) = —%——— ====.
7 1
p(X = 1) =p(2 boules;aunes) =Pi2])= ==
1 _ 5+6+1 _ 12
On vérifie que E + = + — === 1.
S 0 1 2 TOTAL
p(X = xi) S 1 1 12 _

b). Calculons I'espérance mathématique et I'écart type de X :
* Espérance mathématique de X :

EX) =Y xp; = (Ox—) (1)() (2 E__ %
E(X)=§.

* Variance de X :
V(X)) =EX?») —-[EWX)]%

B0 = (02 .5) + (12 x2) + (22 2) =2,
D’olt V(X)————() -——_15183=118_
V(X)"—‘E.

* Ecart typede X :

c(X) =V(X =JI7§=0,623.

C). Définissons la fonction de répartition de X :
La fonction de répartition F de lavariable X est définie par:

0 si x<0
5 :
== si 0<x<1
12
11 i
F(x)_ﬁ = si 1<x<
1 si x>2
\
i iger — Collection Papyrvs
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PROBLEME

ﬁ} On considére I'équation différentielle :
yu - zyr +y = 2eXx*t1 (1)

1). Vérifions que la fonction g définie sur IR par g(x) = x2ex+1
est une solution de I’équation différentielle (1) :

g estdeux fois dérivable sur IR et Vx €IR:

g'(x) = 2xe**! + x%e**! = (x? + 2x)e* "1 ;

g"(x) = (2x +2 +x? + 2x)e**! = (x? + 4x + 2)e**1,

Ce qui permet d'avoir V x € IR:

g"(x)—2g'(x) + gx)

= (x2 + 4x + 2)e*tt —2(x* + 2x)e**1 4+ x%e*t?

= (x? + 4x + 2 — 2x* — 4x + xP)e*

— 2€x+1.

Donc g"(x) —2g'(x) + g(x) = 2e*+1.

Ce que signifie que la fonction g définie sur IR par
g(x) = x2e**+1 est une solution de I'équation différentielle (1).
2).a). Démontrons que la fonction h, deux fois dérivable sur IR

est solution de (1) siet seulementsi la fonction h — g est solution
de I’équation différentielle y” —2y"'+y =0. (2)

+ Supposons que v est solution de (1), démontrons alors que
(h—g) est solution de (2) : :

h est solution de (1) signifieque V x € IR :

R (x) — 2h'(x) + h(x) = 2e™%.

or g"(x) —2g9'(x) +g(x) = Zete:

Ce qui permet d’avoir :

R (x) — 2R (x) + h(x) = g" (x) — 29'(x) +g(x)

R (x) — 2R () + h(x) —g" () + 2g9'(x) —g(x) =0

(h' (o) — 9" () = 2(K' @) = g'() + (h(x) — g(x)) = 0

(h—g)" () —2(h—9)' () + (h—g)(x) = 0.

Ce qui signifie que (h — g) est s_olution de (2).
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* Supposons que h — g est solution de (2), démontrons alors que
h estsolution de (1): R
(h — g) est solution de (2) signifiequeV x € IR:
(h=9)"(x)=2(h—g)'(x) +(h—g)(x) =
(h"(0) — 9" () = 2(K' () — g’ @) + (h(x) — g(x)) = 0
R (x) — 2R/ (x) + h(x) — g" (x) + 2g(x) — g(x) = 0
h"(x) = 2h'(x) + h(x) = g"(x) — 29" (x) + g(x).
Or g"(x) —2g'(x) + g(x) = 2e**1,
Ce qui permet d’avoir :
h'"(x) — 2h'(x) + h(x) = 2e*+1,
Ce qui signifie que h estsolution de (1).
Conclusion :
Lafonction h, deux fois dérivable sur IR est solution de (1)

si et seulement si la fonction (h — g) est solution de 'équation
différentielle (2).

b). Résolvons I'équation différentielle (2):
y'—=2y'+y=0. (2).

L’équation caractéristique de (2) est 72 — 2r +1 = 0.
r2—2r+1'—0=}(‘r—1)2—0<=)r—-1

Les solutions de (2) sont les fonctions u définies sur IR par
u(x) = (Ax + B)e* avec Aet B des constantes réelles.
Ensemble de solutions de (2) :

Se ={u: x+— (Ax+B)e*; (4;B) € IR?}.

c). Déduisons-en I'ensemble des solutions de I'équation
différentielle (1) :

(h — g) est solution de (2) signifie que V x € IR :

(h— g)(x) = u(x) = (Ax + B)e*

h(x) — g(x) = (Ax + B)e”

h(x) = (Ax + B)e* + g(x)

h(x) = (Ax + B)e* + x*e**.
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Conclusion : ~OMige g, B ‘
L'ensemble de solutions de (1) est B 20

S¢ ={h: x+ (Ax + B)e* + x?2ex+1, (4;B) € IR
d). Trouvons la solution de (1) vérifian )
h(0) =e et h'(0) =—e:
h(x) = (Ax + B)e* + x*e*** pour tout rée] .

Yxe€IR

h'(x) = Ae* + (Ax + B)e* + (x? + 2x)ex+1 |
h'(x) = (Ax + A + B)e* + (x? + 2x)e**1,

tles Conditions

Ainsi :
}1(0)'—_8 B=e B=c¢
{h’(O)Z_Gﬁ{A-I—B:—e{:{A:_Ze . l

Ce qui permet d’'avoir V x € IR:

h(x) = (Ax + B)e* + x%e**1

h(x) = (—2ex + e)e* + x?e**1

h(x) = (—=2x + 1e.e* + x%e**?

h(x) = (—2x + 1)e**! + x%e**1

h(x) = (x* — 2x + 1)e**.

Conclusion :

La solution de I'équation (1) vérifiant h(0) =e et h'(0) = —,
est la fonction h définie sur IR par h(x) = (x* — 2x + 1)ex+1, |
B). Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (x% — 2x + 1)ex+1
1).a). Calculons la dérivée f'de f etdressons le tableau

de variation de f:

f estle produit de deux fonctions dérivables sur IR: |
x+— x*—2x+1 et x+— e**1 D'ou f estdérivablesur IR

Ainsi,V x €IR onaura:

f'ix) = 2x—2+4x? —2x + 1)e**!

) = (x? — 1)e**1,

Mathématiuues — Terminala N [ | v omam . srraee Mallantinan Dah\uvids.
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* Sens de variation de f :

F(x) = (x®2 —1)e**! vx€lIR

Vx €IR, e**1 > 0,donc f'(x) estdusignede (x% —1).
x*—1=0e=x=-1oux=1.

Ce qui permet d’avoir :

* VX€]—oo; —1]JU[1; + 0o (x*—=1)=0,dou f'(x)>0.
Par conséquent, f est croissantesur J—oo; —1] etsur [1; + oo [,
* Vxe€]—1;1[, (x2—1)<0,dou f'(x) <O0.

Par conséquent, f est strictement décroissante sur ] —1;1 [.
Limites aux bornes :

* lim f(x)— lim (x —2x + 1)e**?

X= — CO
lim x?e**1 =
X— — 00
= lim (x?e**! — 2xe**! + e**1) = 0 car llm xe*tl =0
X——00 — @
11rn e*tl =
X— — 00
lim f(x) = 0.
—_— i x+1
* xln;rnoo filad) = hm (x 2x +1)e* ™ =+
xllr_*I_l (x? —2x+1) = + 00
gan . 8 =
lim e**l = 4+ o ) xHToo f(x) + 0,
X— + oo
R f&) s _ 1\ Jx+1 _
Deplus: lim £2= xl}rfm(x 2 +x)e =+
lim (x—2+3)=+o
gar {x>+= x) : lim @z.;.oo
lim e**!' = 4+ x>+ X

X— + oo

Deplus, f(-1)=(1+24+1De’=4et fF(1)=(1—-2+1)e?2=0.
Conséquences graphiques :

La courbe (%) admet une asymptote horizontale d’équation y = 0

(axe des abscisses) en — co et une branche parabolique dirigée
vers I'axe des ordonnées du repére.
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£'(x) h L = 0 +
4 St
+ oo
0 0 RO

2). Tragons la courbe (@) dans le repére (O ; i;7)

i !

3). Déterminons lesréels a, b et c tels que la fonction F définie
sur IR par F(x) = (ax? + bx + c)e**! soit une primitive de f:
F estune primitive de f surIR signifie que F’(x) = f(x).
F'(x) = f(x) © Qax + b + ax? + bx + c)e**t = f(x) )
— (axz 4 (za R b)x + b+ C)ex+1 — (xz — 2x + l)ex-!-l
=1 a=1
Si2a+b=-2 =p=—4 .
Conclusion :

F(x) = (x%2 - 4x + 5)eX+1, :
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4).Soit A un réel strictement négatif.
a). Calculons I'aire A (A1) de la partie du plan comprise entre
la courbe (@), I’axe des abscisses et les droites d’équations

x=Aetx=0:
F(x) = (x* — 4x + 5)e*t1,
Six€[A;0],f(x) =0 ((®) estau dessus de I'axe des abscisses).

Ainsi, on aura:

AL = [, f(x)dx x (unité d'aire)

A1) = (F(0) —F(1)) X ua

A) = (5e — (A2 — 41 + 5)e?*?) x 1cm? |

A = (5e — (A2 — 44 + 5)e**1)cm?. I
14
:

Conclusion :

AL) = (Se — (A2 —42+ S)e“l)cmz.
b). Calculons la limite de A(A4) quand A tend vers — oo: .
AETMCA()D — Al_i)ryw(Se — (A2 —42+ 5)€l+1)Cm2

= Alim S5e — (12e?*! — 47eMt + 56’”1)) = Se.cm? |
— — 00 :
( lim A2eA1 =0 |
Ao — o :
car - Alim /-{G;H-l =0 . 4
lim et*tl =0 ,
\. 1> — o :

e

Conclusion:
Alim A = (5e)cm?. g

—— A i

A

T

Terminale D. I I Le BAC du Niger — Collection Papyrus.
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5).a). Montrons que g estune bijection de I'intervalle [ 1; + oo [

sur un intervalle J que I’on précisera :
La fonction f est continue et strictement monotone (croissante)

sur l'intervalle [ 1; + oof.
D'ou f estune bijectionde [1; + oo [sur J = [f(l) ; _lim f(x)[ |
x— + oo

ou/=[0; +l[

par conséquent, la restriction g de f a[1; + oo

est une bijectionde [1; +oo[ sur J=[0; +oo].

b). Tragons la courbe représentative (I') de la réciproque de cette
bijection sur le méme graphique que (C):

La courbe de la fonction réciproque est tracée en pointillés.

Les deux courbes sont symétriques par rapport a la premiere

(la dro¥e d’équation y = x ). (Voir figure)
le nombre de solutions de

tre réel non nul :

bissectrice du repere
6). Déterminons graphiquement
I'équation f (x) = mx, ol m estun parame
Soit (Dy,) la droite d’équation y = mx.

roite qui passe par 'origine du repere.

(D,,) estune d
Soit a,, I'angle que fait (D,,) avecl’axe des abscisses.

Soit M(x;y) un point de (D,n)-
l

Ce qui permet d’avoir :
ym _ MX _

— e o -

tan am e XM x
D'ou m = tan &m.

Discutons autour de l'angle ap,:

1ercas (am = 0)
(D) devient la droite

On obtient ainsi un seu
par conséquent, 'équation f(x) = mx admet une unique solution.

d’équation y = 0.
1 point de contact entre (‘@) et (Dy)-
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28me cas : a,, E] 0; %[

Dans ce cas, on a deux points de contact entre (@) et (D,,).

Par conséquent, I'’équation f(x) = mx admet deux solutions.

3e¢me cas : a,, E]-?-;- : n[.

On obtient dans ce cas un seul point de contact entre (@) et (D;,)-
Par conséquent, I'’équation f(x) = mx admet une unique solution.

[ CORRIGE DU BAC 2016 ]

EXERCICE 1

F:z'=m3z+m@(m+1), mecC.

1). Donnons la nature de la transformation F :
L’écriture complexe de F estdelaforme z' = az+ b
avec a € C*et b € C,dou F estune similitude plane directe.
2).0On supposeque m =1 + i.

Donnons dans ce cas, les éléments géométriquesde F:
Si m =1+, alors on aura:
T=A+DZ+A+DA+i+ 1)
=1+DA+D*z+ @A+ )2 +1i)

= (1+i)(1+2i—1)z+(1+i)(2+i)
"=2i(14+Dz+2+i+2i—1

'=(=2+4+2)z + 1 + 3i.

Ce qui permet d’avoir :

* Rapport (soit k) de F:

k=|-2+2i=y(-2)2+22=v2 =2V2.

r

!

N N N N N

s
Tebeor s
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* Angle (soit 8) de F :

Ot =—2 - _+__2
vz 2 2 ] 3m
¥ , soit 8 = —[2m].
sin@ === =Y =
2V2 2
* Centre (soit ) de F:
Zg = b - 1+ 3i _1+3i _ (1+30)(3+2i) _ 3+2i+9i—-6 _ —-3+11i
1-a 1-(-2+2i) 3-2i (3-20)@+2i)  3*+(-2)> 13
3 11,
20 = — — =
Q 23 T
A 3 11
D'ou Q(— — ;=)
13 13
Conclusion :

Pour m =1+ i, F estune similitude plane directe

de rapport 2+/2, d’angle i—"[ 2w ] et de centre le point de

d - 3 11
coordonne TR

3). Déterminons I'ensemble des nombres complexes m pour

lesquels F est une translation :
F est une translation si et seulementsi a = 1.

a=1lemi=lem?-1*=0= Mm-Dm* +m+1)=0
—m=1ou m*—m+1=0.
Résolvons dans C I'équation m24+m+1=0:

+ Discriminant A :
A= (1)% — 4(1)(1) =1—4=—3=(iV3)*~

Les racines carrées de A sontalors ir/3 et — iV/3.

x Solutions:
- —1-i 1 .3 —1+41i .3
_—_1_1\/§= 1 [ﬁ:___li et m2= +l\/§=—l+l£.
m = "20 2 2 2 2(1) 2 2
Conclusion : -
Les valeurs de m pour lesquelles F estune translation sont:
1., .V3
1: ___];.—1—@ - —=41—.
’ 2 2 2 2
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4). Déterminons I’ensemble des nombres complexes m

pour lesquels F est une homothétie de rapport 8:

F estune homothétie de rapport 8 si et seulementsi a = 8,
a=8e=mP=8em3?=22om3-22=0

S M—-2)(mM*+2m+4)=0

&m=2 ou m*+2m+4=0.

Résolvons dans C I'équation m? +2m+4=0:

* Discriminant A :

A= (2)2 —4(1)(4) = 4—16 = —12 = (2iV3)2

Les racines carrées de A sontalors 2iV3 et — 2i/3.
* Solutions :

m1=~—2—2:(%ﬁ=-—1—i\/§ et my, =—1+iV3.
Conclusion :

Les valeurs de m pourlesquelles F est une homothétie
de rapport 8 sont: 2, —1 —iV3 et —14ivV3.

EXERCICE 2

1). Linéarisons l'expression f(x) = sin3xcosx:

Formules d’Euler: sinx = Lx;—:—_i et cosx = M .
2

Ce qui permet d’avoir:

f(x) = (sin x)3 COS X = ( — lx) ( ey e—tx)

_ (- e_lx) (e%+e”¥) (e"‘— e—lx) (el*— e=ix)(gixy e—ix)
L= 202 (2003(2)
f( ) _ (eix_ e—ix)z(ezix . e—zix) _ (ezix_ 2eiXp—ix 4 e—zix)(ezix _ e_z,;x)
P (2D)3(2) (20)3(2)
. (e2i*— 2 + e~2ix)(g2ix_ p=2ix)
fo) = @D3(2)
e4ix— eo'—‘ Zezix + ZE_Zix+ eo— e"’4ix _ (e4ix__ e—4ix) . 2(82!'2: - e—ZEX)

flx) = 2D3(2) 2D3(2)

A T |
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_ 1 (e-‘H:x _ e—4ix) _ (ezix _ e—ZEX)
flx) = 2(20)2 [ 2i 2 2i ]
f(x) = —-;—[sin 4x — 2 sin 2x ].
Conclusion :
f(x) = —%[sin4x — 2sin2x].
2). Cherchons une primitivede x +— f(x) — %sin Zx
Posons g(x) = f(x) — %sin 2X.
Désignons par x +— G(x) la primitive recherchée.
gx) = f(x) —%sin 2% = —%[sinl}x — 2sin 2x | —isin 2x

g(x) = —%[sint}x — 2sin2x + 2sin 2x ]
glx) = —-;—[sin 4x 1.

D'ol G(x) = —g(_ciﬂx) +C = gl—z-cosélx + C.

Conclusion:

Une primitive de la fonction x +— f(x) — isin 2%

: 1 ,
est la fonction x — 33 €OS 4x + C avec C une constante réelle.

PROBLEME
A). y'+y' —2y=-3e*. (1)

1). Déterminons leréel a pour que la fonction g définie sur IR
par g(x) = axe* soit une solution de I'’équation différentielle (1):
g estdéfinie sur IR et g est deux fois dérivable sur IR.

Ainsi, pour tout réel x:

9'(x) = ae* + axe* = (ax + a)e*.

g"(x) = (a + ax + a)e* = (ax + 2a)e*.

g estune solution de (1) si et seulementsi :

3" (x)+g'(x) - 2g(x) = —3e*

(ax + 2a)e* + (ax + a)e* — 2axe* = —3e*

(ax+2a+ax+a — 2ax)e*

e . L
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3ae* = —3e*

3a = -3

a=—1.

Conclusion :

g est une solution de (1) sietseulementsi a = —1.

2).a). Démontrons qu’une fonction h, deux fois dérivable sur IR est
solution de (1) si et seulement si la fonction h — g estsolution de
’équation différentielle y'' +y' —2y =0 (2):

* Supposons que h estsolution de (1), démontrons alors que

(h — g) estsolutionde (2):

h estsolution de (1) signifie que Vx € IR:

h"(x) + ' (x) — 2h(x) = —3e*.

Or g"(x) +g'(x) —2g(x) = —3e*,

Ce qui permet d’avoir :

h"(x) + h'(x) = 2h(x) = g"(x) + g'(x) — 2g(x)

h"(x) + h'(x) — 2h(x) — g" (%) — g'(x) + 2g(x) = 0

(") —g" () + (R (x) — g'(®) — 2(h(x) — g(x)) = 0
(h—g)" () + (h— g)'(x) — 2(h — g)(x) = 0.

Ce qui signifie que (h — g) estsolution de (2).

* Supposons que h — g estsolution de (2), démontrons alors que
h estsolutionde (1) :

(h — g) estsolution de (2) signifiequeV x € IR :
(h—g)"(x)+(h—g)'(x)—2(h—g)(x) =0

(") = g" () + (K () — g’ () = 2(h(x) — g(x)) = 0

h"(x) + h'(x) —2h(x) = g"(x) —g'(x) + 2g(x) = 0

h'"(x) —2h'(x) + h(x) = g"(x) + g'(x) — 2g(x).

Or g"(x) +g'(x) —2g(x) = —3e*.

Ce qui permet d'avoir :

h"(x) + h'(x) —2h(x) = —3e*.

Ce qui signifie que h estsolution de (1).
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Conclusion :
La fonction A, deux fois dérivable sur IR est solution de (1)

si et seulement si la fonction (h — g) est solution de 1'équation
différentielle (2).

b). Résolvons I'équation différentielle (2) :

y'+y' =2y =0. (2).

L'équation caractéristique de (2) est > +7r —2 = 0.
rP+r—-2=0=20—-1)Gc+2)=0r=1o0ur =—2.
Les solutions de (2) sontles fonctions u définies sur IR par:
u(x) = Ae* + Be™2* avec Aet B des constantes réelles.
Ensemble de solutions de (2) :

Sc={u: x+—> Ae*+Be **; (4;B) € IR? }.

c). Déduisons-en I'ensemble des solutions de I'équation
différentielle (1) :

(h — g) estsolution de (2) signifie que V x € IR:

(h— g)(x) = u(x) =Ae* + Be™%*

h(x) — g(x) = Ae* + Be™**

h(x) = Ae* + Be™** + g(x)

h(JC) — Ae* + Be-—Zx — xe*.

Conclusion : ’ |
L’ensemble de solutions de I'’équation différentielle (1) est

Sg={h: x — Ae* + Be ?* —xe*; (A;B) € IR? }.
d). Trouvons la solution de (1) vérifiant les conditions
h(0) =1 et h'(0)=0:

h(x) = Ae* + Be™?* — xe” pour tout réel x.

pD’ou h(0) =A + B.

v x € IR,
h (x) = Ae* — 2Be™%* — (e* + xe*)

B (x) = Ae* — 2Be~%* — (e* + xe*)
Dot h'(0)=4-2B—1

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collecti Uy -
£ - g ollection Papyr

Scanned with CamScanner



Corrigé du BAC 2016 8

Ainsi :

h(0) =1 A+B=1 2A+ 2B =2

{h’(o)zo i A—ZB—leﬁAH-Zle
A=1

<_"'“”{}5'=0'

Ce qui permet d’'avoir V x € IR:

h(x) = Ae* + Be™?* — xe*

h(x) = e* — xe”

h(x) = (1 — x)e”.

Conclusion :

La solution de I’équation (1) vérifiant h(0) =1 et A'(0) =0

est la fonction h définie sur IR par h(x) = (1 — x)e*.

B). Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (1 — x)e*

et (C) sa courbe représentative dans le repére (0 ; U f)

1). Etudions les variations de f et dressons son tableau de variation :
La fonction f est dérivable sur IR car elle est le produit de deux
fonctions qui sont dérivables sur IR.

Vx€EIR ff(x)=—e*+ (1 —x)e*=(1—x—1)e*

f'(x) = — xe*.

Vx €IR, e* > 0,dou f'(x) estdusigne de — x.

Ce qui permet d’avoir : ;
Vx€]—o;0], —x=0 et f'(x)>0,dou f estcroissante; L

Vx€]0; +o[, —x<0 et f'(x) <0,dou f eststrictement
décroissante.

e Limitesde f en — oo eten + o etcalculde f(0):
* Ilim fx) = Jm (1 —x)e” = lim (e¥ —xe™) =0
— — 00 - — 0 X— — 00

car lim (e*) =0et lim (xe*) =0.
o0 X— — 00

x— —

* lim f(x)= lim (1—-x)e*=—o

x— + oo X— + oo

car lim (1—x)=—oet lim (e¥) =+ oo.
xXx— 4+ oo xX— 4+ oo

* f(0)=(1—-0)e’ =1.
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X — 00 0 oo
f'(x) 0 _
1
f |

2). Déterminons I'équation de la fangente (T) a (C) au point

d’abscisse x=—1:

Vx€IR f(x) =(1—x)e* et f'(x) = — xe*.
D'ou f(—1) =2e7! et f'(-1) =e~ L.

Ce qui permet d’avoir :

M: y=f'-DE&E+D+f(=D
(T): y=e (x+1)+2et=(x+1+2)e"

(T): y=(x+3)

1 3
(T): y=;x+;.
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3). Tragons la courbe (C) dans le repere (0 ; L 7) .
Figure:

4).a). Soit & un réel supérieur a 1.

Calculons l'aire A(a) de la partie du plan comprise entre la courbe
(C), I'axe des abscisses et les droites d’équations x =1 et x =a:
Si xel[l;a], f(x) <O.

( (C) est en dessous de I'axe des abscisses).
Ce qui permet d’avoir:

A(a) = (— _fff(x)dx) X (unité d'aire)
Ala) = (— fla(l — x)e"dx) X ua

A(a) = (fla(x — 1)e*dx ) X ua.

Utilisons une intégration par parties :
Posons {:’(8)11; 1 , ce qui permet d’avoir {:&ij;)::e}‘ "
Dot A(a) = ([u@E)v() 1§ - [[w' ()v(x)dx) X ua

A(a) = ([(x — De*]T — fla e*dx ) X ua
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A(@) = ([(x - 1e*]f —[e*]%) x ua |
A(a) = ([(x —1e* — e*]¥) x ua |
A(a) = ([(x —2)e* ]{) X ua |

A@) = ((@ - 2)e® — (1 - 2)e?) x ua

A(a) = ((a@ — 2)e®* + e) x 1cm?

A(a) = ((a — 2)e® + e)cm?. |
b).Calculons lim A(a):

a— + o
im_A(a) = Aim_((@—2)e® + e)em? = + oo
lil’_ll_'l (@a—2)=+4+o

a— + co
€rl) lim e = +

a— + oo

lim A(a) = + oo.

a— + oo

5).a). Montrons que la restrictionde fa ] — oo; 0] estune bijection
de] — o ; 0 ] sur un intervalle J que I'on précisera:

La fonction f est continue et strictement monotone (croissante)
sur l'intervalle] — o ;0 ]. |

D'ou f estune bijectionde] — ;0] sur J = ] xlir_nm fx); £(0) ]

ou J =]10;1].

Par conséquent, la restriction g de f a ] — oo ;0] estune
bijection de ]—o;0] sur J=[0; +oo].

b). Tragons la courbe représentative (T') de la réciproque de cette
bijection sur le méme graphique que (C) :

La courbe de la fonction réciproque est tracée en pointillés.

Les deux courbes sont symétriques par rapport ala premiere
bissectrice du repere (la droite d’équation 'y = x ). (Voir figure)
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6). Déterminons graphiquement, suivant les valeurs du réel m,
le nombre de points d'intersection de (C) avecla droite (A,,)
d’équation y = m :
Tragons la droite d’équation y = m (droite horizontale)
dans le repere (O T 7)
Essayons de « glisser verticalement » cette droite et notons
le nombre de points d'intersection entre (C) et (A,,).
Ce nombre est le nombre de solutions de I'équation f(x) = m.
Ce qui permet de trouver :

*Si m €] —c0;0], 0natin seul point d'intersection entre (C)
et la droite (A,,).

Dans ce cas I'équation f(x) = m admet une unique solution.
*S1 m€]0; 1[, onadeux points d’intersection entre

(C) etladroite (A,),).

Dans ce cas, I'équation f(x) =m admet deux solutions.

*Si m = 1, on a un seul point d’intersection entre (C)
etla droite (A,,).

Par conséquent, I'équation f(x) =m admet une seule solution.
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LCORRIGE DU BAC 201ﬂ

ICE 1
Donnée : (E): z3 — 922 + (22 + 12i)z — 12 — 36i = 0.

1). Démontrons que I'équation (E) admet une solution réelle z,
et une solution imaginaire pure z, :
Soit P un polynéme en z défini par:
P(z) =2z —9z°+ (22 + 12i)z — 12 — 36i .
Posons z; =x et z, =iy avec x et y desréels non nuls.
z, et z, sontsolutions de (E) signifie que {ggﬁ _ (()) :
{P(zl) =0 = {P(x) =0
P(z;) =0 P(iy) =0
x3—9x*+ (22+12i)x—12—-36i =0
b {(iy)3 —9(iy)? + (22 4+ 12i)(iy) — 12 —36i =0
x3 —9x?+22x + 12xi — 12— 36i = 0
A {—iy3 +9y%+22iy — 12y —12—-36i =0
o {(x?' —9x? 4+ 22x —12) +i(12x—36) =0
(9y*— 12y —12) + i(—y3®*+ 22y —36) =0
x3-9x*+22x—-12=0 (1)
12x —36 =0 (2)
9y%2 —12y—12=0 (3)
—y3+4+22y—-36=0 (4)
m Résolvons dans IR I'équation 12x —36 =0 (2):
12x-36=012x=36 o x =" x=3.

m Vérifions I'équation x3 —9x2+22x—12=0 (1):
Six = 3,alorson aura:

x® —9x® +22x — 12 = 3% — 9(3)2 + 22(3) — 12

X2 —9x*+22x - 12=27-81466 - 12 = 93 — 93
x3—9x%+22x - 12 = 0.

* M'
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m Résolvons dans IR I'équation 9y? — 12y —12=0(3): ‘.
* Discriminant : -
A= (—12)? — 4(9)(—12) = 576 = 242,

: : _12-24 _ 4 _12+24 _ 36 _

* Solutions: y; = rroa et y, = 209 = 2.
m Vérifions I'équation — y3 + 22y —36 =0 (4):

*Siy= —% ,alors on aura:

—y3+22y—36=-(—§)3+22(—§)—36
~yi+22y-36=—(-2)+(-2)-36

—y34+22y—36 ___g_:_@_36 __ 64 —9x88 —36x27

3 27
.3 _ _ 1700 1700
yo + 22y — 36 = 3, et BT

*Si y = 2 ,alors on aura:
—y3+22y—36=—(2)3+22(2)—36
—y3*+22y —36=—8+44—36 = 44 — 44
—y3 422y —36 = 0.

Conclusion :

De ce qui précéde, on prendra { i 2 -
. . .. {41 =x= 3

Ce qui permet d’avoir: {22 —iy=12i -

On conclut que I'équation (E) admet une solution réelle z;=3
et une solution imaginaire pure z, = 2;.

2). Résolvons dans C l'équation (E):

Rappelons que (E) admet deux solutions z, et z,.

Or (E) estune équation du 3®me degré.

Recherchons alors la 32me solution de (E).

Soit z3 cette solution.

Ainsi, P(z) peut s’écrire sous la forme :

P(z) =(z—2z,)(z—2;)(az+ b) avec a € C* et b € C.
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Déterminons les complexes a et b:
P(z)=(z—-2,)(z—2z,)(az+ b)

P(z) = (az + b)(z — 3)(z — 2i)

P(z) = (az + b)(z? — 2iz — 3z + 6i)
P(z) = az?® — 2aiz’ — 3az’ + 6aiz + bz* — 2biz + 6ib
P(z) = az® + (—2ai — 3a + b))z’ 4+ (6ai — 2bi) + 6i .
Or P(2) =23 —922+ (22 4+ 12i)z - 12 — 36i .

A o k.
Par identification partielle, on peut avoir jos =k :
P P Lib = —~12 ~ 36i
- g a= ]
{a'z i > -12-36i _ ~2-6i .
6ib = —12 — 36i Ui - L =0
- {a =] N
b=-64+2i

D'ou P(z) =(z-3)(z—- 21)(z - 64+ 21).
Z2—-642i=0=z=06-2i.
Par conséquent z; = 6 — 2i.

Conclusion: Se={3; 2i ; 6 - 2i ).
3).Donnée: z, = 3, zzg = 2i, zc = 6 — 2i.
a). Plagons les points A, B et C dans le plan complexe :
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b). m Montrons que ——— est réel:

g — I
zc-za _ (6-20-3 _ 3-2i _ —(=3+20) —_1 et —-1€IR
7g - 2ZA -3  -3+7 (=3 + 2i)

. .~ ’ -~ £ ,
D'ou =2 estréel.
Zp—?A

On en déduit que les points A, B et C sont alignés (Voir figure).
c). Ecriture complexe et centre () de la similitude S: ]
D’aprés 'énoncé, S est d'angle Z— et de rapport V2, S(A) =B.

@ Ecriture complexe de S:
Soit @ =  langlede S etsoit k = VZ son rapport.
Soit 7' =az+ b Técriture complexede S avec a € C' et b€C.

'k"ﬁ‘? ; ia = n 4
',_;.‘E o a=ke d‘@"f?‘=‘o"2€:"=\/2(cos;‘-+isin;)
: 4

sy "'; ‘1'}
tanf-r\.l‘--—‘-—-*tw)t:;azf. L¥ _ :

S(A)=Be2iy=azy+besh =z, - azy, = 2i- (1+i)(3)
es be=2i-3~-3lenph = o i.

s -
{: : i‘ : [ d'oi I'écriture complexe de S est
7 =(1+0)z-3-4
@ Centre 2 de S:

B e o -3~
0= e s =i(=3-)=-341=1-3i

i~

Dloit le centre de S est (1 — 3).

matlq — Terminale
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EXERCICE 2 IV v

(un)ne IN est la Suite déﬁl’lle par: U, = 2

1). Calculons u;, uz et u,:

W Uniz = VUnt1lUn = Ugyz = \JUpp1Uy = u, = VU1l
= U =/2)D)=u, =V2;
B un+2 —_— !fun+1u’n = u1+2 = 1/u1+1u1 == u3 - ‘\fuzul

= Uy = /(@(2)=>u3=\/2\/§ :
WUniz2 = Unt1lUn == Uzyp = JUzp1Uyp = Uy = [/ UZU,
=>u4=\j(v2ﬁ)(ﬁ):u3=\]VZﬁx2

= Uy = (VA2 = us = [V273V2 = ug = 2V V2.

2). (v,) estla suite définie par: v, = fnu,.

Montrons que pour tout n € IN, v,42 = % (Wpp1 + V) ¢
Up = N Up © Vpyp = N Upyy © Vpiz = £/ Unsilin
S Ung2 = %fn(unﬂun)

S Vny2 = %[fn(un+1) + fn(uy,)]

S Uny2 = %(vn+1 + V).

3).Donnée: X, = Vny1 —Vn €t Ypn = VUpy1 t %vn :

a). Montrons que (x,,) est une suite géométrique de raison g = — % :
Xn = Vn41 — VUn S Xpg1 = Vn+z =~ Vn+a

S Xpp1 = %(vn+1 + vn) — Vn+1

S Xpy1 = %v‘n-}-l + %vn — VUn+1

S Xny1 = %vn+1 — VUp41 t %Vn
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S Xp41 = —SVn41 Tt
& Xpy1 = —> Wnt1 — Vn) -
Or X, = Vp41—Vn

i
Donc Xn+1 — '—‘é'xn .

D’ou (x,) estune suite géométrique de raison q =
b). Montrons (y,,) estune suite constante:

1 " 1
Yn = Vn41 + >Vn < Yn+1 = VUn4z + 2 Vn+1

1 1
= Yn+1 = E(vn+1 + v,) + 5 Vn+1

al 1 1
= VYn+1 = Evn+1 + Evn + ;vn-i-l

1 1 1
'2'vn+1 + 'z"vn+1 + Evn

= Yn+1
_ 1 _ 1
= Yn+1 = Vn4a +Evn L0r yp =vpy4q +'£‘Un

Donc yn41 =Yn.-

D’ou (3,,) estune suite constante.

o 2 P
c). Vérifions que v, = (yn — x,) puis déduisons-en Pexpression
de v,, enfonctionde n :

1
Rappelons que { = Vnes T 2V

Xn = VUn41 — Vp
Ce qui permet d’avoir :

_(yn—xn) —z-vn+1+%vn—-vn+1+vn]
;(yn—xn) -z-:vn+1—vn+1+§vn+vn]
'z'(yn_xn)—g:_vn'l’vn]

20—z =3[ 3] =3 x5 =
—(yn Xp) = Vp .

2
D’ou v, ='3'(yn_'xn)-

Mathématiques — Terminale D. Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
297

—— ———

Scanned with CamScanner



e OTTige du :
_® Expression de v,, en fonctionde n : " AC 20
RN O

ﬁl* ;(ya - ).

- Exprimons d'abord y, et x,, enfonctionde n -

ru;, = 1

u] = 2

Upsz = JUnaqly,

v, = {n u,

Rappelons que A

Xn = VUnag = Vy
3

\IVn = Vpyy + 2 n

*+ (x,,) estune suite géométrique de raison g = —

\J[-.

Ce qui permet d’avoir :
Xy = 2" " = (v; —vy)q" ~°
X, = (fnu; —nuy)g™

Xn=(en2 —tn1)(-1)"
Xy = (l’nZ)(-—%)

+ (y,) est une suite constante .
Ce qui permet d'avoir :

n

Yo =t "}";‘1’0 = {n U +%(;" Ug = ‘n2+ %(11 1
Yn=4¥n2
| n
{xn':((nZ)(-%)
Von=4n2

Uy =‘:“(Yn - xﬂ)
Wy ==-2§(€n 2-(fn2) (— %)")

”u== =¢n 2(1- (- %)")

, ce qui permet d’avoir :

i ]
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4).3). Montrons que u, = [ €3
=fnu, = u, =e’

or va=2en2(1-(-2)")

Ce qui permet d’avoir:

. _eﬁnz(:a(-—») )

«In 1—‘(-
we =[]

b). Déduisons-en que (u,) converge et calculons sa llmite. :
® Montrons que (u,) converge:

1pna '~ (-3
= e

On sait que I— ;:;l < 1, donc la suite de terme général (— 7})“ _;"" 7

admet une limite en + . D’ou la suite (u,) converge.
® Calculons la limite de la suite (u,):

' 1\*

h - -] = g .
im -) =0, ce qui permet d'avoir

_(...! g 9 o

lim u, = lim ei"'zl “ = lim [23’"2]
R 4 o5 u«+on n— + o

lim = ;h‘z
H'O*Oun ¢
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PROBLEME

Partie A

g estla fonction définiesur ]0;+ o [ par g(x) = 2x% + #n(x).
1). Etudions les variations de g et dressons son tableau de
variation :

W Limitesde g auxbornesde ] 0;+ oo [ :

] lim, 2ac=10

; Sabht B i x— .

el s i 2 d-Ln(x) © o cr lim fn(x) = — o’
x—

lim 2x°? = 4o
xX—+0o

lim #n(x) = +

x—+00

x—=+ @

lim g(x) = xETm 2x% + #n(x) = + oo car {

® Dérivabilité de g :

g estla somme de deux fonctions dérivablessur ] 0; + oo [:
La fonction monéme x +— 2x? et la fonction logarithme

x — fn(x),d’ou g estdérivablesur]0; + oo [.

® Dérivéede g:

Vx€]o; +o [, g'(x)=(2x2 +-£’n(x))'

D'ou g'(x) = 4x +§ .

B Sens de variation :

4x > 0

VXE]0; + o], {1>0 ,donc g'(x) > 0.
x

D'ou g eststrictement croissante sur ] 0; + oo [.
® Tableau de variation :

X 0 + oo
(%) +
+ oo
g /
| — 00
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2).a). Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une et une seule |
solution @ sur |0;+ oo [:
D’apreés son tableau de variation, g est continue et strictement
monotone (croissante) sur ] 0; + oo [.
Deplus 0 €] —o; + o [, donc d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires, I'équation g(x) = 0 admet une et une seule
solution a sur ] 0;+ oo .
b). Montrons que 0,548 < a < 0,549:
g(0,548) = 2(0,548)% + #n(0,548) = — 0,0008
{9(0,549) = 2(0,549)? + #n(0,549) = 0,003

{3(0,548) <0
Donc ) 2(0,549) >0 °

D’ou g(0,548) x g(0,549) < 0.
Par conséquent 0,548 < a < 0,549.

o |

3). Précisons le signe de g(x) selonlesvaleursde x : :
g eststrictement croissantesur ]0; + [ et g(a) =0. '
Ce qui permet d’avoir:
eSi 0 <x<aq, alors g(x) < g(a),dou gx)<0;
eSi x > a,alors g(x) > g(a),dou g(x) > 0.
m Tableau designede g(x):
x 0 a + oo | |
]
g(x) = 0 + ;
4
,_;
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Partie B

[ estla fonction définie sur ]0;+ o[ par:

1+ fn(x)

f(x)=1—x + =

1).a). Déterminons la limitede f en O:

lim = - a2 ) (. !
JiAC) = m, (1=x+228) =~

Jip (=0 = 1
car 111,%1 (1 + tn(x)) =—o0

lim 2x = 0*

x—=0+ l
m Interprétons graphiquement le résultat obtenu :
Jrl_ljgl+f(x) — o0, d’ou1 la courbe (C) admet comme asymptote

verticale la droite d’équation x = 0.
b). Déterminons la limite de f en + oo:

i /0= i (1 %+ 20 <ty (14 42

X—+00 x—+400 x—+4o00
(i —x) =—
x—’r-lpoo (1 x) -
{ lim (=)=0 ,
X— +oo
lim ({’n(x)) - 1 ({’n(x)) i x0=0 .
\x— + o0 x—a + w2 x 2

d'ou Ilim f(x) = — oo.

xX— + oo

c). Montrons que la droite (D) d’équation y =1 —x
est asymptotea (C):

11111 f(x) = — o0, d’ou une possibilité d’asymptote oblique en + co.
x—-400

Déterminons xljgrnm[ f(x)—(1—-x)]:
Jim [fG) = -0]= lim [1-x+2 20 (1)

X— 4+ o0 2x
i = — =' 11 L”ﬂ?‘_) i
L= 0=al= fm. =22
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fﬂ(X) 0

llm [E;-'- s

Jim L) -A-x)]=
lim (—1—) =0

x— 400 \2X

R T )

xX— + oo 2x

lir{l [f(x) —(1-x)] =0,douladroite (D) d’équationy=1 — x
x— +o0

estasymptotea (C) en + 0.
m Etudions la position de (C) par rapport 4 I’asymptote (D):

¢
f)=1-2+272 e f) - (1 —x) = 1200
e Résolvons dans ]0; + o[ I'équation ﬂ'.{_’ﬂ‘l =
x

[ 1+ €n(x)

vxe]0;tol, == =091 4 tn(x) = 0 o fr(x)= —1

-1 1
S x=e —_—=t,
e

Ce qui permet d'avoir:
1+ &n(x)

esi xe|0; 3] FE2<o ;
1 1+£n(x)=0_

° SI X = 'E; 2x
oSi x|l 4o D
B Résumons cette étude dans un tableay -
. x 0 B
hed o0
1+ #n(x) \e\\/
L 2x — 1 0
Position (C) esten W\*F_/
de (C) par dESS(]))us de Coupe (C
rapporta (D) (D) (D) ) est ay dessus
\_J
s athues-TerminaleD
Math= 303 | LeBaca..... e

y Ay T ! RS THOmAr " el G .1"' :...‘
BT BN e & i R e o VIR TEL Ry

R N st o ot
Y N i
ra i ST S S
W S ST R 5\ \i & L
A Lan ""..“.." ol
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—9(x) |

2).a). Calculons f'(x) etmontrons que f'(x) = s
f estdérivable sur JO; +oof et ¥V x€J]O; + oo :

F 1+ fn(x) i _ _ ’ 1+ n(x)\,
Fo=1-x+—F ) = x)+(T)
y , . (14 fn(x))'(Zx) - (2x)'(1 + £n(x))
Fo)=1-0'+ S
G—)(Zx) - 2(1 4 ¢n(x))
f'(x) =—1+ (2x)?

: 2 - 2(1 + ¢n(x))
f (x) - _1 + (21’)2
21-(1 +n(x))
f’(x) = _1 + 41’2

= (1-1-¢n(x))
f'(x) = =14 2x2
_ (- £n(x))
f'(x) - —-1 + 2x2
—2x?—¢n(x) _ —(2x*+{n (x))
f’(x) = 2x? - 2x* ’

or g(x) =2x* + #n(x).
Dot Vx €]0; +o0[, f'(x) =22

b). Dressons le tableau de variation de f:
vre]o; ool f1(0)="5F .

Vx€]0; +o0[, 2x*>0,dot f'(x)aleméme signe que — g(x)
ou simplement f’(x) estdu signe contraire de g(x).

e Rappelons le signede g(x):

x |0 a + oo

g(x) — 0 £
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e Déduisons-en le signe de f’(x) : signe contraire de'-;qf(x

X 0 a

Fix) + 0 -

Ce qui permet de dresser le tableau de variation de f:

x |0 .
f(x) + 0 =
f()
f

3).a). Montrons que f(a) =1 — 2 + 5.1_ ;
a

e 1+ fn(x)
fe)=1 x+T=f(a)=1—a+l+—:;"‘—“2.
Or g(a) =0.
g(a) =0<= 2a® + #n(a) =0 = n(a) = —242.
Ce qui permet d’avoir:

— 1 _ 1+ ¢n(a) 1-2a2
fla)=1—a+——= =l-a+-2%

fl@=1—a+>=-22

2a 2a

-1 — 2 == e 1
fl@) =1 a+ a=1—a«a a+—

1
fl@)=1—-2a+-.

Mathématiques — Terminale D. ' moe ' Le BAC du Niger — Collection Papy '“_
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b). Donnons alors un encadrement de f(a) i 10-2

Rappelons que 0,548 < a < 0,549..

Ce qui permet d’avoir :

2x0,548 < 2a < 2 x 0,549

1,096 < 2a < 1,098

—1,098 < —2a < —1,096

1-1,098<1—-2a<1-—1,096

—0,098 <1 - 2a < —0,096.

De plus 1,096 < 2a < 1,098 permet d’avoir :
1 1 1

1,098 2a 1,096
0,910 < f; <0,912.

{0,910 <> <0912 o
2a permet d’avoir :
~0,098<1—2a < — 0,096
0,910 — 0,098 < 1 — 2& + —— < 0,912 — 0,096

0,812 < f(a) < 0,816.
Conclusion: 0,81 < f(a) < 0,82.

Corrige q,, BAC 5

pres . 017

4).a). Calculons les coordonnées du point de (C) ou la tangente

est paralléle a (D). Donnons une équation de cette tangente T:
Deux droites sont paralleles lorsqu’elles ont le méme coefficient

directeur.
Rappelonsque (D): y=1—x ou (D):y=—x+1.
Donc on doit résoudre I'équation f'(x) = —1.

2x* —tn(x) _ _ 1o —2x%2— fn(x) = — 242

f’(x) =-1& - 222

S -fIx)=0= Mmx) =0 x=1.
Deplus f(1)=1-14+22@ g 140 1
2(1) 2 2

x=1
_1,d'ou le point de 4 : &
{f(l) =~ p coordonnées (1 : 2).

Mathématiques — Terminalan | i
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m Equation de la tangente T -
T:y =f' (%) (X — x0) + f(x,)
ry=f"(D—-1)+ = Z2(1)% - en(1) 1
Ty }:z—o ) fl(l) 2(1)"" (x—1)+5
60l =3 (x_1)+'£=“1(x-1)+%=-—x+1+?2;

3
T:y=—-x+-2-.

b).Tragons (C), (D) et T dansle repére (0,i,j) :

\

I
.

(C)

(D)

c). Déterminons l'aire A(4) de la partie du plan comprise entre
(C), (D) et les droite d’équations x=> et x=2:

Si x>=, (C) est au dessus de (D) (voir position relative) .
e

24 ~sl Amatinnac — Terminale D. I l Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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Ce qui permet d’avoir : \
|
A(A) = f:/e(f(x) — (1 —x))dx x (unité d'aire) ‘
A 1+ £n(x)
A) = fm(1 —x+—7:—"— (1—x))dx>< (4 cm X 4 cm)
_rA 1+ fn(x) 2 !
dfl(/l) = fl/e ('—2;-'—') dx X 16 cm L
A(A) = f;}e 51; + 2299 gy x 16 cm?
AN =[], Gx2 + 1x (3) x tn(x)) dx x 16 cm?.

On reconnait facilement les formes de primitive :

!

% L3 ’ s¢ "t (1)
— pour - et u’ X u™ pour (- X fn(x).

Ce qui permet d’avoir:

AN = | 1 x 2n( )+Ex(*’—"(££J x 16 cm?
Bl PR 1+1 i/

i o2 14
A(A) = ) 4 (¢nCx) X 16 cm?
2 4 lye

A = (mw (fnw) fn(;/@_(f”(i/e))z) x 16 cm?

A(A) = ("“(’U (*’”(’D) (-21) _ (_j)z) X 16 cm? s

A) = (mm (é’n(}{)) g = =~ %) x 16 cm?

4
AQ) = ( 8¢n(A) + 46n?(A) + 4) cm?.
A) = ( 46n%(1) + 8¢n(d) + 4) cm?.

AL) = *"(’”+(*’"("” 12V % 1Gicm?
2 4

d). Calculons la limite de A(A) lorsque A tend vers + :
A) = ( 46n?(2) + 8¢n(A) + 4) cm?.
Jim AA) = lim (4X*+8X+4) = lim 4X* =+ oo .

X- 4+ o
(En posant X f’n(/l) ).

Rlmal £ _ar .. L] . L. I 1
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[ CORRIGE DU BAC 201aj

EXERCICE 1

1). (E): y'+2y=0.

a). Résolvons I'équation (E):

L'équation caractéristique de (E) est r+ 2 = 0.
r+2=01r=—2.

Conclusion : Les solutions de (E) sontles fonctions f
définies et dérivables sur IR par f(x) = ke™?*

avec k une constante réelle.

b). Déterminons la solution f de (E) telleque f(0) =
fX)=ke™?* = f(0) = ke 2@ =ke® =k x1=k.
fO=1sk=1.

Ce qui permet d’avoir :

fx) =ke 2% = 1 x g—2x

f(x) =e2x

2). Calculons la valeur moyennede f sur [0;1] :
Définition -

On appelle Valeur moyenne de la fonction f sur [a; b],
leréel = r(xydx

Désignons par m 14 valeur moyenne de f sur [0;1].
Ce qui permet ¢’ avoir :

1, =
m—--b‘:*a f f(xX)dx = io fole_Zxdx=f0 o= 2%dx

= (_ %6—2(1)) = (_ %e—z(O))

"= (oS ) - (c oo ters ita-ed

3 2
Lavaleur moyenne de f- sur [0,1] est m:-z-(l —e~%).

Mathémarimmc — TPawmin-i-n [ 1 1eBRACduNiger— Collection Pa,pyw-
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Corrigé du BAC 2018

3). Déterminons en fonction de n la valeur moyenne de f

sur [n; n+1]:
Désignons par m,, lavaleur moyennede fsur [n;n+1].

Ce qui permet d’avoir :

+1
1 n+1 _ox 1[ 1 __Zx]"
m, = ——— e dx =~-| — =-e
(n+1)--nf71 1 2 In

o= (- 367 = (- 3¢°)

m,, = (_ %e"z(""‘l)) (_ _e—Zn)

7 O 1 =
2112_’_5_827‘1

m, =— €
1 _2n -2 1 —2n
ey O —e
m, = 26 Xe & >
-2
mnz-z—e 2"(-—6 +1)

m, =5(1— e”2)e”*"

4). Wp): Un= l(1 e - | s

a). Calculons la valeur exacte de wugy,u; et u; :
o u, =5 (1—e HNe™ " =1 =11 —e"2)e 2O

=-(1-e e=2e’=2(1—e"?)x1

= U,
=¢ug=—2-(1—e o
.un=%(1-—e"2)e"‘zn=>u1=%(1——e—2)e—2(1)
=>u1=3(1 e L

—uy=>(e"2—e);

ou,n=1(1—e"2)e 2 — gy, ==(1— e~ 2)e™ 2@
==>u2=1(1 g=2)em =%

u,=2(et—e )

Mathématiques — Terminale D. Il ot ] Le BAC du Niger — Collection Papyrus -
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b). Démontrons que la suite (u,) estune suite géométrique,
précisons le premier terme et la raison :

¥Ya e IN, U, =%(1—3_2)Ae_2n T =%(1_e—2)e-—2(‘n+1)

S Up+1 =%(1“3—2)€*2n_2

E Uy s =§(1—e‘2)e‘2" X e~ 2
3 TN (%(1—6"2)6*2") X e~ ?
il =074 X G(l—e‘z)e‘zn)

S Uy =€ 45 7 S
Conclusion :
(u,) estune suite géométrique de raison q = e~ ?

et de premier terme u, = %(1 — e ?).
c). Déterminons la valeur exacte de la somme
Uy +U;+ U+ U3 + Ut Us Tt Ug + U7 + ug + U :

e Somme S, des (n+ 1) termes delasuite (u,):
(u,) étant une suite géométrique de raison g = e~ 2

. 1 _
et de premier terme uy = = (1—e~2),doncon peut écrire .

1- n+1 1 =
Ao —z1meT)X

Sp=5(1 — (e"2)"*Y)

Sp = %(1 — e~ 2n-2),

Ce qui permet d’avoir:

S = %(1 — e~ 2)-2)

Sy = %(1 — e~ 20),

Conclusion : La valeur exacte de la somme

Uy +u;+ Uy + uz + Ut Us T Us + Uy + ug + ug

est Sq =%(1 —e”29).

Amati — Terminale D. Le BAC du Niger — .
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EXERCICE 2

Année 1995 [ 1996 [ 1997 [ 1998 | 1999 | 2000 | 2001

Rang de
I'année x; 0 1 2 3 4 5 6

Nombre
d’habitants | 3000 | 2545 | 2165 | 1840 | 1566 | 1332 | 1135
Yi

1). Dessinons le nuage des points M;(x;; y;) ainsiquela droite
des moindres carrés :

* Coordonnées du point moyen G:

— 0+1+
Xg = 2+37+4+5+6_=%1=3;
Vg = 3900+2545+ 2165+ 1840 + 1566 + 1332 +1135 _ 13583 _ 1940 42.
= 7
T Nombre d’habitants (y;)

Rang de I'année (xi)
[

e J M : : us -
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2). Constat par rapport a la question du maire :

La droite des moindres carrés précédemment tracée ne permet pas
d’estimer la population du village en 2005 car onrisque de se
retrouver avec une population négative (ce qui n’a pas de sens),
Donc un ajustement affine entre x et y n’est pas possible.

Dans ce cas, il est difficile de répondre a la question du maire.

On peut alors penser a faire un changement de variable

afin de permettre un ajustement affine.

3). Ajustement par une courbe : 1
y=ab* avec 0<b<1 et a>0. §
fny = xfnb + fna, z; = fny. ;
a). Complétons le tableau donné :

x| O 1 2 3 4 5 6
z; | 8,01 | #n(2545) | #n(2165) | #n(1840) [ #n(1566) | #n(1332) | £n(1135)

Ou simplement:

X 0 1 2 3 4 5 6

z; = £n(y) 8,01 7,85 7,68 [ 7,52 (736 (720 |7,04

b). Donnons une équation des moindres carrés

pour la série (x;; z;):

On appelle droite des moindres carrés, la droite de régression
de z en x ou de x en z.

e Ecrivons une équation de la droite de régressionde z en x:

Cette équation estde la forme z = Ax + B

cov (x ,Z2 — —
avec A=-¥ et B =7 — AXx.

PR T SRS PR Tarminala N i T.2 RAC. du Niger — ColleCﬁon Pa‘pym‘&'
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Corrigé du BAC 2018
* Déterminons ¥, Z, Y x;%2,Y x;z; :
— 1
T=20+1+2+3+4+5+6)=2(21) =3;
= 1
z =-(801+7,85+7,68+ 7,52+ 736+ 7,20+ 7,04) =7,53;

2x2=02+124+224+324+424+524+62=91;
Xxizp=0+(1x785)+ (2x7,68) + (3 % 7,52) + (4 x 7,36) + (5 x 7,20) + (6 x 7,04)

Y x;z; = 153,45.

X =3
En résumé 2= o5
mé on a Sl ie o
Y x;z; = 153,45
On en déduit que :
cov(x,z) = %Zx,-zi -XzZ = %(153,45) —-3%x753=-0,67;
Vi) =23x— (¥)?=2(91) —3? =13 -9 = 4.

Ce qui permet d’avoir:

_Cov(x,z) 067 .
A= e == 0,16;
B=zZ—-Ax =7,53-(—-0,16)(3) = 8,01
Conclusion :

Une équation des moindres carrés pour la série (x;; z;) est:
z=Ax+B
z = —016x + 8,01.

Mathématiques o Ienninale D | ] i -
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Corrigé du BAC 2018

c). Déduisons-en a et b telsque y = ab*:

y = ab* signifieque z = ¥fny = xfnb + fna (voir énoncé).
z=-—0,16x+ 8,01

z = ({nb)x + £na

fnb = - 0,16

fna = 8,01 -

: s = = S0
Ce qui permet d’avoir : {b _ =016 — 0 85

On a ainsi {

Par identification on aura: {

Conclusion :
{a = 3011
b = 0,85

d). Estimons la population du village en 2005 :

En posant 1995 + x = 2005, on trouve x = 2005 — 1995 = 10.
Ce qui permet d’avoir :

y = 3011.(0,85)*°

y = 592,7888315

y = 593.

Conclusion :

En 2005, on peut estimer la population du village 4 593 habitants.

et y = 3011 (0,85)%.

315
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PROBLEME
). )=

x? 4 " sz]'_];ﬂl

a). Etudions les limites de [ aux bornes de l'intervalle | -
o fim fG)= lim (555)= lim
x- —-1 L &

X? 4 x

1;0]:

1 N
———— Y dne ()
a=9* x(va13)

lim x = —1

i . 1
car s 0N AUraaing) « — = — o ;
lim (x4 1) = 0° 0
x- ~34
. ' 1 1
e lim f(x)= lim (**; )-“: lim =  — = = ®»
¥=0° x—-= 0 A 4 x x-af) (o & 1)
im x = 0"
car e On aura ainej «« .l Y e O
im(x41)=1 "' ! e B R
= 07
hm f(x) =
Conclusion : o
hm f(x) = —m
x—=0-

b). m Calculons la dérivée [ de [ et Gtudions son signe
e Dérivabilité de [ :

f estle quotient de deux fonctions : x +—= ] ¢t g +» 27 4 1

x +» 1 estune fonction constante, elle est donc derivable
sur | - 1:01;

.- : . 2 ,
x+ X4+ x estune fonction p()l)"n(}n](c-’ elle est aussi ¢
sur ] - 1 ;OI :

On conclut que f est dérivable sur ]
¢ Dérivé [ de f:

vx€ |-1;0], f'(x)z(;_rl_*_l)':

ivable
- 1:0 [ n

e e et e

(x* + x)* (x* + &)
Condusion- ;

fr(x) = -

xz-tx)‘ Vxe ]"'1.'0‘.

Mathématiques - Terminale p
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r ’ -2x -1 i Bon .
o Signede f'(x): f(x)z(xzix)z vxe |-1;0]
vre |-1;0[, (x* + ©)*>0,
dou f'(x) estdusignede (—2x-— 1)

) |
e2z= 120 <2x=1x=~"-.

2
On en deduit que .
vie |-1:=3]. F)>0;
Vi€ [m;ﬁ[. f(x)<0.
Tableau de signe
"B 1
B — N 1 0
2y Iy « 10 e
f (x) T - — 0 S

® Déduisons-en le sens de variation de [ :

¥« I - ;- - { flx) > 0, d’ou f eststrictement croissante

| :

¥xE { - ,0[ f'(x) < 0,dou f estdécroissante

[

¢). Dressons le tableau de variation de f surlintervalle ] —1; 0] :

G ) e~

i
sur | - 1.~

= wi

:
surj — - .
2

e~ —
5. . 0
C [(x) L + 0 —

i — 4

H{— @ — 00

Mathématiques — Terminaie D. "_ s i Le BAC du Niger — Collection Papyrus .
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i
_1 |
4 |

1 1

1 1
4 2

Indication : f(m 3-) = 21
¥ (=) 3
2 2

d). Montrons que la fonction f admet un maximumsur | —1; 0],
et déduisons-en le signe de f(x) sur cetintervalle:
f admet un maximum en x,=a sur]—1; 0]

si et seulementsi : J

ff(x)>0 sixe]—1;al

f'(a) =0 .
0 six€]a;0]

Or, d'aprés ce qui précéde :
f(x)> 0 si xe]-—1; - [
F(-3)=0
fi(-3)<0 sixe|-2;0]

Conclusion : j

f admet un maximum en x, = — % sur |—1; 0.
m Déduisons-en le signede f(x) sur |—1; 0[:
f admetun maximum en x5 = — -21- sur ]—1;0[ |
1
signifie que la plus grande valeur prise par f(x) est Xo = = 2°
Or —><0,donc f(x) <0 Vxe |-1;0].
L
Mathématiques — Terminale D. | | 1£RAC Au Mt Aottomiinn DabVIWE”
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2). Déterminons deux nombres réels a et b tels que

a b
f(x)_:—r & x+1 °
vxe |—-1;0], '
_a b _alx+1)+bx ax+a+bx _(a+b)x+a
f(x)_ x+1- x(x+1) = x*+x x*+x

Or f(x)=

Par identification on aura: {

x2+x
a+
a =
1

Ce qui permet d'avoir: {b

Conclusion : {g:il et f(x)=%—x11.

m Déduisons-en, sur l'intervalle | —1; O [, la primitive F,

1 .
s'annulant pour x = — -, de la fonction f :
Dans l'écriture f(x) = %— x—il , on reconnait facilement
r
la forme %E%) qui a pour primitive £n|u(x) |.

Donc les primitives de f sontles fonctions F définies par:
F(x) = n|x| — #n|x + 1| + k avec k une constante réelle.

F(—§)=o@en|—§| — en|-2+1|+k =0
q:b{’n(z) f’n() +k =0
ile = D

Remarque: Vx€ |—1;0][, x<0 x <0

= .
X o= x+1>0
Conclusion :
La primitive F delafonction f surlintervalle | —1; 0
s'annulant pour x = — % est définie par:
F(x) =#fn(—x) —fn(x + 1)

= n( %)

Mathématiques — Terminale D. i
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3) g(x) =+n (x—_;xT) et

D;,=]-1;0[.

a). Etudions les limites de g aux bornes de l'intervalle ] —1; 0 [:

e lim, g(x) =

x— 0~

Conclusion : {

lim #n
x— —1t

x+1

11m gx) =+

x— -1

lim g(x) =—o0 °

x— 0~

([ lim —x=1

x- -1+

s - X _
\x-llr_r&+(.:+1)_+m
([ lim —x = 0%

x— 0~

lim (x+1)=1

x— 0"

lim (“x)=0+
\x—»0" \x+1

car ﬁ

b).Vérifionsque Vx€ |]—1;0[,ona g'(x) = f(x):

On saitque Vx € ]—1; 0

Donc Vx € |]—1;

e = (%)

gx) = fn(
0[ glx)=F().

=1

Ce qui permetd’avoir Vxe€ ]—1; 0] :

g'(x) = F'(x).

Or F'(x) = f(x).
Donc g'(x) = f(x).
On conclutque Vx€ ]—1;0[,ona g'(x) = f().

Mathématiques — Terminale D.
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m Déduisons-en les variationsde g sur ]—1; 0[:

vxe]—-1;0[,ona g'(x) = f(x),donc g'(x)

a le méme signe que f(x).

Or f(x)<0 vx€ |—1;0[ (voir 1).d).).

Donc g'(x) <0 Vx€ |—1;0].

On en déduit :

e Sens de variationde g sur ]—1; 0 [:

g eststrictement décroissante sur ]—1;0].

e Tableau de variationde g sur ]—1; 0 [:

X -1 0
g’ (x)
+ oo
g \
. —

- _-v
Corrigé du BAC 2014
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Conscils et Méthodes

Les regles du Bac:

» Chaque année, des candidats sont admis au Bac :
je peux réussir comme les autres.

e Je dois connaitre :

— les coefficients dans chaque matiére,

— le programme des épreuves du Bac,

— la maniére dont se déroule chaque épreuve,
— les criteres de réussite,

— les défauts a éviter.

e Je dois demander a mes professeurs les regles du Bac.

e Je dois savoir que mes notes de Terminale :
— figureront sur les dossiers d’orientation,
— comptent pour les dossiers d'inscription d’apres Bac.

e Il me faut la moyenne dans toutes les matiéres pour que mon
dossier de candidature a une école soit retenu.
Un point faible risque de m’éliminer.

Mathématiques — Terminale D, | | Tanar .. s =
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f-:-l-'-—,...f
.

2. Le Bac se prépare

.

dés le début de I’année :

m Je me fixe des objectifs.

e Je dois penser dés maintenant a I'aprés-Bac.

e Je me fixe par écrit des engagements et des objectifs i atteindre
et je les déclare a mes proches.

= Je me donne les moyens de réaliser mes objectifs.

e Pour faire face a la quantité de travail a la fin de I'année :
— je dois travailler réguliérement,

— je dois préparer mes révisions dés le début de I’année.

e Mes prises de notes de cours doivent étre lisibles, structurées,
claires et prétes pour mes révisions.

e En classe, j'interviens réguliérement a I’oral dans toutes les
matieres pour que mes professeurs puissent me corriger.

e Je constitue, pour chaque matiére, des répertoires de vocabulaire.
Je note les nouveaux termes au fur et 2 mesure des cours.

e Je revois mes cours le soir méme et je n'attends surtout pas les
évaluations pours apprendre.

e Je repére mes points faibles pour y remédier.
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‘ Je pense toujours au Bac
et a mon orientation:

m Je compte sur moi-méme

e Mon devenir repose sur mes épaules.
Je suis architecte et magon de mon avenir.

e Le succes entraine pour moi du plaisir de réussir.

e De toute fagon, je n'obtiendrai rien sans travailler.
m Tout passe par le Bac.
e Sans le Bac je ne suis rien aux yeux des autres.

e Je n’arrive pas en retard et je ne séche jamais les cours.

e Je ne séche jamais un devoir méme si ce devoir risque de faire
baisser ma moyenne.

m Je m’entraine comme un sportif.

e Je n'ai qu’un objectif : le Bac.
e Je mets tout en ceuvre pour atteindre cet objectif.

e J'imagine ma réussite a chaque évaluation.
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J'organise mon lieu de travai

m Je m'organise en début d’année.

e Je travaille dans ma chambre ou dans un lieu calme.

e Jaménage mon lieu de travail prés de la fenétre, bien éclairée
le jour. Le soir j'utilise une lampe orientale placée a gauche pour
faciliter la lecture de ce que j’écris.

e Je dois étre treés ordonné pour retrouver tres vite mes affaires :
Je ne garde sur mon bureau que ce qui concerne la matiére
que j’étudie.
Je range le reste des affaires sur des étagéres si possible.

— Mon bureau ne doit pas étre encombreé.
J'aére mon bureau tous les jours.
m Je m’organise chaque fin de semaine.
Chaque fin de semaine :
Je mets de 'ordre dans mon bureau.
Je ne garde sur mon bureau que ce qui me sert.

Je vérifie mes outils et je compléte mes fournitures.

] Le BAC du Niger — Collection Pgyp.
Mathamatiaues — Terminale D- m o TS

Scanned with CamScanner



Conscils et Méthodes

J'organise mon travail :

m Je gagne beaucoup de temps.
¢ Le temps reste et demeure mon bien le plus précieux.
e Je rationalise mon emploi de temps et je simplifie mon travail.

e Je me fixe des limites précises de temps pour chaque travail pour
avancer plus vite.

m Je reste efficace.

e Je termine toujours ce qui est commencé grace a mon plan
de travail.

e |'agis positivement et je contréle mon action et j'évite surtout
de rester réver.

e Mon plan de travail m'indique le chemin a suivre.
Je prends I'habitude de m'organiser pour structurer mon esprit.
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6. Je présente clairement
mes COurs :

Mon cours est plus facile a apprendre si je vois ce qui est le plus
important du premier coup d’ceil :

e Je commence chaque chapitre sur une nouvelle feuille.
e Je sépare les titres et les sous-titres des développements.
e Je souligne les titres et les mots clés en rouge.

e Je repeére, Je constitue des paragraphes pour séparer les groupes
d’idées différentes.

e Mes schémas doivent étre clairs et colorés.

e | esoigne mon écriture pour que je puisse me relire facilement.
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7. Exemples d’emploi de temps.

e Je dois travailler chaque nuit pendant 2 heures 30mn ou 3 heureg

e Je dois revoir au moins deux matiéres chaque soir.

Emploi 1
21 h30 —22h 15 Matiére 1
22 h15 — 22h 30 Pause
22 h30—23h 30 Matiére 2
Emploi 2
21 h—21h 45 Matiere 1
21 h45 — 22h Pause
22h—22h 45 Matiére 2
22 h45 — 23h Pause
23 h—00h Matiére 3 N
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8. J'évite la fatigue inutile :
e Je programme mon travail sur plusieurs jours.

e Je travaille en fonction des meilleurs moments de la journée.

e Lorsque je ne suis pas en forme :
— je ne travaille pas trop longtemps.
— jen’effectue que des travaux faciles. 3

e Pour éviter la monotonie et la baisse de rendement :

— j'alterne les matiéres qui me plaisent et celles
qui ne me plaisent pas.
— j'alterne les travaux difficiles et les travaux faciles.

— j'alterne le travail et les loisirs.

e Pour éviter les tensions du corps
et permettre la compréhension et la mémorisation :

— jeffectue des pauses de 10 mn toutes les 45 minutes de travail.

— Jj’évite de travailler tard la nuit.
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Je travaille en groupe :

Le travail en groupe m'évite de stresser seul dans mon coin.
m Conditions du travail en groupe :

e Je limite le nombre de participants a deux (2) personnes

pour éviter de se disperser.

e Je choisis un partenaire motivé, actif et avec qui je m’entends. !
e Je choisis un partenaire meilleur que moi la ot j’ai des difficultés.

e Nous nous réunissons pour travailler seulement quand cela
est nécessaire.

e Nous déterminons un horaire précis et limité et nous nous fixons

un objectif a atteindre.

e Avant de se réunir chacun prépare le travail nécessaire.
m Déroulement du travail en groupe :

e Je me place dans la peau du professeur et j’explique les notions

a mon partenaire.

e Je laisse mon partenaire s’expliquer et je I'écoute.
4

i —c |
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Conseils et Méthodw

. L’épreuve de
Mathemathues

m Contenu de I'épreuve de maths :

i\ AR W
¢ (has Adelp TNy % A
Ll dtgn it S atos 00y

o L'épreuve de maths se compose :
_ des exercices concernant des domaines différents.
Ces exercices sont plus brefs que les problémes.

_ d’un probléme comportant deux ou trois parties avec leurs

questions.

e L’épreuve de maths ne comporte pas de questions de cours.
e Je ne démontre pas les théorémes.
m Le raisonnement:

e On attend de moi un raisonnement clair pour obtenir une réponse
a une question posée et non pas uniquement la réponse.

e Le raisonnement suppose un point de départ et un point d’arrivée.

e Entre un point de départ et un point d’arrivée j'explique et je
justifie chaque étape.

e La conclusion d’'une question est souvent le début de la question

suivante.

TaveminalaD | ] Le BAC du Niger — Collection Papyrug .
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e

11 Je m’entraine pour I'épreuve
de Mathématiques :

Les maths s’apprennent mais surtout se pratiquent.
On réussit en maths si I'on s’entraine réguliérement sur des

exercices et des problémes.

m Je m'entraine avec des exercices :

e Effectuer des exercices est la meilleure fagon de préparer

I'épreuve de maths.
Je passe le temps nécessaire pour m’entrainer.

e Je dois reprendre les exercices déja traités en classe.

e Aprés avoir traité les exercices donnés en classe
je m’entraine avec un recueil d’exercices corrigés ou avec des

annales conformes au programme.
e Je peux m’entrainer avec un camarade :

— Nous travaillons en temps limité et avec un programme
de travail pour chaque séance.

— Chacun apprend et cherche chez soi, puis nous nous rencontrons
pour confronter nos résultats.

Mathématimiee — Terminala | ] % cmam. 3 e i

Scanned with CamScanner

£



Conseils et Méth
12. Pendant I’épreuve de
Mathématiques :

e Je garde un moral de vainqueur :
— Je ne pense qu’au sujet et a rien d’autre.

— Je ne me laisse pas désar¢conner par un type de sujet que je n’ai
jamais rencontré auparavant : je cherche.

e Je gére bien mon temps :

— Je prends mon temps pour effectuer correctement mon travail

et ne pas me tromper dans mes calculs, particuliérement en début
d’exercice.

— Je travaille montre en main en me fixant des limites de temps
pour chaque partie proportionnellement au nombre de points :
je gére mon temps en fonction du baréme.

— Je réserve un temps pour relire mon travail.

* J'avance méthodiquement :

— Je commence par I'exercice le plus facile.
Je le résous si possible entiérement, sans avoir besoin d’y revenir.

— Ensuite sur ce qui reste, je m’attaque aux questions les plus
difficiles.

— Si je suis bloqué sur une question je passe a la question suivante
si possible. J'y reviendrais plus tard s’il me reste du temps.

Mathématiaues — Terminale D. | | Le BAC du Niger ~ Collecnon Papyriig .
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— Je travaille chaque question au brouillon.
Je vérifie mon raisonnement.

— Je recopie immédiatement les questions terminées.

— Je barre systématiquement les questions traitées.

— En cas de panique j'arréte, je respire profondément, je relis
I'énoncé, je note au brouillon ce dont je me souviens du cours.

_ Les figures géométriques sont assez grandes, I'échelle est adaptée

pour que les points significatifs soient apparents.

b

— Chaque question doit se terminer par un résultat souligné.

Niskhgsa = .
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13. Comment présenter
ma copie ?

e Toutes mes feuilles sont numérotées : exemple 1/4.

e Mes exercices sont nettement séparés, de préférence
en réservant une copie entiére par exercice.

e Les questions sont bien séparées visuellement et numeérotées.
e Les questions sont traitées dans 'ordre ot elles sont posées.

e Quand je ne sais pas répondre je laisse un blanc que je
compléterai.

e Les figures géométriques sont assez grandes, ’échelle est adaptée
pour que les points significatifs soient apparents.

e Chaque question se termine par un résultat souligné.
e Ma démonstration doit étre rigoureuse :

— Je dois tout expliquer au correcteur
—Je dois convaincre le correcteur

—Je dois me montrer logique, cohérent, clairvoyant et réaliste.

Mathématiques — Terminale D. | s —I Le BAC du Niger — Collection Papyrug..
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Conscils ct Méthodes
14. Comment préparer
mes révisions a Jour J—20 ?

® Mon plan de révision :
1). Je ne manque pas les derniéres heures de cours :

— J'assiste aux points importants qui n'ont pas été traités,
— J'assiste aux révisons des principales difficultés,
— J'assiste aux derniers conseils utiles avant les épreuves.

2). Je révise a partir de mes cours et de mes fiches de révision :
— Je reprends les formules, définitions, les théorémes et résultats

de chaque chapitre.
- Je reprends les exercices ou problémes significatifs.

~Je reprends tous mes devoirs, je repére ce qui a posé probléme.

3). Je me confronte aux problémes des annales :
—pour me mettre en situation d’examen,
—pour balayer un maximum de thémes.

4). Dans un exercice ou un probléme, j'analyse la maniére dont les
théorémes sont utilisés, comment ils se suivent dans la

démonstration.
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Jour J—1

= Le matin :

1).]Je ne me leve pas trop tard afin d’étre suffisamment fatigué
le soir.

2). Pour ne pas tout mélanger et me détendre je ne révise pasla
veille de I'examen : Je me repose.

3). Je prépare toutes mes affaires et je vérifie leur bon état :
— Je prépare ma convocation.

— Je prépare ma piéce d’identité.

- Je prépare ma calculatrice, piles de rechange.

- Je prépare mes formulaires officiels et matériel autorisés, bref
mon ensemble géométrique.

— Je prépare ma montre et mes mouchoirs en papier.

4).Je prépare aussi mes recharges d’énergie

(barre de céréale, pomme, sucre....).

5). Je prévois des vétements dans lesquels je serai a I'aise.

6). Je prends mes dispositions pour étre a I'heure au lieu des
épreuves : pratiquement aucun retard n’est toléré.

Je garde une marge de 15 minutes sans plus pour ne pas trop
attendre.
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= L’aprés midi :
1). J'évite de faire la sieste, pour m’endormir normalement le soir.

2). Pour ne pas accentuer mon anxiété, j'évite tout contact avec
d'autres candidats ou des personnes stressantes.

= Je contréole mon alimentation :

1). Mon alimentation est riche en sucres lents, par exemples des
pattes pour avoir suffisamment d'énergie le jour J.

2). Au diner, pour bien dormir :

— j'évite les plats indigestes (plats lourds),
— J'évite la viande,

— J'évite le riz,

3). J'évite aussi les fortes doses de café et de tabacs.
= Le soir:
1). J'évite de m’endormir trop tot.

2).]e ne prends pas de médicaments sans les avoir testé,
sinon je risque d’étre défaillant le lendemain.

3).J'utilise deux réveils ou je me fais réveiller par quelqu’un.
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Conseils et Méthodes :

Le Jour ]:

= Avant|’épreuve:

1). Je prends une douche rapide.

2). Je soigne mon petit déjeuner :

— Je commence par une orange ou un jus de fruits.

— Je prends ensuite des céréales sucrées avec du lait ou un autre
liquide pour bien me déshydrater.

— Je compléte par un peu de pain, une bonne confiture ou du beurre
éventuellement un ceuf préparé comme je I'aime.

3). En partant, j'emporte tout ce que j’ai préparé la veille :
je n’oublie rien surtout pas ma montre ni des piles pour ma
calculatrice.

4). ]J’ai confiance en moi, je suis dans la peau d’un vainqueur.

5). J'arrive sur place 15 minutes avant I'épreuve.

QROE 2/ L

6). En attendant les épreuves, je contréle mon anxiété.
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« Pendant I’épreuve :

1). Je ne me laisse pas dérouter par le sujet, je prends mon temps
pour approfondir la lecture : je ne pense a rien d’autres.

2).]Je me demande a quelle partie du programme se rattache
le sujet.

3). Je travaille montre en main.

4). Je réponds au moins a 'essentiel, quitte a passer sur les détails.

5). Je ne quitte pas la salle avant I'heure.

= Apres I'épreuve :
1). Je fuis tout ce qui peut me déstabiliser.

2). Entre les épreuves écrites je reprends quelques fiches
de révision pour éclaircir certains points qui me tracassent.
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