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AVANT PROPOS

Chers éléves de la 7 AS,

Nous sommes heureux de mettre a votre disposition cette nouvelle
collection, "ES-SEBIL pour réussir au bac", qui constituer

a, nous l'espérons, un réel cheminement au succes.

A travers cette collection, le Département cherche, a court terme, a
améliorer l'enseignement/apprentissage afin d'avoir, de maniere concreéte, un
impact positif sur le niveau des apprenants.

Cette collection touche le programme en vigueur dans toutes ses dimensions
aussi bien théoriques que pratiques: rappels de cours, exercices corrigés et
exercices d’entrainement. Elle couvre toutes les disciplines de bases, toutes séries
confondues: sciences de la nature (SN), mathématiques (M) et lettres (LM et LO).

Permettez-nous, ici, d'exprimer nos sinceres remerciements a nos freres
inspecteurs pour leurs efforts vivement louables et sincerement reconnus.

Nous vous souhaitons, chers candidats au bac, plein succes et réussite et
prions qu'Allah, le Tout-Puissant, vous aide a en tirer profit.

Sl 2 il e

L’Inspecteur Général
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1. RESUME DE COURS

Le nombre i

Il existe dans

I’ensemble des nombres complexes

n'appartenant pas a R , noté i tel que i’ =-1.

C

un élément

Le nombre i est solution dans C de I’équation x* +1=0.

3 _

Onaalors:|i’=-i,

1

—=—

1

Opérations dans C

Soienta,b ,a’ etb’ desréels. z=a+ib, z'=a'+ib'.

1)(a+ib=a'+ib') = (a=a";b=b")
2) z+z'=a+a'+i(b+b")

3) zz'=aa'-bb'+i(ab'+a'b)

(a+ib)* =a’? —b* +2abi
(a—ib)? =a’ —b* —2abi

(a+ib)(a—ib) =a’ +b’

a—-ib a

b

7) at+tibz0=>

= = —-i
a+ib (a+ib)(a—ib) a’+b* a’+b?’

Définitions et vocabulaire

Soient a et b des réels et z=a+ib.

Forme algébrique de z

L'écriture z=a+ib

Partie réelle de z Re(z) =a
Partie imaginaire de z Im(z) =b
Le conjugué de z z=a-ib

Le module de z

2| =\zz = a? +b*

Argument de z ou z#0 . On note argz

argz =0 [c0s9=ﬁ, sinﬁ:k]

2

Forme trigonométrique de z
(z#0;argz =0)

avec

zZ= |z|(c059 +isin0)

Forme exponentielle de z avec (z # 0;argz =0)

z = |ze®
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Représentation géométrique des nombres complexes

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;ii,v) . Soient a et b des réels.

A tout nombre complexe z=a+ib, on peut associer le point M(a;b) du plan.

Le plan est appelé le plan complexe.

Le point image du nombre complexe z=a+ib

M(a;b)

Le vecteur image du nombre complexe z=a+ib

)

L’affixe du point M(a;b) et du vecteur W(ZJ

Le nombre
z=a+ib

complexe

L'affixe du vecteur AB

Le nombre z, -z,

L'affixe du milieu du segment [AB] Le nombre %2t %
La distance AB AB=|z, -z, |
>

Q M[a:h]

[

W

— 1 0 £
o U P

Conjugué d'un nombre complexe

Soient a,b0IR etz, z, , z, des nombres complexes.

1) z=a+ib=z=a-ib

2) z=a+ib= zz =a’ +b’
3)zestréel - z=z

4) z est imaginaire pur - z=-z
z+;
2

5) Re(z) =

N |

z

6) Im(z) = 2_1

7) 2=2
8) z,+z, =Z+Z

9) z,xz, =1z, %z,

Nombres complexes




Module d'un nombre complexe

Soient a,b0IR etz, z, , z, des nombres complexes.

1) |z] = Vzz

2) z=a+ib= [z| =a’ +b’
3) |z]=0-2z=0

4) ‘;‘=|—z|=|z|

5) |zlz2|=|z1||z2|

Zn

6)

=|z|", n0Z

7) 1=l, z#0
z| |z

8) z| |z 2, 20
2, ||

9) [z, +2,| <z, |+|z,]
(L'inégalité triangulaire)

10) AB=|ZB —zA|

Argument d'un nombre complexe

Soient z, z, , z, des nombres complexes non nuls.

1) argz= argl =—argz
z
2) arg(z,z,)=argz, +argz,

3) argz" =nargz, n0Z

z
4) arg— =argz, —argz,
z,

5)zestréel - argz=km, kOZ
6) z est imaginaire pur - argz= g+kn, kOZ
Soient A,B,C,D des points tels que AB#0,CD#0 .

7) arg(z, —z,) = (G;AB) [2m]

Zy—Z.

=(AB;CD) [27

8) arg

B A

Notation exponentielle e*

Soient x et y des réels.

1) e™ =cosx +isinx

1 .
. =€ =COSX—1SInXx

2)

(3
3) ei0 - ei2'rt - 1
4) e"=-1
5) ez =i

L isl[
6)e 2=e? =-i

7) eix Xeiy = ei(x+y)

ix
¢ i(x-y)

8) e
9) (ei")n =e™, nOZ
10) [e™|=1

11) Si z=2Xe™ avec AOIR", alors

A>0=argz =x
A<O0=argz =Ti+x

Lyvrnvreos cuvrrngpreacs




Formules d'Euler — Formule de Moivre

Formules d'Euler

Soit x[JIR
eix +e—ix . eix _e—ix
COSX =——3 sSinx= ;
2 2i

Formule de Moivre

Soit x[(OIR et n[0Z;

(cosx +isinx)" =cosnx +isinnx

Les formules d'Euler permettent dans certains cas de transformer un

polynéme en cosx et sinx en une somme de cosinus et de sinus des multiples de

x (linéarisation).

La formule de Moivre permet d'exprimer cosnxet sinnx pour nON, n>2 sous

forme d'un polynome en cosx etsinx.

Equations du second degré dans C

1. Cas particulier : équation a coefficients réels

az’ +bz+c=0 oua,b,cOR ;aZ0.

< Le discriminant A=b’-4ac
A>0 | deux solutions réelles distinctes -b++/A -b-+/A
T ety
A=0 | une solution réelle double 2, =12, = -b
2a
A<0 | deux solutions complexes conjuguées : -b +i/|A| -b-i/|3)
Z, = 2a et z,= 2a
2. Equation a coefficients complexes a,b,c0C;a#0.
< Le discriminant A=b’-4ac
X Les racines carrées du discriminant sont les nombres complexes

d=x+iy et -0=—x-iy tel que & =A avec x;yOIR:

X2+y2=|A|
2 _ 2_ 2 _ —b -
& =A X ir Re(A) 2, = b+ et 7, = b-9
2xy = Im(A) 2a 2a

Les solutions de I'équation az’ +bz+c=0:

3. Somme et produit des solutions:

b
Somme : s=z, +z, =——
a

INombres complexes

Produit:p=z,z, =<
a




Applications géométriques des nombres complexes

1) Nature d'un triangle

Soit ABC un triangle. On pose Z = e T
Zy—Z,
Nature du triangle ABC | Relation caractéristique

Equilatéral 7= eig on Z=e 3
Rectangle en A Z est un imaginaire pur
Rectangle isocele en A | Z=iou Z=-i

Isocele en A |Z|=1

2) Alignement et orthogonalité

Soient A,B,C,D des points du plan.

Relation complexe

Interprétation géométrique

est imaginaire pur
iy —Z,

Ze T2y oot réel A,B,C sont alignés(A 2zB,A#C)
Zy —Zy
Zy 2 4 el Les droites (AB) et (CD)
Z,—Z, paralleles, (A #B; C £ D)(
Z,~Z + AB=CD et (AB)O(CD) ou
7, 7

b (A#B,C#D)
Z,~Z (AB)O(CD) ou (A#B,C#D)

Zo "%c = \e®;A IR

(AB,CD)=0 [2r] et CD=AAB

iy —Z,

Z.—2, Z,—1Z ioné i

% %% oot réel A,B,C,D sont alignés ou cocycliques
Iy "Iy 1c7Zy
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3) Lieux géométriques simples

Le plan orienté est muni d'un repere orthonormal direct (0;ii,v). Considérons

un point variable M d'affixe z. Le point M' d'affixe z'. Les points A,B,Q sont
fixes et d'affixes respectives a,b,w.

Relation complexe Ensemble des points M

lz-w=r,r>0 Cercle de centre Q et de rayon r

|z—a|=|z-b] Médiatrice de [AB]

arg 2 —; _ %r - Cercle de diametre [AB]privé de A et B
7—

z-a Cercle de diametre [AB]privé de B

Le nombre est

7 -

imaginaire pur

arg z :; =g (211 Demi-cercle de diametre [AB]privé de A et B
arg ; ::‘) =0 [m Droite (AB) privée de A et B
Le nombre 2~2 estréel | Droite (AB) privée de B
z-b
z-a Cercle centré sur (AB) de diametre [1]J] tel que

=k, k>0k#1
z-b

I =bar{(A,1);(B,k)} ;J =bar{(A,1);(B,k)}

arg 2 —; —a [, a#0 [m Cercle passant par A et B privé de A et B
Z—
arg 2 —: —a 21 .20 [n] Arc capable d'extrémités A et B exclues

zZ -

Nombres complexes




II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM 1

Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question
est correcte.
Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond.

N ) Réponses
o | Questions A B . D
T
Si 2 est un| 1
1 z=— 71=-1 7z =i =1
argument de 1z, //
alors
i
Si z=-1+2?, \/_ T
alors la forme | i i i (—1 + 3) e’
2 3e 2 iv3e?3
2 exponentielle de z ¢ V3 V3
est:
Si  z+z|=2+4i, ) ) )
3 | | | z=-3+4i z=-3-4i z=4i z=—4+3i
alors
i oot ar Z_E+1—T ar z—T[+E ar Z_]—T
4 Si z=(1-i)e*, 2 276 ] 6 g 6 argz=—ﬁ
alors
Si z=4+@1-5ii,
5 |alors la partie | 9 8 4 -1
réelle de z est
Si
z1=\/§ eiz; zz=—2eiE ,
LOT LT . .
6 |, alors le rapport | /2 ¢ 4 J2 et -1-i 1-i
Z2 2, N
—= est égal a
Zl

Nombres complexes




QCM 2

Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question

est correcte.

Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond.

Questions Réponses
A B C D
1|La forme | 2 + 5i -4 19, 16 19, 6
P PP | PraTe —+2i
algébrique de 13 13 13 13 5
2+5i
- est
3-2i
Le module de \/5 i
2 2 a
(2-2iv3) 3 V2 % V2
(1+i)(2i)’
. Tt
Si 4 est un | g positif imaginaire pur | réel négatif d’argument
3 argument de Z, L
alors le nombre 4
23elz est
Si
R et O b
z,-2. 2 2 g 4 isocele NN
, alors le triangle isocele
ABC est :
L’ensemble des
5 | points M d’affixe z e droite | ' cercle
tels que la  médiatrice | . ., privé de
. un cercle privée d’un
z-1+2i| \/E d’un segment oint deux
2+3i P points
est:
Soit nON" et
6 #
OUR . La forme | qosuf)+isinf) cos(6) +isin(6')| ncosB+insin® | e
algébrique de ¢

(eie)11 est :

Nombres complexes




III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Ecrire sous forme algébrique chacun des nombres :

s
z, = (3+2i)(2-30), 2221 S
5-1

z3:2—3i+21+4.1, z, = (1+2D)(3-5i)(1 - 2i),

3-51 4-3i 2+51  4+i
Z5: . + .0 Z6: . + .0

5+1 3+1 4-1 2-5i1

.3 243 5i

z,=(1-2i)", =+
e
Exercice 2

On pose f(z)=(3-2i)z" +(5-i)z+2+5i

Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :
f(), f(3+2i), f(+i), f(5-i)

Exercice 3

Onpose f(z)=(5+i)z+(1+2i)z+4-3i ou z désigne le conjugué de z

Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :
f(5-1), f(d+2i), f@B+4i), {(S+30)

Exercice 4

(1-2i)z+2+3i

Soit f(z)= : ,
(3-2i)z—-2-5i

ou z est un nombre complexe.

1) Calculer et donner la forme algébrique de chacun des nombres :
f(5+1), f(2i), f3+2), fd-i)
2) Résoudre dans C chacune des équations

- =3
f(z) =1, f(z)—2.

Ecrire les solutions sous forme algébrique.

Nombres complexes



Exercice 5

Soit
Zl - (1 +5i)2020 + (1 _Si)2020
Z2 - (1 + Si)2020 _ (1 _Si)ZOZO

Montrer que Z, est réel et Z,imaginaire pur.

Exercice 6

Calculer le module de chacun des nombres complexes suivant:

7, =4-3i, z,=(3+i)(2+50),

2 +4i
= .z, =(1+2D)(3-50)(1-2i),
zZ, 543 z, =(1+21)(3-51)(1-2i)
) _(3-51)(5+2i)°
, = 87306 +2)7
2+50)
Exercice 7

Calculer le module et un argument de chacun des nombres complexes
suivants:

4+4i
z, =4+4, z :3+i«/§, Z, = ———,
1 2 3 3+1‘\/§
. .3
- +
z, = (4+4)3+iV/3), ZS:M#.
(B+iv3)

Exercice 8

En utilisant les résultats de I’exercice précédent, écrire chacun des nombres
suivants sous forme trigonométrique et exponentielle.

4+4i
7, =4+4i, z,=3+i3, z,= ,
: : Y343
. 3
- +
7, = (4 +4)3+i\/3), ZS:M#.
(B+iV3)

Exercice 9

A _z,
Soit z, =4+4i, z, =3+i\/3 , z, =z, =2,
2

1) Ecrire z et z, sous la forme trigonométrique.

2.a) Donner les formes trigonométrique et algébrique de z, .

Nombres complexes



b) En déduire cos—%, sin—.,
12 12

3.a) Donner les formes trigonométrique et algébrique de z, .

b) En déduire coss—n, sin—.

Exercice 10 (Bac)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (Ozu,v).
1.a)Résoudre dans C I’équation E, : z* +2z+10=0

On note Z, etz,ses solutions avec Imz, <0 .

b)Résoudre dans C I’équation E, : z* -4z+20=0

On note z, etz,ses solutions avec Imz, <0 .

2) On considere les points A, B, K, L et E d’affixes respectives z, =z, ,z, =z,
y Zy =24y 2, =2, €t 2, =27, -2i.

a) Placer les points A, B,K.L, et E dans le repere (O; wv).

b) Ecrire z, =z, -2i sous forme algébrique et trigonométrique.

¢) Déterminer la nature du quadrilatere ABLE et du triangle AKE.

z-2-4i

3) Pour tout nombre complexe z tel que z # -1+3ion pose : f(z) = —
z+1-31

Déterminer et représenter dans le méme repeére les ensembles des points M
du plan d’affixe z dans chacun des cas suivants :

r, tel que [f(2)]=1.

r, tel que [f(z)-1=10.

Exercice 11

1. On pose P(z)=z’ -5z +12z -8 ol Zest un
nombre complexe.

a) Calculer P(1).

b) Déterminer a et Dbtels que pour tout zZde C on a:
P(z) =(z-1)(z* +az+b).

¢) Résoudre dans C, I’équation : P(z) =0.

Nombres complexes




2. On considére le plan complexe rapporté a un repere orthonormal (O;:l,;) .

Soient les pointsA, B et Cd’affixes respectives: z, =1, z,=2+2iet
z,=2-2i.

a) Calculer le module et un argument de chacun des nombres z,, Z, et Z,.
b) Placer les points A, B et Cdans le repére (O;:l,;) .

zZ
3.a) Ecrire le nombre —% sous forme algébrique. En déduire la nature du

Z3
triangle OBC.
b) Déterminer et représenter ’ensemble [ des points M d’affixe z telle que
z-1

— |=1.
z—-2-2i

Exercice 12 (Bac)

1. Pour tout nombre complexe Z on pose : P(z) =z’ —z° -4z -6.
a) Calculer P(3).

b) Déterminer les réels a et btels que pour tout zZ on a:
P(z) =(z-3)(z* +az +b).

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexe, I’équation P(z) =0.
2. On considere, dans le plan complexe muni d’un repeére orthonormé
(O;:l y :,)’ les points A, B , Cet D d’affixes respectives z, =3+2i,
2, =-1+i,z . =-1-iet z;; =3.

a) Placer les points A, B , Cet D dans le repére (O;:l ’:,)_

b) Comparer I’affixe du milieu de [AC] a celle du milieu de [BD] .

¢) En déduire la nature du quadrilatere ABCD.

d) Déterminer et construire I’ensemble des points M d’affixe z telle que
lz-3|=|z+1-i|.

Nombres complexes



Exercice 13

On considere le plan complexe muni d’un repere orthonormé (Ozu,v).

1. Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, chacune des équations
suivantes: z*-4z+13=0 (E) z°—-6z+13=0 (E,)
z—-2-3i
z—-3+2i

Calculer a =f(7 + 4i) puis donner son écriture algébrique et trigonométrique.

2. Pour tout nombre complexe Z tel que z #3—-2ion pose: f(z)=

3. On consideére les points A, B et C d’affixes respectives z, =2+3i,

2, =3-2i et z. =5+i.
a) Placer dans le repére (O;ﬁ,;) les points A, B et C.

b) Calculer f(z.) puis donner son écriture algébrique et trigonométrique. En
déduire la nature du triangle ABC.

c¢) Déterminer puis construire ’ensemble [, des points M du plan d’affixe z
tels que |f(z)|=1.

d) Déterminer puis construire I’ensemble I, des points M du plan d’affixe z

tels que le nombre f(z) soit imaginaire pur.

Exercice 14

Résoudre dans C I’équation suivante sachant qu'elle admet une racine réelle :
2’ —(6+3i)z" +(21+19i)z-26(1+i) =0

Exercice 15 (Bac)

Dans C ondonne: a =\/2_2\/3 +i\/2+2\/5

1) Calculera’. Donner le module et un argument dea’.

2) En déduire le module et un argument dea .

Nombres complexes 17



3) En déduire cosi—;, sin—.

4) Donner les entiers naturels n tels que a" soit réel.

Exercice 16

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u,v) .) On pose :
P(z) =z’ —(11+6i)z2+(28 +38i)z -12—-60i ou z est un nombre complexe.

1) Calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que pour tout zde C :

P(z) =(z-3)(z2+az+b).

2) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z) =0.

Exercice 17

Pour tout nombre complexe zon pose :
P(z) =2’ —(1+2cos )z’ +(1+2cosB)z—1 o 80[0;21] .

Calculer P(1) puis déterminer les solutionsz,, z et z,de I’équation

P(z) =0 sachant que z, est réel, et Imz, 20 si sin0=0.

Exercice 18

Dans le plan orienté, on considere deux triangles ABC et DEF équilatéraux
directs. Les points G et H tels que EDBG et CDFH soient des
parallélogrammes. Soient a,b,c,d,e.f,g et h les affixes respectives des points

A,B,C,D,E,F,G et H.
1) Exprimer ¢—a en fonction de b —a, puis f —d en fonctionde e—d.

2) Exprimer g en fonction de b,d et e ; puis h en fonction de c,d et f.

3) Démontrer que le triangle AGH est équilatéral.

Nombres complexes



IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1

z, =(3+2i)(2-31)
=6-9i +4i+6i’

=6-9i+4i—6

=12-5i.
, —L+si

5

_(1+5D)(5+i)

5-1)(5+1)
, _5+i+25i-5 _26i

: 25+1 26
7, =2-3i+ 274 _ 273D+ +2+4
‘ 2+3i 2 +3i
_4+9+42i+4 17421
2+3 243

_(17+2i)2-3i) _34-51i+4i+6

(2+3i)(2-3i) 4+9
40 47,
Z3____1.

13 13

z, =(1+2)(3-5)1-2i) =(1+2i)(1-2i)3-5i)
=5(3-5i)
z, =15-25i.

_3-5i +4—3i - (3-51)(3+1) +(5+1i)(4-31)

Z. =

541 3+i (5+1)(3+1)

_9+43i-15i+5+20-15i+4i+3
15+5i+3i-1

, =37-23i _ (37-231)(14-8))
14481 (14+8i)(14-8i)
_ 334-618i
196 + 64
334 618,
Zg =————1L
260 260

Nombres complexes



_2+51 4+ _ (2450250 +(4-D)(4+D)
4-i 2-5i (4-i)(2-5i)

6

_4+25+16+41 _ 46 3+20i
8-20i-2i-5 3-22i 3+22i

_138+1012i _ 138 1012,
Zg=————=——+—1
9+484 493 493

z, =(1-2i)’ = (1-2i)(1-2i)* = (1-2i)(1 - 4i —4)

=(1-2i)(-3-4i)=-3-4i+6i-8
z, =-11+2i

- 2+3i + Si - (2+431)(3-21) +(3i)(51)

Z8 . . . .
3i 3-2i 3i(3-2i)
_6-4i+9i+6-15 _—3+5ix6—9i
91+6 6+91 6-9i
_ —18+271+30i+45
36+81
_27+57i
117
27 57,
zg=——+-—1i.
117 117
1
Enfin z, =3,
13 39

Corrigé 2

Ona: f(z)=(3-2i)z" +(5-i)z+2+5i

(1) = (3=2i)(1)2 +(5—i)i +2+5i
=-3+2i+5i+1+2+5i
=12i.
f(3+2i)=(B-20)3+2)* +(5-1)(3+2i)+2+5i
= (9+4)(3+20)+15+10i—3i +2+2+5i
=13(3+2i) +19+12i

=39+261+19+12i
=58 +38i.
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F(1+i) = 3=20)(1+1)? +(5=i)(1+i)+2+5i
=(3-2()(20)+5+5i—i+1+2+5i
=6i+4+8+9i
=12+15i.

£(5-1) = (3=20)(5-1)% +(5—i)> +2+5i
= (3=20)(25-10i =1)+(25=10i 1) + 2 +5i
= (3-2i)(24-10i) + 26 - 5i
=72 -30i —48i —20 +26 - 5i
=78 -83i.

Corrigé 3

On a f(z):(5+i)z+(1+2i)£+4—3i

On remplace z par sa valeur dans chaque cas :

f(5-i)=(G+i)5-1)+1+2i)(5-1)+4-3i
=25+1+(1+2i)(5+i)+4-3i
=30+5+i+10i-2-3i
=33 +8i.

£(1+2i) = (5+1)(1+2i) + (1+2i)(1 + 2i) +4-3i
=5+10i+i-2+1+4+4-3i
=12+8i.

£(3+4i) = (5+1)(3+4i) +(1+2i)(3+4i) +4-3i
=15+20i+3i—-4+(1+21)(3-4i)+4-3i
=15+20i+3-4i+6i+8
=26+22i.

£(5+31) = (5+i)(5+3i)+(1+20)(5+3i) +4-3i
=25+15i +5i =3+ (1+2i)(5-3i) +4-3i
=26+17i+5-3i+10i +6
=37 +24i.

Corrigé 4

Ona

L (1-2i)(5+i)+2+3i
T (3-2i)(5+i)-2-5i
5+i—10i+2+2+3i
T 15+3i-10i+2-2-5i

f(5+1)
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_9-6i _ 9-6i 15+12i
15-12i 15-12i 15+12i

_ 135+108i —90i +72

- 225+144

_207+418i 207 18
369 369 369

F5+) =S+ 2
41 41

(A-20)(2D) +2+3i _ 2i+4+2+3i
(3-2D)(2i)-2-5i 6i+4-2-5i

f(2i) =

_6+5i _6+5i 2-i
241 2+1 2-i

_12-6i+10i+5

B 4+1

_17+4 _17 4,

— T—1L

5 55

(1-2i)(3+2i)+2+3i
(3-2i)(3+2i)-2-5i
C3+2i-6i+4+2+3i
T 9+4-2-5i

f(3+2i) =

9-i ><11+5i _99+451-11i+5

T 11-51 11450 121+25

_104+34i 104 34
146 146 146
:2+£i.
7373
C(1=-2i)(1—i)+2+3i
T (3-2i)1-i)-2-5i
C1-i-2i-2+42+3
T 3-3i-2i-2-2-5i

f(l-1)

1 x—1+10i_—1+10i
-1-10i -1+10i 1+100

_—1+10i
101
-1 10 .
=—+—i
101 101
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(1-20z+2+3i _
(3-2i)z-2-5i
= (1-2i)z+2+3i =(3-2i)z-2-5i

f(z)=1=

=[(1-2i)~(3-2i)]z =-2-5i-2-3i
= —2z=-4-8i
=z =2+4i
f(Z):§:>(1—21.)Z+2+31. :é
2 (3-2)z-2-51 2
=2((1-2i)z+2+3i) =3((3-2)z-2-5i)
= (2-4i)z+4+6i = (9-6i)z—6~15i
=[(2-4i)~(9-6i)]z =-6-15i -4 -6
= (=7+2D)z=-10-21i

-10-21
Sz=—
=7+2i
-10-21i _-7-2i
=z= x
=7+21 -7-2i

, = 70+20i+147i -42
49 +4

L 28+167i
53
28 167
z="+—.
53 53

Corrigé 5

Pour montrer que Z, est réel, il suffit de montrer que 7 =7, .

Ona
Z =1+ Si)zt)zo +(1- Si)zozo
- (1 + 5i)2020 + (1 _5i)2020

- (1+_5i)2020 + (1—_5i)2020

= (1 _ Si)2020 + (1 +5i)2020

- (1 + 5i)2020 + (1 _5i)2020
= Zl

Alors Z, est réel.

Pour montrer que Z, est imaginaire pur, il suffit de montrer que Z, =-Z,.
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Z_2 =(1+ Si)zozo e _Si)zt)zo
- (1 + 5i)2020 _ (1 _ 5i)2020

= (I+50)" = (1=5)"

= (1512 = (1+50)™™
=—(+50)™ -1 -5)"")
= —Z2

Alors Z, est imaginaire pur.

Corrigé 6

On utilise les propriétés des modules :

|Zl|=\/m=\/m=\/g=5,

] = 3+l 5i = VO +1 x4+25 =290,

|Z3|:|2+4.i|: |2+4i] m_\/:
|2+31| |2+31| J4+9

|2, =|(1+20)(3 = 5i)(1 = 20)| =1 +2i[|3 - 5|1 - 2i]
=V1+4xJ9+25x/1+4 =534,

. .3
z| = =
‘ Q+spt | ‘(2 + 51)4‘
_V9+25x(25+4)% _ \/@
(J4+25)* 29
Corrigé 7

1)Ona
2, =4+4i= |7| =V16+16 =432 =42

On note argz, =6,. Alors :

cosB, = 4 _ 1

T——=—

4\/5 \/Ejel:l[
N AN

2)Ona 2, =3+iW3 = |z,|=9+3=412=23

On note argz, =6,. Alors :
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cosB =i=£
P32 T
=0,=—
sin 0 ——ﬁ -1 6
S NC)
3) On constate que z, =4,
Z,
4~/2 2
Alors |z3|:i:m:i:2 z
Z, |Zz| 2\/5 3
et argz. =ar 2 —argz —argz _nn_m
SR S AT

4) On constate que z, =zz,.
Alors |z, =|z,2,| =|z,||z,] =42x23=86 ,

argz, =argz,z, =argz, +argz _E+1_'[_5_T[
g7, 82,2, g7, gz, 4 6 12
.3

5) On constate que z, = = 4Z1 . Alors
ZZ

|Z |:|ZZ13| = Z|Zl}| :|Z2||Zl|3 = 2\/5(4\/5)3 |Z |:E\/§
el g R e T 3N

Z,Z
4
2

3
— 3 4
L =argz, z, —argz,

argzs = arg

=argz, +argz, —argz,

=-argz, +3argz, —4argz,

argzs =3argz, —5argz, :3711—5?“.. Alors argz, :%T.

Corrigé 8

D’apres I’exercice précédent :

1) |Zl|:4\/§ et argz, :;

Forme trigonométrique : z, = 4.2 (COS; +isin ;)

ou 7, = 4V2(—L +io

V22
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Forme exponentielle : z, =4v2¢* .

2) |Z2|=2\/§ et arng:]—gf

Forme trigonométrique : z, = 2\/§(cos7€T +ising)

B

3 1.
Oll zZ, = 2\/5(7"’51) .
i
Forme exponentielle : z, =2/3¢ .
2 T
3) |z =2\/: et argz, =—*
) |zl=2,3 82 =1
. oy e 2 m,.. T
Forme trigonométrique : z, =2, |=(cos— +isin—).
3 12 12
. 2 i
Forme exponentielle : z, = 2\/;e 2,
4) |z4| =86 et argz, :%Tf
Forme trigonométrique : z, =8./6 (cosf—;+isin f—;) .
el
Forme exponentielle : z, =8/6e .
162 -Tt,

5) |zs| =—= et argz, =0

33
1672

. o s -, .. -T
Forme trigonométrique : z, =—(COSE+1smE).

33

Forme exponentielle : z, :@e_iE .
33

Corrigé 9

1) Forme trigonométrique de z et z,:

D’apres I’exercice précédent on a :
m, .. T
z, :4x/§(cos§+isin§) , et z, :2\/§(Cos€+1smg)

2.a) Forme trigonométrique de z, :
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D’apres I’exercice précédent on a : z, = 2\/g(cos£+isin£) (*)

Pour écrire z,sous la forme algébrique, on multiplie par le conjugué du

7 . + 1 —1
dénominateur : z, _4rdi 3-i3

3+iv3 3-iV3
On obtient : 7y = 3+3\/§ +3 _3ﬁi (%)

b) Par comparaison des écritures (*) et (**) du nombre z, on obtient :

3+43
os—]T:T=3\/§+3:\/§+1=\/g+ﬁ
2 22 62 22 4
NG
3-43
sm_ 3 _3W3-3_V3-1_+6-\2
12_&‘ o2 o 4
NG

3.a) D’apres I’exercice précédent on a :

sin

z, :Sx/E(COST—]zT+isinf—;) ()

Pour la forme algébrique de z, , on développe :

z, = (4+4)(3+iV3)

z, =12-43 +(12+4/3)i (%)

b) Par comparaison des écritures (*) et (**) du nombre z, on obtient :

m_12-43 _3-3_\3-1_+6-2

0S— = =
12 8f6 26 242 4
T _12+43 _3+3 _B+1_J6+2

sin— = = =
12 86 NN 4

Corrigé 10

1) Résolutions d’équations:
a) E, 22 +2z+10=0
Le discriminant : A=2°-4x1x10=-36 = (6i)’

Les solutions z, etz, avec Imz, <0:
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z, = —2+6i =-1+3i et z, = —2-6i
2

=-1-3i

Ensemble de solution : |Sl ={-1+3i,-1-3i} |

b) E, 127 -4z+20=0
A=4>-4x1x20=16-80 = -64 = (8i)°
Les solutions z, etz, avec Imz, <0:

+8 e
23:4 8i 4 81:2_4i

=2+4i et z, =

Ensemble de solution :

s ={2+4i.2-4} |

2.a) Représentation des points :
z, =z, =-1+3i= A(-1,3) ,z, =z, =-1-3i= B(-1,-3)
2y =72, =2+4i=K(2,4),z, =z, =2-4=L(12,-4)
z, =2,-21=2+4i-2i =2+2i = E(2,2) 4 ‘
b) Forme algébrique de z, : ;
2, =2,-20=2+4i-2i = [z, = 2+2i] R I .

Forme trigonométrique :
2, =2+2i |z, =N +2* =8 =212 .
—2\/_(T+1\/_] :2\/§(cos§+isin§j

¢) Nature du quadrilatere ABLE :

D’apres la figure, il semble que ABLE est un parallélogramme. Pour la
démonstration on a :
Zo =2y=2, =—1-31+1-3i=-6i

7=z, —z, =2-4i-2-2i=—6i

EL
2 =75 = AB=EL
Alors ABLE est un parallélogramme.

Nature du triangle AKE:

D’apres la figure, il semble que AKE est isocele en A. Pour la démonstration
ona:

Nombres complexes 28



AK =|z, —z,| =[2+4i +1-3i =[3+i| =10

AE =z, —z,| =[2+2i+1-3] =[3-i| =10

AK=AE. Alors le triangle AKE est isocele en A.

3.a) L’ensemble I, des points M du plan d’affixe 2 tels que [f(z)|=1 :

27y

Ona f(z)= 27274 On constate que f(z)=
z+1-31 =7,

Z—Zyg

Alors :|f(z)|=1 = =1 = |z-z|=[z~z,| = MK=MA

AN
D’ot1 ’ensemble I, est la médiatrice du segment|[AK] .

Pour la construction, voir la figure.

b)L’ensemble I, des points M du plan d’affixe: tels que |f(z)-1=+10 :

z+1-3i

Ona [f(z)-1]=410 = szj:: —1‘=JE
z—2—4i—z—1+3i|_m
Ad |_

|3 |=Jﬁ |=3-i| _Jio

2+1-3] N

_\/ﬁ =10 ~=»|z—zA|=1 = AM =1

) |2=2,]
AlorsT, est le cercle de centre A et de rayon 1.

Pour la construction, voir la figure.

Corrigé 11

On a pour tout nombre complexe z : P(z) =2z’ —52° +12z-8
1. a) En remplacant z par 1 on obtient :
P(1)=(1)’-5(1) +12(1)-8=—4+4=0

b) 1° méthode : identification

Pour déterminer a et b tels que: P(z)=(z-1)(z’ +az+b), on utilise une

identification (Développer, réduire, ordonner le second membre et identifier) :
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z°+az* +bz -z*-az-b

z’+(a-1)z* +(b-a)z-b

(z-1)(z* +az +b)

Par identification :

2’ =52 +122-8= z’ +(a-1)z" +(b-a)z-b, pour tout zOOC; on obtient le

a-1=-5§
. a=—4
systeme :{b-a=12 =
b=8
-b=-8

Alors, pour tout zOOC; P(z) = (z-1)(z* -4z + 8)
2éme

méthode : Division euclidienne

7’ -5z +122-8 z—-1

AR/ 7’ —4z+8

8z-8
0

On en déduit que, pour tout zOOC; P(z) = (z-1)(z° -4z + 8)
soit a=—4 et b=8.

3éme

méthode : Tableau d’Horner

L’utilisation du tableau d’Horner permet a la fois de calculer P(1) et
factoriser P(z) , (si P1)=0):

1 5 12 -8
1 1 4 8
1 4 8 0

Dou:a=-4 , b=8,P1)=0et P(z) = (z-1)(z" -4z + 8)

¢) L’équation P(z) =0 équivaut z—1=00u z* -4z +8=0.

*Si z—1=0 on obtient la solution z, =1

#Si z° —4z+8=0,0ona A=16—-32=-16 = (4i)’
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) . . 4+4i ) 4-4i )
Les solutions de cette équation sont : z, = 5 =2+2i ;z,= > =2-2i

(Ces solutions sont conjuguées car les coefficients sont réels et le discriminant
est négatif).

L’ensemble de solutions de I’équation P(z) =0 est : S ={1;2 +2i;2 - 2i}

2. Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormal direct (O;:l,;). Les
points A, B et Csont d’affixes: z, =1, z, =2+2iet z. =2-2i.
a) Calcul de modules arguments :

|zl| =|1| =1, argz, =0 [21‘[]
2,|=V2* +2* =8 , argz, =£[ [2r]

1] =\2+(27 =8, argz, = [on]

b) Représentation des
73
points : )

Les points A,B et C ont pour

affixes Les points z A =1, \ ,,,,,,,,,,,,,

2, =2+2iet z.=2-2i. Alors
A(1;0), B(2;2) et C(25-2), b

3.a)Ona: ‘ o =
z, _2+2i
z, 2-2i

C1+i

1-i T
_(+i)(1+i)
T (1-i)(1+i)
_2
T2

=i

3

=]
O [s9]
/
XY
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L _%"%

Z,-Z, . . )
. Alors —2—2 =i, d’ou le triangle OBCest
Z; 1.1 Zc "1y

On remarque que

rectangle isocele en O.

b) Pour déterminer I’ensemble [ des points M d’affixe ztelle que
z-1

z—-2-2

-7,
A/

=1

=1, on constate que cette égalité peut s’écrire :

B

Alors MOT < |z-z,|=|z~z5 = AM=BM

D’ou I’ensemble " est la médiatrice du segment[AB] .

Méthode 2 : Equation de I

On pose Z =x+iy ;
z-1

z—2-2i

o |z-1=|z-2-2i

MOl =1

o [x=1+iy| =[x =2+ (y - 2)i
o Jx=1)? +y? = /(x=2)* +(y - 2)}

= (x=1*+y* =(x-2)" +(y-2)’
o XX =2x+1+y’ =x’ —dx+4+y’ -4y +4

= 2x+4y-7=0
D’ou I’ensemble I est la droite d’équation 2x+4y—-7=0.
Remarque :

L’équation 2x +4y —7 =0 représente la médiatrice du segment[AB] .

Corrigé 12

1. Pour tout nombre complexe Z on pose : P(z) =z’ —z° -4z -6.
a) Pour calculer P(3) on remplace dans I’expression de P(z) :
P(3)=3"-3"-4.3-6=27-9-12-6=0

b) Pour déterminer les réels a et btels que pour tout Z on a:

P(z) =(z-3)(z* +az +b), on peut utiliser une identification ou une

division euclidienne :
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-7 -42-6

7’ -37° 2 +2z2+2
22" —4z-6
27" -6z
2z-6
226

On en déduit que P(z) =(z—3)(z" +2z+2),s0it a=2 et b=2.

Remarque :
L’utilisation du tableau d’Horner permet a la fois de calculer P(3) et
factoriser P(z) , (si P(3)=0):

1 1 4 -6
3 3 6 6
1 2 2 0

Dou:a=2 , b=2,P3)=0et P(z)=(z-3)(z* +2z+2)
¢) Pour résoudre I’équation P(z) =0 :
soit z—3=0,d’ou z, =3.
soit z*+2z+2=0, d’ou A=-4=(2i), et les solutions sont : z,=-1-i et
z, =-1+i.
Alors I’ensemble de solutions de I’équation P(z) =0 est :

S ={3,-1+i,-1-i}

2. Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;; R ;) ,

a) Pour placer les points A, B , Cet D ona:
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z, =3+2i=A(3,2)

z, =—1+i=B(-1,1)

z. =-1-i=C(-1,-1)

z, =3=D(3,0) ]

(o)
b) L’affixe du milieu de [AC] est égale . \/
a:
z,tz. _3+2i—-1-i

2 2
_2+i

T2

—1+1
2
L’affixe du milieu de [BD] est égale a :

Zytzy _3-1+i_2+i =1+1i
2 2 2 2

On constate que les milieux des segments [AC] et [BD] ont la méme affixe.

¢) D’aprés le résultat précédent on déduit que les segments [AC] et [BD] ont

le méme milieu. Donc le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.

d) Soit I' I’ensemble des points M d’affixe Z telle que |z - 3| = |z +1- i| .
Alors MOl - |zM—zD|=|zM—zB|

MOl =« MD =MB. Alors [ est la médiatrice du segment [BD] .

Remargque :
En utilisant la forme algébrique z =x+iy on trouve que I' est I’ensemble des

points M(x,y) tels que: [x—-3+ iy| = |x +1+(y- 1)i|
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Apres le calcul des modules et la simplification on obtient une équation
cartésienne de I : 8x-2y-7=0. C’est I’équation d’une droite qu’on peut
représenter facilement. On peut vérifier que c’est la médiatrice du segment

[BD].

Corrigé 13

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;ﬁ , V).
1. Résolutions d’équations:

2’ —4z2+13=0 (E1)
A=4"—4.1.13 =-36 = (6i)’

Le discriminant:

4+ 6i 4 - 6i
Les solutions: z, =Tl=2+3i et z, =Tl=2—3i

2 —6z+13=0 (E2)

A=6"—4.1:13 = -16 = (4i)’

Le discriminant:

+4i —4i
Les solutions: zl=6 L=34+2i et z2=6 L=3-2i
-2-3i
2.0na: f(z)=Z—3f
z-3+2i
a =f(7 +4i)
_T7+4i-2-3i
T+4i-3+2i
S+i
o=
4+ 6i

Pour I’écriture algébrique, on multiplie par le conjugué du numérateur :
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g 3Fi  A=6i _20-30i+4i+6 _ 26-26i
4+6i 4-6i 4* +6* 52

_26(1-i) _1-i

T 262 2

Pour la forme trigonométrique, on a
1 1] _[1t1_[1_+2
|q|:_—_1: — = [—=—
2 2 4 4 2 2

o=—
2[2 2

2 -mM,.. -
o =—1| cos— +isin—
2 ( 4)
3.0na:z, =2+3i,z,=3-2i et z. =5+i.

a) Représentation des points A, B et C.

L

y)
5._

1]
v
jO
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b) Calcul de f(z.) :

5+i-2-3i _3-2i 3 -2 _-i@i+2) _

f(z.)= . . .- ; ;
5+i—-3+2i 2+3i 2+3i 2+3i

Forme algébrique : f(z.)=-i

-m .. T
Forme trigonométrique:  f(z.) = 1(c057 +isin 7)

. _Zc72,
Pour la ature du triangle ABC, on constate que : f(z.))=—
Lo "1y
Z.—1Z =il
Alors ——2 =—i=¢ 2.D’ou le triangle ABC est rectangle isoc¢le en C.
Lo~ 1y

¢) L’ensemble I, des points M du plan d’affixe z tels que |f (z)| =1:

Zy

z
On constate que f(z) =

B

AN

Alors : [f(z)| =1 = =1« |z-2,|=|z-2,| « MA=MB

Z-1,
D’ou ’ensemble I, est la médiatrice du segment [AB] .

Pour la construction, voir la figure.
d) L’ensemble [, des points M du plan d’affixe z tels que le nombre f(z) soit
imaginaire pur :

Zy

Ona: f(z) estimaginaire pur < est imaginaire pur

B

Alors I, est le cercle de diametre [AB] privé de B.

Pour la construction, voir la figure.
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Corrigé 14

. Soit z, =a ,0 1R la solution réelle de I’équation
E: 7 —(6+3i)z2 +(21+19i)z—-26(1+i) =0
Alors : o’ —(6+3i)a* +(21+19)a -26(1+i) =0

a’-6a’-3ia’ +21a +19ia —26-26i =0
a’-6a’+210-26+(-3a’+19a -26)i =0

. On résout le systeme :
o’ -6a’ +210-26=0 (1)
-3 +190 -26 =0 (2)

D’apres (2) On trouve : a, = 2,0, =?.

En remplacant dans (1) on trouve que O, = 2 vérifie (1) et a, = ? ne vérifie
pas (1) Alors z, =2

. On pose P(z) =z’ — (6 +3i)z* +(21+19i)z —26(1 +i)

On factorise par(z—2) ,

1|-6-3i | 21+19i | -26-26i
2 2 -8-6i | 26+26i
1|-4-3i | 13+13i | 0
Alors : P(z) =(z-2)(z* +(—4-3i)z +13+13i)

. Résolvons I’équation : z° —(4+3i)z+13+13i =0
A=(4+3i)*—52-52i =-45-28i.
Par le calcul on obtient une racine carrée 0=2-7i.

Les racines de I’équation du second degré :

4+3i+2-7i ] 4+3i-2+7i
R T T

. Ensemble de solution : S ={2,3-2i,1+5i}

zZ, 1+5i
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Corrigé 15

2 2

1) On a: aZ:[\/Z_*/gn\/“‘/ng

o2 2—J§+2i\/2—2ﬁx2+j§-2+ﬁ azziz‘/gni\E:aZ:— 3+i

T2 2

Module : [a?| =|—V3 +i| =3 +1 = |a’|=2
. Argument : Soit O un réel tel que arga’ =0

3 . 1
Alors : COSG=—7, snn6=5:> argaZ:S?T[,

2.a) Module et argument dea :
. Module : ‘az‘ =2= o= V2
. Argument : arga’= 5?“ — 2arga = 5?“

L
arga = > +km, k I:I{O,l}

Soit k =0 = arga =5—T[
12

Soit k =1= arga =5—T[+T[=17—T[.
12 12

Comme Re(a) >0 et Im(a) >0, arga# IILZTE Enfin ,arga = i—;[

3) D’apres ce qui précede, on déduit que :

2-3
COSS—T[= 2 :>COSS—T[ 2_\/3
12 2 12 4
2+4/3
sin5 = 2 inl= 2+43
12 2 12 4

4) Le nombre a" est réel si et seulement si arga" =krmou k[Z :
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argan =Kkt = sﬂtzkn o 5n=12k P n:%
12 5

n est un entier naturel et le nombre 12 n’est pas divisible par 5, donc k est
divisible par 5. On prend k =5k"' avec k'[1Z.

arga” =k n=12x% = n=12k'

Alors, I’ensemble des valeurs de n tels que a" soit réel c’est les multiples de
12.

Corrigé 16

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ,\?) .

1) On pose: P(z) =z’ —(11+6i)z2+(28+38i)z—-12-60i ou zest un nombre
complexe.

a)Pour calculer P(3) et déterminer les nombres a et btels que:

P(z) =(z-3)(z2+az+b), on peut utiliser la division euclidienne, une
identification ou le tableau d’Horner :

1| -11-6i | 28+38i | —12-60i
3 3 —24-18i | 12+60i
1| -8-6i | 4+20i 0

Alors, P(3) =0 et pour tout zde C :P(z) =(z—3)(z2+(-8-6i)z +4 + 20i).

Donc a=-8-6i et b=4+20i.

b) L’équation P(z) =0 équivauta z—3=0 ou z2+(-8-6i)z+4+20i =0
Onaz-3=0-2z=3.

Le discriminant de I’équation du second degré est

A =(-8—6i)" —4(4+20i) = 64 — 36 +96i — 16 — 80i

A=12+16i = (4+2i)’. Donc 0=4+2i .

+6i +4 +2i +6i—4-2i
Les solutions sont : zl=w=6+4i et zz=w=2+2h

Conclusion : L’ensemble de solutions de I’équation P(z)=0 est

S={3, 6+4i, 2+2i} .
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Corrigé 17

Pour tout nombre complexe z on a : P(z) =z’ —(1+2c0s0)z” +(1+2cos0)z -1

ou 00[0;217 .

1.a) Calcul deP(1):

P1)=1-(1+2cos0)x1* +(1+2cos0)x1-1=0

. Pour résoudre, dans C,l’équationP(z) =0, on factorise P(z) et pour

cela on peut utiliser la division euclidienne , une identification

tableau d’Horner : 1 est une racine du polynome P

1 —1-2cos® | 1+2cosO -1
1 1 —2cos0 1
1 -2cos0 1 0

Alors Pour tout nombre complexe z on a : P(z) =(z—1)(z> —2cos0z +1)

P(z)=0 = (z—1)(z* —2cos0z+1)=0

soit z-1=0 = z,=10R

ou z*-2cosBz+1=0

Résolvons I’équation :z*> —2cosBz+1=10

A'=(—-cos)’ —1x1
=cos’0-1
= —(1-cos> 0)
=(isinB)’
Donc
_cosO+isin0O
=
_ cos 0—isin0O
1

"

Si sin020,Im(z,) 20>z, =z'=cosO+isin® et z, =cosO—isin0 .

Donc IP’ensemble de solutions

=cosBO+isinb

=cosO-isinB

S ={1;cos9+isin9;c059—isin9} .

de I’équation P(z)=0 dans
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Corrigé 18

1) ABC est équilatéral direct :
c—a
b-a

DEF est équilatéral direct :

| T
= ze3=>(c—a)=e3(b—a)

LI L f-d)=e(e—q)
e—d

2) EDBG est un Parallélogramme
—BG=DE =>g-b=e-d =>g=b+e-d
DCHF est un parallélogramme = h-c¢=f-d =>h=c+f -d

3) On calcule

g—a
g—a=b-at+e—-d, h-a=c-a+f-d

T T
h—-a=e3(b-a)+e3(e—d)

T T
h-a=e3(b—a+e-d)=h-a=e?3(g—a)

h-a_ i§ T
——=e” = AGH est équilatéral direct.
g—a

Nombres complexes

42




V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

1. Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) =z’ +(2-2i)z" +(2-4i)z - 4i.

a) Calculer P(2i).

b) Déterminer les nombres a et btels que pour tout z on a:
P(z) =(z-2i)(z* +az+b).

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexe, I’équation P(z) =0.

2. On considére, dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé
(0;6,?), les points A, B et C d’affixes respectives z, =—1-i,z; =2i et

Z. =-1+i.

a) Placer les points A, B et C dans le repere (0;6 R ;) .

b) Déterminer I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

¢) Déterminer et construire ’ensemble des points M d’affixe z telle que :
lz+1-i=3.

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (0;:1,;) .

z—-3-i
z-1-2i"

1) Calculer le nombre o =f(1+3i) puis I’écrire sous formes algébrique et

Pour tout nombre complexe Z tel que z #1+ 2ion pose : f(z) =

trigonométrique.

2) On considere les deux points A et B d’affixes respectives z, =1+2i et
Zy =3+i.

Déterminer et représenter dans le méme repére les ensembles ', des points
M du plan d’affixe Z dans chacun des cas suivants :

a) [, tel que |f (z)| =1; b) I, tel que f(z)soit imaginaire pur. ;

c) ', tel que f(z)soit réel ; d) I, tel que |f(z)—1| =45.

Nombres complexes




3.a) Déterminer et représenter dans le repere précédent un point C tel que le
triangle ABC soit rectangle isocele en C (deux solutions possibles).

b) Vérifier que C est commun entre I, et [, .

Exercice 3

+i
Soit z, =1+i\/§, z, :\/E—i\/zet z, :M

V2-iv2’
1) Ecrire z,,z, et z, sous forme trigonométrique.

2) Ecrire z, sous forme algébrique.

AL 71t
3) En déduire les valeurs exactes de COSE et sinE .

4) Justifier les affirmations suivantes :

2019

Le nombre (z,)" est réel.

)2019

Le nombre (z, est imaginaire pur.

Exercice 4

1) Pour tout nombre complexe z, on pose P(z) =z’ —(4—-i)z* +7z -4 +7i.

a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe —12-16i.
b) Calculer P(-i).

¢) Déterminer les réels a et b tels que, 0z0C, on a : P(z) =(z+i)(z* +az+b).

d) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z) =0.

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;ﬁ,?r) , on considere
les points A, B et C d’affixes respectives : z, =1+2i,z, =-ietz. =3-2i.

a) Placer les points A, Bet C.

b) Soit D le point tel que ABCD soit un parallélogramme. Justifier que
Z, =4+i

¢) Ecrire sous forme algébrique Zp ~Zc et en déduire la nature du triangle
Z,~"Z,
ACD.
) z-3+2i
3) Pour tout nombre complexe z#1+2i ; on pose : f(z) = 2-1-2"
Z—1— 4
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a) Déterminer et construire ’ensemble I, des points M du plan d’affixe z tel
quelf(z) =1.
b) Déterminer et construire I’ensemble ', des points M du plan d’affixe z tel

quelf(z)-1/=+20.

Exercice 5

1) Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes 1’équation :
7' -22-2-4i=0

2) On considere le polynéome P définie sur C par:
P(z) =2 -(2+2i)z" -2z -8 +4i.

a) Calculer P(2i)et déterminer deux réels a et b tels que
P(z)=(z—2ﬂ(zz+az+b)

b) Résoudre, dans ’ensemble C I’équationP(z)=0.

3) Dans le plan complexe muni d’un repere orthonormé direct, on désigne par

A, B et Cles points d’affixes respectivesz, =(1+i)*, z, = % etz. = % .
1 1

a) Donner la forme algébrique de z, ,z, et z.

b) Placer les points A, B et C

¢) Déterminer et construire l’affixe du point Dtel que ABDC soit un
parallélogramme.

4) Soit f ’application définie pour tout complexe z#3+i par f(z)= %
Z—O"1

Montrer que pour tout zz3+i,ona: f(z):(l_i)l+1+i

z-3-i
5) Déterminer et construire les ensembles de points M dans chacun des cas
suivants :

a. I, tel que [f(z) =/2.
b. [, tel que arg (f(z)) =g [T[]

c. [, tel que arg(f(z)) =37T[ [T[]

d. r,tel que [f(z)-1+i|=2V10.
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Exercice 6

1) Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) =z’ —10z* +33z-34.
a) Calculer P(2).

b) Déterminer les réels a et btels que pour tout z on a:
P(z) =(z—-2)(z’ +az +b).

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexe, I’équation P(z)=0. On

note z, ; z, et z, les solutions de (E) telles que Im(z,) <Im(z,) <Im(z,).

2) Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé direct (0;6,6) .
Soient les points A, B et C d’affixes respectives: z, =z, +3i,z, =z, +i et
Z. =6+2i.

a) Vérifier que z, =4+4i et z, =4.

b) Ecrire les nombres z, et z, sous forme trigonométrique.

¢) Placer les points A, B et C dans le repére.

z-4
z-4-4i°

3) Pour tout nombre z #4+4i on pose : f(z)=

a) Vérifier que f(z.) =i et interpréter graphiquement.

b) Déterminer et construire ', I’ensemble des points M du plan d’affixe z tel
quelf(z)|=1.

¢) Déterminer et construire I, I’ensemble des points M d’affixe z tel que f(z)
soit imaginaire pur.

4) Pour tout entier naturel n,on pose z, =(z,)" et soit M, le point d’affixez, .

a) Déterminer I’ensemble des entiers n pour lesquels le point M, appartient a
I’axe des abscisses.

b) Déterminer I’ensemble des entiers n pour lesquels on a OM, >2015 .

Exercice 7

1) Pour tout complexe z on pose : P(z) =z’ -10z* + 36z -40

a) Calculer P(2)
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b) Déterminer les réels a et btels quepour tout z on a:
P(z)=(z-2) (z2 +az +b)

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation P(z) =0.

2) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct(O;ﬁ,?) , on
considere les points A, B et C d’affixes respectives :
z, =4-2i,z;,=2etz.=4+2i.

a) Placer les points A, B et C dans le repére (O;ﬁ,;) .

b) Déterminer la nature du triangle ABC.

c¢) Déterminer I’affixe z, du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

. z—4+2i
3) Pour tout nombre z #4 +2i ; on pose : f(z) :T .
Z—4a—.d
a) Vérifier que f(z,) =i et interpréter graphiquement.
b) Déterminer et construire ', I’ensemble des points M du plan d’affixe z tel
quelf(z) =1.
¢) Déterminer et construire ", I’ensemble des points M du plan d’affixe z tel
quelf(z) -1 =2

4) On pose z, =f(2i) . Pour tout entier naturel n on note z, =z,".

a) Ecrire z, sous forme algébrique, puis vérifier que z, =+/2 e_iIZT .

b) Déterminer la plus petite valeur de ’entier n telle que |z |>2017.

c) Vérifier que le point d’affixe z,,, appartient a I’axe des imaginaires
purs.

Exercice 8

Le plan complexe est muni d’un repeére orthonormé (O;i,v). Pour tout
nombre complexe zon pose : P(z)=2"-(3+2i)z" +(3+3i)z-4i .

1.a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe — 8+ 6i

b) Calculer P(i)

¢) Déterminer les nombres a et b tels que pour tout nombre complexe z on
a:P(z)=(z-i)(z* +az+b).
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d) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation P(z)=0.

2) Soit A, B etC les points d’affixes respectives z, =i, z,=1-ietz, =2+2i.

a) Placer les points A, B etC.

b) Déterminer la nature du triangle ABC.

¢) Déterminer I’affixe du point D tel que ABDC soit un parallélogramme.

d) Déterminer et construire I’ensemble I des points m du plan d’affixe z tel
z—-2-2i
z—1+i

que =1.

3) Pour tout entier naturel n,on pose z, =(z.)" et v, =|z,| .

a) Vérifier que z_= 242¢'% puis en déduire I’écriture trigonométrique de z_.
b) Montrer que (v, )est une suite géométrique dont on donnera la raison et le

premier terme.
¢) Calculer la limite de (v,) et exprimer en fonction de n la somme

S,=v,tv, +u.+v .

Exercice 9 (Bac)

1.a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe -3 +4i
b) En déduire les solutions, dans C, de I’équation z’ +(3-6i)z—6-10i=0.

2)Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé (O;u, v) , on considere

les points A, B et C d’affixes respectives z, =-2+2i ; z, =i et z, =-1+4i.
a) Placer les points A,Bet C .
b) Déterminer la nature du triangle ABC.
¢) Déterminer I’affixe du point D tel que ABDC soit un parallélogramme.
z+1-4i
z—-i
a) Déterminer et construire ’ensemble ', des points M du plan d’affixe z tel

3)Pour tout nombre complexe z #i; on pose : f(z) =

que [f(z)| =1.

b) Déterminer et construire I’ensemble I',des points M d’affixe z tel que f(z)
soit imaginaire pur.

¢) Déterminer et construire I’ensemble ', des points M du plan d’affixe z tel
que|f(z) —1| =\/5.

4) On pose, pour tout entier n>1 ; z, =(z,)".

a) Ecrire z, sous forme trigonométrique.
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b) Déterminer la longueur du segment OM,,,,, ou M, , estle point d’affixe z,,,,.

Exercice 10

Dans I’ensemble des nombres complexes C , on pose:
P(z)=7" —(4+8i)z> +(-16+20i)z + 24 + 8i .
1.a) Calculer P(2i).

b) Déterminer les complexes O et [3 tels que pour tout complexe Z on a:
P(z) =(z-2i)(z* +az+)

¢) Résoudre I’équation P(z) =0.

Exercice 11

On considere dans ’ensemble des nombres complexes I’équation suivante :
2’ +62+25=0 (E)

1) Déterminer les nombres complexes Z, et z, solutions de (E) tels que

Im(z,)>0.
2) Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé direct (O;ﬁ, ;) .

Soient les points A, B et C d’affixes respectives : z, =z, —6i, z; =z, +4 et
z.=-1+2i.
a) Placer les points A, B et C dans le repere.

b) Déterminer la nature du triangle ABC.

¢) Déterminer D’affixe du point D tel que le quadrilatéere ABDC soit un
parallélogramme.

z+3+2i
z-3

a) Calculer le nombre a =f(5-6i) puis I’écrire sous forme algébrique et

3) Pour tout nombre z # 3, on pose : f(z) =

trigonométrique.

b) Déterminer [, ’ensemble des points M du plan d’affixe z tel que |f (z)| =1.

¢) Déterminer [, I’ensemble des points M du plan d’affixe z tel que

£(z) -1 =10.
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Exercice 12

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O;ﬁ, ‘7) .

1) Pour tout nombre complexez , on pose : P(z) =z’ —(2+6i)z2—-11z — 8 + 6i
a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe Z = 32i.
b) Calculer P(2i) .

¢) Déterminer les nombres aet btels que pour tout zde C:
P(z) =(z-2i)(z2+az+b)

d) Résoudre, dans C, I’équation (E) :P(z)=0.

2) SoientA, B et C les points d’affixes respectives: z, =-1; z;, =2i et
2. =3+4i.

a) Placer les points A, B et C dans le repere.

b) Déterminer D’affixe du point D tel que le quadrilatere ABCD soit un
parallélogramme.
¢) Déterminer et représenter I’ensemble " des points M d’affixe z telle que
z—-2-2i ., . ..

le nombre —V—2 soit imaginaire pur.

z-2i
3) Pour tout entier naturel n, on pose z, =(z,)" et soit M, le point d’affixez, .
a) Ecrire z, sous forme exponentielle. Montrer que le nombre z,,, est réel.

b) Déterminer I’ensemble des entiers n pour lesquels on a OM, > 2020 .

4) Pour tout entier naturel n, on pose U_ = |zn+1 - zn| .

a) Montrer que (U,) est une suite géométrique. Déterminer sa raison et son
premier terme.

b) On pose S, =MM, +MM, +...+M M ,,. Calculer S, en fonction de n

puis calculer lim S, .

n- +oo

Exercice 13

1. Pour tout nombre complexe z on pose : P(z) =z° +(2-2i)z* +(2—4i)z—4i.
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a) Calculer P(2i).
b) Déterminer les nombres & et btels que pour tout Z on a:
P(z)=(z -2i)(z* +az +b).

¢) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexe, I’équation P(z) =0.

2. On consideére, dans le plan complexe muni d’un repeére orthonormé (O;u,v), les

points A, B et C d’affixes respectives z, ==1-1,z, =2i etz, =-1+i.

a) Placer les points A, B et C dans le repére (O; :1 R ;;) .

b) Déterminer I’affixe du point D tel que ABCD soit un parallélogramme.

¢) Déterminer et construire 1’ensemble des points M d’affixe z telle que:
lz+1-i|=3.

Exercice 14 (Bac)

1. a) Calculer (4 —2i)2 .

b) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation z°> +(2-4i)z—-6=0.

2) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct(O;ﬁ,;) . On

considere les points A, B et C d’affixes respectives: z, =1+i , z, =-3+3i et
- (ZB)3 )

C (ZA )5

a) Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres Z,, Z, puis en déduire

z

celle de Z..

b) Placer les points A et B dans le repere O;ﬁ, ;) .

. e z . . . o
¢) Ecrire sous forme algébrique le nombre —2 puis interpréter géométriquement.
zZ
A

z+3-3i
z-1-i
a) Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation f(z) =i. Interpréter

3) Pour tout nombre complexe z Z1+i ; on pose : f(z) =

géométriquement.
b) Déterminer et construire ', I’ensemble des points M du plan d’affixe z tel que

f(z)|=1.
c) Déterminer et construire I', ’ensemble des points Md’affixe z tel que f(z) soit

imaginaire pur ou nul.
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d) Déterminer et construire [; I’ensemble des points M du plan d’affixe z tel que

f(z)-1=+5.

Exercice 15 (Traduit)

Soit z un nombre complexe ; z £ 3i .

—_ - 2 -1
On pose : f(z) = #
z-3i
1) Déterminer z, =f(i) puis D’écrire
formes

sous algébrique et

trigonométrique.
2) Déterminer z, =f(l1) puis ’écrire

sous formes algébrique et

trigonométrique.

3.a) Déterminer le nombre z, =f(1-1)
puis I’écrire sous forme algébrique.

b) On pose 6 =argz,.

Calculer cosO et sin@. En déduire

une écriture trigonométrique du

nombre z, =f(1-i).

4) Déterminer puis construire dans le
plan complexe I’ensemble I, des points
M d’affixe z telle que [f(z)|=1.

5) Déterminer puis construire dans le
I, des
telle que

plan complexe 1’ensemble

points M d’affixe z
£(z)+1]=245.

¢z # 3i ¢« Liie a7 S

-z-2-i
A== 5

Sl o 4gsly 7 =f(i) ) o (1
(Alall g g gl

GRS o agsly z, =f(1) sl g (2
wrilial) g (5 )

s A8l z, =f(1-i) 2 e(a3
Lol Jeadl

. B0=argz, &= (b

dfilia 4SS ifinl g sin@ § cosO sl
2, =f(1—1) sall

r, s Bal) QgMﬁg_&d.:u?.Su,}.&(4
Gz Gl cldM kil ds gana
JE@)] =1

M, @) gsiwadl 2 Jia A e (5
Guny 7z GO @ld M kil Ae ganae

Je@) +1 =245
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Exercice 16 (Traduit)

1) Résoudre dans I’ensemble des nombres
complexes I’équation (E,) :z*-4z+16=0

2)
trigonométrique.

Ecrire les solutions sous forme

3) Soit le nombre complexe u =2 — 2i/3.

a) En utilisant la forme trigonométrique du

nombre u; déduire tous les nombres

complexes z vérifiant Z* =u.
b)
nombres complexes x vérifiant X’ =u , puis
en déduire de nouveau les nombres complexes

Déterminer algébriquement  tous les

z vérifiant Z* =u.

11
c¢) En déduire les valeurs de COSI—ZT| et

. 11n
SIn——.
12

Aua) daeY) de e 2 Ja (1
2’ -4z+16=0 :(E,)dad
(ALl JLEN e cplal G (2
u=2-2iy3 el amd) &1 (3

‘u Jaall g.:lﬁ.d‘ ds.«ﬂ‘ euilutg (a
= 7, Aaial) e S it

JZY =u @
X Agaial) ae¥ JS L e (b
O il af X2 =y el A
G-Bal ) 7 Al dlae ) A

Z* =u
11n -
K] c()sE ot il (c
. 11m
LSIM——
12

Exercice 17 (Traduit)

Dans I’ensemble des nombres complexes

z—1+6i
on pose P(z)=——
P @) z+4-i
1) Calculer puis écrire sous forme

algébrique chacun des nombres suivants :
P(-1) , P(3+6i) et P(—4+3i)

2) Résoudre dans C Déquation
P(z) =1-1 et écrire la solution sous forme
algébrique.

3) On muni le plan complexe d’un repere

el dgatell ey As gana gﬁ
z—1+6i

P@) = s

M gl JSAN o Gis) af quwal(1

< Al ey e
P(-4+3i) ‘P(3+6i)

«P(-1)

& P(z)=1-i 4l C b da (2

,éJ,\@J\M\uJQLQJAc,ﬁS\

Pﬁ@ plaa ) gabal) (5 giwall @l (3
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orthonormal direct (O,u,v) . Déterminer

et représenter I’ensemble des points M
d’affixe z dans les cas suivants :

a) [P(z) =1.
b) Le nombre P(z) est réel.
4) On pose Z=P3+6i). Soit M, ; M

les points d’affixes respectives Z et Z" ;
nJIN".

a) Montrer que Z = \/E(cosg +isin 2) .

b) Ecrire Z" sous forme trigonométrique.
¢) Déterminer et représenter dans le plan
les points M, ; M, ; M;.

d) Montrer que le triangle OM,M, est
rectangle isocele en M.

5.a) Pour quelles valeurs de n; le point
M, est situé sur ’axe (Ox)?

b) Montrer que les points O ; M, ; M,

sont alignés.

6.a) On pose U_ = |z —zn| . Montrer que

(U,)

Déterminer sa raison et son premier
terme.

n+1

est une suite géométrique.

b) On pose
S, =MM,+MM,+..+M M, .
Calculer S, en fonction de n puis calculer

limS, .

n - +oo

@ S A e (O, V) akllag
z @ 13 M il Ae gana éj.'\u.d\
s Clll) Al (ha JS

|P(z)| =1 (a

hda P(z) Al (b

oukdll) o<l Z =P(3+6i) =i (4
7" 37 e l,sa M, s M,
.n[JIN" &

7= ﬁ(cos% +isin£) o o (a

lial) Jeil) e 7" i) (b

‘M, Ball sl & Jia a3 2aa (c
M, « M,

s Stuilag aild OM, M, Cliall ol omd
.M, uﬁu-ﬁhdﬁ

M, & n 2l ded gl Jal ow (a5

fdal Al j 92 e

M,ps ¢ M, <O L&l ol on (b
ol om s U =z, —-2z,| & (a.6
Lbad (it Ll 43l (U )
Js¥ s g

&ai(b

S,=MM,+MM;+..+MM
Jdim S, cwalad p ANYG S| quwal

n - +co
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I. RESUME DE COURS

Généralités

Définition

On appelle suite numérique, toute application de N (ou d’une partie de N)

dans R .

Propriétés

Propriété Condition

On dit que la suite (U,) | Si...

est...

croissante pour tout entier natureln; U ,, -U, >0

strictement croissante

pour tout entier natureln ;U , -U, >0

décroissante pour tout entier natureln ;U ,, -U, <0

constante pour tout entier natureln ;U , -U, =0

monotone La suite est croissante ou décroissante

majorée il existe un réel M tel que pour tout entier

naturel n, on ait U, <M

minorée il existe un réel m tel que pour tout entier
naturel n, on ait U, >m

Bornée elle est a la fois majorée et minorée

Positive pour tout entier naturel n ; U, >0

périodique de période T >0

pour tout entier naturel n ;U ,, =U

n

Convergente

Elle posséde une limite finie /0R

convergente vers /LR

lim [U, -4 =0

n - +oo

Divergente

Elle n’est pas convergente : n’a pas de limite ou
possede une limite infinie.
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Remarque

Soit (U,) une suite de termes strictement positifs.

U
UL“ =1,0n = (U,) est croissante

n

U
ULH <1,0n = (U,) est décroissante

n

Suites arithmétiques

Propriété caractéristique Il existe un réel r tel que pour tout entier
naturel n,on ait U ,, -U, =r

Le réel r est appelé raison de la suite

Terme général Up=1U ¢+ nr
u,=u +(n-Dr

u,=u,+(n-p)r

Raison u -u
r=—"——~=, p#q
P—q
Monotonie r>0 = (Un) est strictement croissante
r<0 = (Un) est strictement décroissante

r=0 > (Un) est constante

La somme de termes S  hombre de tertmes (premier terme +dernier terme)

consécutifs d’une suite 2

arithmétique: S= n_Tpﬂ(up +u,)
S= u, tu,, oot

En particulier, la somme des 1424 . +n= n(n+1)

entiers naturels de 1 a n:

Si a,b et c sont trois termes p=d +c U_+U,,

’ U, = n—12 ’

consécutifs d’une suite 2 '
arithmétique, alors le terme b | U., U, =2U,, n2p
est appelé moyenne

arithmétique de a et ¢

moyenne arithmétique d’une gz Xt ¥X, HotX, 1 ix
série de n nombres : n nis

X[ 9X, 9 X39000 X

Remarque
Toute suite (U,) définie par U, =an+b, (o a,bOR ) est une suite arithmétique

de raison a et de premier terme b.
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Suites géométriques

Propriété caractéristique

il existe un réel g tel que pour tout entier
naturel n, on ait U ,, =qU,

le réel q est appelé raison de la suite

Terme général

—_ n _ n-1 _ n-p
u =u,q =uq —-upq

Raison ¢ = u,
up
La somme de termes |q#1=
consécutifs d’une  suite 1- (raison)(ﬁﬂ"i'éﬁms)
4 Lyl . . S = premier terme x

géométrique de raison q: p 1- raison
S=u, +u,,, +..+u, 1-g""!

q#l1=>S=u —+—

1-q

q=1=>S=m-p+1u,

La somme des puissances
consécutives d’un nombre :

_Xn+l _ Xn+l _1

x—1

1
1+x+x* +..+x" =

" , xX#1
-X

Convergence

(Premier terme non nul)

lg/<1=lim U, =0

n -+
la| >1= (U,) est divergente
q =-1=(U,) est divergente : alternée

q =1= (U,) est convergente : constan te

Si a, b et ¢ sont trois termes
consécutifs d’une  suite
géométrique , alors le terme
b est appelé moyenne
géométrique de a et ¢

b*> =ac

Ui = Un—l xUn

+1

U, xU, =U n2p

n-

nzp

n+p ?

Un = \/Un—l xUn+1 = \/Un—p XU

si (U,) est une suite positive.

moyenne géométrique d’une
série de n nombres:

X;5X, X550 X,

1
n n
g = X X, XX, = I_l X,
-
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Remarques :
. Toute suite (U,) définie par U, =aq", (ou a,q0R) est une suite

géométrique de raison q et de premier terme a.

. U . L. .
. Si le rapport ULH est constant, alors la suite est géométrique de raison
_ U11+1
q U,
Convergence

Propriétés

. Toute suite croissante et majorée converge.

. Toute suite décroissante et minorée converge.

. Toute suite monotone et bornée converge.

. Si, a partir d’'un certain rang, |U -{<a,, et si lllllg a, =0, alors
mv, =¢.

. Si, a partir d’un certain rang, U <V, <W,, et si nlll}lw U, =}£111m W =4,

alors limV, =/, (Théoréme des gendarmes)

n-+o0o

Suites adjacentes

Deux suites sont dites adjacentes si, et seulement si, I’une est croissante, I’autre
est décroissante et elles convergent vers la méme limite.

* Si deux suites (U,) et (V,)sont adjacentes, (U,) est croissante, (V,) est

décroissante et lirgo U, = lir}:o V, =/£, alors pour tout entier naturel n :
n- n-

U,<U, .50, <£<V, <V, .5V, <V,

* Si deux suites (U,) et (V,)sont adjacentes, alors :

U V U
( ")’A( ,.). e Mm@ V)= 0] = [lim 22 =1
ont méme limite n- e nao Vo
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Raisonnement par récurrence

Principe

On considere une propriété p(n) qui dépend d’un entier naturel n. Soit n, un
entier naturel. Si P(n,)est vraie, et si pour tout entier n=>n,, P(n)implique

P(n+1), alors P(n) est vraie pour tout entier naturel n>n,.

Etapes de démonstration par récurrence

1) L’initialisation : On montre que P(n,)est vraie,
2) L’hérédité : On montre que P(n) vraie = P(n+1) vraie .

3) Conclusion : Pour tout entier n>n,, P(n) est vraie .
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

lQcM 1

Dans cet exercice, (U,) est une suite numérique telle que U, =1et pour tout n[IN,
3U,, -2U, =0.
Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question est

correcte.
Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond.

Questions Réponses
N°® A B C D
1 Le terme général 2\ 3)" 2\ 3"
de la suite (U,)est U, = (3) U, = [Ej U, = (_Sj U,= (_Ej
2 (U,) est une suite croissante décroissante | divergente non
monotone
3 | Lasomme 2\ n+l n 2\"
1-() 3(1-[2 3)1-[2 1—()
S,=U,+U, +...+U, 3 3 2 3
est égale a 3 3
4 limU = 0 +00 -0 1
5 (U,) est une suite minorée majorée par | convergente | Divergente
par 1 1 vers 1
6 La suite (V) géométrique | Arithmétique | constante Positive
définie par
vV,=U,,, -U, est
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QcM 2

Dans cet exercice (lln) est une suite a termes strictement positifs, on définit la suite

(v,) de terme général: v, =2,

u

n

Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question est
correcte.
Ecrire le numéro de chaque question et donner la réponse qui lui correspond.

Questions Réponses
N A B C D
1 Si (u,) est majorée majorée par | minorée par | minorée par bornée
2 2 1
par 2, alors (V)
est:
3 . 5 m _r - e limu, <limv,
2 |si(u)et (v,)sont | limu, =limv,[ limu, =limv, | limu, =limy, | limu, <limv
adjacentes, alors : =2 =2 =1
3 Si (u,)est croissante | décroissante | constante | non
L. monotone
décroissante, alors
(v, )est:
: Iy Py thméti :
4 Si (un) est géométrique | géométrique | arithmétique | Divergente
Lo 2 1
géométrique de de raison — | de raison —
raison 3, alors 3 3
(v, )est:
5| si(u,)est converge converﬁe diverge es?th y
. o vers arithmetique
arithmétique de vers — q
raison 5, alors 5
(v,):
6 Si (u,)est non perl’o(.hque convergente | constante
PR monotone de période 2
périodique de
période 4, alors
(v, )est:
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

On considere la suite numérique (U ) définie par :
U, =1

U
U, =—=—, OnOIN
1+2U

n

On pose V, =UL’ Un IN

n

1.a) Calculer U,, U, ,VO,V1 et VZ.

b) Montrer que la suite (V) est arithmétique et déterminer sa raison.
2) Exprimer V  puis U, en fonction de n.

3) Etudier la convergence de (U_)et (V).

Exercice 2

2" =4n +3

Pour tout entier naturelnonpose: U ==——— =V _= 2" *4n-3

2 o 2
1) Déterminer la nature de chacune des suites (a, ) et (b, ) tels que:
a, =U +V,; b =U -V pourtout non

2) Endéduire: S =U,+U, +---+U_ ; '=V,+V, ++V,

Exercice 3

Pour tout entier naturel n on pose :
2 2 2 2
i + + +... +
1x3 3x5 5x7 (2n +1)(2n +3)

1) Déterminer deux réels a et b tels que :
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2 __a b
2k +H)2k+3) 2k+l 2k+3

, pour tout x o N

2) En déduire une expression simple de S puis calculer limS .

n - +o

Exercice 4

On considere la suite (u,) définie par :

t =t tout nON
our tou .
u,, =u,+2n+3 P n

1) Calculer u,,u, et u, .
2) Etudier la monotonie de la suite (u,,).
3. a) Démontrer par récurrence que, pour tout nON, u, >n?.

b) Quelle est la limite de la suite (,,) ?

4) Conjecturer une expression de u, en fonction de n, puis démontrer la
propriété ainsi conjecturée.

Exercice 5 (Bac D)

On consideére la suite numérique (U ) définie pour tout entier n=>1par:

_n’+n+1
"7 pm+1)

1.a) Calculer U, , U, et U,.
b) Justifier que la suite (U, ) :
* N’est pas arithmétique ;
* N’est pas géométrique ;

* Est convergente.

2. Pour tout entier n =1, on pose : Vv, =

a) Montrerque: U =V -V,
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b) En déduire I’expression de la somme :

S,=U,+U, +---+U_ en fonction de n.

3) Pour tout entier n22, on pose: W, =InV,_et S' =W, +W,+...+W_.

!
Démontrer que : S', =In (wj ;
2n

Exercice 6

Soit a,, et by, les suites définies pour tout n entier naturel par :

-

a, =2,b, =3

1
a4 = g(3an +2b,)

1
bn+1 = g(zan * 3bn)

L

1) Calculerajetby,ay eth).

2) Soit (uy,) la suite de terme général U, =a, +b, . Montrer que u,, est constante et
calculer u,,.

3) Soit (v) la suite de terme général v, =a, =b, . Montrer que (v, ) est une suite
géométrique. En déduire I'expression de v,, en fonction de n. Justifier que (Vn) est

négative.
4) Exprimer a;, et b,, en fonction de u,, et v,, puis en fonction de n. ) En déduire
lima, et limb, .

n - +o n - +oo

5) Montrer que (ay) est croissante et que (bn) est décroissante.
6) Que peut-on dire des suites (“n) et (bn) ?

Exercice 7

Soit (u,) et (v, )les suites numériques définies par :

u,=3 v,=4
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1) Calculer u,,u, etv,,v,.

2) Pour tout n[ON, on pose w, =v, -u,

TP . 1
a) Montrer que w, est une suite géométrique de raison 1

b) Exprimer w, en fonction de n et préciser sa limite.

3) Etudier les sens de variations de deux suites u, et v, , puis démontrer que u, et v,

sont adjacentes
. . ps s u,+2v, .
4.a) Démontrer que la suite ¢ définie par : 7, = E— est une suite constante.

b) En déduire la limite commune de «, et v, .

Exercice 8

Démontrez par récurrence que, pour tout entier naturel n=1,on a : n!>2"'.

Exercice 9

1) Montrer que pour tout réel x positif ou nul et pour tout entier n positif ou
nul,ona 1+x)" 21+nx.

!
2) Soit la suite définie par : u =11; . Calculer u,,u,et u,.
n

u
>2.

3.a) Montrer que pour tout n >0, on a

Ui

b) En déduire le sens de variation de (u,) .
4.a) Monter que 0<u, < % .

b) Calculer lim u, .

n -+
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Exercice 10

Démontrer par récurrence que :

_(n-2)n+3)

3+4+5..-+n 5 ; pour tout » > 3.

Exercice 11

Démontrer par récurrence que :

1’+2°+...+n’ =w; pour tout n>1

Exercice 12 (D’apres Bac)
n .
, pour tout entier naturel

On considére la suite numérique de terme général U_ =

nx1.
1. a) Calculer U, et U,.

b) Prouver que la suite (U )est positive et décroissante. Conclure.
1 1
(*). En déduire que

¢)Démontrer que :[n[IN"; U, =-U,+—;
e e

lim U, =0.

n - +oo

2) Pour tout entier naturel n=1onpose: S, =U, +U, +---+U_.
-1 e 1
n + 2 (1 __n) :
(e-1) e

a) En utilisant I’égalité (*) prouver que: S_ = 1
e —

b) Déduire de ce qui précede: lim S, .
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1
l.a)Ona:
U
_ o 1
U1_1+2U0_3
1
U = Ul 3 -1
2 1+20 1+2 5
1
3
-1 _
VO—U =1
0
_ 1 _
VI_U =3
1
_ 1 _
VZ—U =5

b) Pour montrer que la suite (V) est arithmétique, il suffit de montrer que la

différence V e V est constante pour tout n[IN.

-1

ona:v _v o L _ 1 _1*2
na:V -VFg Tu T U U

n+1 n n n

Alors V e V =2 etlasuite (V) est arithmétique de raison r = 2.

2) Onsaitque V = V0 +nr.Alors V =1+ 2n.

I:InI:IIN,onaUn: 1 , [UOnOIN.

OrUn= 1+ 2n

1
V b
3)Ona:

limV = lim(1 + 2n) = +o0. Alors la suite (V) est divergente.

n-+c0 n n - +oo

limU = lim 1 -y . Alors la suite (U ) est convergente vers 0.

no+o n no+o 1 4+ 20

Suites numériques 67



Corrigé 2

1)Ona
WU +v =2 —4n+3 2" +4dn-3
n n n 2 2
_2n+2n_ n
> 2
Donc a+1=2“+1=2DZ“:23

Alors (a,) est une suite géométrique de raison q = 2.

On a aussi

- v =2"-4n+3 _2"+4n-3
b —Un Vn ) >

=846 = gn 3

b 1=—4(n+1)+3=—4n—4+3=b -4.

n+

n

Alors b_,, —b, =4,0n0N et la suite (b, ) est arithmétique de raison r = —4.
2) Pour calculer les sommes on a :
S +8 =U +U +--+U +V +V +..+V

=U,+V)+@U +V)+--+ (U +V)

S +S8' =a +a +---+a
n n 0 1

n

=1x1_2n+1
0 1-q 1-2

S +8 =2 -1
D’autre part ;
§ -8' =0 +U +-++U -V -V —. =V
= (U0 —V0)+(U1 _V1) +---+(Un —Vn)
Sn —S'n:b0 +bl +--+b
_(n+ 1)(b0 + bn)
2

n
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g g = @* 1)(32— 4n + 3)
= (n +1)(-2n + 3)

S =8 =@m+1)(=2n +3)

On obtient le systeme :
S +8 =2 -1 ¢))
Sn - S'n =(n+1)(—2n+3) 2

Par addition 2S =2""' -1+ (n + 1)(-2n + 3)
Donc S = %[2“+l —1+ (n +1)(=2n + 3)]..
Par soustraction : 2S' = 2" —1 - (n + 1)(-2n + 3)

Donc §' = %[2“*1 ~1-(n +1)(=2n + 3)].

Corrigé 3

1) On utilise une identification :
(Plusieurs étapes : réduction au méme dénominateur ; développement,
réduction, ordre puis identification)

a , b _aCk+3)+b2k+1)
2k +1 2k+3° (2k+1DRk +3)

a ,_ b _2ak+3a+2bk+b
2k+1 2k +3 2k +1)(2k + 3)

a ., b _(2a+2bk +3a+b
2k+1 2k +3 2k +1)(2k +3)
2 _@2a+2b)k+3a+b

2k +1)2k +3) © 2k + D2k +3)

Par identification :

2a+2b =0
3a+b=2
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Alors a =1,b = 1.

Donc Uk OIN

2 -1 __ 1 .
Qk+1)2k+3) 2k+1 2k+3°

2) Pour trouver une forme simple de S on écrit I'identité précédente pour
k=0,1,2,...,n

_ 2 _1_1
k=0=>13371"3
_ 2 _1_1
k=1=33573"5
- 2 _1_1
k=2=%537577
_ 2 _ 1 _ 1
k=n= G 1)2n+3)  2n+1 2n+3

On additionne membre a membre et on simplifie on obtient :

—1-_1 _2n+2
Sn_1 2n+3 2n+3°

On en déduit que limS =1.

n-+0 n

Corrigé 4

1)Onau,,,=u,+2n+3

uy =uy+2x0+3=>u, =1+3=>u, =4

u, =u; +2x1+3=u, =4+2+3=u, =9

u; =u, +2x2+3=u, =9+4+3=u; =16

2) On a, pour tout entier naturel u,,, -u, =2n+3=u,,; -u, >0.

Donc (u,,) est strictement croissante.
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3. a) Démonstration par récurrence :

* Ona: u,=1>0%,la propriété est vraie au rang 0.

* On suppose que u, >n* et on démontre que u,,, >(n+1)>.
D’apres I’hypothése, en ajoutant 2n+3, on obtient u, +2n+3>n*+2n+3

Donc u,,, >n”+2n+3.0r n’ +2n+3>n’ +2n+1, alors u,,, >n*+2n+1. Enfin

n+l

u,,, >m+1)>%.
* Conclusion : Pour tout nON, u, >n*.

b) Comme pour tout n[(0N, u, >n?, et que n> tend vers + lorsque n tend
vers +oo, u, tend clairement vers +oo.
4) D’apres1) on a: u, =1,u, =4,u, =9,u, =16. On voit apparaitre la suite

des carrés des entiers consécutifs 1, 2, 3 et 4. La comparaison de la valeur de
u, avec le carré de I’indice n permet de conjecturer que u, =(n+1)> pour tout

nN.
Utilisons une démonstration par récurrence pour montrer cette conjecture.
Pour n =0,0n a que u, =1=(0+1)>. L’égalité est vérifiée.

* On suppose que u, =(n+1)*> et on démontre que u,,, = (n+2)*.
D’apres I’hypothése, en ajoutant 2n+3, on obtient u, +2n+3=(n+1)*+2n+3
Donc u,,, =n*+2n+1+2n+3
u, =n’+4n+4, alors u,, = (n+2)*.

* Conclusion : Pour tout nON, u, =(n+1)%.

Corrigé 5
La suite numérique (U, ) est définie pour tout entier n >1par :
_n*+n+1
" nm+1)

1.a) Calcul de termes :

_1P+1+1_3

T a4+ 2
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_2P+2+1_7 _3¥+3+1_13

27 222+1) 6 373341 12
7 3_1 1371

b)Ona:Uz_Ulzg_E 5 et U3_U2_E_E__E

Comme U, -U, #U, -U,, lasuite (U,) n’est pas arithmétique.

7 13

U, _¢_7 U, _12_13

. —s === et — ===,

U, 3 9 U, 7 14
2 6

1 2

« limU, =lim———=lim— =1.
n — +o0 n-+o nN°4+n n-+o 1)

2
-1
2.Pour n21, Vn=n
n
+1)*’-1 n*-1 n*+2n+1-1 n’*-1
a)Ona : VnH—Vn=(n ) -1 S -1
n+l n n+1 n

_n’+2n n’-1

Vn+1 - Vn

n+1 n
_n(n*+2n)-(n+1)(n*-1)
n(n+1)
_n’+2n*-(m’-n+n’*-1)
n(n+1)
3t =nd +n—n?+
Vn+1—Vn=n 2n°-n"+n-n"+1

n(n+1)
‘+n+
Vn+1_Vn=n—nl
nn+1)

Alors: U =V _, -V,
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b) On utilise le résultat précédent pour simplifier la somme
S,=U,+U,+---+U, .On obtient :

'Ul = Vz - Vl

Uz = V3 - Vz
9.

Un—l = Vn - Vn—l
\Un = Vn+1 - Vn

En faisant la somme on trouve S =V _, -V,.

) n’ +2n n’ +2n
On sait que V ,, = 1 et V,=0.Alors S, = .
n

n+1
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Corrigé 6

1)Onapourn=0:

1 1 12
a; = (ay +2b) = _(3x2+2x3) ==

1 1 13
b, =—(2a, +3b,) =—(2x2+3x3)=—
1 5( 0 0) 5( ) 5
Pourn=1:
1 1 12 13 62
=—(3a, +2b,) = —(3x— +2x—) = —
2 s(a‘ v 5( 5 5) 25

1 1. 12 13. 63
b, =—2a,;+3b,)=—(2X—+3x—)=—
2 5( 1%3by) 5( 5 5) 25

2) Pour montrer que (u,) est une suite constante, il suffit de montrer que u,,, =u

n

pour tout n.
1 1 1
U,y =2, +b, =§(3an +2b, )+§(2an +3b, ) =g(53n +5b, )=a, +b, =u,.
(uy) est donc constante de terme général u, =u, =a, +b, =5.
3) Montrons que (vn) est géométrique :

1 1 1 1
Vnar Sap4 ~bpy =g(3an +2b, )_g(zan +3b, ) =g(an —b, ) =gvn .

(vy,) est donc, une suite géométrique de raison 1 et de premier terme v, =a, —b, = -1
n) g 5 0=a)~b

1Y _-1
. On a donc vn=v0q“=—1x[g) ==

-1
Il est clair que pour tout n, = <0.Donc v, <0. Alors (vg) est négative.

4)Ona:

_utv, a =1 5—i

{un:an+bn {un+vn=23n an_ 2 n 2 Sn
= = = .

vy =2, b, u, =V, =2b, bn=lln—Vn bn=1 5"‘i

2 2 5"

Comme % tend vers 0 a infini, lima, =limb, = 3,

n - +oo n- +oo 2

5) On a pour tout n :

1 1 1 2 2
a,, —a, =g(3an +2b,)-a, =g(3an +2b, —5a,) =g(—23n +2b,) =g(—an +b,) =?Vn

1 1 1 2 2
byey =by = (28, +3b,)=b, =_(2a, +3b, = 5h,) = (28, ~2b,) =< (@, ~b,) = v,
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a7, >0 ioats
Alors { b" _b" <o T (V) est négative.
n+l n

Donc (an) est croissante et (bn) est décroissante.
6) Les suites (ay) ¢t (by,) sont adjacentes car (ay) est croissante et On) est

. . 5
décroissante, et elles convergent vers la méme limite : nllea“ = lim b, =3

n - +oo

Corrigé 7

Soit (u,) et (v,)les suites numériques définies par :

1) Calculde u,,u, etv,,v, :

_u,+v, =u0+v0_3+4_7 7 u

u => U - = u == :v _ MtV
n+l1 2 1 2 2 2 Bdlis! 9| 7 7ne 2
7 +4 15
+ 2 9 _15
:>Vl=u=2 =l=_ — V1=1_5
2 2 2 4 4
De la méme maniere on calcule u, et v,
7,502 9 15 59
w+v, _2 4 _ 4 _29 29 WLV, _ 8 4 _8 _59
u, = = =—=— Sju,=—/| etv,= = =——=—
2 2 2 8 8 2 2 2 16
V _2
> 16
2) Pour tout nON, on définit w, =v, -u,
. . . 1
a) On montre que (wn ) est une suite géométrique de raison — :
u, + v, u, + v,
Nousavons w,,,=v, , -u,,, = ST (onremplace u,, et v, _, par leurs

valeurs dans les formules de récurrences)
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. gy . . 1
donc (w, )est une suite géométrique de raison q = 1
b) Expression de w, en fonction de n :

TP . 1 .
(w, ) est une suite géométrique de raison — et de premier terme w, =v, -u, =4-3=1.
4

Pour tout nON,onadonc w, =w, q" = 1[%) = |w, = [—}

* Calcul de la limite de w, :

i . . <2 1
Pour tout n(ON,ona w, = (%) . La raison de la suite w, vérifie |q| = 2 <1 donc

limw, =0

n- o

3) Sens de variations de u, et v, :

Nous avons :

Suites numériques 76



(SHRC S SER N SRR
=

1 n
J=1 >0
4
Donc u, est une suite strictement croissante.

De la méme facon on a :

_un+1+Vn
Vo " Vo= ~— ~V,
2
_ un+1 + Vn _2Vn
B 2
1
=E'(un+1-vn)
1 |:[un+vn) i|
=—.|| 22— |-V
2 2 "
_1 (un-vnj
2° 2
= (o, v,)
=V -V, =-%(Vn-un)=-%wn <0

Donc (v,) est strictement décroissante.
* On montre que u, et v, sont adjacentes :

La suite u, est une suite strictement croissante, la suite v,

décroissante. De  plus, d’aprées la question 2)

est

strictement

limw, =0. Donc

n-o

lim(vn - un) =0 =limu, =limy, . On en déduit que u, et v, sont adjacentes

n-o n-co n- o

Suites numériques

77



e 5
4) (t,) estla suite définie par : ¢, = ”n+3_vn

a) On démontrer que la suite ¢, est constante :

u +2v
Pour tout nON,ona ¢, =%
_— un+l +2Vn+1
n+l 3
u, +v

n +2 un+l+Vn

Donc pour tout entier naturel n,ona ¢,,, =¢, lasuite (¢,) est donc constante.

b) Calcul de la limite de «, et v, :

Pour tout nON, ¢, =t =t, = lim¢, =¢, =

u, +2v, _3+2x4 11

+2 11
D’autre part, lim¢, = lim >~ = —
n- o n- o 3 3
' L [+20 11
Puisque limu, =lim v, =/ on en déduit que Wit = 1 .
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Corrigé 8

Initialisation: Pour_n=1 la propriété est 1! >2'! ce qui est vrai car 1>1.

Hérédité :

Supposons que n!> 2"! ; et montrons que (n+1)!> 2"*'"! c'est-a-dire

n!(n+1)z 2".

On sait que pour tout entier n strictement positif, on a n+1>2 et par
hypothése n! > 2"'. Donc en multipliant les deux inégalités, on obtient

n!(n+1)22""'x2=2".

Conclusion : Pour tout entier n strictement positif, on a n! > 2",

Corrigé 9

1) Démontrons par récurrence :

Initialisation: pourn =0, ona:

(1+x)" 21+0x - 121 ; la propriété est vraie.

Hérédité :

On suppose que (1+x)" >1+nx et on montre que (1+x)""' 21+m+1x.

D’apres ’hypothése en multipliant par 1+x :

1+x)"" 2 (1+x)(1+nx)=1+x+nx+nx’ =1+(n+1)x+nx’ 21+ (n+1)x.

Conclusion : Pour tout entier n positif ou nul, on a (1+x)" >1+nx.

2.a) Calcul de termes :

n!
llnz—n
n

1! 2! 1 3! 6 2

Doncu, =—=1,u,=—=—etu,=—F=—=—.

S b 22 2 3 27 9
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u, n (n+1)!
n! (n+1)n+1
B (n+1)><n! n"
_ (n+1)n
=

1Y 1
On applique I’inégalité du 1. avec x = 1 : (l +—J 21+n—=2.
n n n

b) Or tous les termes de la suite sont positifs, on a donc

u u 1 . . L,
L>2 o Mg 5 <1, la suite est bien décroissante.
u

n+1 n

u
. . 1 .
4.a) Démontrons par récurrence que 0<u, < pr= pour tout entier n>1.

1

Onau1=1521_1

=% =1 ; la propriété est vraie pour n=1.

1 . 1
On suppose que 0<u, < pr=1 et on démontre que 0<u,,, < "

1_1 1
sS—-X =—.
"2t o2

u

D’apres I’hypothese, en multipliant par % : 0< %

1
D’autre part, 0 < ot o 5 =u
u

n

<%un. Alors u_,, <

n+l = n+l = 2_n .
. .fe 1
La suite (u,) est positive, donc 0<u,,, < i

1 P
b) Comme lim F =0,etque 0<u, < ZL ona lim u, =0 (théoreme des

1
n -+ n—1 n o +oo

gendarmes).
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Corrigé 10

* Observons que pour n=3:
Le premier membre est égal a 3

(3-2)3+3) _6
2 T2

Le second membre est égal a =3.

La propriété est donc initialisée, elle est vraie au rang n = 3.

* Supposons que, pour un certain entier . > 3, fixé, on ait la propriété

3+4+5...+n :%2(’114-3).
* Montrons qu’alors, on a la propriété 3+4+5...+(n+1) =w_

Onas+4+5..+m+1)=3+4+5.-+n)+(n+1)

Donc d’apres I’hypothese, en ajoutant (n+1) aux deux membres, on obtient

3+a+scansmen = T2 g
_(n=2)n+3)+2(m+1)
2
_(’-2n+3n-6)+2n+2
2
2 —
Donc 3+4+5---+n+(n+1)=$
-1)(n+
Enfin 3+4+5...+(n+1)=&2(“4).

La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 3.
Conclusion :La propriété 3+4+5...+n= %2(“4'3); est vraie pour tout

entier »>3.

Corrigé 11

* Observons que pour n=1:
Le premier membre est égala 1> =1

11+D2+1) _6 _
6 6

Le second membre est égal a 1.
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La propriété est donc initialisée, elle est vraie au rang n = 1.

* Supposons que, pour un certain entier n > 1, fixé, on ait la propriété
_nmn+1)(2n+1)

==

*  Montrons qu’alors, on a la propriété

P42 sy = OEDOHEDCRLD LD,

soit 142> +...+(m+1)* = (n+1)(n +62)(2n +3)

12 +22 +.“+n2

e nn+1)(2n+1)

D’apres I’hypothese, 1> +2° +..-+n .

en ajoutant (n+1)> aux

deux membres, on obtient

P42+ +n2+m+1)’ = (“)(“+16)(2"+1) +(n+1)

P+2% 4+ 4n’+(n+1)* = (m)(n+12n+1) +6(n +1)*
6

En factorisant par (n + 1), on obtient

12 +22 +-..+n2+(n+1)2 - (n+1)(n(2n;1)+6(n+1))

2
P+2*+...+n*+(m+1)* = (n+1)(2n ;n+6n+6)

2
P+22+.-+n’+(m+1)* = (n+1)(2n6+7n+6)

On factorise 2n’ +7n+6 =(n+2)(2n+3) , on obtient

m+1)n+2)(2n+3)

PP+2*+...+(m+1)}’ = .

La propriété est donc héréditaire a partir du rang n = 1.

Conclusion :La propriété 1° +2° +...+(n+1)> = (n+1)(n +62)(2n *3) est vraie pour

tout entier n>1.
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Corrigé 12

n
1) La suite (U ) est définie pour tout entier n =1 par son terme général U = —.
e

a) Calcul de termes :

1_1_ _
U1=_1=_=e1
e (S
U2=£2=2e'2
€

n
b) Nous constatons que U =— est le quotient de deux nombres positifs. Alors
e

pourtout n=1,0ona:U >0.

Ona
n
Un+1 = n+1 e_
n+l
U, e n
_n+l
en

et
€ n

1 1 U
Or pour tout n21,1<l et 1+1s2,0n a —|1+—|<1.Donc -2 <1 etla
e 2 n e n U

n

suite (U ) est décroissante.

Comme la suite (U ) est décroissante et positive, donc minorée, on conclut qu’elle est

convergente.
Ve * 1 1
¢) Pour démontrer que pour tout ndN : U, =—-U +—- (¥)
e e
n+1
ona: Un+1 = n+1
e
1 n+1
Un+1 =—X n
e e
1 n 1
U= +7)
ee e
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Un+1 = 1(Un-'-ln)
e

U11+1 =1Un nl+1
e e

On sait que (U,) est convergente. Soit ([IR tel que lim U, =¢. Comme

n - +oo

U +1 =1Un+

N — et par passage a la limite :
e e

+1

lim U ., = lim (1Un+i) -1 lim U+ lim %.Donc L =1€+0 d’ou £=0.
e

e en+1

n - +oo n - +co en—>+oo n—>+eoe

Alors lim U =0.

n -+
2) Pour toutentier n=21; S =U,+U,+...+ U,

a) D’apres I’égalité (*) on a:

U,=-U, +—
€ (9
1

U,=-U,+—
€ €
1

] U4 =;U3+e—4
1 1

Un =_Un—l-i-_n
€ (9

En sommant membre a membre ces égalités :

U,+U,+...+U :1(U1 +U, +..,+Un_1)+ll+l3+....|.in
€ e’ e e
soit Sn—Ulzl(Sn—Un)+l2+l3+...+in
€ e e e

1 1 1
Comme la partie — +— +---+— représente la somme de (n —1) termes
e e e

1 1
consécutifs d’une suite géométrique de premier terme — et de raison —, donc:
e e
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1
Or U, =—, donc
e

(¢

b) On sait que

1
Cela entraine que lim (1-—)=1 et lim
e"

Or lim U, =0,donc limS_=

n - +oo

1 1
1.1 1 1 Ve 1T
Ststeto=aXx =
e’ e et e ;1 e’ —e
(S
1
11 1=
S, == S, mU )+
e e’ —e
1
11, 1t
(1——)S ————U +
(S e bl ~
1
e-1.. e-1 1. 17t
(—)S,=5—--U, +—¢
€ e —¢ e e —e¢
o 1
—_ n—1
Ehs =ty v+
(S € e —¢
1
e-1 1. 17
—)S,=——-U0, +
e e e—1
1
e 1 e 17w
S =- —U + —E€
" e-le " e-1 e-1
S, = U+ )
e—1 (e—1) "
<1.
n oo na (@ —1) :( e_) (e—1)?* _1) .
e
1o+ (e—1)2°
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

On considére la suite numérique (U, )définie pour tout n>0 par:

Ul'l
U, =1 Un+1=SU 1

1) Calculer U, , U,.

2) Pour tout n >0 on pose V, = UL

n

a) Montrer que (V) est une suite arithmétique. Ecrire V_ puis U, en fonction

de n.

b) Calculer lim U,

n - +oo

¢) Calculer en fonctionden: S, =V, +V, +.--+V .

n

Exercice 2

Soit (u,)la suite définie par u, =-2 et pour tout entier n>0 on a
n 1

Yot T one2 ™ T

1. a) Calculer u,, u, et u,

b) La suite (u, )est-elle arithmétique ou géométrique ?
d) Montrer par récurrence que On[ON, u,  <0.

¢) Etudier la monotonie de la suite (u,).

2) On considere la suite (v, )définie par v, =nu, +2.

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme.

b) Exprimer v, en fonction de n puis en déduire I’expression de u, en fonction
de n.

¢) Calculer les limites suivantes limu, et limnu_.

n - +oo n - +oo
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3) On définit la suite (w,) par w, =nu, etsoit S, =w, +w, +w, +..+w,.
a) Donner ’expression de w, a ’aide de v, .
b) Calculer la somme S =v, +v, +v, +..+v, puis en déduire la valeur de S, .

¢) Calculer li14nm S,.

Exercice 3

Soit (u,)la suite numérique définie par u, =1 et pour tout entier n>1 :

_n 4
n+1_n+1 n n+1
o epe 7 25
1.a) Vérifier que u, = et u, =3

b) Justifier que la suite (u,)n’est in arithmétique, ni géométrique.

¢) Montrer par récurrence que (nON”, u_ >0

d) Etudier la monotonie de la suite (u,)

2) On considere la suite (v,)définie pour tout entier n21 par : v, =nu, +2

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme.
b) Exprimer v_en fonction de n.

-2
o

¢) Montrer que pour tout entier n=1: u, =

3) Soit S, =u, +2u, +3u, +...+nu,.

A Paide de v, , exprimer la somme S, en fonction de n.

Exercice 4

Soit la suite numérique (u,) définie par : u, =3 etOn0ON,u,,, = %( ;n I g}Un
n

1.a) Calculer u, et u,
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2n+S < 3 . En déduire que pour tout entier naturel n,
2n+3 3

b) Montrer que : On0N,

U

n

ona: 0<sU . <

n+l =

|

¢) Prouver alors que OnON, U, < 3(%) et calculer la limite de la suite (u,).

2) Pour tout entier naturel n on pose : v = U

" 2n+3

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison.

b) Calculer v, et exprimer v, puis u_ en fonction de n.

Exercice 5

On définit la suite 4, par son premier terme U, et la relation de récurrence :

_ull+6
u +2

n+1

1. Montrer qu’il existe deux valeurs a = 2 et b =-3 de u, tels que la suite u,

soit constante

. +6 N e e ez
2. Soit f(x) = X—+2 ; apres avoir étudiée f sur R, tracer sa courbe
X

représentative ainsi que la droite y = x sur ’intervalle [0 ; 5] et représenter les

premiers termes de u_ (on prendra u, =0).
Conjecturer le comportement de u, (sens de variation, limite).

3. Montrer que si u, est différent de a et b, il en est de méme de u, (faire une

démonstration par récurrence).
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un+ n , . .
4. Calculer 4 -b ' _p, enfonctionde . En déduire la nature de la suite
n+l n

-_— ul’l _a
A\ U —b" Donner I’expression de v, en fonction de n puis celle de u, .

n

Calculer la limite de u, quand n tend vers +o.

Exercice 6

On considere la suite numérique (U ) définie par:

U,=3, U, =%Un+§(§J ;UnOIN ;

1) Calculer U, U,.

2 n
2) Soit (V) la suite numérique définie par V. =U_ - (5)

Montrer que (V) est une suite géométrique, exprimer V_  puis U_  en

n

fonction de n.

3) Calculer S, =U,+U, +---+U,.

Exercice 7

On considere la suite numérique (U, )définie par:
U, =1
2n

U, =3- (3-U,), OnOIN”
3(n+1)

1) Vérifier que U, =% puis calculer U, ; U,.

2) On admet que la suite (U _) est majorée par 3 (a démontrer facilement par

récurrence).

+3
a) Montrer que pour toutnde IN"ona: U, -U_ = 1 3-U,).
3(n+1)

b) Déduire le sens de variation de la suite (U, ). Puis que la suite (U ) est

convergente.
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3) On pose pour toutnde IN": V. =n(3-U,).

a) Calculer V;;V, et montrer que (V) est une suite géométrique. Déterminer
sa raison.

b) exprimer V_ puis U_ en fonction de n.

c) Montrer que la suite (V_) est convergente et calculer sa limite. En déduire
la limite de (U ).

d) Calculer par une deuxiéme méthode la limite de (U ).

4) Calculer en fonction de n lasomme : S, =U, +2U, +3U, +---+nU .

Exercice 8

La suite (Un) est définie par et pour tout entier naturel n, par
U, =%Un +n-1

1.a) Calculer les termes U,, U, et U,.

b) Justifier que la suite (Un) n’est ni arithmétique, ni géométrique.
2.a) Démontrer que pour tout n>3,ona U, 20.

b) En déduire que pour tout n=4,ona U 2n-2.

¢) En déduire la limite de la suite (Un) .

3) On définit la suite (V,) par V, =4U, —8n+24.

n

a) Démontrer que (V ) est une suite géométrique décroissante dont on

donnera la raison et le premier terme.

1 n
b) Démontrer que , pour tout entier naturel n, U =7 (E) +2n-6.

¢) Vérifier que, pour tout entier naturel n, U, =x_+y_ ou (Xn) est une suite

géométrique et (yn) une suite arithmétique dont on précisera pour chacune le
premier terme et la raison.

d) En déduire ’expression de la somme S, =U,+U, +...+ U, en fonction de n.
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Exercice 9

On considere la suite complexe (z, ), définie par z, =1 et, pour tout entier n,

C1-i

z,,, =——z,. Pour n entier naturel, on appelle M le point d’affixe z,.

n+l

1)Calculer z,,z,,z,,Z, .

L

()

est une suite géométrique. Donner son

2) Montrer que pour tout n entier naturel, z =

3) En déduire que la suite V, =z

terme général et sa limite.

| Exercice 10

On considere la suite numérique (U, ) définie par:
U,=0, U, =,6+U_; pour tout nON

1) Calculer U, , U, , U,.
2) Démontrer par récurrence que la U, <3; pour tout n o N .

3) Montrer que (Un) est croissante ; conclure.
4) Montrer que 3-U _,, < %(S—Un); pour tout nON ..

n-1
5) Démontrer par récurrence que : 3 — U, < [%) ; pour tout nON .

6) En déduire limU .

n - +oo

| Exercice 11 (Bac)
On considére la suite numérique (U ) définie par U, =6 et pour tout nON,
U, =3U, +10n-13.
l.a) Calculer U,, U, et vérifier que U, =43 .

b) Justifier que la suite numérique (U ) n’est ni géométrique ni arithmétique.

2) On définit la suite numérique (V,) par : pour tout entier n[ 1N, V. =U,  +5n-4.
a) Démontrer que la suite (V,) est une suite géométrique dont on déterminera la
raison et le premier terme. Exprimer V,_ en fonction de n.

b) A partir de quel terme a-t-on V, >2013

¢) En déduire que, pour tout nJN,U_  =2x(3")-5n+4.

3) Pour tout entier naturel n, on pose S, =U,+U, +---+U_ .

Déterminer I’expression de S, en fonction de n.
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Exercice 12 (Traduit)

On considere la suite numérique (U))
définie par :

U,=0

1) Calculer U,;U,.

2.a) Démontrer par récurrence que
pour tout entier naturel n :

0<U, <+3.

b) Montrer que la suite (U_) est
croissante.

¢) En déduire que (U ) est divergente
puis calculer sa limite /.

3) Soit (V,) la suite numérique définie
2

par V = U, OnOIN
3-U

29
n

a) Montrer que (V) est une suite

arithmétique de raison 1.
b) Donner D’expression de V, 6 en
fonction de n. En déduire U, en

fonction de n.

¢) Retrouver limU, .

n - +oo

o Lo Al (U Agasad) Allial) jins

0

U, =

3

U, =—————, On0OIN
6-1U2

U0, el

(IN en J9 0 gl Aty i (a2
0<U, <3

B3 (U,) 4duiad) o o (b

Gl ol Ay e (U,) Aduital) of gisied (¢
WAL

b Ly Al (V) Ll ot 3

1 Yol Aleaa 4055 (V) o e (a

U, oo @il o p ANy V. <58 (b

-

. nANy

Jdim U, 3 0e 22l (c

n - +oo
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Exercice 13 (Traduit)

On considere la suite numérique

(U,) définie pour tout entier naturel

n=2par: U, =n—n.
e
1) Calculer U,, U, et donner

2)

3)

4)

5)

une valeur décimale a 107
pres.
Montrer que pour tout n =2

U 2
on a: ﬂ=(l+lj xl.
U n e

n

Montrer que pour tout n =2

( 1)2 1.9
ona: |[1+— | x—<—.
n e de
En déduire que (U,) est

décroissante.

Montrer que pour tout n =2

ona: 0sU szUn.
4e

En déduire que

n-2
0<U sm x4

" 4e e’

En déduire limU .

n - o

ae <8 A pall (U)) 4asnd) Adliial) yfad
U =—  hlanx2 b

4 pdall el ey U, U, ol (1

1072 Ay

o8 n>2 J ol el (2

2
Ui (141 L
U n e

n

o n>2 Joladl (3

( 1)2 1 9
1+— | x—<—
n e de

ALt (U,) O giiial g

o8 n>2 J ol el (4

‘0<U <2U

n+l = 4e n

:Qi@."\ﬁub

n-2
0<U, < (3j x3

4e e’

dimU, gl (5

n- oo
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Exercice 14 (Traduit)

On considere la suite numérique seb by A8 jpal) (U)) Agaand) A0lGal) yfiad
(U,,) définie par:
1
U, == 1
1 3 . U1 = E
2n+2 ’
U, = U, OnOIN® +
T gy U, =222y | onOme
3n
On pose pour tout n de IN" : .
. vV, =—U :
\A =1Un. Gem &8V, n " &=
n
JIN"
1) Calculer U, , U,.
2) CalculerV,;V, . Uy « Uy sl 1
3) Montrer que (V,) est une suite VeV, el (2

géométrique. Déterminer sa raison. Lcal 335 5 Apuudia A iLe (V.) o om (3

4) Exprimer V_  puis U, en fonction ) ) )
AN U &V oSlebel(4

de n.
5) Calculer en fonction de n la|:€¥ n e G
somme : 'Sn=%+72+?3+.“+ n
n
Sn=&+&+&+...+U“.
1 2 3 n
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1. RESUME DE COURS

Continuité

1) Définitions

XX,

|f est continue en x0| < (lim f(x) = lim+ f(x) =f(x,)

On dit que f est continue sur ’intervalle I si f est continue en tout point de I.

2) Propriétés

= Les fonctions polynomes, la fonction sinus, la fonction cosinus sont
continues sur IR.

= La fonction v/x est continue sur [0 ; + oo[.

=  Une fonction rationnelle est continue sur tout intervalle contenu dans son
ensemble de définition.

= La somme, le produit, le quotient, la composée de fonctions continues est
une fonction continue sur tout intervalle sur lequel elle est définie.

Autrement dit :

e Siu et vsont continues sur I, alors :

o Les fonctions ku, u + v, u x v et u" (k réel et n entier naturel
non nul) sont continues sur I.

| . . N
o Lesfonctions—, %, u sont continues sur les intervalles ou elles
u v

sont définies.

* Si la fonction f est continue en a et si la fonction g est continue en f(a)
alors la fonction gof est continue en a.

3) Prolongement par continuité

*allD, f admet un prolongement
limf(x)= ¢ ¢OR/™

X—a

par continuité g au point a
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Le prolongement de f est la fonction g définie par:

{g(x) =f(x) si x0OD,
gla)=1¢

4) Fonctions continues sur un intervalle

Par une fonction continue :
L’image d’un intervalle est un intervalle.

L’image d’un segment est un segment.

5) Théoréme des valeurs intermédiaires

* f est continue sur I I’équationf (x) =m
o f(D=J = |admet au moins une
em(d] solution dans I

e f est continue sur [a,b] .
= |admet au moins une

} I’équation f(x) =m

¢ m est compris entre f(a) et f(b)

solution dans [a,b]

e f est continue sur [a,b]
e f(a)xf(b)<0

I’équation f(x) =0
} = |admet au moins une

solution dans [a,b]

6) Théoreme de la bijection réciproque

e f:1I - J est bijective.
« f est continue sur I, « £™' est continue sur J.
« f est strictement o f™' est de méme sens de variation de f.
monotone sur I, = o £ est bijective de J sur L.
e f(D) =1J. * les courbes de f et f ' sont symétriques par
rapport a la droite y = x.

Remarques

Le théoréeme des valeurs intermédiaires montre ’existence d’une solution a

I’équation f(x) =0. Le théoreme de la bijection réciproque en assure I’unicité.
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Dérivation

1) Nombre dérivé — dérivabilité

f est dérivable o |tim f (x) -t (XO)

. est un nombre réel
au point x, X=% X=X,

Nombre dérivé : f'(x,) = lim f(x)=f(x) =lim f(x,+h)-f(x,)

XX, X =X, h-0 h

f est dérivable sur I’intervalle I si f est dérivable en tout point x¢ de L.

e Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur I ( La
réciproque est fausse).

2) Dérivées usuelles

Domaine D ine d
. L. . e omaine de
Fonction Dérivée de Fonction Dérivée ..
e L. dérivation
dérivation
k réel 0 ] o0, +od] sinx COSX ]—oo, +oo[
(Constante)
ax+b a ] =0, oo cos X —sinx ] o0, +oq
x",n>0 nx""' ]—oo,+oo[ tanx 1+tan’x _m.m
27 2
1 _1 R® njx |1 R’
X x* X
Jx 1 ]0, +oo[ (S (S ]—oo, +oo[
2{x
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3) Opérations sur les dérivées

Fonction Dérivée
au au'
u+v u'+v'
Uev u'ev+uev'
1 -u'
u u’
u u'sv-—uev'
v v?
Ju u
2\u
(u)n nuv(u)n 1
uov v'.(u'ov)

4) Dérivée de la réciproque

o f:1I - J est bijective,

o f™ est dérivable sur J,

* f est dérivable sur I, =, (f_1 ) 'x) = 1
« £'(x) 0 pour tout xO1. T (%)
o f! =
«f(a)=b I (b)=a
cf'@z=c/ | (f")‘(b):Lzl
f'a) c

5) Inégalités des accroissements finis

o f est dérivable sur I,
ea,bll,a <b,

= |m(b-a) < f(b)—f(a) < M(b-a)|

¢ il existe m, MR tels que:
m<f'(x)<M sur IL.

o f est dérivable sur I,

« il existe MOR tel que: ) = [[f(b)—f(a) s M|b—al|

|f'(x)| <M sur I
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Courbes : symétries — asymptotes — tangentes

Soit f une fonction numérique et C, sa courbe représentative dans un repere

orthonormé.

1) Eléments de symétrie

Si, pour tout xOD,, on a
2a-x0D, et ...

alors, C admet ...

f2a-x) =f(x)

la droite d’équation x=a comme axe de symétrie.

f(2a—-x)=2b-f(x)

le point M(a,b) comme centre de symétrie.

f(—x) =f(x)

I’axe (Oy) comme axe de symétrie et f est paire.

f(—x)=—f(x)

I’origine O comme centre de symétrie et f est
impaire.

2) Asymptotes paralléles aux axes

Si... alors la courbe C, posséde une asymptote ...
lim f(x) = $o0 verticale d’équation x=x,
xli'll, f(x) =y, horizontale d’équation y=y,

3) Asymptote obligue et branches paraboliques

Si lim f(x) = £« , on calcule lim f®)  Trois cas se présentent :

X b0 xmto X
Si... alors...

tim £ _ 4o C admet une branche parabolique de direction
eroX (Oy) en +oo,

tim £ o C admet une branche parabolique de direction
tm X

(Ox) en +o0,
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lim@=a sallR

X — +00 X

- on calcule lirgo(f(x)—ax) :

* Soit lirP (f(x) —ax) =, alors C admet une branche parabolique de

direction la droite d’équation y =ax

e Soit lim (f(x) —ax) =b ,avec bR, alors C admet une asymptote oblique,

c’est la droite d’équation y =ax+b .

Cela est équivalent a chacune des situations suivantes :

lim ¢(x) =0

X — +00

Iim (F(x) — (ax +b)) =0 {f(x) =ax+b+(x),

az0

Le signe de d(x) =f(x)—(ax+b)détermine les positions relatives de C et son

asymptote oblique.

N.B : les définitions ci-dessus sont analogues lorsque x tend vers —.

4) Tangentes

Si..

alors...

f est dérivable en x,

C admet une tangente en
M, (xy,¥,)

D est la tangente a C en M, (x,,y,)

D n’est pas verticale.

L’équation de D :

y =f'(x)(x—x,) +£(x,)

la tangente D// la droite d’équation y =ux+3 f'(x,)=p
la tangente D O la droite d’équation y = pux+3 pf'(x,) = -1
la tangente D est horizontale f'(x,)=0

tim f(x)—f(xo) _

X =Xy X —X,

C admet une tangente (ou
demi tangente) verticale
d’équation x =x,.
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II. QUESTIONNAIRES & CHOIX MULTIPLE

QCM 1

On considere une fonction numérique f dérivable sur son domaine de
définition D,, de dérivée f'. Son tableau de variation est donné ci-dessous.

On nomme (C)la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni

d’un repére orthogonal (O;f,j) .

X —00

+00

f'(x) +

L

f(x)

Pour chaque question, parmi les réponses proposées, une seule réponse est
exacte. Préciser la bonne réponse.

N° | Question Réponse | Réponse | Réponse | Réponse
A B C D
1 | L’ensemble de définition R\{ -2} | R\{2;3} R\{ 2} R
de fest:
2 | L’équation f(x) =0 admet 3 2 1 solution | aucune
dans Df exactement : SOllltiOHS SOllltiOHS SOlution
3 | La courbe (C)admet une x=3 x=2 y=2 y=3
asymptote d’équation :
4 | Lafonction f est une paire impaire | nipaire | monotone
fonction : ni
impaire
5 | L’équation de la tangente a x=1 y=2 y=3x+2 | y=2x+3
(C)au point d’abscisse
X, =3 est:
6 f 0 -3 —00 +00
lim x est égale a :
X - —00 X
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QCM 2

Dans le plan rapporté a un

repere orthonormal, la courbe = (C)
(C) ci-contre représente une ; I A

fonction f définie et dérivable 2

sur R. La droite (7) est ]

tangente a la courbe (C) au e N

point A d’abscisse 1. La droite NN PN SN SMENEAINS S MH‘_‘“'
d’équation y=0 est 9 ' 2 ’ ‘ >
asymptote a la courbe (C) en o

+00,

La courbe (C) admet une

branche parabolique de direction (Oy) en -co.

Dans le tableau suivant, une seule des réponses proposées a chaque question
est correcte. Préciser la bonne réponse.

N° | Question Réponse A Réponse B Réponse C | Réponse D
1 Ona f(0)=0 f'(0)=e f'(0)=0 f(0)=-1
2 Le coefficient 0 1 -1 3

directeur de la

droite (7) est

égal a:
3 On a lim f(x)=0 lin(}f(x) = +o0 lin}f(x) =0 | limf(x)=6
4 L’équation n’a pas de a une unique a deux a trois

f(x)=2 solution solution solutions solutions
5 |Ona fa=0 f(a=1 f(1)=2 f(1)=3
6 f(x) 0 +o00 —00 1

lim —=...

Xos=0 Y
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III. ENONCES DES EXERCICES CORRIGES

Exercice 1

Calculer les limites suivantes (Expliquer la méthode de levée d’indétermination):
3P -7x*+x+2

1)111121 x2 —4

. X10 310

lim

x-3 x-3

lim (x —v/x)
Exercice 2

. Jx-1 . o
Soit f(x) = . Calculer lln}f(x) par trois méthodes
X - X

Exercice 3

Calculer lil}_loof (x) dans chacun des cas suivants :
X

1) f(x)=+4x*+1-x
2) f(x)=Vx*+1-x

Exercice 4

On consideére la fonction numérique f définie par : f(x) = -x* +2x* +x et soit

(C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;T,j) .

1) Déterminer une équation de la tangente T a la courbe (C) au point A(-1, 0).

2) Montrer que cette droite est aussi tangente a (C) en un autre point que 1'on
précisera.

3) Montrer que la courbe (C) admet des tangentes horizontales en trois points
d’abscisses d,3 et y vérifiant: -0,9<a<-0,8, -0,3<B<-0,2 et
L1<y<12.
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Exercice 5

Déterminer les réels a, b, ¢ pour que la courbe de la fonction

f(x)=ax+b+——
x-1

e passe par le point A(2 ; 4),
* admette au point A(2 ; 4), une tangente horizontale, et
» aie au point d'abscisse 3 une tangente parallele a la droite d'équation

y=x+4

4
2) Vérifier que le point Q (l;gj est un centre de symétrie de la courbe de f.

Exercice 6

4
3x-3°

4
Soit g(x) =§x—1+

1) Dresser le tableau de variations de g .

2) Montrer que la courbe (C) de g admet deux asymptotes dont ’'une (D) est

oblique et préciser la position de (D) par rapport a (C).

3) Déterminer la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 3. Déterminer la
position de (T) par rapport a (C).

4) Tracer soigneusement (T), (D) et (C) dans un repere orthonormé.

5) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du parametre réel m, le
nombre de solutions de I’équation 4x* -(3m+7)x+3m+7=0. Retrouver les

résultats algébriquement.
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Exercice 7

1) Soit P(x) =x* +6x* —~16x+9.
Déterminer une racine évidente de P , factoriser P et déterminer son signe.

X =x*+3x+5
x> +3

2) Soit f(x) = , soit C sa courbe représentative dans un repere

orthonormé d'unité 2 cm.

a) Déterminer D, I’ensemble de définition de f.

b) Montrer que f est dérivable sur D,. Calculer sa dérivée et vérifier que

P(x)

f'(X)=m.

¢) Dresser le tableau de variations de f.

3.a) Trouver a, b, c tels que pour tout xde D,: f(x)=ax+b+—; 3
X

b) Montrer que C a une asymptote D et étudier la position de C par rapport a
D.
¢) Tracez D et C.

4.a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que ’on

déterminera.

b) Représenter (C) et(C')la courbe de f ™', dans un nouveau repeére.

¢) Calculer (f '1)'(0) .

Exercice 8

1) On considere le polynéme P(x) = x* =3x2 +2,
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a) Calculer P(1) et factoriser P(x).
b) Etudier le signe de P(x).

2) On considere la fonction f définie sur R —{2} par :

x° =3x+2

fx) = x—2

et C sa courbe représentative dans un repere orthogonal (en abscisse 1 cm

pour 1 unité, en ordonnée 1 cm pour 2 unités).

a) Déterminer les limites de f en +, en —et en 2. Préciser les asymptotes

verticales et horizontales éventuelles.

2P(x)
(x-2)*"

b) Montrer que f'(x) =

¢) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3) Pour quelle abscisse a la tangente au point d’abscisse a est-elle

horizontale ? Justifier.

4)Trouver a, b, c et d tels que pour tout x de D, :

f(x) =ax’ +bx+c+
x—2

5) On appelle g la fonction définie par g(x)=x"+2x+1 et P sa courbe
représentative.

a) Déterminer les limites en +co et en —00 de f(x) — g(x). Que peut-on en

déduire sur les courbes C et P ?
b) Etudier la position relative de C et P.

¢) Tracer C, T et P dans le méme repere.
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IV. CORRIGES DES EXERCICES

Corrigé 1
o7x+x+
) lim3x 72x X 2:
X2 x —4

En remplacant chaque x par 2 on reconnait une forme d’indétermination du

type « 0 »
0

Pour lever I’indétermination ici, on factorise et on simplifie par le terme qui
s’annule pour x= 2 ; (I’origine de I’indétermination).

Pour factoriser on peut utiliser une identification, une division euclidienne ou
le tableau d’Horner.

On obtient

3xX°-7x*+x+2 _ (x-2)(3x*—x-1) _3x*-x-1

£2.
X —4 (x=2)(x+2) x+2

On remplace apres la modification d’écriture :

D3 -7 +x+2 0 3xP-x-1 32°-2-1 9
lim > =lim = =—,
x-2 x —4 x-2  x+2 2+2 4

10 _ R10
2 lim>— > .
x-3 x—-3

Pour lever I’indétermination ici, on peut appliquer un taux d’accroissement :

x -3 u(x)-u(3)
x-3 x-3

On pose u(x) = x!? ,donc u'(x) = 10x° et

10 _ 10 }
im > < 1im 2@ @) =10x3.

x-3 X—3 X-3 X -

3) 11120(x—\/§) :

Pour lever I’indétermination ici, on factorise par le terme prépondérant :
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1
Pour x>0, X—\/; =X(1—£)=X(1——) car pour x>0, X=(\/;)2.
X

Jx

llm(x \/_)—llmX(l—i) +00 car llm(l—i) =let lim x =+c0 .

\/; X 400 \/; X 5 400

Corrigé 2
-1
f(x)= & . Calculons limf(x) :
X- X1
Méthode 1

Pour faire apparaitre le facteur x—1 au numérateur, multiplions et divisons
f(x) par la quantité conjuguée du numérateur.

Wx-DEx+) _ x-1 1
x-DEx+1)  x-DEx+D) Jx+1

Pour x>0 et x#1, f(x)=

1 1
Or g‘m}\/_+l__ donc llmf(x)—z

Méthode 2

Appliquer un taux d’accroissement :

On pose u(x) = Jx ,donc u'(x) = % et f(x)= “(’2:;‘(1) )
ux)-u(l) 1 1
llmf(x)_lxlql—x_1 u'(1) = N

Méthode 3

Factoriser et simplifier par Jx -1 (origine de I’indétermination): Pour x > 0

Jx -1 1
(J‘ DEx+D  Jx+1

et xZlona:

Donc llmf (x) =lim =1
x-1x+1 2
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Corrigé 3

1) f(x)=+v4x*+1-x

Pour lever I’indétermination ici, on procede a un changement d’écriture :

Pour x>0,

1 1 1 1
Vaxt +1 = [4xP(1+-——) =V4x’ J1t—— =2 | [1+— =2x [1+—.
( 4X2) 4x> | | 4x* 4x>
1 1
Donc pour x>0, f(x)=2x ,/1+— -x=x(2,/1+— -1).
4x 4x
1

Or lim x=+c0 et lim(2‘f1+—2—1)=1 donc lim f(x)=+0c0
X o +oo X o +oo0 4x X o +00

2) f(x)=Vx*+1-x

Une factorisation identique a celle de I’exercice précédent ne nous permet pas

/ 1
de conclure. En effet: pour x >0, f(x)=x [ 1+— - 1] et ’application des
X

théorémes nous ramene a une autre forme indéterminée « oo x( ».

Voici une technique tres utilisée pour modifier I’écriture d’une fonction
irrationnelle.

Multiplions et divisons f(x) par son expression conjuguée Vx*+1+x
(on fait ainsi apparaitre au numérateur I’identité remarquable
(at+b)a—-b)=a’-b*):

P41- 241+ 24+1)-x>
pour x>0, f(x)=(\/X =)0 +14%) _ (6 +D-x 1
Vx*+1+x VX +1+x VX2 +1+x

Alors )}im (Vx*+1+x) =+ donc lim £(x)=0.
X - +00

— oo

Corrigé 4

1) L’équation de la tangente est du type y =f'(x,)(x —x,) +f(x,).
Ona f(x) = —x* +2x* +x donc f'(x) = —4x’ +4x+1 d’ott f'(-1) =1 et
f(-1)=-1+2-1=0.
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L’équation de la tangente T est donc y = 1(X + 1) +0 = y=x+1.
2) Cherchons les points de la courbe ou la tangente a pour coefficient directeur
celui de T, c'est-a-dire 1 :

f'(x)=1 = -4x’ +4x+1=1 « 4%’ +4x=0 = 4x(-x*+1)=0

Cette équation a trois solutions : 0,1 et—1.

La tangente au point d’abscisse 0 a pour équation y = x , équation différente
de cellede T.

On vérifie par le calcul que : f' (1) =—4+4+1=1etf (1) =2 d’ou la tangente
au point d’abscisse 1 a pour équation : y = l(x —1) +2 < y=x+1. C’est bien

la méme équation de T. Alors T est tangente a (C) en deux points A(-1, 0) et
B, 2).

3) 1l suffit de montrer que I’équation f '(x) =0 admet trois solutions a,[3 et y
vérifiant : —0,9<0<-0,8, -0,3<B<-0,2 et ,1<y<1,2.

On a: f'(x) =—4x’ +4x+1 . f’ est une fonction polynéme, donc continue sur R.
Appliquons le théoreme des valeurs intermédiaires :

f’ est une fonction polynome, donc continue sur R.

f'(-0,9)=0,316 et £'(—0,8) = 0,152 = '(-0,9) xf '(—0,8) < 0. Donc I’équation
f'(x) = 0 admet une solution a telle que —0,9 <a <-0,8.

f'(-0,3)=0,092 et £'(-0,2) = 0,232 = £ '(—0,3) xf '(-0,2) <0. Donc I’équation
f'(x) = 0 admet une solution B telle que —0,3<p <-0,2.

f'1,1)=0,076 et £'(1,2) =-1,112 = f'(1,1)xf'(1,2) < 0. Donc I’équation

f'(x) =0 admet une solution y telle que 1,1<y<1,2.

Conclusion :

La courbe (C) admet des tangentes horizontales en trois points d’abscisses 0,[3 et
y vérifiant: —0,9<a<-0,8, 0,3<B<-0,2 et ,L1<y<1,2.

(Voir la figure)
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Corrigé 5

1) La courbe de la fonction f(x)=ax+b+ Ll passe par A2 ; 4) si f(2) =4.
X —

Donc 2a+b+c=4 ;

Onaf'(x)=a- Si (C) a une tangente horizontale au point A(2 ; 4),

C
(x=1)*"

alors f'(2)=0.Donc a— =0=a=c

C
2-1

Si (C) a au point d'abscisse 3 une tangente paralléle a la droite d'équation
y=x+4, alors f'(3) =1, (le coefficient directeur de la droite). On a donc

a—£=1.Alors a—3=1:>a=i.
4 4 3

Doncona:

4 4
Enfin on obtient a=i,b =0etc =£, soit f(x)=—x+ .
3 3 3 3x-1
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2) 1l suffit de montrer que [xUD,,2-x[D, et f(2-x)+f(x)= i

Ona x[D; « x#1 « 2-x#1 « 2—-xD,

On a
F2-0)+H )= 22— +— 3 43 4
3 32-x-1) 3 3(x-1)
4 4 4 4
—x- +—x+
30 3x-1 3 3(x-1)

—8_
"3
_8
3

3

4
Alors le point Q (l;gj est un centre de symétrie de la courbe de f.

Corrigé 6

4
3x-3

Soit g(x) =gx—1+

1) La fonction g est une fonction rationnelle définie sur R \{ 1} . Donc f est

continue et dérivable sur son domaine de définition.

o4 4 _4 (x-1)*-1 _4x(x-2)
g'(x)=—- 2 " % 2 -3 2
3 3(x-1) 3L (x-1) 3(x-1)

g'(x)=0 = x(x-2)=0 = (x=0 ou x=2).
7
ﬂm=—§etﬂﬁ:3-

Le signe de g'(x) est celui de x(x—2).

X — —00

lim ix—l =—o0 et lim 4 =0.Donc lim g(x) =-o
x-—w| 3 x--w|\ 3x -3

X - +00

lim ix—l =+ et lim 4 =0.Donc lim g(x) =+
xs+o| 3 xo+o| 3x—3

x-1"

4
lim(3x-3)=0" = lim =—00 = lim g(x) = —»
x_>1'( ) X—»l_[3x_3j g( )
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lim (3x-3)=0"= lim[ )=+oo:> lim g(x) = +oo
x1* x1* x-1*

3x-3

Tableau de variation :

X —oo 0 1 2 +o°
g’ + 0 - - 0 +
-7/3

NN

2) On a lim g(x) = —o0 et lim g(x) = +oo . Alors la droite d’équation x =1 est
xo17 x-1*

une asymptote verticale a (C).

D’autre part,ona lim g(x) =+, li‘f‘ g(x)=—o0 et

4 4
lim| g(x)—| —x—-1||=lim =0. Alors la droite D d’équation y = 4 x—1
X0 3 x-w 3x =3 3
est une asymptote oblique a (C).

Pour étudier la position de (D) par rapport a (C), on étudie le signe de

d(x) =g(x) —(%x —1) . Le signe de d(x) est celui de 3x—3 car d(x)= _3
X —

Lorsquex > 1,

est positif, (C) est au dessus de D, lorsque x < 1,
x-3 3x-3

est négatif,(C) est en dessous de D.

3) L’équationde (T): y=g'(3)(x-3)+g(3)

11
y=1x-3) 3

= x+2
y 3

Pour déterminer la position de (T) par rapporta (C)on a:
g(x)- x+E =£x—1+ 4 —x—E
3) 3 3(x—1) 3
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(x)- x+E —lx—§+ 4
5 37373 3x-1)
(x) - X+E X' -6x+9
5 37 3x-1)
2) (x-3)°
— + — | = .
8= X+ 3% 3% )

Le signe est celui du numérateur :

(x-3)°

est positif, (C) est au dessus de T, lorsque x < 1,

Lorsque x > 1,

(x—-3)*
3(x-1)

est négatif, (C) est en dessous de T.

4) Représentation graphique
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5) L’équation 4x° —(3m+7)x+3m+7 =0 équivaut a
4x* -3mx-7x+3m+7=0 = 4x* -7x+7 =3m(x—-1)
_Axt-Tx+7

T 3(x-1)

<

4 4
osm=—x-1+
3 3x-3

< m =g(x)

b
y =g(x)

Le nombre de solutions de cette équation est le nombre de points

d’intersections de la courbe (C) de g avec la droite (horizontale) A

d’équation y =m.

Les solutions sont les abscisses des points d’intersection de (C)et A

D’apres la représentation graphique de g, on déduit le tableau suivant :

valeurs du | nombre nombre de
parametre m d’intersection de | solutions
(Oet A,
2 2
m<-—-—
7 1 (tangente) 1
m=-—
3
7 <m<3 0 0
3
m=3 1 (tangente) 1
m>3 2 2

Pour retrouver ces résultats algébriquement, on étudie le signe du
discriminant de I’équation 4x* —(3m+7)x+3m+7=0.
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A=3m+7)-16(3m+7)=(3m+7)(3m-9). Le discriminant s’annule pour

deux valeurs : m = _S et m=3.

valeurs du | Signe du | nombre de
parametre m A=3m+7)(3m-9) | solutions
A>0 2
m<-—
3
7 A=0 1
m=-——
3
7 A<0 0
-—<m<3
3
m=3 A=0 1
m >3 A>0 2
Corrigé 7

1) Soit P(x) =x* +6x* —16x+9.

On remarque que P(1)=1+6-16+9=0. Donc 1 est une racine évidente de

P. On peut alors factoriser P(x) par (x - 1) :

On peut utiliser le tableau d’Horner :

1 0 6 -16 9
1 1 1 7 -9
1 1 7 -9 0

Donc P(x)=(x—-1)(x’ +x*+7x-9)

On remarque que 1 est une racine évidente de x* +x* +7x -9,
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On peut utiliser de nouveau le tableau d’Horner :

1 1 7 -9
1 1 2 9
1 2 9

Ce quidonne x’ +x*>+7x-9=(x—-1)(x* +2x+9).
Enfin on obtient: P(x)=(x—-1)*(x*+2x+9).

Le discriminant du trindme x* +2x+9 est négatif : A =4—-36=-32, donc le
trinome est du signe de (+1), positif.

Conclusion : P(x) = (x-1)*(x* +2x+9) est toujours positif.

X' =x*+3x+5
x>+

puisque x> +3>0,0x0OR.

2.a) La fonction f(x)=

est de domaine de définition D, =R

b) La fonction f est rationnelle, donc dérivable sur son domaine de définition.

(3% -2x+3)(x* +3) - (x’ —x* +3x +5)(2x)
- (XZ + 3)2

f'(x)

4 2
- P

X +6X2 12X+9 d’ou f'(x)=——+ &) 2

(x"+3) (x"+3)

f'(x)=

c) D’apreés 1) on a OxOD,,P(x) 20 . Alors OxOD;,f'(x) 2 0. La fonction f est

croissante sur R.

X =x*+3x+5 3

. . . X .
On a lim f(x) = lim 3 = lim — = lim x = —o0
X - =00 X - =00 x“+3 X0 =0 Y X - —00
) . X —-X*+3x+5 . x° ..
lim f(x) = lim 3 = lim — = lim x = +o0
X - 400 X - 400 x“+3 X040 X X o 400

Tableau de variations de f :

X —00 + ©
f'(x) +
+ ©
f(x) /
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3.a) On utilise une identification pour déterminer les réels a,b et c tels que :

f(x)=ax+b+

x> +3

¢ _ax +bx’+3ax+3b+c

ax+b+—; = 5
X +3 x“+3

ax’ +bx’ +3ax+3b+c _ X —-x*+3x+5

x> +3 - x> +3 ’
a=1
=-1
Par identification :
a=3
3b+c=5

On obtientdonc:a=1,b=-1,c =8.

Alors [Ix[1D;, ona: f(x)=x—-1+ 28 .
x“+3
b) Or lim (f(x)—(x —l)) = lim 28+3 =0, on en déduit que la droite D
X — too X - o0 Y

d’équation y =x—1 est une asymptote a (C).

Comme f(x)—(x-1)= %4-3 >0, UxUDy, la courbe (C) est au-dessus de D
X

toujours.
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¢) Représentation graphique :

4.a) D’apres I’étude de f et son tableau de variations on a :

« f est continue sur |—oo;+oo[ ;

¢ f est strictement croissante (monotone) sur ]—00; +00[ H

e lim f(x)=-00; lim f(x)=+c0.

Donc f :]—co;+o0[ 0 [I» J =]— c0;+00[ réalise une bijection.
b) Construction :

Les courbes (C)et (C')sont symétriques 1’une a I’autre par rapport a la droite

d’équation y =x :

La courbe (C) La courbe (C’)
Admet une asymptote oblique | Admet une asymptote oblique
d’équation y =x-1 d’équation x =y —1 soit y =x+1
5 5
Coupe (Oy) en (0;5) Coupe (Ox) (3;0)
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Coupe (Ox) en (-1,0) Coupe (Oy) en (0,-1)

-1
£'E7(0)

¢)Ona (f7)'(0) =

x'+6x*-16x+9

f7(0)=-1 car f(-1)=0, et f'(x) = +3)

=>f'(-1)=2.

e 11 1
Done (£7)'(0)= FEO) D " 2

Corrigé 8

la)Ona P(x)=x’-3x>+2=>P(1)=1-3+2=0.

En utilisant la division euclidienne (ou le tableau d’Horner ou I’identification)
onobtient : P(x) = (x—-1)(x* =2x-2).
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b) Pour le trindéme (x> —2x—2),ona A=12= (2\/5)2 d’ou les racines
X, =l—\/§,x2 =1++3

Tableau de signes :

X —o 1-3 1 1+/3 + ©
x-1 - - + +
x?=2x-2 + - - +
P(x) - + - +
2) f(x) = X o H+2
x—2

a) Calcul de limites :

3 _ + 2 3
lim f(x) = lim % = lim > = lim x? = +o0. Il n y a pas d’asymptote

X — oo X — too X— X — oo X X - too

horizontale.

lin;(x3 -3x+2)=4>0.Alors :

lim(x—-2)=0" = lim f(x) = -0 et lim(x-2)=0* = lim f(x) = +c.
X-27 X 27 x-2* x 2%

Alors la courbe admet une asymptote verticale d’équation x = 2.

b) Calcul de la dérivée :

3—
Onaf(x)=ﬂ.Alors:
x—2
f,(X)z(3x2—3)(x—2)—(x3—3x+2)
(x-2)
f,(X)_3x3—3x—6x2+6—x3+3x—2
(x-2)
2x° —6x> +4
f'x)=———
(x) x—2)
2P(x)
f'(x)=
(x) (x=2)

Généralités sur les fonctions numériques 121



¢) Le sens de variation de f
dépend uniquement du
signe de P. On a donc le
tableau de variations

suivant : f +°°\y1 /0}0 \ /

X | —o0 1-4/3 1 2 1+/3 400
f’ - 0O + 0 - - 0 +

y,=f1-3)=-1,4 et y, =f(1++/3)=19,3.

3) La tangente est horizontale lorsque la dérivée s’annule, soit pour

1,1-/3,1+4/3.

4) Si pour tout xde D, :

d _ ax’-2ax’+bx’ -2bx+cx—2c+d

ax’ +bx +c+ alors
x-2 x—2
3 _ 2 _ _
ax +bx et 4 =X +(b-2a)X" +(c—2b)x-2c+d
X=2 x=-2
3 _ + 3 + _ 2 + _ _ +
f(x)=ax’ +bx+c+ d _ x -3x+2_ax +(b-2a)x” +(c—-2b)x-2c+d
X—2 x—2 x-2
a=1 a=1
. epe gs . . b—-2a=0 b=2a=2
par identification des coefficients : o

c—2b=-3 c=2b-3=1
d-2c=2 d=2c+2=4

Alors f(x)=x* +2x+1+ ,OxOD,.

x—2

5.2)Ona: f(x)-g(x)=—1—.
x—2

Alors lim (f (x)— g(x)) = lim > =0. Donc les deux courbes sont

X —
asymptotes.
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b) Pour la position relative, il est clair que le signe de f(x) —g(x) est celui de
4 .
x-2

x<2=f(x)—g(x) <0 et C est en dessous de P

x>2=f(x)—g(x) >0 et C est au-dessus de P.

Yo
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V. EXERCICES DE SYNTHESE

Exercice 1

2
Soit f la fonction numérique définie par f(x):% et (C)sa courbe
X

représentative dans un repere orthonormé d’unité 1 cm.

1.a) Déterminer le domaine de définition de f et calculer les limites de f aux
bornes de ce domaine.

b) Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation

c
2x+2

2.a) Déterminer les réels a,b et c tels que f(x)=ax+b+

b) En déduire que (C)admet une asymptote oblique A, dont on donnera
I’équation.

¢) Etudier la position relative entre (C) et A

3. a) Construire la courbe (C) et ses asymptotes.

b) Montrer que (C) admet un centre de symétrie que I’on précisera.

4) Soit g la restriction de f sur ’intervalle I =]0,+o[

a) Montrer que g est une bijection de ]0,+«[sur un intervalle Jque I’on

déterminera.

b) Déterminer g Gj et (g_l)’ G)

¢) Montrer que I’équation g(x)=x admet une unique solution a que I’on

déterminera la valeur exacte et une valeur approchée a 10~ pres.

d) Tracer, dans le méme repére, la courbe (C') de la fonctiong™ .
5) On considére Pintervalle K =[2;3]

a) Montrer que, xOK implique que OxOK, f(x)OK

b) Montrer que OxOK, |f'(x)|<

N | =

6) Soit (u,)la suite définie par u, =2 et u,,, =g(u,)
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a) Montrer que [InON, u, OK .

b) Montrer que On0N, |u,,, -a|< %

l,ln —G|-
¢) En déduire que On0ON, |u, -a|< 2L"

d) En déduire la limite de (u,).

Exercice 2

Partie A
Soit la fonction numérique définie par g(x) =x’-3x—4
1) Dresser le tableau de variation de g.
2) Montrer que I’équation g(x)= 0 admet une unique solution o dans R et que
2<a<3.
3) Donner le signe de g(x) sur R.

Partie B
3 2

On considere la fonction numérique f définie par : f(x) =—; et soit (C) sa
X% —

courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i, j)

1.a) Calculer linll f(x), linll f(x), limf(x), imf(x).
x-—1" xo-1" x-1" x-1*

b) Interpréter graphiquement les limites précédentes.
x+2
x’ -1

b) En déduire que la courbe (C) admet une asymptote oblique A a préciser

2.a) Montrer queOx0OD,, f(x)=x+2+

puis étudier la position relative de (C) et A .
¢) Calculer lim f(x), li‘ﬂo f(x).

3) Montrer que OxOD,, f'(x) = % . En déduire le signe de f'(x) sur D, (On
<2 —

pourra utiliser A.3).
4) Dresser le tableau de variations de f.

5) Déterminer les points de (C) ou la tangente est parallele la droite d’équation

y=x+2.
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6) Donner une équation de la tangente de (C) en x, =—2
7) Construire la courbe (C)

8) Soit h la restriction de f sur ’intervalle 1= :|—00; —1|:

a) Montrer que h réalise une bijection de I sur un intervalle J a préciser.

b) Calculer (™) (0).

Exercice 3

. . . . fps x*-3x+6

Soit f la fonction de variable réelle définie par : f(x) =—2
X —

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé

(O;i,j) d’unité 2cm.

1) Déterminer les réelsa ;b etctel que : f(x)=ax+b+ ¢ 3’ Ux 0D,
X —

2) Dresser le tableau de variations de f.

3) Montrer que C admet deux asymptotes D et D’ dont I’une D est oblique.
Etudier les positions relatives de D et (C)

4.a) Donner une équation de la tangente T a la courbe (C) au point d’abscisse
x, =1.

b) Existe-t-il des points de (C) ou la tangente est perpendiculaire a
I’asymptote oblique D ? Si oui, donner des équations de ces tangentes.

5) Vérifier que pour tout x de D,on a f(4—x)+f(x)=2et interpréter
graphiquement.

6) Soit g la restriction de f sur ’intervalle I=]0;2[.

a) Montrer que g:I — J réalise une bijection ou J est un intervalle que ’on

déterminera.

b) Dresser le tableau de variations de g™'.

¢) Calculer (g™')'(-4). Donner, par deux méthodes différentes I’équation de

la droite T’ tangente a (C’) courbe de g™ au point d’abscisse x, = —4.
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7.a) Tracer les courbes (C) et (C’).

b) Discuter graphiquement, suivant les valeurs du parametre réel m, le
nombre de solutions de I’équation x*—(3+m)x+6+2m =0 . Retrouver ces

résultats algébriquement.

Exercice 4

x!'—6x* +1

On considere la fonction f(x) = 3 et sa courbe (C) dans un repere
X

orthonormé.

1) Trouver a, b et c tels que f(x)=x+3+ + .
x x—-1 x+1

2) Déterminer I’ensemble de définition de f. Etudier la parité et les variations
de f.

3) Calculer les limites de f aux bornes de D¢ . Préciser les asymptotes a (C).
4) Etudier la position de (C) par rapport a la droite D d’équation (y = x).
5) Tracer D et C.

6) Résoudre I’équation f(x) = 0.

Exercice 5

3 2
. . (o X" +2x
Soit la fonction f, définie sur R\{-1, +1} par f(x) =——— 1 et C sa courbe
X —

représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal (O H f, ]) (unité : 2 cm)

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g définie sur R par g(x) =x’ -3x—4.

1) Dresser le tableau de variations de la fonction g.

2) Montrer qu’il existe un réel a unique tel que g(a) =0. Vérifier que 2<a <3 puis
déterminer une valeur approchée de aa 5.107" pres.

3) Etudier le signe de g(x) sur R .

Partie B : Etude de la fonction f.

1) Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition.
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xg(x)
(x*-1)°

2) Montrer que pour tout x de R\{-1, +1}, f'(x) = . En déduire le tableau

de variation de f.

X+

2
> - En déduire que C
x -1

admet une asymptote oblique D a I’infini. Etudier la position de C par rapport a D.

3) Montrer que pour tout x de R\{-1, +1}, f(x) =x+2+

4) Déterminer les abscisses des points de C ol la tangente est parallele a la droite
d’équation y =x+2

5) Tracer la droite D, les tangentes du 4. ainsi que la courbe C.
6) Soit h la restriction de f sur I’intervalle I =[3,+o9[ .

a) Montrer que h:I - J réalise une bijection ou J est un intervalle que 1’on
déterminera.

b) Dresser le tableau de variations de h™'.

¢) Calculer (h™) '(4785) .

Exercice 6

x*+2x-3

Soit f 1a fonction de variable réelle définie par : f(x) = 1
X+

On désigne par C sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i, j) .
1) Déterminer les réels a ;b et c tel que f(x)=ax+b + Ll pour tout x[1D, .
X+
2) Dresser le tableau de variations de f. Justifier que la courbe C n’admet pas de

tangentes horizontales.

3) Montrer que C admet deux asymptotes et que leur point d’intersection est un
centre de symétrie de C.

4) Etudier les positions relatives de C et son asymptote oblique.
5) Préciser les points d’intersections de C avec les axes.

6) On considere la droite D d’équation 2x -y -1=0.
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Existe-t-il des points de C ou la tangente est parallele a D ? Si oui, donner des
équations de ces tangentes.

7) Tracer la courbe C.

8) Soit k la restriction de f sur ’intervalle ]—l, +00[ .

a) Montrer que k réalise une bijection de ]—1, +00[ sur un intervalle J que ’on

déterminera.

b) Construire dans un nouveau repere orthonormé, les courbes représentatives de k
et de sa réciproque .

¢) Calculer kK'(0), (k™)'(0).

N

d) Donner I’équation de la tangente T’ i la courbe C’ de k™' au point d’abscisse 0.

Exercice 7

Soit f la fonction définie par f(x) =1+ et C sa courbe dans un repere

x’ +1
orthonormé
1) Montrer que pour tout x : f(—x) =2—f(x) ; Interpréter graphiquement.
2) Montrer que le point de coordonnées (0;1) est un point d’inflexion.
3) Etudier les variations de f.
4)Tracer la courbe de f.
a) Montrer que f admet une fonction réciproque f™
b) Donner ’expression de ™

¢) Dresser le tableau de variation de f™ Tracer sa courbe.

Exercice 8

On considere la fonction numérique f(x)= ‘xz +3x—10‘. (C) sa courbe

représentative dans un repere orthonormé (0,i, j) .

1) Ecrire f sans valeur absolue
2) Déterminer les asymptotes éventuelles a la courbe (C)
3) Dresser le tableau de variation

4) Montrer que la partie de (C) sur [—5, 2] est un demi cercle a préciser.
5) Tracer (C).
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Exercice 9 (Traduit)

Soit f la
x> +x+2

X —

fonction  définie par

f(x)= et C sa courbe dans un

repére orthonormé (0;1i, j).
1) Déterminer D,le domaine de définition

de f. Déterminer les réels a, b et c tels
que :

OxOD,; f(x)=ax+b+——.

x—1

2) Dresser le tableau de variations de f.

3) Montrer que la courbe C possede deux
asymptotes D et D’ dont I’une est oblique
D. Préciser les position relatives de C et D.
4) Donner une équation de la tangente T a
la courbe au point d’abscisse x, =-2.

5.a) Existe-t-il des points de C ou la

tangente est parallele a la droite
d’équation
3x+y+1=0.

b) Existe-t-il des points de C ou la
tangente est perpendiculaire al’asymptote
oblique D.

6.a) Montrer que la courbe (C) admet le
point Q(1,3) comme centre de symétrie.

b) Tracer la courbe (C) apres avoir placé
ses éléments géométriques associés dans le
repere (O;f,j).

7.a) Discuter algébriquement, suivant les
valeurs du parametre réel m, le nombre de

solutions de I’équation
x’+(1-mx+2+m=0.
b) Retrouver les résultats précédents

graphiquement.

2
fx)= T XF2 L A o
x-1
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x-1
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Dans les ouvrages de la collection ESSEBIL AU BAC-
Mathématiques vous trouverez chaque trimestre:

Des résumés de cours pour réviser rapidement et mémoriser les formules

Des QCM pour ’entrainement et la maitrise des notions du programme

Des exercices corrigés variés et progressifs pour teser et approfondir vos

connaissances

v Des exercices de synthése et des problemes non corrigés pour préparer
éfficacement I’épreuve du Bac

v Quelques traductions pour améliorer le niveau d’acquisition.
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