[ ETUDE DE FONCTION ]

Voici quelques questions rencontrées lors d'une étude de fonction

Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy et C; sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0;I;)).

Questions Méthodes
Il suffit de verifier que xo € Dy, puis calculer
lim f(x):
Etudier la x>0

continuité de f en
Xo

v Si lim f(x) = f(x,) alors f est continue en x,.
xX-Xx0

v Silim f(x) # f(x,) alors f n’est pas continue en
xX-Xx0

xO.

Questions

Méthodes

Montrer que la fonction f
est paire

Il suffit de montrer que :
Xx€Df = —x€Dset f(—x) = f(x)
L’axe des ordonnées est un axe de symétrie de (Cy).

Montrer que la fonction f
est impaire

Il suffit de montrer que :
x €Dy < —x € Dyet f(—x) = —f(x)
L’origine du repére est un centre de symétrie de la
courbe (Cy).

Montrer que f
admet un
prolongement par
continuité en x,

Il suffit de verifier que xo & Dy, puis calculer

lim f(x):

X—-X0

v Silim f(x) = o alors f n’est pas prolongeable
xX—X0

par continuité en x,.
v Silim f(x) = b (b € R) alors f est prolongeable
xX—=X0
par continuité en x,.
La fonction g définie par :
{g(x) = f(x); six € Dy

gxe)=b
continuité en x,.

est le prolongement par

Montrer que le point
A(a; b) est un centre de
symétrie de la courbe

€p)

Il suffit de montrer que :
x € Dy & (2a—x) € Dy
fRa—x)+ f(x) =2b
Ou
x €Dy < (a—x) € Df; (a+x) €Dy
fla—x)+ fla+x)=2b

(1):{

(2):{

Montrer que la droite (D)
d’équation y = a est un
axe de symétrie de la
courbe (Cy)

Il suffit de montrer que :
xEDfiz)(Za—x)EDf
fa-x)=f(x)
Ou
(2){x€Df(:)(a—x)EDf, (a+x)€Df
' fla—x) =fla+x)

(1);{

Etudier la
dérivabilité de f en
Xo

Il suffit de calculer : lim [~/ (x0)
x-xg X—Xo

v Silim 20 _ (b € R) alors f est dérivable
x-xg X—Xo
enxpetona: f'(xy)=>b
v Silim 2270 _ o ajors f nest pas dérivable
xX-Xx0 xX—Xx0
en x,.
Interprétation graphique : (C;) admet une demi-

tangente verticale au point M (x,; f(x,))-

Etudier les variations de f

v" On calcule f'(x)
v" On étudie le signe de f'(x) :
o Sivx el f'(x) <0 alors f est strictement
décroissante sur I
o Sivx el f'(x) > 0 alors f est strictement
croissante sur |

Dresser le tableau de
variation de la fonction f.

Valeurs de x Dy

Signe de f’(x)

Variations de f

Nour-cflaths cJle oD

Démontrer que f réalise
une bijection de ]a ; b[sur
un intervalle K a préciser

I suffit de dire que :
f est continue et strictement monotone sur Ja; b[ ;
De plus f(Ja; b[) =J (a déterminer).
Donc f réalise une bijection de ]Ja ; b[sur K =]
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Questions

Méthodes

Questions

Méthodes

Démontrer que I’équation
f(x) =0 admet une
solution unique a dans
la; b

v' Montrer que f réalise une bijection de ]a; b[
sur f(la; bD)

v Veérifier que 0 € f(la; b))

Comme 0 € f(]a; b[) alors I’équation f(x) =0

admet une solution unique e dans ]a ; b[.

Donner une équation de
la tangente (T) au point
d’abscisse x,

(D):y = f'(x0)(x = xo) + f(x0)

Déterminer les
coordonnées du point
d’intersection de la
courbe (Cy) et de la droite

(D) d’équation y=ax+b

On résout I'équation (E) : f(x) =ax + b

Le nombre de solutions est égale au nombre de

points d'intersection de (Cy) et de (D).

v Si xoest solution de I'équation (E) alors
Vo= f(xg)OUuyo=axo+b

v A(xo; yo) est le point d’intersection de ...

Etudier la position
relative de la courbe (Cy)
par rapport ala droite (D)
d’équation: y=ax+b

On étudie le signe de [f(x) — (ax + b)].
v Si:vx €l f(x) - (ax + b) > 0 alors la courbe
(Cy) est au-dessus de (D) sur I.
v Si:vx €], f(x) - (ax + b) <0 alors la courbe
(Cy) esten dessous de (D) sur .
v Si f(x) - (ax + b) = 0 pour x = xoalors (Cy)
et (D) se coupent au(x) point(s) A(xo; f(xo))

Déterminer les
coordonnées du point (ou
des points) d’intersection
de la courbe (Cy) avec
I’axe des abscisses.

Soit A(x4; v4) le(s) point(s) recherché(s) :

ya=0.
v" Pour trouver x, , on résout I'équation f(x) = 0.
(Le nombre de solution de cette équation est
égal au nombre de points ou la courbe (Cy)
coupe I’axe des abscisses).

Interpréter
graphiguement

Pintégrale I = [7 f(x)dx
(@a<b)

1% cas : f(x) > 0 sur [a; b]

I est I'aire exprimée en unité d’'aire de la partie du
plan délimitée par la courbe (Cy), I'axe des
abscisses et les droites d’équations respectives
x=aetx=b.

2¢me cas : f(x) <0 sur[a; b]

I est 'opposé de l'aire exprimée en unité d’aire de
la partie du plan délimitée par la courbe (Cy),
I'axe des abscisses et les droites d’équations
respectives x =a et x = b.

Déterminer les
coordonnées du point
d’intersection de la
courbe (Cy) avec 'axe
des ordonnées.

Soit A(x,; v4) le point recherché ;
v X4 = 0
vooya =) = f(0)

Si 0I x 0] =m cm?
Interpréter
graphiguement
Pintégrale I =m [ f(x)dx
(a<b)

1¢" cas : f(x) > 0 sur[a; b]

I est l'aire exprimée en cmz? de la partie du plan
delimitee par la courbe (Cy), I'axe des abscisses
et les droites d’équations respectives
x=aetx=bh.

Déterminer les
coordonnées du point de
la courbe (Cf) oula
tangente (T) est paralléle
aladroite (D) d’équation
y=ax+bhb

Si la tangente (T) et la droite (D) sont paralléles
alors elles ont le méme coefficient directeur.
or {7 = 1 (x0)x = x0) + 1)
(D):y =ax + b
On adonc f'(xy) = a.
On résout I'équation f°(x) = a
v/ Lasolution xx de cette équation est
I'abscisse.
v' L’ordonnée est vy = f(xx)

Interpréter
graphiguement 'intégrale
1= f:[f(x) — (ax + c)ldx
(a<b)

1¢"cas : f(x) — (ax + c) >0 sur [a; b]

I est l'aire exprimée en unité d’'aire de la partie du
plan delimitée par la courbe (Cy), la droite

(D) : y = ax + c les droites d’équations respectives
x=aetx=h.

Calculer I’aire de la partie
du plan délimitée par la
courbe (Cy), 'axe des
abscisses et les droites
d’équations respectives
x=aetx=h

1¢" Cas : f(x) >0 sur [a; b]
A= fabf(x)dx xU.a
avec U.a=0Ix0]

2¢meCas : f(x) <0 sur [a ; b]
A= —f:f(x)dx xU.a
avec U.a=0Ix0]




Questions

Méthodes

COMMENT JUSTIFIER LE SIGNE D’'UNE FONCTION A L’AIDE DU TABLEAU

Soit(D):y=ax+b
Calculer l'aire de la
partie du plan délimitée

1°" Cas: f(x) — (ax + b) >0 sur [a ; b]
A= fab[f(x) —(ax+b)]ldxx U.a

DE VARIATION

Tableau de variation

Méthodes

par la courbe (Cy), la : . _ . fl@=0
droites (D) d’équations 28me Cbas : f(x) = (ax + b) <O sur[a; b] x s oo f est continue et strictement croissante
respectives X =a et X = b A = fa [(ax + b) - f(x)]dx X U a fr{x) + = sur ]R avec f(a})(I)O }I?(OI’)]C f( ) O
Montrer que les courbes i Vx<a,ona:flx)<jla);fx)<
(Cy) et (C,) des fonctions 7o . / Vx>a,ona: f(x) > f(a); f(x) >0
f et g sont symétriques _ f(@)=0
par rapport a I'axe des Il suffit de montrer que : f(x) = —g(x) X . +oo f est continue et strictement décroissante
abscisses (C'est-a-dire la 0 - sur R avec f(a) = 0. Donc :
droite (0I) Too Vx<aona:f(x)>f(a); f(x) >0
Vx>a,ona: f(x)<f(a) f(x)<O0
Montrer que les courbes 7 \ Je) <7037
(Cp) et (C,) des fonctions —
f et g sont symétriques Il suffit de montrer que : f(-x) = —g(x) f est continue et strictement croissante
par rapport au point O x —oo +oco surRet lim f(x)=0
(Porigine du repére) f(x) + Donc - 7
o onc :
. vx e R,ona: f(x) <0.
Asymptotes et branches paraboliques o / &)
NOTIONS RESULTATS DES INTERPRETATION x —oo +oo f est strictement décroissante sur R et
CALCULS GRAPHIQUES 1) - Lim f(x) =0
La droite d’équation 0 Done -
Asymptote verticale )lclil;ll f(x) =00 x=a est une asymptote fix) \ vx€R,ona: f(x) <0
(verticale) a (Cy)
La droite d’équation
Asymptote horizontale lim f(x)=»b y= b est une asymptote f est continue et strictement croissante
me (horizontale) a (Cy) en o« x —oo +oo sur Ret Lim f(x) = 0Donc:
TP X——00
La droite d’équation AC)) h vVx€R,ona: f(x)>0
Asymptote oblique lim[f(x) — (ax + b)] =0 | y =ax + b est une £ /
me asymptote (oblique) a o
(Cs) en oo
v lim f(x) = o et v (Cy) admet une f est strictement décroissante sur R et
’;;:@ =0 branche parabolique x —oo +oo Lim f(x) =0
Xmoo X de direction (0I) en o [ - Donc -
Branches .
vx €€ R,ona: f(x)>0.
paraboliques 4 lim £ (x) = oo et v (C;) admet une fix) \ )
lim £® = oo branche parabolique S
x-00 X de direction (0)) en o
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Tableau de variation Méthodes Tableau de variation Méthodes
f admet un minimum positif sur I 1¢¢ méthode : Déterminer le signe de f(x)
X —o a Yoo f(@) estle minimum de f sur I ; Donc : fle)=0et f(e?)=-2,2 X 0 e ? 1 e 4o
i) — Jo[ = vx el ona: f(x) 2 f(a). x__Jo__e? I fo | | LW |+ f(';ll) -l x
De plus f(a) >0 x + 0| - 0 + :
flx) \ /' Donc:vx€l,ona: f(x)>0 t f(|g'2|) o] Too 19 / \._e /
(@) 2¢me méthode : ) /' ~. /' Signe T
Remarque : f admet sur I, un minimum (absolu) qui —e de f1x) - il A
Les limites, ici, n’étaient pas est strictement positif. Conclusion :

nécessaires.

Donc:vxel,ona: f(x)>0

f admet un maximum négatif sur
I

o
) +  [o] =

fix) /

f admet sur I, un maximum (absolu) qui
est strictement négatif.
Donc:vxel,ona: f(x)<O0

vx€]0;el, f(x) <O.
Vx €le; +[, f(x)>0

Déterminer ou donner le signe de

fx

-0 @ m a, +0

X
) L o] e

~_ e

flx) L -
f(m)
flar))=0etf(az)=0

(L’équation f(x) = 0 admet 2 solutions)
ICI, on a toujours : f(m) <0

Il faut étudier le signe de f sur chacun
des intervalles ]— oo ; m[etm; +oo].
v’ Sur]—oo ; m|, f est continue et

strictement décroissante et f(a1) = 0.

Donc :

Si x < a1 alors f(x) > f(a1) donc
f(x)>0.

Si a1 < x <m, alors f(a1) > f(x)
Donc f(x) < 0.

v Sur]lm; +oo|[, f estcontinue et
strictement croissante et f(az) = 0.
Donc :

Sim < x < az, alors f(x) < f(az)
Donc f(x) < 0.

Si x > ae, alors f(x) > f(az)
donc f(x) > 0.

Déterminer le signe de f(x)

X 0 1 e +oo X 0 1 e +co
o | - - o[ + f | - - Jof +
—e +oo +o0 —€ +oa +co
0N\ N ) N N
—o e —oo e
Signe
de f(x) — +

Déterminer le signe de f(x)

|- @ om @t
fw] +1 1o -
o fm
AN
( 0 0
f)f) / \‘

ICI, on a toujours : f(m) >0

Démontrer le signe de f(x)
fle)=0et f(e?)=-2,2

0 g2 1 +0

X
fog [ + Jof - Jo] +

- —
flx) /f(e )\_e /'+

v' Sur]0; 1], f admet un maximum
strictement négatif ;

Donc:x€]0; 1], f(x) <O.

v Sur]1; +[, f estcontinue et
strictement croissante avec f(e) = 0.
xEll;e[=>1l<x<e,

Donc f(x) <Osur]l;e[.

vV x€le; to[e=x>e,

donc f(x) >0 sur Je; +l[.

Conclusion :

vx €]0; el, f(x) <O.

Vx €le; +[, f(x)>0

X —oo oy m [ +oo
f(x) + | [0] —
o) o4
— T
Signe
def(x) | — | + -
Conclusion :

o VX€]—oo; a1[ Ulaz;+oo [, f(x)<O;
o Vx€lay, azf, f(x) >0

Démontrer le signe de f(x)

0 1 e +o0

X
f(x) — - Jo] +

| N\

5 +m\‘ /v+m
e

(=]

v Onaf(l0;1)=]-~; -ef;

Donc :Vx€]0; 1[,on a f(x) <O.
v' e estle minimum de f Sur

1 e[
Doncvx€e]l; +x[,ona: f(x)2e>0.
Conclusion :
vx €]0; 1], f(x) <O.
vxe]l; +=[ f(x)>0




Fonctions logarithme et exponentielle népérienne

Image d’'un intervalle par une fonction continue

Fonction logarithme Inx

Fonction exponentielle e*

Intervalle f est croissante sur [ f est croissante sur /
[=a;b f(I) = [f(a): fb)] f1)=1[f(b); fla)]
I=lo;tf | f(1) =]l fe)sTim fla)[ - F(I) =Jlim f(z); lim f(2)]

T =ooal | 1)) lm_f@yf@] | A0 a0

I =]b;+00]

1
I

0 =Tl flo); T f@) | 70 =] Tm_fta)lim f(o)]

Df=]0;+oo[ Df =] — oo;+o0]

Domaine de Siona: f(x)=Ilnu, Siona: f(x) =e" on
définition ona:Df={xe€R/u>0} |a:D;f=D,

et on résout I'inéquation u

>0

lil(t)l+ Inx = — liT e* = +oo

. . X X—>+00

Limites lim Inx = +oo lim e*=0

X—>+00 X——00

Inx)' = 1

Dérivée (Inx)" = x (e¥) =e*

Dérivées : Soient u et v deux fonctions définies I et |

(Inw)’ = u;' e =u'e*
Les limites usuelles
Logarithme exponentielle
. l x
llml:=0 neRr lim = =40 neR
Xx—>+00 X x>+ xm
. 1 . e*—
llmw =1 lim < 1 _ 1
x-0 X x—>0 X

lim x"lnx=0 neR
x—0t

lim x"e*=0 neR

X——00

Branches paraboliques

lim f(x)=

X=+d00

BP de direction (Ox)

asymptote y =ax+b

i asymptote (horizontale) y = ll]
=

BP de direction (Oy)

T—td00
n'existe pas

[d irection asymptotique y = a:(]

=
—| BP de direction y = ax

Nourgflaths le D
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