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AVANT-PROPOS

Compte tenu de la situation éducative actuelle liée a la pandémie de Covid-19 et dans l'incertitude
de ce qu’elle sera dans les mois avenir, moi jeune congolais j’ai jugé utile de mettre sur pied cet
ouvrage, qui n’est pas un manuel de cours mais un document regroupant des exercices de niveau
Terminale C, D, E, F1, F2, F3, F4, Sciences Expérimentales (SE) & Sciences mathématiques (SM).

Ce document est congu pour aider les éléves a se préparer a I’épreuve de mathématiques aux
baccalauréats en toute sérénité et aussi afin de contribuer a consolider I’enseignement et hisser le
niveau a une dimension salutaire. Il a été nécessaire d’insérer des exercices extraits bacs des autres
pays d’Afrique francophone afin de permettre aux éléves curieux et amoureux des
Mathématiques de découvrir et de bénéficier des exercices ayant des questions du programme
susceptibles d’apparaitre a I’'examen que les leurs. Toutefois, loin de chercher la gloire, encore
moins la célébrité, je suis simplement motivé par le goat et le devoir de donner mon savoir au
profit de cette génération actuelle. Bien que tout document scolaire est parfois congu pour le
meilleur ou méme le pire, celui-ci est loin d’étre I'un de ces ouvrages déja publiés dans la société.
C’est pourquoi je pense que ce livre offrira a ses usagers de plus grande chance de réussite au
baccalauréat, aux concours a I’échelle nationale en particulier et a I’échelle internationale en
général. Vous trouverez ainsi dans ce manuel des :

«+» Exercices de type de 1 corrigés bien détaillés
«+» Exercices de type 2 proposés pour I'apprentissage des éléves.

Cependant, je conseille aux éléves de ne pas se baser directement aux solutions des exercices,
mais d’essayer avant tout par eux-mémes de traiter les exercices de ce livre par I'intermédiaire

des cours étudiés en classe. L’éducation étant notre préoccupation a tous, de ce fait toute
personne voulant se joindre a moi pour les éditions avenir sera la bienvenue. En fin de compte, je
ne saurais terminer sans remercier Mr TATY Gervy qui a généreusement et ouvertement contribué
a la réussite de ce livre, car, dit-on la reconnaissance est la monnaie d’échange de la gentillesse
regue.

Auteur : Mr VIKA Danny,
L’¢étudiant scientifique
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Participant : Mr TATY Gervy,

L’étudiant scientifique

Bac 2021

Tel : +242-(06-713-32-41) / I’y Crois

(06-999-74-08)
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THEME N°1 : NOMBRES COMPLEXES
Exercices de type 1
Exercice N°1.1:
Mettre les nombres complexes ci-dessous sous forme algébrique :
. V32 1 1 a-?
a_h/i(l-l_?l) ’ T 14+V2+iV3 C=3537" 34
_1+4i(14+V3) _ (V3-i | V3+i /" ) _ (1, 3, .\ (1 ,
d="Th7 ' e=(mitaa-1-0)  f=Gi-1)G+i)iG-30)

Exercice N°1.2:

Ecrire sous forme algébrique le conjugué de chacun des nombres complexes suivants

a=-93- ;  b=(-V2+V2+i2-V2)? ; =%

Exercice N°1.3 :

1) Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :
a=1+i(1+vZ) ; b=(1+iV3) A-i® ; c=(—V3-i) ;

d=(W)2 ;

1+i

e =10+ 2V5 +i(1-V5).

2) Comment choisir I’entier naturel n pour que (1 + i)™ soit réel ? Imaginaire ?

Exercice N°1.4 :

2020
Soit U un nombre complexe définie par: U = (—\/i + l\/f)

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1

TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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1) Ecrire le nombre complexe a = —/2 + iv/2 sous forme trigonométrique.
2) Montrer que U est un réel.

Exercice N°1.5 :

Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

17w fd
1. z=5e"3 ; 2. z=21 3. z=—(1+i)4(cos%n+i

T . = T _
4. z—Z\/f(cosE—lsmE), 5. z—|
Exercice N°1.6 :

. o 5+3iv3
Soit z, le nombre complexe défini par:zy = PECTNG

1) Ecrire z, sous la forme a + ib ol a et b sont des constantes réels.

2) Calculer zy?, zy3 et zy 1.

3) Montrer que 2,32 = —237+1(1 + {\/3)
20

4) Calculer z,

Exercice N°1.7 :

sin 7”)
6

On considére dans C trois complexes définis par: z; = (1 + )3, z, = —1+iV/3 et Z = z, X z,.

1) Déterminer la forme algébrique de Z.
2) Déterminer le module et un argument de z; et z,.

3) Déterminer la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

p . 17n . 17
4) Déterminer les valeurs exactes de cos 7 et sin STR

L ege 17 . 17
5) Vérifier que cos? ST sin? - =1

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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17
6) Calculer tanE.

Exercice N°1.8 :

- 1—in. Montrer que A=L+1nisin ).
(1-%) d (%)

a) SoitA:(1+ = ©) j

%)

AN_(1—i)n n+2
b) Démontre que M =22 sin%.

Exercice N°1.9 :
On considére le nombre complexe W =+/3 + 1 + l(\/§ - 1).

1) Calculer W?

2) Déterminer la forme algébrique de W?. Déduire le module et 'argument de W.

3) Montrer que W?004 — 23006

Exercice N°1.10 :

Donner la forme exponentielle des nombres complexes suivants :

zy=sinf+icos@, z;, =1+ cosO +isin0 et 23=§—1
2

Exercice N°1.11 :

Déterminer le module et I’'argument des nombres complexes suivants :

1 1 _ 1
1+itga  1+itgy

1+itg2?"

d = (1+iv3)(sin x+i cos x)

(1+iV3)(1+i)(cosa + isina) ;

1)
I

2(1-i)(cos x—isinx)

L
—-_ 9" 7 9
2 cos = +isint®
C089+lSln9

1 cosg+i sin

f=(-1-iV3)(-1+i)(cosa—isina) ; g

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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Exercice N°1.12:

Soient deux réels a et b, et i un nombre vérifiant i = —1. En utilisant la formule
el(ath) — egia gib &taplir les relations suivantes :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

Exercice N°1.13 :

On considére le nombre Q =1 + (\/7 - 1)i

On pose 0 = arg(Q) [2m] .

1) Montrer que 0 € ]0; g[ (sans déterminer 6).

2) a) Montrerque Q*=2(vV2—1)(1+i).

b) Déterminer la forme trigonométrique du nombre complexe r =1 +1i.

c¢) Endéduire tan%.

Exercice N°1.14 :

1) Linéariser sin®

x.
2) Démontrer I'égalité : (1 + cos x)*(1 — cos x)3 = sin® x (1 + cos x)3.
Exercice N°1.15 :

1) Trouver les racines cubiques des nombres complexes suivants : u = —

2) Trouver les racines quatriemes des nombres complexes suivants : *

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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_ 1, .V3 = o
a) u——Z+lT ;b)) v=-7-24i

Exercice N°1.16 :

Déterminer tous les nombres complexes Z non nuls ; tels que Z? et Z° soient conjugués.

Exercice N°1.17 :

s , 1, .V3
On considere le complexe j = —5ti.

1) Résoudre dans C I'équation (E) : z2+z+ 1= 0.

2) Démontrer les égalités suivantes: a) j3=1 ; b) j2=-1—j.
3) On considere 'équation : @ + jb + j%c = 0.

a) Démontrerque: a —c = j(c— b).

b) Démontrer que:a — b = j*(b — ¢).

Exercice N°1.18 :

Résoudre dans C les équations suivantes :
1) Z?2-(4sina)Z+4=0 ; 2) 32.2+2iz=%+i; 3) 4Z%2+8|Z|>-3=0 ;

4 7Z2-2Z+1=0 ; 5) Z+3Z=(2+iV3)|Z] ; 6) Z*2—-2iZ=0
Exercice N°1.19 :

Trouver dans I’ensemble C des nombres complexes les nombres Z,Z, et Z5 tels que :

Zl+22:—3+l
iZ,=1-2i
ZzXZ3:—1—2i

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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Exercice N°1.20 :
Sachant que: |Z| = |Z,| = |Z3| = 1. Déterminer Z;; Z, et Z3 telsque: {

Exercice N°1.21 :

Zl +Zz +ZB = 1
Zl.Zz.Zg = 1

On donne les complexes Z et u définis par: Z = —8v3 + 8iet u = (V6 —v2) + i(V6 +V2)

1) Ecrire le nombre complexe Z sous la forme trigonométrique.

2) Déterminer les racines carrées de Z sous la forme trigonométrique.

3) Calculer u?. Utiliser ce résultat pour exprimer les racines carrées de Z sous la

forme algébrique.

5m
12

Vi

uis celles de cos T et sin
P 12 12°

P 5w .
4) En déduire les valeurs exactes de cos - et sin

Exercice N°1.22 :

On considére dans C le polynéme du 3°™ degré suivant : f(Z) = Z3 + (2 —i)Z% + qZ — 4

1) Déterminer le réel g tel que le polyndme f(Z) soit divisible par Z + 2.

2) Résoudre dans C I'équation f(Z) = 0.

Exercice N°1.23:

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0,u’, V") (unité : 2 cm), on considére les

points A, B et C d’affixes respectives z, = 1, zg = e'iz et Zc = e's et K le milieu de [AC]

Z,-Z i
1) Montrer que le nombre complexe Z = ZA—B = e '1z. Calculer le module de Z.

c—Zp

2) Déterminer I'affixe zx de K sous forme algébrique

. T
e . s —
3) En considérant la forme exponentielle, montrer que : zx = cos (—12) e'z

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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4) Vérifier que V8 + 43 = V2 + V6 puis déduire des résultats précédents les valeurs exactes

T - T
de cos (E) et sin (E) .

Exercice N°1.24 :

izy—z; =—(V3+1)+2i
z1—iz; =i(V3-1)

1) a) Résoudre le systeme d’inconnue complexe : {

b) Calculer le produit z,.z,.
2) Ondonnez,=1+iV3,zg=1—-ietz.=(V3+1)+i(V3-1).
a) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes z,4, zp, z(.
b) Montrer que la distance AC = 2.
c) Interpréter géométriquement les modules |z — (1 — i)| et |Z — (1 + l\/§)|
d) Déterminer 'ensemble (£) des points M d’affixe z dans chaque cas ci-apreés :
* |lz—(1+iV3)|=z—- A - DI
*lz—(A-1)| =2.
Exercice N°1.25 :

1) Résoudre dans C I'équation (E) définie par: (E) : z3 = 1. On notera les solutions sous la

forme algébrique z = a + ib.

2) Déduire de ce qui précéde les solutions de I'équation (E’) telle que : (E') : z'3 = i3.

3) Résoudre dans I'ensemble C I'équation (E"") : (22" +i)3 —i3 = 0.

. V3 3i V3 3i
4) Soit les nombres complexes z; = — 7 it =,

Montrer que le nombre complexe z3 = z{ + z, est imaginaire pur.

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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Exercice N°1.26 :

6 désigne un réel appartenant a I'intervalle ]0, 7z[. On considére dans I’ensemble C des nombres

coplexes complexes, le polyndme f défini par :
f(2) = (sin? 8)Z?% + (sin26)Z + 1 + cos? 0

1) Résoudre dans C I'équation f(Z) = 0. On notera les solutions Z; et Z, de I’équation en

fonction de 6.
2) \Vérifier que Z,> + Z,%* = —2.
3) a et b sont deux nombres complexes tels que :

1 , _ 1 .
Sine(cose +i); b= Sing(cose i)
Vérifier que f(a) = f(b).

Exercice N°1.27 :

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de chacune des transformations du plan dont

I’écriture complexe est donnée ci-dessous :

a) Z=—-z+2+i b) 2 -3=z—i ; <) z'=—§z+5i

d) 2 =(2)z 420 ; e Z=(1-iz+1 ; f) 2 =iz+3 ;

g) z' =(—V2)z; h) 2 =(—V3+i)z—D* ; i) Z=i+e 5z.*
Exercice N°1.28 :
Dans chacun des cas suivants, déterminer ’ensembles des points M du plan d’affixe z tels que :

a) |z—2+i|l=4 ; b) |z+1—-i|=|z—6] ; ¢ arg(z)E%[Zn]

d) arg(z +1i) = %[21‘[] ; e) arg(z_z_i) = g[n] ; f) arg(z?—3) = arg(z + 3)[2x].

z—1+i
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Exercice N°1.29 :

On considére, dans le plan complexe muni d’un repére direct (0,7,]), les points A, B et C d’affixes

Zy=1+1i; zg=3iet zcz(\/§+%)+i(?+2)
Montrer que le triangle ABC est un triangle équilatéral.
Exercice N°1.30:

P(Z)=2Z*-6Z3 +97Z% — 6Z + 2.

1) Déterminer les nombres a, b et c tels que I'on ait :
P(Z) = 7? [a(Z+%)2 +b(Z+%) +c] .
2) Résoudre dans, 'équation:2z%2 — 6z +5 = 0.
3) En déduire les solutions dans I'ensemble C, de I'équation P(Z) = 0, 0on posera t = (z + %)
Exercice N°1.31 :
Démontrer que si A, B, et C désignent les mesures des angles d’un triangle, on a:

. . . A B c
a) sinA+sinB +sinC = 4cosEcosEcosE

b) cosA+cosB+cosC=1+ 4singsin§sing
Exercice N°1.32 :

Soit f une application de C dans C définie par :

VZEC, f(Z) =23+ bZ? + cZ + d, ou b, c,d sont des nombres complexes.

f=0
1) Déterminerb, ¢, d sachantque:< f(—1) = —8i+ 16
f(1) = 8 + 16i
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2) En considérant les valeurs de b, c et d trouvées dans la question 1) résoudre dans C

'équation f(Z) =0

Exercice N°1.33 :

Soient Z4,Z, et Z sont trois termes consécutifs d’une suite géométrique de raison q = 1 — i/3.
Sachant que leur somme est —34/3.

1) Détermineralors Z,,Z; et Z;.

2) Calculer (3\/§ - i)Zl, 27, + Z, et Zy X Z,.

3) Former une équation du troisieme degré ayant pour solutions Z,Z, et Z;.

Exercice N°1.34 :

Donner I’écriture complexe de la transformation suivante f dans chacun des cas suivants :
1) f estlatranslation de vecteur u(1 + 2i).
2) f estI’homothétie de centre I(1 + i) et de rapport (—2).

3) f estlarotation de centre K(2 — i) et d’angle %.

4) f est lasimilitude plane directe de centre O, d’angle% et derapport k = 2.

5) f estla similitude plane directe de centre Q(2i), d’angle Z?n et rapport k = %

Exercice N°1.35:

Soit f, la transformation du plan dont I’écriture complexe est :
Z' = 4e5Z + 43 - 2i.

1) Déterminer le nombre complexe Z, telque: Z' — Z, = 4-ei§(Z —Zy).
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2) En déduire que f est la composée d’une homothétie et d’une rotation de méme centre, que

I'on précisera.
Exercice N°1.36 :

x' =x—yJ/3+2/2
Yy =x/3+y-+3

Soit ¢ I'application du plan dans lui-méme d’expression analytique : {
1) Déterminer I’écriture complexe de @.
2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de ¢.
3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (p‘l.
Exercice N°1.37 :
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0, U, V), on considére les points
A et B d'affixes respectives: z, =1—i et zp=2++/3+1i.
1) a) Ecrire le nombre complexe z, sous forme trigonométrique.
b)  Endéduire que (1 — i)2016 = 21008

z

2) a) Ecrire le nombre complexe Z—B sous forme algébrique.
A

b) En déduire que z—B = [1 + \/§;—].
A

c) Donner alors I'écriture trigonométrique du nombre zp.

£ ] T _ \V6+V2 .o 62
d) En déduire que: cos > =—— et sin=——.

e) Résoudre dans [—m; 7] équation : (V6 +v2) cosx + (V6 —v2)sinx = 2.

soit réel.

. . . . iz—i—1
3) Déterminer ’'ensemble des points M d’affixe z non nul tel que z

Exercice N°1.38 :
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Soit Z=2z24+z—-Zouz€C
1) Trouver les nombres complexes z tels que Z = 2i.
2) Leplan est rapporté a un repére orthonormé (0,1,)).
Déterminer I'’ensemble des points M d’affixe z dans chacun des cas suivants :
a) ZeR
b) Z €iR.
Exercice N°1.39:

Soit S la similitude plane directe de centre I d’affixe z; = —3 — 2i et qui transforme

le point A d’affixezy = 1 + 2i en B d’affixe zg =5 — 2i.

1) Déterminer f, la transformation associé a S.

2) Déterminer les éléments caractéristiques de S.

3) Soit (D) la droite passant par A et de vecteur directeur ﬁ(l; -2).
Déterminer I'équation de la droite (D') image de la droite (D) par S.

Exercice N°1.40 :

. 2 . . (2
Soit z = cos (—”) + isin (—")
5 5
1) Montrer que z est une racine cinquieme de l'unité.

2) Vérifier que 2 cos (2—”) =z+

1
5 z

3) Montrerque 1+z+2z2+2z3+2z%=0

PR 1 . . . . . g s
4) Déduire que z + ~ estune solution d’une équation du second degré qu’il faut définir
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5) Déduire cos (2?”)

Exercice N°1.41 : (extrait Bac Blanc série D session de Juin 2020 Congo et Zone I).

On considére dans C I'équation (E) : 2z —z + 1 + 6i = 0 ou z désigne le conjugué de z.
1) Résoudre dans C I'équation (E). (On pourra poser : z = x + iy).

2) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0,1, V), on considére les points A,

B, C et D d’affixes respectives z, = —1 — 2i,zp =1 —4i,zc = -1 —6ietzp =1

a)- Soit S la similitude plane directe qui laisse invariant le point A et qui transforme B en C.
Montrer que son écriture complexeest:z' = (1 —i)z+2 —1i

b)- Déterminer le rapport k et une mesure 0 de I’angle de S.

c)- Montrer que pour tout point M d’affixe z, distinctde A,ona:z' —z = —i(z — z,)

d)- En déduire la nature du triangle MM’A ou M' = S(A).

3° a)- Placer les points A, B, C et D dans le plan. *

b)- Montrer que les droites (AD) et (BC) sont paralléles.

Exercice N°1.42 :

Soit S I'application du plan dans lui-méme d’écriture complexe: Z' = 3iZ — 1 — 7i.

1) a) Justifier que S est une similitude plane directe et préciser ses éléments caractéristiques.
b) Déterminer I’expression analytique de S.

2) Déterminer une équation de I'image par S de la droite (BC), B et C étant les points

d’affixes respectives 2 et 3 —i.

3) Déterminer une équation de (C'),image de C d’équation (x —2)?2 +y* =1
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Exercice N°1.43 : (extrait Bac Blanc série D session de Mai 2019 Congo et Il Zone IV)

Dans I’ensemble C des nombres complexes, i le nombre de module 1 et d’argument g

1) Montrer que (1 +i)® = —8i.

2) On Considére I'équation (E) : z> = —8i.

a)- Déduire de 1) une solution de I’équation (E).

b)- L’équation (E) posséde une autre solution ; écrire cette solution sous forme algébrique.
3) Déduire également de 1) une solution de I'équation (E') : z3 = —8i

4) On considére le point A d’affixe 2i et la rotation 1 de centre O et d’angle 2?”

a)- Déterminer I'affixe respective zg du point B, image de A par 1, ainsi que I’affixe z, du point C,

image de B parr

b)- Montrer que zg et z, sont solutions de (E").

5) a)- Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0, w’, v")(unité graphique : 2 cm)
Représenter les points A, B et C.

b)- Quelle est la nature du triangle ABC ?

c)- Déterminer le centre de gravité du triangle ABC.

Exercice N°1.44 : (extrait Bac Blanc série C session de Juin 2020 Congo et Il Zone I)

1) Résoudre dans C I'équation ZZ + (2 - 3i\/f)Z - (4 + Zi\/f) =0.

2) Leplan (P) estrapporté a un repére orthonormé direct (0, eq, e;).Soit f la
transformation ponctuelle du plan (P) qui a tout point M d’affixe Z, associe le point M’

d’affixe Z' = iV2.Z — 2 + 2iV2.
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a) Donner la nature de f.
b) Déterminer le rapport k de f.
c) Déterminer I'affixe Zy de son centre Q.

d) Sachant que I’'axe (D) de f est ’ensemble des points M du plan tels que

QTW = m montrer que (D) a pour équation cartésienne : y = x + 2.

Exercice N°1.45 : (extrait Bac série D session normale 2012 Burkina Faso)

1) On considére le polyndme P défini pour tout Z de I'ensemble C par:

P(Z) =123 —-6Z*+12Z - 16

a) Soit Z, € C. Montrer quesi P(Z,) = 0 alors P(Z_O) = 0 o1 Z, est le conjugué de Z,.

b) Calculer P(l + l\/§) ; puis factoriser P(Z)

c) Déduire les solutions de I’équation P(Z) = 0.

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0;u, V) (unité graphique : 2 cm). Soit A, B et
C les points d’affixes respectivesa = 4;b =1+ iVv3 et c = b ou b estle conjugué b.

a) Placer les points A, B et C sur une figure que I’on complétera au fur et a mesure.

b) Quelle est la nature exacte du triangle ABC ?

3) Soit K le point d’affixe zx = —/3 + i, le point F image de K par la rotation de centre O
et d’angle get G I’ image de K par la translation de vecteur OB.

a) Déterminer les affixes respectives F et G.

b) Montrer que les droites (0OC) et (OF) sont perpendiculaires.

4) Soit H le quatrieme sommet du parallélogramme COFH.
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a) Calculer I'affixe Zy de H puis montrer que le parallélogramme COFH est un carré.

b) Quelle est la nature AGH?

Ondonne: V3 =1,7.

Exercice N°1.46 :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthogonal direct (0, u, V)(Unité : 2 cm).

On désigne par I le point d’affixe Z; = 1, par A le point d’affixe Z, = 1 — 2i, par B le point
d’affixe Zg = —2 + 2i et par (C) le cercle de diamétre [AB]. On fera une figure que I'on
complétera avec les différents éléments intervenant dans I’exercice. On prendra pour :

unité graphique : 2 cm.

1) Déterminer le centre (Q du cercle et son rayon.

3+49i
4+2i°

2) Soit D le point d’affixe Zp = Ecrire Zp sous forme algébrique puis démontrer que D

est un point du cercle (C).

3) Surlecercle (C); on considére le point E, d’affixe Z, tel qu’une mesure en radian de
(Q—I); ﬁ) est %.

a) Préciser le module et un argument de Zy + %

5V2-2 52,
s T b

b) Endéduireque: Zp =
Exercice N°1.47 :

Soit 0 € E%ﬂ[ et I'équation

(E):z2 —[1+i(sin@ + tan )]z + sin@ (—tan @ + i) = 0.

1) Montrer que b = isin 0 est une solution de (E) puis calculer 'autre solution a.
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2) Soit T la transformation plane : M(z) — M'(z') telle que : z’ = az + b avec a et b solutions

de (E).
a) Donner la nature de T et préciser ses éléments caractéristiques.

b) Déterminer @ pour que T soit une similitude d’angle % et de rapport k que I’on déterminera.

Calculer son centre Q.
Exercice N°1.48 : (extrait Bac série SE session principale 2017 Tunisie)

1) On considére dans C I’équation (E): z% — (\/E + Zi)z +1+4iV5 = 0.
2
a) Calculer (\/§+ Zi) .

2
b) Vérifier que le discriminant de I'équation (E) est A= —3(V/5 + 2i) .

c) Endédire que les solutions de (E) sont:

a=(5+2i)(X25) et b=(V5+2i) (2.

2

Dans la figure 1 de I’annexe ci-jointe, (0, U, V) est un repére orthonormé direct du plan.
(€) est le cercle de centre O et de rayon 3.

2) Soit Q le point d’affixe /5 + 2i.

a) Montrer que le point Q appartienta (C).

b) Construire alors le point Q.

3) Soient A et B les points d’affixes respectives les nombres complexes a et b.

a) Montrer que les points A et B appartiennent au cercle (C).

b) Vérifier que OA + 0B = 56

c) Endéduire que le quadrilatere OAQB est un losange.
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d) Construire alors les points A et B.

v

Figure 1

Exercice N°1.49 : (extrait Bac série SE session d’ao(it 2020 Guinée Conakry)
On considére dans C I’équation (E) : 4z% — 6i/32z% — 3(3 + i\/§)z -4=0
1) Déterminer les racines carrées de 6 + 6iv/3 .

2) Résoudre dans C I'équation : 222 — (1+3iV3)z—4=0.

3)a) Développer, réduire et ordonner (2z + 1)[22z% — (1 + 3iV3)z — 4]

b) En déduire les solutions de (E).

+1i

NG

; Z2:1+i\/§

N | =

. 1
4) SOItZ():—E; Zy=—

Exprimer chacun des nombres complexes z; ;z; et 2z, sous forme trigonométrique.
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Exercice N°1.50 : (extrait Bac série SE session d’Octobre 2020 Mali)

On désigne par A et B les points d’affixes respectives z, = 2 — i et zg = —2i, et pour tout
nombre complexe du plan complexe z différent de zp, on pose Z = i_i“ .
—4B

1) Déterminer, dans chaque cas, 'ensemble des points M(z) tel que :
a) Z soit réel.

b) Z soit imaginaire pur (éventuellement nul).

c) Z soit de module 1.

2) Calculer |Z — 1| X |z — zg| et en déduire que, lorsque M(z) parcourt le cercle de centre B et
de rayon R, les points d’affixes Z sont tous situés sur un méme cercle dont on précisera le centre

et le rayon.
Exercice N°1.51 : (extrait BAC série D session de Juin 2018 Congo)

Le plan complexe C étant rapporté au repére orthonormal direct (0, U, ). On considére les points

A, B, C et D d’affixies respectives Z, = 1+ 2i,Zg=—-1+2i,Zc=1—ietZp=1.
1) a) Déterminer I’affixe Zg¢ du vecteur BC.

b) Déterminer I’expression analytique de la translation du vecteur BC.

c) Trouver I'affixe du point A’ image du point A4 par la translation de vecteur BC.

2) a) Prouver qu’une mesure en radian de I’angle (A—B, ﬁ) est —g.

b) Ecrire 'expression analytique de la rotation R de centre A4 et d’angle (AD, AB).

c) Trouver I'affixe du point C’ image du point C par la rotation R.
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3) Déterminer le rapport et ’angle de la similitude plane directe S de centre A et qui transforme

BenC.

Exercice N°1.52 : (extrait Bac Blanc série F1-F2-F3-F4 session d’Avril 2018)

Soit dans C, I’équation (E): Z? — (Zi\/feiﬁ)z —4€% = 0.

.1 T

LA L . iz iz iz
1.a) Vérifier que elz(e4—e 4)=e 3 —e's et que e'3 —e's = i2e'12.

T
b) Vérifier alors que Z; = 2e'3 est une solution de I’équation (E).
c) Trouver alors 'autre solution Z, de I’équation (E).
d) Ecrire chacun des nombres complexes Z; et Z, sous forme cartésienne.

2) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct (0, U, V), on considére les

points A et B d’affixes respectives Z, =1 + iv3et Z B = —/3 +i.

a) Vérifierque Zg =iZ,

b) En déduire que le triangle OAB est rectangle isocéle.

c) Construire les points A et B.

3) Soit C le point d’affixe Z¢ = (1 —+3) +i(1 +V3).

a) Montrer que OACB est un carré.

b) Placer le point C.

d) Déterminer la forme exponentielle de Z .

Exercice N°1.53 : (extrait Bac série C-E session de Juillet 2020 Co6te D’lvoire)
Soit a un réel tel que a € [0, 7T].

1) On considére dans C, le polynéme P(z) = z3 + (-1 + 2sina)z? + (1 — 2sina)z — 1.
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a) Déterminerlesréels a et b tel que P(z) = (z — 1)(22 +az+ b).
b) Résoudre dans C, P(z) = 0.

2) Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (0, U, V), on considére les points

A, B et C d’affixes respectives z, = 1, zg = —sina +icosa et z; = —sina —icosa.
a) Ecrire z4, zg et z. sous forme trigonométrique.
ZA

. . Zc—
b) Ecrire sous forme exponentielle —
B~4A

c¢) En déduire la nature du triangle ABC.

d) Déterminer a pour que le triangle ABC soit équilatéral.
Exercice N°1.54 : (extrait Bac session de Juillet 2020 Tunisie)

On consideére C I'équation (E): z% — (3 + 3i\/§)z — 6+ 3iV/3 = 0.
1) a) Vérifier que iv/3 est une solution de 'équation (E).

b) En déduire 'autre solution de I’équation (E).

2) Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0, U, V). On considére les points A4, B et

C d’affixes respectifs z, = iv3, zp = 3 + 2iv/3 et z, =3 — 2iV3.

a) Calculer (zg —z4)(Zc — z,).

b) En déduire que le triangle ABC est rectangle en A.

3) Dans la figure de I'annexe ci-jointe, on a placé le point A.

a) Soit D le point d’affixe z;, = —3. Montrer que le point A est le milieu du segment [DB].

b) Placer les points D, B et C.

c) Montrer que Iaire du triangle BCD est égale 3 12+/3.
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Solutions des Exercices de type 1

Exercice N°1.1:

1) Forme algébrique des nombres complexes :

. a=ix/§(1+?l) —l\/_( +—l——)—l\/_( +z—)=> a:—£+ ;/_

e b= 1 _ 1+V2-i3 o An2-iE | 14V2-i3 b= 1+V2 ti -3
C1VZHE T (V24i3)(14V2-iV3) T (14yZ)7 43 142VZ+2+3 _642V2 6+2V2
_ 1 (A= 3+i-(=20)(3-i) _ 3+2+i(1+6) _1,.7
R T T B e R L ST
e d= 1+i(1+v3) _ [1+i(1+V3)][(1+V3)+i] (1+«/§)+i+i(1+ﬁ)2—(1+® _i+i(1+42v3+3)
To+V3-i . (+V3-)(HVE+H) (14v3)7+1 T 1+2V3+3+1
__i(5+2v3) _
= o2z = d=i

e (BB =(M_1_i>7

V3+i | V3-i (V3+i)(v3-i)
1342 N N , . .
_ (3 2iv3 :?1,+21 3-1_ 4. l) _ G_ 1— l) = ()7 = (—i) x (—i)®

=(-)x(-1)=|e=i
1= (=) () (-3 - (i) B30 - (Hhe-2) (-3)

=(-3i-3-1+6i)=|f=-1+i2

Exercice N°1.2:

Forme algébrique du conjugué des nombres complexes :

e a=1-)3C-D)=a=01+3W)=A+2i-1D)A+D{ = RDH>E-1)

=a=-2-2i
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e b= (24 VZ+i/2-V2) == (V21 Z-W2-V2)

2 2
=< /2+\/E> +i\/4—2+i\/4—2—< /2—&) =2+4+V2+2iV2 -2+V2 =[2V2 +i2V2
. __i@-D o ZiB+D _ 1-3i _ (1-3D(-3-4D) _ -3-4i49i-12 _ -15+5i
T (—1+2i)2 a= (-1-2D2 ~ 1+4i-4  (=3+40)(-3-4)  (-3)2+(@)2 ~  9+16

_J_—15+5i_ 3 .1
€725 ~5''s

Exercice N°1.3 :

1) Calcul du module et d’argument

|a|=\/(1)2+(1+\/§)2=\/1+1+2\/7+2=\/4+2\/§ et

1

= 1
cos O Tinrs >0 (1) . » ) )
arg = . Enconsidérant (1) = 0 = cos = 67,5
sing =2 5 0 (2) a2z
Va+2v2

Procédons par laréglede 3 : si 180° —
67,5°xm __ 3m
0= 180° 8 + 2km
67,5°— 0

- 3
Ainsi, I'argument de a est ?n + 2km

5

""=|”"ﬁ|5x|1—i|3=< <1>2+(\/§)2> < (YO + 12)’ = 25 x 2’

=64vV2 =) |b| = 642 |; arg(l + i\/ﬁ) = %[Zn],arg(l —i) = —%[211']

= argb = arg [(1 + i\/§)5 x (1— i)3] = [5arg(1+iV3) + 3arg(1 — i)| + 2kn

=[5(§)+3(—§)]+2kn= 5?"—%"]+2k1t= argh = =+ 2km

c= (—\/5— i)_4 = ﬁ. Posons z=—/3 —i, |z| = \[(_ﬁ)z +(-1)2=|2
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= lel = | 3| =|55 | et arec = —4argz = —4arg(—V3 - i) = —4x T = - 2%

6

—73—"+2k1't

e 2 N2 N2 2 i
a= (=51 = (- = (-5 () = (-’

=(1+i\/§)2=1+2i\/§—3:—2+2i\/§:>|d|=\/(—2)2+(2\/§)2=\/4+12=\/E

1
cosG=—5<0

- —(g_T =¥
Y = G—argd—(rt 3)+2k11'—3+2k1r
sm9—7>0

= |d| = 4 |et argd =

|e|=\/(\/10+2\/§)2+(1—\/§)2=\/10+1+2\/§—2\/§+5=\/1_6=>

le| = 4|et
V10+2v5
cosf=——->0 (1) PrYeNG
arge = ) jg . Enconsidérant (1) = 6 = cos™! (N+N§> =18°
sing =—— <0 (2)
Procédons parlaréegle de 3: i 180° — m
18°xm 4
= 180° E + 2km
18°— 6

Ainsi I'argument de e est — 110 + 2km

2) Soit [1+i] =/(1)2+1)*=v2 et arg(1+i) = §+ 2km
Alorsona: (1+ )" = [\/En;nxﬂ
= 2" (cos () + 15 ()

=2 cos (%”) +ivZ sin (%”)

Or (1+i)"€R < Im(1+i)" =0, Cest-a-dire V2 sin (g) =0

nn nm n
@sin(T)=sin(0+k1t)<:>E|keZ,7=kn=>ElkeZ,—=k<:> ik € Z,n = 4k.
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Et (1+0)" € iR < Re(1 + )" = 0, C’est-a-dire V2 cos (%) =0

@cos(%)=cos(§+k1‘t)@EIkEZ,';—”=1TG+k)4:3k€Z,%=%+k

< |k E€EZ,n=2+4k.

Exercice N°4 :

1) Forme trigonométrique

vz
2 2 c050=—7<0
a=—V2+iv2, |a| =\/(—\/z) +(V2) =2;arg= =
. V2
sinf=—>0

0 =aga= (n——)+2kn’-—+2kn’ D'ou| a = 2(cos—+lsm3:)

2) Montrons que U est un réel.

U=(—Z+ivz)"" = 2020—[ 2020—[22020; 1515nx]

= 22920[cos(1515m) + i sin(1515m)] = 22920 = [-1 + i(0)]. Dol |U = 22920 e R

Exercice N°5 :

Forme algébrique des nombres complexes

1. z:5ei177n=5e(6"_)—5[cos(61t——)+lsm(61t——)]— 5(——lﬁ)— ;—iﬂ

2. Z=ﬂ=Ze(Z Z)—Z[cos(———)+lsm(z—§)] = @6+iﬁ:@

2 -t o isn) - [V (- 10) - (6@ 420

2

= 4(cos T + i sin ) (?#i) = —4(£+1i) = |-2v3 -

4. z—Z\/_(cos——Lsm ) Zﬁ[cos(z——)+‘sm(__z):

12 12
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:2\/2(\/5:\/5_}_':—\/6‘:\/7)=4-\/i+4+i—4\i§+4-= (\/§+1)+i(—\/§+1)
3T 2 2 3T 3w
5 Z:|ﬁ+‘f|e_%:[ (%) +(ﬁ) xe_'%ze_'%z(cos%—isin%)z —g—t?

Exercice N°1.6 :

1) Ecrivons z, sous laforme a + ib ou a et b sont réels.

7o — 5+3iv3 _ (5+3iV3)(1+2iv3) _ 5+10iv3+3iv3-18 _ —13+13iV3
0™ 12iv3 ~ (1-2iV3)(1+2iV3) 1+12 BEE

D'ou| zg = -1 +iV3, aveca = —1, b = 3.

2) Calcul de zy2 et 23 puis z15.

c050=—1<0
2 T

73 =>0=(1t——)=%n+2k1t

Soit |zg| = J(—l)z + (\/§)2 =2 et argz, = 3 3
sinf = rl >0

Alorsona:

I
NS

¢ d=[oranf

(cos (5) + 15in ()

=4(cos(n+§)+isin(ﬂ+g))
-

D'ou |z§ =2(—1-iV3) = 2z,.

o zo3=2z5x29=2(-1-iV3)(-1+iV3)=2(1-iV3+iV3+3) = |2,°=8

o 715 = (203)5

(8)° = |zy!® = 32768.

3)  Montrons que zy3"*% = —237*2(1 + iy/3),

2932 = 2g3" x 23 = (293)" x 23 = (8)"(-2 — 2iv3) = —2(23)" (1 + iV3)
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= —(2)(2)*"(1 + iV3)

Donc |z(3"*2 = —23"+1(1 + iV3) |.

4) Calcul de z,2°.

Ona: |zy%0 = —219(1 + iv3) = 21°(-1 - iV3) = 21%7,.

Exercice N°1.7 :
1) Forme algébrique de Z.
Z=2z;x2,=Z=1+D3(-1+iV3) =1 +2i—- 1)+ )(-1+i3)
= (-2 +2i)(-1 + iV3)

=2-2iV3-2i—-2V3

Dol | Z =2[(1—-V3) +i(-1-+3)]

2) Déterminons le module et argument de z; et z,.

3 cosf=—=>0
2= 1+ = |z1] = (V2 + A)?) = |lz4| = 2VZ| et argz; =3 x4 _ ] -
51n0—ﬁ>0

Hﬁpﬂ

2
argzl=%”+2k1't etzz=—1+i\/§$|22|=\/(—1)2+(\/§) =||z,] =2 et

c050=_71<0 . .
argz; = 3 = | argz; = (n—g) +2km = —+ 2kn
sin0=7>0

3) Déterminons la forme trigonométrique de Z.

Ona: |Z|=|zq| X |23 =2V2 X2 =42 et argZ = argz, + argz, + 2kn =

_17n

3m | 2w 17
argZ —T+?+2k11'—?

ron |7 — 17 | s 17m
+ 2km. D’ou Z—4\/f(cos -+ isin 12)
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17 . 17
4) Valeurs exactes de cos T3 et sin——.

En comparant les formes trigonométriques et algébriques de Z trouvées dans 1) et 3) ona:
4VZ (cosZ + isin ) = 2[(1-V3) +i(-1-V3)]

17 17 1-/3
2v2 2 cos— T-1-43 cos — = oNeh
Alors par identificationon a: = L

171t _
2\/_s1n -1-+3 sin 7" —

17n _ vV2-V6

12 4

17n _ —V2—V6
N T a

5)  Vérifions que cosz( )+ sin (117:) =1.

En considérant les valeurs trouvées précédemment dans4) ona:

cosz_+ n2 177 (ﬁ—\/a)z N (_ﬁ_\/g)z

12 4 4

— (2-V6)(V2-V6) | (=V2-V6)(-V2-V6)
16 16

_ (2-4/3+6)+(2+4V3+6) _ 16 _
- 16 16

2 17

g 17
Donc | cos®— + sin? — =

12

17n
6) Calculons tan 2

17
17m _ Sin= —«/E—\/E 4 _ (-V2-V6)(V2+V6) _ —2-4V3-6 _ -8-4V3 _
Ona:tan gy == " XVaVe . (2-/e(Vzre) 26~ 1 _|2tV3

Exercice N°1.8 :

2n . nm
a) Montronsque 4 = W isin (?)
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n

posons = (148" = (52" = (21 - 2=

u= (%)n(cos(6 ) + lsm( 6"))
ve (1) = () <[ = () (con(25) - in ()

=A=u-v=(%) (2usin (%)) = (2;;)3, i.sin (%)

2n+1 nr
Donc |A = 7. 1.sin (—)
(V3) 6
AN_(1—i)n n+2
b) Démontrons que M =22 smT

(1+i)"=<\/i(§+ f)) [\/_ ] —22e iy

A-pr=T+0)" =[v2; -2 =22e4,
4

LT

n .TT n
1+)"-(1-D"  22e™2-22¢ ™2 , n i~ —niZ
Donc 2 l_( " i = —ix |22 (e"'4—e "'4)

- 2 (cos () 25 (22) ~ (cos () - 5in (3]

— _ix2z (zisin (%)) =2 x 22 sin (%)

AN_(1_in n+2
Alors a+d"-(1-i) _ . (n_n')

- 2 2 sin
l

Exercice N°1.9:

1) Calcul de W2.

W=V3+1+i(V3-1)=W?=[V3+1+i(3-1)]
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=[V3+1+i(V3-1)|][V3+1+i(v3-1)]=(3+1)" +2i(\9-1) - (V3 -1)*

=3+2V3+1+4i—-3+2V3-1

= W? =4V3 +4i = 4(V3 + i)

3) Forme trigonométrique de W2,

On cherche d’abord le module et un argument de W2 tels que :

, V3
2 sin=—>0

|W?| = [(4V3) + (4)2 =V64 =8 et argW? = 2
cosH=E>0

_ 2 _T P _ LA
= 0 = argW —6[211].Dou Z—8(cosﬁ+lsm6)

Déduisons le module et un argument de I.

Onsaitque [W2| =8 = |W|2 =8 =| |W| =2V2 | et argW? =Z[2n]
6

[21] © | argW = I [2m]

= 2arg(W) = 12

ol

4) Démonstration

668

[V3+1+i(v3—1)]"" = [(\/5 +1+i(V3 - 1))3]
=[(V3+1+i(v3-1))2(V3+1+i(V3 - 1))]668

= [4(F+ ) (VE+1+1(vE- 1) = 82 + 20)]568

- 21334
=[(82+20) ] = [64(2 + 2)(2 + 20)]33*

= [(5120)]33* = [(21’)9]334 = (20)9%334 = (2{)3006 — 30063006 o ;3006 _ ((iz))1503 - _1

Donc : | W2004 = 23006 ¢ R
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Exercice N°1.10 :

Forme exponentielle des nombres complexes

v [T
. . . . . i— —_i Ly’
* Ona:z,=sin@+icosO =i(cos@—isinf) =e'zxe ‘9=e'(2 )

. 0
* Soit@ € |-m, [ & —mw < 0 < m, alors 5 € ]—%,g[«: -2«

) ] .0 0
Alors Z, = 1+ cosf +isinf=1 +elﬂ — elz (elz +e lz) = ZCOS(g)elZ

z1 ei(TZ_t_o) ei(g_e)xe_lg ei(TZ_r_o_g) ei(n_ZBB)
* On Zz3 =—= = ) = ) = )

2 cos(g)eig 2 Cos(g 2 COS(g 2 cos(g

2 2

Exercice N°1.11:

Module et argument des nombres complexes :

1 _ 1 _ 1 [ & cosa
1+itga  143m%  cosatisina - cosq+isina
cosa cosa

= cosa(cosa — isina) = cosa e™i*

Si aE]—g;g[ alors a = [cos ale™i*, d’ou | |a|

cosaet arga = —a + 2km.

. m 3w i(mr— <
Si a € ]E;T[ alors a = |cos a|e!™®), d’ou| |a| = cosa et arga

m—a+2km

g
COS—
1+it Lz sine cos+i sine E+' in

19, Mg osgrising COSy LS

”) = cos= e_i%
- 4

4

= cos= (cosn isin
%_ 4 4

cosy coss
4 4

i n

_ 2
Comme EE]—%:’Z—I[ alors b = |cos§|e 4+ = ||b| = cos =§ et argh = —%+2k1‘t

4 4

21
i

1 1 1 21 2m ., . 21 2w —
—(cos?—lsm?)=cos?e 3

[ ] CcC = = = = COS
1+itg2—n _sinZTn cosZTn+i sinZTn 3
3 1+i 2 2
cos&%- cos=%-

3 3

2 lc| = cosZ=1
21 T 3w 2| —ict - -
Comme ?E ]5;7[ alors ¢ = |cos?|e Y3, alors 3 2

argc=1t—2?"+2kn=§+2kn
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LI
d = (1+iv3)(sinx+icosx) _ axb a=1+ i\/§ =2e's
T o201-i —isi T 2cxd , , , . . i(Z-
(-D(cosz-tsinz)  2Zex b =sinx +icosx = i(cosx —isinx) = el(z x)
: (T (T
ot { c=1—i= \/Ee—l% —d= Zelsxe;(z X) _ el(3+znx) _ Qei(s?"_x) % ei(%-'-x)
d=cosx—isinx=e % 2vZe Fxe-ix ﬁf"(z”) 2
VZ i(SoxaTex) _ VZ i(SEaT) _vZ Al ) =2
=X\ ¥tX) X261 = Lol — 2
2 2 2 13m
argd = - 2km

e e=(1+1i + i) (cosa +isina) = 2e% x engxe' = e'Gts
(1 \/§)(1 )( P ) 2 i \/El ia 2\/2 l(++a)

{ le| = 2v2

arge=i—:+a+2k1t

= Zx/fei(i_;m) ,d’ou

.(4m 3m

41 3n . kL
o f=(-1-iV3)(-1+i(cosa—isina) =2e"3 xV2e+ xe = Zx/fe’(B +5a)

(25T Ifl =2v2
Zﬁel( 7 ) = 25
argf=E—a+2k1t
1 cosg+ising 169 1 47 4m . n_4_n) P lg| = 1
o g=l Tt 1) L lefxes = 1) 2l o 2
2 cosZ+isin 2 jigr 2 2 _ =
9 9 e argg =—3+ 2kn

Exercice N°1.12 :
Par définition, V 0 € R,i? = —1,0na: e = cos(0) + isin(0).
Alors pour a,b eRona:

ei@th) — cos(a + b) + isin(a + b).
Onsait que : ei(@*h) = it x il ayec:
e'® = cos(a) + isin(a), et e? = cos(b) + isin(b),
Onaalors: cos(a+ b) + isin(a + b) = [cos(a) + isin(a)] X [cos(b) + isin(b)]
cos(a + b) + isin(a + b) = cos(a) cos(b) + i cos(a) sin(b) + i sin(a) cos(b)
+i*sin(a) sin(b)

Donc cos(a + b) + isin(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) +1 -1

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 36

+i(sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)).

Par identification des parties réelles et parties imaginaires, on a :

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

Exercice N°1.14 :
1) Montrons que 0 € ]0; g[

On sait que :

g =20 _ L o s5ing="0 21

cos ol ol T el

Alors cos6 >0 et sin@ >0 d'ou:|6€0; 2]

2) a) Montrons que Q= 2(v2 —1)(1 +1i)

ona: @2 =[1+(VZ-1)i]" = (1+(VZ - 1)i)(1 + (VZ - 1)i)

1-(VZ-1)" +2i(VZ-1) =1—(2-2vZ + 1) + 2i(vZ - 1)

—2+2v2+2i(vV2-1)=2(v2-1)+2i(V2-1)

2[(vV2-1)+i(v2-1)]

Donc | Q> =2(vV2-1)(1 +1i)

b)  Forme trigonométrique

0na:r=1+i:\/f(g+i\/2_7)=[\/§;§]

D’ou | r = ﬁ(cos% + isin%)

c) Déduction de tan%

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 37

soit |Q%| =[2(vV2-D)r|=|2(VZ —1)| X ||
=2v2(vV2-1)
& |Q? =4 — 22, Cest-adire |Q2=4—-2V2 = |Q| =V4—-2V2
Et argQ®=arg[2(V2 —1)r| = arg(2v2 — 2) + argr, avecarg(2v2 — 2) = 0 + 2kn

Car 2V2-2>0= argQ? = % c’est-a-dire 2argQ = % S arQ = %

D'oliona: Q = [V4—2\/E; §]=m(cos§+isin§)

or:Q=1+i(v2-1)=+4- ( + 2= 1))

x/4 2V2
. n - V2-1
Donc par analogie: cos— = et sin-=
8 4-22 8 4-2+2
. T ﬂ
R tanz _ sing _ a2z _ V2-1 % 4-22
8 cos~ 1 4-2+/2 1
8 1-212 V2
Alors tan— V2 -1
Exercice N°1.14 :
1) Linéarisons sin® x.
Sin6 ¥ (eix_e—ix)6 _ (eﬁix_6e5ixXe—ix+15e4ixXe—Zix_ZOeSixXe—3ix+15e2ixXe—4ix_6eix><e—5ix+e—6ix)
T o@ds T —64

_ (ebix4e6ix)_g(et*+e~*¥)+15(e2* +e72X) 20 _ 2¢0s(6x)—6 x2cos(4x)+15x2 cos(2x) ~20

-64 —-64
__ —2cos(6x)+12 cos(4x)—30cos(2x)+20 2 cos(6x) + 12 cos(4x) 30cos(2x)
- 64 - 64 64 64 64

= sin® x

1 3 15 5
— 3—2cos(6x) *+ e cos(4x) — = cos(2x) + e

2) Démontrons que ’égalité : (1 + cos x)*(1 — cos x)? = sin® x (1 + cos x)3.
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(1+ cosx)*(1 —cosx)?® = (1 —cosx)3(1 + cosx)3(1 + cosx)

= [(1 - cosx)(1 + cos x)]3(1 + cos x) = (1 — cos? x)3(1 + cosx) = (sin? x)3(1 + cos x)

Donc | (1 + cosx)*(1 — cos x)3 = sin® x (1 + cos x)

Exercice N°1.15:

1) Trouvons les racines cubiques du nombre complexe suivant :

2

oo V2 _ [(_¥2 2_ V2 _(cos@=-1<0 y,
a) Soit u = n al = ( 4) + (0) = et arga—{ Sind = 0 = 0 =m+ 2km.
3 _ V2
Ona: Z3 =[p; a]®. Posons Z3:u:>[p3;3a]=[g;1t]=>{ =7
3a=mn+ 2kn
( 1 _ V2
3[\2 - (2 o) p=%
= p= T:> p= 2 a=n+2kn
nw+2km 3
a= 3 l _ mt+2km
-3
D'ou Z, = pe'® avec k€ {0;1;2}
. TT . .5
Ainsi, les racines cubiques de —g sont : {? e's; ge“’; gel?}

Exercice N°1.16 :

Soit Z = re'® ce nombre complexe tel que : Z% = Z6 = r?ei20 = 16160 —

{ r¢ =1r% :{ r=1 :{ r=1 _, r=k1n
20 = —60 + 2km 20 + 60 = 2k 80 = 2km GZT

Jkm
D'ou| Z, = e'+ avec k € Z.

Exercice.1.17 :

1) Résolution dans C
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zZ2+z+1=0, A= (1)2-4(1)(1) = -3 = A= (iV3)?

N . -1-iv3 1 .3 -1+iy3 1, .3
D’ou les racines de (E) sont: z; = S =iy etzny=——=—o+ti—

Alors | S¢ = {z1; 25}

2) Démonstration des égalités

L 2m

:[1,?]Sz[1;3><2?”]=[1;2n]=e2”=e°=1:>j3=1

b) 1% Méthode : Soit j = —%+i\/2—§ est solutionde (E) ®j?+j+1=0s| j?=-1—j
2
2™ Méthode : j2 = (—2+i%) = (-2+iD) (- 24+if) =10 g4 10

3) Soitléquation: a + jb + j?c =0
=a+jb+(-1-j)c=0
=a+jb—-c—jc=0

= a—c=jc—jb

D'ou: |a—c=j(c—b)

a) Ona: a+jb+j*c=0
=a+(-1-j)b+j*c=0
=a—-b—j’b+jic=0

= a-b=j’bh-j

D’ol (a—b = j*(b—c)
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Exercice N°1.18 :

1) Résolution dans C

Va€[-mm] Ona:(E): Z?>—4sinaZ+4=0, avec b= —4sina, doncla

résolution de cette équation marche avec le discriminant réduit. Alorson a:
A'=(-2sina)? —1x4 = —4(1—sin’? a) = —4 cos? a = A'< 0. Alors I'équation (E) admet
deux solutions complexes conjuguées définies par :

. (T
{zl = 2sina — iy/|—4 cos? af _)a= —2i(cosa + isina) = —2ie'* ou z; = 2¢'(*3)
. , : (T
z, = 2sina + i\/|—4 cos? a| Z, = 2i(cosa — isina) = 2ie"“ ou z, = Zel(Z @)

D’ou S(C = {Zl ;Zz}

2) Soit 'équation, 3Z.Z + 2iZ = %+i *,
Notons Z=x+iyet Z=x—iy=x—1iy et Z.Z = |Z|* = x* + y*.

Alors on a 3(x2+y2)+2i(x+iy)=%+i<:>3x2+3y2—2y+i(2x)=%+i =

2 2 _ogy -7
2x=1 (2) :

e Enremplagant (3) dans (1),ona: %+3y2—2y=%(:)3y2—2y+%—z=0(:>

S

3y? —2y—-1=0, avec A= (—2)? -4 x 3(—1) = 16 > 0, alors les racines de cette

. . . 2-vV16 _ 2-4 1 2416 _ 2+4
équation du second degré sont: y,; = e — ¢ - zety2=—(r— == 1.

R . . . . 1 1,1, ,
D’ou les racines ou solutions de I'équation * dans C sont: {E —3L3 + l}

3) Soit 'équation suivante : 4Z% + 8|Z|> —3 = 0 *.
Posons Z% = (x + iy)(x + iy) = x* — y* + 2ixy et |Z|? =x® +y?

On alors :
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4(x* —y? +2ixy) + 8(x* +y*) =3 © 4x’ —4y” + Bixy +8x* +8y’ =3 &

12x% + 4y*> + 8xy =3 - {12x2 +4y* +8xy=3(1)

12x2 + 4y% — i(8xy) = 3 {
X" +4y" — i(8xy) = 8xy=0 xy=0 (2)

D’aprés (2),ona: xy=0 &< {x ~

y=0
3 ~ 1 3
e Pour x=0dans (1),ona: 4y> =3 = y? = ; cest-a-dire:y = g ouy= —g
2 2_1, T 1 1
e Pour y=0 dans (1),ona: 12x* =3 & x =3 cest-a-dlre:x=5 oux=-—-
D’ou les solutions de cette équation * dans C sont : {—% ; % ;—\/Z—gi; ?l}

4) Soit ’équation suivante: Z2 —2Z +1 =0

Notons: Z? = (x +iy)(x + iy) = x> —y?> +i2xy et Z=x+iy=x—iy

Onaalors: x%—y? +2ixy—2(x—iy)+1 =0 x* —y? + 2ixy — 2x + 2iy = —1

x2—y*-2x=-1(1)

2 _ 2 ; - _
S x° -y  —2x+iy(2x+2) 1@{y(2x+2)=0 )

2x+2=0 {x=—1

D’aprés (2) ,Ona:y(2x+2)=0=>{ y=0 y=0

e Pour x=—-1dans (1),ona: 1-y*+2=-1= -y’ =-4y? =4
Cest-a-dire:y=2 ou y=-2
e Pour y=0 dans (1), ona: x* —2x = -1 & x? — 2x + 1 = 0, soit une équation de

second degré, alors A= (—2)2 —4 x1x 1 =4 —4 = 0, d’ou cette équation de second

. . -2
degré, admet une solution double x; = x, = -5 = 1.

D’ol les solutions de I’équation * dans Csont: {1; —1 + 2i; —1 — 2i}

5) Résolution de I'équation Z + 3Z = (2 + iV3)|Z]

Notons Z = |Z|e!® et Z = |Z|e 0
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Onaalors: |Z|e® +3|Z|e7® = (2 +iV3)|Z| = |Z|(e?® + 3e7) = (2 + iV3)|Z| &

e +3e7% =2+ iV3 < (cos@ +isinB) +3(cosO —isinf) =2+ iV3 =

1
— cos 0 ==
4c050—2isin0=2+i\/§<:>{ dcosO=2 2 o 0=-"42km
—2isin@ = iV3 sing = -3 3
2
Et par conséquent Z = cos (— g) + isin (— g) = %— i? .D'ou |S¢ = {% — l?}

6) Soit 'équation : Z2 — 2iZ = 0 *.
Notons: Z%2 = (x + iy)(x + iy) = x> —y?> + 2ixy et Z = x + iy = x — iy.
Onaalors: x% — y? + 2ixy — 2i(x — iy) = 0 © x* —y? + 2ixy — 2ix -2y =0 &

x> —y?-2y=0(1)

xz_y2—2y+i2x(y—1)ZO(E}{Zx(y—l)=0 (2)

D’aprés (2),ona: 2x(y—1)=0(:){ ¢ {x:O

y—1=0"ly=1

e Pour x=0dans(1), ona: -y*-2y=0=y(-y—-2)=0y=0o0uy=-2
e Pour y=1dans (1),0na:x?-3=0=x> =3 x=+30u x=—/3

D’ou I’ensemble des solutions de I’équation * dans C est:

Sc ={0;-2i;vV3 +i; —V3 + i}

Exercice N°1.19:
Trouvons dans I'ensemble C des nombres complexes les nombres Z,,Z, et Z3 .

Soit le systéme d’équation suivant : < iZ, = 1 — 2i (2)
ZZ XZ3:—1—2i (3)

D’aprés (2),0na: iZ,=1-2ieiZ,=i(-2-i)=Z,=-2—-i<

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv



AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 43

Z,=-2—-i=-2+1i (4).Enremplagant (4)dans (1) et (3), on obtient

{Z1—2+i:—3+i(:){ Z,=-3+2 {zl=—1 {zl=—1
(=24 DZ3=-1-2i (1 +20)Z3=—1+20) iz = i2 Zy=i

Z,=-2+1i dans C
Z3:i

Zl = —1
D’ou {

Exercice N°1.20 :

Z1+Z2+23:1:S (1)

Z,.Z,.Z3=1=P @) D’apres la formule de Viete,

Soit le systeme d’équations suivant {

Z,+Z3=S—-7Z;=1-1Z
Z3—-S7’+DZ—-P=0 2T 43 1 1
: . : P 1
on {aUECD=Z1(Z2+Zg)+Zz.Zg De (1)et (2) Ona { 22-2322—1=Z—1 =

D=Z,(1-2y)+ le Oronsaitque |Z1| = |Z5| = |Z3| = 1, on peut donc supposé que Z; = 1.
D'ouD=1(1-1) +% = 1. Ainsi on a I’équation de degré 3 suivante: Z3 —Z>+Z—-1=0
e Cherchons sa racine évidente exacte
Essayonsavec Z=1= (1) - 1?4+ (1)-1=1-1+1-1=0
Donc 1 est la racine évidente exacte de cette équation.

Posons Z3 — 72 +Z —1=(Z-1)(aZ? + bZ + c)

e Utilisons la méthode de Horner pour déterminer les réels a, b, c

1 -1 1 -1
1 1 0 1
1 0 1 0

Dota=1;b=0etc=1=23-22+Z-1=(Z-1)(Z*+1)
CommeZ3—-2Z2+Z—-1=0alors (Z-1)(Z?+1)=0=Z-1=00uZ’+1=0&

Z=1ou Z?=-1Z=10uZ? =i? cest-a-dire Z=10u Z =i ouencore Z = —i
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D’ou les solutions de 'équation Z3 — Z?> + Z —1 = 0 dans Csont: {1;i; —i}

21:1; Z2=ietZ3=—i.

telles que :

Exercice N°1.21 :

1) Ecrivons Z sous forme trigonométrique

Soit Z=—8V3 +8i, |Z| = \/(—8\/5)2 +(8)? = \/(64\/5) +(64) =256 = 16 et

B5__Boo
=>0=(1t—%)[21t] =5?”[21t]

cosf =——=
arg(Z) = _ 186 L2
smB—l—ﬁ—E >0
ot | Z = 5T | isin®
D’ou Z—16(cos6 +lsm6)

2) Racines carrées de Z sous forme trigonométrique

Soit Z = —8v3 + 8i. Posons [p;al? = [|Z|; arg(Z)]
p=4
avec k€ Z

p?=16 {
(=1 _ 5w
a—E+kn'

Alors [p; a]? = [16; 5?11: + an'] =3 {Za _ST L opr
6

Par conséquent Z, = p(cosa + isina)et k€ {0;1}.

D’ou les racines carrées de Z sont telles que :

5w . . 5w
Zy = 4(cosE+ isin 12).

Pour k=0—=

°
1711')

17 .
Z, = 4(cosE+ isin—

Pour k=1=

3) * Calculons u?

u? = [(V6 —V2) + (V6 + VZ)|* = (V6 —vZ)" + 2i(\6 — V2) (V6 + V2) — (V6 +V2)?

=(6—-4V3+2)+2i(6—2)—(6+4V3+2)

D’ou |u?
TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM

= —8vV3 +8i, soit u>? =12
Auteur : VIKA Danny
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Comme 2 =Z=VZ =+tu=

51

4) 12

5m .
Valeur exacte de cos et sin

51

Forme algébrique des racines carrées de Z

VZ = +((V6 - V2) +i(V6 + V2))

cos—>0

5w b4 12
Comme 126]0, 2[

D’aprés 2) et 3) on obtient par comparaison :

L, . 7t .
e Déduisons celles de cos et si

Véis

_ 57

Ona-: COSE—COS(TI—E)
T . 51

sSin— = sin (11' - E)

. 5m
s1n12>0

4coss—"=\/3—\/§
12 PN
4sini—:=\/g+\/f

5m
12

51 V6+v2
n—-=

12

V62

4

4

Vi3
12

n

T

COosS
12

sin

— _cos”
12 o
sin—= = sins—n i
12 12 s1

COos

7n_—\/€+\/7
12 4
711'_\/5+\/E
122 4

Exercice N°1.22:

Soit le polynéme f(Z) =23+ (2-i)Z*> +qZ — 4

1) Déterminons le réel g tel que le polynéme f(Z) soit divisible par Z + 2.

51 . .
COST[.COSE + sin . sin

m_ sinm.cos > cos 1. sin il
12 ) 12 )

12

12
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Ona:

Z3+(2-0Z*+qZ — 4 Z+2
7 —iz -2
Z3 — 2772
—-iz’> + qZ

—iZ*-2izZ

v
(q+20)Z—-4

-2Z-14

(@+2+20)7Z =qg+2+2i=0= |g=-2-2i

2) Résolution dans C

Z=-2 (1)

Ona f(Z)=0<:>(Z+2)(ZZ—iZ—2)=0<:>{Zz_iz_2=0 2)

D’aprés (2), A= (—i)? —4 x 1 x (=2) =7 = A> 0, alors 'équation (2), admet deux

solutions distinctes Z; et Z, définies par:

_l—7__£ 1 _i+\/’7_ﬁ 1
Zl—z— 5 tis et ZZ—Z—Z+1
D’ou 'ensemble des solutions du polynéme f(Z) = 0 est: S(C={—2;—g+i%;g+i%}

Exercice N°1.23:

Z4-Z _i®
1) Montrons que le nombre complexe Z = ﬁ = —e ‘12,
C~— 4B
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o i il - -
1_elﬁ e lz(e 12—1) (e 12—1) (e 12—1) 1
Z = iE il = i£< iE —il ) = ( il ) = i1< —il ) = il
e 6—e 12 el2le6xe 12-—-1 el12—-1 —e12|(e 12-1 —e 12
LT
Alors | Z = —e '1z

Calculons le module de Z.

.
5

. TT
=|-1xe —e 't |zl =1

.
= |-1] x |7z

. T
12| = |-ez

2) Forme algébrique de I'affixe Zx de K

7. = Zp+Ze 1+e’% _ 1+(cos( )+zsm(6)) B 1+(\/§2+i)
K — 2 =— = : _ _
oou |z =252+ {1 = 12 +3) +

. T

3) Montrons que : Zy = cos (1_1!2) e'z,

i ei%(e_i% + ei%xe_i%> (e_i%+ei%) T
1+e'6 i— [(cos(lz) ’S'n(lz))+(c°5( )ﬂsm(lz))] %

ZK = = T T = Xe1z =
2 elﬁ<2e—lﬁ) 2 2
T 2 cos ;T
NERC

b5 i
Alors | Zx = cos (E) e1z |

4) Veérifions que v 8 + 44/3 = /2 + /6.
Ona: +8+4V3 \/_+‘/_$(/i3+4\/§)2=(\/§+\/6)2

=8+4V3=(V2+V6)(V2+V6) = 8+4V3 =V4+2V12+36

=8+4V3=8+43

Par conséquent | V8 + 43 =2 +6

Exercice N°1.24 :
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1°a) Résolution du systéme d’inconnue complexe :

{iZ1—22:_(\/§+1)+2i:> {i21_22:_(\/§+1)+2i=>2iz =-2V3+2 =
2y —iz; =i(V3-1) x () zy—iz; = i(V3-1) '
21:1+l\/§

(3). Enremplagant (3)dans (2):ona: 1+iV3—iz; =i(vV3—-1) =

i[-i+V3-2]=i(V3-1)=-2z,=V3-V3-1+i =

Z2:1—i

D’ou les solutions de ce systtmedans Csont: z; =1+iV3 et z, =1—1i

b) Calcul du produit z4.z,

z1xz;,=(1+iV3) 1 - =(1-i+iV3-i%3) =

(1+V3)+i(-1+V3)
2°a)

Module et un argument de z,4, zp et z.

cos O =

o Pourzy:|zy| = /(1)2+(\/§)2=\/1+3=\/_= et argz,/

sinf =
T
argz, =6 =3 [2m]

ol% i
l

1
cos0 =—
Pour zg : |zg| =/ (1)* + (1) =2 et argzy =

>0
_ ‘El = arng=0=—%[2n]
sm0=—ﬁ<0
o Pourzg: zc=24X2zg = |z.| = |24 X z¢| = 24| X |2g| =[2V2]| et

1 1
argzg; = argz, + argzg = (

373 [2nl =

argc = % [2m]

b)

Montrons que la distance AC = 2

AC=|zc—z4| = |(V3+1)+i(vV3-1)-(1+iV3)| = |V3—i| = J(ﬁ)z +(-1)?=
<)

Interprétation géométriquement :

|z— (1 =D = |z - zg|

Représente la distance BM

|z— (1 +iV3)| = |z — z4| |Représente la distance AM
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d) Détermination de 'ensemble (&) des points M d’affixe z dans chaque cas ci-aprés :

|z— (1+iV3)| = |z— (1 — i)| & AM = BM Alors 'ensemble (£) des points M est la
médiatrice du segment [AB]

|z— (1 —1i)] =2 < BM = 2. Alors I’ensemble (&) des points M est le cercle de centre

B(1;—1)etderayonR = 2.

Exercice N°1.25:

1) Résolution dans C de I'équation (E)

z=[p; a] ; z3:1<:>[P3;3a]:[1;0]<:>{ p3=1 = p=21n avec ke Z
3a =0[2n] a=—=

telqueona:k € {0;1;2}et z, =p(cosa+isina)

D’ou les solutions de (E) sont telles que :

Pourlavaleurk =0 = z5 = 1(cos 0 + isin 0) =

- — 2m g 2T LA _m\_|_ 1.,
Pourk—1=>zl—1(cos3+lsm3)—cos(1r 3)+lsm(1r 3)— 2+12
41 . . 4m b4 - b4 1 .3
Pourk=2=>zz=1(cos?+lsm?)=cos(11:+§)+lsm(n:+§)=—5—17.

2)  Déduisons les solutions de (E')

Soit z une solution de I’équation (E). Alors z3 = 1.

3
On en déduit que d’aprés z'3 = i3ona: (ZT') =1 < z2 = 1telle que ZT' =z

D’ol les solutions de I’équation (E') sont donc le produit de la valeur i fois les solutions de

I'équation (E).

< 4 , , , 3 1, , 3 01,
Cest-a-dire: z'g =izg=i ; 2z'1=liz,= —\/2———51 ; 2y =iz = ‘/2———51
3) Résolution dans C de I'équation (E'")
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Soit z' une solution de I'équation (E). Alors z'3 = 1.

3

On en déduit que d’apres I'équation (22" +i)3 — i3 =0ona:z2% = i3 & z'3 = 1 telleque :

27" +i = 7. D’oulessolutions de I’équation (E'") forment un rapport dont le numérateur est

la différence entre les solutions de I’'équation (E') et la valeur de i et le dénominateur vaut 2.

~ . Z ,—i VA ’—i \/5
Cest-a-dire: z,” = OT =0; z,"=2"=_

.3 z'-i V3,
—i>; z) = — ="
4 2 4

| w

4) Montrons que z3 = z; + Z, est imaginaire pur

V3 .3 V3 .3 _ -3i-3i 3. .
: 3 3 2
Ona z3=2z1t2;=— T2 2 T | %3 ZlEl]R

Exercice N°1.26 :
1) RésolutiondansCde f(Z) =0
A= (sin20)% — 4(sin? 0)(1 + cos? 6) = 4 sin? @ cos? @ — 4 sin” O(1 + cos? 0)

= 4sin? 6 [cos?0 — 1 — cos? 0] = —4sin? 0 = (2isin0)* =

—sin20-2isin@ —2sinf cosf—-2isinf 1 .
Z1=_—2 Z1= — Zl—— (C059+l)

2sin~ 6@ 2sin“ 0 X sin @ dans C
—sin20+2isin@ —2sinf cosB+2isinf 1 .

Z2=— ZZ= ZZ—_ (COSG—l)

2sin% @ 2sin2 0

sin@

2) Vérifions que Z% +272=-2

7} + 7% = [—ﬁ(cose + i)]2 + [—ﬁ(cose - i)]2

=1 [cos?6 —1 —2icosO + cos?0 — 1+ 2icosO]| = —

sin2 @

2
sinZ 0

1 —cos?0
[

2
sinZ @

Or1—cos?0 =sin’0 =73 + 75 = — (sin? @)

D'ou |Z% +Z%=-2

3) Onsait que a et b sontlesracinesde f(Z) < f(a)=0et f(b) =0
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D'ou f(a) = f(b)

Exercice N°1.27 :

Nature et éléments caractéristiques des transformations

, . 24i
a) z' =-z+ 2+ i comme a=—1c’estune symétrie centrale de centre z, = -

Il
[y
+

N | =
iy

b) z' =z+3-—i, commea =1, c’est donc une translation de vecteur u (_31)

2

~
o
-+

3 . - 5
c) z' = —5Z + 5i, comme a # 1, c’est une homothétie de centre Q tel que Z, = 1

%
N w

de rapport —%

1 1 1 1 -
d z' = ( +:/_)z + 2i, comme |a| = | +h/_| S L] > # 1, c’est donc une similitude

14 4

plane directe de centre Q tel que Z, = 2 &y 2\/_ — 4+ 2i;de rapport — et d’angle -
1

e) z2=(1-i)z+1, comme|a] =|1-i| =+2 # 1, c’est donc une similitude plane directe de

centre Q tel que Z, = = —i;de rapport \/2 et d’angle —%

1-1+i

f) z/ =iz+ 3, comme |a| = |i| = 1, c’est donc une rotation de centre Q tel que

3 3 3, T
Zog=—==+4+=i et d’angle =
0=15732713 gle 3

g) z' = (—\/f)z, comme a # 1, alors c’est une homothétie de centre O et de rapport —/2
Exercice N°1.28 :

Déterminons I’ensemble des points M d’affixe Z.

a) |Z-2+i|=4

i|=1Z-2—-i

Posons A(2+1i); |Z—Z,] =4 < AM = 4.

D’ou I’ensemble cherché est le cercle de centre A et de rayon 4.
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b) |Z+1—-i|=|Z—-6|.Posons A(—1+1i);B(6), |Z—Z4|=1Z—-Zyz| < AM = BM.

D’ou Pensemble cherché estla médiatrice de [AB].

c) argZ = % [27r] © mes (ﬁ; W) = %[2].

D’ou I'ensemble cherché est la demi-droite ouverte d’origine O et passant par le point d’affixe

T
1"

14 . .
COSZ+ isin

d) arg(z+i) = % [2r] & arg(z — (—i)) = g[Zn'].
Notons A(—i) < arg(z — zp) = mes (1; AM) = %[211] .

T, . T , V3 1, 3
Enoutre:zA+cosg+lsmg=—l+—+El=——

i
2 2

N | =

D’ou I'ensemble des points recherchés est la demi-droite ouverte de |AB) ou A et B désignent

les points d’affixes respectives z, = —i et zg = \/2—5 = %i.
Z-2-i\ _ Z—(2+D)\ _
e) arg(Z_H:) = g[n] < arg(Z_(l_;)) = %[n].

Posons A(1 —i),B(2 + i), arg( B) = mes (AM; BM) = g[n'] .

z-Z
Z-7,

D’ou I’ensemble cherché est le cercle de diamétre |AB|[ (diamétre privé des points A et B)

f) arg(Z? —3) = arg(Z + 3)[2r] & arg(Z — 3) = 0[2m].

Notons A(3), ’ensemble cherché est la demi-droite de repére (4, e;), ensemble des points

M(;) telsque: y=0 et x > 3.

Exercice N°1.29 :

Montrons que le triangle ABC est un triangle équilatéral.
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921

e AC o=zl = (2B + 1 (B)] = (BE) 4 (B2)2= 5

e AB=|zp—z4]=|-1+2i|=/(-1)2?+(2)*=+5

o Betze—ml = |(33) ¢ 1(52) - |3+ (B)- 5

On constate que les distances AB = BC = AC = ABC est bien un triangle équilatéral

Exercice N°1.30:
, . . 1)\2 1
1) Déterminons les nombres a, b et c tels que 'on ait: P(Z) = [a (Z + E) +b (Z + E) + c].
P(Z)=2Z*-6Z3+9Z*> - 6Z +2
_ g2[972 _ N
=7%[222-6Z+9 -3+
_ 72| 2 1 1
=7%[2(2% + ) -6 (2 +5) +9]

= 72 »2(Z+%)2—6(Z+%)+9]

= 72 iZ(Z+%)Z—4—6(Z+%)+9]

= 72 -2(Z+%)2—6(Z+%)+5]

a=2
En tenant compte de la condition posée, on en déduit par comparaisonque: | {b = —6.
c=5

2) Résolution dans C

Soit ’équation suivante: 2Z%2 —6Z+5=0. A'=(-3)2 -2 x5 =—1 = A’< 0, alors cette

équation admet dans C deux solutions conjuguées définies par :

z _3-if]-1] _ 3 il et 7 _3+i‘/|—1|_3+l.1
1= 9 T2 2 27 2 T2 2
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D’ou S(C = {Zl ;Zz} .

3) Résolution dans I’ensemble C de I’équation P(Z) = 0

0nposet=(z+%)=> 2t2 —6t+5=0,

2 i
ZZ+1 = % = 2Z% — (3 — i)Z + 2 = 0,3 d’une nouvelle équation de

e Sit=33-0=
second degré, alors ona: A= (-3 +i)? —4x2x(2)=—-8—6i = (1-3i)?

D’oll cette équation admet deux solutions définies par :

_ 3-i-(1-31) _
==

3-i+(1-3i) _
: =

7 SA+iet 2" = 1-i

2 .
A 5 L N 27Z% — (3 —i) + 2 = 0, or on remarque que cette

| ,
. S|t—2(3+l),=>—z >

deuxiéme nouvelle équation n’est que I'’équation conjuguée de la premiére, de ce fait, on
peut déduire que ces solutions dans C sont donc conjuguées a celles de la premiére
équation,

D’ol ona: Z{z?z%ﬁz%(l—i) et Z, =Z=(1+i)=1—1i

Alors I'ensemble des solutions de I’équation P(Z) = 0 dans C est défini par :

D'ou |S¢ = {7 (1 — ) (1 —0); 31 +1); A +D)}.

Exercice N°1.31 :
a) Posons S =sinA + sinB + sinC
Onsaitque A+ B+C=m;donc C=m—(A+B)ou A+B=m—C

Donc S = sinA + sin B + sin[w — (4 + B)], or sin(w — x) = sinx =

A+B

S =sinA +sinB +sin(4 + B) = 25in$cos$+ ZsingcosT

= 2sin?2[cos 228 1 cos 28| = 2 sin ("_C) [2 cos? cos B] = 2sin (" C) [2 cos? cos B]
- 2 2 2 17 2 2 2] 2 2 2 2
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c A B A B c
Avec sin E—x =Ccosx,= S=2cosE ZcosEcosE =4cosEcosEcosE

b) Posons S’ = cosA + cosB + cosC

S’ = cosA+ cosB + cos[t — (A + B)], or cos(m— x) = —cosx =
S’ —COSA+COSB—COS(A+B)—ZCOSﬂCOS—B—[ZCOSZA;B 1]
—ZCOS#COS > 2coszA+B+1—1+2cosﬂ[cosT—cos¥

7 [2sm(3)sin(-3)] = 1+ 2eos (G- [zsmn (3) ()

. . C . A . B . A . B . C
Avec cos (E—x) =sinx, =S = 1+Zsmz[231ngsmgl = 1+4smzsmgsmi

b4
:1+2cos(

Exercice N°1.32 :
1) Déterminons b, ¢, d
1% Méthode :
D=0 (3+b()?+c(d)+d=0=>d-b=i(1-c) (1)
f(-1)=-8i+16 © (-1)3+b(-1)?+c(-1)+d=-8i+16 <= b+d=c+17 - 8i (2)
f)=8+16i= 1)3+b(1)?*+c(1)+d=8+16i © b+d=7+16i—c (3)
Enremplagant (3) dans (2) =7+ 16i—c=c+ 17 — 8i
= 2c¢ = -10 + 24i
=c=-5+12i (4)
D’ou (3) dévient b+d =12+ 4i
= b=12+4i—d (5)

Enremplacant (4) et (5) dans (1) =>d— (12 +4i—d) = i(1 - (-5 + 12i))
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=d—-12—4i+d =i(1+5 — 12i)

= 2d = i(6 — 12i) + 12 + 4i

=2d=6i+12+ 12+ 4i

=d=12+5i (6)

D’aprées (5) =>b=12+4i— (12+5i)) =b=124+4i—12-5i=b =i

b=-i
Par conséquent | {¢c = —5 + 12i
d=12+5i

2°™ Méthode :

D’aprés (3) ona: f(1) =8+ 16i<=b+c+d =7+ 16i
D’aprés (2)ona: f(-1)=-8i+16 ©b—c+d =17 — 8i
D’aprés (1)ona: f(i) =0 —i—b+ic+d=0

b+c+d=7+16i
D’ou le systeme suivant :ib —c+d = 17 — 8i
—b+ic+d=i

Soit le déterminant principal du systeme est :

1 1 1
_ -1 1) 1 1 1 -1
det($)=|1 -1 1_1><|l, 1| 1><|_1 1|+1><|_1 i|
-1 i 1
=1(-1-)-11+1D+1(i-1) = -4
det(S) = —4

7+160i 1 1
17-8i -1 1
i i 1

Soit det(b) =

= (7 + 16i) X |_11 1

1|_1><|17;8i i|+1|17i—8i -1

i
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=(7+16)(-1—-i)—1(17—8i— i)+ 1(17i+ 8+ )
=—7-7i—16i+16—-17 +9i + 18i + 8

A _det(b) 4 _
det(b)—4l=>b——det(s)—_4—

1 7+16i 1
1 17-8i 1
-1 i 1

det(c) =

=1x(17-8i—i)— (7+16i)(1+1)+1x (i +17 — 8i)

=17-9i—-7i—14—-32i+i+17 - 8i

o0 A _ det(C) _ 20-48i _ ,
det(c) =20—-48i = c = ) - a 5+ 12i

1 1 7+16i
1 -1 17-8i
-1 i i

det(d) =

17 — 8i
i

1 —i1 17 - 8i

l |—1><|_11

|+(7+16i)><|_11 ‘11|
—1(—i—17i—8) —1(i + 17 — 80) + (7 + 16)(i — 1)
— _18i—8+7i—17+7i—7—16 — 16i

_ aemNen _ det(d) _ —48-20i _ ,
det(d) = —-48-20i=d = Bt - 2 = 12 + 5i

b=—i
D'ou: [{c = -5+ 12i
d=12+5i

2) Résolution dans C

On suppose que :

f(Z)=2%—iz? + (-5+120)Z + 12+ 5i = (Z - i)(Z* + bZ + )
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=273+ bZ* + cZ - iZ® —ibZ — ic
=723+ (b -0)Z%+ (c—ib)Z —ic

Z3 =273 . .
b—i=-i
N2 _ g2
(b—-0)Z°=-izZ {

: _ c—ib=—5+12i
(c—ib)Z=(-5+12DZ (_jc = _j(12i-5)
—ic=12+5i

Par identification on a :

b=0

3 _ 72 _ . - . 2 .
@{c:_5+12i & 73 —iZ? + (-5+120)Z + 12 + 5i = (Z — i)(Z* — 5 + 12i)

P°S°nsf(Z)=0<:>(Z—i)(ZZ—5+12i)=o<:>{ Z-i=0 @{ z=i (1)

Z2-5+12i=0 Z?> =5-12i (2)

x% +y? = |5 —12i] 2 +y2=13 ()
D’aprés (2) = x> —y> =Re(5-12i) =5 < x> —y*=5 (+)
2xy = Im(5 — 12i) = -12 (2xy=-12  (+)

En faisant (%) + ('), onobtient: 2x2 =18 © x=30u x = -3
En faisant (*) — ('), onobtient: 2y =8 ©y=2 ou y= -2
D’aprés ('), ona: 2xy=-12=xy=-6<0

Donc x et y ont le signe contraire, alors les racines carrées de Z sont :

Z,=3—2iet Z3=-3+2i

D’ou les solutions de I’équation f(Z) = 0dansCsont: Z; =i,Z, =3 —2i, Z3 = -3+ 2i

Exercice N°1.33 :

Soient Z,Z, et Z3 trois termes consécutifs d’une suite géométrique de raison ¢ = 1 — iv3 et

dont leur somme est —3+/3.

De plus, on sait que la suite géométrique obéit a la relation suivante: Z,,1 = qZ,, Vvn e N.

Zi+Z,+Z3=-3V3 Zy+Zy+73=-3V3 D
D’ou le systeme d’équations : Z,=qZ; < Z,=(1-i/3)z, (2)
Z3=qZ, Z;=(1-iv3)Z, (3)
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En remplagant (2) dans (3), on obtient: Z = (1 — iv3)’Z; & Z = (-2 — 2iv3)Z; (4).
En remplagant (2) et (4) dans (1), ona:
Z,+(1-iV3)Zy + (-2 - 2iV3)Z; = -3V3
o Zy[1+ (1 - iV3) + (-2 - 2iV3)| = -3V3
o zZ;(1+1-iV3-2-2iV3)=-
= Z;(—3iV3) = 3i*V3

( Zy=(1-i3)(-D) {Zzz—\/?_,—i
En remplagant (5) dans (2) et (4), on obtient : {Zs _ (“2- 2i3) (D) o Z, = 23+ 21

Z1:—i
Dlou:|{ Z,=—/3-1i
Z3=—23+2i

2) Calculons (3V3 —i)Zy, 2Z, +Z, et Z, X Z,

* (3V3-i)z;=(3V3-i)(-D)=-3iV3+i!= |(3V3-i)Z; =-1-3iV3

v 27,42, =2(—3— )+ (—V3-i)=2(—V3+i)+ (V3 —i)=|-3V3 +i

v ZyxZy=(—V3-)(—VB—i)=(—V3—i)(—V3+i)=3-iVI+iV3—i?=[4 |
3) Formons une équation de degré 3 dont Z,,Z, et Z; sont solutions

On peut prendre le polynéme de degré 3 le polynéme : (Z — Z)(Z — Z,)(Z — Z3).

On peut remarquer que : Z3 = —2v/3 + 2i = 2(—V3 + i) = 2Z,,

Onaalors:

(Z-2)Z-2)(Z—123)=(Z—-2,)(Z—-2,)(Z-2Z,)
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=(Z—Zy)|2% — (2Z, + Z,)Z + 2Z,Z,]
=(Z-2Z)[2* + (3V3 -i)Z + 8]
=273+ (3V3—i)z? +8Z — Z,Z* — (3V3 —i)Z,Z — 8Z,

=273 +332%2 - iz* +8Z +iz? — (-1 - 3iV3)Z + 8i

= (Z-2,)(Z—-Z,)(Z—Z3) = Z% + 3V3Z% + (9 + 3iV3)Z + 8i

Exercice N°1.34 :

Ecriture complexe de la transformation f

1) f estlatranslation de vecteur u(1 + 2i).

* Orpar définitionona: Z' =Z+Zy = |Z'=Z +1+2i|

2) f estI’homothétie de centre I(1 + i) et de rapport —2.

* Or par définitionona: Z' —I=k(Z—-1) =7 -1—-i=-2Z-1-i) =

Z'=-272+2+4+2i+1+i=|Z'=-2Z+3+3i

3) f estlarotation de centre K(2 — i) et d’angle %
* Or par définitionona: Z —K=e®(Z-K)=Z —2+i=e%(Z-2+1i) =

Z’=(cos§+isin§)z (cos + isin )(2 D+2-i=

7 = (‘F+ ﬁ)z-(‘g f)(z D+2—i=|Z = (f ‘/_)Z—£+2+l( ‘/3—1)

4) f estlasimilitude plane directe de centre O, d’angle %et de rapport k = 2.

* Or par définitionona: Z' — 0 = ke®®(Z—0) = Z' —0=2e%(Z-0) =

Z' = 2(cos +isin= )z:z':z(‘r l%)Z: Z=(V3+i)z
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5) f estlasimilitude plane directe de centre Q(2i), d’angle 2?" et de rapport k = %
. 2T
* Or par définitionona: Z' — Zg = ke'®(Z - Zy) = 7' — 2i = %e’?(z -2 =

1 21 . . 2m 21 . . 2m\ . .
Z'ZE(COS?+lSln?)Z—(COS?+lSln?)l+Zl=>

Z’=%(—1+iﬁ)z—(—%+i§)i+2i=> Z’:(—Z+i—)z+‘/7§+i§

Exercice N°1.35:

1) Déterminons le réel Z,
7' =4eBZ+ 43 -2 7' =4eB3Z+ 43 - 4i +2i & Z' - 2i = 4e3Z — 4i(1 + iV3)
o7 —2i=4e37 —4i [2 ; g] o7 —2i=4e53Z —4i (2e"§) = 7' —2i = 4e'3(Z - 2i)

En tenant compte de la condition posée dans I’exercice, on en déduit que par analogie :

ZOZZi

2) Démontrons que f est la composée d’'une homothétie et d’une rotation de méme centre

1* Méthode :
Connaissant que Z' = 4e'3Z + 43 — 2i
Onadonc: Z' =4(cos3+isin})Z+4V3 - 2i

=4(%+i‘/2—§)z+4\/§—2i

= Z' = (2+2iV3)Z + 43— 2i estdelaforme Z' =aZ+b

Alors par comparaison,ona: a = 2 + 2iV3

=>k=|2+2i\/§|=2|1+i\/§|=2/(1)2+(\/§)2=2x2=>k=|a|=4¢1.
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D’ou f est une similitude plane directe et de plus Z' — Z, = 4ei§(Z —Zg)ou Zy =2i

Vérifie la relation Z' — Z, = ke'®(Z — Z,) d’aprés la question 1)

Par conséquent f est bien la composée d’'une homothétie de rapport 4 et d’une rotation

T A .
d’angle 3 de méme centre Z, = 2i.

2™ Méthode :

Ona: Z' = 4e%Z + 43 — 2i

-

& 7 =452 +3V3+V3—3i+i
o 7' =4e5Z - 3i(1+iV3) + V3 + i
= 7' =4e52-3i[2; I+ V3 +i
o 7' =452 -3i(2e5) + V3 +i
o 7' = 4e'57 — 6ie's + V3 +i

& 7' =e34Z-60)+V3+i

Posons Z; =h(Z) =4Z—-6i= Z =e3Z;+V3+i

& f =R[h] = Roh.

Par Conséquent f est bien la composée d’une homothétie de rapport 4 et d’'une

rotation d’angle g

e Centre de 'homothétie h:
b -6i —6i ,
Ona: Zﬂ_lTa___—_S_Zl:Q(O'Z)

e Centre de la rotation :
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e O

Alors I’homothétie et la rotation ont le méme centre 2i.

Exercice N°1.36 :

1) Déterminons I'écriture complexe de ¢

oSx+iy=x—-y/3+2V2+i(xV3+y—-+3
y =xy3+y—-+3 Y Y ( Y )

ox' +iy =x—y/3+2V2+ixV/3+iy—iV3

o x +iy = (x+iy) +iV3(x+iy) +2vV2 —iV3
Notons Z' =x'+iy' et Z=x+1iy

Z =Z+iV3Z+2V2-iV3=(1+iV3)Z+2V2-iV3

2) Nature de ¢

Soit a=1+iV3= |al=|1+iV3|= |(1)2+(V3) =2 %1.

Alors @ est une similitude plane directe |

Eléments caractéristiques de ¢
e Llerapport: k = |a| =|Z|

cos 0 =
o Langle: § =arg(1+iV3) =

=

>0
sinf=—>0

olgmin

0 =arga = g[Zn']

b
o Lecentre: Zy = a

_ 2v2-iv3 _ (2v2-iV3)(iV3) _ 2iV6+3 _ 3+2iV6 _ 14 . 276
T1-a3 | CdeB) . B 3 L'

3) Naturede ¢!

@1 étant laréciproque de @ = ¢! est aussi une similitude plane directe

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1

3

3

| 3
TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny 3
...........................................................................................................................................................................................................




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 64

Eléments caractéristiques de ¢!

:rJlH

e Lerapport: k' = k' =%

e Llangle: 8' = -0 = —arga =0’ = —%[21‘:]

e Lecentre ou pointinvariant:(Zo = 1 + li

Ecriture complexe de ¢!
’ 17,001 ’ . _ iz 26
7 -Zog=kKe(Z-29) =2 -1-i2"="e 3(Z—1—l—)

z’:%(l—zﬁ)(z 1—:£)+1+ 2/6 (1—i§)z+(1—iﬁ)(—1—z£)+1+—‘/g

2 4 4 4 4
P (1B 1 V2 V3 W6 ;2V6 _ (1 V3 3_V2 ;3 V6
:Z—(4 l4)Z 27 Ty l6+1+l 3 —(4 14)Z+4 2+l4+lz
ot |z = (= i) z+1(3 - 1
Dou |2’ = (3-i%)Z +5(3-2v2) + i (V3 +2V6)
Exercice N°1.37 :
1) a) Forme trigonométrique de z,4
1
cose=ﬁ>0 -
zg=1—1i |z4] =y(D)2+(-1)2 =2 et argz, = " = 6 = —[2m]
sinf=—-——=<20
N3
Par conséquent | z4 = \/i(cosE — isin E) .
4 4
b) Déduction
17,2016 2016 2016
(1—i)2°16=[\/f;—z =[v2" " ;-2016 x ] [v27 " -504x]

2016 o 271008 o
=+/2" [cos(504m) — isin(504m)] = [(\/i) ] [cos(504m) — i sin(5041)]

— 21008[1 _ l(O)] — (1 _ i)2016 — 21008 cR
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2) a) Forme algébrique

Zg 2+V3+i (2+V3+i)A+i) 2+V3+3i+iv3-1 1+V3+3i+iV3

Z, 1-—i aA-da+i 12 — (i)? 2
B 1+\/§+_3+\/§
- 2 ' 2
7 . ZB T
b) Déduisons que : Z—=[1+\/§;§].
A
o Zp _ 1+V3 | .3+V3 Z_B_\/1+\/§2 3+\/§2_\/ V3 3v3) _
SontZA— 2 Tl Z4l (2 ) +( 2) - (1+2)+(3+ 2)_ 4+2v3
1
2 7 . cosf=->0
Oor 4+2V3=(1++3) =>|Z—B|=1+\/§etmes(0A; OB) = e =
4 sin6=7>0

. Z N
6 = mes(04;0B) =3 [2n].  |Alors 72 =[1+V3;]]

c) Ecriture trigonométrique de zg

On sait que : i—jz[1+\/§;§]:>23:[1+\/§ ;g]sz:[1+\/§;§]x[\/i;_§]

= [(1+V3)(v2); 5-§]

D’olr : zB:[\/E+\/7;%] ou zB=(\/3+\/7)(cos%+isin%)

s - s
d) Valeurs exactes de cos 3 &t sin

En comparant la forme algébrique de zg = 2 + /3 +i et celle trouvée trigonométriquement

V6 +V2)cos—= =2 ++3 cos = = 23
d’aprés c), on obtient : ( 6+ 3/2) 1z X o 1[2 ‘/31”/5 P
sin— = i 1
12 sin = ———
cos ™ — (2+V3)(Ve+v2) T \V6+V2
12 (V6+V2)(V6—2) - cos - =——
sin— = __D(/6—v2) sin— = V6-V2
13 (V6+v2)(V6—2) 12 4
e) Résolution dans [—1; T]
TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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a=+6+2
Soit 'équation (V6 +v2) cosx + (V6 —V2)sinx = 2, avec { p — \/6 — 2

c=2

|Z] = 4

En posant : Z:a+ib=(\/3+\/E)+i(\/g—\/f)=>{0:argzz_+2kn.

\ 1z . c ™ 2 1 < ge
D’ou I'équation : cos(x — @) = Z = cos (x — E) =173 c’est-a-dire :

=3 _m,T _sm
cos(x—1)=cosE=> x 12_3:2"” x=+3+2km =7+ 2kn

D'ou |S = {i—;+2kn'; —§+2kn}

P . . . iz—i—-1 e 2
3) Déterminons I’ensemble des points M d’affixe z non nul tel que : —,— soit réel

Ona:
x+iy x+iy (x+iy)(x—iy) x2+y?

_ —xy+iy?—x+iy+ix+xy—ix—y _ —x—y+i(x>—x+y?+y)

x2+y? x2+y?

iz—i—-1 _ i(x+iy)—i—-1 _ —y—1+i(x-1) _ [—y—-1+i(x-1)](x—iy) _ (—y-1D)(x—-iy)+i(x—1)(x—iy)
z

. iz—i-1 —x— L x2—x+y%+ iz—i—-1 —x—
D’ou == Y Zyzy.AvecRe(—)= z
z x%+y x%+y z

iz—i-1 iz—i-1

est réel & Im( ) =0, cest-a-dire x! —x+y’ +y=0

I I L O R I BN GRS

. . 11 2
Donc I’ensemble des points cherchés est le cercle de centre I (E; — E) et de rayon g

ExerciceN°1.38 :
Soit Z=2>+2z—-Z ou z€C
1) Trouvons les nombres complexes z telsque:Z = 2i.

Ona: Z=(x+iy)>+(x+iy)—(x+iy) =x*+2ixy—y* +x+iy—x+iy
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=x2 -y +i2xy +2y) = x* —y* + 2iy(x + 1)

x*—y2=0 {xzyouxz—y

Avec Z = 2i
vec “:){Zy(x+1)=2(:) yx+1) =1

er . x:y y=x (1)
e 1% cas: {y(x+1)=1(:){x(x+1)=1 (2)

En considérant (2) ,ona: x2+x—-1=0; A=1+4=5>0

= xqy = _1;¢§ » 22 = _1;/3
Dol z = _1:/5(1 +1i) ou z= _l;r@(l +0
éeme . X = _y y =—X (1)
° 2 cas : {y(x + 1) =1 = {_x(x + 1) =1 (2)

En considérant (2) ,ona: x> +x+1=0; A=1—4=-3<0 impossible, car x € R

1+V/5
2

Conclusion : Les complexes z sont donc: — ( ) (1+1i) ou @ 1+

2) Onrappelleque Z=2>+2z-2
a) ZeR e Im(Z) =0, cest-a-dire 2y(x+1) =0 y=00u x = —1.

D’ou ’'ensemble (E;) est la réunion des deux droites D; : y =0et Dy : x = —1 ;

E1=D1UD2

b) Z€iR < RéE(Z) =0, cest-a-dire x*>? -y’ =0 x=you x=-y

Soit Aq: x—y=0 et Ay: x+y=0. D'ou I'ensemble |[E, = A; U A,

Exercice N°1.39 :

1) Détermination de la transformation f associéa S.
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Soit S la similitude plane directe de centre I(—3; —2) et qui transforme le point A(1;2) en

B(5;-2).

VzeC f(z)=az+b

2L —y L - _3-2i —1-i
Onadonc:{ 1-a = @{ 1-a {:){a_— g
zg=az,+b (5-2i=a(1+2i)+b ‘b=2-3i
Dou f(z)=(1—-i)z+2-3i
2) Eléments caractéristiques de S
Ona: k=|1-i|l={/(1)2+(-1)*=+2
cosf=—=>0
Et arg(1—i) = 20 =e=-I[2n]
sin0=—ﬁ<0

Donc S est une similitude plane directe de centre I(—3; —2), de rapport 2 et d’argument —%

3) Equation de la droite (D')
Soit la droite (D’) image de la droite (D) par §
Connaissant que la droite (D) passe par le point A et a pour vecteur directeur ff(l; -2)

= la droite (D") passe donc par le point B(5; —2), puisque S(4) = B et a pour coefficient

directeur le vecteur V(—1; —3).

Ainsi,onadonc: M(x,y) € (D) & det(m;ﬁ) =0

X—Xxg Xy
Y=Y Yy

x—5 -1

C’est-a-dire : y+2 -3

|=o=>| |=o o 3(x-5+y+2)=0

© -3x+15+y+2=0-3x+y+17=0

D'ou|(D): -3x+y+17=00u3x—y—17 =0.

Exercice N°1.40 :

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAA AAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAALAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo

Page 69

Soit z = cos (2—") + isin (z_n)
5 5
1) Montrons que z est une racine cinquiéme de I'unité.

Oona: 2% =[1; 2?”]5 =15 % (2?”)] = [1;27] = (cos 27 + isin2m) = 1

Donc z est bien une racine cinquiéme de I'unité.

2) Vérifions que 2 cos (2?") =z+ %

el teic 1 fud 1
D’apres la formule d’Euler on a : —) =esa=zt-o=es +—5m=
2
e 5

2 2w . . (2@
1 2 _32T 2 e 5 = Cos = + 1Ss1n 3
z+-=e5 +te 5:2cos( ) car o
z 5 —i=r 2 , . (2T
e 5 =cos 5 — 1lsin 5

5_
3) Soit1+z+z2+z3+2z%= % et comme z> = 1 d’aprés la question 1)

=729-1=0= 1+z+2*°+23+2z*=0.

4) Déduisons que z + 7 estune solution d’une équation du second degré qu’il faut déterminer

1* Méthode :
1+z+22+23+2zY=0
=N z(%+1+z+zz+z3)=0
= %+1+z+zz+§—z=0,car {ZZ5¢=01
= (z+%)+(zz+—)+1=0
4:)(z+%)+(z+%)2—2+1=0

o (z+2) +(z+Y)-1=0
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1 . . . .
En posant z + o= t, on obtient I'équation ci-contre: t? +t—1 = 0.

. 1 . P . .
Par conséquent z + - est une solution de I'équation du second degré t> +t —1 = 0.
2°™ Méthode :

1+z+z2+23+2z*=0

2 4T Pl Pl
<14+es5+es5+es5+es5 =0

2T pgmo _pmo o
S 14+es5+es5+e 5+e 5=0

= 1+|es5+e 5)+|les+e 5]=0

= 1+2c0s(2?”)+2cos(4?n) 0

2 2w
= 1+2cos(?)+2[2cos(?)— 1] =0
2 1 1 2m
<=>(z+—) +(z+—)—1 =0, car z+E—2cos(?)
En posant z +% = t, on obtient I'équation ci-contre : t? +t—1=0
Par conséquent, z + % est une solution de I’équation du second degré : t? +t—1=0

5) Déduisons cos (2?”)

Soit (z+%)2+(z+l)—1=0
(=>4cosz(2?")+2cos(z?")—1=0*

Onadanscecas, A'= (1)2 - (4)(-1)=1+4=5>0
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. . . 2m -1-/5 2m -1+/5
= les racines de I’équation * sont : cos (?) = et cos (?) =—

2 2 . 2 5-1
Et comme ?n € ]0; g[ alors cos (?”) > 0.D’ou | cos (?n) = \/_T

Exercice N°1.41 :
1) Résolution dans C

22-Z+1+6i=0=2(x+iy)—(x+iy)+1+6i=0= 2x+2iy— (x —iy) = -1 — 6i

,oxt+iy=—1-2ie z=-1-2i ou

x=-1 {x=—1
iy =—-2i

:>x+3ty:—1—6l<:>{3iy=_6i<:>

Sc ={-1-2i}

2) a) Montrons que I’écriture complexede Sest:z' = (1 —-i)z+2—i

Par définitionz’ = az + b :Recherchonsaetbh :

{S(A) =A {ZA =azy,+b {ZA =azy,+b Zy—Zc (—1-20)—(—1-6i)
- = a-= = - -
s(B)=C zc=azg+b Zc=azg+bh Z,—Zg (—1-2i)—(1-4i

x (=1

=

a=1-—1i(3), Enremplagant (3) dans (2), on obtient b =2 — i

D’ou I'écriture complexede Sest z’ = (1 —i)z+2—1i

b) Déterminons le rapport k et I'angle de mesure 6 de §

* rapportk: k= |a| = k =/ (1)*+ (-1)* =|v2

cose=%=7>0
* angle de mesure : arga = 0/ | 7z =|0=—-[2n]
sm0=—ﬁ=—7<0
c) Montrons que pourtout M,z' — z = —i(z — z,)
Onsaitque:z' =(1-i)z+2—-i=>z'=z—iz+2-i=2z' —z=—-iz+2—1i Or
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2=2’=7 —-z=-iz-2i’-i=7 -z=—i(z+2i+1) =

z —z=—-iz—-(—1-2i)]|e |z —z=-i(z—2zy)

d) Déduisons la nature du triangle MM'A

. , — MM, —_—
Onsaitque:z —z = —i(z—2z,) & = = — _i= mes(AM,MM’) = -Z[2n]
z-27, AM 2

Alors le triangle MM'A est rectangle isocéle en M

3°a) Plagons les points A, B, C, D dans le plan complexe * (facile a faire).

b) Montrons que les droites (AD) et (BC) sont paralléles

(AD) // (BC) < det(AD,BC) = 0.

AD=zp—2,=1—(—-1-2i)=2+2i et BC=2,—25=—-1—6i— (1 —4i) = -2 —2i

— det(AD,BC) = |§ :§| = —4-(-4) =0

Donc les droites (AD) et (BC) sont paralléles.

Exercice N°1.42 :
1) a) lJustification
Soit S I'application du plan dans lui-méme d’écriture complexe: Z' = 3iZ — 1 — 7i

Obéitalarelation Z' =aZ+b. Donc a =3i = |a| = |3i| =/(0)2+ (3)*=3 # 1.

Alors S est une similitude plane directe

Eléments caractéristiques

e Lerapport: k = |a| =[3]

cosf =0 NP

e Ll'angle:0 = arga = {sine —3>0 [2m]

I
N[

arga

Auteur : VIKA Danny
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-1-7i _ (-1-70)(1+3i) _ -1-10i+21 _ 20-10i _
1-3i  (1-3)(1+30) 1+9 10

b
e lecentre:zg = Ta—

b) Expression analytique de S

Z'=3iZ—1—-7i.Notons Z' =x'+iy et Z=x+1iy.

= x'+iy =3i(x+iy)—1-7i

=3ix—3y—-1-7i

=-3y—-1+i(3x—-7)

x'=-3y-1
Par identification, on obtient le résultat ci-contre : { y

y =3x-7

2) Equation de I'image par S de la droite (BC)
Pour déterminer cette équation, il suffit de trouver en premier les points B et C tels que :
o Zp =3iZg—1-7i=3i(2)—-1-7i=6i—1-7i=-1-1i
o Z;=3iZc—1-7i=3i3-i)—-1-7i=9i+3-1-7i=2+2i

. 4 X—Xp/ y=YBr x+1 y+1
Alors (B'C') a pour équation : = >"—=_"_=x4+1=y+1
( ) P 9 Xcr—Xpr Ycr—YBr 2+1 2+1 y

D'ou |y =x

3) Equation du cercle (C') image de (C)
Soit le cercle (C) d’équation: (x —2)? + y? = 1 a pour centre B(2;0) etderayon R =1

Alors (C") apourcentre B'(—1; —1) etderayon R " = kxR =3 x1

D’ou son équation est : | (x + 1)2 + (y + 1)2 = 32

Exercice N°1.43 :

1) Montrons que (1 +i)® = —8i
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1+ =1+ i)2]3 =[1+DA+DP=01+2i-1)3=(2i0)3

= (2D (2D)(20)

D'ou:|(1+i)® = —8i

2) Soit I’'équation (E) : z2 = —8i.
a) Déduisons de 1) une équation de (E)

3
Posons : z;2 = —8i, avec —8i=(1+i)®daprés 1) = z;%2 = (1+10)® = 2,2 = [(1 + i)?]

1
=z, =J[A+ )P =z = [[(1 + i)3]2] 2 z=[(1+ i)3]2X1/2 =z;=(1+i)3=

2z, =1 +D?2A+i) =2z, =2i1+1iQ) =|z; = -2+ 2i

b) Ecrivons I'autre solution de (E) sous forme algébrique
L’équation (E) : z2 = —8i admet I'autre solution z, < z; X z, = 8i

4 4i(-1-) _ 4-4i 2 2 - 2i)

= (24202, =8i=>25= o= 5T T 2

D’ou l'autre solution de I’équation (E) est: z, =2 — 2i

3) Déduisons de 1) une solution de I'équation (E') : z3 = —8i.

Posons z,3 = —8i. Avec —8i=(1+i)Cdapres1) =z,3=1+)=23=[1+ i)z]3

1
=z =J[(1+)P ez =1+ i)z]3>< /2 =z=1+?=|z;=2i.

. . . . . 2
4) On considére le point A d’affixe 2i et la rotation de centre O et d’angle ?n

21

a) Soit r(A)=B; r(B)=C et T{O; 9:?}

21

Onadonc: z' =e'3z.

TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny
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2n 2, .2 1, .43 )
. =>ZB=el3ZA=>ZB=(COS?H-I-lSln?n)ZA:(——+l§)(2l)=—\/§—l
21
. :>zc=e’?zB:>zC:(cosz?"+isin2?")zgz(—%+i?)(—\/§—i)
(B, 3. B _[ =
=>ZC_(7+El zH_z)_\/§ L

b) Montrons que zg et z, sont solutions de (E')
Zg et z. sont solutions de (E) < zp3 = —8i et z.3 = -8i .
Onadonc:
o zp%=(—V3-i) = (—V3-i)*(~V3 i) =[3+2iV3 - 1)(—V3 - i)

=2(1+iV3)(—V3—-i)=2(—V3—i—3i++3)

D’ou | zg3 = —8i = B est une solution de (E’) .

e z3=(3-i) =(V3-i)}(V3—i)=[3-2iv3—1](V3 - )

=2(1-iV3)(vV3-i)=2(V3-i—-3i-3)

D’ou| z;3 = —8i = C est une solution de (E’)

5)
a) représentation des points

Soient A(0;2) ; B(—V3; —-1) et €(V3;-1)

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

A 4

b) Nature du triangle

AB =|zp —z4| = |-V3 -i-2i| = J(_ﬁ)z +(-3)2=2V3

AC = |z¢—zy| = |V3 —i—2i| = /(\/§)2+ (-3)*=2v3

BC = |zc—zp| = |-V3—i-V3+i| = |-2v3| =23

On constate que AB = AC = BC = ABC est un triangle équilatéral.

c) Centre de gravité du triangle ABC
m+ﬁ+ﬁ)= (ZA —Zo)+ (ZB —Zo)+ (ZC_ZO)

=(V3-V3)+i(2-2)

= 0A+ OB + 0C = 0.D’ou O est le centre de gravité du triangle ABC.

Exercice N°1.44 :

1) Résolutiondans C

Soit 'équation Z2 + (2 —3iv2)Z — (4 +2ivV2) = 0
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2
On a: A= (2-3iV2) —4(1)(—4 - 2iV2) = 4 - 12iV2 — 18 + 16 + 8iV2 = 2 — 4iV2

=>|A|=|2—4i\/§|=\/(2)2+(—4\/§)2=\/4+3 =v36=6

Alors VA= += (\/g— z\/?) = 1+(2 - ivV2) © A= £(2 — iV2)?

Par conséquent les solutions de cette équation sont définies par :

Z, = _(2_3iﬁ2)_(2_iﬁ) =-2+2iV2 et Z, = _(2_3iﬁ)2_(_2+iﬁ) = iV2 D'ou|S¢ = {Zy; Z,)}

2) Soit le point M(x,y) associé au point M'(x,y)telque: Z' = iv2.Z — 2 + 2iV/2.

a) fétantdelaforme Z' =aZ +b, avec a € C* — {1} et |a| = |ivV2| = ’(0)2 +(V2)2=v2

Alors f est une similitude plane indirecte, puisque |a| # 1.

b) Rapport kde f: ona k= |a| = k =/2

c) Laffixe Zo desoncentre Q:onaZg = ‘;Ij: = i\/i(—Z—IZ_i(\/_\/Zi))—ZZ+2i\/f = _Ziﬁf__;”iﬁ =-2 |

d) Montrer que (D) a pour équation cartésienne: y = x + 2
Soit QM = kQM = Z' — Zo = k(Z — Z,)
= iV2.Z-2+2iV2+2=vV2(Z+2) = iV2(x — iy) + 2iV2 = V2(x + iy) + 2V2
= iV2x +V2y + 2iV2 = V2x + ivV2y + 2V2

= V2y +i(V2x + 2v2) = V2x + 2V2 + i(V2y)

= 2
Par identification, on obtient : {y xi— >y=x+2.
x+2=y

D’ou la droite D a pour équation: |y =x + 2|
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Exercice N°1.45 :
1) Soitle polynéme P(Z) = Z3 — 6Z?% + 12Z — 16
a) Montrons quesi P(Zy) =0 alors P(Z,) = 0 ol Z, est le conjugué de Z,

_ —3 —2 —
Ona: P(Zy) =2, —6Z, +12Zy,—16

=Zy3 —6Zy>+12Z, - 16

=27y —6Zy% +12Zy— 16

P(Z,) = P(Z,). | Par conséquent : si P(Zy) =0 alors P(Zy)=0=10

b) Calculons P(l + l\/§)
e P1+iV3)=(1+iv3) —6(1+iV3)’ +12(1+iV3) -6
=(1+2iv3-3)(1+iV3) - 6(1+2ivV3-3)+12+12iV3 -6

=18 — 18 + i(12V3 — 12V3)

= P(1+iV3)=0

e Factorisons P(Z)
Connaissant que Z, = 1 + iv/3 est une racinede P(Z),= Z, = 1 — i\/3 est aussi une
racinede P(Z):
Alors P(Z)=(Z—-1-iV3)(Z—-1+iV3)(aZ + b)
=(Z2*>+2Z +4)(aZ + b)
P(Z) =aZ3®+ (b—-2a)Z% + (4a — 2b)Z + 4b

Par identificationon a :
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c)

2)

a)

b)

aZ3 =673 a=6
(b—2a)7* =—-6Z*> _ ) b—2a=-6
(4a — 2b)Z = 12Z 4a—2b =12

4b = —16 b=-4

Sla=1et b=—-4

Onadonc: P(Z) = (Z— 1- i\/§)(Z -1+ i\/§)(Z —4)

Z=1+iV3

P2)=0={Z=1- V3 Dou I'ensemble des solutions de P(Z)=0
ou

Z=4

est défini par : |S¢ = {4;1+iV3; 1 - iV3}

a=4=A4(4;0); b=1+iV3=B(1;V3) et c=b=1-iV3=C(1; —V3)

Plagons les points A, Bet C

Nature du triangle ABC

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 80

e Soit &% — 1-iv3-4 _ (=3-iV3)(-3-iv3) _ 9+6iV3-3 _ 6+6iv3 _ 1 n V3
o e Triva-a (-3+iv3)(-3-iv3) =~ 9+3 12 = 2 1>
c0s@=2>0
. le=al _ [(1\% |, (VB2 _ c-a\ T2 _m
Ainsi bal = (E) + (7) =1 et arg (E) = 3 = 0= 5[271']
sinf = 5 > 0
ac_y
AB

C’est-a-dire : Alors ABC est un triangle équilatéral

= T .
mes (AB,AC) =2 [2n]
3) Ondonne: Zx = —V/3 +i
a) Déterminons les affixes respectives de F et G.

e Soit F I'image du point K par la rotation de centre O et d’angle g telleque: R(K) =F

:ZF:ei%ZK:<%+i§)(—\/§+i):<—?—§)+i(1—§):—\/§—i

e Soit G l'image du point K par la translation de vecteur OB telle que: T(K) =G

=Z;=Zg+Zyz=—V3+i+1+iV3=|(1-V3)+i(1++3)

b) Montrons que les droites (0OC) et (OF) sont perpendiculaires

e nps . . 0C _zg _ 1-iV3 _ (1-iV3)(=VB+i) _ —V3+4i+V3 _ 4 _ . _ i
e 1" Méthode: Ona: OF — 2r — Va-i  (oB0(EH) - 341 =, =i=e

e

Comme % € iR,| parconséquent les droites (OC) et (OF) sont perpendiculaires.

e 2°™ Méthode: Ona: det(ﬁz; ﬁ) = _\/1§| =-1-3=-4%0

s

Donc les droites (0OC) et (OF) sont perpendiculaires.

Exercice N°1.46 :

1) Déterminons le centre Q du cercle (C) et son rayon

sge s Zp+Z 1-2i+(—2+2i 1-2i—2+2i 1
* Le centre du cercle (C) est définipar: Zg = Az £ = (2 ) — > =3

* Connaissant que le cercle (C) a pour diamétre [AB], alors son rayon est défini par :
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_1 1y, _ -1_ P _ il=1_ a1 (a2 z_5
R=_[AB] =2|Zg— Zy| =5|-2+2i—1+2i| = 5|-3 + 4i| =5 /(-3)2 + (4)* =

2)  Ecrivons Zj sous forme algébrique

Ona: Z. — 3% _ (B+9D(4-20) _ 12-6i+36i+18 _ 30+30i _
*OD T 4h2i T (a+2D(@-20)  (4)2+(2)? 20

3, .
-+
> +

N w

* Pour démontrer que Z|, est un point du cercle (C), il suffit de vérifier si QD = R = g

Onaalors: QD = |Zp — Zg| = |§+;i+%| = |2+%i| = (2)2+(%)2:§

Donc D est un point du cercle (C).

. 1
3) a) Préciser le module et un argument de Zp + 7

* |ZE+%| = |Zg — Zg| :;,car E € (C).

* arg (ZE +%) =arg(Zg —Z,) = mes (ﬁ,/(_Z—E) = mes (ﬁ) + mes (Q_I),/Q—)\E) =0+

NE

: 1_ pels =3 T isin®) =2 (242 = (324 52 1
b) Ona.ZE+E—Re4—Z(COS4+lSln4)—2(2+12)=>ZE—(4+l4) 5

5V2-2 = .5V2
s Tl

Soitenfin: | Zp =

ii \
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Exercice N°1.47 :
1) * b =isin@ estunesolutionde (E)
& b?—[1+i(sin@ +tan@)]b +sinf (—tanf +i) =0
On alors :
(isin@)? —[1 +i(sin@ + tan 0)](isin0) + sin O (—tan O + i)
= —sin? 0 — [isin® —sin” @ — sin@ tan O] — sin O tan 6 + i sin 6

= sin? @ — sin? @ + sin@tan O — sinOtan O + i(sin O — sin B)

=0

= |b =isin@ est une solution de I'équation (E)

Calculons I'autre solution a
Ona: (E): (z—isin®)(z—a)=0 < z> —az—i(sin®)z +iasin® =0
=z + (-a—isin@)z+iasind =0

z2=7°

Par identificationona: { (—a — isin8)z = —[1 + i(sin0 + tan )]z <
iasin@ = sinf@ (—tan0 + i)

—a—isinf =-1—-i(sinf+tanf) © —a=—-1—isinf@ —itanO +isin

S a=1+itan0. |D’oul'autre solutionde (E) est a=1+itan@.

2) Soit T la transformation: M(z) — M'(z’) telleque: z’' = az + b avec a et b solutions de (E)

a) * Naturede T

Ona: z' =(1+itan@)z+isin@. |a| =|1+itanf| = (1)2+(ﬂ)2= L

cos 6 cos 6

Comme |a| # 1 = T est une similitude plane directe.

* Eléments caractéristiquesde T

1
Sonrapport: k = |a| =|k = p—
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1
cos @ = ——=cos0O

Sonangle: 0 = arg(a) = arg(a) =

>

sin

ksine =50 — sin @

= |arg(0) = 6[2n]

b isin@ sin@ sin @
Son centre: Z = Ta™ = =

= = = X = — —) = —
1-1-itan@ tan @ sing . €08 6 cos 6 Zo cos @

b) T est une similitude d’angle % et de rapport k & a = ke's

s 4 , i 1 .. i 1 i
C’est-a-dire 1+ itan@ = ke't = ——(cos0 +isinf) = ke's = — e = ke's

0s 6
1 1
k=t [k=am _|[k=7=2
Par identificationon a : cost & 1S 2z
i0 _ iz 0=" g="
e =e4 2 =
\ . T V2
e D’ou I'affixe du centre est Zy = — cos, =|——

Exercice N°1.48 :
1)a) (V5+2i) = (VE+2i)(VE+2i) =5+2x2ixV5—4=1+4iV5.
b) A= [—(VE+2i)] -4 x1x (1+4iV5) = (V5 +2i)" —4(V5+2i)" = —3(v5 +2i)".

0 A=-3(vV5+ Zi)2 = [iv3(¥V5 + Zi)]z, donc VA= iv3(V5 + 2i) par suite :

a— \/§+2i+i\£§(\/§+2i) _ (\/§+2i)2(1+ix/§) _ (\/g n Zi) (1+i\/§)

2

_ V5+2i-iv3(V5+2i) _ (V5+2i)(1-iv3) _ A (1-iV3
et b= ; = . = (V5 +2i) (52).

Donc les solutions de (E) dans Csont a et b.

2)a) Q appartienta (C) < 0Q =3

Avec 0Q = |Zy — Zy| = |V5 + 2i| = V52 + 22 =9 = 3, |donc Q € (€)

b) Construction du point Q (Voit figure 1)
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3)a) Aet B appartiennenta (C) < 04A=3et OB =3

Avec 0A =12, — Zo| = |(V5 + 2i) (222)| = 2|(V5 + 2i)| x |1 + iv3| = 20@ x VI = 3,

0B =125 - Zo| = | (V5 +2i) (22)| = 3 |V5 + 21| x |1 - iv3| = ;0@ x VE = 3.

Donc les points A et B appartiennent au cercle (C).

b) Zm'-kZﬁ':a-l-b:(\/§+2i)[1+2i\/§+1_2i\/§]:\/§+2i=Z6=Zm.

Ainsi OA + OB = 0Q .

¢) Ona :0A + OB = O_Q) donc le quadrilatere OAQB est un parallélogramme,
de plus 0A = OB ainsi OAQB est un losange.

d) On construit le point I d’abord milieu du segment [QB]. La perpendiculaire 3 (QB) passant

V5-2v3  ,2+/15
+1

par I coupe le cercle (C) en Aet Btelque:Im(Z,) > 0,car a = > o et
b= V5+2v3 n 2—\/1_5_
2 2

B

N
\

N

Figure 1
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Exercice N°1.49 :

1) Déterminons les racines carrées de 6 + 6iv3

Posons Z =x+iy et u= 6+ 6iV3, |u|l = /(6)2 +(6v3)? = 12

X>+y?=|lul=12 (1)
x2—y> =Re(w) =6 (2)
2xy = Im(u) = 6v/3 (3)

En faisant la somme des équations (1) + (2), on obtient 2x2 =18 & x=30u x= -3 En

faisant la différence des équations (1) — (2), on obtient 2y? =6 < y=+/3 ou y = —/3

D’aprés ’équation (3),0ona: 2xy=6V3 < xy=3V3>0

Donc x et y sont de méme signe, d’ou les racines carrées de 6 + 6i\/3 sont:

3++V3iet —3—+/3i

2) Résolutiondans C

222 — (1+3iV3)z—4 =0, A= [—(1+3iV3)]" —4 x 2 X (—4) = 6 + 6iV3 = (3 +V3i)?

1+3ivV3-(3+V3i —242iV/3 1 .V3 1+3iV3+(3+V3i 4+4/3i .
VA ( ) = =|— Zy = ( ) = =1+ l\/§
2x2 4 2 2 2x2 4

3)a) (2z+ 1)[222 — (1+3iV3)z— 4] =423 —2(1+3iV3)2z2 — 8z + 222 — (1 + 3iV3)z — 4
=4z +[2-2(1+3iV3)]z2 + [-8 — (1 + 3iV3)]z — 4

=423 +[2-2-6iV3]|z22 +[-8-1-3iV3]z—4

D'ob |(2z +1)[22% — (1 + 3iV3)z — 4] = 423 — 6iV3z> - 3(3 + iV3)z — 4

b) D’apreés le résultat trouvé précédemment, on en déduit que si I'équation (E) = 0, alors

2z+1=0

(2z+1)[22%2 — (1+3iV3)z— 4| =0 @{Zzz ~(1+3iV3)z—-4=0°
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1
z=--(~1
2 M . Avec I'équation (2), ces solutions sont déja trouvées
222 - (1+3iV3)z—4=0 (2)

dans la question 2.

D’ou I'ensemble des solutions de I'équation (E) est:

4) Forme trigonométrique

1 1)\2 1 6=-1<0
zo = =3, |zol = ,/(—5) +(0)% =3 etarg(zy) = {COS

sin6 =0 = 0 = n[2n]

N 1 . .
D’ou zozi(cosn+lsmn')

(cos6=—%<0
1. V3, 1\2 3\ 2
21:—E+‘/2——L, |z4] = /(—E) +(‘/2——) =1etarg(zl)=J sin6=§>0
Le=2pﬂ
3
ot |z, = (cos 2" + isin 2"
D’ou zl—(cos 3 + isin 3)
1
2 c050=5>0
z, =1+1iV3, |z;] = |(1)2 +(V3) =2etarg(z,) = 3 =
sin9=7>0
w
P _ LT
D’ou 22—2(c053+lsm3)
Exercice N°1.50 :
Les points A et B sont d’affixes respectives z;, = 2 —iet zg = —2i,etonpose Z = z_z”
—ZA

1) Déterminons dans chaque cas, ’ensemble des points M(z) tel que :

a) Zestunréel © Im(Z)=0. Posons z = x + iy, ou (x,y) € R?

Alorsona: Z — x+iy—2+i _ x—2+i(y+1) _ [x-2+i(y+1)][x—i(y+2)]

x+iy+2i x+i(y+2) [x+i(y+2)][x—-i(y+2)]

_ xP—ix[y+2—y-1]-2x+2i(y+2)+(y+ D (y+2) _ xP—ix—2x+2iy+4i+y?+3y+2 _ x%-2x+y*+3y+2+i(-x+2y+4)
- x2+(y+2)? - x2+(y+2)? -

x2+(y+2)?
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x%-2x+y*+3y+2 —x+2y+4
Donc Re(Z) = ﬁ et Im(Z) = x2+(yi,-2)2

Ainsi Im(Z) =0 —x+2y+4=0< x— 2y —4 = 0.D’ou 'ensemble cherché est la

droite d’équation : x — 2y — 4 = 0, privée du point B.

b) Z est imaginaire pur (éventuellement nul) < Re(Z) = 0.

2
Ainsiona: x2—2x+y2+3y+2=0(:>(x—1)2—1+(y+;) —;t2=0=

2 2
(x—1)%+ (y + %) = % S \/(x —1)z + (y + g) = ? D’ou I'ensemble cherché est le

cercle de centre le point I (1; - ;) et de rayon ? privée du point B.

c) Zestdemodule 1 = |Z|=1.

N . Z—Z
C’est-a-dire | 4
Z—Zp

=1 |z—2zy4|l=|z—2z5| & MA=MB.

D’ou I’ensemble des points cherchés est la médiatrice du segment [AB].

2) Calculons |Z — 1| X |z — zg]|

TR |z — zg| = |—(24 — 2p)|

—1|><|z—zB|=

Ona: |Z—-1| X |z - zg| P z—zp

24— zpl = [2—i+2i| = [2+i] = /(22 + (1)* =5

Alors |Z — 1| x |z—zg| =5

e Déduisons que, lorsque M(z) parcourt le cercle de centre B et de rayon R, les points

d’affixes Z sont tous situés sur un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon :

Soit M(z) e C(B;R) ©® MB=R & |z—zg| =R, alors |Z—1|x |z—zp| =V5 &

Auteur : VIKA Danny
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|z-1|><R=\/§<:>|Z—1|=§.

Donc les points d’affixes Z sont tous situés sur le méme cercle de centre le point d’affixe 1 et

V5
de rayon e

Exercice N°1.51 :

1) a) Déterminons I'affixe Zzz du vecteur BC

Zge=Zc—Zp=1-i—(-1+20)=1-i+1-2i = |Zzpz=2-3i

b) Expression analytique de la translation du vecteur BC
Soit Z' = Z + b représente I’écriture complexe d’une translation. Avec b = Zge
=7Z'=Z+2-3i
Posons Z' =x'"+iy' et Z=x+1iy.
ox'+iy=x+iy)+2-3i

ox+iy=x+2+i(y—3)

D’ou par identification, on obtient le résultat ci-contre :

c) Trouvons I'affixe du point A’
Soit le point A’ image de A par la translation du vecteur BC est défini par:
TA)=A'"& Zy, =Z,+ Zg;

o Zy=142i+(2-30)

o|Zy=3-i

2) a) Ona: mes (A_m) =arg (Z:Z) =arg (%) = arg (—__221) = arg (%)
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cos6 =0

- T
_arg(_l)_{sin0=—1<0:>0__5+2kn

Ainsi, la mesure en radian de I'angle (ﬁ; ﬁ) est —g

b) Expression analytique de la rotation de centre A et d’angle (ﬁ; ﬁ)

Soit Z' —Z, = e'%(Z — Z,) représente I'écriture complexe de la rotation de centre A et

d’angle (ﬁ) =60.

=27 — (1+20) = e 2(Z - (1+20)

1 _ E_. . E _ E_. . E . .
=127 —(cos2 lsmz)Z (cos2 lsmz)(1+21)+1+21

=27 =—iZ— (-1 +20)+1+2i
=2'=—iZ-1+3i
Enposant Z' =x'+iy et Z=x+1iy

=x+iy =—-i(x+iy)—1+2i

=x +iy =—ix+y—1+2i

=x+iyy=y—-1+i(3—x)

D’ou par identification, on obtient le résultat ci-contre :

—t—
<R
1
w <
|
8=

c) Trouvons I'affixe du point C’
Soit le point C' image de C par la rotation R est définipar: R(C) =C'.Avec Z,=1—1i

—=Zy=—iZ,—1+3i=—-i(1-)—-1+3i=—i—1-1+3i

—=|Zy = -2+ 2i
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3) Déterminons le rapport et I’'angle de la similitude directe S de centre A et qui transforme B

en C.

Soit A le centre de la similitude directe S n’est que le point invariant définipar: S(4) = 4

Et la transformation du point B en C par § est définie par: S(B) = C

On a alors le schéma de la transformation dite similitude directe S ci-contre :

S
A A
B C
[AB] [AC]
[AC] _ |Zc=Za| _ | 1-i—(1+20) | _ |-3i _3
[4B] | - |—1+2i—(1+2i) === k=3

=

e Rapport k: k= [AB] —

e Angle de mesure (ﬁ) = {sircloasz T>0 0.~ 0 = mes (ﬁ,ﬁ) = §+ 2km

Exercice N°1.52 :

5T T T (5T @ (5T T . (57431 . (5T—3T 8m 2T
l.a) e'1z (elZ — e_lZ) = el(ﬁ+Z) —e (E_Z) = el( 12 ) — e'( 12 ) =e'1z — e'12
l.S_n i —ix l.Z_n i
= 612(84—8 4)283—86 ;

.TT

21 LT T .5 i(%+%)_ .51 LT
3 —e's (e'Z — i) ez = <e—nl ez = ((elf - 1) e_lZ> ez

o= (209

5T
] l_

= [((cosg + isin g) — 1) (cos% —isin g)]

= [(_ﬁ;ﬁ) +i (ﬁ;ﬁ)] ei%z = eiz?n - ei% =iV2 eii_th

b) Z,= 2e'3 est une solution de I’équation (E) & Z,% — (Zi\/ieiﬁ) Z, — 4e% =0

T

" (Zixfie%) (Ze"g) —4¢'6

Z,% - (Ziﬁei%) 7, — 4e's = (Ze’g)
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iz_" i(l+£) i l.2_11: l.5_11: i iz_” l.Z_n i i
= 4e"3 — 4iV2e"\1273) — 4e's = 4e'3 — 4i2e'1z — 4e'c = 4¢'3 —4(e 3 —e6>—4e6

l.2_11 l.2_11 iZ iZ
=4e 3 —4e 3 +4e6—4es

D’ou le - (Zi\/feiﬁ) Zy— 4e's =0 = Z est donc une solution de I’équation (E)

c) L’autre solution Z, de I’équation (E)

(E)= (2-2€3)(Z-2,) =2 - Z X Z, - 2'3Z + 2¢'32,

=22+ (-2, - 2ei§)z 12652,
7 =17% (1)
Par identification on a : (—Zz - Zeig) Z= (Zi\/ieiﬁ) Z (2)

2e'3Z, = —4e's  (3)

4 iz i 2x2¢'6 i(T_T

Considérons (3), 2e3Z, = —4e's = Z, = -0 = —Zel(6 3)
2e'3

D’ou P'autre solution de I’équation (E) est|Z, = —2e %

d) Z, et Z, sous forme cartésienne

Z,=2e3= 2(cos§+ ising) = 2(%+ l?) =2 (1+2i\/§) =1+iV3

Z, = 27 =2 (cos%— isin%) =-2 (\/2_5_ l%) =-2 (‘/gz_i) =—V/3+i

2.a) Vérification

Zg=—3+i=—-(V3-i)=(-Dx (V3-i) = @*(V3-i) = i(iv3 - i?)

=i(-(-1D+iV3) =i(1+iV3) = |Zp = iZ,

b) Nature du triangle OAB

* 1" Méthode
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aff(0B) z iz , , s
ﬁ=z—j=z—:=l,carZB=lZAdapresZ.a).

Donc OA L OB = | 0AB est rectangle en O

|Z_B| =28l _ i) = J(02+ ()2 =1 o |Z,] = |2,
Zy |Zp|

D’ou OA = OB et parsuite |OAB estisoceleen O

* 2EME Méthode

. 0A=1Z,—Zy|l =|1+iV3| = /(1)2+(\/§)2=2
. OB = |Zg—Zy| = |-V3+i| = /(—\/§)Z+(1)2=2

.« AB=|Zy—Zj = |-1-VE+i(1-V3)| = ((-1-VB) + (1 - V3 =22

On constate que = OB, par conséquent OAB est un triangle isocéle au point O

Et de plus AB? = 0A? + OB? vérifie la réciproque du théoréme de Pythagore

D’ou OAB est un triangle rectangle isocéle en 0.

c) construction des points A et B. (facile a faire) ;

3.a) Naturede OACB

BC=Z;-Zp=(1-V3)+i(1+V3)+V3-i=1+iV3=2, = BC=0A4

D’ou OACB est un parallélogramme ; et comme le triangle OAB est isocéle et rectangle

en O, donc OACB est un carré.

b)  Placement du point C. (facile a faire).

c) Forme exponentielle de Z

* 1% Méthode :

ZC=(1—\/§)+i(1+\/§)=>|ZC|=\/(1—\/§)2+(1+\/§)2=2\/§;
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cos B = 1-v3 (1)
arg(Z;) = 12+‘/\/7§ . En considérant (1) = 6 = cos™! (%i) =105°= Z—:
sinf = 272 (2)

7
Dou |Z, = [2\/5; Z—’ZT] = 2+/2e'1z

* 2™E Méthode :
Onsaitque: BC =04 d’aprés 3. a) = Z,—Zg =2,

ﬂZC:ZA‘FZB
= Zc=Z,+iZy, car Zg =iZ, d'aprés 2)a).

=Zc=1+)(1+iV3)

:Zcz[ﬁ;f]x[z;f]

4 3

=Zc = [Zx/f ; %+§]

. " 7 i7_"
Soit enfin Z, = [2\/2; E] = 2\/2e'2

Exercice N°1.53 :
1) Soitle polynéme P(z) = z3 + (-1 + 2sina)z* + (1 - 2sina)z— 1
a) Déterminons lesréels aet b telsque: p(z) = (z — 1)(z2 +az+ b)

D’aprés la méthode de Horner, on a:

1 —14+2sina 1-2sina -1
1 1 2sina 1
1 2sina 1 0

D'ou:| a=2sina ,b=1 et p(z) = (z—1)(2*> + 2sina)z + 1)

b) Résolution dans C
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Posons p(z) =0 & (z; — 1)(z* + 2sina)z+1) =0

{ 21—1:0 <:>{ 21:1(1)
z2 + (2sina)z+1=0 72+ (2sina)z+1=0 (2)

En considérant (2), A= (2sina)? —4(1)(1) = 4(sin @ — 1) = —4 cos? a = (2i cos a)*

Par conséquent, les racines de I’équation (2) sont:

—2sina-2icosa . ., —2sina+2icosa . .
Zy ZfZ —Ssina—icosa et z3 ZfZ —Ssina +1cosa

Alors les solutions de I'équation p(z) = 0 dans C sont: |S = {z; z3; z3}

2) a) Ecrivons z4, zg, z sous forme trigonométrique

z;,=1=|[1;0] = (cos0+isin0)

zg = —sina+icosa=i(cosa+isina) = [1; a+§] = (cos(a+§)+isin(tx

+3))

= . . . m 1
zc=—sina—icosa = —i(cosa—isina) = [1; —a——]

| (cos(-a-9) +tsn (a3

. Zc-2Z
b) Forme exponentielle du rapport =<2
Z5-Z,

__Z¢-Z, _ -sina—icosa-1 _ (-1-sina—icosa)(-1-sina—icosa)
Zg—-17Z,

Posons U =
—sina+icosa—1 (—1-sina+icos a)(—1-sina—icos a)

_ (=1-sin a)%—icos a(—1-sin a)—i cos a(—1—sin a)—cos?

(=1-sin a)2+(cos a)2

a

1+2 sin a+sin? a—2i cos a(—1—sin a)—cos?

1+sin2 a+2 sin a+cos? a 2+2sina

—1+2sin? a+2 sin a+1+2i cos a(1+sin a) __ 2sina(1+sina)+2icos a(1+sina)
2+2sina - 2(1+sina)

sina+icosa=i(cosa—isina) = [1; g—a],VaE [0; 7]

a _ (sin? a—cos? a)+2 sin a+1+2i cos a(1+sin a)
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D'ou: | U= ei(f_“)

c) Nature du triangle ABC

Ul = 754 =1 = aB=ac

1* Méthode : Comme et =
karg(u) = mes (ﬁ; ﬁ) = (g — a) [27]

ABC est un triangle isocele en A4

2°™ Méthode : Il suffit de calculer les distances AB, AC et BC

Onadonc: AB = |zg — z4| = |-sina + icosa — 1] =\/(—1—sinoc)2+(cosoc)2

=./2(1+sina)

AC = |z¢ —z4| = |-sina—icosa—1| = \/(—1 —sina)? + (—cosa)? = \/2(1 + sina)

BC = |z —zg| = |-sina —icosa+sina —icosa| =|-2icosal =2cosa

On constate que AB = AC + BC = ABC est un triangle isocéle en A.

d) Déterminons «a pour que le triangle ABC soit équilatéral

. PR, Zc-Z +iZ
ABC est un triangle équilatéral & ZC ZA =e™"3
B™4A

™

[T -

™ ud 6

Onadonc: el(z @) _ e o P PR 5
3

e Ainsi, si ABC est un triangle équilatéral et de sens direct = a = g,

e Etsi ABC est un triangle équilatéral et de sens indirect = a = ?"

Exercice N°1.54 :

1) On considére dans C I'équation (E) : 2z — (3 +3iV3)z—6+3iV3 =0
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a) Veérifions que iv/3 est une solution de I'équation (3)
2
ona:(iV3) — (3+3iv3)(iv3) — 6+ 3iV3=-3— (-9 +3iV3) — 6 + 3iV3

=(9-9+i(3V3-3v3)=0

Donc iv/3 est une solution de I’équation (E) .

b) Déduisons l'autre solution de (E)
2) Soit z, = iV3, zg = 3+ 2iv3 et zc =3 - 2iV3
a) Calculons (zg —z4)(Zz¢ — z4)
(zp —24)(2c = Z4) = (zp — 24) (Zc — 24)
= (zp — z4)(zp + 24)

= ZBZ —ZAZ

= (3 +2iV3)" — (iV3)?

=94+ 12ivV3—-12+43 | = (25 —24)(Zc — 24 = 12iV/3

b) Comme (zp —z,)(Z¢g — Z4) = 12iV/3 € iR, alors AB 1 AC.

Ainsi le triangle ABC est rectangle en A.

3) a) Soit D le point d’affixe z;, = —3. Montrons que le point A est le milieu du segment [DB]

Il suffit de vérifier que zg + zp, = 2z,

ZB+ZD

On aalors: ZB+ZD=3+2i\/§—3=2i\/§<=>zB+ZD=ZzAtquue:T=ZA.

D’ou A est le milieu du segment [DB]

b) Plagons les points D,B et C

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv



AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 97

Ona: D(—3;0);B(3;2V3) et €(3; —2V3)

v

c) Montrons que I'aire du triangle BCD est égale a 12+/3

DB xAC 2AB x AC

ire(BCD) =
aire( ) > >

=AB X AC = |ZB_ZA|X|ZC_ZA|

= |Zp _ZAl X |Z+Z| = |(ZB _ZA) X (ZB +ZA)| = |(3 + i\/g) X (3 + 3i\/§)|

= (3 + WE)(3 - 30v3)| = [18 - 6iv3| = [(18)? + (~6v3)° = VAT

=+/3 x 144

D’ou | aire(BCD) = 123 u.a.
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Exercices de type 2 : (Proposés)*

Exercice N°1.1* :

1+v2—-i

n donne le nombr mplexe z = ———
On donne le nombre complexe T

1) Mettre z sous forme algébrique.
2) Calculer le module et un argument de z.
1989

3) Calculer z8 et z

Exercice N°1.2* :

Soit Z un nombre complexe tel que: Z + % =2cos0 et Z— % = 2isin@.

. . 1 1 , .
Démontrer que pour tout entier natureln;ona: Z" + 7= 2cos(nB) et Z" — — = 2isin(n@).

n

Exercice N°1.3* :

Donner la nature et les éléments caractéristiques des transformations suivantes :

a) Z=Z+1-2i ; b) Z =e%Z—-1; ¢ Z =3Z—-1+i; d) Z =2i(Z—i+3)

Exercice N°1.4* :
Soit 0 un réel de ]0; 27| et soit I’équation (E) : Z% + i(e’® —2)Z + e® —1 = 0.
1) Trouver les racines carrées du nombre complexe —e®2?.

2) Résoudre alors I'équation (E).

Exercice N 1.5% :
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Trouver le module et un argument de

14 (cos @+i sin )3 N . b4
= Lt(cospising)” LAl <p2) , ou @ est dans l'intervalle ]0;—[.
(cos @+isin @) 3

Exercice N°1.6*:

Les racines Z; et_Z, d’une équation complexe de degré 2 vérifient les conditions :

Zl+Zz _

{Z1Z2 +Z1+Z2 =4

2417,

1) Former I’équation du second degré.

2) Déterminer z; et z, puis écrire sous forme exponentielle, trigonométrique et algébrique le

4
nombre complexe Z = (Zl) , sachant que Im(z;) < 0.
2

Exercice N°1.7* :

1) Donner les solutions de Z* = 1.

2) Résoudre Z* = —% —i

(=Y
e
~—
N
w
|
N | =
|
LT
N[ S
Il
(=}

3) Résoudre Z8 + (_E +i
Exercice N°1.8* :

. . . —iZ 1,
Soit f la transformation du plan dont I'écriture complexe est: Z' = V2e 4Z + 3L

1) Déterminer le nombre complexe Z, telque: Z' — Z, = \/Ee_iZ(Z —Zy).

2) Démontrer que f est la composée d’une rotation et d’'une homothétie de méme centre

I'on précisera.

Exercice N°1.9%* :

que

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

addadadaidia i A AAd A A A AAd A A LA A A Ad A A A da A d A Ad A A ad A A A A d A A A A d A A A A A A i d A Ad A Ad A A A d A Ad A A d A A A A d i ad Aaddadad i d A ddad A dd a4 A2 A4 A2 42002 27

WAMAMMAMMAAMAA AR A A A A A AR A A AR AR A A A A A AAA A AR AR AR MM AR AR AR A A AA AR A AR AAAAAA R A0 4 )

vvvvvvvvv \AAAMAAMAAMAAAAMAAAA]



AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAA AAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAALAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo

Page 100

'=x+y+2
Soit f I’application du plan dans lui-méme d’expression analytique : {y’,c _ _xx +yy _1

1) Déterminer I’écriture complexe de f.
2) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f :

3) Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et I’écriture complexe de f~1.

Exercice N°1.10* :

Trois nombres complexes Z,,Z, et Z5 ont pour produit 3+/3i.

Leurs arguments respectifs 04, 0, et 03 sont les termes consécutifs d’une suite arithmétiq

ue de

. T . , . . 7 ZaLe
raison - et leurs modules respectifs 1,7, et r3 les termes consécutifs d’'une suite géométrique

de raison 2.

2 . . . .
Sachant que 0, € [0; ?n] déterminer Z,,Z, et Z; et construire leurs images dans le plan

complexe.

Exercice N°1.11%* :

Dans le plan complexe d’un repére orthonormal direct (0, U, V). On considére les 3 points 4, B, C

d’affixes respectives zy =4 — 5i,zg =3+ 3i,zc = -2 +i

1) Placer les points A, B, C.

2) Déterminer I'affixe du point D symétrique du point B par rapport a C.
3) Déterminer I'affixe du point E vérifiant la relation :CE = CA + CB.

4) Quelle est la nature du quadruplet (4, B,C,D) ?

Exercice N°1.12* :

Le plan complexe étant muni d’un repére orthonormé direct (Unité : 2 cm).
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Soit 0 un nombre réel avec 0 € [—m; 7].
1) Résoudre dans C, 'équation : (E) : Z> — 4sin(0)Z+ 4 = 0.
2) Calculer le module et un argument de chacune des solutions de I'équation (E), puis du

2-7,
2-Z5

nombre complexe U =

3) Exprimer enfonctionde 6, S = Z— +let §= Z14 + 224.

2
4) Pour quelles valeurs de 8 a-t-on $' =0?
On écrira z; et z, sous forme algébrique et trigonométrique.

Exercice N°1.13* :

On considéere le nombre complexe Z définipar: Z = @ \/2 +V2+2 + i\/Z —V2 442

1) Calculer Z? et Z*; puis en déduire le module et un argument de Z*.

En déduire le module et un argument de Z.

N
+
ﬁ

24++/24 2
et sm— =

ﬁ

T
2) Démontrer que : cos ==

sinx = —\/ﬁ.

3) Résoudre dans R I'équation : —— ——|cosx +

2\/_+ NN < 2\/7—\/4+2\/7

Exercice N°1.14* :

Dans chacun des cas suivants, déterminer I’écriture complexe ; la nature et les éléments

caractéristiques des transformations S;0S, et $,05;:

a) Sy Z'=2Z+1-2i et S:Z =2iZ+1-3i

b) $1:Z' =A+DZ+1+i et S,: Z'=-2Z
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Exercice N°1.15* :
1) Soit a un nombre réel. Exprimer en fonction de cos(a), I’expression :

A(a) = 4sin?(a) + 4 cos(a) — 5.

2) Onsuppose que a € |0; 27[. Déterminer suivant les valeurs de «, les nombres complexes

Zq * Zy
z, et z, vérifiant: { z; +z; = 2sin(a) + 1
zy Xz, =1—cos(a) + isin(a)

Exercice N°1.16* :

On considére I'équation (E) : Z3 — 6—14 = 0.

1) Qu’appelle-t-on conjugué d’'un nombre complexe ?

1 . . .
2) Montrer que Z = , estune solution de I’équation (E).

3) Résoudre dans C I’équation (E).

4) Dans le plan complexe K rapporté au repére orthonormal direct (0, w,7’). On considére les

points A, B, C d’affixes respectives

ZA:

|
-~
*|%

R =

a) Placer les points A, B et C dans le plan complexe K.

b) En déduire la nature du triangle ABC.

5) Soit S une similitude plane directe qui laisse invariant le point A telle que S(B) = C.

a) Déterminer I’écriture complexe de S.

b) Déterminer ses éléments caractéristiques.

c) Donner son expression analytique.
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Exercice N°1.17* : (extrait Bac SE Session 2013 Mali)

1) Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes les équations suivantes :

a) Z’-(1++V2)z++v2=0.

b Z+;=1 ; Z+;=12

2) Soit P le polynome de la variable complexe Z tel que :
P(Z)=2"-(1+V2)2® + (2 +V2)Z* - (1 +V2)Z + 1.

a) Veérifier que pour tout Z nonnulona:

P(f):(z+%)2—(1+\/i)(z+%)+\/f

zZ

b) En utilisant ce qui précéde, résoudre I'équation P(Z) = 0.

Exercice N°1.18* : (extrait Bac Blanc série D session de Mai 2019 Congo et Il Zone 1)

On considére dans I’'ensemble C des nombres complexes, I'équation :

(E): 22 — 2a+ i)z + a? + ia + 2 = 0, ol a est un nombre complexe.

1. a) Vérifier que a + 2i est une solution de (E).

b) Résoudre dans C, I'équation (E).

c) Déterminer a pour que le triangle OJK soit isocele rectangle en O.

2. Ondonne Z; = ;(1 —et Zg = ;(1 + Q).

a) Déterminer une équation cartésienne du cercle circonscrit au triangle OJK.

b) Déterminer I'écriture complexe de la similitude plane directe S qui transforme J en K et K en

0.

c) Préciser les éléments caractéristiques de S.
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Exercice N°1.19%* :

5

1) Exprimer sin” x en fonction de sinx.

3 2

2) Linéariser cos” x sin“ x.

Exercice N°1.20: *

On donne les points A(1), B(2i),C(—4),D(i) et E(—i).

1) Déterminer I'écriture complexe de la similitude S telle que : S(A) = B et S(B) = C puis

caractériser S.

2) Déterminer I'écriture complexe de la similitude F qui laisse invariant D et transforme A enE.

Donner la nature et les éléments caractéristiques de F.

Exercice N°1.21%* :

Dans le plan complexe P rapporté a un repére orthonormé direct (0, u’, ), on considére les points

A, B et C d’affixes respectives : iv2, —2 + 2i et 2i
1°S:P-> P

M(Z) > M,(Z,) telque:Z, = (—%4—

N | =

i)Z+1+i
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de S.

2) Soit f la similitude direct qui transforme A en B et O en C.

a) Déterminer I'écriture complexe de f

b) En déduire les éléments caractéristiques de f.

c) Montrer que fof est une homothétie que I'on caractérisera.

3) a) Déterminer I’affixe du point S(C).
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b) Montrer que Sof est une rotation que I’on caractérisera.

Exercice N°1.22* :

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (0, e7, e;), on considére

I'application F qui a tout point M d’affixe z associe le point M' d’affixe Z' défini par:

Z' = t3Z + t(t + 1), ou t désigne un nombre complexe.

1) Déterminer 'ensemble des nombres complexes t pour lesquels F est une translation.

Caractériser F pour chacune des valeurs trouvées.

2) Déterminer ’'ensemble des nombres complexes t pour lesquels F est une rotation d’angle

T 7 e 7
de mesure > Caractériser F pour chacune des valeurs trouvées.

|G

—i

N|w

3) Caractériser F lorsque t =

Exercice N°1.23* : (extrait Bac série C-E session d’Ao(it 2020 Niger)

On rapporte le plan P a un repére orthonormé direct (0, 1,]) et on considére I'application f de P

x'=2y+2

dans P qui, au point M(x,y) associe le point M'(x',y") tel que : {y' oy —1

1) Montrer que I’application f admet un unique point invariant  dont on précisera les

coordonnées.

2) Montrer que f est une similitude dont on précisera le rapport.

3) Soit H ’homothétie de centre Q et de rapport 2 et M, I'image de M par 'homothétie H.

Montrer que le milieu de [MM'] appartient a une droite fixe A passant par Q et don

donnera une équation cartésienne.

4) Caractériser alors I’application f.

t on
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Exercice N°1.24* : (extrait Bac série D session d’Aolt 2020 Niger)

1) Résoudre dans C, 'équation zZ + 2z + 10 = 0.

—2u+v=1+13i

2) Déterminer les nombres complexes u et v tels que : { X
) P 9 —u+v=4+8i

3) On considére les points A, B, C et D d’affixes respectives z, = —1 + 3i,
zg=-1-3i,zc=3—-5i et z, =7 + 3i.

a) Placer les points A, B, C et D dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal
(0;eq;e3)(unité 1 cm).

b) Démontrer que le triangle (BAD) est rectangle en A, et le triangle (BCD) est rectangle en C.
c) Endéduire que les quatre points A, B, C, D sont sur un méme cercle (T') dont on précisera le

centre I et le rayon. Tracer (I') sur la figure.

4) Démontrer que les points C’ et D', images respectives des nombres conjugués de z. et z,

sont sur le cercle (T).

Exercice N°1.25* : (extrait Bac série D session d’Ao{it 2020 Tchad)

x
C est le corps des nombres complexes p plan affine euclidien tel que M (y) —z=x+1y.

Soit le polyndme a coefficients complexe P tel que : P(z) = az® + bz? + iz + 2(1 + i).
1) Calculer les nombres complexes a et b telsque:P(i) =0et P(1+1i)=0.

2) Résoudre I'équation P(z) = 0.

3) Soient les points M, ; M5, M; d’affixes respectives z; =1, z, =1+1i et z3.

Calculer le nombre complexe z3 pour que le triangle M M, M5 soit équilatéral de sens direct.

4) Onnote I le symétrique de M5 par rapport a la droite (M M,).
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Construire I'image du triangle MM, M5 par la similitude directe S de centre I, d’angle g et de

rapport 2, écrire I’expression complexe de la similitude.

Exercice N°1.26* : (extrait Bac série D session de Juillet 2020 Cé6te d’ivoire)

1) On considére I'équation (E): z€C, z3+ (1 +i)z%> + (2 - 2i)z+8i = 0.

a) Justifier que 2i est une solution de (E).

b) Justifierque: Vz € C, 23 + (1 +i)z% + (2 — 2i)z + 8i = (z — 2i)(2® + (1 + 3i)z — 4).

c) Résoudre dans C,I'équation (E') : z%> + (1 + 3i)z—4 = 0.

d) Déduire des questions précédentes la résolution dans C, de I’équation (E).

2) Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0, 1,]). L'unité graphique est 2 cm.
On donne les points A, B, C et D d’affixes respectives: —3i; 1 —1i, 2iet —2 — 2i.

a) Placer les points A, B, C et D sur votre feuille de copie.

b) Démontre que le triangle BAD est rectangle et isocéle en A.

3) Soit S la similitude plane directe de centre D qui transforme A en B.

a) Démontre que I'écriture complexede Sest: z' = (1+ i)z — 2 + 2i.

b) Démontre que S(B) = C.

c) Déterminer I'image du triangle BAD par la similitude S.
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THEME N°2 : ALGEBRE LINEAIRE

Exercice N°2.1:
Soit E un espace vectoriel sur R et F un sous ensemble de E défini
par: F={(x,y,2)€EE/x—2y+3z=0}
1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.
2) Déterminer la base et la dimension de F.
3) Soit u(0;1;2), ¥(1;2;1),et v(2;1;m) trois vecteurs de E.
Déterminer le réel m pour que la famille (U, v, W) soit liée.
Exercice N°2.2 :
Dans I’espace vectoriel R3 rapporté a sa base canonique B = (?,f, E) , on considere les vecteurs
e1(2;-1;0), e;(—3;2;1) et e3(5;0;,-2).
1) Montrer que B’ = (e;, €5, €3) est une base de R3.
2) Déterminer les coordonnées de 1 (5;8; —14) dans B'.
Exercice N°2.3 :
1) On considére dans RR3 les trois sous-espaces vectoriels F, G, H définis respectivement par :
F={(x,y,z2)ER3/x=0ety=2z};
G={(xyz)eR3/y=0}et H={(x,y,2) e R /z=0}.

Donner leur dimension.
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2) Déterminer les sous-espaces FNG,FNH,GN H,F + G, F + H, et donner leur dimension.

Exercice N°2.4 :

Ondonne: A = (; 3) etB = (_32 _34)

Calculer A1, B™1, AxB, BxA, 2A—3B

Exercice N°2.5 :

. s . a a . ,
On considére la matrice P = (Za 1) ou a est un réel.

1) Calculer det(P). Pour quelles valeurs de a, la matrice P n’est pas inversible.
2) Onsuppose que a = 1.

a) Calculer P?.

b) Déterminer P~1, la matrice inverse de P.

Exercice N°2.6 :

Dans I’espace vectoriel R3 on considére les vecteurs

1 1 a
vi=|0);v,=(1] et v_3)=< 2 )oﬂaestunréel.
1 0 —a?

1. Montrer que (v, V;) est une famille libre.

2. Déterminer les valeurs de a pour que le vecteur V5 soit une combinaison linéaire des vecteurs

— —
v, et v,.

Exercice N°2.7 : (extrait Bac Blanc série C session de Mai 2009 Congo et Il Zone IV)

Soit E I’espace vectoriel sur R des fonctions numériques réelles, définies sur R.

On considere I'application ¢ de E dans E définie par :
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o) =mf" +2mf' + (m—-1)f, meR".
1) Montrer que @ est un endomorphisme.
2) Déterminer le noyau de ¢@. En donner la dimension et une base.
Exercice N°2.8 :
Soit I'application p définie de R? dans R% par: p(x,y) = (x +y,x — y).
1) Montrer que p est linéaire.
2) Déterminer Kerp, et Imp et donner leurs dimensions, p est-elle bijective ?
3) Déterminer pop.
Exercice N°2.9 :
On considére les matrices A = (_52 _14) et B = (_t4 :;)
1) Déterminer le nombre réel t pour que AB = 31I,.
2) Soitle systeme (S;) : {S_xzf i—yy==_12
a) Donner I'écriture matricielle du systéeme (S,)
b) Résoudre le systeme (S;)
xX+y—z=2
3) Onconsidéere le systeme (S;):{ —x+2y—z=3
4x —5y+z=—4
z=x+y-—-2
a) Montrer que le systeme (S,) est équivalent au systéme au systéme (§3):{ —2x+y=1.
5x —4y = -2
b) En déduire la résolution du systeme (S,).

Exercice N°2.10 :
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Donner I’écriture matricielle de chacun des systémes linéaires suivants puis les résoudre

x+y+z=3 3x+y—-2z+3t=0
$:{2x+ty+z=2cet (§):{—x+2y—4z+6t=2
x+2y+z=1 2x—-y+2z-3t=0

Exercice N°2.11 :

P est un plan vectoriel de base (,7,). f est 'endomorphisme de P dont la matrice A dans la base

8
-1

(T,]) est définie par: A = l(

. _72),AER, P,={eP/ f@) =)

1) Démontrer que P, est un sous espace vectoriel de P.
2) Démontrer que P, # {6} si et seulementsi 4 € {2,3}.

3) Déterminer une base de P, et une base de Pj.

4) Démontrer que P, P Pz = P et en déduire une nouvelle base de P. Quelle est alors la

matrice dans cette nouvelle base ?
Exercice N°2.12:

Soit P le plan vectoriel rapporté a sa base canonique (Z,]). On donne les vecteurs e; = 37 — j et

e, = 31 — 2J, on considére 'endomorphisme f de P tel que : f(e;) = e; et f(e;) = 0.
1) Vérifier que (eq, e;) est une base de P.

2) Ecrire la matrice de f dans la base (e, e3).

3) Soitu’ =x'T+ y'J image de U = xT + yj par 'endomorphisme f, f(u) = W

a) Montrer que f(7) = Zi—gfet fg)=3i—j.

b) Exprimer les coordonnées de x’ et y’ de 1 en fonction de x et y de .

c) Calculer fof ().
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d) En déduire la nature de f.
e) Déterminer les éléments caractéristiques de f.
Exercice N°2.13 : (extrait BAC série D session de Juin 2019 Congo)

L’espace vectoriel E est rapporté a sa base canonique B(7,]). Soit f endomorphisme de E défini
par son expression analytique : quelque-soit le vecteur 1’ (x, y) de E, limage de u’ par f est le

vecteur ?(x’ ") tel que : {x’ =2x+3y
Y)telque: i, 7T o0

1) Déterminer f(1) et (7).
2) Endéduire la matrice de f dans la base (7’,]").
3) Soit V(3 ; —4) un vecteur de E, donner son image v par ’'endomorphisme f.
4) Montrer que f est un endomorphisme bijectif.
5.a) Calculer fof(¥) et fof ().
b) En déduire la nature de f.
c) Déterminer alors la base et la direction de f.
Exercice N°2.14 :

Soit ¢ I'endomorphisme du plan vectoriel P défini analytiquement par :

{x’ = (sin 8)x — (cos Q)y 0 c
y' = (cos0)x + (sinQ)y

[0,27]
1) Donner la matrice de ¢ dans la base (7, ]).
2) Montrer que @ est un automorphisme de P.

3) Déduire le noyau et I'image de ¢.

4) Déterminer suivant les valeurs de 0 ’ensemble E des vecteurs invariants par ¢.
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Exercice N°2.15 : (extrait Bac Blanc série D session Mai 2019 Congo et Il Zone Il)

I) On considére 'ensemble (H)telque: (H) = {w'(x;y;2z) e R3/ x+y — 2z = 0}
1) Montrer que (H) est un sous espace vectoriel de ’espace vectoriel R3.

2) a) Déterminer une base de (H).

b) Préciser la dimension de (H).

I1) L'espace vectoriel R3 est rapporté a sa base canonique (1,7, ﬁ)

f est endomorphisme de R3 qui, au vecteur u(x:y; z) associe le vecteur u'(x’;y’; z")

+2y-—2z

x' =x
telque: f=<y =y
z'=2

y—z
1) Soitles ensembles (E;) et (E;) tels que:
(Ey) ={ueR?/f(d) =u} et (Ep) ={ueR®/f(d)=—u}
a) Montrer qu’une équationde (E;) est y —z = 0. Préciser une base de (E).

X — 0

y=0

N

b) Montrer qu’une équation de (E,) est: { Préciser une base de (E,).

2) Déterminer fof.
3) Endéduire la nature de f, puis préciser les éléments caractéristiques de f.

—
Exercice N°2.16 : Dans I’espace vectoriel R3 muni de sa base canonique (T,]_', k ), on considere

I’endomorphisme f de R3 défini tel que :
f@O) =2 +k ;2fG) =0~k et f(2j-3k) = 4T-6]- 7k .

1) Déterminer f(?)
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2) Donner la matrice de f dans la base (7,7, k ).
3) Ecrire I'expression analytique de f.
4) Montrer que f est une projection vectorielle. Déterminer ses éléments caractéristiques.

Exercice N°2.17 :

On considére les vecteurs U_l)(l, 1,0,0) ,U_Z)(O, 1,1,0) et U_3)(0, 0,1,1) de ’espace vectoriel R*.
1) Montrer que la famille F = (U_l) U_z) U_3)) des trois vecteurs de I'espace vectoriel R* est libre.

2) Soit le vecteur ﬁ(l, 2,3,2) de 'espace R*, déterminer les réels a, b et c tels que I’on ait :
l7(1, 2,3,2) = aU_l) + bU_Z) + CU—3), c’est-a-dire que U soit une combinaison linéaire des
vecteurs de la famille F.

3) Soit le vecteur V(x, y,z,t) du sous espace E de R*, trouver une relation entre
les coordonnées Xx,y,z, et t du vecteur V de E sachant quelona: V= am + BFZ) + yU_?,,)
ou a, B et y sont des réels.

4) Vérifier que le vecteur W (20,20, —15,—15) appartient a E.

Exercice N°2.18 :

Soit E, un plan vectoriel muni d’'une base (1,7, on considére I’endomorphisme f de E défini dans

— __—)_1—)
f@)=,1v-7J

. _ 6°_ ouadésigne unréel.
6fJ)=7t+q

labase (7),]) tel que : {

1) Déterminer la matrice de f dans la base (7, ]").
2) Déterminer I'expression analytique de f.
3) Déterminer le réel a pour que f soit une projection vectorielle.

4) On pose a = —1, déterminer :
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a) Le noyau de f ainsi qu’un vecteur directeur e;.

b) L’image de f ainsi qu’un vecteur directeur e,.

c) Montrer que (€7, e;) est une base de E.

d) Donner la matrice de f dans la base (e7, e3).

Exercice N°2.19 :

Soient V et W deux sous—espaces vectoriels de R". On définit un ensemble

V+W={ueR": IVeEV,; WEW / U=+ W}

1) Montrer que V + W est un sous—espace vectoriel de R™.

2) Soit (Vy,...,v,) une famille génératrice de V et (wy, ...,w,) une famille génératrice
Montrer qualors (75, ..., Wy, ...,W,) est une famille génératrice de V + W.

Exercice N°2.20 :

de W.

Dans I'espace E est muni d’'une base B = (1,7'), on considére 'endomorphisme f de E tel que :

f@ =20 -55 et fofD = f(O.

1) a) Qu’appelle-t-on dimension d’un espace

b) Donner la dimension de I’espace E notée dimkE.

2) a) Exprimer le vecteur f(j) en fonction des vecteurs U et J.

b) Déterminer fof (j).

c) Endéduire la nature de I'endomorphisme f.

3)a) Montrer que le sous ensemble 7 de E défini tel que :

H = (x,y) € E, tel que : 5x + 2y = 0 est la base de I’'endomorphisme f.
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b) Montrer que le sous ensemble G de E défini tel que :

4) On considére les vecteurs suivants:u’ =1 — 5] et v = 21 — 5]

G = (x,y) € E, tel que : 5x + y = 0 est la direction de ’endomorphisme f.

a) Montrer que les vecteurs u et v’ forment une base de E.

b) Exprimer les vecteurs f(u') et f(v') en fonction des vecteurs u’ et v

c) Endéduire la matrice de f dans la base (u’, ).

Exercice N°2.21 :

L’espace vectoriel R3 étant rapporté a une base (f,f, E) on considére I'application ¢ de R3 dans

R3 qui, a tout vecteur i (x, y, z) associe le vecteur u’ = ¢@(iL) dont les composantes (x',y’,z")

x' =5x+ 6y +mz

dans labase (7,7,k) sont définispar: {y' = x +mz (m e R)

1)

2)

3)

d)

!

zZ =—x—-2y+z

Ecrire 'application ¢ dans la base (f,f, Tc))

Pour quelle valeur de m ¢ est-elle bijective ?

Dans la suite, on pose m = 3.

Déterminer I’ensemble E des vecteurs invariants par ¢.
Déterminer le noyau Kerg de @ et en donner une base (e;).

Déterminer 'image Im¢ de @ et en donner une base (e;, e3).

Montrer que Kerg et Im¢ sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires de R3.
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Exercice N°2.22 :

-
Dans I’espace vectoriel P de dimension 3 rapporté a la base (i,f, k), considere I’endomorphisme

f de P dont la matrice dans la base (], k) est définie par :

a 1 2
M=(b -1 -4)avec(ab,c)€R3
c -1 -1

1) Déterminer a, b et c de maniére que f soit un projecteur.
2) Danslasuite,onpose: a=4;b=—-6et c = —3.

Vérifier que le vecteur 6 (1; —2; —1) appartient au noyau Kerf de f, puis montrer que

(6) est une base de kerf.
Exercice N°2.23 :

Soit E, un plan muni d’'une base (I, j) pour tout couple (a, b) de R"™ x R", on considére

’endomorphisme ¢@(a, b) dont la matrice dans la base (7, ) est:

M ol

3b a+2b

1) Démontrer que @(a,b) est bijectif si et seulementsi (a — b)(a + 3b) # 0.

2) Soit 1 unvecteurde E, . Donner, dans la base (7, j) les coordonnées de @, ;) (1) en

fonction de celles de .
Discuter, suivant les valeurs de a et b, la nature du noyau Ker¢ ) et de 'image Im@ ) .
Donner dans chaque cas, une base de Ker¢g ,p,) et une base de I'image Ime ).

3) Déterminer 'ensemble des couples (a, b) tels que @, ) soit homothétie vectorielle de E,.

Exercice N°2.24 :
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L’espace vectoriel R? est rapporté a sa base canonique B = (i, ), soit f 'endomorphisme de R*

défini dans labase (7,)) par: f(j) =101 —9] et fof() =7

1) Calculer () et fof (D).

2) En déduire la nature de I'application f.

3)a) Qu’est-ce qu’un automorphisme ?

b) Prouver que f est un automorphisme involutif.

c) Caractériser I'application f.

4) Soitlesvecteurs U =971—8j et v =-5{+4]

a) Montrer que B’ = (i, V) est une base de R?.

b) Ecrire la matrice de f dans la base B'.

Exercice N°2.25 :

Dans I’espace vectoriel C des hombres complexes muni d’'une base B = (1, i) ou le nombre

complexe tel que i? = —1, on définit 'application p qui a tout complexe Z de C associe le
complexe p(Z) de C définit par: p(Z) = (g +%i) 7% +iZ + % + ;i.

1) Déterminer la matrice de p relativement a la base B = (1, i).
2) Calculer pop(1) et pop(i).
4) En déduire la nature de p et les éléments caractéristiques.

Exercice N°2.26 :

L’espace vectoriel R3 est rapporté a sa base canonique B = (?f E) Soit g 'endomorphisme de

R3 et les vecteurs 1 = xi + yj + zk ; w=xi+ v+ Zket g = u
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telsque: x'i+yj+zk=(y—2)i+(ax+2z)j+(x—y+22)k ot acR
1) Déterminer I'expression analytique de g.

2) Donner la matrice de 'endomorphisme g.

3) Déterminer le réel a pour lequel g n’est pas bijectif.

4) Dans la suite, on pose: a = 1, et on suppose que g est un projecteur.
a) Déterminer la base G de g puis en donner une base B; = {e, e;}.

b) Déterminer la direction H de g puis en donner une base B, = {e3}.
5) Soitlesvecteurs i=1—k; B=—j—ketw=1—]—k.

a) Montrer que la famille (i, ¥, W) est une base de R3.

b) Déterminer la matrice de g dans la base (U, v, w).

Exercice N°2.27 : (extrait Bac série E session 2007 Congo)

On rappelle que C, I'ensemble des nombres complexes est un R- espace vectoriel

dont une base est B = (1,1i).

Soit U =

WilR

+ i% (x € R: y € R) un nombre complexe donné.

On considere l'application :
f:C—C
Z— f(Z)=Z'=U.Z ou Z est leconjugué de Z.
1) Montrer que f est un endomorphisme.
2) Déterminer en fonction de x et y, la matrice de f dans la base B = (1, ).

3) Leplanest rapporté a un repére orthonormé (0, ey, e;).
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(E) est I'ensemble des points M de coordonnées (x,y) tels que f estune symétrie

vectorielle.

a) Déterminer une équation cartésienne de (E).
b) Tracer (E).

Exercice N°2.28 :

E est un plan vectoriel, (Tf,E) une base de E et f '’endomorphisme de E définie par :

f =1+2]+2k
f(H=20+j+2k
f(k) =—2i-2j-3k
1) Déterminer la matrice M de f dans la base (7], Tc))
2) Pour tout réel a, on note E, I'ensemble des vecteurs u de E tel que : f(u) = au.

a) Montrer que si a est différent de 1 et —1, E, est réduit au vecteur nul.

b) Déterminer les ensembles E; et E_; et en donner une base pour chacune, nommée

respectivement B, et B,.
3) a) Montrer que B; U B, est une base de E.
b) Peut-on connaitre f(e;), f(e;) et f(e3) sans calcul ? Justifier.

c) Siouidonner la matrice 4 de f dans la base (e;, e;, e3).

fof=1 1.0 0
4) a) Montrer que f est involutif, c’est-a-dire : fof(D)=JouM2=(0 1 0
fof(k) =k 0 0 1

b) En déduire la nature de f et donner les éléments caractéristiques.
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Solutions des Exercices

Exercice N°2.1:

1) Pour montrer que F est un sous espace vectoriel de E , il suffit de vérifier si F est stable par

I’ensemble non vide, et stable par combinaison linéaire de deux vecteurs.

Alorsona:

e 0(0,0,0)€E /0—2(0)+3(0)=0,alors 0 € F.D’ous F # 0.

o Soit F={(x,y,2) €EE/x—2y+32z=0};x—-2y+3z=0x=2y—3z
Onadonc:u(x,y,z) €EF < (x,y,2) = (2y —32,y,2) = (2y,y,0) + (-32,0,2)

=1v(2,1,0) + z(—3,0,1). Donc tout vecteur de F est une combinaison linéaire des

vecteurs (2,1,0) et (—3,0,1) de R3 et | par conséquent F est un sous espace vectoriel de E.

2) Déterminons la base et la dimension de F

[(2,1,0); (—3,0,1)] est générateur de F d’aprés ce qui précéde.

2 -3 2a—-3=0
V(a,B) € R? /a(1>+ﬂ<0)=(0,0,0)=>{ a=0 < a==0. Doncle
0 1 =0

systéme [(2,1,0); (—3,0,1)] est une libre .|Ce systéme est par conséquent une base de F.D’ou

dimF = 2.

3) Déterminons le réel m pour que la famille (i, ¥, W) soit liée.

0 1 2 B+2y=0
Soit (a,B,y) € R3 /aﬁ+B17+yW=0@a(1)+ﬂ<2>+y<1>=}{ a+2B+y=0
2 1 m 2a+f+my =0
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Alorsona: det(S) =

0 1 2
1 2 1
2 1 m

=oxfp =1l ple2xly

=02m-1)—-1(m—-2)+2(1-4)
=0-m+2+2-8
=-m-—4

Or ce systéme est lié, si et seulement si, son déterminant est nul : c’est-a-dire :

-m—-4=0 m=-4

Exercice N°2.2:

2 -3 5
1)Sdﬂ@ﬂmﬂﬂ@/aﬁ+ﬁ6+y@=0¢:a(4>+ﬁ(2>+y<0>=0@
0 1 -2

2a—-3+5y=0

—a+2=0 S a=B=y=0. Donc B' = (eq,e;,e3) estunsystéme libre et par
B—-2y=0

conséquent une base de R3 .

2) Coordonnées de 1(5;8; —14) dans la base B’
Soit
2 -3 5 5 2a-3b+5c=5 (1)
ﬁ’:ae_1’+be_2’+ce_§<:>a(—1>+b<2)+c<0)=(8><=> -a+2b=8 (2)
0 1 -2 —-14 b—2c=-14 (3)
D’ aprés (2), onobtient: —a=8 - 2b < a =2b—8 (4).
En remplagant (4) dans (1), onobtient:4b—16 —-3b+5c=5<b+5c =21
b =21-5c (5).
En remplagant (5) dans (3), onobtient:21 —7c=-14 & —-7c=-35< c =5 (6)

En remplagant ensuite (6) dans (3),onobtient: b — 10 = —-14 < b = -4 (7)
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En remplagant enfin (7) dans (2), onaalors: a=—-8—-8 < a = —16.
a=-16
Dot {b=—4. Alorsona :|u (—16;—4;5) dans B'.
c=5

Exercice N°2.3 :

1) * Soit F ={(x,y,z2) eR3/x=0ety=z} < (x,y,2) = (0,y,y) =y(0,1,1)

D’ou F est engendré par le vecteur (0,1,1) = |[dim(F) =1

* Soit G = {(x, y,z) ER3/ y= 0} = (x,y,2z)=(x0,2) =x(1,0,0) + 2z(0,0,1).

D’ou G est engendré par les vecteurs (1,0,0) et (0,0,1) = |[dim(G) = 2.

* Soit H={(x,y,2) eR? /z=0} = (x,5,2) = (x,¥,0) = x(1,0,0) + y(0,1,0).

D’ou H est engendré par les vecteurs (1,0,0) et (0,1,0) =|dim(H) = 2

©x=y=2z=0.Donc FNG = {0} =

2) * Soit u(x,y,2) EFﬂG@{xde:tgzz

dim(FNG)=0.DemémeFNH=0=dim(FNH)=0.

* Soit U(x,y,2) € GnH@{ng. DoncGNH={(x,00)/xeR}< (x,5,2) = (x,0,0)

= x(1,0,0).D’ou G N H est engendré par le vecteur (1,0,0) = dim(GNn H) =1
* Soit U(x,y,2) EF+G < (x,y,2) =0,y,y)+(x,0,2) =0+x,y+0,y + 2)
=xyy+z)=x(1,00)+y(0,1,1)+2(0,0,1).
D’ou F + G représente la somme du vecteur de F et du vecteur de G. Alors dim(F + G) = 3.
* Soit U(x,y,z)EF+H< (x,y,z) =(0,2,2)+ (x,y,00=0+x,y+22z+0)
=xy+z2z)=x(1,00)+y(0,1,0)+z(0,1,1) =

De méme le sous-espace F 4+ H représente la somme du vecteur de F et du vecteur de H.
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Par conséquent dim(F + H) = 3.

Exercice N°2.4 :

Ondonne: A = (; 3) ot B = (—32 _34)

soit A=detd=|; Z|=7-6=120=|a1=(", 7

4-3)

o soit A=detB=|* 3 |=8-9=-120=|B"=(] >

« a+B=(; 2)+(7 _34)2(;:r§ 2T)= a+B=(, g)

e AXB= (; 3) (_32 _34) = (__62:261 93__283) =A% ES (145 __159)

. BXA:(_Z 3)(1 2):(—2+9 _4+21):>B><A:(7 17)

3 -4/)3 7/73_12 6-28 9 _22
Cameal Doa(F - D0 -GS 4T
=>2A—BB=(_83 ;2)

Exercice N°2.5 :

1) Calculons det(P)
* Ona: det(P) = |2aa ‘1l| =a-2a?

* P n’est pas inversible < det(P) = 0, c’est-a-dire a —2a%? =0

Onaalors a(1—-2a)=0<a=0o0u a=%. D’ou aE{O; 1}.

11)

2) Onsuppose que a =1 = P devient P = (2 1

2 onsrpxr=(3 D )-(12 31=[ro( )

) soit det(P) =2 Y =1-2=—120=|p1=(Tt 1)
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Exercice N°2.6 :

1 1 a+B=0
1) Soit(a.ﬁ)ERZIaVT+Bv_z’=0<=a<0>+B<1)=0<=>{ B=0 ©a==0.
1 0 a=0

Donc (v{,v;) est une famille libre.

2) Déterminons les valeurs de a pour que le vecteur V3 soit une combinaison linéaire des vecteurs

vy et v
a 1 1 a=a+p (1)
Soit (a,B)ERz/W:av_{+ﬁv_2’<:><2>:a<0>+ﬁ<1)@ 2= 2)
—a’ 1 0 —a*=a (3)
En multipliant (1) fois moins 1, on obtient une équation du second degré suivant :

—a’—a+2=0avec A= (-1)2-4(-1)(2)=1+8=9>0=

- . - _— 1-/9 1+/9
Les solutions de cette équation sont définies par: a; = _—;/— =1 et a, = _;/_ = 2.
\ a =1
D’ou les valeurs de a sont : { 1_ .
a, = -2

Exercice N°2.7 :

1) Pour montrer que ¢ est un endomorphisme, il suffit de vérifier si ¢ est une application

linéaire, c’est-a-dire :
V(a,B) €R?*;V(f1;f2) EE, ona: @(afy+ Bf2) = ap(f1) + fo(f2)
On aalors :
p(af1+Bf2) = maf" + Bf2") +2m(af’ + Bf2) + (m — 1)(af1 + Bf2)
= amfy + 2amf; + a(m — f1 + pmf," + 2pmf," + p(m — 1)f,

= a[mf," +2mf" + (m — 1)f1] + Blmf," + 2mf," + (m — 1)f,]
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=ap(f1) +Bo(f2)

D’olu ¢ est linéaire, et de plus ¢ est définie de E dans E, par conséquent ¢ est un

endomorphisme.

2) Déterminons le noyau de ¢.Donnons sa dimension et sa base.
Soit Kerg : ¢(f) =0 & mf"” + 2mf’' + (im — 1)f = 0, 3 d’'une équation différentielle
Notons f"' =72%;f =ret f=1.
Alors son équation caractéristique est: mr? + 2mr+m—1=0,

Avec A' = (m)? —m(m — 1) = m > 0, alors cette équation caractéristique admet deux

solutions distinctes 1, et r, définies par:

r1=_m_\/ﬁ=—1—ﬂz—1—i et r —_m+m=—1+ﬂ=—1+i

m m Vm 2= m m N

1 1
D’oui | Kere = {Ae(‘l'v_ﬁ)" + B ™ )% AeR B e R}

1 1
-1-= -1+—= . L. . .
{e( \/ﬁ)x ; e( +M)x} est une famille génératrice de Ker¢, et de plus ces fonctions

exponentielles ne sont pas proportionnelles, elles forment donc une famille libre de Ker¢ et par

conséquent une base de Ker¢. Alors |dim(Ker¢) = 2.

Exercice N°2.8 :
1) Pour montrer que p est linéaire, il suffit de vérifier si et seulement si

Va,BERY (x,y), (x,¥) € R p(alx,y) + B(x',y")) = ap(x,y) + Bp(x',y")

Onaalors:
p(alx,y) + B(x',y)) = plax + Bx',ay + By")
=(ax+ Bx'+ ay + By, ax + Bx' — ay — By")
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= (ax + ay,ax —ay) + (Bx' + By',Bx' — By")

=a(x+yx—y)+Bx +y.,x' -y

=ap(x,y) + Bp(x',y")

D’ou p est linéaire.

2) Déterminons Kerp, et Imp et donnons leurs dimensions, en suite vérifions si p est bijective

* Soit Kerp ={(x,y) € R? /p((x,)) = (0,0)}@{;t§zg@x=)’= 0.

D’ou kerp = {0}, alors dim(kerp) = 0.

* soit Imp = {(x +y,x—y) /(x,¥) € R?} = {x(1,1) + y(1,-1)/ (x,¥) € R?}.

D’ou Imp est engendré par deux vecteurs qui sont libre, alors dim(Imp) = 2.

* Sachant que la dimension de I’ensemble de départ est égale a la dimension de I’ensemble

d’arrivé, et de plus p est bijective si elle est soit injective ou bien surjective. Or p est

injective, car Kerp = {0} (vecteur nul) et aussi surjective, car dim(R?) = dim(Imp) = 2,

c’est-a-dire Imp = R2.[Par conséquent p est bien bijective.

3) Déterminons pop
Soit (x,y) € R?, Onaalors: pop(x,y) =plp(x,y)]=plx+y,x—7y)
=((x++ -y, +y) - (x—y)

=(2x,2y) =2(x,y)

D’'olu | pop = 21dy:

Exercice N°2.9 :

1) Déterminons le réel t pour que AB = 31,
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Ondonne: A = (_52 _14) et B = (_1:4 :;)

Ona alors: AB =3I, & (_52 _14) (_t4 :;) =3 ((1) (1))

< (—280+—t4t —25_+28) = ((3) g)

Bre 0)_(3 0)

‘:’(—20—41: 3/ o 3

8+t=3 t=—5 _
—20—4t=0‘:’{—20—4t=0:> t=-5

Par identificationon a : {

2) Soitle systéme (S;) : {Sx ir;-yy: )

a) Ecriture matricielle de (S;)

ona:|(F 1)(G)=(0) e ax=caecx=(}) et c=(1)

b) Résolution du systeme (S;)
1% Méthode : D’aprés 2)a)ona: AX=C=X=A4"1xC

Avec A71 = %(:‘5l :;) R %B, car det(A) = |_52 _14| =8-5=3=+0.

Onaalors: X = %(:‘51 :;) (_12)

o5, (-3 -3)

2t™ Méthode :

_ . (—2x+y=1 (1)
Soit le systeme : {Sx —4y=-2 (2)
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En multipliant (1) fois 4, onobtient: —-8x+5x=4-2 S -3x=2 S x = —; (3).

En remplagant (3) dans (2),ona: —?—431: -2 —4y= —2+?<:>—4y:§<:>y: —%
"ol —{(-2%2._1
b’ou SRZ_{( 3’ 3)}
x+y—z=2
3) On consideére le systeme (S,) suivant: { —x+2y—z=3
4x -5y +z=-4
z=x+y—2
a) Montrons que le systéme (S,) est équivalent au systéeme (S3): { —2x+y=1
5x —4y = -2
x+y—z=2 z=x+y-—2 z=x+y-—-2
Ona (S,): {—x+2y—z=3 = —x+2y—(x+y—2):3@{—2x+y+2=3
4x —5y+z=—4 4x—-5y+x+y—-2=-4 S5x—4y—-2=-4

—2x+y =1 ./Donc lesysteme (S,) est équivalent au systeme (S3).
5x —4y=-2

z=x+y-2
@{

b) Résolution du systeme (S,)

z=x+y-2 (1)
Soit le systeme (S,): {—2x+y=1 (2)
5x—4y=-2 (3)

R —2x+y=1 , . 2 1
Avec le systéeme : {Sx _ay=-2 c’est-a-dire (S,), ces solutions sont x = — sety=—:

d’apres 2) b).

Onaalors: z=—§—§—2=—3. D’ou SR3={(—§;—§;—3)}

Exercice N°2.10 :

x+y+z=3 3x+y—2z—-3t=0
Soient (S):{2x+y+z=2 et (§):{—x+2y—4z+6t=2
x+2y+z=1 2x—y+2z—-3t=0

e Ecriture Matricielle de (S) et celle de (S')
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1 1 1\ ,x 3
(S):(Z 1 1><y>=<2>
1 2 1/ \z 1

e Résolution des systémes linéaires ci-dessus :

~e

3 1 -23
Sh:|-1 2 -46
2 -1 2 -3

~ N =
Il
/N
oON O
S~~~

11
2 1=1+14+4)-2+2+1)=1#0rgS=n=p=3
1 2

1 11
2 11
1 2 1

Soit det(S) =

((S) est donc un systéeme de cramer ). On a alors :

3 1 1
_det(A)_i 2 1] _30-2-22-D+@-1___
YT ety T 1 1 =
13 1
_det(B)_i 1 al_e-D-3e-D+@-2 _
Y= detts) T 1 1 =2
11 3
_det(C)_i 2 1|l _(-9-@-2)+364-1_
= det;s) 1 1 -

D'ou |S ={-1;-2;6}

e D’aprés la forme matricielle de (S’'), on en déduit que le rgS’ > 3.

3 1
-1 2

3 1

°L 2 =6+1=7%0.

On prend alors M = ( ) = det(M) = |

3x+y=2z—-3t (1)
—Xx+2y=2+4z—-6t(2)

On considére alors le systéme suivant : {
En multipliant (1) fois moins 2, on obtient - 7x =2 < x=-2/7.
D’aprés le systéeme (S'), on a la troisieme équation: y = 2z — 3t — 2x.

Si on remplace maintenant la valeur de x trouvée dans la troisieme équation de (S'),

onaura 2x —y+2z—-3t=2(-2/7)—2z+3t+2(—2/7)+2z-3t=—-10/7+# 0

Donc le systeme (S') n’admet aucune solution.
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Exercice N°2.11 :

1) Pour démontre que P; est un sous espace vectoriel de P, il suffit de vérifier que si P, est non

vide et stable par combinaison linéaire :
Onaalors:

e Soit 0(0,0) € ?/f(ﬁ,,) = A0, .Donc 0 € Palors P, = 0
e Soient (U, V) € P,;; a,BER, f(au+ Bv) = A(au + V) = a(Au) + B(AV)

= f(au + V) = af (u) + Bf (V). Donc au + Bv € E;

Par conséquent P, est bien un sous espace vectoriel de 2.

2) Démontrons que P, + {6} si et seulement A € {2,3}

8 2
;) ER%et f(U) = U & _51 _Zg (;)
3 3

§x—zy = Ax
(Ax)(:) 3 3 JEN

Soit ﬁ( Ay

1,7
—3Xtzy=4y

8x —2y =34 8—-31)x—-2y=0
{ x y x {( )x y , or ce systeme admet des solutions différentes de

—x+ 7y =34y —x+(7-30)y=0

8-31 -2 |_,

0, 0) si et seulement si son déterminant est nul, c’est-a-dire : detS = =
1 7—-31

& (8-31)(7-31)-2=0=91>—-451+54=0<=21=20u 1 =3,

Donc P; # {0} si et seulementsi 4 € {2;3)}

3) Déterminons une base de P, et une base de P;

(8—3><2)x—2y=0=){2x—2y=0=)

{E((J;:i’]))zg(:)x—yzO@yzx.Doncona:(x)=(x)=x(1)=>ﬁ=xa

D’ou e; est une base de P, avec e_l’(i) oue;=1+7]
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(8—3><3)x—2y=0(:){—x—2y=0

Soit 7’3={ﬁ(x:J’)€7’/f(ﬁ)=3ﬁ}=’{_x+(7—3x3)y=0 —x-2y=0°

{—(x +2y)=0

“xt2y) & x+2y=0<x=—-2y.Doncona: (;)=<_2y>=y(_2)=>

y 1

1)oue—;=—zi+i

U = ye,. |D'ou e, estune base de P avec e_z’(

X =)y

X =
y)e?zn?gﬁ{x+2y=0(:)x+2(x)=0<:>3x=0<:)x=y=0.

4) Soitu (

X

Donc P, N P3 = {0}. De plus, soit (y

) € P, cherchons aet # € R telsque:

imaisme () =e() (D)= 10

En multipliant (2) fois 2, onobtient:3a =x+2y © a = xJ;Zy
En multipliant (1) fois moins 1, on obtient :3 = —x+y o f = _Z’J'

x+2y — -x+
ye

:}ﬁ):
3 1

—_— x+2y —s —-xX+y —
yez avec Tyel € P, et Tyez € P3

Alorsona: P, @ P; =P

e | (eq,e;) est alors une nouvelle base de P

D’aprés 3) e; € P, = f(e]) = 2e; = 2e, + Oe, et e, € P; = f(e;) = 3e;,

= 0ey + 3e; . D’ou cette nouvelle matrice est :| A(f(eq, e3)) = (g g)

Exercice N°2.12:

1) (e, e;) est une base de P < det(e;,e;) # 0

3
-2

det(eq, e;) = |_31 | =—-6+3=-3+ 0= (e;,e;) estdonc une base de P

2) Matrice de f dans la base (e, e5)
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fA) =4 _(fG)=u+0v _, . 10
Avec{f(ﬁ’)=6‘:){f(w7)=oﬁ+0§ D'ou Mf(e_f'@‘(o o)

3° a) Montrons que f(7) = Zi’—gj’etf(i’) =3(—j
{f(ﬁ’) =u - {f(3?—f) =3i-J_, {Sf(f) —f()=31-j (1) _x-2 {31‘(?) -f)=3i—j
f@ =0 fB3i-2)=0 3f(D-2f(ND =0 (2) 3f() —2f() =0
o -3f() = ~6i+2j = f() =3i-3j=2i-3] 3)

En remplagant (3) dans (2),ona: 3 (Zf— gf) -2fN =0 -2f))=-6l+2]<=

-
1 —

fQ =

N[O

=3(—j . Dou

NIN
~y

b) Coordonnées x' et y' en fonction de x et y

U= f@) = Wity = fai+y) = xi+yj=xf@+yf()

N

xXi+yj=x Zf—Ef +y@Bi—-)) oxi+y]=02x+3y)i+ —Ex—y j
3 3

Par identification on obtient le résultat ci-contre :

!

2
y=-3x-y

{x’=2x+3y

c) Calculons fof(u)

x'=2x+3y _
Soit fz{ ,=_Ex_y<=>f(1_i)=u’
3

Onadonc: fof(u) = ff(uU)]
= f@")

= f((2x+ 3y)i + (—gx—y)f)
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= @x+30f@ +(-3x—¥) fG)
= (2x+3y) (Zf—gf) + (—gx—y) Bi-D
= (ax—2x+6y—3y)i+(-tx+2x-2y+y)]

=2x+3y)i+ (—gx—y)j’

D’oli| fof (W) = f(W)

d) Naturede f

Comme fof (i) = f(u) = f est une projection vectorielle

e) Eléments caractéristiques de f

* Base de f : Soit u(x,y) € P/ f(ﬁ)zﬁ(:){ =

x=2x+3y x+3y=0
: @{
y==3x-Y

§x+2y=0

x+3y=0
{ < le systéme se réduit en une seule équation x+ 3y = 0.

g(x+3y) =0

D’ou la base de f est la droite vectorielle d’équation x + 3y = 0 engendrée par le vecteur

* Direction de f : Soit Kerf — u(x,y) € P/

. 2x+3y=0 2x+3y=0
{ { < le systéme se réduit en une seule

fa =0 “Zx-y=07 |-@x+3)=0

équation 2x + 3y = 0.

D’ou la direction de f est la droite vectorielle d’équation 2x + 3y = 0 engendrée par le vecteur
«(3)
2\ o )

Exercice N°2.13 :
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1) Déterminons f(1) et f(J)

Ona: {xl=2x+3y
y =—-x—-2y

SxT+yj=2x+3y)l+ (—x —2y)j
S X'T+y]=2xi+3yi—xj—2yj

SxXi+yj=Q2i-)x+ 3i-2))y

Par définitionon: x'T+ y'J = xf(D) + yf(J)

{f(i)=2?—f
fG)=3i-2j

Par conséquent ona:

2) Matrice de f danslabase (,))

Myj) = (_21 _32)

3) Donnons I'image de 72 par f

~

= — (X' =2%x3+3x(-4) xX'=6-12 x' =-6
Posons V' = f(V) &V '{y’:—(3)—2><(—4)@{y'=—3+8@{y’=5

Dot | V' (—6:5)

4) Montrons que f est bijectif

2 3
detM ;) = |_1 _2| =2x(~2)-3x(-1)=—4+3=detM;=-1%#0

Alors f est bijectif

5) a) Ona: fof(D=flfO]=f2i-D=2fO-fD

=2(21-]) - Bi—2))

=| fof() =1

Et  fof() =fIfD]=fBT—-2)) =3fD - 2f()
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=320—)) —2(31-2))

=|fof()=J

b) Naturede f

fof@ =1

Comme { _, c'est-a-dire : fof = Idg, alors f est une symétrie vectorielle.
fof() =]

c) Déduisons alors la base et la direction de f

* Basede f: f((x,¥) = (x¥) @{

x=2x+3y@{x+3y=0{:x+3y:0@

y=—x-—2y x+3y=0

x =—3y.Onadonc: (;) = (—;y) =y (_13) = ye, avec e_l’(_l?’).

D’oli la base de f est une droite vectorielle d’équation x = —3y engendrée par le vecteur e;.

=x+y=0

* Directionde f : f((x,y)) = (—x,—y) & {—x =2x+ 3y N {3x +3y=0

—y=-x-—2y x+y=0

& y=—x.0ndonc: (;) = (_xx) = x(_ll) = xe, avec e_z’(_ll)

D’ou la direction de f est une droite vectorielle d’équation x 4+ y = 0 engendrée par le vecteur

—

es.

Exercice N°2.14 :

Soit ¢ I'endomorphisme du plan vectoriel P défini analytiquement par:

{x’ = (sin @)x — (cos Q)y 0 € [0,27]

y' = (cos 0)x + (sinQ)y

1) Matrice de ¢ dansla base (Z,)).

_(x' = (sin@)x — (cos B)y (x’> __ (sin® —cos@\ (X
Ona: {y' = (cos@)x + (sin @)y < y') (cos 0 sino ) (}’)

!

. . — /X
Or par définition,ona: u' = M X u avec u'’ (;,) EPetu (y) EP.
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Alors, par comparaison, on obtient : | M(¢(1,])) = ((s:(l)r;z _s(i:l(:see)

2) Pour montrer que @ est un automorphisme de P, il suffit de vérifier si ¢ est un

endomorphisme bijectif.

sin@ —cos@

: =sin?0+cos?0=1+0
cosf sin0

Onaalors: detM(p(1,])) = |

Donc ¢ est un endomorphisme bijectif, c’est-a-dire un automorphisme de 2.

3) Noyau et I'image de ¢

Comme ¢ est bijectif d’aprés 2) Alors le noyau Ker¢g = {6} et 'image Img = P.

4) Déterminons suivant les valeurs de @ I’ensemble E des vecteurs invariants par ¢.

. - - jng - 0
Soit E = {u (;) eP/ f((xy)= (x,y)} < {;Cr = Ei:; 0))2 +(((:l)lsl e;i =

(1 —sin@)x + (cos@)y =0
{(cos 0)x + (sin@ —1)y =0

Soit le déterminant de ce systeme ci-dessus :

_|1—sin@ cos@ | _ . . T
det(S) = cos 0 sin@ — 1 =(1-sin@)(sinf — 1) — cos“ 0

=—1+4+2sin0 —sin? 0 — cos? 0
=—-2+2sin0f

1% cas : le systéme admet des solutions nulles, si et seulement si son déterminant est différent

de zéro, alorson a:

—2+2sine¢0=>sine¢1=>e¢§

Donc pour 8 # g L’ensemble E est réduit au vecteur nul, c’est-a-dire FE = {6}
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cas : le systéeme admet des solutions différentes de (0, 0) si et seulement si son

zéme

déterminant est nul, alorsaura: 0 = >

) (1—sm )x+(cos£)y=0 1-Dx+ (0)x=0
Donc E devient : (cos )x+(sm5—i)y=0(:){(0)’6"'(1_1)3’:0(:)0:0

D’ou pour 0 = g I'ensemble E = P.

Exercice N°2.15:

I) Ondonne: (H) ={u(x;y;2) e R3/x+y—2z=0}

1) Soit 0(0,0,0)0eR3/ H=0+2—2(0)=0, alors 0 € H. D’ou H # 0.

* soit(H) ={u(x;y;2) eR3/ x+y—22z=0}; x+y-2z=0=x=y—2z

(xy;z) € (H) = (xy;,2) = (y—2z,y;2) = (¥;y;0y) + (-22;0z;2)
=v(1;1;0) + z(—2;0; 1). Donc tout vecteur de H est une combinaison linéaire des

vecteurs (1,1,0) et (—2,0,1) de R3 et par conséquent H est un sous espace vectoriel de R3

2) a) [(1,1,0);(—2,0,1)] estgénérateur de H d’apreés 1),

1 -2 2p==0
*Soit(a,ﬁ)eRZ/a<1>+p(o>=6@{ a=0 < a=p=0.Doule
0 1 B=0

systéme [(1,1,0); (—2,0,1)] estlibre, et par conséquent une base de H.

Comme H a pour base le systeme [(1,1,0); (—2,0,1)] = dim(H) = 2.

b)
x' =x+2y-2z
1) Soit u(x;y;z) associe le vecteur 1(x';y';2') telque f y =y
z'=2y—z
x=x+2y—2z
1) a) Ona: (E)={ueRd/ f)=ule y=y ©2y-2z=0y—-2z=0
z=2y—z

Auteur : VIKA Danny

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM

4
3
vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 139

D’ou (E;) est le plan vectoriel d’équationy —z = 0.

X X X 0y 1 0
Et a pour base (e; e;) définie telle que : (y) = (}’) = (Ox) + ( y ) =X <0> t+y <1)
z y 0x y 0 1

— — - Té

S uU=xe,+ye, avec e; =1 ete, =]+

TX=x+2y-2z 2x — 2z x—z=0
b) Ona: (E)={ueR®/f)=-u}e -y=y 4:){ _ 4:){ \
2y=0 y=0
—z=2y—12z
. . . . . x—z=0
D’ou (E,) est une droite vectorielle d’équation : { PN

X X 1
Et a pour base (e3) définie telle que : <y> = <0) = x(O) S uUu=xe; avec e3 =1+ k

2) Calculons fof

x'=x+2y—-2z

Soit f = y =y s fa)=u
7 =2y—z
Onadonc: fof (W) = f[f ()]
= ()
= f(x'T+y'j+2'k)

= fl(x + 2y — 22)i + (0)j + (2y — 2)K]

= (x+2y - 22)f@ + yf() + @y - D (k)

= (x +2y —22)i+ (y)(2T +j + 2k) + (2y — 2)(-2i - k)
=(x+2y+2y—4y—2z+22)i+ ]+ 2y -2y +2)k

= @i+ )+ @k
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D’ol:

fof(@) =1u

e Eléments caractéristiques de f

Direction de f: c’est la droite vectorielle engendrée par e3 (0

1
Base de f : c’estle plan vectoriel E; engendré par e; (0) ete, (1) d’apres 1) a).

0

1

1

0

1

> d’apres 1) b).

Exercice N°2.16 :

!

!

1) Déterminons f(k)
f(2i—3k) = 4i - 6] — 7Tk = 2f(§) - 3f(k) = 41— 6] — Tk =
3f(k) = —41+ 6] + 7k + 2f(J) avec 2f(j) =i — k < 3f(k) = —3i + 6] + 6k
soitenfin f(k)=—1+2j+2k
2) Matrice de f dans la base (7',])
f@=21+k o ; -1
ona: { fQ)=3;T-;k = |M(fijk))=|2 0 2
f(k)=—T+25 +2k 1 -5 2
3) Expression analytique de f

X x
Soitﬁ’(y)E[Rs; u’(y’>€R3 et fA)=u ou' =M;xu=

Z z

' 0 l -1 ( x’=1y—z
X 2 X 2
yI=[2 o 2 (y>=> f= y =2x+2z
y ; 1 z

=x—iy+2
Z=x-5y+2z

4) Montrons que f est une projection vectorielle
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! 1 II 1 ! !
(¥ =3y-z (x" =2y -z
Soitf={y’=2x+22 :>fof={y”=2x’+22’ =
kz’:x—%y+22 kz”zx’—%y’+22’

(x" =%(2x+22)—(x—%y+22)
1 1 x":%y—z
<y”=2(5y—z)+2(x—5y+22) = <{y'=2x+2z

z”=x—%y+22

\z' = (%y—z)—%(2x+22)+2(x—%y+22)

" !
x'=x
Soit enfin : {y” =y’ c'est-a-dire fof = f. Donc f est une projection vectorielle
II !
z'=1z

* Eléments caractéristiques de f :

1
X x=3y-z
SoitlaBasez{Ti(}l)E R3 / f((x,y,z))z(x,y,z)}(:) y=2x+2zS 2x—-y+2z=0
z z=x—%y+22

x x X 0z 1 0
&y =2x+2z.0Onadonc (y>=<2x+22>=<2x>+ 2z|=x(2]|+2z|2]|=xe;+ze,
z z Ox z 0 1

1
D’ol la base de f est le plan vectoriel d’équation 2x — y + 2z = 0 engendré par e; (2) et

0
0

e, |2
1

X
Soit la direction de f notée par : Kerf = {Ti (y) € R3/ f((x,y,z)) = (0,0,0) }4:)
z
1 1
0=Ey—z Y=z = —7 X -z
0=2x+2z = xX=-z (:’{y=22' Onadonc|y|=|2z
0:x—%y+2z —z—%y+22=0 z z

-1 -1
=z 2 |=>U==ze; avec e5| 2 |
1 1
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D’ou la direction de f notée Kerf est une droite vectorielle engendrée par le vecteur ez

Exercice N°2.17 :

1) Montrons que la famille F = (Uy, Uy, Us) est libre.

1 0 0
Soit (a,ﬁ,y)€R3/aU_1)+BU_2)+yU_3)=(_))<:>a (1) =f i +y (1) =0
0 0 1
a=0
a+p=0 (*=0 . ..
ﬁ+y=0(:) B = 0. |Alors la famille F est libre, puisque a ==y =0.
y=0
y=0
2) Déterminonslesréels a,bet c
1 1 0 0 a=
T — AT TP 7 3 2\ _ 1 1 0 a+b=2
Soit U = aU, + bU;, + cU3 & 3/=2o +b 1]t¢ 1 b+c=3
2 0 0 1 =2
a:1 — —_— —_— —_—
D’ou b=1et U=U1+Uz+2U3
c=2
3) Relationentre x,y,z et t
x 1 0 0 xX=a ¢))
STV — ol 4 R v yi_ . [1 1 0 y=a+p (2)
Soit V=alU,+ BU, +yU; & z]=% o +f 1 +y 1 z=B+y 3

En multipliant (2) fois moins 1 et (4) fois moins 1,onobtient | x —y+z—-t=0.

4) Soit W(20,20,—15,-15). W €EE © xp; — Yy + Zy — tiy = 0

Onaalors: 20 —20—15—(15) =0.|Donc W € E.

Exercice N°2.18 :

1) Matrice de f dans la base (T, ])
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OB GES)
1 > =
) =g(7l+af)

Ona: mran)=:(" 7

-1 a

2) L'expression analytique de f

/X — (x' = u=xi+yj 5 T
Soitu(y) — (;) tel que : (i) = u avec{?_xﬁ+3;f,j=>f(xl+yf) =xt+yj=

[_) 1> 7-) 1-) 7—) - 1> 1o
xf(i')+yf(i’):xl+y]=>x(gl—g])+y(gl+§])=xl+y]=>

7 7
7 7 \> . (a I . I . x’=€x+gy
(—x+—y)l+(—y——x)]=xl+y]. Par identification, on obtient | f =
6" 6 6”7 6 r=2y_1,
Y=Y 7%
3) Déterminons le réel a pour que f soit une projection vectorielle
7(7 7 7 1
vlwely | (vieedy [ =I(xeD)el(E-t)
Sotf=y  _e 1 TS e 1T oty ) 1y Ty) T
Y=Y "% Y =6Y 76 Y =66y "% 6 \6 6V

: - . " =x .
Or f est une projection vectorielle {y” —y c’est-a-dire

7
6
v'= () (%)

E)v =3 @

7 7+a 7 7
Zx+(E8) 7y =Ix+1y
_ . 6 36 6 6 -7-a\_ _ 1
fof = f telque: (_7_a) +(a2_7) a1 ( 26 )x— o X (2)
l 36 )X 36 /Y T6Y T 6¥ L(ﬁ) —% (3)
36 /Y T 6V
En considérant (2) , on obtient : (_;;a) = —% & —-7—a= -6 soitenfin|a=—1.
x' =%x+%y
4) Dans la suite, on pose a = —1 = f devient , 1 1
Y =765
a)- Le noyau de f ainsi qu’un vecteur directeur e;
) . 0=%x+%y %(x+y)=0
soit Kerf = {u(x,y) €E / f((x,y)) = (0,0)} = BT T ~
0=—--x—y —s(x+y)=0
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< x+y=0,s0ity = —x.0nadonc (;) (_xx) =X (_11) = U = xe; avec e; (_11)

\ . . . 1 S
D’ou Kerf est une droite vectorielle engendrée par le vecteur e; = ( ) oue;=1—-7.

b)- L’image de f ainsi qu’un vecteur directeur e,

L 77
X' =-x+-
soit Imf = {U(x,y) € E / f(x,y)) = (x',y) } & y’—6 1x6 . ©x+7y =0
~ 6 6

Soit x' = —7y.0n adonc (;) = (—;y) = y(_17) = U = ye, avec ?2’(_17) .

1)ou & =-7i+].

D’ol Imf est droite vectorielle engendrée par le vecteur e, = (

c) Montrons que (€7, e;) est une base de E

Soit det(eq, e;) = |_11 _17| =1-7=-6%0=|(e;, e;)estune basedeE.

d)- Pour déterminer la Matrice de f dans la base (e, €;), il suffit de calculer les images de f(e;)

et f(e;) tels que :

ren=rai-n _| ren=ro-ro _| r=Gi-a)-Gi-3)
f@) =171+ T\ 1@ =75 + 1) | = —7 (Zi- 1) + (Gi- 1)

fEen=0 __(fe)=0e;+0e; , [, (0 0
{f(?z})=e_z)(:){f@)=0?1)+?z"oou Mf_(o 1)

Exercice N°2.19 :

- =

1) Comme 0€Vet BEW,ona: 0=0+0€V+W. Supposons U EV + W et ?EV+W

Il existe des vecteurs GEV, v EV,WEW et W € Wtelsque: u=v+wet u' =v' +w'

Donc,

ﬁ+i7=(53+W)+(7+v7’)=(ﬁ+ﬂ7)+(?+7)

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv



AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAA AAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAALAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo

Page 145

Comme Vet W sont des sous— espacesde R*, ona v+v' eV et w+w e W.

Ainsi, U + wev+w. Enfin,si U €V + W et a € R, il existe des vecteurs v €

- =

WEW telsque: U =7+ w. Donc

au = a(v +w) = au + aw

Or,comme V et W sont des sous—espaces de R™,ona av € Vet aw € W.

au € V + W.|Par conséquent V + W est bien un sous espace vectoriel de R".

Vet

Ainsi,

2) Soit (u_l), ...,u_p’) une famille génératrice de V et (Wl’, ...,Wq’) une famille génératrice de W

Comme 7, =7, +0EV +Wet w) = 0+ W, € V + W, nous devons vérifier que tou
vecteur de V + W est combinaison linéaire de la famille (v5, ..., v, Wy, ...,W;). Or, si U €

- —

, il existe des vecteurs U € Vet W € Wtelsque U = ¥V + W. De plus, il existe des sca

ay, ..., ay et B, - ﬁq tels que :

V=av1+-+a,v, et W=pBwi+-+BWy

et ainsi,
U=V+W=a,V; + -+ a,v, + B1W; + . +BgWq

est bien une combinaison linéaire de la famille (v_{, s Uy WY, s, Wq).

Exercice N°2.20 :

t

V+Ww

laires

1. a) On appelle par dimension d’un espace vectoriel, le nombre de vecteur de base de cet

espace vectoriel.
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b) Comme I'espace vectoriel E est muni d’une base B = (1,j) =|dim(E) = 2.

2) Exprimons le vecteur f(j) en fonction des vecteurs Tet j

Ona: fof()) = fIf(D] = fI21 - 571 = 2f (@) — 5 ()

& 2f() - 5f() = 2i - 5 & S5£() = 2f() - 20 + 57

S5f()=22i-5))—-2+5]< 5f(J)=2i—-5] <|f(Q) =

vl N

i-j

b) Déterminons fof())

Ona: fof()) = fIf(]

=@~

=5@i-sn- (i)

D’ou: |fof () = f()

C

~—

c’est-a-dire fof = f, alors f est une projection vectorielle.

for® = @
comme oGy = 1)

3) a) Soit H = (x,y) € Etelque: 5x +2y =0, 5x+2y=0(:)x=—§y. Onadonc:

(;) - <—y§}’> = %y(_sz) =uU= %ye_{ avec 9_1)(_52) est la base de 7{.

!

’ 2 r_ E
Ona: ﬁ’=foﬁ(=<x,)=<2 E)(x)(:)f={x_2x+5y
Yy Y y =-5x—y

I estlabasede f < f(e;) =e;

r— 2 "= _
x' = 2><2+5><(5)(:}{x =-2

Onadonc:f(?l)={y 5 x(-2)—(5) y =5 < f(e)) =eq
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Donc le sous ensemble H d’équation 5x + 2y = 0 représente la base de f.

b) Soit G =(x,y) € Etelque: 5x+y =0, 5x+y=0 < y = —-5x. Onadonc:

G) = (_J;x) =x (_15) = U = xe, avec e, (_15) estlabase de G

G estladirectionde f < f(e;) =0

(==

r_ 2. r_
x,—2><1+5( 5)@{x =0 f@Ep =0

Onadonc: f@)z{ ,
y = —5x1—(=5)

y:

Donc le sous ensemble G d’équation 5x + y = 0 est la direction de f.

4) Ondonne U=1—-5] et v=21—-5]

a) Montrons que les vecteurs U et ¥ forment une base de E

det(d, ) = |_15 _25| — _5_2(-5)=5%0

Comme le déterminant du couple (1, V), est non nul, par conséquent les vecteurs U et v

forment une base de E .

b) Exprimons les vecteurs f(u) et f(V) en fonction des vecteurs U et ¥

fa) =fG-5) _ | f@=f®-5f() _ fGi) = i - 57) - 5(31-j)
f@=f2i-5D |f@®=2fO-5f0) |f@) =22i-5))- s(gi—j)

{ fGi) =0 @{f(ﬁ’)=01‘i+0§
f@ =2i-57 |Lf@) =0ui+7v

c) Matrice de f dans la base (U, V)

Mz = (3 (1))

Exercice N°2.21 :
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1) Matrice de I'application ¢ dans la base (ifﬁ)

x' =5x+6y+mz x’ 5 6y mz x' 5 6 m\/x
Soit ¢ =<y ' =x+mz <:)<y’>=<x 0y mz><=><y’>=( 1 0 m)(y)
Z’=—x—-2y+z z' -x -2y z z' -1 -2 1/ \z

!

X by
Or par définition,ona: u' = M, x U, avec U <y>, u’ (y’) € R3, alors par comparaison, on

z Z’

. 5 6 m
obtient : M((p(?,f, k)) = < 1 0 m)
-1 -2 1

2) Valeur de m pour laquelle ¢ est bijective

5<. 6\\‘(,m ‘*,—5 _- 6
1 Ro4 > 0

Ona: det(Mg) = smF A -
—14 247 a

~_- ~ -

=(5x0x1+6xmx(—-1)+1xmx(-2))—(6x1x1+mx5x(-2)+mx0x(-1))

=(—-6m—-2m)— (6 —10m) =2m—6

D’olu @ est bijective & 2m — 6 + 0, c’est-a-dire m + 3.

x' =5x+6y+3z

3) Dans la suite, on pose m = 3 = ¢ devient{ y' = x + 3z
Z'=-x-2y+z

a) Déterminons I’ensemble des points invariants par ¢

x=5x+6y+3z 4x+6y+3z=0
soit {1 (x,¥,2) € R3/ ¢p((x,y,2)) = (x,y,z)}(:{y=x+32 =] x—-y+3z=0
z=—-Xx—-2y+z x=-2y

@{4(_2y)+6y+32=0@{_2y+32=0<=>—2y+3y=0<=>y=0.

—-2y-y+3z=0 y=1z

Donc x = y = z = 0, et par conséquent E = {Ops}.

b) Lenoyau Kerg de ¢ etsabase (e;)
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0=5x+6y+3z(1)

soit Kerg = {uw'(x,y,2) e R® / ¢((x,y,2)) =(0,0,0)} {0 =x+ 3z (2)
0=—x—-2y+z (3)

D’aprés (2),ona:x+ 3z =0 < x = —3z. Alors en remplagant (4) dans (2) et (3), on aura

X -3z -3
_(—15z+6y+3z=0 6y—12z=0 _ _ _ _
{ 3z-2y+z=0 (:’{4z—zy:0 Sy=2z Doncona.();)—(zzz)—z<i>

-3
= U = ze; avec eT(Z)ou e;=-31+2]+k.
1

D’ou Ker¢ est une droite vectorielle engendrée par le vecteur de base (e7).

c) Limage Img de ¢ etsabase (e e3)

x'=5x+6y+3z(1)

Soit Img = {ui(x,y,2) e R3 / p((x,¥,2)) = (x,y',2)} =y =x+3z 2) =
zZ=-x-2y+z (3)

En faisant la somme entre I'équation (1) et trois multiplié fois I’équation (3), on obtient

x' +3z' =2x+6z=2(x+3z) & x'+32 =2y (car y' = x+ 3z D’apres (2)).

x 2y —3z 2y -3z
Alors x' — 2y’ +3z' =0, soit x' =2y’ —3z'.Onadonc: <y> = y =y |+| 0z
Oy z

z Z
2\ /-3 2 -3 .
=yl1|+| 0 |=>uU=ye, +ze; avec e,|1|oue, =2T+]et e3| 0 |oues =—-3T+k
0 1 0 1

D’ou Ime est le plan vectoriel d’équation x — 2y + 3z = 0 engendrée par les vecteurs de

base (€3, €3).

d) Montrons que Kerg et Ime sont deux sous espaces vectoriels supplémentaires de R3
* Ona:dim(kerp) =1, dim(Img) = 2 et dim(R3) =3

= dim(Ker¢g) + dim(Img) = dim(R?)

TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1

4
P
vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 150

* Soitu(x,y,z) € Kero nImp < {xx=_—2?;z_:3tgz z (Z)Z <= (-32)-222z)+3z=0<

~32-42+32=0 —42=0z=0.D'otl x =y =z = 0. Donc Kere N Img = {0y}

*Avecdezt(?l,e_z’,e_g,’)z_23 i _03 =—3><|(1) (1)|—2><|i (1)|—3><|i (1)
1 0 1

=-3(1-0)-2(2-0)-30-1)=-3—-4+3=—-4%0.

D’ols la famille (€5, €5, €3) est une base de R, et de plus Kere N Img = {0y}

Par conséquent Kerg et Ime sont bien deux sous espaces vectoriels supplémentaires de R3

Exercice N°2.22 :

1) Déterminons a, b et c de maniére que f soit un projecteur.

a 1 2
SoitM=|b -1 —4|avec(ab,c)€R3
c -1 -1

On af comme étant un projecteur & M XM = M

a 1 2 a 1 2 a 1 2
Alorsona: b -1 —-4||b -1 —-4)=(b -1 -4
c -1 -1/ \¢ -1 -1

c -1 -1

a’?+b+2c a-1-2 2a—4-2 a 1 2
<|ab-b—4c b+1+4 2b+4+4|=(b -1 -4

ac—-b—-c c¢c+1+1 2c+4+1 c -1 -1

a’ +b+2c a-3 2a-6 a 1 2
<|ab—-b—4c b+5 2b+8|=|b -1 -4

ac—b—-—c c¢c+2 2c+5 c -1 -1
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(a’>+b+2c=a

a—3=1

2a—6=2
ab—b—4c=0»b a=4
Paridentification { p+5=-1 <&|i{b=-6
2b+8=—4 c=-3

ac—b—c=c

c+2=-1

\ 2c+5=-1

x' =4x+y+2z
2) Poura=4b=-6etc=-3=f=Ly =—6x—y—4z
zZ=-3x-y—-z

* Onalavecteur Q(1,—2,—1) € aunoyau Kerf < f((l, -2, —1)) = (0,0,0)

. |Donc le vecteura € au noyau Kerf.

!

X =4x1+(-2)+2(-1) X =0
Alorsona: {y' =-6x1-(-2)-4(-1) & {y’ 0
zZ'=-3x1-(-2)—-(-1) zZ=0

* Montrons que le vecteur Q(1,—2,—1) est une base de Kerf

X 0=4x+y+2z (1)

Soit Kerf={7i<y>e?/f((x,y,z))=(0,0,0)}(:) 0=-6x—-y—4z (2)
z 0=-3x—-y—z (3)

D'aprés (1), ona: 4x+y+2z=0y=—-4x—2z(4)

—2x—22=0(:){—2(x+z)=0

En remplacant (4) dans (2) et (3), on obtient : { tz=0 etz

& z = —x (5). En remplagant maintenant (5) dans (4), on obtient : y = —2x.

x 1 1
Onadonc: <—2x> =x (—2) >u= xa avec 6 (—2), alors 6 est générateur de Kerf
—X -1 -1

1 a=0
Etdeplus, Va € R,ona: a6=0=>a<—2)=0(:>{—2a:0<:>a=O,danscecas,ce
-1 —a=0

systeme est libre, et par conséquent le vecteur 6 est bien une base de Kerf.

Exercice N°2.23 :
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1) E, étant de dimension fini (un plan vectoriel)

@ (a,p) €st bijectif = detM + 0 .

a b

— 2 _2p2 — o2 _ _ap2
3p a+2b_a + 2ab — 3b a“ + 3ab—ab —3b

Onaalors: detM =

a(a+3b) — b(a+ 3b)

(a+ 3b)(a—Db)

Donc: @, p) est bijectif si et seulementsi (a —b)(a+ 3b) # 0

2) Soit U = xi + yj € E,. Donnons dans la base (7, ]) les coordonnées (X,Y) de ¢, p) (1)
@ ()@ = Pap) (XL + y))
= XP o)D) + YP@p) )

@ (ap)(D) = al + 3bj
(p(a,b)(f) = 3bi + (a + Zb)f

= x(at + 3bj) + y(bi + (a + 2b)j) (car: {
= (ax + by)i + 3bx + (a + 2b)y)J

D'otiona; @y () = Xi +Yj

Alors par identification, les coordonnées de @ g ) (u) dans la base (i, J) sont définis par :

{ X =ax+ by
Y =3bx+ (a + 2b)y

Détermination de Ker@ ;) et Im@gp)

e Si detM + 0 c’est-a-dire (a— b)(a+3b) #0

Alors @, ;) est bijectif. D'oll Ker@(,p) = {0} et Im@ ) = E,

e Sji detM = 0 c’est-a-dire a =bou a=-3b
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ax+by=0 {a(x+y)=0

Alors pour a = b, ona: @ (U) = 0@{be+ (@a+2b)y =0 3a(x +y) =0

S x+y=0et a+ 0. Dou Kergp) estladroite vectorielle de vecteur directeur

e; =—U+Jj (pour a # 0)

Pour a =0 alorsb = 0= @) = 0 (endomorphisme nul) et dans ce cas

Onadonc |[Ker@p = E; et Im@p) = {6}

ax+by=X {a(x+y)=X

Et Im@qp) est définie par: @) (W) = U < {be +(a+2b)y =Y 3a(x+y) =Y

< 3X =Y cest—a-dire 3X—-Y=0.

D’oli | Im@(,p) est la droite vectorielle de vecteur directeur e; =7 + 3.

Pour a = —3b,ona:

— _ 7 —3bx+ by =0 _ _
¢(a,b)(u)—0=>{3bx_by:0 & bBx—y)=0= 3x—y=0et b= 0

Donc|Ker@,p) estla droite vectorielle de vecteur directeur e, =1+3] (si b=0).

Si b = 0, on retrouve 'endomorphisme nul vu précédemment.
Et pour Im@,p), ona:

= —3bx+by=X _ s g _
<p(a,b)(u)—U<:>{ 3bx — by = Y &Y =—X cest-a-dire X+Y =0

D’oll | Im@ 4 p) est la droite vectorielle de vecteur directeur e; = - +j

3) @(qp) est une homothétie vectorielle

< {I‘;b==ab+=2 g = {: c ]Ig*

.|D’ou I’'ensemble cherché est R* x {0}.

Exercice N°2.24 :

Collection A moi Le Bac Mathématiques 2021 vol.1 TlesC, D, E, F1... F4, SE & SM Auteur : VIKA Danny

vvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvvv




AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA

Centre D’encadrement « Catch The Vision » Tel : +242-06-713-32-41/ 06-999-74-08 P-N Congo Page 154

1) Calculons f(7) et fof (i)

fof( = FIF(D] = F(10i - 9)) = 10f (D) — 9f () = j = 10f(D) — 9f ()

& 10f(D) =7+ 9f() =] +9(10 — 97) = 90i — 80] =

9. 80, .
fO=21-750 =|fO=91—-8]

fof @ = fIf®D] = (9T - 8)) = 9f (D) — 8f() = 9(97 - 8)) — 8(101 - 9))

=81i—72]-80i+72f=1

D’ou | fof(D) =1

2) Comme {;g;gg

=1 . I .
— c’est-a-dire fof = Idp:, alors f est une symétrie vectorielle.
3) a) Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

& f~1 = f et par conséquent f est

o) ona [[A/@ =1 UOI=1 {f‘l(i) = f®

fofM=j YU®OI=7 U'O=rd

bijectif. | D’ou f est un automorphisme involutif.

c) Déterminons d’abord I’expression analytique de f
Soit M = xT + yj un vecteur de R? et M'(x’,y") son image par f. Alors f(ﬁ) =M =

fxi+y) =xT+yjexf(x)+yf(y) =xi+yjo x(9T—-8)) +y(10i—9)) = xT+y'J

x' =9x + 10y

& (9x + 10y) + (—8x — 9y) = x'T + y'J = I'expression analytique de f est : {y' — _8x—9y

Déterminons alors la base de et la direction de f

x=9x+ 10y

y=_8x_9y<:>8x+10y=0

* Basede f: Soit M(x,y) € R?/ f(M) = ﬁ(:{

< 4x + 5y = 0. D’ou la base de f est la droite vectorielle d’équation 4x + 5y = 0 engendrée

par le vecteur e; (_45) .
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—x =9x + 10y

_y:_sx_gy@10x+10y:0

* Direction de f : Soit M(x,y) € R? / f(M) = -M < {

< x4+ y = 0.D’ou ladirection de f est la droite vectorielle d’équation x + y = 0, engendrée

par le vecteur e, (_11) :

4)a) det(u,v) = |—98 _45| =36 — 40 = —4 = 0 |Alors la famille B’ = (U, V) est une base de R?

b) Matrice de f dans la base B’

Soit le systeme d’équations : { . En multipliant (2) fois 2, on obtient

—57+ 4]:: v (2)
—I=U+2v=10=-u—-2v
D'ou f(u) = f(91— 8)) = 9f(@) — 8f() = 9(97 — 8)) — 8(107 — 9))

= (81 —80)I + (72 — 72)]

I
~

=f(u)=-u-2v.
D’autre part, le calcul direct de (¥) , donne :
f@) = f(=5{+4)) = -5f@) +4f(§) = —5(97 - 8)) + 4(107 — 9))
= (40 — 45)T + (40 — 36)j
=—-5{+4j

=S f@=0u+v.

Ainsi la matrice de f dans la base B’ est Mg, = (:1 (1))

Exercice N°2.25 :

1) Matrice de p relative alabase B = (1,i)
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p()=(G+2i) 12+l +5+2i="2+i">+i=3+6i

p() = (G+20) B +ixi+s+3i=(G+20)(-1) +i(=D) +5+5i
—5+1 .—7+3__ Y
=— tl+i——=-1-2i

Donc la matrice dep est:| Mg = (2 :;)

2) Calculons pop(Z)

pop(1) = p[p(1)] = p3 + 6i) = 3p(1) + 6p(i) = 3(3 + 6i) + 6(—1 - 2i)

=(9-6)+i(18—12) =3 + 6i

pop(1) = p(1)

pop() =plp(D] = p(-1-2i) = —p(1) — 2p()) = =3 + 6i) — 2(—1 - 2i)

=(-3+2)+i(-6+4) =-1-2i

pop(i) = p(i)

3) *|Comme {zwp(l) =p(1)

, . = p est une projection vectorielle.
pop() =p() P

* Eléments caractéristiques de p:

Trouvons d’abord I'expression analytique de p :

!

X N
)E(C;u’(;,)e(l, ona:

Soit U (y

e W R A [ i

On aalors:

(= _ x=3x—-Yy 2x—y=0
Labasede p = {ui(x,y) € C/ p((x,y))—(x,y)}(:){yz6x_2y<:>{6x_3y=0<:>
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2x —y = 0. Cest-a-dire y =2x.0Onadonc: (;) = (ZA;) =X (;) = xe; avec e; (;)

D’ou la base de p est une droite vectorielle d’équation 2x — y = 0 engendrée par le vecteur e;

N (= _ 0=3x—-y 3x—-y=0
La direction de p = {u(x,y) € C / p((x,y)) = (0,0)} = {0 — 6x -2y {Z(Sx—y) _o

& 3x —y = 0.Cest-a-dire y = 3x. Onadonc: (;C,) = (Bxx) =X (;) = xe; aVEC@_z’(%)

D’ou la direction de p est une droite vectorielle d’équation y = 3x engendrée par le vecteur e,

Exercice N°2.26 :

1) Expression analytique de g

X =y—z

Ona:/lg={ y =ax+z
Z’=x—-y+2z

2) Matrice de I’'endomorphisme g

xX'=y-z x' y—z x' 0 1 -1\ x
D’aprés 1) ona: y=ax+z & (y’) =< ax+z )(:) (y’) = (a 0 1 )(y)
Z=x—-y+2z 7' X—y+2z z 1 -1 2/\z

Or par définitionona: u' = Mg % 1 . Alors par comparaison, on obtient :

M(g(i,f,k’))=(g (1) _11)

1 -1 2

3) Déterminons le réel a pour que g ne soit pas bijectif
1 -1
0 1

-1 2

=ox |Gy Gf-axf gl-axfy 2

Ona: detM (g(i,f, E)) = |a

=00+1)-12a-1)-1(—a—-0)=-2a+1+a=1—-a

Or g n’est pas bijectif < detM (g(?,f, E)) =0, c’est-a-dire 1 —a =0

Auteur : VIKA Danny
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D'otona: —a=-1<a=1

xX=y—-z
4) On pose a = 1 = g devient: Yy =x+z etonsuppose que g est un projecteur.
Z’=x—-y+2z

a) Déterminons la base G de g et sa base (e7,e;)

soit G = {u(x,y,2) eR® / g((x,y,2)) = (x,y,2) }

xX=y—z x—y+z=0
Onaalors: Yy=x+zZ < {x—y+2z=0.Alorslesystéme se réduit en une seule
z=x—-Yy+2z x—y+z

équation: x —y+z=0c2z=y—x.

D’ol labase G de g est le plan vectoriel engendré par les vecteurs de base B, = {e, e;} tel
X X X Oy 1 0
que: <y>: y :<0x>+ Yy |=x| 0 |+y|l1]|=u=xe;+ye; avec
z y—Xx —X y -1 1
(_. 1
eq = 0
-1
0
2=\
1

b) Déterminons la direction H de g et sa base e;

Soit H = {1i(x,y,2) €R3 / g((x,y,2)) = 0}

O0=y-z —y x 4 -1
Onaalors: 0O=x+z @{y__ .Etdonc:<y>=(z>= 1 |=>u=ze;
xX=-z
O0=x-y+2z z z 1
-1
avec e3=( 1
1

D’ou la direction H est la droite vectorielle engendrée par le vecteur e; de base B, = {e3}.

N —

5) Soitlesvecteurs i =i—k; v=—j—ket w=i—j—k
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a) Montrons que la famille (i, U, W) est une base de R3.

Ona: det(u,u,w) = (1) —01 —11 =1|:i :1|_0|_01 :1|+1|—01 :i|
-1 -1 -1

=11-1)-00-1)+10-1)=-1%0

Donc la famille (U, ¥, W) est une base de R3.

b) Matrice de g dans labase (U, V,w)

Pour déterminer la matrice de g dans la base (u, v, W), il suffit de calculer les images de

g),g@) et gw).

e Trouvons d’abord g(7), g(j) et g(Tc)) :

X'=y-—z x'T 0xi yi —zi
D’aprés 1)ona: y=x+z o|Yj|=|x|+|0y]|+| 7zJ |=
Z'=x—-y+2z Z’k xk —yk 2zk
x'T 0 i —1 _
Yil=x|7T |+ y( 0 ) +2z[ J | Or par définition ona: u' = xg(?) + yg(j) + zg(k),
Z’k k —k 2k

Ainsi, par comparaison, on obtient: g(0) =j+ k, g(j) =i — ket g(k) = —i+j+ 2k
On aalors:

« g =g(i-k)=g@D-g(k)=(+k) - (-i+j+2k)=i-k= g@) =u

o 9@ =g(-j-k)=—g()-gk)=—(i-k)—(-i+j+2k)=—j-k=g@) =7
o gw=g(i-j-k)=g@D-g)-g(k)=(+k)-(i-k) - (-T+j+2k)

=0=g®) =0

1 0 O
Par conséquent la matrice de g dans la base (U, ¥, W) est: |[M(gQ,v,w)) = (0 1 0)
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Exercice N°2.27:

1) Pour montrer que f est un endomorphisme, il suffit de vérifier si f est une application

linéaire, c’est-a-dire :
V(e B) ER?; V(Z4,Z3) € C, f(aZy + BZy) = af (Z1) + Bf(Z2).

1 1 N\ %5

Onaalors: f(aZy + BZ,) = (§x+5yl) (aZy + BZ,)

1 1 N . oo

= (§x+5yl) (aZy + BZ,)
1 1 .\ 1 1 \5—
=a(§x+2yl)zl+ﬁ(§x+5yl)zz

= f(aZy+ BZ;) = af(Zy) + Bf(Z>)

Donc f est une application linéaire , et de plus f est définie de C vers C, par conséquent

f est un endomorphisme de C.

2) Matricede f danslabase B = (1,i)

f(1) = (%x+ l%) (1) = §x+%yi

1 1
} - 2
fi) = (Gx+i2) @) = Gx+i2) (- =7y —3 xi. Dot | My, = : _le
2 3

3) a) Equation cartésienne de (E)

[ estune symétrie vectorielle & My x My = Id

1.1 1 1
. (37 2 37 27 |_(1 0
Onadonc: [N | O (0 1)
2 3 2V 73
riL oo
JuN 574 6 6 _(1 0)
y_xy ¥y 0 1
6 6 4 9
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LA
PN 9+4 0 =(1 0)
o E4¥] V01
9 4
< | (E) %+yI=1

b) Tracons (E)

Selon I’équation cartésienne (E) trouvée dans 2. a)

Ona: (E): (g)z + é)z =1, donc (E) est une ellipse de centre 0(0; 0) et de sommets :

A(3;0);A4'(-3;0);B(0;2); B'(0;-2)

v

Exercice N°2.28 :

1) Matrice M de f dans la base (7,J, E)

f=1+2]+2k 12 -2
ona: { f()=2i+j+2k =|M(f(LjK)=(2 1 -2
f(k) = —2i—2j -3k 2 2 -3
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2° a) Montrons que si a est différent de 1 et —1, E, est réduit au vecteur nul.
X 1 2 =2\ ,x ax ax =x+2y—2z
Soit ﬁ(y)eE.Ona:f(ﬁ):aﬁc)(Z 1 —2><y>:<ay><:>{ay=2x+y—22
z 2 2 -3/ ‘\z az az =2x+2y—3z

1-a)x+2y—-2z=0
=< 2x+ (1 —a)y — 2z = 0 . Ce systéme admet pour solutions (0, 0, 0) si et seulement si
2x+2y+(-3—-a)z=0

son déterminant est différent de zéro :

1-a 2 -2
Onaalors: det(S)=| 2 1-a -2
2 2 -3—-«a

—a-ox [ JF |-ex[s 2% j-2x|p 10

=l1l-a1l-a)(-3—a)+4]-2[2(-3—a)+4]—-2[4—-2(1 —a)]
=1 -a)|a®+2a+1]-2(-2-2a) — 2(2 + 2a)
=1 -a)|a®+2a+1]

= (1 - a)(a+1)?

a+1l

Oordet(S) # 0= 1-a)(a+1)?#0=1-a#0oua+1+0<1 ou
a+-—1

Donc pour a # +1, le vecteur E, est réduit au vecteur nul, c’est-a-dire E, = {6}

b)- Déterminons les ensembles E; et E_; en donnant une base pour chacune, nommée B, et
B,.

x 1-1Dx+2y-2z=0 2y—2z=0
* SoitE1={ﬁ(y>eE/f(ﬂ)=ﬂ}<=> 2x+(1-1)y—2z=0 @{ 2x—2z=0
z 2x+2y+(-3-1)z=0 2x+2y—-4z=0

y=z x=2z x z 1 1
s xX=1z ‘:){y=z' Doncona:<y>=<z>:z(1)=ze_{ avec ?{(1)
2(z2)+2y—4z=0 z z 1 1
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D’ou E; est une droite vectorielle x = y = z engendré par e; et de base B, = {e;}.

*  Soit
1+Dx+2y—-2z=0

x
E_lz{t_i<y>eE/f(ﬁ)=—ﬁ}<:> 2x+(1+1)y—-2z=0 <
z 2x+2y+(-3+1)z=0

2x+2y—-2z=0 X X
{2x+2y—22=0<:>x+y—z=0<:>z=x+y.0nadonc:<y>=< y >
2x+2y—2z=0 z x+y

X Oy 1 0 1 0
=<0x>+ Yy |=x(0|+y|1])=xe;,+ye; avec e;| 0 ]et e3| 1
X y 1 1 1 1

D’ou E_; estle plan vectoriel d’équation x + y — z = 0 engendré par e, et e; de base

BZ = {e_Z)! 6_3)}

3) a)- Montrons que B, U B, est une base de E.

det(Bl U BZ) = det(e—1),e—2),e—3)) =

11 0
1 0 1
111

ah P R P R P

=10-1)-11-1)+01-0)=-1%0

Donc B; U B,, c’est-a-dire la famille (e7, e;, e3) est une base de E.

b)- Oui, on peut connaitre f(e;), f(e;) et f(e3) sans passer par les calculs.

Justification : care; € E; tel que f(e;) = e, et (e;,e3) € E_; tel que {f(_z,) -2
f(e3) = —e;3

c)- Matrice A de f dans la base (e5, e;, e3).

Ona: A(f(?fﬁ)) = <(1) —01 g >

0o 0 -1

4) a)- Montrons que f est involutif.
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1 2 -2\/1 2 -2
2 1 2|2 1 -2
2 2 -3/\2 2 -3

Ona: MfXMf

1+4—-4 2+2—-4 -2-4+6
=|12+2—-4 4+1—-4 —-4-2+6
2+4-6 4+2-6 —-4-4+9

1 00
={0 1 O
0 01

D'ou My x My = Idg, etparconséquent f est bien involutif.

b) Naturede f.

Comme f est involutif = f est donc une symétrie vectorielle.

Eléments caractéristiques de f.

1
* Base de f : C’est la droite vectorielle E; engendrée par e; | 1 | d’aprés 2) b).
1
1 0
* Direction de f : C’est le plan vectoriel E_; engendré pare, | 0 | et e3 [ 1 | d’aprés 2) b).
1 1
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