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Avant Propos

Cet ouvrage est conforme au nouveau programme officiel de la 4°™ année
secondaire, section Sciences expérimentales, applicable a partir de I’année
scolaire 2007-2008.

Le cour est bien entendu, nécessaire, et ses principaux résultats doivent
étre parfaitement connus avant toute chose. Mais il ne saurait suffire.
Combien d’éléves a-t-on vu qui malgré une bonne maitrise de leurs cours, ne
parvenaient méme pas i démarrer un exercice ? Dans la plupart des cas, ils
manquent tout simplement de méthode. Le cour sans les méthodes, c’est le
savoir sans le savoir — faire : ca ne sert a rien.Cet ouvrage est par conséquent
nécessaire pendant I’année scolaire afin d’assimiler utilement le cours en vue
des exercices, et a plus forte raison indispensable dans la perspective de la
préparation aux devoirs et aux épreuves du Bac.

Ce livre est un véritable outil de travail :

» Les résumés de cours : rappellent les résultas essentiels illustré
d’application directes pour surmonter les difficultés du cours.

> Les réflexes : La plupart des éléves bloque souvent sur les mémes
difficultés, connaitre les astuces et les réflexes qui les débloquent
améliorera leur compétence.

> Des exercices groupés par thémes et par ordre de difficulté croissante.

> Des problémes puisés dans des situations réelles, de la vie courante, dans
des contextes mathématiques ou en rapport avec l’environnement et ce en
conformité avec les objectifs du nouveau programme.

> Tous les exercices et les problémes sont corrigés intégralement et

commenté dans un langage simple et rigoureux.

Q Une régle d’or :

Attachez vous a résoudre les exercices sans regarder le corrigé (éviter méme
le "petit coup d’il" ). Si au bout de 10 minutes vous n’y parvenez pas, lisez la
solution puis refaites 'exercice quelques jours aprés, pour voir si vous avez
vraiment Compris.

Nous souhaitons que cet ouvrage vous permettrait d’acquérir les bons
réflexes, ceux qui vous donnerez I’aisance nécessaire pour aborder, avec
confiance et sérénité, les devoirs de mathématiques.

Nous conclurons cet avant - propos par une remarque frappée au coin du
bon sens, empruntée au mathématicien George Polya, dont chacun devinera
sans peine les destinataires : « De méme que apprendre a ,nager , il faut se
mettre a ’eau , pour savoir résoudre des problémes , il faut en résoudre ».
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Continuité — Limites Résumé de cours

Chapitre [
Continuité et Limites

I) Limites :

M Théorémes de comparaison :

o un réel fini ou infini, £ et £' deux réels.

a) Si im f(x) =+c0 et f(x) <g(x) alors lim g(x) =+».
X—=>a X—>a

b) Si )l(l_r)r.}t f(x)=—w et f(x)=g(x)alors )1(1_r)r; g(x)=—m.

©) Si | f(x)~£]|<g(x)et lim g(x) =0 alors lim f(x)=¢.

d) Si )1(1_1;1; f(x)=~4= 11_13; g(x) et f(x) <h(x) < g(x)alors )lcl_l;l;ll h(x)=1¢.
e) Si )1(1_r>r01L gx)=4", 11_13; f(x)=1¢ et f(x)<gx) alors £<0'.

B Limites d’une composée:
o et B désignent des réels, ou + 0, ou —o0,

A désigne un nombre réel, ou +w,0u —oo.
Si limf(x)= et 11'11[15 g(y)=A alors limge f(x)=A.
x—a y—> X0

W Asymptotes :
e Si lim f(x)=¢ (respectivement lim f(x)=/{)avec £ (fini).
X=>+0 X —>—c0
Alors la droite d’équation y ={ est une asymptote & la courbe de f en
+ o0 (respectivement en — o0 ).
¢ Si limf(x) = avec (a fini) alors la droite d’équation x =a est une

asymptote & la courbe de f.

e Si lim [f (x)—(ax + b)] =0 (respectivement x — —c0) alors la droite
X—>+0

d’équation y =ax +b, est une asymptote a la courbe de fen + o

(respectivement en — oo ).
II) Continuité :
B Définition : (Soit x, € D ; D est le domaine de définition de f).

» fest continue en x, <> lim f(x)={(x,).
X—Xxq
e f est continue a droite en X, < lim f(x) =f(x,).
X—X3
e f est continue 4 gauche en x; < lim f(x)=f(x,).

X—%p

W Théoréme: Si f est continue sur [a,b ] alors f([a,b]) =[m, M]




Continuite — Limites

Résumé de cours

avec m la plus petite valeur prise par f(x) sur [a,b ] et M la plus grande
valeur prise par f(x) sur [a,b .

M Théoréme

s : (Image d’un intervalle par une fonction continue).

f continue et strictement
croissante alors f(I)=

f continue et strictement
décroissante alors f(I) =

I

[a,b] [f(a),£(b) ] [£(0), ()]

[a,b] [f(a),lir_nf(x)[ hr_nf(x),f(a)}
[ERY h{n f(x),lir_nf(x)[ hmf(x),l?p f(x)[
J-w,a] | I Himf(x),f(a)] (@), imf(x)[
Ja,+ o] hrpf(x),lg.pf(x)[ }ligl £x),lim f(x)[
J-o0,4 0] Jhm (), im () [ Jlimf(x), lim () [

M Théoréme des valeurs intermédjaires :

o Si f est continue sur [a,b ] alors pour tout réel A compris entre f(a) et .

f(b), il existe cea,b] tel que f(c)=A.

¢ Conséquences :
Si f continue sur [a,b] et f(a)-f(b) <0 alors il existe ce ]a,b[ tel que

f(c)=0.

Remarque : Si f est strictement monotone alors I’équation f(x) = A admet une
seule solution.

B Composée de deux fonctions continues :

o Si f est continue en x,, et g est continue en f(x,)alors go f est continue

en x,.

¢ Sifest continue sur un intervalle I R et g continue sur un
intervalle J tel que f(I)cJ alors gof est continue sur I.

¢ Conséquences :
Si f est continue sur I et pour tout x eI, f(x)=0

Alors \E est continue sur I.
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Réflexes :

Situations Réflexes

On peut essayer dans 1’ordre.

* on utilise les régles opératoires
relatives au somme, produit,
quotient, ou théoréme des
fonctions composées ou théoréme
polyndme ou rationnelles a I’infini
ou les limites isuelles
trigonométrique

* Si on a toujours F une
indéterminée on cherche a
transformer 1’écriture de f en
factorisant et en simplifiant.

* §’il y a des racines carrés on peut
utiliser ’expression conjuguée.

Déterminer la limite d’une fonction f
en a réel ou infini.

* Sion a la forme %on peut

utiliser le nombre dérivé.

* On utilise les théorémes de
comparaisons.

On peut utiliser le théoréme des
valeurs intermédiaire.

Si f est strictement monotone la
solution est unique

Dans certain cas particulier on peut
résoudre (second degrés)

Justifier q’une équation f(x) =k
admet au moins une solution sur
[a, b]

Dénombrer les solutions d’une
équation f(x) =k.
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ENONCES

W 1) Calculer les limites suivantes :

. X—Ax+2 . ) 2
a) lIim—————— ; b) lim \[x +X —Vx? -
x—)21[4x l 3 X—>—0

¢) lim X2 F-—% x +1-x : d) lim Vx +vx —vx

X—>+0 X -1

WCalculer les limites suivantes :
Jx+l NJx-1-1

2) lim 2 b) lim

x=3 2% -6 ) -2 x-2

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) =+/4x*-x+1 .
g( X) g( )

Déterminer : a) hm g(x) et hm g(x). b) 11m et 11 ¢)limg(x)-2x.

Soit f la fonction définie par f(x) = \/X +1- \/x -1.
a) Calculer lim f(x). Interpréter géométriquement le résultat.

X~>+o0

b) En déduire lim (Vx? +1+vx? —1) sin (Vx? +1-vx2 1)

X—>+w0

Déterminer les limites suivantes :

. 1 . sin3x-si . -
a)limx’ sin— b)hmw c)hmcos( ks
+00 X ¢ 4] 2+

X

d)limsin( nx~1) e)lim\/;cos(l) f) lim sinx
+owo X +2 [ X x—r+o ¥
Wl) Démontrer que ’x/x +1- \/—;‘ <

2) En déduire lim {vx +1-vx).

3) Déterminer un réel positif A tel que, pour tout xR,

si xZAalorsl\/x+1 —\/;~_<_10_3.
X

_\_; 1) Montrer que pour tout xR, six >1, alors : lS
‘ 2 x+1

2) En utilisant les théorémes de comparaison, en déduire que :

pour tout xe R .

<1.
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Enonces

a) lim xfx . b) lim———r—
o X +1 = fx(x +1)
Soit ¢(x) une fonction définie sur [1,+ [ et vérifiant

1-x?<x’p(x)<2-x".

Calculer lim @(x) ; lim (nelN")

X—>+00 [(p(x)]"

v 1) Trouver deux réels m et M tels que : m < <M.

3—-sinx

2) En déduire les limites suivantes : lim ——et lim -
x40 3 -ginX %=+ 3—sinX

X +sinx

4 3
Soit f définie par f (x) = X -2x tax+th avec a et b, deux réels.

(x-1)(x-2)

1) Déterminer les valeurs de a et b, pour que lirrllf x)=3 et lIimf(x)=7.
x> X—=>2

2) Pour les valeurs de a et b, trouver :
a) Montrer que pour tout x €IR - {1, 2} ; f x)=x"+x + 1
b) Retrouver alors la limite de f en 1 eten 2.
c¢) Peut on prolonger f par continuité?

W Indiquer la bonne réponse sans justification :
D) f(x) = vx six e [0,4].

f(x) =Asix € 14,8]

f est continue sur {0,8] lorsque A est

[a] égale a4 [b] égale a2 égale 20
2) L’équation x° + 2x — 7 = 0 admet

E] une unique solution dans IR @ deux solutions exactement dans JR

Trois solutions distinctes

x-1

Jx -1

f(x)=x-1si x<1alors

3)f(x) = six>1

El f est prolongeable par continuité en 1

IE f n’est prolongeable par continuité en 1

lim f(x) = 1.
x—1*
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Vrai — Faux
Justifier votre réponse.
1) Soit f une fonction strictement décroissante sur I’intervalle [0,1]
tel que f(0) =2
a) Si f est continue sur [0,1], alors pour tout réel k I’équation f(x) = k admet
une unique solution dans [0,1].
b) Si f(1) < 0 alors f(x) = 0 admet une unique solution dans [0,1]
c) Si f est continue sur [0,1] alors 1’équation f(x) = O peut avoir deux
solutions [0,1]
d) Si f est dérivable sur [0,1] et f(1) = -2 alors il existe un unique réel o tel
que f(a) =0
2) Soit g un fonction dont le tableau de variations est :
X f—oo -2 0 1 2

4 + 0
— N
g(x) \ /
0 \-3

-c0

a) L’équation f(x) = 1 admet une unique solution
b) L’équation f(x) = - 3 admet une unique solution
c¢) L’image de 10,4] est [0,+00[
d) Le signe de fest :
x | o 2 0 1 4 +o0

I T I B I
Wsmt;x; VxP-2x+2-1

X —COSX
1) Montrer que pour tout xe]1,+oo[ ;
Vx? -2x+2-1 x’ =2x+2-1

<f(x)<
x+1 () x-1

2) Déterminer lim f(x).

Ji+x -
f est la fonction définie sur D= [-1,0 [ ]0,+o0 [ par f(x) = _l_x_l_
X

a) Montrer que pour tout x de D, f(x) = 1

1+x+1

b) Etudier la limite de fen O.
c) La fonction f est telle prolongeable par continuité en 0 ? Si oui défini
ce prolongement.

10



Continuité — Limites Enonces

Déterminer dans chaque cas le domaine de continuité des fonctions
h=fogetk=gof.

2) £(x) =4 —x2 et g(x)="T1

x—-3
b) f(x):\/;et g(x) =sinx

'; Soit la fonction numérique définie sur [1,+ oo [ par f(x) = x2 ! .
X

1) Déterminer le domaine de continuité de f.

2) Montrer que pour tout x >lona: 0<f(x) S% .

3) Soit ia fonction g(x)=cotg (nf(x)).
a) Etudier la continuité de g sur  |1,+ o],

b) Calculer lim g(x) ; lim g(x).
x—1* X—>+o0

9x?

V f la fonction définie sur IR" par f(x)=2x +

a) Etudier la continuité de fen 0
b) Peut-on prolonger f par continuité en 0.

f(x) _ 2x +1 .
x-1
1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Déterminer f([2, 3]) ; f(J1, 4]) ; (] —o0, 1]).

Soit f la fonction numérique de la variable x définie

par f(x) = 4x’ —3x+%-

L) LY.
1) Calculer f(—l),f[ 2j,f(2j,f(l)

En déduire que I’équation f(x)=0 admet trois racines distinctes dans ]— L1]
et encadrer chacune de ces racines dans un intervalle.

2) Calculer sin 3t en fonction de sint.
En posons x =sint dans I’équation f(x)=0, déduire les racines de cette

équation sous forme trigonométrique.

'@ On considére f(x) = x (x> — 6x + 1) définie sur IR.

1) Déterminer la fonction f’ puis
2) Démontrer que 1’équation 4x® — 12x + 1 = 0 admet exactement trois
solutions.

11
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En donner un encadrement d’amplitude 107
3) En déduire le signe de la fonction f” puis le tableau de variation de f.
4) Conclure le nombre de solution de I’équation x(x® - 6x + 1) = -1

Woit la fonction définie par f(x) = x Vx +3

1) Déterminer le tableau de variation de f.

2) En déduire que I’équation f(x) = 1 et f(x) = 3 admettent chacune une seule
solution.
On donnera un encadrement d’amplitude 10,

3) Déterminer I’ensemble des valeurs du parameétre m pour les quelles

I’équation xvx +3 +mym+3 =1 admet une unique solution réelle.

12



Continuitée — Limites Solutions

CORRIGES

V) a)f(x)= %j% au voisinage de 2, f(x) se présente sous la
Xx+1-~

. .., 0
forme indéterminée 6

On peut éerire. f(x)= ETYXF DA VX +2)(Vdx+1+3)
Vax +1-3)(ax +1+3)(x +Vx +2)
f(x)_( ~x-2)(4x+1+3) (x~ 2)(x +)(Wax +1+3)
(@x~8)(x+2+x) 4x-2)(Wx+2+%)
(x+1)(4x +1+3)
4(\/;+_2+x)
li_r)ré(x+l)(\/4x+l+3)=3><6=18 et ygz;(\/x”ﬁﬂ):m_

Alors hm f(x)= 18 = 2
16 8
b) f(x)= w/x +X - \/x —1 au voisinage de — o, f(x) se présente sous la

forme indéterminée + o0 — o0,

.. (w/x2+x—\/x2—1)(\ﬁ(2+x +w[x2~1)
On peut écrire f(x)=
Vi +x +4x? ~1

x+1 _ x+1
2 2
Vx? +x +4x2 -1 \/;2[1#}\/41_1)
X X
pour x %0
pour x <0 ona vx’ =|x|=-x d’oll pour tout x <0,
1
x+1 ( —) 1+l
f(x)=
\/Hi_x\ﬁ__ (}l+_+ 11__) L ,/1__
X
Comme hm1+—:1 et hm,’1+—+1’1~——=

Soitf(x)=

soit f(x)=
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donc lim f(x)= ,_;_

X—>=c0

Vx*+1-

D)=~

X4[1+ ) [1‘ —'4— j
Pour tout x >0ona: f(x)= -
x =1 6 1 1
S -
‘/1+—4
d’ou f(x)=——F7=——=
4 1
X (1“—7
: 1 1 1 .
lim [1+— ——=1et lim x*|1-— |=40 donc lim f(x)=0.
X—>+oC X4 X X—>+0 X6 X~—>+c0
d)f(x)=\/x+ X -

(\/X-i—\/—— VX)) Wx +x +\/;)

(Wx +Vx +vx)
fx) = Jx _ Jx _ Jx
Ve e X[HLJJM/; &( 1 +1J

] —

x__/x

f(x)=

Jx Jx
d’ou f(x)=—L-———
1

1+—=+1

( Vx J
. 1 . 1
Comme lim [1+— +1=2 donc lim f(x)=—.
X >0 _\/—; X—>+0 2

—

2-x+
Va) f(x) = > X6 , au voisinage de 3, f(x) se présente sous la forme
X -

(2-\x+1)(2+/x+1)
2(x-3)(2+4/x +1)

. . ., 0 . .
mdetermmeea . On peut écrire f(x) =

(x-3) _
2(x-3)(2+¢x+1) 2(2+,/x+ )

14
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. |
Lorsque x tend vers 3, cette expression a pour limite re

Jx-1-1

x-2

b) g(x)= , au voisinage de 2, g(x) se présente sous la forme

— .0 .
1ndeterm1neea. On peut écrire :

4= _(xL-x-14D) x-2
(x-2)(Jx-1+1)  (x-2)(/x-1+1) J"m
D’ou ligng(x)zlign\/_llﬂlrl):.

Wa) * 11m4x -x+1= 11m4x =+o0 et lim vx =+ donc 11mg(x) +c0,

X—>+w0

* De méme en +o0,lim g(x) =+ 0.
+0

b)g(x)=\/x2(4-l+iz)=|x| 4-l+i2.
X X X X

1,1

X\ 4-—+—
Og(x)= Vo x %% /4_l+iz.
X X

Pour x > 0,
X

lim4-~1—+ 12 =4 donc 11m g )~2

+7

Pourtout x <0 ; g(x) ,’ g( )

c) g(x) - 2x =\/4x -x+1-2x, en+ o cette expression se présente sous la forme
indéterminée +co ~c0.

(\/4)(2 -x+1-2x)(\/4x2 -x+1 +2x) Ax? -x+]-4x?
(d4x2-x+l+2x) \/4X2'X+1+2X

1
~ x+1 _ x(-l+;)

Jax? -x+1+2x I /4_1+L+2X
X X

gx) -2x=

or x>0 donc |x|=

15
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g4t

D’ou g(x) -2x = X

P
X X
Le numérateur tend vers -1, le dénominateur tend vers 4

D’oulimg(x) -2x=-i—.

Wa)f(x):(\&z+l—\/x2—1)(\/x2+1+\/x2——1): 2
Vx?+1+4x%2 -1 Vx2 1 1+4x% -1

imvx? +1=+w et imvx?* —1 =+

+a0 +c0

Alors Himf(x)=0

D’ott la courbe de f admet une asymptote d’équation y =0 au voisinage de

+-c0,

b) lim (Vx2 +1+vx? = 1)sin (f(x))

X—>+a0

. sin f(x)

—limf(x)- (Wx2 +1+4x% 1) T

sin X

tim2- S8 o tim £(x)=0 et lim 1

+0 f(x) X—~>+00

2 .1 . . 1z .
Va) X“sin— se présente au voisinage de +co sous la forme indéterminée
X

oox (), carlim—1~=0 donc lim sin—1—=0.

+0 X‘ X~=>+c0 X
.1
sin(—) 1 sinx
Mais on a : x*sin(—)=x. £ _or lim —=0 et im——=1.
X Xptao y x>0 x
X
1 .
sin— sin—
Donc lim —%=1 d'ou lim x—2 =+,
X—>+o0 X—+w
X X
. sin3x-sinx .. sin3x sinx
b) lim =lim - =3-1=2.
0 X 0 X X
. M=X W . oo . T-X
¢) lim =— ¢t limcosx=cos—=0 donc limcos =(.
0 2+x Hg 2 0 2+x

16
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Solutions

d) lim nx_l:n et limsinx= 0 donc 1imsin(nx_XJ=0.
x+2

to ¥+ 2 X7 +e0

1
e) On a : ~1<cos—<1, on multiple par un réel positif\/;(— .
X
d’ou -\/;S\/;coslg X commelirrg\/;=0 et lign—\/;=0
X X=>
donc li(l)n\/;cosl=0.
X

f)Ona: -1<sinx<l donc en multipliant par un réel positif 1 .
X

1 sinx 1 N 1 . sSinx
Ona:-—< <— comme lim~—=1lim—-—=0 donclim——=0.
X X X +20 X o X +0 X

C 1) Pour x>0, H_&:(m_f)l(_{?+&)

1
_\/x+1+\/;
Pour x>0 ona x+1=x donc \/x+12\/;

d’ou VX+1+\/;Z\/;+\/;.

1 1
<
«/x+1+«/; 2\/;
ona: \/x+1—\/;20 donc ’\/x+1—\/;‘=\/x+l—x/;
1
2%
2) On sait que pour tout x >0 on a‘\/x+l—\/;‘3
et lim L :Odonclim\/x+1—x/_=0.
+o0 2\/; 40

3) Pour que ’\/X + —\/;| <107 il suffit que

par suite

on a donc prouvé que lx/x +1- \/x| <

]
24x

<107?

240x%

Pour tout x >0, <107 = 2Jx 210° = x =500

22X
ou encore X = 250000 .

Si x >250000 alors ‘\/x +1 —\/ﬂ <1072,

17
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VZ} Il suffit de calculer :
X ~1 X 1 x—1
-1= et =

x+1  x+1  x+l 2 2@x+))

Solutions

¢Si x=>1 alors x+1>0 donc

<0 on en déduit que
x+1 x+1

x -1 >0
2x+1)

<1

oSi x>1lalors x—1=20et x+1>0 d’ou

> gponLe® civxsl
x+1 2 2 x+1

on en déduit que

2)a)Pour x>1 ona %S——}——sl et Vx >0

X +1
d’od —JE—SX&S«/;

Jx _xvx _x

a I’aide de I'inégalité — < et de im—— =+
x+1 +o0

2 x+1

on en déduit que lim x/x

+o X +1

=40

b)Puisqueonals—x—slet Jx >0
2 x+1

Alors < —1——

zJ— \/—(x+l) \/§

Comme lim——==Ilim—==0 alors lim———

+00 2_\/—_ +00 _\/— 40 \/—_(X+1)
vgol—x <x?op(x)<2-x? or x?>0.

1
d’ot — -1<0(x) £—27—1
X X

et hmiz—l——l—hmiz—l donc hmcp(x)—~1
+oo ¥ +oo oy

o limop(x)=-

Si n est paire alors lim{p(x)]" =1 d’od lim 2__

+ [o(x)]"

Si n est impaire alors lim[e(x)]* =—1 d’ou lim

= oGl
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Continuité — Limites Solutions

; ;I)On sait que —1<sinx <1 ouencore—1<—sinx <1, en ajoutant 3 on
1

3—sinx

obtient : 2 <3 —-sinx <4 donc lz 2%.

On choisit m=l et Mz—l—.
4 2

1 .
2)eOna: ls———l.———s——- en multipliant par x >0
4 3—-sinx 2
y v X X X . X y N - X
d’ol —<—— <= comme lim— =+ d’ob im——— = +w
J-sinx 2 +o 4 +o 3 —sin X

¢ Onsaitque —1<sinx <1
d’o x-1<sinx+x<x+1
quand x tend vers +oco alors x—1>0et x+1>0

. 1 1 1
X-1<sinx+x<x+let—-<—<—
4 3-sinx 2
tous les membres sont positifs, on multiplie alors membre a membre,
. x—-1 _sinx+x _x+1
on obtient : < —< .
3—sinx 2

sinX +X _

. ox=1 s o .
Comme lim =400 d’oll lim +00 |

+o 4 +o 3 —gin X
v @l) * lim x*-2x>+ax+b=a+b-1 et lim (x-1)(x-2)=0

alors 1irr11 f(x) est finie que lorsquea+tb-1=0, soit a=1-b.

* lin% x*-2x’ +ax+b=2a+b et lim(x-1)(x-2) = 0

alors lirrzlf(x) est finie que lorsque2a+b =0

or a=1-b d'ot 2-2b+b=0 ou encoreb=2 et a=-1.
x4-2x -x+2

(x-1)(x-2)
On remarque que : 1% 2.1>- 1 +2=0et2*22*2+2=0
Donc 1 et 2 sont des racines de x*-2x°-x + 2.
X 2% x + 2= (x - D(x - 2)(cx>+ dx +e)
=(x%-3x+2) (cx*+dx + e)
=cx*+ (d-3¢) x> + (e + 2¢ - 3d) x* + (-3e +2d) x + 2e.

Par indentification, on obtient :
c=letd-3c=-2ete+2¢-3d=0et-3e+2d=-1et2e=2
oc=lete=1 et d=1
x-D-2)x*+x+1) _
(x-1)(x-2)

2) a) f(x)=

Par suite, f(x)= x2+x+1.
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Continuité — Limites Solutions

b) limf = l'n} x2+x+1=3

x=1 X
limf =limx* +x+1=7
Xx—2 X—=>2

f est une fonction rationnelle donc continue sur D¢= IR-{ 1,2}
comme h'rrllf=3 , imf =7

X—2
alors on peut prolonger f par continuité il suffit de choisir la fonction g
g2(x) = f(x) sixeIR _{1,2}

définie sur IR par :< g(1)=3

g@)=7
V) La réponse est B 2) La réponse est[z__il 3) La réponse est [l:)]

1) a) Faux : f strictement décroissante sur [0, 1] et f(0) =2 donc f(x) <2
Si k = 3 alors f(x) = 3 n’admet pas de solution.
b) Faux : f(1) < O et f(0) = 2 > 0 et f est strictement décroissante mais f n’est
pas continue alors f(x) = 0 peut ne pas avoir des solutions.
¢) Faux : f est continue et croissante donc f(x) = 0 admet au plus une
solution.
d) Vrai : Si f est dérivable sur [0, 1] alors f est continue sur [0, 1]
f(0) x f(1) = -2 x 2 < 0 et f strictement décroissante.
donc il existe un seul ace [0, 1] tel que f(a) =0
2) a) Faux : f(x) = 1 a deux solution 1’une dans ]0, 2] et I’autre dans [2, +oo[
b) Faux : f(x) = -3 a deux solution I’une est 2 et ’autre dans }-2, 0]
¢) Faux : f(J0, 4]) = [-3, +oo # [0, +oo
d) Vrai : car x < -2 on a f est croissante alors f(x) = f(-2) = 0 donc f(x) = 0
de méme pour ces autre intervalles.
1)eOna: VxelR, —1<cosx <1 ouencore —1<~cosx <1
d’oix —1<x—cosx<x+1
Pour x>lona x-1>0, x—-cosx>0 et x+1>0

1 1 1
donce < <
x+1 x-—cosx x-1

o x? —2x+2=(x-1%+1
pour x>1 alors (x—1)> +1>1 d’olt Vx* —2x +2 >1
par suite Vx° —2x+2 -1>0

xz—2x+2—1<\/x2~2x+2—1<\/x2~2x+2—1
x+1 a X —COSX B x—1

donc
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Continuité — Limites

Solutions

Vx2 =2x+2~

2— —_
On en déduit que D gy Y =2x+2 -1
x+1 x —1
o e
2)lim =lim X or x>0
Al x+1 +o0 X +1
2
X( 1~_2—+—2—_1-J 1——2—+%~__1_
X x X
=lim =lim LS S S
+ 1 +0 1
x(1+~—] 14—
X X
2 2 1
eI
et lim =lim X -1
e x—-1 +o0 1__1_
X

etona (1) d’ob limf(x)=1.

a) f(x)= Vix-1 _ (\/i‘\'_X-l)(m_‘_l)
: x(V1+x+1)

_ N A
x(WIHx+1)  x(WTHx+1)  i+x+1

b) 1irr3f(x)=lim ! L

=0 Jlex+1 2

1)

c) h'rrg f(x)=—;— alors f est prolongeable par continuité en 0 il suffit de choisir

g définie sur [-1,+of par: g(x) =f(x) six =0 et g(0) =

L
2

Wa) f(x)=v4-x> et Df ={x e R telqued —x? > 0=[-2,2]

x+1

et Dg=R \{3}.
x—3

g(x)=

o x —> 4 — x* continue et positive sur [~ 2, 2] donc f est continue

sur [~2,2].
e g est rationnelle donc continue sur IR \ {3}

soit D le domaine de continuité de h est I'ensemble des x e R \ {3}

tel que g(x)e[-2,2].
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Continuité — Limites Solutions

g@)ePZJ]c>—ZSX+1SZC>X+1SZet—2£X+1
x-3 x-3 x-3
oumwmex+1—2S0etO£X+l+2
X — X —
squivauta 1 <0 et %2350,
x-3 x—3
S
X -0 - 3 7 40
3
-x+7 + + + -
x—3 - - QO + +
3x-35 - O _+ + +
-x+7 + S
x-3 ﬂ
3x-5 +
o - + +
x—-3

doi D:} oo,ﬂu[7,+ |

soit D' le domaine de continuité de k c’est ’ensemble des x e [-2, 2] tel
que f(x)e R\ {3}.

f(x)=3 @V4-x’ =3 4-x*=9 & x*=-5impossible
doncf(x)#3.

On en déduit que D'= [— 2, 2] .
b)f(x)= Jx est continue sur [0, + oo[

g(x)=sinx est continue sur R.

D le domaine de continuité de h c’est 'ensemble des x e R tel que

g(x) &[0, + .

g()20 & sinx20 & xe[2kn,n+2kn], keZ

d’obr D = J[2kn, 7+ 2kn]

keZ
D' le domaine de continuité de k c’est ’ensemble des x € 0, + ool tel

que f(x)eR.
d’ou D'=[O,+ oo[.
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Continuité — Limites Solutions

'; 1) x ——>x? —1 et continue et positif sur [1,+ |

donc x ——>+/x” —1 est continue sur [l, + oo[

1 . . .
X I-—>—é— rationnelle continue sur R” donc sur [1,+ oo[
X

on en déduit que f est continue sur [1, + oo[.
2)Pour x>1o0na 2x>0 et Vx*—1>0 d’oi f(x)>0

Vx? -1 1 Yx?-1-x (X’ -1-0)@x*-1+%) _ ~1

= <0
2x 2 2x 2x(Vx? =1 +x) 2x(Vx? =1 +x)

car: pour x>l ona 2x>0 et Vx> -1+x>0.
x? -1
2%
3)x b——>cotgx est continue sur IR \{kn;keZ}.
f est continue sur [1,+oo[ et nf(x)e R \{kn,ke Z}.

On en déduit que S—;—

Comme 0<f(x)s% alors O<7rf(x)sg

d’ou Vxe]1,+ 00[ ona nf(x)zkn, keZ
On en déduit que g est continue sur [l,+ oof.

4) imf(x)=0" alors lim cot g(nx) =+ .
* x—=0*
car limcosnx =1 et limsinax =07 d’ol limg(x) = +c0
o* o* 1
T
limf(x)= lim——z—x— = 5 et h'}n cotg (mx) =0
2
d’ou limg(x)=0.
400

Va) Ona: V9x*=3|x]

2
3
)= 2x + YK = o 43
X X
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Continuité — Limites Solutions

lim f(x)= lim 2x +3—X(car x> 0= |x|=x)
X

x—0" x—0

=lim2x+3=3

x—0"

lim f(x)= lim 2x+_—3-)i (car x 0= |x|=%)
X

x>0 x—0"
=lim2x-3=-3 donc limf # limf
x>0 x—~0" x—0

d’ou f n’a pas de limite en O par suite f n'est pas continue en 0.
b) On ne peut pas prolonger f par continuité car 1in;1f n’existe pas.
X~

+
) fxy=2241
x-1
f est une fonction rationnelle donc continue dérivable sur IR\ {1} :
~1)- + -
f'(x)=2(x 1) (2;( H_ 3 :
(x-1) (x-1)

Imf(x)=2=limf{(x) ; limf(x) =+ oo;limf(x)=~ 0
—0 +0 1" |

H

X -00 1 +00

£(x) | 0 : .

fx) |2 +00

2) * f est continue strictement décroissante sur [2, 3] et 11, 4] et J-oo, 1[.
Donc f([2, 3]) = [f(3), f(2)] et {11, 4]) = [{(4), li]mf(X)[

or f(3)=%;f(2)=5;f(4)=3;lilr.nf(x)=+oo;f([2,3])=[%,5] et f(11,4]) = [3,+f.
* f(]—oo,l[):]lilgnf(x),1i_rwnf(x)[=]—oo,2[.

Wocnd 2} (3 s

comme f(-1)-f(1) <Oet fest continue sur R alors il existe des solutions
]— 1, 1{ tel que f(x)=0.

) 1
festcontinuesur| —1,——

1 = ilexiste x, e}—l,%llitqf(xl)zo
f(—l)-f(—5j<0

. 11 1 .. . .
de méme sur —5,5 et sur E’l donc il existe trois solutions
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Continuité — Limites Solutions

X, e}—l,—%{, X, E:}—%,%[ et X, e}%,l[ de I’équation f(x)=0.
2)sin 3t =sin(t + 2t) =sintcos 2t + costsin 2t
=sint(l - 2sin® t) + 2cos? tsint
=sint —2sin® t + 2(1 ~sin? t)sint
=sint —2sin’ t + 2sint — 2sin® t =—4sin® t + 3sint.

Ona sin3t=—4sin>t +3sint et on pose X =sint, xe]~1,l[

on obtient 4x> —3x +sin3t =0 Donc sin3t =%

équivaut a 3t:-67£+2k1c ou 3t=7r—16t—+2kn; keZ

ou encore t=—ﬂ-+£k~n ou t=—5£+2{£; keZ
18 3 1 3
. In . T Y
X, =-sin— , X, =sin— , x; =sin—
18 18 18

1) f est une fonction polynéme donc dérivable 2 fois sur IR ,
f(x) =x*~ 6x2 + x alors £(x) =4x> - 12x + Let £7(x) = 12x2 - 12
2)

-1 b 1

¢ P - >+

. T

D’aprés le tableau , f* s’annule exactement trois fois.
L’équation 4x> — 12x + 1 = 0 admet donc 3 solutions a, b et ¢ avec
-1.8<a<-1,7 ; 0<b<0,1 ; ,6<c< 1,7
3)
X -0 a b c +00
(x) - +

+00.

O
(b) +00
f(x) \ / \f /
(a) (©)

f(a) = -10; f(b) = Oet f(c) = -7
4 x(x>-6x + 1) =-1 & f(x) = -1
* f continue est strictement “\ sur ]-c0, a] et f(a) = -10
= Il existe un seul a € ]-o , a] tel que f(a) = -1
De méme pour les autres intervalles
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Continuite — Limites Solutions

On conclu que f(x) = -1 admet exactement 4 solutions une dans chaque
intervalle. ]-c0,a[;]a, b[;]b,c[; Jc,+o0f

‘ ;/ / L 3x+2)
1) festdérivable sur ]-3,+of et f'(x) =
) 29x+3

X -3 -2 a, 400
£(x) || - o +

0 +00
feo \ /
2 1

2) Sur ]-3,-2] f est continue et strictement \y
Donc f(1-3,-2]) = [-2,0[or L et 3 ¢ [-2,0]
donc f(x) = 1 et f(x) = 3 n’admet pas de solution sur [-3,-2]
Sur [-2,400[ f continue et strictement croissante
f([-2,+0]) = [-2,40[ or 1 et 3 € [-2,+00]
donc les équation f(x) = 1 et f(x) =3 admet une seule solution alors [-3,+0].
*fx) =1l x=a et(,53<a<0,54
*f(xX)=3ox=b etld2<b< 143
D xVx+3+mym+3 =1
Sxfx+3=1-m/m+3

Sf(x)=kaveck=1-m Vmt3 =1 - f(m)
f(x) = k admet une unique solution réelle si et seulement si k > 0.
k>0 1-fm) >0 f(m)<l o me[-3.a]
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Les suites réelles Résumé de cours

Chapitre 11
Les suites réelles

I) Généralités :

MDéfinition : Une suite numérique est une application de IN (ou une
partie de IN ) dans IR .

W Une suite peut étre définie, entre autres :

- Une fagon explicite : U, =f(n), ou f une fonction définie sur [0,+ oo [

- Par récurrence : U, estdonnée et U ,, =f(U ); f est une fonction.

n+l
W Monotonie:
Une suite numérique U est:

* Croissante si et seulement si pour tout nelN, U, <U ;.
¢ Décroissante si et seulement si pourtout neIN, U, 2U ;.
¢ Constante si et seulement si pour tout neIN, U, =U, .

e Strictement croissante pour tout neIN, U, <U,_,,.

e Strictement décroissante pour tout ne IN, U, >U

n+l*

W Suite bornée :

Une suite numérique U est :

- Majorée par un réel M si et seulement si, pour tout neIN, U, <M.
- Minorée par un réel m si et seulement si, pour tout neIN, U, >m.
- Bornée si et seulement si elle est a la fois majorée et minorée.

IT) Suites convergentes :

B Définition : Une suite U est convergente si elle admet une limite finie £
quand n tend vers + oo,

M Théorémes de comparaison :

e Soient U et V deux suites, £ un réel.

Si a partir d’un certain rang, on a : IU“ - €| <V,et imV, =0.

n—>+0

alors limU  =Z£.

+00
e Soient U, V et W trois suites, et £ un réel ;
Si imU, =£=1mV_, et U <W_ <V, .alors limo, =/

n—=>+0 n—>+c0 n—>+ow

e Soient U, V deux suites tel quelimU, =¢ ; limV, =¢
+00 +00

Si a partir d’un certainrang U, <V, alors (< /',
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Les suites réelles Résumé de cours

W Théorémes de convergence :
» Toute suite croissante et majorée est convergente.
« Toute suite décroissante et minorée est convergente.

B Théorémes :

¢ Si(U,) est une suite convergente vers £, f est une fonction continue
en £ et U eD, (D domaine de définition de f), alors £(U )
converge vers f({).

e Uestune suite,si lim U, =¢ et U, >0 (a partir d’un certain rang).

n—>+0

alors £=0.

o f une fonction définie sur D, f continue en £.
On considére la suite U vérifiant (U )=U
Si la suite U converge vers ¢ alors £ est une solution de I’équation :

f(x)=x ouencore f({)=¢.

n+l *

M Définition : Une suite est divergente si et seulement si elle n’est pas
convergente, ¢’est-a-dire lim U est I’infini ol n’existe pas.

n—+0

M Théorémes de comparaisons :
o Soient U et V deux suites et a partir d’un certain rang
SiV, <U, et limV, =+ alors lim U, =+0.

n—>+4o0 N—>+4c0
e Soient U et V deux suites et & partir d’un certain rang
Sl Vn SI)'n et hm Un = —00 alorS llm Vn = —00 .,
n-=>+0 n—>+w

M Théorémes :
¢ Soit f une fonction si lim f(x) =o alors la suite de terme général

X—>+00
U, =f(n) a pour limite o (o peut étre finie ou infinie).
III) Les suites adjacentes :
* Définition : on dit que deux suites (U,) et (V,) sont adjacentes lorsque I'une
des deux suites est croissante et I’autre est décroissante et lim (U, -V,)=0
n—>+w0

eExemple:neIN'; U, = l-l etV,= 1+—1—

n Jn

Montrer que U et V sont adjacentes.

n+n+
Solution : UnJrI-Un:(l—L)-(l--l-):_ 1 +l= nrn 1: ! >0
ntl n° n+l n  n@tl) 0+l

alors (U,) est croissante .
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1 1 _~atirhn o

':\/Eﬁ-_\/? Jn(n+1)

carn+1 >n d’ou (V,) est décroissante.

e imU, -V =limf L - f —— =0
+oo +o0 n ﬁ
0 0

Donc les 2 suites sont adjacentes.

* V1+1-Vt

* Propriétés :
1) Deux suites adjacentes sont convergentes vers une méme limite L.
2) SiU et V sont 2 suites adjacentes et U est croissante et V décroissante
alors :
* Un < Vn
*VnelN,peIN, U, gLV,
= Réflexes :

Situations Réflexes

* Etudier le signe de U, — U,

ou * Si U, = f(n) , étudier le sens
de variation de f sur [0,+oo[

ou * Si tous les termes sont positifs

Comment étudier la monotonie d’une U
suite ? strictement on compare —2L et 1
n
ou * Utiliser un raisonnement par
récurrence.

* Etudier le signe de U, — M.
Comment montrer qu’une suite est * 81U, = f(n), utiliser le sens de

majorée par M , minorée par m, variation de f sur [0,+oo[
bornée ? * Utiliser un raisonnement par
récurrence.
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Résumé de cours

Comment étudier la convergence
d’une suite U ?

* On ne reconnait une suite usuelle
(géométrique ,...)
ou on applique le théoréme des
encadrement ou on applique le
théoréme de convergence des
suites monotones si les
hypotheses le permettent ou on
applique Ie théoréme de
convergence des suites adjacentes.

Comment calculer la limite £ d’une
suite convergente définie par
f(Un) = Un+l ?
(fcontinue sur I et U, € I)

* Si f est convergente vers £ alors
f(Ly=1¢

* Si U est minorée par m alors
{ >m

* Si U est majorée par M alors
<M

* On choisi la solution ¢ de
I’équation f(x) = x qui convient.
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Suites réelles

Enoncés

ENONCES

On considére la fonction définie sur IR,.
Son tableau de variation est le suivant
X ) 0 1 +00

f(x)] 1\‘3/,1

Sa courbe C et son asymptote A:y =1

Ary=1

1) k € IR, en utilisant le graphique, préciser en fonction de k le nombre de

solution dans [0, +oof de 1’équation f(x) = k.

2)n € IN", déterminer les valeurs de n pour les quelles I’équation f(x)

admet 2 solutions distinctes.

3) n un entier supérieur ou égal 4 2.Montrer que f(x)

1 .
admet deux solutions

(U,) et (V,,) respectivement comprise dans I’intervalle [0, 1] et [1, -+o0].

4) Déterminer les variations de (U,) et de (V).

5) Montrer que U est convergente et déterminer sa limite.
Montrer que V est convergente et déterminer sa limite. Conclure.

V U et V deux suites définies sur IN" par U, = 5 -

1) En utilisant le fait que U, = f(n) et V,, = g(n).
Etudier le sens de variation de Uet V.
2) Montrer que pour tout entiern>1, U, < V,.

3) Montrer que les suites U et V ne sont pas adjacentes ?

V U et V deux suites définies sur IN” par :

Un=1+—1~+l+...+l et V"=Un+i
21 3! n! n!

1) Montrer que U et V sont adjacentes.

2) En déduire que U et V convergent vers une méme limite 2.

3) a) Donner une valeur approchée de U et V.
31
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b) En déduire un encadrement de la limite £
On définit les suites U et V par Uy = 3, Vo =5 et pour tout entier

+V,
natureln, U ,,= 20, % et Vo, = Yy 5

u +\/ﬂ
1) Montrer que les suites U et V sont strictement positifs.
2) Montrer que pourn € IN : on a,

U )2
Vn+1"Un+1 ( “)
2(U11 n)

3) Pour tout n € IN on pose W, =V, - U,.

a) Montrer que VneIN ; 0 < W, < —;—W“ .

(On pourra remarquer que Vo - U, =] 2U, )
p q q \/|1+U|1 U +V '

n n

n-1
b) Montrer par récurrence que VneIN ,0<W, < (—2—) .

¢) La suite W est elle convergente ?

4) Démontrer que U et V sont adjacentes. Que peut — on déduire ?

5) A 'aide de la suite (U, .V,) 1« v déterminer la limite commune des suite
UetV.

6) Calculer U, et V, et en déduire un encadrement de \/E par deux rationnels.

Vrai - Faux
Dire si chacune des propositions est vraie ou fausse et justifier votre réponse.
1) Si U converge alors U? converge.
2) Si U? converge alors U converge.
3) Si U est bornée alors U converge.
4) Si U converge alors U est bornée.
5) Si U? est bornée alors U est bornée.

limU, =limV, =/ (fini)

7) Deux suites qui convergent vers une méme limite sont adjacentes.

10
‘ ; ; n
Pour tout n € IN*, on pose Uy = —.
2"

1) Montrer que pour n € IN", I’équivalence suivante :

U, <0,95U, siet seulement si (1+—1—)10 <1,9.
n
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2) On considére la fonction f définie sur [1,+oo[ par f(x) = (1+l)10
X

a) Etudier le sens de variation de f.
b) Montrer qu’il existe un seul nombre o € [1,+oof tel que f(o) = 1,9.
¢) Déterminer I’entier naturel ng tel que np-1 < o < np.

10
d) Montrer que pour tout entier n> 16, on a (1+—1-) <1L9.
n

3) a) Déterminer les variations de la suite (U,) , « v« & partir du rang 16.
b) Que peut — on conclure pour la suite ?
4) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égale &

16 I’encadrement 0< U, £0,95"'°U,,. En déduire la limite de (U,).

;; Parmi les suites, les quelles sont adjacentes ?

+ +
a)U“=2n 1e “=2n 7
n+1 n+2
b) U, =- ! etv, = 3
4n+1 2n+5
c) U,=3+ ! etvV,=3+ !
n+1 n?+1
+ 24
d) U“':.3n 4 et Vn=_4_rl__1_
n+2 n?+1

La suite (U,) définie par :

Up=0,U;=1let Un+1 = 7Un + 8Un_1 pour n= 1.

1) Montrer que la suite (S,) définie par : S, = Uy, + U, pour tout entier
naturel n, est une suite géométrique de raison 8 ; en déduire I’expression de
S., en fonction de n.

2) On pose V,, = (-1)" U, et on considére la suite (t,) définie par t, = V,;;-V,,
pour tout entier naturel n. Exprimer t, en fonction de S,,.

3) a) Montrer par récurrence que ty + t; + ... + t; = V.

b) Montrer que to + t; + ... + t, =(éj((_g)"” -1).
c¢) Calculer V,, puis U, en fonction de n.

d) Déterminer lim (Un ).

N4 B

(; Soit f 1a fonction définie sur [0, + oof par f(x)=———
1+x+x
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U, =1

et soit U la suite réelle définie sur IN par : {U ., =f(U.);pourtoutne IN

1) a) Montrer que : pour tout neIN, U, 0.
b) Etablir que pour tout x € [0,+ oo , f(x)<x.

c) Montrer que la suite U est convergente puis trouver sa limite.

2) a) Montrer que, pour tout neIN* ; f(— )<~:—:i
1n

b) Etudier les variations de f sur [0, 1].

1
¢) Montrer par récurrence que, pour tout neIN ; U <_:1_
n

Retrouver ainsi la limite de la suite U.

U, =0 v, =2
U, +1 et V. +1

— n —_'n
U T Vn+ 1

U, +2 Vv, +2

1) Montrer par récurrence que : Vn € IN,0< U, < et que V=

J5-1 J5-1
2 2

2) Montrer que (U,) et (V,)) sont deux suites adjacentes et déterminer la limite
commurne.

W Soit (U,,),cn une suite définie par la donnée du réel U, >0 et par la

3U, +2

relation : pourtout neIlN, U, =
U, +2
1) Montrer que pour tout neN :ona U, >0

2) Exprimer U,,, —2 et U,,, —3 enfonctionde U, . En déduire que :

n+! n+l

a)Si U, <2 alorspourtout neIN , U <2

b)Si U, =2 alorspourtout neIN , U, =2

c)Si U, >2 alors pourtout ne IN", 2<U, <3
3) Montrer que la suite (U, ) est convergente. Quelle est sa limite.
4) Calculer U, et U, en fonctionde U, .

Montrer que pour tout entier naturel n il existe un réel a, tel que
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(2a, +1DU, +2a )
= L L et que la suite (a est telle que
anUo +an +1 q ( n)neN q

UI]
a,,, =4a, +1.Calculer a,, a,, a,

5) Soit (b, ), la suite définie par b, =a, + 3

Montrer que (b, ), est une suite géométrique. Calculer b, en fonction
de n. En déduire I’expression de a, en fonction de n puis cellede U, en

fonction de U, et n. Retrouver la limite de (U ), -
WSOH U la suite réelle définie sur IN par U, =0 et pourtout neIN;

3+4U2
Un+1 = 12
6+ U;
3+4U§= 21

1) a) Vérifier que pour tout entiernon a : -
)a) que p 61U U te

b) Montrer que pour toutn € INon0 < U; < 1.
c) Etudier la monotonie de U, en déduire qu’elle est convergente.

2) a) Montrer que pour tout n e IN

2
ona: 0<1-U,,, s——=(1-U,).
l 2+4/2

b) En déduire que pour tout ne IN ; 1~( 2 ] <U, <1
2+42

puis calculer lim U, .

n-o>40
. o e 1-U?
3) Soit V la suite réelle définie sur IN par V = TP
+U;

a) Montrer que V est une suite géométrique.

b) Exprimer V, en fonction de n, en déduire U, en fonction de n.
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WSoit la suite (U, ) définiepar U, =1let U = "Ui +'2'11T pour tout

nelN",
1) Montrer que pour tout neIN" ona: U, >1.

2) Montrer que la suite U est strictement croissante sur N".

3) Montrer que pour tout neIN" ona: U, <U, + pyr

En déduire lim (U,,, -U,)

4) Montrer que pour tout neIN" ona: U2 ;2[1—(%} ]

En déduire que la suite U est convergente et trouver sa limite.

oit (U, ) la suite définie par U, =1 et pour tout n€ IN,

30, +9
n+l ZU

1

U

1) Montrer que U,,, —3 et U, —3 sont de signes contraires.

n+l

En déduire que pour tout peIN ona: U, <3<U, ..

2) En déduire que si (U, ) converge alors lim U, =3.

n—>+00

3) Montrer que pour tout ne N" , U, >2.
3 n-2
4) Montrer que pour tout n>2 ,Ona: |U“ - 3[ S(ZJ .

5) En déduire que (U, ) converge et trouver sa limite.
On considére la suite (U, ), . définie par U, >0

et U =1U§ LU vneN.
2 2

n+l n’
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1) On suppose que 'on a : U, =%.

a) Montrer que pour tout neIN ona: 0<U <1,

b) Montrer que la suite U est décroissante.
¢) En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa limite.

d) Montrer que pourtout neN ona: U, S%U

n*

Retrouver alors la limite de U, .
. 4
2) Dans cette question on prend Uy = 3

a) Montrer que pour tout n€IN ona: U, >1 et que U est croissante.

b) Montrer que la suite U diverge vers + .

7

¢) Montrer que pour tout neIN ; U, ZEU" .

Retrouver alors le résultat de la question 2) b).

Uy =2
Soit la suite réelle (U, ) définie par:

U,.q =2+—3— VnelN
U

n

1) Montrerque : U, 22 pour tout ne IN.

2) Déterminer le sens de variation de la fonction f définie sur IR” par
f(x)=2+ 2 .
X

3) Soit la suite (V) définie par: V, =U,, pour tout ne IN
a) Montrer par récurrence que la suite (V) est majorée par 3.
b) Montrer par récurrence que la suite (V,) est croissante.

4) a) Montrer que pour tout n€ IN : |U

n+l

—3|sl|Un -3.
2

b) Montrer par récurrence que Vne IN ]U“ - 3] S(%) .

¢) En déduire la limite de la suite (U, ) puis celle de (V,)).
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5) Soit la suite (S,) définie par S, =lek , Vne N
ko

Montrer que S, converge vers 3.

Uu,-3
6) Soit la suite (q,) définie par: q, = U" % VYnelN
n +

a) Montrer que (q,) est une suite géométrique dont on précisera la raison.
b) Exprimer U, en fonction de n. Retrouver alors la limite de (U, ).

VSoit g la fonction définie sur [O, + oo[ par g(x)=——
I+x+X

Soit (U,) la suite définie par U, =1 et U, ,, =g(U,) pourtout ne N
1) a) Montrer que pour toutx € IR, , g(x) <x . Résoudre I’équation g(x)=x.

X

b) Montrer que la suite (U, ) est convergente puis trouver sa limite.

2) a) Montrer que pour tout n€ N 5 g(l)S—I-T . Etudier les variations de g
n) n+

sur [0,1].
b) En déduire que pourtout ne N, U, < 1 :

¢) Exprimer U_,, — U en fonctionde U, pour tout pe IN

N SPS T S

U p+1

p+l p

Etablir que 1<

En déduire que pour tout nelN": nSL~—l_<_n+1+—12—+—;—+---+l
n

d) Montrer que pour tout peIN et p>6 ona: Jﬁsp—;—l

En déduire que pourtout neIN et n>5 ona:

1+%+%+--~+ls\/n+l

n
e) Trouver lim nU,.

n—r-+0

v@ Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,f,})

1) Etudier et représenter graphiquement, par la courbe (C) la fonction définie,
pour x >0, par f(x)=1+l.
X

Dans toute la suite du probléme, la suite (U, ) est définie par U, =1
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=1+—1—.

n

2) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite (U, ).

et U

n+l

(On pourra construire la droite d’équation y =x ). D’aprés le schéma, que
peut-on dire du sens de variation et de la convergence de la suite (U, ).
3) Déterminer 1’abscisse a du point d’intersection de la courbe (C) et de la

droite d’équation y=x.

oc=1+l Q)]

Montrer que o vérifie o

o>=
4) a) Montrer par récurrence, que, pour tout ne N ona: U >1.

b) Montrer, en utilisant la relation (1), que U

n+l

-1
- _W“(Un —a) (2)
c¢) En déduire que (U, —a) et (U
d) En déduire que la suite (U, ) n’est pas monotone.
5) a) A partir de la relation (2), montrer que :

[U

— o) sont de signes contraires.

n+l

-alsélU“ —a, pour tout neN.

n+l

b) En déduire, par récurrence, que, pour tout n€IN,ona:

05|U"—oc|s@) Uy —of.

c¢) Que peut-on en conclure pour la convergence de la suite (U ).
6) A partir de quelle valeur n, de n, peut-on affirmer que U, est une valeur

approchée de o a 107 pres ?
Donner la valeur de U, obtenue
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CORRIGES

1) Les solutions de f(x) = k sont les abscisses des points d’intersection de

Cravec la droite d’équation y = k.
k l -0 0 1 +o0

Nombre 0 2 0
de solution
1 1

2)neIN"doncn>1 :0<—1—§1
n

Ainsi pour n = 1, f(x) = 1 a une seule solution 0

1 . -
et pour n > 2, f(x) =— a deux solutions distinctes.
n

3)n22:>0<—1—<1
n

f est continue et strictement décroissante sur [0, 1]

or le [0, 1] donc il existe un seul
n

1
U, € [0, 1] tel que f(U,) = —.
n
* f est continue et strictement croissante sur [1, +oof

—l—e [0, 1[ alors il existe un seul
n
V. € [1, +oof tel que f(V,) 1L . De plus U, # V, car (1) = 0.
n

4n=2ona: ~1—2—1—:> f(Uy) = f(Uy+ 1)
n n+l

or f est strictement décroissante sur [0, 1].
donc U, €U, ,; = (U,) est croissante.
* de méme sur [1, +eof, f{(Vy) 2 f(Va. 1)

or f est strictement croissante sur [1, +oo[.

donc V,, > V.1 = (V,) est décroissante.

5)*OnalU,e[0,1]=>U, <1
d’ou U, est croissante et majorée par 1 donc (U,) est convergente vers £ .
*OnaV, e[, +oof
d’ou V, est minorée par 1 et comme elle est décroissante
donc (V,) est convergente.
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f'est continue sur {0, +oof.

lim f(U )=£(¢) dautrepartlimf(U, )=liml=0

n—>+w0 +0 +0 1
= f(£) =0 or I’équation f(x) = 0 admet une seule solution ¢’est x = 1
d’ou £=1
de méme pour (V,), lim f(Vn)zlim—l—zo donc IimV, =1

+0 +0 1 +0

On conclut que : (U,) et (V,)) sont deux suites adjacentes car U, croissante,
V, décroissante et lim(U,-V,)=1-1=0)

W) Soit g et f deux fonctions définies et dérivables sur [1, +oof

par f(x) =5 -—2— et g(x) = 5,01 +i.
X X

f(x) =—22—>0 et g'(x)=—i2<0
X X

donc f est strictement croissante et g est strictement décroissante sur [1, +oof
par suite U est croissante et V est décroissante.

2)U, -V, =5-g—5,01- !
n

_:_0’1——§—<O dOHC Un < Vﬂ'
n n

3) limU, -V, =lim ~O,1—§—=—0,1¢0

N>+ n—+w n

donc U et V ne sont pas des suites adjacentes.

W)Un+l_Un=(1+i+...+'}—'+ L )-(l’f‘i‘f‘...‘i‘—l-): 1 >0
2! n! (n+1)! 21 n!” (n+1)!

donc U, est croissante.

Vn+] —V11=U11+] +L_Un -i:UnH“Un + 1 ) n-+l1
(n+1)! n! (m+1)! (n+1)!
1 + 1 n+1 N 1-n

m+1)! (@m+1)! @+1)! @+1)
Carn =1 d’ou V, est une suite décroissante.
lim (U, -V, )=1lm U, -U, -—1—= lim ~l—=0
n—>+w n—+w0 n! oo+l
donc U et V sont deux suites adjacentes.
2) Deux suites adjacentes convergent vers une méme limite £ .
3)a)U;,p=1,7182818
Vio=1,17182821
b) U, < £ <V, pour tout valeur de n.
Up<i<Vpd’on 1,7182818<(<1,17182821
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1YPourn=00naVy=5>0 et Uy=3>0
donc la propriété est vraie par n = 0. Supposons que V, >0 et U, > 0.
Montrons que V.- ;>0 et U,+;>0.
onaV,>0 et U;>0alorsU,+V, et U,.V,>0

+ .
donc U"ZV“ >0 et %J—“L>0.d’0f1Un+,>O et Vis1>0

d’apres le principe de récurrence on a montrer que
vnelN, U,>0etV,>0.

U,+Vv, 20,V, _(U,+V, ) -4U, V, A -U. Y -0
2 U, +V, 2U, +V,) 2(U, +V,)
“V,-U,)’ _V,-U, V,-U, _W, V,-U,
20 +V,) 2 U4V, 2 V,+0,

2) V'n+l “‘Un+1 =

3) a) Wn+1 :Vn+1 —Un+| =

etona Vy-Uy =1- 2U, <lcar U,>0etV,>0
Vv +U Vv +

n n n n

d’ou YU, <1 par ailleurs I’égalité obtenue au 2°™ question
v, +U,

Montrer que W, .1 20, Wo=V,-Up; 20

) - W,
donc pour tout entier n, W,, 20 d’ol —Vg"— Vo-U, < —5—

Soit VneIN ;0 W,

nt I

n-1
b) Soit P(n) la position 0 < W, < (2)
P(0) s’écrit 0 < W, < 2 donc P(0) est vraie car Wy =2

‘Supposons que P(n) est vraie.
Montrer que P(n+1) est vraie.

-1
0<W,,, <W or 0sW, < 1) doncOSWl,HS—l—.(»l—)“"
2 2 272

_Smt 0<W,,, < (;)

n-1
Conclusion : VneIN; 0<W, s[-;—j

‘..~ ’ 1 ' 1 n-1 1 n-1
;c)—1\<5<1alors lim|—| =0et0sW, <=

n—>+o0 2
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donc lim W, =0 soit W, converge vers 0.

N—>+0o0

4 U, -U,= Uu(Va-Un) o UnWa o U,20,V,20etW,>0
U, +V, U, +V,
Vit - Vn‘“Mz—yz‘—‘-SO car W, 20

donc (U,) est croissante et (V,) est décroissante.
Comme lim W, =0alors lim V, -U =0

n—>+00 n—>+o
On conclut que les suites U et V sont adjacentes.
On en déduit quelles sont convergentes vers une méme limite £ .

2U +V,
5) Un+1 . Vn+] n\/n U U V
Ul] +VI] 2
donc la suite (U, . V,,) est une suite constante par suite U,.V,, = Us. V=15
lim U,.V, =15d’une part et d’autre part lim U,.V, ={.L=(?

Donc £2 =15 comme £20carU,=20dou £ = 15
1
6) [J1='E etV]=4;U2 20 t\/z‘“2
4 31 8

Les suites U et V sont adjacentes et convergentes vers /15
alors pour toutn € IN, U, < J15 <V,

pour n =2 on obtient U2<\/E<V d’ou 1—2—9—<\/— 31

Wl) Vrai : si imU, = £ alors limU® = ¢2
+00 +00 "

2) Faux : contre exemple U, = (-1)" et U? =1
(U?) converge vers 1 et (U,) diverge.

3) Faux : contre exemple (-1)"diverge et -1 < (-1)" < 1.
4) Vrai : si U converge vers £ alors pourn >N

1 _ .
Ona U, )l —%,E + 5[ par définition d’une suite convergente.

5) Vrai : si U? est bornée alors il existe 2 réels positifs m , M
tel uem< U< M.

Jm <,JU? <YM < Jm <|U, | <YM

Donc -v/M < U, < VM ainsi U, est bornée.
6)Faux : U,=netV,=n+1
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lim U, = lim V, =+ infinie et lim U“ =1.

n—r+c0 N—>+o0 N—>+4c0
n
1 1
7y Faux : U,= — et V, =—
n n+l
lmgU = lirré V, =0 et (U,) et (V,,) sont deux suites décroissantes
11> [T d

Donc (U,) et (V,) ne sont pas adjacentes.

10 10
Wl)umso,%.un @) 0,95,
2 2

10 10
@D > (“2 D" <o 95@(n lyo gt
.1'1

———<0, 952

2) a) f(x) =(1+—1—)'°, f est dérivable sur [1, +oof et f'(x)=10(l+l)9 .(-—17)<0
X X X

donc f est strictement décroissante sur [1, +oof.
b) f est continue et strictement décroissante sur [1, +oo[
= £ ([1, +oo]) = Jlim f(x), f(1)] = 11, 2""]

et 1,9 €]1, 2'°] donc il existe un seul ae[1, +oof tel que f(a) = 1,9
c) f(15) = 1,907 et f{16) = 1,833 donc 15 <a < 16 et ny = 16.
d) Pour tout n > 16, f{n) < f(16) car f est strictement décroissante sur [1, +oo]
or f(16) < flo)=1,9 d’ott f(n)<1,9
d’ol pour tout n > 16, (1+l)‘° <1,9.
n
lére

3) a) En utilisant I’équivalence de la 1®* question, on a pourn > 16

(l+—1—)10 <1,9 alors U,,; <0,95U,or U,>0¢et0,95<1
n

donc

171 <0,95<1 par suite U est décroissante & partir du rang 16.

b) La suite U est décroissante a partir du rang 16 et minorée par 0
donc (U,) est convergente.

4) Vérification pour n = 16.
ona0<Uj;et0,95° 1 x Ujs=0,95° x Ujg = Uss.
d’ot1 0 < Uy < 0,95° Uyg. ainsi la propriété est vraie.
Supposons que pourn> 16 ona:0<U,<0,95" ' Uy
Montrer que 0 £ U4 <0,95" P U
on sait que Uy +1 <0,95U, et U, <0,95" 1. Uy
donc U, <(0,95) . (0,95)" ' . Ujs donc Uy 4 ¢ < (0,95)""° Upe.
D’apres la principe de récurrence pour toutn > 16
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U,<0,95" 1 Uy
-1<0,95 <1alors lim 0,95" =0 or 0<U, <0,95"'°. Uy,
donc lim U, =0.

2n-+1 1

a)U,=——=2-—— et V, =2+——§—
n+l n+1 n+2

U, est croissante et (V,)) est décroissante

b)U,= —i—et\/l]: 3
4n+1 2n+5

U, est croissante et (V,) décroissante.
lim U, — V, =0 donc (U,) et (V,) sont adjacentes.

1 : s
¢) Un=3 +—— et V, =3+—— sont deux suites décroissantes, elles ne sont
n+l n-+1
pas adjacentes.
+ 4x* +1
AU, = 3n+4 ¢V = x2
n+2 n+1
3n+4 4n*+1

=3-4=-1#0

limU,_ -V, =lim >
o0 *» n+2 n -+l

donc (U,) et (V,) ne sont pas adjacentes.

vg DS, =01 +0,=70,+8U,,+U,=80U,+8U,

=8 (Un + Un—l) =8S,.
Donc (S,) est une suite géométrique de raison 8,
onadonc S, =S;.8"=(Up+U,;). 8" =8"d’o0 5,=8".
Dt,=Vyu-V,= D n Ujs — ('l)n U,
=DM U+ U = D™ .8 dott,= (-1) ™. 8"
3) a) La propriété est vraie pour n = 0. En effet t, = V|, ce qui correspond
bien a la propriété a démontrer.
Supposons la propriété vraie pour n = p.
C’est —a- dire V. = to + t; +...+t,, démontrons qu’elle est vraie pour :
n=p+l c’est- a- dire to + t) +...+ ty = Vo
Ona:(to+t; +..+ tp) + (tp+1) = Vp+l + (Vp+2" Vp+l) = Vp+2
Donc la propri€t€ est vraie pour toutn 20 ; t,+t,+..+t =V .
b) Comme t, = (-1)"*'. 8", ona:
n+l
to+ 1t +o.Hy = - [14+ (-8) '+ (-8)*+...4+ (-8)"] = -—Q——l(.(—gg)—)
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_ ™)
9
¢) En égalant les deux expressions de to +t; +...+ t, obtenues, on a:

d'olitg+t+...4+t,

- nt+l n
Vn+l= _.(&@_—_1), donc Vn= @)_;D or Vn= (_]_)n U“
9 9
Donc U, = (8- C1)° ) ! =(-1)".
9 ( "
d) U,= (8 ( D) d'oun—= ——1—-( ) : ou encore —& U, —l—l(-—l—)
g 9 98" 8" 9 9 8
(1Y PSP . 1
d’ou [—g) est une suite géométrique de raison q = 'y
~—le]—1,l[ donc lim (—l) =0,d'ot lim G im Oa =l
8 n—+o0 8 n—+0 Q 8 no4e & 9

U,=0
W Pour tout x €[0,+oo[; f (x) =__x__2_ et pour toutn € IN{_°
+x+x U,..=fU,)

1) a) Soit la propriété P (n) : « pour toutn € INJU, >0 ».
*Pourn=0; Upy= 1 >0donc la propriété P (0) est vraie.
* On suppose que la propriété est vraie pour I’ordre n, c’est a dire on a P (n),
montrons que la propriété est vraie pour ’ordre n + 1.
D’aprés I’hypoténuse de récurrence ona: U, >0 donc 1+U , +U? >0

donc -—E—z->0 douU,,, 20
+0,+U;

donc la propriété est vraie pour ’ordre n +1.
donc pour toutn € INJU, 20
b) Montrons que pour tout x €[0,+o[,f (x) -x <0
2 3
£ - x = XX+ o= ;S‘x:"xz) <0 d'otl f(x) <0
¢)PourtoutneIN,U , ~U, =1fU)-U, .
or on a pour toutn € INJU, 20 donc f (U,) <U, d’apres 1) b).
Donc la suite U est décroissante. La suite U est décroissante minorée par 0
donc U est convergente, soit £ sa limite
*On a, pour toutne IN,U, >0 donc{=>0.

La suite (U,) est définie par U, ,, = f (U,) et elle converge vers :
£ €[0,+], festcontinue sur [0,+of en particulier en ¢ donc £ est

solution de I’équation ¢ =f(¢).
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solutions

(=f() > L= SL+L+ P =0 A+0)=0

1+4+0°
< l=0oul=~],0or{>0donc {=0don limU, =0

n—>+w

2) a) Pour tout ne IN", 1 >0 donc lest.

n n
1
f() et e L
n n+1 1+1+1 n+1 (n+ D(n+n°+1)
T
n n
. 1 1
donc pour tout ne IN" , f(—)< —
n n+1
‘. , 1-x*
b) fest dérivable sur [0,1] etona ' (x)= ————=
(1+x +x%)
f'xX)=0=1-x* =0 x=1avec x €[0,1]
X 0 1
£'(x) + ¢
1
0

c)Pourn=0,Ug=1 £1—1—6 =1donc I’inégalité est vraie pour n = 0.

<+

Supposons que I'inégalité est vraie pour I’ordre n = p c’est 4 dire :

U, < L , montrons qu’elle est vraie pour 'ordre n=p + 1
P ptl

Cest-a-direU ,, <——

Pourtout peIN,p+ 121

<1donc OSUpS~l—~£1

p+1 p+1
f est strictement croissante sur [0,1] donc f(U,)<f (L) < !
p+1l p+2
Dot U,y < L donc pour tout neIN , U, S-l—
p+2 n+1
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Suites réelles solutions

Ona0<U, <—l——
n+l donc lim U, =0

. n—+w
lim ——=0
n—+n 1 4 1

vm\/ériﬁcation pour le rang 0 :

Upy=0 et osos‘/gz‘1 donc osuos‘/gz'l
Vo=2 et 22\/—5;1=0,61 donc Voz‘/gz'l
Supposons que 0 < U, < \/52_1 et V,> \[i-l
Montrer que * 0 < U, s\/i-l et V> _‘_/_52_'_1
N =U“+1=l- 1
U, +v2 U2
OsUns‘/g“1 <U, f/§+3® 2 1
2 2 J5+37 U, 4272
-l<— ! <- 2 on ajoute 1
27 U +27 543 !
loy a2
2 \/—5_+3
1.2 51 (WS5HDG5E-3) _2-245 1\/_
J5+3 543 5-9 -4
d’ot OslsUanl_\E
2 2
Conclusion : VnelIN; 0<U, Sl-;/g
*Vn+l=1‘ 1
vV, +2
onaVnzl-\/gQ ! < 2 1 2

< - z-
2 V42 543 V42 543



Suites reelles solutions

1 1-4/5 1-v5

- >1- 2 = d,O]:an+12
V+2 543 2

1-45

=1

Conclusion : VnelN; V,>

2
+ SU?-U +
D Upe; - Uy=atl y =UuUntl
U, +2 U, +2
2
- - +
Vn+1_vn= Vn Vn !
vV, +2
Fox’—x+1=0
A=1+4=5
-1- -1+
X'= ! \/5:—1,6 et x"=1—\/§=0,61
2 2
X IS5 9 145
2 | 2

B I T
1+/5
2

*or0<U, <- donc -UZ-U, +120 et U,+22>0

d’ou U, +; — U, = 0 donc U, est suite croissante.

-144/5

*orV, = 5 =-V2.V +1<0 et V., +220
d’ot V,4+ 1 — V,, £0 donc V, est suite décroissante.
*limU, -V, ?
+0

U, est croissante et majorée par = (U,) est convergente vers o.

-1+4/5
2

V, est décroissante et minoré par

= (V,) est convergente vers 3.
x+1 .

On pose f(x) =—— continue sur IR.
x+2

f(Un ) =Un +1
U,elR, carU, >0 alors flo) =a
U, convergevers a € IR,

de méme pour (V) alors () =
Donc o et 3 sont les solutions positifs de f(x)=x
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Suttes réelles solutions

+
f(x)=x < u=x o xP+2x=x+1
x+2

1.5

2

<0 oux 0

& X x-l= 0o x=

-1+
15 d’ot lim U, -V,=a-f=0

2 n—>+o0

par suite (U, ) et (V,,) sont adjacentes

1445
=—
2

Donca=p=

;; 1) Montrons par récurrence que pourtout neiN ona: U, >0
Pour n=0 , Ug>0

Supposons que U, >0, montrons que U, >0

3U0,+2>0
Ona: U, >0e{. " dob U, =Tut2
U, +2>0 U, +2
Conclusion : Pourtout neIN ona: U, >0
30, +2 U,-2 -
2) Un+1 -2= n -2=— et Un+] -3= 1
U, +2 U, +2 U, +2

a) Si U, <2, montrons par récurrence que pour tout n€IN on a
U,<2.

Pour n=0,U; <2

On suppose que U, <2, montrons que U, ,, <2

U,-2

U,y —2==—" <0 (car U, -2<0)
U, +2

doulU,,, <2.

Conclusion: Si Uy <2 alors pour tout neIN, U, <2
b) SiU, =2, montrons par récurrence que pour tout n€IN, U, =2
Pour n=0,U, =2.

Supposons que U, =2, montrons que U, =2
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Suites réelles solutions

U -2
Un+1 -2=— =0 d’ou Un+1 =2
U, +2

Conclusion :  SiU, =2 alors pourtout ne IN, U, =2.

¢) SiU, > 2 montrons par récurrence que pour tout n € IN*
2<U, <3.

U, - _
L 2>0;U1— % .o
U, +2 Uy, +2

Pour n=1,U, ~2=

donc2<U, <3
Supposons que2 < U <3, montrons que 2< U ,, <3

U, -2 -
U, -2=-2"250; U, ~3=—22

n+l <0
U, +2 U,+2

donc 2<U,,, <3

n+

Conclusion: SiU, >2alors pour tout neIN"  2<U, <3.

30U, +2 - 30, +2-U2-2U0, -Ul+U, +2

3> Un+] _Un =

U, +2 " U, +2 U, +2
(U, +1)(U, -2)
U, +2

lére

cas: SiU, <2 ,alors pour tout neIN, 0<U, <2 et par suite

U, —U, >0 < (U,) est strictement croissante.

n+l1

(U,) est majorée par 2 et croissante donc elle est convergente soit ¢ sa

limite on a :
l=1mU,
n=>+400

3x+2

Pourtout neIN, U
X+2

=f(U,)avecf : R— R; xl——

n+l

f est continue sur R —{- 2}

pourtout neIN, U, e]O,Z[C]R —{-2} et 66[0,2].
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Suites réelles solutions

Donc £ est solution de I’équation £=1({).

«?=f(f)<:>€=3;+22<::>fz +2U=3+2L*~1-2=0&L=~1ou
+

£=2donc lim U, =2.

n—>+0
2*™ cas : SiU, =2, alors pour tout ne IN, U, =2

Donc (U, )est une suite constante donc elle est convergente et on
alimU, =2.

n—>+0
3™ cas ; Si U, >2 ,alors pour tout neIN" 2< U, <3

etparsuite U, ,, —U, <0 < (U, ) est strictement décroissante.

n+l

(U,,) est minorée par 2 et décroissante donc elle est convergente, soit ¢

sa limiteon a :

£=1lim U,

n—>+ow

Pourtout neIN, U _,, =f(U, )avec f{:R—>R ;

n+l

3x+2
X+2

X

f est continue sur R —{- 2}.
Pour tout n e IN", U, e]2,3[clR — {2} et 36[2,3]

_3+2

Donc L =f({) = L= " o —1-2=0/=—-loul=2
+

donc lim U =2.

Nn—>+0

3Ue+2 ;30 +2_ 11U, +10
Uy+2 > U +2 35U +6

Montrons par récurrence que pour tout n € IN, il existe un réel a, tel
2a, +DHU; +2a
que U" - ( n ) g9 n
anUO + (an + l)
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Suites réelles solutions

Pour n=0il existe a, =0 tel que U, = (22 + DU, + 24,
a,Uy +(a, +1)

2
Supposons qu’il existe a, tel que U, = (22, +DUq +2a,
a,Us+@,+1)

_ (2a11+] + 1)U0 + 2an+)

et montrons que U .,
anHUO + (an+1 + 1)

3 2 2 U, +2
:—U“—+~;En remplagant U, par (2a, + DU, + 22,
a,U;+(a, +1)

Un+l
U

n

(B2, +)U,+8a, +2 [2(4a, +D+1JU, +2(da, +1)

on trouve : U = =
"™ T (4a, +)U, +4a, +2 (42, +D)U, + (42, +1)+1

_(Qa,, +)U, +2a

on pose a el =
an+l[j0 + an+l +1

=4a, +1;d’o0 U

n+l

Conclusion : pour tout n € IN , il existe a tel que
(22, +DU; +2a,
a,Uy+(@, +1)

avec a,,=4a, +1.

n n+)

Ona: a,=0;a,=4a,+1=1;a,=4a, +1=5.

5) b, =3, +% avecne N

b =24 +l=4a“ +i=4 a, +l):4b"
3 3 3

Donc (b, ), €st une suite géométrique de raison q=4 et de
. 1 n H] 1 n
premier terme b, =3 ;ona: b, =by,q" d'oub, = 3 -4
1 1
a, =b, ~—=-(4" -1
n u 3 3 ( )

2 n 2 n a 2 ___.1_ ._1_ . _.2_'. .__1_
[5(4 —1)+1JU0+§(4 ~1)_4 Ks(l 4"]+4“J U0+3(I 4“)}

U =
1 r .

—(4"-)U, +=(@" -D+1  go|L 1_J_)U0+l ],L)JrL

3 3 3 4" 3 4" ) 40

n

—
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Suites réelles solutions

et comme lim ~—1; =0 alors lim U, =3 3.9

n—>+o 4 n—>+w®

dot lim U, =2.

n—>+w0

3+4U?2
VU la suite définie sur IN par U, =0et U, = ——-—21
6+U;

pour tout n € IN

4Uj +3 _4U; +24-24+3 44U +6)-21_, 21
6+U2 6+U2 U2 +6 U2 +6

1) a)

b) Montrons par récurrence que pour tout neIN ; 0<U <1
Pour n=0,U, =Oe[0,1[
Supposons que 0<U, <1 a-t-on 0<U ,, <1.

0<U, <1=0<U2 <1650 +6<7

1 1 l<:>ng 21 <—3<:>ls 21 <1<
7 Ul+6 6 2 U2+6 2 U2 +6
0<£2—s 4 - 21 <1
2 U2 +6

d’ou 0<U,,, <1

Conclusion: Pourtout neIlN, 0<U  <1.

b) _u, - e 6+U2 o
Vo 6+U2 3+4U2

+U,
6+U2



Suites réelles solutions

~U? -2U% +3
(Un+1 +U )(6+Un)

- (U; -D(U2 +3)
(Un+1 + Un ) (6 + Ui)
donc la suite U est strictement croissante.

U

n+l M T

>0 car U2 -1<0 d’aprés a)

La suite U est croissante, majorée par 1 donc elle est convergente.

1_(3+4Ui}
4U2 6+U? 3302
2) a) 1—U[]+1:]—\F+ U“ — n J 3Un

6+ U2 1+U,,,  (1+U,,)(6+U?)

:': 3<1+Un) - j((l_Un)
1+U,,)06+U;)

<
0<U, <1=3<3(1+U,)<6 31+ U.)
1< L = —z—"“

s (1

La suite (U ) est strictement croissante donc pour

n+121=U zulzﬁ—

n+l

2+J5 12

> <0<
" 2 1+[jn+l 2+’\/—2—

1
2)
1 + Un+l 2 + ‘/_

1+U

<0<

d’aprés (1) et (2)ona: 0<1-U S*g—(l—Un)

n+l 24 \/E

b) 0<1-U, 1-U,)

nh

0<1-U, s—=—=(1-1U))

T
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Suites réelles solutions

0<1-U, < -9,

o

Comme tous les termes sont positifs, en multipliant membre 2 membre

2 n 2 n
O—U')c>0<1—U“s( J
2+VEJ ° 2+J5

2 n 2 n
-1<-U, gl ——=| -1l 1- <U, «1
[2+\/—2—) [2+«/5)

Ontrouve :0<1-U s(

1—[ 2 } <0, <l
Ona: 242 Donc la suite (U, ) est convergente
' 2 Y et elle converge vers|
lim |1- = lim 1=1
n—>+0 \/z.'_Z n—>+w
d’ot lim U =
n—>+o0
1-U;
3V, = ‘; >0
3+U;
3+4U2
~-U; 6+U2  3-3U3 1-U2
a) V l;.ﬂ = +U 2 = 3U“2 :é Ul; :z\/n
3+Un+1 14 3+4U0; 21+7Un T\3+U; 7

6+U2

e . 3 .
~ Donc (V) est une suite géoméirique de raison q =7 et de premier

terme Voz-l—.
3
1(3Y"
b)V,=V,q" == =
) n o4 3(7)
-0,
Ona:V, = V. (3+UX)=1-U
3+ U;
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Suites réelles solutions

< UV, +1)=1-3V,.

1_ V n
U? =——3—l>()car\/n:l i) >4
1+ 3\7

n

;; La suite (U, ) est définie par U, =1 et U ,, =,/U} +2—1n

1) Montrons par récurrence que pour tout neIN" ona: U, >1
Pour n=1 ,U,=121

Supposons que U, =1, montrons que U, ,; >1

U, 21 = U2 >1,c0mme—1—>0d0nc U’ +i>1+i>1

n

n+l =

o |02 +—é—1; 21U, 21.

Conclusion: pourtout ne N ona: U, 1.

1

(—— +L-U2
2" 0
‘f +—+U ‘f +—+U

d’ou la suite (U, ) est strictement croissante sur IN".
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Suites réelles solutions

1 L
3) Un+1 —Uﬂ - 2 211
Uit au Y * s
U, 21 S
Ona: :>U11+U"+1>2<:> <3
U11+1 >1 n + Un+1 2
1
211 1 s N 1
U, +U < 211+1 d’ou Un+1 _U“ < 2"+1
n n+l
et par suite U'n+1 < U" + 211+1
1
0<Un+1 "Un< 2n+1
Ona: donc lim (U,,,-U,)=0
n—+o
lim 0=0et lim ——=0
n~>+ow n—>+oo 2“

4) Montrons par récurrence que pour tout ne IN" ona: U? = 2[1 - (%) ]

Pour n=1,Uf:2{l—[éjJ:lvrai
) 1 n s 1 n-+l
On suppose que U, =2{1- Py , montrons que U, , =2{1~ 5
U§+,:U§+i=21—(l +i=21—(lj —
211 2 2n 2 2n+l

d’oa U2

1
n+l < 2{1 - o+l } '
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Suites réelles solutions

Conclusion: Pourtout neIN" ona: Uﬁ = 2(1 - (%) j

]
UZ = 2(1 - (%] ] <2 alors|U, | < V2
donc (U, ) est majorée par V2 et croissante donc elle converge.

ona: U’ =2{1—(—;—j } comme U, est positif

alors Uu = 2(1 —(%) \} donc
. ) 1 n . 1 n
lim U = lim 2[1 - (EJ \] = \/—2_car lim (—2-) =0

U, +9- ~3U, +9
1) Un+1 _3: 3 n + 6Un = 3 n +

2U 20

n n

-3
U, -3=——(U, -
n+l 2U“( n 3)

Montrons par récurrence que pour tout ne N, U, >0.
Pour n=0, U, =1>0

Supposons que U, >0, montrons que U ., >0

30U, +9
w1 =————>0car U, >0
Conclusion sPourtout neIN,U, >0
-3 -3
donc <0 etcommeona: U, —3=2——(Un -3)

n n

donc U ,, —3etU -3 sontde signe contraire.

n+l

59



Suites réelles solutions

Montrons par récurrence que pour tout peIN ona: U,, <3<U, ;.

Pour p=0; U,=1etU, =6doncona: U, <3<U,
<3<U

2p —

Soit p € IN ,supposons que U
U <3<U

2p+2 —

2p+1 €L MONLrons que
2p+3°

Ona: U,,, —3 et U, -3 sont de signes contraires donc pour

n=2p+1 ona: U,,, -3 et U,,, —3 sontde signe contraire

Or U, ., —3=0 d’aprés I'hypothése de récurrence donc

2p+!

et par suite U, <3.

De méme pour n=2p+2 ona Uys —3 et U,,,, —3 sontde signe

contraire or U,,,, —3<0 donc U,,,; -320.
Cest-a-dire 3<U,,,; d'oulU,,,, <3sU, ;.
Conclusion : pour tout pe N ona: U, <3<U, ;.

2) Si(U,) converge vers £ alors (U,,) converge vers £ et (Uy,,,)
converge vers £ ona: U, <3<U,

d’ol £<3<fdonc £=3

3)Ona U,, £3<U,,,

Sinest impair, U, =U,,,; 23>2 donc U,,,, 22

Sinestpair, U, = Uzp , montrons par récurrence que U, =2 pour
tout pe IN".

30U, +9
Pour p=1 ,U2=—1+—0r
2U, 2U,

donc U, =% > 2 vrai

Supposons que U,, > 2, montrons que U, ,, =2
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Suites réelles solutions

3Uzpy +9 3Uppn +9-4U,,,, —Uyy +9

U2p+2 -2= -2= =
2U2p+l 2U2p+l 2U2p+l
3U,, +9 9 3U,, -9-18U,,
__—h__.l_ —
2U,, 20, 15U,, -9
- 5 30z +9 © 06U, 418 6U, +18
2U,, 2U,,
Ona: U,, 22 &15U,, 230 15U, -9>21>0
de méme U,, 22 6U,, 212 <:>6U2p+18230>0
donc U,,,, —22=0 etparsuite U,,,, >
Conclusion :  Pour tout pe IN” Uy, 2
Ona: U,,, 22etU,, >2 pour tout pelN’

donc U, >2 pourtout neIN".

n-2
4) Montrons que pour tout n>2ona: ]Un—3]_<,(%j
9 3
our n=2,U, -3=|=-3==
d -3 l4 I 4
3 0
donc |U2—3ls(zj =1 vrai

n-2 n-1
On suppose que IUn —3|S(%j et montrons que ‘U“Jr1 —3] s(%j :

=—3-|Un -3.
2U

n

| _|3U +9 _|—3U +9| -3 @ _s
AT | 2u, | feu

Ona: U, 22 <:>2Un24<:>—1—Sl<t:>~3—ﬁé
2U 4 20 4

n n
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Suites réelles solutions

n-2 n-1
S DR C

n-1
et par suite |U“+1 - 3|s(%) :

n-2
Conclusion : |U“ - 3| S(%J pourtout n=2.

-2 n n
5)OnalU, -3 s[ij [Ej et lim (ij =0
: 4 4 n—o+o\ 4

donc lim (U, -3)=0 etparsuite lim U, =3

n—>+0 n—>+o0
1., 1 3
DU,,,==U,+=U,;VnelN;U;>0; U, =—
2 2 4
a) Montrons par récurrence que : VneIN,0< U, <1
3

Pour n=0 , U, :Zdonc 0<U, <I.

Supposons que 0<U, <1 et montrons que 0<U ,, <1

Ona: 0<U, <lalorsO< U2 <1 et par suite 0<—;—Uﬁ <-;— (1)

de méme 0<U <1 donc O<%Uu <—;— (2)

d’apres (1) et (2) 0<U,,, <1.
Conclusion: Pourtout neIN,0<U, <1
by U,,, -U, =%U;’; +%U“ -U, =%Un (U, =1)<0 donc (U,) est
décroissante.

c) (U,) est décroissante minorée par O donc elle est convergente, soit £

sa limite.
{=1m U,
n—>+o0
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Suites réelles solutions

U, =f(U,) avec f(x) =—;—x2 +%x est continue sur IR

U, e]O,l[C]R et Le [O, 1] donc { est solution de I’équation ¢ =f(¥)

Leulisy ol on=0o0=0our=1
20 2

Ona: U, :—3 et (U, ) est décroissante donc pour tout n >0

onaU, <U, =% et par suite  lim U, S% donc lim U =0

n—>+w n—>+o0

Tu, =lyrily Ty
2 8

d) U ==
) n 2

n+l

7
Un—l SEUII—Z
7
U] SgUO

Comme tous les termes sont positifs, en multipliant membre &

membre on trouve : U < [%) ‘U,

0<U, s(]—) ‘U,
8

donc on a: donc lim U, =0

lim 0=0 et lim(zj U, =0
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c) U

ona: U, 2>

Suites reelles

solutions

a) Pour n=0,U0=—j—>1 vérifié.

Supposons que U, >1, montrons que U, >1.

1 1 1
U, -1==0U2+-U, -1==(U, -)(U, +2)>0
n+l 9 n P n 2( n )( n )
donc U, >1

Conclusion : Pour tout neIN, U >1.

1
Un+1 _Un =—U121 +1Un —Un =
2 2

Donc (U, ) est croissante .

1
2

Uﬁ—%Un:%UJUn—D>O

b) Montrons que (U ) n’est pas majorée.

On suppose que (U, ) est majorée équivaut a dire qu’il existe

MeR telque, VneIN,U, <M

Dans ce cas (U ) est convergente, soit £ sa limite d’apres

précédemment (=0 ou =1 d’autre part (U, ) est croissante donc

¥Yn>0 alors U, 22U, =§

. 4 . . . .
Donc lim U, =¢ 2—3— impossible donc (U, ) est une suite croissante
n—>40

non majorée donc elle est divergente vers +oo.
7 1 7

n+l _——Un :—_U?\ +_1_Un __bUn
6 2 2 6

—lU" U, ~£)>0.
2 3
7
Donc U, >gU" ; VnelN

U

n-1

= IS
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Suites réelles

7
Un-l 2_6"Un2
7
U, 20,

Tous les termes sont positifs, en multipliant membre &4 membre on

trouve : U, 2(%) U,.Or lim (1) =+ donc lim U, =+

n—>+e0 6 n—>+o0

U,=2etU,, :2+—I—J3~,V nelN

D) Pourn=0 ; U, =222 vérifié.

Supposons que U, =2, montrons que U, >2.

n+l

Ona: U, >2donc —3~20 et par suite 2+i22

n n

doulU, ,22.

n+l

Conclusion : Pour tout IN, U >2.

2) f(x)=2+>; D, =R".
X

solutions

3 . , . * : 1
f'(x) = —— <0 donc f est strictement décroissante sur IR * en particulier
X

sur IR} .
3)a) V, =U, ,pourtout nelN.
Pour n=0; V,=U, =2<3. Vérifié.

Supposons que V, <3, montrons que V _,, <3.

n+l

V,<3 < U, <3.
or la suite (U, ) est définie par la relation U _,, =f(U,).

et comme f est strictement décroissante sur IR,
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Suites réelles solutions

alors f(U,,)=f(3)=3 équivaut a dire que U,,,; 23
alors f(U,,,;y <T(3)

<:>[J2n+2 S3 <:>U'2(n+]) <3

orUypy =V

n+l

d’ou V,,, <3
Conclusion : Pourtout neIN, V_ <3,

b) Montrons par récurrence que V,,, =V, pour tout n€IN.

Pourn=0 ,V1=U2:2+iorU]=2+_3_—l

U, U, 2

donc 'V, =2+g:?.

V,=U, =2donc onabien V,>V,.
Supposons que V., 2V, , montrons que V, , >V,

V,. 2V, etcomme fest strictement décroissante alors

£(V,) SE(V,) © (U pes) SE(U,)

& Upyus SUpu = £(U55)2(Uy,,,)

< Ujnpa 2 Uz 0rUgyuy =Upug) = Vi €U0 = Usuny = Van
d’ou V,,, 2V,,,.

Conclusion : Pourtout neIN,V, ,, >V, etparsuite (V,) est

strictement croissante.

4)21) |Un+1 —3!: 2+i_3|:’_—Un+3 :,Un _3| :lUn _3,
Un Un IU“I Un
orU, 22 < —I—Sl
Un 2
donc U11+1—3|=MS1|U11—3‘,
U 2



Suites réelles solutions

b) Montrons par récurrence que V ne IN ]Un —3]s(§) .

1 0
Pour n=0 | U, —3}:15[5) =1 vérifié.

1 n 1 n+l
Supposons que |Un —3'5 3 , montrons que [Un+1 —3[5 )

n n+l
Ona: |Un+,—3|sl|U“—3|si-(~1—j s(lj
2 2 (2 2

1 n+t
d’ol U,H,—3|s(zj .

Conclusion : | U, -3 ] S(—;—) pour tout n e IN .

1"
lUn—3lS(5j donc  lim (U, —3)=0

Ona: dot lim U, =3
111’1’1 (_) — 0 n—>+c0
n-—>+0\ 2

lim V, = lim U,, =3.

n—->+eo n—+o0

5) S, =lZUk :
=

Ona: |Un—3|s(1) < —(—1-) sUn—3s(lj
2 2 2
o 3~(lj sUns3+(l)
2 2
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Suites réelles

solutions

2 2
3~(1J <U, 334{l
2 2

-(5] <u, <3+(5]
2 2

En faisant [a somme membre 4 membre on obtient :

1 : 1 2 1 !
(3+....+3)—{(—j +(—) +...+(—) ilsU]+U2+...+Uns(3+..
2 2 2

n 1) " B
c’est-a-dire Z 3- [—j <nS, <) |3+ (—J
k=l 2 k=1 2

<nS, <3n+—

1-— 1-—
2 2

= 3n—1+(lj <nS, §3n+l—(l)
2 2

= 3—i+l(lJ 33“33+l__1_(lj (1)
2 2

n n

1im[3_l+l(lj J:s @
n—>+0) n n\2
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Suites réelles solutions

1im[3+-l-—l(lj }3 -
N—>+0| n n\2

d’aprés (1);(2) et(3) lim S, =3.

U, -3
6 - n
) 4, U +1
2+—§——3 —l+—i—
a) q _ Y+l 3 n _ Uu _ _Un +3
U+l 5,3 1 5,3 3U,+D)
U

PP . 1 .
donc (q,,) est une suite géométrique de raison — 3 et de premier terme

——l et de terme général —(—lj(—l ' —(—ljnﬂ
qO 3 g qn 3 3 3 *

U -
b) 9, = . > < q, (Un +1)=Un -3 & Un (qn _1):_qn -3

U, +1
dorU, =—dn =3 _du*3
qn_1 1_qn

n+l
(—lJ +3
3 .

et par suite U, =

g(x) =—Z(—2 et (U, ) la suite définie par U, =1 et
+X+X

U,,;=g(U,) pourtout neIN.
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e w2 3 2.3 .
Da) gr)-x=2"2"E X _TF TE <0 ; vxe[04o0]
I+x+Xx l+x+x
donc g(x)<x pour tout xe[0,+oo[.
L2 3
g(x)=xc>g(x)—x=0<:>—x—x—2=0.
1+x+x

o-x*(1+x)=0cx=00ux=~1 Arejeter
d’oiSy =1{0}

b) Montrons par récurrence que U, 20,Vne N
Pour n=0 ; U, =120, vérifié.

Supposons que U, >0, montrons que U ,, =20.

U,]20:>1+U,1+Uﬁ20:>———t—j"——220
1+U, +U;

doulU,,, =0.

n+l
Conclusion : Pour tout U >0 donc d’aprés 1) a)

g(U)<U, <U,,,<U, donc (U,) est décroissante.

(U,) est décroissante, minorée par 0 donc (U, ) est convergente

vers £ .

lim U, =¢.

n—>+0

g(U,)=U,,, avec g est continue sur R _ .
U,eR, etparsuite LeR,

Donc £ est solution de I’équation £=g(¢) d’ou £=0 d’apres 1) a)

1 1
1 n a n
Z)a) (—j: n = n =
" n 1+1+L2 n+n+1 n?+n+1
n n n?
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(_I_J_ I n 1 _n2+n—n2—n—1_ -1 -
n/) n+l n’+n+1 n+l @+D)@*+n+1) @+D@>+n+])
« (1 1
Donc:VnelN ,g — |[<——.
n;/ n+l
2 , 1—X2 .
sur[O,l] (l+x+x")ona: g(x)z———~—2—2—20 donc g est croissante
(1-x+x°)

sur [O, 1].

b) Vérifions I’inégalité pour n=1
U, =1 S% donc vraie.

1
Supposons que pour tout neIN" ona: U —

nl—

‘.:t

Montrons que U, < .
n+1

Ona n2>1 donc O<—1—s1 d’on le[O,l]
n n

<1

n-1 =

Comme (U, ) estdécroissante et U, =1 donc U

Or U, , >0 dod U, e|o0,1].

n-1 =

<

n-}

- g est croissante sur [0,1] ; 1 et U _, e [0,1] et U
n

5| —

Donc g(U,,_JSgH
n

Or g[l)s !
n/ n

0 et g(U,,)=U,douU, <

n+1
Conclusion : YneIN", U_, __—1—
n
U -Ul(1+U
0)-U,,-U =P U __PL(___P_}_

P 2 P 2
1+Up+Up 1+Up+Up
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2
U (1+U,)
2
o1 ___1_:Up_Up+1 :1+Up2+Up 14T,
Ui Uy Up-Upn Uy
1+U, + U]
On saitque U, >0 ouencore U, +1=1
. 1
par suite —-—21.
p+l Up

d’aprés (b) U_ < ! alors U +1$—1~+1
P p+l P 1

p+
. 1 1 1
par conséquent ——<—1
pil Up p+1
. 1 1 1
Conclusion : VpeIN; 1< ——<—t1
p+l Up p+1
IR LIS S S
u, U, 1
T P
u, U, 2
st -t clig
u, U, 3
LI SR
Un n-1 n
On additionne membre & membre et on simplifie on obtient :
11 1 1 1
n<————=<n+1l4+—+=+-+—
u, U, 2 3 n

Comme U, =1 on conclut que :

—nS-——lSn-l~1+l+l+~--+l
8) 2 3 n

d) Vérifions I’inégalité pour p=6 ona J6 S% vraie
Supposons que I'inégalité est vraic pour n>6.

Ouencore 4/p < p_z—l_ ;  Montrons que +/p +1 S% .
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2

11 suffit de montrer que p+1< —1?4— .
2 2
p° 4dp+4-p
+) -
(p+D 2 2
L’hypothese de récurrence donne que p* <———— (- 2 D’
p> —2p+1

ou encore p <p2 < 1

p<(p? —2p+1)-% donc 4p<p’ -2p+1

dp+4-p? <(p2 -2p+1)+4-p°
4 a 4

4 —-p? -
ou encore p+;1 P < 23{+5<0

Car p>6 soit —p<—6 ouencore —2p+5<-7<0.
2

On conclut alors que (p +1) —24— <0 ouencore 4/p+1 <§

par suite

-1
Conclusion : YpeIN , p=6 ona JBSB——

2
o +1-p
) p+1—\/5 ,/§+ \/— 1/p+1+\/—
p

Pour p>6 on sait que \/;s-—;—— et \/p+1<=.
donc W+J§Sp—13p.

\/ﬁ+\/_ g soit \/F—\/—>—
«/7—«/325
-T2

[\S)

~

\/n+1—\/52—1-
n

On additionne membre 4 membre.
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On obtient :vn + —\/—6—2%+_}7+...+._
Soit w/n+12\/g+é+%+...+l
n

Comparons J6 et 1+l+l+l+_1_.
2 3 45
V62244 ettt tililoong
2 3 4 5
1 1. 1 1
d’ou V6>1+—+—+—+—
Ve 2 3 45
. 1 1 1 1 1
Conclusion: vn+121+—+—+—+—=+ - +—
2 3 45 n

e) On sait que n£~1——1Sn+l+%+--~+l

n n

soitn+1s61—5n+2+%+---+13n+1+w/n+1
n

n

1
ou encore >U. >

1
n+l " n+l+n+l

>nU, >——— et lim =1
n+1 ! n+1+\/n+ -0 + 1
n n
et lim = lim =1 donc lim nU, =1
nN—>+w0 n+ 1 + ,’n +1 n—>+ow ( 1 1 1 ] n—>+oo
nl+—+,|—+—
n n n?
v @1) f est définie, continue et dérivable sur ]0, + o0 [
1 A
f'(x)=——<0
X
X 0 . 4o
f'(x) -
+
f(x) \ 1 ________
2) Pour construire les termes de la suite, s
nous avons besoin de la droite -
d’équation y=x. J
U, >U, et U, <U, donc U, n’est
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Suites réelles solutions

pas monotone.
Il semble que U, converge vers a,

abscisse du point d’intersection de A
etCs.

3) o€ A alors f(a) =a ouencore o est
. . . 1
solution de I’équation 1+ —=x
X

soit x> —x—1=0 (x>0)

l—ﬁ 1+J§ 1+J§

‘ . . 3
Cette équation a pour solution 5 et 5 donc a= 5 >—2—

Conclusion : a=l+1 et oc>£.
o 2

4)a) U, =121 donc la propriété est vraie pour n =0
Supposons que U, =1, montrons que U, =1

:1+L or L>O donc U_,, >1.

n n

Conclusion : vnelN, U, >1.

U

n+l n+l

b) U —(X=1+L—O(,=1+L—(l+1j
U

n+1
n n a

-U
SR N el Y N TS
U, a o-U, oU
c)U,=2let a>0 donc aa-U, >0

-1

n

Comme U,,, —a=—— (U, —a)
a n
donc (U, —) est de signe contraire a celuide (U, —a).
d)Si U, <a alors U ,, >a donc U, <U
deplus U, , <a donc U,a>U,

donc la suite n’est pas monotone.
Si U, >a alors U ,,<a donc U, >U,,, deplus U ,, >«

Donc U,,, >U,,, donc la suite n’est pas monotone.

n+l

||U of

5) a)>|Un+1 —CX| | U

or |oc|2é et |U,,|21 donc ]ocU“|2—3—
2 2
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Suites réelles solutions

d et finalement |U

n+l!

ol ——<— —oa|sg|U“ —ocl
o, | 3 3
b) Vérifions la propriété pour n=0.

0
O<|U0—als(§j -|U0—oc‘ vraie pour n=0

Supposons que pour tout ne€IN, 0< lUn - ocl < (—i—] |UO - OLI

D’aprés 5) ona |U,,, —af s§|U“ —q

et d’aprés I’hypothése de récurrence on obtient

2 2 n
U, —on|£§-(§] U, —af

2 n+]
dot [U,,, —als(—gj U, —of

Conclusion : Vne N, OSIUn —a'S 2 -|U0 —OLI
3

n—>4c0

c) h'm(%j =0 et os[un—oqs@j U ~af

donc lim |Un —ocl =0 d’ou U, converge vers o

n—>+oo

1—3‘=l donc |U,,—oc|£l-(gj .
2| 2 2 3

6) On sait que on — oclS
On pourra affirmer que U sera une valeur approchée de o a 107% prés, dés
que 1(2— <1072 c’est A dire (gj <2-107

2 \3 3
2 9
pour n=9, (Ej =2,6-107%>2-1077
) 10
pour n=10 ; (EJ =1,7-1072<2-107?

d’ott n, =10, U,, =1,617977
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Dérivabilité Résumé de cours

Chapitre III
Dérivabilité
I) Dérivabilité :
W Définition : f est dérivable en x, < Tim -0~ 1X0) _ 5 gnay
X>Xg X—Xp
et £ s’appelle le nombre dérivé de fen x,, noté : f'(x,)=2.

M Théoréme :
Si f est dérivable et strictement positive sur un intervalle I de R

Alors /T est dérivable sur I et («/F )'=L .
2t

M Dérivées usuelles :

Domaine
Fonction Domaine de définition Dérivée de
dérivabilité
Xl|l>a
(aest R x>0 R
constante)
Xl>x R x|->1 R
x|—x" -
IR -l lR
nelN;n>1 n-x
I " — 1t "
X 1= _n X l—> n+l ]R
X X
Jx R X > — R"
X|I—=>vX
| + 2& .
x > cos(ax + D) .
X | —asin(ax +b) R
X b>sin (ax+b)
X > acos(ax +b) R
™
x> tg(ax + b} I={xeRtquueax+b¢—+knkeZ} )
2 x> a(l+tg” (ax + b) I
x |- cot g (ax + b) l={xeRtquueax+b¢knkeZ} 2
X |—> -a(l + cot g~ (ax + b)) I

M Théorémes de dérivation :
Soient u et v deux fonctions dérivables sur I, I intervallede R, LeR.
Les fonctions suivantes sont dérivables sur I et le tableau donne I’expression
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Résumé de cours

des dérivées.

Fonction Fonction dérivée
U+V U+Vv'
AU AU
uv uUv+uUv
nez, U” nyg™y
1 V"
Vv - W
(V ne s’annule pas sur [)
U , u'v-v'u
vV Vv?

M Dérivée d’une fonction composée :
Soit U dérivable sur I, V dérivable sur J et pour tout x eI, f(x)elJ

alors Vo Uest dérivable surI et (Vo U)'=U'x(V'U).

II) Accroissements finis.

M Théorémes des accroissements finis :

Si f une fonction continue sur [a,b] (a <b) et dérivable sur |a,b|. Alors il

f(b) —f(a)
b-a

existe au moins un réel ¢ e]a,b [ tel que f'(c) =

W Inégalités des accroissements finis :
o Si f est dérivable sur un intervalle I et s’il existe deux réels m et M tels

que pour tout x €I, m<f'(x)<M Alors

Pour toutaet bel (a#b) ona :ms———f(bg —f@) <M

—-a
e Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I et s’il existe un réel
k>0 tel que Vxel

|f’(x)|sk alors pour toutaetbdel ona lf(b)—f(a)|sk|b—al

e Théoréme :

Si f est une fonction continue sur un intervalle I et f(x) =0 alors f garde un
signe constant.

Approximation affine

Définition : Soit f une fonction dérivable en a

Une valeur approché de f(a+h) = f(a) + f'(a) x h

On dit alors que f(a) + '(a) x h est une approximation affine de f en a.
Exemple :

1) Déterminer une approximation affine de JI+h pour h voisin de 0.
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2) En déduire une valeur approchée de /1,002 .
Solution :
1) On considére la fonction f(x) = Jx

Vx €]0,+oo[,f'(x)= L

2%

Une approximation affine de fen 1 est (1) h + f(1) = —;—h +1

D’ou 1+ =%h+ 1

2) /1,002 =4/1+0,002 :%x0,002+1=1,001

Réflexe :

Situations Réflexes
Si f est dérivable en a alors
£(a) = lim 0@
X—»a X - a

On applique le théoréme de
dérivation d’une somme, d’un
produit, d’un quotient ou d’une

Comment étudier la dérivabilité composée.
d’une fonction sur un intervalle 1 ? | Pour les valeurs a ol aucun de ces
théorémes ne permet pas de

conclure, on utilise hmw
X—a X - a

Comment calculer une limite a I'aide
de la dérivée ?
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ENONCES

QCM
Soit f une fonction dérivable sur [-2,2] dont le tableau de variation la fonction
f est:

X -2 -1 0 1 2
1 0
e \OI\A | /l/'
-2
On a alors :

1)a) f(-2) <f(-1) b)f(-1) <f(0) ) f(0) < f(1)
2) La (¢ admet exactement deux tangentes paralleles a la droite d’équation.
1 1 1
a)y=-3 b)y % Q)y=--%
3) Si f(-2) > (2) alors pour tout k € }f(2) , f(-2) [ I’équation f(x) = k admet dans
[-2,2]
a) exactement une solution b) exactement 2 solutions
¢) Pas de solutions
Vrai - faux. Dire si chacune des propositions est vraie ou fausse
et justifier votre réponse.
1) f continue en a alors f est dérivable en a.
2) f est continue en a alors f n’est pas dérivable en a.
3) f n’est pas continue en alors f est dérivable en a.
4) f n’est pas continue en alors f n’est pas dérivable en a.

V 1) Soit g la fonction définie par g(x)=x+Vx* —1.
p

réciser les demi-tangentes, aux points d’abscisses 1 et —1 & la courbe
représentative de g.

2) Soit h définie par h(x) = |x2 + x} .

Préciser les demi-tangentes aux points d’abscisses O et —1 & la courbe de h.
En utilisant les théorémes sur la dérivation.
W Déterminer le domaine de dérivabilité et la fonction dérivée de
chacune des fonctions suivantes :

1+x ) .2 i _sinx
T3 Dhy=x Jx o 3) g(x)= N
2

4) E(x):cos( f ) . 5) k(x)=xcos(x?) ;6) (p(x)zlsin[-l—]
1 X X

X"+

1) f(x)=x

Montrer que f(x)=0 admet une solution unique sur I’intervalle I.
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a) f(x)=v2x> +1-2 sur[0,2].
b) f(x)=2x—2cosx —1 sur[O,g}
;;En utilisant I’inégalité des accroissements finis.

cos(lr-+hJ—l £|h|.
3 2

2) Montrer que pour tout X € [0,% } ,ona: x<tgx £2x.

1) Démontrer que pour tout he R,

Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur [O, 2 ]
Vérifiant £(0)=—1 et f(2)=1, et telle que pour tout x €| 0,2 ]

1 3
—<f'(x)<=.
2 (x) 2

En appliquant le théoréme des inégalités des accroissements finis sur [0, X ]
d’une part, et sur [x, 2 ] d’autre part, montrer que la courbe représentative de
x = f(x) se situe nécessairement a I’intérieur d’un parallélogramme & définir.

va 1) Soit la fonction f définie sur I’intervalle [0,%} par f(x)=sinx.

a) Déterminer le sens de variation de la fonction dérivée f'.

b) Soit ue {O,%J . Déterminer un encadrement de f'(x) sur I’intervalle

[Qu].
¢) En appliquant I’inégalité des accroissements finis montrer que

ucosu<sinu<u (1)
2) Soit la fonction g définie sur I’intervalle [O, 5} par g(x)=cosx.
a) Déterminer le sens de variation de la fonction dérivée g'.

b) Soit ue [O,g—] Déterminer un encadrement de g'(x) sur I’intervalle

[0, u ]
¢) En appliquant I’inégalité des accroissements finis, montrer que
I1-u?<cosu<l 2).
3) a) Déduire de (1) et (2) que u—u’ <sinu<u.
b) En déduire un encadrement, par des nombres décimaux de sin 1°.
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;;l) Déterminer une approximation affine de sin (%+h) pour h proche de 0.

2) Déduire une valeur approchée de sin 31°. Comparer le résultat trouvée avec
celle d’une calculatrice.

(Rappel : 1° correspond a %rd).

'; f définie sur IR — {-5} pour f(x) = 2

x+5
1) Déterminer une approximation affine de f voisin de (-1).
2) Démontrer que pour -1 < h < 1. L’erreur commise en remplagant f(-1+h) par

f(-1) + h f(-1) est majorée par —zlzhz .

? Soit f définie par f(x) = v2x+1
1) Déterminer I’approximation affine de f(h) proche de 0.

2) En déduire une valeur approchée de 4/1,00024

V nelN";  fx)=(1+x)"
1) Donner une approximation affine de f puis de g voisin de 0.
2) Donner une valeur approchée de 1,0003

3

W f est la fonction définie sur]l, +oof f(x) = —X_l
X-

1) a) Déterminer la fonction dérivée de f.
b) Etudier les variations de f.
c¢) Déterminer les extremums de f.
2) Etudier les limites de f en 1 et en +co.
3) € est la courbe représentant f dans un repére orthonormal.

. . 1 R
a) Démontrer que la droite D d’équation y = x + 3 est asymptote a la

courbe € en +o0.
b) Situer la courbe { par rapport  la droite D.
¢) Tracer la droite D et la courbe C.

vw f est la fonction définie sur D =IR — {-1} par : f(x) = lx + 2| + ——lﬁ
X

¢ est la courbe représentative de f dans un repere orthonormal.
1) Calculer £°(x) lorsque :
a) X appartient & ]-00,-2([
b) x appartient & 1-2,-1{ UJ-1,+00{
2) En déduire 1’étude des variations de f sur J-oo, -2[ ; ]-2,-1{ et ]-1,+00[
3) a) Montrer que f est dérivable & droite en -2 et que le nombre dérivé a droite
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de f en -2 est égale 4 0.
b) Montrer que f est dérivable a gauche en -2 et que le nombre dérivé a
gauche de f en -2 est égale a -2.
c) Interpréter graphiquement ces résultats.
4) Etudier les limites de f aux bornes de D.
5) Dresser le tableau de variation de f.
6) Montrer que la courbe £ admet des asymptotes obliques D et D’.
7) Tracer les droites D, D’ la courbe £ les tangentes remarquables et b
I’asymptote verticale.

Soit la fonction numérique g définie par: g(x)=x +1+vx? +2x et

(C ) la courbe représentative dans le plan rapporté a un repére

orthonormé (O, 1, j).

1) a) Déterminer le domaine de définition de g.
b) Etudier la dérivabilité de g a droite en O et a gauche en —2.
c) Donner le tableau de variation de g.

2) a) Montrer que la courbe (C ) admet une asymptote oblique (D) au
voisinage

de + .

b) Etudier la position de (C ) par rapport a (D) relativement & IR , .

¢) Construire la courbe (C).

Soit f:R >R ; x> 2x-14x*-5x+4

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe C dans un repére orthonormé
R(O, 1, j)
2) Soit le point O'(%A) ;Ecrire I’équation Y =F(X) de la courbe C dans le

repére R'(0', 1, j).

3) Ecrire une équation de la courbe C ' dans le repere R' symétrique de C
par rapporta O'.

4) Soit I'=C UC ', Ecrire une équation de I dans le repére R'.

B S Y

5)Soit I=1i+j et J=1+3j , Ecrire une équation de I' dans le repére

- >
R"(0',1,7J). En déduire la nature de I.

&3



Dérivabilité Solutions

CORRIGES

1 I 0
(%)
0 - -1
f(x) + + S [0)

) | T

) .
1) La réponse est@ f est strictement croissante sur [-2, -1] donc f(-2) < f(-1)
2) f(-1)=0et£(2) =0 donc Cf admet deux tangentes honzontales qui sont

parallelesd A:y= 51~ donc la réponse est@

3) La réponse est@ : d’aprés le tableau de variafion la droite y =k coupe la
courbe de f en un seul point.
1) Faux : f(x) = ]x| continue en 0 et n’est pas dérivable en 0

lim—= fx) _ hm —hml 1
0t x o X

lim (X)—hm =lim-1=-1#1
0" X 0 X 0

2) Faux : f(x) = x> continue et dérivable en a.
3) Faux : car f n’est pas continue = f n’est pas dérivable.
4) Vrai .

V)La fonction g est définie sur |- co ~1]u [1+oo[par:
g(x)=x+vx* -1,
[ g(x) - g(l) X +vx? -1-1_ +\/x2—1

x -1 x—1 x-1

Comme x —1>0 ona: x —1=4/(x-1)?
go-g®_, JOe-DE+D o go-g® _,, [x+1
x-1 /(x-—l)z x—1 x-1

* Si xe]1,+oo
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. x)—gd . L N .

donc lim &{i(l =+o0 par suite g n’est pas dérivable a droite en 1
x—1* X —

mais sa courbe représentative admet en ce point une demi tangente

verticale (paralléle & (yy')).

. g(X)—g(—l):X+\/xz ~141 x? -1

¢ Si xe]—oo, 1+
x+1 x+1 x+1
f 2 gx)—g=1) x-1
Comme x +1<0 : x+1=—/(x+1)" et =2 A=1— [—
x+1 x+1
d’ot lim —Mz—w donc g n’est pas dérivable a gauche

x=>(=1)" x+1
en —1 mais la courbe de g admet une demi tangente verticale.

2)h(x)=| x? +x(=| x(x +1)| définie sur IR .
Si xe|-o0,~1]u[0,+w[; h(x)=x? +x
Si xe[-1,0], h(x)=-x? —x
e Larestriction h, de h sur ]— o0, —1 ]u [O,+ © [ est définie par :
h, (x) =x? +x est dérivable sur |—co,—1 [u[0,+ 0 [ car c’est un
polyndme et hj(x)=2x +1.
D’ou la fonction h est dérivable sur |—oo,—1 [U[0,+ [ et dérivable a
gauche en (1) etadroite en O et h, (-1)=~1, hy(0)=1.
— La courbe de h admet au point d’abscisse (~1) une demi tangente a
L x<-1 . x<-1
gauche d’équation :{y b, ()(x+ 1) + h(-1) soit {y 1
—La courbe de h admet au point d’abscisse O une demi-tangente a
x>0 . |x=0
y =hj (0)(x) + h(0) {y =X
e h, la restriction de h sur [—1,0 ] est définie par h,(x)=~-x2 —x
h, est dérivable sur [~1,0] et hy(x)=—2x~1 donc h est dérivable sur
J-1,0[ et hiy(-1)=1 et b, (0)=-1.

— La courbe de h admet une demi tangente & gauche au point d’abscisse

0d x<0 x<0
- équation - .
(0) d’équation y=h (0)x + h(0) soit v x

— La courbe de h admet une demi tangente & droite au point d’abscisse

droite d’équation : {
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x>-1 . {XZ—l

—1) d’équation : t
(~1) d’équation {y:hg(—l)(x+l)+h(—1) soi

y=x+1

est dérivable et strictement

1)La fonction rationnelle x —— i b
-X

o . + X L.
positive sur ]— 1,1 [ donc la fonction x ——> est dérivable sur

cet intervalle.

f est le produit de deux fonctions dérivables sur ]-1,1 [ donc fest
dérivable sur cet intervalle.

(1-x)-0+x)(D

2
Pourtoutxe]—l,l[;f'(x)=1f1+x+x a-x)
1-x 1+
2
1-x
doncf’(x)=1’1+x+ x 1/1 X,
1-x  (1-%x)* V1+x

2) h(x)=xVx ; Dy =]0,+ oo
h est le produit de deux fonctions dérivables sur ]0, + 00 [
donc h est dérivable sur cet intervalle.

5%2

NES

donc h'(x)=

Pourtoutxe]0,+00[ h'(x) = 2x«/—+

J—

sin X

3 g ()—&

g est dérivable sur ]0,+ oo [ car c’est le quotient de deux fonctions

» Dy =]O,+oo[.

dérivables sur ]0,+ oo [.

\/—;COSX -

sin x

Pour tout x € ]0,+[; g'(x) = 2\/—— _ 2xcosx —sinx
2xv/x
2
HX 1 fonction rationnelle donc # est dérivable sur IR
x? +

et x —>cosx est dérivable sur IR .
d’ot £ est la composé de 2 fonctions dérivables donc £ est dérivable
sur IR

et K'(x)=—2x(X - ZX(X) ( x’ J— 2x sin( ?2 J

(x> +1)? x? +1 (x* +1)? x? +1
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5) x b—>x’ polyndme dérivable sur IR ; x —>cosx dérivable sur IR
donc k est dérivable sur IR .

k'(x)=cos(x?) + x - (2x)(-sinx?) =cosx* — 2x? sin x*
6) x I———>l dérivable sur IR".
X

et x ——>sinx dérivable sur IR donc ¢ est dérivable sur IR "

s~ 1y, 1 1 1 1 | 1 1
d’olt ¢'(x)= —— |sin—+—| ——cos| — | |=——sin| — |- —-cos — .
X x x{ x X X X) x X

2 2
V a) f est dérivable sur [O, 2]. f'(x)= 0x = 3x >0
Wax? 11 V2x® +1

donc f est strictement croissante sur [0, 2 ] et continue d’ot f réalise une
bijection de [0,2 ] sur £([0,2])=[f(0),£(2)]= [— 1,417 - 2]
or 0e [— 1,417 -2 ] donc 0 admet qu’un seul antécédent o €[ 0,2 ],

donc f(x)=0 admet qu’une seule solution.

b)f(x)=2X —2cosx —1 sur [o,ﬂ.

.. s . .
f dérivable sur [ O’E} , f'{(x)=2+2sinx =2(1+sinx) >0
car sinXx >—1 donc sinx +1>0 donc f est strictement croissante sur

T . .
i: O’_?:} et comme elle est continue sur cette intervalle donc f est une

bijection de{O,%:l sur [f(@),f@ﬂ.

Soit [— 3,m— 1] or0e [— 3,m-1 ] donc il existe qu’une seule valeur

oe l: 0,%:' tel que f(o)=0 d’ou I’équation f(x)=0 admet qu’une

. 1
seule solution sur {O,——].

Wl) On pose f(x)=cosx dérivable sur IR et f'(x)=-sinx
etona | sin X | <1, on peut donc appliquer le théoréme des accroissements

N ) . T T
finis a la fonction f sur I’intervalle de bornes —3— et h+ g
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(o)
i)

2) On pose f(x)=tgx est dérivable sur [ 0,%} et f'(x)=1+tg’x

On a donc

ou encore S] hl

i . 4
comme<x < " et tgx est croissante sur [ O,Z}

Alors 0 <tgx < tg% ou encore 0 <tgx <1

par suite 1<1+tg”x <2 soit 1<f'(x)<2

On peut donc appliquer I’inégalité des accroissements finis a la fonctjon f
sur ’intervalle de bornes O et x.

avec OSXS% ona:l-(x—0)<f(x)—f(0)<2(x —0)d’oll x <tgx <2x.

;; En appliquant les inégalités des accroissements finis en deux temps :
e Pour x, =0 et X, =X etsur [0,2]

%(x—O)Sf(x)—f(O)s%(x—O)

%XSf(X)-i—lS%X ou encore

1 3
—x-1<f(x)s=x-1(1
5 X G)=-x-1(D)

e Pour x;, =X et x, =2 et
Sur [0,2]

%(z_x)gf(z)—f(x)sg(Z—X)

1 3
—x2f(x)2=x-2 (2 T
5 (x) 5 (2) |
D’aprés (1) la courbe de f est située dans [At, At’] avec A(0,-1) et
(At):y =%x -1 et (At):y =%x —1 et (2) donne que la courbe de f est

située dans le triangle OCK avec K(0,-2) et C(2,1) finalement la courbe de
f est située a I’intérieur du parallélogramme ABCD.
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'a 1) a) f est dérivable deux fois sur { 0, Z‘—} et f'(x)=cosx

2

f"(x)=—sinx <0 sur {0,%} et f'(x)=0 < x=0
donc ' est strictement décroissante sur [O,g}

b) 0<x<u et f’ est décroissante sur [O,g} donc [0,u]

Alors f'(0)=f'(x)>f'(u) dod 1=f'(x)=cosu.
¢) f est continue dérivable sur [O,u]
et cosu<f'(x)<1 on applique I'inégalité des accroissements finis

sinu —sin0 . .
cosus—————=<lor u>0 dolt ucosu<sinugu (1)
u-—

2) a) g(x)=cosx dérivable deux fois sur [ O,—g—} , g'(x)=-sinx
et g"(x)=—cosx<0
g'x)=0<=x =g donc g’ est strictement décroissante sur [O, gJ .

b)St 0<x<u alors g'(0)=g'(x)>g'(u) d’ott 0>¢g'(x)>-sinu
c) Comme g’ est bornée sur [0, u], on peut appliquer 1’inégalité des
accroissements finis :
_sinu< cosu —cos0 <0
u—-0
—usinu<cosu—-1<0 < l-usinu<cosu <l
d’aprés (1) ona sinu<u d’ol —usinu>-u?
d’oll 1-u® <l-usinu<cosu<l
3)a)Ona: l-u®<cosu<l
alors u—u® €ucosu commeucosu<sinu<u

d’ol u—u’ <sinu<u.

3
b) =" rde 0,E done — [ L | <sin" <
180 2 180 180
La calculatrice donne :
3
T =0,017453... ; i—(i =0,017447..
180 180 \ 180
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On trouve, par exemple 0,01744 <sin1°<0,017746

W f(x) = sin x dérivable sur IR f’(x) = cos x

o (= .
alors une approximation affine de sin (-g +h) au voisinage de 0 est

f'(£)h+f (£]=£h+l , d’ou sin (E+h] :ﬂh it
6 6 2 2 6

2 2
n 30, m _m =

180° 180 180 6 180

2) 1°—>$rd donc 31°—>xrd d’oux =31 x

D’ol sin 31° = sin (£+ T j

6 180°
:ﬁxi+l=2/_—3ixo,017+l=0,515107.
2 "180 2 2 2

* gin 31° = 0,51503 avec une calculatrice.

*0,515107 > 0,51503
Donc I’approximation de sin 31° est supérieur a sin 31° avec une
calculatrice.

v@ 1) f(x) = 2 dérivable sur IR — {-5}
x+5

2
fx)= o)
f(-1+h) =f(-1) h + f(-1)

f(-1+h) = ——é h+ %c’est 1’approximation affine de f voisin de (-1).

2)*f(-1+h)= 2 __ 2
-1+h+5 h+4

1, 1

*f-1)+£(-1) xh=-=h+—=
D+ PED) xh=-2h+2

* L’erreur commise est : f(-1+h) — f(-1) —-'(-1)h
2 1.1
f(-1+h) —(-1) —~ £°(-1) xh = ——+—h-—
C1#h) (1) = (1) xh = oo

Montrons que pour touth € [-1,1]

Ona ——2—+—1~h-lsih2
h+4 8 2 24
2 1.1 1

h)= —+—~h-—-—h?
g(h) h+4 8 2 24
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gh)=

4
(h+4)

= g’ est décroissante sur [-1,1]
, -2 1 1 -16+9 6 -1
g-D=—+—+—= —<
9 8 12 72 72 72
= g est strictement décroissante sur [-1,1]

Orgly= 2oL L 1 _16=3-12-1_,

3 8 2 24 24

g’ =4h+4)°-1= +-1<0car3’ < (ht4)’ < 5°

= g(h)<0.D’ou %hz est un majorant de 1’erreur commise.

V D)= \/2x+1,‘v’xe]—%,+oo[ on a

2 1 y A 1s o
(x) il ol d’ou I’approximation de f pour h proche de 0.
f(h) =f(0) xh + f(0)
f(hy = h+1
2) /1,00024 = /1+2x0,00012 = 0,00012 +1=1,00012
D) f(x) = (1 + x)" dérivable sur IR
P(x)=n (1+x)"
Une approximation affine de f pour x voisin de 0 est :
fO)x+f(0)=nx+1douf(x) =nx+1
2) 1,00037 = (1 + 0,0003)’
=7x0,0003 +1=1,0021

Wl)f(x)= %

3

a)x > est dérivable et strictement positif sur J1,+oo[
X -
alors f est dérivable sur ]1,+o0[
Ix(x-1) x°
L1\ 2 2(2
et £(x) = (x-1 _X(Gx-3-% _ _ x¥(2x-3) 3)

x’ f 5
2 1 2(x-1y 2(x-1) (x 0

b)f’(x):0<:>x=%
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Solutions

X 1 %

+00

(x) - Q +

.. 3
c¢) f admet un minimum absolue en 5

3

£(x) \%ﬁ/

3
2) lim—— = limx? = +o0 = lim f(x) = +o0 et limf(x) = lim, /—X—l = 400
+0 1 1 X-

+0 x.] +0

2
3 2
1 %3 1 x-~1 2
3)a) imf(x) -x -—=lim,[— -x -—=Ilim
+0 2 +00 X-l

2 +o0 3
X +(x+lj
x-1 2
En développent et en simplifiant
3x+1

+
On obtient limf(x) - x 1o lim—24x-4 I+l 3
40 w 4x -4 4

o 1
fix)+x+ —
x) 5

et imf(x) + x +% = +oo donc lim f(x)-x -% =0

LadroiteD:y=x+ % est une asymptote.

x+1
4(x-1)

b)Pourx>1ona >0

etf(x)+x+%>0

V%

! j
donc f(x) — x 2>0 / ] |
d’ob § est au dessus de D. 19 3
2 2
x=1
'@ 1) a) x € J-o0, -2 [ 3 £(X) = -X — 2 +——
x+1
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1
PeO=-1- =
b)x €12, -1 [ UJ-1, 400 & f(x) = x + 2 +——
x+1
w1
fx)=1 1y
e 1
2)x e oo, -2[;f(x)=-1 r 1y

x € ]-2, l[U] 1, +oo[ f’(x)_l-(+1)2

(x+1)y-1 :x2+2x:x(x+2)
(x+1  x+1P (x+17
X>-2=x+2>0le signe de f’ est celui de x

(x)=

-00 -2 -1 0

X
400
(x) - - - ) +
f(x) \ \ /
f(x) - f(-2) X2 (x+3)(x+1)+1
3) a) lim = lim Xtl g ATOART T
2 x+2 -2y xX+2 2 (x+1D)(x+2)
2 + +2)? +
_ fim A E o G2 X2,
2 X DE+2) 2 (xHD(x+2) 2 x+1
-x-2+L+1
b) lim f(x) - f(-2) - lim x+ ~lim (x-D+1)+1 —lim Xx2-2x-1+1
27 x+2 2y x+2 27 (xF2)(x+1) e (x+2)(x+1)
- + '
T St ) S . S £(-2)

Y (x+2D)x+1) 2 x+l
c) € admet au point d’abscisse (-2) deux demi- tangentes de coefficient
f,(-2)=0et f;(-2)=-2

4) llmf(x)—llmx+2+—1——+oo car thzo
x+1 o x+]

11mf(x) = hm -X — 2+L1 =+
x+
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lim f(x)=lim- x-2+L =—]4+00=+4w
x=>-1" D x+1

lim f(x) = —o0

x—>-1"
X -00 -2 -1 0 +00
£(x) - - - +

+00 00 +00

£(x) \1.00 \3/

6) limf(x) - (x+2) = lim—1—= 0
+00 +00 X+1

= D :y = x + 2 est une asymptote pour { en +.

Hmf(x) - (-x - 2)= lim—ll-= 0= D’ :y=-x -2 est une asymptote en -co.
-0 -0 X

D

) S

T
AN

VI) a) Dg:{xe IR, telque x* +2x20}=]—oo,—2]u[0,+oo[.
by lim 0 8O) _ o x+VxTH2x X(x +2)
X

) lim 1+ —22 2 = oo,
x—>0 X x—=0 X ’XZ + 2%

Donc g n’est pas dérivable a droite en 0.

_ _ 2
lim g -g(=2) _ lim 1+____“X+2X
x=>(-2)" X+2 x—(=2)~ X+2

- lim 14—
2EDT (x4 20x? +2x

Donc g n’est pas dérivablk & gauche en ~2.
¢) La fonction x ——>x? +2x est dérivable et strictement positive sur :

94

x—=0%




Deérivabilité Solutions

I=]~00,—2[u]0,+oo[.Alors la fonction x b——>vx? +2x est

dérivable sur I et x ——x +1 est dérivable sur IR en particulier sur I
d’ot g est dérivable sur I et pour tout x €1 on a

x+1 x+1+4x® +2x
Vx? +2x Jx? +2x
¢ Six+120< x>-1 alors xe]0,+oo[.

g'(x)=1+

Donc g'(x) >0 pour tout x € |0,+].
*Si x+1<0¢ x <-1 alors x € |-, -2].
-1

g'(x)= <0
[\/;(2 + 2% —(x+1)]\/x2 +2x

X — o0 -2 0 +
g'(x) —~ +
g(X) 0\_1 + 00\ I

1
lim g(x) =+ ; lim g(x)=1lim =0
R o T x+1-vx? +2x

2)a)Ona: lim g(x) =+ donc la courbe (C ) admet une branche infinie,

lim g_(Xl: lim {l+l+1/1+—2—]=2
X—>40 X X—>+0 X X

lim [g(x) - 2x]= lim (1 —x+Vx2+ 2xj

—4 4+ =
- fim —8 i X =2
x—)ml_x_ ,X2+2X X—)M{_I__l_ 1+3J
X X

donc la droite (D) d’équation : y =2x + 2 est une asymptote oblique au

voisinage de + .
-1

b)Pourtout xe R ;g(x)—y=vx? +2x —x—1= <0
Vx? +2x +x+1

Donc (C ) est au-dessous
de la droite (D) pour tout
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xelR,. { C
c)e y=0 estune asymptote a
demi-tangentes verticales aux =" o -
\f E

(C ) au voisinage de (—=).
e La courbe (C) admet deux A
points d’abscisses x=-2 et x=0. °

'@ Df =fx e R /x” - 5x + 420} o
Df = |- 0,1]U[4,+ oo
X —>x? — 5x + 4 est dérivable et strictement positive sur
}~oo, 1[U]4,+oo[
Donc x ——>Vx? = 5x + 4 dérivable sur |- oo,l[U]A, +oof et x —>2x — lest
dérivable sur R d’ob f est dérivable sur” |- o0, 1[U4, + oof

. _ 7 3
. 1imf(x) () =1im2x 1+vx® =5x+4-1

mox-1 - x-1

Vx? =5x+4 (x-D(x-4)
2+ ————|=lim| 2+
{ d (x-DVx* -5x +4

=lim

1 x -1

lim| 24— -
r Vx® —5x+4
donc f n’est pas dérivable a gauche en 1.

. fx)—-f@) .. 2x-8+vx*-5x+4
o lim =lm

4" x—4 4 x—4
. x-D(x-4)
=limj x -2+
1 (x —4Wx* —5x+4

) x -1
=lim| X -2+ ————=—=—|=+4®
“ 1 Vx® -5x+4 }

donc f n’est pas dérivable a droite en 4.

On en déduit qu’aux points A(1,1) et B(4,7) la courbe de f admet deux

demi-tangentes verticales dirigées vers le haut.
eVx e |-, [UM,+ o],
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Fx)=2+ 2x=5  4x’-5x+4+2x-5
240x% —5x+4 Wx? —5x+4

pour2x —-5>0&x Zgalors pour x>4onaf'(x)>0

pour 2x -5<0 < XS—;—alors pourx <1

f'(x) =0 4vx? =5x +4 +2x =5=0
Sax? —5x+4=5-2x16(x> —5x + 4) = (5 — 2x)?
16x% —80x + 64 =25 —20x + 4x2 ou encore 4x> —20x +13 = 0,A'=48

L 10-43 5-23 . 54243
X'= = > etx=——2—

4
X | — 0 x' 1 X" 4o
ax*-20x+13 | + ® - | - ¢ 4+
X — 5-;2\/5 1 4 + w0

£'(x) v © - 7777 -+
o | y}\ / 7/

y,=f£5—2\/§J:8—3~/§

2 2
limf(x) =1lim2x —1+limvx? - 5x + 4 =+
11'mf(x)=lim2x—1+\/x2 —5x+4=1imx{2-l— 1—£+——4—J:——oo

—e X X x?

f 5
¢ Branches infinies : lim—— ) =lim2 —l + J1-=—++ *iz— =3
+o0 X +00 X X X

: —5x +4)—x?
limf(x)—3x=11m_1_x+ X2—5X+4=11m—1+(x X+) X

e Vx? =5x+4 +x
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x(~ 5+ i)
lim—1+ X

){‘/1——5—+—%~ +1}
X X

courbe de f au voisinage de + 0.

1imf—(£)~=1im2—l— l—i+i=1
o X x V x x?
limf(x)—x =lim—1+x +Vx* = 5x + 4

(x? ~5x+4)—x°

7 ., . 7
-5 d’olt y=3x 3 est une asymptote pour la

=lim-1+
- Vx? =5x+4 —x
_5+i s
X _3 [

=lim-1+ =3
—,f1—2+—42——1 [
X X 1
d’oﬁy=x+% est une asymptote au voisinage de — oo pour la courbe de f.
2) M(x,y) dans ce repére R et M(X,Y) dans le repére R'.
OM=xi+yjet OM=Xi+Y ]
O'M=O’O+OM=(X—%}i+(y—4)j
N 5 5
d’ou X=x~—2—et Y=y~-4 ouencorex=X+—:~2—et y=Y+4

L’équation de C dansRest: y=2x~1+ Vx?-5x+4
Alors I’équation de C dans R' est:

2
Y+4=2X+5—1+\KX+%) —S[X+§)+4
: 2 9 2 9
Soit Y=2X+ X ~ donc FX)=2X+,X I

) MX,Y)y et MX, YD) SgM)=M' <0'=M*M'
ouencore X'=-—X et Y'=-YsoitX=-X'et Y =-Y'

C :Y=2X+,|X? 22 dans R' comme C '=S,C )
\/ 4
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Dérivabilité Solutions

d’ou C ':—Y':—ZX'+1/X'2~% ouencore C ':Y:ZX—JX2 —% dans

le repére R'.

HMX,Y)el Y= 2X+,/X2—— etY =2X - ,fxz——
ouencoreY —2X = 1[XZ——etY 2X = 1’ -

soit |Y - 2X|= XZ—ZQ(Y 2X)? _XZ-Z

r:y? +3x? —4XY+—Z—=O

5YM(X, Y) o <> OM=Xi+Yj MX, Y ©OM=X"1+Y'J
OM=X'(i+ j)+Y'(i+3])=(X+Y") i+ (X43Y") j
dot X =X+Y' etY =X'+3Y'
L’équation de " dans R' : Y? +3X? —4XY+%=O

devient dans R" : (X'+3Y")? +3(X+Y")? — 4(X+Y") (X'+3Y") + % =0

9

ouencore I': —4X' Y'=;9 parsuite[: y'=——
4 16X

d’ol I est une hyperbole.

99



Fonctions réciproques Résumé de cours

Chapitre IV

Fonctions réciproques
Bijection :
B Théorémes :
¢ Si f est continue est strictement monotone sur I (T intervalle de R )
Alors : 1) f réalise une bijection de I sur f(I).

2) La fonction £~ réciproque de f est continue sur f(I).

3) Dans un repére orthonormé, la courbe de fet de f~' sont
symétriques par rapport a la droite d’équation y=x.

M Dérivabilité de £~ :

Soit f une fonction et strictement monotone sur L.

e Si fest dérivableen x, et f'(x,)#0.

Alors £ est dérivable en y, =f(x,) et (f ) (y,) = ' ! .
f'(xy)
e Si f est dérivable sur I et pour tout xe1, f'(x)=0

Alors £ est dérivable sur f(I) etona:
1
YY) =———.
)
M Fonction racine n™ : .
e Définition de la racine n™ :

Soit neIN", a et b deux réel positifs :
1

a"=bea=4b=b"
1
b" ou ¥/'b est appelé racine ni¢éme de b.

e Remarque
1

Pour n=2, b2 = Jb (racine carrée)

1
Pour n=3,b? = i/g (racine cubique)
e Théoréme

1

La réciproque de f définie sur IR , par f(x)=x" est la fonction ™

—1

définie sur R, par ' (x)= %/x est dérivable sur IR Let (V;)'z 1 X0
n
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e Propriétés :

Soient x et y deux réels strictement positifs, pet neIN" \ {1}
on a alors :

e Vx" =x oy =Yxxfy
2l =% ¥x? = @x)

y Ay

}{/—;:“}I@X:y ,7{/;{—<Hyc>x<y

sRésolution de I’équation x" =a avec n>2 ; nelN
1cas:a>0

Sin est pair alors x" =a <> x=%a ou x=-%a

Sin est impair alors x" =a <> x=Ya

2™ cas: a<0

Si n est pair alors x" =a n’admet pas de solution.
Si n est impair alors x" =a < x =-¥-a

M Puissance 4 exposant rationnel :

o Définition : x e IR: , I un rationnel dont un représentant et P

q
(peZetqeIN"), on appelle puissance i exposant r du réel x le réel x"=Yx"
e Propriétés :
Soientx et ye R et (r,r')eQ x@ on a alors :

Xr . Xr' :Xr+r' (Xr)r' :Xn" (Xy)r :Xr R yr

e Théoréme : reQ

(1) x ——>x" est dérivable sur R, et (x')'=rx""

(2) Sifest dérivable et strictement positif sur un intervalle I alors f"est
dérivable surIet (f7)=rf™" .f".
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Fonctions réciproques

Résumé de cours

Réflexes :

Situations

Réflexes

Comment déterminer le domaine de
dérivabilité de f* 2

f'x)#0
Alors ' est dérivable sur J = f(I)
* f dérivable sur I
etf’'(x) =0 x=x,0ux0U... X,
alors ' est dérivable sur
(D) — {f(x1) , f(x2) & f(x,)}

N {f dérivable sur I

Comment déterminer la dérivabilité
def'eny,?

On calcule xg tel que f(xg) = yo
£ () (v,)
¥Y-Yo
X-X 1
lim ¢ —= lim
xox f(x)-f(x,) x> f(X) - f(xg)
X-X,

Puis lim
Y=Y

Ainsi si f est dérivable en xq
1
alors (£ Y(y, )=

£'(x,)
Sif(xp)=0
Alors f' n’est pas dérivable en y,
. 1) -
Si hm—————(x) fxo) 0
%o X -X,
Done ('Y (y9) =0

Remarque : Si f n’est pas dérivable en x, on peut pas conclure que "n’est pas

dérivable en yj.
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ENONCES

C On considere la fonction f définie sur [0,\/5] parf(x)=x* —4x? +1.

1) Démontrer que f est bijection de [0, NG ] sur un intervalle J que I’on

précisera.
2) Expliciter ™' (x).
3) Montrer que 1’équation f(x)=—-4x ++/5 admet dans ]1,+/2 [une solution
unique.

; re@Q", soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (1 + x)".
1) Déterminer I’équation y = T(x) de la tangente & {; au point d’abscisse O.

2) Pour x assez proche de O, on décide d’approximer f(x) par T(x)
Calculer ainsi une valeur approchée 1,002’.
Comparer avec la valeur fournie par la calculatrice.

) Soit f la fonction définie sur R par f(x)=x> +x* +x 1.
a) Montrer que I’équation f(x)=0admet dans IR une solution unique
o e]O,] [

b) En déduire que a est le seul réel vérifiant o = 1_—&
+ o
2) Soit g la fonction définie sur [0,1] par g(x)= 1‘ X
+x

a) Montrer que g est une bijection de [0,1 ] sur lui-méme soit h sa bijection
réciproque.
b) Expliciter h(x) pour tout x e [0,1].

3) Soit Be :l O,% [ tel que o =cos2f3. Montrer que f3 est I’unique solution dans

{O —} de I’équation : tgx —cos2x =0.

W Soit f la fonction définie par

X—v2-Xx si x<0
f(x)=
4%3 +x%2 +x—-1si x20

1) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.
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Fonctions réciproques Enoncés

2) Etudier la dérivabilité de f et donner sa fonction dérivée.
3) Montrer que 1’équation f(x)=0admet dans ]0, + [ une unique solution

o. Vérifier que o e0,1].
4) Montrer que la restriction g de f a ]— 0,0 [ réalise une bijection de
}o,0

sur un intervalle J & préciser.

Donner I’expression de g™ (x) pour x 7.

5) Soit h la fonction définie sur |- 7,0 par h(x):f( 1 j
sm x

Etudier la dérivabilité de h et donner sa fonction dérivée.

Soit la fonction fix \/xz-x+1+%x+% .

1) Montrer que f est dérivable sur IR . Donner le tableau de variation de f.
2) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’on

précisera. Expliciter f~'(x) en fonction de x.

3) Déterminer le nombre dérivé de f~' au point % .
. m T 2 1
4) Soitg: Yy —>Rixl——tg x—tgx+l+tgx+—2—.

a) Montrer que g est dérivable sur } - %,%[ .

b) Donner le tableau de variation de g.

WSoit f:[—l,O]—»[O,ﬂ; xl—ésinzgx.

1) Montrer que I’équation f(x)=x + 1 admet une solution dans :l— 1,- %[ .

2) Montrer que f est une bijection, soit ™! sa réciproque.
3) a) Montrer que f ! est dérivable en %, calculer (f - ) (—i—) .
-1
b) Montrer que lim L] =—0
y—>0* y

4) Déterminer la fonction dérivée de ™, puis retrouver (f -l ) (l) .

;; Soit la fonction f définie par f(x) =3/2 — 2x
1) Etudier la dérivabilité de f.
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2) Dresser le tableau de variation de f.
3) Montrer que f réalise une bijection de ]— 0,1 ] sur J que I’on précisera.

4) g étant la réciproque de f.
a) Etudier la dérivabilité de g.
b) Calculer g'(x).

c) Expliciter V'expression de g(x).

Soit f:J%,l}————HR X

1) Etudier la dérivabilité de f.
2) Dresser le tableau de variation de f.

COS2 X

3) Montrer que f réalise une bijection de }%,1 } sur J que I’on précisera.

4) g étant la réciproque de f.
a) g est elle dérivable en 1 et en %
b) Calculer g'(x).
Soitf:]0,2[—> R ; x l———»tgg(x +1)

1) a) Montrer que f réalise une bijection, soit h sa réciproque.
b) Déterminer I’ensemble de continuité de h et son sens de variation.
Construire C,, la courbe de h.

2) Montrer que h est dérivable en (— g] et calculer h'(——f] .

3) a) Déterminer la fonction dérivée de h.

b) Soit p:IR* —> R ; xl————)h(x)+h[l)
X

Déterminer la fonction dérivée de p. Expliciter p(x).
1) Soitf: [—g,%} —>[— 1, 1] définie par f(x)=sinx.

a) Montrer que f admet une fonction réciproque ',

b) Calculer f~' [@J ; £ [— lj f (— Q}

2 2
¢) Calculer h(a)=f"'(a)+f ™' (—a) pour a e [— 1,1].
d) Calculer sin[f'] (x)]et cos [f" (x)]
2) Soit g la fonction définie sur [O,Tt ] par g(x)=cosx .
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1

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ et déterminer le

domaine
de définition de g~'.
b) Calculer cos[g'1 (x)]et sin [g‘] (x)].
¢) Montrer que g~ (—x)=m—g ' (x).
d) Soit a e [— 1,1]. Exprimer 4 I’aide de g™' (a) toutes les solutions de
I’équation cosx =a.

3) 7' et g7' étant les fonctions définies dans 1) et 2).

a) Montrer que 0 < g —f'x) <.
n -1
b) Calculer cos [5 —f (x)} .
¢) Monter que pour tout x € [— 1, 1] () + 27 (x) =—72£ .

WSoitf: {—g,g—}% IR : X —>f(x) =x +sin” x . On désigne par (C )

- -
sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1, j).

A) 1) a)Etudier les variations de f.
b) Déterminer les points d’abscisses x, € [—g,gj en les quels (C ) est

tangente aux droites d’équations : y=x et y=x+1.
2) Soit ¢2}0,§[~+H{:xl—>—x+sin2x+%—%.

a) Etudier les variations de ¢.
b) Déterminer le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.

c¢) Déduire sur } 0,%{ la position de (C ) par rapport a la tangente au point
d’abscisse — .
4

B) Soit g:[—%,ﬂ—amle—nﬂmzx.

1) Montrer que g admet une fonction réciproque G définie sur J a préciser.
2) Calculer G(0), G(1) et G(2).
3) a) Sur quel ensemble K, G est elle dérivable.
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b) Démontrer que pour tout xeK ; G'(x) = S S .

2-4/x(2 -X%)
4) Soit h la fonction définie sur [O, 2 ] par: h(x) = XT—I -G(x).

a) Etudier la dérivabilité de h aux points O et 2.
b) Dresser le tableau de variation de h.

;; A) Soit f la fonction définie sur I’intervalle I=]—co,1[ par:

f(x)=—(x+1)? si x<-1

X G C1ex<l

f(x)=

1-x
1) Etudier la continuité de f sur .

2) Etudier la dérivabilité de f sur I et déterminer sa fonction dérivée f'.
3) Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle que I’on précisera

et déterminer sa fonction réciproque f7'.

- -
4) a) Construire dans un repére orthonormé (O, i, j) la courbe représentative
C de f. On précisera les demi-tangentes au point d’abscisse (~1).

b) Construire dans le méme repére la courbe C ' de f™'.

5) Calculer f (— %) puis écrire une équation de la tangente a (C ') en son
o . 1
point d’abscisse e

B) Soit g la fonction définie sur —E,E par: g(x)=, f 1+ s%n 2
22 l-sinx

1) Etudier la dérivabilité de g et montrer que pour tout X € :I - g ,g [ ;

gx)=—7—.
1-sinx

2) Montrer que g réalise une bijection de } —g,g{ sur ]O, + 0 [

3) Montrer que g_1 est dérivable sur ]0,+ 0 [ et que :

pour tout xe]O,+oo [ e x) = =
1+x
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4) Soit ¢ la fonction définie sur ]0,+ 0 [ par @(x) = g x)+g™ (l) ]
X

a) Montrer que ¢ est dérivable et déterminer sa fonction dérivée.
b) En déduire I’expression de ¢(x) pour x € ]O, + [

V Soit ’application f: } %n’g[ —> R tel quef(x) =tgx.

1) a) Montrer que f est une bijection.
b) Soit g I’application réciproque de f. Donner le tableau de variation de g.
c) Montrer que g est dérivable sur IR et déterminer sa fonction dérivée, en

déduire limw .
=0 X

2) Soit h 1a fonction définie sur IR,  par h(x)= g(& ).
2) Calculer h(0) ; h(1) ; h(3); h(%j _

b) Etudier la dérivabilité de h a droite en 0.
¢) Monter que h est dérivable sur R, et déterminer sa fonction dérivée.

Donner le tableau de variation de h.
3) Montrer que Vx € IR: ona h(x)+ h[lj =§.
X
4) On définit la suite réelle (U,) _ . par

U =L(h(n)+h(n+1)+---+h(n+n)).
n+1l

a) Montrer que Vn € IN” on a h(n)< U, <h(2n). En déduire que la suite
(U, ) est convergente.

b) Déterminer la limite de la suite (V,) définie par : VneIN"on a

V, = ! h[—l—)+h( ! +---+h[ ! .
n+1 n n+1 n+n
. . (o 11 1
Soit f la fonction définie sur }———,—} par f(x)=1————
2°2 1+ sin ©tx

1) a) Montrer que f réalise une bijection de }—%,%J sur un intervalle J.

b) Onnote g=f "' calculer g(-1) ; g(0) ;g(%) ;g(%) etg(—1-— \/—2_) .

2) a) Sur quel ensemble K, g est elle dérivable ? Déterminer g'(x)pour x € K.
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b) Soit h la fonction définie sur ]g, =] par h(x)=g(cosx).
Montrer que h est dérivable et calculer h'(x).

. .. 11
3) a) En utilisant le théoréme des accroissements finis sur [E’E} pour la

. o . 11
fonction g, montrer qu’il existe un réel o e :IE,E{ tel que :

1
—_— 2 — [
(l1-0)"(1-20) 2

7'C2

gla+t)—gla-t)

b) Trouver la limite éventuelle de

t
WSoit la fonction f définie par f(x)=3/x*(x-1).

) Déterminer le domaine de définition D de f.
2) a) Etudier la dérivabilité de f sur son domaine D.
b) Dresser le tableau de variation de f.

3) Calculer lim f—(l) Que peut-on déduire pour la courbe C de f dans un

X—=>+0 X

quand t tend vers 0.

- -

repére orthonormé (O, i, j).

4) Calculer les coordonnées des points d’intersection de C avec son
asymptote.
5) Tracer la courbe C .

V 2
' Soit la fonction f définie sur [0, 8]par f(x) = (4-x% )3

On note £ sa courbe représentative dans un repére orthonormal.
1) Calculer f(0) et f(8).

2) a) Etudier la limite de

f(x)-8
X
b) La fonction f est-elle dérivable en O ?
¢) Que peut-on dire de la courbe £ en son point d’abscisse nulle ?

3) a) Déterminer la dérivée de f sur ]0 ; 8]

b) En déduire les variations de f.
4) Montrer que f admet une fonction réciproque que I’on précisera.

lorsque x tend vers 0.
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CORRIGES

VSoit F0=x* —4x® +1 avec x|0,V2]
1) La fonction f est définie, continue et dérivable sur IR en particulier sur
[0,\/5] et on a pour tout x € [0,\/}:] '(x) =4x° - 8x =4x(x* —2)

d’ou le tableau de variation :

X 0 V2

f'(x) 0 Z

f(x)

-3

La fonction f est continue et strictement décroissante sur [O, \/5 ]

donc elle réalise une bijection de [O,\/E] sur f( [O,x/i] j=[— 3,1] .

2) On a pour tout ye[—3,1],il existe un unique xe[O,\/z]
telque f(x)=y < x'-4x>+1=y.
oxt—4x? +4=y+3 & x> -2) =y +3.
@‘xz—Zizm or xe[O,\/E] <:>0st«/5 o0<x2<2
d’ott x® —2<0 et par suite ‘xz —2I=2—x2

donc 2—x%2=,y+3 & x*=2-,Jy+3 or x>0

d’olt x=\/2—,/y+3 et par suite 7' (y) =42 -4y +3
3) Soit g(x)=f(x)+4x -5 avec xe[1,ﬁ] :

La fonction g est définie, dérivable sur IR en particulier sur [1, V2 ] etona

pour tout xe[l,\/i]
g'(x)=4x> —8x +4=4(x> - 2x + ) =4x - D(x* +x-1)

g'(x)=0 @ x=1 oux’+x-1=0

—1-+5 ~1+4/5
= ou X =

x+x-1=0 o X =
2 2
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X 1 V2 X 1 V2

x—1 + g'(x) +

x?+x-1 +

g0 + ) |_—
g est continue sur [1,«/5] etona:
g1)=2-5<0; gW2)=-3+4J2 550 d’on g1) - g(+/2)<0

donc il existe o e]l,\/z[ tel que g(o) =0 et comme g est strictement

croissante sur [1,\/5] donc g est une bijection sur [1,&] d’ott I’ unicité de a.
vn f0)=1,P0)=r(1 +x)" etP0)=r
L’équation de la tangente au point d’abscisse O est
y=f()x+f0) = y=rx+1.
2) L’approximation affine de f voisin de 0 est f(x) = rx + 1 = T(x)

Soit (1+x)" = r x + 1 donc (1,002) = (1+0,002)’ =7 x 0,002 + 1=1,014
et avec une calculatrice (1,002)" = 1,0140842.

W}f(x)=x3+x2+x—l.

a) f est une fonction polyndme donc elle est dérivable sur IR et on a pour
tout xeR, f'(x)=3x? +2x+1>0 , VxeR

Donc f est strictement croissante sur IR et par suite f est une bijection sur IR
Montrons I’existence de la solution o pour I’équation f(x)=0

On a : f est continue sur [O,l]

f(0)=-1; f(1)=2 et par suite £(0)-f(1)<0

Donc il existe a e ]0, 1[ tel que f(a)=0 et comme f est une bijection
d’ou I'unicité de o et par suite I’équation f(x)=0 admet une unique
solution o e J0,1.

b) Résolvons dans R 1’équation x:Jl‘X (E)
1+x
x|

x>0 - -1 1 + o
<:><1+X20 ) 11 x _ + _

x2=1—x

L 1+x
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el-11] x[0,1]
Le systeme (1) équivaut a{x =0 & Xz_l—x
X2:1_X 1+x
I+x
x2=i_x o x?+x’=1-x < x> +x” +x-1=0 avec xe[O,l]
+X

donc d’aprés (a) o est la seule solution de 1’équation (E) car o e ]0,1[.

2)a) g(x)= 1/ pour tout xe[O 1]

01]

1-x

—X . s
continue et positive sur [0, 1] done x —>
1+x 1+ x

continue sur [0,1].

xl——>

est

1-x ‘o . .
X " est dérivable et strictement positive sur [0,1]
+X

d’oll Xx ——>

1_
1+x
1-x) 1
g'(X)=(1+Xj- 1
2 — X

1+x

d’od g'(x) R S ; vxelo,]]

(1+%)? |— 2

est dérivable sur [O, [ et on a pour tout x e [O,l[

1+x
et par suite g est strictement décroissante sur [0,1].
On a : g est continue et strictement décroissante sur [0,1] donc elle réalise
une bijection de [O, 1] sur g([O,l])z [g(l),g(O)]= [O, 1]
soit h sa bijection réciproque.
b) On a pour tout y € [0,1], il existe un unique xe [0, 1] tel que

g(x):y(:)y: 1-x or YZO donc y2 :"l__x ®y2(1+x)=1—x
V1+x 1+x

2

2

— 2 —
ox=i L dod h(y)=—Y
I+y 1+

pour tout x [0,1].

2
ou encore h(x)= ! Xz
1+x
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3) Soit BG}O,%[ tel que a=cos2p.
Soit K(x)=tgx —cos 2x , montrons que 3 est I’unique solution dans

[o, -ﬂ de I’équation k(x)=0.

X ——tgx est continue et dérivable sur R — {g +kmke Z}
. |

en particulier sur I:O, ZJ .

X ——>cos2x est continue et dérivable sur R en particulier sur [O, %:'

donc x ——>k(x) est continue et dérivable sur {0,—2—} et on a pour tout
LS ' 2 : T

XG[O,Z:' ; K'(x)=1+tg"x+2sin2x >0 pourtout x E[O,Z:’.

La fonction K(x) est continue et strictement croissante sur {O,Z—} donc elle

réalise une bijection de [O,g] sur K[[O, %:D = [K(O), K(-}ﬂ = [— 1 1]

Or 0[-1,1] donc il existe un unique ce }O,%{ tel que K(c)=0

1-tg’c
<> tgc—cos2c=0 < tgc=cos2c= s—=h(tge).
1+tg°c

. . ’1 —t
Or h est la fonction réciproque de g donc g(tge) = tge < ﬁg_‘i =tgc
+ tge

d’apres 1) b) nécessairement tgc=o <> cos2c=a

or au=cos2B d’ou cos2c=cos2f
orc et Be}O,%{ donc C=j

et par suite {3 est I’unique solution de I’équation tgx —cos2x =0.

N pr-w.

® X ——2 —x est continue et positive sur ]— oo,O[
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donc x ——>+2—x est continue sur e, 0[ et x ——x continue sur
IR d’o f est continue sur |- o,0].

o f(x)=4x> +x* +x —1 polyndme donc continue sur [0,+ oo[

et lggnf(x) =f(0)=-1.

e limf(x)=1limx —v2—x =—+/2 #f(0) donc f n’est pas continue en 0.
0- 0"

Conclusion : f est continue sur R
2) x —> 2 — x dérivable et strictement positive sur ]— o0, O[

alors x —>~/2—x est dérivable sur |- ,0[ et x ——>x dérivable sur
1

R d’ou f est dérivable sur [~,0| et {'(x) =14+ ——=
}- [ 2402 -x

sur [O, + oo[ fest dérivable et f'(x)=12x> +2x +1

f est discontinue en O donc f n’est pas dérivable en 0.

1
f'(xX)=14+ ——= six<0
242 -x

f'(x)=12x> +2x +1si x>0

3) La restriction de f & I’intervalle ]0, + oo[ est continue et strictement
croissante donc f réalise une bijection de ]0,+ o[ sur £(Jo, + wf)= -1, + oo
or Oe ]— 1,+ oo[ donc I’équation f(x)=0 admet une unique solution
oe ]— L+ oo[donc I’équation f(x)=0admet une unique solution a e ]O, + oo[.
f(0)=—1et f(1)=5 d’ob £(0)-f(1)<0 donc o€ 0,1

4) e g est continue et strictement croissante sur ]— oo,O[ donc g réalise une
bijection de |- w0,0[ sur g(]- w,0[)=1J
limf (x) = limx - J2-X =0 et limf(x) = 2

donc J=]—oo,—«/§[.
-1
gl x)=y x=g(y)
. =
{Xej—oo,—ﬁ[ {ye]—oo,O[
gy)=x & y-42-y=x & {2-y=y-x
ouencore y—x>0 et 2—y=(y—-x)* soit y2-Q2x-Dy-2+x>=0

ety—-x>0
A=02x-1)2 —4(-2+x*)=—4x+9>0 car x<-v2<0
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. 2x—1++/9-4x W 2x—1-+49-4x
y = ou y =

2 2
Vérifions la conditiony — x>0 :

w 2x—1-4/9—-4x " —1-49-4x
pour y"= 5 onay—x=—2—<0

donc y" a rejeter.

2x —1++/9 - 4x L —1+49-4x

Pour y'= 5 ona y-x= 5

ona x<—v2 équivautﬁ—4x>4\/—2-
ouencore~4x+9>4\/5+9

Soit (“1)+m>\/4_w/-r9+(~l)>0 donc y'-x>0
—1+2x+m

2
szoU(x)

finalement g™’ (x) =

1

5)vx e |- m,0[, h(X)'—"f(_.—"
sSin X

d’oit h=f-U

on pose U(x)=

sSimmx
U est dérivable sur |-, 0[

f est dérivable sur |- oo,O[

et U(x) = <0 dod Ux)e|-,0[.

inx
donc h est dérivable sur |- ,0[

—~COSX 1

h'(x)=U'(x) {'(U(x)) =———- +1
sin“ x 1
2#2— -
sinx
) N 1
d’ou h'(x)=—cotgx[1— J
24/2sin* x —sinx

Wl)f(x)=\/x2 —x+1+x+%.

X —>x?> —x+1 dérivable et strictement positive sur R

d’ol x ——>vx?%—x+1 estdérivable sur IR etona xl————>x+—;~
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2x—1

dérivable sur IR par suite f est dérivable sur R et f'(X) =——=————=+1
2Wx? —x+1

2x —1+24x? —x +1

f'(x) =
Wx?—x+1

1
f'(x)=0 équivauta 2x —1+2vx> —x+1=0 Soit Vx?2 —x+1=5—x

1 1
ou encore xz—x+1=Z—x+x2 et E—XZO

d’ol 1 =% impossible donc f'(x)=0.

f' est continue sur R et f'(x)#0 donc {f' garde un signe constant sur IR

celui de f‘(0)=%>0 donc f'(x)>0.

X — + 00
£'(x) +
f(x) 1/ + o0

limf(x)=lim‘x(‘/1—~l—+% +1+LJ=+oo
+c0 +c0 X X 2X

1 2
(x —x+1)—(x+—7:]

limf(x)=limvx? —x +1 +x +%:lim

2) f est continue et strictement croissante sur IR donc f réalise une bijection de
R sur ]1,+oo[=J.
Vx e ]1, + oo[ il existe qu’un seul y < IR tel que

1
f(y)=x < y? —y+1+y+%=x<:> y2—y+1=x—y—5

e )
ouencore y° —y+1= x—y—E
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1
d’olt y? —y+1:Z+x2 +y?~2xy—x+y

3 x?—x-=
—2+2x)=x"-x—-=donc y =
¥ - ) 4 Y 2x -2
x?-x-=
vxell,+oof ; £ (x)=—2.
Jotool s £700=——
3 1 - ‘. 3
3) f(0)=—2— et f'(0)=5¢0 donc f™ est dérivable en )

et(f’l)'(g):ﬁ=2

4) a) x b—— tgx est dérivable sur }—

N A
MIE!

3

{ et f est dérivable sur R

Alors g est dérivable sur J-gg{

b)Vxe}—g,g[, g'(x) = (1+ tg2x) f'(tgx) >0

car 1+tg’x>0 et VxelR, f'(x)>0.
lim tgx=-c et limf(x)=1 donc lim g(x)=1

() (%)

lim tgx =+o0 et limf(x)=+o donc lim g(x) = +c0

T +oo n
x> 5)
T T
X _ fad
2 2
g'(x) +

g0 |, "7

V) Soit h(x) =f(x)—(x +1), h continue sur { -1, —% etona:

h(—1)=sin2(—£J:l>0 et h(—z):sin2 _rill 1l
4) 2 3 6) 3 4 3

d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires on déduit que h(x) =0
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admet une solution o € } 1, __3,1: h(a)=0 < f(a)=a+1
d’ou I’équation f(x)=x +1 admet une solution a ] -1,- %[ .

2) f est continue, dérivable sur [— 1,0 ] et f'(x)= g sin—}x . cos—;E X

-1<x<0 & —Egﬁxso donc cosEx>O et sinﬁxso
4 4 4 4

donc f'(x)<0 d’oti:
X -1 0
fI(X) - )

1
f(x) 2 \
0
1

o f est continue et strictement décroissante sur [— 1 O] et f(-1) :E

et £(0)=0 alors f réalise une bijection de [— 1,0 ] sur [ 0,% .

3) a) D’aprés la 1°) question f[—§)=; t—%e[ 1,0]

d’ou £ (lj = —Z.
4 3

f est dérivable en ——32— et f'(— %) = —;E sin[~ _n_) cos(~ Ej T 3 #0

6 6 8
donc f~' est dérivable en L €Y N1t __-%
4 4 I( 2] V3
£l -2
3
£ (y) .. 1
b) I =1 lim —————
e ) (x) T S0 T —£(0)

x-0
car lim w:f'm):o et f'(x)<0 etona: £ (0)=0
x—0" X —
d’ot ™! n’est pas dérivable en 0.
4) £~ n’est pas dérivable en 0.
f est dérivable sur [~ 1,0 [ et pour tout x e[-1,0[ ona: f'(x)=0
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1

1
alors ! est dérivable sur f([— L,o D= :I 0, —} et YV (y)=—-:;
2 f'(F7 (y)

2

1
f"‘] = d’ U f_] ! = =
on pose (y)=x ou (f7)'(y) f'(x) nsinEXCOSEX
4 4

f'y)=x  fx)=y < sin2%x=y <> sin%x=i\/;
or sin§x<0 donc sin%x=—\/§.
On sait que cosz—}x:l—sinzgx=l—y

donc cos§x=:t -y or cos§x>0 d’ou cos%x=1/l—y
2

2
ar suite (f™')'(y) =———=—===donc (f")(y)=—F—
par suite y _n\/;. ,———l_y Y . ,—y_yz
o 1 2 -8
7)== = .
( )(4] ﬂ 1 1 nx3

4 16
W) Df = {x € R telque2 - 2x 20}:]—00,1]
X —— 2 — 2x est dérivable et strictement positive sur ]— 00, 1[

donc f est dérivable sur ]— oo,l[ et
1

_ o) R
lim {O =IOy @207 lim23 (1-x) > =0

x—1 x -1 1 x -1
donc f n’est pas dérivable en 1 d’ott D = |- o0,1[.
1 -2 -2
DVxeleol], £()=22-20) 7 (2)=——5<0
3(2-2x)°

1 1
lim f(x) =1im(2 - 2x)3 =+. lim f(x) = lim (2 - 2x)> =0.
X—>=-00 — x=>1 x—=1"

X — o0 1
f'(x) —

f) | " 00\-» 0

3) f est continue et strictement décroissante sur ]— o0, 1]
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donc f réalise une bijection de }- oozl] sur [0,+ oo[ =J.
4) a) f est dérivable sur }— oo,l[et f'(x) = 0alors g est dérivable sur ]0,+ oo[.

dérivabilit en 0 lim 8y) . £~ tim @l—f& -
x-1

car lim
1 x -1

d’oit D, =[0,+ [

—~oo donc g est dérivable en O

' — 1 -1 —
b) Vxe]0,+oo[g(x)—f' . on pose f7x)=y
1 3 :
_?’6__5(2—@)3 x=1(y)
1
x=(2-2y)?

d’on g'(x)=—%x2 pour tout x € |0, + oo
etona g'(0)=0.

f'(x)=y fly)=x
C){Xe[0,+oo[ < {ye]—oo,l]

1 .3
f(y)=x & 2-20)F =x © 2-2y=x’ & y=2*

2

Vxe[0,+oo[ g(x)=l—%x3.

£ =—

COsS™ X

1 1t
Ona:—5<xsl & E<nx$n = —1<cosnx<0
1 ..
donc cosmx #0 sur 5,1 , X ——cos7x dérivable et non nul sur

}-;—,1} donc f est dérivable sur }%,1} .

2cosmxsinmx 2 sin tx

2) Pour tout xe}l,l} ; (%)= 2 R
2 cos” mx cos” X
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xe}%,l} @nxe}g—,ﬂ} = cosntx <0 et sintx=>0

d’on f'(x)<0
o f'(x)=0& sinnx=0 < x=1.

X 1 1

2
f'e) - o
£(x) —

f(1)=1; limf(x) =+ car limcosnx=0.
3) z)

. . . 1
3) f est continue et strictement décroissante sur ] 5,1}

donc f réalise une bijection de :'%,l} sur [1,+ o0 [: T.

4)a)eOna: f()=1 < g(l)=1
On sait que f est dérivableen 1 et f'(1)=0
g(y)—g® _,. 1 , (-
lim=22—=~72 = |lim ——————— = —oo donc g n’est pas dérivable en 1.
ol yo1 e f()—fQ) gnestp
x—1

og(§)=x <:>f(X)=—§<Z> ! u

) 3
——=— <& cos” X =—
cos“mx 3 4

= COS7tX=73 ou cosnx:———z—— or cosnx <0

donc cosnx=———3— ot nx:—5£+2k7t ou nx=——5é£+2k1t

<:>x:£+2kou x=-_—5+2k,keZor X 1,1 donc x=£.
6 6 2 6
‘. 1 ‘. 5

f est dérivable sur 5,1 donc f est dérivable en rE

f '(EJ:_L;& 0 donc g est dérivable en %

6) 33
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(4 1 -33
CEG)T s
f’(_j
6
. 1 .
b) f estdérivablesur } -1 [ g est dérivablesur |1, + o [

= tron 1
roo=0|  EM w0

1
pour toutx € 5,1

N

1 1 cos’ Ty

fgx) £(y)

gx)=y o x=f(y) © x= 1 <:>cosz‘rry=l
cos” my X

& 1—sin? 7ty=l < sin? ny=l—l
X X

on pose g(x)=y d’ou g'(x) =

IX —
g(x) 2sin wy

. . f 1
On sait que cosmty <0 et sinny >0 donc cosmy =—,|—
X

_1\[1‘
et sinny—wfl—l don g'(x)=—2tX = !
X / x —
5 1_1 2xvx -1

X
;; 1)a) f est continue et dérivable sur ]0,2].

f'(x) =§[ 1+tg? -;E(x + 1)} >0 donc f est strictement croissante sur

]0,2[ et continue donc f réalise une bijection de ]0,2[ sur

f<]0,2[>=} lim f(x),limf(x)[z]

x—0" 2

Hmf(x) = lim tg— (x +1) = —o0 car Hm—(x +1)= (E)
o* x>0t 2 ot 2 2

Imf(x)= limtg—E(x +1) =+o0 car limz(x +1)= (S_n]
2 r o2 > 9 2

donc J=1R.

b) f est continue sur ]0, 2 [ = hest continue sur IR .

f est strictement croissante sur ]O, 2 [

= h est strictement croissante
sur IR
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Solutions

Ch=5,C¢) 5 Ary=x.
ex=0 et x=2 sontles

asymptotes de C; . y=2 C.
e y=0 et y=2sont =0 c’;
asymptotes de C, .
V3 V3
Dh| —— |=x 2 fE)=—F -
TR N o
x=0
n 3
otg—x+D)=——
g5 (x+)=-=
<:>£(x+1):—£+kn<:>x=1=—l+2k
2 6 3
4 2 NE)

<:>x=—§+2k, keZ or xe]0,2[ donc x=§ donc h[

f est dérivable en % et f’[gj i “thE(E_HJ:ngEiO

272772

V3 1

donc h est dérivable en — g et h’{— ————] = —=

3 3

3

1

3)a) h'(x) =

t'(h(x))
h(x) = f’(ly) ) E(l + tgzlﬁ(y + 1)) 0o
2 2
dolt h'(x) = — 2

}_(1+x2):n(l+x2)'
2

b) p: R ——IR; x|—>h(x)+h(1].

X

f est dérivable sur |0,2[ et pour tout x e]o,2[ f'(x)=0

donc h est dérivable sur IR .

1

2 . m
I__ 2_
3) 23

on pose h(x) =y ouencore f(y)=x

X l——->l est dérivable sur IR* d’ou p est dérivable sur IR" ;
X

P'(x)=h'(x) + (— iz) h'(i)
X X
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22 2
= 2 —_ 3 =

n(“__l_j nl+x°) =nx*+1)
X2

donc p(x) est une constante, p(x)=c.
p(D) =h()+h(1)=2h().

P(x) =h'(x) ~—
X

hD)=x o f(x)=1 < tgg(x+1)=1
@E(x+l)=£+kn <:>x+1=—1—+2k<:> x=—l+2k
2 4 2 2

Orxe ]0,2[ donc x=3 dob h(l)=—3—;p(x)=2h(1)=3.

2
)a) f est dérivable sur [— ~} et f'(x)=cosx>0
PP N I T
f'(x)=0 équivauta x=— ou x=——
2 2
. . . - NP
donc f est continue et strictement croissante sur {T,E} d’ol f réalise

une bijection de [:2—‘“’%} sur [~1,1] par suite £~ existe.
b) f“l[g] =x équivaut & sinx =§ or x e{_ U “}

272
d’ou x=E ainsi f (£J=£.
3 2 3

f! (_l):—_’f{ et £ [_QJ:_E
2 6 2 4
¢) h@)=f"(a)+f"'(-a)
Onpose f'(a)=a et f'(-a)=p avec oaet Be[_—zﬁ—,g}

ouencore a=sina et —a=sinf3

donc sina =sin(—PB) équivaut (o) ={(-p)

or f est une bijection d’oll o =—-f ou encore a+3=0
soit f'(a)+f"'(—a)=0 ainsi h(a)=0

d) sin(f'x) =ff ' x)=x
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cos® [f_I (x)]+ sin’ [f_l (x)] =1 or cos[f"1 (x)]z 0
d’on cos[f_1 (x)]= V1-x?,

2) a) g est dérivable sur [O, n] et g'(Xx)=-sinx <0
g'(x)=0 ©x=0 ou x=m=
g est continue et strictement décroissante sur [0, 7).
donc g réalise une bijection de [0,7] sur [-1,1].

! existe et elle est définie sur [~ 1,1].

b)cos(g™ (x)) =gog™ (x) =x
on sait que cos” x +sin’ x =1, x€[0,x] alors sinx >0
par suite sinx =+v1—cos” x ainsi sin[g“ (x)]z V1-x?

¢) g (x)=a et g (—x)=p avec a et Be[O,n]
x=g(a) et —x=g(B) ouencore x=cosa et —x =cos[3

ainsi g~

d’ott —cosa=cosP soit cosf=cos(r—a)
donc B=m—a parsuite g7 (-x)=nt—-g~' (x)
d)cosx =a ou encore cosx =cos(g™' (a))

équivauta x =g~ (a)+ 2kn ou x=—g'(a)+2kn avec keZ

3)a)Ona: —gsf_](x)ﬁE

ou encore g > f(x)> —g en ajoutant T on obtient : @ 2% —f7(x)=0
b) cos[g —f! (x)} = sin [f‘] (x)]: X.
¢) Pour montrer que ' (x) + g7' (x) =§ il suffit de prouver que
Z-f7 (=g ()
2

——1 =cos| ——f7 (x) |=x
{2 0)-eof 5 r00]

-1 _ s T -1 _ -1 T -1

glg" (x))=x d’ob g(g -f (X)j =g(g  (x)) or 37 f7(x) et

g (x)e [0, n] et g est une bijection donc g ' x)=g"(x)

125



Fonctions réciproques Solutions

;; A/ 1) a) f est dérivable sur [—g—,g}

et f'(x)=1+2sinxcosx =1+sin2x .

e f'(x)=0 < sin2x=-1 & 2X=_§+2kn® x=—%+k1t

T T s
or xe| ——,— | donc X =——.
[ 2 2:] 4

eOna —-1<sin2x <1 donc sin2x+120.

T T T

X _r _r K
2 4 2

£'(x) + b + l

f(X) T { /

b) On remarque que les deux droites ont le méme coefficient directeur 1.

1+sin2x, =1 sin2x, =0
f'(xy)=1 < T | & T
Xy €|l —=,— X €| ——,—
2°2 2°2
2x, =km,keZ
xoe—E,E = xO—Oouxo——ouxo——2
2°2

en X, =0 lepoint O (0,0)et Ty :y=£f'(0)x+f(0) dou T,:y=x

en xozzlepointA[£,£+1 et T":y=f'(£ x—Tlefl X
2 2°2 2 2 2 2

dou T, :y=x+1
2

en xoz—g le point B(—g,—g+1) et T :y=x+I1
2

2) a) ¢ est dérivable sur } O,g{ et ¢'(x)=-1+sin2x

sur}O,g[; —1<sin2x <1 donc sin2x —-1<0
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e sin2x=1 < x=—1—t—
4

X 0 n T
4 2
¢'(x) 3 o
n_1
1=
2 4

T . T . —
b) (p(—) =0 alors Si x <Z et ¢ strictement décroissante

alors @(x) > (p(gj donc o(x)>0.

. T . . i
Si x> 2 et ¢ strictement décroissante alors ¢(x) < (P[Zj

d’ot 0(x)<0.

Ssait G

£l Z =1t—+l et £12]=2 d’od Tn:y:2x——75+l
4) 4 2 4 " 4 2

Positionde C et T, :
2

. 1 T 1
f(X)—y=X+8in% X — 2% + = ——=—X +5in° X + — —— = (X
(x)—-y 772 270

Sixe } O,% [ , ©(x)>0 donc f(x)>y d’ouC est au-dessus de T,
4

Sixe } g,g [ , ®(x) <0 donc C est au-dessousde T, .
4

B/ 1) g est dérivable sur { —%,%il , g'(x)=2cos2x

—ESXSE Sy —ESZ)(SE = co0s2x >0
4 2 2

g'(x)=0 < cos2x=0 < 2x=-72£+k1t o x=%+£§-
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T T b m
or xe| ——,—|donc x=—— ou x=—
{ 4 4J 4 4
b s
x _Z -z
4 4
gx) |0 + o)
g0 |y
. . . T
g est continue et strictement croissante sur { 7 ,Z}

donc g réalise une bijection de [ —g,%} sur [O, 2]= J.

T o (m) _T
2)g(——2)=0 & G(O)__Z ; g(4) 2 & G 2
g(0)=1 & G(1)=0.

|

3) a) g est dérivable sur } —%,%[ et g'(x)#0 sur } __Z__,

Hla

alors G est dérivable sur ]0,2].
Dérivable en 0 de G :
lim SN =GO _ i,

[ =
=+00 car g(——-)=0
T (G )
A
T
X+—
4
1imw=+oo car g’(fc-]:o
y=-2 y—=2 4

donc G n’est pas dérivable nien Onien 2 ; d’ot K =]0,2].
1 f—
g'GH) &'

G'(x)= ! avec y=G(x) © g(y)=x
y

b) Pour tout x € ] 0,2 [, G'(x)= avec y =G(x)

2cos2
g(y)=x & l+sin2y=x < sin2y=x-1
donc sin? 2y =(x —1)® or sin® 2y =1-cos’® 2y
d’odt 1-cos®2y=(x—1)* par suite cos® 2y =1—(x —1)*

& €082y =4/1-(x—1)> ou cos2y=—/1-(x-1)*
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or ye}—% %[ ou encore ZyEJ {donc cos2y >0

ainsi cos2y = \/1 ~x-1?
1 1 1
Wi-(x-1 2/-x’+2x 2/x2-%)

NI:—!
N|?—1

par suite G'(x) =

x -1 1
B — - G(x)+=+G(0)
4)a)e i) =hO) . 2 2
x—0 X x—0 X
Cipl G -GO)
0 2 X

donc h n’est pas dérivable en 0.
h(x)-h(2) .. 1 G(x)-G(2)

¢ lIim———=lim—-—~——"=-w
2 Xx—=2 2 2 X—2
donc h n’est pas dérivable en 2.
b) h(x) ==
1 x(2-x) -1
h(X)———Gr( X)=

2 2\/;(2—)( 2./x(2 - x)
h'(x)=0 < x(2-x) -1=0 & x2-x) =1 x2-x)=1
o —x*+2x-1=0 o x =1
Si xe]O,l[ , h' est continue et h'(x) #0.
Donc h’ garde un signe constant d’ou le signe de h'(x) est le signe de

V3

N
h'(l)z 2_ -0 dod h'(x)<0.
3
2. 1=
4

Si xe ]1,2[ h' est continue et h'(x) #0 donc h’' garde un signe
3
3 N2
constant est celui de h’(zj or h’(—z-) <0 donc h' (x)<0

N
4
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Solutions

X 0 1 2
h'(x) - ¢ -
1 =
2"
h(x) T~ .
2 4
h(O)-———G(O)——%JrZ th(2)—5—G(2)=——E.

2 4
; All) x I——> continue et positive sur [— 1,1 [

donc f est continue sur [— 1L1].

X ——>—(x + 1)? est continue sur |-, —1]

lim f(x) =0 = f(~1) = lim £(x) d’o f est continue sur |—o0,1].
G (-n*

2)x b—> i T X dérivable et strictement positive sur ]— L1 [

—X

d’ou f est dérivable sur ]— 11 [ ;X ——>—(x +1)* dérivable sur ]— o,—1 [

donc f I’est aussi.
e Dérivabilité en —1 :

1+x
lim - lim 1% or x>—1d'od x+1>0
x=>(=1)* x+1 x> X +1
ouencore X +1=+/(x +1)* .

. 1
"—1>1(r-r'l)+ JA-x)(1+x)
e Conclusion : f est dérivable sur |—w,—1[U]-11]
Sur |-oo,—1[, f'(x)=-2(x+1)
(1-x)-+x)(D)

=+00 donc f n’est pas dérivable en (-1).

2
Sur |-11[, f'(x)= d-x) = L >0
) 1+x (1—x ) 1+x
1-x
3)
X 1—00 =1 + o0
—2(x+1) | + ¢ _
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limf (x) = lim~ (x + 1)* == et limf(x)=lim i+ X _ o
1 in —
Donc :
X — 0 -1 1
£'(x) + +
f(x)

f est continue et strictement croissante sur ]—

+ o0
—Oo/lg/'

oo,—l[

donc f réalise une bijection de |—c0,—~1[ sur IR .

e Détermination de f™' par intervalles :

Sur ]-oo,~l[, f'x)=y < x=f(y) ona ye]—-oo,—l[

S y+l=v—x ou y+l=—/—x

Sx=—(y+1)) & —x=(y+1)?

S y=d—x-lou y=—-x-1
or y<-1ldonc y=—J-x-1d00 f'(x)=-/-x -1
Sur[—l,l[;f”l(x)=y®x=f(y);ye[—l,1[

1+
-y e 1ty
l-y -y

2_
o y(x?+1)=x?-1donc y= L
x? +1
x? -1
f(x)=
x?
x? x° -1
£ (x)= il xel-11]

J=x-1 si xe]—oo,—l[

4)a) lim mf(x) i)
x> x+1
gauche de (-1).

i £O—FCD)
=T X +1
verticale.
lilmf(x) =+ donc x=1

asymptote.

o (-y)xi=l+y

est une
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=0 donc C admet une demi-tangente horizontale a

=+co donc C admet a droite de (1) une demi-tangente
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Solutions

. Y h=1 YT
1im 2 _jim— x = +oo. c
-0 X -0 4
C admet une branche y=1
parabolique de direction o C’
Iaxe (yy'). d =
b) C'=S,C);A:y=x.
5 -2)--1
2 4
y
o f (—i)z—i
4 2
1 1 1
dod Tiy=(F"Y| - || x+= |+ —=
o Ty = )[AJ( 4) [4]
1
£~ estdérivableen ——
f estdérivableen—é estderivableen
= =1y 1 1
t (f -—|= =1
f’(—%):lio et { )( 4} f,( gj
2
d’on T:y= x+l—é donc T:y= x—i
B/1) Uxl— derlvable sur ] 1, l[
V:x b——sinx dérivable sur IR donc sur }—g,g{
alors g=U oV dérivable sur IR
donc sur }—E,E[
2°2
g'x)=V'x)xU"(V(X))=cosx - !
. .9 |1+sinx
(1-sinx) -
1—~sinx
_ cosxvl-sinx cosxv1—sin® x
(1-sinx)?v1+sinx  (1—sinx)*(l +sinx)
cosxv1—sin® x B cos? x 1

B (1—sinx)(1-sin’x) (I-sinx)(1—sin’x) 1-sinx
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3

|

[ et continue

(SRS

2) g'(x)= 1‘ >0 car sinx <1 pour x e
1 —sinx

R

l\)l?—l L 1

3

o2

donc g est strictement croissante sur } -

et limg(x) =0, limg(x)=+w

2 2
1 I T T
donc g réalise une bijection de } _E’E[ sur ]O, + 00 [

3) g est dérivable sur ] —g,g[ et g'(x)#0 donc g™' est dérivable sur

]O,+oo[ et (g"])’(x)zl—l—-, onpose g~ (X)=y

g'(g” (x)
i 1 x=g(y)
(")) =—— _

g'(y) = l+siny
=1l-siny l-siny
=1_X2—1 X2=1+siny

x? +1 l-siny

= 22 siny(-x* —1)=1-x>
Xx°+1 Siny_xz_l
x? +1

4) g™" est dérivable sur]0,+ o [ 1
-1 £
1. . .t = g~'| — | dérivablesur |0,+ o
X b———dérivablesur IR X
X

d’ou @ est dérivable sur ]O, + 0 [

<p’(x)=(g")’(x)+(g“)'[%)'(——l?J= 2 2—_12” 21 =0

X 1+x X

b) ¢'(x)=0 <> ¢(x) est constante
donc @(x)=o() =W +(EHD=2¢"'1)

1+sinx . .
=] & l+sinx=1-sinx

ce=le 1 —-sinx

< sinx=0 < x=knor xe}—g,g[ donc x=0d’ot g7 (1)=0
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d’olt @(x)=0

W) a) f est dérivable sur :l—-g,g[ et f'(x)=1+1tg’x>0

donc f est strictement croissante et continue sur }__ng’g[

d’ot f réalise une bijection de }gg[ sur IR .

b)
X l—oo + o0
n
g(x) / 2
T
2
V xe]0,+ o[, h'(x)=u'(x)-g'(u(x))
11 o
Codx 1+x 2x(+x)
X 0 +
h'(x) +
T
o | "2
0

lim h(x) = lim g(vx)= Jim g(X)= -’% avec X =+/x
3) On pose p(x) = h(x) + h(lj définie sur R,
X

p est dérivable sur IR et p'(x)=h'(x) ——%h’(lJ
X X

p'(x)= ! _ L ! = L - L =0
Wx(l+x) x° 2\/2(1+l] Wx(A+x) 240x(1+x)
X

X

d’ ol p(x) est une constante sur IR’ par suiteV x € IR’ ;

p(x)=p()) =h(1) + h() =2h(1) = _725

134



Fonctions réciproques Solutions

Conclusion : ¥V x € IR’ ;h(x) + h[%] =§
4)a) n<n<2n et hestcroissante sur IR, alors h(n)<h(n)<h(2n)
n<n+1<2nalorsh(n)<h(n+1)<h(2n)
n<2n<2nalors h(n)<h(2n)<h(2n)
On additionne membre a2 membre on obtient :
(1+n)h(n) <h(n)+hn +1) +....+ h(2n) <(n + )h(2n)

d’olth(n) < U, <h(2n)et lim h(n) =§et lim h(2n) =§

_ T, i
par suite lim U, =—ainsi U, converge vers —.
2 2

n—>-+w

b) On sait que h(l) +h(x)= 2 par suite h(lj =T h(n)
X 2 n 2

1 n 1 1 n T
v, = h = ~ —h(n +i
" n+1,§; (n+i) n+1,§(2 (o l))
1 i 1 s
=—— (n+1)————(hmn)+...... +h(2n))=—-U_.
1 ( )2 n+1( (n) (2n)) 5~ Ua
lim V, = lim =-U, =0

n—>+co X—>+0

) a) f est dérivable sur } —l,l} , f'(%) =£9Sﬂ—2—
2°2 (1+ sin 7tx)
1 1

s s
—E<x<5 ou encore —5<nx<5 alors cosmx >0

. . 11 .
donc f est strictement croissante sur } _E’E} et comme elle est continue

d’ou f réalise une bijection de } —%,—ﬂ sur ]“Wf(x)’f&)}k] —oo’l:| .
2

2
1 . 1
b) g-D)=x <fFx)=-1cl-—=-1 sinax=——
1+ sinnx 2
or XE}——,A} donc x=—-—
2
1y 1 1 1 1
0=0; g L]=L gl L)L e gl1-42)=-1
5® g(3j 6 g(zj ; o1
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2) a) f est dérivable sur }_l,l
2°2
! 1 L. 1
et f'(x)=0 < x= 5 alors g est dérivable sur |— 00,5 -K.

— o0 }_ I; _ 1 -1 —
Vxe} ,2[g(x)————fl(f_l(x)) onpose f (x)=y

1 1+ sin my)?

'(x)= et f(y)=x
g'(x) f'(y) TCOS TTY 2
f(1)=x & 1-——=x & l-x =
1+ sinmy 1+ sinty
. 1 o 1 X
ou encore 1+ sinty =—— d’ou sinmy = -1=
1-x 1-x 1-x

2
2 ) 2 X
comme cos” wy +sin” wy =1 alors cos ny=l—( J

1-x
T 2 1-2x
or mye |-—,— |, cosmy >0 donc = 1-] % =
’ } 2 2} ¢ cosTy \/l (m) \/(1—x)2
=l
. 1-xj 1 1
par suite g'(x) = = , Vxe }—oo,——{
n_J1—2x m1-2x(1-x) 2
(1-x)

b) On pose U(x) =cosx, h(x)=go U(x)

ok

OVxe}g,n}ona —13cosxs% d’olt U(x)e}—oo,%[

e U est dérivable sur }g, n} , g est dérivable sur } — o0,

par suite h est dérivable sur } %,n}

sinx

vl —2cosx (1~ cosx)
1

. 11 .
3) a) e f est continue sur 33 alors g est continue sur |—co,—

:

et h'(x)=U'(x) - g'(U(x))=-

2

N —

donc g est continue sur {%,é—} . et g est dérivable sur :l%
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alors il existe un réel ae}%,%[ tel que g'(a) = 21 ] =2
2 3
car (lj—l et [l)—l
g 2) 2 & 3) 6
1 1
=2 ouencore v1-2a(l—-a)=—
mvl-2a(l—-a) 2n
1
Soit (1-2a)(1-a)’ =—
( (1 -a) i
t—> t— —_

1)a) f est dérivable sur } _l,l} , £'(%) Z&HXZ
22 (1 + sin mx)

1 i '
——<X<— ouencore ——<ux <— alors coswx >0
2 2 2 2

2

. . 11 .
donc f est strictement croissante sur } —5 5} et comme elle est continue

d’ou f réalise une bijection de } L l} sur

3

22

lim f(x),fe) _J= } —oo,%:| .
2
1

b) g(-D=x @fX)=-11l-—=-1 sin7tx=—l
1+ sin7tx 2

11 1
or xe |[-—,—| donc x=——
2°2 6

1 1 1 1 1
£(0) g@ - g(zj > et gl-1-v2)——
.. 11
2) a) f est dérivable sur }——,_}
22

et f'(x)=0 < x =—;— alors g est dérivable sur } - oo,—;j[ =K.
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1 1
Vxe |-, g'(x)=———— onpose f'(x)=
} 2[g( ) ) p (x)=y
1 _(1+sin7ty)2
f'(y) T COSTIY

fy)=x & 1——«}——:x < 1—x=———?—
1+ siny 1+ sinty

et f(y)y=x

g'(x)

X

d’oll sinmy = -1

ou encore 1+ sinny = =
I-x 1-x 1-x

2
2 .2 2 X
comme cos” my +sin” nwy =1 alors cos“my=1- (1 j
—-X

2
On saitque ny € —E,E , cosmy =0 donccosmy =,[1— X
2°2 1-x

[ 1-2x
(1-x)?

par suite g'(x) =

)
1-x ! Vxe}—oo,

1-2x -n\/l—Zx(l—x),

|

N | —

(1-x)
b) On pose U(x)=cosx, h(x)=goU(x)

o U est dérivable sur }g, n} , g est dérivable sur } - oo,% [ .

OVxe}g,n}ona —ISCOSXS% d’ou U(x)e}—oo,—;{

sin x
vl —2cosx(l—cosx)

. 11 .
3) a) o f est continue sur —E,—2~ alors g est continue sur | — 00,5

par suite h est dérivable sur }

w3

et K'(x)=U'(x) - g'(U(x)) =~

. 11
donc g est continue sur 370
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H

W
Do

et g est dérivable sur }
}1
ae =,
3

car LRI et .1
s 2) 2 & 3) 6

1 1
=2 ouencore V1-2a(l-a)=—
vl -2a(l-o) 2n

[ alors il existe un réel

1 1
{()-03)
[ tel que g'(a) 2 A3 2

1 1

2 3

N | —

Soit (1-2a)(1-a)? = !

47?

b) lim gla+1t)—glo— t) — 11m|: g(o +t)—g(a) + glo —t) —g(o)

t—0 t

t—0

t —t
=gl +g(a)=2g(a)=4
D= {x e R telquex’(x —1)20}=[1,+oo[

2) a) x ——x*(x —1) est dérivable et strictement positive sur ]1, + oo[

Alors f est dérivable sur ]I, + oo

200 [x2x-p)s X3

=lim 5=+
I x—1 1 x—1 *

(x-1)°

donc f n’est pas dérivable en 1.
Conclusion : f est dérivable sur [, + oo[.
b) Vx € ]I, + oo

-2

-2
,f'(x)=%(3x2 —2x)(x} —x2)? =3§-(3x—2)(x3 —x%)3 >0

carx>1alors3x—2>let£>0

X 1 + 00
(%) +
f(X) + Oo/m
2 1 1
3. —1N3 . Y
3) lim L  Jjg 2=V =1irr{X 1]3 -1
+o X +00 X +00 X

139

Solutions



Fonctions réciproques Solutions

1 1
Hmf(x) - x =lim(x® = x2)? —x =limx (1 —-1—)3 -1
+0 +o0 e
se présente sous la forme indéterminée o x 0 . multiplions et divisons par
I’expression conjuguée de celle qui figure entre crochées. Celle-ci est du
type
a—b et nous voudrions obtenir a* —b>,I’expression conjuguée est donc
2

a’ +ab+b? c’est adire (1—1J3 +(1—lj3 +1 qui conduit au calcul de :
X X

lim o - :—ldoncladroite A:y=x—l

+0o0 = l
(l—lj3 +(1—lj3 +1
X X

est une asymptote a la courbe.

1 1

4) M(x,y)eC NA y=x—%ety=(x3 —x)g (x? —x)5 :x—%

3
1
<:>x3~x=(x—§ o xP—x=x*-x?+2-—

ce qui donnex = % d’olt

C NA :{(l__z)}
. 9°9
5) Au point A(1,0) la courbe admet

une demi tangente verticale dirigée
vers le haut :

2(45)3 =23=8 et f(8) =(4~8%)% 2(4'(8%)2j
)-R0)_, [1-]

* O * ’ x[ (4-x%)s+sj

2) a) h'(l)n
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A 16x3 445 -x? P (16+4x/-x/)
T T

[16+4x7 x5

=lign =-00
x%[ (4-x%)3 +8J

car limx% =0" et lign-16+4x% xh =16
0

f(x)-1(0)
X
¢) &g admet une demi tangente verticale au point d’abscisse 0.

b) li(l)n =-00 = f n’est pas dérivable en 0.

1 1
3) a) Pour x € ]0, 8], f'(x)=%(4—x%)2 .(-%x-gj

£ (X)—_~_V4X}/

W

b) Pour x € 10, 8] ; f"(x) < 0 donc f est décroissante sur [0, 8].
4) f est continue et strictement décroissante sur [0, 8]

= f réalise une bijection de [0, 8] sur [0, 8]

= f admet une fonction réciproque.

*Tx) =y (4-x%)3=y<:>(4-x%)3 =y’ < 4- x/—y/<:>x7/ =4- y/
ex=(a-y%)"

3

%
d'ott pour touty €[0,8]onaf (y)=(4-y%) * done ' = £.

141



Etudes de fonctions Résumé de cours

Chapitre V
Etudes de fonctions

Soit f une fonction, D son domaine de définition et C sa courbe

- >
Représentative dans un repére orthogonal (O, i, j).

1) Parité :

M f est paire < pourtout xeD ona:—-xeD et f(—x)=1(x).
B f est impaire <> pour tout xeD ona:-xeD et f(—x)=~f(x).

BMConseil :Si f est paire ou impaire, le domaine d’étude est réduit a : D0, +oof
M Interprétation g€ométrique :

-
Si f est paire alors C présente une symétrie par rapport a I’axe (G, j).

Si f est impaire alors C présente une symétrie par rapport a I’origine du repere.
2) Périodicité :

EDéfinition : f est périodique de période T si et seulement si pour tout
xeD,ona: x+TeDetf(x+T)=f(x).

B Conseil : Si f est de période T, I’ensemble d’étude est réduit a un

intervalle d’amplitude T contenu dans D.

B Conséquence graphique :

La courbe de C de f s’ obtient a partir de la portion de la courbe tracée sur

-
I’intervalle par des translations successives de vecteur k i ou k est un

entier relatif.
3) Centre de symétrie :

A(a,b) est un centre de symétrie pour C si et seulement si pour tout x € D.
2a—xeD et f(2a-x)=2b-f(x).
4) Axe de symétrie :

A:x =a estun axe de symétrie pour C si et seulement si pour tout xe D,
2a—-xeDet f(2a—-x)=1(x).
5) Branches infinies :

W Si lim f(x) e {~ oo, + oo} alors la y
X—a C’est une

. asymptote
droite 3| verticale
d’équation x =a est une asymptote a . >
C; quand x——a ;

—|x=2a
¢
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Résumé de cours

M Si lim f(x)=a alors la droite

X0

d’équation : y=a est une asymptote

a C; quand x —— ;

~ ¢’est une asymptote

-
-~ - horizontale

o X

B Si lim f(x) & {+ o0, — 0} et si la fonction s’écrit de la forme :
X—>0

f(x)=ax +b+g(x) avec limg(x)=0 alors la droite d’équation :

y=ax+Db est une asymptote 2 C; quand x —> 0.

Sinon :on calcule lim E(—X—) .
x=® X

1¥cas:Si lim E(—Q =0 dans ce cas
X—m X

la branche infinie est une branche
parabolique de direction (x ° x') .

2°™ cas : Si lim fx) € {4 00, — oo}
x>0 X

dans

ce cas, la branche infinie est une

branche parabolique de direction

(Y'oy).

3™ cas 0 Si lim f(_x)~ =a, on calcule
X0 X

lim [f(x) — ax]-(a # 0)

a) Si lim[f(x) —ax|=b alors Ia
droite d’équation: y=ax+b est
une asymptote a C, au voisinage

de o0,

T —
x’ o X
—_ S~

b) Si lim[f(x) —ax]e {+ o, -0}

alors la branche infinie est une
branche parabolique de direction la
droite d’équation : y =ax.

)
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ENONCES

C Soit (O, I,j ) repére orthonormé.

Déterminer la nature des branches infinies de la courbe de f dans chaque cas :

a)f(x)=x+14+Jx+1 b) f(x)=x + vx* +1

O)fx)=x vx-1 d) f(x) =x - !
x*+1
vSoitf: R——IR; x| \X+Jj_.0ndésignepar(C)
x°+1

- -
sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, j).

1) a) Calculer lim f(x) ; lim f(x).
b) Dresser le tableau de variation de f.

2) On désigne par (T) la tangente a (C ) en O.
Etudier la position de (C ) par rapport a (T).

Déduire que O est un point d’inflexion de (C).
3) a) Déterminer les asymptotes a (C ).

b) Construire (C).

4) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que I’on
précisera.

b) Soit ' la fonction réciproque de f.
Montrer que £~ est dérivable sur J est calculer (f™')(0).
X

V1-x? .

On considere la fonction f définie par f(x)=1-

1) a) Déterminer le domaine de définition D de f.

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D.

¢) Etudier les variations de f.
2) Montrer que la courbe représentative C ) de f rencontre 1’axe des abscisses
en un seul point dont on déterminera son abscisse. En déduire le signe de
f(x).
3) a) Montrer que le point I(0,1) est un centre de symétrie de C ).

b) Etudier la position de (C ) par rapport a sa tangente T en 1. Que peut-on

déduire ?
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c) Construire € ).

4) a) Montrer que f réalise une bijection de D sur R .
1-x

Jx? “2x+2

5) a) Montrer que I’équation f(x)=x admet dans D une solution unique c.

b) Montrer que pour tout x € R, (x) =

Vérifier quea € }O,%{ .

b) Montrer que pour tout X € [0,-;{] ona: |f(x) - OL| s§——9\/§|x - oc|

Soit la fonction numérique définie sur IR par f(x) = -x> + 6x2 — 9x +1de
courbe représentative (£) dans un repére orthonormé (O, f,}) (unité 1 cm).
1) Calculer f ’(x) , étudier son signe. Dresser le tableau de variation de f sur IR.
2) a) Ecrire une équation de la tangente (T) a (£) en x, =2.

b) Etudier Ia position relative de (T) et ().
3) Démontrer que (2 ;-1) est le centre de symétrie de (C).
4) Représenter graphiquement (&) et (T).
5) Justifier que f(x) = 0 admet trois racines x; < X3 < Xs.
6) Discuter graphiquement de 1’existence et du signe des solutions de
f(x) =m (melR).
Soit la fonction numérique g définie par : g(x) = x+1+vx*+ 2x
et (€) la courbe représentative dans un repére orthonormé (O, T,j ).
1) a) Déterminer le domaine de définition de g.
b) Etudier la dérivabilité de g a droite en 0 et a gauche en -2.
¢) Donner le tableau de variation de g.
2) a) Montrer que la courbe (£) admet une asymptote oblique (D) en +co.
b) Etudier la position de () par rapport a (D) relativement a IR..
¢) Construire la courbe ()
x2-1

WSoit la fonction numérique définie sur [1 ;+oo[ par f(x) = %x -

On désigne par () sa courbe représentative dans un repere orthonormé
(O, 1,j). (unité 2 cm).
1) a) Démontrer que la droite (D) : 2y —x +2 =0 est une asymptote a £ en +co.

Vx*-1

b) Justifier que pour tout x €[1, + ool ; <1.
X

En déduire la position relative de € et D sur [1,+oo][.
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2) a) Calculer lim

h-0*

b) Interpréter ce résultat en terme de dérivabilité (a droite) pour f en xo =1.
3) Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g(x) = x? ¥x2-—-1-2 définie sur ]1,+o0[.

a) Calculer g(\/z ).

b) Montrer que g est strictement croissante sur ]1,+oof.

¢) Déduire de ce qui précede , le signe de g sur ]1,+oo[.
4y a) Calculer £’(x) . Montrer que f” est du signe de g sur ]1,+oo].

b) Dresser le tableau de variation de f sur [1,+o0[.

5) Représenter graphiquement la courbe () .
W On considére la fonction f (x) = vx2-3x+2 . On désigne par (£)

sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 1,j).

f(1+h)-£(1)
h

1) Déterminer le domaine de définition de f.
. . . 3 o
2) Montrer que la droite d’€équation x = ) est un axe de symétrie pour la

courbe de f.
Soit g la restriction de f a [2,+oo],
3) Calculer g’(x) pour x €]2, +oo[ et dresser le tableau de variation de g.
4) Montrer que la courbe (£’) de g admet une asymptote quand x tend vers +oo
dont on donnera une équation .
5) Préciser la demi tangente a la courbe () au point d’abscisse 2.
Tracer la courbe (£’) de g.
6) a) Montrer que g réalise une bijection de [2,+co[ sur un intervalle que I’on
précisera.
b) Expliciter la fonction réciproque g ' de la fonction g.
¢) Tracer la courbe de g”'dans le méme repére que la courbe (£’) de g.

f(x) = Vx*+x-x -1 six <-1
Soit la fonction f définie sur IR par : K X242x+1

X)= ——— six>-1
x+1
(€) désigne sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, Y,} ).
1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point (-1).
2) Montrer que la courbe () admet deux asymptotes A, etA, que I’on
déterminera.
3) Etudier les variations de f et tracer la courbe (§).
4} Soit g la restriction de f a I’intervalle I =]-co,-1].
a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalie que I’on
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précisera. Soit g”' la fonction réciproque de g.
b) Tracer la courbe (£’) de g ' dans un méme repére (O, 1j).
5) Soit la fonction h définie sur IR par h(x) = x* —x2 -x -1.
a) Dresser le tableau de variation de h.
b) Montrer que Y’ équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle o .

c) Vérifier que a e }%,2{

d) En déduire que () rencontre la droite A : y = X en un seul point.

VSoit la fonction f: IR—IR ; x — x+/x2-2x
1

) a) Déterminer le domaine de définition D¢ de f et les limites
aux bornes de Dy.
b) Etudier la dérivabilité de fen O et 2.
¢) Etudier les variations de f.
2) Soit (£) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére

orthonormé (O, f,}) et soit la fonction g définie par g(x) = x-v/x2-2x , et on
désigne par (£”) sa courbe représentative dans le repére (O, L))
a) Montrer que (£) admet deux asymptotes a déterminer.
Vérifier que leur point d’intersection Q a pour coordonnées (1, 1).
b) Montrer que (£’) est le y symétrique de () par rapporta Q.
3) Soit (H) la courbe d’équation y2 -2xy +2x = 0 dans le repére (O, T,} ).
a) Montrer que H= () (&) b) Construire (H).

1) Etudier les variations de la fonction g définie par g (x) = v4 - x
et

construire sa courbe représentative (I") dans un plan rapporté
a un repére orthonormé (O, 1,j ).

2) Soit f la fonction définie par f(x) = —1—+\/4-x
X

a) Etudier la position de la courbe représentative () de f par rapport a (T").
b) Etudier les variations de f.
¢) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une seule solution a dans -

I’intervalle ]-00,4] et vérifier que a e }%,—%[ .

d) Construire la courbe () dans le méme repére (O, f,] ).
3) Montrer que I’équation f(x) = x admet dans] 0,4] une solution unique x.

79
Vérifier que x, €]—;—[.
que X, ]4 4[
4) On pose h (x) = f(4 cos x) pour tout x & [O;g[ .
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a) Démontrer que la fonction h réalise une bijection de [O;E[ sur un
intervalle J que 1’on précisera. On note h ™' la fonction réciproque de h.

b) Etudier la dérivabilité de h™' en %.

¢) Calculer h (% ) et déterminer le nombre dérivée de h'en (% w2 ).

X

W Soit f la fonction définie par f(x) =-1 + ek
X -

1) Déterminer le domaine de définition de f et calculer les limites de f aux
bornes de son domaine de définition.

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Soit g 1a restriction de f sur 'intervalle] 1, + o[.
a) Montrer que g est une bijection de ]1+ oc[ sur un intervalle I que I’on
déterminera (on note g sa réciproque).
b) Etudier la continuité et le sens de variation de la fonction g’
¢) Exprimer g (x) pour tout x €1

d) Déterminer le domaine de dérivabilité de g™ et calculer (™)’ (—i—) .

4) a) Montrer que 1’équation g(x) = x admet dans I’intervalle] 1,+oc[ une
solution unique o .

b) Construire dans un méme repére orthonormé (O, 1,j ), les courbes
respectives g et G,

h(X)=g( ! j si x# =
5) Soit h la fonction définie sur]0,~] par : cosx 2
T
h(=)=0
( 2)
a) Montrer que h est continue & gauche en g .

b) Montrer que h est dérivable sur ]0, g [ et calculer h’(x).

c¢) Déterminer 1’expression de h(x) pour tout x e]0,~72£] .
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CORRIGES

va)f(x)= X+ 14+4x+1 ; Df=[-1, +o0f

* lim f(x)= lim X +1+/x+1 =+ o0

Jx+1 +
* lim 2 i L e L X L
X400 X X =>4+ X X X—>+0 X X ’X+1
+
Car lim l=O et lim X—1=1 et lim ! =0
Jx+1

X0 ¥ X=r+0 ¥

* limf(x)-x=liml+/x+1=+
donc &; admet une Branche parabolique de direction la droite y = 1.

b) f(x) = X ++/x2+1 : Df=IR

* lim f(X)=+o

/ x4f1+—
1+ —11m1+ —11m1+ f1+—~—-

)-x° =lim =0

* hm (f(x) 2x)= 11mw/x +1-x= 11m
o (\/x +1+1) * ‘/x +1+x

donc y = 2x est une asymptote au voisinage de +oo

X+ x>+ (Jx2+1- X) x*+1-x2 —lim 1 -0

* limf(x)=1lim
l‘gl(X) 1 \/x +1-x “°°\/x +1-x 'w\/x +1-x

Donc y = 0 est une asymptote au voisinage de -co.
¢) f(x) =x/x-1 et D¢=[1, +oo

* lim ()—11

X+ ¥

* limf(x)=+0c0 et * lim—= fx) =lim/x-1=+oo
+0 +0 X +00

donc {r admet une Branche parabolique de direction (yy’) en +oo.

! ;Df=IR

D) =X -—
w/xz +1
1 1
Iim———=0 et lim——=0
400 ’XZ +1 -0 ,XZ +1

On déduit que y = x est une asymptote (s au voisinage de +oo et de -oo.
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—>—00

; 1)a) lirp f(x)= lim [x+

X . 1
]zhm x[1+ j=—oo
Vi+x? ) *7 1+x°

lim f(x)= lim x(1+ ! ]:+00

X—>+0 X—>+0 [1+ XZ

b) x ——1+x7 est dérivable et strictement positive sur IR

1
V1+x?

est dérivable sur IR donc x ——f(x) est dérivable

donc X ——

est dérivable sur IR est par suite

X

V1+x?

sur IR et on a pour tout x IR :

1’1+X2 _l(_z___
2
fi(x)=1+ WI+x” g,

1
>0.
L+x? (1 +x? W1+ x?

X F—

— 00 + o0

X
£'(x) +

f(X) . /+ 0

2)T:y=£'(0)-x +£(0).
f(0)=0et f'(0)=2d0uT:y=2x.

X mx:x(l—m): x(—xz)
i+ x? 1+x? \/1+x2(1+x/1+x2)

donc le signe de f(x)—2x estceluide (—x).

f(x)-2x=

X — 00 0 + o0
f(x)-2x + o _
Position de (C) (C) est (C) est
par rapport a (T) | au-dessus de (T) | au-dessous de (T)

Ona C NnT= {O(O, 0)}.comme la courbe (C) traverse la tangente en O
d’ou O est un point d’inflexion pour (C)
3)a)e Ona lim f(x)=—o donc la courbe (C) admet une branche infinie

au voisinage de (—c0).
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. f(x) .. 1
lim —==lm l + =1.
X—=—0 X xirfloo [ 2
lim [f(x) x = lim = lim X =-1.

X=>—00 X—>—0c0 , X—>—0 1
—x‘/l-l——
XZ

Donc la droite (D) d’équation : y=x —1 est une asymptote oblique &

(C) au voisinage de (—0).

e lim f(x)=+o donc la courbe (C) admet
X=>+c0

une branche infinie au
voisinage de (+o).

163 1
lim —==lim 1 + =1.
X—=+0 X X—>+0 /1 + X2

lim [£(x) - x| = lim ——
X—>+o0 X—>+00 ,1+X2

- tim L =1, |
X+ 1
1+ —
X2

Donc la droite (A) d’équation y =x +1 est une asymptote oblique & (C )

au voisinage de (+0).

4) a) f est continue et strictement croissante sur IR donc elle réalise une
bijectionde IR sur J=f < IR >=1R

b) f est dérivable sur IR et pour tout x IR ; f'(x)#0 ;donc £ est
dérivable sur J=f < IR >=1R et (f)(0)= 11 = ,1 =l.
f'(¢7 ) £'0) 2
(;1) 2) D={xeR telque 1-x >0}=|-1,1]

b) x ——1—x? continue dérivable et strictement positive sur ]— 1, 1[

1
V1-x2

& ol f est continue et dérivable sur }-1,1].

—1-x? +xi

2W1-x -1

(1-x?%) (l—x 2)y1-x2
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donc f est strictement décroissante sur ]— 1,1[.

2) f(x)=0équivaut 341 —x> =x ouencore 1-x> =x’et x>0

. 1 N , . C . 1
soit x= \/; d’ou C rencontre I’axe des abscisses au point d’abscisse \/;

si xe}— 1,\[%:’ alorsf(x)>0 et si xe{\/g,l{ alors f(x)<0

X

Dayvxel-LI[,-xe-L1]  f(-x)=1+
1-x
X

V1-x?

donc I(0,1) est un centre de symétrie pour C
b) T:y=£f'(0)x +f(0) ouencore T:y=—x +1

rll

2-f(x)=2-1+

=£(-x)

f(x) = (X +1) =1 - 4+ x ~ 1 =x
1-x?
3

- X
-2 W =% 1)
] 0

X — 1
=X + o -
Position C C au dessus C audessous
etT deT de T

On en déduit que I est un point d’inflexion.
¢) lim f(x)=+w et lim f(x)=-w
x—=1"

x—>-1"

donc x=-let x =1sontles asymptotes
de C.

4) a) f est continue et strictement décroissante sur
- 1,1] donc f réalise une bijection

de ]—1,1[ sur R .

Y

Dt 'x)=y @ f(y)=x & 1-—L—=x

\ll—y2

ou encore 1 -x = équivaut a

y
J1-y?
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2 (1 _ X)Z
(1-x)? =—2— etyet 1 -x ont le méme signe par suite y? =——
1 —-y? 1+(1—x)

-]
soit |y| =——=—=—==——= comme y et 1 —x ont le méme signe
4 J1+ (1 =x)?
1-x
Alors y = ainsi f 1 (x) = ————
Vx? =2x+2

1-x
J1+ (1 —x)2
5) a) On pose g(x) =f(x) —x

g est dérivable sur ]— 1,1[ et g'(x)=f"(x)-1 comme f'(x)<0

Alors g'(x) <0donc g est strictement décroissante sur ]— 1,1[ comme g est
continue sur ]— 1,1[

par suite g réalise une bijection de |- 1,1[ sur gFL1h=R

car li1r+n g(x)= (11}}} f(x) —x =+owet lill_‘n g(x)=—0

or 0 R, alors il admet qu’un seul antécédent o € ]— L1[ tel que
g(a) =0 ouencore f(a)=0

1 i 1 1 1 1
0)=f(0)=1>0et Zl=fl 2|l 2=2——<0d 0,— .
g(0) ) >ue g(zj (2) 5% ,_3 onc ae} 2{

b) e fest continue sur {O,%}.

o f est dérivable sur

OVXEIZO,;jl %<1—x <1et——<\/1 x? <1

Alorsﬁsa—xz)\/l—x2 Sldonc—8ﬁ<ls ! Sgﬁ
8 1-x)V1-x>

8\/_

d’ou

N PR . . 1
d’aprés le théoréme des accroissements finis sur {O,E

on a pour xe{o,l etaejlo,l{
2 20 .

83 83

If(x) - f(oa)|sT|x —a| commef(a)=a |f(x) —oclsT|x —q.
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W D (x)=-3x2+12x-9.

X -0 1 3 +00
£(x) - ¢ + 9 -
+oq 1

f(x) \ / \
- -CO
6 9

hm f(x) = hm x*(1—— ————) 400, de méme lim f(x) = —0

x x* x X

2) a) f(2) = -1 et £(2) =3 d’ou I’équation de la tangente (T) a (£)

enxo=2estT:y=3x-7.

b) f(x)-(3x-7) = - x* + 6x2 -12x +8 = -(x-2)’.

Pour x > 2 ; -(x-2)° < 0 donc ¢ est au dessous de T.
Pour x < 2 ; -(x-2)° > 0 donc ¢ est au dessus de T.

3) On a: f(4-x) = -(4-x)’ + 6(4-x)>- 9(4 - x) +1=x> - 6x 2+ 9x - 3.
D’autre part -2 —f (x) =x"-6x2+ 9x - 3 d’ol1 f(4 - x) = - 2- f(x).
Donc Q (2 ; -1) est le centre de symétrie de (£).

4) A

1
)

5) f est une fontction continuesur IR doncd'aprés le théoéme des valeurs

en particulier sur[0,1;0,2] intermédiaires il existe x, € ]0,1;0,2[
et f(0,1) x {(0,2) <0 tel que f(x,) =0

avec le méme raisonnement on reléve que :
*x €]2,3;2,4[ tel que f(x,) =0.  * x3€]3,5;3,6[ tel que f(x3) = 0.

6) Les solutions, si elles existent de f(x) = m sont les abscisses des points
d’intersection de () avec la droite variable d’équation A, :y =m.
1¥ cas : sim > 1 ; I’équation admet une solution négative.
2™ cas:sim=1;x=0etx=3.

“"cas:sim €]-3,1 ; il y a 3 solutions positives.

4 cas:sim=-3;x=1etx=4.

5" cas : si m €]-0,-3[ ; il y a une solution positive.
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V )a) Dg = {x € IR, tel que x2 + 2x >0} = ]-00,-2] W [0,+00.

- + 2+ +
by fim S0LBO) gy XXX _ g, XOHD)
x—0* X x—0* X x—0* XJ;ZTZ_;(—

Donc g n’est pas dérivable a droite en 0.

g()-e(2) _ . MxH2x . x(xf2)

lim =—=————~ —= im _— =0
x=(-2)7  X+2 =27 X+2 x>(27  (x+2)/x2 +2x

Donc g n’est pas dérivable a gauche en -2.
¢) La fonction x > x2 +2x est dérivable et strictement positive sur :

I = J-00, -2[ W]0,+00[. Alors la fonction x > «/x2+2x est dérivable sur I et
x> x +1 est dérivable sur IR en particulier sur I d’ou g est dérivable sur I
etpourtoutx € Ionag’ (x)=1+ xt1 =X+1+ XX

VX2 +2x Jx42x

*Six+1>20&x > -1 alors x €]0,+0].
Donc g’(x) =0 pour tout x €]0,+co[.
*Six+1 <0< x <-1alors x €]-, -2[.

S
()= <0
= [ Varax -(x+1) |/ x2+2x
X | -o -2 0 +oo
gx) - +
0 100
00 | N, 7
-1 1
lim S S 0

lim g(x) =+o0; lim g(x) =
x—>+ocg() x—>—mg ) x—>—wx+1_ X2+2X

2)a)Ona: lim g(x) =+ donc la courbe () adﬁet une branche infinie,

B _ tim 14 L+ 1+ 2y=2
X

lim ===
X—+o ¥ X—>+0 X
1
1- 4x A 4
lim [g(x)-2x] = lim (1-x+/x*+2x )= lim = lim X =2.
X—>+00 X—>+0 X—>+0 1-X—\/X2 + 2% x40 [ ] 2
—-1-/1+—=
X X

Donc la droite (D) d’équation : y = 2x +2 est une asymptote oblique en +co.
-1
<0.

b) Pour tout X €IR , ; g(X) -y = vx2 + 2X X-|=——=——
© 8 4 N X2+ 2x+x+]

Donc (£) est au dessous de la droite (D) pour tout x € IR,
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¢) *y =0 est une asymptote a ({ ) au ¢
voisinage de (-0).

* La courbe (£ ) admet deux demi
tangentes verticale aux points

d’abscisse x=-2 et x =0. 7

; ; 1) a) Pour démontrer que la droite d’équation : 2y —x +2 = 0 ou encore

Q| <.
—l

1 e e
= —2~x —1 est une asymptote a ¢ étudions :

L i Y L
X+ X ‘ X—>+0 X(X + 4/ )
Donc la droite D est une asymptote oblique a la courbe £ en +co.

lzls

X X

hm (f(x) ( x-1)) = 11

b) Pour tout x €[1,+oo[ ; v/x?—1<x done <1

c’est — a —dire que 1- >0 ou encore que f(x) - (EX -D=0

X
Donc pour tout x € [1,+oo[ C est au dessus de D.

\/ 1+2h+h*-1 1

+ h-
+h)-
2)a) fim D 2 2 Ith 2
h—0* h h—>0+ h
mcL- Jh*2h RLGCTNP) S () BN ht2

= lim
h-0'"2 h(l+h)~ b0t meG - h(1+h)\/h2+2 G (1+h)\/h2+2

+h)-
b) Comme wn’a pas de limite finie quand h tend vers 0, fn’est

pas dérivable en x, = 1, mais on 1nterprete ce résultat a I’aide d’une demi

tangente verticale au point (1 ; 5 ).

3) Etude de la fonction auxiliaire : g(x) =x* Vx?>—1-2 sur]l ; + .
2) (v/2) =0

2x x’

b) g’(x)=x* +2xVx3-1=

)8'x) 24/x2-1 Vx3-1

, x(3x2-2)

X = ee——
N =

D’ou g est strictement croissante sur]1 ; + oof.
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Solutions

X 1 \/5 +00

g’ (x) +

+

+00
g(x)

\

2
lim g(x)=+c0

X—>+00

c¢) On déduit le signe de g a partir du tableau précédent :
* Six > /2 alors g(x)>g (\/5 ) donc g(x) > 0.
*Six < /2 alors g(x)<g (\/5) donc g(x) <0.

2x
X -x%1
\ I 2% 1 1
4)a) f'(x)=—- . =—-
2 X 2 x2/x2-1

XZ\/X2-1-2: g(x)
2x%3/x2-1  2x*x2-1

Le signe de f’(x) est celui de g(x) pour tout x €]1,+o0].

Soit £(x) =

X 1 \/5 +00
£(x) - +
1
f(x) 5\ / +0o0
0
5 4

v D) f(x) = Vx2-3x+2
Ds= {x € IR tel que : x*> -3x+2>0} = ]-o0, 1] U[2,+00] .
2)x €]-0,1] U2,+0[ <@ x<loux>2 <& x>-lou—x<-2

<3x>20u3x<1 & 3-xel-w,1] U2,+0f < 3-x €Dy
£(3-x) = \J(3-%)2-3(3-x)+2=v/x2-3x+2=f(x)
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donc x = % est un axe de symétrie .
3) x > x%-3x +2 est une fonction dérivable et strictement positive sur
]-00,1[ ]2, +e0[ en particulier sur ]2,+c0f donc x > vx*-3x+2 est dérivable
sur ]2,+oo[ et on a pour tout x €]2,+00[

o 2x-3
g 24/ x2-3%x+2
Xll')rga g(x) = Xlirgﬂ fx) = xl_i)lga x2-3x+2 = +e0;{(2) =0

X 2 +00

g || +

—+00
g(X) /
0

4)Ona lim g(x) =+ donc £ admet une branche infinie au voisinage de +co.
X—>+>

v x2-3x+
B _ i 2 _ iy 12 2y
X+ X X—+n X X400 x x?

lim
2. +2. 2
lim [g(x)-x]= lim [\/x2—3x+2 -x] X3xA2-x2

= lim
Xt \x2-3x+2+x

2
x(-3+=)
3x+
3x+2  _ i X 3

= lim ————
X—>+0 ,X2-3X+2+X x—>+wx{ 3 2 :l

>0.

Donc la courbe (£’) admet une asymptote au voisinage de +oo d’équation :
3

=x____
Y 2

5) 1im 8XER) _ yjp, VX3
x>2"  X-2 x-2" X2

= lim _ X2 lim _eD0el) =400
%22 (X2WXEZRH2 02 (X-2)Vx2-3x+2

Donc g n’est pas dérivable en 2

et la courbe (£’) admet une demi

tangente verticale dirigé vers le

haut au point (2,0)

6) a) g est continue est strictement croissante sur [2,+oo[ donc elle réalise une
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bijection de [2,+oo[ sur g < [2, +oo[ > = [0, -+oo][.
b) Soit x €[0,+oo[, cherchons y € [2, +oof tel que g” (x) =y.
X =y ©g)=x o Xx=y>3y+2 & x2=y2 3y +2
< y2-3y +2-x2=0.
A=9-42-x¥)=1+4x2>>0

3-1+4x

Doncy = B <% donc y & [2,+o0[

3+1+4x2 ] 3441 +4x2

OQuy="———""">2donc g'(x) =
y 5 g (%) 7

c) La courbe de g' est 1a symétrique de celle de g par rapport a la premiére
bissectrice.

f(x) =Vx*xx-1 six<-1
X2+
f(x) = 231 ! six>-1

1) Pour étudier la continuité et la dérivabilité de f en (-1) il est nécessaire de
les étudier a droite et a gauche de (-1).
* Continuité de fen -1 :

lim f(x)= lim (Vx*+x-x-1)=0=f(-1)

x—=>(=1)" x—=>(-1)"

xX22x+
lim fx)= lim 2L _0_ 4
x=(=1)" x=>(-1)*  x2+] 2

Ona lim f(x)— hm . f(x) = f(-1) donc f est continue en (-1) .

x—>(-1)"

* Dérivabilité de fen —1 :

. fx)-(-1) o VXxex-1 XHx-(x+1)?
* lim ————== lim ———= lim
-7 x+] e xFl xe() (x+1)(\/x2+x+x+1)
0D o
x=(=1)" (x+1)(\/x2+x+x+1) x—>( 0 \/x2+x+x+1 '
Donc f n’est pas dérivable a gauche en -1.
-1( - 2 + +1)2
e lim )41 _ i x| lim )
-0t x+H =0 (XFDEHD) et (x+H1D(x2HD)
. x+1 . , . . .
= lim =0 d’ou fest dérivable 3 droite en -1.
x=(-1)* x2+1
Donc f n’est pas dérivable en -1.

242%+
2)* hm f(x) = lim ﬂ
X+ X2+1

Donc la droite A, d’équation : y = 1 est une asymptote a la courbe (£)au
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voisinage de (+0)

* lim f(x) = lim (v x2+x -x-1) =+

Donc la courbe (£) admet une branche infinie au voisinage de (- o)
lim 9 _ lim —( 1+l+1+~1—) =-2

X X

x—-— ¥ X —>—0

lim [f{(x)+2x]= lim (v x*tx+x —1)

1
) x(3-—)
TR .l S— - X 3
_x( 11

1+—+1-—J
X X

Donc la droite A, d’équation : y = -2X—% est une asymptote a la courbe(Z)

au voisinage de (-c0).
3) * Si x €]-00,-1] :f(X)=v/x*+x x-1
X x>+ -x-1 est dérivable sur ]-o0,-1{ U]0,+00[ en particulier sur ]-co ,-1[
et on a pour tout x €]-o0,-1[
2x+1

f’ =
) 240 x%++x

-1<Qcar 2x+1<-1

24D %+
*8ix g]-1,+0[ ; f(x)= x—i—xllest dérivable sur IR en particulier sur
X
D2
]-1,+o0[ et on a pour tout x €]-1,400 [ ; £(x) = 242
(e+1)?
X -0 -1 1 +00
2x%42 - d o+ O -
D’ou le tableau de variation de la fonction f.
X ) -1 1 +00
Peo | -+ 9 -
+00 2
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4) a) La fonction g est la restriction A
de la fonction f sur I = ]-00,-1] est une y=x
fonction continue et strictement
décroissante donc elle réalise une \ +
bijection de I sur g < J-o0,-1] > = [0,+00][.
b)f’=S,()avec A :y=x

5)h(x)=x’—x2-x-1.

a) D, =1IR ; h est une fonction polyndme,

elle est dérivable sur IR eton a :
h’(x) = 3x% -2x -1.

h’(x)=0®x=-% oux =1, &
X -00 -% 1 +o0
h’(x) + ¢ - n
iz— ~+00
h(x) /27
-0 | -2/

b) D’aprés les variations de h on a : pour tout x €]-0, 1[ ; h(x) <0

donc h(x) = 0 n’a pas de solution sur -, 1] la restriction de la fonction h sur

[1,+oo[ est une fonction continue et strictement croissante donc elle réalise

une bijection de [1,+o0[ sur [-2,+o0].

0e[-2,+oo[donc I’équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle

ae[l,+of .

&) h(2)=-Tn)-1 e
2 8 d'apréslethéorémedes valeurs

h est continue surIR . o 3
intermédiaires o 6]5,2[.

en particulier sur [—3—,2]

d) * Six €]-o0-1].

Soit M(x,y) € N A <:>{

f(x)=x {\/x2+x -x-1=x
<

y=X y=X
X3x=(2x+1) 3x*+3x+1=0 n'a pas de solution
Jxrx = 2x+1 & x4x > 0 & ex+Hx 20
2x+120 2x+120

*Six €]-1,+o0].
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Solutions

flx)= 2%+
Soit M(x, y) € on{(x) X o X2
y

=X - x*+1
2+l =%’ +x © x’-x2x-1=0h(x) =0

cette équation admet une seule solution d’apres 5) b)
Donc £ A = {lpoint}.

; f(x) =x + Vx%2x

1) a) Df = {x €IR tel que x> -2x >0}.
X I 00 0 2 +00

x| + 0 - ¢ 4

Donc Df =]-0,0] U [2,+o0[

-2X
hme—hm X+ x22x) = lim ———= lim ————=1
0=, b = I o (\P J
X[ 4 J1-—+1
X

lim f(x) = lim (x++Vx%2X) =+
f(x)-f(0) . Vx®2x+x .. Vx*2x
n = lim = lim

. . x(x-2)
b) lin =1 =i +=1lim| I+——= |=
x=0"  x-0 x—0" X x=0" X. . x—0" ( XA/ X2-2X j

Donc fn’est pas dérivable a gauche en xo=0.

— 0

- Jxe- - -
lmf(x) f(2):lirn X 2x+x2:lim 1+ x(x-2) e lto=tw
2" x-2 x—=2" x-2 x=2" (x-2)Vx%2x

Donc fn’est pas dérivable a droite en x, = 2.

¢) f est dérivable sur ]-00,0[ W ]2,+00[ et on a pour tout x €]-00,0[ U ]2,+00[

Py=1+—22 1y X

2/x2-2x Vx22x
*¥six €]2,40[ <& x—1>0donc f°(x)>0
*sixel-wl & x-1<0

Vx22x+x-1 -1

f(x)= <0
S x -2x\/ JxE2x-(x-1))
\_._w—J
X -0 0 2 +00
() - +
1 +00

f(x)
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2) a) lim f(x) =1 donc la droite A, : y=1 est une asymptote horizontale au

voisinage de(-c0).
lim f(x) =+

fx) lim X+V/x3-2x i

lim m(l+ 1~2)=2
X=>+0 X X —>+w0 X X —=>+400 X
lim (f(x)-2x) = lim (-x++/x%-2x)= lim _—2)(5__2 -1
x(, [1+=+1)
X

Donc la droite A, :y =2x - 1 est une asymptote oblique a la courbe () au
voisinage de (+c0).

y=2x-1 X=
b) Montrons que (§’) =S, (§).
Soit M(x,y) e Pet M’(x’,y’) € P.

Soit Q(x.y) € A, NA, & {y o {y | done &, N4, = {Q(L,D}

%
2 x=2-x'
SaM =M oMM =Q o o ,
yy_, 2y
2

M(x, y) €€ < y=x+ Vx22X < 2 -y =2X"+/(2-x"*-2(2-X")
S -y =X+ VxP2X &y =xx 22K
SME,y)e@)douS, ©)=C.
3) H={M(x,y) tel que y2 -2xy +2x = 0}

MEx,y) e H © y?-2xy +2x=0 < (y —=x)2-x2+2x =0

x*-2x >0
S(y—x)P2=x2-2x& {‘y—x|=m
X €]—00,0] ]2, 40| x €]—00,0]U[2,+0]
< {y - X =Vx*2x o {y - X =vx3-2x
X €]—00,0]U[2,+00] X €] —0,0]V[2,+oo]
Q{y=X+x/m=f(x) o {y=x-J;(TZ)<=g(x)

S M, y) e LouMx,y) el © MK, y) e L > dou H=C L.
b) La courbe (£) admet aux points (0,0) et (2,2) deux demi tangentes verticales
dirigées vers le haut.
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Solutions

v

i H=© UE)

v; 1) g(x) = v4—x ;Dg = {x IR, tel que 4-x >0} =]—0,4].

La fonction g est continue sur ]-0,4] et dérivable sur J-00,4[

et on a pour tout X €]-00,4{.

* = O
g’ (x) N <
X -00 4
g'(x) ~

+
g(X) \
0
lim g(x)=+c0; fim B fim Y4X _ ji /4—"‘—:0
X—>—m X —>—c0 X X—=-0 X X—>—0 XZ

car v x® = -x au voisinage de -o0).
g

Donc la courbe ( I') admet une branche parabolique de direction I’axe des

abscisses au voisinage de (-o0).
* Dérivable a gauche en x, = 4
llm g(X)-g(4) = lim v 4-x

x—4" X - 4 x=4" X - 4

—lime 2 lime = o
x—4" (4-X)2 x4 \f4 . x

d’oti la courbe (I )admet a gauche
au point A(4, 0) une demi tangente

de vecteur directeur j

2) f(x) =%+\/4 - x; Dy =] —0,0[U]0,4]
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2) f(x) —g(x) = %

X -0 0 4
00 -g(x) - as
Position (I')estaudessus | (I') est au dessous
de (€) par de (&) de (©)
rapporta (I")

b) f(x) = l+ 4-x est dérivable sur ]—00,0[\]0,4[ et on a pour tout x
X

-1 1
—o0,0[U]0,4f'(x)=—- 0
€10, 004 )= =<
X -00 0 4
' (x) - -
+00 +00
£(x) \_w \%

lim f(x) = +c0 ; lim f(x)=—o0 ; lim f(x) = +0 ; {(4) :—3
X=»—0 x—=0" x—0*

c) D’aprés les variations de fon a :

* Pour tout x €]0,4] ; f(x) > 0 donc f(x)=0 pour tout x €]0,4]

* f est définie , continue et strictement décroissante sur }-co, O[

Donc f réalise une bijection de ]-o0, Of sur f < ]J-o0, O[ >= IR

0 e f < ]-o0, O[> donc I’équation f(x)= 0 admet dans ] -0, O[ une solution
unique o .

Conclusion : L’équation f(x) = 0 admet dans ]-o0,4] une seule solution o,

*f(——)——2+3‘/—_ Oetf(—%)z— +\/§<0

1 1
donc f(—=).f(-=) <0 d'ov -=,—.
( 2) ( 3)< uo €] 5 3[

fx) .1 J_ 1 (_'1)
d Jim = lim o+ = lim ()=

donc la courbe () admet une branche parabolique de direction I’axe des
abscisses au voisinage de (-c0).

 y = 0 est une asymptote a (§).

* Dérivabilité en xy = 4.
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lim = lim = lim
x—4" x4 x—4" x-4 x—4"

4x  /4-x

1 1
o) VT { L1 }z_oo

Donc la courbe (£) admet a gauche au point (4,%) une demie tangente de

vecteur directeur 3 .(voir Fig 1)

3 fx)=x < f(x) —=x=0.

On pose k (x)=f(x) —x ; pour tout x €]0,4].

Pour tout x €]04[; k’'(x) = (x) -1 <O.

K est une fonction continue et strictement décroissante sur ]0,4] donc elle

réalise une bijection de J0,4] sur k < J0,4] > - [k(4) ; Iim k(x)[= [—$;+oo[.
x=0"

0 ek < ]0, 4] > donc il existe un unique x, €]0,4] tel que k(xq)= 0.
Conclusion : L’équation f(x) = x admet dans ]0,4] une unique solution Xq.

-2y -2

T VAT

f(g)z_ [l 9_4. 7, k(_)_ 65+ _,
4 492 36

7
k(=)k(=) <0 d —=[
(k) Oncxo€]4 4[

4) a) h(x) =f(4 cos x ) ; pour tout x € [O,g[
Pour tout x € [O,g—[ ; 4 cos x€]0,4] donc h est définie sur [O,g[
*u:x 4 cos X est dérivable sur [0,125[ et f est dérivable sur ]0,4[ ;
pour tout x €]0, 2[ ;u(x) €104(.
Donc x — h(x) = f(U(x)) est dérivable sur ]O,g[
et on a, pour tout x e]O,g[ s (x) = -4 sin x £’ (4 cos x) >0.
La fonction h est continue, et strictement croissante sur [0, E[

Donc elle réalise une bijection de [0,12[—[ sur h < [0,%[ >
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=[h(0) ; 11m hx)[ = [— +0o[ car lim h(x)= 11rn f(x) = +o0

X (= ) x—>(—)‘

b) Etudions d’abord la dérivabilité de hen O

1 1 1

E f(4cosx)-— +4(1 -COSX)-—
lim hx)-h(©®) = lim 4 _ iy Acosx 4
x—0* X x—0% X x—0* X

. 1 1-cosx 1-cosx
= lim( ( )+2 ).
x=0" "4cosX X
Ona lim (1 cosx) 0 tl (1 cosx)h_ ol irgl h(x)-h(O)z\/E
x—0" X—0* X

Donc h est dérivable en 0 et h’(0) = \/— par suite h ! est dérivable en

1 _1 2
h(©0) V2

h(0)= %et ona: (h' )’(%)=

B =3+

! +,/4(1-cosx)
< .

pour tout x &[0, =[;h(x)=
2 4cos

1 ohn

4cosx

. X
carl- cosx = 2sin?—

1 . X
+24/2 sin—
COSX \/— 2

2 cos%; pour tout x e]O,g[

X
Sin -~
2

Or pour x & [O,%[; sin§> 0 donc h(x)=

sinx

h’(x) =

4cos*x

\/—+\/_ 1
h3 (h)(2+\/_)h()*/§+“[_ 3(ff)

f(x) = -1 + —— .
W(x) +\/x2_-1

1) D= {x€lIR tel que x®-1 >0 } = J]-00,-1{ U] 1,+00[.

lim f(x) = lim [~1 —~il—] =2 et lim f(x) = lim[~1+
le-——
XZ

X
J=+0; lim f(x)=-o.

X4 /l-i
XZ
JX - "X (1)

2) x > x2 -1 est dérivable et strictement positif sur ’intervalle

1=0

11m fix)= 11m
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]-00,-1] W]1,+o[ donc X est dérivable sur cette intervalle .

1
Vx3-1

Donc x = f(x) est dérivable sur ]-co,-1] ] 1,+0[.

et on a , pour tout X €]-00,-1[ UJ1,+o0[, '(x) =

-1
d’ot f’(x) =——————=—= < 0 pour tout x €]-o0,-1[ ] 1,+o0[.
(x>-1)vx*-1 P
X -0 -1 1 +00
f’(x) - -
) +00

i) \ \

-0 0

3) a) La fonction f est continue, définie et strictement décroissante sur ]1,+o0[
donc g réalise une bijection de ]1,+[ sur:
g <]l40 >=f<]l,+0] >=10,40[ = IR =L
b) g est continue et strictement décroissante sur ]1,+oco[ d’ol g'1 est continue
et strictement décroissante sur 1.
c¢) Pour tout x € [, il existe un seul y €]1, +oof tel que g(y) = x.

2
Y ==+l < Y =(x+1)?

gy)=x N oy
y2=(y2-1) (x +1)? < y?2 (1-(x+1)? = -(x+1)?
x+1)?
© yA(-2x-x3)=-(x+1)?’ < y2= %
(6500 SRR (S s
2x+x? 2x+x2
(x+1)? _ |x+1| __ x+l

ory € ]1,+[ donc y =

2x+x2 [2x+x? A/2x+x?
(car x +1 > 0 pour x €I) donc pour tout x € IR,
x+1

A 2x+x2 '

d) g est dérivable sur ]1,+f ;ona: g’(x) =-

Ona:g"'(x)z

=0, pour tout

1
xe-Dxe-1

x €]1,+00[ donc la fonction g'l est dérivable sur IR: .
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5
o-lz—— —i—
3

64

5 -1 -1 -1 5
(S = = =——donc g'(=)=—-——
&) (25 j 25 9\[? 77 done g =—77

2= = =
16 16 16 64

5] donc g est dérivable en g( p )= %

* gest dérivable en —

27
5 64 et (g” )( )——=-—
'=)=—>=#0
g'( 4) > .( y 64
4) a) On pose k(x)= g(x) —x ; pour tout x e]1,+oo[.
kK'(x) =g’ (x) -1 <0; pour tout x €]1,+00].
k est continue et strictement décroissante sur ]1,+00[ donc k réalise une
bijection de ]1,+o[ sur h< ]1, +oo > =] lim k(x), lim k(x)[.
X—>+e0 x—=1"

lim k(x)= lim [f(x) —x]= -0
lim k(x) = lim [f(x)-x]= +oo d’0ol k < ]1, +oo[ > = IR.
x=1* x—1*

0 € IR, donc il existe un unique « €]1,+wo[ tel que k (a)=0

< gla)-a=0< g(a)=a.

Conclusion : L’équation g(x) = x N e

admet dans 1’intervalle ]1,+o00[ une y=x

unique solution « .
b) ® x = 1 est une asymptote a {g. ¢!

ey =0estune asymptotea {g  y=1

au voisinage de + oo. R L ,t,\>
| | : — > —
5) a) limh(x)=lim g(—) -l
X x>X COSX l
2
x=1

lim =+00; lim g(X) =0 avec X =
> COSX x>0 COSX

2

Donc lim[g(L)] 0 et par suite hm h(x)=0= h( ).
0SX

X—— x>t
2 2

. N T
alors h est continue 4 gauche en 3
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b) Soitv:x ! par suite h(x) = g(v(x))=go v (x)
COSX
X > v(x) est dérivable sur IR \{g +kn;ke Z} en particulier sur ]O,g [;

X > g(x) est dérivable sur ]1,+[ et pour tout x & ]0, g [; V(X) €]1,+00]

donc h(x) = gov (x) est dérivable sur ]0, g [ et on a : pour tout x e]O,g [;

b’ (x) = v’(x). g'(v(x)).

r _
h(x) = sinx -1
cos’x 1V 1V
(o) )
L COSX cosX
h*(x)= -sinx 1 _ -sinx cos’x _ -€osx

cos2X tg X cosX sin’x  sinx

d’oth’(x) = — —oos% ———, pour tout x € J0,— [
sinx 2

1
¢) Pour tout x €]0, [ h(x) = g(-—) =_]14+—C0SX
-1
cos’x
1 1
= -1+-208% = 14+.L08X (carpour x €]0, —[tg x> 0)
|tgx[ tgx

D’ou h(x)=-1+ —1— ; pour tout x e]O,E[
sinx 2
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Chapitre VI
Les primitives

MDéfinition :
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1.
Une fonction F définie sur I est une primitive de f lorsque pour tout x 1.
Fi(x)=f(x).
M Théorémes :
Théoréme 1 :
lToute fonction continue sur un intervalle I posséde des primitives.

Théoréme 2 :
Si F est une primitive de f sur I alors, toute autre primitive G
de fsurl s’écrit:

G(x)=F(x) + ¢ avec c étant une constante réelle.

Théoréme 3 :
Si f est continue sur I alors il existe qu’une seule primitive F sur I
prenant la valeur F(x,) en x,.

Théoréme 4

Soient a et § deux réels, f et g deux fonctions continue sur I une
primitive de h = af + Bg est la fonction H=oF + 3G avecFet G
sont des primitives respectives de f et g sur L.

MTableau des primitives usuelles :

(neZ, kune constante réelle) et ne@ * —{-~1}.

Une primitive Une primitive
f(x) F(x) f(x) F(x)
Ze]R ax + k sin x —cosx+k
X %x2 +k COs X sinx +k
X“ 1 n+l : 1
—x"" +k sin (ax + b) —~cos(ax +b)
nz-1 | n+l1 a
1 1 1.
- =4k cos(ax +b) —sin(ax + b)
X X a
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Résumé de cours

1
—_ 2 k 1+ tglx = tgx +k
«/; Vo 8 cos? x
x" L x™ 4k 1+cotg *x = 5 —cotg x +k
r+1 sin“ x
W Opérations sur les primitives :
F et G deux primitives de f et g définie surI, ke R .
Fonctions Primitives
f+g F+G+k
Af(LeR) AF+k
f"fn 1 n+l
ne-1 (ne2) aeil Tk
f!
ey - l— +k
f f
1 "
x/? 24 +k
f'xg'of gef+k
|
f'fr k+——f™ (re@ ) et r=-1
r+1
Réflexes :
Situations Réflexes

Comment déterminer une primitive
d’une fonction sur I'intervalle I ?

* On commence par justifier son
existence en s’assurant que f est
continue sur I puis on cherche a
reconnaitre une formule de
dérivation.

Comment déterminer toutes les
primitives d’une fonction f sur un
intervalle I ?

* On trouve une puis on ajoute une
constante arbitraire

Comment déterminer I’ unique
primitive Fy d’une fonction f sur I
telle que Fo(x¢) = Yo ?

* On trouve une primitive F de f
sur I

* On écrit Fy sous la forme
Fo(x)=F(x) + kouk € IR

* On calcule la constante k pour
que F(xq) = yq soit vérifiée.
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ENONCES

;; Dire si I’affirmation est vraie ou fausse. Justifier cette réponse.
1) Si une fonction admet une primitive sur un intervalle I alors elle admet une
infinité de primitive sur I.

2) La fonction f définie sur J-co , O[ par f(x) = 1 n’admet pas de primitive
X

sur J-co , Of.
2
3) Une primitive sur IR de f(x) = x cos x est F(x) = X?sin X

QCM
Indiquer la bonne réponse a, b ou c.
1) Soit f(x) = 8x*+1 la primitive de f qui est nulle en 1 est :

[a]x* +1 [b] 2x* +x -3 c]3x* +1
2) Soit f(x) = 6 sin x cos X, les primitives de f sont :
E]?:sin2 x+k [El 3cos?x + k 3cos2x + k
(avec k € IR)
3) Soit g définie sur ]O,+o[ par g(x) = x v/x est une primitive sur ]0,+co[ de la
fonction f définie par :
_3 _ 2. - 1
alfeo =2V ol foo = S [e] f0 = 1+ T
4) Si F et G sont deux primitives d’une fonction f définie sur IR
tel que F(0) = -1 et G(0) = 1 alors :
la[Fy=c1)  [o] F1)>G(1) F(1) < G(1)
5) Si f est dérivable sur IR , g une primitive de f sur IR alors la dérivée
de gofest:

[a] £xfof [b] fof [c] foF

* Sur I'intervalle précisé, calculer une primitive des fonctions suivantes :
(Exercice 3a7)

a) fl(x):§x6 =3x*+x-1;I=R ;b)f,(x)=5-

3

—
X

I=]0,+]

¢) f,(x)=5x" —10x+%—10; I=]—oo,0[ ;d) £,(x)=(3-2x)"° ; I=R
X

; a)f(x)= 1> — sur I=]—1,+w[;b)g(x)=w ; I=]0,+oo[
(1+X) X
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2. Sk S —_oo‘3”‘/§ s d) k(x)=(x ~ 1) I=1R
¢) h(x) (x2+3x+1)2,1_} — { ) k(x)=(x-1)"(x+2);
a;f(x) Jcosx sur I= [

o) f(x)=—2X 1=}

1—cos?x

cos? x

NI:-I

2X cos X + X2 sin X ‘I—{ n{
c =

} by f,(x)=

[ d) f (x)———z—l——— ; Iz}
0

N(r—l

€0s xtg X

e) fs(x)ztgzx ; I=}—g,0|: f) fé(x)=tg23x+tg43x ; I=[ ,

; 1) £(x) =——— 1= ] —o0,— 1] ; 2) f(x) =

X ; I=]-2,
2x* -2)° (x +2)° -2+l
3) f(x)=x*1+x)"; I=IR ; 4) f(x)=cos" x-sinx ; I={O,-72£[
2x x-D(x+1)
) f(x)=— e 3 1=[0,1] 2)g(x) = ; I=[2,+ 0
3VX2+1 [ x3_3x
3) h(x) = ! sI=]L+ o] 54) k(x)=(x> +DVx* +3x; I=R,

VJax -3

Dans chacun des cas suivants, déterminer un ou plusieurs intervalles
sur les quels f admet des primitives (on ne demande pas de calculer ces
primitives).

a) f,(x)=3x*+12x* ; b) f,(x) = _ :

;) f =x-1-
X B =x (x +3)?

| =
wn
I
—

d) £,(x)= se) fi(x) =

X~ —5x

s;; 3 a2
Soit f:x I——>1(-(—3{2)—2+-Z définie sur I=[3,+00[.
X__

1) Ecrire f(x) sous la forme ax +b + ¢ >
(x-2)

2) Calculer les primitives de f sur 1.

e .. . . . e s 4
Linéariser cos® x puis déterminer les primitives de x ——>cos” x
s
sur | 0,—|. :
2

;;;; [ . N 1 i
Déterminer une primitive d& ————— sur | 0,— | et de cos” X
1+ cos2x 4
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sur [O,E]
2

Calculer la dérivée de la fonction f définie sur I et en déduire deux
primitives sur I de la fonction g dans chacun des cas suivants:

) I=]1+0] ; f(x)=X+i 2

- et g(x)z(x_z)2 .

1++x 1
1=]o, Cf(x) =YX _—
2) 1=]0,+00[ ; f(x) 7 et g(x) ol

2
W Soitf: x I——>i—+—3x—+2—3 définie sur I:i'—i,+oo[
(2x+3) 2

1) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout x €1 ;

f(X)=a+m

2) En déduire la primitive F de f qui vérifie F(0)=2.
Déterminer la primitive F de la fonction f prenant la valeur y, =F(x,)
lorsque x =x dans les cas suivants :

1) f(x)=3x+—1;;1:]0,+00[; Xg=2et y, =1
X

2) f(x)=x>(x* -1);I=IR;x,=0et y, =-1

3) f(x)zzx_3~i3 : I=]0,+oo[ ; Xg =let y, =0.
X

2.—
@ Soit f(x)=— X2
(x"=3x+2)

1) Vérifier que (x? —3x +2)% =(x —2)*(x - 1)>.
2) Déterminer les réels a et b tels que pour tout x € IR \ {1, 2 }

_a b
f)= x-2)7  (x-1?"

3) Déterminer les primitives de f sur |—o0,1].

4) Déterminer la primitive F de f sur |—,1[ qui vaut — 3 en —-2.

vw Soit la fonction f définie sur [ = ] ——g,g {par c f(x)=tg’x —sin’x.

1) Montrer que pour tout x € I, f(x)=(tg?x)- (sin’ x)
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2) Montrer que la fonction F définie sur I par :

F(x)= —i (4tgx +sin 2x — 6x) est une primitive de f sur I.
3) Déterminer la primitive de f sur I qui prend la valeur 1 en 0.

V Soit f une fonction continue sur [— a, a] ou a>0.

1) Montrer que si f est impaire alors les primitives de f sur [— a, a] sont paires.
2) Montrer que si f est paire alors la primitive F de f telle que F(0)=0 est
impaire.

‘V 1
v Soit la fonction f définie sur |- L1] par f(x)= .
Vi-x?

1) Prouver I’existence et I’unicité d’une primitive notée F de la fonction f, telle
que F(0)=0.
2) Montrer que la fonction F est impaire.

T

3) Soit la fonction G : }-%,E[———)IR ; X —>F(sinx)

a) Montrer que G est dérivable sur } —%,% l: et déterminer G'(x).

A
N

b) En déduire que : V x € } -

¢) Calculer F(l] ; F[l/——%) ; F(
2 2

2&].

1+x

[ ; Gx)=x.

Montrer que H est dérivable sur IR \ {1} et calculer H'(x).

v | &

4) Soit la fonction H(x) = F(
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CORRIGES

;; 1) Vrai : F une primitive de f sur I

=> F + constante sont des primitives de L.

2) Faux : (Loglx|)' 1 donc Log [x| est une primitive de 1 sur ]-oo , 0[
X X

X2 ' X2
3) Faux : car F’(x) = (—2—sin x) =xsinx+ 5 cos x # f(x).

V 1) La réponse est IE c(2x +x =3y =8x*+let2x1%41-3=3-3=0
2) La réponse est EI : (3sin2x + k)’ =6 sin X cos X.

3) La réponse est El g(x) = (x\/;(_)’: Jx+x. 2\1/; = %\/;

4) La réponse est : La fonction F — G = constante
F(x) — G(x) =F(0) - G(0) = -2 < 0 donc F(1) < G(1)
5)Laréponse est [a] : (gof)’ = xg of=F xfof.
a) f; est une fonction polynéme donc définie et continue sur IR alors f
Wlmet des primitives.

F, est une primitive de f, -F,(x):zilx7 ~—2—x5 +%x2 -x+k (kelR).

b) La fonction f,(x)=5— iz est définie et continue sur I donc f, admet une
X
primitive F, telle que : F,(x)=5x + 3 +k (kelR).
X

c) La fonction f,(x)=5x* —10x + 1—Z —10 est continue sur I donc f; admet
X

des primitives, F; une primitive de f; sur L.
F,(x)=x> - 5x? —2—10x+k (ke R)
X

d) f, estcontinue sur I, F, une primitive de f, sur L

_i _ 11. _l :___1 _ 11
F4(x)—11(3 2x) [ ZJ —-——22(3 2x).
15 0
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f est continue sur ]— 1,40 [ alors elle admet des primitives.
1

F une primitive de f sur I; F(x)=—(1+x)" +k d’ol F(x)=———5+k
1+ x)
2x* —5x2 +2 2x S5x* 2 2
b g =X X T2 X L L ks
X X X X X

g est continue sur I, G une primitive de g sur I; G(x)=x* - 5x — 2 +k;kelR.
X

2x +3 . o
¢) h(x) =—————— continue sur I, H une primitive de h, on remarque

(x* +3x+1)32

que h(x) estde la forme % avec UX)=x’+3x+1

donc H(x)z—-—l— k=—2—1——+k,keIR.
U(x) X“+3x+1
d) k continue sur I, K une primitive de k sur I on développe k(x) :

k(x)=(x?-2x+Dx+2)=x" ~3x+2;
d’ ol K(x)z%x4 —%xz +2x+a, aelR.

Wa) f, est continue sur I, F, une primitive de f; sur L.
F (x)=3sinx+k;kelR.
b) f, est continue sur I, F, une primitive de f, surI; on remarque que f, est

de la forme : Y—UV_TVU— avec U(x)=x? et V(x)=cosx
2
donc F, (x) = V&) +k=——+k ; kelR.
V(x) cOsX
¢) f; continue sur I, F; une primitive de f, sur L.
fi(x )——SXZ-—orcos2 x +sin’x =1
1-cos” x
d’ou f3(x)= ; f,estde la forme 12 avec U(x) =sinx
sin? x U
d’ott F;(x)=- ! +k=- ! +k ; kelR.
U(x) sin X

d) f, continue surI; F, une primitive de f, surI.
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1 1 1
fa(x)=—— 2, 2. 2
cos” X -tg x 2 sm” x s’ x
cos” x - 5
cos” x

d’ou F,(x)=cotgx+k ; kelR
e)fs continue sur I, F une primitive de f; sur L.
f,(x)=(tg’x+1)-1 d’ot  F,(x)=tgx—x+k ; kelR.
f) £ (x)=tg?3x + tg*3x = tg? 3x(1 + tg*3x)
f,(x) estde la forme U®-U’ avec U(x)=tg3x

fo (x) =% 3(1+ tg?3x) - tg?3x

par conséquent une primitive de f, est F(x) =%tg3 3x+k, keR
1) f(x)=x(2x*> =2)7 ; on pose U(x) =2x> -2 et U'(x)=4x

f(x) s’écrit de la forme —}]._U'(X) .U~ (x) d’ott F une primitive de f s’écrit :

F(X)=_?1U'2(X)+k=:§1—(2x2 -2)*+k; kelR.

DHf(x)= x-1 =(x-1)(x+2)". On peut écrire : x —1=(x+2) -3

(x+2)°
dot f(x)=[(x +2)-3](x +2)° =(x +2)? =3(x +2)>

une primitive de fest: F(x)=—(x+2)" +—;:(x+2)_2 +k ; kelR.
1 3
+ —+
X+2 2(x+2)
3)f(x)=x>*A+x)’
Ona: (1+x)* =x”+2x+1 donc x* =(1+x)* -2x -1

Fx)=-

ouencorex? =(1+x)? —2(x+1)+1d’ou :
f(x)= [(1 +x)? -2(x+ 1)+ 1](1 +x) =(1+x)° -2(x + D+ + x)’

F une primitive def:F(x)zT%(1+x)m ~§(l+x)9 +%(1+X)8 +k; kelR

4) f(x)=cos" x -sinx on pose U(x)=cosx, U'(x)=—sinx

donc f(x)=-U"(x)-U'(x), F est une primitive def;
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F(x):-—l—U““ +k=——cos™ (x)+k ; kelR.
n+1 n+l
vl) Onpose U(x)=x> +1 alors U'(x)=2x.

On sait que \}jU_((X_)) a une primitive qui est 2{/U(x) +k
X

par conséquent, une primitive de f(x) est :

F(x)%-(z X’ +1)+k=%\/x2 1+k:keR.

2 2 _ !
x 1 =—1- X -3 est de la forme L U)
\/F—3x 3x/x3—3x 3 VU

avec U(x)=x" —3x par conséquent une primitive de g(x) est

G(x)%-(z x3—3x)+k=%\/x3—3x+k;keIR.
1. U
4 JUE)

d’oﬁH(x)=%V4x—3 +k ; kelR.

2) g(x)=

3) De méme pour h(x) = avec UX)=4x-3

1

4) k(x) = (x> +1) (x> +3x)4.
On pose U(x) =x* +3xet U'(x)=3x* +3=3(x* +1)

1

Donc k(x)z%U’(x)-Uz(x)

1
—+1
d’ou une primitive de k est K(x) =—11—l U4 (%)
’ —+1
4

5

par suite K(x)= %(x3 + 3x)Z

a) !, fonction polyndme est continue sur IR et f; admet des primitives surlIR .

b) f, n’est définie et continue que pour les valeurs réelles x telles que
5x —1>0alors f, admet des primitives sur }%, + o [ .

¢)f; n’étant pas définie et continue quand x =-3 alors f; admet des
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primitives sur les deux intervalles I, =]—00,—3[ et I, :]—3,+ w]|.
d)Ona: x° —5x=x(x+\/§)(x—«/§)

f, n’est définie et continue que si x> —5x>0.
La fonction f, admet des primitives sur les quatre intervalles ;

L=]-e0-45] 51, =)-v5,0[ 11, =Jo.v5] et 1, =[V5, 4] .

e) fs est rationnelle définie et continue sur IR, donc f; admet des primitives
sur les intervalles : I, =]—oo,0[ et I, =]O,+oo[.

2
1) £x) = b c :(ax+b)(x—2) +c.
) f(x)=ax+ +(x—2)2 x-2)?
ax’ +(b—4a)x’ +4(a-b)x +4b+c

En développant on obtient : f(x)=
PP (x) x_2)

par identification on obtient: a=1et b=1et ¢=3

d’ol f(x)=x+1+

(x-2)"
2) f est continue sur [ 3,+ [, F une primitive de f sur I,
F()()z?lz-x2 + X — 3 +k; kelR.

ix —-ix 4
'; cos4x=(f—+e—j =Ilg(2c;os4x—800s2x+6)

2

= lcos 4x — 1 cOs2X + 3 =f(x) continue sur 0,E
8 2 8 2

F est une primitive de f d’ou F(x):glasin4x——j¥sin2x+%x+k; kelR.

W On pose f(x) =———1—; on sait que cos2x =2cos’ x —1
1+ cos2x

1 o
donc f(x)= ! = 12 or une primitive de
2cos“x 2 cos“x cos” X

est tgx

ainsi F une primitive de f s’écrit: F(x) = % tgx+k; kelR.

e On pose g(x) =cos’ x =cosx(cos? x) =cos x(1 —sin? x)

ainsi g(x)=cosx —cosx-sin’x.
c . T o is
g €tant continue sur [O, E:' , G une primitive de g sur [ 0,—2—}
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alors G(x)=sinx —%sin3 x+k; kelR.

' _(X—l)*(X'l"l)_ -2 ' _
N vre- DD o 10 =a.

On peut donc prendre deux primitives sur I= ]l, + [ de la fonction g(x) par

exemple: G, (x)=f(x)+1 et G,(x)=f(x)-1=>G,(x) :x_2—>ii

et G,(x)= 21

1 1 1
J_[zf) Rl R
X X 2xvx

2) f'(x)=

= f'(x)=g(x)
Sur ]O,+ o0 [, on peut prendre deux primitives de la fonction g, par exemple:
G x)=f(x)+2 et G,(x)=1(x)-3.

1+3Jx  +x +3x 1-2Jx  x -2x
=>G,(x)= = etG,(x) = =
Jx X Vx X
(; D x> +3x+3  a(2x+3)°+b _ 4ax’+12ax+9a+b
(2x +3)* (2x +3)? (2x+3)?
Par identification, on obtient: a =l etb :3 d’ou f(x)= ——3——
4 4 r 4(2x +3)?

2) F est une primitive de f sur I, F(x) = 1 X — _3 +
4 8(2x+3)

F(O)=2<:>——§—+k=2:>k=1—7d’01‘1F(x)zlx———3-—~+ll
24 8 47 8(2x+3) 8

2
'; 1) Toute primitive de f sur ]0,+ o[ est définie par F(x)= 3; L +k.
. : »

La primitive qui prend la valeur 1 pour x =2 est celle qui vérifie F(2)=1.
F(2) =1 6-Lrk=lok="2don Fx)=ox —~ -2
2 2 2 x 2

2) On peut écrire f(x) :%(4)(3)()44 —1), on obtient : f(x) est de la forme :
%U'(x) U(x) avecU(x)=x"* —let U'(x)=4x", une primitive de f est
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donc : F(x)z%Uz(x)+k=%(x4 -D?+k ; kelR.

Mais F(0) = -1 <:>%+k=—lc>k:—§d’oﬁ F(x):%(x“ ~1)° —%

3) Une primitive de f(x)=2x—3—i3 sur I est F(x)=x> —3x+2—12—+k
X X

F(1)=0<:>—2+%+k=0}<:> k=—;— d’on F(x)=x2—3x+2X2 +%.
WI) (x=2)2(x=1)? =[(x = 2)x D =[x* —3x +2]".
2 2 '
N f — x° =2 _ Xx° =2
) £(x) (X2—3X+2)2 (X—2)2(X——1)2
b a(x —1)% +b(x - 2)*
f(x) = —2 _
(x) (x——2)2 +(X'—1)2 (X—Z)Z(X—l)z
_(a+b)x? +(—2a—4b)x +a+4b
B (x-2)*(x-1)° |
2 1

Par identification on obtient:b=-1 et a=2 d’ouf(x) =

(x-2)> (x-1)°

3) Les primitives de f sont : — + ! +k;;kelR.
x—2 x-1
4) F une primitive de f donc F(x) = =2 .1k
x—-2 x-1
F(—2)=i©l—l+k:—§d’ouk=—1 donc F(x) = 2,
6 2 3 6 x-2 x-1

.2
. . . 1
1) f(x) =tg’x —sin® x = szx —sin? x =sin? x( > —1)
cos’ x cos® x

2.2
.5 [1-cos’x ., sin“x ., 2
=sin” X{ ———— |=sIn" x - =sin“x-{g"x.

COS2 X COS2 X

2) F(x)= %(4tgx +sin2x — 6x) dérivable sur I et
, 1 ) . 1 3
F'(x) =Z[4(1 +tg°x) + 2cos2x —6]=1+ tg“x +Ecos2x —3
=tg’x +—;—(cos2x - =tg’x +%(~251’n2 x)=1(x)
donc F est une primitive de f.
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3) Les primitives de f sont :

Fa(x)z—éli(4tgx+sin2x—6x)+a avec a€lR or F,(0)=1<a=1
d’ot la primitive de f qui prend la valeur 1 en O

c’est —3(4tgx +sin2x —6x)+1.

V 1) On pose ¢(x)=F(x)~F(-x) avec F est une primitive de f.
@ est dérivable sur [— a,a] et @'(x)=F'(x)+ F'(-x) =£(x) + f(—x)
comme f est impaire alors on a f(—x)=—f(x) par suite ¢'(x)=0
donc ¢(x)=9(0)=F(0)—-F(0)=0 d’od F(x)=F(-x) donc F est paire.
2) On pose p(x)=F(x) + F(-x) ou F vérifie F'(x) =f(x) et F(0)=0
p'(x) =F'(x) ~ F'(=x) ={(x) — f(—x) comme f est paire
alors p'(x) =0 par suite p(x) =p(0) =F(0)+F(0)=0
d’ou V x e[ a a]' F( x)=-F(x) par suite F est impaire.
v 1) xI——1~x? continue et strictement positive sur ] 11 [

1
Vi-x?
donc il existe qu’une seule primitive F telque F(0)=0.

2) V¥ xel-11 [ona —x e ]-1,1],on pose
p(x) =F(—x) + F(x) alorsp'(x) = ~f (—x) + f(x) =0 car
f(~x)=f(x)donc p'(x) =0, par suite p(x) =p(0) =F(0) + F(0)=0
donc F(-x) = —F(x) on en déduit que F est impaire.

Alors x b—— est continue sur ] 1, 1[

3)a) x ——>sinx est dérivable sur }—g %[
Festderlvable sur |1 et Vv xe}—g g[ona sinxe]—l,l[

Alors G est dérivable sur J -~ g ,125[

COos X CosSX

et G'(x)=cosx -F'(sinx)=cosx - f(sinx) = =
V1-sin’ x | cosx|
orxe}—z,z donc G'(x) =1
2 2

b)Vxe}—g g[ G'(x)=1lalors G(x)=x+C avec CeR
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d’une part G(0)=C d’autre part G(0)=F(0)=0
donc C=0 on déduit que G(x)=x.

or{y)-r{sm)-ofE)5 o {7 o{on)o(E)2
(A=)

4) o x - /x est dérivable sur ]0, + 00 [ etx > Tl— est dérivable sur IR \ {~ 1}.

+X
2Wx

I+x
o F est dérivable sur |-1,1[.

est dérivable sur ]0,+ 0 [

Donc x b——

e Vérifions que 2x € ]— L1 [
X

On sait que pour x>0 et x#1 ona (\/——1)2 >0 et («/;+1)2 >0

Donc x—2\/;<—+1>0et x+2\/;+1>0
x+1>2\/; et 2\/;>—x—1<:>—x—1<2«/;<x+1 or x+1>0

—1<d—§<1donc 2\/;6]—1,1[ pour tout x € | 0,+ [\ {1}.
x+1 X +1

Donc H est dérivable sur ]0,+ o[\ {1}

, oL _
0-[25] (2 o 2
H'(x)= f comme = =
l+x ) |1+x 1+x (1+x)> Jx(1+x)?
(2&) 1 l+x  l+x
f = = =
1+x \ﬁ_ 4x \/(I—X)Z II—XI
(1+x)?
& ol H'(x) = 1-x 1+x 1-x

VX (1+x)? 'Il—x|=\/'£(1+x)i1—x|

Si x € ]0,1[alors H’(x)=7_—(1l——)
X(1+Xx

-1
Si xe]1,+oo[alors HEX)=———
Jx(+x)
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Chapitre VII
Intégrale d’une fonction continue

1) Définition :

Soit f une fonction continue sur [a,b] et F une primitive de f sur [a, b]
Le réel F(b)-F(a) est indépendant du choix de la primitive F de f. Ce réel

s’appelle I'intégrale de a et b de f et se note : J:f(t)dt = [F(t)]:

2) Théoréme : '

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a € I, I’unique primitive de f
sur I, qui s’annuleenaest: x> J-:f(t)dt

3) Relation de Chasles :
Soit f une fonction continue sur [a,b] et c e[a,b]

m| :f(t)dtz [ eyt [Pty

M En intervertissant les bornes, on change le signe de I’intégrale :
[*twat=-| (1)t

4) Linéarité de P’intégrale :
B Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b] ; aunréel :

] :(f +g)x)dx = F(x)dx + | ‘g(x)dx [(af)x)dx =0 j:f(x)dx
B Conséquences
] :(f ~g)(X)dx = [ Te0dx ~ [ glx)dx

M Attention : Il n’existe aucun moyen général d’écriture autrement et plus

simplement : I b(f . g)(x)dx et J'b[ij (x)dx
a a g

5) Inégalités entre intégrales :
Soit f une fonction continue sur [a,b], a <b

M Théoréme 1 :

Si pour tout x < [a,b] £(x)<0 alors | T(x)dx <0

M Théoréme 2 :
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Si pour tout x € [a,b], f(x) < g(x) alors Iabf(x)dx < J.:g(x)dx
B Théoréme 3 :
lj:f(x)dx < jjf(xjdx

M Inégalité de la moyenne :
¢ Soit m et M deux réels donnés tel que m <M
Si pour tout x € [a,b], ona: m<f(x)<M alors

m@—wsﬁﬂm&sMw—w

e Si pour tout x efa,b} ona: f(x)<K avec K >0 alors

‘I:f(x)dx
6) Définition : (Valeur moyenne) :

<K(b-a)

On appelle valeur moyenne de f sur [a,b], le nombre réel f :—b~1- J. bf(‘t)dt
—a a

7) Intégration par parties :
Soient U et V deux fonctions dérivables telles que U' et V' sont continues

mﬂmﬂ:fmmwmma:Wuyme—EU@ywmu

8) Calculs d’aires :
* Supposons que >0
¢ désigne la courbe représentative de f dans un repére orthonormé du

<x<
plan. L’ensemble des points M(x,y) du plan tels que {a sx=b est le

0<y<f(x)
domaine E du plan limité par les droites D et D’ d’équations respectives
x=a et x=D etl’axe des abscisses et la courbe .

¢ | L’aire du domaine E exprimée en unité

b
d’aire est égal A : % = J fx)dx p.A

o

(In- A = I’aire du carré de coté ”—1.” )

M Théoréme :
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] (a <b)1’aire de la partie
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limitée par les deux courbes représentatives de f et g et les droites d’équations
respectives : x =a et x =b est le réel positif défini par :

[ :’|f(x) —g(ldx p. A

Conseils
B Utiliser la parité de la fonction f :

Soit a >0, Si fest paire alors | f(x)dx =2 | f(x)dx

Si f est impaire alors I_aa f(x)dx =0
M Utiliser la périodicité de ia fonction f : (période T)
[T £ x)dx = [ £Go)dx

9) La méthode des rectangles :
Soit a et b deux réels tels que a <b, et f une fonction définie, continue, positive
et croissante sur [a ,b].

On note & la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (O, 1, 5) du

plan.
La méthode des rectangles permet de déterminer une valeur approchée de

Iintégrale ff(x)dx lorsqu’on ne sait pas exprimer une primitive de f sur [a,b]

On sait que I’intégrale ff(x)dx est égale a I’aire 4 (ﬁf) , en u.a. du domaine :

D= {M(x;y) € Ptelsquea<x <bet0<y<f(x)}.
On approche alors cette aire c?%’(.ﬁf) par des sommes d’aires de rectangles.
- On partage d’abord I’intervalle [a,b] en n (ne IN") intervalles de méme

longueur en posant.
b-
Vke{0,1,2,..,n},x, =a+k—0.
n
{Xo, X1, ...,Xu} est appelée une subdivision équidistante d’ordre n de [a ,b].

- On définit alors les points. Ay (X, f(xx)) et Bx (xk ;0),

Pour k appartenant a {0,1,2,...,n - 1} ; Cy (X, f(Xk+1)) €t D+ (Xis1, £(Xy)) pour
k appartenant & {0,1,2,...,n-1}.
- On construit ensuite les rectangles Ay By Bi+1Dk+1 €t CyBiBri1Ax + 1
et on note SHAy BiBy+1 Di+1) et sHCiBiByr1Ay+1) leurs aires respectives , en
u.a.
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y
2413
CE'E
v
o B, B B; By BB B, x

- On note s, la somme des aires des rectangles Ay By Bys Dy (aire hachurée
sur la figure).

- On note S, la somme des aires des rectangles Cy By Bys Agri

(aire sablée + aire hachurée).

Alors: V ne IN , Sn < 7HDy) < S, avec : pour tout n appartenant a IN',

Snz_b;a_x(f(xo) + f(X1)+ f(xz) .t f(xn-l))
n

Et Sl,=%X(f(xl) +1(x,) + ... +1(x,))

sy et S, sont respectivement une valeur approchée par défaut et une valear
approchée par exces de I’intégrale ff(x)dx .

L’erreur commise est majorée par :

8,5, = ([f,) - 0] )= 22 ()£

Cette erreur est d’autant plus petite que I’entier n est plus grand.
Les sommes s, et S, sont appelées les sommes de Riemann de la fonction
sur ’intervalle [a,b].

» Calcul de volume : 74
Soit (O, T,j, f() un repere orthonormé de g Plar}g d’équation
. ; z
I’espace. Soit (20) un volume délimitée
par les plans d’équationz=aetz=b Z / S

Plan d’équation

et V son volume. \d

» Théoréme (admis) :
Soit S(t) I’aire de la surface obtenue en prenant \ \
I’intersection de (X)) avec le plan d’équation ¥ S /LPlan d’équation
z=t(leplandecote t,t € [a; b]). / b/ z=a

Si S est une fonction continue sur [a ; b] | .
%0 Y
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alors: V= fS(t)dt .

Remargue : e résultat est donné en unité volumique (u.v.). L’unité de volume
du parallélépipéde rectangle dont les cotés ont pour longueur les normes des
vecteurs unitaires des axes du repere de I’espace. Si le repére orthonormé a
pour unité 2 cmalors 1 u.v. =2’ cm’ =8 cm’; ainsisi V=15

(sous-entendu u.v.), alors V =40 e,

* Application : solide de révolution

Soit (O, Y,j, f() un repére orthonormé de 1’espace. Dans le plan d’équation
z=0, on note {;la courbe représentant une fonction f continue sur un
intervalle {a ; b] (a <b).

» Théoréme
En faisant pivoter (s autour de I’axe (O ; 1 ), on engendre un solide de

révolution dont le volume est V= fn[f(t)]2 dt.
YA YA

» X
X
(0%

Exemplel : E
1) On considére le cylindre de hauteur
h et de rayon R, d’axe (Oz) dont la base b / o /f)‘
est dans le plan (Oxy). 13
2) Calculer le volume de ce cylindre. Y X é
Solution : of;

Soitt [0, h] et 7 le plan d’équation z = .
Soit S(t) I’aire du disque qui forme I’intersection de 7 avec le cylindre :
S(t) = nR>.

Done V= ['S(t)dt= [ nR? dt=[R?t] =7Rh.

Conclusion : V = nR*h.
Exemple 2 :

Soit f(x) = cos x pour x € {-g,—g—} . On considére S la surface entre 1’axe des

abscisses et Cy.
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Résumé de cours

Calculer le volume du solide de révolution obtenu par rotation de la surface S

autour de I’axe des abscisses.
Solution :
On calcule V par la formule suivante :

V= ﬁnfz(x)dx = Encoszxdx
2 2

Or cos’x =% (cos 2x + 1) donc :

Ll

vor
2 L

zz[l
2

(SRR

. T
—smm+—-
2

2

(%sin(—n)-g)} .

2
, : T
D’ou le volume du solide vaut —2—

Réflexes :

(cos2x+1)dx =g{%sin 2x+x}

x
2

h
A

TEZ

TE
=_)(7-[:._.

2

Situations

Réflexes

Comment déterminer le signe de

Iintégrale f g(t) at?

— Etudier le signe de g sur
I’intervalle de bornes a, b et
n’oublier pas les bornes
(Exp:g(x)=0etb<a

:fg(dx)dx<0)

Comment déterminer une primitive
de f sur I pour calculer une
intégrale 7

1) On connait la dérivée d’une
fonction usuelle.

2) Ou on connait une formule
usuelle de dérivation
(somme, produit, comparée,..)

3) Ot la méthode d’intégrale
par parties.

Comment comparer deux

intégrales ff(t) dt et fg(t) dt ?

On compare f et g sur [a, b] puis
on ajoute [’intégrale.
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7= []f-gldx
Si f — g est positif sur [a, b]
Alors & = f(f - g)(Hdt

Comment calculer & ’aire du Si f — g est négative sur [a, b]
domaine limité par (¢, L et x =a Alors = - f (f - g)(t)dt
etx=b.

Si f — g change de signe

£ = somme des aires algébriques
des domaines définie a partir des
intervalles sur les quels f — g garde
un signe constant.
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ENONCES

; ;Donner les valeurs des intégrales suivantes (observez les bornes).

a) Pﬂ (sinx)""® dx b) I Eﬂ (tgx)’ (sinx)*dx
2 76
Calculer les intégrales suivantes :
a) _[5ncosx-sin3xdx b) IIX+2
1 0 x+1
13x% +4x -5 5
c) _“0 de d) L ]x—2|+‘x—4|dx
V On considére les intégrales : I = I 4 12 dx et]J= j dx.
® cos”x cos® x
1) Calculer L
2) On considére la fonction f définie sur [O,E} par f(x)= sm4x .
4 cos” X

3 2

Montrer que f'(x) =— -
cos”" X cos”x
3) Déduire de 2) une relation entre I et J. En déduire le calcul de J.

C Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales proposées en utilisant
la méthode de I’intégration par parties.

b)jo1 x1+ xdx ; c)j;&%dx. d) [2 x*sinxdx ; ) J-lezx/1+2xdx

L’objectif est de calculer les intégrales suivantes :

1 dx 1 x? 1
I=) ——; J=| ——dx k=] vx?+2dx
JO Vx? +2 IO vx2+2 '[0
1) Calcul de I.

Soit la fonction f définie sur [0,1] par f(x)=Log(x +Vx? +2)
a) Calculer la dérivée ' def.
b) Calculer la valeur de 1.
2) Calcul de J et K.
a) Vérifierque J+2I=K.
b) Montrer que K = J3-7.
¢) En déduire les valeurs de J et de K.
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sin x

W On désigne par f la fonction définie sur { O,g } D f(x)=

1) Démontrer qu’il existe deux nombres réels a et b tels que pour tout

sin X +cosx

T ) COS X —Ssin x
xe| 0,— |,onait: f(x)=b—— +a.
2 cos X +sin x

2) Soit oce,:O, ﬂ Calculer |27 f(x)dx .
Vjobjectif de I’exercice est ’encadrement de 1’intégrale :

I(t)= J‘OE 1-t2cos? x dx ol te[0,1].

1) Soit ¢ la fonction définie sur [O,l ] par o(h)=1 —% ++41-h.
a) Déterminer le sens de variation de ¢ sur 0,1].
h2
4o(h)

b) Etablir que pour tout he[0,1] ona :1—-1;—\/1— =

o h h’ h
c¢) Déduire que : I—E—TSw/l—h sl—E.

2) a) Calculer les deux intégrales : _[03 cos’ t dt et .[05 cos*t dt.

b) Déduire que pour tout réel te [0,1 ] ona:

2 4 2
oL 3 <t
2 4 16 2 4

Soit £, la fonction définie sur [0, n] pour tout entier neIN" par

1
f“(x)=5+cosx+0052x+---+cosnx.

1) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout n€IN" ona:

j‘" (ax? + bx)cosnx dx=—1—.
0 I,12

2) On considére la suite (V) définie par V, = iz + 2% Ttk —
n
2
Montrer que J. : (ax® +bx)f (x) dx =V, — lt6— .

V Soit f une fonction continue sur IR, et g une fonction définie sur IR ,

194



Intégrale d’une fonction continue Enoncés

par : g(x)—1 onf(t)dt si x>0 et g(0)=r£(0).

X
1) Montrer que g est continue sur IR, .
2) Montrer que g est dérivable sur IR: et déterminer g'(x) pour tout x € IR:.

3) Déterminer g(x) dans le cas ou f(x)=cos” nx .

Soit la fonction f définie par f(x)= 31 [
X —

1) Etudier les variations de f.

2) Soit la fonction g définie sur ]1,+ o[ par: g(x)= | : f(t)dt

a) Justifier I’existence de g(x) pour tout x € ]1, + [

b) Montrer que g est dérivable sur ]1,+ o [ et déterminer sa fonction
dérivée g'. Donner le sens de variation de g.

c) Montrer que pour tout X € ] 1,+ 0 [ ona:

x* —x) f(x*)<g(x)<(x® —x) f(x). Endéduire lim g(x).
Soit f une fonction définie sur [0,1 ], deux fois dérivable dont la
dérivée seconde est continue sur [0,1 ]
Supposons de plus que f(0)=£(1)=0. Soit  xe€ [0,1 ] .
1) ATaide d’une intégration par parties, exprimez les intégrales suivantes a

laidedex, f(x) et £'(x) : [ tf"(®dt et [ (1~t) £'(t)dt

2) Déduisez-en que : - f(x) =(1-x) [ 0" tf" (1) dt +x j ‘ (1-t)f"(t)dt.

3) Si f" est une constante C, donnez f(x).

V Vrai — Faux. Dire si chacune des affirmations est vraie ou fausse
et justifier votre réponse.

1) Si E f(t) dt= ﬁ g(6)dt alors f(t) = g(t) pour tout t & [-2, 2].

2) f(x2-5x+4) dx est négative.

3) Si g(x) = (f(x))? pour x & [-1,1] alors fl g(x) dx =( fl f(x) dsz
4) Si f(x) > 0 sur IR alors f' fx) dx >0

W QCM. Indiquer la bonne réponse par a, b ou c.
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1) fdxestégaleﬁ: E 0 IE[ 1 -1

2) J:z (f(t) + 1) dt est égale a:
[2] f £(t) de+2 (o] f f6) dt+1 J: f(t) dt
3) Esin x dx est comprise entre : [zl 2et-1 EO et 12[— 2et3

4) La dérivée de la fonction f f(t) dtest :

[a]fx® - f(x) [b] 2% f(x?) — f(x) [c]2x f(x) -1
Dans un repére orthonormé (O,T,}, E) de I’espace, on a représenté la

demi boule de centre O et de rayon R. (voir schéma ci-apres).
1) le plan P(z) de cote z(0 £ z < R)

coupe la demi boule suivant un Vs
disque de rayon r(z). Exprimer r(z)

en fonction de z.

2) En déduire le volume de la demi
boule. En déduire le volume d’une
boule de rayon R.

;; L’espace est rapporté a un repere orthonormé (O,T,j, 12)
Soit le céne d’axe (oz), de sommet A, de
hauteur h dont la base est le disque
de centre O et de rayon R.
Tout plan d’équation z =t avec t € [0 ; h]
coupe le cdne suivant un disque D d’aire S(t)
1) Déterminer le rapport de I’homothétie de
centre A Transformant la base du céne en D,
et en déduire S(t) en fonctionde R, h et t.
2) Déterminer, a I’aide d’une intégrale, le
volume du cbne en unités de volume. ¥

J>N

3S(1)

X,

w Le plan est rapporté a un repére orthonormé (unité : 2 cm) la courbe {
représente la fonction f définie sur [0, ] par f(x) = sin’x.
Le domaine D est I’ensemble des points M(x, y) du plan, telsque 0 < x <=
et 0 <y < f(x).

1) Calculer I’aire A en cm?® du domaine D.
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2) a) Lineariser sin’x.
b) En déduire Esinsx dx.

3) Calculer le volume du solide engendre par la rotation de & autour de 1’axe
des x.

WLe plan est rapporté a un repére orthonormé (O,i})
(unité graphique : 2cm). On note £ la courbe représentative de la fonction f
définie sur }——g,g[ par f(x) = tg’x. On considére D le domaine plan
délimité
par €, I’axe des abscisses et les droites d’équation x = 0 et X =% et Jle

solide de révolution obtenu par rotation de 0 autour de 1’axe des abscisses.
1) Etudier la fonction f. Tracer & et D.

2) Calculer f f(x) dx.

3) Montrer que Ef *(x)dx+ J;Zf(x) dx=% :

4) En déduire le volume V du solide 5 en cm”.

1
'; Donner un encadrement de I’intégrale I = f ! dx en utilisant la

V1-x2

méthode des rectangles, et en partageant I’intervalle en 5 intervalles

d’amplitude 0 ,1.
VW Retrouvons en utilisant la méthode des rectangles que .EXZ dx=% .

v 1) a) Etudier le sens de variation de la fonction f définie sur {0,1]

f(x) =
parfio) = T

b) Tracer la courbe  de f.
o 1 n-1 k 1 n k
2) On définit: Uy= — > f| = | ; Vo= —=1)_f| = [n € IN,n #0)
D= \1 o= \n
Déterminer le plus petit entier naturel n , tel que 0 < U, -V, <0,1.
3) On désigne par € |’aire du domaine limité par la courbe £ , I’axe des

abscisses , les droites d’équations (s) x =0 et x = 1.
Etablir un encadrement de #£ d’amplitude 0, 1.

197



Intégrale d’une fonction continue Solutions

CORRIGES

; ;On sait que pour toute fonction continue sur [- a,a] et paire

(respectivement impaire) alors .[_aa f(x)dx =2 j;f (x)dx (respectivement

|7 £(x)dx =0).

178 stant impaire alors I’intégrale proposée est nulle.

a) X ——>(sinx)
b) x —>(tgx)’ étant impaire et x ——(sinx)> est paire.
Alors x ——(tgx)’ (sinx)* est impaire d’oll I'intégrale proposée est nulle.

a) x > cosxsin’x est de forme U’'(x) U’(x) qui admet une

primitive —;:U4 x).

T 1 1(\/5}4_3

d’ou IEI cosx sin® xdx ={%sin4(x)} — -

; = 4 4| 2 16"
4
b) j'”zdx:j‘ ““ldx:j‘n L ix
0 x+1 0 x+1 0 x+1

=[x+Log|1+x|]},=1+Log2.

1 3x(x+2)~2(x+2)—1dx
0 X+2

13x% +4x -5
C)J. _—

0 X+2 dX:'[

1

=I13X—2- dx=[zx2—2x—Loglx+2[}
0 2

X+2 0

3 1 1 2
=|=-2-Log3 |- (-Log2)=——-Log3 + Log2 =——+ Log| —
(2 g ) (-Log2)=-——Log3+Log2 =—— g(J

d) On pose f(x)=|x—2|+|x—4|
X — o0 2 4 + o0
|x-2] | ~x+2 ¢ x-2 x -2
|x—4] 4-x 4-x o x-4
—-2x+6 si x<2
d’ou f(x)=¢ 2 si 2<x<4
2x -6 si x4
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Solutions

j_sl f(x)dx = jzl F(x)dx + jz“ f(x)dx + j; f(x)dx
= [ (-2x+6)dx + j: 2dx+ | (2x - 6)dx
= [— x? + 6x] 2+ [2x] ot [xz - 6x] 2=22

W) La fonction f définie par tgx est dérivable sur [ O,%} et

on en déduit que I=[tgx] OZ: 1.

tg'(x) =
cos? x
2 f(x)= sm3x dérivable sur [O,-T—r]
cos® x 4
Fr(x) = cos® x —sinx(3cos” x)(~sinx) _cos* x +3cos® xsin’ x
cos® x cos® x
_cos® x+3cos’ x(1-cos’x) —2cos’x+3cos’x -2 3
cos® x cos® x cos’x cos*x
3
3) Comme f'(x)=—7F—- 22
cos*x cos®x
il LA LA x
4 f'(x)dx =34 dx-214 d’ou [f(x)|¢ =3T-2I
’[0 () '[0 cos* x jo cos’ x [( )]0

fGJ—f(O):y—zI & 2=3]-21

Comme I=1 on en déduit que J =§ .

Wb)% (UG =x 1 U'(x)=1 3
I v =T x O V(x)=§(l+x)5

) 3! ) 3

1 — 1 ht
jo x«/1+xdx={§x(l+x)zl - j0§(1+x)2dx

4 4 s 4
:E\/——EI:O-{-X)Z:IO ZE(‘\/§+1)

U)=x U'(x) =1
alors {

c¢) Posons . 1
Vi(x)= =24/
( ) m V(X) 24x+2
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dx=[2xx/x +2]:) - J; 24x + 2dx

.[o \/X_+E
:[ZX\/X—-I-Z_]:)—Zl:%(X+2)%:| =2\/_—§(32 22J 8«/— 23

=x2 U'(x)=2
d) Posons Ulx) =x lors (%) =2x
V'(x) =sinx V(x)=-cosx
sz sinxdx=[—x2 cosx]g +2 _[5 x cos x dx =2.[5 x cos xdx
0 0 0

Ux)=x U'(x)=1
On pose alors .
V'(x) =cosx V(x)=sinx
d’ou Jg X cos xdx = [x sin x]g - Jg sin xdx =— — [- cosx]g =X
0 - R L 2 )

T

Donc J.OZ x?sinxdx=m-2.

U®x)=x"

e) Posons :

) {V’(X)=\/1+2X
1 1 31 1 r1 2
j0x241+2xdx={§x2(2x+1)2:1 —EIO 2x(2x +1)2dx

0

U'(x)=2x
alors 1 ) =%(2x +1)3

2 ¢l 2
— _ = 2
=43 3[0 x(2x +1)2dx

U(x) =x U'(x)=1
3 alors

On pose 3 1 2
' V(x)=g(2x+1)2

V'(x)=(2x +1)?

1
Doncj 2x+l)2dx—l:—x(2x+1) } —%j; (2x +1)2 dx
0

5 1

1.2 1)1 z
=32 _ 2| Z(2x +1)2
{% @

0

;
D’ou r )(2\/2}(+1dx=\/——Z 132 ——1—-32 +i =M—~i
0 . 315 35 35 35 105
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2X

\ ; 7 1+
’ 2
1) a) f est dérivable sur [0,1] et f’(x)z—z——)i

X+vVx? +2
Vx?+2+x 1
Jx? +2(x+\/x2 +2) Jx? +2
b) I peut s’écrire : 1= I; f’(x)dx=f(1)—f(0)=Log(1+\/§)~L0g(«/_2_)

V6 ++2
2

f(x) =

d’ou I=Log

2)a) J+21=

X2 dX"j 2+X

I _\/ + 2 -[0 J 2
2
Soit aprés simplification puisque 2 +x* = (\/2 +x? )

d'ob J+21= [ Jx* +2dx. On déduit que J+2=K.

X
U =vVx’+2 (===

Vi(x)=1 V(x)zx

dxx/_J

b) Posons {

dou K= [x x? + ] I
Vx? +2
c) Les calculs précédents permettent d’écrire que : J+2I=K ety/3-T= K .
On additionne membre & membre on obtient :

A BB gl

+2I= 2KdouK——+I— 5

A \/€+\/’.

comme sz/_—K=7—Log

2
sin X CcOsSX —sinx b+a)cosx +(a—b)sinx
C)f()— “b X, - {bFajcosxt(a—b)
Sin X + cos X COSX +Sinx COSX + sinx

Par identification on obtient: b+a=0 et a~b=1 donc a =% et b= —% .

2) On pose U(x)=cosx +sinx et U'(x)=~—sin X + coSX =CcOS X — sin x

1U'x) 1 3
"2 Vs )+2dx —[ Log| U(x)|+= x]a
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n . T
COS| —-0 |+SIin| —-o
( 2 ] ( 2 j

T . L[ T
comme cos(—z— - Ot) =sino et sm(—z— - OL) =COS

1
=-—Lo
2 g

+l lt--a) +1Log{cosa+sina -loc
202 2 2

T
Al f(x)dx=—-a.
ors I (x)dx 2 o
; ; 1)a) h—>+1-h continue sur [0, 1] et dérivable sur [0 1.

Alors o est dérivable sur [0,1[ et ¢'(h)=—=~

2 ZV
donc @ est strictement décroissante sur [0,1 ]
h
h’ h? nz 175 V1- h

b) = =L .
4o(h) 4(1_%+ r—l_hj 4 (1—%) et

c) On a @ est décroissante sur [0,1]
Si 0<h <1 alors @(0) = (h) = ¢(1)

2 2 2
d’ou 22([>(h)2l ou encore —1~S—1~32 soit —h—< h SE—
2 2 o(h) 8 dopth) 2
2
remplacons par sa valeur on obtient :
4o(h)
2 2
LISy
8 2 2

2 2
ou encore 1—E—h—> 1+ h>1_2_h_
2 8 2 2

2 ' 2
or —h—-<0 d’ou I’inégalité 1—£>V1+h >1—£—-h—.
8 2 2 2
2)a)e coszt=-;:(l+0032t)
Alors _[5 cos’t dt= J‘E l(l+cos2t)dt=l _[5 1+ cos2tdt
0 o 2 2 Jo
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=l t+lsin2t .
2 2 s 4

. . 4
1t ~1t
e +e
o costt=|—=—
2

1 . .o s S g P 4
:E(e41t +4e31le it +6eZ|te 2it +4elte 3it +e 41t)

:Tlg[ei‘“ +e T 4™ ey 4+ 6] =%cos4t + -;«cos 24

d’ou J-Ecos“t dt= IOE (%cos4t+%0052t+—38—}dt

= isin4t+lsin2t+§t ? =—3—7£
32 4 8 |, 16
2
b)Ona:l—%—%—s«/l—h Sl—% pour he[0,1]
Ona: 0<t<let coszxe[O,l]
On pose h=t%cos* x I’inégalité devient :

t?cos?x t*cos?x t2 cos? x
1- - S\/l—‘czcoszxgl———z—~~—~

2 2

4 2 4 T 2
d’ol j-OZ 1 —%cos2 x—%cos4 xdx <J(t) < IOZ 1 —%cos2 xdx

L4 2 4 g

ot t z t? 2 t* 2
. le——COSZ X ——cos” xdx = IZIdx——J'Zcosz x———J.Zcos4 X
0 2 2 0 2 0 2 0

=[x -—=-—- N et

2 t'n t* 3 owm L, $3n_mf t2 3t*
24 2 16 2 8 32 2

n 2 n 2 on n 2 2
. Ifl—%cosz xdx = Jozldx—fz— Iozcosz x =[x]2 —t—-£:£|:1~t—:|

) U'(x)=2ax+b
v al)Posons {U(X) =ax”+bx alors 1

V'(x) =cosnx V() =;sin nx

I:[l sinnx - (ax* + bx)] _L _[ﬂ(Zax +b)sinnx dx
n 0 n -0
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:——1— I"(Zax+b)sinnxdx
n 0

U(x)=2ax +b U'(x)=2a
Posons ) alors 1
V'(x) =sinnx V()= —;cos nx

d’ou Jﬂ(2ax+b)sinnxdx= —l(Zax+b)cosnx +J."—2—2lcosnxdx
0 n 0 O n
comme jnécosnx dx =—2%[sin nx[; =0
0 n n

donc I= —l[— l(2217t +b)cosnm + E}
n

n n

I:—17(2a7t+b)cosn1r——b7
n n

! n 1
finalement on aura _[ . (ax* + bx)cosnx dx = —

n
2ant+b=0 b=-1
lorsque B ou encoreq. _ L
T 2n

2) Pour tout entier naturel compris entre l etnona:
a1 1
I —x?-x coskx dx =—-
0\ 2rn k

par conséquent :

n 1 2 _ n ]. 2 ]. l 1
IO (%x —X)fn(X)dX— Io [%x —xszx+(l—2+...+-—5—J

n
3 2"
On en déduit que | —l—xz—x f (x)dx=V +l 1 x x7
[0} 2 n n 2 2 3 2
T i o
nz

n 6
W 1) f est continue sur IR , alors il existe une seule primitive F de f qui
sannule en 0 c’est F(x) = | OX f(t)dt et F(0)=0
F(x)

d’oll V xelIR’, g(x)=——; g est le quotient 2 fonctions continue
X

x —> F(x) et x > x sur ]O,+ 00[ d’otl g est continue sur IR .
e Continuité en 0:
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( ) _1i £~ F(0)
0" X
= F (O) =f(0)=g(0) donc g est continue en 0
d’ou g est continue sur IR, .

2)x ———F(x) dérivable sur IR, et F(x)=f(x)

hm g(x)= hm

X I——>l dérivable sur IR*
X
donc g est dérivable sur IR .
. , F(x)x -Fx) xf(x)-Fx) 1
v oxeR}, -l T MO0 L )

3) f(x) =cos” 7x .

VxelR}, g(x)=l.[oxcos2 ntdt et g(0)=£(0)=1
X

vVxelR’ ; g(X)=-1-J.Xl+—Cosz—mdt L t+—1—sm2nt
x "0 2 2x 2n 0
1 T . 11 sin2nx
=—|X+—sm2nX |=—+—
2x 2n 2 4n  x
g(x)= sm 2mx pour x>0 ¢ét g(0)=1.
' D)f dérivable sur IR \{l} et f'(x) —(——)
X — 1 + 0
f'(x) - 0 - -
0 + o0
f(x) \\> — T

Da)Vxe|l+of, gx)= j f£(t)dt

g existe dés que f soit continue sur [x, xz].
Ona: xe]1,+oo[ alors x* e]1,+oo[ et f est continue sur |1,+ o
en particulier f est continue sur [x, x2] d’ou I’existence de g.
b) F est dérivable sur ]1, + 0 [ et F'(x) =f(x)
U:x ——>x? dérivable sur ]1,+oof.
d’oit g=foU~-F est dérivable sur |1,+ 0 [.
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V xe|l,+o[; g'(x)=U'(x)-F(U®x)) - F'(x)
1 1
x6~1 x° -1
C2x-xP =1 (x=D(=x*-x+])
B x% -1 B x% -1

Ona: x>1alors x°>1 et x—-1>0

g'(x) =2xf(x*) — f(x)=2x

donc le signe de g'(x) est celui de — x> —x +1.

_Jg " 1+'\/_5—

A=1+4=35 alors x’=1

<let x"= <0
-2 -2
X 1 + o0
g'(x) -
g(x) \
¢) 1 méthode :
\ xe]l,+oo[ x*>x
v te[x,xz]c]1,+oo[ s x<t<x?
Comme f est strictement décroissante sur ]1, + o0 [
Alors f(x) > f(t) > f(x*) festcontinue sur [X,XZ]
dob [ f(x)dt> [ f(t)dt> [ £t
fO[] = g(x) > f(x?)[t]:
On déduit que : (x* —x)f(x?) < g(x) < (x* —x)f(x) .
28™ méthede : En utilisant le théoréme de la moyenne
Vxe|l,+of, x?>x
La valeur moyenne de f sur [x, xz] est f = 21 _[X f(t)dt
X" —-x"F
soit = 5 L g(x)
X°—X

d’apres le théoréme de la moyenne il existe C e [x, x? ] tel que f=f ©

do £(C)= gZ(X) .
X" —X

e x<Cx<x? et fest décroissante sur |1,+ |

£(x) = £(C)>f(x?) donc f(x)z—gz(—x)—zf(xz)
X" =X
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Comme x> —x >0 on en déduit que

x* - x)fE) = g(x) = (x? ~ x)f (x?)

e Calcul de limg(x) : (x* -x)f(x?) <gx) < (x* - x)f(x)
+00

2 2 2
X°—-X X°—x . X7 ~X 1
d’ou <g(x)< comme lim =lim—=0

x% -1 &%) x3 -1 +o x6 1 x*
x? - 1
et lim X < lim==0 d’od hmg(x) 0.

+oox__1 +0 X

W) Posons { M=t on a {U ®=1
Vi(t)=1£"(t) V() =1'(t)

. j tf(t)dt = [tf' ()]} j £(t)dt =xf'(x) ~ [f(O} =xf'(x) - f(x)
Car f(0)=0
o [La-ofma=[ o~ | " (ot

En utilisant une intégration par parties semblable a la précédente, nous
trouvons :

O -0 =[O, + | 1 £(H)dt = £'(1) — £'(x) - £'(1) + x£'(x) + £(1) - £(x)
Ainsi ‘ (1= )E"(t)dt = (x ~ Df'(x) - £(x) car £(1)=0

DV xel01], a-x) [t (de+ xjo1 (- Of"(t)dt

=(1-x)xf'(x) - (1 - x)f(x) + x(x = Df'(x) - xf(x) =—f(x)
d’oti ’égalité demandé est prouvée.
3)Si f" est une constante C: V x e[O,l] ona:

—f(x)=(1—x)cj0‘tdt+xcjx‘ (1 - t)dt
27 x —-1x

_ P et don g =<
donc—f(x)~C(l—x)J:2J0+Cx{t 2:fxdou f(x)= 5

2

4
Vl) Faux : f(t) =t et g(t) =t alors f # g mais _[z fitydt = [%:l =0

-2
2 t6 2 2
L gode={—| =0= Lf(t) dt
2

2) Vrai :
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X |-oo 1 4 +c0
x2—5x+4l + d) - 0 +

Sur[1,4] onax?-5x+4<0 donc fxz-5x+4<o
3) Faux : g(x) =x?, f(x) =x

g(x)dx=x—3l=g—et xdx2: i(i] 2=0¢ g(x) dx
-rl 3 M 3 (-[’1 j 21, 1

1
4) Faux : f(x) = 0 mais -1 < 1 donc [ f(x)dx <0

1) La réponse est E[ : car fdx =[x}=2-1=1
2) La réponse est E :
2 . 2
[+ 1at=[ 1 daer [1ae = [ st = [ a2
. % ]
3) La réponse est E : Esinx dx= [-cosx] =cosO=1le [O’E]
0
4) La réponse est E ;h(x) = E f(t) dt
On pose F une primitive de f.
h(x) = F(x?) - F(x)
b’ (x)= 2x F'(x2)-F’ (x) = 2x f(x%) - f(x).

'; 1) Pour déterminer r(z) ,représentons une vue en coupe selon le plan

(0,7,k)
/,: %}3 P(z)

Y

O =
En appliquant Pythagore au triangleJ OAB,
On obtient : R2 =272 +12 (z). & 1* (z2) =R?*- 2*
r(z) = VR?*z? , puisque O <z < Retr(z) 2 O.
2) Désignons par s(z) ’aire du disque d’intersection du plan P(z) et de la demi
boule : s(z) = n r2 (z) = n (R*-z?)
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v= ﬁs(z) dz = ETE(RZ-ZZ) dz = nﬁ (R*-z%) dz

2T R 2
=x|R%-=—| =x| R}*-— |=1.=R?
3 o 3 3

Le volume d’une boule de rayon R est donc égale 4 2 v soit gnR3

W Soit O’ le centre de disque D.
AO' r ht_r

D’aprés Thalés ona: —=— < —=—,
AO R h R

L’homothétie de centre A transformant la base du c6ne en D est de rapport
r h-t t
k:_ —_— = | e —

R h h
S(t) = Iaire du disque D = k? . I’aire du disque de la base

=k2.1t.R2=nR2(1-%)2
2) Soit V le volume du cone.
h h t h t
V=LSt dt= LnRZ 1-=)ydt = 2R [-—(1-—)’ T}
® ( h) [ 3( h) Io
=lnR2h.u.V

On retrouve que V est égale au tiers du volume du cylindre ayant méme base
(nR?) et méme hauteur h que la cone.
v 1) La fonction sin est positive sur [0,7] donc il en est de méme pour f

donc A = 4fsin3 x dx

Sin’x = (1 — cos2x) . sin x = sin X — sin X . cos?x. On a donc
A=4 J:(sin X -sinx.cos?x)dx = 4[~cosx +G—)cos3x} = %cm2

0

i Ax \8
2) a) Sin6 X = [e ;e J =( 1)6 (eﬁix_6e4ix+1562ix_20+156-2ix _6e>4lx +e-6ix)
1 2i

Soit sin’k = % (2 cos 6x — 12 cos 4x + 30 cos 2x -20)

b) fsinﬁxdx :—L 10x-£sin2x+isin4x - lsin6x = on
32 2 4 6 o 1
3) La section de ce solide par le plan d’équation x = x, est un cercle de rayon
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f(x) ; le volume de ce solide est donc

2
V=38 fﬂ'(sin3x)2 dx =38xn fsinéx dx = 5—;t—cm3 .

V ) f(x) = e, f est dérivable sur }-’zfg[ .

£(x) = 2(1 + tg’x) tgx.

*|.r 0 T
2 2
) | - o +
f(x) ||+oo +00
\ 0 /v
lim f(x)=+o
lim f(x)=+c car lim tgx=-c0.
x—>-§ x—»-% _g g

2) f est positive sur [0, %], donc I’aire A du domaine D vaut :
A= ff(x)dx= ﬁtgzxdx= Jf((tgzxﬂ)-l)dx
= Lg(tgzxﬂ)dx- Jj‘tldx=[tgx]o% -[x]§ =(tg—Z~-th)-(—Z——0)=l-E.
donc A=1 ~§ . u. a. Puisque 1 unité = 2cm, lu.a = 4cm’

donc A =4(1 -%)cm2 =(4-m)cm’ =0,86cm’

3) L} £3(x)dx + f f(x)dx= f (tg*x +tg’x) dx = f tg?x(tg’x +1)dx.
Posons u(x) = tgx ; alors u’(x) = tg’x + 1

donc tg’x(tg’x + 1) = u’(x) x u’(x) qui s’intégre en %u3(x)
: : 1L Te 1 2y 1, 1
donc [*f’(x)dx+ [*f(x)dx=|~tg’x | ==| tg— | -=(tg0) ==
[P 2 eyt [#H0x) {3”}0 3(g4] S (120)" =

4) On sait que V = Enfz(x)dx=n[§- J;Zf(x)dx:]
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doncV=n l—(I-E) = [E_Z) ﬂ;x3n'8
3 4 43 12

3“2'8 om® (V=2,98cm?) .

osonsf(X) \ﬁ— '(x)—(1 )\/I——>OVXE[ 1}
X -x*J1-x

8 cm® soit V=21

l.uv=_8cm’ donc V =8xn 3n-

Donc f est croissante sur 1.

L’intégrale est donc comprise entre la somme des aires des rectangles qui sont
en dessous de la courbe et la somme des aires des autres rectangles.

On a donc : 0,1(f(0) + £(0,1) + ...+ £(0,4)) < [ £ 0,1(f(0,1) + f(0,2) +...+ £{0,5))
On obtient : 0,516 <1< 0,532.

; f(x) = x* est croissante sur [0, 1]

nous avons donc : s, < J:f(x)dx <S,

Cest-a-dire l[f(0)+f(l)+...+f(ﬂ)}s £f(x)dx< {f( )+f( )+.. +f(“)]
n n n

2 2
Et en remplagant : i{-1—+——+ +(n 1) } Ef( )dx <l{i+£_+ +n_}
nin nin

n2 n2 1’12
Sachant que 1>+ 2° + ... + 1’ =1@%’2
_.l_
On obtient : - {MH_Q:I J:f( Ydx < {M_l)}
n 6 6

Encadrement a partir duquel on conclut que lorsque n— +oo, _Exz dx ==

1) a) vxe[0, 1], f'(x) =—2—X22,1e signe de f* est celui de -2x.
(1+x%)
b)
X 0 1
Px) |0 - 3
f(x) 1

[
»

NN
St

NN

2) VnelN', u, - v, —lif(k)-iif(K)
s “n n nk=0 n n n O

k=1

NNV
N

A
v

—
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Uy — Vy =l[f(0)+f(—1~)+...+f(n—-2)+f(—n;1)}
n n n n

-1[f(1>+f(3)+...+f(fﬂ)+f(1)} Lgo-Lrp=t Lo
n|_ n n n n n n 2n 2n

0<uy,—v,<0,1 QOSLSO,l <:>L£2n<:>5 <n
2n 0,1
5 est le plus petit entier naturel tel que 0 <u,—v,<0,1.
3) f étant décroissante sur [0, 1], V, < A< U, VnelN
En particulier, pour n =5, V5 < 5% < Us; 'amplitude de [’encadrement
est U5 - V5 = 0 1.

U5=l|:1+2 E E 35_ _5x[L+i+i+L+i
5 26 29 34 41

viel2.28, 3,08 g [ L L L L L
5026 29 34 41 2 26 29 34 41 50

Us=0,83 40,01 pres par défaut,

Vs5=0,73 4 0,01 pres par défaut

On en déduit un encadrement de &€ par des nombres décimaux :

0,73 < 5¢ < 0,84 d’amplitude 0,11
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Chapitre VIII
Fonction logarithme népérien

M Définition :

La fonction Logarithme népérien, notée « Log » ou « Ln » est la primitive

. 1 .
de fonction x+>— sur ]JO, +oo[ qui s’annule en 1.
X

B Conséquences :
Log est définie et dérivable sur ]JO ; +co[ pour tout x €]0 ; +oo[

(Log(x)) Lo Logl =0
X

W Propriétés algébriques :
Pour tout réels a et b strictement positifs, on a :

Log(%) =Loga — Logb

R @g(ab) =Loga + Logb .
1

Log(—) =—Logb Log(«/; >= 1 Loga
L b o 2
YA Log(a . )= nLoga . Log(a’)z rLoga (reQ)
B Limites :

lim Logx =+ lim Logx = —o0
@] X—>t0 [ o*

. 1

lim “28% _ g limxLogx =0 lim 2080+ %) =1

o |xo+0 X . ot ° 0 X

M Sens de variation :

La fonction Log est une bijection, (Log x)’ =—1~ > 0 donc « Log » est
X

strictement croissante sur ]O ; +oo[ dans IR
On en déduit : Pour tout réel a et b strictement positifs :
* Loga=Logb < a=b * Loga>Logb < a>b

* Loga>0 < a>1 * Loga<0 < O<axl

Tout réel y admet un unique antécédent par la fonction Log ; en particulier
on appelle e I’unique antécédent de 1
Loge=1 et 2,718 <e<2,719
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B Dérivée de Log° U :
La fonction Log ° U est définie sur tout intervalle I sur lequel U(x) >0
Si de plus U est dérivable sur I alors la fonction Log ° U est dérivable sur I

U'
et (Log°U)'=—
(Log°U) =

M Primitives de — :

Si U est une fonction dérivable, ne s’annulant pas sur un intervalle I, alors la

f

fonction% admet sur I des primitives de la forme Log|U|+c (c constante)

B Logarithme décimal :
e La fonction Logarithme décimal, notée log est la fonction définie sur

Logx
Logl0

e La fonction logarithme décimal a les mémes propriétés algébriques que la
fonction logarithme népérien.

e Remarque: Log 10=1

Réflexes :

—=

JO, +oo par Logx=

Situations Réflexes

Le sens de Loec1=0
Comment retrouver les variation de &
propriétés de la fonction Log est . l Y
. . i 7 3 .
logarithmes a partir de sa croissante  jf Y . limLogx =+
courbe représentative ? O Z I
Le signe .
de log x 4"11{3]‘0‘%’(‘—@

1) On détermine 1’ensemble des réels
pour les quels les expressions sont
définies.

2) On se ramene lorsque c’est
possible a la forme
Log(u(x)) = Log (v(x))

(ou Log (u(x)) 2 Log(v(x))) puis on
résoudre u(x) = v(x) (o1 u(x) > v(x))

3) Sion ades x et des Log x on

utilise les variations d’une fonction

Comment résoudre une
équation ou une inéquation
comportant des logarithmes ?

214



Fonction logarithme népérien Résumé de cours

1) Vérifier que u(x) > 0 sur L.
2) On justifie la dérivabilité de u sur I
3) On utilise le théoréme

Comment étudier la dérivabilité
de Log(u(x)) sur un intervalle

I? (Log u(x)y’ =2&
u(x)

1) On examine si on se trouve dans

une situation de forme indéterminée.
2) Si oui, on tente la factorisation pour se
logx Logx 1

t o n-l

x" X X

ramener a

1 A "
n | —Logx/™
oy Logn)" | 5

X W

Comment calculer une limite en
+00 ?

si non on factorise a ’intérieur de
I’écriture de Log

10gx2(1+l+L2)
X__X

(Exp : log(x* tx+1) _
X X
3) on utilise les régles opérations a
'infinie x" I'emporte sur Log x

)
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ENONCES

o

Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse.
1) L’ensemble des solutions de 1’équation Log(x2 —-4)y=Log(2 + x)
k10, +oof b {-2, 3} 3
2) La fonction f(x) = szog x est dérivable sur ]O, +oo[ le nombre dérivé en
eest:
@ 3e B e’ 0
3) La fonction définie par f(x) = Log(2x* + 1) est dérivable sur IR et f'(x)
est égale a:

1 4 2x7+1
g b= g ==

2x7+1 2x*+1 4x
4) L’ensemble des solutions de I’équation Log x < 0 :
o Bres.0l B 0.1
Log(4x® +x+1)

5) La limite au +o0 de f(X) =

X2
4 b Log4 0
Vrai — Faux
Chacune des affirmations suivantes elle est vraie ou fausse ?
justifier votre réponse.
1) Log x est positif.
2) La fonction Loglx +3| est croissante sur ]-oo, -3[.

3) L’approximation affine de Log(x + 1) pour x proche de O est x.
VRésoudre dans IR, les équations suivantes :

+
DLogx=-2 2) Log (1:%)=3
X
3) Log(x® - x) = Log(x + 1) 4) Log(x* + x — 2) = Log(x + 3)

W Simplifier les écritures.
2,

1 2 3 98
A =Log(=)+Log(=)+Log(=)+...+Log(—)+L
g(z) g(3) g(4) g(99) og(100

B Log(\/—S--l)+Log(«/§
2
Sans chercher a les calculer, comparer les intégrales suivantes :

a) j,] Logxdx et J.,] Logldx ; b) J: x°(Logx)*dx et j; \/;(Logx)“dx
3 3 X 2 2

B 1) ; C =Log(es)+L0g(e'2)+L0g(€2\/€)-L0g[(l)3}
e

Résoudre dans IR ; les inéquations suivantes :
Logx>4. 2)Log(x +2) + Log(x + 4) > Log(x + 8) .
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3)Log(2x* +3x+1)<0. 4) (Logx)* +3Logx +2>0.
;; Calculer les limites suivantes :
10
1)Limx Logx’ 2)lim Logx Hlim—m——
0* +00 X +00 LOg (\/—_)

4)11mLog(2 ‘IJ 5)  lim=08(x+?2)—TLog? 6)lim g etne N
Xx+1 0 X x"

7)lim3x — Log 8)lim S (L08 )

+o0 X

9)limx Log (1 + l)
+00 X

10) thog(2 _1) 11) limeog(x—H)
( ) X+2 0* X
2

12)1imMen+ooeten0 13)1m2x+1—Log(x—1)
Logx —1 -1
14) Tim Log(1+x) 15) 1. Log(l+x) 16) lim Log(1 + sin x)

x—>o+ ( Jx )3 N x>0 sin2x

Calculer f'(x) en précisant sur quels intervalles ce calcul est valable :
Logx

af(x)=x—-4+ ; b)f(x)=Log(3x +1)~Logx+
4 3x+1
o)f(x)=xLogx —x ; d)f(x)=lﬁg—X
1-Logx
x+1

1) f(x)=Log|— ; J)f(x)=Log(Logx)

Déterminer la forme générale des primitives de chacune des fonctions
suivantes sur 1’intervalle proposé :

a)f(x)= X " sur ]1,+oo[ b)f‘(x)=x—1+LogX sur [1,+oo[
- X
1 1 T T
c)f(x)—m—; sur ]0,+ 00[ d)f(x)=tgx sur }_5’5{
e)f(x)— sur [, + oof Hf (x)= ; ne IN"\{1}.
-X xLog'

Soit f la fonction de la variable réelle x définie par :
f(x)=Logk(x) avec k(x)>0.
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1)si k(x)=x, montrer en appliquant la formule des accroissements finis a f

que : ! <L0g(1+x)—Logx<l; vV xelR’.
I+x X
En déduire la limite de la suite S, définie par :
S, =1+l+1+...+l ou neIN".
2 n

1
2)Si k(x)=|x|x1 avec x#0 et x=#l.
a) Calculer la dérivée f'(x). En déduirek’(x) .
b) Calculer f'(—4) et f'(-2). En déduire qu’il existe

V/Soitg:xl———)xz—2+Logx définiesur]0,+oo[
1) Etudier les variations de g.
2) En déduire que 1’équation g(x)=0 admet une seule solution o;

L3<a<l4.
3) Déduire le signe de g(x) selon x.

B/ Soit f la fonction définie sur ]0, + [ par f(x) =i(x2 +1-Logx).
X
1) Etudier les variations de f.
2) Montrer que f(a) =20 — 1 , puis donner un encadrement de f(a).
o

3) a) Montrer que la courbe de f admet deux asymptotes.
b) Préciser la position de C la courbe de fpar rapporta D:y=x.

c¢) Construire C en précisant la tangente & C en son point de rencontre avec
son asymptote.
4) Soit h la restriction de fa [e,+ [
a) Montrer que h admet une fonction réciproque h™' définie sur [e, + oo[.

b) Ecrire I’équation de A', la demi tangente a2 C, ., au point d’abscisse e.

¢) Représenter C, ., et tracer A'.

Vl) Soit g définie sur ]O,+ 0 [ par g(x)=1+x-xLogx.
a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
b) Prouver que 1’équation g(x) =0 admet une solution unique 3 dans
0,+ o0 [; vérifier que 3<B<4.
c) Déterminer alors le signe de g(x).
Log X
2) Soit f'la fonction définie sur ]0 + oo[ par f(x)=2+—
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a) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.
b) Exprimer la fonction dérivée de fa 1’aide de g en déduire les variations
de f.

¢) Soit D la droite d’équation y =2, déterminer les coordonnées du point A

d’intersection de D et de C et la position de C et D.
d) Tracer C et D.
3) Soit h définie sur [1,+ 0 [ par h(x)=f(x)—x.

a) Montrer que h est strictement décroissante sur ]B, + 00 [ .
b) Etablir que pour tout x € [I,B ], 0< f‘(x)g% .

¢) En déduire les variations de h sur [1, ].
4) Prouver que I’équation f(x)=x admet une unique solution a sur [1,+ o [,

montrer que 2 <o <3.
5) Prouver que pour tout x €[ 2, 3], f(x)e[2,3]
W) Soit la fonction g(x)=— 2 + Log(x - 2) avec X e ]O, + [
X+2 X
Etudier les variations de g. En déduire que pour tout x € ]O, + [

ona: g(x)>0.

f(x) = xL X+2 x>0
2) Soit f'la fonction définie sur [0,+ e [ par X)=xL08 StX
f(0)=0
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
b) Calculer lim f(x) (on pourra poser X = 2 ).
X—>+00 X

3) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Tracer C la courbe de f dans un repére orthonormé.

X+2

2
4) Soit h(x) = %Log( J pour tout x € ] 0,+0 [

a) Calculer h'(x).
b) En déduire la primitive de f sur [0, + [, qui s’annule en 0.
5) Soit k un réel strictement négatif, soit f, la fonction définie sur [0,+ © [
par f, (x)=f(x)+kx.
a) En utilisant les variations de g sur ]O, + [, montrer que 1’€quation
f (x)=0 admet dans |0,+ oo [ une unique solution notée o, .
b) Dresser le tableau de variation de f, sur [0,+ [ et déduire le signe
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de f, (o).
Soit £ définie par f(x)=x’4/|Log x|

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Etudier la dérivabilité de fen 1.

3) a) Résoudre ’inéquation dans ]0,+ 00 [ ; 4Logx+120.
b) Déterminer f'(x).

4) Déterminer le tableau de variation de f.

5) Etudier les Branches infinies de f et construire sa courbe dans un repere
orthonormé (Unité 4 cm).

- >
V Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, i, j) . On considére la

Log(1+x)
X

fonction définie sur [0, + 00 [ par f(x)= pour x>0 et £(0)=1.

La fonction h définie sur [O, + 00[ par h(x) = ——X—l —Log(1+x) etla
X+

fonction ¢ définie sur [0, + © [ par o(x)=f(x)—-x
1) a) Montrer que f est continue sur [0, + [
b) Etudier le sens de variation de g définie sur IR, ;

2 3
par g(x)=Log(1+x)—(x—X7+x_j'

3
Calculer g(0) et en déduire que sur R, ,ona:
2 3
X° X
Log(l+x)<x——+—.
g +x) 3

2
¢) Par une étude analogue, montrer que si x20: Log(l+x)=2x— XT .

1 -
d) Etablir que quelque soit xeR,,ona: L SLO—g(—JFZX)—X < —% + %
X

En déduire que f est dérivable a droite en 0 et que f d 0)= —% .

2) a) Etudier le sens de variation de h et en déduire le signe de hsur R, .
h(x)
X

b) Montrer que sur ]O, + 0 [, f'(x)= et dresser le tableau de variation
de f.

-
3) Etudier les variations de ¢ et construire sa courbe dans (O, i, j) et la demi-
tangente au point d’abscisse 0.
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4) a) Démontrer que I’équation f(x)=x admet une unique solution sur

]O, + 00 [ que 1’on notera o.. Montrer que o € [%, 1} .
. I 1
b) Montrer que st x € [E’l } alors f(x) e [—2—, 1} .

¢) Montrer que si x € {1 } alors h(1) <h(x) < h(%j et que |h(x)| S% .

—.1

2
(s 1 4

d) En déduire que sur 5,1 ona: |f'(x)| Sg.

5) Soit la suite U définie sur IN par U, =5 et pour tout neIN ;
Un+1 = f(Un) :

n+l n-1]*

a) Montrer que pour tout ne IN", [U —U,,[S§~|U“ -U

En déduire que lim | U, - U“l =0.
Nn—>+00

n+l
b) Montrer par récurrence que la suite V définie par V, =U,  est
décroissante et que la suite W définie par W, =U,,, est croissante.

c¢) Montrer que la suite V est convergente et déduire que la suite W est
convergente et que les deux suites V et W ont la méme limite.

Pour tout neIN" onpose U, = J.; x"Log(l+ x)di et

1 _ n
\'A =1—5+l+....+£—12—

3 n+1

Log2 puis calculer lim U, .

n+1 n—>+0

1) a) Montrer que pour toutn cIN" ona 0<U, <

x2

1+x

2)Onpose S, (x)=1-x+x>++(=1)"x" avec xe[O,l]et nelN".
n, n+l

1 +(—l) X

I+x 1+x

b) Calculer I; dx puis calculer U,.

a) Montrer que S, (x)=

Xn+1

etque V, =Log2+(-1)" J.Ol dx.

1+x

! puis calculer lim V, .
n+2 n—>+w

b) En déduire que |V, —Log2|<

3) a) En utilisant une intégration par parties pour U, montrer que :
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L . n
=—9g—%+(—-1)— [LogZ—V“].
n+l n+1

b) En déduire que la suite (w,) définie par o, =(n+1)U,
est convergente et calculer sa limite.

n

V) Soit f la fonction définie sur ]0 + [ parf(x) = ng

Etudier le sens de variation de f.
2) a) Montrer que pour tout keIN™ — {1 } ona:

Log(k + 1) jk+1 Logx dx Logk
(k +1)? x? s Kk’
b L
b) Par une intégration par parties, calculer I ng dx.
X
* Log2 L L
3) Pour tout neIN —{1}onpose S, = ;f + §2g3 +-er O%H
n

a) Montrer que pour tout neIN” — {l }, ona:

Sn—LOgZSI" Logxd <s _Logn
22 S
b) En déduire que :
1+Log2_n+(n—1)Logn<S <2+3Log2_1+Logn
2 ~ n? YT 4 n

¢) Donner un encadrement de Sy, 4 107 prés.

oit f la fonction définie sur [ O,%[ par:

f(x)= j ———dt si xele%[ et £(0)=0.

1) Justifier I’existence de f(x) pour tout x e} O,% { .

2) Montrer que f est dérivable sur } O,% [ et déterminer f'(x) pour tout

xe}o,l{.
2

. R 1
3) En utilisant le théoréme de la moyenne, montrer que pour tout x e} O,—z— [
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X

ona: <f(x)< .
Log2x Logx

4) a) Montrer que f est continue et dérivable en 0.

b) Donner le sens de variation de f.
v Soient les suites (U,) et (V,,) définies sur IN® par:

U=let YnelN,U,=U,,; + l pourn=2etV,=U,—Logn
n

1) a) Calculer U,, Us et U,
1

b) Montrer que VneIN ", U, = Z "

k=1

" +1
2) a) Montrer que VkeIN , ——l—s _E ldx sl
k+1 X k

b) En déduire que pour tout entier n > 2

OnaUn-IsLognSU,,-l et0<V, <1
n

3) a) Montrer que V,converge vers une limite 3 (on ne cherchera pas a

calculer 8).
b) Quelle est la limite de (U,) ?

1) Représenter graphiquement la fonction x = 1 sur ]0,+o0[.
X

2) Subdiviser I’intervalle [1,2] en n intervalle de longueur l (n € INM.

n

. 2 |
En déduire un encadrement de j — dx par les sommes
X

U,=—]1+ 11+ 12+ + 1 ]
S ER A 1+
n n n
Et V“=—1—. 11 + 12 +ot ! 1+l
Rl (S E il 1+ 2
n n n

21
© 3) a) Calculer j = dx.
X

b) Obtenir des encadrements de Log 2 en calculant Us et Vs puis Ujg et V.

;; On consideére la fonction numérique f définie sur ]0, -+oo[
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Logx

par f{(x) =x +
Soit () sa courbe représentative dans le plan 7 muni du repére orthonormé
(O,f,}) d’unité graphique 3 cm.
1) Calculer a I’aide d’une intégration par parties I = fLogx dx.
2) Soit H la fonction numérique définie sur ]O, +oof
par H(x) = -—1—(Logx)2 -zLogx _E_
X X X

Démontrer que sur ’intervalle considéré, la fonction H est une primitive de
. oy Logx)’
la fonction h définie par h(x) :(_gz_) .

On considére 1’espace rapporté au repére orthonormé (O,i}, k). Le solide S

est engendré par la rotation autour de I’axe (O, 1) de la surface délimité par

la courbe (&), et les droites d’équations respectives x = 1 et x =g,
et I’axe (x’x).
Calculer le volume V du solide S.

2
; ;On pose pour x > 0, f(x) =(_Lg§&'
X

1) Déterminer les limites de f en +o0 et 0.

2) Déterminer le sens de variation de f sur ]0O, +oof.

3) Tracer la représentation graphique () de f dans le plan.
2 P

wdx

4)Onposepourp =1, [, = .‘:
X

a) A I’aide d’une intégration par parties, Calculer : I, = JT (Lo_g,x) dx.
X

ptl

b) Montrer que, pour toutp=1: L, =- +(p+DI,.

e2

¢) En déduire I, Iz et 1.

d) On fait tourner autour de I’axe des abscisses 1’arc de courbe constitué des
points de (£) d’abscisses comprises entre 1 et e”. Le point M de (&)
d’abscisses x, décrit alors un cercle de rayon f(x).

Calculer le volume du solide ainsi engendré, en unités de volume.
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CORRIGES

; 1) La réponse est : car Log(x” — 4) = Log(2 + x) définie que pour x > 2
Log(x* —4) = Log(2 + x) SE+H2)E-2)=x+2) o Ex+2)(x-3)=0
<x=-2o0u x=3 or x>2 d’ou S= {3}

2) La réponse estEa] P (x) =2x Logx +x

fe)=2e+te=3e

2x7+1) 4x

283 +1 2xP 417

4) La réponse est:Logx<O<:>x<e°= lorx>0douSRr=1]0, 1]

1.1
Log{x2 (4+—+—2)}
X X

2

3) La réponse est [ﬂ : f'x)= (

5) La réponse est Cf(x) =

Log(4x® +x+1) _
x? X

Logx? +Log(4+—1— +—17)
- X_ X

x2

1,1

limf(x)=lim—= >
+e0 +e0 X X

;; 1) Faux : Log%=-0,69.

2) Faux : car f'(x)=—1—<0 si x<-3.
x+3

0

3) Vrai: on a (Log(1 +x))’ =1+ alors I’approximation affine de f voisin de
X

Oestf7(0) x + f(0) =1 x x donc Log(1 +x) = x.

Y‘Z)Logx=-2<:>Logx=-2Loge<:>Logx=Loge'2
SIRZ {6-2}.

+
2) Log (1—)5)=3 définie que pour x € IR~ [-1, 0]
X

+
Log (1——X)=3Loge=Loge3
X

1+x
—2=d = 1+x=x&
X
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1
IRZ{e3_1}

X =
e -

x>-1
3) Log(x? — x) = Log(x + 1) définie que pour
) Log(x” —x) = Log(x + 1) que p {X(x_1)>0
sigx € -1, +oof - [0, 1]
X —x=x+1
x*—2x—1=0 or A’=2

x’=l-\/_2_ et x”=1+\/§

{1-J_ 1+J_}
A= Log( )+L0g( )t +L0g(—)+Log(ﬂ)6)
g xZ xZ8 x5y Log L
Lg(z 798 00 (100)_'2L0g10
=Log[ “5-1) (\/_+1)]_Log4=2Log2=L0g2

2 2 2

3 2 2 1.,

C =Log(e*)+Log(e?)+Log(e*/e)-Log(—)
[

=3Loge-2 Logé + Logé  +Logve+3Loge —6%:9

2
W_<X<1 alors Logx <0

3> >1 alors Log1 >0
X X

d’ou ‘v’xe[%,l} ona Logx<Logl

X

par suite .‘-]1 Logx dx < _[1] Logldx.
3 3 X

b) Pour tout xe[%,l} ona x° <+/x et comme (Logx)* >0
d’on x°(Logx)* S\/;Z(Logx)4
donc J‘i x*(Logx)* dx < J.i \/;(-(Logx)“dx
2 2

yL’inéquation a un sens si x >0
Logx>4< Logx >4Loge<>Logx >Loge* @x>e!
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d’ou S=]e4,+oo[.
2) L’inéquation aunsens si x+2>0 et x+4>0 et x +8>0
ouencore: x>-2 et x>-4 et x>-8 donc définie sur |- 2,+ oo |

dans ces conditions :
Log(x + 2) + Log(x + 4) > Log (x + 8) équivaut successivement a :

Log((x +2)(x +4))>Log(x +8)
x+2)x+4)2x+8 & x> +5x 20 x(x +5)20.
X — 0 -5 0 + 00
x(x+5) + q> - C|> +
X(X+5)20 & xe]-0,-5]|U[0,+w[or xe]-2,+]
d’od S=[0,+00].
3) It faut que 2x° +3x+1>0

2x% +3x +1=0 admet pour racines —1 et ——12—

donc I’expression est strictement positive « a l'extérieur » des racines ;
N 1
d’od D=]-c0,—1 [U] _E’_HX{

L’inéquation est donc équivalente successivement a :
Log(2x* +3x +1)<Logl

2x2 +3x+1<1 ouencore 2x% +3x <0

X — —z 0 +
2
2x° +3x + C|) - CiD +

* 2x% +3x<0 < xe —%,O[ or xeD

b S= |- L 3
vous=]-Lo[u]-2.-

4)Ici D= ] 0,+ [ ; car I’inéquation ne comporte que des « Log x ».
Nous allons procéder par changement de variable en posant : X =Logx.
Logx=X
X?+3X+2>0
X? +3X +2=0 admet deux racines: —1 et —2
Alors X? +3X+2>0 & Xe]-wo,-2[U]-1,+ o]

Donc : (Logx)? +3Logx +2>0 <:>{
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x>0
L’inéquation est équivalente 2 :
Logx<—2ouLogx >-1

x>0
ou encore :

Logx <—2Loge ou Logx >—Loge
x>0

2 _\_ H 1
c’est-a-dire Logx < Log(_zj ou Logx > Logl
e €

x>0 1 1
ou encore x<izoux>l finalement S=}O,C—Z[UJE,+OO{.
e €
W) limxLogx® =1im3x Logx =0.
0* o
10
2) 1imL°gx _1imOLO8X .
+00 X +00 X
2 2
3) lim = lim —> =lim 2x =lim 2 =400,
+o Log«/_ oo 1 gX +0 Logx +o0 Logx l
2 X X

4) On sait que lim=*—* =2 donc 11mLog(2 llj Log?2.
X +

4+ X 4 X=>+0

Log(x +2) —Log2

5) lign représente le nombre dérivé de f(x)=Log(x + 2)

en x, =0, comme f‘(x)=xi2 alors f'(0)=%

Log(x+2)—Log2 1

d’ol lim
0 X 2
6)n=1ona limLngzo
+00 X
L
n>1; lim o%x:thogx‘ :_] =0
+00 X +00 X X

L
7) lim3x — Log x =1imx(3 - ng] = 4+

sin (Logx) Sl
X

8) Pour tout x>0 ona 0s|sin(Logx)|sl donc 0<

X
sin (Log x) _0 dot lim sin(Log x) _0

+o0 X

Comme limlzo donc lim

+0 X +o0 X

228



Fonction logarithme népérien Solutions

9) On pose X = 1 , il suffit alors de chercher la limite quand X tend vers O
X

lim xLog[HiJ:1im—1—Log(1+X)=1imM)-=1
X=>+00 X X0 X x=>0
10) tim 2= 0" don limLog(zx_l):—oo
(l)*x+2 H X+2
2 2
. X +1 .
11) hmeog( ):hmeog(x+1)—xLogx
0+ X 0+
Or limLog(x +1)=Logl=0 donc 1ignxLog(x+1)=O
ot
et 1ignxLogx=0 d’ol li(I)nxLog[XJrl):O.
X
. 5 Logx(l+L J 1+L2
)
12) * lim =822 iy 5%/ —lim—8%

o Logx—1 +=

1 +o0 1
Logx|1- 1-
Logx Logx

Car Iim ! =0.

+o Logx
* Iimﬂx—ﬁ =1 en utilisant la méme méthode.
0 Logx-—1
1-(x- -1
13) 2X+1—Log(x—l)=zx+ (x-DLog(x-1)
x—1 x—1

limx -1=0"
1" i -DL -1)=0
limtLogt=0 :>111{n(x JLog(x -1)
0+
d’ot lim2x+1-(x-1)Log(x—-1)=3
]+
2x+1—(x—1)1Log(x—l):+oo
x_

et limx—1=0" donc lim
1+ +

1
Log(1+ x) ~lim Log(1+x)

S

mLog(1+x) 1

=1i — =4

0* X \/;
car limﬂw—)zl et limvx =07,
0+

0* X
229
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Solutions

Lol Log(l + —j
15) 1im28E Xy X
+00 \/; o l

X
=1lim \/;Log(iﬂj =lim \/;Log(l +X)— \/;Logx
o* X o+

—lim~/xLog(l + x) — 2+/xLogvx =0
0+

Log(l+sinx) lim Log(l+sinx) 1

16) lim .
0 sin 2x 0 sinx 2cosx
Lorsque x ——>0 alors sinx——>0 on pose X =sinXx
lim Log(ll+ sin x) — lim Log(1+X) _1
0 s x X=0"
. 1 1 . . . 1
et lim =-— par suite la limite recherchée est —.
0 2c0sX 2

v a) f est dérivable sur ]O,+oo[, f'(x)=1+—1—=4X+I
4x  4x

b) f est définie que pour 3x +1>0 et x >0 ou encore x>0
d’ou f est dérivable sur ]0, + [,

301 3 —6x-1

c) f est dérivable sur ]0,+oo[, f'(x):x-—l—+1-Logx—1=Logx.
X

d) f est dérivable sur ]O,e [U]e,+ 0 [(x >0etLog#1).

l(1—Logx)—(1+Logx)£—lJ
F1(x) = X X

(1-Logx)?
L
1 Logx +l+ Logx

X X X X _ 2
(1-Logx)? x(1-Logx)?
x+1

) f(x)=Log

X

X +1
que
X

R\ {0,-1}.
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1
U(x)= X¥ " est dérivalbe sur R \ {0,~1}.
X

x-(x+D)
' ' g : -
£ (X __ (L0g| U(X)') = U((::)) = XX+1 = X(X + 1) .

X

Remarque : On aurait aussi pu calculer la dérivée de cette fonction en
écrivant : f(x)= Log,x + 1, - Loglxl on obtient beaucoup plus

Tapidement :
F1(x) = 1 ___1_: x-x-1__ 1
x+1 x x(x+1) x(x+1)
j) f(x) =Log(Logx), f est définie que lorsque Logx >0<>x >1
donc f est dérivable sur ]1,+o|.
(Logx) 1
Logx T x Logx

a)La dérivée de U:x ——x* -1 c’est: Ux —>2x.

En écrivant f(x) = 1 _2x on fait apparaitre la forme SNE3)
: 2 x2 -1 U(X)

f'(x) = (Log (Logx))'=

Les primitives de f sont F définies par F(x) =%Log‘ x? — l‘ +c avec

ceR sur |L+o[ ona x*-1>0 donc f(x)=%Log(x2 ~D+c.
b)f(x)=x —l+lLogX ,or lLogx est de la forme U'(x) U(x)
X X

.1
avec U(x)=Logx qui admet pour primitive 3 U?%(x)
d’ou les primitives de f s’écrivent :
F(x):%x2 ~x+%(Logx)2 +c;ceR.
1

¢) f(x)= _1 dans ce cas les primitives de f sont :
X+2 X

F(X)=L0g|X+2{—Log|x|+c, celR ;sur]0,+oo[

ona x>0etx+2>0

d’oti F(x)sLog(x+2)——L0gx+c=Log(x+2j+c; celR.
X
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df(x)=tgx = SInx c’est la forme m
COS X U(x)

avec U(x)=cosx et U'(x)=-sinx

f(x)=—

—sin X

donc F les primitives de f s’écrivent :
cos X

F(x)= —Log|cos x| +c avec celR.

or sur }—g,g{ ona cosx >0 d’ ot F(x)=-Log(cosx)+c.

&) f(x )_l+x (1—x)+2:_(l—x)+ 2 14
1-x l-x 1-x 1-x
les primitives F de f sont définies sur ]1, + 00 [ par:
F(x)=—x—2Log|1—x|+c;ce]R.
1

DHf,(x)= = 1 (Logx)™ on pose U(x)=Logx
xLog"x X

, dans ce cas

U dérivable sur ]0,+ o0 et U'(x) 1L .
X

d’od f,(x) estdelaforme U"U™.

par suite les primitives sont : F, (x)= %U_““ x)+c
-n

I-n

F, (x)= Log (x)+c avec celR.

V) La fonction f(x)=Logx est continue et dérivable sur ]O, + [ en
particulier sur tout intervalle de la forme [x, x+1 ] avec x>0 donc il

existe un réel Ce ] XX +1 [ tel que Log(l+x)—Logx =é.

Ona: x<C<x+1 alorsl>l> !
x C x+1

En remplacant % par sa valeur on obtient : 1 >Log(l+ x)— Logx >
X

On écrit I'inégalité pour  x €{L,2,...,n —1,n}

L 1<Log(1+n)—Logn<l
n

l < Logn —Log(n —1) <L1
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%< Log2 - Logl<1

En sommant ces n inégalités, on obtient :
l+...+1+L<Log(l+n)<1+l+...+ ! +l:S
2 n n+l 2 n-1 n
lim Log(l1+n)=+c0 alors limS, =+o.

n—+oo

n

1
2) f(x):Log]x|ﬁ :ﬁLoglxl.

a) f est dérivable sur IR*\{1} ; f'(x) = L1 —Log| x|

x-1 x (x-1)
£(x) = — (X_I—Log|x|j
x-D°\ x

or f,(x)zlli_’((x? d’ou k’(X):f’(x).k(X)z | lx

1
_x___lz(f__l — Log| X 0
x-=1 X
b) f'(-4)=-0,00544 et f'(-2)=0,0896.
f' est continue sur [— 4,— 2] telle que f'(-4)-f'(-2)<0.
Alors il existe x, e]—4,—2[ tel que f'(x,)=0.
W‘V 1) g est dérivable sur ]0,+oo [; g'(x)=2x + 1_ 2x* +1 >0

X X

d’oll g est strictement croissante sur |0,+co]|.

2) g est continue et strictement croissante sur ]0,+ o0 [ alors g réalise une
bijection de ]O, + [ sur g(]O, + [) =J limg(x); limg(x) [ =R
o* +00

or 0 elR, alors 0 admet qu’un seul antécédent: ae ] 0,+ [
Comme g(1,3)=-0,047 et g(1,4)= 0,296 et g est strictement croissante
donc 13<a<14.

3)-Si x>a et g strictement croissante alors g(x) > g(o) d’ott g(x)>0.
-Si O<x<o etg strictement croissante alors g(x) <g(a) donc g(x)<0.

1
B/ 1) fest dérivable sur 0,4 oo [; £'(x) == (x +1_L0gx)+_(2X _1]
X X X
L 2 _
f'(x)=—1—iz+ O%x+2_%=x +L02gx 2:g()2()
X X X X X
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0 o
X
+ o
f'(x) - b 4+
+ + 0
f(x) \f(a)/
lim £(x) = limx + - — 228X — oo et lim £(x) = limx + > — 228X
O+ 0+ X +oo +00 X X
2) On sait que g(a)=0 < Loga=2-a
2 —_—
f(OL)=—l—(O(.2+1———L0got)=l(o(,z+1—-2+a2):2oc lzza_l
o o a o

ona: 1,3<a<l4
1 1 1 1 1 1
<

o 14

._<__. —_—

14 a 13 13

Comme 2,6 <20 <2,8 d’o1 2,6——1—<20L—l<2,8—L

) a 1,4
1,83 < f(o) < 2,086..
3)a) imf(x)=+w

+

im L o gimy 4 L _LOBX

+0 X +00 X2 X2

lim[£(x) - x] = lim— - 228X _ ¢

+00 +0 X X

Donc y =x est une asymptote au voisinage de + oo.

limf(x) =+ donc x =0 est une asymptote.
O+

1

b) f(x) —x=—(1-Logx)
X
1-Logx>0wl1>logx<>Loge2Logx<e=x
0 e
X
+

fx-x |+ ¢ -
Si xe]0,e[ alors C est au dessus de D.
Si x e] e,+ o[ alors C est au dessous de D.

Si x=e alors C et D coincident au point (e,€).
c) T:y=f'(e)(x—e)+f(e) or f(e)=¢e et
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e’ ~1 1 tlc
f'(e)= =1
eZ eZ e 1
e’ -1 1
douT:y= — [x—e+—+e
€ € -4
, + + + 5']
2 —
donc T:y=(e P 1JX+1. Of i
e € i

4) a) Comme [e,+oo[c[a,+oo[, T
donc h est continue et Ary=x
strictement croissante sur [e, + o0 [

d’ou h réalise une bijection de [e,+ o0 [ sur h([e,+ oo[) = Le,+ ) [

b)Ona: h(e)=e < h™'(e)=¢e

Y

hest derivableene h'est derivableene
e? -1 = 1 e?

h'(e)= #0 et(h™)(e)=——=

) e2 (b)) h'(e) e?-1
Aty=(")(e)(x-e)+h” (e)

2 e’ e

Ay= x—e)+e dou Ay= X — .

Y ez—l( ) Y e’ -1 e? —1

c) Pour xe]e,+oo[; Sp€)=C,. avec D:y=x.
V 1) a) g est définie, continue et dérivable sur ]O,+ o0 [
g'(x)=1-Logx —x -l=—Logx
X

* ~Logx=20oLogx<00<x <1,
0 1 + o0

X
g'(x) + 0 -
g | "N,

*liml+x —xLogx=1; liml+x(1-Logx)=-w et f(1)=2.

o*

b) * Sur ]O,l ], g est continue et strictement croissante donc g réalise une
bijection de ]0,1] sur ]1,2] or 0¢ ]1,2] donc 0 n’a pas d’antécédent

dans ]0,1].

* Sur ]1,+ o0 [, g continue et strictement décroissante donc g réalise une

bijection de ]1,+oo[ sur ]—00,2[ or 0e]—,2[ donc 0 admet

qu’un seul antécédent B dans |1, + oo .
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donc I’équation g(x)=0 admet une seule solution sur ]O, + 0 [ .
* g(3)=0,63 et g(4)=-0,54 et g strictement décroissante sur ]1, +® [

donc 3<PB<4. 0 o
c) Si xe]O,B[alorsg(x)>O "
Si xe]pB,+oo[ alors g(x)<0 Cy
Si x=0 alors g(B)=0.
€
2)a) limf(x)=lim2 + Logx _x =2 et
+eo +o0 x  x+l1 <k
Logx — L —t >
Iimf(x)=1im2 + =—00 ad - e
0* o* x+1 1
b) f est dérivable sur ]O,+oo[ Ary=x
1
—(x+1)-Logx
f'(x)zx(x ) g =x+1—xLogx: g(x)
(x +1)* x(1+x)* x(1+x)?
or x>0 et (x +1)* >0 donc le signe de '(x) est celui de g(x) d’oi:
X 0 B + 00
f'(x) + 0 -
£(B)
f(x
( ) —oo/ \2
Logp 1+B 1

f(B)=2+ET or g(B)=0c>LogB=—B— d’ou f(B):ZJrE,

y=2 y=2
OM(x,y)eC ND < {y:f(x) < {f(x)=2

y=2 y=2 x=1 .
< Logx et o dou A(L2)
2+ Tt x =2 Logx =0 y=2

*f(x)-2= Logx comme 1+ x>0
t+x
donc le signe de (f(x)—2) estceluide Logx d’ou:
Si x G]O,l [alors C est au dessous de D.
Si xe]1,+o][ alors C est au dessus de D.

Si x=1 alors C et D coincident.
d) on a: x =0 asymptote et y =2 asymptote au voisinage de + .
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A

D:y=2 /\C

—_ 4 — 1 $ ' Il
t J + t t + —>

3)a) h(x)=f(x)—x, h est dérivable sur ]0,+oo[ et h'(x)=f'(x)—1.
Si x|+ [ alors f'(x)<0 donc h'(x)<0
d’ol h est strictement décroissante sur |B,+ o [
b) *xe[l,B], ona f'(x)20.
LB _1
4 2
* x >1 et g est strictement décroissante sur ]1, + o0 [ donc g(x)<g(1)

*x>1ol+x>2a(1+x)? >4 donc x(1+x)* >4

d’olt —1—<l
x(1+x)*> 4
Si xe[l,B] ona 0<g(x)<g(l) donc x(lgf-x))()z <gil)

d’ol f'(x)<—gi—1). Finalement Osf'(x)s%g.

¢)Sur{1,8] ona f'(x)s% d’ob f'(x)—ls—% donc h'(x) <0

d’ol h est strictement décroissante sur [1,3].
Hfx)=x=f(x)-x=0=h(x)=0.
h est continue et strictement décroissante sur [1, + 0 [ donc h réalise une

bijection de [l,+oo[ sur h ([1,+oo[):J=]—oo,1] car:
Logx' X

— X =—00

limh(x) =lim2+ 228X _x _1 et limh (x) =lim2 +
1 1* Xx+1 +00 +20 X X +1

Or0e ]— ,1] donc 0 admet un seul antécédent o [1,+ [ tel que
h(o)=0
< f(a)=o donc I’équation: f(x)=x admet une unique solution
aell,+ow [
h(2)~0,23 et h(3)~-0,72 donc ae}2,3].
5)2<x <3 etfest strictement croissante sur ] — 0,3 ] donc f(2)<f(x)<f(3)
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Log2 Log3

2<2+ <f(x)<2+

; <3 dod  f(x)e[2,3].
Vl) g définie, continue et dérivable sur ]O, +ool.

2
2 —
g'(x) = sox 2 - 2 4 ~<0
(x+2) Xx+2 (x+2) x(x+2) x(x+2)
X
lim g(x) = lim—2 +Log(x+2j=0 0 + oo
+00 +o X + 2 X

g'x) -

Alors V xe]0,+oo[ ,

CTIE B

X< 2) =limxLog(x +2) —xLogx =0
0+

2)a)e limf(x)=1lim xLog(
' o*
car limxLogx =0 et limxLog(x+2)=0xLog2=0
0 o*

d’ot lign f(x)=1£(0) par suite f est continue en 0.

. Iimwzlijog(x+2\J=+w car h'mx+2:+oo
0* X 0* X ot X

Alors f n’est pas dérivable en 0.

1
1 1 |x*?
b) limf(x) = lim f(—] =lim—Log| %
o ot \x/) o x 1
X
_lim-L Log(1 + 2x) = lim 2284H2%) 5 )
0t X x—0* 2x
car hmM =1
0
Ha)yx b—— X+2 est dérivable et positive sur ]O, + o0 [
X
x+2 ‘. .

Alorsx | > Log( J est dérivable sur ]O, + 00 [ par suite f est

X
dérivable sur ]0,+wo].

-2
X+2 2 X+2 2
f'(x)=Lo +x--2—=Lo - =g(x
(x) g(x) — g[xj — g(x)
X
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X
£(x) ;
£(x) N

b) y =2 est une asymptote au voisinage de + oo

au point (0,0) la courbe de f admet une

-
demi-tangente verticale dirigée vers le R

haut. =,
i

2
4) h(x)=x7Log(x:2J

2
a) h est dérivable sur ]0,+ o[ et h'(x)= xLog(X_”) R )
X

2 x(x +2)
d’ou h’(x)=xLog(X+2J— X
X x+2
r X ! X
b)h'(x)=f(x) - alors f(x)=h'(x)+
X+2 X+2

) =h'() + 27272 (k) 41— —2—

X+2 x+2

Soit F une primitive de f qui s’annule en 0.
Fx)=h(x)+x—-2-Log(x+2)+C et F(0)=0

2
F(x)=—X2—Log(X+2)+x—2Log(x+2)+C

F(x) =%xf(x) +x —-2Log(x +2)+C

li(l)‘nF(x) = 1ign%xf(x) +x-2Log(x+2)+C=0
d’ou —2Log2+C=0 ouencore C=2Log2.

X+2

2
F(x)= XT Log[ j +x —2Log(x +2)+2Log2

5)k<0 ; f (x)=f(x)+kx.
a) f, est dérivable sur ]0, + o0 [, fix)=f'x)+k=gx)+k
fi(x)=0 < g(x)=-k avec ke R’
On a g est continue et strictement décroissante sur ]O, + 0 [
Alors g réalise une bijection de ]O,+ © [ sur ]0,+ oo ].
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or (-k)e]0,+ oo[ alors (—k) admet un seul antécédent
clo+o[ g ga)=-k
d’on fy;(x)=0 & x=0q,
b) Pour x <o, eton a gestdécroissante alors g(x) > g(a, )
d’ou g(x)+k>0
pour x >a, etg estdécroissante alors g(x)<g(a, )
d’oig(x)+k<0
lignfk(x)zlignf(x)+kx=0 X 0 o, + o0

fy + -
limf, (x) = Emf(x) + kx = —o0 () ¢

fk(X) 0 /v fk(ak)\_oo

pour 0<x <o, ona: f, estcroissante sur ]O,ak:
d’ot 0<f, (x)<f,(a,) doncO<f, (a,)

v wl) f est définie lorsque x>0 et |Logx| >0 d’ol Df=]0,+w].

2 lim f(x)-f(Q) —lim 2\/ Logx 1/— Logx

x—1" X — x—1" _>1‘
—x’Logx . Log X - x2
= lim =1x (—o0) =—00
=17 (x —1)- ,/—Logx —>‘ —Logx

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 1 d’ot f n’est pas dérivable en 1.
3) a) L’inéquation est définie sur ]0,+ o0 [

4Logx +120& Logx*>—1<Logx® 2-Loge=x* > 1<:>x22 1
e e
1 | BN 1
< x2 |—= ouencore X 2— d’ou S=§ —,+©
s T T
et e?

b) f est dérivable sur ]0,1[U]1,+oo[.
Si xe]0,1[ alors Logx <0 donc f(x)=x2,/— Log

X
d’ot f'(x) =2x4-Logx ————
2./—Logx

_—4xLogx—-x —x(4Logx+1)

2{-Logx 2,/—Logx
Si xe]1,+oo[ alors Logx >0 d’ou f(x)=x*,/Logx
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X _ x(4Logx +1)

par suite f'(x)=2x./Logx + =
2,/ Logx 2./Logx

4)
0 L + o0
X 1
e4
4Togx +1 - [0) +
X + +
_X pa— —
1
X 0 _l 1 + o0
C4
f'(x) + 0 - |+
1 + ©
f(x) /QJE\ /
0 | 0

1 |1 1

. _1: 2 _1: _1: _
1%)r+nf(x) —lgnx \/|Logx| —légn\/x]Logx] —l%)1+n1/|x Logx[ =0

limf(x)=limx? |L0g x| =+400.
+o0 +o0

5% im ™) < limx [Logx] =40 |

X
donc C, admet une branche
parabolique

de direction 1’axe des ordonnées au
voisinage de + o0.

* lill_nf'(x) =—00 et lgnf'(x) = +00

donc au point d’abscisse 1 1a C;

admet une demi-tangente verticale 7 1
dirigée vers le haut.
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;1) a) f(x):Lo_g(Xl’j__X) six>0

f(0)=1
Log(1+x)—Log(1+0)
x—-0
c’est le nombre dérivée de la fonction U: x ——>Log(1+x) en0

limf(x)=1lim
0* 0*

or U'(x) =——l— d’ot U'(0)=1
1+x
par suite limf(x) =1=f(0) donc f est continue en 0.
0+

comme f est continue sur ]0,+ | donc f continue sur [0,+ .

2 3
b) g(x)=Log(l+xX)—| x ——— + 2
2 3
1 3
gestdérivablesur[0,+oo[ et g'(x)=——-1+x—-x*= <0.
I+x l+x
X 0 + 00
T - g(0)=Log(1+0)-0=

g0 | 0T

0 est un maximum absolu de g donc pour tout x € [O, + oo [, g(x)<0
X2 X3
d’ott Log(l+ x)Sx——2—+? .

) 2
¢)Onpose: p(x)=Log(l+x)— (x - XTJ

2

p est dérivable sur [O,+oo[ et p'(x)=L—1+x= >0
I+x l+x
X 0 +©
p'(x) 0 +

P& |y — "

0 est un minimum absolu pour p donc pour tout x 20, ona: p(x)=0
2
d’oi Log(l+x)=x —%—.

2
d)Ona: pourtout x=0: Log(1+x)2x—£2~ et
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X2 3 XZ XZ x3
Log(l+x)<x——+— dott x—-—<Log(l+x)<x——+—
g(l+x) 53 5 g(1+x) >3
Log(1+x)_
imi O x =1imLOg(1+2X)_X
0 X 0 X 0 X
x? x* X3
ona: x——<Log(l+Xx)SXx——+—
2 g(l+x) T3
d’of]_lsws_l+icommellm_l+i=—l
2 x? 2 3 o 2 3 2
d’ou lién—Iﬂlex)—_X __1 par suite f est dérivable en O et
X
1
f'(0)=——.
©) >

2) a) h est dérivable sur [O,+00[,
1 1 1-x-1 -x

h‘(x):(x+1)2 _x+1_(x+l)2 Cx+D?
X 0 +
nx) o -

hoy O

0 est maximum absolu pour h, donc pour tout x € R, ona h(x)<0.
b) f est dérivable sur [0,+ oo ].
1

*EO=—

* Pour tout x >0 f'(X)=—L2Log(1+x)+l- 11
X X X+

~Log(l+x)+——
X +

f'(x)= = 1 =hf:)$0
X 0 + 0
£1(x) _% -

fix) | ! —
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3)ox)=f(x)—x, ¢ estdérivable sur R,
o'(x)=f"(x)-1or f'(x)<0 donc ¢'(x)<0

X | 0 + ©
9(x) b
— 00
. : 1 -3
limo(x) =1lim Log(l+x) 1+x —x=-00; ¢'(0)=f'(0)-1=—
oo +o 14X X 2
3441
e0)=1dod ALY "5 *
x20
C’est I’équation de la demi tangente au point d’abscisse 0.
Construction : A
y=-X
lim @) _ g o8+ %)

+00 X +0 Xz

:thog(l+x).1+x_1:_l

+o  14x x? “-7\

limo(x) +x =limf(x)=0 KX

donc y =-x asymptote au voisinage
de + . i C
MHa)f(x)=x=>fx)-x=0=0¢(x)=0. |
@ est continue et strictement décroissante sur
10,+ [ donc o réalise une bijection de
10,+ [ sur |-o0,1] or 0Oe]-c0,1[ d’on 0
admet un seul antécédent o € ] 0,+ [
d’oli I’équation f(x)=x admet une seule solution a € ] 0,+ [

or (p[jzl—j ~ 0,310 et (1) = -0,306 d’olic e { %,1 } .

b) % <x <1 et fest strictement décroissante sur ]0, + 0 [
donc f[%) >f(x)=f(1) ouencore 2Log3—-2Log2>f(x)=Log?2
1>0,81>£(x)>0,69>0,5d’ou f(x)e[%,l]

c) % <x <1 et h est strictement décroissante, donc h(—;—} >h(x)=h()
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—;:Log% >h(x) 2 % —Log2 d’od —0,2<h(x)<0,2 donc |h(x)| s% .

1

d)f'(x) = h}fz) a: [h()|<— SO h(x)

1
2

)] < ——
elf' )< .

comme 13xsl<:>15x251®42—1—-21 d’ol 3—4—.
2 4 x? 5
5)a) V nelN, fest continue sur [Un_,, U"] dérivable sur ]U,,_l, U, [
4
eton a: VxelR,, |f’(x)|s—5— donc et d’aprés le théoréme des

accroissements finis on a :

4
'f(Un)—f(Un—l),S_glUn —Un~]| N IU

n+t

U,,|sf]U“ -U,|
Montrons par récurrence que | U, ,, — U |<(4) JU, -U,|.

e Pour n=0,|U, —Uols@jo-lU, -U, | e|U,-U,|<|u, -Uu,
e Supposons que |U,,, - U, | s(—;lj“ /| U, =U,| et montrons que

n+l ’
’Un+2 '—Un+1|s(§j IUI —UOI'

d’aprés 5) a), Un+2 _U|1+IIS%I Un+1 —Unl S(%)[é{) |Ul —U0|
4 n+l

d’ou Un+2 _Un+lls('5_] ’ Ul _UO|'

DochneINona:lU“H |<(4j |U U0|

lim(é) =0 donc llmlUn+1 Unl“

N>+ n-—>+

b) < Montrons que la suite V définie par V, = U, est décroissante pour
¢a, montrons que, V peIN V , <V .
e Pour p=0 onaV,=U,
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U, =5; U, =—1—Log6 ; U, = ! Log(l+lLog6j
5 1 5
—Log6
5
= Log(1+—1—Lo 6]<U =V
Logb6 5 & 0 0
d’ol V|, <V,.

e Supposons que (V,,, <V, < U,,,, <U,,) et montrons que

(Vpiz <V © Uy <Uyys)

Ona:U,,,, <U,, et fest strictement décroissante sur [O, + 0 [

donc f(U,p,,)>f(Uy) & Uy > Uy

or f est strictement décroissante sur [0, + oo [ dod

f(Ij2p+3 ) < f(V[J2p+] ) < U2p+4 < U2p+2 < Vp+2 < Vp+l

e Conclusion : ¥ peIN , V_, <V, . Donc V est une suite décroissante.
“*Montrons par récurrence que : VpeIN : W, >W,

e Pourp=0, W, =U, =ULLog(1+U2)
2

6
- Log Log{l + L—5—6Log(1 +%Log6ﬂ . Logb U, =W,
SLog(l + 3 Log6j 8
d’ou W, >W,
e Supposons que (W,,; > W, < U,,,, >U, ;) et montrons que
(Wp+2 >Wp+l A U2p+5 >U2p+3) :

Ona: U,,,, >U,,,, etfeststrictement décroissante sur [O,+ oo[
donc f(U,,,3) <f(Uy,) e Uy,
f(Uygpea) > T(Uypy) © Uy s >U

® Conclusion : ¥V pe IN; W _,, >W,_ Donc W est une suite croissante.

4 <Uszpi

2p+ 2p+ 2p+3 < Wp+2 > Wp+1

¢) Montrons que U, & [0,+ 0 [

ePour n=0, Uy =5>0
» Supposons que U € [0,+ o0 [ ;montrons que U, € [0,+ e [

U

n+l

=6—1—Log(l+Un)>0 dou U, [0,+o]

donc VnelN; U, e[O,+oo[.
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*La suite V est décroissante minorée par 0 car V, =U, & [O, + [

donc elle est convergente.
“Ona: W, =U, , =f(U,)=f(V,)

puisque V est convergente et f est continue sur [ 0,+ 00 [ donc W est

2p+1

convergente.
“Puisque lim (U, ~U _,)}=0donc lim(U,,,,-U,,)=0
P>+

n—+o0
et par suite lim (W, -V, )=0d’ou lim W, = lim V,
p—>+w p—>+o0 p—o>+w

l)a) 0<x <1 alors 1<x+1<2 donc 0<Log(x +1) < Log2
d’ot 0<x"Log(x +1)<Log2-x"

1 1 n 1 n
IO desjo X Log(l+x)dxsfo x"Log2dx

n+l !
0<U, <Log2| X*—| & 0<u, <1082
n+1j, n+l
Comme lim Log2 =0 alors IimU_ =0
+o n+1 +o0
2 2
b) e Jl X dx=j‘1 i——H_—1dx=J‘1 x—1+ dx
0 1+x 0 1+x 0 I+x

1
=[lx2 —x+Log|1+x|:l =—1+Log2
2 .2

oU, = jo‘ xLog(l + x)dx

1

_ U'(x) = ——
U(x)=Log(l

Posons { ,(X) og(l+x) alors 11 tX
V(X)=X V(X)=5X2

1 2

1, 11 x 1 1( 1 1
U, =|-=x"Logl+x)| —— =—Log2~—| ——+Log2 [=—
: [2 8 )L 2Jo T+x 2 ¢ z( 2 gj 4

2)a) S, (x)= Z (-x)* somme des (n + 1) termes d’une suite géométrique de
k=0
raison q=—-x#1.
1_(_x)n+l 3 1 B (_X)n+1 3 1 N (_1)!] xn+1
1+x l+x 1+ x 1+x l+x

Alors S, (x) =

d’une part:

247



Fonction logarithme népérien

Solutions
o ['s,@dx= 1 dx+ | 1 2 g
o " 0 1+x 0 1+x
n+l
I 1 X
=|Log|/l+x|| +(-D" dx
[ gl HO ( ) Jo 1+x
d’autre part: J'Ol 1—-x+x? + ..+ (-D"x"dx
2 3 n _ n+l 1
=lx- X LD
2 3 n+l |
n n+l
=1—l+l+ ........... +( D) =V, dou V“=Log2+(—l)“j1 X dx.
2 3 n+l 0 1+x
b) 0<x<1 alors 1<x+1<2 dottl> 2—1~
x+1 2
Xn+1 Xn+l
XHHZ—Z
1+x 2
|V, —Log2|= j‘ " <[‘ x"dx
! 8 0 14+x | 70
1 l‘ : 1
Comme I x“”dx=[ x“*z} = d’ot |V, —Log2|<
0 n+2 o n+2 n+2
et lim L 5 =0 alors 1iml v, —Log2|=0 d’ou limV, =Log2.
+ 11 + +co +c0
n+l
X
£ = X £(x) =
3) a) Posons{ (x)=x alors n+11
g(x)=Log(l+x) g'(x) = ——
1+x
£ ! L1 x™
dou U, = Log(l+x)| - | —— dx
n+l o O n+l1l1+x
n+l
U,= ! Log2—L P&
n+l n+179 1+x
n+l n+l V. —Log2
Comme V, =L0g2+(—1)“_[I X dx alors jlx dx =—n =98
0 1+x 01+ x D"
AinsiU, =—L_Togz ——+| Yo —Log2
n+1 n+1{ (D"

248



Fonction logarithme népérien Solutions

:%4_&@0&2_\/“)
n+l n+l

b)W, =(n+1)U, =Log2 + (-1)"(Log2-V,)
W, —Log2=(-1)"(Log2-V,)
| W, —Log2|=|Log2 -V, | Comme lim| Log2—V,|=0
Alors limj W, —Log2|=0 d’ot limW, =Log2

donc W, est convergente vers Log2.

V l-x2 —2xLogx
DOna: f'x)==% _x(1—-2Logx) _1-2Logx

x* x* x’

vV xelR?
1 1
1-2Logx >0 < E>Logx<:> e’ >x

Donc f est strictement croissante sur ]O,Jg [ et strictement décroissante sur

[Ve,+eo]
2) a) Comme JE < 2, la fonction f est strictement décroissante sur [2,+ 0 [
onadonc: k<x<k+1 = f(k+)<f(x)<f(k)
soit Log(k +21) < Logx < Logk
k+1 x? k?
Ikﬂ Log(k +21) dx < jk+1 Logx dx < .[k+1 Logk dx
k (k+1) k

(k>2)

X koook?
Soit Log(k +21) J-k+1 dx < J-k+1 Logx dx < Logk Jk+1
k+1 k kooox k k
Log(k +1) < Ik+1 Logx dx < Logk '
k+1)*  x x? k?

dx =[x[{" =k+1-k=1

dx

ou encore

k+1

Car j

k

o 1 1 w11 1 M7
b) L;;Logxdx=[—;—L0gX —L—;';dx={—;L0gX} X
B _Logx___l_}b
X X,

3) a) En donnant successivement a k les valeurs 2, 3, .... n-1 on obtient n —2
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inégalités doubles ; ajoutons-les membre a membre on obtient :
‘&' Log(k +1) ki‘ J-k+1 Logx kz":“‘ Logk

k=2 (k+1) k= k=2 k?
La premiére somme s’écrit 02g3 + LO§4 et Lozgn et elle est bien
3 4 n
Log2
égaled S, — 2=,
2
La seconde somme s’écrit :
3 Logx 4 Logx n Logx . rnLogx
J 2 dx + J.3 2 dx +..+ J'n_l 2 dx = J'z 2 dx
La troisiéme somme s’écrit Long + L02g3 +.ot Log(n +21) et elle est
2 3 (n-1)
L
égaled: S, —-——(@.
n

d’ou on a bien I’encadrement donné :

S _LogZSJ-nLogxd <s, _ Logn
n 22 2 2

X n
b) La premiére inégalité s’écrit: S, < L"gz |' Logx 1 }
2? x X,
. Log2
d’apres 2)b), soit S, <= — Logn 1 Log2 1
n n 2
ouencore S, < 2+3Log2 1+Logn .
n

La deuxi¢me inégalité s’écrit S >

Logn +{_ Logx 1 ]
2

n X X
L
Soit S, 2 Lo;,n _Logn 1 TLoga 1 , Ou encore
n? n n 2 2
S, 2 1+ I;ogZ S nLogrzl ~Logn d’ou on a bien I’encadrement donné.
n
. 100 Logl
¢)Ona 1+Iog2 +994og 00SSIOO < 2+3Log2 1+ Logl00
2 10 4 100

On obtient avec la calculatrice : 0,79<S,,, £0,97.

1) fexiste dés que h:t ——

soit continue sur [x,2x] ou [2x,x ]
Logt
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O<x<% alors 0<2x<1et?2x>X.

eh(t) = continue sur ]0,1 [ et comme [x, 2x ]c ]0,1 [

Logt
Alors h est continue sur [ x,2x | d’oli I'existence de f.
2) h continue sur 0,1], soit H une primitive de h sur Jo,1]

Vxe } o,% [ f(x) =[H(®)]>* =H(2x) - H(x)
=H((U(x)) - H(x) avec U(x)=2x
o U estdérivablesur O,%

e Hest dérivablesur [0,1 [ = H o Uest dérivable sur } O,%[
oV xe}o,%[, U(x)=2x€]0,1]

par suite f =H o U —H est dérivable sur :I O,% [

et f'(x)=U'(x)-H'(U(x)) - H'(x)
2 1

Log2x Logx

f'(x)=2-h(2x) -h(x) =

5 Log ij
_ 2Logx —Log2x Log(x")~-Log2x 2
Logx - Log2x Logx -Log2x Logx - Log2x

3HV xe}O,%} ona 2x>x

[ 2 h(H)dt B == £(x)

La valeur moyenne de h sur [x,2x | est h= ! =—
X

T x
D’aprés le théoréme de la moyenne il existe C e [x,2x |
tel que h((:):?:M or h(C):—l— don — I
X LogC LogC X
Ona: x <C<2x alors Logx < LogC < Log2x
1 1 1
= =
Logx LogC Log2x

! P ) > comme x >0 >2f(x)=
Logx X Log2x Logx Log2x
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4ya)e lim——=0 et lim——=0
ot Logx o* Log2x
et —~ < f(x)<—>— donc limf(x)=0=f(0)
Log2x Logx o

par suite f est continue en 0.
e lim 1) = 1) =lim f(x)
o X U <
< f(x) < 1 . 1 - 1
Log2x x  Logx 0* Logx o Log2x

Comme

d’ou lim@ =0 donc fest dérivableen O et £'(0)=0
0+ X

b) xe}O,%[ alors ZXE]O,I[ donc Logx <0 et Log2x <0

e 0,l alors Logi<0
2 4 2

. . .. 1
donc f'(x) <0 par suite f est strictement décroissante sur } O’E { .

v W) fexiste dés que h:t —> ! soit continue sur [x,2x] ou [2x,x]

Logt

0<x<é— alors O<2x<let2x>x.

eh(t)= continue sur ]0,1 [ et comme [x, 2x ]c ] 0,1 [

Logt
Alors h est continue sur | x,2x | d’ ot I"existence de f.
2) h continue sur ]0,1 [, soit H une primitive de h sur ]0,1 [

Vxe } o,% { f(x) =[HO]* =H(2x) - H(x)
=H(U(x)) —H(x) avec U(x)=2x
e U est dérivablesur O,%

e Hestdérivablesur |0,1 [ = H o Uest dérivable sur } 0,%[
oV X€:|O,%|:, U(x):2xe]0,1[
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par suite f =H o U —H est dérivable sur } O,%[

et £'(x)=U'(x)-H'(U(x)) - H'(x)
2 1

f'(x)=2-h(2x) -h(x) =
) (2%) =h(x) Log2x Logx

5 Log x
_2Logx -Log2x Log(x")-Log2x _ 2
Logx - Log2x Logx - Log2x Logx - Log2x

3V XG}O,%} ona 2x>x

—— X J— 1
La valeur moyenne de h sur [x,2x] est h = ! I: h(t)dt h =—-f(x)

X

X
D’apres le théoréme de la moyenne il existe Ce [x, 2x ]
tel que h(C) =1 =% or B(C)=—— don ——=FX)

X LogC LogC x

Ona: x<C<2x alors Logx <LogC < Log2x
1 1 1
= >
Logx LogC Log2x

! 2f(x)2 ! comme x>0 —~ >f(x)=> X
Logx x  Log2x Logx Log2x
4)a)e lim——=0 et lim—2—=0
o* Logx o* Log2x
et <f(x)<—>— donc limf(x)=0=1£(0)
0+

Log2x Logx

par suite f est continue en 0.
o limI 1O o )

o* X 0" X
Comme ! < f&) < ! et lim ! =lim ! =0
Log2x x  Logx o* Logx o Log2x
d’ol lim—f@ =0 donc f est dérivableen 0 et £'(0)=0
[ ¢

b) xe:'O,%[ alors 2xe]0,1[ donc Logx <0 et Log2x <0
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ie O,l alors Logi<0
2 4 2

. . .. 1
donc f'(x) <0 par suite f est strictement décroissante sur [0,—| .
P

l)a)Uz U+1=2 U=U,+ 2= g =2

2 3 6 12
b) Un = Un—l + l = Un_Un-l = 1

ZU Zka >t

k-2

. I]l
U,,—Ul=k2=2:E orU1=1d’ouU“=kZ=;——.
Na)k=1;k< <k+1®L<l<ld’ouL<fﬂld <1
K+l x Kk k+1 K
L< dx<

X
1
k+1 x

=]

b) !

n-1 n-1 1 n-1
1 Jj—
aork§: kZ: ” kz
U, -

,,—1<J: dx < L

DouU,-1<Logn<U,- l
n
U, + l <-Logn<-U, +1
n

lSU,,-Lognsl
n

0<lsV“sl doul<V,<1.

Vi1 = Vo=Uy —Log (nt+1)-U,+ Logn
- Un+1 =U, +[L0g n- LOg n(n+1)]
1 n+1 |

dx<0C f”l dx>— d’aprés 2)
= —— — dx ar — X 22— apres a
n+l -[: X N X n+l1 P )

D’ou (V,) est décroissante et comme elle est minorée par 0 d’ol (Vn) est
convergente vers 0.

b)OnaV,=U,—Logn ©U,=V,+Logn.
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lim U, = lim V,+Logn=+c.Car lim V,=0et lim Logn = +o.

N—>+c0 n—r+oo n—>+wo n—>+c0

1) Voir figure

. 1 1.
2) U, est la somme des aires des rectangles des cotés — et 1 + — situés au
n n

2 ]
dessus de { donc _[ —dx<U,
X

V, est la somme des aires des rectangles
situés au dessous de { 1

2 2
donc J:-}—dsz" d’ou V, < J:ldstn 1
X X

Ol—,
i

3)a) .[zl dx=1TLog2

b) Us = 0,7457 et V5 =0,6456
U;0=0,71878 et V0 =0,59245

2
Onsaitque Vn , V, < I 1 dx<U,donc V, <Log2<U
X

ViosLog2<U, et V; <Log2<U;
0,59245 <Log 2<0,71878 et 0,6456 < Log 2 <0,7457

(;1) On pose {u(x)=Logx _ u'(x)=%

V=1 Vo)=x

]

I=[xL0gx]T - f%xxdx=e—[x]? =e-(e-1)=1.

2) H(x) . Logzx-gLogx-g, avec x € 0, +oof
X X X

H(x)——l—Log x-—l—XgLogx+—2—Logx-—2—><l+—2—
x? x x x
- Log X . I Log’x
H'(x)= .H est donc bien une primitive de h: x=>——=— sur ]0, +oo[

:X dx=[H@[ =H(e)-H(1)=-§+2 sur [1 ; €], f(x) > 0.

D’ou: f

Onadonc V= n.rf x)dx= JT(X +( ) +2Logx)dx

3 ‘ 3 3
V=n|| 2 +Hx) | +2 [=n E__§+ﬂ wvdot v=27x| 2+ o
3 | 3 e 3 3 e 3
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Solutions

X—>+o0

?7) hmf(x) + oo (facile) et hm f(x)— lim ( Ix J =0

2) £(x) = 2In xx(ln x)

du signe de In x (2 — In x), d’oui le tableau :
x |0 1 2 + 0
f - 0 + 0 -
f |+
4
2
e
= ' =l_ A
u(x)=Inx u'(x) y
D2) 1 1
vVx)=—

1.

soitI) = 1 -— (environ 0,594).
e

W=(nxP"  u(E)=(p+1)xx(nx)
b) x

V'(x)= X—lz v(x)= -%

e ) P
d’ou IPH:{—%(lnx)”“} +(p+1)f (h:;) dx,
1

c’est-a-dire I, =- p:l +p+DL,.

c) 12—22+2(1-—) 2-1—9_064 et I, _-2_+3(2-9) 6-18— ~ 0,857 ;
14—-2—4+4(6-—) 24-@ = 1,264,

dV= Jf n[f(x)]zdx=nf (h;x) dx=nl, doncV = n(24-@) ~3,970u.v.
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Fonction exponentielle Résumé de cours

Chapitre IX
Fonction exponentielle

I) Fonction exponentielle

B Définition :

La fonction exponentielle définie dans R  valeurs dans [0,+ | est la
bijection réciproque de la fonction Logarithme népérien qu’on note :

Xk>e” ol x - exp(x)

M Conséquences :

e’ =1 el =e Si xeR! Logx=y < x=¢'
xe]0,+ o[ el* =x xelR;Log(e")zx

a et b deux réels a et b deux réels

e*=e® < a=b e*>e® o a>b

X > e* est strictement

croissante sur R

M Courbe :
La courbe représentative de x > e* est la symétrie de celle de la fonction :
x— Logx parrapportd A:y=x.

M Limites :
eX

lime* = +o0 lime* =0 lim— =400

+00 -0 +0 X

X

; . e =1

limxe* =0 lim =1

—0 0 X

M Dérivée :

¢ [ a fonction exponentielle est dérivable sur R et (exp)' (x) = exp(x)

e F(x)=¢Y® avec U est une fonction définie et dérivable sur un intervalle
I alors F est dérivable sur I et F'(x) = U'(x)e"®

M Propriétés algébriques :
aetbdeuxréelset neZ:
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Résumé de cours

II) Fonction exponentielle 4 base a :

M a est un réel strictement positif, la fonction exp, :x+>a* définie sur IR

est appelée Fonction exponentielle 4 base a .

Wa* =¥ xi15a*estdérivable sur R
2

et (a")‘ =Loga-e™® =a*.Loga

Sia>1 Si0O<axl:
X — 0 + 0 X — Q0 + o0
aX X

M Propriétés :

a* -b* =(a-b)

Réflexes :

+ 0
o—

+w\0

a>0;b>0;x ety deux réels quelconques

Y
axy:(ax)

Situations

Réflexes

Comment retrouver les

propriétés

de la fonction exponentielle a

partir de sa courbe
représentative 7

Y lime* = 40
+00

Le nombre e—é I___

Le sens de
variations de exp.

Le signe
e">0
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Résumé de cours

Comment résoudre une équation
ou une inéquation dans laquelle
figurent des exponentielles ?

1) On détermine 1’ensemble des réels
pour les quels les expressions sont
définies.

2) On se raméne lorsque cela est
possible a une équation de la forme
U™ = VX

Ou une inéquation de la forme

U™ < eV®

3) On résoudre alors 1’équation

U(x) = V(x) ot U(x) < V(x).

4) On se ramene lorsque cela est
possible a des équation ou inéquation de
2™ degré ou 3°™ degré.

5) Utiliser un tableau de variation d’une
fonction choisi.

Comment résoudre une équation
de la forme a*=b
respectivement inéquation de la
formea*>b ?

xLoga
Logb

Onécrita“=¢
ex Loga =e

L’équation devient x Log a = Log b.

et on utilise

Comment retrouver les
propriétés de la fonction a*?
(2>0)

xLoga

On écrit toujours a* = ¢ et on utilise
les propriétés I’exponentielle.

Comment calculer une limite en
+o0 7

1) On examine si on se trouve dans une
situation de forme indéterminée.

2) Dans ce cas on tente la factorisation
eX
pour se ramener en cas —.

n

X
3) On utilise les régles opératoires
suivant a I’infini exponentielle
I’emporte sur x".
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ENONCES

QCM ; Pour chaque question une seule réponse est correcte dire la
quelle sans justification.
1) L’ensemble des solutions de 1’équation e* = 1 est :

2] [l [elo
2) La courbe représentative de la fonction exponentielle a une .............
El tangente horizontal [E asymptote verticale

asymptote horizontale
3) lim (1~e™)estégalea:

X—>-o0

1] fe [«

4) La fonction f définie par f(x) = e™ sa fonction dérivée est f’(x) égale a.

x 1 .
Ee E:I—e“;‘ —e".

5) f définie sur [0,8] par f(x) = 8-x e*®
E:I f est croissante sur [0,8] E f est décroissante sur [0,8]

£x)=et(x + 1)
Chacune des affirmations suivantes est-elle vraie ou fausse ?
Justifier votre réponse.
1)e?<0.
2) La fonction e™** est décroissante sur IR.

3) La fonction f(x) = est impaire.

eX+ e-X
4)Pour tout x<0,ona e*<e’
5) L’ approximation affine de e" pour h proche de O est h + 1.
6) 3" est dérivable sur IR et (3*) = 3%

X

X

7) La courbe § de la fonction f(x) = 1e admet un centre de symétrie A(O, %)

Résoudre dans IR.
x+6 _]_
e’ =e*! 2) et =gx
x2 34 -X sinx y
Ne =().e dyee™-e2 =0

;; Résoudre dans IR , les équations suivantes :
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1) ex2+1 :62x . 2)ex2._x+1 =1 : 3)62x—1 =_e—x+]
4e*-e*-6=0 ; 5 — IS -2 ;6 -3=4e
€ —¢

7) e —3e* —e* +3=0

;; Résoudre dans R, les inéquations suivantes :

De* >3 : Der™ >3 Ll
e* +1
e B e . 5)e™ +e?* —2e*<0 ; 6)—e¥ +7e* —12>0
W Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
Dfx)=e™ ;  2) f(x)=e™! ; 3 f(x)=e
X 1
HEE) =x2>" ;5 f(x)=— : 6)f(x) =~ e
e +1 X
2
Nix)= I=x e e
X
v Calculer les limites suivantes :
1
xLog| 1+— X _
1) lim e ( ") i 2) lim lLoge—l ; 3) lim (—x)"e*
X—>+0 X—>+0 X X X——00
e* x% +1 (——] 2 xe ¥ +1
4) lim ; 5) lim eV —x 1,  6) lim —
x40 x X—>+00 X x—>—1 X +1
1
7) lim < : 8) lim [x—lLog' 1-2e* }
X—-)i X — lr. X 2
z 2
9) lim e *Log(l +e*) : 10) lim e *Log(l + %)
X—>40 X—$—00
X 2 1

11) lim Log|x|(e¥' -1 ; 19)lim=—22%; 13) lim(cosx +sinx)*
X—>—00 X—> X X—>
v aSoit f définie sur IR par, f(x) =x* -3 + 3e 3.
1) Calculer f’(x), étudier le sens de variation de f’ et déterminer les limites de
f’ en +o0 et en -co.
2) Montrer que I’équation f’(x) = 0 a une solution o est une seule sur IR,

et donner une valeur approchée de o d’amplitude 1072
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Déterminer le signe de f* sur IR.
3) Déterminer le sens de variation de f sur IR et montrer que :
f(o) = a® + 60 - 3.

X

4) En déduire I’inégalité pour tout réel x, x> — 3 +3e * > T

Soit la fonction définie sur IR par : f(x) = 2x + 5 — 2¢".
¢ sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).

1) Etudier la fonction f.
2) Montrer que la droite D : y = 2x + 5 est une asymptote a € en -oo.
Préciser la position de € par rapport a D.
3) Soit A la droite d’équation y = 2x.
Ecrire une équation de la tangente T a £ au point d’intersection de £ et A.
4) Tracer €.

a fonction f,, est définie sur IR par f,(x) =€* ™ ob m est
un réel donné.

1) Déterminer les valeurs de m correspondant aux cas suivant :
fn(3)=1.
b) fn (1) =2.
2) Soit g la restriction de f; a [0, +oo[.
a) Montrer que g est une bijection de [0, +oo[ sur un intervalle J que I’on
précisera.
b) Donner I’expression explicite de g''(x) pour x donné.
c) Tracer les courbes représentatives de g et g dans un méme repére.

'A) Soit la fonction définie pour tout réel x par g(x) =x -¢ 2.
1) Etudier le sens de variation de g et préciser les limites en +o et en -oo.
2) Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution o sur [0, 1].
Justifier le fait que : 0,7 <o <0,71.
3) En déduire le signe de g(x).

B) Soit f définie pour tout réel x par: f(x) = 2x - 4) e2+2—x.
1) a) Exprimer f*(x) & ’aide de g(x).
b) En déduire les variations de f.
2) a) Montrer que f ((l)=4-(1~£ .
o

b) En déduire un encadrement de f(o) d’amplitude O, 1.
3) a) Déterminer limf{(x) et lim f(x).

X X

o .3 . " X =
(Indication : en +o, factoris€ e? et en oo, faire apparaltreae2
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et poser X=§).

b) Démontrer que la droite d’équation y =2 — x est une asymptote a § la
courbe de f au voisinage de -co.

4) Dresser le tableau de variation de f.

5) a) Calculer les coordonnées des points d’intersection de £ et de 1’axe des
abscisses.
b) Calculer les coordonnées de E le point d’intersection de £ et I’axe des
ordonnées.
c¢) Donner I’équation de la tangente Ten Ea ¢,

6) Tracer C et T.

X

(5]
,1+62x ’

On note £ sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, Y,}) du

On considére la fonction f définie sur IR par : f(x) =

plan (unité 2 cm).
A) 1) a) Montrer que f'(x)= f(x)

l_l_er )

b) Etudier les variations de f.

2) a) Montrer que § admet un point d’inflexion I a déterminer.
b) Donner une équation de la tangente T a  en L.

3) Soit ¢ la fonction numérique définie par @(x) = f(x) — x

a) Montrer que pour tout xde IRona: f '(X)S-—-? .

b) Etudier les variations de ¢ et montrer qu’il existe un réel unique o tel que
o(a)=0etLog2<a<l.

4) Tracer T et C.

B) 1)Montrer que f est une bijection de IR sur I’intervalle J a préciser.

2) Soit g la réciproque de f et soit £’ sa courbe.

2
a) Déterminer g(a) et g( %) .

2

2

b) Montrer que g(x) = % Log ( " X

] pour tout x € J.

¢) Tracer la courbe .

1) Soit g définie sur IR, par g(x) =¢e* —x — 1.
a) Etudier les variations de g. Calculer g(0).

X

b) En déduire que I’expression est définie pour tout réel x.

e*-x
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X

€

X

€ -X

2) Soit f la fonction définie sur IR, par f(x) =

a) Vérifier que pour tout x € IR, f(x) > 0.
b) Déterminer la lim f(x).

3) Etudier les variations de f et construire sa courbe dans un repere orthonormé
O, T,}) avec IH‘ =2cm.

x-1
'; Soit f définie par f(x) =e**' pour x # -1 et f(-1) = 0.

1) Etudier la continuité de fen x¢ = -1.
2) Etudier la dérivabilité de f en xq = -1.
3) Etudier les variations de f et construire £ la courbe représentative de f.
4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f .
b) Construire la courbe de f ' dans le méme repére que &.
5) a) Calculer le nombre dérivé de f ' en 1.

b) Déterminer I’expression de f 1(x).
1 ~X -X

V On se propose de calculer J 05 le dx . On posef(x) = 1e
-X -X

1 2
1) Démontrer que , Vxe[O,—-Jona: 1<fx)<—.
2 Ve

) 1 1 x?
2) a) Démontrer que, Vxe| 0,— | : ——=1+x+ .
2 1-x 1-x

x 1 1
b) Déduisez-en que : | 2 © dx=[2 (1+x)e™ dx + |2 x*f(x)dx
0 1—x 0 0

1
3) a) Calculer | 2 (1+x)e ™ dx.

I 1
b) Montrer que : ﬁg .[02 xf(x)dx<

12Ve

-X

1
4) Déduisez de ce qui précéde une approximation de J. 2 le dx a 107 prés.
-X
. . s . e 2 2t+3 *
Soit n€IN" ,on considére la suite (U, ) définie par: U, = J'O -1+—2—e"dt .

1) a) Soit ¢ la fonction définie par o(t) = ztt +3

+2

Montrer que pour tout te [0, 2 ] ona: % <o(t)< % .
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3 2 7 2
b) Montrer que En[e" —1J3Un gzn(en _1]_

¢) Montrer que si la suite (U, ) posséde une limite ¢ alors 3</ < %

2 2t+3
0 t+2

2) Soit 1= j dt

t

a) Montrer que pour tout te [0,2] ona: lI<e"<en.
2

b) En déduire que I<U, <e"l.
¢) Montrer que (U ) est convergente et déterminer sa limite £ .

; ;Soit nelN", on pose I, 1 jl (1-x)"e" dx
n! 70
1) Calculer I,.

2) a) Trouver une relation liant I, et I .(utiliser une intégration par
parties)

b) Déduisez-en 1+ z% en fonctionde I .
k=1 K-

< € PR -
3) Démontrer que 0<1I <—,pourtout ne IN, et déduire la limite de
n!

1+ l
ko k!

! n
oit F la fonction définie sur ]1,+ © [ par: FX)= J-lbo—gx %e tdt.

1) a) Montrer que F est dérivable sur ]1, + o0 [ et calculer F'(x).
b) Calculer F(e), en déduire le signe de F(x) sur ]1, + 0 [

2) a) Montrer que pour tout xe]1,+oo[ona: F(x)zje 21 dt
* t°Logt
b) Vérifier que pour tout te]1,+oo[ ona:Logt<t—1etquesite]le]

1 1
> .
t’Logt e’(t—1)
c) Calculer lim F(x).
x—1*

ona:

1
<7z

3) a) Vérifierque si te|e,+o| ona:
a ] [ t’Logt t
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b) En déduire que F admet une limite finie £ avec — 1 <£<0 en +oo.
e

v On considére les fonctions f et g définies sur IR, par f(x)= xe ™

2 .
et g(x)=x’e™ etonappelle C, et C, les courbes représentatives
respectivement de f et g dans le plan rapporté & un repére orthonormé

(0, 1, j) (Unité graphique S5cm).

1) Dresser le tableau de variation de fet g.
2) Déterminer les positions relatives de C, et C,.

3) Tracer C, et C, dans le méme repére.

4) On appelle D la droite d’équation x =1. Soit A, I’aire en unités d’aire du
domaine limité par la courbe C,, les deux axes de coordonnées et la droite
D et soit A, I'aire en unités d’aire du domaine limité par la courbe C,,

les deux axes de coordonnées et la droite D.
a) Calculer A,.

b) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que A, = ——il— +A,.
e

Déduire A, en cm”.
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CORRIGES

N/ acm

1) e* =1 <> x =0 donc la réponse est E

2)Ona lim e*=0 donc { admet une asymptote horizontale y =0 d’ou la

X—>—00

réponse est

3)liml-e*=1im1-¢e' =-0 onposet=-x d’ou laréponse est E

X—>—00 t—>+0

4) "™y = U’(x) e"™ donc (™)’ = -¢™* d’ot1 la réponse est

5) f est dérivable sur [0,8] et £(x) = -e** — xe** = -**(1+x) < 0 d’o0 fest
décroissante sur [0,8] d’ou la réponse est ]:1_3—_] .

; 1) e? <0 Faux car ’exponentielle est strictement positif,
2) Vraie : car (€)= ™ <0
3)Fausse : car Vx € IR, -x € IR
f(x) = = +1e'("‘) = e"‘-lk = = f(x) donc f est paire
4)Fausse :car x <0 < -x >0
ef<elete™>e’
e"<lete*>1 doue’<l<e™
5) Vraie : f'(h) = (")’ =¢"
Alors I’approximation affine de €" voisin de 0 est £(0) h + f{0)
e" = h+1
6) Fausse : car 3* =¢ =e
(3")’ =Log3 e'-°¢* = (Log3).3"
7) Vraie : car Vx € IR, -x € IR

Log3 * x Log 3

f(x) = e’ __ e 1
1+e™  (1+e™)e* e*+1
1 e* 1
2 x=-fx)=1-fx)=1- —=——=f(x
> 1) ) o ol )

Donc A est un centre de symétrie.

W1)6X1=C'H oSxX¥=x-1ox*+x+1=0
A:l—4=-3<0d’Ol‘IS]R=¢

x+6 1

2) extS= e* définie quepour x =0 etx # _%
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Solutions

x+6 1
=— O xX2+0x=2x+5x2t4x-5=0=x=loux=
2x+5 x
SIRz{l:'S}

e’ =().e"
oel=e* oxl=12-xox2+x-12=0
A = 1+ 48 =49 donc les solutions sont x' =-—12-—7= 4etx"=+43
SIR = {3,-4}
N 3
4)e.es"‘x-eé =0

1+sinx _.

3
e eéc>1+sinx=é<:>sinx:l<:>
2 2
=%+ 2k ou x=—5—67£+ 2k keZ

S = {%+2kn,5?n+2kn,keZ}

-5

1)On obtient x? +1=2xox? -2x+1=0x -1’ =0ox =1

d’ott S={1}.

2) e Z ¥ e x? _x+1=0 pas de solution car A=-3<0 d’ou S=.

3) Pas de solution car e>*? >0 et —e™" <0 d’oll S=0.
4)Onpose X=¢",onseraméned X* —X~6=0

qui admet pour solution X=-2 ou X=3

e ¢* =-2 n’apasdesolutioncar —2<0 et e* >0.

o e* =3<>x=Log3d’ ol S={Log3}.
5) Le quotient est défini si et seulement si e* —e™ =0

X

e —e ¥ =0 =T ox=—=xx=0.

L’équation est définie dans R \ { 0 }, pour tout x #0

ex-|_—e_x=2<::>eX +e =2e" —2e™"

e’ —e

&e* ~3e™ =0« e* =3e™* ouencore €** =3 (on a multiplié par e*).
L

o2x=Llogldox= 02g3 qui est non nul d’ ot Sz{ L02g3}‘

6) On multiplie pour e* ; on se raméne 4 e™* —3e* =4
ou encore ¢>* —3e* —4=0.0On pose X =e*, on se ramene 2
X? —3X -4=0 qui a pour solution X=~1ou X=4.
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e ¢*=-1 n’apasdesolutionon e* >0 et -1<0

e c*=4 < x=logd d’od S={log4}.
7) Avec X=¢* onseraméned X® -3x2~-X+3=0.
1 est une racine du polynéme X’ ~3X? — X +3 qui se factorise en :
(X -D(X?> -2X -3)
X?-2X-3=0< X=-1 ou X=3
e c"=1x=0.
e ¢* =-1 n'apasdesolution: e* >0 et —~1<0.
e ¢" =3ox=Log3,dou S={O;Log3}.

Vl)e" >3 x>Log3 d’od S=]Log3,+wo|

2) e** >3c2-x>Log3<2-Log3>x d'ot S=|-,2-Log3|[.
3e* -1
e* +1

4) e P s o-x*+352xe—x> —2x+3>0.

3)

>3&3e" —1>3(e* +1)<>-1>3 impossible d’ot S= .

Le polyndme —x* —2x +3 a pour solutions 1 et —3.

X " -3 1
-x? —2x+3 | - d) + d) -
d’od S=]-3,1.
5)Onpose X=¢* alors X? =e®* et X’ =e**,
on seraméne a: X° + X% -2X<0.

Etudions le signe du polynéme P(x)=X’+X? -2X

on factorise : P(x) = X(X? + X ~2); X? + X — 2 admet pour racines 1 et -2.

X - -2 0 L + 0
X - - O 4+ +
X*+X-2 + b - - +
P(X) - + - +

P(x)<0=Xe]-0,-2]|U[0,1] ©X<-2 ou 0<X<l
Comme X =¢*, e +e** —2e* <0 < e* <2 et 0<e* <1
e ¢* <-2 n’apasdesolutioncar ~2<0 et e* >0

e 0<e* <lee* <1<x<0 d'ott S=]-w,0].

6) On pose X =e**; Soit P(x)=-X* +7X —12
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ona: P(X)=—(X-3)(X-4) donc P(X)>0=Xe]3,4]
~X?+7X~-12>03<X <4 d’oi 3<e’* <4< Log3<2x<Logé

<:>10g3 cx< Log4<:>Log3 cx< 2Log?2 ol S=}Log?: ,LogZ[.

2 2 2 2
W Les fonctions de ’exemple 1, 2, 3, 4 et 5 sont définies sur R .
1) f(x)=e™* estde la forme "™ avec U(x)=-x, U'(x)=-1
douf'(x)=—-e"".
Df(x)=e™", Ux)=4x-1 et U'(x)=4 d’ol f'(x)=4e*".
Hfx)=e X UK)=—x2 +1 et U'(x)=-2x d’o f'(x)=-2xe™™ *.
4)f(x)=x*-e**", on dérive f comme un produit :

£'(x) =2xe>" +3x%e> " =x(2+3x)e™.

X

5)f(x)=———on dérive f comme un quotient :
e’ +
f,(X)Ze (e +1)—e2 et ¢ :
(e* +1) (e*+1)

1
6)f(x)= L e*, f est définie et dérivable sur R".
X

On dérive f comme un produit :

1 1 1
f'(X)=——lz—ex +l£— 12 ex]z—%(1+—l—}:x.
X x{ x X X

2

7)f(x)=1_x e'™ +e* , fest définie et dérivable sur IR ™.
X
9w (12 L2 ,
f'(x) = 2% 9 X)el"‘+—1—X—-(—el"")+2xe"
X
- L2 \
f'(x) = Xz 161""—1 X el™* 4 2xe”
X X
3 2 _ \
d’ou f'(x)zx—u—le]"x +2xe™ .

X2

W) f(x)= xLog(l + lj
X

lim f(x) = lim f(lJ C1im 228X 1 Ators Timef® —e
+0 o* o

X X +c0
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2)f(x) =~ LogS

* -1 _Log(e® -1)—Logx _ Log(e* -1 _ Logx

X X X X

lim &L —fim1 - L
+» e +0 e

eX

Alors lim Log( :l] =limLog(e* ~1)—1=Logl=0

€

par suite limLog(e* ~1)=1.

On en déduit limﬂ(e—f—l) =0 comme lim Logx =0
+e0 X +0 X

Alors limf(x)=0.
3) lim(~x)"e* =lim(—x)" - (ei J = 1im[-— xe?]

:lim[—nie;} =0 car limXe* =0
—0 n —c0

«\"
e; x n x n
X en ’ en
- =lim| =

. € ) )
4) lim—=1lim =lim =400
o % 400 x“ oo [ x +on n X
n
X
car lim x =+,
+o0
2,4 1 1 . 1
X"+ 2 2
S)f(x):_,eguxl —X =x e«]1+x -1 +_e\/l+x
X X
1
1 2
\)1+x
. . [1..2 . €
e lim =0 alors lime¥"**" =1 donc lim
o0 1+X2 +00 +00 X
1
eV 1 eX —1
¢ im——————=1 car lim =1
+00 1 X-0 X
1+ x?
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Solutions

X ew)1+x2 -1

On déduit alors lim————==1

V1+x?

Par suite limx| e¥!**" —~1 —llmJ_ -hm ! =1
+o0 +o0
1+-——
X2

1

¢ On conclut que limf(x)=1+0=1.

-x-1 -x-1 _ —-x-1 _
6)f(x)=xe 1+1:x(e 1)+x+1:Xe 1+1
+

x+1 x+1
On pose X=—-x-1

—x-1 X
lim < L oim& =l
x=>-1 x+1 X=0 —X

-x-1 _
lim f(x) = lim x(e———lJ +1=2.
-1 -1 X +

7x I——)[%) alors cosx >0 et 1

> —00
COSX
1
1 1 eCOSX
. eCOSX .
lime®s*x =0 lim lim £O8% =0
+ £+ T (nJ+ T
: 2 X7y B)r
COS X
1
; . . COSX .
car lim ecosx =limXe* =0 et lim =-sin—=-1
(5]* CcOSX - [3)* X L 2
2 2 2

8)f(x)=x—%Log|1—2¢:X

1 1 1 1 1
=x —-—Loge*| —-2|=x—-—Loge* ~—Log|— -2
5 Loge’| = 5 Loge™ ——Log — l
1 1 1
——x—=Log— -2
2T e l
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1

1imf(x)=1im—1—x~lLog———2 =+®
+00 4+ 2 e*

9) f(x)=eLog(l + ™) =e*Logle™ (¢ +1)] =e™[2x + Log(e>* +1)]

: 1 ~X -X -2x -
llgl f(x)= 141312)(: + %LOg(&é_, + l] =0

Log(l +e**) ~ lim Log(X) _

10)lime** =0 alors lim - = 1
-0 -0 (1+CX)_1 X1 X—l
2x
par suite lime *Log(l + e**) =lime™e* Log(1+e™)
—® — (1 + e2x ) -1

=lime* .—_ILg(ljiﬁ:Izo
- ~(l+e2")—l
Log]x| exz_-l_l X'X|___

0

11)1imLog|x| em -1|=lim
g SR [w
x? -1

Log|x| X _

Car lim =0 et m>
—o0 I X , X—=0

1=1 et|x|=——x

_ox|x] L —x?
donc lim > =lim > =-1

o o x° -1 - x‘-]

2 2 2

e* —cosx e —l+1-cosx e*¥ —1 1-cosx
12)f(x) = 3 = 2 =73 2
X X X X

2

e* -1 l-cox 1 3
7t =l =s
X X 2 2
1 . 1
. — —Log(cos x+sin x) —Log[cos x(l+tgx)]
13) f(x)=(cosx +sinx)* =e* =ex
Logcosx+Log(1+tgx)

limf(x) =lim
] 0

-e X X
e Iim Log(cosx) lim Log(cosx) cosx—1_
0 X 0 cosx-—1 x

1-cosx

0

car lim LogX =1 et lim
X-1 X -1 0 X

. lim Log(1 + tgx) tgx
0 tgx X

=0

. Log(l+X) _

=] car li 1
0
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1 1
'; 1) f est dérivable sur IR ; £(x) = 2x + 3(-%(& 3 ]= 2x—e!?

L Ay
f” est dérivable sur IR, f"(x)=2-(-—31-e 3 j=2+%e 3

X

comme e * >0 donc f'(x) >0d’ ol f’ est strictement croissante sur IR.

1 X
* 1imf'(x)=1im2x-e-3 =+ car lime 3 =0 et lim2x =+
*limf '(x)=lim 2x —~lim el=—00
2) f est continue et strictement croissante sur IR donc f” réalise une bijection
de IR sur IR or 0 € IR donc 0 admet qu’un seul antécédent o dans IR.
On a °(0,43) = -0,006 et £'(0,44) = 0,016 donc 0,43 < a < 0,44.
* f* est strictement croissante sur IR alors :
Six < o alors f°(x) < f(a) d’ot ’(x) < 0.
Six > aalors £'(x) > (o) d’ott £(x) > 0.

3)
X -o0 ol +00
(x) - O +
ona f'(0)=0<20-e° =0ce ? =20

flw)=a®-3+3¢ 3 =0?-3+320)=0’+60-3.
4) f(o) est un minimum absolue pour f donc tout x € IR, on a f(x) = f(a) ;
onaa>0,43 = o’>(0,43)" et 60>2,58

donc f(a)>-0,2351 >-% d'ou f(x)zf(a)>-%

finalement x?-3+3¢ ? > i

; 1) f est définie, continue et dérivable sur IR et on a :
P(x)=2-2.e"=2(1-¢".

*PX)=0e=1ox=0.

*l-e'>0 1> 0>x
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f -00 0 +00
£ (x) + o) -
fe0 -0 / T \ -0

* limf(x)=lim2x +5-2¢e* =— o car lime* =0 etli_m2x+5=-oo.

* limf(x)=lim2x+5-2¢" =1imx(2+2-26—)=—oo
+eo +e +eo X X

X

. € . 5
Car lim—=+o0 et lim—=0.
+o X +o X

*£(0) = 3.
2) lim[f(x)-(Zx +5)]=1i_m—-2e" =0
donc D : y = 2x + 5 est une asymptote au voisinage de -co.
*f(x) — (2x + 5) = -2e* < 0 donc  est au dessous de D.
=2 ==
y=2x o y=2x
y=1f(x) f(x)=2x

*IX)=2Xx < 2x+5-2e"=2x = ¢€* =%<:>x=Log(%).

IIMK,y) eEnA & {

*y=2x=2Log (%) donc LMA est le singleton A(Log(%) ; 2L0g(%))

T:y= f'(Log(%))[x-Log(%)J+f(Log (%)]

f'(Log(—z-)j=2 [l-emg(%)):z(l-%}a

d’oﬁT:y=3x+5L0g(%).

4) y = 2x + 5 asymptote au voisinage de -co
lim I o pima+2 .28
X v X X
donc £ admet une branche parabolique de direction (yy’).
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ll)a)fm(3)=1<:>eg'3'"=1<:>9—3m=0<:>m=3.

b)fu(l)=2<e'  ™=2¢e1-m=Log2< m=1-Log2.
2) f1(x) =e* .

a) g est dérivable sur IR, g’(x) = (2x + 1) et

X

ona:x>0=2x+1>0et e *>0d 0ot g’ (x) >0
g est continue et strictement croissante sur [0, +co[ donc g est une bijection
de [0, +oof sur g([0, +oo[ ) = [g(0),limg(x) [ ;

or g(0) =1 et limx®+x=+00 donc lime* " =+co d'ott J=[1,+o0].

b) Six € [1, +o[ ety & [0, o0

g'l(x)=y<:>x=g(y)<3x=eyZer oLogx=y'+y<oy*+y-Logx=0
c’est une équation de second degré d’inconnue y ; on obtient :
A=1+4Logx or x=1 doncLogx20,

donc A > 0 par suite les solutions sont :

-1+4/1+4Logx y -1-{/1+4Logx
= ——— ou y=—™———.

- 2 2
* y=w a rejetécar y [0, + oo
. y=-1+ /1+Logx =(-1+\/1+4L0gx)(-1-\/1+4Logx)
2 2(-1- 1+4Logx)
2Logx

>0.Carx=1

" 1+,f1+4Logx
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-

2Logx

1+\/1+4Logx'

¢) Les courbes de g et g sont symetrlque par rapport a A py=x

d’oli pour tout x € [1, +of, g'(x) =

hm g(x)=+ 0, hm g9 —lim&—
* X +00 X
=lime*’ . ~=+w
+o0 X

donc la courbe de g admet une branche parabolique de direction 1’axe
des ordonnées.

Vx) 1) g est définie, continue et dérivable sur IR
X 1 2
gl(x):l-(“z_e 2 ]=1+5e 2>0d’ou g est strictement croissante sur IR

X

* hmg(x) hmx e?=4+00 car hmx +o et lime

+o0

~|x

=0

X
* hmx_—oo et lime 2 =+ donc hmx e

—o0

X J-oo +00

/ 400
-0

2) g est continue et strictement croissante sur IR

X
2__ o

g(x)

1
donc g réalise une bijection de [0, 1] sur g([O,l]) =[-1,1-¢2).
1
Comme Oe [—I,I-T] donc O admet un seul antécédent o € [0, 1]
e

£(0,7)=-0,004 et g(0,71)~ 0,008 donc 0,7 < a0 < 0,71.
3) g est strictement croissante alors :
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Si x < o alors g(x) < g(a) donc g(x) < 0.
Si x > a alors g(x) > g(a) donc g(x) > 0.
B) 1) a) f est dérivable sur IR, f‘(x)=2€:3 +(2x-4) (% ei}-l
x X 1 X X x
=(2+x-2)e? -1=e? (x-—)=e*(x-e ?) ouencore f'x)=e? g(x).
e?
b) Comme e? > 0 donc le signe f*(x) est celui de g(x)
d’otl f est strictement décroissante sur ]- o, of et f est strictement croissante

sur Jot, +oof.

n R
'
(N3}

2)a)g(a) =0 < a-€ —0ce?=qeel =

QR [m

f(a)=(20t-4)63+2-a=(2a-4).1+2-a=4-a_i
‘ o .

1 1

b) Comume 07 < & < 0,71 alors —— <—<——
071 « 0

._4—>.i>-i d'autrepart -0,71<-0.<-0,7
0,71 o 0,7
4 4

4071 <d-0<d—07 or —<2e.
0,7 o 0,71

Lot 4071 - <f(a)<4-0,7-——
0.7 0,71

b

ou encore -2,43 < f(a) < -2,33.

X X
3) a) lim f(x) =lime? (2x-4+—%x—-—xx—)or lime? =+ oo et 1imix=o

+0C +00 - —_ +o0 +50 =
62 eZ e2

X

e” e?

et comme lim—=+o0 donc lim—=+
+o X +o
2

d’ou 1im—27=0 et lim2x-4=+ donc limf(x)=+

e?

* 1imf(x)=1im4§e?-4e3 +2-x.
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(I

On sait que : limXe* =0 donc lim~e2 =0

© 2

lime? =0 et lim2-x =+ d'ott imf(x)=+ co,
b) f(x) — (2 — x) = (2x — 4) €2 =2xe? -4¢?

limxe? =0 et lime? =0 donc 11:m [fx)-(2-x)]=0

donc y =2 — x est une asymptote a £ au voisinage de -co.
X | -c0 o 400
+00 +00
fi
(x) T f((ll) "

. - y=0 y=0
5)a) (0, 1) 1y =0; soit M(x, y)E("’l)“c‘:'{f(x)=y = {f(x)=0

fx)=0 <:>(2x-4)e%+ 2-x=0
<:>2(x~2)e% -(X—2)=0<:>(X—2)(26% -1)=0

< x-2=0 ou 2e?-1=0 <>x=2 ou e? =%

o x=2o0u §—=Log(%)<:>x=2 ou x=-2Log?2

d’od (0,))NE={AQ2,0); B(-2Log 2, 0)}.
. - =0
b) (0,)) : x=0; soit M(x, y) (0, )" ¢ Q{X
fx)=y
y = f(0) = -2 donc (0,])n¢ = {E(0, -2)}.
OT:y=fO)x+f(0O)d’ouT:y=-x-2
6) * y =2 — x asymptote 4 { au voisinage de -o
* hm@:hm(z-i)e? +2 0t
o X X X

donc € admet une branche parabolique de direction I’axe (O,j)
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1) a) f est continue et dérivable sur IR ;

2 1+62x ]ZCX(I_l_eZX)_ex'er
1+e* (1+e2X)(\ﬁ+e2*)

X

€

e*[1+e* -e™] e* Ji+e™  f(x)

- 2x "

(1+CZX)\/1+eZX (1+62x)\/17+ezx 1+€2X 1+e

b) On sait que e* > 0 donc f(x) >0 et 1 +e* >0
d’ol f"(x) > O donc f est strictement croissante sur IR.

£'(x)(1+e*)-2e* f(x)
(1+ eZX)Z

2ya)f'"(x)=

f(x) 2 2
1+ezX.(1+e )-2e f(x)zf(x)(l-Zez")

f"(x)= (1+e2x )2 (1+62x )2

f"(x)=0<:>1-2ez"=0<:>ez><=_;_C>2X=Log(%)

1 1 Log?2
<>x==Log(=)=- .
2 g(2) 2

* Le signe de f’(x) estcelui 1 — 2e¢* car f(x) > 0et (1 +e*)*>0

1-2e%>0 o1>2e* <:>%>e2" @—;—Log—;—>x.
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X
‘ -0 —Log— +00

£ (x) ~ + (1> -

f’’ s’annule et change de signe en %Log(%) donc € admet un point

. 1 1 1 1
d’inflexion I| —Log(=); f| =Log(=) | |;
in [2 og(z) (2 g(Z)D

1 1 1
ona: 5L0g5=-5L0g2=-Log\/5=Log(—1—

)
V2
Log( ! 1

1 e " N
f(Log(——)]= == === (Log( )
\/5 \/1+62Log(ﬁ) \/1 +eL0g(E) \/5 '\/—— \/—

b)T:y =f'(Log(—\/l—_—))(x-Log(%)j+f(Log(—\/%)j

3. B 1
T: =—— +———L g2+——.
Y X B
3)a)Ona:
X -0 lLogl +00
2 2
£"(x) + ] :
/ 2\/5
00 T
| \
243 23 _3

5 est un maximum absolue pour £ donc f*(x) <T<T .

b) ¢ est dérivable sur IR, ¢’(x) = f'(x) ~ 1

N 5

f'(x)s—<f'(x)-1s~=—1<0
)= ()-1s==-1<

donc ¢ est strictement décroissante sur IR.
¢ est continue et strictement décroissante sur IR, donc ¢ réalise une
bijection de IR sur ¢ (IR).
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* Tim £(x) = lim ———— lim— S —fim— L=

1 +o0 1 +w 1
e (1+— e"\/1+—— \/1+
\/ ( er ) er er

* limf(x)=0 car lime* =0 d'ou lim@(x)=limf(x)-x=—o

1i_m¢>(x)=1imf(x)-x=+ oo donc @(IR) = IR.

0 € IR donc 0 admet qu’un seul antécédent o dans IR.
2 €
p(Log2)=—=-Log2>0 et p(1) =f(1)-1= -1<0
V5 1+¢?
doncLog2<a<l.

4) limf(x) = 1 donc y = 1 est une asymptote pour £ au voisinage de +oo

limf(x) = 0 donc y = 0 est une asymptote pour { au voisinage de -
- A

v

x=0T x=1
C!
B) 1) f est strictement croissante et continue sur IR donc f réalise une bijection
deIRsurJ=f<IR>=10, I[. '
2)a)Onagp)=0=fl)=agla)=a

2 2 J2

byxe]0,1[ et yeIR

e’ ,_ ¥ N2 a2
o X =——(1+e?)x" =e”
J1+e? 1+e”

2

gx)=y=x=f(y) < x=

X
Y -=xoe¥=

1-x*

282



Fonctions exponentielles Solutions

x’ 1 x?
< 2y=Lo <y=—Lo
y g(l_xz) y=5 g(l_xz)
N 1 x?
d’ou pour tout x € 10, 1[, g(x) =5Log(1 5 ).
-X
c) 8 =S, () avec Ay =x.
(;1) a) g est dérivable sur IR, g’(x) =e* - 1
gx)=0e-1=0e"=1x=0
*f_l>0ee'>1ex>0
X -0 0 +00

e"- 1 - 0} +

g(x) \ 0 /
g(0)=e"-0-1=0
b) 0 est minimum absolue alors pour tout x € IR.
onagx)>20< e —x-120

X

e —-x>1done*—x=0donc est définie sur IR.

e’ -x
2)a)Ona:e*~x>1donce”—x>0ete*>0d ol pour tout x € IR, f(x) > 0.

b) lim(x)=lim—C— =lim—— = 1
+0 to X +eo
e (1-—) I
e L
&
X

X

. € o1
car lim—=+ o0 alors hm—;—=0.
+a0 X +0 e

X

3) f est dérivable sur IR, f'(x)=e € -x)-e"(-1)

(e*-x)*
Fob £60= e™ -xe* -62: +e* ¢ (1-x2)
(e"-x) (e*-x)
ore*> 0, (e — x)* > 0 donc le signe de f’(x) est celui de 1 — x
X -0 1 +00
() ¢ -

+
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* f(l):e—%.

*limf(x)=0 car lime* =0 donc y = 0 asymptote au voisinage de -co de €.
limf(x) = 1 alors y = 1 asymptote au voisinage de +co de la courbe C.

A

x-1
T =0=f(0) car lim k=0
x->(-" x +1

lim

x—=(-1)*

f(x)= lim ¢
x=(=1)*

d’ou f est continue a droite en 0.

x-1

. . P .ox-1

lim f(x)= lim e*"' =+ car lim ——=+o0
x—>(=1)" x=>(=1)" x=>(-1)" x+1
d’ou f n’est pas continue a gauche en 0,
donc f n’est pas continue en (-1).

2) fn’est pas continue a gauche en -1, donc elle n’est pas dérivable a gauche
en -1. Mais f est continue a droite en -1, on cherche alors si f est dérivable a
droite en -1, 0n a ;

-1
. fx)-f(-1 . ox-1 o1 . x-1
lim f)-ft1) lim ——e*"'.— or lim——=-w
=t x+1 x=(-)" x +1 x-1 0 x+l

et lim Xe*=0. lim L=0 d'ou limw=0.
X—>—00 x=>(-1)* X -1 -0 x+1

3) f est définie sur IR, continue et dérivable sur IR \ {-1}.

"ox-1 x-1
f'(x)=(——x‘1je"“= 2_oxisg

x+1 (x+1)?
lim f(x)=e car lim _)5;1_:1_
=40 x>+ x +1

Donc la droite d’équation y = e est une asymptote a (§g) en (+o0) et de (-o0).
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Solutions

X ~-00

(%) +

£(x) |[0 +

f(x) / +00

fi
x) . /ve

Ce

—.

4

4) a) f est continue et strictement croissante sur J-co, -1[ donc f réalise une
bijection de ]-oo, -1[ sur Je, +oo[. De méme f réalise une bijection de
-1, +oo[ sur 10, e[ or Je, +oo[ M ]0, e[ = & d’ou f réalise une bijection de
J-o0, -1[ U ]-1, +oo[ sur 10, e[ U e, +oo[ or f(-1) = 0.
Donc f réalise une bijection de IR sur [0, +o[ \ {e}.
b) Sa (&) =& avec A:y=x et lacourbe de f'.

x-1

SHa)f'(h=x=fx) =1 e =1 <:>—X-—1=O<:>x=1d’of1 () =1.

x+1
1

Ona: f'(1)=*12—e°=—;~¢0 donc (f')(1)=——=2.

b {y=f" ®)
x€[0,+eo[\ {e}

siy#-1
y-1

“1

£(1)

fy)=x
yelR

fly)y=x < e=x @—X_%=Logx

Sy-D=@+logxeylogx—1)=-1-Logxey=

1+Logx
1-Logx

Siy=-1;f(-1)=0< f'(0) =-1.
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Conclusion :
1+Logx
£1(x)= g

£ (0)=-1

W Dfx)= le— " dérivable sur l: %}
0

sixe]0,+oo[\{e}.

~e*(1-x)+e"  xe”
(1-x)* C(1-x%)?

alors f est strictement croissante sur [O,

et f'(x)=

l/\

b |-

d’ou OSXS% ona f(O)Sf(x)sf(—;—)

comme f(0)=1 et f(%):e -2

7

(SR

=
2

Conclusion : V¥V x € [ 0,—%} ona 1<f(x)<—

4—

x> 1-x"+x° 1

1-x  1-x 1—

2)a) l+x+

2e [1+x+1

]dx _[ (1+x)e” de+_[2 x*f(x)dx

01_

3) a) Posons {U(X) =lix alors {U (x)=1

V'(x)=e™ V(x)=-e*

1 1 1
d’ou .[05 (1+x)e dx= [—e"" 1+ x)]g - '[02 - dx

+1—[e“"}0%=—i+2

b)Ona: VXE[O 1:, 1<f(x) <2 multipliant par x°.

=T

l\)

x? szf(x)sixz.

7
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! 1 !
d’ou JOZ x?dx < IOZ x*f(x)dx < .[02 %xzdx

1

. s

comme joz xzdx=|:%x3}2 =i
0

1
Alors on obtient : 1 < IE x*f(x)dx < !
24 o

2
T2ae 124
l e_x 5 l
4) D’aprés 2)b) et 3)a) : joz 1 dx=———+2+ joz x2f(x)dx
— X

2Je

La double inégalité de 3)b) fournit que :

1 5 1 5

—+2——< 2x 2f(x)dx +2 - < +2-

247 2y wWe 12ve T 24

donc 0,525< | 3 dx <0,535.

o 1-x
1 -X
Nous pouvons ainsi prendre 0,53 comme valeur approchée de J.OE dx
- X

3 1072 pres.
Remarque : Toute autre valeur de [0,525 ; 0,535] convient.

vv) a) ¢ est dérivable sur [0,2] et ¢'(t) = 12)2 0

(t+
d’oll ¢ est strictement croissante sur | 0,2 |
d’ott 0<t<2 alors ¢(0) <o(t) < @(2)

3 7
donc —<p(x)<—
onc = o(x) 3

t
b) En multipliant les trois membre de I’inégalité par e” et en intégrant entre

) 3 .2 t 3 L 7 2 t
[0,2] on obtxentEIOe dtsjo o(t)e dtszjoe dt
, & 2
or jo endt= ne“} =ne" —n
0

3_ 2 7[ 2
par suite —2—n(e" -1)<U, SZnLe“ —1]
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2
c) lim —3—n[e“ —IJ—hm (e" —1) avec h=

n—+o h—0
n 1 X

:Ilirré3[————~J=3 car lim =1

7 (2 7(e" 1) 7 7

lim —n|e® =1 |=1lim— =— dou 3<f<—

n—+w 4 h—0 2 h 2 2
2)a)te[0,2] ,ona: Osisg
n n

T2
e’ <em <em soit 1<e" <e"
1
b) V te[O,Z]ona: I1<e® <e"
t 2

or @(t)>0 d’olt o(t)<o(t)e” <p(t)e”

-
LS}

fro

En intégrantde 0a 2 onobtient: I<U <e™ -]
2 2
c) limIe" =1 et ISU, <enl

n—>+o0

Alors limUn =I= J‘Z 2t+3dt= J‘Z_z_.t_ﬁ__iﬁdt
" 0 t+2 0 t+2
1

I= j:Z—-t:_—zdtz[Zt—Log|t+21]§
=4 —Log4 +Log2=4-Log2
1)11=j; (1 - x)e*dx

Ux)=1-x U®x)=-
Posons alors

Vi(x)=¢* V(x)=¢"
I =[(1—x)e"]:) - J.I—e"dx=—1+[e"]z, =e-2
2)a) I“+1 l)'J' (- )n+1 *q
Posons { () =(1- x)““ alors {U’(X) =+~ x)"
V'(x)=¢e” V(x)=e”

@+, =" A-0™ ] +@+D [ 0-0"eax
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M+, =—1+@+DI,
-1

LI
(m+Dn! "

n+l

b) I, — I, quin’estautre que I’égalité précédente appliquée avec

n+1—k.
“1 1n n n
Doncl+kz;-15=l+;(1k-1_Ik)=1+zlk—1_zlk
= k! ~ k=1 k=l
=l+ o+ L+ + 1 )=+ +...+1)
=1+, -1, or I,=e-1
111
dou 1+ ) —=e—1I, .
2

3) Pour tout xe[O 1] ; 0<(1-x)"<let 0<Le* <e
Donc0<(1-x)"e* <e
En intégrant entre O et 1 on obtient :
X .n 1
O<I 1-x)"e <J-Oedx

o<n!l, <[e-x];

0<n!l, <e
0<I, <~
n n!
Et 11m—'—0 donc hmI =0 comme 1+Zlz e—1I,
+o n! k=1
Alors lim 1+Z ~lime—In =e
I
)Soit F(x)= [ toex e xe|l,+oo].
a) Soit U:]1,+oo[——>IR; X b— !
Logx

1

1
La fonction g:t I—> e ! est continue sur IR,

Soit alors G la pr_1m1t1ve de g quis’annule en 1 et on a:

F(x)= G(—l—] =G o U(x)
Logx
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e U:x —> est dérivable sur |1,+ wl.

Logx
1

°g:t I——>?e t est continue sur IR donc la fonction

1 1

G:x —G®Xx)= J.lx%e_?dt est dérivable sur IR}, etona G'(x) =le x,
X

0Vxe]1,+oo[, eR}

Logx

Donc x ——F(x)= G( ! j est dérivable sur ]1, +oo| et on a:
Logx

ot Fi(x)=———— Logx-etor =o— L .11
x(Logx) x-Logx e x“Logx
d’ob F'(x)=-— vxel|l,+of
x“Logx

b) Fe) = [T g(t)dt = [ g(t)dt =0

Ona: FF(x)=— <0,Vxe]1,+oo[

x*Logx
Donc F est strictement décroissante sur |1,+ oo [.
Onapour: * x <e=>F(x)>F(e)=0

* x>e= F(x)<F(e)=0

d’ou le signe de F(x):

X | 1 e + 00
Fo |+ ¢ -
2)a)Ona: Vxe|L+o| F(x)=-— et F(e)=0 donc Fest la
x“Logx
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Solutions

primitive de la fonction x ——

qui s’annule pour x =e

2Logx
sur [1,+ | d’oll F(x)= = dt
] [ '[ t Logt '[" t Logt
b) e Soit @(t)=Logt—t+1 Vte]1,+oo[ et p()=0
q)'(t)=%~1=—1;—t<0 Vte]l+oof
donc ¢ est strictement décroissante sur ]1, + 00 [
Doncpour t>1 = o(t)<e)=0
d’ou @(t) <0 et par suite Logt<t—1
eSite|le] = t<e = tzsezz%ziz (1) R
t e
, 1 1
d’autre partona: Logt<t-1 = —>—— (2)
Logt t-1
1 1 1 1 . L y o
—_, —, et —— sont fous strictement positifs donc d’apres (1)
t? " e? Logt t—1
et (2) on a: L L

> .
t’Logt e’(t-1)

c) x<e (car x——>1") donc f

ou encore F(x) > —lé— [Log(t-1)] = —E—[Log(e —1) - Log(x — 1)
e e

or lim+ %[Log(e ~1)-Log(x — 1)]= 40 (car x—-1—07).
e

d’ott lim F(x) =+00.

x=1*

3a) te|e,+o| o t>e < Logt>l <
Logt

dt<jx—1—dt

b) x >e (car X > +o) d’ol IX
e t2

¢ t*Logt
1 X
ou encore — F(x) < [— _t-}

et par suite —F(x)<——1—+—1— d’ou —1————1—<F(x)<0
X € X €
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F est continue et strictement décroissante sur ]e,+ ) [
Donc F(]e,+oo[)=bim F(x),f(e)[ =} lim F(x),O{

Commel—-l<F(x)<0 et lim LI
X e x>0 X € e

d’ob ] lim F(x),0 [c} —l,o[
X —>4-00 e

On en déduit que lim F(x) est fini égale a £ d’ol £ e] - l, 0[ .

e
'; D f(x)zxe"‘z et g(x):xSe—"2 dérivables sur IR ,

V xeR, ; f'(x)=e™ +x(-2xe™ )=e™ (1-2x?)

Le signe de f' est celui de 1-2x”

X 0 l + o0
2
£'(x) + d) -
1
1.2
f(x) / 2 \
0 0
. X 1 . eX
Iimf(x)=lim—=lim———=0 car lim— =+,
+ to oX +oo eX +o X
X2

VxelR,, g(x)=3x%" +x>(-2xe™™ ) =e ™ (3x? —2x*)
=xZe™ (=2x% +3)

Le signe de g’ est celui de —2x” +3

X 0 i + 0
2

g'(x) + o -
( 3 \[}f
g(x)
0/ 2\2 \ )

292
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3 2
: X . X
limg(x) =lim—5=limx——- onpose: x* =t
+00 +m X +o X
e e
3
Wt t2 1 _e¥
=lim—=lim— _|jpm— 1  _( car lim—=+w
+o el 4o gl o 3 o X
2 2
=t
e3
32
.2t
23

2

2) Cherchons le signe de g(x) — f(x) = x%e™ —xe™
=xe™ (x? -1) =xx+1)(x - l)e”"2

Comme x >0 alors le signe de g(x) —f(x) est celui de x —1

X 0 1 +
g() —f(x) - Q +
Position de C, au-dessous C, au-dessus

C, et C, de C, de C,
/Cﬁ m

y=x

3)y =0 est une asymptote
au voisinage de + o pour
Ciet C, f'(0)=1

et g'(0)=0.

ya) A, = [ |£)]dxu- A
= J.I xe ™ dx = II (—l)(—Zx)e"‘zdx = _le-xz =_le-1 +l=-i+_l_
0 oy 2 2 o 2 2 2 2
b)A, = j; x3e™ dx
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Fonctions exponentielles

Solutions

U(x) =x’ U'(x)=2x
Posons , alors 1 e
V'(x)=xe™ V(X)=“‘2‘C
1
A, ~[-lx2e”‘2j| +_[ xe ™ dx
2 0
1
Ay =—se T A =k A
R SR SR SR R NN

2= to=
2e 2 2 2 e
A, =0,132uA = 0,132 x 25cm? =3,30cm’

|

[LuA = (I’aire du carré de c6té jti]| qui est Scrm) =25 cm?]
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Chapitre X
Equations différentielles

= L’¢équation différentielley’ =ay +b aveca=0:
» Généralités :
Une équation différentielle du premier ordre est une relation qui lie une
fonction et sa dérivée.
Par convention, dans une équation différentielle, on note la fonction
inconnue y au lieu de f ou g et on ne mentionne pas la variable.
* Ainsi on notera y’ = Sy — 3 plut6t que y’(x) = 5y(x) — 3.
> Equation y’ =ay aveca#0:
* Théoréme 1 :
Soit a un réel donné non nul. Les solutions sur IR de I’équation différentielle
y’ = ay sont les fonctions f; définies sur IR par fi(x) = k €** ou1 k est une
constante réelle.
* Exemple :
Les solutions de 1’équation différentielle y’ = -4y sont les fonctions fj
définies sue IR par fi(x) =k *, ol k € IR.
* Théoréme 2 :
Soit (X, Yo) un couple donné de réels.
L’équation différentielle y’ = ay admet une solution unique sur IR vérifiant
la condition y, = f(Xo).
* La condition f(x,) = ¥, est souvent appelée condition initiale.
* Exemple : Déterminer la solution f de 1’équation différentielle
Sy’ -2y =0 telle que {(0) = 2.

f it . ., 2
L’équation 5y’ —2y =0 s’€crit aussi y =§y .
Les solutions de cette équation sont les fonctions fy définies sur IR par

2 2
f(x) =ke’ . or f(0)=2 donc ke* =2.
soit k= 2.

2
Donc la solution cherchée est la fonction définie sur IR par f(x) = 2 ¢° "
> Equationy’=ay+b avecaz0etb=0:
* Théoreme 1 :
a et b désignent des réels non nuls. Les solutions sur IR de I’équation

différentielle y’ = ay + b sont les fonctions f; définies sur IR fi(x) = k e* b ou
a
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k est une constante réelle.
¢ Exemple :
Résoudre 1’équation différentielle : 2y’ + y = 1(E)
. 1
L’équation (E) est équivalente a y’ = -%y+—2— .

Les solutions de (E) sur IR sont donc les fonctions définies par
1

fi(x) =ke 2+1 ol k elR.
* Théoréme 2 :
Soit (X, o) un couple donner de réels.
L’équation différentielle y’ = ay + b admet une solution unique f sur IR
vérifiant la condition f(Xo) = yo.

» L’équation différentielle y’° +a’y =03 a ¢ IR.
Les équations différentielles du type y’” + a’y = 0 ont un intérét essentiel en
physique, notamment en mécanique et en électricité.
* Théoréeme :
Les solutions générales de I’équation différentielle y** + a’y = 0 sont les
fonctions définies sur IR par : f(x) = A cos a x + p sin a X, ou A et p sont des
constantes réelles. Ou f(x) = A cos(ax + @) ou A et ¢ sont des constantes
arbitraires.
De plus, il existe une et une seule solution vérifient les deux conditions
initiales f(xo) = yo et £(X;) = y1 ol Xy, Yo, X1, ¥; sont quatre réels données.
* Exemple :
1) Résoudre 1’équation différentielle y’” + 4y = 0.
2) Soit I’équation différentielle 4y’ + y =10

V3 1

Déterminer la solution f vérifiant f(0) =_i_ et f(0)=z.

Solutions :

1) Dans cet exemple a =2
D’aprés le théoréme, les solutions de cette équation sont les fonctions f
définies sur IR par : f(x) = A cos 2x + . sin 2x ot A et p sont des
constantes réelles.

. . . . 1 o 1
2) L’équation s’€crit aussi y"+z y=0 ;ainsi a =5
D’apres le théoréme, les solutions de cette équation sont les fonctions f
s X
définies sur IR par : f(x) = A cos—;— +u smE ; ou A et u sont des

constantes réelles.
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f(0) =—\£_3— donne A =? car f{0)=AcosO+psin0=A

f est dérivable sur IR et, pour tout x € IR

£(x) =-£sin§+ﬂcosi;
2 2 2 2

1 po 1. 1
f’ 0 ::_d —_— t =—,
(9] 2 onne >4 soit 5

L’unique solution de I’équation proposée est donc la fonction f définie par

V3oox

1 X X T
f(x) =——cos—+—sin— qui peut s’écrire aussi f{x) = cos (—=-=).
x) 5 5 Tosin quip x) (2 3)

= Résolution compléte avec un second membre non constant :
Exercice :
On considére 1’équation différentielle : y’ — 2y = e**(E).
1) Démontrer que la fonction u définie sur IR par u(x) = xe* est une solution
de (E).
2) Résoudre 1’équation différentielle y’ — 2y = 0(Ey).
3) Démontrer qu’une fonction v définie sur IR est solution de (E) si et
seulement si v — u est solution de (Ey).
En déduire toutes les solutions de 1’équations (E).
Corrigé :
1) Montrer qu’une fonction donnée est solution d’une équation
différentielle :
Pour montrer qu’une fonction f est solution d’une équation différentielle,
on montre que f est dérivable sur IR autant de fois que nécessaire, puis on
calcule £°(x) (éventuellement £’(x) si I’équation proposée est du second
ordre) et on remplace y’ par £’(x) et y par f(x). On vérifie alors qu’on
obtient le second membre demandé.
* La fonction u est dérivable sur IR, et pour tout x réel : u’(x) = e** + 2x**.
* Pour tout x réel, u’(x) — 2u(x) = (e™* + 2xe”™*) — 2xe**
Soit u’(x) — 2u(x) = ™.
* On en déduit que la fonction u est solution de (E).
2) Résoudre une équation différentielle de la forme y’ —av=b(a=0):
On raméne I’équation a la forme y’ =ay +b (ou y’ = ay si b = 0).

On donne la solution générale : f(x) =k . e™ b ou k e IR
a

(f(x) =k .e™ sib=0).

On remplace alors a et b par leur valeur.

Si I’énoncé précise une condition du type y, = f(x,), on Iutilise pour
déterminer la constante k de maniére unique.
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L’équation (E,) s’écrit y’ = 2y. Elle est de la forme y’ = ay avec a = 2.
Les solutions de 1’équation (Eo) sont les fonctions : x— k . ¢ avec k € IR.

3) Résoudre une équation différentielle avec second membre :

Pour résoudre une équation de type y’ — ay = f ou f est une fonction, on

suit pas a pas de démarche donnée par I’énoncé.

- Recherche d’une solution particuliére u.

- Résolution de I’équation y’ — ay = 0.

- On démontre ensuite que g est solution de I’équation y’ — ay = f si et
seulement si g — u est solution de y’ — ay = 0.

- On conclut : les solutions de 1’équation y’ — ay = f sont les fonctions
y=4+houhestsolutiondey’ —ay=0

* La fonction (v — u) est solution de 1’équation (E,) si et seulement si, pour
tout x réel, (v —u)’(x) - 2(v —u)(x) =0,
soit v’(X) — 2v(x) = u’(x) — 2u(x).

Or, d’aprés la question 1, u’(x) ~ 2u(x) = e**.

Donc (v —u) est solution de 1’équation (Ey) si et seulement si, pour tout x
réel, v’(x) — 2v(x) = e, c’est-a-dire si et seulement si v est solution

de I’équation (E).

* On a prouvé a la question 3 qu’une fonction v est solution de I’équation
(E) si et seulement si v — u est solution de I’équation (Ey). Or les solutions
de (E,) ont été déterminées a la question 2. Ce sont les fonctions :

x ;> ke (k € IR).

Par conséquent, une fonction v est solution de 1’équation (E) si et
seulement si, pour tout x réel, v(x) —u(x) =k . >

soit : v(x) =u(x) + k. %

Les solutions de 1’équation (E) sont les fonctions définies sur IR par
v(x)=k.e”™+xe”* (k € IR).
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ENONCES

= Résolution de v’ = ay

Résoudre les équations différentielles suivantes :
Dy =e¥;2)y +6y=0 ; 3)y"+yLog2=0; 4) 2y’ -5y =0

Résoudre les équations différentielles suivantes avec la condition
unitiale imposé.
1) 11y’ -2y =0 avec y(0) = J2et 2 3y’ =e*avec y (Log2) = 1
3Ny +2y=0avecy (0)=2 et 43y’ +T7y=0 avecy (2)=-5
5)2y’—4y=0avecy (I)=2 et 6)5y’ =4yavecy’(5)= %
Parmi les quatres réponses proposées, indiquer la (les) réponses
exactes. Attention, il peut n’y avoir aucune réponse exacte.
1) Soit I’équation différentielle (E ) : y’ + 3y =0.
a) La fonction x > 2¢* est une solution de (E )
b) La fonction x > 2e* est une solution de (E )

¢) La fonction +— %6'3" est une solution de (E ) telle que £°(0) = 3.

d) La fonction x > 2e*!™ est une solution de (E ) telle que f(l)=2

2) Soit I’équation différentielle (E ) : y’=- 3y et f la solution de (E ) sur IR
telle que f(1) =5.

a)f’'(1)=-15 ; b) f est décroissante sur IR
¢) f(0) = 5¢° ; d) lim f(x)=0.

WUn condensateur de capacité C, initialement chargé a une tension
ug = 10 volts , se décharge a partir de I’instant ty = O a travers un circuit
de résistance R.

Pour t > 0, on sait que la tension u est une fonction du temps , exprimé en
secondes , solution de I’équation différentielle (E): R C u’ (t) + u(t) = 0.
On prendra C = 15 x107° farads et R =2 . 10° ohms

1) a) Résoudre 1’équation différentielle (E).
b) Déterminer la fonction u solution de (E ) vérifiant la condition initiale :
U(to) = Uy = 10.

2) A partir de quel instant t; la tension u(t) vérifiera—t —elle : u(t) S%uo ?

On donnera la valeur exacte t, , puis sa valeur arrondie au dixiéme de
seconde.
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= Résolutionde y’ =ay + b
5 / Résoudre les équations différentielles suivantes :

+
1)y’:-2y+1;2)y’:yT6 13)2y +y+4=0

43y’ +4y-6=0 ;5)5y=2y’-%.

W Résoudre les équations différentielles suivantes avec la condition
initiale imposé.
)y’ +5y=8 avecy (0)=0
2)3y +y =-1avec y(Log27)=1.
Ny =-y+lavecy(l)=e+1
4y -2y’ + 11y =4 avec y(-2) = -3.
Montrer que 1’équation différentielle y’ + 3y + 10e™ = 0 admet comme
solution particuliére 14 fonction f définie sur IR par f(x) = -5¢™.

Déterminer le réel m pour que la fonction définie sur IR par :

5x
f(x)=2e 2 +2x+m.
soit solution de I’équation différentielle 2y’ + 5y = 10x — 1.

VSoit I’équation différentielle (E) : 4y’ — S5y =2

a) Résoudre (E ).

b) Déterminer la solution f de (E ) telle que f(0) = -2.

¢) Tracer la courbe représentant f dans un repére orthonormé.

v f est la solution sur IR de I’équation différentielle
3y’ —6y = 1telle que f'(1) = 2.

a) Expliquer pourquoi f(1) = % .

b) Déterminer la solution f.
Une citerne colorifugée est chauffée par une résistance .

La température 0 (t) de la citerne vérifie I’équation différentielle.

0’=a-bo.
a=2,088x102etb=2,32x10" ,avec t est exprimé en secondes
et O (t) en °C.
1) a) donner la solution générale de I’équation différentielle .

b) En déduire I’expression de 0 (t) sachant que 8 (0) = 20
2) Au bout de combien de temps la température atteint — elle 80° C 7

QCM
Parmi les quatres réponses proposées, indiquer la (les) réponses exactes.
Attention, il peut n’y avoir aucune réponse exacte.
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1) Soit I’équation différentielle (E ) : y’ =2y — 6.
a) Les courbes représentant les solutions ont une asymptote verticale.
b) En chaque point d’ordonnée 2 , les tangentes aux courbes représentant les
solutions ont pour coefficient directeur — 6.
¢) Les courbes représentant les solutions ont pour asymptote la droite
d’équation y = 3.
d) It existe une solution dont la courbe passe par le point de coordonnées
03 3).

2) L’intensité i du courant dans un circuit vérifie la loi Li’ + Ri = E (ou les
constantes, L et R et E sont respectivement 1’inductance de la bobine , la
résistance de la bobine et la force électromotrice du générateur).

A Tinstant t = 0 ’intensité est nulle.
E(, T
a) L’expression de i(t) est i(t) = R l-e L

b) Pour R = 5 ohms , L. = 0,5 henrys et E =3 volts , onai’’ = 100 i — 60.
¢) L’expression de i (t) en fonction du temps est i (t) = cert+ E (avec C réel)
L

R
d) L’expression de i (f) esti()=1+¢ " .

Vrai - Faux
Les affirmations suivantes sont — elles vraies ou fausse ?
Justifier les réponses.

+
a) La fonction u définie sur ]0,+co[ par u (x) = X 1eX est solution de

X
I’équation différentielley -y’ = E? .
X

b) Si f est une fonction positive sur IR et solution de I’équation différentielle
y’-2y = e, alors f est décroissante sur IR.

c) Si f est solution sur IR de 1’équation différentielle y’ =2y — 2, alors la
courbe représentative de f admet la droite d’équation y = -1 pour asymptote.

d) Une seule fonction f définie sur IR vérifie 4 la fois 2f” + 3f =l et (-1) = 2.

V Une personne est placée sous perfusion, c¢’est —a- dire injection

continue, d’un antibiotique.

AVTinstant t = 0, la quantité Q (0) d’antibiotique présente dans le sang du

malade est nulle.

Le débit de la perfusion, c’est — & —dire la quantité injectée par minute est un

réel A strictement positif exprimé en milligrammes par minute (mg . min™ ).

On désigne par Q(t) la quantité exprimée en milligrammes (mg) d’antibiotique

dans le sang du patient, a ’instant t, exprimé en minutes (min).
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On suppose que la fonction Q est définie et dérivable sur I’intervalle [0 ; +oo[
et qu’il existe un réel k strictement positif tel que la fonction Q vérifie
I’équation différentielle (E) : y’ = A ~ky.
1) a) Résoudre 1’équation différentielle (E ).
b) En tenant compte de la condition initiale, déterminer Q(t) en fonction de
t, Aetk.
¢) Quel est le sens de variation de la fonction Q ?
Déterminer la limite de Q (t) en +o, Interpréter ces résultats.
2) a) On sait qu’au bout d’une heure, la quantité d’antibiotique présente dans

le sang est la moitié de sa valeur limite. Montrer que k = gla In2.

b) On souhaite obtenir une quantité limite de 80 mg d’antibiotique dans le
sang du patient.

Donner I’arrondi d’ordre 2 du débit A que I’on doit alors établir.

c¢) Déterminer , en heures et minutes , le temps nécessaire pour que la
quantité d’antibiotique présente dans le sang du malade ait atteint , & un
milligramme prés , sa valeur limite.

Soit I’équation différentielle (E):y’ —y =2 sin x.
1) Résoudre I’équation différentielle sans second membre (Ep) : y’ —y =0.
2) Recherche d’une solution particuliére de I’équation différentielle (E).
Déterminer les réels a et b tels que la fonction g définie par :
g(x) = asin X + b cos x . Soit solution de (E ).
3) Démontrer qu’une fonction f est solution de (E ) si et seulement si la
fonction f - g est solution de (Ey).
4) a) En déduire I’ensemble des solutions de I’équation différentielle (E ).
b) Déterminer la solution de (E ) vérifiant la condition initiale f(r) = 0.

v On considére les fonctions y dérivables sur IR, admettant une dérivée
seconde et vérifiant y(0) = 3. y’(0) =-5 et, pour tout X :
Yy (x)+4y’(x) +3y (x)=0
(y”’ est la dérivée seconde de y).
1) On pose , pour tout réel x , z (x) = €'y (x).
a) Calculer z(0) et z’(0).
b) Montrer que z admet sur IR une dérivée seconde et que pour tout réel x,
2>’ (x) = -2z2"(X).
¢) En déduire que z est solution sur IR de I’équation différentielle z’=4 —
2z.
d) Exprimer alors z(x) en fonction de x.
2) Montrer qu’il existe une et une seule fonction y vérifiant les hypothéses de
départ , et exprimer y(x) en fonction de x. '
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Partie 1
On donne un entier naturel n strictement positif, et on considére 1’équation

n

différentielle : (B):y" +y = }—!e"‘
n:

1) On fait I'hypothése que deux fonctions g et h, définies et dérivables sur IR
vérifiant, pour tout x réel : g(x) = h(x)e™
a) Montrer que g est solution de (E,) si et seulement si pour tout x réel :

n

h’(x) = x
n!
b) En déduire la fonction h associée a une solution g de (E,) , sachant que
h(0) = 0.

Quelle est alors la fonction g ?
2) Soit ¢ une fonction dérivable sur IR.
a) Montrer que ¢ est solution de (E,) si et seulement si ¢ - g est solution de
I'équation (F): y’ +y =0
b) Résoudre (F).
c) Déterminer la solution générale ¢ de I’équation (E,).
d) Déterminer la solution f de 1’équation (E,) vérifiant f(0) = 0.
Partie I1

: LI
Le but de cette partie est de montrer que : lim Z— =
k=0

n~>+o0 £=4 e

(On rappelle que , par convention , 0 { = 1).
1) On pose, pour tout x réel, fy(x) =e™, fi(x) = xe™.
a) Vérifier que f; est solution de I’équation différentielle : y” +y =1,.
b) Pour tout entier strictement positif n, on définit la fonction f, comme la
solution de I’équation différentielle y’ + y = f,,., vérifiant f, (0) = 0.
En utilisant la partie I, montrer par récurrence que, pour tout x réel et

n
-X

. X
toutentiern > 1 : f;(x) = —€
n!

2) Pour tout entier naturel n, on pose : I, = _E £ (x)dx

(On ne cherchera pas i calculer 1)
a) Monter pour tout entier naturel n et pour tout x élément de I’intervalle

n

(0,1] I'encadrement : 0 <f(x) < X—' .
n!

En déduire que 0 <I, < s puis déterminer la limite de la suite (I,).

1
(n+1).
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. e el 1 .
b) Montrer pour tout entier naturel k non nul, I'égalité : Iy — Ii., = -Ee !

n -1
¢) Calculer I et déduire de ce qui proceéde que :I, =1 - %.
k=0 K:

d) En déduire, finalement : lim Zé—' =€,
k=0 -

Ny o0 L

= Résolutionde v’ +ay =0

Résolvez les équations différentielles suivantes.
aA)y’+9%=0 ; D% +y=0 ; )4y’ +n2y=0.

2

Trouver les solutions f des équations différentielles précédentes telles
's que : f(xo) = yoet £ (xo) = y ;-

¥ ' f
a) x0=—2~ s Yo=-25 ¥o=3 et b) x,=0 ; y,=0 ; y,=3

¢) Ici trouver f telle que f(é— )y=0etf’ ()= g .

Soit I’équation différentielle (E ) : y’” + 4y =0.
Déterminer les solutions f et g de I'équation (E ) telles que :
f(0)y=5etf’(0)=0
g(0)=0etg’(0)=8.
\ ;; 7Un condensateur de charge Q (t) se décharge dans un circuit ot il n’y a
qu’une bobine de résistance négligeable et d’auto — inductance L.

La charge vérifie I’équation Q" +—(—:1£Q =0.

C étant la capacité. Exprimer Q(t).
? 1) Résoudre I’équation différentielle (E ) : 4y’ +49 y =0.
2

) Déterminer la solution f de I’équation (E) qui vérifie '(g) =0

et f(0) = - \/5 et montrer que pour tout x € IR , f(x) =2 cos (77)(—%[) .

V On considére I’équation différentielle (E) : y”” +y = sin x.

1) Montrer que cette équation admet une solution g de la orme g(x) = ax cos x.

2) Résoudre I’équation (E’) : y’ +y =0.

3) Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f-g est solution de (E’).

4) En déduire les solutions de (E) , puis déterminer la fonction f dont la
courbe représentative C passe par le point D(0,1) , et admet en ce point une
tangente paralléle a la droite d’équation y = X.

v@Soit I’équation différentielle (E) : 9y’ +y = 0 ou y est une fonction
numérique inconnue de la variable réelle x.
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a) Résoudre (E).

b) Déterminer la solution f de cette équation différentielle dont la courbe
représentative, dans un plan rapporté a un repére , passe par 1’ origine de ce
repére et admet en ce point une tangente de coefficient directeur 3.

2
c¢) Déterminer la solution g de (E) vérifiant : LM g(x)dx =0 et f g(x)dx =3
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CORRIGES

; 1)y’ =e™. Les solutions de cette équation sont les primitives sur IR de la
fonction x > €™,

Ce sont donc les fonctions fi définies par : fi(x) =—}1— e" +k (k € IR).

2)y’ + 6y =0 < y’ = -6y. Les solutions sont les fonctions f définies par
f(x)=k.e™ (k € IR).

3)y’+yLog2=0<y’ =-yLog2. Les solutions de cette équation sont les
fonctions fi définies par fi(x) =k . e*? (k € IR).

H2y ~Sy=0y =%y. Les solutions sont les fonctions f, définies par

5
fix)=k.e? ;kelR.
Vl) 1y’ - 2y=0<&y’ =1—21y. Les solutions sont les fonctions fy définies

2
par fy(x) =k. el (k € IR). Comme y(0) =2 o ke’ =2 soitk=+2.
2y
donc la solution vérifiant la condition y(0) =+/2 est la fonction f(x) =\2¢'"" .

1 ) , . C.
2) 3y’ = e <y’ =—e?. Les solutions de cette équation sont les primitives sur
y y 3 q p

IR de la fonction f(x) =%ez" . Ce sont donc les fonctions f, (x)=%ez" +k
(k € IR)
Comme y(Log2) = 1 @%ezmgz +k=1 <:>éeL0g4 +k<:>%><4+k=l d’on k =%.

donc la solution vérifiant la condition initiale est la fonction f(x) =%ez" +%.
3)y’ +2y =0 <y’ =-2y. Les solutions sont les fonctions f; définies par

f(x) =k e; (k € IR).

Comme y(0)=2 o ke?*’=2ok=2.

La solution est la fonction f définie dans IR par f(x) =2 e,

H3y+7y=0y’ =-—;— y. Les solutions sont les fonctions f; définies par

7
fi(x)=ke? (k  IR).
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7 14 14
Comme y(2) = -5 ke =5 evke? =5 < k=-5¢7 .
5) 2y’ —4y =0 < y’ = 2y. Les solutions sont les fonctions fi définies par
fix) =k e ; k € IR.f, (x)=2ke™.
Commey’(1)=22ke?*'=2oke?=1 doit k= ™

2x

La solution est la fonction f définie dans IR par f(x) = €2 . e = ¢* 2

4 . .
6)Sy’ =4y oy’ =g y. Les solutions sont les fonctions fi définies par

4 4
fix)=ke® ; kelR. f,;(x)=%k65 .

vy 8 4 s 8 ) 4
Comme y’(5) =g<:>gke5 =-5—<:>ke =2&k=2e".

4 4_4

La solution est la fonction f définie dans IR par f(x) =2 e .e? T=2e8 .
1) Les réponses exactes sont a) et d).

En effet I’équation s’écrit y’ = -3y. Les solutions sont les fonctions
définies sur IR par fi(x) =k ¢™* avec k € IR donc f(x) = 2¢™* est une
solution pour cette équation d’otl a) est exacte.
f(D=2oke” =2ok=2¢.

La solution est la fonction f définie dans IR par
fx)=2e*e=2&"*=2¢""9 d°o0 d) est exacte.
2) y’ = -3y. Les solutions sont les fonctions définies sur IR par fi(x) =k e™*.
fl)=5<ke’=5ok=5¢.
donc f(x) = 5 &** ~® est une solution pour cette équation.
f(x) =-15 " "P d’ott £/(1)=-15 donc a) est exacte.
e £(x) =-15 'Y <0 Vx e IR donc f est décroissante sur IR donc b)
est exacte.
« f{0) = 5 ¢’ donc c) est exacte. * lim f(x)=0 donc d) est exacte.

W 1) a) D’apreés les valeurs de R et C données, 1’équation (E) s’écrit :
3u’(t) + u(t) =0 soit u’(t) =-%u(t) . Les solutions sont les fonctions :
1

tl—>kehgt ; ke lR.

b) Si on impose 1a condition u(ty) = up = 10, on a u(0) = 10.
!
Soit k = 10. La fonction u est définie par u(t) = 10e 3
2) Résolvons 1’inéquation u(t), soit u(t) < 1
L 2 L
u) <1 10e? <lee s's%mﬁ'zw.
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La fonction Log étant croissante sur ]0, +oof, u(t) <1 <:>%t >Log 10

soit t > 3Log 10. La valeur exacte de t; est 3Log 10 et sa valeur arrondie
au dixiéme de seconde est 6,9 s.
VI) On reconnait une équation différentielles du type y’ =ay +b
oua=-2etb=1.
Par application de la formule du cour, les solutions de 1’équations

différentielles sont les fonctions fi définie dans IR par fi(x) =k e™ +% ;
kelR.
L, yt6 1 3 . . s
2) ¢ =——4—=Zy+5 . Les solutions sont les fonction f définies dans IR par

fi(x) =ke* -6 ; kelR.

N2y’ +y+4=0 <:>y'=-%y-2.

X

Les solutions sont les fonctions définies dans IR par fi(x) = ke?-4; kelR.

4) 3y’+4y—6=0<:>y’=-§y+2.

4
Les solutions sont les fonctions définies dans IR par fi(x) = ke 3 ; kelR.
2

1 5.1
5) S5y =2y’ -—>y'==—+—.
) Sy =2y 2oV
5
Les solutions sont les fonctions définies dans IR par fi(x) = ke? —% ;kelR.

Wl)y’+5y=8<:>y’=~5y+8(a=-5;b=8)

Les solutions sont les fonctions fi définies dans IR par fi(x) =k ™ +% ; kelR.

y(O)=0c>k+§=Osoitk=--§.

. . s . . 8 5,8
La solution vérifiant la condition donnée est la fonction f(x) =—g e™ +§ .

)3y+y =-ly =-3y-1(@=-3;b=-1).
Les solutions sont les fonctions : fi(x) =k e -% ; kelR.

-3Log27 _

Comme y(Log27)=1<ke %= 1
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-3Log 27 4 3Log 27

soitke ;1 o k= <k =§ elo” =§x 27% =26 244,

La solution telle que y(Log 27) = 1 est 1a fonction f(x) = 26 244 & -—31—.

Ny =-y+l@=-1;b=1)

Les solutions sont les fonctions : fi(x) =k e™ + 1 ; kelR.

Commey(l)=e+1<ke'+1=e+1 < k=6

La solution telle que y(1) = e + 1 est la fonction f(x) =e*. e*+ 1 =e>"*+ 1.
4) 2y’ +11ly=4 <:>y*11y 2;(a —121 b=-2)

ll
Les solutions sont les fonctions : fy(x) =ke £l +—1— kelR
Comme y(-2) = -3 <>ke™ +i=-3<:>ke'” =-3-i=-3—7<:>k=-3-76” .
11 11 11 11
La solution telle que y(-2) = -3 est la fonction

11
g =-aner AT 4
11 11 11 11
La fonction f est dérivable sur IR. Vx € IR
W(x) =5¢"d’ou: PX)+3fx)+10e™=5e"+3(-5e")+10e™*=0.
Donc f est solution de I’équation proposée.

v ELa fonction f est solution de I’équation 2y’ + Sy = 10x — 1 si et seulement
si, Vx € IR, 2f7(x) + 5f(x) = 10x — 1.

5

Or f est dérivable sur IR et £(x) = -5 e +2.

La fonction f est solution de I’équation si et seulement si :
5

5
2(-5¢ 2 +2)+5Qe? +2x+m)=10x-1
Soit S\ m+4=-1 d’o0 m=-1.

5 5 1
)4y’ - S5y=2y == +— a=—;b==).
§;; )4y’ =5y = y’ 2773 ( 2 2)

les solutions de (E) sur IR sont les fonctions fi définies dans IR par
5

fu(x) =ke* -% ; kelR.

8

b) £(0) = 2 <::>ke°-%=-2 ek=-g

3%
la solution de (E) telle que f(0) = -2 est f(x) —-ge“ _% .
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24
VxelR, f(x)=-2e* .

X -00 00
£(x) -
fx) | .2

Donc &; admet une branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées.
2 \ .
y= -g est une asymptote a {rau voisinage de -c0

£(0) = -2 R

<V
It
1
v

'; a) fest la solution sur IR de I’équation : 3y’ — 6y =1

dong elle vérifie : 3£°(1) -6 f(1) =1
donc 6 — 6 f(1) = 1 et par suite f(1) =% .

b3y —-6y=1y =2y +%. (a=2; b=%) .
Les solutions sont les fonctions : fi(x) = k e —% ; ke IR

Comme f(1) =—2—<:>ke2 -%=%®kez =l k=e?
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D’ou la solution est f(x) =e™.e* -é ol encore f(x) = e**~? —% .

1) a) L’équation différentielle est de la forme y* = my + p avec m=-b
etp=a,

on en déduit la solution générale : |8(t)=ke™ +%=ke'2’3“°4' +90|.

b) La précision 8(0) = 20 se traduit par k + 90 = 20 ¢’est-a-dire k = -70.

() =-70e2217" 1 +90 |

2) La température atteint 80° si : -70e2°2'%"t +90=80
270 e-z,sleo“‘: =-10

2,32x10%t __ 1
e p————

7
Les deux membres sont strictement positifs : Ine*?'" ' =]n7
4 4
2,32x10*%=-In7 =710 w~8387,54
2,32 2,32

La température de 80° C est atteinte au bout de & 388 secondes c'est-a-dire
au bout de : 2 heures 19 minutes 48 secondes. ,
V 1) y’ = 2y — 6. Les solutions sont les fonctions f; définies sur IR par
fu(x) =k e + 3.
. xlin}o f, (x)=3 donc c) est vraie.

e f(0)=3 < ke’ +3 =3 < k+ 3 =3 k=0 donc il existe une solution f
définie sur IR par f(x) =3 tel que la courbe passe par la point (0, 3)
d’ou d) est vraie.

2YeLi’+Ri=EsT’ =-f1+_ ainsi les solutions sont les fonctions iy

R
définies sur IR par : iy (t) =ke Dy +§.

i(0)=0 ok+L=ook=-2.
R R

R R
d’oui(t) =-Ee L' +E=E-(1-e L‘) donc a) est vraie.
R R R
o :_EHE@i":_Ei’:_E _B.H.E)
L L L"L L
R’ ER_ 25 . 15

—1-—=——1———->=100i-60 donc b) est vraie.
2 2 2 2
L L' (05 (0,5
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Va) Vraie en effet :
x+1

(x)——e"' u'(x)= —e +——e",
X

done u(x) — w’(x) = (—x—) + (X—H)

X

u(x) — w’(x) =§-2—.

b) Fausse, en effet :
f vérifie £(x) = 2f(x) + e** . Pour tout x € IR, e**> 0 et f(x) > 0
donc £(x) = 0.

c) Fausse, en effet :
fx) =ke*+1, ,}Lnlo f(x) =1 donc y = 1 est une asymptote.

d) Vraie, en effet :
W +3f=1lf =-3f+—1-.
2 2

3
. , . . =x 1
Les solutions de cette équations sont les fonctions fi(x) =ke 2 +§.

P)=22PD)+3f(-1)=12.2+3.(1)=1
3 3
< f(-1)=-1 < ke? +%=-1 =N k=-§e'2.

3.2
done f(x) =-4e 2" 4L
3 3

1) a) L’équation différentielle (E) est de la forme y’ = ay + b.

: . o . A
Ses solutions sont toutes les fonctions f définies sur IR par f(x) = ce™ +¥

avec ¢ € IR.
A -A
b) Sachant que Q(0)=0< C +E=O©C=Y
A A A
d 1) =-= kt+ 1. -kt
onc Q(t) = . . k( e™)

c) Q’(t) —-—(-ke'k')=Ae'k‘.

VtelR, e'k‘> 0et AcIR. ona donc Q’(t) > 0.
La fonction Q est strictement croissante sur [0 ; +oo[.

tlim e*'=0 cark>0. Alors tlim Q® =—% .
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Interprétation : la quantité d’antibiotique dans le sang augmente au cours du
. . . A
temps et tend vers une valeur limite finie constante égale a =
2) a) L’unité de temps étant la minute

1A
60 60k ___<:>1_ -60k _
Q(60) = ( )= 7k e

N | —

1 1 1 1
o % =2 -60k=Log(~) < k=-—Log(—
2 g(z) 0 g(z)

1 1
orLog(=)=-Log 2 donc k=—Log 2.
g(z) g o 08

- A . e
b) La valeur limite est donc —= .On souhaite que cette quantité soit

Log2
4
égale a2 80 mg. Donc 60A —80<:>A~—82>< Log2=—Log2.
Log2 60 3
Au centiéme on obtient A = 0,92 mg . min™".
¢) La valeur limite est atteinte & 1mg prés lorsque Q(t) = 79. Comme

A
=80,
k

_Log2 2 Log2

Q)=80(1-e % ) Alors 79 =80(1 -¢ ¢ )

_Log2
S1-e @ t =—7—9-<:>L0g2t Log&80<>t= Log80
80 60 Log2

Donc il faut environ 6h 19min pour que la quantité limite soit atteinte
a 1 mg prés.

;; 1)(E):y’ —y=2sinx

Ep):y-y=0y =yoy=ce',celR.
2) g(x) = a sinx + b cosx, donc g’(x) = a cosx — b sinx
et g’(x) — g(x) = (-a—Db) sinx + (a — b) cosx.
Alors g est solution de (E) signifie : (-a — b) sinx + (a — b) cos x = 2 sinx,

—=—x60=2379,3 min

donc par identification {—a b 02 @{a ! donc une solution particuliére de
a-b=
I’équation (E) est : g(x) = -sinx — cosx.
3) f est solution de (E) signifie : f* — f = 2sinx.
or, g est solution de (E) ce qui signifie g’- g = 2sinx
Donc festsolutionde (E) & f —-f=g’ ~gof -g - (f-g)=0
< (f-g) - (f~g) =0 ce qui signifie bien que f — g est solution de (Ey).
4) a) Les solutions de (Eo) sont les fonctions définies par x> ce*, ¢ € IR.
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Or grice au 3) f solution de (E) signifie : f(x) ~ g(x) = ce®

Avec g(x) = -sinx — cosx, on en déduit que I’ensemble des solutions de

(E) est I'ensemble des fonctions définies sur IR par :

f(x) = -sinx — cosx +ce*; ¢ € IR
b)f(n)=0=0-(-1)+ce"=0c=-¢"

donc la solution vérifiant la condition initiale

f(m) = 0 est : f(x) = -sinx —cosx —e™ ™

soit f(x) = -sinx — cosx — e ™ ¥ %,

1) a) 2(0) = y(0) =3 et 2’(x) = [y’ (x) + y(x) I¢”,
Donc z’(0) = (-5+3) x 1 =-2.

b) z’ est dérivable (c’est clair) et 2’ (x) = [y’’(x) + 2y’ (x) + y(x)]e".

ory” = -4y’ ~3y, donc z”’(x) = 1 [-2y’(x)-2y(x)]e" = -2[y’ (x) *+ y(x)]e".
z°(x) =1 [-2y’(x) -2yle” = 2[y’(x) + y(x)]e".

Ainsi, on a bien z”’ (x) = -2z’ (x).

¢) On en déduit z’(x) = -2z(x)}+ C (C € IR).
En particulier : -2 =2(0) =-22(0) + C=6+C, donc C=4.
Ainsi z’=4 -2z

d) On en tire z(x) =2+ Ae> (Ae IR) et 3 =z(0) =2+ A donc A= 1
Ainsi z(x) =2 + ™.

2) D’aprés la définition de z
Onay(x)=¢". z(x) , donc y(x) = 2e™* + "

Vh et g sont dérivable par hypothese.
na g(x) = h(x)e™, donc g’(x) =h’(x)e™ — h(x)e™.

g est solution de (E,) < g’(x) + g(x) =X—'e"‘ :
n.

< h(x)e™ ~ h(x)e™ + h(x)e™ =X—'e"‘.
n!

n n

D S X )
oShE)e*= 'e"¢:>h’(x) =—~'—,care"¢0 sur IR.
n n!

n

b) D’aprés 1) a), on a h’(x) =£l— :
n

Par conséquent, la fonction h est de la forme :
n+l n+l

h(x) 1% -

n! n+l (n+1)!

Or, ona h(0)=0, donc k=0.

n+l

Finalement : h(x) =—F pour tout réel x.

(n+1

+k, ou k est une constante réelle.
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n+l

p
(n+1)!
2) a) ¢ - g est solution de ’équation de y’ + y =0

Si et seulement si, (¢ - g)" + (¢ - g) =0,

Si et seulement si, ¢’ -g" + 0 - g =0,

Si et seulement si, @’ + @ =g’ + g,

De plus, g(x) =h(x)e™ = e™, pour tout réel x.

n

. C X 4 . .
Si et seulement si, (¢” + Q)(X) =—¢€”, pour tout réel x, car g étant
n!

n

solution de (E,), on a (g’ + g)(x) =X—'e"‘ ,
n!

si et seulement si, ¢ est solution de (E,)
b) Rappel de cours : les solutions de I’équation différentielle y’ = ay sont
de la forme y = ke™, ot k est un réel.
Résolvons (F) : y’+y=0donney’ =-y.
Finalement : les solutions sont de la forme y = ke™, ou k est une constante
réelle.
c)D’aprés 2) a)et2) b) ,ona: (¢ - g)(x) =ke™.
done p(x) = g(x) + ke™.

n+l

(n+1)!

d) f'est solution de 1’équation (E,) ; en conséquence, f est de la forme :

()—( e

De plus, f(0) = 0 ; par suite,
plus, £(0) P o)

d’oli : @(x) = e™ + ke™, pour tout réel x.

*+ke™, ot k est une constante réelle.

' e*+ke®=0,d’o0 k=0.
n+1

X
(n+1)!

On en déduit que : f(x) =, e™, pour tout réel x.

Partie II :

1) a) f; est dérivable sur IR comme produit de fonctions dérivables sur IR :
£, )+, (x)=(Ixe™ -xxe™)+xe™ =e* =f,(x).
f; est donc solution de 1’équation différentielle : y’ +y = f,.

n

b) Posons P, 1a propriété : «pour n> 1, f(x) =X—'e"‘ ».
n!

¢ Pour n =1 et d’aprés IT) 1) a), fj, solution de 1’équation différentielle
1

y’ +y =1, est de la forme : fj(x) =xe™ = —T—le"‘.
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donc P, est vraie.

¢ Supposons la propriété P, vraie pour n> 1 donné et vérifions P, .
f, +1 est solution de I’équation différentielle y’ + y=f, et £, (0) =0,
f,+1 est donc solution de 1’équation différentielle y* +y

n n

=—X—’e"‘ et £ ,,(0)=0 car par hypothése de récurrence, f,(x) =x—'e"‘) .
n! n!

Ainsi £, . est la solution de (E,) vérifiant f, . (0)=0.

n+l
X -X

De la question I) 2) d), on déduit que f; + ;(x) = e”,
(n+1)!

n

) x" ,
Finalement : f(x) =—e *,pour tout n > 1 et tout réel x.
n!

n

X

2) a) On a f,(x) =—e¢™, pour tout n> 1 et tout réel x.

n!
¢ Raisonnons par encadrements successifs :
0<x=f1le-12-x<0
¢! <e* <1 carla fonction exponentielle est croissante sur IR.

n n n n

x* ., x" L X X
Ze'<x—e*<— car—2>0sur[0;1]
n! n! n! n!

n n

x" L X :
Ona0<—e*<—, car e' >0

n! n!

n

Finalement : 0 < f,(x) sx—‘ , pour tout réel x de [0 ; 1]
n!
e Onal<f(x) <X ,alors 0< £fn x)dx < Ex—dx,
n! n!

d’ou 0 <], Si' £x“ dx par linéarit¢ de I’intégrale
n!

n+l 1
0<Ty <L X | soit 0 < T, <-(——-0) ainsi: 0 <1, <—
n!| n+l1 |, n! n+l (n+1)!
e lim 1 =0;
X—>+00 (n+1)|
On en conclut, d’apres le théoréme des gendarmes, que : lim I =0.

b) D’aprés IT) 1) B), on a : f, +f, =f,_,, pour tout entier naturel non nul k.

En transposant, on obtient f; — fi_; =,

puis [ (£,(0-£,,(x)dx= [ £, dx,
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L—L_,=- J: f, (x)dx par linéarité de I’intégrale

T =[£,00], w = (6, ()£, O) =" -0) =

I .
donc Ik—Ik_1=~Eel

c) Calculons I, :Ip = f e™dx =[-e"‘.]; =-e'+1
Utilisons le résultat de la question précédente.

Il -Io=— %e-l

X"L:- -2‘1-!'6-‘

T By = L o
n- Ii-. (n 1)'
In —In-l —-_1_ eJ
n!
On ajoute membre & membre toutes les égalités :
n -1
L-I=- ie"—ie"-ie"- ........ 1 e"-—l-e" doul,—L=- Y-
o2t 3 (-1 n! ok
n -1 -1 n -1 n -1
On obtient ainsi : [ =-¢"+1- Y=+ 1.3 = .32
o k! 0! o k! = k!

n -1 n
d)Dapres 12 .0) L,=1- Y= ; dod I, = 1-@"Zl-
k! i k!
n ]

De plus lim I,=l-¢" x lim )

n—>+0 n—+2 4 = k!

Ord’aprés 1.2 .a) lim I,=0donc0=1-¢"' x lim Z%
n—>+0 o k!

n—r+w0
) . 1 1
Finalement lim Z—=—l=e
N+ £ k! e

a)y”’ + 9y =0est de la forme y’* + a’y = 0 avec a = 3 d’aprés le
théoréme du cous les solutions sont les fonctions définies sur IR par
f(x) = A cos 3x + p sin 3x ol A et p sont des constantes réelles.
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b)9y”+y=0<:>y”+%y=0 (a:%)

Les solutions sont les fonctions f telles que f(x) = kcos§—+usin—)3£, A et pdes
constantes réelles.
n’ T
)4y’ +my =0 <:>y"+—zy=0 (a=E).
Les solutions de cette équation sont les fonctions f telle que

f(x) =Acos (g x)+ psin(-gx) A et 1 des constantes réelles.

'; a) f(g—)=-2<:>Xcos§25+usin37n=-2<:>-u=-2®u=2

f'(§)=3@-3Xsin37n+3ucos§—2£=3<:>3?»=3c>k=1.

(car f"(x) = -3A sin 3x + 3 cos 3x).
La solution est la fonction f définie par : f(x) = cos 3x + 2 sin 3x.
b) f(0) = 0 donne A = 0.

f°(0) = 3 donne p =9 (car f'(x) =-%sin§+ucos§)

La solution est la fonction f définie par : f(x) =9 sin%.

1 NCE
¢) f{(—)=0 donne—Ai+—n=0
) (3) nne—=A+—p

f‘(1)=§ donne A=-1, donc p=+3 , d’oit f(x) = -cos (gx)+\/§sin(—72£x).

(E) 1y +4y=0. (a=2)
es solutions de cette équation sont les fonctions f telle que :
f(x) = A cos 2x + W sin 2x ; A et . des constantes réelles.
f’(x) = -2A sin 2x + 2 cos 2x.
*f(0) = 5 donne A = 5.
£°(0) =0 donne 2 = 0 < =0 donc f(x) = 5 cos 2x.
*g(0)=0donne A=0.
g’(0) =8 donne 2p = 8 <> pn =4 donc f(x) =4 cos 2x.

Q" + L Q =0 est de la forme y’’ + a’y = 0 avec a® =1,
CL CL

&0l Q(t) = Acos (—\/%t)+usin(—ﬁt).
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Wl)4y”+49y=0©y”+%y:0 (a=%).

donc les solutions sont les fonctions f telle que f(x) = kcos%erusin%x,

A et p des constantes réelles.

2) f'(x)=-%ksin’%x+—7-2&cos7—;. f(0) =-J2 donne A =-/2
f'(E)=0<:>—lksin(ﬁ)+—7—“cos(ﬁ)=0<:>7—\/zX+—7£u=0.
2 2 4 2 4 4 4
comme A=-v2 en remplagons, en trouve u=\/5

V2 x 2

donc f(x) = —\/5 cos7—x+x/5 sink=2(-—zcos——+—sin7—x)
2 2 2 2 2 2

=2(0053—750053+sin3—nsinj—)—(—)=2cos(ﬁ-—3ﬁ).
4 4 2 2 4
1) Si g(x) = ax cos X, alors g’(x) = a(cosx — X sin x)
et g’’(x) = a(-sinx — sinx — X cos x).
donc g est solution de cette équation si et seulement si, Vx €IR,
a(-2 sinx — x cosX) + ax cosx = sin x.

<:>-2asinx=sinx<:>—2a=1<:>a=-%.

La fonction g telle que g(x) =-—;— X cosx est une solution de (E) sur IR.

2)y”’ +y=0(E’). Les solutions de (E’) sont les fonctions
f(x) = A cosx + usinx, A et | des constantes réelles.
3) D’aprés 1) on peut dire que Vx €IR : g”’(x) + g(x) = sinx
f est une solution de (E) © Vx IR, {7’ (x) + f(x) = sinx
S Vx elR, (X)) + f(x) =g’ (x) + gx)
o VVxelR, -2 x)+(f-g)x)=0
<> f — g est une solution de (E’).
4) f — g est une solution de (E’) <> f(x) — g(x) = A cos X + W sin x

. 1 z
< f(x) = A cosx + L sinx -E x cos X avec A et 1 des constantes réelles.

Ona: f(x) =(-%) (cosx — X sin x) — A sin X + B cos X.

* La tangente a la courbe au point D(0, 1) est paraliele a la droite: y = x
< f0)=1
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Equations différentielles Solutions

f(0)=1donne A =1; f(0) =1 donne -%+u=l soit u=%.

La solution est définie par f(x) = -%x cosx +cosx +%sinx.

'z a)(E):9y”+y=O<:>y”+éy=0.

Les solutions sur IR de 1’équation (E) sont les fonctions définie par-
f(x) = Xcos%x+usin%x avec A et p des constantes réelles.
b) f(0) =0 donne A =0
I . x, p X n N . X
f'(x)=-—sin—=+=cos— f’(0) =3 donne —=3 < p=9d’ou f(x) =9 sin—.
) 7S Hyeoss 0) 3 B U f(x) 3

¢) On a g(x) =Xcos—§+usin§

g est dérivable donc continue sur [0, %], on en déduit qu’elle admet des
primitives sur cet intervalle.

Soit G une primitive de g : ona G(x) =3 lsin%-?ﬁucosg—.

. Erg(x)dx= (G ; G(g)—%-iB G(0) = -3
donc ﬂg(x)d —&—iB+3B

. fg(x)dx=o®A=B(\/§-2). . fg(x)dx=3<:> fg(x)dx=[G(x)]§.
i 3\/—

G(m)= 3Asm—-3Bco ———————A-— G(0)=-3
3 3 2
\/_

fg(x)dx—————A-7+3B=2<:>\/§A+B=2.

{A=B(\/§-2) J—z 23
V3A+B=2 |,_ (]
A z-ﬁ (f3-2)=-1.

B=

d’ou g(x) = —cos§+(2+«/§)sin—§-.
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Proposent pour chacune des notions
fondamentales du programme:

> Des rappels de cours

> Des exercices progressifs et classés par
thémes couvrant la totalité du programme

> Tous les corrigés des exercices et des

Oldanadl JS Anlae) A yida Ae gasmal! oikd
Azne ptd! Apualua¥

g3 gtael 338 a9 Al ciliaels <
@n‘_ﬁllas‘;ﬁ_g)ﬁad|w‘>mjaa;)hgym <
BLiSn @i (ya salil] 0805 A 750 Budd 5 LBl 0 g3 <
M ag Wiain LnMao] daly I Jilewallg e et JSI ] <

problémes détaillés et commentés.

Cycle de l'enseignement de base
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Cycle de l'enseignement secondaire cSeUl\ gulail\dls

1 Année

> Algeébre

> Géométrie

> Devoirs de contrdle
et de synthése

2'™ Année

® Section Sciences et technologie
de P’informatique
> Analyse
> Géométrie
> Devoirs de contrdle
et de synthése
@ Section Economie et Services
> Résumé de cours
+ Exercices corrigés
+ Devoirs de contrdle
et de synthése

3" Année

® Section Mathématiques
> Analyse
> Géométrie et probabilités
® Section sciences expérimentales
> Analyse et géométrie
@ Section techniques
> Analyse et géométrie
@ Section Sciences de 'informatique
> Analyse et géomeétrie
@ Section Economie et Gestion
> Résumé de cours
+ Exercices corrigés
+ Devoirs de controle
et de syntheése

BAC

@ Section Mathématiques

> Analyse

> Géométrie et probabilités

> Bac blanc
® Section sciences expérimentales

> Analyse

> Géomeétrie et probabilités
@ Section techniques

> Analyse

> Géométrie et probabilités
® Section sciences de I'informatique

> Analyse

> Géométrie et probabilités
® Section Economie et Gestion

> Résumé de cours

et exercices corrigés
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