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Avant Propos 

Cet ouvrage est conforme au nouveau programme officiel de la 4°" année 

secondaire, section Sciences expérimentales, applicable à partir de l’année 

scolaire 2007-2008. 

Le cour est bien entendu, nécessaire, et ses principaux résultats doivent 

être parfaitement connus avant toute chose. Mais il ne saurait suffire. 

Combien d'élèves a-t-on vu qui malgré une bonne maîtrise de leurs cours, ne 

parvenaient même pas à démarrer un exercice ? Dans la plupart des cas, ils 

manquent tout simplement de méthode. Le cour sans les méthodes, c’est le 

savoir sans le savoir — faire : ça ne sert à rien.Cet ouvrage est par conséquent 

nécessaire pendant l’année scolaire afin d’assimiler utilement le cours en vue 

des exercices, et à plus forte raison indispensable dans la perspective de la 
préparation aux devoirs et aux épreuves du Bac. 

Ce livre est un véritable outil de travail : 

> Les résumés de cours : rappellent les résultas essentiels illustré 

d'application directes pour surmonter les difficultés du cours. 

> Les réflexes : La plupart des élèves bloque souvent sur les mêmes 

difficultés, connaître les astuces et les réflexes qui les débloquent 

améliorera leur compétence. 
> Des exercices groupés par thèmes et par ordre de difficulté croissante. 

> Des problèmes puisés dans des situations réelles, de la vie courante, dans 

des contextes mathématiques ou en rapport avec l’environnement et ce en 

conformité avec les objectifs du nouveau programme. 

> Tous les exercices et les problèmes sont corrigés intégralement et 

commenté dans un langage simple et rigoureux. 
© Une règle d’or : 

Attachez vous à résoudre les exercices sans regarder le corrigé (éviter même 

le "petit coup d'œil"). Si au bout de 10 minutes vous n’y parvenez pas, lisez la 

solution puis refaites l'exercice quelques jours après, pour voir si vous avez 
vraiment cCOMpris. 

Nous souhaitons que cet ouvrage vous permettrait d'acquérir les bons 

réflexes, ceux qui vous donnerez l’aisance nécessaire pour aborder, avec 

confiance et sérénité, les devoirs de mathématiques. 

Nous conclurons cet avant - propos par une remarque frappée au coin du 

bon sens, empruntée au mathématicien George Polya, dont chacun devinera 

sans peine les destinataires : « De même que apprendre à ,nager , il faut se 

mettre à l’eau , pour savoir résoudre des problèmes , il faut en résoudre ».



Sommaire 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

wo cer [ins [re [se 
I Continuité et limites 5 8 13 

IT Suites réelles 27 31 40 

IT Dérivabilité 77 80 84 

IV Fonctions réciproques 100 103 110 

4 Etudes de fonctions 142 144 149 

VIT Primitives 171 173 177 

VII Intégrales 186 193 198 

pr | Fonction logarithme 213 216 225 
népérien 

IX Fonction exponentielle 257 260 267 

X Equations différentielles 295 299 306         
  

 



Continuité — Limites Résumé de cours 
  

  

  

Chapitre I 

Continuité et Limites 

D Limites : 

M Théorèmes de comparaison : 

« un réel fini ou infini, £ et £' deux réels. 

a) Si lim f(x) = +00 et f(x) <g(x) alors lim g(x) =+00. 
XD X—c 

b)Si lim f(x) = —-c et f(x) > g(x) alors lim g(x) =-0. 

c)Si|f(x)-L|<e(x)et Jim g(x) =0alors lim f(x)=e. 

d) Si lim f(x)={= lim g(x) et f(x) <h(x) < g(x) alors lim h(x) = 2. 

e) Si lim g(x)=#", lim f(x) = £ et f(x) < g(x) alors £<4". 

M Limites d’une composée: 

a et B désignent des réels, ou +,ou —oo, 

À désigne un nombre réel, ou +,ou —oo. 

Si imf(x)=f et lim g(y)=2 alors limgof(x)=À. 
x y xa 

M Asymptotes : 

e Si lim f(x) =£ (respectivement lim f(x} = {}avec £ (fini). 
X—>+00 X—>—00 

Alors la droite d’équation y = £ est une asymptote à la courbe de fen 

+ (respectivement en — co). 

e Si limf(x)=+0 avec (a fini) alors la droite d’équation x=a est une 

asymptote à la courbe de f. 

e Si lim [f (x) — (ax + b)] =0 (respectivement x — —-«) alors la droite 
XD +0 

d’équation y = ax +b, est une asymptote à la courbe de f en + 

(respectivement en —). 

IT) Continuité : 

M Définition : (Soit x, e D ; D est le domaine de définition de f). 

- fest continue en x, lim f(x) =f(x,). 
X—x9 

e fest continue à droite en x, lim f(x) =f(x,). 
X—X$ 

e fest continue à gauche en x, & lim f(x) =f(x,). 
XX5 

M Théorème: Si f est continue sur | a,b | alors f([a,b) = [m, M] 
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avec m la plus petite valeur prise par f(x) sur [a,b ] et M la plus grande 

valeur prise par f(x) sur [a,b |. 

M Théorème s : (Image d’un intervalle par une fonction continue). 
  

f continue et strictement 

croissante alors f() = 
f continue et strictement 

décroissante alors F(I) = 
  

  

  

  

  

        

I 

[a,b] [£(a),f() | [F().f()] 

[a,b[ | fx time(o| Jim, rte | 

Ja,b| Jim Fi (x) | im Go im 6] 

J-o,a] |]Itimf(x),f(@)] [fa),timf(x)[ 

Ja,+[ Ji foto | Jim f(x), lim 16) | 

J-,+| Hlim£(x),limf(x) [ Jim£(x), lim f(x) 
  

M Théorème des valeurs intermédiaires : 

e Si f est continue sur [a,b ] alors pour tout réel À compris entre f(a) et 

f(b), il existe ce]a,b | tel que f(c)=2. 

e Conséquences : 

Si f continue sur [a,b | et f(a)-f(b) <0 alors il existe ce J2,b{ tel que 

f(c)=0. 
Remarque : Si f est strictement monotone alors l’équation f(x) = À admet une 

seule solution. 

H Composée de deux fonctions continues : 

e Sifest continue en x, et g est continue en f(x,)alors go f est continue 

en Xo- 

e Sifest continue sur un intervalle ICR et g continue sur un 

intervalle J tel que f(D)CJ alors g° f est continue sur I. 

e Conséquences : 

Si f est continue sur I et pour tout x el, f(x) 20 

Alors Vf est continue sur Ï. 
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Réflexes : 

  

Situations Réflexes 

On peut essayer dans l’ordre. 

* on utilise les règles opératoires 

relatives au somme, produit, 

quotient, ou théorème des 
fonctions composées ou théorème 

polynôme ou rationnelles à l’infini 

ou les limites isuelles 

trigonométrique 
* Si on a toujours F une 

indéterminée on cherche à 

transformer l'écriture de f en 

factorisant et en simplifiant. 
* S’il y a des racines carrés on peut 

utiliser l’expression conjuguée. 

  

Déterminer la limite d’une fonction f 

en a réel ou infini. 

* Si on a la forme con peut 

utiliser le nombre dérivé. 

* On utilise les théorèmes de 

comparaisons. 

On peut utiliser le théorème des 
valeurs intermédiaire. 

Si f est strictement monotone la 

solution est unique 

Dans certain cas particulier on peut 

résoudre (second degrés) 

  

Justifier q’une équation f(x) = k 

admet au moins une solution sur 

(a, b] 
  

Dénombrer les solutions d’une 

équation f(x) = k.       
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ENONCES 

\/ 1) Calculer les limites suivantes : 

a) dim VX +2 ; b) lim Vx°+x—Vx?-1 
x—2 4/4x + 1 — 3 X—-0 

c) lim XX TX x" +17x d) lim Vx+Vx -Vx 
X—>+00 x° 1 

V/Caicuer les limites suivantes : 

Jx+1 Vx-1-1 
a) lim b) lim 

x=3 2x-6 ° x2 Xx-2 

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) =44x°-x+1 . 

ee x) _ ) 

  

Déterminer : a) lim g(x) et lim g(x). b) im et lim 

Soit f la fonction définie par f(x) = Fe x? +1—4Vx? 1. 

a) Calculer lim f(x). interpréter géométriquement le résultat. 
X->+00 

b) En déduire Jim (Vx? +1+4x7-1) sin (Vx? +1-4Vx?-1) 
x—>+00 

Déterminer les limites suivantes : 

c)limg(x)-2x. 

. . | .. Sin3x-si . - 
a)limx* sin — by lim SES one! TX 

+00 x û 0 2 + 

  

X 

  Sinen| =. oxinrcos| | f) lim sinx 
+co x +2 o X X—+0 x 

\A Démontrer que IVx +l- Vxl < 

2) En déduire lim (Vx+1-4x). 
3) Déterminer un réel positif A tel que, pour tout xeR, 

si x > À alors}Vx +1 -x|<107. 

x 
Y 1) Montrer que pour tout xeR,six21, alors: lé 

2 x+1 

2) En utilisant les théorèmes de comparaison, en déduire que : 

  pour tout xeR’. 

<1.  
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  a) lim SES D) lim} 
+o x +] +0 Vx(x+D 

Soit o(x) une fonction définie sur [1,+ | et vérifiant 

1x? <x/p(x)<2-x°. 

  Calculer lim œ@(x) ; lim (nelN') 

+ [oGl 
\Ÿ/ 1) Trouver deux réels m et M tels que : m < <M.   

3 — sin x 

X+Ssinx 
2) En déduire les limites suivantes : lim —— et lim - 

x2+03—5inx x 3-—sinx 

4 3 

NW/Soit f définie par f (x) _X 72x taxtb avec a et b, deux réels. 
(x-1) (x-2) 

1) Déterminer les valeurs de a et b, pour que Him f x)=3 et limf(x) =7. 
x x—2 

  

2) Pour les valeurs de a et b, trouver : 

a) Montrer que pour tout x EIR - {1,2} ; f(x)=x"+x+1 

b) Retrouver alors la limite de f en leten 2. 

c) Peut on prolonger f par continuité? 

y Indiquer la bonne réponse sans justification : 

D) fG) = Vx six e [0,4]. 
f(x) = À si x € J4,8] 

fest continue sur [0,8] lorsque X est 

[a] égale à 4 [b] égale à 2 égale à 0 
2) L’équation x° + 2x — 7 = 0 admet 

[al une unique solution dans IR [b] deux solutions exactement dans IR 

Trois solutions distinctes 

x- 1 

Vx-1 
fx)=x-1si x < 1 alors 

3) f(x) = six >   

[a] f est prolongeable par continuité en 1 

[b] f n’est prolongeable par continuité en 1 

lim 00 = 1. 
xl*
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Vrai — Faux 
Justifier votre réponse. 

1) Soit f une fonction strictement décroissante sur l’intervalle [0,1] 

tel que f(0) = 2 
a) Si f est continue sur {0,11, alors pour tout réel k l’équation f(x) = k admet 

une unique solution dans [0,1]. 

b) Si f(1) < 0 alors f(x) = 0 admet une unique solution dans [0,1] 

c) Si f est continue sur [0,1] alors l’équation f(x) = 0 peut avoir deux 

solutions [0,1] 

d) Si f est dérivable sur [0,1] et f(1) = -2 alors il existe un unique réel a tel 

que f(@) = 0 
2} Soit g un fonction dont le tableau de variations est : 

X Fe -2 0 1 2 4 + 00 

us | 
g@X) ii, LATT 

0 LE -0 

  

a) L’équation f(x) = 1 admet une unique solution 

b) L’équation f(x) = - 3 admet une unique solution 

c) L'image de 10,41 est [0,+oo[ 

d) Le signe de f est : 

x |-o 2 0 1 4 +00 

wi 4 [+ +: 
VE soit: x x? -2x+2-1 

X —COSX 

1) Montrer que pour tout xel1,+00[ ; 

Vx?-2x+2-1 x? —2x+2-1 
<F(x)< 

X+1 @) x—1 

2) Déterminer lim f(x). 

V1+ x - 
f est la fonction définie sur D= [-1,0 [Ü ]0,+c0 [ par f(x) = MItx 1 

X 

a) Montrer que pour tout x de D, f(x) = 1 
1+x+1 

  

      

b) Etudier la limite de f en 0. 

c) La fonction f est telle prolongeable par continuité en 0 ? Si oui défini 

ce prolongement. 

10
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Déterminer dans chaque cas le domaine de continuité des fonctions 

h=foget k=gof. 

a) FO) = Va x? et gx) = 2 tÎ 
x —3 

b) f(x) = vx et g(x) = sin x 

\ Soit la fonction numérique définie sur [1,+ c | par f(x) = 5 I . 
x 

1} Déterminer le domaine de continuité de f. 

  

  

2) Montrer que pour tout x >1on a : O0 <f(x) s— : 

3) Soit ia fonction g(x}) = cotg (rf(x)). 

a) Etudier la continuité de gsur [1,+0|. 

b) Calculer lim g(x)} ; lim g{x). 
x—1* X—>+00 

9x? 
  \7 f la fonction définie sur IR” par f{x)= 2x + 

a) Etudier la continuité de f en 0 

b) Peut-on prolonger f par continuité en 0. 

7/00 _ 2x +1 | 

x-1 

1) Dresser le tableau de variation de f. 

2) Déterminer f([2, 31) ; f(1, 4) ; (0, 1[). 

NY soit f la fonction numérique de la variable x définie 

par f(x) = 4x° “3x4 

  

#1) fl). 1) Calculer ri OC 

En déduire que équation f(x) =0 admet trois racines distinctes dans ]- 11|[ 

et encadrer chacune de ces racines dans un intervalle. 
2) Calculer sin 3t en fonction de sint. 

En posons x =sint dans l'équation f(x) =0, déduire les racines de cette 

équation sous forme trigonométrique. 

V On considère f(x} = x (x° — 6x + 1) définie sur IR. 
1) Déterminer la fonction f puis f” 

2) Démontrer que l'équation 4x? — 12x + 1 = 0 admet exactement trois 
solutions. 

I
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En donner un encadrement d’amplitude 10”. 
3) En déduire le signe de la fonction f’ puis le tableau de variation de f. 

4) Conclure le nombre de solution de l’équation x(x° — 6x + 1) =-1 

Vo la fonction définie par f(x) = x Vx +3 

1) Déterminer le tableau de variation de f. 
2) En déduire que l’équation f(x) = 1 et f(x) = 3 admettent chacune une seule 

solution. 

On donnera un encadrement d'amplitude 107. 

3) Déterminer l’ensemble des valeurs du paramètre m pour les quelles 

l'équation xx + 3 + my/m +3 = 1 admet une unique solution réelle. 

12
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CORRIGES 

NA a) f(x) = PRE au voisinage de 2, f(x) se présente sous Ja 
x+1- 

ue .., 0 
forme indéterminée 0 

  

(xx +2)(x+4Vx+2)(V4x +1 +3) 

(ax +1-3)(V4x +1+3)(x + x +2) 
to = =x-2)(Vax+1+3)_(x-2)(x +1) (V4x+1+3) 

(4x-8)(/x+2+x) 4(x-2)(Vx +2 + x) 

(x +1) (4x +1 +3) 

lim(x +1) (4x +1+3)=3x 6-18 et lim 4(x +2 + x) 216. 

Alors lim f(x) _182 
16 8 

b)f(x)=Vx? +x - 4x? 1 au voisinage de —æ, f(x) se présente sous la 

forme indéterminée + 00 — 0, 

o (xt rx dx D (xt 4x + x? 1) 
On peut écrire f(x} = 

Nx? +x +4x?7 1 
x+1 L x +1 

2 2 xt 4x + Ve? 21 ODA 
x x 

pour x <0 on a Ÿx°? =|x|=-x d’où pour tout x <0, 

1 
_ “eh += 

f(x} = 
Î D. cxfiae x fi 142 + 1 ++ 1-1 
x x 

Comme lim el et lim +2 

  On peut écrire f(x) = 

  

Soit f(x} = 

  

  

  soit f(x) =   

pour x #0 
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donc lim f(x)= 3 
X—>—00 

Vx*+1- NE 

xt +) (he ee ï) 

Pour tout x > 0 on a : f(x) = : 
x —] 6 1 1 

Soc 

[= 

d'où (x) = — 
4 1 

X FE 

1 1! 1 . 
lim .1+——-—=1]et lim x*|1--—|=+00 donc lim f(x)=0. 

X—> +00 x* X X +00 x° XD +0 

d)f(x)= x + Vx X — 

x + vx = x) (x + Vx +Vx) 

(dx + x +4) 

EG) = x _ x _ Vs 

Vas x + x feE)v A 14 : 

  
| 
=
 

F
T
 

  f(x) = 

  

Vx x 

d’où Lx) = 1 7 
1 

1+—— +1 

| vx 
. 1 . 1 

Comme lim ,1+—— +1=2 donc lim f(x) =—. 
X—>+00 x X—>+0 2 

p
i
 

  

2-4/x+ 
Ÿ/° f(x) = 3 = , au voisinage de 3, f(x) se présente sous la forme 

X- 

indéterminée ©. On peut écrire f(x) _G-vxtD@+Vx#t) 

0 2x-3)2+ x 41) 
-&=3) L 

2(x-3)(2+4/x+1) RS ) 

14 

  f(x) =
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. . … 1 
Lorsque x tend vers 3, cette expression a pour limite 3 

Vx-1-1 
x-2 
  b) g(x)}= , au voisinage de 2, g(x) se présente sous la forme 

. 1e .…_, 0 eo 
indéterminée + . On peut écrire : 

et = LDC) x-2 
(x-2)(/x-14#1)  (x-2)(/x-1+1) DE 

D'où help. 

\/ * lim4x? -Xx+1= lim 4x” =+c0 et lim Vx=+c0 donc lim g(x)= +, 
X +0 

  

  

* De même en +co, lim g(x)=+ 00. 
+00 
  

bat he (14 2x a+ 
X X X X 

| 1 1 
X4f4-—+— 

0 8G) LV x x _ lat 
X X 

Pour x > 0, 
x 

bimd+ ï =4 donc lim gG @ 
+ 

Pour tout x < 0 ; Fo = me) ) _ 

c) gx) — 2x FF -x+1-2x,en+o cette expression se présente sous la forme 

indéterminée +co -co. 

(Va x+1-2x [ee -x+1 +2x) 4x? -x+1-4x2 

(Ja -xti+2x) Vax?-x+1+2x 

1 
L x+] L xXÇI+) 

Vax?-x+1+2x xl ali ox 
X x° 

  g(x) -2x= 

  or x>0 donc x|= 

15
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+4 
D'où g{x) -2x = X 

Lil 
X X 

Le numérateur tend vers -1, le dénominateur tend vers 4 

D'où limg(x) DE 

NA =D +142 20) 2 
Vx?+1+4x? -1 Nx?+1+4x?-1 

limVx? +1=+00 et limvVx? —1=+00 
+00 +00 

Alors limf(x) =0 

  

D'où la courbe de f admet une asymptote d’équation y =0 au voisinage de 

+00, 

b) lim (x? +1+4Vx? -1)sin(f(x)) 
X—>+00 

= lim £(X)- PERTE PORT YE LEO) 
f(x) 

=lim2 fx) =2 car lim f(x} =0 et lim sin X 
+00 f(x) X—+00 

    =] 

2. Î : . 44 ee 
a) x” sin— se présente au voisinage de + sous la forme indéterminée 

X 

co x Ô, carlim-L=0 donc lim sin L=0. 

  

    

  

  
  

+0 X. X— +0 X 

. 
sin(—) 1 sinx 

Maisona: x”sin(—)=x. 8 or lim —=0 et lim——=1. 
X x +00 3 x0 x 

X 

… 1 . 
sin — sin — 

Donc lim Z=1 d'où lim x =+00, 
X—>+00 X—+c0 

X X 

. Ssin3x-sinx .. sin3x sinx 
b) lim =lim - =3-1=2. 

0 X 6 X x 

._ T-X TH T . T-Xx 
c)lim =— et limcosx=cos—=0 donc limcos =. 

0 2+x x 2 o 2+x 

16
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d) lim ml et limsin x = 0 donc imein[ BE Lo. 
x +2 +o x + 2 X—7 + 

    

1 
e) On a : -I<cos—<1, on multiple par un réel positif /x . 

x 

d’où x <Vx cos 1< X comme lim x =0 et lim -1/x =0 
X x 

donc lim x cos = =0. 
X 

P Ona:-1<sinx<1 donc en multipliant par un réel positif L . 
X 

1 sinx I _ 1 1 .. Sinx 
On a:-—< <— comme lim-=lim——2=0 donclim——-=0. 

X X X + X Ho X +2 X 

6 1) Pour x>0, re = ÉD OP 

1 

dxti+vx 

Pour x>0 ona x+1>x donc Vx+1>Vx 

d’où Vx+1+Vx> vx + vx. 

1 1 
———————— < ——— 

Vxr1+ vx 2Vx 

on a : Vx+1-Vx2>0 donc Net Veste 

1 

2x 

2) On sait que pour tout x >0 on ax +1-Vx)< 

et lim 1 = 0 donc limŸx +1-—4x =0. 
+00 2*x +00 

3) Pour que IVx +1 - x] <10"Ÿ il suffit que 

  

  

par suite 

  on a donc prouvé que x +1- Vxl < 

1 
2Vx 
  

  

<10   

24% 

  Pour tout x >0, <10 24 x >10° & x > 500 
2Vx 

ou encore x > 250000. 

Si x > 250000 alors x +] - x <10, 

17
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Solutions 

\S Il suffit de calculer : 

X — 1 X 1 x—1 
—1= et ——= 

x+1 X+1 x+1 2 2(x+1 

Si x21 alors x+1>0 donc <0 on en déduit que <1 
X+1 x+1 

«Si x2>1 alors x-120 et x+1>0 d'où 1 >6 
2(x +1) 

Lu: 1, 1 x 
on en déduit que >— d'où —<—<i,Vx2>1 

x+l 2 2 x+1 

2) a) Pour X>1 ona <<] et Vx >0 
2 x+l 

d'où EX cr 
2  x+l 

à l’aide de l'inégalité x VE de lim VE 2 400 
x+1 +0 

on en déduit que lim xx = +00 
+0 Xx+1 

Des Ets x >0 

  

x +1 

Alors XL 
“E rern a +1) L 

Comme fim——— = lim =0 alors lim ——— 
+00 LE +00 Fe +00 Fa 

\7 <x2 p(x)<2-x° or x? >0. 

1 
d'où —-1<œ{x) <2 1 

X X 

et RES donc Himç(x)=-1 
+0 x +0 x 

e limp(x})=- 

  

  

Si n est paire alors limlo(x}|" =1 d’où lim 2 —=2 
+ +0 lo(x)] 

Si nest impaire alors lim[o(x}]" =-1 d’où lim - 
+0 ® [o GT 

18
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\ A on sait que —1<sin x <1 ou encore —1<-—sin x <1, en ajoutant 3 on 

1 

3—sin x 
  obtient : 2<3— sin x <4 donc 1, 22 

On choisit m=l et M=i. 
4 2 

1 . ue 
2)eOna: 1 1 I en multipliant par x>0 

4 3-sinx 2 

, + À x X nn: SN X 
d'où —<———<— comme lim—=+0 d'où lim——— = +00 

3-—-sinx 2 +0 À +9 3—sinx 

e On sait que -1<sinx <1 

d’où x-1<sinx+x<x+l 

quand x tend vers + alors x -1>0 et x+1>0 

: 1 1 1 
x—I<snx+x<x+1let —-<—— <— 

4 3-sinx 2 

tous les membres sont positifs, on multiplie alors membre à membre, 

. Xx—] snmx+x x+l 
on obtient : — <———<   

3-sinx 2 

x—1 snx+x 
Comme lim =+00 d’où lim +00. 

+ 4 +0 3-—sinx 

Ÿ\Y UA * lim x°-2x°+ax+b=atb-1 et lim (x-1)(x-2)-0 

alors lim x) est finie que lorsquea+b-1 = 0, soit a =1—. 

  

* lim x°-2x°+ax+b=2a+b et lim(x-1)(x-2) = 0 

alors Him f(x) est finie que lorsque 2a+b = 0 

or a=1-b d'où 2-2b+b-0 ou encore b=2 et a=-1. 

x°-2x°-x+2 

(x-1)&-2) 
On remarque que : 1*-2.1*-1+2=0et2%-2.2-2+2=0 
Donc 1 et 2 sont des racines de x“-2x°-x + 2. 

x°-2x°- x +2=(x- 1)(x - 2)(cx?+ dx +e) 
= (x2- 3x + 2) (cx?+ dx + e) 

= cx+ (d - 3c) x° + (e + 2c - 34) x° + (-3e +2d) x + 2e. 
Par indentification, on obtient : 

c=letd-3c=-2ete+2c-3d=0 et -3e+2d=-1 et 2e=2 

c=lete=l et d=1 

(x-1)(x-2)(x 7 Hx+1) _ 

(x-1)(x-2) 

2) a) f(x)= 

Par suite, f(x)= x?+x+1. 
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Continuité — Limites Solutions 

b) limf = lim x? +x+1=3 
x} x 

lim f =limx* +x+1=7 
x—2 x 2 

f est une fonction rationnelle donc continue sur D:= IR-{1,2} 

comme limf =3 , imf =7 
x—?2 

alors on peut prolonger f par continuité il suffit de choisir la fonction g 

gx) = f(x) sixelIR {1,2} 

définie sur IR par : < g(1) =3 

gQ2)=7 
\r, La réponse est b 2) La réponse est 3) La réponse est b 

1) a) Faux : f strictement décroissante sur [0, 11 et f(0) = 2 donc f(x) <2 

Si k = 3 alors f(x) = 3 n’admet pas de solution. 
b) Faux : f(1) < 0 et f(0) = 2 > 0 et f est strictement décroissante mais f n’est 

pas continue alors f(x) = 0 peut ne pas avoir des solutions. 

c) Faux : f est continue et croissante donc f(x) = 0 admet au plus une 

solution. 
d) Vrai : Si f est dérivable sur [0, 1] alors f est continue sur [0, 1] 

(0) x f(1) = -2 x 2 < 0 et f strictement décroissante. 

donc il existe un seul &e [0, 1] tel que f(a) = 0 

2) a) Faux : f(x) = 1 a deux solution l’une dans ]0, 2] et l’autre dans [2, +cof 

b) Faux : f(x) = -3 a deux solution l’une est 2 et l’autre dans ]-2, 0] 

c) Faux : f(]J0, 4]) = [-3, +oo[  [O, +oo[ 

d) Vrai : car x <-2 on a f est croissante alors f(x) > f(-2) = 0 donc f(x) > 0 

de même pour ces autre intervalles. 

ljeOna: VxelR, -1<cosx<1l ouencore -1<-cosx<i 

d'oùx-1<x-cosx<x+i 

Pour x>-lona x-1>0,x-—cosx >0 et x+1>0 

<—1 1 
X+1 X—cosx x—l 

ex? —2x+2=(x—1)" +1 

pour x>1 alors (x—1)*+1>1 d'où vx? -2x+2>1 

par suite Vx° -2x+2-1>0 

x?-2x+2-1 x? -2x+2-1 x? -2x+2-1 
x +] _ X—COSX _ x—1 

    donc 

  

  donc 
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Continuité — Limites Solutions 

x? -2x+2-1 x? —2x+2-] 

  

  

  

On en déduit que ———— <#{x)< (1) 
x +1 x] 

m2 M ie 
2) lim = lim 3 or x>0 

+2 x +1 + x+1 

2 (pi) [rZ 2 
X x X 

= lim ST 
+00 1 + 1 

fi? l+— 
X x 

PS | 

x? -2x+2-1 PTE 
et lim = lim x =] 

+ x—l +00 1 

X 

etona (1) d’où lim f(x) =1. 

\Yo tx et MOVIE +0) 
x(VI+x +1) 

_ VX AA 1 
x(VI Ex +0 xx) Vixl 

b) lim f(x) = lim l 
1 

x20 14x41 2 

c) lim 5 alors f est prolongeable par continuité en 0 il suffit de choisir 

  

g définie sur [-{,+00{ par : g(x) = f(x) si x # 0 et g(0) = = 

VS fG)= Va x? et Def eIR telque4- x? > 0}=[- 2,2] 

eo = TT et De = \8}. 
x —3 

°xk—4- x? continue et positive sur [-2, 2] donc f est continue 

sur [-2,2]. 
eg est rationnelle donc continue sur IR \ &}. 

soit D le domaine de continuité de h est l’ensemble des x eR \{3} 

tel que g(x)e[- 2,2]. 
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Continuité — Limites 
Solutions 

  

  

  
  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

  

  

mel221e -2< 2 le2 & lire -2<ÈÈ 
x —3 x —3 x —3 

ou encore #*1_2<0 eæ0<2Tl42 
X — X— 

équivaut à = Ÿ7 <0 et 3x5 0. 
x — 3 x —3 

5 
X 0 — 3 T  +o 

3 

—x+7 + + + — 

x —3 - — D + + 

3x —5 —_® + + + 

—Xx+7 + | 

X —3 c 

3x —5 + 
® - + + 

x —3         
d'où D= | 22 lup.+ œ| 

soit D' le domaine de continuité de k c’est l’ensemble des x € [-2, 2] tel 

que f(x)ER \ {3}. 

f(x)=3 &V4-x7 =3e 4-x?=9 & x° =-5 impossible 

donc f(x) #3. 

On en déduit que D'= F- 2, 2] . 

b)f(x)= Vx est continue sur [0, + œl 

g(x)=sin x est continue sur MR. 

D le domaine de continuité de h c’est l’ensemble des xe IR tel que 

g(x) € [0, + cf. 

g(x)>0 € sinx20 & xef2kr,r+2kr], keZ 

d’où D={ J{2kx, x + 2kr] 
keZ 

D' le domaine de continuité de k c’est l’ensemble des x € [O, + œ| tel 

que f(x)eR. 

d'où D'=[0,+ œf. 

22



Continuité — Limites Solutions 
  

\: 1) x1— x? -1 et continue et positif sur [1,+ cl 

donc x1——+1x? -1 est continue sur fl, + co 

1 . . ‘ 
X Rs rationnelle continue sur IR° donc sur |1,+ œo| 

X 
on en déduit que f est continue sur [L, + cf. 

2) Pour x>1ona 2x>0 et Vx°-1>0 d’où f(x)>0 

vx?-1 1 Vx?-1-x _(Vx?- —x)(Vx? -1+x) -] = <0 
2x 2 2x 2x(Vx°? -1+x) 2x(Vx? -1+x) 

car: pour x>lona 2x>0 et Vx°-1+x>0, 

2 
x Lt 1 

2x 2 

3)x I cotgx est continue sur IR \ fer; k € 2}. 

f est continue sur fl, + œ[ et nf(x)eR \ fer, k € 2}. 

  On en déduit que 

Comme 0<f(OST alors 0<m(sT 

d’où vxe |1,+ co on a rf(x)zkr, keZ 

On en déduit que g est continue sur Îl,+ of. 

4) limf(x)=0* alors lim cot g(nx)= +0. 
it x—0* 

car limcosnx =1 et limsin rx =0* d’où limg(x}) =+0c0 
0* 0* it 

…_… 
limf(x) = im — = 2 et Em cotg (rx) =0 

2 

d’où limg(x)=0. 
+00 

Ÿ7 0 Ona: V9x”=3|x| 

2 
3 

X X 
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Continuité — Limites Solutions 

lim f(x}= lim 2x 43% (car x>0—=|x|=x) 
x x—0° x—0 

= lim 2x +3 =3 
x—0* 

x—0° x—0" 
lim f(x) lim 2x+ 2X (car x SO —|x|=-x) 

x 

=lim2x-3=-3 donc limfzlimf 
x—0 x—0* x20 

d’ou f n’a pas de limite en 0 par suite f n'est pas continue en 0. 

b) On ne peut pas prolonger f par continuité car lim f n'existe pas. 
X— 

XP fG)= 2x +1 

x-1 

f est une fonction rationnelle donc continue dérivable sur IR\ {1} : 
1)- + - r'to=2E 1) Ex 1) __-3 

@&-1) (x-1) 
lim f(x) =2 =limf(x) ; lim f(x) =+ 00; lim f(x) = 00 
0 +0 1f U 

  

<0: 
, 

  

X co 1 +00 

F0 - - 

fx) [2 +00 

  

  

        
    
2) * f est continue strictement décroissante sur [2, 3] et ]1, 4] et ]-c, 1[. 

Donc f([2, 3]) = [f(3), f(2)] et (11, 4]) = [f(4), lim£Go)l 

or A)=5 12) 5:14) 3: = ter (2,3)= 15,5] et IA) = [Bt 
* f(- ,10=]Jlimf(x) lim f(G)[=] — 0 ,2[. 

Vus «m3 
comme f(—1)-f(1) <0et fest continue sur IR alors il existe des solutions 

}- il, 1] tel que f(x) =0. 

| 1 
f est continue sur | — 1,-— 

l = ilexistex, 5 rare o=0 

s(--1(-5)<0 

À 1 1 1 . . 
de même sur 732 et sur 3°! donc il existe trois solutions 
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Continuité — Limites Solutions 
  

X] ch X2 cr et x; cp de l’équation f(x} =0. 

2)sin3t =sin(t +2t)=sintcos2t+costsin2t 

= sint(1-2sin? t)+2cos? tsint 

= sint —2sin° t+2(1-sin° t)sint 

= sint-2sin° t+2simt-2sin t =—4sint+3sint. 

Ona sin3t=-4sin° t+3sint et on pose x=sint, xe|-11[ 

on obtient 4x° —3x+sin3t=0 Donc sin3t == 

équivaut à = + 2kr ou tr + 2kn; keZ 

ou encore =, 2kr ou 4-27, 2kr, keZ 
18 3 1 3 

. TT . . ST 
Xj=—Sin— , X, =SiN— , X, =sin — 

18 18 18 

VY Fest une fonction polynôme donc dérivable 2 fois sur IR, 

f(x) = x° — 6x2 + x alors P (x) = 4x? — 12x + Let P’(x) = 12x2 - 12 
2) 

-1 b 1 

® _- D + 

u  LLATT 
D’après le tableau , f s’annule exactement trois fois. 

L’équation 4x° — 12x + 1 = 0 admet donc 3 solutions a, b et c avec 
-18<a<-1,7 ; O<b<O,I ; 16<c<i,7 

3) 
X -c0 a b c +00 

FC - + 

+00. 

ET 
(b) +00 

f(x) uk LA A, LT 
(a) (c) 

f(a) = -10 ; f(b) = Det f(c) = -7 

4) x -6x+1)=-1 f(x) = -1 
* f continue est strictement NN sur ]-c , a] et f(a) =-10 

> Il existe un seul & € ]-w , a] tel que f(a) = -1 

De même pour les autres intervalles 

25 

X -00 

°C) 

+00 
  

-{
--
10
 

  

f(x) T
r
 

      

  

  

     



Continuité — Limites Solutions 
  

On conclu que f(x) = -1 admet exactement 4 solutions une dans chaque 

intervalle. ]-o , a [; Ja, b[ ; Jb, cf ; Jc,+oo[ 

  

Ÿ 21 7 o. 3(x +2) 
1) fest dérivable sur ]-3,+00[ et F (x) = 

œ 2x +3 

x -3 -2 a, +00 

f@) || - ® + 
0 +00 

f@) K, TT 
2 1 

  

  

    
2) Sur ]-3,-2] f est continue et strictement X 

Donc f(1-3,-2]) = [-2,0[or ! et 3 & [-2,0! 
donc f(x) = 1 et f(x) = 3 n’admet pas de solution sur [-3,-2] 

Sur [-2,-+00[ f continue et strictement croissante 

f([-2,+00) = [-2,-+00[ or 1 et3 € [-2,+00[ 

donc les équation f(x) = 1 et f(x) = 3 admet une seule solution alors [-3,+00[. 

*f(H=l1Sxza et 0,53 <a <0,54 

*f(x)=3Sx=b et 1,42 <b < 1,43 

3) x x +3 + mm +3 =1 
SxvVx+3=1-myUm+3 

& f(x) = k avec k = 1m Vm+3 = 1-f(m) 

f(x) = k admet une unique solution réelle si et seulement si k > 0. 

k>0&1-f(m >0e f(m)<lémetf-3al. 
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Les suites réelles Résumé de cours 
  

  

  

Chapitre II 

Les suites réelles 

D) Généralités : 

Définition : Une suite numérique est une application de IN (ou une 
partie de IN ) dans R. 

M Une suite peut être définie, entre autres : 

- Une façon explicite : U, =f(n), ou f une fonction définie sur [0,+ | 

- Par récurrence : U, est donnée et U,., = f(U, ); fest une fonction. n+] 

M Monotonie: 

Une suite numérique U est: 

e Croissante si et seulement si pour tout neIN, U, <U,,,. 

+ Décroissante si et seulement si pour tout neIN, U, 2 U,... 

+ Constante si et seulement si pour tout ne IN, U,,, =U,. 

e Strictement croissante pour tout neN, U, <U,... 

e Strictement décroissante pour tout ne IN, U, >U n+l” 

M Suite bornée : 
Une suite numérique U est : 

- Majorée par un réel M si et seulement si, pour tout ne IN, U, <M. 

- Minorée par un réel m si et seulement si, pour tout n eIN, U, >m. 

- Bornée si et seulement si elle est à la fois majorée et minorée. 

ID) Suites convergentes : 
R Définition : Une suite U est convergente si elle admet une limite finie £ 
quand n tend vers + co. 

M Théorèmes de comparaison : 

e Soient U et V deux suites, { un réel. 

Si à partir d’un certain rang, On a : U, — { <V, et lim V, =0. 
Nn—>+00 

  

alors HmU, =é£. 
+00 

e Soient U, Vet W trois suites, et £ un réel ; 

Si lim U, ={= fim V, et U, <W, <V,.alors lim o, =£ 
+00 1 —>+00 n>+00 

e Soient U, V deux suites tel quelimU, =£; limV, ={" 
+00 +00 

Si à partir d’un certain rang U, <V, alors £<{. 
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Les suites réelles Résumé de cours 
  

  

  

  

M Théorèmes de convergence : 

e Toute suite croissante et majorée est convergente. 

e Toute suite décroissante et minorée est convergente.   
  

  

B Théorèmes : 
e Si(U,) est une suite convergente vers £, f est une fonction continue 

en £ et U, € D, (D domaine de définition de f), alors F(U,) 

converge vers f(£). 

e Uest une suite, si lim U, =£ et U, >0 (à partir d’un certain rang). 
+0 

alors £>0. 

e f une fonction définie sur D, f continue en {. 

On considère la suite U vérifiant f(U,)=U 

Si la suite U converge vers £ alors £ est une solution de l’équation : 

f(x)=x ou encore f(£)=2£. 

n+l° 

M Définition : Une suite est divergente si et seulement si elle n’est pas 

convergente, c’est-à-dire lim U, est l'infini où n’existe pas. 
+0 

M Théorèmes de comparaisons : 
e Soient U et V deux suites et à partir d’un certain rang 

Si V, SU, et lim V, =+0 alors lim U, =+0. 
n— +0 n—>+00 

e Soient U et V deux suites et à partir d’un certain rang 

Si V, SU, et lim U, = —00 alors lim V, = —2 , 

n—>+00 n—+c0 

H Théorèmes : 

e Soit f une fonction si lim f(x)=@ alors la suite de terme général 
X—>+00 

U, =f(n) à pour limite a («x peut être finie ou infinie). 

NID) Les suites adjacentes : 
° Définition : on dit que deux suites (U,) et (V,) sont adjacentes lorsque l’une 

des deux suites est croissante et l’autre est décroissante et lim (U, -V,)=0 
n—+c0 

eExemple:nelIN ; U,= 1 et V,= 1+L 
n Va 

Montrer que U et V sont adjacentes. 
n+n+ 

Solution: U,,-U,=(1-—)- (ele. lle ntnti Los 
n+1 n  n+l n  n(nti) n+i 

alors (U,) est croissante . 

  

28 

 



Les suites réelles Résumé de cours 
  

  

  

1 1 -Vntitn, VV, 
mr nt Vn ho+D. 

carn+i >n d’où (V,) est décroissante. 

°HimU, -V, =limd 1-10 
+00 +00 n Ja 

û 0 

Donc les 2 suites sont adjacentes. 

+ Propriétés : 

1) Deux suites adjacentes sont convergentes vers une même limite L. 

2) SiU et V sont 2 suites adjacentes et U est croissante et V décroissante 

alors : 

* U, < V, 

*VneIN,pelIN, U<L<V,. 

* Réflexes : 
  

Situations Réflexes 

* Etudier le signe de Us, - U, 

ou * Si U, = f{n) , étudier le sens 

de variation de f sur [0,+o0[ 

ou * Si tous les termes sont positifs 

  

Comment étudier la monotonie d’une U 
suite ? strictement on compare —%*L et 1 

n 

ou * Utiliser un raisonnement par 

récurrence. 

  

* Etudier le signe de U, - M. 

Comment montrer qu’une suite est * Si U, = f{n) , utiliser le sens de       majorée par M , minorée par m, variation de f sur [0,+co[ 
bornée ? * Utiliser un raisonnement par 

récurrence. 
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Comment étudier la convergence 

d’une suite U ? 

* On ne reconnaît une suite usuelle 

(géométrique ,...) 

ou on applique le théorème des 

encadrement ou on applique le 

théorème de convergence des 

suites monotones si les 

hypothèses le permettent ou on 
applique le théorème de 

convergence des suites adjacentes. 
  

Comment calculer la limite £ d’une 

suite convergente définie par 

AU) T Us: ? 

(f continue sur I et U, € I)     
* Si f est convergente vers £ alors 

f£)= 2 
* Si U est minorée par m alors 

{ >m 

* Si U est majorée par M alors 

{<M 
* On choisi la solution £ de 

l'équation f(x) = x qui convient.   
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Suites réelles Enñoncés 

ENONCES 

On considère la fonction définie sur IR. 

Son tableau de variation est le suivant 

X | 0 I 4-00 

1 | | 

Sa courbe & et son asymptote A : y= 1 

  

A:y=l 
  

  
DkE IR, en utilisant le graphique, préciser en fonction de k le nombre de 

solution dans [0, +oo[ de l'équation f(x) = k. 

2)n e IN”, déterminer les valeurs de n pour les quelles l’équation f(x) =) 
n 

admet 2 solutions distinctes. 

- , RE 1 « 
3) n un entier supérieur ou égal à 2.Montrer que f(x) =— admet deux solutions 

n 

(U,) et (V,) respectivement comprise dans l’intervalle [0, 1] et [1, +cof. 
4) Déterminer les variations de (Ü,) et de (V,). 

5) Montrer que U est convergente et déterminer sa limite. 

Montrer que V est convergente et déterminer sa limite. Conclure. 

Ÿ/ U et V deux suites définies sur IN” par U, = 5 - 2 et V,=5,01 41 . 
n n 

1) En utilisant le fait que U, = f(n) et V, = g(n). 
Etudier le sens de variation de U et V. 

2) Montrer que pour tout entier n >1,U,<V,. 

3) Montrer que les suites U et V ne sont pas adjacentes ? 

NA U et V deux suites définies sur IN° par : 

U = ls st et V=U +1 
2! 3! n! n! 

1) Montrer que U et V sont adjacentes. 

2) En déduire que U et V convergent vers une même limite £. 

3) a) Donner une valeur approchée de U;, et Vo. 
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b) En déduire un encadrement de la limite £. 

On définit les suites U et V par Us = 3, Vo = 5 et pour tout entier 

+V, 
naturel n, U,,,= D Va. et V,,,= Ds > 

un +V, 

1) Montrer que les suites U et V sont strictement positifs. 

2) Montrer que pour n e IN : on a, 
-U_ Y 

Var — Uni 4 MU 

2(U,+ V,) 

3) Pour tout n € IN on pose W, = V, -U,. 

  

a) Montrer que VneIN :0<W,4< We, . 

V -U 2U 
On pourra remarquer que —— LE =]. 1), (On p quer q FU D ) 

n n n n 

    

n-1 

b} Montrer par récurrence que VneIN ,0<W,< 5) . 

c) La suite W est elle convergente ? 
4) Démontrer que U et V sont adjacentes. Que peut — on déduire ? 

5} A l’aide de la suite (U, .V,) ,« n déterminer la limite commune des suite 

Uet V. 

6) Calculer U, et V; et en déduire un encadrement de Vis par deux rationnels. 

Vrai - Faux 
Dire si chacune des propositions est vraie ou fausse et justifier votre réponse. 

1) Si U converge alors U? converge. 
2) Si U? converge alors U converge. 

3) Si U est bornée alors U converge. 
4) Si U converge alors U est bornée. 

5) Si U? est bornée alors U est bornée. 

               lim ÜU, =lim V, =£ (fini) 

7) Deux suites qui convergent vers une même limite sont adjacentes. 
16 

\ 6 / n 
Pour tout n e IN°, on pose U,= —. 

2" 

1) Montrer que pour n € IN, l’équivalence suivante : 

Un <0,95 U, siet seulement si a+ <1,9. 
n 
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2) On considère la fonction f définie sur [1,+00[ par f(x) = cæ+y 
x 

a) Etudier le sens de variation de f. 

b) Montrer qu’il existe un seul nombre à € [1,+cof tel que f(x) = 1,9. 

c) Déterminer l’entier naturel notel que no-l <a < no. 
10 

d) Montrer que pour tout entier n>16,ona ni) <1,9. 
n 

3) a) Déterminer les variations de la suite (U,) ; « nvx à partir du rang 16. 

b) Que peut — on conclure pour la suite ? 

4) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égale à 

16 l'encadrement 0 <U, <0,95" U,,. En déduire la limite de (U,). 

ÿ Parmi les suites, les quelles sont adjacentes ? 

    

    

    

  

+ + au, =2 Le = 21 7 

n+l n+2 

b) U,=- l et V,= 3 
An + 1 2n+5 

c) U,=3 + Î et V,=3+ Ï 
n+l nm+l 

+ 24 
d) U, =? 4 et y, = {+1 

n+2 n+]l 

La suite (U,) définie par : 

U=0U=let U,u = TU, + 8UÜ, 1 pour n> f. 

1) Montrer que la suite (S,) définie par : S, = U,4 + U,, pour tout entier 

naturel n, est une suite géométrique de raison 8 ; en déduire l’expression de 
SA en fonction de n. 

2) On pose V, = (-1)" U, et on considère la suite (t,) définie par t, = V,1-V,, 

pour tout entier naturel n. Exprimer t, en fonction deS,. 
3) a) Montrer par récurrence que to + ti +... += Vou. 

  

b) Montrer que to + ti +... +ta co" 1). 

c) Calculer V,, puis U, en fonction de n. 

d) Déterminer lim cs ). 

Ÿ Soit f la fonction définie sur [0,+ of par {{x)=—}— 
1+x+x 
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Suites réelles Enoncés 
  

U, =1 
et soit U la suite réelle définie sur IN par : (o =, };pourtoutne IN 

1) a} Montrer que : pour tout neIN, U, 20. 

b) Etablir que pour tout xe[0,+o0[ , fx) <x. 

c) Montrer que la suite U est Sonvergente puis trouver sa limite. 

2) a) Montrer que, pour tout neIN* ; f(— Ds 
n 

b) Etudier les variations de f sur [0, 1]. 

c) Montrer par récurrence que, pour tout neIN ; U —— 
n 

Retrouver ainsi la limite de la suite U. 

U, =0 V, =2 
U +1 et V +1 —_7n 71 

U ni Va 1. U,+2 V. +2 
  

    1) Montrer par récurrence que : Vne IN,0<U, < t que V,2> 
5-1 V5 -1 

et q 2 2 
2) Montrer que (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes et déterminer la limite 

commune. 

Ÿ\y Soit (U,),.nN une suite définie par la donnée du réel U, > 0 et par la 

3U, +2 
relation : pour tout ne IN, U,,, = 

U, +2 

1) Montrer que pour tout neN : on a U, >0 

2) Exprimer U,,, -2 et U,,, —-3 en fonction de U,. En déduire que : n+ n+l 

a) Si U, <2 alors pour tout neIN , U, <2 

b) Si U, =2 alors pourtout neIN , U, =2 

c) Si U, >2 alors pour tout neIN', 2<U, <3 

3) Montrer que la suite (U,) est convergente. Quelle est sa limite. 

4) Calculer U, et U, en fonction de U,. 

Montrer que pour tout entier naturel n il existe un réel a, tel que 
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2a, +1)U, +2 _ Ga, +DU, +24, et que la suite (a,),.n est telle que U, U 1 

àn 0 Ta; + 

a,,, =4a, +1. Calculer a,, a,,a, 

5) Soit (b,),.n la suite définie par b, =a, + 3 

Montrer que (b,),., est une suite géométrique. Calculer b, en fonction 

de n. En déduire l’expression de a, en fonction de n puis celle de U, en 

fonction de U, et n. Retrouver la limite de (U, en - 

Vi U la suite réelle définie sur IN par U, =0 et pour tout ne N:; 

3+4U? 
Us F 2 

G+U; 

  

Lee 3+4U° 21 
1) a) Vérifier que pour tout entier n on a: = d-—— 

6+U; U; +6 

b) Montrer que pour tout n € IN on 0 < U,< 1. 

c) Etudier la monotonie de U, en déduire qu’elle est convergente. 

2) a) Montrer que pour tout ne IN 

2 
on a: O<1-U,,, <———{(1-U,). 

 2+42 

  b) En déduire que pour tout ne NN ; | 2 | SU, <1 
2+V2 

puis calculer lim U,. 
+0 

ee le 1-U? 
3) Soit V la suite réelle définie sur IN par V, = RTE 

+U: 
  

a) Montrer que V est une suite géométrique. 

b) Exprimer V, en fonction de n, en déduire U,, en fonction de n. 
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Suites réelles Enoncés 
  

VS Soit la suite (U,) définie par U, =1 et U,,, = JU% En pour tout 

neN.. 

1) Montrer que pour tout neIN ona: U, >1. 

2) Montrer que la suite U est strictement croissante sur N°. 

  3) Montrer que pour tout neIN ona: U,,, <U, + TT 

En déduire lim (U.. -U,) 
n— +0 

4) Montrer que pour tout neIN’' ona: U? = | -() | 

En déduire que la suite U est convergente et trouver sa limite. 

oi (U,) la suite définie par U, =1 et pour tout ne IN, 

3U, +9 
Un — 

2U 
ü 

1) Montrer que U,,,-3 et U, —3 sont de signes contraires. n+l 

En déduire que pour tout pe IN ona: U,, <3<U,,,.. 

2) En déduire que si (U,) converge alors lim U, =3. 
n—+00 

3) Montrer que pour tout neIN° , U, >2. 

3 n-2 

4) Montrer que pour tout nZ2 ,Ona: [U, — 3 <=) . 

5) En déduire que (U,) converge et trouver sa limite. 

On considère la suite (U,),.N définie par U, >0 

et U lv? +1Ù : VneN. 
2 2 n+l n ? 
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Suites réelles Enoncés 
  

1) On suppose que l’on a : U, 2. 

a) Montrer que pour tout neIN ona: 0 <U, <1. 

b) Montrer que la suite U est décroissante. 

c) En déduire que la suite U est convergente et déterminer sa limite. 

n+l <Zu,. 
8 

d) Montrer que pour tout ne IN ona: U 

Retrouver alors la limite de U,. 

. 4 
2) Dans cette question on prend U, = 3 

a) Montrer que pour tout ne IN ona: U, >1 et que U est croissante. 

b) Montrer que la suite U diverge vers + co. 

7 
c) Montrer que pour tout ne IN ; U,., 2 TU : 

Retrouver alors le résultat de la question 2) b). 

U=2 
Soit la suite réelle (U, ) définie par : 

U,. 224 7 Vne IN 
U 

n 

1) Montrer que : U, 22 pour tout neIN. 

2) Déterminer le sens de variation de la fonction f définie sur IR° par 

f(x) =2+ 3 . 
X 

3) Soit la suite (V,) définie par : V, =U,, pour tout ne IN 

a) Montrer par récurrence que la suite (V.) est majorée par 3. 

b) Montrer par récurrence que la suite (V, }) est croissante. 

4) a) Montrer que pour tout ne NN : [U 
n+ -<iu, 3]. 

2 

b) Montrer par récurrence que VneN , [U, — 3 «(2 . 

c) En déduire la limite de la suite (U,) puis celle de (V, ). 
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5) Soit la suite (S,) définie par S, su, , Vne N° 
A k=1 

Montrer que S,, converge vers 3. 

  

U, -3 
6) Soit la suite (q,) définie par : q, = CG L° Vne IN 

n + 

a) Montrer que (q, } est une suite géométrique dont on précisera la raison. 

b) Exprimer U, en fonction de n. Retrouver alors la limite de (U, ). 

\Soi g la fonction définie sur [o, + œ[ par gx) = —— 
1+X+X 

Soit (U,) la suite définie par U, =1 et U,,, =g(U,) pour tout ne IN 

1) a) Montrer que pour toutxelR,, g(x)<x. Résoudre l'équation g(x)=x. 

x 

b) Montrer que la suite (U, ) est convergente puis trouver sa limite. 

2) a) Montrer que pour tout n € IN ’, di . Etudier les variations de g 
n)/ n+ 

sur [0,1]. 

b) En déduire que pour tout ne N°, U,,< L . 

c) Exprimer U,,, -U, en fonction de U,, pour tout pe IN 

Let 
U p+l 

p+i p 

  Etablir que 1< 

En déduire que pour tout ne": ns ién its tete 
n 

d) Montrer que pour tout pe IN et p26 ona: Ps. 

En déduire que pour tout ne IN et n25 ona: 

etat VRel 
n 

e) Trouver lim nU,. 
+00 

\y Le plan est muni d’un repère orthonormé (O,i,j) 

1) Etudier et représenter graphiquement, par la courbe (C) la fonction définie, 

pour x>0,par f(R)=14 2. 
X 

Dans toute la suite du problème, la suite (U,) est définie par U, =1 
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Suites réelles Enoncés 
  

y D 

1 

2) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite (U, ). 

et U n+l 

(On pourra construire la droite d’équation y = x ). D’après le schéma, que 

peut-on dire du sens de variation et de la convergence de la suite (U.). 

3) Déterminer l’abscisse & du point d’intersection de la courbe (C) et de la 

droite d’équation y=x. 

a=1+ (1) 

Montrer que & vérifie a 
a>— 

4) a) Montrer par récurrence, que, pour tout ne IN ona: U, >1. 

b) Montrer, en utilisant la relation (1), que U n+} 

— 1] 
— a “au, Or — &) (2) 

c) En déduire que (U, —-a) et (U 

d) En déduire que la suite (U,) n’est pas monotone. 

5) a) A partir de la relation (2), montrer que : 

[U 

— à) sont de signes contraires. n+l 

-a/s lu, a], pourtout neIN. n+i 

b) En déduire, par récurrence, que, pour tout neIN,ona: 

osju, -dJ<[3) JU, -d. 
c) Que peut-on en conclure pour la convergence de la suite (U,). 

6) A partir de quelle valeur n, de n, peut-on affirmer que U, est une valeur 

approchée de a à 107? près ? 

Donner la valeur de U,, obtenue 
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Suites réelles solutions 

CORRIGES 

1) Les solutions de f{x) = k sont les abscisses des points d’intersection de 

Éravec la droite d’équation y = Kk. 

k | -00 0 1 +00 

Nombre 0 2 0 

de solution 

1 1 

2)neIN doncn>l 0<L<1 
n 

Ainsi pour n = 1, f(x) = 1 a une seule solution 0 

1 ._ 
et pour n > 2, f(x) =— a deux solutions distinctes. 

n 

3n>20<L<i 
n 

f est continue et strictement décroissante sur [0, 1] 

or Le [0, 1] donc il existe un seul 
n 

1 
U, € [0, 1] tel que f(U,) = —. 

n 
° fest continue et strictement croissante sur [1, +oo[ 

Le [0, 1[ alors il existe un seul 
n 

V,e [1, +ool tel que f(V,) =] . De plus U, # V, car f(1) = 0. 
n 

4)n>20ona: 1, 1: FU) > (Un + 1) 
n n+l 

or f est strictement décroissante sur [0, 1]. 

donc U, < U,:, — (U,) est croissante. 

* de même sur [1, +oo[, (V,) 2 f(Va1) 

or f est strictement croissante sur [1, +ool. 
donc V, > V,41 — (V.)est décroissante. 

5)*OnaU,ef[0,1]=U,<I1 
d’où U, est croissante et majorée par 1 donc (U,) est convergente vers £. 

*OnaV,eïfl,+ol 

d’où V, est minorée par 1 et comme elle est décroissante 

donc (V,) est convergente. 
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f est continue sur [0, +oof. 

lim AU,)=f(2) d'autre partlimf{U, )=limL=0 
n—+co +0 + n 

2 f(£) = 0 or l’équation f(x) = 0 admet une seule solution c’est x = 1 
d’où {=1 

de même pour (V,), lim AV, )=limÀ=0 donc lim V, =1 
+0 +0 f +00 

On conclut que : (U,) et (V,) sont deux suites adjacentes car U, croissante, 

V, décroissante et lim(U,— V,)=1-—1=0) 

V/ Soit g et f deux fonctions définies et dérivables sur [1, +oof 

par f(x) =5 _2 et g(x}) = 5,01 41 
X x 

(x) =2>0 et g@=-L <0 
x X 

donc f est strictement croissante et g est strictement décroissante sur [1, +oo[ 
par suite U est croissante et V est décroissante. 

Î 0.1-2.<0 donc U, < V,. 
n n 

2)U,-V, 5.2.5 01- 
n 

3) lim U,-V, = lim _0,1-2=-0,1%0 
n+e n—+0 hñn 

donc U et V ne sont pas des suites adjacentes. 

Vu. valet 1 a+. Le L >0 

2! n! n+l)! 2! n! (n+l)! 

donc U, est croissante. 

  
  

    
+ 

Vas Va = Unes +20, Leu, cu, + 1 .ntl 

@+#i) "n! n+i)! (+)! 
1 + 1 n+l _ I-n c 
  

@+1)! +1)! m+1)}! (n+1)! 

Carn > 1 d’où V, est une suite décroissante. 

lim (Ü,. -V,)= lim U, -U, 1 lim Lo 
+00 n—+0 n! nwnl! 

donc U et V sont deux suites adjacentes. 

2) Deux suites adjacentes convergent vers une même limite £. 

3) a) Uio = 1,7182818 

Vio = 1,17182821 

b)U,<£<V, pour tout valeur de n. 

Uno<£<Vio d'où 1,7182818<£<1,17182821 
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1)Pourn=0ona V,=5>0 et U=3>0 

donc la propriété est vraie par n = 0. Supposons que V, > 0 et U,> 0. 

Montrons que V,.,>0 et U,::>0. 

on a V,>0 et U, > 0 alors U, + V, et U,.V,>0 

+ . 
donc >0 et 20. d'où Une: > 0 et Vus, >0   

d’après le principe de récurrence on a montrer que 

Vne IN, U,>0etV,>0. 

U,+V, 2U, V, _CU,+v, ÿ -AU, V, UV -U,}ÿ 50 

2 U, +V, 2(U, +V,) 2(U, +V.) 

VU) _V,-U, V-U, _W, V-U, 
DU, +V,) 2 CU,+V, 2 V,+U, 

2) Vas —U;:; T 
  

3) a) Wii: =V,;; —U,:; — 
  

etona VU =1- 2U, <i car U,>0et V,>0 
V +U V + 

n n n n 

    

  d’où VU, <1 par ailleurs l'égalité obtenue au 2°" question 
V,+U, 

Montrer que W,,,2>0,Wo=Vo-U20 

  

. - W, 
donc pour tout entier n , W, 2 0 d’où _. VU, < 7 

Soit VneÏN;0<W n+ 1< 

n-i 

b) Soit P(n) la position 0 < W, < nt 

P(0) s’écrit 0 < W, <2 donc P(0) est vraie car W, = 2 

‘Supposons que P(n) est vraie. 

Montrer que P(n+1) est vraie. 
n-} 

0<W,, <% or O<W, < ) donc 0 < Wii <L(Ly"" 
2 2 2 2 

Soit O<W,,, < 5) 

n-1 

Conclusion : VneIN;0<W, (2) 

| ‘ 1 | 1 n-1 1 n-f 

:c)-h< 7 < 1 alors liml—} =0et0<W,< |— 
n—+0 2 
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donc lim W,=0 soit W, converge vers 0. 
ND +00 

4) U,;, - BU) U LM >0carU,20,V,;20et W,20 
U,+V, U,+V, 

Vu - VSD = 2 <0 car W,20 

donc (U,) est croissante et (V,) est décroissante. 

Comme lim W, =0 alors lim V, -U,=0 
n— +00 n—+0 

On conclut que les suites U et V sont adjacentes. 

On en déduit quelles sont convergentes vers une même limite €. 

+V, 
5) Un+: A UV UV Us =U, V, 

U, +V, 2 

donc la suite (U, . V,) est une suite constante par suite U, .V, = Us. Vo = 15 

lim U,.V, =15 d’une part et d’autre part lim U,.V, = ££= 41? 
+0 +0 

Donc {2 = 15 comme £ > 0 car U, > 0 d’où £ = (15 

6) u,=E et V,=4; U,= 120 et V, = 21 
À 31 8 

Les suites U et V sont adjacentes et convergentes vers 415 

alors pour tout n € IN, U, < VAS <V 

pour n = 2 on obtient U, < 15 <V, d’où «V8 << 31 

\/ Vrai : si limU, = £ alors limU? = {2 
+00 +00 n 

2) Faux : contre exemple U, = (-1)" et U? =1 

(U?) converge vers 1 et (U,) diverge. 

3) Faux : contre exemple (-1)" diverge et -1 <(-1)"< 1. 
4) Vrai : si U converge vers £ alors pour n > N 

1 — : 
On a U, el! se + 3[ par définition d’une suite convergente. 

5) Vrai : si U? est bornée alors il existe 2 réels positifs m ,M 

tel que m< U?<M. 

Vn < JU? <VM & Vm <|u,|< M 

Donc -VM < U, < JM ainsi U, est bornée. 

6) Faux : U,=net V,=n+l 
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NN — 
lim U, = lim V, =+ infinieet lim 

n— +00 +0 D +0c 
n 

1 Î 
7) Faux : U, = — et V. =— 

n n+1 

imU, = = lim V, =0 et (U,) et (V,) sont deux suites décroissantes 
fn n— 

Donc (U,) et (V,) ne sont pas adjacentes. 
10 n'° 

Vos ue GX cp os. 
2"* 2" 

10 10 

4 @1D e 02 1) <o SE (— To c1,9 
n" 

  

  ———<0, 95.2 

2) a) f(x) zaslye f est dérivable sur [1, +oo[ et f'=10(1+ 2 y (2<0 
x x x 

donc f est strictement décroissante sur [1, +oof. 

b) f est continue et strictement décroissante sur [1, +co[ 

= £ (LL, +07) = Tim f(x), A1] = 11, 2°] 

et 1,9 e]1, 2°] donc il existe un seul ael[1, +oof tel que f(a) = 1,9 

c) 15) = 1,907 et (16) = 1,833 donc 15 < a < 16 et no = 16. 
d) Pour tout n > 16, f{n) < f(16) car f est strictement décroissante sur [1, +co] 

or (16) < (a) = 1,9 d’où f{(n) < 1,9 

d’où pour tout n > 16, a+Ly <1,9. 
n 

jé 
3) a) En utilisant l’équivalence de la 

a+Ly <1,9 alors U,:, <0,95 U,or U,>0et0,95<1 
n 

question, on a pour n > 16 

  donc —""<0,95<1 par suite U est décroissante à partir du rang 16. 

b) La suite U est décroissante à partir du rang 16 et minorée par 0 

donc (U,) est convergente. 

4) Vérification pour n = 16. 

ona0<U,et 0,956 XU,,= 0,95 x Us = Uic. 
d’où 0 <U;6< 0,957 U;4. ainsi la propriété est vraie. 

Supposons que pour n > 16 on a : 0 <U,< 0,957 "6, Us 
Montrer que 0 <U,:, < 0,95"° BU 

on sait que U, +, <0 SU, et U, < 0,957 Us 

donc Un: 1 < (0,95). 0,95)". U;6 donc Un, < (0,95"7 '$ Uig. 
D’après la principe de récurrence pour tout n > 16 
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U, < 0,95" SU. 
-1 < 0,95 < 1 alors lim 0,95" $=0 or 0 <U, <0,95"7 6 UX 
donc lim U, = 0. 

2n +1 1 
a) Un =———=2-— et V, 24 

n+l n+l n+2 

U, est croissante et (V,) est décroissante 

  b) U, = Lave 1 
An +1 2n+5 

U, est croissante et (V,) décroissante. 

lim U, — V, = 0 donc (U,) et (V,) sont adjacentes. 

  

    

l : en 
c)Ui=3+—— et V,=3+—— sont deux suites décroissantes, elles ne sont 

n+l n° +1 

pas adjacentes. 

+ 4x? +1 d}U, = 3n +4 t V.= x 

n+2 n° +1 

3n+4 4n°+1 
=3-4=1z0     limU, -V, =lim ; 

#2 + n+2 n°+1 

donc (U,) et (V,) ne sont pas adjacentes. 

7 DS, = si + = 7 Un + 8 Un + Us = 8 Un +8 Un 

= 8 CU: + U,:) =8S;i 

Donc (S,) est une suite géométrique de raison 8, 

on a donc S, = So. 8" = ( Uo + Ui). 8" = 8" d’où S,= 8". 

2) tn = V4 — Vi = (D nl U; 1 — (-1) U, 

= (DT (Uu+U,)= (D 8" d'oùt,=(-1) "1.8 
3) a) La propriété est vraie pour n = 0. En effet t) = V:, ce qui correspond 

bien à la propriété à démontrer. 

Supposons la propriété vraie pour n = p. 

C’est à- dire V,, 41 = to + ti +...+t,, démontrons qu’elle est vraie pour : 

n=p+l c’est- à- dire to +t1 +...+ tu = Vu. 

Ona:(to+ti +... + tp) + (tp+1) — Via + (V42- V4) = Vu 

Donc la propriété est vraie pour tout n 20;t,+t+..+t = V.. 

b) Comme t, = (-1)"*!.8", on a: 
n+l 

totti + Hn=- [14 (C8) + (-8)+...+ (-8)"] = ET 
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_ (C8)""-1) 
9 

c) En égalant les deux expressions de to +t1 +...+ t, obtenues, on a: 

d'oùtottit..+ta 

           

° n+i n 

Vu (8) 1) donc V.= (C8) -1) ot V.= (-1} U, 

9 9 

Donc U,= C1) ) ca l ——= (-1)". 
9 "C D" 

d) U,= C8 CD) È 1) d'où — VU, 1 CD D : Ou encore —+ U, (2) 
8” 9 9.8" 8" 9 98 

,  (1Y La so étes 1 
d’où (+) est une suite géométrique de raison q = "3 

la donc lim (2) =0,d'où lim y im Us -J 
8 n— +00 8 n+o O8 n+e $ 9 

U,=0 
Ÿ/ Pour tout xe[0,+co[;f (x) = + — et pour tout n IN ° 

I+x+x U,.,= {U,) 

1) a) Soit la propriété P (n) : « pour tout n E IN,U, 20 ». 

+ Pour n = 0 ; U = 1 > 0 donc la propriété P (0) est vraie. 

+ On suppose que la propriété est vraie pour l’ordre n, c’est à dire on a P (n), 

montrons que la propriété est vraie pour l’ordre n + 1. 

D'après l’hypoténuse de récurrence on a : U, >0 donc 1+U, +U? >0 

donc ci > 0 d'où U,., 20 
I+U,+U; 

donc la propriété est vraie pour l’ordre n +1. 

donc pour tout n EIN,U, z0 

b) Montrons que pour tout x e[0,-+cof,f (x) - x <0 

2 3 

f(x) xx ER <0 d'où fx) <0 

c) PourtoutneIN,U,,, —-U, ={U,)-U, , 

or on à pour tout n € IN,U, 20 donc f (U,) <U, d’après 1) b). 

Donc la suite U est décroissante. La suite U est décroissante minorée par 0 
donc U est convergente, soit £ sa limite 

* On a, pour toutne IN,U, >0 donc{z0. 

La suite (U,) est définie par U, 4 = f (U,) et elle converge vers : 

LE[0, +, f est continue sur [0,+c0{ en particulier en £ donc £ est 

solution de l'équation £ =f(£). 
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L=f(De£L- St+P + =tes P(+0=0 
1+4+40 

& {=0 ou {=-1,0r{20 donc {= 0 d'où lim U, =0 
n +00 

2) a) Pourtout neIN', 1 > 0 donc Lepr. 

  

  

  

  

n n 

L 
f)- 1 = n _ 1 = Î > <0 

n n+l 141 n+l (n+1)(n+n°+1) 
T2 n ft 

* 1 1 
donc pour tout neIN , f(—)< — 

n n+l 

Le , 1-x° 
b) Fest dérivable sur [0,1] et on a (x) ——— 

(1+x+x°) 

f(H=0e1-x =08 x= ]avec x e[0,1] 

x 0 1 

['@) + ? 
1 

0   
c) Pourn=0, U= 1 — = 1 donc l'inégalité est vraie pour n = 0. 

+ 

Supposons que l'inégalité est vraie pour l’ordre n = p c’est à dire : 

U,< L , Mmontrons qu’elle est vraie pour l’ordren=p+l 
P_ p+i 

C’est- à - direU,,, <— 

Pour tout peIN,p+l1èle   <1 donc OSU, << 

  

  

p+l p+l 

f est strictement croissante sur [0,1] donc f(U,)< f 1, < I 
p+l  p+2 

D'où Un < 1 donc pour tout neIN ,U, et 
p+2 n+l 
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Ona0<U, «1 

n+] donc lim U, =0 
. +00 

lim —— =0 
n—+2 fn] + 1 

NY Vérification pour le rang 0: 

    

    

    

  

  

      

    

  

  

  

  

  

Uo=0 et o<o 51 donc veu «3 

Vo=2 et 22-10 61 donc ve 

Supposons que 0 <U, < 51 et V,> 52 

Monter que * 0 < 0, < VE € et V.,> 51 

“ LU, #1 1 

FT OU,+2  U,+2 

ou, < 51 Jeu,+2e 553 2 L_<1 
2 2 V5+3 U,+2 2 

Le. 1 <- 2 on ajoute 1 
2 U,+2 4Js+3 1 

leu. 1-2 
2 V5 +3 

1.2 _V5+1_(V5+1)05-3) 2-25 7 LS 
V5+3 V5+3 5-9 4 

d’où ocleu,. <1=V5 
2 2 

Conclusion : VneIN ; O<U, S 

FV,:1=1- L 
V. +2 

on a v >. 2 l 2   < > - Z2- 
2 V +2 V5+3 7 V,+2 V5+3



Suites réelles solutions 

1i- 1 >1- 2 1-V5       d'où Va > "VS 
V.+2  4V5+3 2 2 

1- ED 

Conclusion : VneIN ; V,>   
2 

+ U° -U. + DU -U,=etly =D UT 
U, +2 U, +2 
  

  

  

  

2 
= = + Vu v,= Ve Vitl 
V. +2 

#_-x?_x+1=0 
A=1+4=5 

1- _1+ 
x'= Î “5 je et VS 5 6 

2 2 

x HS 0  1-V5 
2 | 2 

x _x+1 | - © + ® _ 
+ 

* 0, <-L donc -U?-U, +120 et U,+22>0 

d’où U, +1 — U, > 0 donc U, est suite croissante. 

-1+45 
  * or V, > 7 =-V?-V +1<0 et V, +220 

d’où V,+1—V,< 0 donc V, est suite décroissante. 

* HmU, - V,? 
+00 

  U, est croissante et majorée par — (U,) est convergente vers a. 

-1+45 

2 
  V, est décroissante et minoré par — (V,) est convergente vers f. 

+ 

On pose f{x) xt continue sur IR; 
x +2 

CU, ) =U, La 

U, EIR, car U, >0 alors f(a) = a 

U, converge vers ae IR. 

de même pour (V,) alors f(B) = B 

Donc « et f sont les solutions positifs de f{x}= x 
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+ 

fx)=x xl,  x?+2x=x+l 
x+2 

1-5 

2 
0 <0 ou x   S x'+x-1= 0 x= 

-1+ 
VS d’où lim U,-V,=a-6=0 

2 n—>+o0 

par suite (U,) et (V,) sont adjacentes 

1+Vs 
=——> 

2 

  Donc a = f = 

NL 1) Montrons par récurrence que pour tout neN ona: U, >0 

Pour n=0 , U, >0 

Supposons que U, >0,montrons que U,,, >0 

    

3U,+2>0 
Ona :U,>0@4 " d'où U,, = rt2,0 

U,+2>0 U, +2 

Conclusion : Pour tout neIN ona: U, >0 

3U,, +2 U, —-2 — 
2) Ur -2= 2-2 ” et U,,, -3= * 

U, +2 U, +2 U, +2 

a) Si U, <2, montrons par récurrence que pour tout ne IN on a 

U, <2. 

Pour n=0,U, <2 

On suppose que U, <2, montrons que U,.,, <2 

  

U, -2 
Üu -2=— <0 {car U,-2<0) 

U, +2 

d'oùU,,, <2. 

Conclusion: Si U, <2 alors pour tout ne IN ,U, <2 

b) SiU, =2, montrons par récurrence que pour tout ne IN ,U, =2 

Pour n=0,U, =2. 

Supposons que U, =2, montrons que U,., =2 
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ÜÙU. —-2 
U, —2=— =0 d’où U, 1 =2 

U, +2 
  

Conclusion :  SiU, =2 alors pour tout neIN ,U, =2. 

c) SiU, >2 montrons par récurrence que pour tout n e IN” 

2<U, <3. 

U, - _ 
s 2 o:U, - + 0 

U, +2 U, +2 
    Pour n=1,UÙ, -2= 

donc2 <U, <3 

Supposons que 2 <U, <3, montrons que 2<U,,, <3 

U, -2 _ 
Uuy-2=- 2 >0 ; U,, -3=—% n+l <0 

U, +2 U, +2 
    

donc 2<U,,, «3 
n+ 

Conclusion: SiU, >2alors pour tout neIN' 2<U, <3. 

3U, +2 U _3U,+2-Ui-2U0, -U?+U, +2 
  

3) Us —U, — 7 Vn 
U, +2 U, +2 U, +2 

__—(U, +1)(U, -2) 

U, +2 

ee 
cas : SiU, <2,alors pour tout neIN, 0 <U, <2 et par suite 

U,,, —U, >0 &(U,) est strictement croissante. n+]l 

(U,) est majorée par 2 et croissante donc elle est convergente soit £ sa 

limite on a : 

{= lim U, 
n—>+00 

3x +2 
Pour tout n eIN, Ü 

x +2 
=f(U,)avecf:R—>@R; x   n+]l 

f est continue sur IR — {- 2} 

pour tout neN,U, eh,2]cR —{-2} et tel, 2]. 
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Donc ? est solution de l’équation £=f(£). 

tOoet- ee +2=3+2S17-1-2=-0/{--jou 
+ 

  

£=2 donc lim U, =2. 
N—+0 

2°" ças : SU, =2, alors pour tout ne IN, U, =2 

Donc (U, )est une suite constante donc elle est convergente et on 

a lim U, =2. 
n—+00 

3° ças : SiU, > 2,alors pour tout neIN 2<U, <3 

et par suite U,,, -U, <0 & (U,) est strictement décroissante. n+] 

(U, ) est minorée par 2 et décroissante donc elle est convergente, soit £ 

sa limite on a : 

&= lim U, 
+0 

Pour tout neIN, U,,, =f(U,)avec f:R——R ; 
n+] 

3x +2 

x +2 
  X 

f est continue sur IR —{- 2}. 

Pour tout neIN ,U, eL,3cR —{-2} et te[2,3] 

__3{+2 
Donc {=f({)=1- 152 et?-1-2-04{-=-lou£=2 

+ 

  

donc lim U, =2. 
n—>+00 

_3U,+2_1IU, +10 
| U,+2  SU,+6 
  

Montrons par récurrence que pour tout ne IN, il existe un réel a, tel 

2a, +1)U, +2a que U, — ( n ) 9 n 

a, Us + (a, + D 
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Pour n =0il existe a, =0 telque U, - Gao *D0 +220 
aQU, + (ao +1) 

2 
Supposons qu'il existe a, tel que U, - Gas +DUQ +2 

a ,U,+(a, +1) 

n+] 

an Uo + QG + 1) 

2a,., + DU, +2a 
et montrons que U,., _ Caus FDUS Han 

3 2 2 ) 

Uu = nt? ;En remplaçant U, par Ga, +*DU, +22, 
U, a, U, + (a, +1) 

_ (Ga, +3)U, +8a, +2 [2(4a, +1)+1]U, +2(4a, +0) 
On trouve : Ü = = 

"0 (da, +DU,+4a,+2 (da, +DU,+(4a, +1)+1 
  

_ Gas + DU, +2a4 
on pose à = 

as Uo + à +1 

=4a, +1;d'où U n+l 

Conclusion : pour tout neÏN ,ilexiste a, tel que 

_ (a, + DU, +2a, 

a,U, +(a, +1) 
avec à,,, = 4a, +1. n n+] 

Ona: a,=0 ,; a, =4a,+1=1;a,=4a, +1=S5. 

5)b,=a, += avecn e IN 

bu = +14, +424 a, +3), 
3 3 3 

Donc (b,),.N est une suite géométrique de raison q = 4 et de 

: Î n , 1 n premier terme b, 3 ;ona: b, =b,q" d'ou b, = 3 -4 

1 I 
a, =b, -—=-(4" -1 n nu 3 3 ( ) 

2 n 2 n a 2 CL L . 2 LL 124 D], +26 D 4 EC +) us 2 à) 
U = 

l'in Loyn (A4 -DU,+2(4" 4 4n 0H ) 
3 3 3 4 3 4°} 4 

n 
  

—
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l : —U, +— 

etcomme lim ——=0 alors lim U, =3 3; 
n—+00 4" n—>+00 1 

=U, +L — 

| 3 3 

d’où lim U, =2. 

3 + 4U° 
\Z/v la suite définie sur IN par U, =0et U,., = ———— 

6+U: 

pour tout ne IN 

AU; +3 AU, +24-24+3 4(U +6)-21 , 21 
6+U? 6+U; U? +6 U? +6 
  1) a) 

b) Montrons par récurrence que pour tout neIN ; O<U, <1 

Pour n=0,U, =0e(0,1f 

Supposons que O<U, <1 a-t-on O£U,,, <i. 

O£U, <1=0<U? <16<U? +6<7 

      

  

1 l 14-1767 el. 21 es 
7 U?+6 6 2 U?+6 2 U? +6 

ee à- 21 <i 
2 U? +6 

d’où 0O<U,,, <1 

Conclusion : Pour tout neIN, O<U, <1. 

  

b) Lu, = EE eu nn 
si 6+U? 3+4U° +U, 

é+U?



Suites réelles solutions 

—U -2US +3 

Ua +U, .)(6+U) 

—(U; -D(U; +3) 
2 

Uu + U, ) (6 + U;) 

donc la suite U est strictement croissante. 

U nl nn >0 car U?-1<0 d’après a) 

La suite U est croissante, majorée par 1 donc elle est convergente. 

[it 
AU? 6+U° 3-3U? 

2) a) 1- U,u =]- + Ti — € = 3U;, 

6+U; I+U,,, (+U,:)(6+U°?) 

ml G-U) 
(+ U,:)(6+ U;) 

< O<U, <13<3(+U,)<6 3(+U,) 

7 G LI >> pres 

  

  

  

< (1) 

La suite (U,) est strictement croissante donc pour 

n+1>1HU -u, - 2 n+]l 

 2+V2 1 2 
l1+U S0< < 

n+l 2+V2 

  

n+]l 2 2 1+U 

1 
0< (2) 

I+U,, TE 

    

d’après (1) et (2)ona: 0O<I1-UÙ < 2 qu) 
n+l 24 2 

b) 0O<1-U, {-U,) af 
O<1-U, <——({I-U,) LT 

55
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  0O<1-U, < {-U,.) LT 
Comme tous Jes termes sont positifs, en multipliant membre à membre 

2 n 2 n 

QU) & 0<1-u, <| | 
À) ° 2+42 

2 n 2 n 

—l<-ÙU,<|—>} -1e i- SU, <i 
2) 5) 

    On trouve :0<1-U, <{ 

  

  

  

  

  

  

-{ 2 | SU, <i 
On: 2+42 Donc la suite (U, )est convergente 

| 2 Ÿ et elle converge vers 
lim |1- = lim 1=1 

n + 42 +2 n—>+00 

d’où lim U, = 
> +00 

1-U° 
3) V, = ; >0 

3+U; 

3+4U? 

—U: 6+US  3-3U; 1-U? 
a) Vu mL = tue Un Lu y 

ETS 34 3+4U% 21+7U, 7\13+U; 7 
  

eu 

Lee . 3 . 
_ Donc (V,) est une suite géométrique de raison q 77 et de premier 

  

terme v,=i, 
3 

1(3\ 
b) V,=V,qg"=-|— ) n o4 (2) 

IUS 
Ona: V, = V,(G+U?)=1-U 

3+U? 
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 U?(V, +1)=1-3V. 

1— V n 

U: IV, Gear v, =1 5) 1 
1+ 317 n 

  

  

5 La suite (U,,) est définie par U, =1 et U,,, = JU? + 

1) Montrons par récurrence que pour tout neIN' ona:U, >1 

Pour n=1 ,U,-=i21i 

Supposons que U, 21, montrons que U,., >1 

U, >1 =U° >1,comme- > 0 donc U? +1 
n 

n+#l + & JU? + >1æU,., 21. 

Conclusion:  pourtout neN'ona: U >1. 

1 
a U? + y? 

. 

" + +U, fe ++, 

d’où la suite (U,)} est strictement croissante sur N'. 
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1 L 
3) U,4 —U, = £ z 

u'+ Liu De + Un 

U, >1 
On a: > U,+U,,>2e S3 

U,; > | 
n + U,4 

JL 
2" 1 5 < 

1 

U +U. < pl d’où Usa _ Un < 21 n n+] 

et par suite U,4 < U, + 21#l 

1 
O<U., -U, < 2"*l 

On a: donc lim (U,.,-U,)=0 n—>+0 

lim 0=0et lim ——=0 
n—+co n—+oo 2° 

4) Montrons par récurrence que pour tout neIN' ona: U° = 0 — G) | 

Pour nu? =21-(5)) 2 vi 

> 1 n ; 1 n+l 

On suppose que U =2|1- 3 , montrons que U;,, =2/1-— 3 

ue, =ur+ 21 fe +-ai-() + 
21 2 2" 2 2n# 

  

      

d’où U? 
1 

n41 21 E 24 | ‘ 
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Conclusion :  Pourtout neIN’ ona: U? = d — 5) | 

n 

U? = 0 _ 5) | <2 alors|U, | < V2 

donc (U,) est majorée par V2 et croissante donc elle converge. 

on a : U? -h-(} | comme U, est positif 

alors U, = se ) | donc 

. | I n | 1 n 

lim U, = lim l — É) = 4/2 car lim Fe =0( 

U, +9- = 3U, +9 
Vo U, —3— 3 n + EU, = 3 n + 

2U 2U 
n n 

  

—3 
U, -3=——{(U, - n+l 30, n 3) 

Montrons par récurrence que pour tout neIN, U, >0. 

Pour n=0, U,=1>0 

Supposons que U, >0, montrons que U,,, >0 

  

3U, +9 
nu = >0car U, >0 

Conclusion : Pour tout ne IN ,U, > 0 

3 —3 
donc <0 etcommeona: U,,, -3= CU, — 3) 

n n 

donc U,,, -3etU, —-3 sont de signe contraire. n+l 
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Montrons par récurrence que pour tout pe IN ona: U,, <3<U,,,. 

Pour p=0 ; U, =1 et U, =6doncona: U, <3<U, 

<3<U 2p — Soit pe IN supposons que U 

U <3<U 2p+2 — 

24 t mOontrons que 

2p+3° 

Ona: U,,,-3 et U, —-3 sont de signes contraires donc pour 

n=2p+l ona:U,,,, -3 et U,,,, -3 sont de signe contraire 

Or U,,,, —3>0 d’après l'hypothèse de récurrence donc 
2p+! 

et par suite U;,,2 <3. 

De même pour n=2p+2 ona Us —3 et U,,, —3 sont de signe 

contraire or U;,,,, -3<0 donc U;,,, -320. 

C'est-à-dire 3<U,,,, d'où U;,,; <3<U,,,3. 

Conclusion : pour tout pe IN ona:  U,, <3<U;,,. 

2) Si(U,) converge vers £ alors (U,,) converge vers £ et (U:,,1) 

converge vers { ona: U,, <3<U;,, 

d'où £<3<4{donc {=3 

3)Ona U,, <3<U;, 

Sinestimpair, U, =U,,, 23>2 donc U,,,, 22 

Sinestpair,  U, = Us, , montrons par récurrence que U,, 22 pour 

tout pe IN’. 

3U, +9 
Pour p=i SU = or 

2U, 2U, 
  

donc U, =£ > 2 vrai 

Supposons que U,, 22, montrons que Up42 22 
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Suites réelles solutions 
  

3U;,4 +9 FU +9-AU,,4 —U:,4 +9 
  

  

Up+2 —2= —2= — 

2U 4 2U pu 2U pu 

3U;, +9 9 3U;, -9-18U,, 
— ——— + a —— ————— ——— 

2U;, 2U;, ISU;, —9 

| 3. 302 +9 U 6U:,+18  GU,, +18 
2U;, 2U;, 

Ona: U;,,22 &15U,,230 &15U,, -9221>0 

de même U,,22< 6U,, 212 Co 

donc U;,,, -220 etpar suite U,,,, > 

Conclusion : Pour tout pe N° ,U;, 2 

Ona: U;,,, z22etU,, 22 pour tout pelN' 

donc U, >2 pourtout neIN'. 

n-2 

4) Montrons que pour tout n>20on12: u,-3<[5) 

9 3 
our n=2,[U, -3=--3 = P fu: -4 Ê | 4 

3 0 

donc u,-a[à =1 vrai 

n-2 n-l 

On suppose que [U, -1{à et montrons que [Ur —3] (2) . 

  = ju, — 3]. 
2U 

n 

| pue +9. ST + 3 2 

DE [ 2u, Lau 

On a: U, 22 Lau eo 3e 
2U 4  2U 4 

n n 
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n-2 n-1 a 
n—1 

et par suite [Us — 4<[à : 

n-2 

Conclusion : [U, — 3 <<) pour tout n2>2. 

—2 n n 

5) On a [U, -3 «(à ) et lim Ë =0 
° 4 4 n—+w| 4 

donc lim (U, -3)=0 etparsuite lim U, =3 
n—+0 n—+00 

l 1 _3 
D'U,;=-U;, +-U, ; VneN;U,>0; U, 

2 2 4 

a) Montrons par récurrence que : VneIN,0<U, <1 

3 
Pour n=0 , U, = 7 donc O<U, <1i. 

Supposons que 0 <U, <1 et montrons que 0 <U,,,, <1 

Ona: 0O<U, <lalors0 < U? <1 et par suite 0<U? <= (D) 

de même 0 <U, <1 donc 0<TU, < (2) 

d’après (1) et (2) O<U,,, <1. 

Conclusion :  Pourtout neIN,0<U, <1 

b) Un -U, == U +=, -U, =, (U, -1)<0 donc (U,) est 

décroissante. 

c) (U, ) est décroissante minorée par 0 donc elle est convergente, soit £ 

sa limite. 

{= lim U, 
N—>+00 
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U,u =f(U,) avec f(x) = FX est continue sur IR 

U, eb,1[ IR et LE [o, 1] donc { est solution de l’équation £ =f(£) 

Loilile le n=08420 où 221 2 "2 2 

Ona: U, -< et (U,) est décroissante donc pour tout n >0 

onaU, SU, =: etpar suite lim U, <= donc lim U, =0 
n—+ n—>+00 

lu 2lwily lu. 
2 8 

d) U = 
) n 2 nl 

7 
U,: Se Une 

7 
U, Sa Vo 

Comme tous les termes sont positifs, en multipliant membre à 

membre on trouve : U, < o -U, 

ou, <[?) -U, 

8 donc lim U, =0 

lim 0=0 et im (2 U, =0 
n—>+00 n—+0 

donc on a: 

2) U, © 
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a) Pour n=0,U,=R>1 vérifié. 

Supposons que U, >1, montrons que U,,, >1. 

1 1 1 
U,,,-1=—U? +—U, -1=—(U, —-1)(U, +2)>0 n+l 2 n 2 n 7 n X( n ) 

donc U,, >1 

Conclusion : Pour tout ne ÏN,U, >1. 

Un -U, -2U? +Lu, —U, s 
2 2 

Donc (U,) est croissante. 

1 
2 
UF TU, = SU (U, -D>0 

b) Montrons que (U,,) n’est pas majorée. 

On suppose que (U,) est majorée équivaut à dire qu’il existe 

MER tel que, VneN,U, <M 

Dans ce cas (U,) est convergente, soit £ sa limite d’après 

précédemment {=0 ou {=1 d’autre part (U,) est croissante donc 

Vn20 alors U, zU, =< 

: 4. . . . 
Donc lim U, ={ 27 impossible donc (U,) est une suite croissante 

+0 

non majorée donc elle est divergente vers + co. 

7 1 7 
n+l ——U, =—U; +2U, ——U, 

6 2 2 6 

lu U, -2)>0. 
2 3 

Donc U,,; > TU, ;, VneN 

c) U 

ona: U,2—U n-] 

a
l
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7 
U,, 2 Ur 

7 U:2—Us 

Tous les termes sont positifs, en multipliant membre à membre on 

trouve : U, (7 U,.Or lim 2) = +00 donc lim U, =+® 
n—>+00 6 +00 

U,=2etU,., =2+ TV neIN 

1) Pourn=0 ; U,=222 vérifié. 

Supposons que U, 22, montrons que U,.,, >2. 
n+l 

Ona: U, 22 donc + >0 et par suite 24 >2 
n n 

d'où U,,, 22. 

Conclusion : Pour tout IN, U, >2. 

3 + 
2) f(X)=2+—; D, =R'. 

X 

f(x) = + <0 donc f est strictement décroissante sur IR* en particulier 

sur IR’. 

3) a) V, =U,, , pour tout neIN. 

Pour n=0; V,=U, =2<3. Vérifié. 

Supposons que V, <3, montrons que V., <3. 
n+ 

V,<3e U,,<3. 

or la suite (U,,) est définie par la relation U,,, = f(U,). 

et comme f est strictement décroissante sur IR; 
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alors F(U,,)2f(3)=3 équivaut à dire que U,,,, 23 

alors f(U;,4n SG) 

ln Usa <3 Uyn+1) <3 

Or Una) = V n+l d’où V,,, <3 

Conclusion : Pour tout neIN, V, <3. 

b) Montrons par récurrence que V,.,, 2 V, pour tout neIN. 

Pourn =0 Ve U, =24— or U, =2+— 7 

U, U, 2 

donc V, 24. 

V,=U, =2donc onabien V,2zV,. 

Supposons que V,,, 2V, ,montrons que V,,, 2 V,,, 

Vu 2 V, et comme f est strictement décroissante alors 

Lau) SV) © LU ane) < CU ) 

D Unis SU > (Us) 2 FU 241) 

S Usa 2 Uno OT Una = Uoçnen) © Vasa et Üons2 = Une = Vas 

d'où V,, 2 Vu: 

Conclusion : Pour tout neIN,V.., > V, et par suite (V,) est 

strictement croissante. 

  

    
4) a) [Ua -3|= 2 8-|e 

_[U» 3] _[U» 3] 

Us LE [U, | U, 

orU, 22 LI 

U, 2 

donc 0,3 leo 3), 
U 2
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b) Montrons par récurrence que VneIN , [U, -31<(2) . 

1 0 

Pour n=0|U, a1=1<()) =1 vérifié. 

1 n 1 n+l 

Supposons que [U, -3|< 3 ; Montrons que [Ua —3|< 3 

n n+l 

On a: [U,-s1<tu, 1er (à) <() 
2 2 (2 2 

1 n+i 

d’où Ua -3l<() . 
  

2 

Conclusion : | U, -3 | «(} pour tout n eIN. 

1)" 

(u, -31<(à) donc  lim(U, -3)=0 
n—+0 

Onai sn d'où lim U, =3 
lim 5) = n—+00 >] = 
n—+00 

lim V, = lim U,, =3. 
n—+00 N—+00 

5)S, Su, . 
N K=1 

On a: ju, -31<[(2) <> -() <u, -3<[?) 
2 2 2 

> (+) cu, <34[2) 
2 2 
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2 2 

s-[}) su,834[ 
2 2 

s-(2) su, <34[}) 
2 2 

En faisant la somme membre à membre on obtient : 

1 1 2 Ï ° 
se (] +) ….() feumse-roce 

2 2 2 

ñ 1 ñ L 
c’est-à-dire ÿ 3- G) <n$s, <> |3+ 5) 

k=! 2 k=1 2 

1 
2 

1-6 QG) donc 3n -— <n$S, <3n+— 
2 1 2 li 

1—-— 1—— 
2 2 

> sn-1+ (+) £nS, cms1-[1) 
2 2 

os 1,1) <s,s3+11{2 (1) 
2 2 n on 

DEAD | @ 
n—>+00 n n\2 
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pet-1) }-+ (3) 
n—+co n n\2 

d’après (1); (2) et(3) lim S, =3. 

  

  

U, -3 
6 = ñ 

) qh U, +1 

243 _1+ 2 
a) q _ —n+# 3 n … U, . —U, +3 

OUutl 9,3 1 343 3(U,+) 
Ü 

  

ne ei : 1 - 
donc (q,) est une suite géométrique de raison — 3 et de premier terme 

__1 et de terme général (2) ‘ (2 do 3 8 q; 3 3 3 L 

U__- 

b) dh = | 2 ne Qn(U, +1)=U, -3  U,(q, -1)=-q, -3 
Ù, +1 

n 

  

d'où U, == 417? An + 
du —1 1-q, 

n+l 

(2) +3 
3 . et par suite U, = 

g(x) = et (U,) la suite définie par U, =1 et 
+X+X 

U,,, =g(U,) pour tout neIN. 
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Lurs2 gs 42 43 
D) a) gx) x = EE ET < 0 ; Vx [0,40 | 

1+X+X 1+x+X 

donc g{(x)<x pour tout xe[0,+|. 

42,3 
g(x)= x € g(x) -x = 0 TT 20. 

1+x+x 

-x/(1+x)=0x=0oux=-1l à rejeter 

d'oùSr, ={0} 

b}) Montrons par récurrence que U, 20 ,VneIN 

Pour n=0 ; U,=12 0, vérifié. 

Supposons que U, >0, montrons que U,., 20. 

U, >0=1+U, +U2 20 Un >0 
I+U, +U; 

d'oùU,,, >0. n+l 

Conclusion : Pour tout U,, z0 donc d’après 1) a) 

g(U,)<U,SU,,, <U, donc (U,) est décroissante. 

(U,) est décroissante, minorée par O0 donc (U,) est convergente 

vers £. 

lim U, =£. 
n—>+00 

g(U,)=Ù,,, avec g est continue sur R.. 

U,€eR, etparsuite /eR, 

Donc £ est solution de l’équation £=g(£) d’où £{=0 d’après 1) a) 

  

1 1 
1 n n n 

2) a) He n = n = 

En 14 + n?+n+i n?+n+1 
n n n°? 
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d)- 1 n __i Cn/+n-n/-n-1 1 c 

n/ n+1 n°+n+1 n+1 (n+1t}(n/+n+i) (n+t)(n°+n+1) 

x fl Î 
Donc : VneIN ,g\ —|<——, 

n) n+i 

2 : 1- x? . 
sur [0,1] (1+x+%x°) ona: g'X)=— 20 donc g est croissante 

(1—x+x°) 

sur [o, 1]. 

b) Vérifions l’inégalité pour n=1 

U,=1i < donc vraie, 

1 
Supposons que pour tout ne IN” ona: U — 

n=1 < 

3
"
 

  Montrons que U, < : 
n+i 

Ona n2>1 donc o<l<i d'où Léfoi] 
n n 

<I n-1 = 
Comme (U,) est décroissante et U, =1 donc U 

Or U,,2>0 d'où U,,e[0,1]. nl 

< 
n—} 

- g est croissante sur [0,1] ; 1 et U,,E [0,1] et U 
n s 

|
 

Donc sou, »<e(à) 
ñn 

Or di) Î 
ñ n+l 

  et g(U,.,)=U, d’où U, <   
n+i 

Conclusion : VneIN',U,., <i, 
n 

U = U?(L+U 
c)- U,, -U = + Ty LU E+U,) 

p 2 P— 2 
I+U, +U, I+U, +U: 
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2 U;(+U,) 

2 
_ 1 C1 0, Us RE LU, 

Un U, OU, Us U; 

1+U,+U; 

On saitque U, z0 ou encore U, +121 

- 1 
par suite -— 21, 

p+ U, 

  d’après (b) U,< 1 alors U rie}; 
P7 p+l P l 

  

  

  

p+ 

x 1 1 1 
par conséquent —— <— +1 

pil U, p+l 

. 1 1 1 
Conclusion : VpeN; 1< — — <— +] 

pm Ur P+l 

cie TL il, 
U, U, 1 

is cl 
U, U, 2 

ist <lss 
U,;, U, 3 

et cl 
U, n-|l n 

On additionne membre à membre et on simplifie on obtient : 

1. 1! 1 1 1 
NnE——-——<n+l+— += tit 

U, U, 2 3 n 

Comme U, =1 on conclut que : 

ne iénetetel, sl 
U 2 3 n n 

d) Vérifions l’inégalité pour p=—6 ona V6 <i vraie 

Supposons que l'inégalité est vraie pour n2>6. 

Ouencore p < _ ; Montrons que 4p+1 se . 
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2 

Il suffit de montrer que p+lsie. 

2 2 
p__4p+4-p 

+1) —— = —————— @+D-T 2 

(p-1) L'hypothèse de récurrence donne que p°? <=—— F 

p° —2p +1 
ou encore p <p° < 1 

p <(p? -2p+D-2 donc 4p<p° -2p+1 

4p+4-p? _@° —2p+1)+4-p° 

4 _ 4 

4 —p? — 
ou encore PR RÉ S <0 

Car p>6 soit -p<-6 ouencore —-2p+5<-7<0. 

2 

On conclut alors que (p +1) À <0 ouencore /p+1 <E 

par suite 

—1 
Conclusion : VpeN , p>60ona PET 

2 

— +1-p 

| p+i-Vp- ER 2 TS 

P Pour p2>6 on sait que p<ie et Vp+1<—. 

donc Prrefrep-zsr 

dE? e- soit Vp+1-Jpee. 

VT-N622 

8-V7>1 

  

ND
 

À
 

nsi-/n>1 
n 

On additionne membre à membre. 
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On obtient : Yn + -NEzststese 

Soit THERE 
n 

Comparons V6 et pedil r ol 
2 3 4 5 

V62244 et1rl+l,l,l08 
2 3 4 S$ 

d’où VE >1+r+r4 te 

Conclusion : nri>i+tsl,1,1,.,1 
2 3 4 5 n 

e) On sait que ne iéné lt e 
n n 

soitn+1<—Sn+24+ tt én+lé Vn+i 
n 

n 

  
1 

ou encore >U. > 
1 

n+i  n+1+4Vn+1 

  
  

  

  

  

  
  

  

> QU, >——— et lim =] 
n+l ° PET PA ETS no n +1 

n n 
et lim = lim =1 donc lim nU, =1 

N—+00 n + l + Vn +] n—+00 | 1 1 1 . N—>+00 

QD l+—-+ + — 
n n n° 

NT 154 f est définie, continue et dérivable sur 10, + co [ 

1 À 
f'G)=-—<0 

x 
x 0 + 

Ê'(x) - 
+ fo) ——, 1 [À 

2) Pour construire les termes de la suite, +; 

nous avons besoin de la droite > 

d’équation y=x. J 

U, >U, et U, <U, donc U, n’est     
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pas monotone. 
Il semble que U, converge vers à, 

abscisse du point d’intersection de A 

etC.. 

3) ae À alors f(a)=@ ou encore à est 

- x . 1 
solution de l’équation 1+—=x 

x 

soit x? -x—1=0 (x >0) 

    Cette équation a pour solution   
1-5 1445 1+45 

2 2 

3 
et donc œ= >— 

2 2 

Conclusion : a=L4l et a>2. 
œ 2 

4) a)U, =121 donc la propriété est vraie pour n =0 

>1 Supposons que U, >1, montrons que U,., 

NY or , donc U..,>1. 

n n 

Conclusion : Vne IN, U, 21. 

U n+l n+] 

b) Un castépcasts 
(hu) 

U, U, œ 

—U 
ne (U, - a). 

Ü œ œ°U aU 
n n n 

  

c) U,zlet «>0 donc a-U, >0 

Loz=l (U, -a) 
œ 

n 

donc (U,,, —&) est de signe contraire à celui de (U, -@). 

d) Si U, <a alors U,,, >a donc U, <U 

de plus U 

donc la suite n’est pas monotone. 

Si U, >a alors U,,, <a donc U, >U,,, deplus U,,, >@ 

Donc U,,, >U 

Comme U n+l 

n+l 

1 <X donc U,,, >U n+ n+ n+2 

donc la suite n’est pas monotone. n+l 

Eu. - dl 

n+ 

5) a) [U, — al= Jo: U, 

or lo >? et [U,|>1 donc au, [>= 
2 2 
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d’ et finalement [U -als<lU, — 0! OÙ —<— JU | | 3 n+1 

b) Vérifions la propriété pour n =0. 
0 

ou, ds? [U, - al vraie pour n =0 

Supposons que pour tout neIN, 0< [U, — al < a) [Us — ol 

D’après 5) on a [U n+]l - a] <Z[U, - al 
3 

et d’après l’hypothèse de récurrence on obtient 

2 {2\ IU. -a<2.(2) JU, dl 
2 n+] 

d’où [U,,,; -ds(à) [U, - al 

  

Conclusion : VneN, 0<|U, — al < 2 [U, - al 
3 

c) im (2) =0 et o<qu, -oj<[À) [U, - al 

donc lim [U, — ol =0 d’où U, converge vers à 
n— +00 

  

, 3 1 1 2 ñ 

6) On sait que [Us -4-1-2 donc [U, -asr(à) | 

On pourra affirmer que U, sera une valeur approchée de a à 107? près, dés 

que (2 <107? c’est à dire (5) <2:107 
2 \3 3 

9 

pour n=9, F5) z2,6-10 7 >2-10 7 

2 10 

pour n=10 (à =1]1,7.10 2 <2.107? 

d'où n,=10, U,) =1,617977 
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Chapitre III 

Dérivabilité 

D) Dérivabilité : 

M Définition : f'est dérivable en x € lim 1) Î@o) |; (fini) 
XX X —X9 

et £ s’appelle le nombre dérivé de fen x, noté: f'(Xo)= 2. 

M Théorème : 
Si f est dérivable et strictement positive sur un intervalle I de R 

Alors VF est dérivable sur Jet (VE y = 1 . 
2/f 

M Dérivées usuelles : 
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

Domaine 

Fonction Domaine de définition Dérivée de 

dérivabilité 

x|- a 

(a est R xkH0 R 
constante) 

x | x R x|—1 R 

xl x" - R gnrl R 

neN;n>1 n'x 

I x —n * 
x1> Un x > n+]l KR 

x x 

Vx R x R* XI VXx | + 2x 4 

x cos(ax+b) , 
x -asin(ax +b) R 

x sin (ax +b) 
x acos(ax +b) R 

T 

x tg(ax +b) {rer ame ane) 2 
2 x al + te" (ax +b) I 

x 1 cot g(ax + b) 1= {x e R telque ax + b # km k € Z} 2 
xI+ -a(i+cotg (ax + b)) Ï           

  

A Théorèmes de dérivation : 
Soient u et v deux fonctions dérivables sur I, I intervalle de R, ÀeR. 

Les fonctions suivantes sont dérivables sur I et le tableau donne l'expression 
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des dérivées. 
  

  

  

  

  

  

  

    

Fonction Fonction dérivée 

U+V U'+V' 

AU AU' 

UV U'V+UV!' 

neZ, U° nU""U' 

L V' 
V = v? 

(V ne s’annule pas sur D 

Ü . U'V-V'U 

V V?       

M Dérivée d’une fonction composée : 
Soit U dérivable sur I, V dérivable sur J et pour tout xel, f(x}e]J 

alors V © Uest dérivable sur Jet (V : U)' = U'x(V'oU). 

Il) Accroissements finis. 

M Théorèmes des accroissements finis : 
Si f une fonction continue sur [a,b]| (a <b) et dérivable sur ]a,b [. Alors il 

existe au moins un réel c ela,b [ tel que f'(c) = Oo — f(a) 
— a 

M Inégalités des accroïissements finis : 

e Si fest dérivable sur un intervalle I et s’il existe deux réels m et M tels 

que pour tout xel, m<f'(x) <M Alors 

Pourtoutaet bel (azb)ona ms QE «M 

— à 

e Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I et s’il existe un réel 

k>0 tel que VxEel 

[f'GOISK alors pour toutaetb del ona [f(b)-f(a)[<k[b-a| 

e Théorème : 
Si f est une fonction continue sur un intervalle I'et f(x) Æ0 alors f garde un 

signe constant. 

Approximation affine 

Définition : Soit f une fonction dérivable en a 

Une valeur approché de f{ a+ h) = f(a) + f(a) x h 

On dit alors que f{a) + f(a) x h est une approximation affine de fen a. 

Exemple : 

1) Déterminer une approximation affine de NE pour h voisin de 0. 
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2) En déduire une valeur approchée de :/1,002 . 

Solution : 

1) On considère la fonction f{x) = Vx 

Vx €]0, +00, f '(x)= 1 
2V% 

Une approximation affine de f en 1 est f (1) h + f(1) = sh +1 

  

D'où V1+ =h+ 1 

2) 1,002 =4/1+ 0,00 == 0,002 +1=1,001 

Réflexe : 

  

Situations Réflexes 

Si f est dérivable en a alors 

P (a) = tim@) 7 1G) 
X—a X - a 

On applique le théorème de 
dérivation d’une somme, d’un 

produit, d’un quotient ou d’une 

Comment étudier la dérivabilité composée. 
d’une fonction sur un intervalle 1? | Pour les valeurs a où aucun de ces 

théorèmes ne permet pas de 

conclure, on utilise im 09 = f@) 
X—a X- a 

  

Comment calculer une limite à l’aide 

de la dérivée ? 
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ENONCES 

QCM 
Soit f une fonction dérivable sur [-2,2] dont le tableau de variation la fonction 

f est : 
  

  

        

x -2 -] 0 1 2 

1 0 

F9 | LT 
-2 

On a alors : 

Da)f(-2) <f(-1) b)f(-1)<f(0)  c)f(0)<f(1) 
2) La Ë admet exactement deux tangentes parallèles à la droite d’équation. 

1 1 1 
a Y=- b)y 2 * SY=-SX 

3) Si f(-2) > (2) alors pour tout k € 1f(2) , f(-2) [ l’équation f(x) = k admet dans 

[-2,2] 
a) exactement une solution b} exactement 2 solutions 

c) Pas de solutions 
Vrai — faux. Dire si chacune des propositions est vraie ou fausse 

et justifier votre réponse. 
1) f continue en a alors f est dérivable en a. 
2) f est continue en a alors f n’est pas dérivable en a. 
3) f n’est pas continue en alors f est dérivable en a. 

4) f n’est pas continue en alors f n’est pas dérivable en a. 

\7/ 1) Soit g la fonction définie par g(x)=x+Vx? -1. 

P réciser les demi-tangentes, aux points d’abscisses let —1 à la courbe 

représentative de g. 

2) Soit h définie par h(x) = he? + x] . 

Préciser les demi-tangentes aux points d’abscisses O et —1 à la courbe de h. 
En utilisant les théorèmes sur la dérivation. 

\/ Déterminer le domaine de dérivabilité et la fonction dérivée de 

chacune des fonctions suivantes : 

1+%x | 2 | _sinx 
Te à D'hG=x Vx ; 3) g(x)= T 

2 

4) r=c0 - | : 5) k(x)=xcos(x?) ; 6) e69=Lan( +] 
1 x x X + 

1) f(x)=x     

  

Montrer que f(x) =0 admet une solution unique sur l’intervalle T. 
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a) f(x)=V2x +1-2 sur[0,2]. 

b) f(x)=2x-2cosx -1 sur) À] 

\Æ utilisant l'inégalité des accroissements finis. 

cos Eh) <|h]. 
3 2 

2) Montrer que pour tout x € 2 | ,0na: x<tgx <2x. 

1) Démontrer que pour tout heR, 

    

Soit f une fonction numérique définie et dérivable sur [ 0, 2 ] 

Vérifiant f(0)=—1 et f(2)=1, et telle que pour tout x e[ 0,2] 
1 3 
— <f'(x)<—. 
2 Go 2 

En appliquant le théorème des inégalités des accroissements finis sur [o, X ] 

d’une part, et sur [x, 2 ] d’autre part, montrer que la courbe représentative de 

x fx) se situe nécessairement à l’intérieur d’un parallélogramme à définir. 

Ÿ/ 1) Soit la fonction f définie sur l'intervalle à] par f(x)=sinx. 

a) Déterminer le sens de variation de la fonction dérivée f'. 

b)Soitue LE . Déterminer un encadrement de f'(x) sur l’intervalle 

[ou]. 

c) En appliquant l’inégalité des accroissements finis montrer que 

ucosu<sinu<u (1) 

2) Soit la fonction g définie sur l’intervalle Ê z par g(x)=cosx. 

a) Déterminer le sens de variation de la fonction dérivée g'. 

b)Soitue ox Déterminer un encadrement de g'(x) sur l’intervalle 

[o, u ]. 

c) En appliquant l’inégalité des accroissements finis, montrer que 

1-u? <cosu<l (2). 

3) a) Déduire de (1) et (2) que u-u” <sinu<u. 
b) En déduire un encadrement, par des nombres décimaux de sin 1°. 
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TZ Déterminer une approximation affine de sin (+) pour h proche de 0. 

2) Déduire une valeur approchée de sin 31°. Comparer le résultat trouvée avec 

celle d’une calculatrice. 

(Rappel : 1° correspond à Ho D 

NI f définie sur IR — {-5} pour f(x) = 2 
x+5 

1) Déterminer une approximation affine de f voisin de (-1). 

2) Démontrer que pour -1 <h < 1. L'erreur commise en remplaçant f(-1+h) par 

f(-1) + h f (-D) est majorée par SP . 

Ÿ Soit f définie par f(x) = V2x+1 

1) Déterminer l’approximation affine de f(h) proche de 0. 

2) En déduire une valeur approchée de ,/1,00024 

Ÿ\7 nelN';  f(X)=(1+x) 
1) Donner une approximation affine de f puis de g voisin de 0. 

2) Donner une valeur approchée de 1,0003/ 
3 

NA f est la fonction définie sur]1, +co[ f(x) = 
X- 

1) a) Déterminer la fonction dérivée de f. 

b) Etudier les variations de f. 

c) Déterminer les extremums de f. 

2) Etudier les limites de f en 1 et en +co. 

3) G est la courbe représentant f dans un repère orthonormal. 
. o 1 | 

a) Démontrer que la droite D d’équation y = x + 3 est asymptote à la 

courbe & en +oo, 

b) Situer la courbe 6 par rapport à la droite D. 

c) Tracer la droite D et la courbe €. 

\y f est la fonction définie sur D = IR -— {-1} par : f(x) = [x + 2| + -!, 
x 

E est la courbe représentative de f dans un repère orthonormal. 

1) Calculer f(x) lorsque : 

a) x appartient à ]-c0,-2[ 

b) x appartient à [-2,-{{ UI-1,+00[ 

2) En déduire l’étude des variations de f sur J-c0, -2[ ; ]-2,-1f et J-1,+00[ 
3) a) Montrer que f est dérivable à droite en -2 et que le nombre dérivé à droite 
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de f en -2 est égale à O. 

b) Montrer que f est dérivable à gauche en -2 et que le nombre dérivé à 
gauche de f en -2 est égale à -2. 

c) Interpréter graphiquement ces résultats. 
4) Etudier les limites de f aux bornes de D. 

5) Dresser le tableau de variation de f. 

6) Montrer que la courbe Ë admet des asymptotes obliques D et D’. 

7) Tracer les droites D, D’ Ia courbe Ë les tangentes remarquables et b 
l’asymptote verticale. 

Soit la fonction numérique g définie par : g(x)=x+1+4Vx? +2x et 

(C ) la courbe représentative dans le plan rapporté à un repère 

orthonormé (O, i, j). 

1) a) Déterminer le domaine de définition de g. 

b) Etudier la dérivabilité de g à droite en 0 et à gauche en —2. 

c) Donner le tableau de variation de g. 

2) a) Montrer que la courbe (C ) admet une asymptote oblique (D) au 

voisinage 

de +. 

b) Etudier la position de (C ) par rapport à (D) relativement à IR... 

c) Construire la courbe (C }). 

Soit f:R—>R; xl 2x-1+Vx?-5x+4 

D) Etudier les variations de f et tracer sa courbe C dans un repère orthonormé 

R(O, i, j) 

2) Soit le point ofi4) Ecrire l’équation YŸ =F(X) de la courbe C dans le 

repère R'(O", 1, j). 

3) Ecrire une équation de la courbe C ' dans le repère R' symétrique de C 

par rapport à O". 

4) Soit T =C UC ‘, Ecrire une équation de l dans le repère R'. 
D > > > Es 

5)Soit [=1i+]) et J=1i+3]j, Ecrire une équation de TL dans le repère 

R"(O", I, J). En déduire la nature de T°. 
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CORRIGES 

l | — 0 
f(x) 

0 - 1 

FX + — o 

CD ea, £2) 

1) La réponse est El f est strictement croissante sur [-2, -1] donc f(-2) < f(-1) 

2) f(-1) = 0 et f (2) = 0 donc G admet deux tangentes horizontales qui sont 

  

  

      
parallèles à A:y= = donc la réponse est à] 

3) La réponse est ll : d’après le tableau de variation la droite y = k coupe la 

courbe de f en un seul point. 
1) Faux : f(x) = »l continue en 0 et n’est pas dérivable en 0 

im—— fx) _ =lim mie 1 
0 X 0 x 

lim OX =lim-1=-1 #1 
07 X oO XX Q 

2) Faux : f(x) = x? continue et dérivable en a. 

3) Faux : car f n’est pas continue — f n’est pas dérivable. 
4) Vrai. 

VA fonction g est définie sur |-c0 -1]Ù Li + ce ['par: 

g(x)=x+Vx?-1. 

[: g(x) — 80) _ x+Vx? =l-1 Lys VX ci 

x—] x—1 x—1| 

Comme x-1>0 ona: x-1=4/(x-1) 

eG-8D _,,Va-DG+D Le 20-80 ,, [xt 
x—l (x D? x—1 x—1 

  Si xe]1,+c0 
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. x) —-g(l . z s - 
donc lim seen = +00 par suite g n’est pas dérivable à droite en 1 

x—1* X — 

mais sa courbe représentative admet en ce point une demi tangente 

verticale (parallèle à (yy')). 

if: gG)-g(-D _x+Vx?-1+1, Vx?-1 
  Si xe]-o, 1+ 

x+1 Xx+i x +1 

f 2 gx) — g(-1) xl Comme x+1<0: x+1=—4(x+1)" et 2 =], — 
x+1 x+1 

d’où lim _8@ 800) |, donc g n’est pas dérivable à gauche 
x—(-1)" x+1 

en —1 mais la courbe de g admet une demi tangente verticale. 

2)h(x) =| x? +x|=| x(x +1)| définie sur IR. 

Si xe]-o0,-1]U[0,+c[; h(x)=x? +x 

Si xe[-1,0], h(x}=-x? -x 
e La restriction h, de h sur ]- co, — 1 JU [0,+ œ0 [ est définie par : 

h,(x)=x? +x est dérivable sur ]-o,—1 [U[0,+ co [ car c’est un 

polynôme et h:(x)=2x +1. 

D’où la fonction h est dérivable sur |-c0,-1 [UT 0, + [ et dérivable à 

gauche en (-1) et à droite en O et h,(—-1)=-1, h,(0)=1. 

— La courbe de h admet au point d’abscisse (—-1) une demi tangente à 

oo x<—l .. [x <-1 
gauche d’équation Ÿ = h! (D +0 +hCD) soit F =] 

— La courbe de h admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente à 

x2>0 . [x2>0 

y = h4(0)(x) + h(0) b =Xx 
eh, la restriction de h sur [1,0 ] est définie par h,(x)=-x? - x 

h, est dérivable sur [1,0] et h,(x)=-2x-1 donc h est dérivable sur 

J-10[ et h,(-D=1 et h!,(0)=-1. 

— La courbe de h admet une demi tangente à gauche au point d’abscisse 

0) d x SO x <0 “équation : , 
(0) d’équation y =! (0)x + h(0) soit = -x 

— La courbe de h admet une demi tangente à droite au point d’abscisse 

droite d’équation : 
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x>—] . ns 
—]) d’équation : t (1) d’équation D cnee Den soi 

y=x+i 

est dérivable et strictement   1) La fonction rationnelle x + TX 
— X 

  

on , +Xx y 
positive sur |- 1,1 [, donc la fonction x -— est dérivable sur 

cet intervalle. 

f est le produit de deux fonctions dérivables sur ]-11 [ donc f est 

dérivable sur cet intervalle. 

@=x)-(+x)(-1) 
2 

Pour tout x € ]—1,1[ ;£(x)= TE + x = x) 
1-x 1+ 

2 
1x 

donc f'(x)= [T2 + < Lx, 
1-x (x) Vi+x 

2) h()=x? vx ; D, =]0,+c0 
h est le produit de deux fonctions dérivables sur Jo, + 00 [ 

donc h est dérivable sur cet intervalle. 

  

  

      

5x? 

2x 
donc h'(x)=   Pour tout x e |0,+ |; h'{x) = 2x x + À = 

sin X 
3) g EG)= TE: 

g est dérivable sur ]0,+ oo [ car c’est le quotient de deux fonctions 

  , D, =]0,+{. 

dérivables sur |0,+ oo [. 

Vx cosx —   sin x 

  

  

Pour tout xe ]0,+0[; g'(x)= 7% _ 2xcosxsinx 

2x x 
x? 

#xk—> fonction rationnelle donc £ est dérivable sur IR 
x? + 

et xt—>cosx est dérivable sur IR. 

d’où £ est la composé de 2 fonctions dérivables donc £ est dérivable 

sur R 

et =- 20€ +D- xx) (2 x }-- 2x sn x |   

(x? +1)? x? +1 (x? +1)? x? +1 
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5) xk—— x” polynôme dérivable sur IR ; x cos x dérivable sur IR 

donc k est dérivable sur IR. 

k'(x)=cos(x?)+x:(2x)(-sinx?)=cosx? —- 2x? sin x? 

6) x 1 dérivable sur IR‘. 
X 

et xk—sinx dérivable sur IR donc o est dérivable sur IR° 

SR LU, 1 1 1 1 .f1 1 1 
d'où o'(x)= [Sin +—|-— cos) — ||=-—sin] — |-— cos — |. 

X X Xx|\Ù x X X X) x X 

3x? 6x° 
\/ a) f est dérivable sur [O, 2]. LR) = ——@ = 50 

2V2x7+1 2x +1 
donc f est strictement croissante sur | 0,2 ] et continue d’où f réalise une 

bijection de [0,2 ] sur £([0,2 ]}=[f(0),f(2)|= L 1,17 - 2] 

or dE L 1, V17 -2 | donc 0 admet qu’un seul antécédent a e| 0,2 ], 

donc f(x) =0 admet qu’une seule solution. 

b)f(x)=2x—2cosx-1 sur xl 

Lu T . . 
f dérivable sur | 7 , Ê'(xX)=2+28sin x =2(1 + sin x} > 0 

car sin x >—1 donc sin x +1>0 donc f est strictement croissante sur 

Tr . . 
| 7 et comme elle est continue sur cette intervalle donc f est une 

bijection de [0.7 sur o(5)| 

Soit [- 3,r— 1] or dE [- 3,7 -1 ] donc il existe qu’une seule valeur 

QE | 0.2 tel que f(æ)=0 d’où l’équation f(x) =0 admet qu’une 

. T 
seule solution sur LE 

\ On pose f(x) =cosx dérivable sur IR et f'(x)=-sinx 

etona | sin x | £1, on peut donc appliquer le théorème des accroissements 

ue . Nu T T 
finis à la fonction f sur l’intervalle de bornes 3 et h + 3 
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On a donc 

  

GG 
“(re 

2) On pose f(x) = tgx est dérivable sur | 0.7. et f'(x)=1+tg°x 

      

ou encore <| h| 

    

T . T 
comme 0 < x < 4 et tgx est croissante sur | o,% 

Alors 0 <tex < — ou encore 0 <tgx <1 

par suite 1<1+tg°x<2 soit 1<f'(x)<2 

On peut donc appliquer l’inégalité des accroissements finis à la fonction f 

sur l’intervalle de bornes 0 et x. 

avec 0<x<T ona:1:(x—0)<f(x)-f(0)<2(x-0) d’où x <tex <2x. 

ÿ En appliquant les inégalités des accroissements finis en deux temps : 

e Pour x, =0 et x, =x et sur [0,2] 

à (0) < FD —L(0)< 7 (x 0) 

ZX SGD +1 Ex ou encore 

1 3 —x-1<f(x)<2x-1 (1 7 * GO<Sx 1 () 

e Pour x, =x et x, =2 et 

Sur [0,2] 

TU -x< F0) -1G0<5 0 -x)      1 3 
—x2>f(X)2z—x-2 (2 T 7 (x) 7 (2) | 

D’après (1) la courbe de f est située dans [At, At'| avec A(0,-1) et 

(At): y =5x —1 et (At):y =5x —1 et (2) donne que la courbe de f est 

située dans le triangle OCK avec K(0,-2) et C(2,1) finalement la courbe de 

f est située à l’intérieur du parallélogramme ABCD. 
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Ÿ 1)a) f est dérivable deux fois sur | 0, z et f'(x) =cosx 
2 

f'(x)=-sinx<0 sur ox) et f'(x)=0 & x=0 

donc f' est strictement décroissante sur | 

b) O<x<u et f’ est décroissante sur 0%) donc [0,ul| 

Alors f'(0)>=f'(x)>f'(u) d’où 12zf'(x)>cosu. 

c) f est continue dérivable sur [o,ul 

et cosu<f'(x)<1i on applique l’inégalité des accroissements finis 

sinu—sin0 : . 
COS U £—— <1or u>0 d’où ucosu<smnu<u (1) 

u— 

2) a) g(x) =cosx dérivable deux fois sur | a à , g'(X) =-sin x 

et g'(x)=-cos x <0 

g'R)=0 Sx = donc g’ est strictement décroissante sur Ê ï . 

b) Si D<x<u alors g'(0)>g'(x)>g'(u) d’où 0>g'(x)}>-sinu 

c) Comme g’ est bornée sur [o, u|, on peut appliquer l'inégalité des 

accroissements finis : 

_sinu < cosu — cos 0 <0 

u —-0 

—usinu<cosu-1<0 & 1-usinu<cosu<i 

d’après (1) ona sinu<u d’où —usinu >-u? 

d’où 1-u° <1-usinu <cosu<l 

3)a)On a: 1-u° <cosu <1 

alors u—u* <ucosu comme u cos u <sinu <u 

d’où u-u° <sinu<u. 
3 

b) 1°=Trde 0,7 done || <sin-T <_T 
180 2. 180 180 

La calculatrice donne : 
3 

20.017453... : fr = 0,017447.. 
180 180 \180 
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On trouve, par exemple 0,01744 < sin 1° <0,017746 

\Ÿ/ f(x) = sin x dérivable sur IR f(x) = cos x 

Le … [A . 
alors une approximation affine de sin E #) au voisinage de O0 est 

{Er (Ent , d’où sin En) 8, + 
6 6 2 2 6 2 2 

A __307 7% Tr «x 

180° 180 180 6 180 
  2) Ir donc 31° — xrd d’où x=31 x 

  D'où sin 31° = sin + T ) 
6 180° 

7,18 6 017+2-0515107. 
2 "180 2 2 2 

* sin 31° = 0,51503 avec une calculatrice. 

*0,515107 > 0,51503 
Donc l’approximation de sin 31° est supérieur à sin 31° avec une 

calculatrice. 

\Y 1) f(x) = 2 dérivable sur IR — {-5} 
x+5 

_ 2 
FO EE 
f(-1+h) = P (1) h + C1) 

  

f(-1+h) = = h + sc'est l’approximation affine de f voisin de (-1). 

  2) * 1 + h}= 2 2 2 
-I+h+S hH4 

1, 1 # f(-1) + P(C1) xh=-2h+— (D + PC x gt 

* L'erreur commise est : f(-1+h) — f(-1) -#(-Dh 

2 1. 1 
(-1+h) —(-1) - PCD xh = —+-h— CIHh) CI) PCI) xh = ten 

Montrons que pour tout h € [-1,1] 

On a ERP EST 
h+4 8 2 24 

2. 1, 1 ! 
h)}= —+-h-—-— hp? 

sh) h+4 8 2 24 
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g’(h)=   

4 

(h+4) 

= g’ est décroissante sur [-1,1] 

; —2 1 1 —16+9 6 -I 
gCD=—+—-+——- — < 

9 8 12 72 72 72 

= g est strictement décroissante sur [-1,1] 

Orgen= 2-1 1 1216-3-12-1, 
3 8 2 24 24 

  g'’(h)=4(h+4)"-1= -1 <0 car 3° <(h+4) < 5° 
3 

  

= g (h) <0. D'où Sr est un majorant de l’erreur commise. 

Ÿ\y D) GO) = x HI, Ve] 2 #f on a 

P(x) = nes d’où l’approximation de f pour h proche de 0. 

f(h) =f(0) xh +f(0) 
f(h) = h+1 
2) ,/1,00024 = ,/1+ 2 x0,00012 = 0,00012 +1=1,00012 
\Z 1) fx) = (1 + x)" dérivable sur IR 

F(x)=n (1Hx)" 
Une approximation affine de f pour x voisin de 0 est : 

F(0) x +f0)=nx+1 d’où f(x) =nx+l 

2) 1,0003° = (1 + 0,0003) 
= 7 x 0,0003 + 1 = 1,0021 

\Y b 100 - = 

3 

  

  

  

a)x À est dérivable et strictement positif sur ]1,+co[ 
X _ 

alors f est dérivable sur ]1,+00[ 

3x{x -1) ° 
1% 2 - 3 2(2x - 3 

et P(x) = (x-1Y _x{3x- 3-x) _ _ x’(2x -3) 

  x É LE 2 2-7 26-17 

bDrO=0& x= à 
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x 1 y +00 

Fo _ o + 

fx) Le 

Solutions 

  

  

  
    

. 3 
c} f admet un minimum absolue en 3 

3 3 

2) lim = lim x? = +00 = lim f(x) = +00 et limf(x) = lim, Li — +00 
+0 if F X- +0 x] +0 

2 
3 2 

1 x? 1 x-1 2 
3) a) lim f(x) - x == = im 2 x 22 2 fi 

+00 2 +0 x-1 2 +00 3 

Arf) 
x-1 2 

En développent et en simplifiant 

  

  

3x +1 
+ 

On obtient lim(x) -x 7 limited — im x +1 5 
+0 +20 KO +x+ > + 4x-4 4 

et limf(x) + x + = +00 donc lim f(x)-x = =0 

La droite D : y=x + ; est une asymptote. 
D 

b)Pourx>iona *x+L,0 LA 
4(x-1) L 

etfGO + x + à >0 

  

  

    
1 j donc f(x) — x 5 ” 0 A . | 

d’où & est au dessus de D. 1 di 3 
2 2 

x=1 

NS Da)xe]-o,-2[:f0=-x-2+ 1 
x+1 
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ar il PO= 1. 

b) x € ]-2, -1 [ UJ-L, +oo[ : fx) = x + 24 
x+1. 

TE 
FO=l Gi 

.f — 1 1 2)x € ]-00,-21[ ; f(x)=-1 PT 

  xe J-2, “ITUT 1, + : POELE 

(x +11 _x2+2x _ x(x+2) 

G@+1)  (+IY (x+1}ÿ 
X>-22x+23>0 le signe de f’ est celui de x 

  P(x)= 

-co -2 -] 0 

  

  

          
  

  

    

X 
+00 

FX - - - ® + 

f(x) —— LL, LT 

f(x) - f(-2) xD I +3) +1)+1 3) a) lim = Jim XHL ji TA 
2  x+2 C2) x+2 2 (x+1)(x+2) 

2 + +2} + = Jim #4 5, GX) xt, 
2 (KX+1)x +2) 2 (x+1)(xH2) 2 x+1 

2 +1 
b) lim f(x) - f(-2) = im xt im €-x-D(x+1)+1 = lim -x2-2x-1+1 

CY x+2 C7 x+2 9 (XXI) C7 (x +2)(x +1) 

_ + ‘ 
= pig 2642) Ep) 

C2 (x +2)(x +1) (7 x+1 

c) 6 admet au point d’abscisse (-2) deux demi- tangentes de coefficient 

f,(-2)=0et f,(-2)=-2 

4) lim f(x) = lim x + 24 = 400 car lim =0 
x+l + xt] 

limf(x) = = lim -X— 2+— = +00 
x+ 
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lim f(x) = lim— x-2+ = —] + 00 = +00 
x—-1* ©1)* x+l 

lim f(x) = —c0 
xl 

X -00 -2 -1 0 +00 

(x - 1 ___- - + 
+00 4-00 +00 

F9) + RhLT 

6) limf(x) - (x+2) = tim—}_= 0 
+00 +00 x+i 

  

  

        
= D: y = x +2 est une asymptote pour & en +00. 

lim f(x) - (x -2)= li = 0= D':y=-x-72 est une asymptote en -co. 
0 8 X. 

D 

Y
e
 

  

K 
Vo a) De=ke IR, telque x” +2x2>0=]-00,-2]U[0,+c[. 

b) lim LOTO) L ji 24 VX +2 | x(x + 2) 
X 

    
1 ion 1 + = +o0 

x—0 X x—0 x x 2 + 2x 

Donc £g n’est pas dérivable à droite en 0. 
. . 2 

lim g@) - 802) _ lim pa VX +2X 
x(-2) x +2 x—(-2) x+2 

x (x +2}Vx? +2x 

Donc g n’est pas dériWabik à gauche en —2. 

x—0* 

c) La fonction x—>x° +2x est dérivable et strictement positive sur : 
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I=]-,-2[0]0,+[. Alors la fonction x 4x? +2x est 

dérivable sur T'et x > x +1 est dérivable sur IR en particulier sur I 
d’où g est dérivable sur I et pour tout xel ona 

sx) =14 x+l _x+1+Vx? +2x 

Vx°? +2x Vx? +2x 

eSix+120 x2>-—1 alors xe]0,+of. 

  

Donc g'(x)>0 pour tout xe[0,+f. 

eSix+1<0e x <-1 alors xe]-c,-2|. 

— 1 
g'(x) = <0 

Le +2x -@+n] + 2% 

  

  

  

  

  

X — 00 —2 0 + 00 

g'(x) _ + 
g(x) —, + nr I     

1 
lim g(x)=+o; lim g(x) = lim —— 
ATP XP Te x+1-1Vx? +2x 

2)a)Ona: lim g(x)=+0c donc la courbe (C ) admet une branche infinie, 

lim 80) _ lim pe} 
X—> +00 X X—+ X x 

lim [g(x) -2x]= lim (i _x+Vx? + 2x) 

=0 

—A+— 

= dim LR X 2 
XD40 1 Lx fx? +2% te 2) 

X X 

donc la droite (D) d’équation : y =2x +2 est une asymptote oblique au 

voisinage de +0. 

b) Pour tout xe IR, ;g(x)— y =vVx? +2x get 0 
Vx?+2x +x+1 

Donc (C ) est au-dessous 

de la droite (D) pour tout 
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xeR.. | C 

ce y=0 est une asymptote à 

demi-tangentes verticales aux ET + + = E 

(C ) au voisinage de (—-c). 

e La courbe (C ) admet deux / 

points d’abscisses x =—2 et x =0. 0 

  NE DDf=KeIR /x? 5x +420} m 
Df = }-0,1]U[4, + co[ 
x x? — 5x + 4est dérivable et strictement positive sur 

Fc, 1[U +0 
Donc x vx? — 5x +4 dérivable sur }- œ,1[U 4, + of et x 2x —1est 

dérivable sur IR d’où f est dérivable sur” ]-c,1[U 14, + co[ 
en h 2 h 

. lim f(1) im ZX 1+4Vx° -5x+4-1 

1  x-—1l D x—1 

Vx?-5x+4 @=1 (x 4) 
2 + ———— | = lin) 2 + ——_—_———— 

| J (x-1DVx? -5x+4 

  

= lim 
1 x—1 

“nl RS = 
J x? -5x+4 

donc f n’est pas dérivable à gauche en 1. 

… f(x)-f(4) . 2x -8+4Vx7 -5x+4 
lim = lim 
4 x—4 4 x —4 

: (x —1)(x — 4) 
= x 2 + —————_—— 

G : ee 

x—] 
= in) x 2 + — |=+0 

Ÿ | Vx? -5x+4 | 

donc f n’est pas dérivable à droite en 4. 
On en déduit qu’aux points A(11) et B(4,7) la courbe de f admet deux 

demi-tangentes verticales dirigées vers le haut. 

eVxe]-0,1[U]4,+ œ| , 
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F'(x)=2+4 2x-5 4Vx”-5x+4+2x-5 

2Vx° -5x+4 2Vx? -5x+4 

pour2x-5>0&x = alors pour x>4onaf'(x)>0 

pour 2x-5<0 x < alors pour x <1 

f'x)=0S4Vx? -5x+4+2x-5=0 

AŸx? -5x+4=5-2x16(x? — 5x +4)=(5- 2x)? 

16x? — 80x + 64 = 25 — 20x + 4x? ou encore 4x? — 20x +13= 0 ,A'=48 

10-493 5-23  . 5+2V3 
PL 

  

  

4 

x | — 00 x’ I X" +00 

4x? —20x+13 | + ® — | - ® + 

x — 28 I 4 + 00 

  FG) + $ 7 ZZZZ + 

DUT De Z 24 

= 2E) RE 
2 2 

limf(x)=lim2x —1+1limvVx? — 5x +4 = +00 

limf(x)=lim2x-1+4Vx? Te +) 

  

        

    

2 x x x? 

5 
e Branches infinies : lim—— fG) = lim2 _T + []——+ + = 3 

+ X +00 X X X 

- —5 4)- x? 
Hm£f(x)-3x =tim-1-x + 25x24 -lim_1+ À X +4) X 

+? Vx?-5x+4+%x 
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| S + +) 

lim 1+ x 

d fi < «1 
X X 

courbe de f au voisinage de + oo. 

tim LC Jim 2 À - 1-2, 4 2; 
-D OX © x VŸ x x? 

limf(x)-x=lim-1+x+Vx? 5x +4 

(x? —5x+4)-x° 

TL 7 
73 d'où y=3x 73 est une asymptote pour la 

  

=lim-1+ 
T? Vx?-5x+4-x 

_s+4 ; 

x _3   Sn, 

= h-3 42 C 
X x Î 

d'oùy=x +2 est une asymptote au voisinage de —c pour la courbe de f. 

2) M{X, y) dans ce repère R et M{X, Y) dans le repère R'. 

OM=xi+y jet O'M=Xi+Y)] 

OM-00+ 0M={x-5)f+ 6-2: 

| 5 5 
d’où X=x— et V=y-4 ou éncore x = X + et y=Ÿ+4 

L’équation de C dans R est: y=2x-1+Vx7-5x+4 

Alors l’équation de C dans R' est: 

2 

Y+4=2X+5-1+ (x:2) -{x+5)14 

Soit Y=2X + x? -? donc FO) =2X + x? 2 

3) MAX, ŸY)$k et M'(X',Y'):; So(M)=M' &0'=-M*xM 

ou encore X'=-X et Y'=-Y soit X =-X'et Y=-Vv" 

C :Y=2X+,/X° _2 dans R' comme C '=S,,€ ) 
\ 4 
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d’où C :-v'e 2x4 (x 2 ouencore © :Y=2X-,/X? = dans 

le repère R'. 

4)M(X, Ver eY= 2x + x? -2 etY=2X- Pr 

ou encore Ÿ — 2X = (x -2ey- 2X= —/X° —— 

soit [Y -2X|= x? (Y- 2X)? Re 

T:Y?+3X? -4XY +220 

5)M(X, Ya O'M=Xi+Y j MX',V')y ©O'M=X'I+V'T 

O'M=X'(i+ j)+V'(i+3j)=(X'EV) + (X'3Y) j 
d'où X = X'+Y' etY =X'+3Y 

L’équation de L dans R' : Y? +3X? -AXY +220 

devient dans R" : (X'+3V')? +3(X'+ V1)? — 4(X'EV')(X'43V") + s =0 

9 
ou encore [': — 4x y'= 2? par suite D: y'=—— 

4 16X" 

d’où [est une hyperbole. 
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Chapitre IV 

Fonctions réciproques 
Bijection : 

M Théorèmes : 

e Si fest continue est strictement monotone sur I (I intervalle de IR) 

Alors : 1) f réalise une bijection de I sur f(1). 

2) La fonction f"! réciproque de f est continue sur f(1). 

3) Dans un repère orthonormé, la courbe de f et de f 7” sont 

symétriques par rapport à la droite d’équation y =x. 

M Dérivabilité de f”' : 
Soit f une fonction et strictement monotone sur I. 

e Sifest dérivable en x, et f'(x,) #0. 

  Alors f”! est dérivable en y, =f(x,) et (F7) (Y5)= , I . 
L'(Xo) 

e Si fest dérivable sur I et pour tout xe I, f'(x) Æ0 

Alors f”' est dérivable sur f(I) et on a: 

fl} et 

TO Go) 
ième 

M Fonction racine n°: 
ième 

e Définition de la racine n°” : 

Soit neIN', a et b deux réel positifs : 
L 

a"=bea=%b=b" 
L 

b" ou Vb est appelé racine nième de b. 

e Remarque 
1 

Pour n=2, b?= Vb (racine carrée) 
1 

Pour n=3,b*? = /b (racine cubique) 

e Théorème 
hi La réciproque de f définie sur IR, par f(x)=x" est la fonction f 7 

—1 
définie sur IR, par f"'(x)= %/x est dérivable sur IR et (Vx)= 1 x" 

n 

  

100 

 



Fonctions réciproques Résumé de cours 

  

  

e Propriétés : 

Soient x et y deux réels strictement positifs, pet neIN° \ {1} 

on à alors : 

e Var" 2x = 

x 4x Ye = 

Y {y 
Vx = & x=y Vx <yy & x<y 

2 
eRésolution de l’équation x° =a avec n>2 ; neIN 

l”cas:a>0 

Si n est pair alors x” =a & x=Ÿa ou x=-Ya 

  

Si n est impair alors x" =a & x =Va 

27% cas : a<0 

Si nest pair alors x” =a n’admet pas de solution. 

Si n est impair alors x” =a & x=-V-a 

M Puissance à exposant rationnel : 

P e Définition : xe IR; , r un rationnel dont un représentant et + 
q 

(peZetqeIN ), on appelle puissance à exposant r du réel x le réel x'=Ÿ/x° 

e Propriétés : 

Soient x et yeIR. et (r,r')}eQ xQ on a alors : 
    

x . x" =x"t" x)" =xT (xy)' a . y’ 

          
  

  

            

e Théorème : r eQ 

(D) xx" est dérivable sur IR° et (x') =rx""! 

(2) Si f est dérivable et strictement positif sur un intervalle I alors f' est 

dérivable sur Let (f')'=rf" tft 
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Réflexes : 

  

Situations Réflexes 
  

Comment déterminer le domaine de 

dérivabilité de f! ? 

f'(X) z0 

Alors f' est dérivable sur J = f(T) 
* f dérivable sur I 

et f(x) =0 & X = Xi OÙ X2 OÙ ... Xn 

alors f! est dérivable sur 

#(D) — {f(x) , (x2) à FC) } 

w , dérivable sur I 

  

Comment déterminer la dérivabilité 

de f' en yo? 

    
On calcule x, tel que f(xo) = Yo 

FO) o) 

Y-Yo 

X-X I 
lim = lim 
x (xx) 2200 FX) - x) 

X-X, 

Puis lim 
Y Yo 

  

Ainsi si f est dérivable en xs 

1 alors (E”}(,)= 
F'(Xo) 

Si F (xo) = 0 
Alors f! n’est pas dérivable en yo 

.… {) - 

Xo X-X) 

Donc (f'}’ (yo) = 0 

  

  
  

Remarque : Si f n’est pas dérivable en x, on peut pas conclure que F | n’est pas 

dérivable en yo. 
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ENONCES 

\ On considère la fonction f définie sur LA par f(x)=x" — 4x? +1. 

1) Démontrer que f est bijection de Lo, V2 | sur un intervalle J que l’on 

précisera. 

2) Expliciter f7"(x). 

3) Montrer que l’équation f(x)=-4x + 5 admet dans ]1,2 [une solution 

unique. 

ÿ reQ", soit f la fonction définie sur IR par f(x) = (1 + x}. 

1) Déterminer l’équation y = T(x) de la tangente à C; au point d’abscisse O. 

2) Pour x assez proche de 0 , on décide d’approximer f(x) par T(x) 

Calculer ainsi une valeur approchée 1,002’. 

Comparer avec la valeur fournie par la calculatrice. 

) Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=x° +x°+x-—1. 

a) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet dans IR une solution unique 

œ el, [. 

  

b) En déduire que « est le seul réel vérifiant a = LE 
+ 

2) Soit g la fonction définie sur [0,1] par g(x)= _ x 
+x 

a) Montrer que g est une bijection de [0,1 ] sur lui-même soit h sa bijection 

réciproque. 

b) Expliciter h(x) pour tout xe [o,1]. 

3) Soit Be | 0 | tel que & = cos2$. Montrer que f est l’unique solution dans 

x) de l’équation : tgx —-cos2x =0. 

\/ Soit f la fonction définie par 

f(x) = x—V2-x si x <0 

4x +x7 +x-—1 si x2>0 

1) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition. 
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2) Etudier la dérivabilité de f et donner sa fonction dérivée. 

3) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet dans 10, + © [ une unique solution 

a. Vérifier que ae [0,1[. 
4) Montrer que la restriction g de f à |- co, 0 [ réalise une bijection de 

1-,0| 
sur un intervalle J à préciser. 

Donner l'expression de g”!(x) pour xe]J. 

  5) Soit h la fonction définie sur ]-7,0[ par hf] 1 ] 
sin x 

Etudier la dérivabilité de h et donner sa fonction dérivée. 

Soit la fonction fx Vaitonts . 

1) Montrer que f est dérivable sur IR . Donner le tableau de variation de f. 

2) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que l’on 

précisera. Expliciter f-'(x) en fonction de x. 

3) Déterminer le nombre dérivé de f”' au point : . 

. T T 2 1 
4) Soit g : 32 —kR;xk-— 1\tg x tex +14 texte. 

a) Montrer que g est dérivable sur | — 2 . 

b) Donner le tableau de variation de g. 

\/ soit HEi—l0r) : xs? rx. 

1) Montrer que l'équation f(x) = x + 1 admet une solution dans H 1, — 1 . 

2) Montrer que f est une bijection, soit f”! sa réciproque. 

3) a) Montrer que f "l'est dérivable en & calculer (e 7 ] ) . 

-1 

b) Montrer que lim ro = —00 
y—0* Y 

4) Déterminer la fonction dérivée de f”!, puis retrouver (£ D ) F) . 

, Soit la fonction f définie par f(x) = V2 —-2x 

1) Etudier la dérivabilité de f. 
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2) Dresser le tableau de variation de f. 

3) Montrer que f réalise une bijection de } co, 1 ] sur J que l’on précisera. 

4) g étant la réciproque de f. 
a) Etudier la dérivabilité de g. 

b) Calculer g'(x). 

c) Expliciter lexpression de g(x). 

Soit ir : xt 

1) Etudier la dérivabilité de f. 

2) Dresser le tableau de variation de f. 

  

cos? TX 

3) Montrer que f réalise une bijection de ba | sur J que l’on précisera. 

4) g étant la réciproque de f. 

a) g est elle dérivable en 1 et en £ 

b) Calculer g'(x). 

Soit£:]0,2[— 12; x es +1) 

1) a) Montrer que f réalise une bijection, soit h sa réciproque. 

b) Déterminer l’ensemble de continuité de h et son sens de variation. 

Construire C, la courbe de h. 

2) Montrer que h est dérivable en - ê) et calculer (É) . 

3) a) Déterminer la fonction dérivée de h. 

b) Soit p:IR°—@; xHn@o sf). 
X 

Déterminer la fonction dérivée de p. Expliciter p(x). 

1) Soit f : 22 —>|- 1 1] définie par f(x) =sinx. 

a) Montrer que f admet une fonction réciproque f”!. 

b) Calculer f 2) ;£" [- :) f7 - 2) 
2 2 

c) Calculer h(a)=f"'(a)+f7'(-a) pourae [- 1,1]. 

d) Calculer sinff” (et cos fe” (x) 

2) Soit g la fonction définie sur [O,x ] par g(x)=cosx. 
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1 
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g et déterminer le 

domaine 

de définition de g”?. 

b) Calculer cos|g”! (x)let sin le” Go]. 

c) Montrer que g''(-x)=7r-g '(x). 

d)Soitae [- 1,1]. Exprimer à l’aide de g”'(a) toutes les solutions de 

l’équation cosx =a. 

3) f”! et g'' étant les fonctions définies dans 1) et 2). 

a) Montrer que 0 < 5 fl (x)<T. 

T = 
b}) Calculer cos L —f co) . 

c) Monter que pour tout x € [- 1, 1] 1 ()+g "(x = . 

\ Soit: 2h R:xi-—f(x)=x+sin? x.On désigne par (C ) 

> 

sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). 

À) 1) a)Etudier les variations de f. 

b) Déterminer les points d’abscisses x, € ES en les quels (C ) est 

tangente aux droites d’équations : y=x et y=x+1. 

2) Soit el mix rsint x 

a) Etudier les variations de o. 
b) Déterminer le signe de @(x) suivant les valeurs de x. 

c) Déduire sur | 3 la position de (C ) par rapport à la tangente au point 

d’abscisse T. 
4 

B) Soit s-R Ext rés. 

1) Montrer que g admet une fonction réciproque G définie sur J à préciser. 

2) Calculer G(0), G(1) et G(2). 

3) a) Sur quel ensemble K, G est elle dérivable. 
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b) Démontrer que pour tout xeK ; G'(x)= 1 . 
2-4/x(2-x) 

4) Soit h la fonction définie sur [o, 2 ] par : h(x) = = — G(x). 

a) Etudier la dérivabilité de h aux points 0 et 2. 

b) Dresser le tableau de variation de h. 

2 A) Soit f la fonction définie sur l’intervalle 1=]-c,1|[ par : 

f(x)=-(x+1)7 si x<-1 

LEX ji exe   f(x)= 
1—x 

1) Etudier la continuité de f sur I. 

2) Etudier la dérivabilité de f sur I et déterminer sa fonction dérivée f'. 

3) Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle que l’on précisera 

et déterminer sa fonction réciproque f”!. 
> 

4) a) Construire dans un repère orthonormé (O, i, j) la courbe représentative 

C de f. On précisera les demi-tangentes au point d’abscisse (1). 

b) Construire dans le même repère la courbe C de f”!. 

5) Calculer f - 3) puis écrire une équation de la tangente à (C ‘) en son 

D . 1 
point d’abscisse 3 

B) Soit g la fonction définie sur -1 7 par : g(x)=, | + TT 2. 
2 2 l-sinx 

1) Etudier la dérivabilité de g et montrer que pour tout x € | — 5 : | ; 

  

  BE) =——. 
1—-sinx 

2) Montrer que g réalise une bijection de | -23) sur 10, + 00 [. 

3) Montrer que g” est dérivable sur ]0,+ 00 [ et que : 

  pour tout xe |0,+ co [. (g")'(x) = T 
1+x 
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4) Soit @ la fonction définie sur ]0,+ 00 [ par (x) = g''(x)+g" fi) | 
X 

a) Montrer que ® est dérivable et déterminer sa fonction dérivée. 

b) En déduire l’expression de o(x) pour xe Jo, + 00 [. 

ui 
\y Soit l’application f : | = A —— R tel que f(x) = tgx. 

1) a) Montrer que f est une bijection. 

b) Soit g l’application réciproque de f. Donner le tableau de variation de g. 
c) Montrer que g est dérivable sur IR et déterminer sa fonction dérivée, en 

déduire lim 809 . 
Xx—0 x 

2) Soit h la fonction définie sur IR, par h(x)= e(Vx ). 

2) Calculer h(0) ; (1) ; h(3): x) 

b) Etudier la dérivabilité de h à droite en 0. 

c) Monter que h est dérivable sur IR, et déterminer sa fonction dérivée. 

Donner le tableau de variation de h. 

3) Montrer que Vxe R. on a h(x)+ nt) =. 
x 

4) On définit la suite réelle (U,) par 

U = hn)+ hs D++hman)). 
n+l 

a) Montrer que Vn eIN° on a h{n)< U, <h(2n). En déduire que la suite 

(U,) est convergente. 

b) Déterminer la limite de la suite (V,) définie par: VneIN'ona 

V, = l hf l +snf l . 
n+l n n+i n+n 

. . PE 1 1 1 
Soit f la fonction définie sur 3 par f(x) =1 - ——— 

2 2 1+ sin rx 

1) a) Montrer que f réalise une bijection de H3 sur un intervalle J. 

      

b) On note g=f"',calculer g(-1) ; g(0) LÈ +) etg(—1- V2) . 

2) a) Sur quel ensemble K, g est elle dérivable ? Déterminer g'(x) pour xeK. 
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b) Soit h la fonction définie sur ee r] par h(x) = g(cos x). 

Montrer que h est dérivable et calculer h'(x). 

. . 1 1 
3) a) En utilisant le théorème des accroissements finis sur 3 pour la 

- 1 A 1 1 
fonction g, montrer qu’il existe un réel & € ha tel que : 

1 
_— 2 _— = —— (1—a) (1-2) r 

r° 

b) Trouver la limite éventuelle de ga+t)=g(a7t) 
t 

VS soit la fonction f définie par f(x) =3/x?(x—1). 

1) Déterminer le domaine de définition D de f. 

2) a) Etudier la dérivabilité de f sur son domaine D. 

b) Dresser le tableau de variation de f. 

3) Calculer lim ÊG) Que peut-on déduire pour la courbe C de f dans un 
X—+0 X 

quand t tend vers 0. 

= 

repère orthonormé (O,i, j). 

4) Calculer les coordonnées des points d’intersection de C avec son 

asymptote. 

5) Tracer la courbe C. 

NE 2 

E Soit la fonction f définie sur [0, 8]par f(x) = [4% J 

On note Ë sa courbe représentative dans un repère orthonormal. 
1) Calculer f(0) et f(8). 

2) a) Etudier la limite de 
f(x) -8 

X 
b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? 

c) Que peut-on dire de la courbe & en son point d’abscisse nulle ? 

3) a) Déterminer la dérivée de f sur ]0 ; 8] 

b) En déduire les variations de f. 

4) Montrer que f admet une fonction réciproque que l’on précisera. 

  lorsque x tend vers 0. 
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CORRIGES 

Soit f()=x" 4x? +1 avec xel0, V2] 
1) La fonction f est définie, continue et dérivable sur IR en particulier sur 

Lo, 2] etonapourtout xe Lo, 2] , f(x) = 4x? — 8x = 4x (x? —2) 

d’où le tableau de variation : 

x 0 V2 
f'(x) 0 [ 
  

  

  (x)   —3 

La fonction f est continue et strictement décroissante sur Lo, V2 | 

donc elle réalise une bijection de lo, 2] sur i lo, V2] }-t- 3,1] . 

2) On a pour tout ye[-3,i] il existe un unique xelo, 2] 

telque f(x)=y & x*-4x? +1=y. 

ox" -4x?+4=y+3 & (x? -2) =y+3,. 

sh?-22/y+3 or x e (0, V2] & 0<x<V2 &S0<x?<2 

d’où x° -2<0 et par suite 1? -2=2-x? 

donc 2-x?=4/y+3 & x°=2-./y+3 or x>0 

d’où x=ÿ2-/y+3 et par suite f 7! (y)=42 —4/y +3 

3) Soit g(x)=f(x)+4x-V5 avec x el, V2] | 

La fonction g est définie, dérivable sur IR en particulier sur L, V2 | etona 

pour tout xel. V2] 

g'(x)= 4x —8x+4=4(x° -2x+1)=4(x-1)(x° +x-—1) 

g'(x}=0 & x=1 ou x?+x-1=0 

1-45 _1+ Vs 
— ou X — x?+x-1=-0 x = 

2 2 
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x 1 V2 x 1 V2 

  

    

x—1 + g'(x) + 
  

  x? +x—1 + 

eco + 9) 
g est continue sur 2] etona: 

g()=2- V5 <0; g(V2)=-3+4V2 - V5 >0 d’où g(1)-g(V2)<0 

donc ilexiste © el.v2| tel que g(x)=0 et comme g est strictement 

        

croissante sur h, V2] donc g est une bijection sur 2] d’où l’unicité de ©. 

V/2 f0)=1,P=r(+x)t etP(O)=r 
L’équation de la tangente au point d’abscisse O est 

y=f(0)x +0) > y=rx+lI. 

2) L’approximation affine de f voisin de 0 est f(x) = r x + 1 = T(x) 

Soit (1+x) = r x + 1 donc (1,002) = (1+0,002) = 7 x 0,002 + 1= 1,014 
et avec une calculatrice (1,002)” = 1,0140842. 

VA 0026 4x 4x1. 

a) f est une fonction polynôme donc elle est dérivable sur IR et on a pour 

tout xXER, f'(x)=3x? +2x+1>0, VxelR 

Donc f est strictement croissante sur IR et par suite f est une bijection sur IR 

Montrons l’existence de la solution & pour l’équation f(x) =0 

On a : fest continue sur [0,1] 

f(0)=-1; f()=2 et par suite F(0)-f(1) <0 

Donc il existe «€ bo, 1[ tel que f(x) =0 et comme f est une bijection 

d’où l’unicité de « et par suite l’équation f(x) =0 admet une unique 

solution ae ]0,1|. 

b) Résolvons dans IR l'équation x= (E) 
1+x 

x | 

  

  

    

  

x50 — a —1 1 + 00 

= rx 20 D 1% L + L 

x2 IX 

1+x 
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e}11] xe[0,1] 
Le système (1) équivaut à x Z0 (= x? =IZX 

x2 17% 1+x 

1+x 

xt S x/+x =1-x & x°+x7 +x-1=0 avec x e[0,1] 
+X 

donc d’après (a) «@ est la seule solution de l’équation (E) car ae Jo,1l. 

2) a) g(x)= = =. pour tout xeo, 1]. 

“01 

1—x 
  

— X . … 
continue et positive sur [o, 1] donc x 

1+x 1+%x 

continue sur [0,1]. 

x]   est 

  
1x ze . " 

ext 1 est dérivable et strictement positive sur [0,1] 
+X 

d'où xk— 1= 
1+x 

1—xY 1 sf ) —X 

1+Xx 

d’où g' (0 = À 60; vxe[o,1] 

a+ x) | 

est dérivable sur [o, i[ et on a pour tout xe [o,1[   

  

  

  

1+x 

et par suite g est strictement décroissante sur [0,1]. 

On a : g est continue et strictement décroissante sur [0,1] donc elle réalise 

une bijection de [o, 1] sur g([0,1]) = [&(1), g(0)]= [o, 1] 

soit h sa bijection réciproque. 

b) On a pour tout ye [0,1], il existe un unique xe [o, 1] tel que 

g(X)=ye y= 1=x Or y>0 donc y? 1x Sy’ (+x)=1-x 
Vi+x 1+x 

2 

  

    
2 

— 2 _— 

Sx=1 2 d’où h(y)=1=Y 
1+y 1+ 

pour tout xe[0,1].   
LL y2 

ou encore h(x)= 1 = 
1+x 
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3) Soit Be 2) tel que a =cos2f. 

Soit K(x)=tgx -cos2x, montrons que f est l’unique solution dans 

Ê | de l’équation k(x)=0. 

x tgx est continue et dérivable sur IR — É +kr;ke 2) 

. T 
en particulier sur La = . 

x cos2x est continue et dérivable sur IR en particulier sur Ê 1 

donc xI——k(x) est continue et dérivable sur jo et on a pour tout 

Tr ' 2 : T 
e[o.| ; K'(x)=1+tg"x+2sin2x>0 pourtout x <lox| 

La fonction K({x) est continue et strictement croissante sur Là donc elle 

réalise une bijection de a à sur «(lo :] = KO) x(2) = [- 1, 1] 

Or 0e[-1,1] donc il existe un unique ce A tel que K(c)=0 

1-tg’c 
& tgc-cos2c=0 & tgc=cos2c= = h(tgc). 

1+tg"c 

- . [1 —t 
Or h est la fonction réciproque de g donc g(tgc)=tagc TS = tgc 

+ tgc 

  

d’après 1) b) nécessairement tgc=a <> cos 2c=a 

or &œ=cos2$B d’où cos 2c=cos2f 

orcet pe 0.2) donc C=$ 

et par suite fB est l’unique solution de l’équation tex —-cos2x =0. 

Ver 
ex>2-Xx est continue et positive sur }- co, 0] 
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donc x—»#2-x est continue sur Fo, O[ et x x continue sur 

R d’où fest continue sur |-c,0]. 

e f(x)=4x° +x° +x—1 polynôme donc continue sur [O, + co 

et lim£(x) =f(0)=-1. 

e limf(x)=limx -V2-x =-V2 4 f(0) donc f n’est pas continue en 0. 
07 07 

Conclusion : f est continue sur IR’. 

2)xk2 - x dérivable et strictement positive sur }- ©, o 

alors xt——>v2-x est dérivable sur |- co, 0[ et x x dérivable sur 

1 
R d’où f est dérivable sur | c0,0| et f'(x) = 1 + —— 

F 2V2-x%x 

sur {o, + œ[ fest dérivable et f'(x)=12x? +2x +1 

f est discontinue en 0 donc f n’est pas dérivable en 0. 

1 
F'(x)=1+————> six <0 

2V2—x 

f'(x)=12x7 +2x+1six>0 

3) La restriction de f à l’intervalle b, + co est continue et strictement 

croissante donc f réalise une bijection de ]0,+ cf sur f(]0,+ œ[)= ]-1,+ of 

or DE }- 1,+ œ| donc l’équation f(x) =0 admet une unique solution 

a € k l,+ æ[ donc l’équation f(x) = 0 admet une unique solution ae b, + col. 

f(0)=-1 et f(1)=5 d’où f(0)-f(1)<0 donc ae f0,1[ 
4) e g est continue et strictement croissante sur l- co, 0] donc g réalise une 

bijection de |- œ,0[ sur g(]- co, 0[)=J 

lim£ (x) = Tim x — V2-x =-o et lim £(x) = 2 

donc J=]-00,-V2 [. 

—} g''(x)=y x = g(y) 
e (em, 

Le ot 

gy)=x & y-V2-y=x & J2-y=y-x 

ouencore y-x2>0 et 2-y=(y-x)" soit y?-(2x-l)y-2+x°=0 

ety—-x>0 

A=(2x-—1)? -4(-2+x7)=-4x+9>0 car x <-V2 <0 
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,. 2x-1+49-—4x , 2x-1-4V9-4x 
V' = —— ——— où ÿ" = ———— 

2 2 
Vérifions la condition y —-x >0 : 

1 2Xx—1—-4/9-4x u —1-4V/9-4x 
pour VE, AY x, — <0 

donc y" à rejeter. 

2x-1+40-4x _—1+49-4x 
Pour VE, on à y'-x= 

ona x<—V2 équivaut à — 4x > 492 

ou encore — 4x + 9 > 42 +9 

Soit C-D+VT2x +0 > 1412 +9+(n>0 donc y'-x >0 

—1+2x +9 -4x 

2 

}-r-u60 

finalement g''(x)= 

1 
s)Vxe}-n",0, ho =f| 

sin X 

d’où h=foU   on pose U(x) = 
Sin X 

U est dérivable sur |-x,0[ 

f est dérivable sur |- co, 0[ 

  et U(x)= <0 d’où U(x)e}-w0]. 
in x 

donc h est dérivable sur |- x,0[ 

— COSX 1 

  

h'G) = UP UG) = ——— +1 
sin 1 

2.12 - - 
sin x 

:S 1 
d’où ve [1 —) 

2V2sin? x-sinx 

\Pico = Ve “xtiexts. 

xkx? -x+1  dérivable et strictement positive sur IR 

d’où xi——>vx?-x+1 est dérivable sur IR etona xx +S 
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2x—1 
dérivable sur IR par suite f est dérivable sur IR et £'(x) = —ÈÈ— +1 

2x? -x+1 
— 2 2 f(x = 2 1+2Vx° —-x+1 

2Vx? -x+1 
1 

f'(x)=0 équivaut à 2x-1+2Vx° -x+1=0 Soit Vx? xt x 

1 1 
ou encore x -x+l= x 4x et 7 *20 

d’où 1 =: impossible donc f'(x) #0. 

f' est continue sur IR et f'(x) 0 donc f' garde un signe constant sur IR 

celui de rO=S>0 donc f'(x}>0. 

  

  

  

X 7 20 + 00 

f(x) + 
f(x) pe + 00 

mo tal Li ne) 
+c0 +00 x x 2x 

2 

j ee-xrn-{xrs) 

limf(x) =limvVx? -x+1 RS 

2) f est continue et strictement croissante sur IR donc f réalise une bijection de 

R sur L+oo=7. 

VxE LL + œol il existe qu’un seul ye IR tel que 

1 
f()=x & Jy° -y+l+y+ssxe °-y+1=x-y-> 

ef) ou encore y” —y+1= X=Y— 
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1 
d’où y’ y+is tx +y?—2xy-xXx+y 

3 x? x 
—-2+2x)=x? -x-—= donc y= 

Y ) 4 Ÿ 2x —2 

x? —x-— 
Vxe [+00 ; f(x) = +, L+of ; Fe 

3 1 î = 3 
3) f(0)= et F(0)=5 #0 donc f” est dérivable en 3 

af) 2 

4) a) x tgx est dérivable sur H 

© 
| 
a 

b
l
a
 

$ | et f est dérivable sur IR 

Alors g est dérivable sur HA. 

bre A, g'(x)=(1+tg2x) f'(tex) > 0 

car 1+tg°x>0 et VxelR, f'(x)>0. 

Him tgx =-c et limf(x)=1 donc lim g(x)=1 

(2) O 
lim tgx =+00 et limf(x)=+00 donc lim g(x) = +0 

  

7 +0 K x :) 

T Tr x 2 ! 
2 2 

g'(x) + 
  

  eo | —— TT 

\S Soit h(x) = f(x) -(x+1),h continue sur | —1, -< et on a : 

hC-D=sint(-%)-220 et H(-2)-sint -Z| 121 106 
4} 2 3 6) 3 4 3 

d’après le théorème des valeurs intermédiaires on déduit que h(x) =0 

  

117



Fonctions réciproques Solutions 

admet une solution & € |- 1, | h(a)=0 = f(a)=a+l 

d’où l’équation f(x) = x +1 admet une solution ae | —1,- 1 . 

2) f est continue, dérivable sur [- 1,0 ] et f'(x)= 5 sm x - cos x 

—I<x<0 _T<Tx<o donc cos Lx > 0 et sin Lx <0 
4 4 4 4 

donc f'(x) <0 d’où: 

X —1l 0 

£'(x) — Oo 

1 
fx) 2 ——, 

Û 
1 

e fest continue et strictement décroissante sur [- 1, 0] et f(—1) 73 

  

  

    

et f(0)=—0 alors f réalise une bijection de [- 0 ] sur | 0 .   
3) a) D’après la 1°) question {-2)-2 «æ-Sel- 1,0 ] 

d’où f” Fe) = _2, 
4) 3 

f est dérivable en -< et sf 2 = 5 si - a) co a) = TT 2 #0   

  

6 6 8 

donc f”' est dérivable en La (Ty 1}. 1 8 
4 4 { :) TV3 fl 2 

3 

(y) _ l b) li = | Em ——— 
im, “PRG Te oo fx) F0) — 

x —0 

car lim Or (00 et f'(x)<0 etona: f7'(0)=0 
x—07 X — 

d’où f”! n’est pas dérivable en 0. 

4) f7! n’est pas dérivable en O. 

f est dérivable sur | 1,0 [ et pour tout xe[-1,0[ on a: f'(x)#0 
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1 1 
alors f”! est dérivable sur f([- 1,0 D) = | 0, ; et (EL )(y)=——— ; 

2 FE (y) 
l 2 

TC 
  on pose f_!(y)=x d’où (f!}(y)}= 7 

nsin Z x cos? x 
4 4 

f(=x © f(D=y sin? x=y <> sx = /y 

or sin 2 x < 0 donc sn x= y. 

On sait que cost Æx=l-sin? xl y 

donc cost x = 1-y or cos x > 0 d’où cost x = y 

2 2 : f” ! = d f”l ! = — 

par suite (ETC) _- ny . J1=y onc (7) 0) _ my - y? 

10 1 2 — 8 gpl) 7 LE 
( 1) x 1 1 nx4v3 

4 16 

VS Df=fxeR tel que 2 — 2x > 0}=|-00,1] 

xX+—>2-2x est dérivable et strictement positive sur F- co, | 

donc f est dérivable sur }- œ,I[ et 
1 

l —2 _ La03 1 2 
im 10 _, @Z2x) | lim 23 (1x)? = 00 
x—1 x—] 1 x—1 

donc f n’est pas dérivable en 1 d’où D, =]-0,il. 

1 À —2 
2) Vx € e,1[, LG =2 02-20 32) — 57 <0 

3(2-2x)° 
1 l 

Him f(x) =lim(2 —-2x)$ =+00. lim f(x) = lim(2-2x) =0. 
X——00 —00 x—1" x] 

x — co 1 

f(x) _ 

fo |* a, 0 
3) f est continue et strictement décroissante sur F- co, 1] 
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donc f réalise une bijection de }- œ,1] sur [0,+ œo| =J,. 

4) a) f est dérivable sur - co, I[ et f'(x) # 0 alors g est dérivable sur 10,+ œf. 

  dérivabilté en 0: lim so ; ET im 5-10 
x—1 

car lim 
1 x—] 

d'où D,,=[0,+ of. 

1 
b) Vxe 10,+ œ g'(x)= on pose f”! (x)=y 

re x) 

2 1 3 = F7 2072) x = f(y) 

—-æ donc g est dérivable en 0 

1 

x=(2-2y) 
d’où gG)=-Ex" pour tout x € |0, + «| 

et on a g'(0)=0. 

£(x)=y FO) =x 
ns ? Fou 

1 3 

f(y=x © C-2pi2x © 2-2y=x © y= 2 À 
2 
  

x e [0,+ | eC)=1-5x. 

FG)=— 
COS AX 

  

ji T 
Ona:<x<l ls 7 <UST — —1<cos rx <0 

1 o 
donc cosnx Æ0 sur 2°! , XE—— cos 7x dérivable et non nul sur 

la donc f est dérivable sur be . 

2Cosnxsinnx _ 2 sin TX 
  2) Pour tout re ; LC) = 4 7 3 

2 COS TX COS" TX 

120



Fonctions réciproques Solutions 

ei & me 2x] — cosax <0 et sinrx2>0 

d’où f'(x) <0 

ef'(x)=0S snnx=0 > x=1. 

  

  

    

X 1 I 
2 

fG) = © 
fx) TP, 

f(D=1; limf(x)=+00 car limcosnx =0. 

G) G) 
. . e 1 

3) f est continue et strictement décroissante sur | z 

donc f réalise une bijection de hi sur [1,+ co [= J. 

4)a)e Ona: f(=1 & g(l)=1 

On sait que f est dérivable en 1 et f'(1)=0 

… 80) —£() _. 1 , ” 
Lin = = Jin = 0 donc g n’est pas dérivable en 1. Vi y-l  a1f(x)-f(l) ETSSP 

x—] 

TO 8 f)=5 & l * 
2 3 

= © COS x =— 
cos” TX 3 4 
  

= cos mx = ou COSFX = or cos ax < 0 

donc cos mx = - V2 <> ax = 2 + 2kn ou ax = 2 + 2kr 

S x=2+2kou x= =? +2k,keZ or X € l: donc x=>. 
6 6 2 6 

U 1 e 5 
f est dérivable sur 3°! donc f est dérivable en < 

f fe) 0 donc g est dérivable en £ 
6) 33 
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{ 4 1 — 343 

EG ST 8 
16 

6 

: 1 . 
b) fest dérivablesur | 1 | g est dérivablesur |1,+ | 

— HN 1 

Foro) EE 
  

ND
 

1 
pour tout x Ee 2°! 

1 1 COS” xy 

FX) FO) 

gx)=y  x=f(y) & x= & cos ry=2 
cos” Ty X 

& 1-sin? my =À S sin? my=1-1 
X X 

  on pose g(x) = y d’où g'(x) =     

(x = 

8) 2sinxy 

  

- : | 1 
On sait que cos ny <0 et sinny >0 donc cos ny =-,)— 

X 

_1 J 
et sin ay = 1-2 d’où g'(x)}= XNYX l 

X 
— 2 [1 2xVx—1 

X 

Ÿ 1) a) f est continue et dérivable sur |0,2|. 

f(x) | 1+tg? SU + | > 0 donc f est strictement croissante sur 

  

10,2 [ et continue donc f réalise une bijection de 10,2[ sur 

r<h2[>-| lim 160] =1 
x—0* 27 

limf(x}= lim tg Z(x+1)=-00 car limZL(x+1)= a) 
0* x=0* 7 2 o* 2 2 

limf(x) = limteT (x +1)=+00 car lim (x +1) = (EE) 
2 7 72 7 2 2 

donc J=IR. 

b) f est continue sur Jo, 2 [ — h est continue sur IR. 

f est strictement croissante sur 10, 2 [ 

— hest strictement croissante 

sur IR 
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À 

Ci =S4 Cr) ; A:y=x. 

°x=0 et x=2 sont les 

asymptotes de C,. y=2 C, 
= = 2 + ae > e y=0 et y=2sont ÿ=0 À 

asymptotes de C,. 

V3 V3 
2)h] -— |=x S f(x) = -— = 

| 3 G 3 VX Cr |x=2 
x=0 

mr V3 
tg—(x +1)=-— 8 &+D=- 

ST+ne-Tikrex=1=-l 42% 
2 6 3 

4 2 NE] 
&x=-"+2k,keZ or xe[0,2[ donc x=< donc h -— 2 

3 3 3 3 

£ est dérivable en Z et f' 2 T7 2, =T,7T:0 
3 3) 2 2 213 2 6 

3 1 1 3 
donc h est dérivable en _" et h—— | -— ——-, 

3 3 ( T 2x 
fl=| 2— 

3 3 

1 
  3) a) h'(x) = on pose h(x) = y ou encore f(y)=x 

  

L'(h()) 

RG FG | si + nee + n #7 On 
2 2 

d’où h'(x)=—1 2 
Tai+x?) n(i+ x?) | 

2 

b) p:R'——IMR; x i(à) 
x 

f est dérivable sur |0,2 [ et pour tout x e]0,2[ f'(x)#0 

donc h est dérivable sur IR. 

x 1 est dérivable sur IR” d’où p est dérivable sur IR” ; 
X 

p'(x) = h'(x)+ F- à dE 
X X 
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2 2 2 
= 7 _ 3 = 

ris) n(A+x") n(x* +1) 
x? 

donc p(x) est une constante, p(x)=c. 

p() = h() + h(1) =2h(1). 

  po =h"(x) - + 
X 

hD=x & f(x)=1 & 5 @+D=1 

> T(x+D=T+kn Sx+i=liXe x= 2142 
2 4 2 2 

No ]0,2[ donc x=2 d'où HD =54 PO) = 2h (D) =3 
2 

NA f est dérivable sur IE 2 et f'(x)=cosx >0 

Le \ T T 
f'(x)=0 équivaut à x=— ou x=-— 

2 2 

. . . —T T eur 
donc f est continue et strictement croissante sur Ex d’où f réalise 

une bijection de EE sur [-1,1] par suite f”! existe. 

b) (5) = x équivaut à sinx -# or x ÉE T 3 
2 72 

d’où x=7 ainsi f! F2) 
3 2 3 

f”! 3) et f! 2) 
2 6 2 4 

c) h(a)=f"'(a)+f7"(-a) 

On pose f”'(a)=a et f”'(-a)=B avec «et pe|=t.à) 

ou encore a =sina et —a=sinf 

donc sin = sin(-f) équivaut f(œ) = f(-B) 

or f est une bijection d’où à =-fB ou encore &« +fB=0 

soit f7'(a)+f"!(-a)=0 ainsi h(a)=0 

d) sin(f "(x))=f(f7"(x))=x 
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cos? fr Gl+ sin” fe” Go) =] or cos[f G|> 0 

d’où cos/f” Gol= V1-x?. 

2) a) g est dérivable sur [o, 1] et g'(x)=-sin x <0 

g'(x)=0 & x=0 ou x=7x 

g est continue et strictement décroissante sur [0, x]. 

donc g réalise une bijection de [0,x] sur [-1,1]. 

existe et elle est définie sur [- 1,1]. 

bJcos(g"'(x))=geg "(x)=x 
on sait que cos? x+sin? x=1, xe[0,x] alors sin x >0 

par suite sinx=vV1-cos? x ainsi sinfe-(x)]= V1 x? 

c) g''(x)=a et g''(-x)}=fB avec « et Bel, x] 

x=g(a) et —x=g(fB) ou encore x=cosa et —-x=cosf 

d’où —cosa=cosf soit cosfi=cos(r - &) 

ainsi g_ 

donc B=x-@ par suite g'(-x)=x-g"'(x) 

d)cosx=a ou encore cosx = cos(g”'(a)) 

équivaut à x=g''(a)+2kn ou x=-g '(a)+2kn avec keZ 

3) a) On a: st sS 

ou encore 5 >—f"(x)> — en ajoutant Ton obtient : x 27 —f7(x)2>0 

b) DE ft eo) = sin [= G|= X. 

c) Pour montrer que f7!(x)+g"!(x) = il suffit de prouver que 

5 176-870) 
T4 : TL _ di — ©) = co s f «| x 

g(g" (x))=x d’où {2 -f” ©) =g(g"(x)) or 5 f(x) et 

g''(x)e [o, rl] et g est une bijection donc 5 1 (x)=g"(x) 
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! AJ 1) a) f est dérivable sur 5,5) 

et f'(x)=1+2sin xcosx =1+sin 2x. 

e f'(x)=0 S& sin2x=-1 & 2x=-7+2kre x= 7 + kr 

T A H 
or xe| ——,— | donc x=-—. 

| 2 à] 4 

eOna-1<sin2x<1i donc sm2x+12>0. 

  

  

K TH T x LT LT T 
2 4 2 

f'(x) + d + | 

| 
Ty 
2 

f(x) Tr i D
 

b) On remarque que les deux droites ont le même coefficient directeur 1. 

    
1+sin2x, =1 sin 2x, =0 

f'H)=i rr| TA 
Xo El-—,— X9 El ——,— 

2 2 2 2 

2x, =Kkn,keZz x 

rnARr| & x, =0 où x, =— où x, =-— 
XoEl-—,— 2 

2 2 

en x, =0 le point O (0,0)et T,:y=f'(0)x+f(0) d’où T,:y=x 

en se te point AÎT, 5 +1 et rats x-Tl fit 

2 2 2 : 2 2 2 

d’où T,:y=x+1 
2 

en ko = le point 774) et T,:y=x+1 
2 

2} a) o est dérivable sur | 2) et o'(x)=-1+ sin 2x 

sur [0,7 —1<sin 2x <1 donc sin 2x —-1<0 
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esn2x=l x=7 
4 

  

  

  

  

x 0 T T 
4 2 

p'(x) _ o- 
m_l 

1x 
2 À 

T . ñ . L 
b) 2) =0 alors Si x <7 et o strictement décroissante 

alors (x) > dE donc (x) >0. 

. T - o T 
Si X> à et o strictement décroissante alors px) < 7 

d’où p(x)<0. 

era] a) (à 
fl? -T,1 et fT|=2 d’où T:y=2x "41 

4) 4 2 4 3 42 

Position de C et T, : 
4 

1 x 
f()-y=x+ sin? x 2x +2 = x + sin? x+ T2 (x (x) —y 172 1 2 px) 

Sixe | 0 | , px) > 0 donc f(x) > y d’où C est au-dessus de T, 
3 

Si XE | 23 | , p(x) <0 donc C est au-dessous de T, . 
4 

B/ 1) g est dérivable sur | -L4 , g (x) =2cos2x 

_T<x<T ls _Tiox<T = cos 2x >0 
4 2 2 

g'(x)=0 & cos2x=0 2x = + kr x Lt 
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T 7 T T 
or XE| ——,—| donc x=-— où x=— 

| 4 A 4 4 

T T x 2 Z 
4 4 

gx) [0 + O 

D | ———— 
. . . T A 

g est continue et strictement croissante sur | 3 4 

donc g réalise une bijection de | 22 sur [o, 2]- J. 

T Tr, {z)_ _T. 
Dal-F)-0 S GO=-T : d) 2 G(2) 1 

g(0)=1 & G()=0. 

| 3) a) g est dérivable sur | -22] et g'(x)#0 sur | 7 

+
|
a
 

alors G est dérivable sur ]0,2{[. 

Dérivable en 0 de G : 

tim SGD GO) À im   {LT 
=+00 car e-2)-0 

OT xd -© ° 7 
a 

X +— 
4 

lim S0=GQ) _ car e(5)-0 
y+2 y —2 4 

donc G n’est pas dérivable ni en 0 ni en 2 ; d’où K=[0,2{. 
1 1 

g'(GG)) 8) 

G'(x) = l avec y=G(x) & g(y)=x 
y 

  b) Pour tout x e ] 0,2 [, G'(x) = avec y=G(x) 

  

2cos2 

g(y)=x & l+sin2y=x + sin2y=x-l 

donc sin? 2y=(x—1)? or sin’ 2y=1- cos? 2y 

d’où 1-cos? 2y=(x-1)" par suite cos? 2y=1—(x 1)? 

& cos2y=/1-(x-1)" ou cos2y=-4/1-(x-1)° 
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or ve|-E a] ou encore e]- | donc cos 2y >0 

ainsi COS 2y = 41 —(x-1} 

1 I 1 
2f1-(x-17 2-x+2x 24/xk02-x) 

“F
E 

b
|
a
 

par suite G'(x) =   
  

x—1 1 
L —— — GX) +— + G(0) 

4) a) e im 29) RO) _ 22 2 
x—0 X x—0 X 

= Jim _ 6@ GO) |, 
0 2 x 

donc h n’est pas dérivable en 0. 

h(x)—h(2) . 1 G(x)-G(2) 

                          

© ——————©° > im - ————— 2-0 
2 x —2 2 2 x—2 

donc h n’est LPS dérivable en 2. 

b)h(x) == 

1 X(2— x) -1 
H'=5- GX x)=   

2 2e 2/x(2- x) 

h'(x)=0 & Jx(2-x)-120 & Jx2-9D=1e x(2-x)=1 

S x +2x-1=0 & x=1 
Si xe]0,1[ , h' est continue et h'(x) 0. 

Donc h’ garde un signe constant d’où le signe de h'(x) est le signe de 

V3 VX; 
ns) 2___<0 d’où h(x)<0. 

[3 
2.1 

4 

SixE H,2[ h' est continue et h'(x) Æ0 donc h' garde un signe 

E 
3 3) 2 constant est celui de x) or 2) <0 donc h’ (x) <0 £ 

4 
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x 0 L 2 

h'(x) _ ® - 
1 7x 

7274 hGx) —— , x 
2 4 

Or OS DOCS 

  

2 4 

Ç A/1}) x — = continue et positive sur [- 1,1 [ 

donc f est continue sur ï 1,1[. 

x (x +1)? est continue sur ]-c,-1| 

lim f(x) =0 = f(-1) = lim f(x) d’où f est continue sur |- co, 1 ] . 
C0 

  2)xk— = dérivable et strictement positive sur |- 1,1 [ 
—X 

d’où f est dérivable sur |- 1,1 [ :X (x +1) dérivable sur |- o,—1 [ 

donc f l’est aussi. 
e Dérivabilité en —I : 

1+x 

lim FG) FCD | lim IX y x>-1 d'où x+1>0 
xD X+1 xD X+1 

ou encore x + 1=4/(x +1)” . 

1 

UD JA -x)({ + x) 

° Conclusion : f est dérivable sur ]-æ,-1[U]-11[ 

Sur |-00,-1[, f'(x)=-2(x +10) 
A-x)—(1+x)(-1 

=+00 donc f n’est pas dérivable en (-1). 

  

  

  

2 

Sur ]-L1[, f’(x)= ax) = Î > 0 
2 1+x x x) 1+x 

1-x 

3) 
X | — 00 — 1 + 00 

-2(x+1) | + ® L
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1+x 
  limf(x) = lim- (x +1)? = 00 et lim f (x) = lim = #0 

—o Lo x 

Donc : 

X — 00 —] 1 

f'(x) + + 

+ 00 

f(x) AT 

f est continue et strictement croissante sur j- œ,— 1 [ 

  

  

  

    
donc f réalise une bijection de |-c,—1[ sur IR. 

e Détermination de f”! par intervalles : 

Sur ]-o,-1|, f"'(x)=y & x=f(y) ona yel-o,-1| 

Sx=(y+l) ee -x=(y+1) & y+1= x où y+1=-Vx% 

& y=v=x 1 ou y=1-x -1 

or y<—1 donc y=-1-x —-1 d’où LU ()= ex -1 

Sur [-11[ ; f'(x)=y & x=f(y);ye[-L1[ 

= [y mx = e (1-y}x* =1+y 
1—y 1-7y 

  

  

x? — 

& y(x°? +1)=x? -1 donc y= Î 
x? +1 

x? —1 
f"()= 

x? 

x? Xl 
'G=l EL xe[-1,1| 

J=x-1 si xe]-0,-1| 

4)a) lim BL -iCD 
x(—1)" x +1 

gauche de (-1). 

lim f(x) —-f(—-D 

x (1) X+]1 

verticale. 

lim f(x) =+co donc x=1 estune 

=0 donc C admet une demi-tangente horizontale à 

= +00 donc C admet à droite de (—1) une demi-tangente 

asymptote. 
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yÀ y= 
. f@) LT! 

lim G) = lim- x = +00. C 
—00 X 00 + 

C admet une branche y=1 

parabolique de direction ke C' 

l'axe (yy'). à 7 * 

b) C'=S,C);A:y=x. 

    
arreter 

1 
f"! est dérivabl —— 

f est dérivableen — 3 ÉSc cérIvan een 4 

(3) ne et (2) 1, 
r{-3)140 4 (à) 

  

d'où T:y= aa Ta x 

  

  

B/1) U:xt—  dérivable sur ]- 1, 1[. 

. o TT 
V:xk-—sin x dérivable sur IR donc sur | -22) 

alors g=U © V dérivable sur IR 

donc sur | -22] 
2 2 

g'(x) = V'(x) x U'(V(x)) = cos x : l 
. 1+ sin x 

(1—sin x) - 
1—sin x 

cosx4V1-—sin x cos x V1— sin? x 

| (-sinx) Vl+sinx (l-sinx)/(1+sinx) 

cos x V1 — sin? x U cos? x L 1 

7 (i-sinx)(-sin?x) (1-sinx)(-sin?x) Î1-sinx 
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  2) g'(x) = l >0 car snx<l pour xe 
1— sin x 

donc g est strictement croissante sur | — 

et limg(x) =0, limg(x) = +00 

2 2 

donc g réalise une bijection de | 

3) g est dérivable sur | 

10,+ 0 [ et (g”!)(x)=—} 
g (g (x)) 

  

Solutions 

» | 
| et continue 

w
a
 

D
i
a
 

D
a
 
D
 

5
 

3 

D
a
 

-34l sur ]0,+of. 

T al et g'(x)#0 donc g'! est dérivable sur 

, on pose g'(x)=y 

  

  

ui, 1 x =g(y) 
(g”))=—— 

g'(y) x = 1+sin y 

=1-siny 1-sin y 

y Xl 2 -1tsiny 

x? +1 1— sin y 

= 2 sin y(-x? —-1)=1- x? 
X° +] ny 71 

x? +1   
4) g”! est dérivable sur ]0,+ co [ 

1 > g° L dérivable sur ] 0, + oo [ 
x —— dérivablesur IR" x ’ 

X 

d’où o est dérivable sur 10, + 00 [ 

CNRC MOIEE + 2-0 
X 

  

b) p'(x)=0 < p(x) est constante 

donc g(x)=@(1)=(8")()+ (871) = 287" (D 

1+ sin x . . 
=] & l+smx-=l-snmx   

*eoste 1-simx 

& snx=0 < x=kror se|-54] donc x =0 d’où g”'(1)}=0 
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d’où p(x)=0 

\N a) f est dérivable sur F4 et f'(x)=1+t8/x>0 

donc f est strictement croissante et continue sur +31 

d’où f réalise une bijection de +33 sur R. 

  

  

  

b) 
X | — 00 + 00 

T 

g(x) TT 2 

T 

2 
V xe]0,+[,h'(x)=u'(x):g'(u(x)) 

1, 1 1, 
2x 1+X 2Vx(+x) 

x 0 + 00 

h'(x) + 

T 

RQ | 
0   

lim h(x)= lim g(Vx) = lim 8(X) = 5 avec X=Vx 

3) On pose p(x}) = h(x) + 5 définie sur IR’ 
x 

p est dérivable sur IR‘ et p'(x)=h"'(x) (à 
x x 

p'(x)= ! + Î = I _ l =0 
2Vx{+x) x? fes "2Vx(+x) 2Vx(1+x) 

X X 

  

d’où p(x) est une constante sur IR° par suite V xe IR’; 

px) = p(1) = h(D) + h() =2h(1) = 5 
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Conclusion : V xeIR';h(x)+ a+ = 
X 

4)a) n<n<2n ethest croissante sur IR, alors h(n) <h(n) <h(2n) 

n<n+1<2nalorsh(n)<h(n +1)<h(2n) 

n<?2n<?nalors h(n)<h(2n)<h(2n) 

On additionne membre à membre on obtient : 

(1+n)h(n) <h(n)+h{n +1)+...+h(2n)<(n +1)h(2n) 

Or 1+n>0donch(n) < —{n(n) +.….+h(2n)[<h(2n) 
n + 

d’où h(n) <U, <h(2n)et lim h(n) = lim h(2n) => 

ed R . LL 
par suite lim U, =—ainsi U, converge vers —. 

2 2 Nn—>+00 

b) On sait que a?) +h(x) = 5 par suite nt) = — h(n) 
n 

1 n 

M HAE Me) 

T 
T 

= @ DT (hGn) + ns + RON) = 5 US. 

    

lim V, = lim Z-U, =0 
n— +0 X—>+00 

VF a) f est dérivable sur | _l 3 f(x) TT 
(1+ sin ax) 

T T 
-s<xés ou encore TJS R<, alors cosnx > 0 

. . 1 Î . 
donc f est strictement croissante sur | +3) et comme elle est continue 

d’où f réalise une bijection de | + sur lipro(s) a. . 
72 

2 

1 1 
b) g(-D=x Sf(kx)=-1S1-——————=-1S sinrx = -— 

Î+simnx 2 

or ere donc x=—— 
2 

1\ 1 1 1 1 
0 =0; —|=— ; _— |=— et _1-42 = _— 

eo d) 6 c) ; “ai-)
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2) a) f est dérivable sur Hs 
2 2 

! 1 :. 1 
et f'(x)=0 & x= 5 alors g est dérivable sur |— 2,7 =K. 

Lo! 6x2 1 (x) = ve eo on pose f (x)=y 

1 (+ sin ry)” 

    

(x) = et f(y)=x 
8 (x) f'(y) T COS Ty 6) 

LE 1x > 1x = — 
1+ sin xy 1+ sin xy 

. 1 1 X 
ou encore 1+sinnry=—— d’où sinxy = —1= 

1—x 1—x 1x 

  

2 

2 2 2 X comme cos” xy + sin ry =1 alors cos y =1-|; ) 
— X 

T T 2 1—-2x 
or ny Ee ——,—|, cosxy >0 donc = 1 _X = 

M | 2 ; d cosy jÎ ) (x) 
  

  

D
i
 

ï 2 

par suite g'(x) = = = 1 ve |-e 
. "1= 2x m1-2x(1- x)" 

(1—x) 
b) On pose U(x)=cosx, h(x) =g © U(x) 

| 
«vxe|Erfona -1$008x <= d’où ue |] 

e U est dérivable sur Ë. | , g est dérivable sur | — 0, 

par suite h est dérivable sur | 2 

sin X 

rvi-2cosx(1-cosx) 

1 1 1 . 
3) a) e f est continue sur 373 alors g est continue sur |—co,— ‘ 

et h'(x) =U(x)- 8 (U())=- 

2 

D
 donc g est continue sur 3) . et g est dérivable sur k 
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alors il existe un réel ace) telque g'(a)= É 1 =2 

2 3 

car de et R)+ 
ê 2) 2 Ê 3} 6 

1 1 
—————— = 2 où encore V1 -2a(1 - à) =— 
m1 - 20 (1- «) 27 

1 
Soit (1-2&)(1 — &)° =— ( YA — @) A 

t— t— —_ 

L)a) f est dérivable sur | + , f(x) = TO 

22 (1+ sin 7x) 

1 Fr T 
——<X<— ouencore —-—<7x<— alors cos7rx >0 

2 2 2 2 

. . 1 1! . 
donc f est strictement croissante sur | 73 : et comme elle est continue 3 

d’où f réalise une bijection de | _1 ; sur 3 

2 2 

li ONE) _J= | | 
2 

1 
b) g(-D=x Sf(x)=-18S1-——--15 sin ax = 

1+smrx 2 

1 1 Ï 
OT XE |[——,— | donc x=—— 

2 2 6 

1 1 1 1 1 

0 = 0; a TT >: ITS t _1 2 =—— g(0) {2 : d2) 5 © el ) ; 

. 1 1 
2) a) f est dérivable sur Hal 

2 2 

et f'(x)=0 & x => alors £ est dérivable sur | — 22) =K. 
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Lo 2x =— 1 (x) = ve à] #60 FC G) onpose f  (x)}=Yy 

, 1 1+ sin xy)° go = CE 
f'(y) F COS TY 

f(y)=x 11, ons 1x = 
1+sinry 1+ sin ry 

et F(Y)=x 

X 
      d’où sin ry = —1 ou encore 1 + sin ry = = 

1x 1x 1—x 

  

2 

2 2 2 X 
comme cos” xy +sin ry= 1 alors cos“ ry =1- É ) 

—X 

2 

On sait que ry € TT , cos xy > 0 donc cos ny =,/1 -— * 
2 2 1x 

__ f1-2x 

(1-x) 

  

  

  

  par suite g'(x) = 3) 1=x = l ve |-= 
1-2x nV1-2x(1-x) | | bi 

(1— x) 
b) On pose U(x)=cosx, h(x)=g ° U(x) 

e U est dérivable sur Fe x | , g est dérivable sur | — ST | . 

«vxe|Erfona -1$008x<2 d’où ue |-æ,2] 

sin x 

nyl-2cosx(l-cosx) 

. 1 1 . 
3) a) e f est continue sur 7373 alors g est continue sur |— 0, 

par suite h est dérivable sur | 

ww
 

| 
a 

et h'(x) = U'(x):g"(U(x)) = - 

1 I 
donc g est continue sur 32 / 
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w
i
 

, 

ww
 
|
 

et g est dérivable sur | 

E 
ae |—, 

3 

car L)L1 et 1)21 
. 2) 2 Ë 3) 6 

1 1 
—————— =72 ou encore Y1—2a(1- 0) =— 
nv1-2a(1- a) 27 

| alors il existe un réel 

1 1 

Gi) | tel que g'(a) =_\27 2 V7 2 
1 1 

2 3 

D 
|
 

Soit (1—2x)(1- a)? = l 

  

An? 

b) im ÉCLYL EG 0 _ in) g(+ -g@), g@-0- eve] 
ne t—0 _t 

=g'(a)+g'(a)=28(a)=4 
DD= & ER telquex?(x _1)20}=[1,+c0[ 

2)a)xi—x?(x-1) est dérivable et strictement positive sur L + cl 

Alors f est dérivable sur Î1,+ cf. 

im =D ji EG DE jim—%© 
1 x—] it x—] 

U
D
 

| 
me
 

  

2 712 

(x 1° 
1+ 

donc f n’est pas dérivable en 1. 

Conclusion : f est dérivable sur ]l,+ co]. 

b) Vx € |I,+ | 
—2 -2 

LEE GX? —2x)(x x?) = 7 Gx-2) 6 —x2)3 >0 

carx>lalors3x-2>1et=>0 

  

  

  

x l + 00 

Tes + 

f(x) _—TY 
+ 0 

2 1 1 
3. _ 3 _ 2 

D CE 
+0 x +o0 x + X 
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l _ 

: : 3 1 }3 
limf(x)—x=lim(x" -x?)3 -x =limx i-1) —1 
+00 +00 +0 

se présente sous la forme indéterminée co x 0. multiplions et divisons par 

expression conjuguée de celle qui figure entre crochées. Celle-ci est du 
type 

a—b et nous voudrions obtenir a° —b°,l’expression conjuguée est donc 
2 

a? + ab +b° c’est à dire h-2} 4-2) + 1 qui conduit au calcul de : 
x X 

ir ©} -_1 donc la droite A:y=x _ 
+00 = 1 

h-2} (1) +1 
X X 

est une asymptote à la courbe. 
l 1 

4) M(x,y)eC NAS y=x-rety= (nt _ x)3 (x° x)? =x = 

3 
Ï 

ox x fx S x -x=x x? + — 

ce qui donne x = ; d’où 

C NA (2). 
9 9 

5) Au point A(1,0) la courbe admet 

une demi tangente verticale dirigée 
vers le haut : 

  

    
Vo = 4 {#) =2=8 et (8) =[4-8/ } -[4-{s JF =(4-4ÿ2-0 

09-10) (ex) 8 
: | ù ‘ 1 (sx ve] 

2) a) lim 
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  A: LES +4x ext HS" À (6+4 x #) 

7 Ua (x) El EE 

-16+4x7 -x 7 
ET ——©— = co 

s#| (4%) +) 

car lim x =0" et lim-16+4x7 _xA =_16 
0 

f(x) - #0) 
X 

c) Cr admet une demi tangente verticale au point d’abscisse O. 

b) lim =-0 > f n’est pas dérivable en 0. 

1 ï 

3) a) Pour x € ]0, 8], re (ax# | (2) 

f' Go À 
À 

b) Pour x € ]0, 8] ; f(x) < 0 donc f est décroissante sur [0, 8]. 

4) f est continue et strictement décroissante sur [0, 8] 

> f réalise une bijection de [0, 8] sur [0, 8] 

— f admet une fonction réciproque. 

*fx=yS (4%) ve (ax) - =y} 4. xP 2 ext = =4- y 

ox-(s.) 
3 z 

d'où pour tout y e[0,8]onaf c-[4-#) donc f'=f. 
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Chapitre V 

Etudes de fonctions 

Soit f une fonction, D son domaine de définition et C sa courbe 

> > 

Représentative dans un repère orthogonal (O, 1, j). 

1) Parité : 

Mfestpaire & pour tout xeD ona:-xeD et f(-x)=f(x). 

M f est impaire & pour tout xeD ona:-xeD et f(-x)=-f(x). 

HConseil :Si f est paire ou impaire, le domaine d’étude est réduit à : Dn[0, +œf 

M Interprétation géométrique : 
  

= 
Si f est paire alors C présente une symétrie par rapport à l’axe (O, j). 

Si f est impaire alors C présente une symétrie par rapport à l’origine du repère. 

2) Périodicité : 

Définition : f est périodique de période T si et seulement si pour tout 

xeD,ona:x+TeDetf(x+T)=f(x). 

H Conseil : Si f est de période T, l’ensemble d’étude est réduit à un 

intervalle d'amplitude T contenu dans D. 

M Conséquence graphique : 

La courbe de C de f s’obtient à partir de la portion de la courbe tracée sur 

l'intervalle par des translations successives de vecteur ki où k est un 

entier relatif. 
3) Centre de symétrie : 

A(a,b) est un centre de symétrie pour C si et seulement si pour tout xeD. 

2a-xeD et f(2a-x)}=2b-f(x). 

4) Axe de symétrie : 

A:x=a est un axe de symétrie pour C si et seulement si pour tout xeD, 

2a-xeDet f(2a-x)=f(x). 

5) Branches infinies : 
Si Himf(x)e { c,+ } alors la y 

      

    

C'est une 
asymptote 

— verticale droite 
d’équation x =a est une asymptote à 

C; quand x—a ; 
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M Si limf(x)=a alors la droite 
X—00 y 

d’équation : y =a est une asymptote y=a 
« " — c’est une asymptote 

à C; quand X———® ; L T horizontale 

9 X   
M Si lim f(x) e {+ ©,—} et si la fonction s’écrit de la forme : 

f(x) =ax +b +g(x) avec lim g(x)=0 alors la droite d’équation : 

y = ax + b est une asymptote à C, quand x—>. 

  

  

  

Si non :on calcule lim f@) . 
X0 X 

y 

1 cas :Si lim 1@ =0 dans ce cas 
XD  X 

la branche infinie est une branche TT TT 
parabolique de direction (x ° x'). 5 5 = 

TT nn 

2 cas : Si lim LE) € {4 00, — co} \ ) 
X—0 X 

dans 

ce cas, la branche infinie est une x 5 + 

branche parabolique de direction 

(y'ey). [ , \ 

3ème cas : Si lim f@) =a, on calcule p}Si Jim£() _ ax]e (+ D co} 
XD X 

| alors la branche infinie est une 

lim [FG) _ ax] (@ #0) branche parabolique de direction la 

a) Si lim[f(x)—ax]=b alors la droite d’équation : y=ax. 

droite d’équation : y =ax +b est 

une asymptote à C, au voisinage 

de co, €   
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ENONCES 

\L Soit (O, i,j } repère orthonormé. 

Déterminer la nature des branches infinies de la courbe de f dans chaque cas : 

a) fX)=x+1+Vx+1 b)f(x)=x + Vx? +1 

  

  

c)f(xX)=x Vx-1 d) f(x) = x - l 
x? +1 

V2 soir: R——@R; xkx+ = . On désigne par (C ) 
x +1 

 — 

sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). 

1) a) Calculer Jim f(x) ; Jim f(x). 

b) Dresser le tableau de variation de f. 

2) On désigne par (T) la tangente à (C ) en O. 

Etudier la position de (C }) par rapport à (T). 

Déduire que O est un point d’inflexion de (C ). 

3) a) Déterminer les asymptotes à (C ). 

b) Construire (C ). 

4) a) Montrer que f réalise une bijection de IR sur un intervalle J que l’on 
précisera. 

b) Soit f "la fonction réciproque de f. 

Montrer que f”! est dérivable sur J est calculer (F7!) (0). 

X 

\1- x? | 

  On considère la fonction f définie par f(x) =1- 

1) a) Déterminer le domaine de définition D de f. 

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur D. 
c) Etudier les variations de f. 

2) Montrer que la courbe représentative € ) de f rencontre l’axe des abscisses 

en un seul point dont on déterminera son abscisse. En déduire le signe de 
f(x). 

3) a) Montrer que le point 1(0,1) est un centre de symétrie de € ). 

b) Etudier la position de © ) par rapport à sa tangente T en I. Que peut-on 

déduire ? 
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c) Construire € ). 

4) a) Montrer que f réalise une bijection de D sur R. 

1-x 

2 2x +2 
5) a) Montrer que l’équation f(x) = x admet dans D une solution unique «x. 

b) Montrer que pour tout xeIR ,f"!(x) = 

Vérifier que & € bal . 

b) Montrer que pour tout x € Lo on a : f(x) — al «585, _ al 

Soit la fonction numérique définie sur IR par f(x) = -x° + 6x? — 9x +1de 

courbe représentative (£) dans un repère orthonormé (O, 1j) (unité 1 cm). 

1} Calculer f (x) , étudier son signe. Dresser le tableau de variation de f sur IR. 

2) a) Écrire une équation de la tangente (T) à (£) en xo —2. 

b) Etudier la position relative de (T} et (6). 

3) Démontrer que (2 ;-1) est le centre de symétrie de (Ë). 

4) Représenter graphiquement (6) et (T). 

5) Justifier que f{x) = 0 admet trois racines x; < x2 < X3. 

6) Discuter graphiquement de l’existence et du signe des solutions de 

fx) = m (MER). 

Soit la fonction numérique g définie par : g(x) = x+1+Vx?+ 2x 

et (6) la courbe représentative dans un repère orthonormé (O, 1j ). 

1) a) Déterminer le domaine de définition de g. 

b) Etudier la dérivabilité de g à droite en 0 et à gauche en -2. 

c) Donner le tableau de variation de g. 

2) a) Montrer que la courbe (£) admet une asymptote oblique (D) en +co. 

b) Etudier la position de (Ë) par rapport à (D) relativement à IR... 

c) Construire la courbe (Ë) 

2 

\G/ soit la fonction numérique définie sur [1 ;:+c[ par f{x) = 2x xl . 
X 
  

On désigne par (Ë) sa courbe représentative dans un repère orthonormé 

(O, i,j). (unité 2 em). 

1) a) Démontrer que la droite (D) : 2y —x +2 —0 est une asymptote à 6 en +co. 

Vx2-1 
b) Justifier que pour tout x E[1, + of ; <1. 

X 
  

En déduire la position relative de 6 et D sur [1,+ool. 
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2) a) Calculer lim 
h-0* 

b) Interpréter ce résultat en terme de dérivabilité (à droite) pour f en xs —1. 

3) Etude d’une fonction auxiliaire. 

Soit g{x) = x? Vx2-—1—2 définie sur 11,+o0f. 

a) Calculer (V2 ). 

b) Montrer que g est strictement croissante sur ]1,+oo. 

c) Déduire de ce qui précède , le signe de g sur ]1,+oof. 

4) a) Calculer f(x) . Montrer que f’ est du signe de g sur ]1,+cf. 

b) Dresser le tableau de variation de f sur [1,+cof. 

5) Représenter graphiquement la courbe (€) . 

V7 On considère la fonction f (x) = Vx2-3x+2 . On désigne par (£) 

sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i,j ). 

f(1+h)-A(1) 
h 

1) Déterminer le domaine de définition de f. 

, : 3 ee 
2) Montrer que la droite d’équation x = 3 est un axe de symétrie pour la 

courbe de f. 

Soit g la restriction de f à [2,+ool. 

3) Calculer g’(x) pour x € l2, +ool[ et dresser le tableau de variation de g. 

4) Montrer que la courbe (£’) de g admet une asymptote quand x tend vers +oo 

dont on donnera une équation . 

5) Préciser la demi tangente à la courbe (£”) au point d’abscisse 2. 

Tracer la courbe (£”) de g. 

6) a) Montrer que g réalise une bijection de [2,+co[ sur un intervalle que l’on 

précisera. 

b) Expliciter la fonction réciproque g * de la fonction g. 

c) Tracer la courbe de g ‘dans le même repère que la courbe (£”) de g. 

fx) = Vitre x 21 si x <-1 
Soit la fonction f définie sur IR par : & x2H2x+ 1 

X)= ——— six >-1 
x2+1 

(£) désigne sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, 1] ). 

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point (-1). 

2) Montrer que la courbe (£) admet deux asymptotes A, etA, que l’on 

déterminera. 

3) Etudier les variations de f et tracer la courbe (Ë). 

4) Soit g la restriction de f à l'intervalle I =]-,-1]. 

a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle que l’on 
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précisera. Soit g'' la fonction réciproque de g. 

b) Tracer la courbe (6) de g ‘' dans un même repère (O, 1j). 

5) Soit la fonction h définie sur IR par h(x) = x° -x2 -x -1. 

a) Dresser le tableau de variation de h. 

b) Montrer que }’équation h{x) = 0 admet une seule solution réelle a . 

c) Vérifier que ae bA 

d) En déduire que (Ë) rencontre la droite À : y = x en un seul point. 

V7 Soi la fonction f : IR—IR ; x + x+4Vx2-2x 

L } a} Déterminer le domaine de définition D: de f et les limites 

aux bornes de D:. 

b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et 2. 

c) Etudier les variations de f. 

2) Soit (£) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repère 

orthonormé (O, 1) et soit la fonction g définie par g(x) = x-Vx2-2x , et on 

désigne par (6?) sa courbe représentative dans le repère (O, 1j). 

a) Montrer que (Ë) admet deux asymptotes à déterminer. 

Vérifier que leur point d’intersection Q a pour coordonnées (1, 1). 
b) Montrer que (£’} est le y symétrique de (Ë) par rapport à Q. 

3) Soit (H) la courbe d’équation y? -2xy +2x = 0 dans le repère (O, 1] ). 

a) Montrer que H = (£)L (&) b) Construire (H). 

1) Etudier les variations de la fonction g définie par g (x) = V4-x 

et construire sa courbe représentative (1°) dans un plan rapporté 

à un repère orthonormé (O, i,j ). 

2) Soit f la fonction définie par f(x) = Liz 
x 

a) Etudier la position de la courbe représentative (6) de f par rapport à (T°). 

b) Etudier les variations de f. 

c) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une seule solution à dans : 

l'intervalle ]-c0,4] et vérifier que &e hi . 

d) Construire la courbe (&) dans le même repère (O, 1] ). 

3) Montrer que l’équation f(x) = x admet dans] 0,4] une solution unique x. 

7 9 
Vérifier que x, €e]—;—|[. que x, I al 

4) On pose h (x) = f(4 cos x) pour tout x € (OST . 

147



Etudes de fonctions Enoncés 
  

a) Démontrer que la fonction h réalise une bijection de [ST sur un 

intervalle J que l’on précisera. On note h ‘ la fonction réciproque de h. 

b) Etudier la dérivabilité de h' en 2 

c) Calculer h G et déterminer le nombre dérivée de h'en G +42 ). 

X 
\y Soit f la fonction définie par f(x) = -1 + — 

X _ 

1) Déterminer le domaine de définition de f et calculer les limites de f aux 

bornes de son domaine de définition. 
2) Dresser le tableau de variation de f. 

3) Soit g la restriction de f sur l’intervalle] 1, + ocl. 

a) Montrer que g est une bijection de ]1+ «c[ sur un intervalle I que l’on 

déterminera (on note g'' sa réciproque). 
b) Etudier la continuité et le sens de variation de la fonction g”. 

c) Exprimer g'! (x) pour tout x el 

  

d) Déterminer le domaine de dérivabilité de g'! et calculer (g') À . 

4) a) Montrer que l’équation g(x) = x admet dans l’intervalle] 1,+oc[ une 

solution unique &.. 

b) Construire dans un même repère orthonormé (O, ï,j }, les courbes 

respectives Es et Ég-1. 

  ho) 1 | sixzT 

5) Soit h la fonction définie sur]O, 2] par : COsx 2 
T 

h(—) =0 ( 7) 

a) Montrer que h est continue à gauche en 5 . 

b) Montrer que h est dérivable sur ]0, 5 [ et calculer h’(x). 

c) Déterminer l’expression de h(x) pour tout x €]0, 5] . 
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CORRIGES 

V2 100 - x+1+4/x+1 ; Ds=f[-1, +o0f 

# Jim {x)= Jim x+1+/x+1=+ 00 

x + # tien OO ira pa LEE fin qe 4 1 
X+0 % X +00 x X X—+00 x X x +1 

+ 

Car lim Lu et lim xtl_ et lim Î =0 
V/x+1 X+0 ZX XD+0  % 

    

  

* limf{(x)-x=limi+./x+1=+00 

donc Ë; admet une Branche parabolique de direction la droite y = I. 

b) fx) = x +/x2 +1 : D=IR 

* Jim f(x}=+00 

F2 te 

1+=——— im Ve =<limi+ Fr 

#1)-x° =]im =0 * Jim 1 (AR) - 2x)= lim /x° +1-x= lim 
Fe Te +141) * = +1+x 

donc y = 2x est une asymptote au voisinage de +00 

x+4/x°+1)(/x?+1- x) x?+1-x? im 1 _0 
* Himf(x)=lim 

10) = x? +1-x Fr +1-x 7 fe +1-x 

Donc y = 0 est une asymptote au voisinage de -. 

c) f(x) =x/x-1 et D;=[1, +o0[ 

* lim TC ir 
X+0 XX 

* limf(x)=+co et  * lim—— fx) =lim./x-1=+ 00 
+90 + X +00 

donc Ë$ admet une Branche parabolique de direction (yy”) en +00. 

1 ; DR= IR d) FX) = x - ———— 
x? +1 

1 1 
Him———=0 et lim—=0 
+00 Îx2 +1 00 /x2 +1 

On déduit que y = x est une asymptote Eau voisinage de + et de -co. 
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    Ÿ 1) a) lim fG)= lim he 
—>—00 

x . 1 
} in ie }-— 

\1+x2) 1+x? 

lim f(x) = lim is Î ]e 
X +0 X +0 f + x? 

b) xi——1+x° est dérivable et strictement positive sur IR 
1 

V1+x° 

est dérivable sur IR donc x -— f(x) est dérivable 

  

donc x +   est dérivable sur IR est par suite 

X 

\1+ x? 

sur IR et on a pour tout xe IR : 

V1+ x? 2x 

2 

f'G)=1+ 2N1+ x" 5, 1 
>0. 

1+x° (1+x°)V1+ x? 

  x 

  

— 00 + © 
  

X 

FX) + 
  

  
f(x) Le D nd co 

2)T:y=f"(0):x+f(0). 
f(0)=0et f'(0)=2d'oùT:y=2x. 

x ee) x(-x?) 

Visx? Virx? fie) 
donc le signe de f(x) —2x est celui de (-x). 

f(x) —2x=     

  

  

    

X — 0 0 + co 

f(x) — 2x + oO _ 

Position de (C) (C) est (C) est 

par rapport à (T) | au-dessus de (T) | au-dessous de (T) 

OnaC NT= {O(0, 0)}.comme la courbe (C) traverse la tangente en O 

d’où O est un point d’inflexion pour (C) 

3)a)e Ona lim f(x)=-« donc la courbe (C) admet une branche infinie 

au voisinage de (—c0). 
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.…. FX) 1 
lim ——= lim 1+ =]. 
X——0 x X—-—0 f + x? 

lim [f(x)-x]= lim = = lim À =-1. 
X—>—00 X—>-00 X——00 

—X./l+ L 
x 

Donc la droite (D) d’équation : y =x —1 est une asymptote oblique à 

(C) au voisinage de (0). 

e lim f(x)=+00 donc la courbe (C) admet 
X => +00 

une branche infinie au 

voisinage de (+c). 

.. T{xX) 1 
Him ——== Jim 1+ =]. 
X—+0  X X—+00 1 + x? 

lim [f(x)-x]= 1im 2 
X—+00 X +00 f + x2 

= dim 1. | 
X—+c0 ] 

1+— 
x? 

  

  

  

  
Donc la droite (A) d’équation y = x +1 est une asymptote oblique à (C ) 

au voisinage de (+). 

4) a) f est continue et strictement croissante sur IR donc elle réalise une 
bijection de IR sur J=f <IR>=IR 

b) f est dérivable sur IR et pour tout xeIR ; f'(x) #0 : donc f”! est 

dérivable sur J=f <IR >=IR et (f7!) (0) = 1 = 1 1 
f'( (0) FO) 2 

VA D=heR tte 1x >0)-L 11 

b) xi—1-x? continue dérivable et strictement positive sur F- 1, 1] 

1 

V1- x? 

d’où f est continue et dérivable sur |-1,1[. 

—V1- x? x 
2V1-x — 1 

(1—x°) x 2)41- x? 
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donc f est strictement décroissante sur r- 1,if. 

2) f(x) = 0 équivaut à 1x? = x ou encore 1-x°? =x?et x >0 

. 1 | , . on . 1 
soit x=— d’où C rencontre l’axe des abscisses au point d’abscisse E 

si se À) alors f(x) 20 et si sel alors f(x) <0 

X 
  3)a)Vxe}-11[,-xe]-11 f(-x)=1+ 
1-x 

X 

\1-x° 

donc I(0,1) est un centre de symétrie pour © 

b) T:y=f'(0)x + f(0) ou encore T:y=-x +1 

f 

2-f(x)=2-1+   =1( +) 

Lx) = x +0) =1 2 + x 12 x 
1- x? 

3 
— X 

ki x +0 
1 0 
  

  

      

x — 1 

— X + Oo _ 

Position C C au dessus C au dessous 

etT de T de T 

On en déduit que I est un point d’inflexion. 

c) lim f(x) =+0 et lim f(x) =-00 
xl xl" 

donc x=-—let x=1sont les asymptotes 

de C. 

4) a) f est continue et strictement décroissante sur 

E1,1] donc f réalise une bijection 

de Lil sur R.   Y
 

  

  

Dr tG)=y © fp=x © 1-2 = x 

ou encore 1-—x = équivaut à         y 

\1-y° 
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y° (1 . x) 

(1- x)? = et yet 1-x ont le même signe par suite y° = ——— 
1-2 - y? 1+(1—x) 

x soit (Y = comme y et 1-x ont le même signe 
M J1+(-x) 

1—x 
Alors y = ainsi £ (x) = ———— 

Vx? -2x+2 

1—x 

J1+4G-x) 

5) a) On pose g(x) = f(x) -x 

g est dérivable sur L 1,1] et g'(x)=f'(x) -1 comme f'(x) <0 

Alors g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur }- 1,1] comme g est 

continue sur }- 1,1[ 

par suite g réalise une bijection de }-1,1[ sur g(-L1D=R 

car lim g(x) = lim f(x) —x =+wet lim g(x) = —-c 

or 0ER, alors il admet qu’un seul antécédent & € }- 1,1] tel que 

g(æ) =0 ou encore f(a) = 

1 Î 1 1 1 1 0)=f(0)=1>0et gd —|=fl—|-===-<0d 0,— . g(0)}=f(0)=1>0e d2) 5) 2 2j onc ue 1 

b)e fest continue sur as] 

e fest dérivable sur 

velo). Fsi-x? sta Dei x? <1 

Alors V2 20 x) <1 donc #3 et 5 
8 (i—x?)V1- x? 
A 

  

d’où        

s es . _ 1 
d’après le théorème des accroissements finis sur 10 

on a pour xe[oe eue (2) 
2 2... 

83 83 
f(x) — Fa)< x —al commef(a)= a |f(x) as — a. 
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\/ 1) (x) = -3x2 +12 x — 9. 

  

  

  

X -co 1 3 +00 

(x) - D + 9 - 
+00 1 

fx) Le LT NN 
a C0 

6 9 
Jim n f(x) = = lim x°(1—— +21 - +, de même lim f(x) = -c0 

x x x° x 

2) a) f(2) = -1 et f (2) =3 d’où l’équation de la tangente (T) à (Ë) 

en x, = 2estT:y=3x-7. 

b) f(x)-(3x-7) = - x? + 6x2 -12x +8 = -(x-2)°. 
Pour x > 2 ;-(x-2)° < 0 donc & est au dessous de T. 

Pour x < 2 ; -(x-2)° > 0 donc 6 est au dessus de T. 

3) On a : f(4-x) = -(4-x)° + 6(4-x)2- 9(4 - x) +1= x? - 6x 2 + 9x - 3, 
D’autre part -2 f(x) = x° -6x2 + 9x - 3 d’où {(4 - x) = - 2- f(x). 
Donc Q (2 ; -1) est le centre de symétrie de (Ë). 

4) À 

_ 
> 

  

  

5) festune fontction continuesur IR donc d'après le théoème des valeurs 

en particulier sur[0,1;0,2] intermédiaires il existe x, € ]0,1:0,2[ 

et f(0,1) x (0,2) < 0 tel que f(x, ) = 0 

avec le même raisonnement on relève que : 

* x €]2,3 ;2,4[ tel que f(x) =0.  * x3 e]3,5 :3,6[ tel que f{x3) = 0. 

6) Les solutions, si elles existent de f(x) = m sont les abscisses des points 

d’intersection de (©) avec la droite variable d’équation AÀ,, : y = m. 

1" cas : sim > 1 ; l'équation admet une solution négative. 
2° cas: sim=1l;x=0etx=3. 
3°% cas : si m €]-3,1[ ; il y a 3 solutions positives. 
AT cas: sim=-3;,x=letx—4. 

5°" cas : si m e]J-w,-31 ; il y a une solution positive. 
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ü 1) a) Dg = {x € IR, tel que x2+ 2x>0} = ]-00,-2] U[O,+o0[. 
_ + 24 

b) im BOXE ji NX in 14 ED vo 
X x—0* x x 0 XA Jx24+9% x—0* 

Donc g n’est pas dérivable à droite en 0. 

e@)-802) _ LL, VEH2x 1, x@2) 
Em =—— = — lim —_———© "© —— = 20 

x) X+2 «(27 x+2 2) (x+2)/x2 +2x 

Donc g n’est pas dérivable à gauche en -2. 

c) La fonction x H x2 +2x est dérivable et strictement positive sur : 

I = ]-00, -2[ }0,+0o[. Alors la fonction x > Vx2+2x est dérivable sur I et 

x+H x +1 est dérivable sur IR en particulier sur I d’où g est dérivable sur I 

x+1 _x+1+4Vx242x 
et pour tout x e Ion ag (X)= 1 + ——————— —————— 

P ë x2 +2x Vx2+2x 

*Six+1 >08 x > -1 alors x e]0,+0[. 

Donc g’(x) >0 pour tout x €]0,+of. 

*Six+i <0< x <-1 alors x e]-c0, -2[. 

-1 QE < 0 
Fe [Va2x +1) 2x 

-00 
  

    
  

      

X -2 0 +00 

g’(x) - + 
0 +00 

CR OT 
1 1 

dim 10 lim g(x) = +00; lim g{x) = 
Jim ex) LE ) X—-0 x+1- X2+2x 

2)a)Ona: lim g(x) = +0 donc la courbe (6) admet une branche infinie, 

8) L ji (+ + +232 
X 

  

lim =— 
X+0  X X +0 x 

1 

1- 4x = L 
lim {g@)-2x1= lim (-x+4Vx2+2x = Him = lim X. =2, 

x +0 X—>+00 X— +0 1-x-Vx2 + 2x x+0 [7] 2 

—-1-,/1+— 
x x 

Donc la droite (D) d’équation : y = 2x +2 est une asymptote oblique en +00. 

-1 
<0. b) Pour tout x ER , ; g(x) -y = 4x2 + 2x -x-1= ————©È©——— 

8 . Vx2+2x+x+] 

Donc (Ë) est au dessous de la droite (D) pour tout x eIR. 
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c) + y = 0 est une asymptote à (£ j au Ç 

voisinage de (-co). 

+ La courbe (Ë ) admet deux demi 

tangentes verticale aux points 

d’abscisse x= -2 et x = 0. AT 

\ , 1) a) Pour démontrer que la droite d’équation : 2y -x +2 = 0 ou encore 

O
I
:
 

1 pu de 
= 5* —1 est une asymptote à & étudions : 

VAL Lin EL im 2 7 
X +00 x | X—>+00 x(x + = D. 

Donc la droite D est une asymptote oblique à la courbe Ë en +oo. 
al x 

X X 

Jim n (x)- G x-1)) = Jim       

b) Pour tout x e[1,+oo[ ; Vx?-—1<x donc <1   

  c’est — à -dire que 1- >0 où encore que f(x) - Gx —1)>0 
X 

Donc pour tout x € Pr - est au dessus de D. 

p_VL2h+h?-1 1+2h#h-1 1 

  

1,1 h- 
+h)- 2) a) lim HO) |, 22 14h 2 

h—0* h a h 

1 V2 1 Hh#2) hi 
CG LE DE RER 2 (HR) 

+h)}- 
b) Comme LA ne pas de limite finie quand h tend vers 0, f n’est 

pas dérivable en x, = 1, mais on RRepréte ce résultat à l’aide d’une demi 

tangente verticale au point (1 ; : ). 

3) Etude de la fonction auxiliaire : g{x) = x? Vx?-1-2 sur]l ; +of. 

a) g( 2) =0 
2x x 

b) g’(x}=x? +2xVx?-1= 
) 86) 2V%x2-1 Vx2-1 

, x(3x2-2) 
X EE —————————— 

ET Jar 
D'où g est strictement croissante sur]1 ; + of. 
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X 1 2 +00 

g’(x) + 
  

+
 

+00 

g(x)     \ -2 

Him g(x)=-+00 
X—+00 

c) On déduit le signe de g à partir du tableau précédent : 

* Six > V2 alors gx) > g (V2 ) donc g(x) > 0. 

# Six < V2 alors gx) < g (V2) donc g(x) < 0. 

  

  

2x 
x -V/x2-1 

1 24x21 l l 4)a) FD =—- —-—- 
2 x 2 x2Vx2-1 

x 2-12 gx) 
2x2/x2-1 2x2 2-1 

Le signe de f(x) est celui de g(x) pour tout x e]1,+ol. 

x 1 V2 +00 

P(x) - ® + 

f(x) 7, LT +00 

Soit Ê’(x) = 

  

  

      

  

\Ÿ/ 1) f(x) = Vx2-3x+2 

D;= fx € IR tel que : x? -3x+22>0} = ]-c, 1] L{2,+00(. 

2) x e]-c,1] LU[2,+0[ Sx<loux>2 & -x>-1ou-x<-2 

3-x>2ou3-x<1 & 3-xE]-0,1] L{2,+0f & 3 -x eDr 

f(3-x) = 6-36 72-52-3572) 
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donc x = =. est un axe de symétrie . 

3)x + x2-3x +2 est une fonction dérivable et strictement positive sur 

J-0,1[U]2,+00[ en particulier sur ]2,+c0[ donc x + Vx?-3x+2 est dérivable 

sur ]2,+c[ et on a pour tout x e]2,+co[ 

UN 2x-3 

go 24Vx2-3x+2 

lim gx) = Jim (x) = Jim Vx2-3x+2 = +00:f(2) = 0 

x 2 +00 

g@) |] + 
+00 

0 

4)Ona lim g(x) = +c donc Ë admet une branche infinie au voisinage de +co. 
X—+20 

. .… Vx2-3x+2 . 3 2 
Im ——— nn ——— = Jim ,f1-—+—"1. 

X40  % X +00 x X— +00 X x? 

2. +9 2 

lim [g(x)-x]= lim [he x | ESSLS = lim 
+0 /X2-3x42+x 

>0. 

  

  

2 
-3x+2 x(3+7) 3 

= D : = lim ——?#—- 
X—+00 23x49 + XD +00 

CARTER «| 24) 
X X 

Donc la courbe (£”) admet une asymptote au voisinage de +co d’équation : 

     

  

_,-3 
Ÿ 2 

_ 2 + 

5) Jim 20980) L ji, VEXE2 
x—2* x-2 x—2* x-2 

= lim __ Fix lim __@2)0 D) = +00 
x2 (x-2}Vx2-3x42 22 (x-2)Vx2-3x 42 

Donc g n’est pas dérivable en 2 

et la courbe (£”) admet une demi 

tangente verticale dirigé vers le 

haut au point (2,0) 

6) a) g est continue est strictement croissante sur [2,+oo[ donc elle réalise une 
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bijection de [2,+c[ sur g < [2, +co[ > = [0, +col. 

b) Soit x e[0,+o[, cherchons y € [2, +co[ tel que g'! (x) = y. 

g'R)=y Sgp=xe x= /y-3yr2 & x2= y2-3y +2 

> y2-3y+2-x2=0. 

A=9-4(2-x?) =1+ 4x2 > 0 

3-V1+4% 
Donc y = 2 <= donc y #[2,+00[ 

3+4V1+4x? . 3+4V1+4x2 
Où y = = >2donc g'(x) = y g (x) 5 

c) La courbe de g'' est la symétrique de celle de g par rapport à la première 
bissectrice. 

(x) =Vxtx-x-1 six <-1 

x2+ 
to xs 
x 

1) Pour étudier la continuité et la dérivabilité de f en (-1) il est nécessaire de 

les étudier à droite et à gauche de (-1). 

* Continuité de f en -1 : 

lim f(x)= lim (Vx2+x-x-1)= 0 = f(-1) 
X—(-1) X—(-1)" 

X2+2x+ 
lim fx) lim X72XTI 0 5, 

x (1) x(-1}*  x2+1 2 

Ona lim GX lim . FG) = f(-1) donc f est continue en (-1). 
Xx—(-1)" 

* Dérivabilité de fen 1. : 

  

fx) D) VX Hx-x-l xX2+x-(x+1) 
© 2% Gen —————° Len — 

xD x+1 D Xl xD  EDREREETD 

2 jm "D u 
D (xt) +1) im D FER | 

Donc f n’est pas dérivable a gauche en -1. 
-{(- 2 2 . lim fx)-(-1) = Jim 2 +2x+1 = lim (x+1) 

xt x+l x (GX DGAHT) x 0 (X+ D) (G2+1) 

. x+] | , | . 
= lim =0 d’où f est dérivable à droite en -1. 
x) x2+1 

Donc f n’est pas dérivable en -1. 

249x+ 
2) * Jim 1 (x) = = lim XX 

X—+c0 x2+1 

Donc la droite À, d’équation : y = 1 est une asymptote à la courbe (£jau 
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voisinage de (+co) 

* lim fG) = lim (Vx2+x-x-1) = +00 

Donc la courbe (6) admet une branche infinie au voisinage de (- co) 

lim 10) _ lim —( ut, = —2 
x X XD x X 0 

lim [f)2x]= lim (V xx +x — T1) 

1 
xl xG--) 3 

= lim = lim 

x( but) 
x x 

    

Donc la droite A, d’équation : y = 2x est une asymptote à la courbe(£) 

au voisinage de (-co). 

3) # Si x e]-00,-1] :f(x)= Vx2+x-x-1 
xH Vx2+x-x-1 est dérivable sur ]-0,-1{ L/]0,+co[ en particulier sur ]-00 ,-1[ 

et on a pour tout x €]-00,-I[ 

2x+1 
f = 

G 2Vx2+x 
-1<0 car 2x +1 <-Il   

  

  

  

  

  

249x+ 
* Si x e]-1,+00[ ; f(x)= ER est dérivable sur IR en particulier sur 

x 
D x2+ 

]-1,+00[ et on a pour tout x e]-1,+00 [ ; F(x) = 2x°+2 
CHI) 

X -co -] Î +00 

-2x242 - 0 + À - 
D'où le tableau de variation de la fonction f. 

X -2 -l 1 +00 

rG | = | + 9 - 
+00 2 
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4) a) La fonction g est la restriction \ 

de la fonction f sur I = ]-«,-1] est une Y=X 

fonction continue et strictement 

décroissante donc elle réalise une \ + 

bijection de I sur g < ]-c0,-1] > —[0,+cof. 

b)E=S,()avec À :y= x 

S)h(x)=x"-—x2-x-1. 

a) D, =IR ; h est une fonction polynôme, 

elle est dérivable sur IR et on a : 

h’(x) = 3x2 -2x -1. 

  

  

  
  

  

    

MO=0Sx= -W oux= 1. à 

x -00 -l 1 +00 

h°(x) + 94 - d + 

22 +00 
h(x) TR 

00 | LT 
b) D’après les variations de h on a : pour tout x e]-, 1[ ; h(x) < 0 

donc h(x) = 0 n’a pas de solution sur ]-w, 1[ la restriction de la fonction h sur 

[1,+o[ est une fonction continue et strictement croissante donc elle réalise 

une bijection de [1,+c0[ sur [-2,-+oo. 

0€f-2,+o[donc l’équation h(x) = 0 admet une seule solution réelle 

ael,+o . 

oh) 2 hO)=1 ue 
2 8 d'après lethéorème des valeurs 

h est continue sur IR | . 3 
intermédiaires a el >2L 

en particulier sur 2 

d) * Si x €]-,-1]. 

Soit M(x, y) E& NA = 
f(x) = x pe -X-1=x 

Le 
Y—X Y=X 

xX2+x=(2x+1} 3x2+3x+1=0 n'a pas de solution 

Vitx=2xtle dl xx > 0 4x+x20 

2x+120 2x+1>0 

*Sixel]-l,+ol. 

161



Etudes de fonctions Solutions 
  

f(x) = 2+2x+ 
Soit M(x, y) el na ef * 4 #42xH1 

y 
  

=X x] 

x2+2x +1 =x +x © x'-x2x-1= 0€ h(x) = 0 

cette équation admet une seule solution d’après 5) b) 

Donc En A= {point}. 

Ÿ FX) = x + Vx2-2x 

1) a) Df= {x EIR tel que x? -2x > 0}. 

x | -00 0 2 +00 

x2-2x | + ® - ® + 

Donc Df=]-0,0] U [2,+oo[ 

dim LG) = lim (+ VE2x) = lim =— | 
X—-00 2_ = X>—0 Vx2-2x-x | 24 

X 

lim f(x) = lim (x+4Vx2-2x) = +00 

  

  

L 2_ + 22 _ 

b) im CO L 5, VER ÈX _ j,, NX72x ae in [1 2) }F-s 
x—07  Xx- x—07 X x=07 X.. x—07 XV x2-2x 

Donc f n’est pas dérivable à gauche en xo = 0. 

- 2 _ _ dm CO) Lg RL png XD) | 44 0 2 + oo 
x—2* x-2 x—2* x-2 x—2* (x-2} / x2-2x 

Donc f n’est pas dérivable à droite en xo = 2. 

c) f est dérivable sur ]-c0,0[ L ]2,+co[ et on a pour tout x e]-00,0[ LU ]2,+co[ 

2x-2 x-l 
PO =1+——— = 1+ 

24/x2-2x Vx2-2x 

* si x el2,+0[ x —1 > 0 donc f(x) >0 

*six el-o 0 & x—1<0 

Vx?-2x +x-1 2x +x- 1 _ 

  

  

      

f(x) = 
Vx?-2x Vx?-2x ES) x2-2x EEE) 1)) 

X -00 0 2 +00 

PCx) = + 
l +00 

f(x) 
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2) a) lim f(x) =1 donc la droite À, : y=1 est une asymptote horizontale au 

voisinage de(-co). 

lim f(x) = +00 

10 pr VX lim m (1+ 1-2)22 
X +00 x X +00 x X #00 x 

lim (f(x)-2x) = lim (-x+Vx2-2x) = lim —È—- -l 

X([1+—+1) 
x 

Donc la droite À, : y = 2x - 1 est une asymptote oblique à la courbe (£) au 

voisinage de (+co). 

y=2x-1 X = 

b) Montrons que (£’)=S, (6 ). 

Soit M(x.y) € Pet M'(x’, y’) e P. 

Soit Q(xy) EA NA, © p S p | donc A, NA, = {OLD} 

XYX'_, 
2 x=—2-x' 

S,.(M =M SM*M=Q0S ne 
y, LW2y 

2 
MX, y) EG & y=x+ Vx2-2x &2-y =2-x"+,/(2-x)7-2(2-x1) 

S -y'=-x + Vx/2x'e y'=xVx7-2x 

< M'(x, y’) e(E jd'où S, (6) =C. 

3) H = {M{x.y) tel que y? -2xy +2x = 0} 

MG YEeH ee y2-2xy #2x=0 & (y-x}2-x2+2x = 0 

x2-2x > 0 
(y-x}=x2-2xe RE 

x €]-c,0]L1[2,+co[ x €]-00,0]L[2,+00[ 

x €]-00,0]L[2,+00[ x€]-0,0]U[2,+00[ 

pre ” Ps 

<> M(x, y) € € ou Mx, y) El’ © MAX, y) € 6 LE’ d’où H=6 LUE’. 

b) La courbe (£) admet aux points (0,0) et (2,2) deux demi tangentes verticales 

dirigées vers le haut. 
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  î H=@ UC) 

Y 

\Y 1) g@x) = V4-x ;Dg = {x ElR, tel que 4-x >0}=]- 00,4]. 

La fonction g est continue sur ]-c,4] et dérivable sur ]-c0,4[ 

et on a pour tout x e]-co,4f. 

  

  

0 0 
SO 7x 

X -00 4 

g’(x) - 
    

+ 

g(x) _—— 
0 

lim gx) =+c0: lim 22 jim VTX L Him [1% 0 
X—>-—00 X 00 x X—-0  X X 00 x2 

(car Vx =-xau voisinage de -co). 

Donc la courbe ( I") admet une branche parabolique de direction l’axe des 
abscisses au voisinage de (-co). 
* Dérivable à gauche en xs = 4 

tim 20980) L im V4LX 
X—4" X- 4 Xx—4 X - À 

im JE 2 im Le = 
x—4" (4-x}) x—4 V4 -x 

d’où la courbe (T }admet à gauche 

au point A(4, 0) une demi tangente 

  

  

  

de vecteur directeur j 

2) f(x) = +4 - X;D, =]-0,0[0]0,4] 
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2) x) -g(x) = L 

  

    

    

X 2 0 4 fx) 8) - + 
Position (T') est au dessus | (1°) est au dessous de (£) par de (£) de (£) rapport à (T°) 

b) f(x) = 1, 4-x est dérivable sur ]—co,0[01]0,4[ et on a pour tout x 
X 

  

  

    

-1 Î 
— ©, 0[1]0, 4[.f (x) —- 0 SSD GE TE < 

x -00 0 4 

f(x) - - 
+00 +00 

£0) LL y         
lim f(x) = +00 ; lim f(x)= — 00 ; lim f(x) = +00 ; (4) => 
X—>—00 x—07 x—0* 

c) D’après les variations de f on a : 

* Pour tout x €]0,4] ; f(x) > 0 donc f(x}#0 pour tout x e]0,4] 

* fest définie , continue et strictement décroissante sur ]-co, O[ 

Donc f réalise une bijection de ]-co, O[ sur f < ]-co, O[ >= IR 

0€ f<]-c, 0[> donc l’équation f(x)= 0 admet dans ]} -c, O[ une solution 

unique &. 

Conclusion : L’équation f(x) = O0 admet dans ]-c,4] une seule solution & 

rhe2 32, >0 etf(-)=- -< 

1 1 
donc f(——).f(——) <0 d'oi ——,——|. ( D ( D< ùu el] 7 7 

fx) 1 fx L CD 
d) Jin in Gr im +) 
donc la courbe (£) admet u une branche parabolique de direction l’axe des 

abscisses au voisinage de (-co). 

* y = 0 est une asymptote à (). 

+ Dérivabilité en xo = 4. 
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  lim = lim 
x=4  XÀ x—4 x-4 x4" 4x VJ4-x 

1 1 
0 x V3 | 1 1 f 

Donc la courbe (£) admet à gauche au point an une demie tangente de 

vecteur directeur j (voir Fig 1) 

3) f{x}= x & f(x) -x = 0. 

On pose k (x}=f(x) -x ; pour tout x e]0,4]. 

Pour tout x e]0,41 ; k’(x) = f(x) -E < 0. 
K est une fonction continue et strictement décroissante sur ]J0,4] donc elle 

réalise une bijection de ]0,4] sur k < ]0,4] > - [k(4) ; lim k(x)[= (Rte. 
x—0* 

0 Eëk < ]0, 4] > donc il existe un unique x, €]0,4] tel que k(xo)= 0. 

Conclusion : ne f(x) = x admet dans ]0,4] une unique solution xo. 

1,229 à 7 
AO don KO T7. 

ro h_2 4% où kÉ)= —65+97 0 
4 49 2 36 
RC k(—).k() <0 d —,—[. GK) one x, € À 

4) a) h(x) = f(4 cos x ) ; pour tout x € (0,5 

Pour tout x € (0.51 : 4 cos x€]0,4] donc h est définie sur (0.5 

*u:x H 4 cos x est dérivable sur [0,51 et f est dérivable sur ]0,4f ; 

pour tout x el0, SL: ; u(x) el0,4f. 

Donc x + h(x) = f(U(x)) est dérivable sur 10,5 

et on a, pour tout x eo. : h’(x) = 4 sin x f (4 cos x) >0. 

La fonction h est continue, et strictement croissante sur [0, Tf 

Donc elle réalise une bijection de (OST sur h < (0.51 > 
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= [h(0) ; lim h(x)[ = Fe +00[ car lim h(x} = lim f(x) = +00 
x (— D 30) 

b) Etudions d’abord la dérivabilité de h en 0 

  

  

      

    

i 1 1 
_ f(4cosx)-— +,/4(1 -COSX)-— 

lim RG)-h(0) = lim 4 _ Jin 4COSX 4 
x0* X x—20* X x—0* X 

= lim( 1 çlcosx 2 1- 2) 

x0* ÀCOsx x 

On a lim d 2) - o et Tim a C =. d où à lim hG&)-RO) _ 

x—0* x—0* x 

Donc h est dérivable en 0 et h°(0) = V2 par suite h ‘l'est dérivable en 

1 1 V2 
h(0) V2. 

h(0)= se ona:(h'! "D 

oD=S+v2 

  l +/4(1-cosx) x . 
pour tout x e[0,[:h(x)= 

2 4cos 

= 1,5 
Acosx 

. X 
cari- cosx = 2sin?— 

1 . X 
+2,/2 sin— 

COSX 2 2 

  

    
. X 

sin — 
2 

  Or pour x € DS sine > 0 donc h(x)= 

  

> — SX x, T 
h’(x) = Zoe 2 cos 7; Pour tout x eo, » 

H DE a à HN VD —— 246 V5,   

fx) = 14 2, V7 60 tr 

1) D= {xElIR tel que x2 -1 > 0 } = ]-00,-1[ LJ1,+oof. 

lim A(x) = lim [-1 Ti = 2 et lim {x)= lim[-1+ 
xA]1-— 

x2 

x 

F+; lim f{x}=- 0. 

X4 h-2 
x2 

+= - x) 

2)x H x? -1 est dérivable et strictement positif sur l’intervalle 

  

J=0 

  lim f(x) = Jim[— 
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est dérivable sur cette intervalle .   ]J-c0,-1[ L]1,+o1[ donc x H 
1 

Vx2-1 

Donc x R f(x) est dérivable sur ]-c,-1[ C]1,+00f. 

  

etona, pour tout x e]-c,-1[ U}1,+cof, (x) = 

  

  

—1 
d'Où Ê’{x) =———— < 0 pour tout x €]-00,-1[ L]1,+00[. 

(x2-1)Vx2-1 P 

X -00 - 1 +00 

f°(x) - - 

2 +00 

109 N \, 
-00 0           

3) a) La fonction f est continue, définie et strictement décroissante sur ]1,+c0[ 

donc g réalise une bijection de ]1,+co[ sur : 

g<]L;+00[ >=f<]1,+00[ >= ]0,+o0[ =IR° = I. 

b) g est continue et strictement décroissante sur ]1,+00[ d’où g' est continue 

et strictement décroissante sur I. 

c) Pour tout x € L, il existe un seul y e]i, +oof tel que g(y) = x. 
2 

Y =x+l Ÿ =(x+1}     
gy)=x En FI 

= (2-1 G +1) & y? (1-G+1P = -Gx+1Y 
x+1)? 

<> y2(-2x-x2)= -(x+1}e y2= — 

= JE 2. JC 
2x+x? 2x+x? 

+1) Ix+il xl 
  or y € ]1,+00[ donc y = 
2x+x? V 2x+x2 V2xtx2 

(car x +1 > 0 pour x el) donc pour tout x eIR; 

xt] 

V2x+x? | 

d) g est dérivable sur ]1,+cof ; on a : g’(x) =- 

  Ona:g''(x)= 

Æ0, pour tout 
1 

(x2-1)Vx2-1 

x €]1,+c[ donc la fonction g'! est dérivable sur IR‘ . 
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5 

ot (2) = _3 

3 

64 5 1 1 -1 5 (> = = = donc g(—)=-— 
Cp) z ) 25 . 27 donc 8O) =, 
Lt 2 — 
16 16 16 64 

5] donc g''est dérivable en e(2 : }= £ 

  

- gest dérivable en — 

27 
5 64 et (g” Je j=—— © 
O=-— 720 g" 2) 77 8 ) 64 

4) a) On pose k(x}= g(x) -x ; pour tout x el 

k’(x) = g’(x) -1 < 0 ; pour tout x e]1,+o0f. 

k est continue et strictement décroissante sur ]1,+co{ donc k réalise une 

bijection de ]1,+00o[ sur h < ]1, +co[ > =] lim k(x), lim k(x)[. 
X +0 xt 

lim k(x)= lim [f(x) -x}]= -c0 

lim k(x) = lim [f{x)-x]= +00 d’où k < ]1,+00[ > = IR. 
xl xl* 

0 ER, donc il existe un unique & e]1,+co[ tel que k(æ)=0 

& g(a)-a =0& g(a)=«.. 

Conclusion : L’équation g(x) = x Ce 

admet dans l’intervalle ]1,-+c0[ une Y=X 

unique solution «. 

b)e x = 1 est une asymptote à Üg. Ce! 

e y =0est une asymptote à Ég  y=1 
  

  

    
    

au voisinage de + oo. id La nm | | l + » + 

5) a) li h(x}= lim g(—) _' 
x" x»  COSX [ 

2 
x=] 

lim = +00; lim g(X) = 0 avec X = 
x COSX x COSx 

2 

Donc lim[e(—)] = 0 et par suite li h{x) = 0 = hG }. 
OSx X—— xt 

2 2 

. \ T 
alors h est continue à gauche en 5: 
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  b)Soitv:xh Î par suite h(x) = g(V())= g o v (x) 
COosx 

xH v(x) est dérivable sur IR Es +krike z| en particulier sur 10,7 [; 

x g{x) est dérivable sur ]1,+00[{ et pour tout x € ]0, 5 [; V(Xx) €E]L,+oo[ 

donc h(x) = gov (x) est dérivable sur ]0, 5 [et on a : pour tout x el, [; 

h’(x) = v'(x). g'(VG). 

    

  

9 — SinX -] 

cos?x 2 2 

(CN: COSx COSx 

-sinx 1 -sinx cos’x _ “COSx 
  h’(x)= . 
cosx # x cosx sinx sinx 

d’où h’(x}) = — ZCOSX — , pour tout x € ]0,— Tf 
sin?x 2 

  

  

    

  

1 
1 

c) Pour tout xe]0, T[h(x) = g(—)=-1+— COX 
2 cos 1 { 

cos’x 

1 1 

= -1+- 208% = [+ CO8X (car pour x €], SL x > 0) 
[tex| tgx 

D'où h(x) = -1 + == ; pour tout x ep, 2 
sinx 2 
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Chapitre VI 

Les primitives 

MDéfinition : 
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. 

Une fonction F définie sur I est une primitive de f lorsque pour tout xel. 

F'(x) = f(x). 

M Théorèmes : 
Théorème 1 : 

[Toute fonction continue sur un intervalle I possède des primitives. 
  

  

Théorème 2 : 

Si Fest une primitive de f sur I alors, toute autre primitive G 

de f sur Î s’écrit : 

G(x)=F(x) +c avec c étant une constante réelle.     
  

Théorème 3 : 

Si f est continue sur I alors il existe qu’une seule primitive F sur I 

prenant la valeur F(x,) en x,. 

  

    
  

Théorème 4 

Soient « et ff deux réels, f et g deux fonctions continue sur Ï une 

primitive de h = af + Bg est la fonction H=a@F +BG avec F et G 

sont des primitives respectives de f et g sur I. 

MTableau des primitives usuelles : 

(neZ, kune constante réelle) et neQ * -{-1}. 

  

    
  

  

  

  

  

    

Une primitive Une primitive 
Ê(x) F(x) Ê(x) F(x) 

DER ax +k sin x — cos x + k 

x ne +k cos x sinx+k 

x° 1 n+l : 1 —— x" +k sin (ax + b) ——cos(ax + b) 
n#-l | n+i a 

1 1 1 . -— = +%k cos(ax + b) — sin (ax +b) 
X x a           
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1 
— 2 k 1+te?x= tgx+k 
Vx vx + Ë cos? x 

x! = x +Kk 1+ cotg ?x = > — cotg x+k 
r+l sin” X 

M Opérations sur les primitives : 

F et G deux primitives de f et g définie sur I, keR.. 

Fonctions Primitives 

f+g F+G+k 

Af(AER) ÀAF+k 

ff" 1 n+l 

n#-i (ne) nuit * 
f' 

2 — 1 +k 

f f 

F F 
JF 24f +k 

_f'xg'of gof+k 

1 
f'f" k+——f'"#l (reQ )etrz-1 

r+l 

Réflexes : 

Situations Réflexes 
  

Comment déterminer une primitive 

d’une fonction sur l'intervalle I ? 

* On commence par justifier son 
existence en s’assurant que f est 

continue sur Î puis on cherche a 
reconnaître une formule de 

dérivation. 
  

Comment déterminer toutes les 

primitives d’une fonction f sur un 

intervalle I ? 

* On trouve une puis on ajoute une 
constante arbitraire 

  

Comment déterminer l’unique 

primitive F; d’une fonction f sur I 

telle que Fo(xo) = Yo ?     
* On trouve une primitive F de f 
sur I. 

* On écrit F, sous la forme 

Fo(x)=E(x) + k ou k e IR 

* On calcule la constante k pour 

que F(Xo) = ya soit vérifiée.     
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ENONCES 

ÿ Dire si l’affirmation est vraie ou fausse. Justifier cette réponse. 

1) Si une fonction admet une primitive sur un intervalle I alors elle admet une 

infinité de primitive sur I. 

2) La fonction f définie sur ]-c , O[ par f(x) = 1 n’admet pas de primitive 
X 

sur ]-c , Of. 
2 

3) Une primitive sur IR de f(x) = x cos x est F(x) = 5 sin x 

QCM 
Indiquer la bonne réponse a, b ou c. 

1) Soit f(x) = 8x°+1 la primitive de f qui est nulle en 1 est : 

[alx* +1 [b] 2x +x -3 [e] 3x +1 
2) Soit f(x) = 6 sin x cos x, les primitives de f sont : 

[al 3sin2 x+kKk [b 3cos2x + k 3cos2x + k 

(avec k € IR) 

3) Soit g définie sur ]J0,+c0[ par g(x) = x Vx est une primitive sur ]0,+co[ de la 

fonction f définie par : 

_ 3 = 2,2 = 1 far = vx [lo = Sex [el #0) = 1+ FE 

4) Si F et G sont deux primitives d’une fonction f définie sur IR 

tel que F(0) = -1 et G(0) = 1 alors : 

RIFH=6@ [el FG) > GG F(1) < G(1) 
5) Si f est dérivable sur IR , g une primitive de f sur IR alors la dérivée 

de gofest: 

ll Pxfef [b] fof lc] ff 
* Sur l’intervalle précisé, calculer une primitive des fonctions suivantes : 
(Exercice 3 à 7) 

a) Go) = 5x" 3x" +x-—1 ; I=IR ;b)f,(x)=5- 

  

3 
77 
X 

1=]0,+00| 

c) f,(x)= 5x" = 10x +710: I=]-0,0| : d) f,(x)=(G-2x)"° ; I=IR 
x 

Ÿ a) f(x) = 15 sur 1=]-1,+0[1b) ga) = 22 75% +2 ; 1=]0,+| 
(1+x) X 
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_ 2x +3 :1= Lo _3-ÿ5 : dk) =(x 1) :1=IR c) h(x) | 7 |: ) k(x)=(x 1)" (x +2); 

Wa. 3cosx sur [= L 

c) 1, m)=— 1 jo 
1— cos? x 

cos? x T
a
 

2 . 

|: b)£, (x )=2Xc08x+x sin X 1e[0 

|: d) f = ; | 

0 
T
a
 

cos xtg” x 

e) f.(x)=tg”x ; i-]-E0) f) f,(x)=te?3x +te*3x ; 1e) ; 

Ÿ 1) F(x)= 2 ;1=]-00,-1[ ; 2)f(x)=   

  

x ; 1= — 2, 

(2x° -2} (x +2) J-2,+el 

3) f()=x/(1+x) ; I=IR ; 4) f(x)=cos" x-sinx ; CRE] 

2x (x —1)(x +1) 
D) f(x)=— 2 ;, 1=[0,1] 2)g(x)= = ; 1=[2,+00[ 

3x? +1 x? —3x 

3) h(x) = 1 : 1=]1,+00[ ; 4) k(x)=(x7 +1)Ÿx +3x; I=IR, 
V4x —3 

Dans chacun des cas suivants, déterminer un ou plusieurs intervalles 

sur les quels f admet des primitives (on ne demande pas de calculer ces 

primitives). 

a) f(x) =3x* +12x° ; b) f,(x)= = ’ :C) =x-1- 
x 9 RCIE% (x +3) 
    

  

x 
|
 

un
 | un
 

d) f,(x)= €) f(x) = 
x” —5Xx 

\Ÿ/ 3 _ 2,2 
Soit f:x ps EE ET définie sur 1=[3,+c[. 

(x —2) 

  1) Ecrire f(x) sous la forme ax + b + © ; 
(x —2) 

2) Calculer les primitives de f sur I. 

Linéariser cos“ x puis déterminer les primitives de x H— cos“ x 

sur ox . 
2 

\ L Déterminer une primitive de 1 sur 0,7 et de cos” x 
1+cos2x 4 
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sur LH 
2 

Calculer la dérivée de la fonction f définie sur I et en déduire deux 

primitives sur I de la fonction g dans chacun des cas suivants: 

1)1=]L+0[ ; rt _2     — et GE . 

1+Vx 1 
2) 1=]0,+o ; IG)= TE et gx) = ——— . 

X 2x vx 

2 

\y Soitf: x p—, #tixts définie sur 1=|-5,+0| 
(2x +3) 2 

1) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout xeT ; 

GER 

2) En déduire la primitive F de f qui vérifie F(0) =2. 

Déterminer la primitive F de la fonction f prenant la valeur y, =F(x,) 

lorsque x =x, dans les cas suivants : 

D) (x)=3x +—5:12]0,+0[ ; Xp =2et Yo =l 
X 

2) f(x)=x°(x" —1);1=IR;x, =0et y, =-1 

3) f(x) =2x 3-2 ; 1=]0,+00] ; Xp =let y, =0. 
x 

2 2 

\7 Soit (x) = — 2. 
(x° —3x +2) 

1) Vérifier que (x? —3x +2)? =(x-—2)/(x-1). 

2) Déterminer les réels a et b tels que pour tout x ER \ {1 2 } 

nr: b 

1G= 2 =D 
3) Déterminer les primitives de f sur |-00,1{[. 

    

4) Déterminer la primitive F de f sur ]- 0,1 qui vaut — 2 en —2. 

NT Soit la fonction f définie sur [= | ns par : f(x)=tg?x-sin? x. 

1) Montrer que pour tout xel, f(x) =(tg?x)-(sin? x) 

175



Les primitives Enoncés 
  

2) Montrer que la fonction F définie sur I par : 

F(x) = : (4tgx + sin 2x — 6x) est une primitive de f sur I. 

3) Déterminer la primitive de f sur I qui prend la valeur 1 en ©. 

Ÿ7 Soit f une fonction continue sur [- a, a] où a>0. 

1) Montrer que si f est impaire alors les primitives de f sur [- a, a] sont paires. 

2) Montrer que si f est paire alors la primitive F de f telle que F(0)=0 est 

impaire. 

NEZ 1 
NA Soit la fonction f définie sur |- 1,1] par f(x) = . 

Vi-x° 
1) Prouver l’existence et l’unicité d’une primitive notée F de la fonction f, telle 

que F(0)=0. 

2) Montrer que la fonction F est impaire. 

7 
3) Soit la fonction G : | —2r ;, Xp Fsinx) 

  

a) Montrer que G est dérivable sur | 5 | et déterminer G'(x). 

b) En déduire que: VxEe | — 

c) Calculer 3) ; AE ; A 
2 2 

ee) 
1+x 

| ; G(X)=x. 

Montrer que H est dérivable sur IR° \ {1} et calculer H'(x). 

b
a
 

D
a
 

v
a
 

  4) Soit la fonction H(x) = F 
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CORRIGES 

\ 1) Vrai : F une primitive de f sur I 

— F + constante sont des primitives de I. 

  

2) Faux : (Log/x]) = donc Log |x| est une primitive de L sur }-c , O[ 
X X 

x? x? 
3) Faux : car F’(x) = (Sin x) = X Sin x + n cos x Æ f(x). 

Ÿ/ 1) La réponse est fl : (2x*+x 3) = 8x +1et2x1+1-3=3-3-0 

2) La réponse est [al : (3 sin? x + k)’ = 6 sin x cos x. 

  3) La réponse est [al :g'X)= (x Vx y = Vxk. LE = Ex 

4) La réponse est : La fonction F - G = constante 

F(x) — G(x) = F(0) — G(0) = -2 < 0 donc F(1) < G{1) 

5) La réponse est [al :(gof) =fxg'of=f xfof. 
a) f, est une fonction polynôme donc définie et continue sur IR alors f 

Ver des primitives. 

F, est une primitive de f, RGO 5x + —x+k (KelR). 

b) La fonction f,(x) =5 — + est définie et continue sur [ donc f, admet une 
X 

primitive EF, telle que : F,(x) =5x + 3 +k (kEelR). 
X 

c) La fonction f,(x) =5x* —10x + 7 — 10 est continue sur I donc f, admet 
X 

des primitives, F, une primitive de f, sur I. 

F,(x)=x° - 5x? I _iox+k (ke R) 
X 

d) f, est continue sur I, F, une primitive de f, sur I. 

Cd EH 11, _L __1 … 11 F09=G 2x) | ;) 56 2x) . 

15 ï 
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f est continue sur ]- 1, + oo [ alors elle admet des primitives. 

  

F une primitive de f sur I; F(x)=-(1+ x)" +k d’où F(x) = ik 
(1+x) 

2x°-5x?+2 2x 5x? 2 2 b) gap= ES LEE 4 LE Lx 54 
X x X X X 

g est continue sur I, G une primitive de g sur I; G(x)=x° -5x- 2 +Kk:kEeRR. 
x 

2x +3 . on 
€) h(x) =———————— continue sur I, H une primitive de h, on remarque 

(x? +3x +1)? 

que h(x}) est de la forme avec U(x)=x? +3x+1 

donc H(x) =} + ke ik, ke. 
U(x) x° +3x+1 

d) k continue sur I, K une primitive de k sur I on développe k(x) : 

k(x)= (x? -2x+1)(x+2)=x" -3x+2 ; 

d’où KG)= Ext x +2x+0a,aelmR. 

\/ f, est continue sur I, F, une primitive de f, sur I. 

EF (x)=3smx+Kk;kelIR. 

b) f, est continue sur I, F, une primitive de f, sur I ; on remarque que f, est 

  

  

    

de la forme : —— avec U(x)=x? et V(x)=cosx 

x? 

donc E, (x) = UG) +k=——+Kk;KkeïR. 
VX) COS x 

c) f, continue sur I, F, une primitive de f, sur I. 

f, rar x+ sin? x=1 
1— cos” x 

d’où f,(x)= ; f, est de la forme T avec U(x)=sinx 
sin? x U 

d’où F,(x)=- Î +k=- 1 +k; kel. 
U{x) sin X 

d) f, continue sur I ; F, une primitive de f, sur I. 
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1 1 1 
GE 2 2, 2 

cos” x-fg°x 2 sin x sin x 
COS" x: ; 

cos" X 

  

  

d’où F,(x)=cotgx +k : keIR 

e)f, continue sur I, F; une primitive de f, sur I. 

f,(x)=(tg/x+1)-1 d'où  F.(x)=tex-x+k :;kelIR. 

f) f(x) = te" 3x +18" 3x =te/3x(1+tg73x) 

f, (x) est de la forme U? -U' avec U(x)=tg3x 

F,(x) == 3(1+tg°73x)-tg°3x 

par conséquent une primitive de f, est F;(x) = ts 3x+k, kelR 

1) f(x)=x(2x° -2)* ; on pose U(x)=2x? —2 et U'(x)=4x 

f(x) s’écrit de la forme FU'G) - UT (x) d’où F une primitive de f s’écrit : 

FD = EU (x) + k= (2x -2)?+k:;kelR. 

2) f(x) = x 71 =(x—1)(x +2). On peut écrire : x—1=(x+2)-3 
(x+2) 

d’où f(x) =[(x +2)-3](x +2) =(x +2)? -3(x +2) 

  

une primitive de fest: F(x)=-(x +2)" +242" +k; kEeR. 

1 3 
+ 

X+2 2(x+2) 

3)f(x)=x°(+x) 

Ona:(1+x}) =x° +2x+1 donc x° =(1+x})? -2x-1 

  F(x) = - 

ou encore x? = (1+ x)? — 2(x + 1)+1d’où : 

£(x) = [a + x)? 2(x +10) + 1/14 x)° = (14 x)° —2(x + D + (+ x) 

F une primitive de F:FG)= (+ x) -Fa +» +=q+x) +k;: kEeR 

4) f(x)=cos" x-sinx on pose U(x)=cosx, U'(x)=-sinx 

donc f(x) =-U"(x): U'(x), F est une primitive def; 
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FG)=- 1 y +k= oo (H)+k ; ke. 
n+l n+l 

\/ On pose U(x)=x” +1 alors U'(x)=2x. 

On sait que Fe a une primitive qui est 2JU(x) +k 
x 

  

par conséquent, une primitive de f(x) est : 

FGO= (2 x H)+k= 5e +1+k:keR. 

x? —1 1 3x? -3 1 U'(x) 
2) gx) = ————— = est de la forme —: 

x? —3x 3 x? —3x 3 JU(GX) 

avec U(x)= x” —3x par conséquent une primitive de g(x) est 

GG)=2-(2 = }eke Ve ax ek ; keIR. 

1 U'G) 
4 JU(Xx) 

d'où H(x)=7 Var 3 +k;, keR. 

  

3) De même pour h(x) = avec U(x)=4x -3 

1 

4) Kk(x) = (x? + D +3x)*. 

On pose U(x)=x° +3xet U'(x)=3x7 +3=3(x° +1) 
1 

Donc k(x) = U"D-UF (x) 

Î 
—+1l 

d’où une primitive de k est K(x) =——> -U+ (x) 

| —+1 
4 

5 

par suite K(x) = LG + 3x)4 

a) fonction polynôme est continue sur IR et f, admet des primitives surIR . 

b)f, n’est définie et continue que pour les valeurs réelles x telles que 

5x —1>0 alors f, admet des primitives sur Ë + 00 | . 

c)f, n’étant pas définie et continue quand x =-3 alors f, admet des 
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primitives sur les deux intervalles I, =]- ©, — 3 [ et I, =|- 3,+œo|. 

d)Ona: x° 5x =x(x +5)(x -V5) 

f, n’est définie et continue que si x° —-5x>0. 

La fonction f, admet des primitives sur les quatre intervalles ; 

1,=]-0,-45[ ;1,-]-5,0[ :1,-l0,V5[ et 1, -]V5,+c|. 
e) f; est rationnelle définie et continue sur IR”, donc f, admet des primitives 

sur les intervalles : I, =]-00,0 | et E, =]0,+œ[. 

  

2 D) fGO = b c _ (@x +b}(x —2) +e. 
) f(x) = ax + rex (x -2ÿ 

ax” +(b—4a)x? + 4{(a —b}x + 4b+c 
  En développant on obtient : f(x) = PP (x) 2} 

par identification on obtient : a =1 et b=1 et c=3 

  d’où f(x)=x+1+ 

  

Ge) 
2) f est continue sur | 3,+c[, F une primitive de f sur I, 

FO) = x" +X— 3 +k:;kEeIR. 

ix —ix 4 

NO cost x=[e 5e) = (200s4x — 8005 2x + ) 
2 

= Los 4x — 1 cos 2X + î = f(x) continue sur 0, © 
8 2 8 2 

F est une primitive de f d’où F() = sin dx — sin 2x + Êx +: keïIR. 

\y On pose f(x) 1. on sait que cos 2x = 2cos? x —1 
1+cos2x 

1 ue 
donc f(x) = l = L or une primitive de 

2cos x 2 cos” x cos” x 
      est tex 

ainsi F une primitive de f s'écrit: F(x) = : tex +k; keIR. 

+ On pose g(x) = cos” x = cos x(cos? x) =cosx(1-sin? x) 

ainsi g(x)=cosx—cosx-sin? x. 

x - T ee F 
g étant continue sur L z , G une primitive de g sur | 2 
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alors G(x)=simx sin" x+k; keIR. 

Lo _G-D-@+D_ 2 (D= \7 or6- De One CD 2400. 
On peut donc prendre deux primitives sur I = hi, + 00 [ de la fonction g(x) par 

exemple: G,(x)=f(x)+1 et Ga 92100-12602 
X — 

et G 20 = 2 . 

1 1 1 

45) AL LR, 1 
x x 2xVx 
  2) f(x) = 

> Ê'(x)= 8x) 
Sur 10,+ co [, on peut prendre deux primitives de la fonction g, par exemple: 

G,(x)=f(x)+2 et G,(x) =f(x) -3. 

  
  

  

1+3Vx x +3x 1-24/%x x -2x 
> G,(x)= =———— etG,;(x)= = —————— 

Vx x Vx x 
NE L) x? +3x+3 a(2x+3)°+b  4ax°+12ax+9a+b 

(2x +3)° (2x +3)” (2x+3) 

Par identification, on obtient: a -l et b = d’où f(x) = 4 —i 
4 4 3° 4(2x +3) 

2) F est une primitive de f sur I, FGo=Lx 5 k 
4  8(2x +3) 

FO)=2e- 2 4k=2k 21 d'où rG=lx 3,17 
24 8 4 8(2x+3) 8 

  
2 

: 1) Toute primitive de f sur [0,+ | est définie par F(x) = = 1 +Kk. ‘ x 

La primitive qui prend la valeur 1 pour x =2 est celle qui vérifie F(2) =1. 

FO-106-L4x21ek == d'où rx) = 2x2 1 2. 
2 2 2 x 2 

2) On peut écrire f(x) = (x — 1), on obtient : f(x) est de la forme : 

ZU'O -U(x) avec U(x)=x* -let U'(x)=4x*, une primitive de f est 
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donc : FGD= EU? (5) + ke (xt -1)/+k;keIR. 

Mais F(0)=-1 œE+k=-ek=E d'où FO = RG — 1) -< 

3} Une primitive de (x) =2x -3- sur l'est F(x) = x? 3x4 + 
X X 

  

  

  

  

FD=0 -2+5+k=0 © k== d’où FG)= x" 3x + +=. 

\y, (2) (x 137 = {x 29% 0 = fx? 3x +2P. 
2 2 ‘ 

2) f _ x° —2 = x” —2 
) f(x) (x? —3x +2)? (x—2}? (x -1) 

b a(x — 1)? + b(x -2)° f(x) = — = (x) (x- 2}? Ta (x 2) (x -1)? 

__(a+b}x” +(-2a — 4b)x + a + 4b 

| @-2) (x -1) | 
2 1 
  Par identification on obtient: b=-1 et a =2 d’où f(x) =   

@-2) (x-1) 
    

    

  

3) Les primitives de f sont : — + Î +k; kel. 
x—2 x—1 

4) F une primitive de f donc F(x)= 2, ,K 
x—2 x] 

FC2= el lire S d'or = donc F(x) = 2,1; 
6 2 3 6 x—2 x-1l 

2 
. . . 1 

\9» f(x) =tg/x-sin? x= = — sin? x =sin? | . 
cos” x cos” x 

2 
. 2 [1-cos? x . 2. Sin X 2 

= SIN X| —— |=sin x: =sin" Xx'ig°x. 

  
  

  

cos? X cos? X 

2) F(x) = = Gex +sin2x — 6x) dérivable sur I et 

t l 2 2 1 3 
F'(x) == l4G + tg"x)+2cos2x _6]=1+ tg°x +7, c0s2x 73 

= tg°x + (os2x —1)=tg?x + sin’ x)=f(x) 

donc F est une primitive de f. 
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3) Les primitives de f sont : 

F, Go) = 2 (Atgx + sin 2x — 6x) + a avec ae IR or F,(0)}=1a-l 

d’où la primitive de f qui prend la valeur 1 en 0 

c’est + Gex + sin 2x —6x)+1. 

Ÿ\7 1) On pose p{x)=F(x)-F(-x) avec F est une primitive de f. 

o est dérivable sur [- a,al et px) = F'(x) + F'(-x) = FX) + FX) 

comme f est impaire alors on a f(—-x)=-f(x) par suite p'(x) =0 

donc œ(x)=p(0)=F(0)-F(0)=0 d’où F(x)=F(-x) donc Fest paire. 

2) On pose p(x)=F(x)+F(-x) où F vérifie F'(x)=f(x) et F(0)=0 

p'(x) = F'(x) - F'(-x) = f(x) - f(-x) comme f est paire 

alors p'(x)=0 par suite p(x) = p(0) = F(0) + F(0) = 0 

d’où V x e[- a al: FC x)=-—F(x) par suite Fest impaire. 

VE 1) xi——1-x? continue et strictement positive sur ]- 1,1 [. 

1 

\1-x? 

donc il existe qu’une seule primitive F telque F(0)=0. 

2) Vxe]-11 [on a -x e|-1,1[,0on pose 

px) =F(-x) + F(x) alorsp'(x)=-f(-x)+f(x)=0 car 

f(x) = f(x) donc p'(x) =0, par suite p(x) = p(0) = F(0) + F(0) =0 

donc F(-x)=-F(x) on en déduit que F est impaire. 

Alors x   est continue sur ]- 1 1[ 

3)a) xk-—sin x est dérivable sur | 1 

F est dérivable 4 sur |-1 1[et xe|-5, 3 ona sinxel]-1,1| 

Alors G est dérivable sur | - 5 1 

COS X COS X 
et G'(x}) = cos x - F'(sin x) = cos x : F(Sin x) = > 

\1-sin? x [cos x| 

oxe|-5 donc G'(x)=1 
2 2 

bvxe|-E |. G'(x)=1alors G(x)=x+€C avec CER 
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d’une part G(0)=C d’autre part G(0) — F(0) =0 

donc C =0 on déduit que G(x)=x. 

oAi}n{us)-(5)-5 a (E)(s)-e(5) 
(A t6)-0- 

4e xt Vx est dérivable sur 10, + 00 [ etxt> — est dérivable sur IR \{- 1}. 
+X 

2/x 
Donc xt 

1+x 

° Fest dérivable sur |-1,1[. 

e]-1,1|. 

On sait que pour x>0etxzlona (x 1} >0 et (x +1} >0 

Donc x—24x +1>0et x+2Vx +1>0 

x+1>2Vx et 2x >-x-1e-x-1<2Vx <x+1 or x+1>0 

—1< MX | one 2x 
x +1 x +1 

Donc H est dérivable sur ]0,+ co [\ {1}. 

1 (+ x)-2Vx 

1+x G+x)  Vx(i+x) 

pe a. 1+x 1+x 

1+x Ja x)? “Nix 

ee 

d’où H'(x) = L+x 1=x 
FC fx] xa+ 1x] 

est dérivable sur ]0,+ oo [   

  e Vérifions que 2Vx 

  e]-11[ pour tout x e |0,+o0[\4{1}. 

        

  

  

Si xe]0,1{alors H'(x) 
I 

| Jx(+x) 
—1 

Si x € ]1,+00 [alors H'(x) = 
VxA+x) 
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Chapitre VIT 

Intégrale d’une fonction continue 

1) Définition : 

Soit f une fonction continue sur [a,b] et F une primitive de f sur [a,b] 

Le réel F(b)-F(a) est indépendant du choix de la primitive F de f. Ce réel 

s’appelle l'intégrale de a et b de f et se note : ['rcpat = [FF 

2) Théorème : 

Soit f une fonction continue sur un intervalle [et ae I, l’unique primitive de f 

sur [, quis’annuleenaest: x [rat 
a 

3) Relation de Chasles : 

Soit f une fonction continue sur [a,b] et cefa,b] 

mn f'ra- ['r(pat+ [rt 

M En intervertissant les bornes, on change le signe de l’intégrale : 
b a 

[ _F(Ddt= - Î _FOdt 

4) Linéarité de l’intégrale : 

E Soit f et g deux fonctions continues sur [a, b| : « un réel : 

[ {€ + g)oodx = ['FGodx + ['a(dx ['(ar)céx = a FO 

H Conséquences 

LE -p6oax = Proodx - ['acodx 
M Attention : Il n’existe aucun moyen général d’écriture autrement et plus 

simplement : Î LE : gXx)dx et F5) (x)dx 

5) Inégalités entre intégrales : 
Soit f une fonction continue sur {a,b], a <b 

B Théorème 1 : 

Si pour tout xe[a,b] f(x) <0 alors [f(x)äx <0 

M Théorème 2 : 
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Si pour tout xe[a,b], f(x) <g(x) alors L'FGax < [eco 

M Théorème 3 : 

IRC < [rca 

M Inégalité de la moyenne : 

e Soit m et M deux réels donnés tel que m<M 
Si pour tout x € [a,b], ona: m<f(x)}<M alors 

m(b-a)< [F(x)dx < M(b - a) 

  

e Si pour tout xela,bl ona: f(x) <K avec K >0 alors 

[ROUE 

6) Définition : (Valeur moyenne) : 
  

On appelle valeur moyenne de f sur [a,b], le nombre réel F = [ "f(Ddt 
— 4 a 

7) Intégration par parties : 
Soient U et V deux fonctions dérivables telles que U' et V' sont continues 

sur a,b] : ['UG)- V'Godx =[UG)- VEÉ - [U'6D- Vox 

8) Calculs d’aires : 

* Supposons que f >0 

Ë désigne la courbe représentative de f dans un repère orthonormé du 

plan. L’ensemble des points M(x,y) du plan tels que { Sx<b est le 
O<y<f(x) 

domaine E du plan limité par les droites D et D’ d’équations respectives 

x=a et x=b et l’axe des abscisses et la courbe ë. 
  

€ | L’aire du domaine E exprimée en unité 
b 

d’aire est égal à : #4 = [ f(x)dx LL. A 

  

LÉ
: 

(lu: A= l’aire du carré de côté Hi ) 

        
  

M Théorème : 
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] (a <b) l’aire de la partie 
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limitée par les deux courbes représentatives de f et g et les droites d’équations 

respectives : x =a et x =b est le réel positif défini par : 

[FCO -gGojax pi. A 
Conseils 

E Utiliser la parité de la fonction f : 

Soit a>0, Sifest paire alors [° f(x)dx =2/{ [ f(x)dx 

Si f est impaire alors [ f(x)ix = 0 

M Utiliser la périodicité de la fonction f : (période T) 

FT fooax = [ra 
9) La méthode des rectangles : 

Soit a et b deux réels tels que a < b, et f une fonction définie, continue, positive 

et croissante sur [a ,b]. 

On note Éfla courbe représentative de f dans un repère orthogonal (O, 1, 5 du 

plan. 

La méthode des rectangles permet de déterminer une valeur approchée de 

l'intégrale ['tcox lorsqu'on ne sait pas exprimer une primitive de f sur [a,b] 

On sait que l’intégrale [cod est égale à l’aire 4 (D) ua. du domaine : 

D,= {MG :y) € Ptels quea<x<bet0<y< f(x)}. 
On approche alors cette aire XD) par des sommes d’aires de rectangles. 

- On partage d’abord l'intervalle [a,b] en n (ne IN”) intervalles de même 

  

  

longueur en posant. 

b- 
Vke{0,1,2,.,n}),x, =atk-—#,. 

n 

{Xo, X1, .…,Xn} st appelée une subdivision équidistante d'ordre n de [a ,b]. 

- On définit alors les points. A4 (xx, f(xx)) et Bx (xx :0), 

Pour k appartenant à {0,1,2,...,n - 1} ; Cx (xx, fXkr1)) et Dxss (xxx, (Xx)) pour 

k appartenant à {0,1,2,...,n-1}. 

- On construit ensuite les rectangles Az Br Bx+1Des et CrBrBr+1 Âx +: 

et on note (A BB Dir) et SA CxBxBx+1 Ar) leurs aires respectives , en 

Ua. 
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Y 

2À: 
LA 

7 
0! = Bo B1B2 Bx°BxBrurB, x 

- On note s, la somme des aires des rectangles A4 Bx Bu Du, (aire hachurée 

sur la figure). 

- On note S, la somme des aires des rectangles Cx Br Bxs1 Au 

(aire sablée + aire hachurée). 

Alors: VnelIN',s,<%#{D) <S, avec : pour tout n appartenant à IN’, 

s =, (Hx,) + fx, )+ f(x, ) FT. + fx) 
n 

Et S, = 2x1) + fx,) +. +f(x,)) 

S, et S\ sont respectivement une valeur approchée par défaut et une valeur 

approchée par excès de l’intégrale ['ropdx . 

L'erreur commise est majorée par : 

Ses, 222 ([ftx,)-f0x0)] )= 22 (tb)-r) 
Cette erreur est d’autant plus petite que l’entier n est plus grand. 

Les sommes s, et S, sont appelées les sommes de Riemann de la fonction f 

sur l’intervalle [a,b]. 

” Calcul de volume : Z4    
Plan d’équation Soit (O, 1,3, k) un repère orthonormé de à 
Z= 

l’espace. Soit (7) un volume délimitée En 
par les plans d’équation z=aetz=b 

et V son volume. 

> Théorème (admis) : 2 

Soit S(t) l’aire de la surface obtenue en prenant 

l'intersection de (2) avec le plan d’équation 

z=t (le plan de cotet,te [a ; b]). / 

Si S est une fonction continue sur [a ; b] ne 

xx/0 Y 

Plan d’équation 
zat 

Plan d’équation 
zZ=a   
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alors: V= fsoat . 

Remarque : le résultat est donné en unité volumique (u.v.). L'unité de volume 

du parallélépipède rectangle dont les côtés ont pour longueur les normes des 

vecteurs unitaires des axes du repère de l’espace. Si le repère orthonormé a 

pour unité 2 cm alors 1 u.v. = 2° em° = 8 em ; ainsi si V =5 

(sous-entendu u.v.), alors V = 40 cm. 

+ Application : solide de révolution 

Soit (O, ïi,j, k) un repère orthonormé de l’espace. Dans le plan d’équation 

z= 0, on note la courbe représentant une fonction f continue sur un 

intervalle [a ; b] (a <b). 

> Théorème 

En faisant pivoter Cr autour de l’axe (O ; ï ), on engendre un solide de 

révolution dont le volume est V= [afro dt. 

  

(0) 

  

  

  

Exemplel : FA 

1) On considère le cylindre de hauteur 

het de rayon R, d’axe (Oz) dont la base h / CL FF 

est dans le plan (Oxy). 15 

2) Calculer le volume de ce cylindre. , k Z, 

Solution : Of; 

Soit t e [0, h] et 7 le plan d’équation z = t. 
Soit S(t) l’aire du disque qui forme l’intersection de 4 avec le cylindre : 

S(t) = TR’. 

Done V= ['S(Ddt= ÊaR? dt=[ art] =R°h. 
0 

Conclusion : V = xR°h. 

Exemple 2 : 

  

          

Soit f(x) = cos x pour x € 22 . On considère $ la surface entre l’axe des 

abscisses et Cr. 
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Calculer le volume du solide de révolution obtenu par rotation de la surface S 

autour de l’axe des abscisses. 

Solution : 

On calcule V par la formule suivante : 

V= [nf? (ax = frcos’x dx 
2 2 

Or cos’x — (cos 2x + 1) donc: 

3 

V= Gos2xt ex = 2] sin 2 tx | T 
2 L. 

2 
2 

w
a
 

& 

T 
=—XT—= 

. T 
—SINT +—- 

2 2 
: Gin) 

2 
, . T 

D'où le volume du solide vaut 3 

Réflexes : 

  

  

2 

  

Situations Réflexes 
  

Comment déterminer le signe de 

l'intégrale [ gt) dt? 

— Etudier le signe de g sur 

l'intervalle de bornes a, b et 
n’oublier pas les bornes 

(Exp : gx) >0etb<a 

= [ax dx <0) 
  

Comment déterminer une primitive 

de f sur I pour calculer une 

intégrale ? 

1) On connaît la dérivée d’une 

fonction usuelle. 

2) Où on connait une formule 

usuelle de dérivation 

(somme, produit, comparée...) 

3) Où la méthode d’intégrale 

par parties. 
  

Comment comparer deux 

intégrales [ro dt et [ao dt ?     On compare f et g sur [a, b] puis 
on ajoute l'intégrale. 
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#= [r-aféx 
Si f — g est positif sur [a, b] 

Alors = fe - g}(tjdt 

Comment calculer  l’aire du Si f — g est négative sur [a, b] 

domaine limité par Gr, E,etx=a Alors #= - [ (£- gXDdt 
etx=b. 

Si f — g change de signe 

= somme des aires algébriques 

des domaines définie à partir des 

intervalles sur les quels f - g garde 

un signe constant.         
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ENONCES 

\ Aonner les valeurs des intégrales suivantes (observez les bornes). 

  

    

  

a) Fe (sin x)!7# dx b) [ & (tgx)” (sinx)’? dx 

2 76 

Calculer les intégrales suivantes : 

a) [£ cos x :sin° x dx b) LEZ éx 
mn 0 x+1 

1 3x7 + 4x —5 5 Rs ® [riad 
Ÿ/ On considère les intégrales : I = [ L dx et J= [: 3; dx. 

0 cos” x 9 cos” x 
1) Calculer I. 

2) On considère la fonction f définie sur Lo par f(x) = = . 
4 cos X 

3 2 
    Montrer que f'(x)=— — 
COS" X COS” x 

3) Déduire de 2) une relation entre I et J. En déduire le calcul de J. 

NÉ Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales proposées en utilisant 
la méthode de l’intégration par parties. 

b [ x V1 + xdx : LÉ d) [2 x?sinxdx ; e) Lx? V1+2xdx 

L'objectif est de calculer Les intégrales suivantes : 

1 dx 1 x? 1 
I= À —— ; J= | ———— dx : k=| Vx?+24x 

L Vx? +2 L Vx? +2 L 
1) Calcul dæI. 

Soit la fonction f définie sur [0,1] par f(x) =Log(x + Vx? +2) 

a) Calculer la dérivée f' de f. 

b) Calculer la valeur de I. 
2) Calcul de J et K. 

a) Vérifier que J+21=K. 

b) Montrer que K = 13 -J. 

c) En déduire les valeurs de J et de K. 
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sin x 
\7/ On désigne par f la fonction définie sur | 0 | : F(x)= 

1) Démontrer qu’il existe deux nombres réels a et b tels que pour tout 

sin X+COS x 

T . Cosx—sin x 
xe|0,— |,onait: f(x) =b——— +3. 

2 COS X + Sin X 

2) Soit me)a 2) Calculer [2 f(x)dx . 

\/obiceit de l’exercice est l'encadrement de l’intégrale : 

J(t) = [2 1-1? cos? x dx où te[0,1]. 

1) Soit ® la fonction définie sur [0,1 | par o(h)=1 =: +41-h. 

a) Déterminer le sens de variation de o sur [0,1 |. 
h° 

46() 
  b) Etablir que pour tout he[0,1 | on a 1-2 = 

a h h° h 
c) Déduire que : 1 SvIch <1-s 

2) a) Calculer les deux intégrales : [2 cos’ t dt et [2 cos“ t dt. 

b) Déduire que pour tout réel te [0,1 | on a : 

2 4 2 

ml LS épetl it 
2 4 16 2 4 

Soit f, la fonction définie sur [o, x] pour tout entier n IN” par 

1 
fn GO = + 08 x + cos 2x +: + cosnx . 

1) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout n eIN° on a: 

[ (ax? + bx)cosnx dx =. 
0 n? 

2) On considère la suite (V,) définie par V, = + + 7 tit 
n 

2 

Montrer que [ . (ax? +bx)f,.(x) dx =V, — _ . 

Ÿ/ Soit f une fonction continue sur IR, et g une fonction définie sur IR, 
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par : g(x) = Lroat si x>0 et g(0)=f(0). 
x 

1) Montrer que g est continue sur IR. . 

2) Montrer que g est dérivable sur R: et déterminer g'(x) pour tout x € R:. 

3) Déterminer g(x) dans le cas ou f(x)=cos? 7x. 

N9/Soit la fonction f définie par f(x) = 2 ' 
X — 

1) Etudier les variations de f. 

  

2) Soit la fonction g définie sur ]1,+c{ par: g(x)= | © f(t)dt 

a) Justifier l’existence de g(x) pourtout xe Ji, + © [. 

b) Montrer que g est dérivable sur |1,+c | et déterminer sa fonction 

dérivée g'. Donner le sens de variation de g. 

c) Montrer que pourtout xe ] 1,+ 00 [ on a: 

x” —x) f(x?)<g(x)<(x° — x) f(x). En déduire lim g(x). 

Soit f une fonction définie sur [o,1 |; deux fois dérivable dont la 

dérivée seconde est continue sur [0,1 . 

Supposons de plus que f(0)=f(1)=0. Soit Xe [0,1 ] . 

1) À l’aide d’une intégration par parties, exprimez les intégrales suivantes à 

l'aide de x, f(x) et f(x): ['tf"(dt et [°(1-t) f'(Ddt 

2) Déduisez-en que :—f(x)=(1-x) | à tf'(t)dt+x Î | (1-t)f"(t)dt. 

3) Si f" est une constante C, donnez f(x). 

\7 Vrai — Faux. Dire si chacune des affirmations est vraie ou fausse 

et justifier votre réponse. 

1) Si Û f(D dt= £ g(bdt alors f(t) = gt) pour tout t € [-2, 2]. 

2) ['éc-5x+4) dx est négative. 

3) Si gx) = (GO) pour x € [-1,1] alors [ g(x) dx - [ fx) &x) 

4) Si f(x) > 0 sur IR alors [ fx) dx > 0. 
\y QCM. Indiquer la bonne réponse par à, bou c. 
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D) fax est égale à : [a] 0 Lo] 1 Ce]-1 

2) [ (ft) + 1) dt est égale à : 

a] [ f(D dt+2 D] [ #0 dt+1 f fD dt 

3) Fsn x dx est comprise entre : [al -2et-1 [b]o et 5 2et3 

4) La dérivée de la fonction [ f{t) dt est : 

La fc) - fG) Ch] 2x fx2)- 16) Le ]2x f(x) -1 

Dans un repère orthonormé (O,i,j, k) de l’espace, on a représenté la 

demi boule de centre O et de rayon R. (voir schéma ci-après). 

D) le plan P(z) de côte z(0 <z <R) 

coupe la demi boule suivant un 
disque de rayon r(z). Exprimer r(2) 

en fonction de z. 

2) En déduire le volume de la demi 

boule. En déduire le volume d’une 

boule de rayon R. 

  

: L'espace est rapporté à un repère orthonormé (O,iï, j, k) 

Soit le cône d’axe (oz), de sommet À, de 

hauteur h dont la base est le disque 
de centre O et de rayon KR. 

Tout plan d’équation z =tavect e [0 ; h] 

coupe le cône suivant un disque Ÿ d’aire S(t) 

1) Déterminer le rapport de l’homothétie de 
centre A Transformant la base du cône en D, 

et en déduire S(t) en fonction deR, het t. 

2) Déterminer, à l’aide d’une intégrale, le 
volume du cône en unités de volume. Ÿ /° 

>
 

N 

  

200) 

  

    

  

  

X 

16 Le plan est rapporté à un repère orthonormé (unité : 2 cm) la courbe & 

représente la fonction f définie sur [0, x] par f(x) = sin”x. 

Le domaine D est l’ensemble des points M(X, y) du plan, tels que 0 <x<7x 

et 0 < y < f(x). 

1) Calculer l’aire A en cm” du domaine D. 
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2) a) Lineariser sin°x. 

b) En déduire Fsinfx dx. 

3) Calculer le volume du solide engendre par la rotation de 6 autour de l’axe 
des x. 

\7. plan est rapporté à un repère orthonormé (O,i,j) 

(unité graphique : 2cm). On note & la courbe représentative de la fonction f 

définie sur HA par f(x) = tg”x. On considère Ÿ le domaine plan 

délimité 

par &, l’axe des abscisses et les droites d’équation x = 0 et x = et $ le 

solide de révolution obtenu par rotation de Ÿ autour de l’axe des abscisses. 

1) Etudier la fonction f. Tracer 6 et D. 

2) Calculer F f(x) dx. 

3) Montrer que [* ?(x)dx + [Fo d== 

4) En déduire le volume V du solide ‘$ en cm’. 
1 

NE Donner un encadrement de l’intégrale I = F l dx en utilisant la 
V1-x? 

méthode des rectangles, et en partageant l'intervalle en 5 intervalles 
d'amplitude O ,1. 

\Y Retrouvons en utilisant la méthode des rectangles que fe &== . 

Vv/ 1) a) Etudier le sens de variation de la fonction f définie sur [0,1] 

  

  f(x) = 
par Go = LE 
b) Tracer la courbe Ë de f. 

ou. 1 n-} k 1 n k 

2) On définit : U,=—ÿ'f|—|;V,= 19 f| = (neINn #0) 
Nrzo \n N'Kzi \n 

Déterminer le plus petit entier naturel n , tel que O0 £U, - V, < 0,1. 

3) On désigne par # l’aire du domaine limité par la courbe 6 , l’axe des 

abscisses , les droites d'équations (s)x =0etx= I. 

Etablir un encadrement de #7 d’amplitude O ,1. 
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CORRIGES 

\ fon sait que pour toute fonction continue sur [- a,a| et paire 

(respectivement impaire) alors [ F(x)dx =2 [or (x)dx (respectivement 

[° FGax = 0). 

18 étant impaire alors l'intégrale proposée est nulle. a) x (sin x) 

b) x—(tex)” étant impaire et x ———(sinx)” est paire. 

Alors x +——(tex)”(sin x)” est impaire d’où l'intégrale proposée est nulle. 

a)x + cosxsin”x est de forme U'(x) U°(x) qui admet une 

primitive Fu‘ (x). 

2 (2 - 
d’où EF cos x sin” xdx =| sin Go ——— 

    
  

: = 4 4|2 16 
4 

b) [= f’ EE gx = [14 dx 
9 x+1 0 x+] 0 x +1 

= [x +Log1+x||1=1+ Log2. 

1 3x(x+2)-2(x+2) 714, 1 3x7 + 4x —5 
C ——— 

'] 0 x +2 0 x+2 ax = ] 
1 

  = [°3x-2- éx=| xt 2x Logx +2 | 
0 2 x +2 o 

3 1 1 2 
=| —-2 - Log3 | -(-Log2) =-—-Log3 + Log2 =-— + Log] — G 8 | (CLog2)=-7 - Logs + Log2 => (À) 

d) On pose f&)=|x-2|+|x-4| 

X — 00 2 4 + © 

[x-2| | -x+2 6 x-2 x —2 

|x-4| 4x 4—x 6 x-4 

—2x+6 si x<2 

d’où f(x)=4 2 si 2<Xx<4 

2x-6 si x2>4 
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[ f(x = [ f(x)dx + [: f(x)dx + [: f(x)dx 

= [7 (2x + Odx + [ 2dx + [7 (2x -6)dx 

= [- x? + 6x] 2+ [2x] + FE — 6x| 5= 22 

NT La fonction f définie par tex est dérivable sur | 0,2 et 

  tg'(x) = on en déduit que I = [te x| = 1. 
COS" X 

  2) f(x) = —+ dérivable sur Lo, 
cos” x 4 

(= cos x—sin xG005" x)(-sin x) _ cos* x +308 x sin? x 

cos x cos° x 

_cos* x+3cos” x(1-cos? x) —2cosx+3cos x  —2 3 

| cos ° x _ cos° x | cos?x cos*x 
3 2 

cos x cos? x 

1 

cos” X 

{5)-10 31-21 & 2=3J-21 

    3) Comme f'{(x) = 

1 

cos? X 

    [ 4 f'(x)dx =3 | 4 dx-2[ 4 d'où [f(x)]£ =37-21I 

Comme I=1 on en déduit que J == . 

\ 4 4 bo U(x)=x | U'(x)=1 , 

ve viex VOD << (+27 

) 31! 2 3 
1 T 1 T 

L an xt] _ [50 +x7 dx 

4 4 ST 4 
5e] = (V2 +1) 

U(x)= x U"(x)=1 

alors c) Posons ! 1 
V'(x) = =24/ ( ) Vx+2 V(x) 2Vx +2 
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dx = xx 2] — [, 24Vx +24dx   

[ Jx+2 

pare) en n-ifà- à |-$ Ep - 23 

= x? U'(x) =2 
d) Posons UG) =x lors Go) =2x 

V'(x)=sinx V(x)=-cosx 

[2x° sin xdx = |- x? cosx/? +2 [2 x cos x dx =2[7 x COS xdx 
0 0 0 

U(x)=x U'(x)=1 
On pose alors . 

V'(x)=cosx V(x) = sin x 

d’où E x cos xdx = [x sin P — f° sin xdx = 2 [- cosx fe =T-] 
0 _ 9 +0 2 92 

Æ 

Donc [2 x?sinxdx=7-2. 

U(x) = x? 
e) Posons : 

) DO 

1 1 37 1 ri 3 
js Tera han “3 L 2x(2x +1)2dx 

0 

2 r1 1 
_ 7 2 = 43 = L x(2x +1)2 dx 

U(x)=x U'(G)=1 
On pose 3 alors 1 2 

V'R)=(@x+D2 VG=T 0x +1)? 

U'(x) = 2x 

alorsi ie, = (x +1} 

5 

1 

Donc [. efae[Leuurt | = [ (2x +1)2 dx 

0 
5 1 

1.5 11 1 
32 -2|2(2x+1)2 1 ] 

0 
; 

D'où [ x2./2x + 1dx = V3 -2 13 _L.3 +2 IW3 2 
0 .. 315 35 35 35 105 
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2x 
\ 5 7 14 2x 

ll 2 

1) a) f est dérivable sur [0,1] et f'(xy=—2Vx +2 
x +Vx? +2 

Vx?+2+x __ 

vx? +2 + V5 +2) Vx2 +2 

b) I peut s’écrire : [= [ £'(dx = #(1) (0) = Log! + V3)- Log(V2) 

V6 +2 
2 

f(x) =   
  

d’où I=Log 

_2dx + (= x - L LE 

2 

Soit après simplification puisque 2 + x? = a + x? : 

2) a) 1+21= [ = 2+ x? 

d'où 1+21= [° Vx? + 2x . On déduit que 1+21=K. 

X 
UG)= x? +2 x DER 

V'G)=1 VG=x 

© dx =43 -J 

b) Posons 

d’où K- Levi +2 x? + 2] - - [, 

x? +2 

c) Les calculs précédents permettent d’écrire que : J+21=K etV3 -J= K. 

On additionne membre à membre on obtient : 

& Be ro 
+21= 2K d'où K = +1= 2 

F BR 
comme 1=V5-K= Log 

  

2 

sin x COsX —sinx b+a)cosx+(a—b}sinx VA 00 - =D SET SNX, , _ Qracosx+(@Dsnx 
sin X + COSX COSX +sinx COS x +sin x 

Par identification on obtient : b+a—0 et a-b=1 donc a == et b= _ . 

2) On pose U{x)=cosx +sinx et U'(x)=-sin x + cos x = cos x — sin x 

  

1U'@) L El 
TT UG SEL | Log] UX)|+= = 
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TH . T 
cos| —-ù | +sin| —- 

| 2 ) | 2 |] 
T , . ÎT 

comme “G — a =sinœ et sn[% — a = COS 

1 
=-—Lo 2 8 

    

41 Fa) +1 Log] cosa+sina 1, 
2(2 2 2 

T 
AI F(x)dx =—-0a. OTs EN (x)dx n œ 

\ Â 1)a) h—vVi-h continue sur [0, le et dérivable sur o 1[. 

Alors o est dérivable sur [0,1[ et @'(h)=-—-   
2 re 

donc @ est strictement décroissante sur [0,1 . 

h 
h° h? np? 175 vIR 
  b) = = - 
4ç(h) di F-) 4 it) Lan 

c) On a y est décroissante sur [0,1] 

Si 0O<h<1 alors (0) 2>œ(h)2>œ(1) 

  

  

2 2 2 

d’où 2>ç(h)>2 ou encore lé Le soit ne h <h_ 
2 2  o(h) 8 Ap(h) 2 

2 

remplaçons par sa valeur on obtient : 
4p(h) 

2 2 

Bab ini 
8 2 2 

2 2 

ou encore jh _h 1+ noi th 
2 8 2 2 

2 | 2 
or ko d’où l’inégalité Dh >1-2 

8 2 2 2 

2)a)e 608? += (1 + 00521) 

Alors [2 cos? t dt = [2 {+ cos2t)àt = [z 1+ cos 2tdt 
0 0 2 2 Jo 

202
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= t+ sin 2t =T 
2 2 o 4 

: … \4 
it it 

e +e 
e cost t=| — 

2 

= (et + deñite”it + Ge2ite”2it + 4eîte 3 +e ft) 

= LL +e7it + 4(e?it +e 2) + 6] == cos4t+ 200821 À 

d’où [cost dt = [2 fasosat+ oos2t +2 ar 

= Lin At + À sin 2t + 21 ? = 37 
32 4 8 | 16 

2 

DOna:1-2-"< Vi h<1-À pour he[0,1] 

Ona:0<t<liet cos? xe[0,1] 

On pose h=t° cos? x l'inégalité devient : 
2 2 4 4 ° 2 2 

1-2 cos” x _{ cos * ef t2 cos? x <1-! COS" X 

2 2 2 
= + tt = + 

d’où [21-—c0s? x——cos* xdx < J(t)< [21-—c0s? xdx 
0 2 2 0 2 

T 2 4 7 Lt t £ t 2 ti 
. [21-— cos? X—— cos” xdx = [dx -— [73 cos’ x-— [2cos* x 

0 2 2 0 2 0 2 0 

— —— —_—. — =—— — — Ÿ 
[x E Pr tm rx pm 43m x tt 

7 24 2 16 2 8 32 2 

ns 2 Le 2 7 7 2 2 

. [a1-<cos? xdx = fra -— [2 cos’ x =[xf Le 

ay U'(x) = 2ax + b 

NA 8/5Posons pe rex +bx alors 1 
V'(x) = cosnx VG) = sn nx 

1-1 sin nx : (ax? + bn) _1 ['C2ax + b)sin nx dx 
ñ 0 n “0 
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-_1 [ax + b)sin nx dx 
n 0 

U(x) = 2ax +b U'(x)=22 
Posons | alors 1 

V'(x)=sinnx V(x) = 7 00s nx 

d’où [ax + b}sin nx dx = _ À (2ax + b)cosnx + [2 cosnx dx 
0 n 0 on 

comme ["2cosnx dx = 72 foin nx [5 = 0 
on n 

donc I= 1 Lam + b)cos nr + 2. 
n n n 

1=-L_(2ar + b)cosnx - 
n n 

, r 1 
finalement on aura Î x (ax? + bx)cosnx dx = 7 

n 

2anr + b=0 b=-1 
lorsque L ou encore 1 

D 2x 
2) Pour tout entier naturel compris entre 1 et n on a: 

r{ 1 1 
Î —_x? x cos kx dx = — 

9 (27 k 

par conséquent : 

r 1 2 : ï 1 2 1 Î 1 
[ ee -x f, cor L Ex aan t( rs) 

n 
3 2 | 

On en déduit que [” Le, f (x)dx = V +1 Lx x" 
0 2 n n 2 2 3 2 

T T o 

Tr? 

n 6 

Ÿ/ 1) f est continue sur IR, alors il existe une seule primitive F de f qui 

s’annule en 0 c’est F(x)= | . f(tdt et F(0)=0 

F(x) 
d'où VxelR’, g(x)=—— ; g est le quotient 2 fonctions continue 

X 

x — F(x) et x — x sur ]0,+ œ| d’où g est continue sur IR’. 

e Continuité en 0: 
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e ) _ im FE = FCO) 
o* X 

= F (= =f(0)=g(0) donc g est continue en 0 

d’où g est continue sur IR... 

2)x I F(x) dérivable sur IR, et F(x)=f(x) 

lim g(x) = lim—— 

x ti dérivable sur IR” 
X 

donc g est dérivable sur IR‘. 

’ , F'(X)x—F(x) xf(x)-F(x) _1 
V xelR°, g'(x)= ( ë @) _ xf . À = fr9-26)] 

3) f(x) = cos” 7x. 

  

VxelR;, gx)= ['cos’ ntdt et g(0)=f(0)=1 
x 

  

  

  

  

VxelR: ; ge [ISSN à L t+ L sin 2nt 
x “0 2 2x 27 o 

Î LL. 1 1 sn2nx 
=-—| X+— Sin 271Xx |=—+— 

2x 27 2 AT x 

g(x) = ou 27% pour x>0 ét g(0)=1. 

\Y 1)f dérivable sur IR \{l} et f(x) RS 

X — 1 + co 

f'G) —  O — - 
0 + 00 

iQ) à — co —%9       

2)a) Vxell+ol, g(x)= [° f(t)dt 

g existe dés que f soit continue sur Lx, x?|. 

On a: xe]1+o| alors x° e]l,+0[ et f est continue sur |1,+| 

en particulier f est continue sur [x, x?| d’où l’existence de g. 

b} F est dérivable sur Ji, + 00 [ et F'(x) = f(x) 

Uixt x? dérivable sur |1,+{. 

d'où g=feU-F est dérivable sur |1,+ [. 

205



Intégrale d'une fonction continue Solutions 
  

ÿ xel1,+0[; g'(x)=U'(x):F'(U(x))-F(x) 

1 1 

xŸ=1 xl 

_2x-x"-1 (x-1)(x" -x+1) 

_ x° 1 _ x° —] 

Ona:x>1lalors x°>1 etx-1>0 

    g'(x)=2xf(x?) - f(x) = 2x: 

  

donc le signe de g'(x) est celui de —x° -x +1. 

— JS ” 1+VS 
A=1+42=5 alors x =]     

  

  

  

  

  

<let X°= <0 
— 2 — 2 

X 1 + 90 

g (&) - 

g(x) ————— 
c) 1” méthode : 

ŸV xe]1+o| x?>Xx 

Ÿ telxx’]c]1,+00[ : x<t<x? 

Comme f est strictement décroissante sur hi, + 00 [. 

Alors f(x) > f(t) > f(x?) fest continue sur [x,x2| 

d’où {” ft)dtz [| f(bdtz [ f@?)at 

FOI >8@) 2 fl 

On déduit que : (x? -x}f(x?) <g(x) <(x°? —x)f(x). 

2°" méthode : En utilisant le théorème de la moyenne 

Vxell+of,x?>x 

La valeur moyenne de f sur Lx, x?| est f = — [ f(t}dt 
x —x "* 

soit f = ; l g(x) 
X° —X 

d’après le théorème de la moyenne il existe CE (x, x? | tel que f=f (C) 

  d'où f(C)= gtx) 
X —X 

° x<C<x? et fest décroissante sur [1,+00| 

f(x)Zf(C)>f(x2) donc fG)> 20) > f(x?) 
X —X 
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Comme x° —x>0 on en déduit que 

(x? — x)f(x) > g(x) > (x? — x)f(x?) 

e Calcul de limg(x) :(x° -x}f(x?) <g(x) <(x? - x)f(x) 
+00 

      
2 2 2 

X°—X X° —Xx ne: 1 
d’où £g{x)< comme lim =lim—- =0 

x° 1 EG) x] +0 x$ 1 x‘ 

x? — 1 
et lim À = lim =0 d’où lim g(x) = 0.   

+0 x” —] +0 % 

\ Posons ( @=t on à = 
V'(E) = £"(t) V)=T"(t) 

. Ç tf'(tdt= [tr f - [° f'(tjdt =xf(x) [ff =xf" (x) - fo 

Car f(0)=0 

 [a-oroa- [ro | LD. 

En utilisant une intégration par parties semblable à la précédente, nous 
trouvons : 

Fr @)-[ Of + f ‘ f'(Ddt = LCL) — Lx) — LCD + xf'(x) + (D — f(x) 

Ainsi { | (= t)f"(Hdt = (xD (x)- f(x) car F(1) =0 

2v xe[0,1], (x) ['tf"(pat + xf. (— Df"(bdt 

=(1—x)xf"(x) —- (—x)f(x) + xx — DÉ'(x) — xf(x) = -F(x) 

d’où l’égalité demandé est prouvée. 
3) Si f” est une constante C : Y x e[0,1] on a : 

= 16) = (1 x)C [ta + xC [| (— tjdt 
21! 

_ropzca ol code 2] do rc = CD donc — f(x) = CI JE] +0: S| ao f(x) = . 

2 4 
NA Faux : f(t) = t et gt) = t° alors f # g mais £ ft)dt = 2 = 0 

-2 

2 6 ? 2 
L godt= || =0- Lr® dt 

2 

2) Vrai : 
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x | -co 1 à +00 

x2-5x+4 | + ® = Oo + 

Sur [1, 4] on a x? - 5x + 4 < 0 donc [r-5x+4<0 

3) Faux : g(x) = x? , f(x) = x 

cool 22 x ax) = | Los g(x) dx 
[ 3 à 3 (Î ) 2 |, 1 

1 

4) Faux : f(x) > 0 mais -1 < 1 donc [ f(x) dx < 0 

  

1) La réponse est [b] : car [ax =fxf=2-1=1 

2) La réponse est [al : 
2 . 2 

[ro + dt = [ro dt+ [rat = [ oat+[rf5 = [ro at +2 

« # _ 
3) La réponse est [b | : Fsinx dx= [-cosx] =cos0=1e jo, 

0 

4) La réponse est [b] : h(x) = [ f(t) dt 

On pose F une primitive de f. 

h@x) = EG?) - F(x) 
h’G)= 2x F'(x2)-F° (0 = 2x f(x?) - f(x). 

is 1) Pour déterminer r(z) ,représentons une vue en coupe selon le plan 

(O, j,K) 

UT A De F(z2) 

  YŸ
 

O = 

En appliquant Pythagore au trianglé OAB, 

On obtient: R2=z2+r (7) Sr (7)=R-7 

r(z) = VR?-z , puisque O <z<R et r(z) 20. 

2) Désignons par s(z) l’aire du disque d’intersection du plan P(z) et de la demi 

boule : s(z) = nr? (z) = x (R2-z?) 

  

208



Intégrale d'une fonction continue Solutions 
  

V= [s@ dz = Lame) dz = z[ (R°-z°) dz 

PT R°\ 2 
=n| R2z-—| =x R°-— |=x.<R° 

3 o 3 3 

Le volume d’une boule de rayon R est donc égale à 2 v soit SR! 

\7 Soit O’ le centre de disque D. 

AO'_r ht r 
D’après Thalès ona: —=——-—, 

AO R h RkR 

L’homothétie de centre A transformant la base du cône en Ÿ est de rapport 

r_h-t î 
= — — = = |-— 

R h h_ 
S(t) = l’aire du disque D = K. l’aire du disque de la base 

= CR RSR? (LE) 
2) Soit V le volume du cône. 

h R t h t 
v= [st dt= [re 1-—Ydt = xR2[-—(1-—)T © ( n) [ 3 n) L 

LRhuv 

On retrouve que V est égale au tiers du volume du cylindre ayant même base 

(xR?) et même hauteur h que la cône. 

\e 1) La fonction sin est positive sur [0,x] donc il en est de même pour f 

donc À = 4 sin” x dx 

3 « : : 
Sin x=(l-cosx).sinx=sinx-sinx.cos?x On a donc 

A= 4 [sn X -sin x. COS? x) dx = so fjoosx| | om 0 

    

ï ix YS 
2) a) sin ° X = É un | T F (e®*-6e"*+15e7*-20+15e2* _ Ge ** +e%*) 

1 21 

Soit sin°x = ” (2 cos 6x — 12 cos 4x + 30 cos 2x -20) 

b) [sn xdx = L_ | 10x-1 sin2x+2 3 sin4x - À iin6x = 5 
32 2 4 6 1 

0 

3) La section de ce solide par le plan d’équation x = x, est un cercle de rayon 
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f(x) ; le volume de ce solide est donc 
2 

V=8 [rtsin°x} dx = 8T L'sin%x dx = em . 

\7 ) fx) = te2x, f'est dérivable sur Hi 

f(x) = 2(1 + tax) tex. 

  

  

        

EL 0 T 
2 2 

FG) | - Ô + 
fx) |[+co +00 

lim f(x)=+ 00 
7 _ 

lim f(x)=+00 car lim tgx=-00. 
x—-T x? T | 

2 2 

  

  

  2 

2) f est positive sur [0, ab donc l’aire A du domaine D vaut : 

A= f's00 dx = f'texax= É'Cix+n-Dex 

= [gx +1)ax- f'id=[tex]s [x] (Br t80)-(D-0) 1. 

n
l
 

donc A=1 ” . u. a. Puisque 1 unité = 2cm, lu.a = 4cm° 

donc A = 4(1 Jen =(4-7)cm? =0,86cm° 

3) F £?(x)dx + F f(x) dx = F (gx +tex) dx = F te/x(tg?x+1)dx. 

Posons u(x) = tex ; alors u’(x) = tg”x +1 

donc tg/x(te/x + 1) =u’(x) x u’(x) qui s’intègre en 0) 

: : 1, Éif aŸ 1, 1 
donc |+f?(x)dx+ [*fx)dx=| —te"x | ==] tg—| -—(tg0) =- c [rGodx+ fodx ue] x) ; (180) == 

. fer _ [1 £ 
4) On sait que V = [eat éca|l. Frs 
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  donc V =x La, = (7-2) ax T8 
3 4 4 3 12 

Fe cm° (V=2,98cm°). 

N/Posons ft) = FF PORTE ape ; 
x -x?)/1-x 

  8 cm’ soit V=2x   L.u.v = 8 cm” donc V =8x ÎT- 

Donc f est croissante sur I. 

L'intégrale est donc comprise entre la somme des aires des rectangles qui sont 

en dessous de la courbe et la somme des aires des autres rectangles. 

On a donc : 0,1(#(0) + #(0,1) + ...+ f(0,4)) <I < 0,1(#(0,1) + #(0,2) +...+ #(0,5)) 

On obtient : 0,516 <I < 0,532. 

15 f(x) = x? est croissante sur [0, 1] 

nous avons donc : S1< [rcodx SS, 

C'est-à-dire ohe.rehle 'rooax <= ire RÉ )+.. +1) 
n n n 

  

2 2 

Et en remplaçant : He. + 1) I [rx )dx AL, + 
nin nn n? 

n? n? 

Sachant que 17+2?+...+1n° UE 2 

+ 

On obtient : - 2 [2e-Den D [rx )dx < [en 

n 6 6 

Encadrement à partir duquel on conclut que lorsque n — +co, [x dx =— 

1) a) Vxef[0, 1], f(x) = je signe de f’ est celui de -2x. 
(1+x°) 

b) 
x 0 1 

F(x) [0 - 7 

(x) 1 

De.
 

>
 

    

  
  

  

  

NN 
S
K
 

R
A
T
 

    
2) VneIN”,u, - v SE ls, on n n = n n n 0 

k=1 

        NN 
N
R
K
7
 

    X Y 

=
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u os. a) 
n n n n 

herbe. br Lo) LL 
n| n n n n ñ n 2n 2n 

0O<u,-v,<0,1 mo<L<oi Lines <n 
2n 0,1 

5 est le plus petit entier naturel tel que 0 <u, — v, < 0,1. 

3) f étant décroissante sur [0, 1], Va <#<Un VneIN 

En particulier, pour n = 5, Vs < ##< Us; l’amplitude de l'encadrement 

est Us — Vs = nn 0, 1. 

1 | 25,25 ,25 25 =sA| | 
Us = + — ++ — + — | = K1— + + + + — 

5 26” 29 4. 41 25 26 29 34 41 

V, En 425,25 ,25 ,1 F Star art 
5126 29 34 41 2 26 29 34 41 50 

U;= 0,83 à 0,01 près par défaut, 

V,:=0,73 à 0,01 près par défaut 

On en déduit un encadrement de 7 par des nombres décimaux : 

0,73 < € < 0,84 d'amplitude 0,11 
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Chapitre VIII 

Fonction logarithme népérien 

M Définition : 

La fonction Logarithme népérien, notée « Log » ou « Ln » est la primitive 

. 1 . 
de fonctionx+-=— sur ]0 ,+co[ qui s’annule en 1. 

x 

M Conséquences : 

Log est définie et dérivable sur ]0 ; +c[ pour tout x e]0 ; +oo[ 

(Log(x)) ll 4 Logi = 0 
X 

M Propriétés algébriques : 

Pour tout réels a et b strictement positifs, on a : 

a 
Log} — |= Loga — Logb 

| Log(ab) = Loga + Logb . on[ CET CE 

  

    

  

  

        

  
          
  

  

          
  

  
  

1 
Lol) = —Logb Log(Va )= 1 Loga 
e b e 2 

.PEZ Logla ° }= nLoga . Logla' )= rLoga (reQ) 

BE Limites : 

Jim Logx = +co lim Logx = —co 
e X +00 e 0* 

. 1 
lim Logx _ 0 lim xLogx = 0 lim LO8C + x) =] 

ele XX . o* . 0 X                 
  

H Sens de variation : 

. ee , 
La fonction Log est une bijection, (Log x) =— > 0 donc « Log » est 

X 

strictement croissante sur ]0 ; +co[ dans IR 

On en déduit : Pour tout réel a et b strictement positifs : 

* Loga=Logb < a=b * Loga>Logb & a>b 

* Loga>0 & a>1 * Loga <0 & DO<a<l 

Tout réel y admet un unique antécédent par la fonction Log ; en particulier 
on appelle e l’unique antécédent de 1 
Loge =1 et 2,718<e<72,719 
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M Dérivée de Log ° U: 
La fonction Log ° U est définie sur tout intervalle I sur lequel U(x) > 0 

Si de plus U est dérivable sur I alors la fonction Log ° U est dérivable sur I 
U! 

et (Log °U)'=— (Log°U) Ü 

M Primitives de — : 

Si U est une fonction dérivable, ne s’annulant pas sur un intervalle I, alors la 
f 

fonction admet sur I des primitives de la forme Log|U]+c (c constante) 

M Logarithme décimal : 

e La fonction Logarithme décimal, notée log est la fonction définie sur 

Logx 

Log10 

e La fonction logarithme décimal a les mêmes propriétés algébriques que la 

fonction logarithme népérien. 

e Remarque: Log 10=1 

  30 ,+c[ par Logx= 

  

  

  

    

Réflexes : 
[D . “ "1 

Situations Réflexes 

Le sens de Log 1=0 
Comment retrouver les variation de 8 
propriétés de la fonction Log est h | K. 

. . i À . 
logarithmes a partir de sa croissante jT lim Log x =+ 00 

courbe représentative ? Oi | & 

Le signe . 
de log * <€- lim Log x=- 00   
  

1) On détermine l’ensemble des réels 

pour les quels les expressions sont 

définies. 

2) On se ramène lorsque c’est 

possible à la forme 

Log(u(x)) = Log (v(x)) 
(où Log (u(x}} > Log(v(x))) puis on 

résoudre u(x) = v(x) (où u(x) > v(x)) 

3) Si on a des x et des Log x on 
utilise les variations d’une fonction 

Comment résoudre une 

équation ou une inéquation 
comportant des logarithmes ?       
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1) Vérifier que u(x) > 0 sur I. 

2) On justifie la dérivabilité de u sur I 
3) On utilise le théorème 

Comment étudier la dérivabilité 

de Log(u(x)) sur un intervalle 

1? Log toy = uG) 
  

1) On examine si on se trouve dans 

une situation de forme indéterminée. 

2) Si oui, on tente la factorisation pour se 

logx Logx 1! 
n-l 
  ramener à = 

X X _X 

1 y Ÿ 
n | —Log x 

.. . (Log x) _-|n 
Comment calculer une limite en | OÙ x y 

+00 ? x" 

si non on factorise à l’intérieur de 
l'écriture de Log 

1 1 

xp: loger) ex (tt) 
X X 

3) on utilise les règles opérations à 
l’infinie x” l'emporte sur Log x 

  )     
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ENONCES 

Na 
Pour chacune des questions suivantes indiquer la bonne réponse. 

1) L'ensemble des solutions de l’équation Log(x’ — 4) = Log(2 + x) 

B] 10, +co[ HD {-2,3) 3 
2) La fonction f(x) = x?/Log x est dérivable sur ]0, --co[ le nombre dérivé en 

e est : 

El 3e H €” 0 
3) La fonction définie par f(x) = Log(2x’ + 1) est dérivable sur IR et f(x) 

est égale à : 

1 4 2x°+1 
El + gd ==       

2x? +1 2x° +1 4x 

4) L'ensemble des solutions de l’équation Log x < 0: 

do die EM 
Log(4x? +x+1) 

5) La limite au +c de f(x) = 
x? 

E] 4 ll Log4 0 
Vrai — Faux 

Chacune des affirmations suivantes elle est vraie ou fausse ? 

justifier votre réponse. 

1) Log x est positif. 

2) La fonction Log|x +3] est croissante sur ]-c0, -3[. 

3) L'approximation affine de Log(x + 1) pour x proche de O est x. 

V7 dans IR, les équations suivantes : 
+ 

1) Log x = -2 2) Log (1 *)=3 
X 

3) Log(x” — x) = Log(x + 1) 4) Log(x’ +x—2)= Log(x +3) 

VA Simplifier les écritures. 
9, 1 2 3 98 

A=Log(—)+Log(—)+£Log(—}+...+Log( —)+L 8) 8() 8(7) 89) Co 

- Lest5-D+ test +n ; C =Log(e}+Log(e®)Log(e"Va-Lon| (> | 
e 

Sans chercher à les calculer, comparer les intégrales suivantes : 

a) f Log x dx et f: LogLdx ; b) f x°(Logx)“dx et f: Vx(Log x)‘ 4x 
3 3 X 2 2 

B 

Résoudre dans R ; les inéquations suivantes : 

l)Logx>4, 2) Log(x + 2) + Log(x + 4) > Log(x + 8). 
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3) Log(2x” +3x+1)<0. 4) (Logx)” +3Logx+2>0. 

Y Calculer les limites suivantes : 
10 

1)LimxLogx”° 2) lim Logx 3) Lim —— 
0* +00 x +00 re 

  s)timLog[ 2 = 5) lim BCE 22087 6) lim ET etneN 
X+1 0 x x" 

7) lim3x — Logx 8) lim 7 (08 x) 
+00 x 

9)lim x Log fi + 1 
+00 x 

  10) Log 2 =) 11) x Log[ EE) 
( | x +2 0* x 

2 

  12) lim LE T2, 4 coeten 0 13) lim EE - Log(x 1) 
Logx —] — | 

14) lim Log(1 + x) 15) Tim Log(l + x) 16) lim Log(1 + sin x) 

” ( x J +0 x x+0  sin2x 

\5/ Catcuter f'(x) en précisant sur quels intervalles ce calcul est valable : 

Logx 
    a)f(x)=x -4+ ; b)f(x) = Log (3x +1) - Log x + 

4 3x +] 

c)f(x)=x Logx —x ; df()=1t Lex 
1-Logx 

x +1 
1) F(x) = Log|— ; j)f(x)=Log(Logx) 

Déterminer la forme générale des primitives de chacune des fonctions 
suivantes sur l’intervalle proposé : 

  

  

  
  

  
  

a) f(x) = * x sur ÏL, + co| b)f(x)= x —1 + LOBX sur [1,+ cf 
_. x 

1 1 TT 
UT sur 10,+ œ d)f(x)=tgx sur . 

= sur ]1,+ oo[ ff, (x) = ; neIN’\f}. 
—X xLog' 

Soit f la fonction de la variable réelle x définie par : 

f(x)=Logk(x) avec Kk(x)>0. 
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1)si k(x)=x, montrer en appliquant la formule des accroissements finis à f 

  que : l <Log(l + x)— Logx <— : VxelIR:. 
1+x x 

En déduire la limite de la suite S, définie par : 

S, 141,1, 1 ou ne IN’. 
2 n 

1 

2)Si k(x)=[xfr1 avec x#0 et xz#1. 

a) Calculer la dérivée f'(x) . En déduire k'(x). 

b) Calculer f'(-4) et f'(—-2). En déduire qu’il existe 

VAI Soit gix 1x? -2+ Logx définie sur |0,+0 

1) Etudier les variations de g. 

2) En déduire que l’équation g(x) =0 admet une seule solution o:; 

13<a<1,4. 

3) Déduire le signe de g(x) selon x. 

B/ Soit f la fonction définie sur Jo, + 00 [ par f(x) 1 +1-Logx). 
X 

1) Etudier les variations de f. 

2) Montrer que f(a) = 20 — L , puis donner un encadrement de f(æ). 
a 

3) a) Montrer que la courbe de f admet deux asymptotes. 
b) Préciser la position de C la courbe de f par rapport à D'y=x. 

c) Construire C en précisant la tangente à C en son point de rencontre avec 

son asymptote. 

4) Soit h la restriction de f à [e,+ co [. 

a) Montrer que h admet une fonction réciproque h°' définie sur [e, + œo[ . 

b) Ecrire l’équation de A", la demi tangente à C : au point d’abscisse e. 

c) Représenter C et tracer A". 

2) Soit g définie sur ]0,+ o0 [ par g(x)=1+x-xLogx. 

a) Étudier les variations de g et dresser son tableau de variation. 

b) Prouver que l’équation g(x) =0 admet une solution unique f dans 

]0,+c0[; vérifier que 3<B<4. 

c) Déterminer alors le signe de g(x). 

LE X 
2) Soit f la fonction définie sur b, + œ[ par f(x)=2+—— 
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a) Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition. 

b) Exprimer la fonction dérivée de F à l’aide de g en déduire les variations 

de f. 

c) Soit D la droite d’équation y = 2, déterminer les coordonnées du point A 

d’intersection de D et de C et la position de C et D. 

d) Tracer C et D. 

3) Soit h définie sur [1,+ co [ par h(x)=f(x)-x. 

a) Montrer que h est strictement décroissante sur ÏB, + co [ . 

b) Etablir que pour tout x e [1,8 ]; 0< roosE0 | 

c) En déduire les variations de h sur [1,B |. 

4) Prouver que l’équation f(x) = x admet une unique solution «& sur [1,+ co [, 

montrer que 2 < @ <3. 

5) Prouver que pour tout xe|2, 3], f(x)e[2,3] 

NE Soit la fonction g(x) = — 2 + Lol T ?) avec Xe Jo, + 00 [. 
x +2 X 

Etudier les variations de g. En déduire que pour tout x e Jo, + 00 [ 

    

on a: g(x)>0. 

  
f(x) =xL x+2 :xS0 

2) Soit f la fonction définie sur [O,+ co [ par X/ TX 08 SX 

f(0)=0 

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. 

b) Calculer lim f(x) (on pourra poser X = 2 ). 
X—+00 x 

3) a) Dresser le tableau de variation de f. 

b) Tracer C la courbe de f dans un repère orthonormé. 

x +2 
  

2 

4) Soit h{x) = À Lou | pour tout x€ ] 0,+ oo [. 

a) Calculer h'(x). 

b) En déduire la primitive de f sur Lo, + oo [, qui s’annule en 0. 

5) Soit k un réel strictement négatif, soit f, la fonction définie sur [O,+ 00 [ 

par f,(x)= f(x) +kx. 

a) En utilisant les variations de g sur 10, + 0 [, montrer que l’équation 

f! (x) =0 admet dans |0,+ o | une unique solution notée a, . 

b) Dresser le tableau de variation de f, sur [0,+ 0 [ et déduire le signe 
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de f,(a,). 

Soit f définie par f(x) = x?4/Log x|. 

1) Déterminer le domaine de définition de f. 

2) Etudier la dérivabilité de fen 1. 

3) a) Résoudre l’inéquation dans 10,+ co [ ; ALogx+12>0. 

b) Déterminer f'(x). 

4) Déterminer le tableau de variation de f. 

5) Etudier les Branches infinies de f et construire sa courbe dans un repère 

orthonormé (Unité 4 cm). 
= 

NA Le plan est muni d’un repère orthonormé (O, i, j). On considère la 

Log(1 + x) 

x 
fonction définie sur [o, + 00 [ par f(x) = pour x>0 et f(0)=1. 

La fonction h définie sur [o, + œ| par h(x)= — — Log(1+x} et la 
X + 

fonction définie sur [o, + © [ par (x) = f(x) - x 

1) a) Montrer que f est continue sur [o, + 00 [. 

b) Etudier le sens de variation de g définie sur KR, ; 

2 3 

par 200=Lonqrx)-[x- +2) 
3 

Calculer g(0) et en déduire que sur R,,ona: 

2 3 X° x 
Log(l+x)<x-—+—, g(+x) 7 +3 

2 

c) Par une étude analogue, montrer que si x>0 : Log(i+x)>x—- F . 

1 _ 
d) Etablir que quelque soit xeR,,0ona: _1 < Le Ho x < _ + 3 

X 

En déduire que f est dérivable à droite en 0 et que f à (0) = _ . 

2) a) Etudier le sens de variation de h et en déduire le signe de h sur R.. 

h(x) 

X 
  b) Montrer que sur Jo, + 00 [, f'(x) = et dresser le tableau de variation 

de f. 

3) Etudier les variations de @ et construire sa courbe dans (O, i, j) et la demi- 

tangente au point d’abscisse 0. 
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4) a) Démontrer que l’équation f(x) =x admet une unique solution sur 

Jo, + 00 [ que l’on notera &. Montrer que a € È il . 

r 1 
b) Montrer que si xe ui | alors f(x}e È | . 

c) Montrer que si x€ É | alors h(1)<h(x) < H(3) et que [h(x)| <= . = 1 
2 

4 1 4 
d) En déduire que sur 3°! on a : If") <=: 

5) Soit la suite U définie sur IN par U, =5 et pour tout neIN ; 

U; — f(U,) L 

n+l n-1|* a) Montrer que pour tout ne IN’, [U -U,|<£JU, —U 

En déduire que lim | U,,, — U, =0. 
n+0 

b) Montrer par récurrence que la suite V définie par V, =U,, est 

décroissante et que la suite W définie par W, =U,,,, est croissante. 

c) Montrer que la suite V est convergente et déduire que la suite W est 

convergente et que les deux suites V et W ont la même limite. 

Pour tout neIN” on pose U, = [ x" Log(1 + x)dx et 

  

  

  

V, = -1,1,,,© 
2 3 n+l 

1) a) Montrer que pour toutn eIN° ona :0< U, < LE puis calculer lim U,. 
n + n—>+00 

1 x? 
b) Calculer | dx puis calculer U,. 

0 1+x 

2) On pose S,(x)=1-x+x?+:.+(-1)"x" avec xe[0,1] et neIN'. 

Cr Loti 

a) Montrer que S, = 1, CDXT 
1 1+%x 

1 xt 

et que V, =Log2+(-1)" Î dx. 
0 1+x 

1 b) En déduire que |V, -Log2[<   puis calculer lim V,. 
n+2 n—>+00 

3) a) En utilisant une intégration par parties pour U, montrer que : 
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L … n 

- Log2, CD” [Log2 — V, |. 
n+il n+i 

b) En déduire que la suite (w,) définie par ©, =(n+DU, 

est convergente et calculer sa limite. 

n 

  

  

  

      

VD Soit f la fonction définie sur 10, + 00 [ par f(x) = Logx 

Etudier le sens de variation de f. 

2) a) Montrer que pour tout kEIN' — {1 } on a : 

Log(k + de <[* Logx Logx «Lo8k 

(k +1)? x? : k? 
L 

b) Par une intégration par parties, calculer [° . * ax. 
X 

* Log2 L L 
3) Pour tout n eIN — {1} on pose S, = 3 + + ++ ET 

n 

a) Montrer que pour tout neIN' - {1 }, on à : 

    

  

s,-—82<[" LoEx x < <S, _ Logn 

2? 2 x? 

b) En déduire que : 

l+Log2 n+(n-llogn -2+3Log2 1+Logn 

2 n° 7. 4 n 

c) Donner un encadrement de S,5% à 107? près. 

Soi f la fonction définie sur | oz) par : 

f(x) = [” Lt si xe 0 | et f(0)=0. 

1) Justifier l’existence de f(x) pourtout x <| 0 | . 

2) Montrer que f est dérivable sur | 0e | et déterminer f'(x) pour tout 

se lo). 
2 

re N 1 
3) En utilisant le théorème de la moyenne, montrer que pour tout x <| 0 | 
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X 
    on à : <f(x)< . 
Log2x Log x 

4) a) Montrer que f est continue et dérivable en ©. 

b) Donner le sens de variation de f. 

NY Soient les suites (U,) et (V,) définies sur IN” par : 

U,=let VneIN,U,=U,:+ 1 pournz2et V,=U,-Logn 
n 

1) a) Calculer U;, U; et U4. 

1 
b) Montrer que Vne IN”, U,= > L 

k=1 

“ +] 

2) a) Montrer que VKkEIN , __ [ Läx <1 
k+1 X k 

b) En déduire que pour tout entier n > 2 

On a U,-1 < Log n < U, - L etO<V,<lI 
n 

3) a) Montrer que V, converge vers une limite 6 (on ne cherchera pas à 

calculer 5). 

b) Quelle est la limite de (UÜ,) ? 

1) Représenter graphiquement la fonction x R 1 sur ]0,+oof. 
x 

2) Subdiviser l'intervalle [1,2] en n intervalle de longueur 1 (n € IN”). 
nl 

. 21 
En déduire un encadrement de [ — dx par les sommes 

X 

  

  

u = + + [ 

DU 1+— 142 142 
n n n 

Et v = a + 1 I 1 

Dlye + 142 2 
n n n 

21 © 3) a) Calculer [ = dx. 
X 

b) Obtenir des encadrements de Log 2 en calculant Us et Vs puis Uo et Vi. 

g On considère la fonction numérique f définie sur ]0, +co[ 
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Logx 
  par f(x) = x + 

Soit (6) sa courbe représentative dans le plan #muni du repère orthonormé 

(O,i, j) d'unité graphique 3 cm. 

1) Calculer à l’aide d’une intégration par parties I = [Loex dx. 

2) Soit H la fonction numérique définie sur JO, +co 

par H(x) = À (Logx) 2 Logx 2 
X X X 

Démontrer que sur l’intervalle considéré, la fonction H est une primitive de 

Le Log x) 
la fonction h définie par h(x) = Logx) . 

On considère l’espace rapporté au repère orthonormé (O,i,j, k).. Le solide S 

est engendré par la rotation autour de l’axe (O, 1) de la surface délimité par 

la courbe (Ÿ), et les droites d’équations respectives x = Letx=e, 

et l’axe (x’x). 

Calculer le volume V du solides. 
2 

V6 pose pour x > O, f(x) = og 
X 

1) Déterminer les limites de f en +0 et 0. 

2) Déterminer le sens de variation de f sur ]O, +col. 

3) Tracer la représentation graphique (6) de f dans le plan. 
2 P 

LoeT gx. 4) On pose pour p > 1, I, = [ 
X 

a) À l’aide d’une intégration par parties, Calculer : I, = [ (EX) dx. 
X 

p+l 
  b) Montrer que, pour tout p2 1:1,,, =- +(p+ll,. 
e? 

c) En déduire L, L et 4. 

d) On fait tourner autour de l’axe des abscisses l’arc de courbe constitué des 

points de () d’abscisses comprises entre 1 et e°. Le point M de (6) 

d’abscisses x, décrit alors un cercle de rayon f(x). 
Calculer le volume du solide ainsi engendré, en unités de volume. 
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CORRIGES 

\ 1) La réponse est | : car Log(x? — 4) = Log(2 + x) définie que pour x >2 

Log(x° — 4) = Log(2 + x) S(x+2)x-2)=(x+2)S (x+2)(x-3)=0 

x=-2ou x=3 or x>2 d’où Sr= {3} 

2) La réponse est | : P(X) = 2x Logx + x 

P(e)=2et+te=3e 

, (2x° +1) 4x 
3) La réponse est [bd : Ê (x)==——— =", 

) P : re) 2x°+1 2x?+1 

4) La réponse est [dl : Log x <0 & x <e°= 1orx> 0 d’où Sr = ]0, 1[ 

Log érbr) 
X X 

2 
5) La réponse est : f(x) =   

Log(4x? +x+1) _ 

x’ x 

Log x” +Log(4+1 +1) 
= X_X 

x? 

1 1 

lim (x) =lim Logx + x x 
+0 +0 x x 

g 1) Faux : Log=-0,69. 

2) Faux : car r'Gy= 1 0 si x<-3. 
x +3 

  0 
2 

3) Vrai : on a (Log(1 + x))’ — alors l’approximation affine de f voisin de 
X 

0 est (0) x + (0) = 1 x x donc Log{1 + x) = x. 

VS Lou x - 2 à Logx = 2 Log e <> Log x = Loge” 
SR = {e”?}. 

+ 

2) Log x ,-3 définie que pour x e IR -[-1,0] 
X 
+ 

Log (X)=3Loge- Loge’ 
x 

1+x 
— = & 1+x=xe 

X 
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1 
RS)         X — 

e - 

x>-] 
3) Log(x? — x} = Log{(x + 1) définie que pour ) Log — x) = Log(x + 1) que p 0 

sig x € ]-1 ,+oo[ -[0, 1] 

x'—x=x+l 

x—2x-1=0 or A’=2 

ni et x’=1+V2 

  

UV, + V2} 

À = Log(s +Log(e )+.. +Log(En)+ Log( PE) 

Log Lex, x 08x08 2108 = Lo o8* 7° *0g* 1007 Log(——)=-2Log10 

_Log[(V5-1) (VS#1) _Log4_210g2 
2 7 2 2 

3 -2 2 1 3 C =Log(e*)+Log(e?)+Log(e’e)-Log(—) 
€ 

=3Loge-2 Log + Logé” +Loge+3Loge 64 
2 

VE alors Logx <0 

322 >1 alors Log-L >0 
X X 

d’où ve] .1) on à Logx < Log-+ 
X 

par suite fi Logx dx < f: Log dx. 
3 3 X 

b) Pour tout xe[ ai on a x° <4Vx et comme (Logx)* >0 

d'où x°(Logx)* <Vx(Logx)‘ 

donc f x° (Logx)* dx < f: Vx(Logx)“ dx 
2 2 

)L’inéquation a un sens si x >0 

Logx>4e Logx > 4Loge<> Logx >Loge‘ &x>e 
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d’où S= 4,4]. 

2) L’inéquation a un sens si x+2>0 et x+4>0 et x+8>0 
ouencore: x>-2 et x>-—4 et x>-8 donc définie sur |-2,+| 

dans ces conditions : 

Log(x + 2) + Log(x + 4)>Log(x +8) équivaut successivement à : 

Log((x +2)(x+4))>Log(x +8) 

(x+2)(x+4)>x+8e x°+5x>0ex(x+5)>0. 

X — © —5 0 + 00 

x(x +5) + D = ® + 

x(x+5)>0 & xel-00,-5 ]U[0,+c[ or xel-2,+0| 

d’où S=[0,+w|. 

3) II faut que 2x° +3x+1>0 

  

  
  

2x? +3x+1=0 admet pour racines —1 et _ 

donc l’expression est strictement positive « à l'extérieur » des racines ; 

A 1 
d’où D=]-0,-1 Lu] tel 

L’inéquation est donc équivalente successivement à : 

Log (2x? +3x+1)<Logl 

2x? +3x+1<i ouencore 2x? + 3x <0 

  

X — © _ 0 + 00 
2 

2x° +3x + ® 7 ® + 
  

  * 2x? +3x<0 S xe 30) or xeD 

où 8= |-1 _3 vo s-]-Lof 0] 
4) Ici D = ] 0, + oo [ ; car l’inéquation ne comporte que des « Log x ». 

Nous allons procéder par changement de variable en posant : X=Logx. 

Logx=X 

X°+3X+2>0 

X°? +3X+2=0 admet deux racines : —1 et —2 

Alors X?+3X+2>0 & Xel-o,-2[U]-1+0| 

Donc : (Log x}? +3Logx+2>0 2 
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X>0 
L’inéquation est équivalente à : 

Logx <-—-2ouLogx >-I 

x>0 
ou encore : 

Log x <—2Loge ou Logx>-Loge 

x>0 
, à ‘ 1 c’est-à-dire Log x < Loë( + | ou Logx > Log? 

e € 

    

  

x > 0 1 1 
ou encore x <—oux>+ finalement s-lo [ul 

e € 

VS lim x Log x° =lim3x Logx =0. 
0* 0* 

10 

2) me im IOLOBX _ 5 
+00 x +00 X 

2 2 

3) lim = Jim? = lim 2x = lim 2 = +00. 
+ ee +00 15 Logx +00 Logx +00 Logx JL 

2 x x 

  4) On sait que lim2*=1=2 donc im, Log[ 2 +) Log?. 
X + +00 X + X=—>+00 

Log(x + 2) - Log2 
5) lim représente le nombre dérivé de f(x) = Log(x + 2) 

  en x) =0, comme PE alors rO=> 

d’où lim Log(x +2)-Log2 _ 1 

  

      

x 2 

6)n=lona Tim LOEX =0 
+00 x 

n>l; lim LE L Jim LOEX . L =0 
+00 X +00 X X 

  
L 7) lim3x — Log x “tima(s - x) = +00 

sin (Log x) <1 

X 

  

8) Pour tout x>0 ona 0<|sin(Logx)|<1 donc 0 < 
  X 

sin (Log x) Co d'où lim sin (Log x) _o 

+ X 

Comme lim =0 donc lim 
+0 x +00 X   
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9) On pose X = L , il suffit alors de chercher la limite quand X tend vers 0 
X 

  
  

  

  

  
  

lim xLog( 1 À) dim 2 Log (+ x) = 22800 
X=>+00 X X-0 X x=0 

10) lim 221 = 0+ d'où ir Log 2) 
(y *+2 Gy x +2 

2 2 

. x+1 . 
11) mx Log }rimxLog(n+D-xLogx 

o* X 0* 

Or HimLog(x +1)=Logi=0 donc Himx Log(x +1) =0 
0* 

et lim x Log x = 0 d’où mx Log[ Et) 0. 
X 

L > Logalt+ = | 1 

0 12) * Tim ET Jim EL Jim 8? 1     

+0 Logx—1l ++ 
  

  

1 +0 1 

Logx| 1- 1- 
Logx Logx 

Car lim 1 =0.   

  

+ Logx 

* lim L8* +2 =] en utilisant la même méthode. 
0 Logx-I1 

1—-(x- —] 13) 2x +1 ox ne 22 (x -1)Log(x —1) 

x—1 x—1 

limx —-1=0* 
li -DL —1)=0 

HimtLogt=0 Dim }Log (1) 
0* 

d’où lim2x +1—(x-—1)Log(x —-1)=3 
1 

2x +1-(x-DLogG=D 
et limx —-1=0* donc lim 

1 + x—1 
1 

Log(i + x) lim Log(1 + x) 

CNE 
m L°80 + x) _1 = li == +00 

o* X Vx 

car lim LOEC + %) _; et limvVx =0*. 
0* 0* X 
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Loctl Logft+) 

15) lim LEE X) x 
Vx 0° 1 

X 

= lim VrLo[ 21) = lim VxLog( +x)— VxLogx 
o* x o* 

=limvVxLog(l+x)-2VxLogvx =0 
o* 

Log(i + sin X) lim Log(l+sinx) 1 

  

16) lim - 
0 sin 2x û sin x 2cosx 

Lorsque x—0 alors sinx——>0 on pose X =sinx 

lim Log( + sin X) = im Log(i + X) _] 

0 sin X X-0* 

1 1 - . é 1 
et lim —— par suite la limite recherchée est —. 

0 2cosx 2 

  \/ a) f est dérivable sur ]0,+|, r'e=1+ Le #ti 
4x 4x 

b) f est définie que pour 3x+1>0 et x >0 ou encore x > 0 
d’où f est dérivable sur Jo, + 00 [, 

3 1 3  -6x-1 
3x+1 x (3x+1)? x(3x +1) 

c) f est dérivable sur 10,+o0f, f'R)= x 1 +1. Logx -1= Logx. 
x 

d) f est dérivable sur 10,e [U]e,+ co [Cx >0etLogzl). 

LG Log (1+Lonx)| +) 
P'(x) = X X 
  

(1- Logx)’ 

L 1 _ Logx LL, Logx 

XX XX 2 
(i-Logx)’ x(1 - Log x)” 

x +1 

  

  i) f(x) = Log 

    

: comme la valeur absolue est un réel positif il suffit 
X 

  

x +1 Sd Le 
que #0 c’est-à-dire xÆ0 et x—1 donc f est définie sur 

X 

R \{0,—1}. 
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UG) = 211 est dérivalbe sur IR \{0,-1}. 

x—(x+1) 

_U@ x -1 f'(x == (Log| U = = = : (x ( g| ()}) UG) Ki xG+D 

x 
Remarque : On aurait aussi pu calculer la dérivée de cette fonction en 

écrivant : f(x) = Log|x + 1 - Log|x| on obtient beaucoup plus 

rapidement : 

pot lixxl 01 
X+1 x  x(x+1) xx +) 

) f(x) =Log(Log x), f est définie que lorsque Logx>0<x >1 

donc f est dérivable sur ]1,+|. 

(Logx) _ 1 

Log x [x Logx 

a) La dérivée de U:x— x? -1 c'est: U':xI——2x. 

En écrivant f(x) = 1._2x on fait apparaître la forme UV 
: 2 x] U(x) 

  
  

f'(x) = (Log (Log x))'= 

  

2 

Les primitives de f sont F définies par F(x) == Log| x? — i] +c avec 

celR sur [1+œ[ona x?-1>0 donc 6) =5 Log (x? —1)+c. 

b)f(x)=x-1+ JL Logx , Or À Logx est de la forme U'(x) U(x) 
x x 

dl 
avec U(x) = Logx qui admet pour primitive 3 U*(x) 

d’où les primitives de f s’écrivent : 

FG= x? -x +7 (Logx)? +c;cekR. 

1 1 ne 
—— dans ce cas les primitives de f sont : 

X+2 x 

F(x)= Log] x +2|-Log|x|+e, ceR : sur [0,+ | 

ona x>0et x+2>0 

d’où FC) = Log(n +2 Logx + e=Lag[ EEE) ceR. 
X 

c) f(x) =   
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d)f(x)=tgx = SX c’est la forme UG) 
cos x U(x) 

avec U(x)=cosx et U'(x)=-sinx 

f(x) =- ZX 

  

  donc F les primitives de f s’écrivent : 
cos x 

F(x) = -Log|cos x| +c avec ceR. 

or SUr |-23) on a cosx >0 d’où F(x})=-Log(cosx)+c. 

  
  

e)f(x = —A=x)+2 (x), 2 = _j+ 

l—x 1x Î1-x 1—x 
les primitives F de f sont définies sur Ji + 0 [ par : 

F(x)=-x-2Log/l-x|+c ;ceR. 

1 
D f, (x) = = 1, (Logx) ” on pose U(x})= Loex 

xLog"x x 

, dans ce cas 

  

U dérivable sur |0,+o0[ et U'(x) = . 
x 

d’où f, (x) est de la forme U"U”. 

par suite les primitives sont : F,(x) = ——U (x) +c 
-n 

I-n   F, (x) = Log (x) +c avec ceR. 

ur La fonction f(x) = Logx est continue et dérivable sur Jo, + © [ en 

particulier sur tout intervalle de la forme [x, x+1 ] avec x>0 doncil 

existe un réel CE ] X,Xx +] [ telque Log(l+ x) -Logx =. 

Ona: x<C<x+l alors L>L» Î 
x C x+1 

  

  En remplaçant = par sa valeur on obtient : 1 > Log(1 + x) — Logx > 
X 

On écrit l'inégalité pour xe{l,2,..,n-l,n} 

  l —< Log(l+n) Logn <= 
n 

= < Logn — Log(n — 1) <— 
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5e Log2 — Logl <1 

En sommant ces n inégalités, on obtient : 

LL Cpogt+n)<1+L4..+ Î +12s 
2 n n+l 2 n-1l n 

lim Log(l+n)=+ alors limS, =+0. 
n— +00 

  
n 

1 

2) f(x) = Logl x [+1 = Logx|. 

1 1 1 a) f'est dérivable sur IR*\{1} ; f'(x)= 
x—1 x (x-1)? 

UN xl 
ro EE Log x] 

    

    

or FO d’où k'(x) =f'(x) - k(x) = | [< 

1 

ae _ Log] x ) 

(x-D) X 

b) f'(-4)=-0,00544 et f'(—-2)=0,0896. 

f" est continue sur [- à,— 2] telle que f'(—-4)-f'(—-2) <0. 

Alors il existe x, e]-4,-2| tel que f'(x,)=0. 

NT 1) g est dérivable sur ]0,+ 0 [; g'(x) = 2x + 1 _ 2x” +1 s0 
X X 

  

d’où g est strictement croissante sur |0,+|{. 

2) g est continue et strictement croissante sur ]0,+ co [ alors g réalise une 

bijection de 10, + © [ sur g([0, + 00 D = | lim g(x);limg(x) | =R 
o* +0 

or DER, alors O admet qu’un seul antécédent: œe ] 0,+ oo [ 

Comme g(1,3)=-— 0,047 et g(1,4)= 0,296 et g est strictement croissante 

donc 1,3 <a <1,4. 

3)-Si x>a@ et g strictement croissante alors g(x) >g(œ) d’où g(x)>0. 

— Si 0<x<a etg strictement croissante alors g(x) < g(a) donc g(x) <0. 

  

B/ 1) est dérivable sur ]0,+ co [; f'(x)=- (x? 1-Logx)+ L{a 1) 
X X X 

L 7 _ = + Le 
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0 œ 
X 

+ © 

['(x) — ® + 

+ 0 + co f(x) TA 

lim f(x) = lim x +1 Logx =+00 et lim £(x) = limx ++ Logx = 
o* 0* X +00 +00 x X 

2) On sait que g(a)=0 & Loga =2-a° 

2 _ 

f(a)=L(o? +1-Loga)=L (a? +1-2+a°)=2% LL 

œ œ œ œ 

on a: 13<a<1,4 

1 1 1 1 1 Î 
& 

a  L4 
— << — — 

14 à 13 13 

Comme 2,6 < 2a <2,8 d’où 26-20-11 <28- + 

  

  

33 œ 1,4 

1,83 < f() < 2,086. 
3) a) limf(x}) =+c0 

+00 

dim 16) 2 Him + -L  LOBX _; 
+0  _X +00 x? x? 

timf£(x) -x]= lim - LOEX _ 
+00 +00 X X 

Donc y=x est une asymptote au voisinage de + co. 

limf(x) =+0 donc x =0 est une asymptote. 
o* 

b) £(x)- x =L(1- Logx) 
X 

1—-Logx>0&1>Logx<LogezLogxée>x 

0 e 
+ 00 

fx | + d - 

Si xe]0,e[ alors C est au dessus de D. 

X 

Si x e] e,+ | alors C est au dessous de D. 

Si x=e alors C et D coïncident au point (e,e). 

c) T:y=f'(e)(x-e)+f(e) or f(e)=e et 
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e? -1 1 tic 
'(e)=——=1-— | 

e e e 
2 

cour :y |" ; iherhee 
€ e À 

t + + + a + + + > 
2 _ 

donc ry=[s - hu. Oia € 
e e 

4) a) Comme Le,+æo[c[a,+oof, T 

donc h est continue et A:y=x 

strictement croissante sur Le, + co [   d’où h réalise une bijection de Le, + 00 [ sur h([e, + co) = Le,+ co [. 

b) On a: h(e)=e & h''(e)=e 

    

      

hest derivabieene h l'est derivableene 

e? —] > 1 e? 
NOË #0 et(h !)'(e)=— = 

e? RQ) h'(e) e?-1 

A':y=(h")(e)(x-e)+h(e) 
2 2 e 

A" vy= x—e)+e d’où A':y= X— . 
. ei! ) . e? 1 e? 1 

c) Pour xele,+l{; S)C)=C,: avec D'y=x. 

Ÿ\7 1) a) g est définie, continue et dérivable sur ]0,+ co [ 

g'(xX)=i-Logx-x À 2 _Logx 
X 

* —Logx>0&<Logx<0e0<x<i. 

0 1 + 00 X 

g'(x) + ® 

8) TN, 
#*liml+x-xLogx=1; liml+x(1-Logx)=-c et f(1)=2,. 

o* +00 

b) * Sur 10,1 }, g est continue et strictement croissante donc g réalise une 

bijection de 10,1] sur 12] or 0& l1,2] donc 0 n’a pas d’antécédent 

dans J0,1 ]. 

* Sur Ï1,+ co [, g continue et strictement décroissante donc g réalise une 

  

  

  

bijection de +0 sur ]-°,2[ or 0e ]-c0,2[ donc 0 admet 

qu’un seul antécédent B dans |1,+c |. 
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donc l’équation g(x) =0 admet une seule solution sur 10, + 0 [ . 

* g(3)= 0,63 et g(4) =—0,54 et g strictement décroissante sur Ji, + © [ 

donc 3<f<4. 

c)Si xe]0,B[ alors g(x) >0 

Si x e]B,+ co [ alors g(x}) <0 

Si x =$ alors g(B)=0. 

Logx __X 
    2) a) limf(x)=lim2 + 

+ +2 X _Xx+l 

Lim f(x) = lim 2 + LOBX _ 
o* o* 

—00 ‘ - 

x+1 1 

b) f est dérivable sur |0,+ oo [ A:y=x 

L(x4+1)-Logx 

  

  

  

  

_Xx+1-xLogx g(x) 

  

  

  

f'(x) = À = 
G (x +1)? x(1+x)° x(1+ x)? 

or x>0 et (x +1)° >0 donc le signe de f'(x}) est celui de g(x}) d’où: 

X 0 B + 00 

f'(x) + À 

f(B) f (x) 7 na) 

Log 1+B 1 
FORT or sB)=0S Loge d’où FE)=2+e. 

y =2 y=2 c)Mfx,y)eC ND & Po ? Po 

  

y=2 y=2 x=] | 
os Logx es = d'où  AI,2) 

2 + Lix =2 Log x =0 y=2 

* f(x) 2= TE 
+X 

  comme 1+x>0 

donc le signe de (f(x) — 2) est celui de Logx d’où: 

Si x e]0,1 [alors C est au dessous de D. 

Si xe]1,+00{[ alors C est au dessus de D. 

Si x=1 alors C et D coïncident. 

d) on a: x =0 asymptote et y =2 asymptote au voisinage de +0. 
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À 

D':y=2 LT. © 

4 —— y —+— 4 A y + t L + L L + +   
3) a) h(x)=f(x)— x , h est dérivable sur |0,+o[ et h'(x)=f'(x) -1. 

Si xe]f,+00 [alors f'(x) <0 donc h'(x)<0 

d’où h est strictement décroissante sur |f,+ co [ 

b)*xe[1,f],ona f'(x)20. 

8O 1 
4 2 

* x >1 et g est strictement décroissante sur Ji, + 00 [ donc g(x) < g(1) 

#*x>l&1+x>2(1+x)" >4 donc x(1+x})” >4 

,« 1 1 
d'où ——<— 

x(1+x)? 4 

Si xe[1,Blona O<g(x)<g(l) donc PPS 

d’où oo <80. Finalement o<r< 20. 

c) Sur[1,8 | on a POST d’où PGD-15 donc h'(x) <0 

d’où h est strictement décroissante sur |1,B ]. 

4)f()=xSf(x)-x=0h(x)=0. 

h est continue et strictement décroissante sur [1, + 00 [ donc h réalise une 

bijection de [1,+ co [ sur h ([1,+ 00 D=7=]-00,1] car: 

Logx __X 
  — X = —00   

  dimh(x) = Tim 2 + LEX _ x 21 et Jimh(x)=lim2+ 
1* 1+ x +1 +00 +00 x x+1 

Or 0e ]- œ,1 | donc 0 admet un seul antécédent & € [1,+ oo [ tel que 

h(œ) = 0 

< f(aœ)=a donc l'équation: f(x) =x admet une unique solution 

a e[1,+00 [ 

h(2)=0,23 et h(3)+-0,72 donc ae|2,3[. 

5)2<x<3 et f est strictement croissante sur ] — ©, f ] donc f(2)<f(x)<f(3) 
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Log2 Log3 
    2<2+ <f(x) <2+ ; <3 d'où f(x)e[2,3|. 

NEA g définie, continue et dérivable sur 10, +. 

  

    
  

_2 
2 _ 

g'(x)= += —- 2 _— —<0 
(x+2)? X+2 (x+2)* x(x+2) x(x+2) 

X 

lim g(x) = lim? + Log 212)-0 0 + 00 
+ + X +2 x 

g'() - 
  

Alors V xe|0,+| , 

  6 | 
XT 2) = lim xLog(x + 2) — xLogx = 0 

0* 

  2)a)e limf(x)=lim sLoëf 
0* o* 

car limxLogx =0 et limxLog(x +2)=0 x Log2=0 
0 0* 

d’où Him f(x) =f(0) par suite f est continue en 0. 

e DO in Log ETE car im Ÿ2 2 400 

0* x 0° X CR 
    

Alors f n’est pas dérivable en ©. 

  

  

  

    

1 
1 l — +2 

b) limf(x)= lim 2) =lim— Log] À 
+ 0 (x) 0 x JL 

X 

= Jim Log(1 + 2x)= lim L280 + 2%), _) 
ot x x—0* 2x 

car lim LE + X) =] 

0 

3)a)xk— x +2 est dérivable et positive sur 10, + co [. 
X 

x +2 Le . 
Alors x -—> Loël | est dérivable sur 10, + 00 [ par suite f est 

dérivable sur |0,+œw|. 

2 
x +2 2 x +2 2 

f'(x) = Lo +x-—#—_=Lo - = g(x (x) {#2 +52 {2 2 g(x) 
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X 

FO) + 
fx) +? 

b) y =2 est une asymptote au voisinage de + co 

  

  au point (0,0) la courbe de f admet une 

demi-tangente verticale dirigée vers le | 

haut. . O 
2 

4) hs = 2 Log 222) 

5 

    

  

2 

a) hest dérivable sur [0,+[ et h'(x)= so?) .X,_ C2 
X 

    

    

En x(x +2) 

d’où HG) =xLon( T2) * 
x x +2 

' X ? X 
b)h'{(x) = f(x) — alors f(x) =h'(x) + 

X +2 x +2 

160 = h'6e) + 2222 LG 412 
x +2 x +2 

Soit F une primitive de f qui s’annule en 0. 
F(x) = h(x) +x —-2:-Log(x +2)+C et F(0)=0 

  

2 

RG = À Log L TE) «x -2Log(x +2)+C 

F(x) = xt) +x —2Log(x +2)+C 

lim F(x) = lim x f(x) +x —2Log(x +2)+C=0 

d’où —-2Log2 +C=0 ou encore C=2Log2. 

x +2 
  

2 

F(x) = _. Loël | + x — 2Log(x + 2) + 2Log2 

5S)k<O ; f,(x)= f(x) +kx. 

a) f, est dérivable sur 10, + 00 [, Fe (X)=T(R)+k=g(x)+k 

f,(x)=0 & g(x)=-k avec ke R° 

On a g est continue et strictement décroissante sur 10, + © [ 

Alors g réalise une bijection de ]0,+ c0 [ sur [0,+{. 
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Solutions 

or (-k)e ]0,+ œ| alors (-k) admet un seul antécédent 

e0,+o[ tq g(ou)=-k 
d’où fj(x)=0 & x=ao, 

b) Pour x <a, et on a g est décroissante alors g(x) > g(æ,) 

d’où g(x)+k>0 

pour x >@, et g est décroissante alors g(x) < go, ) 

d’où g(x) + k <0 

lim f, (x) = Him f(x) + kx = 0 x 0 a + © 
  

f; + _ 
limf, (x) = lim f(x) + kx = 00 ko) ? 

f,(x) 0 LA GX 

pour 0<x<a, on a: f, est croissante sur J0, &,,. 

d’où 0<f,(x)<f,(a,) doncO<f,(æ,) 

  
\# 14) f est définie lorsque x > 0 et [Log x| >0 d'où Df=[0,+®|{. 

2) lim f(x) — f(1) im ne Lex | es 
  

  

xl" X — x—1" Tim 

— x?Logx . Le X _— ee 
= lim = 1 x (—c0) = —00 
xT (x —1): JE Loex Fe — Log x 

Donc f n’est pas dérivable à te en 1 d’où f n’est pas dérivable en 1. 

3) a) L’inéquation est définie sur 10,+ oo [. 

4Logx+1>0@Logx" >-1eLogx" >-Logex* > lors 1 
e e 

1 1, 1 
Xx2,]-- ouencore x2—- d'où S=| —,+00 

Ve ï ï 
e e4 

b) f est dérivable sur |0,1[U]1,+®[. 

Si xe]0,1[ alors Log x <0 donc f(x) =x?4/- Log x 

X 
d’où f'(x) =2x J- Logx — — 

24-Logx 

—4xLogx-x —x(4Logx +1) 

24/—-Logx 2/-Logx | 

Si | alors Logx >0 d’où f(x)=x”4/Logx 
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x __x(4Logx +1) 
par suite '(x)=2xÿ/Logx + —— - 

24/Logx 2/Logx 

  

  

      

  

  

  

4) 

0 L + 00 
x 1 

et 

4Log x +1 _ O + 

x + + 
— X — — 

1 
x 0 L 1 + 00 

e 

DT + 4 = 
1 + 00 

(x) TUE, / 

0 | 0 

dir lt) FE 
r TV 2e 

e e2 e    
: 4: 2 1: 4: : 
Emf(x) = limx ILog x| = lim /x]Log x = limV}x Log xl =0 

lim f(x) = lim x? [Log x| = +00. 
+00 +00 

5)* lim @) Liimx Log = Î 
X 

donc C, admet une branche 

parabolique 

de direction l’axe des ordonnées au 
voisinage de + co. 

* limf'(x) =—c et lim £'(x) = +00 

donc au point d’abscisse 1 laC, 

admet une demi-tangente verticale Î 
dirigée vers le haut.       241
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7 a) rx) = EC si x>0 

f(0)=1 

Log (1 + x) —Log(1+0) 

x —0 

c’est le nombre dérivée de la fonction U : x Log(1+x) en 0 

limf(x)= lim 
0* 0* 

or U'(x) = d’où U'(0}=1 
1+%x 

par suite limf(x)=1=f(0) donc f est continue en 0. 
o* 

comme f est continue sur |0,+ | donc f continue sur [O,+ oo [. 

  

  

2 3 

b) g(x)=Log(i+x)-|x- À +2À 
2 3 

1 43 

g est dérivable sur [0,+| et g'(x)=———-1+x-—x? = <0. 

l+x 1+x 

X 0 + 00 

ee : g(0) = Log (1+ 0) —0 = d 

  

  

8 |, 

0 est un maximum absolu de g donc pour tout x € [o, + co [, g(x) < 0 

x? x° 
d’où Log(l+ X)EX LT. 

  

‘ 2 

c) On pose : p(x) = Log (1 + x) — Ê — = 

2 

  

  

p est dérivable sur [0,+o| et p'G= 1x = >0 
1+x 1+x 

X 0 + 0 

P@ [0 + 
  

PO | 
0 est un minimum absolu pour p donc pour tout x20,ona: p(x)z0 

2 

d'où Log(l+x)2x DL 

  

2 

d) On a : pourtout x2>0: Log(i+x)2x et 
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x? 3 x? x? x? 

Log(1+x)<x-—+— d'où x-—<Log(l+x)<x -—+— g(1+x) 73 s g(+x) 3 3 

Log(+x) 

lim f(x) — f(0) lim x Lim Log(+x) —X 

0 X 0 X 0 X 

x? x? x° 
ona: x—-—<Log(i+x)<x-—+— 7 g(+x) RE 

d'où -L< LOSUT x) EX CL EX mme lime L 4 2 21 
2 x? 2 3 0 2 3 2 

d’où lim BC HO ZX -_1 par suite f est dérivable en 0 et 
x 

1 
f'(0)=-—. (0) 2 

2) a) h est dérivable sur [0,+o[, 

1 1 1-x-1. x 
  

  

PO x+1 (x+1) + D 
x 0 + o0 

h'(x) 0 _ 
  

h(x) —— 2, 

0 est maximum absolu pour h, donc pour tout xEIR, on a h(x)<0. 

b) f est dérivable sur [0,+0[. 
1 + FO=— 

  

  * Pour tout x > 0 f'(x)=-— Log(1+ x)+ À. _- 
x X X+ 

— Log(1+ x) +? 
X + 

  

  

f'(x) = æ 1 12 <0 

x 0 + 00 

f(x) — _ 
  

  f@) [1 ——_ ,, 
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3)p(x)=f(x)—-x, o est dérivable sur R, 

Eo'(x)=£f'(x) -1 or f'(x) <0 donc p'(x) <0 

X | 0 + 00 

D) 
— 3 imo(x) = im LEO +2) LEX Le 6(0)=f(0)-1= 2 

+0 1e L+x x 2 
—3 

p(0)=1 d’où A: y=— +1 
x2>0 

C’est l’équation de la demi tangente au point d’abscisse 0. 
Construction : À 

im PC Li LSU TX); 
+0 x +00 x? 

im LE + X) 1x, 
+0 1+x x? N 

limo(x)+ x =limf(x) =0 + Re 

Y=-x 

donc y=-—x asymptote au voisinage 

de +. Ï C 

4dja)f(x)=x f(x)-x=0p(x)=0. [ 

est continue et strictement décroissante sur 

]0,+ o [ donc o réalise une bijection de 

]0,+ co [ sur ]-,1[ or 0e]-0,1[ d’où 0 

admet un seul antécédent à € ] 0,+ 00 [ 

d’où l’équation f(x} =x admet une seule solution & € ] 0,+ co [ 

or 93)" 0310 et p(1)# —-0,306 doùael pu | 

  

b) : <x<l et fest strictement décroissante sur 10, + 00 [ 

donc (2) > f(x) >f(D ou encore 2Log3-2Log2>f(x)> Log2 

1>0,812> f(x) > 0,69 > 0,5 d’où rep | 

c) : <x <l et h est strictement décroissante, donc He) >h(x)>h(1) 
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5 Loge >h(x)> ; —Log2 d’où —-0,2<h(x) <0,2 donc |h(x)] <= 

1 d)f'(x) = on a: RG) <= se ro <     
1 

2   

  

Go< [fs Se 

       comme ihaolen cos La d’où <i 
2 4 x? 5 

5) a) VnEeIN, fest continue sur [U.., U, | dérivable sur IÜ,.., U, [ 

À 
eton a:VxelR,, GS donc et d’après le théorème des 

accroissements finis on a : 

4 

[ÉCU,)—FCU,.)]< JU, -U, | Es [U DH Us EU, -U,.| 

Montrons par récurrence que | U,., -U sf?) JU, -U,]. 

° Pourn=0,[U, ul<($) 0 -U,| SU, -U,/<[U, -u, 

°_ Supposons que [U,., -U,| «() [U, -U,| et montrons que 

n+l ‘ 

LU, “Ual<(À) [U, -Uil. 

  

d’après 5) a)| U,,2 Una] à U;4 -U, <«(2)4) [U, -U,| 

4 n+] 

d’où U, -U,hl<(À) | U, -U;]. 

Donc VneNona:}U,,, -U A<(2) JU, -U,| 

im (4) =0 donc im Us — U,|=0 +00 n+ 

b) & Montrons que la suite V définie par V, = U,, est décroissante pour 

ça, montrons que, V pEIN V,,, <V,. 

e Pour p=0 ona V, =U, 
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U,=5; U, = 1106 ; U, = l Louf1+ À Lou | 
5 1 5 

— Log6 
5 

1 
= Log] 1+—Log6 |<U, =V 

Log6 d 5 ë ) 0 0 

d'où V, <V,. 

e Supposons que (V,,, <V,  U;,,, <U,,) et montrons que 

(Vos < Von © pra < Uopsr) 

Ona:U;,, < U,, et f est strictement décroissante sur [o, + © [ 

donc F(U42) > F(U2) © Upss > Uopu: 

or f est strictement décroissante sur [0,+ 00 [ d’où 

FCU p43) < CU p41) lee Ua < U;,42 Lee Vu < Vu 

+ Conclusion : V peIN , V,,, < V,. Donc V est une suite décroissante. 

#Montrons par récurrence que: VpeIN: W,,>W, 

e Pourp=0, W =U, = Log(t + U) 
2 

Log] 1 + 5 Lol + 1 Lo) > 
] Logé 5 

Log6 Log6 
: U,=W, 

SLoëf1 + 5 Log6 

d'où W > W, 

e Supposons que (W,,, > W, & U,,,, > U:,,,) et montrons que 

(Wu > W 

Ona: U,,,: >U;,u 

donc f(U,,:3) << (Ua) U 

ÉCU p44) > (Up) SU 

e Conclusion : V peIN:W,,, > W, Donc W est une suite croissante. 

p+l ls Unis > U;,:3) . 

et est strictement décroissante sur | 0,+ co [ 

2p+4 < U5+2 

2p+ 2p+5 > Us Les Wu > Wu 

c) Montrons que U, € [0,+ 00 [. 

ePourn=0, U,=5>0 

° Supposons que U, € [0,+ co [ ,montrons que U,.,, € [O,+ co [ 

U n+l 
= Log + U,)>0 d’où  U,,el0,+o| 

donc VneIN;U, e[0,+wf. 
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#La suite V est décroissante minorée par 0 car V, =U,, € [o, + 00 [ 

donc elle est convergente. 
#Ona: W,=U,,,, =f(U,,)=f(V,) 

puisque V est convergente et f est continue sur [ 0,+ co [ donc W est 

2p+1 

convergente. 
“Puisque lim (U, -U,.,)=0donc lim (U;,,, -U;,)=0 

p—>+co 

etpar suite lim(W,-V,)=0Od'où lim W, = lim V, 
p—+c0 p—+0 p—+e 

NUAN) 0<x<1 alors 1<x+1<2 donc 0<Log(x + 1) < Log2 
d’où 0<x"Log(x +1)<Log2:x" 

1 1 n 1 n 

Ç Odx < | x Log(l+ x)dx < | x” Log2 dx 

    

  

    

n+l ! 

O£U, <Log2 | & 0<u, < CE? 
n+l}, n+l 

Comme lim Logz =0 alors imU, =0 
+o n+l +0 

2 2 

bje [ * dx= | La f' x—1l+ dx 
9 1+x 0  1+%x 0 1+%x 

1 

5e x 4Logf1#x | = 1,102 
2 . 2 

eU, = [| xLog(1+ x)dx 

1 
_ ÜU'(x) = — U(x) = Log(l 

Posons G og + x) alors i FX 
V'(X)=x VEO=S x 

  

1 2 1 , lei x 1 1{ 1 1 
U,=|-—x"Log(i+x)| —-— =— Log2 -—| -— + Log2 |=— 

! : at ) Le 4x 2 4 2 a) 4 

2) a) S, (x) = Y (-x) somme des (n + 1) termes d’une suite géométrique de 
k=0 

raison q=-x #1. 

1—(-x)"* L 1 L (-)"* L 1 L (—-1)" xt 

1+x 1+x 1+%x 1+x 1+x 
  Alors S, (x) = 

d’une part: 

247



Fonction logarithme népérien 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

    

  

  

  

  

  

  

  

Solutions 

° [ S,Godx= [ dx+ [ D" ET dx 
(DS 0 1+x 0 1+x 

n+} 
1 1 X 

=|Log|1+x|| +(-1)" dx 
[ el IL ( ) [ 1+x 

d’autre part: [ 1=x+x?+.+(-D'x"dx 

2 3 n.,n+l l 

[x 24 + CD x7 
2 3 n+l |, 

n n+l 

11,1, serre + ( D =V, d’où V, =Log2+(1)" [ T__qx, 
2 3 n+l 0 1+x 

b) 0<x<1 alors 1<x+1<2 d’oùl> > 
x+1 2 

xt xt 
xt > > 

1+x 2 

[V, -Log2|= [ ET qu < x”* dx 
° . 0 1+x | ‘0 

1 1 1 
Comme Î xx =| | = d’où | V, -Log2|< 

0 n+2 o n+2 n+2 

et lim Î ; =0 alors lim V, - Log2|=0 d’où lim V,, = Log2. 
+ nn + +00 +co 

n+l 
x 

FC = x" f(x) = 
3) a) Poons | GO =x alors n+l 

g(x) = Log(i + x) g'(x)=— 
1+x 

xt 1 y xt 
d’où U, = Log(i+x)| — | — dx 

n+l o 9 n+11+x 

n+l 

U, = l Log? -—!- dx 
n+i n+1*9 1+x 

n+] n+l V._— Los? 

Comme V, = Log2 + (1° [: X 4x alors [= dx = 08" 
0 1+x 01+x (-1)" 

AinsiU, = £og2-—1 | Vs Log? 
n+l n+ll  (-1) 
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-1Lo82 , CD (Log? -V,) 
n+l n+ ° 

b)W, =(n+DU, = Lo. +(—-D"(Log2 - V,) 

W, — Log2 =(-1)" (Log2 — V,) 

| W, -Log2|=|Log2 -V, | Comme lim] Log2 — V,|=0 

Alors lim W, - Log2|=0 d’où imW, = Log2 

donc W, est convergente vers Log2. 

Ÿ\7 Le — 2xLogx 

1)Ona: f'(x)=À _ x(=2Logx) _1—2Logx 

x° x° x” 
  

VxelMR: 

1 1 
1—-2Logx>0 7° Loxe e?>x 

Donc f est strictement croissante sur Jo, ve | et strictement décroissante sur 

[Ve,+co| | 
2) a) Comme Ve <2, la fonction f est strictement décroissante sur [2,+ co [ 

ona donc: k<x<k+1 = f(k+1)<f(x)<f(k) 

it Log(k + 1) Logx - Logk 

(k +1)? $ x? $ k? 
  (k> 2) 

  

    

  

[* Logtk+l) ; dx < [* Lo à < < cf Logk dx 

K__ (k+1) K_ x? K_ k 

Soit Log(k +1) [* dx < [* <E dx< Logk [* x 

&+1) * 

ou encore Lo +1 < [TE LE dx < Losk . 
(k +1) 

Car [7 NRREE 
b b 

b) ji Htox-|- Lo | - - [° —— exe) ELomx | 2 
ne: x X X x a LX 

  
_|_Logx 1 ° 

x x], 

3) a) En donnant successivement à k les valeurs 2, 3, … n-1 on obtient n —-2 
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inégalités doubles ; ajoutons-les membre à membre on obtient : 

KE Log(k +1) > [* Ex 4 x Logk 
  

      

  

        

  

k=2 (k +1)? k= k=2 k? 

La première somme s’écrit Los | ++ + Lo et elle est bien 
n 

PE Log2 égale à S, — D 

La seconde somme s'écrit : 

3 Logx 4 Logx n Logx , fn Logx 
Î 2 dx + L 2 dx +...+ [FL 2 dx = [, 2 dx 

La troisième somme s'écrit Los? + Loë + + Log(n +) et elle est 
2 3 (n—1) 

L 
égalkà:S, -2#. 

n 

d’où on a bien l’encadrement donné : 

s. - Le? < [' Los ax <S, _ Logn 

2 x? n°? 
      

b) La première inégalité s’écrit: S, <   
Log2 4 | Logx e 

2 X XL 

  d’après 2)b), soit S, < — + 
P 0) 2? n n 2 2 

2+3Log2 1+Logn 

n 
ouencore S, S 

La deuxième inégalité s’écrit S, >   
Logn +|- Logx ! | 

2 

  

  

  

n° X X 

L 
Soit S, > Log _Logn _1, Log2 1 , Où encore 

n° n n 2 2 

S, 2 Lx EE - D? nLogn — Loan d’où on a bien l’encadrement donné. 
n 

; 100 Logl c) On a , L+ Log? | +99Log Nes, < 2+3Log2 1+Logl00 

2 10 4 100 

On obtient avec la calculatrice : 0,79<S,,, <0,97. 

1) fexiste dés que h:t1+—   soit continue sur [x, 2x ] ou [2x,x] 
Logt 
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1 . 
0<x< alors 0<2x<1et 2X>x. 

eh(t)= continue sur 10,1 [ et comme [x, 2x le J0,1 [ 
Logt 

Alors h est continue sur | x, 2x | d’où l'existence de f. 

2) h continue sur |0,1/[, soit H une primitive de h sur Jo,1[ 

VxeE | e L fG)=[HHf* =H(Cx) -H(G) 

= H(U(x)) - H(x) avec U(x) = 2x 

° Ù est dérivablesur 07 

° Hest dérivablesur |0,1 [ — H°Uest dérivable sur | oz) 

. vxe los) U(x)=2xe]0,1| 

par suite f =H ° U —H est dérivable sur | 0 | 

et f'(x) = U'(x) - H'(U(x)) - H'(x) 

2 1 
    f(x) =2-h(2x) -h(x) = 

&) Gx) RG) Log2x Logx 

> Log x) 
__2Logx-Log2x Log(x )-Log2x 2 

Logx : Log2x Logx - Log2x Logx : Log2x 

3)V re). ona 2X>x 

La valeur moyenne de h sur [ x, 2x ] est h _ 
x 

D’après le théorème de la moyenne il existe Ce[x,2x | 

tel que hçcy=n -1@) or h(C)=—— d’où _1__fG) 
x 

[nat h = .f(x) 
x X 

      

    

ogC LogC x 

Ona: x<C<2x alors Logx < LogC < Log2x 

l 1 1 
> 2 

Logx LogC Log2x 

1, f@, comme x > 0 > f(x) > 
Logx x Log2x Logx Log2x 
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4)a)e lim—?=0Q et lim—?—=0 
ot Logx o* Log2x 

et —*_ <f(xy<—% donc limf(x) =0=f(0) 
Log2x Logx 0* 

par suite f est continue en 0. 

lim C9 FO) _ FC) 
o* X 0* X 

c f(x) c 1 1 1 
Comme < < m 

Log2x x _ Logx 0 Logx 0° Log2x 
    

d’où lim 19 =0 donc f est dérivable en 0 et f'(0) =0 
o* X 

b} xe]0] alors 2xe]0,1| donc Logx <0 et Log2x <0 

Xe 0, alors Log? <0 
2 4 2 

- - o 1 
donc f'(x) <0 par suite f est strictement décroissante sur | es | . 

VS 5 f'existe dés que h:t > l soit continue sur [x,2x | ou [2x,x | 
Logt 
  

D<x<= alors 0<2x<1 et 2x>x. 

  eh(t) = continue sur J0,1 [ et comme [x, 2x Je ] 0,1 [ 
Logt 

Alors h est continue sur | x, 2x ] d’où l'existence de f. 

2) h continue sur 10,1 [, soit H une primitive de h sur 10,1 [ 

Vxe | 07 . fx) = [HO =H(2x) -H(x) 

= H(U(x)) - H(x) avec U(x) = 2x 

e U est dérivablesur 0 

e Hest dérivablesur |0,1 [ = Ho Uest dérivable sur | 2) 

eV eo] U(x)=2xe]0,1| 
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par suite f =H o U -H est dérivable sur | ur] 

et f'(x) = U'(x)- H'(U(x)) - H'(x) 

ND. : _ 2. 1 
f(x) =2-h(2x) -h(x) Doux Lo     

) Log x 
__2Logx-Log2x  Log(x )-Log2x _ 2 

Logx : Log2x Logx : Log2x Logx : Log2x 

3)V eo. on a 2xX>Xx 

La valeur moyenne de h sur [x, 2x ] est h = 
x 

D’après le théorème de la moyenne il existe Ce [x, 2x ] 

[hat n =L.fx 
x x 

tel que h(C)= 1h = 10) 67 p(cy=12 d'où 1 = F0 
X 

      

      

    

    

LogC LogC x 

Ona: x<C<72x alors Logx < LogC < Log2x 

1 1 Î 
2 > 

Logx LogC Log2x 

1,10, comme x>0 —X >f(x)> À 
Logx x Log2x Logx Log2x 

4)a)e lim—"—=0 et lim—?—=0 
o* Logx ot Log2x 

et <f(x)<—2— donc limf(x})=0 =f(0) 
o* Log2x Logx 

par suite f est continue en (©. 

lim @ 7 f0) _;,,f@) 

  
  

0* X 0 x 

Comme Î < fG) < 1 et lim Î = lim l =0 
Log2x x  Logx 0 Logx ot Log2x 

d’où dim LC) =0 donc f est dérivable en 0 et f'(0)}=0 
CR < 

b) se [0.2] alors 2xe]0,1| donc Logx <0 et Log2x <0 
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Ze 0, alors Log= <0 
2 4 2 

. . Le 1 
donc f'(x) <0 par suite f est strictement décroissante sur |0,—|. P 

NVAELE U,+1=2 ,U,=U, + LU y, 22 
2 3 6 12 

b) U, — Uni + = es U - Us — I 

ui DU Ù 
= K 

, 1,1 

U-U-}E orUi= dt Le. 

2)a)k>1:k< xektie sise d'où [dx <i 
kH x k k+] k 

Je &W<e 

x 

“1 
k+1 X 

5 

b) l 

1-1 n-] 1 n-1 

1 fe sos D > nu De 

U, - u-1s [= dx < 1 

D'où U,-1<Logn<U,- 1 
n 

-Ù, + I <-Logn<-U, +1 
n 

Liv -Logn<i 
n 

0<=<Vs 1 d’où0<V,<l. 

Vox — V, = Us — Log (n+1) — U, + Log n 

— = Un -U; +[Log n— Log n(n+1)] 

1 
= ——— [ 1 dx <0Car [ 

1 1 
— dx>—— d’après 2) a 

n+l X n+l P » X 

D'où (V,) est décroissante et comme elle est minorée par 0 d’où (Vn)} est 

convergente vers 6. 

b)Ona V,=U,-Logn & U,=V,+Logn. 
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lim U, = lim V,+Logn=+o.Car lim Vi=ôet lim Log n=+0. 
Nn—+00 N—40 +0 Nn->40 

1) Voir figure 

. 1 1 
2) U, est la somme des aires des rectangles des cotés — et 1 + — situés au 

n n 

21 
dessus de & donc Î — dx <U, 

x 
V, est la somme des aires des rectangles 

situés au dessous de Ë JL 

2 2 

donc [=a>v, d’où V,< f=a<u, 1 
x X 

O
u
,
 

! 3) a) [= dx = Log 2 

b) Us = 0,7457 et Vs = 0,6456 

Uo = 0,71878 et V0 = 0,59245 
2 

On sait que Vn , V, < [ L dx <U, donc V, <Log2<U, 
X 

V, <Log2<U, et V, <Log2<U, 

0,59245 < Log 2 <0,71878 et 0,6456 < Log 2<0,7457 

NA On pose Lo | = 

VOL voa 

  

1=[xLogx| - [Ex=e-fx} =e-(e-1}=1. 

2) H(x) -l Log’x-2Logx-2, avec x € ]0, +oo[ 
x x x 

    

HG)=— Log’ xx Log + + Logx-Lxe +5. 
x’ X X x’ 

H = x Le Log’x 
H'(x)= - H est donc bien une primitive de h: xk>——=— sur ]0, +oo[ 

  og°x dx=[HG|; =H(-H(D=-2+2 sur [1 : e], f(x) > 0. D'où : c 

On a donc V = r [rs (x) dx = Fe +çL0& EX +2Logx)dx 

3 ° 3 3 

V=n| | +46 | +2 2x es) uv d’où V = 277| +1 Lo. 
3 : 3 e 3 3 e 3 
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VS ir 1) lim f(x) = + co (facile) et Jim 1 Ax)= lim e Un me) =0 

  

  

  

        

  

2) P (x) = -2nx-(nx) du signe de In x (2 — In x), d’où le tableau : 

x [0 1 e + 00 

f - 0 + 0 - 

Ê | + 

4 
TT ë 

Î 
u(x)=In x u(x)=— 

4)) " 
VEO=— vR)=-— 

I, [ln | + f x 
X i x’ 

2172.14 
e | x} € € 

3 
soit L = 1 -— (environ 0,594). 

e 

uGx)= (In x)! uGD=(p+ Dex)" 

  

  

  

b) { 

VR)=— v(x)}=-— 
x x 

e° ; p 

d’où LL | ++) f (x) dx, 

X 1 x 

p+l 

c’est-à-dire [,,, =- 3 +(p+DL,. 

2 

c) L=Z +15) 2 = 0, 64, et I, 24e + = 0,857 : 

4 

Le +4(6-5)- Me = 1,264, 

d) v=f a [x ax=x [° Ga) dx=xl, donc V = re) æ3,970u.v. 
X 
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Chapitre IX 

Fonction exponentielle 

1) Fonction exponentielle 

M Définition : 

La fonction exponentielle définie dans IR à valeurs dans [0,+c| est la 

bijection réciproque de la fonction Logarithme népérien qu’on note : 

  

XH>e”"où x exp(x)     
  

M Conséquences : 
    

      
    

    
    

e° =1 e'=e Si xeR! Logx=y © x=e 

xe]0,+00[el°8* 2x x ER; Logle*)= x 

a et b deux réels a et b deux réels 

et=et & a=b et>e & a>b           
xHe* est strictement 

croissante sur IR       

M Courbe : 

La courbe représentative de x + e est la symétrie de celle de la fonction : 

xt Logx par rapport à A:y=x. 

  

    

              

  

  

  

M Limites : 

e* 

lime* = +00 lime” =0 lim— = +co 
+ —2 +00 X 

X 
| . €” —-1 
limxe* =0 lim =] 
—co 0 x           

  

M Dérivée : 

e La fonction exponentielle est dérivable sur IR et (exp) (x) = exp(x) 

e F(x)=el® avec U est une fonction définie et dérivable sur un intervalle 

I alors F est dérivable sur I et F'(x) = U'(x)e!® 

M Propriétés algébriques : 

a et b deux réels et nez: 
    

  

              
      

  

257



Fonction exponentielle Résumé de cours 
  

  

  

IP) Fonction exponentielle à base a : 

M à est un réel strictement positif, la fonction exp, :x+ a” définie sur IR 

est appelée Fonction exponentielle à base a . 

Mae, x} a"est dérivable sur R 

et (*) = Loga-e*# =a*.Loga 

Sia >l: Si 0O<a<l: 

  

X — 00 + 00 X — 00 + 00 

X + 0 x + 00 
a TT a ——- 9 

  

    

M Propriétés: a>0;b>0;xet y deux réels quelconques 

y ab = (0) a = (a) 
  

  

      
  

  
  

  

            

Réflexes : 

  

Situations Réflexes 

Comment retrouver les 

propriétés 

de la fonction exponentielle à 

partir de sa courbe 

représentative ? 2- 

  

KW lime” = +00 
+00    

  

Le nombre + T___ 
Le sens de 

variations de exp. 

e >0 

7 1 Lesigne 
! 

! 
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Comment résoudre une équation 

ou une inéquation dans laquelle 

figurent des exponentielles ? 

1) On détermine l’ensemble des réels 

pour les quels les expressions sont 
définies. 

2) On se ramène lorsque cela est 

possible à une équation de la forme 
AUOT) 

Ou une inéquation de la forme 
el® < eve 

3) On résoudre alors l’équation 

U(X) = V() où U(x) < V(x). 

4) On se ramène lorsque cela est 

possible a des équation ou inéquation de 

2°" degré ou 3°"* degré. 
5) Utiliser un tableau de variation d’une 

fonction choisi. 
  

Comment résoudre une équation 

de la forme a" =b 
respectivement inéquation de la 

forme a" > b ? 

x Log a 

Log b 

On écrit a" =e 
e* Log a =e 

L’équation devient x Log a = Log b. 

et on utilise 

  

Comment retrouver les 

propriétés de la fonction a“? 

(a 70) 

xLog a On écrit toujours a° = e et on utilise 

les propriétés l’exponentielle. 

  

Comment calculer une limite en 

+00 ?     1) On examine si on se trouve dans une 

situation de forme indéterminée. 

2) Dans ce cas on tente la factorisation 
e* 

pour se ramener en cas —, 
n x 

3) On utilise les règles opératoires 

suivant à l’infini exponentielle 
l’emporte sur x”. 
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ENONCES 

QCM ; Pour chaque question une seule réponse est correcte dire la 

quelle sans justification. 

1) L'ensemble des solutions de l’équation e” = 1 est : 

EQ Œje [ex 
2) La courbe représentative de la fonction exponentielle a une ............ 

[al tangente horizontal [b| asymptote verticale 

asymptote horizontale 

3) lim (1-e”) est égale à : 
X—>—00 

“li De + 
4) La fonction f définie par f(x) = e* sa fonction dérivée est f(x) égale à. 

« 
[ale MIT  [ele* 

5) f définie sur [0,8] par f(x) = 8-x e** 

[al f est croissante sur [0,8] [b| f est décroissante sur [0,8] 

P (x) = (x + 1) 
Chacune des affirmations suivantes est-elle vraie ou fausse ? 

Justifier votre réponse. 
l)e°<0. 
2) La fonction e** est décroissante sur IR. 

  3) La fonction f(x) = est impaire. 
e* + e* 

4) Pour tout x <0 ,ona e*<e* 

5) L’approximation affine de e” pour h proche de 0 est h + 1. 
6) 3" est dérivable sur IR et (3°) = 3*. 

x 

  
X 

7) La courbe & de la fonction f(x) = = admet un centre de symétrie A(O, D 

  

Résoudre dans IR. 
x+6 JL 

1)e*=e* 2) ex =ex 

x? 3,4 -X sinx L 
3)e" =(e) .e 4)e.e""-e’2 =0 

\ Résoudre dans IR , les équations suivantes : 
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1) e*#l =e7* : 2)e*"*#1 =] : 3)e2*"1 =_e **l 

Dee -6=0 ; 5) 22 ; Ge -3=4e* 
€ —€ 

7) e* — 3e —e* +30 

Ÿ Résoudre dans R , les inéquations suivantes : 

  

  

  

  
  

  

  

1)e* >3 2)e2* >3 . 32 21, 3 
e* +1 

de" >e* : S)e* +e?* _2e* <0 : 6)-e* +7e* -12>0 

\Ÿ?/ Calculer la dérivée des fonctions suivantes : 

DfG=e*  ; 2) f(x)=e"*"1 3)f(x)=e "1! 
x 1 

EG)=xeT ;  5)f(x)=— .  Of(x)=Ler 
e* +1 X 

2 

7) f(x) = 1=x el +e* 
x 

\Ÿ/ Calculer les limites suivantes : 
1 

xLog| 1+— X 

1) lim e ( ) 5 2) lim Log 1 ; 3) lim (-x)"e* 
X—>400 X—D+00 X X X——00 

e* x? +1 = xe *l+1 
4) lim ; 5) lim eYHX _x} :; 6) lim ——— 

x=+0 x" X=3+00 x x 1 x +1 

12 
. e 95x | 1 x 

7) lim 8) lim x-—Logl 12e 
x X — T x77+ 2 

? 2 

9) Jim e *Log(l+e”*) ; 10) Jim e *“Log(1+e”*) 

X 2 1 

11) Tim Log|x|(@%1 1) ; 12)im 2 ; 13) lim(cos x + sin x)* 
X——c0 x x x— 

V 8/Soit f définie sur IR par, f(x) = x? 3 +3e?. 
1) Calculer f(x), étudier le sens de variation de f” et déterminer les limites de 

f” en +0 et en -co. 

2) Montrer que l’équation f(x) = 0 a une solution & est une seule sur IR, 

et donner une valeur approchée de à d'amplitude 107. 
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Déterminer le signe de f sur IR. 

3) Déterminer le sens de variation de f sur IR et montrer que : 

f(œ) = à? + 60 - 3. 
X 

4) En déduire l'inégalité pour tout réel x, x?—3 +3e > 7 

Soit la fonction définie sur IR par : f(x) = 2x + 5 — 2e”. 

É sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). 

1) Etudier la fonction f. 

2) Montrer que la droite D : y = 2x + 5 est une asymptote à € en -co. 
Préciser la position de € par rapport à D. 

3) Soit À la droite d’équation y = 2x. 

Ecrire une équation de la tangente T à € au point d’intersection de 6 et A. 

4) Tracer €. 

Now fonction f, est définie sur IR par f(x) =e*°""* où m est 
un réel donné. 

1) Déterminer les valeurs de m correspondant aux cas suivant : 

à) fn (3) = 1. 
b) fn (1) = 2. 

2) Soit g la restriction de f à [O, +oolf. 

a) Montrer que g est une bijection de [0, +c[ sur un intervalle J que l’on 

précisera. 

b) Donner l’expression explicite de g''(x) pour x donné. 
c) Tracer les courbes représentatives de g et g' dans un même repère. 

A) Soit la fonction définie pour tout réel x par g(x)=x-e ?. 
1) Etudier le sens de variation de g et préciser les limites en +c et en -co. 

2) Démontrer que l’équation g(x) = 0 admet une unique solution «à sur [0, 1]. 

Justifier le fait que : 0,7 < & < 0,71. 

3) En déduire le signe de g{x)}. 

B) Soit f définie pour tout réel x par : f(x) = (2x — 4) e2+2-x. 

1) a) Exprimer f(x) à l’aide de g(x). 
b) En déduire les variations de f. 

2) a) Montrer que f ()=4-0-+ . 
a 

b) En déduire un encadrement de f(a) d'amplitude 0,1. 

3) a) Déterminer limf{x) et lim f(x). 

x x 
. . 0 7 . a. X > 

(Indication : en +0, factorisée? et en -c, faire apparaître €? 
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et poser X=S) 

b) Démontrer que la droite d’équation y = 2 — x est une asymptote à 6 la 

courbe de f au voisinage de -co. 
4) Dresser le tableau de variation de f. 

5) a) Calculer les coordonnées des points d’intersection de & et de l’axe des 
abscisses. 

b) Calculer les coordonnées de E le point d’intersection de & et l’axe des 
ordonnées. 

c) Donner l’équation de la tangente T en E à €. 

6) Tracer É et T. 
X 

€ 

1+e2* ° 

On note & sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, ï,)) du 

On considère la fonction f définie sur IR par : f(x) =   

plan (unité 2 cm). 

À) 1) a) Montrer que f'(x)= fx) 
1+e* 

b) Etudier les variations de f. 

2) a) Montrer que & admet un point d’inflexion I à déterminer. 

b) Donner une équation de la tangente T à 6 en I. 

3) Soit o la fonction numérique définie par (x) = f(x) — x 

a) Montrer que pour tout x deIRona:f we . 

  

b) Etudier les variations de @ et montrer qu’il existe un réel unique a tel que 

p(a)=0etLog2<a<l. 

4) Tracer T et £. 

B) 1)Montrer que f est une bijection de IR sur l’intervalle J à préciser. 

2) Soit g la réciproque de f et soit £’ sa courbe. 

2 
a) Déterminer g(a) et g( 2, . 

2 

  
2 

b) Montrer que g{x) = : Log | l x | pour tout x € J. 

c) Tracer la courbe &. 
1) Soit g définie sur IR, par g(x)=e"-x-—1. 

a) Etudier les variations de g. Calculer g(0). 
X 

  b) En déduire que l’expression est définie pour tout réel x. 
e*-x 
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X 

Ê 
  2) Soit f la fonction définie sur IR, par f(x) = 

X 

e*-x. 

a) Vérifier que pour tout x € IR, f(x) > 0. 

b) Déterminer la lim f(x). 

3) Etudier les variations de f et construire sa courbe dans un repère orthonormé 

(O, 1,3) avec fl = 2cm. 

x-1 

Ni Soit f définie par f(x) =e**' pour x # -1 et f(-1) = 0. 
1) Etudier la continuité de f en xo = -1. 

2) Etudier la dérivabilité de f en xo = -1. 

3) Etudier les variations de f et construire € la courbe représentative de f. 
4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f ”. 

b) Construire la courbe de f ‘! dans le même repère que &. 

5) a) Calculer le nombre dérivé de f ‘en 1. 

b) Déterminer l’expression de f 1. 
1 =X —X 

\y On se propose de calculer Î 2 . dx. On pose f(x) = . 
—X —X 
    

1 2 
1) Démontrer que, vxe[ 0. [ona: 1<fF(x)<——. 

2 Ve 

  
e 1 1 x? 

2) a) Démontrer que, VxE| 0,— |: ——=1+x+ . 
2 1—x 1x 

x 1 1 
b) Déduisez-en que: |2 s dx= |2(1+x)e *dx + [2 x/f(x)dx 

0 1—x%x 0 0 

  

1 

3) a) Calculer | 2 (1+x)e 7 dx. 

  

1 ri 1 
b) Montrer que : UE [2 x‘f(x)dx< 

12e 
TX 

  
1 

4) Déduisez de ce qui précède une approximation de [ ê e dx à 107? près. 
—X 

. + . 4 . ee: 2 2t+3 * 
Soit neIN ,on considère la suite (U, } définie par : U,= [ D dt . 

  1) a Soit @ la fonction définie par q(t) = = +3 
+2. 

Montrer que pour tout te Lo, 2 ] on a: : <(t)< : . 
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3 2 7 2 
b) Montrer que af -i}eu, <a 2) 

c) Montrer que si la suite (U,) possède une limite £ alors 3<£4 < . 

22t+3 

0 {+2 
  2) Soit I= Î dt 

t 

a) Montrer que pour tout te [0,2] ona: I<e"<er. 
2 

b) En déduire que I<UÜ, <e”l. 

c) Montrer que (U,) est convergente et déterminer sa limite £. 

\ Roit nelN”,on pose I, -1 [ {i—-x)"e" dx 
n! 70 

1) Calculer I. 

2) a) Trouver une relation liant [,,, et I,.(utiliser une intégration par 

parties) 

b) Déduisez-en 1+ D en fonction de I... 
k=1 K° 

£ € L 4: . 
3) Démontrer que O0 <I, $-pourtout ne IN, et déduire la limite de 

n! 

1+ 1 
k=1 K! 

1 1 
NT F la fonction définie sur 11+ co [ par: F(x)}= [rex Le ‘dt. 

1) a) Montrer que F est dérivable sur JL + 00 [ etcalculer F'(x). 

b) Calculer F(e), en déduire le signe de F{x) sur fi, + 00 [. 

  2) a) Montrer que pour tout xe |1,+00[on a: FG@)= [° _ dt 
* t‘Logt 

b) Vérifier que pour tout te]i,+| ona:Logt<t-1 etquesitelLe] 

1 1 
———— > ————. 
t’Logt e’(t-1) 

c) Calculer lim F(x). 
xt 

On à : 

  
1 

<< 3) a) Vérifier que si tele,+|ona: 
À t’Logt t 
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b) En déduire que F admet une limite finie £ avec — 1 <£<0 en +0. 
e 

ùY/ On considère les fonctions f et g définies sur IR, par f(x) = xe 
2 . 

et g(x)=x'e * eton appelle C, et C, les courbes représentatives 

respectivement de f et g dans le plan rapporté à un repère orthonormé 

(O, i, j) (Unité graphique Scm). 

1) Dresser le tableau de variation de f et g. 

2) Déterminer les positions relatives de C, et C,. 

3) Tracer C, et C, dans le même repère. 

4) On appelle D la droite d’équation x =1. Soit A, l’aire en unités d’aire du 

domaine limité par la courbe C,, les deux axes de coordonnées et la droite 

D et soit A, l’aire en unités d’aire du domaine limité par la courbe C, , 

les deux axes de coordonnées et la droite D. 

a) Calculer A.. 

b) À l’aide d’une intégration par parties, montrer que À, — = + A,. 
e 

Déduire A, en cm’. 
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CORRIGES 

V7 ocu 
1)e"=1< x = 0 donc la réponse est [al 

2)Ona lime*=0 donc Ë admet une asymptote horizontale y = 0 d’où la 
X—>—00 

réponse est 

3) lim 1-e*= liml-e'=-0 on pose t=-x d’où la réponse est [b|. 
X—>—00 t—>+00 

4) (e°%)° = U°(x) e°® donc (e*)’ = -e* d’où la réponse est 

5) fest dérivable sur [0,8] et f(x) = -e"Ÿ- xe*Ÿ= -e*Ÿ(1+x) < 0 d’où f est 

décroissante sur [0,8] d’où la réponse est [b] . 

© 1)e* <0 Faux car l’exponentielle est strictement positif. 

2) Vraie : car (e**) = -e** <0 
3) Fausse : car Vx € IR, -x e IR 

f(-x) = Ve EPS f(x) donc f est paire 

4) Fausse : carx<0<-x2>0 

e*<e°ete”*2> e° 
e<lete*“>1 d'’oùe"<1< e* 

5) Vraie : f (h) = (e") =e" 
Alors l’approximation affine de e" voisin de 0 est (0) h + f(0) 
e"æh+1 

6) Fausse : car 3*=e =e 

(3) = Log3 e*#? = (Log3).3* 
7) Vraie : car VxEe IR,-xe IR 

Log 3 * x Log 3 

    go ee 1 
Ite* (1+e”*}e* e*+1 

1 e* 1 
2 x— fx) = 1 x) = 1 —— —" f(x 

3 G Le er (2) 
Donc A est un centre de symétrie. 

\V/De Re x =x-lSx +x+1=0 
A=1-4=-3<0 d’où Sr= @ 

x+6 1 

2) e2*5= e* définie que pour x Æ0etx ÿ 
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x+6 ll 

=—  x2+6x=2x+5e x2+4x-5-0< x =1 ou x =-$ 
2xX+5 x 

Sr = {1,-5} 

3) e* =(e*)* .e* 

Sse"-e * es x=12-xex2+x-12=0 

A = 1+ 48 = 49 donc les solutions sont x' = - 4 et x" = +3 

SIR — {3,4}. 

4j." - 6/7 =0 

l+sinx 3 , . 1 
e À 1rsinx = sinx = 

x = + 2k7 ou sa 2kr;keZ 

SR = (E+akn + 2kr,keZ) 

1)On obtient x? +1=2xex?-2x+1=-0e(x-1) =0x=1 

d'où S={1}. 

2) ef Le ex? -x+1=0 pas de solution car A =-3 <0 d’où S=@. 

3) Pas de solution car e?*" >0 et —e”**! <0 d’où S=S. 

4) On pose X=e*, on se ramène à X° -X-6—0 
qui admet pour solution X=-2 ou X=3 

e e* =-2 n’a pas de solution car —-2 <0 et e* >0. 

°e*=3x=Log3 d’où S={Log3}. 

5) Le quotient est défini si et seulement si e“ -e * 40 

e*-e*=0Se -=e"ex=-xex=0. 

L’équation est définie dans IR \{0 }, pour tout x 0 

x 

    

2e" +e * =2e" -2e* 
e* —e 

&e* -3e * =0<e* =3e * ou encore e* =3 (on a multiplié par e* ). 

L 
&2x=Log3e x- E qui est non nul d’où s-| RE. 

6) On multiplie pour e* ; on se ramène à e°* —3e* = 4 

ou encore e* —3e* —-4=0.On pose X=e*, on se ramène à 

X?-3X-4=0 qui à pour solution X=-1 ou X=4. 
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ee"=-1 n’apas de solutionon e* >0 et -1<0 

°e*=4 x=log4 d'où S={logé}. 

7) Avec 

1 est une racine du polynôme X° —-3X? -X +3 qui se factorise en : 

(X -D(X? —2X -3) 

X?-2X-3-0S X=-1 où X=3 

ee* =] x=0. 

X=e* on se ramène à X° -3x?-X+3=0. 

ee“ =-1 n'a pas de solution : e* >0 et -1<0. 

ee" =3x=Log3, d'où S={0;Log3}. 

Ÿ 1e >3&x > Log3 d’où S=]Log3,+o| 

2 e7*>3@2-x>Log3e2-Log3>x d'où S=|-,2-Log3|. 

3e* —1 
3 
rer 
  >33e" -1>3(e" +1) -1>3 impossible d'où S=Z. 

4e" >exes-x +3>2xe-x7 -2x+3>0. 

Le polynôme — x? —2x +3 a pour solutions 1 et —3. poiy 
x — © -3 1 

—x? -2x+3 | — ® + ® — 

d'où S=]-3,1{. 

5) On pose X=e”* alors X?=e* et X?=e*, 

on se ramène à: X°+X2-2X<0. 

Etudions le signe du polynôme P(x)=X°+X?-2X 

on factorise : P(x) = X(X? +X-2); X? + X — 2 admet pour racines 1 et -2. 

  

  

      

X — co -2 0 l + 0 

X = = QD + + 

X°+X-2 + D — - + 
P(X) — +. 0 - à +     

P(x)<0æXel-,-2[U[01]æX<-2 où 0<X<1 

Comme X=e*, e* +e* -2e* <0 & e* <-2 et 0<e* <i 

e e* <-2 n’a pas de solution car -2<0 et e* >0 

e0<e*<1æe*<1x<0 d'où S=]-00,0 |. 

6) On pose X =e* ; Soit P(x)=-X? +7X —12 
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on a : P(X)=-(X-3)(X-4) donc P(X)>0&Xe]3,4[ 

_X?+7X-12>0S3<X<4 d'où 3<e* <4S Log3<2x<Log4 

1083 exe Log4,.. Log3 exe 2Log2 d'où [2e Loe2| 

2 2 2 2 

Ÿ/ Les fonctions de l’exemple 1, 2, 3, 4 et 5 sont définies sur IR. 

1) f(x)=e"* est de la forme e/® avec U(x)=-x, U'(x)=-1 

d’oùf'(x)=-e"". 

Df(x)=e "71, U(x)=4x-1 et U'(x)=4 d’où f'(x)=4e"*!. 

3)f(x)=e""" ;U(x)=-x2 +1 et U'(x)=-2x d’où f'(x)=-2xe "1. 

4)f(x)=x? -e*", on dérive f comme un produit : 

f'(x)=2xe "7 + 3x 7e 1 2 x(2+3x)e 7. 
X 

    
  

  

  

5)f(x)=—— on dérive f comme un quotient : 
e* + 

f(x) = (e De re ___e€ 

(e* +1) (e* +1) 
1 

6) f(x) = 1. e*, fest définie et dérivable sur IR’. 
X 

On dérive f comme un produit : 
1 1 1 

f'(x)= ex | sf 
x XV x x x 

  

2 

  

  

7) f(x) = 1x el * +e*, fest définie et dérivable sur IR. 
X 
Lov2_n_y2 _,2 , 

f'(x) SX OX) ox LIZx" .(—e"*) +2xe* 
X 

LL2 LL2 , 

f'(x)= < 5 Lors IX ox 4 2x 
x X 

3 2 : , 
d’où pu) = EX ZX or +2xe* . 

x? 

\N f(x) = x Lo + 1 
X 

lim f(x) = lim 2) im BU EX) 4 Alors lime! =e 
+00 0* 0* 

X X +00 
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D) = Loge =! LOC" -1)-Logx _ Log(e" -1) _ Logx 

dim 2 2 Jim 1 21 
+ e + € 

  

  

e* 

  Alors lim Lo 2) = lim Log(e” —1) -1= Logl =0 
€ 

par suite limLog(e* —1)=1. 

  On en déduit lim LO8C © 1) =0 comme lim Logx =0 
+0 x +00 X 

Alors limf(x)=0. 

3) lim(-x}"e* = lim(-x)" Li = vf wi) 

“nn | =0 car limXe* =0 
oo fn —c 

x n 

en x n x n 

* e" . | e” 
= lim =     

  

    

  

  

  

  

  

  

  

. € . . 
4) lim— = lim = lim = +00 

+0 x" +00 x" +ol x +0 Xx 
h :— 

n 

e* 

car lim x =+®. 
+00 

2,1 1 1 1 
X + 2 1 2 5f(x)= Te x ZX evi#* =] +—evi#x 

x X 

1 
1 

F e vin? 

e lim =0 alors lime*!** =1 donc lim =0 
+00 1+ x? +00 +00 X 

1 

eve 2] e* -] 
e [im——— =] car lim =] 

+00 1 X-0 X 

1+x? 
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Virx? =] 
XI € 

On déduit alors fn — =] 

\1+ x? 

1 

Par suite limx| eVi*** —] in 1 
+ 

— 

  

  

e On conclut que limf(x)=1+0=1. 

et +1 x(e*"-1)+x+1 x e*1-] 
  

x 
6) f(x) = = +1 

EG) +1 x+1 x+1 

On pose X=-x-1 

e “1-1 . e*-1 
=]   Lim —— = Jim 

xt x +1] X—0 — X 

X-1 

lim f(x) = lim ( +1=2. 
“1 “1 x+1 

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

    

  

nar{à) alors cosx-—>0" et > 00 
2 cos X 

1 
l 

1 e £95* e SX 

limes*x =0 lim li COS X =0 

| EL _T CG) LT 
2 2 À > L X ; 

cos x 
1 

car lim es* =limXe* =0 et lim CO8X nl 

GS) COS X —c G) LT 2 

2 2 X 2 

FC) =x > Log) 1-2" 
1 1 1 1 1 

=x-_—Loge*|—-2|—=x" [Loge -— Log — -2 
3 ur 2 £ g n | 

2 2 x 
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1 
lim (x) = Jim Lx - 1 Log] 1 _ 2 = +00 

+0 +o 7 2 e*   

  

9) F(x)=e "Log(l + e?*) =eLogfe?* (62 4 1] =e-*[2x + Log(e-?* + 1)] 

lim f(x) = lim2xe ” + Loge + | = 0 
) 

Log(l +e*) = lim Log(X) _ 
10)lime?* =0 alors lim = = l 

—00 —00 {+e*)-1 x] X-1 

2x 

par suite lime *Log(1+e?*)=lime *e?* Log(i+e””) 

7% —æ ( + e2* ) =] 

2x 

—jime* | Lo8G+e") |, 
-® (+e*)-1 

x 

Log] x| ex —] x|x| 
  

    

  

    

  

    

11) lim Log] x | et 1 |=lim =0 
0 co |x | x x2 —] 

x? 1 
Logl x X 

Car tm EXT LG et dim 212 et{x|=-x 

xx] x? 
donc Da —=lim——#-1 

0 x —] -© x" —] 

e —cosx e* —1+1-cosx e* 1 1-—cosx 
12) f(x) = n 7 2 72 2 x x x X 

. _ e* -1 1-cox 1 3 
lim f(x) = lim 3 + 2 Fl+5ss 

. _ LLog(cos x+sin x) LLogfcos x(1+tgx)] 

13) f(x) =(cosx +sinx)* =e* =e* 
Logcosx, Log(l+tex) 

=e * x 

lim Log(cos x) lim Log(cos x) .Cosx— 1 0 

0 x 0 cosx—| x 

car lim Logx =] et Jim L= 208 X =0 
X-1 X —] 0 x 

slim LoBQ Tex) 8x ee Jim r8U + X) _, 
0 tex x 0 
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] I 

Ÿ 1) f est dérivable sur IR ; F° (x) = 2x + [ae 3 }- 2x-e* 

1, 1, 

f’ est dérivable sur IR, ra-2|e 3 }ate 3 

x 

comme e ? > 0 donc f'(x) > 0 d’où f’ est strictement croissante sur IR. 
1 X 

* limf'{(x)=lim2x-e ? =+ co car lime * =0 et lim2x=+ 00 

* Tim £ (x) =lim 2x -lim e = 

2) f est continue et strictement croissante sur IR donc f” réalise une bijection 

de IR sur IR or 0 € IR donc 0 admet qu’un seul antécédent & dans IR. 

On a f’(0,43) = -0,006 et f°(0,44) = 0,016 donc 0,43 < « < 0,44. 

* f” est strictement croissante sur IR alors : 

Si x < & alors f(x) < F(œ) d’où F’(x) < 0. 

Si x > @& alors f’(x) > f(a) d’où f(x) > 0. 

  

  

  
  

3) 
Xx —C0 œ +00 

f(x) - © + 

on a f'(a)=0 20-e ? =0e ? =20 

f(u)=a?-3+3e 7 =0-3+3(20)=a°+60-3. 
4) f(a) est un minimum absolue pour f donc tout x € IR, on a f(x) > f(@) ; 

on a à > 0,43 = à > (0,43) et 60 > 2,58 

donc fa)>-0,2351 > = d'où fx)zf{a)> = 

finalement x?-3+3e 3 > Pr 

g 1) f est définie, continue et dérivable sur IR et on a : 

f(HD=2-2.e-2(1-e". 

*PH=0ese*=lex=0. 

#1]-e>-0&1>e0>x. 

274



Fonctions exponentielles Solutions 
  

  

  

  

f -00 0 +00 

(x) + ® - 

1) -0 TT? Ï + -00 

* Limf(x})=lim2x+5-2e"=-00 car lime* =0 etlim 2x +5=-00. 

* Timf(x)=lim 2x +5 -2e* im x (242-222 00 
+® + +æ X _X 

X 

. € . S 
Car lim—=+0 et lim—=0. 

+0 x +0 x 

* f(0) = 3. 

2) limff(x)-(2x +5)]=lim-2e" =0 

donc D : y = 2x + 5 est une asymptote au voisinage de -co. 

* f(x) — (2x + 5) = -2e” < 0 donc 6 est au dessous de D. 
=) = y=2X " y=2x 

y= fx) f(x)=2x 

# f(x) = 2x 2x+5-2e"=2xe e" = ex=Log(). 

3) M{X, y) EN A 

*y=2x=2 Log Ô donc &NA est le singleton Af Log) ; 2108) 

T':y= F {Loë (D) x-Log() +1{ Loë a 

r Lo (D) )-2 pe" frs 

d'où T : y = 3x + 5 Log). 

4) y = 2x + 5 asymptote au voisinage de -co 

tim O9 im 242.2 
+9 X XX 

donc & admet une branche parabolique de direction (yy°}. 
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eco dmelos metomes 
b)f(D=28Se "=2@ 1-m=Llog2mz=I1i-Log?2. 

2) 10) =e"". 

a) g est dérivable sur IR, g’(x) = (2x + 1) + 
x 

ona:x>0=2x+1>0et e"**> 0 d’où g’(x) >0 

g est continue et strictement croissante sur [0, +c[ donc g est une bijection 

de [0,+c[ sur g([0, +co[ } = [g(0), limg(x)! ; 

or g(0) = 1 et limx?+x=+00 donc lime" **=+ d'où J=[1,+00. 

b) Si x € [1, +oof et y € [O, +co[ 

'H=yex=gy)ex=e""” SLogx=y +yy +y-Logx=0 

c’est une équation de second degré d’inconnue y ; on obtient : 

A=1+4Logx or x>1 donc Log x20, 

donc A > 0 par suite les solutions sont : 

-1+,/1+4Log x y -1-./1+4Logx 
Æ—————— OÙ y=——— —, 

  

  

. 2 2 

* = EE à rejetécar y €[0,+ co 

, = Î1+Log x _(-14r4Logx)(-1-V1+4L08x) 

2 2(-1- 1+4Logx 

2Logx 
>0.Carx>l 

1+1+4Logx 
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on 

2Logx 

1+4/1+4Logx 

c) Les courbes de g et g'! sont symétrique par rapport à A ÀyY=x 

d’où pour tout x e [1, +oof, g''(x) = 

lim g(x)=+ 00, lime — gt) = Jim — 
% X +00 X 

=lime" ,——=+00 
+ x 

donc la courbe de g admet une branche parabolique de direction l’axe 
des ordonnées. 

  

V2 D g est définie, continue et dérivable sur IR 

x 1 À 
so Le 2 jai 2>0 d’où g est strictement croissante sur IR 

X 

* Him g(x)= = lim x - e?=+00 çar limx= + et lime 
+00 

Di
r 

=0 

X 

* lim x =— 00 et lime? =+0 donc limx - e 
— 

x | -00 +00 

TT +00 

-00 

2) g est continue et strictement croissante sur IR 

-À 
2—_ 

g(x) 
  

1 

donc g réalise une bijection de [0, 1] sur g([o.1]) =[-1,1-e?] 

1 
Comme 0€ ELITE donc 0 admet un seul antécédent à € [0, 1] 

€ 

g(0,7)# -0,004 et g(0,71)& 0,008 donc 0,7 < a < 0,71. 
3) g est strictement croissante alors : 
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Si x < « alors g(x) < g(œ) donc g(x) < 0. 

Si x > @ alors g{x) > g() donc g(x) > 0. 

B) 1) a) f est dérivable sur IR, f(x)= 2e? +(2x-4) 5 #h 

=(2+x-2)e? -1=e? (x-—)=e? (x-e?) ou encore f'{x)=e? g(x). 

e? 

b) Comme e2 > 0 donc le signe f’(x) est celui de g(x) 

d’où f est strictement décroissante sur ]- wo, af et f est strictement croissante 

sur ]@, +cof. 

1 
w
i
r
 

e 
|
 . ü 

ze ?=aée- w
i
e
 

2)a)g(a)=0 a-e 

Ku)=Qo-4)ei +2-a=(2u-4).L+2-u=4-0-*. a à 

1_ 1 
b) Comme 0,7 < a < 0,71 alors —- << 

071 à 0,7 

._4,4,.4 d'autrepart -0,71<-a<-0,7 
0,71 «a 0,7 

4 4 
4-071<4-u<4-07 or -—<-T<- 

0,7 a 0,71 

d'où 4 0,71 -#<f{a)<4-0,7-—+ 
0,7 0,71 

3 

ou encore -2,43 < f(a) < -2,33. 

. 7 2 > | 
3) a)limf(x)= lime? Qx-4+—-%)or lime? =+00 et lim—=0 

+ +00 e? e? +00 +0 e? 

.. € . €? 
et comme lim——=+0 donc lim—=+00 

+ x + 

2 

d’où lim-2-=0 et lim2x-4=+00 donc limf(x)=+00 

e? 

+ lim x)=limd® e? -4e? +2-x. 

278



Fonctions exponentielles Solutions 
  

w
l
x
 

On sait que : lim Xe* =0 donc lime? =0 
e 2 

lime? =0 et lim2-x=+ 00 d'où limA{x)=+ 00. 

b) f(x) — (2 — x) = (2x - 4)e? =2xe? -4e? 

lim xe? =0 et lime? =0 donc lim [f(X) — C2 — x)] = 0 

donc y = 2 — x est une asymptote à Ü au voisinage de -oo. 

x | -co œ +00 
+00 +00 

fl 

5)a) (o, i) :y = 0; soit M{x, peinte ep 

  

(x)= y f(x) =0 

f(x) = 0 SOx-4)i+ 2—-x=0 

S2(x-2x? _(x-2)=08 (x-2)2e? -1)=0 

&x-2=0 ou 2e?-1=0 x=2 ou e? 73 

x=2ou 2=Log(n)ex=2 ou x=-2Log2 

d’où (O,n&= {A(2, 0): B(-2Log 2, 0)}. 

_ 2 =() 

b) (O,j) : x = 0 ; soit M(x, y)e(O, né ef 
f(x)= y 

y = f(0) = -2 donc (O,j)n 6 = {E(0, -2)}. 

c)T:y=f(0) x +f(0) d'où T : y=-x-2 

6) * y =2 — x asymptote à 6 au voisinage de -w 

* tim C9 2 Jim (2-4 e? +2 12400 
+0 x x X 

donc € admet une branche parabolique de direction l’axe (O, j) 
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1) a) f est continue et dérivable sur IR ; 

2 1+e* res 

1+e* (te (14e) 
x 

€ 

e*[1+e* -e*] e* ire” _ fx) 
_ 2x" 

Qté) fiter (ter) fire Ie Ie 
b) On sait que e* > 0 donc f(x) > 0 et 1+e”*>0 

d’où f’(x} > 0 donc f est strictement croissante sur IR. 

f'(X)(1+e*)-2e°*.f(x) 
(1+ e*} 

  

2) a)f"(x)= 

  Î(x) 2x 2x ner (Te )-2e 1 1-27) 

"= (1+e* ÿ (1+e* ÿ 
  

=D 1-26" =0ere = Le 2x =Log(s) 

1 1 Log2 
x=—Log(—)=- . 

2 8) 2 

* Le signe de f’’(x) est celui 1 — 2e” car f(x) > O et (1+e”) > 0 

  

1-2e*>0 1>2e* exe eLoes>x 
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X 
| -2 —Log— +00 

P°(X | + è _ 

f”” s’annule et change de signe en 5 Loë() donc € admet un point 

  

. 1 1 1 1 
d’inflexion I| —Log(—) ; f| —Log(—) | |; 5 8) 5 D) 

1 
on a: ne 7) 

5 
D 

(en) NS RE De) 

b)T:y =1 {Len s-Los( 2) ( 08) 

  

  

  

23 3 1 
T: 9 +ÈLo 82+——. y X B' 

3) a) On a: 

X -00 Log +00 
2 2 

L" (x) + | _ 

F0 T9 
| 

ni 

243 213 V3 
To. est un maximum absolue pour f” donc f’(x) 5 4 . 

b) 6 est dérivable sur IR, @’(x) = f'(x)- 1 

5 5 LR) SL (x)-1< 1 <0 @<z @-IS TT -I< 

donc ® est strictement décroissante sur IR. 

@ est continue et strictement décroissante sur IR, donc réalise une 

bijection de IR sur @ (IR). 
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* Jim f(x) = lim © im © im À 
1 + 1 +oo 1 

e*(1+—— ef ÿ+ 
| ( e?* ) e* e* 

* limf(x}=0 car lime” =0 d'où limg(x)=limf(x)-x=-00 

  

  

lim @(x)=lim f(x) -x=+ 00 donc (IR) = IR. 

0 E IR donc 0 admet qu’un seul antécédent a dans IR. 

e(Log2)}=-2-Log2>0 et g(1) =f(1)-1= CE 221 
V5 1+e? 

donc Log2<a< 1. 

4) lim f(x) = 1 donc y = 1 est une asymptote pour Ë au voisinage de +oo 

  

lim f(x) = 0 donc y = 0 est une asymptote pour & au voisinage de -c 
TT À 

      
  

y=l = 

I | C 

TT > 
y=0 

Y=X T     

  

B) 1) f est strictement croissante et continue sur IR donc f réalise une bijection 

de IR sur J=f<IR>=1]0, if. | 

2)a)Onagp(a)=0e f(a)=ae g(a) = 

2 V2 1 2 
FE o(—)=x > —=f{x)=—— 0x. a 2 ) 5 (x) GS 

b)xe ]0, I[ et yEeIR 
y e? 

x=—e(l+e”)x?=e7 
e 

Lu 2 

J1+e* 1+e”? 
2 

8 =ySx= y) x=   

  eV(x}-1)=-x es eŸ = ; 
1-x 
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x? 1 x? 
& 2y =Lo  y=—Lo y 8) = 87) 

> 1 x? 
d’où pour tout x € ]0, If, g(x) =, 8 5 ). 

-X 

c)E = SA (avec A:y=x. 

NY a) g est dérivable sur IR, g’(x)=e"-1 

g’xH)=0Se -1=0&e-1Sx=0 

*e_1>0Sse>1ex>0 

x -00 0 +00 
  

e*-1 - O + 

g(x) ————, 0 ___®? 

g(0)=e -0-1=0 
b} O est minimum absolue alors pour tout x € IR. 

onag(x)>0<e-x-12>0 

  

    

X 

&e*-x2> 1 d’où e*- x #0 donc est définie sur IR.   

e*-x 

2)a)Ona:e*-x2> 1 donce"-x >0ete*> 0 d’où pour tout x € IR, f(x) > 0. 

b) lim fx) = im — = im} =; 
+0 to X + 

€ (1-—) 1 

e 11 

E_ 
X 

x 
. € .…. 

car lim—=+ alors lim—=0. 
+0 X +00 € 

X 

3) f est dérivable sur IR, f =2€ 2e 1) 

  

(e*-x) 

d'où (= e* -xe* ce” +e* _e* =» 

(e"-x) (e*-x) 
or e* > 0, (e*- x}? > 0 donc le signe de f(x) est celui de 1 - x 

X -co 1 +00 

F@) ® - 
  

  
+ 
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x fD =. 

*limf(x)=0 car lime“ =0 donc y = 0 asymptote au voisinage de -co de €. 

lim f(x) = 1 alors y = 1 asymptote au voisinage de +c de la courbe ë. 

À 

  

x-1 

NY, lim {x)= lim e"=0=#(0) car lim =. 
x—(-1)* x(-1)* x(-1) x +] 

  
d’où f est continue à droite en 0. 

x-l 

x+] . . ._. X-l 
lim f{(x)= lim e*° =+00 car lim ——=+0 

x (1) xD" x) X +] 

d’où f n’est pas continue à gauche en 0, 
donc f n’est pas continue en (-1). 

2) f n’est pas continue à gauche en -1, donc elle n’est pas dérivable à gauche 

en -1. Mais f est continue à droite en -1, on cherche alors si f est dérivable à 

droite en -1, on a ; 

x im CD Xe Lime 
x) x +] x(-1)* x +] x-] (0 x +1 

et lim Xe'=0. lim Lo d'où tim CCD) 5, 
X——0 x=(-1)* X-] (D x+1 

x-] 

3) f est définie sur IR, continue et dérivable sur IR \ {-1}. 
"xl xl 

ref) 250   

x+1 (x+1) 

lim f(x)=e car lim Xl; 
+0 x4e x +1 

Donc la droite d’équation y = e est une asymptote à (&) en (-+co) et de (-0o). 
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X -00 -] X -1 00 

de) + f(x) [[0 + 
(x) +00 Î(x) e | Dé o nd 

|. 4 

Cr ! 

| a 

À 

L JL 1 _1 ol. 1 L y . Ë 

ï 1 ? Pi T T Ld 

    4) a) f est continue et strictement croissante sur ]-, -1[ donc f réalise une 

bijection de ]-o, -1[ sur Je, +co[. De même f réalise une bijection de 

J-1, +cof sur 10, ef or Je, +oof  ]0, e[ = © d’où f réalise une bijection de 

Jo, -1[ © ]-1, +cof sur ]0, e[ L Je, +0 or f(-1) = 0. 

Donc f réalise une bijection de IR sur [0, +co[ \ {e}. 

b) Sa (Gr) = É avec A : y = x et C” la courbe de f!. 
x-] 

5)a)f (D=xefx)=1e e"*!'=1 eve xt d'où f'(1)= 1. 
x 

1 1 1 
On a: f'(1)}=—e°=-20 donc (£'}(1)=——=2. na: f(1) T5 onc (F° (1) FD 

= = fl = DE fx 
x€[0,+cl[\{e} velR 

siy£-l 

5 -] 
f(y)=x & e”*l=x ST =Logx 

y+l 
1+Logx 

& (y -1)=(y + DLog x & y(Log x -1)=-1-Log x & y =——=2-, 
l-Logx 

Siy=-1;f-1D=0e f'(0)=-1. 
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Conclusion : 

1+Logx 
fo) De 

f! + 

Ÿ 1) f(x) = _ = dérivable sur L 3 

0 

  sixe]0,+co[\{e}. 

  

-e“(I-x)+e"  xe 

{x} {x} 

alors f est strictement croissante sur L 

et f'(x)=   

TA
 

N
I
E
E
 

d’où Dsx<e on a (OEMERE) 

comme f(0)=1 et {>} = 2 
Ve 

u
l
 

L 
2 

. 1 2 
Conclusion: VxEe 0,7 ona I1<f(x)}<—. Je 

2 Lez uv 
2) a) 14x42 IX +X 1 

x 1x  1-x 
    

         2e fus À Je E (1+x}e” “dx + [2 x’f(x)dx 
0 x 

3) a) Posons Uu =l+x alors kr Go =1 
V'x)=e"* V(x)=-e 7” 

1 1 1 

d’où [2 (1+x}e “dx = Le” (+ »)f _ [2 — "dx 

fées 

b) On a: vrel 0 ; 1<f(x) <7 multipliant par x°. 
Te W 

| 

x? << 2x. 
Ve 

286



Fonctions exponentielles Solutions 

1 1 1,9 où Tr x2dx < [2 +2 cr 2%? 
d’où Ç x'dx  [° x Gex < [° J* dx 

1 l 1 

comme [2 sax-[ he — 
0 

1 

Alors on obtient : L < E x°f(x)dx < l 
24 0 

2 

| 24Je 12Ve 
1 e * 5 J 

4) D’après 2)b) et 3)a) : [2 dx=-——+2+ [2 x?f(x)dx 
— X 2e 

La double ur de 3)b) fournit qe 

  

  

  

1 1 5 
LS < 7x 2f(x)dx +2 — — +2 - — 
24 24e Ex 12e 24e 

donc 0,525< | 5 ax < 0,535. 
0 1x 

Ï —X 

Nous pouvons ainsi prendre 0,53 comme valeur approchée de [2 dx 
—X 

à 107? près. 

Remarque : Toute autre valeur de [0,525 ; 0,535] convient. 

\S a) o est dérivable sur [0,2] et pt) = _ 0 

(t + 

d’où y est strictement croissante sur [0,2] 

d’où 0<t<2 alors p(0) <o(t)< p(2) 

  

3 7 
donc — < (x) <— one = p(x) 2 

t 

b) En multipliant les trois membre de l’inégalité par e" et en intégrant entre 

| 3 42 L 2 : 7 2 L 

[0,2 ] on obtient = fe dt< | p(t}e dt<— fe dt 

> i 17 2 
or £ e'dt= ei | =ne -n 

0 

3 À 7 (2 
par suite 51° —D<U, af + 
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2 

c) lim 2nfei +} (e" —1) avec h= 

  

  

n—+o 2 h—0 

n I X 

“hat car lim =] 

7 [À 7{e"-1) 7 7 
lim —nl e" —-1|-lim— =— d'où 3<£/<— 
n—>+0 À h0 2 h 2 2 

2) a) te[0,2| , ON à : o<t<2 
n n 

t 2 

e° <e' <e” soit 1<e' <e” 

L 

b) Y te[0,2] ona: 1<e' <e' 

t 2 

or q(t)>0 d’où op(t)<op(tje” <o(t)e” 

+ nn
 

Fo
 

3 
[
n
 

En intégrant de 0 à 2 on obtient: I<U, <e':I 
2 2 

c) lim le’ =] et ISU, <e'l 
+0 

  
Alors EimU, =I- [ 2143 4 LT 

h 0 t+2 0 t+2 
1 1= [2-—at-bt-Logt+21f 

= 4 Log4 + Log? = 4 —- Log2 

DI= (1 x)e*dx 

U(x)=1-x U'(x) =- 
Posons alors 

  

V'(x) =e* V(x)=e* 

I, che — pere =e-—2 

2) a) Lu = sh fe @-x)"*'e"d 

Posons É G)= (x) alors ue +DA- x)" 
V'(x)=e* V(x)=e* 

+ a =fe* x)" +(n+Df (-x)"e"ax 
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(n+D!L, =-1+(n+ D, 

_Z1, I, 

(n +1)! 
DH 

b = I, —I, qui n’est autre que l'égalité précédente appliquée avec 

ie 
nn] n n n 

Donel+D=l+ 2-1) = Qi = k! = k=1 ka 
=1+( +0 +.+1,,)-(L +1 +.+1) 

=l+1,-1, or I, =e-1 
n 

d’où 1+) —=e-I,. D 
3) Pour tout xe[0, 1| , 0<(1-x}" <let O<e* <e 

Donc0<(1-x})"e* <e 

En intégrant entre 0 et 1 on obtient : 

o< [. {-x)"e" < e dx 

O<n!l, <[e-x], 
O<n!], <e 

O<I, << 
n! 

Et lim = 0 donc lim, =0 comme De —] 
+o n! 

k=1 
n 

Alors lim HD = lime, =e 
n-2+00 +00 

1 
VD soit FGO= [ar Le ‘dt, V xeli,+of. 

a) Soit U:]1,+c0[— Im; x l 
Logx 
  

1 
1 

La fonction g:t H>: e ! est continue sur IR: 

Soit alors G la primitive de g qui s’annule en i eton a: 

F(x) = ui) =GeU(x) 
Logx 
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  e U:xt—> est dérivable sur ]1,+ œf. 
Logx 

1 

og:t He t est continue sur IR: donc la fonction 

1 1 

G:x EH G(x) = Fret est dérivable sur IR’ et on a G'(x) =! *, 
x 

  °Vxell+o, e R; 
Logx 

  Donc x F{(x)= d l ] est dérivable sur Ji, + | et on a: 
ogx 

    

  

  

  

d’où F'(x) = À Logx +67 1 1 = —— l 
x(Logx) x:Logx e °#* x” Logx 

d'où F'(x)=-— vVxell+o 
x”Logx 

b) F(e)= flo g(t)dt = ['a(tdt = 0 

  On a: F'(x)=- <0, Vxe]i,+o[ 
x/Logx 

Donc F est strictement décroissante sur |1,+ 0 [. 

On a pour : * x<e—F(x)>F(e)=0 

* x>e— F(x)<F(e)=0 

d’où le signe de F(x): 

  

  

x | 1 e + 00 

FX) | + 9 - 
2) a) On a: V xe]1,+c0[ F(x)=-— et F(e)=0 donc F est la 

x°Logx 
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primitive de la fonction x +-——>   qui s’annule pour x=e 

  
  

  

tes 

sur f1,+| d’où F(x) = = dt 
L = t nd -h3 t e 

bje Soit (t)=Logt-t+1 Vtell+0| et p(1)=0 

g=E-1=E<0 Vtell+o| 

donc @ est strictement décroissante sur Ji, + 0 [. 

Donc pour t>1 — œ(t) <p(1)=0 

d’où œ(t) <0 et par suite Logt <t-1 

eSitelLe]=t<e— t’<e? => (D) ét 
î € 

; 1 1 
d’autre parttona: Logt<t-1—= ——> (2) 

Logt t-1 

1 1 1 1 . ee nes 
—, — , et — sont tous strictement positifs donc d’après (1) 
t? e?  Logt t-1 

et(2)ona l   > ——., 
t’Logt e?(t-1) 

    c) x<e (car x——1*}) donc [= l t> [ ° 5 1 dt 
a: TLox * e”(t—1) 

ou encore F(x) > L [Log(t - D = — [Log(e 1) -Log(x -1)} 
e e 

or lim — [Log(e —1)- Log(x — 1)]= + (car x—1->0*). 
e 

d’où lim F(x) =+00. 
x1* 

    

  

3)a) te]e,+oo & tre & Logt>1 <l & — <— 
Logt t’Logt t:t 

b) x>e (car x — +0) d’où [ ; dt [" La 
5 t"Logt e +? 

1 x 

ou encore -F6)<|-} 

. 1 1,4, 1 1 
et par suite — F(x) <——+— d’où —-—-—<F(x) <0 

X e X € 
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F est continue et strictement décroissante sur Je,+ co [ 

Donc F(Je,+ 0 [)= [lim F(x).£)| _| lim F(9,0| 

Comme-L — À < (x) <0 et lim 11221 
X € XX € € 

d’où | lim F(x),0 Ô -Lol 
X—> +00 e 

On en déduit que lim F(x) est fini égale à £ d’où £ <| _ L 1] . 
e 

N° 1) f()=xe " et g(x)=xe*" dérivables sur IR, 

V XEIR, ; f'(x)=e " +x(-2xe *")=e "(1 2x?) 

Le signe de f' est celui de 1—2x° 

  

  

  
  

  

x 0 1 + 0 
2 

f'(x) + à L 
1 

Le 
f(x) LT 2 NN 

0 0 

__ X 1 … e* 
lim f(x)= lim —= lim —— =0 car lim— = +0. 
+00 + €e* +co e* +0 X 

x? 

VXxEIR,, g{x)=3x2e * +x7(-2xe *) ze * (3x? 2x4) 

=x2e (2x7 +3) 

Le signe de g' est celui de —2x° +3 

X 0 3 + 00 
2 

g'(x) + ® _ 

, 3 Êe° 
g(x) TT 2N2 nr, o 
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3 2 nn: X 
limg(x) = lim =limx— on pose : x? =t 
+0 +0 * +00 x e e 

3 
. tyt .. t? 1 . €* 

= im =lim— Lim 0 car lim— = +0 
+® €@ +co e! +00 3 +co 

2 2 
tt 

ei 

3 2 Z=.2t 
2 3 

2 

2) Cherchons le signe de g(x) — f(x) = xe* -xe* 

=xe (x? —1) =x(x +1)(x - De * 

Comme x Z0 alors le signe de g(x) — f(x) est celui de x —1 

  

  

    

X 0 1 + co 

gx) — f(x) = Ô + 
Position de C; au-dessous C, au-dessus 

Cet C; de C, de C, 

D ar 

Y=x 3) y =0 est une asymptote 

au voisinage de + pour 

Cet C, f'(0)=1 

et g'(0)=0. 

  

  

4) a) A, = [ |fGféxu- A 

= [ xe "dx = [ F3) "as = _1 __l 3121 ,1 
0 (2 2 o 2 2 2e 2 

b)A, = [ x'e* dx 
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UG) = x? U)=2x 
Posons , alors 1 

V'(x)=xe"* VU =-Se 

| 1 2 *] x A,=|-—x"e + Î xe " dx 
2 0 

1 À; = +A,=-—+À, 

1 1,1 121,4 
27 FT = 

2e 2e 2 2 e 

A, =0,132uA = 0,132 x 25cm° =3,30cm° 
— 

[luA = (l'aire du carré de côté |] qui est Scm) = 25 cm’] 
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Chapitre X 

Equations différentielles 

“ L’équation différentielle y’ = ay + b avec a z 0 : 

> Généralités : 

Une équation différentielle du premier ordre est une relation qui lie une 

fonction et sa dérivée. 

Par convention, dans une équation différentielle, on note la fonction 
inconnue y au lieu de f ou g et on ne mentionne pas la variable. 

* Ainsi on notera y’ = 5y — 3 plutôt que y’(x) = 5y(x) — 3. 

> Equation y” = ay avec a z 0: 

+ Théorème 1 : 

Soit a un réel donné non nul. Les solutions sur IR de l’équation différentielle 

y’ = ay sont les fonctions f, définies sur IR par f,(x) = k e** où k est une 
constante réelle. 

+ Exemple : 

Les solutions de l’équation différentielle y’ = -4y sont les fonctions f, 

définies sue IR par f(x) =ke“, où ke IR. 
+ Théorème 2 : 

Soit (Xo, Yo) un couple donné de réels. 

L’équation différentielle y’ = ay admet une solution unique sur IR vérifiant 

la condition yo = f(xo). 

* La condition f(x) = yo est souvent appelée condition initiale. 

+ Exemple : Déterminer la solution f de l’équation différentielle 

Sy’ —2y = 0 telle que (0) = 2. 

Lu .., _ 2 
L’équation 5y° —2y = 0 s’écrit aussi y 73? . 

Les solutions de cette équation sont les fonctions f, définies sur IR par 
2 2 

f(x) = ke". or f0)=2 donc ke =2. 
soit k= 2. 

2 

Donc la solution cherchée est la fonction définie sur IR par f{x) = 2e ‘. 

> Equation y’ = ay +b avec a z 0 et b z 0: 
* Théorème 1 : 

a et b désignent des réels non nuls. Les solutions sur IR de l’équation 

différentielle y’ = ay + b sont les fonctions f, définies sur IR f,(x) = k e* _b où 
a 
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k est une constante réelle. 

+ Exemple : 

Résoudre l’équation différentielle : 2y° + y = 1(E) 

. 1 
L’équation (E) est équivalente à y” = ES . 

Les solutions de (E) sur IR sont donc les fonctions définies par 
Î 

f(x) = ke? +1 où k IR. 
+ Théorème 2 : 

Soit (xo, Yo) un couple donner de réels. 

L’équation différentielle y” = ay + b admet une solution unique f sur IR 

vérifiant la condition f{xo) = yo. 

= L’équation différentielle y” +a/y=0:aeIR. 

Les équations différentielles du type y’” + ay = 0 ont un intérêt essentiel en 

physique, notamment en mécanique et en électricité. 

+ Théorème : 

Les solutions générales de l’équation différentielle y”? + a/y = 0 sont les 
fonctions définies sur IR par : f(x) = À cos a x + Li sin a x, où À et u sont des 

constantes réelles. Ou f(x) = A cos(ax + @) où A et o sont des constantes 
arbitraires. 
De plus, il existe une et une seule solution vérifient les deux conditions 

initiales f(xo) = Yo et Ê(x1) = Y1 OÙ Xo, Yo, X1, Y1 Sont quatre réels données. 

+ Exemple : 

1) Résoudre l’équation différentielle y”? + 4y = 0. 

2) Soit l'équation différentielle 4y’” + y = 0 

3 1 
Déterminer la solution f vérifiant f(0) 7 et FO=T- 

Solutions : 

1) Dans cet exemple a = 2 

D’après le théorème, les solutions de cette équation sont les fonctions f 

définies sur IR par : f(x) = À cos 2x + ji sin 2x où À et sont des 

constantes réelles. 

, . es . 1 . 1 
2) L’équation s'écrit aussi + y=0 ; ainsi a 73 

D'après le théorème, les solutions de cette équation sont les fonctions f 

cm . X 
définies sur IR par : f(x) = À cos +u sims ; où À et u sont des 

constantes réelles. 
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(0) -# donne À -# car 0)= A cos0+usin0=Xx 

f est dérivable sur IR et, pour tout x e IR 

P(x) xx. 
2 2 2 2 

1 H_ 1 . 1 
f 0 =—d ——=— t =—., (0) n onne 5 à soit H 3 

L’unique solution de l’équation proposée est donc la fonction f définie par 

V3 x 1 x X JT 
f(x) =——cos—+—sin— qui peut s’écrire aussi f(x) = cos(—-—). (x) 772507 duiP (x) G 3) 

« Résolution complète avec un second membre non constant : 

Exercice : 

On considère l'équation différentielle : y’ — 2y = e"(E). 

1) Démontrer que la fonction u définie sur IR par u(x) = xe”* est une solution 

de (E). 

2) Résoudre l’équation différentielle y” — 2y = O(Eo). 

3) Démontrer qu’une fonction v définie sur IR est solution de (E) si et 

seulement si v — u est solution de (Es). 

En déduire toutes les solutions de l’équations (E). 

Corrigé : 

1) Montrer qu’une fonction donnée est solution d’une équation 

différentielle : 

Pour montrer qu’une fonction f est solution d’une équation différentielle, 

on montre que f est dérivable sur IR autant de fois que nécessaire, puis on 

calcule f’(x) (éventuellement f””(x) si l’équation proposée est du second 

ordre) et on remplace y’ par f(x) et y par f(x). On vérifie alors qu’on 

obtient le second membre demandé, 

° La fonction u est dérivable sur IR, et pour tout x réel : u’(x) = e* + 2x?*, 

* Pour tout x réel, u’(x) — 2u(x) = (e°* + 2xe”*) — 2xe?* 
Soit u’(x) — 2u(x) = e*. 

* On en déduit que la fonction u est solution de (E). 

2) Résoudre une équation différentielle de la forme y’ — ay = b (a z 0): 

On ramène l’équation à la forme y’ = ay + b ( ou y’ = ay si b = 0). 

On donne la solution générale : f(x) = k. e** _b où ke IR 
a 

(f(x) =k.e”* si b = 0). 
On remplace alors à et b par leur valeur. 

Si l’énoncé précise une condition du type ÿo = f(x), on l’utilise pour 

déterminer la constante k de manière unique. 
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L’équation (E;) s’écrit y’ = 2y. Elle est de la forme y’ = ay avec a = 2. 

Les solutions de l’équation (Es) sont les fonctions : xt k.e”* avec ke IR. 

3) Résoudre une équation différentielle avec second membre : 

Pour résoudre une équation de type y’ — ay = f où f est une fonction, on 
suit pas à pas de démarche donnée par l’énoncé. 

- Recherche d’une solution particulière u. 

- Résolution de l'équation y’ — ay = 0. 

- On démontre ensuite que g est solution de l’équation y’ — ay = f si et 

seulement si g — u est solution de y’ — ay = 0. 

- On conclut : les solutions de l’équation y’ — ay = f sont les fonctions 
y = 4 +h où h est solution de y’ — ay = 0 

+ La fonction (v — u) est solution de l’équation (Es) si et seulement si, pour 

tout x réel, (v —u)’(x) — 2(v - u)(x) = 0, 
soit v’(x) — 2v(x) = u’(x) —- 2u(x). 

Or, d’après la question 1, u’(x) — 2u(x) = e*. 
Donc (v — u) est solution de l’équation (Es) si et seulement si, pour tout x 

réel, v’(x) — 2v(x) = e”, c’est-à-dire si et seulement si v est solution 

de l’équation (E). 

+ On a prouvé à la question 3 qu’une fonction v est solution de l’équation 

(E) si et seulement si v — u est solution de l’équation (Ej). Or les solutions 

de (Fo) ont été déterminées à la question 2. Ce sont les fonctions : 

x: ke” (ke IR). 

Par conséquent, une fonction v est solution de l’équation (E) s1 et 

seulement si, pour tout x réel, v(x) — u(x) = k. e* 
soit : v(x) = u(x) +k.e*. 

Les solutions de l’équation (E) sont les fonctions définies sur IR par 

vx) =k.e*+xe”*(k € IR). 
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ENONCES 

“ Résolution de y’ = ay 

Résoudre les équations différentielles suivantes : 

1)y =e*:;2)y +6y=0 ; 3)y +yLog2=0; 4) 2y'-5y=0 

Résoudre les équations différentielles suivantes avec la condition 
unitiale imposé. 

1)11y -2y=0 avec y(0)= V2 et 2) 3y° =e* avec y (Log2)= 1 
3) y’ +2y = 0 avec y (0) =2 et 4)3y’+7y=0 avec y (2)=-5 

5)2y -4y=0avecy’(1)=2 et 6) 5y’ = 4y avec y’(5) = £. 

Parmi les quatres réponses proposées, indiquer la (les) réponses 

exactes. Attention, il peut n’y avoir aucune réponse exacte. 

1) Soit l’équation différentielle (E ) : y’ + 3y = 0. 

a) La fonction x H> 2e * est une solution de (E ) 
b) La fonction x + 2e” est une solution de (E ) 

c) La fonction + re est une solution de (E ) telle que f’(0) = 3. 

d) La fonction x + 2e*!* est une solution de (E ) telle que f(1)=2 

2) Soit l’équation différentielle (E ) : y’=-3y et f la solution de (E ) sur IR 
telle que f(1) = 5. 

a) f (1) = -15 ; b) f est décroissante sur IR 

c) f(0) = 5e* ;  d) lim f(x)=0. 

\/0 condensateur de capacité C , initialement chargé à une tension 

U9 = 10 volts , se décharge à partir de l'instant t = 0 à travers un circuit 

de résistance R. 

Pour t > 0, on sait que la tension u est une fonction du temps , exprimé en 

secondes , solution de l’équation différentielle (E } : R Cu’ (t) +u(t) = 0. 

On prendra C = 15 x107 farads et R = 2. 10° ohms 

1) a) Résoudre l’équation différentielle (E). 

b) Déterminer la fonction u solution de (E } vérifiant la condition initiale : 

u(to) = Uo = 10. 

2) À partir de quel instant t, la tension u(t) vérifiera — t — elle : u(t) < ur ? 

On donnera la valeur exacte t, , puis sa valeur arrondie au dixième de 
seconde. 
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= Résolution de y’ = ay +b 
Résoudre les équations différentielles suivantes : 

+ 

DY=2y+1:2y = : 3) 2y° +y +4=0 

4)3y +4y-6=0 15) 5ÿ=2ÿ +. 

\/ Résoudre les équations différentielles suivantes avec la condition 

initiale imposé. 

1)y’ +5y=8 avec y (0)=0 

2) 3y + y’ =- 1 avec y(Log 27)= 1. 

3) y’ =-y +1 avec y(l)=e+l 

4) -2y° + 11y = 4 avec y(-2) = -3. 
Montrer que l’équation différentielle y’ + 3y + 10e*= 0 admet comme 

solution particulière 14 fonction f définie sur IR par f(x) = -5e”. 

Déterminer le réel m pour que la fonction définie sur IR par : 
5x 

f(x) = 2e 72 +2x + m. 

soit solution de l’équation différentielle 2y° + 5y = 10x — I. 

VA Soi l’équation différentielle (E ) : 4y” - 5y = 2 

a) Résoudre (E ). 

b) Déterminer la solution f de (E ) telle que f(0) = -2. 

c) Tracer la courbe représentant f dans un repère orthonormé. 

NZ f est la solution sur IR de l’équation différentielle 

3y’ —-6y = 1 telle que (1) = 2. 

a) Expliquer pourquoi f(1) = £ . 

b) Déterminer la solution f. 
Une citerne colorifugée est chauffée par une résistance . 

La température 8 (t) de la citerne vérifie l’équation différentielle. 

0’=a-be. 

a = 2,088 x 10 7 et b= 2,32x 10 * avec t est exprimé en secondes 

et @ (t) en °C. 

1) a) donner la solution générale de l’équation différentielle . 

b) En déduire l’expression de 8 (t) sachant que @ (0) = 20 

2) Au bout de combien de temps la température atteint — elle 80° C ? 
QCM 

Parmi les quatres réponses proposées, indiquer la (les) réponses exactes. 

Attention, il peut n’y avoir aucune réponse exacte. 
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D) Soit l'équation différentielle (E ) : y’ = 2y — 6. 

a) Les courbes représentant les solutions ont une asymptote verticale. 
b) En chaque point d’ordonnée 2 , les tangentes aux courbes représentant les 
solutions ont pour coefficient directeur — 6. 

c) Les courbes représentant les solutions ont pour asymptote la droite 
d’équation y = 3. 

d) Il existe une solution dont la courbe passe par le point de coordonnées 

(O ; 3). 
2) L’intensité i du courant dans un circuit vérifie la loi Li’ + Ri = E (où les 

constantes, Let R et E sont respectivement l’inductance de la bobine , la 

résistance de la bobine et la force électromotrice du générateur). 
A l'instant t = 0 l’intensité est nulle. 

Ef, à 
a) L'expression de i(t) est i(t) = R l-e L 

b) Pour R = 5 ohms , L = 0,5 henrys et E =3 volts, on a i”’ = 100 i — 60. 

c) L'expression de i (t) en fonction du temps est i (t) = cer'4+Æ (avec C réel) 
L 

R 

d) L'expression dei(Desti(Ü=l+el. 

Vrai — Faux 
Les affirmations suivantes sont — elles vraies ou fausse ? 

Justifier les réponses. 

1 . 
e* est solution de   

+ 

a) La fonction u définie sur ]0,+co[ par u (x) = * 

X 

l'équation différentielle y — y’ = — . 
X 

b) Si f est une fonction positive sur IR et solution de l’équation différentielle 
y’-2y = e”*, alors f est décroissante sur IR. 

c) Si f est solution sur IR de l’équation différentielle y’ = 2y —-2 , alors la 

courbe représentative de f admet la droite d’équation y = -1 pour asymptote. 

d) Une seule fonction f définie sur IR vérifie à la fois 2F + 3f= L et f (-1) = 2. 

\# Une personne est placée sous perfusion, c’est -à- dire injection 
continue, d’un antibiotique. 

A l'instant t = 0 , la quantité Q (0) d’antibiotique présente dans le sang du 
malade est nulle. 

Le débit de la perfusion, c’est — à -dire la quantité injectée par minute est un 

réel A strictement positif exprimé en milligrammes par minute (mg . min” ). 

On désigne par Q(t) la quantité exprimée en milligrammes (mg) d’antibiotique 
dans le sang du patient, à l’instant t, exprimé en minutes (min). 
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On suppose que la fonction Q est définie et dérivable sur l’intervalle [0 ; +co[ 

et qu’il existe un réel k strictement positif tel que la fonction Q vérifie 

l'équation différentielle (E ) : y’ = A -ky. 

1) a) Résoudre l’équation différentielle (E ). 
b) En tenant compte de la condition initiale, déterminer Q(t) en fonction de 

t Aet k. 
c) Quel est le sens de variation de la fonction Q ? 

Déterminer la limite de Q (t) en +co. Interpréter ces résultats. 
2) a) On sait qu’au bout d’une heure, la quantité d’antibiotique présente dans 

le sang est la moitié de sa valeur limite. Montrer que k = = In2. 

b) On souhaite obtenir une quantité limite de 80 mg d’antibiotique dans le 

sang du patient. 
Donner l’arrondi d’ordre 2 du débit A que l’on doit alors établir. 

c) Déterminer , en heures et minutes , le temps nécessaire pour que la 

quantité d’antibiotique présente dans le sang du malade ait atteint , à un 

milligramme près , sa valeur limite. 

Soit l’équation différentielle (E ) : y’ — y = 2 sin x. 

1) Résoudre l’équation différentielle sans second membre (Eo) : y’ — y = 0. 

2) Recherche d’une solution particulière de l’équation différentielle (E). 

Déterminer les réels a et b tels que la fonction g définie par : 

g(x) = a sin x + b cos x. Soit solution de (E ). 
3) Démontrer qu’une fonction f est solution de (E ) si et seulement si la 

fonction f - g est solution de (Es). 
4) a) En déduire l’ensemble des solutions de l’équation différentielle (E }). 

b) Déterminer la solution de (E ) vérifiant la condition initiale f(x) = O. 

NE On considère les fonctions y dérivables sur IR, admettant une dérivée 

seconde et vérifiant y(0) = 3. y’(0) =-5 et, pour tout x : 

y’) +4y' (9 +3y (9 = 0 
(y’” est la dérivée seconde de y). 
1) On pose , pour tout réel x , z (x) = e*y (x). 

a) Calculer z(0) et z’(0). 
b) Montrer que z admet sur IR une dérivée seconde et que pour tout réel x, 

z''(x) = -2Z/(x). 
c) En déduire que z est solution sur IR de l’équation différentielle z’= 4 — 

27. 
d) Exprimer alors z(x) en fonction de x. 

2) Montrer qu’il existe une et une seule fonction y vérifiant les hypothèses de 

départ , et exprimer y(x) en fonction de x. | 

302



Equations différentielles Enoncés 
  

Partie I 

On donne un entier naturel n strictement positif, et on considère l’équation 
ñ 

différentielle : (E,) : y’ + y = Te 
ñ' 

1) On fait l'hypothèse que deux fonctions g et h, définies et dérivables sur IR 

vérifiant, pour tout x réel : g(x) = h{x)e*. 

a) Montrer que g est solution de (E,) si et seulement si pour tout x réel : 
n 

h’{x) = Æ., 
n! 

b) En déduire la fonction h associée à une solution g de (E,) , sachant que 
h(O) = 0. 
Quelle est alors la fonction g ? 

2) Soit une fonction dérivable sur IR. 

a) Montrer que @ est solution de (E,) si et seulement si o - g est solution de 
l’équation (F) : y +y =0 

b) Résoudre (F). 

c) Déterminer la solution générale p de l’équation (E,). 

d) Déterminer la solution f de l’équation (E,) vérifiant f(0) = O. 
Partie II 

. n,! 
Le but de cette partie est de montrer que: lim D — = 

k=0 
n-+0 Es el 

(On rappelle que , par convention , 0 ! = 1). 
1) On pose, pour tout x réel, f(x) = e*, f(x) = xe*. 

a) Vérifier que f; est solution de l’équation différentielle : y” + y = f. 

b) Pour tout entier strictement positif n, on définit la fonction f, comme la 

solution de l’équation différentielle y” + y = f,, vérifiant f, (0) = 0. 

En utilisant la partie I, montrer par récurrence que, pour tout x réel et 
n 

. x 
tout entier n > 1 : f,(x) = Te 

n! 

“x 

2) Pour tout entier naturel n, on pose : 1, = [ F G)dx 

(On ne cherchera pas à calculer I,) 

a) Monter pour tout entier naturel n et pour tout x élément de l'intervalle 
n 

[0,1] l'encadrement : 0 <f,(x) < — . 
n! 

En déduire que 0 <I, < > puis déterminer la limite de la suite (T.). 1 
(n+1)! 
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. oc 1 
b) Montrer pour tout entier naturel k non nul, l'égalité : I, — 14, = TL ! 

n -1 

c) Calculer I, et déduire de ce qui procède que :l, = 1 - Pr 
k=0 K: 

d) En déduire, finalement : lim De =€. 
k=0 

n—+00 

= Résolution de y’? + ay = 0 

Na ee les équations différentielles suivantes. 
a)y'+9y=0 ; b)9y”+y=0 ; c)4y”+n2y=0. 

Trouver les solutions f des équations différentielles précédentes telles 

VV ue : (ko) = Yo et Ê'(xo) = Yo. 

T ' ‘ 
a) x 3 Yo= "2; Yo 3 et b) x,9=0 ; y9=0 ; y5=3 

c} Ici trouver f telle que te )=0et f(l)= 5 . 

Soit l’équation différentielle (E ) : y’” + 4y = 0. 

Déterminer les solutions f et g de l’équation (E ) telles que : 

f(0) = 5 et f” (0) = 0 
g(0) = 0 et g’(0) = 8. 

Ÿ 21 7Un condensateur de charge Q (t) se décharge dans un circuit où il n’y a 

qu’une bobine de résistance négligeable et d’auto — inductance L. 

La charge vérifie l’équation Q" +0 =0. 

C étant la capacité. Exprimer Q(D. 

Ÿ 1) Résoudre l'équation différentielle (E ) : 4y”? + 49 y = 0. 

2 ) Déterminer la solution f de l’équation (Æ) qui vérifie f CG) = 0 

et f(0) = - V2 et montrer que pour tout x € IR, f(x) = 2 cos ET . 

Ÿ On considère l'équation différentielle (E) : y’” + y = sin x. 

1) Montrer que cette équation admet une solution g de la orme g(x) = ax cos x. 

2) Résoudre l’équation (E”) : y’’ + y =0. 
3) Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f-g est solution de (E’). 

4) En déduire les solutions de (E) , puis déterminer la fonction f dont la 

courbe représentative C passe par le point D(0 ,1) , et admet en ce point une 

tangente parallèle à la droite d’équation y = x. 

V#/soit l'équation différentielle (E) : 9y”” + y = 0 où y est une fonction 

numérique inconnue de la variable réelle x. 
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a) Résoudre (E). 

b) Déterminer la solution f de cette équation différentielle dont la courbe 
représentative, dans un plan rapporté à un repère , passe par l’origine de ce 
repère et admet en ce point une tangente de coefficient directeur 3. 

2 

c) Déterminer la solution g de (E) vérifiant : [ g(x)dx = 0 et [ g(x)dx = 3 
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CORRIGES 

\ 1) y’ = e*. Les solutions de cette équation sont les primitives sur IR de la 

fonction x e*. 

Ce sont donc les fonctions f, définies par : f(x) =" e*+k(ke IR). 

2)y’+6y =0 & y’ = -6y. Les solutions sont les fonctions f, définies par 

f(x) =k.e*(k E IR). 
3) y’ +y Log 2=0 & y’ = -y Log 2. Les solutions de cette équation sont les 

fonctions f, définies par f(x) = k.e”*"#? (k € IR). 

4)2y -5yÿ=0< y’ 2 Les solutions sont les fonctions f, définies par 

5 

f(x) =k.e? ;:kEIR. 

Ÿ/0 11 -2y=0< y’ +. Les solutions sont les fonctions f, définies 

2 

par f(x) = k. en” (k € IR). Comme y(0) =\2 ke =42 soitk=V2. 

2x 
donc la solution vérifiant la condition y(0) =4/2 est la fonction f(x) = 2er. 

1 . , , ue 
2)3y =e* e y’ =-e”, Les solutions de cette équation sont les primitives sur Y y 3 q P 

IR de la fonction f(x) = . Ce sont donc les fonctions f, c=e +k 

(teIR) 

Comme y(Log2) = 1 ee +k=1 ect He exarksl d’oùk ==. 

donc la solution vérifiant la condition initiale est la fonction f(x) = +. 

3) y’ +2y=0& y’ =-2y. Les solutions sont les fonctions f, définies par 

f(x) = ke”; (ke IR). 

Comme y(0)=2&ke""=2Sk=2. 
La solution est la fonction f définie dans IR par f{x) = 2 e*. 

4)3y +7ÿ=0< y == y. Les solutions sont les fonctions f, définies par 

7 

fG)=keT (Ke). 
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7 14 14 

Comme y(2) = -5 ske?” =5 ke =5ek=-5e. 

5)2y -4y=0< y’ =2y. Les solutions sont les fonctions f, définies par 

RG) =ke”;kelIR.f.(x)=2ke*. 

Comme y'(1)=22ke *"=2e ke =1 d’où k= e*. 
2x La solution est la fonction f définie dans IR par f(x) = e?.e*= e*7?, 

4 . - 
6)5yÿ = 4y& y’ 75 y. Les solutions sont les fonctions f, définies par 

4 4 

f(x) = ke : KEIR. GO ÈK . 

ve 8.4, #5 8 4 4 
Comme y’(5) SK 73 ke =2<k=2e". 

4 4,4 

La solution est la fonction f définie dans IR par f{x) = 2 e“ .e5 "=2es" . 

1) Les réponses exactes sont a) et d). 

En effet l’équation s’écrit y’ — -3y. Les solutions sont les fonctions 

définies sur IR par f,(x) = ke”. avec k € IR donc f(x) = 2e * est une 
solution pour cette équation d’où a) est exacte. 

AD=2S ke" =2Sk=2e. 
La solution est la fonction f définie dans IR par 

fH=2e e*=26"*22.61-% où d)est exacte. 

2) y’ = -3y. Les solutions sont les fonctions définies sur IR par f(x) = ke”. 

(1)=5ke =5ek=5e. 
donc f(x) = 5 e*! -* est une solution pour cette équation. 

f(x) = -15 e*17® d’où F(1)=-15 donc a) est exacte. 

°f(x)=-15e4-%<0 Yx e IR donc f est décroissante sur IR donc b) 

est exacte. 

+ (0) = 5 e* donc c) est exacte. * lim fx)=0 donc d) est exacte. 

\/ 1) a) D’après les valeurs de R et C données, l’équation (E) s’écrit : 

3u’(t) + u(t) = 0 soit u’(t) =" u() . Les solutions sont les fonctions : 

1 

thbke ; kelIR. 

b} Si on impose la condition u(t,) = u9 = 10, on a u(0) = 10. 

L 
Soit k = 10. La fonction u est définie par u(t) = 10e ". 

2) Résolvons l’inéquation u(t), soit u(t) < 1 

1 1 L 
u( < 1 10e <lée see 210. 
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La fonction Log étant croissante sur ]0, +cof, u(t) < 1 et > Log 10 

soit t > 3Log 10. La valeur exacte de t, est 3Log 10 et sa valeur arrondie 

au dixième de seconde est 6,9 s. 

\Ÿ/? On reconnaît une équation différentielles du type y’ = ay +b 

oùa—-2etb=li. 

Par application de la formule du cour, les solutions de l’équations 

différentielles sont les fonctions f, définie dans IR par f(x) = k e* + ; 

kelR. 

_y+6 1 3 im 
2) y 3 2 . Les solutions sont les fonction f, définies dans IR par 

f(x) = ke -6 ; keIR. 

3)2y +y+4=0 Sy=y-2 

X 

Les solutions sont les fonctions définies dans IR par f(x) = ke?-4; keIR. 

4) 3ÿ +4y-6= 06 y =-2y+2. 

4 

Les solutions sont les fonctions définies dans IR par f(x) = ke" +3 . keIR. 
2 

Î 5 1 
5)5y=2y -—-S y=—+—, )5y =2y 17)" 

5 

Les solutions sont les fonctions définies dans IR par f(x) = ke? n :kKEIR. 

\/y 455-380 y -57+80- 5:08) 

Les solutions sont les fonctions f, définies dans IR par f(x) = k e** +: : keIR. 

YO)= 0 k+E=0 soitk= +. 

L N , 8 5x, 8 
La solution vérifiant la condition donnée est la fonction f(x) T5 e”* F3 . 

2)3y+y =-1&y =-3y-1(a=-3;b=-1). 

Les solutions sont les fonctions : f(x) =k e* = ; keR. 

Comme y(Log 27)=1&ke 
-3Log 27 © 1 1 

3 
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-3Log 27 _ 4 e’08 27 soit ke 4 4 k= sk =< ee =5* 27° = 26 244, 

La solution telle que y(Log 27) = 1 est la fonction f(x) = 26 244 e* -— 

3)y =-y+l(a=-1;b=i) 

Les solutions sont les fonctions : f(x) = ke” + 1 ; keIR. 

Comme y(l)}=e+læke +1=e+l1ek=e. 

La solution telle que y(1) = e + 1 est la fonction f(x) = e?.e*+1=e2"*+1. 

4) :2y° + 11y =4 Sy y 2; (a =: b=-2) 

Hi, 

Les solutions sont les fonctions : f(x) = ke 2 FT: keIR 

Comme y(-2) = -3 &ke! +4-38xet 3137 2 37 u 
11 11 11 11 

La solution telle que y(-2) = -3 sst la fonction 
il PERTE RE RES 

11 11 1° 11 
La fonction f est dérivable sur IR. Vx € IR 

\Zo = 5e” d’où : P(x) +3 f(x) +10e*=5e*+3(-5e*)+10e*= 0, 
Donc f est solution de l’équation proposée. 

VZ VA fonction f est solution de l’équation 2y° + Sy = 10x— 1 si et seulement 

si, Vx € IR, 2f (x) + Sf{x) = 10x— 1. 
5 

Or f est dérivable sur IR et f(x) = -5 e? +2, 

La fonction fest solution de l’équation si et seulement si : 
5 5 

2(-5e ? +2)+5(2e2 +2x+m)=10x-1 

Soit im+4=-1] d’où m=-I. 

5 5 1 
a) dy -5y=2< y  =— +1 a=—; b=—), \” )4y°-5y= y’ 3775 ( r 7) 

les solutions de (E) sur IR sont les fonctions f, définies dans IR par 
5 

f(x) = ke* < ; KEIR. 

8 b) (0) = 2 ke Le 2 ke 

3x 
la solution de (E) telle que f(0) = -2 est f{x) =<e < . 
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5x 
c)VxEe IR, F(x) = -2et . 

  

  

x -00 +00 

P(x) = 
fx) | 2 

  

Donc Ër admet une branche parabolique de direction l’axe des ordonnées. 

2 , .…. 
y = 75 est une asymptote à Crau voisinage de -c 

f(0) = -2 à 
cY
 

I ! 

un
 

[R
o 

Ni a) f est la solution sur IR de l’équation : 3y-6y = 1 

donc elle vérifie : 3F(1)-6f(1)=1 

donc 6 — 6 f(1) = 1 et par suite f(1) =? . 

  
b)3y’-6y=1<e y =2y + (a=2 ; b==) . 

Les solutions sont les fonctions : f(x) = k e* = ; KEIR. 

Comme (1) =Leke reke =lk=e* 
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D'où la solution est f(x) =e” .e* = où encore f(x) = e”* 7? = 

1) a) L’équation différentielle est de la forme y” = my + p avec m = -b 

etp—a, 
  

on en déduit la solution générale : |6(t)=ke* Hess +90. 
    

  

b) La précision 8(0) = 20 se traduit par k + 90 = 20 c’est-à-dire k = -70. 

g(t)}=-70e 2217 1+90| 

2) La température atteint 80° si : -70e 2219" +90=80 
70 e 23210" =_10 

  

      

-2,32X10%t 1 
€ = 

7 

Les deux membres sont strictement positifs : Ine?*?*1%!= In 7 
4 4 

-2,32 x 10*t=-In7 om, NTIC e387,54 
2,32 2,32 

La température de 80° C est atteinte au bout de 8 388 secondes c'est-à-dire 

au bout de : 2 heures 19 minutes 48 secondes. 

\7 1) y’ = 2y — 6. Les solutions sont les fonctions f, définies sur IR par 

f(x) = k e* +3. 
. Jim f.(x)=3 donc c)est vraie. 

°H0)=3 ke +3=3Sk+3=3 k=0 donc il existe une solution f 

définie sur IR par f(x) = 3 tel que la courbe passe par la point (0, 3) 

d’où dj)est vraie. 

2)j°L +Ri=Es NA ainsi les solutions sont les fonctions ik 

R 

définies sur IR par : ik{t) =ke L' De 

(0)=0 k+Ë-oek= E, 
R R 

R R 

d’où i(t) -_Ë, L' + Ete L') donc a) est vraie. 
R R R 

.j -R,,E un Ri R R;,E, 
L L L OL L 

R°. ER 25. 15 
—i-—=———i-——— "1001-60 donc b) est vraie. 

2 2 2 2 
L' OL (0,5) (0,5) 
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\y es en effet : 

x+1 
= Te" ; u'(x)= _— +——e"*, 

x 

donc u(x) — u’(x) = ED ++ (A pe". 
X 

u(x) — u”(x) =. 

b) Fausse, en effet : 

f vérifie f(x) = 2f(x) + e*. Pour tout x e IR, e”* > 0 et f(x) > 0 
donc f(x) > 0. 

c) Fausse, en effet : 

f(x) =ke* +1, lim f(x) = 1 donc y = 1 est une asymptote. 

d) Vraie, en effet : 

2 +3=-1Sf = 3g4l 
2 2 

3 
. , . . x 1 

Les solutions de cette équations sont les fonctions f(x) =ke 2 3 

PCH=28S2P(-1+3#-D=1S2.2+3.#-D=1I 
3 3 

Sf(-1)=-1e ke? += & k=-Set. 

3,3 
donc fx) =-+e7"24l 

3 3 
1) a) L’équation différentielle (E) est de la forme y” = ay + b. 

Le x, À 
Ses solutions sont toutes les fonctions f définies sur IR par f(x) = ce“ re 

aveccelR. 

A -A 
b) Sachant que Q(0) = 0 & C Te ES 

À À A d t) =-— e“ +2 1- -kt 
onc Q(t) = E L TL €") 

c) Q’(t) = (ke*)= Ac". 

VTtEeIR, ts 0 et AGIR: on a donc Q’(t) > 0. 

La fonction Q est strictement croissante sur [0 ; +ool. 

lim e*t=0 cark > 0. Alors dim Q( = . 
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Interprétation : la quantité d’antibiotique dans le sang augmente au cours du 

. ’ , À 
temps et tend vers une valeur limite finie constante égale à TL 

2) a) L'unité % temps étant la minute 

1 À 60 eo = ei. -60k 
Q(60) = - )= SK e 

ù 
|
 

$ 1 1 1 
ss eX = es -6G0k=Log(-)Sk=-—Log(- 5 8(5) 60 8) 

1 1 
or Log (—) = - Log 2 donc k=—Log 2. 86) £ co 8 

  

. A - ne 
b) La valeur limite est donc —= . On souhaite que cette quantité soit 

Log2 

4 
égale à 80 mg. Donc so A 80 A0, Log2=—Log2. 

Log2 60 3 

Au centième on obtient A = 0,92 mg . min. 

c) La valeur limite est atteinte à 1mg prés lorsque Q(t) = 79. Comme 
À 
—=80, 
k 

  

_Log2 2, _Log2, 

Q(t)=80(1-e 5. Alors 79 = 80(1-e D 
_Log2 

& l-e -77 1082. Log80t= Log80 
80 60 Log2 

Donc il faut environ 6h 19min pour que la quantité limite soit atteinte 
à 1 mg prés. 

\E 1) (Æ) : y’ —- y = 2sinx 

E):y -y=0S y =ySy=ce,celR. 
2) g(x) = a sinx + b cosx, donc g’(x) = a cosx — b sinx 

et g’(x) — g(x) = (-a — b) sinx + (a — b) cosx. 

Alors g est solution de (EË) signifie : (-a — b) sinx + (a — b) cos x = 2 sinx, 

  

  

— x 60 = 379,3 min 

donc par identification Fe b | e ! donc une solution particulière de 
a-b= 

l'équation (E) est : g(x) = -sinx — cosx. 

3) f'est solution de (E) signifie : f — f = 2sinx. 

or, g est solution de (E) ce qui signifie g°- g = 2sinx 

Donc f est solution de (E)S f -f=g -gef -g -(f-g)=0 
& (f-g) —-(f-g)=0 ce qui signifie bien que f — g est solution de (E). 

4) a) Les solutions de (Fo) sont les fonctions définies par x+ ce, ce IR. 
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Or grâce au 3) f solution de (E) signifie : f(x) — g(x) = ce” 
Avec g(x) = -sinx — cosx, on en déduit que l’ensemble des solutions de 

(E) est l'ensemble des fonctions définies sur IR par : 

f(x) = -sinx —- cosx + ce"; ceIR 

b)f(rn)=0&0-(-1)+ce"-0Sc=-e" 

donc la solution vérifiant la condition initiale 

f(x) = 0 est : f(x) = -sinx — cosx —- e* e* 

soit f(x) = -sinx — cosx - e +”, 

1) a) (0) = y(0) = 3 et z’(x) = [y’@) + y@) Je”, 
Donc z’(0) = (-5+3) x 1 =-2. 

b) z’ est dérivable (c’est clair) et z’’(x) = [y’’(x) + 2y°(x) + y(x)Je”. 

or y’ =-4y —3y, donc z’’(x) = 1 [-2y G)-2yG]e" = -2[y @) + y@)Je. 
2° &)=1 [27 @ -2yle" = 2[y" GX) + Ge". 

Aünsi , on a bien z°° (x) = -27’(x). 

c) On en déduit z’(x) = -2z(x}+ C (C € IR). 

En particulier : -2 = z°(0)=-2z(0) + C=6+C, donc C=4. 

Aïnsi z'= 4 — 2. 

d) On en tire z(x) = 2+ Ae”* (Ae IR) et 3 = z(0) =2 + A donc A= 1 
Ainsi z(x) =2+e*, 

2) D’après la définition de z 

On a y(x) = e*.z(x), donc y(x) = 2e*+e”*. 

VW: et g sont dérivable par hypothèse. 
n a g(x) = h(x)e”, donc g’(x) = h’(x}e"- h(x)e”. 

g est solution de (E,) & g’(x) + g(x) = , 
n: 

< h’(x)e”* — h(x}e” + h(x)e” =—e*. 
n! 

n n x_X" X . 
& h’(x)e* = re" h'G) =——,care" #0 sur IR. 

n n! 
  

n 

b) D’après 1) a), on a h’(x) =— | 
n' 

Par conséquent, la fonction h est de la forme : 
1 xt! n+] . . 

h(x) =—x +k= +k, où k est une constante réelle. 
n! n+l (n+1)! 

Or, on a h(0) = 0, donc k= 0. 
n+l 

Finalement : h(x) at pour tout réel x. 
(n+1 
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n+l X 

(n+1)! 

2) a) p - g est solution de l’équation de y’ + y =0 

Si et seulement si, (p - g)’ +(p-g)=0, 
Si et seulement si, o” -g”+6-g=0, 

Si et seulement si, @° + E = g° +8, 
n 

  De plus, g(x) = h(x)e”* — e”, pour tout réel x. 

. NE X x ’ , 
S1 et seulement si, (p° + @)(x) 7€ pour tout réel x, car g étant 

n! 
n 

solution de (E,), on a (g” + g)(x) =Te* , 
n! 

si et seulement si, o est solution de (E,) 

b) Rappel de cours : les solutions de l’équation différentielle y’ = ay sont 

de la forme y = ke”, où k est un réel. 
Résolvons (F) : y’ + y = 0 donne y’ = -y. 

Finalement : les solutions sont de la forme y = ke”, où k est une constante 

réelle. 

c) D’après 2) a) et 2) b) ,on a : (p -g)(x) = ke”. 
donc (x) = gx) + ke*. 

n+l 

n+1)! 

d) fest solution de l’équation (E,) ; en conséquence, f est de la forme : 

RO T° 

De plus, f(0) — 0 ; par suite, e*+ke°=0, d’où k=0. 
(n+1)! 

  d’où : (x) = e” + ke”, pour tout réel x. 

*+ke”, où k est une constante réelle.   

  

n+l 
X 

(n+1)! 
  On en déduit que : f(x) =, e”, pour tout réel x. 

Partie IT : 

1) a) f est dérivable sur IR comme produit de fonctions dérivables sur IR : 

LO+ER=(Ixe" -xxe")+xe" se =f (x). 

f, est donc solution de l’équation différentielle : y” + y = fs. 
n 

b) Posons P,, la propriété : «pour n > 1, f,(x) =—e* ». 
n! 

e Pour n = 1 et d’après IT) 1) a), fi, solution de l’équation différentielle 
l 

y’ +y= f, est de la forme : f(x) = xe* = Te 
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donc P, est vraie. 

e Supposons la propriété P, vraie pour n > 1 donné et vérifions P,... 

f,+. est solution de l’équation différentielle y’ + y = f, et f,:1(0) = 0, 

+. est donc solution de l’équation différentielle y’ + y 
n n 

=—e* et f.,,(0)=0 car par hypothèse de récurrence, f(x) =—e*) . 
n! n! 

Ainsi f,4, est la solution de (E,) vérifiant f, ; (0) = 0. 
n+l 

X -K 

@+Hÿ 
  De la question I) 2) d), on déduit que f,, (x) = 

n 

. x" , 
Finalement : f(x) 5e *,pour tout n > 1 et tout réel x. 

n! 
n 

X 
  2) a) On a f(x) = —e”, pour tout n > 1 et tout réel x. 
n! 

e Raisonnons par encadrements successifs : 

O<x<1&æ-1<-x<0 

e'<e*<1 car la fonction exponentielle est croissante sur IR. 
nl nñ n n X7 1 _X" 4 _X x 

Ze! <—e*<— car —>0sur{0;1] 
n! n! n! n! 

n n X" 4, _X . 
Ona0<=—e*<—, car e'>0 

n! n! 
n 

Finalement : 0 < f(x) <— , pour tout réel x de [0 ; 1] 
n! 

eOna0<f(x) <T , alors 0 < {£, (x)dx < [dx 
n! n! 

d’où 0 <I, <— [x dx par linéarité de l’intégrale 
n! 

    

  

n+l 1 

o<1,<L] | soit 0 <1, <L(—2 0) ainsi : 0 £1, <—1 
n![n+1], n! n+1 n+1)! 

e lim 1 =; 
X +00 (n+1)! 

On en conclut, d’après le théorème des gendarmes, que : lim I =0. 

b) D’après ID) 1) B),ona: f, +f,=f,,, pour tout entier naturel non nul k. 

En transposant, on obtient f — fi, =", 

puis (A G-£.0))dx= [-5 (dx, 
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L-l-,=- [ f,(x)dx par linéarité de l'intégrale 

k-hei=-[f, @], w=(f,(1)-f, Op e" One" 

1. 
donc khiee 

c) Calculons I, :lo = [ e*dx =") =e!+] 

Utilisons le résultat de la question précédente. 

n -I =. Le 

X-lh=- Le 

  

  

L, “,: _— 
n! 

On ajoute membre à membre toutes les égalités : 
n -l 

1, -1,=- Len ler la NE 1 ele d'oùl,—l=- Ÿ = 
11 21 3! (n-1)! on! 1 k! 

- -l n -1 n e’! 

On obtient ainsi :1,=-e!+1- V4 SE 2 SE 
1 K! 0! ki K! = K! 

1 

d) D'après IL2 c)L=1- d' = ; d'où, = Le. Li k! 0 K! 

De plus lim 1, =1-e" x lim 2 
n—> +00 n+0 Kk! 

Or d’après IL.2 .a) lim f, = 0 donc O0 =1-e! x lim D 
k=0 Ke 

n—+0 N—+00 À 

Finalement lim yl-lee 
k=0 K! note 2 L 

a) y”’ + 9y = 0 est de la forme y’ + a/y = 0 avec a = 3 d’après le 

théorème du cous les solutions sont les fonctions définies sur IR par 

FC) = À cos 3x + 1 sin 3x où À et L sont des constantes réelles. 
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bOy'+y= 0 y +570 =) 

Les solutions sont les fonctions f telles que f(x) = hcos+usin À et L des 

constantes réelles. 

T° T 
c) 4y”° + ny = 0 PRES @=) 

Les solutions de cette équation sont les fonctions f telle que 

f(x) = cos G X)+ psin(Sx) À et L des constantes réelles. 

\? a) 1O)=-2e ho + sin 2e 202 

rD=3e Shsin FE +3ucos F3 III. 

(car f(x) = -3X sin 3x + 3 cos 3x). 
La solution est la fonction f définie par : f(x) = cos 3x + 2 sin 3x. 

b) f(0) = 0 donne À = OC. 

f (0) = 3 donne u = 9 (car f’{x) = sin À icos À) 

La solution est la fonction f définie par : f(x) = 9 sin. 

1 3. 1 
c) f(—)=0 donne—À1+-u=0 ) GC) ne tou 

Fe donne À=-1, donc u=V3 , d’où f(x) = -cos G9+VBsin (Ex) 

Ÿ® :y'+4y=0. (a=2) 
es solutions de cette équation sont les fonctions f telle que : 

f(x) = À cos 2x + ui sin 2x ; À et Li des constantes réelles. 

f(x) = -2À sin 2x + 2 cos 2x. 

* f(0) = 5 donne À = 5. 
f (0) = 0 donne 2u = 0 = 0 donc f(x) = 5 cos 2x. 

* g(0) = 0 donne À = 0. 

g’(0) = 8 donne 2u = 8 < = 4 donc f(x) = 4 cos 2x. 

Q°”° + Q = 0 est de la forme y°’ + a/y = 0 avec a° 21, 
CL CL 

d’où Q(#) = Acos ds 0 

318



Equations différentielles Solutions 
  

NP bar say =00 y +40 CO 

donc les solutions sont les fonctions f telle que f(x) = cos x +psin Lx, 

À et L des constantes réelles. 

2) LE hsin + cos. (0) =-V2 donne À =-V2 

08h sin 4 ZE cos 0e V2 34792 20, 
2 2 4 2 4 4 4 

comme À=-V2 en remplaçons, en trouve u=v2 

\2. 7x V2 
donc f(x) = 1/2 cos +2 sin 2 V2 05 24 V2 in *) 

2 2 2 2 2 2 

(cos T cos + sin sin = 2008( 72.27), 
4 à 2 2 4 

D) Si g(x} = ax cos x, alors g’(x}) = a(cosx — x sin x) 

et g’’(x) = a(-sinx — sinx — x COS x). 

donc g est solution de cette équation si et seulement si, Vx EelR, 

a(-2 sinx — x COSX) + ax COSX = Sin X. 

& a sinx = sinx > 2a= la. 

La fonction g telle que g(x) = x cosx est une solution de (E) sur IR. 

2) y’ +y = 0 (E”). Les solutions de (E’) sont les fonctions 

f(x) = À cosx + usinx, À et L des constantes réelles. 

3) D’après 1) on peut dire que Vx EIR : g’’(x) + g(x) = sinx 

f est une solution de (E) & Vx ElR, (x) + f(x) = sinx 

 Vx ElR, f(x) + QG) = g’’(x) + gx) 

> Vx EIR, (f- g)’"(x) + (F— g)(x) = 0 

< Î - g est une solution de (E”). 

4) f — g est une solution de (E’) & f(x) — g{(x) = À cos x + Li sin x 

e Î # 

& f(x) = À cosx + LL sinx 73 x cos x avec À et L des constantes réelles. 

On a: f(x) =(5) (cosx — x sin x) — À sin x + B cos x. 

* La tangente à la courbe au point D(O, 1) est parallèle à la droite: y = x 

& f(0)=1 
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f(0) = 1 donne À = 1 ; f”(0) = 1 donne us soit pi. 

La solution est définie par f(x} = x COSX +COSX +5 six. 

Vi a E):9ÿ" +y = 0 y +5 y = 0. 

Les solutions sur IR de l’équation (E) sont les fonctions définie par 

f(x) = cos x + Sin TX avec À et Lu des constantes réelles. 

b) f(0} = 0 donne A = 0 

1. X H_ x LL N . X 
f'(x)=--sin—+-cos— f(0) = 3 donne —=3 & 1=9 d’où f(x) = 9 sin—. (x) 704008 (0) 3 u ù f(x) 3 

c) On a g(x) = AGO + sin 

g est dérivable donc continue sur [0 , x], on en déduit qu’elle admet des 
primitives sur cet intervalle. 

Soit G une primitive de g : on a G{x) = 3 ns 

. Fecoax- [GO : a=28. 38 G(0) = -3 

donc Fecoax 38 Gps 

. Fecoax=0 > A=B(V3-2) . . L'ecodx=[6@f. 

T 33 
G(x)= 3Asin =-3Bcos INA G(0) = -3 

3 3 2 
33 

fear anre var 

ro zu +43 
V3A+B=2 |, _ ef. À me (V3-2)=-1. 

B= 

d’où g(x) = cos +(2+V3)sine. 
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+ Exercices corrigés 
+ Devoirs de contrôle 
et de synthèse   

3°"° Année 
e Section Mathématiques 

> Analyse 
> Géométrie et probabilités 

e Section sciences expérimentales 

> Analyse et géométrie 
© Section techniques 

> Analyse et géométrie 
© Section Sciences de l’informatique 

> Analyse et géométrie 
e Section Economie et Gestion 

> Résumé de cours 

+ Exercices corrigés 
+ Devoirs de contrôle 
et de synthèse   

BAC 
e Section Mathématiques 

> Analyse 
> Géométrie et probabilités 
>Bac blanc 

e Section sciences expérimentales 

> Analyse 
> Géométrie et probabilités 

e Section techniques 

> Analyse 

> Géométrie et probabilités 
e Section sciences de l’informatique 

> Analyse 
> Géométrie et probabilités 

e Section Economie et Gestion 

> Résumé de cours 
et exercices corrigés 

IAE  


