C.LEBOSSE
C. HEMERY

ALGEBRE

FERNAND
NATHAN






ALGEBRE



COLLECTION LEBOSSE ET HEMERY

6e Arithmétique et Travaux Pratiques
5e Arithmétique et Géométrie

4e Arithmétique, Algébre et Géométrie
3¢ Algébre, Arithmétique et Géométrie
2¢ A Algébre et Géométrie

2¢ C Algébre

22 C Géométrie

ire A Algébre et notions d’Analyse

ire CetD Algébre et notions d’Analyse

fre C Géométrie et Géométrie analytique
Mathématiques Géométrie
Mathématiques Algebre

Enseignement technique
LEBOSSE-HEMERY-FAURE
Nouveaux programmes

2¢ Techn. industrielle Algébre
2¢ Techn. industrielle Géométrie
1re Techn. industrielle Algébre et Géométrie



C. LEBOSSE C. HEMERY

Agrégé de Mathématiques Agrégé de Mathématiques
Professeur au Lycée Claude-Bernard Professeur au Lycée Lavoisier

ALGEBRE

Classe de Seconde C

PROGRAMME 1965

LIBRAIRIE FERNAND NATHAN



© 1961 Fernand Nathan - Paris



PROGRAMME DU 20 AOUT 1965

des Classes de Seconde C

(ancien programme 1960 de Seconde A’, C, M, M’)

Note préliminaire.

Les nécessités de la rédaction ont conduit a choisir, pour le libellé du programme,
un certain ordre d’énumération. Mais, il est bien entendu que le professeur est libre
d’adopter I'ordre de présentation qu’il désire, et, en particulier, de lier les enseigne-
ments relatifs 4 des théories qui sont mentionnées sous des rubriques différentes.

Le professeur s’attachera, tant en Algébre qu’en Géométrie, a I’aide des nombreux
exemples que fournissent les divers chapitres, a préciser quelques notions déja ren-
contrées dans les classes précédentes : proposition réciproque, condition nécessaire,
condition suffisante, propriété caractéristique. L’étude systématique de problémes
spéculatifs, c’est-a-dire de problémes proposant la recherche d’éléments dont I’exis-
tense doit étre mise en cause (tels que les problémes de « lieu géométrique », les pro-
blémes de « construction », les problémes de « résolution » d’équations et d’inéqua-
tions...), permettra de dégager un certain nombre d’idées générales concernant la
conduite logique d’un raisonnement : analyse, synthése, emploi de conditions a la fois
nécessaires et suffisantes, transformation d’un probléme en un probléme équivalent.

ALGEBRE ET NOTIONS D’ANALYSE

I. Les nombres et le calcul algébrique.

Rappel et mise en ordre (comportant éventuellement quelques compléments) des
éléments d’arithmétique et d’algébre acquis dans les classes précédentes : nombres;
opérations; comparaison; propriétés fondamentales. Rapports et proportions. Expo-
sants entiers positifs, nuls, négatifs; opérations sur les puissances entiéres. Racine carrée
arithmétique.

Mondémes, polyndmes, fractions rationnelles d’une ou plusieurs variables; opéra-
tions. Identités usuelles relatives aux polynémes (x + y)2, (x — y)?, (x + y)3, (x — y)3,
X2—y2, X3 4 y3, X8 — )3,

Technique du calcul algébrique; exercices raisonnés de transformation de polynémes,
de fractions rationnelles, et d’expressions irrationnelles simples.

Pratique du calcul numérique; calcul de valeurs approchées par encadrement.
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1l. Les fonctions.

19 Notion de fonction congue comme correspondance; exemples.

Fonction d’une variable; notation y = f (x). Notion d’accroissement. Fonction crois-
sante, fonction décroissante, fonction constante sur un intervalle.

20 Transformation du binéme ax + b conduisant 2 la forme a (x — p).

Equation et inéquation du premier degré a une inconnue, a coefficients numériques
ou littéraux.

Fonction y = ax, y = ax + b, de la variable x; existence, sens de variation; étude
lorsque x tend vers I'infini; signe.

Systéme de deux équations du premier degré a deux inconnues, a coefficients numé-
riques ou littéraux; étude théorique de sa résolution; définition du déterminant du
systéme. Méthodes pratiques de résolution.

30 Transformation du polynéme ax2 4 bx -+ c conduisant 2 la forme a (x — h)% 4k,
et éventuellement a laforme a (x — p) (x — q).

Equation et inéquation du second degré a une inconnue, & coefficients numériques
ou littéraux. Somme et produit des racines d’une équation (ou d’un polynéme) du
second degré.

Fonction y = ax?, y = ax? 4+ bx + c, de la variable x; existence, sens de variation,
maximum ou minimum; étude lorsque x tend vers I’infini, signe.

) 1 a . .
4° Fonctiony = V=% de lavariable x; existence, sens de variation; étude lorsque x

tend vers zéro ou vers I’infini.
50 Etude de problémes, pouvant faire appel i I’ensemble des connaissances des éléves,
dont la résolution conduit a des équations ou des inéquations du premier degré.

GEOMETRIE

I. Les premiers éléments. Compléments de géométrie plane.

10 Rappel et mise en ordre des premiers éléments, figurant dans le programme de
géométrie de la classe de cinquiéme, et dans les paragraphes Il, lll, IV du programme
de géométrie plane de la classe de quatriéme. Le professeur s’attachera a construire
un répertoire de définitions et de propriétés; il pourra éventuellement donner une
certaine ampleur au caractére déductif de telle ou telle partie de son exposé, sans
perdre de vue qu’il ne convient pas, a ce niveau, de s’attarder longuement sur ces
notions, qui ont déja été présentées, et qui constituent un point de départ.

20 Ensemble des points équidistants de deux points donnés. Ensemble des points
équidistants de deux droites données, sécantes ou paralléles. Médiatrices, hauteurs,
bissectrices d’un triangle.

30 Cercle. Positions d’un point par rapport a un cercle. Cordes et arcs. Tangente en un
point. Proportionnalité des angles au centre et des arcs interceptés.

Comparaison d’un angle inscrit et de I’angle au centre interceptant le méme arc.
Ensemble des points d’ol I’on voit un segment donné sous un angle saillant donné.
Angles opposés d’un quadrilatére inscrit dans un cercle, propriété réciproque.

Positions relatives d’une droite et d’un cercle. Tangentes a un cercle paraliéles a une
droite donnée, ou passant par un point donné.

Comparaison des segments joignant un point aux différents points d’un cercle. Posi-
tions relatives de deux cercles.

Cercle passant par deux points; cercle circonscrit a un triangle. Cercles tangents
a deux droites. Cercles tangents a trois droites.

1. Géométrie dans I’espace.

10 Plan et droite. Leurs déterminations. Leurs positions relatives; parallélisme de
droites et de plans; notions de direction de droite, de direction de plan.
20 Angles de deux droites; orthogonalité.
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Plans perpendiculaires a une droite; droites perpendiculaires a un plan.

Angles diédres; plans perpendiculaires.

Comparaison des segments joignant un point aux différents point d’un plan; distance
d’un point a un plan.

Définition d’un angle triédre, d’un angle polyédre.

30 Projection sur un plan paraliélement a une direction de droite; projection d’un
point, d’une droite, d’'un segment; projections de deux droites paralléles.

Projection orthogonale sur un plan. Projection orthogonale d’un angle droit.

40 Plan médiateur d’un segment. Ensemble des points équidistants de deux points
donnés, de trois points donnés.

Plans bissecteurs des diédres formés par deux plans sécants. Ensemble des points
équidistants de deux plans sécants ou paralléles.

Symétrie par rapport a une droite, par rapport a un point, par rapport i un plan.
Définition. Symétriques d’une droite, d’'un segment, d’un angle, d’un plan.

Définitions d’un axe, d’un centre, d’un plan de symétrie d’'un ensemble géométrique;
exemples simples.

(Les produits de symétries ne sont pas au programme).

i11. Eléments orientés. Vecteurs.

10 Eléments orientés sur une droite. Segment orienté. Droite orientée ou axe. Mesure
algébrique d’un segment orienté sur son support orienté. Formule de Chasles. Abscisse
d’un point sur un axe; changement d’origine. Segment défini par les abscisses des points
qui le limitent : mesure algébrique (segment orienté), longueur, abscisse du milieu.

Division harmonique de points alignés : relations caractéristiques.

20 Vecteur. Equipollence. Addition; associativité et commutativité. Vecteur nul;
vecteurs opposés. Soustraction.

Projection d’un vecteur : sur un plan, parallélement a une direction de droite; sur
une droite, paralieglement a une direction de droite (géométrie plane), ou parallé-
lement A une direction de plan. Projection orthogonale d’un vecteur. Projection d’une
somme ou d’une différence de vecteurs (sur un plan, sur une droite).

Projection sur une droite orientée; mesure algébrique de la projection d’un vecteur,
d’une somme ou d’une différence de vecteurs.

30 Multiplication d’un vecteur par un nombre relatif; rapport de deux vecteurs
paralléles.

Théoréme de Thalés en géométrie plane; probléme réciproque. Théoréme de Thalés
dans I’espace; réciproque. Projection (sur une droite, sur un plan) du vecteur produit
d’un vecteur par un nombre. Projection sur une droite orientée : mesure algébrique
de la projection du vecteur produit d’un vecteur par un nombre.

40 Translation; homothétie. Définition. Transformés d’une droite, d’un plan d’un
segment, d’un angle, d’un cercle.

Double propriété de distributivité, par rapport a I'addition, de la multiplication
d’un vecteur par un nombre.

Triangles homothétiques dans un plan; application aux médianes d’un triangle.

Homothéties transformant I'un en I'autre deux cercles d’un plan; tangentes com-
munes a deux cercles d’un plan.

(Les produits de translations et d’homothéties ne sont pas au programme.)

IV. Triangles semblables; applications.

10 Triangles semblables. Cas de similitude. Relations métriques dans le triangle
rectangle; problémes réciproques.

20 Définition des rapports trigonométriques d’un angle saillant; (cosinus, sinus,
tangente, cotangente); relations simples entre les rapports relatifs 3 un méme angle,
a deux angles supplémentaires, a deux angles aigus complémentaires. Cosinus de
I'angle saillant de deux vecteurs ou de deux axes.

Relations trigonométriques dans un triangle tectangle. Valeurs numériques des

rapports trigonométriques des angles de 30°, 459, 600.
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Relation a2 = b? 4 ¢* — 2bc cos A dans un triangle quelconque.
Exercices de calcul comportant |’'usage des tables de rapports trigonométriques.

V. Coordonnées (géométrie plane). Représentations graphiques.

10 Systéme de coordonnées cartésiennes dans le plan; axes obliques, axes rectan-
gulaires; choix des unités sur les axes. Systéme (ou repére) orthonormé. Composantes
scalaires (coordonnées) d’un vecteur; coordonnées d’un point.

Changement de coordonnées par la translation des axes.

20 Représentation graphique de la fonction y = ax + b. Ordonnée a l'origine; coeffi-
cient directeur (repére quelconque), pente (repére orthonormé).

30 Equation d’une droite relativement a un repére cartésien donné; interprétation
géométrique du signe d’'un polynéme du premier degré a deux variables.

Détermination de I’équation d’une droite définie par deux points, ou par un point
et sa direction. Intersection de deux droites définies par leurs équations. Application
aux équations et inéquations du premier degré a deux inconnues.

4o Représentation graphique des fonctions :

1 a N ,
y=axty=ax*4+bx +c,y= =% dans un systéme de coordonnées rectangu-

laires (pas nécessairement normé). Symétries des courbes représentatives de ces fonc-
tions.

NOTE DES AUTEURS

Le présent ouvrage comporte le développement du programme d’Algébre et
notions d’analyse ci-dessus de la classe de Seconde C.

Conformément 2 la tradition et utilisant la liberté donnée dans la note prélimi-
naire, nous avons également incorporé le paragraphe V du programme de Géomé-
trie (coordonnées et représentations graphiques), les paragraphes|, II, Ill, IV de
Géométrie faisant l'objet d’'un ouvrage séparé.




LIVRE |
CALCUL ALGEBRIQUE

Premiére Lecon

NOTIONS SUR LES ENSEMBLES

1. Définition. — On désigne sous le nom d’ensemble toute col-
lection d’éléments rassemblés par une propriété commune.

On peut envisager 'ensemble des éléves de la classe, ’ensemble des pages
d’un livre, 'ensemble des points d’un segment ou d’une portion de plan (fig. 1),
etc...

Appartenance. — Si a désigne un élément de I'ensemble E, on écrit :

ac E

lire « a élément de E » ou « a appartient 3 E ».

Lorsque @ et b désignent un méme élément de lensemble E
on dit que « a coincide avec b » et on écrit : a = b.

acE AcE A'=(cA
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

Deux ensembles E et F composés des mémes éléments sont dits égaux ou
identiques. On écrit : E = F,
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2. Inclusion. Sous-ensembles. — Tout ensemble A (fig. 2) composé

d’éléments appartenant a ’ensemble E est contenu ou #nclus dans ’ensemble E
et constitue un sous-ensemble de E. On écrit :

AcE

lire « A contenu dans E » ou « A inclus dans E ».

L’ensemble A’ composé des éléments de E qui n’appartiennent pas 2 A
constitue I’ensemble complémentaire de A ou le complément de A dans E (fig. 3).
On écrit : A’ = [JgA.

3. Ensemble des entiers naturels. — Le dénombrement des objets
d’une collection conduit a la suite naturelle des nombres entiers. Cette suite
illimitée constitue ’ensemble N des entiers naturels.

N: o0 1 2 3 4 5 6 7 8.
On écrit : @ < b ou a > b suivant que a précéde ou suit b dans la suite natu-
relle N.

Notons que les inégalités simultanées : @ << b et b < ¢ entralnent : @ < c.
L’ensemble N est dit ordonné.

Dans I’ensemble N on peut envisager différents sous-ensembles : L’ensemble
des entiers compris entre 0 et 20, ou entre 100 et 1 000, ’ensemble des entiers
terminés par 0 ou 5. Les nombres pairs (0 compris) et les nombres impairs consti-
tuent deux ensembles complémentaires dans N.

4. Intersection et réunion de deux ensembles.

L’intersection de deux ensembles A et B est I’ensemble I composé des é1é-
ments communs a A et a B (fig. 4). On écrit :

I =AnB lire : «A inter B»

AnB AuB

Fig. 4. Fig. 5.

La réunion de deux ensembles A et B est 'ensemble R composé des élé-
ments appartenant a I'un au moins des ensembles A et B (fig. 5). On écrit :

R = AuB lire : «A union B»
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Désignons par A I’ensemble des entiers a tels que 0 < a < 20
et par B 'ensemble des entiers b tels que 10 << & < 50

On obtient AnB ensemble des entiers «x tels que 10 < x << 20
AuB ensemble des entiers y tels que 0 <y < 50.

5. Implication et équivalence logique. — Lorsqu’une propriété A
(hypothése) admet pour conséquence la propriété $ (conclusion) on dit que la
propriété £ entraine ou implique la propriété $. On écrit :

A =>B lire ¢ A& implique 3 .

Si, réciproquement, la propriété 3 entraine la propriété #£, les deux pro-
priétés £ et I} sont dites équivalentes. On écrit :

A e=>B lire ¢ & équivaut a B .

ExeMPLES : 1° aeAet A c E => acE
20 geAetae B <> acAnB.

6. Loi de composition interne. — On définit une loi de compo-
sition interne sur un ensemble E si, a tout couple ordonné (a, b)
d’éléments de E distincts ou non, on fait correspondre d’une fagon
unique un élément c de E.

Le résultat ¢ de P'opération est le composé de a et b, pris dans cet ordre, et on
écrit:a * b =c.

Exemples. — 10 L’addition est une loi de composition interne définie
sur ’ensemble N des entiers naturels qui, 4 deux entiers a et b fait correspon-
dre leur somme a + b. Cette loi est dite :

commutativecar :a + b =b 4+ a
associative car:(a + b) +¢c=a+ (b + o).

20 La multiplication associe de méme 2 deux entiers a et b leur produit
a X bou a.b. Cette loi est également commutative et associative :

aXb=bxXa et (@ xXb) xXec=aXx(@b Xec).

Le produit de m entiers égaux & a s’écrit a™ et s’énonce « a puissance m ».
Rappelons les formules :

(abc)™ = qmbmc™; aml.gP = g + P et (a)P = gmp,

7. Elément neutre — Eléments symétriques. — Une loi de composi-
tion interne L admet un élément neutre e si quel que soit I’élément
adeE,ona :

a ke=¢€ x a=a.
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Ainsi 0 est un élément neutre pour I’addition des entiers naturels et de méme
1 est un élément neutre pour leur multiplication :

a+0=0+a=a et aXl=1Xa=a.
Deux éléments a et a’ sont dits symétriques pour la loi de com-
posttion interne L si :
a xa =ada x a=e

Si la loi L est une addition, il faut: @ + a’ = 0 et a’ est appelé 'opposé de a.
Silaloi L est une multiplication il faut: @ X a’ = 1 et @’ est I'znverse de a.

8. Notion de groupe. — Un ensemble E admet une structure de groupe
pour une loi de composition interne L si :

10 Cette loi est associative (a * b) x c =a * (b * ¢).
20 Cette loi admet un élément neutre e tel que pour tout élément @ de E on ait :
a xe=¢e¢ x a=a
30 Chagque élément a admei un élément symétrique a', tel que :
a xa =a xa=e
Lorsqu’en plus la loi L est commutative :a * b = b * a, on dit que 'ensem-
ble E a une structure de groupe commutatif (ou de groupe abélien).

L’ensemble N des entiers naturels n’a une structure de groupe ni pour
P’addition ni pour la multiplication car si a est un entier naturel on ne peut trou-
ver dans N un élément @’ tel que a + @’ =0oua X a' = 1.

Nous verrons des exemples de groupes aprés la définition des nombres
rationnels (n° 12) ou des nombres relatifs (n® 24). Nous rencontrerons ensuite
des ensembles admettant une structure plus compliquée tels que anneaux

(n° 126) ou corps (n° 36).

NOMBRES ARITHMETIQUES (Révision)

9. Nombres rationnels. — La mesure des grandeurs continues : lon-
gueurs, angles, etc... conduit 4 la notion de fraction.

Si A et B sont respectivement les produits d’une méme grandeur U par les

. . a
nombres entiers a et b, le rapport des grandeurs A et B estla fraction: 3

a
t : — 2
eton a A bB'

, , . . a
a est le numérateur et b le dénominateur de la fraction 5
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Deux fractions sont égales, si, avec la méme unité, elles mesurent deux gran-
deurs égales. Une fraction est supérieure 4 une autre si, avec la méme unité, la
premiére mesure une grandeur supérieure a celle que mesure la seconde.

i e a .
11 résulte de la définition que : 1= L’ensemble N des nombres entiers est

identique a I’ensemble des fractions de dénominateur 1.

L’ensemble des nombres entiers ou fractionnaires constitue I’ensemble Q des nom-
bres arithmétiques rationnels.

Donc (n° 2) : NeQ

10. Propriété fondamentale. — On ne modifie pas la valeur d’une
fraction en multipliant ses deux termes par un méme nombre
entier :

a an a:n .. 3., 45
B=tn—bn Ainsi : i d’heure = 60 d’heure.
Il en résulte qu’on peut simplifier une fraction :

48  4x12 4
108 9x12 9

ou réduire deux fractions au méme dénominateur :

. a a , \ ab' a'b
Les fractions ety sont égales 4 : St

On en déduit que :

~

g = Z—, > ab' = a'b.
% < l%— &> ab’ < a'b.

11. Opérations sur les fractions. — Rappelons que :

a_ o _ab+ab a_a _ab'—ab ...

3 + iy Y T (somme) 3 F = b (différence)
a_a ad . a a _ ab ;

3 X5 = (produit) 55— 2b (quotient exact).

Comme pour les entiers naturels la soustraction de deux fractions

a a . .L.a_a
p g cxige que Pon ait : A > 5
.. a' . .

Par contre la division par p est toujours possible sur 'ensemble Q des nombres

rationnels, si toutefois a’ 7= 0. En particulier ;
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Toute fraction 3 ot le quotient exact de a par b.

Le quotient de deux nombres rationnels est égal au produit du premier par
Pinverse du second.

12. Groupe multiplicatif des nombres rationnels. — La multiplica-
tion est une loi de composition interne définie sur ’ensemble Q des nombres
rationnels.

10 Cette loi est associative.

20 Elle admet un élément neutre 1.

, a i . b
30 Tout élément non nul 5 admet un élément inverse .

Comme d’autre part cette loi est commutative on voit (n°® 8) que :

L’ensemble des nombres arithmétiques rationnels non nuls
forme un groupe commutatif par rapport ¢ la multiplication.

Un tel groupe est dit : groupe multiplicatif abélien.

13. Nombres décimaux. — Toute fraction dont le dénominateur est une
puissance de 10 est appelée fraction décimale.

Une telle fraction peut s’écrire sous forme de nombre décimal en séparant par
une virgule, autant de chiffres  la droite de son numérateur, qu’il y a de zéros
2 son dénominateur, ainsi :

2731

1000 = 2,731,

14. Quotient entiexr. — Le quotient entier des detux nombres
entiers a et b, est le nombre entier q défini par la double inégalité :

g<a<b@+1) [ ¢))

<g+1-

[~ RN

On en déduit que : g <
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Le quotient entier de deux nombres entiers a et b est le plus grand nombre entier
. ;s . a
inférieur ou égal d la fraction 3

a
b

La différence r = a — bq est le reste de la division de a par b. De (1) il résulte
que g est déterminé par :

Le nombre entier ¢ est donc la partie entiére de la fraction

a=bg+r avec r<b (2)

Sir =0, on obtient : @ = bg. On dit que a est un multiple de b ou que b est
un diviseur de a.
Un nombre entier donné @ admet une infinité de multiples mais n’admet

qu’un nombre limité de diviseurs. Ainsi les seuls diviseurs de 15sont: 1, 3, 5 et
15,

15. Nombres premiers. — Un nombre premier est un nombre
entier qui n’est divisible que par lui-méme et par Uunité.
La liste des nombres premiers est illimitée :

1, 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29...

Le plus petit diviseur, autre que I'unité, d’un nombre non premier est un
nombre premier. Pour savoir si un nombre est premier on le divise par les
nombres premiers successifs jusqu’a obtenir un quotient inférieur au diviseur
premier utilisé. Si aucune division ne se fait exactement le nombre donné est
premier.

Ainsi 107, qui n’est pas divisible par 'un des nombres 2, 3, 5, 7 et 11, est un
nombre premier.

16. Factorisation d’un nombre entier. — Tout nombre entier
peut se décomposer d’une seule fagon en un produit de facteurs
premiers.

EXEMPLE ; 84 =22x21=22%X3 X7.
10 Soit : A=25x32x5 e B=22XxX3x7.
On obtient : AB=25+2 x 32+¢ x5 X 7.
20 Soit : A=25x3"x7 e B=2x32xX7

Ona: A=B><2“><32€==1$%=25'*‘><3“'2><'7'1"l

Regle. — Pour qu’un entier A soit divisible par un entier B (ou soit un multiple
de B) il faut et il suffit que tous les facteurs premiers de B figurent dans A avec des
exposants au moins égaux d ceux de B.
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17. Plus grand commun diviseur (P.G.C.D.). — D’aprés la régle
précédente (n° 16) tout diviseur d commun aux entiers A, B, C ne contient que
des facteurs premiers communs a ces nombres, chacun d’eux étant affecté
d’un exposant au plus égal a ceux de A, B et C. En particulier :

Le P.G.C.D. de deux ou plusieurs entiers s’obtient en faisant
le produit de leurs facteurs premiers communs, chacun d’eux
étant affecté de son plus petit exposant.

Ainsi : 336 =2"X3 X7 e 924=22x3x7x11
ont pour P.G.C.D. : 22 x 3 x7=84
Tout autre diviseur commun tel que 2 X 7 ou 22 X 3 est un diviseur de 84.

Les diviseurs communs a deux ou plusieurs nombres entiers sont les divi-
seurs de leur P.G.C.D.

18. Nombres premiers entre eux. — Deux nombres entiers sont dits
premiers entre eux lorsque leur P.G.C.D. est égal a 1.

Lorsqu’on divise deux nombres entiers par leur P.G.C.D. les
quotients obtenus sont premiers entre eux.

Ainsi les quotients de 336 et 924 par leur P.G.C.D. : 84 sont 2%et 11 qui n’ont
pas de facteur commun et sont premiers entre eux.

19. Simplification d’une fraction. — Toute fraction dont les deux
termes sont premiers entre eux est irréductible. On obtient la fraction irréduc-
tible égale & une fraction donnée en divisant ses termes par leur P.G.C.D.

Ainsi: 336 _336:84 4 fraction éxale 3 338 Sécrit :
nsi : 024 — 024.84 11 et toute fraction cgale 2 goa secrit @

4xn 4n

Mxn 11a

20. Plus petit commun multiple (P.P.C.M.). — D’aprés la régle du
n° 16 tout multiple 7 commun aux entiers A, B, C contient tous leurs facteurs
premiers avec des exposants au moins égaux.

Le P.P.C.M. de deux ou plusieurs entiers s’obtient en fai-
sant le produit de tous leurs facteurs premiers chacun d’eux étant
affecté de son plus grand exposant.

Ainsi: 168 =23x%x 3 x 7; 252 =22x32x7 et 80=2¢%x5
ont pour P.P.C.M. : 28 x 32 x 5 X 7=5040.

Leurs multiples communs sont 5 040; 5 040 x 2; 5 040 x 3... c’est-a-dire
les multiples de leur P.P.C.M.

21. Réduction de fractions & leur plus petit dénominateur commun.
Si les fractions sont irréductibles, il suffit de prendre pour dénominateur
commun le P.P.C.M. des dénominateurs de ces fractions.
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ExemMPLE. — Les fractions —2 ; 33 et 585 e réduisent 3 —5_. 1L et 39
336’ 756 1200 168’ 252 8o

Le P.P.C.M. des dénominateurs (n° 20) est 5 040. On obtient ainsi :
5 X 30_ 150 II X 20 _ 220 . 39 X 63 _ 2 457
168 X 30 5040 ’ 252 X 20 § 040 80 X 63 5 040

22. Racine carrée entiére d’un nombre rationnel. — La racine
carrée entiére du nombre rationnel A est le plus grand nombre
entier x dont le carré est inférieur ou égal a A.

R<A<(x+ 12 | (1)

Le nombre » = A — &2 est le reste. De I'inégalité (1) on déduit :
A—a® < (x4 1)2—a® soit r < 2x + 1 et x est déterminé par :

A=x2+r avec r<<2x-+1 2)

Nous supposons connue la régle de Pextraction de 6 48 57 | 254
la racine carrée entiére d’'un nombre entier. 2 48
Ainsi la racine de 64 857 est 254 et le reste 341. 2357 | 45 X 5
On vérifie que : 341 | 504 X 4

64 857 = (254)2 + 341 et (254)% < 64 857 < (255)%

Pour obtenir la racine carrée entiére d’un nombre rationnel il suffit de calculer
celle de sa partie entiére.

23. Racine carrée exacte. — La racine carrée exacte du nombre ration-
nel A est un nombre a (dont nous admettons I’existence) tel que a* = A.

Onécrit: a=4/A €&&> o =A.
I6_4
255

Lorsque A n’est pas le carré d’un nombre rationnel, le symbole 4/A déﬁpit
un nombre irrationnel dont on peut calculer des valeurs décimales approchées
(n° 102).

Ainsi: 4/2 = 1,44... V3 = 1,732...

Deux nombres arithmétiques, rationnels ou non, sont dans le méme ordre
de grandeur que leurs carrés ou leurs racines carrées exactes. De la double
inégalité (1) du n° 22, on déduit donc :

x<AVA<x+ 1,

La racine carrée entiére d’un nombre rationnel est la partie entiére de sa racine
carrée exacte.

Ainsi : 1/169 = 13 et
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EXERCICES

1. La médiatrice zy d’un segment AB partage le plan en deux demi-plans P, et Pg.
Si M désigne un point quelconque du plan, caractériser par une relation entre MA et
MB, I’ensemble des points de xy, ’ensemble des points de P, et I’ensemble des points de
Ps.

2. On désigne par M un point quelconque du plan d’un cercle de centre O et de rayon
R. Caractériser 'ensemble A des points intérieurs au cercle, I’ensemble B des points
extérieurs et ’ensemble C des points du cercle.

3. On considére deux cercles sécants O (R) et O (R’). On désigne par E I’ensemble
des points du plan, par A I’ensemble des points intérieurs au premier cercle et par B
I’ensemble des points intérieurs au second. Etudier les ensembles ANB et AUB. Quel
est le complément dans E de AUB, le complément dans A de ANB?

4. Soit dans ’ensemble N des entiers naturels, I’ensemble A des multiples de 5,
I’ensemble B des multiples de 7. Caractériser ’ensemble C = ANB. Déterminer ses qua-
tre premiers éléments.

5. Déterminer ’ensemble A des diviseurs de 72, I’ensemble B des diviseurs de 120,
puis les éléments de C = AUB et ceux de D = ANB. Caractériser ces derniers d’une
maniére simple.

6. A deux entiers a et b on associe leur P.G.C.D. que I’on note a %« b. Montrer que
cette loi de composition interne est définie sur I’ensemble N des entiers. Montrer qu’elle
est commutative et associative.

7. Le symbole a x b désigne le P.P.C.M. des entiers a et b. Montrer que la loi de
composition interne ainsi définie sur ’ensemble N des entiers est commutative, asso-
ciative et qu’elle admet un élément neutre égal a 1.

8. Aux deux entiers naturels a et b on fait correspondre I’entiera * b = ab + a + b.
Montrer que la loi de composition ainsi définie est commutative, associative et qu’elle
admet pour élément neutre 0.

9. Aux deux nombres arithmétiques rationnels a et b on fait correspondre le nombre
rationnel a-—‘f: B Montrer que la loi de composition ainsi définie est commutative et asso-
ciative.

10. On fait correspondre 4 deux nombres arithmétiques a et b rationnels ou non, le
nombre 4/a? + b2 Montrer que la loi de composition correspondante est commutative,
associative et qu’elle admet 0 pour élément neutre.

— Déterminer les nombres entiers x et y tels que :
11. 101 = 15z 4 y. 12, 94 = 13z + y: 13. 203 = 25z +y
14. 113 =19z 4 y. 15. 475 = 118z + y. 16. 2753 = 714z + y.

— Déterminer le P.G.C.D. des nombres suivants et 1a liste de leurs diviseurs com-
muns :

17. 840 et 1 800. 18. 3 696 et 5 082.

19. 630; 1 638 et 1 848. 20. 2520; 3 360 et 4 032.
— Déterminer le P.P.C.M. des nombres suivants :

21, 180 et 152. 22, 2916 et 3 402,

23. 15; 18 et 25. 24. 132; 198 et 297.

25. Déterminer deux nombres entiers x et y connaissant leur somme ¢ + y = s
ainsi que le quotient entier g et le reste r de la division de x par y. Discuter.
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26. Méme probléme lorsqu’on connait x — y = d, getr.

27. 1° Démontrer que tout entier z qui divise deux nombres entiers = et y divise
aussi leur somme, leur différence et le reste de la division de x par y.

20 En déduire que le P.G.C.D. de x et y est le méme que celui de y et du reste de la
division de x par y.

30 Appliquer cette méthode a la recherche du P.G.C.D. de 4 788 et 1 764.

28. Trouver les fractions % égales a Z—g et telles que :

10 la somme des termes : a + b = 108;

20 ]a diftérence des termes : b — a = 13;

3°3a+ 5b="74.

29. En divisant 2 780; 3 470 et 4 860 par un méme entier x on trouve comme restes
8; 5 et 9. Trouver la plus grande valeur possible pour x.

30. Trouver le plus petit nombre entier x qui divisé par 84; 126 et 168 donne comme
restes 83; 125 et 167 (on cherchera x -+ 1).
— Effectuer les opérations suivantes :

31. %i_g %71_16_2?;3. 32. i9'35“3"155_13+;_(2)'
3. B, L s 2 2Ly
35. gxg%x%. 36. (%4.;_32_1) g.
37. (%_%4_%):%. 38. (25_(%_%24_%):;_3.

— Calculer la racine carrée entiére des nombres suivants :
39. 2 753; 87 642; 312 694.
40. 31 415,92; 31 830,98; 2718 281,828.
740, 21 831, 357 963
3’ 7 13
42, Soit x la racine carrée enti¢re d’un nombre entier a.
10 Quelle est, en fonction de x, la plus grande valeur possible pour a? quelle est
la plus petite? quel est le nombre de solutions possibles?
20 Application : trouver les nombres a sachant que z = 17.
43. 1° Soit a un nombre entier supérieur a 1. Montrer que la racine carrée entiere

de (a®* — 1) est (@ — 1). Quel est le reste?
20 Application : Racine carrée entiére de : 131 X 133.

41.

.



2¢ Legon

NOMBRES RELATIFS (Révision)

24, Définition. — La considération de grandeurs susceptibles d’étre
évaluées dans deux sens différents conduit aux définitions suivantes :

Un nombre positif ou négatif s’obtient en faisant précéder un
nombre arithmétique différent de zéro du signe + ou —.

(+ %) est positif;  (— 0,43) est négatif.

La réunion de I’ensemble des nombres positifs, de ’ensemble des nombres
négatifs et du nombre 0 (qui n’a pas de signe déterminé) constitue ’ensemble
des nombres relatifs (ou algébriques). Le nombre 0 est le nombre nul.

La valeur absolue d’un nombre relatif x est le nombre arithmétique obtenu en
supprimant son signe et s’écrit | x |.

Si x=—12: | x| =12,
Deux nombres relatifs sont égaux s’ils ont méme valeur absolue et méme
. 1 .. . .
signe : (— 0,25) = — . Sinon, ils sont inégaux : (— 7) % (4 7).

Deux nombres relatifs sont opposés s’ils ont méme valeur absolue et des
signes contraires : (4 7) et (— 7) sont opposés.

ADDITION DES NOMBRES RELATIFS

25. Définitions. — 1° La somme de deux nombres relatifs de
méme signe a pour valeur absolue la somme des valeurs abso-
lues et pour signe le signe commun.

2° La somme de deux nombres relatifs de signes contraires
1 pour valeur absolue la différence des valeurs absolues et le
signe de celui des deux nombres qui a la plus grande valeur
absolue.

Ainsi: (+7) +(+13) =20 et (+7)+(—13)=—86,
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30 La somme de plusieurs nombres rangés dans un certain ordre s’obtient en
faisant la somme du premier et du second, du nombre obtenu et du troisiéme et
ainsi de suite :

Chacun des nombres a, b, ¢, d est un ferme de la somme :

a+b+c+d

26. Propriétés. — L’addition est une loi de composition interne pour
I’ensemble des nombres relatifs. Cette opération :

10 Est commutative : a + b = b + a. Plus généralement :
at+b+c+d=b+d+a-+tec
20 Est associative : on peut remplacer plusieurs termes par leur somme
effectuée : (@+b+c=a+ (b+ o).
Plus généralement: a4+ b4+ c+d=a+ (b+ c+ 4d).

30 Admet O pour élément neutre :
a+0=0+a=a.

40 Est telle que tout élément a admet un symétrique ', opposé de a: car la somme
de deux nombres opposés est nulle : (4 7) + (— 7) = 0. Donc (n° 8) :

L’ensemble des nombres relatifs a une structure de groupe
abélien pour Uaddition.

27. Convention. — Afin de simplifier I’écriture on convient :

10 De supprimer le signe + devant un nombre positif isolé.

20 De supprimer les signes d’addition dans une somme de plusieurs termes
numériques et d’écrire ceux-ci a la suite l'un de I’autre accompagnés de leur signe
propre.

FB)+(—Y+(+7) =(+11) sécrit: 13—94+7=11L

28. Reégle. — Pour calculer une somme numérique, on peut
faire la somme des termes précédés du signe -+, puis celle des
termes précédés du signe —, et ajouter les deux nombres relatifs
obtenus.

—174+4—54+3+9 = (4+3+9) — 17 +5) =16—22=—6.

SOUSTRACTION

29. Théoréme. — Etant donnés deux nombres relatifs a et b,
il existe un nombre relatif x et un seul tel que : a = b + x. Ce
nombre se nomme différence des nombres a et b.

Soit &' le symétrique de b :
a=bt+trxe=e>bJa=b0+b+x=0+x=unx
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Soit: # = b' 4+ @ = a + b’. On peut vérifier que :
b+x=b+b+a=0+a=a

30. Régle. — Convenons d’écrire b’ = — b:
x=a-+b =a+ (—b) =a—b. Ainsi:

a=bt+trx &> a—b=x et

Pour retrancher un nombre relatif, on ajoute son symétrique :
(—17) —(—4) = (—17) + (+ 4 = — 13,

SOMMES ALGEBRIQUES

31. Définition. — Une somme algébrique est une suite de
nombres séparés par les signes + ou —.

EXEMPLE : s=a—b+c—d.

Pour calculer cette somme, on fait la différence @ — b, puis on ajoute ¢
et on retranche d. D’apreés la régle n° 30 le résultat est égal a la somme

s=a+ (—b)+c+ (—a).

Les propriétés des sommes (commutativité et associativité) s’étendent ainsi
aux sommes algébriques et il est clair que si on change les signes de tous les
termes d’une somme algébrique, le résultat change également de signe. On
en déduit :

32. Régle. — Pour ajouter une somme algébrique, on peut
supprimer les parenthéses précédées du signe |+ sans changer
aucun signe.

Pour retrancher une somme algébrique on peut supprimer
les parenthéses précédées du signe moins, a condition de chan-
ger les signes qui précédent les nombres contenus dans ces
parenthéses.

a+Gb—c+d)—(e—f)=a+b—c+d—etf
—124+(—74+4—2)—(—3+4+5)=—12—7+4—2+4+3—05.

Inversement : On peut placer entre des parenthéses plusieurs termes d’une
somme algébrique, en conservant les signes si les parenthéses sont précédées du
signe -, et en changeant les signes si les parenthéses sont précédées du signe —.

ReMARQUE. — La régle précédente de suppression des parenthéses s’étend
sans difficulté aux crochets et aux accolades.
a—{bt+[c—d—e+fl}=a—{b+[c—d+e+f]}
=a—{bt+c—d+te+fl=a—b—c+d—e—}f
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MULTIPLICATION

33. Définitions. — 1° Le produit de deux nombres relatifs a
pour valeur absolue le produit des valeurs absolues des deux
facteurs et le signe + ou — selon que ces facteurs sont de méme
signe ou de signes contraires.

20 Le produit de plusieurs facteurs rangés dans un certain ordre s’obtient en
faisant le produit des deux premiers, puis celui du nombre obtenu par le troisiéme,
et ainsi de suite.

Ainsi :

(CD(H=+28 HNH=—28 (+)(—H(—1)=+2

Il en résulte que la valeur absolue d’un produit est le produit des valeurs

absolues de ses facteurs et que son signe est -+ si le nombre des facteurs
négatifs est pair ou nul, — si ce nombre est impair.

34. Propriétés des produits. — La multiplication est une loi de compo-
sition interne pour l’ensemble des nombres relatifs et posséde les pro-
priétés suivantes :

10 Commutativité : ab = ba; abcde = cheda, car les deux membres ont
méme valeur absolue et méme signe.

20 Associativité : abc = a(bc); abede = (abc) (de). On peut remplacer plu-
sieurs facteurs par leur produit effectué ou :
Pour multiplier deux produits on forme un produit contenant tous les facteurs.

3° Le nombre 1 est 'élément neutre de la multiplication :
axl=1Xa=a

40 Tout nombre relatif a différent de zéro admet un inverse a' tel que
ad’ =1:

(—5) X (—— %) =1; (—i— %) X (+ %) =1: Donc (n° 8) :

L’ensemble des nombres relatifs non nuls a une structure de
groupe abélien pour la multiplication.

50 Le produit est distributif par rapport & la somme : on vérifie que :
(@a+bm=m(a+b)=am+ bm;
(@— b+ c)m = am—bm + cm;
(@a—b+c)(m—n) =am—bm + cm — an + bn — cn.

35. Théoréme. — Pour qu’un produit soit nul, il faut et il
suffit que ’un de ses facteurs soit nul.
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Si I'un des facteurs est nul, le produit a une valeur absolue nulle, donc est
nul. Réciproquement, si le produit est nul I'un au moins des facteurs est nul,
car si aucun des facteurs n’est nul, le produit ne peut I’étre.

36. Corps des nombres relatifs. — Par définition on dit qu'un ensemble
E a une structure de corps lorsque :

10 E a une structure de groupe abélien pour I’addition;

20 les éléments de E autres que le zéro de ’addition ont une structure de
groupe pour la multiplication;
30 la multiplication est distributive par rapport a I’addition.

L’ensemble des nombres relatifs a donc une structure de
corps.

DIVISION

37. Théoréme. — Si b est différent de zéro, il existe un nombre
x et un seul dont le produit par b est égal a a. Ce nombre se
nomme quotient exact de a par b.

Soit B I'inverse de b, donc tel que: 88 = 1:

a = bx ==> Ba = Bbx soit Bfa =1 X x = «x.
Donc: x = Ba = aB. On peut vérifier que : bx = baB = bpa = a.
Le quotient exact dea par b s’écrita: bou g‘ Le symbole % est appelé rap-

port des nombres a et b.

Sib£0: =x <> a=1b

[SUR~Y

38. Régle. — Il en résulte que B inverse de b s’écrit : ll-)et Pégalité : % =af

(n° 37) devient :

Sl ==

=a X

S

Pour diviser a par b, on multiplie a par Uinverse de b.
2

9 _Coxk = (+2x(-))

(=3)
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39. Corollaires. — Deux nombres inverses étant de méme signe, il en
résulte que la régle des signes de la division est la méme que celle de la
multiplication et que :

a+b—c 1 _a b ¢
T —ltb—gXx =+
(E=abc ><1=(a>< 1) be =2 b
n n n n
REMARQUES. — 1° La division d’un nombre par zéro est impossible. Le sym-

a . . . .
bole 5 n’a aucun sens, car il n’existe pas de nombre dont le produit par 0 soit

0

égal au nombre (non nul) a.
20 Pour qu'un rapport soit nul il faut et il suffit que son numérateur soit nul,
sans que son dénominateur le soit.

. a
Sia=0,0na 5= 0 et dans ce cas seulement.

PROPRIETES DES RAPPORTS

40. Théoréme. — On ne change pas la valeur d’un rapport
en multipliant (ou divisant) ses deux termes par un méme
nombre non nul.

S = x=—>a=bx=—>an = (bx)n = (bn) x

b
Donc (n° 37) : %lz= x. De méme : % = x.
a__an _a:n
b b b:nm

R . ..., 35ab 7b . .
Les rapports peuvent donc étre simplifiés : Ba =3¢ ils peuvent étre

réduits au méme dénominateur :
a__ adf ¢ bef e bde
A A
41. Somme algébrique de plusieurs rapports. — On commence
par réduire les rapports au méme dénominateur, puis on effec-
tue la somme algébrique des numérateurs obtenus et on la
divise par le dénominateur commun.

Il résulte du n° 39 que: S i=
n o n
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42. Produit de plusieurs rapports. — On effectue le produit des
numérateurs et on le divise par le produit des dénominateurs.

Posons: k= %y & g b
osons.x—b,y_daz_f

Ona: a=bx c¢=dy, e=fz etparsuite:

ace = bx.dy.fz = bdf.xyz (n° 34)
, ace .
D’ou : xyz = baf ce qui montre que :
b7 d”f bdf

a b
L’inverse du rapport j est le rapport o
En effet: A

43. Quotient de deux rapports. — On multiplie le rapport divi-
dende par Uinverse du rapport diviseur.

En effet (n° 38) : g;%=gxgzg
44, Applications.
a a_n _an a
1o I—JX”=I—JX-1-:—b—=_'.z
a a 1 a a:n
2 =X T T
L a
30 7b _S5ax7d_ axd_b
5¢ 5ex7b bXc ¢
7d d

Dans un quotient de deux rapports on peut simplifier les numé-
rateurs entre eux et les dénominateurs entre eux.

EXERCICES

44, Caractériser par un nombre relatif ’augmentation de température entre les
températures suivantes :
+ 7oet 4 230; + 320 et + 13°; — 230et — 7o,
— 19° et — 320; — 170 et + 110; + 90et — 23°.
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45. En prenant minuit pour origine et la minute pour unité, caractériser par un
nombre relatif les heures suivantes :

Jour suivant : 2 h 10; 9 h 45; 16 h 28.
Jour précédent : 23 h 17; 18 h 52; 9 h 30.

46. Exprimer en années, mois et jours le temps écoulé entre les deux dates suivantes :
23 juin 63 av. J.-C. et 13 mars 14 apr. J.-C. de midi & midi. (L’an 10 apr. J.-C. signifie
la 10¢ année apres la naissance de J.-C. Il n’y a donc pas d’année 0).

4&7. Calculer les sommes algébriques suivantes :
7 3 7 19
() +(+m) - (+8) - (- =)
1 4 2 7 1
(—3-35)—G+s-9+(-n)
— Réduire les expressions suivantes :
48. [(a—b) — (7T—b] + [18 —a + (a—9)].
49. [@+b—o)+ (b +ec—al—[a+b+e)—(+a—>bl

50. {a—[b—(+ 2} —{atlc—@—n]} +d—1
51. Effectuer les produits suivants :

FIED cmld (Dewld

52. Calculer les quotients suivants :

7 21 85 17 18 16
(+3) : (- %) (~%): (-3 (~%): (+=)
— Simplifier les expressions suivantes :
63.3(a+b—c)—2(a—b+c)+5(@—b—ec).
54 (x + y) (¢ + ) + (x—y) (@ — b) — (az + by).
85. 5[ —x+3(@—2)] —2[z+ 5@ —3)
86. [7(z + 3) —5][2—5(@y — 1] — 84 (z + ).

— Effectuer les opérations suivantes :

— 39 + 65 —26 105 — 630 + 84
57 —— T == 58. — g
g 1,5 s_1_17
378 5710
8 1 3 80. —35—%
—5 413 1_3_9°
274 271
17 1
—5+4+7—9_ —5—3 2,6 3,—18
8. 2F11i—1 X 3=10 62.1+—1 i, 0
2 5
1, 1
11 1
1 i
145 143 143
63. — > 64, — ————
i i 11
-3 153 1+g——3
141

4



3¢ Le¢on

I. PUISSANCES

45. Définition. — On appelle puissance d’un nombre le produit
de plusieurs facteurs égaux a ce nombre.

Ainsi a® = a.a.a.a.a.

a@® se lit « a puissance 5 » ou simplement « @ cinq ». Le nombre entier arith-
métique § est lexposant de la puissance.
Rappelons que : al = a
a® est le carré de a
a® est le cube de a.

46. Signe d’une puissance — Il résulte du n° 33 que :
1° Toute puissance d’exposant pair est positive.
20 Toute puissance d’exposant impair est du signe du nombre.
Ainsi le carré d’'un nombre non nul est positif. Le cube d’'un nombre
positif est positif et le cube d’'un nombre négatif est négatif. D’autre part
(—a)y = a® si m est pair
(—a)® = — a" si n est impair.
47. Puissance d’un produit. — Pour élever un produit a une

~

puissance, on peut élever chaque facteur a cette puissance.
Ainsi, (abc)® = abc.abc.abc. = aaa.bbb.ccc. = ad.b%.c%

En général :

(abe)r = a™.b".c*

48. Puissance d’un rapport. — Pour élever un rapport da une
puissance, on peut élever chacun des termes a cette puissance.

Ainsi :

(a)4 aaaa aaaa  a*
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n n
En général : (%) = Z—'“

49. Produit de plusieurs puissances d’'un méme nombre. — Le pro-
duit de plusieurs puissances d’un méme nombre est la puissance
de ce nombre dont ’exposant est égal a la somme des expo-
sants de chacun des facteurs.

Ainsi : a%.a* = (a.a.a).(a.a) = a.a.a.a.a. = a®.
D’ou : a*a?. = a® 2
D’une fagon générale : a™.a".a? = qmtrt?

50. Puissance d’une puissance. — La puissance d’une puissance
d’un nombre est la puissance de ce nombre dont I’exposant
est le produit des deux exposants.

Ainsi : (@R =a" X a® X @ = a7 = g%,
D’ou : (@")? = a” %3,
En général : (a™)? = a™>,

On en déduit :

10 (a™)? = (a?)™.

20 a? = (&) = [(@)]

51. Quotient de deux puissances d’un méme nombre.
De I'égalité : a® = a® X @®  on déduit (n° 38):

a8

@ _ 3 _ ,8-6
ab

Et, en prenant les inverses (n° 42) :

@ 1 1
PR s
D’une fagon générale :
am™ .
prie am™-? stm > p.
am 1 .
ﬁ = prr S1m <P-
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52. Exposant nul. Exposant négatif.
am

10 =L Or I'application de la régle précédente donne :
a™ . .
P al. On convient que a® = 1 quel que soit a.

1 .
29 Convenons de méme que : g™ = Py Nous pourrons écrire :

5
a _ 1 = q-% = g5-8,
PR

Ces conventions étant admises :
Le quotient de deux puissances d’un méme nombre est égal
a la puissance de ce nombre dont I’exposant (positif, nul ou

négatif) est égal a la différence des exposants du dividende et
du diviseur.

1. RACINES D’UN NOMBRE ARITHMETIQUE

53. Définitions. — On appelle racine carrée du nombre arithmé-
tique A le nombre arithmétique x dont le carré est égal a A.

On écrit ; x=1/A &> 2 =A.

4/A se lit « racine carrée de A ». Le signe 4/ se nomme radical et le nombre
A est le radicande.

o - 3 9 3\2_ 9
.0 — 2 _ Q1. S 2 - 2y =2,

Ainsi: 9 =4/81 car 92 = 81; 5 «\/25 car (5) 75
Si le radicande A n’est pas le carré d’un entier ou d’une fraction, le symbole
v/A définit un nombre irrationnel que 'on peut calculer 2 une approximation

donnée. Ainsi :
V2 = 1,414... V3 = 1,732...

On appelle racine cubique du nombre arithmétique A, le
nombre arithmétique x dont le cube est égal a A.

Si® = A onécrit : x = VA (lire : « racine cubique de A »).

D’une fagon générale :

On appelle racine n*™ du nombre arithmétique A, le nombre
arithmétique x tel que x" = A.

On écrit: x = /A (lire : « racine n*™ de A »), et :

x=1/A <«—> an=A
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L’entier n est I'indice de la racine. Nous admettrons que tout nombre
arithmétique A a une racine 7#™ et une seule.

Il résulte de la définition que :

(VA" = A et Va" = a.

54. Racine d’un produit. — La racine d’un produit de facteurs
est égale au produit des racines de chaque facteur.

Va-b-c = a5/

Posons * = /a- /b /¢ et calculons a7,
xn = (Va. v/b. ¥/¢)* = (/a)" (/B)* (/") = a-b-c.
D’ou: x=+/ab-c
EXEMPLE :
A/19600 = /4 X 49 X 100 = 4/4. 4/49. 4/100 = 2 X 7 X 10 = 140.

55. Racine d’un rapport. — La racine d’un rapport est égale
au rapport des racines de chacun des termes.

Va com_ (Va\" _({a)" _a
Posons x=\,y[;- Ona:am” = % _(\7[_7)"_5
Soit x = ,\/ g.
EXEMPLES :
9 _ V9 \/—aé_\/Saz_a\/f)‘
64 /64 4 V4 2
56. Racine d’une puissance. Puissance d’une racine. — On_peut

indifféremment extraire la racine n*™ de a® ou élever ¥/a a la
puissance p.

Var = (W

Ainsi VB =+ a-a-a=a¥a-¥a= (¥a)
EXEMPLES : (V@) = 1/ (Wad)t = /a®
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57. Racine d’une racine. — La racine d’une racine d’un nom-
bre est la racine de ce nombre ayant pour indice le produit
des indices.

VR/a ="Va.

Soit par exemple : ¥ = {/¥/a. On a: #* = ({/¥a)* = Va.
Puis ®? = ()} = (\3/(1)3 = a. Donc x = I\Z/a = 4\/%3/7

— Ainsi pour calculer /4 on pourra calculer \/4/a.

58. Simplification de la racine d’une puissance. — On peut mul-
tiplier ou diviser par un méme nombre entier I’indice et I’expo-
sant de la racine d’une puissance.

Ainsi ¥/a® = *§/a®™5 = {//(a®5. Or /(@) = a*
Donc: Aa® = ¥/a°.
APPLICATIONS. — 10/ = /a /a® = ad.
20 Va® = \/a’ = \/a¥-a = \/ad*Va=da*Va.
30 /@ N/ad = N/ /@i = at = N/ a® = Y.
On peut ainsi toujours simplifier un produit de racines de différentes puissances
d’'un méme nombre.

Ill. RACINES DUN NOMBRE RELATIF

59. Racine carrée. — On appelle racine carrée d’un nombre
relatif A tout nombre relatif x dont le carré est égal a A.

x doit donc vérifier I'égalité x2 = A.

60. Théoréme. — 1° Un nombre négatif n’a pas de racine carrée.
20 Zéro a pour racine unique : zéro.

3° Un nombre positif a deux racines carrées qui sont deux
nombres opposés.

Un carré étant toujours positif ou nul, I’égalité ¥ = A ne peut étre véri_ﬁée
si A est négatif. Seul x = 0 vérifie 'égalité x> = 0, Soit & chercher les racines
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de + 49. La valeur absolue de x élevée au carré doit donner 49. Elle est donc
égale a 7. Son signe est 4 ou — et on obtient pour x deux valeurs : 4 7 et

61. Convention. — Le symbole \/A désigne la racine carrée
positive du nombre positif A.

Les deux racines carrées de A sont donc : + 4/A et — 1/A.

Va

REMARQUE. — Il en résulte que : Ve @ sia est positif,

— a si q est négatif.

Ainsi : /7P =47 e +/(—52=++05.

62. Racine cubique. — On appelle racine cubique du nombre
relatif A, tout nombre relatif x dont le cube est égal a A.

x doit vérifier I'égalité x3 = A.

63. Théoréme. — Tout nombre relatif a une racine cubique
et une seule de méme signe que lui.

Soit a chercher x tel que x® = — 125. La valeur absolue de x élevée au
cube doit donner 125, elle est donc égale & §/125 = 5. D’autre part (n° 45)
le signe de x est — car le signe de &2 est celui de x. On a donc ¥ = — 5.

Le symbole ¥/A désigne sans ambiguité la racine cubique
de A. B
Six®=A ondécrit x=+A.

Notons I'égalité : /— A = — /A.

64. Généralisation. — On appelle racine n*™ du nombre rela-
tif A tout nombre relatif x tel que x» = A.

10 Si n est pair. On montre comme pour » = 2 que les nombres positifs
ont deux racines opposées, les nombres négatifs n’en ont pas.
+/A désigne la racine positive de A et — {/A la racine négative de A.

20 Si n est impair. Tout nombre relatif A posséde une racine n®m¢ de
méme signe que lui désignée par le symbole 1/A.
ExemMPLE : 4 625 a deux racines 4iémes ; |- 5 et — 5,
— 625 n’a pas de racine 4iéme,

V32 =42 e /—32=-—2

ALGEBRE SECONDE . 2
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EXERCICES

— Calculer les expressions suivantes :

65. (— 3)2-(+ 4+ (— 5)% 66. (+ 2)*-(— 5P -(+ 7

o (=3 (+ ) s () () ()

69. (& 2°-(+ 5)°- (= 9° 70. (& 18)7- (+ 2)*- (— 50)°
(— 10)¢- (+ 15)* (— 25 (— 4p (— 27

w F =0l el 0 (5) o)
S S

— Calculer les racines suivantes :

73. {/216. 74. v/625. 75. Y/7776.

76. 4/ 258 7.7/ 15, 78. \/ -

79. 4/100 X 25 x 36. 80. {/27 X 343 x 729. 81. {/32 x 243 x 3125.
82. 4/(— 12)%. 83. v(v/3 — 2 84. 4/ — 125 x 1331.
— Simplifier les expressions :

85. {a. Wa. ¥a 86. ¥Wa. ¥/@ Wa.

87. Wa Va. ¥/a 88. X/@ W& R/

8\2 5\3 9\5
89. Calculer z tel que : 2* = (— 2)° X (— §i) X (+ Z) X (— —) .

90. Calculer x tel que : 2® = (— 3)® X (._ E?) X (+ _8_)2 X (+ i).

7 25 49
91. Calculer z tel que : 28 = (+ g)s X (— g)a X (— 11_025)

92, Les nombres a et b étant positifs, démontrer la relation :

V& + Ya b+ Vb + YaBb = 4/(a + by

Vérifier cette relation pour a =5 et b = 4.

93. Calculer les expressions :

BV5) 4+ 3VF

V30 x 24 — /25 x 16 = {/(_%)s.(_;)z.(_g)t

A=
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EGALITES

65. Définition. — L’égalité de deux nombres relatifs a et b s’écrit :
a=n>b

a est le premier membre et b le second membre de Uégalité.
Quand on considére I’égalité de deux sommes algébriques :

a—b+c=d—f

chacun des nombres a, — b, ¢, etc... constitue un terme de I’égalité.

66. Théoréme I. — On peut ajouter ou retrancher un méme
nombre aux deux membres d’une égalité.

En effet, si a et b sont égaux il en est de méme de a+ ¢ et b4 ¢ d'une
partetde a—c¢ et b— ¢ d’autre part, ainsi:

a=1>»> > at+c=b+c

67. Applications. — 1° Dans une égalité, on peut supprimer un
terme commun aux deux membres.

De légalité @ 4+ ¢ = b + ¢ on déduit a = b en retranchant ¢ aux
deux membres.

20 Transposition d’un terme. — De 'égalité @ = b + ¢, on déduit
en retranchant ¢ aux deux membres:
a—c=
La nouvelle égalité ne différe de la premiére que par la place du terme ¢
qui a changé de membre et en méme temps de signe.

Dans une égalité, on peut faire passer un terme d’un membre
dans Pautre a condition de changer le signe qui le précéde.

Ou plus simplement :
Tout terme qui change de membre change de signe.
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3° On peut ajouter (ou retrancher) membre @ membre deux
ou plusieurs égalités.

Cela revient 2 ajouter (ou 4 retrancher) des nombres égaux aux deux membres
de la premiére. Ainsi :

a=150 atct+f=b+d+ g
c=dg = a—c=b—d
f=¢ a—ct+f=b—d+¢g

68. Théoréme II. — On peut multiplier (ou diviser) les
deux membres d’une égalité par un méme nombre non nul.

Si a et b sont égaux, il en est de méme de ac et bc d’'une partetdea:cetd: ¢
d’autre part :

I

Pour ¢ £ 0: a=1"b >

I

o O o~

ain 8§

69. Applications. — 1° On peut changer les signes des deux
membres d’une égalité.

Cela revient a multiplier les deux membres par — 1.

20 On peut multiplier (ou diviser) membre a membre deux
égalités.

Cela revient 2 multiplier (ou diviser) les deux membres de la premiére par
deux nombres égaux.

Des égalités a=b e c=d

on déduit ac = bd et

LNEY
8 o

70. Théoréme III. — On peut élever a une méme puissance
les deux membres d’une égalité.

Si a et b sont égaux, il en est de méme de a” et b”

a=1> > a® = b

71. Remarque. — Il importe de remarquer que I’égalité a® = b” n’en-
traine pas toujours a = b.

10 Si n est impair. Les nombres relatifs a et b ont méme valeur absolue,
et aussi le méme signe, celui de a® et ™. IIs sont donc égaux.

Ainsi a = b = a=>



RAPPORTS EGAUX. PROPORTIONS 37

20 Si n est pair. On a encore |a] = |b| mais a et b peuvent étre de méme
signe ou de signes différents et par suite étre égaux ou opposés.
a=5b
Ainsi a? = b? =— ou
a=—>

RAPPORTS EGAUX. PROPORTIONS

72. Théoréme. — Dans une suite de rapports égaux, on forme
un rapport égal a chacun d’eux en divisant la somme des numé-
rateurs par la somme des dénominateurs.

. a a a'

Soit St Ak E.

Ona(n®38): a=20bk; a' =0bk; a" =0b'k

D’ou : at+a +a" =bk+bk+bk=(>b+ b+ bk

Ce qui montre que % est égal au quotient de @ + @’ + a” par b + &' + b".

a_’_a_”_a—l—a’—l—a"
b T bbb+ b

a
b

73. Corollaire. — On démontrerait de méme que :

ma + na' + pa" = (mb + nb’ + bp")k.

Dot : e_a _a _ma+tna +pa
ou: b~ b0 " b mb+ nb + pb”
74. Nombres proportionnels. — On dit que les nombres a, a,

a"... sont proportionnels aux nombres b, V', b''... quand :

Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit qu’il y ait un rapport constant k
entre un nombre de la premiére suite et le nombre correspondant de la seconde.
Le nombre & se nomme coefficient de proportionnalité.
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75. Proportion. — On appelle proportion I’égalité de deux
rapporits :
a_¢
b d

a et d sont les termes extrémes, b et ¢ sont les moyens.

76. Théoréme fondamental. — Pour que quatre nombres for-
ment une proportion il faut et il suffit que le produit des extrémes
soit égal au produit des moyens.

On peut en effet écrire les équivalences suivantes :

a_ ¢ ad b
. e, a ¢ a b d ¢ b a , . .
Les égalités : 3= -2 b—a2 ¢ 27: équivalentes a

ad = bc sont équivalentes entre elles.

77. Corollaire. — Dans une proportion on peut intervertir les
moyens, intervertir les extrémes ou remplacer chaque rapport
par son inverse.

(Pratiquement au lieu de lire verticalement g = 2» lire de gauche 2 droite :
a b
=1 etc...).
78. Transformations d’une proportion. — D’aprés le n° 72 on peut
écrire :
a_c¢c_ate _a—c
b d b+d b—d
a_b_atb _a—b
¢c d c¢c+d c—d

Ce qui permet, en considérant deux des rapports égaux, d’écrire de nou-
velles proportions. On obtient ainsi :

a_a—c a+b cHd a+b_ c+d
b b—d a ¢ ete.. e T T —d

79. Quatriéme proportionnelle. — On appelle quatriéme propor-
tionnelle aux trois nombres a, b et c le nombre x tel que :

c
p <> ax = be.

a
b

D’ou : x =
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80. Moyenne proportionnelle (ou géométrique). — On dit que le
nombre x est moyen proportionnel entre a et b si :

—‘E=f é xzzab
x b

Si a et b sont de méme signe, on peut prendre (n°® 60) :
x =4/ab ou x = —+/ab.
Ainsi — 3 et — 12 admettent deux moyennes proportionnelles :
+6et—6 car 6= (—6)=(—12)(— 3).

INEGALITES

81. Définition. — On dit qu’un nombre a est supérieur a un
nombre b si la différence a — b est positive.

On écrit a>b ou b<a

car inversement b est inférieur 2 a si la différence b — a est négative. Il en
résulte que :

1° Tout nombre positif est supérieur a zéro, tout nombre
négatif est inférieur a zéro et réciproquement.
a>0 <> a positif
a <0 <&=> anégatif.
Par suite a>b €& a—b>0 &> b—a<.

20 Tout nombre positif est supérieur a tout nombre négatif.

30 Si deux nombres sont positifs, le plus grand est celui qui
a la plus grande valeur absolue. Si deux nombres sont négatifs
le plus grand est celui qui a la plus petite valeur absolue.

Ainsi: — 15 < —7<0< 4+ 3 <+ 12

82. Théoréme I. — On peut ajouter (ou retrancher) un méme
nombre aux deux membres d’une inégalité.

| a+c>b+c
a>b = a—c>b—c

En effet (a 4 ¢) — (b 4+ c) et (@ —¢) — (b — ¢) sont égaux & a — b
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Il en résulte que dans une inégalité on peut :

1° Supprimer un terme commun aux deux membres.

2° Transposer un terme d’un membre dans l’autre a condition
de changer le signe qui le précéde.

Autrement dit : a > b+ ¢ <> 3a—b>c

83. Théoréme II. — On peut ajouter membre @ membre des
inégalités de méme sens.

Soient les inégalités de méme sens
a>b c¢>d e>f
Les différences @ — b, ¢ — d, e — f étant positives, il en résulte que :
(@—b)+c—d)+E—fH>0o0u@trcte—@G+d+f)>0
d’ou : atct+e>b+d+f

REMARQUE. — Le théoréme subsiste si I'une des inégalités est remplacée
par une égalité.

84. Théoréme III. — On peut multiplier (ou diviser) les deux
membres d’une inégalité par un méme nombre non nul a condi-
tion de :

Conserver le sens si le nombre est positif.

Changer le sens si le nombre est négatif.

b ma>mb si m>0
a=> < > ma<<mb si m<O

En effet, @ — b et le produit m(a — b) ou ma — mb sont de méme signe ou
non selon que m est positif ou négatif.
Ainsi :
a_b 25 b a2 d < bd
i<a <> %<3 > a<le

— Si on change les signes des deux membres d’une inégalité
il faut aussi en changer le sens.

Car cela revient a4 multiplier les deux membres par — 1.

a>h & —b>—a &> —a<—5b

85. Théoréme IV. — On peut élever au carré les deux membres
d’une inégalité dont les deux membres sont de méme signe a
condition de :

Conserver le sens si les deux membres sont positifs.
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Changer le sens si les deux membres sont négatifs.

Sia > b > 0, il résulte du théoréme III que :

a®>> ab et ab > b%. Donc que a? > b2

Si 0 > a > b, il résulte de méme que :

a® <ab et ab < b Donc que a® < b2

Sia > 0> b. On ne peut rien conclure a priori pour a? et b2

86. Réciproque. — Deux nombres positifs sont dans le méme
ordre de grandeur que leurs carrés.

Soient a et b deux nombres positifs et supposons a? < b2,

On ne peut avoir @ = b car cela entrainerait 4> > b2 ce qui est contraire 3
I’hypothése. On a donc a << b.

Ainsi 44/3 <7 car (44/3)2 = 48 est inférieur 3 72 = 49,

87. Remarque importante. — L’analogie avec les égalités conduit sou-
vent aux erreurs suivantes qu’il importe d’éviter :

10 Retrancher membre @ membre deux inégalités.

20 Multiplier (ou diviser) les deux membres d’une inégalité par un nombre
négatif sans changer le sens.

En particulier :

Changer les signes des termes d’une inégalité en conservant le sens.

30 Supprimer un dénominateur commun lLittéral dont le signe n'est pas connu.

40 Elever au carré les deux membres d’une inégalité sans tenir compte du signe
de chacun des deux membres.

EXERCICES

94. Trouver deux nombres x et y, sachant que * + y = a et * — y = b. Applica-
tion:a = —127, b = + 53.

95. Trouver trois nombres z, y et z sachant que :

y+z=a z+zx=0»> x+y=e

Commencer par déterminer la somme x + y + z.
Application: a = 37; b = 59; ¢ = 12,

96. Déterminer trois nombres z, y et z proportionnels & a, b et ¢ sachant que

dr—y+2z=m

Application:a=2;b = —3;¢c =5 et m = 693.
V&t + 2

z .
=E=k>0’ onaau5511c=‘/a2

97. M. if= =,
ontrer que si 2 TrTo

ol
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En déduire 3 nombres proportionnels a 1, 4/3 et 4/5 sachant que la somme de leurs
carrés est égale a 189.

98. Démontrer que si 5 = ; = 5 = k2, on a aussi :

Vad + Vb + Ved =/ @+ b+ @ + & + ¢

— De la proportion % = f_i déduire les suivantes et étudier la réciproque.

992a+$b 2¢ 4 3d 100 ma + nb _mc + nd
5a—7b 5c—17d ‘ma+n'b- mc+ n'd
a’d — be __ abed a4+ v ac 4 bd

101. ab — cd  ad?® + bc 102. ac+bd- S+ &

103 a4 b _ab 104, 24 —10b—2¢+4d  3a—6b+c—2d
‘E+ & cod "20a+ 356 — 8c— 14d  12a+ 21b + 4c + 7d

— Démontrer les égalités suivantes

105. V2 + /3 =1/5 + 2 /6 106. /5 — 4/3 = /8 — 2 4/15
107.4/3 + /5 —V3—4/5=42 108.4/7+ 26 —17—2+/6=2
109. /4 4+ 24/34+4/4—24/3=24/3110. /11 + 6 V2 + V11 — 6 /2 = 6.
— Comparer les nombres suivants :

111. 26 et 154/3 112, 97 et 56 4/3 113.44/2 — /2 et 3
114, 7T—44/3et54/2—7 115. 2+4+1/3etA/T+ 4v/3 116. 7(\/2 + V/3) et 22.
417. Montrer que si a et b ne sont pas égaux on a toujours : a® + 5% > 2ab.
418. Démontrer la relation : a®> + 5 + ¢ + d* > (a + b) (¢ + d).

419. Montrer que pour des nombres distincts, on a toujours :
atb @&+, atbte ,\/aa+bﬂ+c- .
5 < «\/ 5 H 3 < 3 ete..;

ab+cd+ef<_‘

4120. On suppose - < < & Montrer que l’on a : 1 2~

f

121. On considére 2 nombres positifs x et y. On pose :

=1 =z 2_1 _.
A—E(m+y) G-—'\/xy et = -|-

(A, Get H sont les moyennes arithmétique, géométrique et harmomque de z et y).
Démontrer les relations : G2=AH et H <G <A.
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VECTEURS

88. Définition.— On appelle vecteur un segment de droite orienté.
Ainsi (fig. 6) le segment AB orienté de A vers B

définit le vecteur AB (lire « vecteur AB »). B
A est Uorigine du vecteur et B son extrémité.
La droite indéfinie AB se nomme le support du A

vecteur AB et définit sa direction. La distance AB

est la longueur ou le module du vecteur AB. Fig. 6.

89. Rapport de deux vecteurs paralléles. — C’est le nombre rela-
tif qui a pour valeur absolue le rapport des longueurs des
deux vecteurs et pour signe + ou — suivant que les deux vec-
teurs sont de méme sens ou de sens contraires.

Ainsi (fig. 7) les vecteurs paralleles et de sens contraires AB et CD ont

pour rapport — y On écrit

CD

ul W

:,=—g ou Kﬁ=-—

®
(9]
(v}

A A V\’\’\?
c

—

AB--2CD AB=CD AB=-CD
Fig. 7. Fig. 8. Fig. 9.

Deux vecteurs paralléles sont égaux s’ils ont méme longueur
et méme sens. Ils sont opposés s’ils sont de méme longueur
et de sens contraires.
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Leur rapport est égal & + 1 s’ils sont égaux et — 1 §’ils sont opposés. On a :
AB = CD (fig. 8) et AB = — CD (fig. 9).

REMARQUE. — Les définitions précédentes s’étendent au cas o les vecteurs
sont portés par le méme support.

90. Axe. — On appelle axe une droite orientée. — Ainsi la droite
x'x orientée de x' vers x constitue I’axe x'x (fig. 10).

Le sens ainsi défini se nomme le sens de P’axe x'x ou sens positif de Paxe.
Le sens opposé est le sens négatif.

{

P >

x’ ' x
Fig. 10.

>
Tout vecteur ¢ de module 1, porté par 'axe x’x et de méme sens que lui
constitue un vecteur unitaire de 'axe x'x.

91. Mesure algébrique d’un vecteur. — On appelle mesure algé-
brique d’un vecteur sur un axe paralléle (ou de méme sup-
port) le rapport de ce vecteur et du vecteur unitaire de I’axe.

Ilen résulte que lamesure algébrique AB du vecteur AB sur l'axe 'x a pour

—_
valeur absolue la longueur AB et pour signe + ou — suivant que AB a le
méme sens que I’axe x'x ou non.

Ainsi (fig. 11): AB=+3; CD=—5; BA=—3.

. A . B D (o
X 1 1 y y > T + u p— 1 t t ;
Fig. 11.
On voit que AB et BA sont deux nombres opposés. AB = — BA.

Remarquons qu’il faut éviter de confondre les notations :
AB : segment AB ou longueur AB.
AB : vecteur d’origine A et d’extrémité B.

AB : mesure algébrique du vecteur AB.

92. Repérage d’un point sur une droite. — Soit un axe X'X (fig. 12).
Choisissons sur cet axe un point fixe O, appelé origine des abscisses.

x___ 8 ¢ o7 A m X

-5 -2 I 3 x
Fig. 12,
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On appelle abscisse du point M la mesure algébrique du
vecteur OM,

+3 ’abscisse de A est + 3.
—5 Pabscisse de B est — 5.

Réciproquement 3 tout nombre relatif correspond un point de I’axe
X'X et un seul admettant ce nombre pour abscisse. Ainsi au nombre — 2
correspond le point C tel que OC = — 2. On obtient C en portant a partir
de O, dans le sens négatif, un segment OC = 2. Autrement dit :

La position d’un point sur un axe est déterminée par son
abscisse.

93. Application aux nombres relatifs. — Lorsqu’'un point M par-
court I’axe X'X dans le sens positif, son abscisse x prend toutes les valeurs
algébriques possibles dans I'ordre croissant (fig. 13).

En effet de X’ 4 O, x = OM est négatif et sa valeur absolue diminue, donc
(n° 81) x croit. De O a X, x est positif et sa valeur absolue augmente, donc
x croit également.

X M, A o B X
-00 x -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 + 00
Fig. 13.

On en déduit la condition nécessaire et suffisante pour qu’un point M
d’abscisse x appartienne a4 I'une des portions de I'axe X'X limitées par les
points A(— 2) et B(+ 3) :

10 Demi-droite AX’ : r<<—2
20 Demi-droite BX : x> 43
30 Segment de droite AB : —2<xe< 43

Lorsque M s’éloigne indéfiniment sur I’axe, la valeur absolue de son abscisse x
finit par dépasser toute valeur fixée a I’avance. On dit que x devient infini et
on écrit :

x — + % si M s’éloigne dans le sens positif.

x — — oo si M s’éloigne dans le sens négatif.

94, Somme de deux vecteurs. — Considérons deux vecteurs consécutifs
AB et BC, c’est-a-dire tels que Pextrémité du premier soit 1'origine du second
(fig. 14). Par définition le vecteur AC est la somme géométrique (ou le vecteur
résultant) des vecteurs AB et BC.
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La somme géomeétrique de deux vecteurs consécutifs est le
vecteur qui a pour origine celle du premier et pour extrémité
celle du second.

On écrit : AC = AB + BC
c A 8 C
A >B A C B
Fig. 14. Fig. 15.

Cette définition s’applique a4 deux vecteurs consécutifs de méme support
(fig. 15).

Pour construire la somme de deux vecteurs non consécutifs, il suffit de
construire deux vecteurs consécutifs qui leur sont respectivement égaux.
On démontre (voir Cours de Géométrie) que cette somme est indépendante de
Porigine adoptée pour le premier vecteur. En particulier, la somme de deux vec-

teurs de méme origine OA et OB s'obtient en terminant le parallélogramme
AOBC (fig. 16). On a :

OC = 0A 4+ AC et puisque AC = OB
OC = OA + OB
8 D
A C
Fig. 16. Fig. 17.

On peut aussi définir la somme de plusieurs vecteurs. Ainsi (fig. 17), on a
par définition :
AD = AB + BC + CD.
Il importe de remarquer que la longueur de la somme de deux ou plusieurs
vecteurs n’est pas en général égale a la somme des longueurs de ces vecteurs,
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RELATION DE CHASLES

95. Théoréme I. — La mesure algébrique de la somme de
deux vecteurs consécutifs portés par un méme axe est égale
a la somme des mesures algébriques de ces vecteurs.

I1s’agit de montrer que I’égalité vectorielle: AC = AB + BC

entraine I'égalité algébrique: AC =AB + BC

connue sous le nom de relation de Chasles (mathématicien frangais 1793-
1880). Observons qu'’il existe six cas de figure possibles (fig. 18).

+ > - }
1 T > T U T

A B C C B A
@ -

®

B C A A C B

®
T
Y

®

cC A B B A C

t
v
v
©

Fig. 18.

On a, par exemple, visiblement pour le 5¢ cas :
CB=CA+AB ou —BC=—AC+ AB.

D’ol en transposant : AC = AB + BC.

96. Remarque. — Il faut trois égalités arithmétiques pour traduire, selon
les cas, la position relative de trois points A, B et C en ligne droite :

AC=AB+BC AC=AB—BC ou AC=BC—AB.

Au contraire : La relation de Chasles est générale et est indé-
pendante du sens de axe.

Si M, N et P sont alignés, on a toujours : MP = MN - NP (intercaler la
lettre N entre M et P qui figurent au premier membre) quel que soit le sens
suivant lequel la droite MP est orientée.
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97. Généralisation. — La relation de Chasles se généralise pour un
nombre quelconque de vecteurs consécutifs. Si A, B, C et D sont alignés (fig. 19)

AD = AC + CD = (AB + BC) + CD.

ona:
B D C

t

i 4

Fig. 19.

AD = AB + BC + CD.

D’ou:

98. Théoréme II. — La mesure algébrique d’un vecteur porté
par un axe est égale a I’abscisse de son extrémité, diminuée

de Uabscisse de son origine.
Appliquons la formule de Chasles aux trois points O, A et B (fig. 20 et 21)

OA + AB = OB.
D’ou : AB = OB — OA.

Désignons par a et b les abscisses de A et de B. Nous obtenons

AB =b—a.

\ 4

o A B O M A

t + ’
+2 +

Fig. 20.

v

- 3
+5 1 +5

Fig. 21.

ST 4
0]

AB=+3=(+5—(+2)

Ainsi (fig. 20):a = 4+ 2; b = + 5;
AB=—5=(—1)—(+4.

et(fig.21);a=+4b=—1,
99. Abscisse du milieu d’'un segment. — Le milieu d’un segment
a pour abscisse la demi-somme des abscisses des extrémités

de ce segment.
Soit M le milieu du segment AB (fig. 20 et 21). Les deux vecteurs AM et

MB sont égaux :
AM = MB soit OM — OA = OB

D’ou : 20M =0A + OB et 6M=_2__-
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Désignons par a, b et m les abscisses de A, B et M. Nous obtenons :

_a+b
m=2
. ~— +245 7 ~— +4—1 3
Ainsi (fig. 20) : OM = —p =t (fig. 21):0M=——2— =3
EXERCICES

122. Démontrer que le rapport de deux vecteurs AB et CD portés par un méme
axe est égal au rapport de leurs mesures algébriques. Autrement dit :

AB = k CD équivaut & AB = k CD.
123. Soit deux vecteurs OA et OB et I le milieu de AB. Démontrer que

IA+IB=0 et 63=%(E{+6—é)-

124. On considére un triangle ABC dont le centre de gravité est G et un point M
quelconque.

1° Démontrer I'égalité :  GA + GB + GC = 0.

20 En déduire la relation : MA + MB + MC = 3MG.
125, 1° Vérifier la relation de Chasles AC = AB + BC, sachant que OA = + 7
OB =—5¢et OC = + 13

20 Vérifier les relations : AB = OB — OA et AC = OC — OA.

30 Calculer les abscisses de M, N et P milieux de BC, CA et AB.

126. Soient sur un axe deux points A (a) et B (b). Déterminer les abscisses des points

M et N qui partagent AB en 3 parties égales.
Application : a = + 15, b = — 9.

127. Reprendre I’exercice précédent pour les points qui partagent AB en 4 puis
en 6, et en 8 parties égales.

128. On prend sur un axe deux points A et B d’abscisses a et b. Déterminer I’abs-
cisse  du point M tel que MA = k MB (k nombre donné).

Application : a = — 4 b=+ 10 et k= —25.

129. Etant donnés 4 points A, B, C et D d’un axe dont les abscisses sont a, b, c et d

1° Montrer qu’il existe en général un point M tel que MA - MB = MC- MD.

20 Qu’arrive-t-il si AB et CD ont méme milieu?

Application:a= +8, b=—3, ¢= + 11 et d = + 1.

130. Soient sur un axe 4 points A, B, C et D, tels que AC-BD + AD-BC = 0.

1° Montrer que les abscisses a, b, ¢ et d de ces 4 points vérifient la relation

(@a+d)(c+ d)=2(ab + cd).
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20 I et J désignant les milieux de AB et CD en déduire les relations suivantes

a) OA-0OB + OC-0OD = 201-0J b) TA? = IB? = IC-ID.
2 1 1 1 1 1 1
IxB8=act ap Dactaptectep

131. On considére sur un axe d’origine O, les points A (a), B (b) et C (¢). Démontrer
les relations :

1° OA-BC 4 OB-CA + OC-AB = 0.
20 OA%-BC + OB2%-CA + OC%-AB + BC-CA-AB = 0.
132. Soient O le milieu du segment AB et M un point quelconque de la droite AB.
Démontrer que :
1e MA + MB = 2MO 20 MA-MB = OM? — OAZ%
3 MA? 4 MB? = 2(OM? + OA?). 4° MA® — MB® = 20M.AB.
133. Etant donnés deux points A (a) et B (b) d’un axe d’origine O :
1¢ Calculer I’abscisse * du point I tel que : mIA +nIB=0.
2° Démontrer la double relation :
mOA? + nOB? — (n + n) OI* = mIA? + n B2 = ™ AB:.
. m-+4n
134. Soient 3 points A, B et C d’abscisses a, b, ¢ sur un axe d’origine O. Montrer

qu’il existe un point Itel que IA + IB + IC = 0. Calculer son abscisse et démontrer
les relations :

1°0A 4+ OB 4+ OC—30I = 0.

20 OA2 4+ OB? + OC? — 3 0I* = IA? + IB? +
3°0BOC+OCOA+OA0B——3012 B-
4 3(1A2 + TB2 4+ IC?) = — 6(IB-IC + IC-1IA

+ IC-TA + IA'IB.
A-

Ic2.
IC+ IC
+ IA-1IB) = BC® + CA? + AB.
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CALCUL NUMERIQUE

100. Opérations. — Nous supposons connues les définitions et les régles
relatives aux opérations sur les nombres entiers, décimaux et fractionnaires
arithmétiques ou relatifs. Rappelons-les toutefois en ce qui concerne le quo-
tient et la racine carrée A une approximation décimale donnée.

101. Quotient approché. — On appelle quotient approché de deux
1

ey e . N | 1 1
nombres arithmétiques @ une unité, 70’ 700’ 1000’ 10" preés par

. . 1 1 1 1...
défaut le plus grand multiple de 1, 70’ 100° 1000 10 inférieur

ou égal au quotient exact des nombres donnés.
Si li()n (x entier) est le quotient approché de a par b a on prés par défaut

on a, d’aprés la définition :
x x 41

10 <5< g0
En multipliant par 102 5 :
bx < 1072 < b (x4 1)
ce qui prouve que ¥ est le quotient entier de 107 par b :

Pour calculer le quotient approché de deux nombres arithmétiques @ —1%1 prés
par défaut on multiplie le dividende par 10°; on cherche le quotient entier du
nombre obtenu par le diviseur et on divise ce quotient par 100,

ExemPLE. — Le quotienta ﬁ prés par défaut de 52 par 31,7 s’obtient

en cherchant le quotient entier de 52000 par 31,7 (ou de
520 000 par 317) et en séparant 3 chiffres décimaux a la 520 317

droite du quotient obtenu. 2030 71640
On sait qu’on peut aussi diviser 520 par 317, mettre une 1280 |’
virgule 2 la droite du quotient 1 et continuer la division jus- 0120

qu’a obtenir 3 chiffres décimaux au quotient.
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102. Racine carrée approchée. — On appelle racine carrée d’un

b thméti . .1 1 1 1
nombre arithmétique a une unité 75 700° 7000’ 10~ PT€S Per

défaut le plus grand multiple de 1, ﬁ’ ﬁ’ ITIOO’ 1—‘1);, inférieur

ou égal a la racine exacte du nombre donné.

Si %1 (x entier) est la racine carrée approchée de N a Wlu prés par défaut

on a, d’aprés la définition :
x4+ 1
SVN<Z@-
En élevant au carré; puis en multipliant par 10%2 ;
x? < 102 N < (x 4 1)
Ce qui prouve que x est la racine carrée entiére de 10*n N :

Pour calculer laracine carrée approchée d’un nombre é prés par défaut, on

1
10n
on multiplie ce nombre par 10?2, on cherche la racine entiére du produit obtenu
et on divise cette racine par 100,

EXEMPLE. — La racine carrée de 5 a

1_010—0 prés s’obtient en cherchant la racine ?’8 8 0000/2236

enti¢re 5000 000 et en séparant 3 chiffres 84 4 % 4 4% 44 62
décimaux 2 la droite du nombre obtenu. ~ 160.0 T

On peut aussi chercher la racine entiere 1329 84 1329 26796
de 5, puis continuer l'opération en abais- 027100
sant des tranches composées de deux zéros __ 26796
jusqu’a obtenir 3 chiffres décimaux aprés 00304

la virgule.

103. Racine cubique approchée par encadrement. — Il n’existe pas
de régle simple, analogue a I’extraction d’une racine carrée, pour calculer les
valeurs approchées successives d’une racine d’indice #» d’un nombre donné A.
On peut alors procéder comme ci-aprés en cherchant a encadrer le nombre
x# = +/A entre deux valeurs approchées dont la différence est une centaine,
une dizaine, une unité, puis un dixiéme, un centiéme, etc...

EXeEMPLE. — Calculer les différentes valeurs approchées de la racine cubique
exacte X du nombre A = 3 141,592.

On voit d’abord que : 1000 << A < 8 000 donc : 10 < x < 20.

19 On essaye alors : (15)® = 3 375 > A, puis (14)* = 2744 < A.

Donc: 14 < x < 15. Le nombre 14 est la racine cubique entiére du nombre A.
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20 Comme A est légérement plus prés de 3375 que de 2744, il est a prévoir
que x est plus prés de 15 que de 14. On essaye :

(14,6)* = 3 112,136 < A puis (14,7)® = 3 176,523 > A.

Donc: 14,6 < x < 14,7.
Le nombre 14,6 est la valeur approchée a 0,1 prés par défaut de x.

30 Comme A est sensiblement plus prés de (14,6)® que de (14,7) on essaye
(14,64)% = 3 127,785... << A et (14,65)® = 3 144,219... > A.

Le nombre 14,64 est la valeur approchée a 0,01 prés par défaut de «.

— On peut prolonger ainsi le calcul mais pratiquement on est rapidement
arrété par la longueur des opérations.

104. Généralisation. — Plus généralement, proposons-nous de calculer
une valeur approchée d’un nombre x pour lequel ’expression algébrique E (x)
soit égale 4 une valeur donnée A.

On commence par écrire la relation E (x) = A sous la forme f (x) =
la plus simple possible :
1

Ainsi la relation e _:_ 1= 3 équivaut 3 : 4> — 4x — 7 = 0.

De méme la relation 4/a% | 5 x = 2 équivaut 343+ 5x — 8 = 0.
On est alors ramené & chercher une valeur de x pour laquelle 'expression
f (%) s’annule (racine ou zéro de cette expression). Nous admettrons la propriété

suivante que la représentation graphique de la fonction y = f (x) rend
d’ailleurs intuitive :

Si Pexpression algébrique f(x) est définie dans lintervalle
[a, b] et prend des valeurs numériques f(a) et f (b) de signes
contraires, elle admet au moins une racine comprise entre a
et b.

Ainsi  f(x) = 3 x + 4/4 — &2 est définie pour —2 < x < + 2.

Or:f(—2)=—6 et f(0) = 4 2, 'expression f(x) admet une racine
comprise entre — 2 et 0.

Ceci étant admis, soit ¢ une valeur comprise entre a et b. Si, par exemple,
f (¢) est du signe opposé  f (a) la racine x est comprise entre a et c. On recom-
mence I'opération avec d entre a et ¢ et ainsi de suite.

Pratiquement on encadre d’abord la valeur x cherchée a une dizaine ou une
unité prés, puis 2 un dixiéme prés, un centiéme preés, etc...

105. Exemple. — Montrer qu'il existe une valeur positive de x pour laquelle
. x -+ 2 1
e

ona 3¢ calculer cette valeur a 0,01 prés par défaut.



54 ALGEBRE

La relation :2__';_21 = %_ équivaut a4 f(x) = «* — 4x — 7 = 0. Comme
f(0) = — 7 et f(10) = 53, il existe une racine du polynéme f (x) telle que :
0<x <10

1o f(5)=—2etf(6) =4 5donc:5 <x <6.

20 Zéro étant plus prés de — 2 que de -+ 5, essayons 5,3 :

£(5,3) = 28,09 — 28,2 = — 0,11

f(5,4) =29,16 — 28,6 = 0,56
30 De méme, zéro étant nettement plus prés de — 0,11 que de 0,56 :

f(5,32) = 28,3024 — 28,28 =  0,0224 §

7(5.:31) = 28,1961 — 28,24 — — 0,0439 § donc 331 <# <5,32.

La valeur de x demandée est 5,31 4 0,01 prés par défaut. On pourra vérifier
que la valeur exacte de x est 2 4 4/11 = 5,317...

donc 5,3 < x < 5,4.

EXERCICES

— Effectuer les opérations suivantes :

135. 57,2752 + 0,0257 + 1 212 517,759.
136. 712,7597 — 27,00275. 137. 459 — 72,819,
138. 412,07 — 507,725 + 1 709,775 — 47,07.
139. 89,725 x 0,37. 140. 783,037 x 5,2157.
141. 9,81 x 3,1416. 142, 0,3183* X 5.
143. 1,7321 X 2,6458. 144. 3,6065 x 4,1231.
— Calculer le quotient entier de :
145. 2751 par 37. 709,25 par 13. 11°T8 par 7.
146. 312,7 par 4.75. 78,5 par %. % par %‘
. 1 1 1 .
— Calculer le quotient a 16’ 100’ 1000 prés par défaut de :
147. 45 par 13. 1 par 7. 19 par 23.
148. 409,7 par 705. 3,109 par 13,05. 0,047 par 4,719,
2 5 11 13
.0 fuun e == i .
149. 0,37 par 3 = par 3 T par 0,75,
150. Les nombres 1,4142 et 1,7320 sont les racines approchées a ﬁ) prés par
défaut de /2 et /3.

1° Entre quelles limites est compris 4/2 + 4/3. Quel est le nombre de chiffres
décimaux exacts obtenus?

20 Méme question pour 4/2 X 4/3
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151. Le quotient d’'un nombre x par 37,7 a ﬁ prés par défaut est 0,712. Entre

quelles limites peut &tre compris ce nombre = et sur combien de chiffres exacts peut-
on compter?

152, Sachant que = est compris entre 3,1415 et 3,1416 trouver deux valeurs de

:; approchées 'une par défaut, ’autre par excés. Sur combien de chiffres décimaux
exacts peut-on compter?

453. Dans le calcul du quotient de deux nombres a %(Y) prés par défaut on a
trouvé 0,723 mais on a interverti le réle du dividende et du diviseur.

1° Quelles sont les valeurs possibles pour le quotient réel?

20 Sur combien de chiffres exacts peut-on compter?

— Calculer la racine carrée entiére de :

154. 717. 155. 8 751.

157. 712 825. 158. 3 812 712,

156. 93 809.
159. 25 712 402.

. 1 1 1
— Calculer la racine carrée approchée a 10’ 100’ 1000 prés par défaut de :

160. 512 161. 821 162. 41 816
163. 16,39 164. 4 78153 165. 0,078437
20 17 4133

166. 3 167. 5 168. =7

— Calculer a4 0,01 prés par défaut la racine cubique de :

169. 79,43 170. 1275 171. 318,7
172. 483,246 173. 1 249,32 474. 2 603,89
175. 891,375 176. 3 312,048 477. 6 742,425
178. 2 105,324 179. 5 428,249 180. 8 963,732
— Calculer 4 0,001 prés par défaut la racine cubique de :

181. 29,5 182. 37,2 183. 85,36
184. 164,7 185. 325,8 186. 753,571
187. 287,496 188. 704,969 189. 0,438 976
— Calculer avec deux décimales exactes les nombres &

190. /2 191. Y/7,2 192. /3,12
193. {3 194. /3,14 195. $4/2,718.

— Montrer qu’il existe une valeur de x vérifiant chacune des relations suivantes
et calculer sa valeur approchée &4 0,01 prés.

196. 2° + 3z = 20.

198. 2® — 421 = 9.

200. 3z —7=z—1.
202. /2% - 4z = 2 (x — 3).

204. \/“’—1

x—2

197. 22 — 4z — 5= 0.
199. v/x* F 9 =5 —uz.
201. Yir —zt = — 1.
203. V522 — 8 =3 —u.

205. «\/

=z—2 +1_ s,
x—1
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EXPRESSIONS ALGEBRIQUES

106. Définitions. — 1° On appelle variable toute quantité qui peut
prendre diverses valeurs.

La température ¢ de l’atmosphére au cours d’une journée, la distance d
qui sépare un point fixe d’un point mobile, la valeur x d’un nombre relatif
compris entre deux nombres donnés sont des variables. Il est commode de
représenter une variable par une lettre.

2° On appelle expression algébrique un ensemble de nombres
relatifs et de variables sur lesquels sont indiquées des opérations
a effectuer.

22 L4 _

EXEMPLES : 3 ax®> —2by; x—+2 ; 2x + V/x® — 2

Une expression algébrique est rationnelle quand elle ne renferme pas de
lettres sous un radical. Sinon elle est irrationnelle.

Une expression rationnelle est entiére si elle ne renferme pas de dénomi-
nateur littéral. Dans le cas contraire elle est fractionnaire.

% x2 —y4/2 est une expression algébrique entiére.
2x + 3 . .
p _+ ) est une fraction rationnelle.
— R )
b+ \2/5 tac est une expression algébrique irrationnelle.

107. Valeurs numériques d’une expression algébrique. — La valeur numé-
rique d’une expression algébrique, pour un ensemble de valeurs attribuées aux
lettres qui y figurent, s’obtient en remplagant chaque lettre par sa valeur et
en effectuant les opérations indiquées.

— b2 4 g¢
Poura = +4;b=5;c=—6  I’expression b+ \2/5 4ac

a pour valeur numérique :
—54425 F4x4Xx6_ —544021 _—5+11_6 3
8 - 8 -

8 8 4
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Parfois il est impossible de calculer, pour certaines valeurs attribuées aux
lettres, la valeur numérique d’une expression. Ainsi pour ¥ = 4 1 les expres-
.oox 41 —— . .
sions x_+—1 et 4/x — 2 n’ont pas de valeur numérique. Dans la suite, nous
supposerons toujours que l'on n’attribue aux lettres que des valeurs pour
lesquelles le calcul est possible.

Deux expressions algébriques sont équivalentes lorsqu’elles
prennent la méme valeur numérique pour tous les systéemes de
valeurs attribuées aux lettres.

(a — b)x et ax — bx sont équivalentes.

On écrit : (a — b) x = ax — bx.

108. Calcul algébrique. — Le calcul algébrique a pour but la transfor-
mation des expressions algébriques en expressions équivalentes.

Simplifier ou réduire une expression, c’est I'écrire sous une forme équiva-
lente plus simple et par conséquent plus facile a calculer numériquement.

Les opérations sur les expressions algébriques seront définies de fagon qu’elles
se traduisent pour les valeurs numériques de ces expressions, par les régles de
calcul connues sur les nombres relatifs.

MONOMES

109. Définition. — Un monéme est une expression algébrique
ott les seules opérations a effectuer sur les lettres sont des mul-

)

tiplications et des élévations a une puissance.
. A 1 1
Smtlemonome:—g X a X x* X 2—!—4 X a® X b°.

Il est équivalent aux mondmes :

(— %) ax? (2) a?®,  puis : (— %) (4?_) aa®b°x?, enfin : — ‘—3; a’box?.

. . 3 .
On dit que le mondéme est réduit; — 7 est son coefficient et a®h5x? est sa

partie littérale.
Les monémes a®x*?* et — a®?x” ont respectivement pour coefficients

+ let—1.
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110. Degré d’un monéme. — On appelle degré d’'un monéme
par rapport a une lettre, I’exposant de cette lettre dans le
monéme réduit.

8 . , ” ,

3 ab*? est du premier degré en @, du quatriéme degré en b et du second degré
en x.

On appelle degré d’un monéme par rapport a plusieurs lettres
la somme des degrés par rapport a chacune de ces lettres.

3 ab®? est du cinquiéme degré en a et b, du troisiéme degré en a et x et du
septi¢éme degré en a, b et x.

REMARQUE. — Lorsqu’une lettre ne figure pas dans un mondme, on peut

dire que son exposant dans le mondme est zéro ou que le monéme est de
degré 0 par rapport a cette lettre.

3a%> ou 3a%x5° est de degré 0 en y.

111. Monémes semblables. — Deux ou plusieurs monémes sont
semblables lorsqu’ils ont méme partie littérale.

Ainsi : — 3 a®b%x; 7 a%%x et —‘2—3 a?b%x sont des mondémes semblables.
112, Somme de monémes semblables. — Considérons la somme algé-
brique de mondmes semblables :
4a%dy — % a*3y + % a*c%y
Cette expression algébrique est (n° 34, 3°) équivalente au monéme :
5,3 9
(4 —5t 4) @y = 7 a*%y.

La somme algébrique de plusieurs monémes semblables
est un monéme semblable a ces monémes dont le coefficient
numeérique est la somme algébrique des coefficients des monémes
considérés.

La réduction d’une somme de mondémes semblables se raméne donc a
celle des coefficients.

113. Produits de monémes — Considérons le produit :

(g axayz) X (— 2a%°)
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Cette expression algébrique est équivalente au produit contenant tous les
facteurs de chaque mondéme (n® 34, 2°), soit a :

3
:;: a®y? (— 2) a%® = (3) (— 2) al+ad+5y2,
Elle donc équivalente au monéme réduit: — g a%xy2,

Le produit de deux monémes est un monéme dont :

1o le coefficient est le produit des coefficients de chacun des
facteurs.

20 la partie littérale est formée des lettres contenues dans les
deux monémes, chacune d’elles ayant pour exposant la somme
de ses exposants dans les deux facteurs.

Cette régle s’étend au produit de plusieurs mondmes et permet de calculer
le carré ou le cube d’un monéme.

ExEMPLES :
10 (% a2x3y) (— % ay"’) (2x59%) = — g— a®x8y’.

2
20 (_ % ax4y2) — (_ % ax4y2) (__ % ax4y2) - ga2x8y4.

30 (5 a2 = (5 a%®) (5 &%) (5 a%3) = 125 a8 &°.

POLYNOMES

114, Définition. — Un polynéme est une somme algébrique de
monémes.
Chacun de ces mondmes est un terme du polynome :

2 A s .
3a%h—ab®— G a® + 4% est un polyndme 2 deux variables.
4, A s .
20—+ 5— 34 estun polyméne & une variable.
Lorsqu’un polynéme ne contient que deux termes, on I’appelle bindme.
S’il en contient trois, c’est un trindme.

253 —5x est un bindme; 4x2— 3 x -+ 5 est un trinéme.
115. Réduction des termes semblables. — Lorsqu’un polynéme

contient plusieurs mondmes semblables, il est équivalent au polynéme obtenu
en remplagant la somme de ces mondmes par le mondme équivalent :
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Ainsi le polynéme : 73 4+ 8x — 3 4+ 42— 223 —5x 4 2.

s’écrit : T —2x) 4+ Bx+4x—5%) 4+ (—3 + 2).

Soit : 5884+ 7x—1.

Le polynéme obtenu est équivalent au polynéme proposé. On dit que ce
polyndme a été réduit ou que ’on a fait la réduction des termes semblables.

Deux polyndmes sont égaux ou identiques si, aprés réduction, ils sont consti-
tués des mémes termes. Ainsi :

72+ 8x—3+4x—2x8—5x4+2=5x3+7Tx—1.

116. Degré d’un polynéme. — Le degré d’un polynéme réduit
par rapport a une lettre (ou par rapport a plusieurs lettres)
est le degré du monéme de plus haut degré par rapport a cette

~

lettre (ou a ces lettres).
Ainsi le polynéme 4 x%y% — 3545 4 2xyt
est de degré 6 en x, de degré 5 en y et de degré 9en x et y.

On voit que le degré d’un polynéme par rapport & deux ou plusieurs lettres
n’est pas, en général, égal 4 la somme des degrés par rapport a chacune de
ces lettres.

Un polynéme est homogéne par rapport a plusieurs lettres
lorsque tous les termes de ce polynéme sont du méme degré
par rapport a ces lettres.

2x3 —4xy% + 3a%

est un trinéme homogeéne du troisiétme degré en x et y.

117. Polynéomes ordonnés. — 1° Considérons un polyndme d une seule
variable : 3x* —2x + 4 — 5 &3,

11 est naturel d’écrire les termes de ce polynéme de fagon que leurs degrés
aillent soit en augmentant soit en diminuant.
4 —2x+3x2—54% ou —5x+3x2—2x1+4

Dans le premier cas le polyndme est ordomné par rapport aux puissances
croissantes de x et dans le second cas il est ordonné par rapport aux puissances
décroissantes de x.

s

20 On ordonne par rapport & une des lettres les polyndmes @ plusieurs
variables surtout lorsque cette lettre joue un réle particulier.

Ainsi le polynéme ax* + 3x 4+ ¢c— 242+ 2bx— 5
s’écrit : ax? —2x2+2bx 4+ 3x+c—5
ou (@a—2)x*4+ (264 3)x + c—5.
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Lorsque a, b et ¢ sont considérés comme des constantes, ce polynéme est
un trinéme du second degré en x ordonné par rapport aux puissances décrois-

santes de x. Le coefficient de x? est (a — 2), celui de x est (25 4 3) et le terme
indépendant de x est (¢ — 5).

30 Le polynome 2 x* — 3 x%y + 4 xy2 — 33 est un polyndme homogéne
du troisiéme degré en x et y ordonné simultanément par rapport aux puis-
sances décroissantes de x et par rapport aux puissances croissantes de y.

118. Polynéme identique a zéro. — Un polynéme est identique
a zéro lorsque les coefficients de tous ses termes sont nuls.

La valeur numérique d’un tel polyndme est nulle quelles que soient les
valeurs numériques des variables. Nous admettrons que, réciproquement,
si la valeur numérique d’un polyndme est nulle quelles que soient les valeurs
attribuées aux variables, ce polynéme est identique a zéro.

Notons qu’une polynéme identique & zéro n’a pas de degré déterminé.
On le désigne par 0.

119. Somme de plusieurs polynémes. — La somme de plusieurs
polynémes est équivalente au polynéme formé par tous les
termes de ces polynémes.

En effet 'expression algébrique :
@+5a—7b)+ (6a2+3b—2)+ (—4a®>+5b—13)
est (n® 32) équivalente a :
a+5a—T7b+6a>+3b—2—4a>+5b—3.
Nous pouvons ensuite réduire les termes semblables, ce qui donne :

34+ 5a+ b—05.

120. Propriétés des sommes de polynémes. — L’addition est une lo
de composition interne pour 'ensemble des polyndmes A, B, C ... et :

1o L’addition est commutative : A + B = B 4 A,
20 L’addition est associative : A+ B+ C=A 4 (B + C).
3° Tout polynéme identique a zéro est I'élément neutre de ’addition :
*@+3x—7)+0x2+0x+0)=4>+4+3x—7.
40 Tout polynéme A a un symétrique A’ tel que A + A’ soit identique 2
zéro; il s’obtient en changeant de signe tous les termes de A :
(Ba®+6a—7b)+(—3a2—6a+7b)=0.

11 en résulte (n° 8) que 'ensemble des polynémes a une structure de groupe
commutatif par rapport a ’addition.
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121. Différence de deux polynémes. — Etant donnés deux polynémes
A et B il existe un seul polynéme C, tel que : B + C = A. Ce polynéme se nomme
différence des polynémes A et B et s'écrit A — B = C.

En effet, soit B’ le symétrique du polynéme B :
B+ C=A =»B+B+C=B+A

soit ¢ B +B)+C=A+B ou C=A+DB.
Vérification C+B=A+4+B +B=A+(B'+ B)=A.
Ainsi :

(Ba®+6a—7b)—(2a>—4a+ 3b)
=Ba+6a—7b)+ (—2a2+4a—30)
=a*+10a—100
Notons que :

A—B=C > A=B+C

122, Somme algébrique de polynémes a une seule variable.

Il est bon dans ce cas, d’ordonner ces polyndmes, en les complétant par
des points mis a la place des termes dont les degrés sont manquants. On peut
alors les disposer, 'un au-dessous de l'autre, en faisant correspondre verti-
calement les termes semblables.

ExEMPLE. — Soient les polynomes :

A=2—-5x+4x B=6—8x+4x? C=a2—2x+34 2

Pour calculer la somme algébrique S = A — B + C, on écrit:

A= 4x3 [ ] —5x-|—2
—B = e —4x*+8x—6
S= 2x¥—3x24+5x—1

La réduction des termes semblables est immédiate et on obtient un
résultat ordonné.

123. Produit de polynémes. — 1° Le produit de deux polynémes est
équivalent au polynéme obtenu en multipliant chaque monéme de 'un par chaque
monbme de I’autre et en faisant la somme des mondémes obtenus.

20 Le produit de plusieurs polyndmes s’ obtient en effectuant le produit des deux
premiers, puis celui du polynéme obtenu par le troisiéme et ainsi de suite.

ExEmpLES :

10 (a%3 — 5x+ 3 a) (— 2 a®) = — 2 a%* 4 10 a®** — 6 a'x.
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20 (3x2—2x+y)(4x—5y) = 1243 —8x% + 4xy — 15x% + 10xy — 532
= 1243 —152% —84% + 14 xy — 532
3 Q2xty)(x+3y) (x—3) =22+ T2y + 35°) (x — )
soit : 2% + 7a%y 4 3 a9 — 2% — Txy? — 398
ou : 2%+ 5a%y — 4ay* — 355
40 Dans le cas de polynémes 2 une variable, il est commode d’opérer comme
ci-dessous :
3 a8 e + 5x —2
2x2 — 4x 4 3
6 x5 o + 10x3 — 4«2
— 124 e — 20a% 4 8«
4+ 948 o + 15x—6
6x° — 12x* + 194° — 244 4+ 23x — 6

On obtient directement le résultat réduit et ordonné.

o
I

>
X X X
I
-
&
T

>
&
ll

124. Remarque. — Le terme de plus haut degré du produit est le produit
des termes de plus haut degré de chaque facteur. Le terme de plus faible degré
est de méme, le produit des termes de plus faible degré. Ces deux termes
n’ayant pas de terme semblable subsistent aprés la réduction, ce qui permet
d’affirmer que :

10 Le produit de deux ou plusieurs polynomes est un polynéme.

20 Le degré du produit est la somme des degrés de chacun des facteurs.

30 Sil'un des facteurs d’un produit est identique 2 zéro, il en est de méme
du produit. Réciproquement, si un produit de polyndmes est identique a zéro,
I'un des polyndmes est identique & zéro, sinon le produit ne serait pas identique
a zéro :

Pour qu'un produit de polynémes soit identique & zéro, il faut et il suffit que
Pun des facteurs soit identique da zéro.

125. Propriétés des produits de polynomes. — La multiplication est
une loi de composition interne pour I’ensemble des polynémes. On peut véri-
fier que :

10 la multiplication est commutative : AB = BA;

20 elle est associative : ABC = A (BC);

30 le nombre 1 est I'élément neutre de la multiplication : A X 1 = A;

4° la multiplicazion est distributive par rapport a Paddition :

A B+C=B+C =AB+ AC.

REMARQUE. — L’ensemble des polyndmes n’a pas une structure de groupe
par rapport 2 la multiplication car étant donné un polynéme A, il n’existe
pas de polynome A’ tel que AA’ = 1.
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126. Anneau des polynémes. — On dit qu’un ensemble E a une struc-
ture d’anneau lorsque :

10 Cet ensemble a une structure de groupe commutatif par rapport a I’addition.

20 La multiplication est une loi la composition interne et associative pour cet
ensemble.

30 La multiplication est distributive par rapport a I’addition.

Ces conditions sont remplies pour I’ensemble des polynomes qui consti-
tuent donc un anneau.

EXERCICES

— Calculer les valeurs numériques :
206. 3a*x® — 12axr — 8 poura=+4etz=—-—%.

2 8y 2y x _ _ 3
207.§—§7+a:y(_3_——é) pour:c—+5ety_+z.

(-5

208 2 3 2 t b 2

. z poura=—zet b=— 2,

(ga—%?) +10 ab 3
209.‘L‘gfﬂ pour a = 3, b ——>53et ¢ = 34

2
210. 3 «\/p(p—a) (p—b)(p—c) pour a = 39, b = 40, ¢ = 25 et p = 52.

211. Réduire le mondme : 4 x3(— 3) y? (—— g) a*xyl,
1 3
Calculer sa valeur pour a = yT=— 4et y=— 5°

1
212. Soit le mondéme : 3 a® (— 4) z* (5) ardy.

10 Réduire ce monéme et donner son dégré par rapport a a, b, x et y, puis son degré
par rapport a I’ensemble des lettres.

2
20 Calculer sa valeur numérique pour : a = —3,r = 3 et y=—38.
— Effectuer les produits suivants :
3 2 3 4 5
213. (5 a’b’z) (§ a"b‘y’) 214. (5 a’xs) (— 3 a.r‘y) (i axzy)
7 2 2 3
215. (— 3 a’b‘x) 216. ( -3 x‘y“z“)
217. (4 ab?xys)® 218. (— a*b%c)’.
— Réduire et ordonner les polynémes suivants :
3z 5 r 4z

219.7'—'2x+21§3_5+z_—8——13,



POLYNOMES 65

7,2 3 2 3
220. 42—+ Sx— S22 St — O g3
x 2+5z 2:c+sz‘ 3+2x+5 3z.

221.§ab’+ 30— 4a® -}-gab’ +ga’~—aa + 2a®b,

222, 22 — 2 + cx + 4 + ax® — 3 x 4 bx.

223. Soient les polynémes :
A=x4+2x+3 B=222+3xz—1 C=3x22—5zx+ 4.
Former les polynémes :
A+B4+C B4+C—A, C+A—B et A+B—C

224. Soient les polyndémes :

A=4a*—5ab+ 30 B=3a+2ab+b C=—a+3ab+ 20
Former les polynémes : A—B—C, B—C—A e C—A—B.
225. On considére les polyndémes :
P=uxt+22+1 Q=2+ 424+ 22— 4x + 1.
R=2x+ 4234+ 422 —4x + 2 S=—42+ 4=z
Former les polyndmes :

P+QY—R+S), P—Q+®—S5) et P—Q—R—YS).

— Effectuer les produits suivants :

226. 52° (4z — 1) 227. (ga’b‘ —g ab® + 3a’) (_ % a‘-’b’).
228. 7x* 2z + 5). 229. (4 a®r* — 15 ax?® 4 10 a®) (3 a%z?).
230. 5z +6y—4)BGx—6y) 231. 2a'b —3a®b® + 403 (2a®+ 3 D).
— Effectuer les produits suivants, et ordonner les résultats.

232. 62> + 42 4+ 9x)(2x — 3). 233. (x* +9) 2z + 6) (3 —x).

234, (x* + 1—3x— 3 2% (x + 1). 235. (12x 4 3) (2x — 1)

236. (5 —z2* + 3a2 — 22)2, 237. 422 +1)B3—6x)(2x 4+ 1).
238. (422 — 3z + 2) 239. 2x*—1 + 3x) (x> —5 + 2x).

240. Déterminer m pour le polyndéme en x :
m—1)z*+mM—1)x+m—3m-+ 2

soit identique & zéro.

241. Déterminer a et b pour que le polynéme en x :

(a—2)xz2+ b+ 3)x+3a+2b

soit identique & zéro.

242, 1° On suppose que le polynéme : f (x) = ax <+ b est nul pour tout z. En
faisant * = 0 puis x = 1, montrer qu’il est identique a zéro.

2° On admet que si un polyndme en x de degré n — 1 est nul pour tout z, il est
identique a zéro. Montrer qu’il en est de méme pour le polyndme de degré n :

/(I) = apx" + alxm—l + alxn-z ot p T A+ ay
A cet effet on formera ’expression : f (2 x) — 2°f (x).
30 En déduire que si un polynéme en x est nul pour tout z, il est identique & zéro.
ALGEBRE SECONDE C. 3
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8¢ Legon

127. Définition. — Une identité est I’égalité de deux expressions
algébriques équivalentes.

Une identité est donc vérifiée quelles que soient les valeurs numériques
attribuées aux lettres qui y figurent. Ces lettres pourront d’ailleurs repré-
senter indifféremment des nombres ou des expressions algébriques.

128. Carré de la somme ou de la différence de deux termes. — Soit 2
calculer (a + 5)%:

Donc :

(@a+ b2 =(a+b)(a+b) =a+ ab + ba + b

(@ + b)? = a® 4 2ab + b2

En changeant b en — b on obtient :

(@a—bP =a —2ab + b

Applications : 1° (3x 4 5)2 = 9 &% 4 30 x + 25.

2
20 (3x2—§y3) — 9x4——1—52x2y3 + zisys_

(1)

2

129. Produit de la somme de deux termes par leur différence.

Donc :

(@ + b) (a —b) = a® 4+ ab — ba — b2

(a+b)(@—b)=a—8|

ExempLES. — 10 (2x 4+ 3)(2x — 3) = 442 — 09,

(€)
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20 (% x? —4y) G x4+ 4-y) = gx“ — 16y~

oa4+b—c)(a—b+c)=a>—(b—c)>

130. Carré d’'une somme de plusieurs termes. — Soit a calculer
(a4 b+ o3
(@a+b+cP=@+b+c)(a+b+o)
= (a® 4 ab + ac) + (ba + %>+ bc) + (ca + ¢b + ¢?).
Soit :

(a+b+c)P=a>+ b+ 2+ 2ab+ 2ac + 2bc 4)

Cette formule se généralise pour quatre termes ou plus.
Le carré d’une somme comprend :
10 la somme des carrés de chaque terme;

20 la somme des double produits des termes pris deux d deux.

On écrit symboliquement :

(@a+ b+ c+ d?=2Xa®+ 32ab (5)

2 a? se lit « sigma de a2 » et représente la somme de tous les carrés tels que a2

%2 ab représente de méme la somme de tous les doubles produits analogues
a2 ab. Afin de ne pas en oublier on associe chaque terme de la somme a chacun
des termes suivants.

ExEmPLES :
10 2x —3y+522=4x2+4 9924 2522 — 12xy + 20 xz — 30 ys.
2@—b+c—dPE=

&+ 0P+ 2+ d*—2ab+2ac—2ad—2bc+ 2bd — 2cd.

131. Cube d’une somme ou d’une différence de deux termes.

(@ 4 b)® = (a 4 b)?>(a + b) = (a® + 2 ab + b)) (a + b)
= a® + 2a% + ab® + a?b + 2 ab® 4 b3

D’ou : (a + b = a® + 342 + 3ab* 4 B® (6)

En changeant b en — b on obtient :

(a — b)* = a* — 3a% + 3ab® — b @)
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ExEmMPLES : 10 (x — 2 = a% — 6% 4 12x — 8.

20 2x + 5y) = 8 &% 4 60 x%y + 150 xy% + 125 53,

132. Somme et différence de deux cubes. — La formule (3) peut
s’écrire :

a*? — b = (a—bd) (a + b).

Elle se généralise de la fagon suivante. Nous avons :

(a* + ab + b?) (a — b) = | a® + a®b + ab? { =a®— b
—a2b—ab2—b3]
D’ou:
a® — b = (a —b) (a® + ab + b?) (8)

et en changeant b en — b :

@ + b = (a + b) (a® — ab + B?) ©)

133. Généralisation. — On démontrerait de méme que :
@ — b = (a2 — b) (a® + a® + ab?® + B?)

et d’une fagon générale quel que soit 'entier #z :

@ — b = (a—b) (a® + a2 b + ... + ab"2 + bn1) | (10)

134. Autres identités. — Les identités précédentes sont d’un emploi
courant en calcul algébrique. Il importe donc de pouvoir les utiliser sans
hésitation. Les suivantes, moins importantes, pourront étre vérifiées 2 titre
d’exercice.

10 @+ b =@+bE—2ab
20 at+ b =(a+0bF—3ab(a+b)
30 (@a— b2 =(a+ b?—4ab

9 x+a)(x+b =>4+ (a+b)x+ ab

50 (ax + by)* + (ay — bx)* = (a® + b°) (+* + »?)

60 (ax + by} — (ay + bx)* = (@® — b%) (* — »?)

7 (a+b+c=Za®+ Z3a% + 6abc

8 (@+b+cPf=a+8++30+¢)(c+ a)(a+ b

9 @4+B+E—3abc=(a+ b+ c)(a®+ b+ ¢ — bc — ca — ab).
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QUOTIENTS EXACTS

135. Définition. — Si trois polynémes ou monémes A, B, C
sont tels que A = BC on dit que C est le quotient exact de A par B.

Onécrit:%:Cé@A:BC.

On dit aussi que le polynéme (ou mondme) A est divisible par le polynéme
(ou monéme) B.

136. Quotient exact d’'un monéme par un monéme.
. 3
L’égalité : 3 a3y = (2 aPxy) (§ axz) montre que :

3alvly 3 o3 sspeiia
2a%xy ~ 2% T 2¢ *7y

De la régle de la multiplication des mondémes il résulte que :

Pour qu’un monéme A soit divisible par un monéme B, il
faut et il suffit que le monéme A contienne toutes les lettres de B
avec des exposants au moins égaux.

Dans ces conditions, le monéme quotient a pour coefficient le quotient
des coefficients du dividende et du diviseur et I’exposant d’une lettre dans le
quotient est la différence de ses exposants dans le dividende et dans le diviseur.

137. Quotient exact d’un polynéme par un monoéme.
. 5
L’égalité : 6 a%?*y — 5 a®x* + 2 a%?y = 2 a®? (3 y—> x4+ ay)
montre que :

6a%x%y — 5a%* + 2a%x?y 5
24’ =3y ¥ t+w

Le quotient est un polyndéme qui s’obtient en divisant chaque terme du divi-
dende par le mondéme diviseur. On en déduit que :

Pour qu’un polynéme soit divisible par un monéme, il faut
et il suffit que tous ses termes soient divisibles par ce monéme.

REMARQUE. — L’égalité :
624+ 32> +8x+4=02x+1)(322+4)
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montre que
6x3 4 3x2 4 8x | 4
2x + 1

= 3x% 4.

Nous voyons que le quotient exact de deux polyndmes est parfois un poly-
néme ou un mondme.

FACTORISATION DES POLYNOMES

138. Définition. — Factoriser un polynéme, c’est ’écrire sous
la forme d’un produit de facteurs (monémes et polynémes).

Comme le degré du polyndme est la somme des degrés de chacun des fac-
teurs le nombre de ceux-ci est toujours limité.

139. Mise en facteur d’un monéme dans un polynéme. — Soit le
polynéme

5 2
adx?y —  a®x* 4 7, a'x?y.

2 3

Tous les termes sont divisibles par le monéme a%c. Nous pouvons donc

écrire :
5 2 5 2
adx®y — 2 a’xt + 3 a‘x’y = a%x (axy -5 ax® + 3 a2xy)~
On dit que le monéme a*c a été mis en facteur commun dans le polyndme.

Tout mondéme mis en facteur commun doit étre un diviseur de chacun des
termes du polyndme; il en résulte que :

Le monéme de plus haut degré pouvant étre mis en facteur
dans un polynéme est formé des lettres communes a tous les
termes du polynéme, chacune d’elles étant affectée de son plus
petit exposant.

Le coefficient de ce monéme est arbitraire. On peut, par exemple, s’arranger

peut, 5¢7

pour faire disparaitre les dénominateurs a l'intérieur des parenthéses. Ainsi
A " 1 52

dans le polynéme précédent, nous pouvons mettre en facteur g 4 Nous

obtenons :
5 2 1
adx?y — 2 adxt + 3 ax?y = 6 a3x? (6y — 1522 + 4ay).
140. Autres procédés de décomposition. — Aprés avoir, dans un

polynéme, mis en facteur le monéme de plus haut degré possible, on pourra
essayer I'un des procédés suivants de décomposition.
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141. Groupement des termes deux a deux. — Ce procédé s’applique
aux polynémes de quatre ou six termes que I’on essaye de ramener a un produit
d’un binéme par un bindéme ou un trinéme

loeax+by+ay+bx=ax~+ay+bx+by=a(x+y) +b(x+y)

=(a + ) (x + ).

20x —(a+bx+ ab=ux*—ax—bx+ ab=x(x—a)—b(x—a)

= (x — a) (x — b).
oax+by+a—bx—ay—b=x(a—b)+y(b—a) +a—0b=
=(@—=b@x—y+1).

142. Carré ou cube d’un binéme. — On voit immédiatement que :
lox? —14x+49 =5 —27x 4+ 7= (x— 7%
2083462+ 120+ 8 =u%+3.2.2%2 4 3.2%x 4 2% = (x -} 2)%

143. Différence de deux carrés. — L’un des procédés les plus féconds
consiste a4 ramener l'expression 4 décomposer a la forme A% — B2 qui est
égale au produit (A 4+ B) (A — B). Ainsi:

1o 2 — 25 = % — 5% = (x + 5) (x — 5).

209a%* — 40 = (3ax??— (202 = 3ax* 4+ 2b) (3 ax* — 2b).

Jox2—6x+8=x—32—9+8=(x—32—12

=x—34+D)x—3—1)=(x—2)(x—4).

o4+ P —ct4+2ab=(a+bt—E=(@+b+c)(a+b—o).

SOt 4 a2+ 1 =(x*4 2a% + 1) — & = (2% + 1) — a2

=2+ x4+ 1)(x*2—x + 1).

144. Généralisation. — On peut utiliser également les identités :
a — b = (a—b)(a®+ ab + b?)
a® + b = (a + b) (a® — ab + b?)
et d’'une fagon générale
(@ —b") = (@ — b) (@' + a2 b + ... + oY),
EXEMPLES : 10 2? —8 =a% — 28 = (x — 2) (a2 + 2 x + 4).
2083+ 1=B+PB=x+1)x>*— x+ 1)
3o x° — a@¥= (x — a) (x* 4+ ax® + a®%%® 4 a®x + ab).

145. Application. — Soit 3 décomposer le polynéme
P=ux¥+2x2—5x—6.
Ce polynéme prend pour x = 2 la valeur zéro. On vérifie que :
0=284222—52—6.
Retranchons terme a terme les deux égalités précédentes, nous obtenons :

P=(a8—2%) + 2(a>—28) — 5 (x — 2).
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Sous cette forme, on voit que P est égal 4 une somme de termes tous divi-
sibles par # — 2. On peut écrire :

P=@x—2)®*+2x+4)+2(x—2)(x+2)—5(x—2)
=@—2)[**+2x+4 +2(x+ 2)—75]
Soit : P=(@x—2)@x%+ 4x + 3).
Autrement dit, le polynéme P qui s’annule pour x = 2 est divisible par
x — 2. Plus généralement :
Si un polynéme s’annule pour x = a, il est divisible par x — a.
— On peut utiliser 4 nouveau cette propriété en remarquant que P s’annule

pour ¥ = — 1. Comme x — 2 n’est pas nul pour cette valeur de x, c’est
% + 4x + 3 qui est égal a 0 (n® 35). On obtient de méme :

2+ 4x4+ 3 =(x+1)(x+ 3).
D’ou finalement : P=(@x—2)(x+ 1)(x+ 3).

EXERCICES

— Vérifier les identités suivantes :

243, (¢ + b)® + 2 («® 4+ b%) = 3 (a + b) (a® + b?).

244, (b—c)P 4+ (c — a)® + (a — b = 3(b—c)(c —a)(a—b).
245. (a + b + ¢) (be + ca + ab) = (b + ¢) (¢ + a) (@ + b) + abe.
246. (ax + mby)? — m (ay + bx)* = (a® — mb?) (x* — my?).

247. (a* + mb*)? — 4 ma*bh® = (a* — mb?)>.

248. (® + 3 mab?)? — m (3 a*b + mb®)* = (a® — mb?).

249. (ax + by + c2)* + (bxr — ay)® + (cy — bz)* + (az — cx)* =
@+ 0+ ) @ + gt + ).

250. (ab + bc 4 ca)® 4+ (a® — be)® + (b — ca)® + (¢ — ab)® = (a* + b* + )
251. (@ + b+ ¢ — (b +c—aP—(+a—>bP—(a+ b—cP = 24abe

252. (a+b+cr+b+c—ap+(c+a—>bF+(a+b—c)P=
4 (a* + b* + ).

253. a¥(b —c¢) + b(c —a) + c(a—b) + (b—¢)(c—a)(a—b) = 0.
254. @¥(b—c¢) + b¥(c—a) + cda—b) + (@4 b+ ¢)(b—c)(c—a)(a—Db) = 0.

255. Triangle de Pascal. — On calcule les puissances successives de (a + b) et on
établit le tableau des coeflicients des résultats ordonnds :
(@« + bt =a + 0 Coeclficients : 11
a4+ bp=c+2ua + 0? 121
W+ bP =@ 4+ 3w + 3ab®> + b 1331
(a + b = + 4ab + 6 azb® + 4ab® + b 14641

Monlrer que chaque coeflicient du lablean (riangulaire obtenu est égal a la somme
de celui qui est placé au-dessus de lui et de celui qui est placé a la gauche de ce dernier.
IEn déduire les lignes suivantes du tableau et établir les identités donnant (a + 0)*;
(a 4 D) ..
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— Calculer les expressions suivantes :

256. 2z + 3y — (2r—3y)— 2(6ay).

257. +yE+ DY+ —2@+1P—yk+ D

258. Bz —2y+1)(6xy—3z+2y)—Bx—2y)Bx+1)2Ry—1).

259. (x +2y+32)RQy+3z—x)Bz+zxc—2y)(x+2y—32) +
4y*+ 922 — a2

260. 2z +3y+ 22+ Q@By+z—22x22+ (¢ +2x—3y2+ 2x + 3y —2)>

261. (5xz—3y+ 222 +36x—3y)5x+22)By—22).

262. (7Ta+5b+4c)+ @db—5¢c)+ (7Tc—4a)P+ (Ga—170>)0

263. (*—ay + )@ —y @& + 2y + ) (& + ).

26%4. (a— b+ ¢ + (a+ b—c) + 4a(a® + 3 be).

265. (22 —2x + 2) (x* —2) (2 + 2z + 2) (x® + 2).

266. (2t + 4y —z)! —(x—y + 42— 2x+y + 2) (x + 7y — 72).

267. Former le carré du polynéme ax® + bx® + cx + d.

Peut-on déterminer q, b, ¢ et d de fagon A obtenir :

Qa8 — 2425 4 462t — 5223 + 4122 — 20z 4 4.

268. SoitP=a+b+c¢c+d, Q=a+b—c—d, R=a—b+c—det
S=a—b—c+d

Calculer I’expression : PQ (P2 + Q%) — RS (R? 4 $?).

269. Onpose a+b=S et ab=P.

1o Calculer en fonction de S et de P les expressions a® 4 b%, a® + b% et a* + b%

20 Calculer pour S = 1 l'expression 6 (a® + 5% — 3 (a* + b%) — 2 (a® + b%)%

270. On suppose A = (r—y),, B=42y,D = — (x 4+ y)*
Vérifier les identités : 1°A 4+ B 4+ C = 0.
20 A2 —BC=B*—CA =(C*—AB 30 A® 4 B® 4+ C* = 3 ABC.

Montrer que la premiére d’entre elles entraine les suivantes.

271. On prend sur un axe d’origine O, les points A, B, C et M d’abscisses a, b, ¢
et x.

1° Démontrer la relation OA2-BC + OB%-CA 4+ OC2?-AB = — BC-CA-AB.

20 En déduire une relation analogue en remplagant O par M et la valeur en fonc-
tion de a, b, et ¢ de ’expression :

@—ap@®—c)+@E&—0brC—a+ @&—cp@—D>).

272, Les données étant les mémes qu’a I’exercice précédent :

10 Démontrer la relation :

OA%-BC 4 OB®-CA + OC3*+AB = — BC-CA-AB (OA + OB 4 0C).

20 Utiliser la relation analogue en remplagant O par M pour calculer ’expression :
@—ap@®—c+@@—D0P(c—a+ @—c(@—Dd).

273. On désigne par p la demi-somme des trois nombres a, b et c. Démontrer que :

P+ (p—at+@—b+(@—o=a+b+e

2016 p(p —a) (p — b) (p —¢) = 4 b%* — (b* + ¢ — a?)

274, Soient:x =7a 4+ 3b+ 6¢c, y=6a+42b+4+ 6¢c etz=3a+3b+2ec.

1o Calculer I’expression y* + z* — z2,
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20 Montrer que si a, b, ¢ sont les cétés d’un triangle rectangle (d’hypoténuse a)
il en est de méme de z, y et z.

275. Reprendre I’exercice précédent pour :

x=9a+ 4b + 8¢, y=4a+ b+ 4e z=8a+4b + 7ec.

276. Montrer que lorsque a, b et ¢ satisfont aux relations suivantes, le triangle
de cotés a, b et ¢ est rectangle :

10 a = x* + y? b=x*— 2 c
20a=5Qx*+2zy+y?) b=8z+2xy—3y* ¢

= 2zy.

=6z 4 141y + 4y
277. 1° Démontrer les relations

a) (Az + By)* + (Ay — Bx)* = (A* + B?) (2* + y?).

b) (Az + By)* — (Ay + Bx)® = (A* — B?) (z* — y?).

2° En déduire les identités suivantes :

@ l( — bz + 2abyl (@8 — DYy — 2abef = (@ + D (@ + 0.

b) [(@ + bz + 2 abyl — [(@ + by + 2 aba] = (a* — bY? (* —

¢ [(@® + bz + (a2 — b)Y — [(a + By + (a* — bz = 4 @b (a2 — yp).

— Calculer les quotients de 3

3573 ,‘_181 _}2435 44!
278.5aa:y par ¢ a'zy 279. 25ab::: pargab:c.

Essda ___g_sa _97334 _3343
280.7ab:cypar 2la:cy 281. 2—0abxy par 3ab:ty.

282. 1525 — 9x* 4 12x% — 322 par 322

283. 125- abixt — -13—0 a*b*xr® + 5 a®bx? par g atbx?,
3 21

9 3
ht L4 Iy L 7)1} I xiy2ss 2 22
284%. = 3y 7y xyz+10:cyz parzoxyz.

5
— Mettre en facteur le monéme de plus haut degré possible dans les polyndmes :
285. 15 a‘x®y? — 12 a®x’ y® + 21 a®x®ys — 9 a’zys.
286. 5 a*bizt 4 15 ab*x® — 10 a*b*x® 4 25 atbzs.
2 g azbezays 10 aabsxdyl _I,_ a4b4y1 —_— _‘g asbsxzys.

— Décomposer en produit de deux facteurs :

288. axr — by + ay — bx. 289. r* — (a + b)xy + aby?

290. a(z® 4+ 1) — x (a® + 1). 291. ab (x* + y?) + zy (a® + b?).
292. (zy + ab)® + (ay — bx)% 293. (ax — mby)* + m (ay + bx)%.
294, 64 x* — 49 y2. 295. 25 atr® — 16 byt

296. 2 — 14z + 33. 297, x* — 3 x* 4 1.

298. 125 z® — 27 y°. 299. Bz + 72— (2x + 9.
300. 64 a’x® + b%y°. 301. 2x + 3y —4@2x+ 3y).

— Décomposer en produit de trois ou quatre facteurs :
302, = — 1. 303. a* (z* + b%) — b* (z* + ab).
304. 16 x* — 81 yt. 305. (xzy — 1)* — (x — y)*
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306. =t — 51 + 4. 307. (ax + by)* — (ay + br).
308. 4 b%c? — (b + c® — a?)?. 309. (ax® + b*y?) — (b2x? 4+ «*y?).
310. (a® + b* — 5)2 — 4 (ab + 2)2 311. 42— 3x — 18)* — (42 + 3 x)®

312. Meltre z* + 4 sous forme d’un produit de deux facteurs de second degré.
Ajouter et retrancher 4 x2.

Application : Mettre x* — 16 sous forme d’un produit de quatre facteurs du second

degré.

313. 1° Calculez les expressions
A=90@+b0rP+c))—(T7Ta+5b—4c)—(4b+5c)—a+ 7¢)’
B=GBGa+3b—8¢c)*—80(a®*— b+ ¢c*)—(8b—3¢c)+ (8a+ 5c)

20 Montrer que A et B sont les carrés de deux bindmes.

30 Calculer la différence A — B et la mettre sous forme d’un produit de facteurs du
premier degré.

314. On considére l’expression :
A=@+y+P—@+z—P—G+e—yP —@+y—2
1° Montrer que A est nulle pour x = 0, quels que soient y et z et de méme pour

y = 0 et pour z = 0. En déduire que A = mxyz, dans laquelle m est un facteur numé-
rique que I’on calculera en faisant r =y =z = 1.

20 Vérifier le résultat obtenu en appliquant la formule :
(@a+ b+ c)) = Za® + £ 3a*b 4+ 6 abe.
315. Calculer pour z = 5 la valeur numérique du polyndme
2x2 —7x— 15
et le décomposer en un produit de facteurs du 1er degré.

— Reprendre I’exercice précédent pour :

316. 312 —13x + 4 pour r = 4.
317. 2x* + 7x* + 3« pour r = — 3.
318. 4 2® — 2822 — 25 + 175 pour r = 7.

319. Soit le polyndme A = 21* — 72> — 3 x + 18.
1o Calculer sa valeur pour £ = 2 et pour x = 3.

2° En déduire que A = (ax + b) (x — 2) (x — 3), a et b étant des coefficienls que
I’on calculera.

320. Montrer que I’on peut mettre b — c en facteur dans I’expression
a(b—c)+ b*(c—a) + c2(a—b)
et achever la décomposition en un produit de 3 facteurs du 1er degré.

321. Montrer que ’expression : @® (b — ¢) + b (¢ — a) + ¢® (a — b) s’annule pour
a=b,b=c,c=aeta=— (b + c). En déduire qu’elle peut s’écrire sous la forme
m(a+ b+ c)(a— b) (b —c) (¢c — a) dans laquelle m est un coefficient que ’on
déterminera en faisant a = 2, b = 1 et.c = 0.
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FRACTIONS RATIONNELLES

146. Définition. — Une fraction rationnelle est une expression

g A ,.
algébrique de la forme B °¢ A et B sont des monémes ou des
polynémes.

E les 2a 3ax 2x + 5
xemples : T 3 T2 o

P bx?’ 2¢ + b’ 3x2 — 5%

La valeur numérique d’une fraction rationnelle est le quotient exact des
valeurs numériques de ses deux termes. Elle n’existe que si le dénominateur

’ ] .. 2x s
n’a pas une valeur numérique nulle. Ainsi 55 'apas de sens pour x = 5.

Dans ce qui suit, nous supposerons que les valeurs des variables sont choisies
de telle sorte que les fractions rationnelles soient définies. Deux fractions
rationnelles sont équivalentes si leurs valeurs numériques sont égales, quelles
que soient les valeurs des variables. Dans ces conditions, toutes les propriétés
des rapports de nombres relatifs s’appliquent aux fractions rationnelles. En
particulier :

A A C
_1_=A, EZB g% A=C et

o
Il
I

147. Propriété fondamentale. — Lorsqu’on multiplie ou lorsqu’on
divise les deux termes d’une fraction rationnelle par un méme
polynéme on obtient une fraction équivalente a la premiére.

Les fractions g et %—g sont en effet équivalentes. Ainsi :

2 2 _3
lox—xz = (v—_x’z(;c(;_)gj) (x £ 2 et x £ 3).

20 M S a8 —a—5 (x £ 0 et x £ 5).
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Il en résulte que :

A C A BC

@]

148. Simplification d’une fraction rationnelle. — Pour simplifier une
fraction ordinaire on divise ses deux termes par un diviseur commun. On
optre de méme pour une fraction rationnelle. Afin d’apercevoir les facteurs
communs aux deux termes, il faut donc commencer par décomposer ces
termes en facteurs.

EXEMPLES :

o W_ 23 2x23_ 2 4
252 7 22,327 T 7T x 2327 7
20 2a%y* _ 24° X %y _ 24°
Ia%y? 3% X xy? 3t
30 32 —6x _  3x(x—2) _ 3x
@®—4 (x+2)(x—2) x+2
B¥—1 =1 4+x+1) +x4+1 o & 1
¥ 53T T 3e—=1) — 3 ~—3t3t3

On voit, d’aprés le dernier exemple, qu’une fraction rationnelle peut se
réduire 4 un polyndme.

149. Réduction au méme dénominateur. — Lorsqu’il s’agit de frac-
tions ordinaires, ou de fractions 4 dénominateurs numériques, il suffit de
prendre pour dénominateur un multiple commun a tous les dénominateurs.
On prend de préférence leur plus petit commun multiple (P.P.C.M.). On
procéde d’une fagon analogue pour les fractions rationnelles.

EXEMPLES :

10 5 ix ?i___l
56’ 21 et 2

Soit * 5 4’_‘ 3_x_—;1_
oit : 2.7 37 et 2.3

Le P. P. C. M. des dénominateurs est : 23.3.7 = 168.

. 15 R2x 143x—1)
On obtient : 168 168 et — 168
x2 —x 3x+3 2x

’

2 x — 1 Troxe+a P
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Simplifions d’abord ces fractions :

x(x—1) J(x+1) 2x

x+ ) (x—1) x(x+ 17 et 3

Soi % 3 2
o1t x F 11 m—_i_ 1) et e

Nous pouvons prendre pour dénominateur commun le produit x? (x + 1).

Nous obtenons :
@ 3x Zx + 1)
x2(x + 1) (x4 1)

Il y a avantage a obtenir ainsi le dénominateur de plus faible degré possible.

150. Somme algébrique de fractions rationnelles. — Comme pour
les fractions ordinaires :
é_l_g_@_—l-BC A C_AD—BC
B"D- _BD ¢ B DT BD

Pour calculer une somme algébrique de fractions rationnelles, il faut :
1o Décomposer en facteurs les termes des fractions.

20 Simplifier si possible ces fractions.

30 Les réduire au méme dénominateur.

4° Faire la somme algébrique des numérateurs en conservant le dénomi
nateur commun.

50 Simplifier si possible le résultat.

ExeMPLE. — Soit a effectuer :
2x% — x? x2—2x+1+x—1.
a2 —x x?—1

On obtient successivement :

#2x—1) (x—1) x—1 _ 2x—1 x—l_l_ 1
Baxtl) xe—1) T @FDE=1) x@x+D) =« a1
22 —1 (x—l)(x+1)+ x _2x—1—(xF—1)+=x _

x(x+ 1) x(x 4+ 1) x(x+1) x(x + 1)
2x—l—acz-l-1—|-x__3.7c—ac2 x(3—x)_3—ag'
x(x + 1) Tx(x+1) x@x+1) x4+ 1
On peut vérifier que I’ensemble des fractions rationnelles a une structure
de groupe commutatif par rapport a I’addition.
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151. Multiplication et division des fractions rationnelles. — Comme
pour les fractions ordinaires :

A C_AC A C_AD
B*D”BD ® B'D” BC
A 1 A_B
En particulier : § = AXg et BXA= 1.
EXEMPLES :
a_a-+1 4a _a(a+1) X 4a _ a?
X @1 - 2x6@—=1) 3@a—1)

x w—x 2x+1 x(x—x)Q2x+41)

e 1X e Xerl @D R@EF)
_ x2(x—1)(2x + 1) N 2x 41
TR+ ) E—1) G +1) x>+ 1) (2 + 1)

30 a? a+2 a? ><a—l= a®(a—1) _
@—1'a—1 a&—1"a+4+2 (@—1)(a+2)

_ a®(a—1) _ a?
T (a+D)(a—1)(@+2) (@+1)(a+2)
x+y  2x (x +yP2—2xy a%4 32

4o 2 x+y_  ylx+y) _xt+y _
*ty, 2y (=) +2y* @ +y°
y x—y ¥ (x—y) x—y

Py =y x—y
T x+y T2+ x+ty

152. Corps des fractions rationnelles. — On peut vérifier que I’en-
semble des fractions rationnelles non nulles a une structure de groupe commu-
tatif par rapport a4 la multiplication et que la multiplication est distributive
par rapport a I’addition.

Il en résulte que 'ensemble des fractions rationnelles a une structure de
corps (n° 36).

EXPRESSIONS IRRATIONNELLES

153. Définition. — On appelle expression irrationnelle toute
expression numérique ou littérale contenant un ou plusieurs
radicaux.
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EXEMPLES : 2:17/3, a5 —0b+7, 2x—+/x*F 1.

Rappelons toutefois que le terme : expression algébrique irrationnelle ne s’ap-
plique qu’aux expressions contenant des lettres sous des radicaux (n® 106).

Dans ce qui suit, nous nous bornerons, 2 moins d’indication contraire,
aux radicaux portant sur des nombres arithmétiques.

154, Simplification d’un radical. — Rappelons les formules (n°¢ 54
et 55) :

2 = v B a_Va
Va-bc=+v/a \/b-1/c et 5= Vb
On les utilise de fagon & simplifier les expressions placées sous des radicaux.

EXEMPLES :

10 4/F5 = /9 X § = /9 - 4/5 = 3. /5.

oA /12 VAX3 243
25 V25 5

30 \/3_712 - V3:va@E _ av3
4 Wz 2

4° \/a%%3 = /a®% /Bt -/t \/c = a¥b% y/c.

Lorsqu’on écrit par exemple 4/4a = 2 4/a ou 2—1_ = %51 on dit que
Pon fait sortir 4 du radical. Donc :

Lorsqu’on fait sortir un nombre d’un radical il faut prendre sa
racine.

Inversement lorsqu’on écrit 2 4/a = 4/4 a, on fait entrer 2 sous le radical,
il faut Pélever au carré.

REMARQUE. — Quand on opére sur des nombres relatifs il faut prendre
quelques précautions. En effet (n® 61) : 4/a® = |a|, donc si a est négatif
V& =—a.

Ainsi: 4/(—3)2.5=3-4/5 et —2.4/3=—14/(—2?3

— | x4/5 lorsque x est positif.
2 — =
Viat = i — x 4/5 lorsque x est négatif.

155, Opérations sur les expressions irrationnelles, — Les régles
de calcul algébrique étudiées précédemment s’appliquent aux expressions
irrationnelles. Il suffit de considérer chaque radical comme un nombre ou
une lettre.
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EXEMPLES :

10 4/75 — /12 44/27=54/3 —24/3+ 34/3=(5—2 + 3)4/3
= 61/3.

30 (a+4/2) (b —V2) = ab—a /2 + b /2 — (v/2
=ab—(a—b)v2—2

40 (@ +1/b)> = a®> + 2a /b + b.
50 (Va—+b) (Va + Vb)) = (Va)P — (Vb = a—b.
6° av/a—b+/b = (Va)®— (b}

= (Wa— Vb [(WaP + Va- Vb + (V¥
= (Va—1/b) (a + V/ab + b).

156. Fractions irrationnelles. — Il y a avantage dans les calculs, 3 avoir
des dénominateurs rationnels.

EXEMPLES :

o3 _3V5_34v5

V5o (WERE S

go 1 _ 2+4+4/3 =24-\/3=2+\/-3
2—V3 2—V3)2+v3) 43

Va — /b Va—s/b__sa—yb

30 = 1 I — — = — — —
Va+vh  (Va+vVh)(Wa—+vb)  (Vap— /by a—b
Les expressions irrationnelles telles que 2 — 4/3 et 2 + 4/3 ou 4/a + 1/
et 1/a — 4/b sont dites conjuguées. D’ot la régle :
Pour rendre rationnel le dénominateur d’une fraction il suffit

de multiplier ses deux termes par I’expression conjuguée du
dénominateur.

EXERCICES
— Simplifier les fractions :
322, %4182 323. %2—;‘2 324. if—g;
325. %9;’;_’}: 326. —gfﬁ—lfy'fx ) g%g;’g;g:
328, :_:%f 329. i_;;,g_g‘;f 330. 'ﬁ‘::%f
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x4+ a® — 2ax x + 27 T2 — y?
331':1:2+ab-—(a—|—b):x: ‘x4 3z 333'x2—y2+a:c—ay
334, L H P 2ab 455 (2a+ I — @ age. B4+ 2" — (a+ 20

a — b + ¢ + 2ac a— 1 @ — a
272 — 12xy? (x® 4 1) —2* x® + 27
337. =~ 1 P L i 9, C el
27x% — 8° 8 xt— 1 83 (x®* 4+ 3)2 — 9ux®
340. (ax + by) - (ay + bI) 341. a (xz + 1) + x (az + 1)
(ax — by) + (ay — bx) atx? — 1
(@y —1p — (x—y)* (@a— by @+ y»
342. 343.
@+ 1) =2+ 1 (az + by)* — (ay + bx)?
b (x2 — y?) — xy (a® — b (ax + mby)* — m (ay + bx)?
44, & 45,
344 (ax — by)® + 4abxy 345 (a* + mb*)? — 4 mazbh?
— Effectuer les sommes algébriques suivantes :
123 45 77 100 45 60
346. 3% — 175 T 82 347 3% — 189 T 198
a b 2 a b 2
. — = 49. —
348b(a+b) a(a-|-b)+a 3 b(a-—b)+a(a——b) a—b
ax? 2z 1 x? 2z z + 3
. — 51. —
350:1:+1 x’—1+:c—-1 8 x4z :t—l+:r:*—l

x? y? 2zxy? 2z y 4y
352':c—y+:c+y xt — gt 353':c“+2:cy—xy-—2y’+a:2—4y’
354. Simplifier I’expression :

4zt — (x — 3 (x* — 9) + 2x — 3 —=x°
9((x*—1) 2z + 3)* — x* 4z — (x + 3)?

355. Simplifier ’expression :

4 (x + 3)2 x2 — 25 . _ @z + 3 —2a*
Bz + 5 — 4zt 922 — 2z + 5 (4z + 15 —a?

— Uttiliser les identités des exercices n°® 244, 253 et 254 pour calculer les expres-
sions :

a2 b2 c?

Rl ey e e Sl gy
B eyt 6= =8 T =8 =B
338 (a —(bb)_(t?,— ot @ -—(Cc)_(l(: ): o T —(aaT(CbE- b)
3. e T 9 =g T

360. : =Y¥,%, B=24% ¢c=%44
0. On pose A z+y’B m+z,c y+:c

Calculer ’expression A? + B? 4+ C* — ABC.
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361. Démontrer les relations :
oA _ pr o [(@ 4 B)A 4 (@— b’)B]* _ [(az — A + (a + b’)B]'

2ab 2ab
o _ (a* — b)) A—2abB 2 2abA + (a* — »»B 1?
saroa] Espgie [ e )

En déduire que si une expression peut se mettre sous la forme d’une somme (ou d’une
différence) de deux carrés, elle peut s’écrire sous une forme analogue d’une infinité de
maniéres.

— Simplifier les expressions :

1-|—ab__

b L a=
362. 2 —0b0 363, 1—ab 1+ ab
1+b1+ab 1__02_£
a—b 1 — @2p?
3z — 28 2 —3
1—32 7 s T
R EET S T
1+1—3:::’ x (x2—1)@3x*—1)
z+1 y+1 rt+a  x+b
t—1" y—1 367, @ T 1 bz + 1
366.-‘&..1__1"‘! _@ta@+b
r—1 y—1 (ax £ )bz + 1)
b
368. ! 1 2

@—4m T @—bh@—20 @+ @—25 & —2ab —ab T 25

14 2
b+ 2 — a? b+ ¢ b+ —(b—cp
369'(1+_2bc )xl— a a+b+c
b+ ¢

— Calculer les expressions suivantes en utilisant I’identité :
a4+ B4+ c—3abce=(a+ b+ c) (a®+ b+ ¢ — bc — ca — ab)

:c’—yz_+ y:— zx 2 — xy

370,1+y+z 1+z+x 1+a:+y
T y z

a(@a+ b , a(a+c) b(b+ o b(b+ g c(c+a)+c(c+b)
an a—b + a—c¢ b—c¢ + b—a c—a c— b

’ (b —c)2 (c — ay® 1 (a—b?

ta—ha—o 'To-—oe—o 'Te—aowc—0»
372.

b+c—2a ct+a—2b a+ b—2c¢c

W= , @a—bhH@—o9 T e—a 6—0G—a @b, c—aC—5b
[ B + bc + ¢ ¢ — a® ¢t + ca + a® @ — b a4+ ab + b

— Simplifier les radicaux :

373. /4096 374%. 4/169 atbic? 375. V49 @® («® + 3.
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376. B 377. \/ 6o.r 378. \/ 9 “°(a(“j_ 41‘7)4”’)?.
— Comparer les nombres suivants :

379- V5 + /2 et /741 380.3 (3 — /7 et 23 —1).

381. /15 + 4/3 et 2 4 4/13 382. /23 — /21 et 4/6 — /5.

383. Les nombres a, m et p étant positifs et tels que a > m > p, démontrer que
I'on a:
m

p
- < S
va+m—+ya—m ~vVat+p—+va—p
384. Démontrer I’identité :

VatvB=q/la+va—p+q/Ta—vE—s

En déduire les relations :

Vo evs= /b Vo=V

385. Calculer pour a=—5b="7etx=—3 I’expression

Var (b F x)2 —3+v2(a+ b) x4+ v/2* + 2ax + @

— Rendre rationnels les dénominateurs des fractions :

1 V6 + V14
386, . A2 A S
3+ V5 R VE RV /. Y v
V5 + 43 54/5 + 34/3 1
389. V2 VI T AV —_—
8 s —vs 0 B+ V3 EREVEEVE RV
— Simplifier les expressions :
392. /200 — 4/32 + /72 393. V175 — /112 + 4/63
394. (4 + V5 — (V5 + 1) 395. (5 + /32 — (3 + 2 v/3)
A A —B+B A? /B — B? /A
396, 2V 2V e 2 A
VA —+B 897 A v/B—B+vA
V5 —2 __L;_ + L 1 vz 2
38 L avs T atrvEtys st s ii 3
5 (V3—v2) (V3+ V2
400. \/ \/5 4o1. VE V3

Vi-43 V3tve | Vi—va



LIVRE I
EQUATIONS ET INEQUATIONS

10¢ Legon

EQUATION DU PREMIER DEGRE
A UNE INCONNUE

I. DEFINITIONS ET GENERALITES

157. Définitions. — On appelle équation une égalité qui n’est
vérifiée que pour certaines valeurs des lettres qui y figurent.

Ces lettres sont les inconnues de I’équation.
ler EXemPLE. — L’égalité x> — 10 = 3 »

est une équation a une inconnue. Les deux membres deviennent égaux si on
attribue a I'inconnue x la valeur 4 5. Cette valeur s’appelle solution ou racine

de Péquation proposée.

2¢ EXEMPLE. — L’égalité 3x — 2y =8
est une équation d deux inconnues. Ses deux membres deviennent égaux si
on attribue & x la valeur 4- 2 et 4 y la valeur — 1.

x =+ 2

Le systéme de valeurs __ 1 estune solution de I’équation.

On appelle solution d’une équation tout systéme de valeurs
attribuées aux inconnues pour lequel les deux membres de
I’équation ont méme valeur numeérique.

158. Résolution d’une équation. — Résoudre une équation c’est
en trouver toutes les racines ou toutes les solutions.

Les théorémes sur les égalités (n% 65 a 69) permettent de transformer une
équation en une autre équation admettant les mémes solutions. Etant donnée
une équation on peut :

10 Réduire séparément les deux membres de I’équation.

20 Ajouter ou retrancher une méme expression aux deux membres de I’équation
ct par suite supprimer les termes communs aux deux membres, ou transposer
un terme d’un membre dans l’autre, 2 condition de changer son signe.



86 ALGEBRE

30 Multiplier ou diviser les deux membres par un méme nombre non nul, et
par suite simplifier une équation en divisant tous ses termes par un méme
nombre ou chasser les dénominateurs numériques en multipliant tous les
termes par un multiple commun des dénominateurs.

— On dirige les calculs de fagon a obtenir les solutions et par suite a résoudre
I’équation.

159. Remarques. — 1° Lorsqu’on multiplie les deux membres d’une
équation par une expression qui contient l'inconnue, I’équation obtenue
peut admettre des racines qui ne vérifient pas I’équation primitive.

Soit I'équation : 3x—2=0. (1)
Multiplions les deux membres par x — 1
Bx—2)(x—1)=0. 2)

On vérifie que ¥ = 1 est racine de I’équation (2) mais pas de 1’équation (1).
On dit que cette racine est étrangére a I’équation initiale.

20 Lorsqu’on divise les deux membres d’une équation par une expression
qui contient 'inconnue, ’équation primitive peut admettre des racines qui
ne vérifient pas la nouvelle équation.

Soit I’équation : B —2x=3ux (1)

Divisons les deux membres par x :

¥ —2=3. (2)

On vérifie que ¥ = 0 est racine de I’équation (1) et non de I’équation (2).

160. Equations entiéres. — On appelle équation entiére une
équation dont les deux membres sont des polynémes.

En faisant passer tous les termes dans le premier membre, 'autre se réduit
a zéro. Le degré, par rapport a ’ensemble des inconnues, du polynéme réduit
obtenu dans le premier membre est le degré de I’équation.

EXEMPLE : Jx—5=0 est du premier degré.
2x —3y+4 =0 est du premier degré.
3x2—5x4+2 =0 est du second degré.

xy —3x+4+ 2y—1=0 est dusecond degré.

II. EQUATION DU PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE

161. Equation numérique du premier degré. — Rappelons la marche 2
suivre pour résoudre une telle équation :

. Se—7 9x—4 _ 3x+11
EXEMPLE : T % —2——-8—- )
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Chassons les dénominateurs. Leur P. P. C. M. est 40. Multiplions tous
les termes par 40

40 (5x—7) _ 40 (9x —4) _

40 3x + 11)
4 5 -8

40 x 2 3

Soit :
1056—7)—819x—4) =80 —503x+ 11).
Développons :
50 —70 — 72x + 32 = 80 — 15x — 55.
Faisons passer tous les termes en x dans le premier membre et les termes
connus dans l’autre.
50 —72x + 15x =70 — 32 4 80 — 55.
Réduisons les termes semblables :
— 7x = 63. (2)

Toute racine de I’équation (1) est racine de I’équation (2). La seule racine
possible est donc :

63
X = :7 = — 9'

Vérification. — Réciproquement, la racine x = — 9 de I’équation (2)
est racine de I’équation (1) car les valeurs numériques de celle-ci pour x = — 9
sont :

1er membre : —42__7—7815—4:—13—}—17:4—.

2¢ membre : —T—gzs;l——l—l=2+2=4.

162. Cas général. — Toute équation entiére du premier degré & une

inconnue x se raméne aprés suppression des dénominateurs et transposition de
tous ses termes dans le premier membre 2 la forme : ax + b =0 (1) ou aet b
sont des coefficients connus. Il résulte des théorémes sur les égalités (n° 65)
(que I'équation proposée et I’équation (1) ont mémes racines. Elles sont dites
¢quivalentes.

10 Sia#O:ax+b=a(x+§) =a(x —p) en posant p=—‘l—:et:
ax + b =0 &> a(x —p) = 0 &> x = p (n° 68).
1.’¢quation proposée admet une seul racine : ¥ = p = — g-

20 5i a = 0, I'équation (1) devient : 0-x 4+ b = 0.
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Si b 3£ 0 : Aucune valeur de x ne peut vérifier ’équation. On dit que ’équa-
tion est impossible.

Si b = 0 I'équation se réduit 3 0 x = 0. Elle est vérifiée quel que soit x.
On dit que ’équation est indéterminée (elle se réduit a une identité).

En général, Iéquation du premier degré a une inconnue
admet une solution et une seule.

Exceptionnellement, elle est impossible ou indéterminée.

Par suite si une équation du premier degré admet deux solutions, elle est
indéterminée et elle est vérifiée pour toute valeur de x.

163. Exemple d’équation impossible :
Soit 1’équation : S5(x—1)—3x=2x+ 3.

D’ou : 50—5—3x=2x+3
5x—3x—2x= 5+43.
Soit : 0x =38 donc impossibilité.

L’équation s’écrit d’ailleurs 2x — 5 = 2 x -+ 3 manifestement impossible.

164. Exemple d’équation indéterminée :

x+ 1 2x+1+x+4_x+8
3~ 5 6 10

Chassons les dénominateurs, en multipliant tous les termes par 30.

10(x+1)—62x+ 1)+ 5(x + 4) =3 (x + 8)
10x +10 —12x— 6+ 5x +20 =3+ 24,

Transposons : 10 —12x + 5x —3x = — 10 4+ 6 — 20 + 24.

Soit : 0x=0 équation indéterminée.

On vérifie que ¥ = 2, x = 5 par exemple, sont solutions de I’équation
proposée.

165. Equations paramétriques. — On désigne ainsi des équations
ou figurent, outre les inconnues, des lettres appelées parameétres dont la valeur

est supposée connue.

Une équation paramétrique 4 une inconnue se résout de la méme fagon
qu’une équation numérique. Toutefois, il est bon d’étudier pour quelles valeurs
des paramétres ’équation est impossible ou indéterminée. C’est ce qu’on
appelle discuter I'équation.

166. ExempLE I. — Résoudre et discuter ’équation :
2m—1)x—m(@x—1)=2m+ 3.
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Développons :
2mx —2x —mx +m=2m+ 3
mx —2x=m -+ 3.

Soit: (m—2)x =m+4 3.
Le coefficient de x est nulsi m — 2 =0 ousi m = 2.
1oSims#2ona m—27£0 dob:ix=113

20 Sim = 2’équation se réduita: 0.x = 5. Elle est impossible.

167. ExempLE II. — Résoudre et discuter I’équation :

m?(x — 1) + 3mx = (m? 4 3)x — 1.
Développons :  m?x — m?® + 3mx = m?x + 3x — 1.
Transposons :  m%* + 3mx —m?*x — 3 x =m? — 1.
Soit : Jm—1)x =m*— 1.
Le coefficient de x s’annule pour m = 1.

_ m—1 _m—l—l.
¥=3m—1)_ 3

20 Sim = 1. On obtient 0-x = 0. L’équation est indéterminée.

10 Sim £ 1. Il vient

168. ExempLE III. — Résoudre et discuter I’équation :

4x+2_x—|—b__5(x—l).
3 a 6

Il faut supposer a % 0 pour que I’équation ait un sens. Multiplions les
deux membres par 6 a.

2a(4x+2)—6(x+b) =5a(x—1)
8ax +4a—6x—6b=5ax—5a

B8a—6—5ax=—4a+6b—5a.
Soit Ba—06)x=6b—9a.
Simplifions par 3 : (a—2)x=2b—3a
Le coefficient de x s’annule pour a = 2.
. 2b—3a
1°a # 2. Il vient: x = P

20 g = 2. L’équation se réduit a: 0 x =256 — 6.
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Le second membre est nulsi2b—6 =0 ou b =3.
Sib#£3,2b— 670 I'équation est impossible.
Sib=23,2b—6 =0 [équation est indéterminée.

III. EQUATIONS SE RAMENANT AU PREMIER DEGRE

169. Equations de la forme A-B.-C = 0.

On sait que pour qu’un produit de facteurs soit nul, il faut et il suffit que
'un des facteurs soit nul (n® 35). Par suite :

Les racines de I’équation A-B-C =0 sont les racines des
équations : A=0,B=0 e C=0.

170. ExemPLE 1. — Résoudre I’équation :
x—2)Bx+2)2x—7)=0.

Cette équation se décompose en trois autres :

2

32 +2=0 D’ les 3 racines : r=-3

7

22 —7=0 ¥=+5
171. ExempLE II. — Résoudre I'équation :
B¥—4x=0.

Ramenons 4 la forme précédente en décomposant le premier membre
en facteurs :

x(x*—4)=0
ou x(x+2)(x—2)=0.
Cette équation se décompose en trois autres :
x=0 x=0
x4+ 2=0 D’ou les trois racines : x = —2
x—2=0 x =+ 2.

172. ExempLE II1. — Résoudre I’équation :
Bx—52—(x—32=0.
Le premier membre est de la forme A?2 — B2 On peut donc I’écrire sous
la forme du produit (A 4+ B) (A — B). Soit :
Bx—54+x—3)Bx—5—x4+3)=0
ou (4x—8) (2x—2)=0.
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L’équation se décompose en deux autres :

4x —8=0 , . x =2
|26 —2=0 D’oul les deux racines : v 1

173. Equations renfermant 'inconnue en dénominateur.
¥ —9
x4+ 2
La fraction qui constitue le premier membre n’est définie que si son déno-
minateur x + 2est différent de zéro, donc si x %= — 2. Supposons cette condi-

tion réalisée. Pour que la fraction soit nulle, il faut et il suffit que son numé-
rateur soit nul. D’ou :

22 —9 =0 Soit (x+ 3)(x—3)=0.

ExempLE I. — Résoudre I’équation : 0.

Cette équation a pour racines x = 3 et x = — 3. Ces deux valeurs étant
différentes de — 2 sont racines de ’équation proposée.

— En général :
. A , .
Les racines de l’équation B = 0 sont celles de l’équation

A = 0 qui n’annulent pas B.

174. ExempLE II. — Résoudre I’équation :

*+2 12
x—2 x x(x—2)

L’équation n’a de sens que si les dénominateurs sont différents de zéro,
c’est-a-dire si x 7% 0 et x % + 2. Supposons ces conditions réalisées, nous
pouvons chasser les dénominateurs en multipliant tous les termes par x (x — 2).

x(x+2)—@x—2)=2
2+ 2x—x+2=2.

Soit : 2 +x=0 ou xx+ 1) =0.
D’ou les deux valeurs x = O et x = — 1.
La valeur x = 0 est une des valeurs exclues. Seule x = — 1 est racine de

I’équation proposée.
— La méthode générale qui en découle est donc la suivante :
On chasse les dénominateurs et on résout I’équation entiére

obtenue. On écarte parmi les racines trouvées, celles qui
annulent un des dénominateurs de I’équation initiale.
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EXERCICES
— Résoudre les équations :
7x+9 53: r + 13 3z 2z
402. — — +tz="5 +3 403. o — = —13.
21:—3 T 31 — 2z 8r —1 3z 7— 5z
404. 5 —p =" 405, g — S, =
x4+ 3 z—5_ x— 2 3x — 13 r—1
406. i 6 = 3 407. 2 + 3 3z — 1
4 + 3 2x——3_$_:_1 5x + 3 r — 19 7+ 5
408. LS — S =T 409. = — — T =~
2r+1 5z —2 x4+ 9 x4+ 5_ 2247
410. 3 7= T — 13 411. 3 + 6 = 3
+7_a:—1_x+2 x + 11 1+15 2x + 19
412. 57~ = 3. T — + T L
5xr— 14 Tx — 12 3xr — 146 13z 4 23 xr — 31 271 —z
Me. —g—+ —5 = M5y 33T 21
3z + 3 2r — 1 3xr — 19 9z + 4 12z + 5 28x 4+ 11
416. = 417. — =
16 18 + 45 10 77 14 22
418.3:—,'_52 314:64__:::":[—711» 419.1-}- 11 3( -|-_22_5:c+139
35 65 91 15 85 51
2z +1 x46_zx-—4 Tx — 132 _ 5z —22 3(30—ux)
420. 77 88 56 421. 95 209 55
(x—1» @+3_ @—2@x+1
422. %00 BT — 5
423, @+ D' _3x4+1_ @—5 Bz + 10)
2 5 6
@—2 _@+1_@—4@—6)
424. 12 21 28
ags, @H D — =2 _ @r—90 43

— Résoudre les équations :
12(x + 2) — 49 — 17,5 (x — 1) = 30,9 + 2,5 — 60,8.

426.
427.
428.

429,

430.

2(1 + 50)
9

D

13,7 ( + 3) — 73,25 + 25,8 (x — 2) = 60,5 — 17,1 (x — 0,5) + 19,83.
14,23 x — 36,95 — 15 (z — 5) — 16,32 + 3,73 (& + 5) — 35,08.
2(x — 18)

%z — 655 Ss@—12 S0 8T 5

95 %09 N &

6 + 12)

sy 7ETMOEEEED a2

45 9
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23 —1x) 9 — 3=z

431 T sz—a@—y P25

' 14 24 - 12 3
432. @+ 3 @E—2 @+2@E@—1) @—3@+2+4

10 14 35

433 Bx+4H)+4 Rz +5) Qxr—1) _ (5z 4 13) (z 4 20)

: 7 11 - 77

(x—3) (x—6* (x+9* 13z—1

434, 5 5= A

32z —3p 2@z —2° (6z—5'_(2z—3) Bx—2) (6 — 5)
85—t Ty g = 2

— Résoudre et discuter les équations :

436. 3(m+ 1)z + 4 =2z + 5(m 4+ 1).

437. m*(x + 1) = x + m.

438. 3(m—2)z + m(4x—7) = 3(m— 1).
439. m*—1)x=m(@m + 1) (m + 2).

440. mx + 2(x — m) = (m + 1)* + 3.

441. m + 2)x +4Q2m+ 1) =m* + 4 (x — 1).
442, a(ax + 2 b*) — a® = b (xz + q).

443. (a + bPr + 2a® = 2a(a + b) + (@@ + )=z

mx + 3 m—1_x+4+35
R S H S 10

+ 2@+ m ),

—me (x—2m@x+3) Gzx—1(@E—4 2 — —
445. =2 4 5 =2 5 —3@m—1@m—1.

446.”._12_(_1:8_,_—2)2_2(214_m+1)=(m+1),+m2(138—2)2+1‘

447, @ — b @b _ _gat— b ;
Tt ooy Rr—@+ bl =25—F=

448. 1° Résoudre I’équation :
—2+@—4p+E—77"—3—2)(x—4)@Ex—7) =0.
20 Démontrer I’identité :
A% 4+ B® + C* — 3ABC = é(A 4+ B+ C)[(B—C)yp+ (C— A2 + (A—B)ylL
3o Utiliser I’identité précédente pour résoudre I’équation :
@—ap +@—bP 4+ (xx—cP—3@@—ayx—>b(x—c)=0.
Retrouver pour a = 2, b = 4 et ¢ = 7 le résultat du 1°.

— Résoudre les équations :

449. z(z — 1) (x + 3) = 0. 450. x + )Rz + 7) Bz + 5 = 0.
451. 3z (x —4) (x + 5) = 0. 452. (7 —x)(dx—3)(5—21x) = 0.
453. 2z + 3) (a — 49) = 0. 454. (5 — 3 1) (922 — 25) = 0.

455, (x — 2) (81 — 42%) = 0. 456. 2722 (x + 3) — 12 (2 + 3x) = 0.

457. (9 — z?) (8 x* — 50) = 0. 458. 2z + 3)(4x — 1) =9 — 4z
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459. (z + 2P — 2% + 4 = 0. 460. 5 —21) 2z + 7) = 421 — 25,
461. 1 — 1+ (x—1) (1 —a) =0 462. 25 +27 + (x +3)(x—9) = 0.
463. (x + 5! — (2 — 3)* = 0. 464 2z + 7' — 9 (z + 20t = 0.

465. 42z + 7 —9(x + 3)* = 0. 466. (422 —3x —18)*—(4x% + 3x)2 =0.

467. (5x* + 3x— 2)* = (4x* — 3z — 2)%

468. Bz +2)(x*2— 1) = 922 —4) (x 4+ 1).

469. Former un polynéme du 3¢ degré s’annulant pourz = 1,z = — 2etxz = 3 et
prenant pour x = 2 la valeur numérique 10.

470. 1° Démontrer I'identité :

b—ep+(—aP+(a@a—>bpF=3(0b—c)(c—a)(a—b).

20 Utiliser cette identité pour résoudre I’équation :

B+1)—2@+IP+RE+3)—zc+5PF+[z—5—3@E + )P =

471. Décomposer en un produit de 4 facteurs ’expression :

(ax + mb)> — (am + bx)2.

1° On suppose que a et b ont des valeurs absolues distinctes. Quelles valeurs faut-il
donner a x pour que I’expression soit nulle?

20 Que se passe-t-il lorsque a et b ont méme valeur absolue?

|
e

— Résoudre les équations :

2z + 5 3z — 2 3x + 4 2r — 3 9xr — 8
. T = 5. 473. = = »
472 z + 3 T 5 3 5 4x — 5 15
7 4 3 12 5 7
R Rl RAF S A S )
2 1 5 1 1 9
476. = . 477. —— —_— = T,
a:»—4+2:c—3 7z — 6 5:c+8+:c+4 8(x+ 3)
x? x? 2z z+ 1 r—1 r—1
8. — = . 479. T T 1 _T— 1 _ _ .
a7 z—1 r+1 z—1 79:—1 T+ 1 31(1 x+1)
480.1_1— 1 =2a:—1. 481__61’+7:c+8=31’—2:::—16
x x4+ 1 2+ 2z + 1 r— 2
2z + 4z — 9 4z + 9
482 T F9 T i jar—9

10z + 33z + 42 6x% 4 19z 4 28

483, .~ T =
15z + 39z + 36~ 9a% + 23z + 24
T + 2a 2z + a
+ b + b
484, 2Tt a = T+ 2a S
2x + a 2 —_vx
. +2x+a (r+2a x+2a)

2xr — 5a 2xr + 4a 2z — 5a _ 2z + 4a
485. 4a 3x _ 3a 2z .
3x — 8a 3z + 5a 3z —8a 3z + 5a

4a 3z 3a 2z
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INEQUATION DU PREMIER DEGRE
A UNE INCONNUE

I. DEFINITIONS ET GENERALITES

175. Définition. — On appelle inéquation une inégalité qui
n’est vérifiée que pour certaines valeurs des lettres qui y figurent.

Ces lettres sont les inconnues de ’inéquation.
L’inégalité 6x—5>7.
est une inéquation d une inconnue.
Les nombres x = 3, x = 4, x = g -« vérifient cette inégalité. Ce sont des

solutions de I'inéquation envisagée.
3 . -
Les nombres x = 3 X = 0, x = — 2... ne sont pas solutions. En général :

On appelle solution d’une inéquation a une inconnue, toute
valeur de cette inconnue pour laquelle I'inéquation devient
une inégalité numérique.

176. Résolution d’une inéquation. — Résoudre une inéquation
c’est en trouver toutes les solutions.

Les théorémes sur les inégalités (n° 81 i 87) permettent de transformer
une inéquation en une autre inéquation admettant les mémes solutions. Etant
donnée une inéquation, on peut :

10 Réduire séparément les deux membres de 1’inéquation.

20 Ajouter ou retrancher une méme expression aux deux membres de I'inéqua-
tion et par suite supprimer les termes communs aux deux membres ou trans-
poser un terme d’un membre dans I’autre 2 condition de changer son signe :

Si on fait passer tous les termes dans le premier membre, I'inéquation
prend la forme A > Oou A < 0. Lorsque A est un polynéme du 1°f degré on
dit que I'inéquation est du premier degré, etc...
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30 Multiplier ou diviser les deux membres par un méme nombre positif en
conservant le sens de Uinéquation ou par un méme nombre négatif a condition
de changer le sens de I'inéquation.

Par suite on peut simplifier une inéquation en divisant tous ses termes par
un méme nombre positif, chasser les dénominateurs en multipliant tous les
termes par un multiple commun positif des dénominateurs et changer les
signes de deux membres a condition de changer en méme temps le sens
de I'inéquation.

— On dirige les calculs de fagon a obtenir les solutions et par conséquent
a résoudre I'inéquation.

177. Remarque. — Il importe de bien se rappeler les opérations qu’il
n’est pas légitime, en général, d’effectuer sur une inéquation.

1° Il ne faut pas multiplier ou diviser les deux membres
d’une inéquation par une méme expression littérale 2 moins que
son signe soit bien déterminé.

Ainsi : m+1)G38x—7)>0&>3x—7> 0.
car m? + 1 étant supérieur a 1, est positif quel que soit .

Mais de : (m® — 1) 3x — 7) > 0 on ne peut déduire 3x — 7 > 0 cas
m?* — 1 n’est pas toujours positif. Pour m = 0 par exemple, on a, au contraire,
3x—7<0.

20 En particulier :

Il ne faut pas chasser des dénominateurs contenant l’inconnue.

3° Il ne faut pas élever au carré les deux membres d’une
inéquation ou en extraire la racine carrée.

Nous verrons quelles sont les précautions & prendre, lorsque nous serons
amenés a utiliser I'une de ces opérations.

II. INEQUATION DU PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE

178. Inéquation numérique. — La marche 2 suivre est la méme que
pour une équation numérique du premier degré. Ne pas oublier de changer
le sens de I'inéquation lorsqu’on multiplie ou lorsqu’on divise les deux membres
par un nombre négatif ou lorsqu’on change les signes des deux membres.

EXEMPLE. — Résoudre I'inéquation :
4x+1 Sx+2 x+1
4 6 <73

Chassons les dénominateurs en multipliant tous les termes par 12.
3Ux+1)—20Gx+2)<4(x- 1)
ou 12x4+3—100—4 <4x + 4.
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Transposons : 12 —10x —4x<—3+4+ 4.
Soit : —2x < 5.

Divisons les deux membres par — 2. Il faut changer le sens
3,
x> — 2

I1 est facile de vérifier que toute valeur de x supérieure 4 — 5 est solution
de I'inéquation proposée.
179. Interprétation graphique. — Alors que les solutions d’une équation
sont en général en nombre limité, il n’est est pas ainsi pour une inéquation.
. . 5 .
Marquons sur un axe x'x le point A d’abscisse — 3 (fig. 22). Les points

dont les abscisses sont solutions de I'inéquation précédente sont les points
de la demi-droite Ax. Afin de les distinguer des points de la demi-droite Ax’,
on met des hachures sur cette derniére.

x’ N .A 9 X
0 AR N __é_ Y +00
2
Fig. 22.
REMARQUE. — On appelle intervalle la, b I'ensemble des nombres algé-

briques compris entre les nombres a et b. Si a < b tout nombre x de I'inter-
valle ]a, b[ vérifie la double condition

a<x<b.
On écrit : xe€]abl.

. . . .. 5
Dans I'exemple envisagé, « est solution de I'inéquationsi — 5 <x < + .
C’est pourquoi on dit que les solutions de cette inéquation sont les nombres de
. 5
Uintervalle ]— X + o [
180. Cas général. — Toute inéquation du premier degré a une inconnue

sc raméne aprés suppression du dénominateur commun et transposition de
tous ses termes dans un méme membre & 'une des formes :

ax +b>0 (1) ou ax +b<0 (2)

La seconde forme se raméne 2 la premiére en multipliant les deux membres
par — 1. Discutons 'inéquation (1) :

b
1°Sia#0: ax—l—b:a(x—l—g)=a(x—p)enposant—;:

ALGEBRE SECONDE €. &
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«) a positif :a(x —p)>0 &> x—p>0 soit x>p.
B) anégatif :a(x—p)>0 &> x—p <0 soit x<p.
20 Siga =0 Dlinéquation se réduita: b > 0.
Si b > 0, elle est vérifiée quel que soit x.
Si b < 0, elle n’admet aucune solution.

181. Inéquation littérale. — Soit & résoudre linéquation paramétrique
mx—2) , x—m_x+41
6 T3 2
Chassons les dénominateurs.
mx—2)+2(x—m)>3 (x4 1)
me—2m-+2x—2m>3x+ 3.

Transposons : mx +2x—3x>2m+4 2m+ 3.
Soit : (m—1)x>4m+4 3.

Trois cas sont 3 envisager suivant que le coefficient m — 1 est positif,
négatif ou nul.

1om—1 >00um > 1. Il vient : x > i”:n——l-f_
4m + 3

m—1

20m—1<0oum< 1. Ilvient: x <

30m—1=00um=11reste: 0-x > 7.
I'inéquation est impossible.

182. Inéquations simultanées. — On appelle inéquations simultanées,
deux ou plusieurs inéquations qui doivent étre vérifiées, a la fois, par les
mémes valeurs des inconnues.

I1 suffit de résoudre séparément chacune des inéquations et de conserver
les solutions communes 2 toutes ces inéquations.

EXEMPLE. — Résoudre les inéquations simultanées :

56 —7<3x.
2x +5> 1.
La premiére inéquation donne :
Sx—3x<?7.
7
D’ou: 26 <7 et x<j5

2
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La seconde inéquation donne :
22> —54 1
D’ou : 22> —4 et x> —2
On voit immédiatement que les valeurs de x qui vérifient les deux inéqua-

tions sont les valeurs de l'intervalle ]— 2, %[ Donc :

7

Graphiquement, il suffit de hachurer sur un axe (fig. 23) les intervalles pour
lesquels x ne satisfait pas a 'une des inéquations. Les intervalles non hachurés,
s’il en reste, correspondent aux solutions communes aux inéquations.

x’ B o A X
N SO ) ’ R R O O e
RN ) o1 Yoo
2
Fig. 23.

Dans I’exemple précédent, il faut hachurer Ax, pour supprimer les valeurs
ne vérifiant pas la premiére inéquation, puis Bx' pour supprimer celles qui ne
satisfont pas a la seconde. Il reste le segment BA correspondant a I'intervalle

Y

EXERCICES
— Résoudre les inéquations ;
486.;6+é—g>i—;+16- 487.‘;%—%—;;>’é—1.
492.115 :c-:|3-8<:c-|;,11. 493114(-)7__1;5 a:;-Q'
494_8a:9+5_2ac;3+-23 m-:4_’112'495'718_3+$-';31>?'%;‘7'
496.5I:7+3I;5>915+4- 497_13115—3_*_1‘;};)4>15 ;_1
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7z +2 22+ 15 _ 202 — 3z 282 +5 40z +3 _3(5z—2
498. 15 24 T T 40 499. 15 T 40 :
52 — 17 r—3 29 — 9x 13x + 47 Tx + 26 3r—5
500 37—+ ~55 > o 501 —r— + o1 > T

— Résoudre les inéquations paramétriques :

502. mx + 1 > + m*. 503.z + 2m < 1 + 2max.
504. x + 9m* > 3mx + 1. 505. z (1 —m)® > 1 — 2max.
506. 5(m + 1)z + 2 < 3m + 4«z. 507. 2(x — m) — (m + 1) < 3 — mzx.
mx+5 x—3m _2 z+m  6z+4+m __mx+ 2
508. - ) —% <§- 509. 10 + 5 > I
51c..lzma:—7 9:c+11m>m_4‘
5 2

—_ 2 t] —

511“mor:+(m 2) +x—{;2m >(m 1)3(:c+1).

8

— Résoudre les systémes d’inéquations simultanées :

2x + 5> 5x — 4

512.
2 r —7< 2z —3
x+5,  +9_ 2z + 7
10 ) S
’ a:+5__x——3>:5.
4 6 3
5x:—7+3x;-5>9x;—4
516.
3r — 2 2x-—9>3+z
18 45 10

9xr — 15 > 4x + 13

513.
19 — 52 < 7 + 3z

r—1  4R2x—3) _bx+1

s1s. ) 3 T <73
' 5x+9+7:c+5>?l:c_-(:21.

3 9 4

13z — 16 xr — 32 x— 6

517 5 T3 21
' 5x+12+11:c+28>4x+9
14 2 77
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SIGNE DU BINOME DU PREMIER DEGRE

183. Définitions. — Un binéme du premier degré en x est

une expression algébrique de la forme ax + b dont les coeffi-
cients a et b sont des nombres connus.

Le coefficient a est toujours supposé différent de zéro.

EXEMPLES : —2x—5, —3x 47, — 4 x.

On appelle racine d’un binéme la valeur x' de x pour laquelle
ce binéme est nul.

Ainsi pour 2x — 5,0na:2x' —5=0 dou:x =

IR

En général, la racine du binéme ax + best: p =—

&1@*

184. Signe d’un binéme. — Le bindme 2 x — 5 prend, pour x = 4, la
valeur numérique + 3. On dit que ce bindme est positif pour x = 4.

I prend, pour ¥ = 2, la valeur numérique — 1. Le bindme est négatif pour

# = 2. Les valeurs de x pour lesquelles 2 — 5 est positif sont les solutions
de Iinéquation :

2x —5>0 ou x>5

2
- .. 5
Le bindme 2x — 5 est donc positif pour : ¥ > 7

On voit de méme qu’il est négatif pour : » < ;
On résume ceci par le tableau
x — o0 S{Z + o l
2x —5 — 0 -+ I

185. Cas général. — Le binéme ax + b est du signe du coeffi-

cient a pour les valeurs de x supérieures a sa racine et du signe
opposé pour les valeurs de x inférieures a sa racine.
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Ca g b :
En effet, le bindme s’écrit en appelant p = — - sa racine :

ax-l—b=a(x+§)=a(x—p).

Le produit a (x — p) est :
du signe de a lorsque x — p est positif, donc pour x > p;
du signe opposé & celui de a si ¥ — p est négatif, donc pour x < p.

En résumé:
x —® y 2 +
I
ax + b signe de — a 0 signe de a

186. Signe d’un produit de facteurs du premier degré. — On étudie,
suivant les valeurs de x, le signe de chaque facteur et on en déduit le signe
du produit.

ExempLE. — Signe du produit : P = (x — 3) (2x 4 1) (1 — x)

x — 3 est nul pour x = 3, positif pour x > 3, négatif pour x < 3. -

1
2x + 1 est nul pour x = — %, pos. pour x > — %, nég. pour ¥ < — 5
1 — x est nul pour ¥ = 1, positif pour ¥ < 1, négatif pour x > 1.
Le produit P est nul pour ¥ = — 3 %= letx = 3.

Dans lintervalle ]+ 1, + 3[ par exemple, le premier facteur est négatif,
le second positif et le troisitme négatif. Le produit P est donc positif.

Pratiquement, on construit le tableau suivant :

i3 = I
2a + 1 — o + | + | +
1—=x + b+ 0 — | —

P + 0 — 0 + 0 —

On inscrit sur la premiére ligne les valeurs remarquables de x, racines des
différents facteurs, rangées par ordre croissant. Sur les lignes suivantes on
inscrit les résultats relatifs & chacun des facteurs pris isolément. On en déduit
les résultats relatifs au produit que ’on inscrit sur la derniére ligne.
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187. Remarque. — Le signe du produit change pour chacune des valeurs
remarquables. Ce signe est donc alternativement + et — dans chacun des
intervalles' considérés. Il en sera en général ainsi, sauf si deux facteurs ont
méme racine.

Ainsi le produit P’ = (x — 2) (2x — 1) (4 — 2 %)
admet pour valeurs remarquables + 2, + 3 et + 2. On obtient :

| |

P+ 0 — ¢ =

Le premier et le dernier facteur changent tous deux de signe pour & = 2,
le signe du produit ne change pas. On peut le voir directement car

4—25=—2(x—2)
et on peut écrire : P=—202x—1)(x—2)0
Sauf pour ¥ = 2, le carré (¥ — 2)? est positif et n’intervient pas dans le
signe du produit qui est celui de — 2 (2 x — 1).
188. Signe d’une fraction rationnelle. — Le signe d’une fraction
rationnelle % est celui du produit A-B. Lorsque A et B sont décomposés en

facteurs du premier degré, on est ramené 2 étudier le signe d’un produit de
facteurs du premier degré.

. 6x2 — 10 »
ExeEmPLE. — Signe de : F = Y Fi
Cette fraction rafionnelle s'écrit : F = gi(_S_x__—_S).
x 41

Etudions le signe de chacun des binémes 2x, 3x — 5, et x + 1, dont les

. 5 .
racines sont 0, 5 et — 1. On obtient :

’3
x — —1 (l) 5(3 + o
2x — o= 0 4+ +
3x—5 — o— 0 =0 +
x+ 1 — o + |+ | +
F | — I+ o — o +
On en déduit, sur la derniére ligne, le signe de la fraction suivant les diffé-
rentes valeurs de x. (Le double trait vertical correspondant a la valeur x = — 1

indiaue que pour cette valeur la fraction n’est pas définie.)
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APPLICATIONS AUX INEQUATIONS

189. Inéquations de la forme A - B:- C > 0 (A, B et C étant du premier
degré). On étudie le signe du premier membre et on voit immédiatement
les valeurs de x pour lesquelles I'inéquation est vérifiée.

EXEMPLE. — Résoudre I'inéquation
(x—3)Q2z+ 1)1 —2) <O.
Etudions le signe du premier membre, on trouve (cf. n° 186) :
x — o0 — 172 1 3 + o |
(x—3) (2% + 1) (1 — %) + 0 — 0 + 0 — |

On voit que l'inéquation est vérifiée pour — 5 <x< lou x>3.

Soit graphiquement (flg. 24) :

1 ‘+3 +00

Fig. 24.
— Lorsque le premier membre est un polynéme quelconque, il fautd’abord
le décomposer en facteurs du premier degré. On pourra, a titre d’exercice,

résoudre les exemples des n% 170 a 172, en remplagant le signe = par l'un
des signes > ou <.

190. Inéquations renfermant I’inconnue en dénominateur.

ExempPLE. I. — Résoudre I'inéquation : 22 (3% —5) < 0.
x+1
Etudions le signe du premier membre. On obtient (n° 188) :
x — - 1 0 5/3 + o
| |
2x (3x —5)
CES - " + 0= 0 4+

- - . . ’ 5
On voit que P'inéquation est vérifiée pour : ¥ < —1lou 0 < x < 3
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ExemPLE II. — Résoudre linéquation :

> 2.

x—2+

Ramenons 2 la forme précédente. Nous obtenons :

x+2

D’ou :
x® ®?¥—4  2x(x—2)
x(x—2)+x(x—2)_ x(x —2) >0
x4 22 — 4 —2x% 4+ 4x
x(x—2) > 0.
.. 4(x—1) x—1
Soit : x(x __2)>0 ou x(x——2)>0

Etudions le signe du premier membre. Les valeurs remarquables de % sont
0, 1 et 2. Nous obtenons :

x — o0 0 1 I2 + o

x—1

#(x—2) ~ |+ 0 - ll +
L’inéquation est donc vérifiée pour 0 < x < 1 ou & > 2.

191. Régle. — Lorqu'une inéquation renferme inconnue en dénominateur,
il faut :

10 Faire passer tous les termes dans un membre.

20 Réduire I'expression fractionnaire ainsi obtenue.

30 Etudier le signe de cette expression.

40 En déduire les solutions de I’inéquation.

. . A n .
— Remarquons que le signe de la fraction B obtenue est le méme que celui

. A L, A
de A - B, soit de B X B2. Pour chasser, dans une inéquation, un dénominateur

contenant Uinconnue, il faut donc multiplier les deux membres par le carré de ce
dénominateur.
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EXERCICES

— LEtudier, selon les valeurs de x, le signe des expressions :

518. 2z —3) (4x + 3). 519.3z—7) (5 —=2). 520.3z 2z + 7)(9— 32).
521, 4 22 — 25. 522, 3% — 12 2. 523. 422 — (z + 1)
524, (22 — 1) (9 — 422). 525.a8 — 10a® + 9. 526. 92* — 922 —4zx + 4.

527. - — 1 =,
27 3r—1

— Résoudre les inéquations :
530. 2z (3x — 5) > 0.

532. 3z + 2) (16 —9x*) < 0.
534 2z + 42> (x — 1)
536. 2* — 8 + 2(x — 2)* > 0.

4z 3z + 2)

Sz 45 > 0.

2z —5 3:c+2'
‘3x+2 2r—5

538.

540

3 4 7
542'3—3+a:—5>:c—4'
524+4 9x+2 x4+ 5
4. —_ >
B4t T 1 6z 16z 1

2z + 5 528. £ Bz + 4). 529 2 — 4z

4 —5z @z + 3 —at

531. 2z —3)Bxz—4) Bz +2)> 0.
533. Bz +5)(d4xr—1)9x*—3) < 0.
535. 25 — 1622 > 822 — 10 x.

6537. 4z + 52— (2x+ 8)? <8t —27.

539, 4z +3) Cz =7 _
5—=x
541.@—_3;_‘2'1_2__2)<1.
543'2(3154- 1)_2xl-|-3>3xl+s
.22(—’;:—3)—1>4-é7

— Résoudre les systémes d’inéquations simultanées :

@z + 1 — (= + 2> 0.
o1

546.{ T+ 5 z—5
(3—';3—)'<(z—-1)a—s.

5z — 4/2
0 — V2.
548.ixV2_3>
2—1<0.
2—5z > 0.
880. § v _3z< 0.

547. 7 —4 z—3 2

549.

551. %

Bz + 8) — (x + 4 > 0.
4 3 1

2 —5
2 —1

§2m1/3—1<0

< 5.

m4/3 + 1

12m2 —1 > 0.

(m — 1) < 28.
m—12m—1++4/7 >0
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SYSTEMES D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE
A DEUX INCONNUES

192. Equation a deux inconnues. — Considérons I’équation du premier
degré a deux inconnues

2x—3y=1 1
Fixons-nous la valeur d’une inconnue, par exemple y = 3. L’équation
proposée devient :
2x—9 =1

C’est une équation du 1¢f degré a une inconnue qui donne x = 5.
On vérifie que pour le systéme de valeurs x = 5 et y = 3 I’équation proposée
se transforme en égalité numérique :
2x5—@3x3 =1,

x =5,y = 3 constitue une solution de ’équation (1) (n° 157).

Il est clair qu’en se fixant arbitrairement y on trouvera, par ce procédé,
une valeur correspondante de x, donc une solution de ’équation (1). On véri-
fiera ainsi que :

x=05; y=0
x=—1; y=—1
x=+2; y=+1 etc.

sont des solutions de I’équation (1). En général :

Une équation a plusieurs inconnues admet une infinité de
solutions.

193. Systéme de deux équations a deux inconnues. — Considérons
les deux équations du premier degré & deux inconnues :

22 —3y=1
3x + 5y = —27.

Leur association forme un systeme de deux équations a deux inconnues.
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Résoudre ce systéme, c’est trouver les solutions communes
aux deux équations qui le composent.

A cet effet, on forme, 2 partir du systéme donné, une équation contenant
une seule inconnue. 11 faut donc faire disparaitre ou éliminer 'autre. Nous utili-
serons pour cela deux méthodes.

I. ELIMINATION PAR SUBSTITUTION

194. Exemple. — Considérons le systéme

22 —3y=1 1)
3x 4+ 5y=—27. )
Dans ’équation (1) calculons y, comme si x était un nombre connu :
2x—1=3y
22 —1
et: y=—3 (3)

Dans I’équation (2), remplagons y par la valeur ainsi trouvée :

3x 45 (%is—_‘) - )

L’équation (4) contient la seule inconnue x. Nous avons réussi 2 éliminer y
entre les équations (1) et (2). D’autre part, si x et y vérifient le systéme pro-
posé, I’équation (3) vérifiée en méme temps que I’équation (1) montre que y

2x—1 . . . . .
et —— ont méme valeur numérique; I’équation (2) étant vérifiée, il en est de

méme de I’équation (4). Résolvons cette équation :

3% 4 10x3—5 —
9x 4+ (10x — 5) = — 81
19x = — 76
et x = — 4
Portons # = — 4 dans I’équation (3); nous obtenons :
y= —8—1 =_3
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Dongc, si le systéme proposé admet une solution, c’est :
X = — 4‘, y = — 3.

Vérifions qu'’il en est bien ainsi :
2X(—4H—3x(—3h=+1
IX(—4)+5%x(—3)=—27.

En général :

~

195. Régle. — La méthode de substitution consiste a calculer
l’une des inconnues dans I'une des équations puis, dans Iautre
équation, a substituer a cette inconnue la valeur ainsi trouvée.

On peut ainsi résoudre le systéme proposé de quatre fagons différentes.
On a en effet le choix entre les deux inconnues dans chacune des deux équa-
tions. Pratiquement on choisit I'inconnue qui a le plus faible coefficient ou
celle qui donne visiblement les calculs les plus simples.

II. ELIMINATION PAR ADDITION

196. Exemple. — Soit d résoudre le systéme :
9x 4 2y =17 1)
6x + 5y = —17. 2
Les coefficients de y sont + 2 et + 5. Nous pouvons les rendre symétriques
en multipliant les deux membres de la premiére équation par + 5 et ceux de
la seconde par — 2. Nous obtenons :
45x + 10y = 85 (3)
— 122 — 10y = 14. 4)
Si nous additionnons membre 4 membre les deux équations, I'inconnue y

s’élimine et nous obtenons une équation en x, vérifiée en méme temps que les
équations (1) et (2):

3B3x =99
et x = 3.

Portons x = 3 dans 1’équation (1)

27 4+ 2y =17
2y =17 — 27 = — 10.
D’ou: y=—>5.
La solution du systéme est : & = + 3; y = — 5 ce qu'il est facile de véri-
fier :
271—10= 17

18—25=— 7.
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— Remarquons que la valeur de y peut aussi se calculer par addition.
Les coefficients de x étant 9 et 6 les multiplicateurs 6 et — 9 peuvent étre
simplifiés par 3 et ramenés 4 2 et — 3. On obtient :

18x + 4y =34
— 18x — 15y = 21
— 11y =55 Doti: y=—5.

En résumé :

197. Régle. — La méthode d’addition consiste @ multiplier
les deux membres de chaque équation par des nombres choisis
de telle sorte que les coefficients d’une inconnue deviennent
des nombres symétriques. Cette inconnue s’élimine alors par
addition.

Lorsqu’on a obtenu une premiére inconnue, on peut indifféremment :

10 Appliquer a nouveau la méthode d’addition pour calculer la seconde.

20 Porter la valeur trouvée dans I'une ou l’autre équation du systéme pro-
posé.

— Lorsque les coefficients d’une des inconnues sont égaux, cette inconnue

s’élimine immédiatement en retranchant membre & membre les deux équa-
tions.

Ainsi pour : 7x + 5y =19
Jx +5y =31
On obtient : 4x = —12 Dolt:x=—3
et en portant dans la premiére : — 21 4+ 5y =19 Dou:y =38.

III. SYSTEME LITTERAL

198. Systéme général du premier degré a deux inconnues. —
Toute équation du premier degré a deux inconnues peut, aprés réduction
au dénominateur commun, suppression de ce dénominateur et transposi-
tion des termes inconnus dans un membre, des termes connus dans I’autre
s’écrire :

ax + by = ¢

La forme générale d’un systéme de deux équations du premier degré  deux

inconnues x et y est donc :

ax +by =c¢ M
@My o
ax +by=c ()
Enposant: E=ax+4by—c et E =a'x 4 by —¢
il devient :

E=0 (3)

M JE=o0 )
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199. Résolution et discussion du systéme.
Formons le systéme (III) :

BE —bE' =0 (5) x (@b’ — a'b) — (cb' —c') =0 (5)
D 2B aB =0 (6) ™ |y (ab — a'b) + (ca' —c'a) =0 (6)

Toute solution du systéme (II), annulant E et E’, est une solution du
systeme III.

I. Cas général. — Si ab' — a'b 7 0, les équations 2 une inconnue (5)
et (6) ont pour solution unique (n° 162) :

. ch' —c'b _ac' —a'c
¥=ab—ab et Y= —ab

seule solution possible pour le systéme (I).
Vérifions qu’il en est bien ainsi :
(b’ —c'b) | b(ac’ —a'c) ach! —ba'c _
@ —ab T ab—ab  ab—ab ¢
,cb'—c'b n b (ac' —a'c) —a'c'b+bac’
Cab—ab " Tab —ab ~  ab' —ab

'

=c

II. 1T cas particulier : Supposons : ab’ — a'b = 0 sans que les quatre
coefficients a, b, a’, b’ soient nuls tous les quatre.

Soit par exemple a -~ 0 :
ab' —a'b =0 ==>b' = ‘—I—Z‘ Le systéme devient :

ax +by=c ax + by =c (1)

, ba' , >
ax T gy=c a' (ax + by) = ac' 7

Tenant compte de I’équation (1), '’équation (7) nécessite :

ac=ac ou ac—ac =0

bl C’ . . .
=37 le systéme est impossible.

Q8

10 Si a'c # ac', c’est a dire si :
a b ¢
208Si a'c = ac', c'est a dire si : 2= F = g toute solution de (1) est

solution de (7). A chaque valeur de y correspond une valeur de x :

On dit qu’il y a indétermination pour une inconnue.
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III. 2¢ cas particulier : Supposons a = b = a' = b' = 0.
Le systéme (I) devient :
M 0x+0y=c¢ (1)
Ox + 0y =¢ (2)
10 Si ¢ ou ¢’ sont différents de zéro, le systéme est impossible.
20 Sic¢ = ¢’ =0 le systéme est vérifié pour toute valeur de x et toute valeur
de y. Il y a indétermination pour les deux inconnues.

200. Résumé. — Posons :

D=ab —a'd |

Les résultats de la discussion sont alors rassemblés dans le tableau suivant :

cb' —c'b
. . = —ab
I. D0 : Solution unique _ac'—a'c
~ ab'—a'b
al

by
23 F impossibilité
a b _c ., ..
2=5=¢" indétermination
¢ ou ¢’ = 0 : impossibilité
¢ = ¢' = 0 : indétermination.

I. D=0;a;b;a' oud' #£0

IIILD=0;a=a'=b=0b =0

201. Déterminant du systéme. — Le nombre D = ab’ — a'b se nomme
déterminant du systéme. Si D % 0 le systéme admet une solution unique.
Réciproquement, s’il admet une solution unique on a : D £ 0 car sil’on avait
D = 0 le systéme serait impossible ou indéterminé. Ainsi :

Pour que le systéeme général de deux équations du premier
degré a deux inconnues ait une solution unique, il faut et il
suffit que le déterminant de ce systéme soit différent de zéro.
a b
a b

Il se calcule en faisant le produit a-5' des éléments situés sur la diagonale
descendante et en retranchant le produit @' - b des éléments situés sur la dia-
gonale ascendante :

D= |5X}|=at—as

Le déterminant D = ab’ — a@’b s’écrit : D =
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ac

De méme : ,b,(—cb'—cb et ] ' e
ac

On peut ainsi écrire, pour D 5 0, la solution du systéme I (n° 198) :

’c 213 }alcll
i A Fa s
la b ‘a’b"

202. Exemple de systéme impossible.

6x +9y =7

Soit : 4% + 6y = 5.

Eliminons y en additionnant membre 3 membre aprés avoir multiplié la
premiére équation par — 2 et la seconde par 3. Nous obtenons :

0x =1

Cette équation est impossible. Il en est de méme du systéme proposé, ce
qu’on pouvait prévoir car :

4 6 ,5

6977

203. Exemple de systéme indéterminé.

6x —2y =4

Soit : 15% — 5y = 10,

Apres simplification, les deux équations se réduisent 3 I’équation unique :

3x —y =2

Le systéme est donc indéterminé,

204. Exemples de discussion d’un systéme littéral. — Lorsque les
coefficients des équations d’un systéme dépendent de lettres supposées connues,
et appelées paramétres, il est bon de déterminer les valeurs de ces paramétres
pour lesquelles le systéme est possible, impossible ou indéterminé. On peut
utiliser les résultats du tableau de discussion du n° 200 ou opérer directement
ce qui est souvent plus simple.

205. Exemple I. — Résoudre et discuter le systéme enx et y :

22 +3y=>5 n
m+1)a+ym=2 @
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Eliminons y entre les deux équations par la méthode d’addition :

—2x —3y=—35
@Bm+3)x+3y=26
(3m + 1)x =1 3)
. ] 1 . — ——l
1°Sl3m+1¢0,301tm;é——§ona. x—3m_|_1
N . _5Sm+1
en portant dans la premiére équation on a: Y =3m T
20 Sim = —% I’équation (3) donne : 0 » = 1. Le systéme est impossible.

L’équation (2) qui s’écrit alors : 2x + 3y = 6 est manifestement incom-
patible avec I’équation (1).
206. Exemple II. — Résoudre et discuter le systéme :
x —my = m? (1)
®—py =P )

Retranchons membre 4 membre les deux équations, x s’élimine et nous
obtenons :

Y@ —m)=m—p (3)
10 Sip —m#0, c’est-d-diresim A p,ona:

_m—=p _(mtp(m—p)_

et d’aprés (1) : & = — m (m + p) + m?* = — mp.

20 Sim = p, 'équation (3) devient : 0 y = 0, donc indétermination.

. , 1 —m_m
On peut vérifier qu’on a alors : 1=~ 5

Les deux équations sont identiques et toute solution de I'une est solution
du systéme,

207. Probléme. — Pour quelles valeurs de m le systéme :
mx + 2y =1
mx +my=m—1
est-il possible, impossible ou indéterminé ?
La condition de possibilité du n° 200 s’écrit ici :

' —2m£0 ou m(m—2)7#0 soit Zig
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10 Si m £ 0 et m £ 2, le systéme est possible.

20 Si m = 0 le systéme devient (2)y__ 1 , donc impossibilité.
30 Si . = 2 le systéme devient ;z __:: ;;) z i

Il se réduit a une seule équation, donc indétermination.

EXERCICES

— Résoudre les systémes suivants :

3x — 7y = — 55. 12z — 5y = 63. 9z + 10y = 75,
552"5:;+4y=18. 553. 8xr — 15y = 77. 584. 12z + 25y = 135.
12z + 7y = 71. 9z — 8y = 85. 5 5z + 21y = 77.
855. , 18z + 13y = 89. 536. 13z — 12y =117. 857. 9z — 14y = 35.
31z — 4y = 495. 43z + 37y = 263 61x — 25y = 640.
558';181—17y=170. 589. 23z + 7y = 243 560. 49z — 19y = 526.
W % _ W19 T
561. 5 3 562. 563. 3 12
°0r _ o _ 3y _ or 14y _
5 S =11, 4o+ 5 =21 5+ 2 15.
_ 4x—3. 2z—5y—1  =z—2y _
564 §x+y_ > 565 i i i 3 *
’ w15 —9y iz +y , 2@—1) _
z+3y—-T. 5 + 3 31.
3z + 2y 6z + 5y _ x + 2y T—Y_ 9
566 4 N 13 - 567 3 i 4 .
"4z —5y+16 6z 4y ez 429+ 1T —2_ 5y
17 =15 7 13
T—y K 2x+4+y_ x4+y—5_z—y )
ses. ] 7 =g =7 . 77— =3 *°3
’ 4x+y+y—7=15 596. 3z +5y_3z—y_z+y,
5 19 ’ 11 13 4
aii+2m—y_4' 5x+9y+30_m+y=80’
570 9 12 571 5 3
' 2z —5y 3z— 7Ty —55 ' 4x—5(y—1)+61:+y___.30'
3 i1 ) 7 4
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572.

574.

576.

ALGEBRE

x+1_2=2(1:—1)‘
y+2 y+ 2

+3'+ @G-8 _,
z* + y* + 39 ’
2¢ + 3y +8_3

5r + 4y —1 4

3r /2 + 2y=38.
z4y/2—yg=1

573.

575.

5717.

— Résoudre et discuter les systémes suivants :

578.

580. 2mr + (m— 1)y = m + 1.
x + my = 3m.
582. mr—y = m— 2.
3z — 2y =m.
584. m—3)z—y=1—m.
2x —y =34+ 2m.
586. mr 4+ y = (m + 1)
axr + by = a® + b2
588. bx + ay = 2ab.
590, { M* — py = m* — pi
pr + my = 2mp
592. (@ +bd)x+ (a —b)y = 2a.
(@ + ¥z + (@ — )y = 2a
T _ ¥ _,
59. ! z —a y—b— '
ax — by = a — b.
596 mz 4 py = 2mp.
. T y
x—m+y_—p 2.

g 2mzx + 3y = 5.
m+4 1)z 4+ y=2

5x 4 2y = 3.

579.

581.

583.

585.

587.

589.

591.

593.

595.

597.

|

|

|

2(x+1)—%=10.

2x + 3 :c~y+5.
3—4x 6—2x 42y

a:+2_:c+5_ 3
y—3 y+1 @w+1) y—3)
2z + y _ 4z —y
15 —8x —4y 5 — 16z + 4y
5245 — 7y /3 =29,

Zz _ ¥ 1
V5 /3 )

4x + 3y =17
(m—2)x + my = m—1.

T—my =14 m.
mr+y=1+m.

T+ y=m-—2
(m+4+ 2)x — 4y = m* — 4,

mr —y=2m+ 1,
2m+ 1)z — 4y = 4m + 3.

ar — y = a.

br —y = b2
pr +my =p—m
mr —py =p + m.

(@a+b)x+(a —>d)y=2.
(@ + )z + (B —b)y=2(a* + b?).

T o4 o

a-+ b a—b=

T+ y=2a

x y
a+b+a—b—a+b'

T —y=a + b
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SYSTEMES D’EQUATIONS
A PLUSIEURS INCONNUES

208. Systéme de trois équations a trois inconnues. — Les méthodes
de substitution et d’addition s’étendent i la résolution de systémes de trois
équations du premier degré 2 trois inconnues.

EXEMPLE. — Résoudre le systéme :

Jx4+5y—32=34 (1)
4x—T7y+ =2=3 )
2% 43y — 22 =22 3)
1o Par substitution. — Calculons z dans I’équation (2) et portons sa
valeur dans les équations (1) et (3); nous obtenons :
2=3—4x+ 7y
3x+5y—30B3—4x+7y) =34
22 +3y—20CB3—4x+7y) =22
Soit, aprés réduction :
2=3—4x+7y “)
156 — 16y = 43 ©)
104 — 11y = 28 (6

Les équations (5) et (6) forment un systéme de deux équations 2 deux
inconnues. Résolvons-le :
300 — 32y = 86
—30x + 33y = — 84
y =2 et d’aprés (5) » = 5.

En portant les valeurs y = 2 et x = 5 dans I’équation (4) nous trouvons
zg=—3.

Le systéme admet pour solution x = 5, y = 2, # = — 3, ce qu’il est facile
de vérifier. La méthode de substitution a permis de ramener la résolution
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d’un systéme de trois équations 2 trois inconnues a celle d’un systéme de deux
équations a deux inconnues. Ceci est général :

En calculant une des inconnues dans une des équations et en portant la valeur
ainsi trouvée dans les autres équations, la résolution d’un systéme de n équations
du premier degré a n inconnues se raméne a la résolution d’un systéme de n — 1
équations a n — 1 inconnues.

Ainsi la résolution d’un syst¢me de quatre équations a4 quatre inconnues
se raméne a celle d’un systeme de trois équations 2 trois inconnues, etc...

20 Par addition. — Eliminons z entre les équations (1) et (2), puis entre
les équations (2) et (3).

3x+ 5y—32=34 (1) 8x—14y +2z= 6 (2)
12x —21y+32= 9 (2) 2x+ 3y—22=22 3)
15x — 16y =43 (5) 10x—11y =28 (6)

Nous sommes conduits, comme précédemment, a résoudre le systéme
formé par les équations (5) et (6). On trouve : x = 5 et y = 2 et en portant
ces valeurs dans (2) z = — 3.

209. Remarques. — 1° Il faut de préférence utiliser les simplifications
qui peuvent se présenter. Ainsi si une équation ne contient pas x, I’élimina-
tion de x entre les deux autres donnera un systtme de deux équations en y
et 2.

Si une équation ne contient pas x et si une autre ne contient pas y, on pourra
calculer y dans la premiére, et x dans la seconde en fonction de 2. En por-
tant ces valeurs dans la troisiéme on aura tout de suite la valeur de z.

2° On peut aussi combiner par addition les équations d’un systéme, de fagon
a les simplifier. En particulier lorsque les équations d’un systéme présentent
une certaine symétrie, on obtient, en les additionnant membre 2 membre, une
€équation qui en facilite souvent la résolution.

EXEMPLE. — Résoudre le systéeme : 224+ y+ 2=123
x+2y+ 2=20
x4+ y+2z=17

Additionnons membre 3 membre :
4x+ 4y +42=060
D’oui en simplifiant : x+ y+ =z=15

Retranchons membre 4 membre cette équation des différentes équations
du systéme proposé. Nous obtenons immédiatement :

x=38 y=25 et 7 =2

ce qui constitue la solution du sy.téme proposé, ainsi qu'il est facile de le
vérifier.
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SYSTEMES PARTICULIERS

210. Les inconnues sont proportionnelles a des nombres donnés.

EXEMPLE. — Résoudre le systéme :

5=%=% (1)@
S5 —3y +z=06. 3)

Les deux premiéres équations se raménent facilement a :
5 —2y=0 e Tx—22=0

et on pourrait appliquer la méthode du n° 208. Il est plus élégant d’opérer
d’une fagon plus symétrique. Désignons par ¢ la valeur commune des rap-

ports g, %’ ) et ; On obtient :

x =21, y=>5t1 et 2=171t 4

Portons ces valeurs dans 1’équation (3) :

10t — 15t + 7t =6.
Donc: 2t=6 e t=3.
Ce qui donne en portant cette valeur dans les relations (4) :

x=6, y=15 e 2=2L
211. Remarque. — On peut également utiliser les propriétés des rapports
égaux (n° 73) et écrire :

¥ _y_®_  S5x—3y+= _5x—3y+7___§_3
2 577 5x2—3x547 10—-154+7 27

. . . x 2
On obtient ainsi immédiatement la valeur des rapports 2 %,, et 5+ et on en

déduit :
x=3xX2=6 y=3x5=15 e =2=3Xx7=2L

212. Applications. — 1° Trouver deux nombres connaissant leur
rapport et leur somme ou leur différence.

5 o
Si deux nombres % et y ont pour rapport 7 et pour somme 72 ils vérifient

le systéme :

+

r=2
57
*x+y=72
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Doux=6X5=30 et y=6Xx7=42
émesiona:® = o -
—Dememesxona.y—5 et x—y=21
y x—y 21

i X =Y Y)Y A
Onendedult.8 s=g_5—3 =1/
Doncx =7 X8=56 et y=7 Xx5=235.

2° Partager un nombre en parties proportionnelles a des
nombres donnés. — Soit a partager 110 en 3 nombres %, y et z propor-

tionnels a 2, 3 et 5.

*X_Y__ %2
Nousavons: {2 3 5
x+y+2=110

Nous pouvons écrire :

x
235 2+3+5 10
X2=22; y=11x3=33; =3=11X5=255.

y z_x+y+z_110=u.

Donc:x =11

213. Changement d’inconnues. — Lorsqu’un systéme n’est pas du
premier degré, on peut parfois I'y ramener par un changement d’inconnues.

EXEMPLE. — Résoudre le systéme :

;+§=m (1)
I 5 3 2
—y=—31 )

Posons : }c =X et; = Y. Le systéme devient :

4X +3Y =13

II 5X—3Y =—3L

Ce systéme est du premier degré en X et Y. On obtient facilement par

addition :
9X=—18 donc X =—2

et —843Y=13 donc Y =7.
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—2 et x

On a donc :

[\SIEN

I
N -

RLirm R

7 et y

214. Cas ou il y a plus d’inconnues que d’équations.

x—2y+ =z2=17
2x+ y—3z=25.

En donnant 4 z une valeur quelconque — 5, + 2, + 7 etc... on obtient un
syst¢éme de deux équations a deux inconnues que l’on peut résoudre.

Une des inconnues est donc arbitraire et le systéme admet
une infinité de solutions.

Considérons le systéme

215. Cas ou il y a plus d’équations que d’inconnues.

x4+y=10 (1)
Considérons le systéme { x —y = 2 (2
3x +5y=13 3

Le systéme formé par les équations (1) et (2) admet pour solution :
x=6 e y=4

Portons ces valeurs dans I’équation (3) : le premier membre devient 38.
L’équation (3) ne peut donc étre vérifiée en méme temps que les deux pre-
miéres : Le systéme est impossible.

Si ’équation (3) était 3x 4+ 5y = 38, le systtme admettrait la solution
précédente. Dans ce cas les équations (1), (2) et (3) sont dites compatibles.

EXERCICES
— Résoudre les systémes :
2z +3y— z=24 r+ y+ z=1
598. { 4x —2y+3z=6 599, {x + 2y + 4z=8
6r— y+ 2z = 22, x4+ 3y + 9z = 27.
3z 4+ y+ z=30 2x + 3y — 4z =0
600. z+3y+ z=34 601. {42 — 5y + z = 14
4+ y+ 3z= 36. 9x — y— 6z = 19.
4x_ﬂ]—2z=0 z4+3y ,y+z_

3 T2 5 5+ 6. z
Yy z_ 2z + 4z +5 _
602. 5+4—2—3 603. 7 3 z+1

%E_Zyi_z=0 3y+7_+2z;—1_y 1
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AT
604. §+2w—% 7
s
r+y+z=23
oos. | 1111128
t +x+y=33.

— Résoudre les systémes :

r_y

608. { 13~ 8 609.
z + y = 126.
r_y_z

611. {7 8 2 612.
x4+ y+z=285.
rT_¥y_ =2

614. {5 7 13
xz + 2y + 3z =174,
r—3_y+9_ z

616. 5 — 13 T —2
2z + y— 3z = 142.

— Résoudre les systémes :

5_6_3
618. {1 ¥ 619.
s+y="7
12 5
o2, |73 y2"
8 L 15 _ g
z—3 "y+2 ’
1,11
—gtytz=—¢
1 1,1
23, 1_1,1_
623 : gtz=10
1 1
sty—z="

ALGEBRE

at t—g =6
x4y xr—z

605. 3 —45 10
S5x + z T+ z

2T 13.

4 5 3
y+z—z:=44
z4+t—y=1

607§l+1—-z=20
r+y—t=17
AN t—-5_y—14
11+7—0 emg 7 ~ 5
3z + 2y = 57 2z + 3y = 109
T _ ¥ _z T _ ¥ _z
127 =157 20 613. !5 T—37 2
4+ y+z=119 r+y+z=84.
r_—y_z
615. {4~ 17 — 9
7 + 3y + 2z = 25
2r —7 _3y+1_ 6z—1
617. 3 =T 3 =
3z + 2y —z = 61.
6,5 3 2 1
zty=* 620. 122 "5y =2
4_3_, )57 _ 4
zT y - 2z 3y 3.
4 3 _
e —itagysy 2
622, 5 5 "
6xr—3 15y + 10
1 1 1
=1
a:—1+y—2+z—3
624 + 2 4 1 -8
‘YJx—1 "y—2 " z—3
3 9
= 27.
_:c—-1+y—2.+z-3

625. Déterminer a ct b pour que le systéme en x et y suivant :
Ra—1)x + by =17
a@a—2)yz+(b—1Ny=2

admette pour solution : x = 1;

y=—1.

626. Déterminer m pour que le systéme en x et y suivant soit possible :

T +y
11z +
21z +

=m
Oy=4m+37
120y = 12m + 171.
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EQUATION DU SECOND DEGRE

216. Définition. — Une équation du second degré en x est
une équation entiére qui se raméne a la forme générale :

ax® + bx + ¢ = 0.

Les coefficients a, b, ¢ sont des nombres connus. b et ¢ peuvent étre nuls
mais nous devons supposer a 7% 0 sinon I’équation serait du 16t degré :

EXeMPLE: 242 —5x +3=0; 4x2—7x=0; 2x22—9=0.

On résout une équation du second degré en la ramenant, si possible, 4 'équa-
tion: A+ B = 0, ol A et B sont deux binémes du premier degré (n® 169).
Ainsi I’équation : (2x 4 3)2 — (x — 6)> =0 s’écrit:

Rx+34+x—6)2x+3—x+6)=0
Soit : Bx—3)(x+9 =0

Elle admet les deux racines : ¥’ = letx” = — 9.

217. Résolution de I’équation : ax? + bx = 0.

ExempLes. — 10 342 —15x =0 s%écrit: 3« (x — 5) = 0. Elle a pour
racines: ¥’ = Qetx” =35.

[ORN

20 2x2 + 7x =0s’crit: 2« (x + %) = 0. Racines : ' = 0; 2" = —
Plus généralement I’équation ax?* + bx = 0 s’écrit : x (ax + b) = 0 et

. b
admet pour racines : =0 et x' =— e

218. Résolution de I’équation : ax* + ¢ = 0.

5 . .
ExempLES. — 10 22 4+ 5=0 ou &% =— 2 Cette équation est impos-

sible car x* > 0 ne peut étre égal au nombre négatif — 5/2.
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20452 —9 =00u(2x — 3)(2x + 3) = 0 a deux racines : x = :l;g-

30 x2-12=0 ou (x — 24/3) (x + 24/3) = 0 a deux racines : B
x = 4+ 24/3

o . - . c
Plus généralement, ’équation ax? + ¢ =0 s’écrit:x? + P 0.
10 Si a et c sont de méme signe, le premier membre, somme du carré x> positif

..c € A . . . .
ou nul et du nombre positif , e peut étre nul. L’équation est impossible.

20 Si a et c sont de signes contraires, I’équation s’écrit :

S RISV IRV
ROy

219. Résolution d’une équation compléte.

ler EXEMPLE : x2 —10x + 21 = 0.

et admet pour racines :

Essayons de décomposer le premier membre en remarquant que x> — 10 x est
le début du développement de (x — 5)2 = x> — 10 x + 25.

Donc : ¥ — 10 x = (x — 5)> — 25.
L’équation s’écrit : (x—5P—25+21=0.
Soit : (x—52—4=0 ou (x—52—22=0.

Le premier membre se décompose et on obtient :

(x—5—2)(x—5+2)=0. Soit: (x—7)(x—3)=0.

L’équation admet deux racines: &’ =7 et x" =3.
2€ EXEMPLE : 3x2—T7x—20=0.
. 7 20 7 7\2 7\2
22 H 4 P S P k2 e — — ) — (%)
L’équation s’écrit : x 3% 3 0. Or: »? 3% (x 6) ( 6)
7 24 3 1 . 7 ? 49 —_— 29 —
Par conséquent I’équation devient : (x — 6) — 36 7 = 0.

2 89 2 2
Soit : (x — g) — »2%' =0 ou (x — Z) — (17) =0.

Le premier membre se décompose : (x — g — 17) (x — Z + 1—7) = 0.
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Soit:(x—-z-g) (x+160) =0 ou (x—4)(x+§)=0.

D’ou les deux racines : ' = 4 et x" = — 3

3¢ EXEMPLE : x2+ 10x + 25 = 0.

L’équation s’écrit (x + 5)2=0 ou (x + 5) (x 4 5) = 0.

Chaque facteur du premier membre s’annule pour : ¥ = — 5. On dit que
I’équation admet la racine double : x = — 5.

4€ EXEMPLE : x»+2x+7=0.

L’équation s’écrit: (x+ 124+6=0 ou (x4 1)>2=—6.
Le carré (x 4 1)% ne pouvant étre négatif I’équation est émpossible.

220. Résolution de I’équation : ax* + bx + ¢ = 0 (1)
Puisque a £ 0, elle s’écrit :  x% + g x + f_z =0 (2)

b .
Or 2 et % sont les deux premiers termes du carré d’une somme dont le pre-

. . b b
mier terme est x. Le double produit est 2% le second terme est donc 22"

b\2 b b2 . b b\2 b2
(”+ﬂ) =¥t et ge dou ”2+a"=("+ﬂ) LY

’ 2 . ys e b 2 b2 c
L’équation (2) s’écrit : (x + Zz) — iz + = 0.
2 R
Soit : (x + zbz) + 4—”:—02— —0. 3)

4ac — b? .. .
1er cas : b — 4 ac < 0. — Le nombre 4z ot positif. Le premier

membre de I’équation (3) est donc la somme d’un carré positif ou nul et d’un
nombre positif. Il est donc positif, quel que soit x, et ne peut étre nul. L’équa-
tion est impossible.

2¢ cas : b2 — 4 ac = 0. — L’équation (3) s’écrit :

2 b b
(x—l—zia) =0 ou (x—i—ﬂ)(x—]—ﬂ):&

Les deux facteurs du premier membre s’annulent tous deux pour x = — 24
On dit que P’équation admet deux racines confondues ou une racine double :
' " b

X =% =—5
2a
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3e cas : b2 — 4 ac > 0. — L’équation (3) peut alors s’écrire :

b\* b —4ac b\2 Vb6 —4ac
(x+§z)" Tre =0 o (x4 g) — (V) <o

Le premier membre est une différence de deux carrés et s’écrit :
b A/B® —4ac V0 —4a)
(”+Zz_ za“—)( vt gn “‘za—) =0

Soit : (x + ——'\/—52—— 4“) (x + b—_'_—\/;i— ij—c) = 0. “)

Pour que ce produit soit nul, il faut et il suffit que :

— b2 4 4 b —ASDE — &
o — b+ \2/3 4ac ou X = b \2/: 4ac

— T — -

Soit en abrégé : g b VO —da g —bEtVA
2a 2a

On peut vérifier que chacune de ces deux valeurs de x annule le premier
membre de I’équation (1).

221, Résumé, — Le nombre des racines de 'équation : ax® + bx + ¢ = 0
dépend du signe de 'expression A = b% — 4 ac, appelée discriminant de I’équa-
tion.

A=b—4a
A <O0...... Pas de racine.
b
A=0...... Une racine double : x = — 72
R
A>0...... Deux racines distinctes : x = —b+ }/ab—-iq-t
222. Remarque. — Lorsque a et ¢ sont de signes contraires

P’équation admet deux racines distinctes.

En effet, dans ce cas le produit ac est négatif et — 4 ac est positif. Comme 62
est positif ou nul, la somme 52 — 4 ac est obligatoirement positive, et I’équation
admet deux racines distinctes.
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223. Simplification de la formule de résolution. — Si b est un nombre
pair, on peut poser b = 2 5. On obtient :

A=0—4ac =402 —4ac =4 — ac).
Les racines s’écrivent :

= 2b +24/b% —ac
— 2a ?

soit ¢ x =

—b + /0% —a
a

L’expression A’ = b2 — ac est du signe de A car A = 4 A’ et se nomme

discriminant réduit.

224. Exemples. — 1° Résoudre I’équation : x* —5x + 3 =0.

a=1 b=—5 ¢=3 et A=25—12=13.
x = 5 +2\1§ et x" = 5*_—2\/_]'3-

L’équation a pour racines :

20 Résoudre l’équation : 5 x* + 14 x — 24 =0.

a =25, =7 etc=—24. L équation a deux racines car a et ¢ sont de signes
contraires. A’ =49 | 120 = 169 = 132.
— 7413 . 6

Donc: x= —7xb soit : ¥ =geta= —4.

30 Résoudre I’équation : 9 x* — 30 x + 25 = 0.
o . 15 5

A'=152—9 x 25 = 0. L’équation a une racine double: x = 9 =3

40 Résoudre I’équation : 3 x>+ 7x + 5 = 0.

A=7"—4 x3 x5=49— 60 = — 11. L’équation n’a pas de racines.
EXERCICES

— Résoudre les équations suivantes :

628. 31— 7x = 0. 629. 33xt + 55x = 0.

630. (x + 3)*)—4(x + 3) = 0. 631. 22 —4 4+ 3(x + 2) = 0.

632. * — 81 = 0. 633. 492 — 121 = 0.

63%4. (r — 7 — 25 = 0. 635. 2z + 3)? — 64 = 0.

636. (3x — 2)2 — 48 = 0. 637. 2x — 5)* — 80 = 0.

638. (1x — 32— (2x + 5 = 0. 639. 3z — 5 — 4z — 1) = 0.

640. 2 + 12? — Y (x —2)2 = 0. 641. 412 —9 + 5(2z + 3) = 0.
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642, * — 16z 4 39 = 0. 643. 2? — 13x — 48 = 0.

644. 3x* + 8x + 4 =0. 645. 22 — 11z + 12 = 0.
646. 522 —29x + 20 = 0. 647. 3x* 4 23z 4 14 = 0.
648. 722 — 33z — 10 = 0. 649. 42 + 21— 18 = 0.
650. 102* —49x + 51 = 0. 651. 62 — 17x — 45 = 0.

652. (x—2) 2z — 1) + 2(x —3) = 4 (x — 2.

653. 2z +3) @ —4) —@—5)(x—2) = B3z —5) (x — 4).
654. 4z —T7) (x —5) + (x —3)* = (x + 2)~

655. 82— 3) 3z + 2D — Uz +N@E+4) =2z +1) (Gz—1).
656. 9z — 1N +3)—@z+ D@+ 1) =0GBx—4)@z—2).

657_(3z+1)2(3:—-1)_(a:—3)3fz-|—5)___(4x-—1%(x+3)

@Rz—3)@x—2 @@+1) _ +7@&—3)
58. 7 t+ = 5

4+ 1)+ 2 (x—-l)(:c-—2)__x’—-9‘
659. 1 — 3 = 5

z—1)(+2 24 (3x+1)(2x-—-3)
3

(
660. 7 2

661;x’§1 (a:+2)2(x—3) (z+5)(:::—4)

— Résoudre les équations suivantes :

4 3 7 6
. —_ " =1, . — =2
662 r—1 x—2 1 663:1;—4 T —2
1 1 1 1 1 1
664'a:+1+a:+4=5:' 665 —sti—m—=z
xt—4 x2—2 11 2z +1 3= —1) _
666'::——2"':—3—? 0567.:':__1 s 1 = 2.
r+ 4  2r—3 1 1 1
668. % —3 + z T4 =2, 669. le+ 5=
2r + 5 x r—3 5 89
670. o T+ 5= 1. 671. 5 + f—3 10
5 2 7 12 r— 3 1
2. - —_——— = . = =
872 s @i oz 3 e —35= 35 —3@+ D)
— Résoudre les équations en x suivantes :
674. 2 —(m+ )z + m=0. 675. 2 —(2m+ 1) x4+ 2m=0.
676. 22— (a + b)x + ab=0. 677. 22 —2axr + a*—1=0.
678. 2t + (3a—2b) x —6ab=0. 679.3x—2Ba—1)x—1a=0.
o0, Ztm_ 2 o es1. - = 4T T Moy

T T+ m r—m 4x
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1 1 1 3 1 4
382.1+a+m=5- 683.1+2a+a=z+ac
684%. Quelle valeur faut-il donner & m pour que I’équation :

m+3)x2+2@m+ 1)+ m+3)=0
ait une racine double? Calculer la valeur de cette racine double.

685. Méme exercice pour:a?— (2m 4 3)x + m? = 0.
686. Méme exercice pour : (m + 2)x* —2(m —1)x 4+ 4 = 0.

687. Soit I'équation:2x* — (m + 4)x + m = 0.
10 Calculer m pour que I'une des racines soit égale a 3.
20 Calculer alors I’autre racine.

688. Quelles valeurs faut-il donner & m pour que 1’équation :

Am+1)a*—4mr +m—3 =0
ait des racines.

689. Méme exercicepour:(m—3)2* —2@B3m+4 1)z +9m—2=0.
690. Méme exercice pour: (3m—7)x* 4+ (6m—1)x— (5 —3m) =0.

ALGEBRE SECONDE C. 5
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SOMME ET PRODUIT DES RACINES

225. Théoréme. — Lorsque l’équation : ax* + bx + ¢ = 0
admet des racines distinctes ou confondues, leur somme est

b . c
égale a — et leur produit a Py

Lorsqu’elles existent, ces racines sont données par les formules (n° 221) :

x,=——b+\/b2-—4ac et x,,=—b—\/b2——4ac.
2a 2a
On a donc :
, w_ —b A —dac—b— A2 —4ac _—2b b
¥t = 2a T 2a " a
. b
Soit : x’+x”=—; 1)
Et:
x,x”_(—b+\/52——"mc)(—b—\/m)
N 4a?

Le numérateur est le produit de la somme des nombres — b et 4/ — 4 ac
par leur différence. Il est donc égal 2 la différence de leurs carrés :
B — (0 —4ac) 4ac ¢

g

XX = = = —
4q® 4a® a

”

Soit ¢ x'x" =

)
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Le calcul est valable si A = b* — 4 ac = 0. On vérifie d’ailleurs que pour

! —— g0 — i . 4 ” b
x__x__—za ona: x+x=—2

. b\? 2 4ac ¢
et  x'x =(—2_a) =iz iz =2 car b? = 4ac.

226. Réciproque. — Si deux nombres x' et x" ont pour somme
b . C . .., .
— , et pour produit 2’ ces nombres sont les racines de I’équation :
ax® + bx + ¢ = 0.
En effet les nombres 5 et 7 par exemple sont visiblement racines de 1’équa-

tion du second degré (x — 5) (x — 7) = 0. De méme &' et x” sont racines de
’équation du second degré en x.

x—x)@x—ax")=0.

Soit : x2 —xx' —xx" +xx" =0
ou W —(x + x)x 4+ x'x" =0.
\ b c
Par hypothése x' 4 »" = — p et x'x" = P
, . . b ¢
L’équation devient : x2 4+ P + o= 0
ou ax® + bx + ¢ =0.

On peut donc énoncer le théoréme final :

227. Résumé. — Pour que les deux nombres «' et x” soient les
racines de l’équation : ax® + bx + ¢ = 0, il faut et il suffit que
lon ait :

QIO

b
x’+x”=—-a et x'x" =
Pratiquement, pour vérifier que deux nombres donnés sont les racines
de P’équation ax? 4 bx + ¢ = 0, il suffit de vérifier que leur somme S est
b . , 14 € A 12
égale 3 — , et que leur produit P est égal a py Si on connait déja une des
racines ', la seconde x” sera donnée par I'une des relations :

4

n .
ax'

b
=—-—%" ou x" =
a

EXEMPLES. — 10 x2 —8x 4 15 = 0.
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La somme des racines est 8 et leur produit 15. On voit facilement que les
nombres 3 et 5 satisfont a ces conditions. Donc : &' = 3 et " = 5.

20 3x2—14x+11=0.

On voit que a + b + ¢ = 0. L’équation est vérifiée pour x = 1. On a donc :

, ¢ 11
x =1 et x=‘—z—§

30 21424+ 176—4=0.

On voit que @ — b + ¢ = 0. L’équation est vérifiée pour x = — 1. On a
donc :
R 1 t L — E = i.
FETL S ¥ ETLTO
APPLICATIONS

228. Recherche de deux nombres dont on connait la somme et le
produit.

Posons —g =S et f_z = P, I’équation ax® + bx 4+ ¢ = 0 s’écrit :
b c
2 - Z =
o4 oxt o= 0.

Soit : x*—Sx4P=0.
D’aprés ce qui précéde, si cette équation a des racines, leur somme est S
et leur produit P. Et réciproquement :

Lorsque deux nombres x et ¥ ont pour somme S et pour pro-
duit P, ces nombres sont les racines de l’équation en X :

X2—8X 4+ P=0.

Si S et P, sont donnés 2 priori x et y n’existent que si A > 0 soit :

52— 4P > 0.

1052 —4P > 0 : =x ety ontpour valeurs : ———

2052 4P =0: xetysontégauxé%‘
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3052 —4P < 0. Le probléme est impossible.

ExempiEs. — 10 S = + 3 etP = — 70.

L’équation X2— 3 X — 70 = 0 a pour racines 10 et — 7.
Onpeutprendre x =10 et y=—7 ou x=—7 et y=10.
205 =12etP = 36.

S?—4P =144—144=0. Onadoncx =y = 5 = 6.

[\SIRe?]

229. Signe des racines — Il est toujours possible de déterminer le signe
des racines de I’équation ax? + bx 4+ ¢ = 0 sans calculer ces racines.

c . . L
1er cas: 2 < 0. Lorsque a et ¢ sont de signes contraires, 1’équation a deux

racines (n°® 222) dont le produit P est négatif. Ces racines sont donc de signes
contraires. L’une est positive et I'autre est négative.

2¢ cas: ¢ = 0. Une des racines est nulle (n® 217). L’autre est égale 2 la

b . .
somme S = — 2 dont on a immédiatement le signe.

c . . . . .-
3ecas: P 0. Les racines existent si A >> 0. Leur produit P est alors positif

et elles sont de méme signe. Ce signe commun est celui de leur somme S = — o

¢ ”
o <0 ¥ <0<«

, b

200 =00ttt ¥ =0eta =—-

a
c —=>0......... 0<x <x"

30 P OetA>=0.

—=-<0......... ¥ <x"<0

La remarque du n® 222 peut ainsi étre complétée :

Lorsque a et ¢ sont de signes contraires, l’équation
ax® 4+ bx + ¢ = 0 a deux racines de signes contraires.

ExempLEs. — 10 342 —4x—7 = 0.
a et ¢ étant de signes différents, ’équation a deux racines dont le produit P
est négatif. L’une des racines est positive et I'autre négative :
<0< x
20 x2—7x+ 11 =0.
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A =49 —44 =+ 5 et P = 4 11. L’équation a deux racines de méme signe.
Leur somme S = - 7 étant positive, elles sont toutes deux positives :

0 < & < "
30x245x+4=0.
A =25—16 = 4 9etP = + 4. L’équation a deux racines de méme signe.
Leur somme S = — 5 étant négative, elles sont toutes deux négatives :

x < x" < 0.

230. Fonctions symétriques des racines. — On appelle fonction
symétrique des racines x' et x" de I’équation ax* + bx + ¢ = 0
toute expression formée au moyen de x' et de x" qui ne change
pas quand on permute ces deux lettres.

1 1
EXEMPLES : «'2 4+ x"2; ' + x'3; o + e (x' — 1) (x" — 1), etc...

On démontre qu’une telle expression peut toujours s’exprimer en fonction
deS =x' 4 x" etP = x'x". Ainsi :
10 x2 4+ 5" = (&' 4+ 2" —2x'x" =52 —2P.
20 53 + x"3 = (x' + 2" — 3 &'x" (x' 4+ x") =S*— 3 PS.
1 1 x4+« S
plpl_¥4e_s
x x x'x P

Pour calculer une telle expression, il suffit donc, aprés I'avoir exprimée
en fonction de P et de S, de remplacer P et S par leurs valeurs. On évite ainsi
des calculs sur des expressions irrationnelles.

231. Application. — Déterminer m de fagon que I’équation :
x2+mext+m+7=0 1)
ait deux racines vérifiant la relation : x'* + x"* = 10. 2)
La relation est symétrique et s’écrit : (»' 4 x")> — 2 &’x¢" = 10. Soit:
m*—2(m+7) =10 ou m*—2m — 24 = 0.
Ce qui donne pour m les valeurs — 4 et + 6.

Pour m = — 4 I’équation (1) devient #* — 4x 4+ 3 = 0 dont les racines
%' = 1 et x" = 3 vérifient la relation (2).

Pour m = 6 I’équation (1) devient > + 6 x 4- 13 = 0 qui n’a pas de racines.
Seule la valeur m = — 4 est solution du probléme.
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EXERCICES

— Résoudre mentalement les équations :

691. 22 —5x + 6 = 0. 692. 2 — 13z + 42 = 0.
693. 22 + 8z + 15 = 0. 694. x? 4+ 18x + 77 = 0.
695. 22— 8x — 33 = 0. 696. 22 + 5 — 24 = 0.
697. 22— (a + b)x + ab = 0. 698. 2 —2ax + a2 — b2 = 0.

— Trouver a priori, une racine des équations suivantes et calculer I’autre :
699. 3x* —11x + 8 = 0. 700. 522 4 24z 4 19 = 0.
701. 5% 4 61x — 66 = 0. 702. 72> — 43z — 50 = 0.
703. b—c)x*+ (c—a)x +a—b=0.

704. a(b—c)x* + b(c—a)x +c(a— b) =0.
705. (x 4+ a) (x + b) = (m + a) (m + b).
706. (b —c¢)x* + (c—a)mx + (a — b)m® = 0.

r b m b 1 1 1.1
otz atw 08 e tr—s=aty
— Calculer la seconde racine des équations suivantes :

709. 322 —14x 4+ 8 =0 sachant que ' = 4.
710. 72 + 23x + 6 =0 — ' =—3.
7M1. me* 4+ 2m+ 1)z +2=0 — = —2.
712. In + 3)x* —(mM* +5m)x +2m* =0 — ' =m.

— Calculer deux nombres connaissant leur somme S et leur produit P :

713. S =126 ; P = 3569. 714. S = —30 ; P = 221.
715. S =169 ; P = 6 328. 716. S = 38 ;5 P=—1239.
717. S = — 117; P = — 2430. 718. S = 57 ;5 P=—99%4.
719. S= —68 ; P = —3744. 720. S = — 152; P = 5695.

— Déterminer a priori les signes des racines des équations:
721. 3x*—11x 4 10 = 0. 722. 222+ 7x—15=0.
723. 2x* + 13z + 21 = 724. 622 + 29z 4 35 =
725. 52— 6x— 8 726. 22— 9z — 26
727. 10x* — 13z + 4 728. 102> — 37x + 33 =
729. 4x*— 15z + 9 = 730. 152 4+ 31z + 14 =

|
e ee

I
eoe @

— Former I’équation du second degré admettant pour racines :

731. 9 et 13. 732, — 11 et 17.

2m —5 m+1 .m—2
733. m + 3 et —3 m et ——,

735. 2 + /3 et 2 — /3. 736. m + /m® — 3 et m — V/m? — 3.

. 734%.
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— Calculer en fonction des coefficients a, b et ¢ de I’équation ax? + bx + ¢ = 0
les expressions suivantes :

11 11

737, 5 + o 738. . +

739. (' — 3)* + (" — 3)% 740. 2z’ — 3x") (22" — 3z').
1 1  +3 x4+ 3

Mt =g ity

743. On considére I’équation : ma? —2(m —2)z + m—3 = 0.
1° Pour quelles valeurs de m a-t-elle des racines?

20 Déterminer m pour que ’on ait =’ = 3 et calculer z”;

30 Pour quelles valeurs de ma-t-on: 4 (z' + z") = 7x'z"?

74%. Déterminer m de fagon que ’équation :
me + (m—4)r+2m=20
ait deux racines satisfaisant a la relation : 2 (x'? 4 z"?) = 5 z'z".

— Reprendre le méme exercice pour :

745. 22— (2m+ )z +m*+2=0 et (B2’ —5)@Bx"—5) =4

1 1 5

746. (m — 1) x* —2mr + m+ 1 =0 et :c_"+:W’=Z‘

747. 10 Etudier suivant les valeurs de m l’existence des racines de 1’équation :
(m+ 1)x2—2(m+ 2)x + m—3 =0.
20 Déterminer m pour que 'on ait : (4’ + 1) (4" + 1) = 18,
30 Calculer I’expression (' + 2) (z” + 2). En déduire que les racines vérifient lors-

qu’elles existent, une relation indépendante de m. Peut-on utiliser cette relation pour
déterminer x” lorsque &' = 4?



17¢ Legon

EQUATIONS ET SYSTEMES
SE RAMENANT AU SECOND DEGRE

232. Equations de la forme A-B-C =0.
Les racines de cette équation sont (n° 169) celles des équations :

A=0, B=0 et C=0.
EXEMPLE: (242 —5x + 1)2— (x2— 5x 4 6)2 = 0.

Cette équation s’écrit :
222 —5x+1+4+a2—5x+6)2x2—5x+1—x2+5x—6)=0.
soit : (3x2—10x 4 7) (x*—5) =0.

Le premier facteur donne les racines 1 et ;;Z et le second 4/5 et — 4/5.

233. Equations bicarrées : ax! + bx® 4 ¢ = 0. 1)
Pour résoudre une telle équation, on pose ¥* = y, on obtient I’égquation
résolvante :

a*+by+c=0. )
EXEMPLE : 3 x* — 22 x4 — 45 = 0.
On obtient : 392 —22y—45=0
qui a pour racines y =9 et y = — g 11 faut donc prendre :
1042=9. Soit x=—30u x =+3.
20 32 = — % ce qui est impossible.

— En définitive, on voit qu’a toute racine positive de I’équation résolvante (2)
correspondent deux racines opposées de I’équation bicarrée (1).
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234. Equations irrationnelles. — Une équation irrationnelle
est une équation ou l’inconnue figure sous un ou plusieurs
radicaux.

Pour résoudre une telle équation, on fait disparaitre les radicaux par des
élévations au carré. Notons que :

Lorsqu’on éléve au carré les deux membres d’une équation

on peut introduire des solutions étrangéres a cette équation.
Soit ’équation A = B et considérons I’équation : A% = B2
Cette derniére s’écrit: A?—B>*=0 ou (A—B)(A+ B)=0.
Elle admet (n° 169) les solutions des deux équations :
1°A—B=0 ou A=DB quiest équation initiale.

20 A+ B =0 ou A = — Bdontles racines sont étrangéres a I’équation
initiale.
235. Equation renfermant un seul radical. — Soit d résoudre I'équa-
tion :
x—2x+7 =4 (1)
Isolons le radical : x—4 =142x+ 7. (2)
Elevons au carré : (x—42=2x-+7. A3)
Cette équation s’écrit: x> — 8x + 16 =2x 4 7
ou x2 — 10x 4+ 9 = 0.

Elle admet pour racines 1 et 9. Vérifions I’équation (1) :
1o Pourx =1: 1—14/9 £4. Cette racine x = 1 est 3 écarter.
20 Pourx =9: 9 —14/25 =4. Laracine x = 9 convient.

236. Remarque. — Toute racine de I’équation (3) donne la méme valeur
absolue aux deux membres de I’équation (2). Comme le second membre de
(2) est positif (ou nul), seule convient la racine x = 9 pour laquelle le premier
membre est également positif.

— En général, si A et B sont deux polynémes :

Les racines de ’équation A = /B sont les racines de I’équa-
tion A = B pour lesquelles A > 0.

I1 est inutile de vérifier que, pour les racines ainsi trouvées, ’expression B

sous le radical est positive (ou nulle) car sa valeur est égale a celle de A% qui ne
peut étre négative.

237. Equations renfermant plusieurs radicaux. — On réduit le nom-
bre de radicaux en élevant les deux membres au carré, de fagon i obtenir finale-
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ment une équation entiére. Il faut alors vérifier si les racines de 1’équation
finale obtenue, satisfont ou non, a I’équation proposée.

EXEMPLE. — Soit a résoudre I’ équation :
V2x +1=2+4/x—3.
Elevons au carré les deux membres. Nous obtenons :
2 +1=4+44x—3 +x—3.
ou x = 4+/x — 3.
soit x?* =16 (x — 3) ou x—16x 4 48 = 0.

Cette équation admet pour racines ¥ = 4 et x = 12, qui vérifient toutes
deux I’équation proposée :

V9 =24+4/1 et V25 =2 +4/9.

238. Systémes se ramenant a une équation du second degré.
EXEMPLE. — Résoudre le systéme :

x—y=13 (1)
x? — 3y = 13. (2)

Eliminons une des inconnues. L’équation (1) donne :
y=x—3. (3)
Portons cette valeur dans I’équation (2) :
x®—3x—32=13
soit: —2x%2 4+ 18x —40=0 ou x2—9x -+ 20=0.
Cette équation a pour racines : x' = 4 et x” = 5. D’aprés la relation (3) :
Pour ' = 4 on obtient y’ = 1 et pourx” =5, y" = 2.
On vérifie facilement que le systéme admet les deux solutions :

ox=4y=1 20x=5y=2.

239. Probléme. — Déterminer m de fagon que I’équation :
»¥—(m+5x—m+6=0 (1)
ait deux racines vérifiant la relation : 2 x' + 3 x" = 13. (2)

Le probléme est analogue & celui du n° 231, mais ici la relation imposée
aux racines n’est pas symétrique. Il serait maladroit de calculer x' et x" et
de porter les valeurs trouvées dans la relation (2) car cela conduirait a une équa-
tion irrationnelle. Il est préférable d’adjoindre 2 la relation (2), les deux relations
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donnant »' et x”. On obtient ainsi le systéme de trois équations 2 trois inconnues,
x', x" et m.

2x" 4 3x" =13 )
x +x"=m-+5 3)
x'x" = —m + 6. “4)
Les deux premiéres sont du 1°f degré en x’ et x” et donnent :
X =3m+4+2 e x"=3—2m. (5)
Portons ces valeurs dans la troisiéme :
Bm+2)3—2m) =—m+6
soit ¢ —6m2+6m =0
ou —6m(m—1)=0.

Cette équation admet deux racines: m = Oetm = 1.
D’apreés les relations (5) on obtient :

1oPourm =0: ' =2 et x" =3.
20Pourm=1: ¥ =35 et x" =1

On vérifie que ces valeurs satisfont a I’équation (1) et 4 la relation (2).

240. Systémes symétriques. — Lorsque les équations d’un systéme
sont symétriques par rapport a deux inconnues x et y, il est préférable, méme
si on peut opérer autrement de commencer par calculer la somme et le produit
de ces deux inconnues.

ExempLE I. — Résoudre le systéme :

¥ 4y =13 M
x? 4+ y* = 89. 2
L’équation (2) sécrit : (x + y)* — 2xy = 89
et compte tenu de (1) : 169 — 2 xy = 89.
Donc : xy = 40.

Par suite (n° 228) x et y qui ont pour somme 13 et pour produit 40, sont
les racines de I’équation en X :

X2 —13X 4 40 =0.
Cette équation a pour racines 5 et 8. On obtient les deux solutions :
1ox =5y=238 20x =8;y=>5.
ExempLE I1. — Résoudre le systéme :

x? 4 y* =65
(x—1)(y—1) =18
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L’élimination de y par exemple conduit & une équation du quatri¢me degré
en x. Posons : S=ux+4y et P =uxy. Le systéme (I) devient :

52 — 2P =65
P—S=17.

Eliminons P. On obtient : $2 —25—99 =0
ce qui donne pour S les deux valeurs 11 et — 9.

II

10 Pour S = 11, on obtient : P =S 4 17 = 28.
x et y sont les racines de I'équation : X2 — 11X 4 28 =0
ces racines sont 4 7 et + 4. D’ol les deux solutions :
x=7y=4 e x=4,y=17
20 Pour S = —9onobtient:P =8 4 17 = 8.
L’équation: X2+ 9X 4 8=0
a pour racines — 1 et — 8, ce qui donne deux nouvelles solutions :

x=—1y=—8 et x=—8;y=—1.
D’ou finalement les quatre solutions :
y=4 y=1 y=—38 y=-—1
EXERCICES

— Résoudre les équations :

748. 3z + 2) (42— 5) (9 a2 — 12) = 0.
749. (i — 52+ 4) Qx> —T7x + 3) =0.
750. (322 4+ 2x + 4)* — 22 (x + 8) = 0.
751, (@ + 322 — 12— (@ — 2z + 1) = 0.

752. 2t — 1322 + 36 = 0. 753. xt — 822 — 9 = 0.
754 252 — 292 + 4 = 0. 755. 162t 4+ 722 — 9 = 0.

756. 1t — (m? + 4) 2 + 4mP =0,  757. 2t —2(a* + b)) a® + (@®— b} = 0.
758. v/a* + 25 — 13 = 0. 759. /2z + 7 — Yz = 2.

760.x — /4x — 3 = 0. 761.4/3x + 4 — vz —3=3.

762.x — /T + 1 =1, 763. /102 — 1 —4/5z — 1 = 5.

— Résoudre les systémes suivants :

2 — 3y =1 765. 4x — 3y =15

4.
76 —ay = 24, (x—4) @ —3) =20
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4 + 3y = 84 S5r — 4y = 45
766. { iy 767. g v
z+y=10 z+y=1
768. g e, me0. 4 L YT e
z+y=5>5 1 gxy=45
710. ? 4yt = 97 . 2 + y* = 106.
z? 4+ y* = 130 zy = 30
L A i R e =
3z + 4y =1 x4+ 4y =717
77%.{x+Yy—z=—1 775. {x + 3y —4z =1
xy + 5z = 4. Ty + 422 = 2.

— Déterminer m de fagon que les équations suivantes aient des racines satisfaisant
alarelation correspondante :

776. 2* —5x + m= 0 Relation donnée : 3z’ — 2z" = 0.
777. 2* —3mxr + m+1=0 ' —2z" = 0.
778. m* —2(m—1)zx + m=20 '+ 2z" = 3.
779. (n—1)2*—2mxr—3m+1=0 2z 4+ 3z" = 5.
780. 22 —2mxr +5m—3 =0 r —2zx" = 3.
781. me2— 2m+ )z + m+41=0 52" —3z" = 1.

782. Soit I’équation : x* —2 (m?* + 1)z + 3 m—1)2 = 0.

Déterminer les valeurs de m pour lesquelles cette équation admet une racine double
et calculer les valeurs de x correspondantes.

783. Soit I’'équation:x*—2(m + 1)z 4+ m? + 2 = 0.

1o Etudier suivant les valeurs de m I’existence des racines.

20 Déterminer m pour que I’'une des racines soit le triple de I’autre. Montrer que les
racines vérifient alors la relation : 3 (x' 4+ z")? = 16 x'x". La réciproque est-elle exacte?

784. 1° Etudier I’existence des racines de I'équation :
mx2—2(m+ 1)x+ m—4 =0.
20 Déterminer m de fagon que 'on ait : 2’ + 4" = 3.
30 Calculer ’expression (z' + 2) (" + 2). En déduire une relation entre z' et x”
indépendante de m. Comment peut-on utiliser cette relation pour retrouver les valeurs
de x’ et de =" puis celles de m déterminées au 20?2
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241. Définitions. — On appelle trinéme du second degré en x
tout polynéme f(x) de la forme :

f(x) =ax®> + bx + ¢
Les coefficients b et ¢ peuvent étre nuls, mais le coefficient a doit étre diffé-
rent de zéro sinon le polyndéme serait du premier degré :
ExemMPLES : f(x) =2x2—T7x + 5; f(x) =32 —4; f(x)=5x*4 3 x.
La valeur numérique d’un trinéme est fonction de la valeur de la variable x
et peut étre positive, nulle ou négative :

On appelle racine d’un trinéme toute valeur de x pour laquelle
ce trinéme est nul.

Cette valeur est donc racine de ’équation : ax?® 4 bx 4 ¢ = 0.

De méme 'expression A = > — 4 ac se nomme le discriminant du tri-
ndme.

— Nous avons vu (12¢ legon) comment on détermine a priori le signe d’'un
binéme du premier degré f (x) = ax 4 b connaissant sa racine et le signe de a.
Nous allons établir une régle analogue pour un trinéme du second degré.

242, Formes remarquables du trindme. — Considérons le trinéme
y=ax®+bx+c a£0
1° Cas général. Nous pouvons écrire comme au n° 220 :
b c b\? ® ¢
Soit :

sl )+ == o

formule valable dans tous les cas.
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2° Cas out A = 0. La formule précédente se simplifie et devient puisque
b2—4ac=0:

b2
y=a(x+2—é)-

. . b
Le trindme admet alors une racine double x' = — >a etona:

y=a@x—x) ()

30 Cas o1 A > 0. On peut alors écrire puisque 4> — 4 ac > 0

pmalf B = e+ - (5]

Soit : y=a(x_|_1¢\_/2bi——4“)(x+l#iﬂ).

Le trindme admet dans ce cas deux racines distinctes :

x,=-—b—\/b2—-4¢w et x,,=—b—|—\/b2—4ac
2a 2a

et nous obtenons :

y=a(x—a)(x—x") ®)

243. Décomposition d’un trinéme. — Les formules (2) et (3) permettent
de décomposer en un produit de facteurs du premier degré (distincts ou non),
tout trindme qui admet des racines distinctes ou confondues. Inversement,
lorsqu’un trinéme est décomposé en produit de deux facteurs du premier
degré, il admet pour racines celles de chacun de ces facteurs. Nous en concluons :

Pour qu’un trinéme du second degré puisse se décomposer
en un produit de facteurs du premier degré, il faut et il suffit
qu’il ait des racines distinctes ou confondues.

(On pourra d’autre part remarquer que les formules (2) et (3) sont des consé-
quences du n® 145)
3x2 —7x + 4
2% + 3x—5

Les deux termes de la fraction admettent tous deux la racine x = 1. On
obtient facilement :

APPLICATION. — Simplifier la fraction : A =

Gx—4) (x —1) 3x—4

A=@erna=1 = A=245
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244. Signe d’un trinéme du second degré.

ler EXEMPLE. y=x*—2x + 6.
A" =1-—6 = — 5. Le trinéme n’a pas de racines. On peut écrire (for-
mule 1) :
y=(x—12+5.
L’expression (x — 1)? est positive ou nulle. Si on lui ajoute 5, le résultat
est positif. Donc y est positif quel que soit x.
2¢ EXEMPLE. y=—4x>+12x—09.

A’ = 36 — 36 = 0. Le trinéme a une racine double x = ; On obtient

2
-3

y est nul pour x = % Pour x 3£ % ’expression (x — 2)2 est positive et par
suite y est négatif.
3¢ EXEMPLE. y=2x—4x—30 ou y=2(x—2x—15).
Ce trindme a deux racines ¥’ = — 3 etx” = 5. On obtient :
y =2(x 4+ 3) (x— ).

Nous sommes amenés a étudier le signe d’un produit de facteurs du premier
degré (n° 186):

x — o —3 5 +
x+3 — 0 + ¢ +
x—5 — P— 0+ '
y=2(x+43)(x—25) + 0 — 0 4+
Le trindme est nul pour x = — 3 et ¥ = 5, il est négatif pour —3 <x < 5

et il est positif pour x << — 3 et pour x > 5.

245. Théoréme. — 1° Si le discriminant du trinéme du second
degré y = ax? + bx + c est négatif, ce trinéme est du signe de a
quel que soit x.

20 Si le discriminant est nul, le trinéme est du signe de a

b .
sauf pour x = — 27 valeur pour laquelle il s’annule.

30 Si le discriminant est positif, le trinéme est du signe de a
pour toute valeur de x extérieure aux racines et il est du signe
opposé a celui de a pour toute valeur de x comprise entre les
racines.
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1er cas A < 0. Prenons le trindme sous la forme (1) (n° 242) :
b\ 4ac—b?
y=alletg) + 5|

Puisque 62 — 4 ac < 0, I'expression entre crochets est la somme d’un carre
b\ L. ., 4ac—b . ...
(x + Z—a) positif ou nul et de la quantité 4 qui est positive; cette expres-

sion est positive et par suite y est du signe de a, quel que soit x.
b\2
2¢cas A =0.0na: y:a(x+2_(1) .

L’expression (x + 2%)2 est nulle pour x = — 2%1' Elle est positive pour
toutes les autres valeurs de x et par suite y est du signe de a.
3¢ cas A > 0. Le trindme a deux racines distinctes ¥’ et x” etona:
y=a(x—x')(x—x").

En supposant ' < x” on obtient :

x — o0 x' x" + oo
x—x — 0 =+ +
x — x" — — 0 +
(x — &) (x — x") + 0 — 0 +
y signe de a 0 signede —a 0 signedea.

On voit que y est du signe de a pour x < &’ ou pour x > x" et qu’il est du
signe opposé a celui de a pour &' << x < x”.

Résumé. — Le trinéme du second degré y = ax® + bx + c est toujours du
signe de a sauf pour les valeurs de x égales aux racines ou comprises entre les
racines lorsque celles-ci existent.

246. Applications.
1oy=—x+3x—5.

a=—1etA=9—20 =— 11. Le trinéme n’a pas de racines. Il est
du signe de — 1, donc négatif quel que soit x.

20 y =x2—10x + 25.

a =1et A = 0. Le trinéme a une racine double x = 5. Il est du signe de
+ 1, donc positif pour x £ 5.

Joy=—2x248x—6.

a=—2eta+ b+ c=0. Le trindme a deux racines ' = 1 et x" = 3.
I1 est négatif pour x < 1 et pour x > 3 et positif pour 1 < x < 3.
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Soit en résumé :

—2x% 4 8x—6 | — 0 + 0 —

247. Signe d’un produit ou d’un quotient de deux binémes du pre-
mier degré.

ler ExempLE. — Etudier le signe de y = (2x + 3) (4 — x).
Il est clair que y est un trinéme du second degré en x qui a pour racines

¥ = — 5 et x" = 4. On voit d’autre part que le coefficient de x? est — 2.
Donc:

3
@2x + 3)(4—=) | — o + 0 —

2¢ EXeMPLE. — Etudier suivant les valeurs de m le signe de expression :

2m+5.
m—3

Le signe d’un quotient est le méme que celui du produit des deux termes :
donc du produit (2m + 5) (m — 3). Ce produit est un trinéme en m com-

mengant par 2 m? et dont les racines sont — 5 et + 3. Donc:

m — —5/2 3 +
2m + 5
m—3

0 = |+
Le double trait vertical indique que pour m = 3, racine du dénominateur,

la fraction n’est pas définie.

EXERCICES

— Etudier suivant les valeurs de z le signe des trindmes suivants :

785. y =322 —2x + 1. 786. y = —x* 4+ 6x— 9.
787. y = 2> — 8 x + 15. 788. y =5x*—12x + 7.
789. y = (bx — 2) (3 —x). 790. y = Bx—1)(x + 4).

791. y = (x + 1 — 4 (x + 3 792. y = 2x 4+ 1) (x—2) — (4 2* 4 2x).



148 ALGEBRE

— Simplifier les fraclions :

2 —9x 4+ 8 2 —5x + 6 22 + 3x — 2
793. — ——— . 79%. -~ . Lo T ev Tl
2 — 3x + 2 2 —x—6 795 22 4+ 5z — 3
2z + 9x — 5 ¢ — (5x — 6) 2 (x — 7)* — (3x — 5)*
796. —__ —— ____—. 797. = —— -~ ., 798. .
6x: +x — 2 (X2 — 2)? — x? (x* — 8x)* — (xr 4 10)?

— Simplifier les expressions suivantes :

799.13’_:1_2—352:6_1
soo.xz__;IJr2—12_:z+3+zz-5lx+6
801'3;2—51a:—|-6+$2—71x+12
802.12:;:07_'_3+zzx_-';l_02+xziz7_6
803. 2x2i_,|;i ¥ 3"“4;522_xg-xl+3
804‘:,32+2x_3 22— 1 +z2+4x+3

¥+ 4z —5 2 +6x+5 ' 2+ 8x+ 15

— FEtudier suivant les valeurs de m I’existence des racines des équations :
805. x* —2(m— 1)x—3m+ 7 =0.
806. m + )2 — (m + 3)x + 3 —m
807. mx* +283m—2)x +4m—3 =
808. m* —2B3m—4)x+2m—1=
809. 22 —2mxr +2m*—m— 6 = 0.

810. 22 + 2(m + 2)x +2m?* + 15m — 8 = 0.

811. Montrer que I’expression : a? (b — ¢) + b2 (¢ — a) + ¢*(a — b) est un trindme
du second degréen a quis’annulepour a=1>5 et a=c.

Utiliser ce résultat pour décomposer cette expression en un produit de trois fac-
teurs.

0.

ool

812. Démontrer que I’expression : 841 a2 — 870 ab + 225 b? est le carré d’un bindme.
En déduire la décomposition de 1’expression : 196 a* — 841 a?b* 4 870 ad® — 225 b*
en un produit de quatre facteurs.

813. On consideére le trindme : f () = (m— 3)2® + (m 4 3) x — (m + 1).
10 Etudier suivant les valeurs de m ’existence des racines de 1'équation f (x) = 0.
20 Décomposer pour m = — 7 le trinéme en un produit de facteurs du premier
degré.
3o Déterminer m de fagon que les racines =’ et £” vérifient la relation :
7@ +x2") —4 @2+ z2") = 1.

814. Soit I'équation: 2> —2(2m + 1)x +6m*—5m+ 1 =0.

10 IStudier suivant les valeurs de m ’existence des racines de cette équation.

20 Calculer m pour que I’une des racines soit égale a 11 et déterminer ’autre racine,
3° Déterminer m de fagon que les racines vérifient 1a relation : 33’ — " = 2,
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815. On considére I’équation : (m + 1) x* —2(m—1)x 4+ 2m—5 = 0.

1o Etudier suivant les valeurs de m, I’existence des racines.

20 Déterminer m de facon que les racines z' et x” vérifient la relation :
3z’ +2x" =0.

816. On donne I’équation: (m —1)x* —2 (m—2)x 4+ 3 (m—3) = 0.

1° Etudier I’existence des racines suivant les valeurs de m.

20 Calculer I’expression (x' — 3) (x" — 3). En déduire une relation indépendante
de m entre ces racines.

3o Utiliser cette relation pour déterminer ', x” et m pour que 'on ait 2’ — 2 " = 1.
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INEQUATIONS DU SECOND DEGRE

248. Définition. — On appelle inéquation du second degré
toute inéquation qui peut se mettre sous l’une des deux for mes :

ax* +bx +c <0 (1) ou ax* +bx +c¢c> 0 (2)

Remarquons que la seconde forme se raméne 2 la premiere en multipliant
les deux membres par — 1 (n° 176).

Pour résoudre une telle inéquation, il suffit d’étudier le signe du trin6me
y = ax® + bx + ¢ placé au premier membre et de conserver les valeurs de x
qui satisfont a cette inéquation.

249. Exemples. — 1° Résoudre I'inéquation : x* — 8 x + 7 < 0.

Le trinéme x2 — 8 x 4+ 7 a pour racines ¥’ = 1 et x” = 7. Il est positif
pour les valeurs de x extérieures aux racines et négatif pour les valeurs de x
comprises entre les racines. Les valeurs de x qui conviennent sont donc com-
prises entre 1 et 7 :

l<x <
Soit graphiquement :
- 01 7 +0
ANANANAN AN N N N N WL N } D\ AN )
NNANNNNNNNNXNN I L SN AR

20 Résoudre l'inéquation : (x + 2) (3 —2x) < 0.
Le trinéme (x 4 2) (3 — 2 x) a pour racines — 2 et % Le coefficient de x?

est — 2. Il est donc négatif pour les valeurs de x extérieures aux racines et
positif pour les valeurs de x comprises entre les racines. Les valeurs de x qui
conviennent sont donc telles que :

3
x<< —2 ou x>2-

Soit graphiquement :

-0 -2 0 % +00
| A\ AN I N 5 )
NN N NNV NN N N\ T
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30 Résoudre I'inéquation : 3 x* —x + 1 > 0.

Le trinéme 3 2 — x 4 1 n’a pas de racines. Il est positif quel que soit «.
L’inéquation est donc vérifiée pour toute valeur de x.

40 Résoudre Uinéquation : x* — 2 x + 1 < 0.

Le trinéme ¥* — 2 x + 1 a une racine double x = 1. Il est nul pour cette

valeur et il est positif pour les autres valeurs de x. Il ne peut étre négatif et
par suite I'inéquation est impossible.

250. Cas général. — Considérons I'inéquation :
ax* +bx +¢> 0
et étudions les différentes hypothéses qui peuvent se présenter :

1° a positif. Le trinéme ax* + bx 4 ¢ doit étre du signe de a. Ceci a lieu
pour toutes les valeurs de x, sauf celles qui sont égales aux racines ou comprises
entre les racines lorsqu’elles existent (n° 245). On en conclut :

Si A << 0 P'inéquation est toujours vérifiée.

Si A = 0 l'inéquation est vérifice, sauf pour x = — o

Si A > 0. Le trinéme a deux racines x' et x". L’inéquation est vérifie pour
les wvaleurs de x extérieures aux racines : Soit pour ¥ < x' << x" et pour
x<x <.

20 g négatif. Le trindme ax* 4 bx + ¢ doit étre du signe opposé a celui

de a. Ceci ne peut se produire que lorsque le trindme a des racines distinctes,
et pour les valeurs de x comprises entre les racines. Donc :

Si A < 0. L’inéquation est impossible.
Si A > 0. L’inéquation est vérifide pour x' << x < x".

Soit en résumé :

Inéquation : ax®> + bx + ¢ > 0.

A<O .ol e . Toujours vérifiée

b

a>0 A =0 . ittt iirieiiiteinennnns x#—z—a
x < x <x'

A<<O e X < % <x
ALO oo e Jamais vérifiée

a<0 ' "
A>0 ..o e X <x<x

On étudierait de méme l'inéquation ax® + bx + ¢ < 0. Le tableau que
Pon obtient se déduit d’ailleurs du précédent en intervertissant @ > 0 et

a<0.
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APPLICATIONS

251, Inéquations se ramenant au second degré. — On peut comme
. . A
aux n° 189 et 190 résoudre les inéquations de la forme AB > 0 ou B> 0

dans lesquelles A et B sont des produits de facteurs du premier ou du second

degré.
, e 1 1
ExemPLE. — Résoudre Uinéquation : 5 — Sr T4 <E _—7x 110

Cette inéquation s’écrit :

(x*—7x 4 10) — (x> —5x + 4)

@ —sx+ 4@ —Tx+10) <0

soit :
—2x + 6
@ —sx+ 4@ —7x+10) <
Etudions, suivant les valeurs de x le signe du premier membre. Le numé-

rateur — 2 x + 6 s’annule pour x = 3, le premier facteur du dénominateur
pour x = 1 et x = 4 et le second pour x = 2 et x = 5. On obtient :

% | — oo 1 2 3 4 5 + o
—2x+6 | +  + i 4+ 0 =i — i —
X2 —5x + 4 | + 0 — ¢ — i =0 4+ [ +
®—7x+ 10| T+ 0 — — —o0+
1er membre | + 1 =0+ 0 =104 4+ 1 —

L’inéquation est donc vérifiée pour :

l<x<?2; 3<x<4 ou x>5.

252, Probléme. — Déterminer m de fagon que I’équation
mx®? —2(m—1)x+m—3=0
ait deux vacines positives.

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que le discriminant, le produit et
la somme des racines soient tous trois positifs. On obtient un systéme de trois
inéquations simultanées (n° 182).

m—3 2(m—1)

(m — 1 —m (m — 3) > 0; T>0 et p > 0.
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La premiére donnem + 1 > 0 soit m > — 1.
La seconde donne m > 3 oum < 0 et la troisiéme m > 1 oum < 0.

-0 -1 0] 1
AN\ Y 1 N \ 3. + 00
NNNYNN T 1 N T >

Les valeurs de m qui conviennent sont telles que :
—1<m<O0 ou m> 3.
253. Réciproques du théoréme relatif au signe d’un trinéme. —

Considérons le trindme f (x) = ax®> + bx + ¢ et désignons par f («) la valeur
numérique de f (x) pour x = o.

f(2) = ao® + bo + ¢

est le résultat de la substitution de « & x dans f (x). Si f («) = 0, le nombre «
est racine du trinéme. Ce cas mis a part étudions le signe de a f ().

1o A<O Quel que soit et..vvvvuunennnn. af («) >0
20 A:Oetoc;é—%z ........................ af () >0

o extérieur aux racines.............. af («) >0
3 a>0 a compris entre les racines. .......... af () <0

La conclusion af («) < 0 exige A > 0 et « compris entre les racines. De

méme si af («) > 0 lorsque A > 0, « est extérieur aux racines. Donc :

1° Siaf(«) est négatif, le trinéme f(x) a des racines distinctes et
« est compris entre ces racines.

20 Si a f(«) est positif et si le trinéme f(x) a des racines, « est
extérieur aux racines.

30 Si f(«) et f(B) sont de signes contraires, 'une des expressions af («) et
a f(B) est positive et I'autre négative. Donc :

Si f(«) et f(B) sont de signes contraires, le trinéme f(x) a des
racines distinctes.

On peut ajouter que 'un des deux nombres « ou B est compris entre les
racines.

254. Application. — Montrer sans calculer le discriminant
qu’une équation du second degré a deux racines distinctes.

Le probléme est déja résolu lorsque les coefficients a et ¢ de I'équation
ax® + bx + ¢ = 0 sont de signes contraires (n® 222). Les réciproques précé-
dentes permettent de le résoudre dans d’autres cas.
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ExempLE 1. 1542 —37x + 20 =0.

Faisons f (1) dans le premier membre. On obtient f(1) = — 2. D’aprés
la premiére réciproque, on en déduit que I’équation a deux racines ' et x”
telles que ' < 1 < x".

ExemeLE II. m(@x*—4)+ x(x—5)=0.
L’expression m (x> — 4) s’annule quel que soit m pour x = + 2 etx = — 2.
On obtient f(2) = — 6 et f(— 2) == + 14. Par suite d’aprés la troisiéme

réciproque ’équation a deux racines x’ et x” et 'on peut ajouter qu’une des
racines et une seule est comprise entre — 2 et + 2.

EXERCICES

— Résoudre les inéquations suivantes :

817. 2x* — 11x + 12 < 0. 818. 322 + 142 + 15 < 0.
819. 2522 — 70 x + 49 > 0. 820. — 522+ 192+ 4> 0.
821. 522 +2xr—3 < 0. 822. 6z + 5x — 56 > 0.
823. 5 —zx)(2x — 15) > 0. 824. 2z + 1) 3z — 12) < 0.
2 — 7 5r — 12
825'm+4—1<0' 826—6_—-|—3<0

— Résoudre les inéquations :

827. (' — 4) (? — 4z + 3) > 0. 828. (82 — 22z + 15)' < 121 (22 — 3)
829. slag(:—_fg + 2xx+ G <o 830. Zi = i; 10135—@4;;21 51"
831'2:,?1:—-'_—51+?ali-i-—-—_51:>2. 832_+;:_8> +1
833'22(;—171)_%35>1' 834'5%3_2x13>9(x':-1)'

— Résoudre les systémes d’inéquations simultanées suivantes :

222 — 13z + 18 > 0 522 — 24z — 77 > 0
835'23x’—201—~7<0. 336'§_212+5z+3>o.
2 —5x4+6>0 22— 14x+1>0
837.]% .
37 g7x’—31z—20<0. 838 jzz_lsx+1<0.

bxr — 6) < xt (x? — 8x)2 < (x + 10)?
839 g (x + 1) (x — 10)* > (2 — 34)2. 840 ; (x2 — 16x + 21)* > 3622

— Déterminer m de fagon que les inégalités suivantes soient vérifiées quelle que
soit la valeur donnée a x.

841. (bm—6)x*—2mx + 1 > 0.

842. x* —3m+ 2)zc+2m*4+5m—2> 0.
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843. mx* —4(m+ 1)z + m—35 < 0.
844. mx* + dm+ Nz +5m+ 2 <O.
845. m —1)x*—2(m + 1)z + 3(m— 2) > 0.
846. (m —2)x* —2mx + 3m— 4 > 0.
847. Quelles valeurs faut-il donner a m de fagon que I’équation :
Cm—1x*—2(m+2)x+m+8=0
ait deux racines de signes contraires.

848. Quelles valeurs faut-il donner & m pour que I’équation :
(m—1)x2—2(m+ )z +m+ 2 =0
ait deux racines positives.

— Montrer sans calculer le discriminant que les équations suivantes ont toujours
deux racines distinctes :

849. x — 1) (x—3) + (x—2)(x —4) = 0.

850. 2z —1)(x +3) + 22— 4 = 0.

851. (x + 2) (x — 5) + mx (x 4+ 3) = 0.

852. m(@x*—9) + x(x—5) = 0.

853. x —a)yx—b +@—b@Ex—ec)+ (Ex—c)(x—a) = 0.
854. m*(x —a) + 3(x—a)(x— b) + 2p*(x — b) = 0.
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GENERALITES SUR LES FONCTIONS

255. Définition. — Un nombre y est fonction d’un nombre
variable x quand a chaque valeur de x correspond une valeur
déterminée de y.

Le nombre x est appelé variable indépendante. Les deux variables x et y
peuvent étre les mesures de deux grandeurs correspondantes ou des nombres
abstraits. Ainsi :

1o La longueur y d’une tige métallique est fonction de sa température x.

2° La longueur y d’une corde d’un cercle est fonction de la mesure x de
P’arc sous-tendu par cette corde.

30 Le prix ¥ d’'un coupon d’une piéce d’étoffe est fonction de la longueur x
de ce coupon.

Lorsque y est la valeur numérique d’une expression algébrique de la variable
x, on dit que y est une fonction algébrique de x. Ainsi :

1 _
y =2x+3; Yy=yx7 y=vx—1

sont des fonctions algébriques de x. La valeur de y se calcule facilement a
partir de celle de x.
D’une fagon générale si y est fonction de x, on écrit
y =f(x) (lire « f de x »)
et la valeur de f(x) pour x = « se désigne par f(«).

256. Fonction définie dans un intervalle. — Quelle que soit la valeur
numérique de x on peut calculer celle de 2x + 3. On dit que la fonction
y = 2 x + 3 est définie pour toute valeur de x.

Par contre, 'expression 4/x — 1 ne peut se calculer que si le radicande x — 1
est positif ou nul, donc pour x —1 >0 ou » > 1.

On dit que la fonction y = A/x — 1 nest définie que dans ['intervalle
[+ 1, + ]
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257. Accroissement d’une variable. — Si la variable x, initialement
égale 3 + 4, prend la valeur + 11, sa valeur s’accroit de + 11 — 4 = 4 7.
On dit que x a subi un accroissement + 7. Si partant de + 4, la variable x
prend la valeur — 5, elle subit un accroissement — 5 — 4 = — 9. En général :

Lorsque la variable x passe de la valeur initiale x, a la valeur
finale x,, elle subit un accroissement égala x,— x,.

On écrit : Ax = xy, —x;  (Ax se lit « delta x »).

Il est clair qu'un accroissement positif correspond 4 une augmentation
de la valeur de la variable et un accroissement négatif a une diminution.

Si y = f (), 'accroissement de la fonction y, quand x passe de x; a x, est
de méme :
By =y, — 31 = f (%) — f (%))

258. Croissance d’une fonction. — La longueur d’une tige métallique
augmente lorsque sa température augmente et par suite diminue si la tempé-
rature diminue. On dit que sa longueur est fonction croissante de sa
température.

Au contraire la longueur d’une corde d’un cercle diminue lorsque sa dis-
tance au centre augmente et inversement. On dit que la longueur de la corde
est fonction décroissante de sa distance au centre.

Une fonction est croissante quand elle varie dans le méme
sens que la variable. Elle est décroissante quand elle varie
en sens contraire de la variable.

Etudier la variation d’une fonction f (x), c’est chercher les valeurs de x pour
lesquelles f (x) est croissante, et les valeurs pour lesquelles elle est décroissante.
Il peut arriver que la valeur de la fonction soit indépendante de celle de x;
on dit que la fonction est constante.

2 . .
Ainsi la fonction y = \% est constante et égale 2 + 1 lorsque x est positif.

Elle est constante et égale 3 — 1 lorsque x est négatif.

259. Etude de la variation d’une fonction. — Considérons une fonc-
tion y = f (x) définie dans un intervalle ]a, b[ et deux valeurs x; et x, quelcon-
ques de cet intervalle.

10 Si linégalité x, << x, entraine toujours f(x;) < f (%), on v<_)it que x et

= f(x) varient dans le méme sens. La fonction y = f (x) est croissante dans
Iintervalle ]a, 8].

Si l’megahte x, < x, entraine toujours f(x;) > f(x,), on voit que x et

= f(x) varient en sens contraires. La fonction y = f(x) est décroissante
dans I'intervalle ]a, &[.
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20 Formons le rapport :

Ay _y2—n =f(xz) —f ()
Ax  xp—x; Xy — X3

Si ce rapport est positif, quelles que soient les valeurs #; et x, de I'intervalle
]a, b[, on en cox}clut que les accroissempnts correspondants Xy — Xy et Yy —y;
sont de méme signe, donc que la fonction y = f (x) est croissante dans l'inter-
valle ]a, b[.

. . Ay .. .

Si au contraire le rapport Ay CSt négatif, les accroissements x, — x; et
y, — ¥, sont de signes contraires et la fonction y = f (x) est décroissante
dans lintervalle ]a, b[.

ExempLE. — Etudier la variation de la fonction : y = .

2 2
ég’:yz_ylzxz—ﬁz(xz—xl) (x2+x1)__x +x
Ax Xy — Xy Xy — X Xy — %, 1 x

Ona:

La somme x; + x, est positive lorsque x; et x, sont tous deux positifs. La
fonction y = «? est croissante pour x positif.

De méme x, + x, est négatif si x; et x, sont tous deux négatifs. La fonction
y = &2 est donc décroissante pour x négatif.

COORDONNEES CARTESIENNES

260. Coordonnées cartésiennes quelconques. — Considérons dans le
plan deux axes concourants x'x et y'y ayant pour origine commune leur point

d’intersection O (fig. 25). Soit 7 le vecteur unitaire de I'axe Ox, 7 le vecteur

y

unitaire de I'axe Oy, ces deux vec-
teurs n’ayant pas nécessairement le
méme module.

Menons par un point donné M du
plan, la parallele 2 Oy qui coupe Ox
en P et la parallele 2 Ox qui coupe Oy
en Q. La position du point M dans le
plan est déterminée par celles de P
et Q et par conséquent par les mesures

algébriques x = OP ety = OQ:
y Le nombre x est I’abscisse du
Fig. 25. point M et y son ordonnée.
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L’ensemble des deux nombres x = OP et y = OQ constitue les
coordonnées du point M relatives au repére cartésien xOy,

Le point O est Porigine des coordonnées et les axes x'x et y'y sont les axes
de coordonnées. Observons que :
—_— — —
Les vecteurs OP et OQ sont les projections du vecteur OM sur les axes Ox et
Oy, la projection sur chaque axe étant effectuée parallélement a ’autre. D’autre
part I’égalité vectorielle : OM = OP + 0Q entraine :

0_1\>/I=x_i>—|-y7 0y

Inversement, pour déterminer
un point M de coordonnées
données «x et y il suffit de cons-

truire le vecteur OM défini par
I’égalité vectorielle (1) : on déter-
mine le point P de Ox tel que
OP = x, le point Q de Oy tel
que OQ =y et on achéve le
parallélogramme POQM.

Le point M ainsi obtenu est
le point représentatif ou image du
couple (%, y), soit en abrégé :

x
M (x, M?
(x, ) ou y

On obtient ainsi (fig. 26) les points A (4 4, 4+ 3); B(— 2, + 4);
C(—=3—25;D(+3 —4;E(—=1L0)et F(0, —2)

261. Remarques. — 1° L’origine O a pour coordonnées x = 0 et y = 0.
Les points de 'axe des abscisses x'x sont caractérisés par une ordonnée y = 0
et ceux de I'axe des ordonnées y'y par une abscisse x = 0.

20 Les axes de coordonnées divisent le plan en quatre régions (ou qua-
drants) : Oy, yOx', 'Oy’ et y'Ox que I'on numérote dans cet ordre (fig. 26).
On voit que dans ces quatre régions :

x>0 x <0 x <0 x>0
I y>0 (I1) y>0 (I1I) y <0 (IV) y <0

30 Notons que les points d’une paralléle & Ox ont tous méme ordonnée y,
tandis que les points d’une paralléle 3 Oy ont tous méme abscisse x.

262. Repére rectangulaire. Repére orthonormé. — Lorsque les
axes de coordonnées x'x et ¥'y sont perpendiculaires le repére cartésien xOy
est rectangulaire et les coordonnées sont dites rectangulaires. Dans le cas contraire
elles sont obligues.



160 ALGEBRE

Un repére cartésien est dit orthonormé lorsque les vecteurs
-> -

unitaires des axes 1 et j sont

perpendiculaires et de méme
module.

Q M ‘; Dans ce cas (fig. 27) on peut prendre

ce module commun pour unité de lon-

gueur et dans le rectangle POQM la

J relation :

y

ol P OM? = OP2 4+ 0Q2 donne

-

OM? = &% + 32

Notons que cette formule n’est vala-

Fig. 27. , ,
€ ble qu’en coordonnées orthonormées.

263. Composantes scalaires d’un vecteur. — Le plan étant rapporté
a un repére cartésien quelconque (fig. 28) considérons le vecteur AB d’origine
A (%1, y,) et d’extrémité B (x,, y,).

Construisons le vecteur OM = AB
et soient X et Y les coordonnées du
point M. La relation : OM = X7+ Y}

entraine :

AB =X7+YJ

Les nombres X et Y sont appelés

les composantes scalaires du vecteur AB.
Comme ces nombres X et Y détermi-
nent la position du point M, elles
. > —_— —_ . >
caractérisent tout vecteur V égal 4 OM donc égal 2 AB. On écrit: V (X, Y)
—_—
ou AB (X, Y).

Fig. 28.

Remarquons que X = OP, Y = OQ sont les mesures algébriques des projec-

tions du vecteur OM, donc de celles du vecteur égal AB, sur les axes Ox et
Oy, la projection sur un axe étant effectuée parallélement a l'autre axe :

—_—
Les composantes scalaires d’un vecteur AB sont les mesures
algébriques de ses projections sur les axes et caractérisent

tout vecteur égal a AB.

L’égalité vectorielle :AB = OB — OA ou OM = OB — OA donne en
projection sur les axes :
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X=ux,—x l Y=33—xn

Chacune des composantes scalaires d’un vecteur est égale i la coordonnée
de méme nom de son extrémité diminuée de celle de son origine.

264. 1° Milieu d’un segment. — Le milieu I (x, y) du segment AB (fig. 28)
est défini par I’égalité vectorielle : IA + IB = 0, soit :

O_A—GI)—FO—B’—GI’:O ou 26i=($’t\+(ﬁ§
donc : _O_i=%(6[\+(ﬁ§)

En projetant cette relation sur les axes de coordonnées on obtient :

1 1
xzz(xl+x2) J’=Q(J’1 + ¥2)

2° Distance de deux points (repére orthonormé). — Le module
du vecteur AB de composantes scalaires : X = x, — x; et Y =y, — 3,
(fig. 28) est celui du vecteur égal OM (X, Y). Or (n° 262) :
OM? = X2 + Y? donc :

AB? = (23 — 21)% + (2 —)?

En coordonnées orthonormées le carré du module d’un vecteur est la somme
des carrés de ses composantes scalaires.

265. Vecteurs paralléles. — Considérons, dans le plan rapporté a un
repére quelconque (fig. 29), deux
vecteurs : y
V (X, Y) = OM

et V' (X', Y') = OM..

Pour que ces deux vecteurs soient
paralléles il faut et il suffit que l'on
ait: V' = kV ou OM/ = kOM, ce qui
entraine :

X
X — KX et Y —kX i
X Y
donc X~y

ALGEBRE SECONDE C.
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Réciproquement si ces deux rapports sont égaux, ils ont la méme valeur k
etona: X' = kX, Y = kY donc:

OM' = kXi + kY] = k(Xi + Yj) = kOM.

Soit : V/ = EV. Les deux vecteurs V et V’ sont paralléles :

— —_— XI Y’
\AIRA > XTY
et V' = kV —> X' =kX; Y = kY

Deux vecteurs sont paralléles si leurs composantes scalaires

sont proportionnelles et leur rapport est égal au rapport de leurs
composantes de méme nom.

En particulier deux vecteurs sont égaux si leurs composantes scalaires sont
respectivement égales :

V=V —> X=X;Y=Y
266. Vecteurs perpendiculaires (repére orthonormé). — Pour que

les vecteurs V XY = OM et V' (X', Y') = OM’ soient perpendiculaires
(fig. 30), il faut et il suffit que le triangle
Y4 MKS OMM’ soit rectangle en O, donc que :
v OM: + OM" = NIV
soit (n° 264) :
d x (X2 4+ Y2) + (X2 4+ Y?) =

Oy \ (X' — X) + (Y — )

m X soit aprés réduction :
Y’
Fig. 30. XX+ YY =0

&.l
}

L’expression XX’ 4 YY’, somme des produits des composantes scalaires
de méme nom des vecteurs V et V' est appelée leur produit scalaire :

Pour que deux vecteurs V(X,Y) et V'(X',Y') soient perpendicu-

lai;'es il faut et il suffit que leur produit scalaire XX' + YY' soit
nul.
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Donc en coordonnées orthonormées :

—_—

V.V —> XX' + YY' =0

267. Translation des axes de coordonnées. — Le plan étant rapporté
au repére quelconque xOy (fig. 31), menons par le point o (%, ¥,) 'axe X'X
parallele 2 x'x et de méme vecteur

-
unitaire ¢ et I'axe Y'Y paralléle a

. .. x
y'y et de méme vecteur unitaire j. y
Nous obtenons ainsi un nouveau
repére XoY qui se déduit du
repére xOy dans la translation de
vecteur Ow. X X

Soit M (x, y) un point quel-

X’

conque du plan et X, Y ses coor-
données par rapport aux nouveaux
axes X et Y. La relation
Ry > -

oM = X7 + Y montre (n° 263)
que X et Y sont les composantes

y ™

_—
scalaires du vecteur M par rapport aux anciens axes Ox et Oy. D’ou :

X=x—2x et Y=y—y,

ou: x=x,+ X et y=3%+Y

L’ancienne abscisse est égale a I'abscisse de la nouvelle origine
augmentée de la nouvelle abscisse.

Pour les ordonnées, on obtient la régle analogue.

268. Représentation graphique d’une fonction. — Considérons une
fonction y = f(x) définie dans l'intervalle [a, d]. Pour toute valeur de x de
cet intervalle nous pouvons, dans le plan rapporté a un repére cartésien xOy
(fig. 32), construire le point M d’abscisse x et d’ordonnée y = f (x). Lorsque x
varie dans l'intervalle [a, d] le point M décrit un arc de courbe AD appelé
courbe représentative de la fonction y = f(x).

Les arcs AB et CD correspondent a des intervalles [a, 8] et [¢, d] ou la fonc-
tion est croissante, tandis que 'arc BC correspond 4 un intervalle [b, ¢] ou la
fonction est décroissante. Cette fonction passe par un maximum pour x = b
et par un minimum pour x = c.

Le graphique d’une fonction y = f (x) permet de traduire les variations
de cette fonction et méme de retrouver, pour chaque valeur de x, la valeur
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de y correspondante. Les graphiques ont I’avantage de pouvoir étre parfois
décrits automatiquement par des appareils enregistreurs (barométres, mano-
métres, indicateurs de vitesse, etc...), d’ou leur grande utilité pratique.

Fig. 32. Fig. 33.

Sauf indication contraire, on utilise de préférence des coordonnées rectangu-
laires dans les représentations graphiques.

269. Equation d’une courbe. — Le lieu géométrique des points M (x, ¥)
dont les coordonnées vérifient une relation donnée F (x, y) = 0 est en général
une courbe (C), appelée courbe représentative de cette relation.

Inversement :

La relation F (x,y) = 0 qui correspond a une courbe (C) est
I’équation de la courbe (C).

Ainsi (fig. 33) le plan étant rapporté A un repére orthonormé xOy, I’équation
du cercle de centre  (a, b) et de rayon R s’obtient en écrivant que «M? = R?
ou oM? — R2 = 0, ce qui donne (n° 264) :

(x—aP+(y—0b2—R2=0.
Si le centre de ce cercle est 1'origine O des coordonnées, on obtient :
x4+ 32— R:*=0.

EXERCICES

— Pour quelles valeurs de x les fonctions suivantes sont-elles définies?

855. y = 22® + 3 y= y= V35—

I S ~ 2% . _ 3
t@—3 = YTp—3 YT 1w

856. y =
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857. On a suspendu a un ressort différents poids et on a obtenu les allongements
suivants :

Poids : 1kg 2 kg 3 kg 4kg 5 kg 6 kg
Allongements : 5 cm 10 cm 14 cm 17 cm 19 cm 20 cm

Construire le graphique représentant I’allongement du ressort en fonction du poids
suspendu.

858. On fait bouillir de I’eau initialement & 10° et on note minute par minute les
températures successives suivantes :

100, 250, 400, 540, 650, 740, 830, 90°, 96°, 100°.

Construire le graphique représentant la température de 1’eau en fonction du temps
écoulé,

859. La pression atmosphérique en centimétres de mercure est fonction de I’altitude
en kilométres :

Altitude : 0 1 2 3 4 6 8 10 12 km
Pression : 76 67 59 52 46 36 28 22 17 cm

1° Construire la courbe représentant la pression y en fonction de I’altitude x.
20 Déterminer d’aprés le graphique la pression & une altitude de 6,8 km, et I’alti-
tude correspondant a une pression de 42 cm.

860. Un rectangle ABCD a une aire donnée de 12 cm?. Le c6té AB mesure z cm.
Calculer la mesure y du c6té BC. Représenter la variation de y lorsque = prend toutes
les valeurs comprises entre 1 cm et 6 cm.

861. Un trapéze ABCD a une aire de 9 m?. La base AB mesure 3 m. On désigne par
x la longueur de la base CD. Calculer la hauteur y du trapéze et représenter graphique-
ment la variation de y lorsque z varie de 0 4 10 m.

862. 1° Dans un cercle de 10 cm de diamétre, calculer la distance au centre y d’une
corde de longueur x.

20 Déterminer y quand x prend des valeurs entiéres de 0 4 10 et construire la courbe
représentative.

— Représenter graphiquement les fonctions :
863.y = 6x — a? lorsque x varie de — 14 + 7.
864.y =22 — 6x + 5 lorsque x varie de 0 a + 6.

865. y = a%mz lorsque x varie de — 1 a + 8,
2
866. y = 6zt — & lorsque x varie de — 2 a 4 6.
4

867. y = y/10x — x? lorsque x varie de 0 a + 10.

868. Soient en coordonnées orthonormées, les points A (+ 8, 4 6) et B (— 3, 4+ 4).

1° Montrer que les vecteurs OA et OB sont perpendiculaires.

20 Calculer les longueurs OA, OB et AB et vérifier que le triangle OAB est rectangle
en O.

869. On considére en coordonnées orthonormeées les points A (— 1, 4+ 3),B (4 8, 4 6)
C(-+ 3, + 11)et D(— 6, + 8).
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1° Montrer que les deux segments AC et BD ont méme milieu I et déterminer ses
coordonnées. Nature du quadrilatére ABCD?

—_ P —_— —_—
20 Calculer les composantes des vecteurs AD et BC puis de AB et DC.
3¢ Déterminer la nature du triangle OBD.

870. Le plan étant rapporté 4 un repére orthonormé xOy, on construit les points
1° Montrer que les segments AD et BC sont égaux et que les segments AB et CD sont
paralléles. Nature du quadrilatére ABCD?

20 Calculer les distances du point o (4 4, + 3) au point O et aux quatre sommets du
quadrilatére ABCD.

30 Etablir ’équation du cercle de centre o et de rayon «O.
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ETUDE DE LA FONCTION y = ax

270. Fonction : ¥ = ax, — Les fonctions y = 3 %, y = — 2 x... sont de
la forme y = ax. Une telle fonction est définie quel que soit x, car on peut
toujours calculer la valeur du produit ax. Donnons a x différentes valeurs
rangées par ordre croissant et calculons les valeurs correspondantes de y = 3«
et de y = — 2. On obtient :

x — 4 —2 0 1 3 5
y =3« — 12 — 6 0 3 9 15
y =—2x + 8 + 4 0 —2 —6 — 10

Nous constatons que les valeurs de y = 3 x vont en croissant tandis que les
valeurs de y = — 2 x vont en décroissant.

271. Théoréme. — La fonction y = ax est croissante lorsque a
est positif, décroissante lorsque a est négatif.

Soient x, et x, deux valeurs particuliéres de x, y, et y, les valeurs correspon-
dantes de y. On a :

Ay _Yo—_ax,—ax _a(®—%) _
Ax  xy — 2y Xy — % Xy — Xy

a.

Le rapport des accroissements correspondants de y et de x est donc du signe

de a. La fonction est croissante si a est positif, décroissante si a est négatif
(n° 259).

272. Valeurs infinies. — Lorsque |x| devient infini il en est de méme
108
de |y|. Pour obtenir |y| > 108 par exemple, il suffit de prendre |x| > Tal

Comme y est du signe de x si a est positif, du signe opposé si a est négatif,
on en déduit que :

Lorsque x croit de — © a + « , la fonctiony = ax :

1° Croit de — © da + « si a est positif.

2° Décroit de + © a — = si a est négatif.
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273. Tableau de variation. — On résume les résultats précédents sous
la forme d’un tableau :

1o | a positif 20 ‘ a négatif

x| — o + o | ! x| —w +
Yl—w At H ylte N —w
274. Représentation graphique. — Soit d représenter graphiquement
la fonction : y = + 2 %
Donnons a x différentes valeurs et calculons y :
x —2 =1 0 1 2 3 4
y | —3 —15 0 15 3 45 6

Le plan étant rapporté 4 un repére cartésien quelconque xOy (fig. 34),
construisons les points A (1; 1,5); B (2; 3); C(3; 4,5) etc... Nous constatons
que tous ces points sont disposés suivant une droite passant par d’origine O.
Montrons que ce résultat est général,

Fig. 34. Fig. 35.

275. Théoréme. — La courbe représentative de la fonction
y = ax est une droite passant par ’origine des coordonnées.

Pour x = 1, nous avons ¥ = a. Le plan étant rapporté a un repére carté-
sien quelconque xOy (fig. 35), construisons le point A d’abscisse OB = 1
et d’ordonnée OC = g, puis tragons la droite OA.
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10 Les coordonnées x = OP et y = OQ de tout point M de la droite OA
vérifient la relation y = ax.

Les vecteurs OA (1, a) et OM (#, y) ont méme direction et (n° 265) leurs
composantes sont proportionnelles. Donc :

1_a . _
x soit y = ax.

20 Tout point M' d’abscisse x' et d’ordonnée y' = ax’ est situé sur OA.

En effet, d’aprés ce qui précéde, le point de la droite OA qui a pour abscisse
OP’ = &, a pour ordonnée y’ = ax'. C’est donc le point M'.

La droite OA est la courbe représentative de la fonction y = ax.

C’est pourquoi la fonction y = ax est appelée fonction linéaire.

276. Coefficient directeur de la droite y = ax.

La droite d’équation: y = ax est définie par le point O et le point A (1, a).
Sa position (fig. 36) est donc déterminée par la valeur du coefficient a
appelé coefficient directeur de la droite y = ax.

10 Si a est positif, 1a fonction y = ax, est croissante et la droite correspon-
dante se place dans les régions (I) et (III).

u’
Fig. 36. Fig. 37.

Si a est négatif, la fonction y = ax est décroissante et la droite correspon-
dante se place dans les régions (II) et (IV).

20 Lorsque la valeur absolue de a croit de 0 4 I'infini, le point A s’éloigne
sur la droite u'u paralléle a y'y. La droite y = ax, tourne autour de O, en
s’écartant de x'x et tend & venir se confondre avec y'y.
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En définitive la position de la droite y = ax est fonction de la valeur a de
son coefficient directeur.

277. Pente de la droite ¥ = ax en coordonnées orthonormées —
Si le repére xOy est orthonormé, le triangle OA(A est rectangle (fig. 37) et
I'unité de longueur étant la méme sur les deux axes, on obtient :

—~ AA _|af |
tngA —O—‘%— 1 —-{a|.
La tangente trigonoméirique de I’angle aigu xOA est égale d |a|.

Le coefficient directeur a est appelé pente de la droite : y = ax.

Dans ce cas les droites y = ax et y = — ax sont symétriques par rapport 2
Ox (ou a Oy). D’autre part les droites y = x et y = — x sont les bissectrices
des angles xOy et x0y'.

ETUDE DE LA FONCTION y = ax + b.

278. Fonction y = ax + b. — Les fonctionsy =2x + 5;y =—3x + 4
sont de la forme y = ax + b. Une telle fonction est définie quel que soit x,
car on peut toujours calculer le produit ax et lui ajouter le nombre b.

La fonction y = ax + b est définie pour toute valeur de x.

279 Théoréme. — La fonction y = ax + b est croissante lorsque
a est positif, décroissante lorsque a est négatif.

Soient ; et x, deux valeurs particuliéres de x, y, et y, les deux valeurs corres-
pondantes de y. On a :
Ay _yo— _ (ax; + b) — (ax, + b) _ Xy — ax,
Ax  xy — 2, Xg — Xy Xy — Xy

Le rapport des accroissements correspondants de y et de x est égal 2 a. La
fonction y = ax + b est donc (n® 259) croissante si a est positif, décroissante
si a est négatif.

D’autre part, lorsque x devient infini en valeur absolue il en est de méme
de ax et par suite de ax + b.

280. Tableau de variation. — On obtient :

10 | a positif 20 | a négatif

T |—oo +oo‘ “ 4 — +co|
y=ax+b|—oo; + o | y=a + b|+ o X —w |
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REMARQUES. — 10 Ces tableaux sont identiques 2 ceux du n° 273 relatifs 2
la fonction y = ax :

L’addition d’une constante ne change pas le sens de variation
d’une fonction.

20 Sia = 0, la fonction y = ax - b se réduit 3 y = b. La valeur de y est
constante et indépendante de celle de x.

281. Représentation graphique. — Soit @ représenter graphiquement
la fonctiony = — 2x 4 3.

Le plan étant rapporté a un repere cartésien quelconque, donnons i x
différentes valeurs : — 1, 0, 1, 2, 3... Nous obtenons pour y les valeurs :
5;3; 1; — 1; — 3... Construisons les points correspondants (x = — 1,y = 5);
(x = 0, y = 3) etc... Nous constatons (fig. 38) que ces points sont disposés
suivant une droite. Ceci est général.

y

ax+b S

Fig. 38. Fig. 39.

282. Théoréme. — La fonction y = ax + b est représentée gra-
phiquement par une droite paralléle a la droite y = ax et coupant
Uaxe Oy au point d’ordonnée b.

Dans le plan, rapporté 4 un repére cartésien quelconque, supposons tracee
la droite y = ax (fig. 39). Soit M un point quelconque d’abscisse OP = «
mesurée sur I'axe Ox et d’ordonnée PM = ax + b mesurée sur 'axe Oy.
Désignons par N le point ou la droite PM coupe la droite y = ax. On a :
PN = ax et par suite :

NM = PM — PN = (ax + b) —ax = b.
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Soit B le point de I'axe 'y tel OB = b. Les deux vecteurs OB et NM ayant
méme mesure sur Oy sont égaux et le quadrilatétre OBMN est un parallélo-
gramie.

Lorsque x varie de — o0 4 4 00, le point N décrit la droite y = ax et le point
M décrit la paralléle a cette droite menée par le point B.

283. Définitions. — 1° Le coefficient @ qui détermine la direction de la
droite y = ax + b est le coefficient directeur de la droite.

20 Le nombre b qui est 'ordonnée du point d’abscisse ¥ = 0 de la droite est
l'ordonnée a l'origine.

En coordonnées orthonormées le coefficient directeur a est aussi appelé pente
de la droite y = ax + b. Si on désigne par « I’angle aigu formé par la droite Ox
et la droite y = ax + b on a comme au n° 277 : tga = |a|.

Le coefficient directeur x de la droite y = ax + b est le rapport

. A —
des accroissements _AE =24
x Xg — X

1
M, (x1,y1) au point M (x,, y,) de cette droite.

quand on passe du point

En effet les deux relations y, = ax, + b et y; = ax; + b donnent:

= — it : YN
Yy — Y1 = a (x, — xy) soit : a= x —
284. Réciproque. — A toute droite du plan, non paralléle a
Oy correspond une relation de la forme y = ax + b appelée équa-
tion de cette droite.

Y

Fig. 40. Fig. 41.

Toute droite D non paralléle & Oy coupe Oy en un point B. Désignons par b
son ordonnée (fig. 40). Tracons la paralléle D’ issue de O a cette droite et
soit A le point de D’ qui a pour abscisse 4 1. Désignons par a son ordonnée.

La droite y = ax est la droite D’ et la droite paralléle y = ax 4 b se confond
avec la droite donnée D,
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285. Construction de la droite y = ax + b.

Il suffit de déterminer deux points de cette droite pour pouvoir la tracer.
Si b # 0, on peut choisir les intersections avec les axes :

b
(x=0,y=b) et (x=—;,y=0).
Cependant si les deux points obtenus sont trop rapprochés, il est bon de

construire au moins un autre point de la droite en prenant pour abscisse la plus
grande valeur x compatible avec les limites de la figure.

Y

Fig. 42. Fig. 43.

Sia = 0, la droite est parallele 2 Ox (fig. 41). Les figures 42 et 43 montrent
différents exemples suivant que a est positif ou négatif.

286. Droites paralléles. — Pour que deux droites soient paral-
léeles il faut et il suffit qu’elles aient méme
coefficient directeur.

Pour que les droites y = ax + bety =a'x + b’
soient paralléles, il faut et il suffit que les droites
y = ax et y = a'x soient confondues, donc que
a=a'

Les droites y =2x 4+ 3 et y =2x—>5 sont
paralléles.

287. Droites perpendiculaires en coordonnées
orthonormées.

Pour que les droites y = ax + b et '
= a'x + b’ soient perpendiculaires il faut Fig. 4.
et il suffit que aa’ = — 1.
En effet pour que les droites y =ax + b et y = a’x 4 b’ soient perpen-
diculaires, 1l faut et il suffit que leurs paraliéles y = ax et y = a'x le sotent.
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Ces deux droites issues de O (fig. 44) sont définies par les points A (1, a)
et A’ (1, a'). Pour que le triangle OAA’ soit rectangle en O il faut et il suffit

que Pon ait : OA? 4 OA”2 = AA" soit (n° 264) :
(1+a) +(1+ a?) = (a —a)p

soit aprés réduction : aa' = — 1
. 1 Lo
Lesdroites y =2x 4+ 3 et y =— 2%+ 5 sont perpendiculaires.
EXERCICES

— Représenter graphiquement les fonctions 3

3 5
871.y = 3x. 872. y = 1% 873.y = 5%
x 3
874. y = — 2x. 875.y=——§. 876.y=—-§x.

877. On considére en coordonnées orthonormées les points A (a, — 1), B (— a, + 1)
et un point quelconque M (x, y) du plan.

1o Calculer AM? et BM2. En déduire I’équation de la médiatrice de AB.

2° Donner une interprétation géométrique de la droite y = ax.

878. Quelle est I’équation de la droite passant par ’origine et le point A de coor-
données : (x = 4,y = 6)?

879. Méme exercice que le précédent avec le point A (x = 4,5, y = — 3)?

880. Représenter graphiquement le prix d’une longueur d’étoffe sachant que 3 m
de cette étoffe cotitent 12 F. Déterminer graphiquement :

1° Le prix de 4,20 m d’étoffe;

2° La longueur d’étoffe obtenue pour 7,50 F.

881. Méme probléme que le précédent en supposant que 2,50 m cotitent 15 F.

882. Représenter graphiquement la distance parcourue par un cycliste qui a effectué
56 km en 2 h 20 mn. Déterminer graphiquement :

1° La distance parcourue en 1 h 40 mn.

20 Le temps mis pour parcourir 35 km.

883. Méme probléme que le précédent pour un automobiliste qui a parcouru 60 km
en 48 mn.

884. Représenter sur un méme graphique les distances parcourues par un moto-
cycliste et un cycliste partis en méme temps sur la méme route sachant que le pre-
mier a parcouru 60 km en 1 h 15 et le second 32 km en 1 h 20. Déterminer graphique-
ment :
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1¢ L’avance en kilométres du motocycliste au bout de 2 h 10.
20 L’intervalle de temps séparant les passages au kilométre 40.

— Etudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes :

885.y = 2z — 3. 886. y = —z 4 4. 887.y = — 2z — 1.
_z __z 1 _ 2z

888.y =3 + L 889.y = — T+ 890.y = 5F —1.

891.y=%’5+2. 892.y=gm—3. 893.y=—§x+2.

894. Construire sur un méme graphique, en coordonnées orthonormées, les droites
y = 2x 4+ 3 et y = 2x — 3. Préciser leur particularité géométrique.

— Méme exercice que le précédent pour les droites :

895. y =3x + 2ety=—3x + 2. 896. y= —3x + S5ety=—3x— 1.

897. y =2z —lety=—22z + 1. 898 y ‘1;+ lety=—3z—3.

899. Soit un triangle équilatéral ABC dont le c6té mesure 3 cm. On méne la paralléle
4 BC qui coupe AB en M et AC en N. On pose d’autre part AM = x. Calculer et repré-
senter graphiquement le périmétre du trapéze BMNC. Limiter le graphique.

900. Un triangle a deux c6tés mesurant 3 cm et 5 cm. Soit x la longueur du troisieéme
cOté. Calculer et représenter graphiquement le périmétre y du triangle. Limiter le
graphique.

901. Un rectangle a pour dimensions 5 cm et 7 cm. On diminue chacune des dimen-
sions d’'une méme longueur x. Calculer et représenter graphiquement le périmetre du
rectangle.

902. Un vase pése a vide 300 g. Calculer son poids total y lorsqu’il contient un nom-
bre x de centimétres cubes d’une huile dont la densité est 0,9.
Représenter graphiquement la variation de y en fonction de x.

903. Un flacon contenant 600 cm?® de mercure pése 8,960 kg. Calculer et représenter
graphiquement le poids y du flacon lorsqu’on enléve un nombre x de centimétres cubes
de mercure (densité du mercure : 13,6).

904. Une personne posséde un capital de 12000 F. Elle en place une partie 4 49%
et le reste 4 6 %. Calculer et représenter graphiquement son revenu annuel y en fonc-
tion de la somme x placée a 4 9.

905. Un mélange de 40kg de café comprend du café 47,20 F le kilogramme et du
café 249,60 F le kilogramme. Calculer et représenter graphiquement le prix y duKkilo-
gramme du mélange en fonction du poids x du premier café.

Déterminer graphiquement la composition du mélange qui revient a 8,70 F le kg.

906. Le thermométre Fahrenheit marque 32° lorsque le thermométre centigrade
marque 0° Sachant que 9° Fahrenheit correspondent 4 5° centigrades, calculer et
représenter graphiquement la température Fahrenheit y correspondant a une tempé-
rature centigrade x.

Déterminer y lorsque x vaut — 15°, 109, 60° et 100°,
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907. Un capital de 8000 F est placé a 59% a intéréts simples. Calculer la somme y
capitalisée au bout de x années. Représenter graphiquement cette somme et déter-
miner z pour qu’elle soit égale a 10 800 F.

908. Un vase plein d’une huile de densité 0,90 pése 3,280 kg. Plein d’alcool de
densité 0,83 il pése 3,042 kg. Calculer et représenter graphiquement le poids de ce
vase en fonction de la densité du liquide contenu.

909. Un réservoir contient 360 1 d’eau. Il est alimenté par un robinet qui débite
12 1 4 la minute. Calculer la quantité d’eau contenue dans le réservoir 4 un instant
donné. En déduire :

1o Dans combien de temps le réservoir contiendra 600 L.

20 La quantité d’eau contenue au bout de 16 mn.
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=ax + b

APPLICATIONS DE LA FONCTION y

ax + by = ¢. — Soit

288. Représentation graphique de 1’équation
3 déterminer I'ensemble des points du plan dont les coordonnées x et y véri-
fient 'équation : 2x + 3y = 12

Cette équation s’écrit :

2 H
Les points cherchés sont donc ,"
ceux de la droite : I' ..............
/ x
-3 o / 3 6\’

2
Pour la construire (fig. 45) on .
peut en déterminer deux points, Fig. 45.
par exemple
(x=3 y=2) et (x=—3, y=06).
11 est souvent commode de choisir ses intersections avec les axes :
x=0 et y=4

Avec Oy :

Avec Ox: y=0 et x=6.
289. Théoréme. — L’équation du premier degré ax | by = ¢

est représentée graphiquement par une droite.

=C

by=¢

\ Ao}

oln] —)l ax
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: (o ‘o a c
10 Si b 5£ 0, I’équation s’écrit : y=—z3*+ty
. . . . a
C’est donc I’équation d’une droite de coefficient directeur — 3 coupant

les axes aux points A (za 0) et B (0, g) (fig. 46).

20 Sia = 0, ’équation se réduita by = couy = i‘; On obtient une paralléle

a Ox (fig. 47).
30 Sib = 0, I’équation se réduit 2 ax = coux = 2 On obtient une paralléle
a Oy (fig. 47).

290. Détermination de ’équation d’une droite.

1° Equation de la droite de coefficient directeur donné m, issue
du point M, (xy, y1).
Si M (», y) désigne un point quelconque de cette droite, il suffit d’écrire

A
qu’entre M; et M on a (n° 283) : A—z = m.

y—n)

Soit : ';c___xl=m ou y—y1=m(x—x1)
ExempLE. — L’équation de la droite de coefficient directeur — 2, issue
du point M, (4 1; 4 3), a pour équation (fig. 48) :
z:i’:—Z soit y—3=—2(x—1) ou 2x+y=>5.

A2,

Fig. 48. Fig. 49.

2° Equation de la droite définie par M, (x,, y,) et M, (%, ¥5).

On se raméne au cas précédent car le coefficient directeur m de cette droite
est (n° 283) :
Yo — N,
Xy — %3

m —
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ExemPLE. — La droite définie par les points M, (4 2, + 3) et M, (++ 6, + 5)
a pour coefficient directeur
5—3 2 1

m=6_—2 4 2
Comme elle passe par M, son équation s’écrit : y — 3 = %(x — 2) soit :
x—2—2(y—3)=0 ou x—2y+4+4=0.
REMARQUE. — L’équation de la droite M, M, s’écrit dans le cas général :

Y=h _Ye—Nn o, FTTm_Y—N
X— X XX Xo—X1 Ve~

Si M (x, y) est un point quelconque de M;M,, on obtient directement cette
b\ I - z hd A . - e
derniére équation en écrivant que les vecteurs de méme direction M;M et
gy ——— . .
M;M, ont leurs composantes scalaires proportionnelles.

291, Intersection de deux droites. — Considérons deux droites concou-
rantes D et D’ tracées sur un méme graphique :

ax + by =c (D)
ax +by=c (D)

Les coordonnées x et y de leur point d’intersection M vérifient chacune de
ces équations et constituent la solution du systéme formé par ces deux équations.
D’ou la regle :

Pour calculer les coordonnées du point d’intersection de deux
droites, il suffit de résoudre le systéeme formé par les équations
de ces deux droites.

ExemPLE. — Calculer les coor-
données du point d’intersection des
deux droites 3x + 2y = 15 et
S5x — 4y = — 8 tracées sur un
méme graphique.

Résolvons le systéme :

Jx +2y =15 ‘ 2

1

Sx—4y=—38

En éliminant y on obtient :

Fig. 50.

1lx =22 soit x=2 et y=g-

Le point d’intersection M a pour coordonnées x =2 et y =45, ce
qui se vérifie sur le graphique (fig. 50).
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292. Résolution graphique d’un systéme de deux équations. —
Inversement, étant donné un systéme de deux équations a deux inconnues
on peut construire sur un méme graphique les deux droites représentatives
de ces deux équations. La lecture, sur le graphique des coordonnées du point
commun M, fournit (tout au moins d’une fagon approchée) la solution du
systéme.

Discussion. — Les deux droites D et D’ définies par les équations du
systéme
ax +by =c¢ (D)
0 ax +by=¢ (DY)

peuvent étre concourantes, paralleles ou confondues.

10 D et D’ sont concourantes. Leurs coefficients directeurs sont différents :
1

—% = — ZT soit ab’ £ a'b.

Les deux droites D et D’ ont un point commun unique M et le systéme I
admet une solution unique.

20 D et D' sont paralléles. Elles ont méme coefficient directeur mais leurs
ordonnées a l'origine sont différentes. Donc :

a' c ,c ; a b c
STy tpFy Ot GEpF

SR

Les droites D et D’ n’ont pas de point commun et le systéme I est impossible.

30 D et D’ sont confondues. Elles ont méme coefficient directeur et méme
ordonnée a lorigine soit :

a c
a b
Toute solution de I'une des équations est solution de I'autre. Le systéme I est
indéterminé.
Ces résultats sont en accord avec ceux du n° 200.

293. Mouvement uniforme. — On dit qu’un mobile se déplace
d’un mouvement uniforme lorsque la distance parcourue par
ce mobile est proportionnelle au temps mis a la parcourir.

La wvitesse du mobile est la distance parcourue pendant I'unité de temps.
ExempLE I. — Un cycliste part @ 8 heures et roule a une vitesse horaire de
24 km/|h. Déterminer la distance y parcourue & une heure x quelconque.

A 10 h 30, par exemple, le cycliste a roulé pendant 2 h 30, soit 2,5 heures.
I1 a donc parcouru 24 km X 2,5 = 60 km.
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De méme, a I'heure #, il aura roulé pendant (x — 8) heures et parcouru
une distance y égale a 24 km X (x — 8). D’ou :

y =24x—192.
ExempLE II. — Un train se dirige vers Paris a la vitesse de 75 km & Iheure.
Sachant qu’a 3 heures il est & 380 km de Paris, déterminer sa distance d I’heure x.
Entre 3 heures et x heures, il s’est écoulé (x — 3) heures et le train a parcouru
75 km X (x — 3). Par suite sa distance a Paris est alors
y =380 —75(x — 3) = 380 — 75 x 4 225.
Soit : y = 605 — 75 x.
ExempLE III. — Considérons sur un axe d’origine O, un point mobile M,
d’abscisse x, animé d’un mouvement uniforme (fig. 51) et soit M, d’abscisse x,
la position du point M, a I'instant initial. Désignons par v la vitesse a la seconde

du point M, comptée positivement si M se déplace dans le sens de ’axe et néga-
tivement dans le cas contraire. Autrement dit v est la mesure algébrique du

—
vecteur parcouru par le point M en une seconde. Le vecteur MM parcouru
en ¢ secondes a, par suite, pour mesure algébrique : MM = ot.

x’ (o) Mo M—> X
o Xo X -

Fig. 51.

Or d’aprés la formule de Chasles : OM = OM, + M M.

Soit : x = x5 + ot.

294. Equation horaire d’un mouvement uniforme. — En définitive :

Le nombre qui détermine la position d’'un mobile animé d’un
mouvement uniforme est une fonction du temps du premier
degré.

Cette relation constitue 1’équation horaire du mouvement.

Un tel mouvement est donc représenté graphiquement par une droite limitée
évidemment au segment correspondant a l'intervalle de temps écoulé entre
le départ du mobile et son arrivée.

Les graphiques sont souvent utilisés pour étudier la marche de plusieurs
mobiles parcourant le méme chemin. En particulier 'horaire des trains sur
une ligne de chemin de fer donnée est établi a I'aide d’un graphique.

295. Signe de I’expression du premier degré : ax + by + ¢ — L?
valeur numérique de I’expression ax + by + ¢ dépend des valeurs attribuées a
x et y et par conséquent de la position dans le plan (fig. 52) du point M (x, y).
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Cette valeur est nulle si le point M (x, y) appartient  la droite (D) d’équation :
ax + by + ¢ = 0.

Supposons le point M (x, y) en dehors de cette droite. Désignons par P le
point de la droite (D) qui a méme abscisse x que le point M et soit y, son
ordonnée. On adonc: ax + by, + ¢ = 0.

Et on peut écrire :
ax + by + ¢ = (ax + by 4 ¢) — (ax + by, + ¢) = by — by,.
Soit finalement :
ax + by + ¢ =b(y — y,) = b.PM.

YA x N
! 2x+3y-6>0
1

Y =

T @ IR

Fig. 52, Fig. 53.

On en déduit que I'expression ax + by + ¢ est du signe de b si PM est
positif, c’est-a-dire si M appartient a la région du plan (I) située au-dessus
de la droite D. Elle est du signe opposé si PM est négatif, c’est-a-dire si M
appartient 2 la région (II) située au-dessous de la droite D.

L’expression ax + by -+ ¢ est positive en tout point de I'un
des demi-plans limités par la droite ax + by + ¢ = 0, négative
en tout point de autre demi-plan.

Pour distinguer ces deux demi-plans il suffit de chercher le signe qui corres-
pond & un point particulier de 'un d’eux. Si ¢ 4 0, on prendra 'origine ou
x = 0 ety = 0. On voit que Pexpression ax + by -+ ¢ est du signe de ¢ dans la
région qui contient I’origine des coordonnées.

Ainsi I'expression 2 x + 33y — 6 est négative dans la région limitée par la
droite 2x + 3y — 6 = 0 qui contient I'origine O (fig. 53). Elle est positive
dans 'autre (placer un signe + et un signe — de part et d’autre de la droite.)

296. Résolution graphique de I’inéquation ax + by + ¢ > 0. — Il
s’agit de trouver I’ensemble des points du plan dont les coordonnées x et y
vérifient I'inégalité : ax + by + ¢ > 0. On trace la droite ax 4+ by + ¢ = 0
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et on détermine le signe de 'expression ax 4 by + ¢ dans chacun des demi-
plans obtenus. On couvre de hachures la région qui ne convient pas.

Ainsi pour obtenir les points du plan (fig. 53) dont les coordonnées vérifient
Pinéquation 2 x + 3 y — 6 > 0 il faudra couvrir de hachures la région négative
qui contient 1’'origine des coordonnées et conserver la région positive située
au-dessus de la droite 2x + 3y — 6 = 0.

297. Applications. — On peut ainsi résoudre un systéme d’inéquations
simultanées du premier degré 4 deux inconnues ou une inéquation dont le
premier membre est un produit de facteurs du premier degré.

ExemPLE I. — Résoudre le systéme d’inéquations simultanées :
x+y—1<0 (1); x—y+1>0 (2); y+1<0(3).
On construit (fig. 54) les droites d’équations respectives :
x+y—1=0;, x—y+1=0 e y4+1=0.

Fig. 54. Fig. 55.

On peut alors éliminer, pour chacune de ces droites, le demi-plan dont les
points ont des coordonnées qui ne satisfont pas a I'inéquation correspondante.
Finalement on voit que le point M (x, y) doit se trouver a I'intérieur du triangle
ABC limité par les trois droites.

ExempLE II. — Résoudre linéquation :
(*—2)(x+2y)(22+y—3) <O
On construit (fig. 55) les droites :
x—y=0; »x4+2y=0; 2x+y—3=0.
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Ces trois droites partagent le plan en 7 régions. Dans chacune d’elles, le
produit des facteurs placé au premier membre de I'inéquation conserve un
signe constant. On détermine ce signe et on élimine les régions ou ce produit
est positif. On voit que I'inéquation est satisfaite par les coordonnées des
points des régions (1), (3), (5) et (7).

EXERCICES

— Représenter graphiquement les équations suivantes :

910. 4z + 3y = — 6. 911. 5x — 3y = 15.
912. 6 — 2y = 18. 913. 4z + 6y = 21.
914. 7x + 4y = 14. 915. 8x — 5y = 20.

916. Former I'équation de la droite de coefficient angulaire @ = 5 ct passant par
le point A (x = 2, y = 6).

— Déterminer ’équation des droites définies par les points :

917. A(+ 1; — 1) et B(+ 7; + 2). 918. A(+ 1; 4+ 4;) et B(+ 4; — 2).
919. A(+ 3; 4+ 1) et B (0; — 5). 920. A (0; +1)et B(+ 8; — 1).
921. A(+ 3; — 2) et B(+4 3; — 5). 922, A(+ 5; —2)et B(— 1; — 2).

923. On considére trois points M, N, P de coordonnées respectives :
(—2, + 1); (+1, + 4 et + 4, + 2).
Former les équations des c6tés du triangle MNP. On méne par chacun des sommets

la paralléle au coté opposé. Former les équations des cotés du nouveau triangle ainsi
obtenu.

924. On considére en orthonormées le point A de I’axe x'z et d’abscisse a et les points
B et C de I’axe y'y d’ordonnées b et c.

1e Etablir les équations des cotés AB et AC du triangle ABC, puis celles des hauteurs
du triangle.

20 Montrer que les hauteurs se coupent en un point H de z'x dont on demande
I’abscisse en fonction de a, b et c.

Application: a = 8; b =6etc = — 4.

— Résoudre graphiquement les systémes suivants et vérifier les résultats par le
calcul.

2x + 4y = — 12

3z + 2y = 17
925.
3 9z + 6y = 18.

5z —y = 11. 926. s

S5r 4+ 4y = 19 7x + 4y = 14
927. 928.

2z — 3y = 26. 28 3z — 2y = 19.
929. 12z + 9y =78 930. 4 + 2y = 24

20z — 15y = 10. 8xr — 3y = 6
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931. Calculer les coordonnées des trois sommets d’un triangle ABC, sachant que
les équations des cotés AB, BC et CA sont respectivement :

y==x+ 5; 2r +y=28 et r+3y+1=0.

932. Soient les trois points A (+ 3, + 3), B(— 1, + 1) et C (4+ 1, — 1). Déterminer
les équations des cotés du parallélogramme ABCD. Calculer les coordonnées du som-
met D.

933. Montrer que les trois droites d’équations :
T—2y =—4; T+y=>5 et 3z —y =3
sont concourantes.

934. Méme exercice pour les droites :
y=zx+ 1; y=3x—1 et y=—2z + 4.

935. Montrer que quel que soit m la droite Qx —y + 3) + m(x + 2y —1) =0
passe par le point d’intersection des droites 2x — y + 3 = 0etx + 2y — 1 = 0.
Calculer m pour que cette droite ait pour coefficient directeur 3.

936. Soit I’équation (m 4+ 1)x — y + m — 1 = 0. Construire les droites corres-
pondantes pour m = — 2, 0 et + 3. Montrer que ces droites sont concourantes. Quelle
valeur faut-il donner a m pour que la droite correspondante passe par le point x = 7,
y = 2?

937. Un cycliste part d’une ville A & 8 h du matin et roule a la vitesse de 24 km
4 I’heure pendant 1 h 20 mn. Il s’arréte 10 mn et repart ensuite 4 20 km a I’heure.

1o Représenter graphiquement la marche du cycliste.

20 A quelle heure arrivera-t-il 4 la ville B située a 57 km de A?

938. Le Sud-Express part de Paris 4 11 h 30, passe a4 Orléans (123 km) 4 12 h 43 et
arrive a Tours (235 km) a 13 h 41.

1o Représenter graphiquement la marche du train entre Paris et Tours.

20 Calculer la vitesse réalisée entre Paris et Orléans, puis entre Orléans et Tours.

939. Deux villes A et B sont distantes de 120 km. Un cycliste part de A vers B
4 8 h a la vitesse de 30 km & I’heure. Il est suivi par un camion qui part a 9 h et qui
marche 4 45 km a I’heure et par une automobile qui part 4 9 h 20 et qui roule a 90 km
a I’heure.

10 Représenter graphiquement la marche des trois mobiles.

2¢ Quelles sont les heures d’arrivée en B et a quelle heure et & quelle distance de A
le cycliste est-il doublé par I'un des deux autres mobiles?

940. Un automobiliste part 4 13 h pour effectuer une distance de 230 km. Il roule
d’abord a 90 km a I’heure puis ensuite 4 60 km a I’heure. Il arrive a destination a
16 h. Trouver la distance parcourue a 90 km a I’heure. Solution graphique.

941. Un cycliste part en promenade a 8 h 20 et veut étre de retour a midi. A I’aller
sa vitesse est de 36 km a I’heure et au retour elle est de 30 km 4 I’heure. A quelle
distance de son point de départ devra-t-il faire demi-tour? Solution graphique.

942. Un rameur parcourt, en canot, 12 km a I’heure en eau calme. Il part 4 14 h pour
remonter une riviére dont le courant a une vitesse de 3 km a ’heure. Quelle distance
peut-il parcourir avant de faire demi-tour s’il veut étre revenu au point de départ a
16 h?

943. Deux localités A et B sont distantes de 100 km. A 9 h une automobile part
de A et arrive en B 4 10 h 15, s’y arréte 30 mn et revient a 1a méme vitesse qu’a 1’aller.
A 9 h 20 un cycliste part de B pour A 4 la vitesse de 30 km 4 I’heure. Etudier graphi-
quement les rencontres de I’automobile et du cycliste.
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944. A 8 h 30 un cycliste part d’une ville A pour une ville B distante de 60 km et
roule a la vitesse de 30 km a I’heure. Il s’arréte 20 mn aprés avoir parcouru 35 km
et repart a la méme vitesse. Une automobile qui fait 90 km a I’heure part de B a 9 h 10,
arrive en A et repart aussitét pour B. Etudier graphiquement les rencontres de 1’auto-
mobile et du cycliste.

— Interpréter graphiquement les systémes d’inéquations simultanées :

2r —5y—1>0 r—y>0
945, {2z 4+ y+5>0 946. {x — 3y +3<O0
r—2<0 x4+ y—>5>0.
3r—2y—4<0 3r +2y—6<0
947.{4x+ yYy+5>0 948. —4<0
T — 2y + 6> 0 pP—9<0
— Résoudre les inéquations :
949. x(x —y)(x +y—2) <O. 950. @ —3)(y+ 2)(x—2y) > 0.
951. (2 — 25) (4y2—9) > 0. 952, (4x* — 49) 9y — 16) < 0.

953, (2 + yt — 12 — 423 < 0. 954, (x* + y* — 5) — 4 (xy + 2)2 > 0.
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ETUDE DE LA FONCTION : y = a2

298. Etude de la fonction :y = x2. — On peut calculer y pour toutes les
valeurs de x. La fonction y = x* est donc définie quel que soit x c’est-a-dire
pour —© < x < + 0. On obtient par exemple :

T - 10 -5 -2 -1 0 1 2 5 10
y = a? 100 25 4 1 0 1 4 25 100

10 On voit que : y = & est positif pour x 7~ 0, nul pour ¥ = 0. D’autre
part 4 deux valeurs opposées x = 4 « correspond la méme valeur de y = o2.

20 Si x devient infiniment grand en valeur absolue il en est de méme de y.
Pour obtenir y > 10° par exemple, il suffit de prendre |x| > 10%. Donc lorsque

x-—»ioo, y—>+00,

299. Sens de variation. — La fonction ¥ = x? est croissante
lorsque x est positif, décroissante lorsque x est négatif.

Ce résultat a déja été établi (n® 259). On peut aussi faire le raisonnement
suivant :

1o Si &, et x, sont positifs, 'inégalité x; << x, entraine x2 < x,x, et x,x, < x3
donc: af < a3 soit y; <y,

20 Si x, et x, sont négatifs, 'inégalité », < x, entraine a3 > x;x, et x5, > 3
donc : &% > & soit y; > y,.

On en déduit que :

Un nombre positif et son carré varient dans le méme sens.

Un nombre négatif et son carré varient en sens contraire.

On peut donc établir le tableau de variation suivant :
x l — 0 + oo
y = a2 | + o0 X 0 b + oo

Lorsque x croit de — o 40, y décroit de + o0 @ 0 et lorsque x croft de
0a + o, ycroitde0a—+ .

La fonction y = x? admet pour ¥ = 0, un minimum égal a 0.
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300. Représentation graphique de la fonction y = x®. — Le plan
étant rapporté A un repére cartésien rectangulaire Oy (fig. 56), construisons

les points :

0(0;0), A(1;1), A'(—1;1), B(2;4), B'(—2;4) etc

\Y
c 9 C
I B
AV .
32 -1 01 2 3
Fig. 56.

Joignons tous ces points par une
courbe continue, nous obtenons la
représentation graphique de la fonction
y = &% La courbe obtenue se nomme
parabole.

Axe de symétrie. — Les points
M et M’ (fig. 57) d’abscisses o et — «
ont méme ordonnée y = o« Ils sont
symétriques par rapport a Oy. Il en est
ainsi (fig. 56) de A et A’, B et B’ etc...
La droite Oy est donc un axe de symétrie
de la parabole. Le point O situé sur I'axe
de symétrie est le sommet de la parabole.

Tangente au sommet. — Consi-
dérons (fig. 57) la sécante OM joignant
le point O a un point variable M de
coordonnées x = «, y = o2 Le coefficient

2
o o
directeur de OM est :% =_=u et la

droite OM a pour équation : y = ax.

Lorsque le point M vient se confondre avec le point O, son abscisse « tend
vers zéro et ’équation de la droite OM devient y = 0. Autrement dit, la posi-

at

7

Y

\ ! ./

064

X

- o
Fig. 57.

Fig. S8.

tion limite de la sécante OM est la droite x'x qui constitue la tangente en O

a la parabole.
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301. Résumé. — La courbe y = x* est une parabole de sommet
O, admettant y'y pour axe de symétrie et x'x pour tangente au
sommet.

En construisant la courbe 2 une plus grande échelle (fig. 58) on met en
évidence la forme arrondie de la courbe au voisinage de son sommet.

Notons que la courbe reste semblable a elle-méme lorsqu’on fait varier le
module des vecteurs unitaires du repére cartésien rectangulaire xOy, en parti-
culier si on adopte des unités différentes sur les deux axes.

FONCTION : y = ax?

2

302. Exemple 1. — Etude de la fonction : y = xz

Cette fonction est définie pour — o0 << x << o0, car on peut toujours calculer
2

® Suis ¥
a® puis

Posons # = x% Le nombre u varie dans le méme sens que x ou en un sens

1
contraire selon que x est positif ou négatif (n® 299). Or : y = 7 #estune fonc-

tion linéaire de u 4 coefficient positif 1/4, donc y varie dans le méme sens que u
(n° 273). On obtient le tableau de
variation suivant :
x — 0 + o
u=2* |40 N 0 7 4o

y=1u{+o N0 4+ 5 1 g
Gragh{que. — Le p!ap étant E : ] l ; .
coprt o s S s S 7 S F
(—3:5) 205 @05 (3:9) g, .

etc. (fig. 59). Nous obtenons une ‘
parabole de méme allure que la parabole y = x* mais plus évasée. Elle admet
P’origine O pour sommet, ¥’y pour axe de symétrie et tourne sa concavité
vers les y positifs. On peut I'obtenir en divisant par 4, pour chaque valeur
de x, 'ordonnée du point correspondant de la parabole y = x%.
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303. Exemple 1. — Etude de la fonction : y = — 2 &2

Posons # = x2. Les nombres # et x varient dans le méme sens ou en sens
contraire selon que x est positif ou négatif (n® 299). Or : y = — 2 u est une
fonction linéaire de u 2 coefficient négatif — 2, donc y varie en sens contraire
7 de u (n° 273). On obtient le tableau de variation

\ suivant :
-2 -1 (0] 2 I
[F | x — ® 0 +
|
' u = x? +0 N 0 71 4+
1
1

SRR PEvY

y=—2u‘——oo 2 0N —o
Graphique. — Par rapport 4 deux axes de
coordonnées rectangulaires (fig. 60), construisons

les points (0, 0); (1; —2); (— 1;—2); (g _g)
...... etc...

Nous obtenons une parabole de méme allure
que la parabole y = x?, mais moins évasée et
Fig. 60. tournant sa concavité vers les y négatifs. On peut

aussi I’obtenir en multipliant par — 2, pour

chaque valeur de x, 'ordonnée du point correspondant de la parabole y = 2

304. Cas général. — Lafonctiony = ax?est définie pour — ¢ < x << + o
car quel que soit x on peut calculer x? puis le produit ax?.

Posons x> = u. Le nombre u varie dans le méme sens que x ou en sens
contraire suivant que x est positif ou négatif (n® 299). Or y = au est une fonc-
tion linéaire de u qui varie dans le méme sens que u si a est positif, en sens
contraire de u si a est négatif (n° 273). On obtient :

10 a positif 20 a négatif
x | — 0 + T — o0 0 + oo
u=zx*|+4+0 N 0 7 4 o

u
y=au|+o N 0 g 4o y = au
La fonction y = ax?> admet pour x = 0, un minimum égal a 0
si a est positif, un maximum égal a 0 si a est négatif.

On remarque que pour x 7= 0, ¥ est du signe de a et qu’a deux valeurs de x
opposées + o et — « correspond la méme valeur de y = ao?.

305. Représentation graphique. — Les figures 61 et 62 montrent pour
différentes valeurs de a la disposition de la courbe y = ax?.

Notons que cette courbe peut s’obtenir en multipliant par a, pour chaque
valeur de x, I'ordonnée du point correspondant de la parabole y = %% On
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obtient une courbe semblable 4 cette parabole ayant la disposition de la figure 61
pour a positif, celle de la figure 62 pour a négatif.

La courbe y = ax® est une parabole de sommet O et d’axe y'y.
Elle tourne sa concavité du cété des y positifs si a est positif,
du cété des y négatifs si a est négatif.

_--”'

- -3 -2 -1
Fig. 61. Fig. 62.
Les paraboles y = ax? et y = — ax? tracées sur un méme graphique sont
symétriques par rapport a2 Ox. Il en est ainsi des parabolesy = x? ety = — &
ouy =2x%ety = — 2%

306. Intersection de deux courbes. — Supposons tracées sur un méme
graphique les deux courbes y = f (x)

et y =g (x). Les coordonnées x et y de
tout point commun A vérifient les deux
équations et constituent une solution du
systéme formé par ces deux équations.
Réciproquement a toute solution de ce

systéme correspond un point commun
aux deux courbes.

EXEMPLE. — Déterminer les points d’in-
tersection de la droite 3x — 4y +5=0

2
et de la parabole y =5 (fig. 63).
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En éliminant y entre les deux équations, on obtient :
3x—2x2+5=0 ou 242—3x—5=0.

Cette équation en x est I’équation aux abscisses des points d’intersection.
Elle admet deux racines — 1 et 5/2 qui correspondent respectivement 2

1 25
y=§et y=13

D’ou les deux points d’intersection :

A(—-l;-l—%) et B(+%;+‘2§5)'

307. Résolution graphique d’une équation du second degré. —
L’équation ax® + bx + ¢ = 0 est '’équation aux abscisses des points d’inter-
section de la parabole y = &2 et de la droite d’équation : ay + bx + ¢ = 0.

La courbe y = &2 étant construite a grande échelle sur du papier millimé-
trique, il suffira de tracer la droite ay 4+ bx 4+ ¢ = 0 pour pouvoir lire
sur le graphique les abscisses des points d’intersection, c’est-a-dire les racines
de I’équation proposée : ax* 4+ bx + ¢ = 0.

EXERCICES

— Représenter graphiquement, en coordonnées rectangulaires, les fonctions :

2 3 4(1:’
955, y = L, 956. y = — =, 7.y = 2L,
¥=35 y 3 957y = 3
2 5 4
58. = Z 13, . = — a3, . = — 2,
9 y 33: 959. y 2:z 960. y 5x

961. Déterminer le coefficient a de fagon que la parabole y = ax? passe par le point
A@=+3,y=+ 4)5).

— Reprendre le probléme précédent pour les points :

962.A(x=—2,y

Il
+
\.I/

963.A(z=+%,y=——%).

964.A(x=+—,y +§). 965. A (z = — 5, y = — 10).
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— Déterminer graphiquement et ensuile par le calcul ies coordonnées des points
communs aux courbes suivantes :

966. y = 2> ety =3z + 4. 967. y =2 ety=4x 3.

968. y = 3xety =2x + 1. 969. y =222 ety =- 3 1.
(

970. y = a? ety =3z — ::. 971. y =222 ety = —a - ;.

— Tracer sur du papier millimétrique la courbe y = a2 el déterminer graphiquement
les racines des équations :

972. 2 — 7 = 0. 973. 22 — 3x + 1 = 0.
974. 32> + 4x— 2 = 0. 975. 22 — Ga + 9 = 0.
976. 212 + 5x — 3 = 0. 977. 42 — 12x + 9 = 0.

978. Soient la parabole : y = x2? et la droite : y = mx — m + 1. Calculer les coor-
données des points communs a ces deux courbes. Pour quelle valeur de m la droile
est-elle tangente a la parabole?

979. On considére la parabole y = 2 el la droile y = 2x + m. Calculer les coor-
données des points communs. Pour quelles valeurs de m la droile est-clle séeante,
langente ou extérieure a la parabole?

980. On considére en orthonormées le point A (x = 0, y = 1) el la droite (D) définie
par la relation y = — 1. Soit un point M de coordonnées x et y el MI3 la perpendi-
culaire a (D).

1° Calculer MA? et MB? en fonction de x et de y.

20 IIn déduire la relation entre x et y pour que M soit equidistant de A et de la
droite (D). Quelle courbe décrit le poinl M?

" 981. Dans le demi-cercle de diamétre AB = 10 ¢cm on méne la corde variable AM = z.
1¢ Calculer la longueur y de la projection AH de AM sur AB.
20 Construire le graphique des variations de y lorsque M décrit le demi-cercle.

982. Soit un segment OA = 5 cm. Un point M décril la perpendiculaire en O a OA.
On pose OM = z. La perpendiculaire en M a AM coupe la droite OA en B.

1o Calculer y = OB en fonction de =z.

20 Représenter graphiquement la variation de y en fonction de x.

983. Soit un angle droit uOv; un point M variable sur Ou, un point A fixe sur
Ov tel que OA = 4 cm. On pose OM = z. Le cercle tangent en M a Ou et passant
par A recoupe Ov en B et on pose OB = y.

1o Calculer y en fonction de x.
20 Construire le graphique de la variation de la fonction obtenue.

984. Un triangle isocéle OAB a pour base AB = 6 cm et pour hauteur OH = 5 em.
Par le point M de OH tel que OM = x on meéne la paralléle & AB qui coupe OA et
OBen Cet D.

1¢ Calculer 'aire y du triangle OCD en fonction de x.
20 Etudier la variation de y lorsque M décrit le segment OH. Graphique.

985. Un corps pesant abandonné a lui-méme tombe et parcourt en { secondes une
distance y égale 4,9 12 métres.

1° Représenter graphiquement la distance parcourue en fonction de £
ALGEBRE SECONDE C. 7
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20 Détlerminer le temps mis pour parcourir 176,4 m.

30 Trouver la profondeur d’un puits de mine sachant qu’une pierre lachée a I’orifice
de ce puits met 7 secondes pour atteindre le fond.

986. On considére en coordonnées orthonormées la courbe y = x* et la droite
y = 2 mx -— m? ou m est supposé connu.

1° Montrer que la droite est tangente a la courbe en un point M dont on demande
les coordonnées.

20 La droite coupe Ox en A, Oy en B. Comparer les longueurs AB et AM.

3o Etablir I’équation de la perpendiculaire en A a2 AM. Montrer qu’elle coupe Oy
en un point fixe, indépendant de m.

at

987. 1° Construire la courbe (C) d’équation y = 5"

20 La courbe est coupée en deux points M’ et M" par une droite variable (D) d’équa-
tion y = x + p. Trouver en fonction de p les coordonnées du milieu I de M'M". Lieu
géométrique du point I?

? Préciser dans ce cas la position de (D) par

1
3o Qu’arrive-t-il si 'on fait p = — 3

rapport a (C).
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ETUDE DE LA FONCTION : y = ax® 4 bx + c.

308. Rappel. — D’apreés laformule (1) du n° 242, le trinéme du second degré
y = ax® + bx + ¢ peut s’écrire sous la forme remarquable :

b\2 4ac — b?
i y=a(x+ﬂ)+ 4a

Cette formule et les formules de changements d’axes (n® 267) permettent
de rattacher I’étude de la variation et la représentation graphique de la fonction
y = ax* 4+ bx + c a celles de la fonction y = ax?.

Montrons d’abord comment on opére sur des exemples numériques.

309. Exemple 1. — Etude de la fonction : y = x> — 2 x — 3.

Quel que soit x on peut calculer la valeur numérique de y. La fonction
est donc définie quel que soit x c’est-a-dire pour — © < x < + .

On peut écrire (n® 308): y = (x — 1)> — 4. (1)

Posons z=x—1letu =(x—1)% Onobtient: y =u — 4.
z est une fonction croissante de x, négative pour x << 1, positive pour x > 1
(n® 273). Son carré u = 22 est donc décroissant pour x < 1, croissant pour x > 1
(n° 299). D’autre part y est une fonction de u de la forme y = au + b avec
a = + 1. Donc y varie dans le méme sens que # (n°® 279). On obtient ainsi
le tableau de variation :

x — + 1 + o

z=x—1 — ®© A 0 A +
=) (+)

u=(x—1p |+ o N 0 A + ©

y=u—4 [+ N —4 + o

La fonction y = x* — 2 x — 3 est donc décroissante lorsque x varie de — o d
| 1, croissante lorsque x variede -+ 1 a + .
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Elle admet, pour x = 1, un minimum égal a — 4. Pourx = 0,ona:y = —3.
D’autre part y = 0 pour 2 — 2x — 3 = 0, soit pour x = — letx == 3.
Représentation graphique. — Dans un plan rapporté a deux axes de
coordonnées rectangulaires x'x et y'y (fig. 64), construisons les points S(1; — 4),

B(0; — 3), A’ (— 1; 0), A" (3; 0), B’ (2, — 3) etc... Joignons tous ces points
par une courbe continue, nous obtenons la
courbe représentative de la fonction envisagée.

Equation réduite. — Menons par le point
S (1, — 4) les axes X'X et Y'Y respectivement
paralléeles 4 x'x et y'y et de méme sens.
D’aprés les formules de changements d’axes
(n° 267) on obtient :

x=14+X y=—41}Y.

L’équation (1) de la courbe devient :
—4+Y=X>—4 soit Y =X

Il en résulte que la courbe est une parabolc

Fig. 64.

qui se déduit par la translation de vecteur 0s
de la parabole y = 2. Cette courbe admet
donc le point S pour sommet, la droite Y'Y d’équation x = 1 pour axe de
symétrie et la droite X'X d’équation y = — 4 pour tangente au sommet.

310. Exemple I1I. — Etude de la fonction :y = — ;x2 + 2x + 1.

Quel que soit x on peut calculer y, quiest donc défini pour —o0 <x << 4 .
Or (n° 308) : y=—;(x—2)2—|—3. (1)

. .. . u
Etudions les variations de » = x — 2, puis de # = (x — 2)2ety = — 5+ 3.
%z croit comme X, est négatif pour x < 2 et positif pour x > 2. Son carré u est
’ . M b u |
donc décroissant pour x < 2 et croissant pour x > 2. D’autre part,y = — o T 3
. 1 .
est une fonction de la forme : y = au + b avec a = — 5 Donc y varie en sens
contraire de u (n° 279). On obtient :

x — 2 +

z=1r—2 — N 0 A + »
=) +)

u=(x—22 |+ o N 0 A +
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. x® .
La fonction y = — 5 2x + 1 est donc croissante lorsque x varie de — o

a + 2, décroissante lorsque x variede 4 2 d + oo,

Elle admet pour ¥ = 2 un maximum égal 4 + 3. Pour x = 0, y = 1 et
y = 0 pour — & + 4 x + 2 = 0 soit pour x = 2 4 1/6.

Représentation graphique. — Dans un plan rapporté 4 deux axes de
coordonnées rectangulaires x'x et y'y (fig. 65), construisons les points S (2; 3),
B(0; 1), A" (2 — 4/6, 0) et A" (2 4 4/6, 0), puis quelques autres points

correspondant a différentes valeurs de x:

03 (9 o o)

etc...

Joignons tous ces points par une courbe
continue; nous obtenons la courbe repré-
sentative de la fonction

y:—;xz—{»zx—}—l.

Equation réduite. — Menons par
S (2; 3) les axes X'X et Y'Y respective-
ment paralléles 2 x'x et 3’y et de méme
sens. On obtient (n° 267) :

x=2+4+X et y=34+Y
ou X=x—2 e Y=y—3.

. . . 1
L’équation (1) qui s’écrit : y — 3 = — 5 (x—2)? donne Y = — 2 Xz,
La courbe est donc une parabole qui se déduit par la translation de vecteur 0S

de la parabole y = — éxz. Elle admet comme axe de symétrie la droite x = 2

et pour tangente au sommet la droite y = 3.

311. Etude du cas général :y = ax® + bx + c.

La fonction est définie quel que soit x. Pour en étudier la variation on opére
comme ci-dessus en utilisant la forme remarquable (n° 308) :

2 2
b) +4ac b. (1)

y=a (x vy 4a
b\2
Etudions successivement les variations de 3 = x + S U= (x + 2&) ;

2
v=ua (x + fba) et y. On obtient en appliquant les théorémes n% 279 et 299 :
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x — ——-2a + oo
_ b [—w A 0 A +
T &) &)
u=7z + oo N 0 Ve + o0
v = az? + o N 0 A + o0
a>0 1 o
ac —
y + o N —4a vl +
v = az? — 0 A 0 N — o
a>0
4ac— b
y — ® ~—4a N ©

On voit ainsi que :
1o Pour a positif : la fonction y = ax® + bx + c est décroissante lorsque x
oo g D . de— 2 44 oo
varie de a — 5, croissante lorsque x varie de 529 +

4ac — b’.
4a

20 Pour a négatif : la fonction y = ax* + bx + c est croissante lorsque x

Elle admet pour ¥ = — 54 un minimum égal @

varie de — © 4 — 24 décroissante lorsque x varie de — 5~ d + ©.

2a
4ac — b
4a
2
Notons que la valeur 4ac4a-£)_ n’est autre que f (—- i) en désignant par

2a
f(x) le trinéme ax? 4+ bx + c.

Elle admet pour x = — 54 un maximum égal &

312. Représentation graphique. — Le plan étant rapporté a un systéme

d’axes de coordonnées rectangulaires Oy, construisons le point S : ¥ = — 5—;

2a’
4ac — b? , .
Y = —~j, et supposons tracée la courbe y = ax® + bx 4+ ¢ qui admet

ce point S pour sommet (fig. 66 et 67). En prenant pour nouveaux axes X'X
et Y'Y d’origine S, on a les formules de changements d’axes (n° 267) :

b bac — b2
x=—§;+X et y=T+Y.

En portant ces valeurs dans la relation :

4ac — b

b\2
y=a(x+2—a)+ 4a

on obtient I'équation réduite : Y = aX2.



ETUDE DE LA FONCTION y = aa® + bx + ¢ 199

La courbe y = ax* + bx + ¢ est donc une parabole qui se déduit par la
translation de vecteur OS, de la parabole y = ax® Elle admet la droite Y'Y,

d’équation ¥ = — 5~ comme axe de symétrie et la droite X'X d’équation

2a
4ac — b ité Sté
Y= 44 comme tangente au sommet. Elle tourne sa concavité du cé6té

des y positifs si a est positif (fig. 66) et du c6té des y négatifs si a est négatif
(fig. 67).

Yy Y
ba

C
:r'/

a>o

Fig. 66. Fig. 67.

Notons que la courbe coupe I’axe Oy au point B (0, ¢) et si 4> — 4ac > 0
elle coupe I’axe Ox aux points A’ et A” dont les abscisses sont les racines
x' et x" de I’équation : ax® + bx + ¢ = 0.

313. Remarque. — Dans les problémes d’application on utilise les résul-
tats établis aux paragraphes précédents (n°® 311 et 312) sans en refaire la
démonstration directe comme aux n° 309 et 310.

D’autre part pour construire la courbe y = ax? + bx 4 ¢ on pourra toujours
utiliser les nouveaux axes X'X et Y'Y en construisant la courbe : Y = aX2

314. Cas particuliers. 1¢T cas : ¢ = 0. — La courbe y = ax® 4 bx

b
passe par l'origine (fig. 68) et recoupe Ox au point d’abscisse — b

(4
1 £=0 \
b b ¢
2a_a
0 x 0 x” 0
bac-b| \
ba
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2¢ cas : b = 0. — La courbe y = ax®> + ¢ admet pour axe de symétrie la
droite y'y (fig. 69) et si ac << 0, elle coupe Ox aux points :

st/

3¢ cas : h> — 4ac = 0. — La courbe y = ax?* + bx + ¢ a son sommet
sur l'axe x'x (fig. 70) et admet cette droite pour tangente au sommet, au point

d’abscisse : x = — 5

2a

315. Application au signe du trinéme. — La construction de la courbe
y = ax* 4 bx + ¢ met en évidence le signe du trinéme y = f ().

Ainsi (fig. 64) le trindme f(x) = x> — 2x — 3 est nul pour x = — 1 et
x = 3. Il est positif pour x << — 1 et pour x > 3. Il est négatif pour x compris
entre — 1 et 3.

De méme (fig. 65) le trindme f(x) = — ;xz + 2x - lest nul pour

I1 est négatif pour x << 2 —4/6 et pour x > 2 -+ 4/6. Il est positif pour :
2 —14/6 <x <24 1/6.

On peut ainsi dans le cas général (fig. 66 et 67) vérifier la régle du n° 245 :

Le trinéme ax* 4+ bx -|- ¢ est du signe de a pour toutes les valeurs de x sauf
pour celles qui sont comprises entre ses racines x' et x" lorsqu’elles existent.

316. Intersection d’une droite et d’une parabole.

Considérons, tracées sur un méme graphique la droite D: y = mx | p

et la parabole P : y = ax? {- bx - ¢ (fig. 71).

yA

\ £%

Fig. 71. Fig. 72.
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Les abscisses des points d’intersection sont les racines de I’équation du
second degré :
ax? +bx +c=mx+p
soit ¢ a®+ b—m)x+c—p =0,
Posons A = (b — m)?2 — 4 a (c — p). Trois cas sont 3 envisager &
A > 0: La droite D coupe la parabole P en deux points distincts.
A < 0: La droite D est extérieure 3 P.

= 0: La droite D est tangente 3 P, car elle la coupe en deux points
confondus.

317. Intersection de deux paraboles. — Si on trace sur un méme gra-
phique les deux courbes : y = ax* +bx +¢ et y =a'x® 4+ b'x + ¢
les abscisses des points d’intersection sont les racines de I’équation:

(a—a)a®+b—b)x+c—c =0
obtenue en éliminant y entre les deux équations.
Ainsi les abscisses des points d’intersection des paraboles (fig. 72) :
y=4>—6x+7 et y=—a?+4+8x—13
sont les racines de I’équation :
252 —14x4+20=0 soit:a®—7x-4 10=0.

On obtient : x = 2 et x = 5 d’ou les deux points d’intersection

A(+2;,—1) et B(+55+2).

EXERCICES

— Etudier et représenter graphiquement une des fonctions suivantes s

988. y=2x*—3xz+ 1. 989. y = x — zt. 990. y = (x —2)' — 4.
991. y =222 —x—3. 992. y =4z — 52 993. y =2 — (x— 1)%
994. y ——a* + 5z + 14. 995.y=%’+x—4. 996.y=—§+¢+6,

997. Déterminer le coefficient a de fagcon que la parabole : y = a(z + 1) (x — 3)
passe par le point A (4 2; 4 3). Construire la courbe obtenue.

— Reprendre le méme exercice avec :
998. y = a(xr — 2)* + 4 etle point A (+ 1; 4 3).
999. y =a(x*— 1) — 4 x etle point A (4 3; + 4).

1000. y = a(x* 4+ 5) + 6z et le point A (4 2; + 3).
ALGEBRE SECONDE C.
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1001. Quel est le sommet de la courbe y = a (x — «)* + 8? En déduire I’équation
de la parabole admettant pour sommet le point S (2; 8) et passant par le point A (4; 6).

1002. Déterminer les coefficients a, b, ¢, du trindme y = ax® + bz + ¢ de fagon
que la parabole correspondante passe par les points A (—1; 0), B (+ 1; 4 4) et
C (+ 4; + 2,5). Construire cette courbe.

— Reprendre le méme exercice avec :

1003. A(— 1; —1); B (4 2; — 2,5) et C(+ 4; + 2,5).
1004. A (0; — 6); B(+ 1;0) et C (+ 2,5; + 1,5).
1005. A (+ 1; —2,5); B(+4 2,5; — 4) et C (4 4; + 3,5).

— Construire sur un méme graphique les courbes suivantes et déterminer les
coordonnées des points d’intersection :

y=a:+2 2
3 1007. =—2z 44
1oos.ty=%_z--4. 07 =22 —3x + 1.
o _ 7
1008. i LA 1000. { V=713
y . y=—22*4+ 3z + 5.
=x*—5x 4+ 6
y=2r'4+2—2 y=2 a
101o.§y____x,_2:+4' 1011. y=—§<+4z—g.
3 1
=2 4 2=z y=g35—yg
1012. 1 _ 2t 5z 1013. '
2 2 ’ y=a:’—2:c+g.

1014. On considére en coordonnées orthonormées le point A (zx = 2; y = 4) et la
droite (D) définie par la relation y = + 5. Soit un point M de coordonnées x et y et
MB la perpendiculaire en B a (D).

1° Calculer MA? et MB? en fonction de z et de y.

20 En déduire la relation entre x et y pour que M soit équidistant de A et de la
droite (D). Quelle courbe décrit le point M? Construire cette courbe.

1015. Un point variable P décrit la droite fixe (D) d’équation en orthonormées :
y 4+ 1 = 0. La perpendiculaire en P a (D) et la perpendiculaire en O a OP se coupent
en M.

1o Trouver la relation qui existe entre les coordonnées x et y du point M.
20 Construire la courbe décrite par le point M lorsque P décrit la droite (D).

1016. Soient A (+ 1; + 4) et B (+ 1; 4+ 3) deux points fixes du plan rapporté au
repére orthonormé zOy. Un point variable M décrit la droite (D) d’équation y = 4.
La perpendiculaire en M a (D) et la perpendiculaire menée par A 4 BM se coupent en S.

1o Etablir que AM? = AB-MS. En déduire une relation entre les coordonnées
z et y du point S.

20 Construire la courbe décrite par S lorsque le point M parcourt (D).
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1017. 1° Construire la courbey = 2> — 6z 4 5.

20 Calculer les coordonnées des points d’intersection de cette courbe avec les droites
y=zx et y=—=z

3° On coupe la courbe par la droite y = m. En déduire suivant les valeurs de m
I’existence et le signe des racines de I’équation : 22 — 6z + 5 — m = 0.

1018. 1° Construire sur un méme graphique les deux courbes y = 22 — 4z + 1let
y=1—zx2
20 Déterminer leurs points d’intersection.

3o Déterminer h de fagon que les deux courbes interceptent sur la droite y = h
deux cordes égales. Quelle est alors la longueur commune des deux cordes?

1019. 1° Etudier et représenter graphiquement en coordonnées orthonormées
2
la fonction y = —% +x+ 1.
20 Montrer que tout point M (x, y) de la courbe est équidistant du point A (2; 1)
et de la droite y = 3.

3o Par le point B (— 1; 0) on méne une droite variable de coefficient directeur m
Etudier suivant les valeurs de m le nombre de points d’intersection avec la courbe,
Equations des tangentes a la courbe issues de B.
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318. Intervalles de variation. — On peut calculer y pour toute valeur de
x différente de zéro. La fonction n’est pas définie pour x = 0.
. 1 o .
La fonction y = , est définie dans chacun des intervalles
J—o0,0[ et ]0, 4 oo .
On obtient par exemple :

1 1 1 1
z —10 -3 —1 -3 _T(_)lﬁ 3 1 2 5 10
1 1 1 1 1 1
V=211 ~3 1 2 10110 3 ' 2 5 1w

10 Notons que le produit xy égal & 4 1, est positif. Donc x et y sont de
méme signe.

20 A deux valeurs opposées de x correspondent deux valeurs opposées de y.

32 On constate que pour des valeurs croissantes et de méme signe de x, les
valeurs de y vont en décroissant.

-

319. Sens de variation. — La fonction ¥ = - est décroissante

x

dans chacun des intervalles o1 elle est définie.
Soient x; et x, deux valeurs de x de méme signe. On obtient :

1_ 1 Xy — ¥ By Y=y __ 1

= — = T —.
Y2 TN Ty T x %1%, Ax — xy— x, %%,

Le produit x,x, étant positif on voit que les accroissements correspondants
¥, — Xy et Y, — ¥, sont de signes contraires. Autrement dit :

Un nombre de signe donné et son inverse varient en sens
contraires.

Cela se vérifie a la lecture du tableau du n° 318. D’autre part :
Si| x | devient infiniment grand, y devient aussi voisin de zéro qu’on le veut :
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1 .
Pour avoir |y | < 108’ il suffit de prendre | x | > 108. De méme, si | x | prend
.. 1 . .
des valeurs de plus en plus voisines de zéro, | y | = % augmente indéfiniment.

Pour avoir | y | > 109, il suffit de prendre | x | < 1—(1)9 Ainsi :

Lorsqu’un nombre tend vers 4 o , son inverse tend vers zéro. Lorsqu’un nombre
de signe donné tend vers zéro, son inverse tend vers Uinfini de méme signe.

Il en résulte le tableau de variation suivant :

x — 0 0 4+ o

1
y=& 0 N —-OOH—l—oo N 0

Le double trait vertical indique que, pour ¥ = 0, la fonction n’est pas
définie.

—

320. Représentation graphique de la fonction y = P
Le plan étant rapporté a un sys- y
téme d’axes de coordonnées rectan- 3
gulaires (fig. 73) construisons les :
points représentatifs des couples de 21
valeurs de x et y trouvés au tableau
du n° 318. Nous obtenons une pre- 1
miére branche de courbe située dans 12
I'angle xOy correspondant aux va- o’ -
leurs positives de x et y (quadrantI) i 0
et une seconde branche située dans ;
I'angle %'Oy’ correspondant aux I
valeurs négatives de x et y (qua- :

~N
AN

drant III). 2
L’ensemble de ces deux branches 1-3

de courbe constitue la courbe repré- v

sentative de la fonction y = 1/x et se Fig. 73.

nomme hyperbole équilateére.

La courbe ne peut étre tracée en entier d’un trait continu car elle ne tra-
verse pas y'y. On dit que la fonction y = 1/x est discontinue pour x = 0.

321. Asymptotes de la courbe. — Lorsque le point M s’éloigne a I'infim
sur 'une des branches de la courbe (fig. 73), sa distance MP a I'axe x'x (ou a
I’axe y'y) devient aussi petite qu’on le veut. On exprime ce fait en disant que
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1 ..
les axes de coordonnées sont des asymptotes de la courbe y = > En définitive :

. . 1
La courbe représentative de la fonction y = . estune hyperbole

équilatére située dans les quadrants I et 111, admettant les axes

de coordonnées pour asymptotes.

ETUDE DE LA FONCTION 4=9

322. Exemple I. — Etude de la fonction : y = i — Posons u = % donc

y = 4u. Lorsque x croit de — oo 4 0 puis de 0 2 4 o, son inverse u décroit de

04 — o puis de 4+ o a 0 (n° 319). Or y est une fonction linéaire de u de

coefficient positif 4+ 4. Donc y et u varient dans le méme sens. On en déduit
le tableau suivant :

Y

— o 0 + «

0 \—oo‘-i—oo\ 0

323. Exemple II. — Etude de la fonction : y = — 5

y=4ul 0 N —w | +o N 0

Graphique. — En construisant
les points tels que (2;2); (4;1);
(1; 4)... on obtient deux branches
de courbe situées dans les qua-
drants I et III (fig. 74). On peut
aussi obtenir ce graphique en multi-
pliant par 4, pour chaque valeur de
x, I'ordonnée du point correspon-

dant de la courbe y = o La courbe

obtenue est une hyperbole équila-
tére admettant les mémes asymp-
totes que la courbe précédente,
mais plus éloignée des axes.

1
2x

1 . u
Posons u = oy On obtient y = — 2 Dans ce cas, y est une fonction linéaire
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de u de coefficient négatif — 1/2. Donc y et u varient en sens contraires et on
obtient le tableau de variation suivant :

x — 0 0 +
u= % 0 N —o || +w X 0
u
y=— 3 0 A oo || —w 0
GRAPHIQUE. — Construisons

les points :
1 1 1
(=24) (= 15)s (= 20);
(2; -—1), (1; — %)1 etc...

Ces points sont disposés sur
deux branches de courbes situées
a Dintérieur des angles 'Oy et
%20y’ C'est-a-dire dans les qua-
drants II et IV (fig. 75). On peut
obtenir ce graphique en multi-

pliant par — 5’ pour chaque

valeur de x, 'ordonnée du point M
correspondant de la courbe y=1/x.
La courbe est une hyperbole
équilatére admettant les mémes asymptotes que la courbe précédente, mais plus
rapprochée des axes.

Fig. 75.

324. Cas général. — Les résultats obtenus dans les deux exemples pré-
cédents se généralisent pour toute fonction y = a/x. On peut calculer y pour
toute valeur de x différente de 0.

. a ’ . .
La fonction vy = , est définie dans chacun des intervalles
]—O0,0[ et ]09 +°°[.
. 1 . , . A
Si on pose u = o0 obtient y = au. Il en résulte que y varie dans le méme
sens que u = _ si a est positif, en sens contraire si a est négatif (n® 271).

Par suite :

®IQ

Dans chacun des intervalles ou elle est définie la fonction y =

est décroissante si a est positif, croissante si a est négatif,
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Comme d’autre part y devient infiniment grand ou infiniment petit en
méme temps que %, on en déduit les tableaux de variation :

10 | a positif 20 | a négatif
x| — 0 +ow || 2| — 0 + o
%0\—w‘+w\o éO\-—oo+oo\0
vl o N —wllvye x oyl 0 4 +0ll—w » o |

N

325. Représentation graphique. — Dansle plan rapporté i un systéme
d’axes de coordonnées rectangulaires, supposons déja tracée 1’hyperbole équi-

. 1 . -
latére y = 5 L2 courbey = :—ch’obtlent en multipliant par a, pour chaque valeur
de x, Pordonnée du point correspondant de ’hyperbole précédente. On obtient
une courbe semblable ayant la disposition de la figure 74 pour a positif ou de
la figure 75 pour a négatif.

. . a

La courbe représentative de la fonctiony = , estune hyperbole

équilatére admettant pour asymptotes les axes de coordonnées.

La courbe est située dans les quadrants (I) et (III) lorsque a est positif,
dans les quadrants (II) et (IV) lorsque a est négatif. Elle est d’autant plus éloi-
gné des asymptotes que a est grand en valeur absolue.

, . a ,, . .
Notons que I’équation y = o s’écrit aussi : xy = a.

326. Symétries de la courbe y = g-

10 L’originedes coordonnéesest un centre de symétrie.— Considé-
rons sur ’hyperbole xy = a (fig. 76) deux points M et M’ d’abscisses opposées

@ a . .
o et — a. Leurs ordonnées -, et — - sont également opposées et (n° 265)ona:

v v . ,, N
OM’ = — OM. Les deux points M et M’ sont symétriques par rapporta O.
Lorsque M décrit la courbe il en est de méme de son symétrique M'.

20 Les bissectrices des angles formés par les axes de coordonnées
sont des axes de symétrie. — Supposons d’abord I'hyperbole rapportée 2

un repére orthonormé xOy (fig. 77). Au point M d’abscisse ¥ = OA = « et
Lordonnée y = AM = B = g de la courbe, on peut associer le point N

d’abscisse x = BN = @ et d’ordonnée y = OB = o. L’unité de longueur étant
I2 méme sur les deux axes on a: OA = OB et AM = BN. Les deux triangles
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rectangles OAM et OBN sont donc égaux et ils se superposent lorsqu’on plic
la figure suivant la bissectrice des angles xOy et x'Oy’. Les points M et N sont
donc symétriques par rapport 2 cette premiére bissectrice.

yA \ y /

- > -(3 V2 " ' A 3>
OQ o x % Q [ X
™ o AN
/N
4 P

Fig. 76. Fig. 77.

On démontrerait de méme que les points M (¥ = «, y = B) et P (x = — B,
¥ = — «) sont symétriques par rapport a la bissectrice des angles 'Oy et
20y’ (seconde bissectrice). Ces deux bissectrices sont donc des axes de symétrie de
Uhyperbole.

— Cette propriété se conserve en coordonnées rectangulaires quelconques.
Si partant du repére orthonormé xOy on adopte sur I’axe ¥’y une unité trois

. a . i ) 3a
fois plus grande, la courbe y = o dans le nouveau repére a pour équation y = )

dans I’ancien repére orthonormé. Elle admet donc toujours les deux bissectrices
comme axes de symétrie.

327. Intersection d’une hyperbole et d’une droite. — On opére comme
aux n% 291,306 et 317.

EXEMPLE. — Trouver les points
d’intersection de la droite

x—2y4+2=0
et de Uhyperbole xy =12 (fig.78).
Eliminons y entre les deux

équations. Pour x % 0 I’équa-
tion de la droite donne

24+ 2x—2xy=0.
Comme xy = 12 on obtient :
B4 2x—24=0. Fig. 78.
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Cette équation a deux racines + 4 et — 6, qui correspondent respecti-
vement 3y = + 3 et y = — 2. La droite coupe I’hyperbole aux deux points

A(+ 45 +3) et B(—6;+2).

EXERCICES

— Etudier et représenter graphiquement les fonctions :

3 1 7
. =25, LY = 1022. y = — .
1020 y P 1021. y 3z 022. y 5%
2 3 5
. = — 4 1024. y = — = 1025. y =
1023 y z 0. y z (V) y 5%
2 4 7
1026. y = 32 1027. y = — 3z 1028. y = e

1029. Un triangle isocéle a une surface de 2,5 m2. Calculer sa hauteur y en fonction
de sa base x et étudier graphiquement la fonction obtenue.

1030. Soit un demi-cercle de diamétre AB = 6 cm. Une tangente variable coupe
en M et N les tangentes en A et B. On pose AM = z et BN = y.

1° Démontrer la relation zy = 9.

20 FEtudier les variations de y en fonction de z.

1031. On donne un angle droit Oy, un point variable A sur Oz, un point variable B
sur Oy tels que le rectangle AOBM ait une surface de 12 cm2. Construire la courbe
décrite par le sommet M de ce rectangle.

1032. Soit un cercle de diamétre AB = 4 cm et un point P situé a 4 em du centre
de ce cercle. Une sécante variable issue de P coupe le cercle en M et N. On pose
PM = z et PN = y. Calculer et représenter graphiquement y en fonction de z.

1033. Soit un angle AOB tel que OA = 3 cm. Un cercle variable tangent en A
4 OA coupe OB en M et N. Calculer et représenter graphiquement ON = y en fonction
de OM = z.

1034. Soit un rectangle ABCD tel que AB = 3 cm et BC = 2 cm. On prend sur
la droite AB un point M et on pose AM = z. La droite DM coupe la droite BC en N.
Calculer et représenter graphiquement y = CN en fonction de z.

1035. On considére un cercle de diamétre AB = 5 cm et un point M variable de
ce cercle. Les droites BM et AM coupent en A’ et B’ les tangentes en A et B orientées
dans le méme sens. Calculer et représenter graphiquement BB’ = y en fonction de
m’ = X.

1036. La droite variable y = mz coupe en M et N les droites flxesz = 5ety = 3
qui se coupent elles-mémes en P. On achéve le rectangle MPNS.

1° Calculer en fonction de m, les coordonnées z et y du point S.

20 Montrer que le produit xy est constant et construire la courbe décrite par le
point S lorsque m varie.

1037. Par le point A (— 4; — 3) on méne une droite variable D, de coefficient
directeur a, qui coupe en M et N les droites fixes: x = 4ety = 3.
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1o Etablir I'équation de la droite D, et calculer les coordonnées z et y du milieu I
du segment MN.

20 Montrer que le produit de ces coordonnées est indépendant de a et construire
la courbe décrite par le point L

1038. On meéne par le point fixe A (— 3; — 2) une droite variable D de coefficient
directeur m et par le point fixe B (4+ 3; 4 2) une droite variable D’ de coeflicient
directeur — m.

1° Former les équations de D et D’, puis, calculer en fonction de m les coordonnées
z et y de leur point d’intersection M.

20 Montrer que le produit xy est constant. En déduire la courbe décrite par le
point M que I’on construira.

1039. On considére sur I’hyperbole xy = 6, les points variables M et N d’abscisses

3
respectives 3 { et 57
1o Montrer que la droite MN reste parallele a elle-méme. Etablir son équation
et trouver les coordonnées de ses intersections A et B avec les axes Oz et Oy.
2° Démontrer que les segments MN et AB ont méme milieu I et établir que le
point I se déplace sur une droite fixe. Calculer les longueurs MA et MB et démontrer

que le produit MA - MB est constant.

1040. Soit P (4 3; + 4) un point fixe de ’hyperbole xy = 12 et M un point variable
d’abscisse m de cette courbe.
1o Déterminer en fonction de m, I’équation de la droite MP et les coordonnées

—_— —_—
de ses intersections A et B avec Oz et Oy. Etablir que AM = PB.
20 Lorsque M vient en P, la droite AB prend la position CD tangente en P a la
courbe. Equation de CD? Comparer les segments PC, PD et PO et en déduire une
construction simple de la tangente en P.

1041. A température constante le produit de la pression p par le volume v d’une
masse gazeuse donnée est constant (Loi de Mariotte).

1° Représenter graphiquement, en fonction de sa pression, les variations du volume
d’une masse d’air occupant un volume de 30 cm® 4 la pression de 76 cm de mercure
a la température de I’expérience.

20 Déterminer la pression correspondant a un volume de 40 cm?, puis le volume
correspondant 4 une pression de 144 cm de mercure.

X+a__X—a
X —a X+q
X—a

1042. Simplifier I’expression : Y =

20 Déterminer X de fagon que Y = a.

3¢ Si a = 1, remplacer dans I’expression simplifiée X par x 4+ 1 et Y par y 4 2.
Calculer y en fonction de x et représenter graphiquement les variations de y lorsque
x varie de — o a 4+ «.

1043. 1° Montrer que la droite (D) d’équation : y = 3 + m (xr — 2) passe, quel que
soit m par le point fixe P (4 2; 4 3). Déterminer en fonction de m les coordonnées de
ses intersections A et B avec les axes Ox et Oy.

20 Calculer les coordonnées du point M, symétrique de P par rapport au milieu
de AB. Montrer que le produit de ces coordonnées est indépendant de m et construire
la courbe (H) lieu du point M.

3° Pour quelle valeur de m le point M vient-il en P? Quelles sont alors les mesures

de OA et OB? En déduire une construction simple de la tangente en P 4 la courbe (H).
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328. Principes généraux. — Rappelons que la résolution algébrique
d’un probléme comporte les étapes suivantes :

1o Le choix de l'inconnue ou des inconnues. — On doit choisir les
inconnues de telle fagon que leur détermination entraine la solution du pro-
bléme. Ne pas craindre de choisir plus d’inconnues que n’en comporte 1’énoncé
ou une ou plusieurs inconnues auxiliaires, si cela facilite la mise en équation
et la résolution.

20 La mise en équation. — Elle consiste a traduire 1’énoncé par des
égalités ou entrent les données et les inconnues. I/ faut autant d’équations dis-
tinctes que d’inconnues.

Rechercher également les conditions d’inégalité qui peuvent étre imposées
aux inconnues par la nature du probléme.

30 La résolution de I’équation ou du systéeme obtenu. — Clest la
partie purement algébrique du probléme.

40 La discussion des résultats. — On vérifie si les solutions obtenues
satisfont effectivement 4 ’énoncé. Dans le cas ou les données sont littérales on
recherche les valeurs de ces données pour lesquelles le probléme est possible.

PROBLEMES A UNE INCONNUE.

329, Exemple I. — Quel nombre entier x faut-il ajouter aux deux termes de la
. .1 .
Sraction 17 ¢ retrancher aux deux termes de la fraction 13 Powr obtenir deux

Jractions égales?
10 Mise en équation. — Le nombre inconnu x doit donc vérifier ’équa-
tion :
74+x 11—=«
Ty B—=x M

Réciproquement toute racine entiére positive et différente de 13 de cette
équation constituera une solution du probléme.
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20 Résolution. — En faisant le produit des moyens et des extrémes on
obtient :

91 —7x 4 135 — &2 = 121 — a2
soit ¢ 6x = 121 — 91 = 30.

D’od ¢ x= 369 =5,
30 La racine + 5 satisfait aux conditions du 19, On vérifie que :
74+5 12 3 11—5 6

MFs5-16~4 ¢ 3-5=§=

+ 5 est donc la solution unique du probléme.

330. Exemple II. — Trouver un nombre qui surpasse son inverse de %5

Mise en équation. — Soit x le nombre cherché. I1 doit vérifier I'équation :
s_1_1
x 4
Réciproquement toute racine de cette équation est solution du probléme.
Résolution. — L’équation s’écrit :
#—1_15

x 4

Soit, en supposant x 7= 0 :
452 — 156 —4=0.

Cette équation a deux racines de signes contraires :

o BV T eh_ 15417
= . =222

- f .
Soit ¢ :c—4etx_.—4

Ces deux nombres sont solutions du probléme.

PROBLEMES A PLUSIEURS INCONNUES.

331, Exemple I. — Trouver les dimensions d’un rectangle dont le périmétre est
2 p cm, sachant que si 'on augmente la base de 3 cm et la hauteur de 2 cm, sa
surface augmente de 246 cm?. Discuter par rapport a p.
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Mise en équations. — Désignons par x et y les dimensions en centimétres
de ce rectangle. Son demi-périmétre est p donc :

x +y =p.
L’aire du rectangle en cm? est xy. Si on augmente la base de 3 cm et la hau-
teur de 2 cm, cette aire devient (x + 3) (¥ + 2). Donc:
(x4 3)(y + 2) — xy = 246.
En simplifiant, on voit que x et y satisfont au systéme :
x4+ y=p
2x 4 3y = 240.

Réciproquement toute solution de ce systéme ol x et y sont des nombres
positifs constitue une solution du probléme.

Résolution et discussion. — La résolution du systéme précédent donne :

x=3p—240 ; y = 240 — 2p

Ces valeurs seront acceptables si x et y sont positifs donc si :

3p—240>0 et 240—2p < 0.
soit ¢ p>80 et p < 120.

En définitive le probléme admet une solution si : 80 < p < 120.
Par exemple pour p = 100 cm, on obtient : x = 60 cm et y = 40 cm.

332. Exemple II. — Trouver les cétés de I’angle droit d’un triangle rectangle
sachant que leur différence est égale a 7 cm et que I’ hypoténuse mesure 13 cm.

Mise en équation. — Désignons par x et y les deux c6tés de I'angle droit.
En supposant ¥ < y, nous obtenons :

y—x=17 (1)

et d’aprés le théoréme de Pythagore :
X% 4y =132 (2)
Résolution. — D’aprés I’équation (1): y ==x 4 7. 3)

Portons cette valeur, dans I’équation (2) :
x4+ (x + 72 = 169.
Soit ¢ 2524+ 14x—120=0
ou ¥4+ 72— 60=0.
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Cette équation a deux racines de signes contraires 5 et — 12. Seule la racine
positive peut convenir.

Donc:x =5 et d’aprés (3): y=5+7=12.

Le probléme admet une solution x = 5 cm; y = 12 cm.

333. Exemple II. — Un cycliste parcourt un trajet AB qui comporte des montées,
des paliers et des descentes. Les vitesses sont 10 km a I’heure en montée, 20 km a
Pheure en palier, 30 km a I’heure en descente. Dans le sens AB il met 6 h 50 mn;
dans le sens BA il met 7 h 30 mn. Le trajet AB comportant 120 km on demande la
longueur des montées, des paliers et des descentes.

Mise en équations. — Désignons par x la longueur totale des paliers, par
y celle des montées dans le sens AB, par z celle des descentes, ces distances
étant exprimées en kilométres. Exprimons les temps en heures, donc les vitesses
en kilomeétres 4 I’heure.

La distance AB est 120 km :
x4y +2z=120. 0]

La durée du trajet AB est 6 h 50, soit 6 h§ ou i6l d’heure :

41
2%+t 30= @

Dans le sens BA, les montées deviennent descentes et inversement les

: . . . 1 .15
descentes deviennent montées. La durée du trajet BA est 7 h. 3 soit & heures.

15
ntotio= 7 3
Nous sommes conduits au systéme suivant :
x+ y+ =2=120 (1)
3x 4 6y + 2z = 410 (2
3x + 2y + 62 = 450 3)

Réciproquement, toute solution de ce systéme ou ¥, y et 2 sont des nombres
positifs est une solution du probléme.

Résolution. — Eliminons x entre (2) et (3): 4y — 42 =—40
soit : y—z=—10. “)
E_liminons x entre (1) et (3):
—3x—3y—32=—360

3x+2y+62= 450
— y+3z= 90 (5)
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Résolvons le systéme formé par les équations (4) et (5); on trouve :

y = 30, 2 = 40 et en portant dans (1) : x = 50.

On pourra vérifier que cette solution convient au probléme, Il y a donc dans
le sens AB, 50 km de paliers, 30 km de montées et 40 km de descentes.

PROBLEMES DE GEOMETRIE.

334. Remarque. — Il est toujours bon d’interpréter ou de vérifier par un
raisonnement géométrique les résultats de I’étude algébrique d’un probléme
de géométrie. Il est parfois possible de compléter la solution algébrique par une
construction géométrique de cette solution.

335. Exemple I. — Soit un triangle ABC de c6tés a, b, ¢ avec b > c. Déterminer
sur le c6té BC un point M tel qu’en menant les paralléles MP et MQ aux c6tés AC
et AB on ait : MP + MQ = l ot | désigne une longueur donnée (fig. 79).

10 Choix de I'inconnue. — Posons BM = x. La connaissance de la lon-
gueur x permet de placer le point M sur le segment BC pourvu que 0 == x < a.

20 Mise en équation. — Les triangles semblables

BMP et BCA donnent :
MP BM MP «x . bx
CA = *B—G ou —'b—‘ = é soit MP = ;1“

Les triangles semblables CMQ et CBA donnent de
méme ;

I\Big = % ou 1\/{9 = a:x soit MQ = c__(a;—x)'
La condition MP 4 MQ = [ s’écrit donc:
Fig. 79. bx  c(a—x)
St = L 1)

3o Résolution de I'équation. — Comme a % 0 I'équation s’écrit ¢
bx+ca—cx=al ou x(b—c)=a(l—c)
et puisque b > cona b —c 70, donc:

a(l—c¢)
b—c

0]

40 Discussion, — Il faut s’assurer que la double condition: 0 < ¥ < a
est satisfaite :

a) x=20 ou: %‘920.
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b — ¢ et a étant positifs cette condition s’écrit: I —c¢c >0 ou [>c.

b) x < aou: alEl—c)< a
—c

ce qui donne puisque a et b — ¢ sont positifs :

]l —
o<1 et I—c<b—e soit I<b.
En définitive le probléme admet une solution unique donnée par la formule
(2)si:
ce<I<hb A

50 Solution géométrique. — Menons par le
point M la perpendiculaire a la bissectrice inté-
rieure de P'angle BAC de fagon a obtenir le
triangle isocéle AKL (fig. 80). On voit immédia- Q
tement que :

AK =AP 4+ PK=MQ+ MP =1 L y/— X L
D’ol la construction : Porter a partir de A / v \
sur AB et AC, les segments AK = AL = L _
Le segment KL coupe BC au point M cherché. Fig. 80.
Le probléme n’est possible que si KL coupe BC _
et non son prolongement, c’est-a-dire si AK > AB et AL < AC, ce qui
donne la condition déja trouvée : ¢ < I << b.

336. Exemple II. — Dans un demi-cercle de diamétre AB = 2 R, on inscrit
un trapéze isocéle AMNB. Déterminer le point M de fagon que MN = 2 AM.

Mise en équation. — Posons AM = « (fig. 81).
Désignons par H et K les projections de MN sur AB. Ona:
MN = HK = AB — 2 AH = 2R — 2 AH.

C
Or le triangle AMB est rectangle en M;
M/ N donc : AM? = AB-AH
T - ce qui donne
s\~‘" _ mz _ xz
AH="3B =2R
0 K B D’ou:
Fig. 81, X2 x2
MN = ZR_zﬁ"ZR_R_

Ecrivons que MN = 2 AM. Nous obtenons :
2R — %2 = 2.
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Soit : x4+ 2Rx —2R2=0. (1)

Réciproquement toute racine de cette équation fournira une solution du
probléme pourvu que x soit positif et inférieur 2 AC. Soit :

0 <x <Rv2

Résolution. — L’équation (1) a deux racines de signes contraires. Seule
peut convenir la racine positive :

Soit : x=R((H/3—1)

Cette racine convient car 0 < R (1/3 — 1) < R4/2.

Construction géométrique. — Pour déterminer géométriquement le
point M, nous sommes ramenés a construire la longueur :

x=R(H/3—1)=R4y3—R.

Or Ry/3 est le coté du triangle équilatéral
inscrit dans le cercle de rayon R. Construisons
le point D du demi-cercle tel que BD = R
(fig. 82). Nous avons AD = R4/3. En prenant
sur AD le point E tel que DE = R nous
obtenons

AE=R43—R=R(+3—1).
11 suffit alors de construire AM = AE et de terminer le trapéze AMNB.

337. Exemple II. — Soit un demi-cercle de diamétre AB = 2 R. Trouver
sur ce demi-cercle un point M tel que MA + MB = 2 a (a longueur donnée).

Mise en équations. — Posons MA = x et MB = y. La condition imposée
par I’énoncé s’écrit (fig. 83) :
x+y=2a (1) M
D’autre part d’aprés le théoréme de Pytha-
gore : o
MA? 4 MB? = AB?
soit ¢ x? 4 y2 =4R? (2)

Réciproquement tout couple de nombres
positifs vérifiant le systéme formé par les
équations (1) et (2) fournit une solution du
probléme. Il résulte en effet de ’équation (2) que I'ona alors x? < 4R? soit
x < 2R et on pourra par suite construire le point M.

A
Fig. 83.
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Résolution. — Le systéme 2 résoudre est symétrique. On en déduit facile-
ment :

(4P =2 452+ 22y = 422
Soit : 4R+ 2xy = 4a2
D’ou : xy = 2 (a® — R?). 3)
D’aprés (1) et (3), x et y sont les racines de I’équation (n° 228) :
X2 —2aX 4 2(a* — R?) = 0.

Discussion. — 1° Cette équation a des racines si :

ANN=a*—2@—R¥)»)>0 soit 2RZ—a2>0

C’est-a-dire si a<R+/2.

20 Pour que les deux racines soient positives, il faut et il suffit que leur
somme S = 2 a et leur produit P = 2 (a® — R?) soient positifs. Ce qui donne
puisque a est positif :

@ — R? > 0.

Soit : a>R.

Finalement, si R < @ < R 4/2 les longueurs «x et y ont pour valeurs :
a+V2RE—a et a—+/2RT— a2
ce qui donne deux points M et M’ symétriques sur le demi-cercle.
Si a = R, les valeurs de x et de y sont 0 et 2R et correspondent &4 M en A
ou en B.

Sia = Ry/2,0nax =y = Ry/2. Le point M se trouve en C au sommet du
demi-cercle.

EXERCICES

a .
1044. Quel nombre z faut-il ajouter aux deux termes de la fraction 3 pour obtenir

fraction éeale 4 £2 Applicati ricue G 14, ¢ _8
une fraction égale & 7?7 Application numérique : 3 = 15 5 5 =7

1045. Trouver deux nombres connaissant leur somme s et sachant que la division
du premier par le second donne ¢ comme quotient et r pour reste. Application : s = 260;
qg=14;r =35.

1046. Trouver un nombre de deux chiffres sachant que la somme de ses chiflres
est 12 et qu’en permutant les 2 chiffres le nombre diminue de 18.
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1047. Un nombre N a 3 chiffres. Le chiffre des dizaines est double de celui des
unités; la somme des 3 chifires est 11; enfin en retranchant de N le nombre N’ obtenu
en intervertissant dans N le chiffre des centaines et celui des unités, on trouve 297,
Trouver N.

1048. On groupe un nombre inconnu d’oranges en 63 tas égaux et il reste 1 orange.
Avec 47 oranges de plus on peut faire exactement 67 tas égaux aux premiers. Trouver
le nombre d’oranges dans chaque tas et le nombre total des oranges.

1049. Trois joueurs ont des avoirs proportionnels aux nombres 2, 3 et 4. En fin de
partie leurs avoirs sont proportionnels aux nombres 17, 13 et 15. Sachant que le premier
a gagné 560 F, trouver les avoirs primitifs et les avoirs finaux.

1050. Soit le x c6té d’un carré exprimé en meétres. Si ce coté augmente de a meétres,
son aire augmente de b métres carrés. Trouver x. Application : a = 7; b = 1771.

1051. Le périmetre d’un rectangle vaut 2 p. Si la base augmente de a, et 1a hauteur
de b, I’aire augmente de k. Trouver les cotés du rectangle. Application : p = 216;
a=+2;b=—3;k=—280.

1052. Deux mobiles animés d’'un mouvement rectiligne et uniforme se déplacent
sur lJa méme droite. A I’instant initial ils sont séparés par une distance d. Leurs vitesses
sont vetv'.

1o Les mobiles vont dans le méme sens. Trouver le temps x au bout duquel 'un
aura rejoint ’autre.

20 Les mobiles vont en sens contraires. Trouver le temps x au bout duquel ils se
rencontreront.
Application : d = 45 km; v = 36 km /heure; ' = 24 km /heure.

1053. Deux mobiles sont, & l'instant initial, séparés par une distance d sur une
droite uv. Ils sont animés, sur cette droite, d’'un mouvement rectiligne et uniforme
de vitesses respectives x et y. Si les mobiles vont dans le méme sens ils se rejoignent
au bout du temps ¢; s’ils vont en sens contraires ils se rencontrent au bout du temps ¢'.
Calculer z et y en fonction de d, t et £'.

Application : d = 36 km; ' = 40mn; { = 6 h.

1054. Un piéton part de A pour B 4 la vitesse de 4 km a ’heure. Un autocar part
de A, 1 h 30 mn plus tard a la vitessc moyenne de 28 km a I’heure. Le piéton monte
dans cet autocar lorsqu’il arrive a sa hauteur et arrive ainsi en B trois heures plus tot
que s’il avait terminé le chemin & pied.

1o Trouver la distance AB.

20 A quelle distance de A le piéton a-t-il pris I’autocar?

1055. Deux capitaux sont proportionnels aux nombres 5 et 7. Le premier est
placé a4 4 %, le second a4 3 %. Le revenu annuel total est 5330 F. Trouver les deux
capitaux.

1056. Trouver deux capitaux sachant que si I’on place le premier 4 4 % et le second
4 5 9 on obtient un revenu annuel total de 2600 F et que sil’on place le premier
a5 9% etle second 4 4 %, on obtient un revenu annuel total de 2 530 F.

1057. On partage une somme de 8 000 F en deux parts. La premiére placée pendant
18 mois produit un intérét de 225 F; la seconde placée auméme taux pendant deux ans
produit 500 F d’intéréts. Trouver les deux parts et le taux des placements.

1058. On a placé trois capitaux proportionnels aux nombres 5, 7 et 9, le 1era 3 %
pendant 20 mois, le 2¢ 2 4,5 % pendant 16 mois et le 3¢ 4 4 % pendant 21 mois. On a
retiré capitaux et intéréts réunis une somme totale de 11150 F. Trouver la valeur de
chaque capital,
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1059. Trois joueurs conviennent qu’a chaque partie, le perdant doublera I’avoir
des deux autres. Chacun d’eux perd successivement une partie et chaque joueur
posséde alors 200 F. Quels étaient les avoirs primitifs?

1060. Un tailleur a acheté trois pi¢ces d’étoffe. La premiére a 8 m de plus que
la seconde et 10 m de moins que la troisi¢me. Le prix du métre de la premiére vaut
15 F de moins que celui delaseconde et 20 F de plus que celui dela troisiéme. Finale-
ment la premiére pitce cotte 100 F de moins que la seconde et 550 F de plus que la
troisitme. En déduire les longueurs des trois pieces et le prix du metre de chacune
d’elles.

1061. On découpe une premiére fois une bande de 30 cm de large sur les bords
d’un tapis rectangulaire, puis une deuxiéme fois une bande de 20 cm de large. Le

189 .
rapport des surfaces enlevées est '1%6. Sachant que la largeur finale du tapis est les

3/4 de sa longueur finale, déterminer les dimensions initiales du tapis.

1062. Un réservoir est alimenté par trois robinets A, B et C. Les robinets A et B
remplissent le réservoir en 72 mn, A et C le remplissent en 63 mn et B et C le remplissent
en 56 mn.

1° Quel temps faut-il & chacun des robinets pour remplir seul le réservoir? Et aux
trois robinets ouverts simultanément?

20 Sachant que le robinet C débite10 litres de moins a4 la minute que les deux robinets A
et B simultanément, calculer la capacité du réservoir et le débit de chaque robinet.

41063. On a vendu un terrain carré partagé en 3 lots rectangulaires dont la longueur
est égale au cdté du terrain. Les prix respectifs du métre carré sont 20 F pour le premier
lot, 24 F pour le second et 30 F pour la troisiéme. La surface du deuxiéme lot est le
tiers de la surface totale du terrain, le prix du premier lot est égal a celui du troisiéme
et le prix de vente total est de 21 600 F. On demande :

1o La surface de chaque lot.

20 La dimension du terrain et celles de chaque lot.

1064%. On a acheté trois tapis de méme qualité pour 4 400 F. Le premier a 0,20 m de
long de plus que le second et 1 m de moins que le troisi¢éme; il a 0,50 m de large de moins
que le second et 0,25 m de moins que le troisi¢éme. Calculer le prix de chacun des tapis
sachant que le second a 1 m? de plus que le premier et 2 m? de moins que le troisiéme.

1065. Un cycliste se rend d’une ville A 3 une ville B distante de 36 km et revient
en A par la méme route. Sa vitesse horaire moyenne au retour est inférieure de 10 km
4 celle de I’aller et de 4 km a la vitesse moyenne réalisée sur I’ensemble du trajet.
Trouver la vitesse réalisée a 1’aller et au retour et la durée de chaque partie du trajet.

1066. Un marchand a acheté un lot d’articles identiques. Il en vend d’abord la
moitié pour 2 800 F avec un bénéfice de 10 F par unité, puis une autre partie pour
2100 F avec un bénéfice de 12 F par unité et solde le reste pour 700 F en faisant
malgré tout un bénéfice de 5 F par article.

1° Trouver le prix d’achat de chacun des articles.

20 Trouver le nombre d’articles vendus a chaque fois et le bénéfice total réalisé.

1067. Un train doit effectuer un trajet de 480 km. Au bout de 300 km le mécani-
cien s’apergoit que sa vitesse horaire a été inférieure de 5 km a la vitesse prévue. Il
calcule qu’il lui faut alors réaliser une vitesse dépassant de 10 km la vitesse prévue ct
arrive ainsi & 'heure fixée,

1° Calculer la vitesse réalisée sur chacune des parlics du Lrajel.

20 Déterminer le retard au moment du changement de vilesse,
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1068. Un avion fait le circuit entre trois villes A, B et C. Les distances AB, BC
et CA sont proportionnelles 4 4, 3 et 5. Sur le trajet AB la vitesse moyenne horaire
de I’avion est supérieure de 15 km a celle du trajet BC, et inférieure de 10 km a celle du
trajet CA. Sachant que la distance totale parcourue est de 1 620 km et que la durée
du trajet AB est le tiers de la durée du parcours total :

1° Trouver les distances, puis les vitesses réalisées sur les trois trajets.

2¢ Calculer I'heure du retour en A, sachant que le départ a eu lieu 2 8 h 15 et que
les escales en B et C ont été de 30 mn chacune.

1069. Trouver deux nombres sachant que leur différence est égale a2 16 et que la
somme de leurs carrés est égale a 2 578.

1070. Trouver deux nombres sachant que leur somme est égale a 17 et que la
somme de leurs cubes est égale a 1 241.

1071. Trouver deux nombres sachant que leur différence est égale 4 4 et que la
différence de leurs cubes est égale a 988.

1072. Trouver les mesures des trois cotés d’un triangle rectangle sachant que ce
sont trois nombres entiers consécutifs.

1073. Trouver un nombre qui, additionné avec son inverse, donne 2,05.

1074. Calculer les c6tés d’un triangle rectangle sachant que son périmétre est égal
4 56 cm et que sa surface est égale a 84 cm?. (On pourra calculer d’abord le rayon du
cercle inscrit, puis ’hypoténuse.)

24
1075. Trouver 3 nombres entiers consécutifs tels que leur produit soit les g du

carré du nombre intermédiaire.

1076. On a payé 300 F un certain nombre de métres de drap. Sil’on avait payé le
metre 5 F de moins, on aurait eu pour le méme prix 2 m de plus. Combien a-t-on acheté
de métres et quel est le prix du métre?

1077. Un marchand a acheté une piéce de drap 1440 F. Il eunrevend une partie
pour 1 680 F en faisant un bénéfice de 15 F par métre. Sachant qu’il lui reste 4 m, trou-
ver la longueur de la piéce et le prix d’achat du metre.

1078. On doit partager une somme de 7 200 F en un certain nombre de personnes.
S’il y avait 5 personnes de moins la part de chacune se trouverait augmentée de 20 F.
Trouver le nombre réel de personnes.

1079. Deux villes sont distantes de 450 km. Une automobile met 4 h de moi'ns
qu’un camion pour aller de I’'une a ’autre. Sachant que la vitesse horaire de I’automobile
est supérieure de 30 km & celle du camion, trouver les vitesses de chacun des véhicules.

1080. Evaluer le nombre de diagonales d’un polygone convexe en fonction du nombre
de ses coOtés.
Calculer le nombre de c6tés d’un polygone qui a 90 diagonales.

1081. Un jardin rectangulaire a un périmeétre de 280 m. On y trace intérieurement
une allée périphérique dont la largeur est de 2 m. Il reste alors une superficie cultivable
de 4 256 meétres carrés. Calculer les dimensions du jardin.

1082. Un travail qui nécessite 420 journées d’ouvriers est entrepris par une équi.pe.
Trouver le nombre d’ouvriers de cette équipe sachant que si elle comprenait 5 ouvriers
de plus elle mettrait 7 jours de moins pour effectuer le travail.

1083. Un bateau remonte un fleuve dont le courant a une vitesse de 3 krp
4 I’heure. Aprés avoir parcouru 36 km il revient a son point de départ. Sachant qu’il
a mis 5 h pour effectuer le trajet total, trouver la vitesse propre du bateau.
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1084. Un avion dont la vitesse par temps calme est 280 km a I’heure fait le trajet
entre deux villes A et B distantes de 960 km. A I’aller de A a B il est géné par le vent et
met 1 h de plus qu’au retour de B vers A ou il est aidé par le vent. Trouver la vitesse
a I’heure du vent.

1085. Deux automobiles partent ensemble pour effectuer un trajet de 270 km.
La premiére a une vitesse horaire supérieure de 12 km a celle de la seconde et arrive
45 mn avant la seconde a destination. Calculer la vitesse de chaque voiture.

1086. Un robinet alimente un réservoir de 2 400 litres. Si le robinet débitait 8 litres
de plus a la minute, il faudrait 10 mn de moins pour remplir le réservoir. Calculer le
débit 4 la minute du robinet.

1087. On donne un triangle ABC de base BC = a, de hauteur AH = h. Inscrire
dans ce triangle un carré MNPQ, M sur le segment AB, N sur AC, P et Q sur BC.
Inconnue MQ = z. Application : a = 15; h = 9.

1088. Les données sont les mémes qu’au probléme précédent. Inscrire dans triangle le
ABC un rectangle MNPQ, M sur le segment AB, N sur AC, P et Q sur BC, de fagon
que % = m, ot m est un nombre donné. Application:a = 24; h = 12;m = %-

1089. On donne un triangle ABC de c6tés BC = a; CA = b; AB = c. Construire
une paralléle 4 BC coupant ABen D et AC en E, de sorte que BD + DE + EC = |,
ou ! est une longueur donnée. Application : a = 25; b = 17; ¢ = 23; | = 34. On
supposera D entre A et B.

1090. Les données sont les mémes qu’au probléme précédent. Construire DE
paralléle 4 BC de sorte que DE = BD 4 EC.

1091. On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2 R. Trouver un point M du

— e 2
demi-cercle tel que MA? = k- MB2. Cas particulier ou k = 5

1092. On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2 R. Trouver un point M du
demi-cercle tel que MA? — MB? = k2, Cas particulier ou k = R.

1093. On donne un cercle de centre O, de rayon R, et un diameétre AB de ce cercle.
Construire un point C de la droite AB, tel qu’en menant la tangente CT au cercle O,
l’aire du triangle OCT soit égale 4 mR? ol m est un nombre donné. Cas particulier

hm = >
oum—2

1094. On donne un demi-cercle de diamétre AB = 2 R. Trouver une corde MN
parallele 2 AB de sorte que, Q et P désignant les projections de M et N sur AB, la diago-
nale du rectangle MNPQ ait une longueur donnée I On prendra OP = z. Cas parti-
culier ol [ = R /3.

1095. On donne un demi-cercle de diameétre AB = 2R et la tangente. AT en A
4 ce demi-cercle. Trouver un point M du demi-cercle tel que, H et P désignant ses

projections sur AB et AT on ait I\;I—I; = m (m, nombre donné). Cas particulier m = 3

1096. Etant donné deux points A et B tels que AB = 11 cm, déterminer entre A
et B un point M tel que la somme des aires des carrés construits sur AM et MB comme
cotés soit égale a 65 cm?,

1097. Sur un axe Oz on prend un point A d’abscisse OA = a. Trouver ’abscisse z
d’un point M tel que : OM® + 2 MA® = 6 a*.
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1098. Soit un triangle équilatéral ABC de coté a. On prend sur BA le point M et
sur AG le point N tels que BM = AN = x. Calculer x de fagon que I’aire du triangle

AMN soit égale aux g de celle du triangle ABC.

1099. Soit un triangle rectangle isoce¢le OAB tel que OA = OB = a. On prend sur

OA un point M et sur OB un point N et on pose OM = z et ON = y.
1o Déterminer la relation entre x, y et a pour que : MN = MA 4 NB.

20 Calculer x et y pour que ’on ait alors : x + y = %’e

1100. Soit un demi-cercle de diameétre AB = 2 R. On meéne d’un point M de ce
demi-cercle la perpendiculaire MC a la tangente en B. Déterminer la longueur AM =

de maniére que : AM 4+ MC = %) R.

1101. Inscrire dans un demi-cercle de diamétre AB un trapéze isocéle AMNB de

3
maniére que la somme des bases soit les 3 de la somme des c6tés non paralléles,

1102. Soit un demi-cercle de diamétre AB = 2 R et le rayon OC perpendiculaire
4 ce diameétre. On prend un point M sur le cercle et on méne les perpendiculaires MH

4 AB et MK a OC. Déterminer AH = x de fagon que : 2 MA? = 15 MK?2.

1103. Soit un triangle ABC tel que : AB = 8 a, BC = 7a et BAC = 60, Calculer
la longueur x du coté AC.

1104. Soit un demi-cercle de diamétre AB = 2a. Une tangente au demi-cercle
coupe en M et N les tangentes en A et B.

1° Démontrer les relations : AM 4+ BN = MN et AM - BN = a2,

20 Déterminer la tangente MN pour que le périmétre du trapéze AMNB soit égal
a7a.

1105. Déterminer sur un demi-cercle de diamétre AB = 2 R un point M tel que :
34
MA + MB = ﬁR- On posera MA =z et MB = y.

1106. On considére un demi-cercle de diameétre AB = 2 R, Trouver sur ce demi-

cercle un point M tel que : MA — MB = 25R- On prendra: MA =z et MB = y.

1107. Soit un demi-cercle de diameire AB = 2 R et P la projection sur AB d’'un

point M de ce demi-cercle. Déterminer le point M de fagon que AP + PM = }—25—13-

Poser : PM = z et AP = y.
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1108. On considére un rectangle dont le périmeétre mesuré en meétres est 2 p. Si
I’on augmente la longueur de 5 m et la largeur de 3 m, la surface augmente de 195 m?.

10 Calculer, en fonction de p, les deux dimensions;
20 Appliquer la formule au cas ol p = 50;

3¢ Pour quelles valeurs de p le probléme est-il possible? — Pour quelles valeurs de p
le rectangle présente-t-il des propriétés particuliéres?

1109. Trois enfants A, B, C, font une partie de billes. Avant la partie, ils possédent
des nombres de billes respectivement proportionnels aux nombres 3, 4, 5.

10 Quelle fraction du nombre total des billes chaque enfant posséde-t-il?

20 Aprés la partie, les nombres de billes des enfants sont respectivement propor-
tionnels aux nombres 15, 16, 17. Qui a gagné ou perdu?
30 L’un des enfants a gagné 9 billes. Quel est le nombre total des billes?

1110. Trois fréres ont acheté une propriété pour 100000 F. Le cadet dit qu’il pourrait
la payer seul si le plus jeune lui donnait la moitié de son argent; le plus jeune dit qu’il
la paierait seul si 1’ainé lui donnait le tiers seulement de son argent; enfin I’ainé ne
demande que le quart de I’argent du cadet pour payer seul la propriété. Combien cha-
cun avait-il d’argent?

1111. Un nombre de 3 chiffres N étant donné, on compose un deuxiéme nombre N’
ayant méme chiffre des dizaines que N et ayant respectivement pour chiffres des
unités et des centaines les chiffres des centaines et des unités de N.

1° A quelle condition aura-t-on N’ plus grand que N?

200 Démontrer que N — N’ est un multiple de 99.

30 Calculer tous les nombres N sachant que N — N’ = 594 et que la somme du
chiffre des centaines et du chiffre des unités de N est égale a 8.

1112. Un cycliste parcourt une route AB qui comprend du terrain plat, des montées
et des descentes. Sur le terrain plat, sa vitesse est de 24 km a I’heure; en montée, elle
est de 16 km a I’heure; en descente, de 30 km a I’heure.

De A vers B, le cycliste met 5 h. De B vers A, il met 4 h 39 mn.

Sachant que les parties horizontales de la route ont 56 km, on demande la longueur
des montées et celle des descentes dans le sens de A vers B.

1113. Un cycliste parcourt un trajet AB qui comporte des montées, des paliers
et des descentes. Les vitesses moyennes sont de 10 km a I’heure en montée, 20 km a
I’heure en plaine, 30 km 4 I’heure en descente.

Dans le sens de A vers B il met 6 h 50.

Dans le sens de B vers A il met 7 h 30.

Le trajet total AB comportant 120 km, on demande la longueur des montées, des
paliers et des descentes.

1114. Un piéton se rend d’un point A a un point B i la vitesse de 4,500 km a I’heure.
A un moment donné, pour arriver plus vite & destination, il monte dans un tramway
allant également de A vers B, 2 la vitesse de 16,500 km & I’heure, et qui est parti de A
40 mn aprés le piéton. Celui-ci arrive en B 72 mn plus tét que s’il avait fait toute la
route a pied. On demande :

1° A quelle distance de A le piéton est monté en tramway?
20 Quelle est la distance de A a B?
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1115. Soient les fonctions : y = 3 x + 2 représentée par la druite D et y = mx
représentée par la droite D' (mn est un nombre quelconque, positif ou négatif).

1° Représenter graphiquement les deux fractions : y = mrety = 3z 4 2. (On
prendra par exemple, m = 4).

20 Soit P le point d’intersection des droites D et D’. Calculer les coordonnées de P
en fonction de m.

3¢ Etudier, a I’aide du graphique, comment se déplace le point P sur la droite D
lorsque m varie de — o a + .

1116. On considére les deux fonctions y = 2x + 1;y = —; + 1 et les droites qui

les représentent dans un repére orthonormé xOy.
1o Calculer les coordonnées des points ou ces droites coupent les axes.
20 Soit A le point de rencontre des deux droites. Calculer ses coordonnées.

3¢ Soient B et C les points ou les deux droites rencontrent respectivement 1’axe
2'Ox. Prouver que le triangle ABC est rectangle.

40 La propriété précédente est-elle modifiée si I’on envisage des fonctions :
y=a+1; y=—7+12
Quand a varie le cercle circonscrit au triangle ABC n’a-t-il pas un second point fixe?

1117. 1¢ Construire les courbes représentatives des fonctions :

y=z+4, =—§:L‘—1, =—4z+9.

20 Les trois droites obtenues forment un triangle ABC. Trouver les coordonnées
des points milieux des cdtés de ce triangle.

3° Former P’équation des médianes du triangle ABC.
4° Trouver les coordonnées du centre de gravité de ce triangle.

1118. Dans tout ce qui suit, on supposera = variable non inférieur a a constant.

On considére un carré C de ¢6té x cm. On méne parallelement a chacun de ses cotés
les deux droites situées a la distance a cm de ce cdté. Les quatre droites extérieures a4 C
forment un carré C,, les quatre autres un carré C,.

1° Calculer la longueur du cdté de C, et celle du coté de C,.

20 Calculer les surfaces de chacun des carrés C; et C,.

3¢ Calculer la surface y comprise entre C, et C et la surface z comprise entre C et C,.

4° On suppose a = 1 : représenter sur un méme graphique les variations de y
et z.

5° Montrer par le calcul qu’il existe entre y et z une relalion indépendante de x.

Pouvait-on prévoir cette relation d’aprés le graphique? Peut-on la juslifier sur la
figure formée par C, C,, C,?

1119. 1° Résoudre le systéme a deux inconnues : 3z + my = 4; 5z + 2y = 25
lans lequel m est un nombre donné, positif ou négatif.

Appliquez les formules trouvées au calcul des valeurs numériques de x el de y dans
Je cas particulier ot m = — 1.

20 Déterminez ces mémes valeurs numériques de x et de y lorsque m = — 1 en
employant une méthode graphique.

1120. Un cycliste doit parcourir une distance AB, aller et retour. Il fait I’aller a
ia vitesse constante de 25 km a I’heure et le retour a la vitesse constante de 20 km
4 Pheure, Il s’arréte 1 h en B, La durée du trajet aller et retour est de 10 h arrét compris.
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1° Calculer la distance AB.

20 Représenter sur un méme graphique le mouvement du cycliste depuis son départ
de A jusqu’a son retour en A (Porter en ordonnées les espaces : 1 cm pour 10 km et en
abscisses les temps : 1 cm pour 1 h).

3° Un automobiliste est parti de A 4hl, aprés le départ du cycliste, il fait
60 km a I’heure. Trouver au bout de combien de temps et a quelle distance de B il
rencontrera le cycliste.

40 Tracer sur le graphique la droite représentative du mouvement de ’automobiliste.
Indiquer ou sont figurées, sur le graphique, les réponses aux questions du ne 3.

1121. Un cycliste et un piéton parcourent dans le méme sens une route rectiligne Az.
Ils partent en méme temps de deux points A et B distants de 45 km. On sait que la
vitesse du cycliste vaut 4 fois celle du piéton. On demande :

1° De déterminer a quelle distance de A sera le point P ou le cycliste atteindra le
piéton?

20 De dire a quelle distance de A était le piéton lorsqu’il avait sur le cycliste une
avance de 9 km.

5
30 Le rapport des vitesses devenant 16 dés le début du mouvement, déterminer

a quelle distance de A sera le piéton lorsque le cycliste aura sur lui une avance de
10 km.

Représentation graphique des résultats des 2 premiéres questions en prenant comme
vitesse du piéton 6 km a ’heure.

1122. 1° Un train ayant 300 m de long se déplace d’un mouvement uniforme. Il
met 36 secondes a passer devant un observateur immobile. Quelle est sa vitesse?

20 Un train marchant en sens inverse d’un mouvement uniforme croise le premier
en 24 secondes, c’est-a-dire qu’il s’écoule 24 secondes entre le moment ou les tétes des
trains arrivent en face I’une de ’autre et le moment ou les queues cessent d’étre en face
Pune de I’autre. Ce deuxiéme train met 18 secondes pour passer devant ’observateur
immobile. Déterminer la vitesse et la longueur du deuxiéme train.

1123. Deux voyageurs se trouvent ensemble en un point C sur une route AB. L’un
se dirige de C vers B en faisant 4,400 km a I’heure, le 2¢ dans le sens opposé en faisant
5,800 km a I’heure. Ils partent ensemble & 12 h 30. A quelle heure seront-ils séparés I’un
de I’autre par une distance de 38,450 km? On fournira une solution graphique.

1124. Un train effectue le parcours Paris-Caen (239 km) avec arrét d’une minute
4 LEvreux (108 km de Paris) et & Lisieux (191 km de Paris). Ce train part de Paris a
13h 10, d’Evreux a4 14 h 18, de Lisieux 4 15 h 10 et arrive a Caen 4 15 h 40.

Un rapide part de Caen a 12 h 50 et arrive a Paris a 15 h 54 sans arrét intermédiaire.

Déterminer graphiquement I’instant ol les deux trains se croisent.

11 arrive un jour qu’une réparation prolonge I’arrét a Evreux du 1er train; celui-ci
rencontre alors le rapide 5 mn aprés I’heure habituelle. Déterminer graphiquement le
temps dont I’arrét a Evreux a été prolongsé.

1125. Résoudre graphiquement le probléme suivant : Deux villes A et B distantes
de 250 km sont reliées par une ligne de chemin de fer avec une station intermédiaire C,
située 4 100 km de A. Un train part de A a 8 h et fait 75 km a I’heure. Arrivé en C, il
s’arréte 10 mn et repart vers B avec une vitesse de 60 km a I’heure. Un autre train part
de B a 8 h 30 avec une vitesse de 90 km a I’heure, s’arréte en C pendant 10 mn et repart
vers A avec une vitesse de 80 km a I’heure. En quel point et a quelle heure les deux trains
se croisent-ils?

1126. On donne le systéme :

m—1zx+2y=m+1 1)
mzr + 2my = m + 4. (2)
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1° Résoudre ce systéme pour m = 3.

20 On construit la droite d’équation (2) par rapport 4 deux axes de coordonnées
orthonormées x'Ox, y'Oy. Comment se déplace-t-elle quand m varie? On construit
également la droite d’équation (1). Montrer qu’elle tourne autour d’un point fixe quand
m varie. Comment sont les droites (1) et (2) lorsque m = 2?

30 a) Dans le cas ou m est un nombre algébrique quelconque, quelles sont les coor-
données du point d’intersection I des deux droites définies par le systéme donné?

b) Montrer que I se déplace sur une droite fixe quand m varie.

¢) Pour quelles valeurs de m le point d’intersection est-il dans le quatriéme qua-
drant y'Ox?

40 Déterminer m pour que la droite d’équation (1) coupe Ox et Oy en deux points A
et B tels que OA 4+ OB = [; [ étant une longueur donnée mesurée avec les mémes
unités que x et y. Le probléme est-il possible pour toutes les valeurs de [?

1127. 1° Trouver deux nombres, sachant que leur somme est 15 et leur produit 36.

20 Ces deux nombres étant les extrémes d’une proportion, calculer les deux moyens
de cette proportion sachant que la somme de ces moyens est 13.

1128. 10 Le périmétre d’un rectangle mesure 28 m et sa diagonale 10 m. Calculer ses
deux dimensions.

20 Méme question si les mesures du périmétre et de la diagonale faites avec 1a méme
unité sont respectivement 2 p et 10. Conditions de possibilité du probléme.

1129. La différence entre la superficie de deux terrains carrés est 464 m2 La diffé-
rence entre leurs périmeétres est de 32 m. Ils ont été vendus de la fagon suivante : le plus
grand a été payé comptant; le 2¢ sera payé 4 mois plus tard.

On versera alors le prix d’achat augmenté de ses intéréts a 6 %, soit une somme
totale de 1 912,50 F.

Sachant que le prix du métre carré est le méme dans les deux cas, trouver le prix du
métre carré et le prix de vente du 1er terrain.

1130. Un tapis rectangulaire étant usé sur les bords, on enléve tout autour une
bande d’étoffe; pour cela, on coupe de chaque cdté du tapis, une bande de 50 ¢cm de
large. Sachant que la partie restante du tapis a une longueur double de la largeur et
que sa surface est équivalente a celle de la partie enlevée, trouver les dimensions nou-
velles du tapis.

1131. Un automobiliste avait calculé qu’a la vitesse moyenne x qu’il se proposait
de faire au cours d’un voyage de 234 km, il arriverait au but a 13 h.

Lorsque le tiers du trajet est parcouru, il s’apercoit que sa vitesse moyenne n’a
été que les 3 /4 de celle qu’il avait espérée. A quelle distance du point de départ aurait-
il da se trouver a ce moment s’il avait fait la vitesse escomptée?

Il veut rattraper son retard, et dans le reste du parcours, il réussit & maintenir
une vitesse moyenne horaire supérieure de 8 km 4 celle qu’il s’était proposée. Il n’arrive
néanmoins qu’a 13 h 6 au terme du voyage. Quelle a été la durée réelle de son voyage?
(Critiquer la vraisemblance des valeurs trouvées pour la vitesse moyenne x et ne retenir
que la solution vraisemblable.)

1132. 1° Représenter graphiquement, en coordonnées orthonormées, les fonctions :
y = a%; y=3—2z
20 Quelles sont les coordonnées des points de rencontre A et B des deux courbes?
Vérifier, par le calcul, les résultats obtenus.

30 Déterminer les distances des points A et B & 'origine des coordonnées, ainsi
que la longueur AB.
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1433. 1° Construire la courbe : y = ’:'2:

20 Une droite coupe cette courbe en deux points A et B dont les abscisses sont
x = 1 pour le point A et x = — 2 pour le point B; faire figurer cette droite sur le
graphique précédent et déterminer algébriquement son équation.

3¢ Par le point O d’intersection des axes de coordonnées on meéne une paralléle D

4 la droite AB; donner son équation et calculer les coordonnées des points d’inter-
2

section de cette deuxiéme droite avec la courbe y = a%.

1134%. 1° Trouver un nombre tel que si ’on ajoute 10 a son triple on obtienne son
carré,
20 Tableaux des variations et courbes représentatives des fonctions :
y=2x et y= 3z + 10.
Ces courbes étant tracées avec soin, ne peut-on pas les utiliser pour résoudre graphi-
quement le probléme précédent?

41135. On donne un triangle équilatéral OAB de c6té AB = 5 cm, M est sur OA entre
Oet A, R sur OB entre O et B, OM = OR.

La paralléle & OB menée par M et la paralléle & OA menée par R se coupent en P.
OP coupe AB en S. On pose OM = x.

1o Exprimer OP et SP en fonction de x et construire sur les mémes axes de coor-
données les courbes représentant les variations de OP et SP, lorsque x varie de 0 a
2,5 cm. Utilisant ces courbes déterminer x tel que OP = SP.

20 Représenter graphiquement la surface S; du quadrilatére OMPR en fonction

de x et, avec les mémes axes la surface S, d’un rectangle dont les c6tés sont AB et g lors-
que x varie de 0 4 5 cm.
Déterminer graphiquement et algébriquement x tel que S; = S,.

3o Représenter graphiquement SP en fonction de x lorsque x varie de 0 4 5 cm.
2
1136. 1° Représenter graphiquement la variation de la fonction y = 3;— quand x

varie de — o a + . (Prendre le centimétre pour unité sur chacun des deux axes.)

20 Sur ce graphique placer : le point A d’abscisse 0 et d’ordonnée + 1; la droite D

dont tous les points ont pour ordonnée — 1; le point M ayant pour abscisse + 4 et situé
2

sur la courbe y = %-

Calculer la distance du point M au point A et la distance MH du point M & la droite D.

Que remarquez-vous?
2

x
Montrer que cette propriété subsiste pour un point M quelconque de la courbe y = T

(On pourra appeler « son abscisse.)

3° Quelles sont les coordonnées du milieu P de AH : quand I’abscisse de M est + 4?
quand I’abscisse de M est « ? Quelle ligne décrit le point P quand M parcourt le gra-
phique?

1137. 1° Représenter sur le méme graphique les variations des fonctionsy =z — 1
2
ety = z Les courbes se coupent en deux points A et B. Déterminer graphiquement les

coordonnées de ces points.
20 Retrouver par le calcul les coordonnées de ces points.
3¢ Calculer les coordonnées des points d’interscction des courbes représentant les

2
fonctionsy = —2x + 4ety = 7 Que peut-on conclure du résultat?
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40 On considére une fonction de la forme y = ax?®. Déterminer a pour que la courbe
représentant cette fonction passe par I’'un des points A ou B de la premiére question.
Tracer la ou les courbes correspondant aux résultats trouvés et dites si elles vous per-
mettent de faire quelque remarque. )

1138. On considére la fonction y = mx + 2 m, dans laquelle x désigne la variable
indépendante et m un nombre donné.

1o Tracer les droites D, et D, qui représentent la variation de cette fonction pour
m = 1 et pour m = — 2; trouver les coordonnées du point d’intersection de ces deux
droites.

20 Sur la figure portant les deux droites D, et D,, représenter graphiquement les
3
fonctionsy = x%, y = =

3o Calculer les coordonnées des points d’intersection de la droite D, avec les deux
courbes obtenues au 20,

1139. On trace deux axes de coordonnées perpendiculaires et on adopte le centimétre
comme unité pour la mesure des abscisses et des ordonnées.

1° Construire — sans explications — la ligne (D) qui représente les variations de la

fonction y = x — 3 et la ligne (H) qui représente les variations de la fonction y = g-

20 Chercher sur le graphique les coordonnées des points d’intersection A et B de (D)
et de (H). Retrouver ces coordonnées par le calcul. Calculer la distance AB 4 1 mm prés.

30 k étant un nombre variable, on propose de former l’équation fournissant les
abscisses x des points d’intersection de la ligne (H) avec la droite (L) qui représente les
variations de la fonction y = — x + k.

Déterminer k pour que cette équation admette une racine double : tracer sur le
graphique les deux droites (L) correspondant a ces valeurs particuliéres de k.

1140. 1° Trouver les dimensions d’un rectangle connaissant la surface de ce rec-
tangle : 180 m? et le périmetre 56 m.

20 Représenter graphiquement les variations de la longueur de ce rectangle en fone-
tion de la largeur si la surface de ce rectangle reste constamment égale a 180 m2.

Représenter graphiquement les variations de la longueur de ce rectangle en fonction
de la largeur si le périmeétre de ce rectangle reste constamment égal a 56 m.

30 Les deux courbes précédentes étant tracées dans un méme systéme d’axes de
coordonnées, montrer que ’intersection de ces courbes donne la solution graphique du
probléme proposé dans la 1re question.

40 Trouver la relation qui doit exister entre les quantités S et 2 p représentant
respectivement la surface et le périmétre d’un rectangle pour que ’on puisse construire
un tel rectangle.

En utilisant les graphiques précédemment construits quelle est la valeur minimum
du périmeétre quand la surface est 180 m??

11441. 1° Calculer les dimensions d’un rectangle connaissant sa surface 24 m? et
sachant que sa largeur est inférieure de 1 m a sa demi-longueur.

2° Représenter avec un méme systéme d’axes de coordonnées les fonctions :
24 z
=_— et = —1
¥ T y 2 1

Montrer que la figure donne une solution graphique de la premiére question.
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