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Fonctions gx?aﬂan%ieﬂcs

I. Fonction exponentielle népérienne

1. Définition de la fonction exp

On appelle fonction exponentielle népérienne, notée exp, la fonction réciproque de la
fonction logarithme népérien In,etona:

(Vx € R) (Yy €]0; +oo[) exp(x) =y & x=In(y)

() Remarque

La fonction logarithme népérien In est continue et strictement croissante sur l'intervalle
]0; +e0[, donc elle réalise une bijection de ]0; +co[ sur IR, et sa bijection est la fonction expo-
nentielle népérienne exp.

1] exp(0)=1 et exp(l)=e.

Bl La fonction exp est continue et strictement croissante sur l'intervalle RR.

Bl PourtoutxdeR,ona: e exp(x) > 0. e In(exp(x)) = x.
Bl Pourtousréelsaeth,ona: e exp(a) = exp(b) & a = e exp(a) < exp(b) & a <
b. b.

B La fonction x — exp(u(x)) est définie sur un ensemble E si et seulement si la fonction
1 est définie sur E.

Exemple
g p

Résoudre, dans R, les équations et les inéquations ci-dessous :

1. exp(x+1) =1.

& E}[p(%] = exp(2 - x).
exp(x® + 1) = exp(x + 5).
exp(x—1) <e.

exp(x — 2) < exp(2x - 3).

o U e W

exp(x? — x) = exp(—5x).
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2. Propriétés algébriques

| E?TDfF'T"IrE’%f 9 -

Soit a et b deux réels .

B exp(a + b) = exp(a) x exp(b).

exp(a)

exp (a—b) = S0y

Pour tout r de Q, exp(ra) = (exp(a))’.

3. La notation e’

Soit @ € R. On sait que pour tout r de Q: exp(ra) = (exp(a))'.
Alors pour a = 1, on obtient : exp(r) = (exp(1))'.
D’ailleurs,ona: exp(l)=e.
Ainsi, on trouve :

YreQ, exp(r)=¢€'

Finalement, on prolonge cette relation de I’ensemble Q sur I'ensemble R, on aura :
Vx € R, exp(x)=e*
Les propriétés précédentes deviennent comme-suit :
B (VxeR) (Vy€]0;+[) e =y & x=In(y).
Bl e"=1 et e'=e
Bl pourtoutxdeR, ona:

e &' > 0. e In(e') =x.

Bl Pour tous réelsa et b, on a:

ee'=e"ea=0. e " =¢ xeé.
e’
=
e e"<e’ea<h. . = o
1
e Pour tout r de Q, e = (e)’. o e’= prl

@ Exemple
e* x e x (e?)’

1. Simplifier le nombre : A=
% v V&

| 4 |
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2. Résoudre, dans IR, les équations et les inéquations ci-dessous :

I - e In(x) =5.

o o2+l — @r, e ef(2e*-1)=0.
1

.[1—2)(5—1){[]. IEZI—ZEI'I‘IEG-

3. Soit (U,) la suite numérique définiepar: U, =e™

a. Montrer que la suite (U,) est géométrique.
b. Montrer que la suite (U,,) est décroissante.
c. En déduire que la suite (U,) est convergente.

r=n—]

d. Calculer la somme: S, = Z L.
i=0

II. Etude et représentation graphique de la fonction
exp

1. Représentation graphique de la fonction exp

On désigne par (Ceyp) et (Cn) les courbe représentatives respectives des fonctions exp et In.
Dans un repeére orthonormé, les courbes (Ce.p) et (Cj,) sont symétriques par rapport la droite
d’équation y = x.

On a alors la courbe représentative de la fonction exp ci-dessous :

3 {LMP
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2. Limites de référence

On a les limites suivantes :

H lim e' = +oo. B lim e* =0.

X=3+400

Exemple
4 p

Calculer les limites suivantes :

i Ty e et 4 Ty s

X =400 \(E y——c0o =fdx + 1

2. lim (x2 — x)e’. 5. lim —e".

r— 400 I—+—00 2 -

3. lim e(5%). 6. lim —.

T=—+ 400 x—=c0 Y2

l. "1 ®

On a les limites suivantes :

n lim;ei=+un,, ! lim xe* = 0. .MEI_1=1_

— =0
X=—=4+00 X *

BY Pour tout entier naturel n (n € N),ona:

lim — = 400 et im x"e* =0

Exemple
4 p

Calculer les limites suivantes :

3x | o .
t. T B 3. lim e*(x—1). 5. lim &—1.

Y= 400 ,1’3 r—+0 X

r .
2, lim £—. 4 lim =%

r—=400 X r—-c0 % X400
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3. Dérivée de la fonction exp

J héoreme Lﬁ -

La fonction exp est dérivable sur R, et ona:

(Vx e R) exp’(x) = exp(x)
(YxeR) (&) =e"

'THEGTE'.-HIE |2 |

Soit 1 une fonction dérivable sur un intervalle [ .
La fonction f : x — ™) est dérivable sur I, eton a:

(Vxel) f(x)=u'(x)xe"™

Exemple
4 p

Etablir le tableau de variations de chacune des fonctions ci-dessous :

1. f(x)=(x+3)e.

2. ¢(x) = Ee;l.
3. h(x) = x*e™*,

Soit 1 une fonction dérivable sur un intervalle [.
Les fonctions primitives de la fonction x — u’(x) x "™ sur I'intervalle I sont les fonctions
x — e 4 A ol A est une constante réelle.

Exemple
g p

Déterminer une primitive de la fonction f sur l'intervalle I, dans chacun des cas ci-dessous :

1. f(x)=Q2x+1)e" " et [=R.

1
g f(x):—iz—’ et I=]0;+ool.
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III. Fonctions exponentielle de base a

1. Définition de la fonction exp,

Soit a un réel strictement positif tel que a # 1.
On appellefonction exponentielle de base a, notée exp,, la fonction réciproque de log, la
fonction logarithme de basea , eton a:

(Vx € R) (Vy €]0; +00[) exp,(x) =y & x=log,(y)

Soit x et y deux réels .
] exp,(x + i) = exp,(x) X exp,(y).

exp,(x)
exp,(y)

EIPE(I—*y) =

r

Pour tout r de Q, exp,(rx) = (expﬂ(x))

() Remarque
1. Soitx € Ret y €]0;+c0[,0na:
- i - ll'l[y) - — aXIn(a)
y=exp,(x) &= log,(y)=x = x=—= < In(y) =xIn(a) = y=¢
In(a) =

On en déduit que :

(Vae R, - (1)) (Yx € R) exp,(x) = e*"@ (1.1)

Comme 1= ¢€’, on peut aussi écrire : (Yx € R) 1 = eV, On généralise en notant :

(Ya € R})(Yx € R) exp,(x) =e*"@ (1.2)

2. Pour a =e,ona exp,(x) = e, alors on obtient la fonction exponentielle népérienne.
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2. La notation a*

e Soit a un réel strictement positif tel que a # 1.
A l'aide de la relation (2) ci-dessus ,ona:

exp,(1) =e"@ =2

or on sait que pour tout r de Q: exp,(rx) = (Expd(x})r, onapourx =1: exp,(r) =

(expﬂ{l))r.

Ainsi, on trouve :
VreQ, exp(r)=a’

On prolonge cette relation de Q sur R:

(Yae R, — {1})(Vx € R) exp,(x)=a" (1.3)

e On pose, par convention, pour tout x de R: 1* = 1. Ainsi, on obtient :

(Ya € R;)(Yx € R) exp,(x) =e""™@ =a* (1.4)

Ce qui nous permet de définir la puissance réelle.

Soit a un réel strictement positif et @ un réel quelconque. Le nombre a“ est le réel strictement
positif défini par :

an = 'Eﬂ In(a)

(8 Remarque

1. ¥ = M@ = g0 = 1,

2. La définition de la puissance réelle est compatible avec la puissance entiére, celle que
nous connaissons. En effet, pour tout entier non a:

e" In(a) - Eln{a"j =g"

La puissance réelle a certaines propriétés celles de la puissance entiére et de la puissance ration-
nelle.
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Soit a et b deux réels strictement positifs et x et y deux réels quelconques.

i a' 1
n a**¥ = a*.av. - — E' E av= ;’
B o = oy = Sy
br.

Exemple
< p

Résoudre, dans IR, les équations suivantes :

e 10--2=0. e 2% _32%1 L 9=, o x V¥ = ().

3. Dérivée de la fonction x — a*

Fropricté

Soit a un réel strictement positif.

Bl La fonction x — a* est dérivable sur R, etona:

(Yx € R) (@*) =In(a).a*

Si u une fonction dérivable sur un intervalle I, alors la fonction x +— a""") est dérivable
surletona:

(Vx € I) (a"m)' = In(a).u/'(x).a"

Exemple
4 p

Etablir le tableau de variations de chacune des fonction suivantes :
1. f(x) =3
2. g(x) =2"-x.

3. h(x)={f :;Zg +
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