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Cette nouvelle édition a été congue pour répondre aux exigences des enseignants et pour faciliter les appren-
tissages des éleves. Dans ce but, nous avons organisé les chapitres comme suit :

I | es activités permettent de faire le lien avec le programme de Premiére et d’introduire les nouvelles
notions, souvent en les présentant dans les disciplines techniques.

I |_e cours propose une approche simple des notions en conservant la rigueur indispensable d’un ensei-
gnement.

B |es travaux pratiques complétent et enrichissent le cours en permettant aux éléves de s’assurer de
leur bonne compréhension des notions développées en cours.

I | essentiel résume les acquis fondamentaux du cours.

I [es méthodes présentent les savoir-faire spécifiques du chapitre sous forme d’exercices commentés
au fur et 2 mesure de leur résolution.

I [_es exercices sont organisés en trois parties.
W Une partie d’exercices d’application ordonnés par themes et suivant la progression du cours.

- Les exercices dont le numéro est dans un cadre rouge sont des exercices d’application

directe des notions abordées dans le chapitre.
- Les exercices dont le numéro est dans un cadre jaune nécessitent de prendre un peu de recul
par rapport au cours.

C Enfin, ce symbole indique les exercices corrigés en fin d’ouvrage.

¥ Une partie « pour aller plus loin », qui rassemble des extraits de sujets de Baccalauréat et des pro-
blémes plus concrets touchant & des domaines variés (vie quotidienne, électricité, mécanique par
exemple).

B Une partie « pour préparer le bac », destinée a aider les éleves a préparer efficacement I’examen.

Enfin, la pratique des outils informatiques, calculatrices ou logiciels, est introduite au travers des activités,
des travaux pratiques ou des exercices, chaque fois que leur utilisation enrichit la réflexion ou aide a la
compréhension :

] indique I'utilisation des calculatrices.

i { indique I’utilisation d’un logiciel.

Bref, un livre que nous avons voulu vivant, accessible et ouvert !

Les auteurs
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Prérequis

/\CT\\/H_E o « Souvenirs, souvenirs »

Objectif : Vérifier les acquis de Premiére sur la dérivation.

1.Calcul d’une fonction dérivée
a.0n note u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle / de R, de fonctions dérivées u’ et
v/, et a, k et b trois constantes réelles. Donner la fonction dérivée de :

© —ux)+vx) © x— ku(x) © x—ukx)vx) ;
5 u(x)
xﬁu(x)’ (5 va(.x’)' @ x> ulax+b).

b.Associer 4 chacune des fonctions suivantes dérivables sur I'intervalle /, 1a (ou les) formule(s)
précédente(s) a appliquer pour calculer sa fonction dérivée.

W= gy S T=1L 4 £ =xVE et =10, +o0f
3x+1 2 2x
gt s — I = xX)i= =
5 Farsl et I=R f@W=x+—=— e l=R
£ =\Zx+ 1 et I= ]__1?..,“[ fi = 8% I —

c.Calculer les fonctions dérivées des fonctions du b..

2.Ktude des variations d’une fonction

a.Utilisation de la fonction dérivée pour I’étude des variations
Chacune des quatre fonctions qui suivent a pour tableau I'un des cinq tableaux donnés ci-
apres. Pour chaque fonction, préciser le tableau de variation qui lui correspond (on justifiera
le choix), puis compléter ce tableau.



Fonctions :

f)=-x*+x+3 )g(x)=%x'-‘-%x?+3x-5
4x° =1
fl(x)=T—232+X—l f:z()_ S
s Tableaux de variation :
© : |-2 L2 4 O i |[-1 L 0@ digandi iy
2 2 2
T I
o -0+ r@| sy - i e
i | / | f
)= ion e eu Bt o ot GO TG b i Hidgon 3 iy
2 2
| |
| - o o e Fi@hifi skt Sl 8
/ R ! e

b.] Vérification a I’aide de la calculatrice graphique
Pour chacune des fonctions du a., déterminer la fenétre graphique a utiliser (valeur minimum

et maximum de x, valeur minimum et maximum de y) pour vérifier sur la calculatrice gra—
phique le sens de variation et les extremums obtenus dans I"étude précédente.

/\\CT‘\/’TE @) Un probleme d’optimisation

Objectif ; Introduire, sur un exemple, le besoin d’une nouvelle formule de dérivation, celle des
Jonctions composées.

On souhaite tailler dans un tronc d’arbre de rayon R =50 cm
une poutre de section rectangulaire d’aire maximale. La sec-
tion du tronc est représentée ci-contre par le cercle € de centre
O et de rayon R et la section de la poutre par le rectangle
ABCD inscrit dans €. On appelle x la longueur AD exprimée
en cm.
a.Dans quel intervalle varie x ?
b.En utilisant le triangle OHB, calculer HB en fonction de x
puis vérifier que AB* = 10 000 — x?
¢.Montrer que I'aire 9 (x) de la section de outre, en fonction
de x, est définie par S (x) = xN10 000 — x°.
Pour choisir x de fagon que 1’aire de la section de poutre soit maximale, on est amené a étu-
dier les variations de la fonction & définie sur [0:-100] par : x> xV10 000 — x?. 11 faut donc
savoir si cette fonction est dérivable et calculer sa fonction dérivée.
d.s 9 est le produit de deux fonctions. Préciser lesquelles.
Pour calculer la dérivée de s, on a besoin de calculer celle de la fonction f définie sur [0, 100]
par x — Y10 000 — x?,
* Montrer que cette fonction est la composée d’une fonction polynéme et d’une fonction de
référence que I'on précisera. Peut-on calculer la dérivée de cette fonction avec ce qui a ét€ vu
en Premiére ?

Dans ce chapitre, on va apprendre a déterminer la fonction dérivée des fonctions composées.

-
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‘de fonctions dérivées

'Il_i._lessentiel de Premiéere

Dans ce paragraphe. on revient sur les principales notions et propriétés vues en classe de Pre-
miere a propos de la dérivation.

m Dérivées des fonctions usuelles et opérations
sur les fonctions dérivées

Cm Soit fune fonction définie sur un intervalle ouvert / contenant x,. On dltqu ‘est
en.x, si et seulement si il existe un nombre réel a et une fonctlon @, définie au Veisuw.___
el @G& f{xa +h) =f(x,) + ah + ho(h), avec llm @(h)=

i a est alors appelé nombre dérivé dc fen x, et est noté f(x,).

s, pour tout x de 1, f est dérivable en x, on d1l que f est dérivable sur I.

Le tableau ci-dessous résume les résultats obtenus en classe de Premiére sur les fonctions déri-
vées des fonctions usuelles :

fdéfiniesur: |  Par: . f{gﬂc‘lj‘;nm-. 'E&: Wﬁp: A gase Wé‘

f(x) =k (constante) fl(x)= R
flx)=x fi(x)=
Jfix)=x"

R (n entier fl(x)=nx""" R

strictement positif)

==,
1= 0L ou W, 3ol (n entier f’(1)=x_"?[ J==,0[ ou 0, + [

strictement positif)

fo= 5 1
J=es 00 ot Tl (cas particulier du f {x)=—x—3 =B o 10 0]
précédent pour n = 1)
1
0, oo y=Vx 4 i ——— , + oo
[0, + e[ flx)=Vx f(x) e 10, + o<
R f(x)=sinx f'(x)=cosx R
R f(x)=cosx £ (x)=—sinx R
w
Exemple : On veut déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :
fix—x' :.r'—riw
¥
* f(x) est de la forme x", avec n=35.0nadonc: f'(x)=5x"

* g(x) est de la forme —1;, avec n=4. On a donc :
x

gn)=—=

*PExercices n1a3s

-8 Dérivation




‘deux fonctions dérivables surun i
&v et k, a et b trois nombres réels :

.

Exemple : On veut déterminer la fonction dérivée de la fonction g définie sur R par :
g(x) = 3x* +2x— 1)cosx.

g est un produit de deux fonctions : on utilise donc la formule €) du théoréme.

2'(x) = (6x + 2)cosx + (3x% + 2x — 1) (~sinx), soit

g’(x) = (6x + 2)cosx — (3x* + 2x — 1)sinx.

PExercices n4a 19

m Dérivée et tangente
L'existence du nombre dérivé permet de définir la notion de tangente.

ﬁéﬁ;tion_ ) fonction dérivableen x,. On
la mrhe mprésentative

PExercices n’ 20 a 23

h
Exemple : Soit la fonction f définie sur |2, + o[ par f(x) =

x+l
="

cisse 3.

gy
(x —2)*
obtient y =f(3)(x—3) + f(3), soit ici, y=(-3)(x—3) +4.
€ admet donc pour équation y=-3x+ 13,

fi3)y=4 ; f'x)= . f/(3) = =3, donc, en appliquant la t:o.mmle donnée ci-dessus, on

»Exercices n° 24 & 27

0C
On veut déterminer une équation de la tangente T a la courbe- représentative de f au point d’abs-. Z_<
9
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].
es fonctions composées

m Cas général

Dans le paragraphe précédent, on a revu la dérivation des fonctions composées avec une fonction
affine, fonctions de la forme x — u(ax + b).

Pour résoudre le probleéme proposé dans I"activité préparatoire 2, on a besoin de calculer la fonc-
tion dérivée de la fonction f définie sur [0, 100] par f(x) =10 000 - x*. Cette fonction est la
composée d’une fonction polynéme (x +— 10 000 — x?) et de la fonction racine carrée.

Le théoréeme ci-dessous donne une formule permettant d’effectuer de tels caleuls.

ction dérivable sur un intervalle 7 de

urs dans /, alors la fonction fdéfinie su

uetnotée f=uwuov,estdérivable sur
(uov)(x) = v'(x) x u'(v(x)).

w
Exemple : Soit la fonction définie sur R par f:x+— Vx?+3x+5. fest une fonction composée :
on applique d’abord une fonction polynéme de degré 2, puis la fonction racine carrée :
fix>x*+3x+5=X
X5 VX=Vx?+3x+5.

La fonction v est dérivable sur R (c’est une somme de fonctions dérivables) et a valeurs dans
10, + o[ (polynéme du second degré qui ne s’annule pas); la fonction u est dérivable sur |0, +eo[,
par conséquent d’apres le théoréme précédent, la fonction f=uov est dérivable sur R et sa déri-
vée est :

1

f(x) = v'(x) x u’(v(x)), avec v (x)=2x+3 et u'(X)= —.

2Vx

1 b 2x+3
29x2+3x+5 2Vx?+3x+5

*Exercices n° 28 et 29

On obtient donc f'(x) = (2x+ 3) x

B Quelques cas particuliers

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle / de R et n un entier naturel. La fonction f définie
sur / par f(x) = (u(x))" est la composée de la fonction u et de la fonction v définie sur R par
vix)=x": xS ux) =X

X v(X)=X"= (u(x))".
On a f(x)=v(u(x)), et en appliquant la formule du paragraphe précédent :
F(x) =u'(x) x v'(u(x). Or v(X)=nX""", donc v'(u(x))=n(u(x))""", et on conclut ;

F16) = ) x ()",

Le calcul ci-dessus peut étre fait pour différentes fonctions v, et le corollaire suivant détaille 1'ap-
plication du théoréme énoncé dans la partie « cas général » pour certains cas particuliers courants,




QPITRE 1

W

Exemple 1 : On veut calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions f'et ¢ définies sur R
par f(x)=(x*+3x+ 1" et g(x)=sin(x*+1).

* fest de la forme u®, ol u, définie par u(x) = x* + 3x + 1, est une fonction dérivable sur R.
Par conséquent, f est une fonction dérivable sur R et f’(x) = 4u’(x)(u(x))*; donc, puisque
wW(x)=2x+3, F(x)=4(2x+ 3)(x* +3x+ 1)>.

* g est de la forme sinu, o u, définie par wu(x) = x” + 1, est une fonction dérivable sur R.
Par conséquent, g est une fonction dérivable sur R et g’(x) = u’(x)cos(u(x)) ; donc, puisque
w'(%) =2x, g'(x) =2xcos(x*+ 1).

Exemple 2 : On s’intéresse a la fonction utilisée dans I'exemple de la partie « cas générals.
f est définie sur R par f(x) = Vx* + 3x + 5. f est donc de la forme Vu, ot u, définie par
u(x)=x"+3x + 5, est dérivable sur R et & valeurs dans ]0, +<o[. Par conséquent, fest dérivable
e i o LR e b R 2x+3

sur R et f'(x) zm , dong, puisque u’(x)=2x+ 3, f'(x) ﬁ_ On retrouve

bien le méme résultat.

PExercices n° 30 a 36

¥l Applications de la dérivation

'II_Sens de variation et extremums

oit ?ﬂue fonction dérivable sur un intervalle I de R.
txde [, f'(x) est strictement positif, alors f est strictement crois:

“(x) est strictement négatif, alors f est strictement décre
s S0 ’

Exemple : Soit la fonction f définie sur [-3, 2] par f(x) = %
SES

On veut déterminer le sens de variation de f.

Oircaloule 53 abtives : 7= 2x+2)(x"+2)=(x "+ 2x+ 3)(2x) _ -2x°-2x+4

(x*+2)* (x* +2)°
£’(x) est un quotient : pour tout x de [—3, 2], (x> + 2)? est strictement positif donc f’(x) est du
signe de —2x? - 2x + 4, polynéme du second degré qui s’annule pour x =-2 et x = 1. On éta-
blit le tableau de signe de ce polynome, d’oti I'on déduit le signe de f’(x) en fonction de x :
X | — oo =2 1 + oo
-gP-geak| - B & B -

Par conséquent, sur [-3, =2[, f’(x) est strictement négatif, donc fest strictement décroissante, sur
]=2, L[, f’(x) est strictement positif, donc fest strictement croissante et sur ]1, 2], f'(x) est stric-
tement négatif, donc f est strictement décroissante.
x -3 -2
|
J(x) - 0 o
5 |
2

[

l

— ] -

!

:

—




présente pas d’extremum en 0.

Remmq'ue : Dans I'exemple précédent, la recherche d’extre-
mums s’est faite a 1’aide du tableau de variation. On rappelle que
si f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et que f
présente un extremum local en x,, alors f'(x) = 0. Cependant la
réciproque de ce résultat est fausse : la fonction cube est définie
et dérivable sur R et sa dérivée s’annule en 0; pourtant elle ne

»Exercices n” 37 454

2 Résolution approchée d’équations

Le théoréme suivant permet. sous certaines conditions, de montrer I'existence et I'unicité de la

solution d’une équation du type f(x)= A.

Soit f une fonction définie  [Feromsante]

alle [a, b) (a< b)et A

f décroissante | sz

w

Exemple : Soit la fonction f définie sur [-1, 1] par
f(x) =x* = 3x + 1. On s’intéresse 2 1’équation f(x)=0.
La fonction f est dérivable (c’est une fonction polynéme)
et f(x)=3x*=3=3(x+ 1)(x - 1). On constate que :

* fest dérivable sur [-1, 1];

» fest strictement décroissante sur [—1, 1] car f” est néga-
tive sur [-1, 1] :

* () est compris entre f(l)=—1etf(-1)=3;

donc I'équation f(x)=0 admet bien une unique solution
dans [-1, 1]. Par balayage (on fait plusieurs tableaux de
valeurs de pas de plus en plus petit), on obtient que cette
solution vaut 0.35 au centiéme pres.

»Exercices n” 55 a 62 et TP1




El Dérivées successives

> Ce paragraphe ne concerne pas les éléves de la section STl spécialité Arts appliqués.

1 1 Définition

e fonction dérivable sur un intervalle 7 de R de fonct :
I, on dit que fest deux fois dérivable sur [, et la fonc
nction dérivée seconde de f.

s dérivées successives de f, la dérivée n-ieme étant notée .

v

Exemple : Soit f 1a fonction définie sur R par f(x)=x*+x+x +x+ L.

fest dérivable sur Ret f(x)=4x"+3x>+2x+ 1.

£ est dérivable sur R et f”(x) = 12x”+ 6x + 2.

" est dérivable sur R et f¥(x) =24x +6.

£ est dérivable sur R et f¥(x) = 24.

Toutes les dérivées successives de f sont elles-mémes dérivables et pour n =5, f"(x) =0

Remarque : Attention a ne pas confondre les notations £, qui signifie dérivée n-ieme de f. et "
qui signifie puissance n-ieme de f.
En reprenant I’exemple ci-dessus, on a f*(x) = (x*+x' +x?+x+ 1" et f¥(x) =24

»Exercices n° 63 a 67

2 Notation différentielle

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / de . Si fest une fonction de la variable x, on peut

df
dx

aussi noter sa fonction dérivée g—’f (notation utilisée en particulier en physique) : f"= —=, ou
X

af (x).

encore f'(x)=—-
dx

De méme, si f est deux fois dérivable sur /, la dérivée seconde de la fonction f de la variable x est

&F
dx?’

notée f”=

w»

Exemple : En mécanique, la distance x parcourue par un mobile est une fonction du temps 7 :
t— x(t).

La vitesse instantanée est la dérivée de la fonction qui, a I'instant 1, fait correspondre la distance

dx ; dx
t): v=2 soit v(t) = —(1).
parcourue x(7) : v 5, sol v(t) dr()

L accélération instantanée est la dérivée seconde de cette fonction : x”(f) = a(r) = 3 £

PExercices n° 78 a 82
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1id| Exemple de résolution approchée
d'une équation de la forme f(x) = A

3

On souhaite résoudre I’équation | —3x > =0 sur [-2;-0.5]. Pour cela, on considere la

fonction dérivable f définie sur [-2; -0,5] par f(x)=1-3x- ,,3 — et on utilise I’étude de
3

-

fpour déterminer le nombre de solutions de I'équation f(x) =0 et des valeurs approchées de
ces solutions.
1 Etude de f sur [-2; -0,5]
a. Calculer la fonction dérivée de f et vérifier que :
fix)= il _'t}(:;H . 8

b. Etudier le signe de f'(x) sur [-2;-0.5].
¢. Etablir le tableau de variation de f.
dl. Tracer, dans un repere orthogonal (O; i ,T) d‘unités graphiques : 2 cm en abscisse, 1 ¢cm
en ordonnée, la courbe représentative ‘€ de f sur [ -0,5].
2 Résolution de I’équation f(x) = 0 sur [-23; -0,5]

a. Recopier en complétant (on pourra s’ aider du théoréme du cours sur les équations de la
forme f(x)=A1):

37 - sur [-2:-0.5];
¢ fest strictement ....ouuiiiaii sur [-2:-0,51;
e T SN est compris entre .. Tl v

On en déduit que I’équation f( x] = 0 ddmet une unigue solutlon o dans ...

b. Z] « Etablir a I'aide de la calculatrice un tableau des valeurs de f pour x variant de -2 a
—0.,5 avec un pas de 0,5. En déduire un intervalle /| d’amplitude 0,5 contenant c.

« Etablir a I’aide de la calculatrice un tableau des valeurs de f pour x variant dans I, avec un
pas de 0,1. En déduire un encadrement de a2 10~ prés.

* Donner une valeur approchée de axa 10" prés par défaut.

¢. Comment retrouve-t-on sur la représentation graphique la solution obtenue ? (On fera appa-
raitre le tracé utile sur la représentation graphique.)

PExercices n° 55 a 60

LI 2IExemple d'étude d'une inéquation
de la forme f(x) <A

> D'apres un probleme de BTS informatique de gestion.

Une entreprise a lancé fin décembre 2004 un nouveau jeu sur console. A partir d’études sta-
tistiques sur les ventes de ce type de jeu, la société choisit, pour modéliser les ventes, la fonc-
tion dérivable V définie sur [1, + o[ par V(x) =2x(6 — Vx). En effet, pour tout entier x = 1,
ou x représente la date exprimée en mois (x = 1 représente le mois de janvier 2005), V(x)
représente le nombre de jeux, exprimé en milliers, vendus durant le mois x.

1 Résoudre I'équation V(x) = 0. Comment interpréter ce résultat ?
2 a. Montrer que V'(x) =12 - 3Vx.




b. Etudier les variations de la fonction V sur I'intervalle [1, 36].

3 Tracer la courbe représentative de la fonction V dans un repére orthogonal (O;T, }") (on pren-
dra 1 cm en abscisse pour 2 mois et 1 cm en ordonnée pour 10 milliers de jeux).

4 La société décide d’arréter la fabrication le mois pour lequel le nombre de jeux vendus devient
inférieur a 10 000.
a. Résoudre graphiquement I'équation V(x) = 10.
b. On appelle x, la plus grande des deux solutions de cette équation.
Justifier, 4 I’aide du sens de variation de V, que V(x) < 10 pour x €[x, 36].
A quelle date la société arrétera-t-elle la fabrication ?

PExercices n° 61 et 62

1:X]Exemple d'étude de la position relative
de deux courbes

1 Etude de deux fonctions
Soit les fonctions f et g définies sur [-1, 4] respectivement par :

fix= %x1+ 1 et g(x)= 1;':_120 ;

a. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

b. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
2 [Z] Etude de la position relative des deux courbes a I’aide de la calculatrice graphique

a. Utiliser les valeurs extrémes obtenues dans les deux tableaux de variation précédents pour
régler la fenétre graphique de la calculatrice. Afficher alors les courbes représentatives des
fonctions fet g sur [-1, 4].

On appelle € 1a courbe représentative de f, I' celle de g et A leur point d’intersection.

b. Activer la fonction « trace » de la calculatrice.

Placer le curseur sur € en un point a gauche de A, puis sur I' en gardant la méme abscisse (uti-
liser les fleches vers le haut et vers le bas). Que peut-on dire de 1'ordonnée du point de € par
rapport a I’ordonnée du point de " ?

Déplacer le curseur vers la droite et comparer a chaque fois les ordonnées sur les deux courbes,
pour une méme abscisse. Que se passe-t-il lorsque le curseur est passé a droite de A ?

. On appelle x, I'abscisse de A. Que peut-on dire du signe de f(x) - g(x) lorsque x est infé-
rieur & x,, ? Lorsque x est supérieur a x, ?

Comment est située ‘€ par rapport a I' & gauche de A ? A droite de A ?

3 Etude de la position relative des deux courbes par le calcul

a. Pour tout x de [—1, 4], on note d(x) =f(x) - g(x).

(x - 2}(—;):3 +2x+ 4)

Montr d(x) =
ontrer que d(x) e

b. Etablir le tableau de signes de d(x) sur [-1, 4].

¢. Que peut-on dire de la position de “€ par rapport a I lorsque d (x) est négatif ? Lorsque d (x)
est positif 2 Pour quelles valeurs de x la courbe € se trouve-t-elle au-dessus de la courbe I' ?
En dessous de la courbe I' ?

»Exercices n°68 a 71
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1> Foncj:ion dérivée

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / contenant x . On dit que f est dérivable
en x, si et seulement si il existe un nombre réel @ et une fonction @ définie au voisinage de zéro
tels que f(x,+ h)=f(x,)+ah+ho(h) avec lim (k) = 0.

¢ =00

Le nombre a est alors appelé nombre dérivé de fen x, et est noté f(x,).

Si, pour tout x de 1, fest dérivable en x, on dit que f est dérivable sur I et on note f” sa fonc-
tion dérivée. g

2> Tangente

Soit f une fonction dérivable en x . La tangente a la courbe représentative de f au point d’abs-
cisse x, est la droite passant par le point de coordonnées (x,, f(x,)) et de coefficient directeur
f(x,). Elle admet pour équation y = f'(x,)(x —x,) + f(x,).

3> Calculs de fonction dérivée

a = Fonctions dérivées des fonctions usuelles

; S Fonction dérivée Fonction f
Fonction f définie sur : Par : [’ définie par : dérivable sur :
R f(x) =k (constante) flix)=0 R
R fix)=x fix)=1 R
f[_r]:x" ’ e e |
& (n entier strictement positif) ¥ix)nr =
Sflx)= LS n
]=eo, 0] ou 0, + o= Tyt f'(.r]:——-;—;-l ]— 20, 0] ou 10, + o=
(n entier strictement positif) *
1
0[ ou 10 HABT { : 0f ou 10
I=, 0l ou 0, + <[ (cas particulier du précédent fx)=- x2 I, 01 0u JB, o]
pour n=1)
Bl By
[0, + oo J(x)=Vx =5 10, + o[
R fix)=sinx f(x)=cosx R
R S(x)=cosx J(x)==sinx R

b = Opérations sur les fonctions dérivables

» Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un méme intervalle I de [F, alors u + v est dérivable
surfet (w+v) =u’+v’.

= Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 7 de R et & une constante réelle, alors ku est déri-
vable sur I et (ku)’ =ku’.

* Si i et v sont deux fonctions dérivables sur un méme intervalle / de-R. alors uy est dérivable sur
let (uv) =u'v +uv’.

* Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle / de [R, et si pour tout x de I, v (x) # 0,

u)'_u'v—uv'

u g
alors — est dérivable sur / et ( = T
4 Vv

v

* Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 7 de R et si v est une fonction dérivable d’un
intervalle J de | a valeurs dans I, alors wo v est dérivable sur J et (wov)'(x)=v"(x) x u’(v(x)).

16 Dérivation
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« Soit # une fonction dérivable sur un intervalle I de B et # un entier naturel.
=1

1. La fonction u” est dérivable sur 7et (u") =nu’u

3 ’ ’
2. Si u ne s’annule pas sur /, la fonction —l; est dérivable sur [ et (%) =- —’?Tl

5L
; - | 1V u’
Cas particulier pour =l:(—)=—..—.
s particuli po n . =

3. Si u est i valeurs dans 10, +o[, la fonction Vi est dérivable sur fet (Vu )’ = %

4. Les fonctions cosu et sinu sont dérivables sur / et (cosu)’ =—u'sinu, (sinu)’ = u’cosu.

4> Sens de variation

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / de R.
* Si, pour tout x de I, f'(x) est strictement positif, alors [ est strictement croissante sur I.
* Si, pour tout x de 7, f(x) est strictement négatif, alors f est strictement décroissante sur /.

5> Extremum

Si une fonction f est dérivable sur un intervalle / et si f admet un extremum relatif en un point x,,
(distinct des bornes de ['), alors la dérivée de f est nulle en x,.

Attention, la réciproque de ce résultat est fausse : le fait que f’(x,) =0 n’entraine pas nécessai-
rement I’existence d'un extremum de fen x,.

6> Dérivation et résolution approchée d'équations
de la forme f(x) = A4

m Soit f une fonction définie sur un inter-
valle [a. b] (a < b) et A un réel tels que :
* fest dérivable sur [a. b] ;
* f est strictement croissante sur [a, b];
* A est compris entre f(a) et f(b).
Alors I'équation f(x) = A admet une
unique solution dans [a, b].

# Soit f une fonction définie sur un inter-
valle [a. b] (a < b) et A un réel tels que :
» fest dérivable sur [a, b] ;
» f est strictement décroissante sur [a, b];
» A est compris entre f(b) et f(a).
Alors I'équation f(x) = A admet une
unique solution dans [a, b].

7> Dérivées successives
Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle / de R. On note £ sa fonction dérivée, f” la

dérivée de ', " ou £ la dérivée de f”.

8> Notation différentielle

Si fest une fonction de la variable x, deux fois dérivable sur un intervalle I de R, on peut (en par-

ticulier en physique) noter sa fonction dérivée dgi et la dérivée seconde 7 = ;j f, :
X i, e




Etudier les variations 1 Soit la fonction f définie sur ]0, + o[ par :

d'une fonction Aty
f(x)=x+ ; - x—i

a.Calculer la dérivée f'(x).

b.Montrer que f'(x) = w

Etudier son signe.

¢. Etablir le tableau de variation de f.

On détermine la forme de f
et on applique la formule
qui convient. P a.fest une somme de fonctions.

On obtient : f/(x)=1- > + 2
X

T
X

Réponses

Pour étudier le signe de f'(x),
il est souvent nécessaire
de changer sa forme ¢t de
mettre f‘(x) sous forme d’un
quotient ou d’un produit. P Ici, comme f’(x) est une somme comportant une partie
rationnelle, on 1'écrit sous la forme d’un quotient :
% ~3x+2

fix)= .
X

Pour démontrer une égalité, on
peut montrer que le membre de

2 2
droite est égal i celui de gauche. P b. s, ;x $2) k8 —dnr e g

X IS

2t -2 —dx b x ¥ 2

x3

=3x+2

x3

= f(x).

Ona f/(x)= Eﬂ_)}.f_J‘__)
On étudie ensuite le signe
de expression obtenue. P Pour tout x de ]0, +oo[, x* est strictement positif : f'(x) est
alors du signe de (x—1)*(x+2), x+ 2 est strictement
positif sur 0, +eo, (x — 1)? est positif et s’annule pour
x=l
Done f’(x) est positif sur 10, +9o[ et s’ annule pour x = 1.
On déduit de cette étude le :

tableau de variationdef. P . x |o 1 e
[ 0+
5 =
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Ecrire une équation
de la tangente a une
courbe en un point

On utilise la formule du cours :
Y=flx)x =x,) *+f(x,).

Utiliser I'étude des
variations d'une fonction
pour résoudre une équation
ou une inéquation

On utilise les variations
de la fonction f et le théoréme
de la page 12,

On utilise les tableaux de
valeurs de la calculatrice et on
procéde par approximations
successives.

On utilise le sens de variation de
[ et la solution de I’équation
fx)=0.

b

’c- X 0 o

2 On reprend la fonction de 1'exercice précédent.
Déterminer I'équation réduite de la tangente a la courbe
représentative de la fonction fau point A d’abscisse 2.

Réponse

Iei x,=2,donc: f(x,)= ? et fi(x,) = % = % done

la tangente a la courbe représentative de fen A admet pour
5 1 Fave s 1 9
équation : y= —(x—=2)+ —, so0it y= —x+ —.
q y=3 gt yEadtg

3 On reprend la fonction et le tableau de variation de
Pexercice 1.

a.Montrer que 1'équation f(x) = 0 admet une unique
solution & dans [0,25 ; 1].

b.Déterminer une valeur approchée & 1072 prés par défaut
de o

©. Déduire de ce qui précéde les solutions de 1'inéquation
flx)= 0.

Réponses

a.Sur [0,25; 1], f est dérivable, strictement croissante et
0 est compris entre f(0,25) =-3,75 et f(1) =3, donc
I’équation f(x) = 0 admet une unique solution & dans
[D:25: 1),

b.f(0,25)<0et f(1)>0,donc @ €[0,25; 1].
A 107" prés, ona:

x | 03] 04
fx l-081] 1,65

Comme f(03)<0 et f(04)>0, ae€[0,3;04].
A 107 prés, ona:

x | 031]032] 033
F(x) |-0421-007] 024

Comme £(032)<0 et £(0.33)>0, ae[0.32;0,33].
Une valeur approchée de o a 1072 prés est donc 0,32.

o
+
8

+

=

f(x) + +
f

L — =

——

_—0
donc f(x) = 0 pour tout x €[a, +oo[.

19



Etudier la position relative
de deux courbes ¢, et €,

On étudie le signe de
Sx)=g(x), ol y=f(x)

et y=g(x) sont les éguations
respectives des courbes.

Calculer la fonction dérivée
d’une fonction composée

On remarque que f=wuoy done
que f(x)=u(v(x)).

On identifie les fonctions u et v
et on utilise

f(x) =v'(x)xu'(v(x)).

4

4 Etudier la position relative de la courbe € représen-
tative de la fonction f de I’exercice précédent et de la
droite A d’équation y = x.

Réponse
f(x.)—;r:é-—% = 31';‘1
X X

X

: x° est strictement positif sur

10, +e=[ donc f(x)—x estdusignede 3x—1:
*si x € ]U, %[,f(x) —x <0, € est en dessous de A,

*5i X E ]%, +w[,_f(x)-x> 0, € est au-dessus de A,
2
L] 3 i

5 Calculer la dérivée de la fonction f définie sur R par
f(x)=cos(x* + 1).

L.aJ|:--

* € coupe A au point (

Réponse

f est une fonction composée : on applique d’abord une
fonction polyndme de degré 2, puis la fonction cosinus :
xlel=X
X > u(X)=cosX
avec v'(x)=2x et u'(X)=-smX.
On obtient f’(x) = —2xsin(x” + 1).

20 Dérivation




EHNERCICE: i S e SRR g L

Calcul de fonctions dérivées .
(rappels de Premiéere)

I.'a-' =T ot T=10 1ol
: ~ Dans les exercices 1 a 19, calculer la fonction gL ] [

dérivée de la fonction indiquée, qui est définie et B g(x) =5x’sinx et I=R.
dérivable sur I'intervalle / de R donné. -

- 'a. @(r)=cosrsint et 1=R.
.n a flx)=x" et I=R. b. A(t) =(3t* + 8)sint et I=RR.
b p(x) =27 et I=R, 2 .

- I
.E - c a-f(x)=m et I=I]‘-\).
a.f(x)=6 ¢t I=R. 4
b. g(x)=-2005 et I=R. b= & I=]-L1L
B i 3
; . a.f{r}_F— et =10, +oof. afit)=t+3- 1 bt )i —2L
t+2
el = T
b.g(r)—F et [=]-o, 0L Wb, (1) = 5NT-T+ ;3.2 et 1=10,2L
i
€ af(=x*+Tx-3 et I=R -
iy i BWa. fin=35%3 o i8] vef.
b u(x)=-5x'+6x>-2x+4 et I=R. x-3
2
' : b j =_X_:;¥+_3 t I= |—oo __l- )
’ 5 i T (R ] : 2[
a.g{x}=2£+£—?x~3 et I=R.
b s
4 2 i inf
' b-h{r)=—%+%‘~5 et 1=R. a-ﬂr)w—“:' et 1=10, +ol.
5¥x
b. ¢ = [ =10. +e2].
- g(x) i et 10, +eo]
'._E‘.'a.f(r)=t3—2t2+r+—i- et I=]-o, 0L
;
¥ 1
_ b.g(:)x4t‘+2r3-;l-3— et [=]0, +oo[. € afx)=N3x-1etl= ]5,4-”[-

b. g()=(5t+3)" et I=R.

a,j(x)=£—%—?+F et.l=]0,+°°[. “

:;.T e a f(x)=V=5x+ 10 et I=]—ss,2[.
b k(x}:——_’,{—+%+F—? et 1=1]0, +osl. bou(t)=(-4t+7)* et I=R.

- n —
a. vix)=x+2Vx et I=]0, +eo[. a.f(ﬂ}-cos(2€— "3~) st I=F.
| " b. w(.x)=3:("—11--5—%!3'E et 1=1]0, 400 b. h(x):sin(-g—x) et I=R.
€ afx)=(x"+3x-1)2x*+1) et I=R. : a.f(n=53-41) et I=R.

b. k(1) =3t + ycost et I=R. b. f(x)=3cosmx et I=R.




eXCeICices

Deérivation et tangente

Dans les exercices 20 a 23, calculer le coefficient
directeur de la tangente a la courbe représentative

-~

: a. f(0)=cos’@ et I=R.

de fau point d"abscisse @ puis tracer cette tangente. - £(0) = sin'6 et /=R

fix)=x*+x-3 eta=-1.

n

f(x) = cosx sinx et a=m.

L T

f(x)= o= o il a=-1.

f(t)=N31-5¢et a=2

Dans les exercices 24 & 27, déterminer une équa-
tion de la tangente en a a la courbe représentative

de la fonction f.

n

S fr)=x'-x-3 et a=1.

f(xJ:!\fret a=9,

2x+5

——— ¢t a=-1.
X+ x+1

flx)=

if(x)=cos3x et a= %

Dérivation des fonctions
composées

Dans les exercices 28 & 36, calculer la fonction
dérivée de la fonction indiquée, qui est définie et

dérivable sur I'intervalle / donné.

€ a.fx)=Vx+3 et I=R.
b f(x)=(x2-2x+3)> et I=R.

a.g(x)=V3x*+3 et I=R.

b h(x)=3x'+2x) et I=R.

a. f(x) = (x+sinx)* et I=R.
b, k(x) = (3x*—cosx)* et I=R.

a. f(8) =cos(8?) et 1=R.
b. g(8)=sin(8) et I=R.

|
e fi)e L et
RS = ey
|
b f(3)=—r— o =R
f(x) At s o I=R
N T - E— 5 N |

(x? = 1)

b. ifx)==7(x*+1)* et I=R.

a f(x) = et [=]-2, +oof.

1
Vx+2
b. j(t)=Vt*+1+1 et I=R.

a. f(x)=xV2—x? et I=]1-V2,V2L.
= g ks -
b. f(r) = sin (2f+ 3) et I=F,

Dérivation et variations

Dans les exercices 37 4 43, f est une fonction défi-
nie et dérivable sur I'intervalle / indiqué. Calculer
la fonction dérivée de f. étudier son signe, en
déduire le sens de variation de fet dresser enfin le

tableau de variation de f.
€ f(x)=—x"+3x+1 et I=R.
' 211
1

fin) = - et I=]-ca, 1.

_f(x)=x+% et {= [%,5].

fx)=VN-2x+4 et [=]-o0,2[.

fO=+t+1) et I=[-1.2].




. b. Déterminer une équation de la tangente € 4 €
X 5 au point d’abscisse (-3).
i e =[-3, 3] R’
; S 1) O o {35 3 ¢. Tracer € puis €.

#(8) = cos?@ et 1= [0, =] C Les quatre représentations ci-dessous sont les
R graphes de quatre fonctions f, g, h et k, dont on
donne les fonctions dérivées. Retrouver quelle

Dérivation et représentation fonction est représentée par chaque graphe.
graphique : a fi(x)==3x>+3 sur I=R.
" b g'(x)=3x+5 sur I=R.
: s c h'(x)=x*+x+1 sur I=R.
’ € Soit la fonction f définie sur /=[-1.5;4] par: &it=-2 s T=h
e —xP+x+2 =

) = [Graphe @]

x+2

a. Résoudre I'équation f(x) = 0. On appelle x, et
x, les solutions (avec x, < x,). Comment inter-
préter graphiquement ce résultat ?

b. Déterminer le signe de f. Comment interpréter
graphiquement ce résultat ?

c. Calculer la fonction dérivée de f, étudier le
~ signe de f'(x), puis dresser le tableau de varia-
tion de f.

. Soit 6 la courbe représentative de f dans un
repére orthonormal (O; i, j ) d'unité gra-
: phique 2 cm., Tracer la tangente €, 4 “€ au point
d’abscisse x, et la tangente C, & € au point
d’abscisse x, puis tracer @,

~ Soit la fonction f définie sur 7=[-1. 1] par:

fexy="1—x%

~ a. Montrer que f est paire. Comment interpréter
graphiquement ce résultat ?

b. En remarquant que f est dérivable sur J-1, 1[,
déterminer la fonction dérivée de f.

c. Etudier le signe de f”(x) puis dresser le tableau
de variation de f.

¢. Dans un repére orthonormal (O : ? j4] d’unité
5 cm, tracer la courbe représentative de f.

" Soit la fonction f définie sur /= [-3.15] par

fx)=

124 11z + 24
(I+5)2

 a. Calculer la fonction dérivée de f, étudier le
signe de f’(x), puis déterminer le tableau de
variation de f.

Soit € la courbe représentative de f dans un
repére orthogonal (O; i, j ) (unités gra-

, phiques : 1 cm sur I'axe des abscisses, 10 cm
sur I'axe des ordonnées).




EXCRCICES
Méme exercice que le précedent avec :
afx)=-x*+1 sur I=R.

b g'(x)=7 sur I=R,
W c. h(x)==x'-1sur I=R:

Cd k() =2x+2 sur I=R.

a. La courbe laisse supposer un certain sens de
variation de la fonction f sur les intervalles
]—e=, 0] et [0, +==[. Est-ce réellement le cas ?
Justifier votre réponse en calculant la fonction
dérivée de f.

b. Si la courbe ci-dessus induit en erreur, proposer
un réglage de la fenétre de la calculatrice qui
permette de rendre visible tous les change-
ments de sens de variation,

~ En tragant la représentation graphique de la fone-
 tion définie sur R par f(x)=x"+5x+7 alacal-
~ culatrice, on obtient :

~ La courbe laisse supposer un certain sens de varia-
tion de la fonction f sur R. Est-ce réellement le
- cas ? Justifier votre réponse en calculant la fonc-
- tion dérivée de f.
'En tragant la représentation graphique de la fonc-
Loaay onld

- R g sliny gy -
on définie sur R par f(x) 9{_}0x —120x x

a la calculatrice, on obtient :

€ En tracant la représentation graphique de la fonc-
tion définie sur R par f(x) = 25x* - x? ala cal-
culatrice, on obtient :




____ exercices - R R RS
b

a. La courbe laisse supposer un certain sens de
variation de la fonction f sur K. Est-ce réelle-
ment le cas ? Justifier votre réponse en calcu-
lant la fonction dérivée de f.

un réglage de la fenétre de la calculatrice qui
permette de rendre visible tous les change-
ments de sens de variation.

Dérivation, extremums
et encadrement

Soit la fonction f définie sur /= [-35, 3] par:
flx)y=3x"-36x+4.

2. En utilisant la dérivée de f. dresser le tableau de

variation de f.

. Si la courbe ci-avant induit en erreur, proposer E

d.

b. En déduire un encadrement de f(x) quand x :

varie dans [-5, 3].

Soit la fonction f définie sur /= [— ] par:

b | —
| =

+ 2
=5

2. En utilisant la dérivée de f, dresser l¢ tableau de
variation de f.

b. En déduire les extremums de f (sur /).

Soit la fonction f définie sur ['=[-7, 3] par:
fx)y=Vx"+4x+7.

a. En utilisant la dérivée de f. dresser le tableau de

variation de f.

b. En déduire que pour tout réel x de [, f(x) = V3.

c. Préciser enfin le maximum de f(sur /).

Dérivation, résolution approchee
d'une equation et signe

c

Soit f la fonction définie sur [-4, 4] par :
fix)=4x"+5x+3x-7.

- a. Dresser le tableau de variation de f.

~ b. Montrer que I'équation f(x) =0 admet une

solution unique x, dans [-4. 4]. Donner la
valeur approchée de x a 107" prés par défaut.

‘. En déduire le signe de fsur [-4, 4].

Méme exercice que le précédent avec :
f(x)==2x"-x+ 5 dans [0, 2].

Soit u et v les fonctions définies sur [-2, 2] par :

3

1
ulx) = 3{ = et v(x) =
o+

=7

. Montrer que I'éguation w(x) = v(x) équivaut
i I'équation 4x’ +x—3=0.

. Soit f la fonction définie sur [-2, 2] par :

flx)=4x"+x-3.

Dresser le tableau de variation de f.

. Montrer que I'équation f(x) =0 admet une
solution unique x, dans [-2, 2]. Donner la
valeur approchée de x, a 107" prés par défaut.

Que peut-on en déduire sur ['équation
u(x) = v(x) 7 Interpréter graphiquement ce
résultat sur les courbes représentatives de u
et v,

‘Soit f la fonction numérique de la variable x défi-

 nie sur [-1, 2] par f(x)=5x"+2x’

'y
a. Dresser le tableau de variation de f.

b. Montrer que I'équation f(x) = 10 admet une
solution unique x, dans [-1, 2]. Donner la
valeur approchée de x, & 10~ prés par défaut.

¢. Résoudre I'inéquation f(x) < 10.

d. Préciser tous les réels A tels que I'équation
f(x) = A admette une unique solution dans
[=1.2]. Justifier.

Soit [ la fonction numérique de la variable x défi-

‘nie sur [-3, 3] par f(x)=x".

~a. Dresser le tableau de variation de f.

‘a.

1IN

b, Soit a appanenanl a [-27, 27]. Montrer que
I'équation x* = a admet une solution unique
dans [-3. 3] (cette soll%tion est appelée racine
cubique de a et se note Va ).

C. Determmer une valeur approchée a 0.1 prés de

Vil | puis de =23

Soit fla fonction numérique de la variable x défi-
nie sur [0, ] par f(x)=2sinx - x.

Calculer f’(x) et étudier son signe suivant les
valeurs de x.

Dresser le tableau de variation de f.

=0 admet une
Donner la

. Montrer que 1'équation f(x)
solution unique x, dans 0, ).
valeur de x, & 107 prés par défaut.
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. Soit la fonction g définie sur [-m, 1] par
g(x) = 2sinx —x.
Montrer que g est une fonction impaire. En
déduire que I'égquation 2sinx — x = 0 admet
exactement trois solutions dans l'intervalle
[-m, m].

- Soit fla fonction définie sur [% 2] par :

flx)==3x+5-

2x*
2. Montrer que pour tout réel x de [% 2] ;

=l=(x=DE+x+ 1)

b. Déterminer la fonction dérivée de f et la mettre
' sous la forme d’un quotient.

. A laide de la question ., étudier le signe de
[’ et en déduire le sens de variation de f sur

[% 2]. Dresser enfin le tableau de variation
de f.
oI, Déduire de I'étude précédente que I'équation
f(x)=0 admet exactement deux solutions dans
I'intervalle [% 2].
@ Déterminer une valeur approchée a 107" prés

de chacune de ces solutions.
f. Résoudre alors I'inéquation f(x) > 0.

‘Soit f la fonction définie sur [0, ] par :

flx)=1- %-xa- COSX.

a. Calculer f'(x) et étudier son signe suivant les
valeurs de x.

. Dresser le tableau de variation de f.

. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une
solution unique x,, dans [0, 7]. Donner un enca-
drement de x, d’amplitude 0,01.

. En déduire le signe de fsur [0, nt].

Dérivees successives

€ Calculer les fonctions dérivées premigre, seconde,
troisiéme et quatriéme de la fonction f définie sur
R par f(x) = cosx. Quelle relation simple peut-on
‘écrire entre fet £ ? entre fet f” ?

Méme exercice que le précédent avec f(x) = sinx.

-

~ Soit la fonction g définie sur R par g(x) = sin3x.
~ Calculer les fonctions dérivées premieére et
deuxiéme de g. Quelle relation simple peut-on

- écrire entre g” et g ?

€ Soit la fonction f définie sur [0, 4] par :

flx)= %Jﬁ - %x3+ x'—x+3.

a. Calculer f* puis f”.

b. Etudier le signe de f” et en déduire le sens de
variation de f".

¢. Dresser le tableau de variation de f”.
d. Calculer f7(1) et en déduire le signe de f".

2. Dresser alors le tableau de variation de f.

Méme exercice que le précédent avec la fonction
f définie sur [0, 3] par :

i 4 %x“ - %xl +2x+ 2.

Position relative de deux courbes

€ Soit fla fonction définie sur 10, + o[ par :

flx)=2x—1+ 2
x

4. Etudier les variations de f.

b. Etudier la position relative de la courbe repré-
sentative de f et de la droite & d’équation
y=2x-1.

¢ Représenter, dans un repere orthonormal
(O i, j )dunité : 1 cm, la courbe de fet la
droite 9.

Soit f et g les fonctions définies sur R par :

x3
=

et g{x)=x

a. Etudier les variations de f.

b. Pour tout réel x, exprimer f(x)—g(x) sous la
forme d'un quotient.

c. En déduire la position relative des courbes
représentatives de fet g.

. Tracer, dans un repére orthonormal (O T, }.J
(unité : 1 cm), les courbes représentatives de f
etde g.




~ Méme exercice que le précédent avec :

a

R
ﬂx)_x+I

2

et g(x)=x" sur]-1, +eef,

o

r définie sur [-2,5;2,5] par f(x) =

Soit f la fonction numérique de la variable x

X
YHx+l o
On appelle ‘6 1a courbe représentative de la fonc-
iy . tion f dans le plan rapporté a un repere orthonor-
, ~ mal (0:7.]) (unité graphique : 3 cm).

. Calculer f’(x) et en déduire le tableau de varia-
tion de f.

. b. Donner une équation de € tangente & 6 au
point d’abscisse 0.

, . €. Soit la fonction g définie sur [-2,5; 2,5] par

glx) =filx) —x
Montrer que g(x)= S

X+

et déterminer
le tableau de signe de g(x).

. En déduire la position de 6 par rapport 4 C.
~ e Tracer Cet 6.

*  Pour aller plus loin...

~ Soit la fonction f définie sur [ = [—% 2} par

2
B + =
Y_"_;Ef_____;t__‘ ol a et b sont deux nombres

Lf(x) =

X2 =Py =
~ réels. On suppose que f admet en 0 un extremum
- qui vaut —1.
a. Que vaut f(0) ? f'(0) ? Justifier.
- b. Exprimer la fonction dérivée de f en fonction
de aet b.

c. Déduire des deux questions précédentes les
valeurs de a et b.

~ d. Ecrire I'expression de f, puis étudier ses varia-
tions.

e. Dans un repere orthonormal (O ; 7 }.) d'unité
graphique 2 cm, tracer la courbe représentative

€ de f.

~ Soit la fonction f définie sur [ = [-3, 3] par

flx)= I_zﬂﬁ{{_, ol a et b sont deux nombres
& x—2x+2
~ réels. On suppose que la courbe représentative ‘€
de fpasse par le point A(1, 1) et admet en ce point
une tangente de coefficient directeur égal & —2.

‘@ Que vaut f(1) 2 (1) ? Justifier.
- b. En déduire les valeurs des réels a et b.
- . Déterminer le tableau de variation de f.

d. Dans un repére orthonormal (0 7, j ) d'unité

graphique 2 cm, tracer la tangente a la courbe
représentative ‘€ de fau point d"abscisse 1, puis
tracer 6.

~ L'objectif de cet exercice est de démontrer que

.3
pour tout réel x positif, x - % s sinx s x

~ 1.2 Etudier le sens de variation de la fonction if

définie sur [0, +oo[ par f{x) = sinx —x,

b. Caleuler f(0), En déduire le signe de f(x) pour

tout x de [0, 452,
. Conclure sur une des inégalités cherchées.

2. Soit la fonction g définie sur [0, + e[ par :

3
g(x)=sinx—x+ %

~ 2. Calculer les dérivées premiére et seconde de g.

b. Utiliser la question 1. pour montrer que, pour
tout x de [0, +=o[, g”(x) est positif.

c. A partir du signe de g”(x). établir le sens de
variation de g’ sur [0, +eo[. Calculer g'(0) et
en déduire le signe de g '(x) sur [0, +eo[.

d. A partir du signe de g’(x), déterminer le sens
de variation de g sur [0, +eo[. Calculer g(0) et
en déduire le signe de g(x) sur [0, +=].

. Conclure de cette étude la deuxiéme inégalité.

La fagade représentée ci-dessous est formée d’un
rectangle ABCD tel que AB = 6. La partie supé-

rieure a la forme d'un demi-cercle ‘6. On veut y

percer une ouverture rectangulaire /JKL d’aire la

- plus grande possible.




Dans la suite, on se place dans le repére orthonor-
mal (0; 7. ) tel que le point C ait pour coordon-
nées (3, 0) et que le demi-cercle € soit situé au
dessus de 1'axe des abscisses.

- a. Donner une équation cartésienne du cercle de

centre O et de rayon 3. En déduire que le demi-
cercle € est la courbe représentative de la fonc-
tion f définie sur [-3, 3] par f(x)=V9 —x*

b On note x I'abscisse du point /. Préciser alors
les coordonnées de J puis montrer que ["aire du
rectangle IJKL est a(x) = 229 — x2

¢. Etudier les variations de la fonction @ sur [0, 3].

. Déterminer alors la position de [ pour laquelle
"aire de I’ouverture est maximale.

On souhaite tailler dans un tronc d’arbre de rayon
R une poutre de section rectangulaire d'aire maxi-
male. La section du tronc est représentée ci-des-

sous par le cercle ‘€ de centre O et de rayon R et

la section de la poutre par le rectangle ABCD ins-
crit dans 6.

Onpose AD=L et AB=1

Ce
- -"“-\x_____/’ =~}

a. Ftablir une relation entre /, L et R. En déduire /
en fonction de R et L.

Montrer que I'aire de ABCD s"écrit :
ENARE-LF,
i Soit la fonction f définie sur [0, 2R] par :
flx)=x V4R —xZ.

Déterminer la fonction dérivée de f. Etudier le
signe de f’(x) suivant les valeurs de x et en
déduire le sens de variation de f.

¢. Déduire de 1'étude précédente la valeur de L
pour laquelle 1'aire de ABCD est maximale.
Quelle est la nature de ABCD dans ce cas ?

Dans un repére orthonormal (O ? }' ) d’unité
I em, on considére les points A(O, 8), B(2. 8) et
C(6,0).

On souhaite inscrire un arc de parabole & dans le
trapéze OABC tel que P vérifie les conditions sui-
vantes :

(1) P est tangente 2 (AB)en A ;

(2) P est tangente 4 (BC) en un point I que 1'on
déterminera dans I'exercice,

On cherche donc une fonction f définie et déri-
vable sur R telle que f(x)=ax"+bx+ ¢ dontla

 représentation graphique P vérifie les conditions
précédentes.

1. Déterminer la fonction dérivée de la fonction f.

2. a. D apres la condition (1), que vaut f(0) ? En
déduire la valeur de c.

b. D'aprés la condition (1), quelle particularité
posséde la tangente a la courbe PP de f au point
d’abscisse 00 7 Que vaut f'(0) ?

«. En déduire que b =0,

3. a. Déterminer I’équation réduite de la droite
(BC). Préciser sa pente.
On appelle x, 'abscisse du point / oi %P est
tangente & (BC).

b. Que représente f’(x,) pour la tangente a P en

17 En déduire que x,= -,
a

. En utilisant le point /, justifier que :
ax;+8=-2x,+ 12.

. Déduire des deux résultats la valeur de a puis
celle de x,.

e. Vérifier gue la fonction f définie sur R par
fr) = —%xl +8 vérifie les conditions (1)
et (2).

- 4. Représenter les points A, B, C et I. Tracer les
segments [AB] et [BC], puis tracer la courbe 9.

L'intensité du courant dans un condensateur est
donnée par i(f) = C%(I}. C étant la capacité du

condensateur.

~ a. Exprimer i () si u(t) = UN2 sinor.

W . ! b1
b. En utilisant la relation cosa = sm(a + E)'

exprimer l'intensit¢ 4 [’aide de la fonction
sinus.




£(1) en rad '_s:'____

L’énergie stockée dans un condensateur s’écrit FERH B
: 5
: _ 1 50 Fihn /

W(t) = 5 Cu’(1), ot C est la capacité du conden-

~ sateur et u(7) la tension aux bornes du condensa-

tens

- teur.
_, - On suppose ici que u(r) = U\2sint, 2. Sur chacun des trois intervalles [0, 5[, [5, 10]
~ a. Exprimer W(1), PUiS- calculer t—‘f(ﬂ en fonc- et [ 10, 15], déterminer %2(” puis en déduire
tion de C et U. C.).

r B ’ dw - b Tracer la représentation graphique de la fonc-

Iv. Etudier le signe de ?(r) pour t [0, 2x]. tion C_ sur [0, 15].
¢. En déduire le sens de variation de W sur ¢. Arrét d’urgence : on veut maintenant que Iar-
[0, 27]. rét se fasse sur 'intervalle de temps [10, 12] &
la place de [10, 15]. Déterminer la nouvelle
s - expression de %{:} sur [ 10, 12], en déduire la

- L'intensité efficace dans un circuit RLC en

: : : ; i nouvelle expression de C () sur cet intervalle.
série, alimenté par une tension sinusoidale ?

: u(t) = U\Esin&}r‘, est donnée par : n
e ¥ U Un moteur électrique permet d'entrainer en rota-
Z 1\ tion un plateau circulaire.
\/ R* + (Lw - —) .
Cam | Axe de rotation A
T
: ol U, R, L, C sont des constantes strictement posi- : L \\i
tives. On cherche la valeur de @ pour laquelle / l Plateau circulaire
~ est maximale, ¢’est-a-dire pour laquelle la gran-
 deur A=R+ (Lw - ﬁ) est minimale.
Moteur électrique

a. Calculer la fonction dérivée %

Etudier son signe et établir le tableau de varia-

tion de A auand o varie dans 10, + e, Plateau circulaire en vue de dessus

b En déduire qu’il existe une seule valeur de @
que I'on précisera pour laquelle / est maximale.

~ Pour un moteur en rotation entrainant une charge
- & la vitesse angulaire £2(¢). la loi de la mécanique

§"écrit 1%2 =C,+C ol:

Pendant la phase de démarrage, la loi du mouve-
ment est donnée par 8(t) = 12,571, ot 8 est
I'angle de rotation du plateau en radians et 7 le
temps en secondes.

+ ] est le moment d’inertie du systéme (on prendra
ici J=1kg-m?);
+C_ est le moment du couple résistant total,

1. Calculer I'angle 6 balayé par le plateau au
- incluant les pertes (on prendraici C =—20N-m); £ ve P p

temps =2 eten déduire le nombre 1, de tours
~+ C, est le moment du couple électromagnétique effectués.

i du moteur, 2.La fréquence de rotation, en radians par

- Pour ce systéme, le cahier des charges impose la de

. ; X . . de (rad+s™"), est donnée par @ = —

- loi de vitesse suivante, définie graphiquement SECOU & = p T
par : a. Expliciter @(¢) pour tout ¢ = 0.




b. Calculer la fréquence de rotation au temps n
t=2: _
Convertir le résultat en tours par minute. Une masse m ot suspendue a un
‘ressort. Sa position est repérée par 4

3. L'accélération angulaire, enrad-s™~, estdonnée son abscisse x = f(t). Les lois de

par @' = ﬂ‘:‘ = Ez_g la cinématique montrent que, pour
dtde ~ tout nombre réel ¢ positif. on a

a. Expliciter @’(1) pour tout t = 0. if (1) =-4f ().
b. Calculer I"accélération angulaire au temps a. En calculant la dérivée seconde
r=2. y de la fonction définie sur R par

f(t) = acos2t+ bsin2t, ol a et 5
b sont deux nombres réels, ¥
montrer que cette fonction véri-

4, Le principe fondamental de la dynamique
appliqué au plateau permet de déterminer le
moment du couple exercé par le moteur sur le

plateau : Mcuuplcm = fgw' ol : ﬁc 1 egahte proposee. @ m

* M0 €St le moment du couple moteur sur  , On admet que la fonction cherchée a la forme
I'axe Aen N-m, proposée A la question précédente. A I'instant
* [, est le moment d’inertie du plateau par rap- t =0, la masse est 4 la position x =0 et a une
port a I'axe A en kg-m”. vitesse initiale v, = f’(0) = 2. En déduire
Sachant que 1, = 0,5 kg-m’, calculer .Mmm - les valeurs de a et b et I'expression de la fonc-
au temps f=2. tion f.

. Pour préparer le Bac

* A partir d’un extrait du bac STT session 2002 ' Sujet de Bac STI session 1998

o Un terrain de jeu est formé d’un rectangle ABCD

et de deux demi-disques de diamétres respectifs
[AD] et [BC]. On note x le rayon de chaque demi-

TR disque et [ la longueur AB, mesurés en metres.

- On donne la représentation graphique d’une fonc-
tion f définie sur [-2, +es].

A B

D e
1. Calculer le périmetre du terrain en fonction de
xetl
2. Dans toute la suite de I'exercice, le périmetre
'Répondre aux questions suivantes par lecture gra- du terrain est de 400 métres.
‘phique (on expliquera la démarche utilisée). a. Exprimer [ en fonction de x.
1. Quelles sont les valeurs de f(0) et f(1) ? b. Montrer que l'aire, en m? du terrain peut

~ §’écrire 400x — mx.
§2.14 tangent—.e au Pﬂinf d’abscisse 0 pﬁSSE par 3. Pour x = 0, on pose f(x) =400x — xxz.

AL e ditiints 700 - 2. Etudier le sens de variation de la fonction f.

: _‘:3. Donner un encadrement par deux entiers b En déduire la valeur exacte de x pour laquelle
consécutifs de la solution positive ecet de la ~ T’aire du terrain est maximale, puis calculer la
: solution négative f§ de I'équation f(x) = 0. valeur de [ correspondante. Que constate-t-on ?

‘male, puis en donner une valeur approchée &
b. Résoudre I'inéquation f'(x) = 0. une unité pres par défaut.




|  ©encices

h Sujet de bac STI session 1999

Partie A
‘Une lanterne a la forme d'une pyramide réguliere,
SABCD, a base carrée reposant sur un cube
~ ABCDA'B -"C‘ A,

S
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La hauteur SH de la lanterne est de 30 cm. Soit A,
en cm, la hauteur SO de la pyramide et x, en em,
la longueur de I'aréte du cube. On admet que
0=x=30
1. Exprimer en fonction de x la hauteur h de la
pyramide.
2. Exprimer en fonction de x le volume V de la
lanterne.
On rappelle que le volume d’une pyramide est :
Surface de base x Hauteur
3 ,

Partie B
1. Soit la fonction numérique définie dans I inter-
valle [0, 30] par f(x) = +(302° + 2) et €
sa courbe représentative ¢ dap}s le plan muni d’un
repere orthogonal (O i, j ) (1 cm représente

2 unités sur I'axe des abscisses et | cm repré-
sente 1 500 unités sur I'axe des ordonnées).

- a. Calculer la dérivée f” de f.

b. Etudier le signe de f” et dresser le tableau de
variation de f.

2. 2. Reproduire et compléter le tableau suivant

(donner les valeurs de f(x) arrondies a la cen-

taine pres) :

i o 5110 15|20 25| 30

b Construire 6.

3. Déterminer, a I'aide de la représentation
graphique, la valeur de x pour laquelle
fix) =15 000.

Partie C

La longueur de I'aréte du cube est de 24 cm.
Déterminer alors :

1. le volume de la lanterne ;

2. la hauteur A de la pyramide ;

3. la longueur SA.
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ACTINITE @ «Cest un comble ! »

Objectif : Introduire la notion de limite dans un cadre concret.

En faisant les plans d’une maison, on souhaite

prévoir, sous le toit, une piece de largeur 3

métres et de hauteur 2 métres.

Cette piece est représentée par le rectangle

OKIL. La toiture est représentée par le segment

[AB] passant par /.

1.0n appelle x I"abscisse de A dans le repere
orthonormal (O i, ).

a.Dans quel intervalle varie x 7 Justifier.

b.Montrer que la hauteur de toit, ¢’est-a-dire
I'ordonnée de B, est OB = —=

=3 sEEE

¢. 5] Etudier les variations de la fonction f définie sur |3, +oo[ par f(x) = —2‘% Dresser
X —
~son tableau de variation, puis tracer sa représentation graphique sur la calculatrice pour
xe[3.5;15]. :
2.Quand A s’approche de K
a.Que peut-on dire de x lorsque A s approche de K ?

b.Que peut-on penser de la hauteur OB lorsque A s approche de K ?
Comment cela peut-il se traduire sur la représentation graphique de f?




z. Compléter le tableau suivant :

3,1 3,01 | 3,001 | 3,0001

d.Quelle conjecture peut-on faire sur les valeurs de f(x) lorsque x s’approche de 3 7

e. Lorsque x s’approche de 3, on peut poser x =3 + A, ot h est proche de zéro et positif (h repré-

sente 1’écart entre A et K). Montrer que f(3 + h) =2 + % Résoudre alors I'inéquation

24+ % > 10" et préciser un entier naturel p tel que, si 0 < h < 1077, alors f(3 +h) > 10",

f. Recopier et compléter : Lorsque x tend vers ......, f(x) tend vers ... ;onnote : lim f(x)=.. ..
3.Quand A s’éloigne... (... et que 'on s’éloigne des probléemes de greniers)
a. Que peut-on dire de x lorsque A est trés loin de K ?

b.Comment évolue alors la position de B ? la hauteur OB ?
Comment cela peut-il se traduire sur la représentation graphique de f?
c. Compléter le tableau suivant :

10 50 100 | 1000

d. Quelle conjecture peut-on faire sur les valeurs de f(x) lorsque x devient trés grand ?
2x

e. Montrer que pour tout x > 3, > 2, Déterminer ensuite un entier naturel m tel que, si

x>m, alors 0<f(x)-2<107"
f. Recopier et compléter : Lorsque x tend vers ......., f(x) tend vers ... ;on note : lim f(x)=.....

Dans ce chapitre, on étudie le comportement d’une fonction lorsque la variable devient trés grande
ou s’approche d’une valeur pour laquelle la fonction n’est pas définie. On verra ensuite comment
les résultats d’une telle étude se traduisent sur la représentation graphique d’une fonction.

\/|[F @) Comparaison d'aires
et position relative de courbes

ANCT

Objectif : Introduire la notion d’asymptote oblique & partir d’une situation géoméirigue.

OAM est un triangle rectangle en O et tel que OA =1,
On construit sur la demi-droite opposée a [OM) le
point M’ tel que le triangle AMM ’ soit rectangle en A.
On pose OM = x et on s’intéresse aux aires des tri-
angles AMM* et MAO.

1. Expérimentation a I'aide de GéoplanW

On va se servir de GéoplanW pour émettre des conjectures sur les aires des triangles MAO et
AMM’. -

a. Créer :
* la variable réelle x dans I'intervalle [0, 30] (créer — numérigue — variable réelle libre dans
un intervalle) ;
* les points O, A et M de coordonnées respectives (0, 0), (0, 1) et (x, 0) (créer — point — point
repéré — dans le plan);

AEGNNZENES:
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* la droite (AM) et sa perpendiculaire d passant par A (créer — ligne — droite — perpendiculaire) ;
* le point M " intersection de d et (OM) (créer — point — intersection de 2 droites).
» les triangles MAO et AMM " ; (eréer — ligne — polygone — polygone défini par ses sommelts).

b.Faire calculer 2 GéoplanW les aires des triangles AMM " et MAO que I'on appellera respecti-
vement A, et A, (créer — numérique — calcul géométrique — aire d’un triangle), puis affi-
cher ces valeurs (créer — affichage — variable numérique déja définie).

c.Créer les points K et L de coordonnées respectives (x, A ) et (x, A,).

d.Faire varier la position de M en modifiant la variable x a I’aide des touches — et « du clavier
(piloter — piloter au clavier).
* Lorsque x devient grand, comparer les tnangles AMM’ et MAO, leurs aires A et A, puis les
courbes décrites par les points K et L (sélectionner les points K et L afficher — se!e(,nan trace,
puis passer en mode trace afficher — mode trace (bascule)).
* Faire une conjecture sur la limite de A, — A, lorsque x tend vers I'infini. Comment est-ce
que cette conjecture se traduit sur les courbes décrites par K et L ?

2.Etude théorique

a.En utilisant le théoréme de Pythagore, calculer AM en fonction de x puis AM’ en fonction de

OM’. En déduire que OM" = -!-
X

b.Calculer I'aire A, du triangle AMM’ en fonction de x.
On appelle f la fonction, définie sur ]0, +e<[, qui a x fait correspondre A |.

Vérifier que f(x) = %(x + 1 ) Quel est le point de I'expérimentation avec GéoplanW qui
X

décrit la courbe représentative de f 7

c.Calculer I'aire A, du triangle OAM en fonction de x. On appelle g la fonction, définie sur
10, +<¢[, qui a x fait correspondre A ,. Quel est le point de I’expérimentation avec GéoplanW
qui décrit la courbe représentative de g ? Quelle est la nature de cette courbe ?

d.Etudier le sens de variation de la fonction f, puis dresser son tableau de variation.

e.Que représente (f(x) — g(x)) pour les aires des triangles AMM* et MAO ?
Calculer lim (f(x)— g(x)). La conjecture faite a la question 1.d. est-elle vérifiée ?

f. Que représente, pour K et L, le nombre (f(x) — g(x)) ? Comment peut-on retrouver sur la
représentation graphique la limite calculée a la question 2.e. ?

La courbe représentative de la fonction g est une droite 9%. Elle peut ici servir de « guide » pour
le tracé de la courbe représentative ‘€ de f pour les grandes valeurs de x (on dit que & est une
asymptote de (6) Dans ce chapltre. on étudie cette notion d’a‘;ymptote

1‘34‘?&1%: Pase 0.085079
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n de limite

Les activités présentent des situations dans lesquelles on est amené a se demander comment évo-
luent les valeurs prises par une fonction lorsque la variable devient « trés grande » ou s’approche
d’une valeur pour laquelle la fonction n’est pas définie. C’est pour répondre a ce type de ques-
tion qu’on introduit la notion de limite.

1lLimite en +°° de quelques fonctions de référence

On étudie d’abord le comportement de la fonction f définie sur R par f(x) = x* et de la fonction

g définie sur |0, +e<[ par g(x) = ,\i quand x devient de plus en plus grand.

fz)=x*

Du point de vue graphique
De fagon empirique, on voit que plus x est
grand, plus le point M d’abscisse x de la
courbe d’équation y =x* se déplace vers
le « haut », donc a son ordonnée x” grande.
Plus précisément, f(x) est plus grand que
n'importe quel nombre A dés que x est plus
grand que VA.

Du point de vue numérique

On peut donc rendre f(x) aussi grand que
I’on veut, il suffit de choisir x suffisamment
grand. On dit alors que la limite de f(x)
quand x tend vers + e est égale a + o=,

X 1 000 10 000 1010
1 000 000 | 100 000 000 | 10* | 10

En résumé, on note : lim x% =+ oo,
X = & o0

-

glx)=

" Du point_ de vue grapl'.l_ia;le-
De fagon empirique, on voit que plus x est
grand, plus le point N d’abscisse x de la

courbe d’équation y = 3 s’approche de
X

I’axe des abscisses donc a son ordonnée = I
proche de 0. *
Plus précisément, g(x) est compris entre 0

et n'importe quel nombre A, dés que x est

8 plus grand que %
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Du point de vue numérique

On constate que 1'on peut rendre g (x) aussi
10" | 10' proche de 0 que 1’on veut, en choisissant x
10-1 | 10-1 suffisamment grand. On dit que alors que
la limite de g(x) quand x tend vers +

est égale a 0.

En résumé, on note : 11m k3 =i
Hsty

Avec une étude similaire, on obtient ;

rieur ou égal 2 1, alors :

ZIijite en —oo de quelques fonctions de référence

Ici, on §’intéresse au comportement de f(x) lorsque x prend des valeurs négatives dont la valeur
absolue est trés grande (on dit que x tend vers —e=). En procédant de fagon analogue au cas
« +< », on obtient :

urel supérieur ou égal 1. Alors :

i @%mn Hm x*=-=s0 =

K ==p—ea;

»Exercices n"1et2

3 Limite en O de quelques fonctions de référence
On étudie déja le comportement de la fonction g définie sur ]0, +oo[ par g(x) = % puis de la

fonction A définie sur | —eo, O[ par la méme expression h(x) = -L quand x devient de plus en plus
proche de 0.

g(x}:% sur |0, + e[ et k(x):l sur J—eo, 0

Du point de vue graphlque

On constate que plus x s’approche de zéro
en étant positif (on dit que x tend vers 07),
plus le point N d’abscisse x de la courbe
‘6 s'approche de I'axe des ordonnées vers

le « haut », donc a son ordonnée — qui
s’ approche de + oo. i

On constate de méme que plus x s’approche
de zéro en étant négatif (on dit que x tend
vers 07), plus le point d’abscisse x de la
courbe 6, s’approche de 1'axe des ordon-
nées vers le « bas », donc a son ordonnée 2
qui s approche de — oo, .




Du point de vue numérique

On s’intéresse au comportement de g(x) On s’intéresse au comportement de /& (x)
lorsque x prend des valeurs proches de zéro,  lorsque x prend des valeurs proches de zéro,
supérieures a zéro. On dit que x tend vers 0",  inférieures & zéro. On dit que x tend vers 0,
cequ'onnote x > 0" ou x>0, x>0. cequ'onnote x >0 ou x—0, x<0.

| 0,001 | 0,0001 | 10-" | 10-'* ~_ [-0,001] -0,0001 [~ 10"~ 10~
(1000 | 10000 | 10" | 10™ = |~1000| -10000 [-10% | -10'*

On peut rendre g(x) aussi grand que 1'on P .
veut, il suffit de choisir x suffisamment Quand £ teod v O Bixd = x s
proche de 0. On dit que la limite de g(x) et devient de plus en plus grand en valeur
est + oo quand x tend vers 0. absolue. On dit que la limite de h(x) est —oo
quand x tend vers 0 .
En résumé, on note :  lim Xz +00: lim 1 =—o0
=0t X x=0 X

Avec une étude similaire, on obtient :

et si n est impair, lim d o
. x

PExercicen® 3

 Définition sur un intervalle 7 de !
s appelle limite de fe

et i G )

e
Exemple : Soit la fonction f définie sur ]3, +oo[ par f(x) =

1
X3
Pour étudier Iirri f(x),onpose x=3+h ol hel0,+e[ eton obtient

1 1 _— : 1
3 5 iy = 3 - — i
f(3+h)=———=— donc 11:1}f(r)-£:11})+——+w

Pour toutes les fonctions usuelles qui sont définies au point ¢ ot 'on cherche la limite (par
exemple pour la limite en 0 de la fonction x — x*), cette limite est simplement la valeur prise par
la fonction en a :

, rationnelle, sinus, mm

lim f(x) = f(a).




A partir des quelques limites des fonctions de référence étudiées ci-dessus, on peut obtenir les
limites de nombreuses fonctions (mais pas de toutes) grice aux résultats énonces ci-dessous, qui
sont admis.

1§Produit d’une fonction par une constante

Remarque : Les résultats des deux derniéres lignes sont conformes a la régle du signe d’un pro-
duit.

w
Exemple : Soit la fonction f définie sur R par f(x) = —3x" On étudie lim f(x). D’apres les
limites de référence, lim x’ = +e donc, d’aprés la derniére ligne du théorémc précédent,

lim f(x)=- s

»Exercices n°6a9

ZI_Somme de deux fonctions

-
Exemple : Soit la fonction f définie sur 0, + o[ par f(x)=x"+ % D’apres les limites de réfé-

rence lm% x2=0 et lll'l'EI} ia = +o0. On déduit du deuxiéme cas du théoréme précédent que
X = = X

i e) -

Remargue : On ne dispose pas de résultat général dans le cas ot f(x) tend vers +eoo et g(x) tend
vers —es (la limite de f(x) + g(x) dépend des fonctions fet g). On dit que la somme d’une fonc-
tion qui tend vers +co et d'une fonction qui tend vers —e est une forme indéterminée. Ce pro-
bléme est illustré par des exemples dans le TP1.

*Exercices n° 10a 12




3 Produit de deux fonctions

fini (+ 20 ou —eo), alors f(x) X g(x’j
du signe d’un produit.

_que x tende vers un nombre x, (apparten:

b
Exemple : Soit 1a fonction f définie sur [0, +oo par f(x)=(-2x*+3)¥x.Ona:

e lim x*=+4e donc lim (-2x?)=—oo, d’oll hm (-2x7+3) = —o0;

B e B K=Ftem

¢ lim Vx = +oo

A= e

donc, d’apres le théoréme précédent, Iilil fix) =~

Remarque : On ne dispose pas de résultat général dans le cas ot f(x) tend vers I'infini (+ 00 ou
—oo) et g(x) tend vers 0 (la limite de f(x) x g(x) dépend des fonctions fet g). On dit que le pro-
duit d’une fonction qui tend vers O par une fonction qui tend vers 'infini est une forme indéter-
minée, Ce probleme est illustré par des exemples dans le TP1,

PExercices n" 13 et 14

4l Inverse d’une fonction

fune fonction définie sur un intervalle I&a F
ers + oo ou —eo_ alors L tend vers 0. 1
f(x)

vers un réel @ non nul, alors fL) tend vers :Iz'

0, et est striciement positif sur /, alors }-(—) tend vm -&@t -

Remargue : Lorsque la fonction f tend vers zéro, f prend des valeurs tres proche de zéro, mais
ces valeurs peuvent étre positives ou négatives. L'inverse de f(x) prend alors des valeurs, dont la
valeur absolue est trés grande, mais qui peuvent étre positives ou négatives. Ce probleme de signe
fait partie du travail de détermination de la limite (voir I'exemple ci-dessous).

g

Exemple : Soit la fonction f définie sur -1, 1[ par f(x) =
quand x tend vers 1.

Ona hrr} (x*~1)=0 (c’est la limite d’une fonction polyndme en un point ot elle est définie).

l

O 1 U
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eme précédent, on étudie le signe de (x* — 1) lorsque x est proche de 1 et
P alle -1, 1[. Comme (x? — 1) est un polynéme du second degré qui s’annule
et x =-1, son tableau de signes est :

x |-°° -1 + o0

1
x‘-l| + —(:I +

Done, la fonction f étant définie sur |-1, 1[, (x* — 1) tend vers zéro et est strictement négatif
quand x est proche de 1 et inférieur 4 1. On peut donc conclure : :

lim f(x) =—eo (ou lim ——— =—c0).
x=l x=l X —

x<l

»Exercices n° 15 a 20

5 Quotient de deux fonctions

s un nombre a (nul ou non) et g(x) vers
alors £ tend vers &

g(x) ]
mbre a (nul ou non) et g(x) vers I

alors &ten‘d vers 0.
g(x) ‘
x) tend vers 0 en étant de signe coi

du signe d’un quotient.

-
Exemple : Soit la fonction f définie sur ] 1, + oo par f(x)= T On étudie la limite de
B

2x+ 1

f(x) quand x tend vers 1.
On cherche d’abord séparément la limite du numérateur et celle du dénominateur :

'Iir.f}_ (2x4+1)=3;

. lin% (=2x*=x+3)=0.
On étudie ensuite le signe du numérateur et du dénominateur lorsque x est proche de 1, en tenant
compte du fait que fest définie sur |1, +oof :

» quand x est proche de 1, le numérateur tend vers 3, donc est positif ;

e comme —2x”—x+ 3 est un polyndme du second degré qui s’annule pour x = 1 et x=— %
son tableau de signes est : '

x —e0 = 1 + oo

|

23 x4 3 =

==

|
+ 0 -
]

Dong, f étant définie sur ] 1, + oo, =2x% — x + 3 est négatif lorsque x est proche de | et supérieur
Al

Conclusion : d’apreés le troisieme cas du théoréme et la régle des signes, on a lin} flx)=—eo.




Remarque : On ne dispose pas de résultat général dans les cas ol :
* f(x) tend vers I"infini (+ ¢ ou —eo) et g(x) tend vers 1'infini (+ee ou —s0),
* f(x) et g(x) tendent vers 0,

(la limite de ﬁ—) dépend des fonctions f'et g). On dit que le quotient de deux fonctions qui ten-
x) pe q q

g(x
dent vers I'infini ainsi que le quotient de deux fonctions qui tendent vers 0 sont des formes indé-
terminées. Ces cas sont illustrés par des exemples dans le TP1.

2 PExercices n°21 a 24

6] Limite d’une fonction composée

n définie d’un intervalle I dans tﬂﬁ

1(x) = ¢, alors lim u(v(x))=c, ot a, bet
£ JX—xa

v

Exemple : Soit f la fonction définie sur ]—ee, 1] par f(x) = V=x + 1. On constate que f est la
composée de la fonction affine v définie de ]—oo, 1] dans R* par v(x) =—x+ 1 et de la fonction
u définie sur R* par u(x) = Vx. On sait que llm (~x+ 1) =+0c0 etque lim VX=+o0. Onen
déduit que lim V—x + | = +oo. gis o

T=H—pa

PExercices n° 31 a 36

7] Limites et inégalités

(¥) <f(x) < u(x) etsi lim v(x)=lim

Xodhes \ W i
= u(x) etsi llm u(x) =0, a!m!xm 16
tsi lim f(x)=L et llﬂl u(x)'-L.'
Letl’ désignent deux réels.)

Remarque : On a des énoncés analogues si x tend vers —ee ou vers un réel a.
W
sinx

Exemple : Soit la fonction f définie sur ]0, +oo[ par f(x)= — - On étudie la limite de f(x)
X

quand x tend vers +eo. Pour tout x de R, on a -1 < sinx < 1, donc pour tout x strictement posi-

if ona - < Si0X . D’autre part, lim 1 _ (-——]-) =0
X X .t‘ It X K=dses X

J’!\

On déduit de la troisieme ligne du théoréme que lim f(x)=




‘_/‘\_.__F*l_

\_

\Graphi(quemem;, {a courbe représentative de la fonction f est comprise entre les courbes des

57 1
fonéﬁﬂﬂS'x I — ot x> 5. , qui toutes deux s approchent de I’axe des abscisses quand x
X X

devient grand. Il en est donc de méme pour la courbe représentative de f.

PExercices n° 39 et 40

El Interprétation graphique des limites :
notion d'asymptote

Dans ce paragraphe, on fait le lien entre limite(s) d’une fonction fet représentation graphique de f.

1jLimite infinie en un point :
asymptote paralléle a I’axe des ordonnées

Soit fune fonction définie sur un intervalle |a, b] (ou [¢, a[) avec a, b et ¢
f(x) =+co OU hm f(x) = —oe, on dit que la droite d’équation x =a e

Bf tattve def
J définie sur la, b] S définie sur [c, a| f définie sur [c, a[ f définie sur ]a, b]
et lim f(x) = +oo. et ]Enf(x) = 4oo, et lim f(x) = —eo, et Ili_r’r:j‘"(x) = —o0o,

i : J J
R O T nie i e et ) ol e

Les points de la courbe représentative de f dont les abscisses sont proches de a ont une ordonnée
« trés grande » en valeur absolue. La courbe « s’approche » de la droite d’équation x = a.




fadmet donc la droite d’équation y =4 pour asymptote

b g
Exemple : Soit la fonction h définie sur | -3, 1] par :

o 1
h(x)_x2+2x-3°

Quand x tend vers 1, ]_in} (x* + 2x - 3) = 0. Donc la limite

cherchée est infinie; il faut en déterminer le signe. Comme
(x* 4 2x — 3) est un polynéme du second degré qui s’annule
en (—3) et en 1, il est négatif pour tout x de }-3, 1[. On en
déduit que l!il‘: H(x) = —oo,

La courbe représentative de 1 admet done la droite d’équation
x=1 pour asymptote. :

PExercices n° 41 a 43
2I_Limite finie a I'infini :
asymptote parallele a I'axe des abscisses

1e fonction définie sur [ a, + oo (respectivement | -w, aj},,.
= L (respectivement lim f(x) = L), on dit que la droite d
la courbe représentative de fen + oo (respectivement —oo).

Jf définie sur [a, +o[ et li_l'riwf(x}=L. f définie sur ]—eo, a] et ]in'! flx)=L.
e e SRR
ROl e I O s e Lol

Par exemple, si x — 42, les points de la courbe représentative de fayant une abscisse trés grande
ont une ordonnée de plus en plus proche de L. La courbe « s’approche » de la droite d’équation
v =L quand x devient trés grand, a droite des deux premiers graphes.

.

Exemple : Soit la fonction f définie sur -1, +eo[par: g = 0 T T ‘

5
)=4- —,
&= X+ 1

On étudie la limite de fen +9o.

Comme Im (x+ 1)=+ec, lim 3 =0

Xt X+ X 4 1

donc lim f(x)=4. La courbe représentative de la fonction

e B

en +ea,

FExercices n” 44 a 46

3 IDroites asymptotes '

Certaines fonctions, ayant une limite infinie quand x tend vers I'infini, peuvent étre comparées a
des fonctions affines. On précise ces propos.

43



définies sur un intervalle /
t affine. L'écart entre deux points de
meém respectivement placés sur chacune des
courbes est donné par | f(x) — g(x)|. Si cet écart

devient de plus en plus petit quand x tend vers 1’infini,
les courbes se « rapprochent » I'une de I'autre. La
droite 9 sert de « guide » pour le tracé de la courbe
représentative de f quand x tend vers I’infini. D’ou la
définition qui suit.

I Soit f une fonction définie sur un intervalle
Ttax 4 b une fonction affine. On
entations graphiques respectives

={} alors la droite % est dite

.

Exemple : Soit la fonction f définie sur [0, +oo| par

1
=— 1
f(x) X+ +x+2

et la fonction g définie sur R

par g(x)=-x+ 1.

« On constate que pour tout réel x de [0, +eof,

1
— — 1=_'
=EEh) +2

ME 1
fl)=(x+1)=-x+1+ =

Or lim : T 0, donc 11m (fx)—(=x+1)=0.
rste x 42

La courbe représentative de g, ¢’est-a-dire la droite 9 d’équation y =—x + |, est asymptote a la

courbe représentative ‘6 de fen +eco.

* On peut préciser la position de 6 par rapport a %.
1 1

Pour tout réel x de [0, +oo[, f(x) —(—x+ 1) = P et T >0,done f(x)—(—=x+1)>0.

Graphiguement, cela signifie que € est au-dessus de & sur [0, +o=].

»Exercices n” 53 a 59




Des méthodes pour lever
une indétermination

1 l_Eormes indéterminées

1 Soit f'et g deux fonctions définies sur K. Recopier et compléter le tableau suivant :

X241 R | ) . £ |

2x%+x+3 | -2x*-x-1

Pixr+1 I |

Y a-t-il une régle sur la limite de la somme de deux fonctions, lorsque 1'une tend vers +e= et
’autre vers —ee 7

2 Soit fet g deux fonctions définies sur R. On travaille sur un intervalle ]a, + o[ sur lequel g ne
s’annule pas. Recopier et compléter le tableau suivant (penser a simplifier) :

5x X

Y a-t-il une régle sur la limite du quotient de deux fonctions qui tendent vers +oo ?

En prenant les opposés des expressions proposées pour fet g, on obtient des résultats du méme
type sur la limite du quotient de deux fonctions qui tendent vers —es.

Dans le cours, on a va d’autres formes indéterminées. On peut ainsi montrer, comme dans les
questions 1 et 2, qu'il n’existe pas de régle qui permette de conclure sur la limite :

* d’un produit de deux fonctions dont I'une a une limite infinie et ’autre tend vers 0;

* d’un quotient de deux fonctions qui tendent vers 0.

20Quelgues méthodes pour lever une indétermination

1 Limite a I'infini d’une fonction polynome
a. Soit fla fonction définie sur R par f(x)=3x’ + x —2. Déterminer lim 3x? puis lim (x-2).

Peut-on déterminer directement lim f(x)?
X =3=o0
b. On va changer la forme de f(x), en passant d'une somme a un produit. Déterminer les réels

a et b tels que, pour x =0, f(x)=xz(3+f’_+ b )
X

x*.

¢. Déterminer lim (3 + L1 %) Rappeler lim x* et conclure quant 2 lim f(x) a1'aide de
X X

x—y—sa P i

la factorisation obtenue a la question b..

d. Utiliser la méme méthode pour déterminer lim (—x* +x? + 2x - 3).

X4




'ﬁée ‘on met en facteurx

PExercices n° 25 a 27

£ Enite a I’'infini d’une fonction rationnelle

~2x*—x+3

a. Soit g la fonction définie sur | -2, +eo[ par g(x) = =57

Déterminer lim (-2x®—x+3) et lim (x + 2). Peut-on déterminer directement lim g(x)?

] P X—pteo

b. En factorisant x* au numérateur et x au dénominateur, montrer que pour x # 0 :
x(-2-1+3)

¥

(1+%)

©. Déterminer la limite en +e¢o du numérateur puis celle du dénominateur dans 1’'expression
précédente. En déduire lim g(x).
L

glx)=

3
d. En utilisant la méme méthode, déterminer lim A puis lim #
xom —x% 4 x4+ 1 akes 2X° — X"+ 4

: iﬁmte d’une fonction rationnelle g
terminée, on factorise le numérate_fur
ur par x” (ot m est le degré du dénomi

Dans les deux situations étudiées, la méthode utilisée pour déterminer une limite en présence
d'une forme indéterminée consiste a changer la forme de I'expression de la fonction,
principalement a I’aide de factorisations.

PExercices n° 28 a 30

LiZIExemples d'étude de fonctions

X =3x+5

1 Soit la fonction f définie sur R par f(x) = — 7 et ‘€ sa courbe représentative dans
X+ Xt

un repére orthonormal (_O';}", f') d’unité 1 cm,
a. Résoudre I'équation x*+ x + 1 = 0. Expliquer alors pourquoi f est dérivable sur R.

b. Etudier les limites de fen —es et en +eo. En déduire I'existence d’une asymptote horizontale
9 a6, dont on donnera une équation.

¢. Déterminer la fonction dérivée de f. Etudier son signe et établir le tableau de variation de f.

d. Tracer € et 9 i la calculatrice. L’ étude et le tracé sont-ils cohérents (limites et variation) ?
On pourra éventuellement faire varier la fenétre d'affichage.

3x+5
x+1

a 9. Vérifier que le résultat obtenu est bien cohérent avec le tracé sur la calculatrice graphique.

e. Etudier le signe de d(x) = — (=1) et en déduire la position de € par rapport

f. Etablir un tableau de valeurs de f, puis tracer & et €.
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2 Soit la fonction f définie sur |—co, 0| par f(x) = . et ‘€ sa courbe représentative

dans un repére orthonormal (O; ;:f) d’unité 1 cm.
a. Justifier la dérivabilité de fsur | —eo, O [.

b. Etudier les limites de fen —oo et en 0. En déduire I"existence d’une asymptote verticale a ‘6,
que I’on précisera.

. Déterminer la fonction dérivée de f. Etudier son signe et établir le tableau de variation de f.

d. Tracer € a la calculatrice. L'étude et le tracé sont-ils cohérents (limites et variation) ? On
pourra éventuellement faire varier la fenétre d’affichage.

. Montrer qu'il existe trois réels (a préciser) a, b et ¢ tels que, pour tout réel x de |—oo, 0],

fx)=ax+b+ X
X

f. Montrer que la droite & d’équation y = x+ 3 est asymptote & la courbe ‘€, puis étudier la
position de %€ par rapport 4 9,

g. Tracer 9 a la calculatrice et vérifier que les réponses a la question f. sont bien cohérentes
avec le tracé.

h. Etablir un tableau de valeurs de f, puis tracer & et 6.

1i¥}Etude de la fonction tangente

1 B Définition

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O T }’). Pour tout
réel x, il existe un unique point M du cercle trigonométrique (cercle
de centre O et de rayon 1 orienté dans le sens trigonométrique) tel
qu’une mesure en radians de 1’angle orienté (i, OM ) soit x.

M
X
Soit A le point de coordonnées (1, 0). Si x # g’— + km (ol k est un i A
nombre quer relatif), la droite (OM) a un point d’intersection T"avec
I'axe (A:j ). On appelle tangente de x, et on note tanx, I'ordonnée

du point 7.
En considérant le coefficient directeur de la droite (OM) (qui est aussi le coefficient directeur

g\

S 5

sinx
cosx

de la droite (OT)), montrer que, pour tout x différent de _TZE +km, tanx =

2Etude de la fonction f définie sur | = ]—E 1L par f(x) = tanx

22
1 E_I"ité
a. Pour tout x élément de l—% %

B. Que peut-on en déduire pour la fonction fet sa courbe représentative 7

. déterminer f(—x) en fonction de f(x).

©. Régler la fenétre de la calculatrice pour x variant de —% a % puis tracer la courbe représentative

de la fonction x+> tanx. Ce tracé est-il cohérent avec la réponse & la question b. ?

. Sur quel intervalle peut-on se contenter d’étudier la fonction f? Justifier.

J
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2 Etude de Ia restriction defa [ 0,7 [

a. En utilisant les théorémes sur les limites d’un quotient, déterminer la limite de fen %

b. Donner une interprétation graphique de ce résultat.

T puis que f'(x)=1+tan’x.
0

3 a. En partant de la relation f(x)= ——, montrer que f'(x)= lz !
CoSX cos’x

b. Quel est le signe de f*(x) sur [0, 123[ ?

c. Etablir le tableau de variation de fsur [o, g [ .

4 Vérifier la cohérence des résultats aux questions 2 et 3 avec le tracé de la calculatrice.

5 Compléter le tableau suivant (en donnant les valeurs exactes).

6 Tracer dans le repére (O; i f.) la tangente a la courbe représentative de fau point d’abscisse 0,

puis la courbe ‘€, représentative de f sur [0, g[ (unités : 2 cm sur I’axe des abscisses et 0,5 cm

k

3 BFonction définie sur un intervalle de la forme ]—% + K, -g- + k|

sur 'axe des ordonnées),
A partir de la courbe €, et des résuli:ats du 1, tracer la courbe €, représentative de f sur ]— %,

oA

par x — tanx, ou k est un nombre entier relatif

1 Montrer que, pour tout x # % + kn, tan(x + m) = tanx (la fonc-
tion tangente est dite périodique de période 7). ¥ v
2 A partir de la courbe €., par quelle transformation géométrique * H;F X\
peut-on obtenir la courbe € représentative de la fonction x — tanx Q.3 A
sur un intervalle de la forme ]-% + kT, % + km| ? /

3 Sur la calculatrice graphique, régler la fenétre pour x variant entre

_5731: et ~52—n et y variant entre —5 et 5. Qu’observe-t-on en tracant la représentation de la fonc-

tion x+ tanx ?




1> Limites de référence

7 est un entier natJfrel" non nul.

i . : 1
lim x"=+c lim Vx=+e lim —=0
e i i A x-rwee N
sin est pair, lim x"=+e
X =p = 1
lim — =0
sin est impair, lim x"=-o0 Eoy-ee X
X —p=na
Quand x tend vers 0
" 1
lim — =+o
=0t x"
’ 3 x g 1
lim x"=0 lim vx=0 si n est pair, lim — =+
x =0 -0 30" xu
. " yoo 1
si n est impair, lim — =—ce
=9 X

2> Résultats usuels sur les limites

x tend vers un nombre réel, vers +oc ou vers —oo.

f(x) tend vers @) tendvers | S+ Joxgw | S geng
JSx)tend vers | g(x) ers tend vers endvers |
L
L#0 I %0 L+L’ LxL’ %
0 L#0 L 0 0
+ oo QU — o= suivant
kel 0 L Y la regle des signes
e iy o T Forme
e — o0 — 02 indéterminée
o i Forme o Forme
Y P indéterminée indéterminée
e 0 e Forme + e QU — oo Suivant
e o indéterminée la régle des signes
0 e 08 Forme 0
— —i indéterminée
i 4 o + o= Ol — oo suivant [+ e ou — o suivant
= * s la régle des signes | la régle des signes
+ioo il + o= OU — oo suivant
E#9 e =5 la regle des signes 0




- - 5 - -
3> Limite d'une fonction composée
Soit v une -fﬂnt;:.tian définie d’un intervalle / dans un intervalle J et u une fonction définie sur J.
Si limv(x) =b et lim u(x) = c, alors lim u(v(x)) = ¢, ol @, b et ¢ sont des réels, ou +2o, 0u —oo.
X .l'_—ﬂ K=

| - W . s . #
4> Limites et inégalités
a est un réel, Iu +eo0, Ol —o9,
Soit £, u et v trois fonctions définies sur un intervalle /.

. Si, pour tout x de 7, f(x) .3: u(x) etsi lim u(x)=+oo, alors lim f(x) = +oo.

*=3d

* Si, pour tout x de 7, f(x) = v(x) et si {I_I"Il v(x) = —oo, alors liEJf{'x) = —oo,

« Si, pour tout x de [, v(x) < f(x) < u(x) etsi P—IE; vix) = ll__’l'n] u(x)=L, alors Ei_i:(l_f(x) = f;
* Si, pour tout xde [, | f(x)—L| < u(x) etsi ]rl_l',l:tlx u(x) =0, alors liira‘_f(x) =L,

* Si, pour tout x de I, f(x) < u(x) etsi lri_x)'r:‘f(x) =L et 1112 w(x) =L alors L=’

(Dans les trois dernieres propositions, L et L” désignent deux réels.)

5> Asymptotes

a = Parallele a I’axe des ordonnées

Soit f une fonction définie sur un intervalle |a, b] ou [c, a[ avec a, b et ¢ trois réels.

Si I‘I_I’I;lr f(x) =+e0 ou 1:22 f(x) = —eo, on dit que la droite d’équation x = a est asymptote 4 la
cou-rbe représentative de f.

b = Paralléle a I’axe des abscisses
Soit f une fonction définie sur [a, +oo[ (respectivement |-, @]), avec a € R.

Si lim f(x) =L (respectivement lim f(x)= L), on dit que la droite d’équation y = L est
K—ptee Xy

asymptote a la courbe représentative de fen +eco (respectivement en —e).

€ = D’équation y =ax +b

Soit f une fonction définie sur [ ¢, +oo[. La droite d’équation y=ax + b est asymptote a la courbe
représentative de fen +oo si et seulement si lim ( f(x) - (ax+ b)) =0.
X =3 oa

Soit f une fonction définie sur | ~eo, ¢]. La droite d’équation y=ax+ b est asymptote a la courbe
de fen —oo si et seulement si  lim ( f(x) - (ax + b)) = 0.

50 Limites
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Calculer une limite en
appliquant les théorémes
sur les opérations

On détermine la forme
de la fonction.

Les deux fonetions tendent
vers + ==, donc d’aprés le
théoréme sur la somme :

On détermine la forme
de la fonetion.

La fonction tend vers Pinfini,
donc le produit par une
constante tend vers I'infini et la
régle des signes s’applique.

On détermine la forme
de la fonction.

Les deux fonctions tendent vers
’infini, le produit aussi, et la
régle des signes s’applique.

On détermine la forme
de la fonction.

Le numérateur tend vers un
nombre fini, le dénominateur
vers 0 donc le quotient tend
vers I'infini : il faut déterminer
le signe.

Calculer la limite d'une
fonction composée

B

1 a Soit f définie sur R par f(x) = x* — x. Calculer la
limite de f(x) lorsque x tend vers —oo.

b.Soit la fonction g définie sur R par g(x) =-5x". Cal-
culer la limite de g(x) lorsque x tend vers —es.

. Soit la fonction & définie sur )0, +oo[ par A(x)=-x*Vx.
Calculer la limite de A (x) lorsque x tend vers +eo.

x—5
=

d.Soit la fonction k définie sur |3, +eof par k(x) =

Calculer la limite de k(x) lorsque x tend vers 3.

o

Réponses
a. Il s’agit d’'une somme de fonctions.

lim x> =400 et lim (—x)= +oo.

A=y —oa Xy —ea

lim f(x) = +oo.

F=p—na

b.1l s’agit du produit d’une fonction par une constante.

lim g(x) = +eo.
X —eo

c. Il ¢’agit du produit de deux fonctions.

lim (—x!)=—c et lim Vx=+oo.

X—d+ea X300

lim h(x)=—eo

X=3+0o0
d. 1l s’agit du quotient de deux fonctions.

lim(x-=5)=-=2 et lim (3 -x)=0.
x—=3 x—=3

Lorsque x est proche de 3, le numérateur est proche de -2,
donc négatif.

Lorsque x est proche de 3 et supérieur a 3 (k est définie
sur ]3, +e0[), (3 — x) est négatif (on peut écrire :

Ei_xg (3—-x)=0").

>3

Conclusion : Im; k(x) = +oo.

L Soitla foriction I définie sur 10, + e[ par:
J(x)—cos(-‘-)
= cos(1),

Calculer la limite de /(x) lorsque x tend vers + oo,

51



On détermine la forme
de la fonction.

Pour déterminer lim u(v(x)), on

N=a

commence par étudier lim v(x).

T8

Caiculer une limite a I'aide
d’une inégalité

Si on ne peut pas utiliser les
théorémes précédents
(composition puis produit), on
cherche i encadrer la fonction.

D’aprés le théoréme sur les
limites et les inégalités :

Calculer la limite d'une
fonction polynéme ou
rationnelle a l'infini

Le théoréme sur la somme ne
permet pas toujours de
déterminer le résultat.

Pour lever ’indétermination,
on factorise la puissance de x

la plus élevée, ce qui transforme
la somme en produit.

| 4

Réponse

Il s agit de la composée de la fonction cosinus par la fonc-
tion inverse :

xH—l--—‘X
2

X+ cosX:cos(%).

lim —l-h(} et llm cosx = 1. On en déduit lim [(x)=1.

x4 X L=
3 Soit la fonction f définie sur ]0, + o[ par :

J(x) = xcos (%)

En encadrant f(x) entre deux fonctions affines, déterminer
la limite de fen 0.

Réponse
Lorsque x tend vers 0, % tend vers ['infini. Or la fonction

cosinus n’a pas de limite & 1'infini.

Pour tout réel @, —1 < cosa = 1, donc, pour tout nombre
xde JO, +eof, —1 = cos (%) = 1. En multipliant chaque
membre de cette double inégalité par le nombre x positif,
on obtient : —x < xcm(%) < X.

Pour tout x de |0, +o=[, —x = f(x) =x

et El_{l;l} (=x) = ,‘3&* =0, donc }:i_,muf(x) =

4 .. Calculer la limite en +eo de la fonction f définie

sur R par f(x)=-2x+x*=5x+ 3.
b.Calculer la limite en —oo de la fonction g définie sur R
par sy =2~ 26113
bty b o S
Réponses

a. Lorsque x tend vers +eo, (—2x7) tend vers —oo et x* vers
+o0 : il s"agit d’une forme indéterminée (somme de deux
fonctions qui tendent vers des infinis de signes contraires).

Pour tout x 0, f.(x'):x( 2+—1-_..—+%)
X
Par le théoréme sur la somme, on a :
g’ s tiigin <ot
xlill'lw(—z‘l';'—x—z'l'}'_-ﬁ')— 2,

d’autre part, on a lim x* = oo,

P
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Le théoréme sur le quotient ne
permet pas toujours de
déterminer le résultat.

Pour lever Pindétermination,
on factorise la puissance de x la
plus élevée au numérateur et au
dénominateur puis on simplifie.

Reconnaitre I'existence
d'une asymptote paralléle
aun axe

Pour faire I’interprétation
graphique de la limite d’une
fonction, il faut penser aux
asymptotes.

Démontrer qu‘une droite
d'équation y=ax + b est
asymptote a la courbe
représentative

d’une fonction

On calcule 'expression de
f(x)=(ax +b).

On montre que cette expression
tend vers 0 quand x tend
vers I'infini.

4

Par le théoréme sur le produit, on en déduit :
lim f(x)=—oceo.

r—%$oo

b.Lorsque x tend vers —eo, le numérateur tend vers +co et
le dénominateur tend vers +e<; il s’agit d’une forme indé-
terminée (quotient de deux fonctions qui tendent vers I'in-

fini).
'x2(1—5+i,) PRy
’ X e X X7
gx)= : = o
i 1+—) 2(]+—)
x( x i %

Sous cette nouvelle forme, on peut appliquer le théoréme
sur le quotient.

Le numérateur tend maintenant vers 1 et le dénominateur
vers +eo; on peut donc conclure : lim g(x) = 0.

A==

B L fonction fest définie sur ]—os, 1[.

a.0na lim f(x)= +co. En donner une interprétation gra-
phique, ' :
b.Ona lim f(x)=2. En donner une interprétation gra-
phique. "7

Réponses

a.la droite d’équation x = 1 est asymptote a la courbe
représentative de f.

b.La droite d’'équation y =2 est asymptote a la courbe
en —oo,

6 Soit la fonction f définie sur ] 1, +eof par :

fx)==2x+3 +

Montrer que la droite 9 d’équation y = -2x + 3 est
asymptote a la courbe € représentative de f.

Réponse
f(x)-(—2x+3)=—2x+3+—l——(_2x+3):__1___
' x-1 X1

B 1) ey done i =D

X340 X=p o e
On a done lim_(f(x) ~(~2x+3)) = 0: la courbe € admet
la droite %) pour asymptote en +eo.



Limites de référence

€ Déterminer les limites demandées -
‘.;,ga. lim i, :

kg X

b, lim x°.

F=y—e

. £1

~ Méme exercice que le précédent :

| . . 1
a. lim % b. lim —.
X —p— i F—bdoa F

= " I

c. lim x* d. lim —.
X=p=00 X=dona X

Méme exercice que le précédent :

a. f définie sur | —eo, 0 par £(x)= - : lim f(x).
|

1
>

L. tim hx).
x—3f)

b, g définie sur | —eo, O par g(x)=—: I_irrfa: g(x).

- €. hdéfinie sur ]0, + e[ par h(x)=

€ Soit fla fonction définie sur ]1, +oo| par:

£l 1
fo=—.

~ Enposant x = 1 + h, déterminer la limite de f(x)
‘quand x tend vers 1.

~ Soit g la fonction définie sur ] —eco, 2[ par :

=

g(x)=

<)

En posant x =2 + h, déterminer la limite de g(x)
~quand x tend vers 2.

. Limite d'une somme
. ou d'un produit

€ Déterminer les limites suivantes :

~ a lim (=3x%).

Xt

b, tlir{:m (5x%).

~ Méme exercice que le précédent :

s, lim (-3x°).

A=d—oa

b. lim (=7x%).
Xt

€ Soit la fonction g définie sur | —eo, O par :
; =3
X)=—.
> 8(x) =
. a. Déterminer la limite de g¢(x) quand x tend

it vers (.

b. Déterminer la limite de g(x) quand x tend
vers —eo,

Méme exercice que le précédent avec la fonction
I

- h définie sur | -eo, O[ par h(x)= —.
2x

;Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer
la limite quand x tend vers 0, puis la limite quand
x tend vers + e,

A

o =

- a. fdéfinie sur ]0, +eof par f(x)=x"+

- b. g définie sur ]0, +oof par g{x)=-2x"+ i
x

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer
~ la limite quand x tend vers 0, puis la limite quand
© xtend vers —co.

. a. fdéfinie sur | —se, O[ par f(x)=4 + 3 3
; X

- b g définie sur ]—oo, O[ par g(x) =x+ %

i;i
 Pour chacune des fonctions suivantes. déterminer

~ la limite quand x tend vers 0, puis la limite quand
~ x tend vers +ee,

e a. fdéfinie sur |0, + oo par f(x) =x"+ Vx.

. b. g définie sur ]0, +oof par g(x)=x*+ %

s

- Déterminer les limites suivantes :

a. lim 5x*Vx.

e

- Meéme exercice que le précédent avec :

b dim (%% 1)(;:2 +%)

=

(-2
b lim (- %)(1 ~ 7%,



Limite de lI'inverse d’'une fonction Limite d'un guotient
€ Soit la fonction f définie sur |3, +oo[ par : '€ Soit la fonction f définie sur |1, +oo| par :
= 2% -3
Py Fo =22
-x+3 x—1
a. Déterminer la limite de f(x) quand x tend Déterminer la limite de f quand x tend vers 1.
vers +os,
b. Déterminer la limite de f(x) quand x tend { 5 s,
SEena * Soit la fonction g définie sur ] —eo, 1] par:
_2x-3
i glx)=——-.
! x=1
Soit la fonction g définie sur ] —es, 3[ par : Déterminer la limite de g quand x tend vers 1.

8lx) = xR

- a. Déterminer la limite de g(x) quand x tend Soit la fonction g déﬁn;e sur3]—oo,0[par:
vers —es, ax) =222
b Déterminer la limite de g(x) quand x tend ¥

vers 3.

Déterminer la limite de g quand x tend vers 0.

Soit 1a fonction f définie sur 14, +es[ par : Soit la fonction f définie sur | -1, 1] par :

=yt <33 |
: 1 = A ¥
f(x}zm_ f(-x]' TR
' y iner la limite d d x tend vers 1.
o, Diissiiase Ia Bilts de f0) wiid g I SEwainee s Sanss 0o [An) ARl 5 S bin
s ise: by, Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers —1.
b. Déterminer la limite de f(x) quand x tend e . )
vers 4. 1.9 Limite a I'infini des fonctions

polynébmes

Soit la fonction f définie sur |-4, 4[ par :
€ Déterminer les limites en +eo et en —oo des fone-

Fey= xX¥=16" ~ tions suivantes :
2. Déterminer la limite de f(x) quand x tend a. f(x)=x"+2x-3. b g(x)=-3x"+2x+ L
vers 4. .
b, Déterminer la limite de f(x) quand x tend .
vers (—4). ~ Méme exercice que le précédent.

LA f(n) =5 -4x +x - 1.
b g(x)=—=2x+3x*—2x +8.
Soit la fonction f définie sur | —ee, —2[ par : Wy

e dy 2

x* -4 Méme exercice gque le précédent.
a. Déterminer la limite de f(x) quand x tend a. f(x)=3x*-5x+4. b g(x)=-2x*+3x-1.
Vers —eo,
b Déterminer la limite de f(x) quand x tend , s
vers (2). 'Limite a l'infini des fonctions

rationnelles

= ~ Soit la fonction g définie sur | —oo, —2[ par :

=3 € Déterminer les limites en + <o et en —e= des fonc-
glx) = -4 - tions dont I'expression est donnée.
a. Déterminer la limite de g(x) quand x tend a fx)= M‘l‘i b fx) = _3*:"' 4
Vers —oa, X +4 x€+2
A b. Déterminer la limite de g(x) quand x tend o flx) = -’-"1'*:3‘**3_
vers (-2). : X' +35




(> (=1¢

‘ - Toutes sortes de limites
~ Méme exercice que le précédent. e
o poppe it A3 i, s&:(x)——-—u ﬁp hacune des fonctions sui détermi
: T ks gt | our chacune des fonctions suivantes, déterminer

les limites aux bornes de son intervalle / de défi-

r';' v nition :
sl 2

Méme exercice que le précédent. afx)==5x+3- 5 ['=]~ee, 01.
e o ¥ L :
. = b. = S | =-Tx"+3x+1 ; I=R.
2.f(x) x4+l e 2x*+ 3 £ =
Cflx)= [-x*+ 1 : 1=1]0, 1],
X
Limite d'une fonction composée dfx)=x*-52+3 ; I=R.
. x—3
A = I= , ool
. \:Ief(x) ~2x*+5x-2 b2 el
€ Soit la fonction f définie sur [ 1, + o[ par : ; LRy
et St .. =
fy=Ve -1, :z:,-f' = e s o
- Déterminer la limite de f quand x tend vers +oo. 5
; Q. fx)=-3x+14+—— | I=]1, +oo[.
i x-1
‘Soit la fonction f définie sur | —eo, —1] par : W f(x)= _’L_".'l_ s J= J_m_ _il
' —2x"—x+3 2
flx)=VNx*-

~ Déterminer la limite de f quand x tend vers —oo, .

‘Méme exercice que le précédent.
4

Soit la fonction f définie sur | —eo, 3] par : o r=5 s
flx)=N-2x+6. b f(x) = % x +x’+x* ; I=R
‘Déterminer la limite de f quand x tend vers —es,
s ¥=3
C. ey = e I=]-e0,—4]
34 A ] {
- Soit la fonction définie sur [-3, +eo par : Bt 3
_ B, joy= 2 tx+d s ]— +m[
fx)=x-Vx+3. T 3x-4

L

Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers o fim-Fariel s I=R

+o2. (Aprés avoir constaté que 'on est en pré-

sence d’une forme indéterminée, on montrera que, f. fx)= L i +3 ; 1=]0, +cof.
X R
i 3 . :
pour x # 0, f[x)=x(]— ~+——), uis on '
pe NP g.fa)=212 =R
B . . 3x-+4
déterminera la limite.)
B h. () =+ T by P Jemoy 20
35
Soit la fonction g définie sur |2, + e[ par : b
i) = Nal-2x-3 Limites et inégalités
X

Déterminer la limite de g (x) quand x tend vers + oo, i

oAt Soit la fonction définie sur ]0, + oo par :
ATV |
flx)= ,rsm(;).
! Fe) = sin(l). Montrer que, pour tout x de 10, + o[,
= \

W =i <f(x]<x
Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers + oo, En déduire la limite de f(x) quand x tend vers 0.

‘Soit la fonction f'définie sur ]0, +eo| par : ol




On admet gque, pour tout nombre x positif, on a la
3

double inégalité : x — *% < sinx = x.

|(Résultat démontré a I’exercice 65 du chapitre 1.)
~ Soit la fonction g définie sur ]0, +oo[ par:

' | Py B

_F\ partir du résultat rappelé ci-dessus, détermingr
la limite de g(x) quand x tend vers zéro.

Limites et asymptotes

€ Donner une interprétation graphique de ces
~ limites.
b lim f(x) = +eo.

a—l

| a. ]inl flx) =—ee.

]

~ Soit la fonction g définie sur |2, 4o par :
—x+3

i pg

 Déterminer la limite de g quand x tend vers 2.

 Donner une interprétation graphique du résultat.

~ Soit la fonction k définie sur ]-3, —1[ par :

2
R = e -
iz (x) x“+4x+3

=5 glx)=

h

© a. Déterminer la limite de A(x) quand x tend vers
B (-3).
- b. Déterminer la limite de h(x) quand x tend vers
(=1).
‘. Donner une interprétation graphique des résul-
tats précédents.
..

€ Donner une interprétation graphique de ces
limites,
aa. lim fix)=4.

]

b. lim f(x)=0.
A —dmion

~ Déterminer les limites en + o et en — o de la fonc-
tion g définie sur R par :
x) ="
oy 2 x°+3
Donner une interprétation graphique des résultats.

 Méme exercice que le précédent avec la fonction g
=
i définie sur R par g(x) = "‘2x4l++31 ‘

T

“.;_

(_: Soit une fonetion f définie sur ]2, +o<[. On sait
que ]iﬂgf{x):—m et lim f(x)=4. Donnerune

Cinterprétation graphique de ces limites.
" Soitla fonction f définie sur |- 1, 4| par:

& 2x—3
)= x+1

~ Déterminer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition. Donner une interprétation
- graphique du résultat.

~ Soit la fonction f définie sur | —oco, —2[ par :
X
X)= —_
Jix) Ve
Déterminer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition. Donner une interprétation
graphique des résultats.

On donne ci-dessous les tableaux de variation de
~deux fonctions fet g.

~ En déduire les limites des deux fonctions aux
bornes de leur ensemble de définition et donner
~ une interprétation graphique de ces résultats.

e

a. x — oo + o0
Sf'(x) -
5
3 e s g /
b. x 1 s
g'(x) " -
+ oo
g S

On consideére la fonction g définie sur |0, +es],
dont la représentation graphique ‘¢ dans le repere
‘orthonormal (O i, j ) est donnée ci-dessous :

[oany tr pmamans supRgENREE Emuy R ETT




1. On précise que la courbe ‘6 admet I'axe des
ordonnées et la droite A d’équation y =1 pour
asymptotes. Déterminer :

" a. la limite de g(x) Iors@uc xtend vers 0;
b, la limite de g(x) lorsque x tend vers +oo.

2.0n précisé que la courbe ‘€ ne coupe 1’axe des
abscisses qu’en deux points. Par lecture du gra-
phique :

a. déterminer les solutions de I'équation g(x)=0:

~ b établir un tableau donnant le signe de g(x)
lorsque x décrit I'intervalle 0, +es|.

3. La droite & est tangente 4 la courbe au point
d’abscisse 1. En déduire g”(1) par lecture gra-
phique.

4. On admet que la fonction présente un mini-

8 S
mum pour x = 3- et que ce minimum est :

B\5/7 16
Etablir le tableau de variation de g.
5. On admet que la courbe ‘€ coupe la droite A au
. point d’abscisse % Déterminer le signe de
(g(x) — 1) suivant les valeurs de x. (On expli-

quera comment on obtient ce résultat sur le gra-
phique.)

Pour chacune des fonctions suivantes définies sur

-1, la droite d’équation y =x+ 1 est-elle asymp-
tote i la courbe représentative de f?

s TR e
: x

Is,f(sr'):ar+l+i i I=]1-1, +eof.
x+1

x+1

| €. = 1 ¢ =11, +=af.
o fixy=x+1+ ) | +oo]
Bd.f)=x+1+2EL o 1=R

x°+1

C Soit la fonction f définie sur -5, + <= par :

- 1
=x-3+ Z

fx)=x T.E

- a. Déterminer la limite de fen +oo,

b, Montrer que la droite A d’équation y =x -3
' est asymptote 2 la courbe représentative € de f
en +oo,

¢ Etudier la position de A par rapport 4 €.

exercices R T S

~ Soit la fonction g définie sur R par !

x—1

(X)=-2x+———.
g(x) ¥t ==

a. Déterminer les limites de g en +eo et en —eo,

b. Montrer que la droite A d’équation y=-2x est
asymptote a la courbe représentative €
. de gen+eegten —oo,

¢. Etudier la position de A par rapport 4 €.

Soit la fonction f définie sur | —e=, 1[ par ;
z
flx)= xX+2
x-1
#. Déterminer les réels a. b, ¢ tels que
¢

flx)=ax+b+
x—=1

b, Calculer les limites de f aux bornes de son
intervalle de définition.

. Montrer que la courbe représentative € de f
admet deux asymptotes : I'une, paralléle a I'axe
des ordonnées, dont on donnera une équation,
'autre, A, d’équation y=x+ 1.

d. Etudier la position de € par rapport 2 A.

La courbe “€ ci-dessous est la courbe représenta-
tive d’une fonction f définie sur ]1, +2=<[. On
“admet que la droite 9 d’équation y=x—-1 etla
droite A d’équation x = 1 sont asymptotes a la
‘courbe 6.

A partir de cette hypothése et de la courbe repré-
~ sentative :

#. donner lim f(x) et lin} flx);
" b donner lim @(x), ol @(x)=f(x)—(x—1);

. donner le signe de @(x) pour tout x de |1, +o=[.




L —

ey

RN b - T

exerClces

r On considere la fonction f définie sur ]—eo, 0],
~ dontla représema_t;i@ graphique ‘€ dans le repére
~ orthonormal (O 7, j ) est donnée ci-dessous :

Vi

1. 0n précise que la courbe € admet I'axe des
- ordonnées et la droite A d'équation y = x + 1
~ pour asymptotes, Déterminer :
. la limite de f(x) lorsque x tend vers 0
* b la limite de f(x) lorsque x tend vers —so.
_ 2. Etablir le tableau de variation de la fonction.
- 3. On précise que la courbe ‘6 ne coupe 1'axe des
- abscisses qu’en un point. Par lecture du gra-
phique :
@, déterminer les solutions de I’équation f(x)=0;
- b. établir un tableau donnant le signe de f(x)
: lorsque x décrit I'intervalle ]—ee, 0.
4, On admet que la courbe ‘6 coupe la droite A au
point d’abscisse —1. Déterminer le signe de
~ f(x) = (x + 1) suivant les valeurs de x. (On
- expliquera comment on obtient ce résultat sur
g le graphique.)

Associer a chacune des fonctions suivantes sa
solE représentgtion graphique (en rougt_‘,} en justifiant
votre choix par un argument graphique.

;_-_,_-:a.f(x}=x_l_ b-g(x):lul_
ok T 5

& c. h(x):xn-i. d.k(x}:",l.
; X x"

' 1
ae mix)=x"- P

A=l

L

-t




\Pour aller plus loin...

‘Soit la fonction f définie sur |-2, + oo par;

e

fo= x+2

. Déterminer les réels a, b, ¢ tels que

flx)=ax+ b+

c

+2°

. Calculer les limites de f aux bornes de son
intervalle de définition.

. Calculer la dérivée de f. Etudier son signe et en
déduire le sens de variation de f. Dresser le
tableau de variation de f.

. Montrer que la courbe représentative € de f
admet la droite A d’équation y = x - 1 pour
asymptote en + oo, Etudier la position de € par
rapport & A,

. Montrer que ‘€ admet une autre asymptote, %,
dont on précisera une équation.

. Dans le repére orthonormal (O ? _?} (unité
graphique : 1 cm), tracer A, & et €.

 Soit la fonction f définie sur }—m. %[ par

~2x¥4+x—1

it e

. Déterminer les réels a, b, ¢ tels que

C

fix)=ax+b+ e

. Calculer les limites de f aux bornes de son
intervalle de définition.

. Calculer la dérivée de f. Etudier son signe et en
déduire le sens de variation de f. Dresser le
tableau de variation de f.

. Montrer que la courbe représentative ‘€ de f
admet la droite A d'équation y=—-x+ 3 pour
asymptote en —eo. Etudier la position de ‘€ par
rapport a A.

. Montrer que € admet une autre asymptote, 9,
dont on précisera une équation.

. Dans le repére orthogonal (Q; ?, }’) (unités
graphiques : 2 cm sur ’axe des abscisses, 1 cm
sur 1’axe des ordonnées), tracer A, % et €.

~

A partir d’un tableau de variation

~ D’aprés un probléme de baccalauréat

Partie A

‘Soit f une fonction définie et dérivable sur
]1, +e2[. On donne ci-dessous son tableau de
-variation,

E 1
f(x)
i g

+ oo

-+

+ o0
2,5 /

—_—

+w\

De plus, on admet que, pour tout x €lément de
1, #eo], f(x) peut s'écrire sous la forme :
flx)=ax+ __{J__,

~oua, b, ¢, sont trois nombres réels (avec a et b non
- nuls) que I'on se propose de déterminer i partir des

“indications fournies par le tableau de variation de f.

On appelle 6 la représentation graphique de f
dans un repere orthonormal d’unité graphique

._.2 cm.

1. Montrer que la droite &', d’équation y =

1. 2. Utiliser le tableau de variation pour justifier
I'existence d’une droite % asymptote 2 6.
Donner une équation de 9.

b. En déduire la valeur de c.

Pour les questions suivantes. on prendra :

Ffix) =ax+ b :
x=1
2. Le tableau de variation nous fournit les coor-
données d’un point particulier de ‘6. En déduire
une relation entre a et b.

3. Calculer la dérivée f’ de la fonction f (on rap-
pelle que a et b sont des constantes).
Utiliser le tableau de variation pour trouver une
deuxiéme relation entre a et b.

4. Déterminer les nombres réels a et b a partir des
deux questions précédentes.

Partie B
On admet que la fonction de la partie A est défi-
= Lk 2
nie par f(x) = > + Pl

2.3
2 £
est asymptote 4 €.

2, ». Résoudre, par le calcul, sur I'intervalle
11, 40|, I'équation f(x) = 3.

b. Résoudre sur I'intervalle |1, + <[, I'inéquation
f{x) >3 (on précisera la méthode utilisée).




L EXE

3. Quelle est la dérivée de la fonction f 7

Ecrire une équation de la droite €, tangente 4 €
au point M d’abscisse 2, et une équation de la
droite G, tangente 4 ‘€ au point N d’abscisse 5.

‘4. Construire les droites 9, 9’, €, et €, et la

courbe €.

. Soit la fonction f définie sur ] —eo, 1[ par :

Faysgteo
x-1

On appelle ‘6 la courbe représentative de fdans un
-repere orthonormal (O i, j ) (unités graphiques :
2 cm en abscisse, 1 cm en ordonnée).

‘b Etudier les variations de la fonction v définie

100 x
50+ x

variation, limite en +e0). Dresser son tableau
de variation.

sur R* par v(x) = (dérivée, sens de

. On appelle € la courbe représentative de v

dans le repére orthogonal (O ; ? }’) (unités gra-
phigues : 1 cm pour 50 sur I'axe des abscisses.
1 ¢cm pour 10 sur ’axe des ordonnées).
Montrer que € admet une asymptote A dont on
précisera une équation.

Etudier la position de ‘¢ par rapport 4 A.
Tracer € et A.

. A partir de 1'étude précédente, déduire que la

vitesse moyenne sur le parcours complet est

a. Calculer les limites de f aux bornes de son _
intervalle de définition. inférieure & une vitesse donnée v, que I'on pré-
: S cisera.
k * b. En déduire que ‘¢ admet une asymptote % dont P " el 9
on précisel'a |’équ&ti0ﬂ. ellt:{)n.exp lql:IEI' ce sultat / T
(Indication : raisonner sur les temps : si I'auto-
’ 2(x+l){x1—3x+4) hiliste la di 3
_ . Montrer que f'(x) = : ; mobiliste parcourt la distance d a la vitesse
3 ¥ (x=1) moyenne de S50 km-h™', il met un temps
Etudier son signe et en déduire le sens de varia- L= e
tion de f. Dresser le tableau de variation de f. Si le méme automobiliste voulait parcourir
; la distance 24 A la vitesse v,, il lui faudrait un
ol. Détermine =¥5) -on di A e IS >
Déterminer }.'E, (f(x) = x7). Que peut-on dire temps = ... Peut-il, en étant arrivé i la moitié
| de la courbe 6 et de la parabole . Etudier la de son parcours apres le temps 7, , espérer faire le
position de ‘€ par rapport & P, parcours total 2 la vitesse moyenne v, 7).
e. Tracer 9, P et 6, ; . ]
01 Pon retrouve de facon différente la situation
} ﬁ ~ de Uactivité 2
Un automobiliste parcourt une distance D. gflf lest up trsagle reetingle en O et tel e
1. La premiére moitié du trajet se fait sur une A
route traversant plusieurs villages et il roule a
, une vitesse moyenne de 50 km-h'. L'autre
| moitié se fait sur autoroute et il roule a une
vitesse moyenne de 120 km-h~". b
Exprimer en fonction de D le temps ¢, pour la M. O M
; premiére moitié du parcours, le temps ¢, pour la :
» seconde moiti¢ du parcours, e
On appelle v la vitesse moyenne sur le parcours
complet; exprimer en fonction de D et v le , ; '
temps 7 pour le trajet complet. R P RON e #
: Déduire de la relation 1 =1 + 1, la vitesse e
moyenne v. f L ;
0 it s e e et B
2. La premiére moitié du parcours est toujours

effectuée 2 la vitesse moyenne de 50 km-h".
On appelle x la vitesse moyenne sur la seconde
moitié,

. En suivant la méme démarche que précédem-

ment, montrer gue la vitesse moyenne sur le
100x

trajet complet est v(x) =

50 +x

.On construit sur la demi-droite opposée a

[OM ) le point M” tel que le triangle MAM "’ soit
rectangle en A.
On pose OM = x.

. En utilisant trois fois la propriété de Pythagore,

démontrer que OM’ = T
x



exerclces

b, On construit, comme indiqué sur la figure, le

carré OMPQ de coté x et le carré MM'Q'P’
de cité (x + i).
X

Ecrire, en fonction de x, 'aire &, du carré
OMPQ. On appelle g la fonction, définie sur
10, + o[, qui & x fait correspondre 54 .
Ecrire, en fonction de x, I'aire &, du carré
MM’Q’P’. On appelle f la fonction, définie sur
10, + e=[, qui & x fait correspondre si,.

‘2, Représentation graphique des fonctions fet g.

a. Ftudier les variations de fsur 0, +oof.

- b Caleuler la limite de f quand x tend vers zéro.

Donner une interprétation graphique du résul-
tat.

_ . Calculer la limite de f quand x tend vers + o=,

. Dresser le tableau de variation de f.

. Soit la fonction i définie sur |0, +e<[ par :

e

h(x)=x"+2.
Montrer que la courbe représentative de h est
asymptote a la courbe représentative de f
en +oo,

!f. Dans un repere orthogonal (O} : ?) (unités
- graphiques : 2 ¢cm en abscisse, 0,5 cm en ordon-
née) tracer la courbe représentative de g, celle
de h, puis celle de f.

Que peut-on dire de la différence (f(x) - g(x))
quand x tend vers +ee ?

_3. Revenons a... nos carrés.

a. Dapres le résultat de la question précédente,
que peut-on dire de la différence des aires des
deux carrés lorsque x tend vers +oo 7

b. Décomposer le carré MM'Q’P’ a I'aide du
carré OMPQ, de deux rectangles M'OQR et
P’POS et d'un autre carré. Ecrire en fonction
de x les aires de chaque partie. Pouvez-vous
expliquer alors la limite de ( f(x) — g(x)) quand
xtend vers +oe ?

i Une sphere inscrite dans un cone

D’aprés un probléme de baccalauréat

Partie A

~ Soit la fonction f définie sur |1, +=<[ par :

xé
3
X" =

flx)=

e

‘On appelle “6 sa courbe représentative dans un
- plan muni d’un repére orthogonal (O ; ?' }') (uni-
‘tés graphiques : 4 cm en abscisse et 0,5 cm en
‘ordonnée).

1. 2. Déterminer les réels a, b, ¢ et d tels que,
pour tout x de |1, +oo[, on ait ;

flxy=ax*+bx+c+

e I

b, Etudier les limites de fen 1 et en +ce.

2. Soit PP la courbe représentative de la fonction g
définie sur |1, +oof par g(x)=x"+ 1, dans le
repére précédent.

2. Quelle est la limite de (f(x) — g(x)) quand x

tend vers +eo ? Donner une interprétation gra-
phique de cette limite.

~ b. Etudier la position de € par rapport & 2.
.'3. Calculer la fonction dérivée de f, étudier les

variations de f, puis dresser son tableau de
variation.

4. Représenter P et € dans le repere (031, ).

Partie B

- Dans la figure ci-dessous :

Le triangle ABC est rectangle en B. Le demi-

~ cercle de centre O a pour rayon 1. La droite (BC)
 est tangente en B au demi-cercle. La droite (AC)
~ est tangente en H au demi-cercle.

A
H

B C

-::Onpose AB=h et BC=x (avec x> 1).

- 1. 2. En utilisant I'angle en A dans deux triangles

. oH _ BC
rectangles, montrer que Y e

- . En déduire les égalités suivantes :

h=xVHE 28, f:hh et hi= 2%

=) Pzl

2.0n rappelle que le volume d’un cone de révo-
lution de hauteur / et de base circulaire d’aire

Sest V' = %'S

En pivotant autour de (AB), le triangle ABC
engendre un cone de révolution de sommet A.

- a. Exprimer le volume V'(x) du c6ne en fonction

de x.
b. A l'aide des résultats de la partie A, détermi-
ner pour quelle valeur de x le volume est mini-

mal. Calculer pour cette valeur de x I'angle en
A du triangle ABC (a 0,1 degré preés).
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'Les schémas ci-contre représentent en perspective
( figure 1) et en coupe ( figure 2), un mécanisme,

-r* appclé train épicycloidal, utilisé comme réducteur
- ou multiplicateur de fréquence de rotation.

_ La formule de Willis permet de déterminer le rap-
- port R des fréquences de rotation de I'élément de
sortie et de I'élément d’entrée en fonction des

? “caracténanues des roues dentées.
* Remarque : Si ce rapport est :

e supérieur & 1, le mécanisme sera un multiplica-
~ teur de fréquence de rotation ;

~ «inférieur & 1, le mécanisme sera un réducteur de
fréquence de rotation.

~ On appelle r le quotient du nombre de dents de la

~ roue dentée 2 par le nombre de dents de la roue

~ dentée 1. On établit alors les résultats consignés

~ dans le tableau ci-dessous.

il

pﬂDans chaque cas :

‘%Etudler la fonction f; (pour i = 1, 2, 3 ou 4) sur
- ]0, +2of et tracer sa représentation graphique.

~ Préciser, dans le cas ol la courbe admet une
~ asymptote en +eo, I'équation de cette asymptote.
. Dire si le mécanisme est utilisé comme réducteur
~ ou comme multiplicateur de fréquence de rota-
. tion.

15‘—53
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La capacité C d’un condensateur plan est inverse-
ment proportionnelle & I'épaisseur e de son iso-
- lant.

2. Donner la forme de la fonction C(e).
b. Déterminer la limite de C quand e tend vers 0.

c. Déterminer la limite de C quand ¢ tend vers
+o0,

Pour le régime sinusoidal de pulsation @, I"'impé-
dance d’une bobine de résistance R et d’induc-
tance Lest Z=VR> + L'’

a. Déterminer la limite de Z quand @ tend vers 0.

b. Déterminer la limite de Z quand @ tend vers
+o0,

L’'impédance d'un circuit R, L, C série en régime
sinusoidal de pulsation @ est :

2":\/{{’2

2. Déterminer la limite de Z quand @ tend vers 0.

3

+ (La; o -L)

b. Déterminer la limite de Z quand @ tend vers
+ oo,

Le module T de la fonction de wansfert d'un
filtre « passe-bas » s’écrit, en fonction de la fré-
quence [ :
K
1+ L

a

Iy

ol K et f, sont des constantes.

() =

Pour preparer le Bac

- D’aprés un probléme de STI session 2003
- On donne dans le plan muni d’un repére orthogo-

nal (O; 7, j ) d'unités graphiques 1 cm sur 'axe
des abscisses, et 1 cm sur 'axe des ordonnées, la
représentation graphique ‘€ d’une fonction g défi-
nie, dérivable et strictement croissante sur 1'inter-
valle ] 1, +eo[ ainsi que deux droites, G et 9. La
droite G passe par les points de coordonnées res-

pectives (2, 0) et (0, —3). La droite £/ a pour équa-

tion y=1.

1. a. Déterminer graphiquement g(2).

I Sachant que la droite € est tangente & la courbe
% au point d’abscisse 2, déterminer graphique-
ment g (2).

Déterminer la limite de T( f') quand ftend vers + e
(physiquement, on assimile 7(f) a cette limite

- lorsque fest trés grand devant f,).

Déterminer la limite de 7( f) quand f tend vers 0
(physiquement, si f tend vers zéro, on s approche
du cas du régime constant).

Mémes questions qu’a 1'exercice précédent avec
le module de la fonction de transfert d'un filtre

f

KL
Bf) i

« passe-haut » ;

~ Un générateur de tension continue de force

électromotrice £ =6V et de résistance interne
r= 12 Q, alimente un résistor de résistance
variable R. On se propose d'étudier la puissance P
regue par le résistor en fonction de R. On rappelle

que P=RI* et [= .
r+R

 Exprimer P en fonction de R.

Ftudier le sens de variation de la fonction f, défi-

- nie sur [0, +e2[, qui a R associe P,

Calculer la limite de cette fonction quand R tend
vers +eo, Donner une interprétation graphique de
ce résultat.

Dresser le tableau de variation de f.

Tracer sa courbe_représentative dans le repére
orthogonal (@ ; 1 i) j ) (unités graphiques : 1 cm sur
I"axe des abscisses et (1,5 cm sur 'axe des ordon-
nees).

- . On admet que la droite 9 est asymptote 2 la

courbe “€. Déterminer graphiquement la limite
de g(x) quand x tend vers +ee,




d. Sachant que la courbe € coupe l'axe des
abscisses en un seul point, étudier graphique-
ment le signe de la fonction g sur I'intervalle
11, 4ool.

- 2. On définit les fonctions g, et g, sur I'intervalle

11, +eof par:

1 : 5
g,(x)=1- ﬁ s g, =1- = —

L'une d’elles est la fonction g que I'on se pro-
pose d’identifier en utilisant les résultats de la
premiére question,
a. Calculer g, (2) et g ,(2), lim g (2) etxl.irn £,(2).
xhs (b

Ces résultats permettent-ils d’éliminer 1'une
des deux fonctions ?

b. On note g/(x) et gi(x) les fonctions dérivées
respectives de g et g,. Calculer g7(2) et g2(2)
puis conclure.

. D’aprés un probléeme de STI session 2000

On considére la fonction g définie sur ]0. +eef,
dont la représentation graphique € obtenue sur
I’écran d’une calculatrice est donnée sur la figure
ci-apres.

On précise que la courbe € ne coupe I'axe des
abscisses qu'en deux points et qu'elle admet la
droite A d’équation y=1 pour asymptote en +oo.

1.A partir de cette représentation graphique,
déterminer la limite de g (x) lorsque x tend vers
+oo,

. En calculant la limite

B

2. Dresser un tableau donnant le signe de g(x)
lorsque x décrit |'intervalle 10, +oof.

3. On admet que g(x)= ,oua, bet

ax*+ bx+c¢
z
¢ sont trois nombres réels.

] 5
x“+bx+c
de ax_i,x_ lorsque
X
x tend vers I'infini, montrer que a = 1.

b. Lire g(1) et g(3) sur le graphigue et en déduire
un systéme de deux équations permettant d’ob-
tenir b et c.

. Résoudre ce systeme et exprimer g(x) en rem-
placant &, b et ¢ par leurs valeurs.

4. La représentation graphique suggére 'exis-
tence d'une asymptote verticale. Justifier ce
résultat par un calcul de limite.
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/\C"ﬂ\/| o Des primitives

Prérequis

au fond d’un puits

Objectif : Introduire la notion de primitive et justifier son intérét en mécanique.

On rappelle que la vitesse instantanée d’un objet en mouvement
est la dérivée de la fonction qui, au temps 1, fait correspondre la
position de I'objet. De méme, 1’accélération est la dérivée de la
vitesse.

On lache une pierre depuis le centre O de la margelle d’un puits.
La position de la plerre a I'instant ¢ est repérée par son abscisse
x(t) sur 'axe (O: i ). On note g 'accélération de la pesanteur.
Dans toute la suite, on prendra g = 10.

1.a. On suppose ici que x(1) = %g:ﬁ +2¢=5¢ + 21, Calculer

;7 R Margelle du puits

-
i

alors la vitesse instantanée v(f), puis I’accélération ¥ (r) de la pierre. Préciser aussi la position
et la vitesse de la pierre a I'instant du lacher (c’est-a-dire a I'instant 7 = 0).

b.Reprendre la question a. avec x(f) = Egtz 1=57-1.

2.0n peut suivre la démarche contraire, et chercher la vitesse, puis I'équation du mouvement, &
partir de I'expression de I’accélération (ce qui est la démarche « naturelle » en mécanique si

on part du principe fondamental de la dynamique).



n suppose que (1) =g = 10.

* Donner une expression possible de la vitesse en utilisant la question 1..
* Y a-t-il plusieurs expressions de la vitesse qui donnent la méme accélération ?

* Peut-on choisir une expression de la vitesse correspondant a un licher de la pierre sans
vitesse initiale (¢’est-a-dire que v(0) = 0) ? Justifier.

b.On suppose maintenant que v(z) = gt = 101
* Donner une expression possible de 1'équation du mouvement en utilisant la question 1..
* Y a-t-il plusieurs expressions qui conviennent ?
* Peut-on choisir une expression correspon&an_t au fait que la pierre est lichée en O (c’est-a-
dire que x(0)=0)?

/[T~ @ Des primitives
dans un condensateur

NC T

Objectif : Introduire la notion de primitive et justifier son intérét en électricité.

Aux bornes d’un condensateur parfait de capacité C, la tension u(r) et I'intensité i(r) sont liées

par la relation i(r) = C(‘;—‘:(I). Dans toute la suite, on prendra C = IuF = 10°F.

1.En Premiére, on a vu comment calculer la dérivée d'une fonction dérivable, ce qui permet de
déterminer I'intensité (z), connaissant la tension u(r). Dans chacun des cas suivants, calculer
i(t):

a.u(t)=06;

b.u(t)=3t+2;

c. u(t) = UN2sinwt, avec U=220V et @ =314rad-s™".

2.11 est naturel de se poser la question contraire : « connaissant I'intensité i(¢), peut-on détermi-
ner la tension u(t) ? ».

a. Si i(r) =0, donner une expression possible de u(r). Cette expression de u(t) est-elle la seule
possible 7 Justifier.

b. Si i(r) =3-107° donner plusieurs expressions qui conviennent pour «(t). En existe-t-il une
pour laquelle la tension a I'instant 7= 0 est nulle, ¢’est-a-dire telle que u(0) =0 ? Justifier.

c. Si i(t)=6908- 10-*V2cos 3141, donner une expression possible de u(¢) (on pourra utiliser
le résultat de la question 1.c.).

Dans les deux activités, on a été amené a chercher une fonction dont on connait la fonction déri-
vée. C'est ce que 1'on appelle chercher une primitive. Dans ce chapitre, on va apprendre & déter-
miner toutes les primitives d’une fonction donnée en utilisant « & I’envers » les formules de
dérivation. On verra ensuite comment déterminer une primitive vérifiant une condition donnée
(comme dans la derniere question de I"activité | ou la question 2.b. de I'activité 2).

IIN\YZANESS

/B
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s i un interile

On a vu dans les activités que 1'on peut étre amené a chercher une fonction en connaissant sa
fonction dérivée f. C’est-a-dire que 1'on cherche une fonction F telle que F’=f.

Exemple : La fonctlonfdcﬁme sur R par f(x) =2x est la fonction dérivée sur R de la fonction
F définie par F(x) = x°. C’est aussi la fonction dérivée de la fonction G définie sur R par
G(x) =x* + 3. Les fonctions F et G sont des primitives de f sur R.

Remarque : On a défini la notion de primitive d’une fonction dérivable, car le théoréme suivant,
dont la démonstration amenerait bien au-dela du programme de Terminale STI, permet d’affir-
mer |’existence d’une primitive d’une fonction dérivable.

e fonction définie et dérivable sur un intervalle I de R
Ltelle que F' =, c’est-a-dire que f admet une primitiv

L’exemple précédent, ainsi que ceux vus dans les activités, montrent qu'une fonction admet plu-
sieurs primitives. La dérivée d’une fonction constante étant nulle, deux fonctions qui différent
d’une constante ont la méme fonction dérivée, donc sont deux primitives d’une méme fonction.

Réciproquement, si F et G sont deux fonctions primitives de la méme fonction fsur /, cela signi-
fie que, pour tout x de /, F’(x) = G’(x) =f(x). On en déduit que G'(x)— F’(x) = 0. La fonction
G - F a donc une dérivée nulle sur 7, ce qui signifie qu’elle est constante sur /. On en conclut
done que, pour tout x de I, G(x) — F(x) = ¢, ot ¢ est un nombre réel quelconque.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par f(x) =3x”+ x+ 1. La fonction F définie sur R par
F(x)=x"+ %xl +x est une primitive de f puisque F’(x)=3x"+ % x2x+1=3x"+x+1=f(x).
D’aprés le théoréme précédent, les primitives de f sont toutes les fonctions définies sur R de la

1 3 §
forme x> x*+ -2—x1 + x + ¢, ol ¢ est une constante réelle.

rExercices n”1 a8




¥l Détermination des primitives
d'une fonction

1I_Primitives des fonctions usuelles

Par lecture « inverse » du tableau des dérivées usuelles, on obtient le tableau suivant.

f(x)=0 P(r)=¢ k2ol o
flx)=k F(x)=kx+c R
Sflx)=x" Flx)= x" +e R
(n entier strictement positif) n+1
1
f(1)=x—“ };‘.(;ﬁ:.._{;—-—-il}xT +c ]= o0, 0 ou 10, + <o
(n entier supérieur ou égal i 2) -
f{x}:% Fix)=2vx +¢ 10, + o=
flx)=sinx F(x)=-cosx +¢ R
[f(x) =cosx F(x)=sinx +e¢ R
f(x)=—1—=1+tan‘x F(x)=tanx +¢ ]-£+kz,5+h:[, keZ
cos’x 2 2

-
Exemple : Soit f 1a fonction définie sur ]0, + oo par f(x) = . Les primitives de fsur ]0, +so]
=

sont les fonctions F de la forme F(x)=- + ¢, ol ¢ est un nombre réel quelconque.

1
2

»Exercices n"9a 11

2| Opérations sur les primitives

B Produit par une constante

u est une fonction dérivable sur /, de fonction dérivée u’. D apreés les propriétés sur la dérivation
des fonctions, si k est une constante réelle, ku” est la fonction dérivée de ku. On en déduit la pro-
priété suivante.

dérivable sur un intervalle / de R et k une
s kF est une primitive sur [ de kf.

b 4

4
Exemple : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = % Les primitives de f sont les fonctions F

5 5
i " " X .
+ ¢, ¢'est-a-dire F(x)= 5 + ¢, ol ¢ est un nombre réel quelconque.

b

de la forme F(x)= = x

«

&
3
)Exercices n" 12 et 13
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-ﬁanctipns dérivables sur un interv-afjlg Idg E?Si . _
e sur [ de g, alors F+ G est une primitive sur /d

-’
Exemple : Soit f la fonction définie sur ]0, -+w.[ par f(x) = =T % Les primitives de f
) X X

3

sur ]0, +oo[ sont les fonctions F de la forme F(x) =3 x 2Vx — 2 x ;14 + ¢, ¢’est-a-dire
x

1
2x?

F(x)=6Vx+ + ¢, ol ¢ est un nombre réel quelconque.

PExercices n’ 14 et 15

m Conséquences de la dérivation des fonctions composées

Des formules de dérivation des fonctions composées. on déduit les résultats suivants, u étant une
fonction définie et dérivable sur un intervalle / de R (quand cela est nécessaire, on suppose que
u(x) est non nul, ou positif, sur I’intervalle /).

fx)=u'(ax +b) F)= L uax+b)+e
Sf(x)=sin(ax +b)
(cas particulier de la premiére ligne)

fix)=cos(ax +b)
(cas particulier de la premiere ligne)

F(x) =—%cos(ax +b)+¢

Fix) = % sinGax+b) e

S(x)=u’(x) x (u(x))" AL net
(n est un nombre entier strictement positif) F&) (n+1) i
flx)= Lx’n _ 1
by . ) = Dy *°
(n est un nombre entier supérieur ou égal a 2)
"(x) oty
f(x}:u— F(x)=2Vu(x) +¢
Yu(x)
w»
7
Exemple : Soit f la fonction définie sur [0, +=[ par f(x) = ﬁ
o

J est un quotient de deux fonctions : seules les formules des cinquieme et sixieme lignes du
tableau précédent donnent un moyen de déterminer les primitives d’un quotient. On cherche donc

u!

id

. u
si fest de la forme — ou —.
f u" Yu

Ici, il ne peut s’agir que de la premiere des deux formules, avec n=5 et u(x)=x"+2.0na
1 3x?
Yl W
3 (x'+2)
i
4(u(x)*

alors u’(x) = 3x*. Pour se ramener 2 la formule connue, on peut écrire f(x) =

u'(x)
(u(x))*

On obtient alors f(x) = % X et une primitive de fest donc définie par F(x)= % X




CHATTRES

Les primitives de f sont donc les fonctions définies sur [0, +oo[ par :
ey
12(x* + 2)*

(D’autres exemples de ce type de calcul sont traités dans les travaux pratiques.)

F(x)= +¢, ceR.

PExercices n®” 16 4 36 et TP

B Primitive d'une fonction prenant
une valeur donnée en un point donné

Dans les activités préparatoires, on a vu que, une fonction ayant une infinité de primitives, on
pouvait chercher I’'une d’entre elles répondant aux conditions d’une expérience. Voici comment
se traduit ce probleme :

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I de R, x, un nombre de I'intervalle I et @ un nombre
réel quelconque. On cherche une primitive G de f'telle que G(x,) =a

f étant dérivable, elle admet une primitive F sur / (d"aprés le premier théoréme de ce cours). Par

conséquent G(x)= F(x)+ ¢, donc a=F(x,)+c etdonc ¢=a—F(x,). On adonc bien trouvé
une unique primitive de f vérifiant la condition initiale G(x,) = a. On obtient donc le théoréeme
suivant.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par f(r) = sinwr. On va déterminer la primitive F de
ftelle que F(0)=0

F est une primitive de f, donc elle est de la forme F(7) = —lwcoscor + ¢, ¢ € K. On applique la
condition fixée : F(0) = —-;160030 + ¢ donec 0= —la) + ¢. On en déduit que ¢ = lw et que

la primitive cherchée est définie sur R par F(r) =- lt:os;a)r +—.
® w

PExercices n° 37 a 47

:



1l Exemples de recherche des primitives
d'un produit ou d'un quotient de fonctions

Avant de débuter, une mise en garde justifie I'intérét du TP.

| Soit fet g deux fonctions dérivables sur un intervalle /, de primitives F et G. Alors :

-+ le produit FG des primitives n’est pas une primitive du produit fg (car la dérivée d'un |

produit u - v n’est pas égale au produit u’- v’ des dérivées); ;

- |

* le quotient é des primitives n’est pas une primitive du quotient L (car la dérivée d’un |
8

s

. [/ P - 1 foa =
quotient — n’est pas €gale au quotient — des dérivées).
v Vv

1 BUtilisation des formules du cours

Si on reprend le cours, les seules formules qui permettent de calculer la primitive d’un produit
ou d'un quotient de fonctions sont les suivantes : u“u" (ol n est un entier supérieur ou égal a

’ r

u . - oo ¢ . i
1), — (ou n est un entier supérieur ou égal a 2) et —.
i Vu

I Cas d’un produit
a. Soit la fonction f dérivable sur R définie par f(x)=(6x+ 6)(3x” + 6x—7)".
* Cette fonction est un produit de fonctions : de quelle formule se rapproche-t-on ?
* Si on pose u(x)=3x"+6x—7, calculer u’(x).
* A-t-on la forme exacte de la formule choisie ?
* En appliquant cette formule, en déduire les primitives de f.

k. Soit la fonction g dérivable sur R définie par g(x) = (x+ 1)(2x° + 4x - 3)°.

* Cette fonction est un produit de fonctions : de quelle formule se rapproche-t-on ?

* On pose u(x)=2x"+4x-3. Déterminer u’(x) et préciser le réel k tel que (x+1)=kxu'(x).
* En observant alors que g(x) = ku’(x)(u(x))°, déterminer les primitives de g.

©. En suivant la méme démarche que précédemment, déterminer les primitives de la fonction
h dérivable sur R définie par h(x) = sinx cos®x.

2 Cas d’un quotient
3
x

{_‘.4 4 2)2 :

* Cette fonction fest le quotient de deux fonctions. Lesquelles ? De quelle formule vue en T se
rapproche-t-on ? Peut-on directement I’appliquer ? Pourquoi ?

@. Soit la fonction fdérivable sur R définie par f(x) =

* On pose u(x)=x"+ 2. Déterminer u’(x) et préciser alors le réel & tel que x* =k x u’(x).
1w'(x)

* En observant que f(x)=k .
que fa : (u(x))

5, déterminer les primitives de f.

b. En suivant la méme démarche que précédemment, déterminer les primitives de la fonction

g dérivable sur ]2, 2 définie par g(x)= ——.

4 —x*

*Exercices n” 18 a 27
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2 lChangement d’écriture de la fonction

1 Cas d’une fonction rationnelle

1

a. Soit la fonction f dérivable sur ]— 0o, — %[ définic par f(x)=2+ Cx+ 12

« En utilisant la démarche vue dans le 1, déterminer une primitive de la fonction :

T oY it
(2x + 1)°

» En déduire les primitives de f.

’ ; s ' 1 8x°+8x+3
b. Soit la fonction g définie sur I—w, ——[ ar =

it _ 5| PER= e e
* Expliquer pourquoi on ne peut pas appliquer la méthode du i pour déterminer une primitive
de g (on pourra utiliser un argument de degré).
i _8x’+8x+3
Qx+1)* @2x+1)°

« Vérifier que, pour tout x de ]-— oo, — % [ )

* En déduire les primitives de g.
Sur cet exemple, on voit que, pour une fonction rationnelle, une écriture peut permettre d’en
trouver les primitives alors qu’une autre écriture de la méme fonction rend cette détermination
impossible.

3 z
. Soit la fonction h définie sur |1, +eo[ par h(x) = %_]j_'"-i

« Expliquer pourquoi on ne peut appliquer la méthode du | pour déterminer une primitive de

h (on pourra utiliser un argument de degré).

* Montrer qu’il existe trois réels a, b et ¢, que I’on déterminera, tels que, pour tout x de |1, +ee],

hix)=ax+ b+ ﬁ (indication : on pourra partir de I'expression ax + b + ﬁ et la
x—1)° x—1)°

mettre au méme dénominateur).

* En déduire les primitives de A sur |1, +e<[.

»Exercices n° 30 & 33

2 Cas d’une fonction trigonométrique

a. Soit la fonction f dérivable sur R définie par f(x) = sin’x.

» Expliquer pourquoi on ne peut pas appliquer la méthode du 1 pour déterminer une primitive
de f.

* On cherche a transformer I'écriture de la fonction f. On rappelle alors les formules de
linéarisation vues en Premiere :
| + cos2x ot sinfrs 1 —cos2x .
2 2
Apres avoir linéarisé f(x), déterminer les primitives de f.

pour tout réel x, cos’x =

b. Soitla fonction g dérivable sur R définie par g(x) =2+ cos’x. En suivant la méme démarche
qu’a la question a., déterminer les primitives de g.

Remarque : Dans le chapitre sur les nombres complexes, on présentera des formules, appelées
formules d’Euler, qui permettent de linéariser d’autres fonctions trigonométriques (en particulier
des fonctions de la forme x> cos"x et x> sin"x ol n = 3).

PExercices n°34 436
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1> Fonction primitive

Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle 7 de R. On appelle fonction primitive de

[sur 4, toute fonction F dont la fonction dérivée sur / est f.

« festla fﬂnétibh dérivée de F sur I » est équivalent i « F est une primitive de f sur [ ».

. | /
_ admet I'existence d’une primitive d’une fonction f définie et dérivable sur un intervalle /

2> Enseinble de primitives

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /. Si F est une fonction primitive de f sur /, alors
toute autre primitive de fest de la forme F + ¢, ou ¢ est une constante réelle quelconque,

3> Calculs de primitives

a = Fonctions primitives des fonctions usuelles

'S .' | t ; i {143 3 W_ﬁﬁ-}l_a H f:'.'_ .
(cestuneconstanteréelle): |
f(x)=0 Fix)=c¢ R
flx)=k F(x)=kx +c¢ R
—— n+l
. ft:r}_x . F(x)= T —+e¢ R
(n entier strictement positif) n+l
fin)= 1 1
X _x_" F(IJ=—{17H-1+ Iv-Oﬂ,'][Ull ]0.4"00[
(n entier supérieur ou égal a 2) o R
f{'x}:—-l— F(x)=2Vx +¢ 10, + o[
Vx
flx)=sinx F(xy=-cosx +¢ R
f(x)=cosx F(x)=sinx +¢ R

flx)= L =1+ tan’x
cos°x

F(x)=tanx +¢

}-%Hzm % +kn{. ke

b = Opérations sur les fonctions primitives

* Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / de R et k une constante réelle. Si F est une pri-
mitive sur / de f, alors kF est une primitive sur / de kf.

* Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R. Si F est une primitive sur I de f et

G est une primitive sur / de g, alors F + G est une primitive sur I de f+ g.
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¢ - Primitives de fonctions composées
Dans cette partie, F est une primitive de f et ¢ une constante réelle.

u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle / de R (quand cela est nécessaire, on sup-
~ pose que u(x) est non nul, ou positif, sur I'intervalle 7).

~eSi f(0) =u'ax + b),
" alors F(x) = ;}u(_ar‘c +b) +c.

*Si fi(x) = u'(x) x (u(x))" (n est un nombre entier strictement positif),

— ) ot W l | A
alors F(x) = PN (u(x)"' +c.
581 filx)= u’(x) (n est un nombre entier supérieur ou égal a 2),
(1e(x))"
|
lors F(x)=- 3
alors F(x) = Do) +
y : )
e Si (x)= u__._,,
= e

alors F(x)=2Vu(x) + c.

Cas particuliers intéressants 4 mémoriser
* Si f(x)=sin(ax + b),
alors F(x)= = | cos{ax+ b) + c.
a
* Si f(x)=cos(ax + b),
alors F(x)= is,in(a.Jr + b) + ¢,
a

*Si f(x)=u'(x)u(x),
alors F(x)= -;— (u(x))* +e.

u'(x)
(u(x)*’

alors F(x)=-

*Si f(x)=

+ .

u(x)

4> Primitive vérifiant une condition donnée

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle / de R. Soit x, un nombre de l'intervalle
I et @ un nombre réel quelconque. Il existe une unique fonction primitive F de f telle
que F(x,) =a.




Démontrer qu‘une fonction
est une primitive d'une
autre fonction

« fest une primitive de g sur / »
est équivalent & « g est la
fonction dérivée de fsur { » :

si on connait f; il suffit donc

de montrer que f'=g.

Déterminer les primitives
d’une fonction
définie par une somme

f est une somme :
on cherche une primitive de
chacun de ses termes.

Si n est un entier
strictement positif,
x = x" a pour primitive

x> b i R

n+1

Si k est une constante réelle
et # une fonction dérivable,
ku a pour primitive kU.

J

1 Soit les fonctions fet g définies sur |0, + o[ par :

5 1 |
=—+3x-—+7 et =x+3+—.
f(x) 3 % 3 g2ix)=x pe

Montrer que f est une primitive de g sur ]0, +eo][.

Réponse
On calcule f’(x) et on compare avec g(x).
1

xi

f’(x)=—2§£+3+

=x+3+—15
X

= g(x).

Done fest une primitive de g sur |0, +oo[.

2 Déterminer les primitives des fonctions définies sur /

par :

a.f(x)=x*+5x2+3 ; I=R,

DS == == s I=]0 4]
A

Réponses

a.f()=x*+5xx+3;

i 1
x+>x* a pour primitive x — gxs

x+> x? a pour primitive x> %x’

x> 5% x? a pour primitive x> 5§ x %;ﬁ

x+> 3 a pour primitive x> 3x

F(x)= %x5'+5 X -31—13 +3x+c;ceR

soit F(x) = %X’f‘ + Ef +3x+c; ceR

3
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Si n est un entier supérieur
ou égal a 2,

x> -!; a pour primitive
X

: 1
T SR .. —
Y T =D

Déterminer les primitives
d’une fonction
définie par un produit

En général, une primitive d’un
produit de fonctions

n’est pas le produit de
primitives de ces fonctions.
Pour déterminer une primitive
d’un produit de deux facteurs,
on cherche a I’identifier

a la formule du cours :

Pour n =1,

si f(x)=u"(x)(ulx))"

alors les primitives de fsont
définies par

F(x)= ()" +c.

n+1

b

3

1 1
b. =2x == x—
f(x) X 22

1 vl 1
X — — apour primitive x+—-———
x 2x*

1 0 T 1
X +> — a pour primitive x> ——
x X

F{x)z'zx(—%)h3x(——i~)+c; celR

2

s0it F(x)=—i2+i+c; ceR.
¥ x

3 Déterminer les primitives des fonctions définies sur R
par:
a.f(x)=4x’(x*+7);

bf(x)=(x+DE*+2x+7).

Réponses

a.lci n=1 et x— 4x* estla dérivée de x—>x*+7;

_ F(x)=%(x‘+7)2+c; ceR.

b.Ici n=3. Enposant u(x)=x"+2x+7,0na
w'(x)=2x+2=2(x+1);

on peut écrire f(x) = é— X (2x+ (x> +2x+ 7)°
qui est de la forme % x u'(x) x (u(x)?

or x> u'(x)x (u(x))’ a pour primitive x —> % (u(x))?
d’ol :
F(x) = %(‘Jﬁt2 +2x+MN+e: ce R
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Déterminer les primitives
d'une fonction
définie par un quotient

Une primitive d’un

quotient de deux fonctions

n’est pas le quotient de
primitives de ces fonctions.
Pour déterminer une primitive
d’un quotient, on cherche
a Pidentifier a la formule
du cours :
Pour n> 1,

L _ u'lx)
e (u(x))"’
alors les primitives de f sont
définies par

1

=D

Fix)=

Déterminer les primitives
d‘une fonction
trigonométrique

Si f(x) =sin(ax + b), alors les
primitives de f sont définies par

F(x) :—%cos(ax +b)+c.

4 Déterminer les primitives des fonctions définies sur R

par :
3= 2x+ 1
a.f(x) (x*+x+ 7P
b.f x5
= T

L Réponses

a.lci n=2. Enposant u(x)=x>+x+7,0na
W) =2x+1.
1

Don F(x)=~———0t ¢ ek,
X 4+x+7

b.Ici n=4. Enposant u(x)=x*+7,0na u'(x)=4x’
s
x*+7)

u'(x) e ) |
W) a pour primitive x > e’ +c

D'od F(x) = % x (-

et f(x):%x

X

1

m)‘i‘c‘; celR.

1

Soit F(I) =‘"“12(x4—+7.)3"

+c: celR.

5 Déterminer les primitives des fonctions définies sur R
par :

a.f(x)= Sin(Sx + _i:..) :

b.f(x) = sinxcosx ;
c.f(x) = sin*3x.

Réponses
P a.En appliquant directement la formule, on a

F(x) = cqs_(_3x+4)+c, ceR.

3
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Si f(x)=u'(x)u(x), alors les
primitives de f sont définies par

Fley= -;- GeCe) 2+ ¢,

Il s’agit d’une puissance de
fonction trigonométrique : on
linéarise a 1’aide de la formule :

sin’a = -%-{l - cos2a).

Si f(x)=cos(ax + b), alors les
primitives de f sont définies par

F(x)= Tli-sin(ax +b)+c.

Déterminer la primitive
d’une fonction prenant
une valeur donnée
en un point donné

On commence par déterminer la
forme générale des primitives de
Ia fonction donnée.

On détermine la constante a
I’aide de la condition initiale.

b

v

b.f(x) est un produit.
x+> cosx est la dérivée de x = sinx.
En appliquant directement la formule, on a

F(x)= %(sinx}?+ c; ceR, soit:

F(x)=%sin2x+e: ceR.

e. f(x)= %(l — cos6x)

E(x)= %(x—%sinﬁx) +c¢; ceR, soit:

1 1
F(x)—-ix—l—2-51n6x+c celR.

6 Soit la fonction f définie sur R par :
n
f(x)=cos(2x+ —
(x) cgs( X+ q )

Déterminer la primitive F de ftelle que F(0) =

V. sie
3

Réponses
x> f(x) a pour primitives :
e i g
x> F(x)= 2s.1n(23c+ 4)+c, ceR.

¥l 2

by o
F(0) = a5 équivaut a 3 sm? +c= )

B 1 .n_ ¥ 1 B_B

e MR 2 2 4’
la primitive demandée est définie par :

ﬁ

: il Gl
F(x)= 23111(21

-h|?=i

_4"

3



T exercices RS STE R I T T T

L

= ol

Ensemble des primitives
d'une fonction

g
e s

»

Primitives des fonctions usuelles

Dans les exercices 1 a 6, vérifier que F est une pri- ‘

mitive de f'sur I'intervalle /. En déduire I’ensemble
des primitives de f'sur /.

B (x)=x>-x*+4x ;
+2x%42005 ; =R

B :

f(x)y=2x4 i -=
. = i

.,F{x}=.t2+3ml+—l-; ; 1=]0, 400
z it

Sf(x)=-sin(3x-1) ;

F(x}=%cos(3x—]} . I=R.

e A
fx)= o
Fo o (R T e
x =1
3x
F(x) = ——— ;
‘ V3xP+ 1

Fx)=V3x2+1+2: I=R.

f(x) =sinxcos’x ;
_F(x):—%cossx i I=R.

€ Soit la fonction f définie sur /= |0, +oo[ par:

TR
fx)= i

a. Montrer qu’il existe deux réels a et b, que I'on
déterminera, tels que la fonction F définie par
F(x) = (ax+ b)Vx soit une primitive de fsur /.

b. En déduire I'ensemble des primitives de fsur /.

Soit la fonction f définie sur 7= 1]-1, 3[ par:
_ o w10x=17
flo= (x*=25-3F"
a. Montrer qu’il existe deux réels a et b, que I’on
déterminera, tels que la fonction F' définie par

Fiyn ax+b

————— S0it une primitive de fsur .
X =2x-3

b. En déduire 1'ensemble des primitives de fsur ., =~ ., k(1) =—3cost ; [

- Soit f une fonction dérivable sur I. On note f” la

 dérivée de fet F une primitive de f sur 1. Complé-

ter le tableau ci-dessous (s’il y a plusieurs possi-
bilités, en choisir une).

10, 4[| R R

B R R R
Fe) x? ;I'i 3
] sinx

€ Déterminer les fonctions primitives des fonctions
suivantes, définies et dérivables sur /.

W a. fai=x" ¢ =R
b g@)y =5 : I=R
C @) =508 3 I'=RK,

d. j(r) = le : [=]—o0, 0L

‘Méme exercice que le précédent avec :

afxy=xt; I=R
b. 3(:)=% : I=]=o0,0].
¢ h(t) =cost ; I=R,

/|
= 3 1=]0, +o2[.
= =104

d. k(1) =

Calculs de primitives

Dans les exercices 12 4 29, déterminer les fone-
tions primitives des fonctions suivantes, définies et
~ dérivables sur /.

s s()==2 ; 1=10,4[

Py
R TS o
b'h(ﬂ_?;ﬁ 2 1=1]0, 4o,
B oo 5. . 5
» c'f{x)_coszx ) & ] 2'2[‘

1l
=
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I | >

a.f(x):r‘si . I=R.

b. g(t) =-2sint; I=R.

|

e b= i 1210, 4L
d. k(r):‘rf s fElwig

a. glx)=x>+x+3; I=R.
b f(x)=4x’-2x+1 ; I=R.
5

- 3
_'C-h(f)=f—2‘“ﬁ;1=}0.+®[.
1 . 2
d.k(z):ﬁg;z - =10, +oo[.

a.fix)=2x"=5x+3 ; I=R.
3

b. g(,x]:xﬁ——f : I=1]0, +eof.
X
¢ B =25 L c 1=16, 450
; vx  5x°
3
d,ﬁ(;)=_¢ ¢ I=1-0e, D]

Bta. f(x)=cos2x & I=R

1
W il Sy WA |
(x) == 12, 4o0]

. |
a. f(x)= s I=1=0e, 3.
HS T e

|b. h{r):sin(3r+§) : I=R.

a. h(t)=33t-1* : I=R.

| b g = v’% ;1:}-%,%:[.

I
=

a k) =5(5x=-2)2 ;1
4

f 1
. b oelx)sie———e u = ——, 4o,
-’ = ! ] 3" [

.a.f(x)={.r+ 1y i I=R

S
(x+ I'J3 ’

b. hix)=

Ela. f(x)=2x-2)(x"-2x-1) : I=R.

v F= i, <1

bf(x)=—t=l _ . p=R
(x

—x+1)°
bt

ba. hy =32+ 5)* s I=R.

2x
h, e —— = I,
&) (x*+3)° i Al
ﬂa.f{x): s I=k

(a3

b. g(x)=4x(x*-1)' 5 I=R.

€ a.f(0)=x322+1)" ;: I=R.
3xi+x

bR ey

" o 12
a‘f(f] B (1.3_ I)E

=2, e[

=11, +eef.

b. g(x)=x(x*+3)® ; I=R.

a. g(x)=(x—1)(3x*=6x+4) ; I=R.

W L SR )

T+ 2x+ 1)

a. f(1)=costsin’t ; I=R.

b. h(x)=(1 + tan’x)tan’x ; 7= ]_12‘_

C a f()=cos3t ; I=R.

3
1
b. A(x)=5x'-2 4+ =x+1 : I=R.
% (xy=5x 3 3x

(S1E=

-

i e
o J LX) = TR
.c F) x4+ 42




exXxercices

= |

Soit la fonction f définie sur ]—m, - %[ par :
3 ' )
s ()2 ——— 5 I=R
el (x*+3)° F(x) = _2x
i (2x+1)°
hf@)=3x%2- x+5) ° I=]~e=3l a. Montrer qu’il existe deux réels a et b que I'on
‘ précisera tels que, pour tout x de ]wo, —11,—[
a.gm=—b-L43 . 7=10,4m ' on ait ;
Vx - ; a b
b.g(=1(t*+1)" ; I=R. - 2x+1)  @xeD)
1 : . = 1
G hys —= : I=]-2,1[. b. En déduire les primitives de f sur ]—m,——[.
S P 7 >
d. f(t) =sintcos’t ; I=R.
e fy=x*2x*+1)° ; I=R. Dans les exercices 34 et 35, lin€ariser I'expression
de la fonction puis déterminer ses primitives sur [R.
'f S, X l " - ]2 [
g =t s - ———— = | S 4o,
3 2y 3 .
i € a. g(r)=sin"31
€ Soit la fonction f définie sur -2, +oo[ par : b. f(x) = cos® (x + X )
Fla)= Xrydy A
(x+2y%

a. Montrer gu’il existe deux réels a et  que 'on
précisera tels que, pour tout x de ]-2, +ss[, on

ait : b. g(x)=cosz(2x+-§-).
flx)=a b

36

b. En déduire les primitives de fsur ]2, +oo][.

a. f(r) = 3sin’2s.

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = sin‘x.
2. En écrivant sin*x = (sin’x)® et en linéarisant
- Soit la fonction f définie sur ]3, +oo| par : $in°x, montrer que :
~28% 4 12217 sin*x= 1 (1 —2c0s2x + cos?2x).
T e AanEg . 4
(=3

2. Montrer qu’il existe deux réels a et b que I'on

précisera tels que, pour tout x de |3, +e<[, on

flx)=

b. En linéarisant cos’2x dans cette derniére
expression, montrer que :

ait : sin*y = L. lco_SZx + —l—cos4x. ;
2 _ § 2 8 |
fx)=a+ =32 ‘c. En déduire les primitives de fsur R.
b, En déduire les primitives de f sur |3, +eo].
n Primitive vérifiant une condition
initiale
Soit la fonction f définie sur |—eeo, 1] par :
P = =St =2 Dans les exercices 37 i 47, déterminer la primitive
s (x-1)2 i F de fsur I qui vérifie la condition donnée.

“a. Montrer qu’il existe trois réels «, b et ¢ que 'on i

précisera tels que, pour tout x de ] —oco, I[, on "=
ait : € f(x)=cosx ; F(O)=1:1I=R.

fx)=ax+b+ ——— i

2ol ()
Ll .-.f(x}=§+$;Fm:z;:zw.m[

- b. En déduire les primitives de f sur |—ee, 1].




e

: e

(x)= +a) s F() =1 1 I=]=1, +ee]. La courbe suivante est la courbe représentative
d’une fonction affine f définie sur F.

— ‘t . = . =
_.,f(x)——-——“”z)g ; F(@)=1 ; I=R.
‘ - 1 X
- s F(3)= =11 )
f(x) ﬁ+m (3)=2V2; I=]1, +o]
@ =327 +2) s F(-1)=1; I=R. a. Par lecture graphique, établir le tableau de

signes de f(x) lorsque x varie dans [R. Justifier.

b. Soit F une primitive de f. Déduire de la ques-
tion précédente le sens de variation de F sur R.
Justifier.

)= -2 —x+ 1)?; F(0)=0; I=R.

.f(r}=cos(3r+ %) : F(%) =% . I=R. i . Parmi les courbes suivantes se trouve la courbe

de F. Laquelle est-ce 7 Justifier.

 fw=2sin(s5x-Z) : F(F)=2:1=R

e my Tl
\f (x) = sinxcos’x ; F(Z) sili=TR;

1
3

S L i T
f(1) = 3cos (2“’1) c F(0)=1: I=R

Pour aller plus loin... i
La courbe suivante est la courbe représen-
~ Sur le graphique ci-dessous, la courbe rouge est la tative d'une fonction [ définie et dérivable sur
~ représentation graphique d’une fonction F, et la I'=[-3,3].
- courbe bleue celle d’une fonction F,. toutes deux -
_ primitives sur R d"une méme fonction dérivable f.

~a. Par lecture graphique, établir le tableau de

@ Déterminer graphiquement F,(0) et F,(0). . signes de f(x) lorsque x varie dans /. Justifier.
b. On sait de plus que f(x)=3x*-2. b, Soit F une primitive de f. Déduire de la ques-
~ Déterminer les primitives de f. En déduire les tion précédente le sens de variation de F sur .

expressions de F, et de F,. Justifier.




[

EXCICICES

c. Parmi les courbes suivantes, se trouve la
courbe de F. Laquelle est-ce ? Justifier.

Les graphes @, @ et @ sont les représentations
graphiques respectives de fonctions f|. f, et f; déri-
vables sur R. Les graphes a., b. et . représentent
chacun une des primitives de ces fonctions.

Associer chaque graphe de fonction au graphe de
sa primitive.

~ On rappelle que, pour un condensateur parfait
‘de capacité C, on a i(r) = C%E:-(r}, ol 1 est

~ exprimé en secondes, { en ampéres et u en volts.

‘Ondonne C=1pF=10"°F, i(1)=2-10"° et
u(0) =1,

a. Déterminer I"expression de u(7).

B. Pour éviter la destruction du condensateur, on
arréte 'expérience & r=10s.

Tracer les courbes représentatives des fonc-
tions w et ¢ sur [0, 10] en concordance des
temps (c’est-a-dire sur deux représentations
placées I'une en dessous de 'autre et utilisant
la méme échelle des temps en abscisse) avec :

* pour la représentation de w : 1 cm pour | s en
abscisse et 1 cm pour 1 V en ordonnée ;

* pour la représentation de 7 : 1 em pour 1 s en
abscisse et 1 cm pour 107° A en ordonnée.



- 2. On donne u(t) = UN2sin@t et i(0) = ——=

On rappelle que, pour une bobine parfaite d’in-

ductance L.on a: u(f) = L%(r].

UNZ
Lo’
Déterminer |'expression de i(1).

b. Ondonne L=1H,U=220V, @ =314 rad-s ",
Tracer les courbes représentatives des fonc-
tions u et i en concordance des temps (c’est-a-
dire sur deux représentations placées I'une en
dessous de I'autre et utilisant la méme échelle
des temps en abscisse) avec :

s pour la représentation de u : 1 cm pour 5 ms
en abscisse et 1 cm pour 100 V en ordonnée ;

» pour la représentation de 7 : 1 ¢cm pour 5 ms
en abscisse et 1 cm pour 0.5 A en ordonnée,

On rappelle que, pour une bobine parfaite d’in-

ductance L.ona: u(t)=L %{t}.
a. On donne : u périodique de période T,
¢ T
w(t)=E pourre]O.E[
==K T rlet i0y=1
u(t)=—FE pour fe 2 et i()=1_.

De plus, on rappelle que I'intensité ne peut
varier de maniére discontinue dans une bobine,
ce qui se traduit par le fait que les limites &

droite et a gauche de la fonction i en % sont
égales.
Exprimer i(r) en fonction de E, L, T et I sur

chacun des intervalles ]0, %{ { ]% T[ >

o b. Ondonne E=10V, T=06s, L=1H et

I =-15A,

Tracer les courbes représentatives des fonc-
tions u et i en concordance des temps (c’est-a-
dire sur deux représentations placées I'une en
dessous de I'autre et utilisant la méme échelle
des temps en abscisse) avec :

* pour la représentation de « : | cm pour 0.1 ¢
en abscisse et 0,5 em pour 1 V en ordonnée.

» pour la représentation de i : 1 cm pour 0,1 s en
abscisse et 1 cm pour 0,5 A en ordonnée.

Un ascenseur s'éleve de 12 metres, du point O jus-

quau point C. Le mouvement se fait en ftrois
phases :

e une phase avec une accélé-
ration nulle pendant un g,
temps qui sera a déterminer

E '<_

» une phase de | seconde i
une accélération constante
de 2 m-s~ (mouvement uni- € THh=L+2

formément accéléré) ; Mouvement
uniformément

L

1

(mouvement uniforme) ; T W——
« une phase de 2 secondes de uniforme

décélération avec une accé-
lération constante égale a

=7 7 ALt = 1
—~1m-s° (mouvement um-

: 2 Mouvement
formément retardé). unormtini
La fonction accélération a accéléré

- Ol =0
est donc définie par : 0

sphase 1 :pour O <st<1, a(ty=a,(1)=2;
sphase 2 :pour | st <t, a(t)=ay(t)=0;
ephase3:pour r,<t=<1,+2, a(t)=a,(t)=-1

1. Etude des vitesses

a. Sachant que la vitesse v vérifie a = % déter-

miner la forme des expressions de la vitesse
v(t)=v (1) sur [0, 1[, w(1)=v,(1) sur[l, 1]
et v(r)=v,(1) sur [r,, 1, +2]

b, Sachant que v(0) = 0, déterminer |'expression

de v, (r).

. En utilisant le fait que la vitesse varie de facon
continue, ce qui se traduit par limv () =v,(1),
déterminer v,(1). =

. En utilisant de méme le fait que
lim v,(1) = v,(7,). montrer que

I—sis
vi(t) =—r+ (1, +2).
2. Etude du déplacement
a. Sachant que la distance x parcourue en fonction

du temps vérifie v = (—(‘% déterminer la forme

des expressions de x dans les différents inter-
valles : x(¢) = x (t) sur [0, I[, x(1)=x,(1) sur
[1,¢,[et x(¢)=x(1) sur [r,.7,+2] (on appel-
lera ¢, la constante utilisée dans I’expression
de x ).

'b. Sachant que x(0) =0, déterminer x ().

‘. En utilisant le fait que x varie de facon continue,
c’est-a-dire que lim x (1) = x,(1), déterminer
x,(1). i

d. « En utilisant de méme le fait que
}111{1 x,(t) = x,(t,), déterminer une premiere

équation liant 1, et c,.

« Justifier par ailleurs que x.(z, +2)=12 eten
déduire une deuxiéme équation liant ¢, et ¢ .

* En déduire alors les valeurs de r, et ¢, a I'aide
du systtme formé des deux équations précé-
dentes.

« Préciser enfin I'expression de x (7).



exXerCices

3. a. Combien de temps dure la phase de déplace-
ment uniforme ? Combien de temps met la
cabine pour allerde O a C ?

. Tracer les courbes des fonctions a, v et x sur
[0 :7.5] en concordance des temps (¢’est-a-dire
trois représentations placées les unes au-des-
sous des autres et utilisant la méme échelle des
temps en abscisse) en prenant :

* Pour la représentation de x : 2 ecm pour s en
abscisse, 1 cm pour Im en ordonnée.

* Pour la représentation de v : 2 ¢m pour s en
abscisse, 2 cm pour 1 m-s~' en ordonnée.

* Pour la représentation de @ : 2 cm pour Is en
abscisse, 2 cm pour 1 m-s~* en ordonnée.

Dans un atelier, on utilise un chariot filoguidé

~ (chariot autonome qui décrit une trajectoire maté-

rialisée par une ligne magnétisée placée sur le sol)

_ pour la manutention automatique des piéces entre

g plusieurs postes de travail. Le temps 7 est exprimé

- en secondes. On appelle a la fonction qui 4 I'ins-

- tant ¢ associe "accélération du chariot (exprimée

‘enm-s ), v la fonction qui 2 I'instant ¢ associe la

~ vitesse du chariot (en m-s '), et x la fonction qui

-4 1'instant 1 associe la distance parcourue depuis le
~démarrage (en m).

[ Poste 1

Ligne magnétisée
Trajectoire du chariot

Chariot filoguidé

. Poste 2

B Poste 3

juswaordap np suag

~ Pour obtenir un effort de traction progressif lors
- du démarrage, on adopte une accélération a dont
~ la loi de variation au cours du temps est sinusoi-

‘dale et admet une expression sur [0. %] de la

~ forme a(t)=-045(cos(@i)— 1), 00 @ e]0, 2x].
_-_T.D‘autre part, on a les conditions suivantes :
a(0)=v(0)=x(0)=0
‘et I'on souhaite que « ( 2 )
3

0.

1. 2. A I'aide de cette derniére condition, calculer @.
~ b. Si t appartient 2 {0. %] dans quel intervalle
4l ~ varie @t ?

¢ Lorsque u varie dans [0, 2x], quel est le mini-

mum de la fonction u = cosu et pour quelle
valeur de # se minimum est-il atteint ?

L

- d. On étudie le mouvement du chariot sur

4
0, ﬂ].
|

Déduire des questions précédentes 1"accéléra-

tion maximum et 'instant ol celle-ci est
atteinte.

- 2. Sachant que la vitesse est une primitive de 1'ac-
~ célération, et a I'aide des conditions initiales,

déterminer I'expression de la fonction v. Cal-

culer la vitesse i l'instant (= %

- 3. Sachant que x est une primitive de v et & |’aide
1>,

des conditions initiales, déterminer 1'expres-
sion de la fonction x. Calculer la distance par-

courue a l'instant 1= —

Lors d’un concours de tir a 'arc, une fleche est
‘décochée d’une hauteur initiale s, = 1.6 m. avec
une vitesse initiale, d’intensité v, de 30 m-s ', fai-
‘sant avec "horizontale un angle @ de 30° L'ob-

~ jectif de 1'exercice est de déterminer la trajectoire

&

de la fleche.

1. L'altitude de la fléche i 'instant ¢ est notée
y(r). La composante verticale de sa vitesse &

Uinstant 7 est v(f) = %(r). La composante

verticale de son accélération a I'instant 1 est

d? ’i(r) 9% .

al(n= e

i a La fleche est soumise a l'accélération de la

=1

2

pesanteur, que I’on prendraici égalea 10 m-s
(¢’est-ii-dire que, pour tout t, a (1) =—g =—10).
En utilisant les conditions initiales fixées
(v,(0)= vﬂsina = 15), déterminer |’expression
de '.'I‘_(.r},

h A partir du résultat précédent, et en utilisant les

g M 1]

conditions initiales fixées (y(0) = h, = 1.6),
déterminer |’expression de ().

- 2. L’abscisse de la fleche a instant f est notée

x(1). La composante horizontale de sa vitesse &
I'instant ¢ est v (1) = %(1). La composante
horizontale de son accélération a I'instant ¢ est

a{r}—

{r) & iip,
dt

a. Sacham que la fleche n’est soumise qu’a 1'ac-
célération de la pesanteur, dont la composante
horizontale est nulle (¢’est-a-dire que, pour tout
t. a/(t) = 0). et en utilisant les conditions ini-
tlales fixées (v, (0) = v cosx = 153), détermi-
ner I'expression de LI( (A

b, A partir du résultat précédent, et en utilisant les

conditions initiales fixées (x(0) = 0), détermi-

ner I'expression de x(1).




—3.a. En utilisant les résultats du 2.b., déterminer : “a. Calculer f'(x) et étudier son signe.
I’expression de 7 en fonction de x. ~ En déduire le tableau de variation de f.
" b. A l'aide des résultats du 1.b., en déduire que : ~ b. Quelle est la hauteur maximale atteinte par la
4 ) : - fleche ? A ce moment, que dire de la vitesse de
yEoa ket ~ lafleche ? Justifier.
A quellel famille de courbes appartient la tra- <. Tracer sa courbe représentative dans un repére
jectoire de la fleche ? orthonormal (O i, j ) d’unité graphique : 1 cm
s _ _ B pour 10m.
¥ 4. Soit Ia fonction f définie sur R par : . d. Par lecture graphique, déterminer i quelle dis-
; F) == L A xﬁ +16 ~ tance du point de lancer la fleche tombera sur

135° 3 2 B lesol;

- Pour préparer le Bac

ﬁD’apriés un extrait de STI session 1997 - b. Dresser le tableau de variation de F sur
; : =153k
| Soit la fonction f définie sur ]—m, l[ par :
2 3 _ 2. On suppose que F est une primitive d’une fonc-
Oy —6x 4 x 42 £ S ion f
fl)= X = X I)JZC : tion f. :
o ~ a. Déterminer f(0).
1. Montrer qu’il existe deux réels g et b, que l‘l’qn " b. L’un des tracés ci-dessous est celui de la courbe
déterminera, tels que, pour tout x de ]—m. 3 [ représentative € de f. Déterminer lequel, en
) justifiant la réponse.
! - h—
flx)=ax Gr1)

2. En déduire les primitives de f sur ]Hw, % [3

3. Déterminer la primitive de f sur ]-oo'. %[ qui
prend la valeur 1 pour x=0. 2

- Extrait d’un exercice de STI session 2000

a. Justifier I'égalité cos™2x = -%(1 + cosdx) .

i Déterminer une fonction primitive de la fonc-

tion f définie, pour tout x de I'intervalle ['0, g] ,
par f(x) = cos*2x.

ﬁ D’apres un exercice de STT session 1999
Le plan est rapporté a un repere orthonormal. La
courbe € tracée ci-apreés est la courbe représenta-
tive d’une fonction F définie sur l'intervalle
. [_” . lvs ]-

On admet que la tangente 2 €, au point de coor-
données (0. —1) est paralléle a I’axe des abscisses.

1. 2. En utilisant la courbe ‘€, déterminer F(0) et
F'(0).

LA Graphee 3



ACTIVITE @ Un probléme
de representation

Objectif : Introduire le besoin d’une fonction transformant un produit en somme grdce a un
probleme de représentation de grandeurs physiques.

Pour un systeéme physique, on a relevé expérimentalement le gain G (en décibels, dB) en fonc-
tion de la fréquence f (en hertz, Hz).
Les résultats sont les suivants :

10 [ 50 [ 100 [ 200 | 300 [ 400 [ 500 [ 800 [1000]2 000]4 000[8 000]10 000[20 000]
40 | 40 | 39 | 38 | 37 | 35 | 33 |295| 28 | 22 [165| 11 | 95 | 35

1.Dans cette question, on se place dans un repére orthogonal (O i f) d’unités 1 cm pour 10 Hz
en abscisse et 1 cm pour 2 dB en ordonnée.

a. A quelle distance de Iorigine placera-t-on les points de 'axe des abscisses qui correspondent
aux fréquences 5, 10, 100, 1 000, 10 000 et 20 000 Hz ? Qu’en penser ?

b.En prenant une feuille de format A4 (21 x 29,7 cm) dans le sens de la largeur et en mettant
I'origine en bas a gauche, quelle est la plus grande fréquence que 1'on peut représenter ?

c.Représenter alors les points de coordonnées ( f. G) qui peuvent figurer sur une telle feuille.
Qu’en penser ?

2.Dans cette question, on se place dans un repére orthogonal (O ,;: f).

a.En prenant une feuille de format A4 (21 x 29.7 cm) dans le sens de la largeur et en mettant
I'origine en bas i gauche, quelle échelle maximale peut-on utiliser pour placer sur I’axe des
abscisses le point correspondant a 20 000 Hz ?



respondent aux fréguences 5, 10, 50 et 100 Hz ?

¢.On estime que pour pouvoir distinguer deux fréquences, il faut qu’elles soient représentées sur
I'axe des abscisses par deux points distants d’au moins 0,1 cm. Si 'on prend une échelle qui
permette de représenter la fréquence 20 000 Hz (soit 0,001 cm pour 1 Hz), quelle est la plus
petite fréquence que I’on peut placer sur la représentation ?

d.En utilisant cette échelle (0,001 cm pour 1 Hz en abscisse et 1 ¢cm pour 2 dB en ordonnée),
représenter les points de coordonnées ( f, G) qui peuvent figurer sur votre feuille. Qu’en pen-
ser 7 ;

3.Afin de pouvoir faire apparaitre la fréquence 20 000 Hz et distinguer toutes les fréquences
mesurées, on est amené a utiliser, en abscisses, une graduation qui n’est pas linéaire : la gra-
duation logarithmique. On choisit une unité de longueur € : les fréquences étant représentées
a partir de 1 (= 10°), la fréquence 10 (= 10") est placée a la distance € de I'origine, la fréquence
100 (= 107) est placée a la distance 2€ de I'origine, la fréquence 10° 4 la distance 3€ de I’ori-
gine, etc.

On choisit ici un repére orthogonal avec :
* une graduation logarithmique d'unité € =5 cm sur I'axe des abscisses ;
* une graduation linéaire de 1 ¢cm pour 2 dB sur I'axe des ordonnées.

a.Sur une feuille de format A4, tracer le repére précédent et placer les points de I'axe des abs-
cisses correspondant aux fréquences 1, 10, 100 et 1 000 Hz.

b.A quelle fréquence correspond le point de I’axe des abscisses situé & 20 cm de 1'origine ?
¢. Placer alors les points de coordonnées ( f. G) pour les fréquences 10, 100, 1 000 et 10 000 Hz.

Le probléeme qui reste posé est de savoir comment représenter les points qui correspondent aux
fréquences intermédiaires (50, 200, 500, 3 000 et 20 000 Hz) sur un axe des abscisses muni
d’une graduation logarithmique.

Pour cela, il faudrait déja pouvoir définir une fonction ftelle que : f(10") = €, f(10?) = 2¢.
£(10%) = 3£, ... On montre assez simplement que de telles fonctions vérifient, pour tous entiers
metn, f(10" x 10™) = f(10") + f(10™) et, plus généralement, que ces fonctions « transfor-
ment un produit en somme », ¢’est-a-dire vérifient, pour tous réels a et b strictement positifs,
flaxb)=f(a)+f(b). Ce sont les fonctions ayant cette propriété que I’on va étudier dans ce
chapitre : les fonctions logarithmes.

N

/\( TF @ Sur les traces

de John Napier (Neper)

-I\\ .-'/
Nyt

e ‘

Objectif : Faire découvrir aux éléves quelques propriétés d’une
Jfonction qui transformerait une suite géométrique en une suite
arithmétigue.

John Napier est un mathématicien écossais du xvi® siecle (1550-
1617). A la fin de sa vie, préoccupé par I'idée que des calculs
longs et fastidieux freinent les progrés de la science, il concentre
ses recherches sur différents moyens de faciliter les calculs. En
particulier, il étudie les liens entre termes d’une suite géomé-
trique et termes d’une suite arithmétique.

. A quelle distance de I’origine devrait-on alors placer les points de I’axe des abscisses qui cor-
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1.Par quelle opération passe-t-on d’un terme d’une suite géométrique au terme suivant ? Par
quelle opération passe-t-on d’un terme d’une suite arithmétique au terme suivant ?

Cette étude, reprise et approfondie ensuite, aboutit & la recherche d’une fonction f telle que :
flaxb)=f(a)+[f(b) (1).

Avec les notations et les connaissances mathématiques d’aujourd’hui, on va chercher quelques

propriétés d’une telle fonction f.

2.Recherche de quelques valeurs particuliéres

a.0n peut d’abord se demander si une telle fonction f peut étre définie pour x = (.

Pour répondre a cette question, on suppose donc qu’il existe au moins une fonction f vérifiant
(1) et définie en 0.

* En appliquant la relation (1) avec a = 0, montrer alors que, pour tout nombre réel b,
f(b)=0.

* Quelle est la seule fonction vérifiant (1) et définie en 0 ?

Cette derniére fonction n’a évidemment pas d’intérét dans le cadre du probleme posé (facili-
ter les calculs). Dans la suite, on cherche donc une fonction f satisfaisant a la relation (1) et
définie sur |0, +eof.

b.En appliquant la relation (1) pour a = b = 1, déterminer la valeur de f(1).

3.Fonction dérivée

On impose, pour avoir une fonction suffisamment « réguliére », que f soit dérivable sur
10, 4+ o[. On appelle f* la fonction dérivée de f.

Poura>0,onpose: g :x— f(ax) et g, : x> f(a)+f(x).
D’apres la relation (1), pour tout x de ]0, +of, g,(x) = g,(x).
Si fest dérivable sur ]0, +eo[, g, et g, le sont aussi et g/(x) = g;(x) (2).
a.Ecrire g1(x) en fonction de f'(x).
b.Ecrire g/(x) en fonction de a et f'(x).
c. Avec la relation (2), on obtient, pour tout x et tout a de |0, + <[, f(x) = af'(ax).
En prenant x = 1 dans cette derniére égalité, déterminer I’expression de f"(a) pour tout a de
10, +o].

d.Conclusion : la fonction f cherchée, si elle existe, a pour fonction dérivée une fonction de la

& o .
forme x — —, ol k est une constante réelle.
X

Connait-on, en lisant le tableau de dérivation, une fonction dont la dérivée soit x — 1 2
X

4.Synthese
Si Ion suppose qu'il existe une fonction f, définie et dérivable sur |0, + e[, qui vérifie la rela-
tion (1) :
Quelle doit étre la valeur de f(1) ?
Quelle doit étre la forme de f'(x) ?

C’est une telle fonction qu’on va définir dans ce chapitre et dont on étudie tant les propriétés
analytiques (sens de variation, limites, etc.) que les propriétés algébriques (propriétés liées a la
relation (1)).



CHAPITRE

‘ |
!
Dans I'activité 2, on a constaté que la recherche de certaines fonctions conduisait & s'intéresser

aux primitives de la fonction x+— l Comme cette fonction est dérivable sur |0, + <[, elle admet
X

des primitives, qui différent les unes des autres d’une constante. Fixer une primitive particuliere
revient a choisir une valeur prise par celle-ci en un point. D apres le travail fait en activité, il est

alors naturel de s’intéresser a la primitive de x +— L qui prend la valeur 0 si x = 1, ce que I'on
X

fait dans ce qui suit.

e fonction dérivable sur 10, + oo et :

Puisque, pour tout x de ]0, + oo, L est strictement positif, la fonction In a une dérivée strictement
X

positive et est donc strictement croissante sur son ensemble de définition.

)4
T

Comme la fonction In est strictement croissante sur ]0, +oo[ et s’annule pour x = 1, on en déduit
que I'image d’un réel inférieur & 1 est négative et que I'image d’un réel supérieur a 1 est posi-
tive.

D’autre part, la fonction In étant strictement croissante sur |0, + e[, deux nombres réels distincts
ont une image distincte.

g

Exemple : On cherche a résoudre I'équation In(x + 3) = In2.

Cette équation est définie si (x + 3) est un nombre strictement positif, soit si x appartient a
]-3. +eo[. D’apres la derniere propriété, In(x + 3) = In2 si et seulement si x + 3 = 2, soit
x =—1. Cette valeur étant dans I'ensemble de définition de 1'équation, celle-ci admet une solu-
tion et une seule ; —1.

PExercices n’1 a4
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@
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iétés algébriques

Dans les deux activités, on a recherché des fonctions qui « transforment un produit en somme »
et on a €té ainsi amené a s’intéresser A une primitive de la fonction inverse. On va maintenant
vérifier que la fonction In répond bien au probleme posé et présenter toutes les propriétés qui s’en
déduisent.

1lLogarithme d'un produit

Soit a un réel strictement positif. On considére la fonction g définie sur |0, + o[ par g(x) = In(ax).
On constate que g est la composée de la fonction x > ax dérivable sur R et de la fonction In,
dérivable sur ]0, + <[ dont la fonction dérivée est la fonction inverse. D’aprés la formule de déri-

vation des fonctions composées, on en déduit que g est dérivable sur |0, + e[ et que, pour tout
réel x>0, g'(x)=ax 1 = l
(ax) x

La fonction g est donc aussi une primitive de la fonction x i. On en déduit que pour tout
x

x>0, g(x)=Inx + ¢, et en particulier, g(1) =1Inl + ¢ = ¢. Par ailleurs, par définition de g,
g(l)=In(ax 1)=Ina donc g(x)=Inx+ Ina. On déduit que, pour tout x et tout a de |0, + o],
In(ax) =Ina + Inx.

e AR !
B0t o -ea Ve
w»-

Exemple : 1n(2-V3)+In(2+¥3)=In[(2-V3)(2+Y3)]=In(4-3)=In1 = 0.

PExercices n°5et6

ZL_ogarithme d’'un inverse et d’'un quotient

Soit a et b deux réels strictement positifs. En utilisant Ia propriété précédente, on a :

*«0=Inl =ln(a>< l) =1na+lnl.d0nc lni=—lna;
a / a 4]

-In(%) =ln(ax~1};) =Ina+ln% =Ina - Inb.

0l e
a

a et b strictement positifs, ln(%) = lna—lub

Exemple : On souhaite résoudre dans R I'équation (E) : In5 - Inx = Inx — In2. Cette équation

est définie pour tout réel x strictement positif. Si x appartient a 0, +ee[, (£) équivaut a :
ln(i) = ln(%), ¢’est-a-dire a 3 = %, soit x* = 10. Cette derniere équation admet deux solu-
X 5 X

tions : V10 et —V10. Puisque x est strictement positif, (£) admet donc une seule solution : V10.

PExercices n° 7et 8




CAPITRE 4

3l Logarithme d’une puissance, d’'une racine carrée

A partir de la propriété sur le logarithme d’un produit, on peut écrire, pour tout réel a strictement
positif : In(a®) =In(a x a) =Ina + Ina = 2Ina.
A partir de la propriété sur le logarithme d’un quotient, on peut écrire, pour tout réel a stricte-

ment positif : ln(a‘z)—]n( l ):-ln(al)z'—zlna.
a

On admet que ces deux propriétés peuvent étre généralisées et que 1'on a, pour tout entier relatif
n et tout réel a strictement positif : In(a”) = nina.

Par ailleurs, pour tout réel a >0, Ina =In((Va)*) =2In(Va) donc In(Va) = —_};[na
— . 238 - Taee
# e I?mlr tout réel a >0 et tout entler relatif n, In(a") = nlna. YR
¥
Exemple : In(V125) s’exprime facilement a ’aide de In5 :
In(V125) = ln 125 = -Elns" 1 x3m5=2ms.

»Exercices n°9 3 15

H Etude de la fonction logarithme népérien

11Généralités
B Ensemble de définition

La fonction In est définie sur |0, +=[ (c’est une conséquence de la définition de In).

m Fonction derivee et sens de variation

La fonction In est dérivable sur |0, + o[, de fonction dérivée x +— —. Pour tout x de ]0, + o[

X

1 est strictement positif, donc la fonction In est strictement croissante sur ]0, +eof.

> 0
W Limite en + oo

Comme 10> 1,In10>0 et pour tout entier naturel n, In(10") = nln 10. On en déduit que si on

prend un réel A, aussi grand que I’on veut, alors il existe un entier naturel n tel que nln 10 soit

plus grand que A, c’est-a-dire tel que In(10") soit supérieur a A. Des que x est supérieur a 10",
Inx est supérieur & A. Cette propriété se traduit par : lim Inx = +eo.

Xrep ez

W Limite en O

5 i : ; | ; |
Pour tout réel x>0, Inx = —ln(— ) Par ailleurs, im — =+, donc lim In (i) = +oo (car
X r—0" X 07 X

lim Inx = +e0). En passant & la limite dans Inx=—In (l) on en déduit que ]iﬁ?}+ Inx=-o (la
X =)

X —boo

courbe représentative de la fonction In admet done I'axe des ordonnées comme asymptote).




1§ :st définie et dérivable sur |0, + oo|.
e Sa fi nction dérivée est la fonction inverse.
+ La fonction In est strictement croissante sur |0, + oo,

¢ lim Inx=+oo,

X = oo

. limﬂ+ Inx =—eo et la courbe représentative de la fonction In admet I'axe des ordonnées
X —#

comme asymptote.

Tableau de variation de In 5 Courbe représentative de In

X 0 + oo
J(x) +
f / + oo
i
I LA 3 Wil WA R 3 0 L BB i R

Remarque : Au méme titre que les fonctions affines, carrée ou inverse, la fonction In fait partie
des fonctions de référence. A ce titre, les propriétés précédentes, le tableau de variation et la
courbe représentative de In doivent étre mémorisés.

PExercices n° 16 4 24

2jlLe nombre e

D’apres I"étude précédente, on sait que :

« la fonction In est dérivable sur |0, +o<[ ;

* la fonction In est strictement croissante sur |0, +oo[ ;

» la fonction In prend ses valeurs dans ]0, +eof.

On en déduit que I'équation Inx = 1 admet une unique solution réelle que I'on note e. Par
approximations successives a la calculatrice en utilisant la touche « In », on trouve e = 2,718
(valeur approchée par défaut & 10~ pres).

opriété ) | un e réel, noté e, tel que Ine = 1.

g

Exemple : On résout 'équation Inx=5. Comme 5=5x 1 =35xIne =In(e”), 'équation équi-
vaut & Inx =1In(e’), donc elle admet une seule solution : ’.

»Exercices n° 25 a 36

El Dérivées et primitives

II_Calcul de dérivées

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle / de X et a valeurs dans |0, +e=[. On considere la
fonction f définie sur / par f(x) = In(u(x)). On constate alors que f est la composée de u et de




el e LR-d |

g : x = Inx. On déduit du théoréme sur la dérivation des fonctions composées que f est dérivable

sur [ et que f'(x)=u'(x) x g'(u(x)), c’est-a-dire que f'(x) = u'(x) x o b i .

w(x) wu(x)’

ion dérivable sur un intervalle / de R et a valeurs dan
(u(x)) estalors dérivable sur /et Fix=

Exemple : On considere la fonction f définie :sur R par f(x)=In(x*>+ 1). On constate que f est
de la forme Inu, ot u est la fonction dérivable sur R et & valeurs dans ]0, +ee[ définie par
u(x) = x? + 1. On déduit de la propriété précédente que f est dérivable sur R et que :

fx)=

u'(x) 0l 2%
u(x) x*+1°

*Exercices n’ 37 a 42

2] Calcul de primitives

D’aprés ce qui précede, si u est une fonction dérivable sur un intervalle 7 de R telle que, pour tout x
u'(x)

de 1, u(x) > 0, alors la fonction x ~ In(u(x)) est dérivable et admet pour dérivée x — i)
X

u'(x)
u(x)

on peut donc dire que la fonction x — admet la fonction x> In(u(x)) pour primitive.

m ¢ est une constante réelle.

v
Exemple : On souhaite déterminer les primitives de la fonction f définie sur [=]1, + o[ par:
e
f('x) i | xg = 1 .

u'(x)

La fonction f'se présente sous la forme d’un quotient. On constate que f(x) = = ol u est la
u(x

fonction dérivable sur / définie par u(x) = x’ — |. Comme x appartient & ]1, +oo[, x*—1>0,
donc u(x) > 0. Toutes les conditions d’application de la propriété précédente sont réunies, donc
les primitives de f sur 7 sont les fonctions F définies par F(x) = In(x* = 1) + ¢, oll ¢ est une
constante réelle.

Remarque : On peut se demander ce qu’il se passe si u est a valeurs strictement négatives dans

la propriété précédente (c’est par exemple le cas dans I'exemple précédent si on travaille sur

]-1, 1[). On peut alors montrer que les primitives de la fonction x> % sont les fonctions
HLX

de la forme x+ In[—u(x)] + ¢, ol ¢ est une constante réelle (ce cas u <0 est hors-programme).

PExercices n’ 43 a 57
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RANAL X PREATIOUIIES

Des limites de référence

11Etude de lim lnnx

X=y+o0 X

Il s’agit ici de comparer, pour les « grandes » valeurs de x, le comportement de la fonction
x> Inx avec celui des fonctions de la forme x> x" (ou n désigne un entier strictement positif).

1 Rappeler la limite en +o de la fonction x +— Inx et la limite en + de x> x" (ol n est un

entier strictement positif).
. ’ In el ’ ; .
Peut-on en déduire lim ——ji grice au théoréme sur la limite d’un quotient ? Pourquoi ?
X—+m X

2 On a représenté ci-contre les courbes des fonctions x — Inx,
x+>x, x> x? et x> x°. Quelle conjecture peut-on faire
a partir de ces représentations sur la facon dont les fonc-
tions tendent vers +eo quand x tend vers +eo 7 Quelle

. . . Inx 9
conjecture peut-on faire sur lim —— 7
A x
LT INORT 1 4 s Inx
3 L'objectif de cette partie est de déterminer lim ——.
X—dtw X

Soit la fonction dérivable f définie sur |0, + oo par :

f(x)=Inx-x.

— - wros_ 2=Nx e
a. Calculer f(x) et vérifier que f'(x)= 3 . En déduire
X

le signe de f’(x) suivant les valeurs de x et établir le tableau de variation de f(on ne cherchera
pas a déterminer les limites de f).

b. Déduire du tableau de variation précédent que, pour tout x de ]0, + o[, f(x)<0.

¢. Déduire de la question précédente une comparaison entre Inx et Vx.
Justifier alors que, pour tout x strictement supérieur a 1, 0 <lnx < Vx.

. Déduire de ce qui précéde que, pour tout x strictement supérieur a 1, 0 < Anx < L‘r
x %
LI !
e. Quelle est la limite, quand x tend vers +eo, de x+—= — 7
x
En déduire la limite, quand x tend vers + oo, de x+— _lix_
X

: < ; giienes L o Inax I s :

f. Soit n un entier strictement supérieur a 1. En écrivant = — i . déterminer la
X x X
AN ) Inx
limite, quand x tend vers +eo, de x+—> —
X

Le résultat obtenu confirme-t-il la conjecture faite a partir de la représentation graphique du 2 ?

4 Application : on souhaite déterminer la limite, quand x tend vers +oo, de f(x) = Inx — s

a. Quelle est la limite en + oo de la fonction x > Inx ? La limite en +eo de x> x”?
Peut-on alors conclure sur la limite de fen +eo ? Pourquoi ?

b. Pour trouver la limite cherchée, on cherche & se ramener a une limite de référence par un
changement d’écriture de la fonction.
» Ecrire I'expression de f(x) obtenue en mettant x° en facteur.

In Inx

* Quelle est la limite en + = de la fonction x — ;r . de la fonction x+— (—, - 1) 2
x* : in

* En utilisant le théoreme sur la limite d’un produit, en déduire lim f(x).

r—34oa
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2 I_Etude de lim0 x"Inx

1 Rappeler la limite, quand x tend vers 0, de la fonction x — Inx et de la fonction x — x".
Peut-on en déduire lim (x"Inx) grice au théoréme sur la limite d’un produit ? Pourquoi ?
=}

On peut démontrer le résultat suivant, que I’on admettra ici :

| Pour tout entier n strictement positif, Iin}J (x"Inx) = 0.
| =

2 Application : on souhaite déterminer la limite en 0 de la fonction f définie sur ]O, + oo par:

fix) = 1 + Inx.
X

i i ; 1 s Lo 8 .
a. Donner les limites suivantes : lim — et lim Inx. Peut-on conclure sur la limite cherchée
x=-=0 x a—=0
xr>1

avec le théoréme sur la limite d’une somme ?
b. Pour déterminer la limite cherchée. on cherche i se ramener a une limite de référence par un |

changement d’écriture de la fonction. — |
» Ecrire I'expression de f(x) obtenue en mettant L en facteur. )
X TERAY |
» Donner alors ]in?) (xInx), puis lirr[1] (1 + xInx). En utilisant alors le théoréme sur la limite I. ‘-\J;'
X X3 }& /
d’un produit, conclure. g ‘__f |
.
3 B Approximation affine de In (1 + h) en zéro; 7]
d
étude de lim N +x) o
x=0 3 5
[y g
1 Observation et conjecture e

Sur la représentation ci-contre, la courbe € est la
représentation graphique de la fonction In et G est sa tangente
au point d’abscisse 1.

a. Donner I’équation réduite de G.

....,,

b. On a placé sur I'axe des abscisses le point d’abscisse \\, |
1+ h (ol A est un réel proche de 0). 7K
* On appelle A le point de € d’abscisse 1 + 4. Donner son i,_\\
ordonnée en fonction de h. L
« On appelle B le point de € de méme abscisse 1+ h. Donner )|
son ordonnée en fonction de h. w
. A partir du graphique, que peut-on penser de I'écart entre In(1 + h) et h lorsque h est de oo
plus en plus proche de 0 ? Que peut-on faire comme conjecture sur I’ordre de grandeur des réels | <
het In(1 +h) lorsque h est proche de zéro ? L
Que peut-on alors faire comme conjecture sur la limite du quotient ln(lh_+h) en(? /2> |
g |
d. Recopier et compléter le tableau de valeurs suivant : _ QQ
-0,01 |{-0,001| 0,1 0,01 | 0,001 r\:\/\
e

L' observation de ces quelques valeurs confirme-t-elle I’observation graphique ?
Quelle fonction affine peut-on proposer comme approximation de la fonction A — In(1 + &)
lorsque 4 est proche de zéro ?




In(l+h) ,
k.

Quelle conjecture peut-on alors faire sur la limite en 0 de

On admet ici les résultats suivants :

[ o Lorsque /1 est proche de 0, on peut utiliser la fonction h +— /i comme approximation z
affine de la fonction h— In(1 + h).

|
| |
!. * lim M = 1. |
] x—0 X |
# Application
On souhaite déterminer la limite, quand x tend vers 1, de la fonction fdéfinie sur |1, + o[ par:
1
flr)=—%
¥ =1

a. Donner les limites suivantes : lim Inx et lirr} In(x - 1). Peut-on conclure sur la limite cherchée
=

x=51

avec le théoréme sur la limite d’un quotient ?

b.Onpose x—1=h,d’ot x=1+h (quand x tend vers 1, k tend vers 0).
On a alors llin}f(x) = }'imo S(1 + h). Déterminer alors la limite cherchée.

entier n strictement positif : lim !-I-l;x =0 gt Iin% (x"In
£—0

X—d4oa I

»Exercices n"58 a 70

LI ?Logarithme décimal et échelle logarithmique

1 !_[_Z_)éﬁnition

e décimal, ou logarithme de base 10, etonr g
B i

10

oA

a. Calculer log 10, log(10?%), log (10?) et plus généralement log(10"), oit n est un entier.
b. Déterminer les limites en 0 et en + = de la fonction log.

. Calculer la fonction dérivée de la fonction f= log. Etudier le signe de f'(x). En déduire le
tableau de variation de f.

¢ Tracer la courbe représentative de la fonction log dans un repére orthogonal (O i }.} d’unités
graphiques : 0,1 cm en abscisse et 5 cm en ordonnée.

2 BGraduation logarithmique

On reprend les données de I'activité 2. Pour un systéme physique, on a mesuré expérimentalement
le gain G (en décibels, dB) en fonction de la fréquence f (en hertz, Hz). Les résultats sont les
suivants :

50 | 100 | 200 | 300 | 400 | 500 | 800 |1 0002 0004 0008 000|10 00020 000
40 | 39 | 38 | 37 | 35 [ 33 [295) 28 | 22 [165 | 11 [ 95 | 3,5




Le probléme posé consiste a représenter sur un axe des valeurs variant dans un trés grand intervalle
(de 5 a 20 000 dans I'exemple) en gardant distinguables des valeurs « petites » (par exemple
3, 10, 50, 100). Pour cela, on gradue 1’axe des abscisses du repére en représentant x par un point
situé 4 une distance de I'origine proportionnelle, non pas a x, mais a logx. Autrement dit, la grandeur
x est représentée sur I’axe des abscisses par le point d’abscisse logx.

a. Prendre une feuille de format A4 dans le sens de la largeur et placer I’ origine du repére dans
le coin en bas a gauche. Tracer I’axe des abscisses et prendre comme unité 5 cm.

Placer, a partir de I’origine marquée 1 (log 1 = 0), les points représentant les fréquences 10, 10°
et 10° Hz. Quelle fréquence représente le pomt d’abscisse 4 ? A combien de cm de I’ origine est-
il placé ?

br. Montrer que, pour tout réel @ > 0, log(a x 10") =loga + n.

c. En appliquant la relation précédente pour a = 5, placer sur I’axe des abscisses les points
représentant les fréquences 5, 50 et 500 Hz. De la méme fagon, placer les points représentant
les fréquences 200, 2 000, 20 000, puis 300, 3 000, 400, 4 000, 800 et 8 000 Hz.

(Un repére, dont I’axe des abscisses est ainsi gradué, et dont I'axe des ordonnées est gradué de
facon linéaire, est appelé semi-logarithmique. Si les deux axes sont gradués avec une échelle
logarithmique, on parle de graduation logarithmique ou parfois de graduation « log-log ».)

3 BApplication

Tracer sur la figure de la partie 2 I'axe des ordonnées et prendre une graduation linéaire d unité
0,5 cm. On reprend les valeurs données dans la partie précédente.

a. Placer les points représentant le gain en fonction de la fréquence dans ce repere muni d'une
graduation semi-logarithmique.

b. Pour f> 3 000, comment semblent se situer les points ? Quel type de relation y a-t-il entre
leur abscisse et leur ordonnée ? En utilisant le fait que I’'ordonnée des points représente le gain
G et I'abscisse représente log f, quel type de relation lie le gain a la fréquence pour les grandes
valeurs de [ 7

©. On admet que les points tracés s approchent, pour f suffisamment grand, d’une droite. On
prend comme approximation que cette droite passe par les deux derniers points représentés.

* Tracer cette droite.

» Soit le point A représentant la derniére valeur ( f= 20000 et G =3,5): les coordonnées de A
sont (log 20 000 ; 3,5). Relever de méme les coordonnées du point précédent B, correspondant

i la fréquence 10 000 Hz. A partir de ces deux points, déterminer le coefficient directeur de la
droite (AB).

dl. A partir du résultat obtenu graphiquement  la question précédente, on considére que, pour
les grandes valeurs de f, la relation entre gain et fréquence est G =-201log(f) + ¢, ol ¢ est un
réel. On appelle G, le gain pour une fréquence f, et G, le gain pour la fréquence 10f,.

* Exprimer G, et G, en fonction de f] et ¢, et en déduire que G,- G, =-20.

« En utilisant les données du tableau et la relation établie ci-dessus, déterminer le gain du systeme
pour une fréquence de 5 000 Hz.

On remarque que, quand la fréquence est multipliée par 10 (variation dite d"une décade), le gain
est diminué de 20 dB. Le coefficient directeur de la droite (AB) (déterminé 2 la question ¢l.) est
exprimé en dB/décade : ici, on a un coefficient directeur de —20 dB/décade.

PExercices n® 83 et 84
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1> Deéfinition
On appelle 'forfcti'on logarithme népérien, et on note In, 1’unique fonction primitive sur 0, 4 oof

de Ta fonction x— 1 qui s’ annule pour x = 1.
g,

# E ~ .
2> Théoreme et propriétés
|
« Théoréme |
Pour tous nombres réels a et b strictement positifs, on a :
. Ing =Inb si et seulement si a = b.
e
u Propriétés |
elnl =0.
» ]l existe un unique nombre, noté e, tel que Ine = 1.
* Pour tout nombre entier n et tous nombres réels a et b strictement positifs, on a :

In(ab) =Ina+Inb; In(a") =nlna ; lnl =—Ina; ln(%) =Ina - Inb.
a

3> Etude de la fonction logarithme népérien

» La fonction logarithme népérien f est définie de |0, + o[ dans R.

* Si f(x) = Inx, fest dérivable sur ]0, +oof et f'(x) = 3

* f(x) >0 et la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0, + ool.

e limInx == et lim Inx = +oo,

x50 A—ddon

* Tableau de variation de In » Courbe représentative de In

¥ 0 + 0
I'(x) +
f HF#H#”’##H#!"ém

4> Autres limites de référence

Pour tout réel o strictement positif, on a :
limx“lnx=0; lim inx =0 © lim it =
0 xabes & 20 X

5> Dérivation et primitives

Soit « une fonction dérivable sur un intervalle / de R, prenant des valeurs dans R}, et de fonction
dérivée u'.

r

« La fonction Inu est dérivable sur I et (Inu)’ = “.
u

’

Wi e T p
» Une primitive de la fonction — sur [ est la fonction Inu.
u

100 Logarithme népérien



Utiliser les propriétés du
logarithme népérien pour
résoudre une équation ou

une inéquation

On déten;n'ne I"ensemble de
définition de I’équation.

On se raméne & une égalité du
type Ina =Inb en utilisant :

e Sia>0etbh>0:

In(ab) = Ina + Inb.

« J] existe un unique nombre,
noté e, tel que Ine=1.

« Pour tout entier n ef tout réel a
strictement positif, on a
In(a") = nlna.

On résout I’équation en
ufilisant :

avec a>0 et b>0,Ina=Inb
si et seulement si @ = b.

On ne garde que les solutions
appartenant a I’ensemble de
définition.

On détermine I"ensemble de
définition de I'inéquation.

On se raméne & une inéquation
du type Ina <Inb.

La fonction In étant strictement
croissante sur 10, +ef :

On proceéde & un changement de
variable en posant X = Inx.

On revient ensuite a I’'inconnue
initiale.

b

1 a. Résoudre dans R I'équation In(2x) + In(8x) = 4.
b.Résoudre dans R I'inéquation In(x + 3) < 0.
¢.Résoudre dans R 'équation (Inx)? +4Inx+ 3 =0.

Réponses

a. La fonction In est définie sur |0, + e[ ; I'équation existe
si 2x >0 et 8x > 0 ; I'équation est donc définie sur
10, +o3[.

In(2x) + In(8x) = In(16x?)
I'équation devient ; In(16x%) =4

In(16x%) = 4Ine

In(16x%) = Ine*

d’ou 16x% =e* soit x’ = %e“

; 1=y 1.5
on obtient x= —e” ou xX=-—ge".
4 4

En tenant compte de I’ensemble de définition, on trouve :

1
f = {— 2}.
3¢
b. La fonction In est définie sur 10, +=of ; I'inéquation
existe si x + 3 > 0, I'inéquation est par conséquent définie
sur |3, +oof.
In(x+3) <0 équivauta In(x+3) < Inl.

On a alors x +3 = 1, soit x = -2 ; en tenant compte de
I’ensemble de définition, on trouve ¥ =]-3, -2].

¢. L’équation est définie sur ]0,_+ oo,

L'équation devient X*+ 4X + 3 =0, qui a pour solutions
X=-1 ou X=-3.

On obtient les solutions de 1'équation initiale en posant

Inx==1 et Inx=-3.

On sait que Ine=1,d’ob Inx =~Ine ou Inx =-3lne;

en appliquant la propriété In(a") = nlna, on a:
~Ine=1Ine”' et —3Ine=Ine".

En appliquant la propriété Ina = Inb si et seulement si

a=b, onobtient x=e"' ou x=¢'; on trouve donc :

:'f:{l J.-_}.

e’ eS.
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Calculer une fonction
dérivée

La fonction In est dérivable sur

0 et hyye= L |
X

On utilise le résultat du cours :
Soit # une fonction dérivable sur
un intervalle 7 de R, prenant des

valeurs dans R ¥, et de fonction

dérivée u’.
La fonction Inu est dérivable
r

sur I et (Inu)’ = X
u

Déterminer des fonctions
primitives

La fonction f ést un quotient.
On cherche si elle est de Ia

r

u : -
forme , oli & est une fonction

7
dérivable sur un intervalle I de
R, prenant des valeurs dans R*,
et de fonction dérivée u”,

r

H

Une primitive de la fonction
u

sur I est la fonction Inu.

[ est la somme de deux
fonctions.

4

2 Calculer la fonction dérivée de chacune des fonc-
tions suivantes :

a. f(x)=xlnx; =10, +oo[.
b.f(x)=In(x*+1); I=R.

Réponses
a. fest le produit de deux fonctions et :

fi(x)=1xInx+xx i=11'13c+1.
x

b. f est une fonction composée de la forme Inu avec

uC) =+ 11 fo = 2

3 Déterminer les primitives sur / des fonctions sui-
vantes :
a. f(x)=

X .

e R.
x*+1

il

X X :
>+l xsepEs

b f(x) =

Réponses

a. x —> x° + 1 apour dérivée x > 2x ;

S peut s’écrire f(x) = % X xz_sz , donc fest de la forme

-%— x -E—. Une primitive de fest de la forme -% x Inu ; d’od

B = -:12-_1.1;(;:2 S W+c eek

b. x > xz_x a pour primitive x > %ln(x'2 +1).

+1

X o=yl 2x
—X __ peut sécrire L x — 2%
TP [ i s R oOPR T
1 ’ W

. : a ot 1
forme — x 2 : or % a pour primitive — —.

s Bl SR G |
Pax= o oGt 1) -5 x ——

donc est de la

+¢c, ceR.
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Calculer des limites

En 4+ oo, on utilise le théoréme
sur la limite d'un produit.

En 0, il s’agit d’une forme
indéterminée ; on utilise une
limite de référence :
pour tout réel o >0, 0n a
Iim x“Inx =0,

=8
En 0, on utilise le théoréme sur
la limite d’une somme.

En présence d’une forme

indéterminée en + o=, on peut

penser a utiliser la limite de

référence : lim ﬁ-: =0, pour
XA g

tout réel o > (0. Pour ce faire, on

cherche a factoriser x°.

[ est une fonction composée de
la forme Inu : on étudie
d’abord les limites de u.

b

CXe X —

4 Déterminer les limites aux bornes de [/ des fonctions
suivantes, définies sur [ :

a. f(x)=x’Inx+1; I=]0, +oof.
b. f(x)=Inx-x; I=]0, +eo[.

2e+ 1N, po -
1).1_11.+ L.

c. f(x)=1In (

Réponses

a. On cherche la limite du produit x*Inx :
een+oo; lim x* =4 et lim Inx = +oo,

K=F+00 X —F 4o
d’ol lim f(x) = +ee.

Xt

een0: lim x’Inx=0, d’ot lim f(x) = 1.
x—0 x=0

b. fest la somme de deux fonctions et on a :

sen(: limIny=—-e et limx=0,dou ]in}}f(x) = —oa,

x=0 x—0

sen+eco: lim Inx=40 et lim x= +oo.

X L= oo

On est en présence d’une forme indéterminée : pour utili-

ser la limite de référence lim In_: =1{), avec @ =1,0n
e

factorisex:f(x)=x(m—x—l).0nsaitque lim E:(),
X X—p+ea X
d’ou lim ('“—x—l) =—1 et lim f(x)=—o=.

P

Tt \ X

c.*enl: lirq 2x+ 1)=3 et limI (x — 1) = 0" don¢
= 1=

: x=1
lim —?“'-{il=+ao et lim f(x) = +ee.
;ﬂ% X =1
i

« 11 s’agit de calculer la limite d’une fonction rationnelle a

Pinfini ; pour x non nul, on a :

s(z4d) 24l

2x+1 _ e x

TS T
x X

Or lim. (2 +}1-) =2, lim_ (1.- %) —
i 2x+ 1

=2, d’od .rhT _f(x) =]112
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_ Définition et propriétés
 algébriques

Dans les exercices 1 a 10, résoudre dans R les

équations et les inéquations proposées.

€ a In(x+2)=n(5-x). b In(x+3)=0.

¢ In(l=x)=In(l —x).

a.In(Z2x—1)=mn{4-x).
b In(=2x* + 5x+ 3) = In(4x? - 1).
& (x=Din(x-2)=

a ln(x-1)=0.
. xIn0,5 < In4.

alnx+3)=<0
€. xIn2 < 'Iné6.

2 In(2x—5)+ Inx=1In3.
boIn(x+3)+In(x+2)=In(x + 11).
Colnx +In(x+ D=In(x-1).

a. In(x+4)+ In(2x) = In4.
CboIn(x - 1)+ In(x+ 1) =In(x+ 3).
C In(2x— 1)+ In{x+ 1) =Inx.

a In(3x)—In(2x+ 1) = In6.
b In(4x - 1) - In(x* - 1) = In4d.
CInBx-1)=Inx =In(x+ 1).

a. In{2x - 1)=In{x - 1) =In3.
b, In(2x) —Inx = In2.
C In(x— 1 =In(x+2)=In(x+2).

@ 2In(l —x)=In(x + 5)
b, In(2x*-5x+1)= 211116

€ Iny +In(x—1)=2In(x-2).

‘2. In(2x% = 3x+ 16) =2ln(x + 2).
b. In(3x% — 114 15) = %ln%l.

G In2 4 2In(x+ 1) =In(10x + 10).

b. In(x + 2) < In5.

b. In(x-2) = In4.

~

'€ Exprimer en fonction de In3 et In2 :

“'a. Inl2. b.1nl8. ¢ In96. d. In432.

. 2,152

G 243 108
L)

5 ___Exprime;' en fonction de In2, In3 et In5 :
£ a.n15, b.In24,  c In30. d.In120,

27 75
e izl fIn
“ Mo 256

g _fj Dans les exercices 13 a 15, résoudre dans R les
-équations et les inéguations proposées,

a. InVx =In(2x+ 1).
_,ub. InV2x -3+ InVx=1In(6 - x).

B a. in (s B 4 it = 1) 2 2
b. In(=2x— 1) +In(=3x- 1) = 2In(1 - x).

ahn@x-D+hx+3) <hx
CboIn(x=1)+In(5—x) =< 2In(2 + x).

Etude de la fonction logarithme
népenen

Z1TN

B Calculer 1a détivée de Ta fonction fsur L.
A f(x)=3lnx+x; 1=]0, +oof.

- b f(x)=(x+ Dlnx; I=1]0, +[,

e

". ~ Calculer la dérivée de la fonction f sur /.
A f(x)=(Inx)*; 1=10, +cof.

S 0= nE

I=1]0, +5of.

€ Déterminer les limites aux bornes de leur

~ensemble de définition des fonctions f définies sur
I par :

Ya. f(x) =—3Inx s 1=10, +o[.

<

b. f(x) = 2—-— I1=1]1, +oo].
Inx




f L5 kil R

EexXerCciceES - I PSS S e R o L
® a8

Déterminer les limites aux bornes de leur "E.Résoudm dans R -

ensemble de définition des fonctions f définies sur 1
z a.lnx=-1. bZlnhx<l < Inx=—.
| I par : 4
3 o
i a. =—— I=]l, +e[.
o= ] [ .
Résoudre dans R :
b f(x) =—Inx ; 1=]0, +eo]. |
i a. lnx=3 b. lnx=3. c Inx—In5>3.

Déterminer la limite en zéro de la fonction fdéfi- & . pacoqra qane R aation 41— 3% 4 =0

nie sur |0, +eof par f(x) = lnTr . On souhaite résoudre 1'équation :

(Inx)*=3Inx—-4=0.
En posant X = Inx, montrer que 1’on se raméne
aux équations Inx=4 et Inx=-1. Résoudre ces

Dans les exercices 21 a 24, déterminer les limites ik
deux équations et conclure.

aux bornes de leur ensemble de définition des

- fonctions proposées. '
i a. Résoudre dans R I'équation 2x* - 3x-2=0.
€ f(x)=In(-2x+1); I= ]'_m‘ l[ b. On souhaite resu?drel équation :

: ; 2 2(lnx)* -3Inx-2=0,

En posant X = Inx, montrer que I’on se raméne

- II
' ‘aux équations Inx = - 1 ot g Résoudre
F)y=In(x+1); I=]-1, +eol. 5

G =t i 1570, 4.
] X

ces deux équations et conclure.

a. On consideére le polyndme ;

P(x)=2x"—1dx+ 12.

i A partir d'une solution évidente de I'équation
T i P(x) =0, factoriser P(x).
fin=lo x =10, b. Résoudre dans R I'équation :

2x° - 14x+12=0.

©. En déduire les solutions de I'équation :
iLe nombre e 2(Inx)* - 14Inx + 12 = 0.

€ Simplifier les écritures suivantes :
|

1. Soit P(x)=2x"—x"—5x—2, xétant un réel.
a. Calculer P(-1).

o an e’. blnve, cln e b. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout
I ' nombre réel x, on ait :
ﬁ P(x)=(x+ 1)ax? + bx +c).
| Simplifier les écritures suivantes : ¢. Résoudre dans R I'équation P(x) = 0.
o Fined & s L & Tt i L,; ‘2. En déduire [z: résolun?n dans R de I'équation :
Ve e 2(nx) = (Inx)*-5hr-2=0.
- Soit la fonction f définie sur ]0, + e[ par : On considére le polynéme défini sur R par :
f'(x):_]ﬂ%_ P(x)=6x>-5x-2x+1,

a. Calculer P(1). Déterminer les nombres réels a.

® Calculer fie) ; f(l) . f(E) ; f(ez). b et ¢ tels que, pour tout nombre réel x. on ait :
€ P(x)=(x-D(ax*+ bx+e¢).




. Résoudre dans K I'équation P(x) =0,
. En déduire la résolution dans R de 1'équation :
In(6x-3)+In(x+1)=In(2x-2),

X+2Y=1
X- Y=4

~ b. En effectuant les changements de variable sui-
vants, X=Inx et ¥=Iny, résoudre le systéme.:

‘a. Résoudre le systeme : {

In(xy?) =1
In(X)=4.
5)
~ On considere le polynéme :

Plx)=2x+Tx*+2x—3.

* 1. Déterminer les nombres réels a et b tels que :
257+ Tat 4 2x =3 =(x+ 1)(2x* + ax + b).

2. Résoudre dans R 1'équation :
2+ Ix*+2x-3=0.

3. Résoudre dans R chacune des équations sui-
~ vantes :

A 2(nx) + 7(lnx)?* + 2lnx-3=0;
B.In(2x+3) +In(x*+2x+2) = In(8x+9).

Calculs de fonction dérivee

Dans les exercices 37 a 42, déterminer la dérivée
~ de f définie sur |'intervalle /.

Caf)=InG2+1); I=R.

b, f(x) = (x4 1)Inx: 1=10, +oo.
e f(x)=(Inx)*; I=1]0, +oo[.

”fa.f(x)—lnx’—lnx-r»l ¢ I=10, +oof.
- b f(x)= —(lnx 3 1=10, +eof.
3x+2
c f(x)=In T I=]-eo, —1].
- I
a.f(x)__ln(zx+1),,'_] S+ [
Inx—-1 _ 4 o
b f(x)= YRS I=[1, +0of

; B =In(1-20); I= ]-w. %[

In(x*+3x+4); I=R.

= b. f(x)=

a f(x)=In@2x*-3x+2); I=
_::_-h.f(x}:mx—l ;[=]——W.ﬂ'[.

a fxy=Ih

1
M__l_; F=1-1, +eo[.

+ 1
b. f(x) = =10, +eo[.

e f(x)=xIn2 +In(2x) + x: [=]0, 4.

In(x*)—(Inx)* +x:

Recherche de primitives

E Montrer que F est une primitive de fsur / :

=2
a Fx)=3x*+2Inx; f(x)= 61:2 ;
I=1]0. +eof,
. T L ke (R
.b,F(x)_2h1(2x D+x=3; flx) T
o I
I']z‘+ [
Montrer que £ est une primitive de f'sur/ :
a Fx)=Inx-In{x-1); fix)= =, 3
x(x=1)
I=]11,+ec[.
b Fy =5 ; £y = ; 1=10, +eof.

‘Montrer que F est une primitive de fsur [ :

a. F(x)=xlnx-x; f(x)=Inx; 1=10, +eol.
b P(x)=(nx)? +x; f(x)= 20LHE
=10, 4.

~Dans les exercices 46 4 50, déterminer les primi-
tives de f définie sur I'intervalle /.

1

€ af=x+— I=10.4e.
¥ o1
b fx)= — + —5 3 [=10, +oof.
X X
a, ifilop )= —1nx =10, +ol.
T S
b f(x)=tanx; I ] 2,0[.




exerCices

7l = 4_ - l oo
€ a.f()= ,1;}2.+ [
L S 18U SRR
- dx+2
) DO . N )
-5af(x) R o o I 5
b = — 2 120, Sl
R
] a.j{x)—x“l—w fv—]l_,'i' [.
"- b, F() = b 721, e,
o 2 raey?

€ Soit fla fonction définie sur |3, +o[ par :
f(.x) gy %

2. Déterminer une primitive de la fonction g défi-
nie sur f par g(x)=——.
x—3

I[ b, En déduire I'ensemble des primitives de f sur 1.

- Soit fla fonction définie sur R par :

o x) =gl i
e 42
. Déterminer une primitive de la fonction g défi-
nie sur R par g(x) = —~
pir glay = - =0

b. En déduire I'ensemble des primitives de f'sur R,

Soit f'la fonction définie sur [ = ]2, +oof par:

fly=t=3

-2

 a. Déterminer deux réels a et b tels que :

flx)=ax+b+

b. Déterminer une primitive de la fonction g défi-

nie sur |2, + o[ par g(x)= ;
| x-2

- c. En déduire I'ensemble des primitives de f'sur /.

‘Soit la fonction f définie sur |0, + o[ par :
S(x)=2Inx+3.
Montrer qu'il existe deux réels a et b, que I’on
~ déterminera, tels que la fonction F, définie sur
10, +eo[ par F(x) = x(alnx + b), soit une primi-
tive de f.

~ Déterminer la primitive F de f définie sur
I=11,+oo[ par f(x)= 1-31
tion F(2)=4.

et vérifiant la condi-

Déterminer la primitive F de f définie sur

1= 01, 4o par f(x) = 5*‘

et vérifiant la

condition F(2)=In3.

Soit les foncl:iom.fe! h définies sur |0, + oo par :
flx)= r _lnx et h(x)=(Inx)".
X
Calculer la fonction dérivée de la fonction h. En
-déduire les primitives de f sur |0, +5of,

Déterminer la primitive de f qui s’annule pour
Hx= 1.

Limites

Dans les exercices 58 4 63, déterminer la limite en
-+oo de la fonction f définie sur /.

€f=1% 4 L. 1o10 e

1
X o

Sfx)=1l-x=Inx; I=]0, +oo[.

fxX)=x"-2x+3+8Inx; I=

€ f(x)

3'_ flx)y=3x=Inx+1; I=]0, +o[ (on factorisera x).

fix) =xinz—2*

10, +oof.

=x—Inx; I=]0, +so[ (on factorisera x).

1 I=]0, +9o[ (on factorisera x?).

Dans les exercices 64 4 67, déterminer la limite en
-zéro de la fonction f définie sur [.

Wc',_'f[x-] =xlnx —x*; I=]0, +ool.

5>

flx)= —x’Inx-3x; =10, oo,
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B () =x’Inx+2x~1; I'=10, +oo[:

fx)=x(2+Inx); I=]0, +eo[.
Déterminer la limite en zéro de la fonction f défi-

nie sur J0, +eof par f(x)=x+ 1 + Inix+1)
X

Déterminer la limite en zéro de la fonction f défi-

_ nie sur [0, +e<[ par f(x)= In(x+1)+x )

‘Déterminer les limites aux bornes de son
‘ensemble de définition / de la fonction f définie
par :

A= "‘Tx —2; I=10, +sol.

b. f()=x*+1-Inx: [=]0, +co.
c fx)=xlnx—4x; 1=]0, +ee|.

d i =it Rr gy 1L
1 -x

2

e flx)==—: I=]1, +eel.
Inx

Limites et asymptotes
€ Soit la fonction f définie sur |0, + oo par :

oy =X
X

et ‘6 sa courbe représentative. Déterminer la

~ limite de f en +eo; démontrer que la droite 9

“d’équation y =3 —x est asymptote 2 ‘€ quand x

tend vers +eo. Etudier ensuite la position relative
‘de “€ par rapport 4 9.

Soit la fonction f définie sur 0, +eo[ par :
fx)=2x+1+ nE
2x

et ‘€ sa courbe représentative. Déterminer la

limite de f en +eo; démontrer que la droite &

‘d’équation y=2x+ 1 estasymptote i ‘€ quand x

tend vers +co. Etudier ensuite la position relative
“de “€ par rapport 2 9.

-Soit la fonction f définie sur J0, + e[ par :

3lnx
X

flx)=~ +i-1,

et € sa courbe représentative. Déterminer la

limite de f en +oo; démontrer que la droite 9
d’équation y =x— 1 est asymptote & ‘€ quand x
tend vers + oo, Etudier ensuite la position relative
‘de € par rapport & &

Soit la fonction f définie sur ]0, + oo par :

f{x)zxz—ln‘t-'-s,
X

et € sa courbe représentative. Déterminer la
limite de fen +<e. Soit la parabole & d’équation
v = x’. Montrer que les courbes & et € sont
-asymptotes quand x tend vers +eo,

 Etudes de fonctions

~ Soit la fonction f définie sur ]0, + o[ par :

flx)=2x-4+1Inx

a. Déterminer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition. En déduire que la
courbe représentative ‘6 de fadmet une asymp-
tote dont on précisera une équation,

b Calculer f“(x). Déterminer son signe sur

10, +eo| et en déduire le sens de variation de f
sur son ensemble de définition.

. Dresser le tableau de variation de f.

.. Dans un repéere orthonormal (0 T }.). tracer la
courbe représentative € de f (unité graphique :
1 cm). '

2. Déduire de I'étude précédente que 1'équation
f(x) = 0 admet une unigue solution dans
10, +e<[. Déterminer une valeur approchée a
107* prés de cette solution.

‘Soit la fonction f définie sur |0, +eo| par :
f(x)=4Inx - x.

a. Déterminer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition. En déduire que la
courbe représentative € de fadmet une asymp-
tote dont on précisera une équation.

b, Caleuler f’(x). Déterminer son signe sur

10, +=o[ et en déduire le sens de variation de i
sur son ensemble de définition.

. Dresser le tableau de variation de f.
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. Dans un repére orthonormal (O T Jr_"), tracer la
courbe représentative € de f (unité graphique :
1 em).

2. Déduire de 1'étude précédente que 1'équation
4Ilnx = x admet deux solutions dans |0, +es].
Déterminer une valeur approchée a 107* pres
de chacune d’elles.

Soit la fonction f définie sur |2, +oo[ par :
flx)=x+ ln E= 2

On appelle € sa courbe_.rgprésentative dans un
repere orthonormal (O i, j ) (unité graphique :
1 em).

1. Déterminer la limite de fen 2. En déduire que
la courbe ‘€ admet une asymptote dont on pré-
cisera une équation.

2. 2. Déterminer 1a limite de fen +e.

b. Montrer que la courbe ‘€ admet la droite &
d’équation y = x pour asymptote.

¢. Justifier que, pour tout nombre réel x de

est strictement inférieur a 1.

29
2, +oof, &
s [x+2

En déduire le signe de In 2= 2 . puis la posi-
x+2

tion de € par rapport & %,

3. a. Calculer f'(x), déterminer son signe et en
déduire le sens de variation de f.

. Dresser le tableau de variation de f.

4, Tracer la droite 9!, la courbe “€, et la tangente
4 ‘6 au point d’abscisse 4.

- Soit la fonction f définie sur 0., 6] par :

fix)=In(6-x)—-2Inx.

On appelle € sa courbe représentative dans un
repere orthogonal (O 1.7 ) (unités graphiques :
2 cm en abscisse, 1 cm en ordonnée).

- 1. Déterminer les limites de f aux bornes de son

ensemble de définition. En déduire que €
admet deux asymptotes que 1’on précisera.

2, a. Calculer f’(x), déterminer son signe et en
déduire le sens de variation de f.

‘b, Dresser le tableau de variation de f.
3. Résoudre dans |0, 6] (par le calcul) I'équation

f(x) = 0. Soit x, la solution. Préciser une équa-
tion de la tangente T a la courbe ‘€ au point
d’abscisse x,,.

4, Tracer les deux asymptotes, la tangente . puis

la courbe €.

: 1. 2. Déterminer

1. Vérifier que f(x) =

. Pour aller plus loin...

Partie A

Soit la fonction g définie sur |0, + oo par :
g(x)=2x"+1-Inx.

1. Déterminer g’, étudier le signe de g’(x) et dres-

ser le tableau de variation de g (on ne demande
pas les limites en +<o et en 0).

2. En déduire le signe de g(x) pour tout x de
10, +e==|.
Partie B
Soit la fonction f définie sur ]0, +eo[ par :
Flx)= ln:c

On désigne par € la courbe représentative de la

x4+ ——

~fonction f dans le repére orthonormal (O ; T _F)

(unité graphique : 2 cm).
lin}‘ flx). Que peut-on en
déduire pour la courbe € ?

- b. Déterminer lim f(x).

I—4o

2. a. Montrer que la courbe € admet la droite A
d’équation y = 2x comme asymptote.

b. Etudier la position relative de ‘€ et A pour tout
nombre réel x de |0, +e=|.

3. a. Montrer que pour tout nombre réel x de
10, +oo, f(x) = g_(;r_). En déduire le signe de
x

S(x) sur ]0, 4 eof.
b. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

4, Tracer A et €.
5. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une

unique solution o appartenant a }% 3 [

4
Partie C
Inx 1
En remarquant que —— = — x Inx, calculer
X X

une primitive de fsur |0, +esl.

Partie A
Etude d’une fonction

Soit la fonction f définie sur ['intervalle
[=1]0, +0o[ par f(x)=In(2x)—In(x+ 1).

In2 + In

pour tout

nombre réel x de I'intervalle /.

2. 2. Etudier les variations de la fonction f sur
I'intervalle /.

b Calculer les limites de la fonction f aux bornes
de son ensemble de définition.



eterICices

. Dresser le tableau de variation de la fonction f.

3. On note € la courbe représentant la fonction f E

(.!ans_"u:}+ plan rapporté & un repeére orthonormal
(Q:i,j ) (I'unité de longueur est 2 cm).

~ a. Déterminer 1'abscisse du pumt d’intersection
de la courbe € avec I'axe (0 i ).

.r-"
e

. Déterminer une équation de la droite € tan-
~ gente A la courbe ‘€ au point d’abscisse 1.
¢ Tracer la courbe € et la tangente C.
4, Déterminer le nombre o tel que la tangente A 2
la courbe 6 au point d’abscisse ¢ soit parallele
a la droite d'équation y = x.
Partie B
Etude d’une fonction primitive
i Soit la fonction g définie sur [Dintervalle
 I=]0, 4o par g(x)=xIn(2x)—(x+ In(x+1).
1. Démontrer que la fonction g est une primitive
de la fonction f sur l'intervalle 1.
2. a.Ewdier le signe de f(x) d’aprés les résultats
de la partie A.
b. En déduire les variations de la fonction g sur
I"intervalle /.

Aty

L

Partie A
2 Etude d’une fonction auxiliaire
* Soit g la fonction définie sur ]0, +oo[ par :
' glx)= ln_x +e.
X
On note €, la courbe représentative de g dans le
~ plan rappmte a un repére orthonormal.
1. Déterminer les limites de g en 0 et +o0. Que
peut-on en déduire pour G, ?
- 2. Déterminer, a 1’aide de la dérivée g, le sens de
variation de g. Dresser le tableau de variation
de g.

Courbe 1

Lk

Courbe 2

| Courbe 3
- L'une des trois courbes précédentes est la
- courbe €. Indiquer le numéro correspondant a
‘6, en précisant les raisons de votre choix.

4, Calculer g ( 14 ) En déduire, pour tout x
ol W

appartenant a |0, +so[, le signe de g(x).

8% Partie B
FEtude de fonction et tracé
de sa courbe représentative

SDll la fonctlmlfdéfimc sur 0, +e=| par:

Flxy= —{lnx) +ex—e.

On note € ,la courbe représentative de la fonction
f dans le plan rapporté a un repére orthogonal
(O:1,j )d'unités 4 cm sur |'axe des abscisses et
2 em sur I'axe des ordonnées.
1. Soit x appartenant a [0, +e<].
Vérifier que f’(x) = g(x).
- 2. Déterminer les limites de fen 0 et en +e=.
3. Dresser le tableau de variation de f.

4. Déterminer une équation de la tangente € a €,
en son point d'abscisse 1. Préciser la position
. de ‘6, parrapporta C.
5. Tracer G et 6,.

Partie C
- Soit H la fonction définie sur 0, +eo[ par :
ok H(x)=x(Inx)* - 2xInx + 2x.
 Soit /4 la fonction définie sur J0, + o[ par ;
h(x) = (Inx)*
- Vérifier que H est une primitive de & sur |0, +eo|.
En déduire une primitive de f sur 0, + o,




B =" e & —
82

Dans tout le probleme, I désigne I'intervalle
10, +es[.
, Partie A
\ _'_- Soit g la fonction définie sur I'intervalle / par :
o gx)=x"+6-4lnx.
- On admet que le tableau de variation de g est le

suivant :
X 0 V2 + o0
g'(x) - 0 -
& \ /
1. Calculer g(\2) .
2. En déduire que g est une fonction positive sur
I'intervalle /.
Partie B
Soit la fonction f définie sur I"intervalle J par :
' x 1 Inx
==+ —
79 4 2x ¥

On note f” la fonction dérivée de la fonction f sur
Iintervalle / et 6 la courbe rgprgscntative de la
fonction f dans un repére (O i, j ) d'unités gra-
- phiques 4 cm.

1. a. Etudier la limite de fen +eo.

b. Etudier la limite de fen 0 et en déduire I'exis-
tence d'une asymptote a la courbe 6.

c. Montrer que, pour tout réel x de I'intervalle /,
x| 2x)
f(x) Win
. Déduire de la partie A le signe de f’(x) puis le
sens de variation de fsur I'intervalle /1.

©. Faire le tableau de variation de la fonction f sur
Iintervalle I.

2. Soit ¥ la droite d’équation y = dans le

=

repere (O T,}')
a. Montrer que la droite % est asymptote a la
courbe €.

b Déterminer par le calcul les coordonnées du
point d’intersection de la courbe € et de la
droite 9.

. Sur 'intervalle 1, déterminer la position de la
courbe 6 par rapport 4 la droite 9.

- 3. En utilisant les résultats précédents, tracer avec
soin dans le méme repére (O i, j ) la droite &

et la courbe 6.
= 4. On considére la fonction h définie sur I'inter-
i 1 Inx
valle 1 A(x) = —— 2,
il e o) 2x 3

En remarquant que X et de la forme
X

u’(x) % u(x), déterminer une primitive de la
fonction A.

Dans les exercices 83 et 84, on rappelle que, pour

Inx
nl0’

tout réel x strictement positif, logx = ]

n Echelle de Richter

L'intensit¢ d’un séisme varie considérablement
d’un lieu 4 un autre. On a cherché a développer
une quantité, appelée magnitude, liée a I'énergie
développée au foyer F du séisme.

Par exemple, pour une station S, la magnitude M
sera donnée par M = loga + 1,62logA + 2, ol a
est I'amplitude maximale du mouvement horizon-
tal du sol, enregistrée par la station et mesurée en
im (107° m), et A I'angle en degrés correspondant
a I’éloignement de la station § par rapport a I'épi-
centre E.

Centre de la terre

a, Calculer M pour A =60 et a = 13,1 nm
(nanométre : 107 m).

b. Calculer a pour M =9 et A=90°
n Echelle des pH

Pour I'ensemble des solutions aqueuses utilisées
en chimie, les concentrations des ions H,O" peu-

vent varier considérablement (environ de 107"

moles par litre & 1 mole par litre). C’est pourquoi
on introduit une échelle logarithmique : 1'échelle
des pH. En notant [H,O"] la concentration des

- ions H,O", exprimée en moles par litre, on a :

pH = -log[H,0"].

Si pH = 7. on dit que la solution est neutre, si
pH > 7, la solution est dite « basique », si pH <7,
elle est dite « acide ».

‘Calculer le pH pour des solutions dont les concen-
trations en ions H,O" sont respectivement :

a. 1072 mol-L: b. 107 mol-L™";
¢ 6,3-107 mol. L' ; d. 521077 mol-L".




" Pour préparer le Bac

-B’aprés le probleme STI Génies Civil,
Energétique et Mécanique 2000
Dans tout le probleme, le J:alan P est rapporté & un
- repére orthonormal (O 7, j ) d"unité graphique 2 cm,
Soit f1a fonction définie sur ]0, +eo| par :

fx)= x+2+lnxl

La courbe re __préscmatwe % de la fonction f dans le
repere (O 1, j ) est tracée sur le graphique ci-des-
sous (& recopier a I'aide d'un calque et & complé-
ter au fur et & mesure).

Partie A
Ftude de la fonction f
1. D’apres le graphique ci-dessus, il semble que
I’axe des ordonnées soit asymptote a la courbe
. Le prouver par le calcul,
2. a. Vérifier que, pour tout x de 0, +eo[. ona:
fixy=1+—+ E
¥ X

- b. Déterminer la limite de fen +eo.

c. En déduire I'existence d'une asymptote 9 2 la
courbe ‘€. Donner son équation et la tracer sur
le graphique.

~ 3. a. Prouver que, pour tout x de ]0, +eo[, ona:

fm_ﬂ
1

b. Montrer que f'(x) s’annule en changeant de

signe ene™".

¢. Etablir le tableau de variation de f.
Dans ce tableau, on donnera la valeur exacte du
maximum de f.
Partie B
Position relative de deux courbes
1. Soit g la fonction définie sur |0, +oo[ par :
x+2

glx)=

et # la eg&n:lﬂ:‘oe représentative de g dans le
repere (0.1, ) ).

“a. Btudier rapidement la fonction g sur 10, +e|

(dérivée, limites, tableau de variation).

 b. Donner les équations des deux asymptotes de

la courbe #.
2. a. Calculer f(x)-g(x) et étudier son signe.

~ b. Montrer que les deux courbes € et # se cou-

pent en un point K d’abscisse 1.
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1

¢. Etudier la position relative des deux courbes %6
et 9.
3. Placer le point K et construire la courbe # sur
le graphique précédent.
Partie C
Calcul de primitives

1. Soit u la fonction définie sur |0, 4 o[ par :

i) = —%—-(‘lnx-)"z.

Vérifier que u est une primitive de la fonction
x> Inx sur |0, 4 oo,
X
2. Déterminer une primitive de g sur 0, +eo[.

3. Déduire des deux gquestions précédentes une
primitive de fsur |0, +eo[.

{B. ST Génies Civil, Energétique

et Mécanique 2004
Soit fla fonction définie sur |— 1. 4o par :
fx)=-x+In(2x+2) —In(x+2).
On appelle € la courbe représentative de la fonc-
tion f dans un repére orthogonal (4 cm pour une
unité en abscisses et 8 cm pour une unité en
ordonnées).

Préliminaires

1. Montrer que sur |—1, +eof, (2x +2) > 0 et
(x+2)>0.

2. Etudier le signe de x* + 3x + 1 sur Reten
déduire que, sur |- 1, 4o, x* + 3x + 1 ¢'an-
nule pour une et une seule valeur & dont on
donnera la valeur.

Partie A
Limites et asymptotes
1. Déterminer l-imI flx).
-
Que peut-on en déduire graphiquement ?

2. a. Montrer que f(x) peut s"écrire sous la forme :

x+1

=—x+In2 .
fx)=—x+1In +lnx.+2

. Déterminer alors xlim. Fix).
4o
c. Montrer que la droite & d’équation y=—x+1In2
est asymptote oblique & ‘€ en +oo.
d. Déterminer la position relative de %6 par rap-
port i la droite 9 sur |- 1, +-cof.

Partie B
Etude des variations

- 1. Calculer la dérivée f ‘ de f et montrer que :

X +3x+1
(x+ D(x+2)
A D'aide des résultats obtenus dans les prélimi-
naires, étudier le signe de f'(x) sur ]—1, +oof.
3. Construire le tableau de variation de la fonction
f (on se contentera d’une valeur approchée a
107! prés de I'extremum de f).

Partie C
‘Représentation graphique

)=

1. Justifier que I'équation f(x) = 0 admet, dans
I'intervalle [-0.8 ; —0,4], une solution unique
notée f. Donner un encadrement a 107~ prés
de B.

2. Déterminer une équation de la droite T tan-
gente 4 € au point d’abscisse 0.

3. Reproduire et compléter le tableau suivant (on
donnera les résultat arrondis a 107" prés).

V5-3
2

x | -08 0 |05 1 2

4. Représenter graphiquement la droite €, les
asymptotes et ‘€ dans le repére donné.
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IAPITRE

/\C\_|\/\TE @ Charge d'un condensateur

Objectif : Montrer dans un cadre pratique Uutilité de définir une fonction réciproque de la
fonction logarithme.

On étudie la décharge d’un condensateur préalablement chargé sous une tension E=35V.
On dispose pour cela d’un relevé des valeurs de la tension (1) pour quelques valeurs de 1.

0 (01020304 /[05/06|07)|08]09]| 1 2 13
5 | 41 (335[275(225|1,85| 1,5 [1,25| 1,01 | 0,83 | 0,68 | 0,09 | 0,01

1.Tracer un repére orthogonal (O i, }.) (on placera le point O a gauche et centré en hauteur;
unités graphiques : 4 cm en abscisse, 2 em en ordonnée).

2.a. Placer les points dont les coordonnées (1, u (1)) sont données dans le tableau ci-dessus.

b.Dans le méme repére, mais en utilisant une autre couleur, placer les points de coordonnées
(t, In[u(¢)]), pour les valeurs de r données dans le tableau.

©.Que constate-t-on ?
3.a. Déterminer une équation de la droite 9 passant par les points A(0; 1,61) et B(0.8; 0,01).

b. Vérifier (en tenant compte du fait que les valeurs utilisées sont des valeurs approchées 4 10~
prés) que les autres points placés sur le second graphique appartiennent & la droite 9.

€.0n peut alors faire une conjecture sur la relation entre u (f) et 7 : In(u (1)) = 1,61 - 21.




our exprimer u.(t) en fonction de , il est nécessaire de connaitre la fonction qui, 4 un nombre
(ici 1,61 — 21) fait correspondre le nombre dont il est le logarithme népérien, ¢’est-a-dire la
fonction réciproque de la fonction logarithme népérien.

On va, dans ce chapitre, définir la fonction réciproque de la fonction In et en €tudier les pro-
priétés.

HCT\\/}TE 2 A Ia recherche
Aipantass d’une nouvelle fonction

Objectif : Obtenir le tracé de la courbe représentative de la fonction exponentielle a Iaide de
la méthode d’Euler.

1.a.On a vu dans le chapitre précédent que, la fonction In étant dérivable et strictement crois-
sante de —oo i + 20, tout réel b est le logarithme d’un unique nombre réel a strictement positif :

pour tout réel b, il existe un unique réel strictement positif a@ tel que Ina = b.
On sait d’ailleurs trouver a pour certaines valeurs de b. Par exemple, si b = 2, on cherche a
tel que Ina =2, onaalors Ina =2 =2Ine =In(e’) et on en conclut que a =e’.
* De méme, si b =-3, que vauta ? Si b =0, que vauta ?
* Sait-on trouver a si b=327si b=n"?

b.On cherche, dans ce chapitre, comment trouver a pour tout réel b, autrement dit, on veut déter-
miner une fonction u, que 1'on supposera dérivable, telle que, si Ina = b, alors a = u(b).
Que valent u(2), u(=3) et u(0) ?

2.Dans cette activité, on va chercher une approximation de la courbe de cette fonction u« grice a
une propriété de cette fonction que 1’on va démontrer dans cette question.

a. Soit b un nombre réel. Quel est le signe de u(b) ?

b.Si a=u(h), on a alors d’une part Ina = b et d’autre part Ina = In[u(b)] : que peut-on en
déduire ?

¢.En dérivant les deux membres de 1'égalité Infu(x)] = x établie précédemment, montrer que
la fonction u vérifie 'égalité u’(x) = u(x).

3.a. La méthode que I’on va utiliser maintenant consiste a considé-
rer, pour une fonction dérivable, que 1’on peut remplacer un petit
morceau de sa courbe par un petit morceau de tangente.

Sur la représentation ci-contre, on a tracé en bleu la courbe repré-
sentative d’une fonction f et en rouge la tangente au point A
d’abscisse x & cette courbe.

Le point A a pour coordonnées (x. f(x)) :

C a pour coordonnées (x + h, f(x)).

* Quelle est I'ordonnée du point D de la courbe d’abscisse x + h ?
* Quelle est I'ordonnée du point B de la tangente a la courbe d’abscisse x + i ? (Rappel : le
coefficient directeur de la tangente est f'(x).)

* Expliquer alors pourquoi, pour A petit, on peut écrire f(x + h) = f(x) + hf’(x).

b.En adaptant I’approximation précédente a la fonction u, sachant que u’(x) = u(x), montrer
que, pour & petit, on a u(x+ h) = (1 + h)u(x).

¢.Connaissant #(x), on peut donc obtenir une valeur approchée de u(x + A). En se servant du fait
que u(0) = 1, calculer une valeur approchée de #(0,01). Déterminer ensuite une valeur appro-
chée de 1(0,02) en se servant de la valeur approchée de u(0,01).

INZMRES

£BX]
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4.11 serait fastidieux de continuer les calculs de la question €. i la main. On va donc se servir
d’un tableur (la syntaxe est ici indiquée pour Excel).
a.Remplir les 6 premieres cases du tableau comme suit :

X u(x) h
0 1 0,01

Dans la colonne A, on lira les valeurs de x et dans la colonne B, les approximations de u(x)
obtenues. La case C2 contient la valeur du pas /4 (ici h=0,01).

b.Remplir la case A3 par « =A2+8$C$2 » (la référence $CS$2 est une référence absolue : si I’on
recopie la formule dans la ligne suivante, le A2 sera remplacé automatiquement par A3, alors
que $C$2 ne sera pas modifié). Quelle valeur sera affichée dans A3 ?

c.Remplir la case B3 par « =(1+$C$2)*B2 ».
Quelle doit étre la valeur affichée dans B3 en fonction de u et de h ?
Vérifier que I’on obtient & I’ordinateur la méme valeur qu’a la question 3.¢.,

d.Faire un « copier — coller » des cases A3B3 jusqu’a la ligne 502 pour obtenir ainsi 500 valeurs
(pour cela, sélectionner ces deux cases, placer la souris en bas a droite de B3 et en maintenant
le clic gauche, faire glisser la souris jusqu’a B502). :
A quoi correspond le nombre de la case B502 ?

€.0n va tracer une approximation de la courbe représentative de u.
Sélectionner Insertion — Graphique, puis choisir « nuage de points — nuages de points reliés
par une courbe sans marquage des données » comme type de graphique. Cliquer sur suivant
puis entrer dans le champ « plage de données » : « =Feuill !$A$2:$B$502 ». Cliquer ensuite
sur « terminer » pour obtenir le graphique.

160 5
140
120
100

80 + [—sériet |

60
40 T
20 1

f. Pour vérifier que les approximations sont satisfaisantes, on peut ajouter au tableau une colonne
de valeurs dans la colonne D : remplir la cellule D2 avec « =In(B2) » puis copier cette cellule
jusqu’a la cellule D502. Qu'observe-t-on ? Expliquer.

g.+ Changement de pas : remplacer dans la cellule C2 la valeur 0,01 par 0,05.

* Qu’observe-t-on sur les valeurs de la colonne A ? Expliquer.

» Qu’observe-t-on sur la courbe ?

* Qu’observe-t-on sur les valeurs de la colonne D ? Les approximations des valeurs de u sont-
elles aussi satisfaisantes ?

* Tester d’autres valeurs pour le pas et observer les changements.

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a la fonction réciproque de la fonction logarithme népé-
rien, fonction qui, a a = Inb, fait correspondre b, pour laquelle on a obtenu ici une approxi-
mation de la courbe représentative.



1 Définition

La fonction logarithme népérien est une fonction dérivable, strictement croissante sur ]0, +oof et
qui prend ses valeurs dans I'intervalle ]—eo, + o[ (lim Inx=—e0 et lim Inx=+ec). On en déduit

x =0 e
que, pour tout nombre réel a, il existe un unique nombre réel b (strictement positif) tel que
Inb = a. On peut donc définir la fonction réciproque de la fonction In, qui, & tout nombre réel,
associe « le nombre dont il est le logarithme népérien ».

On appelle fonction exponentielle de base e, et on note exp, la fonction qui,
ie I'unique nombre réel y, tel que Iny =x.
. exp: R— 10, +oof

X+ y=expx, telque Iny=x.

Exemples :

e Ine = 1 ; on en déduit que exp(l) =e.

*In1 =0 ; on en déduit que exp(0)= 1.

» Si I’on cherche exp(2), on cherche 1'unique nombre y tel que Iny = 2. On a vu dans le chapitre
précédent que 2=2x 1 =2 x Ine =In(e’).

On en déduit que : exp(2) =e’.

2 Conséquences

* Pour tout nombre réel x, exp (x) est un nombre réel strictement positif.

* Si y est un nombre réel strictement positif, on pose Iny = x, alors exp(x) =y et, en rempla-
cant x par Iny dans cette derniere expression, on obtient exp(lny) = y.
* Si x est un nombre réel quelconque, on pose exp (x) = v, alors y est un nombre réel strictement
positif et Iny = x. En remplacant y par exp(x) dans cette derniére expression, on obtient :
In(exp(x)) =x.
* Soit a et b deux nombres réels quelconques, en utilisant les propriétés algébriques de la fonc-
tion In, on obtient :

In(exp(a) x exp(b)) = In(exp(a)) + In(exp(b)) =a+ b.
On en déduit que In(exp(a) x exp (b)) = a + b, donc exp(a) x exp(b) =exp(a + b).

3] Notation et propriétés algébriques

CLULI RESS

Dans le paragraphe précédent, on a vu que exp(2) = e,

Par ailleurs, ln—l; =In(e*) = -3 ; on en déduit que exp(-3)=¢".
o

De maniére générale, pour tout nombre entier relatif, In(e") = n ; par conséquent, exp(n) =e".
g q

7



prouver que, pour tous nombres réels a et b,
(a) x exp (b), ce que I'on peut comparer avec la propriété connue sur les expo-
e” x e". A partir de ces observations, on adopte la notation suivante.

note exp(x)=e".

Les propriétés établies précédemment s’écrivent donc :

b i

Exemple : On cherche 2 écrire plus simplement le nombre "2

En utilisant une propriété de la fonction In, puis ce qui précéde, on obtient :
' 32

e eln(? ) nB o 8.'-

»Exercices n®1 et 2

Si I'on reprend les autres propriétés établies dans les paragraphes 1 et 2, et qu’on les écrit avec
cette nouvelle notation, on retrouve des propriétés connues sur les puissances.

Exemple : On cherche a écrire plus simplement e'x e

D’apres la propriété ¢), e* x e "= e donc e'x e *=¢e’ et par conséquent e'x ¢ ' = 1,
d’apres la propriété a).

Des propriétés précédentes, on déduit que pour tout nombre entier n et tous nombres réels x et y :
a) In((e*)") =nln(e’) =nx, donc (e*)" =e™

b) h‘—l; =-In(e') =—x, donc —1; =e™;
¢ -

v
Exemple : On souhaite écrire plus simplement I'expression a(x) = :3 :

Ona: a(x)=e™xe ™ =e* "=e™ (ce que I'on peut aussi écrire “,],;_).
e

PExercices n®3a 10
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CHAPTRE'S

¥l Etude de la fonction exponentielle

1lEnsemble de définition

La fonction In est définie de 0, + <[ dans R. On en déduit que la fonction exponentielle est défi-
nie de R dans 10, + e[,

ZI__Dérivée et sens de variation

On admet que la fonction exponentielle est dérivable sur R et on a montré dans I"activité 2 que
cette fonction est égale a sa fonction dérivée.

On en déduit que, pour tout x de R, f'(x) est strictement positif (puisque e* est un nombre
strictement positif quel que soit x), et donc que la fonction exponentielle est strictement crois-
sante sur k.

=
H

action exponentielle est strictement croissante sur . PR

»Exercices n" 11 a 17

3] Limites

B Limite en —oe
On va utiliser ici 1a limite de la fonction Inen 0 : lim Inx = —ee,
x=al)
Inv

Onpose y=e*;onaalors Iny=x et l'm}) Iny =—co,donc lim e*=lime™ =limy=0.
V=

X=d—o y—=0 vyl

Onadonc lim e*=0.

T——oa

B Limite en +e°
A partir de lim Iny = 490, et en posant toujours Iny = x, on en déduit que lim e = +eoo.

e X X —34o0

‘=0 et lim e'=+o.

et

4| Tableau de variation et courbe representative

~
=

+

8

a\“‘%

Fi
S FeEdfas=cniEny|

»Exercices n° 18 a 23

| a0

%
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' les courbes représentatives
*Fonctlons In et exponentielle

On comldére la courbe € représentative de la fonction
In et la courbe I" représentative de la fonction expo-
nentielle dans un repére orthonormal (O 7, j fife !

Un point M appartient a € si et seulement si ses coor-
données sont de la forme (x, Inx). ol x est un nombre
réel strictement positif.

On pose a=Inx,ona x=e" Le point M’. symétrique
de M par rapport a la droite & d’équation y = x, a pour
coordonnées (Inx, x), soit (a, e*), donc appartient a la
courbe I

De méme, un point N appartient a I" si et seulement si
ses coordonnées sont de la forme (x, e*), ol x est un
nombre réel quelconque. Le point N, symétrique de N
par rapport & %, a pour coordonnées (e, x) ; si on pose

b = e’ les coordonnées de N’ sont de la forme (b, Inb) :

En conclusion ;

1 I Dérivation

on en déduit que N’ est un point de €.

El Dérivation et primitives

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle 7 de R, de fonction dérivée u’. En appliquant la
formule de dérivation des fonctions composées, on obtient :

D

Exemple : Soit la fonction définie sur R par f(x) =e*.

On cherche sa fonction dérivée.

fest la fonction composée de la fonction u : x— x* et de la fonction exponentielle.

Ona u’(x) =2x et, d’aprés le théoréme, f'(x) = 2xe* .

2 I Primitives

1’ e est la fonction e”.

dérivable sur un intervalle 7 de R, de fonct

PExercices n" 24 a 28

Du résultat précédent, on déduit directement le théoréme suivant.




" .

A

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par x> xe* **, On cherche les primitives de f sur R.
Il s’agit d'un produit, dans lequel I'un des facteurs est de la forme e". Pour appliquer la formule
du théoréme, il faudrait avoir une fonction de la forme u’e”. Ici, u(x) = x* + 3, donc u’(x) =2x.
On peut modifier I’écriture de f(x) pour mettre en évidence la forme cherchée :

a3 (XY

f'(x):%:xz-x.'xc %xu’(x)e- A

Ses primitives sont de la forme : F(x) = % Xe' D= %c"z*"‘ +c, celR.

Dans les cas de composées avec des fonctions affines, on cherche a déterminer les primitives
d’une fonction définie par f(x) = e***". Cette fonction est de la forme e*, avec u(x)=ax+ b.

Puisque #'(x)=a, on en déduit que f(x)= A x u'(x)e".
a
Par conséquent, les primitives de f sur [R sont les fonctions définies par :

F(x)= lt:“"”~1~.','= lf-:‘”"”’+ c. celR.
a a

R de la fonction f définie par f(x) =e™*’
**ie, ceR. i

4
Exemple : Les primitives sur R de la fonction f définie par f(x) =e’* sont les fonctions de la

forme F(x)= %e” + ¢, ou ¢ est une constante réelle quelconque.

PExercices n° 29 a 40
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11 Fonctions puissances

> Ces TP ne concernent pas les éléves de la section STI spécialité Arts appliqués.

1 BFonctions définies sur R par x — x”,
ou n est un nombre entier strictement positif

Soit f, la fonction définie sur K par f (x) = x", oli n est un nombre entier strictement positif.
1 Pour tout x de R, déterminer f"(x).

2 Si n est pair :
a. Déterminer lim f, et lim f.

e F—ptem

b. Quelle est la parité de n— 1 ? En déduire le signe de f/(x).
©. Dresser le tableau de variation de f, .
d. Sur la calculatrice graphique, tracer les courbes représentatives de f,. f,. f; et f,,.

e. Par lecture graphique, comparer x*, x® x* et x'" pour x € ]-1, 1[, pour x € ]—e=,— [, puis
pour x € |1, +2o[ (on pourra modifier la fenétre graphique plusieurs fois pour répondre a cette
question).

3 a. Si n est impair : répondre aux questions a., b. et ¢. de la partie Z, puis tracer les courbes
représentatives de f, [, f, et f,, a la calculatrice.
b. Reprendre la question e. avec x°, x", x” et x'".

n

2 lFonction définie sur 10, +oo[ ou J-, O[ par x > ;1,; =x""
ou n est un nombre entier strictement positif

—~n
n )

Soit f, la fonction définie sur /= ]0, +eo[ par x ~> ;lm =%
1 Pour tout x de /, déterminer f(x).
2 Si n est pair :

a. Quelle est la parité de n + 1 ? En déduire le signe de f(x).

b. En déduire le sens de variation de f,.

¢. Déterminer l‘ir!?J f,(x). En déduire I'existence d’une premi¢re asymptote a la courbe

représentative de. "

. Déterminer l_lirilm £,(x). En déduire I’existence d’une seconde asymptote a la courbe

représentative de f.
e. Dresser le tableau de variation de f,.

3 Reprendre la question 2 avec f, définie sur [ = |-eo, O par x — = x" (On rem-

"

x
placera lim f (x) ala question 2d. par lim f,(x).)

4 [E] Tracer a la calculatrice les courbes représentatives des fonctions définies respectivement

sur |—oa, O] et ]0, +eof par x — 2. =x7", pour n=2,4 puis 6.

n
5 Si n est impair, reprendre les questions 2 et 3.
6 [ Tracer a la calculatrice les courbes représentatives des fonctions définies respectivement

sur |—eo, Of et ]0, +e=[ par x+> e =x7", pour n=1,3 puis 3.

f

' Fonction exponentielle




2 lFonction définie sur 10, +<o[ par x — x“
ou @ est un nombre réel

I Soit n un entier relatif et x un réel strictement positif. Ecrire "™

nombre e ni la fonction In.

sans faire apparaitre le

alnx

Par analogie avec 1'égalité obtenue ci-dessus, on note, pour tout réel o, x“=¢

2 Soit la fonction définie sur 10, +oo[ par f (x) “= e ol o est un nombre réel fixé, appe-

[ lée fonction puissance ¢.

En utilisant la dérivation d’une fonction de la forme e”, calculer f’(x). Montrer que 1’on peut
écrire f(x) sous la forme f'(x) = ax“ ", ‘Lﬂ

3Casoﬁa=—l-
n

| =

-
= ; | S :
a. Montrer que pour tout x de ]0, +eo, [x"] = x. (Attention : — n'étant en général pas un
n

entier, il faut revenir a la définition des fonctions puissances a I’aide de I’exponentielle.)
1
La fonction définie sur ]0, +oo[ par x> x" est la fonction réciproque de la fonction définie

1
A quelle fonction connue correspond la fonction x> x2 ?

b. Soit la fonction f définie sur ]0, + oo par f(x)=Vx. On appelle € sa courbe représentative

|
"‘ sur ]0, + o[ par x+— x". On note : x” Vx.
|
l dans un repére orthogonal (O i .J ) (unités graphiques : 0,5 cm en abscisse, 2 ¢cm en ordonnée).

* En écrivant f(x) a I’aide de la fonction exponentielle, déterminer les limites de fen +ec eten
2€r0.

» Tracer la tangente C 4 “€ au point d’abscisse 1, puis tracer €.

‘l « Calculer f'(x). Etudier son signe. Dresser le tableau de variation de f.
|

L [P RN [[COL U] E

»Exercices n" 41 4 44

A
SN

i

|
t, LI I Croissance comparée des fonctions x — Inx,
‘ X— x%et x—>e*en+ow

L A la calculatrice, tracer dans une méme fenétre (on réglera la fenétre graphique de la fagon
suivante : x entre —0,1 et 10 et y entre —0,1 et 10) les courbes représentatives des fonctions
x+> Inx, x> e, x> x° et x+— Vx. Que constate-t-on pour les grandes valeurs de x ?

R4

Par des calculs de limites de quotient, on va montrer dans la suite que, pour toute puissance ¢
strictement positive, pour les grandes valeurs de x, e" est « trés supérieur » 4 x“ et x“ est « trés
supérieur » a Inx.
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1 lLimite de e_; en +o, ol ¢ est un reel strictement positif
X

a. A la calculatrice, tracer les courbes représentatives des fonctions définies sur 10, +eo[ par
flx)= e_a pour o =2, 4 et 6 (on reéglera la fenétre graphique de la fagon suivante : x entre

X

et 20, y entre 0 et 10). Faire alors une conjecture sur lim

X3+ t

X
b. Montrer que c_ﬂ =™, ol A est une fonction que 1'on déterminera.
X

¢. On rappelle que l:m BE 1,
TR b

X

En factorisant x dans 1’expression A(x), déterminer lxm A(x) ; en déduire lim £
X

e 30
Q’
¢l. En déduire la limite en + <o di =x"xe™,
B

e. Dans le cas ot & est un entier naturel (¢ = n), la fonction x> x" x e* est définie sur R.

On pose = —x. Justifier alors que lim x"e*= lim (-1)"t"e"".

t—y oo i

En déduire, a I’aide du résultat de la question ¢l., la limite en —eo de x+> x"e".

lnx

ou & est un nombre réel strictement positif

A la calculatrice, tracer la courbe représentative de la fonction définie sur |0, +oo[ par
fix)= %{ pour & = 2, 4 et 6 (on réglera alors la fenétre graphique de la fagon suivante :

x entre 0 et 20, y entre —0,1 et 0,2). Faire alors une conjecture sur lim 1n_:;

X=pqeo X

On a vu dans le chapitre 4 la démonstration de cette limite pour une puissance entiére positive ;
on admet que le résultat reste le méme pour toute puissance réelle strictement positive.

un nombre réel strictement positif :

7 :
lim & =+e; lim BE_g,
X=paoo X X4 X

lim x"e* =0,

BRSNS &

»Exercices n° 45 4 52




g A

1> Définition
On appelle fonction exponentielle (de base ¢), et on note exp, la fonction qui, a tout réel x, asso-
cie 'unique nombre réel y tel que Iny = x.
| exp: R — 10, +oo]
x> y=expx telque Iny=ux.

2> Notatibn et propriétés.

= Notation
Pour tout nombre réel x, on écrit exp(x) =e".
» Propriétés
* Pour tout nombre réel x, e* est un nombre strictement positif.
* Pour tout nombre réel x strictement positif, e = x.
* Pour tout nombre réel x, In(e*) = x.
sg’=1; e '=¢
* Pour tout nombre entier n et tous nombres réels x et y,on a :
1

pfx el =Xty . (e.r}n: X - =B s o
e €

3> Etude de la fonction exponentielle

« La fonction exponentielle f est définie de R dans ]0, +e=].

*Si f(x)=e" festdérivable sur R et f'(x) =e".

* f(x) >0 et la fonction exponentielle est strictement croissante sur [R.
slim e*=0 et lim ‘e*=+oo

X-—3—co S e
» Tableau de variation de la fonction exp » Représentation graphique de la fonction exp
X = 00 + oo
Fi(x)=et +

-

4> Autres limites de référence

Pour tout entier naturel n, on a lim x"e* =0 et pour tout réel ¢ positif lim

x=b—oo =4 X

X

= 400,

5> Dérivation et primitives

Soit «# une fonction dérivable sur un intervalle 7 de R, de fonction dérivée u’.
» La fonction e” est dérivable sur I et (e*) =u’ x e,
* Une primitive de la fonction u”e" sur [ est la fonction e”.




Simplifier I'écriture d’une

expression en utilisant les
propriétés algébriques de
I'exponentielle

On utilise les formules :
e.t' s ef = e.t+,7
et pour tout x>0, e™ =ux.

On utilise la formule :

nx

{er}u = e,

On utilise la formule :
pour tout réel x, Ine* =ux.

Résoudre une éﬁuation ou
une inéquation

On écrit ’équation sous la
forme e’ =b.

Les deux membres de I'éguation
étant strictement positifs, on
appligue la fonction In.

On détermine ’'ensemble de
définition de I'inéquation.

On applique la fonction exp aux
deux membres de I'inéquation ;
la fonction exponentielle étant
strictement croissante sur R,

a <b siet seulement si e” < e’,

b

1 Simplifier 1’écriture des expressions suivantes défi-
nies sur /[ :

a.a(x)=e"™; I=R.

b.b(x)=e™"; I=]0, +ool.

C.c(x)=1mn2e"); I=R.

Réponses
a.a(x)=e“xe™ ;or ™ =4 d'ob a(x)=e*x4
soit a(x)=4e".

b. b(x) =(€"™)™ or e™=x d’od b(x)=x""

soit b(x) = ‘]T
X

c. On sait que In(ab)=Ina+Inb,d'ott ¢(x)=1In2 + Ine*
et e(x)=In2 + x.

2 a. Résoudre dans R I'équation 2e* -3 =0.
b.Résoudre dans R I'inéquation In(2x - 1) <
2

-3.
c.Résoudre dans R ’équation 2e** —3e* -2 =0.

Réponses
a. L'équation s’écrit e* = %

Ona e >0 et —;- > 0 ; on applique la fonction In :

lnc‘=ln%,ﬂn sait que Ine* =x,d’ot & = {m%]

b. La fonction In est définie sur 0, +=[ ;
I'inéquation existe si 2x — 1 > 0, donc I'inéquation est

déﬂniesur]—;-,&m[.

eP@-1 < o3 grob Ix -l se?; 2x=e? + 1, soit
e Tt I e
< (7 + 1) etdone 9;]5’5(?”)]'
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On procede a un changement de
variable en posant X =e" pour
se ramener i une équation du
second degré.

On revient ensuite
a Pinconnue x.

Calculer une fonction
dérivée, étudier son signe

La fonction exp est dérivable et
(e.t ) ’ - ex‘

Si u est une fonction dérivable
sur un intervalle I de R, de
fonetion dérivée u”, alors la
fonction e“ est dérivable sur / et
(%) =uixe"

Calculer des primitives

8i u est une fonction dérivable
sur un intervalle I de R, de
fonction dérivée u”,

une primitive de la fonction u‘e”
sur [ est la fonction e”.

P c.Si X=e¢",ona X*=(e*)>=e? et I'équation devient

2X? - 3X - 2 =0, équation du second degré qui a pour

solutions X = *% ou X =2

; 1 : z
La solution X =- % ne convient pas car, pour tout x réel,

e” est strictement positif. On obtient la solution de 1'équa-
tion initiale en posant e* =2, d’ot x=In2. ¥ = {In2).

3 a. Calculer la fonction dérivée de la fonction f défi-
nie sur R par f(x) = x%e”.

b.Calculer la fonction dérivée de la fonction f définie sur
R par f(x)=xe™". Etudier le signe de f’(x).

Réponses
a. fest le produit de deux fonctions.

C () =2xe* + x%e" = e (2x + x%).

b. f est le produit de deux fonctions et
F)=e*+x(-e*)=e (1 —x).

Pour tout x de R, e ™* > 0, donc f"(x) est du signe de 1 — x.
Si x<1, 1-x>0 etf’(x) est strictement positif ;

si x> 1, 1 =x<0 etf’(x)est strictement négatif ;
six=1, f(x)=0. '

4 Déterminer les fonctions primitives F de la fonction
[ définie sur R par: 3

a. f(x)=e*.

I il
b.f()= ~warh
Réponses

P a. Lafonction x— 3x a pour dérivée 3 ; f peut s’écrire

f(x) =-%--->.< 3e*, donc est de la forme % x u'e” ;une pri-

mitive de fest de la forme % xe";

d’on F(x)= %e.s" +c; ceRr
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u?
[ est de la forme —, avec u > 0,
u'

donc f a une primitive
de la forme Inu.

Calculer des limites

On sait que lim " =0

X=d—o

et lim e* = +oo,

X = 4eo

En présence d’une forme
indéterminée en —ee, on peut
penser a utiliser la limite de
référence : lim x"e* =0

X =p=us

pour tout entier naturel ».

En présence d’une forme
indéterminée en +e<, on peut
penser a utiliser la limite de
lim -‘i- = 400
X=bpoa x”
pour tout réel o positif. Pour ce
faire, on cherche a factoriser x %

référence :

b

b. f est un quotient. Si 1'on pose u(t) = e’ + 2, alors
u'(t)=e' . Dot F(t)=In(e'+2)+c; cek.

5 Déterminer les limites en —e= et en +<o des fonctions
suivanfes.

a. f(x)=(x+3)e".
b. f(x) =" — x*.

Réponses

a. fest le produit de deux fonctions et on a :
sen+oo: lim (x+3)=+c et lim e = +eoo,

X —3+ten B

d'oi lim f(x) =400

X404

een—oo: lim (x+3)=—c et lim e*=0 :onestdonc

X == —00 ._r—l-ﬂi!
en présence d’'une forme indéterminée. Pour utiliser la
limite de référence lim x"e* =0, avec n = 1, il suffit

de développer le produit, d'ot f(x) =xe" + 3e" ;
lim xe*=0 et lim 3e*=0,do0 lim f(x)=0.

A—p=== AP

b. fest la somme de deux fonctions et on a :
een—co: lim e*=0 et lim (—x?)=—oo,

F—p—ea K—p—oo

d'oul l_iEa f(x) =—oce.

een+oo: lim e* =+o et lim (—x°)=—o0;
T—)hpo A=+
on est en présence d’une forme indéterminée.
X

Pour utiliser la limite de référence lim % = +e9, AVEC

X4 X

o =2, on factorise par x> : f(x) =x‘2(% - 1) et;

= x
lim — = +co, donc lim (ezﬁ1)=+«.;
X=htea K X—F+s b d
lim x° = 40, d’0l lim f(x) = +eo.
X —d A —b4on
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exercices

Propriétés algébriques

| b. lnLT, ot relR.
o

c. In(3e"),ou xelR.

1
=lInr
id.e?2

 Méme exercice que le précédent avec :

ou x € ]0, +eof.

P e—lln;t‘ oll xE'IO_-{.m[,

bl (

- ) ot xelR.

X

B c. Inve®, o xelR.
g T g
d. In[=¢* :
ln(sc ) ot xeR

C Ecrire sous la forme e’ les expressions sui-

- Méme exercice que le précédent avec :

= a. A = b. e % e~
e=I'.l

d. (e—lr) dl

Dans les exercices 5 a 10, résoudre dans R les
équations et les inéquations proposées.

€ aec'=3 b.ef=-2
& i Pty d. E_!h_ =17
o= ¢
N et=—1 b.e ™ =2
| o
c.e™ =0 d. L =4
2 g
i 5 eﬁt
Ba. "' =3 b.2-e*=0. Ce"=—
: =

2. 3¢5+ 150 be* ?xe¥

‘\ .L ‘\‘

.2 In3x > 1.
a, In(-2x) = -

.:-J!tl

- ia.c”'>5 bd-e*< c3e"-130

C FEcrire plus simplement les expressions suivantes. i _

~a.e'™ ol x€]0, +o9[. fa.e™!>2 b7-¢"s<0 o-2e"+1>0
o

1

€ gl
Dérivée, sens de variation de la

fonction exponentielle

Dans les exercices 11 a 15, calculer les fonctions
dérivées des fonctions dérivables sur R suivantes,

- a. gx)=3e"+x

b. f(x) =xe".

a. f(r) = b, h(t)=(e'+ 1)(e"+2).

 vantes (x appartient & R). LA flx)=(2x"+x)e’. bogx)= 25 1
a. ea.\ . es_ b. (63.1)3I ) € +2
ic. (e} d. efi 2

e ach(x)= :_ i b. g(t)=In(e’+2).

| a. fxy=(e"+3). b g(x)=e"cos2x

_C. Résoudre dans R les inéquations proposées,

b. In(2x-2) = 3.
. 2In(l —x) < In4.

Méme exercice que le précédent avec .
b. In(—x+4)>3.

Iln(l+.x)>5

Limites de la fonction
‘exponentielle

- Dans les exercices 18 & 21, calculer les limites de
faux bornes de son ensemble de définition /.

g a. flx)=

-3e"+2 et I=R.
b f(x)=e*+x* et I=R.




— L=t ]

-

n i Ir

exercices

28l

Ha fx)=("+1)e*+2) et I=R. a. flx)=xe ", b’g“)=§ﬁ'

B b. f(x)=e¢* et I=]0,+ee. i
‘ Calculer les fonctions dérivées des fonctions déri-
:'tgf(xj _ 2ej' -1 o [=R vables sur |0, +e=| suivantes.
) e +2 h()_L([ b(}_ﬁ
- (Pour le calcul de la limite en +ce, on pourra com- bl = Z_; ' rRE

- mencer par factoriser le numérateur et le dénomi- cgl)= Pl

- nateur pare®.)
i 'Calculs de primitives
L fl)= %-_—2— et I=R. ‘Dans les exercices 29 a 35, déterminer les fonc-
o) Je+ tions primitives sur / de la fonction dérivable sur /
- (Pour le calcul de la limite en —<o, on pourra com- qui est donnée.

mencer par factoriser le numérateur et le dénomi-

_nateur pare ") i

i € af(x)=e"+3; I=R.
— . o o b. f(x)=2e*; I=R.
Soitfla ’ronctu')n définie sur R par : . f()=e": I=R.
flx)=5-x+e™ -
2. Déterminer les limites de f aux bornes de son
- ensemble de définition. A f=e¥; I=R
- b. Montrer que la droite & d’équation y=5-x b.f(@)=e?; I=R.
~ est asymptote 2 la courbe représentative € de ¢ fx)=de* +3; I=R
la fonction fen +os, : ; '
¢ Préciser la position relative de 6 et &, h

% af(x)=3e™+ef; I=R.

b. f(x)=e*+1—-e*; I=R.
- Soit fla fonction définie sur R par : fhx) =2 ?

fixy=xt-x+e™ i
~ a. Déterminer les limites de f aux bornes de son a fx)=Q2x+ )" I=R.
ensemble de définition. b .f(;r) eyt I
- b. Montrer que la parabole % d’équation y=x"-x
est asymptote & la courbe représentative 6 de
la fonction fen +ee.

B e f)= «fl?eﬁ: P el

" ¢. Préciser la position relative de € et 2. " o

= a.f‘(z):?e‘ 1 1=10, +eef.
 Dérivée d'une fonction composée K i B Tl

“avec la fonction exponentielle = et UE

‘Dans les exercices 24 4 27, calculer les fonctions _
~ dérivées des fonctions dérivables sur R suivantes. .

a f(x)=e*(e¥*+3); I=R.

T

> o e- . -
C a fl)=e™ b. g(x) =" "%, M T &
Ba. hit)=e b f{t) =e** a,gmzm > I=R.
i _. b.f(x)= g—g =R
S a g(x)=-e"+e*. b ohA(x)=xe st e'+e’




I = =T

1 iy
il M
i

ge L
v

Fonctions puissances

€ Soit les fonctions dérivables sur R définies par : i

x> x (dérivable sur |0, +c2[) :

|
: -
| flx)=(3x+4)e" et F(x)=(ax+ b)e'. € a. Résoudre dans R I'équation x' -3 =0.
; a. Calculer 1a fonction dérivée de F en fonction b. Quel est le sens de variation de la fonction
de a et b. x> xt surR?
5l i Sl 5 . i LAY, 4
’ ~ b. Montrer alors qu'il existe deux réels a et b que ~ © En déduire le signe de f(x)=x"-3 selon les
- I'on précisera tels que F soit une primitive de f valeurs de x.
sur R,
| e
I ¢ En déduire toutes les primitives de f'sur R. ~ Résoudre I'inéquation —x* +4 < 0.
% I I
Soit la fonction dérivable sur R définie par : € En utilisant la notation x? :
& Ffle)= (x> +4x+ 3)e. a. retrouver la fonction dérivée de la fonction

~a. Montrer qu’il existe trois réels ¢, b et ¢ que I'on

"~ précisera tels que la fonction dérivable F défi-

nie sur R par F(x)=(ax’+bx+c)e' soit une
primitive de f.

b. déterminer les fonctions primitives sur |0, + eef
de la fonction x+— Vx,

_b. Déterminer toutes les primitives de f. puis la

I
Soit la fonction définie sur /= |0, +e=[ par :
. ~ fonction primitive de f'qui s"annule pour x = 0.

3
flx)=vx.
' a. Déterminer la fonction dérivée de f. Préciser le

53] . 3 t sens de variation de f.

€ 2. Soit f la fonction dérivable définie sur R par : . = 3

g . Déterminer les fonctions primitives de f.
Feay=xe™

Montrer que la fonction F dérivable sur R défi-

. Besigli D T . Croissance comparee
nie par F(x)=-xe*—e ' estune primitive de

et exponentielle

flx)=(x*+5x+4)e".
Montrer que la fonction F dérivable sur R défi-

nﬁe par Flx)=(x"+3x+ l)e" estune primi- ‘2. Déterminer la limite quand x tend vers 4o de :
tive de f'sur R. .

‘ fsurR.
| H
b. En déduire les primitives de la fonction dérivable |
g définie sur R par g(x)=4re ™ +3x*-5. € Caleuler les limites des fonctions proposées aux

=i bornes de leur ensemble de définition /.

" a.fix)=x’e"-3 et I=R.
! :!Ia. Soit f la fonction dérivable définie sur R par : b, f(3) = _E:_ ot F=10, 4.
| .r-

()= S
- b. En déduire les primitives de la fonction déri- 1) Vx
vable ¢ définie sur K par : b, Déterminer la limite quand x tend vers +ee de :
gx)=(x"+5x+4)e' - Tx. v F ik
g o ﬁ '

i : : : 23, - Dans les exercices 47 i 51, calculer les limites de
a. Soit f la fonction dérivable définie sur R par : | Faux bomnes de son ensemble de définition I,

fx)=3e" =,

o Al
| ; Déterminer une primitive de f sur R. ﬁ -
g A f(x)=" et I=]-=,0].
b. En déduire les primitives de la fonction déri- ¥ !

vable g défini R par: S -
vable g définie sur | par b.f(.r_]:F—n— WBE T
X

3

gx)=3e" —e™+2x- 1.




fxercices

=% et I=R.
e
@
a f(x)=e"=4x et I=R.
=
b. f(x)=e*—x* et I=R.
~ (Pour la limite en o, on pourra factoriser e * 3

(Pour la limite en + oo, on pourra factoriser e*.)

i af(x)y=e*+x et I=R.
b f(x)=xe*—x*et I=R.
ol

. r) =21

et /=10, +ea[.

~ (Pour la limite en + e, on pourra écrire f(x) sous
~ la forme d’une somme.)
: 0]
<
X+

et I=R.

b f0) =

= ~ Soit fla fonction définie sur R par :

\ fx)=xe'+x-3.
~ a. Déterminer les limites de S aux bornes de son
ensemble de définition.
* b, Montrer que la droite & d’équation y = x — 3
~ est asymptote & la courbe représentative € de
la fonction fen —ee,

¢ Préciser la position relative de € et %.

P

| : Résolution d'équations
- ou d'inéquations

€ Apres avoir résolu si nécessaire une inéquation,
- établir le tableau de signe des expressions sui-
A

: ~ vantes (ol x appartient a R ),

ra a(x)=e* - 1.

b b(x)=-e"-5.

. ." '; Méme exercice que le précédent avec ;
s Cacalx)= 4 £ 3e* + 7.
b b(x)=-2e" + 3.

a. Résoudre I'équation 2X*-X—-1=0.
- b On souhaite résoudre 1’équation (1) :
2e¥ —e*—1=0.

a7

Pour cela, on pose X =e”.
i » Vérifier que I'équation (1) s’écrit sous la
""';‘I forme (2) : aX>+bX +c=0 oba, bet ¢ sont

L™

trois réels que I'on précisera.
= Résoudre alors I'équation (2) puis 1I’équation
(1).

- a. Résoudre I'équation X*—4X -21=0.

b. En suivant la méme démarche qu’a I'exercice
précédent. résoudre alors 1"équation :

fEE e —4e*-21=0.

= &)

@& Résoudre |'équation 3X*-9X -30=0.

b En posant X = e, résoudre alors I’équation :
o 3e' =9 =30e,

a. Soit le polyndme P(x) =2x" - 3x* —8x+ 12.
Montrer qu’il existe trois réels a. b et ¢ que 'on
~ précisera tels que pour tout réel x :
P(x)=(x—2)(ax* + bx +¢).
 Résoudre alors I’équation P(x) = 0.
b. Résoudre dans [ I'équation :
2% _3e¥_Be"+ 12=0.

- €. Résoudre dans R 1'équation :
2(Inx)* = 3(Inx)* — 8(Inx) + 12 =0.

a. Soit le polynome P(x)=x’ —x* - 14x + 24.
s Calculer P(3). En déduire une factorisation de
© P(x) puis la résolution de Iéguation P(x)=0.
~il
o b

. Résoudre dans R I'équation :

__ e —e¥ - 1de"+ 24 =0,

fr“";ﬁ ©. Résoudre dans R 1'équation :

' (Inx)* = (Inx)* - 14(Inx) + 24 = 0.

~ On souhaite résoudre 1'équation (E) :

i 2et—6=—4de™".

B 2. En posant X = e, écrire I'équation (E) propo-
sée sous la forme Q(X) =0, ol O est un poly-
nome de degré 2 que I’on précisera.

b Résoudre I'équation Q(X) =0.

¢ A laide de ce qui précéde, résoudre l’équatihn 2y
. (E).



exercices

T
L
v

~ Représentation graphique E

. Partie A

Soit f une fonction définie et dérivable sur |, de
'€ Soit une fonction dérivable f définie sur R par — jaivée 7. On a tracé ci-apres la courbe représenta-
[f(x)=ae™ + b, ol a et b sont deux réels. On note tive € de fdans un repére orthonormal (01, ] ).
€ sa courbe _‘_rqgrésentative dans un repére ortho-
normal (O i, j ). On suppose que :

e la droite d’équation y =2 est asymptote a la
- courbe € au voisinage de +oo ;

* la courbe ‘€ passe par le point A de coordonnées
g (In2, 1).

Lve

2. Traduire les deux conditions précédentes en
- utilisant la fonction f.

b. En déduire les valeurs de a et b.

Soit une fonction dérivable f définie sur R par
f(x)=ae " +b, ot a et b sont deux réels. Onnote
6 sa courbe _gtt_;zrésentativc dans un repére ortho-
; ~ normal (O; i, ). On suppose que :

+ la droite d'équation y = —3 est asymptote 2 la

| courbe “€ au voisinage de ++o ; . \ :
)51 i {0 . Par lecture graphique, répondre aux questions sui-

» la courbe 6 passe par le point A de coordonnées ~ vantes sans justifier votre réponse :
I (In 3, —2),

W

AL 3 x. - Que vaut f(0) 7
a. Traduire les deux conditions précédentes en

| utilisant la fonction f, . Résoudre |'inéquation f(x) = (.

o

b. En déduire les valeurs de a et b.

(e

. Déterminer f'(-1).

| n d. Résoudre I'inéquation f'(x) =< 0.

m

~ Soit une fonction dérivable f définie sur R par

|  flx) = (ax® + bx + ¢)e", ol a, b et ¢ sont trois
réels. On note “€ sa courbe représentative dans un Partie B

- repere orthonormal (O : T; ). On suppose que :

- Que vaut lim  f(x) ? iiIEl fix)?

= La fonction f précédente est définie par :

-« la courbe %€ passe par le point A de coordonnées
0 ) =5 Fx)=(x+2)e™.

+ la courbe € admet en A une tangente T de pente En utilisant I'expression précédente de f, répondre
f dgalea -3 * achacune des questions de la partie A en justifiant

~ «Je point B d’abscisse —1 est un point d’intersec- ~ votre réponse. Comparer avec les résultats obte-
‘ tion de € avec I’axe des abscisses. nus par lecture graphique.

1. 2. Traduire les trois conditions précédentes en ﬁ
utilisant la fonction f.
~ On a représenté ci-apres la courbe représentative

b. i : ] 2
En gédaneles valams b &, she ‘¢ dans un repére orthonormal d’une fonction f

| On admet que f(x) = (x* —x—2)e". définie et dérivable sur R. On précise aussi que :

| lige

; 2. a.Déterminer |'équation réduite de la tangente * la courbe € passe par O ;

| ©. - *latangenteen O a ‘€ a une pente égale 4 5 ;

! b Existe-t-il d’autre(s) point(s) d'intersection de « la fonction f admet un maximum au point A
%6 avec I'axe des abscisses ? Justifier. d’abscisse 2.
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eercices

_ 1. a. Traduire les trois conditions précédentes en
utilisant la fonction f.
b. On suppose de plus que f est de la forme
f(x)=(ax + b)e", ot a, b et ¢ sont trois réels.
A l'aide de a., déterminer les valeurs de @, b
et c.

2. On admet que f(x) = Sxe
~ a. La courbe %6 laisse supposer |'existence d’une

asymptote. Est-ce le cas 7 Justifier par un cal-
cul.

b, Déterminer lim f(x).

e S

c. Etudier le signe de f’(x) puis dresser le tableau

b=

de wvariation de f. Préciser le maximum de f

sur K.

 Etude de fonctions

Soit la fonction définie sur R par f(x) = —4xe",
‘On appelle € sa courbe représentanvc dans un
repere orthogonal (O ; t J j ) d’unités graphiques :
2 cm en abscisse et 1 cm en ordonnée.
e ;fa. Déterminer la limite de fen + et en —oo, En
© déduire que ‘€ admet une asymptote que I'on
précisera,

- b, Déterminer la fonction dérivée de f. étudier son
signe et en déduire le sens de variation de f.

~ ¢. Montrer que ‘€ admet une seule tangente hori-
zontale G dont on précisera une équation.

d Construire T et €.

Soit la fonction dérivable sur R définie sur R par :
k- f{)&)=(x-l)e*.
- a. Déterminer la limite de fen +o0.

-t

b. = Préciser les limites quand x tend vers —e= de
(x — 1) et de e'. Peut-on en conclure la limite
de f(x) grace au théoreme sur la limite d'un
produit ? Pourquoi ?

* Ecrire f(x) sous forme de somme et en

- déduire sa limite quand x tend vers —ee.

= Donner une interprétation graphique de ce
résultat.

- . Déterminer la fonction dérivée de f. Justifier
que, pour tout x de R, f'(x) est du signe de x.

. Dresser le tableau de variation de f.

e. Dans un repére orthogonal (O; T f) d’unités
graphiques : 2 cm en abscisse, 1 em en ordon-
née, tracer la tangente & la courbe € représenta-
tive de fau point d’abscisse 1, puis la courbe €.

Soit la fonction f définie sur ]0, +e=[ par :
i sl -

.' fx)y=x Vo
~ On appelle 6 sa courbe représentative dans un

repére orthonormal (O; i, j ) d’unité- gra-
~ phique 1 ¢cm.

a. Déterminer la limite de f en 0. Donner une
~ interprétation graphique du résultat.
Ze?

b. Déterminer la limite de quand x tend
e’

vers + oo, et en déduire la limite de fen +oo.
. Montrer que, pour tout réel x de J0, +so[,

%
Flx)=

(x=-2)=——.
e' =1

En déduire que la courbe %€ admet la droite &
d’équation y =x - 2 pour asymptote en +eo,
Etudier la position de ‘€ par rapport a 9,
- d. Déterminer la fonction dérivée de f. Justifier
que f'(x) est strictement positif pour tout x de
10, +eo|. Dresser alors le tableau de variation
| def

e. Tracer “€ et & i la caleulatrice. Est-ce que
I’étude précédente et le tracé sont cohérents
{limites et variation) ?

0 f. Construire alors la droite %0 puis la courbe €.

Soit la fonction f définie sur R par :
flx)=e*— 2"~ 3,
On appelle € sa courbe représentative dans un
- repére orthogonal (Q; i, j ) d’unités gra-
phiques 2 cm en abscisse et 1 cm en ordonnée.

a. Déterminer la limite en —ee de f. Que peut-on
en déduire sur € ?

: -;_
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~ b. * Donner les limites en +oo des fonctions
x> e’ et x+>—2e'. Peut-on en déduire la
limite de f griice au théoréme sur Ia limite d"une
somme ?

= Factoriser ¢** dans I’expression de f(x), puis
déterminer la limite de fen +oo,

- c. Caleuler f’(x), puis montrer que f’(x) est du

signe de (e — 1). En déduire le signe de f'(x)
en fonction des valeurs de x.

- d. Dresser le tableau de variation de f.

- & Montrer que ‘€ coupe une seule fois I'axe des

abscisses. Préciser les coordonnées du point
d’intersection.

f. Construire I’asymptote a 6, puis €.

Pour aller plus loin...

' Transmission par courroie

- Le systeme poulies-courroie représenté ci-dessous

permet d’entrainer un organe récepteur A ’aide
d’un moteur électrique lorsqu’ils sont relative-
ment éloignés.

- Pour un bon fonctionnement, la courroie doit étre
“montée avec une tension suffisante,

A I'arrét, les deux brins de la courroie ont une ten-
sion de méme norme T,

Moteur a larrét

- Pendant le fonctionnement du moteur, les tensions

‘dans les deux brins ne sont pas identiques.
- Conformément au schéma ci-apres, le brin opposé
~ au sens de rotation supporte une tension dont la
norme T est supérieure A la norme ¢ de la tension

~que supporte I"autre brin.

=

sens de
rotation

Moteur en rotation

Wi
i

- Létude mécanique de I'entrainement par poulies-
 courroie montre que :

v T4+i= 2?:‘ relation (1} ¥
T Fat

« =g

relation (2), ou freprésente le coeffi-

cient de frottement et & I'angle d’enroulement,

5 _exprimé en radians, de la courroie sur la poulie ;
«C =r(T-1t) relation (3), ot C_ est la norme

du couple moteur transmis et r est le rayon de la
poulie motrice.

1. 2. A l'aide des relations (1) et (2). exprimer T

et t en fonctionde 7, fet a.

b ATaide de la relation (3), en déduire que :

2Ty~ 1)

C
i e+ 1
Poulie réceptrice Courroie Raulle
motrice

\

Galet
tendeur

~ 2.Le schéma ci-dessus montre qu'en faisant

varier la longueur de la courroie et en utilisant
un galet tendeur de courroie, on fait varier o.

Pour la suite, on donne : 7, =200 N, f=0.3 et
r=0,1 m. On appelle h la fonction définie sur
R7, qui, a &, fait correspondre C_. On a alors :

4{}(31},3& =13 '!)

hie) = o0 L |

Calculer la fonction dérivée de h. En déduire
comment varie C_ lorsque & augmente.

| 1A N 40{E{I.la‘_ l)
- 3. a En utilisant que C_ = BEPU
MONtrer que o = In ( il )
i 03 \40-cC, |



- b, Caleuler I'angle d’enroulement en degrés de la

~33°

S 1LE

l Une exponentielle i la mer!

courroie dans les deux cas relatifs 4 la figure ci-
avant :

*le couple moteur transmissible €~ est de
16 N-m (la courroie est de longueur minimale
sans utilisation du galet tendeur) ;

*le couple moteur transmissible C, =~ est de
20 N-m (la courroie est de longueur maximale
avec utilisation du galet tendeur).

~ Le winch est un mécanisme utilisé par les marins
- sur les voiliers pour régler les voiles & 1'aide d’un
‘cordage, appelé écoute. La particularité du winch

est de permettre a ['utilisateur d’exercer une trac-

‘tion importante sur la voile en exercant lui-méme
‘un effort modéré sur I'écoute.

Ecoute z
‘. tenue Winch
par un equipier Ecoute reliée

~ Si T est la norme de la tension exercée vers la
voile et  la norme de la tension maintenue par

1’équipier, on a la relation .IZ = e’ ol festle

coefficient de frottement entre le winch et
~ I'écoute, et & 1'angle d’enroulement, en radians,
~ de I'écoute sur le winch. De plus. si n est le
~ nombre de tours d’enroulement du cordage sur le

Ty

winch, @ =2nn.
1. Calculer la traction t exercée par 1'équipier

danslecasou T=15000N, f=035 et n=2.

~ 2. Suite a l'action d’une vague, le cordage et le

winch sont mouillés. Le coefficient de frotte-
ment f diminue.

Pour éviter que le cordage ne glisse et que la
voile ne soit déréglée, on peut :

* s0it augmenter la tension exercée par I'équi-
pier (cas envisagé au a.) ;

* soit enrouler davantage le cordage sur le
winch, et donc augmenter ¢ (cas envisagé
au b.).

. » Exprimer 7 en fonction de T, f et &, puis en

fonction de fen prenant T=15000N et n=2.
* On note /i la fonction dérivable définie sur
[0,05; 1] définie par A(f)= 15 000e**/.
Etudier le sens de variation de 4 et dresser son
tableau de variation.

ATl

e

* Si f diminue, que peut-on dire de ¢ 7 Quelle
tension doit exercer 1'équipier si f=0,23 7

~ b, SiI'on ne veut pas modifier la tension exercée

par 1'équipier, on doit modifier @, ¢est-a-dire
le nombre de tours d’enroulement n.

Exprimer n en fonction de 7, t et f. puis en
fonction de fen prenant 7 = 15 000 N et
t = 184.,5 N. Calculer alors n pour f=0.23.

Tension aux bornes d'un condensateur dans
un circuit RC série soumis a un échelon de tension

Dans tout I'exercice, le temps est exprimé en ms.
Apres la fermeture de I'interrupteur K, la tension
u.(r) aux bornes du condensateur de capacité C
est donnée en fonction du temps ¢ par :

; £
u()=E(1 —¢ T/ ou E,R, Cet T=RC
sont des constantes positives caractéristiques du
circuit. On considére la fonction w,. définie sur
[0, +==[ par > u(1).

i(f)

: a. Déterminer lim wu.(t). En déduire que la

oo
courbe représentative € de u. admet une
asymptote 9 que |'on précisera.

b. Exprimer la fonction dérivée de u,. a I'aide de
E et 7. En déduire le sens de variation de u_ sur
[0, +oa].

. Exprimer, en fonction de £, les valeurs de u,.(7)
aux instants f, =7, {,=37 et ;=57

d. Exprimer, en fonction de E et 7, le coefficient
directeur, puis une équation de la tangente G a
la courbe € au point d’abscisse 0.

T e. Exprimer, en fonction de 7. I'instant f ol cette

tangente coupe 1'asymptote 0.

f. Enprenant E=10V et T=1ms=10"s, tra-

cer %), € et €, dans un repére orthogonal d"uni-
tés graphiques 2 x 107 cm (¢’est-d-dire 1 cm
pour 0,5 ms, en abscisse, et 1 ecm pour | Ven
ordonnée),

Un élément radioactif est instable ; ses atomes se

‘désintégrent au cours du temps.
'On appelle N(7) le nombre de noyaux radioactifs
‘dans un échantillon a I'instant 7. On montre que, si




. eSerciles

N

R
- I’échantillon & I'instant /=0, ona:
=N tin2

N({)=Nge T,

- ou T est une constante liée 4 I'élément radioactif

considéré.

- a. Exprimer en fonction de N, le nombre N(T).

. Montrer que, pour tout réel t =0, ona:

N(it+T)= %N(r).

8 c. Expliquer alors pourquoi T est appelée période

radioactive ou demi-vie de I'élément.

Dans la suite, on considere du césium 37 dont

la période radioactive est T = 30 ans.

d. Si un échantillon de césium 37 contient
5.5-10" noyaux & un instant donné, combien
en contiendra-t-il 30 ans plus tard 7 120 ans

plus tard ?

Pour préparer le Bac
*Extmff de Bac STI session 2003

Partie A
FEtude d’une fonction
Soit la fonction f définie sur R par :

1
f(.x}-..x+—2{.;+ 0

- orthonormal (O ; : J )

1. Déterminer les limites de fen —co eten + o,

2. a. Démontrer que la droite %, d’équation y = x
est asymptote 2 la courbe ‘€ au voisinage de + o,

b. Etudier la position de la courbe %6 par rapport 2 la

droite <.

3. Pour tout réel x, M désigne le point de € d’abs-

cisse x et M’ le point de ‘6 d’abscisse —x.

2. Déterminer, en fonction de x, les coordonnées du

point / milieu du segment [MM ).

S b. Que constate-t-on ? Qu'en déduit-on pour la

courbe € ?
4, a. Vérifier que, pcm: tout réel x,

S =x+—=

ex

2 2(6 +1)

est le nombre de noyaux radioactifs dans

©. Combien de temps faudra-t-il environ pour que
la quantité d’atomes de césium présent dans un
échantillon soit divisée par 1 000 ? On répon-
dra i cette question de deux fagons différentes :

€ désigne sa courbe représentative dans un repére

.

1000

» en utilisant 1’approximation 2'" = 1 000 et la
notion de demi-vie.

Comparer les deux résultats obtenus,

* en résolvant I'équation N (1) =

On rappelle que la fonction logarithme décimal,
notée log, est la fonction définie sur ]0), + o[ par :
Inx

a. Résoudre I'équation loga =3, puis loga=2.7.

k. Exprimer a en fonction de b si loga = b.

La magnitude M d’un séisme est liée & I'énergie E
libérée au foyer du séisme par la formule approxi-
mative : logE = 11,4 + 1,5M, ol E est exprimée
en ergs (1 erg = 1077 joules).

- Calculer les énergies libérées au foyer dans les cas

ot M=3 et M=28.,5. Comparer ces énergies en

-calculant leur quotient. Qu’en penser ?

Ix. Démontrer que la droite %, d'équation y=x + «%-

est asymptote A la courbe € au voisinage de — o

. Frudier la position de la courbe 6 par rapport i la

droite &

5. Soit f” la dérivée de f

* Vérifier que, pour tout réel x,
e 2= #3642
s 20"+ 1)°
* Montrer que, pour tout réel x, f'(x) > 0.
* Dresser le tableau de variation de la fonction f.

6. Tracer %, %, et 6 dans le plan muni d'un repére
orthonormal (O 1, j }d’umtégraphxqu:4cm

Partie B
Calcul d’une primitive

Soit g la fonction définie sur R par :

1

STy

1. Vérifier que, pour tout réel x,

ot

STy

2, En déduire une primitive G de la fonction g sur R.
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Partie A

On considere la fonction f définie et dérivable sur

R par f(x) = (ax®+ bx+c)e ", ou a, b et ¢ dési-

gnent trois nombres réels que I'on se propose de
~ déterminer dans cette partie.

Sur le graphique ci-dessous, on a représenté 6 - la
courbe représentative de la fonclio:_lf g.ans le plan
muni d’un repere orthogonal (O: i, j ) d’unités

- graphiques 2 cm sur I’axe des abscisses et 0,5 cm

sur I'axe des ordonnées.

- On admet que la droite % passe par A et est tan-
gente 2 la courbe "Gf au point B.

1. 2. A Iaide d’une lecture graphique, déterminer
les coordonnées entieres des points A et B, En
déduire £(~3) et £(0).

b, Montrer qu'une équation de la droite (AB) est
¥ = x + 3. En déduire la valeur de f'(0).

‘2. 2. Montrer que, pour tout x appartenant & [ :
fixy=l-ax*+Ra-b)x+b-c)e™.
‘b, En déduire £7(0) en fonction de b et c.
- 3. a. En utilisant les guestions précédentes, mon-
trer que les réels a. b et ¢ sont solutions du sys-

Qa—-3b+c=10
teme b—ec=1
=3

- b, Résoudre le systéme et en déduire I'expression
' de f(x) en fonction de x.
Partie B

On suppose que f est définie sur R par :
or f)=(x"+4x+3)e .

1. a. Vérifier que, pour x différent de 0,

Py = (1 + % ¥ %)ﬁe--".

b. Déterminer la limite de la fonction fen +eo. En
déduire une asymptote 2 la ceurbe--%f.

¢, Déterminer la limite de la fonction fen —ee,

- 2, a. Vérifier que, pour tout x appartenant a R,

i) =[-x*=2x+ 1)e™

b, Pour tout x réel, étudier le signe de f'(x) et

dresser le tableau de variation de la fonction f.

- c. Calculer une valeur approchée & 107" prés de

I"ordonnée de chacun des points de la courbe
‘€, ot la tangente est parallele 4 I'axe des abs-
cisses,

‘3. Montrer que I'équation f(x) = 2 admet une
unique solution ¢ pour x appartenant a I’inter-
valle [-1, 0]. Donner un encadrement de o
d’amplitude 102,
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- On considére la fonction numérique g définie pour

tout nombre réel x de I'intervalle [0, + [ par :
; ‘g(x)=2e* -5e"+2.
- 1. Déterminer sa fonction dérivée g’ et montrer
que, pour tout nombre réel x de [0, + o],
g'(x)=e%(4e*-5). -

; 2 Prouver que la fonction g admet un minimum

-9 5
— ehln—.
g alng

-3, Montrer que I'équation g(x) =0 admet une

solution unique x, dans I'intervalle [% 1] on

le justifiant avec précision.
~ 4. Montrer que x, = In2.
5. En déduire que, pour tout nombre réel x de I'in-

tervalle [In2, +eof, le nombre réel g(x) est =

positif.
Partie B

Soit la fonction numérique f définie pour tout réel
xde [=]0,+eof par:

X

flx)=1+2x+

e*~1
Le plan est muni d’un repére orthogonal (0:1, f)
d’unités graphiques : 2 cm sur I’axe des abscisses

et 1 em sur I'axe des ordonnées. On appelle € la

courbe représentative de f dans ce repére.

1. Déterminer la limite de la fonction fen 0. Que

peut-on en déduire pour la courbe € ?

2. a Veritier que, pour tout x de /,

s |
fO) =242+ ——.

b, Utiliser ce résultat pour déterminer la limite de

Jfen +oe,

_- e Prouver que la droite & d'équation y = 2x +2

est une asymptote a la courbe € en +oo,
d. Etudier le signe de (e*— 1) sur I. En déduire le

eN s
relatives de € et 9.

signe de

I sur [ et préciser les positions

" 3.a, J’ étant la fonction dérivée de f sur I, montrer

que, pour tout nombre réel xde /. on a:

oy s BEX)
Fix) -1

g désignant la fonction étudiée dans la partie A.

bv. En déduire le signe de f’(x) selon les valeurs x
de 1.

c. Donner le tableau de variation de f sur /.

4, Tracer la courbe 6, la droite & et la tangente
- au point d’abscisse In 2.
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/\CT\\/\TE @) Lien entre primitive et aire

Objectif : Faire une conjecture sur le lien entre 'aire de la partie de plan située sous une
courbe et une primitive de la fonction définissant cette courbe,
1.Soit f'la fonction définie sur [0, +eo[ par f(x)=6.

a.Tracer la courbe ‘€ représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (O i }.)' (unité :
1 cm).

b.Calculer I'aire 4, du rectangle R, limité par la courbe 6, I'axe (Ox), la droite A, d’équation
x=1 etladroite A, d’équation x = 2.

c¢.Calculer I'aire 54, du rectangle R, défini comme R, en remplagant A, par A, d’équation x = 3.

d.Calculer I'aire (1) du rectangle R défini comme R, en remplagant A, par la droite A d’équa-
tion x =t avec r= l.

e. Déterminer une primitive g de f sur [0, +oo|.
f. Comparer 5, avec g(2)—g(1), s, avec g(3) - g(1), puis SA(r) avec g(1) —g(1).
2.Soit fla fonction définie sur [0, +eof par f(x)=2x+ 1.

Tracer la courbe ‘6 représentative de la fonction f dans un repére orthonormal (O; ?,_?) (unité :
1 em).

a.Calculer 1'aire &i] du trapéze T, limité par la courbe représentative de f, I'axe (Ox), la droite
A, d’équation x =1 et la droite A, d’équation x = 2.

b.Calculer I'aire &4, du trapéze T, défini comme 7, en remplacant A, par A, d’équation x = 3.



x=t,avec t= 1.
d.Déterminer une primitive g de fsur [0, +oof.

.Calculer I"aire (1) du trapéze 7 défini comme 7, en remplagant A, par la droite A d’équation

e.Comparer &, avec g(2)—g(1), &, avec g(3) - g(1), puis s(r) avec g(r) - g(1).

Les observations faites sur ces deux exemples semblent lier I"aire d’une partie de plan limitée
par une courbe représentative de fonction, I'axe (Ox) et deux droites paralleles a I'axe des
ordonnées, aux valeurs prises par une primitive de cette fonction.

3.1 Prolongement a I’aide d’un tableur .
Soit f la fonction définie sur [ 1, +eo[ par f(x) = —i—

a.Déterminer une primitive g de fsur [ 1, +eo].

b.Soit T la courbe représentative de la fonction f dans
un repeére orthonormal (O: i, ; ) (unité graphique
1 em). Contrairement aux questions 1. et 2., on ne
peut pas calculer directement ['aire comprise entre
la courbe I', I'axe des abscisses et les droites A,
d’équation x =1 et A d’équation x =t On va donc
procéder a une approximation de cette aire a 1’aide
de rectangles.
On a tracé ci-contre la courbe I' et les rectangles R,
R,, Rl, R, et R, dont les listes de sommets sont don-
nées ci- des';ouq

R, :(1,0), (1,f(1)), (1,2;f(1)) et (1,2;0);

"

R5 (1,8:0), (1,8;f(1,8)), (2,/(1.8)) et (2,0).

.

R,:(1,2;0), (1,2;£(1.2)), (1,4;f(1.2)) et (1.4;0);
R,: (14:0), (14;f(14)), (1,6:f(14)) et (1,6;0);
R (1,6:0), (1,6f(1,6)), (1,8:f(1.6)) et (1,8;0);

m Calculer les aires de chacun de ces cing rectangles, puis la somme de ces aires.
Cette somme donne une approximation (grossiere) de 1'aire de la partie de plan délimitée par
la courbe T, I'axe (Ox), la droite A| d’équation x =1 et la droite A, d’équation x = 2.

m Sans introduire de nouveau rectangle, déterminer une approximation de I’aire de la partie de
plan délimitée par la courbe I', I'axe (Ox), la droite A, d’équation x = 1 et la droite A,
d’équation x = 1,8. Comment passe-t-on de cette approximation  la précédente ?

Pour obtenir des approximations plus fines, il faut prendre en compte des rectangles plus fins
et donc multiplier les calculs. On va donc se servir d’un tableur (la syntaxe utilisée est celle

d’Excel).

Remplir les six premieres cases du tableau comme suit :

0,01 t aire rectangle

somme

1 0

c.Dans la case Al se trouve la largeur des rectangles considérés : c’est ce que I’on appelle le pas
de I'approximation. Dans la colonne D, on lit I’approximation obtenue de 1’aire de la partie de

plan délimitée par la courbe T', I'axe (Ox), la droite A, d’équation

x=1 etladroite A d’équa-

tion x =1, la valeur de r étant indiquée dans la colonne B. La colonne C, quant a elle, contient
~ les aires des rectangles nécessaires au calcul. Expliquer pourquoi C2 =0 et D2 = 0.
m * Remplir la case B3 par « =B24+$AS$1 » (la référence $ASI1 est une référence absolue : si I'on
recopie la formule dans la ligne suivante, le B2 sera remplacé automatiquement par B3, alors

que $SAS$1 ne sera pas modifié).

* Expliquer pourquoi le contenu de la case C3 doit étre « =$A$1*(3/B2) » (faire un schéma du
rectangle dont on est en train de calculer Iaire), puis remplir cette case.

* Remplir la case D3 par « =SOMME(D2:C3) ».

TINVATL ESS
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m Faire un copier-coller des cases B3C3D3 jusqu’a la ligne 202 pour obtenir ainsi 200 valeurs
(pour cela, sélectionner ces trois cases, placer la souris en bas a droite de D3 et, en maintenant
le clic gauche, faire glisser la souris jusqu'a D202).

A quoi correspond le nombre de la case D202 ?
On s’est ici limité & =3 (compte tenu de la valeur du pas). Pour obtenir des approximations
pour des valeurs de r supérieures a 3, il suffit de prolonger le copier-coller.

m Pour différentes valeurs de ¢, calculer g(7) — g (1) et comparer le résultat avec celui donné par
le tableur.
On pourra aussi, aprés avoir remarqué que g(#)— g(1) = 31nz, ajouter une colonne au tableau
précédent, dont la premiére case E2 contient « =3*LN(B2) », que I'on compléte par copier-
coller de E2 et faire ainsi directement la comparaison sur le tableau.

aire rectangle somme 3n(t)

1 0 0 0
1,01 0.03 0,03 0.,02985099
1,02 | 0,02970297 | 0.05970297 | 0.05940788
1.03 | 002941176 | 0,08911474 | 0,08867641
1,04 | 0,02912621 | 0.11824005 | 0.11766214

297 | 0,01013514 | 3,27565752 | 3.26568586

298 | 001010101 | 328575853 | 3.2757699

299 | 0,01006711 | 3.,29582564 | 3,28582016
3 0,01003344 | 3,30585909 | 3,29583687

® Que se passe-t-il lorsque I'on modifie la valeur dans la case Al 7

Dans ce chapitre, on va admettre le lien soupgonné ici entre primitive et aire, et définir un outil
de calcul, I'intégrale, qui permet de déterminer des aires de parties de plan délimitées par des
courbes représentatives de fonctions.

/ﬁ\CT[\/‘TE g Calculs de moyennes

Objectif : Introduire la notion de valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle, connais-
sant le lien entre intégrale et aire.

Dans toute la suite de I'activité, on s’intéresse a la variation de la température (exprimée en
degrés celsius) en fonction du temps (exprimée en heures) pendant une réaction chimique.

1.0n dispose des relevés de la température @ (en degrés celsius) en fonction du temps 1 (en
heures) :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
26| 5 | [&T | 97 | 2097 | &7.)0T |5 |26 |0

A partir de ces valeurs, calculer la température moyenne sur cette période de temps.
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2.0n dispose maintenant d"un enregistrement de températures. On considére que la loi de varia-
tion de @ en fonction de ¢ peut étre assimilée & la fonction définie par :

pour re [0, 6], 8(1) =Er

pour 1€ [6, 12], 9(:)-_1_69:+20

a.Dans un repere orthonormal (O ; .f ; }{umte graphique 1 cm), tracer la courbe représentative
%€ de la fonction .
8(0) + 68(6) ot 6(6) + 6(12) _
2 2
c.Soit A(12, 0) et I(6, 10).
Calculer I'aire du triangle AOI.

b.Calculer

d.Quelle est la hauteur du rectangle de base [OA] dont 1’aire est égale a celle de AOI ?
e.Tracer ce rectangle sur la représentation graphique. Que représente la hauteur de ce rectangle
par rapport a 6 ?
3.La loi de variation de @ en fonction du temps est maintenant assimilée a la fonction définie
par :
pour t€[0,5[, 0(r)=2r

pour t€[5, 7[, 8(1)=10
pour te([7,12], 8(r)=-21+24.

a.Tracer la courbe représentative ‘€’ de la fonction @ dans un repére orthonormal (O”; i, j )
(unité graphique : | cm).
b.Soit A’(5, 10), B’(7, 10) et C’(12, 0). Calculer I'aire du trapéze O’A’B’C".

€.Quelle est la hauteur du rectangle de base [O'C’] dont I'aire est égale a I'aire du trapéze
O’A’B’C’ ? Tracer ce rectangle sur la représentation graphique.
La hauteur de ce rectangle est considérée comme la valeur moyenne de @ sur [0, 12].

4.1 Laloi de variation de @ en fonction du temps est maintenant assimilée a la fonction défi-

nie, pour ¢ € [0, 12], par 6(1) = I{)sin%. On s’intéresse & sa valeur moyenne sur [0, 12].

a.Tracer la courbe représentative ‘€” de la fonction @ sur la calculatrice, en réglant la fenétre
pour x variant entre 0 et 12 et y entre 0 et 10.

b.On appelle o 1'aire de la partie de plan limitée par la courbe €”, I’axe (Ox) et les droites
d’équation t =0 et t= 12. Exprimer, en fonction de &4, la hauteur h du rectangle de base
[O"A”] (ot A” est le point de coordonnées (12, 0)) dont 1'aire est égale a .

c.Déterminer I'aire 5 a I"aide du calcul intégral puis calculer A.

d.Par analogie avec ce qui a été fait dans les questions précédentes, déterminer la valeur
moyenne de 8 sur [0, 12].

e. Tracer la droite % d’équation y = h sur la calculatrice.
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un intervalle

Si fest une fonction dérivable sur un intervalle [a, b] et si F est une de ses primitives, alors le
réel F(b)— F(a) ne dépend pas du choix de F. En effet, si G est une autre primitive de £, alors
il existe un réel ¢ tel que pour tout x de [a, b], G(x) = F(x) + ¢, et donc :

G(b) - G(a) = [F(b) + c] - [F(a) + ¢] = F(b) - F(a).

able sur un intervalle 7, F une
h) — F(a) est indépendant du choix

Défirlition. : J'
b gt
f(x)dx = F(b) - Fla),

Remarque : Une intégrale est un nombre réel. Son calcul, en appliquant la définition, comprend
deux étapes : déterminer une primitive F de la fonction « & intégrer », puis calculer la différence
des valeurs prises par cette primitive aux bornes de I'intégrale. On présente ces deux étapes de la
facon suivante :

b
J fwdx=[F | = Fb) - Fla.

(]

.

Exemple : ,

On caleule ici 7= f (5x% + 2x)dx. Une primitive de la fonction x> 5x* 4 2x est la fonction
1

£l
Frxs>5 %— + x* (pour simplifier les calculs, on choisit pour F la primitive pour laquelle la

2(5x2+’2x)dx= [5"‘; +x2]2= (3«9 +4)- (i + 1) w A

constante est nulle). Alors :
' ) J 1 3 ) 3

»Exercices n° 1 az28

Pl Calculs d'aires

11Unité d’aire

iDéfinition al (0: 7, ) ). soit I(1, 0), J(0, 1& _

on note u.a., I’aire du rect'angl-é}-}ﬂ?

Exemple : Soit (O; T, ,?) un repeére orthogonal d’unités graphiques 2 cm en abscisse et 3 cm en
ordonnée. L unité d’aire est alors égale 3 2 x 3 =6 cm® On écrit 1 w.a. =6cm’.




2!_Aire d’'une partie de plan limitée par la courbe
représentative d'une fonction f, I'axe (Ox),

et deux droites paralleles a

I'axe (Oy)

mf ne prend que des valeurs positives sur [a, b]

On considére une fonction f dérivable sur un intervalle [a. &]
et & valeurs positives sur [a, b]. On appelle C@_.lg.. courbe
représentative de f dans un repere orthogonal (O: i, j ). Dans
Pactivité 1, on a émis, a partir de quelques exemples, une
conjecture sur le lien entre I'aire d’une certaine partie de plan
(en vert dans la représentation ci-contre) et un calcul corres-
pondant a I'intégrale de f entre a et b. On admet que cette
conjecture est vraie, d’oti le théoréme qui suit.

b
J flx)dx.

fu

-
Exemple : Dans un repére orthogonal (O i f) d’unités gra-

phiques 2 cm en abscisse et 1 cm en ordonnée, on considére

la courbe P d’équation y = x* et la partie du plan limitée
par la courbe P, I'axe des abscisses et les droites verticales
d’équations x =1 et x =2 (partie en vert).

L'aire de cette partie, exprimée en unités d’aire, est :

: 312 g 'y 'y
2d =[x_] == - == -,
Lx 52 B0 ST R R
Or, ici, 1 uw.a.=2x 1cm? donc I’aire exprimée en cm® est :
7 14

Hoawla=lt
*3 3

B f ne prend que des valeurs négatives sur [a, b]

On considére une fonction f dérivable sur un intervalle [a. b]
et a valeurs négatives sur [a. b]. On appelle “g_la _courbe
représentative de f dans un repére orthogonal (0 i, j ).

La fonction (—f) ne prend que des valeurs positives sur
la, b] et sa courbe représentative € " est la courbe symétrique
de € par rapport a I’axe des abscisses.

L'aire de la partie de plan D, limitée par la courbe €, I'axe
des abscisses et les droites verticales d’équation x =a et
x=b (en vert sur la représentation) est alors égale a I’aire de
la partie de plan D,, symétrique de D, par rapport a I'axe des
abscisses et limitée par la courbe €” (en jaune sur la repré-
sentation). Donc I'aire de D, en u.a. est égale a :

b
J (—fx))dx.

4]

. ;4—'-a et x=0b estégalea:
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mf change de signe sur [a, bl

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a, b]. Si f
change de signe sur cet intervalle, on calcule les aires sur
chaque sous-intervalle ol f est de signe constant. L'aire
totale est la somme des aires calculées.

Sur I'exemple ci-contre, ol f change de signe une seule fois
en ¢ en étant positive sur [a, ¢ ], on calcule I'aire de la partie
en vert par :

h

=[ f'(x)dx-b-[ (=f(x))dx (enu.a.).

<

Remargue : Quand on souhaite calculer I’aire d’une partie du plan limitée par une courbe d’équa-
tion y =f(x), I'axe des abscisses et deux droites verticales x=a et x= b, on détermine d’abord
le signe de la fonction f. On sait ainsi dans quel cas on se trouve et donc quel théoréme appliquer.
s

Exemple : La courbe I’ ci-contre est la courbe représentative,
dans un repére orthogonal (0 ; c J }, de la fonction f définie
sur R par :

f(xX)=(x+1)(x*-5x+6).
On considére 1aire, en unités d’aire, de la partie de plan limi-
tée par I', I'axe des abscisses et les droites verticales d’équa-
tion x=-1 et x=3 (en vert sur la représentation).
Pour calculer cette aire, on doit donc déja déterminer le signe
de f(x)=(x+ 1)(x*-5x+6).
x*—5x + 6 est un polyndme du second degré qui s’annule
pour x=2 et x=3. Onen déduit le tableau de signe de f(x)
ci-dessous.

s

On en déduit que, sur I'intervalle [-1, 3], f change de signe uniquement en 2, donc I'aire cher-
chée en u.a. est :

2 3
- J fx)dx + J (=f(x))dx.
i 2
En développant (x + 1)(x” = 5x + 6),ona f(x)=x>-4x? + x + 6, donc

4 3 2
F(x)=‘%—4%+%+6x.




On obtient : ol =|[F(0)|° +[-F() [, = [F@) - F D]+ [-F3) + F2))
d'od 54 =2F(2) - F(=1)~ F(3) = 7—61 (ua).

»Exercices n” 36 a 40

3 Aire d'une partie de plan limitée par deux courbes
représentatives de fonctions et deux droites verticales

On admet le théoréme suivant.

tions fet g dérivables sur un intery

tout x de [a, b], f(x) < g(x).

représentatives respecti
' ona! 00,7 )

9

Exemple : Soit fet g les fonctions définies sur R par :

f(x) =—%x2 +3 et g(x)=x"

On a représenté ci-contre les courbes représen-

tatives 6 et ‘€ , respectivement de fet g dans un

repére orthonormal (35,0 )d’umté graphique

2 cm. On souhaite déterminer I"aire de la partie

de plan limitée par € ., ‘€ , et les droites d’équa-
3

3 3
tion x=-= et x==.
=72 2

Pour pouvoir appliquer le théoréme précédent,
on doit d’abord étudier la position relative de €,
et ‘6 . Pour ce faire, on introduit :

h) = f(x) - g(x) = —%x’z T

e Al s~ %xl +3,

h(x) est un polynéme du second degré qui s’annule pour x = —% et x= -‘;-

On en déduit que h(x) est positif sur [H%. %] c’est-a-dire que pour tout x de [—% %]

f(x) = g(x).




me précédent que I'aire cherchée en u.a. est :

3
2

(x) =6.

- g(x)]dx, donc o =J% (—%x2 +3)d.x= [*-i;—xh Bx]_% =

=2
2

=2
)

De plus, 1 u.a. =2 x 2 em’, donc 'aire cherchée en cm” est 6 x 2 x 2 = 24,

»Exercices n" 41 4 45

El Propriétés de l'intégrale

1JA partir de la définition

A partir de la définition de I'intégrale, on démontre simplement les propriétés suivantes.

ux fonctions dérivables sur un
b b
fdx + J' g(xydx et

i

:ﬁ@=J

a

= —f' flx)dx.
T b

g

- ﬂx)ﬂﬂj f(x)dx,

a

-

Exemple ; On considere la fonction i définie sur [0, 3] par :
i(t)=t sirel0,1]

. Ht)=1 s te[l1,2]

i(t)=—t+3 si te[2, 3]

On donne la représentation graphique de i ci-contre.
3
On souhaite calculer J i(t)dr:
0
* en utilisant une interprétation géométrigue de l'intégrale
L’intégrale cherchée correspond a I'aire d'une partie de plan qui est formée des triangles rec-
tangles A/O et DCB ayant chacun une aire de 0.5 . et au carré ABDI d’aire 1.
3
On obtient : J e =2% % 51 =0
0
» en utilisant la relation de Chasles
On « coupe » 'intervalle d’intégration pour travailler sur des intervalles sur lesquels on connait
I’expression de i. On obtient :

3 1 3 -3 1 2 3
[ :"(t)dr:J i-(r)dr+J. i(t)dt+J. i(t)d:=I 1dr+J' 1d:+J (—t+3)d:
1

0 0 1 2 ] 2

donc Ei(r)dm [§E+[x]i+ [-%4—3:]2: (%—0) +(2-1+ [(—% +9) - (-%-&6)]:2.




Remargue : Le lecteur scrupuleux aura noté que la fonction
dérivable en 1 et 2, donc n’est pas dérivable sur [0, 3]. Or, on

dérivable par morceaux (admis). C’est le cas de la fonction i.

A partir de la définition de I'intégrale, on peut aussi démontrer les propriétés suivantes :

ction dérivable sur R et ¢ un réel.

0

Remargque : 11 s’agit de bien faire le lien entre les propriétés
précédentes et I'interprétation géométrique d’une intégrale.
On explique ce propos en détail dans le cas ol f est paire et
positive.

a
L'intégrale J‘ f(x)dx est alors I"aire de la partie du plan qui

=
est la somme :

* de la partie (en vert) délimitée par ‘féf, les deux axes du
repére et la droite verticale d’équation x = a (cette aire est

a
égale a J fx)dx) .
Jo

s de la partie (en bleu) délimitée par ‘Gf, les deux axes du
repére et la droite verticale d’équation x = —a. Or, par symé-
trie de la courbe ‘€, par rapport & I'axe des ordonnées, Iaire

a
de cette partie est la méme que 1’aire précédente J flx)dx.
0
a el
On a donc J flx)dx = ZJ' f(x)dx.
—a 0
Dans le cas ol f est impaire, sa courbe représentative est
symétrique par rapport au centre du repére, et on obtient le
résultat donné dans le théoréme par le méme type de consi-
dération sur les aires que précédemment.

v

Exemple : Sans aucun calcul d’intégrale, on peut affirmer que J

En effet, la fonction définie sur R par x > 4x* - 5x est impaire
(pour tout réel x, f(—x)=4(-x)" = 5(-x) =—4x" + 5x = —f(x)).

(e a |

i de I'’exemple précédent n’est pas
a défini le concept d’intégrale pour
une fonction dérivable... En réalité, la définition adoptée au début s’étend au cas d’une fonction

a+T T
5, j f(x)dx xj flx)dx.

(4x* - 5x)dx=0.

PExercices n® 46 a 52



et intégrales

2 interprétation des intégrales de fonctions positives comme des aires de parties de
plan on peut établir la propriété qui suit.

réels tels que a < b, et fet g deu

¥ Pt
) = g(x), alors J flx)dx = J §
S <l 7
- -
Exemple : On considere [ = J 4 %dx
T

11 n’existe pas de moyen simple pour calculer I'intégrale /. A défaut d’avoir une valeur exacte
de I, on peut se « consoler » en en cherchant un encadrement.

POUI tﬂutxdﬂ [ : ] O = S]nx = 1 et donc 0 sinx 1
X

D’apres le théoréme précédent, on a donc 0-:J' *S-]-I-l—{dx<J’1 l
X

1
31 3 T T B = 3 sinx 4
OII —dx = [lnx]%-lnus-»ﬂlnz=1n—§.]30u O-EJ' ——dx<In 5

n X

»Exercices n° 53 et 54

El Valeur moyenne

> Ce paragraphe ne concerne pas les éléves de la section STl spécialité Arts appliqués.
1 Définition

Dans I'activité 2, on a introduit I'idée d’un calcul de
moyenne des valeurs prises par une fonction positive sur
un intervalle. Si on note f une fonction a valeurs positives
sur [a, b] et € sa courbe représentative dans un repére
orthogonal alors :

* I'aire, en unités d’aire, de la partie du plan limitée par
6. I'axe des abscisses et les droites verticales d’équation

b
x=a et x=b est .sii=j flx)dx:

* 'aire d’un rectangle de base [AB] (ol A(a, 0) et B(b, 0)) et de hauteur & est h(b —a).

b
. Ces deux aires sont alors égales si et seulement si h = P : Z J’ f(x)dx. Cest ce réel qu’on défi-

nit comme la valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle [a, b] .




Définition n dérivable sur un intervalle [a,

b

Exemple : Soit f la fonction dérivable sur [0, t] définie par f(r) = sint. La valeur moyenne de f
i

sinrdr = l{—cosr]n = -%
TS b

sur [0, «t] est alors ,u:%J 4

0

2jInégalité de la moyenne

Soit fune fonction dérivable sur [a, #] qui prend une valeur minimale m et une valeur maximale
M sur [a, b]. Alors, pour tout x de [a. b]. m < f(x) < M. Par intégration, on a :

b b b b
J’ mdx < J f(x)dx = I Mdx, c’est-a-dire m(b—-a) = J f(x)dx = M(b-a).

@

&

4] [

dérivable sur [a, b] telle que, pour tout
; 2 ;
-0 < [ roax<mMo-a)
- _.: . a 2
- n
Exemple : On considére [ = I sin®xdx. Pour tout x de [0, ], 0 < sinx < 1, donc

0 n
0 < sin”x < 1. On déduit de I'inégalité de la moyenne que 0(n —0) < J sin‘xdx < 1(x -0)
etdonc O=sl<m. 0

B!Lntem.rétation graphique de la valeur moyenne

D’aprés I’inégalité de la moyenne, la valeur moyenne ¢ d’une fonction f dérivable sur [a, b] véri-
fie m(b—a)=<u(b-—a)<M(b-a) etdonc,avec b>a.b—-a>0 et m<u=<M.
Dit autrement, la valeur moyenne est comprise entre la valeur minimale et la valeur maximale de
fsur [a, b]. Comme fest dérivable sur [a, b], I'équation f(x) =y admet au moins une solution
dans [a. b]. La droite & d’équation y = g coupe donc la courbe représentative € de f en au
moins un point. On peut alors aller plus loin avec le théoréme suivant que 1’on admet.

FEL dérivable sur [a, b] de cour
»nal. Si on considére les parties du phmE

-

Exemple : On a précédemment vu que la
valeur moyenne sur [0, w] de f(7) =sint est

%. Sur le dessin, 1'aire de la partie verte est

égale a I'aire de la partie bleue.

»Exercices n° 55 a 57




¢ Définition

v
Exemple : Soit (O ra ; x ) un repere orthogonal de I’espace d’unités grapmques 2 cm sur I'axe
(O, i )et3cm surles axes (O, j ) et (O, k),alors luv.=2x3x3cm’=18cm’.

2] Cas général

__{d’équaaon z=b).

wec taut pl an

.

Exemple : On considére un cylindre de rayon R et de
hauteur 4. On munit Iespace d’un repere orthogonal
(0; l _,r x ) tel que O soit le centre de la base du
cylindre et que 1'axe du cylindre soit (O; k) (voir
figure ci-contre).

Si z appartient a [0, /], on constate que le plan hori-
zontal 2 de cote z coupe le cylindre en un cercle de
centre / et de rayon R, et délimite donc un disque d’aire
TR*. On se retrouve dans les conditions d’applications
du théoréme précédent. Le volume du cylindre est
donc :

i h '
V= J TRz = ?ERZJ dz= n-R‘[z}: =nR’h
0 0

(on a pu « sortir » le réel TR* de I'intégrale car il était
indépendant de la variable d’intégration z).

On retrouve bien la formule usuelle du volume d’un
cylindre.

‘ Remargque : On renvoie le lecteur au TP2 pour d’autres illustrations du théoréme (volume d'une
boule et d’une pyramide par exemple).
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3] Volume d’un solide engendre par la rotation
d’une partie de plan autour d'un axe

Le plan_est rapporté & un repere orthogonal
(O; i, j ). Par rotation autour de I'axe (Ox),
I'axe (0. j ) engendre un plan muni d’un repére
orthogonal (Q; j, k ) (I'unité sur (Oz) est la
méme que 1'unité sur (Oy)).

~a
e
n
4 g

Dans le plan (O; ?I) on considere la partie de 0

plan limitée par une courbe d’équation y = f(x), i @ b
I'axe (Ox) et les droites d’équation x = a et

x=5.

En tournant autour de |’axe (Ox), cette partie de . y=f(x)

plan engendre un solide de révolution limité par
les plans paralléles a (O, j, k ) de cotes respec-
tives a et b. L'intersection de ce solide avec un T 0 )
plan parallele a (O:j, k ) de cote x est un disque / 3
de rayon f(x), donc d’aire S(x) = nf’(x). En

appliquant la formule précédente (I'axe (Ox)

prenant le role de I’axe (Oz)), on obtient :

il 2 SR

L e

b b
V= J Stx)dx= EJ [i(x)dx.

! il

le plan (017, f) on considére une partie de plan limitée p:

(Ox), et les droites d’équation x =a et x = b. En tournant auto

plan engendre un solide de révolution limité par les plans par:
aet b. Le volume de ce solide, exprimé en unités de volume, e

Exemple : Dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O T,f) d’unités graphiques | cm sur
(Ox) et 2 cm sur (Qv). on considere la courbe € représentative de la fonction sinus sur I'inter-
valle [0, ]. En tournant autour de 1’axe (Ox), la partie de plan limitée par ‘€, I'axe (Ox), et les

droites d’équation x =0 et x =7, engendre un solide.
n

En appliquant la formule précédente, on en déduit que ce solide a pour volume V' =1 J sin’xdx. 0
0

Pour calculer cette intégrale, on détermine une primitive de la fonction x —> sin*x. Pour cela. on

1-¢052% () en déduit que : |

i
”V=IEJ de:n -I-x—lx isirllvc}::rt;»z -l—rr =ln3(u.v.).
(

- 2 2 =z 2 2 2 O

Or, par rotation autour de I'axe (Ox), I'unité sur (Oz) est la méme que I"unité sur (Oy), c’est-a-
dire 2 ¢cm. On adone 1 uv.=1x2x2=4cm’. On en déduit que le solide engendré a un

utilise une linéarisation : sin“x =

1. 3
volume, en cm”, de En‘ x4=2nc

PExercices n° 58 a 61
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Lid| Exemples de calculs approchés
d'une intégrale

> Ce TP ne concerne pas les éléves de la section STI spécialité Arts appliqués.

L’objectif de ce TP est d’envisager plusieurs méthodes pour déterminer des valeurs approchées

d’une intégrale. ;

2

On considere ici izf 7 —dx.
0

1 I_lf_tude et représentation graphique de la fonction définie
sur [O. %] par f(x) = T—:—xz
On appelle € la courbe représentative de f dans un plan muni d’un repére orthonormal (O T,,T)
(unité graphique : 5 cm).

1 Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

2 Tracer la courbe €.

3 Donner une interprétation graphique du nombre /.

Z!Eremiére approximation a I'aide de I'aire d’'un trapeze

Soit A et B les points de ‘€ d’abscisses respectives 0 et % et soit C le point de coordonnées

(L)

PAND

1 Tracer la droite (AB). Déterminer une équation de (AB) et en déduire I'expression de la fonc-

tion i dont cette droite est la représentation graphique.

E (-2—):3 — x+ 2 )
5

2 Montrer que f(x) — h(x) = . Etudier le signe de cette expression et en

1+ x°
déduire la position de € par rapport a la droite (AB).

3 Calculer I’aire, en unités d’aire, du trapeze OABC.
En déduire une inégalité sur I'intégrale /.

30 Une valeur approchée a I'aide de tangentes

1 Déterminer une équation de la tangente C, en A a la courbe €.
Déterminer une équation de la tangente €, & la courbe € au point B.
Tracer, sur la représentation graphique, ces deux tangentes.

2 Soit K le point d’intersection de ©, et G,, et K’ le projeté orthogonal de K sur I'axe (Ox).
Déterminer les coordonnées de K et K'.
Calculer les aires, en unités d’aire, du rectangle OAKK” et du trapéze BKK'C.

3 On admet que € est située en dessous de la ligne polygonale AKB. Déduire de ce qui précede
une inégalité concernant [.

4 Conclure des parties 2 et 3 un encadrement de .




40 Une meilleure précision grace a un encadrement
de la fonction

1 Développer (1 +x?)(1 —x?%).

En déduire que, pour tout x réel, (1 + x?)(1 —x*) < 1 etdoncque 1 -x* < !

| +x

2 Développer (1 +x)(1 —x7 +x*).
En déduire que, pour tout x réel, (1 + x?)(1 —x*+x*) =1 etdoncque | —-x*+x' =

P E

ra | —

1
3 Soit J=J'2 (1-x*+xYdx et L=J' (1 —x*)dx.
0 0
Démontrer, 4 I'aide de la question précédente, que L < I < J. Déterminer les valeurs exactes
de Jetde L.

4 En déduire un nouvel encadrement de 1. Vérifier que cet encadrement est plus précis que celui
obtenu a la question 3a

PExercices n” 62 et 63

O

LI ZiExemples de calculs de volumes usuels

1 I Volume d’une boule

N_[16«

[ espace est rapporté a un repere orthonormal (’O;_x‘: ? E).
Soit § la boule de centre O et de rayon R > 0. Lanagesetacs 220 A
Soit P le plan paralléle a (O i, j ) de cote z. P coupe la e

boule suivant un disque dont le rayon r(z) dépend de z.

A

k
1 En considérant le triangle rectangle QAH, montrer que [ _..-==="""""""" ;- W T g
(r(2)*=R*-2% —
2 Exprimer 1"aire S(z) du disque en fonction de z et de
R.
R
3 Calculerj (R* - z*)dz et en déduire le volume de la
“R

boule en fonction de R.

2!_\_/olume d’'un cone de révolution

Dans un repére orthonormal (Oxyz) de 1'espace, on
considere le cone C engendré par la rotation autour de
I'axe (Ox) d’une droite % passant par les points Set T
de coordonnées respectives (b, 0, 0) et (a, r, 0), ou a,
b et r sont trois nombres réels tels que a#b et r>0.

1 a. Que représente r pour le cone C ?
b. Que représente (b — a) pour le cone C' ?

c. Dans quel plan se trouve la droite & ? Z
Déterminer une équation de cette droite dans le plan (Oxy).

2 Expliquer pourquoi on peut appliquer le théoréme du paragraphe B3 du cours pour calculer
le volume V' du céne C.

B ey el L [BIR
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2
T a 7 (x — b)*dx , puis calculer " en fonction de a. b et r.
i a -

3 Vérifier que V' est égal & TBJ'

[

4 Application numérique : calculer le volume du cone obtenu avec a=-2,b=6et r=4,

5 On considére un cone de révolution de hauteur 4 et dont le rayon de la base vaut r. Utiliser le
résultat obtenu a la question 3 pour retrouver la formule usuelle du volume du cone.

3 Volume d’'une pyramide

On se place dans un repére orthogonal (0:1, f _}?J et
on considére une pyramide a base hexagonale dans le
plan (O; iy J ) dont le sommet S se trouve sur la demi-
droite (O: £ ) (on note h sa cote). On suppose de plus
que O est intérieur a la base et on note A, A,. A, A,
A, et A les six sommets de la base.

I Le plan P parallele a (O; i }’) decotez(0<z<h)
coupe la pyramide suivant un hexagone de sommets
AL AL AL Al AL et A, On note O le point d’inter-
section de la droite (O; k ) avec le plan P.

a. En se plagant dans le plan SOA| et en utilisant le
théoréme de Thalés, montrer que :

SAL = % SA, etque O'A| = % OA,.

b. Montrer de méme, en se placant successivement dans
les plans SOA, et SA A,, que :

h-z
—AA.
h 4

Ol = "‘;Z OA, etque AlA}=

¢. En déduire que les triangles OA A, et O’A]A’ sont semblables et donner le rapport de réduction
permettant de passer de OA A, a O'A'A’.
aire(O'ATAY) |

el. Que vaut le rapport k= 7
Q PP aire(OA A )

On admettra que aire(O’A%AY) = k x aire(OA,A,), aire(O’A’A’) =k x aire(OA,A,),
aire(Q"AJAL) = k x aire(0OA A,), aire(O'AJA;) =k x aire(OAA,)

et aire(0'ATA;) = k x aire(OA A,) (la démonstration est toujours la méme).

a. Exprimer I'aire 9 de la base de la pyramide 2 I'aide des aires des triangles OA A,, OA A,
OAA,, OAA,, OAA, et OAA,.

e

b. Exprimer I'aire B’(2) de I'hexagone de sommets AlLAL AL AL AL et A al'aide des aires
des triangles O’ATA, O'A’A], O'A’A), O'A/A,, O'A'A; et O'AA].

©. En déduire que B'(z) = ( h; * );9}3.
h

* 3 Calculer le volume de la pyramide en fonction de 9B et de 4 & I'aide du théoréme du paragraphe

2 du cours.




L] Exemples de calculs de valeurs moyennes
et efficaces

1 Bintroduction

1 En électricité, la puissance instantanée p(7) d’un dipble D soumis a une tension u(t) et traversé
par un courant d’intensité i (1) est définie par p(t) = u(t) x i(1).
On considére de plus que les fonctions u et i sont périodiques de période T. On note P la puis-
sance moyenne sur une période : ¢’est la valeur moyenne de la fonction p sur I'intervalle [0, T7.

Exprimer P A I'aide de T, u(t) et i(1).
2 Application : calculs de puissances moyennes en régime sinusoidal.

On admet que, pour tous réels aet b, ona : sina sinb = %[cos (a —b)—cos(a + b))

Exprimer P en fonction de U, I et ¢ dans les cas suivants (dans les deux cas, ona T = _2_11_.}‘
®

a. u(t) = UN2 sinwt et i(t) =12 sin(wt — @) ;
b. u(t) = UN2 sinwt et i(t) =IV2 sinQot — @).

Z2llCas ou i est une fonction constante
1 On considére que i(7) = I, ou I est une constante réelle. Exprimer P a 1aide de /et U, ot U

est la tension moyenne, c’est-a-dire la valeur moyenne de la fonction u sur I'intervalle [0, T'].

2 Application : signal redressé bialternance
On considere un dipdle traversé par un courant d’intensité constante i(7) =/, et soumis a une

i . S ) o~
tension u(r) = ‘ UsmT‘ . avec U et T constants.

a. Donner I'allure de la courbe représentative de u. Quelle est la période de u ?
-~ —
b. Calculer, en fonction de U, la valeur moyenne U de « sur une période.

-~~~ gy .
¢. En déduire, en fonction de U et I, la valeur moyenne P de p sur une période.

20l Cas d’un résistor

On suppose maintenant que le dipdle D est un résistor de résistance R.
De ce fait, u(t) = R x i(1).

1 a. Exprimer P a1'aide de 7, R et i(t).

b. On note /la valeur efficace de I’intensité, grandeur en relation avec I"échauffement du dipdle.
Par définition, /7 est la valeur moyenne du carré de 1'intensité sur une période. Exprimer /° a
I'aide de Tet i.

¢. En déduire I’expression de P en fonction de R et I,

2 Application : On considére un résistor de résistance R traversé par un courant d’intensité
; R o
i(t)=1sin 5 avec / et T constants.

a. Calculer, en fonction de /, la valeur efficace / de i sur une période.

. En déduire, en fonction de R et T, la valeur moyenne P de p sur une période.
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1> Définition

Soit £ une fonction dérivable sur un intervalle /, F une primitive de f sur /, a et b deux réels appar-
tenant & . Alors :
‘s Le réel F(b} F(a) est mdépendant du choix de F.
b
* On appelle intégrale de fentre @ et b, et on note J f(x)dx. le nombre réel défini par :

t

b
. J f(x)dx = F(b) - F(a).

On dit que a et b sont les bornes de I'intégrale.

2> Calculs d'aires

w Unité d’aire = J : | K
Dans un repére orthogonal (Q; i, j ), soit I(1, 0), J(O, 1) et K(1, 1). g 1 wa.
On appelle alors unité d’aire, et on note u.a., I'aire du rectangle OIK/J. 0 P 1

m Théorémes

* Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a, b]. On appelle % la courbe représentative de
fdans un repére orthogonal (O i, j ). L'aire, exprimée en unités d’aire, de la partie de plan limi-
tée par 6, I'axe des abscisses et les droites verticales d’équations x=a et x=» est égale & :

b b ¢ b
=J Sf(x)dx. = J (—f(x))dx. A= J' flx)dx + J (—=f(x))dx
il el a {5
si f ne prend que des valeurs | si f ne prend que des valeurs | si f change de signe en ¢ sur
positives sur [a, b] négatives sur [q, b] [a, b] en étant positive sur [ a, c]
il a
0 -

i
* Soit deux fonctions fet g dérivables sur un intervalle [a, b
telles que, pour tout x de [a, b], f(x) = g(x). Leurs courbes
représentatives sont notées ‘6, et ‘€ dans un repére ortho-
gonal (O:i,j ).

Laire, exprimée en unités d’aire, de la partie de plan limitée
par les courbes € et € _ et les droites verticales d’équation
x=aet:x=b, estegalea

b
[ [g(x) = fF(x)]dx.
3> Propriétés de l'intégrale

= Soit f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle 7, a, b et ¢ trois réels de / et A un réel quel-
conque.

X b b b b b
* Linéarité : J (f(x) +g(x))dx =J fx)dx + J glxydr et J Af(x)dx= ZJ fx)dx.

4] a a ol
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: b a
# Ordre des bemeﬁ ; J f(x).‘d.rz-—J fx)da.
A b

€ i
~ *Relation de Chasles : J f_(x)_ch_tf__j (x)dx = J Jx)dx.
a Ll a
= Soit fune fonction dérivable sur R et @ un réel. Alors :
i - a
f(x)dx.='2j flxydx » si fest impaire alors J' flx)dx=0;
0 —

b

 si fest paire alors J
Ll 1
a+T : T
flx)dx= J fx)dx.
0
w Soit a et b deux réels tels que a < b. et fet g deux fonctions dérivables sur I'intervalle [a, b].
b

* Positivité : Si, pour tout x de [a, b], f(x) est positif, alors J flx)dx = 0.

b

*sifest pénpdxqub de période T alors J

a

o

b
* Ordre : Si, pour toutx de [a, b], f(x) = g(x), alors J fx)dx = J g(x)dx.

@ 13

4> Valeur moyenne

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle [a, #]. On appelle valeur moyenne de f sur [a, b]

le nombre u défini par u= B—‘—-—J fex)dx.

5> Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction dérivable sur [a, b] telle que, pour tout x de [a, b], m < f(x) < M.
b

On a alors m(b—a)ﬁzj fx)ydx=M(b—a).

a

6> Calcul de volume

u Unité de volume. K

Soit (0; 1, ; s ) un repere orthogonal de ’espace. Soit les points /(1, 0, 0),

J(0, 1,0) et K(0, 0, 1). On appelle unité de volume, et on note v.v., le volume 0

du pavé droit dont les segments [O7]. [OJ] et [OK] sont trois arétes. J I

» Théoréme. i

Dans I’espace rapporté & un repere orthogonal (O i, j, k ), on considére un solide limité par deux
plans paralleles au plan (O i, j ) : le plan de cote a (d’équation z = a) et le plan de cote b
(d’équation z = b). Si I'intersection du solide avec tout plan parallele & (O i, j ), de cote z, déli-
mite une partie de plan d’aire S(z), alors le volume du solide, exprimé en unités de volume, est :

b
Vv :J S(z)dz.

» Théoréme. a

Dans le plan (O; 7, ] ), on consideére la partie de plan limi-
tée par une courbe d’équation y = f(x), 'axe (Ox), et les
droites d’équation x = a et x = b. En tournant autour de
1'axe (Ox), cette partie de plan engendre un solide de révo-
lution dont le volume, exprimé en unités de volume, est : / i

J

b
— TEJ £ (x)dx.

i




Calculer une intégrale

Pour calculer une intégrale, on
commence en général par
chercher une primitive. Si F est
une primitive de f sur [a, 5],

b
alors j [f(x)dx =F(b)-F(a).

a

Calculer I'aire d"une partie
de plan limitée par une
courbe, I'axe des abscisses
et deux droites verticales

Pour calculer I'aire sous une
courbe, on utilise une intégrale.
Si la courbe est située au-dessus

de ’axe des abscisses

(f(x) = 0), 'aire, exprimée en
unités d’aire, de la partie de
plan limitée par €, ’axe des
abscisses et les droites verticales
d’équations

x=a et x =b,est égale a:

a

b

1 Calculer les intégrales suivantes.

1
ol et i
L (22 + 3)?

In4
c-[ (1 - e*ydx
s

n3
Réponses
a.Pourtoutxde [1,2], x+4>0 et 3 =3 !
X+ x+4

L 5 : .
dob | ——dr=[3In(x+4)]°=3m6-315=3m2.
X4 ! 5
1 2x
ST P S ST
L T RN O Tk

] 1
bk

c.Ona l—ez"‘:l—%xeez”“d’eﬂ

Ind
i ooapt 4 7
Jm( &) X 2e n3 5

2 La courbe ci-dessous est la courbe représentative de
la fonction f définie sur R par f(x) = 2sinx + 1 dans un
repeére orthonormal.

Calculer I"aire en unités d’aire de la partie colorée.

L e gy o . ot

Réponse

b
d =J' f(x)dx. P Sur [ﬁ". %‘ ], ona f(x) = 0, donc I"aire demandée est, en

=

it &' aire, sl = J 8 (Isinx s 1ydr
]
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Calculer l'aire d'une partie
de plan limitée par deux
courbes et deux droites

verticales

Si la courbe € , est située
au-dessus de la courbe Cﬁf
(f(x) = g(x)), Paire, exprimée
en unités d’aire, de la partie de
plan limitée par les courbes 6,
et ‘63 et les droites verticales
d’équation xy=a

et x =b,est égalea:

b
I [g(x)=f(x)]dx.

a

L’aire est obtenue en unités
d’aires. Ne pas oublier de la
convertir en cm’ en fonction des
unités employées sur le
graphique.

Calculer une valeur
moyenne

La valeur moyenne de f sur
[a, b] est le nombre u défini par :

ER:
b-a

in

A= [—Ecosx«t-x] : Ix  T%
0

—2c0~;—6- + F —(=2cos0), d’ol

.ﬂ=ﬁ+2+%

3 Sur la figure ci-dessous, le plan est rapporté a un
repére_orthogonal (O} i, Jr ) d’unités graphiques 1 cm en
abscisse et 0.5 cm en ordonnée. La courbe bleue est la
courbe d’équation y =x’ et la courbe rouge est la courbe
d’équation y=x"—e™".

Calculer I’atf®*en cm” de la partie colorée.

Réponse

Pour tout x de [-2,1], on a x* > x? — ¢, done I'aire
|

demandée est, en unités d’aire, 9l = J [x*=(x*—e™")]dx,
=

1
soit .ﬂ:J e*dx: A=-e'—(-eY)=e?-e\
=2

Iei 1ua. =1x0,5cm’ d ot I'aire demandée, en cm” :

= 0‘,5(’52 = E‘_l).

4 Calculer la valeur moyenne sur [0, %] de la fonc-
tion f définie par f(x) = sin’x.

Réponse

K

b :
J. fx)dx. r Ona u= —J.Z sin’xdx. Pour calculer une primitive de

0

sinZx, il est nécessaire de linéariser.
ki

#=2J (1 = cos2x)dx = J (I —cos2x)dx;
LA T o

s
R DS e ]"3 L
ﬂ—ﬁ[_x 2_-m2-_x. , > Ainsk )8

161



Calculer un volume

En tournant autour de I'axe

< (Ox), 1a partie de plan limitée
par la courbe d’éguation
y=f(x), ’axe (Ox) et les droites
d'équationx =a et x=5
engendre un solide de révolution
dont le volume, exprimé en
unités de volume, est ;

b
°V='1c.[ [ix)dx.

a

Par rotation autour de I’axe
(Ox), 'unité sur (0z) est la
méme que celle sur (Oy).

5 Le plan est rapporté & un repére (O; 1 }.'} d’unités
graphiques 1 c¢cm sur (Ox) et 0,5 cm sur (Oy). La courbe
représentée ci-dessous est la courbe d’équation :

1

y=—+x-1.
X

Calculer le volume en cm” du solide de révolution engen-

dré par la rotation autour de I'axe (Ox) de la partie colo-
rée.

Réponse

P Le volume demandé, exprimé en unités de volume, est :

3 5
°V'=1l:f (—+x—l) dx
i
A 2
=11:J (—2 +x2+3——~2x)dx
05 X:

0.5

‘V:w‘:(@ -1:1'36).

P Or luv.=1x0,5x0,5=0,25cm’: donc le volume

demandé, exprimé en cm’, est ;

225
V= 0,25?:(— —-1n36).
24
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~ Calculs d'intégrales n

. hE Dans les exercices 1 & 19, calculer les intégrales. o a. J .

.

-.l'—;-,‘
! € a | (P+3x7-2x+ 1)dx i JZ—2243
i .
| . L -4 ﬁ ﬂ : ¥
- * Bl J sinfcos’td. b J3 £O%% &
= n a sin’t
2 3 :
r—2 b
el (x¥+x7+x+ Ddx.
= 2
n -2 4 dx 2 F
"~ b. | x"dx avec nelN. EaLT b'Lx+l'
41
' I A R
o e 5 ol Bt o i i 2
*_‘::-?__a. J'o (x" + x7)dx. b Il (xz- Ia)dx aJ (x+x“+i+x13)dx
l }}‘!‘::1 . !
| i . x 'b. J Beik3
i a | * cos3xdr. b. J ® sin2xdx. . *
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ﬁ Montrer qu’il existe deux réels a et b, que 'on ﬁ Soit la fonction f définie sur R par :
~ déterminera, tels que, pour tout nombre réel x de = f(x)=(Bx+ 1)e?.

]=3, 4o : :
“ a. Montrer qu’il existe deux réels a et b, que I'on

e + A déterminera, tels que la fonction F définie sur
R par F(x) = (ax + b)e> soit une primitive
45 1
b . de f.
Calculer alors J L= dx. !
o x+3 b. En déduire la valeur exacte de I'intégrale :

0
' j (3x+ 1)e*dxr,
— ' -1

~ Montrer qu'il existe trois réels a. b et ¢. que I'on
. déterminera, tels que, pour tout nombre réel x de

-2, +oe[ : i

puis en donner une valeur approchée & 107 prés.

Hi-"z“! e etk - ~ Soit la fonction f définie sur R par ;

X+ + :

A * fx)=(-2x+3)e™.

: flCa]culcr i J T xt-2x-1 i - a. Montrer qu'il existe deux réels a et b, que I'on
5 Hh2 - déterminera, tels que la fonction F définie sur

R par F(x) = (ax + b)e * soit une primitive

. | def

~ Montrer qu’il existe deux réels a et b, que 'on | b. En déduire la valeur exacte de l’intégm[e.:
__:.f déterminera, tels que, pour tout nombre réel x de = !
13, +oof : 2 J (=2x + 3)e"dx,
;. R s i = 4
) Qx+1)x—=3) 2x+1 i =3 ~ puis en donner une valeur approchée & 10~* prés.
| Calculer alors J Ld& i
= 4 (2x+ 130 =3) ~ Soit g la fonction définie sur R par :
33t = L) 1
o ¥ 0= e+
t a. Calculer la fonction dérivée de la fonction défi- :_- - a. Vérifier que, pour tout réel x :
Inx + 1 g
nie sur ][0, +e=[ par f(x) = ———. i XS s
] [ par f = g(x) = fe)
~ b. En déduire une primitive sur [0, +oo[ de la  b. Endéduire une primitive de la fonction g sur R,

1
puis la valeur exacte de I'intégrale J' g(x)dx.
-1

fonction g : x — Ilf— puis la valeur exacte de
X

L. ~ lintégrale J Inf dx. . D’aprés un exercice de bacealauréat

= —

L 1

feoe Soit la fonction f définie pour tout réel x de
‘ 10, +m[parﬂxj——+lix't-

- a. Calculer la fonction dérivée de la fonction f =
définie sur J—ce, 1[ par f(x)=2x+2In(l1 -x). = a. Quelle est, pour x >0, la dérivée g’ de la fonc-

b— En déduire une primitive sur |—o, 1[ de la tion g définie par g(x)=1+Inx?

2x ~ Vérifier alors que, pour tout x>0,
fonction ¢ : x — : 1 5 ,
x=1 flx)=g(x) g(x).
. ¢ Calculer la valeur exacte de I'intégrale : b. En déduire la valeur exacte de :

._ : 0 : e
# g li3 J (en—i - i)dx : I= J f(x]d_x
- ::E'..I = =1 | 1




exXerCilces
' Calculs d'aires a. Interpréter graphiquement le nombre réel :
0
. A, =J If{x)dg,
1y =

€ La courbe € ci-dessous est la courbe représenta- 5 Comment calcule-t-on 1'aire, exprimée en uni-
& 'gl“‘ﬂ. dans un repére orthogonal, d'une fonction f. tés d’aire, de la partie de plan comprise entre la
: ul-dcﬁttﬁ fonction est décroissante sur [“ 1, 2] et s’'an- courbe, 1'axe des abscisses et les droites

- nuleen x=2.

d’équation x =—4 et x:—% ?

La courbe ci-dessous est la courbe représentative,
‘dans un repére orthogonal, d’une fonction f
“définie sur R. Cette fonction est décroissante sur

 ]—oo, —1[, croissante sur ]—1, +ee[ et s’annule

:_.pour x==3 et x=1.

i

et

2. Interpréter graphiquement le nombre réel : !
2. Interpréter graphiquement le nombre réel :

2
* i 1
/= L oo, S i J (£ ()]dx.
=3

b Comment calcule-t-on I'aire, exprimée en uni-
tés d’aire, de la partie de plan limitée par la
courbe 6, I'axe (Ox), l'axe (Oy) et la droite

b. Comment calcule-t-on I'aire, exprimée en uni-

tés d'aire, de la partie de plan limitée par la
1 - : courbe, 1’axe des abscisses et les droites
d’équation x=-17  d'équation x=1 et x=2 ?

R

| | |I| il
| i
I
]

~ La courbe ci-dessous est la courbe représentative, € La courbe ci-dessous est la courbe représentative,

?“_'“ dans un repére orthogonal, d'une fonction f. Cette ~  dans un repére orthogonal, de la fonction f définie
; : " .1 1 sur R par f(x)=x"+ 1. La partie en jaune est
| [ onesion it nigative sus }dm' & E[ nulleen—= = ponsemble % des points M du plan tels que :
| ‘r; St I ' [~1 sx<2
et positive sur ]_3.,4.00[, 0<y<f(x).

 Calculer, en unités d’aire, |"aire de 9.




~ La courbe ci-dessous est la courbe représentative.
’ - dans un repére orthonormal (O i, j ) d’unité gra-
et phiqua 2 cm, de la fonction f définie sur ]0, +eo|

ih% par f(x) =

s ';

La courbe ci-dessous est la c.onrhe représenmnve
~ dans un repére orthogonal (O3 i, j ) d'unités gra-
,,rphlques 2 cm sur I'axe des abscisses et | cm sur
hl axe des ordonnées de la fonction f définie sur R

;_?_-_,‘..par flx)=e™"

e B La courbe ci-aprés est la courbe reprébentatwe.
~ dans un repére orthogonal (O ; j }d‘umtés gra-
r3 phlques 2 cm sur I'axe des abscisses et 1 cm sur

L\-.
27K

- I'axe des ordonnées, de la fonction f définie sur

1 1 =3
~ |-=. +oo| par = ;
- i Gkt ve T

La courbe ci-dessous est la courbe représentanve,
“dans un repére orthogonal (O ; i.J) de la fonction
: ?fdéﬁme sur R par f(x)=(x-1)e"

S a. Etablir le tableau de signe de f.
rﬁi’-l I\

R b, Donner une interprétation graphique du résultat

de la question a..

- €. Vérifier qu'il existe deux nombres réels a et
b tels que la fonction F définie sur R par
F(x) = (ax + b)e" soit une primitive de f
sur .

o ro‘ ;..ﬂ

" d. Calculer I'aire, en unités d'aire, de la partie en

' La courbe ci-dessous est la courbe représentative,
dans un repére orthogonal (O: i, j ) de la fonction
définie sur R par f(x)=5(2-x)e™".

T

,.‘T!
i




a. Etablir le tableau de signe de f.

b, Donner une interprétation graphique du résultat
de la question a..

. Vérifier qu’il existe deux nombres réels a et
b tels que la fonction F définie sur R par
F(x) = (ax + b)e " soit une primitive de f
sur K.

. Calculer I'aire, en unités d’aire, de la partie en
vert.

a. Soit la fonction f définie sur 0, +c<[ par :
fix)=Inx- 1.

‘Tracer la courbe représentative de f, a partir de la
‘courbe représentative de __h ¢ x = Inx, dans un
- repere orthogonal (O i, j ) d’unités graphiques

2 ¢m sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des

ordonnées.

b. Résoudre Inx — 1 < 0. En donner une interpré-

tation graphique.

. Montrer que H(x)=xInx—x estune primitive
de h sur ]0, 4+eo[. En déduire une primitive

de f.

. Calculer, en unités d"aire, puis en cm’, I"aire de
% qui est I'ensemble des points M du plan
limité par I'axe des abscisses, la courbe repré-
sentative de fet les droites d’équation :

x= et x=e.

2

Soit la fonction f définie sur R par :

2x+1
f = Xt x4+25"°

On appelle ‘€ la courbe représentative de f dans un
0 repére orthonormal (O i, j ) d'unité 2 cm.

1. a.Déterminer les limites de fen —ceo et en + oo,

En donner une interprétation graphique.

b, Calculer f'(x), étudier son signe et dresser le

tableau de variation de f.

o 2. Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs de x

et en déduire la position de € par rapport &
I"axe (Ox).

© 3.Représenter ‘€. Hachurer la partie de plan €

limitée par ‘€, I'axe (Ox) et les droites d’équa-
tion x=-2 et x=1.

‘4, Déterminer la valeur exacte, puis une valeur

approchée a 1072 prés, de I'aire, exprimée en
cm’, de la partie de plan ‘€.

'Soit la fonction f définie sur R par f(x)=e " — 1.

On appelle 6 sa courbe _{eprésentative dans un
repére orthogonal (O: i, j ) d’unités graphiques

2 cm en abscisse et 1 cm en ordonnée.

©

a. Déterminer les limites de f en —eo et en +oo,
Déterminer le sens de variation de f sur R et

dresser son tableau de variation.

b. Résoudre |’équation f(x) =0, puis I'inéquation

ftx) < 0. En déduire la position de ‘€ par rap-
port a I'axe (Ox).

¢. Construire la courbe ‘6. Hachurer, sur la repré-
sentation, la partie de plan € limitée par la
courbe 6, I'axe (Ox) et les droites d’équation
x==2 étx=2%

. Calculer I'aire 4, exprimée en cm”, de la par-
tie de plan €.

Le plan est rapporté & un repére orthogonal
(O;i,j ). Surle graphique ci-dessous, la courbe
bleue est la courbe représentative d’une fonction f

‘et la courbe verte est celle d’une fonction g, toutes

~ deux définies sur R. On admet que ces courbes se
‘coupent aux points d’abscisses respectives — 1 et 3.
Interpréter graphiquement le nombre réel :

1 [f(x) - g(x)]dx.

[

Le plan est rapporté a un repére orthogonal

(O3 i, j ) Sur le graphique ci-aprés, la courbe
‘bleue est la courbe représentative d'une fonction f
‘et la courbe verte est celle d'une fonction g, toutes
“deux définies sur &, On admet que ces courbes se




Ll Llab LU

- coupent aux points d’abscisses respectives — 1 et 1. “
- Interpréter graphiquement le nombre réel : .
f '~ Le plan est rapporté a un repére orthogonal

! _ (O:1.] ). Sur le graphique ci-dessous, la courbe

I= J : [f(x) = g(x)]dx. . bleue est la courbe représentative de la fonction f

- définie sur 0, +eof par f(x)=x+ % oL el
af -

courbe verte est celle de la fonction g définie sur

~le méme intervalle par g(x) =4+ Ay
X

Calculer I'aire, en unités d’aire, de la partie de
N ‘plan limitéde par ces deux courbes (partie en
54 jaune).
e 3
i

é Le plan est rapporté a4 un repére orthogonal
(O i ) Sur chacun des gmph]ques ci-dessous,
]a courbe bleue est la courbe représentative de la On considére la fonction f définie sur [1, 9] par :
1 o Flx) = o 10x =9,

=2 §E A

~ 1.Résoudre dans R I'équation —x>+ 10x-9=0,

- 2.a.Montrer que, pour tout x de I'intervalle

D’aprés un exercice du baccalauréat

3 ::fonclion [ définie sur [%, 5] par f{x) =

et la courbe verte est celle de la fonction g définie

- sur le méme intervalle par g(x)=—x2—1-  [L9%o0na f)=10-x-—.
== X

Pour chacun des deux graphiques, calculer I"aire,

9
~en unités d’aire, de la partie en jaune. b. Caleuler alors I'intégrale /= J] flx)dx (don-

ner la valeur exacte).

c. Montrer que / peut s'écrire sous la forme
a + bIn3, ol @ et b sont deux nombres réels
' qu'on précisera.

'3.0n a représenté sur chacun des graphiques
.~ (page suivante) les fonctions g et i définies sur
I'intervalle [1, 9] par :

¥ g(x)=10-x et h(x)= —
Graphique 1
G On a auwssi coloré sur chacun des graphiques
une partie de plan.

Rt

K -y
o 37

On pose f=J9 (lﬁ—x—g]dx,

1 X

st = j
'-‘f.‘ > = 10—.17 d. -
'.!.'.1’:5 - L ( -
'!-..:f. ] amddl diag) dadidd) : 2! I‘J?'; 9
e B e K= J 2 dx.

2 e

= Graphique 2




F

o
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Graphique 3
Pour chacune des trois questions, indiquer la ré-
ponse exacte (il y a une seule réponse par ligne).
Q1 Quelle est I'intégrale qui permet de calculer
I"aire hachurée sur le graphique 1 ?

Q2 Quelle est I'intégrale qui permet de calculer
I"aire hachurée sur le graphique 2 ?

Q3 Quelle est I'intégrale qui permet de calculer
I’aire hachurée sur le graphique 3 ?

@ @ &

- Propriétés de l'intégrale

€ Soit la fonction f définie sur [0, 3] par :
e Fx)=3(1 —e™) si xel0, 1]
flx)y=—3e (1l —e) si xell,

“a. Vérifier que l_iml Fx)=f(1),
i <l
f b. Etudier le sens de variation de f et dresser son
~ tableau de variation.
¢. Dans un repére orthonormal (O0:7, f} d’unité
graphique 2 cm, tracer la courbe représentative

€ de la fonction f.
3

ad. Caiculch f(x)dx. Donner une interprétation

0
graphique de ce nombre réel.

Soit la fonction f définie sur [0, 2] par :

_ 1
f(xj_.r+ 1

si xel0, 1]

= fx)=1 si xell, 2.
~ a. Vérifier que ]_irqf(x) =f(1).
)
b, Etudier le sens de variation de f et dresser son
tableau de variation.
¢. Dans un repére orthonormal (O;T, f} d’unité
graphique 2 em, tracer la courbe représentative
€ de la fonction f.

2
~d. Calculer I f(x)dx. Donner une interprétation

0
- graphigue de ce nombre réel.

48 D 'aprés un exercice du baccalauréat
~ Soit /et J les intégrales définies par :

b g I3

f= J ’ g sinxdy et J= J - e ‘cosxdx.
0 0
1. Soit fet u les fonctions définies sur 'intervalle
[0, +oo] par:
. fx)=e"(cosx —sinx) et u(x)=e"sinx.
~ a. Montrer que u est une primitive de f.
 b. En déduire la valeur exacte de I'intégrale :
b

K= J * fxydx.
0
2. a. Déterminer f“(x), oi f” désigne la fonction

~ dérivée de f.

1'; b. En déduire la valeur exacte de I'intégrale J.

e

3. a. Déterminer une relation entre /, J et K.

b, En déduire la valeur exacte de I"intégrale /.




—_— ' A
'

C,‘ Soit la fonction f définie sur R par f(x) =1+ x°.
- On appelle € sa courbe rqmésentatwe dans un
-repere orthonormal (O: i, j ) d’unité graphique
‘2 cm.

‘a. Montrer que f est paire. En déduire une pro-
priété de la courbe €.

- b. Tracer la courbe 6.

. Donner une interprétation graphique des inté-
0 1

Silx)dx.
0
_ . Calculer la valeur de I et en déduire (sans cal-
~ cul) celle de J en justifiant.

s
=11

grales I=J flx)dx et J=J

‘e. Déduire de ce qui précéde, sans calcul, la
|
valeur de K=J fix)dx
=

~ Soit la fonction [ définie sur R par f(x)= 2x

L™

La courbe ci-dessous est la courbe représentative
6 de f dans un repére orthonormal (O: i, j ).

sics:

@, Montrer que f est impaire. En déduire une pro-
priété de la courbe 6.

~ b. Donner une interprétation graphique des inté-

0 1
grales [= J- fx)dx.

0

flx)dx et J=J

-1

. Calculer J.

- d. En justifiant votre réponse, en déduire, sans

1
calcul, la valeur de /, puis de K = J flx)dx.
-1

€ Soit la fonction f définie sur R par :
. f(x) =cosx + 1.
. [E
‘a. A partir de la courbe représentative de la fone-
tion cosinus, tracer, dap_s }g plan rapporté a un
repére orthogonal (O: i, j ) (unités : 1 cm sur

(Ox), 2 cm sur (), la courbe représentative
de Ia fonction fsur [-m, 3],

b, Donner une interprétation graphique du
bid

f(x)dx, puis calculer sa valeur,
)

nombre [ = J
(

c. Sans autre calcul, et en utilisant une propriété
de la fonction f, donner la valeur de :

o
J{-ﬂnw.

mn

- . Sans autre calcul, et en utilisant une propriété
de la fonction f, donner la valeur de :

in
K:J_ﬂnﬁ.

T

Reprendre 1'énoncé de 1'exercice précédent avec
la fonction f définie sur R par f(x) = —sinx.

sinx

,&nx:[l'
n X
1

nanta [ = [

‘dx. On pose, pour x apparte-

SII'IX

r 2]ff)—

- a. Montrer que, pour tout x de Iintervalle 7,

1 . 1
A Ej(x)i;.

i

b. En déduire un encadrement de I'intégrale K.

L'objectif est de trouver un encadrement de 1'in-
RS
tégrale !=J g
0

e

dx.

Soit les fonctions f, g et h définies sur [0, 1] par :

Fie 4 X0
f(xy=e 2", S(I)—l‘—*’?-ﬁ
mMﬂJ—£+£

2 8

~ On admettra dans la suite que, pour tout x de I'in-
ctervalle [0, 1], g(x) = f(x) = h(x).

gl I 2 4 6
‘&, Soit J= (_l -y + -
Wiy L Tl

K 1: X ds
arl —— e + e
’ L( 3 S)r

Déterminer la valeur exacte de J et K.

I =K.

)dx et

b, Démontrer que J =

~ ¢. En déduire une valeur approchée de I a 10~*
prés par défaut.




EexerCices

- Valeur moyenne
: *Soit la fonction f définie sur [0, 2] par f(x)=e ™.
D Etudier le sens de variation de f et tracer sa
- courbe représentative ‘€ dans un repére ortho-
normal d’unité graphique 4 cm.

b, Calculer la valeur moyenne g de fsur [0, 2].

¢ Sur lareprésentation, tracer la droite % d’équa-
 tion y= [
d. En utilisant “€ et 9, hachurer sur la représenta-
tion et définir par une phrase deux parties de
plan ayant la méme aire.

jSoit la fonction numérique f définie sur [0, 1| par
“f(x)=sin2x.
5 ;ia. Etudier le sens de variation de f et dresser son
tableau de variation.

b, Calculer la valeur moyenne de f sur [0, ).

¢. Calculer la valeur moyenne de f* sur [0, ].
(On pensera & linéariser I'expression de f(x).)

ﬁ D’apreés un exercice du baccalauréat

.
a. Calculer m |, valeur moyenne sur | (., ey de la

fonction f, définie par f,(x) = sinx.

._ b. Calculer m ,, valeur moyenne sur | 0, % dela

fonction f, définie par f,(x) = cos’x.
‘. Calculer m , valeur moyenne sur r{]. %

~ fonction f, définie par f,(x) = cos’xsinx.

de la

- Calcul de volumes

CLe plan est rapporté a un repere orthogonal. La
- courbe en rouge sur la représentation ci-dessous
~ est la courbe d’équation y=¢'- L.

§ ~Calculer le volume, en unités de volume, du solide
~ de révolution engendré par la rotation autour de

I'axe des abscisses de la partie de plan représentée

-en jaune.

~ Le plan est rapporté A un repére orthogonal. La
~ courbe en rouge sur la représentation ci-dessous

) 3 l
est la courbe d’équation y = = +2.

ST AL i
ARy bies

0 Ft

Fyi

Calculer le volume, en unités de volume, du solide
‘de révolution engendré par la rotation autour de
"axe des abscisses de la partie de plan représentée

~en jaune.

x

L'espace est rapporté & un repére orthonormal
- (O;i.j, k)dunité 10 cm.

~ On a représenté ci-dessus 1’optique d’un projec-
teur destiné a I"éclairage d’une scéne de spectacle.
L'espace dans lequel se situe 1'ampoule a la forme
~d’un solide obtenu par rotation autour de I’axe Ox
“de la courbe représentative de la fonction f définie

sur [0, 3] par f(x) = \3x. Déterminer le volume,
“en cm’, disponible pour I’ampoule.

La poterie représentée ci-aprés est destinée a étre

- remplie de terre pour servir de jardiniere. Elle est
- constituée de deux parties : le pied et la vasque.

- a. Le pied. de volume ”V'I. est un tronc de cone
dont le rayon de la grande base est R =20 cm,



le rayon de la petite base r= 10 c¢m et la hau-
teur i = 10 cm. Caleuler V', en em”. (On rap-
pelle la formule du volume d’un tronc de cone :

N
St

V= m%mu R+ 1))

- b, Dans un repére orthonormal (O i _; ), on
considére la courbe € représentative de la
fonction f définie sur [ 1, 4] par :

flx)=—-2e**'+3
- (une unité graphique représente 10 cm dans la
réalité).

:JU_f

Le volume on de la vasque peut étre considéré
comme le volume du solide de révolution
engendré par la rotation autour de 'axe (Ox)
du domaine plan limité par la courbe €, 1'axe
(Ox), et les droites d'équations x=1 et x=4.
Calculer le volume V', de ce solide, en unités
de volume, puis en cm’.

‘¢. Donner une valeur approchée & 1 em” prés du
~ volume total V" de terre nécessaire au remplis-
~ sage de cette jardiniere.

HTY
BAT

. Calculs approchés d'intégrales

o)1 |

n I’apres un exercice du baccalauréat

- On considére les trois fonctions £, g et h définies
-‘*]-n.-'SLll' 'intervalle [0, 1] par :

f(XJ—

1 l ', pa
L = et i{x)=——=x"+ 1.
= glx) = s (x) 5%

-:r.{ On appclle 6, 6, et ‘ﬁk les courbes représenta-
~ tives des fonctions f, g et h.

Ces courbes (€, en vert, €_en rouge et €, en
‘bleu) sont dannees Ci- df:ssaus dans le plan rap-
porté a un repére orthonormal (O i) d'unité
- graphique 5 cm.

or

1. Par lecture graphique, comparer f(x), g(x) et
h(x) pour x appartenant a [0, 1].

06

2. a. Calculer la valeur exacte de I'intégrale :

L 1
= J= f g(x)dx.
¥ "
- b. Calculer la valeur exacte de I'intégrale :

I
< R’=I h(x)dx.
' 0
3. Utiliser les résultats de la question 1. pour trou-

1
ver un encadrement de I'intégrale / = J flx)dx
0

(on ne cherchera pas 4 calculer /).

s 2 i

4. 2. Calculer I'approximation a 10" prés par
défaut de la moyenne arithmétique /, des deux

intégrales J et K.
b, Calculer I'aire € du trapéze OABD en u.a.

- ¢. Sachant que la valeur exacte de [ est % quelle

est, de /, et G, la meilleure approximation de 1 ?

L'objectif de I'exercice est de déterminer une
1 —Lr2
valeur approchée de I'intégrale [ = J e ?
ot : n
~ on ne sait pas déterminer les primitives de la fonc-

. L2
tion f définie sur [0, 1] par f(x) =e * . On
appelle € la courbe représentative de f dans un
repere orthonormal (O i, j ) d'unité graphique
S cm.

n

- 1. a. Montrer que f’(x) est du signe de —x; en

aakld

~ déduire le tableau de variation de f.
b. Tracer 6.
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exXxerICcicesS

S Que représente / par rapport au graphique 7
2. On appelle A le point de %6 d’abscisse 0, B le
point de 6 d’abscisse 1 et L le point de coor-
données (1, (). Placer ces points sur la repré-
sentation graphique. Calculer I'aire, en unités
d’aire, du trapeze OABL.
~ 3.50it K le point de ¢ d'abscisse % et G la tan-
gente 4 € au point K.
‘a. Placer K et tracer € sur la représentation.
- b. Déterminer une équation de .
- ¢. Placer sur la représentation les points A" et B',
points d'intersection de ‘C respectivement avec
~ les droites d’équations x =0 et x = 1. Caleu-
u ler leurs coordonnées.
‘d. Calculer I'aire. en unités d’aire, du trapéze
.~ OA'BL.
4. On admet que ‘€ est située entre la droite (AB)
et la tangente €.

Déduire des questions précédentes un encadre-
ment de / d’amplitude 107"

" Pour aller plus loin...

~ a. Résoudre dans R I'équation X*-X-2=0.
~ b. En déduire la résolution de I’équation :
e*-ef=2=0,
puis de I’équation e*—2e "~ 1=0.
’1 c. Pour tout réel a, on pose :

)
20 I{a) = J (e +2e ")dx.
0
Calculer /{a) en fonction de a.
~ d. Montrer qu'il existe un unique réel a que I'on
déterminera tel que I{a) =2.

D’aprés un probleme du baccalauréat
~ On définit sur R deux fonctions fet g par :
Fx)y=2x"+e % et g(x)=2x" -
" Ces fonctions sont représentées par les courbes €
 (en rouge) et I" (en bleu) dans un repére orthogonal
(O:i,j ) surle graphique suivant,

1. a.Calculer f(0) et g(0).

. Associer alors & chaque fonction sa courbe
.~ représentative.
. Justifier par le calcul que la courbe € est située
au-dessus de la courbe T,

2. a. Déterminer la limite de f(x) - g(x) quand x
tend vers +oo.

Donner une interprétation graphique du résultat.
"-"E_ 'b. Résoudre dans R I"inéquation :

250 Jx) -glx) s %

e

Donner une interprétation graphique du résultat.

3. a. Pour tout A réel strictement positif, on pose :

7153 A
1(A) = J [f(x) - g(x) ]dx.
{

)
,1 Montrer que I(A)=1-¢**

b Calculer la limite de /(A) quand A tend vers +o.

ﬁ D’apres un exercice du baccalauréat

© Un musée souhaite orner ses publtcatr{ms d'un
~ motif en filigrane.
Le plan est muni d’un repére orthonormal (O:_i.. }')
~d’unité graphique 5 em. L'axe des ordonnées sera
‘centré sur la feuille.

Partie A
Orl considére la fonction f définie sur I'intervalle
,,‘?10 1] par f(x) =2e" —4x.
'On appelle % la courbe représenimwt, de la fonc-
‘tion f dans le plan muni du repére (O} i ;._,: ).

1. On désigne par f” la fonction dérivée de f, cal-
culer f'(x) et étudier son signe. Dresser le
tableau de variation de f.

bt P A ; N
' 2. Déterminer une équation de la tangente T 2 la
courbe € au point A d’abscisse 0.

- 3. Tracer avec soin la courbe 6, et sa tangente ©
en A,

)l_.’

!
4. Calculer intégrale 1= f Flxdx.
g 0
> Partie B
On considére la fonction g définie sur |'intervalle
[(J 1] par g(x)=In(x+1).
On appelle ‘€ la courbe représentative de la fone-
'~ tion g dans e p]an muni du repere (O i _; ).

. .;;- 1. Etudier les variations de la fonction g. Dresser
~ son tableau de variation.

L

- 2. Tracer avec soin la courbe €, dans le méme
repére (O] % g )que pmedemment



3. 50it G la fonction définie sur [0, 1] par :
iy Gx)=(x+1Dn(x+1)-(x+ 1)

- a. Vérifier que G est une primitive de g sur l'in-
oy tervalle [0, 1].

b, Calculer I'intégrale 1¢=J
; 0

|
g(x)dx.
Partie C
e Constitution du motif .
~ On nomme P le point de (GJ,. d’abscisse 1 et O le
- point de € d’abscisse 1.

La symétrie par rapport 4 I'axe des ordonnées

transforme les courbes respectivement en €7 et

p ‘6; (les points P et Q ayant pour images respec-
= tives P et Q7).

~ Tracer les courbes ‘6 Tet ‘€’ ainsi que les segments
B [PO] et [P'Q).

Le domaine, limité par les courbes ‘gf, <€);, C@g et

C@; ainsi que par les segments [PQ] et [P'Q'].

- constitue le motif que cherche a reproduire le

musée.

- Expliquer comment on peut calculer I'aire de ce

 motif et calculer cette aire en ¢cm” (on donnera la

- valeur exacte puis une valeur approchée a 10°°

- pres).

ﬂ D’aprés un exercice du baccalauréat

On appelle f la fonction numérique définie sur
- Pintervalle [0, 1] par f(x)=e"- 1.
~ On désigne par € la courbe représentative de f
- dans le plan rapporté a un repere orthonormal
- (0:7,]) dunité graphique 10 cm.
1. Représenter la courbe €.
1
i 2. a.Calculer J' f(x)dx.
0
b En déduire que la valeur moyenne u de f sur
d I'intervalle [0, 1] est égale a e — 2.
Donner I"arrondi au centiéme de y.
On désigne par P la partie du plan limitée par
la courbe 6, I'axe des abscisses et la droite
d’équation x = 1, et par R la partie du plan
limitée par la droite d’équation y = . 1'axe des
abscisses, 'axe des ordonnées et la droite
d’équation x = 1.

~ 3.a.Représenter P et PR en utilisant des
hachures.

b, Justifier le fait que % et % ont la méme aire.

4. 0n désigne par V| le volume, exprimé en uni-
~ tés de volume, du solide engendré par la rota-
& tion de % autour de I'axe des abscisses et par
Y, celui du solide engendré par la rotation de la
partie 2R autour du méme axe.

I
On rappelle que V| = TI:J [f(x)] dx.

0
On se propose de comparer V) et V..
~ a. Calculer la valeur exacte de "V',
b. Caleuler la valeur exacte de on

~ . Calculer la valeur exacte de V|, —V,, puis don-
ner un arrondi au millieme. Conclure.

i D’aprés un exercice du bacecalauréat

Partie A
-~ Détermination d’une fonction f nécessaire
a la conception d’une bobine
Soit f la fonction numérique définie, pour tout
~nombre réel x de I'intervalle [0, 4], par :
fx)=ax’+bx+c.
 Soit 6 la courbe r_e_pr__ésentati ve de fdans un repere
‘orthonormal (O i, ) d'unité graphique 1 cm.
- On impose les conditions suivantes :
e f(0)=2;
f(2)=1;
‘» la courbe ‘6 admet en son point dabscisse 2 une
tangente parallele a I'axe des abscisses.
1. Calculer a, b et ¢ pour que les trois conditions
précédentes soient remplies et en déduire que,
pour tout x de I"intervalle [0, 4] :

- ] 2
= —XxX"—-—x 4+ b
f(x) xT—x+2

2. Montrer que la fonction f admet sur [0, 4] un
minimum que 1’on précisera.

3. Construire la courbe € dans le repére (O : :r'.).

Partie B
.~ Conception et étude des caractéristiques
de la bobine
Soit A la partie du plan limitée par la courbe €,
I'axe des abscisses et les droites d’équation x =0
et x=4, Larotation de la partie A autour de |'axe
‘des abscisses engendre un solide 8.
~ Ce solide est la bobine ci-dessous ( fig. 1).

Figure 1 : bobine sans fil




1. 2. Hachurer la partie A sur le graphique.
b. Vérifier que, pour tout x de R :
w2
[f()]" =

—lgx‘ - %x’ +2x?—4x+4.

¢. En déduire la valeur exacte en em” du volume
V| de la bobine sans fil. On rappelle que :

4
V= rcf [f(x)]7dx.

0

b Le travail nécessaire a la compression du res-
¢

fx)dx.
0
* Donner une interprétation graphique de W({ )
a partir de la représentation du a..

sort d’une longueur € est W({) = J

» Caleuler, par deux méthodes différentes (un
calcul intégral et un calcul d’aire d'un triangle),
le travail nécessaire pour € = 10,

2. Lorsque le fil est placé sur la bobine, I'en- i Moteur a explosion

semble « bobine avec fil » est assimilé 4 un
cylindre ( fig. 2).

Figure 2 : bobine avec fil

a. Calculer la valeur exacte, en cm®, du volume
¥V, de ce cylindre.

= b, En déduire la valeur exacte, en cm®, du volume
Y occupé par le fil sur la bobine.

. Le fabricant affirme que la bobine ainsi consti-
tuée contient 200 m de fil cylindrique de dia-
metre 0,4 mm.

Cette affirmation est-elle vraie ou fausse ?

i Travail d’un ressort
- On considere un ressort de rigidité :
' k=20N-mm"'.
- Si x est la variation de longueur du ressort (en mil-
limeétres) et F I'effort nécessaire A cette variation
(en newtons), ona F = kx.

~ a. Dans le repére orthogonal (Q; i }'.) d’unités
graphiques 1 cm sur (Ox) et 0,1 cm sur (Oy),
tracer la représentation graphique de la fonc-
tion f définie sur [0, 10] par x+— F.,

Le diagramme ci-dessous est la représentation

 modélisée de la variation du moment du couple

obtenu sur I'arbre de sortie d’un moteur a explo-
sion (moteur thermique monocylindre a 4 temps)
en fonction de son angle de rotation 8. On appelle
_f la fonction définie sur [0, 4| qui, a @, fait

~ correspondre le moment du couple (le diagramme

ci-dessous est donc la représentation graphique
def).

*() = 68 < 1 : aprés I'explosion, le moment du
couple est positif et admet une variation « para-

. bolique » : I'expression de f est donc de la
forme : f(8) = af” + b8 + ¢.

e < 6 < 2n : pendant la phase refoulement et
échappement des gaz brilés, le moment du

~ couple est supposé constant et égal a -3 N-m.

27 < 6 < 3n : pendant la phase aspiration de

I"air et constitution du mélange air-carburant, le
moment du couple est supposé constant et égal a
-3N-m,

* 3 < @ < 4n : pendant la phase compression du
mélange, le moment du couple est supposé
constant et égal 4 — 10 N-m,

a. Sachant que le couple est nul pour 6 =0 et

que, pour 6 = % il admet un maximum de

80 N-m, montrer que, pour 0 =8 <m,ona:

320 320
P =—"g% 4 =229,
10 =



- b Calculer le travail pendant la phase motrice :

T
W = J' f(e)de.

0 '
- €. Calculer le travail pendant la phase résistante :

an

W, = J (-f(0))d@
n

(on pourra utiliser soit le calcul intégral, soit un

calcul d’aires de rectangles).

d. Soit W le travail au cours du cycle complet :
W=W, + W,. Le moment du couple récepteur

C esttel que C = -}:—;— Calculer C.. A quoi
correspond ce moment pour la fonction f?

i Moment d’inertie d’un cylindre
~ On considere un cylindre homogéne de hauteur A,
~ de rayon R, de masse M et de masse volumique p.
~ Soit G son centre (centre géométrique et centre
d’inertie).
L'espace est rapporté a un repére orthonormal
(G5 . k)

a. Exprimer p en fonction de R, M, et h.

2]

L | y

" b. Le moment d’inertie de ce cylindre par rapport
h

' auplan (Gxy)est: [, = J " ’pmRidz.

XY

LS

(z est la cote par rapport au plan (Gxy) d'un
cylindre élémentaire de rayon R).
Exprimer [ en fonction de M et h.

z
dr

Y

dV=2nrhdr
[Pttt o2

N

"

lr_
\

-

<. Le moment d’inertie de ce cylindre par rapport
R

¥ p2nrhdr
0
(rest la distance & 'axe (Gz) d'un cylindre élé-
mentaire de hauteur f).

Exprimer /,_en fonction de M et R.

alaxe (Gz)est I, = J

Dans les exercices 72 a 75. on définit la valeur
efficace F d’une fonction fsur un intervalle [a. b]

1
b-a

| b
B par Fl= J fHndr. (Le carré de la valeur
&

efficace est la valeur moyenne du carré de la fonc-
tion.)
72 Signal « dents de scie »

Le signal i, périodique de période 7, est défini par
sa représentation graphique ci-dessous.

a. Pour r appartenant a [0, 7], exprimer (1) &
Iaide des constantes [_ et T.

b, Caleuler la valeur moyenne I de i sur une
période (on pourra utiliser un calcul intégral ou
un calcul d’aire de triangle).

c. Calculer la valeur efficace [ de [ sur une
période.

H Signal « haché »
Le signal u. périodique de période T, est défini par
sa représentation graphique ci-dessous (¢ est un
~ nombre réel compris entre 0 et 1),

a. Pour 1 appartenant & [0, aT'[, puis a [T, T,
exprimer u(r) a 'aide de E.

- b Calculer la valeur moyenne U de u sur une

période. e

- c. Calculer la valeur efficace U de u sur une
période.



i Signaux sinusoidaux

- Pour les signaux suivants, ?et G sont les valeurs
- maximales (constantes). ¢ une éventuelle phase a

~ I'origine (constante). La variable est I'angle 8 (en
radians, 8= @t, ol @ est la pulsation). Les résul-
tats seront exprimés en fonction des constantes
précédentes.

a. Signal cosinus : u(8) = ﬁ cos 6.

Quelle est la période de u ?
Calculer sur une période sa valeur moyenne U
et sa valeur efficace U.

b. Signal sinus déphasé : i() =1 sin(8 + @).

" Pour préparer le Bac

WA Exercice de bac STI GM 2000
Le but de I'exercice est de calculer les valeurs des
~ intégrales / et J définies par :

i

I= Iz (cos’x)cos 2x dx

Jo
_ 4
et J= J d (sin’x) cos 2x dx.
0
&
1. Montrerque [ +J= [' cos2xdx
s
5
et I—JzJE (eos?2x)dx.
0

‘2. a. Caleuler la valeur de [+ J.
b. Justifier I'égalité cos®2x = %{1 +cosdx), puis :

» déterminer une fonction primitive de la fonction

fdéfinie, pour tout x de I'intervalle [ 0, % } ,par:
flx)=cos?2x;
= calculer la valeur de I-J.
3. En utilisant les résultats obtenus 4 la question 2.,
calculer les valeurs des intégrales / et J.

Quelle est la période de i ?
Calculer sur une période sa valeur moyenne [ et
sa valeur efficace /.

i Un signal redressé
Les notations sont les mémes qu’a I’exercice pré-
cédent. u est de période 27 et :
& si Be[0, 7] u(B)=Using
[ si Oelm, 2n] u(6)=0.

(Il s*agit d'un signal redressé monoalternance.)
- a. Donner I'allure de la courbe représentative de u.

b, Calculer sur une période sa valeur moyenne U
et sa valeur efficace U.

B Probleme de bac STI Génie des matériausx,
- Génie mécanique 2003
~ Soit la fonction f définie, pour tout nombre réel x,
par flx)=e™ +x.
Soit € la représentation graphique de f dans un
‘repére orthogonal (O i, j ) (unités graphiques :
2 em sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des
‘ordonnées).
1. Etude du comportement de f en —co
‘a. Déterminer la limite de f en —ee,
b. Montrer que ‘6 admet pour asymptote la droite
A d’équation y = x.
c. Btudier les positions relatives de A et de €.
-2 Etude du comportement en +eo
~ Déterminer la limite de f en +e=.
3. Btude des variations de f
a. Déterminer la fonction dérivée f” de f.
b. Etablir le tableau de variation de f.

4. Déterminer une équation de la tangente € 2 € au
point d’abscisse 1.
Vérifier que le point A(1, e’ + 1) appartienta €.
5, Dans le repére (0;?,}.), tracer A, C et €.




e = =
! .

6. a. Justifier que I'équation f(x) =0 a une solu-
tion & et une seule sur [-1, 0].

b. Donner un encadrement de ¢ & 10~ prés. Justi-

fier le résultat.

7. Soit la partie % du plan limitée par la courbe €,
I'axe des abscisses et les droites d’équation
T=a etx=1i:

a. Hachurer la partie 9.

b. Calculer, en unités d’aire et en fonction de a, la

valeur exacte de 'aire sd(¢) de la partie 9.
c. Vérifier, en utilisant I'égalité f(a) =0, que :
Ala) = %{e’ —ot+a+l).
d. Déterminer, au mm? prés, une valeur approchée

de S () en prenant — 0,43 comme valeur appro-
chée de a.

ii’robféme du bac STI Génie optigue, Génie élec-

tronique, Génie électrotechnique, session 2003
Partie A

On donne dans le plan muni d’un repére orthogonal

(0 i, j ) d’unités graphiques 3 cm sur I'axe des

abscisses et 1 cm sur I"axe des ordonnées, la repré-

sentation graphique € d’une fonction g définie,

dérivable et strictement croissante sur I'intervalle

11, + 2o ainsi que deux droites T et 9. La droite €

passe par les points de coordonnées respectives

(2. 0) et (0, -3). La droite 9 a pour équation y= 1.

1. 2. Déterminer graphiquement g(2).

b. Sachant que la droite © est tangente  la courbe
€ au point d’abscisse 2, déterminer graphique-
ment g'(2).

¢. On admet que la droite & est asymptote a la
courbe ‘€. Déterminer graphiquement la limite
de g(x) quand x tend vers +eeo.

d. Sachant que la courbe € coupe I'axe des abs-
cisses en un seul point, étudier graphiquement le
signe de la fonction g sur intervalle | 1, +es[.

2. On définit les fonctions g, g, et g, sur 'inter-

I

valle ]], +oa[ par:gl(x)_ =1 }_:T‘

et gi(x)=In(x—-1).
x

@
giR)=1-—=

L'une d’elles est la fonction g que I'on se pro-
pose d’identifier en utilisant les résultats de la
premiére question.,

. Calculer g (2), g,(2) et g,(2). Ces résultats per-
mettent-ils d’éliminer une des trois fonctions ?

b. Calculer lim g (x), lim g,(x) et lim g (x).

X0 Ao X =S40
Quelle fonction peut-on alors éliminer 7

. On note g/ et g; les fonctions dérivées respec-
tives de g, et g,. Calculer g/(2) et g5(2) puis
conclure.

Partie B

Soit f la fonction définie sur I'intervalle |1, +eof

par f(x}_=x+ 1+2Inx —2In(x—1).

On note ‘@f la courbe représentative de la fonction f

dans le plan muni d’un repére orthogonal (03 i, j )

d’unités graphiques 3 cm sur I’axe des abscisses et

1 em sur I'axe des ordonnées.

1. 2. Quelle propriété de la fonction logarithme
népérien permet de prouver que, pour tout réel x
appartenant & intervalle ]I, +oo[ :

F)=x+1 +2!n( X 1 ) ?

X =

b. Déterminer la limite de f en 1. Que peut-on en
déduire pour la courbe c@! ?
2, ». Déterminer la limite de fen +oe.

i, Justifier que la droite A d’équation y = x + | est
asymptote oblique & la courbe 6.




i

<. Montrer que, pour tout x de I'intervalle ] 1, +oof,

X

- o
x=1

Quel est alors le signe de ln(

appartenant a |1, +es[ ?

d. En déduire la position de la courbe €, par rap-
port & la droite A.

3. 2. Déterminer la fonction dérivée f* de la fonc-
tion f et vérifier que, pour tout x appartenant a
'intervalle 11, +eo[, f'(x) = g(x), ol g est la
fonction trouvée dans la partie A.

b. A I'aide des résultats graphiques obtenus dans la
partic A, dresser le tableau de variation de la
fonction f.

xfl) iy

Partie C

1. Montrer que, sur I'intervalle | 1, +e=[, la fonction
H définie par H(x) = xlnx - (x = 1)In(x — 1)
est une primitive de la fonction h définie par
hix)=Inx —In(x— 1) sur cet intervalle.

2, a.Dans le repére (O; T, }. ), représenter la
courbe €, la droite A et hachurer la partie du
plan comprise entre la droite A, la courbe €, et
les droites d’équations x =2 et x = 3.

b. On désigne par 5 la valeur de |aire, exprimée en
unités d’aire, de la partie du plan hachurée précé-
demment. Donner la valeur exacte de A, puis une
valeur décimale approchée & 107* par excés.

D Probleme du bac STI Génie électronique,

Génie électrotechnigue, session 1999

La figure ci-dessous représente la voile d un bateau
constituée par la réunion des parties P et €. Les
distances sont exprimées en dm et le repere est
orthonormal.

T T T e et S - eoatey” s searat

La courbe T' représente la fonction g définie sur
5 000x

X2 +2500°

La droite A a pour équation y = x. Le nombre a

appartient a I'intervalle [50, 100].

» P est I'ensemble des points dont les coordonnées

Iintervalle [0, +so] par g(x)=x+

~ (x,y) vérfient 0sx<a et xsy<g(x)
~ + T est I'ensemble des points dont les coordonnées
 (x,y) vénfient 0<sx<ag et 0<sy=nx

La droite d d’équation x = a coupe I'axe des abs-
cisses, la droite A et la courbe I respectivement aux
points A, B et C. Le but du probleme est de déter-
miner, si elle existe, la valeur de a pour laguelle les
aires de P et de © sont égales.

Partie A

2 Soit la fonction h définie sur [0, + e[ par :

hix)=g(x)-x.

1. Déterminer la limite en +co de la fonction 4. Que

représente la droite A pour Ia courbe I ?
2. En utilisant le signe de hi{x), étudier la position

relative de la courbe I' et de la droite A.

Partie B
On rappelle que la fonction h est définie par :
; 5 000x
Al =,

x°+ 2500

1. Déterminer une primitive H de la fonction /i sur
I’intervalle [0, 4eof.

2. Montrer que aire sd(a) de la partie P est :

s(a) =2 500[In(a® + 2 500) — In 2 500].

3. Calculer, en fonction de a. I"aire B(a) de la par-

tie 6.
Partie C
Soit la fonction f définie sur I intervalle [0, + o[ par :

f(x)=2500In(x*+2 500) - 2 5001n 2 500 — %xz.

1. 2. Déterminer la fonction dérivée f” de fsur I'in-
tervalle [0, +of.

b Dresser le tableau de variation de la fonction £
(On admetira que la limite en +co de fest —<2.)
¢. Dans le repere orthogonal (O 1) }') (unités gra-
phiques : 1 cm pour 10 dm sur I"axe des abs-
cisses et 1 ¢cm pour 50 dm® sur I'axe des
ordonnées), construire la représentation gra-
phique de la fonction f.

2. 2. Montrer que, sur 'intervalle [50, 100], I'équa-
tion fi(x) =0 a une unique solution, notée a.
Déterminer un intervalle d'amplitude 107
contenant le réel o.

b, Quelle est Dinterprétation géométrique de ce
nombre o ?

. Déterminer alors une valeur décimale approchée
de I"aire de chacune des parties 2 et G en prenant
79.3 comme valeur décimale approchée de .
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> Ce chapitre ne concerne pas les éleves de la section ST spécialité Arts appliqués.

Miksds

o Exemples de srtuatlons menant
a des équations différentielles

Objectifs : A travers deux exemples concrets, introduire la notion d’équation différentielle et
Pétude de deux types d’équations différentielles.

A.En électricité 5 C
On considere le circuit ci-contre. On suppose que le condensateur de ' % }
capacité C a été préalablement chargé sous une tension constante. A e
Iinstant 7= 0, on ferme I'interrupteur et on se propose de chercher u(t) k
I"évolution de la tension u(t). On rappelle les équations fondamen- [
tales de 1'électricité dans ce type de circuit : {=553

w(t) = Ri(f) et i(t)= 'C%(”'
1.A partir des deux égalités précédentes, écrire une relation entre u(r) et i—i::(t).

Une telle relation, ¢’est-a-dire une égalité dans laquelle intervient une fonction et sa fonction
_dérivée premiere, est appelée équation différentielle du premier ordre.

2.Chacune des fonctions suivantes u est-elle solution de 1'équation différentielle obtenue en 1. ?

. a.u(r)=cos (:‘i‘l—Ct] 5

1
b.u(t) = e R’



n mécanique

Un solide de masse m est suspendu a un fil inextensible de
longueur / fixé en un point 0. On 1'écarte de sa position
d’équilibre et on le lache : le solide se met a osciller autour
de sa position d’équilibre. On note (1) I'angle formé par alt)
le fil & I'instant 7 par rapport a sa position d’équilibre.

1.a.0n admet que ’expression de |'énergie cinétique du ’

solide est :

) 1 ’ -
E(1)= —é—mf"'a X(t). ’

Déterminer la fonction dérivée de E_ en fonction de m. I, a” et a”.
b.1'énergie potentielle du solide est :
Ep(r) =mgl[l —cosa(r)],
ou g est I"accélération de la pesanteur.
Déterminer la fonction dérivée de E, en fonction de m. g, [, o et a’.
¢.On rappelle que I'énergie mécanique E_, somme de I'énergie potentielle et de 1'énergie ciné-
tique, est constante.
* Que vaut la fonction dérivée de E_ ?
+ Déduire de ce qui précéde que I’angle e (1) vérifie a”(1) + %sina(t) =1,

d.On considére que (1) est petit et que I'on peut faire I’approximation suivante : sino/(1) = a(1).
En déduire que 1'égalité obtenue en €. s'écrit sous la forme o”(1)+ o a(r) =0, ot @ est un
réel que 1'on précisera en fonction de g et /.

Une telle relation, ¢’est-a-dire une égalité dans laquelle intervient une fonction et sa fonction
dérivée seconde, est appelée équation différentielle du deuxiéme ordre.

2.Chacune des fonctions suivantes o est-elle solution de 1'équation différentielle obtenue en
1.d.?

a.o(r) =coswt.
b.a(1) =e”.

Dans ce chapitre, on apprend a déterminer toutes les fonctions f vérifiant une égalité du type
f'=af (o a est une constante réelle) ou f” + @’f=0 (ol @ est une constante réelle). On
cherchera ensuite, parmi ces solutions, celle qui vérifie les conditions fixées par I’expérience
(état connu du systéme étudié a un instant donné, par exemple a I'instant ¢ = 0).

IINZANES

NS |TE @ « Qui se ressemble

AT
: \\\_./ ’
s’'assemble »

/

Objectif : Présenter des solutions particuli¢res d’équations différentielles étudiées dans le cha-
pitre.

/A

A. Avec la fonction dérivée

1.Soit la fonction dérivable f définie sur R par f(x)=¢".
a.Calculer f"(x).
b.En déduire une relation entre fet f”.
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2.Soit la fonction dérivable g définie sur R par g(x) =-5e¢™.

a.Calculer g"(x).
b.Montrer que g et g’ sont liées par la méme relation que celle liant fet f* établie au 1..

On dit que fet g sont des solutions de I’équation différentielle y” =3y, ot I'inconnue y est une
fonction de 1a variable x dérivable sur [R.

3.a.Calculer f(0) et g(0).
b.En s’inspirant de ce qui précéde, préciser alors une fonction s qui vérifie 1'équation différen-
tielle y* =3y ettelle que h(0)=2. '

B. Avec la fonction dérivée seconde

1.Soit la fonction deux fois dérivable f définie sur R par f(x) = cos2x.
a.Calculer f’(x) et f "(x).
b.En déduire une relation entre fet f”.

2.Soit la fonction deux fois dérivable g définie sur R par g(x) = 3sin2x.
a.Calculer g'(x) et g”(x).

"o

b.Montrer que g et g” sont liées par la méme relation que celle liant f et f” établie au 1..
On dit que fet g sont des solutions de I’équation différentielle y” = —4y, ol 'inconnue y est
une fonction de la variable x deux fois dérivable sur . \
3.Soit la fonction h =f+ g. Montrer que h vérifie également I"équation différentielle précédente.

Dans ce chapitre, on apprend a trouver toutes les solutions d'une équation différentielle du
type de celles écrites dans cette activité. On s’intéresse ensuite a déterminer une solution par-
ticuliere en fixant des conditions, comme au A. 3.).
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Dans I'activité 1, on a étudié des situations dans lesquelles une fonction que I’on cherche a déter-
miner n’est connue que par le fait qu’elle vérifie une certaine relation ou interviennent également
ses fonctions dérivées (premiere ou deuxiéme dans les exemples proposés).

e m <,

dlfferentielle d’ordre nestune equatlon dans Iasquell& t’

b

Exemple : On consideére les équations établies dans I"activité 2 :

» v" =3y est une équation différentielle du premier ordre ;

« v = —4y est une équation différentielle du second ordre.

Comme on I'a vu dans 1"activité 2, la fonction g: x+> —5e’* est solution de I’équation y” = 3y.
En effet, g’(x) = -5 x 3e™ =3g(x).

Remarque : On s’ autorise, dans I’écriture d’une équation différentielle, a noter I'inconnue et ses
dérivées successives sous forme de fonctions, ¢’est-a-dire y, v/, ... Quand 1'équation nécessite
d’écrire la variable, cette écriture, bien qu’incorrecte, constitue un « abus » autorisé et usuel. Par
exemple, si I’on cherche toutes les fonctions dont la fonction dérivée est la fonction x — cosux,
on devrait écrire : pour tout x de R, y’(x) = cosx. On écrira : y" = cosx.

PExercicesn°1ag

e une équation différentielle, ¢’est déterminer toutes les

v

Exemple : Soit 1'équation différentielle y” = cosx, ou y est une fonction inconnue de la variable
réelle x définie et dérivable sur [R. On sait que les fonctions qui vérifient cette €galité sont les
fonctions primitives de la fonction x > cosx.

On peut donc donner la forme de toutes les fonctions solutions de cette équation : y(x) = sinx + ¢,
ou ¢ est une constante réelle quelconque.

On dit alors que « la solution générale de cette équation est y(x) =sinx +¢,c €R. »

Remarques :

* Par le calcul des primitives, on sait résoudre les équations du type y" =a(x) et y" =a(x), a
condition de savoir déterminer les primitives de la fonction @, pour la premiére équation, et les
primitives des primitives de a pour la seconde.

* Lorsque toutes les solutions d’une équation différentielle ont la méme forme, et que I'on peut
déterminer cette forme, on dit que 1’on écrit la solution générale de 1'équation différentielle.

»Exercices n” 10 et 11

0C
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/
(ae § VJ_ﬁfT =

\lquat{ons du type y’ = ay, ou a est un
nombre réel quelconque

1 IRésolution

Ce sont les équations dont on a vu des exemples dans I'activité 1 (A.1.) et dans I"activité 2, pre-
miere question.

Dans cette deuxidme activité, on a vu que plusieurs fonctions du type x — Ce™ étaient solu-
tions de I'équation différentielle y’ = 3v.

De méme, on vérifie facilement que toute fonction du type x— Ce™, ol C est une constante
réelle quelconque, est solution de I'équation y” = ay.

Pour montrer que ces fonctions sont les seules solutions de cette équation, on considére la fonc-
tion f définie sur R par f(x)=e " ; on multiplie les deux membres de I'équation y"=ay parla
fonction f (fonction ne prenant que des valeurs strictement positives sur [R).

On a alors fy" =fay, soit fy"'—afy=0

Or, pour tout x de R, on a f'(x) =—ae “* ; donc I'équation s’écrit fv"+f'v=0

On sait que (fy) =fy"+f'v.doncona (fy) =0.

La fonction fy ayant pour dérivée la fonction nulle, il s’agit d'une fonction constante.

On a dong, pour tout x de R, f{x)y(x) = C, ou C est une constante réelle.
& ¢

Do les solutions de 1'équation sont les fonctions de la forme y(x) =

ou C est une constante réelle.

Exemple : Soit I'équation différentielle 3y” + 2y = 0, ot y est une fonction de la variable réelle
x, définie et dérivable sur K.

L’équation proposée est une équation différentielle du premier ordre qui s’écrit y" = =3

1 - # . s - . S . A P =X
D aprés le théoreme précédent, les solutions sont toutes les fonctions de la forme y(x)= Ce *
ou C appartient a R.

PExercices n”12a 15

ZEolu’cion vérifiant une condition initiale donnée

La question s’est posée dans les activités préparatoires : parmi les fonctions solutions d’une équa-
tion différentielle donnée, en existe-t-il une, ou plusieurs, qui vérifient une condition donnée (par
exemple imposée, comme dans I"activité 1, par I'état connu du systéme €tudié a I'instant 1 =0,
ou comme dans I’activité 2 A. par la valeur donnée i la fonction 4 en 0) ?
On considére 1’équation y’ = ay. Toutes ses solutions sont des fonctions de la forme x +— Ce®.
.On cherche une fonction f, solution de cette équation et telle que f(a) = B Ona f(x)= Ce®,
donc f(a) = fB= Ce"”. De cette derniére égalité, on détermine C : C = fe ““. Il existe donc
bien une et une seule solution de I'équation qui vérifie la condition imposée.

senl <]

e "



Exemple : On cherche la solution de 1'équation 2-10°° (3]“

: +u =0 qui vérifie u(0) = 10.

St 7 4 L S ; du
L’équation proposée est du premier ordre et s’écrit % BT 1[0 T U, Ou encore d_lr =-500u.

Sa solution générale (ou la forme générale de ses solutions) est u(1) = Ce™™' avec CelR.

La solution cherchée vérifie u(0)=10.Onadonc u(0)=Ce "= C =10 et la solution par-
ticuliére cherchée est la fonction définie par u(i) = 10e*"".

PExercices n” 163 18

3 Equatlons du type v’ + o’y =0, o0u @
est un nombre réel quelconque

1 I Solution générale

On a établi de telles équations dans I’activité | (partie B.) et observé sur un exemple la forme de
quelques solutions dans la deuxieme partie de I'activité 2. On admet le résultat suivant :

Théoreme ) Soit 1'équation y”+ @’y =0, ol @ estun nombre réel quelconque, et oti yeﬁ_'
a@ fa vanabie réelle X deﬁme et deux fois dérivable sur .

Exemple : Soit I'équation différentielle 16y” = —y, ol v est une fonction de la variable réelle ¢
définie et deux fois dérivable sur R,

Cette équation est une équation différentielle du second ordre qui peut s’écrire y” 4+ —y = 0.
D’apres le théoréme précédent, ses solutions sont les fonctions de la forme :

1 il | & .
() = Crcoszr + C,sin :4—.-’. ou C, et C, sont deux constantes réelles quelconques.

»Exercices n° 19 3 22

2 Solution vérifiant des conditions initiales

La solution générale d’une équation du type v” + @’y = 0 dépend de deux constantes. Pour
déterminer une solution particuliere, il faut donc imposer deux conditions, On admet le résultat
suivant :




par I'expérience sont généralement les conditions a I'instant 0 (position et
ant 0 par exemple).

Exemple : Soit 1'équation différentielle y” + 4y =0, ol y est une fonction de la variable réelle ¢,
définie et dérivable deux fois sur R. On cherche la solution f de cette équation vérifiant les condi-
tions f(0) =3 et f/(0)=2.

La solution générale de cette équation s écrit v(r) = Ccos2t + C,sin2t, ot C, et C, sont deux
constantes réelles.

La fonction f cherchée, étant solution de I’équation, s’écrit f(t) = C cos2t + C,sin2¢, et sa déri-
vée est f'(t) =-2C,sin2t + 2C,cos2t.

La condition f(0) =3 se traduit par £(0) = C,cos0 + C,sin0 = V3. On en déduit que C, = V3.
La condition f7(0) =2 se traduit par f'(0)=-2C sin0+ 2C,cos0 = 2. On en déduit que C, = I.
La solution cherchée est donc f(r) = V3 cos2r + sin21z.

PExercices n"23 a 25

3 Autre écriture des solutions

Pour faciliter I’exploitation d’une solution d’une équation différentielle du type y”+ @’y =0, on
est amené a 'écrire en n’utilisant que des fonctions cosinus ou que des fonctions sinus. La
méthode utilisée est la suivante :

A g
m Calcul général Exemple : Soit f(x) =3 cos2x + sin2x.
Soit la fonction f définie sur R par :
f(x)=acoswx + bsin wx,
a et b étant deux constantes non nulles.
On factorise a :
P =\ (=
fx)=a (cos wx + — sm.wx). flx)=\3 (00321‘ e 51n2x).
a V3
Il existe un unique réel ¢ de ]*g g—[ tel 1 gg
b sin il e
= - : COS—
o a o 4 cosQ 6
On a alors : On a donc :
. ¢
N sing . ) £ sin—
f(x) a(cos wx + costpsm @x |, et, en fac Fay= | sz,
COs—
y 1 : 6
torisant ——, on a : s0it :
cosQ
(coswcoscox + sing sm(ox) flx)= N3 (cﬁsﬁcas2x+ sin Esin-;’,ﬁc).
0s@ cos% 6 6
On a vu en Premiere que, pour tout réel x et
y,0na: CosXcosy + sinxsiny = cos(x —y). Soit,
) Onpeutdancécnre: f(x)=£cos(2x——) 2cos(2x——)
Flx) = cos(@x — @). \E
@ 2
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Remarque I : Dans I'expression f(x) = acos @x + bsin@x, en mettant b en facteur au lieu de a
et en utilisant la formule sin(x + y) = sinxcos y + cos x siny, on pourrait écrire la solution en
utilisant uniquement une fonction sinus,

Remarque 2 : Dans certains cas (en particulier en physique), on cherche directement la solution
générale d’une équation différentielle y” + @’y = 0 sous la forme y(1) = Acos(@r + @) ou
v(t) = Asin(@t + @). Les éventuelles conditions initiales permettent de déterminer les deux
constantes A et ¢.

b

Exemple : On reprend 1'exemple du paragraphe 2.

Soit I’équation différentielle y” + 4y = 0, ol y est une fonction de la variable réelle r. définie et

dérivable deux fois sur R. On cherche la solution f de cette équation vérifiant les conditions

f(0)= V3 et f7(0) = 2. On souhaite que I’écriture de cette solution n’utilise que la fonction cosi-

nus.

Cette équation étant de la forme y” + @’y = 0, sa solution générale peut s’écrire sous la forme

v(t) =Acos(wt + @), soit, dans cet exemple, y (1) =Acos(2f + @), ol A et ¢ sont deux constantes
T X

réelleset @ € ]—E. 3 }

On cherche ensuite la solution vérifiant les conditions données :

« Premiére condition : f(0) = Acos(2 x 0 + @) = Acose = V3.

« Pour appliquer la deuxiéme condition, on calcule la dérivée de f: f'(r) = -2Asin(2f + ¢). On
adonc f(0)=-2Asin(2 x 0+ @) =-2Asing = 2.

; Acosp =3
Il faut donc trouver A et @, solutions du systeme [ ?
~2Asing = 2.
e b G ; T T
D’aprés la premiére équation, cos@ étant non nul, ona A = et p e }——. —= [
cosg 22
Ie ; : : 3 2 1
En reportant dans la deuxiéme équation, on obtient -2 sing@ =2, soit tan@ = - —.
po q cos@ @ @ Nl

On a alors @ =— % et, en reprenant la premiére équation : A\‘—; =13, soit A=2.

La solution cherchée est donc la fonction f définie par f(f) = 2cos ( 2t - % )

PExercices n° 26 a 30
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1188 Equations différentielles

HEOIES

Exemples d'études de phénomeénes régis par
une équation différentielle

1 IEn mécanique : le pendule

Un solide est suspendu & un fil inextensible de longueur / fixé en un point 0
O. A I'instant ¢ = 0, on I'écarte de sa position d’équilibre d’un angle
o, et on le liche sans vitesse initiale : le solide se met a osciller autour
de sa position d’équilibre. Son mouvement est alors défini par I'angle
a(t) entre la verticale et I'axe du pendule a I'instant t. Dans 1'activité @ (f)
1 (partie B.), on a montré que I'angle a(r) dans le cas de petites
oscillations vérifie 1’équation différentielle (E) : J

"+ wa=000 0= 5;_ (g est I'accélération de la pesanteur). 3

1 Les résultats de cette question seront donnés en fonction de @ et .
a. Déterminer la solution générale de (E).

b. D’apres les conditions initiales de I'expérience, que vaut a(0) ? & ’(0) ? (On rappelle que o ’(0)
est proportionnel a la vitesse initiale.)

¢. Déterminer alors la solution de I'équation ( £ ) satisfaisant aux conditions initiales de I'expérience.

2 a. Sachant que la période de la fonction 7+ coswt est T'= 2—“. exprimer la période d’oscil-
lation du pendule en fonction de / et g. 9

b. Application numérique : on prend g = 10 m-s™ et on mesure expérimentalement 7'= 1,8 s.
Calculer /.

20 En électricité :
circuit RC soumis a un « échelon de tension »

On considére un circuit RC soumis a un « échelon de Ri(D)
tension » E (circuit représenté ci-contre). A I'instant
t=0,ona u(r)=0.De plus, pour tout r de [0, +eol, == i(0)
R '
du ,

E=Ri(t)+u(t) et i(1) = Ca—u}.

. E = C=— || uif)

1 a. A partir des deux relations précédentes, écrire

I'équation différentielle a laquelle satisfait la fonction
It

b. Ecrire cette équation différentielle sous la forme (1) :

du 1 g : ; ; i =
E+ —u =K, ou 7 et K sont deux constantes que I’on exprimera en fonction de R, C et E.
4

2 On admet que la solution générale de I’équation (1) est la somme de deux fonctions :
u(t) =u (1) + u,(1), o :

* i, est la solution générale de I'équation différentielle (2) : % + —l-u = 0, appelée équation
¥ R

sans second membre associée a (1) ;
* u, est une solution quelconque de I’équation (1).
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a. Déterminer la solution générale u | de (2).
b. Montrer que la fonction constante u,(t) = E est une solution de I’équation (1).
. En déduire la solution générale u de 1’équation (1).
dl. Déterminer, en fonction de 7 et E, I’expression de la solution u vérifiant la condition initiale
w(0)=0.
3 a. Etudier le sens de variation de la fonction u.

i b. Calculer la limite quand 7 tend vers + oo de u, (1), puis celle de # (7). Donner une interprétation
graphique de ce résultat. (Physiquement, la partie u (1) de la solution est appelée « régime
transitoire », la partie u (1) est appelée « régime forcé ».)

¢. Exprimer, en fonction de 7, le temps ¢, a partir duquel u(1) > 095E. ‘U' \
d. Application numérique : on prend R =105Q et C=10"°F Calculer rett,.

| 3 I En électrotechnique :
r ralentissement d'un moteur a courant continu

On considére un moteur a courant continu qui connait un ralentissement : sa vitesse de rota-
tion £2(1) est telle que :

*pour =<0, (1) = £ (constante strictement positive) ; 40

e pour t =0, £2(7) est solution de I'équation différentielle J—= + k£ =0, ou J et k sont
deux constantes réelles strictement positives. ay

1 a. Ecrire I’équation différentielle précédente sous la forme % - 0, ol 7 est une

: constante a exprimer en fonction de J et k. &

b. Déterminer la solution générale de cette équation différentielle.

€. Sachant qu’il y a continuité de la vitesse a I'instant = 0 (c’est-d-dire que Q(0) = £2),
; déterminer I'expression de £2(/) en fonction de 7 et £2 .
(1) =2, pour = 0,
2 On considere la fonction £ définie sur R par : ;

Q(r)=€Qe * pour 1=0.

2

i

: a. Déterminer la limite en +oo de €. Interpréter ce résultat.
b. Etudier le sens de variation de €2 sur [0, + e[ et dresser son tableau de variation.

¢. On admet que la courbe représentative ‘€ de la fonction £ dans un repére orthogonal a, au
point d’abscisse 0, une demi-tangente 2 droite € de coefficient directeur |iII(')I Q7(1). Ecrire une
1=
(s

équation de C puis déterminer I'instant ¢, pour lequel € coupe 1’axe des abscisses.
. Exprimer, en fonction de £, les valeurs de £2(7), £2(27) et 2(37).

Lk

A\
e Y

—- —
e. Dans un repére orthogonal (Q; i, j ), placer un point sur I’axe des ordonnées représentant
la valeur €2 et un point sur I'axe des abscisses représentant la valeur 7. A partir des résultats
précédents, tracer G puis 1'allure de la courbe représentative de £2.

f. Application numérique : on prend J=1kg-m” et k=02 Nm-s-rad'. Calculer 7.
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1> Définition

Une équation différentielle d’ordre n est une équation dans laquelle I’inconnue est une fonc-

elle-méme et ses fonctions dérivées d’ordre inférieur 2 n.

2> Résolution d'une équation différentielle

# \iy_r_._ésoudr;e une équation différentielle, ¢’est déterminer toutes les fonctions qui vérifient cette
équation,

= Lorsque toutes les solutions d’une équation différentielle ont la méme forme, et que I'on peut
donner cette forme générale des solutions, on dit que I'on écrit la solution générale de 1'équation.

3> Résolution d'une équation différentielle du type
y' = ay

= Théoréme : Soit I'équation différentielle y” = ay, ol a est un nombre réel quelconque et ot y
est une fonction de la variable réelle x définie et dérivable sur R.

Les solutions de cette équation sont les fonctions de 1a forme y(x) = Ce™, ot C est une constante
réelle quelconque.

On dit alors que la solution générale de 1'équation y" = ay est y(x) = Ce®, ol C est une
constante réelle quelconque.

4> Solution d'une équation différentielle du type
vy’ = ay vérifiant une condition initiale donnée

» Théoréme : L’ équation différentielle ¥’ =ay admet une unique solution vérifiant la condition
y(a) = B, ol @ et f sont deux réels donnés.

5> Résolution d'une équation différentielle du type
y’+ o’y=0

= Théoréme : Soit I'équation y” + @’y = 0, ol @ est un nombre réel quelconque, et ot y est une
fonction de la variable réelle x définie et dérivable sur K.

Les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme y(x) = C cosmx + C,sin@x, ou C,
et C, sont deux constantes réelles quelconques.

On dit alors que la solution générale de I'équation différentielle y” + @’y =0 est:
y(x) = C,cos wx + C,sin@x, ou C, et C, sont deux constantes réelles quelconques.

6> Solution d'une équation différentielle du type
y” + @’y = 0 vérifiant deux conditions initiales données

» Théoréme : L'équation y” + @’y = 0 admet une unique solution vérifiant les conditions
v(a)=b et y'(a)=c, oua, bet c sont trois réels donnés.
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Vérifier qu'une fonction est
solution d'une équation
différentielle

On remplace la fonction
inconnue et sa dérivée par la
fonction proposée et sa dérivée,
On vérifie alors que I’on obtient
le second membre de I’égalité.

Résoudre une équation
différentielle du type
y' = ay

| 4

1 Vérifier que la fonction f définie sur R est solution de
I’équation différentielle (E).

a.(E) y +2y=x ; f)=e >+ —-x=-

b.(E) x+16x"=0 ;f(r)=2cos( i

| =~
w|a
\-.__..f

Réponses

a.Si f(x)=e >+ -%x - %, alors f'(x)=-2e ** +

b | —

On calcule [+ 2f:

f(x) +2f(x) = (—Ee‘z"+ %)+ 2(e‘3*‘+ -;—x- %)

1 2 2
=-2¢ "+ —+2e ¥+ Zx_ <
=ttt ety

=
donc la fonction f proposée est solution de I'équation dif-
férentielle (E).

b.Si f(1) =2cos (% + %) alors :

f'(!)=%2sin(§+ %)z isjn(__i»._)

donc la fonction f proposée est solution de 1'équation dif-
férentielle (E ).

2 Déterminer la solution générale de I'équation diffé-
rentielle (E).

a.(E):y" + 5y =0, ol y est une fonction de la variable
réelle x définie et dérivable sur .

b.(E): RC %(?} + u(t) = 0, ot u est une fonction de la

variable réelle 1 définie et dérivable sur [0, +oo[ avec R et
C deux constantes réelles strictement positives.
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On éerit "éguation sous la
forme y’ = ay ; la solution
générale est y(x) =Ce",

oit C est une constante réelle
quelconque.

Déterminer la solution
d'une équation
différentielle du type
y’ = ay vérifiant une
condition initiale

I.a fonction cherchée est de la
forme de la solution générale.

On lui applique la condition
indiguée.

Résoudre une équation
différentielle du type
v’ + @o’y=0

La solution générale de
’équation y” + @’y =0 est
y(x) = Creoswx + C,sinwx, ov
C, et C, sont deux constantes
réelles quelconques.

On écrit I'équation
sous la forme :
¥+ o’y =0.

3

Réponses
a.(E) sécrit y" = =5y, donc la solution générale de
I’équation (E) est y(x) = Ce™", o C est une constante
réelle quelconque.
] 1 ; ;

b.(E) s’écrit — = ———u, donc la solution générale

X di | RC g

AT

de I'équation (E ) est u(t) = Ke *¢ :, ou K est une cons-
tante réelle quelconque.

3 Déterminer la solution u de (E) :
RC %(r) +u(t)=0 qui vérifie u(0)=1.

Réponse

=
La solution générale de I'équation (E) est u(t) = Ke *¢,
ol K est une constante réelle quelconque (voir 2b.) .

w=Hll
Ona u(0)=1 soit Ke #¢ =1,donc K= 1.

La solution u demandée est alors u(1) =e #€.

4 Déterminer la solution générale de 1'équation diffé-
rentielle (E).

a.(E): y”+4y =0, ou y est une fonction de la variable
réelle x définie et deux fois dérivable sur .

2 .
b.(E): $% = Ka, ot aest une fonction de la variable

dr
réelle ¢ définie et deux fois dérivable sur R, et K une
constante réelle positive.

Réponses
a.La solution générale de 1'équation (E) est :
y(x) = C,cos2x + C,sin2x,
ol C, et C, sont deux constantes réelles quelconques.

3 BTl SR ST B .
b.Léquation §'éerit ~—%-+ Kor=0.

La solution générale de I'équation (E) est :
a() = C,cos(1NK) + C,sin(1VK ),
oit C, et C, sont deux constantes réelles quelconques.
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Déterminer la solution
d’une équation
différentielle du type
y” + o’y = 0 vérifiant
deux conditions initiales

La solution cherchée a la forme
de la solution générale.

On appligue la condition donnée
sur la fonction.

On écrit 1a forme de la dérivée
de la solution générale.

Et on applique la condition
donnée sur la dérivée.

On a ainsi deux équations qui
permettent de déterminer les
deux constantes.

b

2
5 Déterminer la solution ax de (E) : i:: =-Ko véri-

fiant @(0)= @, et a’(0)=0.

Réponse

La solution générale de l'éﬂt&tiﬁﬂ (E)est:

(1) = C,cos(tVK ) + C,sin (1K),
ot C, et C, sont deux constantes réelles quelconques (voir
4b.) .

*Si 0(0) = a, alors Ccos0+ C,sin() = &, donc :
C,=a,

*Ona %(r) = —C,ﬁsin(t\ff) - Czﬂ_cos(-r\ff}.

Si @’(0)=0,alors C,VK =0 et C,=0;

C,=a, et C,=0,d ol lasolution & demandée est :
a(r) = a cos(tVK).
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SOOI CICEeS

- Généralités sur les éguations
différentielles

Dans les exercices 1 4 9, dire si la fonction f pro-
posée est solution de I"équation différentielle (E),
‘dans laquelle y est une fonction de la variable
réelle x définie et deux fois dérivable sur .

-C..f:xi—bﬁe‘z‘ et (E): y'+2y=0.

ifix>e™ et (E): y'-3y=0.

fixr—>e" +cosx et (E): y +y=2e"+1.
x> 170 - 1507214

et (E): ¥ +y=170.

1
0514

:f:r»—>3\i§cos(5:—%) et (E): y"+25y=0.

f:xr>cos2x et (E): 4y*+2y"=4.

if vx+>—xcosx et (E): v + y = 2sinx,

f:x+>x’cosx et (E): 2y-xy’=x’sinx.

!~ Résoudre les équations différentielles proposées a
I'aide du calcul de primitives.
a. ¥ =cos2yx, ol y est une fonction de la variable
x, définie et dérivable sur K.

b. y'= ti , olt v est une fonction de la variable ¢,

définie et deux fois dérivable sur |0, +oo[.

~ Résoudre les équations différentielles proposées a
1"aide du calcul de primitives.
‘@, v =e ", ol y est une fonction de la variable x,
définie et dérivable sur R.

b. y” =217 -3t + 1, ol y est une fonction de la
variable 1, définie et deux fois dérivable sur [,

Equations du type vy’ = ay

Dans les exercices 12 a 14, résoudre les équations
différentielles proposées, dans lesquelles v est une
fonction de la variable réelle x et 8 une fonction
de la variable réelle ¢, toutes deux définies et déri-

~ vables sur k.

€ a y=y
€. 38'-268=0.

b 2y"+y=0.
d. y=35y/,

a. 0’ +(In100)8=0. b 3y’ —y=0.
. 7y’ +y=0 (zeR).

a.0'=-3

6. b. 2y" -3y =y.
1
C. \’q "= —y.
¥ 23’

-_f!x‘“-*msax—ﬁsinsx et (E): y"+9y=0. i

Résoudre les trois équations différentielles sui-

vantes dans lesquelles x est une fonction de la

variable réelle ¢, définie et dérivable sur .
a.2x"-x=0. b.x'—x=3x"+x

c.ax’ + bx =0, ol a et b sont deux constantes
réelles non nulles.

e

€ Déterminer la solution générale de I"équation dif-
férentielle (E) : y" =3y, ol y est une fonction de
la variable réelle x, définie et dérivable sur R.
Déterminer ensuite la solution particuliere f de
(E) qui vérifie f(0)=2.

‘Résoudre I'équation différentielle (E) : 2y" =y,

oll y est une fonction de la variable réelle 1, définie

et dérivable sur .

Déterminer ensuite la solution particuliére fde (E)

‘qui vérifie f(In9) =2,

i8
Résoudre I'équation différentielle (£) : x" = V2x,
‘ol x est une fonction de la variable réelle r déri-
vable sur R. On suppose de plus que le point
A(1, 1) est un point de la courbe représentative de
[, solution particuliere de (E). Déterminer alors
T’expression de fen fonction de 1.




. Equations du type y” + ®°y = 0

 Dans les exercices 19 a 21, résoudre les équations

~ différentielles proposées, dans lesquelles y est une
fonction de la variable réelle x deux fois dérivable
sur K.

Ca \”+-§'—~‘v=0 b. 4y” + 9y =0,
C y'=-2y
- N ,,
'+ —=y=0. b 3y"+2y=0.
a.y 35 y ¥ ¥
c 4y =-16y.
=¥ a. v+ -]-'\'= 0. b, 4y” = -y.
l ”
€ =y"=-3y
77 y

Résoudre les équations différentielles proposées.
dans lesquelles x est une fonction de la variable
réelle ¢ deux fois dérivable sur R.

a.x"¥x=0. b. 9x" + 25x=10.

e 2x" +x=0. d.x”:—%x.

€ a. Déterminer la solution générale de I’équation
différentielle y” + 16y = 0, ol v est une fonc-
tion de la variable réelle 1 deux fois dérivable
sur [R.

b. Déterminer la solution particuliere f de cette

équation vérifiant f(0) = ? et fi)y=2

- @. Résoudre 1'équation différentielle suivante
(E): 4y” + 49y = 0, on y est une fonction de
la variable réelle x deux fois dérivable sur R.

b, Déterminer la solution g de I'équation (£) qui

vérifie g'(%) =0 et g(0)=-V2.

_ Déterminer la solution de I'équation diftérentielle

9f” + f= 0, ot fest une fonction de la variable

. réelle x deux fois dérivable sur R, telle que la

. droite d’équation y = x est tangente & la courbe
représentative de f au point d’abscisse 0.

C 2. Résoudre I'équation différentielle (E) :
v”+ y =0, ot y est une fonction de la variable
réelle x deux fois dérivable sur R.

b. Déterminer la solution f de I'équation (£') véri-
fiant £(0)=1 et f'(0)= 1.

c. Vérifier que, pour tout x de [ :
=2 <)
f(x) ="2cos (.r A )

~ d. Résoudre dans |-, 1] I'équation f(x)=-1.
Soit I'équation différentielle 9y” + 16y =0, ol y
“est une fonction de la variable réelle x deux fois
dérivable sur R.
a. Déterminer la solution générale de cette équa-
tion,
b. Déterminer la solution particuliere f vérifiant :
Ty (TN _ 8
flz) =B g) =5
. Vérifier que, pour tout x de R,
o + n
x)=2cos( —x-—|.
T (%) cm( 3 X 3 )
d. Résoudre dans |-m, ] I'équation f(x) = 0.

- 1. Résoudre |'éguation différentielle (£) :
=+ ¥ 49y =0,
ol y est une fonction de la variable réelle x
deux fois dérivable sur R,

2. Déterminer la solution particuliere f'de (£) qui
vérifie £(0)=2 et f(%) =31\2.

3. Montrer que, pour tout nombre réel x,

f(x)=2cos(3x+%).

4, a. Résoudre sur 'intervalle [0, 2x[ I’équation
flx)=—2.
- b Représenter les solutions de cette équation sur
~ le cercle trigonométrique.
#

Soit la fonction f définie sur I'ensemble R des
s =apee] X
nombres par f(x) 4cos( 3 6 )

g 1. a. Montrer que f(x) = 2\5:05% + Zsiné-.

b, Résoudre I'équation différentielle 9y +y=0,
ol y désigne une fonction de la variable réelle
x définie et deux fois dérivable sur .



SeSercices

~«. Montrer que fest solution de cette éguation dif-
férentielle.

Résoudre dans R I'équation f(x) = 4.

~a. Soit la fonction g définie sur |- o, 4 cof par :
1 o
X) = Ccos— X + sin— x.
g(x) g 3
Calculer les fonctions dérivées premiére et
seconde g’ et g” de la fonction g.

- b. Vérifier que g est solution de 1I'équation diffé-
: rentielle (E') : 36y” + y = 0, et donner la solu-
tion générale de (E ).

‘,%c Déterminer la solution h de (£) qui vérifie :
1 1
Ltk h '0 = — 1 h' 0 = ——
o (0) " (0) 36
~ Montrer qu’il existe un angle @ tel que :
U3 h(x}=£sin(-]—x+ tp).
_. 6 6

- Pour aller plus loin

2 1. Résoudre I'équation différentielle (E) :

_ 5 9y" + 'y =0.

2. 0On désigne par f la solution particuliére de (E)
dont la courbe représentative dans un repére
orthonormal passe par le point P de coordon-
nées (1, HE ) et admet en ce point une tan-
gente paralléle & I'axe des abscisses.

~a. En utilisant les données ci-dessus, préciser
f(h)et f(1).
~ b. Déterminer f.

- ¢. Vérifier que, pour tout x réel,

flx)= ﬁcos( -g"-{.r - 2)).

3. a. Montrer gue f est périodique de période 6.

. Calculer la valeur efficace de f, ¢’est-d-dire le
réel [ positif défini par :

l
!2 = _I [f(x)‘lzdx‘
§ 1]

~ On considére les équations différentielles £ et
~ E,, ol y est une fonction de la variable t définie et

2. Quelles sont les fonctions f solutions de £, 7

(-

-
gr\--ﬂ
el
e

:'_ ~ b. Vérifier que la fonction sinus est solution
de B,

© ¢ fétant solution de E , vérifier que toute fonc-

~ tion g définie sur R par g(7) = f(r) + sint est

~ solutionde E,.

. Parmi les fonctions g définies au c., déterminer
celle qui vérifie de plus :

(3]0 £ (3)

- On considere les équations différentielles E et
E,. ol y est une fonction de la variable x définie
et dérivable sur R :

RE,: ¥ +3y=0: E,: y'+3y=3x+2x+3.
- a. Quelles sont les fonctions f solutions de E ?

~ b. Vérifier que la fonction g définie sur R par
g2(x)=x*+1 estsolutionde E .

¢ fétant solution de E , vérifier que toute fonc-
tion h définie sur R par A(x)=f(x)+x"+1 est
solution de E . :

u‘ ¢, Parmi les fonctions h définies au c., déterminer
celle qui vérifie de plus h(0) = 2.

Fid

i Radioactivité

Un élément radioactif est instable. Les atomes se

- désintégrent au cours du temps. Si on appelle N(r)

~ le nombre de noyaux radioactifs dans un échan-
- tillon & I'instant 7, exprimé en secondes, la fonc-
 tion N est une solution de 1’équation différentielle
~ dN

G P + AN =0, ol A est une constante caractéris-

- tique de I'élément radioactif considéré.

ot 1. Donner la solution générale de cette équation
différentielle.
On pose N(0) = N,. Exprimer, a I'aide de A et
de N, la solution vérifiant cette condition.
~ 2.0n appelle période radioactive T de I'échan-
- tillon (ou demi-vie) le temps au bout duquel un
€chantillon, contenant initialement N, atomes,
Sl N
~ n’en contient plus que la moitié ; —29- Exprimer
T en fonction de 4.

3. On appelle activité d'un échantillon a I'instant
{, et on note A(1), le nombre moyen de désinté-

grations par seconde : A(1) = —Z—T(ﬁ). Cette

grandeur est mesurable expérimentalement et

" sexprime en becquerels (1 Bq = 1 désintégra-
tion par seconde).




Exprimer A(7) & 'aide de A et N,

Exprimer f(1)=InA(7) al'aidede 4 et N. De
quel type de fonction s’agit-il ? Comment peut-
on lire la valeur de A a partir de la courbe
d’équation y=1InA(r) ?

4, Application : on reléve expérimentalement
I"activité d’un échantillon radioactif :
sallinstant t=0:

A(0)=2.2-10°Bq;
e aprés un jour, 1= 86400 :
A(86 400) =2,02-10" Bq.

Calculer la pente de la droite passant par les points

Ay(0,In(2,2-10%)) et A, (86 400, In(2,02- 107)).
En déduire la période radioactive de 1'échan-
tillon en secondes, puis en jours.

ﬁ Changements de température

On chauffe dans une grosse cuve un liquide et on
appelle g(r) sa température en degrés Celsius a
I'instant ¢ exprimé en secondes, g étant une fonc-
~ tion numérique définie sur [0, +oa[.

On admet que la fonetion fdéfinie sur [0, + oo par
(1) = g(r) — 100 est la solution de I’équation
différentielle (E) : vy’ + 2-107*y = 0 vérifiant
f(0) =-80.

. 1. 2. Résoudre I'équation différentielle (E).
b. Exprimer f(t) en fonction de 1.
2. Montrer que g(7) = 100 — 80e 217",

3. a Calculer g(0), la température du liquide a
I'instant r=0.

5. Au bout de combien de temps la température
atteint-elle 85 °C ? Donner la réponse en
heures, minutes et secondes.

i Ressorts

Le schéma ci-aprés représente un ressort de
 constante de raideur k auquel est suspendu un
~ mobile de masse m. La position du centre de gra-

vité de ce mobile est donnée par la fonction f qui,
2 Dinstant 1, associe son ordonnée repérée sur

I'axe (O, _r ). On écarte le mobile de sa position

d’équilibre (en 0), en le plagant au point d’ordon-
- née y,, et on le lache sans vitesse initiale a I'ins-

tant = 0.

Le théoreme fondamental de la dynamique permet
~d’établir que f est solution de I'équation diffé-

d?y

' tielle (E) : -~
rentielle (E) mdr‘

+ kv =mg.

1. On admet que la solution générale de 1'équa-
tion différentielle est la somme de deux fonc-
tions y, et y, que I'on va déterminer.

@y, est la solution générale de I'équation (E”)

2 \
m %?'_;_ + ky =0 (appelée équation sans second

membre associée 4 1'équation (£)). Donner
I’expression de v, a I'aide de k et m.

by, est une solution quelconque de I'équation
(E) : vérifier que la fonction constante définie

par y,(t) = % est solution de 1'équation (E).

c. Déduire des deux questions précédentes la
solution générale y=y, + v, de I'équation (E).
(On remarquera que la partie v, de la solution
correspond a la variation de la longueur du res-
sort entre la position d'équilibre a vide et la
position d’équilibre sous la charge mg, et que la
partie y, correspond a 'oscillation du ressort
autour de cette derniére position.)

. Déterminer la solution particuliére f vérifiant
les conditions initiales :
f(Oy=y, et f(0)=0.
2, o Sachant que la période de la fonction

2 o S
t—> cost est =~ déduire de ce qui précede
]

une relation entre la période T d’oscillation du
mobile, la masse m et la constante de raideur du
ressort k.

. Application : on mesure expérimentalement la
période T, on obtient T = 0,45 s, pour un
mobile de masse m = 5 kg. En déduire la
constante de raideur du ressort.

ﬂ Encore un ressort

Un ressort a spires non jointives a une extrémité
fixe A. Un dispositif permet d’exercer en son autre
extrémité M une force variable.
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A I'instant 1, I"abscisse x(r) du point M, sur I'axe
(0. i ), vérifie I'équation différentielle (£) :
x”+4x = 3cost.

1. Résoudre I'équation différentielle x” +4x =0.

2. Soit la fonction numérique g définie sur [ par
g(r) = cost ; montrer que g est solution de
I"équation différentielle (E).

3. Soit la fonction numérique f définie sur | par
f(t) = cost + acos2t + bsin2t, ol a et b som
deux réels ; vérifier que fest solution de I"équa-

; tion différentielle (E).

4. Déterminer les réels a et b tels que f(0)=0 et
£7(0)=0. (A 'instant =0, le point M est situé
en O et sa vitesse est nulle.)

5. 0n suppose dans cette question que 1’abscisse

du point M est donnée, en fonction du temps,

par la fonction /i définie par :
hr)=cost —cos2t.

I. ~ . Montrer que, pour tout réel f, on a :

2=hty<2

(La distance du point M au point O est infé-

rieure ou égale 4 2.)

S b, Pour quelles valeurs de r a-t-on h(1) =07 (Le
point M est alors situé€ en O.)

i Pendule rotatif

q ‘Soit un pendule rotatif constitué d’un disque en
~acier de masse m et de rayon R suspendu par un fil
~ d’acier AB de masse négligeable, de longueur / et
~de diameétre d encastré en B dans un support.

A partir de la position d’équilibre de I’ensemble,
on fait tourner le disque d’un angle &, de faible
~amplitude autour de I'axe (Oz) (le point C se
‘déplace en C ) et on le lache au temps =0 sans
vitesse initiale. I1 est alors animé d’un mouvement

1

de rotation alternatif autour de cet axe et sa posi-

_ tion est repérée par I'angle & qui est une fonction
~ du temps.
~ L'application du théoréme du moment cinétique a

cet ensemble et I'étude de résistance des maté-

riaux conduit a I’équation différentielle :

I
Jp. 0" =— %fx dans laguelle :

« " est Iaccélération angulaire, en rad-s, du

pendule (dérivée seconde de la fonction &)

* J,,, est le moment d’inertie du disque par rapport

mR?
2

* G représente le module de Coulomb, exprimé en

pascals (Pa), qui caractérise le matériau ;

i I’axe (0z) exprimé en kg-m?, avec Jy. =

~ */, est le moment quadratique polaire de la sec-

tion du fil, exprimé en m?, quia pour expression
_ @
(7 qa‘) i

o

- a. Déterminer la solution générale de I'équation

différentielle.

~ b. En tenant compte des conditions particuliéres

(pour =0, a(0) = e, et &’(0)=0), montrer
que la loi du mouvement est :

T Eey )

g5t

(£ 53

a(r) = o, cos

€. Sachant que la période de la fonction 1 — cos @1

est T= %[ donner I'expression de la période

doscillation 7 du pendule en fonctionde J, , [,
Getl,.
d. A partir des données numériques suivantes,

calculer T: m=1kg:R=02m;/=1m;
d=00025m;G=810" Pa.

i Flambage

On considere deux pieces représentées ci-apres :
= la piéce 1 est peu « élancée » : faible rapport
entre la longueur et la section ;

W la piece 2 est « élancée » : rapport important

- entre la longueur et la section.

_"l Lorsque I'on comprime la _Piéce__l (figure 1),

- sous I'action de deux efforts F et — F exercés sui-
~ vant son axe, on constate :

-+ que I'axe de la piéce reste toujours rectiligne ;

~ » une variation de longueur AL,

= Lorsque 1'on comprime la _Piéce_% (figure 2),

sous action de deux efforts F et — F exercés sui-
~ vant son axe, on constate
= o o
-« en début d’expérience, lorsque la norme de Fest

faible, que I'axe reste rectiligne et que la lon-
gueur varie de AL;




- a. Sachant que y(0)

« lorsque la norme de F atteint une valeur critique
F . que la pi¢ce fléchit spontanément : ce phéno-
meéne est appelé flambage. La pigce est alors sol-
licitée en flexion-compression.

F ¢
A
= Piece 2 :
s s, ! 'Fléthey
G . Section §
z
Piéce 1 = |x
X
0 3" 0
7 F 3

Figure 1 Figure 2

~ L'étude de cette sollicitation en résistance des
-matériaux permet de déterminer la charge critique

- F au-dela de laquelle le flambage apparait lorsque
IR élancemenl de la piece est suffisant. Cette étude
conduit & 1"équation différentielle du second ordre

"

suivante : y" + —— y =0, ol y, fonction de la

EJG:

variable x, est la fleche dans la section S d’abs-

~ cisse x, E le module de Young qui caractérise le

matériau et /, le moment quadratique de la sec-
tion de la piece par rapport a 1'axe (Gz).

= 0. montrer que la solution
cherchée s écrit yv(x) = Bsin@x, ol @ est une
constante réelle dont on précisera I’ expression
en fonctionde F,, Eet /.

: b. Sachant que, pour tout x de 10, L], y(x) =0, en

déduire que B # 0. En utilisant le fait que L est
le plus petit réel non nul tel que v(L) =0 (et
done que @ L est le plus petit réel non nul dont

le sinus est nul), montrer que ©® = —

¢. Déduire des deux questions précédentes la

charge critique F, en fonction de E, [ et L.

Dans les conditions suivantes, calculer la
charge critique F, qui entraine le flambage
d’une tige poussoir cylindrique.

I TS = v

- J_

Application numérique :

longueur OA = L = 500 mm ; module de
Young £ = 210 000 MPa; moment quadra-
tique /. = 30,7 mm", (On gardera les données
dans les unités indiquées qui sont cohérentes :

1 MPa correspond 2 | N-mm~.)

‘ Flambage et flexion

(D’apres un probléme de BTS)

On se propose de calculer la fleche y au milieu
d’une poutre élancée, non encastrée, soumise en
son milieu a une charge a' provoquant une
flexion, , et éventuellement soumise & une charge
'analc F provoquant un flambage. Cette poutre a
~ un moment quadratique /,,_et un module d’élasti-
~ cité longitudinale E.
- Un point M de la poutre est repéré par ses
éceordonnées (x, v) dans le repere orthonormal
'*(0 i,j ). Son abscisse x appartient a [0, /], ot /
£ cst la longueur de la poutre.

P A
o

1~ :
_EQ i

/ z ; !
Pour x e [{}, =4 I’ordonnée v varie en fonction

~ de x suivant une loi f; dont I"étude mécanique per-

met d’'écrire qu’elle est solution de I'équation dif-

~ férentielle (E) :

ey

171,

Gz

gl
T 2EL,

,,d‘

+k?v— Ax.oh k* =

~ On admet que la solution générale de I'équation

~ estla somme de deux fonctions f, et f, que I'on va

‘détermiiner (on exprimera toutes les réponses en

- fonction de k, A et ).

2. Déterminer [ solution générale de 1'équation

Y . Y
(SN dx?

b, La fonction f, est une solution quelconque de
(E) : montrer que la fonction f, définie sur

[0, -é-] par f() =

& Donner I'expression de la solution générale de

(E).




Déterminer la solution f qui vérifie les condi-
tions f(0) = 0 (la fleche est nulle sur un point

f kY
d’appui) et f* [ —i— ) = () (par symétrie, la fleche
maximale est au milieu).

Exprimer la fleche maximale (fléche au milieu
de la poutre) en fonction de A, ket [.

Application numérique : [, = 100 mm*
E=2-10°N-mm~ ; {=400 mm ; .
[ @l=50N; [|Fll=400N.

41 Parachute
(D’aprés un probléme de BTS)

©Gamma/CNES-ESA/Corvaja

La trajectoire suivie par un objet relié 4 un para-
chute est un axe vertical (O & ).

A un instant donné, le vecteur vitesse V de I'ob-
jet est défini par V =v(1)k, ot v est une fonction
de la variable réelle positive .

On admet que, dans les conditions de |'expé-
rience, la fonction v vérifie I'équation différen-
tielle :

(1
ou m est la masse totale de I'objet et du parachute,
g le coefficient de 1"accélération de la pesanteur et
g une constante positive liée au parachute,

nv’ + gv = mg,

1. On admet que la solution générale de 1'équation
(1) est de la forme v = u + w, ol u est la solu-
tion générale de I’équation (2) mv" + gv =0
et ol w est une solution quelconque de I"équa-
tion (1).

. Résoudre I"équation (2).

Montrer qu’il existe un nombre réel a, que 1’on
déterminera, tel que la fonction constante défi-
nie par w(f)=a soit solution de I"équation (1).
Déduire de ce qui précede la solution générale
v de I'équation (1).

2. Dans la suite du probléme, on prendra m = 8 kg,
g=10m-s et g =25 unités S.L (les vitesses
sont exprimées alors en m- S

Donner la fonction particuliére v, solution de
I'équation différentielle (1) correspondant a
une vitesse initiale v(0) = 5.

Donner la fonction particuliére v, solution de
I'équation différentielle (1) correspondant a
une vitesse initiale nulle.

Montrer que les fonctions v, et v, ont la méme
limite d lorsque f tend vers + o,

Donner la fonction particuliere v, solution de
I'équation différentielle (1) correspondant a
une vitesse initiale v(0) = 3,2,

Apres une étude rapide des fonctions v, et v,,
tracer les courbes C|, C, et C, représentant res-
pectivement les tnnctmm S Vi ¥y et vy dans un
repere orthogonal (O} i, J ) (unités : 4 cm sur
(O;i )et2cmsur (O f})

Un condensateur de capacité C est chargé sous
une tension initiale de 20 volts. Il se décharge
dans un résistor de résistance R. La tension aux
bornes du condensateur est une fonction V (du
temps) définie sur [0, +e=[. Cette fonction V est
solution, sur [0, +e=[, de I'équation différentielle
(E):
V' + et b 0.
RC
1. Déterminer toutes les solutions de 1'équation
différentielle (E£).

2. On rappelle que V(0) = 20. Déterminer la

fonction V.

Dans la suite, R=1000Q et C=10"F

3. 2. Montrer que, pour tout { appartenant i

[0, +oof, V(1) =20e7"".

Déterminer les valeurs de 1 pour lesquelles on
a V(r)=0,02.

4, L'intensité traversant le circuit est une
fonction i (du temps), définie sur [0, +e=[, par
i(t)y=CV'(1).

Déterminer i(f).
L’énergie, exprimée en joules, dissipée dans le
résistor entre les instants =0 et = 0,69

0.69
est W:J R[i(H)]%de.
{

]

Calculer W En donner I'approximation déci-
male & 107" prés par exces.



»
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Annulation du courant dans un circuit inductif " D’apres un exercice du baccalauréat

Pour <0, i(r) =1, (constante).

Pour ¢ = 0, le schéma électrique équivalent du
circuit est représenté ci-dessous.

i(f)

'En supposant la diode D idéale, 1'équation diffé-
rentielle & laquelle satisfait ¢ " écrit

pour t =0, Lg—j + Ri =0, ol L et R sont deux

~ constantes réelles strictement positives.

& Déterminer la solution générale de I'équation
différentielle.

Sachant qu'il y a continuité de ien 1=0 (c’est-
a-dire que sa limite & gauche en () est égale 4 sa
limite & droite en 0), déterminer I'expression de
i(r).

b. Onpose 7= % . constante de temps du circuit.

On considere la fonction i définie sur | par :

[ i(ty=1,
¢
i(ty=1 e " pour t=0.

pour <0

Calculer la limite de la fonction i en +ee.

Etudier le sens de variation de i sur [0, + e[ et
dresser son tableau de variation.

€. On admet que la courbe représentative de la

fonction i a, au point d’abscisse ), une demi-

tangente C de coefficient directeur }1_{1(}: (1),
>0

Ecrire une équation de €.

Déterminer I'instant 1 pour lequel € coupe

I’axe des abscisses.

.d' Exprimer en fonction de / les valeurs de i(7),

i(2t)yeti(37).

2. Dans un repére orthogonal (O ; T f}, placer un
point sur I'axe des ordonnées représentant la
valeur /; et un point sur I'axe des abscisses
représentant la valeur 7. A partir des résultats
des questions b, c. et ¢, tracer C puis 1"allure
de la courbe représentative de i.

Le circuit ci-dessous est constitué d’un condensa-
teur de capacité C, d'un résistor de résistance R,

d’un générateur G et d'un interrupteur,

On ferme I'interrupteur a 'instant ¢ = 0 et le
_générateur G délivre alors une tension V.

La tension U aux bornes du condensateur est alors
solution, sur l'intervalle [0, +eo[, de I'équation
différentielle U + RCU' =V (1).

Dans toute la suite, on prend C = 75-107° farad,

2

R = 2-10* ohms, V(1) = 6e 3 volts, ol t est
~exprimé en secondes.

De plus, la charge initiale du condensateur impose

la condition (2) : U(0) = %wo;.

L’objet de I'exercice est de montrer que la
fonction U, définie sur 'intervalle [0, +eo[ par

U(t) = (41 + Z)e_i;, vérifie les conditions (1) et
(2) et d’utiliser ce résultat.

1. Calculer U(0) et vérifier que U satisfait la
condition (2).

2. On désigne par U" la fonction dérivée de U.
LBy
#. Démontrer que U'(1) = %(l —ft)e &

b. Prouver que la fonction U est une solution de
I'équation différentielle (1).

3. On donne le tableau de variation de U.

& 0 1 + oo
U'(n ¥ 0 =
2
6e ¥
UG 2 S e 5

a. Démontrer que I'équation U(r) = 10~ pos-
seéde une solution unique @ sur Iintervalle
[0, 20[. A I'aide de la calculatrice, donner un
encadrement de ¢ d’amplitude une seconde.

b. L’appareil mesurant U(r) ne détecte pas les
tensions inférieures a 10~ volts.

Pour quelles valeurs de ¢ ne détecte-t-il plus la
tension U(7) ?



ﬁ Oscillation d’un circuit LC

Pour t =0, u(1)=E (constante) et i(f)=0.

~ Pour ¢ = 0, le schéma électrique équivalent du
circuit est représenté ci-dessous. L et € sont deux
constantes réelles strictement positives.

i)

L u(t)

a. A partir des lois fondamentales

. du _—
i(_I)——CF{I) et .ult)= Ld.[(”

écrire les équations différentielles auxquelles

satisfont les fonctions i et u.

b Ecrire cette équation sous la forme générale
v’ + @;y =0, en précisant 'expression de @,

en fonction de L et C.

~ Pour préparer le Bac

-Bac STI génie mécanique 2003

'On considére I'équation différentielle :

4y" + 'y = 0.

1. Résoudre cette équation différentielle.
2. Le plan est rapporté & un repére orthonormal
~ (0:1i,] ). Déterminer la fonction g solution de
cette équation différentielle qui satisfait aux

conditions suivantes :

* la courbe représentative de g passe par le

point N de coordonnées (l E

§

+ |a tangente a cette courbe en ce point N est

parallele & I'axe des abscisses.

- 3. Vérifier que, pour tout nombre réel x :

T fL

ko Nt
g(x)mTces(—x—- )

2 4

Résoudre, sur I'intervalle [-2, 2], I'équation :

i &
gx)= 3

. Donner la solution générale de 1'équation diffé-
rentielle,
Sachant qu’il y a continuité de la fonction i a
I'instant t = 0 (c’est-d-dire que sa limite a
gauche en () est égale & sa limite a droite en 0),
montrer que [ est de la forme : i(r) = Asin@,t.
ol A est une constante réelle.

B whlisant wle)=—F %u) ¢t 1a continuilé de

la fonction i en 0, déterminer la constante A,
puis I'expression des fonctions i et i en fonc-
tionde 7, E, L et @,

d. L' énergie stockée dans la bobine d’inductance L

séerit W, (1) = 3 Li*(t). Celle stockée dans le

condensateur s’écrit W.(1) = %Cugh).

Exprimer, en fonction de E et C, |'énergie
totale W (f)= W, (¢) + W.(z) stockée dans ce
circuit. Que peut-on dire de cette derniére fonc-
tion ?

.B‘at: STI génies électronique, électrotechnigue
et optique 2003

On considére un circuit électrique fermé compre-

nant un condensateur dont la capacité, exprimée en

farads, a pour valeur C, une bobine dont I"induc-

~ tance, exprimée en henrys, a pour valeur L et un
 interrupteur.

Le temps ¢ est exprimé en secondes. A Iinstant

=0, on suppose le condensateur chargé, on ferme

- Pinterrupteur et le condensateur se décharge

~dans le circuit. On appelle ¢(r) la valeur de la

charge, exprimée en coulombs, du condensateur a

Iinstant 7.

- On définit ainsi une fonction ¢. deux fois dérivable

~ sur intervalle [0. +e=[, dont la dérivée premicre
est notée g .

- On admet que la fonction ¢ est solution de 1’équa-

tion différentielle (E) : v" + % v =0, on yest

‘définie et deux fois dérivable sur [0, +eoo et de
~ dérivée seconde y”.
~ Dans tout 'exercice, on prend C = 125-10"" et
NL=0510"




1. a. Montrer que g est alors solution de 1'équation

différentielle (E) @ y” + 1,6-10% =0.
. Résoudre I'équation différentielle (E).
N, 'Détermi;m_af la solution particuliére ¢ de (E) véri-
fiant g(0)=6-10" et ¢’(0)=0.
- 2. On sait que la valeur i(7) de I'intensité, exprimée

‘en ampéres, du courant qui parcourt le circuit a z
I'instant ¢ vérifie i(#) = —gq (). On définit ainsi

une fonction 7 sur 'intervalle [0, + o[,

. a. Vérifi _ pour tout 7 appartenant a Uinter-  _ :
i apparienant & TINE 2, a. Caleuler la valeur moyenne de f sur [0, 10].

valle [0, oo, i(1)=245in4001.
n
b. Calenler i-é“-'i J"“’- cos800dr.
0

€. On désigne par [, la valeur. exprimée en

amperes, de 'intensité efficace dans le circuit.
Son carré est donné par la formule :
L3

N:ﬂf‘m iAHdt.
x 0

€

Calculer [f (on pourra utiliser la formule

sin‘a = %(l —cos 2a)), puis donner une valeur

approchée de /_a 10~? prés, sachant que I_estun
nombre positif.

; 3. Soit (u,) la suite définie par u, = %{1 -e’)e

ﬁsac STI génies mécanique, énergétique et civil
2003

1. Soit (E) "équation différentielle y”+ 2y =0, ot

y est une fonction définie et dérivable sur R.

- a. Résoudre 1'équation (E).

: b. Déterminer la solution f de (E) telle que

fi0ye= 1

& p, Déterminer, en fonction de #, la valeur moyenne

de fsur [n. n+ 1].

~2N

pour tout entier n positif ou nul.

@ Calculer la valeur exacte de u, u et u,.

- b. Démontrer que la suite («,) est une suite géomé-

trique dont on précisera le premier terme et la
raison.

. Déterminer la valeur exacte de la somme :

uu+u]+u2+u3+u4+u3+u&+u7+ug+u.9.
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=~ Ce chapitre ne concerne pas les éléves de la section STl spécialité Arts appliqués.

/\CT|\/|TE ) «Souvenirs, souvenirs »

Objectif : Vérifier les acquis de Premiére sur les nombres complexes.

1.Représentation d’un nombre complexe

Le plan étant rapporté a un repére orthonormal (O i, V), représenter le point A d’affixe
= 1 - 2i, le vecteur w d’affixe z, = -3 + 5i, le pomt B d’affixe z, = 4i, le point C

d’affixe z, =-2, le point D d’affixe z, = [l, g], le point E d’affixe z, = [2, —-3—] et le

point F d"affixe z,= [3, l;-]

2.Calculs sous forme algébrique
Soit les nombres complexes z=-2 + i et z"=3 + 2i. Ecrire les nombres complexes suivants
sous forme algébrique (a + bi).

a.z+z. b.3z 27", Gz’ d.;2 e.zz. . %
3.Passage d’une forme a I’autre

a.Passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique
Donner la forme trigonométrique des nombres complexes suivants :

=V3+i. 2, =1-i ;=% z,=5i.



.Passage de la forme trigonométrique a la forme algébrique
Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

T T IS T i e

4.Interprétation géométrique du module de la différence de deux nombres complexes
Soit les points A et B d’affixes respectives z, = 23 + 2i et 7, = 4L

a.Représenter ces points dans le plan rapporté i un repére orthonormal (O i, v ). (Pour repré-
senter le point A avec précision, on pourra utiliser la forme trigonométrique de z,.)
Calculer z,-z,.

b.Calculer |z, — z,|. Que représente ce nombre pour les points A et B 7

c.Déterminer un argument de z, — z,. Donner une interprétation géométrique de ce nombre.

ANC TN \TE @) Nombres complexes

en électricité

Objectif : Montrer, dans le contexte de ’électricité, l'intérét de savoir effectuer le produit et le
quotient de deux nombres complexes sous forme trigonométrigque.

1.Pour tout dipdle soumis & une tension sinusoidale et traversé par un courant sinusoidal, on défi-
nit I'impédance complexe, notée Z, comme le quotient de I’expression complexe de la tension \

par I'expression complexe de I'intensité : Z = __j" et 'admittance complexe notée ¥ comme

I'inverse de I'impédance complexe.

On rappelle que j est le nombre complexe de module 1 et dont un argument est %
Recopier et compléter le tableau ci-dessous :

R
Z=R Z=[R.,0
—m-— | - &=h8
E i i T
YL Z=jlo Z*[La:’ 2

S| o

2.Dans chacun des deux circuits suivants, la tension est u(r) = UN2 sinwr, représentée par la
grandeur complexe U = [U, 0].
On admet que, dans toute la suite, les nombres complexes cherchés ont un argument compris

C TN B

entre —% et % donc que la connaissance de la tangente de 1’argument est suffisante.

/B

a.Circuit RC en paralléle 1
On rappelle que, pour un circuit en paraliéle, I'admit- i(t) I

tance complexe €quivalente est la somme des admit- e o
tances complexes. e

Exprimer, en fonction de R, C et w, I'admittance com- R

plexe Y équivalente. u(t)
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Exprimer, en fonction de R, C et @, le module de Y.

On appelle 8 un argument de Y. Exprimer tan@ en fonction de R, C et @.

On obtient ¥ = [ /ﬁli + C*w?, 9] . Exprimer [/ en fonction de Y et de U.

Pour déterminer i(r), il est nécessaire d'effectuer le produit de deux nombres complexes. On
va voir dans ce chapitre qu’un produit peut se faire trés simplement & partir de la forme trigo-
nométrique des nombres complexes.

b.Circuit RLC « série »

On rappelle que pour un circuit « série », I'impé-
dance complexe équivalente est la somme des
impédances complexes.

Exprimer, en fonction de R, L, C et @, I'impé-
dance complexe Z équivalente.

Exprimer, en fonction de R, L. C et @, le module de Z.
On appelle € un argument de Z. Exprimer tan @ en fonction de R, L, C et @.

On obtient Z = [ \/ R+ (Lw - C‘I_a))l 9] . Exprimer [ en fonction de Z et U.

Pour déterminer le courant i(¢), il faut effectuer un quotient de deux nombres complexes. On
va voir dans ce chapitre qu’un quotient peut se faire trés simplement & partir des formes trigo-
nométriques des nombres complexes.
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e ol 8] x4
‘I Forme algébrique d'un nombre complexe

1 I Définitions

il Un nombre complexe s’écrit sous la forme a + bi, ot a et b sont deux ne
i estun nombre tel que i” = 1. Cette écriture est appelée forme algébrique du
Le réel a est la partie réelle du nombre complexe et le réel b est sa partie imagin:

on dit que z est un imaginaire pur. =
réel est considéré comme un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle.

(]

Exemple 1 : z =
est—1.

— i est un nombre complexe dont la partie réelle est 2 et la partie imaginaire

Exemple 2 : » Le nombre z=-2i est un nombre imaginaire pur. Sa partie réelle est 0 et sa par-
tie imaginaire est —2.

* Le nombre —3 est le nombre complexe de partie réelle —3 et de partie imaginaire 0.
Remarques :

* Le nombre i dont le carré est — 1 est noté j par les physiciens afin de ne pas confondre avec I'in-
tensité du courant notée i.

* Par convention, dans toute la suite de ce chapitre, on considérera que les nombres a, a’, b et b’
sont des nombres réels.

s sont respectivement égales, ¢’est-a-dire que :
a+ib=a’ +ib’ sietseulementsi a=a’ et b=b".

2| Opérations

B Addition et produit de deux nombres complexes

a+ib)+(a’ +ib')=(a+a’)+i(b+b"). _
(@ +ib)(a’+ib") = (aa’ - bb’) +i(ab” + a'b). e

Remargue : 1”addition et la multiplication dans C s’effectuent en utilisant les régles de calcul
usuelles dans R et le fait que i*=—1.

=)
™\

-

Exemple : Soit z=-1+4i et z'=3+2i.

Alors g+ =(=1+4)+(3+2i0)
=-1+3+4i+2i
=2+ 6i.

et 2z’ =(-1+4i)(3+2i)

=—1x3+(-1)x2i+4ix3+4ix2i
=-3-2i+12i+ 8i*
=-3-2i+12i-8

=11 + 10i.

PExercicesn"1a4

e O L)
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nombre complexe

‘Définition lexe z=a + bi. On appelle conjugué de z,

=

Exemple : Le nombre complexe conjugué de z = -4 +1i est:
E"—" T &=,

e z=a+bi,alors z7=a*+b.

v

Exemple : On reprend les données de I’exemple précédent :
z= (—-4;)2 +:1¥=17.
Remarque : Attention & ne pas confondre la notation mathématique Z, qui signifie nombre com-

plexe conjugué de z, et la notation utilisée en physique U qui signifie grandeur complexe asso-
ciée a la grandeur U.

H Quotient de deux nombres complexes

Pour effectuer le quotient de deux nombres complexes, on multiplie le numérateur et le dénomi-
nateur par le conjugué du dénominateur.

Soit z=a+ib et z'=a’+ib” ou 7' #0, alors :

Z _ a+ib

27 at+ib’

_ (a+ib)(a —ib’)
(a +ib")(a —ib")

_la+ib)(a'~ib")

a’’+b’?
.
Exemple : Si z=-1+4i et =3+ 2i, alors :
£ = -1+4i
7 342

_ (-1+4i)(3-2i)
3?4 27

_ —1x 34+ (=1) X (=2i) +4i x 3 +4i x (=20)
13

_ B %128
13

PExercices n"5 et 6




CHAPITRE 8

3| Représentation géomeétrique d’un nombre complexe

m Point image, vecteur image

4 Le plan étant rapporté & un repere orthonormal (O i, V ), tout nombre complexe
z=a+ bi estassocié : iz

* soit au point M de coordonnées (a, b),

« s0it au vecteur OM de coordonnées (a, b).

On dit alors que :

sz=a+bi 'est Paffixe du point M(a. b) ou du vecteur W{a b).

‘Rpomt M(a b) est le point image du nombre complexe z = a + bi.

#»lﬁwgﬁur OM (a, b) est le vecteur image du nombre complexe z = a + bi.

.

Exemple : Soit z =8 + 4. PG e e s
Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O; i, v ), le i
point M d’affixe z =8 + 4i est le point de coordonnées i
(8, 4). gl |
‘Le vecteur OM est le vecteur image de z. o\z 8

Remarque : Un nombre réel est I'affixe d’un point de I’axe des abscisses, un nombre imaginaire
pur est I"affixe d"un point de I'axe des ordonnées ; dans le plan complexe, 1'axe des abscisses est
appelé axe des réels et I"axe des ordonnées. I'axe des imaginaires.

® Image d'une différence

@piéic ) Soit z=a+bi et ' =a’ +b'i.
Dans le plan rapporté & un repére orthonormal
0, w),zapour image le vecteur OM (a, b)
etz le vecteur OM” ficg. b)),
Alors z'~z=(a’~a)+(b"—b)i apour image
le vecteur de coordonnées (' - a, b’ ~b). ., |
dire le vecteur MM, i R i ’

B Image du conjugué

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal

(0,4, 7 ), soit M le point d’affixe z.

Le point M’ d’affixe 7 a la méme abscisse que
le point M et son ordonnée est opposée a celle
de M.

M’ est alors le symétrique de M par rapport a
I’axe des abscisses.

PExercicen 7
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...... $rme trigonométrique d'un nombre
cbmplexe

Dans toute la suite de ce chapitre, k est un nombre entier relatif.

'Il_IVlodule et argument d’'un nombre complexe

Ty

T
%

LD Le plan est rapporté a un repére orthonermal (O; @, v ).
Smt z un nombre complexe non nul. M est le point d’affixe pifies
o B ¥

le thest entierement défini par la donnée de sa distance S e st e

ine O du repere, appelée module de = (noté |z|), et E RSl T s

ure quelconque Ode I'angle (i7, OM ) appelée argu-

nt du mbte complcxe b4 (note arg( )

ST T T

S
::4‘ i N}
:; HHERE

Exemple : Soit z=-1-1i. et

Le point M d’affixe z a pour coordonnées (-1, —1). i .

En utilisant la diagonale [OM ] d’un carré de ¢6té 1, on a : "1 |
oM =2 et —% est une mesure de 'angle (i, OM ). 0 ;a"g("-)i
On peut donc écrire : z = | 42, = 4 Spt
Remarques : M

|. Le module d’un nombre complexe étant une distance est nécessairement un nombre réel
positif.
2. Le nombre 0 a pour module zéro mais n’a pas d’argument.

PExercices n"8 et 9

2|Passage d'une forme a 'autre

Soit z un nombre complexe non nul et M son image :
dans un repere orthonormal (O; u,v). ' ¥ Ay assaRsan Kev EM |
; b= pmg ____________________
*Si z=a+ bi alors, en utilisant le théoréme de e S s
Pythagore. on obtient OM = p=Va’ + b’ 32

Par conséquent : A i

v e
cosf = —E— et 5in6=17}“ i i id . =
Vo' +¥° Na® + b’ R R

*Si z=[p, O] alors z=pcosB +ipsind.

Théoreme ) Soit z un nombre complexe non nul. _
'+ Si sa forme algébrique est z = a + bi, alors le module de zest |z] = Vzz =Va’ +b*

- i 1 b L0
‘argument de z est 8 tel que cosf = O ot S = 4
By -2 Va® + b* Va* + b? )
trigonométrique est z = [p, 8], sa partie réelle est pcos@ et sa partie imaginair

6 : 2= peosd +ipsing.




C/PTES

.
Exemple : Soit les nombres complexes z, = 1 - iV3 (donné sous sa forme algébrique) et

7,= {2, %J donné sous sa forme trigonométrique. On détermine le module et un argument de

z, et la forme algébrique de z,

*Module de z, : |z,| = V12 4+ (-V3)? = V1 + 3 = 2. Soit 6 un argument de z, : cos@ = % et
sinf = — g On en conclut que 6 = - % + k2m, par conséquent — % est un argument de z,.

On peut donc écrire z, = ll,—%J.

on obtient :

(a—

* Forme algébrique de z, : puisque z,

el 52) sl )] 2(-

Sn
4

i
2
2 2

1) etdonc z,=- e N

»Exercices n” 10a 13

31 Module et argument d'une différence de deux
nombres complexes

Soit z, et z, deux nombres complexes, affixes rcspectivee. des vecteurs OM, et OM,,.

On a vu précédemment que z, -z, est I'affixe de M M, OM OM On en déduit les deux
résultats suivants (que I'on peut aisément retrouver par le c,ah,ul)

S@nzl et z:z deux nombres complexes. On note M et M, leurs Irﬁ&g@&
an complexe rapporté a un repere orthonormal (O &, V).
jule du nombre complexe z, -z, est la distance M\ M, : |z,-z,| =M M,.

lus, 2, # 2, Cest-a-dire que M, # M,. U'angle (if, M,M, ) a pour mesure tout argu-

—

Exemple : Dans le plan rapporté i un repére orthonormal (O i, v ), on considere les points A,
B et C d’affixes respectives 7, =1+2i, z,=3+2i et z, =2+ (/3 + 2)i. On étudie la nature

du triangle ABC. e
AB=[(3+2i)-(1+2i)|=]2] =2, etpuisque z,-z,=2.1le BEERE Ll R
vecteur AB a pour coordonnées (2, 0). De ce fait, AB et u sont . e i :

0

colinéaires et de méme sens.
AC=|2+(B3+2)i]-(1+2)=|1+iV3|=V2+(V3)? 51
AC=2=AB. ' '
Donc ABC est un triangle isocéle en A. On va montrer qu'il est

équilatéral ; pour changer, on ne calcule pas la longueur du der- %
nier coté, mais on utilise un calcul d’angle. ¥ f | ks
Soit 8 un argument de z.— z,, d’apres le calcul précédent, on gl 7 2 L Eaakiaedd
obtient : '
: 3 : X
cosf = % et sinf = ?3 De ce fait, % est un argument de z.— z,. Par conséquent, I:- est une O

=g o

—- T . g - - T
mesure de (u, AC ), donc, puisque AB et u sont colinéaires et de méme sens, i est une mesure

de ( AB, AC) . ce qui prouve bien que ABC est un triangle équilatéral.

rExercices n° 14 a 21
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sous forme trlgonometnque

'II_Prioduit de deux nombres complexes

On a vu dans I"activité 2 I'intérét qu’il y a a pouvoir effectuer une multiplication de deux nombres
complexes connus sous leurs formes trigonométriques sans avoir a revenir a la forme algébrique.
C’est ce que I’on va chercher a faire dans ce paragraphe.

On considére deux nombres complexes z et z* non nuls :
z=[p, 0] = p(cosO +isinB) et " =[p’. 0"] = p'(cos@’ +isinB").
2z = pp'(cosB + isinB)(cos@’ + isinf")
=pp’(cosBcosB’ + icos@sinB’ + isinBcosO’ — sinBsinf”)
=pp’l(cosBcos@’ —sinBsinB”) + i(cosBsinB” + sinBcosB”)].
Or. on a établi en Premiere les formules suivantes (formules d’addition) : pour tous réels a et b,
cos(a + b) = cosa cosbh — sina sinb
sin{a + b) = sina cosb + sinbcosa.

En utilisant ces formules dans 1’expression de zz’, on peut écrire :
22" =pp’lcos(O + 8”) +isin(@ + 8”)] donc zz" =[pp’. 6 + 6’].

-
Exemple : Soit les nombres complexes z, = [2, —-g—], = [3, %].Alo.rs :
1z,2,1 =1z, x |z,| =6 et arg(z,z,) = arg(z,) + arg(z,) =—3E + % =—% + k2%,

»Exercices n° 22 et 23

2I_Puissance d’'un nombre complexe

A partir du résultat précédent, on peut démontrer que :

z?‘ I i

Exemple : Soit z=[2,%:_].

La forme trigonométrique de z° est z° = [23 3Ix —] =[ _ﬁ]

Par conséquent, la forme algébrique de z* est :

g —s[cm, 3;‘) +ss_'m(%")] =8(—%+i%) =47 + 4iV2.

PExercices n’ 24 et 25




3linverse d’'un nombre complexe

Soit z un nombre complexe non nul : z=[p, 6] = p(cosB + isind). Alors :

e 1

= ——— ; en multipliant numérateur et dénominateur par cos@ — isinf, on obtient
z  plcosB + isin@)

cos@ —isin@
p(cos’0 + sin°0)

écrire 1. l[(:os(—t‘)) + isin(—6)] donc L & [l, —9].
z P < P

,or cos’0 +sin’6 =1, cos(—@) =cosf et sin(—@) = —sinf, on peut

Il

1
Z

Exemple : Soit le nombre complexe z = [6, - %] . La forme trigonométrique de 1 est alors :
. z

(b3

| =

FExercices n° 26 et 27

4] Quotient de deux nombres complexes

Soit z et z* deux nombres complexes non nuls :
z=[p, 8] = p(cosB +isinB) et 2’ =[p", 0'] = p’(cosO’ + isin@").

Ona = =zx . En utilisant les théorémes précédents, on obtient :
Z

#

2

%zle,:[p, 6] x [—é;,-ﬁ’] =[-§,6-9’].

Z

. 4
Exemple : Soit les nombres complexes z, [2 ] et z, [\l’i—%]
Par conséquent L lal =2 =43
2% I 2 B )
& n b T1
1 — | = e [l e e
e arg(zz) arg(z,) — arg(z,) 3 ( 4) o Hken

PExercices n° 28 a 34




2z’ =[1,6]-[1,8]=[1, 6+ 6] a"-a"=a"*"
=[1,6]"=[1,n6] @' =am
B i (e
=i g ~1b-9 —=a
198 ’ " o=
zi:’:[i 9,} el il

Pour chaque opération sur les nombres complexes ou les puissances de a, on compare I’opéra-
tion a faire d'un coté sur les arguments, de 'autre sur les exposants. On est ainsi amené a adop-
ter, pour un nombre complexe de module 1, une notation utilisant un exposant pour |’argument.
On notera & laplacede z=[1,0]: z=¢'" d’ot e?=cos@ + isinb.

Pour tout nombre complexe z non nul de module p et d’argument @, on écrira: z=pe'’. Cette
écriture est appelée forme exponentielle de z.

Remarque : Pour déterminer une forme exponentielle d'un nombre complexe z, on cherche le
module et un argument de z.
-

Exemple : Soit les nombres complexes z, = ~V3 + i (donné sous sa forme algébrique) et
X
z,=4e * (donné sous sa forme exponentielle). On cherche la forme exponentielle de z, :

lz=NV3 P+ B=V3+1=2

* Soit Bun argument de z, : cosf =— % et sinf = % On en conclut que %ﬁ est un argument
(5
dez,etdoncz, = =2¢ ¢,

_i®
On cherche la forme algébrique de z,. L'écriture z, =4e K signifie :

z2=4_[c_qs(—%)+ism(—%)] (\;_ V2, ) donc z,=2V2(1 —i).

PExercices n” 35 a 38

Remarque : En utilisant I"écriture exponentielle, on peut réécrire les résultats du paragraphe W

[p; 6):lp', 8'1=1p:p’, 0+ 6] (pe’®)-(p'e”)=pp'e'®®
[p, 61" =[p",n6] (p-e®)" = pe™™®
== ] l == le_‘w
(p 6] Lp’ ,,ew p
0l [P o o pe = P ie-0)
[p.r, 8'] = I:P' L e 9] ptem o pl' €

»PExercices n° 39 at 40




H Formule de Moivre. Formules d'Euler

Dans ce paragraphe, on va utiliser les facilités offertes par la notation exponentielle pour établir
des formules de calcul qui s’ utilisent surtout pour transformer des expressions trigonométriques.

'||_Formule de Moivre

[1,0]=¢e".

Soit z un nombre complexe de module 1.Ona: z=
=(e?)'=e™ =cos(nB) + isin(n ).

Pour tout entier naturel n : z" = (cos@ + isin@)"
On en déduit :

e réel et n un entier naturel. Alors : (cos@ + isixl.@-j"f"":-'?‘_ 08 11

v

Exemple : A I'aide de la formule de Moivre, on veut exprimer cos 3x et sin3x en fonction de cos.x
et sinx.
Ona: cos3x + isin3x = (cosx + isinx)".
En développant le membre de droite de 1'égalité on obtient :
cos3x + isin3x = (cosx)’ + 3 x (cosx)® x (isinx) + 3 x cosx x (isinx)? + (isinx)’

= cos’x + 3icos’x sinx — 3cosx sin’x —isin’x
soit, en rassemblant partie réelle et partie imaginaire :

cos3x + isin3x = cos’x — 3cosx sin’x + i(3cos’x sinx — sin’x).
L’égalité de deux nombres complexes entraine I’égalité :
» des parties réelles : cos3x = cos’x — 3cosx sin’x,
« des parties imaginaires : sin3.x = 3cos’x sinx — sin’x.

PExercices n® 41 et 42

2iFormules d’Euler

A partir de la notation exponentielle, e'® = cos@ + isin®, on peut écrire :

e "% = cos(—@) + isin(—-8@) = cos@ — isiné.

Oria { e'? = cos@ + isin@

e % = cos@ — isin.

En additionnant, puis en soustrayant les deux égalités membres a membres, on obtient :

e réel. Alors : cosf ==

b g
Exemple 1 : cos36 =

e:_’-@ A e—:’]ﬂ 12x —ildx
——— ¢t sin2x=

ei?.t = 4ei5.r ifs 4e—i5.x - e-i?.t
-8i

Exemple 2 : Soit P(x)= . En rassemblant les termes du numérateur

ei?.t = e—i"?.t = 4(&55} o

-8i

iTx —ilx #5x —i5x
ensuite —l, on trouve P(x) = o ( =k _4_{8 w5
4 4 2i

e i5x )
. En factorisant

ayant des exposants opposés. on obtient : P(x) =

) et on peut alors reconnaitre

55 S i5x

une somme de deux sinus : P(x) = —l( k e
4 2i 2i

—i5x
) = —% (sin7x — 4sin5x).
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*Exercices n” 43 a 48

@ Transformations géométriques associées

Ce paragraphe concerne uniquement les sections STI spécialités : Génie électronique, Génie électro-

technique et Génie optique.

Chaque nombre complexe étant associé &4 un point du plan, une fonction f qui transforme un
nombre complexe z en un nombre complexe z” peut étre associée a la transformation géométrique

qui fait correspondre au point M d’affixe z le point M’ d’affixe z".

Pour certaines fonctions, la transformation géométrique associée est une transformation connue.

On va étudier 1c1 deux de ces cas.

1! Transformation géométrique associée a la fonction

f:Zz-ax2Z 4+ 8

Soit @ un nombre complexe donné.
Soit f la fonction de C dans C définie par f(z) =z + a.

Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (O; u, v ), on
considére A le point d’affixe a et on appelle M le point d’affixe
zetM'le point d’affixe f(z). On remarque que, quel que soit z,
f(a)-z=a

On sait que f(z) —z est I'affixe du vecteur M MM et et que a est
I"affixe du vecteur OA . On en déduit que MM’= OA. On peut
donc dire que M’ est I'image de M par la translation de vecteur
OA.

&+a' est la translatlon dont Ic vecteur a pour aff iXe a.

v

Exemple : Le plan est rapporté i un repére orthonormal (O u. Vv ).
Soit f I"application définie de C dans C par f(z)=z+ | + 31i.

La transformation géométrique associée a f est la translation de
vecteur w(l, 3).

Si M est un point d’affixe z, son image M’ par cette translation est
-le point d’affixe z"=z+ 1 + 3i.

-

B

0

=

I

»Exercices n° 53 a 55




CHAPIIRE S

2| Transformation géométrique associée a la fonction
f:z— e
Soit 8 un nombre réel, soit fla fonction de C dans C définie par f(z) = e'’z.

Dans le plan rapporté i un repére orthonormal (O; i, v ), on appelle M
le point d’affixe z et M’ le point d’affixe f(z). On a: 3 6

o |f(z)]=]ze”| =|z|-]e”| = |z| d’oli I'on déduit que OM’ = OM : -
* arg(f(z)) = arg(z) + 8 + k2n (k est un nombre entier relatif) d’ol
I’on déduit que (i, OM” ) = (d, OM )+ 6 + k2.

Conclusion : M’ est I'image de M par la rotation de centre O et d’angle 6.

it @ un nombre réel. La transformation géométrique associée a I'applicati
- est la rotation de centre O et d’angle 6.

Exemple : Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O; #, v ). Soit la fonction f définie de
C dans C par f(z) = e

-
oy

. 5 Falf ST . 5 T
La transformation géométrique associée a f est la rotation de centre O et d’angle P

PExercices n” 56 & 60
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AN P IRPIRATNICOUIES

Lid! Résolution d'une équation du second degré
a coefficients réels

| IExemples d’'équations du second degré a coefficients
réels n'ayant pas de solution dans [K

On présente ici deux équations du second degré i coefficients réels qui n’ont pas de solution dans
R mais qui ont des solutions dans C.
1 a. Justifier que ’équation z* = —9 n’admet pas de solution dans R.

b. Calculer (3i)*. En écrivant —9 sous la forme du carré d’un nombre complexe, résoudre I'équation
z°=-9 dans C.

2 On considere I'équation (E): 77 +4z+8=0.
a. Calculer le discriminant A de I"équation (E ). Cette équation a-t-elle des solutions dans R ? Justifier.
b. Montrer que, pour tout complexe z, z°+4z+8=(z+2)" +4.

¢. En écrivant —4 sous la forme du carré d’un nombre complexe, résoudre I'équation
(z+2)*=-4 dans C.

. En utilisant les questions précédentes, résoudre 1'équation (£ ) dans C.

2 BRésultat général

De facon plus générale, on établit le troisieme point du résultat suivant (les deux premiers
points ont €té vus en classe de Premiére) :

On considére I’équation (E) : az®+ bz + ¢ =0, oi a, b et ¢ sont trois réels

218 Nombres complexes

nul. Onnote A=b"—4ac le discriminant de (E).
*Si A>0, (E) admet exactement deux solutions réelles :

bk . eheR
X =— el X, = ———
2a 2a
»Si A=0, (E)admet une seule solution réelle : x, = ;—b :
: ﬂﬁg& 0, (E) admet exactement deux solutions complexes conjuguées :
h&__; Lmh iN=-A T ~b- iN-A .

B - B T

1 Applications du théoreme
a. On considere I’équation z° + 4z + 8 =0 étudiée dans la partie 1, question 2.
» Calculer le discriminant A de 1’équation.

* En appliquant le théoréme précédent, résoudre 1'équation dans C. Retrouve-t-on ce qui a été
obtenu a la partie [, question 2d. ?

b. Résoudre les équations suivantes dans C :

ez2-47z+5=0. ©3z°+3z-6=0. e2?4+z+1=0.




2 Démonstration du troisieme point du théoréme

On considére 1'équation (E) : az’ + bz +¢=0, ol g, b et ¢ sont trois réels avec a non nul. On
se place dans le cas ot le discriminant A de cette équation est strictement négatif.

2 :
@. Montrer que, pour tout complexe z, az’+bz+c=a [ (: + % ) - h—;ﬂ ]
4 [ 2a kel
b. En déduire que I’équation (E) équivaut a I'équation (E’) : (:: + 21 ) = ( : ;A )‘.
a a

©. Résoudre I'équation (£ ) et obtenir le troisieme point du théoreme.

rExercices n° 61 a 66

Li@]Linéarisation de polynomes trigonométriques

Linéariser, ¢’est transformer un produit de fonctions trigonométriques (avec ou sans exposant) en
une somme de fonctions trigonométriques du premier degré qui lui soit égale. La linéarisation est
surtout utilisée pour le calcul de primitives (et done d’intégrales). Il existe essentiellement trois
types de formules qui permettent de linéariser.

1 !Eormules de duplication

Ces formules ont été établies en Premiére |

: 2] LA T T JTEILiG i 4 —
‘ Pour tout réel x, cosz.r:lz[l + cos2x) et singlez(l —cos2x).

1 Soit x un réel.

* En utilisant la premigre formule de duplication, exprimer cos’2x en fonction de cos4.x.

* En écrivant cos’x = (cos’x)?, exprimer cos*x en fonction de cos2x.

e Tk Logi W4
I= 3 + —cosdx + Ecoslr‘

En déduire la linéarisation suivante de cos*x : cos 3

2 En utilisant la deuxiéme formule de duplication, établir une linéarisation de sin'x en fonction
de cos4x et cos2.x.

2 I Formules d’Euler

On rappelle ces deux formules vues dans le cours :
ié —if i ~i6
2 e’ +e .
Pour tout réel @, cos@ = i et sinf = =T
v I
1 Le but de la question est de retrouver la formule de duplication de la partie LE

sin’x = l(l —cos2x).
2
a. En utilisant la seconde formule d’Euler et en développant le carré, montrer que :

ix ~2ix ]

. |
sinx=—(2-e?™—g
4
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b. En utilisant la premiére formule d’Euler, exprimer —e** — e *** en fonction de cos2x.

©. En déduire la formule de duplication de la partie T: sin'x= %(1 ~cos2x).

2 Le but de la question est de linéariser cos*2.x.

a. En utilisant la premiere formule d’Euler et en développant le cube, montrer que :

Gix

! i Yiy -3 i
cos’2x = = (e e 4 3e? 4 3272,

Hix =fix

b. En utilisant 2 nouveau la premiére formule d’Euler, exprimer e + e en fonction de

cosbux puis e +e ** en fonction de cos2x.

=]

¢. Déduire de ce qui précéde une linéarisation de cos’2x, puis la valeur de J, cos’2xdx.
0

3_I_formuies de transformation de produit en somme

1 Le but de la question est de linéariser sin5x sin3x. Pour ce faire, on cherche a établir une for-
mule de transformation de produit en somme sur sina sinb.

@. On rappelle les formules d’addition vues en Premiere :
(1): cos(a+ b) =cosacosh — sina sinb ;
(2): cos(a—b)=cosacosh + sina sinb ;
(3) : sin(a + b) = sina cosh + sinbcosa ;
(4) : sin(a — b) = sina cosbh — sinbcosa.
En écrivant I'égalité obtenue en soustrayant 1'égalité (1) de I'égalité (2) membre a membre,

montrer que sina sin b = %[cas (a—b)—cos(a +b)].

f>. En utilisant cette derniére expression, linéariser sin5x sin3.x.

2 Le but de la question est de déterminer les primitives de la fonction f définie sur K par
f(x)=cos2xcos3x. Pour ce faire, on cherche a linéariser cos2x cos3x, donc a établir une for-
mule de transformation de produit en somme sur cosa cosb.

a. On reprend les formules daddition de la question précédente. En écrivant 1'égalité obtenue
en ajoutant les égalités (1) et (2) membre & membre, établir que :

1
cosacosh= E[cas{a +b)+cos(a—-b)].
b. En utilisant cette derniere expression, linéariser cos2x cos3x et préciser les primitives de
fsur R.

3 Le but de la question est de linéariser sin*2.x.

a. En utilisant une formule de duplication, linéariser sin”2x.

b. En utilisant sin*2x = sin*2x sin2x, en déduire que sin'2x = 2 (sin2x —cos4x sin2x).

¢. En §’inspirant des démarches suivies aux questions 1 et £, montrer que :
. 1, . ]
sina cos b = 5 [sin(a + b) +sin(a - b)].
Linéariser alors cos 4x sin2x.
. Déduire de ce qui précéde une linéarisation de sin'2x.

'Exercices n" 49 a 52
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Par convention, dans tout ce qui suit, les nombres a, a’, b et b’ sont des nombres réels.

' 1> Forme :hlgébrique d'un nombre complexe

- Définitions
*» Un nombre complexe est un nombre de la forme a + bi, ol a et b sont deux réels et i est un
nombre dont le carré est égal a—1 : i* =—1. Cette écriture est dite forme algébrique du nombre
complexe. Le réel a est la partie réelle du nombre complexe et le réel b est sa partie imaginaire.
» L’ensemble des nombres complexes est noté C.

* Deux riﬁmbr_es't::fmplexts sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et leurs parties ima-
ginaires sont égales : @ + bi =a’+ b’i sietseulementsi a=a’ et b=b".

= Calculs sous forme algébrique
« Addition et multiplication de deux complexes : I’addition et la multiplication dans C s’effec-
tuent en utilisant les régles de calcul usuelles et le fait que i*=-1.

* Conjugué d’un complexe : soit le nombre complexe z = a + bi. On appelle conjugué de z, et
on note Z, le nombre complexe Z=a - bi. En particulier zZ=a"+ b’

* Quotient de deux complexes : pour obtenir le quotient de deux nombres complexes sous forme
algébrique, on multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur.

' Représentation géométrique d’un nombre complexe
Le plan étant rapporté a un repere orthonormal (O u, V ),
tout nombre complexe z=a + bi est associé :

* soit au point M de coordonnées (a, b) ;

* S0it au vecteur W de coordonnées (a. b).

On dit alors que :

*z=a+ bi estaffixe du point M(a. b) ou que le point M(a, b) est le point image du nombre
complexe z=a+ bi ;

»z=qa+ bi est|’affixe du vecteur W{a, b) ou que le vecteur W{a, b) est le vecteur image
du nombre complexe z=a + bi.

ol z :

2> Forme trigonométrique, forme exponentielle
d'un nombre complexe

= Définitions

Soit z=a+ bi unnombre complexe non nul. On note M le point d’affixe z dans un repére ortho-
normal (O; 1,V ).

* On appelle module de z, et on note | z|, le réel égal a la distance OM : |z| = OM = I CW.”

* On appelle argument de z non nul, et on note arg(z), tout nombre de la forme 6+ k2x, ol €
est une mesure de I’angle (i, OM ) et k un entier relatif.

* Si z a pour module p et pour argument 6, on note z = [p, @]. Cette écriture est appelée écriture
trigonométrique de z.

» Pour tout nombre complexe z non nul de module p et d’argument 6, on écrira z = pe'’. Cette
écriture est appelcée forme exponentielle de z.

1 Passage d’une forme a une autre
Soit z un nombre complexe non nul.
« Si la forme algébrique de z est z =a + bi, alors le module de z est
| z| =Va® + b* et un argument de 7 est 8 tel que :
- et sinf = b

cos@ =




« Si la forme trigonométrique de z est z=[p. ] ou si la forme exponentielle de z est z=pe',
alors la partie réelle de z est pcos@ et la partie imaginaire de 7 est psinf, ¢ est-a-dire

z=pcosl +ipsing.
- Module et argument de la différence de deux complexes

Soit A et B deux points d’affixes respectives 7, et z, dans le plan muni d’un repere orthonormal.

* Affixe d’un vecteur : I'affixe z;;- du vecteur AB’ est donnée par s e
» Distance et I'Pesu-re d’angle : AB = |2, -2, et mes( u,AB ) =arg(z,~z,).

© Calculs sous forme trigonométrique et exponentielle

‘ Calculs sous forme trigonométrique |  Calculs sous forme exponentielle
avec z=[p, 0] et ' =[p’, 8] avecz=pe'® et 7' =p’e”

Produit | [p,6]-[p’,6"1=[p-p’, 6+ 6] (pe”)-(p'e)=pp/e®®
Puissance [p,8]"=[p" n6] (p- e'®)" = ple?

1 1 1 1.4
s O e

i g
Quotient M = [pﬁ' 0~ 3’] % 2 f}_ @ale-6"
[p’, 6] p'e p

= Formules de Moivre et d’Euler

» Formule de Moivre : (cos@ + isinf)" = cos(n@) + isin(n@) pour tout entier naturel n.

ea'b' = e—r'ﬂ
2i

ei’ﬂ+ e—r'b'
* Formules d’Euler : cos@ = ST = et sin@ =

3> Transformations géométriques associées

» Translation

Soit ¢ un nombre complexe. La transformation géométrique associée a 'application f: z+—>z+a

est la translation dont le vecteur a pour affixe a.

= Rotation
Soit @ un nombre réel. La transformation géométrique associée a I'application f: z = e'%;
la rotation de centre O et d’angle 6.

4> Equations du second degré a coefficients réels

= Résolution dans C des équations du second degré a coefficients réels

On considére 1’équation (E) : az’ + bz + ¢ = 0, ol a. b et ¢ sont trois réels avec @ non nul. On
q

note A=h?—-4dac le discriminant de (E).

*Si A >0, (E)admet exactement deux solutions réelles :

_—b+yA SopedfRiey
X =—— et fy=——— ;
2a 5 2a
*Si A =0, (E)admet une seule solution réelle : x, = ;b :
a
*Si A <0, (E)admet exactement deux solutions complexes conjuguées :
v et e Bing o oobEa il
E 2a e g -
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Associer un nombre
complexe et un point
du plan

Le point M d’affixe z=a +ib a
pour coordonnées (a, b).

Pour construire le point M
d’affixe z = [p, 0], on construit
la demi-droite issue de O qui
forme un angle de mesure 6
avec le demi-axe (0, @ ) et le
cercle de centre O et de rayon p.

Le nombre pe'? est le nombre
de module p et d"argument 8.

Ecrire un nombre complexe
sous forme algébrique,
trigonomeétrique

ou exponentielle

Les différentes formes d’un
nombre complexe sont :

z =da + ib (forme algébrique) ;
z=[p, @] (forme trigonométrique) ;
z = pe'? (forme exponentielle).
Pour passer de la forme
algébrique aux deux autres, on
commence par déterminer le
module p =|z|=Ya’+b* eton
cherche un argument @ tel que

cos@=2 et sinﬁ':i

1 Le plan est rapporté a un repere orthonormal
(0,1, V)
Représenter avec précision les points M. M, et M, d’af-

fixes respectives z, =—1+1i, z,= [3, E}, I,= 2e ©
3

Répanse

2 Ecrire les nombres z 1» &, €t 2 de I’exercice précédent
sous leurs deux autres formes.

Réponse

Calcul du module de z, ¢ [z,] =V(=1)?+ 17 =2
Soit 8, un argument de z, :

= (e | ]
cosf=-—=—-—— et sinf = —=—
¥ 2 V2 2

d’ou une forme trigonométrique de z, est z, = {ﬁi—n]

et une forme exponentielle de z, est 7, = 28’ 5
Une forme exponentielle de z, est z,= 3¢ 5 :
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La forme algébrique de
z=[p, 0] est
z=pcosB +ipsinb.

Calculer sous forme
algébrique

L.a somme ou le produit de deux
nombres complexes écrits sous
forme algébrique s’effectue en

utilisant les mémes méthodes
de calcul que dans R, et le fait
que i’=-1.

Pour effectuer un quotient de
deux nombres complexes sous
forme algébrique, on multiplie
le numérateur et le
dénominateur par le conjugué
du dénominateur.

On utilise ensuite : zZ=a’+ b%

Calculer avec la forme
trigonomeétrique

Pour effectuer un produit sous
forme trigonométrigue, on
multiplie les modules et on

ajoute les arguments.

Pour effectuer un quotient sous
forme trigonométrique, on
divise les modules et on soustrait
les arguments.

| 4

b

% 333

On a zz=3cos%+i35in—3—=—+ ——2- donc la forme

algébrique de z, est z, = %(1 +iV3).
Une forme trigonométrique de z, est z,= [2, —%] iona

2y = 2¢0s (—%) + i2sin (—%) et une forme algébrique

S

de z,est z,=

3 Soit les nombres z, =1 -4i et z,=2~-3i.
Calculer :

8.2, ¥, b.z,z, c.—.

Réponses
a.z,+z,=1-4i+2-3i=3-7i.
b.zz,=(1-4i)(2-3i)=2-3i-8i+12{*

2,2,=2-12-3i-8i=-10-11i.

2 _1-4i _(1-4DQ+3i) _ 14-5i
Sy 2-3i 22 4 (=3)*% 13
A b 5.

4 soit ;, = [2%] et 2,= [ V2, £ |. Caleuler :

8.2 b.z}.

Réponses

azz,= [2><”J§ +£] =[2~J§7—R]
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Calculer avec la forme
exponentielle

Sous forme exponentielle, on
utilise les propriétés des
puissances :

ia ib __ _in+ib f

e et =il ngllet

(el‘aju = efﬂﬂ.

eria- M‘

Linéariser une expression a
I'aide des formules d'Euler

On remplace le sinus et le
cosinus par leur expression a
Iaide des formules d’Euler.

On développe 'expression
obtenue en utilisant les

- propriétés de la forme
exponentielle.

On rassemble les termes
comportant des puissances
opposées pour retrouver les
formules d’Euler.

j2n —i
5 soit z,=\3¢ ? et z,=3e °.Calculer:

23

b. z;. c.
24

WS

Réponses

V2% -iZ i 2E _n 54
a.22,=V3x3xe? xe =3\Ee[ 3 6J-_»3\J§ez_

2m |3 (2% J P28
b.z§‘=(\[§x€ >) =(\r'§)3(e: 3) =3\3e 3
Z§=3‘J§e"2“=3\4’§.

2x
3

% 3¢
c i

.:t
<y e 6

6 Linéariser I'expression sin’xcos3x a I’aide des for-

mules d’Euler.

Réponse

ei.r = e—i.t )7‘ e:"&x &+ e~:‘3x
x

sin’xcos3x = (
21 2

eilz_ Zeixx e—.fx i e-.—-il: cin = e.—iiix
= X
—4 2
-eiz.\'_ 2 + e—ii‘.x- _8.531 +-.e—i31r

-4 2

pPy ey ei&:x_e-ﬂz Qe _ 9aril gl gty g-i2i g p-ite

-8

eifn 4 piv _'2-e£3;r-_-ze—.i3x- + ¥ 4 g-is¥
=8 '

(eiiqr,i__ﬁ—i_sx .. e_i&jr +_.e—f.35: b el +e—-.|’x)

X
4 2 2 2

= -'i—*(eﬁsﬁ.x — 2co83x + cosx).
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Reconnaitre une
transformation
géomeétrique associée a
une transformation
complexe

La transformation géométrique
associée a la transformation
complexe z+>z +a estla
translation de vecteur  , ol it
est le vecteur d’affixe a.

La transformation géométrique
associée a la transformation
complexe 7> e’z

est la rotation de centre O

et d’angle 6.

Résoudre une équation du
second degré a coefficients
réels dans C

Pour résoudre une éguation du
second degré dans C, on calcule
son discriminant,

Si le diseriminant est
strictement négatif,
I’équation a deux solutions
complexes conjuguées :
prm Tt £V Cop
2a

o -b - iN-A

2 2(1 "

ombres complexes

7 Le plan est rapporté i un repére orthonormal (O, i, v ).
a.0n appelle T la transformation géométrique qui, a tout
point M d’affixe z associe le point M* d’affixe z” tel que :

7'=7-2+iV3.
Caractériser la transformation T.

b.On appelle R la transformation géométrique qui, a tout
point M d’affixe z associe le point M d’affixe z” tel que :

. T

_iE
Z'=e 3z
Caractériser la transformation R,

Réponses

b a.Onpose a=-2+iV3 etsoit A le point d’affixe a. La
transformation 7 est la translation de vecteur OA .

P b.R est la rotation de centre O et d’angle — 3;—
& Résoudre dans C I'équation 22— 4z + 13=0

Réponse
P A=(-4)"-4x1x13=-36.

b L’équation admet deux solutions complexes conjuguées :

zl=_§j;_m=2+3i et zzz‘l_;j=2—3f.



NS Lo

Forme algébrique ‘
. _'-_'_'-"ﬁDans le plan muni du repére orthonormal
"~ (O:1. V), en laissant les traits de construction,
c Calculer : placer A, B, C et D les points d’affixes respectives
a (2-D+({1=iN3). &2+ =(11-30. 4 RS |74 5
w[3-3}  a=[2%)

¢ (~V2 +i)— (V2 + 3i).

_.- s [3, _32£ l 2,=13,0].

er  Soit les nombres complexes

'. z=-2+iet z/=3+2i Forme algébrigue - Forme
- Calculer : trigonométrique

L

a.z+z. hz—z, ¢ 3z-2z". B
€ On considere les nombres complexes z=-3 + 2 € Déterminer le module et un argument des nombres

et 7’ =2—i Caluler zz%, 22 et 72, complexes suwar.)ts: : ‘
= | z]=—5:z2z33;z..,=—1+‘5: et z,=—-1-14@

Soit les nombres wmp[excs ]

| =Xl e =8 Méme exercice que le précédent avec :

Calculer : Zg—"\(— 3I.«ﬁ—\f_+l,‘_7~1—;,..s 3
a. zz'. b 2% c ZZ. Jet 3y =-5i
€ Calculer : L, B2=dn 2o A-d -'&;-_Détermincr la forme algébrique des nombres
—i 3-i 3-i 2-i  complexes suivants :
(2-i)(1 +i) 5 25}.":[,_,@].”[4_5_“}.
3+£ B 'Zl [1 y chn 3 2.v~3 L] 6 L]

s o n
i iy 4 1"; —T]; Zj=[5‘lﬂ]‘
Soit les nombres complexes : ‘
z2=-2+iet 7’=3+2i

- Calculer : ~ Méme exercice que le précédent avec :
. 142 1+ iz 3 [ 2n } T 1 =
a. =. B . —— i S -,2[3;"”’]: 2 =[‘-_-;"'_];
Sz 2-z s g =|2 3 %2 4 L

& z4=|3,37"};35=13,01.
~ Dans le plan muni du repére orthonormal e

(O: 4,V ), placer A, B, Cet D les points d’affixes € Module et argument de la
res.peftives 3 =240 =200 il drFférence de deux nombres

T e  complexes
- Forme trigonométrique .
e € Dans le plan muni du repére orthonormal
| . (O: W, V), on considere les points A, B et C

cD = i i 4 i " : d’affixes respectives :

€ Dans le plan muni du repére orthonormal AT o B e

(0.1, V), placer E, F, G et H les points d’affixes 5 +HaNBygy=d=2iN3 2 =
2. Placer ces points.

. T
| respectives z, = 2,+], 3——] i .
| ) i il [ 3 [ . Calculer les distances OA, OB et OC. Que
| e A [_5_ _E} it [l _E] peut-on en déduire ?
: o I Sl 0 AR T - . Démontrer que le triangle ABC est équilatéral.



&%-{_;Dans le plan muni du repére orthonormal
& (O; i, v ), on considere les points A, B, C et D
. d’affixes respectives :

=4 =1 +0V3, o= 1-i3 et g,=2,

.~ a. Placer ces points.

~ b. Montrer que les points A, B et C sont situés sur
- un cercle de centre D.

c. Montrer que le triangle ABC est équilatéral.
Dans le plan rapporté & un repére orthonormal
~ (0; W, V), on considere les points M, M, et M,
!P-_:f";d’afﬁzxes.respec:tives 7, =2+3i; z,=-1+2i et
;=41

On appelle A le point d’affixe a=1+1i.

& a Représenter A, M,, M, et M, dans le plan rap-
~ porté a un repere orthonormal (O @,V ).

i - b, Calculer |z, —al, |z, —al et |z, —al.

" . Endéduire que les points M,, M, et M, sont sur

un cercle dont on précisera le centre et le rayon.

" Dans le plan complexe rapporté au repére ortho-
ormal (O; u, Vv ), on considere A, C et D les
i points d’affixes respectives :

1,43, B 1., 3 V3,
I‘..=-2-+'-2—f.Z(.=T+E!etzuzi-‘71.
L a. Calculer |z, — z.), |z, — 2| et |z. = z,|. En

déduire la nature du triangle ACD.

points appartiennent a un cercle dont on préci-
| sera le centre / et le rayon.

€ Dans le plan muni du repére orthonormal
~ (O;u, V), on considére A, B, C et D les points
_ '_,d'afﬁxes respectives z, = 4, z, = 1 + 2i,
7o=—1-2iet z, =2i Dans chacun des cas sui-

: vants, déterminer 1'ensemble des points M d’af-
- fixe z vérifiant :

.:.a.iz—4l=3' h‘EZ_"’”:lZ—Zfl.
Bl [z+1+2i]=5.
e 5

- Méme exercice que le précédent en reprenant les
- mémes données.

fa. |z -1-2i1=2.
b (z-(1+20)] =|z+1+2i].
Clz+1+2i|=3

t Le plan est rapporté au repére (O u, v ) ortho-

~ normal direct. On considére le point A d’affixe
~ z, = 2i Déterminer I'ensemble des points M d’af-

pe |

- fixe z tels que arg(z—2i) = 3::_ + k27,
Le plan est rapporté au repére (O u, v ) ortho-
 normal direct. On considere le point A d’affixe
-z, = 2. Déterminer |'ensemble des points M d’af-

: ::jﬁxe ztels que arg(z—-2)= % + k1.

. Calculs sous forme
- trigonométrique

€ Soit les nombres complexes

N3] arfp ) 23]

- Déterminer le module et un argument des
~ nombres complexes suivants :

e -
a2, b. z,z;. €225

h Méme exercice que le précédent avec :
: 1 5m | 211:]

= | =y — i Ts= | =s=——|s = 6, .
¢ [2 6}2[3 3 |t =160

En reprenant les nombres de ’exercice 22, déter-
~ miner la forme trigonométrique, puis algébrique
- des nombres complexes suivants :

bz

&z d.

£

b LA

- Méme exercice que le précédent avec les nombres
 de I'exercice 23.

5 1

€ En reprenant les nombres de I'exercice 22, donner
~ les nombres complexes suivants sous forme trigo-

~ nométrique :

1 1 1

aa —. b —. c —.
B 2y s

=

- Méme exercice que le précédent avec les nombres
- de I'exercice 23.




'€ En reprenant les nombres de I'exercice 22, donner
les nombres complexes suivants sous forme trigo-

nométrique :
Z z Z
a2, b =L & =
4 23 4

‘Méme exercice que le précédent avec les nombres
de I'exercice 23.

Soit les nombres complexes :

@+—l~i.
2 2

Z;=2+421 e z,7-

1. Calculer la forme algébrique de z,z,.
¢ 2. 2. Déterminer le module et un argument de z, et
;-
b. Calculer le module et un argument de z,z,.
. Utiliser les résultats précédents pour détermi-

ner la valeur exacte de cos% et celle de

. 13w
sin 12 .

~ On considére les nombres complexes :

z,=V3+i, ,=-V3+3i et z3=4f22.

b |

a. Déterminer le module et un argument de z,, z,
et z,. En déduire la forme algébrique de z,.

b, Déterminer la forme trigonométrique, puis la
forme algébrique de z;.

. n étant un nombre entier strictement positif,
exprimer en fonction de n la forme trigonomé-
trique de z. Quelle est la plus petite valeur de
n pour laquelle z| est un imaginaire pur ?

 On consideére les nombres complexes :

zl=¥(—[ +i) et 7,=-2-2i\3.
a. Déterminer le module et un argument de z,

- etdez,.
b Déterminer le module et un argument de z; et
= dez.
. En déduire le module et un argument de
: 2

ol

%

Lo

On considere les nombres complexes :
Zy==2, g, =2(1 +i) et z;=2(1 =i).

1. Déterminer le module et un argument de z, z,
erz,.

2. Déterminer le module et un argument de :

Zy2;
7= =1
%
3. On appelle M, M, et M, les images respectives
de z,. z, et z, dans le plan complexe muni d’un
repere orthonormal (Q; @, V), d’unité gra-

phique 1 cm.
@. Placer ces points.

b, Calculer les distances M M,, M, M et MM .
En déduire 1a nature du triangle M, M M,.

On considére le nombre complexe :
z=(\N3-1)-(3+Di
. Calculer sous forme algébrique 27,

b. Déterminer le module et un argument de z°. En
déduire le module et un argument de z.

Forme exponentielle

€ Calculer le module et un argument des nombres
complexes suivants et les écrire sous forme expo-
nentielle.

a. 2i. b.-V3 +i ¢ —iN3.

Méme exercice que le précédent avec :
a.2-2iN3. b -3 ¢ =3V2 - 3i2.

'€ Ecrire les nombres complexes suivants sous
forme algébrique :

g
.

i3 S
a e, b. 6 4. c.e

Méme exercice que le précédent avec :
. Sn " 1 s
. —e'm

2

L

e V2e %,

]
a. 8e o,




- Soit les nombres complexes : _ Ecrire 'expression suivante en utilisant la fonc-
z,=1+1 et zzzﬁ—i. _ tion cosinus :
~ a. Déterminer le module et un argument de z, Play= e 4 Tef 4 Te Mt 4 o
R etz L 8
b. Ecrire z, et z, sous forme exponentielle.
. En déduire la forme exponentielle de : -
L Ecrire I'expression suivante en utilisant la fonc-
1 1 | L3 3 ! « S . %
Zi8as —y —oa—y —a %y 8Lz, ~ tion smus :
& & % I

Cid.t : Seif:u' i Se—iﬁz - C—H-x

‘ P(x)= 4

- Soit les nombres complexes :

2, =22+ 2iN2 et z,=3-3iV3. .
‘@ Déterminer le module et un argument de z, € Linéariser en utilisant les formules d’Euler ou une

o etz,. _ ‘autre méthode.
. b. Ecrire z, et z, sous forme exponentielle. : a. sin26 sin46. b cos36 sin26 sin46.
- ¢. En déduire la forme exponentielle de : ‘f

s b 1 2 z 3 - ) .

Ul el ey Z; et g Méme exercice que le précédent avec :

L 2 LR Ly
¥ a. cos’21. b. cos?2tsin3t.

b

Formules de Moivre et d'Euler i
Montrer que sin*@ = %(cos49 —4cos28 +3).

b 4

En déduire la valeur de 7= J, sin“8d8o.
0

A I'aide de la formule de Moivre, montrer que :

‘3. cos2x=2cos’x— 1.

b. sin2x = 2sinx cosx.
_ﬂ Montrer que (sinxcosx)’ = L{I —cosdx).
~ Exprimer en fonction de cos3x et sin3x. 8
8, cosln: b siubic ~ Soit fla fonction définie sur R par :
ki fix) = sinxcosx.
i ‘Déterminer la valeur efficace de f sur [0, it], ¢’ est-
. ) : ) il n
€ Ecrire en utilisant les formules d’Euler : ~ a-dire le nombre positif f. tel que £? =J FAx)dx.
a. sin3x. b. cos26. 5] 0
. EAS
 Méme exercice que le précédent avec : Transformations géométriques
"a. —sindr b. —3cosSx > Les exercices 53 a 63 concernent uniquement les
eleves des sections ST| spécialités : Génie électro-
ﬁ ~ nique, Génie électrotechnique et Génie

€ Retrouver, a 'aide des formules d'Euler, une e
~ expression en sinus ou en cosinus : =

.. elix _ g-2ir . . _edit_ g-3ib
2i .
- Déterminer la nature de la transformation géomé-
ﬁ - frique associée a ['application [ donnée, puis, dans
~ Méme exercice que le précédent avec ; ~ un repére orthonormal (O i, v ), placer un point
Fe L 3e g 36 y e M d'affixe z et le point M’ d’affixe z"=f(z).

2 : 4i af: gz b fizoz+1+i




. Méme exercice que le précédent avec :

af: zz-1, b. f: zr—>z—-1+2i

Dans le plan complexe muni d'un repére ortho-
normal (O; W, v ), soit A le point d’affixe
Wz, =-2+3i
a. Quelle est Iaffixe du point B, image de A par la
translation de vecteur w (1, 2) ?

b. Quelle est I'affixe du point C, antécédent de A
par la translation de vecteur w (1, 2) ?

C’ Déterminer la nature de la transformation géomé-
trique associée a ’application f donnée, puis, dans
un repére orthonormal (O u, V), placer un point

M d’affixe z et le point M’ d’affixe z" =f(2).
4 | ~2%
A f: zr>etz b.f:zv—rc'-‘z.

B

~ Méme exercice que le précédent avec :

_idn P&
la.f: z—>e *z brf: z2e 2z

- Dans le plan complexe muni d’un repére ortho-
normal (O: u, v ), soit A le point d'affixe
z,=-2+3i,

~ a. Construire le point B, image de A par la rota-

tion R de centre O et d’angle -725 Déterminer

graphiquement z , et vérifier par le calcul.

~ b. Construire le point C, antécédent de A par la
rotation 2R Déterminer graphiquement puis par
le calcul z,.

Dans le plan complexe muni d’un repére ortho-
normal (O &, V ), on considére les points A et B

d’affixes respectives z,=1+1i et z,= ci%zﬁ.

- a. Par quelle transformation géométrique le point
B est-il I'image de A ?

b, Déterminer les coordonnées du point 5.

c. Soit le point C d’affixe z.=z,+ i. Par quelle
transformation géométrique le point C est-il
I’image de B ? Calculer les coordonnées de C.

~ Le plan complexe est rapporté i un repére ortho-
* normal (O &, v ) d’unité graphique 3 cm.
a. Soit le nombre complexe a = \3 - i. Détermi-

- mner le module et un argument de a. Construire
le point A d’affixe a.

- -

- g._

b. f est I'application de C dans C associée a la

rotation 2R de centre O et d’angle ~Z— .

Exprimer f(z) en fonction de z.

. On désigne par B I'image de A par R. Déter-
miner 1'affixe b de B sous forme exponentielle
puis sous forme algébrique.

.d. En déduire cos—;g- et sin 1—”2

Second degré

C Résoudre dans C les équations suivantes :
a.472-12z+13=0. b. 2z2+3z-5=0.
€.z —4z+13=0.

~ Méme exercice que le précédent avec :

a7z’ -2 +¥3)z+2+B=0.

. 4 16
——z+—=0.
5 25

cz22+4=0,
~ Déterminer une équation du second degré ayant

1-iV3 . _1+iV3
4 iR T

1,
4

pour solutions z, =

4

~ Résoudre dans I'ensemble C des nombres com-

~ plexes les équations suivantes puis déterminer le
module et un argument de chaque solution et son

~ écriture exponentielle.

a.z’-4;+8=0.

- 1. Résoudre dans 'ensemble C I'équation :
2 -6z+12=0.
2.Soit P(z)=2>-12z"+48z -T2 ol zestun
~ nombre complexe.
- a. Vérifier que P(6)=0.

b. Déterminer a, b, et ¢ tels que, pour tout nombre
complexe z :
P(z)=(z—=6)(az’ + bz +¢).

c. En déduire les solutions de I'équation P(z) =0.

b. z2-2z+4=0.

S Soit P(z)=2"-7z>+18z-18.

2. Calculer P(3). En déduire une factorisation de
e  P2)

b Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.




exercices

. Pour aller plus loin...

i est le nombre complexe de module 1 et d’argu-

T
; ment —.
i est le nombre complexe de module 1 et d’argu- 2
- i;_ : ~ Pour tout nombre complexe z, on pose :

P(=2'+201 -V3)z22 + 4(1 = ¥3)z + 8.

1. a. Calculer P{-2). En déduire une factorisation
de P(z).

. Résoudre dans ’ensemble des nombres com-
plexes I'équation P(z) = 0.

1. On considére les nombres complexes :
Z,=1+iV3, Z,=2+iN2 et Z,= 2—*
B
a. Ecrire Z . sous forme algébrique.

b. Ecrire Z,, Z, et Z ; sous forme trigonométrique, 2. On considére les nombres complexes :

=2 3 =v3 —i et zz=\lr§ + 1.
ST : 1 ] : .
cos— et sin— Ecrire sous forme trigonométrique les nombres

12 R .
~ complexes suivants :
2. Soit fla fonction définie sur R par : ik 5

¢. En déduire les valeurs exactes de :
S

Z:mﬁ
- 2
T Tpp To0 Z; B ——

fix)= {\%h V2)cosx + (V6 + V2)sinx.

. Démontrer que I'on peut écrire, pour tout réel x :

f@)= 4cos(x— %)

. Résoudre I"équation f(x) = 2V2 dans I'inter-

valle |—m, m].

i est le nombre complexe de module 1 et d'argu-

ment -E—
7

1. 2. Résoudre dans C I'équation d'inconnue ¢ :

2 4+4dz+16=0.
On note z, et z, les solutions de cette équation,
z, désigne la solution dont la partie imaginaire
est positive.

s

2pdy

(On donnera pour chaque nombre son argu-
ment principal, ¢’est-d-dire I'argument apparte-
nant a ]-m, ©] et pour les deux derniers le
module sous la forme a”, ol ¢ est un nombre
réel positif et n un entier naturel).

Toujours en utilisant la notation a”, donner la
2005
forme algébrique de 2! et de 22—
L%y

~ Le plan complexe est muni d’un repére orthonor-
 mal (0: 4, V) d'unité graphique 1 cm.

. Résoudre dans C I'équation 7z +4z+8=0.

. Construire les points A et B d’affixes respec-

tives z,=-2+2i et z2,=-2-2i

b. Déterminer le module et un argument de cha- =~
- cune de ces solutions.

Déterminer la forme exponentielle de z, et
de -z,

2. Le plan complexe est muni d’un repere ortho- «. Déterminer la forme exponentielle du produit
normal (0 &, V) d’unité graphique 1 cm. Soit Ll

: i : : Z.z.avee z.=26 ¥ .
A et B les points d’affixes respectives z, et iz,. 13 3

e Déterminer la forme algébrique de z, et celle

a. Donner la forme algébrique et la fi trigo-
RN S R du produit z ..

nométrique de iz .. _
- £, En déduire les valeurs exactes de :
17 171

COS-EE?'CISHT—IE-.

b Sans utiliser de valeurs approchées, placer,
dans le plan complexe, les points A et B (lais-
ser les traces de construction).

* Le plan complexe P est muni d'un repére ortho-
normal (O @,V ) (unité graphique 2 cm).
- 1. Placer dans le plan % les points A, B et C d’af-
fixes respectives : R
_ 2,=2i, z;=N2(1 -i) et z,=2e *.
2. Ecrire z, et z, sous forme exponentielle et z,
sous forme algébrique.

<. Soit M un point quelconque du plan complexe
d’affixe z.
¢ Interpréter géométriquement le module
| z—z,| du nombre complexe z -z,.
e Déterminer I'ensemble (A) des points M du
plan complexe dont I'affixe z est telle que :

lz=z il =|z—=iz,l:

» Construire I'ensemble (A) sur la figure réali-
sée a la question 2.5,




=3 =
o N

- 3. 2.80it R la transformation géométrique du
plan P qui au point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe : z’=e¢ * z. Préciser la nature
de cette transformation.

in
i3
b. Montrer que z, = e *z,. Que peut-on en

déduire pour les points A et B ?

¢, Déterminer "affixe du point D image du point
A par PR. Représenter ce point dans le plan .

. Quelle est 'image de la droite (AB) par la
transformation 9 ?

Dans le plan muni d'un repére orthonormal
80 u, v ) d’unité graphique 2 cm, on considére
~ les points B, C, D, E et F, images respectives des

nombres complexes z,= 1+ i3, z,=3+i3,

2,=4 z,=3-iN3 et ‘.r—l—nf_f

1. Ecrire les nombres complexes z,,, 2., z,,, 2, et
z, sous forme trigonométrique.

- 2. Construire a la régle et au compas les points B,
C. D, E et F dans le repere (O: 1. V).

; 3. Calculer les distances OB. BC et CD. En
déduire les distances DE, EF et OF. Que
constate-t-on ?

4, Calcu!er les mesures (en radlans) des angles
{OD OC) (OE oc ) et (DC DO)

5. Quelle est la nature du triangle OCD ? Justifier
la réponse.

6. Calculer, en cm?, I'aire du polygone OBCDEF.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonor-
mal (O: &, v ) d’unité graphique 1 cm.

Partie A

1. Résoudre dans ’ensemble C des nombres com-
plexes I'équation : z° + 8z + 17 = 0.

© 2.S0it P(z) =z +227 - 31z 102. Vérifier que
P(2)=(z-6)(z*+8z+ 17).

3. Utiliser les questions 1. et 2. pour résoudre
~ T'équation z*+2z*-31z-102=0.

Partie B

1. a. Placer les points A, B et B” d’affixes respec-
. tives: 6, —4+1i et —4—1.

- . Justifier que OB = OB’.

. Mettre sous forme algébrique —

=i

il. Quel est le module de =4+ 9

—4 —i

Déterminer & la calculatrice, un argument de

= I (on en donnera I'arrondi & 1072 pres).

e. Déduire des questions b. et ¢. les mesures en
degrés des angles du triangle OBB’ (on en don-
nera les arrondis a 1'unité),

2. Soit 2 le point d"affixe % § %z’.

2. Construire les points C et D symétriques des

points A et B par rapport a £2.

0. Sans faire de calcul, déterminer la nature du
quadrilatére ABCD.

. Calculer les affixes de C et D et retrouver le
résultat ci-dessus a I"aide des affixes des vec-
teurs AB et DC .

On considére le plan muni d’un repére orthonor-
mal (O: i, V). On note M,, M, et M, les points
 d’affixes respectives :
B z
z,z\Ee 83 5=l—i; ==
T
1. a. Ecrire z, puis z, sous forme algébrigue.
b. Déterminer le module et un argument de z, puis
de g,
2. En déduire les valeurs exactes de :
T

Y | s
cos 12 et sin 12

3.0n note A le point d'affixe 1. Représenter
les points O, A, M, M, et M, dans le repére
(O:u, V). Préciser la nature du triangle OAM, .
4. On considére la rotation de centre O et d’angle
g
12°
2. Quelle est I'image du point A ?
- b Quelle est I'image du point M, ?
¢. En déduire la nature du triangle OM M.

Le quadripdle représenté ci-dessous est constitué
~ d’un résistor de résistance R exprimé en Q et d’un
- condensateur de capacité C exprimée en F.




Ty

exerClces

On associe respectivement a la tension d’entrée
et i la tension de sortie les nombres complexes z,
‘et z,,

~ On appelle transmittance le nombre complexe Z

Lo

- défini par Z ===,

"

z
e 1

~ On admet que Z= . ol @ désigne la

1
1+iRCaw

) ] : ! !
~ pulsation exprimée en radians par seconde et |
it

i |

it
1. Vérifier que Z=

~ est le nombre complexe de module 1 et d’argu-

ment —T-c-—
] ol

Dans tout I'exercice, on suppose que :

R=500Q, C=2F et w=ﬁrad-s".

1 +i

Ecrire le nombre complexe Z sous forme algé-

brique puis déterminer le module et un argu-

ment de Z.

2. Le module de z_ peut-il étre le double de celui
de z, ? Justifier la réponse.

;-.;...:3- Dans cetie question seulement, on suppose

¥ Tc -
qu’un argument de z_est e déterminer alors
un argument de z .

4. On suppose dans cette question que :
z,= 150(-N3 +i).

&, Déterminer 1'écriture du nombre complexe z_

sous forme exponentielle re'”,

- b. Déterminer la forme exponentielle du nombre

o

L)
o A

=

complexe z, correspondant.

c. Le plan complexe est rapporté au repére ortho-
normal (O; W, V) de telle mani&re qu’un centi-
meétre représente 100 unités. Placer les points
M_et M_images respectives des nombres com-
plexes z et z..

~ Pour les exercices 76 a 79, on utilisera les notions

rappelées dans 1'activité 2.

‘On admettra que tous les nombres complexes
cherchés ont un argument dans ['intervalle
[ n

53 ) et qu'en conséquence on peut détermi-

~ner celui-ci a partir de sa tangente.

i 4, b " d 1
" On rappelle que, lorsqu’on étudie un circuit en

régime sinusoidal forcé de pulsation @, les gran-

- deurs (intensités ou tensions) peuvent étre expri-

mées :

‘e soit sous la forme a(r) = Asin(wr + 8), ot A est
‘la valeur maximale ;
« s0it sous la forme a(t)=AV2sin(@t + 6), ot A

o]

 est la valeur efficace.

On associe alors & cette grandeur a(f) le nombre
complexe, noté A, de module A (valeur maximale

* ou valeur efficace) et d’argument € (phase a I’ori-

gine des temps).

Le circuit RL « série » ci-dessous est soumis & une

~ tension u(r) = U2 sin 1.

H 4

ot

==

..

Ondonne U=220V, w =314rad-s"', R=100Q
gt I=1,1TH

i) R L
__..M

ult)

1. Donner la forme trigonométrique de U.

2. a. Exprimer, sous forme algébrique, en fonc-
tion de R, Let @, I'impédance équivalente Z du
circuit,

b. Exprimer | Z| en fonction de R, L et @.

c. Soit 6 un argument de Z. Exprimer tan@ en
fonction de L, R et m. -

3. Exprimer le module et un argument de [ en
fonction de U, R, L, @ et 6.

Donner une valeur approchée de ces nombres &
107 pres.
En déduire I'expression de i(r).

Le circuit RC en parallele ci-dessous est soumis a

~ une tension u(1) = UN2sin @r.

5L

Ondonne U=220V, @ =314rad s, R=500Q
et C=10pFE

C
|1
I

it)

———

u(t)

1. Donner la forme trigonométrique de /.

‘2. a.Exprimer. sous forme algébrique, en fonc-

tion de R, C et @, |'admittance équivalente ¥ du
circuit.
. Exprimer | ¥| en fonction de R, C et @.

. Soit @ un argument de ¥. Exprimer tan@ en
fonction de C, R et @.

. Exprimer le module et un argument de [ en
fonction de U, R, C, @ et 6.
Donner une valeur approchée de ces nombres a
107 prés.
En déduire I'expression de i (7).




Eexercices

Soit u(t) = U\2sin wt,

- a. Donner la forme trigonométrique de U et celle

de jw. Calculer, sous forme trigonométrique, le
nombre jir U.

- b. Soit «” la fonction dérivée de u. Montrer que

w'(t) = UN2 wsin ( Wt + %) Déterminer la

grandeur complexe U” associée & la fonction u”.

c. Que peut-on déduire des résultats des deux
questions précédentes ?

Pour préparer le Bac

1.i est le nombre complexe de module 1 et
d’argument -g

On consideére les nombres complexes suivants :
a=V3+iet b=\2-iV2.

Déterminer le module et un argument de a, b

a
Eh=,
b
e e A
2. Soit z= cos-ﬁ + isin e Le plan complexe

est muni d’un repére orthonormal (O u, v )
avec 4 cm comme unité graphique. On consi-
dere les points M,, M,, M, et M, d’affixes res-
pectives z, z% z et 2%

a. Déterminer le module et un argument de z, 2%,
etz

b. En laissant vos traits de construction sur la
copie, placer les points M, M,, M, et M, dans
le plan complexe.

1. Résoudre dans I’'ensemble C des nombres com-
plexes I'équation z° -4z + 16 = 0.

2. Dans le plan muni d’un repere orthonormal
(O w, v) d’unité graphique 1 cm. on consi-
dere le point A d’affixe z, =2 + 2i3 et le
point B d’affixe z, = Z,, ol 7, désigne le
nombre complexe conjugué de z ,.

a. Ecrire les nombres complexes z, et z, sous la
forme re™, ol r désigne leur module.

b, Placer avec précision les points A et B dans le
repére (O u,v).

: ]
l’_
=

- Soit u(1) = U\2sin ot.

 a. Donner la forme trigonométrique de U et celle

de jw. Calculer, sous forme trigonométrique,

U

le nombre —.
jo

~ b. Soit u, la primitive de # prenant la valeur

U2

S 0. Déterminer u,(1).

. ¢ Soit U, la grandeur complexe associée a la

fonction 1. Montrer que U, = —.
j@

3. 0n appelle A’ I'image du point A par la rota-

tion de centre O et d’angle % et on note z,.
Iaffixe du point A",

‘a. Déterminer le module et un argument du
nombre complexe z,, .

b Ecrire le nombre complexe z,, sous forme
algébrique.

¢. Placer le point A’ dans le repére (O; @,V ).

“Le plan complexe est muni d'un repére orthonor-
mal (O; i, ¥ ) direct. L' unité graphique sera égale
a4cm.

- 1. Résoudre dans C I’équation z7— 243z44 =0,

On désigne par z, et z, les solutions, z, étant
celle dont la partie imaginaire est négative.
Ecrire z, et z, sous forme exponentielle.

- 2. Soit A le point d’atfixe z, et B celui d’affixe z,.

Placer A et B et montrer que le triangle AOB est
équilatéral.

J | L
‘3. Soit E le point d’affixe z,=e ° et F son

image par la rotation de centre O et d’angle -g—

Déterminer I"affixe du point F et montrer que F
est le milieu du segment [OB].

4, Soit D I'image de E par la translation de vec-
teur 2v. Déterminer I'affixe de D et montrer
que OD = DB,

En déduire que la droite (AD) est la médiatrice
de [OB].



236

= Ce chapitre ne concerne pas les éléves de la section STl spécialité Arts appliqués.

/\CT|\/|TE o « Souvenirs, souvenirs »

Objectif : Vérifier les acquis de Premiere sur les suites arithmétiques et géométriques.

1. Suite arithmétique
Un objet laché d’une hauteur & sans vitesse initiale tombe en chute libre. On montre que les
distances (exprimées en métres) qu’il parcourt pendant des intervalles de temps successifs

d’'une seconde forment la suite arithmétique de premier terme d, = %g’ et de raison r =g, ol

g est I'accélération de la pesanteur (pour les calculs, on prendra g = 10).
a.Calculer d , d, (distance parcourue pendant la deuxieme seconde de chute), d, et i

b.Sur un axe (0; _:".) d’unité graphique 0.4 cm, représenter les positions successives de 1'objet
apres 1 seconde, 2 secondes et 3 secondes.

c.Exprimer d, en fonction de ». Calculer d,,.
d.Calculer la distance parcourue en 22 secondes, ¢’est-a-dire la somme d, +d, + ... +d,,.
2.Suite géométrique
Un objet lancé avec une certaine vitesse sur un axe horizontal parcourt, pendant des intervalles
de temps d’une seconde, des distances (exprimées en métres) qui forment la suite géométrique

de premier terme d, =5 et de raison p=%.

a.Calculer d, (distance parcourue pendant la deuxi¢me seconde), d, et d,.



-Sur un axe (0: i ) d'unité graphique 0,4 cm, représenter les positions successives de 1'objet
apres 1 seconde, 2 secondes et 3 secondes.

c.Exprimer d_ en fonction de n. Calculer d .

d.On considére que I’on ne peut pas représenter correctement sur I"axe du b., des points distants
de moins de 0,1 cm. Compte tenu de I'unité graphique, montrer que I’on ne représente pas dis-
tinctement les distances inférieures a 0,25 m.
Pour quelles valeurs de n a-t-on d <0,25 ? (Indication : si a" < b, ol a et b sont deux nombres
strictement positifs. on peut déterminer »# en utilisant la fonction logarithme.)

e.Calculer la distance parcourue durant les 14 premiéres secondes : d, +d, + ... +d .

#

/\C | |\/\TE g Refroidissement

> Pour les éleves des sections ST| Génie électronique, Génie électrotechnique et Optique.

Objectif : Etudier une situation dans laguelle on est amené a définir une suite sous la forme
u, =f(n)

Lors d’une expérience, on releve la température d’une solution toutes les secondes et on obtient
la suite des valeurs ci-dessous :

0 1 2 3 + 5 6 7 8 9 10 | 11
100 | 90,5 | 82,9 | 74,1 | 67 | 60,6 |54,9 | 49,7 | 44,9 | 40,7 | 36,8 | 33,3

1.0n note 6, la température relevée a la n-iéme seconde.
Dans un repére orthogonal (OQ: i, j ) (unités graphiques : 1 cm en abscisse, 0,1 cm en ordon-
née), représenter les points A de coordonnées respectives (n, @), pour n entier compris entre
Oet1l.

2.0n fait I’hypothese que la loi d’évolution de la température en fonction du temps est définie
sur [0, + o[ par :

S o}

6(r)=100e 7.
a.Etudier le sens de variation de la fonction 7+ (1) et déterminer sa limite en +oco.
b.Dans le méme repére que précédemment, tracer la courbe représentative € de 6.
Les températures relevées confirment-elles I"hypothese ?
3.0n suppose que I’évolution de la température continue, apres les relevés, suivant la méme loi
et on considere alors 6, = 6(n).
a.Calculer 6,,, 6, et 6,,.
b.Que peut-on dire de 6

m+l

€. Que peut-on dire des valeurs prises par 8 lorsque n devient trés grand ? Pourquoi ?

par rapport a €, ? Pourquoi ?

Dans ce chapitre, on va étudier des suites de nombres définies a partir d’une fonction f par une
relation du type u, = f(n). On utilisera alors les connaissances sur les fonctions pour étudier le
comportement de la suite : sens de variation et limite lorsque » tend vers +co.
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Définition

v

Exemple : La suite des nombres impairs est la suite arithmétique de premier terme u,= I et de
raison 2.

En effet, tout nombre impair s’ obtient en additionnant 2 au précédent et le plus petit des nombres
entiers impairs est 1.

te (u,) ., estarithmétique si et set
t constante ; cette constante est la raison ¢

1) r, ou, pour tout entier positif p, u, =u
d’une suite arithmétique est :

Remargue : On peut retenir ce dernier résultat sous la forme :

§ = Nombre de termes x Premier terme ; Dernier terme _

-

Exemple : On considére la suite (u,) définie par u, = -2 et, pour tout entier naturel n,
u,,, =u,+ 12. Par définition, (u,) est une suite arithmétique. Son premier terme est u,=-2 et
sa raison 2.

D’aprés la deuxieme propriété du théoreme précédent, on a u, = -2 + 12n. Par exemple,
U,y=-2+12x10=118.

D’aprés la troisieme propriété du théoréme précédent, on obtient :

-2+u,

By F b+ oot =% L)X 3

-2+ 118

Par exemple, u+u, + ... +u, =11x =638,

-

PExercices n®1ai3




A

Exemple : La suite des puissances de 2 est une suite géométrique. Si I’on appelle (), _,, cette
suite, ona u, = 2".

Pour tout entier naturel n, u
11 s’agit donc de la suite géométrique de premier terme u,=2"=1 et de raison g =2.

e S S T

n+1

Remargque : Si le premier terme ou la raison d’une suite géométrigue est nul, alors tous les termes
de rang supérieur ou égal a 1 sont nuls. Si ni le premier terme ni la raison d’une suite géomé-
triqgue ne sont nuls, alors aucun terme de la suite n’est nul. On ne s’intéresse dans la suite de ce
paragraphe qu’a des suites géométriques non nulles.

(K * Une suite (), _,, est une suite géométrique si,

T |

, Ou, pour tout entier p strictement pos _
mnsétuttfs d’une suite géométrique dont la rai

Remarque 1 : On peut retenir ce dernier résultat sous la forme :

1 = Bajsop "ome oo

1 — Raison

S = Premier terme x

Remarque 2 : Si g = 1, pour tout entier n, u, =u, et u,+u, + ... +u, = (n+ Du,
-

Exemple : Soit (u,) la suite définie par u,=2 et, pour tout entier naturel n, u,_,
définition, (u,) est la suite géométrique de premier terme u, =2 et de raison —3.
D’aprés la deuxiéme propriété du théoréme précédent, on a u, =2 x (=3)". Par exemple,
u,=2x(-3)""=118 098,

D’aprés la troisieme propriété du théoréme précédent, on obtient :

=(=3)u,. Par

I =(=3)"t} 1__(_3 4l
u0+ut+...+u"=2xﬁ=2:&+.
1 |
Par exemple, 1y + 1, + ... + 1, =2 X "(;3’ = 1= D gy 574,

PExercices n” 14 a 26

Ol U
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par u = f(n)

Comportement global d'une suite définie

- Ce paragraphe ne concerne que les éleves des sections ST| Génie électronique, Génie électrotechnique

et Optique.

1IReprésentation

On a vu dans 1'activité 2 une situation dans ldquelle on s’intéressait aux valeurs prises par une
fonction pour chaque valeur entiére de la variable. On peut alors représenter les termes de la
suite.

m Soit f une fonction définie sur K. Soit la suite (u), _,, définie, pour tout entier nafmvel

n, par u, = f(n). Soit € la courbe représentative de la fonction f dans un reperc orthogc
(0 ? f ). Les termes de la suite sont les ordonnées des points de la courbe dont les abscisses

sont les entiers naturels.
w
Exemple : Soit la suite (u,), _,, définie,

pour tout entier naturel n, par :
1

I :
nt+1

)

On considére la fonction f définie sur

R* par f(x)= —L— On peut écrire,

pour tout entier naturel n, u, = f(n).

Zﬁéens de variation

PExercices n° 27 a 33

On dit que la suite (i) est croissante si et seulement si, pour tout entier naturel n :

On dit que la suite () est décroissante si et seulement si, pour tout entier naturel z :

v

Exemple : On considére la suite arithmétique de premier terme u,
Puisqu'il s’agit d'une suite arithmétique, chaque terme est obtenu en ajoutant la raison au terme
précédent : pour tout entier naturel n, u, = u, + 0.2. On en déduit que, pour tout entier naturel

n,u =u, La suite est done croissante.

n

Pour les suites de la forme u, = f(n), on a le résultat suivant (trés « lisible » sur la représentation

graphique).

i 240 Suites

i

= -5 et de raison r=0,2.

m Si une suite (u,) est définie par une relation du type u, = f(n), et si fest monotone sur
‘R*, alors la suite (u,) a le méme sens de variation que f.

. Remarque : Attention, la réciproque de cette propriété n’est pas vraie. Une suite peut étre stric-
tement croissante, ou strictement décroissante, alors que la fonction f n’est pas monotone. On
peut se reporter a I'exercice 41 ol I'on étudie un contre-exemple.




. CHAPITRE 9

Soi__t (u,), . la suite géométrique définie pour tout nombre entier naturel # par u, = ¢

v

Exemple : Soit la suite (u,) définie, pour tout entier naturel n, par u, = f(n), ou fest la fonction
définie sur R par f(x)=-3x+ L.

La fonction f est une fonction affine décroissante (le coefficient de x est strictement négatif), par

conséquent la suite (u,) est décroissante.
PExercices n” 34 a 41

3 Limite

9 Soit une suite (u,) définie par une relation du type u, =f(n). Si 1_,51 f(x) = L. on dit

‘que u, a pour limite L lorsque 7 tend vers +co et on note alors lim u, =L (L peut étre une
Ao e A= s
limite finie ou infinie).

rsque L est une limite finie, on dit que la suite («,) est convergente.

-

; ; g ot s X < n+1
Exemple : Soit la suite (u ) définie, pour tout entier n strictement positif, par u = =

1

2x+1
3x-1

Si I'on considere la fonction f définie sur [1, +eof par f(x) = , on peut écrire, pour tout

entier n supérieur ou égal a 1, u, = f(n). D’autre part, lim f(x)= % (limite a 'infini d’une
]

n=s+en

o Bl : . 2
fonction rationnelle). D’aprés la définition ci-dessus, on peut donc dire que lim u = 3

A I'aide de cette définition, on obtient aisément les résultats suivants.

Propriété ) e lim Vn =400,
R34

* Pour tout nombre entier p strictement positif, lim n” = +eo,

n=h o
\n :
‘tout nombre entier p strictement positif, lim — =0.

n—y+oo pr

PExercices n” 42 a2 49

il Convergence des suites geométriques ’

Soit la suite géométrique (u,) de premier terme u, =1 et de raison g > 0. On s’intéresse aux
valeurs de u, lorsque n devient trés grand. On admet le résultat suivant.

avec g > 0.
oS} a>1, "lil.'n q"=+oo.

*8Si 0<g<l, lim ¢"=0.

. Si g = 1, la suite (u,) est une suite constante égale a 1 : lim g" = 1. O
= o i~ oe

A

Exemple : lim 2"=+c et lim 0,1"=0.

=t =3+ os

Remarque : La démonstration de ce théoréme utilise la fonction £ définie par f(x)=g¢"=¢e"™.

*»Exercices n’ 50 a 54
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~ u Définition |

naturel n, u,, =u +r.
o Caracté-  Une suite (u,) est arithmétique si et
risation  seulement si, pour tout entier naturel n,

]

tion de n

u =u, + nr.
= Somme Si (u,) est une suite arithmétique de
de termes premier terme u, et de raison r, alors,
consécutifs  pour tout entier naturel n, ona :

-+8i 0<g<l,

i = L oo
 Suite arithmétique
 Une suite (i) est dite arithmétique si
- et seulement si il existe un réel r,
| appelé raison, tel que, pour tout entier

u,, —u, estconstante. Cette constante
est alors. la raison r de la suite.

Expression Soit (#,) une suite arithmétique
e u, en fonc- de premier terme u, et de raison r.
On a alors, pour tout entier naturel n,

(n + 1)(u,+u,)
> :

Uy + U+ .

n

tu =

= £(n)

» Sens de variation
Définition : Une suite (u,) est dite croissante si et seulement si, pour tout entier naturel n :

U”+| n’

1> Suitefss arithmétiques, suites géomeétriques

Suite géomeétrique

Une suite (u,) est dite géométrique si
et seulement si il existe un réel g,
appelé raison, tel que, pour tout entier
naturel n, u, ., =qu,.

Une suite (u,), dont tous les termes
sont non nuls, est géométrique si et
seulement si, pour tout entier naturel n,

n+|

le quotient ——— est constant. Cette

n
constante est alors la raison ¢ de la
suite.

Soit (u,) une suite géométrique

de premier terme u, et de raison ¢.

On a alors, pour tout entier naturel n,
- n

u =u,q".

Si (u,) est une suite géométrique de
premier terme u, et de raison ¢ différente
de 1, alors, pour tout entier naturel 7, on
a:

uﬂ(l 3 qn + 1)

PP o s
0 1 l_q

+u, =

s =

2> Sens de variation, limites des suites de la forme

Une suite (u,) est dite décroissante si et seulement si, pour tout entier naturel n :

U, .=,

X=don n—t+4oe

oit (u;r)nEN

*Si g>1, im q@"=+-9e,

lim g"=0.

n—+ee

* Si g = 1, la suite (i) est une suite constante ¢gale a 1 :

Cas des suites de la forme u = f(n): si fest une fonction monotone sur R*, alors la suite ( u,a
le méme sens de variation que f.

= Limite
Définition : Soit la suite (u,) définie par une relation du type u_ = f(n).

Si lim f(x)=L, alors lim u, = L. (L peut &tre une limite hnle ou infinie.)

Lorsque L est une limite finie, on dit que la suite (# ) est convergente.

3> Convergence des suites géométriques

la suite géométrique définie, pour tout nombre entier naturel, par u, =g":

lim g"=1.

R—s+6a




Déterminer la nature d'une
suite et utiliser ses
propriétés

Pour se faire une idée de Ia
nature d’une suite, on peut en
calculer les premiers termes.

Pour démontrer gqu’une suite
est arithmétigue,
oncalcule u,  ~u,.

Pour démontrer qu’une suite de
réels non nuls est géométrique,

v
on calcule —2£1,

Calculer une somme de
termes consécutifs d'une
suite arithmétique

La somme des premiers termes
d’une suite arithmétique de
premier terme u  est :

i 1 H“ + H”
g+ ...+u,=(n+ }-—mz——.
Il faut donc calculer la valeur du
dernier terme de la somme :

on utilise alors la relation
u,=u,+kr.

Calculer la somme des
termes consécutifs d'une
suite géeométrique

| 2

b

1 Soit les suites (u,) et (v,) définies respectivement,

pour tout entier naturel n, par 4, =2—5n et v, =

? .

Déterminer, pour chacune des deux suites, s'il s’agit d’une

suite arithmétique ou géométrique.

Réponse

w,=2, u,=-3, u,=-8. Il semble que I’on passe d’un
terme ‘au suivant en ajoutant (—5). On peut faire la conjec-
ture que cette suite est arithmétique.

u

ol

—u,=[2-5(n+D]-[2-

5n] = =5. Cette diffé-

rence ne dépend pas de n, donc la suite (u,) est arithmé-

tique et a pour raison (- 35).
3

Vo=3, V,= o, W, = 535 Il semble que I’on passe d'un

5

terme au suivant en multipliant par % On peut faire la

conjecture que cette suite est géometrique.

3 :
: A vr+|-5u+] 5 3 5”
Pour tout entier n, v, #0 et ;’,. e ek
?

d'od Jntl = % Ce quotient ne dépend pas de n, donc la

Vv
"

suite (v, ) est géoméfrique et a pour raison é

2 Calculer la somme des 15 premiers termes de la suite
arithmétique de premier terme u, =3 et de raison 0.8.

Réponse

La somme des 15 premiers termes est :

S=u +u + ... +u,=

u,=3+14x08=142.
La somme cherchée est donc § =

3 Calculer la somme:_:

g (g
B e Rt S VY SRS N
e e vl

15(uy+u,,)

2

15x (3+142) _ o9

2

el

64 " 128 256
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On reconnait que les termes de
cette somme sont de la forme ¢”,
p variant entre 0 et 8 ; il s’agit
donc des fermes d’une suite
géométrique de raison ¢,

Si g # 1, une telle somme est
égale %:L,oim est le
Ll

nombre de termes de la somme.

Etudier le sens de variation
et la limite d'une suite
de la forme u, = f(n)

On reconnait une suite de la
forme u_=f(n).

Pour étudier le sens de variation
de (u ), on étudie le sens de
variation de f.

Si f est monotone sur [0, +e<[, la
suite a le méme sens de
variation que f.

8i f admet une limite en +oo0, alors
la suite admet la méme limite.

Etudier la convergence
d’une suite géométrique

On reconnait une suite
géométrique, que Pon écrit sous
' Ia forme ag”.

On applique le théoréme du
- cours sur la limite d’une suite
géométrique.

Réponse

11 s’agit de la somme des 9 premiéres puissances de 5 :
1 0 1 1 1 2 1 8
= —)+(—)+— +...+(—).
(2 2 (2) 2

1\° 1
fia)s y SN 00
(2) - 512 _ SH ><2=511
1 1 512 256 °

-

%]

2

4 Soit la suite (v, ) définie, pour tout entier naturel n,

piE 2n*
SRS

Etudier son sens de variation et sa limite.

Réponse
Pour tout entier naturel n, on a v = f(n), avec la fonction
2
f définie sur [0, +oo[ par f(x) = fx e
x°+

La fonction f est une fonction rationnelle définie et déri-

4x
abl 0, +%[.Ona fix)= ————.
vable sur [0, +e<[. Ona f'(x) PR

Sur [0, +eo[, f(x) = 0, donc f est croissante sur [0, +os[.

La suite (v,) est donc une suite croissante.

) 32 ]
ot B en i f)= 2.
1ad) 14 e
> 2
X X

On en déduit que lim v =2

e

5 Soit Ia suite (,) définie, pour tout entier naturel n,
par u, = —% Aprés avoir reconnu la nature de cette
suite, montrer qu’elle est convergente et préciser sa limite.
Réponse

Ona u,= —2(%) donc la suite (u,) est une suite géo-

métrique de raison é

Ry 4o e

b Comme0<-%<1 lim (%)"zﬁ;dm lim u =0.
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~ Suites arithmétiques

Dans les exercices 12 6, la suite («,) est une suite
‘arithmétique de raison r.

G

it

Sim,=2 et r=-3,

- calculer u ., puis S=u,+u, + ... +u,
Siw,=-3 et r=0,3,
‘calculer u ,, puis S=u, +u,+ ... +u;.
Si u,=4 et u, =1, calculer r.
Si u,=—1 et u, =194,

~ calculer r, puis S=u,+u, + ...+ Uy
' Si uy=0,5 et r=0.2,
calculer Uy, PUIS S=uy+u + ... +u,.
Siu, =3 et u, =1,
cajculerr puis S=u, +u, +...+uy.

{14

&3

} ‘r ..I

Que représente la suite arithmétique de premier
“terme 1 et de raison 2 7

- La suite des entiers multiples de 3 est-elle une

suite arithmétique ? Si oui, préciser son premier
terme et sa raison.

Que] est le 400° nombre impair ?

Calculer la somme des 250 premiers nombres
impairs.

Calculer la somme des 25 premiers multiples non
- nuls de 5.

—
Dans un repére orthonormal (O i, j ), a étant un

~ réel quelcongue, on considere les points A(—a, 0),

B(a, 0) et les points C |, C,, ..., C,, ... d’abscisse

7 0 et d’ordonnées respectives 1, 2, ... n
- Soit (a, ), la suite des aires des triangles ABC,.

~ b Exprimer @, puis a

c. Calculer, pour tout entier n, a

BSi u

calculer viget S=v,+v, +...

a. Exprimer a,, a, et a, en fonction de a.
b. Exprimer a , puis a_, , en fonction de n et de a.
—a,. En dé-

(2]

. Calculer, pour tout entier n, a,
duire la nature de la suite (a,).

. Que peut-on alors en déduire pour I'aire de la

partie de plan comprise entre deux triangles
consécutifs ?

Sur un axe (0 i ) sont placés les points A, A,.

A, ... d’abscisses respectives 1,2, ..., n, ...
'On consrdere les cercles €,, €,, ..., ‘Gu, ... de
- diametres respectifs [OA |, [OA,], ..., [OA ], ...

‘On note a, I'aire du disque de diamétre [OA, ],
pour tout entier n strictement positif, a, est I'aire
de la partie de plan comprise entre le cercle 6 et
e cercle €

n+l"

".._-,a. Calculer q,. a, et a,.

{1
en fonction de n.

n+l?

.- a,. En dé-

n+

duire la nature de la suite (a, ).

‘o, Calculer a,,, puis la somme :

S=ag+a, +...+a,,
Que représente cette somme ? Pouvait-on pré-
voir le résultat ? Si oui, comment ?

Suites geomeétriques

- Dans les exercices 14 4 21, (u, ) est une suite géo-

métrique de raison g.

I€isi u,=3 et g=2,

calculer u et S=uy+u, +... +u,.
8i s =2 et g=L
2 U, = q=5-
calculeruy et S=u, +uy+..+ Uy

letu—gl

0= 3 £ déterminer les deux

- valeurs possibles de g. Dans chaque cas, calculer

la somme des termes de u, & u,.

B Si u,=9 et u, =—%, calculer la raison g.

3 Si Vu=2 et g= %,

+ Vg




M si v =12, u5=T(13_8 et >0,

calculerget S=v, + v, + ... + v,

~ Que représente la suite géométrique de premier

terme [ et de raison 4 7

~ Calculer la somme des onze premiéres puissances
de 3.

S Caleuler $=2-2%4+22-2%4+ ., +2°-2",

“Dans une suite géométrique, le premier terme est
2, le sixiéme terme est —64. On sait que la raison

est—2, - % ou 2. Quelle est cette raison ? Justifier

sans aucun calcul.

Sur un axe (O ?). on note A, le point d’abscisse
1. A partir de ce point, on construit la suite des
points A _de la facon suivante : pour tout entier n
strictement positif, A, est le symétrique par rap-
port & O du milieu de [OA ].
a. Construire les points A, A, et A, et préciser les
abscisses x, et x, des deux derniers points.

On appelle x, I'abscisse de A .

b. Montrer que la suite (x,) est une suite géomé-
trique dont on précisera la raison.

¢. Que peut-on en déduire sur le signe de x, dans
le cas ol n est pair 7 Dans le cas ou n est
impair ?

e
Un enfant fait des ricochets : la pierre, lancée du
bord de la riviére, parcourt 2 meétres avant de
rebondir une premiere fois sur 'eau. Apres
chaque rebond, elle parcourt les trois cinquieémes

- de son trajet précédent avant de toucher de nou-
veau ’eau.

~ On appelle u la distance parcourue par la pierre
entre le n-ieme rebond et le suivant.

a, Calculer les cing premiers termes de la suite.

1P=5

e. Combien de rebonds faut-il pour que la pierre
traverse une riviere de quatre metres de lar-
geur ?

Le winch est un mécanisme utilisé par les marins
sur les voiliers pour régler les voiles a I"aide d'un
cordage appelé écoute. La particularité du winch
est de permettre & 'utilisateur d’exercer une trac-
tion importante sur la voile en exercant lui-méme
un effort modéré sur I'écoute.

Ecoute
maintenue

par un équipier

Winch

Ecoute reliée
4 la voile

Si T est la norme de la tension exercée vers la
voile et 7 la norme de la tension maintenue par

I'équipier, on a la relation : TT =e% ol festle

coefficient de frottement entre le winch et
I’écoute, et & I'angle d’enroulement en radians de
I'écoute sur le winch. De plus, si n est le nombre

~ de tours d’enroulement du cordage sur le winch,

[Ls

o =2nm.

'On appelle ¢, la tension que doit exercer 1'équipier

pour n tours d’enroulement du cordage.
a. Exprimer ¢, en fonction de n, Tet f.

. Calculer

I — .
ntl En déduire la nature de la suite

"

(1,) dont on précisera le premier terme ¢, et la
raison.

. Quelle tension doit exercer un équipier sur
I'écoute 571l effectue 4 tours d’enroulement du
cordage sur le winch, pour maintenir sur la
voile une tension de 15 000 newtons (on pren-
dra f=02)7

Suites définies par une relation

“du type u_ = f(n)

b. Démontrer que (u,) est une suite géométrique ﬁ

et préciser son premier terme et sa raison,

. Exprimer u, en fonction de n.

. . Calculer en fonction de n la longueur totale du
trajet effectué par la pierre jusqu’a son n-ieme
contact avec I'eau.

Pour chacune des suites suivantes, calculer les

‘quatre premiers termes. puis donner une expres-
- sion plus simple du terme général.

A. u, = cosnt. bov = cos((Zn + l)g)‘




‘Méme exercice que le précédent avec :

157
(2n + )2

a, x, =sinnx. by = sin(

‘Méme exercice que le précédent avec :

a. u,=InVn,avec n= 1.

b. u"=51ni2,avec n=1.
n

la suite des nombres réels f(n). Utiliser alors le

Tracer sa courbc_.regrésemative dans un repére
orthogonal (Q; i, j ) (unités : 1 cm sur (Ox),
10 cm sur (Oy)).

b. Sur la représentation du a., placer les quatre
premiers termes de la suite (u,).

Définir une fonction ftelle que la suite donnée soit

sens de variation de f pour en déduire le sens de

~ variation de la suite.

Soit la suite («,) définie, pour tout entier n, par la
s i
z |+ -1y
a. Calculer les cing premiers termes de la suite,

-relation u, = cos(n

b, Calculer e

Représentation et sens de n
variation des suites définies par :

une relation du type u, = i)

&
€ Soit la suite (u,) définie, pour tout entier n stricte-
-ment positif, par u, =-5+ 3n.
a. Préciser le sens de variation de la fonction f
définie sur R* par f(x)=-5+3x.
Tracer sa courbe représentative dans un repére
orthonormal (O:i.j ) d unité 1 cm.

b. Sur la représentation du ., placer les cing pre-
miers termes de la suite (u,).

Soit la suite (u,) définie, pour tout entier n stricte-
~ ment positif, par u, =-2n + 3.

&
_.'a. Préciser le sens de variation de la fonction f
~ définie sur R* par f(x)=-2x+3.
Tracer sa courbe représentative dans un repére
orthonormal (@ i, j ) d’unité 1 em.
- b. Sur la représentation du a., placer les cinq pre-
y miers termes de la suite (u,).

~ Soit la suite (u,) définie, pour tout entier n stricte-

&

ment positif, par u, = e
n—

_ b, Etudier le sens de variation de la fonction f
I

définie sur [ 1, +eof par f(x)= -
2x-1

Méme exercice que le précédent avec :

— 3 i
a. HN—S[H—-.

bv = In(n* + 1).
n

Soit la suite (u,) définie, pour tout entier n, par la

relation u, = —

e+l

a. Calculer u, u,. le cinquieme terme de la suite,

et le terme d’indice 7 de la suite. Quel est le
rang de u, 7

. Quel est le sens de variation de la suite (u ) ?
(On pourra utiliser le sens de variation de la
fonction ftelle que u, = f(n).)

. A partir de la courbe représentative de la fonc-
tion f, représenter les quatre premiers termes de
la suite (u,) dans un repére orthogonal d’unités
1 em sur 'axe des abscisses et 10 cm sur 1'axe
des ordonnées.

~ Soit la suite (u,) définie, pour tout entier n stricte-

ment positif, par u, = ln(l + % )

a. Ftudier le sens de variation de la fonction f

1+-I—

.

. Tracer sa courbi r_ePrésentalivc dans un repére
orthogonal (O i, ) (unités graphiques : 1 cm
sur (Ox), 5 cm sur (Oy)).

définie sur 10, + oo par f(x) = ln(

. En utilisant la représentation précédente, placer
les cing premiers termes de la suite (u ).

. Déduire de 1'étude de la fonction f le sens de
variation de la suite (u, ).




SexXercices

€ Soit la suite (u,) définie, pour tout entier naturel
n, par u, = f(n), ol fest la fonction définie sur R
- par f(f) =CI|“2.
a. Etudier le sens de variation de f et en déduire le
sens de variation de la suite (u, ).

5. Montrer que, pour tout entier n, u, =2". Quelle
~ est la nature de cette suite 7
~ Soit (u,) la suite géométrique de premier terme
u,=1 etde raison 3.

a. Montrer que, pour tout entier naturel n,
— ahind
u,=¢ .

. On considere la fonction f définie sur R par
f(x) =e"™ Etudier son sens de variation.
En déduire le sens de variation de la suite (1, ).

Reprendre I'exercice précédent avec une suite
géométrique (u,) de premier terme u, = 1 etde
raison ¢ strictement supérieure a 1 ; puis avec une

suite géométrique de premier terme u;=1 etde
raison ¢ comprise strictement entre 0 et 1.

ﬁ Pas de réciproque hative!

~ La courbe ci-dessous est la courbe représentative
~ de la fonction f définie sur R par f(x)=x+sinmx.

a. Calculer f’(x) et montrer que, pour tout inter-
valle de la forme [n, n + 1], f'(x) s’annule et
change de signe une seule fois. Que peut-on en

- déduire pour le sens de variation de f?

b. On considere la suite (u,) définie par u, =f(n).
Sur la représentation, placer les cing premiers
termes de la suite.

Exprimer u, en fonction de n. Que peut-on dire
du sens de variation de la suite (u,) ?

. Que peut-on en conclure ?

™

Limite d’'une suite de la forme
u. = Ffim

€ Définir la fonction ftelle que la suite donnée soit
la suite des nombres f(n). Etudier alors la limite
de fen +e= et en déduire la limite de la suite.

a.u = 3 b.v:"-_l.
n+2

"T W3 2

Méme exercice que le précédent avec :

2
n+n 1
au = b. vV, =C0S§ —.

T R T n

Méme exercice que le précédent avec :
a. u“=]n(l +-l-)

n

Méme exercice que le précédent avec :

wl

2
b.v =e

L T LR R
€ou = n
A VS

- Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite
~ de la suite (u,).

2n'—6n+8 b 3 -n+3
= W= =

0 U = ——m— . L =

! b n+n+ 1 " n+2
n+ 1

Cu,=— s
n+2

-

~ Tracer, dans un repére orthogonal (O: i, f )
~ d’unités 10 cm sur 1'axe des abscisses et 1 cm sur
I"axe des ordonnées, la courbe € représentative de

la fonction f définie sur 10, +eof par f(x) = .
X

 On considére, pour tout nombre entier n stricte-
ment positif, la droite & d’équation y = nx et le
point A . point dintersection de %), avec 6.

2. Tracer sur la représentation précédente les
droites %, 9, et D, et placer les points A, A
etA,.

2

b. On appelle x, I'abscisse de A, . Exprimer x, en
fonction de n.

¢. Quelle est la limite de la suite (x,) ?



X CICesS

Soit la suite (/ ) de terme général :

1 "
i IH:J ].K 2d..P.’
i 0 +X

1. . Ftablir le tableau de variation de la fonction

s SHET);
1+x°

I+ En déduire que, pour tout x de [0, 1], ona: ~
1

05 = E = =1

2. a.En déduire que, pour tout entier naturel n,

ona:
|
J %dxi[nij. x"dx.

0 0

1 1

JrTﬁdx et K, =J x"dx en

b Calculer I, =j
0

i 0

fonction de n.
. Déterminer alors les limites en +e= de K, et de
J,. Que peut-on conjecturer sur celle de 1, ?
- On considére la suite («,) définie, pour tout entier
: _ 6
naturel n, par 4 = ———.
s il T
2. Définir la fonction fsur [0, +eo[ telle que, pour
tout entier n. u, = f(n).
b. Etudier les variations de f et préciser sa limite
en +oo,
¢. Tracer la courbe rcprése_r:t%ive de f dans un
repere orthonormal (O: i, j ) d’unités 1 cm.
¢ Représenter & 1'aide de cette courbe les cing
- premiers termes de la suite (u,).

. Utiliser I'étude précédente pour déterminer le
sens de variation et la limite de la suite (u,).

. Convergence d'une suite
. géométrique

‘€ Les suites suivantes sont-elles convergentes ?
n
.-a.u"=(l). b.u—l

2 S Th

. Méme exercice que le précédent avec :

| ""a. V"=3“. b. ".’n=52:n'

oA

- Méme exercice que le précédent avec :

- n ~2n
a. U =.3_e_._ bv_e

" 50 an £

Sur un axe (O T ). on considére le point A, d’abs-

cisse 1. On construit une suite de points de la
facon suivante : A | est le milieu de [OA ]. Soit
x, 'abscisse de A .

:_a. Faire une figure et placer A |, A,, A, et A,
b, Exprimer x

en fonction de x,.

n+i

¢. En déduire la nature de la suite (x ), puis sa

limite quand n tend vers +eo,

Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal
(O3i,))

1 On construit sur 1’axe des abscisses une suite

de points de la facon suivante : A, a pour abs-
cisse | et, pour tout entier n stnctemen{ positif,
A, est le symétrique de O par rappm-t aA.
On appelle x_ 1'abscisse de A .

Construire A, et A, et calculer x, et x;.

- 1. Exprimer, pour tout entier » strictement positif,

x_,, en fonction de x . En déduire la nature de

~lasuite (x,) puis I'expression de x, en fonction

de n.
. Quelle est la limite de la suite (x,) 7

2. Sur I'axe des ordonnées, on construit une suite

de points de la fagon suivante : B, a pour
ordonnée |1 et, pour tout entier n, I'aire du tri-
angle OA B, est constante. On appelle y, lor-
donnée de B,

a. Calculer Iaire du triangle OA B, puis déter-

miner y, en fonction de n.

b. Montrer que la suite (y,) des ordonnées des
points B est une suite géométrique dont on
précisera la raison.

N . Quelle est la limite de la suite (3.)7

- Pour aller plus loin...

Soit la suite (u,) définie par u, =¢ "

4. Montrer que (u,) est une suite géométrique,
dont on précisera le premier terme u et la rai-
son g.

w b. La suite (u,) est-elle convergente ? Si oui, pré-

ciser sa limite.

- c. Calculer, en fonction de n, la somme :

S,=uytu +o.tu,

d Quelle est la limite de S, quand n tend vers 4o ?



On a relevé, durant dix semestres consécutifs, le
prix moyen d'un méme article (prix moyen relevé
chez plusieurs vendeurs). On obtient une suite de
dix nombres : u, =641 ; u, =651 ; u,=66 :
u, =671 ; 4, =679 ; u; =689 ; u, =698 ;
u; =706 ; u; =717 ; w,=725.

1. Augmentation moyenne

a. On considére la suite (v,) des augmentations
successives : pour n entier compris entre 1 et 9,
Wy =M= g calculer Viy oy Vy, puis la
moyenne arithmétique m de ces nombres. (La
moyenne arithmétique de n nombres est égale a

la somme de ces n nombres divisée par n.)

b. Soit (w, ) la suite arithmétique de premier terme
w, = u, et de raison m. Calculer w,.

2. Taux d’accroissement moyen

i

~ a. On considere la suite (x,) des taux d"accroisse-

ment successifs :

1 et9,

pour n entier compris entre

I”I

. Calculer x,,

a-1

ois, Xy (0T
u
donnera des valeurs approchées a 10" pres),
puis la moyenne géométrique 4 de ces nombres
(la moyenne géométrique de n nombres est la
racine n-ieme du produit de ces n nombres).

b Soit ( v, ) la suite géométrique de premier terme

¥, = U, etde raison u. Calculer y,.

~ Soit la fonction f définie sur R par f(x) = %.r +1

‘et soit € sa courbe représentative dans un repére

orthonormal (O 7, i

 Pour tout entier naturel », on appelle «, I'aire de la

il a.

-Soit la fonction g définie sur R par g(x) =e

~ partie de plan P, limitée par €, I'axe (Ox), et les

droites d’équations respectives x=n et x=n+ 1.
Tracer ‘€. Hachurer P, et P,.
b. Calculer u

[

o~ Exprimer u, en fonction de n.

Quelle est la nature de la suite (u,) ? En
déduire I'expression, en fonction de n, de la
somme S, =u,+u +...+u,

. Donner une interprétation grapthue de §, et
retrouver son expression en fonction de n par
un calcul d’aire.

~* et

- soit ‘€ sa courbe représentative dans un repére
* orthogonal (01, ) d’unités 10 cm sur I'axe des
abscisses et 1 cm sur I’axe des ordonnées.

Pour tout entier naturel n, on appelle u, 1'aire de la
partie de plan P, limitée par ‘€, I'axe (Ox), et les
~ droites d'équations respectives x=n et x=n+ 1.

. Aprés une rapide étude de la fonction g, tracer
€. puis hachurer P, et P,.

. Calculer u . Exprimer &, en fonction de n.

. Quelle est la nature de la suite (u ) ? En
déduire I’expression, en fonction de n, de la
somme § =u,+u +..+u,

. Donner une interprétation graphique de S, et
retrouver son expression en fonction de n par
un calcul d aire.

- Quelle est la limite de S, ?

On définit la suite (u,) par son terme initial u, =1
u, +8
2u +1°

et la relation u,

1. Calculer u,, u, et u,.

2. Soit la fonction h définie sur }4 % + oo[ par :

x+8

h = 2
el sy

a. Etudier rapidement la fonction h, puis tracer

sa courbe représentative ¥ et la droite U
d’équation y = x dans un repére orthonormal
{054 i) d’unité graphique | cm.

b. Construire, i 1'aide de 7€ et de U, les points de
I'axe (O; i ) d’abscisses respectives u, u,, u,
et u,,

. 3.(v,) est la suite définie pour tout n par :

u"~2
u, + 2

"

i a. Calculer vy, v, et v,.

b Exprimer v

.., en fonction de u__ . puis de u,, et

enfin de v, : montrer que (v, ) est la suite géomé-

trique de premier terme v, et de raison —%

. Exprimer v, en fonction de n et déterminer la

limite de la suite (v ) quand n tend vers +oo.

4, Exprimer u, en fonction de n et déterminer la
limite de la suite (#,) quand n tend vers +<e.

1. Pour tout entier n strictement positif, on définit :

e+ 1)
u, =J e**dx.

Inn
a. Exprimer u, en fonction de n.

b. Montrer que (u,) est une suite arithmétique
dont on déterminera le premier terme et la rai-
son.




A?é— €. En déduire I'expression, en fonction de n, de la
 somme S, =u,+u ... +u,
- d. Quelle est la limite de S, ?
2. Pour tout entier n strictement positif, on définit
s
~a. Montrer que (v,) est une suite géométrique
~ dont on précisera le premier terme et la raison.

v, =g
n

"'l"'b En déduire |'expression, en fonction de n, de la
somme S/ =v,+v,+..+v, 2

~a. On considére la suite (u, ), définie pour tout
nombre entier naturel, par u, = = 32rl

ab Montrer que (u,) est une sutte géométrique

dont on précisera le premier terme et la raison.

.‘ b, Soit la suite (v, ), définie pour tout entier natu-
~ reln,par v, =Inu,.

* Montrer que (v,) est une suite arithmétique,
- dont on précisera le premier terme et la raison.

* Exprimer, en fonction de n, la somme :
S =vy+v+v, ..+
G S0it P =uyxu X u,x ... xu, ExprimerInP,
—: ar Eildc des termes de la suite (v, ). En déduire
e

Pexpression, en fonction de n, de InF,, puis
de P.

'g
L

‘_ . On considére la suite (u,) définie, pour tout entier
_,;-3 strictement positif n, par u, =e¢™" —-e¢ oy

a&lt 1. Soit la fonction f définie sur R par :

- flx)=e =%

-<, a. Etudier le sens de variation de f sur [0, +eo[ et
s sa limite en +eo,
b Tracer la courbe reprét:entahve de f dans le
©  repére orthogonal (O: i, j ) (unités graphi-
.~ ques: | cm en abscisse, 1[}. cm en ordonnée),

3 Placer sur 'axe des ordonnées, a 1'aide de la

représentation ci-dessus, les quatre premiers
termes de la suite (u, ).

= ¢. Déduire de I'étude de fle sens de variation et la
l!“ limite de la suite (u ).

2. 0n considére les suites (v,) et (w,) définies
respectivement, pour toul entier strictement
positif, par v, =e™ et w,=e "

a Montrer que ces deux suites sont des suites
- géométriques, dont on précisera le premier
terme et la raison.

b, Exprimer, en fonction de n, les sommes :

(= L T S e o et O, =W +Ww,+...+W,.

- En déduire, en fonction de n, la somme :
+u,.

S =t

e d

':1. Soit (#,), .

@, Montrer que (u,), _,, est une suite arithmétique,
dont on précisera le premier terme u, et la rai-
son r,

la suite définie par u, =2n - 1.

5 e
b. Calculer, en fonction de n, la somme :
4 WSS e S 31
L2, Soit (v,), .- 12 suite définie par v, = e*.
2. Montrer que (v,), _,, est une suite géométrique
pour laquelle on précisera le premier terme v,
et la raison g.

S8ib. Calculer P =y x v % ...

L
‘Le rectangle ci-dessous représente un billard. Une
‘boule, lancée & partir du point [ avec une vitesse
initiale de 4 m-s~', rebondit sur les bandes en sui-
~ vant la trajectoire JABCDABC... (A, B, C et D sont
les milieux des quatre cotés du billard et [ est le
“milieu de [AD]).

K.

n

A

e L C
A cause des frottements, et d’une perte d’énergie
~cinétique & chaque rebond sur la bande, on consi-
 dére que sa vitesse aprés un rebond est réduite en
- moyenne de 25 % par rapport & sa vitesse aprés le
rebond précédent (cette estimation étant valable
. également pour la vitesse aprés le premier rebond
~ par rapport a la vitesse initiale).
© 1.a.0n appelle v, sa vitesse initiale et v, sa
~ vitesse apres le n-ieme rebond.
- Montrer que la suite (v,) _, est une suite géo-
. métrique, dont on précisera la raison. En
~ déduire I’expression de v, en fonction de n.
b, On estime que, si la vitesse aprés un rebond est
inférieure 2 1 m-s ', la boule s arrétera avant
d’atteindre la bande suivante. Déterminer le
nombre N de rebonds aprés lesquels la boule
s'arrétera.

4]

N 2. a.Les dimensions du billard sont 2,40 m sur
1,20 m. Calculer la longueur d du coté du
losange ABCD.

On appelle /, la longueur du parcours de la
boule entre le point de départ / et le n-ieme
rebond.

et

e




b, Calculer [, et, pour tout entier naturel n, expri-

mer [, en fonction de /. Quelle est la nature
de la suite (1), _,, ?

. En déduire I'expression de /, en fonction de n,

puis la longueur /,. Que représente [,, ?
3. a.Calculer le temps ¢, mis par la boule, 2 la
vitesse v,, pour effectuer le parcours [/A].

b. Pour n = 1, on appelle ¢, le temps mis par la
boule entre le n-ieme et le (n + 1)-ieme rebond,
(parcours effectué a la vitesse v ). Montrer que
(¢,) est une suite géométrique de raison —— 0. _?5

1, puis le temps total du

+1,.

c. Calculer ¢, +1,+... +
parcours :

T=t 41+, %...

A partir d'un triangle équilatéral de coté 1 que
I'on appelle P, on construit une suite de poly-
gones de la fagon suivante : & partir du polygone

- P,, on construit le polygone P, ,
-+ on divise chaque c¢6té du polygone en trois par-

ties égales;
« sur la partie du milieu, on construit un triangle
équilatéral ;

~ « pour chaque nouveau triangle, on efface le coté

qui faisait partie du polygone précédent.

I| 1. 2.0n appelle [, la longueur des cotés du poly-

gone P . Expnmer I, en fonction de /. En
déduire la nature de a suite (1) puis Tex-
pression de /_ en fonction de n.

nel

b On appelle ¢, le nombre de c6iés du polygone

P,. Exprimer ¢, _, en fonction de ¢,. En déduire
la nature de la suite (¢, ), . puis I’expression

de ¢, en fonction de 7.

- ¢ On appelle p,_ le périmétre du polygone P,.

Exprimer p, 4 Iaide de [ et ¢ , puis en fonction
de n. Quelle est la nature de la suite (p,) ?
Quelle est sa limite lorsque n tend vers +oe ?

- 2. On rappelle que I'aire d’un triangle équilaté-

3

ral de coté lest = TF.

~a. Exprimer, a I'aide de [, puis en fonction de n,

b, Exprimer, al'aidedec, ,

I'aire 7, de chacun des ftriangles ajoutés au
polygone P, pour obtenir le polygone P, .

etde , puis en fonc-

tion de n, I'aire a, ajoutée a la partie de plan
limitée par P, |
limitée par P,.

pour obtenir la partie de plan

1. a.Sait (7))

- normal (O; 1. V) (unité graphique :
_ considere le point M, d’affixe z,= 1.

" Soit M, le point d’affixe z, =

: M, le point d'affixe z,=

générale, M

Montrer que (a,) est la suite géométrique de

; 3 S 4
premier terme a, = 15 et de raison p= 7

. En déduire I'expression, en fonction de n, de

'aite §,=a,+a,+...+a, ajoutée a I'aire de
la partie de plan limitée par F,
En déduire 1'expression, en fonction de n, de
I'aire A, de la partie de plan limitée par le poly-
gone P.

d. Quelle est la limite de A lorsque n tend vers
+o0 ?

. 1a suite géométrique de premier

terme r, = 8 et de raison ]E Exprimer r, en

fonction de n.

- b.Soit (8)), ., la suite arithmétique de premier

terme €, = % et de raison %’E Exprimer @, en

fonction de n.

2.Soit z, le nombre complexe de module r,

et d’argument €,. On appelle M, le point d’af-
fixe z,.

2. Dans le plan rapporté & un repére orthonormal
(O: 4.V ) (unité graphique : 1 cm), représenter
les points M, M, M,, M, et M.

Ib. Calculer, pour tout entier n. le nombre
6, ., — 6. Que peut-on en déduire pour les

n+3

points O, M et M, .7

. Exprimer, en fonction de n, la distance OM,.

. Deux points sont considérés comme distin-

guables s’ils sont distants, sur la représentation
graphique, d’au moins 0.5 mm. Déterminer le
plus grand entier N tel que les points O et M,
soient distinguables.

Dans le plan complexe muni d’un repere ortho-
8 cm), on

1 it
Ee%u.
1 i

5

M, le point daffixe z, = %er?zz, et, de fagon

le point d'affixe z_,, =

i+l

ol 71 est un entier naturel.
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[

==

1. Déterminer le module et un argument de z,, z,
' et z, et placer les points M|, M, et M, dans le
plan complexe.

2. Pour tout entier naturel . on note p, le module
dez..
n
2. Déterminer la nature de la suite (p, ).
- b Exprimer la somme

b. Etudier les variations de f (sens de variation,
limite en +o2).

¢. Construire la courbe représentative ‘¢ de fdans

un repére orthonormal (O ; i, }'} et placer sur
ce graphique les quatre premiers termes de la
suite (E ).

- ¢!, Déduire de 1’étude de f le sens de variation de

b S =OM,+OM + ...+ OM la suite (£)) et sa limite en + oo,

n Ry
- en fonction de n. .
c. Déterminer la limite de S, lorsque » tend vers

ey + oo,

" Pour étudier un signal périodique, on le décom-

- pose en une somme de fonctions : une fonction

constante, €gale a4 la valeur moyenne sur une

~ période de la fonction étudiée, et des fonctions
~ sinusoidales appelées harmoniques.

~ Pour le signal représenté ci-dessous, la valeur

3. Prouver que, pour tout entier naturel n,
ik & —Z"=i\f3-z

LR i

~ .En déduire que le triangle OM M, | est rec-
tangle en M
| o]

nel*
~ En électricité, on utilise des valeurs «normali-
‘sées » de résistances. Ces valeurs sont organisées
en « séries », notées E . La série E_ est donnée
;  par les valeurs arrondies des nombres R, = V10",
‘ol n et m sont deux entiers naturels, (On rappelle |

LR

- moyenne est u (1) = £ et les harmoniques sont
m

- les fonctions «, définies sur R, pour n strictement

positif, par u (1) =- cos2nt.

2 00BSGTE
4n*- 1

o X

R que Va = an:)
- Par exemple, dans la série E, la premiére valeur g
est V10" = 1,47 Q. fiif T
- Dans chaque série, on regroupe les valeurs par
~ décade : une décade comprend toutes les valeurs
~ entre une puissance de 10 et la suivante, Par
exemple : la premiére décade de la série E, = : ’
coutient. toutes 1es valouts enbe 1 of 10: 1 | .ue-I'QESMe cStg la :alcur maximale de la fonction
deuxiéme décade de la série E, contient les gk n,z : ; -

En déduire I’expression, en fonction de n, de la

- valeurs entre 10 et 107, etc. al cste . ALivE e 4
; ; valeur maximale ¢, de I'harmonique de r
On s’intéresse done  la série E,, pour les valeurs A i ot 0
pour tout entier n strictement positif,

_de résistances comprises entre 100 et 1000 Q
~ (c’est-a-dire la troisitme décade), donc données

par la formule R =V10", n variantentre 12t 18. fx) = 4 )
i (4x’-)m

[

La fonction u, est appelée harmonique de rang n.
&5 On s’intéresse ici a la valeur maximale de chaque
~ harmonique.

o

~ 2. Soit f1a fonction définie sur [1, + o[ par :

1. Donner des valeurs approchées a 107? prés de

ces valeurs.

2. Ces valeurs constituent-elles une suite arithmé-
tique ? Une suite géométrique ?
Justifier.

3. Affiner le résultat précédent en utilisant la
forme générale de ces valeurs a la place de

=
. Etudier les variations de f (sens de variation,

limite en + o).

. Tracer, dans le repére orthogonal (O; T }.)
(unités graphiques : 1 cm en abscisse, 10 cm en
ordonnée), la courbe représentative de la fonc-
tion f.

3. a.Déduire de I'étude de f le sens de variation
de la suite (a,), ... et sa limite quand n tend

ﬁ : VTS 400,

. - Les niveaux d'énergie de I'atome d’hydrogéne = 4 o, appelle spectre du signal le « diagramme en
sont donnés, en valeur absolue, pour n entier stric- baton » formé des segments verticaux [A B ]

j tement pgsnif. e (n entier strictement positif), ot A_est le point
E = —g avec E, = 13,6 eV (électronvolts).
n

leurs valeurs approchées.

: ‘ A de coordonnées (n, 0) et B, le point de coor-
' ) données (n, a,).
- a. Définir une fonction f sur ]0, +2=[, telle que, Sur le graphique précédent, représenter le
pour tout entier n strictement positif, E, = f(n). début du spectre du signal.

1 i,




exercices

On se propose d’étudier un systéme schématisé ci-
~ dessous,

~ 2.0n définit ainsi la suite (a,), .,, en posant
a, =s(k). Onaalors a,=2 et, pour tout entier
strictement positif k, ona a,, , =0.8a, +0.2.
Pour déterminer les valeurs de cette suite, on
utilise la suite (b,), _,, définie, pour tout entier
naturel &k, par b, =a, — 1.

Entrée

a. A partir des deux égalités : b, =a,  —1 et

a,,,=08a, +02, montrer que b, =085,

Dans le partie A, le signal d’entrée sera la fonc-
tion U, fonction échelon unité, définie par :
~ site]-o,0[, U(t)=0,si1€]0, +o[, U(r) = 1.
. Dans la partie B, le signal d'entrée sera modélisé
~ par la suite numérique constante €gale a 1.
~ On souhaite comparer les valeurs prises par le b.
signal de sortie obtenu dans la partic A avec les
valeurs prises par la suite correspondant a la
« réponse échantillonnée » dans la partie B.

Partie A

 Le signal d’entrée est la fonction U. Le signal de
sortie est la fonction s, définie sur R, nulle sur
|=e=, O, et solution sur [0, +eo[, de I'équation

b. En déduire la nature de la suite (b,), _,,, puis
Pexpression de b, en fonction de &.
Sachant que a, = b, + 1, en déduire I’expres-
sion de g, en fonction de k.

Calculera,, a,, ....a (on donnera des valeurs
arrondies & 107) et comparer avec les valeurs
de s(k) trouvées dans la partie A.
" Le but de I'exercice est I’étude de la désintégra-
~ tion d’un corps radioactif : le carbone 14.

- 1. Soit N, le nombre d’atomes de carbone 14 2 la
date t=0, N, le nombre d’atomes de carbone
14 un siécle aprés, N, le nombre d’atomes de
carbone 14 aprés k siécles (k entier naturel). On
sait que le nombre d'atomes de carbone 14
diminue trés lentement au cours du temps :
environ 1,24 % par siecle.

différentielle (E) : S j—f(r) + s(1) = U(1), avec,

- pour condition initiale, s(0) = 2.

‘1. 2. Résoudre I’équation différentielle (E”) :
ds
5—(1)+s(r)=0.
3 !( )+ (1)

- a. Donner I'expression de N, en fonction de N,,

- b. Vérifier que la fonction constante définie sur puis Uexpression de N, ., en fonction de N,

R* par s,(t) =1 estsolution de I'équation (E).
b. En déduire la nature de la suite (N,) et I'ex-

. On admet que la solution générale de 1'équa- pression de N, en fonction de N, et de k.

tion (E) est la fonction s définie par : . 4
<. Donner, en le justifiant, le sens de variation de

la suite (N,).

~ 2.Le carbone 14 est renouvelé constamment
chez les étres vivants ; a la mort de ceux-ci,

II
s(h=Ce 5 + 1.

Déterminer la solution particuliere vérifiant la
condition initiale imposée.

. On désigne par & un nombre entier. Calculer

s(k) pour les valeurs de I'entier k comprises
entre () et 10. (On donnera des valeurs déci-
males arrondies a 10~° pres.)

Partie B
Le signal d’entrée est maintenant un « échelon
unité échantillonné ». Il est modélisé par la

suite (u,), _, définie par u, = U(k)= 1.

. Le signal de sortie est alors connu par la suite

des valeurs de s(k). Pour les déterminer. on

remplace dans |'équation (E), ¢ par k, %%(I)

s(k+1)—s(k)

Gl o i pem s condition

initiale est toujours s(0) = 2).
Montrer qu’on obtient alors :
s(k+1)=08s(k) +0,2.

'assimilation cesse et le carbone 14 présent se
désintegre. Des archéologues ont trouvé des
fragments d’os dont la teneur en carbone 14 est
40 % de celle d’un fragment d’os actuel de
méme masse, pris comme témoin, Calculer
I’age de ces fragments. On arrondira le résul-
tat au siécle pres.

Partie A

Soit fla fonction définie, sur l'intervalle / = [0, +es|

At ; =
~par f(x)=4e *.
~ On désigne par I' sa courbe représentative dans un

plan rapporté au repére orthonormal (O; il V ).

1. 2. Déterminer f(0) et la limite de fen +eo.

b, Etudier les variations de fet dresser son tableau

‘de variation,




L

¢. Déterminer une équation de la tangente € a T’
en son point d’abscisse 0.

2. Soit d la fonction définie sur I'intervalle / par :
dx)=f(x)=(-2x+4).

a. Démontrer que, pour tout x de I, d’(x) = 0.

b. En déduire le signe de d(x), puis la position
relative de C et de T".

¢. Tracer € et I'. (On prend 2 cm pour unité de
longueur.)

3. Pour tout nombre positif ¢, on désigne par
Sl (e) I'aire en cm?® de ’ensemble des points M
du plan dont les coordonnées (x, y) vérifient
0=x=ga et 0=<y= f(x). Exprimer ol(e)
en fonction de ¢ et déterminer la limite L de
A () lorsque & tend vers +=.

Pour préparer le Bac

Pour chaque cas, la suite (u,) est définie par son
terme général. Dire s'il s’agit d’une suite arithmé-
tique ou géométrique, si elle est convergente ou
‘divergente, préciser sa limite si elle existe et cal-
iculer i

a.u,=3x % b.ou =54+12n.
e . &n _ e
C. _-un— "'4* 5 % d. -uﬂ = T.

.D’aprés un exercice de Bac STT, session 1999
M. Untel a acheté un lave-linge d’une valeur de
525 € et consulte son assureur. Celui-ci applique
une réduction pour vétusté de 15 % par an : on
obtient alors ainsi la valeur « remboursable » de
1’année.

- a. Calculer les valeurs « remboursables » par I'as-
~ surance de I'appareil les trois années suivantes.
b, Justifier que : appliquer une réduction de 15 %

est équivalent a utiliser un coefficient multipli-
cateur de (,85.

c. Quelle est la valeur « remboursable » par 1'as-
sureur au béut de 10 ans ?

Partie B
Etude d’une suite

Soit (u, ) la suite définie, pour tout entier naturel n,
1

'par u,=f(n) =4e 2",
1. Démontrer que (i, ) est une suite géométrique,
dont on donnera le premier terme u, et la
raison.

2. Soit n un nombre entier naturel. On pose :
S, =4(uy+u, +...+u,)
et T =4, +it,+ ...+, )
Exprimer §, et T, en fonction de n.

3. a.Déterminer les limites respectives S et T de
§, et T, lorsque n tend vers +eco.

b. Vérifierque T<L < § (L a été définie a la
question 3. de la partie A).

ﬁBac STI Génie électronique,
Génie électrotechnigue 1997
1. On considére la suite arithmétique (u,) de pre-
mier terme u, égal 4 2 et de raison —1.
a. Calculer u, et u,.
- b Déterminer u, en fonction de n et en déduire
B Al
. Onpose § =u,+u, +...+u,_

(n+ 1)(4 —n) .

‘Démontrer que §, = 5

2. On considére la suite (v,) définie par v = e™,
avec n e N.

a. Calculer v, v, et v,. Démontrer que la suite (v,)
est une suite géométrique dont on déterminera
la raison g.

b Déterminer v, en fonction de n.

‘3. 2.En utilisant le résultat de la question 1.c,
calculer P, =v X v, % ... xv,.

b. Déterminer la valeur de n pour laquelle :

ek
P =e™.




HAPITRE

~ Pour les éléves de la section STI Arts appliqués, le programme ne comporte qu'un approfondissement des
acquis de Premiére (Activité 1 et partie | du cours).

/\CT|\/\TE ¢) «Souvenirs, souvenirs »

Objectif : Permettre de vérifier les acquis de Premiére.

Dans une féte foraine, une loterie est organisée a 1’aide d'une
roue divisée en seize secteurs colorés : six secteurs rouges,
numérotés de 1 a 6, cing secteurs verts numérotés de 7 a 11,
quatre secteurs jaunes, numérotés de 12 a 15, et un secteur
bleu numéroté 16.

On fait tourner la roue et I’on regarde quel secteur se trouve
devant une fléche fixe, lorsque la roue s’arréte.

1.Langage et notation

Chaque case de la roue est symbolisée par son numéro. Décrire, en tant qu’ensemble, 1'univers
correspondant 2 cette expérience, puis recopier et compléter le tableau suivant.

«Leurausortporteunnuméropair.» . .
v {7:8;9;10; 11}

« Le secteur tiré au sort est vert et porte un numéro
palr,»

AUY

{153555759311;13:15}
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Définition et propriétés d’une probabilité
On suppose maintenant que la roue est déséquilibrée de telle facon que :

* les probabilités p,, p,, ..., p,, d’obtenir une des cases rouges ou vertes (cases 1 a 11) sont
égales;
* les probabilités p . ..., p,; d’obtenir une des cases jaunes (cases 12 & 15) sont égales et
2
Pp= gpl;
* la probabilité p,, d’obtenir la case bleue (case 16) est telle que p,, = 4 Pis:

2

a.D’apres la définition d’une probabilité, que vaut la somme : p +p, + ... +p, 7
b.En déduire les probabilités de chacun des événements €lémentaires, puis la probabilité de cha-
cun des événements suivants : A, V, ANV, AUV et A.

3.Cas de I’équiprobabilité

On suppose maintenant que chaque secteur a la méme probabilité de se trouver devant la
fleche.

Déterminer les probabilités de chacun des événements élémentaires. puis la probabilité de cha-
cun des événements suivants : A, V, ANV, AUV et A.

ACTN/TE @ Simulation et probabilités

Objectifs : Introduire la notion de variable aléatoire et faire l¢ lien entre espérance mathéma-
tique et moyenne sur un grand nombre d’expériences.

A. L Simulation

A I'aide d’un tableur (on utilise ici la syntaxe d’Excel), on veut simuler 1 000 parties du jeu
suivant : le joueur lance un dé et selon le résultat obtenu il marque ou perd des points.

=1 3 - e |

2 3 4 5 6

DR 2 | 2 [ -1 | -1 ]| -1 -1

1.Remplir la case A2 du tableau par « =ENT(6*ALEA())+1 ». La fonction ALEA() renvoie au
hasard un nombre réel de I'intervalle 10, 1[ et ENT est la fonction partie entiere. Par consé-
quent, A2 contient un nombre entier pris au hasard entre 1 et 6.

Que simule la case A2 7 Meitre dans la cellule Al un titre indiquant ce que représente la valeur
de la cellule A2.

2.Remplir la case B2 du tableau par « =SI(A2<3 ;2 ;-1) ».
La fonction Sl(condition valeurl valeur2) renvoie valeurl si condition est vérifiée et valeur2 sinon.
Que représente la case B2 ? Mettre un titre dans la cellule B1.

3.a. Sélectionner les cases A2 et B2, cliquer sur le coin inférieur droit de B2 et déplacer la sou-
ris vers le bas jusqu’a la case B1001. Qu’obtient-on ?

. b.Remplir la cellule C1 par « moyenne des gains ».

Pour obtenir la moyenne des gains sur ces 1000 parties, compléter DI par
«=MOYENNE(B2:B1001) ». Quel est le résultat obtenu ?

S ANZMNESS
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c.Relever les différents résultats obtenus dans la classe. Faire la moyenne de ces résultats (on
obtient alors une simulation sur un nombre bien plus important de parties). Qu’est-ce que 1'on
constate ?

4.a. On veut maintenant compter le nombre de parties se soldant par un gain de 2 points. Pour
cela, on peut se servir de la fonction NB.SI(B2 :B1001 :N) qui renvoie le nombre de cellules
contenant un résultat égal a N.

Remplir la cellule D2 avec « =NB.SI(B2 :B1001 :2)/1000 ». Que représente la cellule D2 ?
Mettre le titre correspondant dans la cellule C2.

b.Remplir la cellule D3 avec « =NB.SI(B2 :B1001 :-1)/1000 » et la cellule C3 avec le titre cor-

respondant.

c.Expliquer comment ces résultats permettent de retrouver celui de la question 3..

5.Que pensez-vous de chacune des deux affirmations suivantes :
» « A ce jeu, on a deux fois plus de chance de perdre que de gagner, donc on n’a pas intérét a
y jouer » ;
* « Quand on gagne, on gagne deux fois plus que quand on perd, donc on a tout intérét a
jouer ».
Si on joue un grand nombre de parties, quel gain total peut-on espérer obtenir 7

B. Probabilités

On considére I’expérience aléatoire consistant a lancer un dé équilibré (cas d’équiprobabilité).
Pour tout entier i entre 1 et 6, I'événement élémentaire « on obtient la face i » est noté {i}.

1.Quelle est la probabilité d’obtenir chacune des faces du dé lors d’un tirage ?

2.0n note X le nombre de points obtenus (méme régle que dans la partie A. ).

a.Quelles sont les valeurs que peut prendre X ?

b.Décrire 1'événement {X = 2} (X prend pour valeur 2) a I’aide des événements élémentaires,
puis calculer sa probabilité.
Décrire de méme 1'événement {X = —1}, puis calculer sa probabilité.

c.Comparer les résultats obtenus aux questions b. et ¢. avec ceux de A.4.).

3.a. Que pensez-vous du raisonnement suivant ?
« X peut prendre deux valeurs, —1 et 2, donc en moyenne on peut espérer gagner
s RSP L point. »
2 2
b.Calculer la moyenne des valeurs prises par X pondérées par leurs probabilités respectives et
comparer le résultat obtenu avec la moyenne des gains sur 1 000 parties obtenues par simula-
tion. Expliquer pourquoi cette valeur est appelée espérance mathématique de X.

Dans ce chapitre, on va étudier des situations aléatoires dans lesquelles chaque événement peut
étre relié A une valeur numérique (on verra que I’espérance mathématique est un des outils
pour I'étude de telles situations).



vilité sur un univers fini

1 IVocabulaire

elle expérience aléatoire une expérience dont les
des résultats possibles d'une expérience aléatoire

est un événement.
seul résultat de I’expérience est un événement

h

Exemple : Un groupe d’amis hésitent entre deux destinations pour leurs vacances d'été : la
Réunion (R) et I'Islande (I). Pour chacune de ces destinations, ils ont le choix entre trois modes
d"hébergement : I'auberge de jeunesse (A), le camping (C) ou chez I habitant (H).

* On prend une destination et un type d hébergement au hasard : ¢’est une expérience aléatoire.
* Si on désigne par R, le fait de choisir la Réunion en auberge de jeunesse, alors 1'univers de cette
expérience est 'ensemble Q= {R,.R ., R,. 1, 1. 1I,}.

* L'événement R : « les amis choisissent la Réunion » peut alors s’écrire : R={R,. R .. R, }.

* L'événement B = (R, } est un événement élémentaire.

enant a la foisaAetab.
eénements, I’événement A ou B, not¢ A UB, est | évén

.

Exemple : On reprend 'exemple précédent.

* L' événement contraire de R est « les amis ne choisissent pas la Réunion » donc R=1{I Ladoaila}:
* Si C est I'événement « les amis choisissent le camping », alors C={R..I.} et RNC={R.}.
* L'événement R U C est I'événement « les amis choisissent la Réunion ou choisissent le cam-
ping ». C’est-a-dirce RUC={R,R.. R, I .}.

* L'événemen(A : « les amis choisissent I"auberge de jeunesse » et I'événement C sont incom-
patibles.

PExercices n° 1 et 2

2] Probabilité
Dans toute la suite du chapitre, on ne considére que des expériences aléatoires ayant un nombre :

fini de résultats possibles, ¢’est-a-dire des univers ayant un nombre fini d’éléments.

événement soit la somme des probabilités des év

jit égale a 1,




(' Définition

-

Exemple : Un systéme est formé de deux amplificateurs A et B. On appelle A I'événement « A
fonctionne » et B I'événement « B fonctionne ».

On suppose que :

* la probabilité de I'événement A est 0,85 ;

« la probabilité que les deux amplificateurs fonctionnent est 0,82 ;

* la probabilité qu’au moins 1'un des deux amplificateurs A ou B fonctionne est 0,95.

On cherche la probabilité de I'événement B.

Les hypothéses précédentes se traduisent par P(A) = 0,85, P(ANB)=0,82 et P(AUB)=0.95.
D’aprés le théoréme ci-dessus, P(AUB) = P(A) + P(B)-P(AN B).

On en déduit P(B)=P(AUB)—-P(A)+P(ANB)=0.95-10,85+ 0,82 =092

PExercices n”"3as8

3 Equiprobabilité

dit qu’il y a équ

.

Exemple : On reprend I'exemple sur les vacances du paragraphe Hin y a équiprobabilité si I'on
considere que la probabilité de choisir un lieu de vacances et un type d’hébergement est la méme.

Cette probabilité est alors nécessairement égale a % puisque la somme des probabilités doit étre

égale 2 1 et qu'il y a 6 choix possibles de vacances, choix symbolisés par R,, R, R,. I, I.et],.
De la définition de I'équiprobabilité et des propriétés d’une probabilité, on déduit le théoréme
suivant. '

nts de I'univers Q.

A

Exemple : On reprend I’exemple sur les vacances du paragraphe (1R
* L'univers est composé de 6 événements élémentaires et, puisque 1'on est dans le cas de I'équi-

probabilité, chacun de ces événements a une probabilité égale a %3*

« Si on considere 1’événement R : « les amis choisissent la Réunion », alors R= {R,, R, R,} et
. T e |
P(R)===—.
(R v =2
PExercices n9a 11 et TP




CHARTRE 10

Pl Variable aléatoire

= Ce paragraphe ne concerne pas les éléves de la section ST| Arts appliqués.

'II_Déﬁnition et notation

Comme vu dans I’activité 2, on fait correspondre, dans certains cas, chaque événement élémentaire
de I'univers & une valeur numérique. La fonction qui établit ce lien s appelle une variable aléatoire.

mentai de I"univers, associe un nombre réel. Elle est generalemeﬂt Bei:ée par une lettre
ule (souvent X). : 4
iable aléatoire X fait correspondre le réel a 2 un événement élémentaire A, on que
i ;mse par X. On peut alors considérer I'événement (X = a}, qui canﬁemitqﬂ%
dence aléatoire associés a la valeur a.

Remarque : Par souci de simplicité, on se permet de désigner I’événement {X =a} par X =a.
D

Exemple : On lance deux fois de suite une piéce de monnaie équilibrée et on note, pour chacun
des deux lancers, P si la piéce retombe coté pile et F si la piece retombe c6té face. L'univers asso-
cié peut étre alors symbolisé par Q = {PP, PF, FP, FF}. On décide que I’obtention du c6té pile
fait gagner 5 € au joueur, alors qu’il perd 2 € si la piece retombe sur le c6té face.

* La fonction X qui, & un résultat du jeu, associe le gain du joueur est une variable aléatoire (une
perte est considérée comme un gain négatif).

* On associe a I'événement A = { PP} la valeur 10, on associe a I'événement B = { PF} la valeur 3,
on associe a I'événement C = {FP} la valeur 3 et on associe & I'événement D = {FF} la valeur —4.
* La variable aléatoire X prend les valeurs 10, 3 et —4.

* [Jévénement X =3 est’événement { PF, FP}.

rExercices n 19 et 20

2 ILoi de probabilité

On considére un univers fini £ sur lequel une probabilité P est définie. On note X une variable
aléatoire sur cet univers. Si cette variable aléatoire prend la valeur a, on peut alors chercher la
probabilité de 1’événement X = a. Il est alors naturel de donner cette probabilité pour toutes les
valeurs prises par X. On aboutit & la notion de loi de probabilité de X.

Py P sae P,

La somme des valeurs figurant dans la seconde ligne du tableau est toujours égale a 1.

w

. Exemple : On reprend I'exemple précédent sur le lancer de piece de monnaie. La variable aléa-
toire X prend les valeurs 10, 3 ou —4. On cherche a établir la loi de probabilit€ de X. donc a éta-
blir la probabilité des événements X =10, X=3 et X=-4.

=
=
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7 P. FF} comporte quatre événements élémentaires : chacun de ces événements a
1e probabilité égale a 0.25.

* Comme X =-4 est1’événement élémentaire {FF}, P(X =-4)=0,25.

De méme, P(X = 10) = 0,25. Comme X =3 est la réunion {PF, FP} de deux événements élé-

mentaires, P(X = 3) = 0,5. On obtient alors la loi de probabilité de X suivante :

05 | 025

»Exercices n° 21 a 23

(Définition | aléatoire définie sur un univers muni d’

.\ E&fm ction F définie sur R par F(x) =

¥ L gl

A

H
Exemple : On reprend |'exemple du para- I[

graphe précédent (lancer de piéce de

monnaie) :

* pour tout x <-4,

Fx)=P(X<sx)=P(X<-4)=0;

* pour tout x de [-4, 3],

F(x)=P(X<sx)=P(X=-4)=025;

* pour tout x de [ 3, 10,

F(x)=P(X<x)=P(X=-4)+P(X=3)
=025+05=075;

* pour tout x de [10, + e,

Flx)=P(X<x)
=P(X=-4)+P(X=3)+P(X=10)= 1.

On représente alors graphiquement la fonction F (une telle fonction est dite fonction en escalier).

Remargque : La fonction de répartition d une variable aléatoire définie sur un univers fini est tou-
jours une fonction en escalier. Elle est croissante sur R (mais pas strictement croissante), elle
prend O pour valeur minimum et 1 pour valeur maximum.

»Exercices n° 24 a 26
4lEspérance mathematique

Dans I"activité 2, on a vu qu’on pouvait associer une moyenne a une série statistique, en donnant
a chaque valeur prise par la série un « poids » qui dépend de sa fréquence d’apparition. De méme,
on peut, apres avoir défini une variable aléatoire, ¢’est-a-dire avoir associé un réel a chaque évé-
nement élémentaire, chercher une « moyenne » de ces valeurs, en donnant a chacune un « poids »
différent suivant sa probabilité, C’est la notion d’espérance mathématique.

ire prenant les valeurs x . x,, ..
érance mathématique de X, et on n

&;3’?!"# »




Remarque : 1 espérance est la moyenne des valeurs prises par la variable aléatoire pondérées par
leur probabilité. Dans le cas d’un jeu, on parle de I"espérance de gain et on considére ce jeu
comme équitable si I'espérance de gain est égale a 0.

.

Exemple : On reprend I'exemple précédent de lancer de piéce pour lequel la loi de probabilité
était :

05 [ 025

Alors E(X)=-4x0,25+3x 0,5+ 10x 0,25 =3 (cela signifie que, sur un grand nombre de
parties, un joueur peut espérer un gain moyen de 3 €).

rExercices n® 27 a 30

50 Variance et ecart type

“Définition iléatoire prenant les valeurs x,,x,, ..

V(X), le nombre réel : i
X017 +p,lx,—EX)]* + ... +P&[3§_fﬁ"

Remarques :
1. Sur la variance :

» La formule précédente sur V(X) s écrit encore V(X) = E([X = E(X)]*).

* Dans la pratique, le calcul de V(X) se fait a partir de la propriété qui suit ces remarques.

* La variance (et donc I'écart type) mesure la « dispersion » d’une variable aléatoire autour de
I’espérance mathématique E(X). En effet, dans la variance, on mesure les écarts x, — E(X),
x, —E(X). .... x, — E(X), écarts que I’on met au carré pour éviter que les différences positives
ne compensent les différences négatives puis qu'on pondere suivant la probabilité correspon-
dante. Pour une illustration, on renvoie a I'*exercice 31 ou on utilise la variance et 1'écart
type pour comparer deux variables aléatoires en terme de dispersion.

2. L'écart type a la méme unité que les valeurs x , x,, ..., x .

-

Exemple : On reprend I'exemple du paragraphe précédent sur le lancer de pieces dont la loi de
probabilité est :

| 10 | 3 | -4

025 | 05 | 025
Alors V(X)=025x(-4)"+0,5% 3" +0,25x 10°-3°=245;
T 0(X)=v245=495. L’écart type est donc d’environ 4,95 €.

PExercices n° 32 a 35
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Exemples d'expériences aléatoires condui-
sant a I'emploi de partitions ou de représenta-
tions pour organiser des données

On présente ici sur des exemples les trois types de représentations les plus classiques qui permettent
d’organiser des données en probabilités : partition, tableau et arbre.

1 !Eartition

On interroge 150 foyers sur leur équipement : Télévision Chaine hi-fi
126 ont la télévision, 72 ont une chaine hi-fi, 50 =

ont un ordinateur, 42 la télévision et un ordina-
teur, 54 la télévision et une chaine hi-fi, 36 un
ordinateur et une chaine hi-fi et 30 possédent les
trois types d’appareils.

1 Recopier et compléter le diagramme ci-contre.

2 On choisit un de ces foyers au hasard (on consi-
dere qu’il y a équiprobabilité).

a. Quelle est la probabilité qu'il ait exactement deux de ces types d’appareils ?

. Quelle est la probabilité qu’il ne soit pas équipé de chaine hi-fi 7

2 Ll_'ableau

Une entreprise achete et revend des pieces mécaniques. Ces pieces sont achetées a deux
fournisseurs A et B. Parmi les piéces venant de A, 10 % ont un défaut. Parmi les pieces venant
de B, 6 % ont un défaut. L’entreprise commercialise un lot de 1 000 pieces, dont 60 % viennent
de A et 40 % de B.

1 Recopier et compléter le tableau suivant :

2 @. On prend une piece au hasard parmi ces 1000 pieces. Quelle est la probabilité qu’elle ait un
défaut ?

. On prend une piece au hasard parmi les piéces n’ayant pas de défaut. Quelle est la probabilité
qu’elle vienne du fournisseur B ?
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3B Arbres

! Premier exemple

Trois personnes (A, B et C) entrent dans un A B
ascenseur au rez-de-chaussée d’un immeuble de
quatre étages.

a. Recopier et compléter 1’'arbre de choix com-
mencé ci-contre (cet arbre permet de déterminer 1

le nombre de répartitions possibles de ces trois <

W= A

= W -

personnes sur les quatre étages en supposant
qu’aucune d’elles ne descende de I’ascenseur au
rez-de-chaussée). 3

b. Quel est le nombre de répartitions possibles ?
<. On suppose toutes les répartitions équiprobables.

Quelle est la probabilité que les trois personnes
descendent au méme étage ?

€

2 Deuxieme exemple (

On reprend I'exemple précédent mais on consideére A
que deux personnes ne peuvent descendre de
I"ascenseur au méme étage.

1
@. Recopier et compléter ’arbre de choix ci-

contre correspondant i cette nouvelle expérience.

br. Quel est le nombre de répartitions possibles ? 2 <

¢. On considere toujours toutes les répartitions
équiprobables. Quelle est la probabilité que A
descende a un étage plus €levé que B ?

& W N
=N
o [ e
Jino | dimte

=
™\

=i

| |

Remarque : 11 faut bien comprendre en quoi les deux exemples précédents différent. Le pre-
mier exemple correspond & un « tirage » successif avec remise :

= successif car chaque personne « tire » un étage au hasard ;

* avec remise car une ou plusieurs personnes peuvent « tirer » le méme étage.
Le second exemple correspond lui & un « tirage » successif sans remise :

* sans remise car un étage ne peut « étre tiré » que par une personne.

rExercices n® 12 a 18
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1> Vocabulaire

~ Univers : n‘é)té en général €, ensemble de tous les résultats possibles d’une expérience aléa-
toire. ,
" Evénement : partie de I'univers, ¢'est-a-dire ensemble de résultats.

= ﬁvén_emenf élémentaire : événement qui ne contient qu'un des éléments de I'univers.

- Evénement contraire de I’événement A : noté A, événement contenant tous les éléments de
I"univers ne se trouvant pas dans A.

~ Evénement « A ou B » __;\r-‘éunion de A et de B, notée AU B, événement contenant les éléments
de A et ceux de B.

= Evénement « A et B » : intersection de A et B, notée A N B, événement contenant les élé-
ments qui appartiennent & la fois 2 A et a B.

= Evénements incompatibles ou disjoints : événements dont I'intersection est vide, ¢ est-a-dire
événements qui ne peuvent pas étre réalisés simultanément.

2> Probabilité

» Probabilité sur un univers fini Q : application P qui associe i chaque événement de I'univers
un nombre compris entre 0 et 1, telle que :

o) =1

* pour tout événement A, P(A) est la somme des probabilités des événements élémentaires qui
composent A ;

* pour tout événement A, P(A)=1-P(A);

* pour tous événements A et B, P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB);

» pour tous événements A et B incompatibles, P(ANB)=0 et P(AUB)=P(A) + P(B).

-
3> Equiprobabilité

= Equiprobabilité : cas o tous les événements élémentaires ont la méme probabilité.
Dans ce cas :

* si I'univers Q contient N éléments, la probabilité d’un événement élémentaire est % :

L L o L H, R
* si I'événement A contient n éléments, la probabilité de A est N

4> Variable aléatoire

= Variable aléatoire sur un univers fini : fonction qui, a tout événement de |’univers, associe un
nombre réel (notée en général par une lettre majuscule).

Soit X une variable aléatoire définie sur un univers fini Q muni d’une probabilité P. On note x,,
X,y oy X,, les valeurs prises par X.

= La loi de probabilité de X est la fonction qui, & chacune des valeurs x, prises par X, fait cor-
respondre la probabilité p, de I'événement X = x.
» La fonction de répartition de X est la fonction définie sur R par F(x) = P(X = x).
» L’espérance mathématique de X, notée E(X), est le nombre réel défini par :
E(X)=px, +px, +... + px,.

= La variance de X, notée V(X), est le nombre réel :

; V(X)=p,[x, —EX)]* +p,[x, -E(X)]* + ... + p,[x, - E(X)]*.
Propriété : V(X) =p, x| + p,x] + ... +p x’ — [E(X)]".
= L’écart-type de X, noté 6(X), est le nombre réel o(X) = VV(X).

1266 Probabilités



Expliciter un univers

Pour représenter un univers,
on peut faire :

* un diagramme ;

* un tableau ;

= ou un arbre,

Déterminer un tableau de
la loi de probabilité d'une
variable aléatoire X

Pour établir la loi de probabilité
de X, il faut calculer la
probabilité de chacun des
événements X = k.

X =k désigne I’événement
contenant tous les événements
élémentaires associés

au nombre k.

b

1 On lance deux dés a 6 faces numérotées de 1 a 6.
Les probabilités d’obtenir une des six faces pour chacun
des dés sont égales.

Dans un tableau, expliciter 'univers des résultats pos-
sibles.

Réponse
On va utiliser un tableau a double entrée pour expliciter
cet univers :

T RN RS
(L) | LY LY e ] 1,9 ] a6
2 (en|ey|leyleay|es]ee
3 (3D (3263 | 63.49]G6,5 |36

4 | @4D]| 42|43 |49 45|46
5 [ 5D]652 63| 6]65,9]656
6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)

L'univers contient 36 éléments.

2 On appelle S la somme des chiffres marqués sur les
faces supérieures des dés. Si 2 = § < 3, on marque 20
points; si 3 = § < 5, on marque 10 points; si 5 = § < 10,
on marque 5 points ; si 10 = § < 12, on marque 1 point.
Soit X la variable aléatoire qui, 4 chaque somme, associe
le nombre de points marqués.

Donner un tableau de la loi de probabilité de X.

Réponse

X peut prendre les valeurs 20, 10, 5 et 1. Il faut donc cal-
culer la probabilité de chacun des événements X = 20,

X=10, X=5et X=1

L'événement X = 20 correspond & I'événement « obtenir
une somme égale a 2 », soit a {(1, 1)}. L'univers contenant
36 éléments, la probabilité d’ un événement élémentaire est

e ss o
égale a 6 donc P(X =20) %

L'événement X = 10 correspond i « obtenir une somme

€gale a 3 ou 4 », soit a I’événement :
{02), €1, 3), (2, 1), 12, 2), G, 1))
Pt o : 5
dlotl P(X=10)= =.
ot P( 0) 36
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On peut calculer I'une des
probabilités en utilisant le fait
que la probabilité de 'univers

est égale a 1.

Définir et représenter
graphiquement la fonction
de répartition d'une
variable aléatoire X

La fonction de répartition de X
est la fonction définie sur R par
Fix)=P(X <Xx).

Si la loi de X est donnée par :

% X,

2 ee Ao

=
[PX=2) p, [ 2, | - | ».

on calcule la valeur de F sur
chacun des intervalles |-oe, x [,
[x 0 X,05 0eny [x, o x, [ €L x5 4o,

L'événement X = | correspond & « obtenir une somme
égale a 10, 11 ou 12 », soit a I'événement :
{(4,6). (5, 5), (5, 6),(6,4), (6, 5), (6, 6)} ;

d 6
d P(X=1)=—.
ou P( i) 36

Pour éviter d’expliciter 1'événement X = 5, on utilise la
somme des probabilités :
PX=1)+P(X=5)+P(X=10)+P(X=20)=1,
" 1 5. 6 24
doua P(X=5)=1-——— —— = —.
bl e
La loi de probabilité de X est donnée par le tableau sui-
vant :

S

o 1 5 10

S | L
TS 36 36 36

3 Définir et représenter graphiquement la fonction de
répartition de X.

Réponse

I faut déterminer la valeur de F sur |-eo, 1[, [I, 5[,
[5. 10L, [10, 20 et [20, +2=[.

Si x<1, F(x)=0.

6

Bl e S Bl = Pl = 1) =,

Si b (x)=P( ) 36

Si S=x<10, F(x)=P(X=1)+P(X=5) et
s ik

F ] = —_ = —,

M=% "% " 3%

Si 10=x<20, F(x)=P(X=1)+P(X=5)+P(X=10)
e B 4 3 35
et F(x)~,3.6.+ 36-+ % =36
Si 20 = x,
F(x)=P(X=1)+P(X=5)+P(X=10)+ P(X=20)
7 S RO L

e e e ey
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Calculer I'espérance
mathématique de X

E(X)=px, +pX, + ... +p, X, .

Calculer la variance et
I'écart type de X

VX)=px! +px}+..+px} -[EX)]
et I’écart type de X est le
nombre réel o(X) =vVV(X).

b

| 4

4 Calculer I’espérance mathématique de X.

Réponse
En appliquant la formule, on obtient :

EX)=P(X=1)x1+P(X=5)x5+P(X=10)x 10
+ P(X = 20) x 20

6 24 5 | _ 196
E(X)—%xl+%x5+%x10+36x20_—36.

Dot E(X)=5.44.

5 Calculer la variance et 1’écart type de X.

Réponse
En appliquant les formules, on obtient :

V(X)z%xn-ﬁxzn—s-xlomixwo

36 36 36 :
(%)

V(X)=12,19;
o(X) = VV(X) et 6(X)=349.
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Vocabulaire

Dans un tiroir se trouvent six disques : trois CD

‘audio et trois DVD.
‘Sur chacun des deux types de support peuvent se

trouver I'enregistrement d'un spectacle musical
(CDm et DVDm), d’un spectacle d’humour (CDh
et DVDh) ou d’un reportage (CDr et DVDr).

- On prend un disque au hasard dans le tiroir.

Ecrire I'univers Q associé i cette expérience sous
forme d’un ensemble.

Ecrire sous forme d’ensemble les événements sui-
vants :

A @ «le disque pris au hasard est un disque
audio » :

B : «le disque pris au hasard contient I’enregis-
trement d'un spectacle » .

Ecrire sous forme d’ensemble et avec une phrase

les événements A, AUB et AN B.
Décrire, par une phrase, un des événements élé-
mentaires de cette expérience.

Décrire, par une phrase, deux événements incom-

&
c

patibles de cette expérience.

Lors d’un jeu télévisé, le candidat tire au hasard
une question parmi douze questions : ces ques-
tions se répartissent sur quatre catégories (cinéma,
littérature, sport et histoire) et, dans chaque caté-
gorie, il existe une question de 10 points, une de
20 points et une de 50 points. Ecrire 1'univers
associé i cette expérience sous forme d'un
ensemble.

Ecrire sous forme d’ensemble les événements sui-
vants :

A « la question tirée est une question @& au moins
20 points »

B ! «la question tirée n’est pas une question de lit-
térature »

Ecrire sous forme d’ensemble et avec une phrase
les événements suivants: A ; B:ANB:AU B.
Décrire, par une phrase, un des événements €lé-
mentaires de cette expérience.

Décrire, par une phrase, deux événements incom-
patibles de cette expérience.

Définition et propriétés :
d'une probabilité

Une étude marketing a révélé les faits suivants :
pour un produit quelconque disposé sur un rayon
ayant trois niveaux, la probabilité qu'un client
prenne ce produit s'il est disposé 4 hauteur de ses

yeux est double de la probabilité qu'il le prenne
s'il est placé sur I'étagére du haut: cette derniere
probabilité est double de celle qu’il prenne ce
méme produit placé sur I'étagére du bas.

‘Une personne a acheté ce produit. Déterminer la
probabilité p, qu’il provienne de I’ étagére du haut,
la probabilité¢ p, qu’il provienne de I'étagére du
milieu et la probabilité p, qu’il provienne de 1’éta-
gére du bas.

A la suite d’une étude statistique, une entreprise
qui fabrique des appareils électroménagers évalue
le temps de fonctionnement d’un de ses modeles
de réfrigérateur de la fagon suivante.

La probabilité¢ p, qu'un réfrigérateur tombe en
panne pendant les cing premiéres années de fonc-
tionnement est la moitié de la probabilité p, que ce
méme objet tombe en panne entre la sixieme et la
dixieme année de fonctionnement ; la probabilité
p; que ce réfrigérateur tombe en panne entre la
onziéme et la quinziéme année est le quart de p,;
enfin, la probabilité qu'il fonctionne plus de
quinze ans est 0,02.

a. Déterminer les probabilités p,, p, et p..

b, Déterminer la probabilité qu'un réfrigérateur
fonctionne au moins dix ans.

Un « blason » de tir & I'arc est un disque de papier
partagé en zones de différentes couleurs : jaune,
rouge, bleu, noir et blanc¢ du centre vers I'extérieur
(chaque couronne est elle-méme divisée en deux
couronnes correspondant a des scores différents).
Pour un blason de 40 cm de diamétre (lir en salle
a 18 m), les cercles délimitant le disque central et
les couronnes de différentes couleurs ont pour
rayons respectifs 4. 8, 12, 16 et 20 cm.

©Getty/Allsport Concepts/David Madison

Un tireur, aprés un grand nombre d’essais, estime
que la probabilité que sa fleche se plante dans le
blason est de 09, et que la probabilité que sa
fleche atteigne une zone de couleur donnée est
proportionnelle & ’aire de cette zone.



- @. Que peut-on dire de la somme § des probabili-
tés Pis Por Pys Py ©L Py des événements « la
fleche atteint la zone jaune (respectivement
rouge, bleu, noir, blanche) du blason » ?

- b. Calculer les aires a.a, ay, a, eta, des cou-
ronnes (du centre vers |'extérieur).

. Sil’on appelle k le coefficient de proportionna-
lité entre chacune de ces probabilités et I'aire
de la zone correspondante. exprimer chaque
probabilité, puis S, en fonction de &.

En déduire k, puis chacune des probabilités,

d. Quelle est la probabilité de 1'événement « la
fleche se plante dans le blason. mais pas dans
la zone jaune » ?

S
C Un systéeme est formé de deux amplificateurs pla-
cés en parallele. A partir d’un signal 2 I'entrée, on
obtient un signal a la sortie si au moins 'un des
- deux amplificateurs A ou B fonctionne. On consi-
~dére I'instant ou est émis un signal d’entrée. On
~ appelle A I'événement « A fonctionne » et B
I’événement « B fonctionne ».
‘On considére que la probabilité de I'événement A
‘est 0,85 ., que la probabilité que les deux amplifi-
‘cateurs fonctionnent est 0,82 et que la probabilité
qu'il n"y ait pas de signal de sortie est 0,05.
2. Quelle est la probabilité qu’il y ait un signal de
sortie ?
- b. Exprimer les événements suivants 4 ["aide de A
etde B:
S : «il y a un signal de sortie » ;
D : « les deux amplificateurs fonctionnent ».

. Déterminer la probabilité de 1'événement B.

Une usine fabrique des plaques isolantes. Ces
plaques doivent vérifier des critéres précis relatifs
- 2 leur épaisseur et a leur conductivité thermique,
On estime & 0,02 la probabilité qu'une plaque ait
un défaut d’épaisseur et a 0,05 la probabilité
gu’elle ait un défaut de conductivité., Enfin, la
‘probabilité qu’une plaque n’ait aucun défaut est
“de 0,94,
On appelle E I'événement « la plaque prise au
“hasard a un défaut d’épaisseur »,
~ On appelle C I'événement « la plaque prise au
~ hasard a un défaut de conductivité ».
On appelle A I'événement « la plague n’a aucun
; ‘défaut ».

a. Soit D I'événement « la plague a au moins un
défaut ». Quelle est la probabilité de D 7
Ecrire D & I"aide des événements E et C.

b. Soit D’ I'événement « la plague a les deux
défauts ». Ecrire D’ i |'aide des événements E
et C. En déduire la probabilité de D"

- Une entreprise produit des vis. On vérifie, sur les

vis produites, leur longueur et le diamétre de la
téte. 'On prend une vis au hasard. On considére
que la probabilité qu’elle présente un défaut de

_longueur est de 0.1 et la probabilité qu’elle pré-

sente un défaut de diamétre est de 0,06. Une vis
est bonne si elle ne présente aucun défaut : on
considére que la probabilité qu’une vis soit bonne
est 0,86. Une vis ne présentant qu'un défaut est
vendue dans un lot de vis dépareillées, alors que

les vis présentant les deux défauts sont jetées.
~ Quelle est la probabilité qu'une vis prise au hasard

soit jetée ? soit vendue dans un lot de vis dépa-
reillées 7

Equiprobabilité

C

‘Un clavier d’ordinateur comporte 59 touches sur

la partie principale, dont 26 pour les lettres de I'al-

phabet et 4 pour les lettres accentuées (€, €, &, ).
Jonathan, ne sachant pas encore lire, frappe au
‘hasard sur une de ces touches. On admet qu’il a la
méme probabilité de frapper n'importe laquelle
‘des touches. Quelle est la probabilité des événe-

-ments suivants :

E

A« il frappe la lettre J » ;
« il frappe sur une touche ne donnant pas de

lettre »;

C: « il frappe une letire de son prénom »,

Dans un dossier sont rangés des sujets de mathé-
matiques du Baccalauréat : il y a les sujets de sec-

‘tions S.T.I. Génie électronique, Génie civil, Génie

énergétique et Génie mécanique des années 2000, -
2001 et 2002. On prend un sujet au hasard et on
‘considére qu'ils ont tous la méme probabilité
d’étre pris. Quelle est la probabilité des événe-
ments suivants :

A : « le sujet choisi est un sujet de la section Génie
civil »;

B : « le sujet choisi est un sujet posé en 2002 »;
C: «le sujet posé n'est pas un sujet de la section
Génie électronique » ;

puis des événements : B:BNC:ANB:BUC.



- Dans le jeu « des chiffres et des lettres », on dis-
pose de trois roulettes murales. alignées, iden-
tiques. Sur chacune d’elles sont inserits les
chiffres 0, 1, ..., 9. On fait tourner ces trois rou-
lettes et on observe le nombre de trois chiffres
apparu (012, 003 ou 000, par exemple, sont consi-
dérés comme des nombres a trois chiffres).

a. Combien y a-t-il de résultats possibles ?
Dans la suite, on considére que tous les résul-
tats ont la méme probabilité d’apparaitre.

b, Quelle est la probabilité des événements sui-

vants !

A : « le résultat obtenu est un nombre dont les
trois chiffres sont identiques » ;

B : « le résultat obtenu est un nombre com-
mengant par un 0 » ;

C : « le résultat obtenu ne commence pas par
un 0 ».

équi probabilité et représentation

€ Une maison de disques fait une enquéte auprés de

1 000 personnes. Ces personnes répondent par oui
OUu par non aux trois questions suivantes :

s question | : Avez-vous acheté des CD audio
durant les six derniers mois ?

* question 2 : Avez-vous assisté 4 un concert
durant les six derniers mois ?

* question 3 : Avez-vous gravé des CD audio
durant les six derniers mois ?

130 personnes répondent oui aux trois questions,
200 répondent oui aux questions | et 2, 360
répondent oni aux questions 1 et 3 et 740 répon-
dent ouf & la question 1 : 110 personnes ne répon-
dent oui qu’a la question 3, 20 répondent non aux
trois questions et 95 ne répondent oui qu'a la

~ question 2.

a. Recopier et compléter le diagramme ci-dessous
en indiquant dans chaque partie le nombre
d’individus concernés.

A répondu oui
i la question

TRTRn R

A répondu oui
a la question 2

TR I

3 T
R e

w 1)

' \au duesﬁonnaire

‘b, On prend la fiche réponse d'une de ces per-
sonnes (on considére que toutes les fiches
réponse ont la méme probabilité d’étre choi-
sies). Quelle est la probabilité qu'il s’agisse de
la fiche d’une personne n'ayant assisté a aucun
concert dans les six derniers mois 7

Pendant la féte du cinéma, de nombreuses per-
sonnes « enchainent » les séances. Dans un com-
plexe de cinéma comportant trois salles, on
projette les films A, B et C.

600 personnes sont entrées dans le cinéma dans la
journée et ont vu au moins un film,

60 personnes ont vu les trois films, 165 n"ont vu
que le film A, 75 que le film B, 330 n’ont pas vu
le film C, 320 n’ont vu qu’un film et 55 n"ont vu

- que les films B et C.

Construire un diagramme permettant de classer
les individus en fonction des films qu’ils ont vus.
On interroge une de ces personnes au hasard (on
suppose que toutes les personnes ont la méme pro-
babilité d’étre interrogées). Quelle est la probabi-
lité des événements suivants 7

*la personne interrogée a vu exactement deux
films dans ce complexe ;

* la personne interrogée n’a pas vu le film A.

€ Dans une enquéte effectuée aupreés de 1 000 per-

sonnes, on considére qu'une personne est audi-
trice d’une radio si elle dit avoir écouté cette radio
au moins une fois par semaine pendant I’année

~ écoulée.

850 des personnes interrogées se disent auditrice
de la radio R, 700 se disent auditrice de la radio
R, et 100 disent n’écouter aucune des deux radios.

1. a.Compléter le tableau suivant.

- b. On interroge au hasard I'une de ces 1 000 per-

sonnes. Quelle est la probabilité qu’elle soit
une auditrice des radios R et R,.

2. On demande 4 ces mémes personnes si elles
pensent &tre auditrices de la radio R, dans I'an-
née a venir. 72 % des auditeurs de R et 18 %
des non auditeurs de R, répondent oui.




On interroge une personne au hasard. Quelle
est la probabilité¢ qu’'elle réponde oui a cette
question ?

Dans un établissement de 300 éléves, il y a 60 %
de garcons. Parmi les filles, 15 % utilisent un
~ « deux roues » pour se rendre au lycée. Le nombre
de garcons utilisant un «deux roues» est le
double du nombre de filles utilisant un « deux
roues ».

a. A I'aide d’un tableau 4 double entrée, répartir
les 300 éléves en quatre catégories dont on
donnera les effectifs : gar¢ons utilisant ou non
un « deux roues », filles utilisant ou non un
« deux roues ».

~ b. On interroge au hasard un éléve (on considére
que tous les éléves ont la méme probabilité
d’étre choisis). Quelle est la probabilité que ce
soit une fille n"utilisant pas de « deux roues » 7

¢. On voit un éléve casqué qui part sur sa moto :
quelle est la probabilité que ce soit un garcon ?

€ L'ouverture d'un coffre est commandée par trois

serrures S1, S2 et S3. On dispose des trois cartes
magnétiques C1, C2 et C3, chacune adaptée 4 une
serrure et une seule (chaque carte entre dans
toutes les serrures, mais n'en ouvre qu’une). Pour
ouvrir le coffre, il faut placer chacune des trois
cartes dans la serrure qu'elle ouvre.
Construire un arbre représentant toutes les fagons
de placer les cartes dans les serrures.

- Quelle est la probabilité d’ouvrir le coffre en agis-

sant au hasard ?
L

Dans le jeu « Master Mind », un joueur (appelé
« codeur ») choisit un « code » en plagant, dans
quatre emplacements, quatre pions choisis parmi
des pions de six couleurs : bleu (B), vert (V),
jaune (J), rouge (R), orange (O) et noir (N).

1. Pour des joueurs débutants, on ajoute pour
régle que 1'on ne peut pas utiliser deux pions de
méme couleur pour un code.

@. En imaginant un arbre de choix, déterminer le
nombre de codes possibles.
Le joueur adverse (appelé le « décodeur »), par
des essais successifs, doit deviner le code.

b. Son premier essai est fait au hasard (il y a équi-
probabilité dans le choix de sa premiére propo-
sition). Quelle est la probabilité qu’il obtienne
le bon code au premier essai ?

2. On considére maintenant qu'un code peut com-
porter plusieurs fois la méme couleur. Par
exemple, (B, V, O, V) représente un code,

a. En imaginant un arbre de choix, déterminer le
nombre de codes possibles.

b. Le premier essai du décodeur étant toujours le
fruit du hasard, quelle est la probabilité qu'’il
obtienne le bon code au premier essai ?

La décomposition en facteurs premiers de 60 est
27 x 3 x 5. Un diviseur de 60 s’écrit sous la forme
2% x 3" x 57, ol k peut étre égal 40, L ou2,na0
ouletpaloul.

'A l'aide d’un arbre, écrire la liste des triplets

(k, n, p) possibles.

© On choisit un diviseur de 60 au hasard. Quelle est

la probabilité qu’il s’agisse d’un nombre pair ?

Définition d'une variable aléatoire

€ On prend au hasard une carte dans un jeu de 32
- cartes (on suppose qu’il y a équiprobabilité). Les

- as rapportent 4 points, les rois et les dames 3
- points, les valets 1 point, les 10 zéro point et les

autres cartes (9, 8 et 7) font perdre 2 points. On

- appelle X la variable aléatoire qui. & un tirage, fait

correspondre le nombre de points (une perte de

points correspond i une valeur négative).

a. A quel(s) tirage(s) correspondent les événe-
ments suivants : {X=3}; {X=-2};{X>1};
(X=0):(X=<2}?

b. Déterminer les probabilités suivantes :

P(X=4); P(X =-2); P(X < D).

pectivement 1, 2, 4 et 8,
- On tire un carton de la boite, on note son numéro,

Une boite contient quatre cartons numérotés res-

on le remet dans la boite et on tire un deuxiéme

~carton dont on note le numéro (tirage successif et
“avec remise). On suppose qu’il y a équiprobabi-
lité.
- a. Etablir I'arbre des résultats possibles.

- b. Soit X la variable aléatoire qui, & un tirage,

associe le produit des numéros portés sur les
deux cartons,

A quel(s) tirage(s) correspondent les événe-
ments suivants ; {X =16} ; {X <=3}
Déterminer les probabilités suivantes :
P(X=16); P(X = 3).



. Loi de probabilité d'une variable
- aléatoire

iAu hasard des soldes

¢ Pour animer une campagne de soldes, un mar-
‘chand de disques propose le « jeu » suivant. Sur
un présentoir sont proposés 200 disques dont le

prix initial est de 15 €.

Un acheteur, aprés avoir choisi son disque, tire au
- hasard dans une urne un papier sur lequel est ins-

crit le pourcentage de réduction.

Dans 'urne se trouvent 130 papiers permettant
une remise de 20 %, 40 donnant droit & une réduc-
~tion de 50 %. 20 a une réduction de 60 % et 10 a

une réduction de 80 %.

Un client participe au jeu. Soit X la variable aléa-
toire qui, au choix d’un papier au hasard, associe

le prix & payer.
Etablir la loi de probabilité de X.

~ Quelle est la probabilité de payer un disque moins

de 7.5 € ? de payer un disque au moins 6 € ?

i D’apreés un exercice de bac

Un moteur électrique possédant trois bornes B,
B, et B, doit étre alimenté en €lectricité par trois
_ fils F,, F, et F,, chaque fil étant relié a une seule
~ borne identifiée.

Lorsque les trois fils sont convenablement bran-

chés (F, en B, F, en B, et F, en B,) le moteur

tourne 4 1000 tours par minute.

Lorsqu'un seul des trois fils est branché 4 la bonne
‘borne (les deux autres fils étant inversés), le
moteur tourne a 500 tours par minute.

Lorsque aucun fil n’est branché i la bonne borne,
le moteur ne tourne pas.

On a perdu le schéma de montage et les fils sont

indiscernables.

- a. Déterminer la liste des montages différents
possibles et en déduire leur nombre total
(exemple : F, avec B, F, avec B, F, avec B,
est I'un des montages possibles).

b. Calculer la probabilité que les trois fils soient
convenablement branches.

c. Calculer la probabilité qu'un seul des trois fils

soit branché i la bonne borne (les deux autres

fils étant inversés).

d. On considére la variable aléatoire X qui, a

chaque montage, associe la vitesse de rotation
du moteur.
Déterminer la loi de probabilité de la variable
aléatoire X,

Une piéce mécanique fabriquée par un atelier est
susceptible de présenter trois défauts. On consi-
dere que 1 % des pieces présentent les trois
défauts, que 95 % présentent au plus un défaut et

~que 12 % présentent au moins un défaut.
~ On prend une piéce au hasard dans la production.

Soit X la variable aléatoire qui, a ce choix, fait
correspondre le nombre de défauts de la pisce.

Traduire les données précédentes sous la forme de

~ probabilité de valeurs prises par X. En déduire la

loi de probabilité de X.

Fonction de répartition

€ Dans une usine de fabrication d’ampoules élec-

triques, on considere la variable aléatoire X qui, a

~une ampoule prise au hasard, associe sa durée de
_vie en jours. A partir de controles répétés de la

fabrication, on a établi la loi de probabilité de X
suivante :

123 | 124 | 125 | 126 | 127
0,03 | 0,24 | 046 | 023 | 0,04

~ Construire la courbe représentative de la fonction

‘de répartition de X.

Une entreprise utilise des camions pour transpor-
ter sa production. Elle dispose de 100 camions. A
partir d'une étude statistique, on établit la loi de la
variable aléatoire X qui, & un jour pris au hasard,
associe le nombre de camions en panne ce jour. La
loi de X est la suivante :

0,050

0,149
0,224
0,224
0,168
0,101
0,050
0,022
0,008
0,003
10 0,001
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- Construire la courbe représentative de la fonction
de répartition de X.




La représentation ci-dessous est la représentation
graphique de la fonction de répartition d’une

~ variable aléatoire X. Déduire de la lecture de ce
-~ graphique les valeurs prises par X puis la loi de

probabilité de X.

. Espérance mathématique

€ Calculer I’espérance mathématique de la variable
~ aléatoire définie & 'exercice 24. Que représente
~ cette espérance ?

‘Calculer I'espérance mathématique de la variable

- aléatoire définie a I'exercice 25. Que représente

cette espérance ?

| D’aprés un exercice de Bac

~ Un organisme de voyages prépare en Logoland un
circuit de découverte qui doit passer une et une

seule fois dans chacune des quatre villes notées
respectivement I, L, O et Z.

~Le circuit ne peut partir que de 1, L, ou Z, car la
~ ville O ne posséde pas d’aéroport international,
f;‘._;La fin du voyage devant étre en bord de mer, le
- circuit doit se terminer par [ ou Z.

~ Un circuit possible est 1, L, O, Z. Il sera noté

(1, L,0,7).

= 1. Expliquer pourquoi le circuit (I, O, Z, L) est

impossible.

2. Déterminer les huit circuits possibles.

3. L'agence de voyage s’intéresse au nombre de
kilométres parcourus en bus entre la ville de
départ et la ville d’arrivée pour chaque circuit.
Les distances exprimées en kilométres entre les
quatre villes sont indiquées dans le tableau sui-
vant.

On note X la variable aléatoire qui, 4 chaque
circuit, associe le nombre de kilométres par-
courus.

a. Déterminer I"ensemble des valeurs prises par la
variable aléatoire X.

b. Donner la loi de la variable aléatoire X.

. Calculer I'espérance mathématique E(X) de la
variable aléatoire X.

Pour une féte, les organisateurs souhaitent propo-
ser une loterie. Les tickets sont vendus au prix de
1,5 €. Parmi ces tickets, 500 sont perdants, 100

~ permettent de gagner 1.5€ et n permetient de
~ gagner 4.5 €. Soit X la variable aléatoire qui, 4 un
- ticket pris au hasard, fait correspondre le gain
obtenu (ce gain est égal a la différence entre la
 somme gagnée et les 1,5€ d’achat et peut donc
étre négatif).

Etablir la loi de probabilité de X en fonction de n.

- Calculer I'espérance mathématique de X en fonc-

tion de n.

- Comment doit-on choisir n pour que le jeu soit a

I'avantage des organisateurs de la féte, c’est-a-

- dire que I'espérance de gain pour un joueur soit
~ strictement négative ?

Variance et écart type

Dans une entreprise, deux machines A et B fabri-
quent des piéces métalliques de forme cylin-
drique. On appelle X la variable aléatoire qui, &
une pigce prise au hasard dans la production de la

~ machine A, fait correspondre le diamétre de la

pitce : on appelle ¥ la variable aléatoire qui, & une

~ pitce prise dans la production de la machine B,
~associe le diametre de la pitce.

Le tableau ci-dessous donne la loi de X et la loi de
Y (établies & partir d'études statistiques).

0,02 0,01
0,05 0,04
0,12 0,14
0,19 0.21
0.32 0,34
0.18 0,18
0,08 0,06
0,04 0.03
0,01 0,005




exercices

Calculer E(X)et E(Y).
En observant le tableau ci-avant, expliquer ce qui
différencie les lois de ces deux variables aléa-
toires.

Calculer la variance de chacune des deux

~ variables en utilisant la définition de la variance :

V(X)=E([X - E(X)]?). Comment interpréter la
différence entre ces deux variances 7

€ Calculer la variance et 1'écart type de la variable

aléatoire définie a I'exercice 24.

Calculer la variance et I'écart-type de la variable
- aléatoire définie a I'exercice 25,

pi 2

- Une entreprise fabrique des résistors pour des

- fours électriques. Soit R la variable aléatoire qui,
~ A un résistor pris au hasard dans la production, fait

~ correspondre sa résistance (on prendra la valeur

~ entigre la plus proche). A la suite de nombreux
tests, on estime que la loi de R est donnée par le
- tableau suivant :

17 18 19 20
0,0375 | 0,1075 | 021 | 0,2625
21 22 23 24
0,2125 | 0,115 | 0,0425 | 0,0125

Calculer I'espérance E(R), la variance V(R) et

I’écart type o (R).

Quelle est la probabilité que la résistance du résis-
tor pris au hasard soit comprise entre E(R) -0 (R)
et E(R)+0(R)?

Une entrepn';e fabrique des rouleaux de papier

~ peint. A partir d’une étude statistique sur le

nombre de défauts par rouleaux, on estime que la
~ variable aléatoire X qui, & un rouleau choisi au
~ hasard fait correspondre le nombre de défauts, suit
~laloi de probabilité suivante :

0 1 2 3 4
- 0,7409 | 0,2222 | 0,0334 | 0,0033 | 0,0002

- Quelle est la probabilité de chacun des événe-
ments suivants : X <3 :2 =X =47

- Calculer I'espérance mathématique E(X) de la
variable X. Que représente ce nombre 7

- Calculer la variance V(X) et I'écart type 6(X) de

~ la variable X.

~ Quelle est la probabilité P(X = E(X)+20(X))?

Pour aller plus loin

i D’aprés un exercice de Bac

Chacun des 150 éléves des classes de Terminales

STI d’un lycée ayant effectué un stage en entre-

~ Un cube de bois de
; peint, puis découpé,

" faces, en cubes de

f=73

prise a rédigé un rapport de stage.

Pour rendre ce rapport de stage le plus lisible et le
plus attractif possible :

* 115 éléves ont utilisé un traitement de textes ;

« 100 éléves ont utilisé un tableur ;

« 75 éleves ont utilisé a la fois un traitement de
texte et un tableur.

1. Reproduire et compléter le tableau suivant :

2. Un professeur étudie un des 150 rapports de
stage, choisi au hasard. On suppose que chaque
rapport de stage a la méme probabilité d’étre
ainsi choisi. Calculer la probabilité des événe-
ments suivants :

A : «I"éleve ayant rédige ce rapport n'a pas uti-
lisé de tableur » ;

B : « I'éleve ayant rédigé ce rapport a utilisé un
traitement de textes mais pas de tableur »,

3. Un professeur prend un rapport de stage au
hasard : il constate que I'éléve a utilisé un
tableur ; quelle est la probabilité qu’il ait utilisé
un traitement de texte ?

D’aprés un exercice de Bac
3cm de coté est
parallelement  aux
l ecm daréte. On

place les petits cubes
dans un sac.

1. a.Combien de petits cubes a-t-on placé dans le
sac ?

- b. Combien de petit(s) cube(s) ne présente(nt)

aucune face peinte ?

Déterminer le nombre de cubes présentant res-
pectivement une face peinte, deux faces peintes
puis trois faces peintes.
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2. On tire au hasard un cube du sac. Soit X la
variable aléatoire qui, & chaque tirage, associe
le nombre de faces peintes obtenues.

Donner la loi de probabilité de X,

i D’apres un exercice de Bac

~ Une usine fabrique des moteurs €lectriques. Ces
moteurs peuvent présenter deux types de défauts :

» défaut M de nature mécanique ;

+ défaut E de nature électrigue.

Un moteur est déclaré en parfait état de marche

s'il ne présente aucun des deux défauts.

1. On préleve un lot de 200 moteurs sur la pro-
duction et on constate que le défaut M est
observé sur 16 moteurs, le défaut E est observé
sur 12 moteurs, et que 180 moteurs sont décla-
rés en parfait état de marche.

Recopier et compléter le tableau :

On admet que la répartition des deux types de
défauts, observée dans le tableau, refléte celle
de I"ensemble de la production.

- 2. le coiit de fabrication d’un moteur est 600 €.

La garantie permet de faire les réparations aux
frais du fabricant selon les tarifs suivants :

* 100 € pour réparer le seul défaut M ;

* 130 € pour réparer le seul défaut E ;

* 210 € pour réparer les deux défauts M et E,
On note X la variable aléatoire qui. & chaque
moteur choisi au hasard dans la production,
associe son prix de revient, c’est-a-dire son
colit de production augmenté des frais de répa-
ration éventuels.

- a. Déterminer les valeurs prises par X.

b. Montrer que la probabilité que X prenne la
valeur 600 est 0.9.

~ ¢. Déterminer la loi de probabilité de X. On

pourra présenter les résultats dans un tableau.

3 . Calculer I'espérance mathématique E(X) de la

e

variable aléatoire X. Que représente E(X) pour
I"usine ?

On admet que tous les moteurs produits sont
vendus. L'usine veut réaliser un bénéfice
moyen de 85 € par moteur. Quel sera le prix de
vente d’un moteur ?

9 D’aprés un exercice de Bac

~ On dispose de deux urnes U, et U,. L'urne U,

‘contient 4 boules rouges portant respectivement
~les numéros 0, 1, 2 et 4 et I'urne U, contient 3

~ boules vertes portant respectivement les numéros

o1, Jets.

~ On tire au hasard et simultanément une boule de
1'urne U, et une boule de I'urne U..

~*a désigne le numéro de la boule tirée de U, et b
celui de la boule tirée de U,
‘e 2 est le nombre complexe dont la partie réelle est
_q et la partie imaginaire b.

On suppose que les écritures algébriques

 z=a+ ib possibles sont équiprobables.

 Les probabilités demandées seront données sous
Sforme de fractions irréductibles.
1. Dresser une liste de toutes les écritures algé-
briques possibles de z.

2. Calculer la probabilité de chacun des événe-

ments suivants :
a.E1:<<z: 14+3i»;

b.E,: «2+7=2»

3. On désigne par A I'événement « le module de z

est 5 », et par B I'événement « z est un imagi-
naire pur ».

a. Calculer la probabilité de I'événement A puis
de I"'événement B.

- b. Définir par une phrase I'événement A N B. Cal-
culer la probabilité de cet événement.

<. En déduire la probabilité de I'événement A UB.

4, 0On désigne par X la variable aléatoire qui, &
chaque tirage, associe a + b.

a. Quelles sont les valeurs prises par X 7
b, Déterminer la loi de probabilité de X.
. Calculer I'espérance mathématique E(X) de X.

Une urne contient quatre cartons numérotés de 1 a

4

1.0n tire un carton de l'urne, on note son
numeéro, on le remet dans I'urne et on recom-
mence |'opération deux autres fois. Un résultat
est donc par exemple (2, 1, 1).

2. En imaginant un arbre de choix, déterminer le
nombre de résultats possibles. On suppose que
tous ces résultats ont la méme probabilité.

~ b. On appelle p, la probabilit¢ de I'événement

« le carton numéro 1 sort au premier tirage ».
Construire I'arbre de choix donnant les résul-
tats favorables, et en déduire la probabilité p,.
~ ¢. On appelle p, la probabilité de I'événement « le
carton numéro 1 sort pour la premiére fois au




deuxiéme tirage ». Construire ’arbre de choix
donnant les résultats favorables, et en déduire
la probabilité p,.

- d. On appelle p, la probabilité de I’événement « le

o )

carton numéro | sort pour la premiére fois au
troisieme tirage ». Construire "arbre de choix
donnant les résultats favorables, et en déduire
la probabilité p..

- e Montrer que p,, p, et p, sont les trois premiers_

termes d'une suite géométrigue dont on préci-
sera la raison.

~ 2.0n fait maintenant n tirages successifs de la

méme fagon que précédemment (c’est-A-dire
en remettant a chaque fois dans 1"urne le carton
tiré aprés avoir noté son numéro).

@ Reprendre les questions a., b. et ¢. du 1.

~ b. On appelle p, (k < n) la probabilité de I'événe-

ment « le carton numéro | sort pour la premiére
fois au k-iéme tirage ». On admet que la suite
(p,) est la suite géométrique de premier terme

1 ; 3
— et de raison —.
4 4

Exprimer. en fonction de n. la probabilité §_de
I'événement «le | apparait au moins une
fois ». Quelle est la limite de §, quand n tend
vers +oo 7

.D apres un exercice de Bac
 Une roue de loterie est partagée en 20 secteurs

identiques :

-+ | secteur porte la marque « 100 € » ;

* 2 secteurs portent la marque « 50 € » ;
* 3 secteurs portent la marque « 20 € » ;
* ( secteurs portent la marque « 10 € » :
* 8 secteurs portent la marque « 0 € ».

Pour préparer le Bac

WA Exercice STI Arts Appliqués session 2004

Sophie et Luc jouent trés mal aux échecs, c’est

- pourquoi ils ont inventé le jeu suivant :

‘Sophie posséde un sac contenant cinq piéces

- blanches : une reine, une tour, deux cavaliers et un

pion. Le sac de Luc contient cing pigces noires :

une reine, deux tours, deux pions.
- Principe du jeu : chacun tire une piéce de son sac,

celui qui a la piéce la plus forte gagne la partie.

- Un reine bat toutes les autres pieces, une tour bat
~un cavalier ou un pion, un cavalier bat un pion ;

it I:deu_x pieces identiques font partie nulle.

-_ ~ Exemples : Sophie tire une reine et Luc une tour :
- Sophie gagne la partie. Sophie et Luc tirent tous

les deux un pion : il y a partie nulle.

Aprés avoir misé 10 €, un joueur fait tourner la

- roue devant un repére fixe. Chaque secteur a la

méme probabilité de s’arréter devant le repére. Le
joueur touche la somme indiquée par le secteur se
trouvant devant le repére.

1. On appelle X la variable aléatoire donnant le
gain effectif du joueur ; exemple : si un secteur
« 50 € » est devant le repeére, le gain effectif est
de 40 € en tenant compte de la mise. Une perte
est un gain négatif.

a. Déterminer 'ensemble des valeurs prises par

X.

- b. Donner la loi de probabilité de X & I’aide d'un

tableau.

- . Calculer I'espérance mathématique de X.

2, L'organisateur de la loterie souhaite que le jeu
lui soit favorable. I construit une nouvelle roue
avec n secteurs identiques (n > 12). Cette roue
comporte un secteur « 100 € », 2 secteurs
« 50 € », 3 secteurs «20€ », 6 secteurs
« I0€ »et n- 12 secteurs « 0 € »,

Le jeu se déroule de la méme maniére que précé-

demment : le joueur mise 10 € et X désigne & nou-

veau le gain effectif.

a. Donner la nouvelle loi de probabilité de X en
fonction de n.

b Calculer I'espérance mathématique de X en

fonction de n.

. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que
le jeu soit favorable & 1'organisateur, c'est-a-
dire tel que I'espérance mathématiques de X
soit inférieure ou égale i 0.

* 1. Dans le tableau ci-dessous, chaque case corres-
pond & une issue possible du jeu.

Recopier ce tableau et compléter chaque case :
« par un S lorsque Sophie gagne ;

. par un L lorsque Luc gagne :

« par un N lorsque la partie est nulle.
- On suppose les tirages équiprobables.




2. Caleuler les probabilités des événements sui-
vants :

a. A: «la partie est nulle » :

b. B: « Sophie gagne » :

€. C: « Luc gagne ».

3. Y a-t-il, du point de vue du contenu des sacs,
un joueur avantagé par rapport a I’autre ? Justi-
fier la réponse.

. Bac STI Génie mécanique, Génie énergétique,

Génie civil 2004

Une association de randonneurs organise un
repas. Elle fixe le prix de la maniére suivante :

« le tarif pour un enfant dgé de 10 ans ou moins est
ide 59€

o le tarif pour un jeune dgé de 11 & 16 ans est de

. 8€;

» dans les autres cas, le tarif est de 10 €.

De plus, tout membre de I’association bénéficie
d’une réduction de 20 % appliquée au tarif le
concernant. Ainsi, un membre agé de 11 4 16 ans
paiera 6,4 €.

Les participants au repas, au nombre de 600, sont
répartis selon le tableau ci-dessous :

40
110 100 190
160 140 300

sz :]

Partie A

On choisit au hasard une personne ayant participé

au repas.

1. Quelle est la probabilité qu’elle soit membre de
’association ?

2. Quelle est la probabilité qu’elle paye plus de
T€7

3. On considére la variable aléatoire X égale au
prix du repas pour un participant choisi au
hasard. Vérifier que la probabilité que X prenne

la valeur 6.4 est égale a %

4. Déterminer les valeurs prises par X, puis don-

ner la loi de probabilité de X.

5. Déterminer I'espérance mathématique de X,
notée E(X) (caleuler la valeur exacte sous
forme de fraction, puis une valeur décimale
approchée i 0,01 pres).

Partie B

- Calculer la recette totale pergue par |'association &

I"occasion de ce repas.

(€ Bac STI Génie électronique, Génie électrotech-

nique, Génie optique 2002

Un dé cubique est truqué. Une partie consiste a

lancer le dé et & noter le numéro de la face supé-
rieure.

Soit X la variable aléatoire égale & ce numéro. Sa
loi de probabilité est donnée par le tableau sui-
vant.

i 1
it =-'.-.{\-_--:_ .. = '; 32

3 4] 8
10 [ 10 [ 5

1
32 | 32 | 2|32

|
Blon| w2

La régle du jeu est la suivante : un joueur mise

10 €. 1l recoit :

* 20 € si le numéro obtenu est 1 ou 6 :

+ 10 € si le numéro obtenu est 3 ou 4 ;

* 0 € si le numéro obtenu est 2 ou 5.

Le gain d’un joueur est la différence entre ce qu’il

recoit et ce qu'il mise (le gain peut donc étre soit

positif soit négatif). Soit ¥ la variable aléatoire
égale au gain du joueur au cours d'une partie.

1. Quelles sont les valeurs prises par ¥ ?

2, Déterminer la loi de Y.

3. Calculer I’espérance mathématique de Y.

4. On rappelle qu'un jeu est équitable lorsque
1'espérance du gain est nulle. Pour le jeu décrit
ci-dessus, on se propose de modifier la mise,
La nouvelle mise est notée m et est exprimée en
euros.

Quelle valeur faut-il donner a m pour rendre le
jeu équitable ?
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 a.En utilisant le théoréeme de Thalés, exprimer AQ en fonction de x.

=

Pi'ére.quis

> Ce chapitre ne concerne que les éléves des sections ST spécialités Génie mécanique, optique, civil, éner-
gétique, des matériaux et spécialité Arts appliqués. |l ne contient de nouvelles connaissances que pour les
sections STl Arts appliqués.

Pour les sections STI spécialités Génie mécanique, optique, civil, énergétique, des matériaux, I'objectif
est I'entretien de la pratique des objets géomeétrigques du plan et de I'espace. Les notions vues en Premiére sur
ces sujets sont réesumées dans |'essentiel.

/\CT]\/ H_E o « Souvenirs, souvenirs »

Objectif : « Réactiver », a travers une situation géométrigue, les acqms des années antérieures
concernant les calculs de distances, d’aires et de volumes
ABC est un triangle rectangle en A, tel que AB=3 et AC=4. c _
M est un point du segment [AB], N et P des points de [BC]et Qun |
point de [AC] tels que MNPQ soit un rectangle.
1.Calculs de distances
On pose AM =x.

b.Calculer BC en utilisant le théoréme de Pythagore. \ _
Exprimer MQ en fonction de x. A M B

c.En écrivant le sinus de I'angle en B dans le triangle MBN et dans le triangle ABC, exprimer
MN en fonction de x.
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Exprimer 1"aire du rectangle MNPQ en fonction de x.
Comment doit-on choisir x pour que 1'aire de MNPQ soit maximale ?

3.Probléme de volume

Pour le tétraédre représenté ci-contre, la face ABC est
celle étudiée dans les questions précédentes. BCDE

est un carré situé dans un plan orthogonal au plan
(ABC). M’ est le point de [AE] tel que ¢tMM’) soit B
parallele a (BE) et Q” le point de [AD] tel que (QQ")

soit parallele & (DC). De plus, MM'Q'QNN’P’P est

un pavé droit.

a.Figure extraite E” D
* Expliquer pourquoi le triangle ACD est rectangle en C.

A

* Représenter dans le plan de la feuille le triangle ACD et les points Q et Q'
* En utilisant le théoréme de Thalés, montrer que QQ" = MQ.
Quelle est la nature du quadrilatére MM'Q’Q ?

b.Exprimer en fonction de x le volume du pavé droit MM'Q"QNN'PP.

c. Etudier la fonction définie sur [0, 3], qui & x fait correspondre le volume du pavé, et en déduue
la valeur de x pour laquelle ce volume est maximum.

INCET

> Cette activité est destinée aux éleves de la section STi spécialité Arts appliqués.

Objectif : Tracer point par point des courbes, ensembles de points caractérisés par une pro-
priété métrique, a laide de GéoplanW (on peut aussi faire cette activité sur feuille).

1.Ld Créer les points F (-3, 0) et F'(3, 0) (Créer — point — point repéré — dans le plan).
Créer les cercles ¢, ¢,. ..., ¢, ¢, de centre F et de rayons respectifs 1, 2, ..., 9, 10 (Créer —
ligne — cercle — défini par centre et rayon), puis les cercles ¢/, 3, .. cg, ¢/, de centre F’ et
de rayons respectifs 1, 2, ..., 9, 10 (dans GéoplanW, ¢, se note cl et ¢ se note it UE

Remarque : Pour répéter la derniére commande (par exemple la création d’un cercle) il suffit
de taper simultanément sur les touches « Ctrl » et « B » (bis), ce qui permet de gagner du
temps.

2.Construction de I'ensemble des points M tels que MF + MF’ = 8.

a.Si MF = 1, ot se situe le point M ? Que peut-on dire de MF" ?
Créer m, et mj, points d’intersection de ¢, et de ¢; (Créer — point — intersection de 2 cercles
— deux points).

b.Si MF =2, ou se situe le point M 7 Que peut-on dire de MF” ?
Créer m, et m., points d’intersection de ¢, et ¢,.

¢. Poursuivre la construction pour toutes les valeurs entiéres de MF jusqu'a MF =17.

NYATT F?é:%
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d.Pour rendre la figure plus lisible, effacer les cercles (Cliquer sur \E puis sur « non dessiné » ;
cliquer ensuite sur chaque cercle, avant de fermer la palette).

e.Pour compléter I’ensemble des points M cherchés, créer :

* une variable numérique ¢ variant dans [0, 8] (Créer — Numérique — variable réelle libre
dans un intervalle) :

* le cercle de centre F et de rayon 1 et le cercle ¢’ de centre F’ et de rayon 8 —1;
* les points m et m’, points d’intersection de c et ¢”.

On peut alors faire varier les points m et m” en faisant varier ¢ (Piloter — piloter au clavier
puis sélectionner ¢ réel libre, valider par OK). En utilisant les touches fleches (haut et bas) du
clavier, on fait varier ¢ et on voit m et m” se déplacer sur I’ensemble de points cherché.

On peut aussi garder la trace des différents points m et m’ (Afficher — sélection trace puis
sélectionner m et m’, valider par OK). Puis en cliquant sur la touche (% et en faisant varier 7
au clavier, on voit se construire les points m et m” pour les différentes valeurs de 7 (on peut
faire varier 7 avec un pas plus ou moins précis en utilisant Piloter — modifier les paramétres
de pilotage au clavier et en changeant la valeur de « pas de pilotage »).

La courbe ainsi obtenue est I'ensemble des points M tels que MF + MF’ = 8. Une telle courbe

s'appelle une ellipse ; I'étude des ellipses fait I'objet d’une partie de ce chapitre.
3._Construction de I’ensemble des points M tels que |MF - MF’| =4

Cliquer sur - R pour désactiver le mode « trace ».

Supprimer les points nz, & m.,, m; a m;, ainsi que les cercles ¢ et ¢” et les points m et m” (Divers.
— Supprimer).

a.Premier cas : MF-MF' =4
Si MF’ = 1, quelle est la valeur de MF ? Construire les points m, et m/, intersection de ¢, et
i

Continuer la construction pour MF’ entier variant de 1 4 6.

Pour compléter le tracé, créer le cercle ¢’ de centre F” et de rayon 7 et le cercle ¢ de centre F
et de rayon 4 + 1, puis les points m et m’, intersection de ¢ et de ¢'.

b.Deuxiéme cas : MF'— MF =4,
Si MF = 1, que vaut MF" ? Construire les points n, et n/, intersection de ¢, et ¢_.
Continuer la construction pour MF entier variant de 1 a 6.

Pour compléter le tracé, créer les points n et n’, intersection du cercle C de centre F et de rayon
t et du cercle C” de centre F’ et de rayon 4 + 1.

c.En pilotant les points m, m’, n et n” au clavier, en sélectionnant ces quatre points pour la
« sélection trace » et en activant 'icone [l , on voit se construire la courbe cherchée, ensemble
des points M tels que | MF - MF'| = 4.

Cet ensemble est une hyperbole : I'étude des hyperboles est I'objet d’une partie de ce chapitre.



CHARTTRE 1

% =Ce cours ne concerne que les éléves de la section STl spécialité Arts appliqués : il traite des coniques,
courbes qui étaient définies par les mathématiciens de la Gréce antique comme ['intersection d'un cone avec
un plan. Certaines de ces courbes, les paraboles, ont été étudiées en Premiére. Par souci de cohérence, on
reprend succinctement ici les résultats les concernant dans le premier paragraphe, L'étude des deux autres
types de coniques, les ellipses et les hyperboles, fait I'objet du second paragraphe.

1§ Définition et élements remarquables d’une parabole

) Soit 9 une droite et F un point n’appar-
%. L'ensemble des points M du
g-{fa-. 1, o H est le projeté ortho-

M

appelé parabole.
1 de cette parabole et

P de foyer F et de directrice &

le de sommet S, de foyer F et ¢
Lol i est colinéaire 2 SF et F apourec

ol J ). lacourbe d'équation y*=2px st 12
) déquation y =L, -

PExercices n° 17 et 18

¥l Coniques a centre

Dans I’activité 2, on a tracé point par point deux courbes qui étaient des exemples de coniques :
une ellipse et une hyperbole. Sur les figures obtenues, on a constat€é que ces courbes avaient
chacune un centre de symétrie, d’ou le nom générique de « coniques a centre » pour désigner
ellipses et hyperboles.

On traite ces deux types de courbes en paralléle, étant donné leurs nombreux points communs,
tant en ce qui concerne leurs définitions que leurs propriétés.

XOJUILR
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Soit F ¢ deux points et O le milieu de [FF’]. On note OF = OF' =¢.
Soit @ un nombre réel strictement positif.

( Définition

Exemple : On prend OF =3 et a = 4. Ensem- Exemple : On prend OF = 3 et a = 2. Ensem-
ble des points M tels que MF + MF' =38 ble des points M tels que |MF -~ MF'|=4

+on il

clle petit axe d’une
- du segment formé

déﬁme par la rel-atmn
MF + MF’' =2a
itre sommets, deux sur 1'axe

it axe.

sur I'axe focal sont &

T l_-.m focal. a la mstam

Remarque : Si les deux foyers F et F’ d’une ellipse ‘€ sont confondus (et ils le sont alors avec le
centre), cette ellipse est en fait un cercle de centre F = F’= O et de rayon a. En effet, si F =
F’, la relation MF + MF’ = 2a s’écrit alors 2MF = 2a, soit MF = a, donc M décrit le cercle
-de centre O et de rayon a. Réciproquement, un cercle de centre O et de rayon r est une ellipse de
foyers F=F" =0, telle que a =r.

»Exercices n’ 19 et 20




2 Equations cartésiennes

m Cas général

On consideére une conique a centre (ellipse ou hyperbole) de foyers F et F’, de centre O.
On a OF = c¢. Le plan est rapporté au repere orthonormal (O i f) tel que OF =ci.
On admet alors le résultat suivant.

Remarque : Dans le cas de 'ellipse, b est la distance du centre aux sommets du petit axe. Une
ellipse est entierement définie par :

* 50N centre
» la distance du centre aux sommets, @, appelée « demi-axe focal » ;
* la distance du centre aux sommets du petit axe, b, appelée « demi-axe non focal ».

.

Exemple 1 : Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O i, }' ). On considere € 1'hyper-
bole de foyer F(5, 0), de centre O, définie par la relation |MF — MF’| = 4. On veut déterminer
une équation cartésienne de #.

R

On applique le théoréme précédent avec ¢ = 5. La distance du centre au sommet vaut a = % =2
2 2 )
On obtient b= V57 -22=v2I et par conséquent, # admet alors pour équation % - g—l = L

Exemple 2 : Le plan est rapporté 4 un repere orthonormal (O; 7.7 ). On considére T I'ensemble
des points M de coordonnées (x, y) du plan tels que 8x°+ 9y* = 288.

L’équation proposée s’ écrit 8— N 9y

288 T 288 = 1. On reconnait 1a I’équation d’une ellipse. On a. par

simplification, g—g + o 1.
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-32, on obtient alors a=6 et ¢’=a’—b> =4, donc ¢ =2. Par consé-
pse de foyers F(2,0) et F’ (-2, 0) définie par la relation MF + MF’ = 12. Ses
t les points S(6, 0), S”(=6, 0), A(0, 4¥2) et A’(0, —4+2).

PExercices n" 21 a4 24

B Cas des équations de cercles

On a vu que les cercles sont des ellipses particuliéres et on va voir maintenant deux maniéres dif-
férentes d’obtenir leurs équations. Ry

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O: . j ).

* Cercle donné par son centre et son rayon

Le point M(x, y) appartient au cercle de centre /(x,, y,) et de rayon r si et seulement si IM =r,

soit encore V(x — )+ =-y)=r.

Une équation cartésienne du cercle est alors (x —x,)° + (y—y)> =r%

.

Exemple : Le cercle de centre I(—1, 2) et de rayon 3 a pour équation (x + 1)* + (y—2)*=9.
Remarque : Si on considére le cercle de centre Q(0, 0) et de rayon » comme une ellipse dont
centre et foyers sont confondus (voir remarque du 2] ), et que 1’on applique le théoréme vu au

2 2

P12 < cas général », on obtient comme équation x_l + 2 = 1, soit. en multipliant les deux
r r

membres de cette égalité par r°, x* + y* = r’. On trouve bien la méme équation de cercle que
celle obtenue par la méthode décrite ci-dessus.

* Cercle donné par un diamétre

Le point M(x, y) appartient au cercle de diamétre [AB]. (avec A(x, v,) et B(x,, y,)), si et seule-

ment si le triangle ABM est rectangle en M, ou bien M = A, ou bien M = B, c’est-a-dire si et seu-

lement si AM -BM =0.A partir de cette égalité, on obtient une équation du cercle :
(x—x)(x—x) +(y-y) -y =0.

-

Exemple : Le cercle de diamétre [AB], avec A(2, 3) et B(1, —4), a pour équation cartésienne :

(x-2)(x-1) +(y-3)(y+4)=0.

PExercices n” 25 a 27




';_EIIipses et cercles

= Ce TP ne concerne que les éleves de section STl spécialité Arts appliqués.

1 !Entre- deux cercles

Le plan est rapporté au repere orthonormal (O:?.JT). Soit € une ellipse de centre O, d’axe focal
(O i ), de demi-axe focal a et de demi-axe non focal b.

1 Ecrire I’équation de 1ellipse €.
2 On appelle € le cercle de centre O et de rayon a, 6, le cercle de centre O et de rayon b. Repré-
senter ces deux cercles en prenant ¢ =3 et b =2.

3 Pour tout nombre # appartenant a |-, 1], on considére la demi-droite [Or) formant avec la
demi-droite [Ox) un angle de mesure € en radians.
Cette demi-droite coupe ‘€ en A et €, en B.
Sur la figure, tracer une demi-droite [ Ot), marquer € et placer A et B.

4 Coordonnées de A : A appartient au cercle de centre O et de rayon a, on en déduit x, =acos6;
écrire de méme y,.
Coordonnées de B : B appartient au cercle de centre O et de rayon b; en déduire x, et y, en
fonction de b et 6.

5 La parallele a (Ox) passant par B coupe la paralléle i (Oy) passant par A en M.
Construire le point M sur la figure.
L'abscisse de M est celle de A, I'ordonnée de M est celle de B : exprimer les coordonnées de
M en fonction de a, b et 6.
Vérifier que les coordonnées de M satisfont & I"équation de ‘€. On en déduit que le point M
ainsi construit est un point de "ellipse €.
Construire, par la méme méthode, plusieurs points de I’ellipse €.
On a ainsi une construction « point par point » de 'ellipse. Les deux cercles utilisés sont appe-
Iés cercle principal (pour ) et cercle secondaire (pour €,).

Prolongement &don peut compléter cette activité par une construction point par point de €
sous GéoplanW :
« construire les cercles €, et 6, de centre o et de rayons respectifs a=3 et b=2 (Créer —
ligne — cercle — défini par centre et rayon) :
» créer un réel ¢ libre dans 'intervalle |—m, ©t] (Créer — numérique — variable réelle libre
dans un intervalle) .
« construire les points de coordonnées respectives (3. 0) et (2, 0) que I'on appellera abusive-
ment a et b (Créer — point — point repéré dans le plan) ;
* construire les points A et B images respectives de a et de b par la rotation de centre o et
d’angle t (Créer — point — point image par — rotation (angle mesuré)) ;
» construire la demi-droite [0A) (Créer — ligne — demi-droite) ;
» construire la paralléle d, a (ox) passant par B et la paralléle d, a (oy) passant par A (Créer —
ligne — droite — paralléle) ;
* construire le point M, point d’intersection de d, et d, (Créer — point — intersection 2 droites) ;
« faire varier 7 griace aux touches du clavier (Piloter — piloter au clavier, puis sélectionner r).
« activer la fonction « trace » (Afficher — sélection trace, puis sélectionner M).
» cliquer sur Iicone [ puis faire varier 7 2 I'aide des fléches (haut et bas) du clavier. On voit
se déplacer le point M et se construire I'ensemble des points M, ¢’est-a-dire Iellipse €.

2 Représentation parametrique

Dans la partie précédente, on a montré que tout point dont les coordonnées s écrivent
{ X =acost

i 3 > f L 5
Jote s est un point de 'ellipse d’axe focal (O:i ) de demi-axe focal a et de demi-axe non
Y = Dsin




focal b. On admettra que la réciprogue est vraie, ¢’est-a-dire que les coordonnées de tout point
de I'ellipse s’écrivent de cette fagon.
X =acost

On dit que le systéeme { 3 ou 1 € |-, ] est une représentation paramétrique de I'ellipse

= hsint,
(I’abscisse et I'ordonnée du point dépendent toutes les deux du méme parametre 7).

2

2 2
1 Soit I'ellipse €, d’équation :i% + —;'—5- = 1. Donner la représentation paramétrique de € .

x = 5cost

2 Soit la courbe I, de représentation paramétrique { y = 3sint

Quelle est la nature de I, 7
Préciser les coordonnées de ses sommets et de ses foyers F et F”.
Soit M un point de I',. Que peut-on dire de la distance MF+ MF’?
x = 2cost
y = 2sint,
Pour un point M quelconque de T',, calculer la distance OM.
Quelle est la nature de T, ?

3 Soit la courbe I, de représentation paramétrique {

n étant rapporté au repére orthonormal (03 i, j
DG ¢ X = acost
y = bsint,

érifient le systéme [ ol re

a, de demi-axe non focal b. O ETo ¢

] est une représentation paramét

3 Application : 2 méthodes pour tracer une ellipse sur 'écran de la calculatrice

Pour tracer une courbe sur une machine a calculer graphique, on peut soit utiliser les courbes

représentatives de fonctions, soit utiliser la représentation paramétrique.

2
1 On souhaite tracer sur I'écran de la calculatrice I'ellipse ‘€, d’équation f—ﬁ +L =1

25

a. Préciser les valeurs du demi-axe focal et du demi-axe non focal. En déduire le réglage de la
fenéire graphique de la calculatrice.

b. Utilisation des courbes représentatives de fonctions

11 est nécessaire que la courbe ait une équation de la forme y = f(x).

Montrer que €, est la réunion de deux courbes €, et ‘€, d’équations respectives

2 2
y=5[1- % et p==5 [1— f—ﬁ , courbes représentatives respectivement des fonctions f, et

f, dont on précisera les expressions et I'ensemble de définition.

Tracer ces deux courbes sur |'écran d’une calculatrice.

¢. Utilisation de la représentation paramétrique

Mettre la calculatrice en mode « paramétrique » (dans le menu MODE, choisir paramétrigues

comme type de représentations graphiques).

L’écran d’entrée des fonctions propose alors de donner les expressions de X, et de Y. en fonction
- de la variable T (en général touche X, T. 8 ).

Utiliser la représentation paramétrique de €, obtenue au 2.1 pour tracer I'ellipse sur I’écran
de la calculatrice.

- 2 Proposer deux méthodes pour tracer sur 1'écran de la calculatrice le cercle de centre O et de
rayon 5.
*Exercices n° 28 a 31




1> Relati&ns entre distances et angles dans un triangle
© Formules d’Al Kashl

_ Soit ABC un t.nang]e Onnote a=BC, b=AC et c=AB, et A, B c
et C une mesure de chacun des angles geéométriques aux sommets du
triangle. ; b s
Ona: a*=b*+c?—2bccosA
b3=a2+;:'2—-2a'ccos§ ' A ¢ ~B

L ~
c?=a?+b*— 2abcosC.

= Formule des trois sinus

En gardant les mémes notations et en notant S I'aire du triangle, on a :

i el e B 5 fof e Y -
g bi=rd T A 3 T S
2§ sinA sinB  sinC

2> Coordonnées

Tous les résultats donnés sont aussi valables dans le plan en ne tenant compte que des deux pre-
mieres coordonnées.

m Définition

: vy i iy - ;

* ’espace vectoriel étant rapporté a une base (i, j, k ). le vecteur « a pour coordonnées (x, ¥, 7)
- . s as Sl

si et seulement si & =xi +yj +zk.

- —»

* L'espace étant rapporté a un repere (O: i, j, k ), le point M a pour coordonnées (x, y, 7) si et
seulement si OM =xi +yj + zk.

!
:
;
;

m Calculs sur les coordonnées

I'espace étant muni d'un repere (O; ., k), soit A(x

. E(xﬁ =X,y

) et B(x,, ) deux points. Alors :

4 YA %a Ya:Zp

=i T e T X
e ER A S ) ;
A -8

2 a2

Ko _ : X, +x, YV, *y, Z,+z2
* le milieu de [AB] a pour coordonnées ( L A - £ )

» Colinéarité, parallélisme, alignement

e e yoi 5 =iy g .

» Deux vecteurs & et v sont colinéaires si et seulement si I’'un des deux est nul, ou si il existe un
) . —

nombre réel k non nul tel que w = kv.

* Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement si les vecteurs AB et CD sont coli-
néaires.

* Les points A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

cu(x v z)etv(x’, vy, z') sont colinéaires si et seulement si (x, y, z) et (x’, y’, z) sont des tri-
plets proportionnels. En particulier dans le plan, @ (x, ) et v (x’, y”) sont colinéaires si et seule-
ment si xy” - yx’ = 0.

m Produit scalaire, orthogonalité, distance
Soit ( ();_f', :r' 1?} un repeére orthonormal de I’espace.

. - - . e
* On appelle produit scalaire de deux vecteurs non nuls i et v, et on note u - v, le nombre réel
- - - N % 4 — - S
u-v=llull x |Iv| xcos8, oun @ est une mesure de I'angle ( u#, v ). Si I'un des deux vecteurs
— —
est nul, on pose u - v =0.

. — - =T
e Soitu(x,y z)etv(x’,y', z'). Alors u-v=xx"+yy" +zz"
. — — * .
De plus, # et v sont orthogonaux si et seulement si xx" + yy" + z2"=0.

s Pour A(x,, »,, 2,) et B(xy; ¥, 2,), AB= \{(..'cﬁ - .xﬂ_)2 + (Ve =y )* + (zz— zd)z.




Triangle : & = bxh Trapéze : F = ~—— x h Secteur angulaire : f =

b (ax exprimé en radians)

aR’

(Les parallélogrammes En particulier, I"aire d’un
sont des cas particuliers) disque de rayon R est = R".

= Volumes des solides usuels

Cylindre Prisme Parallélépipede rectangle
V=nRh V=Bxh V=Lxlxh

VYV =B x h,
ott 7B est
I"aire

de la base
ethla
hauteur

oy % x h
Vo T
T | (PR AT S ol <. AT g e ok
1’aire
de la base
ethla
hauteur ==~ & .. ...

Sphere

y y\ Aire de la sphére : s = 4nR*
frenrESTTE ; "‘.J.l
Volume de la boule : V' = %‘RR}

4> Coniques

» Paraboles
Définition
Soit % une droite et F un point n’appartenant pas & 9.

- = ’ensemble des points M du plan tel que p,%‘: = 1, ol H est le projeté orthogonal de M sur 9,

est appelé parabole. F est le foyer de cette parabole, 9 est la directrice de cette parabole.




Axes ef sommet

‘s La droite perpendiculaire & la directrice passant par le foyer est appelée axe focal de la para-

bole, ¢’est un axe de symétrie de la parabole.

* Le point d'intersection de la parabole avec 'axe focal est appelé sommet de la parabole. C’est
- le milieu du segment [KF], out K est le projeté orthogonal de F sur 9.

Equation cartésienne

- Dans le repere orthonom'lal (§: 7. j ) ol i est colinéaire a SF et F a pour coordonnées (}2) 0)

avec p >0, P a pour équation y’= 2px et JJ a pour équation y = —%‘

* Dans un repere orthornormal (51, i) la Lourbe d’équation y*=
met S, de foyer F(E 9) et de directrice & d’équation y = —-‘z—

w Ellipses et hyperboles

2px est la parabole de som-

Smt F et F’ deux points et O le milieu de [FF’]. On note OF = OF’ =¢.
Soit @ un nombre réel strictement positif. Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O; i j %

Ellipses
Définition
Si a > ¢, ’ensemble des points M du plan tels
que MF + MF’=2a estappelé ellipse de foyers
FetF’

Axes

* On appelle grand axe d’une ellipse. ou axe
focal, la droite passant par ses deux foyers.

* On appelle petit axe d’une ellipse la média-
trice du segment formé par ses foyers.

* Ces deux axes sont des axes de symétrie et le
point O est centre de symétrie de I"ellipse.

Sommets

On appelle sommets d’une ellipse les points
d’intersection de 'ellipse avec son axe focal et
son petit axe.

Equarian cartésienne
L'ellipse de centre O, de foyers F(c, 0) et
F'(—¢, 0), définie par la relation ;

MF + MF' =2a

o

X"
admet pour équation la relation — + ;,_
a’

15
avec b=Va® - ¢ .

Courbe

Hyperboles

Si a < ¢, I'ensemble des points M du plan tels
que | MF —MF'|=2a est appelé hyperbole de
foyers Fet F'.

* On appelle axe focal d’une hyperbole la
droite passant par ses deux foyers.

» Cet axe et la médiatrice de [FF’] sont des
axes de symétrie et le point O est centre de
symétrie de 1"hyperbole.

On appelle sommets de 1"hyperbole les points
d’intersection de 1'hyperbole avec son axe
focal.

L’hyperbole de centre O, de foyers F(c, 0) et
F'(~¢, 0), définie par la relation :

|MF - MF’| =2a
admet pour équation la relation L— —b—; =1,
e
avec b=Ve¢?—a’.

2
:
:
:




Etablir une équation
cartésienne d'une conique
a partir de la réunion de
deux courbes €, et ¢,

On explicite y* & partir des
coordonnées de points
quelconques de €, et de ‘ﬁy

On montre gue tout point dont
les coordonnées vérifient
I’éguation obtenue appartient
26 ouaé,.

Reconnaitre la nature d'une
conique a partir d’'une
équation cartésienne

On transforme éventuellement
I’éguation pour se ramener
»soita y*=2px quiest
I’équation réduite d’une
parabole.

2 2
Tk £ A

7 1,— =1 quiest
a ¥

I’équation réduite d’une ellipse.

* soit &

T 3 2
* soit a “*;'-27 =1 qui est
GRS g
I’équation réduite d’une
hyperbole.

b

| | Soit f, et f, les fonctions numériques de la variable

réelle x définies sur 7= [0, +oo[ respectivement par :
£i(x) =2Vx et f,(x) =-2Vx.

Le plan % est muni d’un repére orthonormal (O; i)

(unité graphique : 1 cm), on appelle €, la courbe repré-

sentant la fonction f, et ‘6, la courbe représentant la fonc-

tion f,. On appelle € la courbe formée par la réunion des

courbes €, et €..

Déterminer une équation cartésienne de €, U €,

Reponse

Pour tout point M de €, on a y = 2Vx, soit y’ = 4x.
Pour tout point M de €., on a y = —2vXx, soit y® = 4x.
Donc un point M(x, y) de la réunion ‘€, U €, a ses coor-
données qui vérifient y* = 4x.

Réciproquement, si y* = 4x, alors y =2Vx et M appar-
tient 2 6, ou y = -2\x et M appartient a €. :
On en conclut que € est la parabole d’équation y* = 4x.

2 On considere I’ensemble des points M(x, y) dont les

coordonnées vérifient :
2

1
b.y*=4-%, ey=—x*-1.

? 4 i

Déterminer la nature de la conique correspondante.

a.y’=4x,

Réponses

a.0n a y® = 4x, donc on reconnait I’équation réduite
d’une parabole,

2 2 2
b.Ona L +y?=4, soit =— + 2 = 1, donc -
na 7 ¥y~ =4, soit P conreconﬂ

nait I’équation réduite d’une ellipse.

: 2N _
c.Ona % —y? = 1, donc on reconnait I'équation réduite

d’une hyperbole.
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Déterminer les éléments
caractéristiques d'une
conique a partir de son
équation cartésienne réduite

* Une parabole d'équation
réduite y*=2px a pour foyer le

point F(E- ﬂ) et pour directrice
la droite d’équation y = —2.

e Une ellipse d’équation réduite
L:— + }2 =1 a pour sommeifs
a b

les points S, (a, 0), S,(-a, 0),
A,(0,b) et A,(0, —b), et pour
foyers les points F (c, 0) et
F'(=¢,0),avec ¢’ =a*-b".

* Une hyperbole d’équation

réduite ‘r—, - v_; =1 a pour
a: b

sommets les points §,(a, 0) et

S,(—a, 0), et pour foyers les

points F (¢, 0) et F’ (-¢, 0),

avec c’=a’ + b’

Reconnaitre une conique a
partir de sa définition
métrique et préciser ses
caractéristiques

* I ’ensemble des points M du
 plan qui vérifient la relation
MF + MF’ = 2a est une ellipse.

3 Dans chacun des cas précédents, préciser les €lé-
ments caractéristiques de la conique.

Réponses

a.0n a p = 2. Le foyer de la parabole est donc le point de
coordonnées F(1, 0) et sa directrice la droite d’équation
==,

b.’axe focal de 'ellipse est I’axe des abscisses (grand
axe) et le petit axe est I'axe des ordonnées ; on a a’ = 16
et b’ =4, les sommets sont donc les points S,(4, 0),
S,(=4, 0), A4,(0, 2) et A,(0, -2).

De plus, on a ¢ =Va’ — b =16 — 4 = 243 ; donc les
foyers sont les points_F(2‘\f§. 0) et F’(-2Y3, 0).

c.Ona a’°=4 et b*=1,do0 ¢*=5. Les sommets de
I’hyperbole sont les pomts 8,(2, 0) et 5,(-2, 0), et les
foyers sont les points F(5, 0) et F'(- \/_ b, (8 1

4 M étant un point g_uelcanque du plan muni d’un
repere orthonormal (O; i, j ). Quel est 'ensemble des
points M qui vérifient la relation suivante :

a.MF + MF’ = 8, avec F(23, 0) et F'(-2Y3, 0).
b.IMF — MF’| = 4, avec F(5. 0) et F'(=V5, 0).

Réponses

a.’ensemble des points M est une ellipse de foyers F et
F’. L'axe focal de I'ellipse est I’axe des abscisses (grand
axe) et le petit axe _f'sst 3 ¢ a‘xe des ordonnées ; ici, a =4 et
Fi ziﬁ*@,.dertc b*=a’—¢? soit b =4, les sommets sont
donc les points S, (4. 0), S,(~4, 0). A, (0, 2) et A,(0, -2).
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* L’ensemble des points M du
plan qui vérifient la relation
|MF - MF'| =2a est une
hyperbole.

Déterminer I'équation
cartésienne réduite d'une
conique a partir de sa
définition métrique et de
ses caractéristiques

11 suffit de remplacer a et b par
leur valeur dans :

L &)

2

-

¥

s _ 4 I =1, qui est 'équation
a8’ p* 4 ’
réduite d’une ellipse ;
xZ y2
o - o = 1, qui est I’équation
P 3

réduite d’une hyperbole.

4

b

b.L’ensemble des points M est une hyperbole de foyers F
et F’. Ici, a=2, donc les sommets sont les points S, (2, 0)
et §,(-2, 0).

5 Dans chacun des cas précédents, préciser 1’équation
cartésienne réduite de la conique.

Réponse
a.0na a* =16 et b* =4, donc I'équation cartésienne
réduite de I'ellipse est :
2
x

2
+ 2 =1,
. 16 4

b.Ona a’=4, ¢*=5 et b*=¢*-a* soit b*>= 1 ; donc
I’équation cartésienne réduite de I" hyperbole est :

fi —wt=]

R
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. Calculs de distances et d'angles
--l,'.ﬁ'.

B Ondonne :
AB =3, o=
et f§ =40°.
Déterminer la valeur
exacte de CD. En
déduire la valeur
approchée a 107
pres.

i

A
10°
8D

On donne :

AB=2, a=36E-rad

e

et B= % rad. ABEC

st un carré. Déterminer
la valeur exacte de CD.
En donner une valeur
approchée & 107" pres.

-
I':.-

On donne : AB =5,
a=45° et B=35°

a. Exprimer tanf en
fonction de CD.

b. En déduire la valeur
approchée de CD 4 107! .
prés. s

Nt 73

T

Dans le pavé droit ABCDEFGH,
D on donne :

CG=4,

CEG = 30°

) H et GEF = 60°.
Caleuler FG.

<Y

E
« On appelle o une mesure de C_{i___D‘_ B une mesure
L de DAD’ et y une mesure de CAD’ dans le pavé =
 droit ABCDA’B’C’D’ représenté ci-dessus.

~ Soit /JK un triangle tel que T=30°
=2,

a. Calculer la valeur exacte de JK, puis une

~ a. Exprimer, en fonction de &, B et AD les dis-

tances AC, AD’, CD, DD" et CD".

" b. En déduire I'expression de cosy en fonction de

aetf.

- . Déterminer ysi o =060° et f§=30°

'€ Soit ABC un triangle tel que BC=3, AC=25 et
AR =,

. Calculer une mesure en degrés a 107" pres de

chacun des angles du triangle.

b, Calculer I'aire du triangle & 10 ! preés.

IK=4 et

mesure en degrés & 10~ prés de 1'angle 6

~ b. Calculer I'aire du triangle 2 107" prés.

. On considére un triangle ABC isocele en A tel que
1 angle A mesure 30° et BC = 4.
a. Calculer AB.

b. Calculer alors le rayon du cercle circonscrit au
triangle.

1. ABCD est un carré de coté 1. On considére les
points M €[AB], N €[BC], P €|[CD] et
0 €[DA] tels que AM =AQ =CN=CP =k

a. Quelle est la nature de MNPQ ? Justifier.

~ b. Calculer MN puis QN en fonction de k.

2. ABCDA’B’C’D’ est un cube de coté 1.




- La face ABCD est celle étudiée & la question pré-

‘cédente et M. N’, P’ et Q' sont les projetés ortho-

~gonaux respectivement de M, N, P et Q sur le plan
'-{A’B'C’Dr).

2. Quelle est la nature de MNPOM'N'P’'Q’ ? de
MN'P'Q?
b. Exprimer MN’ en fonction de k.
- ©. Comment doit-on choisir k pour que MN'P’Q

soit un carré ?

Calculs sur les coordonnées

Dans les exercices 10 ﬁ*li, on travaille dans un
repere orthonormal (O i, ) ).

€ On considére les points A(1, 4), B(2, 2), C(2, 0),
D(0, 4) et E(? -1 )

#. Montrer que ABCD est un trapéze.
. Montrer que A, B et E sont alignés.

~ On considere les points A(1, 1), B(-1,3), C(2,6)
et D(4, 4).
 Quelle est la nature du quadrilatére ABCD ? Justi-
fier la réponse.

On considére les points A(1, 2), B(2, 1), C(4, 1)

et D(5, 4).

2. Montrer que les triangles ABD et ACD sont
deux triangles rectangles d’hypoténuse [AD].

b. En déduire que les points A, B, C et D appar-
tiennent & un méme cercle dont on déterminera
le centre et le rayon.

 ABCD est un carré de coté 1. AED et ABF sont
deux triangles équilatéraux.

€ —

X, :

Iet J sont les projetés orthogonaux de E respecti-
* vement sur (AB) et (AD). K et L sont les projetés
~ orthogonaux de F respectivement sur (AB) et
(AD).

~a. Calculer les valeurs exactes de Al, AK, AJ
et AL.

b Dans le repere orthonormal (A AB. z AD ). don-
ner les coordonnées des points C, E et F.

c. Démontrer que ces trois points sont alignés.

" Calculs d'aires et de volumes

{h 04

¥

On veut construire une pyramide réguliére & base

carrée en découpant, dans un carré de coté a =1,

quatre triangles isoceles de hauteur x (figure 1) et

en relevant a la verticale du point H les sommets

A, B, C et D, On obtient ainsi une pyramide de
- sommet § (figure 2).

A ) w Jg'iﬁ : 2

. i

Figure 1

Figure 2

1. Dans quel intervalle varie x ?
2. Calculer, en fonetion de x :
"{a. les distances CE, HE et EF (figure I);
' b. la hauteur SH de la pyramide (figure 2);

. le volume V(x) de la pyramide.

i

- Soit la fonction f définie sur [0, % I par :

Fflxy=(1-2x)"Vx.
20x* - 12x+ 1
24x L

N

. Montrer que f'(x) =
En déduire le sens de variation de f sur [0, %]

b, Exprimer le volume V(x) de la pyramide en
fonction de f(x).

Pour quelle valeur de x ce volume est-il maxi-
mal 7 Donner alors une valeur approchée de ce
volume & 1077 prés.

SN C,




EXENCICES

| ABCDA’B’C’D’ est un cube de c6té 3.

~ Les points 1, J, K, L, M et N appartiennent aux
‘arétes comme le montre la figure ci-dessous et

Seona Al=Al=B'K=BL=D'M=D'N=1.

B?

1. a.Montrer que (1J), (ML) et (NK) sont paral-
leles, de méme que (JK), (MN) et (IL), ainsi
que (NI), (KL) et (JM).

. Calculer les valeurs exactes de IJ, KL, MN ;
JK, ML, IN et NK,IL, JM.

«Sur la figure ci-dessous est représenté I'hexa-
gone IJKLMN.
P est le point d’intersection de (IL) et (JM),
Q est le point d’intersection de (/L) et (KN) et
R est le point d'intersection de (KN) et (JM).

I J

\ mqﬁﬁ*‘ﬁ 2w 145
J;@‘;nmmms b dm,

. Quelle est la nature des quadrilatéres IJRN et
KLMR ?

. En déduire les valeurs exactes de MR et NR,
la nature du triangle MNR, la mesure de I'an-
gle KNM et enfin la hauteur du trapéze MNKL.

. Calculer I'aire du trapéze MNKL puis du tra-
peze IJKN.

- d. En déduire I'aire de I'hexagone.

~ Un silo & grain est formé d’un cylindre et d'un
. cbne comme représenté ci-apres.
a, Caleuler la valeur exacte du volume total du
silo,

Gl il

L LAl

¥
W e
i
s o2l
A u'w:u% ek |t 3

el ﬁ \PA5 8y

Si x est un réel compris entre 0 et 20, on appelle
V(x) le volume de grain nécessaire pour rem-
- plir le silo jusqu’a une hauteur x.
. Pour x strictement supérieur & 35, déterminer
I'expression de V(x).
<. On considere maintenant 0 < x < 5.
- Exprimer r en fonction de x. Déterminer alors
I"expression de V(x).
. Etudier les variations de V sur [0, 5].

. Tracer la représentation graphique de V sur
20].
On verse 100 m* de grain dans le silo. Déter-
. miner, par le calcul, la hauteur i de remplissage
du silo a 1077 pres.

- Coniques

= Les exercices 17 & 24 et 28 a 31 ne concernent
que les éléves de la section STl spécialité Arts
appliqués.

€ Dans un repére orthonormal (O': i 7). on consi-
dére le point F de coordonnées (3, 0) et la droite
- 9 d'équation x=-3.
~ a. Donner une équation de la parabole % de foyer
F et de directrice 9. Préciser son sommet.
b, Tracer P.
. Soit M un point de %, H son projeté orthogonal
sur 2. Que peut-on dire du triangle MHF 7

Méme exercice que le précédent avec le point F de
~ coordonnées (-4, 0) et la droite d’équation x = 4.

C Soit A et B deux points du plan tels que AB =4 et

. O le milieu de [AB].

@ Quelle est la nature de I'ensemble € des points
M du plan vérifiant AM + BM =67




. Quels sont ses foyers ? Tracer son axe focal et
son petit axe.

€. Soit §, et S, les sommets principaux (sommets
appartenant 2 1’axe focal). Que valent les dis-
tances OS, et OS, ? Placer S, et §,.

d. Soit [ et J les points de € appartenant a la
médiatrice de [AB]. Construire [ et J. Calculer
Ol et OJ.

e. A partir de quelques points construits au com-
pas, tracer 1"allure de €.

-Soit A et B deux points tels que AB=8 et Qle
- milieu de [AB].

a. Quelle est la nature de I'ensemble # des points
M du plan vérifiant |MA - MB|=4 17
b. Quels sont ses foyers ? Tracer son axe focal et
la médiatrice de [AB].

. Soit §, et S, ses sommets, Calculer les distances
0S8, et O8,. Placer § et §,.

d. A partir de quelques points construits au com-
pas, tracer I'allure de .

€ Le plan est rapporté au repére orthonormal

(07, }.}. Soit ‘€ la courbe d’équation :
3x2+4y*=48.

Quelle est la nature de ¢ ? Déterminer ses élé-

ments caractéristiques (foyers, sommets, axes et

- centre de symétrie).

Méme exercice que le précédent avec :
Bx? =3 =32

Dans le plan rapporté & un repére orthonormal
 (0:i,j ) (unité 2 cm), on considére la conique €
d’équation 4x* + 9y -36=0.
1. Quelle est la nature de 6 ? Préciser les coor-
données de ses sommets et de ses foyers.
2. Tracer la conique 6.

3. La droite d’équation y = 1 coupe 6 en deux
points P et O (P est le point d’abscisse posi-
tive).

a. Déterminer les coordonnées exactes de P et Q.

- b. Caleuler I'aire en em’ du triangle OPQ.

Dans 13 plan rapporté 4 un repere orthonormal
(O3, ) (unité : 12 cm), on considére la conique

€ d’équation 3x%—yi=12.

1. 2.Quelle est la nature de € 7 Préciser les coor-
données de ses sommets A et A”, de ses foyers
Fet F’. On notera A et F ceux des points trou-
vés d’abscisses positives.

b Tracer sur la méme figure la courbe € et les
droites d’équations y = xV3 et y =—xV3.

¢. Pour un point M quelconque de €, d’abscisse
positive, quelle est la valeur exacte de :

MF - MF'?
2. a.La droite d’équation x = % coupe ‘€ en
deux points P et P’ Déterminer les valeurs
exactes des coordonnées de P et de P’.

b. Démontrer que le triangle APP’ est équilatéral.

a. Ecrire une équation cartésienne du cercle € de
centre £2(1, —2) et de rayon R =4.

b. Méme question avec le cercle €” de diametre
[AB] avec A(-3,2) et B(4, 1).

c. S’il(s) existe(nt), déterminer les coordonnées

des points d’intersection de chacun des cercles
avec les axes du repére.

Méme exercice que le précédent avec :

Ei

« le cercle ‘€ de centre (-1, 3) et de diamétre 6;
* le cercle ‘€ de diamétre [AB] avec A(3, -2) et
B(0, 1).

a. Ecrire une équation cartésienne du cercle € de

centre .Q(-;— 2) et de rayon R = V5.

b Sil(s) existe(nt), déterminer les coordonnées
des points d’intersection du cercle ‘€ avec la
droite @ d’équation x = 2.

¢. Méme question avec la droite %" d’équation
Y g

Le plan est rapporté a un repéere orthonormal

(O3 i, j ). Soit 3 I'hyperbole ayant pour foyer

F(3,0), de centre O, ayant pour sommet S(1, 0).
a. Ecrire une équation de €.

b, On considere la fonction f définie sur ]1, +eof
par f(x) = V8(x*-1).
* Montrer que la courbe représentative de fest
une partie de ¥.
« Etudier les variations de f. Tracer sa courbe
représentative,
* En déduire le tracé complet de .




SeSerCcices

Le plan_est rapporté & un repére orthonormal

(0; i, j ). Soit € lellipse ayant pour foyer

F(3, 0), pour centre O, pour sommet S(6, 0).

a. Ecrire une éguation de €. Donner les coordon-
nées de ses autres sommets.

5. On considere la fonction f, définie sur [-6. 6]
par f(x)= ? 36 - x7.

* Montrer que la courbe représentative de fest
une partie de €.

« Btudier les variations de f. Tracer sa courbe
représentative.

* En déduire le tracé complet de €.

€ Soit la courbe 6 de représentation paramétrique :

x=3cost
l y=2sint.
* Quelle est la nature de € 7
- = Préciser les coordonnées de ses sommets, de ses
foyers Fet F’,
* Pour un point M de €, quelle est la valeur exacte

"~ de MF+MF'"

x=5cost

. Méme exercice que le précédent avec ik
y=s5inf.

" Pour aller plus loin

- Soit OABC un tétraédre dont les faces OAB, OAC
et OBC sont trois triangles rectangles en Q. On
donne OA =12, OB = 0C = 10.

" M, N et P sont trois points appartenant respective-
-~ ment aux segments [OA], [OB] et [OC] tels que
ON=0P =AM = x.

1. a.Pour quelle valeur de x a-t-on (MN ) paralléle

a(AB)?

B, Calculer, pour cette valeur de x, une valeur
approchée 2}_}2_: ' prés de la mesure en degrés
de I'angle OMN.

2. 2. Exprimer. en fonction de x. le volume V(x)
du tétraedre MNOP.

b. Etudier les variations de la fonction définie sur
[0, 10] qui & x associe le volume correspondant
V(x). En déduire la valeur de x pour laquelle ce
volume est maximal.

c. Pour cette question, on prend x = 8.
* Déterminer les valeurs exactes des cotés du
triangle MNP, ainsi qu’une valeur approchée a
10" prés en degrés de chacun de ses angles.
» Calculer I'aire du triangle MNP (on en don-
nera une valeur approchée 2 107" prés).

~ Dans une galerie marchande, un décorateur doit

réaliser un logo publicitaire selon le schéma ci-
dessous.

F ey

* ABCD est un rectangle.

* Les triangles DAF et BCE sont isoceles et rec-
tangles respectivement en A et C.

« x et [ représentent les mesures en metres des lon-
gueurs respectives AD et AB.

‘Le décorateur dispose d’une longueur de

16 meétres de profilé d’aluminium pour 'encadre-

ment du quadrilatere BEDF (on négligera les
‘pertes dues aux chutes des coupes). Le but du pro-
bleme est de déterminer les dimensions x et [ pour
‘que Iaire du quadrilatére BEDF' soit maximale,
sachant que x doit étre inférieur ou ¢gal a
3 métres pour des raisons d'encombrement.

1. a.Exprimer, en métres, le périmétre P du qua-
drilatere BEDF en fonction de x et [.

~ b. En déduire la valeur de ! en fonction de X,

sachant que le décorateur utilise entierement
les 16 metres de profilé.
‘2. Exprimer I'aire &, en m® du quadrilatére
BEDF en fonction de x.
3. Soit f'la fonction définie sur [0, 3] par :
f(x) =8x - V212

Etudier les variations de f.




4, En déduire les valeurs de x et de /, exprimées a4

1072 prés par défaut, pour lesquelles 1'aire o
du quadrilatere BEDF est maximale.

Le plan est rapporté a4 un repere orthonormal

(0T, J ) ou I'unité représente un metre.

[MN] est un segment de droite tel que M a pour

~ coordonnées —2 et 3, et N, 2 et 3.

2. Par rotation autour de 'axe (x'x), le rectangle
AMNB engendre un cylindre. Déterminer la
valeur exacte de son volume V.

b, On évide le cylindre de la fagon suivante :
On considére la parabole P d’équation :

3¢
=—— 43,
2 :

inscrite dans le rectangle AMNB.
Déterminer la valeur exacte du volume

2.
V,= J nf 2 (x)dx

2
du solide « en creux » engendré par la rotation
de P autour de 'axe (x’x).

. En déduire la valeur exacte du volume de la

partie restante du cylindre (obtenue & partir de
la rotation de la zone hachurée, sur le schéma).
Donner une valeur approchée de V & 10 prés
par défaut.

 Dang le plan rapporté & un repére orthonormal
(O;i,j ), dunité graphique 1 cm, on considere le

cercle 6 de centre O et de rayon 6. € coupe I’axe

~(xx) en A, d'abscisse positive, et en A”. La droite

A d’équation x =3 coupe I'axe (x'x) en H.
On désigne par B le point d’ordonnée positive,

~ intersection de A et de €.

1. a.Ecrire une équation du cercle 6.

L. Déterminer la valeur exacte de HB.
. Déterminer une équation de la droite (OB).

2. On désigne par V, le volume, exprimé en cm’,

du cone engendré par la rotation du triangle
OBH autour de I'axe (x’x). Calculer V,; on en
donnera la valeur exacte, puis une valeur déci-
male approchée 4 | mm*® prés,

3. On désigne par V, le volume, exprimé en cm’,
du solide engendré par la rotation du « triangle
mixtiligne » HBA (hachuré sur la figure) autour
de I'axe (x'x). Calculer V,; on en donnera la
valeur exacte, puis une valeur décimale appro-
chée & | mm? prés.

4. On considere le solide engendré par la rotation,
autour de 'axe (x'x), du secteur circulaire
limité par I'arc de cercle et les segments [OA]
et [OB].

Exprimer, en cm’, le volume V de ce solide,
(On donnera la valeur exacte de V.)

~Cet exercice ne concerne que les éléves de STI

spécialité Arts appliqués.

En faisant tourner une parabole
autour de son axe focal, on
engendre une surface nommée
paraboloide de révolution. C'est
le cas, par exemple, pour une
antenne dite parabolique.

a On considere la coupe ‘€ d’une
telle antenne selon un plan
contenant son axe de révolution.
Les longueurs sont données en
centimétres. L'antenne a un dia-
métre d = 56 et une « profon-
deur » a = 9,8,

1. 2.Sachant que € est une parabole, déterminer
son équation dans le repére orthonormal
(S; T_,r ), olt § est son sommet et ol Fdirige
son axe focal.

(SRS

I». En déduire la position de son foyer.

2. Construction d’une onde et de I'onde réflé-
chie : on considére que les ondes émises par un
satellite atteignent |'antenne en suivant des
directions paralléles. On oriente I'antenne de
facon a ce que ses ondes soient paralléles &
I'axe focal.

a. La partie ‘€, de la parabole 6 située au-dessus
de I'axe (S i ) est la courbe représentative de
la fonction f définie sur R par f(x) = V80ux.
Construire 6, dans le repére (S 7.7 ) (unité
graphique : 0,2 ¢cm).



- b. Placer le point A d’abscisse 5 de 6.

Déterminer une équation de la tangente T a €,
en A et construire €.
Tracer la perpendiculaire A en A 2 C.

c. Une onde, atteignant la parabole en A, est
représentée par une droite % paralléle a I'axe
focal (S: i ). Elle se réfléchit suivant la droite
9’, symétrique de la droite & par rapport a A.
Construire la droite % et vérifier que %" passe
par le foyer F de la parabole.

"

. Cet exercice ne concerne que les éléves de STI
“spécialité Arts appliqués.

Wl
i Le plan est muni d'un repeére orthonormal

—~(O i i) d’unité graphique 1 cm.
~ On considére un point F, une droite %, un point M
_ quelconque du plan et H le projeté orthogonal de
. M sur % Dans chacun des cas suivants, on cherche
‘& déterminer la courbe sur laquelle se déplace le
=5 point M. On appelle (x, y) les coordonnées de M.

11 1M cas :

M

g% = |. Sur quelle type de courbe se
- déplace le point M ?
Ay MF _ 1
12,2708 —— = .,
“MHE T2
On suppose que le point F' a pour coordonnées

(2, 0) et la droite & pour équation x = 8.

Ay
L0 |

- a. Donner les coordonnées de H en fonction de y.

b. Exprimer les distances MH et MF en fonction

de x et y.
; . MF |
. Montr *a partir de la relation —— = —, on
€. Montrer qu'a partir de la relation -7 = =
2
X .y
obtient I'égalité — + — = 1.
ient I’égali =55
. Quelle est la nature de la courbe € d’équation
x? 5P
L I ATt e
16 12

e. Déterminer les éléments caractéristiques de é
(foyers, sommets, axes et centre de symétrie).

. Que représente le point F pour cette courbe € ?
Expliquer pourquoi, par analogie avec la para-
bole, la droite % est appelée directrice de €.

| MF

" MH

Ici, le point F a pour coordonnées (6. 0) et la

B 3. 3° cas =

E‘.

- a. Donner les coordonnées de H en fonction de y.

~ droite & pour équation x =

~ b. Exprimer les distances MH et MF en fonction
de x et y.

¢. Montrer qu’a partir de la relation % =2.0n

2

obtient I'égalité ? -2 =

1.
27

. Quelle est la nature de 1a courbe # d’équation
2 2

% ¥ =

9

7

e. Déterminer les éléments caractéristiques de €
(foyers. sommets, axes et centre de symétrie).
 f. Que représente le point F pour cette courbe
#€ 7 Expliquer pourquoi, par analogie avec la
parabole, la droite 9 est appelée directrice de
¥
Remarque : De fagon plus générale, on peut
montrer que le lieu des points M du plan tels

que ME oo ost:
MH 7

* une parabole si e =1 (on le sait d’aprés le
cours de Premiére) ;

*uneellipsesi O<e<1:

+ une hyperbole si ¢ > 1.

Le réel ¢ est appelé excentricité de la conique.

L'objectif de 1'exercice est de déterminer le

 moment d’inertie d’une couronne par rapport 2
~ son axe A.

~a. Pour un disque plein, constitué d’un matériau
homogéne de masse volumique p, de masse M,
de rayon R et d'épaisseur A, le moment d'iner-
tie par rapport 4 I'axe A a pour expression :
MR*®
5
Exprimer /, en fonction de p, R et h.

I, =

- b. On considére maintenant la couronne de masse

M’ représentée & la figure ci-dessous.




exercilces

On appelle /,, et /,, les moments d’inertie res-
pectifs des disques pleins, constitués du méme
matériau de masse volumique p, de rayons res-
pectifs R, et R, et de hauteur h. On admet que
I A 1 28" / 14’
Montrer, a partir des expressions de [, (et [,, en
fonction de p, R, R, et h, que :

M'(R} + R])

2 l' 0 = ‘—‘—2—’—* .

' Volume et centre d’inertie

~ Un solide de révolution s'obtient par la rotation
“d’une surface § autour d’un axe A.
- D’apres le théoréme de Guldin appliqué au calcul
de volume, le volume d’un tel solide est égal au
~ produit de 'aire de S par la longueur de la circon-
- férence décrite par le centre d'inertie G de S dans
sa rotation autour de A.

~a. Une boule de rayon R est engendrée par la rota-
- tion d'un demi-disque de rayon R autour d’un
diamétre A,

A partir du volume de la
boule et de 'aire du demi-
disque. déterminer la dis-
tance OG (distance du centre
de gravité du demi-disque &
I"axe A) en fonction de R.

b. Le tore représenté ci-des-
sous est le solide engendré
par la rotation autour de
I"axe A du disque de rayon r.
On admet que le centre d’inertie G d’un disque
est son centre et on appelle R la distance de ce
centre a A. Exprimer, en fonction de ret R, a
"aide du théoréme de Guldin, le volume de ce
tore.

Une vanne est commandée par le mécanisme

schématisé ci-aprés sur la figure /. La translation

de la tige 2 amenant le point M de la position M,

4 la position M|, entraine la rotation du bras de

90° autour de O. L'axe de la rainure (MT') passe
alors de la position (M, T) (vanne fermée) a la

~ position (M, T, ) (vanne ouverte).

B H est le projeté orthogonal de O sur la droite

MM,).

Onpose HO=1 et OT=0T =0T =r.

On_note_¢ une mesure en degrés de I'angle

-{MM ™ ).

Lorsque M esten M. o =
esten M. & = o, = 120°.

a, = 30° et lorsque M

- Ona /=200 mm et r=732mm.

Figure 1 . BRAS 3
Sensdetranslation ~ RAINURE
de la tige 2 it la fermeture

* guidé dans le bati |

~ La commande de vanne est représentée dans une position intermédiaire

a. Soit @,, la valeur de o lorsque M est en H.
Faire une figure correspondant & ce cas. Expri-
mer coser, en fonction de / et r. Donner une
valeur approchée de @, 4 107 pres.

- b. Casou ae [30° a,] (M est adroite de H). En

vous aidant de la figure 2, exprimer :
* OK en fonction de retde o ;
* HK en fonction de [, r et ¢.

En déduire gue pp= 19088 =1

sing
H M A o
__________ = 3 ,_,,:“L iy
|/‘
4
g
.1
>
K}-
./-
.,_, -
T’fg My
i e L
i 10 '
] | ¥
i !
N\ !
~ ra
'\.____ i I e
Figure 2

c. Cas o @ € [90° 120°]. En vous aidant de la
figure 3, exprimer :
* la mesure en degrés de 1'angle TKO en fonc-
tion de & ;
scos(@ — 90) et sin(ex — 90) en fonction de
smo el cosa .
* OK en fonction de o et r.

r—lcosox

En déduire que HM = -
sinex
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d. Déduire des résultats précédents la « course »
du point M, c¢’est-a-dire la distance M M, .

. Robinet a fermeture rapide

Mouvement de translation
de la tige
s 1 1
Support de rainu:‘e\ a4
Sens de rotation ! Bati
du clapet
B 45° /
e o M
TR i1 II
Support de clapet / .
Clapet2 .o | e
i
i Orifice
a obstruer
Figure 1

Le dispositif représenté figure | est la commande
d’un robinet a fermeture rapide s'effectuant a
I'aide d’un clapet. Ce clapet est solidaire d’un
support de clapet et d'un support de rainure for-
mant un angle fixe de 45°.

-~ Pour préparer le Bac

-Bac STI Arts appliqués session 1996
~ Un couloir entre deux bitiments a la forme d'un
- prisme droit dont deux des faces sont deux
immenses baies vitrées rectangulaires de 20
~ metres de long sur 5 metres de large (voir figure
ci-contre). '
~ Une section de ce prisme par un plan perpendicu-
laire & sa base est le triangle isocele ABC dont
‘chacun des cotés de méme longueur mesure 5
meétres. La longueur BC représente |'écartement &

La translation verticale de la tige 3 entraine la
rotation du clapet autour du point O.

La figure I représente la position ouverte et une
position intermédiaire.

On appelle M, et P, les positions respectives de M
et de P quand le clapet est en position ouverte (OP
horizontal). On appelle M, et P, les positions res-
pectives de M et P quand la clapet est en position
fermée (OP vertical).

a. Faire une figure sur laquelle sont représentés
les points O, M, P,, P,, M, et I. Exprimer la
course du point M (distance M, M, ) en fonction
de d.

b. Le clapet est entrainé en rotation par |"intermé-

diaire d"un cylindre de diametre 5 mm solidaire
de la tige et qui, au cours du mouvement, se
déplace a I'intérieur de la rainure. Cette rainure
a 5 mm de largeur et une longueur L que I'on
cherche a déterminer.
Pour les positions extrémes de M dans cette rai-
nure (M, et ) représentées figure 2, un jeu de |
mm doit subsister entre I’axe et I'extrémité de la
rainure. On appelle m le point d’intersection de
la demi-droite [OF) avec le cercle de centre O et
de rayon OM,. Calculer Im et en déduire L.

Support de rainure
clapet ouvert

Support de rainure
horizental

Cylindre

Support de rainure
clapet fermé

|
i tige 3

Figure 2

la base des deux baies vitrées, elle sera notée x.
Le but du probleme est de déterminer x tel que le
volume de ce couloir prismatique soit le plus

. grand possible.




| exerclces

Partie A
Modélisation

@. Entre quelles valeurs extrémes 1'inconnue x
peut-elle varier 7

b. Si on appelle H le projeté orthogonal de A sur
le segment [BC], calculer AH en fonction de x.

€. Calculer I'aire du triangle ABC en fonction de
x. En déduire le volume V" de ce prisme en
fonction de x.
Partie B
Etude de la fonction
Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0, 10]
par f(x)=x*(100 - x*).
#. Démontrer que la fonction dérivée est définie
sur [0, 10] par f(x) = 4x(50 - x*).
b. Etudier les variations de la fonction f.

. Pour quelle valeur de x cette fonction admet-
elle un maximum ?

i, Construire la courbe représentative de la fonc-
tion fdans le plan muni d’un repére orthogonal
(01, f’} d’'unités graphiques convenablement
choisies.

Partie C
Conclusion

a. Montrer que V'(x) = 5Vf(x), pour tout x de
[0, 10] .

b. En admettant que les fonctions V' et f ont le
méme sens de variation, déduire des questions
précédentes la valeur exacte de BC qui rend
maximal le volume de ce couloir. On donnera
aussi une valeur du résultat au centiéme pres.

©. Déterminer alors lIa valeur exacte de ce volume
V" ainsi que la valeur exacte de AH. On donnera
une valeur approchée de AH au centiéme pres.

> Les exercices B et C ne concernent que les éléves
de la section STl spécialité Arts appliqués.

.Bac STI Arts appliqués session 2002

Dans le repére orthonormal (0'; T f} ci-avant, on
considere le rectangle RSTU de centre O et I'el-
lipse € inscrite dans ce rectangle. Le point R a
pour coordonnées (—4, 3).

Reproduire la figure ci-avant sur une feuille de
papier millimétré.

a. Placer les sommets de cette ellipse qu’on
notera A, A”, B et B” et préciser leurs coordon-
nées, On placera A et A” sur I"axe focal. Décrire
la construction géométrique des foyers F et F’
et préciser leurs coordonnées,

b. Parmi les égalités suivantes, choisir celle que
vérifie tout point M de I"ellipse €.
MF-MF' =8; MF+MF’ =6 ;
MF + MF’ = 8.
©. Parmi les égalités suivantes, choisir celle qui

est @e_béquation de I'ellipse € dans le repere
(0:i.j).

9t t6P=1a4; X 4 Y 1,

d. Déterminer I'ordonnée des points de € ayant
pour abscisse 2.

2. On veut dessiner un carré de centre O dont les
sommets sont des points de Iellipse € et dont
les cOtés sont paralleles & ceux du rectangle.
Quelle est la longueur du coté de ce carré ?

iBac STI Arts appliqués session 2003

Dans un repére (O;?, J?) d’unité graphique 1 em,

‘placer les points A(5, 0). B(0, 3), A(~5, 0) et

B’(0, -3).

1. Donner une équation de I'ellipse € de centre O
et d’axes AA” et BB'.

2. Montrer que si le point M(x, y) est sur €. alors
M (—=x, ¥), M,(—x, —y) et M,(x, —y) sont aussi
sur €.

3. Tracer I'ellipse €.

4. Calculer les coordonnées des deux foyers F et

F’. Les placer.

5. On donne M(3, lsg-)

a. Calculer les longueurs MF, MF’ puis
MF + MF’.

b. Que remarque-t-on ?




CHAPITRE 1

42 f(x)=2x+7. b. 1/(x) = — 15x% + 125 - 2.
Gart)=3"-a4t+1- !L
i

i

b.g'(t)= 161"+ 41+

-

9 a.f(x)=Q2x +3)2x*+ 1)+ 4x(x?+ 3x - 1),
=8x%+ 18x2-2x+3.
b. h'(t) = 3cost — (3t + 1)sint.

3
1D o Py e R e O GRS
=gty MEWEG gy
e 18
14 2. f'(x) = T
b.j'{.::'}:ax DH2x + 1) 22{1 x+3]=2.r + 2x 2?.
G +D 2x + 1)
180 /iy 3 0 b n=15(5153
2N3x -1

20 f'(x)=2x + 1, donc f'(~1)=-1: la pente de la tan-
gente est égale 4 — 1. On trace cette tangente sachant gqu’elle
passe par le point de coordonnées (-1, —3) et quelle a —1
pour pente.

24 f(x)=3x>—1:f(1)=2:f(1)=-3 donc la tangente
a pour équation y=2(x—-1)-3:y=2x-5.

28a.f(x)= ——.
! Va2 + 3
b f(x) =2(2x - 2)(x* = 2x + 3).
s —3dxs)
33 a.f(x}—M(I3_3x+7)4 2
3
i) = - 20102 5:5)

GetasSxe3)y

37 f’(x)=-3x?+ 3, polyndme du second degré qui 8’ an-
nule pour x=1 et x=-1.

x — o0 -1 1 + o0

J(x) 0 “ 0 -
3
\

B e gl
Si x€]-vo, —1[ U1, +eof, f(x) <0 et fest strictement
décroissante sur |—oco, —1] et sur [ 1, +oel.

Si xel-1, 1[,f'(x) >0 et fest strictement croissante sur
-1 1]

44 a.f(x) =0 siet seulement si —x>+ 1t +2=0 avec
xel. Dot x, =2et x,=-1. On en déduit que la courbe
représentative de f coupe I'axe des abscisses aux points
Al=1, ) et B(2. 0).

b. Pour tout réel xde [-1,5: 4], x+ 2 >0 donc f(x) est du
signede —x*+x+ 2. Or —x*+x+ 2 est un polyndme du
second degré qui s"annule en 2 et — | donc :
esixe[-1,5;11U[2,4], —x*+x+2<0,donc¢ f(x)<0;
esixe[-1,2], =x*+x+2 =0, donc f(x)=0.

On en déduit que la courbe représentative de f est au-dessus

de 1'axe des abscisses si x € [- 1, 2] et en dessous sinon.

e
= o

de —x?—4x qui est un polyndbme du second degré s’annu-
lant pour x=0 et x=-4.

donc, pour tout x de I, f’(x) est du signe

x -1,5 0 4
J(x) + 0 -
1
f _l/' \_.5_
2 3

d. Au point d’abscisse x, la tangente a pour coefficient
directeur f’(—1) = 3. Au point d'abscisse x , la tangente a

pour coefficient directeu;‘f'(E) =— %

47 a. f'(x) =—3x*>+ 3 donc f’ est positive sur [-1, 1] et
négative sinon. La fonction fest donc croissante sur [—1, 1]
et décroissante sur | —eo, — 1] et sur [1, +eo[ : fest représen-
tée par le graphe 1.

b. g’(x) = 3x + 5 donc g’ est positive sur [-% +oo[ et

négative sur }—m. - —i-} La fonction g est donc croissante

sur [—% +eo| et décroissante sur J-—m, —%] . g est repré-

sentée par le graphe 4.

¢ h'(x)=x"+x + 1 donc h’ est un polyndme du second
degré i discriminant égal 2 -3 < 0 donc /" est positive sur R.
La fonction k est done croissante sur R : i est représentée par
le graphe 2.

d. k’(x) ==2 donc k' est négative sur R. La fonction k est
donc décroissante sur R : k est représentée par le graphe 3.

49 2. « La courbe laisse supposer que fest décroissante sur
]=e0, 0] et croissante sur [0, +eo[.

» f'(x) = 100x* = 2x = 2x(50x” - 1). Le tableau suivant per-
met d’étudier le signe de f"(x) :

X — oo _L (1] l
50 : I
2x - | = & « T =+
50x*-1 + 0 - - 0 +
f(x) - B % B = O _ *
y ; 1
On en déduit que [ est croissante sur [——, 0] et sur
que f ==
1 T 1 w1
——, +oo| , décroissante sur ]—M,——J et sur [.0. —-——w
[u% [ V50 V50 |

ce qui infirme la conjecture graphique.
1 1
b. Comme — = 0,14 et f —~—) = — 0,01, on peut
V50 ( V50
=05:x,=001

prendre comme fenétre : x|, =-0.5; x

Ui

et y =-001:y =02;y,=00L

52 a. f'(x) =9x* - 36, polyndme du second degré qui s’an-
nule pour x =2et x=-2,

J7(x) est positif pour tout x de [—5, -2] U |2, 3], donc fest
strictement croissante sur [—5, —2] et sur [2, 3].




f(x) est négatif pour tout x de [—2. 2], donc fest strictement
décroissante sur [-2, 2].

x -5 =2 2 3
X e | e I )

! _191/"52\._44/'~

b. On en déduit que pour tout réel x de [-5, 3].
-191 = f(x) =52

55a f(v) =
second degré de discriminant A =-44 donc f* est toujours
du signe de 12. On en déduit que f” est positive sur [—4, 4]
donc que [ est strictement croissante sur [—4, 4].

x -4 4
f'(x) +

! - 195 /

b. » fest dérivable sur [—4, 4],

« f'est strictement croissante sur [—4, 4],

« () appartient a I'intervalle image [- 195, 341].

donc, d apres le cours, I'équation  f(x) =0 admet une solu-
tion unique x, dans [-4. 4]. En procédant par balayage a la
calculatrice, on obtient x, = 0,8,

341

. La fonction f étant strictement croissante sur [—4, 4] et
s’annulant en x , on en déduit que f'est négative sur [-4, x]
et positive sur [x, 4].

63 Pour tout réel x, f'(x) = -sinx. f”(x) =—cosx,

F%x) =sinx, f¥(x)=cosx

donc f(x) =f"(x) et f"(x)=—f(x).

66a. f'(x)=x"-2x"+2x~1, f(x) =35 -4x+2.

b, f” est un polyndme du second degré de discriminant
A=-8 donc f” est du signe de 3 sur [0, 4] : f” est donc stric-

tement positive sur [0, 4] d’ol f” est strictement croissante
sur [0, 4].

. On en déduit le tableau de variation de f* ci-dessous.
w19 —==—1 4
39
Sl

By
d. Comme f’(1) = 0, on en déduit que [’ est négative sur
[0, 1] et positive sur [1, 4].

2. On déduit de d. que f est décroissante sur [0, 1] et crois-
sante sur [ 1, 4], d’on le tableau de variation de f:

|0 1 4

3 109
\3__1/'3

68a. '(x)= et

2-—= Comme un carré est posi-
x?
tif, f'(x) est du signe de 2x° - 1, polynéme du second degré

qui s’annule pour x=— L oux=—L: f(x) est done néga-

2 2

12x? + 10x + 3 : f est un polynéme du

tif sur ]0 I ] et positif sur [—— +m[ Conclusion : f est

\2 |

! . 1
décroissante sur }0. —!—] et croissante sur [—— +°°[.

V2 V2

b. Etudier la position relative de la courbe représentative de
fet de la droite % revient 2 étudier le signe de :

glx)=f(x)—(2x— l)=% sur |0, +eof.

Or g est clairement positive sur |0, +eo[, done la représenta-
tion graphique de f est toujours au-dessus de 9.

CHAPITRE 2

1a lim ==0 b. lim x°=—oo,
T—skes XY F—pmm
| 1
4f(1+k)-mf~F.Quandxtendversl,h.tend_

vers () done Lim f(x) = 11m L = 400,
=1 0 f?

b. lim x*=+e donc lim (5x%) = +eo.

b o T

lim 13=+W donc lim {—-3,!;’3):--9-0

X=3+fo0 X = oo

1
8 2. lim x*=0" donc hm — = +e= el par conséquent
L) X
<} th

. .
bin, g () = i ~—3 = wte.

]

b lim -1 =0, donc lim g(x)=

F=p—no x‘l E s o

154 lim (—x + 3) = —ee, donc hm f(x)—
b. ljn}| (-x+3)=0" donc hn'gf{x) = —oo,
A>3 it

21 lim (2x~3)=~1. lim (x~1)=0 or (x~1)>0 pour
xe]l, +ea[ dob lim f(x) =~
25 a. lim X’=

K—bos

lim f(x) = 4. En —ce, on a une forme indéterminée, on

Xt

+oo et lim (2x—3) = +ee, donc

T

factorise donc le terme de plus haut degré : pour x # 0,

fOo)=x (|+3-xi] (1+3—1,)=1

Puisque lim =oert

A= —00

et que lim x*=+oe, on obtient lim f(x) = +ee,

e ==

b. lim (-3x?)=—ce et lim (2x+ 1) = —eo, donc

X=p—om T
lim g(x)=—eo. En +2o, on a une forme indéterminée, et
K—3—m

2

pour x#0, g(x)= xg(—3 + =+ l:) donc puisque
%0 B

lim

&=rto=

(—3+3+L2) =-3 etque lim x*=+eo,
x

X X—3+on

lim g(x)=—eo.

X —h o



X2(3—§+-l-§) 3._..5_ +_.l_2
28 a. Pour x#£0. f(x) = - 4x ! 4x .
¥3(1+-—-1) L+ =
X X
De pius fim (3~ %+ rL] = lim (3~ % + xi) -
lim (1455 )= lim (14 5) =1
d’ol rl_i’l’?”_,t"(x} % _,]_iflf(x) =3
1(3 +%) 3+%
b. P 0, flx)=- =-— . De pl
il x3(1 +%) .t(_l +%} =

- (3+}i')=3 ot i (1+%]=1 donc

T—htoe Yy e
lim x(l + —23) =+eco d'oll lim f(x) = 0. On montre de
A=t X £ poe

méme que lim f(x)=0.
Wi el 3 ( i
x(l+x3+x3)_xl+ + )
2 5\ 5
”]+'—.,* 1'1-—,r
“(1+3)

€. Pour x#0, f(x)=

fiin x(l+%+%)=+m et lim (1+%)=1 donc

L= oG A=bfoe

lim f(x) = +e. On montre de méme que lim f(x) = —oo.
K —p—om

T4 ea

31 lim (x’=1) =+ et lim VX=+ donc

X—bdon X=p b

Hm f(x)=lim Vx’=1 = +oe.

PR 4 em
41 a. Par définition, la courbe représentative de [ admet
une asymptote verticale d’équation x = 2.

b. Par définition, la courbe représentative de f admet une
asymptote verticale d’équation x = 0.

44 . Par définition, la courbe représentative de [ admet
une asymptote horizontale d’équation y =4 en +eo.

b. Par définition, la courbe représentative de f admet une
asymptote horizontale d’équation v = 0 (axe des abscisses)
en —eo,

47 La courbe représentative de f admet deux asymptotes :
une asymptote verticale d’équation x = 2 et une asymptote
horizontale d’équation y =4 en +oo.

53 a lim 5 =0 et lim (x—3)=+o donc

x4 ¥ 3 fom
hm f(x)=+oe.
X+

1
X+

et donc

b. f(x) - (x~3) =

lim [f(x) - (x - 3)] = lim

Fobkes X b

=0 . Par conséquent, la

droite A d’équation v = x — 3 est asymptote a la courbe
représentative de la fonction fen +eo.

c. Pour tout x € -5, +e[, x +5>0 donc
[f(x) = (x—3)] >0 par conséquent ‘€ est au-dessus de A.

CHAPITRE 3

1 F’(x)=f(x). donc les primitives de fsont les fonctions de
la forme x +— F(x)+ k. ol k est une constante réelle quel-
conque.

e o 1 _ 2a(Nx)Y+ax+b

7a.F(3]haﬁ+{m+b]2ﬁ— NS

F'(x)= 3%""%5’ . I" est une primitive de fsi et seulement si

pour tout x de [, F'(x) = f(x). En identifiant les deux expres-
g—a =0 S5

sions, on obtient : s0it [ ~ . Une primitive de
L =
2 b

fsur [ est la fonction F définie par F(x) = (6x + 2)Vx.

b. Les primitives de f sont les fonctions de la forme
x> F(x) + k, ol k est une constante réelle quelcongue.

Pour les exércices 10 a 34, k est une constante réelle quel-
conque.

) .
10 a.F(x)=%+k. b. G(1) =51+ k.

¢. H(8)=—cos + k. d.J(r):—% +k

lZa.G(r):%+k. b Hi)= ZiE4k

Wb

€. F(x)=5tanx + k. d. K(t) =—3sint + k.

162 F(x) = —;-Sinz.t-l-k. b H(x) = %w’:ﬁ- 10 + &.

21 a. fest un produit de fonctions.

Si on pose u(x)=x’>—-2x-1,alors u'(x)=2x-2, donc f
est de la forme u'u. Ses primitives sont les fonctions défi-

(x?=2x—1)

3 + k.

nies par F(x) =

b. f est un quotient. Si on pose u(x) = x* — x + 1, alors
u'(x)=2x -1 etfestde la forme “— Ses primitives sont
o

16 fonctions dsfinies pat Flk) = —— 4k
=x41

24 a. f est un produit. Si on pose u(x) = 3x* + 1, alors
u’(x) = 6x. En écrivant f(x) = % x 6x(3x* + 1), on

retrouve la forme uu”. Les primitives de f sont les fonctions

2 5 e ]
x(:{_xj_l_}_.+k=w+k_

définies par F(x) = % 5 30




b. h est un quotient. Si on pose u(x) = 2x* + x* - 4, alors

e
u’(x)=6x>+ 2x. En écrivant h(x)= % %’

’
on retrouve la forme -E;. Les primitives de / sont les fonc-
LA

: 1 -1
tions définies par H(I) E m + k

-1

e
4(2x° + 1 —4)°

H(x) =
28 5 F(1) =%sin3r +k

4 2
b H(x)=x%- 2 +%+x+k.

8

i
€. F(x)==——————+k
L .

I 3
k. e e IR
P i i e R

d. G(x)=-

B+ alx+2)°+b
(x+2)° (x+2)?

+_b _ax’+dax+4+b
(x+2)° {(x+2)?

30 Pour tout xde |2, +oo[, a+

. Par identification avec

a=i
f(x), on obtient : l da=4
44 b=0,

e J@=1
4

On peut donc écrire f(x)=1- Gl

I De I'expression précédente, on déduit que les primitives

de fsur ]2, +eo[ sont les fonctions de la forme :

F(x)=x+ X
X

+2+k.

34: ¢(1)=

%(1 —cos61) ; d’ou, les primitives de g sur R

-l—(r—vé-sinﬁr)+k.

sont les fonctions de la forme G(1) = >

bfl)= (1 +c05[2x+ %]) - %(1 = sin2x) 1 d’oh,

les primitives de f'sur R sont les fonctions de la forme :

Fix)=— > (_r+ -%—LDSZI) + k.

37 Les primitives de f sur R sont les fonctions de la forme
F(x)=sinx + k. La condition F(0)=1 impose sinO+k=1,
soit k= 1. La primitive cherchée est donc la fonction F défi-
nie sur R par F(x)=sinx + 1.

caorrices des exercices

CHAPITRE 4

1 a. Léquation existe si x+2>0 et 5~ x> 0 donc si
x €]-2, 5[. L'équation équivaut alors & x+2 =5 —x donc

(3]

b. xe]-3,400[ et F=1{-2].
c.xel-1L1[ et ¥={0}.

3. L'inéquation existe si x—1>0 donc si xe]l, +eof
et F =2, 4ol.

boxe]-2, +oof et F=1-2,3].

¢ F=[-2, +o[.

5 a. L'équation existe si 2x~5>0 et x>0 donc si
xe]%,wn[ et ¥=1{3)}.

b.xe€]-2, 40 et F={1).

c.xell,+oof et F=0.

7 a. Léquation existe si x>0 et 2x + 1 >0 donc si
xe]0, +oof et F=0@.

b.xe]l, +eo] et SP:[%].

c.x&]%,-&-w[etg”-:{!}.

9 2. L’équation existe si 1 —x>0 et x+5>0 donc si
xe]-51[ et ¥ = (-1}

BT g 2]

C.xe]2. 4o et F=0

h.xEJ-m

1M a.mi2=In3+2In2. b In18=2In3 +In2.
. In96=1In3 + 5In2. d. In432 =3In3 + 4In2.
128 192
—r f.In—=4
e In 43 7In2 = 5In3. In 108 In2—2In3,

14 2. L’équation existe si x+1>0 et x—1>0 et x>0
doncsi xe]l, 4o et F=]1, +oo].

b.xe}—mm%[ et = [—%,—l[.

16 a.f"{'x)=% + b f/(x) = o
18 a. lim f(x) =—eo; lim f(x) = +eo.
b. lim Slx)=—oo; l'Lm Fxy=2.
21 hr}] f(x) =+o0 et llm f(x) =0,
1—;5
25a.ne*=2. b ln\.’E:%. c lné:—l.




28 5. L'équation existe si x>0 doncsi x€]0,+oo[ et  FETINSRE L]

)

I
b. x€]0, +oof et ¥=10,e?].
1

. x€]0, 40 et ¥=(e?}).
302 x=4, x=-1.

b. En posant X = Inx, 'équation devient X*-3X-4=0

qui a pour solutions X =4 et X=-1 d'ol Inx=4 &
Inx =—1. Conclusion : f = {e”', ¢*}.
37 a s 22 b. f/(x) = 2xlnx + (2 + 1)L

2

v+ %
e f(x)=2lnx x i

X
2

43 - F’(x)=6x+% =-6)”-x—+2 = f(x) et F est une pri-

mitive de f sur /.

b, F’(x}:%x 2 '

Tl e e

et F est une primitive de fsur /.

25—1 ik

46 a. F(x)=%x2+lnx+c. celR.

b. .F'{J:):ln.:t:—l +c, celR.
X

48 2. u(x)=2x-1, u'(x) =2 donc f(x)=2x %{%}l et

F{x)=2In(2x-1)+¢, ceR.
1 u'(x)

b.ou(x) 2 donc f(x)=—=

=2x+ 1.
2 u(x)

u'(x) =

Fl)= —li-ln(z.!:+ Dée ceR

51 2. Une primitive de g sur [ est G définie sur I par
G(x)=2In(x-3).
b. F(x):xz—Sx—Zln(x—3)+c. ceR.

58 iim T =0, lim — =0 donc lim f(x)=0.
X—s¥on Xy ¥ L=#+co
61 j(n) =x(1- l“x), i 22 p
x A== 'x
donc lim (1—1“—‘):=1 et lim f(x)=
X=pdon X ; X —r40

64 lim xlnx=0 et hm ¥ =0 donc llm f(x) 0.

r=2l

nx

71 lim f(x)=—ee. f(x) - (3-x)=~ IT donc

lim [f(x)—(3—x)]=0. Ladroite d"équation y=3—-x est

asymptote  la courbe ‘€ en +2o. Enfin, Inx<0 si x&]0, 1]
et Inx>0 si xe]l,+e[. donc:

«si x€]0, 1[, f(x) = (3 —x) >0 et la courbe est située au-
dessus de I’asymptote ;

esi xe]l, +o[, f(x) = (3 -x) <0 et lacourbe est situce
en dessous de I'asymptote ;

» au point de coordonnées (1, 2), la courbe coupe I"asymp-
tote.

|
T a™y ; - =

c. In(3e")=x+In3.

3 a ¢ xe =¥,

¢ (&Y =eh d. _Ez_ =it
5§ a. %= {In3]. b P=0.
; 1
LB gy d &= Im].

8a 9= }%(1 + In5), +'M[.

b &= ]—w,—%ln4[. e & =1-1n3, +of.

Magx)y=3e"+1. b f(x)=e'+xe'=(l +x)e".
16 a. L'équation existe si x € 10, ++=[ et 'ensemble des

solutions est & = }%—e, +m{ :

b, L’équation existe si x € ] 1, +eo et 'ensemble des solu-

tions est J = ]l, %(2 +e3)].

. L'équation existe si x € |—eo, 1| et I'ensemble des solu-
tionsest F=]-1,1[.

18 2. lim f(x)=2 et hm f(x)=—es

Lmh =m0

b. lim f(x)=+e et llm fx) = oo,

Kb

20 Pour tout x de R, f(x) = Jdim f(x) =

2 ki

; 1
1 1 = ——,
lim fix) 3

22 2 lim (5-x)=+e0 et lim e =+c0 d'ol
lim f(x)=+o0; hm (5- I)—--W et 11111 e =0 don
lim f(x)=—cs.

b, lim [f(x)=(5-x)]= lim ¢ =0 donc la droite & est
asymptote a la courbe quand x tend vers +ee.

£ Ona f(x)—(5-x)=e" et, pour tout x de R, e ™" est stric-
tement positif, donc la droite < est située en dessous de la
courbe.

24 a. f'(x) = 3™ b. g'(x) = (2x=2)e" >
29 F(x)=e'+3x4+¢, ceR
b. F(x)=2e*"+c. ceR.

c. Fix)=—e*+¢, ceR.




36a Flix)=(ax+a+b)e".

bb. F est une primitive de fsur R si et seulement si, pour tout
xde R, F'(x)=f(x). En identifiant les facteurs polynémes
- des expressions de F'(x) et de f(x), on obtient ;
{a=3_
a+b=4,

a=3

soit {b=l.

Une primitive de fest la fonction x+— (3x+ 1)e".

. Les primitives de f sur R sont les fonctions de la forme .

x= 3x+ e*+¢, ceR.

38a Flx)=-e"—x(-e)+e " =xe' =f(x) donc F
est une primitive de f'sur /.

b. Glx)=d{-xe* —e*)+x*—5x+¢

G(x)=—4e“(x+ D+x'=5x+¢, ceR.

1
41 a. ' —3=0sietseulementsi x=233 =3,

b. x> x' est strictement croissante sur R,

c. On en déduit : si x <73 alors flx)<0 etsi x> 3 alors
flx)>0.

af—

= R

43 a. Si f(x):x% alors f'(x) = :

ta | —

2Vx
Ll o By
b. F{x)—?x +c—§\!7+c. celk.
45 2. lim f(x)=+40oo; lim f(x)=-3.
b. lirP flx) =400 ; linEf{x)=+w.
53 a. a(x)> 0 si et seulement si x > 0.
x |—en 0 + oa

a(.r}l = @ g

b, b(x)=-e'—5=~(e" + 5). Pour tout x de R, ¢* est stric-
tement positif, donc e* + 5 aussi et

X | ] + oo

b(x) | -

55 a.2X?-X—-1=0 sietseulementsi X=1 ou X:—%.

b. X = (") = e*". L'équation (2) s'écrit 2X*>-X-1=0

donc X=1 ou X=—%.e*=l si et seulement si x=0 et

(S —% n’a pas de solution.

L'ensemble des solutions de I'égquation (1) est = {0}.
61 a lim f(x)=2 et f(In2)=1.

b. lim ae™ =0,

T—3tes

_l_irn Fix)=2 donc h=72.

. .
ae ™ +b=1so0it ae 2 =-1 donc %a=—l et a=-2,

D'ou f(x)=-2e™" +2.

CHAPITRE 6

! 1
5 a I x(x? = 2)dx = {%(xz = 2}‘] =0 (on pouvait
1 -1

trouver ce résultat sans calcul en utilisant que la fonction que
I'on intégre est impaire).

i
| K %
E z {+ —sin2z |
b. J'jcoszrdmr Hmszrdz:{ 2 ] :E—_+\!—§.
0 0 2 2 0 6 8

T 1 Al 3R :
a'L (1?1)3 g ]0:%'

. li_xdn[_i]':L
L ey X+1ly 27

4
12 a. J ax =|lmrJ;1 =1n2.

3 X

2
U R .. T
b. L L =@+ | =m3.

9 10 2!
17 a.J etdx= [e"]q: 1 —e2

2

. JInRehdx: [-l_ea;]hﬁ: %
3 .

0 0 3
20 En identifiant g 4 —2— = SXHBa+8) _Z_i:_l
x+3 r+3 x+3
on obtient a=2 et b=-7 donc 2I_l=2+ =4
x+3 x+3

Y ox—1 1 7
onaalors:j 2 dx=Jq(2—x+3 )d.x

-3

=[2¢ -7l +3)] = 6~ 7In4.

23 a. f/(x) = - 10X
X
I ST Inx
b. D’apres a., une primitive de x+— —- est
x

X'=>

:
= 2
Clnx + 1 doncf ln;xdx=[_!nx+[} 9 I—ln2.
X S X 1 2

25 a. F'(x)= (2ax + 2b + a)e™ donc F'(x)=f(x) pour

a=%- et b=—%.0n a done F(x):(%x—i-)ez".
b ) (3x + 1)e*dx = [(éx— l)e“]“ g 1e‘3'
" S oy et A psa

La valeur approchée 4 0,01 prés est alors —0,01 ..




29 a. Comme la fonction £ est positive sur [0, 2], / est 'aire
comprise entre la courbe €, I'axe des abscisses et les droites
verticales d’équation x = 2 et x = 0 (cette derni¢re droite
est I'axe des ordonnées).

b. Comme la fonction f est positive sur [—1, 0], I'aire cher-
0
Jx)dx,

chée en v.a. est J
=

32 Comme la fonction f est positive sur [ 1, 2], I'aire ches-
27

2 4 2
chée en u.a. est Sﬂ:[ (x*+ )dx= [wxm +x] =
1=13

2| 4
36 2. Pour tout x de R, e* est strictement positif, donc

(x — 1)e* est du signe de (x — 1). Conclusion : si x > 1,
Sf(x)>0 etsi x< 1. flx)<0.

b. D’aprés a., ‘€ est au-dessus de 1'axe des abscisses si
x> 1, et € est en dessous si x < 1.

c. F'{x)=(ax+a+b)e* donc F'(x)=f(x) pour tout x si
a=1 et b=-2;donc F(x)=(x-2)e"
d. Comme f est négative sur [-2, 1] et positive sur [1, 2],

1 2

flx)dx

I’aire cherchée en u.a. est s :J
I

[=f(x)]dx + J

-3
done A = | S — 2'}6"“-2+ [(x = 2)&‘]? =2e-4e>

41 Comme la courbe représentative ‘6, de fest au-dessus de
celle (68 de g sur [—1, 3], I'intégrale est I’aire en w.a de la
partie comprise entre les courbes €, € et les droites verti-
cales d'équation xr=-1 et x=3.

43 On constate déja que sur [% 3], 6, est au-dessus de

6, et que sur [3, 5]. 6, est en dessous de ‘6. On en déduit
que :

« L'aire jaune du premier graphique, en unités d aire, est

3 3 I 5
& =J U(I}*g(«f)ldx=J ( - )dx
-] 5 Xo==-1

5 va=2
2 2

done o =[In(x—2) - 2In(x - D]}, = 2In3 - 3In2.

+ L aire jaune du second graphique. en unités d’aire, est :

At i3 |
A= [flx)-g)ldx= (x—- )dx

5 " =] x—2

donc o = [21n(.t~ 1)—In(x— 2}]; =2In2 —In3.

46 - lim f(x) = lim 3(1 —e™) = 3(1 - e et
b= P o
i<l
f(ly=-3e"'(1 —e)=3(-e'+ 1) donc lirqf{x.) =)
=1
b. Si*xe[0, 1] alors f'(x)=3e™ donc f(x)>0,etsi
xe[l.3] alors f(x)=3e (1 —e) donc f'(x)<0.Onen
déduit le tableau de variation de f.

1=

8% 1 143 B "@s 8

3 1 3
d-J f'{x)dx=J 3(1—3""}dx+[ —3e (1 —e)dx

4] 0 1

=[3a+em) +[3e1-0)] =3 -3¢ + 3¢

- 3
Comme fest positive sur [0, 3], J F(x)dx est I"aire, en uni-
0

tés d’aire, de la partie de plan comprise entre la courbe, I'axe
des abscisses et les droites d’équations x =0 et x=3.

49 a. R est symétrique par rapport a 0 et pour tout réel x,
f(=x) = 1 + (=x)* = f(x). Conclusion : f est paire et la
courbe ‘€ admet I"axe des ordonnées pour axe de symétrie.

c. fétant positive sur [~ 1, 1], I représente I"aire de la partie
de plan comprise entre €. 'axe des abscisses et les droites
d’équations x=-1 et x=0 et/ représente I"aire de la par-
tie de plan comprise entre ‘€, I'axe des abscisses et les
droites d’équations x=0 et x= 1.

0 370
d.l:f (l+12)dx=[x+ ‘%] =§:—.Lespaniesdcplan
g < =1

précédentes sont symétriques par rapport a I’axe des ordon-
nées et leurs aires (7 et J) sont égales, d’ott J = %

1 0 rl
e, K'=J f(x}d.x:J f(x}dx+J f(x}dx=f+.f=2!=~§~.
-1 -1 0 o

51 a. La représentation graphique €, de la fonction f est
obtenue en faisant une translation de vecteur j de celle de la
fonction cosinus,




| g am ]
"

b. Comme fest positive sur [0, «t], [ est Iaire entre la courbe

6, I'axe des abscisses et les droites verticales d'équation
i

x=0etx=m Deplus, / ={ (1 +cosx)dr= [x + .\;inx‘g =1
L{]

c. Comme fest paire, J = 2/ = 2m.
d. Comme f est périodique de période 2nt, K = 2J = 4m.

58 Le volume en u.v. est :

1 |
nf (e' = 1)’dx = nj (e’
0 €

~ 2"+ 1)dx = %{_cj —4e +5).

On adonc C,

CHAPITRE 7

1 Si f(x)=V3e . alors f’(x)=-2V3e™" et, pour tout x
de R, f'(x) + 2f(x) = -2¥3e " + 243 = 0, donc f est
solution de I'équation différenticlle (E).

10 a. y(x) = %sin 2x + k, ol k est un réel quelconque.

1 S
By it)e= s + k, ol k est un réel quelconque.
Dot ¥(t) =—Int + kt + ¢, ol1 ¢ est un réel quelconque.

12 Dans tout I'exercice, k est un réel quelconque

a. La solution générale est v(x) = ke

b, L'équation s"écrit y’

===y

Hi-—

La solution générale est y(x) = ke

—3—6‘.

. L'équation s'écrit 8’ =

e
=

La solution générale est (1) =
d. L'équation s'éerit y" = —‘li—\f

a0
La solution générale est v(x)=ke” .

16 La solution générale de I'équation (E) est v(x) = ke,
La fonction f est solution de (E) et f(0) = 2 ; on a donc
f(0)=ke"=2,do0 k =2 et la fonction f est définie sur R
par f(x)=2e".

19 Dans tout I'exercice, C, et C, sont deux constantes
réelles quelcongues.

@. La solution générale est :

n,
\(I)——CLUS(EJ.] @ sm{ 5 )
b. L'équation s’éerit v” + g-'. = (. La solution générale est :
y(x) = Clcns( %r) + C'Zsin( 7:;—1]

& L’équzi{ion s'éerit ¥” + 2y = 0. La solution générale est :
€, cos(V2x) + C,sin(V2x).

y{x) =

23 a. La solution générale est y(r) = C,cos41 + C,sindr,
ou C, et C, sont deux constantes réelles quelconques.

b. fest une solution donc f(r) = C,cos4r + C,sindt.
; a0 ; ;
D’une part f(0)= T = C,cos0 + C,sin0 = C, ; d'autre part

f(t) =—4C sindr + 4 C,cos4t,
done f(0)=2=-4C sin0+4C,cos0=4C,.

= ? et C, = % La fonction cherchée est

définie sur R par f(r) = \ﬁ

26 2. La solution générale de (E) est :

y(x) = Cicosx + C,sinx, o C, et C, sont deux constantes
réelles quelmnquea

b. fest solution de (E). donc f(x) = C cosx + C,sinx :

de plus f(0)=Ccos0+ Csin0=1=C;

enfin f'(x)
et f(0)=-Csin0+ Ceos0=1=C,.

On en conclut que la fonction f cherchée est définie sur R par
S(x) = cosx + sinx.

=—C sinx + C,cosx

c. Pourtout xde R, ona:
V2cos (x— E) = ﬁ(cosxmsﬁ ks sinxsinE)
4 4 4

2 \'r_( \I_me 4 ?smx ) = Cosx + sinx =f(x).

‘s

d. L'équation s'écrit \Ecos(.x - 1;-) =-1,

=1 . A2

A

o
SOt cos |y —— | =
4

Si x €]|-m, m|, alors (.x— %) = —Z—R 37:;} Dans cet
intervalle, —% est le cosinus de deux nombres : — 7 et 1—“
g 3n T In
Onadonc:(.x——)z—-— ou (.\'—-)=——.
4 4 4 4
soit x=—= ou x=m
] 5 =15:
CHAPITRE 8
Ta@-+(1-iV3)=3-i(1+3).
b. (-2+i)-(11-3)=-13 + 4i.
& N2+ —N243]) =T -3
3'==4+Ti;2°=5-12i et 2" =2-11i



L eeSdde nl el
e e ol

R ) (e oo P

3-i R 1010
2-i _3-i _ 7-&_7+:‘=:1+_'3___.
$-i. 2=i 10 5 10 107
@-i)(A+i) _3+i _
340 340 5

r:t:nsf;‘——2 dg
argument de z, @'d’o‘ z3=[2.~—~ :Iz,,|=\f§,
sinf = — 3
2
1 V2
cosf=—-—=—-—
donc si 8 est un argument de z 2 2
s‘iru‘:"=—i=——“r—i
2 2
. i 3n
don z,= V2, -3 }

12 z,=_2(cos§-+r‘sin%) =1+ivV3.

g)+lsm(

.= 4[(:05 (— 5?“) + isin

F —COS(

.-—m NF:‘
R ——

z,=3|c

z, = 5(cosm + isinw) =-5

14 2. On construit les points A, B et C i I'aide de leurs
coordonnées : A(2, 2V3), B(2, ~2V3) et C(-4, 0).

b. OA=|z,|=4;0B=|z,l=4; 0C =z, = 4. Les points
A, B et C sont sur le cercle de centre O et de rayon 4.

c. AB= lzs=z;l =4\!§;A.C=izc— z,I=4Y3;
BC = |z, - z,| = 4Y3. Le triangle ABC est donc équilatéral.

18 2. |:-4|=3 sietsculement si AM = 3. L'ensemble des
points M est le cercle de centre A et de rayon 3.

b.|z—4| =]z —2i]| sietseulement si AM = DM. L'en-
semble des points M est la médiatrice du segment [AD].

C|z—(=1-=2i) =5 sietseulementsi CM =35. L'en-
semble des points M est le cercle de centre C et de rayon 5.

20 arg(z - 2i) = % + k2, donc (it, AM) = % +k2m.
L’ensemble des points M est donc la demi-droite issue de A

faisant un angle de % avec I'horizontale, privée de A.

3:: 13
22a.2,2,=[2x3.2 4} 6. =]
I K] _[¢ 5B
ee[pen ][0 3]
. 5.3 __.’E
& 2ids [“2 3 2] 6]
T b1
.z g8 L1=_2+2i3
24 7 [223] 3] +2i
b. 2} =[8,%] =-8
¢ 3=[9.3F] =0i.  dz2=[323E]-n
| | = I i
y — = =, =— |, h.—»: —
. [z 3] z 5 3
L TE 2
gt K !
28 :A-EE]. b 2o[1,-E]
g 33 % [ 6]
& &ﬂ[iﬁ_ﬂ]
Z, % A
35 2;:[2, "]:255.
u_uriH:[z,s“]:z‘ﬁ
¢ iV =[B.-7|=Be"
37 a. Ze'§=2£. b. 6e 4 =3\2-31n2
R S
Tt oo
C 2+F 3
i3x —i3x i28 —-i28
43 a. sin3x=="—"% b cos20=5*¢
2i 2
efl:_e—ih :
45 2. = =sin2x
I
i3 _ o-it8 1 P8y o-i30 1
S o ks 2 Rl Wew 7]
4 30 3 P




i8-8 e _ -0

49 2. sin20sindg=5_—¢ & —¢
2i 2i

= —%(e“’ﬂﬂ g 20 _pil0 | o160y = %(00829 — cos68).
b. cos38sin26sin40 = };0539( %{pos 26 - cosGB})

d’aprés a.. Donc :

cos30sin26 sind@ = f{(cosSB +cos 8 — cos968 — cos36). °

53 2. f est la translation de vecteur vV, vecteur d'affixe i
(deuxiéme vecteur de la base).

b. fest la translation de vecteur w, ol W est le vecteur d’af-
fixe 1+ i, c’est-d-dire le vecteur de coordonnées (1, 1).

56 =. fest la rotation de centre O et d’angle de mesure —}

b. fest la rotation de centre O et d’angle de mesure —277[

61 2. A=—64 donc 9:{3“‘2" 3‘”}.

7 2
b A =49 dofic 9’:{-%. 1].

c. A==36 donc ¥ = {2+ 3/, 2-3i}.

CHAPITRE 9

1 U, =u,+17r=-49 et S= 1—228(u0+u17):—423.

31 =21%

14u,=3x2"=786432 et §= T3

=1 572 861.

27 a.uy=1;u,=-1:u,=1;u,=-1 et plus générale-
ment u, = (—1)".

bovy=0,v,=0,v,=0,v,=0 et plus généralement v, =0.

31 2. f est une fonction affine de coefficient directeur
a=3 donc fest croissante sur R .

b. La courbe représentative de f est la droite passant par le
point de coordonnées (0, —5) et de coefficient directeur 3 :
les termes de la suite sont les ordonnées des points de cette
droite d’abscisses entieres.

38 a. f/(x) = In2 x e*™, positif pour tout réel x, donc f est
croissante sur R et la suite (u, ) est croissante.

; . u
b. u, =e"" = ¢ = 2", Pour tout entier naturel n, —-*1 =2
U

(]

donc la suite est géométrique de raison 2 et de premier terme
u,= 1.

3

42 a. f(x)= et lim f(x)=0.donc lim u, =0.
XX Kok o PR
b. f(x) = x: . et en factorisant par le terme de plus hauat
X

degré dans le numérateur et le dénominateur,
lim f(x)=+ee donc lim v, = +os,
X—¥+

n—t+s=

50 a. 1 s’agit d’une suite géométrique de raison -é— avec

0{%{1 donc lim u =0.

H—b e

b. Comme 3> 1, lim 3"=+e¢0 donc lim u, =0.

n=3+ca st

CHAPITRE 10

1 Q= {CDm, DVDm, CDh, DVDh, CDr, DVDr},

A = {CDm, CDh, CDr}

et B= {CDh, DVDh, CDm, DVDm]}.

A = [DVDm, DVDh, DVDr}, « le disque tiré n’est pas un
CD audio ».

AUB = {CDm, CDh, CDr, DVDh, DVDm}, « le disque tiré
est un CD audio ou I'enregistrement d’un spectacle ».

AN B.= {CDm, CDh}, « le disque tiré est un CD audio et
I"enregistrement d’un spectacle ».

« Le disque tiré est un CD audio contenant I'enregistrement
d’un reportage » est un exemple d'événement élémentaire.
« Le disque tiré est un CD audio » et « le disque tiré est un
DVD » sont deux événements incompatibles.

3 p,=2p, et py=2p; d'0b p,+p,+p,=Tpy

Ona p, +p,+p,=1 donc p,= %, p|=% et p2=-;£_
6 a. P(5)=1-0,05=0,095.

b.S=AUB et D=ANBAB.

c. P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(ANB),

donc 0,95=0.85+ P(B)- 0,82 d'ou P(B)=0092.

9 Le nombre total de cas est de 59, donc P(A) = %,

P(B)= %g— (29 touches du clavier ne donnent pas de lettre)

et P(C)= -5% (il y a six lettres différentes dans le mot

« Jonathan »).

12 =, A répondu oui
a la question 1

A répondu oui
4 la question 2

A répondu -
a la question 3




b. 330 personnes ont répondu oui a la question 2, donc 670
ont répondu non et la probabilité recherchée est par consé-

670 _ 67

quent égale 4 1000 - 100"

14 1.a.

650 _ 13

bhp 220 o _ges
Pi= 1000 =20 - 65
7 I8
12 850413 5 i50
gos T T R L
iR 1000 ST
16 . S
. G C,
6———%,
Cl——cs
C"<C3 C’
CI—CZ
C=<c, c

b. Il y six possibilités différentes d’insérer les trois cartes et

une seule est la bonne, la probabilité recherchée est donc %

19 a. (X = 3} : la carte tirée est un roi ou une dame ;
{X=-2}:lacarte tiréfeestun 7, un8ouun9; {X>1]):1a
carte tirée est un as, un roi ou une dame ; {X < 0} : la carte
tirée estun 7. un 8, un 9 ou un 10 ; {X =< 2} : la carte tirée
estun 7, un 8, un 9, un 10 ou un valet.

2

(O I
=, P(X=-2)=
( ) )

b. P(X = e
{ 5 32 8

3
8

6 1
t PIX=0)=—=—=.
# PA=sO=2=3

21 X prend les valeurs 12 (réduction de 20 %), 7.5 (réduc-
tion de 50 %), 6 (réduction de 60 %) et 3 (réduction de
80 %). Dot :

1.1 _3

P T8)=—t—=
(X<73=16%%0 " 20
3 1 1 19
t PX=q=, 1, 1 19
o A==t s 10" 20

24 Pour x <123, F(x)=0;

pour 123 s x< 124, F(x)=0,03 ;
pour 124 = x < 125, F(x)=027:
pour 125 s x< 126, F(x)=0,734
pour 126 = x < 127, F(x)=0.96;
etpour x = 127, F(x)=1,

27 E(X)=0,03 x 123 + 0,24 x 124 + 0,46 x 125
+0,23 x 126 + 0,04 x 127 = 125.01.

Cette espérance représente, pour un échantillon de taille
importante, la durée moyenne de vie des ampoules de la pro-
duction.

32 V(X)=0,03 x 123° + 0,24 x 1247 + 0,46 x 125°

+0,23 x 126% + 0,04 x 127* - 125.01* = 0,7499
done o(X) =vVV(X) =0,866.

CHAPITRE 11

1 Dans le triangle ABD rectangle en A, on a AD = ABtana;
dans le triangle ABC rectangle en A ona AC=ABtan(c + 3);
DC=AC - AD = 3(tan 50 — tan 10), soit DC = 3,05.

6 En utilisant le théoréme d’ Al Kashi et en posant BC = a,
~ Blyel_g?
AC=b EtA.B=c.ona:cosA=b+‘ a =22'25,
2be 25

5
27,75 _d'ob

- o 2 3_ 2
P B=2lirs eosB= BT =¥ _
Yde 30

= = 2 S
B=223°; cosC=4 b -c” _ 975
2ab 15

donc C= 13057

- I abe a
En utilisant la formule des trois sinus, on a —— = ——,
sinA

be sinA

dott §= ,soit §=28.

10 On aﬁ(xa—xd, yﬂ—yﬁ)d‘oﬁﬁ( ]2) et 5(;2)

donc CD =-2AB : les vecteurs sont colinéaires et de sens
contraire, alors le quadrilatére ABCD est un trapéze.

AE ( 2'2 ) , done AE = -;—EE . Les vecteurs sont colinéaires,

donc les points A. B et E sont alignés.
17 2. p = 6. La parabole a pour équation y* = 12, son
sommet est le point O. origine du repére.

c. MH = MF, donc le triangle MHF est isoceéle de sommet
H.

19 a. € est une ellipse.

b. Ses foyers sont les points A et B. Son axe focal est la
droite (AB), son petit axe est la médiatrice de [AB].

c. 0§, =3=08,
a=0H.

d. Ol =




cOorricjes cfes &>

2 2
21 6 est Iellipse d'équation : ch_ﬁ + ;1}’—2 = 1, d'axe focal

(Ox), de sommets §,(4, 0) et S,(~4, 0), de foyers F(2,0) et
F'(=2,0). Les points d’intersection de I'ellipse avec 1'axe
non-focal sont A(0, 2V3) et A0, —2V3). Les axes de coor-
données sont axes de syméirie et O est centre de symétrie.

25 a. ‘6 a pour équation cartésienne (x—x,,)* + (y—,)" =R’
soit (x=1)'+(v+2)’=16.

b. M appartient au cercle %6’ si et seulement si AM -BM =0;

on obtient donc comme équation :
x+3)x -4+ -Dy-1=0,
ou encore : x° + y*~x~-3y—10=0.

c. En remplagant x par 0 dans I’équation de €, on obtient
P+ (+27=16 soit (v+2Y°=15 d’od y=-2-VI5 ou
y = -2 + V15. En remplagant y par 0 dans I'équation de
%, on obtient (x — 1 +2* =16 soit (x—1)*=12 d'ou
x=1-2V3 ou x=1+2v3.

Le cercle € coupe les axes aux points de coordonnées

(0, =2 = N15), (0, =2 + V15), (1 - 2¥3, 0) et (1 + 23, 0).

Par la méme méthode, on obtient les coordonnées des points
d’intersection de “€* avec les axes de coordonnées : (0, 5),
1+2m,0_) et( ] -;ZT‘O)_

(0.-2), (

2amf-§=h

b M€, équivautd y =V8(x’ - 1), donc ; y* = 8(x* - 1)

" ; Sx
et M € ¥ ; ainsi 6 est une partie de 7. f'(x) = ——.
4 8(x* - 1)

f'(x) est du signe de x et f est croissante sur |1, +eo[. La
courbe J compléte s'obtient en utilisant les symétries par
rapport aux deux axes du repére.

2 e
30 € est I'ellipse d’équation : %— + %__ = 1, d’axe focal

(Ox), de sommets principaux S,(3,0) et S,(-3,0) et de
sommets secondaires A(0, 2) et A"(0, —2). Les foyers sont
les points F(VS, 0) et F'(~V5, 0). Pour tout point M de ‘€,
MF + MF"=2x3=6.




ALGEBRE, GEOMETRIE,
PROBABILITES

1. NOMBRES COMPLEXES

Module, module d'un produit, inégalité triangulaire.
Argument d’un nombre complexe non nul, notation re'”.
Relation e®e'® = e"?* %) lien avec les formules d’ad-
dition ; formule de Moivre.

Formules d’Euler :

ei? 4 16 el _ it
B

Interprétation géométrique de z+> z +a etde z+—e'*z.

Ceci n'est au programme que des spécialités « génie

électronique » et « génie électrotechnique ».

cosf = ; sinf@=

Travaux pratigues

Résolution des équations du second degré a coefficients
réels.

Exemples de mise en ceuvre des formules de Moivre et
d’Euler (linéarisation de polynomes trigonométriques. .. ).

2. GEOMETRIE

Cette partie est au programme des seules spécialités
génie mécanique. génie civil. génie énergétique et génie
des matériaux.

Les activités géométriques répondent 4 deux objectifs
principaux :

— entretenir la pratique des objets géométriques usuels du
plan et de I'espace ;

— exploiter des situations géométriques comme source de
problémes, notamment en analyse, et. inversement,
entretenir une vision géométrique grice & la mise en
ceuvre systématique d’activités graphiques (tracé de
courbes, schémas...) permettant de représenter les objets
mathématiques étudiés dans les différentes parties du
programme. Le programme de géométrie ne comporte
que des travaux pratiques mettant en ceuvre les connais-
sances de géométrie du plan et de I'espace figurant aux
programmes des classes antérieures.

Travaux pratiques

Exemples d’étude de problemes portant sur les objets
usuels du plan et de l'espace (calculs de distances,
d’angles, d’aires, de volumes...).

3. PROBABILITES

Variable aléatoire (réelle) prenant un nombre fini de
valeurs et loi de probabilité associée ; fonction de répar-
tition, espérance mathématique, variance, €écart type.

PROGRAMME DE TERMINALE STI

(spécialités : génie mécanique, génie des matériaux, génie électronique,
génie électrotechnique, génie civil, génie énergétique)
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Travaux pratiques

Exemples d’emploi de partitions et de représentations
(arbres, tableaux...) pour organiser et dénombrer des
données relatives a des situations aléatoires.

Exemples d’étude de situations de probabilités issues
d’expériences aléatoires (modeles d’urnes, jeux...).
Exemples simples d’étude de situations menant a I étude
d'une variable aléatoire.

ANALYSE

1. FONCTIONS NUMERIQUES :
ETUDE LOCALE ET GLOBALE

a) Langage des limites
Les fonctions étudiées dans ce paragraphe sont définies
sur un intervalle / de R,

o) Introduction de la notation lim f(x).

Notion d’asymptote verticale.

Dire que lim f(x) = L signifie aussi que
X =bil L]“lf(ﬂ+h}=[_..

B) Limite en +o des fonctions :
gx ot 2t xeead s xsVx o
limite en +<o des fonctions :
1 1 1

;x!—)-—‘, ;_r!—}—_‘ o s

rhs =
: X Vx

Introduction des notations lim f(x) et lim f(x)

e Bl

Notion d’asymptote horizontale.
v) Dans le cas d’une limite finie L, dire que lim f(x) =L

signifie aussi que lim | f(x) - L| =0 ou encore que :
f(x) =L+ @(x), ot lim @(x)=0.

b) Enoncés usuels sur les limites

= Opérations algébrigues

Limite de la somme de deux fonctions, du produit d'une
fonction par une constante, du produit de deux fonctions,
de I'inverse d’une fonction, du quotient de deux fonc-
tions.

» Comparaison
— Si, pour x assez grand, f(x) = u(x) etsi

lim wu(x) =+eo, alors Hm f(x)=+o0;

X—h+oe s

énoncé analogue lorsque f(x) = v(x) et lim v(x)=—eo
B ]

— 3i, pour x assez grand, |f(x)—L| = u(x) etsi

lim wu(x)=0,alors lim f(x)=L.

X—dfon




PracicCaiminnie

— Si, pour x assez grand, wuw(x) = f(x) = v(x) etsi

v(x) =L, alors lim f(x)=L.

R ]

lim wu(x)= lim

« Compatibilité avec l'ordre
Si. pour x assez grand, f(x) = g(x) etsi lim f(x)=L
et lim g(x)=L" alors L<1L".
L3t oe
e Limite d’une fonction composée
Si lim f(x)=b etsi Iin} g(v)=A (ol a, b, Asont finis
b

Xo=bl v

ou non), alors lim (gof)(x)=A.

¢) Calcul différentiel

Dérivation d’une fonction composée.

Application 2 la dérivation de fonctions de Ia forme u”,
neZ, expu, lnuetu”, ack.

Dérivées successives ; notation notation [, f”...

¢ Primitives d'une fonction dérivable sur un intervalle
Définition. Deux primitives d’une méme fonction diffe-
rent d'une constante. Primitives des fonctions usuelles
par lecture inverse du tableau des dérivées.

d) Fonctions usuelles

— Fonction logarithme népérien et fonction exponen-
tielle ; notation In et exp. Relation fonctionnelle, dériva-
tion, comportement asymptotique. Approximation par
une fonction affine, au voisinage de 0, des fonctions
h— exph et h—In(l +h).

Nombre e, notation ¢', Définition de a” (@ strictement
positif, b réel).

— Fonctions puissances x — x" (x réel et n entier) et
(x strictement positif et « réel)., Dérivation,
comportement asymptotique.

x> x®

" 1 ; - S s A b
Cas oli o = — (n entier strictement positif) ; notation Vx
"

(x positif).

— Fonetions circulaires sinus, cosinus et tangente.
Croissance comparée des fonctions de référence
x> expx., x—x% x> Inx au voisinage de +eo;

5 EXpXx
lm SR o
X

F=t+2m

lim x%xp(=x)=0 ;

X =400

: Inx
Iim —= 0.

X4 .r

st >0,

Travaux pratfques®

Programmation des valeurs d’une fonction d'une
variable.

FEtude du sens de variation d’une fonction, recherche de
son signe, recherche des extremums.

Recherche de la limite d'une fonction polynéme ou
d’une fonction rationnelle en + = ou en —eo,

Exemples de recherche d’asymptotes ; exemples d’étude
du comportement local ou asymptotique d’une fonction.
Tracé de la courbe représentative d’une fonction.

Lecture de propriétés d’une fonction & partir de sa repré-
sentation graphique.

Etude d’équations f(x)= A ou d’inéquations f(x) < A.
Exemples d’étude de situations décrites au moyen de
fonctions (issues de la géométrie, des sciences phy-
siques, de la vie économique et sociale...).

Exemples d’emploi de majorations et d’encadrements
d’une fonction par des fonctions plus simples (recherche
de valeurs approchées en un point...).

Exemples de recherche de solutions approchées d’une
équation numeérique.

2. SUITES

Pour toutes les spécialités de la série STI. le programme
comporte une consolidation des acquis de Premiere sur
les suites arithmétiques et géométriques sous forme de
travaux pratiques.

Pour les seules spécialités « génie électronique » et
« génie électrotechnique », il s’agit aussi d’aborder
I"étude du comportement global et asymptotique de la
suite des valeurs f(n) d’une fonction ; on se place dans le
cadre de suites définies pour tout entier naturel et on
remarquera briévement que les notions et résultats
s'étendent sans changement au cas des suites définies a
partir d’un certain rang.

a) Comportement global

Exemples de description d’une situation a 1'aide d’une
suite des valeurs f(n) d’une fonction,

Suites croissantes, suites décroissantes.

b) Langage des limites

o) Limite des suites de terme général n, n’, n*, V.
Fi

W : el |
Limite des suites de terme général —, —, —.,
R R n

4I-

Introduction du symbole lim u,.

LR B
Si une fonction f admet une limite L en + oo, alors la suite
u,=f(n) converge vers L.

) Limite d’'une suite géométrique (k"), ol k est stricte-
ment positif,

Travaux pratiques

Exemples d’étude de problémes conduisant a des suites
arithmétiques ou géométriques. (Programme de ['en-
semble des spécialités.)

Exemples d'étude du comportement asymptotique d'une
suite u_ = f(n). (Programme des spécialités « génie élec-
tronique » et « génie électrotechnique »,)

3. NOTIONS DE CALCUL INTEGRAL

a) Intégrale d’une fonction sur un segment

Etant donné une fonction f dérivable sur un intervalle / et
un couple (a, b) de points de I, le nombre F(b) - F(a),
ol F est une primitive de f, est indépendant du choix de
F'; on I'appelle intégrale de @ 4 b de fet on le note :

b
f f(n)de.

o




|

A

oy

LTS S TV TR, wETNS N

Dans le cas d’une fonction positive, interprétation gra-
phigue de I'intégrale & "aide d’une aire.

b) Propriétés de lintégrale

Relation de Chasles

Linéarité

b b b
[ (of + Beg)(t)dr = aJ f(t}d:+ﬁJ g(n)yde

a a da

Positivité
b

siasbh et f=0,alors J f(nde =0,
el

Intégration d’une inégalité.

Inégalité de la moyenne

Sim=sf=sMet asbh, alors
b

m(b—a)=< J' flydt = M(b—a).

Valeur moyenne d’une fonction.

¢) Techniques de calcul
Lecture inverse des formules de dérivation : primitives
des fonctions de 1a forme 1+ f'(at + b), (expu)u’,

r
u®u’, ol aeR, az-1, et M (u étant a valeurs stric-
u

tement positives).

! —

d) équa!ions différentielles

Résolution de I'équation différentielle y" = ay, ol a est
un nombre réel : existence et unicité de la solution véri-
fiant une condition initiale donnée,

Résolution de 1'équation différentielle y” + @’y = 0, ol
@ est un nombre réel : existence et unicité (admises) de
la solution vérifiant des conditions initiales données.

Travaux pratiques
Exemples de calcul d’intégrales a I'aide d’une primitive.
Calcul d'aires planes 4 'aide du calcul intégral.

Exemples de calcul de volumes de solides usuels
(boules, prismes, cylindres, pyramides, cones, volumes
de révolution...).

Exemples d’étude de situations menant au calcul de la
valeur moyenne d’une fonction ou de son carré.

Exemples d’encadrement d’une intégrale au moyen d’un
encadrement de la fonction a intégrer.

Exemples de calcul de valeurs approchées d’intégrales.
Exemples simples d’étude de phénomeénes continus
satisfaisant 4 une loi d’évolution et 4 une condition
initiale se ramenant a une équation du type vy’ =ay ou
Y+ @'y=0.
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Cet ouvrage, destiné aux éleves de Terminale STI, permet un entrainement
intensif, grace a une batterie d'exercices, pour préparer efficacement
T'épreuve de mathématiques du Baccalauréat.

Construit autour d’'un cours concis, il favorise le travail en autonomie :
« une synthése présente les principaux résultats a retenir ;

- des méthodes, préambules aux exercices, sont données au travers de la
résolution d’exercices-type ;

- une batterie importante d'exercices et de problemes, dont certains sont
corrigés, permet un entrainement intensif pour 'obtention de I'examen.

Des travaux pratiques et des activités, utilisant dés que possible les outils
ordinateur et calculatrice, permettent d’appliquer en classe et de mettre les
mathématiques en contexte.
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