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Avant-propos

Ce fascicule a été congcu pour répondre aux besoins spécifiques des
éleves en classe de Premiere des séries C & E.

Nous avons rassemblé une sélection d'exercices rigoureusement
choisis, qui couvrent l'ensemble du programme de mathématiques
de cette classe.

L'objectif principal de ce fascicule est de vous offrir un outil complet
et pratique pour vous entrainer efficacement en vue des examens
d'état. Chaque exercice proposé ici a été congu pour refléter
fidelement les exigences du programme officiel. Vous y trouverez
quelques exercices stimulants issus des sujets proposés par les
inspections des lycées zones I et IV du Congo-Brazzaville qui vous
permettront de consolider vos connaissances, d'approfondir votre
compréhension des concepts clés et de développer vos compétences
en résolution de problemes mathématiques.

Nous vous souhaitons a tous une excellente préparation aux
examens d'état. Que ce fascicule de mathématiques devienne un
précieux allié dans votre réussite académique et un tremplin vers
un avenir prometteur.

L’auteur
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PARTIE A

Algebre
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CALCULS SUR LES POLYNOMES

Exercice 1

On donne les polynémes suivants :

f(x)=2x—1; g(x) = —x?+2x—1; h(x) =3x3 -1

On pose P(x) = f(x).g(x) ; Q(x) = f(x) = h(x); R(x) = g(x). h(x) + f (x)
1) Déterminer d°P ; d°Q ; d°R

2) Quels sont les coefficients dominants de P, Q etR ?

Exercice 2
1) On consideére la fonction polynéme f(x) = x> —3x* +ax + b
a et b étant des réels.

a) Déterminer a et b tels que f soit divisible par x + 1 et x + 2
b) Factoriser f(x) par la méthode d’Honer.

2) Déterminer les nombres réels a et b de facon que le polynome

P(x) = ax? + bx vérifie la relation la relation V x ; P(x + 1) — P(x) = x

Justifierque1+2+3+--+n=Pn+1)—P(1) et en déduire que :

nn+1)

1+424+3++n= vn € N*.

Exercice 3

Soient a et b deux nombres réels distincts. On définit le polynéme P
par : P(x) = a?(b—x) + b*(x —a) + x*(a — b).

1) Démontrer qu’il existe un polynoéme P, tel que, pour tout nombre
réelx : P(x) = (x—a)(x —b)P;(x)

2) Quel est le degré de P;(x) ?
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3) Factoriser P(x).

Exercice 4
Soit le polynéme :
P(x) =x3+2x>—-5x—6

On suppose que le polynome P admet trois racines distinctes x; , X,

et x3.
1. Montrer qu’il est possible de calculer :
X1+ Xy + X3, X1.X2.X3 ; X1. X3 + Xp. X3 + Xq. X3.

2. En déduire la valeur de : L + L + i.
X1 X2 X3

Exercice 5
1) Soit le polynéme : P(x) = x* + 6x3 — 11x? — 60x + 100

a) Trouver le polynome Q tel que P(x) = [Q(x)]?
b) Résoudre P(x) =0

2) Déterminer les réels a et b tels que le polynome g(x) = x* + ax? +
b soit divisible par x* + x + 1.

fay=1

3) Soit f(x) le polynéme de troisiéme degré tel que : ]]:gg z g

f(4) =22

a) On pose g(x) = f(x) — x%. Démontrer que :

gx) =k(x—1)(x —2)(x — 3), k étant une constante.
b) Calculer g(4) et en déduire la valeur de k.
c) Déterminer f(x).
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Exercice 6

1) Déterminer suivant les valeurs du parameétre m, le degré de la
fonction f définie par :

f)=m?>-—mx*+Cm—-2)x>+mx?+(m—-3)x+5

2) Déterminer une fonction polynome f de degré 3 telle que :
f@) = flx—1) =2,

(On peut poser f(x) = ax3 + bx? + cx + d).

En déduire une expression de 1 + 4 + ---+ n?,

Exercice 7

1. Les restes respectifs des divisions d’un polynéme p(x) par —1,
x+5et x—2 sont9; —39 et 3.

Déterminer r(x) polynome du second degré tel que :

P(x)=(x—1)(x+5)(x—2)q(x) +r(x) ot q(x) est un polynéme
qu’on ne demande pas a déterminer.

2. On suppose f(x) = ax* + bx3® + cx* + bx + a

a) Vérifier que O n’est pas une racine de f.

b) Montrer que si a est une racine de f(x) alors % lest aussi.

c) Montrer que pour tout x non nul ,on a :
2

x 1 1

f(z) =a(x+—) +b<x+—)+c—2a

X X X

d) En déduire que a est solution de U’équation f(x) =0 si et
seulement si « +% est solution de aX* + bX + ¢ — 2a = 0.

e) Résoudre dans R l’équation : x* + 6x3 + 10x? + 6x + 1 = 0.
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Exercice 8

On appelle polynome réciproque de degré n tout polynéme P(x)
o d°P=n
vérifiant : {v x ER*P G) _ P&

xn

1) Montrer que si a est une racine de P(x) alors a est non nul etal

est aussi une racine de P(x).

2) Montrer que tout polynéme réciproque de degré n (impair) admet
—1 pour racine.

3) On suppose que le polynéme P est donnée par :
P(x)=(x+1)Q(x).
Démontrer que si P est un polynéme réciproque alors Q l’est aussi.

4) Démontrer que le produit de deux polynémes réciproques est
réciproque.

5) Déterminer le polynéme réciproque F de degré 3 admettant pour
racine x = 2 et tel que F(0) = 1.

6) On pose ¢ = 1+7\/§ et on pose :

P(x) =2x*—(5+ 2\/§)x3 +(4+ 5\/§)x2 —(5+ 2\/§)x + 2

a) Vérifier que P(x) est un polynoéme réciproque.

b) Montrer que ¢* = ¢ + 1 puis en déduire ¢p> ,¢p* en fonction de
¢.

c) En déduire alors que ¢ est une racine de P(x).

d) En utilisant les questions précédentes, résoudre simplement
dans R l’équation P(x).

Exercice 9

On appelle polynome symétrique un polynoéme dont les
coefficients peuvent se lire indifféremment dans un sens comme
dans Uautre.
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Exemple : f(x) =3x*+x3—x>+x+3

Nous allons voir des méthodes permettant de résoudre l’équation

f(x)=0.
1) Degré 2 : Soit f:x — ax* +bx +a,a # 0

Résoudre f(x) = 0 et dans le cas ou f admet deux racines
distinctes, les comparer.

2) Degré 3 : Soit f:x — ax3® + bx?> + bx +a,a # 0

a) Montrer que O n’est pas racine de f et que si x; est racine de f,

1 . .
alors — est aussi racine de f.
1

b) Trouver une racine évidente de f et en déduire une
factorisation de f(x).
c) Discuter le nombre de solutions de l’équation f(x) = 0.
d) Application :
f(x) =7x3—43x%—43x+7
Résoudre ’équation f(x) = 0 et factoriser f(x)

3) Degré 4 : Soit f:x — ax* +bx®+cx? +bx+a,a# 0

a) Montrer que O n’est pas racine de f et que si x; est racine de f,

1 . .
alors — est aussi racine de f.
1

4) Soity=x+§

f(x)

a) Déterminer l’expression de g(x) = ——en fonction de a, b, c,

y et y2.
b) Montrer que f(x) = 0 revient a résoudre successivement deux
équations du second degré.
¢) Montrer que sib? < 4a(c — 2a), f(x) = 0 n’a pas de solutions.
d) Application :
Résoudre l’équation 12x* + 11x3 — 146x% + 11x + 12 =0
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Exercice 10

Ce probleme propose des calculs classiques sur les « différences
finies » de polynémes. Pour toute fonction polynéme P, on pose,
pour tout réel x,

AP(x) = P(x + 1) —P (x).

1°) Calculer AP(x) dans les cas suivants :

a)P(x) = x3;, b)P(x) =x?—4x +6; c)P(x) = 2x + 1.

2°)a) Vérifier que si P est un polynéme quelconque et A un réel
quelconque,

A AP (x)) = 14P(x).

3°) a) Dans cette question, P est le polynome de degré n,n > 1,
défini par P (x) = x™. Montrer que AP est un polynéme de degré
n—1, et que le terme de plus haut degré de AP est nx™ !,

b) Déduire des questions 2° et 3°.a) que si P est un polynéme
quelconque de degré n, alors AP est un polynome de degré n — 1.

4°) On note Po et P; les polynémes respectivement définis par :
Py(x) = 1letP;(x) = x—1

a) Vérifier que AP, = P,.
b) On se propose alors de trouver un polynéme P- tel que :
P, (1) = 0 etAP> = P;.

- En supposant qu’il existe une telle fonction polynéme, prouver
alors que nécessairement P> est de degré 2.

* Calculer AP, (1). Montrer alors que P, (2) = 0, puis que pour tout
réel x,

P, (x) = a(x—1)(x—2), avec a réel .

- Montrer que s’il existe un polynoéme P2 répondant a la question,
alors
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Pa(n) = 3 (= Dx~2).

- Réciproquement, pour le polynéme P, trouvé, calculer AP,, puis
conclure.

5°) On veut trouver un polynéme Ps de degré 3, tel que P; (1) = 0 et
AP3 = Pz.

En vous inspirant de la démarche suivie a la question 4, montrer
qu’il existe un polynome et un seul qui répond a la question, le
polynome :

Py(x) = z(x—1D)(x—2)(x—3) .

Note : Les polynémes Po, P;, P2, P3, sont appelés polynomes
de NEWTON .

6°) On pose A*P(x) = A (4P) (x).

a) Calculer A*P(x), lorsque P (x) = x>.

b) P est le polynéme du second degré défini par :
P(x) = ax* + bx + c.

- Calculer P (1), AP (1), A*P(1).

- Montrer alors que pour tout réel x,

Px) =P + 4P (x—1) + Azzu)

(x=D(x—2)

c) Utiliser ce qui précede pour trouver un polynéme P de degré 2 tel
que :

P(1)=-1 P(2) =9 P(@3) = 21.

Exercice 11
Partie A
Calcul de la somme S, = Y}_,(2k + 1)?

1) Déterminer tous les polynémes P(x) de degré 3 vérifiantVn € N*

9
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P(x+1)—P(x) = (2x + 1)?

2) En déduire que : Vn € N7,

S, =YP_ 2k +1)2 =12 + 32 + - + (2n + 1)? = LHDEHVEHS)

3

3) Démontrer qu’il existe un unique polynéme P de degré 3, qui
s’annule en 0 et vérifie pour tout nombre réel x :

P(x+1)—P(x) = x?

4) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

__ nn+1)(2n+1)
6

En déduire que 1? + 2% + -+ + n?
Vérifier ce résultat sur quelques exemplesn =5 et pourn =7.
Partie B

1.a) Former un polynéme P(x) du second degré tel que pour tout x,
onaitP(x)—P(x—1)=x (1)

b) En remplacant x par 1; 2; 3; ...et n dans (1) déduire une
expression simplede : S, =1+2+3+4+--4+(n—-1)+n.

2.a) Faire de méme pour un polynoéme de 3¢me degré tel que :
P(x) —P(x—1) = x2.
b) En déduire une expression simple de S}, = 12 + 22 + 3% + -+ + n?

3) Trouver une expression simple de S;! =13+ 23+ 33+ ...+ n3
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LE SECOND DEGRE

Exercice 1

1) Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :
x>+ (V2+V3)x+vV6 =0

ax? — 2+ a)x+2a =0 (a €R)

3x2+6x—9<0

2) Trouver deux nombres réel a et § telsquea + f =2 et aff = —35
aveca < f3.

3) Comparer le réel —3 aux racines du trinome T(x) = 5x% + 3x — 2.

Exercice 2

1. Résoudre dans R les équations :

1 10 1 5
(Ey) - X+-=—= et (Ey) : X+-=—.

. Soit p un polynéme défini par : p(x) = 6x* + 35x3 + 62x% + 35x + 6

a) Montrer que O n’est pas racine du polynome p(x).
p(x)
XZ

b) Exprimer en fonction de t, avect = x + i

c) Résoudre dans R ’équation 6t* + 35t + 50 = 0.
d) En déduire les solutions de l’équation p(x) = 0.

Exercice 3
On considére ’équation (E):3x* + x3 —10x?2 —x + 3 = 0.
1. Vérifier que O n’est pas solution de l’équation (E).

2. En mettant x* en facteur, montrer que ’équation (E) est

équivalente a l’équation (E'): 3 (x - i)z + (x — l) —4 =0.

X
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3. Par changement de variable, résoudre ’équation (E').

4. En déduire les solutions de l’équation (E).

Exercice 4
Soit P le polynéme défini par P(x) = 2x* — 9x3 + 8x2? — 9x + 2.
On se propose de résoudre l’équation
(E): 2x*—9x3 +8x2—9x+2=0
. a) Peut-on trouver un polynéme Q tel que : P(x) = x*Q(x) ?

Justifier la réponse.

b) Démontrer que (E) équivaut a (E'): 2x*> —9x + 8 — % + é =0

. 1
. Pour tout réel x, non nul, on poset = x + -

a) Calculer t? en fonction de x
b) Démontrer que (E") équivaut a (E"): t2—-9t+4=0

. En déduire les solutions de (E).

Exercice 5

1) Soit f(x) = ax? + bx + ¢ (a # 0) un trinéme du second degré, A
son discriminant, x' et x'' les zéros de f(x) lorsque A est positif (on
supposera x' < x"').

a) Soit @ un réel. Préciser le signe de f(a) suivant le signe de A
et, éventuellement, la position de a par rapport a x' et x".

b) Etudier le signe du produit af (a).

c) Déduisez de ce qui précede les deux conséquences suivantes,
dont la réunion constitue la regle af () :
A>0eta€]x;x"[ = af(a) <0
A>0eta¢x;x"[=af(a) <0
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NB : Lorsque l'on a : A> 0, étudie le signe de 21 pour savoir si

2
lona:1<x'<x"oux"<x"<1.

2) Soit le polynéome f(x) = (m+ Dx?>—-2(m—-3)x+m+4 oum
désigne un réel donné.

a) Précisez l’ensemble E des valeurs de m pour lesquelles f(x) a
deux zéros distincts, x' et x" (on suppose que x' < x").
b) Positionnez 1 par rapport aux racines x' et x".

3) Soit P(x) = 2m — 1)x? —2(m + 4)x + 5m + 2.

Comparer a = —1 et § = 1 aux racines de P(x).

Exercice 6

Partie A

1. Représenter graphiquement dans le repére orthonormé (0;1;)) la
fonction : h(x) = —x* +2x + 3

2. Soit m un réel. Discuter graphiquement suivant les valeurs de m,
le nombre de solution de ’équation : —x* + 2x +3 =m

Partie B

Soit f la fonction définie par f(x) = x> —4x + 1

1. Déterminer, suivant les valeurs de x, le signe de f(x).

2. Faire l’étude et représenter graphiquement la courbe (C)
3. Pour tout m réel, on considere la droite (D,,), d’équation

y = 2x + m. Pour quelles valeurs de m, (D,,,) coupe-t-elle (C) :

a) En un seul point ? Donner les coordonnées de ce point.
b) En deux points distincts A,, et B,

Quelle est I’ensemble des milieux de [A,,B,,] pour € R
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Exercice 7

Le plan est muni du repére orthonormé (0;7;7]).

1. Construire la courbe (C) de la fonction f définie par : f(x) = 2x2.
2. On consideére la fonction g définie par : g(x) = 2x* — 8x + 9.

On désigne par (C')sa courbe représentative dans le plan.

a) Utiliser la forme canonique du trindme du second degré pour
déterminer les réels a, b et c tels que : g(x) = a(x — b)? + c.

b) En posanty = g(x), montrer que le changement de variables
X=x—-b, Y =y—c, entraineY = aX?.

c) Par quelle transformation simple la courbe (C") se déduit-elle
de(C) ?

d) Construire la courbe (C")sur la méme figure que (C).

Exercice 8

1) Etudier suivant les valeurs du parameétre m l’existence et le
signe des racines de l’équation :

(E): m=5)x?2=2(m—-Dx+m+2.

2) On considere l’équation d’inconnue x :
(m-2)x*+2(m—-4)x+(m—-4)(m+2)=0

1) Etudier Uexistence et le signe des racines de cette équation.

2) a) Déterminer une relation indépendante de m liant les racines x'
et x" de cette équation.

b) En déduire les valeurs des racines doubles

3) Calculer en fonction de m l’expression : y =

+
1+xr 1+xrr
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Exercice 9

Une équation du second degré a ses racines x’ et x”’ telles que :

1

.17 1.1

{mx’+mx”—m=4—2x’—2x
mxx' +m=2-—2xx

1. Former cette équation dont les coefficients dépendent du
parameéetre m.

2. Montrer qu’il existe entre x’ et x”’ une relation indépendante de
m.

3. Utiliser cette relation pour déterminer les racines doubles de
l’équation obtenue.

4. Comment faut-il choisir m pour que les deux racines soient
positives ?

Exercice 10
Soit (E,,) Uéquation (m + 3)x*>+2mx+m—5=10

1. Déterminer m pour que (E,,) admette deux solutions distinctes x’
et x”.

2. Dans le cas ou (E,;,) admet deux solutions x’ et x”’, déterminer m
tel que :

a) 2x'—1)2x"-1)=6
b) x'* +x'"? =2

Trouver une relation indépendante de m entre x’ et x”’.

3. Former une équation paramétrique du second degré ayant pour
solutions : (3x' — 2) et (3x" — 2).

4. Déterminer m pour que l’équation (E,,) admette :

a) Deux solutions de signes contraires.
b) Deux solutions positives
c) Deux solutions négatives
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Exercice 11
1) Soit ’équation (E):(m+ 1)x?+2(m—3)x+m+3=0 (m# —1)

a) Discuter suivant les valeurs de m le nombre de solutions de
I’équation (E).

b) Dans le cas ou (E) admet deux solutions distinctes,
déterminer leurs signes selon les valeurs de m.

c) Dans les cas ou les racines distinctes existent et sont notées
x; et x,, trouver une relation indépendante de m qui les lie.
Déduire de cette relation les solutions x; et x, telles que
X, = 2X,.

d) Déterminer m pour que Si on suppose x; < x,, on ait

X <1<x,

2) Résoudre suivant les valeurs de m (m # —1)
(E):(m+1Dx*+2(m—-3)x+m+3>0
3) Former l’équation du second degré dont les solutions sont

X=2x;—1etY =2x, —1.

Exercice 12

A) Les racines x; et x, d’'une équation du second degré vérifiant les
relations suivantes

® x1+x2_2x1x2=0
o mx;x, — (x; + x,) = 2m + 1 ou m est un parameétre réel.

1) Former cette équation.
2) Déterminer m pour que l’équation admet deux racines positives.

3) On considere un triangle dont les cétés de ’angle droit ont pour
mesures respectives x; et x,.

Déterminer m pour que I’hypoténuse de ce triangle soit égale d /2.

B) Soit l’équation (E):x*> —2mx+m?+m—2=0
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1) Etudier Uexistence et le signe des solutions de l’équation (E).

2) a) Former une équation du second degré d’inconnue étant les
solutions X; = 4x;, —3m et X, = 4x, — 3m.

b) Déterminer m pour que x; et x, étant les solutions des racines
qui vérifient 4X — 3 > 0.

Exercice 13

Soit (E,,): (m — 1)x? — 2mx + m + 3 = 0 une équation paramétrique
du second ordre de paramétre réel m.

1. Déterminer la valeur du parametre m pour que cette équation
soit du premier degré.

2. On suppose que m + 1 et on pose :
T,(x)=(m—-1x?>—-2mx+m+3

a) Calculer le discriminant A,,, puis étudier son signe.

b) Déterminer en fonction de m la somme S et le produit P des
racines x; et x, de T,, puis étudier leurs signes.

c) Déterminer une relation indépendante du parametre réel m
entre les solutions x, et x, de (E,,). En déduire les racines
doubles de cette relation.

d) Donner le nombre de solutions et leurs signes suivant les
valeurs de m.

3. Montrer que toutes les paraboles (P,) passent par un point fixe I
dont on donnera les coordonnées.

Exercice 14

Résoudre dans R les équations suivantes :

aA)d+Vx2+4=x;b)Vx—+Vx+3=3;c)Vvx2+1+1=0;

d)J(x+1)B-x)=3x—-1;e)Vx+2=3x—4; H)Vx+5=vV1—x;

17
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PVx—=3=2;M)Vx+Vx—1=vVax—1,;0)]1-x2[=-x2+1.

Dx2+x=2x—1;k)/3x2 — 11x + 21 = 2x — 3
D2x+1+V=7x—-5=0;m)Vex+2—v3x=/9x -2
WMVx2—x—2=13x—4];0)V2x+1-V2x —1=1
Px+V—x+3-2=0;q)1+3x2-2x—1=x
r)\/2x2—7x+4=\/—x2—3x+4;s)m=m

OVx+2=V2x—5u)V5x+9+V3x+1=Vx—1;v)x+a°>=Va—x

x+2
W)\/E—l_\/—:4

Exercice 15

Résoudre dans R les inéquations suivantes :
DV3—x>x—1L b)Vx+1+Vx+2>3;0)/2x2 +2<3—x
d)2x+1—-V7—6x>0; e)V2x +3<3; f)Vax+1<2x +1
g)\/5x2+19x—4>\/x(x+1); h)\/m<x+5
DV2xZ—x<2x—3;)) /32 —1) >2x—1

IVx2 +5>V=2x+ 1; DJVx2+5x+4 <V2x +9

m)V2x+3+V5+x<vVx—1;n)Vx+4+vVx—1>V5+4x

DVx2+6x+6=2x+1];p)V-5x2+x+6=>m
NV2x+1+Vx+1<vVéx+7;s)Vx+Vvx—1<+v6x—1

u) V2x —3 < /|x| — [2x — 1]
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Exercice 16

1) Soit ’équation 2x? + 3x —3 + V2x2 + 3x — 9 = 18 (1)

a) Définir I’équation puis montrer qu’en posanty = V2x2% + 3x — 9
I’équation (1) devient y?> +y —12 =0 (2)

b) Résoudre alors l’équation (2) puis déduire les solutions de
I’équation (1).

2) Résoudre de méme les équations suivantes :

a) x*—x+Vx?—x+3=9
b) x> —3x+Vx2—-3x+11=1

Exercice 17
Le but du probleme est la résolution de l’équation
(E):x3+3x2+15x—99=0

1. On se ramene a la résolution d’une équation de la forme :
X’ +pX+qg=0

a) Trouver trois réel a, p et q tels que :
x3+3x2+15x—99=(x+a)* +p(x+a)+gq
b) En posant x + a = X, vérifier que : X3 + 12X — 112 =0

2. On résout l’équation X3 + 12X — 112 =0 (E,)
Pour cela on pose X =u+v

a) Vérifier que (u + v)® = u3 4+ v3 + 3uv(u + v)
En déduire que :
e Lorsque X =u+ v, alors:
X3+12X—-112=ud+v3+Buv+12)(u +v) — 112
e X =u+ v est une solution de l’équation (E,) lorsque
ud +v3 =112 etud.v3® = —64
b) Trouver deux nombres u et v tels que u® + v3 = 112 et
ud.v3 = —64
c) Résoudre l’équation (E;) (Vérifier que (2 + \/5)3 =56 + 40/2)
d) Résoudre l’équation (E).
19
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SYSTEMES LINEAIRES D’EQUATIONS

Exercice 1

Résoudre dans R et discuter, suivant les valeurs du parametre réel
m, chacun des systemes suivants :

a){(\/i—l)x—my=\/7—1 b mxv2 — 33’\/_—
x—(V2+1)y=m —x\/_+2my\/_—F

Exercice 2

Déterminer le nombre réel m pour que le systeme suivant ait un
couple unique de solution :

(m—1x—-2y=m
{

4x —(m+1)y=m+1

Résoudre alors ce systeme.

Exercice 3

Résoudre, en utilisant un changement d’inconnues, chacun des
systemes d’équations suivants :

4 5

Q) X y:_3_ b){s(x+y)—3(x—y)=9\/§
2 3 _ 7 3(x +y) + (x —y) =4V2

x Yy

{2\/—+3\/—— d){4x2—y2=12
Vx+ 2.y =2 x?+y? =3
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Exercice 4
Résoudre chacun des systemes suivants :

{x+y+4xy:—1
) 3(x+y)—xy =10

x+3y=-2
Manz e =
3x¢ =7y =12

Exercice 5
Le plan est muni du repére (0,1,]).

Déterminer une équation de la parabole dont la courbe
représentative passe par les points A(1;0); B(2;—=5);C(3;—-12)

Exercice 6
Résoudre dans R3 les systémes suivants :

—x+4y—2z=1 ;2.
3x+2y—4z=-5

x—2y+z=1
—2x+y+z=1

xX+y+2z=6
2x+3y+7z=10

{ 2x+y+z=7 {x+y—22=1 {x+2y+52=4
1. ;3

4x +y— 2z =-8 —x+y+2z=—-4;6{2x+3y+z=1

2x+3y—5z=-11 x—2y+z=-5 XxX+2y+3z=-2
3x+y+2z=1 2x—y—2z=5 3x+y+2z=1

4 2
""E"‘\/E:l —a?+2Vb+—=1
c—1

x—2y=+2 x
- +Vz=1;5. —2a2+3\/5+c_i1=1;

4 2
y—

. _')/—ZZ=\/§ ; 4. x
z—2x=\/§ k£+i+\/§=0 k4a2+\/5-|—i=8
x  y-1 c-1
x+my—z=4

Admx —-2y+(m—1)z=m
5x+(2m—1)y—3z=3(m+2)
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2mx+(m+1)y+z=2
7.<(m+2)x+(2m+1)y+mz=m+ 2
5x+(2m—-1)y—-3z=3(m+2)

Exercice 7

Une ménagere se rend au marché et achéete des bananes, des
mangues et des ananas dont les prix a l'unité sont respectivement
25 F, 60 F et 80 F. Elle achete un total de 12 fruits pour une somme
de 640 F. Déterminer le nombre de fruits de chaque variété.

Exercice 8

Un artisan fabrique des objets (A) et des objets (B). La réalisation
d’un objet (A) demande 30F de matiéere premiere et 125F de main
d’ceuvre. Celle d’un objet (B) demande 70F de matiere premiére et
75F de main d’ceuvre.

Pour une bonne gestion de Uentreprise, les dépenses journaliéres
en matiere premiere et en main d’ceuvre ne doivent pas dépasser
respectivement 560F et 1250F. Les profits réalisés sont 54F par
objet (A) et 45F par objet (B). On désigne par x le nombre d’objets
(A) ety le nombre d’objet (B) fabriqué par jour.

1. Calculer en fonction de x et de d, la dépense journaliére en
matiere premiere et d, la dépense journaliére en main d’ceuvre.

2. Déterminer graphiquement ’ensemble de points M(x;y) du plan
dont les coordonnées satisfont aux contraintes de l'entreprise.

3. Calculer en fonction de x ety le profit journalier P réalisé.
4. On donne D;:3x + 7y =56 et D,:5x + 3y =50

a) Montrer que D, et D, passent par le point C(7;5)
b) En déduire la valeur du profit lorsque Uentreprise fabrique 7
objets (A) et 5 objets (B).
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PARTIE B

Analyse
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FONCTIONS NUMERIQUES

Exercice 1

Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes :

f(x)=3x*+2x+6; glx) =Vx+1; h(x) =|x+2| -2

GEG—1) (=X H5EVI 4 mx) =

\/; O(X)I\/m’p(x)z\/zxz_Sx-l_Ll‘

x(x+3)’ x| — 1

k(x) =

X
vx +1

n(x) =

x—1
()_L.()_ X
N IR S I |

X

, six <1

six>1

six
= -Dx+3)" T =
s(x) (x =D +3) i Um (%) x?2—2mx+1

V4 — x, Six>2

v(x) = /% ; wx) = it ! ;h(x) =+/1x% + 2x|; i(x) = cos(2x +g)

j(x) = sin(—2x — )

Exercice 2

Soit f et g deux fonctions de R vers R définies par : f(x) =/|x| — 2
etg(x) =vx—2

1. Déterminer 'ensemble de définition de f et g.

2. Montrer que g est la restriction de f a E;. Que peut-on dire de f ?
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Exercice 3

Soit f une fonction définie par : f(x) = x?> — 4. On désigne par (C) sa
courbe représentative dans le plan (P) muni du repére orthonormé

0,1,)).
1. Déterminer l'ensemble de définition de f.
2. Calculer les images des nombres —3; —2;0;2 et 3 par f.

3. En déduire les points d’intersection de la courbe (C) avec les
axes des coordonnées.

4. Représenter graphiquement la courbe (C) sur lintervalle
I =[-3; 3]

Exercice 4

1
1+x2

Soit f une fonction définie par : f(x) =
1. Déterminer 'ensemble de définition de f
2. Montrer que pour toutx € R, 0 < f(x) <1

3. Que peut-on déduire de f ?

Exercice 5

2Xx
x2+1

Soit f une fonction définie par : f(x) =

1. Déterminer l'ensemble de définition de f.

2. Vérifier que : 2x = x* + 1 — (x — 1)?, puis déduire que f est
majorée.

3. Vérifier que : 2x = (x + 1)? — (x* + 1), puis déduire que f est
minorée.

4. En déduire que pour tout x € R,—1 < f(x) < 1. Que peut-on dire
def ?

25
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Exercice 6

On considere les fonctions f et g définies par :
f(x) =x(x—-2)etg(x) =xVd—x2

1. Déterminer 'ensemble de définition de f et g

2. Démontrer que f(x) = (x — 1)?> — 1. En déduire que f est minorée
parl

3. Calculer g*(x) — (2)2.
4. En posons X = x2, démontre que g*(x) — (2)?> = —(X — 2)2.

5. En déduire que —2 < g(x) < 2. Que peut-on dire de g ?

Exercice 7

A) On considere la fonction f définie par : f(x) =x—1+ ﬁ

1. Montrer que f admet un minimum au point —1

2. Montrer que f admet un maximum au point —3

3

B) Soit la fonction f définie par : f(x) = NrEv

1. Déterminer ’'ensemble de définition de la fonction f.
2. a) Donner les images des réels 0; V5: —1 et 24/3 par f.
b) Trouver le nombre d’antécédent(s) de 1 par f.

3. Montrer que f est minorée par 0 et majorée par 1.

4. Montrer que f admet un maximum absolu en que l'on précisera.
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Exercice 8

Reésoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

13
= =5 ;E(1—2x) = —6;E(x) = —

3x—2>
4

E(x) = 4; E(—x)=—7;E( -

(E(x)?+7E(x)+10=0; E(x) <§ ;E(x) > —-8; E(x) =3

E(x) > —%;E(—x) < —;; (E(x)+3)(E(x)—5)<0

Exercice 9

On appelle fonction partie décimale de x, notée D(x), la fonction
définie sur R par : D(x) = x — E(x) ou E(x) désigne la fonction partie
entiere de x.

1. Démontrer que :

a) Pour tout réel x et pour tout entierp, E(x+p) =E(x) +p
b) Pour tout réel x,0 < D(x) <1 etqueD(x+ 1) = D(x)

2. En déduire que la fonction D est périodique et préciser sa
période.

3. Représenter graphiquement la fonction D sur Uintervalle [—3; 3]

Exercice 10

On appelle fonction partie entiere de x, notée E(x), la fonction
définiepar :E(x) =neon<x<<n+1

) . w2
1. Déterminer E(\/§), E(l — \/7), E (1—0)
2. Déterminer l'ensemble de définition de la fonction définie par :

fx) =—

x—E(x)
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3. Représenter graphiquement la fonction g : x — E(x) sur
Uintervalle [—-3; 3].

4. Résoudre dans R les équations suivantes : E(x) = 2; E(x) = —1

E(x)=n

Exercice 11

x3+3x2+4x+3
x2+1 ?

Soit f et g les fonctions définies par : f(x) =

g(x) = —2x% + 6x + 1. On désigne par (C) la courbe de f et (C') celle
de g dans le repére orthonormé (0,1,]).

1. Déterminer 'ensemble de définition de fet g.

2. Déterminer trois réels a, [ ety tel que pour tout x € R;

¥YX

f(x)=ax+ﬁ+x2+1

3. Montrer que le point B(0; 3) est un centre de symétrie a la courbe

(C) def.

5. Montrer que la droite (D) d’équation x = % est un axe de symétrie

a la courbe (C') de g.

Exercice 12
Le plan est muni du repére orthonormé direct (0,1,]).

Soit f une fonction de R vers R définie par : f(x) = x? —2x. On
désigne par (C) sa courbe représentative.

1. a) Démontrer que :Vx € R, f(x) = (x—1)> -1
b) En déduire que (C) est l'image de la parabole (P) d’équation
y = x? par une transformation simple que l’on déterminera.

c) Construire la courbe (C)
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2. On considere les fonctions f1, f,, f3, fa et fs définies par :
filx) = f(=x); fo(x) = =f(=x); f3(x) =1fC)]; fa(x) =fx+1) -1
et fs(x) = f(Ix]).

Construire la courbe représentative de chacune des fonctions

fi for f3 faetfs.

Exercice 13
Soit f, g et h trois fonctions de R vers R.
1. Démontrer que les fonctions (f + g)ech et (f e h) + (g o h) sont

égales.

2x+1
xX—2

2. On suppose que f, g eth sont définies par : f(x) =

>

glx) = i—j et h(x) = x?

a) Déterminer les fonctions heo (f + g) et (ho f)+ (ho g)
b) Les fonctions ho (f + g) et (ho f) + (h o g) sont-elles égales :

Exercice 14

Le plan est muni du repére orthonormé direct (0,1,7).

Soit f Uapplication de [—i ; +00[ vers R définie par :

f(x) =+v2x+ 1.

1. a) Démonter que f est bijective.

b) Déterminer la bijection réciproque de f notée f !
2. a) Construire la courbe représentative de f~1

b) En déduire la courbe représentative de f
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Exercice 15
Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0,1,]).

Soit f et g les fonctions de R vers R définies par : f(x) =2x+ 1 et
{g(x) = —%x;si <0
g(x) =-3x; si x>0

1. a) Démontrer que les fonctions f et g sont bijectives de R vers R.
b) Déterminer leurs bijections réciproques notées f~! et g~1

c¢) Tracer les courbes représentatives de f, g, f~ ! et g1

. a) Déterminer U'application g o f et sa bijection réciproque notée
(ge N

b) Tracer les courbes représentatives de g o f etde (go f)™ 1.
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LIMITES ET ASYMPTOTES D’UNE FONCTION NUMERIQUE

Exercice 1

Calculer les limites suivantes

x?—4x+3 x?+1 Wx+7-3 V4 —x?
a) lim ; b) lim ; €) lim—— ;d) lim
xo1—x2+5x—4" Txo11—x x-2[x +2 =2 x->-2 X+ 2

. i —x3 x3 +4x2+2x—3
°) xl—{%\/1+x2 f) x2 12 — 4 'g)xﬁ+oo x2+5x—6

2 2
B Jim (2x+yx2+1); 1) Jim (J/x2+x—3x) ;) lim ad

x-+0o [x —1

x%—4 1-+x Vx+5-3 o 1—V1—x2
k) llm— D 11 ———; m) lim————; n) lim
x-2X% + x — xr—1 ™8 x—4 x—0 X

0) lim (\/2x2+x+5—3x) lir_n Wx?+x+1+x)

X—+00

Exercice 2
1. Soit la fonction f définie par : f(x) = 3x + 2sinx

a) Montrer que pour toutx deR: 3x —2 < f(x) <3x+2
b) En déduire liT f(x) et lim f(x)
X—>+ 00 X—>—00
3x+sinx

. On considere la fonction g définie sur [2; +oo[ par : g(x) = —

a) Montrer que, pour toutx = 2,|g(x) — 3| < ﬁ

b) En déduire la limité de g en +oo

1
2—cosx

. Soit la fonction h définie sur R par: h(x) =

a) Montrer que pour tout x réelle, % <h(x)<1

b) En déduire les limites suivantes :
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X ) X . x+tcosx
lim ——; lim ——; lim ——
x—+0w 2 — cosx = x—>-02 — COSX  x-+w 2 — COSX

Exercice 3
Calculer les limites suivantes :

 tanx tan3x  sin2x - cosvx—1
; b) lim——; c)l ; d) lim — ; ) lim————
x=0 X -0 sin5x ' 7 x-0 sinmx x—0 X

12sinx — 6 i 2cosx — 1 I sin3x
20 xl_,r%élsmz -3’ ) 20 2x

— )i
rr}x2+2x 3 gx:r% 4x —

) 1 — cosx sin3x - 1—+2cosx sin®x
1)) hm—; k) lim ; D) lim————— ; m) lim
-0 sin%x x—0 Sin5x P \V2sinx x-0 tan2x

Exercice 4

3x3+4x%24+5x+4
x2+1

Soit f une fonction définie par : f(x) =
On désigne par (C) la courbe de f dans le repére orthonormé (0,1,])
1. Déterminer l'ensemble de définition de f.

2. Déterminer les limites de f en —x et en +oo

3. Déterminer trois réels a, B ety tel que pour tout x € R,

f(x)=ax+p+ 2+1

4. Montrer que la droite (D) : y = 3x + 4 est une asymptote a la
courbe (C) de f

5. Etudier la position de la courbe (C) par rapport a la droite (D).

6. Montrer que le point B(0;4) est un centre de symétrie a la courbe

©) de f.
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Exercice 5

x24+x+1

Soit la fonction f définie par : f(x) = —

représentative dans un repére orthonormé (0,1,])

On note (C) sa courbe

1. Déterminer 'ensemble de définition de f

2. Calculer les limites aux bornes de 'ensemble de définition de f

3. Déterminer les réels a,b etc tels que : f(x) =ax+ b + ﬁ

4. Montrer que la droite (A) d’équation y = x + 2 est une asymptote
oblique a la courbe (C) de la fonction f

5. Etudier la position de la courbe (C) par rapport a ’asymptote
oblique.

6. Etudier les branches infinies de la courbe (C) de f.

Exercice 6

Soit f la fonction définie par : f(x) = xZ;fz‘l. On désigne par (C) sa

courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1,7).
1. Préciser l’ensemble de définition de f

. Calculer les limites aux bornes de l’ensemble de définition de f

2
3. Etudier les branches infinies de la courbe (C) de f.
4

. Soit (D) la droite d’équationy = x — 1.

a) Etudier le signe de f(x) —y.
b) En déduire la position de (C) par rapport a (D)
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CONTINUITE D’UNE FONCTION NUMERIQUE

Exercice 1
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
fx)=1—2x—x?% six<1

x3 —x
) =7—r;

six>1
1. Déterminer 'ensemble de définition de f

2. Etudier la continuité de f enxy =1

Exercice 2

f(x) = —x4+4—— six<0
Soit f une fonction définie par : x-1
six>0

On désigne par (CJ) la courbe de f dans le repére orthonormé

0,13,)).
1. Déterminer l'ensemble de définition de f.

2. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition.

3. Etudier les branches infinies a la courbe (C) de f
4. Etudier la continuité de f en x, =0

5. En déduire l’ensemble de continuité de la fonction f.

Exercice 3

f(x)=x?—-2x—-2; six>1

x+a ,
f(X)—xTz, six<1

On considere la fonction f définie par : {

34
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1. Déterminer le réela pour que f soit continue en 1
2. a) Trouver le domaine de définition de la fonction h définie par :

x?—2x—-3

h(x) = 3x —9

b) Déterminer un prolongement par continuité en 3 de h.

Exercice 4

Soit f la fonction de la variable réelle x définie sur R par :

flx) =x3—3x*+3

1. Justifier que f est bien continue sur R

2. Calculer f(2); f(3) et f(2) X f(3)

3. En utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, montrer que
I’équation f(x) = 0 admet au moins une solution a € [2; 3]

4. Comment doit étre la fonction f sur [2; 3] pour que cette solution
soit unique ?

5. Donner un encadrement de a a 107! prés, puis en déduire une
valeur approchée de a.
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DERIVATION

Exercice 1

Soit f 1 tion défing fO)=x+DVx+1—-1;six>-1

oit f la fonction définie par :

flaf Jinie p f(x)=lx+i ;o six < —1
2 2x

1. Préciser l’ensemble de définition de f

2. Etudier la continuité de f en x, = —1

3. Etudier la dérivabilité de f enx, = —1

Exercice 2

Soit h la fonction numérique définie par : h(x) = 1+xx_1

1. Déterminer le domaine de définition D), de h

2. Démontrer qu’il est possible de prolonger h par continuité en
x=0

3. Soit g le prolongement par continuité de h enx =0

a) Définir g.

b) Préciser le domaine de définition D, de g.

c) Etudier la dérivabilité de g en x = 0.

d) Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

Exercice 3

f(x)=x%—-1; six<1

f(x):z—:; six=>1

Soit f la fonction définie par {

1. Démontrer que [ est continue en 1

2. Etudier la dérivabilité de f en 1.
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3. Déterminer une équation de la demi-tangente a gauche et une
équation de la demi-tangente a droite a la courbe représentative de
f au point d’abscisse 1.

Exercice 4
Soit f la fonction définie par :

f(x) =3-2x; six<0
{f(x)=2x+3+\/§; six>0

1. Déterminer l'ensemble de définition de f .

2. Démontrer que la courbe représentative de f admet une demi-
tangente a gauche et une demi-tangente a droite au point
d’abscisse 0.

3. Déterminer une équation de chacune de ces demi-tangentes.

Exercice 5
1. Déterminer la dérivée de la fonction f :

a) f(x) =4x3—-5x2—-2;b) f(x) = (x3+3x)(x* —3);

2—-3
Q) f() = 2% +3)%; ) f() = == ;) f() =*7 =3

9) fx) =3 +2)W2—x; h) f(x) = cos?x ;i) f(x) = sin2x;

7)) f(x) =x+sinx; k) f(x) =xcosx ; 1) f(x) = ﬁ ;m) f(x) = tan®x;

0) f(x) = sin®x + cos®x; p) tan (2x + g)

2. Déterminer les fonctions dérivées de f o g et g o f dans les cas
suivants :

a) f(x)=3x—2etg(x)=4x*+x+1

b) f(x) =+vx etg(x)=sin3x
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Exercice 6

1. Déterminer la fonction polynome du second degré f telle que :

fO)=4;f(0)=3etf(1)=3.

2. Soit a et b deux nombres réels. On considere la fonction g définie

par:g(x)zax+b+$

a) Calculer les valeurs dea et b sachant que : g(2) = 2 et
g9'2)=0

b) Donner une équation cartésienne de la tangente au point
d’abscisse 2 de la courbe représentative de g

3. Soit h la fonction définie par h(x) = V4 — x? et (C) sa courbe
représentative.

a) Démontrer que (C) est un demi-cercle de centre O, dont on
déterminera le rayon. Tracer (C).

b) Préciser 'ensemble de dérivabilité de h, puis déterminer sa
fonction dérivée.

Exercice 7

1. Soit a et b deux nombres réels. On considere la fonction f définie
ar: f(x) = 3x2+ax+b

par . T x%41

Déterminer a et b pour que la représentation graphique de f :

e Passe par le point A(0; 3)
e Admette en A une tangente d’équation’y = 4x + 3

2. Déterminer le réel a pour que la représentation graphique de la
fonction g(x) = 2x3 + ax? + 3 admette au point d’abscisse 1 une
tangente paralléle a l'axe des abscisses.

3. Soit h la fonction définie par : h(x) = x|x — 3|

a) Etudier la continuité de f en 3
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b) Calculer le nombre dérivée de f a droite et a gauche en 3. f
est-elle dérivable en 3 ?

Exercice 8

2
X Soit (C) la courbe
x+1

représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (0;7;])

Soit f une fonction définie par : f(x) =

1. Déterminer 'ensemble de définition de f
2. Calculer les limites aux bornes de ’ensemble de définition de f

3. Préciser les branches infinies a la courbe (C) de f

4. Calculer la dérivée f' de la fonction f

5. Donner le sens de variations de la fonction f

6. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

Exercice 9

. . PP 2 3
Soit f,, une fonction définie sur R par : f,(x) = % avecm un

réel. On désigne par (C,,) la courbe représentative de f,, dans le
plan muni du repére orthonormé (0;7;]).

1. Calculer les limites de f,, en —oo et en +oo.
2. Préciser la branche infinie a la courbe (C,,) de f,
3. Calculer la dérivée f,, de la fonction f,,

4. Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par un point fixe I
dont on déterminera les coordonnées.

Exercice 10

Soit f la fonction numérique de la variable x définie par :
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fx)=2+xvl—x;six<1

) = 4x + 4 x> 1
fx _x2—6x+9'Slx_

La fonction f est définie et continues sur R — {3}

1. Etudier la dérivabilité de f en x, = 1.

2. Déterminer, suivant les valeurs de x, la dérivée f' de f
3. Dresser le tableau de signe de f'

4. Dresser le tableau de variation de f.

On donnelim,_,_, f(x) = —0 etlim,_ o f(x) =0

Exercice 11

Soit f la fonction numérique définie par :

{f(x)=x3+1; six <0

f(x)=x+\/m; six=>0
La fonction f est continue sur R.
1. a) Etudier la dérivabilité de f enx, =0
b) En déduire 'ensemble de dérivabilité E, de f

. a) Montrer que :

f'(x) = 3x?; six <0
00 _x+Vxr+1
R

b) Déterminer le signe de f'(x)

:six >0

. a) Calculer les limites de f en —o et en +

b) Dresser le tableau des variations de f

fx)

X

fx)-f(-1)

. Calculer lim
X—+oo x+1

etlim,__.
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ETUDE DE FONCTIONS

Exercice 1

1—4x2

On consideére la fonction f définie par : f(x) = et on désigne

2—x
par (C) la courbe représentative de f dans un plan muni d’un

repére orthonormé (0; T; J). Unité graphique : 2 cm.

1. Préciser l'ensemble de définition Ef de f

2. Déterminer les réels a,b etc telsqueVx € Ef; f(x) =ax+b + i

3. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation

4. Montrer que la droite d’équation (A) est asymptote a la courbe
(C) puis étudier la position de la courbe (C) par rapport a la droite
(A). En déduire Uautre asymptote.

5. Tracer (C) et les deux asymptotes.

Exercice 2

2 -
On considére la fonction numérique f définie par : f(x) == (;ff)f et

on désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan muni
d’un repére orthonormé (0;1;])

1. Préciser l’ensemble de définition de f

2. Etudier les limites aux bornes de son ensemble de définition

3. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation
4. Etudier les branches infinies de la courbe (C)

5. Montrer que la droite (D) d’équation y = 1 est asymptote a (C)
puis étudier la position de (C) par rapport a la droite (D)

6. Construire (C) et (D)
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Exercice 3

xZ
o et (C) la courbe de f

dans le plan muni d’un repére orthonormé (0;1;]).

Soit f une fonction définie par : f(x) =

1. Déterminer 'ensemble de définition de f
2. Calculer les limites de f en —x et en +oo.

3. Montrer que la droite (D) d’équation y = 1 est une asymptote
horizontale a la courbe (C).

4. Etudier la position de (C) par rapport a (D).

3x(x+2)
(x2+3x+3)2

5. Montrer queV x € R, f'(x) =

6. Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau de variation.

7. Tracer la droite (D) et la courbe (C) de f.

Exercice 4

x? .
g(x)zm; six<0

Soit g une fonction définie par :
gx)=x3+3x; six>0

1. Déterminer 'ensemble de définition de g

2. Calculer les limites aux bornes de E,.

3. Etudier la continuité de g en x, = 0

4. Etudier la dérivabilité de g en x, = 0

5. Interpréter géométriquement les résultats obtenus.

6. a) Déterminer les équations de demi-tangentes a la courbe (C) de
genxy, =10
b) Donner la nature du point 0(0; 0)

7. Etudier les branches infinies a la courbe (C)
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8. Construire la courbe (C) de g.

Exercice 5
Soit a et b deux réels. On considere la fonction [ définie par :

3x2+ax+b

fe) = x%+1

1. Déterminer a et b, pour que la courbe (C) de f soit tangente au
point d’abscisse 0 a la droite d’équation 'y = 4x + 3

2. Pour les valeurs de a et b trouvées a la 1¢ question, démontrer

4x
x2+1°

que pour tout réel x, f(x) =3 +
3. Etudier les variations de f
4. Démontrer que le point 1(0; 3) est un centre de symétrie de (C).
5. Etudier les branches infinies de la courbe (C) de f.

6. a) Tracer (C) et sa tangente au point I.

b) En déduire la courbe (C") de la fonction g définie par
g(x) = —f(x)

Exercice 6

2x%43x—6

On considére la fonction numérique f définie par : f(x) = ———

1. Déterminer le domaine de définition de f

2. Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition

3. Calculer le réel a tel que : f(x) = 2x +a — x%

4. Démontrer que la droite d’équation y = 2x — 1 est une asymptote
a la courbe de f
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5. Donner la nature et l’équation de Uautre asymptote de la courbe
de f

6. Calculer la dérivée de f puis donner son signe sur Dy
7. Dresser le tableau de variations de f sur Dy

8. Tracer la courbe de f dans le plan rapporté au repére
orthonormé (0;1;)

9. Montrer que I(—2; —5) est centre de symétrie a la courbe de f.

Exercice 7

2_
On consideére la fonction numérique f définie par : f(x) = %
1. Déterminer le domaine de définition de f

2. Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

3. Calculer trois réels a,b etc tels que : f(x) =ax+ b + xC:

4. Démontrer que la droite (D) d’équationy = 2x — 1 est asymptote
a la courbe de f au voisinage de —oo et +
5. Etudier la position de la courbe par rapport a la droite (D)

6. Donner la nature et 'équation de 'autre asymptote a f

7. Calculer la dérivée de f puis donner son signe sur Dy

8. Dresser le tableau de variations de f sur Dy

9. Tracer la courbe de f dans le plan rapporté au repere
orthonormé (0;1;)

10 Démonter que la courbe de f admet un centre de symétrie I(a; b)
que l'on précisera.




Cours d’encadrement ¢ domicile : +242 06 810 90 90 / +242 06 713 32 41

Exercice 8

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction définie sur R par : g(x) = x3+3x+ 8

1. Etudier les variations de g sur R
2. Dresser le tableau de variation de g

3. Monter que l’équation g(x) = 0 admet une solution unique a.
Justifier que a € 1—1,6; —1,5 [ puis déduire le signe de g(x).

Partie B : Etude de la fonction f

x3-4

Soit f une fonction définie sur R par : f(x) = —

Soit (C) sa courbe représentative dans un repere.

xg(x)
(1+x2)2

1. Déterminer la dérivée f'(x) de f(x). Montrer que f'(x) =

2. En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de
variations.

a) Déterminer deux réels a et b tels que : pour tout réel x,

ax+b
f(x)—x+1+x2

b) Etudier la position relative de (C) et de la droite (D)
d’équationy = x

c) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est une
asymptote a (C)

d) Déterminer les abscisses des points de (C) en lesquels la
tangente est paralléle a la droite d’équationy = x

3. Tracer (C), (D) et les tangentes obtenues a la question
précédente. On prendra f(a) = —2,2692.
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Exercice 9

Soit la fonction numérique h définie par :

h()_2x2+3x+3 <1
=T 2 r=

h(x)=—x—-9+6Vx+3;x>1

(Cy) désigne sa courbe représentative dans le plan rapporté au
repére orthonormé (0;1;]). Unité graphique : 1 cm.

1. Déterminer le domaine de définition D;, de h.

2. Calculer les limites de h aux bornes du domaine de définition Dy,
de h.

3. a) On admet que h est continue au point x = 1, étudier la
Dérwvabilité de hen x = 1.
b) En déduire les équations cartésiennes des demi-tangentes a
la courbe de h en x = 1.

4. Suivant les intervalles de x, calculer la dérivée h' de h

5. Dresser le tableau des variations de h.

6. Etudier les branches infinies a la courbe de h

7. Construire la courbe de h dans le plan rapporté au repere
orthonormé (0;1;]).
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FONCTIONS CIRCULAIRES

Exercice 1

Le repere (0,1,]) est orthonormé.

Soit f la fonction définie par : f(x) = 4sin’x. cos2x.
On désigne par (C) la courbe représentative de f.
1a) Démontrer que f est périodique, de période T.

b) Démontrer que la droite d’équation x = % est un axe de symétrie
de (C).

2a) Démontrer que :

Vx € R,f'(x) = 4sin2x(1 — 4sin’x).

b) Dresser le table de variation de f sur [0; g]

3) Tracer (C) sur [— 3, 3%

Exercice 2

Le repére (0,1,]) est orthonormé.

Soit f la fonction définie par : f(x) = 2sinx + sin2x.

On désigne par (C) la courbe représentative de f.

1) Démontrer que f est impaire et périodique, de période 2.
2) Démontrer que :

Vx € R, f'(x) =22cosx —1)(cosx + 1).

3) Dresser le tableau de variation de f sur [0; ].

71'[ 71T

4) Tracer (C) sur |——;—|.
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Exercice 3

Le repere (0,1,]) est orthonormé.

Soit f la fonction définie par : f(x) = —2cosx — %cost.

On désigne par (C) la courbe représentative de f.

1) Démontrer que f est paire et périodique, de période 2.
2) Démontrer que :V x € R, f'(x) = 2sinx(1 + cosx).

3) Dresser le tableau de variation de f sur [0; ].

4) Tracer (C) sur [—7?”;7?” .

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = 2sin3x — 3sinx.

On désigne par (C) sa courbe présentative dans un repére
orthonormée (0,1,]).

1) a) Etudier la parité de f.
b) Montrer que f est périodique de période 2.

2) Montrer que la droite d’équation x = % est axe de symétrique de
la courbe (C).

3) En déduire que l'on peut réduire lintervalle d’étude a lintervalle

I = [0; g] et expliquer comment l’on obtient alors la courbe (C)

complete.

4)a) Démontrer que pour tout réel x, f'(x) = —3cosxcos2x.
b) Etudier le signe de f'(x) et dresser son tableau de variation
sur Uintervalle L.

5) Tracer la courbe (C) sur [—2m; 2m].
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Exercice 5
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = cos4x + 2sin2x.

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormée

0,1,)).

1. Démontrer que f est périodique de période .

2. Démontrer que la droite d’équation x = % est un axe de symétrie
de (C).

3. En déduire que l'on peut réduire l'intervalle d’étude a Uintervalle
I = [—% ; %] et expliquer comment l’'on obtient alors la courbe (C)

complete.
4. a) Vérifier que f'(x) = —4cos2x(2sin2x — 1).

b) Etudier le signe de f'(x) et dresser son tableau de variation
sur L.

5) Tracer la courbe (C) sur lintervalle [—m; ).

6) Résoudre graphiquement l’équation f(x) = 1 dans [-m; m].

Exercice 6
Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (cos2x + 2)sinx.

On note (C) sa courbe représentative dans un repéere orthonormé

0,1)).
1. a) Etudier la parité de f.
b) Démontrer que f est périodique de période 2.

2) Démontrer que la droite d’équation x = % est un axe de symétrie
de (C).

3) En déduire que l'on peut réduire lintervalle d’étude a Uintervalle

[0; %] et expliquer comment l’'on obtient alors la courbe (C)compléte.

49
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4)a) Démontrer que f'(x) = (3 — 6sin’x)cosx.
b) Etudier le signe de f'(x) dresser son tableau de variation sur L.

5) Tracer la courbe (C) sur lintervalle [—2m; 2.

Exercice 7
Soit la fonction f définie sur R par : f(x) = (1 + cosx)sinx.

On note (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormée

(0,7,)).
1) a) Etudier la parité de f.
b) Démontrer que f est périodique de période 2.

2) En déduire que l'on peut réduire l'intervalle d’étude a Uintervalle
I = [0; ] et expliquer comment l’on obtient alors la courbe (C)
complete.

3)a) Vérifier que f'(x) = cos2x + cosx.

b) Etudier le signe de f'(x) et dresser son tableau de variation sur
Uintervalle 1.

4) Tracer la courbe (C) sur lintervalle [—2m; 2.

Exercice 8
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2cos?x + sin2x.

On désigne par (Cf) la courbe représentative de f dans le plan
rapporté au repére orthonormé (0,1,]) d’unité graphique 4 cm.

1) a) Démontrer que, pour tout x € R, f(x + ) = f(x). Que peut-on
en déduire concernant (C;) ?

b) Montrer que la courbe (Cf) admet la droite d’équation x = %

comme axe de symétrique.
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2) a) Montrer que pour tout x € R, f(x) = 2cosx(cosx + sinx).

b) Démontrer que pour tout x € R, f'(x) = 2+/2sin G - Zx).

51

c) Etudier les variations de f sur l'intervalle E Al

3) a) Tracer la courbe (C;) représentant la restriction de f a
Uintervalle I.

b) Comment obtient-on la courbe (Cf) a partir de la courbe (C;) ?

Exercice 9

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x + cos?x et (C)
sa courbe représentative.

1) a) Démontrer que pour tout réel x,x < f(x) < x + 1.
b) En déduire les limites de f en +o et —oo.
c) Interpréter graphiquement l'encadrement précédent.

2) On note (d,) et (d,) les droites d’équationy =x ety = x + 1.
Déterminer les points d’intersection de la courbe (C) avec la droite
(d,), puis avec la droite (d,).

3)a) Déterminer la fonction dérivée f” de f. Montrer que pour tout
réel x, f'(x) =1 — sin2x.

b) En déduire le sens de variations de la fonction f.

c) Résoudre dans R ’équation f'(x) = 0.

4)a) Dresser le tableau de variations de f sur [0; m].

b) Tracer (d,), (d,) et la représentation graphique de f sur [0; r].
5) a) Démontrer que pour tout réel x, f(x + ) = f(x) + m.

b) Comment déduit-on la courbe (C) de la représentation graphique
de f sur [0; rt].
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SUITES NUMERIQUES

Exercice 1

On considere la suite (U,) définie par sur N par :

U0=1
2U
Un+1:U :2
n

1) a) Démontrer que la suite (V,) définie sur N par :V,, = :

suite arithmétique.

b) Préciser sa raison et son premier terme.

c) ExprimerV,, puis U, en fonction de n.

2) Calculer la somme S,, =V, +V; + -+ V,, en fonction de n.

3) Etudier la convergence de la suite (U,,).

Exercice 2

On considere la suite (U,) définie par : U, 1 = %; n=>1letU; =3.

1) Calculer U, et Us;.
2) a) Montrer que la suite (U,) est majorée par 1.
b) Montrer que la suite (U,) est décroissante.

c) En déduire que (U,) est convergente.

Up+1
Up—1"

3) On pose V,, =

a) Montrer que (V,,) est une suite arithmétique. Préciser son premier
terme.

b) Exprimer V,, puis U, en fonction de n.
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c) Déterminer la limite de la suite (V,).

Exercice 3

Soit (U,) et (V,) deux suites définies pour tout entier naturel n par :

n n+2
U, =—etV =—
n n+1 n n+1

1) Etudier la monotonie des suites (U,) et (1;).
2) Vérifier que V, — U,, > 0
3) Calculer la limite des suites (U,) et (V).

4) En déduire que les suites (U,) et (V,) sont adjacentes.

Exercice 4

U0=1
1

On donne la suite réelle (U,)nen définie par : {

Soit (V) nen, la suite réelle définie par : V,, = U, + a ot a € R.
1) Déterminer le réel a pour que (V,,) soit une suite géométrique.

2) On pose a = —6, déterminer le premier terme et la raison de la
suite (V).

3) Ecrire V,, et U, en fonction de n.

4) Calcu,lerSSO == UO + U1 + Uz + -+ U50.

Exercice 5

On consideére la suite numérique (U,) définie par U, = 3 et pour tout

— Un
neN, Uny1 =
n
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1) Prouver que la suite (V,)nen de terme général V,, = Ui est une

n

arithmétique dont on déterminera le premier terme et la raison.
2) Exprimer V,, en fonction de n, puis U, en fonction de n.

3) Calculer S, = Vo +V, + -+ V.

Exercice 6

On considere la suite (U,) définie par :

1 3Up—1

U0=EetUn= VTlEN*

2Up_1+1’

1) Calculer U; et U,.

2) On considere la suite (V) définie par V,, =1 — ui
a) Montrer que (V,,) est une suite géométrique.
b) Exprimer (V,) puis (U,) en fonction de n.

1

3) On pose : S, = Yji-oVi et Sy, = Y- = Exprimer S,, et S, en fonction

de n.

Exercice 7

Soit (U, )nen la suite numérique définie par :
UO ES 2

1

(V) est une suite numérique définie par : V,, = U, —3a,Vn € N.

1. Déterminer la valeur de a pour laquelle (V},,) est une suite
géométrique dont on dont on précisera la raison.

2. Ondonnea =1.

a) Montrer que V,, = — G)n

b) En déduire l'expression de U,, en fonction de n.
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c) Calculer la limite de la suite (U,,).
3. Soit les sommes S, = Vo + Vi + -+ Vs etY,=Uy+ U+ Upyq.

a) Calculer la somme S,, en fonction de n.

b) En déduire Uexpression de Y, en fonction de n, puis calculer
limY,,.

Exercice 8
On définit la suite numérique (U,),n € N par:
Uo =4 et Upyy =5 Uy — 3.
1. Calculer U;.
2. a) Démontrer par récurrence que la suite (U,) est majorée par —6
b) Montrer que la suite (U,) est décroissante.
c) Justifier alors qu’il existe un réel unique a tel que lim,,_,,, U, = «
3. Soit la suite numérique (V,,) définie parV,, = U, — U,_4,n € N*

a) Démontrer que (V) est une suite géométrique de raison %
. 5 (1\"
b) Montrer alors que : Vn € N*, U, —U,_; = -3 (E) .

. g . 5 (1\"
c) En déduire que :Vn € N*, U, :5(5) -6

4. Déterminer ainsi la valeur numérique de a.

Exercice 9

u0=7

Su,,q — 2w, = 6 pour tout

Soit la suite numérique (u,) définie par : {

ndeN
1. Exprimer u,,, en fonction de u,

2. Calculer le deuxiéeme terme de la suite (u,)
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3. On pose la suite (v,) par : v, = u, — 2. Pour toutn de N.

Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la
raison et le premier terme.

4. Exprimer v, puis u, en fonction den
5. Etudier la convergence des suites (v,) et (u,)
6. Onpose S, =vy+v, +v, +--+ 1,

a) Exprimer S,, en fonction den
b) Calculer la limite de S,

Exercice 10

La suite de terme U,, est définie par :

2Un—1+tUn—2

U =2;U,=1etVvneN-{0;1;2}: U, = 3

La suite de terme général W,, est définie par :
vneN—-{0;1}:W,=U, —U,_,.
1) Calculer W,, en fonction de W,,_;.

2) Montrer que (W,,) est une suite géométrique dont on calculera le
premier terme W,. Exprimer W,, en fonction de n.

3) Calculer S, = W, + W5 + -+ W,
4) Calculer S, en fonction de U,, — U;.

5) En déduire Uexpression de U, en fonction de n.

6) Quelle est la limite de U,, lorsque n tend vers linfini ?




Cours d’encadrement ¢ domicile : +242 06 810 90 90 / +242 06 713 32 41

Exercice 11

uO = 1
4un_; pour tout
1+u,

n+1 —

1- Soit la suite réelle (U,) définie sur N par : {

n € N.

a) Calculer u, etu,.
b) Montrer, par récurrence, que pour toutn e N;0 <u, < 3.

2- Soit la suite (v,) définie sur N par v, = Un=3

Un

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison q = i.

b) Exprimer (v,) et (u,) en fonction de n.
c) Calculer la limite de la suite u,,.

3- On considere la suite (w,) définie sur N parw, = ui et on pose
Sn=wog+w; +w, + -+ w,.
a) Montrer que pour toutn € N; w, =1 —v,.
8 1 n+1
b) Montrer que pour toutn € N; S, = (n+1) + 3 [1 - (Z) ]

c) Calculer la limite de %" quand n tend vers +oo

Exercice 12

Sur une droite D munie d’un repére (0;1), A, et B, sont des points
d’abscisses respectives —4 et 3. Pour tout entier naturel n, on note :
A, +1 le barycentre de (A,; 1) et (By; 4) ; Bhyq le barycentre de

(A,;3) et (By; 2).

1) Placer les points Ay , By , A, , B1.

2) Les points A,, et B, ont pour abscisses respectives a,, et b,. Ainsi
a,o = _4 etbo = 3.

Démontrer que pour tout ndeN, a,,., = %(an + 4b,,) et
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1
bpy1 = §(3an + an)

3) a) Démontrer, par récurrence que pour tout entier naturel n :
3a, +4b, =0

b) En déduire que : a, 1 = —éan etb, 1 = —%bn

4) a) Exprimer a,, et b, en fonction de n.

b) Déterminer les limites de a,, et b, quand n tend vers +oo

c) Interpréter ce résultat a l’aide des points A,, et B,,.
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PRIMITIVES ET INTEGRALES

Exercice 1

Soit f une fonction définie sur R par : f(x) = 3x*> — 8x — 3
1. Montrer que la fonction F définie, pour tout réel x, par
F(x) = x3 — 4x? — 3x est une primitive de f sur R.

2. Déterminer l'ensemble des primitives de f sur R

3. Déterminer la primitive F; de f telle que F,(0) =1

Exercice 2

Soit f et F deux fonctions définies par :

f(x) = JZC+1 et F(x) =vVx?%+ 1.

X

1. Montrer que F est une primitive de f .

2. Calculer lintégrale I = f_ll f(x)dx

Exercice 3

1. Comment vérifier que F est une primitive de f sur un intervalle
I?

2. Soit f et g deux fonctions continues sur I = [—1;0] par

fx) =

2x+1
(x2+x-2)3

1
2(x2+x-2)2

etg(x) = -
Montrer que g est la primitive de f sur I

3. Qu’est-ce-que l'intégrale d’une fonction continue ?

4. Soit f une fonction continue sur I = [a; b] et F une primitive de f.

59
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2x+1
1 (x2+x-2)3

On rappelle que ff f(x)dx = F(b) — F(a). Calculer ] = f_o

Exercice 4

On pose les fonctions numériques F et f définies sur R par :
F(x) =ax3—%x2+bx—5;f(x) =x%2—x+2.

a et b sont deux réels.

1. Déterminer la dérivée F' de F en fonction des réels a et b

2. En déduire les valeurs de a et b pour que F soit une primitive de
f surR.

3. On donne a = § ;b = 2. Calculer Uintégrale I = fol(x2 —x + 2)dx

On rappelle que : ff h(x)dx = H(b) — H(a) avec H primitive de h.

Exercice 5

Calculer les intégrales suivantes :

1 4 4
Azjx“dx;B:j|x—2|dx;C=j(x—|x—1|)dx;
0 0 0

T

5 7l T T
D =j |x%2 —9|dx; E =j cosxdx : F =f cos’xdx ; G =f tan’xdx
—4 0 -1 0

Exercice 6

On donne :

s

T
E =f cos’xdx ethf sin’xdx
0 0

1. Calculer E+ F etE —F
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2. Endéduire E et F.

Exercice 7
On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = sin*x
1. Exprimer sin’x ainsi que cos?x en fonction cos2x.

2. Exprimer sin*x en fonction de cos2x et cos4x.

3. Calculer I = [ f(x)dx

Exercice 8

1. Calculer I et dJ tels que I = f01 3xVx2+7dx et] = fol sin®mxcosmxdx

2. Soit h la fonction définie, continue sur R, par :

x(x3+3x+8)
(x2 +1)2

h(x) =

3_
a) Montrer que la fonction H définie sur R par H(x) = ij est une
primitive de h

b) Calculer | = fol h(x)dx
3. Soit f une fonction définie sur R par :
f(x) =(Bx?*+5)(x3+5x—2)

a) Calculer l'intégrale I = foz f(x)dx

b) Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur lintervalle
1 =10;2].
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STATISTIQUES

Exercice 1

On considere la série statistique suivante, donnant les notes de
Mathématiques d’une classe de Premiere C :

Notes (x;) 1 2 4 7 8 | 10| 12
Effectif(n;) | 8 | 15| 19| 31| 11| 10| 6

1. Quel est Ueffectif total de cette série ?

2. Déterminer la médiane puis le mode de cette série

3. Calculer les 1¢r et 3¢ quartiles
. Déterminer ’écart interquartile puis lintervalle interquartile
. En déduire le coefficient inter quartile relatif a cette série
. Calculer les 1¢r et 9¢ déciles

7. Déterminer ’écart inter décile puis l'intervalle inter décile

8. Calculer la moyenne pondérée de la série.
9

. Construire le diagramme en boite de cette série statistique.

Exercice 2

On a interrogé les 250 éleves de premieres C & E du Bureau du
Centre Académique sur leur nombre de freres et sceurs. Voici les
résultats :

Nombre (x;)
Effectif (n;)

Fréquence (en %)
FCC
ECC
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1. Recopier et compléter le tableau avec les fréquences en % ; les
fréquences cumulées croissantes et les effectifs cumulés croissants.
. Calculer la moyenne puis l’écart moyen de cette série.
. Calculer la médiane M, de cette série.
. a) Déterminer Q et Q5 relatifs aux premier et troisieme
quartiles.
b) Déterminer lintervalle inter quartile I, ainsi que l’écart
interquartile E
. a) Déterminer le premier et le neuvieme décile de cette série,
notés respectivement D, et Dy.

b) En déduire Uintervalle inter déciles.

Exercice 3
Partie A

On considere la série statistique présentée dans le tableau suivant.

Classe C; [0; 4[ [4; 8] [8; 12] [12;16[ | [16;20]

Effectif n; 3 7 13 5 2

1. Déterminer la classe modale ainsi que le mode de cette série.
2. Déterminer Uamplitude et le centre d’une classe de cette série.
Partie B

On considere la série statistique suivante, donnant les notes de
Mathématiques d’une classe de Premiere E :

Notes x; 2 6 10 14

Effectif n; 3 7 13 5

1. Quel est Ueffectif total de cette série statistique ?

2. Calcule la moyenne de la série.
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3. Déterminer :

a) La variance
b) L’écart-type
c) Le coefficient de dispersion ainsi que l’étendue de cette série.

Exercice 4

Le tableau suivant donne le chiffre d’affaire d’une entreprise en
milliers de francs, pendant huit années consécutives.

Numéro de Uannée (x;) 1 2 3 4 5 6 7 8
Chiffres d’affaires (y;) 41 | 68| 55| 80| 95| 104|100| 122

1. Représenter le nuage de points (M;),<i<g ASSOCié a cette série
statistique.

2. a) Calculer les coordonnées de G, point moyen du nuage.
b) Déterminer une équation de la droite de régression dey en x

puis représenter cette droite.

3. On partage le nuage de points en deux parties d’effectifs égaux :
(M;)1<i<4 €t (M;)s<i<s-

a) Déterminer les coordonnées de G, et G,, points moyens
respectifs des nuages partiels ainsi obtenus.

b) Déterminer une équation de la droite (G,G,) puis représenter
cette droite.

c) Démontrer que G appartient a la droite (G,G,).

4. En supposant que l’évolution du chiffre d’affaires de cette
entreprise gardera la méme tendance, déterminer ce chiffre
d’affaires pour la 9¢ année :

a) A Uaide de la droite de régression dey en x
b) A laide de la droite (G,G,).
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DENOMBREMENT

Exercice 1

Une urne contient 4 boules rouges, 3 boules blanches et 4 boules
noires. On tire simultanément 3 boules de l'urne.

1. Combien y a-t-il de tirages possibles ?
2. Combien y a-t-il de tirages comprenant :

a) 3 boules de méme couleur ?
b) 3 boules de couleurs différentes ?

Exercice 2

Un sac contient 4 boules rouges et 3 boules blanches. Les boules
sont indiscernables au toucher. On tire simultanément et au hasard
deux boules de ce sac.

1. Déterminer le nombre de tirages possibles.

2. Déterminer le nombre de tirages d’avoir deux boules rouges.

3. Calculer le nombre de tirages d’avoir deux boules blanches

4. Calculer le nombre de tirage d’avoir deux boules de couleurs
différentes.

5. Calculer le nombre de tirage d’avoir deux boules de méme
couleur.

Exercice 3

Une urne contient 4 boules rouges, 2 boules blanches et 4 boules
noires toutes indiscernables au toucher. On tire simultanément 3
boules de l'urne.

1. Combien y-a-t-il des tirages possibles ?

2. Combien y-a-t-il des tirages comprenant :
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a) 3 boules de méme couleur ?

b) 3 boules de couleurs différentes ?
c) Exactement 2 boules rouges ?

d) Au plus 2 boules blanches ?

Exercice 4

Une urne contient deux boules rouges marquées R, et R, et deux
jaunes marquées J; et ],. On tire au hasard une premiéere boule
dans l'urne sans remettre puis une deuxieme boule.

On note a chaque tirage la couleur et le numéro tirés.

1. Construire un arbre pour représenter la situation

2. a) Quel est le nombre des issues possibles ?

b) Donner l’ensemble des issues possibles.
3. Ecrire sous forme d’ensemble les événements suivants :
A « Obtenir deux boules de méme couleur ou de méme numéro »
B « Obtenir deux boules portant des numéros ayant un écart de 1 »

4. Déterminer l’événement « A et B »
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PARTIE C

Geometrie
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OUTIL VECTORIEL DU PLAN

Exercice 1

Soit ABC un triangle, et les points E et F définis par :

AE=BC—§BA; AF=§AC—AB

1. Placer les points E et F.

—

2. Démontrer que EF = %BC .

3. Que peut-on en déduire pour les droites (EF) et (BC) ?

Exercice 2

Soit ABC un triangle quelconque. Les points I, J, K sont les milieux
respectifs des segments [BC], [AC] et [AB]. L le point du plan tel que
KL = BJ

1. Faire une figure.

2. Démontrer que les droites (CL) et (Al) sont paralleles.

Exercice 3
Soit ABC un triangle.

1. Placer les points D et E définis par :

AD = 245 + AC ; BF = BC.
2. Montrer que A, D, E sont alignés.

3. Soit F le point défini parﬁ = %E o %R Montrer que E est
milieu de [AF].
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Exercice 4

Soit ABCD un parallélogramme de centre L

1. Construire le point M tel que IM=TA+1D etle point N tel que
IN=1B +1IC.

2. Démontrer que IM +1IN = 0. Que peut-on déduire ?

3. Justifier les deux égalités suivantes : BN =1IC etIC = Al. En
déduire la nature du quadrilatere ABNL

Exercice 5

Dans un triangle ABC, on considére par M le milieu de [AB], par I
celui de [MC] et K le point tel que CK = %Ef

1. Montrer queﬁ = %AB + %AB et AK = %AB + %TC

2. En déduire que les points A, I, K sont alignés.

Exercice 6
Soit un triangle ABC. M, N et P sont les points tels que :
—_— 4 —

AP=§E;W=§R et BM = ZBC

1. Faire une figure.

2. a) Montrer que PN = %(Zﬁ — 4B)
b) En écrivant PM = PA + AB + BM, exprimer PM en fonction de
AB et AC

3. a) Déterminer les coordonnées des vecteurs PM et PN dans la

base (R , ﬁ)
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b) Montrer les vecteurs PM et PN sont colinéaires.

Exercice 7

Soit ABC un triangle vérifiant : AB = 3cm; BC = 4cm. M, N, P les
points définis vectoriellement par :

AW = Y4C; AN = 145 et BF = 20F.

1. Faire une figure et exprimer MN et MP en fonction de AB et AC.
2. En déduire que M, N et P sont alignés.

3. Soit I le milieu de [AC] et J le symétrique de C par rapport a B.

Exprimer IJ en fonction de AB et AC et montrer que IJ et MN sont
colinéaires.

4. Quelle est la position des droites (I]) et (MN) ?

Exercice 8

Soit ABCD un parallélogramme et les points I et J milieux respectifs
des segments [AB] et [CD].

1. Démontrer que les droites (ID) et (JB) sont paralléles.

1— —_— —_—

2. Construire les points M et N tels que AM = §AC et AN = %AC

Démontrer que les points M et N appartiennent respectivement aux
droites (ID) et (JB)

3. Démontrer que MINJ est un parallélogramme.
4. Soit E le point d’intersection des droites (ID) et (BC).

Démontrer que B est le milieu du segment [CE ]
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Exercice 9

ABC est un triangle.

1. Placer les points D, E et F tels que : AD = zﬁ + %ﬁ; BE = —%HS’)
et F est le milieu de [AC].

2. Exprimer, en le justifiant, le vecteur AB en fonction de FE.
3.a) Exprimer le vecteur AE en fonction de AB et AC.

b) En déduire un réel k tel que AD = kAE.

c) Que peut-on alors conclure ?

4.a) Placer le point M tel que : MA — 3MB = 0.

b) Placer le point G symétrique de F par rapport a C. Montrer que

GA = ;ﬁ puis que GD = %ﬁ

c) En déduire la nature du quadrilatere AMDG.

Exercice 10

Soit ABC un triangle et un nombre x. A chaque valeur de x, on
associe le point E et F tels que :

E=§ﬁ+xﬁ etﬁzxﬁ+%ﬁ

. . 1
1. Faire une figure pour x = — 5

2. Démontrer que, quel que soit x, les vecteurs EF et BC sont
colinéaires.

3. Pour quelles valeurs de x a-t-on :

e FE et F confondus ?
e BCFE est un parallélogramme ?
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Exercice 11

Soit ABC un triangle. Soit M, N et P les points définis par :
m=%ﬁ; ﬁ=§ﬁ; BP = —2BC.

1. Placer les points M, N et P sur une figure.

2. Exprimer les vecteurs MN et MP en fonction de AB et AC.

3. Démontrer que les points M, N et P sont alignés.

4. Soit I, J et K les milieux des cotés [BC],[AC] et [AB]. On appelle
M’ le symétrique de M par rapport a J, N’ le symétrique de N par
rapport a K et P’ le symétrique de P par rapport a L

a) Exprimer M'N' et M'P' en fonction de M'P' en fonction de AB et
AC.
b) Démontrer que les points M’, N’ et P’ sont alignés.

Exercice 12
Soit ABC un triangle quelconque.

1. Construire les points D et E tels que ABCD soit un
parallélogramme et E soit le symétrique de A par rapport a D.

2. On désigne par O le centre de ABCD et par I le milieu de [DC] ;
(Al) coupe (BD) en J et la parallele a (BC) passant par J coupe
(AB) en K. On note H le milieu de [JK].

a) Que représente J pour le triangle ABC ? Justifier la réponse.
b) Exprimer 4] en fonction de AB et AC.

c) Montrer que AK = %E (on pourra, en le justifiant, utiliser
Pégalité : 3MJ = MC, ou M désigne le milieu de [AD])

d) Des questions précédentes, déduire I'expression de AH. Que
peut-on conclure ?
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Exercice 13

Soit ABCD un parallélogramme.

1. a) Construire les points E et F tels que AE = %E et AF = %Xﬁ

b) Montrer que les vecteurs EFet BC sont colinéaires.
2. a) Construire le point M tel que AM = 2BC.

b) Exprimer chacun des vecteurs BM et BF en fonction de BA et
BC.

c) En déduire que les points B, M et F sont alignés.
3.a) Construire le point I tel que Al = —%ﬁ.

b) Montrer que A est le milieu de [IB].
4.a) Construire le point J tel que Bj = %ﬁ + %B_)C

b) Montrer que les vecteurs A7 et BD sont colinéaires.

c) Montrer que les droites (I]) et (AC) sont paralléles.

Exercice 14

Soit ABCD un parallélogramme et les points I et J milieux respectifs
des segments [AB] et [CD].

1. Démontrer que les droites (ID) et (JB) sont paralléles.

2. Construire les points M et N tels que : AM = %A_)Cetm = ;TC

3. Exprimer IM et ID en fonction des vecteurs AB et AC. En déduire
que M appartient a la droite (ID).

4. Exprimer BJ et BN en fonction des vecteurs AB et AC. En déduire
que M appartient a la droite (JB).

5. Démontrer que MINJ est un parallélogramme.
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6. Soit E le point d’intersection des droites (ID) et (BC). Démontrer
que B est le milieu du segment [CE].

Exercice 15

Soit IUK un triangle. On note A le symétrique de K par rapport a J,
B le symeétrique de I par rapport a K et en fin C le symétrique de J
par rapport a L

1.a) Exprimer le vecteur AK en fonction des vecteurs AB et Al puis
Al en fonction des vecteurs AJ et AC.
b) Exprimer le vecteurT] en fonction du vecteur AK.

c) En déduire des résultats précédents que : AK = %(ZA_B) +AC).

2. Soit P le point défini par : BP = %B_C) Placer le point P et exprimer

APen fonction de AB et AC. En déduire des questions 1. et 2. Que
les points A, K, J et P sont alignés.

3. Soit Q le point défini par : CQ = = CA.

a) Exprimerﬁj en fonction des vecteurs BA et BC puis BK en
fonction des vecteurs BI.

b) Exprimer le vecteur BK en fonction des vecteurs BA et BC.

c) En déduire des résultats précédents que : BK = %(ZA_B) +AC).

En déduire que les points B, K, I et Q sont alignés.

Exercice 16

Soit un triangle quelconque ABC. P, Q et R sont les points définis

par:aRA+(1—a)RBE=0; bQA+(1—-b)QC=0
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b(1—a)PB —a(l — b)ﬁ = 0 ou a et b sont des réels distincts de 1
et O.

1.a) Construire les points P, Q, R dans le cas ot a = % etbh = %

b) Sur une autre figure, construire P, Q, R dans le cas ou a = % et

bh=21

2

c) Qu’observe-t-on dans les deux cas ?

2. Dans le cas 1. a) exprimer en fonction de AB et AC, les vecteurs

AR, AP et AQ. En déduire que RQ et RPsont colinéaires.
Que peut-on en conclure sur les points P, Q et R ?

3.a) Dans le cas du 1.a), construire les points A’, B’ et C’ tels que
ARA’Q, ACPC’ et RBPB’ soient des parallélogrammes.

b) Montrer que A'C' = RA + CP et A'B' = QA + BP

c) En déduire que : 4A'C' = 3Q'B’.

Exercice 17

Soit ABC un triangle et G le barycentre des points pondérés
(4,1); (B, —3) et (C,—2) et E le point défini par : BE = EB_)C

1. Ecrire AG a laide de AB et AC puis faire la figure.

2.a) Montrer que E est le barycentre des points pondérés (B,—3) et

b) En déduire que les points A, E et G sont alignés.

3. Soit I le barycentre des points pondérés (A,1) et (B,—3). Montrer
que G est le milieu du segment [CI].
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Exercice 18

A, B, C et D sont quatre points du plan tel que trois quelconques
d’entre eux ne soient pas alignés. G est le barycentre de

{(4,1); (B,2);(C,2);(D,1)}. On désigne par K le milieu de [AD] et L
celui de [BC]. Soit I et J les barycentres respectifs des systéemes

{(4,1); (B,2)} et {(C,2); (D, 1}.
1. Faire la figure.
2. Démontrer que G est milieu de [I]].

3. Démontrer que les points G, K et L sont alignés.

Exercice 19
On considere le parallélogramme ABCD.

Démontrer que le barycentre du systéme {(4,5); (B, 2); (C,3); (D, 3)}
est un point de la droite (AC).

Construire un quadrilatere ABCD tel que le support de chacun de
ses cotés soit sécant aux trois autres et tel que le barycentre des
points pondérés (A,5); (B,4); (C,3) et (D,4) soit un point de la droite
(AC).

Exercice 20
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Sur la figure ci-dessus, ABCD est quaderilatere, I et J sont les
milieux respectifs de [AB] et [BC] et G est le centre de gravité du
triangle ABC. On considere les points L et K tels que :

L = bar{(A,1); (D,3)} etK = bar{(C,1);(D,3)}.
1. Reproduire la figure puis placer les points L et K.
2. Soit H tel que : H = bar{(4, 1); (B,1);(C,1); (D, 3)}.

a) Montrer que H est le barycentre de G et D affectés de
coefficients a préciser.

b) Montrer que H est le barycentre de J et L affectés de
coefficients a préciser.

c) Montrer que H est le barycentre de I et K affectés de
coefficients a préciser.

3. Déduire de la question 2 que les droites (GD), (JL) et (IK) sont
concourantes en un point que l’on précisera.

Exercice 21
ABCDE est un pentagone.

G, et G, sont les centres de gravité respectifs des triangles ABC et
ADE. On considere le barycentre G des points pondérés

1. Construire G, et G,.

2. Montrer que les points G1,G, et G sont alignés. En déduire une
construction de G.

3. On définit les points H et K par :

H est le barycentre du systeme {(A,—1); (B, 2);(C,3); (D,—1)}

K est le barycentre du systeme {(4,—1); (C,—1); (D,—3); (E,—4)}

a) Montrer que G appartient a la droite (HK).
b) En déduire la position relative des droites (G,G,) et (HK).
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Exercice 22

Dans le plan affine, on considere le triangle ABC rectangle en A, I
le milieu du segment [AB] et J est le centre de gravité de ABC.

Pour tout réel m différent de — %, on note G, le barycentre du

systeme de points pondérés : S = {(4; 1), (B; m), (C; 2m)}.

Pour tout point M du plan on note V_M) = 3MA—- MB —2MC
1. Montrer que G, est le milieu du segment [CI]

2. Montrer que les points G4,] et C sont alignés.
3. Montrer que pour tout point M, W = 3BA + 24C

4. Montrer que pour tout réel m distinct de — %, AG,, est colinéaire a

AG_,

5. Montrer que le triangle IBG 1 est un triangle rectangle.
2

Exercice 23
On considere le triangle ABC.
Partie A. Des barycentres particuliers

1) Placer I ={(B,1);(C,2)};] ={(4,2); (C,1)} etK ={(4,4); (B,-1)}

2) a. Montrer que fj = %ﬁ + %ﬁ

b. Montrer que Kl = gﬁ + %A_é
c. Qu’en déduit-on pour les points I, J et K ?
Partie B. Généralisation
3) Pour tout réel m, on note : G,, = {(4,2m); (B; 1 —m); (C,2 —m)}

a. Justifier que G,, existe pout tout m réel.
b. Reconnaitre les points G,, G, et G,.
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4) a. Montrer que AG,, =

b. En déduire que JG,, = 1_Tm (4B + AC).

5) Placer les points G4, G_, et G,. Quel est ’ensemble des points G,,
quand m décrit R ?

Exercice 24

ABCD est un rectangle et I et J respectivement les milieux de [AB]
et [CD].

1.a) Construire le point F barycentre des points pondérés (4,1) et
(C,3).

b) Déterminer et construire 'ensemble E des points M du plan tel
que |MA4 + 3MC|| = AcC.

2. Soit G le point défini par GA + GB +3GC +3GD =0 et soit E
barycentre des points pondérés (B,1) et (D, 3).

a) Montrer que G est le milieu de [EF].
b) Construire les points E et G. Monter que les points I, J et G
sont alignés.

Exercice 25

ABCD est un carré de centre O.

1. Montrer que C = bar{(4,—-1); (B,1); (D, 1)}.
2. On pose S = bar{(4,1); (B,2);(C,1); (D,—2)}.

a) Montrer que S = bar{(B, 3); (D,—1)}.
b) En déduire que S est le symétrique du point O par rapport au
point B. Construire le point S.

3. a) Démontrer que, pour tout point M du plan, le vecteur
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U =—-MA+ MB + MC — MD est un vecteur constant qu’on

exprimera en fonction du vecteur AB.

b) Déterminer et construire l’ensemble £ des points M du plan tel

que : |MA+2MB + MC — 2MD|| = ||-MA + MB + MC — MD||.

Exercice 26
Soit ABC un triangle et I et J les milieux respectifs de [AB] et [AC].

1. Construire le point G barycentre des points pondérés (4, 3) et
(B,2).

2. Soit H le point défini par : 3HA + 2HB + HC = 0.

a) Montrer que H est le barycentre des points pondérés (G,5) et
(C,1).
b) Montrer que H est le barycentre des points pondérés (I,2) et

(.

c) En déduire une construction simple de H.

3. La droite (AH) coupe la droite (BC) au point K. Montrer que K est
le barycentre des points pondérés (A,1) et (H,—2).

4. a) Montrer que pour tout point M du plan on a :

3MA + 2MB + MC = 6 MH.

b) Déterminer les ensembles suivants :

E, ={M € P/||3MA + 2MB + MC|| = 6||MA — 2MH]||}

E, = (M € P/|[3MA + 2075 = |11 - 3]}
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Exercice 27

Soit ABCD un parallélogramme et H le barycentre des points
pondérés (A, 1) et (B,4) et K barycentre des points pondérés (C,2)
et (D,1).

1.a) Exprimerﬁ en fonction de AB.
b) Exprimer DK en fonction de DC.
c) Construire les points H et K.
2. Soit G le point défini par : —GA+4GB+2GC+GD =0

a) Montrer que G est milieu de [HK].
b) Montrer que BHCK est un parallélogramme.

3. Déterminer et représenter les ensembles suivants :

E, = {M € P/|-MA + 4MB| = ||2MC + MD|)}.

E, ={M € P/|-MA + 4MB + 2MC + MD|| = ||6éMC — 6MD||}.

Exercice 28

Soit ABC un triangle, I et J désignent les milieux respectifs de [AB]
et [BC].

1. Construire le point G barycentre des points pondérés (4, 3) et
c,-1).

2. Soit K le point défini par : 3KA + 2KB — KC = 0.

a) Montrer que K est le milieu du segment [BC].
b) Montrer que K est barycentre des points pondérés (I,3) et

U;_l)-

c) Déduire une construction du point K (avec justification).
. Soit F le symétrique de C par rapport a B.

a) Exprimer F comme barycentre des points B et C.
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b) Déduire que les droites (AF),(l]) et (BC) sont concourantes.

4. Déterminer chacun des ensembles suivants :

E, = {M € P/|MA + MB| = || -3MA4 + MC + 2Mi||}.

E, = {M € P/||3MA + 2MB — MC|| = ||3MI — M] }.

Exercice 29
Soit ABCD un parallélogramme.
1. Construire les points :

e [ barycentre de (4,2);(B,1);(C,2) et (D,—1).
e J barycentre de (A,—2);(B,3); (C,2) et (D,1).

2. Soit G le milieu du segment [I]]. Montrer que G est aussi milieu
de [BC].

3. Le plan est muni du repére (A,E, TC)

Déterminer les coordonnées des points I et J dans ce repére puis
montrer que la droite (I]) coupe le segment [AB] en son milieu.

4. Déterminer et construire l'ensemble E; des points M du plan
vérifiant : ||2AM + BM + 2CM + 2DM || = 2AC

5. Déterminer et construire l'ensemble E, des points N du plan
vérifiant : ||[-2AN + 3BN + 2CN + DN|| = ||[4AN — BN + CN|.

Exercice 30

Soit A, B et C trois points non alignés tel que AB = AC =5 et BC = 4.
I le milieu de [BC] et le point J défini par : B = —2BC. G le
barycentre des points pondérés (4,1); (B,3) et (C,—2).

1. Exprimer le point J comme barycentre des points B et C.

2. a) Montrer que G est le barycentre des points A et J.
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b) En déduire la position du point G sur le segment [A]].

3. a) Exprimer, pour tout point M du plan, le vecteur

MA + 3MB — 2MC en fonction de MC.

b) Exprimer en fonction d’une seule distance la norme

|MA + 3MB — 2MC]||

c) Déterminer 'ensemble E des points M tel que :

|MA + 3MB — 2MC|| = |MB + MC||

d) Tracer l'ensemble E.

4. a) Déterminer ’ensemble A des points M tel que :

(3MB —2MC) L MA

b) Justifier que le point I € A puis tracer l'ensemble A.

Exercice 31
Soit A, B, C et D quatre points distincts du plan.

E est le barycentre de (A,—1); (B, 2) et (C,—3).
F est milieu du segment [ED].

G est le barycentre de (A,1) et (D, 2).

H est le barycentre de (B, 2) et (C,—3).

1. Faire la figure.

2. Montrer que F est le barycentre de (A,—1); (B,2);(C,—3) et
(D,-2).

3. Prouver que les points G, F et H sont alignés.

4. Prouver que le point F est le barycentre des points G, B et C
munis de coefficients a préciser.

5. a) Déterminer 'ensemble D des points M du plan tels que :
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|-MA + 2MB — 3MC — 2MD|| = ||-2MA + 4MB — 6MC||

b) Exprimer MA + 2MB — 3MC en fonction de AH.

c) Déterminer 'ensemble C des points M du plan tels que :

|-MA + 2MB — 3MC — 2MD|| = ||MA + 2MB — 3MC]||

d) Déterminer ’'ensemble F des points M du plan tels que :

—MA + 2MB — 3MC — 2MD soit colinéaire a MA + 2MB — 3MC

Exercice 32
On considere un triangle non aplati ABC de centre de gravité G.

1) Ecrire la relation vectorielle vérifiée par G.

2) Soit f Uapplication du plan P dans V (ensemble des vecteurs du
plan), définie pour tout M € P par : f(M) = MA+ MB + MC.

a) Montrer queV M € P, f (M) = 3MG.
b) Montrer que si M; et M, sont deux points du plan tels que

f(M;) = f(M,) alors ils sont confondus. En déduire que G est

Punique point du plan tel que f(G) = 0.

3) Soit A’, B’ et C’ les milieux respectifs des segments [BC], [AC] et
[AB].
a) Montrer que :
VMeP,f(M)=3MA"+ A'/A=3MB"+ B'B=3MC'+ C'C.

b) En déduire que 3GA' + A'/A = 3GB' + B'B = 3GC' + C'C = 0.
c) En déduire que les médianes de ABC sont concourantes.
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OUTIL VECTORIEL DE L’ESPACE

Exercice 1

Soit A(—1;2;—3);B(0;2; —1) et C(—1;1;0) trois points de l’espace (E)

muni du repére orthonormé (0;7; J; l?)

1. Placer les points A, B et C dans ce repere.

2. Calculer les coordonnées des vecteurs E,E et BC dans la base
(0 T I_é)

3. Déterminer les coordonnées du point D tel que : AD = 24B.
4. Les points A, B, C et D sont-ils coplanaires ?

5. Calculer les coordonnées du point G, centre de gravité du
triangle ABC.

Exercice 2

Soit ABCDEFGH un cube de cété 8 cm.

1. Faire une figure.

2. Déterminer les coordonnées de tous les points de la figure dans
le repere (A; AB; AD; ﬁ)

3. Déterminer les coordonnées des vecteurs CD et FH.

4. Les vecteurs CD et FH sont-ils colinéaires ?

5. Déterminer les coordonnées des points I et J milieux respectifs
des segments [CD] et [FH].
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Exercice 3

Dans l'espace muni d’un repére orthonormé (0; G E), on consideéere
les points A(2;4;1); B(0;4;—3);C(3;1;-3); D(1;0; =2); E(3;2;—1) et le
vecteur 11(12;12; —6).

Pour chacune des sept affirmations suivantes, dire en justifiant si
elle est vraie ou si elle est fausse.

1. Une équation du plan (ABC) est: 2x + 2y —z — 11 = 0.
2. Le point E est le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).
3. Les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

4. La droite (CD) est donnée par la représentation suivante :

x=-1+2t
y=—1+t, teR
z=1-1t

5. Le point A est sur la droite (CD).
6. ABANAC =7

7. Le vecteur n est normal au plan (ABC).

Exercice 4

L’espace est rapporté au repere orthonormé (0; [ E)

On considere le plan (P) d’équation 2x +y — 2z+ 4 = 0 et les points
A(3;2;6); B(1;2;4) et C(4;—2;5).

1. Placer les points A, B et C dans le repere.

2. a) Vérifier que les points A, B et C définissent un plan.
b) Vérifier que ce plan est le plan (P).

3. a) Montrer que le triangle ABC est rectangle.

b) Ecrire un systeme d’équation paramétrique de la droite (A)

86
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passant par lorigine O et perpendiculaire au plan (P).
c) Soit K le projeté orthogonal de O sur (P). Déterminer les

coordonnées de K, puis calculer la distance OK.

Exercice 5

Dans l’espace muni du repére orthonormal direct (0; [ E)), on
considere les points suivants : A(1;0;0) ; B(0;2;0) et C(0;0; 3).

1. a) Déterminer les coordonnées du vecteur AB ANAC.
b) Justifier alors que les points A, B et C déterminent un plan (P)
c) Déterminer une équation cartésienne de (P).

2. Soit I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [AC]. On

désigne par A la droite passant par I et de vecteur directeur K et
par A' la droite passant par J et de vecteur directeur .

a) Déterminer une représentation paramétrique pour chacune
des droites A et A'.

b) Soit 2 le point d’intersection de A et A’. Déterminer les
coordonnées de ().

c) Calculer la distance du point 2 au plan (P).

Exercice 6

Dans Uespace rapporté a un repére orthonormal (0;7;]; l_c)), on
considere les points A(1;2;3); B(0;1;4); C(—1;—-3;2); D(4;—2;5) et le
vecteur n(—2;1; —1).

1. Démontrer que les points A, B et C déterminent un plan.
2. a) Démontrer que n est un vecteur normal au plan (ABC).
b) Déterminer une équation cartésienne du plan (ABC).

c) Déterminer une représentation paramétrique de la droit (D)

87
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passant par O et orthogonale au plan (ABC).
3. a) Justifier que les points A, B, C et D sont les sommets d’un
tétraedre.
b) Calculer la distance du point D au plan (ABC).
c) Calculer le volume du tétraedre ABCD.

4. Soit (A) la droite dont une représentation paramétrique est :

x=2-2k
y=—-1+k keR
z=4—k

Montrer que le point D appartient a la droite (A) et que cette droite
est perpendiculaire au plan (ABC).

5. Soit E le projeté orthogonal du point D sur le plan (ABC). Montrer
que le point E est le centre de gravité du triangle ABC.

Exercice 7

L’espace est rapporté a un repere orthonormal (0 T E) d’unité

graphique 1 cm.

On considere les points E(1; —2;0); F(—2;—-3;5); G(2;1;1) et
H(1;1;3).

1. Démontrer que les points E, F, G et H sont coplanaires. On note
(P) le plan passant par les points E, E, G et H.

2. Montrer que le vecteur 1n(2; —1; 1) est un vecteur normal G (P).
3. Déterminer une équation cartésienne de (P).

4. Déterminer un systeme d’équation paramétriques de la droite
(D) passant par A(1; 2;5) et perpendiculaire a (P).

5. Montrer que le point A n’appartient pas a (P).

6. a) Calculer Uaire du triangle AFG.
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b) Calculer le volume du tétraedre AEFG.

Exercice 8

On se place dans l’espace muni d’un repéere orthonormal direct
(0; GJ l_c))

On considere les points A(2;1;0); B(0;1;1); C(0;3;2) et K(0;0; 1).

1. Soit G l'isobarycentre de A, B et C. Déterminer les coordonnées
du point G.

2. Calculer AB A AC. En déduire que les points A, B et C ne sont pas
alignés.

3. Déterminer alors l’équation du plan (ABC).

4. Les points A, B, C, G et K sont-ils coplanaires ? Justifier la
réponse.

5. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (OK).

6. La droite (OK) perce le plan (ABC) en un point I. Déterminer les
coordonnées du point L.

7) Calculer Uaire du triangle ABC.

Exercice 9

ABCDEFGH est un cube.

L’espace est muni du repére orthonormé direct (A, AB, AD, AE).

1. Soit I, J et K les points tels que : Al = %ﬁfj = Zﬁi et BK = %W

a) Donner les coordonnées des points I, J et K puis montrer
qu’ils définissent un plan.

b) Montrer que le vecteur 11(1; 4; 0) est normal au plan (IJK).

c) Déterminer une équation cartésienne du plan (IJK).
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d) Justifier que les points A, I, J et K sont les sommets d’un
tétraédre et calculer le volume de ce tétraéedre.

2. Soit M un point de la droite (I]).

. 3
a) Montrer que M a pour coordonnées (0; " a) avec a € R.

b) Déterminer Uaire A(a)du triangle AKM en fonction de a.
c) Déterminer le point M, en lequel A(a) atteint son minimum.

Exercice 10

ABCDEFGH est un cube. On se propose de démontrer que le point

de [AG] qui est tel que sa distance a A est égale a %AG est le centre

de gravité du triangle BDE.
1. On pose l’aréte du cube égale a 4 cm.

a) Faire la figure de ce cube et montrer que la droite (BD) est
perpendiculaire au plan (ACG).

b) Montrer que la droite (BE) est perpendiculaire au plan (AFG).

c) En déduire les positions relatives de (AG) et (BD) ; (AG) et
(BE) ; (AG) et (BDE).

d) Quelle est la nature exacte du triangle BDE ? Justifier la
réponse.

e) Quelle est la nature exacte de EACG ? Justifier la réponse.

2. Soit T le centre de gravité du triangle BDE et I le point
d’intersection des droites (ET) et (BD).

a) Montrer que I est le milieu du segment [AC] et que les droites
(ET) et (AG) sont coplanaires.

b) On pose T; le point d’intersection de (EI) et (AG). Montrer que
AT, =2 AG.

c) Endéduire queT =T, .
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STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

Exercice 1

Soit E un espace vectoriel sur R et F un sous ensemble de E défini
par:F={(x,y,z) EE/x — 2y + 3z =0}

1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.
2) Déterminer la base et la dimension de F
3) Soit 1(0; 1;2), v(1;2;1) et v(2; 1;m) trois vecteurs de E.

Déterminer le réel m pour que la famille (u; v,w) soit liée.

Exercice 2

Dans l’espace vectoriel R® rapporté a sa base canonique B = (?f E))

on considére les vecteurs e{(2; —1;0), e;(—3;2; 1) ete/(5;0; —2).
1) Montrer que B' = (e],e,,e3) est une base de R3

2) Déterminer les coordonnées de 1i(5;8; —14) dans B’

Exercice 3

Dans Uespace vectoriel R® on considére les vecteurs
v;(1;0; 1) ; v,(1;1;0) et v3(a; 2; —a®) ol a est un réel.
1) Montrer que (vy,v,) est une famille libre.

2) Déterminer les valeurs de a pour que le vecteurs v; soit une
combinaison linéaire des vecteurs v, et v,.
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Exercice 4

On consideére les vecteurs Uj(l; 1;0;0); Uj(O; 1;1;0) et UT,(O; 0;1;1)
de ’espace vectoriel R*.

1) Montrer que la famille F = (U, U,,U;) des trois vecteurs de
Iespace vectoriel R* est libre.

2) Soit le vecteur 7] (1;2;3; 2) de lespace R*, déterminer les réels a,
b et c tels que l'on ait : U= aFl) + bFz) + 673), c’est-a-dire que U soit
une combinaison linéaire des vecteurs de la famille F.

3) Soit le vecteur I7(x; y; z;t) du sous espace E de R*, trouver une
relation entre les coordonnées x,y,z ett du vecteur V de E sachant

que lon a : V= aUﬁ1 + ,BFZ) + yU?, oua,pf ety sontdes réels.

4) Veérifier que le vecteur W (20; 20; —15; —15) appartient a E.

Exercice 5

Soit E un espace vectoriel sur R?® et F un sous ensemble de E défini
par : F ={(x,y,z) € E/xcosd — ysinf + z = 0}

1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.
2) Déterminer la base et la dimension de F.
3) On considére les vecteurs v, (cos0 ; sinf) et v, (—sinb; cosh)

a) Pour quelle(s) valeur(s) de 6 la famille F = (v;,v;) est
génératrice ?

b) Pour quelle(s) valeur(s) de 0 la famille F = (v{,v,) est libre ?

c)Pour quelle(s) valeur(s) de 0 la famille F = (v{,v,) est liée ?
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APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

Exercice 1

ABCD est un trapéze rectangle en C et D, E un point de [DC] ;
DE =1;BC = 4.

1. @) Calculer ED.EC ; DA.CB ; ED.CB et DA.EC.

b) Montrer que : (ED + DA).(EC + CB) = ED.EC + DA.CB

c) En déduire que EA.EB =9
. a) Calculer EA et EB puis cosAEB.
b) En déduire que AB = /17
c) Calculer cosACB.
. a) Montrer que AB% = CA% + CB* — 2CA.CB.
b) Calculer alors CA.CB et CA.EC
c) En déduire que les droites (CA) et (BE) sont orthogonales.

4. On muni le plan g par le repére orthonormé (D ; DJ; ﬁ) avec J le
point défini par : D] = ~DA. Soit l'ensemble {I' = M € p/MA.MC = 6}.

Montrer que I' est un cercle que l'on caractérisera.

Exercice 2

Soit ABC un triangle isocéle tel que AB = AC =5 et BC = 6.

1. Montrer que : AB.AC =7

2. Soit I le milieu de [BC] et G le barycentre de {(4; 2); (B; 3); (C; 3)}.

Montrer que G est le barycentre de {(4;2); (I;6)} et construire G puis
vérifier que la distance AG = 3.
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3. Soit f Uapplication du plan qui a tout point M du plan associe
f(M) définie par : f(M) = 2MB.MC + MC.MA + MA.MB

a) Montrer que f(M) = f(G) + 4MG? et calculer f(A) et f(G).
b) Déterminer et représenter I'ensemble (Q) des points M
vérifiant : f(M) = f(A).

Exercice 3 Formule des sinus
ABC est un triangle quelconque. On pose AB = c,AC = b et BC = a.
1. Montrer les relations suivantes :

a) a®> = b? + ¢? — 2bccosA
b) b? = a? + ¢% — 2accosB
c) c? = b% + a? — 2bacosC

. Soit H le pied de la hauteur issue de C.

a) Démontrer que Uaire S du triangle ABC est donnée par :

S = %bcsin/i.

b) En déduire que — = b _ ¢ _ abc

sinA  sinB  sin€C 2S5 °

3. Soit 1 le cercle circonscrit du triangle ABC, O son centre et D le
point diamétralement opposé a B. On désigne par R le rayon de ().

a b c
Montrer que — = —= =——=2R.
SinA sinB sinC

Exercice 4 Formule de Héron

Soit un triangle ABC d’aire S. On pose BC = a,CA=b etAB =c et
BAC = A.

1. Exprimer cos?A en fonction de a, b et c puis sin?A en fonction de
b, c et S.

2. En déduire l’égalité 16S? = 4b*c? — (b* + ¢* — a?)>.
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3. On note p le demi-périmétre du triangle ABC. En utilisant la
relation précédente, démontrer la formule de Héron :

S=p@-a)-b)(p —c)

4. Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC). Démontrer que :

2
AH = =\[p(p — ) (p = D)(p —©)

Exercice 5

1. Soit ABC un triangle tel que AB = 10, mes(BAC) = 57° et
mes(ABC) = 28°. Calculer mes(ACB) et les distances AC et BC.

2. Soit un triangle ABC telque BC =a=8;AC=b=7et

a) Calculer la longueur IH, sachant que I est milieu de [BC] et H
le pied de la hauteur issue de A.
b) Calculer Uaire S du triangle ABC.

3. a) A partir de la relation a? = b? + c?> — 2bccosA, montrer que :

a+b+c

Z(P—b)(P—C) (avec p — - ).

1+ cosd = 22P=Y o1 _ cosd =
bc bc

b) En déduire la valeur de sinA en fonction de p, a, b et c.

c) Démontrer la formule de Héron Alexandra :

S=p(@—a)(p—Db)(p—c). OuS est laire du triangle ABC de

cotés a, b et c.

Exercice 6 Théoréeme de la médiane

1. Soit ABC un triangle et I le milieu de [BC].

2
Montrer que AB? + AC? = 2AI% + =~
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2. Les cotés d’un triangle ont pour mesures 5 cm, 7 cm et 8 cm.
Calculer la mesure de chacune des médianes.

3. Les médianes d’un triangle ont pour mesures 60 mm, 75 mm et
90 mm. Calculer la mesure de chaque cotés.

4. Calculer la somme des carrées des cotés d’un triangle en
fonction de celle des médianes.

Exercice 7

On donne un triangle ABC rectangle en A de centre de gravité G et
A’ le milieu de [BC]. On pose BC = a.

1. Exprimer 4GA. AA en fonction de a.

2. Exprimer GB? + GC? en fonction de a.
3. En déduire que GA* + GB* + GC? = %az.

4. Déterminer 'ensemble E des points M du plan tels que :

3
MB? + MC* = 2 a?

Exercice 8

ABC est un triangle et on désigne par G son centre de gravité. Soit
@ et f les applications définies par :

@(M) = MA.MB + MB.MC + MC.MA et f(M) = MA? + MB? + M(?>
1. Montrer que pour tout point M du plan, on a :
1
(M) =3MG* + ¢(G) et p(G) = —- f(G).

2. Calculer f(G) en fonction de AB, AC et BC et en déduire
lUexpression de (M) en fonction de MG, AB, AC et BC.
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3. Dans le cas particulier ou le triangle est équilatéral de coté a,

2 2
déterminer l’ensemble des points M tels que : a: < (M) < a?

Exercice 9

Dans le plan P on considere un triangle rectangle ABC,
d’hypoténuse [BC] de longueur 2a. Soit f Uapplication :

M — f(M) = 4MA— MB + mMC, mE€ER

1. Déterminer m pour que f(M) soit un vecteur constant v, et
calculer v, en fonction de AB et AC.

2. On pose m = —1. Démontrer que le barycentre G du systeme
(A,4); (B,—1); (C,—1) est symétrique par rapport a A du milieu I de
[BC].

3. Déterminer l’ensemble :

C = {M € P/4AMA? — MB? — M(C? = —4a2} (on remarque que A € C)

Exercice 10

Soit ABC un triangle isocele en A tel que : AB = 2a et AB = AC = 3a
ou a > 0. Soit G le barycentre des points (4;2); (B;3); (C;3). Soit I le
milieu de [BC], J le milieu de [AI].

1. Montrer que G est milieu de [I]].
2. M étant un point du plan, calculer en fonction de MG et a :
2MA? + 3MB? + 3M(?
3. Déterminer ’ensemble (F) des points M du plan tels que :
2MA? + 3MB? + 3M(C? = 18a?

4. Déterminer l’ensemble (E) des points M du plan tels que :
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2MA? + 3MB? 4+ 3M(C? = 22a?

5. Montrer que les droites (BC), (AB) et (AC) ont, chacune, un
unique point commun avec (E).

Que représente le point G pour le triangle ABC ?

Exercice 11

Soit ABC un triangle tel que AB = 4,AC = 6 et BC = 8. On désigne
par I le milieu de [AB] et J le milieu de [AC].

1. Montrer que AB.AC = %(AB2 + AC? — BC?)

. Calculer AB.AC puis en déduire cosBAC.
. Soit H le projeté de B sur (AC). Calculer AH.
. Calculer AB.BC, en déduire W
. a) Montrer que pour tout point M du plan on a :
MA? + MB? = 2MI* + 8
b) Calculer CL

c) Déterminer l’ensemble E = {M € P/MA? + MB? = 100}
. Montrer que pour tout point M du plan, on a : MA.MB = MJ?> -9

. Calculer IA.IC, déterminer l’ensemble E' = {M € P/MA.MC = 7}

. Soit O le milieu de [I]].

—_—

a) Montrer que MI? — MJ? = 21].0OM
b) Déterminer l’ensemble E" = {M € P/MA? + MB? — 2MA.MC = 6}

Exercice 12

On considere dans le plan g deux points A et B tels que AB =5 et ]
milieu de [AB].
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1. Soit C un point de g vérifiant : AC = 4 et AB.AC = 10. Vérifier que

BAC = g puis construire C.
2. Placer les points D et E définis par : AD = — gﬁ et AE = %TC

a) Calculer les produits scalaires : AD.AB; AC.AE et AD.AE.

b) En déduire le produit scalaire CD.BE.
c) Que représente la droite (CD) pour le triangle BED ?

3. a) Vérifier que E est le barycentre des points pondérés (A,1) et

(C, _3)
b) Montrer que pour tout point M du plan, on a :
3MC? — MA? = 2ME? — 24
MA
~=V3

c) En déduire 'ensemble des points M du plan tel que : =
4. Le point E se projette orthogonalement sur (AB) en K.

a) Calculer la distance AK.
b) Déterminer l’ensemble A des points M du plan tel que :
MA? — MB? =5

Exercice 13
1. A et B sont deux points tels que AB = 3. Déterminer et construire

l’ensemble des points M du plan tels que :

a) 3MA? — 2MB? = 10

b) AB.(2MA + MB) = -3

c) (2MA+ MB)(MA —3MB) =0
2. Soit A et B deux points du plan tels que AB = 3. Déterminer et
construire ’ensemble des points M du plan tels que :

a) MA.MB = 2

b) =2 =~
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c) MA* — 2MA.MB =0

3. Dans le plan, on considére un triangle ABC rectangle en A tel
que AB = 3a et AC = 2a (ou a désigne un nombre réel strictement
positif).

a) Déterminer le point G barycentre de (A,1); (B,2) et (C;3). Quel
est ’ensemble des points M du plan tels que :
MA? + 2MB? + 3M(? = 48a*
b) Quel est ’ensemble F des points M du plan tels que :
MA? + 2MB? + 3M(? = 30a*
(On vérifiera que C est un point de cet ensemble)

Exercice 14

Soient A et B deux points distincts du plan et un nombre k(k > 0).
On pose AB = a.

1. Déterminer 'ensemble €, des points M du plan tels que : M—'; = 1.

On suppose pour la suite que k #+ 1.
2. Démontrer que : % =k & MA? — k*MB? = 0.
3. Soit G le barycentre de (4,1) et (B, —k?).

2,p2 a2
a) Monter que : MA?> — k*?MB? = 0 & MG? = kGlB_TGA

b) Calculer GA* et GB* en fonction de k et de a.
Lo ) 2 k? 2
¢) En déduire que : MG~ = o &
d) Quel est alors l’ensemble €, des points M du plan tels que :

MA_k
MB

4. Soit G, le barycentre de (A,1) et (B, k) et G, el barycentre de (A,1)
et (B,—k).

a) Démontrer que : MA* — k?MB?* = 0 & MG,.MG, = 0
b) Quel est alors l’ensemble €, des points M du plan tels que :
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MA "
MB
Application : AB = 4 cm. Construire E;.

Construire 'ensemble €, en utilisant la question 3.

Construire 'ensemble €, en utilisant la question 4.

Exercice 15 Point de Lemoine

Soit ABC un triangle ayant ses trois angles aigus. On appelle point
de Lemoine du triangle ABC le barycentre G du systeme

{(4,a%); (B,b?);(C,c?)}. On pose BC = a,AC = b et AB = c. On Donne :

H, le projeté orthogonal de A sur [BC], Hp celui de B sur [AC], H
celui de C sur [AB].

1. Montrer que H, est le barycentre du systeme
{(B, bcos/i); (C, ccosl?)}.

2. En utilisant la relation d’Al Kashi dans le triangle ABC, montrer
que H, est le barycentre du systeme

{(B,a? + b? — c?);(C,a? + c? — b?)}.
3. Pour tout point M du plan, soit V(M) el vecteur défini par :

V(M) = —2a?4H, + (a? + b% — c>)MB + (a® + ¢ — b2)MC.

a) Montrer que V(M) est un vecteur constant. En déterminant

V(H,), montrer que V(M) est non nul.

b) Ecrire la relation vectoriel traduisant ’égalité V(G) = 0, ainsi
que la relation de définition du barycentre G.
c) Montrer alors l’égalité vectorielle :

—2a%(GA + GH,) + (a®> + b2 — c?)(GB +GC) =0

4. Soit A’ le milieu de [BC], 1y le milieu [AH,]. Montrer que G
appartient a la droite (A'l,). En introduisant de méme le milieu B’
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de [AC] (respectivement le milieu C’ de [AB]) et le milieu Iz de [BHg]
(respectivement le milieu I de [CH]).

Montrer que les droites passent par G.

Exercice 16 Relation de Stewart
Partie A

Soit A, B, C trois points alignés. L’'on se propose de démontrer la
relation suivante dite de Stewart :

BC.MA? + CA.MB? + AB.MC? + BC.CA.AB =0
1. Justifier que BC + CA+ AB =0

2. On définit les fonctions scalaire et vectorielle d’ordre 3 de Leibniz
suivantes (vous retrouverez la généralisation au niveau de la série
thématique)

g(M) = aMA? + PMB? + yMC?; f(M) = aMA+ SMB + yMC

Soient M et P deux points du plan, montrer que :

g(M) = g(P) + MP.f(P) + (a + B + y)MP?

3. Montrer que pour tout point M du plan :
g(M) = g(A) + 2MA.V avec V = CA.AB + AB.AC
4. Montrer que V =0 et en déduire que pour tout point M du plan :
g(M) = g(A) = CA.AB? + AB. AC?

5. Justifier que g(M) = CA.AB.CB et en déduire la relation de
Stewart.

Partie B

Soit un triangle ABC et D le pied de la bissectrice intérieure issue
de l'angle A.

On pose AB =c¢, AC =b,CB =a etAD =d.
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1) Faire une figure

2) La parallele a la droite (AD) passant par C rencontre (AB) en E.
Placer E.

- DB AB
a) Justifier que — = —
) fier q DC ~ AE

b) Montrer que AE = AC, puis démontrer que : % Db—C = ﬁ

3. Appliquer la formule de Stewart sur les points alignés B, D et C
en prenant M = A

. . 2bc A
4. Déduire que d* ==—cos~=.
b+c 2

Exercice 17 La droite d’Euler

Soit ABC un triangle de centre de gravité G. On désigne par A’ , B’
et C’ les milieux respectifs des segments [BC],[CA] et [AB] et par O
le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. Soit H un point du
plan.

Partie A

1. Montrer que : OA + OB + 0C = 30G.

2. Dans la suite, le point H désigne l'orthocentre du triangle ABC.

a) Déduire de la question précédente que 30G —OH est
orthogonale a BC.

b) Démontrer que 30G — OH est orthogonale a AC.
c) En déduire que les points O, G et H sont alignés.

Lorsque les points O, G et H ne sont pas confondus, la droite qu’ils
définissent s’appelle la droite d’Euler du triangle ABC.

Partie B

On suppose que le triangle n’est pas équilatéral. On rappelle que O,
G et H sont alignés et R le rayon du cercle circonscrit.

1. Soit M un point de (OH) défini par : MO = kMH (k réel).
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Montrer que : MA*> + MB? + MC? — k(k + 2)MH? = 3R3

2. Soit G’ le symétrique de O par rapport a G.

Montrer que : G'A* + G'B? + G'C? = 3R3

3. Montrer que : HA> + HB? + HC? — HO? = 3R?.

Partie C

Dans cette partie, on désigne par I le milieu de [AH].

1. Montrer que [OH] et [IA'] ont méme milieu et que AH? = 4R? — a?
2. Soit A(M) = MA% + MB? + MC? — (MH? + 2M0?).

Montrer que A(M) est indépendant du point M.

3. En prenant M en A, montrer que : A(M) = a® + b? + c?6R*?

Déduisez-en la relation OH? = 9R? — (a? + b? + ¢?).
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LE CERCLE

Exercice 1

I) Le plan est rapporté a un repére orthonormé (Ox;0y), on
considere les trois points A(2;3),B(—2;—1) et C(1;—1).

Former [l’équation du cercle circonscrit au triangle ABC et
déterminer le centre et le rayon de ce cercle.

Il) Formé l’équation du cercle (C) qui passe par les points A(0; —2)
et B(4;0) et a son centre sur la droite (D) d’équation x + 2y = 0.

Exercice 2
I) Soit (D):3x +4y+1=0et(D'):3x—4y—1=0.

Déterminer lU'ensemble des points M du plan équidistants aux
droites (D) et (D").

Il) Discuter, suivant les valeurs du réel m, la nature de l'ensemble
(E) dont on donne une équation :

I)x*+y*+2x—2y+6—m?=0
2) x>+ y?—4x+2y—m?*+5m+5=0
3) x> +y*+2mx—2y+4=0

Exercice 3

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0,1,]).

Soit (E) 'ensemble des points M(x;y) du plan défini par :
x?+vy%2—2mx —4my + 6m? —4 =0,avecm € R

1. Quelle est la nature de l’ensemble (E) dans chacun des cas
suivants :

ajm=07?
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bpm=27?
c)m=37?

2. Peut-on déterminer le réel m pour que lorigine O du repere
appartienne a l'ensemble (E) ?

3. Existe-t-il un ensemble (E) contenant le point H(4; —2) ?
4. Pour quelles valeurs de m l’ensemble (E) est-il un cercle ?

5. Montrer que, lorsque m varie, l’ensemble des centres () de ces
cercles est un segment de droite.

Exercice 4

Un cercle (C) de centre O et de rayon R est donné. Par un point M
quelconque du plan on trace une droite qui coupe (C) en A et B.

1. I est le milieu de [AB] et A’ le point de (C) diamétralement opposé
a A. Vérifier que : P = MA.MB = MA.MA' = MA? — [A*> = M0O? — R?

Remarque : le réel P ne dépendant que de M et de (C) et non de
(AB) ; par définition, la puissance d’un point M du plan par rapport
a un cercle (C) de centre O et de rayon R est le réel P = M0O? — R?.

2. Quels sont les points M du plan qui ont une puissance :
a) Nulle ? b) Négative ? c) Positive ? d) Egale a R* ? e) Egale a —R? ?

3. On donne deux cercles (C) de centre O et de rayon 3 et (C') de
centre O’ et de rayon 4 tel que la distance 00' =5. Quel est
I’ensemble des point dont les puissances par rapport aux deux
cercles sont égales ? opposées ?

Exercice 5 Puissance d’un point

Dans un plan, soit un cercle (I') de centre () et de rayon R, et M un
point quelconque. On mene par M une droite sécante au cercle (I')
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qui le coupe en deux points A et B. A’ est le point de (I')
diamétralement opposé a A.

1. a) Etablir que MA.MB = MA.MA'. Montrer que MA.MB = QM? — R?

b) En déduire que ce produit scalaire est indépendant de la
sécante issue de M.

2. On pose p(M) = OM? — R?. (p(M) est appelé la puissance du point
M par rapport a (I').)

Lorsque M est intérieur a (I'), on considere T le point de contact
d’une tangente a (I') issue de M, montrer que p(M) = MT?.

3. Etudier le signe de la puissance de M pour (I') suivant sa
position par rapport a (I').

4. On donne deux cercles (C) de centre O et de rayon 3 et (C') de
centre O’ et de rayon 4 tel que la distance 00' =5. Quel est
l’ensemble des points dont les puissances par rapport aux deux
cercles sont égales ? (I'ensemble de ces points est une droite
appelée axe radical).

Exercice 6 Cercles orthogonaux
I) Soit (C;) un cercle de centre 2, et de rayon R,
Soit (C,) un cercle de centre (), et de rayon R,.

Donner un encadrement de la distance ,(), de facon a ce que les
cercles (C,) et (C,) soient sécants.

II) Le plan P est rapporté d un repére orthonormal (0,1,7).

On définit les cercles (C,) et (C,) par les équations cartésiennes
suivantes :

(C:x2+y2+4x—y—2=0 et (C):x*+y2—6x—6y—7=0

a) Déterminer les coordonnées des points (2; et (), et calculer R,
puis R,.
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b) En utilisant la question I), montrer que (C,) et (C,) sont
sécants.

c) Soit I et J les points d’intersection des cercles (C,) et (C,), I
désigne le point d’intersection d’abscisse nulle. Déterminer les
coordonnées de I et J.

d) Déterminer une équation de la tangente au cercle (C;) en I,
ainsi qu’une équation de la tangente au cercle (C,) en J.
Montrer alors que (C,) et (C,) sont orthogonaux.

e) Calculer la puissance du point 2, par rapport au cercle (C,),
et la puissance du point ), par rapport au cercle (C,).
Comparer les nombres obtenus.

Soit (D) la droite passant par 2, et paralléle a l’axe (0,7).
Donner les coordonnées des points d’intersection P; et Q, de
(D) avec le cercle (C;), puis les coordonnées des points
d’intersection de P, et Q, de (D) avec le cercle (C,).

Montrer que : 2,P% = 0,0% = 0,P,.0,0,

Exercice 7 Axe radical de deux cercles

On considére deux cercles de centres distincts : (C,) de centre 2, et
de rayon R, et (C,) de centre 2, et de rayon R,.

On note ®;(M) et ®,(M), les puissances de M par rapport aux
cercles (C,) et (C,).

1. a) Montrer que l'ensemble A des points M du plan tels que
®, (M) = &,(M) est une droite perpendiculaire a la droite (02,12,)

b) Cette droite est appelée axe radical des cercles (C;) et (C,). Quel
est 'axe radical de deux cercles sécants en A et B ?

2. Construire A dans les cas suivants (on suppose que lunité
choisie est le centimétre) :

Cl) R1=2, R2=5€t.Q1.Q2=7
b) R1:3, R2:4et.{21.{22:7
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3. On considére maintenant trois cercles dont les centres sont
distincts et non alignés :

(C,) de centre ), et de rayon R,

(C,) de centre 0, et de rayon R,,

(C3) de centre ) et de rayon R;.

Soit A, l’axe radical des cercles (C,) et (C),
4, Uaxe radical des cercles (C,) et (C3),
A5 Uaxe radical des cercles (C,) et (C,).

a) Montrer que les droites A, 4, et A; sont concourantes en un point
O. Ce point est appelé centre radical des trois cercles (C,),(C,) et

(C3).

b) Application : construction de Uaxe radical de deux -cercles
n‘ayant aucun point commun.

Soit (C,) et (C,) deux cercles de centres (2, et (1), et de rayons R, et
R, avec Ry =3 etR, =2 et,0), =7.

En utilisant un cercle (C;) convenablement choisi, déterminer un
point de Uaxe radical de (C;) et (C,).

Construire alors cet axe.

c) Démontrer que le centre radical de trois cercles est soit intérieur
aux trois cercles, soit extérieur aux trois cercles, soit sur les trois
cercles.

Exercice 8

Soit a un réel strictement positif. Soit a un réel fixé.

Soit AOB un triangle rectangle en O, tel que OA = a et OB = 4a.
1. a) Déterminer [, ensemble des points M du plan tels que :

aMO0? + MA? + MB? = 25a?
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b) Lorsque I, est une cercle de centre (},, déterminer ’ensemble

des points 1, quand a décrit R.

c) Le point O est sur [,. Démontrer que A, tangente en O a I, est
une droite indépendante de a. Caractériser A.

d) Soit N un point quelconque de A. Démontrer que N a méme
puissance que tous les cercles I,.

e) Soit E un point fixe de A. On meéne par E deux tangentes a un

cercle I,. L’'une d’elles est (EO) ; Uautre est tangente a [, enT,.
Déterminer ’'ensemble des points (2, quand a décrit R.
2. Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que :
4MA = 3MB
Déterminer les points M du plan vérifiant a la fois :

MO? + MA? + MB? = 25a? et 4AMA = 3MB
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LA SPHERE

Exercice 1

On considére la sphére S : x> + y?> +z?> —4x+ 2y +6z—7 =0
1. Déterminer le centre et le rayon de S.

2. Le point A(1; 1; 1) appartient-ila S ?

3. Déterminer une équation du plan tangent a S en A.

Exercice 2

Soit S la sphere de centre 2(1;2;—1) et de rayonr = 3.
On considere aussi le plan P d’équation x + 2y + 2z =0
1. Déterminer une équation cartésienne de S.

2. La sphere S coupe-t-elle le plan P ?

3. Donner la nature et les éléments caractéristiques de SN P.

Exercice 3

On considére la sphére S : x>+ y?> +z> —3x+2y—z=0

Soit S’ la sphere de centre Q(1;1;1) et de rayonr' = 2.
1. Déterminer le centre et le rayon de S.
2. Déterminer une équation cartésienne de S’

3. Déterminer SN S’.

Exercice 4

On considere les points A(2;1;2) et B(—2;0;2).
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Les but de Uexercice est de déterminer une équation de la sphere S
de diametre [AB] par deux méthodes.

1ere Méthode : Orthogonalité.

a) Déterminer une équation l’ensemble S des points M(x;y; z) de
Pespace tels que AM.BM = 0.
b) En déduire la nature de S.

2¢ Méthode : Centre et Rayon

a) Calculer la distance AB et les coordonnées du milieu I de [AB]
b) Déterminer une équation cartésienne de S puis donner sa
nature.

Exercice 5
On considere les points A(1;2; —1) et B(2;1;0).

1. Déterminer une équation de l'ensemble S des points M(x;y; z) de

I’espace tels que 2MA* — MB? = 8.

2. En déduire la nature de S.

Exercice 6

—

L’espace ¢ est rapporté a un repére orthonormé (0,1, ], k).

On considere les plans (P,):2x+2y—z+m=0; ou m est un
parametre réel et les points A(3; —2;—1) ; B(—1;2;—1).

1. Ecrire une équation cartésienne de la sphére S de diametre [AB]
puis déterminer son rayon R et les coordonnées de son centre L

2. Déterminer les réel m pour lesquels (P,,) est tangent a S.
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ANGLES ORIENTES

Exercice 1

Soit ABC un triangle tel que :

mes(ﬁ;ﬁf) = 2?” etmes(ﬁ;ﬁ) = —g

1. Faire une figure.

2. Déterminer la mesure principale des angles orientés suiwvants :

(ﬁ; R) (ﬁ; ﬁ) (54); @)

Exercice 2
On considére un triangle ABC tel que (ﬁ; AC ) = —g et (Eél); B_C)) = g
1. Faire une figure.

2. En utilisant la relation de Chasles, prouver que :

(CA; CB) = (AC; AB) + (B4; BC)

3. En déduire la mesure principale de l’angle orienté (C_A); C_B))

Exercice 3

On considere la ligne brisée A, B, C, D, E telle que :

AB = 4cm,BC = 5cm et (AB; BC) = —Z[2x], CD = 3cm et

T[

(4B; AC) =~ [2n], DE = 2cm et (DC; DE) = =*[2n].

1. Construire avec soin cette ligne brisée.

2. Déterminer la mesure principale des angles (BC; CD) et (CD; DE)

113
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3. Démontrer que : (AB; DE) = —n[2n].
4. Que peut-on dire des :

a) Vecteurs AB et DE ?
b) Droites (AB) et (DE) ?

Exercice 4

1. Soit (U; ) = —g et (U;w) = g.

Déterminer la mesure principale de :
(—u;w); (—u;v); (=7, —2w); (—2u; W)

2. ABC est un triangle équilatéral direct, CBD ;ACE et AFB sont des
triangles rectangles et isocéles respectivement en D, E et F.

a) Faire la figure.
b) Déterminer la mesure principale des angles suivants :

(AC; AE); (BD; BF); (BA; AC); (DC; CA); (EA; CB).

Exercice 5

On considere un triangle ABC direct, isocele et rectangle en A ; on
construite les deux triangles équilatéraux indirects AIC et BJA.

1. Faire la figure.

2. a) Déterminer une mesure de chacun des angles orientés
suivants : (E; R); (A_j E); (A_)Cﬂ)

b) En déduire une mesure de l’angle orienté (4]; Al).

3. a) Déterminer une mesure de chacun des angles orientés
suivants : (J4;JB); (JB; BA); (BA; BC).

b) En déduire une mesure de ’angle orienté (J4; BC)
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4. Déduire une mesure de l'angle orienté (]7 B?) puis conclure.

Exercice 6
Soit (C) et (C') deux cercles sécantes en A et B de centre respectifs
O et O’ tels que : (ﬁ ﬁ) = g[n]. Soit M un point de (C) distinct de

A et B tel que la droite (MA) recoupe (C') en C et (MB) recoupe (C')
en D.

1. Que représente (A0") pour (C) ?

2. En déduire que (MA; MB) = (TO’ ﬁ) [r].

3. Démontrer de méme que : (ﬁ; ﬁ) = (ﬁ; ﬁ) [r]

4. Montrer que les points C et D sont diamétralement opposés.

Exercice 7

Soit ABCD un carré, E et F les points tels que ABE et BCF soit
équilatéraux. Le but de l’exercice est de montrer que les points D, E
et F sont alignés.

1. a) Déterminer la nature du triangle DEA puis une mesure de
langle (ﬁ, ﬁ)
b) En déduire une mesure de l’angle (ﬁ; D_(f)

2. Déterminer la nature du triangle CDF puis une mesure de l'angle
(DF; D_C>)

3. Montrer que (DE; DF) = 0[r]. Conclure.
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Exercice 8
1. Soit k € Z. Placer, sur le cercle trigonométrique d’origine I les
points M, N et Q tels que :

27T 381

(m,m) = T+2k7‘[; (0_I>,0—1\7) =T+ 2km; (0_1’,56) = X avec
3x = —§+2kn.

2. Soit (C) un cercle de centre A et B un point de (C).

a) Construire les points C, D, E et F du cercle (C) tels que :
— T 3T — — T 3
(AB; AC) = 3 (AB; AD) = - (AB; AE) = < (AB; AF) = -
b) Déterminer une mesure puis la mesure principale de chacun
des angles orientés suiwants :

(AC; AE) ; (AD; AF); (AF;AC); (AF;AE)

Exercice 9

ACE est un triangle isoceéle direct en A et tel que AC =5 et

(AC; AE) = = [2n].

1. Tracer le triangle équilatéral direct AEF et le triangle ABC isocele
rectangle direct en A.

2. Déterminer la mesure principale de chacun des angles orientés
suivants : (AF;AB) ; (EF;W) ; (AF; CB) ; (AF;ﬁ) .

Exercice 10

Dans le plan orienté, on considére le cercle (C) de centre O et deux
points A et B de (C) tels que : (54) @)) = g[ZH]. Soit M un point de
(C) distinct de A et B.
1) a) Comparer (M4, MO) et (AO,AM) puis (MO,MB) et (BM,BO)

b) Montrer que : (MA,MB) = (0OA, MA) + (MB, OB)|[2n]

c) En déduire que : 2(MA,MB) = (04, OB)|[27]
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2) Soit C le point de (C) tel que le triangle ABC soit isocele en C et
direct.

a) Déterminer le mesure principale de ’angle (CA, CB)

b) Calculer alors (ﬂ ﬁ) et (m ZZ'))
3) Soit B’ le point diamétralement opposé a B sur le cercle (C) et D
le point de (C) tel que (BC,BD) = —1n—2 [27]

a) Prouver que les vecteurs 0C et AB' sont colinéaires.
b) En déduire que les droites (AB") et (BD) sont paralléles et
donner la nature du quadrilatere ABDB’.

Exercice 11 Cocyclicité

Soit ABCD un quaderilatére convexe de diagonales [AC] et [BD] se
coupant en 1. Soit P, Q, R et S les projetés orthogonaux respectifs de
I sur (AB),(BC),(CD) et (DA).

1. Construire la configuration précédente.

2. Montrer que les points A, P, I et S sont cocycliques. Citer trois
autres cocyclicités similaires.

3. a) Montrer que : (PS; PQ) = (AD; AC) + (BD; BC)[m].

b) Montrer que : (RQ; RS) = (CB; CA) + (DB; DA)|[nx].

4. En déduire que : (PS; PQ) + (RQ; RS) = 2(DB; CA)[m].

5. Montrer que les points P, Q, R et S sont cocycliques si et
seulement si les diagonales [AC] et [BD] sont perpendiculaires.
Illustrer cette situation sur une figure.

Exercice 12 Triangle orthique

Soit ABC un triangle non rectangle, O est le centre de son cercle
circonscrit (C) et H son orthocentre. Les droites (AH) et (BC) se
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coupent en Q, les droites (BH) et (AC) se coupent en R, les droites

(CH) et (AB) se coupent en P.

1. a) Montrer que les points A, B, Q et R sont cocycliques. En
déduire que (BA; BC) = (RA; RQ)[m].

b) Soit T un point quelconque de la droite tangente en C au cercle
(C). Montrer que (RA; RQ) = (CA; CT)[r]. En déduire que les droites
(RQ) et (CT) sont paralleles.

c) Montrer que les droites (RQ) et (0C) sont perpendiculaires.

2. a) En utilisant la cocyclicité des points A, C, P et Q d’une part e
Q, C, R et H d’autre part, montrer que : (QP; QA) = (QA; QR)|[r].

b) En déduire que (AH) est une bissectrice du triangle QRP. Dit
Triangle Orthique.

Exercicel3
A et B sont deux points distincts du plan.

Représenter l’'ensemble des points M du plan dans chacun des cas
suwants :

a) (MA;MB) =~ [r] ; b)(MA;MB) = -Z[2n] ; ¢ (MA;MB) = Z[2n]

4

; € (W, W) = %[Zn] ;5 f) (m, W) = m[2m]

d) (m, W) =

i) (MA;MB) = —Z[2n] ; j)(MA;MB)=0[r] ; k) (MA;MEB) = 0[2n]
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TRIGONOMETRIE

Exercice 1

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;7;]). On donne le point
E de coordonnées cartésiennes (2;0) et F de coordonnées polaires

[2 ; %n] et on désigne par I le milieu du segment [EF].
1. Déterminer les coordonnées cartésiennes de E et L.
2. a) Déterminer la nature du triangle OEF.

b) En déduire la mesure principale de (i; 01)

. . 3n , 3w
3. a) Déduire les valeurs exactes de cos— et sin—.

b) Résoudre, dans R,V 2 — V2cosx + /2 +V2sinx = —1

Exercice 2

Soit (0;7;]) un repére orthonormé direct, le point A de coordonnées

polaires [2 s — g]

1. Construire le point A puis déterminer ses coordonnées
cartésiennes.

2. Soit le point B de coordonnées cartésiennes (—v3; —1).

a) Déterminer les coordonnées polaires de B puis le construire.
b) Montrer que le triangle OAB est rectangle isocele en O.

. Soit le point C de coordonnées polaires [2 ; g]

a) Montrer que (R"; O_B)) = 5?” [27].
b) Calculer laire du triangle ABC.
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Exercice 3

Dans le plan rapporté au repére orthonormé (0;1;]). Unité

graphique 2cm. On considere les points M et N définis par les
abscisses curvilignes a = (I; W) et = (T 517) en radians avec
137 T

C(=T€t,8=z.

. . . . 131
1. Déterminer la mesure principale de —~

2. Placer les points M et N sur le cercle trigonométrique.

3. Démontrer qu’une mesure de l’angle (O—M; 07@ est — 1”—2

4. Construire le vecteur i = OM + ON dans le plan.
5. Préciser cosa, sina, cosf etsinf.

6. On admet que tout point P d’abscisse curviligne 6 sur le cercle

trigonométrique  s’écrit :  OP = cosOi + sinfj. En déduire les
coordonnées cartésienne des points M et N.

Exercice 4

Soit (0;1;]) un repére orthonormé direct plan et Uintervalle

-39

1. On cherche a déterminer lensemble £ des points M de
coordonnées x,; = 3cos8 et yy, = 3sinf lorsque 0 décrit L

a) Démontrer que les points M appartiennent a un cercle de
centre O.

b) Donner une mesure de Uangle (J; O_M) en fonction de 6.
c) Construire l’ensemble E.

2. On considere le point N(3cos6 + 1; 3sinf —2) ou 8 € 1.

a) Montrer que N est l'image de M par une transformation que
l'on précisera.

120
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b) En déduire l'ensemble F des points N lorsque 6 décrit I et
construire cet ensemble.

Exercice 5
Le plan est muni du repére orthonormé direct (0;7;]).

1. On veut construire U'ensemble E des points M,(2cosa; 2sina)

lorsque a décrit Uintervalle [—% ; %]

a) Vérifier que E est contenu dans un cercle de centre O ;
préciser son rayon.
b) Construire l’ensemble E .

2. On considere le point N,(2cosa —3; 2sina+1) o a est un

+1 » T 1T
élément de —;;;].

a) Vérifier que N, est l'image de M, par une translation ; préciser
son vecteur.
b) Construire l'ensemble F des points N, lorsque a décrit

Uintervalle [— g ; g]

Exercice 6
Soit x un réel. On considere la fonction définie par :
f(x) = sin(4x) — sin(2x) — 2cos(3x)

. a) Montrer que pour tout x ; f(x) = 2 cos(3x) (sin(x) — 1)

b) Calculer f (1”—2) En déduire la valeur exacte de sin (%)

c) Résoudre dans R, l’équation f(x) = 0

2co0s?(2x)—2sin?(x)

f(x)

. On pose g(x) =

a) Déterminer l’ensemble D de définition de g.
b) Montrer que pour tout x on a : cos(3x) = cosx(2 cos(2x) — 1)

121
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c) Montrer que pour toutx € D;ona: g(x) = Slc:;fl

3. Résoudre dans D l’équation : g(x) = 1.

Exercice 7

Soit f(x) =1 —sin(2x) + cos(2x).
1. Calculer f (1”—2) etf (g)
2. a) Montrer que f(x) = 1 ++/2cos (Zx + %)

b) Résoudre dans R, l’équation f(x) = 0 puis [’équation

fa)=1+2

2C0S 2x

. Soit g(x) = D

a) Déterminer ’ensemble D, de définition de g.
b) Montrer que f(x) = 2cosx(cosx — sinx)
c) Montrer que¥ x € D,; g(x) = 1 + tanx.

d) En déduire que tan( ) =2-+3

i
12

Exercice 8

Soit x € [0; ] et soit la fonction f(x) = —2cos*x — 3sinx + 3

1) Calculer f(0); f (%) etf (5?”)

2) Exprimer f (% — x) en fonction de cosx et sinx

3)a) Montrer que f(x) = 2sin’x — 3sinx + 1
b) Résoudre dans [0; ] l’équation f(x) =0

4) On pose g(x) = —2sin’*x + 3sin(m — x).
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Montrer que f(x) — g(x) est une constante dont on déterminera sa
valeur.

Exercice 9
On considere les expressions :

5= cos(2) 00 (5) et = cos () 0n ()

1) Montrer que : P = %

2)a) Montrer que pour tout réel x, consx + sinx = \/2cos (x — %)

b) En déduire que : S = ?
. g s . 4 . P .
3)a) Vérifier que cos (E) et sin (E) sont les solutions de l’équation

.2 _ V6 1_
(E): x 2x+4—0

b) Résoudre (E) puis déduire les valeurs de cos (%) et sin (%)

4)a) Vérifier que tan( ) =2-+3

s
12

b) Transformer en rcos(x — @) Uexpression A = cosx + (2 — \/§)Sinx.

Exercice 10

Pour tout x dans R, on pose : f(x) = \/3sindx — 8sin®xcos?x
1) Montrer que \/3sinx + cosx = 2cos (x — g)

2) Monter que V x € R, 1 — cos4x = 8sin’xcos®x

3) Déduire que V x € R, f(x) = 2cos (4x - g) -1

4) Résoudre dans R ’équation f(x) =0
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5) Résoudre dans lintervalle [—% ; %] linéquation f(x) < 0

Exercice 11
Soient a et b deux mesures données d’angle orienté du plan P

1. Complete, apres avoir recopié, les formules trigonométriques
suivantes :

tana + tanb
tan(a + b) = et tan2a =

1 — tan?a

2. a) Démontrer que, pour tout réel x tel que sin3x # 0, on a:

3tanx — tan’x
1 — 3tan3x

tan3x =
b) En déduire la valeur exacte de tan %n.
3. Soit l’équation trigonométrique (E) : cos(2x) — sin(2x) = —1

a) Montrer que cos(2x) — sin(2x) = v/2cos (Zx + %)

b) Résoudre dans I = [—%;ﬂ léquation (E).

c) Représenter sur un cercle trigonométrique les images des
solutions de (E) surl.

Exercice 12
Soit x un nombre réel.

1. Factoriser d(x) = cos*x — cos*x.
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2. Résoudre dans R l’équation d(x) = 0.

3 Soitf(x) _ sin?x—sin*x

cos?x—cos*x’

Montrer que f(c) = 1,Vx € I;1 est un ensemble que l'on précisera.

4. On pose : A = cos? (g) + cos? (3?71) + cos? (5?”) + cos? (%n) et
B = sin? (g) + sin? (3?71) + sin? (5?71) + sin? (7?1:)

a) Calculer A+ B et A—B.
b) En déduire la valeur exacte de A et B

5. Soient a et b deux mesures d’angle telles que cos(a + b) # 0.

. . L. tana+tanb
Démontrer la formule trigonométrique : tan(a + b) = ——.
1-tanaxtanb

Exercice 13

1) Soit I’équation (E) : —/3cosx + sinx = —/2

a. Monter que —/3cosx + sinx = 2cos (x — 5?”)

b. Résoudre dans R, l’équation (E)
2) On donne f(x) = (cos2x + sin2x)(cos2x — sin2x)
a. Montrer que cos4x = cos?2x — sin?2x

b. En déduire que f(x) = cos4x

. . . sindx
c. Résoudre dans R, l’équation : , , =1
(cos2x+sin2x)(cos2x—sin2x)

3) On donne 0 = 111—:

2w

a. Vérifier que 0 = . +%
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b. Calculer cosf et sin@

Exercice 14

Pour tout réel x, on pose f(x) = \V3cos2x — sin2x ++/3
1. a) Calculer f (5?”) etf (1%”)
b) Montrer que pour tout réel x, f(x) = 2cos (2x + %) ++/3
c) Résoudre dans R puis dans |—m, ] U’équation f(x) =0

d) Montrer que pour tout réel x, f(x) = 4cosxcos (x + %)

e) Calculer f (f—z) et en déduire cos (ln—z) et sin (ln—z)
cos2x++/3sin2x+1

f)
a) Montrer que cos2x + \3sin2x + 1 = 4cosxsin (x + %)

. Soit x un réel tel que f(x) # 0 et g(x) =

b) En déduire que g(x) = tan (x + %)

c) Résoudre dans |—m, ] 'équation g(x) =1

Exercice 15
Soit Uapplication f : [0;r] — R

x — —2sin?x — (V3 + 2)cosx + V3 + 2

1) Calculer f (g) etf (2?”)

2) Soit 6 un élément de [0; ] tel que sinf = —/2
Calculer cos0 ; tan6 puis f(0)
3) Montrer que pour tout x € [0; 7], f (x) = 2cos?x — (V3 + 2)cosx + V3
4) a) Résoudre dans [0; ] l’équation f(x) = 0
b) Puis Uéquation 2cos?x — (V3 + 2)|cosx| +V3 =0

c) Résoudre dans [0; ] Uinéquation f(x) > 0
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5) Dans cette question x désigne un élément de [O; %]
a) Montrer que (cosx — sinx)? + (cosx + sinx)? = 2

b) Exprimer f (g - x) + f(m — x) a laide de cosx et sinx

c) Résoudre ’équation f (g — x) +f(r—x)=+3

Exercice 16
1. On donne les expressions suivantes :

T 31 51 7T

A= COSZ§+ c0s® — + cos? — + cos?® —

8 8 8

B = sinzz+ Sinzg—n+ sinzs—n + sin27—n
B 8 8 8 8

a) Calculer A+ B etA—B
b) En déduire les valeurs exactes de A et B.

. , m . 5w ., 7m ., 1lm
2. Démontrer que : 16sin—sin—sin—sin— =1
2477247 24 24

Exercice 17

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1
a) cosx =0; b) sinx =0; c)tanx =0; d)cos2x = — e) cosx =

2
f) sinx = - g)1l+tanx =0; h)1 — 2cosx = 0; i) cos4x = cosx

T
J) sinx = sin (3x + 5)' k) cos2x + cosx = 0;
D) cos (3x — z) — sin (Zx + E) = 0;m) sin2x = —sinx ;
4 3

n) — V6cosx + 3V2sinx = V6 ; 0) — cos2x — sin2x = V2 ;
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p) sin2x = cos?x; q) cos2x + 2sinxcosx = 0; 1) cos?x — sin®x = cos5x

s) cos?x — 2sinxcosx + 2sin’*x = 2; t) 2sin’x — sinx — 1 =0

2 3
1) 2sin?x —3sinx = 0;2) cosx < —1; 3) cosx > - ;4) sinx < -

1 _ V2
5)tan2x < 0; 6) cosx > —3 7) sinx = - 8)1+tanx <0

9)V3tanx+1<0; 10) 1 — 2cosx > 0; 11) sin2x < 0;

12) 2cos (x — %) +3<0; 13) sinx < cosx.

Exercice 18
Résoudre dans lintervalle I donnée :

a) 2sin2x +3 =0, =R; b) cos?2x + 4cos2x +3 =0, = |-m; r]

S7,I= [0; 27[; d) sinx = sin2x, I=R

27T> V2

) cos (x —3
. . 3
e) cosx = sin2x,1 = R; f) (sinx)? = 7 I=R
1 n —_— | — g .
g9) cosBx:sm(x—Z), | =]-mmn];

h) — V3cos (;) — 3sin (g) <6, | = |-2m; 2m]

i) tan’x + (1 + \/§)tanx +3=0, I =[0;2x][

1 — 2cosx

—— >0, [=|-mm
2sinx — /3 | |
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TRANSFORMATIONS PLANES

Exercice 1
Soit f et g deux applications définies par :

f_{x’=x+y+4 o .{x’=3x—5y+2
Wy =-2x+3y+7 b y ' =2x—y+5

1. Montrer que f et g sont des transformations planes.

2. a) Déterminer les coordonnées du point B, image du point A(2; 3)
Par f.
b) Soit D(6;8). Déterminer les coordonnées du point C tel que
f(C)=D.

3. Déterminer les ensembles des points invariants par f et g.

4. Déterminer U'expression analytique de la réciproque f~1

5. Déterminer les expressions analytiques des applications : gof ;
fog; gof .
6. Soit (D) la droite d’équation y = 3x — 1.

Déterminer la droite (D), image de (D) par f.

Exercice 2

Dans le plan P muni d’un repére (0;1;]), soit (D) une droite
5
—6

!

la translation de vecteur v définie analytiquement par : {;,

d’équation 4x + 3y — 2 = 0 ; ty la translation de vecteur 17(

1. a) Déterminer les coordonnées du vecteur v de la translation t.
b) Donner l’expression analytique de la translation ty

2. Déterminer les expressions analytiques des translations : t_g ;

129
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t_p, tgot_p ;t_got_3.

2. Déterminer une équation de (D") image de (D) par la translation

t0ot3.

Exercice 3

La plan est muni du repéere (0;1;). Soit les points A(—1; 1),
B(—2;—-1), C(1;2), D(3;0) et (D) la droite d’équation y = 2x.
Soit t la translation de vecteur CD.

1. On pose A" = t(A) et B' = t(B).

Déterminer les coordonnées de A’ et B’.

2. Soit M(x;y) et M'(x'; y") son image par t.

Exprimer x’ ety' en fonction de x ety puis x ety en fonction de x' et

!

y'.
3. En déduire une équation de (D") image de la droite (D) par t.

Exercice 4
Les parties A, B et C sont indépendantes.
Partie A

Soit ABCD un parallélogramme. E est 'image de A par la
translation de vecteur BD et F est limage de B par la translation de
vecteur AC.

1. Faire la figure puis placer les points E et F.

2. Déterminer l'image de D par la translation de vecteur CD.

3. Déterminer l'image de C par la translation de vecteur DC

4. Déduire que : ED = DC = CF.
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Partie B

Soit ABC un triangle.

On note t; la translation de vecteur AC et t, la translation de
vecteur AB.

1. Construire les points E et F, images respectives des points A et B
par tz o tl .

2. En déduire la nature du quadrilatere AEFB.

Partie C

ABCD est un carré de centre O, de sens direct. On note I, J, K et L
les milieux des segments [AB],[BC],[CD] et [DA]. Soit T = tiz et
2

T' = tm.

1. Déterminer les images des points A, I, O, D, K et L par T.

2. Déterminer les images des points O, C, J et K par T'.

Exercice 5

ABCD est un carré de centre O. E est l'image de A par la symétrie
de centre D, F est l'image de C par la symétrie de centre D. K est
un point du plan tel que DEKF soit un carré.

1. Faire la figure.

2. Déterminer les images des points A et B par la symétrie de
centre O.

3. Le plan est muni d’un repére (D; DE; DF).

a) Déterminer les coordonnées des points D, A, B, C et O dans
le repere (D; ﬁ; ﬁ)

b) Déterminer l'expression analytique de la symétrie centrale de
centre O.

c) Retrouver le résultat de la question 2.
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Exercice 5

ABCD est un carré de centre O. I ],K et L sont les milieux respectifs
des segments [AD], [AB], [BC] et [DC]. D est milieu du segment [CF],
E est 'image de A par la symétrie d’axe (CF). S, P et Q sont trois
points du plan tels que ADFS, DCPE et DEQF soient des carrés.

1. Faire la figure.

2. Déterminer l'image de L par la symétrie d’axe (IK) puis celle de
K par la symétrie d’axe (JL).

3. On muni le plan d’un repére orthonormé (4, AD, A_)S)

a) Déterminer les coordonnées des points C, F et Q dans le
repere (4, AD, A_)S)

b) Déterminer les coordonnées du point F’, image de F par la
symétrie d’axe (AC).

c) Déterminer l’expression analytique de la symétrie d’axe (QC)

4. On désigne par S la symétrie d’axe (AF). Soit M(x;y) et
M'(x";y'") son image par Sip)

a) Déterminer l’équation de la droite (AF).

. (x'=y

b) Justifier que : {y’ _

c) En déduire les coordonnées du point Q’, image de Q par Si,p)
5. Déterminer 'expression analytique de la symétrie d’axe y = x,
6. Déterminer l’expression analytique de la symétrie d’axe x = yg

7. Déterminer l’expression analytique de la symétrie d’axe (CQ) et
de direction (A):x + 2y —3 = 0.

Exercice 6
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ABCD et AEFG sont deux carrés de sens direct de coté a, de
centres respectifs O et O’. On désigne par I le milieu de [BC]| et J
celui de [DC].

Soit r la rotation de centre A et d’angle %

1. Déterminer les images par r des points A, D et E.

2. Prouver lUexistence de la rotation r’ qui transforme C en F et D en
G.

3. Donner les éléments caractéristiques de r’ puis préciser sa
nature exacte.

4. Le plan est muni d’un repére orthonormé (0;1;]).

Déterminer les expressions analytiques des rotations suivantes :

a)r(45)
b) r(A, )

o 7 (F:3)

Exercice 7

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé direct (0;1;]). On
considere 'application fy définie analytiquement par :

1
= =xsinf — §yc0529

3
f@ : 2
y' = —§XC0529 — §ysin9

1. Montre que f= est une transformation plane.
2

!

2. a) Déterminer les coordonnées du point A’, image de A(3; 3) par
fz.
b) Déterminer les coordonnées du point B tel que f=(B) = 0
2

3. Déterminer l’ensemble des points invariants par f=
2

4. a) Déterminer l’expression analytique de fx *.
2
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b) Calculer frofx.
2 2

5. Déduire des questions précédentes que fr est une involution.
2

6. Soit (D) la droite d’équation xcos8 + ysinf = 0. Pour quelle valeur

de 0 la droite (D’) d’équation (% + g) x+ (g - g) y = 0 est l'image de

(D) par la transformation f= ?
2
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ISOMETRIES DU PLAN

Exercice 1

ABCD est un parallélogramme de sens direct tel que les droites
(BC) et (BD) sont perpendiculaires et AC = 2BD

1. Faire la figure

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des
transformations suivantes :

a) f= Scac) © Scap)
b) g = SDp) ° Scac)
c)gef

Exercice 2

Dans le plan P muni d’un repére orthonormé direct (0;1;]). On
considere 'application f définie analytiquement par :

{x’zx—y+1
y =x+y-1

1. Démontrer qu’il existe un point A et un seul invariant par f

2. Pour tout point M distinct de A et d'image M' = f(M), calculer
AM'? et AM?

3. En déduire la relation qui lie AM'* et AM?

4. f est-elle une isométrie ?

Exercice 3

Soit ABC un triangle équilatéral de centre O. I ; J et K les milieux
respectifs des segments [BC]; [AC] et [AB]

1. Déterminer et construire les droites (d), (D) et (A) telles que :

135
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a) r( ) Sca) ° Sap)

b} 7"( ) S(D) o S(AO)
c) tg; =S ° Suk)

2. On pose g = S0y ° R (0 ) avec Syoyla symétrie orthogonale

d’axe (0OA) etR (0 ; ?) la rotation de centre O et d’angle de mesure

2T

3

a) La transformation g est-elle un déplacement ou un
antidéplacement ? Justifier la réponse.

b) Calculer g(B) et g(0)

c) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de g

Exercice 4

Dans le plan orienté, on considére un triangle direct OAB rectangle
isocéle en O. Avec (04; 0B) = Zn]

On note R, et Ry les rotations de centres respectifs A et B et de
~ s . .
méme angle S et So la symétrie centrale de centre O.

On place un point C non situé sur la droite (AB) on trace les carrés
BEDC et ACFG directs tels que (BE; BC) = Zn]

1. Faire la figure qui sera complétée au fur et a mesure.

2. a) Déterminer S40) ° S(ap)y composée de deux réflexions d’axe
(AB) et (0A).
b) En écrivant Rz sous la forme d’une composé de deux
réflexions, démontrer que Ry o Rg = S,

3. a) Déterminer l'image de E par R, ° Rg

b) En déduire que O est le milieu du segment [EG]
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c) On note Ry et R, les rotations de centres respectifs F et D et de

méme angle % Etudier l'image de C par la transformation

RpoSyoRp.

d) Déterminer la nature de la transformation Rp o Sy ° R
e) Placer H le symétrique de D par rapport a O.

f) Démontrer que Rz(H) = D

g) Montrer que le triangle FOD est rectangle isocéle en O.
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HOMOTHETIE

Exercice 1
ABC est un triangle.

Soit h et h' les homothéties de centres respectifs B et C, de rapports

respectifs 2 et —é

1. Démontrer que h' o h est une homothétie et préciser son rapport.

2. Construire l'image de A par h' o h et en déduire une
détermination du centre de cette homothétie.

Exercice 2

ABC est un triangle.

Soit h et h' les homothéties de centres respectifs B et C ; de
rapports respectifs % et %

1. Démontrer que h' o h est une translation.

2. Construire l’image de A par h' o h.

3. En déduire une détermination du vecteur de cette translation
puis Pexprimer en fonction de BC.

Exercice 3

ABC est un triangle.

Soit H = h(B;3) etT =tz
3

1. Justifier que T o H est une homothétie et préciser son rapport.

2. Construire l'image de A parT o H
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3. En déduire une détermination du centre de cette homothétie.

Exercice 4

Le plan est muni du repére orthonormé (0;7;). Soit h et h' les
homothéties dont les expressions analytiques sont respectivement :

et

{y’ = =2y

1. Déterminer les rapports k et k', les centres 0 et Q) des
homothéties h et h'.

2. Démontrer que les transformations h' o h et h o h' sont des
homothéties et déterminer leurs expressions analytiques.

3. Déterminer les coordonnées des centres de ces homothéties.

Exercice 5

Le plan est muni du repére orthonormé (0;1;]). Sot h ’homothétie
de centre )(—2;1) et de rapport —3, t est la translation de vecteur
u(1;3) et f l'isométrie définie analytiquement par :

x'=x—y+1

{y’ =x+y-—-1

1. Déterminer les expressions analytiques des homothéties t o h et
hot.

2. h' est une homothétie de centre A(1;1) et de rapport A =2 et on
note (h')™! sa réciproque.

a) Déterminer analytiquement (h')™! et f o (h")71
b) Montrer que f o (h")™! est une isométrie.
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