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Programme

* Suites numériques, modeles discrets Dans le manuel

Contenus

— Exemples de modes de génération d'une suite : explicite u_ = f(n), par une relation de récurrence u, = f(u ), par un
algorithme, par des motifs géométriques. Notations : u(n), u , (u(n)), (u ).

— Suites arithmétiques : exemples, définition, calcul du terme général. Lien avec I'étude d'évolutions successives a
accroissements constants. Lien avec les fonctions affines. Calculde 7+2+... +n.

— Suites géométriques : exemples, définition, calcul du terme général. Lien avec I'étude d'évolutions successives a taux
constant. Lien avec la fonction exponentielle. Calculde 7+ g +... +g".

— Sens de variation d'une suite.

— Sur des exemples, introduction intuitive de la notion de limite, finie ou infinie, d'une suite.

Capacités attendues

— Dans le cadre de I'étude d’une suite, utiliser le registre de la langue naturelle, le registre algébrique, le registre graphique, et
passer de I'un a l'autre.

— Proposer, modéliser une situation permettant de générer une suite de nombres. Déterminer une relation explicite ou une
relation de récurrence pour une suite définie par un motif géométrique, par une question de dénombrement.

— Calculer des termes d'une suite définie explicitement, par récurrence ou par un algorithme.

— Pour une suite arithmétique ou géométrique, calculer le terme général, la somme de termes consécutifs, déterminer le sens
de variation.

— Modéliser un phénomeéne discret a croissance linéaire par une suite arithmétique, un phénomene discret a croissance
exponentielle par une suite géométrique.

— Conjecturer, dans des cas simples, la limite éventuelle d'une suite.

Démonstrations

— Calcul du terme général d'une suite arithmétique, d’une suite géométrique.

—Calculde 7+2+... +n.

—Calculde T+g+... +q".

Exemple d'algorithme

— Calcul de termes d’une suite, de sommes de termes, de seuil.

— Calcul de factorielle.

— Liste des premiers termes d’une suite : suites de Syracuse, suite de Fibonacci.

Approfondissements possibles

— Tour de Hanoi.

— Somme des n premiers carrés, des n premiers cubes.

— Remboursement d’'un emprunt par annuités constantes.

« Equations, fonctions polynémes du second degré Dans le manuel

Contenus

— Fonction polyndme du second degré donnée sous forme factorisée. Racines, signe, expression de la somme et du produit
des racines.

— Forme canonique d'une fonction polyndme du second degré. Discriminant. Factorisation éventuelle. Résolution d'une
équation du second degré. Signe.

Capacités attendues

— Etudier le signe d’une fonction polynéme du second degré donnée sous forme factorisée.

— Déterminer les fonctions polyndmes du second degré s'annulant en deux nombres réels distincts.

— Factoriser une fonction polynéme du second degré, en diversifiant les stratégies : racine évidente, détection des racines par
leur somme et leur produit, identité remarquable, application des formules générales.

— Choisir une forme adaptée (développée réduite, canonique, factorisée) d’'une fonction polyndéme du second degré dans le
cadre de la résolution d’un probléme (équation, inéquation, optimisation, variations).

Démonstrations

— Résolution de I'équation du second degré.

Exemples d’algorithme

— Factorisation d'un polynéme du troisiéme degré admettant une racine et résolution de I'équation associée.

— Factorisation de x” - 7 parx—-1,de x"-a" parx-a.

— Déterminer deux nombres réels connaissant leur somme s et leur produit p comme racines de la fonction polynéme

x> x2-sx+p.




e Dérivation

Dans le manuel

Contenus

Point de vue local

— Taux de variation. Sécantes a la courbe représentative d'une fonction en un point donné.

— Nombre dérivé d'une fonction en un point, comme limite du taux de variation. Notation f'(a).

—Tangente a la courbe représentative d’une fonction en un point, comme « limite des sécantes ». Pente. Equation : la
tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a est la droite d'équation y = f(a) + f'(a)(x - a).

Point de vue global

— Fonction dérivable sur un intervalle. Fonction dérivée.

— Fonction dérivée des fonctions carré, cube, inverse, racine carrée.

— Opérations sur les fonctions dérivables : somme, produit, inverse, quotient, fonction dérivée de x+— g(ax + b).

— Pour n dans Z, fonction dérivée de la fonction x — x".

— Fonction valeur absolue : courbe représentative, étude de la dérivabilité en 0.

Capacités attendues

— Calculer un taux de variation, la pente d'une sécante.

— Interpréter le nombre dérivé en contexte : pente d’'une tangente, vitesse instantanée, cott marginal...

— Déterminer graphiquement un nombre dérivé par la pente de la tangente. Construire la tangente en un point a une courbe
représentative connaissant le nombre dérivé.

— Déterminer I'équation de la tangente en un point a la courbe représentative d’une fonction.

— A partir de la définition, calculer le nombre dérivé en un point ou la fonction dérivée de la fonction carré, de la fonction
inverse.

— Dans des cas simples, calculer une fonction dérivée en utilisant les propriétés des opérations sur les fonctions dérivables.
Démonstrations

— Equation de la tangente en un point a une courbe représentative.

— La fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0.

— Fonction dérivée de la fonction carrée, de la fonction inverse.

— Fonction dérivée d’'un produit.

Exemple d'algorithme

— Ecrire la liste des coefficients directeurs des sécantes pour un pas donné.

* Variations et courbes représentatives des fonctions

Dans le manuel

Contenus

— Lien entre le sens de variation d’une fonction dérivable sur un intervalle et signe de sa fonction dérivée ; caractérisation des
fonctions constantes.

— Nombre dérivé en un extremum, tangente a la courbe représentative.

Capacités attendues

— Etudier les variations d’une fonction. Déterminer les extremums.

— Résoudre un probléme d'optimisation.

— Exploiter les variations d’une fonction pour établir une inégalité. Etudier la position relative de deux courbes
représentatives.

- Etudier, en lien avec la dérivation, une fonction polynéme du second degré : variations, extremum, allure selon le signe du
coefficient de x2

Exemple d'algorithme

— Méthode de Newton, en se limitant a des cas favorables.

« Fonction exponentielle

Dans le manuel

Contenus

— Définition de la fonction exponentielle, comme unique fonction dérivable sur R vérifiant f' = f et £(0) = 1. Lexistence et
I'unicité sont admises. Notation exp(x).

— Pour tous réels x et y, exp(x + y) = exp(x) exp(y) et exp(x) exp(—x) = 1. Nombre e. Notation e*.

— Pour tout réel g, la suite (e™) est une suite géométrique.

— Signe, sens de variation et courbe représentative de la fonction exponentielle.

Capacités attendues

—Transformer une expression en utilisant les propriétés algébriques de la fonction exponentielle.

— Pour une valeur numérique strictement positive de k, représenter graphiquement les fonctions t — e et t — ek,

— Modéliser une situation par une croissance, une décroissance exponentielle (par exemple évolution d’un capital a taux fixe,
décroissance radioactive).

Exemple d'algorithme

— Construction de I'exponentielle par la méthode d’Euler. Détermination d’une valeur approchée de e a l'aide de la suite
(1 +).

Approfondissements possibles

— Unicité d'une fonction f dérivable sur R telle que f'= f et f(0) = 1.

— Pour tous réels x et y, exp(x + y) = exp(x) exp(y).

— La fonction exponentielle est strictement positive et croissante.

Programme
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Programme

* Fonctions trigonométriques Dans le manuel

Contenus
— Cercle trigonométrique. Longueur d’arc. Radian.
— Cosinus et sinus d’un nombre réel. Lien avec le sinus et le cosinus dans un triangle rectangle. Valeurs remarquables.
— Cosinus et sinus d'un nombre réel. Lien avec le sinus et le cosinus dans un triangle rectangle. Valeurs remarquables.
— Fonctions cosinus et sinus. Parité, périodicité. Courbes représentatives.
Capacités attendues
— Placer un point sur le cercle trigonométrique.
— Lier la représentation graphique des fonctions cosinus et sinus et le cercle trigonométrique.
—Traduire graphiquement la parité et la périodicité des fonctions trigonométriques.
— Par lecture du cercle trigonométrique, déterminer, pour des valeurs remarquables de x, les cosinus et sinus d’angles associés a x.
Démonstration
.o mno.m
— Calcul de sin 7 C0s 3 sin 3.

Exemple d'algorithme
— Approximation de 1 par la méthode d’Archiméde.

Geometrie

» Calcul vectoriel et produit scalaire Dans le manuel

Contenus

— Produit scalaire a partir de la projection orthogonale et de la formule avec le cosinus. Caractérisation de I'orthogonalité.
— Bilinéarité, symétrie. En base orthonormée, expression du produit scalaire et de la norme, critére d'orthogonalité.

— Développement de || +7V [ Formule d’Al-Kashi.

—Transformation de lI'expression (MA)-(MB).

Capacités attendues

— Utiliser le produit scalaire pour démontrer une orthogonalité, pour calculer un angle, une longueur dans le plan ou dans
l'espace.

— En vue de la résolution d’un probléme, calculer le produit scalaire de deux vecteurs en choisissant une méthode adaptée (en
utilisant la projection orthogonale, a I'aide des coordonnées, a I'aide des normes et d'un angle, a I'aide de normes).

— Utiliser le produit scalaire pour résoudre un probléme géométrique.

Démonstrations

— Formule d’Al-Kashi (démonstration avec le produit scalaire).

— Ensemble des points M tels que MA-MB = 0 (démonstration avec le produit scalaire).

Approfondissements possibles

— Loi des sinus.

— Droite d’Euler d'un triangle.

— Les médianes d’un triangle concourent au centre de gravité.

* Géométrie repérée Dans le manuel

Contenus
—Vecteur normal a une droite. Le vecteur de coordonnées (g,b) est normal a la droite d’équation ax + by + ¢ =0. Le vecteur (-b, a)
en est un vecteur directeur.

— Parabole représentative d'une fonction polynéme du second degré. Axe de symétrie, sommet.

Capacités attendues

— Déterminer une équation cartésienne d’une droite connaissant un point et un vecteur normal.
— Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal d'un point sur une droite.

— Déterminer et utiliser I'équation d’un cercle donné par son centre et son rayon.

— Reconnaitre une équation de cercle, déterminer centre et rayon.

— Déterminer |'axe de symétrie et le sommet d’une parabole d’équation y = ax* + bx +c.
— Utiliser un repeére pour étudier une configuration.
Approfondissements possibles

— Recherche de I'ensemble des points équidistants de I'axe des abscisses et d'un point donné.

— Déterminer l'intersection d’un cercle ou d'une parabole d'équation y = ax? + bx + c avec une droite paralléle a un axe.

Probabilites et statistiques

* Probabilités conditionnelles et indépendance Dans le manuel

Contenus

— Probabilité conditionnelle d'un événement B sachant un événement A de probabilité non nulle. Notation P,(B). Indépendance
de deux événements.

— Arbres pondérés et calcul de probabilités : regle du produit, de la somme.

— Partition de l'univers (systémes complets d'événements). Formule des probabilités totales.

— Succession de deux épreuves indépendantes. Représentation par un arbre ou un tableau.

Capacités attendues

— Construire un arbre pondéré ou un tableau en lien avec une situation donnée. Passer du registre de la langue naturelle au
registre symbolique et inversement.




— Utiliser un arbre pondéré ou un tableau pour calculer une probabilité.

— Calculer des probabilités conditionnelles lorsque les événements sont présentés sous forme de tableau croisé d'effectifs (tirage
au sort avec équiprobabilité d'un individu dans une population).

— Dans des cas simples, calculer une probabilité a I'aide de la formule des probabilités totales.
— Distinguer en situation P,(B) et P (A), par exemple dans des situations de type « faux positifs ».
— Représenter une répétition de deux épreuves indépendantes par un arbre ou un tableau.
Exemple d’algorithme

— Méthode de Monte-Carlo : estimation de I'aire sous la parabole, estimation du nombre .
Approfondissements possibles

— Exemples de succession de plusieurs épreuves indépendantes.

— Exemples de marches aléatoires.

e Variables aléatoires réelles Dans le manuel

Contenus

— Variable aléatoire réelle : modélisation du résultat numérique d’une expérience aléatoire ; formalisation comme fonction définie
sur l'univers et a valeurs réelles.

— Loi d'une variable aléatoire.

— Espérance, variance, écart type d’'une variable aléatoire.

Capacités attendues

— Interpréter en situation et utiliser les notations {X = a}, {X < a}, P(X = a), P(X < a). Passer du registre de la langue naturelle au
registre symbolique et inversement.

— Modéliser une situation a I'aide d'une variable aléatoire.

— Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire.

— Calculer une espérance, une variance, un écart type.

— Utiliser la notion d’espérance dans une résolution de probleme (mise pour un jeu équitable...).

Exemples d'algorithmes

— Algorithme renvoyant I'espérance, la variance ou I’écart type d’une variable aléatoire.

— Fréquence d'apparition des lettres d'un texte donné, en francais, en anglais.

Approfondissement possible

— Formule de Kénig-Huygens.

— Pour X variable aléatoire, étude de la fonction du second degré x +— E((X - x)2).

Expérimentations

— Simuler une variable aléatoire avec Python.

— Lire, comprendre et écrire une fonction Python renvoyant la moyenne d’un échantillon de taille n d’'une variable aléatoire.
— Etudier sur des exemples la distance entre la moyenne d’un échantillon simulé de taille n d’une variable aléatoire et I'espérance
de cette variable aléatoire.

— Simuler, avec Python ou un tableur, N échantillons de taille n d’une variable aléatoire, d'espérance u et d'écart type 0. Sim
désigne la moyenne d'un échantillon, calculer la proportion des cas ou I'écart entre m et u est inférieur ou égal & 20/+/n.

Algorithmique et programmation

¢ Notion de liste Dans le manuel

Capacités attendues

— Générer une liste (en extension, par ajouts successifs ou en compréhension).
— Manipuler des éléments d'une liste (ajouter, supprimer...) et leurs indices.

— Parcourir une liste.

— Itérer sur les éléments d’une liste.

Vocabulaire ensembliste et logique

e Utiliser les variables et les instructions élémentaires Dans le manuel

L'apprentissage des notations mathématiques et de la logique est transversal a tous les chapitres du programme. Aussi, il importe
d'y travailler d'abord dans des contextes ou ils se présentent naturellement, puis de prévoir des temps ou les concepts et types de
raisonnement sont étudiés, apres avoir été rencontrés plusieurs fois en situation.

Les éléves doivent connaitre les notions d'élément d'un ensemble, de sous-ensemble, d’appartenance et d'inclusion, de réunion, m
d'intersection et de complémentaire et savoir utiliser les symboles de base correspondants : €, C, N, U ainsi que la notation des

ensembles de nombres et des intervalles. Ils rencontrent également la notion de couple et celle de produit cartésien de deux
ensembles.

Pour le complémentaire d'un sous-ensemble A de E, on utilise la notation A des probabilités, ou la notation £\ A.

Les éléves apprennent en situation a:

— lire et écrire des propositions contenant les connecteurs logiques « et » « ou » ;

— mobiliser un contre-exemple pour montrer qu’une proposition est fausse ;

— formuler une implication, une équivalence logique, et a les mobiliser dans un raisonnement simple ;
— formuler la réciproque d'une implication ;

—employer les expressions « condition nécessaire », « condition suffisante » ; Tous les
— identifier le statut des égalités (identité, équation) et celui des lettres utilisées (variable, inconnue, parametre) ; chapitres
— utiliser les quantificateurs (les symboles V et 3 ne sont pas exigibles) et repérer les quantifications implicites dans certaines
propositions, particuliérement dans les propositions conditionnelles ;

— formuler la négation de propositions quantifiées.

Par ailleurs, les éleves produisent des raisonnements par disjonction des cas, par I'absurde, par contraposée, et en découvrent la
structure.

Programme 9
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PARTIE

Alan Mathison Turing  Grace Murray Hopper
(1912-1954) (1906-1992)

Algorithmique
et programmation

John McCarthy John George Kemeny
(1927-2011) (1926-1992)

|

Alan Turing est considéré Grace Murray Hopper congoit en 1950 John McCarty créé le langage LISP
comme fondateur de la le premier compilateur qui transforme | (de l'anglais list processing soit
science informatique. Il un programme intelligible en langage « traitement de listes ») en 1958.
présente pour la 1¢ fois les machine. Elle écrit en 1959 le premier En 1971, il obtient le prix Turing
termes de programmation et langage proche de |'anglais, COBOL, pour ses recherches en intelligence
de programme, il donne une encore utilisé. artificielle.
définition précise du concept w [T p. 346 £ ] Dicomaths J i1y
d'algorithme.

£ Dicomaths J 1]

Mon parcours au lycée

®

Au collége et en 29, jai étudié

les notions d’algorithme, de programme,
de variable informatique, de boucle,

de condition et de fonction.

O

En 1 générale, je consolide
mes connaissances sur les variables,
les instructions conditionnelles,

les boucles et les fonctions.

Je découvre la notion de liste.



Chapitre, '\ Notiondeliste...................................ll p. 12

€n 1966,
le Général de
Gaulle et Michel
Thomas Eugene Kurtz  Niklaus Emil Wirth Bjarne Stroustrup Guido Van Rossum  Debré favorisent
(1928-) (1934-) (1950-) (1956-) la mise en

e place du « Plan

-,

Calcul », destiné
a développer
les technologies
de l'information
en France et en
Europe.

\ ; II \ \ y

John George Kemeny et Thomas Dans les années 70, Bjarne Stroustrup Guido Van Rossum
Eugene Kurtz développent en Niklaus Wirth met au point met au point en 1983 crée en 1991 le
1964 le langage BASIC, voulu le langage Pascal. Il est la premiére version langage Python,
interactif et simple d'utilisation, également 'auteur de la loi du langage C++, un trés utilisé a I'heure
permettant l'utilisation de Wirth selon laquelle les des langages les plus actuelle.

des ordinateurs par des programmes ralentissent utilisés dans le monde. - [ETIET p. 349
étudiants issus de filiéres non- plus vite que le matériel - p. 349

scientifiques. n'accélére.

B4 Dicomaths J 113 &4 Dicomaths J {1t}

Domaines professionnels

Un ou une ingénieur(e) programmera des machines

pour automatiser certaines taches : chaines de production, trieur de courrier etc.
Un ou une chirurgien(ne) pourra opérer a distance via un ordinateur.

Un ou une informaticien(e) combinera différents algorithmes

afin d’effectuer des taches le plus rapidement possible.

Un ou une entrepreneur(e) cherchera a minimiser ses co(ts

en utilisant, par exemple, I'algorithme du simplexe.

Un ou une cryptanalyste testera de nombreux algorithmes afin de valider la sécurité d’un systeme.

Une entreprise de transports utilisera I'algorithme de Dijkstra

pour déterminer la tournée la plus courte passant par tous les endroits a livrer.




/
/

Alan Turing est I'un des fondateurs
de l'informatique moderne.
' Il est ici incarné par Benedict Cumberbatch
| dans le film The Imitation Game qui
, évoque sa contribution au décryptage des
codes secrets allemands de la machine Enigma
, durant la 2% Guerre mondiale.

/hﬁﬂ%%®® 

Générer une liste en extension, utiliser ses éléments e 20
(et leurs indices) et en ajouter. p

Manipuler les éléments d'une liste. G p. 20

Parcourir les éléments d'une liste sans itérer
sur ses éléments.

p.23
Comprendre une itération sur les éléments d’une liste. o p. 21 \ p.24
Itérer sur les éléments d’une liste. o p.21 X p.24

Définir une liste en compréhension. o p. 21 b p.24
(1] TP1

activités exercices exercices exercices travaux
résolus corrigés non corrigés pratiques



]
Algo & Prog“S&

Dans tout le chapitre

[ ]
[ TicE
p. 29 a 37

y
Les autres disciplines U

p. 24, 26

gl
Algo & Prog g

Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-01

1. Connaitre quelques commandes usuelles

Associer chaque commande en langage naturel
a sa commande en Python

En langage naturel En Python
Q) # random.random ()
@« input ("?")
(3) Afficher print

() «— Valeur saisie 1=

(5) Réel aléatoire entre 0 et 1 ==
@ =

2. Comprendre la notion d’affectation

1. Expliquer en quoi les affectations .
a=

d'es lignes 1 et2du programme b=float (input ("b=?"))
ci-contre sont de natures différentes. a=b*a

2. Quelles sont les valeurs prises par les | b=a**2

variables a et b en fin de programme si
I'utilisateur choisit 3 comme valeur de b au départ ?

3. Comprendre et utiliser les instructions conditionnelles

1. Qu'affiche le programme ci-contre :

i ?
a) six prend la valeur 5 x=random. randint (1,20)

b) si x prend la valeur 17 ? if 2*x-17<5:
2. Pour quelles valeurs de x £ _Il?rlnt (% aat gsana”)
le programme affiche-t-il

x estpetit?

print("x est petit")

4. Comprendre et utiliser les boucles bornées

Ecrire un algorithme en langage naturel ou un programme qui affiche les
cubes des entiers positifs de 8 =23 a 1 000 000 = 1003

5. Comprendre et utiliser les boucles non bornées

1. Quelles sont toutes les valeurs prises par x R RICIA IR :

pendant I'exécution de cet algorithme ? P1e 5 . :
: Tant que i < 10 :

2. Traduire cet algorithme en un programme x « 31 + 5

Python!’. iei+1

gFin tant que

6. Comprendre et utiliser les fonctions
Pour passer une journée dans un parc d'attractions, le tarif enfant est de
45 euros et le tarif adulte est de 70 euros.

Ecrire une fonction tarif total ayant deux paramétres
nb enfantsetnb adultes (correspondant aux nombres d'enfants
et d'adultes dans un groupe) et renvoyant le tarif payé par le groupe

pour une journée dans ce parc d'attractions. e Corrigés

Lienmini.fr/maths1-00

1 - Notion de liste
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n Travailler avec les coordonnées ‘an®

A » Calcul de longueur

1. Ecrire dans un programme 1 une fonction longueur de paramétres xA, yA, xB et yB qui renvoie
la longueur d'un segment [AB] avec A (xA;yA) et B(xB;yB).

l‘ (Couplde]pouce)

® | a premiére ligne de cette fonction est def longueur (xA, yA,xB,yB) :

° \/; s'obtient avecmath. sqrt (x) avec le module math importé en début de programme.

2. Quelle est la valeur de la variable 1 pour 1=1longueur (-2,4,-5,3) ?
Vérifier.

3. Pourquoi cette fonction n'est-elle pas adaptable pour renvoyer les coordonnées du milieu de [AB] ?

B » Un détour par les listes
1. Ouvrir un deuxiéme onglet et y écrire L= [6, 8, 4] puis enregistrer sous tests.

2. Ecrire print (type (L) ) ala ligne suivante et exécuter le programme.
De quel typeest L. ?

3. a) A votre avis, quel va étre I'affichage obtenu par print (L [1]) ?
Vérifier.
b) A votre avis, quel va étre I'affichage obtenu par print (L [3]) ?
Vérifier.
c) Quelle instruction faut-il saisir pour obtenir I'affichage de la valeur 6, premier élément de la liste L ?
Vérifier.
4. On souhaite maintenant modifier une valeur de L.
a) Ecrire 1. [1] =5 puis, a la ligne suivante, L [2] =L [11].
b) Recopier et compléter la phrase suivante

OnamaintenantL=[...,...,...].

c) Vérifier en utilisant l'instruction print (L).

5. a) Ecrire .. append (12) puis, a la ligne suivante, print (L).
b) Décrire le fonctionnement de la commande L. append (x).

C » Coordonnées du milieu

1. Ecrire dans un programme 2 une fonction saisie sans paramétre demandant les coordonnées x et y
d’un point et qui renvoie la liste A= [x, y1.

2. Ecrire une fonction milieu de paramétres A et B de type liste dont les éléments sont les coordonnées
de deux points A et B.
Cette fonction renvoie la liste M dont les éléments sont les coordonnées du milieu de [AB].

3. Ecrire une fonction longueur2 de paramétres A et B de type liste dont les éléments sont les coordonnées
de deux points A et B et qui renvoie la longueur du segment [AB].

4, En utilisant les fonctions précédentes, écrire le programme principal qui demande les coordonnées de A
et de B et affiche les coordonnées du milieu de [AB] (sous forme de liste) puis la longueur [AB].

L ST O p.18

min h




il

454

- L3 o o (] ' min '_\
B Etudier des statistiques avec les listes Yas®
A » Une fonction statistique connue Programme 3
1. On considere la fonction med ci-contre ou L désigne une liste. def med(L):
l=len (L)

l‘ (Couplde]pouce] if 1%2 == 0:

® Linstruction 1len (L) renvoie la taille de la liste c’est-a-dire k=int (1/2)

son nombre d’éléments. m=(L[k-1]+L[k])/2

® 1%2 est le reste de la division de I'entier 1 par 2. else:

e Par défaut Python considére que 1/2 et 1/2+0. 5 sont des flottants : k=int(1/2+0.5)

lesinstructions k=int (1/2) etk=int (1/2+0.5) permettent dimposer m=L[k-1]

que k soit un entier. return m

a) En faisant tourner a la main la fonction med, donner les valeurs de retour demed ( [5,12,36,1051)
etdemed([1,2,3,5,7,9,11,14,21]).
b) Expliquer ce que fait cette fonction.
c) Dans ce programme3, on a écritm= (L [k-1] +L[k]) /2 et nonm= (L [k] +L [k+1]) /2.
Expliquer pourquoi.
2. a) Querenverramed([5,105,1,23,4,1,31) ?

b) Ecrire dans un programme3 la fonction med, suivie de print (med ([5,105,1,23,4,1,3]1)) sur
la ligne suivante, puis I'exécuter pour vérifier.

c) Ce résultat est-il cohérent avec ce qui est attendu ?
3. Linstruction L. sort (), écrite toute seule sur une ligne, sans affectation ou autre, trie la liste L.
a) Modifier la fonction med de sorte qu'elle renvoie bien la médiane des valeurs dans la liste L

méme si L n'est pas triée au départ.
b) Vérifier avec la liste de la question 2. a).

B » Tableau d’effectifs

1. a) Décrire le fonctionnement du programme 4 Programme 4
ci-contre puis l'écrire et I'exécuter une ou deux fois.

import random
b) Dresser le tableau d'effectifs de la série de valeurs R=[]

obtenues lors de la derniére exécution. for i in range(1,11):
R.append (random.randint (1,20))
2. a) En reprenant la liste R obtenue a la question B.» 1.b), | print (R)

faire tourner a la main la partie de code ci-contre.

l‘ G EBEPETEa Pour une valeur x et une liste L :

® x in L est vraie si x est un élément de L.
® I..count (x) renvoie le nombre de fois ol x apparait dans L.

b) Ecrire cette partie de code a la suite de la précédente V=[]
en modifiant for i in range (1, 11): E=[]
en for i in range (1, 31) : dans la 3¢ ligne du programme for i in range(1,21):
complet puis I'exécuter. if 1 in R:
c) Dresser le tableau d'effectifs de la série obtenue dans V.append(l) -
la list E.append(R.count (i))
aliste R. print (V)

print (E)

© @ p.19
\_ J
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B Iterer sur des eélements d’'une liste

A » Principe général
1. a) Ecrire et exécuter le programme 5 suivant.

Programme 5

A=[1,11,21,31,41]
for element in A:
print (element-1)

b) Expliquer les différentes étapes de son
exécution. On pourra commencer par traduire
en francais for element inA.

B » Un petit jeu

point d'arrivée.

au point d'arrivée.
1. Dans I'exemple suivant, combien y a-t-il de saisies ?

Arrivée
®

Départ
(]

A-t-il gagnésip=['d','z','z','d','z','d’',

3. Le jeu est programmé de telle facon que le point de
départ a pour coordonnées (0 ; 0) et le point d'arrivée
(a; b) avec a et b des nombres entiers aléatoires
positifs ou négatifs.

a) Exprimer la taille de la liste D en fonction de a et b.

b) Recopier et compléter le bloc de programme
ci-dessous permettant de tester si l'enfant a réussi
ou non (on considére que la liste D et les variables a
et b sont définies dans la partie de programme qui
précede).

On considére un jeu de dextérité pour enfant consistant a partir
d'un point de départ sur un quadrillage pour aller jusqu’a un

Pour cela, il faut taper successivement sur les boutons |z| (haut),
|§| (gauche), [s] (bas) et/ou @ (droite) du clavier, chaque saisie
correspondant a un déplacement d’un carreau et tous les dépla-
cements étant effectués en une seule fois apres la derniére saisie.
La saisie des touches s'arréte dés que l'enfant a atteint le nombre
de déplacements minimal permettant d'aller du point de départ

2. Les touches saisies par I'enfant sont stockées dans une liste D.
Tz, dqr ] 7

min

an®

2. a) Faire tourner a la main le programme 6 suivant.

Programme 6

L1=[0,1,2,3,4]

L2=[]

for i in Ll:
L2.append (i*i)

print(L2)

b) Ecrire le programme 6 et I'exécuter pour vérifier.

x=0
y=0

for i in D@

b I 5

if 41 == 'q' :
x=x-1
if i == 'd’' :

- £ PN

..==a and ...==b:
print("Brave !")

else:

print("Pas loin, réessaie

o R

SEETRO p.19
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Définir une liste en compréehension

A » Ensembles définis en compréhension

1. On considére I'ensemble A = {2/ + 1|i € N} qui se lit « ensemble des nombres de la forme 2i + 1 tels que i
qppartienne aN »,
Ecrire quelques éléments de cet ensemble A. Comment l'appelle-t-on couramment ?
2.0n considére l'ensembleB={0;7;14;21;28;35;...}.
a) Que sous-entendent les points de suspension ?
b) Comment appelle-t-on couramment cet ensemble B ?
g

3. Comment appelle-t-on couramment I'ensemble C = {k — 1|k € A} (ol A est défini dans la question 1.) ?

c) Exprimer I'ensemble B sous la forme B ={...|..

B » Listes définies en compréhension

1. a) Dans la console de Python P ,écrire [3*i for 1 inrange (101)] etvalider.
b) En observant la liste affichée, décrire ses éléments dans le langage mathématique courant.
c) Décrire I'ensemble des éléments de cette liste sous la forme {...|...}.

l‘ EUPCEREAEE range (n) est équivalenta range (0,n) quicorrespond aux entiers de 0 an-1.

n(n+1) avec n € N\{0}.

2. Les nombres triangulaires sont les nombres de la forme

Ecrire une instruction dans la console Python P permettant de créer la liste des 20 premiers nombres
triangulaires.

3.a) Ecrire [i**i for i inrange(1,11)] puis [i**i foriinrange(1l,11) if i**i<10%**6]
dans la console.

l‘ @GR EPETER Dans le langage pyTHON, a* *n signifie a®.

b) Expliquer la différence entre les deux listes obtenues.

C » Une application : le Chaturanga

La lIégende dit que I'ancétre du jeu d'échecs, le Chaturanga, a été
inventé par Sissa a la demande de son roi, contre une « petite »
récompense.

En effet, Sissa a demandé au roi de poser 1 grain de riz (ou de blé
suivant les histoires) sur la premiére case, 2 grains sur la deuxieme,
4 grains sur la troisieme et de doubler les quantités de cette facon
jusqu’'a la 64¢ et derniére case de I'échiquier.

1. Ecrire dans la console une instruction du type
L=[... foriin...] permettant dobtenir la liste du nombre
de grains sur chacune des cases. (Attention : L [0] correspond a
la premiére case, L [1] ala deuxieme, etc.).

2. Toujours dans la console, déterminer le nombre total de grains sur
I'échiquier a I'aide de la fonction sum dont le paramétre est une
liste qui renvoie la somme de ses termes.

-
3. Pour aller plus loin, chercher la masse d’un grain de riz sur Internet i a2l
et déterminer la masse totale de riz sur I'échiquier dans une unité adaptée. SO p.19

J

1 - Notion de liste
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o Notion de liste dans le langage Python #

Liste dans le langage Python

Dans le langage Python, une liste L est un tableau de valeurs dont les éléments sont indexés a partir
de 0. Ces éléments peuvent-étre de différents types.

®-Exemple
Pour définir la liste L constituée des éléments 5, "bob", 8.1 et "A", on écrit L= [5, "bob", 8.1, "A"].
Attention, comme les éléments sont indexés a partir de I'indice 0,onaL[0]=5, L[1]="bob",
L[2]=8.1letL[3]="A"

© Remarques
(H)on peut afficher le contenu d’une liste L a I'aide de l'instruction print (L).

(2) Lorsqu'on donne une liste sous cette forme, avec tous ses éléments entre crochets (nous verrons d’autres
facons de procéder dans la suite), on dit quelle est définie en extension.

En cela, le principe est analogue a celui qui consiste a définir un ensemble en donnant directement ses
éléments, a ceci prés que dans le cas d’une liste, l'ordre des éléments est important :

e |'ensemble A={5;12;8; 401} s‘écrit indifféremment A ={401;8;5; 12} ouencore A={5;8;401; 12}
e |es listes L=[5,12,8,401] etM=[401, 8,5, 12] sont différentes.

Indices des éléments d’une liste

Lorsqu’une liste L est définie, on peut manipuler (c'est-a-dire modifier, utiliser pour un calcul, etc.) tous
ses éléments en utilisant L. [1] ou i est I'indice de I'élément dans la liste.

®-Exemple

On considére le programme ci-contre dans lequel apparait 1 pairs=[2,4,6,7,9]

une liste nommée pairs. 2 pairs[3]=8

* Alaligne 1, on définit le contenu de cette liste. On a donc la 3 pairs[4]=pairs[4]+1
configuration ci-contre. 4 print(pairs)

* Ala ligne 2, on modifie la valeur en pairs [3] quidevient

8.0Onaalorspairs=[2,4,6,8,9]. . . .
N X . . . pairs[0] pairs[2] pairs[4]
¢ A laligne 3, on modifie la valeur en pairs [4] quidevient
pairs[4] +1 Clest-a-dire 9+1=10. \ l f/
\ [2,4,6,7,9]
Onaalorspairs=[2,4,6,8,10].

* Alaligne 4, on affichela liste:[2,4, 6,8, 101.
pairs[1] pairs[3]

Ajout d’un élément a la fin d’une liste

On peut ajouter un élément x a la fin d’une liste L avec l'instruction L . append (x) .

®-Exemple

Soitlaliste pairs=1[2,4,6,8,10].Linstruction pairs.append (12) ajoute Iélément 12 en fin de
liste,onaalorspairs=[2,4,6,8,10,12].

© Remarque Lorsque I'on veut définir une liste L par ajouts successifs, on peut commencer par définir une
liste vide L= [1 puis lui ajouter des éléments avec append.

B Exercice résolu Ji 1 I
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Q Quelques instructions utiles

Dans ce paragraphe, L, M et N désignent trois listes.

Instruction Explication
len (L) renvoie la taille de la liste L, c'est-a-dire son nombre d'éléments.
del(L[i]) supprime I'élément d'indice i de L (et décale les suivants vers la gauche).

L.insert (i,X) | jnserexen L[i] (et décale les éléments d'indice k = i vers la droite).

L.count (x) renvoie le nombre d'occurrences de la valeur x dans L.

L=M+N concaténation de Met N : L contient les éléments de M suivis de ceux de N.
L.sort () L est modifiée de sorte que ses éléments soient dans l'ordre croissant.
ifxinL: teste si x est un élément de L.

if xnotinL: | testesixn'estpasunélémentde L.

© Remarque Comme range (n) désigne les entiers de 0 an-1 for i in range (len(L)):
inclus, le bloc ci-contre permet d'afficher tous les éléments de L. print(L[i])
Silen (L) =4, il affiche les 4 éléments L [0] ,L[1],L[2] etL[3]. I orcice résoln 9 p. 20

9 Itération sur les elements et listes en compréehension

Itération sur les éléments d’une liste

Soit L une liste, for i in L veut dire « pour i prenant successivement pour valeurs les éléments de L ».

®-Exemple

Le tableau donnant I'évolution de l'exécution du
programme ci-contre est :

taille cm=[173,145,156,169]
i= 173 145 156 169 for i in taille cm:

Affichage 1.73 1.45 1.56 1.69 print(1/100)

La variable i a pris pour valeurs tous les éléments de la liste taille cm(dans l'ordre).
B3| Exercices résolus Il 3 Y 4 L3

© Notation L'ensemble des entiers pairs entre 0 et 1 000 peut sécrire {0;2;4;...;998; 1 000} mais ce n'est
pas totalement satisfaisant car on n’a pas écrit tous les éléments (il y en a trop ).

Ainsi, on préférera I'écrire {2i]i € N et i < 500} qui se lit « 'ensemble des nombres de la forme 2i (expression)
tels que i (variable) est un entier entre 0 et 500 (ensemble) ». Il en est de méme pour les listes.

Liste définie en compréhension

On définit une liste L en compréhension par L= [expression £or variable in ensemble]
ou L= [expression £or variable in ensemble i £ condition].

®-Exemple

On considere trois listes définies par P= [2*i for i inrange (0,501) ], IMP1=[i+1 fori inP] et
IMP2=[i+1l foriinP if i<100].
e P contient des nombres de la forme 2*1i avec i entier entre 0 et 500 soit P=[0,2,4,...,1000].
e TMP1 contient des nombres de la forme i+1 avec i dans P soit IMP1=[1,3,5,...,1001].
e IMP2 contient des nombres de la forme 1+1 avec i dans P qui sont inférieurs a 100 cest-a-dire avec
i pair entre 0 et 98 soit IMP2=[1,3,5, ...,99].

gl Exercice résolu Ji 5 J¥Pal
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Exercices

Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-02

Exo

a Créer et manipuler une liste > T8 @ p. 18

Ecrire un programme respectant les étapes suivantes.

@ Créer une liste L contenant dans l'ordre les éléments 5, 3, 4 et 8.
@ Maodifier la liste L de sorte qu'elle devienne [5, 3,4, 91.

(3 Ajouter I'élément 10 a la fin de cette liste.

() Afficher la liste L RUTUDRRRRIRRRPRRRRRRRRRRRY Conseils & Méthodes S RNRNRRRRRRRRT

Pour créer une liste, on écrit les valeurs entre crochets, séparées par des virgules.

Pour modifier I'élément d’indice i de la liste L, on utilise L [i] =.
Attention, le 4° élément est L [3] car l'indexation des éléments commence a 0.

Solution

Le programme est :

eeeccccccccccccsoe
®eccccsccccccccscce

ﬂ ﬂ Pour ajouter un élément x en fin de liste L, on utilise l'instruction L. append (x).
L=[5,3,4,8] Pour afficher une liste, on utilise l'instruction print.
L[3]=9 R
L.append (10) ﬂ
print (L) © Remarque A laligne 3, il aurait été incorrect d'écrire L [4]1 =10 car, & ce moment,
L [4] n'existe pas.

A vous de jouer ! |,

n Ecrire un programme respectant les étapes suivantes.

(D Créer une liste L1 contenant dans l'ordre les éléments
21,32,37 et 8.

() Créer une liste L.2 vide.
(3 Ajouter le 2¢ élément de L1 a la fin de la liste L2.
W Afficher la liste L1 puis la liste L.2.

Utiliser les instructions usuelles sur les listes

B2 Ecrire un programme respectant les étapes suivantes.
@ Créer une liste L3 contenant 4 réels de votre choix.

(2) Affecter a une variable a la somme des deux derniers
éléments de la liste L3.

@ Ajouter I'élément 16 4 la fin de la liste L.3.

@) Afficher la liste L.3.
B d(Exercices | 22 F] 2u P

Y Cours 12 TRT:

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

On considére le programme ci-contre.

import random
L=[]
for i in range(l1,10):
if random.random() < 0.5:
L.append (random.randint (1,10))

Le compléter pour qu'il affiche la taille de la

liste L, puis qu'il ajoute le nombre 3 en premiére
position dans L, puis affiche 5 est dedans sile
nombre 5 est présent dans L.

Solution

La suite du programme est :

IR RN NN NN NN NN conseiIS&MéthOdes IR R RN RN NN RN NN NN NN

print(len(L)) : " " - e :
L.insert (0,3) ﬂ < [ La premiére position est I'indice 0 donc on insere 3 a l'indice 0.
i€°5 in L: ﬂ : A5 in L est vrai si 5 est dans (in en anglais) L. g

print ("5 est dedans") On n'oublie pas le double-point final quand on utilise 1 £.

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

A vous de jouer ! |,

B Ecrire un programme dans lequel deux listes
L=[0,1,1,0,0] etM=[0,1, 0] sont définies, et qui:

@ crée la liste N constituée des valeurs de L suivies de
celles de M.

“ Ecrire un programme dans lequel une liste
L=1[1,4,27,256] estdéfinieet qui:

@ affecte un entier aléatoire entre 0 et 3 & une variable i.
@ affiche I'élément d'indice i de la liste L puis le supprime.

© EEEES E et EX p. 23

(@ trie la liste N dans I'ordre croissant.
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Exo

Lienmini.fr/maths1-02

Versions interactives ExerCices ‘

Comp rendre une iteration sur les elements id Cours [3 PRC
Décrire Iefonctiqnnement 1=[5,4,3,2,1,0]
du programme ci-contre. for ¥k in L:
print (2*k)

Solution . ”
® 0000000000000 0 00l conseIIS& MethOdes ®0000000s0000000 e

k vaut successivement 5, 4, 3, 2, letO ﬂ
donc le programme affiche successivemnent

101 81 61 4’ 2et0 lz.

A vous de jouer ! |,

On identifie I'instruction for k in L donc k va prendre
successivement pour valeurs les éléments de L.

e®00ccc0cce
e0ccccccce

On remplace k par la valeur correspondante.

©3000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

B Décrire le fonctionnement du programme suivant. ﬂ Décrire le fonctionnement du programme suivant.
Ll=[1,2,3,4,5] L2=["chou" , "hibou", "sou"]
p=1 for k in L2:
for: § in Li: print (k+"s")
P=p*]
4| Exercices | 36 EY 38 N1
Itérer sur les eléements il Cours 13 TRE

©00000000000000000000000000000000000000000 o

Ecrire un programme dans lequel la liste L=[59, 41, 62, 99, 74] est définie, et qui calcule, en itérant
sur les éléments de L, la somme des termes de la liste L, dans une variable s initialisée a 0.

SOIUtlon LA R R R N RN N conseiIS&MéthOdes L N N RN NN

L=[59,41,62,99,74] . f30Onva devoir calculer 59+41+62+99+74, donc on voit que I'on a
s=0 . 7 “successivement besoin de tous les éléments de la liste L : on utilise J
for i in L : ﬂ ¢ fori inLdesorte que i vaille 59 puis 41, etc. :

s=s+i ﬂ . ﬂ La valeur de s va successivement étre augmentée de tous les :

éléments de la liste, c’'est-a-dire de i, a chaque passage dans la boucle.

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

A vous de jouer ! |,

Définir une liste de 5 entiers puis faire afficher le | ﬂ Définir une liste de 8 entiers relatifs de votre choix
double de ses éléments. puis faire calculer la somme de leurs carrés.

R\ Exercices | 30 k] u2 N2
a Définir une liste en compréhension > (2T O p. 19

Définir en compréhension la liste de tous les carrés des entiers : a) de 0 a 30. b) de 0 a 10 puis de 20 a 30.

SOIUtlon ®00sscccssssccccne conseiIS&MéthOdes ®eeccssscscsssce

a) L1l=[i**2 for i in range (0,31)] ﬂ

b) L2=[i**2 for i in range (0,31)
if i<=10or i>=20]1 J

A vous de jouer ! |,

n Définir en compréhension la liste de tous les multi- m Définir en compréhension la liste de tous les multi-
ples de 7, de 0.a700. ples de 11 inférieurs & 10 789 sans calculer 10 289.

ﬂ On identifie I'expression générale des nombres de la liste :
2 puis 'ensemble parcouru par i : les entiers entre 0 et 30.

e®00cccccce,
XXX XYY

On ajoute la condition i < 10 ou i = 20.

©#J0000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

1
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Apprendre a apprendre

m 1. Donner les traductions francaises des mots append,
count, delete, insert, length et sort.

2. Sans regarder le cours, retrouver ce que font les ins-
tructions L. append (x), L.count (x), del (L[i]),
L.insert (i, x) len(L) et L.sort ().

m Si len (L) =13, de « combien a combien » les
éléments de L sont-ils « numérotés » ?

m Pour une liste L, quelle est la différence entre for i
inL: et for i inrange (len (L)) : ?

Diaporama

o
2
Questions -— Flash 6 a Ressource professeur

m Lequel des trois programmes suivants affiche
[36,12,1,5]17?

Programme 1 Programme 2

L1=[36,12,1] L1=[36,12,1]
L1[3]=5 L1[4]=5
print(L1l) print (Ll)

Programme 3
Ll=[36,12,1]

Ll.append(5)
print(L1)

m Donner les différentes
évolutions de la liste L2 lors
de I'exécution du programme
ci-contre.

m Donner les diffé-
rentes évolutions de la
liste L3 lors de l'exécu-
tion du programme
ci-contre.

On considere le

programme ci-contre.

L2=[1,5,9,17]
L2.insert(3,13)
L2=L2+[25,21]
L2.sort()

L3=[1,2,3,4]

k=len (L3)

for i in range(l,k):
L3[i]=2*L3[k-i]

def coupe(L,x):

1. Qu'affiche-t-il si for "!'fi!_l i':
if i <= x:
L=[12,36,15] et print (i)

x=14 7
2. Que se passe-t-il si
L= [llyll , e, "an]etx=2 ?

m 1. Ecrire une fonction double ayant pour para-
metre L de type liste (de flottants) et affichant dans l'ordre
les doubles de ses éléments.

2. Ecrire une fonction fois kayant pour paramétres L
de type liste (de flottants) et k de type flottant et affichant
dans l'ordre les produits des éléments de L par k.

d’application

m Ecrire les deux premiers et les deux derniers élé-
ments de I'ensemble A= {57 -3|i € Net 12 < < 20}

m Ecrire en compréhension la liste des multiples de 8
entre 0 et 104 (ona 104 =8 x 13).

Soit L4 une liste.

1. Ecrire en compréhension la liste L5 des quintuples
des éléments de L4.

2. Ecrire en compréhension la liste L6 des quintuples des
éléments de L4 qui sont inférieurs a 1 000.

Générer une liste en extension,

..................................................

m Ecrire un programme respectant les étapes suivantes.
@ Créer une liste A contenant dans l'ordre les éléments
42,78 et 103.

(@ Remplacer I'élément 78 par 4.

(3 Afficher le double de A [2].

@) Ajouter I'élément 78 en fin de liste.

m Soit B une liste de 5 flottants quelconques.

Ecrire un bloc d'instructions respectant les étapes suivantes.
(@ Remplacer le premier élément de B par son double.

(@ Ajouter un élément en fin de liste qui est égal au dernier
élément « actuel ».

() Afficher la liste B.

Décrire par des phrases ce que fait I'algorithme ci-
dessous quand on lI'exécute, puis le traduire dans le langage

Python. P

{L « [0,1,4,9,16]
i Ajouter 25 & la fin de L
{LI0] « 2 x L[5]

Comprendre les manipulations
sur les éléments d'une liste

..................................................

E Qu'affichent les programmes suivants ?
a)

A=[9,8,7,6,5]
A=A+[4,3,1]
print (3)
A.insert(7,2)
print (A)
A.sort()
print (A)

b)
B=[0,0,0,0,1,1,1]

print (B.count(B[1]))
del (B[4])
print(len(B))

print (B)




Exercices | d'application

m Dans chacun des cas suivants, dire ce qu'affiche le bloc
d'instructions ci-dessous.

it Ya* in L:

print ("lettre")
else:

print ("nombre")

a) L= [“q"’ “wll’ “ell’ “r"]
b) L=["agn, ngn, ngn, nypn]
¢)L=["azerty"]

Dans chacun des cas suivants, dire ce qu'affiche le bloc
d’instructions ci-dessous.

if 42 not in L:

print ("mathématiques")
else:

print ("informatique")

a)L= [41213151112]
b) L= [42,35,12]
¢)L=[423512]

m Dans chacun des cas suivants, dire ce qu'affiche la
fonction ci-dessous.

def effectifs(L):
for i in range(l,5):
print (L.count(i))

a)L=[1,2,1,3,3,4,3]
b)L=[5,5,5]

.................................................

m Ecrire un bloc d'instructions qui, pour une liste L dont
on admet gqu’elle est au minimum de taille 3 :

@ supprime son troisiéme élément.

@ affiche la taille de L.

(3 trie L dans l'ordre croissant.

m Ecrire un bloc d'instructions qui :

@ teste si l'un des éléments de L est 0.

@ si oui, affiche le nombre de fois ou 0 apparait dans la
liste L et, sinon, affiche le premier élément de L.

m Traduire l'algorithme suivant dans le langage
Python ﬁ

L ¢« Concaténation de L1l et L2
Si longueur de L > 10
Afficher "Grande liste"
Sinon
Insérer 12 en L[O0]

m Ecrire une fonction tri_ 2 liste ayant pour para-
metres L1 et L2 de type liste et renvoyant la liste contenant
tous les éléments de L1 et de L2 triés dans l'ordre croissant.

Parcourir une liste
sans itérer sur ses éléments

..................................................

L« [5,7,8,12]
{Pour i allant de 0 & 3
Afficher L[i]x2*

2. Lequel des deux programmes ci-dessous est équivalent
a cet algorithme ?

Programme 1
L=[5,7,8,12]
for i in range(3):
print (L[i]* (2%%i))

Programme 2
L=[5,7,8,12]
for i in range(4):
print (L[i]* (2**1i)

On consideére deux listes de flottants A et B, et la liste
C=[1. Que fait le programme ci-contre ?

if len(A) == len(B)
for i in range(len(a)):
C.append (A[i] *B[i])

m On considere deux listes de chaines de caractéres :
P constituée de prénoms et N constituée de noms ainsi que
la liste Li=[1.

Ecrire un programme vérifiant que P et N sont de méme
taille et tel que :

@si oui, le programme compléte la liste L de sorte qua la fin, les
éléments de L soient les « nom-prénom » présents dans P et N.
Parexemple, si P= ["Harry",...] et N=["Potter", ...]
alors L= ["Harry-Potter",...].

@ sinon, le programme affiche le message Veuillez
donner deux listes de la méme taille

I‘ EIPEREPETER On peut concaténer plusieurs chaines de

caracteres avec +.
Par exemple "baton" + "de" + "magicien" est égal
a "batondemagicien".

1+ Notion de liste 23
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Exercices

m Décrire le fonctionnement des deux programmes
suivants.

Programme 1 Programme 2
A=[1,2,3,4] B=["jolie", "liste" , "!"]
s=0 p="une"
£OF T 48 A% for mot in B:

s=s+2%1i p=p+" '"+mot
print (p)

On consideére I'algorithme suivant.

i tab ¢« [1,1.2,1.4,1.6,1.8,2]
{ Pour x dans tab
Afficher 3x® - 5x + 1

Donner son affichage puis le traduire en Python ﬁ .

m On considere la fonction Python ﬁ suivante.

def indice(L,x):

j=0

I=[]

for k in L:
if k == x:

I.append(])

J=j+1

return I

1.Querenvoie indice([1,2,3,1,2,5,1],1)?
2.Querenvoie indice([12,7,2,2,3,4,5,8]1,2)?
3. A quoi correspond la liste renvoyée par indice (L, x) ?

- pe e ’ ”

Itérer sur les éléments d'une liste
m On considére une liste de flottants L. Ecrire un bloc
d'instructions permettant I'affichage des images des élé-
ments de L par la fonction f: x — 4x3 - 12x? + 7x + 3 en
itérant sur les éléments de L.

Méme exercice que le précédent avec la fonction
3x+3

x2+4°

g:ix—

Calculs et automatismes

Quel est le résultat du test 5*2**3 >78/2-17

Soit L=[20,56,4,81,721
Quelle estla valeurde L[0] * (L. count (4) ) **1000 ?

d’application

Comprendre une itération
sur les éléments d'une liste

..................................................

m On considere I'algorithme suivant.

‘L ¢« [-2, -1, 0, 1, 2, 3]

Pour x dans L

P8l x=2

Afficher "pas d’image"

{ sinon

Afficher X

Fin si - i
{ Fin pour

Donner son affichage puis le traduire en Python ﬁ .

Soit une liste c de flottants AL Ll LR LtV

correspondant a des températures en degrés Celsius.
Ecrire un bloc d'instructions affichant I'état de l'eau (solide,
liqguide ou gazeux) pour chaque température de cette liste.

.................................................

Définir en compréhension :

a) la liste L1 des cubes des entiers de 0 = 04 125 000 = 503.
b) la liste L2 des multiples de 4 de 0 a 100.

¢) laliste L3 des multiples de 4 qui sont entre 1353 et2 711
(sans calculer 1353 +4et2711+4).

Définir en compréhension :

a) la liste L1 dont les éléments sont les éléments de l'en-
semble {2 + 5i|i € N et i < 100}

b) la liste L2 des éléments de L1 inférieurs a 200.

m 1. Les nombres de Mersenne sont les nombres de la
forme 2" - 1 avec n € N\{0} (qui se note également N*).
Ecrire en compréhension la liste Mdes 10 premiers nombres
de Mersenne.

2. Les nombres de Fermat sont les nombres de la forme
22" +1avecn € N.

a) Ecrire en compréhension la liste F1 des 5 premiers
nombres de Fermat.

b) Ecrire en compréhension la liste F2 des nombres de
Fermat inférieurs a 10 milliards.

1. Définir en compréhension laliste L1 des nombres
1;1,5;2;25;3;...;95et10.

2. Soit la fonction g : x+— x°.

Définir en compréhension la liste L2 des images des élé-
ments de L1 par g qui sont inférieures a 1000000.

Quelleestlavaleurde len([1,2,3]1+[5,6,71)-1?

m Donner les éléments de
L=[2*i**2-5 for iinrange(3)].



Exercices ( 4’entrainement

.................................................

m Pour une liste L (de taille au moins 4), écrire un bloc
d'instructions testant si L [3] est plus grand que 1 000 et
affectant 0a L [3] si c'est le cas et supprimant L [3] sinon.

m Pour une liste L, écrire un bloc d'instructions calculant
le nombre de fois k ol la valeur 0 est présente dans L puis
testant si k<2 et si oui, ajoutant des 0 en fin de liste de
sorte qu'il y en ait exactement 3 dans la liste L.

E’ 1. Ecrire une fonction saisie carac ayant pour
paramétre n de type entier, demandant a l'utilisateur de
saisir n chaines de caracteres et renvoyant la liste L. de ces
chaines de caractéres.

l‘ GNP EREPEIEE On commencera par créer Li[].

2. Adapter en une fonction saisie flot saisie carac
en une fonction saisie flot demandant a I'utilisateur
de saisir n flottants et renvoyant la liste de ces flottants.

m Ecrire une fonction echantillon entiers de
paramétres a, b et n renvoyant une liste de n entiers
aléatoires entre a et b.

m Ecrire une fonction dernier ayant pour paramétre L
de type liste et renvoyant le dernier élément de L.

m Ecrire une fonction echange ayant pour paramétres L
de type liste et i et j de type entier et renvoyant la liste L
ol lesvaleursen L [i] et L [§] ont été échangées.

On considére une liste I donnant les cotations horaires
d’une action en dollars et on considére que le cours de cette
action est stable tant que I'écart entre deux cotations est
inférieur a 0,5 dollar.

Compléter la fonction
ci-contre afin qu'elle
renvoie le nombre
d’heures qu'il a fallu
attendre avant que le
cours de l'action ne
soit plus stable.

def stabilite(L):
i=1
while abs{...} ...

return i

l‘ G B EPEB La fonction abs renvoie la valeur

absolue d'un flottant.

m On considere la fonction saisie2 suivante.

def saisie2(n):
L=[]
for i in range(n):
x=float (input("?"))
L.insert(0,x)
return L

1. Quelle liste est renvoyée par saisie2 (4) sil'utilisateur
saisit successivement 7,5,12 et 8?7

l‘ EXPHEBREEIE Une liste vide L= [1 est modifiée en

L= [x] par l'instruction L. insert (0, x) .

2. Concretement, que fait cette fonction ?

Itération sur les termes

.................................................

m Ecrire une fonction carres ayant pour parameétre L
de type liste (de flottants) et renvoyant la liste des carrés
des éléments de L.

m Ecrire une fonction taux change ayant pour para-
métre L de type liste (de flottants) correspondant a des
sommes en dollars et renvoyant la liste des sommes en
euros au taux de change de 1 dollar pour 0,88 euro.

m 1. Ecrire la fin de la fonction max ci-dessous afin qu'elle
renvoie la valeur maximale parmi les éléments de L.

def max(L) :
M=L[0]
for = in L:
1f x>M:

2. Ecrire une fonction min ayant pour paramétre L de type
liste (de flottants) et renvoyant la valeur minimale parmi
les éléments de L.

m Ecrire une fonction barre ayant pour paramétres U
et A de type liste et renvoyant la liste C des éléments de U
qui ne sont pas dans A.

m Pour i € N, définir en compréhension Logique ©

la liste des nombres de la forme 5% aveci > 3 et 5/ < 10 000.

m 1. Ecrire en compréhension les listes A Logique ©

des multiples de 2 entre 0 et 200 puis B des multiples de 4
entre 0 et 200.

2. Ecrire en compréhension la liste C des éléments de A qui
ne sont pas dans B.

3. Recopier et compléter {...... ieENet......... } afin que
cet ensemble contienne exactement les éléments de C.

1 - Notion de liste
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Exercices

Liste et aléatoire
E Pour une liste L, expliquer ce que fait l'instruction
L[random.randint (0,len(L)-1)1].

m 1. Ecrire une fonction tirage lettre sans para-
métre dans laquelle on définit les listes

L1= [llall , Ildll , llill , lllll , Ilnll , lloll , llrll , Ilsll , lltll , lluII]
et L2= [Ilbll , Ilcll , n fll ’ Ilgll P llhll P llj n , llkll , llmll ,
Ilpll , Ilqll , Ilvll , Ilwll , lell , Ily-ll , Ilzll] et ou un nombre
entier n est tiré au hasard entre 1 et 6. La fonction renvoie :
e lalettre "e" sin==1.

e une des lettres de L2 tirée au hasard sin==2.

e une des lettres de L1 tirée au hasard autrement.

2. Ecrire une fonction tirage sans paramétre appelant 9
fois lafonction tirage lettre etrenvoyant laliste des
lettres obtenues.

3. Ecrire une fonction indices de paramétre n entier
(n =< 9) demandant a l'utilisateur de donner n entiers dis-
tincts entre 0 et 8 et renvoyant la liste des nombres saisis.

l‘ Gl peuEag on admettra que l'utilisateur ne rentre

pas deux fois le méme nombre.

4. Ecrire une fonction reponse de paramétres T de type
liste (de caractéres c'est-a-dire de lettres) dont la taille est
9 et I de type liste (d'entiers compris entre 0 et 8).

La fonction renvoie le mot constitué des lettres de T dont
l'indice est donné par les éléments de I.

Par exemp|e, SiT=["aq", "eh, ngn ngn nugn njn, "p
w,"z","u"] et1=1[6,8,5,3,4],lafonction renvoiele
mot constitué de T[61+T [8]1+T [5]1+T[3]1+T [4] Clest-
a-dire IIPII+Ilull+IIill+lltll+llsll=llpuitsll

l‘ @R EEWER Pour deux (ou plus) chaines de

caractéres, le symbole + permet de les concaténer.

5. Ecrire un programme principal :

e affichant T générée par tirage ().

e demandant a I'utilisateur le nombre n de lettres de cette
liste T avec lesquelles il peut constituer un mot.

e appelant indices (n) qui renvoie la liste I saisie par
I'utilisateur des indices des lettres de T qu'il a utilisées pour
faire son mot.

e appelant reponse (T, I) puis affichant mot renvoyé
par la fonction.

Travailler autrement

module.

d’entrainement

1. Ecrire une fonction

atomes ayant pour paramétre n de type entier et renvoyant
une liste de n booléens, tous égaux a True.

2. Ecrire une fonction demi_vie ayant pour paramétre L
de type liste (de booléens).

Cette fonction renvoie une liste L2 telle que :

esiL[i] ==FalsealorsL2[i] =False

esiL[i] ==True alors un réel aléatoire entre 0 et 1
x=random.random () est simulé et L2 [i] =False
six<=0.5etL2[i] =True sinon.

3. Ecrire une fonction atomes restants ayant pour
parametre L de type liste (de booléens) et renvoyant le
nombre d'éléments de L égaux a True.

4. Dans la suite, on considére qu’une liste de booléens de
taille n correspond aux états de n atomes : False veut
dire que I'atome est désintégré et True qu'il ne l'est pas.
a) On donne ci-dessous un programme et un affichage
obtenu en I'exécutant.

Physique-Chimie @

Programme Affichage
L=atomes (1000) 1000
print (atomes_restants (L)) 494
L=demi_vie (L) 248

print (atomes_restants (L))
L=demi_vie (L)
print (atomes_restants (L))

Interpréter concrétement ce programme et son affichage
obtenu pour des atomes d'uranium 235 dont la demi-vie
est d'environ 704 millions d’années.

b) Recopier et compléter la fonction seuil suivante (oun
désigne le nombre d'atomes au départ, s un seuil, sous forme
décimale, et periode la demi-vie de I'élément considéré,
en années) afin qu'elle renvoie le temps au bout duquel la
proportion d’atomes restant est inférieure au seuil s.

def seuil(n,s,periode):
L=atomes (n)
nb_periodes=0
while .....000..
L=demi_vie (L)
nb_periodes=nb_periodes+l
return ... o oww

m Dans une classe partagée en plusieurs groupes, écrire un module (c'est-a-dire un script constitué de fonctions uti-

lisables par d'autres scripts, voir p. 28 et gd p.29) sur le theme de votre choix (formules de géométrie, pourcentages...).
Ecrire ensuite sa documentation c’est-a-dire une description de ses fonctions permettant & n'importe qui d'utiliser ce



[Eun peu de contréle

Pour des raisons de controle, on souhaite dans cet exercice
ne travailler que sur des listes dont le dernier terme est
également la taille de la liste.

1.Des deux listesAa=[12,15,3] etB=[7,1, 2], laquelle
est conforme ?

2. Ecrire une fonction controle ayant pour paramétre L
de type liste et renvoyant la liste I non modifiée si elle est
conforme, renvoyant la liste L. en ayant ajouté sa taille en
fin de liste de sorte qu'elle soit conforme.

Deux facons de faire

On consideére la liste L définie en compréhension par :
L=[0.5*n**2+0.5*n+2 for n in range (100)]
1. Donner les six premiers et deux derniers éléments de
cette liste. Préciser a chaque fois leur indice.

2.a) Donner les 5 premiers termes de la liste D définie par
D=[L[i+1]-L[i] for i in range (99)1]

b) En déduire quelle expression simple on peut conjecturer
surD[i] enfonction de i.

c) On admet que cette conjecture est vraie. En déduire
L[i+1] enfonctionde L [i]et i pour i entre 0 et 98.

Longueur d’une ligne brisée

Dans cet exercice, on se place dans un repeére orthonormé et
on suppose quon dispose d'une fonction longueur telle
que longueur (xA, yA, xB, yB) renvoie la longueur du
segment [AB] avec A (xA;yA) et B (xB;yB).

1. Définir en compréhension la liste X dont les éléments
sont0;0,1;0,2;0,3;etc;4,9;5.

2. Définir en compréhension la liste Y des images des
éléments de X par la fonction /x+3 (que l'on écrit

math.sqgrt (x+3) en langage Python ﬁ ).

3.0n consideére A le point de coordonnées (X [n] , Y [n]) .
a) Entre quelles valeurs entiéres n est-il défini ?

b) Recopier et compléter le bloc d'instructions suivant afin
qu'il affiche la longueur de la ligne brisée d'origine A et
passant successivement par A,, A,, A, etc.

1=0

for i in range(...):
l=l+longueur(..... svd 3

print (1)

En compréhension

On considéere la fonction nombre chiffres ci-dessous
oU n est de type entier (supposé compris entre 0 et 10'%°
dans cet exercice).

def nombre_chiffres(n):
A=[i+l1l for i in range(0,100) if 10**i <= n]
return A[len(A)-1]

1. Faire tourner cette fonction a la main et donner sa valeur
de retour pourn=48795 et pourn=100000.

2. Combien de chiffres admet le nombre 10?7

3. En déduire I'utilité de cette fonction.

Exercices| bilan

La bonne facture

Dans une boutique en ligne, pour dresser un panier de
commande, on dispose de deux listes : prix correspon-
dant aux prix unitaires des articles dans le panier en euros
et quantite correspondant aux quantités de ces articles
dans le panier.

1. Quel est le montant de la facture si
prix=[17.99,11,55] etquantite=[5,3,1]?

2. Ecrire une fonction total ayant pour paramétres
deux listes (de flottants et/ou d'entiers) et telle que
total (prix, quantite) renvoie le montant total de
la facture.

Une action qui évolue

En étudiant les évolutions journaliéres de la cote d’'une
action, un analyste financier propose cette modélisation :
© 20 % du temps la cote baisse pendant la journée.

e lorsqu'elle baisse, elle baisse d'entre 1 % et 5 %.

e lorsqu’elle ne baisse pas, elle augmente d'entre 0,1 %
et 3 %.

On souhaiterait simuler et stocker dans une liste I des
cotations journaliéres simulées de cette action sur 50 jours
en utilisant cette modélisation.

Aujourd’hui cette action est cotée 37,41 euros donc
L[0]=37.41.

1. Si l'on prend la liste simulée L sur 30 jours, expliquer
comment obtenir une simulation supplémentaire.

l‘ EPEREPATE random. random () renvoie un réel

aléatoire entre 0 et 1 et random.uniform(a,b)
renvoie un réel aléatoire entre a et b.

2. Dans cette question, on considére que L est de taille n
avec n<50 (c'est-a-dire que l'on est toujours en cours de
simulation).

a) Quel est I'indice du dernier terme de L en fonctionden ?
b) Compléter la fonction suivante afin qu'elle renvoie la liste
L apres une simulation supplémentaire.

def evolution(L):
n=len (L)
if random.random() <= ...:
L.append(L([...])*(1-random.uniform(...,...}))
else;
L.append(L[...]*(l+random.uniform(...,...}))
return L

¢) Ecrire le programme principal permettant d'obtenir la liste
donnant la simulation du cours de cette action sur 50 jours.

1 - Notion de liste
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Logique@
1. Conjecturer sous quelle condition sur L1 et L2 les deux
fonctions suivantes renvoient la méme liste.

Trier avant ? Trier aprés ?

def £1(L1,L2):
L=L1+L2
L.sort()
return L

def £f1(L1,L2):
Ll.sort()
L2.sort()
L=L1+L2

return L

2. Démontrer cette conjecture.

Listes de listes

On rappelle que l'instruction a%b donne le reste de la
division euclidienne de a parb.

1. Ecrire une fonction heures ayant pour paramétre temps
de type entier correspondant a un temps en secondes et
renvoyant le nombre entier d’heures dans temps.

2. Ecrire une fonction minutes ayant pour paramétre
temps de type entier correspondant a un temps en se-
condes et renvoyant le nombre entier de minutes dans
temps.

VerslaTle %

[ Spécialité Maths )

1. Soit k un entier positif.
Que peut-on direde I [k-11] si on applique l'algorithme
suivant a une liste I ?

: Algorithme

i Pour tout i entre 0 et k-2, on compare
P L[i] et L[i+1]

esi L[i]l<=L[i+1l], on ne fait rien ;
iesi L[i]>L[i+1], on échange L[il]

i et L[i+l].

Oren

On pourra commencer par tester cet algorithme sur une
ou deux listes de tailles raisonnables.

2. On considére une fonction tril ayant pour para-
metres L de type liste (de flottants) et k de type entier et
renvoyant la liste obtenue en appliquant I'algorithme de
la question 1.a L (ne pas essayer de |'écrire pour l'instant).
Que peut-on dire de
la liste obtenue avec
le bloc d'instructions
ci-contre ?

L=tril(L,len (L))
L=tril(L,len(L)-1)

3. Ecrire une fonction hms ayant pour paramétre temps
de type entier correspondant a un temps en secondes et
renvoyant la liste L de taille 3 telle que temps=L[0]h
L[1] minetL[2] s.

4. Pour une course cycliste, les temps en secondes mis par
les différents coureurs sont stockés dans une liste T1.

Ecrire une fonction conversion ayant pour paramétre T1
et renvoyant la liste T2 dont les éléments T2 [k] sont les
listes de taille 3 correspondant a la conversion de T1 [k]
en heures, minutes et secondes par la fonction hms.

l‘ Ep R RPETE8 On peut définir des listes de listes !

Si L est une liste de listes alors son élément L [1]
est une liste... dont I'élément j s'obtient avec L [i] [j 1.

3. Combien de fois faut-il appliquer la fonction tril
pour avoir une liste entierement triée ?

4. Ecrire la fonction txil puis une fonction tri2 ayant
pour parametre L de type liste et renvoyant la liste L
triée dans l'ordre croissant.

[ Spécialité Maths )

1. Avec l'ordinateur ou la calculatrice, afficher les listes :
A=[x*y for x in [1,2,3] for y in [4,5,6]]
B=[x**i for x in [10,100,100] for i in
[0,1,2]]

2. Expliqguer comment sont créées ces deux listes.

3. Compléter la fonction ci-dessous de sorte qu'elle
renvoie C= [x*y for x in A for y in B] oUAet
B sont deux listes :

def forfor(A,B):
Cm; o
for
for

return C
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n Quelques fonctions usuelles

Nous avons vu dans le cours quelques instructions permettant d'agir sur les listes, par exemple M+N, count oux in L.
Le but de ce TP est de programmer nous-méme (sans utiliser ces instructions précédemment citées donc) des fonctions
équivalentes.

Créer un dossier TP1 dans lequel vous écrirez toutes les fonctions dans un méme fichierutilitaire.py.

A » Concaténation
L'action de prendre tous les éléments d’une liste M et d'y ajouter tous les éléments d'une liste N s'appelle concaténer
deux listes, c'est ce que fait M+N.

Le but de cette partie est d'écrire une fonction concatener ayant pour parametres deux listes M et N et renvoyant
la liste L, concaténation de M et N.

1. Ecrire cette fonction en vous inspirant de la capture d’écran suivante ou la fonction est cachée mais ou les
commentaires (apres le symbole #) sont visibles.

i: #définit la fonction concatener
#affecte M A L

#itére sur les éléments de N
#ajoute les éléments de N 4 L
#irenvoie L

2. Tester la fonction en exécutant votre script utilitaire.py puis en saisissant, par exemple,
concatener ([1,5,3], [2,7]) danslaconsole.

l‘ GapcpPaEa A chaque modification du script ou ajout de fonction, il faut le réexécuter pour pouvoir I'utiliser

dans la console (autrement, Python ne sait pas que le script a été modifié).

B » Nombre de x dans L.

Le but de cette partie est d'écrire une fonction ayant un usage similaire a celui de l'instruction x in Lvue dans le cours.

1. Ecrire une fonction compter element ayant pour paramétres une liste L et un élément x et renvoyant le nombre
de fois ou x apparait dans L sans utiliser l'instruction count.

I‘ @ﬂIDdgEmI@ On pourra commencer par créer une variable compteur initialisée a 0 puis itérer sur les éléments de L
et faire évoluer la valeur de compteur en fonction des éléments observés.

2. Tester la fonction en saisissant, par exemple, compter element([0,1,1,0,0,0,11,0) danslaconsole.

CrxdansL?

Le but de cette partie est décrire une fonction ayant un usage similaire a celui de l'instruction x in Lvue dans le cours.

1. Sans utiliser l'instruction x in L, écrire une fonction appartient ayant pour paramétres une liste L
et un élément x et renvoyant le booléen True si x est un élément de L et renvoyant le booléen False sinon.

l‘ EPEREEIEA On pourra utiliser la fonction compter element (ou non).

2. Tester la fonction dans la console.

1+ Notion de liste 29



a Programmation modulaire

30

Travaux pratiques [Fages pros ==

Communiquer-raisonner 15.0

min

Dans ce TP, nous allons utiliser en tant que module le fichierutilitaire.py créé dans le TP précédent.

1. a) Dans un nouvel onglet, écrire le programme testl tp2 ci-dessous et I'enregistrer dans le méme dossier
(normalement, il s'appelle TP1) que le module utilitaire puis I'exécuter.

import utilitaire

import random

A=[]

B=[]

for i in range(S):
A.append (random. random() )
B.append (random. random () )

print(utilitaire.concatener (A,B))

l‘ @[E)dbmm En cas de probléme (notamment avec un ordinateur) :

® ouvrir le fichierutilitaire.py et I'exécuter une fois : Python connait maintenant

les fonctions qui y sont définies.
® revenir au fichier test1_tp2 et le modifier comme ci-dessous.

import random
A=[]
B=[]
for i in range(5):
A.append (random. random() )
B.append (random. randem() )
print (concatener (A,B))

b) Expliquer I'affichage obtenu.

) En utilisant la fonction randint du module random, modifier ce programme de sorte que la taille de A et B
soit un entier aléatoire entre 3 et 7.

2.a) Dans un nouvel onglet, écrire le programme test2 tp2 suivant et I'enregistrer dans le méme dossier puis I'exécuter.

from utilitaire import ¥

from random import *

A=[]

B=[]

for i in range(5):
A.append (random())
B.append (random() )

print (concatener (A,B))

!‘ GO EBEEE En cas de probléme (notamment avec un ordinateur) :

® sj vous avez relancé un nouveau shell, ouvrir le fichierutilitaire. py et I'exécuter une fois.
® dans le fichier test2_tp2, supprimer la premiere ligne fromutilitaire import *.

b) Expliquer I'affichage obtenu.
c) Pour un module donné, quelle est la différence d’utilisation entre les deux instructions import module

et from module import *?
!‘ G B EEEa Bien que plus simple d'utilisation, frommodule import * est considéré comme

a éviter car Python ﬁ charge un grand nombre de fonctions qui peuvent rentrer

en conflit (si elles ont le méme nom) les unes avec les autres.
J




'adll Travaux pratiques

Calculer-Raisonner 35.0

min

B Créer un module s’

Le but de ce TP est de créer un module fonction pouvant étre utilisé pour les études de fonctions : toutes les
fonctions seront donc a écrire dans fonction.py.

1. a) Ecrire une fonction discriminant de paramétres a, b, c renvoyant le discriminant d de ax? + bx + c.

b) Ecrire une fonction racines de paramétres a, b, c renvoyant le nombre de racines et affichant les racines
éventuelles de ax? + bx + c.

c) Ecrire une fonction signe de paramétres a, b, c affichant les racines s'il y en a et le signe de ax? + bx + ¢ (sous
laforme -;+;-0-;+0+;-0+0-0uU+0-0+) .

2. On considére une fonction polynéme de degré n, définie par f: x—a x"+a, x"'+...+ax+a,

a) Ecrire une fonction poly de paramétre n entier, qui demande dans l'ordre croissant de degré, les coefficients a_k
d’un polyndme de degré n, les stocke dans une liste coe £ £ et renvoie cette liste.

b) Ecrire une fonction derive poly de paramétre n entier, qui appelle poly (n) et utilise la liste obtenue pour
créer la liste des coefficients de f” et la renvoie.

Chercher-raisonner 3:0

min

Insertion d’un élement 4

1. a) Faire tourner a la main la fonction suivante sur la liste L=[5,17, 65, 4, 8]
avec i=2 et x=78.

def inserer(L,i,x):
. 1 L[il=x

b) Cette fonction permet-elle d'insérer I'élément x en position i dans la liste L return L

comme le fait l'instruction L. insert (i,x) ?

2. On modifie la fonction inserer comme ci-contre.
def inserer(L,i,x):
L[i+1]=L[4i]

b) Cette fonction remplit-elle son objectif ? L[i]=x

a) La tester avec L, i et x de votre choix.

3. Soit k=1en (L). Quel est I'indice du dernier élément de L (avant insertion de x) return L
en fonctionde k ?

4. a) Justifier que pour insérer un élément x dans L, il faut ajouter un élément

o L . ‘s def inserer(L,i,x):
en derniére position de la liste. Préciser lequel. Stk

) k=len (L)
b) Ecrire et compléter le début de la fonction inserer ci-contre. L.append(L[...1)
5. En s'appuyant sur le graphique ci-dessous, compléter I'algorithme en langage
naturel correspondant a la suite de la fonction inserer :
Algorithme

[L[o]l,L[1],..,L[i],L[i+1],L[i+2],..,L[k-2],L[k-1]]

e k-2
ajout { Tant que j = ..
© LI < LL.J]

[L[O],L[1],..,L[i]l,L[i+1],L[i+2],..,L[k-2],L[k-1],L[k]] L jesi-1
{ Fin tant que
PLLL]

i Retourner L

6. En déduire la fin de la fonction inserer et la tester avec quelques listes.
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B Des graphiques avec Python ‘an®

5 L/
Représenter 400‘

min

Le modulematplotlib.pyplot permet de faire des graphiques.

Il est d'usage de I'importer en début de script avec import matplotlib.pyplot as plt (dans la suite, on
considere que tous les scripts commencent par cette ligne) puis d'utiliser ses fonctions avec la syntaxe p1lt . fonc-
tion(...).

A » Nuages de points et « courbes » import matplotlib.pyplot as plt

x=[1,3,5]

. . . : . . y=[12,17,14]

2. Lire les coordonnées des trois points tracés sur le graphique plt.plot(x,y, 'r.")
ainsi obtenu. plt.show()

3. Recopier et compléter la phrase suivante.

1. Ecrire le programme graph1 ci-contre et I'exécuter.

plt.plot(x,y,'r.") traceles pointsdontles ... sont données par la liste ... et les ... sont données par la liste ...

1 Gerppems

e 'r. ' signifie que Python P va tracer des points rouges (x pour red en anglais).

® plt.show () affiche le graphique. Si on oublie cette instruction, le graphique est créé mais pas affiché.

4. Modifierplt.plot (x,y,'r.") enplt.plot(x,y, 'b-"'), exécuter le programme
et expliquer les changements observés dans le graphique puis fermer le graphique.

l‘ G B EEEa Par défaut, Python ﬁ superpose les graphiques successifs, il faut donc penser a fermer
tout graphique dont on n'a plus besoin.

5. a) Ecrire les trois premiers et trois derniers éléments de la liste x=[0.1*i for i in range (101)].

b) Ecrire en compréhension la liste y=[0,0.01,0.04,0.09,...,98.01,100] avec:
¢0=02¢0,01=0,1220,04=0,2220,09=0,3%¢ ... # 98,01 =9,9%¢ 100 = 102

c) Ecrire un script graph2 qui trace la courbe de la fonction carré entre 0 et 10 avec un pas de 0,1.

B » Un autre type de graphique

1. a) Reprendre le script graphl de début de TP et modifier plt.plot(x,y, 'r."') en plt.bar(x,y)
puis l'enregistrer sous graph3 et I'exécuter.

b) Que fait lacommande plt.bar (x,y) ?

2. a) Dans un nouvel onglet, écrire une fonction hasard sans paramétre qui simule deux lancers de dés équilibrés
a 6 faces et renvoie la somme des deux résultats obtenus.

b) Quelle est la taille de la liste simu définie par simu= [hasard () for i in range (1000)]?
De quelles valeurs est-elle constituée ?

c) Méme question pour x=[i for i in range (2,13)1]. =[]
d) On souhaite définir la liste y contenant les effectifs respectifsde 2, 3,4, ...,11et12 | for i in x:
dans la liste simu. y.append(...)

En utilisant la fonction count, compléter le code ci-contre afin d'obtenir la liste y.

e) On considere I'expérience aléatoire consistant a lancer deux dés équilibrés a 6 faces et a regarder la somme des
résultats obtenus.

Ecrire le programme complet permettant de dresser le diagramme en batons correspondant a un échantillon simulé
de taille 1000 associé a cette expérience aléatoire.

J
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B Le crible d’Eratosthéne

Le crible d’Eratosthéne permet de déterminer rapidement tous les nombres premiers inférieurs
ou égaux a un certain nombre n donné. Il repose sur le principe qu’'un nombre est premier si,
et seulement, si il est divisible par un nombre premier qui lui est inférieur.

A » Programmation du crible

1. Les trois plus petits nombres premiers sont 2, 3 et 5.

Eratosthéne
(I11e siecle av. J.C.)

a) 6 est-il premier ? 7 est-il premier ? Justifier.

b) En déduire la liste des quatre plus petits nombres premiers.
c) 8,9, 10 et 11 sont-ils premiers ? Justifier.

2. 0On considere la fonction div suivante.

def div(L,n):
divise False
for 4 in L:

if n%i
divise
return divise

0:

True

I‘ CHREBREEIE a%b donne le reste de la division euclidienne de a par b.

a) Quelles sont les valeurs successives prises par la variable booléenne divise
pourL=[2,3,5,7] etn=107

b) Méme question pour L=[2,3,5,7] etn=117
¢) D'une maniére générale, dans quel cas cette fonction div renvoie-t-elle True et dans quel cas renvoie-t-elle False ?

d) Expliquer pourquoi, dans le cas ou elle renvoie True, une partie de son exécution n'est pas toujours utile
(on pourra s'appuyer sur un des deux exemples traités précédemment.

B PP 3

3. Soit n entier supérieur a 2.

Recopier et compléter I'algorithme ci-contre permettant
de trouver tous les nombres premiers inférieurs ou égaux :
an et de les stocker dans une liste premiers. H

B » Optimisation

de la boucle for et on exécute la suite du programme.

d'optimiser le programme.

d'un bloc d'instructions avec la syntaxe ci-contre.

1. En utilisant la question A. 2. d), écrire une deuxiéme version de
la fonction div appelée div2, utilisant cette instruction break afin

2. En important le module time, on peut mesurer le temps d'exécution

in ¢« Valeur saisie

premiers <« [2]
Pour i allant de 3 &
Si div(premiers, i)

n

.. d le| P Ajouter ... en fin de liste premiers
4. Ecrire ce programme dans le langage Python . Fin si :
5. Tester le programme. i Fin pour

i Afficher premiers

Dans une boucle for, sil'on rencontre l'instruction break (écrite toute seule sur une ligne), on sort immédiatement

a=time. time ()

#***bloc d'instructions***
b=time.time ()

print("tps d'exéc.:",b-a)

Comparer les temps d'exécution du programme avec les deux versions de la fonction div.

3. Pour aller plus loin En réalité, pour savoir si n est premier il suffit de tester s'il est divisible par un nombre premier
inférieur ou égal a +/n. Peut-on améliorer encore la fonction div ?

J
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Suite de Fibonacci et loi de Benford

Travaux pratiques
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Dans ce TP, il sera nécessaire d'écrire des fonctions. Il est possible de se partager le
travail et de les écrire dans des fichiers différents, soit toutes les écrire dans un fichier
tp fibo benford.py quivous servira de module a la fin du TP.

Il est vivement recommandé de tester les fonctions au fur et a mesure dans la console
ou dans un programme principal.

A » Quelques fonctions Léonardo Fibonacci

1. Ecrire une fonction valeurs qui: (1170-1250)

e admet pour paramétre une liste L.

e renvoie la liste V des valeurs de L classées dans I'ordre croissant.

Par exemple, valeurs ([2,5,2,3,1,4,4]) renvoielaliste [1,2,3,4,5].
© Remarque Attention, chaque valeur ne doit apparaitre qu'une seule fois dans la liste V.
2. Ecrire une fonction frequence qui:

e admet pour paramétres deux listes L et V.

e renvoie la liste F des fréquences des valeurs de v dans L.

© Remarque Attention, pour tout i, F [i] doit étre la fréquence de V[i] dans L.

3. a) Ecrire la fonction suivante.
def significatif (x):

b) Tester son fonctionnement return math.floor (x/ (10%**math.£floor (math.log (x,10))))
(penser a importer le module

math) avec quelques valeurs entieres (de plusieurs chiffres) pour x.

Que semble faire cette fonction ? On I'admettra dans la suite.

4. La suite de Fibonacci est .
. Les deux premiers termes sont 1 et 1.
une suite de nombres obtenue 1
comme ci-contre. Tous les suivants sont obtenus 1+1=2
., . . en additionnant les deux derniers _
Ecrire une fonction £ibo qui: 1+2=3
. termes connus. 2+3=5
* admet pour parametre un | op 3 donc successivement : 345=8etc
entier k supérieur a 2.

e renvoie la liste FIB des k pre-
miers termes de la suite de Fibonacci.

© Remarque Attention £ibo (3) par exemple renvoie FIB=[1,1,2] avec FIB[0] =1, FIB[1] =1 et FIB[2] =2.

B » Application

Dans la suite, on appellera chiffre significatif d'un entier son chiffre le plus a gauche dans son écriture décimale. Par
exemple, le chiffre significatif de 5147 est 5.

1. En utilisant la fonction £ibo, afficher la liste des 100 premiers termes de la suite de Fibonacci.

a) Tous les chiffres de 1 a 9 sont-ils présents en tant que chiffres significatifs ?

b) Ces chiffres significatifs semblent-ils équirépartis ?

2. En utilisant les fonctions précédentes, écrire un programme affichant la liste des fréquences des chiffres significatifs
1,2,3,4,5,6,7,8et9dans les 1000 premiers termes de la suite de Fibonacci.

Il pourra commencer par S=[significatif (i) for i in £ibo (1000) 1.
3. Décrire quelle semble étre la répartition des chiffres significatifs des termes de la suite de Fibonacci.
© Remarque Les termes de la suite de Fibonacci suivent la loi de Benford.
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Modéliser-Représenter-Calculer-communiquer

B Analyse frequentielle

A » Les chaines de caractéres : des listes presque comme les autres

1.Sil'on écrit a="Bonjour" dans un programme, de quel type est la variable a ?
2. 0n considére le programme ci-contre. a="Bonjour"
print(len(a))

a) L'écrire et I'exécuter puis expliquer pourquoi on semble pouvoir considérer une | print(a[0],a[2])
chaine de caractéres comme une liste. a=a+"1"

. . . . print(a)
b) Si on ajoute a[2] ="i" en fin de programme, quelle devrait-étre la nouvelle | print (a.count("o"))

valeurdea?

c) Ajouter cette ligne puis print (a) et exécuter le programme. Que constate-t-on ?

l‘ @mp@ms Les chaines de caracteres peuvent étre vues comme des listes (de caracteres) non modifiables.

B » Analyse fréquentielle

1. a) Faire tourner la fonction compte lettre ci-contre a la main pour texte="je programme en Python"
et donner la liste C obtenue en sortie.

def compte_ lettre(texte):
c=I[1
for lettre in "abecdefghijklmnopgrstuvwxyz":
C.append (texte.count (lettre))
return C

b) A quoi correspond ¢ [0] ?C[1] ?

2. a) Ecrire cette fonction compte lettre dans un script freq. py, l'exécuter puis lancer compte lettre("je
programme en Python") depuis la console.

b) sum (L) renvoie la somme des éléments d’une liste de nombres L.
Par exemple: sum ( [17,4,3]) renvoie 17 +4 + 3 = 24.

Quelle va étre la valeur renvoyée par sum (C) pour la liste C renvoyée par

la fonction aux questions B 1.a) et B 2.a) ? GEE- I SaHORA [ EaNEC) -

C=compte lettre (texte)

A quoi cette valeur correspond-elle ? k=sum (C)
3. Dans le script £req. py, écrire la fonction frequence ci-contre en F=[... for i in C]
return F

la complétant de sorte qu'elle renvoie la liste des fréquences des lettres
présentes dans la chaine de caractéres texte.

4. Ajouter les instructions suivantes (permettant de dresser le graphique des fréquences des différentes lettres
présentes dans la chaine de caractéres texte), exécuter le script puis lancer analyse ("je programme en
Python") depuis la console.

import matplotlib.pyplot as plt

def analyse (texte):
plt.bar(range(1,27) ,frequences (texte))
plt.xticks (range(1,27) ,1list("abedefghijklmnopqrstuvwxyz"))
plt.show()

5. a) Réaliser vos propres analyses fréquentielles sur des textes longs écrits en différentes langues.

Attention toutefois, il faut des textes sans majuscules, ni accents (des outils en ligne permettent de les supprimer
dans n‘importe quel texte de départ) et sans retour a la ligne.

b) Comparer les différentes fréquences obtenues.
\ J
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g Développer comme des pros

Travaux pratiques

Chercher-Raisonner 4:0

as®

Le but principal de ce TP est d'expliquer un programme dans lequel apparaissent des commandes non connues.
Pour cela, il ne faut pas hésiter a taper une commande dans un moteur de recherche internet et/ou isoler un bloc
d’instructions dans un onglet et I'exécuter (en ajoutant éventuellement des affichages) pour mieux le comprendre.

A » Utilisation d’'un programme Fichiers TICE
Lienmini.fr/maths1-29

1. Aller chercher le fichier magique. py.

2. Exécuter ce programme (la fenétre de la console doit étre assez large pour que I'affichage soit lisible).
3. A-t-il bien "lu dans votre esprit" ? Sinon, le relancer en faisant attention aux calculs.
4. Réessayer deux fois et noter a chaque fois le nombre obtenu sur un morceau de papier a remettre a votre professeur.

B » Explication d’'un programme

1. Expliquer les lignes 5 et 6 du programme
© Remarque Attention : ce qui suit un symbole # est un commentaire.

2. De méme, expliquer chaque ligne suivante du programme (il est possible d’expliquer tout un bloc d'instructions
en une seule phrase).

3. a) Quel est l'indice du symbole de la liste symb qui est affiché a la fin du programme ?
b) Quels nombres de la liste R contenant les entiers de 0 a 99 sont forcément associés a ce symbole ?

c) Demander a votre professeur de vous montrer les petits morceaux de papiers produits par vos camarades
ala question A. 4. Qu'ont en commun ces nombres ?

d) Commenter la grille suivante a l'aide des questions B 3.b) et B 3. ¢):

['O ¢ *', "1 ¢ %', '2 : &', '3 : &', "4 : *', '5 ; k1 16 ; %1 17 . @', '8 : &', '9 : *!
'10 : &', '11 : &', '12 : *', '13 : @', '14 : *', '15 : &', '1l6 : +', '17 : @, '18 : *',
'19 : &', '20 : &', '21 : +', '22 : 4', '23 : ', '24 : 4', '25 : *', 126 : @', '27 : *',
'28 : &', '29 : @', '30 : @', '31 : &', '32 : *', '33 : 4!, '34 : +', '35 : &', '36 : *',
37 : @', '38 : @', '39 : *', '40 : *', '4] : &', '42 : *', '43 : @', '44 : &', '45 : *',
46 : @', '47 : @', '48 : &', '49 : @', '50 : &', '51 : &', '52 : +', '53 : &', '54 : *',
'55 : &', '56 : @, '57 : %', 158 : &', '59 : %', 60 : *', '6l : &', '62 : &', '63 : *!',
'64 : @', '65 : +', '66 : +', '67 : @', '68 : *', 69 : *', 170 : *' V7] g ¥V, V72 . *I,
'"73 : @', '74 : +', '75 : *', '76 : &', '77 : @, '78 : &', '79 : &', '80 : *', '8l : *',
'82 : &', '83 : @', '8 : +', '85 : +', '86 : @', '87 : &', '88 : @', '89 : *', '90 : *',
'91 : @', '92 : &', '93 : &', '94 : *', '95 : &', '96 : +', '97 : &', '98 : +', '99 : *']

C » Pourquoi ¢a fonctionne ?

Nous avons vu dans la partie précédente, comment fonctionne le programme. La question restante est donc de savoir
pourquoi le résultat des calculs demandés est-il bien de la forme observée.

1. Soit n un entier a deux chiffres. On note x son chiffre des dizaines et y celui des unités.
Exprimer n en fonction de x et y.

l‘ @B peEas Par exemple, 36 =3 x 10 + 6.

2. En déduire que le résultat du programme de calcul appliqué a n est 9x puis conclure.




Travaux pratiques

W,
30%

min

m Le bon formulaire s

A » Jouer avec les mots

l‘ G EBREEIEE Pour une chaine de caractéres, on peut :
® |ui ajouter des caracteres en concaténant, par exemple simotl="math" etmot2=motl+"ématiques"
alorsmot2="mathématiques".
® prendre ses n premiers caracteres en utilisant [0:n], par exemple simotl="anticonstitutionnellement"
etmot2=mot1[0:9] alorsmot2="anticonst".

Ecrire un script dans lequel :

(@ la valeur Théoréme est affectée a la variable m1 (penser aux guillemets).

@ on affecte a une variable m2 le contenu de m1 auquel on ajoute de Thalé&s (avec un espace au début).
(® on affecte a une variable m3 les 12 premiers caractéres dem2 .

(& on affecte a cette variable m3 sa valeur a laquelle on ajoute Pythagore.

(® on affiche le contenu des variables m2 et m3.

B » Standardisation de formulaire
On considére un formulaire dont on suppose que chaque champ nom, prénom, lycée et ville doit contenir
exactement 10 caractéres.

1. Décrire le fonctionnement de la fonction ci-dessous en la faisant tourner a la main dans le cas ou 'utilisateur saisit
successivement Galois, Evariste, Blum, Créteil puis vérifier avec un ordinateur ou une calculatrice.

l‘ G EREPAIEB Linstruction mot=mot . upper () transforme une chaine de caractéres en la chaine composée
des mémes caractéres mais en majuscules.

def remplir():

liste=["Nom", "Prénom" 6 "Lyceée",6 "Ville"]
infos=[]
for element in liste:

print (element)

reponse=input("? ")

infos.append (reponse)
infos([0]=infos[0] .upper ()
infos[3]=infos[3] .upper ()
return infos

2. Ecrire une fonction standardiser mot ayant pour paramétre une chaine de caractéres chaine et:
@ testantsi len (chaine) (la taille de la chaine de caractéres) est inférieure a 10 ou non puis :
e si oui, ajoutant des étoiles * a chaine tant que sa taille est inférieure a 10.
e sinon, affectant a chaine, la chaine de caractéres constituée de ses 10 premiers caracteres.
(@ renvoyant le contenu de la variable chaine.
On dit que la chaine de caractéres renvoyée est standardisée.

3. Ecrire une fonction standardiser liste ayant pour paramétre une liste L (de chaines de caractéres) qui
standardise chaque chaine de caractéeres de la liste L puis renvoie la liste standardisée.

4. Exécuter une fois le fichier puis lancer standardiser liste(remplir ()) depuis la console et faire des
tests avec différentes valeurs bien choisies (chaines de caractéres de tailles inférieures, supérieures ou égales a 10).

1 - Notion de liste

37



38

En autonomie

Créer et manipuler des listes

Dans les exercices a I8, on considére
une liste.=[7,5,8,3,2].

Aquelle valeur est égale L[1] +L[2] :
@] 12 [b] 3 [] 13

mAprés I'instruction L. append (91) ,0na:
[a] L=17,5,8,3,2,91]
[b] L=[91,7,5,8,3,2]
[c] L=17,5,8,3,91]
[d] L=17,5,8,3,91,2]

Aprés I'instruction L. insert (1, 0) :
[a] L=[0,7,5,8,3,2]
[b] L=[7,0,5,8,3,2]
[c] L=11,7,5,8,3,2]

m Linstruction range (n) est équivalente a:

[b] range (1,n-1)
[d] range (0,n-1)

[a] range(1,n)
[c] range (0,n)

m * Ecrire une fonction zero ayant pour paramétre
L de type liste (de flottants) et renvoyant C' est nul si
0 est un élément de L et C'est pas nul sinon.

EM + Ecrire 1a
liste A obtenue
a la fin de I'exé-
cution du pro-
gramme ci-contre.

A=[]
for i in range(10):
if i%*%2 > 3*%i+10:
A.append (i**2)

EB * Ecrire un programme respectant les étapes
suivantes.

@ Créerlaliste L=[10,100,100].
(@ Multiplier le dernier élément par 10.
() Insérer 0 en premiére position

@ Affecter a L
[10000,100000].

la concaténation de L et

m * Ecrire une fonction multiples ayant pour para-
metres k et n entiers et renvoyant la liste des n premiers
multiples de k.

* Ecrire un bloc d'instructions qui, pour i allant de
0alen(L)-1,vérifiesiL[i] est positifet:

@ ne fait rien si oui.
(@ remplace L [i] par 0 sinon.

* On considére la fonction suivante.

def effectifs(L,n):
for i in range(n+l):
print(i,":" ,L.count(i))

1. Qu'affiche effectifs ([0,1,1,0,0,0]1,2) ?

2. Modifier cette fonction pour qu'elle renvoie une liste E
OU E [i] est l'effectif de la valeur i dans L avec i entier
entre 0 etn.

EED * Ecrire une fonction plus_grand ayant pour
parametre une liste L (de flottants). Cette fonction teste
pour tout i de 0 a len (L) -2 si L [i] est plus grand
que I'élément suivant et affiche plus grand siouiet
pas plus grandsinon.

m * On considére la fonction supp suivante.

def supp(L):
L.sort()
while len(L)>2:
del (L[len(L)-1])
del (L[O])
return L

1. Que renvoie supp ([4,7,9,1,21) ?
2.Querenvoie supp ([4,5,6,7,8,0]) ?

3. Recopier et compléter la fonctionmediane suivante
afin gqu'elle renvoie la médiane des éléments de L.

def mediane(L):
if len(supp(L)) == ...:
m=...
else:
m=...
return m

m** Une salle de cinéma vend ses places a
11,20 euros mais on peut aussi souscrire a une offre
« client+ » pour laquelle on paie d’abord 40 euros puis
toutes les séances sont a moitié prix.

Ecrire un pro-
gramme créant
la liste T telle
que, pour tout
i entre 0 et
100, T[1] soit
le tarif le plus
avantageux
pour i séances
entre le tarif
normal et l'offre "client+".




E Itérer sur les éléments d'une liste

-

En autonomie

m On consideére le bloc d'instructions suivant.

for i in L:
if 3<10:
print (i**2)

Quel est I'affichage siL=[0, 3] ?
[a] O

[b] 0 puis 9

[c] 0 puis 1 puis 4

[d] 0 puis 1 puis 4 puis 9

m * On considére I'algorithme suivant.

{dist « [1.5,2.3,2.4,3.1,3.3]
! Pour d dans dist

! Afficher 1000xd

{ Fin pour

1. Déterminer son affichage.

2. Décrire son utilité si on considére que dist est une
liste de distances en km.

3. Traduire cet algorithme dans le langage Python f’ .

* On considere la fonction union ci-dessous.
1.Déterminerunion (A,B) avecA=[1,2,4,7] et
B=[3,4,917?

2. Concrétement, que
fait cette fonction ?

def union(A,B):
C=A
for i in B:

3. Ecrire une fonction
if i not in A:

inter renvoyant la liste

! an C.append (i)
classée des éléments C.sort()
communs aux deux return C

listes A et B.

m * Soit X de type liste (de flottants), a et b de type
flottant et f la fonction définie par f(x) = ax + b.

1. Ecrire une fonction image affinel ayant pour
paramétres X, a et b et affichant les images des éléments
de X par la fonction f.

2. Ecrire une fonction image affine2 ayant pour
paramétres X, a et b et renvoyant la liste des images des
éléments de X par la fonction f.

m *> On considere deux listes de flottants L et I (dont
on admet qu'ils sont tous compris entre 0 et 1en (L) -1).

Ecrire une fonction double ayant pour paramétres L et T
et renvoyant la liste constituée de tous les éléments de L,
sauf ceux qui sont également dans I qui sont remplacés
par leur double.

B Définir une liste en compréhension

QCM

I8 Poura=1[4,5,6,7] etB=[16,25,36,49],
ona:

[a] B=[i**2 for i inA]

[b] B=[i fori**2 inA]

[c] B=[i**2 for i inrange(4,7)]

[d] B=[i**2 for i in range (4, 8)]

m La liste des multiples de 3 inférieurs a 1000 est :
[a] [3*i foriinrange(500) if i <1000]
[b] [3*i foriinrange(500) if 3*i<1000]
[c] [3*i foriinrange(333)]

[d] [3*i foriinrange(334)]

@ * Ecrire en compréhension une liste dont les
élémentssont{1;2;4;8;16;32;64;128; 256}

m * Ecrire en compréhension une liste dont les
éléments sont les racines carrées des entiers naturels
inférieurs a 100 ou compris entre 200 et 300.

m x>k 1. Définir en compréhension la liste A des
multiples de 4 entre 0 et 1 000.

2. Définir en compréhension la liste B des multiples de
10 entre 0 et 1 000.

3. Définir en compréhension la liste ¢ des multiples de
10 entre 0 et 1000 qui sont également des multiples de 4.

4. Définir en compréhension la liste D des multiples de
4 entre 0 et 1000 qui ne sont pas des multiples de 10.

J
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PARTIE

Algebre

Archiméde
de Syracuse Léonard de Pise
(287 av. J.-C.- Al-Khwarizmi  Héron d'Alexandrie dit Fibonacci
212av.J.-C)  (vers 780-vers 850)  (1s.ap.J.-C.) (1175-1250)

Au ve siécle av.
J.-C., Zénon énonce
le paradoxe dit

« paradoxe d'Achille
et de la tortue ».
Lors d'une course

a pied disputée
entre Achille et une
tortue, la tortue a
une certaine avance
sur Achille. Zénon

affirme qu'Achille Archiméde utilise

ne dépasserajamais = des procédés Al-Khwarizmi présente | Heéron d’Alexandrie Fibonacci définit une
la tortue vu que, illimités de des méthodes utilise les mémes suite dont la relation
le temps qu'il arrive | constructions de résolution de procédés pour de récurrence est,
au point de départ géométriques pour certaines équations extraire des pour tout entier

de cette derniére, approximer des du 1¢ et du 2" degré. racines carrées. naturel n:

elle sera déja plus calculs d'aires. ¥y Dicomaths [NETE! o OETEE p.366 v, =u  +u.

loin ! £ ] Dicomaths J i1k} © p. 345

Mon parcours au lycée

© ©

Au collége et en 29, j'ai approfondi En 1" générale et technologique,
mes connaissances sur les divers types j'étudie les suites numériques et

de nombres et les ensembles associés j'apprends a résoudre des équations du
afin de résoudre des problémes 2" degré.

arithmétiques.
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Nicolas Oresme James Stirling
(1325-1382)

Nicolas Oresme
décrit les
comportements des
suites arithmétiques
et géomeétriques.

> [IETIET p. 348

(1692-1770)

pDomaines prof

Chapitre  “ Suitesnumeériques ........................ooooiiiiiiiiiiiiii.. p. 42
Chapitre’ - Seconddegré.......................oooiiiiiiiiiiiiiiiininn, p. 80
Dans les années 50,
le groupe de
mathématiciens
frangais
Joseph-Louis Bourbaki réécrit
John Wallis Lagrange  EmmyNoether 65 mathématiques

James Stirling

et John Wallis
s'intéressent aux
suites numériques
pour 'approximation
de certains nombres.

> [ITIETH p. 349

(1616-1703)

(1736-1813)

Joseph-Louis
Lagrange utilise

la notation indicielle
pour les suites
numeériques.

i d Dicomaths J X1

essionnels

Un ou une ingénieur(e) conseiller(e) bancaire utilisera

de maniére plus
rigoureuse. Leur
travail permet de
reconnaitre l'algébre
comme un langage
mathématique
universel.

-y [ITIETH p. 343

(1882-1935)

V.

Emmy Noether
introduit les
structures algébriques
d'un ensemble et est
a l'origine de la
topologie algébrique.
i 4 Dicomaths J X1y

les suites numériques pour prévoir les crédits ou I'épargne de ses clients.

Un ou une économiste expliquera la théorie keynésienne a I'aide de suites géométriques.

Avant de procéder a la réintroduction d’une espéece dans une région,

un ou une chercheur(se) en écologie va utiliser les résultats de résolution approchée (par les suites)

de modéles mathématiques décrivant l'interaction proie-prédateur.

Un ou une ébéniste utilisera un gabarit de nombre d'or,

solution positive de I'équation du second degré x2=x+ 1.




] X
’ Les fractales sont des formes™- -::" N
' géomeétriques complexes .~

que l'on peut modéliser \
| avec des suites. =

-}.-

Je dois étre capable de... Proposition de parcours
Calculer les termes d'une suite. o 0 p.56-57 EW ¥ p. 56 IEN 78 p. 57 E 750 p. 64
Modéliser avec une suite. o p. 58 B A p. 58 IPE) 171 p. 64-65

Représenter graphiquement une suite. o p. 59 B8 0 p. 59 9 [ p. 65
Reconnaitre une suite arithmétique

et calculer le terme général. e p. 60 IEB EX1] p. 60 B 51 p. 65

Reconnaitre une suite géométrique

et calculer le terme général. e p.61 EHp.61 EFHp. 66

Calculer les sommes de termes
pour des suites arithmétiques et géométriques. o p. 62 EE] M p. 62 p. 66

Etudier les variations d’une suite. o p. 63 EE p. 63 p.67
Conjecturer la limite éventuelle d’'une suite. o p.63 EE1E1 p. 63 EBIEM p. 67

CledmibEmeograe) [EEE p. 50-51
d’une suite arithmétique, d'une suite géométrique.

Calculer 1+2+ ... +n. p.52
CalculerT+q+... +g". p.52

Algo & Prog

® Calculer les termes
d’une suite, une somme et un seuil. ES E p. 68 ETH ETE p. 69 EEd p. 65
® Créer une liste des premiers termes d’une suite. EB EE] p. 68
® Calculer des factorielles. M) p.73
[Cours 1] (1] 16 m
_‘ exercices exercices exercices
't: - Y résolus corrigés non corrigés
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n

Algo & Prog<m

Dans tout le chapitre

h

p. 68,76, 77

Les autres disciplines @)

Probléme ouvert @

=
]
w

=
]
w

s ol

Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-03

1. Déterminer des images et des antécédents
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 3x - 1.
1. Calculer I'image de 5.
2. Calculer f(-1).

3. Déterminer le ou les antécédents de 8.

2. Donner une expression en fonction d’une inconnue
Soit fla fonction définie sur R par fix) = x% - 1.
Soit n un entier naturel.
1. Exprimer f(n + 1) en fonction de n.
2. Exprimer f(n - 1) en fonction de n.

3. Exprimer f(2n) en fonction de n.

3. Tracer la courbe représentative d’une fonction
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x> - 2x - 8.

Tracer la courbe représentative de f.

4. Calculer avec les puissances

Ecrire & l'aide d’une seule puissance les expressions suivantes.

26
A=24x23 B==- C=27
22
5. Utiliser des pourcentages

1. Un T-shirt colte 19 €. Pour les soldes, le magasin propose une
réduction de 20 %. Quel est le nouveau prix du T-shirt ?

2. Le prix d'un article passe de 10 € a 12 €. Quel est le taux d'évolution en
pourcentage ?

6. Comprendre un algorithme en langage naturel
Qu'affiche I'algorithme suivant ?
a« 3
i Pour i allant de 1 & 5 faire

a¢<a+1
! Afficher a

7. Comprendre un programme en Python A

Qu'affiche le programme suivant ?

n=55

while n>10:
n=n-10

print(n)

Corrigés
Lienmini.fr/maths1-00
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Découvrir la notion de suite avec le triangle
de Sierpinski

On considére un triangle équilatéral de c6té 1 que l'on colorie en bleu.
A chaque étape, on trace dans chaque triangle bleu un triangle blanc qui a pour sommet les milieux des cotés
du triangle bleu.

Etape 0 Etape 1 Etape 2

A L L

1. On s'intéresse au nombre de triangles bleus.

a) Combien y a-t-il de triangle(s) bleu(s) a I'étape 0 ?
b) Combien y a-t-il de triangle(s) bleu(s) a I'étape 1?
c) Combien y a-t-il de triangle(s) bleu(s) a I'étape 2 ?
d) Combien y a-t-il de triangle(s) bleu(s) a I'étape 3 ?

On définit alors une fonction sur N qui, a chaque étape, associe le nombre de triangles bleus.
Une fonction définie sur N s'appelle une suite.

On note u, le nombre de triangles bleus a I'étape n.

Ainsi, u  est le premier terme de la suite et correspond au nombre de triangles bleus a I'étape 0.

2. Donner la valeur de ug et u,.
3. Donner l'expression de u, en fonction de n.

4. Comment note-t-on le 10° terme ? Compléter:u . Quelle est sa valeur ?

L © @op.u8 )
|/
30%
B Découvrir la notion de suite définie par recurrence =*
Le premier triangle OA A, est rectangle etisoceéleen A;.Ona OA =A A =1. A, _':\_3

1. Calculer la distance OA,.

2. Pourtoutn € N, le triangle OA A . estrectangleenA etA A  =1.

n"'n+1 T

On note (u,) la suite correspondant a la longueur des segments OA .
Ainsi, pour toutn € N, u = OA .

a) Donner la valeur de u, u, et u, en justifiant.
b) Exprimer u,,en fonction de u,en justifiant.

3. On voudrait connaitre la valeur de OA,,

a) A l'aide des questions précédentes, conjecturer I'expression de u,
en fonction de n.

b) En déduire la valeur de OA, .

¥ Cours [1IX%:




B Découvrir les suites arithmetiques

Un T-shirt colte 20 € en 2018.
Chaque année, le prix augmente de 2 € par rapport au prix
de I'année précédente.
1. a) Combien coltera-t-il en 2019 ?
b) Combien coltera-t-il en 2020 ?
¢) Combien coltera-t-il en 2028 ?
On note u, le prix de l'article en 2018 + n.
2. Déterminer la valeur de u,,.

3. On cherche a expliciter comment évolue le prix d'une année
sur l'autre.
Exprimer u, . en fonction de u, pour toutn € N.

4. A quelle année correspond u,, ?
En déduire la valeur de u,y, B Cours [ 2 PR

Découvrir les suites geometriques
On rappelle que:

V., -V,
« le taux d'évolution en pourcentage est donné par la formule —n2e___dépat » 10q .
départ

- t
e augmenter de t % c'est multiplier par 1+ E;

e diminuer de t % c'est multiplier par 1- %

1. On s'intéresse a I'évolution de la population dans un village.

Année 2017 2018 2019
Nombre d’habitants 2500 2750 3025

a) Quel est le taux d'évolution en pourcentage du nombre d’habitants entre 2017 et 2018 ?
b) Quel est le taux d’évolution en pourcentage du nombre d’habitants entre 2018 et 2019 ?

2. On suppose que le taux d'évolution d’une année sur l'autre reste constant aprés 2019.
Quel sera le nombre d’habitants en 2020 ? en 2021 ?

3. On décide de modéliser le nombre d’habitants par une suite.
On note v, le nombre d’habitants du village en 2017 + n.
Déterminer la valeur de v,

4. Exprimerv,_ . enfonctionde v, pourtoutn € N.

5. On cherche a déterminer une expression de v, en fonction de n.
Recopier et compléter les égalités ci-dessous.

V1=...>(VO V2=...><V0 V3=...XV

6. En déduire l'expression de v, en fonction de n.

S > 78 € p. 50

J
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Calculer des sommes

Dans les années 1780, afin d'occuper sa classe et de se reposer un peu, un instituteur avait demandé a ses
éléves de calculer lasomme 1+ 2 + 3 +... +99 + 100.

Mais quelques secondes plus tard, alors que le reste de la classe commencait a peine a réfléchir, I'un des éléves
avait prétendu avoir la réponse : le petit Gauss, alors agé d'une dizaine d’années.

Sauriez-vous faire aussi bien ?

B3 Cours [ FR:F

J
Y
204
= [ d (] (] ’ L] min '—\
Etudier les variations d'une suite
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x* - 0,8x et (u,) la suite définie par u_=n?-0,8n. al
On a tracé ci-contre, la courbe représentative de la fonction f et la représentation
graphique de la suite (u,). 3T
2__
1. Rappeler la définition d’une fonction croissante sur un intervalle /. :
2. Conjecturer le tableau de variations de la fonction f. S —
-1 1 2 3
3. Lasuite (u,) semble-t-elle croissante ? décroissante ? ni l'une ni l'autre ? A(041=0,16)
4. a) Compléter : « Dire que la suite (u,) est strictement croissante, c'est dire que:
u,<u <u <u ,etcautrementditqueu, <u pourtoutn & N.» 1
b) Calculer ug, u,, u, et u,. 20T
c) Peut-on affirmer que la suite (u,) est croissante ? BT +
10+
5. a) Justifier que, pourtoutn €N, u_, , -u,=2n+0,2. 5] +
b) En déduire le signedeu,, - u,. : + ‘!‘ |
<) Justifier que la suite (u ) est strictement croissante, en utilisant la définition -100 1 2 3 4 5
de la question 4. a).
o Op.52
g J
Y
154
min ﬂ

2 Etudier les variations
des suites arithmétiques et geomeétriques

1. Soit (u,) la suite arithmétique de raison 2 et de premier terme - 1.
a) Exprimer u_,, en fonctionde u, .
b) En déduire le signe de u,.,—u,, puis les variations de la suite ().

2. Pour chaque suite ci-dessous, calculer les quatre premiers termes et conjecturer les variations de la suite.
a) (u ) est une suite géométrique de premier terme 1 et de raison 2.

b) (vn) est une suite géométrique de premier terme 1 et de raison %

c) (w,) est une suite géométrique de premier terme -1 et de raison 2.

d) (a,) est une suite géométrique de premier terme -1 et de raison l

Y Cours 15 TEE
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n Decouvrir la notion de limite d'une suite

1. On areprésenté différentes suites (u,) ci-dessous.
Que se passe-t-il pour les termes u_ quand n prend des valeurs de plus en plus grandes ?

a) b)
1+ 8t
| I e R 7+
-101 1 2 3 4 5 6 7 8
-1+ + 6
-2+ + 5+ I ++t
=37 + 4+ +
=47 + 3+
-5+ + 2+
-6T + 1+
-7t + : 1
-10/ 1 2 3 4 5 6 7 8
=81 + L1
c) d)
4+ 3+
T+
S I R B 2+ o+ o+ o+
2+ 14
T !0 —t—+—F+—F+—+—+—
-1 1 2 3 4 5 6 7 8
} —t—F—F+—F+—+—+— 1+ + + F +
-101 1 2 3 4 5 6 7 8
=1 24
s N . . 2n+1
2. On s'intéresse a la suite (u) définie pour tout entier n = 1 par u, = 5
n+

a) Donner la valeur de u,, u,, u,,, et u, ;o

b) Quand n prend des valeurs de plus en plus grandes, de quelle valeur se rapprochent les termes u, ?
On notera / cette valeur.

1oo_let u, ooo_l'

d) Quand n prend des valeurs de plus en plus grandes, de quelle valeur se rapproche u, - /?

c) Calculeru, -, u, -1 u

3. Onsiintéresse a la suite (u,) définie paru, = - n.
a) Donner la valeurde u,, u,,, 1000°
i ?
b) Que se passe-t-il pour les termes u, quand n prend des valeurs de plus en plus grandes ?

U0 €T U

4, On s'intéresse a la suite (un) définie par u,=0,u, =1et, pourtoutn € N, par U, =Uu,  +u.
a) Déterminer la valeur des 10 premiers termes de la suite.
b) Que se passe-t-il pour les termes u_ quand n prend des valeurs de plus en plus grandes ?

© [ O p. 54 )
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o Generalites sur les suites

Définition RYVILES

Une suite est une fonction u définie sur N ou sur un ensemble {n €N, n = n } avec n, € N fixé (c'est-a-
dire pour tous les entiers a partir d’'un entier n), qui a tout entier naturel n associe un réel u(n), noté u .

C Notation

La suite est notée (u ) ou (u ) u(u) ou u.

nENo n’n=n,

u, est le terme général de la suite, ou le terme de rang n.

®-Exemples

* La suite (u ) définie pour tout n € N par u_ = n”- 1. Le premier terme est u, et u,=-1.

. o . 1 .
* La suite (u,) définie pour tout entier n =6 paru, = p— Le premier terme est u etu, = 1.
n —

e La suite (u ) définie par u,= 1 et pourtoutn € Nparu,,, = \/1+u? .

© Remarque Dans les deux premiers exemples, on a l'expression de u,, en fonction de n. On peut calculer
directement n'importe quel terme en remplagant n par le rang souhaité.
Dans ces cas, la suite est dite définie par une formule explicite.

@-Exemple

La suite (u,) définie pour tout n € N par u,=2"
Onaalorsu,=2=1;u,,=2"=1024.

- O et @p.56-57

Suite définie par une relation de récurrence

Définir une suite par une relation de récurrence, c'est donner un ou plusieurs premiers termes
et une relation permettant de calculer un terme a partir d’'un ou plusieurs termes précédents.

© Remarque
* |l n'est pas toujours facile d'avoir une formule explicite d'une suite définie par récurrence.

¢ Il ne faut pas confondre u,,,, qui désigne le terme suivant u,, et u, + 1, qui désigne le terme u, auquel
on ajoute 1.

®-Exemple

La suite (u,) définie par u,= -6 et, pour toutn €N, paru, ., =3u,_+15.
Pourn=0,0nau,,,=3u,+ 15, cest-a-dire u;, =3 x (-6) + 15=-3.
Pourn=1,0onau,,,=3u, +15,cest-a-dire u,=3 x (-3) + 15=6.

Pour calculer un terme, on doit connaitre le précédent. Par exemple, u,, = 3u,, + 15.

@ Exercice résolu i 2 BT

Représentations graphiques

@ Sur une droite graduée, on place les réels d’abscisses U5 5,8 oo
(2 Dans un repére, on place les points de coordonnées (n ; u).

(3 si la suite est définie par u, = f(n), alors u_ est l'ordonnée du point d'abscisse n de la courbe
représentative de la fonction f.

@) Sila suite est définie par u,., = flu ), alors on construit les termes a I'aide de la courbe de
représentative de la fonction f et de la droite d'équation y = x.

48



®-Exemples

@ On considere la suite (u ) définie paru, =2n-1. @ On considere la suite (u,) définie par u, = f(n).

2 -y ________________-
> R @

() 1 2 3 X

-1 0 2 3 45 6 7 8 9 10

@ On considere la suite (u ) définie paru, =2n-1. @ On considere la suite (u,) définie paru, ,, = f(u ).

y .y =X
| C c “
439 )
4 4 @
Lo f__—
450 o) E—
X X —
Z VAN o o—
uz o ./
71 31 !
4 I 1
X o X
-2-10 2 3 4 5 - p 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 U L L
b =1 =1 1 0

BN Exercice résolu I & JRL

9 Suite arithmeétique

Suite arithmétique

Une suite (u,) est arithmétique s'il existe un réel r, appelé raison de la suite, tel que pour toutn €N,
onaitu, ., =u, +r.

S I o IO S R S I S
ar 7 +r arlr

@-Exemples

* La suite (u ) définie par u,=-2 et pourtoutn € N, u_,, = u,_ + 3 estla suite arithmétique de raison r=3
et de premier terme u, = -2.

* La suite (v,) définie par v, =3 etpourtoutn €N, v =v -0,5.

On remarque que, pourtoutn €N, v, =v +(-0,5). (v,) est la suite arithmétique de raison r=-0,5

et de premier terme v, = 3.

© Remarque

Pour démontrer qu'une suite (u,) est arithmétique, on peut chercher a montrer que pour toutn € N,
u,,,-u, estégal aune constanter.

Expression du terme général
Soit (u) une suite arithmétique de raison r.
Pourtoutn EN,u, =u,+rxn.

Pourtoutn €N, u =u, +rx(n-1).
Pour toutn € Nettoutp EN, u,=u,+rx (n-p).

2 * Suites numériques




@
Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.

L
+r +r +r +r

A

Démonstration @Q

+nXr

®-Exemple

Soit (v,) la suite définie par v, =3 et pourtoutn €N, v, =v -0,5.
Cette suite est arithmétique de raison r=-0,5 et de premier terme v, = 3 (voir 'exemple précédent).
Dong, pour toutn € N, V,=V,trxn= 3-0,5n.

B[ Exercice résolu ) 5 WA

Représentation graphique

Les points de sa représentation graphique se situent sur la droite d'équation y=rxx+u,.
On parle d’évolution linéaire.

@-Exemple
Soit la suite (v,) définie pour tout n € N parv, =3 -0,5n.

J

w

N

_

e Suite geometrique

Suite géométrique
Une suite (u,) est géométrique s'il existe un réel g, appelé raison de la suite, tel que pour toutn €N,
onaitu,  ,=qgXxu,.

I S I o IO S R S e
xq X q xq

@-Exemples

* La suite (u,) définie par u,= 0,5 et, pourtoutn €N, u . =2 X u_ est la suite géométrique de raison g =2

et de premier terme u,=0,5.

* Soit la suite (v,) définie par v, =5 et, pourtoutn €N, v = V—;

n+l

Pourtoutn €N, v

1 . . s . 1 .
= 3 x v, .Donc (v,) est la suite géométrique de raison g = EEt de premier terme v, =5.




Cours

© Remarques
© Pour démontrer qu’une suite (u,) est géométrique, il faut montrer que u,,, =g xu,.

un+1

Si les termes sont non nuls, on peut aussi chercher a montrer que le quotient est égal a une constante g.

n

 La variation relative entre deux termes consécutifs est constante.

Expression du terme général
Soit (u,) une suite géométrique de raison q.
Pourtoutn €N, u, =u,x q".

Pourtoutn €N, u, =u, xq"".
Pour toutn € NettoutpEN, u = u,xq"P.

Démonstration ©©

o
Soit (u,) une suite géométrique de raison q.

C e
xq Xxq xq

xq A

xq"

®-Exemple
La suite (u ) définie par u,=0,5 et pourtoutn €N, u,,, =2xu, .

Cette suite est géométrique de raison g = 2 et de premier terme u, = 0,5 (voir l'exemple précédent).
Donc, pourtoutn € N,u, =u,xq"=0,5%x 2"

R Exercice résolu J6 JEN1
Représentation graphique

Pour les représentations graphiques des suites géométriques, on parle d'évolution exponentielle.

®-Exemples

(@ Soit (u,) définie pour tout n € N (2 Soit (v,) définie par v, = 5 pour tout n € N

n
paru_=0,5x2". v
" par vn+1 = ?n

o]
[oe]

~
~

[e)}

(O]
(9]

N
B

O W
w

N

N
4
T
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o Calcul de sommes

Somme des n premiers entiers
Pour tout entiern=1,on a 1+2+...+n=w.

Démonstration ©©

o
S=1+ 2 4+ ..+ -1+ n
S=n+ (-1 + ...+ 2 + 1

En additionnant les deux égalités, on obtient :
S+S=(1+nN+0+nm+...+(0+n+(1+n)
2xS=nx(1+n)

Donc S = w

Somme de n premiéres puissances

_ an+1
Pourtoutréelqa»Hetpourtoutentiernz1,ona1+q+q2+...+q"=1 q 5

Démonstration @Q

o
S=1+g+q¢*+...+q"
gxS=q+q*+q*+ ...+ g™
S—qxS=1+d+@+.. .+ -d-F-¢-...-q
DoncS-gxS=1-g"".

Sx(1-q=1-g""

1_qn+1

Commeg=1,0naS=
1-q

g Exercice résolu J 7 N

9 Sens de variation d’une suite

bRl Sens de variation d’une suite

Soit (u,) une suite et k un entier.
* La suite (u,) est croissante a partir du rang k si, pour tout entiern=k,u,_, = u,.
* La suite (u,) est décroissante a partir du rang k si, pour tout entiern=k,u,  <u,.

* La suite (u,) est monotone a partir du rang k si elle est soit croissante a partir du rang k,
soit décroissante a partir du rang k.

* La suite (u,) est constante a partir du rang k si, pour tout entiern = k, u u

n+1 = “n°

© Remarques

* Comme pour les fonctions, si on remplace les inégalités larges par des inégalités strictes, on parle de suite
strictement croissante, strictement décroissante, ou strictement monotone.

¢ Il existe des suites qui ne sont pas monotones, comme la suite (u,) définie par u, = (-1)".




Cours

Etude dusignedeu_ -u_
Soit (u,) une suite.
*Siu_, -u, > 0,alors la suite est strictement croissante.

*Siu, . —u, <0, alors lasuite est strictement décroissante.

@-Exemple

Soit (u ) la suite définie par u, =5 et, pourtoutn €N,u_,, =u_+ n+1.
Pourtoutn €N, u, ,-u =n’+1.

Orn?>=0,doncu,,, -u, > 0.

Donc la suite (u,) est strictement croissante.

u
. +1
S Comparaison entre —: et1
n

Soit (u,) une suite dont tous les termes sont strictement positifs.
u
o Sj n+1

>1,alorsu, , > u,, doncla suite est strictement croissante.
u
n

u
. 1 . . e .
e Si—1 <1, alors u,., <u,doncla suite est strictement décroissante.
u
n

®-Exemple

Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N paru, =5x3".
Pourtoutn € N, u, > 0.
Upp _ 5x3m1 3

u, 5x3"

u
Donc " >1.
u

n

Donc la suite (u,) est strictement croissante.

Sens de variation d’une suite arithmétique
Soit (u) une suite arithmétique de raison r.
e Sir> 0, alors la suite est strictement croissante.
¢ Sir < 0, alors la suite est strictement décroissante.
¢ Sir=0, alors la suite est constante.

Démonstration ©©

@
Pourtoutn €N, u

n1 " Uy =T
®Sir>o0,alorsu,,, -u,> 0,donc lasuite est strictement croissante.
eSir<o,alorsu,,, -u, <0,donclasuite est strictement décroissante.

®Sir=0,alorsu,_,, —u, =0,donclasuite est constante.

2 * Suites numériques




Sens de variation d’une suite géométrique

Soit (u,) une suite géométrique de raison g et de premier terme u,, # 0.
eSig>1:

si u, > 0, alors la suite est strictement croissante.

si u, <0, alors la suite est strictement décroissante.
eSio<g<1:

siu, > 0, alors la suite est strictement décroissante.

si u, <0, alors la suite est strictement croissante.
®Sig=0o0ug=1,alors la suite est constante.

® Si g <0, alors la suite n'est pas monotone.

Démonstration @Q

[
PourtoutneN,u_,
un+1 - un= UOan(q_ 1)
*Sig>1,alorsg-1>0etg">0.

siu,>0,alorsu, ., —u, > 0,donclasuite est strictement croissante.

— n+1 n
—Un—Uqu —Uqu.

siu,<0,alorsu, . -u, <0,donclasuite est strictement décroissante.
°Si0<g<1,alorsqg-1<0etg">0.

siu,>0,alorsu, ., —u, <0, donclasuite est strictement décroissante.

siu,<0,alorsu, . -u, >0,donclasuite est strictement croissante.
°Sig=0oug=1,alorsu,, —u =0donclasuite est constante.

g Exercice résolu J 8 JN X

G Notion de limite d'une suite

Suite ayant pour limite un nombre réel

Une suite (u ) a pour limite un réel / quand n tend vers +, si les termes u, deviennent
tous aussi proches de | que l'on veut en prenant n suffisamment grand.

On dit que (u,) converge vers /et on note lim u, =I.
n—+0o

@-Exemples
Y Y
51 2+
4+ + +
17 T T X
3+ + } —t—+—+—F+—+—
-100 1 2 3 4 5 6 7
2+ —H— it
+
- =2 +—+
x + T
: — -3+
-10/ 1 2 3 4 5 6 7
-1+ —4+
(1) On observe que les termes successifs de (2 On observe que les termes successifs de (u, )
(u,) semblent se rapprocher de 4, donc on peut  semblent se rapprocher de -2, donc on peut
penser que lim u =4. penser que lim u =-2.
n—+% n—+»
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Suite ayant pour limite +o

Une suite (u,) a pour limite + quand n tend vers +, si les termes u_
deviennent tous aussi grands que l'on veut en prenant n suffisamment
grand.

On dit que (u,) diverge et on note lim u, =+o.
n—+oo

®-Exemple

On observe que les termes successifs de (u,) sont de plus en plus grands.

Donc on peut penser que lim u_ =+,
peut p q am u,

Cours

o

(9]

S

w

N

Suite ayant pour limite -

Une suite (u,) a pour limite - quand n tend vers +, si les termes u_
deviennent tous aussi petits que I'on veut en prenant n suffisamment

grand.

On dit que (u,) diverge et on note lim u, =-c°.
n—+o

© Remarque Petit ne signifie pas proche de 0, mais négatif et grand
en valeur absolue.

Par exemple, -1 000 000 est petit.

@-Exemple

On observe que les termes successifs de (u,) sont de plus en plus
petits. Donc on peut penser que lim u, =-.

n—+o

© Remarque Certaines suites n'ont pas de limite.
Dans ce cas, on dit que la suite diverge.
Diverger signifie « ne pas converger ».

®-Exemple
Soit la suite (u ) définie par u, = (-1)".

Les termes ne deviennent ni de plus en plus grands ni de plus en petits, ni se rapprochent de plus un plus

d'un réel. u, prend alternativement les valeurs -1 et 1.

B Excercice résolu I 0 RNE
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Exercices

Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-04

Exo

Calculer des termes d’une suite
définie par une formule explicite

eececcccccce ®00cc000c0000000000000000000000 eecccccce

H e

1. Calculer les trois premiers termes de la suite (u,) définie pour toutn € N paru, =2n+1.
2. Faire afficher sur la calculatrice la valeur des 10 premiers termes.

® eecccccce ConseiIS&MéthOdes AR RN R R RNN]

Pour calculer u,, on remplace n par 0
dans I'expression de u,.

Solution

1. Pour tout 7 € N, u =2n+1.
Donc #,=2x0+1=1 ﬂ”1:2><1+1:3 ﬂu2:2><2+1:5 Le premier terme est u,,. Le deuxiéme terme

estdoncu,, le troisieme terme est u,,.

e®0000ccccc0n,
000000000

2. eesceccscsccscsccscscscsssccssccccscscsscncs o
Casio Graph 90+E TI-83 Premium CE = Numworks
= ;
Appuyer sur la touche @ Appuyer sur la touche . Appuyer sur la touche
- o= [ Choisir le mode suite ou seq.
et choisir e .
Récurrence et choisir ...

Appuyer sur la touche :

Appuyer sur @ pour choisir le type Choisir type suite (n) Pour créer une nouvelle suite,

de suite.

Fl:an=An+B
F2:an+1=Aaa+Bn+C
F3:an+2=Aan+1+Ban+-- -

Pour nmin : entrer I'indice du premier
terme.

Pour u(n) : entrer l'expression de u,

cliquer sur Ajouter une suite.

Pour modifier une suite existante,
cliquer sur la case en début de ligne

Choisir @ (a,).

Entrer I'expression de a, en fonction de

(u,ouu,,.).

Choisir u, explicite.

en fonction de n a l'aide de la touche

fxvan)

n+1

n, en utilisant la touche @ pour n. TyPe: EIREEE] SUITE(R+1) SUITECH+2) Taper I'expression de u, en fonction
Récurrence nMin=0
an @2n+1 [—1 u(n)B2n+l e
b =T ug;u de n, avec latouche! xn:
Cn ¢ -3 u =

Pour régler la table, appuyer

déf table f2

Appuyer sur @ (SET) pour régler

la table. sur déf table ([ znde | [mmae))
Reéglage Table n
Start:0 CONFIG TARBLE

Ln 3] DébutTbl=0

Appuyer sur pour valider.

Cliquer sur Tableau.

aTbl=1
Indent : Denande e
Dépndte : Demande Regler 1'antarvalle

. a ﬂ 1
Pour obtenir la table, appuyer sur @ Pour obtenir la tab‘lg, . 1 s
ane F 5
—_n__ 8 appuyer sur [ znde | (o) s :
|0 1 o
1 3 8 T Si besoin, régler l'intervalle
g 3 g g en cliquant sur Régler l'intervalle.

Ch vous dejouer - IR

n 1. Calculer les quatre premiers termes de la suite (u,)
définie pour tout n € N paru, =n’.

B2 soit (u,) la suite définie pour tout n € N
paru,=-n+>5.

2. Faire afficher sur la calculatrice la valeur des 10 premiers
termes.

1. Calculer u,etu,.

2. Faire afficher sur la calculatrice la valeur des 15 premiers
termes.

[ Exercices J 3. FY 39 N1
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Exo

Calculer des termes d'une suite

Exercices ‘

définie par une relation de récurrence e as.s

eecccccccce ©00000000000000000000000000000000000000

eecccccccce

1. Calculer les trois premiers termes de la suite (u ), définie par u,=1 et, pourtoutn € Nparu, , =2u +1.

2. Calculer les trois premiers termes de la suite (v,), définie par v, = 2 et, pour tout n € N, par

vn+1=vn+n+3.

3. Faire afficher sur la calculatrice la valeur des dix premiers termes de chaque suite.

Solution

B Conseils & Méthodes i

1.Pourtoutn EN,u  =2u +1 ﬂ 2.Pourtoutn €N, v, ;=v, +n+3 ﬂ Ne pas confondre netu,.
u, = 1(d’apres I'énoncé) v, = 2 (dapres I'énoncé) : 3
u=2Xu+1=2XxX1+1=3 ﬂ v,=0,+0+43=2+0+3=5 : IIfaut calculer u, avant de :
Uy =2Xu +1=2X3+1=7 v=v;+1+3=5+1+3=9 :.""C‘a!C.L.l[e.I"l.J%.".""‘"“"”;
3.
Casio Graph 90+E TI-83 Premium CE i . Numworks
=22 Mettre la calculatrice : Aller dans le menu Suites.
Appuyer sur la touche . , .
. en mode suite. Pour créer une nouvelle suite,
ki cliquer sur Ajouter une suite.
et choisir Recurrence Appuyer sur la touche a )

Choisir type suite (n + 1)

de suite. Choisir @ (a,,,) -

Appuyer sur @ pour choisirle type | o y ytiliser les touches 2w |, E] ou, cliquer surla case en début de ligne

Choisiru, , récurrente d'ordre 1.

Entrer I'expression de a,,, en fonction r:s: sua:mm SUITE(n+1) BAT130 00 Taper l'expression de u, ,, en fonction
nMin=

dea,, en utilisant la touche @ Bu(n+1)B2u(n) +1 de u,. Pour taper u,, appuyer sur le
u(@)Bl Spasta ™,

ourn @ oura u(l)= bouton (" |
P ' P ” l:\{gg%)iv(nhms Pour choisir Iindice du premier
Récurrence s )
an+1@2an+1 [—1 LS terme, cliquer sur u,,

bn+18bn +n+3 =1 Pour régler la table, appuyer sur déf T T
déf table f2

u  F2wusl
table ™
Appuyer sur @ (SET) pour régler Pour obtenir la table, appuyer o
table f5
la table et entrer la valeur du premier | syrtable Vo e
terme de chaque suite. vy "2
Pour obtenir la table, appuyer sur @ On obtient :
ntl  _anet_bnss I
1 2~ Regler 1'intervalle
1 3 5 n v
2 7 9 : :
3 16 14 2 s
3 T

et pour taper u Pour modifier une suite existante,
o

(u,ouu,,)).

(A vous de jouer: AR

B 1. Calculer les quatre premiers termes de la suite (u,)

définie paru, =2 et, pourtoutn €N, u_ , = u2.

2. Faire afficher sur la calculatrice la valeur des dix premiers
termes et donner une valeur approchée de u,.

Soit (w,) la suite définie par w, = -1 et,
pourtoutn €N, w,  =-w +n.

1. Calculer w, et w,.

2. Faire afficher sur la calculatrice la valeur des 15 premiers
termes et donner la valeur de w, .

¥ Excercices | 40 F) bt R AT

2 « Suites numériques
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Exercices

Exo

Modeliser avec une suite @ B3 Cours [ 1 AT

©000000000000000000000000000000000000000000 ©

Une salle de sport compte 500 abonnés en 2019. o | o
Chaque année, 80 % des personnes inscrites renouvellent F’ 3N - i
leur abonnement et 20 nouvelles personnes s'abonnent. r ;3 : d-

On note (u,) la suite correspondant au nombre d’abonnés : -
en 2019 +n. | 1 : 2 ~b

1. Combien y aura-t-il d’abonnés en 2020 ? ! Vil i 1 51 b
2.Pourtoutn €N, exprimer u_,, enfonctiondeu,.

3. A l'aide de la calculatrice, déterminer combien il y aura el i
d’abonnés en 2030. On arrondira a I'entier inférieur. Ty A

= =—

4. Sile nombre d’abonnés devient inférieur a 101,
la salle de sport décide de fermer.

A l'aide de la calculatrice, déterminer si la salle de sport fermera. Le cas échéant, déterminer en quelle année.

Solution
1. 80 % des personnes inscrites renouvellent leur abonnement. il Conseils & Méthodes G
80 3

500 Xx — = 400. ﬂ u_correspond au nombre d’abonnés
100 en 2019 +n.
u,,,correspond au nombre d'abonnés
en 2019 + n + 1, c'est-a-dire 'année
suivante.
Par exemple, u, correspond au nombre

d’abonnés en 2020 et u, en 2021.

ﬂ La valeur donnée en 2019 n'est pas
utilisée pour exprimer u_, en fonction
deu,.

Donc 400 personnes renouvellent leur abonnement.
Iy a 20 nouvelles personnes qui s'abonnent.
400 + 20 = 420. Donc, en 2020, il y aura 420 abonnés.

2. Chaque année, 80 % des personnes inscrites renouvellent ﬂ
leur abonnement et il y a 20 nouvelles personnes.

80
Dong, pour tout z €N, % = Run +20=10,82 +20. ﬂ
3.2030=2019 + 11. [

1l faut donc calculer #, | 4 la calculatrice.

1

Il faut d’abord déterminer la valeur de n
qui correspond a 2030.

La suite () est définie par une relation de récurrence.
On affiche la table de valeurs de la suite (u) ala calcularrice u
On trouve = 134,36.

Il y aura donc environ 134 abonnés en 2030.

Pour cela, on résout I'¢quation
2019 + n =2030. Donc n = 2030 - 2019.

ﬂVoir exercice résolu 2.

Le nombre d'abonnés en 2019 + nestu,.

On cherche donc quand u, devient inférieur
a 101, c'est-a-direu_< 101.

Pour cela, on affiche la table de valeurs de la suite () 4 la calculatrice. e eeeseeseesessessessesscsensessessnsensens .
Ona )= 101,21 et uy, = 100,96.

Or 2019 + 27 = 2046.

Donc en 2046, le nombre d’abonnés deviendra inférieur 2 101 et la salle de sport devra fermer.

A vous de jouer ! |,

4. On cherche §'il existe un entier naturel 7 tel que , < 101. ﬁ

© 00000000000000000000000000000000000000000000000000000
®00000000000000000000000000000000000000000000000000000 ¢°

B Une entreprise a 200 salariés en 2019. Chaque année, ﬂ Dans un magasin, un pull colte 60 €. A chaque
10 % des employés quittent I'entreprise, et I'entreprise période de soldes organisées par le magasin, le prix du
embauche 30 nouveaux salariés. pull baisse de 15 %

On note (u, ) la suite correspondant au nombre de salariés 1. Quel sera le prix du pull aprés les premiéres soldes ?
dans l'entreprise en 2019 + n. 2.0n note (u,) le prix du pull aprés n soldes.

1. Combien y aura-t-il de salariés en 2020 ? et en 2021 ? a) Déterminer la valeur de u et u,.

2. Pour toutn € N, exprimer u,,, en fonction de u,. b) Pour tout n € N, exprimer u__, en fonction de u .

=/ (ZEEEED EM & 5 p. 64-65
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Q'R.ggrésenter graphiquement une suite = (D @ p.u8

e0ceccccccccccceToooe ®0c00bc000c0000000000000000000000 000

1. Représenter graphiquement les 5 premiers termes de la suite (u,) définie pour tout n € N par u, = n* - 2n.

2. Représenter graphiquement les 5 premiers termes de la suite (u,) définie par u, = 8 et pour toutn € N,

u, .= _Eu" +1.
Solution [PRURRRRIIN Conseils & Méthodes RSN,
1. Par calcul, ou a 'aide de la ¥4 ﬂ Il faut différencier si la suite est définie par

o]

une formule explicite ou par une relation de
récurrence.

calculatrice, on détermine
les 5 premiers termes. ﬂ

~

(o))

OnauO:O,uI:—l,

ﬂ Pour représenter graphiquement une suite
uZ:O,u3:3etu4:8. ﬂ

définie par une formule explicite (u, en
fonction de n), on calcule les premiers termes,
puis on place les points de coordonnées (n;
u,) dans un repére.

wv

2. Pour tout 7 € N, on a

u,, =flu)avec

w

N
DR R R R R P P PR PR TR RN
®e000000000000000000000000000000000000 o

fdéfinie sur R par 2 ﬂ Pour représenter graphiquement une suite

F(x) - —lx i1 ﬂ 1 définie par une relation de récurrence (u,,,
o9 ' X =f(u )) on trace la fonction f et la droite

On place ,sur Paxe des 1 10 2 3 4 d'équation y = x. Il faut ensuite représenter les

abscisses -1 termes de la suite un par un.

®e00000000000000000000000000000000000000000000 o

Pour obtenir la valeur de #,, on cherche I'image de #; par la fonction £ On obtient donc la valeur de %, sur 'axe des ordonnées.
Pour continuer la représentation graphique, il faut avoir la valeur de u, sur ’axe des abscisses. Pour cela, on utilise la droite

d’équation y = x. Puis, pour obtenir #

,» on cherche I'image de %, par la fonction £ Et ainsi de suite.

)

-

o
i aEEms 3
A vous de jouer ! |,
Représenter graphiquement les 6 premiers termes de ﬂ Représenter graphiquement les 5 premiers termes
la suite (u ) définie pour toutn € N paru, =-n>+2n+1. de la suite (u,) définie par u, = 6 et, pour tout n € N,

u

2
nel _Eun +5.

gl Exercices J u5 EY 4o F A
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Exo

a Utiliser et reconnaitre une suite arithmétique igl Cours [2 TR

1. Soit (un) une suite arithmétique de premier terme u,=5et de raison -2.
a) Donner l'expression de u, en fonction de n.
b) Déterminer la valeur de u,..

2. Les suites ci-dessous sont-elles arithmétiques ?
2
n‘+n

a)v,=3n-2 blw,=n’+1 <a, =

Solution

l.a)PourtoutnEN,un:u0+r)(n. ﬂ e ceecccce Conseils & Méthodes cecccccce,

Donc ici, U, = 5-2n

ﬂ Pour déterminer I'expression de u, en
b) u,, = 5-2x25=-45 R

fonction de n, on utilise les formules du
cours.
2. Pour chaque suite, on commence par calculer les premiers termes. ﬂ

Pour calculer u,,, on remplace n par 25
a)y,=3X0-2=-2

dans l'expression de u .
n

v, =3x1-2=1 :
v,=3x2-2=4 PquI: m’optrerf::: une suite est
v —vy=3ectv,—v, =3 arithmetique, il faut montrer queu, ., -u,

est égale a une constante. Si on trouve
un contre-exemple, la suite n'est pas
arithmétique. Un exemple ne suffit pas a
montrer que la suite est arithmétique.

La suite (v ) semble arithmétique. Démontrons-le.
Pourtoutn €N, v —v =[3(n+1)-2]-(3n-2)
=3n+3-2-3n+2

0® ©00000000000000000000000000000000000000000000,
©00000000000000000000000000000000000000000000 o

s 0 =,3, de i a_ est défini pour n = 0, donc le premier
Donc la suite (v ) est arithmétique de raison 3. terme de la suite (a,) est a,
b)w =0>+1=1
) 012 1-2 Avant de calculera _,, —a,, on peut
=1 +1= . e .
“ essayer de simplifier 'expression de a,.
w,=2"+1=5 tesescscececcccsescscscscscscsccscscanses o®

w —w,=letw,—w =3

Donc la suite (w) n'est pas arithmétique, car w, — w, = w, — w,.
12+1 2242 32+3
=2 sa, = B = ;43 = 3 =4 u

Ja =

a,—a,=leta;—a,=1

=4 = A=,

Donc la suite (2,) semble arithmétique. Démontrons-le.
2

ne+n
Pour tout 7 € N*, a, = E
n

_nx(n+1)

n
Donca, =n+1

Pourtoutn €EN*z  —a =(n+1)+1-(n+1)
=n+2-n-1
=1

Donc la suite (2,) est une suite arithmétique de raison 1.

A vous de jouer ! [,

ﬂ Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme m Les suites suivantes sont-elles arithmétiques ?
u,=-2 et de raison 3. a)Vn=\/; b)w,=-n+4

1. Donner l'expression de u_ en fonction de n.

2. Déterminer la valeur de u,,.

> EEEET E1 a [ p. 65-66
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Q Utiliser et reconnaitre une suite géométrique > (78 O p. 50

. . . o . 1
1.Soit (u,) une suite géométrique de raison 2 telle que u, = —.
4

a) Donner l'expression de u,en fonction de n.

b) Déterminer la valeur de u.

2. Les suites ci-dessous sont-elles géométriques ?

1
—— — on+l _
aju, =n*+1 b)u =2" c)un—;
Solution
1.a) Pour tout 7 € N, u = u, X 2. ﬂ I Conseils & Méthodes NI
Donc ici, # = 1 % 212, Pour détgrminer I’exprg§sion deu,
4 en fonction de n, on utilise les formules
1 1
b)u6=—><26‘2=—><24=4 ﬂ du cours.
4 4

Pour calculer u,, on remplace n par 6

2. Pour chaque suite, on commence par calculer les premiers termes. ﬂ dans I'expression de u, .

terme de la suite (u,) est u,.

e00ccccsccccscccccsscccssccccsscccsscccs o

.
. .
. :
04 .
: :
04 .
. .
. .
. .
. .
. .
° .
2 . . .
a) uy=0"+1=1 : Pour montrer qu’une suite est d
u = 17+1=2 . 7 "géométrique, il faut montrer que
92, 1- : — .
u,=2"+1=5 s U,.,=QgXu, avecq une constante ou :
. u J
u u 1 . N .
A g2 = 5 : que —est égale a une constante :
o .
u u, 2 . n b
0 1 : :
. 7 7 . u u . i .
Donc la suite (#,) nest pas géométrique, car 12 : (5" les termes sont non nuls). . :
b 041 Uy U + Sion trouve un contre-exemple, la suite :
) 4y = 21 ! =2 . n'est pas géométrique. !
— +1 _ . ) N o
w =2""=4 . Un exemple ne suffit pas a montrer .
u. = 22+1 =8 . | . . s .
2 < que la suite est geometrique. :
u . 1 s . .
n_ é =2 o2 = 8 -2 . ﬂ— est défini pour n = 0, donc le premier ¢
uy, 2 u 4 n
. :
.

Donc la suite (%) semble géométrique de raison 2. Démontrons-le.

Pour tout 7 € N,

un+1:2n+1+1

:2n+2

:2><2n+1

:2><un
Donc la suite (%) est géométrique de raison 2.

1 1 1

Qu =-=1;u,=—su, =—

1 1 2 2 3 3

1

u, 1 wu, 32 2 2 u, u
23 o3 xS Zdonc2#2
u 2 u, 3 1 3 uoou,

Donc la suite () n'est pas géométrique.

A vous de jouer ! |,

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme 14 Les suites suivantes sont-elles géométriques ?
u, =-2 et de raison 2. 1
0 a)v, = Jn byw =—
1. Donner I'expression de u, en fonction de n. 3"
2. Déterminer la valeur de u,,. B Y Exercices | 61 E] 69 X3
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Exo

Calculer des sommes de termes pour
des suites arithmétiques et géomeétriques

©000000000000000000000000000000000000000000000 eeccccccccccce ecccoe

B3l Cours [u XY

1. Calculer la somme 101 + 102 + 103 + ... + 998 + 999.

62

2. Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme u, =2 et de raison r = 3.

Calculerlasomme S=u,+u, +u,+... +u,..

3.Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, = 3 et de raison g = 2.

Calculer la somme des 20 premiers termes.

Solution

110141024 .. 4999 =142+ ... +999—(1+2+...+100) J{ 3.S=u v, +m+ ...+, B

_n(n+1)
2

Dapréslecours, 1+ 2 + 3 + ...+ 7

Donc

101+102 +...+999 =

999 % (999 + 1) _ 100 % (100 + 1)

2
Donc 101 + 102 + ... + 999 = 494 450

2.S=uo+u1+u2+...+ul

5
Or (u,) est une suite arithmétique, donc, pour tout 7 € N,

U, =ty + nXr.
Donc 8= u + (s, +7) + (s + 27) + ... + (s + 157).
On regroupe les termes #, ensemble.
OnadoncS=16Xu +r+2r+...+ 15z
=16Xuy+rX(1+2+...+15)

(15 x5+

:16><u0+r

2
=16Xz+3xw
=392

A vous de jouer ! [,

m Calculer les sommes suivantes.
a)1+2+...4+150
b) 50 +51+52+...+ 150

Calculer les sommes suivantes.
On donnera la valeur exacte et une valeur approchée

a 107 prés.
a)1 L !
+5+2_2+.“+sz
1 1 1
b)1+—+2—2+"' ZTO
) 1 1
PIMC TR

Or (u”) est une suite géométrique, donc,
pour tout 2z € N, u, =u,Xq".

Donc § = u+ (u,X q) + (uOqu) o+ (uOXq19).
On factorise par .

Donc S=u,(1+q+4q* +... +4").

_ o an+l
Or, dapresle cours, 1+ ¢ + g% + ...+ ¢" = 11#
-9
_ 19+1
R
1-¢
920
=3><1 2
1-2 I Conseils & Méthodes [
=3145725

Pour utiliser la formule du
cours, il faut se ramener a
des sommes de la forme
T+2++n.

Le 1 terme est u,, donc
le 20° terme est u,,.

®ec0cc00c000000000000000000000 00

e000000000000000000,

®ecccccccccccccssscce®

1.50it (u,) une suite arithmétique de premier terme
u,=-2etderaisonr=4.

Calculer lasomme S=u + U, + U, + ... + U,

2. Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, =
et de raison g =3.

N[ =

Calculer la somme des 10 premiers termes.
1150 Soit (u ) une suite arithmétique de raison -3 et de
premier terme u, =4.
1. Calculer lasomme u, + u, + ... + U,
2. Calculer la somme des 20 premiers termes.

3. En déduire la valeur de la somme u,, + u,, + ... + U,

B3 Exercices [ 70 F 76 X
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Etudier les variations d'une suite » (T8 O p. 52
Etudier les variations de la suite (u,) définie pour tout n € N par:
2"
— A — —_
a)u,=n*+n. b)un-W. u,=-3"
LN NN NN NN ConSEiIS&MéthOdes IR NN R NN NN
Solution ‘

Pour étudier les variations d'une suite (u,) :
a) Pourtoutn €N, u  —u =(n+ 12+ (m+1)= 02+ n) ﬂ

= +2n+l+n+l—-n*—n=2n+2

ﬂ soit on étudie le signedeu, , , -u.
u
ﬂ soit on compare —*! et 1 lorsque tous les
u
n
termes sont strictement positifs.

000000000 ccc0cc00cccscccscccsscccsscccsccs o

Doncu, ,—u, >0.Lasuite («) est strictement croissante.

2n+1
5n+2 2n+1 5n+1

+1

e®®®0ccccccccccce
e0c00c00ccc0cccoe

u
b) Pour tout 7 E N, > 0 et 1 =
n u, o 5n+2 X

5n+1
u =—3"1—(3)=-3"14+3"=3"x(-3+1)=3"x(-2)

u

n

== ﬂ donc L < 1. La suite (u,) est strictement décroissante.
5

c) Pour tout 2 € N, #

nel

Donc#, ,—u <0.Lasuite () est stricement décroissante.
n+2
Soit (u,) la suite définie par u, = (n + 1)2 m Soit (v,) la suite définie parv, = =
1. Exprimer la différen - u" en fonction de n. . 1% .
xprimer la différence u, ,, - u” en fonction de 1. Exprimer —2L en fonction de n.

2. En déduire le sens de variation de la suite (u,). v,
2. En déduire le sens de variation de la suite (v,).

S Exercices | 77 FY 82 F:X 4

Q Conjecturer une limite ig Cours L6 JR1

e0c0cc0eBocccccccccccccccccccccccccccce o

Pour chaque question, on donne un tableau de valeurs de la suite.
Conjecturer la limite de la suite, si elle existe.

a) n 1 10 100 1000 10 000 b) n 1 10 100 1000 10 000
u, 2 2,5 | 298 2,997 2,9999 v, -1 |-100| -10000 | -1000000 |-100000000
Solution
a) Quand 7 prend des valeurs de plus en plus grandes, les termes FRRAALLL Conseils 2 Méthodes RPN .
se rapprochent de la valeur 3. Donc on conjecture que lim % =3 . Une conjecture est une supposition que :
n —> +00 :

< l'on fait, mais que I'on ne démontre pas.
b) Quand 7 prend des valeurs de plus en plus grandes, les termes v prennent — “....ceeeieiiiiieeaaaiiieeoaaniiocesas ot

des valeurs de plus en plus petites. Donc on conjecture que lim v = —co.
n —>+ow

A vous de jouer ! |,

m On donne un tableau de valeurs de la suite. m On donne un tableau de valeurs de la suite.
Conjecturer la limite de la suite, si elle existe. Conjecturer la limite de la suite, si elle existe.
n 1 10 100 1000 10 000 n 1 10 100 1000 10 000
u, -55 -51 | -5,01 - 5,005 -5,0001 v, 4 1600 24000 4800 000 1520 000 000
gl Exercice J 83 ] 85 N
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d’application

Apprendre a apprendre

Associer chaque expression avec sa notation.
@ Termederangn ® (u)

@ Suite u,

() Premier terme © u,

m Donner un exemple de suite définie par une formule
explicite et un exemple de suite définie par une relation
de récurrence.

m Construire un tableau a deux colonnes, une pour
les suites arithmétiques et une pour les suites géomé-
triques et dans chaque colonne, écrire les formules du
cours associées a chaque type de suite.

Diaporama

o
-
[

"=1| Ressource professeur

Questions - Flash 6

L2 soit (u,) la suite définie pour toutn € N paru_=n?.
Calculer ug

E Soit (u,) la suite définie par u, = -2 et pour tout
nENparu, = u?.

Calculer u,.

m Soit (u,) la suite arithmétique de raison -2 telle que
u,=3.
Calculer u,.

A/ Soit (u,) la suite arithmétique de raison 3 telle que
u,=5.
Calculer u,,.

m Soit (v,) la suite géométrique de raison 2 et de
premier terme v, = -3.
Donner l'expression de v, en fonction de n.

m Soit (w,) la suite géométrique de raison 3 telle que
w, =2.
Calculer w,,.

m Soit (u ) la suite géométrique de raison 2 telle que
u,=3.
Calculer u,,,.

240 Calculer 1 +2 + ... +50.
E Calculer 1 +2+22+ ... +2'°

m Dans chaque cas, conjecturer la limite de la
suite (u,) dont certains termes sont donnés ci-dessous.
a)u, =10, u,, =200, u,,, =4 000 et u, . =80 000.

b) u, =-4,5, U, =~4,9, Uy = 499 et U, = ~4,999.

Suites définies

................................................

Soit (u ) la suite définie pour toutn € N paru =2n+3.
Calculer uy, u, et u,.

EEH soit (u,) la suite définie pour toutn € N paru = 2n+1

Calculeruyetu,,.

m On considere la suite (u,) définie pour toutn € N par
u,=2"-1.
Calculer les cing premiers termes de la suite (u,).

On considere la suite (u,) définie pour tout n € N par
u,=2n-1.
Exprimeru, ., u_, u, etu +1enfonctionden.

m Soit (u,) la suite définie pour toutn € N paru, = n2+1.
Exprimeru, ., u ., u, etu +1enfonctionden.

m Thomas paye 45 € un abonnement résidentiel annuel
pour garer sa voiture dehors. Il doit ensuite payer 1,5 €
supplémentaire par jour de stationnement.

On note u, le prix que Thomas paye pour son abonnement
et n jours de stationnement.

1. Donner l'expression de u, en fonction de n.

2. Combien payera-t-il au total s'il gare sa voiture dehors
300 jours paran ?

Suites définies

................................................

On considére la suite (u,) définie par u, = -5 E
et, pourtoutn € N,u,  =2u +1.

1. Calculeru, etu,.

2. Al'aide de la calculatrice, calculer u,.

On considére la suite (u,) définie par u, =2 E

2u -2

et,pourtoutneN,u , =—0L—.
u,-3

1. Calculer u, et u,.

2. Al'aide de la calculatrice, donner une valeur approchée

deu,;a 1072 prés.

On considére la suite (u,) définie par u, = -3 et, pour

tout entier natureln=2,u, , =u? —6.

Déterminer la valeur des quatre premiers termes de la suite.

Une ludothéque possede 100 jeux de société en 2019.
Chaque année, elle donne 5 % de ses jeux a une ceuvre de
charité et décide d’acheter 10 nouveaux jeux.

1. Combien aura-t-elle de jeux en 2020?

2.0nnote u, le nombre de jeux de société de la ludotheque
en 2019 +n.

Donner l'expression de u, ,, en fonctionde u,.



Exercices | d'application

U0 Un matin,
Mathéo décide de
poser un récipient
dans son jardin,
contenant 200 g de
noisettes.

Chaque aprés-midi,
un écureuil vient
manger la moitié
du récipient, puis
Mathéo remet 80 g
de noisettes le soir.
On note u, la quantité en grammes de noisettes dans le
récipient le n-iéme jour au matin.

1. Donner la valeur de u, et u,.

2. Exprimeru,,, enfonctiondeu,.

................................................

Soit (u,) la suite défi- y l

nie pour tout n € N par
u,=fn).

(O,]

SN

On donne ci-contre la

w

courbe représentative de

la fonction f. 2 / /
Déterminer la valeur des 1

cing premiers termes de la \ / X
suite (u, ). 10 2 3 \4/s

LU

Soit (v,) la suite définie par v, =1 et, pour toutn € N
parv, . =flv).

On donne ci-dessous la courbe représentative de la
fonction f.

Déterminer la valeur des cing premiers termes de la suite (v, ).

J

O

—
o

//
o~

D

| _—
w
—

T
ERN)
/

T B E—
w

X o

1
w

I

i
L
~_|

I
(9]

On a représenté graphiquement une fonction fet la
droite d’équation y = x.
Soit (v,) la suite définie parv,=-2etv,_  =flv ).

\ y /
\
\

(o)}

w

S

w
~—

/
= N

4 23 2/3 4

Déterminer la valeur des cing premiers termes de la suite (v ).

m Soit (u,) la suite définie paru,=9etu, = ju, .

1. Tracer la courbe représentative de la fonction racine
carrée.

2. Sur le méme graphique, représenter graphiquement les
quatre premiers termes de la suite (u,).

Soit (u,) la suite définie par u, = 6 et, pour toutn € N,

1

u =§un—1.

n+1

Représenter graphiquement les quatre premiers termes
de la suite (u ).

.................................................

m Soit (u,) une suite arithmétique de raison 4 et de
premier terme u, = 2.
Calculeru,, u, et us.

m Soit (u,) une suite arithmétique de raison 2 et de
premier terme u, = -3.

1. Exprimer u, en fonction de n.

2. Calculer u,,.

m Soit (u,) une suite arithmétique de raison 3 telle que
u,=-1.

3
1. Donner l'expression de u, en fonction de n.
2. Calculer u, .

m Soit (u,) une suite arithmétique de raison 3 telle que
u,=9. 2
Déterminer la valeur du premier terme de la suite u,,.

m Soit (u,) une suite arithmétique telle que u, = 3 et
u,=7.
Déterminer la valeur de la raison de la suite.

EE soit (u) une suite arithmétique telle que u, = 4 et

u.=-1.
6
Déterminer la valeur de la raison de la suite.
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m Les suites suivantes sont-elles arithmétiques ? Justifier.
a) (u,) définie paru,=2et, pourtoutn €N, u_,, =u, -4.
b) (v,) définie pour toutn € N parv, =-n+ 3.

¢) (w,) définie pour toutn € N parw, = n?-3.

n+1

1A On considére la suite (u) définie sur N par
u =(n+1>%-n
Montrer que la suite (u,) est arithmétique.

EED La suite (u ) est une suite arithmétique de raison r=-1
et de premier terme u, = 5.

1. Représenter graphiquement les dix premiers termes de
la suite.

2. Que peut-on dire de ces points ?

m Leila avait 10 jeux vidéo en janvier 2019. Depuis février
2019, elle décide d'acheter deux nouveaux jeux le premier
jour de chaque mois. On note u, le nombre de jeux vidéo
de Leila en fin de mois, n mois aprés janvier.

1. Déterminer la valeur de u,,.

2. Justifier que la suite (u,) est une suite arithmétique et
déterminer sa raison.

m Enzo décide de s'entrainer pour une épreuve de nata-
tion, ou il devra nager sur une distance de 1 500 m. Pour cela,
il va dans une piscine dont la longueur est de 50 m.

Le premier jour, il fait deux longueurs.

Puis chaque jour il nage une longueur de plus que le jour
précédent.

On note u, la distance réalisée en metres le n-ieme jour.
1. Donner lavaleurde u,.

2. Justifier que la suite (u,) est une suite arithmétique et
déterminer sa raison.

..................................................

m Soit (u,) une suite géométrique de raison -2 et de
premier terme u, =0,5.
Calculeru,, u, etus.

m Soit (u,) une suite géométrique de raison 3 et de
premier terme u, =-1.

1. Exprimer u, en fonction de n.

2. Calculer u,,.

m Soit (u,) une suite géométrique de raison 1 telle que
u,=2. 2

1. Donner l'expression de u, en fonction de n.

2. Calculer u,,.

m Soit (u,) une suite géométrique de raison 2 telle que
u,=12.
Déterminer la valeur du premier terme de la suite u,.

m Soit (u,) une suite géométrique telle que u, = -3 et
u,=4.
Déterminer la valeur de la raison de la suite.

d’application

m Soit (u,) une suite géométrique de raison g > 0, telle
queu,=4etu,=1.
Déterminer la valeur de la raison de la suite.

T4 Les suites suivantes sont-elles géométriques ? Justifier.

un

a) (u,) définie paru,=2et, pourtoutne N, u, , = >

b) (v,) définie pour toutn € N parv, =-3"

¢) (w,) définie pour toutn € N parw, = 41—n

d) (a,) définie pour toutn € N para, = L

n+1
m Une ville comptait 10 000 habitants en 2018. Chaque
année, le nombre d’habitants augmente de 10 % par rapport
al'année précédente. On note u, le nombre d’'habitants en
2018 + n.
1. Donner la valeur de u et de u,.
2. Justifier que la suite (u,) est une suite géométrique et
préciser sa raison.

m Yacine a préparé un gateau au chocolat qu'il a déposé
dans une assiette dans la cuisine. A chaque fois qu'il passe
devant, il se sert la moitié de ce qui reste.

On note u, la proportion du gateau qui reste dans l'assiette
aprés que Yacine se soit servi n fois.

1. Donner la valeur de u et de u,.

2. Justifier que la suite (u,) est une suite géométrique et
préciser sa raison.

Calculdesommes
Calculer les sommes suivantes.
a)S=1+2+3+...+15 b)S=1+2+...+7
)S=8+9+...+15 d)S=7+8+...+50

745 Soit (u ) une suite arithmétique de raison 2 et de
premier terme u, =-1.
Calculer la somme des 20 premiers termes de la suite (u ).

114 Soit (u) une suite arithmétique de raison -3 et de
premier terme u, =4.
Calculer la somme des 30 premiers termes de la suite (u ).

Calculer la somme des 25 premiers entiers naturels pairs.
Calculer les sommes suivantes.

a)S=1+3+32+...+3"
b)S=1-2+4-8+...+1024-2048



Exercices | d'application

[£1] Soit (u,) une suite géométrique de raison 2 et de
premier terme 10. >
Calculer la somme des 10 premiers termes de (u,).

7421 Soit (u ) une suite géométrique de raison 2 et de
premier terme -9.
Calculer la somme des 15 premiers termes de (u,).

Sens de variation d'une suite

..................................................

En étudiant le signedeu,,, - u,, étudier les variations
des suites (u,), définies pour tout n € N.

a)u,=n*+2n

4
b)u =——
Y, n+1
qu =-5"

u
n+1 L, . ..

En comparant o avec 1, étudier les variations des
n

suites (u ), définies pour tout n € N.
a)u,=7x0,5"
b)u =4x9"

41 Soit (u,) la suite définie pour tout entier n = 1 par

n

n+l1

u
1. Calculer 2=,
un
. s . 2n
2. Résoudre l'inéquation ——>1
n+1

3. En déduire les variations de la suite (u,).

m Etudier les variations des suites ci-dessous.
a) (u,) définie par u,=3 et, pourtoutn €N, paru, ., =u, + Jn

. 3
b) (v,) définie par v, =3 et, pourtoutn €N, parv, , =—
v
n
m Etudier les variations des suites ci-dessous.
a) (u,) est une suite arithmétique de raison 2 et de premier
terme u,=-3.

b) (v,) est définie parv,=2et, pourtoutn €N, v =v -5.

m Déterminer le sens de variation des suites suivantes.
a) (u,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier
terme u, = 3.

b) (v,) est définie par v, =-2 et, pour toutn € N, v

1 =05 XV

Calculs et automatismes

m Pour chaque suite ci-dessous, calculer u, et u,.
a) (u,) définie pour tout n € N paru, =2n -3

b) (u,) définie par u, = 4 et, pour tout n € N, par
Ui = 2un -3

L] L]
Limite
m Conjecturer, si elle existe, la limite des suites ci-dessous.
a) v x
-10 b 4 5 6 7 8 9
1
=2
=3
+
-4
b) y
H
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1
x
-10 2 3 45 6 7 8 9
c) y
3
2
1
X
-10 2 4 5 6 7 8 9
1
=2

m Conjecturer, si elle existe, la limite des suites dont
certaines valeurs sont données ci-dessous.

a)u, =-1,u,,=-20, u,,,, = -4 000, u,,,,, = =5 000

b) v, =3,v,,=-2,V,00= 3, V1000 = =2 Vi5000 = 3
Aw,=-1,w,,,=-195w

1000
1,98, W, 500 = ~1,99

1000 —

m Conjecturer la limite des suites ci-dessous.
a) la suite (u,) définie pour toutn € Nparu,=n

b) la suite (v,) définie pour tout entiern =1 parv, = 1
n

Calculer les sommes suivantes.
a)1+2+3+...+100

b) 50+ 51+ ...+ 100
A1+2+4+8+...+1024

2 « Suites numériques

67



68

Exercices

Généralités sur les suites

Pour chaque suite ci-dessous, calculer les quatre
premiers termes.

a) (u,) définie par u,= 2, et, pourtoutn ENwu ., =u, +n’
b) (u,) définie par u, = 2, u, = -1 et, pour tout n € N
un+2 = un x un+1

m On considere la suite (u,) définie par u, = 2 et, pour
toutneN,u, ,,=u +n.

1. Calculeru, etu,.

2. Exprimer u_en fonctiondeu, .

m Dans chaque cas, déterminer pour quelle(s) valeur(s)
de n, u, prend la valeur 5.
a) (u,) définie pour toutn € N paru, =-2n+ 21

n+26

b) (u,) définie pour toutn € N paru, = 5
n+

m Soit (u,) la suite définie pour toutn € N
paru,=2n-3.

Un

AW R
Rl N
Nl B

Quelle formule rentrer dans la cellule B2 du tableur pour
obtenir par recopie vers le bas les termes de la suite (u )

dans la colonne B?
TICE

m Soit (u,) la suite définie pour toutn € N
paru,=-3n’+2n-5.

Un

B wWN R
R N
Nirlel® >

Quelle formule rentrer dans la cellule B2 du tableur pour
obtenir par recopie vers le bas les termes de la suite (u )

dans la colonne B?
TICE

m Soit (u,) la suite définie par u, = 3 et, pour
toutn € N par un+1=%un+ 1.

A

1

Nl >

2
3
4

Quelle formule rentrer dans la cellule B3 du tableur pour
obtenir par recopie vers le bas les termes de la suite (u )
dans la colonne B?

d’entrainement

Soit (u,) la suite définie par u, =2 et,
pourtoutn € Nparu, =2u -n.

| 4 A B
1 n U,
2 0 2
3 1
4 2

Quelle formule rentrer dans la cellule B3 du tableur pour
obtenir par recopie vers le bas les termes de la suite (u)
dans la colonne B ?

m Soit (u,) la suite définie paru,=5 LIRS Progg
etu ,=-u +4
On considere l'algorithme suivant.

§u(—5 :
g Pour i allant de 1 & 25
Poue -u + 4 H
! Fin pour

 Afficher u

1. Que permet d'afficher cet algorithme ?
2. Quelle valeur affiche I'algorithme ?
3. Modifier cet algorithme pour qu'il affiche la valeur de u,,,.

m Soit (u,) la suite définie paruy =5 [LALLRS I
etu ., =2u +1.

1. Calculeru, etu,.

2. Ecrire un algorithme permettant de calculer Uy

3. En utilisant la calculatrice, donner la valeur de u,.

, i
1A Soit (u ) la suite définie pour Algo & Prog==
toutn €Nparu, =3n-1.

On considere le programme en Python l' suivant.

L=[ 1
for i in range (0,20):
L.append(3*i-1)

1. A quoi ce programme sert-il ?
2. A quel terme L[6] correspond-il ?
Donner la valeur de ce terme ?

1
m Soit (u ) la suite définie pour Algo & Prog“Se

toutn € N paru, =n%
Ecrire un programme en Python l' qui crée une liste avec
m Soit (u,) la suite définie par

les 30 premiers termes de la suite (u,).
]
Algo & Prog<3a
u,=3etpourtoutnENu, ,, =2u +2

On considere le programme en Python l' suivant.

L=[3]

for i in range {(1,15):
L.append (2*L[i-1]+2)

print(...)

Compléter ce programme pour qu'il affiche u, ..



Exercices ( 4’entrainement

m Une entreprise d'impression de photos propose un
abonnement annuel a ses clients qui coute 45 euros. Avec
cet abonnement, le client paye 5 centimes par photo qu'il
veut imprimer.

On note u, le prix que paye le client pour 'abonnement et
I'impression de n photos.

1. Exprimer u, en fonction de n.

2. Combien le client paye-t-il pour imprimer 15 photos ?
3.5'il a payé 98 euros, combien de photos a-t-il imprimées ?

m On peut montrer que deux suites sont égales, en

montrant quelles ont le méme premier terme et qu'elles

suivent la méme relation de récurrence.

On considére la suite (u,) définie sur N paru, =2"-1.

On considére la suite (v, ) danle parv,=0et, pourtout en,
vV, =2v, + 1.

On veut montrer que les deux suites (u,) et (v,) sont égales.

1. Calculer les trois premiers termes de chaque suite.

2. Montrer que, pour tout entiern,onau,, , =2u_ +1.

3. Conclure.

]
m Soit (u,) la suite définie pour Algo & Prog <

toutn €N paru =-3n+2.
On considere I'algorithme suivant.

§S<—0

! Pour i allant de 0 & 20
S e S+ (-3 xi+2)
! Fin pour

A quoi cet algorithme sert-il ?

]
m Soit (u,) la suite définie paru,=1 Algo & Prog <

et, pour tout n eN,paru,,,=2u +1.
Recopier et compléter I'algorithme suivant pour qu'il calcule
la somme des 50 premiers termes de la suite (u,).

§U<—...

i8¢« o0

g Pour i allant de .. a ..
S « ..
U « ..

% Fin pour

............................................

m On s'intéresse a une échelle dont le premier s}
barreau se trouve a une hauteur de 10 cm du sol. s
Il'y a ensuite 30 cm entre chaque barreau. =
1.a) A quelle hauteur le deuxiéme barreau sera- |
t-il ? —]
b) A quelle hauteur le troisiéme barreau sera-t-il ? —
2. On note u, la hauteur par rapport au sol du |~
n-ieme barreau de I'échelle. ’—‘
a) Déterminer la valeur de u,.

b) Pour tout n € N, exprimer u_, . enfonctiondeu,.
¢) En déduire une expression de u_en fonction de n.

m Un groupe d’enfants décide de construire la plus
haute tour en briques possible.

La tour a initialement une hauteur de 40 cm. Chaque enfant
rajoute a la tour un étage de 2 cm.

On note u, la hauteur de la tour en cm apres le passage de
n enfants. On a u, = 40.

1. Déterminer la valeur de u,.

2. Exprimer u_ , , en fonction de u,. En déduire la nature
de la suite (u ).

3. Exprimer u_ en fonction de n.

4. Quelle est la hauteur de la tour aprés le passage de
15 enfants.

5. Combien faut-il de passages pour que la tour mesure
Tm?

m Pour ses 10 ans, les parents de Marie lui achétent
un petit coffre-fort et mettent 100 euros dedans. Puis tous
les ans pour son anniversaire, ils lui donnent 50 euros a
placer dans son coffre-fort.

On note u, la somme dans le coffre-fort n années apres ses
10ans.Onau,=100.

1. Exprimer u, en fonction de n. Justifier.

2. Combien Marie a-t-elle dans son coffre-fort le lendemain
de son 15¢ anniversaire ?

3. Déterminer a quel age Marie aura 1 000 euros dans son
coffre-fort.

Yanis a une grande

collection de poupées
russes.

On s'intéresse a une série
de poupées russes. La plus
petite figurine mesure
1 cm de hauteur. Chaque poupée se trouve dans une pou-
pée qui mesure 0,5 cm de plus qu'elle.

Onnote u, la taille de la n-ieme poupée (dans l'ordre croissant).
Onadoncu,=1.

1. Exprimer u, en fonction de n.

2. Quelle est la taille de la 10° poupée ?

3.Si, au lieu d'emboiter les poupées on les empilait, quelle
serait la hauteur d’une pile formée de 10 poupées ?

m Aurélien décide de partir de Paris et d'aller E
a Stockholm en vélo. Il doit parcourir 2 000 km.

Le premier jour, il parcourt 20 km. Chaque jour, il parcourt
5 km de plus que le jour précédent.

On note u, la distance parcourue le n-iéme jour. Ainsi,
u, =20.

1. Quelle distance parcourt-il le deuxiéme jour ?

2. Exprimer u, en fonction de n, en justifiant.

3.0n note s, la distance parcourue au total depuis le début
du parcours, le n-ieme jour au soir.

a) Déterminer la valeur de s, et dess,.

b) Exprimer s_en fonction de n.

4. Alaide de la calculatrice, déterminer au bout de combien
de jours Aurélien aura parcouru les 2 000 km et sera arrivé
a Stockholm.

2 « Suites numériques
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m Etape 0 : Valentine trace une rosace a
trois pétales.

Etape 1:Elle décide de décorer davantage sa
rosace et rajoute un pétale entre deux pétales
consécutifs.

A chaque étape, elle rajoute chaque fois un
pétale entre deux pétales consécutifs.

On note u, le nombre de pétales a I'étape n.
Onau,=3.

1. Tracer la rosace a I'étape 2.

2. En déduire la valeur de u, et u,.

3. Exprimeru_, , enfonctiondeu,.

4. En déduire I'expression de u,..

m Carole et Nicolas font un tournoi de 5 mini-jeux sur
un jeu vidéo. Carole obtient un score de 5 000 et Nicolas
un score de 3 500. Nicolas décide alors de s'entrainer chaque
semaine pour battre le record de Carole. Chaque semaine,
il améliore son score de 5 %. Au bout de combien de
semaines battra-t-il le record de Carole ?

WU Le 1¢"janvier 2019, Olivier veut déposer a
5000 euros sur un compte en banque.
Il a le choix entre deux propositions.
1. On lui propose un compte épargne avec des intéréts
a taux fixe. Chaque année, le 31 décembre, la banque lui
verserait 110 € sur son compte épargne.
On note u, la somme sur le compte le 1* janvier 2019 + n.
a) Déterminer la valeur de u, et u,.
b) Exprimer u, en fonction de n en justifiant.
c) Combien aurait-il sur son compte en banque en 2040 ?
2. On lui propose un compte épargne avec des intéréts a
taux composés. Chaque année, le 31 décembre, la banque
lui verserait sur son compte épargne 2 % de la somme
disponible sur le compte.
On note v, la somme sur le compte le 1*" janvier 2019 +n.
a) Déterminer la valeur de v et v,.
b) Exprimer v, en fonction de n en justifiant.
c) Combien aurait-t-il sur son compte en banque en 2040 ?
3. S'il décide de laisser I'argent sur son compte pendant
5 ans, quelle offre est la plus intéressante ?
4. Al'aide de la calculatrice, déterminer & partir de combien
d’années il est plus intéressant de choisir l'offre avec des
intéréts a taux composés ?

m Un artificier prépare son feu d‘artifice, E
synchronisé sur de la musique.

Il décide de lancer une fusée pendant le premier extrait de
musique, deux fusées pendant le deuxieme extrait, trois
pendant le troisieme extrait, etc.

Chaque fusée lancée lui colte 10 €.

1.1l décide de passer 15 extraits de musique.

Combien paiera-t-il ?

2.1l décide dépoustoufler les spectateurs et d'envoyer au
moins 1 000 fusées. En utilisant la calculatrice, déterminer
le nombre d'extraits de musique qu'il devra passer.
Combien paiera-t-il ?

d’entrainement

m Soit (u,) la suite définie par u,=2et, pourtoutn e N,
u,,=3u +4.

1. Calculer u, et u,.

2.5oit (v,) la suite définie, pour toutn €N, parv, =u,_ +2.
a) Calculer v,

b) Démontrer que (v,) est une suite géométrique de raison 3.
¢) En déduire I'expression de v, en fonction de n.

d) En déduire l'expression de u, en fonction de n.

On s'intéresse a |'évolution du nombre d’abonnés
d’un nouveau réseau social dont I'abonnement est payant
annuellement.

Alafin 2019, le réseau compte exactement 600 personnes
abonnées.

L'administrateur de la plateforme prévoit chaque année
que 20 % des anciens abonnés ne se réabonnent pas, et
que 2 000 nouvelles personnes s'abonnent.

On note u, le nombre d'abonnés sur la plateforme en
2019 +n.

1. Combien y aura-t-il d'abonnés en 2020 ?

2. Donner la valeur de u et u,.

3. Justifier que, pour tout entier naturel n,u_, , =0,8u, + 2 000.

4.0n pose, pour toutn €N, v, =u_-10000.

a) Justifier que la suite (v,) est une suite géométrique.

b) Déterminer la valeur de v,.

¢) En déduire I'expression de v, en fonction de n.

d) En déduire I'expression de u, en fonction de n.

e) Combien d’abonnés I'administrateur prévoit-il en 2050 ?

m Un parc d'attractions propose a ses visiteurs des
pass annuels donnant un accés illimité a 'ensemble du site.
En 2019, 5 000 visiteurs achétent ce pass. Chaque année,
le directeur du parc prévoit que 90 % de ces visiteurs
renouvelleront leur pass et que 800 nouveaux visiteurs en
achéteront un.

On note u, le nombre de visiteurs ayant le pass annuel en
2019 + n.

1. Déterminer la valeur de uyet u,.

2. Justifier que, pour toutn € N, u,,, =0,9u  + 800.

3. Soit (v,) la suite définie par v, = u -8 000.

a) Justifier que la suite (v,) est géométrique.

b) Donner l'expression de v, en fonction de n.

¢) En déduire I'expression de u, en fonction de n.

4. Combien peut-on prévoir qu'il y aura de visiteurs déten-
teurs du pass annuel en 2030 ?

Variations et limite d'une suite
Etudier les variations des suites suivantes.

a) (u,) définie pour toutn € N paru, = 2n?-3n+1
n

b) (u,) définie pour toutn € N paru, =

2n—1

Soit (u,) la suite définie par u, = n*-n?+n.
Etudier les variations de la suite (u,).



Exercices

. . o n
118 KX (u,) la suite définie par u, =
Etudier les variations de la suite (u,).
A l'aide de la calculatrice, conjecturer la limite des

suites suivantes, si elle existe.
a) (u,) définie, pour toutn € N, paru, =-n

b) (v,) définie, pour toutn € N, par y =(l) -5
"2

n+2
2n-1

¢) (w,) définie, pour tout n € N, par w, =

m A l'aide de la calculatrice, conjecturer la limite E
des suites suivantes, si elle existe.
a) (u,) définie par u,= 5, pourtoutn € N, paru, ,, =2u, -6

b) (v,) définie par v, =2, pourtoutn € N, parv, = 1
v

¢) (w,) définie par w, =5, pourtoutn €N, parw, = —%Wn

m Soit (u,) définie paru, = ﬂ E
n

1. A l'aide de la calculatrice, conjecturer, si elle existe, la
limite de la suite (u,).

2. Donner une valeur approchée de u, . et u, . et ug ...
3. Les résultats sont-ils cohérents avec la question 1. ?
Conclure. u

4. En étudiant le signe de —1*1 _1, déterminer le sens de

variation de (u, ). u,

m Soit (u,) la suite définie, pour tout n € N, par
u,=3n+2.

1. Etudier les variations de la suite (u,).

2. Conjecturer la limite de la suite (u,).

3. Déterminer le premier entier n tel que u, = 5 000.

o) \¢
. o 0\%
Travailler autrement E

Par bindbmes, préparer une dizaine
de paires de papiers avec sur un papier
I'expression de u, en fonction de n, et sur
un autre la valeur du premier terme.
3
Par exemple, u =2+=etu, =5
n
Une fois les papiers préts, les retourner, les mélanger
et essayer de retrouver le plus rapidement possible les
bonnes paires.

d’entrainement

m Soit (u,) la suite définie, pour toutn € N, E
paru, =3x2"
1. Etudier les variations de la suite (u,).
2. A l'aide de la calculatrice, déterminer le premier entier
ntel que:
a)u,> 1000 b) u, > 10000 ¢)u,> 100000
Soit (u,) la suite définie par u, = -2, pour E
toutne N, paru,  ,=3u, -5.
A l'aide de la calculatrice, déterminer le premier entier n
tel que:
a)u, <-500 b) u_ < -5000
1741 Soit (u) la suite définie, pour tout n € N, E
paru = n*+100x (-1)".
1. Al'aide de la calculatrice, déterminer le premier entier n
tel que u, > 1 000. On notera N cet entier.
2. Déterminer la valeurdeu, , . A-t-onu, , ,>10007?
126 B3 (u,) la suite définie

plee)
Algo & Prog g
paru,=3x1,5"

1. Déterminer les variations de la suite (u,).

2. Ecrire un algorithme permettant de déterminer le premier
entier n tel que u, > 2 000.

3. Déterminer cet entier a I'aide de la calculatrice.

Nathalie décide de courir un marathon (42,195 km).
Mais elle s'essouffle vite.

Elle parcourt la moitié de la distance et fait une pause.
Elle reprend alors la course et parcourt de nouveau la
moitié de la distance qu'il reste et fait encore une pause.
Et ainsi de suite.

1. Combien de pauses faut-il parcourir 42,194 km ?

2. Elle ne peut pas faire un pas de moins de 10 cm. Apres
combien de pauses terminera-t-elle le marathon ?

On considere un carré de c6té 1 cm.
A chaque étape, on partage le carré en neuf carrés égaux,
et on colorie le carré du milieu.

Quelle est Etape 0 Etape 1
I'aire de
I'ensemble
des carrés
colorés a

|'étapen ?

2 « Suites numériques
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Exercices| bilan

g
Utiliser des suites Algo & Prog

1.Soit (u ) la suite définie par u, =2n?-n - 2.

a) Calculer les cing premiers termes de la suite (u ).
b) Exprimeru, ., u, etu +1en fonction den.

c) Etudier les variations de la suite (u).

d) A l'aide de la calculatrice, calculer Uyor Uroo
e) Conjecturer la limite de la suite (u,).

2.0n considere la suite (w,) définie par w,, = 4 et, pour tout

. 4
enterneN,w, ,=2-—.
w
n

et u1 000°

a) Calculer w, et w,.
b) Compléter ce programme en Python P pour qu'il
affiche w,.

for i in range(........ PR, .

c) Qu'affiche l'algorithme ?

EESN Lecture graphique

1. 0n a représenté graphiquement une fonction f.

J

N

w

= N
—

19 [2 3% 56

=311/

Soit (u,) la suite définie par u, = f(n).

Déterminer la valeur des cing premiers termes de la suite
(w,).

2. On a représenté graphiquement une fonction g et la
droite d’équation y = x.

Soit (v,) la suite définie parv,=-3 etv,, =g(v,).

J

EREN uu\.s\ w

N

w

\
/ \

Déterminer la valeur des cing premiers termes de la suite

(v,).

SN

EEFN Modéliser avec des suites

Kenza veut comparer les prix de deux mutuelles entre un
assureur A et un assureur B.

Pour chaque assureur, le prix initial proposé est de 300 euros
paranen 2019.

A. L'assureur A prévoit une augmentation de 10 euros par
an. On note u, le prix annuel de la mutuelle de I'assureur
Aen2019+n.

1. Déterminer la valeur de u, et de u,

2. Exprimer u, ., en fonction de u,. Quelle est la nature de
la suite (u,) ?

3. En déduire l'expression de u, en fonction de n.

4. Quel sera le prix de la mutuelle de I'assureur A en 2030 ?
5. Combien Kenza aura-t-elle payé au total en 25 ans si elle
choisit I'assureur A ?

B. L'assureur B prévoit une augmentation de 2 % par an.
On note v, le prix annuel de la mutuelle de I'assureur B en
2019 +n.

1. Déterminer la valeur de v, et de v,.

2. Exprimer v, en fonction de v . Quelle est la nature de
la suite (v,) ?

3. En déduire I'expression de v, en fonction de n.

4. Quel sera le prix de la mutuelle de I'assureur B en 2030 ?
5. Combien Kenza aura-t-elle payé au total en 25 ans si elle
choisit I'assureur B ? B

C. Alaide de la calculatrice, déterminer en quelle

année le prix de la mutuelle de I'assureur B devient pour
la premiére fois plus élevé que le prix de la mutuelle de
I'assureur A.

m Maxime a 40 € dans son porte-monnaie le 1¢ janvier
2019 au matin. Tous

les jours, il dépense le ~ ‘*' :
quart de ce qu'il a iz

dans son porte-mon-
naie et retire 25 € le
soir dans un distribu-
teur pour mettre dans
son porte-monnaie. .
On note u, la somme N

qu’il aura dans son

porte monnaie n jours aprés le 1¢" janvier, au matin.
Onau,=40.

1. Combien aura-t-il dans son porte monnaie le 2 janvier
au matin ?

2. Donner la valeur de u,, u, et u,.

3. La suite (u) est-elle arithmétique ? géométrique ?

4. Justifier que pour toutn € N, u, ., =0,75u, + 25.

5.Soit (v ) la suite définie pour toutn € Nparv_, =u_-100.
a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique de raison
0,75.

b) Déterminer la valeur de v,.

¢) En déduire I'expression de v, en fonction de n.

d) En déduire I'expression de u, en fonction de n.

e) Combien aura-t-il dans son porte-monnaie le 15 janvier
au matin ?




Exercices

radioactif utilisé en médecine

pour les radiothérapies dans

les cancers de la thyroide. Le

Chaque jour, les noyaux d'iode 131 se désintegrent et la
masse de la substance radioactive diminue de 8 %.

On note u, la masse d'iode 131 en mg présente dans le
3. En déduire l'expression de u, en fonction de n.

4. Déterminer au bout de combien de jours la masse d'iode
131 dans le patient devient inférieure a 0,001 mg.

ﬁﬁ
EEM Décroissance radioactive U
patient doit prendre une gélule

contenant 0,01 mg d'iode 131

patient n jours aprés l'ingestion de la gélule.

1. Donner la valeur de u et u,.

5. On appelle demi-vie le temps nécessaire pour que la
moitié des noyaux radioactifs d'iode 131 se désintegrent.

Liode 131 est un isotope E— ‘
S L
N
au début de son traitement.
2.Exprimeru, , , enfonctiondeu,.
Déterminer la valeur de la demi-vie de l'iode 131.

EEEl sécurité des mots de passe

1. Dans un premier temps, on considére des mots de passe
composés uniquement de chiffres entre 0 et 9.On note u, le
nombre de mots de passe possibles avec n caractéres,n = 1.
a) Donner la valeur de u, et u,.

b) Déterminer I'expression de u_ en fonction de n.

Une personne décide de créer un programme pour retrouver
un mot de passe. Pour trouver un mot de passe a n carac-
téres, il teste d’abord tous les mots de passe a un caractére,
puis ceux a deux caracteres, jusqu’a ceux a n caractéres.
¢) Combien de combinaisons doit-il tester pour étre str de
trouver un mot de passe comportant 10 caracteres ?

d) Il peut tester 20 millions de combinaisons en une seconde.
Combien de temps cela lui prendra-t-il pour pirater un mot
de passe comportant 10 caracteres ?

2. On considere maintenant des mots de passe composés
uniquement de lettres minuscules entre a et z.

Reprendre les mémes questions.

m Dénombrement E

On considére une urne contenant n boules numérotées
de 1 an,avecn = 3.0n tire successivement et sans remise
3 boules dans I'urne. On note u, le nombre de combinaisons
de tirages que I'on peut obtenir.

1. Combien y a-t-il de combinaisons possibles sin =10 ?
sin=207?

2. Exprimer u_en fonction de n.

3. Al'aide de la calculatrice, déterminer combien de boules
seraient nécessaires dans I'urne pour obtenir un million de

combinaisons possibles.
Probléeme ouvert @

Triangles
équilatéraux

Combien de triangles équilatéraux de c6té 1 cm faut-il pour
récouvrir un triangle équilatéral de c6té 20 cm ?

d'approiondissement

EED Pliage E
On s'intéresse a une feuille de papier carrée de co6té 20 cm.

A chaque étape, on replie les coins de cette feuille pour
obtenir un nouveau carré.

On veut étudier la suite (u,) qui correspond a la longueur
des cotés du carré a I'étape n, en cm. On a u, = 20.

1. Déterminer la valeur de u,.

2. Déterminer une relation entre u etu,_, ..

3. En déduire les variations de la suite (u,).

4. Conjecturer la limite de la suite (u,).

On veut maintenant étudier la suite (v,) qui correspond a
I'épaisseur du pliage, en m, a I'étape n.

La feuille de papier initiale a une épaisseur de 0,1 mm.

5. Déterminer la valeur de v et de v,.
6. Déterminer une relation entre v etv . ..
7.En déduire les variations de la suite (v ).

8. En déduire l'expression de v, .

9. Al'aide de la calculatrice, déterminer le nombre d’étapes
qu'il faudrait pour que le pliage fasse la hauteur de la tour
Eiffel, c’est-a-dire 324 m.

EEL] Diagonales d’un polygone

On rappelle qu'une diagonale d'un polygone est un segment
qui relie deux sommets non consécutifs.

Soit (u,), . , la suite correspondant au nombre de diagonales
d’un polygone a n cétés.

1. Déterminer la valeur de u,, u, et u,.

2. Exprimer u, en fonction de n.

3. Combien de diagonales posséde un polygone a 10 c6tés ?

ETT Factorielles Algo & Prog

On pose (u,) la suite définie, pour tout entier n = 1 par
u,=1X2x3x...Xn.

1. Calculeru,, u,et u,.

2. Déterminer une relation entre u,etu, ..

3. Etudier les variations de la suite (u).

4. On veut déterminer la valeur de ug, a l'aide d'un
programme.

Recopier et compléter ce programme en Python P .

for ‘1 in PEOGE ..o} i
PEIRE . conmnnn)

5. A l'aide de la calculatrice, déterminer la valeur de Uy,
(donner une valeur approchée).

2 « Suites numériques
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Exercices

Ricochets

Sofia se place pres d’un lac et décide de s'entrainer a faire
des ricochets.

Elle lance un caillou qui parcourt 2 m avant de rebondir une
premiére fois. Le caillou parcourt ensuite la moitié, donc
1 m, avant de rebondir une deuxieme fois. Puis il parcourt
la moitié, donc 0,5 m, avant de rebondir une troisieme fois.
Le caillou continue indéfiniment comme cela.

1. Quelle est la distance totale parcourue par le caillou au
moment du 20° rebond ?

2. Quelle est la distance totale parcourue par le caillou au
moment du n-ieme rebond ?

3. Pour un trés grand nombre de rebonds, vers quelle valeur
se rapproche la distance totale parcourue par le caillou ?

Pile de livres

Benjamin décide d’empiler des livres.

Pour la stabilité de sa tour, il commence avec le plus gros
livre, qui contient 500 pages.

Puis il place chaque fois au-dessus un livre contenant 10 de
pages de moins que le précédent.

1. Combien de pages contient une pile de 20 livres ?

2. Combien de livres au maximum peut-il mettre sur sa pile,
sachant qu'un livre ne peut pas avoir moins de dix pages ?
Quelle sera alors la hauteur de la pile ?

Démonstrations @©
Somme des n premiers carrés
Pour tout entier n = 1, on note u, la somme des n premiers
carrés, c'est-a-direu =12+22+32+ ... +n°
1. Calculer les trois premiers termes de la suite (u,).
2. Déterminer une relation entre u,.,etu.
3. On pose (v,) la suite définie pour tout n € N par
o= n(n+1(2n+ 1)‘

" 6
a) Montrer que u, = v,.
b) Vérifier que la suite (v, ) vérifie la méme relation de récur-
rence que (u,). Conclure.

Somme des n premiers cubes

Dans cet exercice, on cherche a trouver une formule pour
la somme des n premiers cubes. Pour tout entiern =1, on
noteu =13+23+33+ ... +n

Pour tout entiern = 1,onnotev, =1+2+3+...n.

1. Rappeler la formule pour v, .

2. Calculer les trois premiers termes de chaque suite.

3. Comparer les premiers termes de la suite (u,) et de la
suite (v,). Que remarque-t-on ?

4. On veut montrer que, pour tout entier n = 1,

u - (n(n + 1))2.
" 2

2
Pour tout entiern =1, on pose w, = (n(n - 1)) 5
a) Montrer que u, = w,. 2
b) Montrer quew,,, =w, +(n+1)3.
c) Conclure.

rofondissement

E™3 Tour de Hanoi E

La tour de Hanoi est un jeu de réflexion imaginé par le
mathématicien Edouard Lucas.

Sur le plateau de jeu, il y a trois piquets. Des disques sont
empilés par ordre de
taille décroissante sur
un des piquets (le
plus grand disque
étant en dessous).
Lobjectif est de dépla-
cer la pile de disques
du premier piquet au
dernier piquet. Il faut déplacer un seul disque a la fois et ne
jamais poser un disque sur un disque plus petit que lui.
Le déplacement d’un disque compte comme un coup.

1. Déterminer le nombre minimal de coups a effectuer
pour déplacer une pile de deux disques du premier au
dernier piquet.

2. Déterminer le nombre minimal de coups a effectuer
pour déplacer une pile de trois disques du premier au
dernier piquet.

3.0n note u, le nombre minimal de coups a effectuer pour
déplacer une pile de n disques du premier au dernier piquet.
Donner la valeurde u,, u, et u,.

4. Lobjectif est de trouver une relation entre u,,, et u,.
Pour cela, on considere le déplacement d'une pileden + 1
disques du premier au dernier piquet.

a) Quel est le nombre minimal de coups a effectuer pour
rendre le plus grand disque accessible ?

b) Combien de coup(s) faut-il ensuite pour déplacer le plus
grand disque sur un autre piquet ?

¢) Quel est le nombre minimal de coups a effectuer ensuite
pour reformer la pile ?

d) En déduire une relation entreu_ etu, .

5. Al'aide de la calculatrice, déterminer le nombre minimal
de coups pour déplacer une pile de 15 disques.

E™3 calcul de laracine carrée chez Héron E

Les suites étaient utilisées autrefois pour approximer des

nombres réels. Par exemple, Héron d’Alexandrie utilisait des

suites pour calculer des racines carrées.

Soit a un réel strictement positif et b un réel tel que b > Ja.

Soit f la fonction définie par f(x) = %(x + 2).
X

Soit (u,) la suite définie par u, = b et, pour tout n € N,

u,,=flu).

1.0n choisita=2et b=5.

a) Calculer les cing premiers termes de la suite (u, ).

b) A I'aide de la calculatrice, conjecturer la limite de la suite

(u)) et comparer cette valeur avec Va.

2.0n choisita=5et b=10.

a) Calculer les cing premiers termes de la suite (u, ).

b) A I'aide de la calculatrice, conjecturer la limite de la suite

(u,) et comparer cette valeur avec \/E.



Flocon de Von Koch
Le flocon de Von Koch est une figure qui se construit a partir
d’un triangle équilatéral de coté 1 cm. A chaque étape:
e on divise chaque segment en trois segments de méme
longueur;
e surchaque c6té, on construit un triangle équilatéral ayant
pour base le segment du milieu et dont le troisiéme sommet
se trouve a l'extérieur de la figure initiale.
On note p, le périmetre du flocon a I'étape n et g, I'aire du
flocon a I'étape n.

Etape 0

A

1. 0n considére un triangle équilatéral de coté c.
Exprimer, en fonction de ¢, le périmeétre du triangle et I'aire
du triangle.

Etape 1

Oren

Vers laT' ¢

&>
 Spécialité Maths )
Pour chaque question, choisir la bonne réponse (une
seule réponse exacte par question).
1.0n considere une suite (u,) arithmétique de raison 3
et une suite (v,) arithmétique de raison 2, alors la suite
(w,) définie parw_=u_+ v, pourtoutn €N, est:
a) arithmétique de raison 6.
b) géométrique de raison 5.

¢) arithmétique de raison g

d) arithmétique de raison 5.

2.0n considére une suite (u ) gé¢ométrique de raison 3
et une suite (v,) géométrique de raison 2, alors la suite
(w,) définie parw_=u_xXv, , pourtoutn € N, est:

a) géométrique de raison 6.

b) géométrique de raison 5.

¢) géométrique de raison 9.

d) géométrique de raison 8.

3. On considére une suite (u)) géométrique de raison 3
et une suite (v,) géométrique de raison 2, alors la suite

(w,) définie par w, = Yn '; Vs

, pour tout n € N, est :
a) géométrique de raison g
b) arithmétique de raison %

c) arithmétique de raison %

d) ni arithmétique, ni géométrique.
(Extrait du concours AVENIR 2017)

d' approfondissement

2. Déterminer la valeur de p, et a,.

3. Enjustifiant, déterminer, en fonction de n, le nombre de
cotés du polygone qui correspond au flocon a I'étape n et
la longueur de chaque c6té.

4. En déduire I'expression de p, en fonction de n.

5. Etudier les variations de la suite p,)

6. Conjecturer la limite de la suite (p,).

7. On veut maintenant déterminer I'expression de a, en
fonction de n.

a) On note u, le nombre de nouveaux triangles équilatéraux
construits a I'étape n. Exprimer u_ en fonction de n.

b) On note v, I'aire d'un nouveau triangle équilatéral
construit a I'étape n.

Exprimer v, en fonction de n.

cdOnaalorsa, =a,+u, xv, +...+u xv_.

En déduire I'expression de a, en fonction de n.

d) Conjecturer la limite de la suite (a,).

 spécialité Maths

Répondre aux questions suivantes par Vrai ou Faux.
On définit la suite (u,) par u, = 0 et, pour tout entier

1
natureln,u = E,/uﬁ +12.

Pour tout entier naturel n, on pose (v,) la suite définie
parv, =u? -4.

a)u1=\/§,u2=7etu

b) La suite (v,) est géométrique.
(Extrait du concours FESIC-Puissance 2017)

ELE)) [ specialité Maths )

Pour chaque question, choisir la bonne réponse.
1. Au repas d'anniver- ;
saire d’Antoine, tout
le monde a trinqué
ensemble. Chacun a
trinqué exactement une
fois avec tous les autres.
On a compté 45 tinte-
ments de verres. Com-
bien y avait-il de couverts ?

a)l12 b) 44 c) 10 d) 90

2. Alexandre place 5 000 € sur un compte rémunéré 3 %
I'an pendant 5 ans. Combien récupérera-t-il a I'échéance
de son placement ?
a) 7 500 €

c) 750 €

S5, 30
3_T'

b) 5750 €
d) 5797 €
(Extrait du concours PASS 2018)
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Travaux pratiques

n Remboursement d’'un empru

Pour rembourser son prét, Isabelle a choisi de verser des annuités constantes.

a payer I'amortissement du prét (c'est-a-dire le remboursement du prét).

On note (un) la suite correspondant aux intéréts versés la n-ieme année.

On note (w,) la suite correspondant a la somme de capital encore d{i la n-ieme année.
1. Déterminer lavaleurdeu,, v, et w,.
2. Pour tout entier n = 1, donner une relation entre u etv.

't b Y. “ea®
nt par annuites constantes “a*

Pour payer ses études, Isabelle décide de faire un prét de 50 000 € a la banque le 1¢" septembre 2019. Le taux du
prét étudiant est un taux fixe de 1,5 %. Les intéréts de I'emprunt se calculent sur la somme qu'il reste a rembourser.

Chaque année, elle versera une somme de 3 000 €. Une partie servira a payer les intéréts d'emprunt et le reste servira
La premiére année, elle doit payer en intérét 1,5 % de 50 000 €, soit 750 €, ce qui veut dire que, sur les 3 000 € qu’elle
verse, elle ne rembourse réellement que 3 000 - 750 = 2 250 (c'est 'amortissement). Il lui reste 50 000 — 2 250 =47 750 €

a rembourser aprés un an. Et ainsi de suite (les 1,5 % d'intéréts s'appliqueront donc a 47 750 € 'année suivante).

On note (v,) la suite correspondant a I'amortissement, c'est-a-dire la part du capital qui est remboursé la n-ieme année.

Chercher, modéliser b 3

454

min

3. Pour tout entier n = 1, donner une relation entre [ B ¢ ) E
v v w n etw a1t 1 n Montant di (w,) |Amortissement (v, )|Intéréts (u,)| Annuité
On veut savoir combien d'années il lui faudra pour | 2 0 50000
rembourser le prét. i i
4. Reproduire sur un tableur le tableau ci-contre. 5 3
6 4

5. Remplir la colonne E, sachant que les annuités sont
constantes.

6. Quelle formule rentrer : a) dans la cellule D2 ? b) dans la cellule C2 ? ¢) dans la cellule B3 ?
7. En étirant vers le bas, compléter : a) la colonne D. b) la colonne C. ¢) la colonne B.

question 7. c)
8. Déterminer combien d'années il lui faudra pour rembourser son emprunt.

© Remarque Toutes les valeurs ne sont pas encore calculées a la fin de la question 7. a), le tableau se complétera a fin de la

\ J
i .
Algo & Progg Chercher, calculer 3 00
. mln'
g Suite de Syracuse o
Dans cet exercice, on étudie la suite de Syracuse. u.,= Un u, est pair
Soit (u,) la suite définie par u, = a et, pour tout entier n = 0, 2 .
u,.,=3u, +1siu, estimpair
1. Calculer les cing premiers termes de la suite (u,), pour a = 2 puis pour a = 3.
2. La conjecture de Syracuse, non démontrée a ce jour, dit que la suite finit toujours par
atteindre la valeur 1 a un certain rang. del’;g L2
L'objectif est de créer un algorithme permettant de déterminer la plus petite valeur de n telle =i
queu, =1. while u!=1:
, . if u%2==0:
a) Compléter le programme en Python ci-contre. oA
else:
I‘ @BIDGBEEIBQB signifie « différent de » et % fournit le reste de la division euclidienne d’'un nombre u=...
parun autre. n=...
print(...)
b) Faire tourner le programme pour a=>5, a= 10 et a = 15 et dire ce qu'il affiche.
\ J




Travaux pratiques

E Chercher, calculer, modéliser 4;0
- an®

Les lapins de Fibonacci

Nous allons étudier un probléme posé
par Leonardo Fibonacci dans son ou-
vrage Liber Abaci.

On s'intéresse a I'évolution d’'une popu-
lation de lapins, comptant initialement
un couple de lapins.

A un mois, les lapins ne sont pas encore
adultes et ne se reproduisent pas.

A partir de deux mois, les lapins sont
adultes, et chaque couple de lapins
donne naissance a un nouveau couple
de lapins.

On suppose que les lapins ne meurent
pas.

On note u, le nombre de couples de
lapins aprés n mois.

Ainsi u, correspond au nombre de
couples de lapins initialement présent
le premier mois. Ona u, = 1.

A » Evolution du nombre de couples de lapins
1. Combien y a-t-il de couple(s) de lapins le deuxi€me mois ? le troisi€me mois ?
2. Déterminer la valeur des cing premiers termes de la suite (u,).

3. Déterminer une relation entre u,u. . etu ..

n+1
4. A l'aide de la calculatrice, déterminer le nombre de couples de lapins aprés 2 ans.

5. A l'aide de la calculatrice, déterminer aprés combien de mois la population de lapins dépasse 1 000 000 de lapins.

B » Lien avec le nombre d’or "
On note (v,) la suite définie pour tout entiern=0parv, = —ni1
u

n

1. Rechercher sur Internet la valeur exacte du nombre d'or et en donner une valeur approchée a 0,0001 prés.
2. Calculer les cing premiers termes de la suite (v,).
3. a) Recopier le tableau suivant dans un tableur.

|

|

s =
|

(g

Vn

hwupoﬁbl

(=TT, B R VU R

b) Rentrer la valeur de u,, dans la cellule B2 et la valeur de u, dans la cellule B3.

c) Rentrer la formule nécessaire dans la cellule B4 et compléter la colonne B par recopie vers le bas.
d) Rentrer la formule nécessaire dans la cellule C2 et compléter la colonne C par recopie vers le bas.
e) Conjecturer la limite de la suite (v, ).

2 « Suites numériques
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En autonomie

n Modéliser et calculer avec des suites et étudier leur sens de variation

Pour les exercices [l a on considére la suite
] 4n -1
(u,) définie pour toutn € N paru, = c

n+1
La valeur de u, est:
] 1 6] % 35 [@5
m u, prend la valeur 3 pour :
[al] n=2 [b] n=3 [c]n=4 [d] n=5
Lexpressiondeu,,, est:
4n 5n
= n+2 n+1
4n+3 4n
|Z| 0
n+2 n+1

Pour les exercices [ a fE[3, on considére la suite
(v,) définie par v, = -2 et, pour tout n € N, par
Vo =V, +n-1.

Lavaleurdev, est:

[a] -3 [b] -2 [c] -1 [d] 1
@ La valeurde v, est:

[a] -3 [b] -1 [c] 2 [d] 3
m On a la relation suivante :

[a] v,p=17

[b] v,,=V,+10

[c] vip=Vy+9

[d] v,p=V,+8

Pour les exercices a on considére la suite
(w,) définie par w, = n +n.

Lexpressiondew, , est:
[a] n?+n+1

[6] Nn2+n+2
[c] n?+3n+1 [d] n2+3n+2

1, H .
m Lexpressionde w, , est:

[a] n?+n+1 [b] n2+n-2

[c] n?-n [d]l n?-n+1
m Lexpression de w, est:

[a] 2n%+2n [b] 4n?+ 2n

[c] 2n?+n [d] 4n

* On a représenté graphiquement une fonction
fet la droite déquation y = x.

Soit (u,) la suite ¥
définie par u, = 4 4
et un+1 = f(un)‘ /

Déterminer gra-
phiquement la
valeur des quatre 1 \
premiers termes

de la suite (u). -2 - / 3 ¢

=N W
//

-

|+
J
—

8 * Soit (u,) T
la suite définie par ‘Y
u,=2n+1.

Etudier les varia- _
tions de (u,) en
étudiant le signe

deu ,, -u.

8]

/

|
[e))

|
L —

* Modéliser les situations suivantes a 'aide de
suites.

a) Un lycée compte 1 500 éléves en 2019. Chaque année,
30 % des éleves du lycée obtiennent le bac et quittent le
lycée et 400 nouveaux éléves s'inscrivent.

On note u, le nombre d’éléves du lycée en 2019 + n.

b) Camille paye chaque année un abonnement de
200 euros pour un club de sport. Et elle paye 20 euros
supplémentaires pour chaque cours auquel elle assiste.

m * Maud a le choix entre deux abonnements sur
une plateforme de commerce en ligne :

¢ un abonnement A gratuit, mais ensuite chaque livraison
luicolte 2 €;

e un abonnement B a 30 € I'année, puis chaque livraison
lui coGte 50 centimes.

On note u, le prix que Maud paye pour n livraisons par
an avec I'abonnement Aetv_le prix que Maud paye pour
n livraisons par an avec 'abonnement B.

1. Donner l'expression de u, en fonction de n.
2. Donner l'expression de v, en fonction de n.

3. Si elle se fait livrer 50 fois dans I'lannée, quel abonne-
ment est le plus rentable pour Maud ?

*ok Soit (u,) la suite définie par u, = 2 et, pour tout
_u, - 4
n+1 U,, -1 .

1. Calculer les quatre premiers termes de la suite (u,).

neN,u

2. Montrer que, pour toutn € N, u u

n+2 = n
3. Déterminer l'expression de u_ en fonction de n.

~




En autonomie

et calculer des sommes

Pour les exercices [[3J a 34, on considére
la suite (u) définie par u, = -2, pour toutn € N,
paru,_,=u +3.

m La valeur de u, est:
[a] 3 [b] 1 [c] 4 [d] 0

m Lexpression de u, en fonction de n est :

[a] u,=-2+3n [b] u,=-2x3"
[c] u,=-5+3n [d] u,=-1+3n

1574 Lavaleurde u,,est:

[a] 10 [b] 25 [c] 28 [d] 30

Pour les exercices fIT] a Fi[l), on considére
la suite (v,) définie par v, = -6 et, pour toutn €N,
parv,  =v, X2.

m Lavaleurde v, est:

Gl -12  [b] -3
[c] 1 [d] 12

m Lexpression de v_ en fonction de n est:
[a] v,=-6x2" [b] v,=-6x2""
[c] v,=-6+2" [d] v, =6x2""

278 Lavaleurdev,gest:

Gl -6144 [b] 3072 [c] 10  [d] 14

Soit (u,) une suite arithmétique telle que u, =7
etu,=1.Laraison de la suite est :

Gl3 [e]3 [ 6 [q] 7

Soit (v,) une suite géométrique de raison g > 0
telle que u,=1etu,=9.Laraison de la suite est :

[a] 9 E% ] 2 [d] 3

Lasomme1+2+3+...+37estaégalea:

[a] 666  [b] 703  [c] 741  [d] 1406
Lasomme1+3+5+...+49+51 estaégalea:
[a] 1326 [b] 1300 [c] 13515 [d] 676

i) Lasomme1+3+9+27+...+30estaégalea:

[a] 88573 [b] 29524 [c]| 88574 [d] 44287

Reconnaitre et utiliser des suites arithmétiques et géométriques

* En 2019, Myriam plante un arbre qui mesure
50 cm. Chaque année, l'arbre grandit de 2 cm. Quelle
sera sa taille en 2041 ?

* On considére un carré de coté 1 cm. A chaque
étape, on divise les longueurs du c6té du carré par 2.

Etape 0 Etape1 Etape2

e

On note (c,) la suite correspondant a la longueur des
cOtés a l'étape n. Ainsi ¢, =1.

On note p, le périmetre du carré a I'étape n, et a, l'aire
du carré a 'étape n.
1. Exprimer ¢

., en fonction de c . En déduire l'expres-
siondec,.
2. Déterminer l'expression de p, en fonction de n.

3. Déterminer l'expression de a, en fonction de n.

* Calculer les sommes suivantes.
a)S=60+61+62+...+99+ 100
b)S=1+2+4+8+...+2"

c) La somme des 15 premiers termes de la suite arithmé-
tique de raison -0,5 et de premier terme u, = 4.

d)S=v,+v,+...+v,0u(v) estla suite géométrique

de raison 3 et de premier terme —%.

* Lucia travaille dans une entreprise et gagne
2500 € nets en 2019.

Son patron a décidé de lui augmenter tous les ans son
salaire de 4 %.

1. Quel sera son salaire en 2020 ? en 2021?
2.0n note u, le salaire net de Lucia en 2019 + n.

a) Déterminer l'expression de u, en fonction de n en
justifiant.

b) En déduire le salaire net de Lucia en 2030.

c) Al'aide de la calculatrice, déterminer en quelle année
le salaire de Lucia deviendra supérieur a 5 000 € nets.

*k Soit (u,) la suite définie par u, =4 et, pour tout
neN,u,,=12u, -40.
Soit (v,) la suite définie parv, = u, - 200.

1. Justifier que la suite (v,) est géométrique.

2. Déterminer les variations de la suite (v,)

3. Donner l'expression de v, en fonction de n.

4. En déduire I'expression de u, en fonction de n.

2 » Suites numériques
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Je dois étre capable de...

Déterminer la forme canonique d’une fonction
polynéme du second degré dans des cas simples.

Etudier les variations d’une fonction polynéme
du second degré, déterminer I'axe de symétrie o p.90 [EB
et le sommet d’une parabole.

Résoudre une équation du second degré. o p.91

Utiliser les propriétés des racines
(somme et produit des racines et factorisation). o p.92

Etudier le signe d’une fonction polynéme
du second degré et résoudre des inéquations. o p.93

Choisir la forme adaptée pour résoudre un probleme. p.97

[EITEF p. 86-87

Résoudre une équation du second degré.

o m 71

activités exercices exercices exercices travaux
résolus corrigés non corrigés pratiques




Algo & ProgE

p. 82, 104, 105

Les autres disciplines @)
p- 101, 102

Probléme ouvert @

1.

w

5.

6.

Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-05

Utiliser les identités remarquables

1. Rappeler les trois identités remarquables.

2. Développer les expressions suivantes.
A=(x+1)?2 B=(2x-3)? C=(x-5)(x+5)
3. Factoriser les expressions suivantes.

D=x?-2 E=x?-6x+9 F=9x2-24x+16

Connaitre les propriétés de la fonction carré
1. Tracer la fonction carré sur l'intervalle [-4 ; 4].

2. Dresser le tableau de variations de la fonction carré.

Résoudre des équations avec la fonction carré
Résoudre les équations suivantes.

a)x*=16 b)x2=7

) x*=-4 d)x>=0

Résoudre des équations avec un produit nul

1. Résoudre I'équation (x - 3)(x + 1) = 0.

2. En factorisant le premier terme, résoudre les équations suivantes.
a)x?-2x=0

b) 2x* +3x=0

Savoir utiliser un tableau de variations

Soit f une fonction définie sur [-5 ; 5] dont le tableau de variations
est le suivant.

X -5 2 5

15 10
f Ny

1. Quel est le minimum de f et en quelle valeur est-il atteint ?

2. Quel est le maximum de f et en quelle valeur est-il atteint ?
3. Comparer f(-1) et f(1).
4. Peut-on comparer f(0) et f(4) ?

Dresser un tableau de signes

Dresser le tableau de signes des fonctions suivantes.
a) flx) =2x+1

b) g(x)=3x-6

c) h(x) =(2x+ 1)(3x-6)

2x+1
k =
d) k(x) 3

Corrigés
Lienmini.fr/maths1-00

3 » Second degré
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n Découvrir les fonctions polynomes de degreé 2

[7ice] ,
=i 3_0%
"g¥

L'objectif de cette activité est d'étudier les fonctions dont l'expression est de la forme ax? + bx + ¢,
avec g, b et c trois réels.

1. Ouvrir un logiciel de géométrie dynamique.

2. Tracer en bleu la fonction f définie sur R par f(x) = x°.

A » Influence du parameétre a

1. Créer un curseur a ayant pour minimum - 10, maximum 10 et pour incrément 1.

2. Tracer en rouge la fonction g définie sur R par g(x) = ax?.

3. Faire varier la valeur du curseur a et observer comment évolue la courbe représentative de g.
4. Selon les valeurs de g, dresser le tableau de variations de g.

B » Influence du parameétre ¢

1. Créer un curseur c ayant pour minimum — 10, maximum 10 et pour incrément 1.
2. Tracer en vert la fonction h définie sur R par h(x) = ax? + c.

3. Pour différentes valeurs du curseur g, faire varier la valeur du curseur c et observer comment évolue la
courbe représentative de h.

4. Que peut-on dire des variationsdegeth?

C » Influence du paramétre b
1. Créer un curseur b ayant pour minimum - 10, maximum 10 et pour incrément 1.

2. Ne plus afficher la courbe représentative de g et tracer en rose la fonction k définie sur R par k(x) = ax? + bx + c.
3. Faire varier la valeur du curseur b et observer comment évolue la courbe représentative de k.

4. Que peut-on dire des variations de h et k? S EE O s

J

I3 utiliser la méthode du mathématicien Al-Khwarizmi s

vy

ain h

1. On souhaite résoudre I'équation x? + 10x = 39. A B E
Pour cela, on commence par construire un carré ABCD de c6té x.
Puis, on construit deux rectangles BEFC et DCGH de cOtés 5 et x.
On trace ensuite le carré CFIG, comme sur la figure ci-contre.

a) Déterminer l'aire du carré ABCD en fonction de x.
b) Déterminer l'aire des rectangles BEFC et DCGH en fonction de x.
c) Exprimer de deux maniéres différentes l'aire du carré AEIH.

d) En déduire que résoudre l'équation x2 + 10x = 39 revient a
résoudre (x + 5)2 = 64.

e) En déduire la solution positive de I'équation x? + 10x = 39.

H G |

2. On souhaite maintenant résoudre I'équation 2x? + 10x = 48.
a) Se ramener a une équation de la forme x? + px = g avec p et g deux réels.
b) En utilisant une méthode similaire a celle de la question 1., déterminer la solution positive de I'équation.

Y Cours 1> PR
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|/
39‘
- - L] - m""
B Résoudre des equations du second degreé -
Une équation du second degré est une équation de la forme ax? + bx + c=0,
avec g, b et c trois réels tels que a # 0.
A » Premiéres résolutions
1. Résoudre dans R les équations suivantes.
a)x’=16 b)x*=8
c)x?=-2 d) (x-3)(x+2)=0.
2. a) Factoriser x? + 10x.
b) A l'aide de la factorisation, résoudre dans R I'équation x2 + 10x = 0.
B » Résolution d’équations du second degré
Lobjectif de cette partie est de résoudre I'équation x? + 4x+ 3 =0.
1. Compléter I'égalité suivante avec deux réels.
XHAx+ e =(x+.0)2
2. Alaide de la question 1., compléter Iégalité suivante avec deux réels.
KHax+3=(x+...)2+ .00
3. En se ramenant a un produit nul en factorisant, déterminer les solutions de I'équation x? + 4x + 3 = 0.
L v Or.86 )
|/
29‘
Etudier le signe d'un trindme
1. On a représenté graphiquement plusieurs fonctions f définies sur R.
Pour chaque fonction :
e résoudre f(x) = 0.
e résoudre f(x) > 0.
e en déduire le tableau de signes de f.
a) b) c)
Y J
2+ 1+
X
1+ ———
| | X 1 2 3
1 o] / 2 3N\ 4 5
21
34
2, Soit g la fonction définie sur R par g(x) = -2(x - 1)(x + 2).
Dresser le tableau de signes de la fonction g.
L © Op.ss )
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o Fonction polynome de degre 2
(@) Définition

Fonction polynéme de degré 2

Une fonction f définie sur R est une fonction polynome de degré 2 s'il existe des réels a, b et caveca = 0
tels que, pour tout réel x, f(x) = ax? + bx + c.

© Remarque Une fonction polynéme de degré 2 est aussi appelée fonction trinéme du second degré.

®-Exemple

La fonction définie sur R par fix) = 2x? + 3x - 0,2 est une fonction polynéme de degré 2.
Onaa=2,b=3etc=-0,2.

(B) Forme canonique

Propriété et définition Forme canonique

Soit fune fonction polyndme de degré 2 définie sur R par f(x) = ax? + bx + c.

Il existe deux nombres réels o et B tels que, pour tout réel x;, f(x) = a(x - o)? + p.
Cette écriture est la forme canonique de f.

Démonstration ©@

@
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = ax? + bx + ¢, aveca # 0.

b c
a =0, donc pour tout réel x, f(x) = a[x2 + Ex + E]

2
or, [xz + %x] est le début du développement de [x * %) ’

2 2 2
En effet x+£ =x2+2xxx£+£ =x2+2x+£ )
2a 2a \2a a

2a
2 2
Doncx2+2x= 2] |2 )
a 2a 2a

En remplagant dans Iexpressnon de f(x), on obtient :

Flo) = b ’ b2 4ac B b ) b%-4ac
(x)=al|x+—| -|— +—| -—+—|=al|lx+— | ————
2a 2a 4a?>  4a? 2a 4q?

2 _
En développant, on obtient f(x) = (X + —) —ax ° 2 4ac‘

x

2a a?
2 12
-4
Donc flx) =a x+ | - 22244
2a 4a
2 _
En posant o.= _ZE etf= —b4£, on obtient pour tout réel x, flx) = a(x - o) + P.
a a

(P Exercice résolu K 1 MIELY

C Remarques ,
° x? + kx est le début du développement de (x + g) . ° o= —2£ etflo) =alo- o) +B=P.
a




(€) Sens de variation

Sens de variation et représentation graphique

Soit fune fonction polynéme de degré 2 définie sur R par fix) = ax® + bx + c.

Sia>0 Sia<o0
o= b o= b
X -0 = + o0 X — 0 =" + 00
2a 2a
B=flo)
f \ / f / \
B=flo)
f est strictement décroissante sur ]-o; o], f est strictement croissante sur ]-o0; o],
strictement croissante sur [ox ; + [ strictement décroissante sur [0 ; + [
et fadmet comme minimum B en o.. et fadmet comme maximum B en .

La courbe représentative de f dans un repére orthonormé admet pour axe de symétrie la droite
d’équation x = o, et pour sommet le point de coordonnées (o ; §).

Démonstration @©

On a vu que pour tout réel x, f(x) = alx - o)? + B avec o.= —23.
a

Premiercas:a>0

o Etude du sens de variation sur ]-%; o] e Etude du sens de variation sur [ot; +99[

Soit x; et x, deux réels tels que x;, < x, < o Soit x, et x, deux réels tels que o0 < x, < x,.
x-o<x,-as<0 Osx-oa<x,-q

Or, la fonction carré est strictement Or, la fonction carré est strictement
décroissante sur]-cc; 0]. croissante sur [0 ; +oo[.

(o, — 002 > (x, - )? (o, = 0)? < (x, - )?

alx, - o)? > alx, - o)?cara >0 alx, -a)? <alx,-o)?cara>0

alx, - o)* + P >alx, - o) +p ale, - o) + B <alx,-0)? +p

x, < x, et flx)) > flx,). x, <x,etflx;) <flx,).

Donc fest strictement décroissante sur ]-< ; o]. Donc fest strictement croissante sur ]-; o].

Second cas:a <0
On applique un raisonnement similaire.

© Remarques

* La courbe représentative d'une fonction polynéme de degré 2 s'appelle une parabole.

* Soit fla fonction définie sur R par fix) = a(x - o)? + B.

On considére la fonction g définie sur R par g(x) = flx + o).
Onaalorsgx)=alx+o-0)?+pf=ax*+P et gl-x)=al-x+o-a)2+P=al-x?%+p=ax’+p.
Donc g(x) = g(-x).

La fonction fn'est pas toujours une fonction paire, mais la fonction g est toujours une fonction paire.

®-Exemple

Soit fla fonction définie sur R par f{x) = 4x* +8x - 10.
fest une fonction polyndme de degré 2 etonaa=4,b=8etc=-10.
b 8

= = =41 = = —1)2 - - =- .
oa=- = et B=flo)=4x(-12+8x(-1)-10=-14 ‘ \_14/

a=4>0,doncon a le tableau de variations ci-contre.

X -0 -1 + 00

- 0 p.90
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e Equations du second degré
(@) Définition

Equation du second degré

Une équation du second degré a coefficients réels est une équation de la forme ax? + bx + ¢ = 0, avec
a, b et c trois réels tels que a = 0.

bl Racines

Les solutions de l'équation du second degré ax? + bx + ¢ = 0 sont appelées les racines du trinéme
ax?+bx+c.

@-Exemples

3x? - 2x+ 5 =0 est une équation du second degré aveca=3,b=-2etc=5.
x?-2 =0 est une équation du second degré aveca=1,b=0etc=-2.

(b) Résolution dans R

LE M Discriminant

Le nombre b? - 4ac est appelé le discriminant du trindme ax? + bx + c. Il est noté A.

IOEEM Résolution dans R

Soit A le discriminant du trinéme ax? + bx + c.
® Si A < 0, alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 na pas de solution dans R.
. . . . . b
* Si A=0, alors '4quation ax® + bx + ¢ = 0 a une unique solution x, = e
a

On dit que x; est racine double du trinéme. b
* Si A> 0, alors I'équation ax? + bx + ¢ = 0 a deux solutions distinctes : x, = — 2_ etx,=—
a

Démonstration @©

[
Posons f(x) = ax? + bx + c avec a # 0.

2 2
D’aprés la démonstration de la forme canonique, on a vu que f(x) = a[x + zij - % .
a a

2
Donc f(x) = a[x + i] - A.
2a 4a

2
f(x)=0@a(x+£] —A=O
2a 4a




* Premiercas:A<0 » Troisieme cas:A>0

A 2
el b A
202 <0 f(x):O(:)[x+—za) “1d

Donc I'équation n’a pas de solution
car un carré est toujours positif ou nul. b Y (VA 2

° Deuxiéme cas:A=0 2a 2a
b Y b _JA b_ A

f(x)= — | = SX+—=—oO0oUxX+—=-—

(x)=0e (x * 20] 0 2a  2a 2a 2a

ox+—=0 (:)x——£+£o X _i_\/Z
2a 2a 2a 2a
ox= b L'équation a donc deux solutions distinctes :
2a b
L'équation a donc une unique solution : -—. _-b- JA tx = -b+A
2a X = 2a etx, = 2a
®-Exemple
On veut résoudre 'équation 3x% + 12x- 15=0.
On calcule le discriminant A = b? - 4ac.
OnaA=122-4x3x(-15)=324.
-b- -b++/A
A >0, donc I'équation admet deux solutions distinctes : x, = b2 JA etx, = T\/—.
a
-12-+/324 -12++/324
Soitx,=——————=-5etx,=—— —=1.
2%3 2x3

Donc ¥ ={-5;1}.

g Exercice résolu Ji 3 JUNCTE

9 Propriétes d'un trinome
(@) Somme et produit des racines

Somme et produit des racines

Soit fune fonction polynéme de degré 2 définie par f(x) = ax® + bx + ¢ dont le discriminant
est strictement positif.

. .. b c
fa alors deux racines distinctes x etx,etonax; +x,=-—etx, Xx,=—
a a

® Démonstration ©©
® x1+x2=—b—JZ+—b+JZ _-b-JA-b+JA _-2b
2a 2a 2a 2a
-b
Doncx1+x2=—
a
® x1xx2=—b—\/ZX—b+\/K=(—b—JZ)(—b+JZ)
2a 2a 2ax2a
(-b)* - (/Ay b’ -A
XXX, = e = 5
a 4a
_ b2 - (b? - 4ac) _ 4ac
PRI Taa
Doncx, xx, =—

3« Second degré




(b) Factorisation
Factorisation d’un trindme

Soit fun trindme du second degré défini par f(x) = ax® + bx + c.
*Si A> 0, alors f(x) = alx - x,)(x - x,) avec x; et x, les deux racines de f.
* Si A=0, alors f(x) = a(x - x;)* avec x, la racine double de f.

¢ Si A <0, on ne peut pas écrire f(x) comme un produit de polynémes de degré 1.

Démonstration @Q

o
On a vu dans la démonstration de la forme canonique que pour tout réel x,

2 2
f(x)=ax+£ A, x+i S A
2a 4a 2a 4a’ |

°SiA>0 *SiA=0

2 2 2
f(x)=a [x+£J —(ﬂﬂ f(x)=a(x+£j
2a 2a 2a

f<x>=ax+z+£] [,Hg_@] f”HziD

2a 2a 2a 2a

f(x)=alx

fl) = alx - x,)?

ol

2a 2a
flx) = alx - x,)(x - x,)

®-Exemple

Soit fla fonction définie sur R par f{x) = 3x% + 12x - 15.

On a vu dans I'exemple précédent que fadmet deux racines distinctes: -5 et 1.
Donc pour tout réel x, fix) = 3(x— (= 5))(x - 1).

Donc f{x) =3(x+ 5)(x—1).

©) Signe

Signe d’un trindbme

Soit fun trinéme du second degré défini par f(x) = ax? + bx + c.

R Exercice résolu J 4 JEKCY:

¢ Si A <0, alors, pour tout réel x;, f(x) est du signe de a.
¢ Si A=0, alors, pour tout réel x = —%, f(x) est du signe de a et f(-%} 0.
®SiA>0,alors:

sia>0 sia<0

fd  + O - 0 4 f) - O + 0 -




| Cours
> Démonstration @
2
*Si A < 0,0navuque pour tout réel x, f(x)=a x+£ A
2a) 4a?
2 2
Or[x+£] =0et-2 o Donc[(ﬂHij —Az}>0
2a 4q2 2a 4a

Donc f(x) est du signe de a.

*Si A= 0, alors on a vu que pour tout réel x, f(x) = a(x - x,)*.

Six=x,= —zi, alors f(x) = 0. Sinon, pour tout réel x, avec x # Xyona (x— xo)2 > 0.
a

Donc f(x) est du signe de a.
*SiA> 0, alors on avu que pour tout réel x, flx) = a(x - x,)(x - x,).

— X, X, +00
- 0 + +
-
+ 0 - 0 +
signedea 0 signede -a 0 signedea

© Remarques
(1) Sia=-2, alors a est négatif et —a est positif.
(2) Allure de la courbe et tableau de signes

A<O0 A=0 A>0
xO
a>0
X | —o + -0 X, + 0 X | —oo X, X, +x
f(x) + + 0 + f(x) + 0 - 0 +
xO
a<o
X —0 + 0 — 0 XO + o0 X — 0 x1 xz + 0
f(x) - -0 - f(x) -0 o+ 0 -
®-Exemple
Soit fla fonction définie sur R par f{x) = 3x% + 12x- 15.
L, X —oo -5 1 +oo
On a vu précédemment que fadmet i i
deux racines distinctes: -5 et 1. ' f(x) n 0 - o0 +
a=3>0.0nadonc le tableau ci-contre. ; ;

B3 Exercice résolu Ji 5 JUNCH]

3« Second degré




E x e rc i ce s Versions interactives

Lienmini.fr/maths1-06

Q Ecrire sous forme canonique ol cour= 11 JX T
Ecrire sous forme canonique les fonctions suivantes. JUURUIIN Conseils & Méthodes [SNENNNNNS

a) f définie sur R par f(x) =x*> - 2x+5

b) g définie sur R par gl = 252+ 12x + 6 ﬂ On commence par factoriser par asia# 1.

a On considére que x? - 2x est le début du

Solution développement de l'identité remarquable
, ) (a-b)?=a’-2ab + b’ et on fait apparaitre
a) Pour tout réel x, b) Pour tout réel x, le double produit : 32 - 2x = 32— 2 X xx 1.
fo)=x2-2x+5. ] g0 =26+ 6x+ 3). |
) ) (x=1)2=x2-2x+1.
Or x* — 2x est le début du Or x? + 6x est le début

Doncx?-2xxx1=(x-1)2-1.
développement de (x— 1) ﬂ du développement de (x + 3)% u

Eneffet, (x—1)2=x>—2x+ 1. | Eneffet, (x+3)> =%+ 6x + 9.
Soit x> —2x=(x—1)>—1 ﬂ Soit X% + 6x = (x + 3)>—9.

u On considére que x? + 6x est le début du
développement de l'identité remarquable
(a + b)?>=a?+ 2ab + b? et on fait apparaitre

e 0000000000000 00000000000000000000
0000000000000 0000000000000000000000

D’oilﬂx) —(x—1)2—1+5. D’Oilg(x) —2[(e+3)2=9+3]. le double produit : x? + 6x=x? + 2 X x X 3. :
Donc f{x) = (x—1)* + 4. Donc g(x) = 2[(x + 3)* — 6] = 2(x + 3)* — 12.
n Ecrire sous forme canonique les fonctions suivantes. n Soit fla fonction définie sur R par f(x) = - 2x? + 4x- 6.
a) fdéfinie sur R par fix) = x>+ x + 1. 1. Déterminer la forme canonique de f.
b) g définie sur R par g(x) = 3x% - 12x + 21. 2. Al'aide de la forme canonique, résoudre f(x) = - 4.
g Exercices J 31 FY 35 T3
- L3 L3 L3 ' L3
Etudier les variations d'une fonction - 0 @ p. 85
Dresser le tableau de variations des fonctions suivantes. Conseils & Méthodes

a) fdéfinie sur R par f(x) = x> + 4x - 3

b) g définie sur R par g(x) = -2x2 + 12x + 9 ﬂ Le sommet a pour coordonnées (o ; B)

avec o = _b et B =flo).
2a

eecccccccccccce,
eeeccccccccccce®

Solution L. .

Les sens de variation de la fonction
dépendent du signe de a.

Do--2 b)o = —— e

2a 2a
4 12
Doncot = ——=-2. Doncot = —— =3,
2x1 2x(=2)
B=flo),doncP=(-22+4x(-2)-3=-7. | B=glo),doncP=-2x32+12%x3+9=27.
a=1>0,donc0na:ﬂ a:—2<0,doncona:ﬂ

58 +0 X |- 3 +©

— o0 -2 I
27
f g / \
-7

n Dresser le tableau de variations des fonctions suivantes. “ Soit fla fonction définie sur [-10; 10] par

a) f définie sur R par f(x) = x> - x + 2 flx) = 2x? — 4x + 10. Dresser le tableau de variations de f
puis en déduire les valeurs du minimum et du
maximum de f.

b) g définie sur R par g(x) = -3x% + 12x + 21.
g Exercices | 36 B} 41 -1

90



Versions interactives E x e rc i ce s m
Lienmini.fr/maths1-06

e Résoudre des équations - [T @ p. 86

@0000000000000000000000000000d0000000000000 o

Pour chacune des fonctions suivantes, résoudre I'équation f(x) = 0.
a) fdéfinie sur R par f(x) = 2x? + 5x- 3

b) f définie sur R par f(x)= 3x2 -2x +—

c) fdéfinie sur R par flx) =22 + x + 1

Solution

a) flx) = 2x* + 5x-3
a=23b=5etc=—3.
A=V —4dac ﬂ

Donc A =5>—4x2x(-3) =49.

A > 0, donc I'équation f{x) = 0 admet deux solutions :

_b_\/Zetx =_b+\/X

ﬂ Identifier les coefficients g, b et c en faisant
attention aux signes.

Commencer par calculer le discriminant :

e si le discriminant est strictement négatif, il
n'y a aucune solution;

1 2 2

eoe0c0000000000000000000000000000
®0000c0000000000000000000000000 00

a 2a
e si le discriminant est nul, il y a une unique
—5—-+/4 —5++/4
X = > ’ etx, = 52+ B ’ solution égale a -— ;
2X2 1 X 2a
X =—3etx. =— e si le discriminant est strictement positif, il y a
1 275 U b_JA —bayA
) deux solutions : et 5 .
2
1
b)f(x)=3x2—2x+g Jfx)=x+x+1
1 a=1b=1ctc=1
=3;b=-2 =—
a=3 etc 3 ﬂ A=[72—4zlcﬂ
A=b2—4zzcﬂ DoncA=12-4x1x1=-3.
1
Donc A =(-2)> —4x3x 3 =0. A <0, donc I'équation f{x) = 0 n'admet pas de solution
Donc I'équation f{x) = 0 admet une unique solution : réelle.
b (-2) 1 1 Donc S=.
X,=——=-—"=—Donc¥ = .
2a 2x3 3 3
B Résoudre dans R les équations suivantes. ﬂ Déterminer la ou les éventuelles racines des fonctions
1.a) 22 +x+3=0 suivantes.
b) 9x? +6x+1=0 1.a)f(x)=—x2+2x1—3
Ax2-x-2=0 b)g(x)=x2+x+z
2. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 6x* - 21x + 9. c) hix) =2x>+2x-12
a) Déterminer le nombre de solutions réelles de I'équa- 2. Déterminer toutes les solutions réelles des équations
tion fix) = 0. suivantes.
b) 1 est-il solution de I'équation f(x) =07? a)4x’-5x+10=0
c) Déterminer toutes les solutions réelles de I'équation b) 3,* - 3% -60=0
-0 9 Q) 722 - 24x+2=0

4| Exercices J 47 F 52 F X1
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0_ Utiliser les propriétés des racines - [T O p. 88

eecccccccccccccccccoe coce ®00c00000000000000000000000000000

1. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 4x? + 4x - 24.

a) Combien de racines f admet-elle ? Justifier.

b) Justifier que 2 est une racine de f.

¢) En utilisant la somme ou le produit des racines, déterminer la valeur de l'autre racine de f.
d) En déduire la forme factorisée de f.

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) =-6x2 +3x — %

Déterminer, si elle existe, la forme factorisée de g.

A AR R R R RN EERERE N NERE NN N conseiIS&MéthOdes (AR RN R NN RN RN NN

ﬂ Pour déterminer le nombre de racines d'une fonction polynéme
de degré 2, il faut calculer le discriminant.

Solution
1. f est une fonction polynéme de degré 2
aveca=4, b=4etc=-24.
a) A =0 —4ac ﬂ
Donc A = 4% — 4 X 4 X (—24) = 400.
A >0, donc fadmet deux racines distinctes.
b)A2)=4x22+4x2-24
Doncf(2)=16+8-24=0

Donc 2 est une racine de f

ﬂ Pour justifier que 2 est une racine de f, il faut montrer que
f(2)=0.

ﬂ Si fadmet deux racines distinctes, alors la somme des racines
... b . . s C
est égale a —— et le produit des racines est égal a —.
a a
On peut utiliser une des deux propriétés pour déterminer la
valeur de l'autre racine.

Pour déterminer la forme factorisée d’'une fonction polynéme
de degré 2, on commence par calculer le discriminant et les
éventuelles racines.

® 0000000000000 000000000000000000000
©000000000000000000000000000000000 o

®000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

. . i1 €
©) Le produit des deux racines est égal 3 —,
a

T2 ¢

o ﬂ 2. g est une fonction polyndéme de degré 2
Donex, xx,=-6 aveca=—6,17=3etc=—§.
2xx,=—6 oy

5 % 6 , A=V 445“ ,
oncxzz—5=— DoncA=32—4X(—6)X[—§)=O_

d) fadmet deux racines disctinctes —3 et 2.
A = 0, donc g admet une unique racine.
De plus, 2 = 4. b 3 1
Donc pour tout réel x, fx) = 4 X (x — (=3))(x—2) | *o = o7 ox —6) g
fix) = 4(x + 3)(x—2) Donc, pour tout réel x, g(x) = a(x — x,)*.

1P
g(x) = —G(x - Zj

A vous de jouer ! |,

Soit fla fonction définie sur R par ﬂ Soit g la fonction définie sur R par
f(x)=-7x2 —£x+14. glx) =3x*-33x+03.

2 1. Déterminer le nombre de solutions de I'équation
1. Déterminer le nombre de racines de la fonction f, en glx)=0.
justifiant. 2. Calculer g(1).
2. Vérifier que -4 est une racine de f. 3. En utilisant la somme ou le produit des racines, déter-
3. En utilisant la somme ou le produit des racines, déter- miner toutes les racines éventuelles de la fonction g.
miner la valeur de I'autre racine. . . o

m Soit h la fonction définie sur R par

n Déterminer, lorsqu’elle existe, la forme factorisée h(x) = —5x2 - 59x + 12.

des fonctions suivantes.
a)flx)=3x>+6x-9
b)gx)=x*+3x+7

) h(x)=16x2—8x+ 1 2\ Exercices | 53 FY 58 K13

1. Déterminer les racines éventuelles de h.
2. En déduire, si elle existe, la forme factorisée de h.

92
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e Etudier le signe d’un trindme
et resoudre des inéguations ol Cours 3 X2

©000000000000000000000000000000000000000008000000000000000 0

1. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = -2x% + 6x - 4.
a) Dresser le tableau de signes de f(x).

b) Résoudre f(x) < 0.

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2x? + 4x + 6.
Résoudre g(x) > 0.

Solution
1. =-2;b=6 =—4,

a)d etc ® o000 ccoe conseilS&MéthOdes LR RN NN NN NN NN
A=bz—4ﬂcﬂ . .

Pour étudier le signe d’un trindme, il faut
calculer le discriminant et appliquer la
propriété du cours.

DoncA=62—4x(=2)x(-4) =4 > 0.
“b-NA  _bevA
X, = etx, =
2a 2a
~6-+/4 —6++/4
X, = etx, =
2% (=2) 2% (=2)

xl=2etx2=1

ﬂ ¢ f(x) < 0 signifie que f est négative ou
nulle, ce qui se traduit par un « —» ou un
«0»dans le tableau de signes.

e f(x) > 0 signifie que f est strictement
positive, ce qui se traduit par un « + » dans

a<0,doncona: le tableau de signes.

Pour résoudre une inéquation de la forme
g(x) = 0 ou g(x) < 0 avec une fonction
trindbme, on dresse le tableau de signes.

f(x) - 0o + O -

X |- 1 2 + o0

wecseccseccseccscccscecssccssccssoe
®ec0c00c0c0ccccccccccccceccccccceces o

b) ) < 0 Pdonc ¥ = ]-o05 1] U [2; +2[.
2.g(x) =22 + 4x+ 6 [

a=2,b=4etc=0.

A= —dac ﬂDoncA:42—4><2><6=—32<0.
a>0,doncona:

g0 >0 R
S =]-00; 400 g +

X |-o0 + o0

A vous de jouer ! |,

Dresser le tableau de signes des fonctions suivantes. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 7x* + 14x - 56.
a) f(x) = %xz _4x+8 1. Dresser le tableau de signes de f(x).

b) g(x) = 3:2 + 6~ 9 2. Résoudre l'inéquation f(x) = 0.

A h)=-2x2+4x-5 Soit g la fonction définie sur R par
g(x) =-100x> + 60x - 9.

1. Dresser le tableau de signe de g(x).
2. Résoudre I'inéquation g(x) < 0.

m Résoudre les inéquations suivantes.
a)5x2+ 15x+10<0

b)2x?-8x+8<0

€)2x2-5x+10<0

gl Exercices J 59 FY 63 -1
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Apprendre a apprendre

m Choisir la ou les bonnes réponses.

1. Pour étudier les variations d’une fonction polynome
du second degré, il faut calculer :

a) o b) B

A d) x,, x, ou x,, s'ils existent

2. Pour étudier le signe d'une fonction polynéme du
second degré, il faut calculer :

a)o b) B

A d) x,, x, ou x,, s'ils existent

3. Pour résoudre une équation du second degré, il faut
calculer:

a)a b) B

o)A d) x,, x, ou x,, s'ils existent

m 1. Donner un exemple de fonction polynéme du
second degré.

2. Dresser le tableau de variations de cette fonction.

3. Dresser le tableau de signes de cette fonction.

Diaporama

o
Questions-FlaSh 6 "ni- Ressource professeur

Soit fla fonction définie sur R par
flx) = 5(x+ 1)(x - 6).
Résoudre f(x) = 0.

m Soit fla fonction définie sur R par
fix) ==2(x-5)2+13.
Dresser le tableau de variations de f.

Pour les exercices ] a on s'intéresse a la fonc-
tion f définie sur R par f(x) = x% + x - 2.

m Calculer f(1).

m Déterminer la forme canonique de f.

m Dresser le tableau de variations de f.

m Calculer le discriminant A.

m Résoudre f(x) = 0.

m Dresser le tableau de signes de f.

E Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 4x? — 20x - 56.
On admet que les racines de fsont 7 et - 2.

Déterminer la forme factorisée de f.

m Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 3(x - 2)(x+9)
Résoudre f(x) > 0.

................................................

Pour chaque fonction ci-dessous, déterminer si c'est
une fonction polynéme de degré 2.
a)f(x)= x2+2x -2

b) g(x) = x2+l—1
X
c) h(x) =2x+1

m Parmi les fonctions ci-dessous, indiquer les fonctions
polynémes de degré 2, en précisant ses coefficients.

a) fix) = (x+ 1)?

b) g(x) = (x+ 1)(x-1)

) h(x)=(@c+1)-(x-1)2

m Soit fla fonction définie sur R par

flo) = 2(x+ 2)? = 3(x+ 1).

1. Développer f(x).

2. En déduire que fest une fonction polynéme de degré 2
et déterminer ses coefficients.

m Les fonctions suivantes sont-elles des fonctions tri-
némes du second degré ?

Justifier.

a)flx)=(x+1)3-x3

b)g(x)=x2+l><(x2+x)
X

.................................................

m Soit fla fonction définie sur R par

fix) = x2 + 4x + 5.

1. Compléter I'égalité ci-dessous avec des réels.
X4+Ax+ o= (x+...)2

2. En déduire la forme canonique de f.

m Soit fla fonction définie sur R par fix) =-3x2 + 24x - 41.
1. Développer I'expression —3(x - 4)? + 7.
2. En déduire la forme canonique de f.

m Déterminer la forme canonique des fonctions
suivantes.

a)flx) =x2-6x+5

b) flx) =x>+5x+4

Soit fla fonction définie sur R par fix) = 2x2 + 4x + 8.
1. Factoriser f(x) par 2.
2. En déduire la forme canonique de f.

E Déterminer la forme canonique des fonctions
suivantes.

a)flx)=3x2+9x+5

b) fix) = -2x* + 2x+ 2



Exercices

d’application

................................................

m Pour chaque fonction représentée ci-dessous, déter-
miner les coordonnées du sommet, I'axe de symétrie et le
signe de a.
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Soit fla fonction définie sur R par f(x) = - 3x% + 9x - 5.
1. fadmet-elle un maximum ou un minimum sur R ?
2. Dresser le tableau de variations de f.

m Soit fla fonction définie sur R par flx) = 3x% + 6x - 7.
1. Dresser le tableau de variations de f.
2. En déduire le(s) extremum(s) de f.

m Dire pour chaque fonction si elle admet un minimum
ou un maximum et en quelle valeur il est atteint.
a)fix)=3x>+4 b) g(x) =-2(x-4)>+8

c) h(x)=-2x2+8x-1 d) k(x) =7(x+1)2-25

Pour chaque équation de parabole donnée ci-dessous,
déterminer son axe de symétrie et les coordonnées du
sommet.
a)y=x+x+1
Qy=x*+6x-3

b) y=2x*-4x+5
d) y=-4x+6x-2

On considére la parabole déquation y=2x? - 16x + 1.
1. Quel est I'axe de symétrie de la parabole ?

2. Déterminer I'ordonnée du point d'abscisse 0.

3. En déduire l'ordonnée du point d’abscisse 8 sans calcul.

Factorisation

.................................................

Factoriser les expressions suivantes, en déterminant
un facteur commun.
a) flx) = x* + 5x b) flx) = 2x> - 10x

Factoriser les expressions suivantes, en utilisant des
identités remarquables.
a) flx) =x*-121

¢) fix) = 25x2 - 20x + 4

b) flx) =x>-3
d) f(x) =9x% + 24x + 16

Résoudre dans R les équations suivantes.
a)2x2-10x=0 b)x2-36=0
)x’+2x+1=0 d)4x2-12x+9=0

m Résoudre dans R les équations suivantes sans utiliser
le discriminant.
a)x2+2x=0

Q) 2(x-1(x+5)=0

b) (x-1)2-3=-3
d) 2x2-5x=0

m Résoudre dans R les équations suivantes sans utiliser
le discriminant.
a)9x?-6x+4=0
c)x?=3x

b) (x+1)2-7=0
d)x’-6x+4=4

Discriminant et racines

Pour chaque trindbme ci-dessous, calculer le
discriminant A.
a)x?+4x+5
) -2x*-4x-7

b) 2x*-x-6
d)-x>+2x+3

Déterminer le nombre de solutions réelles de chaque
équation ci-dessous.

a)x*+3x+2=0 b) 2x2-5x+7=0

C)—%x2+2x—3=0 d)2x?+7x+11=0

Pour chaque trindme représenté graphiquement
ci-dessous, déterminer le signe de A.
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m Résoudre dans R les équations suivantes.
a)3x2-9x-12=0
b) 2x?+5x+7=0

c)2x2—2x+%=0

m Déterminer toutes les solutions réelles des équations
suivantes.

a)3x? - 5x=-25

b)4x’-2x-7=4

E Déterminer, si elles existent, les racines des trinobmes
suivants.
a)fix)=-2x*+3x-4

b) g(x)z%x2 -4x+8
¢) h(x) =-x?-2x+ 35

.................................................

E Soit fla fonction définie par f(x) = 2x*> - 8x - 10.
1. Vérifier que — 1 et 5 sont les racines de f.
2. En déduire la forme factorisée de f.

m Soit fla fonction définie par f(x) = 2x* - 14x + 12. E
1. A l'aide de la table de valeurs de la fonction sur la calcu-
latrice, déterminer les deux racines de f.

2. En déduire la forme factorisée de f.

E Pour chaque trinéme ci-dessous, déterminer, si elle
existe, sa forme factorisée.

a)f(x)= —%xz +5x-12,5

b) g(x) =4x*+4x-8
) h(x)=3x-2x+24

Ea Soit fla fonction définie sur R par fix) = 4(x - 1)? - 16.
1. Ecrire f(x) sous la forme a? - b2.

2. En utilisant une identité remarquable, en déduire la forme
factorisée de f.

Calculs et automatismes

Factoriser les expressions suivantes.
a) 2x% - 3x
b) x> -5

m Développer les expressions suivantes
a)4(x-2)2+3
b) 2(x-1)(x - 3)

d’application

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 2x2 - 5x + 1.
1. Calculer le discriminant A.

2. Vérifier que A > 0, et en déduire le nombre de racines de f.
3. Sans calculer les racines, déterminer leur somme et leur
produit.

Ea Soit fla fonction définie sur R par flx) = 5x> — 4x - 1.
1. Combien de racines fadmet-elle ?

2. Vérifier que f(1) = 0.

3. En utilisant la somme ou le produit des racines, détermi-
ner toutes les solutions de I'équation f(x) = 0.

.................................................

m Sans calcul, dresser le tableau de signes de chaque
fonction définie ci-dessous.
a) fix) = 2(x+ 2)(x-3)

2

b) g(x)= —Z(x - %j
) h(x)=x2+5

m Dresser le tableau de signes de chaque fonction définie
ci-dessous.

a) flx) =2x?-4x- 16

b) g(x) =9x? + 24x + 16

c) h(x)=2x*-5x+6

m Résoudre dans R les inéquations suivantes sans utili-
ser le discriminant.
a)x?-2x>0
c)(x-15)(x+28)>0

b)x*-81<0
d)x2+20<0

m Résoudre dans R les inéquations suivantes.
b) 5x2-50,5x+5 <0
d)-2x*+3x-6<0

4
a)3x2—4x+§<0

AxX+x+1>0

m Déterminer I'ensemble des solutions réelles des
inéquations suivantes.

a)-6x2+15x-4<2 b)-7x*+4x-9>-8

m Compléter les égalités suivantes avec des réels.
a)x2-8x+...=(x—...)>

b) x2 - 5x=(x—...)%— ...

) x?+6x-3=(x+...)°—...

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x? + 2x - 3.
1. Calculer f(1).
2. Calculer f(-1)
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................................................

m Soit fla fonction définie sur R par f(x) = 2x* + 4x - 16.
1. Montrer que pour tout réel x, f(x) = 2(x + 4)(x - 2).

2. Montrer que pour tout réel x, fix) = 2(x + 1)>-18.

3. Choisir la forme la plus adaptée pour répondre aux
questions suivantes.

a) Dresser le tableau de variations de f.

b) Résoudre f(x) = 0.

c) Résoudre f(x) =-16.

d) Résoudre f(x) = 0.

m Soit fla fonction définie sur R par fix) = (x + 2)? - 9.
1. Développer et réduire f(x).

2. Factoriser f(x).

3. Sans utiliser le discriminant, résoudre en utilisant
I'expression la plus appropriée.

a)fix)=-9 b) flx) =0 c)fix)=-5

Soit f la fonc- X J /
tion dont la repré-
sentation graphique
est donnée ci-contre. B
Déterminer la forme
canonique de f. A

(S;]

S

w

N

Soit f la fonc- =3 20 2 3 4
tion définie sur R par

flx) = ax? + bx + c.

fadmet pour extremum 2 atteint en - 1. De plus, fs'annule
en.

Déterminer la forme canonique de f.

Soit g une fonction polynéme de degré 2.

La courbe représentative de g a pour sommet le point
A(1; 3) et passe par le point B(0 ; 5). Déterminer la forme
canonique de g.

Trois fonctions polyndémes de degré 2 ont été repré-
sentées ci-dessous : les fonctions f, g et h. Pour chaque
fonction, déterminer, lorsqu’elle existe, sa forme factorisée.
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d’entrainement

Soit fune fonction polynéme de degré 2. Les racines
de fsont -3 et 2. De plus, on sait que f(1) = 5.

Déterminer la forme factorisée de f.

Soit f une fonction polynéme y

de degré 2 définie sur R par J /
flx) = ax>+ bx + ¢, aveca # 0. La
courbe représentative de f est
donnée ci-contre.

1. A l'aide des coordonnées du
point A, déterminer la valeur de c.
2. A l'aide des coordonnées des 0 2 3 4
points B et C, déterminer la valeur B
des coefficients a et b.

3. En déduire I'expression de f(x)
en fonction de x.

Une personne
s'est pesée toutes
les semaines pen-
dantunanen 2018.
Sa courbe de poids
peut étre modéli-
sée par une fonc-
tion polynéme de
degré 2 dont l'ex-
pression est f(x) = 0,008x2 - 0,4x + 75 ou x correspond au
temps en semaines a partir du premier janvier 2018.
x € [0;52].

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

2. En utilisant cette modélisation, répondre aux questions
suivantes.

a) Quel était son poids maximal sur I'année ?

Quand a-t-il été atteint ?

b) Quel était son poids minimal sur 'année ?

Quand a-t-il été atteint ?

RN
-

-

N

................................................

Déterminer deux nombres entiers consécutifs dont la
somme des carrés est égale a 4141.

Résoudre les équations suivantes :
x+20 10

2 _ —
5x%-12,5x 7,5=0 b)

a)
3-x 10

On.considére le programme de Algo & Progg
calcul suivant.

%Choisir un nombre

§L'é1ever au carré

i Ajouter le double du nombre de départ
gRetirer 8

1. Si on choisit le nombre 5, quel nombre obtient-on ?
2. Pour quel nombre de départ obtient-on 91 ?

3 - Second degré
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m On considere le programme

: Algo & Prog "ﬁ"
suivant.

1. Quelle est la valeur de x a la fin du programme ?
2. Comment modifier la premiére ligne pour que la valeur
de xala fin du programme soit 1,5 ?

m On considére la parabole d’équation y = 2x? - x + 5.

1. Déterminer les coordonnées des points d'intersection de
la parabole et de la droite d'équation y = -x +9.

2. Déterminer l'ordonnée du point de la parabole d'abscisse 2.
3. Existe-t-il des points de la parabole d'ordonnée 15. Si oui,
déterminer leur abscisse ?

m Dresser le tableau de signes des fonctions suivantes.

_-x?+3x-5

2
a) f(x) = b) glx) = >X TIX+6

(x -1 (x +3)?
m Résoudre les inéquations suivantes.

5-x

3x2-4x+7
=~ =0 )—
-25x2 +10x -1

2x +1

On considére un parallélépipede
rectangle a base carrée, de c6té x et de
hauteur 3 cm.

1. Exprimer la surface du parallélé-
pipéde en fonction de x (la somme des
aires de toutes ses faces).

2. Quelle est la valeur de cette surface
lorsque x=1cm?

3. Pour quelle valeur de x cette aire
est-elle égale a 100 cm??

a)

3cm

m Jason décide de carreler sa salle de bain.

La piece est carrée et de coté x metres. Il veut carreler le sol
et trois murs jusqu'a une hauteur de 2 m.

1. Si x = 2, combien de m? de carrelage lui faudra-t-il ?

2. Si Jason a besoin de précisément 18,04 m? de carrelage,
quelles sont les dimensions de la salle de bain ?

m Un groupe d’amis décide de féter Noél. Chacun offre
un cadeau a toutes les personnes présentes sauf a elle-méme.
On compte 210 cadeaux. Combien y a-t-il de personnes ?

Dans cet exercice, on va s'intéresser a des équations
dites bi-carrées qui sont de la forme ax* + bx*> + c=0.

1. On veut résoudre I'équation (E) x* - 6x> + 8 = 0.

a) Poser X = x? dans I'équation.

b) Résoudre I'équation X? - 6X + 8 = 0.

c) En déduire les solutions de I'équation (E).

2. Avec la méme méthode, résoudre les équations suivantes.
a)x*-2x’-8=0 b)x*+x*+1=0

88 [N (u,) la suite définie sur N parunu, =-n?+2n?-3n.
1. Montrer que pour toutn € N, u =-3n’+n-2.
2. Etudier le signedeu ., -u,.

3. En déduire les variations de la suite (u,).

i1 Uy

m Soit (u,) la suite définie sur N paru_=n?-3n?-16n+2.
1.Exprimeru,, , - u, en fonction de n.

2. Etudier le signedeu ., -u,.

3. En déduire les variations de la suite (u,).

m Charlotte décide
d’encadrer une gravure
dans un cadre rectangulaire
de largeur constante. La
gravure mesure 30 cm sur
45 cm et le cadre a une
largeur de x cm. ;
1.Silecadreaune largeur SRS

de 2 cm, quelle sera l'aire totale de la gravure avec son
cadre, encm??

2. On note f(x) I'aire de la gravure et du cadre en cm?.

a) Exprimer f(x) en fonction de x.

b) Pour quelle valeur de x l'aire de la gravure et du cadre
est-elle égale a 1 924 cm??

¢) Charlotte ne veut pas que l'aire du cadre dépasse 850 cm?.
Que peut-elle choisir comme valeur(s) pour x?

m Trouver deux entiers Probléme ouvert @

dont la somme est égale a 40 et le produit a 375.

m On considere un rectangle de périmétre 25 cm et d'aire
25 cm?, Déterminer la longueur et la largeur du rectangle.

m Soit ABCD un carré de coté A B
xcm et BEC un triangle isocele en E
de hauteur 2 cm. E
On note A(x) l'aire du polygdne
ABECD en cm?.

1. Quelles valeurs peut prendrex? D C
2. Déterminer I'expression de A(x)

en fonction de x.

3. Quelle est la valeur de A(x) sixest égala5?

4. Pour quelle(s) valeur(s) de x a-t-on A(x) = 24,75 ?

Justine décide de créer un drapeau ressemblant au
drapeau de la Suisse.

Elle veut un drapeau de 4 m sur 3 m.

Et sur son drapeau, elle veut une croix

blanche dont les deux bandes ont pour

largueur x métres et pour longueur 2 m.

1. Laire de la croix peut-elle étre égale a:

a) la moitié de l'aire du drapeau ? Si oui, déterminer la valeur
de x pour obtenir une telle configuration.

b) le quart de I'aire du drapeau ? Si oui, déterminer la valeur
de x pour obtenir une telle configuration.

2. Pour quelle(s) valeur(s) de x I'aire de la croix est-elle
égalea2m??
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Problemes

..................................................

{}
m Une entreprise produit entre 0 et 50 M

balancoires par jour.

Le co(it de fabrication de x balancoires, en euros, est donné
par la fonction suivante : f{x) = x? + 230x + 325.

Chaque balancoire est vendue 300 €, et toute la production
est vendue.

1. Exprimer le bénéfice B(x) réalisé par I'entreprise en fonc-
tion de x.

2. Etudier les variations de la fonction B.

3. En déduire le bénéfice maximal réalisé par l'entreprise.
4. Combien de balancoires I'entreprise doit-elle produire
et vendre pour étre rentable ?

m Un joueur de tennis
frappe dans une balle
avant qu'elle touche le
sol.

La trajectoire de la balle
est alors définie par la
parabole d'équation
y=-0,03x?+0,3x+0,75,
ou x correspond a la dis-
tance entre le joueur de
tennis et la balle et y cor-
respond a la hauteur de
la balle.

1. Lefilet se trouve a 5 m du joueur et la hauteur du filet est
de 1 m. La balle passe-t-elle au-dessus du filet ? Justifier.
2. Déterminer a quelle distance du joueur la balle est
retombée par terre. On donnera une valeur arrondie au
centieme. Justifier.

3. A quelle(s) distance(s) du joueur la balle a-t-elle une
hauteur supérieure ou égale a 1,02 m ? Justifier.

Julie lance une boulette
de papier

en direction d’une corbeille
ayantune

forme cylindrique.

La trajectoire de la boulette
est donnée

par la parabole d'équation
y=-0,16x + 0,48x + 1,08.

x correspond a la distance en metres entre Julie et la
boulette, et y a la hauteur en metres de la boulette par
rapport au sol.

Le premier rebord de la corbeille se situe a 4 m de Julie,
les rebords de la poubelle ont une hauteur de 40 cm, et la
corbeille a un diamétre de 30 cm.

1. La boulette passera-t-elle au-dessus du premier rebord
de la corbeille ?

2. S'il n'y avait pas eu la corbeille, déterminer a quelle dis-
tance de Julie la boulette serait tombée par terre.

3. La boulette tombera-t-elle dans la corbeille ?

m Soit ABCD un carré de coté A E B
5cm. E, F, G et Hsont des points E
appartenant aux cotés du carré,
telsque AE=BF=CG=DH=x.
On admet que EFGH est un carré.
1. Quelle est I'aire du quadrilatere
EFGH? |
2. Pour quelle valeur de x cette aire D G ¢
est-elle minimale ? Quelle est la valeur de I'aire minimale ?
3. Pour quelle(s) valeur(s) de x cette aire est-elle égale a
14,12 cm??

4. Pour quelle valeur de x cette aire est-elle inférieure ou
égalea 13cm??

m Soit ABCD un rectangle de c6tés 10 cm et 5 cm. AEFG
est un carré de c6té x et FICH est un rectangle.
On note f(x) I'aire de la partie blanche.

A E B

D H C

1. Quel est I'ensemble de définition de f?

2. Déterminer I'expression de f(x) en fonction de x.

3. Etudier les variations de .

4. En déduire pour quelle valeur de x l'aire blanche est
minimale.

5. Pour quelle valeur de x l'aire blanche est-elle égale :

a) a la moitié de l'aire du rectangle ABCD ?

b) au quart de l'aire du rectangle ABCD ?

Une femelle kangourou porte un bébé kangourou
dans sa poche et décide de sauter.
La trajectoire du bébé est modélisée par la parabole d'équa-

. 1 .
tlony=—zx2 +x+0,50Uxety
sont des distances en m.

1. Avant de sauter, a quelle dis-
tance du sol se trouve la poche
du kangourou femelle ?

2. Quelle est I'altitude maximale
atteinte par le bébé kangourou ?
3. Quelle est la longueur du saut
du kangourou femelle ?

m Une athlete sélance et prend appui sur une planche
d’appel afin d'effectuer un saut en longueur. La trajectoire
de son pied gauche peut étre modélisée par I'équation
suivante :

Y= -0,05x% + 0,3x ou x désigne la distance mesurée au sol
entre son pied gauche et la planche d'appel et y la hauteur
par rapport au sol.

1. Quelle est I'altitude maximale atteinte par le pied gauche ?
2. A quelle distance de la planche d’appel le pied gauche
touche-t-il le sol ?

3 - Second degré
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m Un parachutiste saute d’'un avion sans vitesse initiale.

N

Dans cet exercice, nous négligerons les frottements de I'air.
Avant de déployer son parachute, son altitude en métres
est donnée par la fonction suivante :

h(t) = -4,9t% + 3500,
ou t désigne le temps en secondes.
1. A quelle altitude était I'avion au moment du saut ?
2. Le parachute doit étre déployé a une altitude de 1500 m.
Au bout de combien de temps le parachutiste doit-il
déployer son parachute ?

Travailler autrement

m Recopier et compléter le carré magique
ci-dessous, en remplacant chaque lettre par le
nombre correspondant. On rappelle que, dans un
carré magique, la somme des nombres de chaque
ligne, chaque colonne, chaque diagonale doit étre
égale.

00 000 000O0COGEOGEOGOEOEOGOOEONOEOSONOOEONO
I
o

100

d’entrainement

m Francois décide d’aménager sa piscine, qui a une
forme carrée et qui mesure x métres de coté.

Il veut acheter une bache de sécurité, qui colte 20 € par m2.
Il veut installer une cléture faisant tout le tour de sa piscine,
a une distance de deux métres de la piscine. Le prix est 100 €
par metre de cloture.

Enfin il veut acheter une échelle de piscine qui colte 150 €.
On note f(x) le prix total que Frangois va payer.

1. Montrer que f(x) = 20x2 + 400x + 1750.
2. Combien payera-t-il si la piscine fait 5 metres de c6té ?
3. Quelle est la taille de la piscine s'il paye 8155 € ?

m Une urne contient une boule rouge et n boules
blanches. On tire successivement, et avec remise, deux
boules dans 'urne.

1. Représenter I'expérience aléatoire a I'aide d'un arbre
pondéré.

2. Exprimer en fonction de n la probabilité des événements :
a) M: « Les deux boules sont de la méme couleur. »

b) N : « Les deux boules sont de couleur différente. »
3.0n sait que p(M) = 5,05 x p(N). Déterminer la valeur de n.

a) Minimum de la fonction f définie sur R par
flx) = 2x% + 4x + 8.

) -1 3
b) Nombre de solutions de I'équation gxz -2x+ 2

0.

c) Nombre permettant de compléter I'égalité
X-10x+7=(x-...)>-18.

d) Valeur de k telle que la courbe représentative de la
fonction f définie par f(x) = —x* + 18x + 7 ait pour axe
de symétrie x = k.

e) Solution positive de I'équation 2x*> - 14x- 16 = 0.
f) Produit des racines du trindbme 3x2 - 5x + 9.

Créer une grille de mots fléchés

en utilisant le vocabulaire du chapitre :

polynéme, discriminant, racine, factoriser, canonique,
variation, signe, parabole.

La donner a un camarade pour qu'il la remplisse.



Equations et inéquations

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x? - 6x - 27.

1. Déterminer la forme canonique de f, en utilisant les
identités remarquables.

2. Déterminer la forme factorisée de f, en utilisant les iden-
tités remarquables.

3. En utilisant la forme adaptée, résoudre :

a)fix)=0
b) fix) =-27
c)fix)=-36

4.Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2x2 - %x - %

a) Vérifier que 1 est racine de g.

b) En utilisant la somme ou le produit des racines déterminer
la valeur de l'autre racine de g.

5. Résoudre f(x) < g(x).

ELE] Fonction polynéme de degré 2

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = -2x? - 7x + 15.

1. Dresser le tableau de variations de la fonction f.

. Résoudre I'équation f(x) = 0.

. Donner la forme factorisée et la forme canonique de f.
. Dresser le tableau de signes de f(x).

. Résoudre fix) < 0.

. Déterminer I'image de 2 par la fonction f.

. =70 a-t-il des antécédents par la fonction f? Si oui, les
déterminer.

8. 25 a-t-il des antécédents par la fonction f ? Si oui, les
déterminer.

NOoOwubhWN

ELE] Représentation graphique et parabole
On considére la parabole d'équation y = 2x? + 2x - 1,5.

1. Déterminer les coordonnées du sommet de la parabole.
2. Déterminer Iéquation de I'axe de symétrie de la parabole.
3. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de la parabole avec I'axe des ordonnées.

4. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de la parabole avec I'axe des abscisses.

5. Déterminer le nombre de points d'intersection de la
parabole avec la droite d'équation y =2x - 1. Préciser leurs
coordonnées.

EET] Modéliser un probléme géométrique
Soit ABCD un carré de c6té 5. p C
Soit E un point appartenant a
[AB] et F un point appartenant
a[BC]tels que AE=CF =x.
On note sA(x) l'aire du triangle - F
AEF.

1. A quel intervalle x appar-
tient-il ?

2. Déterminer l'expression de
A(x) en fonction de x. I
3. Pour quelle valeur de x A
cette aire est-elle minimale ?

4. Pour quelle valeur de x a-t-on s{(x) = 2,75 cm??

m
@

Exercices| bilan

Utiliser la forme adaptée
Soit f et g deux fonctions polynémes de degré 2 de la forme
ax? + bx + ¢, dont les courbes sont données ci-dessous
(6, pour fet <6g pour g).

1. Pour chaque courbe, déterminer le signe de a et du
discriminant A

2. Déterminer une expression de f(x) et de g(x).

¥ |
\

B €
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EEFA Modéliser un probléme ﬁ
économique

Un artisan fabrique des boites a bijoux en bois. Il peut en
fabriquer jusqu'a 150 par mois. On suppose que toute la
production est vendue, et chaque boite est vendue 50 €.
Le co(it de fabrication en euros de x boites est donné par
la fonction f(x) = 0,23x2 + 4x + 300.

1. Quel est le cot de fabrication de 20 boites ?

2.0n note R(x) la recette, en euros, engendrée par la vente
de x boites. Exprimer R(x) en fonction de x.

3. Montrer que le bénéfice, en euros, engendrée par la vente
de x boites est donné par la fonction B définie sur [0 ; 150]
par B(x) = -0,23x% + 46x — 300.

4. Quel est le bénéfice réalisé pour la vente de 20 boites ?
5. Etudier les variations de B sur [0 ; 150].

6.En déduire le bénéfice maximal de I'artisan. Pour combien
de boites est-il obtenu ?

7.Déterminer, lorsque c'est possible, le nombre de boites a
produire et vendre pour obtenir un bénéfice de :
a)1425¢€ b) 3000 €

8. Combien de boites I'artisan doit-il fabriquer et vendre
pour étre rentable ?

3 - Second degré
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Exercices

EEE] Résistances

en paralléle ou en série
Deux résistances peuvent étre montées soit en série, soit
en paralléle, comme sur les schémas ci-dessous .

Résistances en série

— I & H &

Résistances en paralléle

|_

La résistance équivalente de deux résistances montées en
série est donnée par la formule : R. =R, + R,
La résistance équivalente de deux résistances montées en

R . 1 1 1
paralléle est donnée par la formule : —=—+ —.
R R R

eq 1 2
On consideére les deux circuits suivants :

® @
..
—| 1 ohm |—| rohms |—
[ rohms |

rohms

Déterminer la valeur de r pour que la résistance équivalente
du circuit () soit égale a 4,5 fois celle du circuit (2).

Résolution d’'inéquation
2t t+2

Résoudre £>E, en étudiant le signe de — -

1-t t 1-t t
EXE] Maison de vacances
Un groupe d’amis décide de partir en vacances, et de louer
une grande maison. Le colt de la location de la maison
pour une semaine est 2 400 €. Juste avant le départ, deux
personnes annulent a la derniére minute.
Chaque personne doit alors payer 40 € de plus que prévu.
Combien de personnes étaient prévues initialement ?

(116 Equation avec un paramétre

On consideére I'équation (m + 8)x> + mx+ 1=0.

Pour quelles valeurs de m cette équation admet-elle une
unique solution ?

Résolution d’équations du troisieme degré
1. Soit fla fonction définie sur R par fix) = x* - 2x2 - 5x + 6.
On veut résoudre I'équation f(x) = 0.

a) Vérifier que 1 est solution de I'équation f(x) = 0.

b) Montrer que l'on peut écrire f(x) sous la forme
(x — 1)(ax? + bx + ¢) en développant et en identifiant les
coefficients. On donnera les valeurs de g, b et c.

) Résoudre I'équation ax? + bx + ¢ = 0.

d) En déduire toutes les solutions de f(x) = 0, et la forme
factorisée de f.

2. On souhaite maintenant résoudre I'équation
2x3 - 20x2-618x+1980=0.

a) Vérifier que 3 est solution, puis écrire le premier terme
de I'équation sous la forme (x - 3) x g(x), avec g(x) un poly-
noéme de degré 2.

b) En déduire toutes les solutions de I'équation.

EEE] Position relative

d’une parabole et d'une droite

On veut étudier la position relative d’une parabole déqua-
tion y=2x? - 3x + 5 et d’'une droite d'équation y = 5x - 3.
1. Déterminer le ou les points d'intersection de la parabole
et de la droite.

2.0n pose flx) =2x2 - 3x+ 5 et g(x) = 5x - 3.

a) Etudier le signe de f(x) — g(x).

b) En déduire la position relative de la parabole et de la droite.

EEE] Position relative de deux paraboles E
On veut étudier la position relative de deux paraboles,
I'une d'équation y = 3x2 - 5x - 20 et 'autre d'équation
y=x2-3x-25.

1. Alaide de la calculatrice, conjecturer les éventuels points
d'intersection et la position relative des deux paraboles.
2. Démontrer la conjecture.

Démonstration @©

EFZ] Démonstration somme et produit

On veut montrer que deux nombres ayant pour somme s
et pour produit p sont solutions de x? - sx + p = 0.

Soit a et b deux nombres ayant pour somme s et pour
produit p.

1. Montrer que a est solution de x? — sx + p.

2. Montrer que b est solution de x — sx + p.

3. Utiliser la propriété démontrée ci-dessus pour déterminer
deux nombres ayant pour somme 10 et pour produit 23,04.

EFXN Factorisation de x" - 1 parx- 1

Soit fla fonction définie sur R par f(x) =x" - 1 avecn = 1.
1. Cas particulier:n=2

Factoriser f(x).

2. Cas particulier:n=3

Montrer que f(x) = (x - 1)(ax? + bx + ¢), en développant et
en identifiant les coefficients. On donnera les valeurs de
abetc.

3. Cas particulier:n=4

a) Factoriser une premiere fois f(x) en utilisant une identité
remarquable.

b) Factoriser une seconde fois f(x).

¢) Montrer que l'ona f(x) = (x - 1)+ x>+ x+ 1)

4. Cas général

a) Calculer f(1).

b) Montrer que I'on a

) =c-1)" "+ 5" 24+ ... +x+1).

E¥H] Factorisationde x"-a parx-a

1. Pour les cas particulier suivants, factoriser x” - a” par x - a.
ajn=2

b)n=3

cdn=4

2. Conjecturer la factorisation de x" - a" par x — a, pour tout
entiern = 1.

3. Démontrer la conjecture.



Exercices d'qpproiondissement

EFZ] Intersection entre parabole et droites
On considere la parabole d'équation y = 4x? - 8x + 7 et k
un réel quelconque.

1. Déterminer le nombre de points d’intersection de la
parabole et de la droite d'équation x = k.

Préciser leurs coordonnées.

2. Déterminer le nombre de points d'intersection de la para-
bole et de la droite d'’équation y = k. Préciser leurs coordon-
nées. (On distinguera différents cas selon les valeurs de k.)

E*M Nombre d’or et rectangle d’or
On considére un carré ABCD de c6té x, et un rectangle DCEF
de cotés xet 1, avecx = 1.

gueur

lon _
On veut que le rapport —=———soit égal pour le rectangle
largeur

DCEF et pour le rectangle ABEF.

1. Ecrire I"4quation traduisant le probléme.

2. Résoudre cette équation.

La solution positive de cette équation s'appelle le nombre

longueur
largeur

nombre d'or s'appellent les rectangles d'or.

3. On souhaite construire un rectangle d'or ayant pour

largeur 1 et pour longueur le nombre d'or.

Ecrire un programme de construction géométrique per-

mettant d'obtenir le rectangle d’or voulu.

d'or, et les rectangles dont le rapport est égal au

l‘ @[E)GB[;E[@On commencera par tracer un triangle
ABC rectangle en A, tel que AB =1 et AC =k, avec k une

valeur a déterminer.

Vers la Tle «,é

EFI] (specialite Maths |

1. Factoriser l'expression 2X? — 4X + 2 et en déduire une
factorisation de I'expression 2x* — 4x2 + 2.

2. A l'aide de la question précédente, déterminer le
signe de I'expression 2x* — 4x% + 2 en fonction de x, ou
x désigne un nombre réel.

(Extrait de Sciences Po 2018)

m [ Spécialité Maths |

Pour chaque question, choisir la ou les bonnes réponses.

1.Résoudre dans R (x - 3)? = %(2x -7)2
1 2 1
o{5:3) w{59)
29 19
! {(‘ '?)} @ {(?'9)}

EFH vitesse du courant

Au bord d'une riviére, un bateau fait un aller-retour entre
deux embarcadéres séparés de 50 km. Il navigue a une
vitesse de 30 km/h, soit environ 16 nceuds, sans prendre
en compte la vitesse du courant.

On suppose que le sens et la vitesse du courant de la riviére
ne changent pas.

A I'aller, le bateau va dans le sens du courant et au retour
il va a contre-courant.

Sachant que le bateau a mis 15 minutes de plus au retour
qu'a l'aller, quelle est la vitesse du courant ? On arrondira
au centiéme pres.

EFZA Placement sur un compte

Le 1¢ janvier 2017, Diane place 5 000 € sur un compte
rémunéré a t % la premiére année et (t - 0,5) % la deuxiéme
année.

Le 1¢" janvier 2019, elle a 5 176,5 € sur son compte.
Déterminer la valeur de t.

Lieu géométrique

Dans un repére orthonormé, on considére le point A(4; 1).
1. Soit M(x; y).

Exprimer AM? en fonction de x et .

2. Traduire le fait que M soit équidistant de A et de I'axe
des abscisses.

3. En déduire une équation de la courbe formée par I'en-
semble des points M de la forme y = ...

Que reconnait-on ?

2. Le discriminant du polynéme

3x2+x-10est:

a)-121 b) 121
5

c)— d)-2
)3 )

(Extrait du concours PASS 2018)

EEl] (specialité Maths |

Soitm € Retf lafonction définie sur R par

f (%) =52+ 2mx+9.

Pour chaque proposition, répondre vrai ou faux.

a) f(x) = (x + 1)(x + 9)

b) Pour tout m € R, la courbe de . passe par le point
1(0;9).

¢) Pour tout m € R, pour toutx € R, f_(x) = 0.

d) Pour tout m € R, pour tout x € R,

f ) =1 ()

m+1

(Extrait du concours Advance 2018)
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Travaux pratiques

Chercher, modéliser 45.0

___H'lmm

n Optimisation d'une aire %’

A » Résolution graphique J

1. Ouvrir un logiciel de géométrie dynamique. 8 E

2.Tracer un segment [AB] de longueur 10 et créer un point C sur le segment 6l i

[AB].

3. A l'aide de la fonction polygone régulier, construire deux triangles équi- 44

latéraux ACD et CBE comme sur la figure ci-contre.

4, A l'aide de l'outil Aire, faire apparaitre l'aire des triangles ACD et CBE. 2T _?_

5. A l'aide de l'outil Distance, faire apparaitre la distance AC. L N/C : : _'B_’i
6. En cliquant sur affichage, puis graphique 2, faire apparaitre une deuxiéme o0jA 2 4 6 8 10

fenétre de graphique.

7. Dans cette deuxiéme fenétre, construire le point M ayant pour abscisse la longueur AC et pour ordonnée la somme
des aires des deux triangles, en rentrant M = (distanceAC, poly1 + poly2).

8. Afficher la trace du point M, puis déplacer le point C sur la figure du graphique 1.
9. En déduire pour quelle position du point C la somme des aires est minimale, et quelle est la valeur minimale.

B » Résolution algébrique

On reprend la figure de la partie A, et on note x la distance AC et f(x) la somme des aires des triangles ACD et CBE.
1. Exprimer f(x) en fonction de x.

2. Dresser le tableau de variations de f.

3. En déduire le minimum de f et en quelle valeur il est atteint.

J
Algo & prog% Raisonner, calculer 2:0‘
mhl'r_\
- . . , o~
E Programme pour determiner les racines d'un trinome
Soit fune fonction polynéme de degré 2 de la forme f(x) = ax? + bx + ¢, aveca = 0.
1. Compléter le programme suivant en Python f" , afin qu'il détermine les racines éventuelles de f.
def £(a,b;c):
d=...
. £ ho
print("Pas de solution")
else:
s
X=, ..
print("La racine est ", x)
else:
xl=, .,
x2=. ..
print("Les deux racines sont", xl1, "et",6 x2)
2. Ecrire ce programme dans une calculatrice ou dans un logiciel et le tester avec les fonctions suivantes.
a)fx)=x2+x+1 b) flx) =22+ 2x+ 1 o) flx)=x2+x-2
3. Vérifier avec le calcul.
\ J
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Travaux pratiques

Modéliser 45.0
3 ’ -~ 3 (3 min
B Distance d'arrét, distance de freinage

Yan®
La distance d’arrét pour une voiture est la somme de :

e |a distance de réaction : distance parcourue par la voiture
entre le moment ou le conducteur voit un obstacle et le mo-
ment ou il appuie sur la pédale de frein ;

¢ |a distance de freinage : distance parcourue entre le moment
ou le conducteur appuie sur la pédale de frein et le moment
ou la voiture simmobilise.

A » Etude a l'aide d’un tableur
1. Ouvrir un tableur et recopier le tableau suivant.

A B C D E F
Vitesse Distance de Distance de freinage Distance de freinage Distance d'arrét| Distance d'arrét
(km/h)  réaction (route séche) (route mouillée) | (route séche)  (route mouillée)

30 |

1

2

3 40
4 50
5 60
6 70
7 80
8 90
9 100
10 110
11 120
12 130

vitesse

2. La distance de réaction, en métres, est égale a la X 3.

Quelle formule faut-il rentrer dans la case B2 ? Compléter la colonne B par recopie vers le bas.
1 (vitesse vitesse

2
3. La distance de freinage, en métres, est égale a 5 ) % 1,5 sur route mouillée.

2
N 1
) sur route seche et E(

Quelle formule faut-il rentrer dans les cases C2 et D2 ? Compléter les colonnes C et D par recopie vers le bas.
4. Quelles formules faut-il rentrer dans les cases E2 et F2 ? Compléter les colonnes E et F par recopie vers le bas.

5. En 2018, la vitesse maximale sur certaines routes est passée de 90 km/h a 80 km/h. Pour un conducteur roulant a
la vitesse maximale, de combien de métres la distance d'arrét a-t-elle été diminuée ?

B » Modélisation

On note x la vitesse du conducteur en km/h et f(x) la distance d'arrét en metres sur route seche.
1. Exprimer f(x) en fonction de x.

2. En ville, un conducteur voit un obstacle qui se situe a 25 metres.

a) Percutera-t-il l'obstacle s'il roule a 45 km/h ?
b) Percutera-t-il 'obstacle s'il roule a 50 km/h ?

3. Un obstacle surgit devant le conducteur a une distance de 50 métres.
Quelle est la valeur maximale de la vitesse a laquelle il peut rouler pour pouvoir s'arréter avant l'obstacle ?

3 » Second degré
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En autonomie

n Etudier une fonction polynome de degré 2

Pour les exercices a on considére la
fonction f définie sur R par f(x) = -4x?> - 8x + 7
et C,sa courbe représentative.

L'abscisse du sommet de la parabole est :
[al -2 [b]2 []-1 [d]1

m Le maximum de fest :
[a] -5 [b] 25 [c] 11

m L'axe de symétrie de C,a pour équation :
[a] x=11 [b] y=11
[c] x=-1 [d] y=-1

La forme canonique de fest:
[a] Aix)=-4(x+1)2+7
[b] flx) =-4(x-1)?+ 11
[c] i) =-4(x-1)>+8
[d] flx)=-4(x+1)2+ 11

[d] 19

\§

m * Pour chacune des fonctions polyndmes de degré
2 suivantes, de la forme ax? + bx + ¢, donner une allure
de la courbe, en faisant figurer les éléments de I'énoncé.

1. fa pour racines -2 et 3 et pour coefficienta=-1.

2. Le sommet de la courbe représentative de g a pour
coordonnées (1;3)eta=2.

* Soit fla fonction définie sur R par flx) =x2 + 12x-7.
1. Compléter I'égalité suivante x>+ 12x+ ... = (x + ...)%
2. En déduire la forme canonique de f.

3. En déduire le tableau de variations de f, les coordon-
nées du sommet de la parabole et I'4quation de I'axe
de symétrie.

x>k Soit f la fonction définie sur R par
flx) = 2x2 - 6x + 3.

1. Déterminer la forme canonique de f.

2. En utilisant une identité remarquable, déterminer la
forme factorisée de f.

3. En déduire les coordonnées du sommet de la parabole
et les coordonnées des points d'intersection entre la
parabole et I'axe des abscisses.

B Résoudre des équations
locMm

m L'équation (2x— 1)(-x+ 5) =0 a pour solutions :
[a] {1;5}

[d] {=1;-5}

Pour les exercices et M), on considére
I'équation 3x2 - 4,5x-3 = 0.

m Le discriminant est égal a:
[a] 15,75
[b] -15,75
[c] 56,25
[d] -56,25

Les solutions de I'équation dans R sont :
[a] II'n"y a pas de solution.
[b] {2;-0,5}
[c] -2;0,5
[d] {-4,5;18}

* Résoudre les équations suivantes dans R.
a)x?-x+1=0

b)3x2—§x+i=0
5 25

€)-5x*-85x-15=0

%3 On cherche un nombre dont la somme avec
son inverse est égale a 2,05.

1. Ecrire une équation du second degré qui traduit ce
probléme.

2. Déterminer la valeur du nombre.




En autonomie

~
B Résoudre des inéquations
S EZER# soit flafonction définie sur R par
Les solutions de I'inéquation fix) = - 827~ 9,61+ 5,12.
70— 1)(c+2) = 0 sont : 1. Dresser le tableau de signes de f(x).
] -1;2] ] -2;1] 2. En déduire les solutions de f(x) = 0.
= ]_OO,. e ]_ool- T 3. En déduire les solutions de f(x) < 0.
Linéquation x% + x+ 3 = 0 a pour solutions : ok Résoudre linéquation suivante.
] R [6] E ble vid M>
nsemble vide. 3%7 4 0,6x-2.97
[c] [0+l [d] [-3;+o[
N J
~
A utiliser les propriétés des racines
A ETER + soit flafonction définie sur R par
Pour les exercices et on considére la fix) - 7x2— >6x = 1/4. '
fonction f définie sur R par f(x) = 2x? - 4x - 20. 1. Vérifier que 1 est une racine de f.
On admet que f a deux racines distinctes. 2. Déterminer la valeur de I'autre racine en utilisant la
somme ou le produit des racines.
La somme des deux racines est égale a :
G -10 B 10 [-2 [42 x>k Soit fune fonction polyndme du second degré
telle que fsannule en -2 et 5.
Le produit des deux racines est égal a: De plus on sait que f(1) = 7.
[a] -10 [b] 10 [c] -2 [d] 2 Déterminer I'expression de f(x) en fonction de x.
N J
~
Modéliser et résoudre des problemes
_ m L'aire de la partie orange est égale a la moitié
Pour les exercices et [EF), on consideére la de l'aire du rectangle ABCD lorsque:
figure suivante. P 5 [a] x=20ux=25 [b] x=2
ABCD est un rectangle tel que [c] x=25 [d] C'estimpossible.
AB=5cmetAD=4cm. E_IG H
E est un point de [AB] tel que * On considére un carré x x
AE = x. de c6té 6 cm. On colorie les I‘_’ e
; x
On construit le carré AFGE et quatre coins et une bande
le rectangle GHCI. comme sur la figure ci-contre.
On modélise 'aire de la surface B < On note S(x) l'aire coloriée en
coloriée en orange par une fonction f. bleu.
1. Quelles valeurs x peut-il
L'aire de la partie orange est maximale pour : prendre ?
[a] x= " [b] x=2 2. Exprimer S(x) en fonction de x.
[ x=25 @l x—g 3. Quelle est la valeur de S(x) six=17?
' 2 4. Pour quelle(s) valeur(s) de x a-t-on S(x) = 13,5 cm??
N J
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PARTIE

Analyse

René Descartes  Pierre de Fermat John Napier Isaac Newton Gottfried Leibniz

[1596-1650] [1601-1665] [1550-1617] [16&2-1727] [16&6-1716]
Dés I'Antiquite,
Ptolémeée
décrit dans
sa Composition '
Mathématiques -
des tables de Y ~ @
cordes [établies 7 )
par Hipparque de o ; . =
Nicée) permettant \ I I . f
d'effectuer
:gsazilz:l;mie. Descartes et Fermat effectuent dés le John Napier,‘ou Jgap !\lewton et Leibniz
Ces tables sont début du 17¢ siécle, des calculs en lien I:leper, ‘ma!thematluen m_ve‘nten.t les c'alc_uls
les prémices avec l'intégration ou la dérivation : écossais, mvenﬁe les différentiel et intégral.
des fonctions aires, volumes, détermination Iggarl.thmes afin de *Y Dicomaths ['REL1;
trigonométriques. de tangentes a des courbes etc. sup.pl_lfler les calculs.
> TR p. 344 et 345 utilisés en astronomie.
L4 Dicomaths J X1

Mon parcours au lycée

© ©

Au collége et en 2%, jai découvert En 1 générale, jétudie

la notion d'intervalle réel, j'ai étudié le concept de dérivée et ses applications
des fonctions de références (affines, ainsi que les fonctions exponentielles
carré, inverse, racine carrée, cube) et trigonométriques.

et j'ai résolu des équations et des
inéquations par différentes méthodes.
J'ai aussi étudié les variations

et les extremums d’une fonction.
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Chapitre, " Dérivation ... p. 110
Chapitre - Variations et courbes représentatives de fonctions..... p. 142
Chapitre| ©' Fonction exponentielle ........................................ p.168
Chapitre | Fonctions trigonométriques .................................. p. 196

Joseph Louis
Leonhard Euler Lagrange Joseph Fourier Karen Uhlenbeck
(1707-1783) (1736-1813) (1768-1830) (1942-)

\ \ \ \ 4

Leonhard Euler, utilise Joseph-Louis Joseph Fourier €n 2019, Karen Uhlenbeck est la premiére
les séries numériques Lagrange est utilise les fonctions femme a obtenir le prix Abel des
pour déterminer les décimales = al'origine de la trigonométriques mathématiques, équivalent du prix Nobel,
du nombre e. Il est a I'origine notation f"(x]. afin de déterminer pour son « travail fondamental dans l'analyse
des fonctions hyperboliques : | oy 'équation géométrique. Ses théories ont révolutionné
sinh, cosh et tanh. p. 347 de la chaleur. notre compréhension des surfaces minimales,
Y Dicomaths F'RETS:S : o p. 346 Zelles que celles formées par des bulles
e savon.
B Dicomaths PETT

Domaines professionnels

Un ou une entrepreneur(e) optimisera ses achats et étudiera le colit moyen

unitaire d'un produit.

Un ou une audioprothésiste étudiera le domaine de l'acoustique.

Un ou une économiste étudiera les marchés financiers et les variations saisonniéres.
Un ou une sismologue étudiera la propagation des ondes provoquées par un séisme.

Un ou une archéologue pourra dater des échantillons en utilisant la loi de désintégration radioactive.

Un ou une géométre cherchera a maximiser une aire connaissant un périmetre maximal.




' Départ dans une pente extréme d’un skieur
, (Val-d’Isére, Savoie)

;
.
Yty

AL,
B

‘ Je dois étre capable de... Proposition de parcours

Déterminer un nombre dérivé a I'aide du taux de variation. o p. 124 B p. 124 E EM p.129

A

Déterminer 'équation réduite d’une tangente. o p. 124 (A8 p. 124 [T p. 130

Déterminer un nombre dérivé par lecture graphique du coefficient
directeur d’une tangente. Op. 125 @ Hp.12508p. 129

Déterminer une fonction dérivée a l'aide des fonctions de référence
et des théorémes d'opérations sur les dérivées. o p. 126 E1El p. 127 (8 X p. 130

Déterminer la fonction dérivée d’une fonction de la forme g(ax + b). e p. 127 B p. 127 EE p. 130

Démontrer le théoréme de I'équation de la tangente en un point p.118

a une courbe représentative.

Démontrer que la fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0. [IT7E) exemple @ p. 117

Démgntrgr les théorémes de dérivation de la fonction carré et de la [ Cours 2) exemple p. 118 [Cours 2] p.119
fonction inverse.

Démontrer le théoréme de dérivation d’un produit de fonctions. [(EE) p. 120

Algo & Prog

Ecrire un algorithme donnant la liste des coefficients directeurs
des sécantes pour un pas donné.

Ep.131

(1) (16] (14

exercices exercices exercices

résolus corrigés non corrigés

-



Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-07

Pour les exercices suivants, le plan est muni d'un repére (O ; i, j).

1. Lire graphiquement I'équation réduite d’une droite

1. Pour chacune des droites d,
d,d, d,, d,ci-contre, p
donner le coefficient 2
directeur et l'ordonnée a

l'origine .

2. En déduire I'équation
réduite de chacune des
droites.

2. Déterminer 'équation réduite d’une droite
Soit A(7; 1) et B(9 ; —4) deux points du plan.
Déterminer I'équation réduite de la droite (AB).

3

Lire des images et J
des antécédents

Soit fune fonction définie
sur [-5; 6] par la courbe
ci-contre.

1. Déterminer f(0), f(2), J X

(6) et f—4). 3" o[ 7 ¢
2. Déterminer les réels x

tels que f(x) = 3.

4. Calculer des images
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x> - 3x + 1.
1. Déterminer f(2), f(\/g) etf(2+ \/5).
2. Exprimer f(1 + h) en fonction de h.

Z.0 oM UAR x 5. Représenter graphiquement des fonctions

Soit fla fonction définie sur]-o;3[ U ]3;+o[ parf: x+— 2

Logique & ©© et dla droite d'équation y = —%x - %
Démonstration .

0. 136 N& 1. Représenter sur une feuille quadrillée ‘6 et d dans le repére (O ; , ).
. 2. Méme question avec le logiciel GeoGebra.
Algo & Progg t‘hq 6 Dé P . sge
A « Développer, réduire, simplifier
p. 131,132,138 : ¥ SoittroisexpressionsA=2x+7;B=3—xetC=2x_5.

x+1

1. Développer et réduire les expressions suivantes.

&

a) A? b) AxB -B-2A d)A-B
p-111,113, 115, 129, 136, S . . .
138. 139 2. Simplifier au maximum les expressions suivantes.
' a)A+C b)% QB-C dc-1

Lienmini.fr/maths1-00

Bt A Corrigés
Les autres disciplines @)

p. 132,137 i
4 - Dérivation 111
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n Calculer un taux de variation .

La consommation énergétique (en GigaWatt) des Fran- 90+
cais pendant une journée de semaine, en fonction
des heures de la journée, peut étre modélisée par une
fonction fdont la courbe est représentée ci-contre.

80 +

1. Sur quelles périodes (ou intervalles) la consommation 70 4
est-elle croissante ?

2. Peut-on dire que sa croissance est « plus rapide » sur 60 4
un de ces deux intervalles ?

0
i
i
i
i
]
+
]
: :
i i
' Heures
EE .

6 18 20 22 24

3. Calculer I'accroissement moyen (ou taux de variation) 50 | —
de la consommation entre 4 h et 8 h, c’est-a-dire 0 2 4 6 81012141
f(19) - f(16)

M. Recommencer entre 16 h et 19 h, c’est-a-dire —————.
— 19-16

Que peut-on observer ? Cela confirme-t-il la réponse a la question précédente ?

4. Les points A, B, C et D sur la courbe ont été placés aux abscisses respectives 4;8; 16 ; 19. A quoi correspond
le coefficient directeur de la droite (AB) ? celui de la droite (CD) ?

5. Donner les intervalles sur lesquels la fonction est décroissante.

6. Calculer le taux de variation sur chacun de ces intervalles. Que peut-on constater ?

> 78 @ p. 116

30
o min §
Calculer un accroissement moyen, ¥

une vitesse moyenne

Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 2] par f(x) = 32x> - 90x% + 100x.
Traiter au choix la partie A ou la partie B en fonction de I'approche qui vous convient (économique ou phy-
sique), puis traiter la partie C.

A » Approche économique
Une entreprise a pu modéliser le co(t énergétique (en euros)
d'une imprimante 3D en fonction du temps d’utilisation (en
heures) sur une période de deux heures, par la fonction f.

1. Quel est le cott énergétique pour 2 heures d'utilisation ?

2. Calculer I'accroissement moyen du colt pendant les deux
f(2) - £(0)
2-0
3. Calculer I'accroissement moyen pour chaque demi-heure.
Recopier et compléter le tableau.

heures d'utilisation, c’est-a dire

[0;05]1 [0,5;1] [1;1,5] [1,5;2]

Accroissement moyen du colt

Peut-on affirmer que I'accroissement moyen du colt énergétique n'a jamais dépassé les 90 €/h ?

o 0o o/




(C o e ~
4. On souhaite maintenant calculer I'accroissement moyen du co(t énergétique pour des durées h trés
courtes, au bout d’'une demi-heure d’utilisation de la machine, lorsqu'elle a fonctionné entre 0,5 heure et

f(0,5+ h) - f(0,5)

0,5 + h heure, c'est-a-dire

Calculer cet accroissement moyen lorsque h = 0,01, puis lorsque h = 0,001. Vers quelle valeur semble tendre
I'accroissement moyen lorsque h tend vers 0 ?

B » Approche physique
Un automobiliste a pu modéliser la distance parcourue (en kilomeétres) en fonction du temps écoulé (en heures)
d'un trajet de deux heures, par la fonction f.

1. Quelle est la distance parcourue au bout des deux heures ?
2. Calculer sa vitesse moyenne.

3. Calculer la vitesse moyenne pour chaque demi-heure. Recopier et compléter le tableau.

[0;05] | [0,5;1] | [1;1,5] | [1,5;2]

Vitesse moyenne

Peut-on affirmer que I'automobiliste n'a jamais dépassé les 90 km/h ?

4, l'automobiliste a démarré son trajet a 10 h. On cherche a savoir a quelle vitesse roulait la voiture a 10 h 30
(c'est-a-dire une demi-heure apres son départ). Pour cela, on va calculer la vitesse moyenne de la voiture
entre l'instant 0,5 (correspondant a 10 h 30) et I'instant 0,5 + h (ol h est un petit nombre positif), c’'est-a-dire
f(0,5+ h) - f(0,5)

p .

Calculer cette vitesse moyenne lorsque h = 0,01, puis lorsque h = 0,001. Vers quelle valeur semble tendre la
vitesse moyenne lorsque h tend vers 0 ?
fep _ae . TICE
C » Vérification graphique
On souhaite confirmer les résultats a I'aide de GeoGebra.

1. Saisir f(x)=Fonction [32xA3-90xA2+100x,0,2].

2, Ajuster les unités sur chaque axe : clic droit sur le graphique, puis « axe X : axeY » et sélectionner « 1:100 ».

3. Pour vérifier la réponse a la question 2. de la premiére partie, placer deux points A et B aux extrémités de la
courbe et lire le coefficient directeur de la droite (AB) a I'aide de l'outil « pente ». /Lf

4. Pour vérifier le résultat de la question 4. (Partie A ou B):
a) Construire le point M (0,5 ; f(0,5)).
b) Créer un curseur h variant de -0,1 a 0,1 avec un incrément de 0,001.
c) Construire le point N (0,5 + h ; f(0,5 + h)).
d) Tracer la droite (MN) et afficher son coefficient directeur.

e) En faisant varier le curseur, rapprocher le plus possible le point N du point M sans qu'ils ne soient confondus.
Vérifier que le résultat correspond a celui trouvé dans la partie précédente.

Cette « ultime droite » obtenue lorsque les deux points sont (presque) confondus s'appelle la tangente a la
courbe

B3 Cours [1 %3
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204
B Découvrir la dérivée de la fonction carré f: x — ¥?

min ﬁ

Fichiers TICE

A » Courbe représentative de f et tangente en A
e Lienmini.fr/maths1-38

Télécharger le fichier GeoGebra « Fonction carrée et tangente en A ».

B » Courbe représentative de la fonction dérivée de f

1. Ouvrir simultanément une autre fenétre graphique en allant dans le déroulé du menu, puis choisir
Affichage, et Graphique 2.

2. a) Créer sur ce deuxiéme graphique le point A” de méme abscisse que A et d'ordonnée le coefficient
directeur de la tangente en A : saisir A’=(a,m).
© Remarque s'il apparait sur les deux graphiques, l'effacer du premier graphique.
b) Justifier que le point A” a pour coordonnées (a ; f'(a)).
3. Afficher la trace de A’ (clic droit sur le point A’).

Al'aide du pointeur & L faire varier le curseur ade —5 a 5.
Que peut-on constater ?

4. Pour plus de précision, changer l'incrémentation du curseur a 0,01, et réduire la taille du point A’ (clic droit
sur le point A’, puis propriétés, puis style).
Refaire varier le curseur apres avoir effacé la trace précédente (utiliser les fleches du clavier).
5. 0n note f’ la fonction définie sur R par f": x— f’(x) et €, sa représentation graphique.
a) Justifier que 6, correspond a la trace du point A obtenue a la question 3.
b) En déduire une conjecture sur la nature de cette fonction f” et son expression algébrique en fonction de x.

) Démontrer cette conjecture. - @p.119 )
TICE L/
15%
Dériver une somme de fonctions
Il[d.eriver {(x~3+%42)

Soit f la fonction définie sur R par fix) = x> + x2. 5 i)
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = x + 4. 3% +2%« M
Soit h la fonction définie sur 10 ; +o°[ par h(x) = Jx - x. Plderiver (x+4)

1. Avec le logiciel Xcas on a obtenu (ci-contre ) les dérivées des fonctions f, 1 M
g et h. En observant ces résultats, quelle conjecture peut-on faire sur la Blderiver (sqrt (x)-x)
dérivée d’'une somme ou d'une différence de deux fonctions ? 1 1 |
Ecrire : « Si f(x) = u(x) + v(x), alors f’(x) = ... .» T (\/;)‘.2 »

2. On cherche a démontrer la conjecture précédente.
Soit u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I.
Soit fla fonction définie sur | par fix) = (U + v)(x) = u(x) + v(x).
Soit a un nombre réel de | et h un nombre réel tel que a + h appartienne a l.
a) Déterminer w et montrer, en réorganisant les termes, que

fla+h)-f(a) ula+h)-u(a) N v(a+ h)-v(a)
h - h h '
L b) Lorsque h tend vers 0 que devient cette égalité ? Conclure. o ©p.120 J
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v,

= 15

B Dériver un produit de fonctions

Soit fla fonction définie sur R par fix) = (x + 1)x%, g la fonction définie sur 10 ; + o[ par g(x) = (x — 1)\/; ethla

fonction définie sur R* par g(x) = (x + 9)1.
X

1. La fonction f est de la forme f(x) = u(x) X v(x) avec u(x) = x + 1 et v(x) = x%
a) Quelle conjecture serait-on tenté de faire sur la forme de f’(x) ?
b) Déterminer la forme développée de f(x).
c) En déduire f'(x).
d) Calculer u’(x) X V/(x). Que peut-on dire de la conjecture émise a la question a) ?

2. Avec le logiciel Xcas on a obtenu ci-contre les dérivées des fonctions f, g flderiver ( (x+1) *x"2)
eth. 42 %8t 1)
En observant ces résultats, quelle conjecture peut-on faire sur la dérivée Plderiver ((x-1) *sqzt (x))
d'un produit de deux fonctions ?

, Va+ x-1
(Ecrire : « Si f(x) = u(x) X v(x), alors f'(x) = c.c.» R .
Blderiver ( (x+9) * (1/x))

= E

3. On cherche a démontrer la conjecture précédente.
Soit (U,) une suite Soit u et v deux fonctions définies et dérivables sur un
intervalle . Soit fla fonction définie sur | par f(x) = (uv)(x) = u(x) X v(x) Soit a
un nombre réel de | et h un nombre réel tel que a + h appartienne a l.

f(a+h)-f(a)
h

X

e

a) Déterminer et montrer, en ajoutant au numérateur u(a + h)v(a) — u(a + h)v(a), que

fla+h)-f(a) ula+h)-ula v(a+h)-v(a
(@+h-fla)_ua+h-ua . viath-via ..
h h h
b) Lorsque h tend vers 0 que devient cette égalité ? Conclure. g ©p.120 )
|/
10‘
- o o [ ] o min ﬂ
n Découvrir la composition de fonctions
Voici deux programmes de calcul.
: Programme A Programme B H
i Multiplier par 3. i Prendre la racine carrée.
i Ajouter 6. i : ;
1. Effectuer le programme A avec le nombre 1. Donner le résultat obtenu. Puis, avec ce résultat, effectuer le
programme B. Quel est le résultat final ?
2. Faire de méme avec le nombre 10. Puis recommencer avec le nombre —1.
3. Vérifier qu’avec le nombre —5 le calcul est impossible. Pourquoi ?
4. Quelle condition doit vérifier le nombre choisi au départ pour que I'on puisse enchainer les deux
programmes ?
5. Le programme B correspond a la fonction racine carrée, notée : x — \/;
A quelle fonction le programme A correspond-il ? On la notera g.
6. A quelle fonction numérique correspond I'enchainement des deux programmes A suivi de B ? On la notera h.
On dit alors que h est la fonction composée de g suivie de f.
([T O p. 123
\_ . J
4 - Dérivation
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Soit fune fonction définie sur un intervalle | et 6, sa courbe représentative dans un repére (O;1,)). a et
b désignent des réels de l'intervalle |. A et B sont des points de la courbe €, d"abscisses x, = a et x, = b.

o Nombre déerivé. Tangente

(@) Taux de variation d’une fonction

Y
Taux de variation T
6
On appelle taux de variation de fentre a et b le quotient : 51 8
f(b) -f(a) 4+
b-a
Af
On le note parfois —(a; b).
parfoi Ax( ) 54
TN
' A X
-2/-11 i 2/3 R

(© Remarque Le taux de variation de f entre g et b correspond au coefficient directeur m de la droite (AB)

sécante a la courbe 6,en A et B, C’est-a-dire m = M.
Xg = Xp

®-Exemple

- . s F(7)-f(4)
Le taux de variation de la fonction f: x+> x> - 3x+ 2 entre 4 et 7 est égal a .
Orfi7)=72-3x7+2=30etf(4) =42 ~3x4+2=6. 7-4

Af 30-6 24
Donc le taux de variation de fentre 4 et 7 est A_(4 ;7)) =—= 3 =8.
X

7-4
On peut dire aussi que le coefficient directeur de la droite (AB), sécante a la courbe représentative de fen
A(4;6) et B(7;30) est égal a 8.

(b) Nombre dérivé d’une fonction en un réel
Nombre dérivé

Soit h un réel non nul tel que a + h appartienne a l'intervalle I.

On dit que f est dérivable en a si et seulement si le taux de variation de fentre a et a + h tend vers un
unique nombre réel lorsque h tend vers 0. Ce nombre réel est appelé nombre dérivé de fen a et se note
f'(a).

On écrit: f’(a)= lim flath)={a)
h—0

h

© Remarques
* L'expression « tend vers un nombre » signifie « se rapproche de plus en plus de ce nombre ».
® On peut dire aussi que f est dérivable en a si et seulement si le taux de variation entre a et x tend vers un

unique nombre réel f(a) lorsque x tend vers a: f'(a) = lim M.
X—a X -a
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®-Exemples

(@) Considérons la fonction f: x> x?en a = 3.
Soit h un réel non nul. On sait que le taux de variation de fentre 3et 3 + hest égal a:

£(3‘3+h)_f(3+h)—f(3)_ (3+h)?-32 9+6h+h>-9 6h+h? h(6+h)
Ax ' B h B h - h ~ h h

=6+ h(pour h0)

Si htend vers 0 alors 6 + h tend vers 6. Ainsi le taux de variation de fentre 3 et 3 + h tend vers un unique
nombre : 6. Donc cela signifie que la fonction fest dérivable en 3 et son nombre dérivé en 3 est égal a 6. On
note f’(3) =6.

@ Considérons la fonction fdéfinie sur [0; +o[ par f : x +— \/;

Soit h un réel strictement positif. Le taux de variation de fentre 0 et 0 + h est égal a:

Af fO+h)-f0) _vh-~o _~h _Jhxsh b1

—(0; h)= = = X Y - - .

Ax h h h  hxvh hth h

Pour faire « tendre h vers 0 », on choisit différentes valeurs de h, de plus en plus proches de 0 et on note les
résultats dans le tableau ci-dessous.

h 1 0,01 0,0001 | 0,000001 108 10712
i

Jh

H(0;h)= 1 10 100 1000 10* 10°
Ax

On remarque que, lorsque h se rapproche de 0, le taux de variation i—f(o ; h) est de plus en plus grand et
X

ne se rapproche donc pas d'une valeur réelle fixe ; il n'y a donc pas de nombre dérivé en 0. On dit alors que
la fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0.

g Exercice résolu i 1 JRRT.

© Remarque La définition du nombre dérivé peut s'interpréter de la facon suivante :

Sion nomme M le point de la courbe 6, d'abscisse x,, = a + h alors, lorsqu’on rapproche le point M du point A
sur la courbe 6 jusqu’a ce qu'ils soient « presque » confondus, la « sécante ultime » (AM) (figure 4 ci-dessous)
a pour coefficient directeur f'(a).

Figure 1 Figure 2

Figure 3 Figure 4

4 « Dérivation
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() Tangente
Tangente

La droite passant par le point A et ayant pour coefficient directeur f'(a) s'appelle
la tangente a la courbe 6. en A (ou au point d'abscisse a).

-

La courbe représentative de la fonction f: x— x? est une parabole qu'on nommera %. Si on place sur
cette courbe P le point A d'abscisse 3, alors la droite passant par A et qui a pour coefficient directeur 6
(car d'aprés I'exemple précédent f'(3) = 6) est la tangente a % en A.

®-Exemple

Equation de la tangente

La tangente a la courbe é.en A a pour équation réduite y = f’ (a) (x - a) + f(a).

Démonstration @©

D'apreés les définitions précédentes, la tangente a ‘6, en A admet f’(a) pour coefficient directeur, elle a
donc une équation de la forme y = mx + p, ou m et p sont des réels tels que m = f’(a).

Le point A est un point de la courbe 6, ses coordonnées sont donc x, = a et y, = fla). C'est aussi un point
de la tangente, donc ses coordonnées vérifient I'‘équation réduite.

Ainsi y, = mx, + p, c'est-a-dire fla) = ma + p. Donc p = fla) - ma = f(a) - f'(a)a.
On en déduit que I'équation réduite peut sécrire y = f’(a)x + fla) - f'(a)a.
Le premier et le dernier terme ont un facteur commun f’(a), on obtient donc y = f'(a)(x - a) + f(a).

- O et ©p.124-125

© Remarque Sachant qu'au «voisinage de a » la courbe 6, et sa tangente en a sont presque confondues, on
dit que y = f'(a)(x - a) + f(a) est une approximation affine de fau voisinage de a. On a alors, pour tout réel x
trés proche du réel g, f(x) = f’(a)(x - a) + f(a).

On peut aussi écrire, si on pose x = a + h avec h proche de 0, fla + h) = f’(a) x h + f(a).

e Fonction déerivee

(@) Fonction dérivée sur un intervalle |
Fonction dérivée

On dit qu’une fonction est dérivable sur lI'intervalle | si elle est dérivable en tout réel a de I.

Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle I. On appelle fonction dérivée de la fonction f, et on la
note f’, la fonction qui a tout réel x de | associe le réel f'(x).

®-Exemple

Soit la fonction f: x> x2 définie sur R. Soit a un réel et h un réel non nul. Le taux de variation de fentre g et
a+hestégala:

f(a+ h)-f(a) _ (a+h)? -a? _ a?+2ah+h? - a? _ 2ah+h? _ h(2a+ h) _ 24+ h (pour h=0).

h h h h h
Quel que soit le réel g, si h tend vers 0 alors le taux de variation entre a et a + h tend vers un unique
nombre : 2a . Donc cela signifie que, quel que soit le réel g, la fonction f est dérivable en a et son nombre
dérivé en g, f'(a), est égal a 2a. On peut donc dire que la fonction f: x— x? est dérivable sur R et sa fonction

dérivée f” est la fonction qui a tout réel x associe f'(x) = 2x.
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(b) Fonctions dérivées des fonctions de référence

Dérivées des fonctions de référence
(@ Soit c un réel. La fonction constante définie sur R par f: x> c est dérivable sur R, et on a, pour tout
réel x, f'(x) = 0.

(2) Soit m un réel. La fonction « identité » définie sur R par f: x+> x est dérivable sur R, et on a, pour
tout réel x, f'(x) = 1.

@ La fonction carrée définie sur R par f: x+—> x? est dérivable sur R, et on a, pour tout réel x, f'(x) = 2x.

- 1 o a
(®) La fonction inverse définie sur R* par f : x —> — est dérivable sur R*, et on a, pour tout réel x,
, 1 x
f'(x)= ey
x

@ La fonction racine carrée définie sur [0 ; +o°[ par f : x — \/; est dérivable sur ]0 ; + [, et on a, pour

, . o 1
tout réel x strictement positif, f'(x) = ——.
2Jx

@ Pour tout entier relatif n, la fonction définie sur R (R* si n est négatif) par f: x+— x" est dérivable sur
R (R* si n est négatif), et on a, pour tout réel x (non nul si n est négatif), f'(x) = nx™".

®-Exemple

Soit la fonction x+— x2. Elle est de la forme f: x+— x” avec n = 3, donc elle est dérivable sur R et on a
f'(x)=3x>"=3x%

Démonstration @©

@

1
Soit la fonction f : x — — définie sur R*. Soit a et h deux réels non nuls tels que a + h soit non nul.

X
On sait que le taux de variation de fentre aeta + h est égal a:

1 _l a B a+h a-(a+h) -h
fla+h)-f(a) _a+h a (a+ha ala+h) (a+hja a*+ha_ -h Ao T
h h h h h a’+ha h a*+ha

(pour h #0).

Quel que soit le réel non nul g, si h tend vers 0, alors le taux de variation entre a et a + h tend vers un unique
nombre fini: -—-Donc cela signifie que la fonction f est dérivable en a et son nombre dérivé en a est égal a -—
a a

o ) 1
Ainsi on a, pour tout réel x non nul, f'(x) = -—
X

© Remarque La fonction racine carrée n'est pas dérivable en 0.

J

Tangente
verticale X
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0 Opérations et déerivation

(@) Dérivee d’'une somme de fonctions

Dérivée d’'une somme

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle | alors la fonction « somme »
U+ v:x— u(x) + v(x) est dérivable sur I. Et on a, pour tout réel xde |, (u + v)’(x) = u’(x) + v/(x). On peut
aussi noter (u+v) =u’+V.

®-Exemple

Soit g la fonction définie sur R* par g(x) = x3 + l
x

1
g est de laforme u + v avec u : x+— x3(dérivable sur R, donc aussi sur R*) et v : x — — (dérivable sur R*).
Donc g est dérivable sur R* etona g’ = uv'(x) + V'(x). X 1
Or, d'apres les théorémes de dérivation des fonctions de référence, u'(x) = 3x% et v/(x) = - Donc, pour

. 1
tout réel x non nul,onag’(x)=3x2 - —
X

(b) Dérivée d’un produit de fonctions

Dérivée d’un produit

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle |, alors la fonction « produit »
uv: x— u(x) X v(x) est dérivable sur I. Et on a, pour tout réel x de |, (uv)’(x) = u’(x) X v(x) + V/(x) X u(x).
On note aussi (uv)’ =u'v+vu.

Démonstration @Q

Soit a un réel de | et h un réel non nul tel que a + h appartient a l.
Etudions le taux de variation de la fonction (uv) entreaeta+h:

(uv)(a+ h) - (uv)(a) _ u(a + h)v(a + h) — u(a)v(a)
h h
_ u(a+ h)v(a + h)-u(a)v(a) + u(a + h)v(a) - u(a + h)v(a)
h
(u(a + h) —u(a))v(a) + u(a + h)(v(a + h) - v(a))
h

_ u(a + hh) -u(a) V@) + v(a+h)-v(a)

u(a+h)

’

u(a + h)-u(a)
h
De plus, on admet que la fonction u étant dérivable sur | alors Limou(a +h)=u(a);

via+h)-v(a) B

Or u et vsont dérivables en g, lim =u’(a) et lim
h—0 h—0

autrement dit, on admet que si a + h se rapproche de g alors u(a + h) se rapproche de u(a).

Donc Lim (uvla+h) - (uia) u’(a)v(a) + v’(a)u(a). Cela signifie que la fonction (uv) est dérivable en

—0 h
a et que, pour tout réel x de I, (uv)’(x) = u’(x) X v(x) + V'(x) X u(x).
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Cours
®-Exemple
Soit fla fonction définie sur [0; +oo[ par f : x —> x\/_
fest de laforme uv avec u(x) = xet v(x \/_ Or v est la fonction racine carrée dérivable sur | =10 ;+oo[ et

u est la fonction « identité » derlvable sur R (donc en particulier eIIe est dérivable sur1=10; +[). Ainsi fest

dérivable sur |. De plus, pour tout réel xde | : u’(x) = 1 et v/(
2\/_
1
Dong, pour tout réel xdel,onaf’(x)=1xx + —= X x
2x

clest-a-dire f’(x) = \/; +

X

W el
X X X X X

D’autre part, on sait que —— =x ( (pour x> 0).
NP v i

Jx o3
x (x)-?/Z.

Onadonc f’(x)= \/_

© Remarques

(1) Si u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle | et si k est une constante réelle alors la fonction
ku : x— k x u(x) est dérivable sur I. Et on a, pour tout réel x de |, (ku)’(x) = k X u’(x). On note (ku) =k x u'.

@ Conséquence des théorémes précédents (somme et produit) : toutes les fonctions polyndmes sont dé-
rivables sur R. Et en particulier la fonction affine définie sur R par f: x+— mx + p est dérivable sur R, et on a,
pour tout réel x, f'(x) =m

f(x)=x six=0
f(x)=-x six<0

Ainsi, on peut dire que la fonction f: x — |x| est dérivable sur ]0 ; +[ et, pour tout réel x de cet intervalle
f’(x) = 1 et fest dérivable sur ]-0; [ et, pour tout réel x de cet intervalle f'(x) = -

(3) La fonction valeur absolue f: x— |x| peut étre définie de la facon suivante :

En revanche, la fonction valeur absolue f n'est pas dérivable en 0 (voir exercice [/3).

J

~

)}

wv

IS

w

N

-

-

@-Exemple
Soit la fonction f: x> 5x° définie sur R. fest de la forme ku : x— k x u(x) avec k=5 et u(x) =x°. Or u est la
fonction cube dérivable sur R, donc fest dérivable sur R. De plus, pour tout réel x, u’(x) = 3x2 donc, pour
tout réel x, f'(x) = 5x 3x%> = 15x2.

Ainsi on peut dire que la fonction f: x> 5x° a pour fonction dérivée la fonction f”: x— 15x2.

4 « Dérivation




122

() Dérivée d’'un quotient de fonctions

G Dérivée de l'inverse d'une fonction

Si v est une fonction dérivable sur un intervalle | et si, pour tout x de |, v(x) # 0, alors la fonction

1 1 1 (
—1x— ﬁ est dérivable sur . On a, pour tout réel xde |, (—) (x)=- vi(x)
v(x

v v v3(x)
On note u -_v.
v v2
@-Exemple

Soit fla fonction définie sur R par f : x — .
x2+7

1 . .. ) .
fest de la forme —avec v(x) = x2 + 7. Or v est une fonction dérivable sur R et, pour tout réel x, v(x) # 0. Ainsi
v
fest dérivable sur R. De plus, pour tout réel x, v/(x) = 2x.
v'(x) 2x

Dong, pour tout réel x, ona f'(x)= - ="
P vZ(x) (x2 +7)2

Dérivée d’un quotient

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle | et si, pour tout x de |, v(x) # 0,

. . u ulx - .
alors la fonction « quotient» — : x —> % est dérivable sur I. Et on a, pour tout réel xde |,
v vix

(ﬂ) (x)= u’(x) x v(x)z— v’(x) X u(x) onnote (g) _ M
’ A5 v 2

@-Exemple
Soit fla fonction définie surl=1-4; +[ par f : x —

-7x+5
+4

fest de la forme Y avec u(x) =-7x+5 et v(x) = x+ 4. Or u et v sont des fonctions affines dérivables sur R
%

(donc en particulier sur l'intervalle I). D'autre part v(x) = 0 si et seulement si x = -4, donc pour tout réel x
de |, v(x) # 0 Ainsi f est dérivable sur I. De plus, pour tout réel xdel: u'(x) =-7etv'(x) = 1.
Donc, pour tout réel xdel,ona:

u(x)xvix)-v(x)xu(x) -7(x+4)-1-7x+5) -7x-28+7x-5  -33

f’(x) = = = = .
v2(x) (x+4)? (x+4)? (x+4)?
_7 5 —
Conclusion : la fonction dérivée de f : x — X+ est lafonction f": x — 33 .
x+4 (x + 4)?

© Remarque Certaines fonctions sont de la forme = mais il est souvent préférable de les écrire sous une
v

. N . P 2 u
autre forme plus simple a dériver. Par exemple, la fonction f définie sur R* par f : x —> —est de la forme —avec
x V
u(x) = 2 et v(x) = x, mais comme on peut écrire f(x) = 2 X —, il est plus facile de la dériver avec la formule ku avec
X

k=2etu(x)= l;on obtient donc f’(x) =2 x (_lzj = —%.
X X X

g Exercice résolu [ 4 JFS3



G Composition de fonctions et derivation

Composition de fonctions

Soit fune fonction définie sur un intervalle J et g une fonction définie sur un intervalle | tel que, pour
tout réel x de |, g(x) appartient a J. La fonction composée de g suivie de f est la fonction h définie sur |
par h(x) = fg(x)).

g f
X ——g(x)=X+—— f(X)

x h f(g(x))

®-Exemple c
Soit fla fonction définie sur J=[0; + o[ par f(x) = \/; et g la fonction définie sur| = [5 ; +00[

par g(x) = 2x - 5. Alors la fonction h, composée de fsuivie de g, est définie sur | car

5
xEle x;E & 2x=562x-5=0< g(x)=0 < g(x) € J.Eton a, pour tout réel xde |,

h(x)=f(g(x))=f(2x -5)=/2x - 5.

Dérivée d’une fonction composée

Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle J et g une fonction affine définie sur un
intervalle | par g(x) = ax+ b ou a et b sont des réels tels que, pour tout réel x de l'intervalle |, g(x)
appartient a l'intervalle J. Alors la fonction h composée de g suivie de f est dérivable sur |, et on a pour
tout réel xde |, h’(x) = ax f'(ax+ b).

®-Exemple
Etudions la dérivabilité de la fonction h de I'exemple précédent.

h est définie sur E ; +oo[ parh(x)=,/2x-5.0rf:x+— \/; est la fonction racine carrée dérivable sur

10; +oo[ et, pour tout réel x de }% ; +00[, ona2x-5> 0 cest-a-dire g(x) > 0, donc g(x) € 10; +[. Ainsi la

5
fonction h composée de g suivie de f est dérivable sur }5 ;+oo [

, , 1 o § 5
D’autre part, pour tout réel xde 10 ; +<°[, f’(x) = T ; ainsi on a, pour tout réel x € }E ; +oo[,
24 x

1 1
22x-5 J2x-5

h'(x)=2f"(2x-5)= 2x

g O p.127
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Determiner un nombre deérive > 8 @ p. 116

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Soit la fonction f: x — (4 - x)? définie sur R. Montrer que f est dérivable en 1 et déterminer f'(1).

SOIUtIon ®ececsccccce conseiIS&MéthOdes (AR RN R R RN RENS

On détermine d’abord le taux de variation de fentre 1 et 1 + 4,

Cest-a-dire M . ﬂ
h

Calculer le taux de variation entre Tet 1 + h
permet de répondre aux deux questions
posées.

Il est souvent préférable de calculer au

Orfil)=(4-1)?%=3*=9
A ﬂ préalable f(a) et fla + h).

etfll+h)=(G-1+h)P=E-1-H*=B-h*=9-6h+}*
(1+/7)—f(1)_9—6b+/}2—9_b2—6h

b B ) )
=h—6 (pour h#0).

ﬂ Faire tendre h vers 0 signifie qu'il faut
essayer « mentalement » (ou sur la
calculatrice) plusieurs valeurs de h, de plus
en plus « petites ». Par exemple h = 0,01,
puis h =0,0001, puis h = 0,000001, etc. On
recommence avec h=-0,01, h=-0,0001, etc.

Donc f

_ h(h-06)
b
Si 4 tend vers 0 ﬂ alors # — 6 tend vers -6

Ainsi le taux de variation de fentre 1 et 1 +
tend vers un unique nombre fini : - 6.

h — 6 tend vers — 6 car, quelles que soient les
valeurs de h essayées, le résultat est toujours
tres proche de —6; et plus h est proche de 0,

Cela signifie que la fonction fest dérivable en 1 plus h— 6 est proche de 6.

© 00000000000000000000000000000000000000000000
©0000000000000000000000000000000000000000000 o

et son nombre dérivé en 1 est égal 3 -6. On note /(1) = —6. eescescesessessessessesessessessessessnssnsen s
n Soit la fonction g : x — (x + 2)? définie sur R. B Soit la fonction f : x — +/5x définie sur [0 ; + .
Montrer que g est dérivable en — 1 et déterminer g’(- 1). Montrer que la fonction f est dérivable en 4 et déterminer

-7 “(4).
n Soit la fonction h: x — définie sur]-o; 3[. F)
-x
Montrer que h est dérivable en 2 et déterminer h’(2). o EEEE EBENED p. 129

Q..I.J.ste.r.m.'.ne r 'équation reduite d'une tangente - @51

Soit une fonction f définie et dérivable sur R telle que f(2) =5 et f(2) = -
Soit €, sa courbe représentative. Déterminer I'équation réduite de la tangente a € au point d'abscisse 2.

SOIUﬁ°r| © eccccccce conseih;&IWéthOdes ecccccccce,

ﬂ Déterminer une équation réduite de
tangente signifie déterminer une équation
de droite de la forme y = mx+ p ou mest
le coefficient directeur et p I'ordonnée a
l'origine. Pour y parvenir on peut utiliser
la formule y = f’(a)(x - a) + f(a) aprés avoir
identifié¢ a:icia=2.

®e000000000000000000000000000000000000000000 0°

D’apres le cours, I'équation réduite de la tangente a 6,

au point d’abscisse 2 peut s'obtenir avec la formule
y=f@x-2)+£2). {

Ainsi, avec les données de I'énoncé, ona y = —1(x—2) + 5.

Ce qui donne y=—x+2 +5.

eecc0c0000000000000000,
e0c000000000000000 00

Etenfiny=-—x+7.

A vous de jouer ! |,

Soit une fonction g définie et dérivable sur R telle B Soit une fonction h définie et dérivable sur R telle

que g(4)=-1etg’(4)=2.Soit %%g sa courbe représentative. que h(-3) =7 et h’(-3) =-4. Soit 6, sa courbe représen-

Déterminer I'équation réduite de la tangente a ‘69 au tative. Déterminer I'équation réduite de la tangente a €,
oint d'abscisse 4. au point d'abscisse — 3.

b b B3 Exercice Juu PREY
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Q.D.é.tsr.minsr.9.@9.'.11999.'1!9!?!.9n.n.qmb.r.e.s!ér.iyé > T @ p. 118

Sur le graphique ci-contre, on donne la \ )
courbe représentative 6, d’'une fonction fsur \
l'intervalle [-4 ; 8]. La droite D, est tangente
a€,au point A d’abscisse - 2 et la droite D, est
tangente au point B d’abscisse 5.

Lire sur le graphique les valeurs de f(- 2), f(5), !

f'(-2) et f(5). A

~N

D

2

(o))

U
/

B

w

Solution

f(=2) est l'ordonnée du point A de la courbe ‘6, d’abscisse
-2, donc f-2) = 3.

Delamémefagon’Onobtientﬂs)=6. o9 000cceccccces Conseils & Méthodes eeccccccccscen,

J'(=2) est le coefficient directeur de la tangente 4 6, : ﬂ Pour Iir.e g_;raph.iquement \ y :
. S S . . " "le coefficient directeur 7 .
au point A d’abscisse -2, cest-a-dire le coefficient © d'une droite, il suffit de \ ; :
directeur 7 de la droite D, ; en observant : choisir deux points distincts D, i
le quadrillage on trouve 72 = —1. ﬂ ¢ MetAsurladroite, puis de s :
Donc f/(-2) = ~1. . diviser I’ecar't «vertical »entre -2 A 4
¢ cesdeux points (y, - 3, 3 :
17 (5) est le coefficient directeur de la tangente 2 6, * parlécart « horizontal » +2 - :
au point B d’abscisse 5, Cest-a-dire le coefficient ¢ (x,-x,). Attention au signe m= :é -1 X :
directeur de la droite D, ; cette droite est parallele ¢ durésultat, il doit étre négatif T Ji !
a l'axe des abscisses, son coefficient directeur ¢ pourunedroite décroissante. 5 5 hol > §
est donc égal 2 0. Q. ! :
Donc f7(5) = 0.

A vous de jouer ! .

ﬂ Sur le graphique suivant, on donne la courbe repré- Sur le graphique suivant, on donne la courbe repré-
sentative ‘69 d’une fonction g sur l'intervalle [-5; 8]. Les sentative 6, d’une fonction h sur l'intervalle [-5; 8]. Les
droites D,, D, et D, sont respectivement tangentes a ¢ droites D,, D, et D, sont respectivement tangentes a 6,
aux points A d'abscisse — 3, B d'abscisse 2, et C d'abscisse 6. aux points A d'abscisse —3, B d'abscisse 0 et C d'abscisse 4.
WY ol
— O
AT T b, D, A

2 5

2 B 4

DT J EZ N

| —=
M~

w
[o~]
(=]
w

5 43210 ‘\:\4 5 6 7/8)p ‘I L ¢ L —
S = x
2 -5 4 -3 -2 -1 10 2 34 5 6 7 8
4 N C Lire sur le graphique les valeurs de h(-3), h(0), h(4) et
h’(-3), h’'(0) et h'(4).
Lire sur le graphique les valeurs de g(-3), g(2), g(6) et S Exercices | p.129

g'(-3),9'(2),g'6).
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Déeterminer une fonction derivee (8 O p. 120

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Pour chacune des fonctions suivantes déterminer sur quel ensemble elle est dérivable puis déterminer
sa dérivée . 3
a) f: x— 9x* définie sur R b) h :x'—>zx—7 définie sur R

3
ci :x|—>\/;(3x—1) définiesur[0; +[ d) j:x|—>1x—définiesur R\{1}
-x

solution
a) fest de la forme ku ﬂ avec k=9 et u(x) = x* ﬂ Or u est une
fonction de la forme x” (avec 7 = 4) dérivable sur R. Donc fest
dérivable sur R.
De plus, pour tout réel x, on a #/(x) = 4 X x*! = 4x*Ainsi, pour tout
réel x, f7(x) = kX 1/ (x) = 9 X 423 = 36x°.
b) La fonction 4 est de la forme « + v ﬂ avec u(x) = %x etv(x) =—7.

3

Or u(x) est elle-méme de la forme % X U(x) avec k = I et

ﬂ Avant d'appliquer les théoremes de dérivée
des fonctions usuelles, il faut analyser la
forme générale de la fonction (ku; u+v;

1T u X . . R
uv;—;—), afin de déterminer le théoréme
v v

d'opérations sur les dérivées (somme,
produit, quotient...) qu'il va falloir utiliser.

ﬂ Pour trouver I'ensemble sur lequel la
fonction est dérivable il faut connaitre
I'ensemble de dérivabilité de la (ou des)
fonction(s) de référence u (et v) identifiées
précédemment dans la fonction et vérifier
les conditions d'application du théoréme
de dérivation utilisé.

©000000000000000000000000000000000000000000 o

D’autre part v est une fonction constante, elle est donc dérivable sur R, et /(x) = 0. Donc la fonction 4 est dérivable sur

R, et //(x) = 1/(x) + "(x) = % + 0. Soit 4(x) = %

U(x) = x; la fonction U est la fonction identité a, elle est donc

dérivable sur R,

et U'(x) =1, donc &/ (x) = £ X u'(x) = % X1= é

0® ©0000000000000000000000000000000000000
®e0000000000000000000000000000000000000 o

N

. , . 3 L
On peut aussi dire que / étant une fonction affine de de la forme 7x + p avec m = 7 alors elle est dérivable sur R et,

pour tout réel x, #'(x) = %

c) i est de la forme uv P¥ avec u(x) = \/x et v(x) = 3x— 1. 4 Or « est la fonction racine carrée dérivable sur I =10 ;
+%[ et v est une fonction affine dérivable sur R (donc en particulier elle est dérivable sur I = ]0 5 +9°[). Ainsi 7 est
dérivable sur I d’apres le théoréme de la dérivée d’un produit.

1
De plus, pour tout réel x de I, #"(x) = 5 \/— et ¥'(x) = 3. Donc, pour tout réel xde I, on a
X

P(6) = 1 () X 0(x) + /() X 1(x) = —— x (Bx — 1) + 3% = 2221 4 3.
X

2Wx 2Wx

On peut réduire cette derniére expression en mettant au méme dénominateur :

2
3% -1 3Jx x 20x  3x—1 6(x) 3x—-1 G6x 3x—1+6x 9x—1
= +

#(x) 2x W x o ox x e e 2dx

d) j est de la forme % avec u(x) = x> et v(x) = 1 — x. Pour tout réel x # 1, v(x) # 0.
v

Or, d’apres les théorémes de dérivation des fonctions usuelles, # est une fonction dérivable sur R (donc aussi sur R\{1}),
et v est une fonction affine dérivable sur R (donc aussi sur R\{1}). Ainsi, d’apreés le théoréme de la dérivée d’un quotient,

j est dérivable sur R\{1}.

D’autre part #/(x) = 35 et ¢/(x) = —1. Donc on a, pour tout réel x# 1,

w(x) X o(x) = v"(%) X u(x) 3x*(1-x) = (D) xx% 3x% —3x3 + ¥ 3w - 27
v2(x) ) (1- x)? o -x? (-w)p?

j(x) =
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A vous de jouer ! |,

n Déterminer sur quel ensemble est dérivable chacune
des fonctions suivantes, puis déterminer sa dérivée.

a) f: x> 5x% — 3x + 2 définie sur R

Exercices

m Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer sa

s . . 1
forme générale (somme u + v, produit uv, inverse —, quo-

v
tient g), puis en déduire sur quel ensemble elle est déri-
1 . v
b)g:x—100+ - définie sur R* vable et sa fonction dérivée f.

1 1
Q) h : x> xJx définie sur [0; +o[ f:x'—>5x2+y

. 12-5x ., . 2
d)j:x— définie sur _Z
)jiw 2 IR{\{ 9}

n Déterminer sur quel ensemble est dérivable chacune h:x— P
des fonctions suivantes, puis déterminer sa dérivée. ; x1
. x% -
. B e Afi iix—
a) f:xr— —1,2x* + 7x% — x définie sur R dx+7

b)g:x ﬁ§x5 —lx3 _n définie sur R
5 9 2

c) h:x— x3(11 - 6x) définie sur R

d) j:x >—22 définie sur R\
0% +9 10

g Exercices J 45 EY 53 LR EL

Déterminer la fonction dérivée
d'une fonction composée x — f[ax + b)

©000000000000000000000000000000000000000000000000000 eececcccce P

B3l Cours [ JFE

Soit k : x+— (5x + 8)3 une fonction définie sur R.
Déterminer I'ensemble de dérivabilité de k, puis déterminer sa fonction dérivée.

Solution IR Conseils & Méthodes NSNS

ﬂ Attention de ne pas confondre la
composition des fonctions affine et
cube (5x + 8)° avec le produit des
fonctions affine et cube (5x + 8)x°

5x + 8 est de la forme ax +b avec 2= 5 et b = 8. En posant X = 5x + 8
on obtient (5x + 8)* = X? ; donc la fonction £ est de la forme fax + 6)
avec f: X—= X°. ﬂﬂ

Or feest la fonction cube dérivable sur R et, pour tout réel X,

) =3X2.

Ainsi la fonction # est dérivable sur R et on a, pour tout réel x :

K(x) = ax fax+b)=5%f(5x+8) =5X3(5x + 8) = 15(5x + 8)7.

A vous de jouer ! |,

Soit g la fonction définie sur R par g : x+— (-9x+ 1)°.

ﬂ Repérer d'abord la fonction affine
ax+ b, puis, en posant X=ax + b,
identifier la fonction f: X — f(X).

®ecccccccccccccsccccsccccsccccsccccsce o

eccccccccc0ccccccscce
®eccccc000000000000000

Soit h la fonction définie sur [0 ; +o°[ par
Déterminer sur quel ensemble elle est dérivable puis hix3x-1
déterminer sa dérivée. Déterminer sur quel ensemble elle est dérivable puis

déterminer sa dérivée.

gl Exercice J 53 FREN
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d’application

Apprendre a apprendre P20 La courbe représentative d’'une fonction g admet

une tangente au point d'abscisse 2. Cette tangente a pour

m Ecrire « de mémoire », sans regarder les pages du équation yzix— 1.Quevautg’(2)?

cours, avec ses propres mots, la définition du nombre 4

dérivé. Faire de méme avec la définition de la tangente a Soit fune fonction définie et dérivable sur R. Sachant

une courbe. que f(0) =4 et que f'(0) = -7, déterminer I'équation réduite
de la tangente a la courbe représentative de f au point

m Sur le modéle du tableau suivant, faire un tableau de d’abscisse 0.

synthese sur les fonctions dérivées des fonctions de réfé-

rence. m Soit f: x — x2 Donner l'expression de f’(x) et en

déduire f'(-8).

fix) @ fdérivablesur: | f’(x) 1
2 R Ix m Soit f : x — —. Donner l'expression de f’(x) et en
déduire f'(2). X

m Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle.
Sur le modele du tableau suivant, faire un tableau de
synthése sur les opérations avec les fonctions dérivées :

m Soit f: x— \/; Donner l'expression de f’(x) et en
déduire f'(4).

Fonction fsous la forme Fonction dérivée f’

u+v u+v Taux de variation

.................................................

variation de la fonction fentre a et b.

. I8 Diaporama
Questlons - FIaSh 6 ﬁ Ressource professeur m f:x—>-5x+8;a=4etb=7
9.1 S 1
Le plan est muni d’un repeére (O; 1, J). m fix—>x*-3x;a=1 etb=—§
P . L. 1
1150 Déterminer le taux de variation entre 1 et 3 de la fix— o ;a=Tletb=3
X+

fonction f définie sur R par f: x — 3.

mf:xr—mz+1;a=2etb=2+\/§

Lafonction festrepré- o vy
sentée par la courbe rouge N 2N La courbe représen- \ y /
ci-contre. 4 tative d'une fonction f \ /
Quel est le taux de variation 2T . définie sur R passe par les \ /
defentre2et5? points A et B. Quel est le

0l 2 4 6 8 10 taux de variation de f

entre—Tet1?

|
IN)
L >

w N/‘-{ ST w
~
~

m Soit fune fonction définie sur R et h un nombre réel d
non nul.
On sait que fE+h)-f5) = lh +3.

h 2 B
Peut-on dire que la fonction f est dérivable en 5 ? Si oui,
déterminer f'(5).
EEN sur le graphique v/ EIN soit fla fonction définie sur R par f: x> 11x— 7 eth
ci-dessous la tangente en 61 un nombre réel non nul.
A(-2; 1) ala courbe repré- Z N Déterminer le taux de variation de fentre 3 et 3 + h.
sentative d'une fonction f /:
définie sur [-4 ; 9] passe ](‘ o EIN soit gla fonction définie sur R par g : x> 5x2 et hun
par le point B(1; 6). /_2 o 3 4 ¢ 4 nombre réel non nul.
Déterminer f'(-2). =2 1. Calculer g(1).

2. Exprimer g(1 + h) en fonction de h.

3. Exprimer en fonction de h le taux de variation de g entre
1 et 1+ h et simplifier I'expression au maximum.
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Exercices

m Soit f la fonction définie sur R par f: x— x2 + 8x - 2
et h un nombre réel non nul.

1. Calculer f(-2).

2. Exprimer f(- 2 + h) en fonction de h.

3. Exprimer en fonction de h le taux de variation de fentre
-2 et -2+ h et simplifier I'expression au maximum.

Nombre dérivé et définition

..................................................

m Soit h un nombre réel non nul. Le taux de variation entre
4 et 4 + h d'une fonction f définie sur R est 2 + h. f est-elle
dérivable en 4 ? Si oui, quel est son nombre dérivé en 4?

Soit fune fonction définie sur R et h un nombre réel

non nul.
On sait que w = %(4h +9).

Peut-on dire que la fonction f est dérivable en -7 ? Si oui,
déterminer f'(-7).

E Soit h un nombre réel non nul. Le taux de variation

entre 4 et 4 + h d'une fonction f définie sur R est —%. fest-

elle dérivable en 4 ? Si oui, quel est son nombre dérivé en 4 ?

m Soit g une fonction définie sur R et x un nombre réel

proche de 3 mais différent de 3. On sait que

g(x)-g(3)
x-3

=2x+3.

Peut-on dire que la fonction g est dérivable en 3 ? Si oui,
déterminer g’(3).

TICE
Soit fla fonction définie sur R par
flx) = 53 - 7x.

Avec le logiciel Xcas on a obtenu :

1|taux_accroissement (x~3-7x, 1, 1+h)

3
(A1) =T*(h+1)+6
h

-

2 simplifier (((h+1)~3-7* (h+1)+6)/h)

L

2
h +3%h-4 M

En déduire f'(3).

m Soit fla fonction définie sur R par f: x+— x>+ 1eth
un nombre réel non nul.

1. Exprimer en fonction de h le taux de variation de fentre
3et3+h.

2. En déduire que la fonction est dérivable en 3 et déter-
miner f'(3).

3. De la méme maniére, montrer que f est dérivable en 2
et déterminer f'(-2).

m Soit f la fonction définie sur R* par f : x — 3 et hun
nombre réel non nul. x

1. Exprimer en fonction de h le taux de variation de fentre
—-3et-3+h.

2. En déduire que la fonction est dérivable en — 3 et déter-
miner f'(-3).

3. De la méme maniére, montrer que f est dérivable en 1
et déterminer f'(1).

m Soit fla fonction définie sur [0 ; + o[ par f : x — \/; -3
et h un nombre réel non nul.

1. Montrer, a l'aide de l'identité remarquable

(a - b)(a + b) = a* - b?, que le taux de variation de f entre

1
Jo+h +3
2. En déduire que la fonction est dérivable en 9 et déter-
miner f’(9).

9et9+ hestégala

Soit fla fonction définie sur R par f: x+— 2x% - 7.
1. Soit x un nombre différent de 1. Exprimer en fonction de
x le taux de variation de fentre 1 et x.

l‘ [Coupldelpouce]
On peut utiliser l'identité remarquable x*> - 1= (x-1)(x+ 1)
afin de simplifier I'expression.

2. En déduire f(1).
3. Avec la méme méthode, déterminer f'(-2).

.................................................

¥4 La courbe

d’'une fonction g 5--y

définie sur [-3; 5] N_

est représentée

ci-contre. La 4

tangente a cette e T ,

courbe au point A 2

d’abscisse 3 passe n

par le point de coor- || Lo X
données (-3 6). 2 o] 1 2 3 45 6
Que vaut g(3) ? Que T

vaut g’'(3) ?

Soit f une fonction ¥

dérivable sur R telle que 2"((
f'(2)=-1etf(0)=2.Soit ¢, 1--}(\4\

sa courbe représentative | PNy L X
dans le repere ci-contre. 1 2 4 5

Reproduire la courbe € (en
plagant quelques points
importants et en respectant
I'allure) et tracer la tangente
a6,au point d'abscisse 2 et
la tangente a €, au point
d’abscisse 0.
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Exercices

................................................

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (2x? - 5x + 4)'°.
On admet que g est dérivable en 1, et que g’(1) = -10.
Déterminer I'équation réduite de la tangente a la courbe
représentative de g au point d'abscisse 1.

. pd . ~

Fonctions dérivées
m Pour chacune des fonctions suivantes, dire sur quel
ensemble elle est dérivable, puis déterminer l'expression
de sa fonction dérivée.
fix— x* g:x—x'"7
iix—>x73 jix—=—

X
Chacune des fonctions suivantes est de la forme d'une
somme de deux fonctions u + v. Dans chaque cas, identifier
les fonctions u et v, et donner leurs ensembles de dériva-
bilité. En déduire sur quel ensemble la fonction « somme »
est dérivable, puis déterminer I'expression de sa fonction
dérivée.
h:x—x*+x?

1 1
fix——+x gix—>-5+—
x

X

Chacune des fonctions suivantes est de la forme d’un
produit d'une fonction u par un réel k. Dans chaque cas,
donner le réel k et la fonction u. En déduire sur quel
ensemble la fonction ku est dérivable, puis déterminer
I'expression de sa fonction dérivée.

1
fix—-x g:x'—>§x2 h:xn—>§x

k:xﬁ—gx/;

m Déterminer l'expression de la fonction dérivée de
chacune des fonctions suivantes. 7
fix—>-2x?+3x-5 g :x|—>2x4+§x3

i:x—4x7! jix—7x3

Chacune des fonctions suivantes est de la forme d'un
produit de deux fonctions u x v. Dans chaque cas, identifier
les fonctions u et v, et donner leurs ensembles de dérivabilité.
En déduire sur quel ensemble la fonction « produit » est
dérivable, puis déterminer I'expression de sa fonction dérivée.

f:xn—>l(9—6x) gix—x2x x5+ 002 -4)

X

Calculs et automatismes

Soitf:x'—>3x2etg:x'—>l.

Calculer mentalement. X
a) f(1 + h) = f(1) b) f'(_4)
h

c) g4 -g(3). d)g'(-2)

d’application

m Soit f la fonction définie sur | = 1-4 ; +oo[ par

fix— .
2x+8

1.fest delaforme l.

v
Donner I'expression de la fonction v et résoudre I'équation
v(x)=0surl.
2. En utilisant le théoreme de la dérivée de l'inverse d'une
fonction, démontrer que la fonction f est dérivable sur | et
donner l'expression de sa dérivée f’.

m Soit f la fonction définie sur | = 1-1 ; +oo[ par

1-2x
fix— .
3x+3

1. festde la forme ﬂ.
v

Donner I'expression des fonctions u et v et résoudre I'équa-
tion v(x) =0 sur l.

2. En utilisant le théoreme de la dérivée d'un quotient, dé-
montrer que la fonction f est dérivable sur | et déterminer
I'expression de u’(x) et celle de V/(x).

3. En déduire I'expression de la dérivée f'.

E Soit h la fonction définie sur | = ]—o ; 4[ par
h:x— . -3x+12.

1. h est une fonction composée de deux fonctions g et f
dans cet ordre.

Donner l'expression des fonctions g et f.

2. En utilisant le théoreme de la dérivée d’'une fonction
composée, démontrer que la fonction h est dérivable sur I.
3. Déterminer l'expression de f'(X) pour tout réel strictement
positif X et celle de g’(x) pour tout réel x de I.

4. En déduire I'expression de la dérivée h’.

m Pour chacune des fonctions suivantes, indiquer sa forme
générale (somme u + v, produit uv, inverse l, quotient u ),
puis en déduire sur quel ensemble elle estvdérivable e‘; sa
fonction dérivée .

fixwx°-3x

g:x—(8- 9x)\/;

h:x'_)3x—11
x+1

jix—

x%-7

E Soit h: x+— (2x - 5)°.
Calculer mentalement.

a) h(s) b) h(l]
2

c) h'(x) d) h’(1)



Exercices ( 4’entrainement

Taux de variation

..................................................

MORMAL FLOTT AUTO REEL RAD
APP SUR « POUR &TBY
v

8 I T

HP

m L'écran de la calculatrice
ci-contre affiche une partie du
tableau de valeurs d'une fonc-
tion f. Calculer le taux de
variation de fentre 6 et 10.

Soit g la fonction définie

surR*parg: x+— 2 et hun nombre réel non nul.
Démontrer que, po)er tout réel h#-2,
g+h)-g(2) 1

h 2+h

.(}
m Une usine fabrique des jouets. Le coGt de M

production en milliers d'euros de x centaines de jouets est
donné par f(x) =-0,1x% + 2x + 8 pour x € [0; 10].

1. Lentreprise fabrique quotidiennement 700 jouets. Elle
décide d'augmenter sa production et de passer a 800 jouets
par jour. Quel est I'accroissement moyen du co(t de pro-
duction d’une telle augmentation ?

2. Elle décide d'augmenter encore sa production en gardant
le méme accroissement moyen qu'a la question précédente.
Quelle sera alors sa production ?

m Soit fla fonction définie sur [0 ; + o[ par f : x — \/; -1
et a un nombre strictement positif.
1. Sachant que le taux de variation de fentre 0 et a est égal

a 2, déterminer a.
3

2. Tracer sur un méme graphique la courbe représentative

% de la fonction f et la droite D de coefficient directeur 2
passant par le point A(0; —1). 3

.................................................

G0l 1.c0 & prog Ml

1. Quaffiche I'algorithme ci-contre si on saisit la fonction
f:x— x?etlenombrea=37?

Saisir une fonction f

Saisir un nombre a :

Pour n variant de 0 a 5
h « 10™ :

f(a+th)—£f (a)

h

Afficher t

Fin Pour

t e«

2. A quoi correspondent les résultats précédents ?

3. Programmer cet algorithme sur une calculatrice ou un
ordinateur. Puis conjecturer le nombre dérivé en 2 de la
fonction définie sur [—4 ; 4] par f(x) = /20 — x2.

m Soit fla fonction définie sur R par f: x+— 2x? - 5 et 6
sa courbe représentative dans un repeére (O; 1, J).

1. En utilisant la définition du nombre dérivé, démontrer
que la fonction est dérivable en - 1 et déterminer f'(- 1).
2. Tracer sur un méme graphique la courbe € et sa tangente
au point d'abscisse - 1.

m Soit fla fonction définie sur]-1; + o[ par f : x — —ﬁ
et 6 sa courbe représentative dans un repere (O; 1, J).

1. En utilisant la définition du nombre dérivé, démontrer
que la fonction est dérivable en 0 et déterminer f(0).
2.Tracer sur un méme graphique la courbe € et sa tangente
au point d'abscisse 0.

TICE
m Utiliser GeoGebra pour répondre

aux questions suivantes portant sur la fonction
-9
2x2 - 4x+3

1. Saisir I'équation de la courbe représentative de f:
«y=-9/(2x%-4x+3)».

2. Placer un point sur la courbe.

3. Tracer la tangente a la courbe en ce point.

4. Afficher le coefficient directeur de la tangente.

5.En sélectionnant le point et en le placant a la bonne abs-
cisse, déterminer une valeur approchée de f'(-2) ; f'(-1) ;
f(0); f'(1) et f(2).

fix—

Soit g une fonction dérivable sur R. On a le tableau
de valeurs suivant.

x | -3/ -1, 0| 2 | 4|5
go) | 6 | 0 | 2 | 4 | 3 1
g) | -4 | 0o |15 0 | -1 ] -3

1. Dans un repere orthonormé placer les points de coor-
données (x; g(x)).

2. Construire en chacun de ces points les tangentes a la
courbe <€g représentative de la fonction g.

3. Représenter une allure possible de <€g.

m Soit €, la courbe représentative d'une fonction f défi-
nie sur R. T, est la tangente a ‘6, au point d'abscisse - 2.
On sait que fest dérivable sur R et que f'(4) = - 4.

1. Déterminer f’(- 2) et donner Iéquation de la tangente Ty
2. B est le point de la courbe d’abscisse 4. Déterminer
I'¢quation de la tangente a €, au point B.

4 - Dérivation
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Exercices

m On areprésenté la courbe ‘6 d'une fonction fen rouge
et la courbe 6" de sa fonction dérivée f” en bleue.
Déterminer une valeur approchée du coefficient directeur
de la tangente a 6 au point A d’abscisse 2.

La courbe représentative d’'une fonction fadmet une
tangente au point d’abscisse 1.

Cette tangente a pour équation y =-7x+9.

Que vaut f’(1) ? Que vaut f(1) ?

'

I3 on considere la fonction fdéfinie AN hdkibha

sur R par fix) = x* + 3x% + 5.

1. Calculer f’(x).

2. Donner les coefficients directeurs des tangentes a la
courbe de faux points d'abscisses —1;0 et 1.

3. Compléter le
programme PYTHON

. t fi il a=float (input("a = 2"))
ci -contre afin qu'i b=float (input ("b = 2"))
génére la liste des p=float (input ("p = 2"))
coefficients direc- X=...

teurs des tangentes =01
a la courbe de f aux "’hlli :<-é1:;£l:( ;
points dont I'abscisse x;xzp A

X varie entre a et b
avec un pas p.

Fonctiondérivée . .
m Chacune des fonctions suivantes est de la forme kx u
ou k est un réel et u une fonction usuelle. Déterminer pour
chacune delles le réel k et la fonction u, en déduire sur quel
ensemble elle est dérivable, puis calculer sa fonction déri-
vée.

2 W

frxr > g:x»—>i hixs

9 8 £

i:xHi I:xH—ﬂ j:xH—x
x2 3x

Déterminer pour chacune des fonctions suivantes sa
fonction dérivée sur R.

4 3
a)f(x)=3i—5i+2x—E
8 3 2
2 _
b)g(x):L’x'I
x-3
A hix)=2-—=
(x) 5

d’entrainement

Déterminer pour chacune des fonctions suivantes,
I'ensemble | sur lequel elle est dérivable, puis sa fonction
dérivée sur .

5 3 7x? . -5
= — —_— d e ———
a f(x) 2x+4 4 ) Jx) 3x2+2
b) g(x) = —(x -11) e k(x)= — 2%
5x x2-6x+5
5x2-8x+1
h = f = -
) h(x) 21— 7x )m(x)=J10-x

Soit f: x> |x] la fonction valeur absolue, définie sur
R. Soit h un nombre réel non nul.

1. Si h est strictement positif, montrer que le taux de varia-
tiondefentre0et0+hestégalal.

2. Si h est strictement négatif, montrer que le taux de va-
riation de fentre 0 et O + h est égal a — 1. (Rappel : si x est
un nombre négatif alors |x| = -x).

3. Lafonction valeur absolue est-elle dérivable en 0 ? Justifier.

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2x3(5 - 7x)2
Déterminer I'expression de f’(x) de deux facons différentes :
a) en remarquant que f est de la forme d'un produit de
fonctions u x v.

b) en développant et en réduisant f, puis en utilisant la
dérivée d’'une somme.

On appelle « dérivée seconde » et on note " la fonc-
tion dérivée de la fonction f” qui est elle-méme la fonction
dérivée de la fonction f.
Calculer la dérivée seconde des fonctions suivantes.
a)f:x— 2x3-7x>+15x-50

3x-4

-5x+7

b)f:x—

Soitf:x— —% une fonction définie sur R.

1. Justifier que f est dérivable sur ]-o; 0.
2. Déterminer sa fonction dérivée f” sur - ; O[.
3. Mémes questions sur ]0 ;+o°[.

Soit f une fonction définie sur R par x— ax? + bx + ¢,
dont la fonction dérivée f” est définie pour tout réel x par :
f'(x)=6x+7.

1. Déterminer une expression possible de f(x) et en déduire
lesréelsaetb.

2. Sachant que la courbe représentative de f passe par le
point de coordonnées (1 ; 6), en déduire le réel c.

i
(D'apreés Bac) Une entreprise produit w

chaque jour entre 1 tonne et 20 tonnes de peinture. Le colt
de production de x tonnes de peinture, en milliers d’euros,
est modélisé par la fonction C définie sur l'intervalle [1; 20]
par C(x) = 0,05x% - 0,1x + 2,45.

En 2018, elle a produit quotidiennement 10 tonnes de
peinture.



Exercices

En économie, le colt marginal C_ représente I'augmen-
tation du colt engendrée par la production d'une tonne
supplémentaire. Ainsi pour x tonnes produites on a
C. ) =Clx+1)-Cx).

1. Calculer le colit marginal C_(10) pour une production de
10 tonnes, puis C_(11).

2. Les économistes considérent que C'(x) est une bonne
approximation du coGt marginal (voir le ).

a) Justifier que la fonction C est dérivable sur [1 ; 20] et
déterminer la fonction dérivée C.

b) En déduire C'(10) et C'(11).

c) Comparer aux résultats de la question 1.

(D’apres Bac) La courbe
ci-contre donne la concentra-
tion C d'alcool dans le sang 0.8+
(taux d'alcoolémie) d'une per- o6l
sonne pendant I'heure qui suit
I'ingestion d’un verre d'alcool.
Cette courbe correspond a la
fonction C définie sur [0; 1] par
C(t) = -t + 2t.

La concentration C(t) s'exprime en grammes par litre, et le
temps t, en heures.

A uninstant t donné, C'(t) représente la vitesse d’apparition
d’alcool dans le sang.

1. Quelle est la concentration d'alcool dans le sang au bout
d’une demi-heure ?

2. a) Justifier que la fonction C est dérivable sur [0 ; 1] et
déterminer la fonction dérivée C'.

b) En déduire la vitesse d'apparition d’alcool a l'instant
t=0,5, c’est-a-dire une demi-heure aprés |'ingestion d'alcool,
puis a l'instant t = 1, c'est-a-dire une heure apres.

¢) A quel instant cette vitesse semble-t-elle maximale ?
Justifier la réponse.

14

04+
02+

0 02040608 1

.................................................

Pour les exercices a [, déterminer I'équation de
la tangente T a la courbe 6, au point d’abscisse a, puis
tracer€etT.

6, est la courbe représentative de la fonction définie
3 R .
sur R par f:x— —x? et T est la tangente a 6, au point
4
d'abscisse a =-2.
Em 6, est la courbe représentative de la fonction définie
3
sur R par f: x>-2_ etTestla tangente a ‘6, au point
8

d’abscisse a = 2.

m 6, est la courbe représentative de la fonction définie
8 .

sur R* par f : x — —et T est la tangente a ‘¢, au point d'abs-
X

cissea=-8.

d’entrainement

m 6, est la courbe représentative de la fonction définie
sur[0;+oo[parf:x+— —\/;et Testlatangente a ‘¢ au point
d’abscisse a = 2.

m Soit fune fonction dérivable sur R et soit 6 sa courbe
représentative dans un repére du plan. Le point A(3; —1)
appartient a la courbe 6.

Sachant que la tangente T a la courbe 6 au point A passe
par le point J(0; 1), déterminer f’(3), puis I'équation de T.

Soit fla fonction définie sur R par E

1 . . N
fix— —gxz et 6 sa courbe représentative dans un repére

du plan. La droite A d'équation y = 2x + 3 est tangente a €
en un point A d'abscisse a.

1. Déterminer la valeur possible de a en tracant la droite A
et la courbe € sur I'écran d’une calculatrice.

2. Retrouver ce résultat par le calcul.

m Soit f la fonction définie sur R par f: x+— x3 - 2x2 + 1
et €, sa courbe représentative dans un repere du plan.
Démontrer que 6, admet deux tangentes de coefficient
directeur - 1 en deux points distincts A et B dont on déter-
minera les coordonnées.

m Soit fla fonction définie sur R par f: x+— x> + 5x - 4
et €, sa courbe représentative dans un repére du plan. Soit
aun nombre réel.

1. Démontrer que I'équation de la tangente a 6, en a est
y=(2a+5)x-a*-4.

2.En déduire que €,admet deux tangentes passant par le
point de coordonnées (1 ; —7) et donner I'équation de ces
deux tangentes.

................................................

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle I. Soit a
un nombre appartenant a l et h un nombre non nul tel que
a+hel

1. Si h est tres proche de 0 alors, d'aprés la définition du
nombre dérivé, on peut dire que le taux de variation entre
aet a+ h est trés proche de f’(a). En déduire que, si h est
trés proche de 0, on peut écrire : fla + h) = f’(a) x h + f(a).
2.0n consideére la fonction f: x — x2 dérivable sur R.

a) Justifier que si h est proche de 0, alors on peut écrire
(1+h)2=1+2h.

b) En déduire sans calculatrice une valeur approchée de
1,005 et de 0,999%

c) Comparer avec les valeurs exactes de f{1,005) et f(0,999).
3. On consideére la fonction racine carrée g : x — \/; déri-
vable sur]0; +oo[.

a) Justifier que si h est proche de 0, alors on peut écrire

h
,/1+hz1+5.
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133



134

b) En déduire sans calculatrice une valeur approchée de
/1,002 et de /0,994.
c) Comparer avec les valeurs exactes de g(1,002) et g(0,994).

. L 1.,
4. 0n considére la fonction i : x — — dérivable sur R*.
x

a) Justifier que si h est proche de 0, alors on peut écrire
1

—=1-h.

1+h

b) En déduire sans calculatrice une valeur approchée de

1 etde L

0,991 1,007

c) Comparer avec les valeurs exactes de i(0,991) et i(1,007).

.................................................

Soit fune fonction définie sur y
R par flx) =ax?> + bx + 50U aet b
sont des réels et ‘6, sa courbe repré-
sentative dans un repére du plan.
On sait que 6, passe par le point
A(6;—1)etquesatangenteenAa X
pour coefficient directeur 2. ‘
1. Montrer que les réels a et b sont

6a+b=-1
12a+b=2"

solutions du systéme

2. Déterminer l'expression de la fonction f(x).

Travailler autrement

1. Le célébre mathématicien et philo- A &
sophe Isaac Newton définissait la notion de &
« fluxion », qui correspond a la notion de -
nombre dérivé, par cette phrase : « La fluxion

est le quotient ultime de deux accroissements évanes-
cents. » Expliquer ce qu'il veut dire et en quoi cela peut
convenir a la définition du nombre dérivé. Chercher
d’autres définitions du nombre dérivé données par
d’autres mathématiciens.

2. Chercher la définition de ce que Blaise Pascal appelait
une « touchante ». Quel terme actuel emploie-t-on pour
la désigner ? Quels autres grands mathématiciens ont
travaillé sur ce sujet ?

3. Présenter les réponses a la classe.

m Pour tracer avec précision la tangente a < ’aﬂ
la parabole de la fonction carré en nimporte “L
quel point A, il suffit de placer sur lI'axe des
ordonnées le point H de méme ordonnée que A puis, a
I'aide d’'un compas, placer le point K symétrique du point
H par rapport a l'origine O du repere. La droite (KA) est
tres précisément la tangente a la parabole en A.

d’entrainement

m Soit g la fonction définie sur R par
g(x) = mx3 - 2x? + x — 5 ol m est un nombre réel et <€g sa
courbe représentative dans un repére du plan.

1.0n suppose quem = 1.

Montrer que, dans ce cas, la courbe ‘Gg admet exactement
deux tangentes paralléles a I'axe des abscisses, en deux
points dont on déterminera les abscisses.

2. Pour quelle valeur de m la courbe <6g admet-elle une
unique tangente paralléle a I'axe des abscisses ?

Em Soit fla fonction définie sur ]0 ;+ o[

k . s .
par f : x — —ou k est un réel fixé et ‘6, sa courbe représen-
x

tative dans un repere (O ; |, J). Soit d la droite d'équation
= —lx +3
Y 5 .

Lobjectif est de trouver s'il existe un réel k tel que d soit
tangente a 6,?

1. Conjecturer l'existence d’une ou plusieurs valeurs de k a
I'aide de GeoGebra, en créant un curseur pour faire varier
le nombre k.

2. Démontrer 'existence d’une ou plusieurs valeurs de k et
donner la (ou les) valeur(s) exacte(s) de k.

Tracer la parabole dans un repére et vérifier cette
méthode pour un point placé au hasard sur la courbe.
Démontrer que cette méthode fonctionne bien pour
tout point de la parabole.

Réaliser ce tour de magie devant la classe.

>

g, h et k (une fonction affine, deux fonctions
de la forme x+— ax? + bx + c avec a positif pour
I'une et a négatif pour l'autre, et une fonction de la forme

En
m 1. Trouver quatre fonctions différentes f,
Or\O
O

Sdno

— ou k est une constante) telles

x
f'(3)=g’(3) =h"(3) =K'(3) et f(3) = g(3) = h(3) = k(3). Quelle
caractéristique commune les courbes représentatives
de ces quatre fonctions possédent-elles ?

2. Créer et rédiger clairement un exercice dont l'objectif
sera de prouver la caractéristique commune de ces
quatre fonctions. Le donner a un autre groupe pour
qu'il le résolve

que



Dérivabilité

Soit fla fonction définie sur R par f: x— (-2x+ 9)?> et hun
nombre réel non nul.

1. a) Exprimer en fonction de h le taux de variation de f
entre2et2+h.

b) En déduire que la fonction f est dérivable en 2 et déter-
miner f’(2).

2. a) Justifier, a 'aide des propriétés sur les ensembles de
dérivabilité des fonctions dérivées, que f est dérivable sur R.
b) Déterminer f’(x) pour tout réel x et retrouver le résultat
de la question 1. b).

EE Fonctions dérivées
Déterminer pour chacune des fonctions suivantes, I'en-
semble | sur lequel elle est dérivable, puis sa fonction

dérivée sur .
2, 5 7x
m:x'—>—§x +4x%2 -5 n:x'—>—7(8x+1)

Ja4x+3
2

J: gy pixt>—
E[ sécante et tangente :
g est une fonction définie surl=1-%;-1[parg : x+—>——

x+T

1. Déterminer le taux de variation de g entre -3 et - 1,5.
2. Tracer sur un méme graphique la courbe représentative
%_de lafonction g et la droite D sécante a Cég aux points A
et B d’abscisses respectives —3 et —1,5.

3. Justifier que g est dérivable sur |, puis déterminer g’(-3).
4. Tracer la tangente a %g au point A d’abscisse -3.

Tangentes et nombres dérivés

Dans le repére orthonormé
O;1i, ]’) ci-contre, la courbe
rouge 6, représente une
fonction f définie et déri-
vable sur R, les droites tra-
cées en bleu représentent les
tangentes a ‘6, respectivement
au point O, au point B d'abs-
cisse 1 etau point C d’abscisse
3.

1. Déterminer graphiquement
f’(0), f'(1) et f(3).

2. Déterminer l'équation
réduite de la tangente a C,au point C.

3. La courbe € est la représentation graphique de la fonc-
tion

fixr—x3—4x2 + 2x.

Retrouver par le calcul les résultats des questions 1. et 2.
KN Approximation affine
d’une fonction au voisinage de a

Sans calculatrice, mais en utilisant une approximation affine,
déterminer une valeur approchée de 3,0014% de !

de ,/0,9955. -1,999

et

Exercices| bilan

EE) Tangentes et parabole R

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O s j).On consi-

1
dére dans ce repére la parabole P d'équation y = —Exz +x-1

1. Représenter cette parabole dans le repére.

2. Déterminer une équation de la tangente a cette parabole
au point d'abscisse x =0 et tracer cette droite.

3. Montrer qu'il existe un point de la courbe P ou la tangente

a pour coefficient directeur Z Tracer cette droite.
2

4. Soit a un nombre réel. Déterminer en fonction de a une
équation de la tangente a P au point A d‘abscisse a. En
déduire les équations des tangentes a P passant par B(0; 1).

ELL) Déterminer une fonction

fest une fonction définie sur R par

flx) = ax?> + bx + c ol a, b et ¢ sont des réels.

6, est sa courbe représentative dans un repére (O ; 1, J).
On sait que 6, passe par l'origine du repere et que la
droite déquation y = 3x - 5 est tangente a 6, au point A
d’abscisse —2.

1. Déterminer le réel c.

2. Déterminer les coordonnées du point A.

3. En déduire les réels a et b.

101 | Tangentes paralléles et points

symétriques :

Soit fla fonction définie sur R* par f(x) = — et ‘6, sa courbe
X

représentative dans un repére (O ; |, J). Soit a un nombre
réel non nul. On appelera T la tangenteena a 6,etT _la
tangente en —a.

Montrer que les droites T, et T_, sont paralléles et quelles
coupent respectivement I'axe des ordonnées en deux points

symétriques par rapport a O.

102 Tangente commune

Soit fla fonction définie sur R\{3} par f(x) = 3 4 et6,sa

-x
courbe représentative. Soit g la fonction définie sur R par
glx) =-x*+4x-3 et ‘69 sa courbe représentative.

L'objectif est de démontrer qu'il existe une tangente A a
“,en un point A qui est aussi tangente a <6g en un point B.

A. Conjecture graphique

1. Tracer sur GeoGebra les deux courbes. Puis placer un
point libre A sur €,

2. Tracer la tangente A a €, en A. Puis déplacer le point A
jusqu'a trouver une position ou la droite A semble étre aussi
tangente a ‘€_en un point B.

3. Relever les abscisses respectives a et b des points A et
B trouvés.

B. Vérification algébrique

1. Déterminer I'équation de la tangente a ‘€, en a.
2. Déterminer I'équation de la tangente a Cég enb.
3. Conclure.
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Exercices

ofondissement

ELEY Dérivabilité

Soit fla fonction définie sur R par f: x> |x - 3|.

1. Soit h un nombre réel non nul, compris entre —1 et 1.
Exprimer f(-7 + h), puis le taux de variation de f entre -7
et -7+ h en fonction de h.

2. En déduire que la fonction fest dérivable en -7 et dé-
terminer f'(-=7).

3. Montrer que f n'est pas dérivable en 3.

Démonstrations ©©

Dérivée de la fonction cube
1. Soit a et b deux réels.
Démontrer que (a + b)®> = a® + 3ab + 3ab? + b3.
2. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x>
a) Soit x; un nombre réel.
Démontrer que fest dérivable en x; et que le nombre dérivé
en x, est égal a 3x%.
b) En déduire que fest dérivable sur R et que la fonction
dérivée de f est définie pour tout réel x par f’(x)= 3x%

L. 1 u
E0E Dérivée de — et de —

"4 |4
Soit v une fonction définie et dérivable sur un intervalle |
telle que, pour tout réel x de l'intervalle |, v(x) # 0.
Alors la fonction 1 X 1 est définie sur I.
% v(x)
Soit a un nombre réel de | et h un réel non nul tel que a+ h
appartiennea l. 1
1. Montrer que le taux de variation de " entreaeta+ h est
égal a— _vla+h)-v(a)
hxv(a+ h)xv(a)

2.0n admet que v(a + h) tend vers v(a) lorsque h tend vers 0.

En déduire que le nombre dérivé en a de la fonction !l est

(l)l(a)—- via) Y
v) T v(a)P

3. Soit u une fonction dérivable sur le méme intervalle I.

- e u 1 , < s
En utilisant I'égalité —=u x —, démontrer, a I'aide du
% %

théoréme de la dérivée d'un produit de fonctions, que
[g)’ (@)= V(@) xv(@) -v'(a@)x ula)

v [v(a)?

E0T Déterminer une fonction b
f est une fonction définie sur ]3 ; +oo[ par f(x)=a+ ——
ou a et b sont des réels. B
La courbe représentative de fdans un repére (O;1,J) passe
par le point M(5 ; — 1) et admet une tangente de coefficient

directeur > en ce point.

Déterminer a et b.

Courbes tangentes

Soit f la fonction définie sur

Y
R* par f(x)= X+ 4 et 6,sa

courbe représentative. Soit g
g la fonction définie sur R~ .

1
— 52 X
par g(x)=x +x+4 et €,

sa courbe représentative.
1. Montrer que, pour tout réel
xnonnul:

(x=D(x+1)?

x
2. En déduire les abscisses des points d'intersection des
courbes 6, et ‘69 puis la position relative des courbes €,
et ‘69.

3. Montrer que les courbes 6, et ‘69 admettent la méme
tangente au point A d’abscisse — 1.

On dit alors que les courbes sont tangentes en — 1.

g(x)-f(x)=

108 | Approximation du carré

Soit fla fonction définie sur R par f: x+— x* et 6 sa courbe
représentative dans un repére du plan. Soit a un nombre
réel et h un nombre réel non nul.

1. Déterminer en fonction de a I'équation de la tangente A
a¢.ena.

2. On appelle M le point de la droite A d'abscisse a + h.
Déterminer 'ordonnée du point M.

3. On appelle B le point de la courbe 6, d'abscisse a + h.
Déterminer 'ordonnée du point B.

4. Calculer la distance BM.

5. D'apres le cours, si x est proche de g, on peut déter-
miner une valeur approchée de f(x) a l'aide de la rela-
tion f(x) = f’(a) X (x — a) + f(a), appelée « approximation
affine de f(x) au voisinage de a ».

D'apres les questions précédentes, si on pose x = a + h,
quelle est la marge d'erreur lorsqu’on utilise cette approxi-
mation, en fonction de la valeur de h choisie ?

TICE
(109 | Tangentes et parabole

Soit f: x — x? la fonction carré définie sur R. Sa courbe
représentative dans un repere orthonormé du plan (O; 1, J)
est la parabole %. Soit A et B deux points quelconques de .
Kest le milieu de [AB]. T, et T, sont les tangentes respectives
a P aux points A et B; elles se coupent en un point H. On
nomme M le milieu de [KH].

1. A l'aide d’un logiciel de géométrie dynamique, réaliser
lafigure.

2. Que peut-on conjecturer sur la position du point M ?

3. Démontrer cette conjecture.

4. En déduire une méthode pour tracer avec précision, a
I'aide d’'un compas et d'une régle, une tangente a % en un
point quelconque de P.

5. Pour aller plus loin, tracer sur le logiciel de géométrie la
tangente a % au point M. Quelle nouvelle conjecture peut-
on faire ? Démontrer cette conjecture.




Exercices d'qpproiondissement

EEDY Méthode de Toricelli _

On considére une fonction polynéme

définie sur R par f: x — kx" ou k est J

un réel et nun entier naturel non nul.

Soit ‘6, sa courbe représentative dans

un repére orthonormé (O ; I, J). Soit H A

A un point de €, d'abscisse a et H 7 x
son projeté orthogonal sur I'axe des o 7

ordonnées. On consideére le point H’
tel que OH’ = - (n - 1)OH.

Toricelli, mathématicien italien du
xvii¢ siecle, affirme dans un de ses
ouvrages que la droite (AH’) est
tangente a €, quels que soient les réels g, k et l'entier
naturel non nul n.

1. Vérifier I'affirmation de Toricelli a I'aide d’un logiciel de
géométrie dynamique. (Créer dés le départ un curseur pour
le nombre réel k et un curseur pour le nombre entier n.)
2. Démontrer cette affirmation.

3. Cette méthode reste-t-elle valable avec un nombre entier
n strictement négatif ?

Trouver f connaissant f’

1. Soit fune fonction définie et dérivable sur R, de la forme
fix— ax® + bx? + cx.

a) Exprimer f’(x) en fonction de a, b et c.

b) Sachant que la fonction dérivée f” est définie pour tout
réel x par : f'(x) = 6x2 — 5x + 1, en déduire les réels a, b et c.

Or;
VerslaT' «»;
EEE] [ spécialité Maths | S E

On considere la fonction f définie sur R par:
-x2+1 six <1

2x-2 si x=1

f(x)=

1. Représenter la courbe de cette fonction sur Geogebra

ou sur calculatrice.

2. Justifier que la fonction f est dérivable sur ]-o0 ; 1]

etsur[1;+0e[.

3. Etudions la dérivabilité de la fonction fen 1.

a) Calculer f(1).

b) Pour h > 0, exprimer f(1 + h) en fonction de h.
oo F(1+h) = £(1)

En déduire lim ———.

h—0 h
h>0

c) Pour h < 0, exprimer f(1+ h) en fonction de h.
En déduire lim w
h—0 h

h<o0
d) Que peut-on en conclure ?

2. Soit g une fonction définie et dérivable sur R, de la forme
g:x—ax’+bx+c

a) Exprimer g’(x) en fonction de a, b et c.

b) Sachant que la fonction dérivée g’ est définie pour tout

1
réel xpar:g’(x)=-4x+ > en déduire les réels a et b.

c) Sachant que la courbe représentative de g passe par le
point de coordonnées

(2;-9), en déduire la valeur de c. N
EEFA vitesse moyenne, vitesse AlGRLG
instantanée

Un mobile se déplace sur un axe [Ox) gradué en cm.
On observe son déplacement pendant une durée de
6 secondes. Sa position sur I'axe est donnée, en fonction

1
du temps t (en s), par la relation x(t) = §t3 -3t 4+ 9t + 2.

La vitesse du mobile sera exprimée en cm-s~'.

1. En quelle abscisse est positionné le mobile a l'instant
t=07?On I'appellera position initiale.

2. Au bout de 6 secondes, quelle est sa position finale ?

3. Quelle est la vitesse moyenne du mobile sur I'ensemble
de son parcours ?

4. La vitesse instantanée v(t) du mobile a uninstant t donné
correspond a la vitesse moyenne « limite » entre l'instant t
et l'instant t + h lorsque h tend vers 0.

Justifier que, pour tout réel t, v(t) = X(t).

Quelle est sa vitesse instantanée a l'instant t =4 ?

5. Le mobile s'est-il arrété un court instant lors de son
parcours ?

m [ spécialité Maths |
Soit fune fonction définie et dérivable sur R.
On appelle primitive de f, toute fonction F définie sur
R telle que, pour tout réel x, F'(x) = f(x).
1. Soit la fonction f définie sur R par:

flx) = 3x% + 2x - 4.
Montrer que la fonction F définie sur R par :

Fx)=x>+x2-4x+7

est une primitive de f.
2. Soit la fonction g définie sur R par :

g(x) =6x2-3x+1.
Montrer que la fonction G définie sur R par :

G(x)=2x3 - %xz +x

est une primitive de f.

3. Soit la fonction h définie sur R par :
h(x) = -5x%+ 16x - 10.
Déterminer une primitive H de h sur R.
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Travaux pratiques

Construction de la courbe de la « chute libre »

{}
Physique ( Modéliser, représenter 7l

Une vis en acier se détache d'une gouttiére en zinc située sur le toit d'un immeuble.
La hauteur de cet immeuble est estimée a 80 m environ. On notera d(t) la distance
parcourue (en m) par la vis en fonction du temps t écoulé (en s) depuis son départ.
(Par définition on a ainsi d(0) = 0.) On souhaite représenter avec le maximum de
précision la courbe de cette fonction d: t — d(t).

A » Vitesse instantanée

1. Soit h un nombre positif. Que représente le quotient w ?

2. Lorsque h tend vers 0, le résultat de ce quotient s'appelle la vitesse instantanée
de l'objet a l'instant t. Elle sera notée v(t). Expliquer pourquoi, quel que soit t, on a v(t) = d’(t).

3. En déduire que, si h est tres proche de 0, alors on a d(t + h) = h x v(t) + d(t).

gl
5 » Méthode d'Eler

Les physiciens ont établi que la vitesse instantanée v d'un objet en chute libre (sans vitesse initiale) variait en fonction
du temps selon la relation v(t) = 9,81 x t.

1. a) En utilisant la partie A, montrer que

d o
d(0,01) = 0,01 x V(0) + d(0). Dl ,
b) En déduire que d(0,01) = 0. { Pour t variant de .. & .. avec un pas de h |
2. a) Montrer que d(0,02) = 0,01 x v(0,01) + d(0,01). i d<hx9,8lx¢t+. :
L i Afficher d
b) En déduire que d(0,02) = 0,0981. ! Fin Pour

3. De Ia méme maniére’ Calculer une Valeur approchée i .......................................................................................................... :5
de d(0,03) et de d(0,04).

4. On peut faire ces calculs et les poursuivre a l'aide d'un algorithme. Compléter I'algorithme ci-contre afin qu'il calcule
avec la méme méthode les valeurs approchées de d(t) pour t variant de 0 a 0,1 avec un pas de 0,01. Programmer-le
sur votre calculatrice et vérifier les résultats trouvés aux questions précédentes.

Cette méthode, appelée méthode d’Euler, permet d'estimer « de proche en proche » les valeurs d’une fonction a l'aide d’une
approximation affine f(x + h) = hf’(x) + f(x) (ici la fonction dérivée f’ est représentée par la vitesse instantanée).

, TICE
C» Tracé de la courbe avec un tableur

1. Ouvrir une feuille de calcul. Les cellules A2, B2 et C2 sont initialisées a 0. o = | -o01B2+c2
2. Quelle formule doit-on entrer dans la cellule A3 pour obtenir (en A 8 T c [
étirant vers le bas jusqu’a la cellule A502) les valeurs de t allant de O s Vitesse
. ” Distance
jusqu’a 5 s avec un pas de 0,01 ? Temps écoulé instantanée Sssoine
3. Quelle formule doit-on entrer dans la cellule B3 pour obtenir (en A g el dit)
étirant vers le bas jusqu’a la cellule B502) les valeurs de la vitesse v(t) ? 71 5 5 8
4. Justifier la formule qui est indiquée dans la « barre de formules»et | 3| o01 7 A —
qui correspond a la cellule C3. 4 0,02 0,1962

. " . s | S 0,02 0,2943
5. Recopier cette formule dans la cellule C3 et étirer vers le bas jusqu’'a = B P
la cellule C502. 7 005 0,4905
6. Déterminer a quel instant t la vis va toucher le sol. 8 0,06 0,5886

7. Sélectionner la colonne C puis insérer un graphique de type courbe.

Sélectionner les données du graphique et modifier I'étiquette de I'axe des abscisses pour y mettre les valeurs de t

(colonne A). Que représente cette courbe ?
\ J
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Travaux pratiques

- - . - ST
ﬂ Cout total, cout marginal, cout moyen s
Un artisan fabrique des nougats. Les co(ts de fabrication (en euros) de )
ses confiseries varient en fonction de la quantité x de nougat fabriquée 160000+
(exprimée en kg) et sont calculés a I'aide de la fonction co(t total suivante : 120000
5 80000 |
Cixm— x3 - ——x2 +100x +10000.
100000 100 40000 |
L'artisan souhaite augmenter sa production. Mais il veut d’abord savoir N Y S S =x(e=n 9
si cela est rentable et, si oui, déterminer la quantité supplémentaire a 0 600 | 1600 | 2400 | 3200

produire qui lui permettrait d'optimiser sa production.

A » Colat moyen

Le coGt moyen ou codt unitaire C;, est le colt de production d’une unité
(c'est-a-dire, dans ce cas-ci, d'un kg de nougat) en fonction du nombre
d’unités produites. Il correspond donc au co(t total divisé par le nombre

Cy(x)

d'unités x produites : C,(x) =

1. Déterminer l'expression algébrique de C,,(x).

2. Calculer le coat moyen par kg si l'artisan fabrique 100 kg de nougat,
c'est-a-dire C,(100). Puis recommencer pour une production de 1 000
kg. Interpréter ces résultats.

B » CoGt marginal

Le colt marginal C_ est le colt de I'unité additionnelle produite (c'est-a-dire dans ce cas, le colt engendré par la
fabrication d’un kilogramme de nougat supplémentaire). Il correspond a l'accroissement des frais ou des charges qui
résultent de 'augmentation de la production. On le calcule donc ainsi: C_(x) = C(x+ 1) — C(x).

1. a) Calculer le coGt marginal pour produire le 101¢ kg de nougat, c'est-a-dire C_(100), puis calculer C_(1 000).
Interpréter ces résultats.

b) Justifier I'affirmation suivante : « Le nombre C_(x) correspond au taux de variation de la fonction C; entre les réels
K+1etK »

2. a) On considére une autre affirmation : « Lorsqu’on produit de grosses quantités, on peut considérer que la dérivée
du colt total C; constitue une bonne approximation du colt marginal C _.» Que peut-on en penser ?

b) Montrer que la fonction C; est dérivable pour tout réel x positif, puis déterminer C’(x).
3. a) Reproduire la feuille de calcul ci-contre.

¥ ) Expérimenter, calculer S Y
=Tl | %

b) Compléter la feuille de calcul afin

d'obtenir toutes les valeurs du co(t total A 2 & Dé:vée
pour une quantité variant de 1 000 kg a QuaRtS % Codt total Colt marginal P —
2 000 kg. g Crlx) Canlx )=Crlx +1)}-C+(x) C'4ix)
c) Quelle formule doit-on entrer dans la 2 1000 70 000,00 € 29,98 €

cellule C2 puis étirer vers le bas jusqu’a 3 1001 70 029,98 €

la cellule C1001 pour avoir les valeurs du

coGt marginal ?

d) Entrer dans la cellule D2 la formule de la fonction calculée a la question 2. b) puis étirer vers le bas jusqu’a la cellule
D1002.

e) Conclure a propos de I'affirmation de la question 2. a).

4 - Dérivation
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En autonomie

18 Calculer un nombre dérivé

Pour h # 0, le taux de variation de la fonction
fix—>x>+1,entre2et2 +hest:

[al h+4] 5 [ddh [d] 4

Soit h un nombre réel non nul. Si g est une
fonction dérivable en -2, alors le nombre dérivé de
gen-2estégala:

E g(—2+h)_g(_2) |E h-2
h
[c] g(-2+h) @ lim -2+ -9(2)
h—0 h
Si g est une fonction telle que, pour tout réel
h non nul GO =gl) —h?2 +3h -2, alors:

h
[a] g estdérivable en 1 etg’(1) =0.
[b] g n'est pas dérivable en 1.
[c] gestdérivableen 1etg’(1)=-2.
[d] g nest pas dérivable en 1 car g’(1) =0.

Le nombre dérivé en 5 de la fonction

est:

1
el 3

fix—

&l 1 O [ -1
25 9

* fest la fonction définie sur R par f: x— x? - 3.
1. Calculer f’(-2) en utilisant la définition du nombre
dérivé.

2. Calculer f’(5) en utilisant la fonction dérivée f’.

m * La courbe d’une fonction f définie sur [-4 ; 6]
est représentée ci-contre. Les droites d,, d, et d, sont
respectivement tangentes a la courbe aux points A, B,
et C.

Déterminer les nombres dérivés f'(-3), f'(0) et f'(4).

J
B S
/
A / J X
/ i
/

m X La distance parcourue d(t), en km, par une
skieuse de biathlon, en fonction du temps t de course,
en min, est modélisée par la courbe ci-dessous . La droite
D, est tangente a la courbe au point d'abscisse 10, et la
droite D, est tangente a la courbe au point d’abscisse
22.On rappelle que la vitesse instantanée de la skieuse
auninstant t est égale a d’(t).

/// i

7

t

0O 2 4 6 8

10 12 14 16 18 20 22 24 (enmin)

1. Déterminer la vitesse moyenne de la skieuse sur I'en-
semble de son parcours.

2. Déterminer sa vitesse instantanée au bout de
10 minutes de course, puis au bout de 22 minutes, c'est
adire alinstant t = 10, puis a l'instant t = 22.

3. A quel moment s'est-elle arrétée pour effectuer ses
cinq tirs a la carabine ?

4. Entre la 20° et la 22° minute, a-t-elle avancé a vitesse
constante, a-t-elle accéléré ou a-t-elle ralenti ? Justifier
la réponse.
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En autonomie

~N
a Déterminer I'équation d'une tangente
. . o on considere la figure ci-contre B 4
Pour !es exercices a on consu'iere une ol est représentée la parabole 4
fonction f et €, sa courbe représentative dans P de la fonction carré f: x> 2 3
le plan muni d’un repére. et une droite % ) \\ 5 /
: P
1
m Silatangente a la courbe 6,au point D(2; - 1) * Déterminer I'équation \ x
passe par le point O (0; 0) anrs1: delatangentea % au pointdabs- = -2 \—1 0 2
[a] f(2)=0 [b] f'(2)=-5 [c] F(2)=-1 cisse 2. \ '
S
Sila fonction f vérifie f(1) = -5 et f/(1) = 3, alors FEI3 La droite & est-elle tan- 7 3
la tangente a €. en son point B d’abscisse 1 a pour gente a @ au point d’abscisse -3 ?
équation : :
@] y=3x-8 o Soit f : x — — la fonction inverse définie sur
x
[b] y=-5x+3 R*. Sa courbe représentative dans un repére orthonormé
[c] y=3x-5 du plan estI’hyperbole 7. Soit a un nombre réel non nul
et A le point de la courbe # d'abscisse a.
5if'(6) =0, alors la tangente & 6, en son point 1. Déterminer I'équation de la tangente A & 9 au point A.
d’abscisse 6 a pour équation : | . | . . .
2. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
[a] y=6 [b] y=fi6) [c]y=0 M et N de A avec chaque axe du repére.
3. Démontrer que le point A est le milieu de [MN].
J
)
Déterminer des fonctions dérivées
_ * Pour chacune des fonctions suivantes détermi-
ner sur quel ensemble elle est dérivable puis déterminer
Pour les exercices fFf] a on considére les sa dérivée.
fonctions u et v définies sur R paru: x—3x-7 a) f: x—5x3 + 2x2 — 8x + 4 définie sur R
etvix—-5Sx+1. b)g:x9(4—x)\/;déﬁniesur[0;+00[
2
m La fonction Y est dérivable pour tout réel x # % Qh:x— 3x° définie sur R\{9}
p % -9
etona (E) (x) égal a: 100
v ' d)j:x—— définie sur R
32 32 32 S
[al [ [b] T 352 41 [c] (-5x2 m * Soit f la fonction définie sur R par
fix—>x3+4x2-6x+1.
m I:a fonction u x ‘,/ est, der!vable sur R et pour Déterminer I'¢quation de la tangente a la courbe repré-
tout réel xon a (uxv)’'(x) égal a: . . ) 1
sentative de fau point d'abscisse — —.
[a] -15 [b] -30x+38 [] -32 2
m . - %> Soit C une fonction polynéme définie sur
Ija e 2 = v,estldern‘/arble T R i e [0; 50] par C(x) = ax? + bx ol a et b sont des réels. On
tout réel xona (2u-v)’(x) égal a: sait que C(10) = 6. De plus, C est dérivable sur [0 ; 100]
11 -4 1
= o] (<] et C’(10) = %
* Soit h la fonction définie sur R par : Déterminer les réels a et b.
h:x— (-3x+9)*
Montrer que h est dérivable sur R et déterminer sa
dérivée h'.
J

-

4 - Dérivation
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Les lignes droites sur le toit de ce batiment
' évoquent des courbes représentatives de
fonctions (Centre culturel Heydar-Aliyev,
' Baku, Azerbaijan)

Variations

f—-——et courbes

1

—

Je dois étre capable de...

Etudier les variations d’une fonction, faire le lien entre
une fonction et sa dérivée.

Proposition de parcours

. 150 BBp. 150 EEp. 153

Résoudre un probléme d'optimisation, rechercher

un extremum. ep.151Bp-151p.154p.155
Etudier la position relative de deux courbes. EEHp. 152
Résoudre des inéquations. p.157

Algo & Prog

Utiliser la méthode de Newton dans des cas favorables.

. 166

L Act 1] o

activités exercices exercices exercices
résolus corrigés non corrigés

representatlves

travaux
pratiques

W



Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-09
1. Etudier le signe

Etudier le signe des expressions suivantes sur I'ensemble demandé :

a)Alx)=3x-12surR b)B(x) =-x*+3x-4surR
x+2 1
c) C(x)_16—8x sur R\ {2} d)D(x)—(—x—Z)(x+9) sur R
e) E(x) = - x(6x2 - 5x— 1) surR £) F(x) = ﬁsur R\ {%}
2. Réaliser un tableau y
de variations 61
Dresser le tableau de variations 5+

de la fonction f définie sur [-5 ; 4]

41
par la courbe ci-contre. /\ 3+
o}

Représenter et comparer  / \L__ /
X

w

Dans un repére du plan, dessiner

une courbe représentative 5 4 3 2 —'1}8& 1 2/ 3 4
possible pour la fonction g -
24

définie sur R par le tableau
de variations ci-dessous.

X —00 0 3 400

S

Compearer, lorsque cela est possible, g(0) et g(2), puis g(5) et g(9), puis
g(=1)etg(1).

4

Encadrer avec les fonctions carrée et inverse

Donner un encadrement de x? et de % dans les cas suivants, en justifiant
votre raisonnement.

a)Sis==x<8 b)Si-7<x<-6 c)Si0<x<%

5

Factoriser - Réduire

1. Factoriser les expressions suivantes.

Logique & ©© a) flx) =5x° - x>+ 12x b) g(x) = (x-1) (x*-2) + 3x(1 - x)
Démonstration 2. Mettre au méme dénominateur puis réduire les expressions ci-dessous.
ph=l,

p. 146 a)h(x)=x+6—% b) i(x)= -4+ Q) j(x) = 2x - 2X*3

x2-7 (x-5)2
Algo & Prog 6. Dériver une fonction

p. 155, 166 1. Déterminer les dérivées des fonctions suivantes.

a) f(x)=2x3 -5x? +x—% surR b)g(x)=11x+ (750

) sur R\{7}

i

Q) h(x)= 23"2_+81 surR d) j(x) =[x (7x2 = 12x + 4) sur]0; +o4[
x
p. 144, 145, 158, 163, 165, 2. Déterminer le coefficient directeur de la tangente a la courbe
166 représentative de:
a) fau point d'abscisse 3 b) g au point d'abscisse - 1.
J

Corrigés

Les autres disciplines @
e Lien.mini.fr/maths1-00

p- 159, 160, 161, 164

5 - Variations et courbes représentatives de fonctions 143
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Activités

n Relier une fonction et sa derivee ‘as®

On considére la fonction f définie sur R par
flx) = x> - 6x2 — 15x + 34.

50

A » Conjecturer avec un logiciel
de géométrie dynamique 0

1. a) Tracer la courbe de la fonction f. Pour @
cela, saisir fix) = x> — 6x2— 15x+ 34

b) Ajuster les unités sur chaque axe en

faisant clic droit sur le graphique,

puis « axe X : axeY », sélectionner

c) Créer un curseur a variantde —=52a 9, =
avec un incrément de 0.1. 0

d) Créer un point A d'abscisse a sur la i

courbe de f. Pour cela, saisir | A=(a,f(a)) &

e) Créer la tangente a la courbe de fen A.

]

) Afficher le coefficient directeur (ou
pente) de la tangente a la courbe en A.

-T0

2. Déplacer le point A sur la courbe de fa I'aide du curseur et observer le signe du coefficient directeur de la
tangente en chaque point.

a) Que peut-on dire de la tangente si son coefficient directeur est positif ? Que peut-on alors en déduire
pour la courbe ?

b) Méme question si le coefficient directeur est négatif.

3. fest une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur R (voir le chapitre 4).
Soit f” sa fonction dérivée. A partir de I'observation faite & la question précédente, conjecturer le signe de f'(x)
sur chacun des intervalles suivants.

a)l-=;-1] b)[-1;5] c)[5;+
4. Pour quelles valeurs de x a-t-on f'(x) =0?

5. Reproduire et compléter le tableau suivant a partir de vos observations.

X —o -1 5 400

Signe de f'(x) O O

Variations de f /

6. Quel lien peut-on faire entre le signe de f’(x) sur un intervalle | et les variations de f sur cet intervalle | ?

B » Etude algébrique du signe de la dérivée
1. Déterminer la fonction dérivée f” de la fonction f.
2. Etudier son signe sur R.

3. Vérifier que les résultats trouvés correspondent a ceux de la question A 4.

B3l Cours [1 JRTT3
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a Optimisation

Dans un jardin public se trouve un rocher volumineux ayant
un coté plat au pied duquel le responsable du jardin souhaite
installer un bassin de forme rectangulaire dont un des cotés
sera le rocher et qui pourra accueillir des poissons.

Le schéma ci-contre présente le projet vu de dessus. La bordure
du bassin sera constituée de blocs de marbre. Pour que ce
futur habitat de poissons offre les meilleures conditions de vie
a ses occupants, il a estimé qu'il fallait prévoir une superficie
de 80 m>. Afin de limiter les dépenses en marbre, il voudrait
connaitre les dimensions que doit avoir le bassin pour que la
longueur totale de la bordure soit minimale tout en conservant - & :
cette surface de 80 m’. . 5

A » Utilisation d’un tableur

1. Ouvrir une feuille de calcul et noter les intitulés des quantités que l'on souhaite étudier,
comme dans I'exemple ci-dessous.

A A B C
Longueurl; du Longueurldu  Longueur totale de la

18 bassin bassin bordure

2 | 0,1

3 0,2

On fera varier le c6té L, de 0,1 a 20 avec un pas de 0,1 afin d’avoir une bonne précision.

2. Quelle formule doit-on entrer dans la cellule B2, et recopier vers le bas, pour obtenir la longueur L,
du bassin en fonction de sa longueur L, ?

3. Quelle formule doit-on entrer dans la cellule C2, et recopier vers le bas, pour obtenir la longueur totale de la
bordure ?

4. Quelles semblent étre les dimensions qui permettent de réduire au minimum la longueur de la bordure ?

B » Modélisation avec une fonction

1. Soit x la longueur du cété L, du bassin. On nommera b(x) la longueur totale de la bordure. Montrer que,

80
pour tout réel x de l'intervalle 1 =10; 20], on a b(x) = 2x + —.
X

2, Justifier que la fonction b est dérivable sur |, et déterminer b’(x).
3. Etudier le signe de b’(x) sur | et en déduire les variations de la fonction b sur I.

4, Quelle est la valeur exacte de x pour laquelle la longueur totale de la bordure b(x) est minimale ?
A quelle valeur de b’(x) correspond-elle ?

B3l Cours [2 FITY:
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o Variations d’une fonction

Variations d’une fonction et signe de sa dérivée

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

Si la fonction f est strictement croissante sur | alors, pour tout réel xde |, f/(x) = 0.

Si la fonction f est strictement décroissante sur | alors, pour tout réel xde |, f’(x) < 0.
Si la fonction f est constante sur | alors, pour tout réel x de |, f/(x) = 0.

Démonstration @©

Soit a un nombre réel quelconque appartenantal. ¥
(1) Cas d’une fonction f croissante sur |.

Par définition d’une fonction croissante sur |,
quel que soit le réel x de |, différent de a :

e six < aalors f(x) < f(a) ce qui signifie que
x-a<0etflx)-fla)<0.

e six > aalors f(x) = f(a) ce qui signifie que
x—-a>0etflx)-fla) = 0. x

Ainsi, quel que soit le réel x de |, différent de a,

le taux de variation de fentre a et x, M

f(x) - fla) - x-a N )
donc ——— est positif. Et, on admet que, par « passage a la limite », ce résultat ne changera pas:

, est le quotient de deux quantités de méme signe,

lim f(x)-f(a) =
X —a —-a

Par définition du nombre dérivé de fen a, on en déduit donc que f’(a) = 0.
(2) Cas d'une fonction f décroissante sur I.

0.

J

Par définition d’une fonction décroissante sur |,
quel que soit le réel x de |, différent de a :

e six < aalors f(x) = f(a) ce qui signifie que
x-a<0etflx)-fla)=0.

* six > aalors f(x) < f(a) ce qui signifie que
x—-a>0etflx)-fla) <O0.

Ainsi, quelque soit x de |, différent de g, le taux de variation de f X
f(x)-f(a)

entreaetx, , est le quotient de deux quantités de signes

f(x)-f(a ..
contraires, donc fx)-fla) est négatif.
x-a
e , . f(x)-f(a)
Et, on admet que par « passage a la limite », ce résultat ne changera pas : lim ————=<0.
X —a x—-a

Par définition du nombre dérivé de fen a, on en déduit donc f’(a) < 0.

(3) Cas d’une fonction f constante sur .

Par définition d’'une fonction constante sur I, quel que soit le réel x de |, différent de a, f(x) = fla) ce qui
signifie que f(x) — fla) = 0.
f(x)-f(a)

Ainsi, quel que soit le réel x de |, différent de g, le taux de variation de fentre a et x, ————, est égal

. s ) . f(x)-fla
a zéro. Et, on admet que par « passage a la limite », ce résultat ne changera pas: lim flx) - fla) =0.
X—a XxX-4d

Par définition du nombre dérivé de fen a, on en déduit donc que f’(a) = 0.
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Signe de la dérivée et variation d’une fonction

Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

Si, pour tout réel x de |, f'(x) = 0 (sauf éventuellement en un nombre fini de valeurs ou f'(x) s'annule)
alors la fonction f est strictement croissante sur .

Si, pour tout réel x de I, f'(x) < 0 (sauf éventuellement en un nombre fini de valeurs ou f'(x) s'annule)
alors la fonction f est strictement décroissante sur I.

Si, pour tout réel xde |, f’(x) = 0, alors la fonction f est constante sur I.

(© Remarque La fonction f est croissante (resp. décroissante) sur | si et seulement si, pour tout réel x de |,
f'(x) = 0 (resp. f’(x) < 0).

@-Exemple
Soit fla fonction définie sur R par fix) = 5x - 3x+ 9.

5__

0 1

fest une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur R. Ainsi, pour déterminer ses variations sur R,
on peut étudier le signe de f’(x) pour tout réel x.

Or, d'apres les théoremes de dérivation du chapitre précédent, f’(x) =5 x 2x- 3 x 1 + 0 ; c'est-a-dire
f'(x) =10x-3.

Or10x-3=0& x=%et10x—3>0@10x>3@x>%.

Ce que l'on peut résumer par le tableau de signe suivant.

3
X -0 - [oe]
10 *
Signe de f’(x) - 0 +

Ainsi, d'apres le théoreme réciproque ci-dessus, la fonction f est strictement décroissante sur :|—oo : i} et
10
strictement croissante sur [i ; +oo|:.
10

Généralement, on dresse le tableau de variations de la fonction f dans le méme tableau que celui du signe
def'(x):

3
x -0 10 +oo
Signe de f(x) - 0 +
Variations de f 81
10

B3 Exercice résolu IR 1 JFEL)
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e Nombre dériveé et extremums locaux

Minimum local et maximum local

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On dit que fadmet un minimum local en x; s'il existe un intervalle ouvert J inclus dans |, contenant x;
et tel que, pour tout x de J, f(x) = f(x,).

On dit que fadmet un maximum local en x;, s'il existe un intervalle ouvert J inclus dans |, contenant x;,
et tel que, pour tout x de J, f(x) < f(x,).

Un minimum ou maximum local est appelé extremum local.

®-Exemple
Soit fune fonction définie sur l'intervalle [-8 ; 7] dont voici le tableau de variations :

D’aprés le tableau de variations f(x) = f(- 1) pour tout x _8 1 4 7
x appartenant a l'intervalle -8 ; 4[, donc la fonction f

admet un minimum local en-1 qui vaut - 2. Variations 10 6
def \ 2/ \_ 5

Ce n'est pas le minimum de la fonction car f{7) =-5.

bRl Dérivée et extremum local

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Et soit x, un réel appartenant a l.
Si fadmet un extremum local en x; alors f'(x;) = 0.

@-Exemple
Soit fla fonction définie sur R par f: x— ax? + bx + ¢. D'apreés le cours du chapitre 3, on sait que fadmet
un extremum en x, = o, = ;— Or fest dérivable sur R, et pour tout réel x, ona: f'(x) = 2ax + b.

a

Et,eneffet,onabienf’(x0)=20x0+b=2a><;—b+b=—b+b=0.
a

G Caractérisation d’'un extremum

Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ouvert | = ]a; bl. Et soit x;, un réel appartenant a /.
Si f'(x,) = 0 et si f’ change de signe en x, (on dit que f’ s'annule en changeant de signe en x,)
alors fadmet un extremum local en x;,

X a _X'O b X a XO b
Signe de f’(x) - O + Signe de f'(x) + Q -
Variations de f \/ Variations de f /\

J

Maximum local de
en x,

flx)=0

Minimum local de f
enx,

f'(x) =0
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Cours

®-Exemples

(@ Soit fla fonction définie sur R par: f: x> x% — 26 - 4x + 1

fest une fonction polyndme donc elle est dérivable sur R.

On a, d'aprés les définitions de dérivation, pour tout réel x, on a: f'(x) = 3x* — 4x - 4.
f(x) est sous la forme ax? + bx+ caveca=3,b=-4etc=-4.

D’apreés les propriétés des polynémes du second degré, f'(x) est :

e du signe de a a l'extérieur des racines, c’est-a-dire positif cara =3,

e du signe opposé a celui de a entre les racines, c'est-a-dire négatif.

En calculant le discriminant A = (-4)? - 4 X 3 x -4 = 64, on trouve les racines :

(4o _ 2 _~(4+e4

X=——————=-—¢etx, =
2x3 3 2x3
Ce qui nous donne le tableau de signes de f” et le tableau de variations de f ci-dessous.
2
X —® —g 2 4+
f'(x) + o - 0 +

P . . 2 .
On en déduit que la fonction fadmet un maximum local en —Z et un minimum local en 2.
3

(2) Lafonction cube f: x> x* a pour dérivée f : x+—> 3x%.
Or 3x2 = 0si et seulement si x = 0. Et pour tout réel non nul, 3x2 > 0 car un carré est toujours positif. Ainsi on
obtient le tableau ci-dessous.

La fonction dérivée s'annule en 0 mais ne change pas de signe donc elle n'admet pas d'extremum
local en 0.

_4
o
AN

B

B Exercice résolu X 2 JREH!

5 e Variations et courbes représentatives de fonctions
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| Etudier les variations d'une fonction ? Op. 16
Soit fla fonction définie sur R\{- 3} par f(x) = >x-6
x+3

1. Justifier que f est dérivable sur R\{- 3} et déterminer sa fonction dérivée f’.
2. Etudier, pour tout réel x = -3, le signe de f'(x).

3. En déduire les variations de la fonction f sur R\{- 3}.

Solution

de la forme = 6
l.fest ela orme; ﬂavecu.'—>5x— etv:—Xx+ 3. SN Conseils & Méthodes [NNSNESNES

Or u et v sont des fonctions affines dérivables sur R

(et donc sur R\{-3}).

De plus, pour tout réel x = —3, v(x) = 0. Donc, d’apres les
théoremes de dérivation, fest dérivable sur R\{-3}, et on a,
u'(x) X v(x) — v'(x) X u(x)

[v(x)]?

Or#/(x) =5 et ¥(x) = 1. Donc, sur R\{~3}, ona:

) = 5(x+3)—1(5x—6): 5x+15—5x+6: 21

(x +3)? (x +3)? (x +3)%
2. f(x) est sous la forme d’une fraction dont le numérateur est un nombre strictement positif (Cest le nombre 21) et le
dénominateur est une expression « au carré » donc toujours positive (C'est I'expression (x + 3)* a ainsi d’apres la régle des
signes d’un quotient, pour tout réel x = —3, f(x) est strictement positif.

Toujours commencer I'étude de la
dérivabilité d'une fonction en identifiant sa
«forme générale ».

a Le signe d’'une expression dans laquelle la
variable x intervient dépend la plupart du
temps des différentes valeurs prises par x,
sauf dans ce cas, lorsque la forme générale
de I'expression est un « carré » : (u(x))?, ot
elle est toujours positive.

®e000000000000000000000000000000000000000000 o°

pour tout réel x = —3, f'(x) =

e0000cc00c000c000000000000 0
e0000000000000000000000 0000

3. D’apres le théoréme réciproque, on en déduit que la fonction fest strictement croissante sur l'intervalle ]- ; —3[ et sur
lintervalle ]-3 ; +oof.

On peut résumer cela avec le tableau suivant :

x oo -3 o

f’'(x) + +

A vous de jouer ! |,

n Soit fla fonction définie sur R par f{ix) =5x> - 11x+ 12. B Soit g la fonction définie sur R par

1. Justifier que f est dérivable sur R, et déterminer sa glx) = —2 .3 4352 4 56k — 24.
fonction dérivée f'.
2. Etudier, pour tout réel x, le signe de F/(x). 1. JUS'tIerI',q.UG, g ?st dérivable sur R, et déterminer sa
fonction dérivée g’
3. En déduire les variations de la fonction f sur R. L | . ,
10 2. Etudier, pour tout réel x, le signe de g’(x).

ﬂ Soit h la fonction définie sur R\{5} par h(x) =7 - .

-x
1. Justifier que h est dérivable sur R\{5}, et déterminer sa
fonction dérivée h'.

3. En déduire les variations de la fonction g sur R.

2. Etudier, pour tout réel x # 5, le signe de h’(x).
3. En déduire les variations de la fonction h sur R\{5}. B Exercices J 29 p. 153-154
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e Resoudre un probleme d'optimisation el Cour= 12 TRTE
Un carré ABCD de 5 cm de c6té est partagé par deux carrés bleus AMOP D N C

et OQCN suivant le schéma ci-contre.

Le point P sur le segment [AD] est I'image de M par la rotation de centre A

et d'angle 90°. On pose AM = x. On cherche a déterminer la position du point M
sur le segment [AB] pour laquelle I'aire du domaine bleu est minimale.

1. A quel intervalle | appartient le réel ? P 0 Q

2. Soit g(x) I'aire du domaine bleu en fonction de x. Montrer que, pour tout réel
xdel,ona:g(x) =2x%- 10x + 25. AM B

3. Justifier que la fonction g est dérivable sur | et déterminer g’(x) pour tout x de I.
4. En déduire les variations de g sur | et la valeur de x pour laquelle I'aire est minimale.

Solution
1. M est un point du segment [AB], donc AM < AB et donc
xX<5 ﬂ Doncx € [0;5]. OnadoncI=[0;5]. RERIE. Conseils & Méthodes R ceee

ﬂ M est un point « variable » de la figure,
il faut identifier toutes ses positions
possibles afin de déterminer 'ensemble
de définition de la « fonction aire » que
I'on va étudier dans la suite du probléme.

2. Laire du domaine bleu est égale 4 la somme de laire du carr¢ AMOP f
et de l'aire du carré OQCN. Comme AM = AP = x; alors laire du carré ¢
AMOP est égale 2 x7. :
ﬂD’autre part, comme AB = AD =5 alors MB =AB-AM =5 —x :
et DP = AD — AP = 5 — x, donc NO = OQ = 5 — x; ainsi l'aire du carré
OQCN est égale a (5 —x)? ﬂ Donc, pour tout réel xde I, on a: :
g(x)=x? +(5-x%)=x%+25-10x + x* = 2x2 — 10x + 25.
3. gest une fonction polynéme du second degré, donc dérivable sur R, et en particulier sur 7= [0 ; 5]. Et on a, pour tout
réel xdel, g/(x) = 2 X 2x — 10 X 1+ 0 = 4x — 10.

®ecccscccsccccccccccce®

Laire d’'un carré de coté cvaut .

.

5
1 —00 = + o0
4.org'(x)=o<:>4x—10=o<:>4x=10@x=£=§ 55 5
etg’(x)>0<:>4x—10>0<:>4x>10<:>x>%<:>x>%. g’ - O +

On a donc le tableau de signe de ¢/(x) et le tableau de variations g \ 25 /
de g ci-contre. 2

4. Ainsi l'aire du domaine « grisé » est minimale lorsque x = 5 ; Cest-a-dire lorsque le point M est au milieu de [AB].

A vous de jouer ! |,

Déterminer deux nombres réels non nuls tels que
leur produit soit minimal, sachant que leur différence est
égale a 100.

B Avec une feuille en carton de 20 cm par 30 cm on
cherche a construire une boite (sans couvercle!) en forme 20
de pavé droit. Pour cela, on doit dessiner quatre carrés de
méme dimension x, aux quatre coins de la feuille, que I'on
découpera suivant la diagonale (en pointillé) afin de

pouvoir plier (selon les traits pleins) et faire se rejoindre x}|
les quatre « cotés » de la boite a I'aide des « languettes » <

ainsi obtenues. Quelle valeur doit-on prendre pour x afin

A Lo . . . 30
que le volume de la boite ainsi formée soit maximal ?

gl Exercices J 41 FY o IR LIS L1
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ﬂ Rappeler la définition d'une fonction :
a) croissante sur un intervalle |.

b) décroissante sur un intervalle | ?

¢) constante sur un intervalle | ?

1. Dresser le tableau de signes sur R d’une expression
du 1" degré : A(x) = ax+ b (ou a et b sont des réels tels que
a=0).

2. Dresser le tableau de signes sur R d’une expression du
2¢ degré B(x) = ax? + bx + c (ou a, b et ¢ sont des réels tels

d’application

Apprendre a apprendre

Soit k une fonction définie et dérivable surl=1-2; 5[
telle que k’(1) = 0. Peut-on en déduire que la fonction k
admet un extremum localen 1?

Pour les exercices [i[:] et ] on considére f une
fonction dérivable sur R telle que, pour tout réel x,
onaf'(x)=x+1.

m Quelles sont les variations de la fonction fsur R ?

m La fonction fadmet-elle un extremum local ? Si oui,
en quelle valeur?

que a = 0) dans chacun des cas suivants :
a) le discriminant est négatif : A < 0.

b) le discriminant est nul : A=0.

) le discriminant est positif : A > 0.

ﬂ Détailler la méthode permettant d'étudier les varia-

tions d'une fonction f dérivable sur un intervalle I.

Diaporama

e
=1 Ressource professeur

Questions - Flash 6

Pour les exercices L a fFJ on considére le tableau
de variations suivant d’une fonction g définie et
dérivable sur[-10;10]:

X -10 -5 3 1
Variations |7 4
deg \ 2/ \ 9

ﬂ Quel est le signede g’(-7) ?

0

Quel est le signe de g’(0) ?

m Pour tout x de l'intervalle [4; 7] quel est le signe de
g'x)?

m 2 est-il un minimum local ?

1
m Soit la fonction h : x — — définie et dérivable sur R*.
5%

Quel est le signe de h’(x) pour tout xde ]0; + o[ ?

m Soit la fonction c: x— — x? définie et dérivable sur R.
Quel est le signe de ¢’(x) pour tout xde ]-; 0[ ?

m Soit g une fonction définie et dérivable sur l'intervalle
I=1[0; 3] telle que, pour tout réel x de |, g(x) = 0. Peut-on
en déduire le sens de variation de la fonction g sur | ?

m Soit h une fonction définie et dérivable sur R telle
que, pour tout réel x, h’(x) < 0. Peut-on en déduire le sens
de variation de la fonction hsur R ?

FL0 soit 6, la courbe représentative de la fonction
h:x— x*et 6 _lafonction représentative de la fonction
g: x> 3x% Quelle est la position relative de 6, et <6g ?

Positions relatives de courbes

Pour les exercices FZ a [F£] le plan est muni d’un repére
(0,1, j). Dans ce repére, la parabole ® est la courbe
représentative d'une fonction f polynome du second
degré et la droite d est la courbe représentative d'une
fonction affine g.

1. Recopier et compléter les phrases suivantes.

a) « La parabole % et la droite d se coupent en ... »

b) « La parabole % est située strictement au-dessus de la
droite d sur ... ».

« La parabole % est située strictement en-dessous de la
droite dsur ... ».

2. En déduire les solutions des équations et inéquations.
a) fix) = g(x) b) f(x) > g(x) c) fix) < g(x)

J

fo) = NP,

m 1. Etudier la position relative de la parabole % et de
la droite d.

2. En déduire les solutions des équations et inéquations.
a) flx) = g(x) b) f(x) > g(x) c) flx) < g(x)

5 J

WX -1~

-1
g




Exercices

d’application

m 1. Etudier la position relative de la parabole % et de
la droite d.
2. En déduire les solutions des équations et inéquations
suivantes:

a) flx) = g(x) b) f(x) > g(x)

J

c) flx) < g(x)

Soient f et g deux fonctions définies sur R dont les
courbes € et € oSt représentées ci-contre dans un repére
du plan.

1. Etudier la position relative des courbes 6, et <€>g.

2. En déduire les solutions des équations et inéquations
suivantes.

a) f(x) = g(x) b) f(x) > g(x)

J

c) flx) < g(x)

wv

w
—T
~—

N

—_

N

—
D v
S
L—T /
\

|
[e )NV

m Méme exercice que le précédent avec les courbes €,
et ‘69 ci-dessous :

\
\
\le
©
N 6
= — _—
J _— —
0 ) Ol =— 1 12
\-&\ //l-/_) T € Z
_—— N

Pour les exercices P a FZ:] le plan est muni d’un repére
(O;i,]).6,et€ sontlescourbesreprésentatives res-
pectives des fonctions f et g dans ce repére.

m Soit f et g deux fonctions définies sur R par
flx) =x?-3x+7etg(x) =5x-9.

1. Montrer, que pour tout réel x, f(x) - g(x) = x> - 8x + 16.
2. Etudier, selon les valeurs de x; le signe de f(x) — g(x).

3. En déduire la position relative des courbes 6, et ‘69.

Soit fet g deux fonctions définies sur R par fix) =x+ 2
etglx)=-x2+8.

1. Calculer, pour tout réel x, fix) - g(x).

2. Etudier, selon les valeurs de x; le signe de f(x) — g(x).

3. En déduire la position relative des courbes € et € .

m Soit f et g deux fonctions définies sur R par
flx)=-3x2+7etglx) =x2-1.

1. Calculer, pour tout réel x;, f(x) - g(x).

2. Etudier, selon les valeurs de x, le signe de f(x) — g(x).
3. En déduire la position relative des courbes 6, et %Sy.

Signe de la dérivée et variations
delafonction
m Soit fune fonction définie et dérivable sur l'intervalle
[-5;6]. La courbe représentative de fest tracée ci-dessous
dans un repére du plan.

Jy
4
3 L
5 ~%
T X
5 4 3/2 10[7 2 4 5 ¢
2

1. Décrire les variations de f sur [-5 ; 6].
2. En déduire le tableau de signes de la fonction dérivée
sur[-5;6].

m Soit fla fonction définie sur R par fix) = x*> + 2x - 4.
1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R et déterminer
sa dérivée .

2. Etudier le signe de f'(x) sur R.

3. En déduire les variations de f sur R.

4. En utilisant vos connaissances sur les polynémes du
second degré, vérifier les résultats trouvés a la question 3.

m Méme exercice que le précédent avec la fonction
fixr—>-2x2+7x-1.

m Méme exercice que le précédent avec la fonction

1
f:x'—>zx2—8x+3.

5 - Variations et courbes représentatives de fonctions 153
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Exercices

m Soit fune fonction définie et dérivable sur l'intervalle
[-2; 10]. Sa dérivée est la fonction f’ représentée par la
courbe ci-contre dans un repére du plan.

1. Lire graphiquement le signe de f’(x) selon les valeurs de
x de l'intervalle [- 2 ; 10]. Et présenter vos résultats dans un
tableau de signes.

2. En déduire le tableau de variations de la fonction f sur
l'intervalle [-2:10].

Yy
\

[© N
~

-

€,

N W
-

bad

_

N

Soit g la fonction définies sur R par E
gx)=x3-x2-x.

1. Justifier que la fonction g est dérivable sur R et déter-
miner sa dérivée g'.

2. Etudier le signe de g’(x) sur R.

3. En déduire les variations de g sur R.

4. Vérifier la réponse a la question précédente en tracant la
courbe de la fonction g sur la calculatrice graphique.

m Méme exercice que le précédent avec E

1
lafonctiong: x — §x3 +2x.

m Méme exercice que le précédent avec ﬁ
lafonctiong:x+— -2x3+x?+8x-7.

Soit g la fonction définie sur]-o; 9[ U 19; + o[ E
3x+1
parg(x)= .
x-9
1. Justifier que la fonction g est dérivable sur]-o0;9[ U 19; + [
et déterminer sa dérivée g".
2. Etudier le signe de g’(x) sur1-o2;9[ U 19; +<°[.
3. En déduire les variations de g sur]-o0;9[ U 19 ; +°[.
4. Controler votre réponse a la question précédente en tragant
la courbe de la fonction g a I'aide la calculatrice graphique.

m Méme exercice que le précédent avec la fonction g

définie sur R\ {—g} par g(x) =

2x+5

m Méme exercice que le précédent avec la fonction g
1 7 100

définie sur R\ {—¢parg(x)=—--——
{4} parg(x) 3 1-4x

d’application

m Soit f la fonction définie sur R et dont la courbe est
représentée sur le graphique ci-dessous.
@ |

N

i
x

W
N -
—

~
w
I

—
~—
£

(0]

Parmi les trois graphiques suivants lequel correspond a la
fonction dérivée f’?
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..................................................

Soit fune fonction dérivable sur R et f* sa dérivée. On
donne le tableau de signes de f’.

X —o0 5 + 00

Signe de f'(x) + 0 -

La fonction fadmet-elle un extremum local ? Si oui, est-ce
un maximum ou un minimum ?



Exercices

Soit g une fonction dérivable sur ]0 ; +[ et g’ sa
dérivée. On donne le tableau de signes de g".

5 0 3

+oo

Signe de g’(x) - 0 -

La fonction g admet-elle un extremum local ? Si oui, est-ce
un maximum ou un minimum ?

Soit fune fonction dérivable sur R et f* sa dérivée.

X — 0 -2 -1
Signe de f’(x) + 0 - 0 +

On donne le tableau de signes de .

1. La fonction f admet-elle un minimum local ? Si oui, en
quelle valeur ?

2. La fonction f admet-elle un maximum local ? Si oui, en
quelle valeur ?

Soit g une fonction dérivable sur R et g’ sa dérivée.
On donne le tableau de signes de g'.

X — o0 -8 1

Signe de g’(x)

1. La fonction g admet-elle un minimum local ? Si oui, en
quelle valeur ?
2. La fonction g admet-elle un maximum local ? Si oui, en
quelle valeur ?

m Soit fla fonction définie sur R par f(x)= %xz -15x +100

1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f’(x) pour
tout réel x.

2. Dresser le tableau de signes de f'(x) sur R.

3. En déduire que fadmet un extremum local en une valeur
que l'on déterminera.

m Soit g la fonction définie sur R par g(x) = —4x> + 9x.
1. Justifier que g est dérivable sur R et calculer g’(x) pour
tout réel x.

2. Dresser le tableau de signes de g’(x) sur R.

3. En déduire que g admet un maximum local en une valeur
que l'on déterminera et un minimum local en une autre
valeur que l'on déterminera.

Calculs et automatismes

m Réduire mentalement les expressions suivantes.

3x - 21x2
9

C=(yx-1+3)(yx-1-3)

A= B=5x-1)-(2x+4)

d’application

Une entreprise fabrique et vend des montres. Elle en
produit chaque jour entre 2 et 24. On note x le nombre de
montres produites et vendues par jour. On appelle C(x) le
colt total journalier de fabrication en euros. La fonction C
est définie par C(x) = x* - 4x + 169338. On appelle colt
unitaire moyen C_(x) le codt de fabrication d'une

. . C(x
montre lorsqu'on en produit x. Il est donné par C_(x) = ),
1. A quel intervalle | appartient le nombre x ? X
2. Démontrer que la fonction C_ est définie sur | par

169
C(x)=x-4+—.
x

3. Justifier que C_ est dérivable sur | et déterminer, pour
tout réel xdel, C',_(x).

4. Dresser le tableau de signes de C’_ (x) sur I

5. En déduire le nombre de montres que I'entreprise doit
fabriquer pour avoir un colt moyen minimal.

3 soit un segment P N
[AB] de longueur 10 et M
un point de ce segment.
Du méme c6té de ce seg- D
ment, on construit deux
carrés AMNP et MBCD. On
pose AM = x et on étudie
I'aire du domaine formé
par ces deux carrés en A M
fonction de x.
1. A quel intervalle | appartient le réel x ?
2. Soit f(x) l'aire du domaine.
Montrer que, pour tout réel xdel,ona:
flx) = 2x? - 20x + 100.
3. Justifier que la fonction f est dérivable sur | et déterminer
f’(x) pour tout x de I.
4. En déduire les variations de f sur | et la valeur de x pour
laquelle I'aire du domaine est minimale.

]
=
Voici un programme de calcul. IEakikalibha

§Choisir un nombre positif

HE 1

: Ajouter 2

%Mettre au carré :
i Soustraire le cube du nombre initial

Quel nombre choisir au départ afin que le résultat trouvé
soit le plus grand possible ?

m Résoudre mentalement les inéquations suivantes.
a)5x-30=<0 b)3(1-2x)=0
x’-36<0 d)-x(x+1)=0

5 « Variations et courbes représentatives de fonctions
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Exercices

Positions relatives de courbes E

..................................................

Le plan est muni d’un repére (0,7, ) ; fet g sont des
fonctions définies sur I'ensemble D ; 6, et 6_sont les
courbes représentatives respectives des fonctions f et
g dans ce repére Pour les exercices [55] a étudier la
position relative des courbes 6,et €_surl'ensemble D.
Puis contréler le résultat obtenu en tracant les courbes
avec a calculatrice graphique.

Ef:xw—%x2+8x—8etg:x93x+1 avecD=R.
1
Elf:x'—>4x3—5x2+xetg:xH—ExavecD=[R.

mf:x»egetg:x'—ﬂx% avec D = R*.
X

mf:x'—>

7ox etg:x— > avecD=R\{-3;2}
x+3 x-2

mf:xl—nﬁx etg:xl—>§avecD=IR+=[O;+00[

Soit f une fonction définie sur R par f(x) = %x -5et

7
g une fonction définie sur R* par g(x) =-—.
x

a) Montrer que, pour tout réel x non nul :

l962—5x+7

f(x)-glx) =4
X

b) Etudier, selon les valeurs de x, le signe de f(x) - g(x).
¢) En déduire la position relative des courbes 6, et (69.

J

T X
-12-10 -8 -6 -4 —29 2 4 _6—¢ 12 14 H
;' / //
= i
fl_— 3 /

I

m Soit fla fonction définie sur R par fix) = x* - 3 et gune
fonction définie sur R* par g(x) = E On appelle €, et ‘6g
x

leurs courbes représentatives respectives dans un repére
du plan. Avec un logiciel de calcul formel on a obtenu les
résultats suivants.

d’entrainement

[t[simplifier (x~2-3-2/x)
=342 |
E M
factoriser (x"3-3x-2)
2 —
(x-2) H{x+1) M

A l'aide de ces résultats, étudier la position relative des
courbes €, et ‘69.

Etudedefonctions
m Soit h la fonction définie sur]-o0; 3] par h(x) = \/9 - 3x .
1. Justifier que la fonction h est dérivable sur ]- ; 3[ et
déterminer sa dérivée h’.

2. Etudier le signe de h’(x) sur]-o2; 3[.

3. En déduire les variations de g sur J-; 3].

4. Vérifier la réponse a la question précédente en tracant la
courbe de la fonction h sur la calculatrice graphique.

m Méme exercice que le précédent avec la fonction h

définie sur [-10; +oo[ par h(x) = [%x +5.

Pour les exercices [31 a [3 étudier les variations de la
fonction sur I'ensemble D.

mf:x'—>x“—3x3+x2avecD=[R.

m g:x'—>%x3(5—x2)avecD=R.

-7
mh:x'—> avecD=1]-o0; 1[U]1;+%[
(x=12
m iix— 6-x avecD=R
x2+13

1 x
mj:xre———avechR*
x 8

m Soit g la fonction définie sur D =]—oo ; E[U]E ; +00{

ar g(x) = al + 2 ? ?
parg 4 2x+3
1. Montrer que g est dérivable sur D, et montrer que, pour
N 7
X +3x-—
toutréelxdeD, g’'(x)=————
g (2x + 3)?

2. Etudier le signe de g’(x) sur D.
3. En déduire les variations de g sur D et dresser un tableau
de variation.

Montrer que la fonction h définie sur R par

1
h(x)= ————
) 5x2 -2x+1

le maximum de la fonction ?

. 1
admet un maximum local en —. Est-ce
5



Exercices

m On définit la fonction fsur I = [0; 2] par

-5
flx)=—"——-
() x2+x-12

La fonction fadmet-elle un minimum local sur|?

m On a tracé ci-contre la courbe représentative € g d’'une
fonction g définie sur R, ainsi que la tangente a ‘(ég au point A
d’abscisse 0.

J /

/ /
/

[e)}

wv

IS
—
&

w
b
_—

~—
—
w N
—
~_

~—
N

Déterminer, parmi les quatre graphiques ci-dessous, celui
qui correspond a la fonction dérivée g”:

® ®

(o)}

(&
—

w b
—

N
—
~—_

I

x
T\ -
B W =g —= N W A

N

Ul —0
~—

U
—~—

N
N

-0 —la N
-
N
i
§;
=
|

I
N __.8 —a N oW ('/L“ o

N

d’entrainement

On a tracé ci-contre la courbe ‘6, représentative de la
4 2

_x__49_x+6‘ Cette
100 100

fonction semble toujours positive sur R.

fonction f définie sur R par f(x)=

\ y I

~

(€]

\ ) /
/ ) \
j N, . x

-7 6 -5 4 -3 -2-10[71 2 3 4 5 6 7

Sans utiliser d'outil numérique, pouvez-vous confirmer
cette conjecture ?

Soit fla fonction définie sur R par flx) = x* - 3x2 + mx
ou m est un réel.

Pour quelles valeurs de m la fonction f est-elle strictement
croissante sur R ?

Soit a un nombre réel et soit la fonction h définie sur R
par h(x) = x> - ax.

Etudier, selon les valeurs de g, le signe de h’(x) et en déduire
les extremums éventuels de la fonction h.

.................................................

On ale tableau de variations d'une fonction g définie
et dérivable sur [-5; 8]:

-5 -2 3 8

/ 9\ /0
1 -1

a) Donner un encadrement de g(x) lorsque 3 < x < 8.

b) Donner un encadrement de g(x) lorsque -2 < x < 3.

c) Donner un encadrement de g(x) lorsque -5 < x < 3.

d) Soient a et b deux réels tels que -5 <=a < b =< -2.

Comparer g(a) et g(b).

e) Soient a et b deux réels tels que -2 < a < b < 3. Comparer

gla) et g(b).
f) Soita € [-5;-2] et b € [3; 8]. Comparer g(a) et g(b).

X

Variations de g

Soient x et y deux nombres strictement négatifs tels
que x < y. Pour chaque inégalité ci-dessous, dire si elle est
vraie ou fausse en justifiant.

ae>y b=l 9X ) ae<yp e-y<-x
x oy 3 3

Démontrer que, pour tout réel xtel que3 < x <5

alors0<(3-x?<4.

5 « Variations et courbes représentatives de fonctions
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Exercices

Soit la fonction f définie sur /=1[0; 1] par
fix—4x2-12x+ 1.

Etudier les variations de f sur | et en déduire que, pour tout
réel xdel, flx) = -7.

Soit la fonction g définie sur /=[0; 5] par
g:x—-x+4x-3.
Démontrer que, pour tout réel xde |, -8 < g(x) < 1.

TICE
On considere la fonction h définie sur R* par
(x+1)3

x2
Avec un logiciel de calcul formel on a obtenu la fonction
dérivée h”:

h(x)=

Ill factoriser (deriver((x+1)~3/x~2))

-2) e+ 1)
Gy

X

i
)

1. Etudier les variations de h sur R*.

27
2. En déduire que si 0 < x < 2 alors h(x)=—.

Soit la fonction f définie sur R par f: x+— x3 - 3x

1. Etudier les variations de f sur R.

2. En déduire que, si a et b sont des réels de l'intervalle
[-1;1]telsquea <balors:a®>-b>>3(a-b).

m Soit f et g deux fonctions définies sur R par f(x) = x°
etglx)=-3x+9x+ 1.

On cherche a démontrer que, pour tout réel x = 2, fix) = g(x).
Considérons la fonction h définie sur R par h(x) = f(x) - g(x).
1. Déterminer, pour tout réel x, h’(x). Puis étudier le signe
de h'(x) sur R.

2. En déduire que la fonction h est croissante sur [2 ; + o].
3. Calculer h(2). Puis conclure.

.................................................

m Une coopérative fabrique du jus de pomme. Elle
produit entre 0 et 200 litres de jus. Elle a établi que ses colts
de production, en euros, de x dizaines de litres de jus de
pommes étaient donnés par la fonction C: x+— x2 - x+ 10.
Chaque dizaine de litres produite sera vendue 19 €.

1. Quel est I'ensemble de définition de la fonction C?
2.0n appelle R(x) la recette gagnée par la coopérative pour
x dizaines de litres vendus. Exprimer R(x) en fonction de x.
3. On appelle B(x) le bénéfice réalisé par la coopérative
lorsqu’elle produit et vend x dizaines de litres de jus de
pomme. Quel que soit x, on a B(x) = R(x) - C(x). Montrer
que la fonction bénéfice B est définie sur [0 ; 20] par
B(x) =-x%+20x-10

4. Etudier les variations de la fonction B sur [0 ; 20].

5. En déduire le nombre de litres que la coopérative doit
produire afin d'obtenir un bénéfice maximum.

d’entrainement

m Un rectangle a pour périmetre 50 cm.

1. Soit x la largeur de ce rectangle.

Exprimer sa longueur en fonction de x.

2. Démontrer que l'aire de ce rectangle peut étre modélisée
par la fonction A définie sur [0 ; 25] par #(x) = —x? + 25x.
3. En déduire I'aire maximum de ce rectangle.

m Un charpentier doit construire le toit incliné (DM) au
dernier étage d’une maison, en laissant un espace rectan-
gulaire vide (OABC) qui correspondra a la surface habitable
de cet étage. Il observe qu'il peut faire varier l'inclinaison
de ce toit tout en conservant I'espace habitable OABC ; ainsi
la hauteur OD va varier en fonction de la largeur au sol x.
Afin d'optimiser l'espace de rangement BCM et l'espace
«grenier » ABD, il souhaite établir la largeur x qui permettrait
de maximiser la surface OMD.

Dans le schéma ci-dessous les longueurs sont exprimées
en métres.

1. A l'aide d’un théoréme de géométrie, exprimer OD en

fonction de x.

2. En déduire que l'aire du triangle OMD peut étre modé-

lisée par la fonction g définie sur l'intervalle 13 ; + [ par
xZ

(%)= .

J x-3

3. Etudier les variations de g sur 13 ; +[ et conclure le

probleme.

Une entreprise fabrique et vend x tonnes

d’un certain produit par jour, x étant compris entre 10 et
100. Elle doit assumer des charges représentant un co(t
total quotidien dont le montant en centaines d'euros est
donné par C(x) = 0,2x? + 8x + 500.

Partie A

Le colt moyen unitaire C,, de fabrication d’'une tonne de
produit est exprimé en centaines d'euros et est égal, pour
tout réel x de l'intervalle =[10;100] a:

C(x
Calx)= G
X
1. Justifier que la fonction C _ est dérivable sur |, et que pour
0,2x2 - 500
tout réel xdel, C/ (x)= x—z
X

2.En déduire la quantité de produit fabriqué quotidienne-
ment pour laquelle le codt moyen unitaire est minimale.



Exercices

Partie B
1. Le prix de vente d’'une tonne de produit dépend de la
quantité x produite et s'exprime, en centaines d'euros, par

. X
la relation : p(x) =62 - T

a) Déterminer la recette totale obtenue avec une production
et une vente de 40 tonnes de produit.
b) Déterminer en fonction de la quantité x produite et
vendue le montant de la recette totale R(x).
2. Le bénéfice B, en centaines d'euros, réalisé par lI'entreprise
pour la vente de x tonnes de produit est égal, pour tout réel
xdel,a:B(x) =R(x) - C(x).
a) Montrer qu’alors B est la fonction définie sur | par
B(x) = -0,45x2 + 54x - 500.
b) Combien de tonnes I'entreprise doit produire et vendre
afin d'obtenir un bénéfice maximum ? Donner le montant
de ce bénéfice.

D’apres bac

m La parabole d'équation y = —lxz + 8 coupe l'axe des
abscisses en A et B. Le 2

point M d’abscisse x se v
déplace sur la parabole \
entre A et B. Le point N M
est le projeté orthogo-
nal du point M sur I'axe
des abscisses. On
cherche a déterminer la
position du point M qui
maximise l'aire du X
triangle AMN. A N B

1. Déterminer I'abscisse

du point A et I'abscisse du point B.

2. Exprimer AN et MN en fonction de x.
3. Montrer que I'aire du triangle AMN est donné, en fonction
de x, par la formule :

f(x)=—%x3—x2+4x+16

4. a) Déterminer f’ la fonction dérivée de f.

b) Etudier le signe de f’(x) sur R.

c) Dresser le tableau de variation de fsur [-6 ; 6].

5. Conclure en répondant a la question posée au début
de l'exercice.

m Un mobile se déplace sur JaRALIER U n
un axe [Ox) gradué en cm. On observe son déplacement
pendant une durée de 6 secondes.

Sa position sur I'axe est donnée, en fonction du temps

1
t (en s), par la fonction f(t) = §t3 -3t2 +9t.

1. Etudier les variations de la fonctions fsur [0 ; 6].

2. Décrire le mouvement du mobile sur son axe.

3. Lavitesse instantanée du mobile a un instant t est égale
a f’(t) et est exprimée encm-s.

a) Quelle est sa vitesse initiale ?

b) A quels instants sa vitesse est-elle inférieured 1 cm-s'?

d’entrainement

On veut inscrire un rectangle d’aire maximale dans
un triangle ABCisocele en C de dimensions AC=BC=5 et
AB = 8. Pour cela on place un point E sur le segment [AB] a
une distance x du point A, puis a partir de E on construit
les trois autres points, M sur [AC], N sur [BC] et F sur [AB],
pour former le rectangle EMNF comme sur la figure ci-contre.
L'aire s4(x) du rectangle EMNF varie ainsi en fonction de la
position x du point E sur le segment [AB].

C

H

A E F B

1. Expliquer pourquoi x appartient a l'intervalle [0 ; 4].
2. Combien mesure la hauteur [HC] du triangle ABC?

3. Montrer a I'aide du théoréme de Thalés que ME = 3x, et
4

en déduire que, quel que soit le réel x de l'intervalle [0; 4],
A(x)=6x- %x

4. En déduire la position de E sur [AB] pour que l'aire du
rectangle soit maximale et la valeur de cette aire maximale.

.................................................

Soit fla fonction définie sur [-6 ; 8] par
f(x)= lx2 - lx -2.
4" 2

Soit % sa courbe représentative dans un repére orthonormé
(O,i,j)duplan.

1. Etudier les variations de fsur [-6 ; 8].

Justifier que la parabole % admet une tangente « horizon-
tale » D au point d’abscisse 1.

2.a) Déterminer I'équation de la tangente 7, a % au point A
d'abscisse - 2.

b) Etudier la position relative de T, etP.

3.a) Déterminer I'équation de la tangente ', a % au point B
d'abscisse 0.

b) Etudier la position relative de TetP.

4. Compléter le tableau de valeurs ci-dessous, puis placer
les points correspondants dans le repére orthonormé.

X -6 -4 -2 0 1
f(x)

5. Tracer les droites 7 ,, 7, et D.

6. A l'aide des questions précédentes, tracer l'arc de la
parabole P situé sur l'intervalle [-6; 1]

7.Sachant que la parabole % admet un axe de symétrie pas-
sant par son sommet, finir le tracé de % sur l'intervalle [1; 8].

5 « Variations et courbes représentatives de fonctions

159



160

Exercices

m Soit g la fonction définie sur | = [-1,5; 1,5] par
fix) = x® — 3x et soit %’)g sa courbe représentative dans un
repére du plan.

1. Etudier les variations de g sur | et justifier que la courbe € g ad-
met deux tangentes « horizontales » que l'on nommeradet d”.
2.a) Déterminer I'€quation de latangente 7, a ((%g au point A

d'abscisse _E.
4
b) Etudier la position relative de 7, et (69-
3.a) Déterminer I'équation de la tangente 7, a <€>g au point B

d’abscisse 0.
b) Etudier la position relative de T et %g

Travailler autrement

ont raisonné différemment ; voici leurs résultats.

Copie d’Elias

) Q‘—-?;'r-—l!i)
E2)® Ll Kk (=U0) x4

,,_f?-c-sj -\ig

Q%4

T4 — "("_'5}-\'@ -‘_-_\ ‘
x4

.8 - S | 40

TS TSR

/N

i | | i

¥
N
L
L

Antique (Euclide, Héron, ...).
Vous présenterez un de ces problemes a la classe.

local en x = 2.

m Faites une recherche sur les premiers problémes d'optimisation a I'époque

m 1.Trouver une fonction f polyndme du 2¢ degré ayant un maximum en x = 2 qui vaut 10.
2. Puis trouver deux fonctions g et h polyndmes du 3¢ degré ayant un maximum local en x = 2 qui vaut 10.
3. Rédiger un exercice dont l'objectif sera de démontrer que les fonctions f, g et h ont un méme maximum

d’entrainement

4. Compléter le tableau de valeurs ci-dessous, puis placer
les points correspondants dans le repéere orthonormé.
X -1,5

-1,25 -1 -0.5 0

g(x)

5. Tracer les droites 7 ,, 7 et d.

6. A l'aide des questions précédentes, tracer ‘69 sur l'inter-
valle [-1,5; 0]

7.En admettant que la courbe <6g est symétrique par rapport
a l'origine O du repere, finir le tracé de <€>g sur l'intervalle
[0;1,5].

Em Un professeur a demandé a ses éléves d’étudier les variations sur R de la fonction f: x+— x? - 3x - 10. Deux éléves

Copie d’Elise

| / 41
omme. | a est posil/

—Coms
SESE SRS
i
:J...

<n

fs

0 | 53 A | cioissanke.
O4is - Hall |

L 1

L'un des deux a-t-il répondu correctement a la question ? Et si oui lequel ? Quelle(s) erreur(s) a (ont) été commise(s) ?

dno*

mEn '
o0 Histoire des maths ']\
N0

En

9
o020
A2

()

edn()&



ais
EE) Coait minimal et bénéfice maximal M%

Un artisan fabrique des bottes sur mesure. Toute paire de
bottes est donc commandée, fabriquée et vendue au prix
de 201 €. On note Cla fonction qui, a chaque nombre x de
paires de bottes fabriquées, associe le colt total de fabri-
cation de ces x paires.

Et on a, pour tout réel x appartenant a | = [0 ; 30],
Clx) = %3 — 305 + 309x + 500.

A. Etude du coiit marginal

On rappelle que le codt marginal C | de fabrication d’'une
unité supplémentaire se calcule a I'aide de la dérivée du
colt total. Ainsi, pour tout réel xde |, on a C_(x) = C'(x).

1. Démontrer que, pour tout réel xdel, C_(x) =3(x~ 10)*+9
2. En déduire pour quelle quantité fabriquée le colt mar-
ginal est minimal.

B. Etude du bénéfice

1. Démontrer que le bénéfice obtenu pour la fabrication et la
vente de x paires de bottes est B(x) = —x3 + 305 — 108x - 500.
2.Combien de paires de bottes faut-il fabriquer pour obtenir
un bénéfice maximum ? Quelle est la valeur de ce bénéfice
maximum ?

Vrai ou faux ?

La courbe %6 donnée ci-contre est la représentation gra-

x?+3x+

phique de la fonction f : x — 2 définie sur l'inter-

valle | =]0; +<[. La droite d a pour équation y = —%x +5.

Le point A est situé sur la courbe 6 a I'abscisse 6.

Exercices| bilan

Indiquer les propositions suivantes, dire si elle est vraie o‘

fausse en justifiant.
a) ¢ admet une tangente « horizontale » au point d’abscisse 2.
b) La fonction f est décroissante sur l'intervalle ]0; 3].
, (x-3)?
f'(x)= .

3x2

) Pour tout réel x strictement positif, f(x) = 3.
d) La tangente A a la courbe € au point A a pour équation :

1
=—x+2.
Y 4

e) A est située au-dessus de 6 sur l'intervalle 16 ; + o<[.
f) La courbe 6 est en-dessous de la droite sur l'intervalle [1; 3].

EE Rectangle inscrit dans une parabole

Dans la portion du plan, muni d'un repére orthonormé,
déterminée par l'arc de la parabole & déquation y = et
la droite A d'équation y = 5, on veut inscrire, comme sur
la figure ci-dessous, un rectangle dont l'aire est la plus
grande possible.

by
B\ P c Q /A

+
i

-2 -1 0

1. Soit x I'abscisse du point M de la parabole situé sur I'arc
OA. Montrer que l'aire du rectangle MPNQ est égale a
-2x3 + 10x.

2. Soit fla fonction qui a x associe I'aire du rectangle MPNQ.
a) Quel est son ensemble de définition ?

b) Etudier les variations de f sur son ensemble de définition.
3.Donner la valeur exacte des coordonnées du point M qui
correspond a I'aire maximale et donner la valeur exacte de
Iaire maximale.

EIA variations de fonction et encadrement

1
g est la fonction définie sur R par g(x) = Zx“ -2x2-3.

1. Etudier les variations de g sur R.
2. Dresser le tableau de variations complet sur R.

l‘ G R EPETER Penser a calculer les valeurs des

extremums locaux de g.

3. Dans chacun des cas suivants, donner un encadrement
de g(x).

a)0=s=x<2 b) x €[-3; 0]

5 « Variations et courbes représentatives de fonctions
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Exercices| bilan

Colt moyen et coGt marginal

Le colt total de production, exprimé en milliers d'euros,
pour produire g kilogrammes d’un produit cosmétique est
donné par la fonction C définie sur I2= [1,;20] par:

q”

.

Cq=4+qg+

S e

Le codt moyen C,(q) de production pour une quantité g
fabriquée est :

Culg) = a)
Le codt marginal C__(q) pour ung quantité g fabriquée est
égala:

C.a=Clq).
1. Déterminer, pour tout réel g de |, C,(q) et C_(q).
2. Etudier les variations de C,, et dresser le tableau de va-
riations complet sur I.
3. Laffirmation suivante est-elle vraie ? :
« Lorsque le colit moyen est minimal, il est égal au colt
marginal. »

LN Positions relatives d’une courbe et de
ses tangentes

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = x° + 5* + .

1. Déterminer les variations de f sur R.

2. Démontrer que la droite d déquation y = x est tangente
a la courbe 6, représentative de f.

3. Etudier la position relative de d et de €, sur R.

4. Démontrer que la courbe 6.a une, et une seule, tangente

- . 2
de coefficient directeur = que I'on nommera 7.

5. Avec le logiciel Xcas on obtient la factorisation suivante.

{|factoriser (x"3+x72+1/3*x+1/27)

!3*x+1!3 J

27 M|

q

En déduire la position relative de 6 et de 7.

KB Courbes de Lorenz

On appelle courbe de Lorenz la représentation graphique
d’une fonction L vérifiant les conditions suivantes :

@ L est définie et croissante sur [0; 1];
@LO)=0etL(1)=1;

(3 Pourtout xde [0;1], L(x) < x.

1. Soit la fonction f définie sur [0;1] par f(x) = 53 + 2x°.

a) Déterminer la dérivée de f et dresser le tableau de varia-
tion de fsur[0;1].

b) Déterminer le signe de f(x) - x sur [0; 1].

¢) La courbe 6, représentative de la fonction f est-elle une
courbe de Lorenz ?

2. Soit la fonction g définie sur[0;1] par g(x) = ix + 1 -1.
2 x+1

La courbe <€>g représentative de la fonction g est-elle une
courbe de Lorenz ? Justifier.

EGLY Allure d’une courbe représentative

Soit f une fonction définie et dérivable sur 1 =10 ; +<[. La
courbe représentative de sa fonction dérivée f” est repré-
sentée ci-contre dans un repére orthonormé (O, i, j).

24
1,5
j
[0)
14
24

1. Lire graphiquement le signe de f’(x) pour tout réel x de .
2. En déduire les variations de fsur I.

3. 0n cherche a construire l'allure de la courbe 6, représen-
tative de la fonction f.

a) Sachant que f(1) = f(4) = 0 et que f(2) = - 2, déterminer
les équations respectives des tangentes a la courbe € en 1,
en2eten4.

b) Construire dans un repére orthonormé ces trois tangentes,
et en déduire une allure possible de la courbe € sur I.

4. On sait désormais que la fonction f est de la forme

b N .
f(x)=ax +—+cola,betcsont des réels.
X

a) Donner l'expression de f’(x) pour tout réel x strictement
positif.

b) En utilisant les données de la courbe représentative de f’
donnée au début de I'exercice, montrer que les réels a et b
vérifient le systéme d'équation suivant.

a—2=0
4
a-b=-6

c) En déduire les valeurs de a et b, puis a I'aide de la ques-
tion 3. déterminer la valeur de c.



Exercices d'qpproiondissement

Triangle isocéle et aire maximale
Le triangle ABC est isocele. Son périmeétre A
est de 10 cm. Le segment [AH] est la hauteur i
issue du sommet principal A.

On cherche a construire ce triangle de fagcon

a ce que son aire soit maximale. Pour cela,

on pose BC=x

1.Démontrer que 0 = x < 5.

2. Exprimer AH en fonction de x.

3. En déduire que l'aire s du triangle est

égal&d(x)=§1/25—5x. B H ¢

4. Justifier que la fonction s est dérivable sur l'intervalle
[0; 5[ et déterminer, pour tout x de cet intervalle, o4’ (x).

5. En déduire la valeur de x pour laquelle I'aire du triangle
ABC est maximale.

ELE parabole, tangente et aire minimale
Soit la fonction f définie sur
R par flx) = 1 - x* et €, sa ¥
courbe représentative dans

un repére du plan. A est un M
point de 6,d'abscisse a telle ANA
que 0 =< g =< 1. La tangente
a 6, au point A coupe l'axe N x

des abscisses en N et |'axe %/1 (0] T\ \
f,

des ordonnées en M. Quelle
que l'aire du triangle OMN soit minimale ?

doit étre la valeur de a afin

EGE] Araide d’un logiciel de calcul formel
Le rectangle OBAC est inscrit dans le quart de cercle de
rayon 10 ci-contre. Ce quart de cercle correspond a la
courbe représentative de la fonction ¢ définie sur [0;10] par
c(x) = /100 - x2. Quelle valeur doit prendre la longueur OC
afin que le rectangle ait un périmetre maximum ?

l‘ G EREETE On pourra utiliser Xcas pour dériver,

simplifier, ou factoriser.

1017
91B A
8l
71
61
51
4]
31
21
11

v N

o\--
<t
ot
ol
S

m Positions relatives d’une courbe et de
ses tangentes

Partie A

Soit P(x) =3+ x* —x— 1

1. Justifier qu'il existe des réels g, b et cavec a = 0, tels que :
P(x) = (x - 1)(ax* + bx + ¢)

2. Déterminer les réels a, b et c.

Partie B

Soit fla fonction définie sur R par f : x — ] 5 et soit
-x+x

¢, sa courbe représentative dans un repére orthonormé
(O,1i,j)duplan.

1. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f’(x)
pour tout réel x.

2. Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau
de variations.

3.a) Démontrer que la tangente 7, a la courbe 6, au point A

1 2
d’abscisse - 1 a pour équation y = gx + 3 Et,al'aidedela

partie A, étudier la position relative de la droite 7, et de
la courbe 6.

b) Déterminer I€quation de la tangente 7, a la courbe €,
au point B d'abscisse 0, et étudier la position relative de 7,
eté,.

c) Placer dans le repére les points A et B et tracer les
tangentes 7, et 7.

4.De la méme facon déterminer les équations des tangentes
a la courbe 6, aux points C et D d'abscisses respectives 1
et 2, puis tracer les.

5. Construire la courbe 6.

EE pe I'importance de savoir factoriser
avant de développer (24 x)?

Soit fla fonction définie sur R* par f(x) = >

1. Etudier ses variations sur R*. 2x
2. Combien la fonction f a-t-elle d’extremums locaux ?

3. Justifier que I'axe des abscisses est tangent a la courbe 6,
en-2.

4. Déterminer I'¢quation de la tangente a 6, au point
d’abscisse 2.

5. Déterminer I'équation de la tangente a €, au point
d'abscisse - 1.

106 | Hyperbole et parabole : positions rela-
tives 35—

Soit f la fonction définie sur R \{- 2} par f(x) = 2 et6
x

+2 f
sa courbe représentative. Soit g la fonction définie sur R par
g(x) =x* + 2x— 1 et €_sa courbe représentative.

1. Etudier les variations de f sur R \{- 2}.

2. Etudier les variations de g sur R.

3. Calculer, pour tout réel x non nul, g(x) - f(x).

4. En déduire la position relative des courbes €, et ‘69.

5. Montrer que les courbes 6, et Cég sont tangentes en 0.

5 - Variations et courbes représentatives de fonctions 163
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Grace au GPS, on peut
obtenir la distance par-
courue depuis un certain
temps pour un automo-
biliste. Pour un trajet de
trois heures, effectué
entre 9h00 et 12h00,
un automobiliste c a pu
modéliser la distance parcourue en fonction du temps
écoulé depuis son départ par la fonction d définie sur [0; 3]
par d(t) =-18t3 + 81t

Sa vitesse instantanée a l'instant t est égal a d’(t).

1. Calculer sa vitesse moyenne sur I'ensemble du trajet ?
2. a) Déterminer, pour tout réel t de [0 ; 3] sa vitesse ins-
tantanée d'(t).

b) Quelle était sa vitesse instantanée a 9h30 ? Eta 11h00 ?
3.Pendant son trajet, il a emprunté diverses routes limitées
a 80 km/h et a roulé aussi sur une portion d’autoroute.
A quelle heure, arrondie a la minute prés, est-il entré sur
l'autoroute ? Et a quelle heure en est-il ressorti ?

4. Lors de I'ensemble de son trajet, quelle a été sa vitesse
maximale ?

Vers laT' <>§

s
m Lors d'une épidémie observée sur SVT

une période de onze jours, un institut de veille sanitaire
a modélisé le nombre de personnes malades. La durée,
écoulée a partir du début de la période et exprimée en
jours, est notée t. Le nombre de cas en fonction de la durée
t est donné en milliers, par la fonction f de la variable réelle
t définie et dérivable sur I'intervalle [0 ;11], dont la repré-
sentation graphique ‘6, est donnée ci-contre. La droite I
est tangente a la courbe €, au point d'abscisse 0 et passe
par le point A de coordonnées (10; 112,5).

3001
2501
2001

150+ !
M25 oo A
100 T

e

J

X

10 11 12

1. Soit f” la fonction dérivée de f. Le nombre f'(t) représente
la vitesse d'évolution de la maladie, t jours apres I'apparition
des premiers cas.

a) Déterminer graphiquement £*(0).

b) Déterminer graphiquement le nombre maximal de
malades sur la période des 11 jours observés et le moment

ELEY Elasticité-prix

La quantité demandée d'un produit dépend de son prix.
Pour déterminer de combien varie la demande d'un pro-
duit quand son prix diminue, les économistes calculent
I'élasticité-prix de la demande de ce produit en effectuant
la division du taux de variation de la demande (en %) par
le taux de variation du prix (en %).

Une entreprise a déterminé que la quantité demandée D
du produit qu'elle fabrique en fonction de son prix x était
donné par la formule D(x) = 1 000 - 24x avec x compris
entre 0 et 40.

1. Initialement, le prix du produit est de 20 €. Déterminer
la quantité demandée.

2. Elle décide finalement de fixer un nouveau prix a 19,90 €.
a) A quelle diminution, en pourcentage, cela correspond-il ?
b) Quelle sera alors la quantité demandée ?

3. En déduire I'élasticité-prix de la demande de ce produit.
4. Pour des taux de variation faibles on peut obtenir une
valeur approchée de |'élasticité-prix en multipliant le prix par
la dérivée de la demande, puis en divisant par la demande.
Donner la valeur de I'élasticité-prix obtenue avec ce calcul
(on prendra x = 20). Comparer avec le résultat précédent.

ou il est atteint. Que peut-on dire alors de la vitesse
d‘évolution de la maladie ?

c) Déterminer graphiquement a quel moment de I'épi-
démie la maladie progresse le plus.

2. Lafonction fest définie sur l'intervalle | = [0; 11] par
45

f(t)=-t3+ ﬂt2 +—t.
2 4

Etudier les variations de fsur | et vérifier la cohérence

de vos résultats avec ceux de la question 1. b)

3. On appelle « dérivée seconde » de f la dérivée de f*

eton la note f”.

a) Déterminer pour tout réel t de I, f”(t).

b) Résoudre I'équation f”(t) = 0 Quel résultat

retrouve-t-on ?

m 1. Soit g la fonction définie sur | =10 ; +0o°[
par g(x) = —4x3 + 9x* - 7.

a) Etudier les variations de g sur | et dresser un tableau
de variations dans lequel on indiquera la valeur des
extremums éventuels.

b) En déduire pour tout réel x de |, le signe de g(x).

2. Soit flafonction définie surl parf(x) = —%xz +3x+ 3l
5
\ o g(x)
a) Montrer que, pour tout réel xde |, ona f’(x) = 3
5

b) En déduire les variations de fsur ]0 ; + o°[.



Travaux pratiques

Chercher, représenter 0:0.0

— 60 h

n Drapeau flottant F . ¥

On se propose de réaliser deux prototypes de drapeau flottant.

A » Réalisation du premier prototype

Avec un logiciel de géométrie dynamique, ouvrir une fenétre graphique. Le
rapport « axeX : axeY » est égala «1:5».

Le motif inférieur est constitué de deux morceaux de parabole représentant
deux fonctions polyndmes du second degré f et g, et d'un segment de droite
représentant une fonction affine h.

motif supérieur

1. On souhaite étudier le morceau de parabole rouge.On choisit pour fla fonction motif inférieur

définie sur [0;10] par f(x) = %x2 -2x.

a) Etudier les variations de fsur [0;10].
b) Cette fonction convient-elle pour représenter le morceau de parabole rouge ?

¢) Tracer le morceau de parabole sur Geogebra : Saisir «| Fonction(1/5x%-2x,x,0,10) |»

2. On souhaite maintenant étudier lemorceau de parabole vert.

a) Placer le point A de coordonnées (10 ; 0). A I'aide de l'outil Symétrie centrale, tracer la figure symétrique par rapport
a A du morceau de parabole tracé précédemment. Puis vérifier, dans la fenétre algébre, que la figure ainsi obtenue

R . P 1
correspond a la fonction g définie sur [10; 20] par g(x) = —gxz +6x - 40.
b) Pour que les courbes représentatives € et € _des fonctions f et g ainsi mis bout a bout conviennent il faut qu'elles
aient la méme tangente au point A. Vérifier par le calcul que cette condition est vérifiée.
3. On étudie ensuite le segment de droite bleu.

Soit h la fonction affine définie sur [20; 25] par h(x) = mx+ p ol m et p sont des réels a déterminer. Pour que le segment
représentant la fonction h s'ajuste correctement a la courbe précédemment tracée il faut que la droite d'équation
y=mx+ p soit tangente a C@g au point B d’abscisse 20.

a) Déterminer I'équation de la tangente a ‘69 au point B. En déduire les valeurs de m et p.

b) Tracer le segment. Pour cela saisir «| Fonction(mx+p,x,20,25) |»

4, Finition du drapeau

Le motif supérieur est Iimage du motif inférieur par une translation de vecteur ¢ de coordonnées (0 ; 80). Saisir
«u=(0,80) » dans la barre de saisie. Puis tracer I'image de %f par la translation de vecteur u en utilisant l'outil translation,
et en cliquant successivement sur le morceau de parabole €, puis sur le vecteur u.

Il ne reste plus qu‘a relier les deux motifs avec deux segments.

B » Réalisation du second prototype

Le motif inférieur du second prototype est constitué d’'un morceau de courbe représentative € )
d’une fonction p polyndme de degré 3 et d'un segment de droite représentant une fonction
affine r. Pour que ces deux « parties » s'ajustent correctement il faut que le segment de droite
corresponde a un morceau de la tangente a la courbe <6p au point de jonction.

On choisit la fonction p : — —x3 + 7x* — 11x définie sur [0 ;4]

1. Etudier les variations de p sur [0 ;4] et vérifier qu'elle convient pour représenter le premier
morceau du motif inférieur ?

2. Tracer avec Geogebra la fonction p sur l'intervalle [0; 4]. (« AxeX : AxeY » =« 1:10»)
3. Déterminer I'équation de la tangente a <6p au point d’abscisse 4. Et en déduire I'expression de la fonction affine r.
4. Tracer avec Geogebra la fonction affine r sur l'intervalle [4 ; 6].

5. Finir la construction du drapeau avec la méme méthode qu’a la partie A. (On saisira| u=(0,40) |)
\\ J

5 - Variations et courbes représentatives de fonctions 165



166

Travaux pratiques

Chercher Représenter Calculer 40'0
*an®

Méthode de Newton-Raphson pour résoudre
une équation de la forme f(x) = 0

A » Etude d’un exemple avec Geogebra

Considérons l'équation 2x* - x— 5= 0.

Peut-on résoudre cette équation en utilisant les propriétés habituelles
du calcul algébrique ?

1. Vérifions, dans un premier temps, que cette équation admet bien au
moins une solution dans R ; pour cela, considérons la fonction f définie
sur R par f(x) = 2x> - x - 5.

a) Etudier les variations de f sur R.

b) Dresser le tableau de variations de f sur l'intervalle [-4 ; 4].

) En analysant ce tableau de variations, justifier que I'¢quation fix) =0 a
une solution dans R. On nommera o. cette solution.

2. Déterminons une valeur approchée de o.
a) Construire la courbe 6, représentative de favec un logiciel de géomé-

trie. Pour cela, saisir | f(x)=2xA3-x-5 |. Puis vérifier graphiquement que

1 < o < 2.Comme o semble plus proche de 1, on choisit 1 comme pre-
miere valeur approchée de o

b) Construire le point A situé sur la courbe %fé I'abscisse 1 (Saisir| A=(1,f(1)) |). Puis tracer la tangente a Céfau point A.
Elle coupe I'axe des abscisses en un point X1 que I'on construira (outil Point d’intersection »).

c) Construire le point A1 sur la courbe a la méme abscisse que X1. (Créer une droite perpendiculaire a I'axe des abs-
cisses passant par X1, puis placer le point d'intersection). Puis tracer la tangente a ‘€ .au point A1. Elle coupe I'axe des
abscisses en un point X2 que l'on construira.

d) Renouveler encore une fois I'opération précédente afin de créer le point X3. Quelle est I'abscisse de X3 ? Que peut-
on dire de cette valeur ?

© Remarque En poursuivant cette procédure on obtient ainsi des points X de plus en plus proches de la solution o de
I'équation f(x) = 0.

B » Cas général avec un algorithme EaiXldli
Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle | et telle que I'équation f(x) = 0 ait une solution o sur | proche

du nombre x,. Soit €, sa courbe représentative dans un repere du plan et soit A un point de ¢, d"abscisse x,,.
1. Donner I'équation de la tangente J ja €,au point A d'abscisse x; .

. N . . ) f(x,)
2. Soit X1(x1 ; 0) le point d'intersection de la tangente J"‘O avec l'axe des abscisses. Démontrer que : x, = x, - 7 0 %
X
0
3. De la méme fagon on peut montrer que la tangente a €, au point AT d'abs- ,
f(x,) i Saisir un nombre x H
cisse x, coupe l'axe des abscisses en un point X2(x, ; 0) tel que x, = x; - ) Et | saisir un entier p
ainsi de suite... ! i inférieur a 10
Considérons alors I'algorithme ci-contre. i Pour n de 1 a p faire :
. . . : £(x
a) Le programmer sur une calculatrice ou un ordinateur avec la fonction fdela XX~ f,(( ))
partie A et sa dérivée f’. On prendra donc x= 1 comme valeur x, initialeetp=3. { _| x
: FinPour
b) Vérifier alors que la valeur trouvée correspond a celle de la question A 2. d). i Afficher x

4, Résoudre, a l'aide de cet algorithme, I'équation Zx3 -2x?2+4x-3=0.0n
donnera une valeur approchée obtenue aprés 8 itérations (p = 8).

l‘ @ EeRETEa Utiliser la calculatrice pour choisir une valeur x; initiale proche de la solution cherchée.




En autonomie

n Etudier une fonction

Soit fla fonction définie et dérivable sur R telle
que f’(x) = 3x2 - 2x - 5.
[a] fest croissante surl-1;0]
[b] fest décroissante sur R
[c] fest croissante sur R
[d] fest décroissante sur[0; 1]

Soit f la fonction définie et dérivable sur R.
On sait que fest décroissante sur ]-; 1], croissante
sur [1; 4] et décroissante sur [4 ; + o],

[a] f(x) =0pourtoutx<[6;9] [b] f(0)=0
[c] f(12) <0 [d] f(x) <0 pourtoutx € [4;5]

Soit g la fonction définie sur R\{1} par :
x2-4x+5
g(x)=——
x-1
[a] g est croissante sur]-o; 1[
[b] g admet un minimum local en 1+ Np)
[c] g’(x)est positive sur 11 ; +oo[
[d] g estdécroissante sur]l; 1+ V2]

* Soit fla fonction définie sur R par :
flx) =2x3-5x2-4x+7
Etudier les variations de la fonction fsur R.

* On considére la fonction h définie sur}oo ; l]

par: h(x)=1-2x 2

Etudier les variations de h sur :l—oo ; ﬂ

Xk Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2
et ‘(%g sa courbe représentative dans un repeére du plan.
1. Etudier les variations de g sur R.

2. Déterminer I'équation de la tangente I a ‘Gg au point
d’abscisse - 1.

3. Etudier la position relative de la droite I par rapport
ala courbe <€g.

Xk Soit fune fonction définie sur R par :
fix—-x3+bx?-4x

ou b est un réel.

On sait que la fonction f est décroissante sur R.

Quelles sont les valeurs possibles de b ?

E Optimiser une fonction
locM

Une fonction f définie et dérivable sur l'inter-
valle 1 =[0; 50] a pour dérivée :
Flx)= (-x-5)(4x-1)
(x+1)2
[a] Lafonction fadmet un maximum local en 5 sur .
[b] Lafonction fadmet un minimum local en O sur .
[c] Lafonction fn'a pas d'extremum sur .
[d] f(%] est le maximum de fsur .

La somme d'un nombre positif x et de son
inverse :

[a] ne dépasse jamais 10,1 six € 10; 10].
[b] est toujours supérieur ou égale a 2.

[c] peut étre modélisé par une fonction strictement
croissante sur ]0 ; + .

[d] n'admet aucun extremum sur 10 ; + o[,

* Une météorologue envoie a 7h00 du matin un
ballon sonde auquel sont attachés des instruments de
mesures.

Ce ballon va monter et, tout en montant il va gonfler,
jusqu'a une altitude maximum ou il explosera et retom-
bera progressivement au sol freiné par un petit parachute.

L'altitude, exprimée en km, de ce ballon sonde en fonc-
tion du temps, exprimé en heures, est modélisé par la
fonction h définie sur [0; 1,7] par h: x— —12x3 + 36x.

A quelle heure atteindra-t-il son altitude maximum ?
Et quelle est cette altitude maximum ?

m *> Le propriétaire d'un terrain souhaite aména-
ger un espace habitable original sous la forme d’'une
tente pyramidale a base carrée dont la structure serait
constituée de quatre grandes perches en bois de 5 m
de longueur posées au sol et se rejoignant au sommet.
Quelle hauteur de la pyramide faut-il prévoir afin d'avoir
un volume maximum ?

5 « Variations et courbes représentatives de fonctions
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' La désintégration des éléments radioactifs
I se fait par une décroissance exponentielle.
Etudier cette vitesse de désintégration
I permet de dater des échantillons trés
' anciens comme ces peintures de la grotte
de Lascaux dont I'age a été estimé
a environ 17 000 ans.

Je dois étre capable de...

Calculer avec la fonction exponentielle. o p. 176 EN

Résoudre des équations ou inéquations
avec la fonction exponentielle. o p.177 N

Etudier un signe avec la fonction exponentielle. o p. 178 X}
Calculer des dérivées. B p. 181
Etudier le sens de variations de la fonction exponentielle. o p.179

Algo & Prog

Construction de I'exponentielle par la méthode d’Euler.
Détermination d’une valeur approchée de e a l'aide p.170

n
1
de la suite ((1 + —) j
n

(1) (16

activités exercices exercices exercices
résolus corrigés non corrigés



Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-11

1. Calculer avec les puissances

Simplifier les expressions suivantes.
X X4 34x3

(2x)? o 372

2. Résoudre une équation du premier degré

Résoudre les inéquations suivantes pour x € R.

a)3"x9 b) d) (@)*x a3

a)2x+4>0 b)x*-1<0
¢)-3x+4<0 d)x+4>3x+1
e)x’-4<-5 f)-7x+1>-3(x+1)

3. Factoriser
Factoriser les expressions suivantes.
a)3x-x° b) 9 - x?
)50+ 1) +x%(-x-1) d) 4x? - dx + 1

4, Dériver

Déterminer une expression de la dérivée des fonctions suivantes.

a) f(x) = xv/x blg)=Qx-57  @h(x)=——
x°+1
d)k(x)=214 e)m(x)=+2x+1 f)n(x)=(4x-1)°
X% +2x+9

5. Déterminer une équation de tangente
Soit f la fonction définie par f(x) = x> - 2x + 3 pour x € R.
On note 6 sa courbe représentative dans un repére.

1. Déterminer une équation de la tangente a ‘¢ au point d'abscisse 2.

2. Déterminer une équation de la tangente a ‘6 au point d'abscisse 1.

6. Travailler avec les suites géométriques
1. Démontrer que la suite (v,) définie par v, =3 x 2" pourn € N est
géométrique.
Préciser sa raison et son terme initial.

1
2. Soit (u,) une suite géométrique de raison g = Z et de terme initial
U, = 2.

n

Algo & Prog<m k=10

DéterminerS=2,,

uk ZUO +U1 +...+u10.
p. 187, 188, 190, 192 L . . .
7 . Relier évolution et suite geometrique

D (u ) est une suite géométrique. Indiquer sa raison dans chacun des cas
m—_ suivant.

p. 190, 193 a) On passe d’une terme au suivant par une division par 3.

b) On passe d’'un terme au suivant avec une augmentation de 10 %.

Les autres disciplines @) , ) o
c) On passe d'un terme au suivant avec une diminution de 13 %.

p- 189,192 d) On passe d'un terme au suivant en en prenant le quart.

Corrigés
Lienmini.fr/maths1-00
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n Condition de croissance d’'une population

Pour modéliser la forte croissance d’une population de lapins élevés en
captivité, un chercheur suppose que cette population double chaque mois.
Il dispose initialement de 100 lapins.

On note N(t) le nombre de lapins (en centaines) au bout de t années.

1. a) Ouvrir une feuille de calcul, reproduire et compléter le tableau suivant.

A B el s [el]e[w] s | J K
1t of 1 2 3 4 s 6 7] 8 9
2 N(t) 1
3 N(t+1)-N(t)

b) Que peut-on dire des lignes 2 et 3?

2. On suppose maintenant que la population augmente de 10 % tous les dixiémes de mois (tous les trois jours).
a) Reproduire et compléter le tableau suivant.

A Bl e o[|e|F]ie | H | [ K
1t 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
2 N(t) 1
3 N(t+0,1)-N(t)

b) Quelle relation peut-on conjecturer entre les quantités N(t) et N(t + 0,1) ?
3. Tester la conjecture précédente pour une augmentation de 1 % tous les centiemes de mois.

En remarquant que N+ h) - V) =~ N’(t) pour h proche de 0, que peut-on en conclure pour N’ ?

h
> (0 @ p.172

Algo & Progg 3:0

B Construction graphique de la fonction exponentielle 4

¥
On cherche a construire une fonction f définie et derivable sur R telle que :
° f, = f
* f(0)=1
© Remarque On rappelle que pour tout réel x, f'(x) est obtenu comme limite du quotient
vers 0.
On peut donc en premiere approximation, considérer que M =f’(x) = f(x)
D'ou fix + h) = f(x) + hf(x), et ce pour h proche de 0. h

lorsque h tend

1. On va construire une approximation de la courbe de cette fonction en prenanth=0,2:
¢ f{0) = 1, on part du point A(0;1) ;
¢ On construit de proche en proche les images suivantes : en partant de f(a), on calcule fla + h) = f(a) + hf(a)
et on place successivement les points dans le repére ;
* On fait de méme avec h = -0,2 pour obtenir un tracé sur ]-o0; 0.

2. Recommencer l'algorithme précédent avec h=0,1.
1
3. Dans cette question, on suppose que h=—oun € N*,
_I n
a) Expliquer pourquoi le n-ieme point a pour coordonnées [1 ; (1 + ;] ]
n
b) Soit (u) la suite définie paru = (1 + —j . Observer les termes de la suite a I'aide de la calculatrice.
n

¢) Quel est le comportement de la suite (u,) quand n tend vers +.
On note e la limite de la suite (u,). Donner une valeur approchée de e. (7Y @p.172




B Exponentielle d’'une somme

Soit a et b deux réels.

On se propose de démontrer I'égalité exp(a + b) = exp(a) X exp(b) a partir des propriétés suivantes de la fonction
exponentielle, seule fonction a vérifier :

e exp’ = exp e exp(0) =1 e exp(x) # 0 pour tout x € R.

1
Soit b un réel. On considére la fonction f définie sur R par f(x) = o) exp(x + b).
exp
1. Calculer f'(x).
2. Déterminer f(0).
L 3. Conclure. © p.172 )
.
254
. . min"_\
A Exponentielle et puissance
On se proposer de démontrer la propriété suivante : pour tout réel a, pour tout réel n :
exp(a)" = exp(na)
A » Etude du cas particulier oua =2
1. On définit la suite (u) pourn e N par u, =exp(2n)
Montrer que (u,) est géomeétrique. Préciser sa raison et son premier terme.
2. En déduire une nouvelle expression de u, en fonction de n.
3. En déduire que exp (2)" = exp(2n).
B » Cas général
En suivant le modeéle de la question précédente, montrer que pour tout réel a,
pour tout réel n on a exp(a)” = exp(na).
“ @p.172
\_ J
Y.
354
min ﬁ

B Exponentielles et suite | | as®

Selon les données du recensement national réalisé par la Chine, on
peut estimer que la population de pandas géants augmente de 1,6 %
par an. Ce méme recensement annoncait 1864 pandas géants dans
la nature en 2014.

On modélise le nombre de pandas I'année 2014 + n par une suite u,,
ou u est la population en 2014, u, est la population en 2015 etc.

1. a) Montrer que (u,) est une suite géométrique dont on précisera le
premier terme et la raison.
b) Montrer que u_ = 1864 x (1,016)" pour tout entier naturel n.

2. On considére I'équation e*=1,016.
a) D'aprés l'allure de la courbe de la fonction exponentielle, determiner le nombre de solutions de cette equation.
b) On note a une solution de Iéquation. Justifier que u, = 1864 x e™.

3. On considere une suite (v,) géométrique de raison g > 0.
a) Conjecturer le nombre de solution de I'équation e = g d'inconnue x.
b) En notant a une de ces solutions, déterminer une expression du terme general V_en fonction de n en
utilisant la fonction exponentielle.

L = T8 @ p. 174 )

6 - Fonction exponentielle
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o Fonction exponentielle

Existence et unicité de la fonction exponentielle

Il existe une unique fonction f définie et dérivable sur R telle que :
°f(0)=1 et of =f

Cette fonction est appelée fonction exponentielle. On la note exp.

Ainsi, la fonction exponentielle est définie et dérivable sur R et on a exp(0) = 1 et exp” = exp.

.

On admet l'existence d’une telle fonction f, on va démontrer son unicité.

Etape (1) On va montrer que, pour tout x € R, f(x) x f-x) = 1 et fx) = 0.

Soit h(x) = flx) X f(-x) pour x € R. Alors h est dérivable sur R et

h(x) = /(x) X fl=2) + f(x) X (= 1) X F'(2) = f(x) X fl=x) — flx) X f(-x) = 0.

h est donc une fonction constante sur R.

Comme h(0) = f(0) x f(-0)=1x1=1, on en déduit que f(x) X f(-x) = 1 pour x € R.
On déduit de ce résultat que pour tout x € R, f(x) = 0.

Etape (2) Soit g une fonction qui vérifie les mémes propriétés que f: g’ = g et g(0) = 1.
On définit une fonction k par k(x) = %, ce qui est possible pour x € R d'aprés |'étape précédente.
_ 9 f(x) - g(x)f'(x) _ g(x)f(x) - g(x)f(x) _ 0.

(f(x))? (f(x))?
On en déduit que k est une fonction constante. Or k(0) = % = % =1, donc pour tout réel x, k(x) = 1.
On en déduit que pour tout réel x, g(x) = f(x) : la fonction f est unique.

Alors k’(x)

- O p.176

e Proprietés algéebriques

Exponentielle d’'une somme

Pourtousréelsaetb: exp(a + b) = exp(a) X exp(b).
° Démonstration @
Soit b € R. On définit une fonction fsur R par f(x) = 1(b) X exp(x + b).
exp

Alors fest dérivable sur R et f’(x) = X 1x explx +b)=

=f(x).
explb) explb) X explx + b) =f(x)

De plus f(0) =

0+b)=1.
exp(b) X exp( )

On déduit des points précédents que f est la fonction exponentielle, et donc que pour tout entier x,

ona

1(b) X explx + b) = exp(x) soit exp(x + b) = exp(x) x exp(b), ce qui démontre la propriété.
exp

172



Exponentielle, opposé, différence et puissance

On déduit de la propriété précédente que :

ePouraceR: exp(-a) =
exp(a)
ePouraERetbER: expla-b)= exp(a)
exp(b)
ePournENeta € R: (exp(a))" = exp(na)
¢ Démonstration @

» D'apres la démonstration de la partie précédente,

on a exp(a) X exp(-a) = 1 pour tout réel a, d'ou exp(-a) 1

exp(a)
_ expla)
exp(b) exp(b)
* Soit a € R. Soit (u,) la suite définie par u, = exp(na) pourn € N.

« exp(a - b) = exp(a) x exp(-b) = exp(a) x

Alors, pour toutentiernona:u, ,, =exp((n + 1)a) = exp(na + a) = exp(na) X exp(a) = exp(a) X u,.
On en déduit que (u,) est une suite géométrique de raison exp(a).

De plus, u, = exp(0 x a) = exp(0) = 1 donc u, = 1 x (exp(a))" = exp(a)", ce qui démontre la propriété.

- O p.177

e Nouvelle notation et nombre e

Nombre &

Le nombre e est 'image de 1 par la fonction exponentielle.
exp(1)=e

© Notation Les propriétés algébriques précédentes sont analogues aux régles de calculs des puissances, on
introduit donc une nouvelle notation : exp(x) = e*.

© Remarque Onae=2,72.

Nouvelle écriture et propriétés algébriques

Les propriétés précédentes deviennent :

sPouraeRetbeR: etb — @dx @b
_ 1
ePouracRete?=0: ef=—
e
ea
ePouraERetb ER: e"“’:—b
e
ePouraeRetneN: (e9)"=e

© Remarque Cette nouvelle notation permet d’appliquer les mémes régles de calcul qu’avec les puissances.

@-Exemples

eedxet=@3ti=g’ ee2=— o (@15 = el5x4 = gb o (%) = et x¥= et

B3 Exercice résolu § 1 V]

6 « Fonction exponentielle
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° Lien avec les suites geometriques

Exponentielle et suite géométrique

Soit a € R. La suite (u,) définie pour n € N par u, = e" est une suite géométrique de raison e“.
© Remarque Voir le troisiéme point de la deuxiéme démonstration du paragraphe (2}

@-Exemple
La suite (u,) définie par u, = e?" est géométrique de raison e?.

(O Remarque Réciproquement, pour tout réel g > 0, il existe un unique a tel que e? = q; alors g" = e": le terme
general de toute suite géométrique de raison strictement positive peut s‘écrire avec la fonction exponentielle.
On parle de hausse ou de baisse exponentielle dans le cas de modélisation par une suite géométrique.

®-Exemple

Un capital de 5 000 € est déposé sur un compte au taux annuel de 4 %.
On note u, le montant du capital aprés n années.

Ainsi, (u,) est géométrique deraison 1+ % =1,04etu”=5000x 1,04".

Alors, comme €%%3°22 = 1,04, on a u" = 5 000 x 209221,
Le capital suit une croissance exponentielle.

9 Proprietées analytiques
Signe de lI'exponentielle

Pourtoutx€ R,ona: e*>0

Démonstration @©

2
Six € R, e* =0 d'aprés la propriété précédente, donc e¥ = [e 2 j >0

Variations de la fonction exponentielle

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R.
Démonstration @©
@

Par définition, la fonction exponentielle est dérivable sur R et exp’(x) = exp(x) = e* > 0
donc la fonction exponentielle est strictement croissante sur R.

© Remarque Pourtousréelsaetb,ona:
cei=eboa=b et ce’<eloa<b.

Exponentielle et racine carrée
1
\/g =@2
Démonstration ©@

12 1 1
2 - - -
Je =eet[e2] =e, donc comme e >0 ete2>0,0nen déduitque\/g=e2.




Cours

Exponentielle d’une fonction affine

Si fest une fonction définie sur R par f(x) = "™ ol u est une fonction affine de la forme u(x) =ax+ b,
alors fest dérivable et f'(x) = a x "™ = a X f(x).

© Remarque La démonstration se fait simplement en appliquant
la régle de la dérivation a la fonction exponentielle.

®-Exemples

o La dérivée de x+—> e2*! est x> 221,
o La dérivée de x+—> e 2 est x+—> —8e 82,

© Qet® p.178-179

Courbe représentative
de la fonction exponentielle

Représentation graphique

La fonction exponentielle est représentée par la courbe suivante.

J

+
~—

0]
u
1~
NN W
J
'
'

_

-
x

1
=1

Fonction t+— et

Soit k € R. Soit fla fonction définie sur R par f(x) = e**
e Si k> 0, alors f est strictement croissante sur R.

¢ Si k < 0 alors fest strictement décroissante sur R.

Démonstration @©

[
fest dérivable sur R et f’(x) = ke donc f’(x) est du méme signe que k, ce qui démontre la propriété.
La courbe de la fonction t — e a |'allure suivante.

°Sik<O0 °Sik>0
) J
\; 17
1/
(6f1 (€f1
7" X ; X
-10[71 2 3 -2 107

© Remarque Pour ces fonctions, on a f/(0) = k.

6 « Fonction exponentielle
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Exercices

Q..l.i.a!.C.y.l.e.r..a..v.tz.C..!.a.iqr!g.t.i.gn..e.&ponentielle

Simplifier les expressions suivantes.

Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-12

B3 Cours 3 PRV

e0cc0cc00ccc0ccccce

-3
Alx) =e3x e xe? B(x)=e_2
e’ xe? €
Clx) = D(x) = (€2
e 'xe?
— -4 = -
E(x) =e X (eY) F(x)= (@) 2 xe*

Solution

Ax) =P xetxe? = =el =

C—S
B(x) = — = e 3 2o ﬂ
e
2 4
e’ Xe
Cl(x) = — o241 _ 5 ﬂ
e

D(x) = (e%%)? = e
Ex)=ex(@ =< R

_ e—1—2+4+x _ ex+1 ﬂ

F(x) =

(e?) %2 xe™

n Simplifier les expressions suivantes.

a) (e3)2x e’ b)e?2xe’xe c) i
e
_ 3
9’ e (ij f) - 1e+1)
e e 3

ﬂ Simplifier les expressions suivantes.

(eg)z b) e*x e

2
d) (lj e)
ex

n Développer les expressions suivantes.

e4x

a) )

e—x

eSx X e—x

f) e¥x (e 293
ex

a) (e?-e)? b) (€3 -e)(1-¢?)
c)eXe?+e) d) e(e™ +e?)
e) (e* - e™)? f)(1-e3(1+€3

Développer les expressions suivantes.
a)e(e™* 34+ e 1) b)(e¥-e™)(1-€%

c) (e¥+1)? d) (e + e™)e*

e) (e*+e? f)(e-eY(e+e)

(A AN EREENEN NN RN conseilS&MéthOdes ®ecceccccsccccce

Les régles de calculs avec la fonction exponentielle
rejoignent celles des puissances, on peut donc
considérer e* comme étant « e puissance X ».

Le produit d'exponentielles est égale a I'exponentielle
de la somme.

ﬂ Le quotient d'exponentielles est égal a I'exponentielle
de la différence.

©® 00000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

e000cccccscccccccscccce
®e000000000000000000 00

B Factoriser les expressions suivantes.
a)e?-4e

b)e*-1

ce-¢é3

ﬂ Factoriser les expressions suivantes.

a) e3x _ ex

b) ezx _ e4x

c) 2e%¥ — 4~

Simplifier les expressions suivantes.

a)e?xe™! b) e3 xe3
e4

C) - d) (ex + 1)2
e

e)(e*-1)(e"+1) f) (e¥ - e™)2

n Simplifier les expressions suivantes.

a) (e*-1)(2e™+3) b) (1 -e™)?
) (x-e)(x+e™ d) (3x + L](4 +e¥)
ex

e) (e )3 x (1 -e®) f) (2e* -e)2

B Excrcices | u2 B 47 | L)



Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-12

Exo

e Résoudre une équation ou une inéquation

Exercices ‘

B3 Cours ['5 IR

©0000000000000000000000000000080000000000000000000000000000000000000000000000

1. Résoudre I'équation e**' = 1 pour x € R.
2.Résoudre 2e~2*1 - 2e = 0.

3. Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a)e* <1 b) -2e**? = -2e™°

4. Résoudre dans R I'inéquation e**3 < 0.

Solution
L=zl =dox+l=0ox=-1. ﬂﬂ
La solution est x = —1
2.2 _2e =0 2 = 2e
I S
S -2x+1=1
S x=0. ﬂﬂ
La solution est x = 0.
Jaf<loed<doex<0

Les solutions sont les nombres de R" ﬂ ﬂ

b) 2= 2 MO x+2<S-5x<-7

Les solutions sont les nombres de ]—© ; —7].

0 -3 1 3e< 0 —3eP < 3o ¥

Les solutions sont les nombres de [—% ;400 [

c)-3e¥**¥ 1+ 3e<0

® 00cccccccce conseiIS&MéthOdes ®ececcccccce

Pour résoudre une équation faisant intervenir
une fonction exponentielle, on peut transformer
I'¢quation en une égalité entre deux images

de la fonction exponentielle.

e = eb < a = b, propriété qui permet de se

« débarrasser » de I'exponentielle et de se
ramener a une équation que l'on peut résoudre.

ﬂ La propriété analogue permet de résoudre des
inéquations.

® 00000000000000000000000000000000000000000000000 o

000000 ccccccccccccccccccoe
®ecccccccccccccccsscccccccnoe

=cdo 2x+8>1(:)x>—§

4. Pour tout réel t, on a € > 0. Donc pour tout réel x, onae**3 > 0.

A vous de jouer ! |,

n Résoudre dans R les équations suivantes.
a)e*=1 b)e*=e"! c)e*-e=0

Résoudre dans R les équations suivantes.
a) e?*4 =1 b)e3* =e2 e’ -e=0

m Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a)e¥>e b)e*<0 e <e?

m Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a) e3x+1 >1 b) e—2x+1 = e4 C) e2x+1 + eSx—7 < 0

m Résoudre dans R les équations suivantes.
e3x
b) (Y3 =e ) =e

a)e'xe¥=1
e2

Résoudre dans R les inéquations suivantes.

ex+1
a) e3x—4>< er—1 >e2 b) >e3 C) (ex+1)2 <1

eZ
m Résoudre dans R les équations suivantes :
a)e’(e*-1)=e*
b)e*t'eT+1)=e"+1
ce(@3+1)=2e

m Résoudre dans R les équations suivantes.
a)efe-eM >e3-1

b) eZX—3 < exx e—7x+2
ce’t(-e24+1)=-e"+e°

Résoudre dans R les équations suivantes.
a)(x+2)(e*-1)=0 b)(e¥-e)?=0 c)e’(-2x+4)=0

m Résoudre dans R les équations suivantes.
a)(x?-1)(e2-e>* "1 =0

b) (e*-e3e*=0

cA(1-e9x+4)=0

m Résoudre dans R les équations suivantes.
a)e*-3xe*=0 b) xe*-x=0
c) -2e"* 1+ 5xe¥ 1 =0 d) 2xe™ - x%2e™=0

m Résoudre dans R les équations suivantes.
a)4e* 1 4+ x2¢7" =0 b)e*-e2=0
c)xe*-3e*1=0 d)e?-2e*+1=0

< [EEETT M 3 539 p. 180-181
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Exercices

eétudier le signe d'une expression

eeccccccccccce

e0cc00c000000000000000 0000000000000 0000000

1. Etudier le signe de —3e**".

2.a)Résoudree?5-1>0ete*>-1=0.
b) En déduire le tableau de signe de e - 1.

3. Etudier de méme le signe de e - e.

Solution

1. e**! est strictement positif quel que soit le réel x,
donc —3e™! est strictement négatif pour x € R. ﬂ

2x -5 2x -5 0 2
2.a)e —1>0 e >e (:)2x—5>04:)x>2ﬂﬂ

5

2x

b) On en déduit le tableau de signes suivant. ﬂ

T 10 XSl 2x—5=0<:>x=§

Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-12

B3 Cours ['5 IR

I Conseils & Méthodes NS

ﬂ La fonction exponentielle est
strictement positive sur R : quel que
soit leréel t,onae! >0,

Quand une expression avec
exponentielle apparait dans une
somme ou une différence, il est
souvent nécessaire de résoudre des
équations et inéquations pour étudier

©00000000000000000000000000000000000000000 o

© 000000000000000000000000000000000000000000

5 son signe.
X —®© 5 +© Y N
2 ﬂ On peut se reporter a l'exercice résolu
i précédent pour ces résolutions.
; 205 _ _ .
Signedee 1 O On reporte les solutions de ces
: inéquations dans un tableau de signes,
—X —X - B
Jef-e> 0o > ox>1eox<-1 avant de le compléter avec le dernier
e¥—e=0et=l o x=1x=-1 ﬂﬂ signe possible.
On déduit de ces solutions le tableau de signe suivant.
X —0o0 -1 + o0
Signedee™-e + 0

A vous de jouer ! |,

Etudier le signe des expressions suivantes pour

xeR.

a)ex’-5 b) - 2e*+2
C) ex+3 -1 d) e—x+7 —e
e) ex_ e2x+3 f) e4 _ esx

m Etudier le signe des expressions suivantes pour
x€eR.

a) e +1
b) 2e2 - 2e~4+1
C) 3 — 3e5%+

m Etudier le signe des expressions suivantes dans R.
a)e’+1

b) -3xe”

C) e6x+ 2 _ 1

Etudier le signe des expressions suivantes dans R.
a) e (4x-7)

b) xe* - x

C)4x+4e2~*

m A l'aide d'une étude de signe, résoudre dans R les
inéquations suivantes.

a) 3x < 3xe*~’

b) (x*-x-6)e*>0

e(1-e)=<0

Ea A l'aide d’une étude de signe, résoudre dans R les
inéquations suivantes.

a) 3xe* > x%e*

b)x-xe*>*=0

c)e’-e¥ <0

| R E3 5 E p. 181



Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-12

Exo

Etudier des variations

©000000000000000000000000000000000000000 o

Exercices

© Ot @p.172-175

1. On considére la fonction f définie sur R par f(x) = e3*4,

a) Déterminer une expression de la dérivée de f.
b) Etudier le signe de f’(x).
c) Etudier les variations de f.

2. Etudier les variations de la fonction h définie sur R par g(x) = -7e*.

3. Etudier les variations de la fonction g définie sur R par h(x) = e3* - 3x.

Solution
1. a) f(x) est de la forme f{x) = e**®
donc f/(x) = aX e™b = 4 x 0 = 334, ﬂ
b) Pour tout réel x, ¢34 > 0
donc f(x) = =34 < 0. ﬂ

e®®ecccccccccccccccccne

ﬂ On peut se reporter a I'exercice résolu précédent pour l'étude

LA A RN R RN NERENRERENERRRENNNE] conseiIS&MéthOdes (A A AR R R NN RN NN RERENNEN]

On reconnait une expression de la forme f(x) = ™ ou u est une
fonction affine, ce qui permet de déterminer une expression
de la dérivée.

e00000c0000000000000 00

©) On déduit de la question précédente de signe.
quefest strictement décroissante sur [R. ﬂ C'est le signe de la dérivée qui donne le sens de variation des
2.4 = 7X (1) xe* =76 e e
€* > 0 pour x € R donc g(x) > 0 et
g est strictement croissante sur R. ﬂ ﬂ 0

X —00 0
3. () =3xe¥-3x1=3%-3 ‘ *
Fx)>03%-3>03% >3 > Signe de h'(x) - 0 +

S3x>0x>0
Fx)=0=3>%-3=03"=3=¢"

Variations de h

S3x=0=x=0.

On en déduit le tableau de signes suivant pour /#'(x) et les variations de 4.

On compléte le tableau avec #(0) = e¥? —3x 0 =€’ = 1.

A vous de jouer ! [,

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer
une expression de la dérivée puis étudier les variations
des fonctions sur R.

a)f:x—>e™ b)g:x— 4e>%5 ) h:xr—> - 23

m Etudier les variations des fonctions suivantes, toutes
définie sur R.

a)f:x—e'-ex

b)g:x— e +5x

Q) h:x—>e*-2x+1

m Etudier le sens de variation des fonctions suivantes.
X

a) f définie sur R par f(x) = &

x
b) g définie sur R par g(x) =
e*+3
s 4e*
) h définie sur R par h(x) =
e*+1

e3x

d) k définie sur R\{-5} par k(x) = 2
x+5

m Etudier le sens de variation des fonctions suivantes.

a) f définie sur R par f(x) = xe*

b) g définie sur R par g(x) = (x - 1)e*
¢) h définie sur R par h(x) = x%e*+!
d) k définie sur R par k(x) = 4xe™

m Etudier le sens de variation des fonctions suivantes.

a) f définie sur R par f(x) = 2e3+4 -7
b) g définie sur R par g(x) = (x+ 1)e*

¢) h définie sur R par h(x) = ax
ex

d) k définie sur R par k(x) =

e6x

EE Etudier le sens de variation des fonctions suivantes.

eX +1

e* -1
b) g définie sur R par g(x) = (-2x + 3)e*+*
c) h définie sur R par h(x) = 4e?* -8x + 3
d) k définie sur R par k(x) = -3e?* -4x + 1

B3 Exercices | o4 FY 105 PR IR LY

6 - Fonction exponentielle

a) f définie sur R* par f(x) =
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Apprendre a apprendre

m Rappeler les différentes regles de calcul en lien avec
la fonction exponentielle.

m Donner une expression de la dérivée de x —> e**b
ou a et b sont des réels.

E Quel estle signedee*sixER?

Diaporama

°
8
Questions—Flash G = Ressource professeur

m Simplifier les expression suivantes.

5 -2
a)e?xe®+4 b) € ><6e c) 2e* - 3(e?)?
e

Déterminer une expression des dérivées des
fonctions suivantes.
a) flx) =3x+ e*
c) h(x) = -2xe*

b) g(x) =2e*-1
d) k(x) = e*~*
e

X

e) m(x) =xe™

m Résoudre les équations suivantes dans R.
a) eX+1 = @5 b) e¥-1=¢g3 ) @3 +5 — @2¥+7

m Résoudre les inéquations suivantes dans R.
a)e*t2>e b)e**3<e? ce*>1

Indiquer si les suites ci-dessous sont géométriques,
et si oui, en donner la raison.

a)u, =e"pourneN

b)u =e**"pourn €N

u,=e’xnpourn€N.

Associer chacune de ces courbes a leur fonction
parmi les suivantes ainsi définie pour x € R.

a) flx)=e™ b) g(x) = e%>* ) hix) =e*
I 4 |
\ 10 (63 /
| /
(61\ 8 /
7 %2
| /
LSl /
\ Ll
\G/
-~ x
6 5 -4 -3 2 <1071 4 5 ¢

................................................

Simplifier les expressions suivantes.

a) exp(3) x exp(6) b) exp(-2) x exp(6)
1 1
d
) o exp(-3)
e) exp(2) f) exp(1) X exp(-2)
exp(4) exp(-3)
g) (exp(3))* h) (exp(-2))®

Simplifier les expressions suivantes.

a)e*xed b) e’ x e? x 0> c) (e3)2xe®
4\’ e2xe? 4 2)3
d & e)—— f) et x(e’)’
2 e e3
Simplifier les expressions suivantes.
et e
a) (e2+e‘2)2 b)—_1>(7 c) (e2+ 1)(62— 1)
e e
Simplifier les expressions suivantes, ol x est un nombre
réel. e X
Alx) =e*xe¥-1 B(x)= pe=T C(x) = (29’

Simplifier les expressions suivantes, ol x est un nombre
réel.

e—x
Alx) =e*xe¥ 1 =

B(X) - eZ—x

Clo) = (e*)?

Simplifier les expressions suivantes, ol x est un nombre
réel.

4x X+1
e e
Dix)=e™*xe*xe

E(x)= X e¥

eSx—1

.................................................

On donne ci-contre Y
la courbe représentative
de la fonction exponen-
tielle. P /
Résoudre ces équations
dans R et controler les
résultats graphique-

[e)}

w

w F
~—

N

ment. 1

a)e'=1 1 X
b)e =" 4 321071 2
e‘=-1 -

d)e*=0

Résoudre dans R les équations suivantes.
a) ¥+l =g@2 b) e*+3=-g C) @2x-10 —1

m Résoudre dans R les équations suivantes.
X

a)ez =e! b) e¥* -1=0 c)3e* 1-3e=0
m Résoudre dans R les équations suivantes.

a) e—x+1 =e—4x+1 b) e—x+3_ex=0 C) e2x—10=e2x+1



Exercices [ d'application

Calculer des dérivées

..................................................

.................................................

E On donne ci-contre y
la courbe représentative
de la fonction exponen-
tielle.

Résoudre les inéqua-
tions suivantes dans R

[e)}

U
~——

N
~—_

w

et controler les résultats 2
graphiquement. 1

a)e*<1 7 X
b)e*>e -4 -3 2 10|71 2

Qe >-1 -1

d)e¥<0

E’ Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a)e*<e? b) e > 1 c)e¥=e2

Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a)e¥ 5> b)e3**1<e et -e2<0

m Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a)2e*4-2e>0
b) -4 +4e5-*>0
ce¥t?2-_er<0

................................................

m Déterminer le signe des expressions suivantes pour
xER.

a)e*t! b) -2e°%-7 ce’-1

Déterminer le signe des expressions suivantes pour
x € R.
a) ex+3 —-e

b) —e®-3*+1 c)e¥—e!

m Déterminer le signe des expressions suivantes pour
x € R.
a)3-3e*?

b)_2+2e2x+4 C) e3x+1_e5+x

Calculs et automatismes

m Calculer.
a) 2’ x 472
b) 5x 253
125
24 x 52
103

c)

m Déterminer une expression des dérivées des fonctions,
sans se préoccuper de leur ensemble de définition.

b) g(x) =4e*-3 c) h(x)= s
eX

a)flx)=e*-2x+1

m Déterminer une expression des dérivées des fonctions
suivantes, sans se préoccuper de leur ensemble de définition.
a) f(x) — e3x+1

b) g(x) — ex+2

c) h(x) =-2e™*

m Déterminer une expression des dérivées des fonctions,
sans se préoccuper de leur ensemble de définition.

a) flx) = xe*

b) g(x) = e"(x + 2)

h(x)=e*+x2-2x+1

Etude de variation
m Etudier les variations des fonctions suivantes.
a)f:x—eXpourx €R
b)g:x—e*pourx e R
1
A h:x—e?2 pourxe€R

d) k:x—e>*pourx€R

m Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une
expression de leur dérivée et étudier le sens de variation
des fonctions.

a)f:x—-2epourxeR

b)g:x— x-e"pourx € R

) h:x—e¥**-2xpourx€ R

d) k:x— 4e?*+ 8expourx € R

m On consideére la fonction f définie sur R par
flx) = (x-1)e".

1. Déterminer une expression de f’(x).

2. Etudier les variations de la fonction f.

m Développer et simplifier.

a) (e*+e™)? b) (e7%* + 3)(e* - 5) c) (e*-3)(e*+3)
Donner une expression de la dérivée des fonctions
suivantes.
a)f:x—>e*+1

c) h:xr>—4e>+]

b)g:x—2e™+x
d) k: x> —xe*

6 - Fonction exponentielle 181
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...............................................

m Simplifier les expressions suivantes.

2
b) Je x &3 o
Je
m Simplifier les expressions suivantes.
a) (e*+e™)? - (e¥ + e™)?
b) e—x(e3x _ e—X)Z
C) (e3x)2 _ ezx(ezx + e—2)2

a)exe0

Développer les expressions suivantes.
A(x) = (¥ —e™)?

B(x)= (e% - 1] X (e% + 1]

2

C(x)=|e2 -1

Développer les expressions suivantes.
a) @+ 1)(e™+e)

b) 2e™ + e)?

c) (e -1)2e %+ 1)

Factoriser les expressions suivantes.
Alx) =xe*-e*

B(x) = (x + 3)e % - 2e~2*

Clx) =e’x+2e*+1

Factoriser les expressions suivantes.
Al) = xe™ = 5x B(x) = (x + 6)e%* - 4e

Factoriser les expressions suivantes.
Alx) = ¥ — 4x2

B(x) =e* +2e*+1

Cx)=e*+2+e*

Résolution

................................................

Soit fla fonction définie sur R par flx) = e —e*~2
Sa courbe représentative €, a été tracée dans le repére
ci-dessous.

J

IS

N
N

4 5

—_ o \,l__\ N
x

1. a) Résoudre graphiquement I'équation f(x) = 0.
b) Retrouver le résultat précédent par le calcul.

2. a) Résoudre par le calcul Iinéquation f(x) > e.
b) Controler le résultat précédent graphiquement.

d’entrainement

Résoudre dans R les équations suivantes.
a)e’ —e2=0

b) e*’ =eb

c)es*’ —ex+1=Q

Résoudre dans R les équations suivantes.
a)(x+1)e*2=0

b) e+l =_»

c)e’(e*"2-1)=0

Résoudre dans R les équations suivantes.
a)xe*-3e"=0 b)e*-2e"+1=0 c)(e)?-1=0

Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a)-e¥>0 b) e ¥*+5 - g6< 0 c)e¥’ >1

m Résoudre dans R les inéquations suivantes.
a)3e*-xe*>0

b) 3x2ex+1 _ 3ex+1 <0

€) 2xe™ +4x%e* < 0.

.................................................

m Etudier le signe des expressions suivantes pour x
appartenant a R.

a) x%e* b) -3e>-*
d) xe-¥*+1 e)de ¥

c) (x+T1)(e*-1)
f) er_ 3xe2x

m On consideére la fonction f définie sur R par

flx) = (x - 1)(e* - e?).

1. Observer sa courbe représentative dans un repére a l'aide
d’une calculatrice ou d'un logiciel de géométrie dynamique.
2. Etudier le signe de f(x).

3. Vérifier graphiquement le résultat de la question pré-
cédente.

m On considére les fonctions suivantes, toutes définies
pourx€R:

o fdéfinie par f(x) = e**

e g définie par g(x) =2e*-2

e h définie par h(x) = —e*

o k définie par k(x) = -e*

Leur courbe représentative figure dans le repére ci-dessous.

d
Ll

w

N

R

[1\%
[

1. Associer chaque courbe a sa fonction.
2. Etudier le signe de chacune de ces fonctions.




Exercices ( 4’entrainement

m 1. Etudier le signe de x2 + 3x - 4 pour x € R.
2. En déduire le signe de e** + 3e* - 4 pour x € R.

m Résoudre les inéquations suivantes pour x € R.
a)e*7>0 b) (x+2)e**'<0
c)xe*>0 d) e*+2 < 3xe*
e)e*t2-x%e*t2>0 f) 3e* > xe* !

.................................................

m Calculer la dérivée des fonctions suivantes sans se
préoccuper de leur ensemble de définition ni de leur déri-
vabilité.

a)f:x—e"-3x+4

b) g: x+— x%*

) h:x—2e3*1-3x+1

d) k:x— (x+ 1)e3]

Calculer la dérivée des fonctions suivantes sans se
préoccuper de leur ensemble de définition.

a)f:x—

e* +1
4

b)g:x—>—
o

x+1

Qh:x—
ex
e¥ +1

d)k:x—
er -1

Calculer une expression de la dérivée des fonctions

suivantes sans se préoccuper de leur ensemble de définition.

a) f:x+—> 3xe”

X
b)g:xr—>e——x
X

ch:x—
eX +1

d)m:x'a\/;ex

X
e)n:x—>—
eX

flp:x—

e2x_

X

g)g:x—
e¥ +1

m On considére la fonction f définie sur R par
2

flx)=———.

e¥ 141

Soit ‘6, sa courbe représentative dans un repére.

Déterminer une équation de la tangente T a 6, au point

d’abscisse 1.

m On considére pour tout réel k, la fonction f, définie
sur R par f(x) = e - kx. On note 6, leur courbe représen-
tative dans un repére.

1. Déterminer une expression de la dérivée de f,.

2. Montrer que pour tout reel k, la tangente a la courbe au
point d’abscisse 1 est horizontale, et donner une équation
de cette tangente.

3. Déterminer pour quelle(s) valeur de k la tangente a la
courbe 6, admet une autre tangente horizontale.

m f est une fonction définie sur R dont voici la courbe
représentative dans un repére. La g/
tangente a la courbe au point A est la /
droite d. / d
1. Déterminer f’(0).

2. f a une expression de la forme x
flx) = ek,

a) Déterminer une expression de f’(x)

en fonction de x et de k.
b) En déduire la valeur de k.

N W

—_

|
N
|
=0

m On considere une
fonction f définie sur R
par f(x) = (ax+ b)e* ol a
et b sont deux réels. Sa
courbe représentative a
été tracée dans le repere
suivant.

La courbe €, de f passe //
parle point A(0;-3) etla /
tangente J a ‘6,au point
d'abscisse 1 a été tracée dans le repére.

1. Déterminer la valeur de a et de b.

2. Etudier les variations de la fonction f.

3. Déterminer une équation de la tangente a €, au point
d’'abscisse 0.

N = o — =
!
§\

w

S

m Soit fla fonction définie sur R par f(x) = (x + 4)e".

On note 6, sa courbe représentative dans un repere.
Déterminer une équation des éventuelles tangentes hori-
zontales a €,

Etude de fonctions
Etudier les variations des fonctions suivantes, toutes
définies sur R.

a)f:x—e¥*1-5x+3 b)g:x—e"*1+x

d) k:x—

c) h:x— xe*
e*+1

m Etudier les variations des fonctions suivantes, toutes

définies sur R.

a)f:x— (3 —x)e>+!

b) g: x> —5x - 5e™?

) h:x— (x2+2)e?

d) kx> St

e¥ +2

6 - Fonction exponentielle
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m Etudier le sens de variations des fonctions f, g, h et k
toutes définies sur R par:
a) f(x) = (x? - x)e* !
b) g(x) = x3e*
3
er +2
d) k(x) =x-e"-1

c) h(x)=-

Soit fla fonction définie sur R par fix) = 2(x* - x + 1)e".
Sa courbe représentative 6, a été tracée dans le repére
ci-dessous.

J
4
1l
Z (e)f
/ .
i x
3 2 197 2

1. Conjecturer les variations de la fonction f.

2. Démontrer la conjecture énoncée dans la question
précédente.

3. Déterminer une équation de la tangente a 6, au point
d’abscisse 1.

m On considére la fonction f définie sur R par
f(x) = 2™ + 2x - . On note ¢, sa courbe représentative
dans un repere.

1. Déterminer une expression de f'(x).

2. Etudier les variations de f.

3. Déterminer une équation des tangentes a ‘¢, aux points
d'abscisse 1 et 0.

m On considere la fonction f définie sur R par
fl)=€e"""-eet ‘6fsa courbe représentative dans un repére.
1. Déterminer une expression de f’(x).

2. Déterminer les variations de f.

3. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de 6, avec les axes du repere.

m Pour k réel, on considére la famille de fonction (f,)
définie pour x € R par f,(x) = e** On note €, leur courbe
dans un repére orthonormé.

1. Déterminer le sens de variation des fonctions f,.

2. Démontrer que les courbes €, passent toutes par un
méme point A dont on donnera les coordonnées.

X

Soit fla fonction définie par f(x) = 2e
e¥+3

pourx € R.

1. Déterminer une expression de f’(x).
2. Etudier les variations de f.
3. Démontrer que 0 < f(x) < 2 pour tout réel x.

m Soit fla fonction définie sur R par
flx) = (- 353 + 6x%)e7™.

1. Montrer que f'(x) = - 3x (-x? + 5x - 4)e™.
2. Etudier les variations de f.

d’entrainement

m Soit f la fonction définie par f(x)=x+3+

pourx € R.

On note 6, sa courbe représentative dans un repere.

1. Déterminer une expression de f’(x).

2. Déterminer le sens de variation de f.

3.%€,admet-elle une tangente horizontale ?

4. Etudier la position relative de 6, et de la droite d
d’équation y=x+ 3.

5.Tracer d et ‘6,dans un repere.

e¥+1

Soit fla fonction définie sur R par,

floy= X e -4
ex

On note 6, sa courbe représentative dans un repere.

1. Déterminer les coordonnées du point d'intersection de

%, avec I'axe des ordonnées.

2. Déterminer une expression de f’(x).

3. Etudier les variations de f.

4. Soit d la droite déquation y = -x + 1.

Etudier la position relative de €, et de d dans un repére.

m Soit fla fonction définie sur R par f(x) = e ol k est
un nombre réel.

1. Calculer f’(0) en fonction de k.

2. g et hsont des fonctions définies sur R qui ont également
une expression de la forme e¥* ot k € R. Leur courbe repré-
sentative a été tracée dans le repére ci-dessous.

\ by
MY

N

w

1
j X
o+

\C§
<«

—

N

L 2

3. Déterminer pour chacune d'elle une valeur approchée
de k.

..................................................

m Donner la nature et la raison des suites ci-dessous.
a) (u ) définie pourn € Nparu =e"

b) (v,) définie pour n € N paru_ =e™"

c) (w,) définie pour n € N par u_ =e?"

d) (r,) définie pourn € N paru, = en

Déterminer le sens de variation des suites de
I'exercice précédent.

m Etudier le sens de variations des suites suivantes.
a) (u,) définie paru_ = e*" pourn € N.
b) (u,) définie par u, = e pourn € N.
¢) (u,) définie paru,=2etu, , = e"'5u,1 pour n € N.
(u.)

d) (u,) définie paru,=-1etu, =u +e?pourn€N.



Exercices ( 4’entrainement

m Soit n € N*. On considére la somme
k=n
S=1t+et+e’+ed+...e"=) ek
k=0

1. Démontrer que S est la somme des termes consécutifs
d’une suite géométrique.

2. Déterminer S en fonction de n.

3. Pour quelle valeur de n la somme S va-t-elle dépasser
un milliard ?

m Soit n € N. Déterminer une expression des sommes
suivantes en fonction de n.

k=n
a)5=2e2" =1+e2+e*4+eb+.. . +e2,

k=0

k=n
b)S=Ye0% =1+e% +e'+e's +...+e%",

k=0
Déterminer une valeur approchée a 107 prés des
sommes suivantes.
a)s=Y'Cek=1+e+e?+...+e°.

_N\"k=10 50,01k _ 0,01 0,02 4 ... 0,1

b) S =370 =14 €001 4+ g0.02 4 ... 4 g0/,

m On considére les fonctions f, g et k définies sur R par:
«flx)=e™

. g(x) — e2x
X
«h(x)= el0

1. Associer a chaque fonction sa courbe parmi les suivantes.

35 4071 2 3 4 5 6

2. En s'appuyant sur la question précédente, conjecturer
les limites en + o0 des suites ci-dessous :

a) (u ) définie paru, = e pourn € N

b) (v,) définie parv, = e’ pourneN

¢) (w,) définie parw,_ = e®""pourn €N

m Durant la période des soldes, le gérant E
d’un magasin souhaite se débarrasser d'un stock de panta-
lons, dont le prix affiché avant les soldes est de 35 euros. Il
décide pour cela de baisser le prix des pantalons de 10 %
chaque semaine.

On note u, le prix du pantalon (en euros) apres n semaines.
Ainsi, u, = 35.

1. Déterminer le prix du pantalon au bout d’une semaine.
2. Déterminer une valeur approchée de e 019536 3 1073 pres.
3. Justifier que I'on peut approximer le nombre u, par
35 % e—0,105 36n.

4. A l'aide de la calculatrice, déterminer si le prix aura été
divisé par trois a la fin de la période des soldes (qui durent
six semaines).

Modélisations
L'entreprise BBE (Bio Bois Energie) fabrique et vend
des granulés de bois pour alimenter des chaudiéreset des
poéles chez des particuliers ou dans des collectivités.
Lentreprise produit entre 1 et 15 tonnes de granulés par jour.
Les couts de fabrications sont modélisés par une fonction C
définie sur [1; 15] par C(x) = 0,3x% — x + e™**5 ou x désigne
la quantité de granulés en tonnes et
C(x) le cott de fabrication quotidien
correspondant en centaines d’euros.
Pour cette entreprise, le prix de
vente d’'une tonne de granulés de
bois est de 300 euros.

1. Déterminer la recette R(x) en
centaines d’euros obtenues pour x
tonnes de granulés vendus.

2. Calculer les colts de production pour 5 tonnes de
granulés produites.

3. 0n donne dans le graphique ci-dessous les représenta-
tions graphiques des fonctions C et R.

y (en centaines d'euros)
52 4

48 1
44 1
40 4
364
324
28+
244
20+
16+
12+
gl

4T x (en tonnes)

0+F————F—F———F—F—+—+—+—F—+>

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15

a) Associer chaque courbe a sa fonction.

b) Déterminer graphiquement pour quelle quantité de
granulés le colt quotidien est minimal.

c) Déterminer le bénéfice réalisé pour 6 tonnes fabriquées
et vendues.

d) Déterminer pour quelle quantités produite et vendues
I'entreprise réalise un bénéfice.

R4

m Apres administration d'un médicament a un patient,

on modélise la concentration (en microgramme par litre) de

son principe actif dans le sang par une fonction f définie par :
f(t) = 15e702

Avect € [0; +[, t correspondant au temps en heure apres

I'administration.

1. Déterminer la concentration initiale.

2. Déterminer la concentration au bout de deux heures.

3. Estimer au bout de combien de temps la concentration

aura diminué de moitié apres I'administration.

6 - Fonction exponentielle
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Un couple de lapins est introduit sur une ile qui ne

contient pas de prédateurs.

On modélise la population de lapins n années apres l'intro-
3

duction par la suite u, = 2e2".

1. Déterminer une estimation de la population 2 ans aprés
I'introduction.

2. En quelle année la population de lapin aura-t-elle été
multipliée par 1000 ?

3. Ce modeéle est-il réaliste pour estimer la population de
lapins au bout de 10 ans ?

On étudie I'évolution d’'une population de bactéries
élevée en laboratoire.

On modélise le nombre de bactéries apres t jours par
une fonction f de la forme f(t) = N,e" ol N, et k sont
des parametres réels fixés et ol t € [0 ; +o].

1. Déterminer une estimation de la population initiale en
fonction des paramétres.

2. 0On a estimé que le nombre de bactéries avaient été
multiplié par 2,72 au bout de 19 jours.

Déterminer une estimation de la valeur de k.

© Remarque Dans cette question on prendra e = 2,72.
3. Déterminer au bout de combien de jour la population
de bactéries aura été multipliée par 10 selon ce modele.

Le tableau suivant indique la population 5
de la Belgique en 1831 et en 1866.

1831 1866
Population (en milliers) 3787 4828

(Source : Institut national de statistique, Bruxelles)

Année

Manquant de données, on souhaite estimer la population de
la Belgique au xix® siecle en s'appuyant sur ces deux dates.
On souhaite modéliser la population (en milliers) de la
Belgique I'année 1831 + n par une suite (u,) de la forme
u, = Cxe " ou Cet k sont deux constantes réelles.

1. Donner les deux équations que doivent vérifier C et k.
2. En déduire la valeur de C.

3. Déterminer a l'aide de la calculatrice une valeur appro-
chée de ka 1073 pres.

4. Dans la suite de I'exercice, on prendra u = 3787000694,

Travailler autrement

Démontrer que PQ = 2.

d’entrainement

a) Déterminer une estimation de la population en 1840
selon ce modéle.

b) Toujours selon ce modele, déterminer en quelle année
la population de la Belgique dépasserait les 10 millions
d’habitants.

c) Une étude statistique estime la population de la Belgique
en 1900 a 6 694 milliers. Déterminer l'erreur en pourcentage
de l'estimation obtenue avec ce modele.

EEER un enfant monte Physique-Chimie f

au sommet d'un phare et laisse tomber verticalement un
caillou dans la mer.

On modélise la vitesse (en métres par seconde) du caillou
01t _

au bout de t secondes par la fonction f(t) = 6 x :0’"—*_: .

1. Vérifier que le caillou est bien laché sans vitesse initiale

selon ce modele.

2. a) Déterminer une expression de f'(t).

b) Etudier les variations de f sur [0 ; + .

3. La vitesse du caillou dépassera-t-elle 10 m-s™'?

m Soit k un nombre réel, et soit f, la fonction définie
sur R par f(t) = 1 000eX.

1. Déterminer f’(0).

2. Cassandra dispose de 1000 euros qu'elle décide de placer
a un taux de 2 %. On souhaite modéliser I'évolution de son
capital par une fonction f, en fonction du temps t.

Quelle valeur de k devrait-on choisir ?

m Déterminer une fonction f définie sur R telle que f’(x) = —3e?+1,
q

Soient f et g les fonctions définies sur 'ensemble R des nombres réels par f(x) = e* et g(x) = ™.

On note 6, la courbe représentative de la fonction fet ¢ _ celle de la fonction g dans un repére orthonormé du plan.
Pour tout réel a, on note M le point de ‘¢, d'abscisse a et N le point de ‘69 d’abscisse a. La tangente en M a ‘6, coupe
I'axe des abscisses en P, la tangenteen N a <€g coupe l'axe des abscisses en Q.



EFZ] Une étude compléte

Etude d’une fonction compléte, avec demande d’équation
de tangente et demande de tracer de courbe.

On considére la fonction f définie sur R par fix) = (x - 3)e**2
Soit 6, sa courbe représentative dans un repére.

1. a) Etudier le signe de f(x).

b) En déduire la position relative de 6, par rapport a I'axe
des abscisses.

¢) Donner les coordonnées des points d'intersection de 6,
avec les axes du repére.

2. a) Déterminer une expression de f’(x).

b) En déduire le tableau de variation de f.

3.a) Donner une équation de la tangente a ‘6, qui est hori-
zontale. On la note T.

b) Déterminer une équation de la tangente T’ a ‘€ ,au point
d'abscisse -2.

4. Dans un repére avec des unités judicieusement choisies,
tracer T, T puis 6, en tenant compte de toutes les informa-
tions disponibles.

EEM Chacun sa courbe

1. Etudier les sens de variation des fonctions suivantes
définies sur R.

o fpar f(x) =;—(x— 3)e** 1+ 3e

egparglx)=e3*+1

e h par h(x) = 2¢e*

o k par k(x) = xe* + 2

2. Associer a chaque fonction sa courbe parmi les suivantes.

J
/
/

w

N

€, A
-4 -3 -2 -1

\2/3 4 5
\U

= of~!-
=l

N

Fonction inconnue

fest une fonction dont voici la courbe représentative dans
un repére et qui est définie par flx) = (ax + ble* ol aet b
sont des réels. Cette courbe passe par les points A(-2; 0)
etB(0; 2). ¥

/34B

I

I =z

1. A l'aide du graphique, déterminer les valeurs de a et de
b enjustifiant.
2. Etudier les variations de .

Exercices| bilan

Conjecturer ne suffit pas I

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = e*—x- 3.
Sa courbe représentative €, a été tracée dans le repére
ci-dessous. /

Y

/
/
/o«
ze

hro\.lh.) NN
|

A. Conjectures

1. a) Conjecturer les variations de la fonction f.

b) Conjecturer le nombre de solution de I'équation f(x) = 0
et leur valeur.

B. Etude analytique

2. a) Déterminer une expression de f"(x).

b) Démontrer le résultat énoncé a la question 1. a) de la
partie précédente.

3.0n considere le programme écrit en langage Python p .
a) Quelle valeur est affi-
chée en sortie ?

b) Donner une interpré- ::;:*x i
tation concréte de cette iite i
valeur.

x=x+0.01
c) Modifier cet algorithme foekkx-x-3
pour qu'il renvoie une | print (x)
valeur approchée a 10
pres de la solution de I'4quation f(x) = 0 comprise dans

l'intervalle [1; 2].

Etude d’une fonction (1)

On considere la fonction f définie par f(x)=

from math import *

2
T-e*
On note 6, sa courbe représentative dans un repere.

1. Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f.

2. Etablir le tableau de variation de f.

3. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de 6, avec les axes du repere.

Avec une fonction auxilliaire (1)

Soit f la fonction définie sur R par flx) = (x - 2)e* + x+ 1.
1. Déterminer une expression de f’(x).

2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (x - 1)e* + 1.
a) Etudier les variations de la fonction g.

b) En déduire que pour tout x € R, g(x) = 0.

3. Montrer que f’(x) = g(x) et en déduire les variations de f.

Etude d’une fonction(2)

Soit f la fonction définie sur R par f(x)= de
er +1

On note 6, sa courbe représentative dans un repere.

1. Démontrer que f est impaire.

Que peut-on en déduire pour 6,?

2. Etudier les variations de f.

3. Etudier la position relative de €, avec la droite d d'équa-

tiony=-2x-2.

X

-2x-2.

6 - Fonction exponentielle 187
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Avec une fonction auxilliaire (2)
On considere la fonction f définie sur R par:
flx)=x+1+ x
ex
On note 6, sa courbe représentative dans un repere.

A. Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par g(x) =1 -x+e*.
1. Déterminer une expression de g’(x).

2. Etudier les variations de g.

3. En déduire le signe de g(x).

B.Retouraf

1. Montrer que f’(x) = e™g(x).

2. En déduire les variations de f.

3. Déterminer une équation de la tangente a 6, au point
d’abscisse 0.

EEIN A la recherche d’une fonction

fest une fonction définie et dérivable sur R.

Dans le plan muni d'un repére orthogonal, on nomme 6,
la courbe représentative de la fonction f et 6, la courbe
représentative de sa fonction dérivée f'.

Le point A de coordonnées (0; 2) appartient a la courbe ‘61.
Le point B de coordonnées (0; 1) appartient a la courbe 6.,
1. Dans les trois situations ci-dessous, on a dessiné la courbe
représentative €, de la fonction f.

Sur lI'une d'entre elles, la courbe 6, de la fonction dérivée
f” est tracée convenablement.

Laquelle?

Expliquer le choix effectué.

Situation (@)

Situation(@) (¢, est une droite)

31 g
6
4

188

710 1 2 3 4
Situation®

% J
n 8 _

6
4

X

2 19| 1 2

3 4

2. Déterminer I'équation réduite de la droite A tangente a
la courbe €, en A.

3.0n sait que pour tout réel x,onafix) =e™*+ax+bola
et b sont deux nombres réels.

a) Déterminer la valeur de b en utilisant les renseignements
donnés par I'énoncé.

b) Prouver que a = 2.

(D'aprés bac)

Algo & Progg

EEFA Construction d’un portail
On désire réaliser un portail comme indiqué ci-dessous.
Chaque vantail mesure 2 m de large.

vantail
de droite

vantail
de gauche

A. Modélisation de la partie supérieure du portail
On modélise le bord supérieur du vantail de droite du
portail avec une fonction f définie sur I'intervalle [0 ; 2] par:

f(x)= (x + l)e“‘x +b
4

ou b est un nombre réel.

1. a) Calculer f’(x), pour tout réel x appartenant a l'inter-
valle [0; 2].

b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur I'in-
tervalle [0; 2].

2. Déterminer le nombre b pour que la hauteur maximale
du portail soit égalea 1,5 m.

B. Utilisation d’'un programme

On désire réaliser un portail de méme forme mais a partir de
planches rectangulaires disjointes de largeur 0,12 m, espa-
cées de 0,05 m. Pour le vantail de droite, le coin supérieur
gauche de chaque planche est situé sur le bord supérieur
du vantail et le bas de chaque planche a 0,05 m de hauteur.
Les planches sont numérotées a partir de 0: ainsi la premiéere
planche a gauche porte le numéro 0.

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

La distance entre le bas du portail et le sol est 0,05 m

1. Donner l'aire de la planche numéro k.

2. Recopier et compléter le programme suivant pour qu'il
calcule la somme des aires des planches du vantail de droite :

s=0

X=0

while X+0.17<... :
S=s+ ...
X=X+0.17

print(s)

(D'apres bac)



Concentration d’'un médicament
Un protocole de traitement d’'une maladie, chez I'enfant,
comporte une perfusion longue durée d'un médicament
adapté. La concentration dans le sang du médicament au
cours du temps est modélisée par la fonction C définie sur
I'intervalle [0 ; + o[ par :

Clt)= ﬂ(1 - e_%t]
a

e C désigne la concentration du médicament dans le sang,
exprimée en micromole par litre,

o t le temps écoulé depuis le début de la perfusion, exprimé
en heure,

o dle débit de la perfusion, exprimé en micromole par heure,
® g un parametre réel strictement positif, appelé clairance,
exprimé en litre par heure.

Le paramétre a est spécifique a chaque patient.

En médecine, on appelle plateau fg la limite en + de la
fonction C.

A. Etude d’un cas particulier

La clairance a d’un certain patient vaut 7, et on choisit un
débit d égal a 84. Dans cette partie, la fonction C est donc
définie sur [0 ; + o[ par :

7
Clt) = 12(1 - e%’]

1. Etudier le sens de variation de la fonction C sur [0 ; +].
2. Pour étre efficace, le plateau doit étre égal a 15.
Le traitement de ce patient est-il efficace ?

B. Etude de fonctions
1. Soit fla fonction définie sur ]0 ; + [ par:

3
F(x) = E(1 - e‘%"]
105g(x)

Démontrer que, pour tout réel xde ]0; +[, f'(x) = ——=—,
x
ol g est la fonction définie sur [0 ; +o°[ par :
3

3
g(x)= i—ze_ﬁx e -1,

2.0n donne le tableau de variation de la fonction g :

x |0 +oo

0  $
g(x) »

En déduire le sens de variation de la fonction f.

X
m Maths et randonnée ﬁ

Une association propose des randonnées de 12 km sur des
sentiers de montagne.

La courbe ci-dessous présente la fonction f donnant I'al-
titude du parcours en fonction du nombre de kilométres
effectués depuis le départ.

Ainsi, x est la distance parcourue (en kilométres) depuis le
point de départ de la randonnée, et pour x € [0 ; 12], f(x)
est l'altitude, en metres, a laquelle se situe le chemin de
randonnée au bout de x kilométres parcourus.

800
700
600
500
400
300
200
100

0

J —

X

01 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13

A. Etude graphique

Répondre aux questions suivantes en vous appuyant sur
le graphique.

1. A quelle altitude se situent les randonneurs aprés avoir
parcourus 2 km ?

2.Dans la partie descendante de cette randonnée, la guide
a prévu de faire une pause dans un refuge situé a 600 m
d‘altitudes. Quelle distance auront-ils alors parcourus ?

3. Alafin du chemin de randonnée, les randonneurs seront-
ils revenus a leur point de départ ?

B. Modélisation
Une modélisation du parcours est obtenue par la fonction f
définie sur [0; 12] par f(x) = 150xe-%92%" + 300.
1. Déterminer une expression de la dérivée.
2. Etudier son signe puis dresser le tableau de variation de f.
3. Quelle sera I'altitude maximale atteinte par les randon-
neurs ?
On donnera une réponse arrondie au metre pres.

(D'apres bac)
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Exercices

EEEH Ensemble de définition
Déterminer I'ensemble le plus grand sur lequel on peut
définir ces fonctions.

a) ! b) el
e¥_1 x2 -1
c) eve* d) !
3e*4 -3
\ex e—-e¥
Factorisations

Factoriser les expressions suivantes.
a) x* + 2xe* + e®

b) ¥ - 4x?

c)e*-1

Des limites

Déterminer le comportement asymptotique des suites (u,)
suivantes définies pourn € N.

— ah —_ -n
au =e b)un—en

_ ~02n R
Qu,=e du =e?2

=),

EELD suites et algorithmes Algo & Prog

1
Soit (u,) la suite définie par u, = eZM pour n € N.
1. Calculer u,.
2. Déterminer en justifiant la nature de la suite (u,).
3. Déterminer son sens de variation.
4. Déterminer la limite de la suite (u,).
5. Ecrire un algorithme qui permette de renvoyer la premiére
valeur de n telle que u, dépasse 10°.

EEED changements de variable(1)

1. Résoudre dans R l'équation x> + 2x? - 3x=0.

2. En déduire les solutions dans R des équations suivantes.
a) X+ 2x*-3x2=0

b) &3+ 2e?*-3e*=0

Changements de variable (2)

1. Déterminer les racines du polyndme suivant.
P(x)=x?>+4x-5

2. En déduire les solutions de I'équation e?* + 4e* = 5.

3. Résoudre dans R les inéquations suivantes :
a)eX+e"-2=0

b) e2x+1 + ex+1 -2e=0

Qe"-2¢%+1=0

Du calcul formel a la rescousse
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = e** +2%,
Un logiciel de calcul formel renvoie la commande suivante.

[1[diff (exp (x"2+2x),x)

2 =
(2%x+2) *exp(x +2%x) M|

Etudier les variations de la fonction fa I'aide de la commande
précédente.

Une équation
2x
Résoudre dans R I'équation e***+2 = €
i : TICE
Dichotomie E

On s'intéresse a I'équation e* =2 pour x € R.
1. Al'aide d’un tracé de courbe obtenu a l'aide de la calcu-
latrice ou d'un logiciel de géométrie dynamique, résoudre
cette équation de maniére approchée.

2.0n admet que cette équation

a une unique solution dans i:;"‘ RALhTARpoREr
l'intervalle [0; 1]. b=1

On souhaite obtenir une valeur | "¢ 5=258- 21
approchée aussi précise que sou- if e*kc>2:
haitée de la solution de cette équa- o o

tion. Pour cela, on consideére cet a=c
algorithme de dichotomie. SESaw

a) Compléter le tableau suivant

permettant de suivre les premieres étapes de l'algorithme :

Passage
dans la boucle n°

1 0 1 0,5
2
3
4

b) Faire fonctionner cet algorithme.
¢) Modifier cet algorithme pour qu’il donne une valeur
approchée de cette solution a 107 prés.

Fonctions hyper...

On définit les fonctions cosinus et sinus hyperbolique sur
R de la fagon suivante :

a b C e¢

X _ @

2

e¥ +e* e
—— et sinh(x) =

cosh(x) =
1. a) Démontrer que cosh est paire.
Que peut-on en déduire concernant sa courbe représen-
tative ?
b) Etudier les variations de cosh sur [0 ; + 0.
c) En déduire le tableau de variation complet de la
fonction cosh.
2. Démontrer de méme que sinh est impaire et étudier ses
variations sur R.
3. Simplifier cosh(x) + sinh(x).
4. Calculer pour x € R (cosh(x))? - (sinh(x))2.
5. Montrer que pour tout réel x, sinh(2x) = 2sinh(2x) cosh(x).

m Des démonstrations

On suppose connues les propriétés suivantes.

- exp(a + b) = exp(a) x exp(b)
- exp(a) x exp(-a) =1

A l'aide de ces propriétés, démontrer que :

exp(a) b) exp(x/e )= exp(%e]

a) exp(a-b)= explb)



ondissement

. . . Démonstration
E™3 Une autre caractérisation ©

On considere une fonction f définie sur R telle que pour
tous réels x et y, on a f(x + y) = f(x) f(y). Le but de l'exercice
est de démontrer que si cette fonction n'est pas nulle et que
si f(0) = 1, alors elle est égale a la fonction exponentielle.
1.a) Démontrer que f(0) est solution de I'équation x> - x=0.
b) Quelles sont les valeurs possibles pour f(0) ?

c) Démontrer que si f(0) = 0, alors f est la fonction nulle.

le 02-,‘%‘
VerslaT ;;

(Maths complémentaires )
On appelle

fonction «satis- 4 __y
faction » toute
. - 80—
fonction déri- @
vable qui prend 60 f
ses valeurs 40+
entre 0 et 100. 204+
Lorsque la fonc- N | %
tion « satisfac- o741 2 3 45 6 7

tion » atteint la

valeur 100, on dit qu’il y a « saturation ».

On définit aussi la fonction « envie » comme la fonction
dérivée de la fonction « satisfaction ». On dira qu'il y a
« souhait » lorsque la fonction « envie » est positive ou
nulle et qu'il y a « rejet » lorsque la fonction « envie » est
strictement négative.

Dans chaque partie, on teste un modele de fonction
« satisfaction » différent.
Les parties A et B sont indépendantes.

A. Un étudiant prépare un concours, pour lequel sa
durée de travail varie entre 0 et 6 heures par jour. ||
modélise sa satisfaction en fonction de son temps de
travail quotidien par la fonction « satisfaction » f dont
la courbe représentative est donnée ci-dessous (x est
exprimé en heures).

Par lecture graphique, répondre aux questions suivantes.
1. Lire et donner la durée de travail quotidien menant
a « saturation ».

2. Déterminer a partir de quelle durée de travail il y
a «rejet ».

B. Ledirecteur d’'une agence de trekking modélise la
satisfaction de ses clients en fonction de la durée de
leur séjour.

On admet que la fonction « satisfaction » g est défi-
nie sur l'intervalle [0 ; 30] par g’ = 12,5e %1251 (x est
exprimé en jours).

1. Démontrer que, pour tout x de l'intervalle [0 ; 30],
g’ =12,5-1,5625x)e 01251,

2. Etudier le signe de g’ = (x) sur l'intervalle [0 ; 30] puis
dresser le tableau des variations de g sur cet intervalle.
3. Quelle durée de séjour correspond-elle a l'effet
« saturation » ?

-

2. Dans la suite de I'exercice, on suppose que f(0) = 1.
a) Montrer que le taux d'accroissement de la fonction fen
un point a est égal a:
f(h)
h
b) En déduire que f’(a) = f(a).
c) Conclure.

X f(a)

EER [ spécialité Maths |

Une usine fabrique et commercialise des toboggans. Sa
capacité mensuelle de production est comprise entre 300
et 1300. On suppose que toute la production est commer-
cialisée.

Le bénéfice mensuel, exprimé en milliers d'euros, réalisé
pour la production et la vente de x centaines de tobog-
gans est modélisé sur l'intervalle [3 ; 13] par la fonction f
définie par: f(x) = - 2x + 20 — e 2**10

1. Déterminer le nombre de toboggans que l'usine doit
produire pour obtenir un bénéfice maximal et donner ce
bénéfice, arrondi a l'euro.

2. Pour étre rentable, I'usine doit avoir un bénéfice positif.
Déterminer le nombre minimum et le nombre maximum
de toboggans que l'usine doit fabriquer en un mois pour
qu'elle soit rentable.

Justifier la réponse.

m[ Maths expertes |

Sur le graphique suivant,

on a tracé, dans un repére
orthonormé (O ;i , j), une

courbe € et la droite (AB)

ou A et B sont les points de o
coordonnées respectives 3 -
0;1)et(-1;3).

On désigne par f la fonc-
tion dérivable sur R dont la
courbe représentative est 6.
On suppose, de plus, qu'il existe un réel a tel que pour
tout réel x, on a f(x) = x + 1+ axe™’

1. a) Justifier que la courbe 6 passe par le point A.

b) Déterminer le coefficient directeur de la droite (AB).
c) Démontrer que pour tout réel x, ona:
f(x)=1-a(2x2 - e ~.

d) On suppose que la droite (AB) est tangente a la courbe
% au point A.

Déterminer la valeur du réel a.

2. D'apres la question précédente, pour tout réel x:
f(x)=x+1-3xe et f(x)=1+3(2x2 - 1)e *.

a) Démontrer que pour tout réel x de l'intervalle - 1; 0],
on a f(x) > 0.

b) Démontrer que pour tout réel xinférieur ou égala -1,
onaf’(x) > 0.

-3+
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n Etude d'une décroissance radioactive

192

Travaux pratiques

Physique-Chimie (|} Modéliser, raisonner

50%
_g'i“‘&'

On étudie un échantillon de noyaux radioactifs. Ceux-ci ont la particularité de se désintégrer au cours du temps, en
produisant de I’énergie. La loi de désintégration radioactive est de la forme :

fit) = N,eM -
* f(t) représente le nombre de noyaux restant a l'instant t, N est le
nombre de noyaux presents a I'instant initial et e A est la constante de
désintégration de l'espéce radioactive (on peut considérer A comme
constante en premiére approximation).

A » On s'intéresse a un amas de noyaux de Cobalt %°Co.

On suppose que la loi de désintégration radioactive est la suivante :
1

——t
f(t)=3,2x10"2 x e 52714
e t est exprimé en années.

1. Représenter la courbe de la fonction fa I'aide d'un logiciel de géométrie dynamique. On pourra modifier les échelles
sur les axes pour faire apparaitre la courbe.
2. Déterminer graphiquement au bout de combien d’années le nombre de noyaux de Cobalt aura été divisé par deux.

© Remarque Ce temps noté t_,, est appelé demi-vie de cette espéce radioactive.

12

3. Ecrire un programme Python !, qui permette de renvoyer une valeur approchée de la demi-vie d'une espéece
radioactive lorsque l'on donne en entrée sa constante de désintégration A.

B » Les constantes de désintégration (pour t en années (a), donc en a™' pour les constantes de désintégrations) de
différentes especes radioactives sont données dans le tableau ci-dessous.

Espéce radioactive Krypton Hydrogéne Strontium Césium Américium
Constante
de désintégration 0,0929368 0,08116883 0,03474635 0,03325574 0,00231374
Aena™)

Dans le repére suivant, la loi de désintégration d’un amas de noyaux d'une espéce radioactive inconnue, de la forme
flt)=2x 108 x e™,

N(t)

20-107
18-107 1
16:107 1
14-107 1
12:107 1
10-107 1
8-107 1
6-107 7
4107
210" T

t (en années)
0 f f } } } } } } | f f f } } }
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500

1. Déterminer f’(0) en fonction de A.

2. Lire une valeur approchée de f’(0).

3. En déduire I'espére radioactive de 'amas parmi celles du tableau.
4, Déterminer la demi-vie de cette espéce radioactive.

5. Déterminer au bout de combien de temps I'amas de noyaux aura été divisé par huit.




Travaux pratiques

Calculer, raisonner, modéliser 50'0
- , . — = min
B Etude d'un capital ‘s
A'» En 2019, Yahya place sur un compte un capital de 100 000 au taux A B c D
de 2 %. 1 Année n Cin)
On note C(n) le montant du capital place en centaines de milliers d'euros i 2L 2
I'année 2019 + n. Ainsi, on a C(0) = 1. 4
1. Déterminer la valeur de C(1) et en donner une interprétation concréte. :
2. Quelle est la nature de la suite (C(n)) ? 7
8
3. Reproduire la feuille de calcul ci-contre et compléter les colonnes A, 4

B et Cjusqu’en 2040.

4. 0On considére la suite (u,) définie pour n € N par u_= e%0198n,

a) Compléter la colonne D avec les termes successifs de la suite (u,).
On pourra utiliser la fonction du tableur.

b) Que peut-on remarquer ?

c) Calculer e%018 et expliquer le constat de la question précédente.

5. Yahya souhaite vivre de sa rente. Il estime qu'il peut vivre avec 10 000
euros par an.
Pourra-t-il le faire de son vivant ?

B » Yahya décide alors de placer son capital sur un autre comptes au
taux d'intérét est de 5 %.

On cherche a modéliser I'évolution du capital sous la forme d'une suite v, = " ou :
e k est un nombre réel

¢ n est le rang de I'année apres 2019

e v, est le capital accumulé en dizaine de milliers d'euros I'année 2019 + n.

1. Calculer le montant de son capital en 2020.
2. En déduire que k doit verifier I'équation e = 1,05.
3. Par balayages successifs, en complétant des tableaux de cette forme, déterminer une valeur approchée de ka 10~ pres.

A B & D
2l k 0 0,1 0,2
2 explk) 0

4. Reprendre la question A 5. de la partie précédente avec ce nouveau taux d'intérét.

C » Yahya souhaite obtenir 1000 euros de rente mensuelle avant 2029.

Quel taux d'intérét doit-il rechercher ?

20.‘1ﬁ

——— min &

B Famille de fonctions

Le but de cette activité est d’étudier les fonctions f définie sur R par f(x) = e~

1. Lancer un logiciel de géométrie dynamique.
2. Créer un curseur pour un nombre réel k allant de -5 a 5.
3. Saisir dans la barre de saisie I'expression | f(x)=exp(kx) | pour faire apparaitre la courbe représentant la fonction f.

4, Faire varier la valeur de k. Que peut-on dire des variations de f?

Démontrer que si k > 0, f est décroissante et que si k < 0, f est croissante.
\\§ J
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En autonomie

~
n Calculer avec des exponentielles
G EE e simplifier les expressions suivantes.
2
m e*x e’ estégal a 24 a)elxe b) (23 9 [g}
" e i}
[a] e [b] o [c] e -1 3)2
€ d) e+ Txe o) f) e x(e?)?
1Y e¥testégal a: e et
v o4 m * Simplifier les expressions suivantes.
[a] e*-e a) e x e +! b)e’-ele+1)
e¥ 4
[b] ey cex e_z d) e? x (e?)3
e
[c] (e
* Développer et simplifier les expressions sui-
jesee s+ b) L(e2 + 4e)
FEA S estegala: ¢
(e3)* estégala c)(e-e)? d)et2(e3-¢)
3] e [B] e e) (e¥-e?)(e*+e?) f) (e¥-2e73)?
[c] e® [d] e * Développer les expressions suivantes.
o2 a)e’3-e¥+e?) b)(e*-2)? c) (e¥-3)(e"+3)
—estégala:
Ve * Factoriser les expressionsGSuivantes.
3
@] e2 a) 5xe” - x%e* b) xes~ +7-—
ex
[b] e c)e?-1 d) e¥+2-7e?
[c] ? - \/E Xk Factoriser les expressions suivantes.
[d] eJe a)e*-6e¥+9 b)e?-3e*
c)e¥-e? d) 4e* - e?*
NS J
~
Résoudre des équations et inéquations
_ m * Résoudre les équations suivantes dans R.
m Léquation e*=1 a)-e"+1=0
) ] : . b)e2+3=¢
[a] n'a pas de solution.  [b] a pour solution 0.
. . c)4-4e>*+2=0
[c] apour solution 1. [d] a pour solution e.
e G s * Résoudre les inéquations suivantes dans R.
[a] n’a pas de solution a)e’-e<0
o b)2-2e3-*>0
[b] a pour solution x=0. 1
[c] apour solution x=e™". c)g—e4x+‘>0
[d] a pour solution x = -e.
m ; . *> Résoudre les équations suivantes dans R.
PRy A N _ Xt _ .
|'enselr_rlyr[]3‘|e:~uatlon 2e* > —2e® a pour solution a) xe* - 3% =0
’ b) 2(x+ 1)e* - 2(x+ 1) =0
[ 1-;3] [6] 1-;30 [d] 3+ [d] 13+l )2ber et -2be+ D)
L c)eX=2e"-1 )
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En autonomie

~
B Etudier des fonctions
_ * Déterminer une expression de la dérivée des
fonctions suivantes.
La fonction exponentielle :
. v
[a] est strictement décroissante sur R. a) fix—>xe
X
est monotone sur R. b)g: x— €
9 1
X+
[c] est strictement croissante sur R. s
[d] aun maximum sur R. € h:x=>(4-x)e
d)iixes 2x +1
167 REEHE hex ox
[a] positif ou nul pour tout réel x.
175 “tudi i i i .
[B] strictement positif pour tout réel x. -_x+:k Etudier le signe des expressions suivantes
[c] nul pourx=0. :) ex+5
[d] négatif pour certaines valeurs de x. ) e
c) x(e*-e)
La fonction x — e > est : d) (4x+5)(2-2e"")
[a] strictement croissante sur R.
176 - . . . . . X
[b] strictement décroissanteisur . - * Etudier les variations des fonctions suivantes
& iediha a) fix—e¥*+TsurR
[d] positive b)g:x— e sur R
' c) h:ix—-2e3*TsurR
3-x . X
e est: d)i:n—>e—surR*
[a] positif six < 3. [b] négatif six < 3. x
[c] positif pour x € R. [d] nul pourx=3 )
x> Etudier les variations des fonctions suivantes :
Une expression de la dérivée de x — —2e>+! a) fr—e ¥4 _3x+4surR
est: 2x+3
Izl _De5x+1 IE —2es b)g|—> . sur R*
[c] 5e>+ [d] —10e>*" ) h:—x%*sur R
X . _ —2x+1
Une expression de la dérivée de x — d) iz (2 + 4x - T)e sur R
. e*+1
est: ox o . *> On considére la fonction f définie sur R par
[a] [b] [] 1 & flx) = x%e*-2, et 6, sa courbe représentative dans un repére.
(e¥+1)? e*+1 (e¥ +1)2 , " X
Déterminer une équation de la tangente a 6, au point
¥4 Soit f:x—> e + 3 et 6, sa courbe représentative. d'abscisse 2.
Une équation de la tangente a ¢, au point d'abscisse
Oest: ! *> On considére la fonction f définie sur R par
[a] y=4x+3 [b] y=e2x+3 f(x)=5ex+2.
[c] y=3 [d] y=2x+4 e’ +3
Montrer que pour tout réel x, 0 < fix) < 5.
La fonction x— e™2 + x -2 est:
[a] croissante sur [2;; +9°[ [5] décroissante m ok Etudier les variations de la fonction f définie
Sur[2; +o sur R par fix) = (x?—x+ 1) "
lszulr ]c rc:s's;]nte AL 2 [d] decroissante *k Résoudre dans R I'équation e + 6~ 7 =0.
. J
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] ) |
3 ' Tous les ans, le phare d’Eckmiihl accueille
une course contre la montre ou chaque
coureur doit gravir les 311 marches en
, colimacon le plus rapidement possible.

/

Je dois étre capable de...

Me repérer sur le cercle trigonométrique. op, 205 F1H p.205 EHE F p. 208

Déterminer le sinus et le cosinus d’un réel a I'aide du cercle
trigonométrique.

© ».205 B[Mp.205 EE p.208

Résoudre a l'aide du cercle trigonométrique des équations

ou inéquations trigonométriques. © . 206 BEp.206 EEE p. 209

Connaitre et exploiter les propriétés des fonctions sinus
et cosinus, notamment parité et périodicité.

O ».207 EBMp.207 EE [ p. 209

[ITE¥ p. 202

. T T . T
Calculer sin =; cos — et sin —.
4 3 3

Algo & Prog

Calculer une approximation de 1 par la méthode p.217
d’Archiméde.

1)
exercices exercices exercices travaux
résolus corrigés non corrigés pratiques

.
~—

\
Sl W 8

E



1.

3.

5.

Logique & : @©

2

Démonstration
p.- 201, 202, 204

]
Algo & Prog“S&

p. 211,212,217

[ ]
| TicE_
p- 199, 211, 212, 217

‘
Les autres disciplines @) .
p. 198, 215

Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-13
Définir le terme trigonométrie
Chercher la définition du mot trigonométrie et en faire un résumé de trois
lignes.

Simplifier des fractions

Calculer et donner le résultat sous forme de fraction irréductible.

a) 1 de360 b) z de 360 C) il de 2w d) £l de 2w
4 6 6 12

Effectuer des calculs

A an . .
Calculer et donner le résultat sous la forme —, avec a un entier relatif

. a_ . .
et b un entier naturel non nul, de telle sorte que 5 soit une fraction
irréductible.

7_n3_n n T T

9=-= UL
5 6 12 24

Déterminer une formule de trigonométrie

Soit un triangle ABC rectangle en A et H le pied de la hauteur issue de A.

'
= b
a)4+n ) +

1. Dans le triangle ABH, quel est le c6té adjacent a I'angle BAH?
2. Dans le triangle ACH, quel est le coté opposé a I'angle ACH?

3. Exprimer cos(ABC) et sin(ACB) en fonction des cotés du triangle ABC.

Identifier les courbes des fonctions de référence

Les fonctions racine carrée, carré, inverse
et cube sont représentées ci-contre.

1. Pour chaque fonction, identifier la
courbe représentative associée.

2. En utilisant le graphique, dire quelle(s)

fonction(s) semble(nt) paire(s), puis
justifier par le calcul.

3. En utilisant le graphique, dire quelle(s)
fonction(s) semble(nt) impaire(s), puis
justifier par le calcul.

Identifier des fonctions
paires ou impaires

Parmi les trois courbes
représentées ci-contre,
indiquer celle(s) qui vous
semble(nt) représentative(s) de

fonction(s) paire(s), impaire(s),
quelconque(s).

Corrigés
Lienmini.fr/maths1-00

7 - Fonctions trigonométriques
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198

n Découvrir le cercle trigonomeétrique

N\

Un professeur déducation physique et sportive explique a ses éléves les
objectifs de I'entrainement qu'il a prévu : courir le plus rapidement possible
et s'arréter immédiatement dés que retentit le coup de sifflet.

1. Dans cette partie, on suppose que la piste de course est un cercle ayant
pour périmetre 1 000 metres. Voici les distances parcourues relevées par le
professeur.

Eleve Aurélie | Benjamin | Capucine | Dorian | Eléonore | Fatima
Distance parcourue (en m) 700 500 1200 1700 1350 1600
Eleve Grégoire | Hamid Iris Julie Katell Lili
Distance parcourue (en m) 350 1700 800 1000 1800 2000
a) Recopier et compléter le schéma ci-contre en indiquant la place de chaque éléve par son initiale.
b) Quels éléves se retrouvent a la méme position sur la piste de course ? 300 m 200 m
Pourquoi ? 400 m 100 m
c) Méme question en supposant que la piste de course est un cercle ayant
pour périmétre 200 m. 500 m om

d) Donner un exemple de périmétre de piste pour lequel tous les

participants se retrouveraient a la méme position. 600m 200m

700 m 800 m
2. On suppose a présent que le cercle modélisant la piste de course a pour

rayon 1 km et que le professeur a en charge une autre classe.
Pour toute cette question, on donnera les résultats arrondis a 0,1 km.

a) Déterminer la valeur exacte de la longueur de la piste.
b) Sachant qu’avant le coup de sifflet du professeur, aucun éléve n'a fait plus d’un tour, préciser la distance

. . . . 2
parcourue par Cassandre, qui a couru 1 quart de piste, puis celle parcourue par Terry, qui a parcouru 3 de

ﬂ Se reperer sur le cercle trigonomeétrique

\

piste. .
c) De nouveaux relevés sont donnés dans Eléve Nathan | Kenza Célia | William
|e tableau Ci-COhtI’e. Distance parcourue T 21‘5 77‘[ 91’[
Tracer un cercle ety placer les éléves. (en km) 4 3 6 B3
= @ p.200 y
Y
154
min ﬂ

Dans un repere orthonormé (O ; 1, J), on consideére le cercle trigonométrique de centre O.
. ., ,
1. a) Placer le point A associé au réel g

b) Placer le point B, symétrique de A par rapport a I'axe des abscisses.
Donner le réel associé a ce point dans l'intervalle -1t ; 7.

c) Placer le point C, symétrique de A par rapport a I'axe des ordonnées.
Donner le réel associé a ce point dans l'intervalle -1t ; mt].

d) Placer le point D, symétrique de A par rapport a O. Donner le réel associé a ce point dans l'intervalle ]- 1t ; t].

. o L, T T . . .
2. Reprendre les questions précédentes avec les réels . et 7 On appelera les points placés successivement E,

F G H,K, L MetN.
© T O p. 200
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B Faire le lien entre triangle et cercle trigonometrique

1. Dans un repeére orthonormé (O ; 1, J), tracer le cercle trigonométrique.
2. a) Tracer le triangle OIM puis la hauteur issue de M dans le triangle OIM. Cette hauteur intercepte la
droite (Ol) au point H.
b) Quelle est la nature du triangle OHM ? Justifier.
c) Exprimer en fonction des c6tés du triangle OHM le cosinus et le sinus de I'angle HOM.
3. Soit N le point du cercle trigonométrique d'abscisse égale a —
et d'ordonnée positive. 2

a) Montrer que ON = NI.
En déduire la nature du triangle OIN.

J4

b) Soit P le symétrique du point N par rapport a I'axe
des ordonnées et R le point de coordonnées (- 1; 0).

Justifier que le triangle OPR est équilatéral. | X
c) Montrer que NP =1. \ 0 }
En déduire la nature du triangle ONP.
4. Quel est le périmetre du cercle ? En déduire les longueurs respectives des arcs de cercle iR, puis IN et IP.
T 2%«
5. Déduire des questions 2. et 4. les valeurs des sinus et cosinus de — et —.
q 3 (T8 @ p. 201
- : J
TICE L/
B [ o

min

Decouvrir de nouvelles fonctions

1. A l'aide de GeoGebra, tracer un cercle trigonométrique de centre O dans un repére orthonormé (O;1,J) ety
placer les points O, 1, J,K(-1;0) et L(0; - 1).

2, Créer un curseur d’'angle o allant de -1 a 3m.

3. Créer le point A(cos(a) ; sin(o)) en tapant A = (cos(a), sin(oy)).
Ou se trouve-t-il situé pour o.=-m ? pour o = % ? de maniere générale ?

4. Créer les points M(ox ; cos(ar)) (en vert) et N(ot; sin(cr))

(en rouge). Faire un clic droit sur M, puis aller dans Graphique 1 Graphique 2
« Propriétés », puis « avancé » et cocher « Graphique 2 ». Jo=rN15rad )
Décocher si besoin « Graphique 1 » et « Graphique 3D ».
Faire de méme pour le point N. M 1
5. Cliquer sur « Affichage », puis « Graphique 2 ». Afficher les . 0 ERR ] B )
traces de M et N et animer le curseur o. o 1
Les courbes obtenues sont les représentations graphiques des N
fonctions sinus et cosinus. Elles s'appellent des sinusoides, O A -2

on dit également que les fonctions sinus et cosinus sont des
fonctions sinusoidales.

6. Quelles semblent étre les propriétés géométriques de ces deux courbes représentatives ? On pourra s'aider
du vocabulaire géométrique suivant : symétrie, répétition, translation...

7. Démontrer les propriétés géométriques observées a la question précédente.

8. Rechercher des cas de la vie quotidienne qui utilisent des fonctions trigonométriques.

© 7 © p. 203

7 - Fonctions trigonométriques
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Dans tout le chapitre on se place dans le plan muni d'un repére orthonormé (O 1, J).

La droite numérique peut également étre appelée droite des réels.

G Repérage sur le cercle trigonomeétrique

o : L J
Cercle trigonométrique ‘\
On appelle cercle trigonométrique le cercle € de centre l'origine O du repére \

V
etderayonr=0Il=1. 4( I
-1

/

© Remarque Le périmétre P du cercle trigonométrique est égal a:
P=2nr=2nx1=2m.

Orientation sur le cercle trigonométrique

On choisit une orientation sur le cercle trigonométrique 6 :

¢ le sens direct (ou positif ou encore trigonométrique) est contraire au sens de rotation des aiguilles
d’une montre ;

¢ le sens indirect (ou négatif) est le sens de rotation des aiguilles d'une montre.

®-Exemple

Le panneau de signalisation ci-contre sert a indiquer le sens de parcours a prendre lors
de I'abord d'un carrefour giratoire. Le sens utilisé est le sens trigonométrique.

Reperage \

Pour repérer un point M du cercle trigonométrique, on « enroule » autour du

cercle un axe vertical orienté vers le haut, gradué, d'origine le point I. On peut Pt - __ ___z
alors associer un réel x a ce point M, x étant I'abscisse d’un point de I'axe qui

vient se superposer au point M. On dit alors que ce point M est le point-image T i
de x sur le cercle trigonométrique, ce que I'on peut noter M. TS

© Remarques !
® Lorsqu'on enroule I'axe dans le sens direct, ce sont des points d’abscisses -

positives qui se superposent a M ; dans le sens indirect, ce sont des points Q

d'abscisses négatives.
* Tout point sur le cercle trigonométrique se repere par plusieurs nombres réels,

distants d’'un multiple de 2w (périmetre du cercle trigonométrique), selon le | T
nombre de tours complets de I'enroulement de I'axe. | 22
-1

®-Exemples

(@) Les points de la droite des réels 0 ; 21t ; 4w, et plus généralement de la forme 2k (avec k € Z) ont pour
image le méme point, a savoir I.

L, T O . .9 . T
@ Les points E'E + 27 |soit 7 ;5 + 4 |soit ? , et plus généralement de la forme 5 + 2km (aveck € 7)

ont pour image le méme point, a savoir J.

© Remarque A chaque réel x on associe un point M sur le cercle trigonométrique. Ce réel x est lié & 'angle
au centre et donc a la longueur d’arc de cercle trigonométrique associée.

200



Radian

Soit @ le cercle trigonométrique et M un point du cercle. 1
La mesure en radian de I'angle IOM est la longueur d’arc IM intercepté

par cet angle. ‘
Le symbole associé a cette mesure est rad ou rd.

© Remarques
* Dans ces conditions, 360° correspondent a 27 rad.
) o . LT LT
* Par proportionnalité, on obtient que 30° correspondent a 5 rad ; 45° correspondent a 2 rad; 90° correspondent

L
a—rad...
2
¢ |l faut faire attention au paramétrage de sa calculatrice selon le mode degré ou radian choisi.

© O p.205

e Coordonnées d’'un point du cercle trigonomeétrique

(@) Sinus et cosinus

bEE Sinus et cosinus
Pour tout nombre x; le cosinus et le sinus de x, notés cos(x) et sin(x), sont les coordonnées du point M
image de xsur le cercle trigonométrique. On écrit alors M (cos(x) ; sin(x)).

®-Exemples
(@ Le réel 0 est associé au point | sur le cercle trigonométrique.

On obtient donc cos(0) = 1 et sin(0) = 0.

@ Le réel 5 est associé au point J sur le cercle trigonométrique.

On obtient donc cos (g) =0et sin(g) =1

TN Sinus et cosinus

Pour tout nombre réel x:

(cos(x))? + (sin(x))2=1 -1<cos(x) <1 -1<sin(x)<1

.

Soit M le point associé au réel x.

Le repére est orthonormé, on obtient donc la formule suivante :
OM? = (x,, = %)* + (Jy = J))* = (cos(x) — 0) + (sin(x) — 0)? = (cos(x))? + (sin(x))?
Or, le cercle trigonométrique est de rayon 1, donc OM = 1, donc OM? = 1, donc (cos(x))? + (sin(x))? = 1.

© Remarque On peut noter cos?(x) au lieu de (cos(x))? et sin(x) au lieu de sin(x))2

7 « Fonctions trigonométriques = 201



(b) Valeurs remarquables

Valeurs remarquables

Soit M_un point du cercle trigonométrique, image d'un réel x. Alors :

Angle IOM 0° 30° 45° 60° 90°

T n n T

Réel 0 z u u u

eelx 6 4 3 2

cos x : 3 2 1 0
cos |IOM 2 2 2

sin x 0 1 P2 NE) :
sin IOM 2 2 2

—_
!

o=l

e}
N = feemmea )

Démonstrations @Q

o
On appelle H le pied de la hauteur issue de M dans le triangle OMI.

(1) Calcul de cos(gj etde sin(g

. I . N . s T, .
Six= £ alors le triangle OM est isocéle en O et son angle principal est égal a 3 c'est donc un triangle
équilatéral. Dans un triangle équilatéral, la médiane et la hauteur sont confondues, donc H est le milieu

du segment [Ol] de longueur 1, donc OH = %et donc cos(g) = % En appliquant le théoréme de Pythagore
au triangle OHM rectangle en H, on obtient MH = sin(ﬁj = £

(2) Calcul de sin(%]

Si ng alors la droite (OM) est un axe de symétrie pour le triangle OlJ. On obtient donc la relation

cos(%]: sin(gj. En appliquant le théoreme de Pythagore au sein du triangle OHM, on obtient

cos?| |+ sin2[ X |=1donc2cos?| X |=1 donc cos?| & =l.

4 4 4 4) 2
Comme cos r >0, cos T\ l=—2d’oi1 cos r =sin kil =—2.
4 4) 2" 2 4 4)" 2

- © p.205




(<) Angles associés

Angles associés

Par différentes symétries, on obtient les formules suivantes.

sin(a) M
a cos(-a) = cos(a)
Cos(a)

s(-a)

sin(-a) = -sin(a)

sin(-a)

-a

aeR

cos(m - a) =-cos(a)

cos(n-a)

sin(rt — a) = sin(a)

cos(m + a) = —cos(a)

sin(tt + a) = -sin(a)

cos(g - a) =sin(a)

sin(g - a) =cos(a)

“ cos(§+aj=-sin(a)

M

sin(g + a) =cos(a)

G Fonctions cosinus et sinus

Fonction cosinus

¢ La fonction cosinus, notée cos, est la fonction définie sur R par cos : x+— cos(x).

¢ Un tableau de valeurs de la fonction

¢ Un tableau de variations de la fonction cosinus

cosinus est : sur]-m ; m] est:
3t w| w™ i 3n
e B ) _r z
O I VR Y 4024 |" x |-m > 0 ; n
ENEREERE: o1 "o
cos(x)) -1-— O |— |1 |—| O |-—-1 cos
o 2 2 2 2 -1 -
¥
(Gcos 1
2T x
A L S 1 R N
2 42 4 2
1

7 « Fonctions trigonométriques
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Fonction sinus

¢ La fonction sinus, notée sin, est la fonction définie sur R par sin : x — sin(x).

¢ Un tableau de valeurs de la fonction sinus est : ¢ Un tableau de variations de la fonction sinus
sur]-m; m] est:
Bl B R |3
4|7 a2 |" . X o0 I n
2 2
_ﬁ 0 ﬂ 1 ﬁ 0 0 0/1 ~ 0
2 2 2 ~ 1 _—
Y
p -
1 sin
2 %
SN LA L3y { T3
2 2 4 4

© Remarques

* Les fonctions sinus et cosinus sont des fonctions trigonométriques.
* Les fonctions trigonométriques servent a modéliser des phénomeénes dits périodiques.

Superposition de points-images

Soit un réel x et M (cos(x) ; sin(x)) un point du cercle trigonométrique, alors les points M (cos(x) ; sin(x))

etM_,, (cos(x+ 2m); sin(x + 2m)) sont confondus.

Démonstration @©

Le périmétre du cercle trigonométrique est égal a 2r donc, par enroulement de la droite des réels, les
points M_et M, sont confondus.

Périodicité

Les fonctions sinus et cosinus sont des fonctions périodiques de période 2m, dites « 2n-périodiques » :

sin(x + 27w) = sin(x) et cos(x+ 27w) = cos(x).

Parité des fonctions cosinus et sinus

Soit un réel x. Alors :

¢ la fonction sinus est impaire. Sa courbe représentative est alors symétrique par rapport a l'origine
du repére.

¢ la fonction cosinus est paire. Sa courbe représentative est alors symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées du repére.

s L
© Remarque Les courbes ¢ et _sont « décalées » de —.

En effet, cos(g - x) =sin(x) et sin(g - j = cos(x).
9 O p.207




Versions interactives E x e rc i Ce S

Lienmini.fr/maths1-14

Exo

Q.S.e repérer sur le cercle trigonometrique "’ @200

1. Donner un nombre associé au point J sur un cercle trigonométrique dans un repére orthonormé
tel que 10J = 90°.

. - . - . T T
2. Placer sur un cercle trigonométrique les points C et D associés respectivement aux réels 3 et —

SOIUtlon ®ecccssccscscccce conseiIS&MéthOdes ®eeesccccsccccce

1. I/O\] = 90° donc Parc I mesure un quart de la longueur

ﬂ Se souvenir qu'un « tour complet » équivaut a 360°.
du cercle dans le sens positif. ﬂ

eeccccce®

.
:
.
- [4 Faire le lien avec le périmétre du cercle trigonométrique.

%2 donc un nombre associé a | est >

4

JIETY . . T
2. Le périmétre du cercle trigonométrique est L = 27. ﬂ Le nombre — correspond
4 un parcours d’un sixiéme de cercle dans le sens positif, soit 60°.

n \ 3 LY ’ . . o
Le nombre — n correspond 4 un parcours d’'un douzi¢me de cercle dans le sens négatif; soit 30

1 s
. o . . 5 C (3500
Placer sur un cercle trigonométrique les points E, F, ﬂ Donner un réel associé aux
. ) L i i 4 l
G et H associés respectivement aux réels — ; — ; —-= points B et C surle cercle trigonomé 0 '
n 6 4 3 trique ci-contre tel que IOB = 60° et
et I0C = 150°.

53 Exercices [ 25 F] 27 F AL

- Ld [ d Ld ' -
Déeterminer le sinus et le cosinus d'un reel = (28 @ p. 201
1. A partir du sinus de g, déterminer le sinus de -2?“. SRR Conseils & Méthodes NI

ﬂ Bien distinguer abscisse et ordonnée.

eeccccce

2. A partir du sinus de 3—“, déterminer le cosinus de 3—“ . .
4 4 Connaitre la formule cos?(x) + sin?(x) = 1.

oece000000000000000000000000000000000000000 o°

e®00cccce

Solution
1. Les points M et M an A 2.D tel x, cos?(x) + sin(x) = 1 d o
- Les points M et M, sont symétriques par rapporta 2. Pour tout réel , cos (%) + sin*(x) = 1 donc, pour x = —,

3 3 bei 2 3n .2 3
Porigine du repére. Ils ont donc des ordonnées opposées. O OPUENT COST| 77+ sin™| =7 | = L.

2
2
Donc sin(——n] = —sin(E) = —ﬁ. ﬂ D’ou cos? (3—71;) =1-sin (375) =1- Q = l ﬂ
3 3 2 4 4 2 2

B 1 2
Or l'abscisse de M 5 est négative d’ol1 cos 3n =, |—=—
4 2 2
4
B A l'aide du cosinus %, déterminer le cosinus de % A l'aide du sinus de g, déterminer le sinus de —g
etde 3" etde 2T,
4 6

v [(EEET B3 3 EE) p. 208-209
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Exercices

Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-14

Exo

e Résoudre une equation
ou une inéquation trigonométrigue - [0 @ p. 201

®ecccccccccccccccce eecc0ccccccccccce eeccccccccccccccccdoccne

3

1. Résoudre sur ]-7t; 7] I'équation cos(a) = -

2
2. Résoudre sur [0 ; 27[ I'équation sin(a)?%.

Solution

1. On trace la droite d’équation x = ——— et on reléve les points d’intersection

entre cette droite et le cercle trigonométrique. ﬂ ﬂ

> . 3 .
Léquation cos(0t) = ———admet donc deux solutions sur -7 ; 7] :

5T 5T
1= ? et 0L2 =— ?

. 37 . 2 A H . z
2. On trace la droite d’équation y = - et on releve les points du cercle situés

au dessus de cette droite. ﬂ ﬂ

o

Sur [0 ; 2x[, I'inéquation sin(ol) = % admet donc pour solutions |:§ H 3?11

Conseils & Méthodes
e eeecesccesecesccsscesssesscesscesscenasns tecesccesccesccescesscesscesscesscencnnon,

ﬂ Bien connaitre son cercle trigonométrique et ne pas hésiter a le tracer.

ecccccoe

)
.
.
.
.
.
.
.

Tracer les droites x = p (cas du cosinus) ou y = p (cas du sinus), avec p réel, pour déterminer correctement I'angle.

© 0 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 o°

A vous de jouer ! |,

1
B Résoudre sur ]-7; 7] I'équation cos(ar) = 7 m Résoudre sur ]-; ] le systéme d'inéquations suivant.

cos(x)<=-—

o5

ﬂ Résoudre sur [0 ; 2nt[ I'inéquation cos(o)<

&
)
S5
%
\
I
|

Résoudre sur [0 ; 2nt[ I'¢quation sin(ot) = —

2
n Résoudre sur -1t 1) linéquation sin(o) < % Résoudre sur [0; 2n[ le systéme d'inéquations suivant.
3
n Résoudre sur]-n; 7] le systéme d'inéquations suivant. cos(x)= Y
sin(x)=0

3
cos(x) <—
(x) >

sin(x) < 1 Résoudre sur [0; 2nt[ le systéme d'inéquations suivant.
2 cos(x)=0

3

sin(x)=-—
(x) 5

>/ 0 5 E . 209




Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-14

Exo

Exploiter les propriéetes

des fonctions sinus et cosinus

©0000000000000000000000000000000000000000000000000000

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = cos(x)sin(x).
1. Montrer que g est impaire.
Interpréter graphiquement.

2. Montrer que g est w-périodique.

Exercices

‘

Y [ 78 O p. 203

3. Déterminer, en justifiant, la courbe représentative de la fonction g parmi les courbes représentatives

ci-dessous.
}I
/ N\ / N\ /
/ \ / \ /'
Jr 3B B TN S
/ 4 2\ 4/ £ \NM_/
Solution

1. g(—x) = cos(—x)sin(—x) = cos(x)(—sin(x)) = —cos(x)sin(x) = —g(x),

donc g est impaire. ﬂ

La courbe représentative de g est donc symétrique par rapport
alorigine du repére.

2. g(x + T) = cos(x + T)sin(x + T) = (—cos(x))(—sin(x))

= cos(x)sin(x) = g(x), donc g est T-périodique. ﬂ

3. La courbe verte est symétrique par rapport a 'axe des ordonnées,

elle n’est donc pas représentative de g.

ﬂ Se rappeler des formules du cours
concernant la parité et la périodicité des
fonctions cosinus et sinus.

Evaluer la fonction g en un réel pour lequel
les courbes ne s'interceptent pas.

®e000000000000000000000000000000000000000000 o°

e00cccccccccccce
e0ccccccccccccce

Les courbes orange et bleue présentent la méme période 7"= 7. ﬂ

) ol 252

La courbe représentative de g est donc la courbe bleue.

A vous de jouer ! |,

m Soit g la fonction définie sur R par :
g(x) = cos(4x)sin?(4x).

1. Montrer que g est paire.

Interpréter graphiquement.

2. Montrer que g est g -périodique.

5

1. Tracer la courbe représentative de g sur la calculatrice.
2. A l'aide de ce qui précéde, conjecturer la parité et la
périodicité de g.

3. Calculer g(x) + g(-x) et en déduire g est impaire.

4. Montrer que g est périodique et préciser sa période.

m Soit g la fonction définie sur R par:
glx)= %(3sin(x) - sin(3x))-

m Soit g la fonction définie sur R par :
g(x) = cos(x) + sin(x).

1. Montrer que g n'est ni paire ni impaire.

2. Montrer que g est 2n-périodique.
Interpréter graphiquement.

3. Montrer que, pour tout réel x, -2 < g(x) < 2.

5

1. Tracer la courbe représentative de g sur la calculatrice.

m Soit g la fonction définie sur R par :
g(x) = cos(3x) + 1.

2
2. Montrer que g est ?n -périodique.

Interpréter graphiquement.
3. Montrer que, pour tout réel x, 0 < g(x) < 2.

gl Exercices 1 39 Elu2 R
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Apprendre a apprendre

Sur une feuille, tracer un cercle trigonométrique,
placer les valeurs remarquables et vérifier les résultats a
I'aide du cours.

m Présenter a un camarade le principe de l'enroulement
de la droite des réels sur le cercle trigonométrique.

m Réciter a un camarade les propriétés de parité et de
périodicité des fonctions sinus et cosinus.

m Faire une fiche de synthése du cours tenant sur une
page A5, I'afficher en des endroits stratégiques (porte du
réfrigérateur, agenda, etc.) et en réciter une partie a chaque
visualisation de la fiche.

Diaporama

°
8
Questions—Flash 6 = Ressource professeur

Pour les exercices Xl et 7], on considére le cercle
trigonométrique ci-dessous.

e Bl ¢

F B
A

G

K P

L= N

m ST, 21
66 3

m Déterminer des réels associés aux points C, F et K
dans l'intervalle [0 ; 27[.

m Déterminer cos kil et sin kil |
2 3

m Parmi les courbes suivantes, identifier la courbe de
la fonction sinus et celle de la fonction cosinus.

L7
J

1

¢ @
1 2
X
3TC T Wy 3n T
2 A / Y
1

d'application

................................................

m On considere le panneau de sta-
tionnement interdit ci-contre.
Déterminer le réel associé aux points
suivants dans l'intervalle [0 ; 2x[ :
D,E F GetH.

Pour les exercices FI] et on consideére un cercle tri-
gonométrique de centre O dans un repére orthonormé
(0;1,)) etles points A(-1;0) et B(0;-1).

m 1. Donner les points du cercle associés a chacun des
réels suivants.

a)o b)n c) 4n d) 567
2. Donner les points du cercle associés aux réels suivants.
a) 155w b) 70nt c)—-1043n d) -588n

1. Donner les points du cercle associés a chacun des
réels suivants.

b)571t T 131

9-F d)-12T
2

2. Donner les points du cercle associés aux réels suivants.

a)E
2

a7y 37m 498 a_17m
2 2
Déterminer le sinus

et le cosinus d'un réel

..................................................

m 1. A partir de cos(gj, déterminer cos(—gj puis

5]
cos| — |
3

2. Méme question avec sm(——) et sm(?nj
T .. T
m1 Apartirde sm( ) déterminer sin (—]pws sm(——).
4 4 4
( n

g

30 E partir de cos(g], déterminer cos(—%}

2. Méme question avec sin (— 5?“]

2. Méme question avec cos( ] et cos

3. En déduire cos _3_n et sin —3—.
4 4

m Placer sur le cercle trigonométrique les points associés
aux réels suivants, puis déterminer le sinus et le cosinus de
chaque réel.
T
b) —
4

a)E C)S_n
6 6

9 B8 o2 f -1t
6 4 3



Exercices | d'application

m Donner le signe des nombres suivants.

a)cos(ij b)sin(mJ C)cos(—s—nj d)sin(ﬁJ
12 100 23 44

m Donner le signe des nombres suivants.
a) cos 10n b) sin| ¢) cos 17n d)sin _n
7 12 26 8

Résoudre une équation ou
une inéquation trigonométrique

...............................................

3
1. Résoudre sur [0; 2x[ I'équation cos(x) = %
. D NG
2. Résoudre sur [0 ; 2t[ I'équation sin(x) = BE
2
m 1. Résoudre dans -1 ; ] I'inéquation cos(x)>£.

2
. 1
2. Résoudre dans ]-rt; ] inéquation sin(x)< >

m 1. Résoudre dans }g ; 37“} I'inéquation cos(x)< é

. 2
2. Résoudre dans Irt; 3] I'inéquation sm(x)>-7,

1. Donner les abscisses des points A et B.
‘ _3

/ }\A\y_ 2 B
ln 0 N/_" m s
2 -1+ 2

y =cos (x)
. . . 3
2. Résoudre sur [0 ; 2n[ I'équation cos(x) = >

B
7.

3. Résoudre sur [0 ; 2n[ I'inéquation cos(x) <

m 1. Donner les abscisses des points A et B.

/\ 14
NN

2 S~ 14

¥ =sin(x)

x
2)/ N ~—

Calculs et automatismes

Calculer cos(Ej ; cos(—ﬁj et cos(_s_”]_
3 4 6

Calculer sin(—E]; sin[3—n] et sin(z_”]‘
2 4 B

V2

2. Résoudre sur ]-t; 7] I'équation sin(x) = S

2
3. Résoudre sur ]-t ; 7] I'inéquation sin(x) >—§.

4. Déduire de I'abscisse du point A celle du point C.

Exploiter les propriétés

des fonctions sinus et cosinus
m 1. Soit f une fonction paire.

Pour tout réel x, calculer f(x) - f(-x).

2. En déduire que la fonction f définie sur R par

flx) = x* + cos(x) est paire.

1. Soit g une fonction impaire. Pour tout réel x, calcu-
ler g(x) + g(-x).

2. En déduire que la fonction g définie sur R par
g(x) = x + sin(x) est impaire.

Dans chaque cas, vérifier que la fonction f est
T-périodique.
a)f:x+— cos(2mx) et T=1

b) f: x> sin(3x) ethz?n

d)f:x»msin MjetT:—
7 3 5

Soit trois fonctions f, g et h définies sur R par
flx) = sin(2x) ; g(x) = 2sin(x) et h(x) = sin?(x).

1. Montrer que f et g sont impaires.

Interpréter graphiquement.

2. Montrer que h est paire.

Interpréter graphiquement.

3.1, g et h sont représentées dans le repére ci-dessous.

A

€,
NN
l @
/ ’

Associer a chaque fonction sa courbe représentative.
Justifier.

mCaIcuIercos2 kil :1-sin? “Tletcos?| X |- sinz| Z|.
4 6 6 6

7 - Fonctions trigonométriques 209
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Se repérer sur le cercle
trigonometrique

m 1. Un disque microsillon tournant a 33 tours et%

de tour par minute contient 6 chansons pour une durée
totale de 60 min. La durée de chaque chanson est la méme.
Le saphir situé a l'extrémité du bras de lecture étant situé
en N au début de la 1™ chanson, sur quel demi-axe se
trouvera-t-il a la fin de la chanson ?

2. Un disque microsillon tourne a 16 tours et%de tour par

minute. La durée de chaque chanson est égale a 5 min.
Le saphir situé a I'extrémité du bras de lecture étant situé
en P au début de la 1 chanson, sur quel demi-axe se
trouvera-t-il :

a) au bout de 3 min?
b) au bout de 4 min ?

c)alafindela 1™ chanson?
d) alafin de la 2¢ chanson ?

1.Tracer le cercle trigonométrique et placer le point A

L T
associé au réel 3

2. Placer le point B, symétrique de A par rapport a l'axe
des abscisses.

Donner les réels associés a ce point dans l'intervalle [0 ; 27,
puis dans l'intervalle ]- it ; 7).

3. Placer le point C, symétrique de A par rapport a l'axe
des ordonnées.

Donner les réels associés a ce point dans l'intervalle [0 ; 27,
puis dans l'intervalle - &t ; «t].

4. Placer le point D, symétrique de A par rapport a O.
Donner les réels associés a ce point dans l'intervalle [0 ; 27[
puis dans l'intervalle ]- & ; mt].

m Méme exercice que le précédent mais en plagant le

. L T
point A associée au réel @

m Méme exercice que le précédent mais en placant le

. L T
point A associée au réel o

d’entrainement

Pour les exercices Eli] et 55l on utilisera le tableau
suivant.

A B C D E F
o | = [ 2 [ 3 | 4n | sm
13 13 13 13 13
G H | J K L M

6r | 7n [ 8x | on [ tom | 1m | 12n
13 13 13 13 13 13 13

N (0] P Q R S

141 151 161 171 181
SN e e EE D)
T U Vv w X Y V4

13 13 13 13 13 13 13

m On souhaite coder un message en utilisant le procédé
suivant :
e on reléve la mesure de I'angle correspondant a la lettre
a coder;

. Tc A I
e on rajoute 3 a cette mesure d'angle;

e on reléve la lettre correspondante a cette nouvelle mesure.

Par exemple la lettre B est codée par la lettre F, en effet
T 4n 5%

—t—=—

13 13 13

1. Coder le mot MATHS.

2. Décoder le mot GIVGPI.

m On souhaite coder un message en utilisant le procédé
suivant:
e on reléve la mesure de I'angle correspondant a la lettre
a coder;
T . . 51

e on multiplie par 3 puis on ajoute = a cette mesure
d'angle; 13
e on reléve la lettre correspondante a cette nouvelle mesure.
Par exemple la lettre B est codée par la lettre |, en effet

n 5nm 3n 5m 8n
3X—+—=—+—=—.

13 13 13 13 13
1. Coder le mot CRYPTER.
2. Décoder le mot ERKPI. 5
3.0n change légérement le procédé : au lieu d’ajouter 17;,

. 2In . . .
on enleve ——. Le codage est-il le méme ? Pourquoi ?

Déterminer le sinus
et le cosinus d'un réel

m On admet que, lors d'un défilé aérien, 5 avions Alpha,
Bravo, Charlie, Delta et Echo forment, dans un repére (O 1, J),
un carré ABCD de centre E(0 ; 0). Sachant que A a pour

coordonnées [g : g} en déduire les coordonnées des
avions B, Cet D.



Exercices ( 4’entrainement

]
p=\
] on considere lalgorithme suivant  Iiashdbakibha

écrit en langage PyTHON.

def diveuclide(a,b):
while a>b:
a=a-b
return a

1. Que calcule cet algorithme ?
2. Calculerdiveuclide (125,26).
3.Calculerdiveuclide (43, 6) et en déduire Iimage du

., 43n . Lo
réel —=sur le cercle trigonométrique.

43 . (43
4. En déduire les valeurs de COS(TEJ etde sm(Tn].

1. a) Déterminer un réel x appartenant a l'intervalle

... 91
]-m; m] associé aT.

b) En déduire cos(m—n) puis Sin(%_n].
4 4
2. a) Calculer cos(—B?nj.
b) Calculer sin(—gg—n).
3. a) Calculer Cos[stn) et en déduire sin[stn),

b) Calculer sin(%j et en déduire cos(“sTn).

m 1. Placer les valeurs remarquables des sinus et cosinus
sur un cercle trigonométrique puis recopier et compléter
le tableau ci-dessous.

I B
* 4 2 6 3
cos(x)
sin(x)

sin(x) cos(x)

2x

cos(2x)

sin(2x)

3. a) Quelle formule peut-on conjecturer concernant le
produit sin(x) cos(x) ?

b) Pour chacune des valeurs de x du tableau, calculer
2cos?(x). Quelle formule peut-on conjecturer ?

m On admet la formule suivante, dite formule de linéa-
_ T+ cos(2x)

=

1. Exprimer sin?(x) en fonction de cos(2x).

risation : cos?(x)

- . . T
2. En déduire le cosinus et le sinus de —.

Résoudre une équation ou
une inéquation trigonométrique

...............................................

1. Soit k un entier relatif. Montrer que résoudre l'iné-
531 . .. .
quation-m <- 0 + 2km < mrevient a résoudre linéquation

4
_9 <2k$z.
4 4

2. En déduire I'entier relatif k tel que -7 <—5'T’TTE +2kn<m.

3. En déduire un réel x appartenant a l'intervalle 1-n ; ]

... 53m
associé a - —/——,
4

m A . . 297
Méme exercice que le précédent avec e

m 1. Résoudre sur [0 ; 2x[ I'équation 2cos(x) = 1.
2. Résoudre sur [0 ; 2n[ I'équation 2sin(x) =-1.

TICE]
m Un logiciel de calcul formel affiche : -_—

|l solve(cos (3x)=1/2,x)

o Bl
9'9

1. Retrouver par le calcul le résultat affiché par le logiciel.
2. —g et g sont-elles les seules solutions ? Justifier.

m 1. Résoudre sur ]- 7t ; ] I'inéquation \/Ecos(x)<1.

~_|§|

2. Résoudre sur ]-m; ] I'inéquation J2sin(x)=

TICE]
m Un logiciel de calcul formel affiche : —-_—

|l assume (X>=0 et X<=2*pi);

simplifier (solve(sin(x)=>1/2))

5*m

(x, {xbg} and (T> x))

La commande assume définit une hypothése.
1. A quel probléme répond cet affichage ?
2. Retrouver par le calcul le résultat affiché par le logiciel.

m On considere Iéquation suivante, dinconnue réelle x:
(F) : —cos?(x) — 2sin(x) + 2=0.

1. Montrer que résoudre (F) revient a résoudre I'équation
d’'inconnue réelle x, (G) : sin?(x) - 2sin(x) + 1 = 0.

2.0n pose X = sin(x). Résoudre I'équation X? - 2X+ 1 =0.
3. En déduire les solutions réelles de I'équation (F).

m On considére l'inéquation suivante, d'inconnue réelle x:

V3 V3

(H) : sin2(x) - T_1sin(x) - 720. On pose X = sin(x).

1. Résoudre sur R I'inéquation X2 - =0.

2. En déduire les solutions de l'inéquation (H).

7 - Fonctions trigonométriques 211



Exercices ( d’entrainement

Exploiter les propriétés

des fonctions sinus et cosinus
m Soit fla fonction définie sur R par f(x) = - x + cos(x).
Montrer que la courbe représentative de f est située entre
deux droites dont on déterminera les équations.

[ soit f1a fonction définie sur R Algo & Progg
par f(x) = x?cos(x).

1. Montrer que f est paire.

2. Le programme suivant est écrit en langage PyTHON.
Qu'affiche-t-il ?

import math

def £(x):
return (x**2) *math.cos (x)

for k in range(-5,11):
print(k, £ (k))

TICE
Soit fla fonction définie sur R par :

(o) = —Sin)_
2+ cos(x)

1. Montrer que f est impaire et 2n-périodique.

Interpréter graphiquement.

2.En déduire le plus petit intervalle | possible pour étudier f.
3. Un logiciel de calcul formel affiche la fenétre suivante.

|l fix):=8in(x)/(2+cos(x))

sin(x)
2 4+ cos(x)
B simplifier (deriver (£f (x),x))
2 *cos(x}+1

cos(x)*+ 4 * cos(x) + 4

a) En déduire les variations de la fonction fsur .
b) Préciser les extrema locaux de fsur l.
¢) Tracer la courbe représentative de f sur [0 ; 27].

Travailler autrement

212

a4,
Faire une recherche sur Hipparque /oﬁ
d’Alexandrie et en faire un résumé d'environ °.l.
10 lignes.

Faire des recherches sur les séries dites « séries de
Fourier ». En faire une synthése de 20 lignes qui En

expliquerait le réle des fonctions trigonomé- 9 0‘9
. o o e . O\
triques dans ces séries et expliciteraient les \ o)

domaines d'application de ces séries.

edno‘}«

m On considére la fonction tangente, notée tan, définie
sin(x ) .

par tan(x) = # On notera6  sa courbe représentative.
cos(x)

1. Résoudre sur R I'équation cos(x) = 0. En déduire le do-
maine de définition de la fonction tangente.

2. Montrer que tan est impaire. Interpréter graphiquement.
3. Montrer que tan est m-périodique. Interpréter graphi-
quement.

4. Recopier et compléter le tableau suivant.

T e T

O — — —

* 6 4 3
cos(x)
sin(x)
tan(x)

5. Tracer la représentation graphique de tan sur}g ; 3;[

iy @
m Soit fla fonction définie

sur R par f(x) = 2x + cos(x).

1. Tracer la courbe de fsur la calculatrice.

2. fest-elle paire ? impaire ? Justifier.

3. Montrer que, pour tout réel x, 2x - 1 < flx) < 2x + 1.
Interpréter graphiquement.

4. Ecrire un programme en langage PyTHoN qui permet de
calculer et de stocker dans une liste f(k) pour k entier relatif
compris entre -2 et 3.

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = e<s®™, E
On note 6, la courbe représentative de .

1. Montrer que f est paire et 2n-périodique. Interpréter
graphiguement.

2.En déduire le plus petit intervalle | possible pour étudier f.
3. Pour cette question, on étudiera f sur l'intervalle [t ; Tt[.
On admet que fest dérivable de dérivée f'(x) = - sin(x)e ™,
a) Résoudre l'inéquation -sin(x) > 0.

b) Montrer que f est croissante sur [~ ; 0] et décroissante
sur [0 ; t[. En déduire les extrema locaux de fsur I

4. Tracer 6, sur [- 2 ; 37[.

En 1751, deux scientifiques frangais Joseph o,
de Lalande et I'abbé Nicolas de Lacaille ménent ‘”._
une série de mesures pour déterminer la distance

Terre-Lune. Faire des recherches sur leur
expérience et proposer un exposé expliquant

la maniere dont ils ont déterminé la distance
de laTerre a la Lune.




Résolution d’équations et d’'inéquations
Soit f la fonction définie sur ]-w ; Tl par :

f(x) = 4cos?(x) + 2(+2 - Ncos(x) - /2.
Le but de I'exercice est de trouver les solutions de I'équation
flx) = 0 et de l'inéquation f(x) > 0.
1.0n pose X = cos(x).
a) Montrerque -1 <= X< 1.
b) Montrer que résoudre I'équation f(x) = 0 revient a
résoudre 'équation 4X2 +2(+/2 - )X - +/2 = 0.

<) Résoudre sur [-1; 1] l'équation 4X2 + 2(+2 - )X -2 = 0.

On notera X, et X, les solutions obtenues.
d) En déduire les solutions sur ]-1t; 7t] de I'équation f(x) = 0.
2.0n pose X = cos(x).

a)Résoudre sur[-1; 1]l'inéquation 4 X? + 22 - )X -+2>0.

b) En déduire les solutions sur 1-mt ; t] de l'inéquation f(x) > 0.

Inéquations et architecture
Un tennis club posséde un .
gymnase de forme demi-
cylindrique, dont un schéma
en coupe est représentée
ci-dessous. L'unité graphique
est égalea 10 m.

K (0] |

-1 ol 1
1.0n souhaite installer des gradins hauts de 5 m de chaque
co6té du court central situé a l'intérieur de ce gymnase.

a) Résoudre dans [0 ; rt] I'équation sin(x) = %

b) En déduire les positions limites au sol des gradins.

¢) On décide d'installer une guirlande lumineuse le long du
plafond, d'un gradin a I'autre. Quelle longueur de guirlande
va-t-on utiliser ?

2.0n décide finalement d'installer une guirlande lumineuse
horizontale longue de 10 m au plafond, de maniére symé-
trique par rapport au sommet du gymnase.

a) Résoudre dans [0 ; «t] I'inéquation —% scos(x)sl .

b) On admet que la personne qui fixe la guirlande mesure
1,80 m et que ses bras ne doivent pas dépasser le haut de
sa téte au moment de l'installation.
En déduire la hauteur minimale de I'“chafaudage pour
pouvoir exécuter cette manceuvre.

Exponentielle et sinus E
Soit fla fonction définie sur R par:
f(.X') — el —sin(x).
On note 6, la courbe représentative de f.
1. Tracer fa l'aide de la calculatrice.
2. fest-elle paire ? impaire ?
Justifier.
3. Montrer que f est 2m-périodique.
4. Préciser les extrema locaux de fsur [0; 2x[ .

Exercices| bilan

Etude d’une fonction (1)

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = cos(x)

T 3+sin?(x)

1. Montrer que f est paire et 2n-périodique. Interpréter
graphiquement.

2.En déduire le plus petit intervalle | possible pour étudier f.
3.0n admet que f est dérivable de dérivée :

sin(x)(sin?(x) - 5)
(3 +sin%(x)?)
a) En déduire les variations de la fonction fsur .

b) Préciser les extrema locaux de fsur I.
) Tracer la courbe représentative de fsur [-1; 3 7).

f(x)=

Etude d’une fonction (2)
cos3(x)

Soit fla fonction définie sur R par f(x) = - 3

1. Montrer que f est paire et 2n-périodique. Interpréter
graphiquement.
2. On admet que la dérivée de la fonction f est la fonc-
tion f’définie par:

f’(x) = cos?(x)sin(x).

a) Etudier le signe de f'(x).

b) En déduire le sens de variation de la fonction f sur l'in-
tervalle [0 ; 2m[.

c) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur l'in-
tervalle [-m; 3n[.

Etude d’une fonction (3)
Soit fla fonction définie sur [- 7t ; 7] par f(x) = xcos(x) — sin(x).
On note 6, la courbe représentative de .

1. Calculer f(0) et f(gj

2. Montrer que f est impaire. Interpréter graphiquement.
3. fest-elle 2n-périodique? Justifier.

4.0n admet que fest dérivable de dérivée f’'(x) = — xsin(x).
a) Résoudre dans [- 7t ; 7] I'inéquation sin(x) = 0.

b) En déduire les variations de la fonction f sur [- 7t ; ].

c) Préciser les extrema locaux de fsur [-7; 7t ] puis tracer €,.

KL solution(s) de I'équation cos(x) = - x E
On note (E) I'¢quation cos(x) = -x.

1. Montrer que les solutions de cette équation appar-
tiennent a l'intervalle [-1; 1].

2. Soit f la fonction définie sur l'intervalle [-1 ; 1] par
flx) = cos(x) + x.

a) Tracer f a l'aide de la calculatrice puis conjecturer le
nombre de solutions de I'équation (E).

Justifier la démarche.

b) On admet que la dérivée de la fonction x+— cos(x) est la
fonction x — —sin(x).

En déduire que f’'(x) = —sin(x) + 1.

¢) Etudier le signe de f’(x) et en déduire le sens de variation
de la fonction fsur l'intervalle [-1; 1].

d) A l'aide de la calculatrice, donner une valeur approchée
a 0,01 pres de la (ou les) solution(s).
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Exercices

B Le phare d’Eckmiihl

Les lentilles situées en haut de ce phare
ont une portée lumineuse de 45 km et
une durée de rotation est de 5 secondes.
1. Déterminer I'angle parcouru par une
lentille en 1 seconde.

2. Calculer I'aire balayée par une lentille
en 1 seconde.

EH Réussir a marquer

A M D
F ING
E\ I
Koo 00N J L

B N C

Lors d'une rencontre, un rugbyman doit transformer un
essai qui a été marqué au point K (voir figure ci-dessus) situé
I'extérieur du segment [EF]. Pour cela, il doit frapper le ballon
par un coup de pied depuis un point J (choisi n'importe ou
sauf en K) sur le segment [KL] perpendiculaire a la droite
(AB). La transformation est réussie si le ballon passe entre
les poteaux représentés par les points E et F sur la figure. Le
but de cet exercice est de maximiser les chances du joueur
en recherchant I'existence d’une position de J pour laguelle
I'angle EJF est maximal et, dans ce cas, de déterminer une
valeur approchée de cet angle.

Les dimensions du terrain de rugby rectangulaire ABCD
sont:BC=100m,KL=50m,KA=25metAB=5,6m.
Dans la suite de I'exercice, on note :

¢ x lalongueur KJ qu'on cherche a déterminer ;

e o la mesure en radian de I'angle KJE ;

¢ 3 la mesure en radian de I'angle KJF;

¢ vla mesure en radian de I'angle EJF.

1. En utilisant les triangles rectangles KJE et KJF ainsi que
les longueurs fournies, exprimer tan(o) et tan(p) en fonc-
tion de x.

2. Lafonction tangente est définie sur l'intervalle }0 ; g[ par

sin(x . .
J. On admet que sin” = cos et que cos” = -sin.

1
a) Montrer que, pour tout réel x de 0;E Jtan’(x)=————
2 cos?(x)

b) En déduire que la fonction tan est strictement croissante
sur l'intervalle }O ; g[

tan(x) =

L'angle EJF admet une mesure yappartenant a l'intervalle

}0 ; g[ résultat admis ici, que l'on peut observer sur la figure.

3. On admet que, pour tous les réels a et b de l'intervalle
T
0;—|:
2
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et sin(a + b) = sin(a)
cos(b) + cos(a) sin(b)

a) Exprimer cos(a - b) et sin(a -b) en fonction de a et de b.
b) En déduire que tan(a - b) = M.
1+ tan(a) tan(b)

5,6x
) Montrer que tan(y)= ———.
) a =7 76
4. l'angle EJF est maximal lorsque v est maximale.

a) Dresser le tableau de variations de la fonction f définie

sur]0; 50] par f(x)=x+ E.
X

b) En déduire la valeur pour laquelle y est maximale.

) On admet quiil existe une unique valeur de x pour laquelle
EJF est maximal.

Déterminer cette valeur de x arrondie au métre ainsi qu'une
mesure de EJF arrondie a 0,01 radian.

EE Formules de tangentes
1. Soit un réel x tel que cos(x) # 0 et sin(x) = 0. Etablir les
formules trigonométriques suivantes.
4 1 _ 1

cos?(x) tan?(x) sin?(x)
2. Soit un réel x associé a un angle aigu tel que
tan(x) = 1. Quelles sont les valeurs possibles des couples
(cos(x) ; sin(x)) ?

a) 1+ tan?(x) =

EM calculs de tangentes
Dans chaque cas, x est un réel différent de L knouk e Z.
Calculer tan(x). 2
a) cos(x) = sin(x)

b) sin(x) = 7cos(x) d)

€) 5cos(x) = 9sin(x)
sin(x) _ 4cos(x)
5

EH Relations d’Al-Kashi

On considere un triangle quelconque non plat. On note g,
b, cles mesures de ses trois cotés. o, 3 et ysont les mesures
des trois angles, comme indiqué sur le schéma ci-dessous.

1. Tracer la hauteur issue de A dans le triangle ABC. On
notera H le pied de cette hauteur.
2. a) Exprimer AH en fonction de sin(f3).

b) En déduire la formule &Q=lac sin(B) avec o l'aire du
triangle ABC. 2
c) Utiliser cette formule avec les trois angles du triangle
et établir une nouvelle formule, la loi des sinus :
sin(a) _ sin(B) _ sin(y)

a b
3. a) Exprimer AC? en fonction de AH? et de HC?.
b) En déduire la formule d’Al-Kashi aussi appelée théoréme
de Pythagore généralisé :

b?=a?+ c? -2ac cos(P)

4. Application : On considére un triangle ABC tels que
a=BC=8,c=AB=3etBAC=83"
Calculer la longueur AC puis les mesures, en degrés arron-
dies au dixieme, des angles ACB et ABC.




ondissement

E3 Avecun paramétre

Soit m un paramétre réel non nul et f_ la fonction définie
sur R par f, (x) = cos(mx).

1. Montrer que f_ est paire. Interpréter graphiquement.

21
2. Montrer que f_ est périodique de période T = "

b
3. En déduire quon peut étudier f,_ sur l'intervalle {0 ; ;}

4.0n admet que f_ est dérivable de dérivée :
f’_(x) = -msin(mx). Selon m:

b4
a) Déterminer le signe de f’_(x) sur l'intervalle [0 ; ;}
b
b) En déduire les variations de f_ sur l'intervalle [0 ; E}

c) Dresser le tableau de variations de f_ sur l'intervalle

0;1 , puis sur l'intervalle —1;2—7E .
m m m

Variations saisonniéres
Un fabricant de polaires analyse les i\"‘
ventes de ses colis sur les 4 dernieres  © - 4
années. Les résultats sont consignés |
dans le tableau suivant.

VerslaT'

( Spécialité Maths ) E

Soit f et g les fonctions définies sur [0 ; +[ par
fix) = e™ cos(x) et g(x) = e™. On note €, et € _les courbes
représentatives associées respectivement a f et g.

1. Tracer f et g a I'aide de la calculatrice.

2. Conjecturer la position relative de ‘6, par rapport a ‘¢
et la valeur de l'abscisse x pour laquelle I'écart entre 6,
et ¢_est maximal.

On notera cette abscisse m dans la suite de I'exercice et
on admettra que m € [0; 27t].

3. Montrer que 6_ est au-dessus de 6 sur [0 ; + o[

4. 0n considére la fonction h définie par h(x) = g(x) - f(x).
On admet que h est dérivable de dérivée h’ telle que

h'(x)= e‘x{ 2 cos(x - E) - 1}.
4

a) Etudier le signe de x/fcos(x = %) -1 sur[0; 2m], puis

celui de h’(x) sur [0; 2m].
b) En déduire le tableau de variations de h sur [0 ; 27].
c) En déduire la valeur exacte de m.

EL) (spécialité Maths )

Soit m un parameétre réel non nul et f_la fonction définie
sur R par fm(x) = 5x + msin(x).

1. Montrer que f, estimpaire. Interpréter graphiquement.
2. 0n suppose que m est positif. Montrer que la courbe
représentative de f est située entre deux droites dont
on déterminera les équations.

Année ,Janv./ Av./Mai/ Juil./Aoat/ Oct./!\lov./
Fév./Mars Juin Sep. Déc.
2015 182 101 16 99
2016 185 104 18 102
2017 181 98 17 101
2018 184 102 19 100

On admet que le trimestre janvier-février-mars de 2015 est
le 18" trimestre noté T1. Ainsi le trimestre avril-mai-juin de
2016 est le 6° trimestre noté T6.

1. Tracer un graphique ayant en abscisses T1 a T16 et en
ordonnées le nombre de colis vendus. Prendre 1 cm pour 1
trimestre en abscisses et 1 cm pour 10 colis en ordonnées.
2. Quelles particularités semblent se dégager ?

3. Quelles raisons seraient envisageables pour expliquer,
chaque année, les ventes du 1¢" et du 3° trimestres ?

4. On admet que les ventes peuvent étre modélisées par

la fonction f: x+> 83sin x§j+100 ou x représente le

numéro du trimestre.

a) A l'aide d'une calculatrice, tracer la courbe représentative
de fnotée 6..

b) Quelles prévisions seraient envisageables pour 2019 ?

ED) (spécialité Maths )

Soit f et g les fonctions définies sur [0 ; +o°[ par
flx) = e cos(4x) et g(x) = e™. On note € et ¢ . les courbes
représentatives associées respectivement a fet g.

1. Montrer que fest périodique de période T = I
Interpréter graphiquement. 2
2. Montrer que, pour tout réel x = 0, flx) < g(x) .
Interpréter graphiquement.

3. Soit la suite (u,) définie sur N par u, = f(%]

a) Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique.
En préciser la raison.

b) Déterminer le sens de variation de la suite (u,).

c) Conjecturer la limite de la suite (u,).

4. Soit la suite (v) définie sur N par v, = f(n).

a) Montrer que, pour tout entier naturel n,

—e'svy <e™.

b) On admet que lim e™” =0. On admet également

n—+
le théoreéme suivant dit « théoréme des gendarmes » :
« Soit N un entier naturel et &£ un réel. Si (u), (v,) et
(w,) sont trois suites réelles telles que, pour toutn > N,

= H = [ p—
usv swetlimu = limw, = <. Alors (v.) converge
n—>+% n—+%

et imv =%.»
n—+0

Que peut-on en déduire concernant la suite (v,) ?

7 - Fonctions trigonométriques
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avaux pratiques

@ Chercher, raisonner, communiquer

n Etudier I'origine des tabiers trigonometriques

216

——

~ Evaluation des droites inscrites dans le cercle (extraits)

Pour la facilité de la pratique, nous allons maintenant construire une
table des valeurs de ces droites, en partageant la circonférence en :
360 degrés. Tous les arcs de notre table iront en croissant d’'un demi-degré,
constamment, et nous donnerons pour chacun de ces arcs la valeur, de
la soutendante, en supposant le diametre partagé en 120 parties. [...]
Nous emploierons en général la numération sexagésimale, pour éviter.
Pembarras des fractions ; et, dans les multiplications et les divisions, neus
prendrons toujours les résultats les plus approchés, de maniére que ce que
nous négligerons ne les empéchera d’étre sensiblement justes. [...] nous
' placerons, ci-dessous, des tables de 45 lignes chacune, disposées en trois
- colonnes, dont la premiére contiendra les grandeurs des arcs croissant
successivement par demi-degrés ; la seconde donnera leurs soutendantes
_ évaluées en parties dont le diamétre en contient 120 ; et la troisiéme
“offrira le trentieme des accroissements de ces soutendantes pour chaque
demi-degré ; de sorte, quayant ainsi laugmentation moyenne, pour un
soixantieme, sensiblement égale 4 'augmentation juste, nous pourrons
calculer promptement les parties proportionnelles qui conviendront &
chacune des soutendantes des arcs intermédiaires 4 ceux qui sont marqués
~ dans ces tables, de demi en demi-degrés. [...] Voici maintenant ces tabl
toutes dressées.

Extraits du Livre I Chapitre IX de la Compositi hématiq
de Claude Ptolémée, traduction par M. Halma, Paris, Henri Grand, 1813;

1. a) Faire une recherche documentaire complémentaire sur la biographie
de Claude Ptolémée et en faire un résumé d'environ 10 lignes en précisant
sa contribution en mathématiques.

b) Chercher une définition des mots en gras dans le texte.

l‘ @ﬂ!@({bﬁﬁm@ Les droites évoquées par Ptolémée dans son texte sont des
droites inscrites dans le cercle.

) Préciser le rayon des cercles utilisés par Ptolémée pour la construction de
ses tables trigonométriques.

2. Sur la figure ci-contre :

¢ les rayons OA et OB mesurent 60 unités ;

o
—_ 45 H
"min '.
ap
TABLE DES DROITES INSCRITES
DANS LE CERCLE
TRENTIEME
ARCS. CORDES . DES DIFFERENCES.
e | | — | — e
Part.
Degrés| Min. | du | Prim. |Secon.| Part. | Prim. |Secon. | Tiere.
Diam.
0 30 0 31| 25 0 1 2 50
1 0 1 2 50 0 1 2 50
1 30 1 34 | 15 0 1 2 50
2 0 2 5 40 0 1 2 50
2 30 2 37 4 0 1 2 48
3 0 3 8 28 0 1 2 48
3 30 3 39 | 52 0 1 2 48
4 0 4 11 | 16 0 1 2 47
4 30 4 42 | 40 0 1 2 47
5 0 5 14 4 0 1 2 46
5 30 5 45 | 27 0 1 2 45
6 0 6 16 | 49 0 1 2 44
6 30 6 48 | 11 0 1 2 43
7 0 7 19 | 33 0 1 2 42
7 30 7 50 | 54 0 1 2 41
8 0 8 22 | 15 0 1 2 40
8 30 8 53 | 35 0 1 2 39
9 0 9 24 | 54 0 1 2 38
9 30 9 56 | 13 0 1 2 37
10 0 10 | 27 | 32 0 1 2 35
10 | 30 | 10 | 58 | 49 0 1 2 33
11 0 11 | 30 5 0 1 2 32
11 | 30 | 12 1 21 0 1 2 30
12 0 12 | 32 | 36 0 1 2 28
12 | 30 | 13 3 50 0 1 2 27
13 0 13 | 35 4 0 1 2 25
13 | 30 | 14 6 16 0 1 2 23
14 0 14 | 37 | 27 0 1 2 21
14 | 30 | 15 8 38 0 1 2 19
15 0 15 | 39 | 47 0 1 2 17
15 | 30 | 16 | 10 | 56 0 1 2 15
16 0 16 | 42 3 0 1 2 13
16 | 30 | 17 | 13 9 0 1 2 10
17 0 17 | 44 | 14 0 1 2 7
17 | 30 | 18 | 15 | 17 0 1 2 5
18 0 18 | 46 | 19 0 1 2 2
18 | 30 | 19 | 17 | 21 0 1 2 0
19 0 19 | 48 | 21 0 1 1 57
19 | 30 | 20 | 19 | 19 0 1 1 54
20 0 20 | 50 | 16 0 1 1 51
20 | 30 | 21 | 21 | 12 0 1 1 48
21 0 21 | 52 3 0 1 1 45
21 | 30 | 22 | 22 | 58 0 1 1 42
22 0 22 | 53 | 49 0 1 1 39
22 | 30 | 23 | 24 | 39 0 1 1 36

¢ le segment [AB] est une corde. On note AB = corde (or) avec o. = AOB dont la mesure est

exprimée en degrés ;
¢ H est le pied de la hauteur issue de O dans le triangle OAB.

a) Montrer que AH = 605in(%} b) En déduire que corde(ar) = 1205in(%j.

3. On se place dans les mémes conditions qu‘a la question 2.

a) En utilisant le résultat précédent et la calculatrice, déterminer la valeur de corde(5°).

b) La table trigonométrique affirme que corde(2°) est égal a 2 parts du diametre, 5 minutes d'angle et 40 secondes

. N 5 40 . .
d’angle ce qui correspond a 2 + — + ——~=2,0944 au dix-millieme.
60 3600

A l'aide de la table déterminer corde(5°) et comparer avec la valeur obtenue a la question 2. a).




Travaux pratiques

Chercher, modéliser, raisonner w,

®
50
_g'min'

g Calcul des decimales de Pi

La méthode d’Archimeéde consiste a encadrer le cercle trigonométrique par deux polygones a 6 x 2"-" c6tés (avec n entier
naturel non nul) dont on détermine les périmeétres.

Soit P_ le polygone a 6 x 2" c6tés (de coté a ) inscrit a l'intérieur du cercle trigonométrique et Q, le polygone
a6x2"" cotés (de coté b, ) exinscrit au cercle trigonométrique.

A » Etude du polygone inscrit P,
On considére le triangle OAC isocéle en O. Soit T le milieu de [AC].
1. Donner la valeur de OA.

2. Montrer que AT = sin(%j.

3. En déduire I'expression de la longueur AC en fonction de o, puis I'expression
du périmetre du polygone P, en fonction de o..

4. Conjecturer, en fonction de o, I'expression du périmétre de P, puisde P .

B » Etude du polygone exinscrit Q,

On considére le triangle OMN isocele en O. Soit C le milieu de [MN]. On admet
que la droite (MN) est perpendiculaire a (OC).

1. Donner la valeur de OC.

2. Montrer que CN = tan(%}

3. En déduire lI'expression de la longueur MN en fonction de o, puis I'expression
du périmetre du polygone Q, en fonction et de o

4. Conjecturer en fonction de o, I'expression du périmetre de Q,, puis de Q,.

C» A l'aide du tableur

1. Recopier et com- Al 8 [ ¢ [ b [ E | F G | H | |

pléter le tableau Angle Dl o ot

ci-contre dans un Nombre ~Principa ote . ... Approximation ote .. .. Approximation
de coté de chaque du Périmétre P, du Périmétre Y

tableur. 1| n @qecotes . L inférieure L supérieure

de P triangle  polygone inscrit den polygone  exinscrit der

2. Quelles formules " isocéle inscrit exinscrit

faut-il entrer en D3, (en degrés)

E3, F3, G3, H3 et I3 2 (1 6 60,00 1,00000 6,00000 3,00000 1,15470  6,92820 3,46410

pour, en les recopiant 3 (2 12 30,00 0,51764 6,21166 3,10583 0,53590 6,43078 3,21539

vers le bas, complé- | 4 | 3 24 15,00

ter le tableau ? 5| 4 48 7,50

3. En considérant un polygone a 1 536 cOtés, quel encadrement du nombre 7 (a 5 décimales) peut-on faire a l'aide
de ce tableur?

import math
A H : Algo & Pro E"‘ n=2
D » A l'aide d’un algorithme M J w3
a=
R . . s . I=0
On considére I'algorithme ci-contre écrit en langage PyTHoN. s=1
while n>0:
1. Que permet de calculer cet algorithme ? a=a/2
N=2*N
2. Modifier cet algorithme afin qu’il calcule le nombre minimal de c6tés I=N*2*math.sin (math.radians(a) /2) /2
. , . , N 6 N S=N*Z*math.tan(math.radians(a)/2) /2
de P et de Q, afin d'obtenir une valeur approchée de ma 10° pres. n=n-1
print ("I=",I, "5="8)

. J
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En autonomie

n Placer un point sur le cercle trigonométrique

Pour les exercices I J
a EE), on considére
le cercle trigonomé-
trique ci-contre.

m Lequel de ces réels
est associé au point A?

IEIE

m Lequel de ces réels est associé au point B ?

B 51 2n
=3 Y 5

m Lequel de ces réels est associé au point C ?

b n T
Eﬁ-g E? E_E

Lequel de ces réels associé au point G ?
491 597 207
=] 6 (o] 6 <] 3

m *On considére le cercle trigonométrique précédent.
1. Citer un réel associé au point I.
2. Méme question avec les points J, D et F.
3. Quelle relation existe-t-il entre les réels associés aux
points CetG?

\§

m *1. Montrer que les réels % et %t ont le méme

point-image sur le cercle trigonométrique.
2. Méme question pour les réels 20w et —127.

I * On considére la rose des vents ci-dessous.
On admet qu'un réel ayant pour image le sens « E» est 0

. b
et qu'un réel ayant le sens « N » est >

1. Déterminer un réel ayant pour image le sens « O ».
2. Déterminer un réel ayant pour image le sens « S ».

3. Déterminer un réel ayant pour image le sens « NE ».
4.a) Déterminer un réel ayant pour image le sens « NNE ».

b) Par symétrie, quel réel peut avoir pour image le sens
«SSE»?

c) Par symétrie, quel réel peut avoir pour image le sens
«NNO»?

J

a Déterminer le sinus et le cosinus d'un réel

A= cos( ]m{ j
o) el o)
o)

ok Calculer.

o=-cof 5o ']

cosnl ) 2

ol 5) (%)
=

103

F=

TN A« calcter
n) . (m)_
98] (z)(z)
1 3 2
i N X 1
[al > [b] > [c] [d]
m cos( )est égala:
B2 @2 gl @
10[0]] Pour n € N, cos(nm) est égal a:
[a] O [b] 1 [c] 1) [d] -1
Pourn € N, sin(nm) est égal a:
[a] O [b] 1 [ (-1 [d] -1

~




En autonomie

B Résoudre une équation ou une inéquation trigonométrique

3
L'égalité sin(2x) = —£ est vérifiée pour les
réels : 2
T T 2n b4
Bz B-; &@F @3
Parmi les nombres suivants, lesquels sont a la
2
fois solutions de I'équation cos(x)=—§ et de

2
I'équation sin(x) = % ?

T 5T 37 b4
-2 ®BF pE @
100 Linégalité cos(x)2l est vérifiée pour les

réels : 2
T T 2n b4
-2 ®-I gF @

\§

* Résoudre dans R le systeme d'équations suivant.

1
cos(x)=—
(x) 5

. NE)
sin(x)=—-—
2

1101:8 *x Résoudre dans R le systeme d'inéquations suivant.
1

cos(x)<-—
2

. 2
sin(x) =5

100kl % 1. Résoudre dans [0 ; 2x[ I'’équation
2cos(x)=—\/§.
2. Résoudre dans [27 ; 47t[ I'équation 24/2sin(x) = -/6.

*>* 1. Résoudre dans ]-7 ; m] I'inéquation
4cos(x)>-+12.

2. Résoudre sur } g ; 0} l'inéquation J2sin(x)<1.

J

Exploiter les propriétés des fonctions sinus et cosinus

Pour tout réel x, on a I'égalité :
[a] cos(4m - x) = cos(x) [b] sin(x+ 3m) = sin(x)

[c] -sin(x+ 5m) =sin(x)  [d] sin g—x)=—cos(x)

Parmi les courbes suivantes, quelle est celle de
la fonction x+— —cos(x) ?

[a] larouge [b] l'orange [c] la bleue [d] laverte

X 7N

Soit f la fonction x —> — (3x)

toutx € R\{kn; k € Z}. Alors §|n(x)
[a] fest paire.
[b] festimpaire.

définie pour

[c] fn'est ni paire ni impaire.
[d] fest2m-périodique.

5

* Soit fla fonction définie sur R par:
f(x) = cos(x)sin(3x).
1. Tracer la courbe de fsur la calculatrice.

2. Montrer que f est t-périodique.
Interpréter graphiquement.

3. Montrer que f est impaire.
Interpréter graphiquement.

¥k Soit f la fonction définie sur R par
flx) = acos(x) + bsin(x). La courbe représentative de f

passe par les points M(—g ; 2} et N(% ; \/EJ

1. A l'aide des points M et N, déterminer les réels a et b.
2. En déduire I'expression de f en fonction de x.

3. Montrer que f est 2n-périodique. Interpréter graphi-
quement.

4. fest-elle paire ? impaire ? Justifier.

** Soit f la fonction définie sur R par
flx) = x + sin(x). Montrer que la courbe de f est située
entre deux droites dont on déterminera les équations.

N

J
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PARTIE

eometrie

René Descartes William Hamilton Hermann Grassman
(1596-1650) (1805-1865) (1809-1877)

Dés l'Antiquite,
I'Homme a eu besoin
de voyager ou

de transporter des
marchandises. Que
ce soit par rapport
aux étoiles ou par

rapport aux courants, | | |

il a eu besoin de se

situer, d'ou l'idée de Descartes affirme que William Hamilton Hermann Grassman
repérage. Le mot les objets se représentent est 'un des premiers utilise la notation

« vecteur » vient du par des équations ou des mathématiciens a vectorielle pour
latin vehere signifiant inéquations, avec le choix d'un utiliser les vecteurs, étudier certains

« transporter ». De repére dans lequel les objets ont dont on suppose qu'il problémes en
maniére générale, les des coordonnées, ce qui conduit est l'inventeur du mot. Physique.

vecteurs sont liés a a la géométrie analytique. Y Dicomaths ['WETTS > [IETIETH p. 346
l'idée de transport. 8 Dicomaths IR

Mon parcours au lycée

© ©

Au collége et en 2%, jai appris En 1 générale, jétudie

a résoudre des problemes de le calcul vectoriel et le produit scalaire.
géométrie repérée et j'ai découvert

la notion de vecteur. J'ai appris a

représenter et a caractériser les

droites du plan.
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Chapitre ' Calcul vectoriel et produit scalaire.......................... p. 222
Chapitre °| Géomeétrierepérée.......................cccvviiiiieininni.. p. 246
Willard Gibbs Oliver Heaviside George Bouligand Maryam Mirzakhani

(1850-1925)

(1889-1979)

(1977-2017)

(1839-1903)

A
Willard Gibbs et Oliver Heaviside,
poursuivent l'ceuvre d’Hamilton et
fondent l'analyse vectorielle. Gibbs est
par ailleurs a l'origine des notations
du produit scalaire et du produit
vectoriel de deux vecteurs.

4 Dicomaths J N1

George Bouligand publie
en 1924 ses Legons de
géométrie vectorielle
préliminaires a l'étude de
la théorie d’Einstein.

i d Dicomaths JRE1™
\

\ V-

En 2014, Maryam Mirzakhani est

la premiére femme mathématicienne

a recevoir la médaille Fields, une des
deux plus prestigieuses recompenses
en mathématiques, pour ses
recherches sur les surfaces de Riemann
dont la base est la géométrie repérée.

4 Dicomaths J 1%/

Domaines professionnels

Un ou une océanographe étudiera les courants océaniques.

Un ou une météorologue étudiera la force et l'orientation des vents.

Un ou une architecte repérera les différentes pieces de son édifice,

évaluera le choix des matériaux et la solidité d’une structure.

Un ou une publicitaire utilisera des images vectorielles pour certains logos.

Un ou une concepteur(trice) de jeux vidéos (ou un ou une cinéaste pour les effets spéciaux)

créera des images en trois dimensions en utilisant les vecteurs.

Un ou une géomeétre-topographe mesurera des terrains afin d’établir un cadastre.

Un ou une concepteur(rice) de GPS utilisera la technique de la triangulation

pour repérer la position d’un utilisateur.




’ En physique, le'€alcul du travail d’'une force
nécessite le produit scalaire. La situation
de ce skieur estun modéle ou plusieurs

, forces rentrent en jeu qui permettent donc
l l'utilisation de cet outil.

o 1|

* o

-

Calculve
—et produnt scalalre

s —— W— e

n— et

L] * . ‘l‘(a:t 4 f." -

Je dois étre capable de...

Calculer un produit scalaire avec la projection. c p. 230 p. 230 p. 234

Calculer un produit scalaire e p.231 o p.232 @ p. 231 Y
avec des coordonnées ou un angle. ENn p. 234 (%) p. 235

Démontrer une orthogonalité de vecteurs
ou une perpendicularité de droites. 6 p. 232 M [l p. 235

Calculer des angles. e p. 231 p. 231 EX

Calculer des longueurs. o p.233 M [H p. 233 3

Déterminer un ensemble de points. o p. 233 p.233 )

* Formules d’Al-Kashi avec le produit scalaire [TTEF p. 228
° Ensemble des points M tels que MA -MB =0 p. 225 [TTE p- 229

(1) 16 Tp1

activités cours exercices exercices exercices travaux
résolus corrigés non corrigés pratiques




Parcours différenciés
Lien.mini.fr/maths1-15
1. Faire des projections orthogonales
Sur la figure ci-contre, déterminer le C , E D
projeté orthogonal du point C sur la
droite (AB), du point E sur la droite (AB),
du point B sur la droite (AF), du point
D sur la droite (BC) et du point F sur la
droite (CD). A F B

2. Calculer avec des coordonnées
On considére les points A(-2; 3),B(-1;-2),C(4;3) et D(0; -5).
1. Calculer les coordonnées des vecteurs ﬁ, DB et CD.
2. Calculer les longueurs AB, BD et CD.

3. Calculer les coordonnées du milieu des segments [AB] et [CD].

w

Savoir additionner des vecteurs avec la relation
de Chasles ou pas...

On considere un rectangle ABCD tel que AB =3 A F D
etBC=8.

Les points E et F sont les milieux des segments [BC]

et [AD]. B E C
Recopier et compléter les égalités suivantes.

a)BF+FC=... b)CF+AB+FA=... C)BE+FD=...
d)AF+AE=... e)AB+AE=... f)DC+FD=...
g)BA+AC=... h)CE+BF+AE=... i) AE+CF=...

4. Revoir la trigonométrie
Soit le triangle ABC tel que. AB =10, AC=8 et BC=6.

a) Montrer que le triangle est rectangle.

“{zoomSURM

s . J b) Déterminer la valeur du cosinus de I'angle BAC.
e ) En déduire la valeur approchée de I'angle BAC en degrés.
i
Démonstration 5. Déterminer des valeurs remarquables
p- 226, 227, 238 _ 1. Donner les valeurs des cosinus de nombres réels suivants.

2. Donner les valeurs des cosinus d’angles géométriques suivants.

15 MY

a) cos(150°) b) cos(45°) c) cos(120°) d) cos(30°)

C oefF) mef] aw-f] aw])
p. 238

6. Donner un vecteur directeur

p. 224, 225, 242, 243 Pour chacune des équations cartésiennes de droites ci-dessous,
donner un vecteur directeur des droites d’équation :
Les autres disciplines n

a)-2x+3y+3=0 b) x+5y=0
p- 241, 242 €)3x-4y-1=0 d)y=-4x+5

@ Corrigés
Probléme ouvert

Lienmini.fr/maths1-00

=
)
w
©
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b O
n Des triangles presque rectangles ¥ :

Quand un triangle ABC est rectangle en A, on sait d’aprés le théoréme de Pythagore que I'on a AB? + AC2 =BC?,

1
mais combien vaut le nombre P = E(ABZ + AC? - BC?) si le triangle n'est pas rectangle ?

1. Dans GeoGebra, construire un triangle ABC quelconque 5 5
et le projeté orthogonal H de B sur la droite (AC). 5 (AB? + AC? — BC?) = 7 (2.93" + 5 — 3.92%) = 0.1

L B
2. Quand on a créé les segments et I'angle, des nombres

sont apparus dans la fenétre d'algébre qui correspondent
aux longueurs de ces segments et a la valeur de I'angle.
Dans la ligne de saisie, écrire alors une formule qui calcule P
a l'aide des lettres correspondantes.

A c
A=51.65°
3. Vérifier que quand le triangle est rectangle en A alors P = 0.

4. Démontrer que P = %(AH2 +AC2 - CH?)

5. On va calculer P selon la position du point H sur (AC) :

a) quand H est sur [AC], en écrivant CH = AC - AH, montrer qu’alors P = AC x AH = AC x AB X cosBAC
b) quand H est [AC) mais pas sur [AC], en écrivant CH = AH - AC, montrer qu‘alors :

P = AC x AH= AC x AB x cosBAC
c) quand H est sur [CA) mais pas sur [AC], en écrivant CH = AC + AH, montrer qu’alors :
P=-ACxAH=ACx ABx cosBAC il G(IS[EIEs Attention aux angles.

6. Que peut-on conclure sur la valeur de ce nombre P?
© Remarque P s'appelle le produit scalaire des vecteurs AB et AC et on écrit P = AB - AC

Y TR O p. 226

g J
. )
Avec des coordonnées
Pour trois points non alignés du plan, soit P = %(AB2 + AC2 —BC?).
A » Cas particulier
On considére les points A(2 ; 3), B(4; 1) et C(-1; 0) dans un repére orthonormé.
1. Calculer les longueurs AB, AC et BC.
2. En déduire la valeur de P et la nature du triangle ABC.
B» Casgénéral
Onpose AB=ietAC=V.
1,5 5 Lo
1. Montrer que P = E(||u 2 +VI? -V -dl?)
— X — x, - - — —
2. On pose u (}'j etv (y,j, calculer en fonction de x, X/, y et x” les normes des vecteurs u, v et v - u.
3.0navuqueP =AB-AC=0 V.
En déduire une expression de i - vV en fonction de x, X, yety.
4. Vérifier avec les coordonnées des points de la partie A et les vecteurs AB,AC qu'on obtient la méme valeur de P.
L © @p.228 J




B Ensemble de points o

On donne deux points A et B tels que AB = 6 et on cherche a étudier la valeur du produit scalaire MA - MB
quand M est un point du plan.

A » Détermination de valeurs particuliéres
1. Quelle est la valeur de MA - MB quandM=AouM=B?
2. Quelle est la valeur de MA - MB quand M =1ou | est le milieu du segment [AB] ?

3. Quelle est la valeur de MA - MB quand M appartient a la droite perpendiculaire a (AB) passant par A ?
Est-elle constante ?

B » Manipulation avec GeoGebra
1. Dans GeoGebra, créer un segment [AB] de longueur 6.
2. Placer un point quelconque dans le plan et le renommer M.

3. Créer les vecteurs i = MA et vV = MB, leurs coordonnées apparaissent dans la fenétre d’Algebre
(dans GeoGebra il n'y a pas de fleche sur les vecteurs)

4. Dans la ligne de saisie, écrire| ProduitScalaire(u,v) l, un | Nombre a |se crée dans la fenétre d’Algébre.

5. Faire varier le point M et retrouver les résultats de la partie A.

6. Conjecturer I'ensemble des points M tels que MA -MB = 0.

C » Etude du cas MA -MB = 0

1. Sans ordinateur, on considére un point M sur le cercle de diametre [AB].
a) Justifier que les médiatrices des segments [MA] et [MB] passent par | milieu de [AB].

b) Démontrer que le quadrilatére MHIK, ol H et K sont les milieux des segments [MA] et [MB],
est un rectangle.

c) En déduire que MAB est un triangle rectangle et que MA -MB =0
2. Que peut-on conclure pour I'ensemble des points M tels que MA-MB=0?

3. Avecl'icone Lier/Libérer Point, lier le point M au cercle de diameétre [AB] pour vérifier votre résultat.

D» Etude du cas MA-MB =k ou k est un réel
1. Créer plusieurs cercles de centre | et lier le point M sur chacun d’entre eux successivement.
2. Qu'observe-t-on pour le produit scalaire MA - MB ?

3. Créer un cercle de centre un point C, distinct de |, et lier M a ce cercle.
Observe-t-on le méme résultat ?

4, Développer le produit scalaire (Mi+IA) - (Mi + B).
5. Démontrer qualors MA - MB = MI2 — %AB2 .

6. Retrouver les résultats observés précédemment, en particulier celui pour k= 0.

© 8 O p. 229
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Produit scalaire, colinearite
et orthogonalité de vecteurs

Angle de deux vecteurs

Soit U et V deux vecteurs.

On note (17/,\\7) I'angle géométrique BAC ouiii = AB et v = AC.

Avec le cosinus

* On appelle produit scalaire de ces deux vecteurs non nuls, le réel défini par :
G- =||d|| ||V || x cos(d, v)
Siii = AB et v = AG, le produit scalaire s'écrit :
AB - AC = AB x AC x cos(BAC).
eDeplussiii=0 ousiv =0 alorsii-vV =0

®-Exemple

Soit deux vecteurs AB et AC tels que || AB||= AB=2 et ||AC||= AC=3 et BAC = 30°.

3

Leur produit scalaire vaut : AB-AC = AB x AC X cos(B/A\C) =2x3X 7 = 3\/3.

Symétrie

Pour tous vecteurs g etv,ona: u-v=v-u

[
En notant i =AB etV =AC :
-V =AB-AC = AB x AC x cos(BAC) =

AC x AB x cos(E/\\ES):R -AB

C
75
BAC B
A u
A =307 B

v ® p.231

Démonstration @©

Cas de la colinéarité

Lorsque les vecteurs g et v sont colinéaires alors :
oii-v=||u]|x||v|| sils sont de méme sens.

-V =-||d|| x]||v]| s'ils sont de sens contraires.

:

Démonstration @©

[

* Si G et v sont de méme sens alors BAC = (4, v) = 0 et donc cos(d, V) =1etdonci-v = ||| x|| V|-

* SiiietV sont de sens contraires alors BAC = (i, v) = 180°etdonc cos(di, v) = -1etdoncdi -V = || & ||x || 7 |I-
®-Exemple

Soit trois points A, B et Calignés dans cet ordre sur une dr0|te graduee A B C

anrsona AB-AC = AB><AC—15 BA-BC=-BAxBC=-
CB-CA=CBxCA=10etAB-CB=-ABxCB=-6

Avec la projection orthogonale
Soit A, B et C trois points et H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) alors :
AB - AC = AB x AH si les vecteurs AB et AH sont de méme sens.

AB - AC = - AB x AH si les vecteurs AB et AH sont de sens contraires.

© O p.230



° Démonstration @©

Par définition AB - AC = AB x AC x cos(Iﬁ\C).

* Dans le cas ot AB et AH sont de méme sens, » Dans le cas ot AB et AH sont de sens
I'angle BAC est inférieur & 90° et donc contraires, 'angle BAC est supérieur a 90°
COS(BA/E) = COS(':A\C)- d'ou BAC =(180° - HAC) et donc

C cos(BAC) = cos(180° — HAC) = —cos(HAQ).
'~. c.
" | B
A H H A
— AH
Or dans le triangle ACH, on a cos(HAC) = AC Dans le triangle ACH, on a toujours
— — AH —
donc AB - AC = AB x AC x % = AB x AH. cos(HAQ) = A—Cdonc AB-AC=-ABx AH.
© Remarques
(1) Sur le cercle trigonométrique les angles bleu et rouge sont tels que leur somme
vaut 180° et ils ont des cosinus qui sont opposés. , ,
(2) Dans le cas général, pour calculer AB- 6@ peut projeter D
les points C et D sur la droite (AB) et alors AB - CD = AB - HK. /
On peut aussi projeter A et B sur la droite (CD). C\
(3) On dit que le projeté du vecteur CD sur la droite (AB) est v
le vecteur HK. Kk B
A H
®-Exemple
Dans le carré ABCD de centre O et de coté 4,0na: D H C

*AB-AC=ABx AB=16carle projeté orthogonal du point C sur la droite (AB) est le
point B et les vecteurs AB et AB sont de méme sens.

*AO-CD=CD-AO = —%CD x CD = -8 car les projetés orthogonaux des points O et A

sur la droite (CD) sont le milieu H du segment [CD] et le point D, par suite, les vecteurs A
DH et CD sont de sens contraires.

g Exercice résolu ) 1 JWPET)
Orthogonalité

Deux vecteurs i et vV sont orthogonaux si et seulement si
leur produit scalaire est nul : u-v=0

Droites perpendiculaires

Deux droites d et d’ sont perpendiculaires si et seulement si
leurs vecteurs directeurs respectifs i et vV sont orthogonaux.

° Démonstration @©

Si deux vecteurs U et vV non nuls sont orthogonaux alors I'angle (4, v) quils forment vaut 90°
et donc cos (d, V) = 0.

Réciproquement, si le produit scalaire est nul ¢ - v alors cos (4, v) = 0 et donc I'angle vaut 90°.
I’

®-Exemple

Dans un carré ABCD, ona: AC -BD = 0 car les diagonales d'un carré sont perpendiculaires.

g O p.230
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e Autres définitions et proprietes

Produit scalaire avec les normes

Soit ij et v deux vecteurs,ona: i v = %(||¢7||2 +||VIZ -la-v]|P).

Démonstration ©©

o
L'activité 1 montre que : P = AB2 + AC? — BC? = 2 x AC x AB x cos(BAC).

Pour les vecteurs i et v tels que : i = AB et vV = AC alors: ii — v = AB — AC = CA + AB = CB.
Donc cette égalité devient: || U |]? +||V|]> - ||u - V|[* =2 x 4 -V qui donne bien la propriété.

Produit scalaire avec les coordonnées

’

— x = X = = ’ ’
Dans un repere orthonormé, si u y etv 0% alorsu-v=xx"+yy

Démonstration @©

(% (% q_)x—x' R R - .
Si d et v ¥ alors u—v( ,) et la relation : u-v=5(||u||2 +||[V]]* -||u - V|?) devient

(2 + 2+ x4+ )2 - (x =X - (y -y P)=xx"+

Condition d'orthogonalité
/.
x\ (x
Dans un repére orthonormé, deux vecteurs ﬁ(y] etv (}”] sont orthogonaux si et seulementsii - v =0

ce qui se traduit par xx'+ yy'= 0.

@-Exemple

_(2) . (-3 . .
On considere les vecteurs u (3] etv ( 5]. Leur produit scalaire vaut :

U+V=2x(-3)+3x(-5)=-21% 0 donc les deux vecteurs et v ne sont pas orthogonaux.

o 0 .22

Bilinéarité, carré scalaire, norme d’une somme
Soit u, v et w, trois vecteurs, et k un réel.
Qi -(V+w)=i-V+i-w ®a-u=@?=|u|?
@i (kv) = k(i - V) ®||a+vV|?=|a|P +||V|? +2d-v

© Remarque Ces propriétés sont vraies que l'on se place dans un repére avec des coordonnées ou pas.

Démonstration @©

[
La propriété (2) se démontre ainsi :
U-(kv) = x(kx") + ylky) = kex” + kyy” = k(xx” + yy") = k(U - V)




Cours

Formule d’Al-Kashi
Dans un triangle ABC quelconque, on a, par exemple, BC? = AB? + AC? - 2 x AB x AC x cos(lﬁ\\C)

Démonstration @©

@
BC2 = (BA + AC)2 = AB2 + AC2 + 2 BA - AC = AB2 + AC2 — 2AB -AC = AB2 + AC2 — 2 x AB x AC x cos(BAC)

© Remarque Sile triangle ABC est rectangle en A on retrouve le théoréme de Pythagore.

®-Exemple
Soit un triangle ABC tel que AB=8, AC=4 et BAC = 50°.On calcule la longueur BC:
BC2 = AB2 + AC2 - 2 x AB x AC x cos(BAC) = 64 + 16 — 2 X 8 X 4 X c0s50°.

Ce qui donne : BC?> =80 - 64 x cos 50° = 38,86 et donc BC = 6,23.

- O p.233

o Etude d'un ensemble de points

Transformation d’une expression

Etant donné deux points A et B et leur milieu |, on a MA - MB = M2 — %AB2

Démonstration @©

[
m.m=(m+m(m+®=<m+m).(m_m)=w_|A2=M|z_%ABz car|A=A7B.

@-Exemple

Déterminer I'ensemble des points M tels que MA -MB =2 ou Aet B sont tels que AB=38.

MA - MB =2 équivaut a M2 —%ABZ =2 doUMP=2+16=18

donc I'ensemble des points M est le cercle de centre le milieu de [AB] et de rayon \/ﬁ = 3ﬁ.

(¥ @ p.233

Cercle

Etant donné deux points A et B, 'ensemble des points M du plan tels que MA - MB = 0
est le cercle de diametre le segment [AB].

Démonstration ©©

MA - MB = 0 & MI = A clest-a-dire que les points M sont sur le cercle de centre | et de rayon IA = %AB.

Cercle et triangle rectangle

Un triangle ABC est rectangle en C si et seulement si le point C appartient au cercle de diameétre [AB],
avec C différent de A et B.

Démonstration @©

o
ABC est rectangle en C équivaut a CA - CB =0 donc d'aprés la propriété précédente, C appartient au
cercle de diametre [AB].

8 » Calcul vectoriel et produit scalaire
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c Calculer un produit scalaire
avec la projection ou la colinearite - (278 @ p. 226

©000000000000000000800000We00000000000000000000000000000000000000000000000

On considére un rectangle ABCD de centre O tel que AB =6 et AD = 4. D C
Calculer les produits scalaires suivants.

a)AD-BC b)AB-CD c¢)AB-AO 0 o

d)DO-BC e)AB-CB f)CA-AB §

Solution A o E
a) Les vecteurs AD et BC sont égaux donc AD x BC = AD x BC = 16 ﬂ | Conseils & Méthodes §

b) Les vecteurs AB et CD sont opposés donc AB - CD = — AB x CD = —36. ﬂ

©) On peut projeter les points A et O sur la droite (AB) ce qui donne les points A
et O

ﬂ Observer la figure pour
trouver les vecteurs

colinéaires.

N 1 Observer la figure pour

Donc: AB+ AO = ABx AO"= ABx —AB=18 ﬂﬂ trouver quels vecteurs
2 on peut projeter.

d) De méme on peut projeter les points D et O sur la droite (BC) ce qui donne

SRR 1 ﬂ Faire les projections en
les points C et O” donc: DO - BC = ~CO” x BC = —EBC xBC=-8 ﬂﬂ

respectant de projeter
un vecteur sur la droite
€) On projette le point C sur la droite (AB) ce qui donne le point B. qui porte l'autre.

etdonc;iﬁ 'Eﬁi::f\B % BE;: 0‘ ®eccccccccccc0cccccccccccce®

f) Le projeté du point C sur la droite (AB) est le point B, donc :
CA -AB = BA - AB = —AB” = - 36.

A vous de jouer ! .

R R R T RN
0000000000000 00000000000000 00’

n Soit un carré ABCD de centre O D c “ ABCD est un losange de centre O et de c6té 5. Les
et de c6té 6, calculer les produits diagonales mesurent respectivement : AC=8 et BD = 6.
scalaires suivants. 0] D
— — — +

a) AB-BC b)DC-AB
¢)BC-BD d)AB-DO
ﬂ Dans un triangle équilatéral ABC A B
de cété 6, calculer les produits sca- ¢ A 0 C
laires suivants.
a)AB-AC b)AB-CA ¢)AC-BA

A B B

D @

B ABCD est un Calculer les produits scalaires suivants :
trapeze rectangle en A .38
et D tel que AB =5, a)Cj A_B’
AD=4etCD=38, b) AC-BD
calculer les produits — —
scalaires suivants. A B < % E
a)AB-BC b)DC-BC ¢)BC-DA d) AC-DC

gl Exercices | 31 E] 33 J 3210

230
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e Calculer un produit scalaire avec un angle = (T8 O p. 226
C
Le triangle ABC est équilatéral de c6té 8. Le point D est le milieu
du segment [AB]. On admet que la hauteur CD mesure 4./3.
Calculer les produits scalaires : a) AB-AC b)CA-CD c)DA-DB
Solution A B

a) D’apres le courson a : ﬂﬂﬂ
s — 1
AB-AC:ABXACXCOS(BAC):ABXACXCOSGOC’:SXSXE:?)Z

I Conseils & Méthodes 8

Observer la figure et repérer

N e CD . les angles connus.
b) Les vecteurs CA et CD forment un angle de 30° et par conséquent ﬂ : 9

3

I, ﬂRepérer les longueurs
CA - CD = CA x CD><cos30°:8><4\/§><7:48

connues.
Connaitre les valeurs
remarquables du cosinus de
certains angles.

®e000000000000000000000000000000®

- . D
:

©) Les vecteurs DA et DB forment un angle de 180° et par conséquent ﬂ :
DA - DB = DA x DB X cos180° = DA x DB x (1) = ~16

e000cccccscccccccscccce
ee00cccccccccccccccce®

B Calculer d . v dans les deux cas suivants. ﬂ Al'aide du quadrilatére A 110°
a)||d||=2,||V||=5 et(d,vV)=30° ABCD ci-contre, calcyler les
produits scalaires suivants.

b) ||| =3,|V[|=7 et(d,v)=45

a)AB-AD b)BA-BC B 5 c

3 Exercices J 34 F] 37 i Wrx]

e Calculer un angle [ > (T8 @ p. 226

®00cc0000c00000000000ccccceTooo o

On considére les points A(2; 3),B(-1;-2) et C(-3; 4)
Déterminer la valeur approchée a 0,01 pres, en radian, de I'angle B/A\C

Solution

M Conseils & Méthodes [

Calculer les coordonnées
des vecteurs.

— (-3 —(-
On calculeAB( 5) et AC( ISJ ﬂD’ofl AB = (=3)% + (=5)? = /34,

AC = J(=5)% +12 =26 ﬂaﬁ “AC = (=3)X (=5) + (=5) x (1) = 10

La formule est AB - AC = AB x AC x cos(B/AT:) ﬂ

ﬂ Calculer leurs normes.

ﬂ Exprimer le produit scalaire
a l'aide de la définition

—0 AB-AC < )
ce qui donne cos(BAC) = d’olt on déduit que utilisant I'angle voulu.
AB x AC uVérifier que la calculatrice
YVa 2% —— .
o BT 1 ; S doncBRC =123 | e moderadan pour

R R R RN
ee000000c0000000000000000000®

V26334 ax13x2x17  [I3x17

®e00ccccccccccc0000000cccscccce®

Soit les points A(4; -3), B(1; -2) et C(3; 5). Déter- n Soit les points D(3; 1), E(3 ; 2) et F(-3; 1). Détermi-
miner la valeur arrondie a 0,1, en radian, de I'angle BAC. ner la valeur, arrondie a 0,01 en degrés, de I'angle EDF.
ﬂ Soit les points M(1; 5),N(-3;2) et P(-3;0). Dé/te\rmi—

ner la valeur, arrondie & 0,01 en degrés, de I'angle NMP. B2 Exercices | 38 F] u2 [ Wk}

8 « Calcul vectoriel et produit scalaire 231
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o Calculer un produit scalaire
avec des coordonnées B Cours [ 2 I R2L

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000 0

. (2 o (-1 R a
On considére les vecteurs u ( 3] etv ( 4] dans un repére orthonormé.

Calculer les produits scalaires suivants.
a)u-v b)Qu)-v ¢ (-3u)-v d)v-(U+V)

Solution
A)u-0=2%(=1+(=3)x(=4) =10 ﬂ

b) (2)-77=2x10=20 ORI Conscils & Méthodes NN

©) (=3u)-v = =30 ﬂ ﬂ Appliquer la formule avec les coordonnées.

ﬂ Au besoin, calculer les coordonnées d'un
vecteur auparavant.

®ec00cc00000000000000000000000000000000000000 o

| dou7 (@ +7) = (DX 1+ (-4 x (-7)=27

ecccccscce
®ecsccccccce

d);zﬂy(l

D B

A vous de jouer ! |,

. (-2 (3+2Y\ _/\3-2

1101 On donne les vecteurs u(4] et v[ ], calculer les On donne les vecteurs v ( ]et W( j,

produits scalaires suivants. 5 V6 ++/5 V6 -5
. o calculer les produits scalaires suivants.

aju-v b) (-2u)-v

Q@+v)-i  d)(5i)-3V) a) WV b)(-4W)-(2V) <) (W +3V)-(2W) d) (-5W)- (V)

gl Exercices J 43 EY 45 NRFEH

e Démontrer une orthogonalité de vecteurs
ou une perpendicularite de droites - (278 O p. 228

On considere les points A(-2; 1), B(-3; 2) et C(0; 3) dans un repére orthonormé.
Montrer que les vecteurs AB et AC sont orthogonaux.
Que peut-on en déduire pour les droites (AB) et (AC) ?

SOIUtIon LR R RN R RN conseilS&MéthOdes eeeccccccse

(1) — .
On calcule AB (1 ]et AC @j ﬂ ﬂCaIcuIer les coordonnées des vecteurs.

o ﬂ Calculer leur produit scalaire.
Puis AB- AC = (-)x 2+1x2=0 f

Le produit scalaire est nul ﬂ Donc les vecteurs sont orthogonaux

et les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires.

A vous de jouer ! |,

ﬂ Conclure selon si le résultat est nul ou non.

ecccccccccccccce
®ecsc0000000000000

En déduire la perpendicularité de droites.

®Jedece0cc000000000000000000000000000000000 o

EFA 0n donne les points AG ; 1), BO ; —2), C(=1; 1) et FEN Letriangle ABC ot A(0;-2), B(=1; 1) et C(2; 2) est-il
D(3;-3). un triangle rectangle ?

Démontrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendi-

culaires. B g|Exercices J 46 E] p. 235

232
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Utiliser la formule d’'Al-Kashi B Cours [ 2 P21

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000

On consideére la figure ci-contre.
1. Calculer la longueur BC.
2. Calculer la longueur CD. 5

Solution D €0 B

1. Dans le triangle ABC, on connait les longueurs AB, AC et 'angle BAC et
on cherche la longueur BC, on utilise la formule d’Al Kashi on a ﬂ ﬂ :

BC? = AB? + AC? — 2 x AB x AC x cos(BAC) I Conseils & Méthodes JON

Repérer les longueurs

1
Ce qui donne: BC? =16+ 25 -2 X 4 X 5X(——)= 61
2 connues et I'angle connu.

donc BC = \/a ﬂ

2. Dans le triangle ACD, on connait les longueurs AC, AD et l'angle CAD et
on cherche la longueur CD, on utilise la formule d’Al Kashi on a ﬂ ﬂ : ﬂ g,in(;iL? I:;:rleé]cizl;:eur:te
CD? = AC? + AD? — 2 x AC x AD x cos(CAD) e eeteseateenscsentetassanntennnie

ﬂ Repérer la longueur cherchée.

eccccccccccscccce
®es000ccc000000000®

Ce qui donne CD? =25+49—2><5X7X[%)=39doncCD=\/E H

A vous de jouer ! |,

On donne les longueurs MN = 3, NP =5 et |'angle m Dans un triangle FGH tel que FG =5, GH =7 et
MNP = 45°. FH=9.

Calculer la longueur MP. Déterminer la valeur en degrés arrondie a 0,1 de I'angle
m Dans un triangle DEF, onaEF =5,DF =6 et EFD = 70° GFH.

Déterminer la longueur DE. S Exercices [ 51 F p. 235
@ Déterminer un ensemble de points T 0.2

On considére les points A et B tels que AB = 8 et | est le milieu du segment [AB].
On cherche I'ensemble des points M du plan vérifiant MA -MB =10

solution RSN Conseils & Méthodes S

S 1 S : :

. - 2 _ 2 . - A11i 3 . — — N

OnaMA - MB = MI* - y AB“ donc MA - MB = 10 équivaut a : ﬂ Remplacer MA - MB par MI? - %ABZ. :

1 : :

MI? =10 + — X 64 = 26 ﬂ . A Reconnaitre la caractérisation

4 < " géométrique de I'ensemble des :

Et donc MI = v/26 et 'ensemble cherché est le cercle de centre I et de ¢ points M. :

rayon\/% ﬂ ®ec000c000000000000000000000000000000 o°
On a un segment [PQ] de longueur 10 et R son m Soit [CD] un segment de longueur 4, déterminer
milieu, déterminer 'ensemble des points M du plan tels I'ensemble des points M du plan vérifiant la relation :

que MP-MQ =-38. MC-MD = -4.
B4\ Exercices ] 58 FY 60 L R: ]
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Pour tous les exercices du chapitre, les coordonnées
sont données dans un repére orthonormé (O; i, j).

Apprendre a apprendre

m Parmi les choix suivants, identifier la formule du

. . (X —(x’
produit scalaire des vecteurs u[ ]etu( ,j:
y y

a)xy -xy b) xx' - yy
o) xx' +yy d)xy +xy

m Parmi les propositions suivantes, reconnaitre la for-

mule d’Al Kashi dans un triangle ABC quelconque.
a) AB2=AC?+BC? -
b) AC> = AB? + BC? - 2 x AB x BC x cos ABC
¢) BC? = AB? + AC? - 2 X AB x AC x cos ABC
d) AB2 =2 x AC X BC x cosBAC - AC? - BC?

Corriger les propositions suivantes.
a)i-v=xy'-xy

b) xx'- yy’ = 0 équivauta i et v orthogonaux.
) AB-AC = AB x AC -

d) AB2 = AC? + BC? + 2 x AC x BC x cosBAC

Diaporama

2
Questions-FIaSh 6 § Ressource professeur

m On@nn_qAB =2,AC=7et BAC = r radians.
Calculer AB - AC. 4

m Dans le triangle ABC é_qyila_téral de coté 3,
calculer le produit scalaire AB - AC.

FZ2 Dans le carré ABCD de c6té 6, calculer
le produit scalaire AB - AC.

- L(-3 oo
E On donne u(;] etv ( 0} calculeru -v.

On considere les points A(2; 3), B(-3; 1) et C(0; - 2).
Calculer AB - AC.

<
[
o)

Ondonne||U||=3,||\7||=4ett7-_'
Calculer (u + v)2.

ga_lgans un triangle ABC, on a AB =2, AC = 3 et
AB-AC=- 3. -
Déterminer la valeur en radian de I'angle BAC.

m Soit deux points A et Epégminer l'ensemble des
points M du plan vérifiant MA - MB = 0.

mgétﬂniner I'ensemble des points M du plan tels
que MA - MB = 2 ou A et B sont deux points tels que AB=4.

d’application

Calculer un produit scalaire
avec la projection

.................................................

m On considére le carré ABCD de D C
centre O et de c6té 8.

Calculer les produits scalaires suivants. ©
a)AB-AQ  b)OB-OD

c) AB-AD d) BO -BC

. . ) X B
EE On considere la méme figure qu'a

I'exercice précédent. Calculer les produits scalaires suivants.
a) AB-CD b) BO-0OD c¢)AB-OD d) OB-DO

D C

m ABCD est un rec-
tangle de centre F et E est
le symétrique du point F F E
par rapport a la droite
(BC). Calculer les produits
scalaires suivants. A B

a)BA -BE b)CF-CD c)AF - AB d)AB-BE e)BF - DC f)AF - BE

Calculer un produit scalaire

.................................................

On consideére les vecteurs u et V tels que : ||d||=5,
IV ||=+3 et (@, v) = 135°. Calculer leur produit scalaire.

& on considere les vecteurs ¢ et v tels que ||u||=2,
|V]|=3 et(u,V)=60°. Calculer leur produit scalaire.

m On considere le carré @Clde coté 5.
Calculer le produit scalaire AB - AC.

n consideére les points A, Bet Ctelsque AB=7,AC = 5
et BAC = 120°. Calculer le produit scalaire AB - AC.

.................................................

EER on donne [[ii||=2, ||V ||= 3 eti-v=6.

Donner une valeur en degrés de I'angle entre les deux vecteurs.

m Déterminer une valeur en degrés de I'angle entre les
vecteurs d et v telsque ||t ]|=6,||V||=2 etd-V=-6.

m Déterminer une valeur en degrés, arrondie a 0,1 pres,
de I'angle entre les vecteurs i et v tels que ||d||=+/6,
||\7||=ﬁ eti-v=5.

mgans chacun des cas suivants, calculer AB et AC puis
AB - AC et en déduire une valeur approchée a 0,1° prés de
I'angle BAC.

a) Pour les points A(-2;-2),B(3; 1) et C(-1;2).

b) Pour les points A(1; 3), B(0; -2) et C(1; - 2).

On consideére les points A(2 ; 2) et B(3; O/)\
Déterminer une valeur en degrés de I'angle BOA.



Exercices [ d'application

Calculer un produit scalaire

avecdes coordonnées =~
) S(2) - (-3) . —(1
Soit les vecteurs u( J, v ( J et w(4].

Calculer les produits scalaires suivants.
aju-v b)w-v
Au-(V+w) d)(-20)-V+3(V-w)

-2 (-1
Soit les vecteurs u 3 )et % 5} Calculer.
a)u-v b) (4u)-v Q) (U-v) - (U+V)

m On considére les points A(-2; 3),B(-1;-2),C(0; 4) et
D(Q5)£alculer Iei p&duits s@aire_g suivants._ .
a) AB-BC b)CB-BD ¢)AB-CD d) BA-AD

Démontrer
une orthogonalité de vecteurs
ou une perpendicularité de droites

................................................

(-3} .[-8
U1 On donne les vecteurs G (4Jetv[ 6}

Montrer que ces vecteurs sont orthogonaux.

On donne les points A(-3;-2) et B(1; 3) et
le vecteur J(_ 5}
4

Montrer que AB et i sont orthogonausx.

m On donne les points D@3;-1),E(1;3),F(0;-2)etG(6;1)
Montrer que les vecteurs DE et FG sont orthogonaux.

Soit les points P(-3;2), Q(2; 0), R(=3:2) et S(-1; 7).
Montrer que les droites (PQ) et (RS) sont perpendiculaires.

ELT soit les points A(=5:—2), M(1;-3), T(= 1;2) et H(0; 8).
Montrer que les droites (MA) et (TH) sont perpendiculaires.

m Donner un vecteur directeur pour chacune des droites
suivantes et en déduire qu'elles sont perpendiculaires.

a) Pour les droites d, et d, d'équations cartésiennes
2x-3y+4=0et3x+2y-1=0.

b) Pour les droites d, et d, d’équations cartésiennes
x-y+3=0et2x+2y-1=0.

c) Pour les droites d, et d, d'équations y = -3x + 1 et
-x+3y-1=0.

Calculs et automatismes

m Simplifier les calculs algébriques suivants.
a) (a% - b?)(a? + b?) b) (a + b)? - (a - b)?
c) (a+ b2+ (a-b)? d) (a + b)%(a - b)?

Utiliser la formule d'Al-Kashi

..................................................

E/\On considére les points A, Bet Ctelsque AB=3,AC=4
et BAC =120°. Déterminer la longueur BC.

E’ On cgn\sidére les points M, N et P tels que MN = 5,
NP =7 et MNP = 61°. Déterminer la longueur MP.

m Soit un triangle EFG tel que EF=7,FG=6 et EG=11.
Déterminer la valeur en degrés et arrondie a 0,1° de
I'angle EFG.

m Soit un triangle EDF tel que EF = 5, DF = 8 et ED/=\9.
Déterminer la valeur en degrés et arrondie a 0,1° de I'angle EDF .

..............................................

m Soit les vecteurs U et v orthogonaux et tels que
||d]|=a et]||V]||=b.Exprimer en fonction de a et de b les
produits scalaires suivants.

a)i-(U+V) b) 2 -3vV)-V ) (d+V)?
Soit les vecteurs i, Vet wtels que:||d||=||w || = a et

V = 3U. Les vecteurs U et w sont orthogonaux. Exprimer en
fonction de a les produits scalaires suivants.
aju-v byW-U+w) @W+v)? dV+w)-(U+w)

m A, B, C et D étant des points quelconques du plan,
mantreLles é_gglitis suivantes.
a)AB-CD =BA-DC
b) AB - CD + AB -EC = AB -ED
—_— s =2 — —
c¢)AB-AC=AB -BA-BC

..................................................

m On donne les points A et B tels que AB=12et | le
milieu du segment [AB]. Déterminer I'ensemble des points
M du plan vérifiant MA-MB =4 .

m On donne les points C et D tels que CD =10 et H le
milieu du segment [CD]. Déterminer I'ensemble des points
M du plan vérifiant MC-MD = - 9.

m On considére les points A(-2;-3) et B(-1; 4).

1. Calculer la longueur AB.

2. Déterminer les coordonnées du milieu du segment [AB].
LDét_qrminer I'ensemble des points M du plan vérifiant
MA-MB=0.

m Simplifier les calculs suivants.
a)2x§x% b)2x\3x V6 ©(2+27 d) (3 -6

8 - Calcul vectoriel et produit scalaire 235
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Exercices

.................................................

Dans un carré ABCD de coté 4 et de centre O, on place
les milieux 1, J, K et L respectifs des segments [AB], [BC], [CD]
et [AD].

Calculer les produits scalaires suivants.

a)CO-CK b)T-U oKL d)ij-IL
d)AB-BK e)DK-J f)AO-KL  g)OD-OI

m ABCD est un rectangle tel que AB=8 et BC=3.

Les points | et J sont les milieux respectifs des segments
[AB] et [BC].

1. Calculer les produits scalaires suivants.
a)Ci-AD  b)lJ-CD ¢ IB-ID

2. Calculer également AB-1J et BC - 1.

3. En déduire le produit scalaire AC - 1J.

d)Al- D

m ABCD est un carré de coté 8, BEC est un triangle équi-
latéral extérieur au carré et | est le milieu du segment [BC].
1. Calculer les produits scalaires suivants.
a)AC-AB  b)AB-DC  c)AB-DB

2. Calculer également BC - BE et CE - BC.
3. On rappelle que la hauteur du triangle équilatéral vaut

d) AC-BD

4.3.

Calculer alors les produits scalaires suivants.
a)AB-BE b)CE-CD «¢) BA-E

Le triangle ABC estisocele F

en A, l est le milieu du segment

[BC] et le quadrilatere ABEF est

un parallélogramme tel que A
(BF) est paralléle a (Al). On pose

BC=a. E

Calculer les produits scalaires

suivants en fonction de a.

a) BC - FC

b) BC - Al B c
o) BC-Ci

d)BC- IF

Démontrer

une orthogonalité de vecteurs

ou une perpendicularité de droites
m ABC est un triangle rectangle et isocéle en A.

Les points |, J et K sont les milieux respectifs des segments
[AB], [BC] et [AC].

1.Dans lerepére (A; B, C), donner les coordonnées de tous
les points. o

2. Calculer le produit scalaire AJ - IK.

3. Que peut-on en déduire ?

d’entrainement

m Dans un D C
rectangle ABCD de E
longueur 8 et de \ ==
largeur 4, on place les —

points E, F et G tels El A

que: AE = %TD A G B

AG = ABetCF=_CB.
8 4

1.Dans le repére (A ; G, E), donner les coordonnées de tous
les points de la figure. o

2. Calculer le produit scalaire EF - DG.

3. Que peut-on en déduire ?

Introduire le bon point
al'aide de la relation de Chasles

On considére un rectangle ABCD tel que AB = 7 et
AD=3.
Les points H et K sont les projetés orthogonaux respective-
ment des points A et C sur la diagonale (BD).

D C

A B

1. Exprimer le produit scalaire AC - DB en fonction de HK,
en utilisant la projection.

2. En utilisant DB = DC + Ez’, calculer autrement ce méme
produit scalaire.

3. En déduire la valeur exacte de la longueur HK.

On considere un trapéze rectangle ABCD tel que la
diagonale [AC] est perpendiculaire au coté [BC]. En calculant
de deux maniéres le produit scalaire AB - AC, démontrer
que AC2=AB x CD.

A B
D C
Dansuncarré ABCD decoté6,on C

construit le milieu | du segment [AB] et

— 11— N
les points J et K tels que : AK = ZAD et
d-1a. g
4

\
3
Y

1. Calculer les produits scalaires : KJ - Al .
et KJ-DA. A | B
2. En déduire que les droites (DI) et (JK)

sont perpendiculaires.




Exercices ( 4’entrainement

On considére deux G/ F
carrés ABCD et BEFG dispo- ;:' C

sés comme sur la figure K N

ci-contre tel que AB =1
etBE=a.

A. Avec coordonnées A B E~.

1. Dans le repére (A ; B, D),

donner les coordonnées de tous les points de la figure.

2. Démontrer que les droites (AG) et (CE) sont perpendi-
culaires.

B. Sans coordonnées o

1. Développer le produit scalaire (AB + BG) - (CB + BE).

2. En déduire que AG - CE = 0 puis que les droites (AG) et
(CE) sont perpendiculaires.

ABCD est un carré et les points E et F sont les milieux
des cotés [AB] et [BC].

A. Avec coordonnées
1.Dans le repére (A ; B, D), donner les coordonnées de tous
les points de la figure.
2.Démontrer que les droites (DE) et (AF) sont perpendiculaires.

B. Sans coordonnées L

1. Développer le produit scalaire : (DA + AE) - (AB + BF).
2. En déduire que les droites (DE) et (AF) sont perpendicu-
laires.

ABCD est un carré de coté D C
a et AEFG est un carré de coté b \
avec D, A et G alignés, ainsi que .
B, A et E comme sur la figure LA
ci-contre. Le point | est le milieu
du segment [DE].

A. Sans coordomiéei _
1. Justifier que AD + AE = 2Al. TN
2. Développer le produit scalaire  F G

(AD + AE) - (BA + AG).

3. En déduire que les droites (Al) et (BG) sont perpendiculaires.

B. Avec coordonnées

1. Dans le repére (A ; B, D) donner les coordonnées des
points A, |, B et G.

2. En déduire que les droites (Al) et (BG) sont perpendi-
culaires.

Un triangle ABC est tel que AB=3,AC=5etBC=7.
On appelle I le milieu du segment [AB].

1. Montrer que CA? + CB? = 2CP? + %ABZ.

l‘ @ [EEM3 On décomposera les vecteurs CA et CB &

I'aide de la relation Chasles en introduisant le point I.

2. En déduire la longueur CI.

Trois points A, B et C sont tels que AC=8 et AB=5.
On appelle J le milieu du segment [AC]. On a BA -BC = -5.
1. Montrer que BA - BC=BJ? + JA- JC.

l‘ G EPETER On décomposera les vecteurs BAetBCa

I'aide de la relation Chasles en introduisant le point J.

2. En déduire la longueur BJ.

ABCD est un recta@le_'tel que AB=aetAD=b.

On veut montrer que : AC:-DB D C
= a® - b? par deux méthodes
différentes :

1.Alaide du repére (A;B,D). b
2.En décomposant les vecteurs
al'aide de la relation de Chasles.

A a B

.................................................

On considére deux points D et K tels que DK =5.
Déterminer I'ensemble des points M tels que MD - MK = 11

m On considéere deux points G et N tels que GN =7.
Déterminer l'ensemble des points M tels que MG - MN = -

m On considéere deux points C etV tels quiCViS.
Déterminer I'ensemble des points M tels que CM - VM = - 4.

m On consideére un triangle ABC et A” est le milieu du
segment [BC].

Déterminer I'ensemble des points M du plan vérifiant
MA - (MB + MC) = 0.

m ABCD est un quadrilatére quelconque.

1. Déterminer 'ensemble I'; des points vérifiant MA - MC = 0.
2. Déterminer l'ensemble I, des points vérifiant MB - MD = 0.
3. Démontrer que ABCD rectangle équivaut a T, et T,
confondus.

On considére un triangle ABC et le point | milieu du
segment[AB].

1. Exprimer CA - CB en fonction de Cl et AB.

2. Démontrer que si ABC est rectangle en Calors Cl = EAB'

3. Dans ce cas, en déduire qualors les trois sommets du

triangle ABC sont sur un méme cercle que l'on précisera.

m ABCD est un parallélogramme de centre O.
E——

1. Montrer que BA - BC = Z(BD2 - AC?)

2. En déduire que ABCD est un rectangle si et seulement si

ses diagonales ont méme longueur.
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Travailler autrement

m On considére un triangle ABC quelconque et un
point M distinct de ces trois sommets. On construit les
projetés orthogonaux H et K de A respectivement sur la
droite (MB) et sur la droite (MC).

Ou faut-il placer le point M pour que la distance HK soit
maximale ?

Exercices

Des démonstrations

..................................................

m On considére deux vecteurs AB et CD et les points H
et K sont les projetés orthogonaux des points C et D sur
la droite (AB).

En écrivant que CD = CH + HK + KD, montrer que

AB-CD = AB -HK.
, V(XJ et W(X,,].
y y

—

w

X

y
Démontrerque d - (V + W) =u-Vv +

On considére les vecteurs U

= N

Des relations de perpendicularité
On se place dans un repere orthonormé.

A. Avec des équations cartésiennes

On donne deux droites d et d” et leurs équations carté-
siennes ax+by+c=0eta’x+b’y+c’ =0.

1. Donner un vecteur directeur pour chacune de ces deux
droites.

2. A quelle condition sur g, d’, b et b’ ces deux vecteurs
sont-ils orthogonaux ?

B. Avec des équations réduites

On donne deux droites d et d” ainsi que leurs équations
réduites y=mx+pety=m'x+p’.

1. Donner un vecteur directeur ayant pour abscisse 1, pour
chacune de ces deux droites en fonction de m et de m”.

2. A quelle condition sur m et m’ ces deux vecteurs sont-ils
orthogonaux ?

C. Lien entre les deux relations
1. Si on transforme une équation cartésienne ax+by+c=0
en une équation réduite y = mx + p, combien vaut le coef-
ficient directeur m en fonctiondeaetde b ?
2. Montrer I'¢quivalence suivante :

aa’ +bb’=0=mm’=-1.

238

d’entrainement

.................................................

m Que fait I'algorithme suivant ?

xu=£float (input ("xu="))
yu=£float (input ("yu="))
xv=£float (input ("xv="))
yv=£float (input (“"yv="))
P=Xu*xviyuryv
print("p=",p)

Em Etant donné

un triangle ABC
dont les coOtés
mesurent AB = ¢,
AC=betBC=a.

Quel est le calcul
fourni par cet algorithme ?

i a=float (input("a="))
{ b=float (input("b="))
i c=float (input("c=")) H
i m=0.5% (b**2+c**2-0.5%a**2) :
i print("m=",m) :

EII Que fait I'algorithme ci-dessous ?

xu=£float (input ("xu="})

yu=£float (input ("yu="))

xv=float (input ("xv="))

yv=£float (input ("yv="}))

a= (xurxv+yuryv) / (sqrb (xu**2+yu**2) *sqrt (xvr2+yvi+2))
print("a=",a)

................................................

m On considére deux vecteurs quelconques U et v.
1.Démontrer que ||U + V|]> - ||d - V|? =44 V.

2.Dans le cas ou ABCD est un parallélogramme:

a) Déduire de la question 1 que : AB? - AD? = AC-DB.

b) Que peut-on dire de plus sur la nature de ABCD si ses
diagonales sont perpendiculaires ? Justifier.

m Si AB-AC = AB-AD alors quelles sont les réponses
exactes parmi celles proposées ?

a) AC = AD. b) ACD est isocéle en A.

¢) ACD est rectangle en A. d) (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la nature
du quadrilatére ABCD en justifiant votre réponse.

a) AB=DC et ||AB+ AD|| = || AB - AD ||.

b) AB =DC et (AB + AD) - (AB - AD) = 0.

c) [AC] et [BD] ont le méme milieu et AB-AD =-AB x AD.
d) || AB+CD|=0 et | AB+ AD|[* =|| AB|[ +|| AD |[2= 2| AB|I>.

Problémes ouverts @

m ABCD est un rectangle et les points | et J sont les
milieux respectifs de [AB] et [CD]. Les droites (BJ) et (DI)
coupent la diagonale [AC] en deux points M et N.
Comment choisir les dimensions du rectangle ABCD pour
que les points M et N soient les projetés orthogonaux
respectivement de D et de B sur la diagonale [AC] ?



Pied de hauteur

On considére les points A4 ; —i), %3 ;=1 etC(-1;3).

1. Calculer le produit scalaire AB - AC.

2.0n appelle H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).
En calculant autrement a I'aide du point H le produit scalaire
AB - AC, en déduire la longueur AH.

3. Donner une valeur en degrés, arrondie a 0,1 pres, de
I'angle BAC.

98 | Perpendiculaire ou pas ?

Soit les points D(5; -3), E(2; 3)_'.':(__2. ;1) etG(-2;-3).

1. Calculer le produit scalaire ED - EF.

2. Que peut-on en déduire pour le triangle DEF ?

3. Les droites (DF) et (EG) sont-elles perpendiculaires ?
Justifier.

EL] Dans un quadrilatére A 4
On considere le quadrilatere
ABCD tel que: AB=4,BC=6,
CD =5, ABC = 69° et (AB) et

(CD) paralléles. 6
1. Calculer le produit scalaire
BA -BC.

2. Calculer la longueur AC.
3. Calculer une valeur en de- P 5 C

grés, arrondie a l'unité, de I'angle ACD .

ELL) Avec Al Kashi

Dans un triangle ABC rectangle en A, on place le point C’
milieu du segment [AB].

De plus,onaAB=6etBC=12.

1. Calculer la valeur exacte de AC.

2. Calculer la valeur exacte de CC'.

ELEN Une configuration

ABCD est un carré et les points M et N sont tels que

CM = LBC et BN = ~AB.
2 2 M

A B

1. En décomposant les vecteurs DN et AM a l'aide de la
relation de Chasles, montrer que les droites (DN) et (AM)
sont perpendiculaires.

2.En prenant le repere (A ; B, D), montrer de méme que les
droites (DN) et (AM) sont perpendiculaires.

ELF] Dans un parallélogramme

ABCD est un parallélogramme tel que AB = 8, AD =4 et
AC=6. o

1. Al'aide du triangle ABC, démontrer que AB - AD = —22
2. En déduire la longueur BD.

Exercices bilom

ECGEY Dela perpendicularité ‘
On considére les points A(7;-2),B(-1;4) et C(-3;-2).L

point A’ est le milieu du segment [BC] et H est le prOJete
orthogonal de A’ sur le c6té [AC].

1. Faire une figure.

2. Montrer que le triangle ABC est isocéle en A.

3. Donner les coordonnées de A et calculer le produit
scalaire AA’ - AC.

4.En déduire la longueur AH et vérifier que les coordonnées
de Hsont(-2;2).

5.0n appelle I le milieu du segment [A’H].

Démontrer que (Al) et (BH) sont perpendiculaires.

Encore un angle droit

On considére un triangle ABC rectangle en A, les points | et
J sont les milieux respectifs des segments [AB] et [AC] et le
point H est le projeté orthogonal de A sur [BC].

1. Développer le prodmt scalaire (HA + AB) (HA + AC)
2.En déduire que: HEB - HC = -HA% .

3. Développer le prodmt scaIalre (HA + HB) (HA + HCQ).

4. Démontrer que HA iHB 2HI.

5. En déduire que HI - HJ = 0.

ElE Dela rotation

Les triangles ABC et AEF sont
rectangles et isocéles en A.

1. Quelle relation a-t-on entre les
angles CAE et BAF ?

2. Montrer que AE-AC=-AB-AF.

3. En déduire que les droites (BE) et
(CF) sont perpendiculaires.

EL3 six carrés
identiques 8
On dispose six carrés iden- F
tiques de c6té 1 comme
sur la figure.

Lequel des deux angles o
ou B est le plus grand ? o

Perdu dans un carré
On considere un carré ABCD de
cOté 1 et un point M quelconque
sur le segment [BD]. On construit
les projetés orthogonaux H et K
du point M respectivement sur
les cotés [AB] et [AD].

1. On veut démontrer que les
droites (CK) et (DH) sont perpen- .
diculaires par deux méthodes : A rH 5
a) On utilisera le repere (A ; B, D)

et on notera (x;)) les coordonnees du point M.

b) On calculera le produit scalaire : CK-DHen décomposant
les vecteurs a l'aide de la relation de Chasles.

2. Démontrer que les longueurs CK et DH sont égales :

a) avec des coordonnées.

b) sans coordonnées.
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Exercices

On sait que l'intensité de la force est de 700 N et que
AB =60 m.

Déterminer le travail de cette force selon que I'angle vaut :
a)0° b) 30° c) 60°.

m Point variable

On considére un carré ABCD et un D C

point M sur la diagonale [BD]. On
appelle P le projeté orthogonal g
du point M sur le coté [AB] et Q

son projeté sur le c6té [AD]. Soit ¢

le c6té du carré et on pose AP =d.

1. Exprimer les longueurs BP, DQ et :

AQ en fonction de cet de d. . A_’ P_’ . B
2. Exprimer les produits scalaires CM - AQ et CM - AP en
fonction de cetded.

3. En déduire que (CM) et (PQ) sont perpendiculaires.
D C

Format commercial

Soit ABCD un rectangle de longueur
AD = b et de largeur AB = a. Le point |
est le milieu du c6té [BC]. On notera M
le point d'intersection des droites (Al) M
et (BD). On cherche a démontrer que
les droites (Al) et (BD) sont perpendicu-
laires si et seulement si b = a2

1. Calculer Al-BD en fonction de a A B
etdeb.

2. Démontrer alors I'équivalence.

VerslaTe =

S
[ Option Maths expertes |
Dans un triangle ABC, on note AB=c¢, AC=b,BC =g,

1
p= E(a + b + ¢) et Sl'aire du triangle.

1. A l'aide de la formule d’Al Kashi, montrer que :
2p(P = a) i 1 _ cosh= 2P =bNP=0C)

bc bc
2. En déduire sinA en fonction de a, b, c et p puis la
formule de Héron: S = \/p(p - a)(p - b)(p - ¢)
3. Est-il vrai que si tous les c6tés d'un triangle sont plus
grands que tous ceux d’un autre triangle alors 'aire du
premier est plus grande que l'aire du second ? Utiliser
les valeurs 16, 17 et 18 pour le premier triangle et 19,
39 et 41 pour le second.

1+cosA=

d‘approfondiss
ELE] Travail d’une force

Le travail d’'une force se calcule de la fagon suivante :
W = F - AB ol F est une force constante qui s'exerce en un
point se déplacant de A a B suivant une trajectoire rectiligne.

Dans un triangle rectangle

ABC est un triangle tel que AB =3, AC=2 et BAC = 80°.0n
appelle H le projeté orthogonal de A sur le segment [BC]
et lle milieu de ce segment.

1. Déterminer la valeur exacte de la longueur BC.
2. Déterminer une valeur approchée a 0,01 pres de Al.
3. Déterminer une valeur approchée a 0,01 pres de AH.

EF¥Hl Triangle inscrit

On considére un triangle équilatéral ABC de c6té a. On place
des points M, N et P respectivement sur les cotés [AB], [AC]
et [BC] de maniére que AM=BN=CP=davecd<a.

C

N

A M B

1. Exprimer le produit scalaire CP - CN en fonction de a et
ded.

2. En déduire que PN -PC = %dz - %ad.

3. En déduire une condition nécessaire et suffisante sur a
et d pour que le triangle MNP soit rectangle en P.

4. Quand cette condition est vérifiée, calculer les longueurs
des c6tés du triangle MNP en prenant a = 4.

EXE] Un ou deux ensembles de points ?

On considere un segment [AB] de longueur 2 et de milieu
le point I.

1. Déterminer 'ensemble des points M tels que MA - MB = 3.
2. Exprimer MA? + MB? en fonction de MI.

3. En déduire I'ensemble des points M tels que

MA? + MB? =10.

4. Comparer les deux ensembles obtenus.

m [ Option Maths expertes |

ABCD est un carré de coté 4 et A B
DEFG un carré de c6té 2. '
On se place dans le repére
(D;C A). .
1. Donner les coordonnées de I —C
tous les points de la figure. #
2. Déterminer par le calcul les
équations des droites (BE) et
(CF).

3. Déterminer par le calcul les coordonnées du point H
intersection des droites (BF) et (CE).

4. Démontrer que les droites (DH) et (CE) sont perpen-
diculaires.




n L'histoire du meéetre

\_

Travaux pratiques

Histoire des Maths IV} Chercher, communiquer 2:0

min

A » Formule des sinus
On considére un triangle ABC quelconque et le point H projeté orthogonal de A sur (BC).

1. Dans le triangle rectangle AHB, exprimer sinB en fonction de AH et de AB.
2. Exprimer I'aire s du triangle en fonction de AH et de BC. ~

1 A
3. En éliminant AH entre les deux relations précédentes, en déduire que o = 5 x AB x BC X sinB.
4. En faisant le méme raisonnement a l'aide des deux autres hauteurs, montrer qu'on obtient
. . BC AC AB BC x AC x AB
la formule dite des sinus: ——=——=——-=
sinA  sinB  sinC 244

© Remarque On peut ainsi calculer des longueurs ou des angles dans des triangles non rectangles.

B » Triangulation

l‘ EAREBREEIEE On donne la longueur AB et les mesures de tous les angles des triangles ABC, E
ACD et ADE. En appliquant la formule des sinus successivement dans les triangles ABC, ACD,
puis ADE, on peut calculer les distances AC, CD et enfin DE. B

On connait la distance entre les deux tours de Notre-Dame de Paris, ND = 40 m, et on

D
A
C
M

cherche la distance entre deux autres lieux de la capitale : la tour Eiffel et la tour Mont-

parnasse. On connait les angles :

NDE =120 gr, NED = 0,61 gr, NEM = 35 gr et NME =121 gr N
L'unité d'angle utilisée par les géometres est le grade (symbole : gr) et 200 gr corres-
pondent a 180°. E
D

Calculer la distance entre la tour Eiffel et la tour Montparnasse de Paris.

© Remarque Pendant la Révolution francaise cette méthode a été utilisée par Pierre Méchain et Jean-Baptiste Delambre pour
mesurer I'arc du méridien entre Dunkerque et Barcelone et définir ainsi le métre.

J
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Travaux pratiques

Histoire des Maths (']} Chercher, communiquer i

=l __ 15

Meédianes et centre de gravite d'un triangle

Dans un triangle ABC quelconque, on place les milieux A’
et B’ respectifs des segments [BC] et [AC]. Les droites (AA)
et (BB’) sont sécantes en un point noté G et on construit
le point D symétrique du point C par rapport au point G.
© Remarque Une droite qui passe par un sommet d’un

triangle et qui coupe le c6té opposé a ce sommet en son milieu
s'appelle une médiane, comme ici (AA’) et (BB’).

1. Montrer que le quadrilatére ADBG est un parallélo-
gramme.

2. En déduire que le centre C’ de ce parallélogramme
est le milieu du segment [AB].

3. En déduire que la droite (CC’) est aussi une médiane
du triangle ABC et que les trois médianes sont concou-
rantes en G.

© Remarque G s'appelle le centre gravité du triangle ABC.

4. Montrer que CG = %aj etque:GC = %E

5. En déduire que GC = %6@ puis que CG= %C‘f

6. Montrer que GA + GB + GC = 2GC’ + C'A + C'B + GC.

© Remarque Une droite qui passe par un sommet d’un triangle et qui coupe le coté opposé a ce sommet en son milieu s'appelle
une médiane, comme ici (AA’) et (BB').

7. En déduire que GA + GB + GC = 0.
8. Vérifier a 'aide de GeoGebra que le point G intersection des médianes d'un triangle est toujours a l'intérieur de

celui-ci (c'est le point d'équilibre).
\ J

Chercher, représenter, communiquer 10.0

. T min .\
B Droite d’Euler

On considére un triangle ABC quelconque, mais non équilatéral, dont le centre de gravité est le point G.
Les points A", B” et C’ sont les milieux respectifs des cotés [BC], [AC] et [AB].
On définit un point M tel que OM = OA + OB + OC.

1. Les médiatrices des segments [AB] et [AC] se coupent en un point O.

a) Que peut-on en déduire pour les longueurs OA et OB d'une part et OA et OC d’autre part ?
b) En déduire que O appartient a la médiatrice du segment [BC].

© Remarque O s'appelle le centre du cercle circonscrit au triangle ABC cest le centre du cercle qui passe par
tous les sommets du triangle.

2. Calculer les produits scalaires suivants : AM - ﬁ, BM-AC et CM-AB
3. En déduire que le point M est l'orthocentre H du triangle ABC, intersection des trois hauteurs.

4. En déduire la relation d’Euler OH = 30G et que les points sont donc alignés.
(© Remarque La droite obtenue s'appelle la droite d’Euler.
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Travaux pratiques

Chercher, représenter 20.0

Lignes de niveau

Dans la vie courante, on appelle
ligne de niveau un ensemble de
points d'une carte dont l'altitude
est laméme par rapport au niveau
de la mer.

Le tracé des lignes de niveau per-
met d'avoir une idée du relief sur
le terrain.

En mathématiques, on considere
une application f qui a tout point
M du plan fait correspondre un
réel f(M), la ligne de niveau k, ou
k est un réel, est I'ensemble des
points M du plan tels que : fiM)=k
(ils sont tous a la méme
« altitude » k).

A » Prenons l'application f définie par iM) = MA ou A est un point donné du plan.

1. Pour chacun des points de la figure ci-contre, déterminer son image
par l'application f.

I‘ @ e EeE Cela revient a trouver f(B), (C) etc.

2. Que pensez-vous de la ligne de niveau -3 ? E

3. Que pensez-vous de la ligne de niveau 0 ?

4. Représenter la ligne de niveau 2.
5. Représenter toutes les lignes de niveau k ou k est un entier compris entre 0 et 5.

B » Prenons I'application g définie par g(M)= MA + MB ou A et B sont deux points du plan donnés par AB = 4.
1. Pour chacun des points de la figure ci-dessus, déterminer son image par I'application g.

2. Que pensez-vous de la ligne de niveau -27?

3. Que pensez-vous de la ligne de niveau 17?

4. Que pensez-vous de la ligne de niveau 4 ?

5. Pour construire la ligne de niveau 6, par exemple, on va utiliser GeoGebra.
Pour cela:

a) construire le segment [AB] de longueur fixée 4.

b) construire un curseur a entre 0 et 5 avec un incrément de 0,01.

c) construire le cercle de centre A et de rayon a.

d) construire le cercle de centre B et de rayon 6 — a.

e) construire les points d'intersection C et D de ces deux cercles, en prenant une valeur de a qui permet d'avoir les deux.
f) faire afficher la trace de ces deux points.

g) faire varier a.

On obtient alors toutes les positions possibles de ces points et donc I'ensemble des points tels que g(M) = 6.

© Remarque La courbe obtenue s'appelle une ellipse de foyers A et B.

J

8 « Calcul vectoriel et produit scalaire
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En autonomie

n Calculer des produits scalaires
locm

Pour les exercices suivants, quand cela est né-
cessaire on utilise un repére orthonormé (0 ; ; /)

Ondonne u @jet v (ﬂalors le produit scalaire

U-Vvaut:
[al G-v=-10 bl 4-v=5
[cld-v=11 [d d-v=10

On donne u( j (52], alors le produit
scalaire (-24) - (3V) vaut :
[a] (-20)-(3v) =102 [b] (-2u)-(3v)=-102

[c] (-2u)-(3v)=6 [d] (-20)-(3V)=-6

Ondonne||d||=3,[|V| =6 et(d,v) = —alors
le produit scalaire ¢ - v vaut
[al G-v=15 bl G-V=-9V3
i-v=9y3 [did-v=9

&

Ondonne||d||=2,||V||=4 etu

le produit scalaire (3u - 2V)? vaut :
[a] (3d -2v)2=100 [b] (3u-2v)? =44
[c] Bu-2v)2=28 [d] (3u -2v)? =64

vV =6 alors

* On considére les points A(2;-5), B(0; 1), C(-1;2)
et D(4;1). 1. Calculer le produit scalaire AC - DB.
2. Calculer le produit scalaire AD - BC.

@** ABCD est un carré de coté 4 et BEC est un
triangle rectangle etisocele D C
en E extérieur au carré.

1. Calculer les produits sca-
laires suivants. E

a) AB - DE b) AE - BC
2. Déterminer une/vgl\eur en
degrés de I'angle BAE.

de droites
Pour les exercices ¢
a plusieurs

réponses sont
possibles et on utilise 4
la figure ci-contre. E

B 4 A
@ En développant le produit scalaire
(AB +BC) - (BC + CD) a l'aide la figure on obtient :
[a] AB - CD + BC2
[b] AB-BC +BC -CD
[c] ABx CD + BC?
[d] BC2-ABxCD

Le produit scalaire AC - BD vaut :
[a] AC-BD=0 [b] AC-BD=-4
[c] AC-BD=36 [d] AC-BD =810

Le produit scalaire AD - CB vaut:
[a] AD-CB =20 [b] AD-CB =-16
[c] AD-CB=0 [d] AD-CB =16

&

Déterminer l'orthogonalité de vecteurs ou la perpendicularité

*% A l'aide de la figure précédente, on souhaite
calculer le produit scalaire AC - DC.

1. Introduire le p_oint B a l'aide de la relation de Chasles
dans le vecteur AC, puis développer le produit scalaire
AC-DC.

2. En déduire sa valeur.

17458 * On considere la D C

figure ci-contre.

1. A l'aide du quadrillage,

donner les coordonnées

m

de tous les points dans le

repére (A; B ;D). A = B

2. Démontrer que les
droites (DE) et (CF) sont perpendiculaires.

x> Soit la figure
ci-contre ou H est le
projeté orthogonal de B
sur (AC) et K le projeté
orthogonal de Csur (AB).

Démontrerque:ﬁ-ﬁ:ﬁ-ﬁ.

l‘ @ EREETE On utilisera la relation de Chasles et

un projeté.




En autonomie

B Calculer des longueurs et des angles

&

m On donne les vecteurs d et v tels que || d|| = 4,
IV]|=~2eti-v=4.
Une valeur en radian de I'angle entre ces deux vec-
teurs est:

m T m b

2] 4 (o] 3 (<] 2 [d] 6

m On donne les vecteurs i et v tels que ||t || =2,
IV||=~/3eti-v=-3.
Une valeur en radian de I'angle entre ces deux vec-
teurs est:

3n 2n b 57
Y BY @ @F
m Dans un triangle ABC, ona AB=7, AC =5 et
BAC = 60°. La longueur BC vaut :

[a] BC=+74  [b] BC=+/39
[c] BC=+109 [d] BC=175

Dans un triangle DEF, on a : DE = 8, EF = 5\/5
et DEF = 45°. La longueur DF vaut :

[a] DF=1194 [b] DF=+/34
[c] DF =40 [d] DF =58

m*On donne les points A(-2; -1), B(2; 1) et
C(-5;0). —

Déterminer la valeur de I'angle BAC en degrés arrondie
a0,01° prés.

* On donne les points M(2; 1), N(-1;2) et P(0; 5).
1. Déterminer la valeur de I'angle MNP en degrés arrondie
a0,01° prés.

2. Que peut-on en déduire ?

** On considére les points A(2 ; 3), B(-1; 2),
C(1;-1)etD4;1).

Déterminer la valeur arrondie a 0,01° prés de I'angle entre
les vecteurs AC et BD.

Déterminer des ensembles de points

m On donne deux points A et B tels que AB = 4.
L'ensemble des points M tels que MA - MB = 0 est:

[a] la droite (AB).

[b] un cercle de rayon AB.
[c] un cercle de rayon 2.
[d] un cercle de rayon 8.

m On donne deux points C et D tels que CD = 6.
L'ensemble des points M tels que MC - MD =16 est :

[a] la droite (CD).

[b] un cercle de rayon 4.
[c] un cercle de rayon 3.
[d] un cercle de rayon 5.

On donne deux points P et Q tels que PQ =12.
L'ensemble des points M tels que MP-MQ = -36 est:
[a] la droite (PQ)

[b] le milieu du segment [PQ]
[c] un cercle de rayon 6
[d] un cercle de rayon 6+/2

On donne deux points E et F tels que EF = 2.
L'ensemble des points tels que ME - MF = - 5 est :

[a] la droite (EF).

[b] le milieu du segment [EF].
[c] I'ensemble vide.

[d] un cercle de rayon 2.

* On donne les points G(-3; 1) et H(4; -2).

. . — — 11
Déterminer I'ensemble des points M tels que MG - MH = —
et préciser ses éléments caractéristiques. 2

* On considere les points Y(2;-1) et N(-3; -2).
1. Montrer que I'ensemble des points M tels que
MY - MN = - 25 est un cercle.

2. Préciser le centre et le rayon de ce cercle.

** On donne les points D(3 ; 2), V(-1 ; 4) et
K(-=3; =1). On considére I'ensemble des points M tels
que MD -MK =2.

1. Vérifier que le point V appartient a cet ensemble.
2. Déterminer cet ensemble.

8 « Calcul vectoriel et produit scalaire
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concentrigues (comme ici a Costa Blanca,
Espagne), cela change des villes ou les rues
sont des droites perpendiculaires !

1 ._ 7 - \ j

Je dois étre capable d

Déterminer un vecteur normal a une droite. o p.251 E1H p. 251 p. 254

Déterminer une équation cartésienne de droite avec

un vecteur normal et un point. o p. 251 B p. 251 m p. 255

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal

d’un point sur une droite. o p.252 BB p. 252 EBE p. 255

Utiliser une équation cartésienne d’'un cercle. o p. 253 m p. 253 58] p. 255 p. 256
| | Utiliser un repere pour étudier une configuration. p. 259
) ) o _

exercices exercices exercices

résolus corrigés non corrigés




n

=N

Algo & Prog
p- 257, 258, 261

[ ]
[ TICE J
p. 262, 263

Probléme ouvert @

p. 258

Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-17

Dans toute cette rubrique, on se place dans un repére orthonormé (0 ; 7, j).

1. Déterminer des vecteurs directeurs a partir
d’équations cartésiennes

On considere la droite d'équation cartésienne 6x-2y-1=0.
Parmi les vecteurs suivants quels sont ceux qui sont des vecteurs
directeurs de la droite ?

_[6 (2 (-2 1 (-3 _[6
ol w2 oty ) o

Déterminer des vecteurs directeurs a partir
d’équations réduites

On consideére la droite d'équation réduite y = - 3x + 2. Parmi les vecteurs
suivants, quels sont ceux qui sont des vecteurs directeurs de la droite ?

(3 (1 _[-2 M (-3 _[6
R

Déterminer des équations cartésiennes ou réduites
On donne les points A(2; 3),B(-1;2) et C(5; 4).

1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).

2. Le point C appartient-il a la droite (AB) ?

3. Déterminer une équation réduite de la droite (AC).

4. Déterminer une équation cartésienne de la droite de vecteur directeur
o5
u[4] et qui passe par le point F de coordonnées (1 ; 2).

5. Déterminer I'équation réduite de la droite de coefficient directeur 3 et
qui passe par le point G de coordonnées (-1 ; -2).

4.

Déterminer si des droites sont paralléles ou non

Dans chacun des cas, déterminer si les droites données sont paralléles ou

non.
a)2x+y+1=0et-3x+2y=0 b)y=4x-1ety=-x-3

€)3x-5y+1=0ety=-5x d)2x-3y+1=0et4x-6y-3=0

Résoudre des systemes d'équations

Résoudre les systémes ci-dessous en choisissant la méthode la plus

adaptée.
x+2y =0 =-3x+2

2x -5y +4=0

-3x+2y -1=0
2x-5) +7=0

y
-7x+3y +1=0

6. Trouver une forme canonique

Retrouver la forme canonique de chacun des polyndmes du second
degré suivant.

b) x> -6x+3 d) x2+3x-1

9 - Géométrie repérée

a)x2+4x-1 A x?+x+2

Corrigés
Lienmini.fr/maths1-00
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Dans toutes les activités, on travaille dans un repére orthonormé (O ; i, j). »,

n Determiner des vecteurs normaux

A » Un exemple
On considére la droite d'équation cartésienne 2x—3y+1=0.

1. Donner un vecteur directeur U de cette droite.

2. On cherche un vecteur v qui soit orthogonal au vecteur i. Peut-on en déterminer un ?
L - L[ C Lo
3. De maniére générale, on pose n dl un vecteur orthogonal a u.

Quelle équation doivent vérifier ses coordonnées ?

4. a) Donner plusieurs couples solutions de cette équation.
b) Comparer ces solutions avec votre vecteur v.
c) Qu'est-ce que ces solutions ont en commun ?

B » Généralité
On considére la forme générale d'une équation cartésienne ax + by + c=0.

1. Donner un vecteur directeur U de cette droite.

— c A
2. De maniere générale, on pose n df un vecteur orthogonal a u.

Quelle équation doivent vérifier ses coordonnées ?

3. Donner un couple solution dont l'ordonnée est b.

9 © Remarque Ce vecteur7i s'appelle un vecteur normal 4 la droite. o o p. 250 )
Y
)

g

ﬂ Utiliser des droites particuliéres dans un triangle

On consideére le triangle ABC ci-contre ou A(3; 1), B(—3;4) et C(—1; 0).

Y
5__
A » Détermination de I'équation d’une hauteur Bv 4__/
A

1. Rappeler la définition de la hauteur issue de A dans le triangle ABC.

2. Donner un vecteur normal a cette hauteur. :

3. En déduire qu'une équation cartésienne de la hauteur issue de A est . . C /% X
delaforme 2x—4y+c=0. —70/? 2 3

4. Montrer qu’alors une équation de la hauteur issue de A est —x+ 2y +1=0.

B » Détermination de I'équation d’une médiatrice

1. Rappeler la définition de la médiatrice du segment [BC].

2. Donner un vecteur normal a cette médiatrice.

3. En déduire qu’'une équation cartésienne de cette médiatrice est de la forme 2x -4y +c=0.
4. Montrer qu’alors une équation de la médiatrice de [BC] est x - 2y + 6 =0.

5. Que peut-on dire de la position relative de la hauteur issue de A et de la médiatrice du segment [BC] ?
Justifier. (5N @ p.250 )
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min

B Découvrir les equations de cercles
On donne deux points A(3;2) et B(-2; 1). ¥y
On cherche a déterminer une équation cartésienne de l'ensemble 5+
des points M(x; y) du plan vérifiant la relation MA -MB = 0. 44
1. Déterminer les coordonnées des vecteurs MA et MB en fonction de xety. 3T A
2. Exprimer leur produit scalaire. B 2T
3. En déduire la relation x? - x+ y? -3y -4 =0. AN jo" Lo X
4. Montrer que la relation précédente s'écrit aussi : B 2 ‘M/T 2 3
2 2 M
UL Y (A 2t
2 772)T 2
5. Déterminer les coordonnées du milieu | du segment [AB].
6. Calculer la distance Ml en fonction de x et de y.
L 7. Que peut-on conclure sur notre ensemble ? o © p.250 J
"
154
min ﬂ

A Comprendre la difference entre fonction
et equation de courbe

A » Introduction

1. Sur la figure ci-contre, reconnaitre quelles sont les fonctions
qui sont représentées en rouge, en vert, en bleu et en orange.

2. Quelle propriété vérifient les coordonnées des points de
chacune de ces courbes ?

3. En déduire les équations de ces quatre courbes.

B » Premier exemple:ax+by+c=0
1. Quelle est la représentation graphique de cette courbe ? 3+

2, Est-elle toujours la représentation graphique d’une fonction ? =41

3. Préciser quels sont les cas correspondants et
ne correspondants pas a une représentation
graphique d’une fonction.

C» Second exemple : x*> +)* =25

1. Donner les douze points a coordonnées entiéres appartenant a cette courbe.

2. Est-ce que la représentation graphique de cette courbe est celle d'une fonction ? Justifier.
3. Exprimer y en fonction de x dans le cas ou y est positif et dans le cas ou y est négatif.

4. En déduire qu'il existe deux fonctions dont la réunion des représentations graphiques permet
de construire la courbe de cet exemple. o @ p.250

J

9 - Géomeétrie repérée 249



Dans tout le cours, on travaille dans un repére orthonormé (O ; i, f).

o Vecteur normal a une droite .1’
3+ =

Vecteur normal o1 "

Un vecteur i est dit normal a une droite d s'il est orthogonal a Tt 3

tout vecteur directeur de cette droite. L, x
of i 23 456 7 8

Vecteur normal et équation

_(a . . . . -
Le vecteur n(bj est un vecteur normal a la droite d dont une équation cartésienne est ax + by + c=0.

@-Exemple

o 4
La droite d'équation cartésienne 4x - 5y + 2 = 0 admet comme vecteur normal le vecteur n[ 5].

_(5 S
Comme un vecteur directeur est u[4} on vérifie bienquen -t =0.

B Exercices résolus Ji 1 JXY 2 FRL3]

Equation cartésienne d’une droite
_(a . q
La droite qui admet le vecteur n[b] comme vecteur normal et qui passe par le point A(x, ; y,) a une

équation cartésienne de la forme ax + by + c=0.

Démonstration @©

X=X,

Un point M appartient a la droite si et seulement si les vecteurs 7 et m( sont orthogonaux,
Ia

cest-a-dire si leur produit scalaire est nul (ii - AM = 0), soit a(x - x,)+bly-y,)=0,
qui peut s'écrire ax + by + (-ax, - by,) = 0, ce qui correspond a la forme indiquée.

@-Exemple

(2
Un point M appartient a la droite qui passe par A(—2 ; 3) et qui a pour vecteur normal n(sj si et seulement
sif-AM=0 & 2(x+2)+5(y-3)=0&2x+5y-11=0.

B4 Exercices résolus i 1 X33 2 T3

9 Equation d'un cercle

Equation cartésienne d’un cercle

Une équation du cercle de centre le point A(a; b) et de rayon r est de la forme (x - a)? + (y- b)>=r2.

Démonstration @©

o
Le cercle de centre A(a ; b) et de rayon rest 'ensemble des points M(x; y) tels que AM =,

soitAM=r4:>\/(x—xA)2+(y—yA)2 =rex-x) +(-y)l=rex-a?+(y-b?=ra

@-Exemple

Une équation du cercle de centre A(1 ;- 2) etderayon r=3 est (x- 1)*+ (y+ 2)*=9w

g Exercice résolu J 4 JNPLE
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Versions interactives ExerCiceS

Lienmini.fr/maths1-18

Dans tous les exercices résolus, on travaille dans un repére orthonormé (O ; i, ]‘).

Determiner un vecteur normal a une droite > 8 @ p. 250

0060606000606 060606060600060006000000000000000000000000000000000000000000000000e
y=-4x+3W)

1. Déterminer un vecteur normal a la droite d’équation 3x-2y-1=0.

w

3x -2y -

N

1=0
2. Déterminer un vecteur normal a la droite d'équation y = -4x + 3. -

—|

3. Déterminer un vecteur normal a la droite (AB) ou A(-2;-1)etB(3;1).

Dol ¥ 2 3 4
A

1. Dans cette équation 2 =3 et b= - 2. ﬂ Conseils & Méthodes

3
Donc un vecteur normal est 7 2 .

Solution

ﬂ Sion a une équation cartésienne,

on identifie aet bdans ax+by+c=0.
2.0nay=-4x+3<4x+y-3=0. ﬂ
Si on a une équation réduite, on donne une

4
Donc un vecteur normal est 7 [1 . ﬂ équation cartésienne équivalente.

ﬂ On identifie les coordonnées d'un vecteur

directeur u et on en déduit un vecteur
a

. a
normal ni| |
b

®eccccccc0cc0c000000000000000000000000000000 o

—(5
3. On calcule AB (2

donc on peut poser —b=5eta=2dolla=2etb=-5.

] qui est un vecteur directeur de la droite (AB),

0000000 ccccc000cccccccccccccoe
®e000000000000000000000000000000®

2
Donc un vecteur normal est 7 [ .

A vous de jouer ! |,

Pour chacune des équations de droites suivantes, ﬂ Déterminer un vecteur normal a la droite (CD).
déterminer un vecteur normal. a)C(3;-2)etD(-4;-5). b) C(-2;1) et D(-3;-5).
a)-4x+3y=0 b) y=3x-1 cy=3 B3 Exercices ['37 FY 40 F A1

Determiner une equation cartésienne
de droite avec un vecteur normal et un point > ETB@».250

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 eecccoce

-2
Déterminer une équation cartésienne de la droite passant par A(2 ; 3) et dont un vecteur normal est ﬁ( 1 J

Solution . »
LR ERNRER NN NN ConselIS&MethOdes ®eecccccce

-2 .
7 [ | |est un vecteur normal donc la droite a une équation ﬂ Il faut connaitre la correspondance entre

. (a
L les coordonnées| | d'un vecteur normal
cartésienne de forme —2x + y + ¢= 0. ﬂ b

et une équation cartésienne ax+ by +c=0

De plus, A est un point de la droite donc ses coordonnées vérifient de cette droite.

Iéquation, ce qui donne-2x2 +3 +c=0dotic=1. ﬂ
Une équation cartésienne de la droite est donc—2x+ y+ 1 = 0. ﬂ On trouve c en utilisant le fait que le
point appartient a la droite et que ses

coordonnées vérifient donc I'équation.

®e00c000000000000000000000000000000000000000 o°

®scccccc0000000000000000,
0000000000000 00000000 000

(© Remarque On peut aussi utiliser le produit scalaire.

A vous de jouer ! |,

n Déterminer une équation cartésienne de la droite “ Déterminer une équation cartésienne de la droite

(1 —( 1
passant par K(0 ; 2) et dont un vecteur normal est n(:J. passant par D(3 ; —2) et dont un vecteur normal est n{ 3].
i 3(Exercices J uu p. 255

9 - Géomeétrie repérée 251
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ﬂ Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point C(1 ; -2) sur la droite d'équation cartésienne
-3x-y+5=0.

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point K(-2 ; -3) sur la droite d'équation cartésienne
4x+3y-2=0.

ﬂ Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point V(-1 ; 0) sur la droite d’équation cartésienne
-x-5y+7=0.

ﬂ Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point G(2 ; -1) sur la droite d'équation cartésienne
x-3y+1=0.

Exercices

Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-18

Déterminer les coordonnées du projete

orthogonal d'un point sur une droite

0000000000000 0000000000000000000000

eccccccceWeccoccccccccccccce

Solution

Un vecteur normal a & est #

de la droite &’ perpendiculaire & 4 et qui a donc une équation
cartésienne de la forme —5x— 4y + ¢=0 a

Elle passe par A, donc ses coordonnées vérifient I'équation
—5X(=1)—=4X%X2+c=0dotuc=3.

Donc la droite @’ a pour équation —5x — 4y + 3 = 0.

Le point H est sur les deux droites donc ses coordonnées sont

dx-5y-1=0
-5x—-4y+3=0

les solutions du systéme que 'on résout

ﬂ et il est vecteur directeur

© [ 778 © p. 250

On considére la droite d d’équation cartésienne 4x-5y-1=0et le point A(-1; 2).
Déterminer les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point A sur la droite.

® 00cccccce conseiIS&MéthOdes AR NN RN N

ﬂ On cherche un vecteur normal a la droite d.

ﬂ On détermine une équation cartésienne de
la droite d” perpendiculaire a d passant par
le point A qui a donc pour vecteur directeur
un vecteur normal a d.

ﬂ On détermine les coordonnées du point H,
point d'intersection des deux droites, par
résolution d'un systéme de deux équations
a deux inconnues.

®e000000000000000000000000000000000000000000 o°

e000c00c00c00000000000000000
®00c0000000000000000000000 00

par exemple par combinaison en faisant : 5L, + 4L, et 4L, — 5L, ce qui donne

(20x =25y = 5) + (-20x - 16y +12) =0
(I6x =20y —4) — (-25x - 20y +15) =0

-41y+7=0
41x -19=0

A vous de jouer ! |,

B Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point B(3 ; -4) sur la droite déquation cartésienne
2x-y+4=0.

)

ﬂdoncH(Q ;l.
41 41

m Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point O, origine du repére, sur la droite d'équation
réduite y=-x+4.

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point T(-2 ; 3) sur la droite d'équation réduite

2
=—x+5.
J 3

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point D(6 ; 1) sur la droite d'équation réduite
-3 1
=—Xx-_.
J 4 2
Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
du point N(-5 ; -2) sur la droite d'équation réduite

g Exercices J 52 FY 57 N1



Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-18

Reconnaitre

une équation cartésienne d'un cercle

Exercices ‘
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1. Justifier que I'ensemble des points M(x; y) du plan vérifiant I'équation x? - 4x + y* + 2y = 0 est

I'équation d’un cercle.

2. Préciser les coordonnées du centre de ce cercle et son rayon.

3. Vérifier par le calcul que l'origine du repére et le point A(0 ; -2) appartiennent a ce cercle.

Solution

1.x? - 4x est le début du développement de (x - 2)* = x* — 4x + 4. [
D’oti x* — 4x = (x— 2)* — 4 et de méme pour y ce qui donne ﬂ
x2—dx+ P +2y=0(x-2*-4+(y+1)*-1=0

S(x -2+ (y+1)?=5.

Le résultat est positif donc cette équation est bien celle d’'un cercle. a

2. Ce qui donne (x — 2)? + (y-(- 1))? = \/52 qui est une équation
du cercle de centre le point de coordonnées (2 ; —1) et de rayon NG ﬂ ﬂ

J

w

| N

I Conseils & Méthodes [EENEE.

ﬂ On repére le début du
développement d'une identité
remarquable.

Il faut savoir utiliser la forme
canonique d'un polynéme du second
degré.

On vérifie que la forme obtenue est
celle d'un cercle.

On écrit (y - (- 1))? plutot que (y + 1)?
pour faire apparaitre (y - b)> comme
dans le cours.

EVérifier que (x—-a)*+(y-b?2=0

e® ©000000000000000000000000000000000000000,

®0000000000000000000000000000000000000000 o

000000000000 0000000000000000000000000 o

3. On remplace les coordonnées de O, par exemple dans 'équation

de I'énoncé, ce qui donne: 02— 4x0+0?+2Xx0=0
donc le point O appartient au cercle.

Pour le point A, on remplace dans 'équation du cercle ce qui donne :

0-2+(-2)-(1)y=(27+(1)?=4+1=5

donc le point A appartient au cercle.

A vous de jouer ! |,

Déterminer si I'ensemble des points vérifiant
x%-3x+y?+ 5y -1 =0 est I'équation d'un cercle et en
préciser le centre et le rayon.

m Déterminer si I'ensemble des points vérifiant
x?+7x+ y?+ 2 =0 est équation d'un cercle et en préci-
ser le centre et le rayon.

Déterminer si I'ensemble des points vérifiant
x?+x+ )2 - y=0est 'équation d'un cercle et en préciser
le centre et le rayon.

Déterminer si I'ensemble des points vérifiant
x?+4x+y*-5y+ 11 =0 est I'équation d'un cercle.

m Déterminer si lI'ensemble des points vérifiant
x?+ 9% - 6y + 12 =0 est équation d'un cercle.

m Déterminer la nature de I'ensemble des points
vérifiant Ié€quation x2 - 2x + y* + 6y + 10 =0.

m Déterminer la nature de I'ensemble des points
vérifiant 'équation x? + 2x + y* - 8y =17.

m Déterminer la nature de lI'ensemble des points
vérifiant I'équation : x? — 4x + y* - 4y = 8.

m Déterminer la nature de I'ensemble des points
vérifiant équation : x* + 6x + »? + 9= 0.

| T (3 5 13 p. 256
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Dans l'ensemble des exercices de cette rubrique,
on travaille dans un repeére orthonormé (0, i, j).

Apprendre a apprendre

m Pour chacune des équations suivantes, préciser s'il
s'agit d'une droite, d'un cercle ou autre.
a)2x?-3x+y+4=0

b) 4x-3y=-2x+5y-4

Ax’-x+y+4y=0

d)xy-3=0

e)x?+yP-1=0

f) (x-32-(y+1)2=2

On considere quatre droites données par leurs équa-
tions cartésiennes et quatre vecteurs. Associer a chacune
des droites de la colonne de gauche un vecteur directeur
et un vecteur normal parmi ceux donnés dans la deuxiéme
colonne.

Vecteurs

o
o[
o[
i

Diaporama
Ressource professeur

Equation de droite

1.2x-3y+1=0
2.-2x+y-3=0
3.3x+2y=0

4.x+2y+4=0

&
£

Questions - Flash G

E Donner un vecteur normal a la droite déquation
cartésienne 3x-4y+1=0.

m Donner un vecteur normal a la droite déquation
cartésiennex+y-3=0.

Donner un vecteur normal a la droite déquation
cartésienne -2x + 3y =0.

L1
m Donner un vecteur orthogonal au vecteur u 5

(-3
m Donner un vecteur orthogonal au vecteur u .

3
m Donner un vecteur orthogonal au vecteur u |

m Donner un vecteur directeur d'une droite
perpendiculaire a la droite d’équation cartésienne
-5x-2y+3=0.

m Donner un vecteur directeur d'une droite perpen-
diculaire a la droite d'équation cartésienne 4x -y +2 =0.

m Donner un vecteur directeur d'une droite perpen-
diculaire a la droite d'équation réduite y = -2x + 3.

Donner le centre et le rayon du cercle déquation
(x-1)2+(y+4)?*=6.

E Donner le centre et le rayon du cercle déquation
(x+12+@+5%=9.

m Déterminer si l'équation x? - 4x+ )* - 3y =0 est celle
d’un cercle ou d’une droite.

Déterminer

un vecteur normal a une droite
Déterminer un vecteur normal a chacune des droites
données par les équations cartésiennes ci-dessous.
a)2x+y-3=0 b) -3x+5y=0
€)5x-3y+2=0 d)-2x-4y+1=0

m Déterminer un vecteur normal a chacune des droites
données par les équations réduites ci-dessous.
a)y=2x-3 b) y=4x

Qy=-3x+1 d)y=-7x-2

m Pour chacune des équations de droites suivantes,
déterminer un vecteur normal.

1
a)x=-2 b) 2x+5y-1=0 c)y=5x+2
m Déterminer un vecteur normal a la droite (OK) ou O
est l'origine du repére et K(—4; —3).

Déterminer un vecteur normal a chacune des droites
définies par les deux points donnés.
a)B(-3;2)etC(1;-2) b) F(1;0) et G(-3;4)

c) M(0;—-2) et N(5;4) d)H(=2;3)etK(=1;-5)

Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur
normal a la droite donnée :

a) la droite d'équation cartésienne 4x+5y-1=0

b) la droite d'équation cartésienne -2x+7y=0

c) la droite d'équation réduite y = -3x + 4

d) la droite d’équation réduite y = -5x + 3

Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur
normal a la droite passant par les deux points donnés :

a) la droite (AB) avec A(4;-2) et B(-1;-3)

b) la droite (EF) avec E(0;-2) et F(-3;-1)

¢) la droite (MN) avec M(2; 1) et N(-3; 1)

d) la droite (DG) avec D(-4; 0) et G(1; 0)



Exercices

Déterminer une équation
cartésienne de droite avec

..................................................

Dans chacun des cas, donner une équation cartésienne
de la droite passant par le point B et de vecteur normal .

1 4
a)B(4;1) et ﬁ(_?) b) B(2;3) et ﬁ(zj

(-3 (5
c)B(—2;—1)etn( J d)B(O;S)etn[:J
Dans chacun des cas, déterminer une équation car-
tésienne de la droite passant par le point donné et de
vecteur normal ri donné.

a)A(_z ;ljet ﬁ(zj

3'3 3

|:,)G(2 ;—4] et ﬁ[_sj
2 1

D=3 ;1) etﬁ[_3]

2
Déterminer une équation cartésienne de la droite

—(2
passant par S(1; 4) et dont un vecteur normal est n, (0]

Déterminer une équation cartésienne de la droite passant
—(-2
parV(-1; 1) et dont un vecteur normal est n,

5
m On donne le vecteur u( 2] et le point D(-3;-7).

1. Déterminer un vecteur i orthogonal au vecteur u.
2. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant
par D et de vecteur normal 1.

On considere la droite d d'équation cartésienne
x-3y+2=0.

1. Donner un vecteur directeur de d.

2. En déduire un vecteur normal.

3. Donner une équation cartésienne de la droite perpen-
diculaire a d passant par l'origine.

m On consideére la droite d déquation réduite y =-4x+ 5.
1. Donner un vecteur directeur de d.

2. En déduire un vecteur normal de d.

3. Donner une équation cartésienne de la droite d’ perpen-
diculaire a d passant par le point A(1; 1).

4. Donner une équation réduite de la droite d'.

m On considere la droite d d’équation cartésienne
-5x+3y-1=0.

1. Donner un vecteur directeur de d.

2. En déduire un vecteur normal de d.

3. Donner une équation cartésienne de la droite d’ perpen-
diculaire a d passant par le point F(2 ; -2).

4. Donner une équation réduite de la droite d".

Déterminer les coordonnées

du projeté orthogonal

d'un point sur une droite
m On considere la droite d d’équation cartésienne
6x+5y-2=0etlepointA(-1;-2).

1. Vérifier que le point A n‘appartient pas a la droite.

2. Donner un vecteur normal a la droite d.

3. En déduire une équation de la droite perpendiculaire a
d passant par A.

4. En déduire les coordonnées du point H, projeté ortho-
gonal du point A sur la droite donnée.

E On consideére la droite d d’équation cartésienne
3x+y-4=0etlepointB(2;-3).

1. Donner un vecteur normal a la droite d.

2. En déduire une équation de la droite perpendiculaire a
d passant par B.

3. En déduire les coordonnées du point K, projeté ortho-
gonal du point B sur la droite d donnée.

m On consideére la droite d d'équation cartésienne
-2x+3y+3=0etlepoint N(-4;-1).

1. Donner un vecteur normal a la droite d.

2. En déduire une équation de la droite perpendiculaire
a d passant par N.

3. En déduire les coordonnées du point H, projeté ortho-
gonal du point N sur la droite donnée.

E On considere la droite d déquation réduite y=3x- 1
etle point D(-2;1).

1. Donner un vecteur normal a d.

2. En déduire une équation réduite de la droite perpendi-
culaire a d passant par D.

3. En déduire les coordonnées du point K projeté orthogonal
de D sur la droite donnée.

] on considere la droite d d'équation réduite y = Ex + 1
et le point S(-2; -3). 4 4
1. Donner un vecteur normal a d.

2. En déduire une équation réduite de la droite perpendi-
culaire a d passant par F.

3.En déduire les coordonnées du point G projeté orthogo-
nal de F sur la droite donnée.

On consideére la droite d d’équation cartésienne
7x-3y+1=0etlepointG(9;2).

1. Donner un vecteur normal a d.

2. En déduire une équation cartésienne de la droite per-
pendiculaire a d passant par G.

3. Déterminer alors les coordonnées du point D projeté
orthogonal du point G sur la droite donnée.

4. Déterminer les coordonnées du point N projeté ortho-
gonal du point G sur la droite d’équation x = 2.

5. Montrer que N est le projeté orthogonal du point D sur
la droite (NG).

9 - Géométrie repérée
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Exercices

Déterminer une équation
cartésienned'uncercle
Ea Donner une équation du cercle de centre B(-1; -2)
et de rayon 2.

m Donner une équation du cercle de centre C(2 ; 0) et
de rayon \/5

m Déterminer une équation cartésienne du cercle
de centre A(3; 1) et de rayon 4.

m Déterminer une équation cartésienne du cercle de
centre F(5; 0) et de rayon 7.

m Déterminer une équation cartésienne du cercle
de centre D(-2;-1) et de rayon 2\/5.

m Déterminer une équation cartésienne du cercle de

centre N —E ; 1 et de rayon E
2 4 2

m On considere les points A(-3; 1) et B(2; 5).

1. Déterminer les coordonnées du milieu G du segment [AB].
2. Calculer la longueur AG.

3. Donner une équation du cercle de diameétre [AB].

m Déterminer une équation de cercle de diamétre [AB]
dans chacun des cas suivants.

a)A(1;-2)etB(3;0) b) A(3;-1)etB(0;2)

) A(-1;-2)etB(1;3) d)A(-2;4)etB(-1;-3)

m Pour chacune des équations suivantes, retrouver dans
le tableau quel est son centre et son rayon.
a)x?-4x+)2+2y+1=0

b) x?+6x+ )2 +4y+7=0

Qx?-2x+9)"-6y+9=0

d) x> +8x+9*+4y+15=0

Centre Rayon
°E(1;3) r=2
*F(-4;-2) r=1

©G(-3;2) r=v6
J5

°*H(2;-1) r=

Calculs et automatismes

Développer les expressions suivantes.
a) (x-3)? b) (x +2)?

2 2
C)(x—i] d)(x+§)
2 2

d’application

Reconnaitre une équation

cartésienned'uncercle

On considere I'ensemble des points vérifiant I'équation
X2 -4x+9y*-3y=2

Montrer que cet ensemble est un cercle dont on donnera

le centre et le rayon.

m On consideére I'ensemble des points vérifiant I'équation
X+x+9y-y-4=0.

Montrer que cet ensemble est un cercle dont on donnera

le centre et le rayon.

m Déterminer si l'ensemble des points du plan vérifiant
I'équation x? + 3x + y? + 3 = 0 est un cercle ou pas.

On donne une équation d’un cercle
x2+5x+)*-5y-2=0.
Déterminer les coordonnées de son centre et son rayon.

On donne une équation d’'un cercle
X+x+)2+6y+1=0.
Déterminer les coordonnées de son centre et son rayon.

Dans chacun des cas suivants, déterminer le centre et
le rayon du cercle si I'équation donnée correspond bien a
un cercle.

a)x?+3x+)*-4y=0

b) x*-x+y*-3y+1=0

Ax?+8x+92+3y+16=0

d) x2+6x+)*-4y+14=0

On considere I'ensemble des points du plan vérifiant
I'équation : x? - 3x+ )2 +y-2=0.

1. Justifier que cet ensemble est I'équation d’un cercle.

2. Préciser les coordonnées du centre et le rayon de ce cercle.
3. Déterminer si les points G(1;-2) et N(0 ; -1) appartiennent
a ce cercle.

On considere I'ensemble des points du plan vérifiant
I'équation : x? + 92 - 6y =0.

1. Justifier que cet ensemble est I'équation d’un cercle.

2. Préciser les coordonnées de son centre et de son rayon.
3. Déterminer siles points V(2 ; 1) et D(-3; 3) appartiennent
a ce cercle.

Simplifier les racines carrées sous la forme a\/E avecb

le plus petit possible.
a) 18 b) 12 72 d)\/50



Exercices ( 4’entrainement

Dans I'ensemble des exercices de cette rubrique, on
travaille dans un repére orthonormé (O, i, j).

Des droites perpendiculaires

etdes projetés orthogonaux
Dans chacun des cas suivants, donner une équation
cartésienne de la droite perpendiculaire a la droite d et
passant par le point A donné.
a)d:x-3y+5=0etA(3;2)
b)d:2x-3y+1=0etA(-3;-1)
c)d:5x+3y=0etA(0;-2)

d)d:y=-3x+1etA(-2;0)

On donne la droite d d'équation cartésienne
-5x+3y-1=0etlepoint F(2;1).

1. Déterminer une équation de la droite perpendiculaire
a d passant par F.

2. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
de Fsurd.

On donne les points A(5;0), B(-2;2) et C(-3;-4).
1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).
2. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du
point C sur la droite (AB).

m On donne les points E(-2; 1), F(-3;-2) et G(2; 3).
1. Déterminer une équation cartésienne de la droite (EF).
2. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du
point G sur la droite (EF).

m On donne deux points A(—1; 2) et B(3; 4).

1. Déterminer les coordonnées du milieu I du segment [AB].
2. Déterminer les coordonnées du vecteur AB.

3. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice
du segment [AB].

]
R\
72 on donne les droites R \lgo & Prog

cartésiennesa x+by+c, =0etax+b,y+c,=0.

1. a) Donner un vecteur normal pour chacune de ces droites.
b) Calculer le produit scalaire de ces deux vecteurs.

2. a) Donner un vecteur directeur pour chacune de ces
droites.

b) Calculer le produit scalaire de ces deux vecteurs.

3. En déduire que les deux droites sont perpendiculaires
si et seulement si les vecteurs normaux sont orthogonaux.
4. Compléter I'algorithme suivant pour qu'il détermine si
les droites sont perpendiculaires ou non.

al=float (input("al="))
bl=float (input ("bl="))
a2=float (input ("a2="))
b2=float (input ("b2="))
d=
A€ dv @
print ("Les droites sont perpendiculaires.")
else:
print("Les droites ne sont pas perpendiculaires.")

m On donne les points M(2;-3), N(-2; 1) et P(3; 2).

1. Déterminer une équation de la médiatrice du segment [MN].
2. Le point P appartient-il a cette droite ?

3. Que peut-on en conclure pour le triangle MNP ?

4. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal de P
sur la droite (MN).

m On considére le triangle ABC ou A(2; 1), B(0; -2) et
C(=3;-1).

Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal du
point A sur le c6té [BC].

© Remarque On 'appelle le pied de la hauteur issue de A.

.................................................

m On consideére un triangle ABCavec A(1;—-3),B(-2;4)
etC(3;0). .

1. Déterminer les coordonnées du vecteur BC.

2. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur issue
de A dans le triangle ABC.

3. Déterminer les coordonnées de H projeté orthogonal
de A sur (BQC).

4. Calculer la longueur AH.

5. En déduire I'aire du triangle ABC.

m On donne les points E(-2;-2), F(5;-4) et G(1; 2).
1. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice
du segment [EF].

2. Le point G appartient-il a cette droite ?

3. Déterminer une équation de la hauteur issue de G dans
le triangle EFG.

4. Déterminer les coordonnées de K projeté orthogonal
de G sur la droite (EF).

5. Calculer I'aire du triangle EFG.

On considere les droites d et d” d’équations carté-
siennes x -3y +4 =0et 3x+ 2y~ 1=0, ainsi que le point
A(5;-1).

1. Déterminer les coordonnées du projeté du point A sur
la droite d.

2. En déduire la distance du point A a la droite d.

3. Déterminer les coordonnées du projeté du point A sur
la droite d".

4. En déduire la distance du point A a la droite d".

5. En déduire si le point A est plus proche de d ou de d".

Des cercles

..................................................

On donne le point C(—2 ; 3). Déterminer I'ensemble
des points M(x; y) tels que CM = 2.

m On consideére les points A(—2;—3) et B(1; 5).
Déterminer une équation du cercle de diametre [AB].

9 - Géométrie repérée
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Exercices

m On considére le cercle de centre le point A(-2; 1) et
de rayon 3 et le cercle de centre B(1 ; - 3) et de rayon 4.

1. Calculer la distance AB et en déduire que les deux cercles
sont sécants.

2. Donner les équations cartésiennes de ces deux cercles.
3. Montrer que le point C(1 ; 1) appartient a ces deux cercles.
4. En déduire la nature du triangle ABC.

m On consideére les équations suivantes :

X2 +2x+)P-2y-2=0etx?-6x+)*+4y+4=0.

1. Montrer que ces équations sont celles de deux cercles.
2.Pour chacun d'entre eux, donner son centre et son rayon.
3. Calculer la distance entre les deux centres.

4. Que peut-on en déduire sur la position des deux cercles ?
Justifier.

212 On considére les équations : x2 - 8x +)*-6y=0et
x2-6x+)*-8y+16=0.

1. Montrer que ces deux équations sont celles de deux
cercles.

2.Pour chacun d'entre eux, donner son centre et son rayon.
3. Calculer la distance entre les deux centres.

4. Que peut-on en déduire sur la position des deux cercles ?
Justifier.

EE on considere l'ensemble des points M(x ; ) vérifiant
I'équation 2x? - 6x+ 2>+ 3y + 4 =0.
1. Montrer que 2x?-6x+2)*+3y+4=0

J— N 3
estequwalenteaxz—3x+y2+Ey+2=0.

2. En déduire que cet ensemble est un cercle dont on pré-
cisera le centre et le rayon.

On considére I'ensemble des points M(x; y) vérifiant
I'équation 3x% - 6x+3)> +2y-1=0.

Montrer que cet ensemble est un cercle dont on précisera
le centre et le rayon.

..................................................

m On considere I'ensemble des points M(x; y) tels que
x?-2ax+y*+4y+8=0.

1. Montrer que cet ensemble s'écrit aussi
(x-aP+(y+2?=a*-4.

2. Pour quelles valeurs de a cette équation est-elle celle

d'un cercle?

3. Préciser alors son centre et son rayon.

Travailler

est-il un quart de cercle ?

d’entrainement

m On considere I'ensemble des points M(x; y) tels que
x?+2ax+y*-2y+5=0.

Déterminer pour quelles valeurs de a cette équation est celle

d’un cercle et, dans ces cas, préciser son centre et son rayon.

]
p=\
T2l On cherche a étudier l'ensemble Iia ikt

des points M(x ; y) du plan vérifiant I'4quation
x?-2ax+y*-2by+b=0.

Que permet de déterminer l'algorithme suivant qu'il faut

compléter?

import math

a=fleat (input("a="))
b=float (input ("b="))
c=float (input ("c="}))
d=a**2+p**2-c

if d>=0:

print ("L'ensemble est un ...", math.sqrt(d))
else:

print("L'ensemble n'est pas un ...")

Desintersections .
m Dans chacun des cas suivants, on donne les équations
d’un cercle et d'une droite. Déterminer les coordonnées de
leurs points d'intersection quand ils existent.

a) le cercle déquation x? - 3x + j> + y - 16 = 0 et la droite
déquation y=-4.

b) le cercle de centre A(2; 3) et de rayon 32 et la droite
d'équation x=-1.

¢) le cercle de centre l'origine du repére et de rayon 2, et la
droite déquation y = 3.

m On considere I'ensemble des points dont les coordon-
nées vérifient 'équation x2 - 3x+ ? + y+1=0.

1. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
avec la droite d'équation x=1.

2. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
avec la droite d'équation y=1.

3. Montrer que cet ensemble est un cercle.

4. Donner son centre et son rayon.

m On considere I'ensemble des points M dont les coor-
données (x; y) vérifient I'équation x2 + 3x + y> - 4y =0.

1. Vérifier que cet ensemble passe par l'origine.

2. Déterminer les coordonnées des points d'intersections
de cet ensemble avec les deux axes du repére.

3. Montrer que cet ensemble est un cercle.

4. Déterminer son centre et son rayon.

E
n\%
o Yo
Or O\
N ﬁOﬁ,u
Probleme ouvert o

L'ensemble des points M(x; y) tels que\/; + \/; =1

Combien y a-t-il de régions déterminées dans un
disque par toutes les cordes joignant des points2a 2 ?



Dans I'ensemble des exercices de cette rubrique, on
travaille dans un repére orthonormé (O, i, j).

EGEN Coordonnées, équations et aire

On donne les points A(-2; 1), B(0; -3) iC(3 i=1).

1. Donner les coordonnées du vecteur AC.

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite per-
pendiculaire a (AC) passant par B.

3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H du
point B sur la droite (AC).

4. Donner une équation cartésienne du cercle de dia-
metre [AC].

5. Le point B appartient-il a ce cercle ? Justifier.

6. Calculer l'aire du triangle ABC.

ElM Distance d’un point a une droite

On considere les droites d et d” d’équations cartésiennes
2x-5y-1=0ety=-3x+2, ainsi que le point A (5; -3).
1. Déterminer les coordonnées du projeté du point A sur
la droite d.

2. Déterminer les coordonnées du projeté A sur la droite d".
3. Le point A est-il plus proche de doude d’?

ELE cercle circonscrit

On donne les points A(4;2),B (2;6) et C(-2;2).

1. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice
du segment [AB].

2. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice
du segment [AC].

3. Déterminer les coordonnées du point d'intersection O
de ces deux droites.

4. Calculer la longueur OA.

5. Donner une équation cartésienne du cercle de centre O
et de rayon OA.

6. Vérifier que ce cercle passe par B et par C.

m Bissectrice

On donne le point B(5 ; 4) ainsi que la droite d d'équation
réduite y = 3x + 4 et la droite d’ d'équation cartésienne
x+3y-2=0.

1. Montrer que les droites d et d’” sont perpendiculaires.

2. Déterminer les coordonnées des projetés orthogonaux
du point B sur les deux droites.

3. Déterminer la distance du point B aux deux droites d et d'.
4. Déterminer les coordonnées du point d'intersection A
dedetded.

5. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB).

© Remarque En réalité, tous les points de la droite (AB) sont
a égale distance de d et de d’: cette droite est une bissectrice
des droitesd et d".

Cercleounon?

Dans chacun des cas suivants discuter selon les valeurs
de a pour que:

a) équation x? - 2x + y* + 6y — a = 0 soit celle d'un cercle.
b) I'équation x? - 2ax + y* + 4y = 20 soit celle d'un cercle
de rayon 7.

Exercices| bilan

ETL] Tangente a un cercle
Une droite est dite

tangente a un cercle si

elle le coupe en un seul

point. De plus, cette

droite est perpendicu- H
laire au rayon du cercle

passant par ce point.

On considére le cercle

de centre A(2; 1) et de

rayon 2.

1. Donner I'équation
cartésienne de ce

cercle.

2. Vérifier que le point H(2 ; 3) appartient a ce cercle.

3. Donner les coordonnées du vecteur AH.

4. En déduire une équation cartésienne de la droite tangente
au cercleen H.

EGEN Cercles tangents intérieurement

On considére I'ensemble des points vérifiant I'équation
X2 +6x+y*-9=0.

1. Montrer que cet ensemble est un cercle et en donner
son centre A et son rayon.

2. Déterminer le point d'intersection E, d'ordonnée positive,
de ce cercle avec |'axe des ordonnées.

3. Montrer que le cercle de centre le point C(-1; 2) et de
rayon \/5 passe par le point E.

4. Montrer que les points A, C et E sont alignés.

5. En déduire le nombre de points d'intersection des deux
cercles entre eux.

EET) cercles concentriques

On considére le cercle de centre le point M(-2; - 1) et de
rayon /10, et la droite d d'équation cartésienne x +2y—1=0.
1. Déterminer les coordonnées du point H projeté ortho-
gonal du point M sur la droite d.

2. La droite (MH) coupe le cercle en deux points A et T.
Déterminer les distances AH et TH.

3. Donner une équation cartésienne du cercle de centre M
passant par H.

4. Vérifier que ce cercle passe par l'origine.

Avec des tangentes

On considere le cercle 6, de centre A(0 ; - 3), de rayon 3\/5
et le cercle 6, de centre C(3 ; -2) et de rayon 2\/5.

1. Montrer que le cercle 6, passe par le point B(-3; 3) et
que le cercle €, passe par le point D(7 ; 0).

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant
par B et perpendiculaire au rayon [AB].

© Remarque Cette droite est la tangente au cercle ‘6, enB.
3. Déterminer une équation cartésienne de la tangente au
cercle 6, en D.

4. Démontrer que ces deux tangentes sont perpendiculaires.
5. Que peut-on en déduire pour les droites (AB) et (CD) ?
Justifier.

9 - Géométrie repérée
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Exercices

Dans l'ensemble des exercices de cette rubrique,
on travaille dans un repére orthonormé (O, i, j).

Cercles et axes

On considére le cercle d'équation (x - 1)2+ (y-2)?=12.
Déterminer les coordonnées des points d'intersection du
cercle avec chacun des deux axes de coordonnées.

EEE] Cercle et droite

On considére le cercle d‘équation (x-3)2+ (y-2)?=37etla
droite d’équation y = -x.

Déterminer les coordonnées des points d'intersection de
la droite et du cercle.

Un diametre

On considére le cercle déquation (x +2)? + (y- 1) =18 et
la droite déquation cartésienne x+y+1=0.

1. Déterminer les coordonnées des points d'intersection E
et F de la droite et du cercle.

2. Montrer que le segment [EF] est un diamétre du cercle.

115 | Tangente

On considere le cercle de centre C et d'équation

(x+3)?+ (y+ 2)* = 32 et la droite d d'équation y = x + 9.

1. Déterminer les coordonnées du point d'intersection K
de la droite et du cercle.

2. Vérifier que la droite d est perpendiculaire au rayon [CK].

Une ligne de niveau

On considere les points A(4; - 1) et B(3; 2).

On cherche a étudier I'ensemble des points M(x; ) du plan
vérifiant MA2 + MB? = 54,

1. Exprimer MA? + MB? en fonction de x et de y.

2. En déduire I'ensemble des points M cherché.

3. Donner ses caractéristiques.

La droite d’Euler

On considere les points A(2;5), B(-1;-2) et C(7; 0).

1. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur
issue de A.

2. Déterminer une équation cartésienne de la hauteur
issue de B.

3. Déterminer les coordonnées du point H, orthocentre du
triangle ABC, intersection des hauteurs.

4. Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du
triangle ABC défini par GA + GB + GC = 0.

5. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice
du segment [BC].

6. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice
du segment [AC].

7.Déterminer les coordonnées du point O, centre du cercle
circonscrit au triangle ABC, intersection des médiatrices.
8. Démontrer que les points O, G et H sont alignés sur une
méme droite, appelée droite d'Euler.

ofondissement

Famille de cercles

On considére deux cercles d’équations cartésiennes respec-
tives x2 +2x+ 92 - 10y + 1=0etx? - 8x+)* + 5+ 16 =0.
1. Déterminer les centres et les rayons de ces deux cercles.
2. Montrer que ces deux cercles sont tangents a l'axe des
abscisses, c'est-a-dire qu'ils n‘ont qu’un seul point commun
avec cet axe.

3. Déterminer les coordonnées des deux points d'intersec-
tion A et B de ces deux cercles.

4. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice
du segment [AB].

5. Les cercles passant par les deux points A et B ont leur
centre C(a; b) sur cette médiatrice.

Calculer leur rayon en fonction de a.

6. Donner alors une équation cartésienne de ces cercles
en fonction de a.

7. Pour quelles valeurs de a ces cercles coupent-ils I'axe
des abscisses ?

EEE] Mmédiatrices

On considere le cercle de centre A(2; 2) et de rayon 2, et le
cercle de centre C(0; 2) et de rayon 2.

1. Donner les équations de ces deux cercles.

2. Déterminer les coordonnées de leurs points d'intersec-
tion B et D.

3. Déterminer la nature du quadrilatére ABCD.

EFL] A lintérieur d’un cercle

On considére I'ensemble (D) des points M(x ; y) vérifiant
l'inéquation x? + 6x + )2 -4y + 9 < 0.

1. Déterminer I'ensemble des points M(x; y) vérifiant I'équa-
tionx?+6x+)?-4y+9=0.

2. En déduire I'ensemble (D).

EEXN Intersection de cercles

On considére le cercle 6 de centre A(6; — 1) et de rayon 10,
et le cercle 6" de centre B(0 ; —4) et de rayon 5.

1. Déterminer les équations cartésiennes de ces deux
cercles.

2. Donner le systeme vérifié par les points M(x; y) qui ap-
partiennent aux deux cercles.

3. Résoudre ce systeme.

4. En déduire les coordonnées des deux points d'intersec-
tion de ces cercles.

Cercle et parabole

On considere le cercle de centre le point A(0; 3) et de rayon
J5, etla parabole déquation y = x%

1. Donner I'équation du cercle.

2. Montrer que chercher les points d'intersection du cercle
et de la parabole revient a résoudre I'équation bicarrée
x*-5x2+4=0.

3. Résoudre cette équation en posant X = x2.

4. En déduire les coordonnées de tous les points d'inter-
section.
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BFX] ( spécialité Maths )
On considere le cercle I" de centre C(a; b), de rayon r et
d'équation cartésienne x? - 2ax + - 2by + c=0, et le
cercle IV de centre C’(a”; b), de rayon r’ et d’équation
cartésienne x* - 2a’x +y* - 2b’y + ¢’ =0.
On appelle A un des deux points d'intersection de ces
deux cercles. On dit que les cercles sont orthogonaux si
et seulement si les tangentes en leurs points communs
a chacun des cercles sont perpendiculaires.

o

1. Montrer que ces deux cercles sont orthogonaux si
et seulementsir? + r2=CC2%

2. Traduire cette condition a l'aide des coefficients g,
a,b, b, cetc.

3. Sion suppose que le cercle I est le cercle trigono-
métrique (voir le chapitre 7), donner une équation des
cercles qui lui sont orthogonaux, dépendant de a’ et b'.
4. En donner un exemple pour vérifier.

EFM Une construction précise

On considére un triangle ABC tel que : AB=7, AC= \/ﬁ
et BC=24/5.

Le but est de construire précisément ce triangle : on
définit un repére orthonormé (A; i, j) et tel que:

= =

= 7AB, comme ¢

sur la figure

ci-contre. T

1. Déterminer les A =
coordonnées des

points A et B dans ce repere.
2. Justifier que pour la construction du point C, il faut
tracer deux cercles dont on précisera les centres et
les rayons.

3.Donner les équations cartésiennes de ces deux cercles.
4. Résoudre le systeme ainsi obtenu.

5. En déduire les coordonnées du point C (on prendra
la solution d'ordonnée positive).

d' approfondissement

EFE cercle des neuf points
ou cercle d’Euler

On considere les points A(6 ;- 3), B(4; 5) et C(-4; -3).
Réaliser les constructions suivantes a I'aide de Geo-
Gebra et vérifier les résultats obtenus par des calculs.

1. Déterminer une équation de la hauteur issue de A et
les coordonnées du point | projeté orthogonal du point A
sur la droite (BC).

2. Vérifier a I'aide du logiciel que les équations des
hauteurs issues de B et C sont respectivement x = 4
et -x+4y+8=0, et que les coordonnées des projetés

orthogonaux J et K, respectivement de B et de C sur les
droites (AC) et (AB), sont J(4; —3) et K(% 5 —11—; .

3. Déterminer les coordonnées du point H, intersection
des hauteurs.

4. Déterminer les coordonnées du milieu A’ de [BC] et en
déduire une équation de la médiatrice du segment [BC].
5. De méme, déterminer les coordonnées des milieux B’
de [AC] et C’ de [AB], et vérifier a I'aide du logiciel que
les équations des médiatrices des segments [AC] et [AB]
sont respectivement x=1et-x+4y+1=0.

6. Déterminer les coordonnées du point O, intersection
des médiatrices.

7. Déterminer les coordonnées des milieux D, E et F, res-
pectivement des segments [AH], [BH] et [CH].

8. Déterminer les coordonnées du point Q, milieu du
segment [OH].

9. Démontrer que les points |, J, K, A’, B, C’, D, E et F sont
tous sur un méme cercle de centre Q dont on détermi-
nera le rayon.

9 - Géométrie repérée
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Travaux pratiques

Dans I'ensemble des travaux pratique, on travaille dans un repére orthonormé (0, i, j).

Chercher, raisonner 20.0
n Equation passant par trois points données
On donne les points A(4;2),B(2;6) et C(-2;2).
On cherche a déterminer I'équation du cercle passant par ces trois points.
On appelle | son centre avec ses coordonnées (a; b) et r son rayon.
1. Avec GeoGebra, construire les points et le cercle, puis faire afficher son centre.
2. Quelle est la forme de I'équation du cercle ?
3. Justifier que les coordonnées des trois points A, B et C vérifient le systeme de trois équations
(4-aP+2-b?=r?
a trois inconnues suivanty (2-a)2+(6-b)2=r2.
(-2-a)2+(2-b)2=r?
4. Pour résoudre ce systéme, développer chacune de ces équations.
5. Donner un systeme équivalent en soustrayant la troisieme ligne aux deux premiéres.
6. En déduire les valeurs de g, b et r. Vérifier avec la construction.
7. Donner I'équation de ce cercle, appelé cercle circonscrit au triangle ABC. )
Chercher, communiquer e 15'0
min
g Droites tangentes a un cercle
Une droite est dite tangente a un cercle si elle le coupe en un seul point. De
plus cette droite est perpendiculaire au rayon du cercle passant par ce point. H
On considere le cercle de centre le point A3 ; - 1) et de rayon /5.
On veut montrer qu'il existe deux droites tangentes au cercle a partir d'un
point donné. Dans ce TP, on va chercher les deux tangentes au cercle issues
de l'origine O.
1.Sion appelle H(a; b) un des deux points dugrclitel que la droite (OH) soit
tangente en H au cercle, expliquer pourquoi OH- AH= 0.
2. Donner une équation du cercle.
3. En déduire que les coordonnées de H vérifient le systéme
al@-3)+bb+1=0
(@-32+b+1)?>=5"
4, Soustraire ces deux lignes pour obtenir une relation du premier degré entre a et b.
5. Remplacer cette relation dans une des deux lignes pour obtenir une équation du second degré
d’'inconnue a ou b (au choix), qu'il faut résoudre.
6. Donner les coordonnées des deux points obtenus. Conclure. )

.
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Travaux pratiques

Chercher, communiquer 20.0
B Distance d'un point a une droite
Y A
On considére la droite d d’équation cartésienne 2x-3y+5=0 v X
et le point A(1; 4).
On cherche a calculer la distance du point A a la droite, c’est-a-dire la plus pe- 3+

tite distance entre A et la droite, ou encore la distance entre A et son projeté
orthogonal sur la droite.

1. Déterminer un vecteur normal i de la droite d.

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite (AH). -1

3. Déterminer les coordonnées du point H.

4. En déduire la distance cherchée. 3 5 -+ s ‘

5. Calculer la norme du vecteur directeur ﬁ(zj de la droite d. ! \

6. Calculer |2x, - 3y, +5|.

| 2x, -3, +5]
A

8. Démonstration générale : on considére une droite d déquation cartésienne ax+ by +c=0

7. Vérifier que AH =

— a . . 7
et de vecteur normal n b} et un point A(x, ; y,) de projeté orthogonal H sur d.

a) Exprimer n - AH en fonction de ab,c, x,ety,.

- L = - o |axA+b}/A+c‘
b) Justifier que‘ n -AH‘ =Hn Hx AH et en déduire que AH= H HH
\§ J
Chercher, représenter 20.0
Intersections de cercles et de droites
A » Construction a l'aide de GeoGebra
1.Tracer une droite d.
2. Placer un point F en dehors de d.
3. Tracer la droite d’ perpendiculaire a d passant par F. Elle coupe d en
un point H.
4. Placer un point K sur cette droite d’.
5.Tracer le cercle de centre F de de rayon HK.
6. Placer les points M et N, quand ils existent, qui sont les points d'intersection du cercle et de la droite perpendicu-
laire a d’ passant par K.
7. Faire afficher la trace de ces deux points.
8. Faire varier le point K. Qu'obtient-on ?
B » Démonstration
On se place dans le cas ol d est I'axe des abscisses, d’ celui des ordonnées. H est donc l'origine et on prend par exemple
F(0; 2). On pose, de plus, K(0; b).
1. Donner une équation du cercle de centre F et de rayon HK.
2. Donner une équation de la droite perpendiculaire a d’ passant par K.
3. Quel systéme doivent vérifier les points M et N de coordonnées (x; y) ? I‘ [Coupde]pouce]=linTits
4. Exprimer y en fonction de x a I'aide de ce systéme. Conclure. les termes y°. )
9 - Géométrie repérée 263
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En autonomie

Dans I'ensemble des exercices de cette rubrique, on travaille dans un repére orthonormé (O, i, j).

\§

m Un vecteur normal a la droite d'équation car-
tésienne -3x-2y+5=0est:

e
n ﬁ(j] @ 7 ‘;’j

Un vecteur normal a la droite d'équation réduite
y=2x+3est:

& ﬁ@ Bl 7 _12]
[ ﬁ[_ZJ @ 7 ‘21]

S
m Le vecteur n[zj peut étre un vecteur normal a

la droite d'équation cartésienne :
[a] 2x-y+3=0 [b] 2x+4y+1=0
[c] -x-2y=0 [d] -2x-y+2=0

,(-3
m Le vecteur n( . ) peut étre un vecteur normal
a la droite d'équation réduite :

[a] y=-x+3 [b] y=3x-1
[c] y=-3x+2 [d] y=x-3

Déterminer une équation cartésienne de droite
et un vecteur normal a une droite

* On donne les points C(—=3;4) et D(5; —4).

1. Déterminer les coordonnées du milieu du segment
[CDL.

2. Déterminer une équation cartésienne de la médiatrice
de [CD].

* On considére les points A(3;-2), B(5; 1) et
C(-2;0).

1. Déterminer un vecteur normal a la droite (AB).
2.Donner une équation cartésienne de la perpendiculaire
a (AB) passant par C.

3. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal
de Csur (AB).

* On donne le point D(2 ;- 1) et la droite d d’équa-
tion cartésienne 7x-3y-5=0.

1. Vérifier que le point D n‘appartient pas a la droite d.
2. Déterminer une équation cartésienne de la droite d”’
perpendiculaire a d passant par D.

3. En déduire les coordonnées du projeté orthogonal
deDsurd'.

** On considére les points A(-4; 1), B(-3;-1)
etC(2;5).

1. Déterminer une équation de la hauteur (AH) ou H est
le projeté orthogonal de A sur (BC).

2. Déterminer les coordonnées du point H.

3. Déterminer l'aire du triangle ABC.

E Déterminer des projetés orthogonaux

Le projeté orthogonal du point A(-4 ; 3) sur
la droite d’équation cartésienne —x + 2y = 0 est le

point:
Gl 0;00 [b] -2;-1) [ @;1) [d 3:1)
m Le projeté orthogonal du point B(4 ; 2) sur
la droite d'équation cartésienne y = —lx -Testle
point: 2
[b] 3:0)

[a] (0;0)
m Le projeté orthogonal du point C(1; 3) sur la
droite d’équation réduite y = 2x + 1 est le point :

[al ;1) [l ©;1) [d;3) [d] (1;1)

[ -2;2) [d] @:-2)

* On considere les points E(-3 ; 3), la droite d
d’équation cartésienne —x + 3y + 8 = 0 et la droite d’
d’équation x+2y-3=0.

1. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal G
du point E sur la droite d.

2. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal F
du point G sur la droite d".

3. Déterminer l'aire du triangle EFG.

** On considere les points A(3 ; 3), B(0 ; 2) et
C(-2;-2).

1. Déterminer les coordonnées du point H projeté otho-
gonal du point C sur la droite (AB).

2. Déterminer la position du point H sur la droite (AB).
3. Calculer l'aire du triangle ABC.




En autonomie

B Déterminer I'équation d'un cercle

Le cercle de centre le point A(3; - 1) et de rayon
2\3a pour équation :
[a] (x+3)2+(y-1)2=12

2-6

Le cercle de centre le point A(-2; -3) et de
rayon 2 a pour équation :
[a] ¥ +4x+)+6y+9=0
[b] ¥ +4x+)*+6y+4=0
[c] x2-4x+9y*-6y+9=0
[d] x2-4x+9y*-6y+4=0

Le centre A et le rayon r du cercle d'équation
x?-6x+)*-3y=0sont:
[a] A6;3)etr=0
[b] A6;3)etr=35

[c] AG3;1,5)etr=0

[d] A(3;1,5)etr=¥

* On considére l'ensemble des points M(x ; y)
vérifiant Ié€quation x2 + 6x + ) - y = 3.

1. Cet ensemble passe-t-il par l'origine ? par le point
H(-3;4) ? par le point K(-3;-3)?

2. Déterminer une équation cartésienne du cercle de
diamétre [HK].

3. Comparer avec I'équation donnée.

* On considére l'ensemble des points M(x ; ¥)
vérifiant I'équation x? - 2x + y* + 4y = 4.

1. Cet ensemble passe-t-il par les points D(-2 ;-2) et
V(1;-1)?

2. Justifier qu'il s'agit de I'équation d'un cercle.

3. Donner les coordonnées de son centre et son rayon.

*> On considére I'ensemble des points M(x ; y)
vérifiant 4x? - 8x + 4)2 + 12y =15.

1. Montrer que cet ensemble est un cercle.

2. En donner son centre A et son rayon r.

** Déterminer pour quelles valeurs de a
I'ensemble des points M(x ; y) vérifiant I'¢quation
x?-6x+)*+4ay+12=0est celle d'un cercle.

En donner son centre et son rayon.

Déterminer les coordonnées de points d'intersection

Le nombre de points d’intersection entre une
droite et un cercle peut-étre :
[a] Oou2 [b] 1Tou2
[c] plusde2 [d] de0a2

Le cercle déquation x? + j* = 4 et la droite
d’équation y=3 ont:
[a] aucun point commun
[b] un seul point commun
[c] deux points communs
[d] trois points communs

Le cercle déquation x? + j* = 4 et la droite
d'équation x=-1ont:
[a] aucun point commun
[b] un seul point commun
[c] deux points communs
[d] trois points communs

* On considéere le cercle d’équation

X2+ x+9)2-4y-2=0.

1. Déterminer le centre et le rayon du cercle.

2.En déduire que le cercle coupe les deux axes du repére.
3. Déterminer les coordonnées de tous les points d'in-
tersection.

m * On considére le cercle d'équation

X -8x+y°-6y=0

1. Déterminer les coordonnées de son centre ainsi que
son rayon.

2. Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de ce cercle avec les deux axes du repere.

*>* On donne le cercle de centre F(-3; 0) et de
rayon J5.

1. Justifier que la droite d'équation y =1 coupe le cercle
en deux points.

2. Déterminer une équation du cercle.

3. Déterminer les coordonnées des points d’intersection
de la droite et du cercle.

9 - Géométrie repérée
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PARTIE

Statistiques
et probabilites

Jacques Bernoulli Abraham de Moivre Thomas Bayes
(1654-1705) (1667-1754) (1702-1761)

8 3

Au 17¢ siécle, Pascal et Fermat,
en cherchant a répondre au
probléme du chevalier de
Méré, font émerger la théorie
des probabilités. En Italie, lo
stato signifie I'Etat, statista
signifie « homme d’Etat » et
en 1670 est créé l'adjectif
statisticus pour désigner ce qui
est relatif 3 I'Etat. Par la suite, i

« statistique » (au singulier) ’ ’
désignera l'étude des faits
sociaux relatifs a 'Etat, et Jacques Bernoulli Abraham de Moivre présente Thomas Bayes
« statistiques » (au pluriel) définit la notion dans son ouvrage The Doctrine énonce son
désignera les méthodes de probabilité of Chances diverses notions théoréme sur
mathématiques permettant et introduit les probabilistes : probabilité les probabilités
leur étude. notations encore conditionnelle, approximation conditionnelles

utilisées au 21° siécle. de la loi binomiale par la loi inverses.

£ 4 Dicomaths ' i1t} normale, etc.

o> T p. 367 * EIETEH p. 343

Mon parcours au lycée

© ©

Au collége et en 29, jai découvert En 1 générale, jétudie

la moyenne pondérée, I'écart les notions de probabilités
interquartile et I'écart-type. J'ai conditionnelles, d'indépendance
étudié la notion de loi de probabilité de deux événements et de variable
etj'ai calculé des probabilités aléatoire.

dans des cas simples et au sein Je découvre les notions d'espérance,
de modeles de référence. de variance et d'écart-type

J'ai découvert la notion d'échantillon, d’une variable aléatoire.

la loi des grands nombres,
la fluctuation d'échantillonnage
et le principe de l'estimation.
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Chapitre !/ Probabilités conditionnelles et indépendance............ p. 268
Chapitre || Variables aléatoiresréelles................................... p. 296
Pierre-Simon de Laplace William Playfair Nicole El Karoui Au 21 siécle, les travaux
[17"'9‘1827] [1759'1823] [19“'""] sur les statistiques et

les probabilités ont de
nombreuses applications
en médecine, en
économie, en sociologie
ou encore dans
l'industrie.

Pierre-Simon de Laplace William Playfair Nicole €l Karoui est
redécouvre les travaux est un des premiers une mathématicienne
de Bayes et présente sa statisticiens a spécialisée dans l'étude
théorie des probabilités traduire des données des probabilités. Elle
dans son ouvrage statistiques par crée les mathématiques
Théorie analytique des des représentations financiéres.
probabilités. graphiques. £ Dicomaths I/l

© DITINENE p. 347 £ Dicomaths J 1]

omaines professionnels

Un ou une informaticien(ne) effectuera du classement automatique (via un algorithme)

ou utilisera la méthode d’inférence bayésienne dans la lutte contre le spam.

Un ou une concepteur(trice) de jeux pourra fixer le prix d'un ticket de maniére a rendre un jeu équitable.
Un ou une ingénieur(e) étudiera la fiabilité d’'une machine ou d’un protocole.

Un ou une médecin calculera la spécificité ou la sensibilité d’un test, étudiera les lois de Hardy-Weinberg.

Un ou une analyste financier évaluera les risques sur les marchés bancaires.

Un ou une économiste ou un ou une sociologue interprétera des tableaux ou des diagrammes pour
étudier une théorie ou un comportement.

Une compagnie de chemin de fer recherchera

une politique de prix des billets a appliquer afin de remplir ses trains.

Un institut de sondage fournira des mesures d’audience, des prévisions pour les résultats d’élection etc.

Une compagnie d’assurances évaluera le prix de ses produits en fonction des risques présentés.




/
/
/
/
/

l Les probabilités conditionnelles sont
trés utilisées en médecine, notamment
, pour l'aide au diagnostic.

¥ Probabilites
b - gege & >
—conditionnelles

Je dois étre capable de...

Calculer des probabilités conditionnelles

‘ dans un tableau a double entrée. o p.279 [0 p.279EA
1.0

e} Reconnaitre et utiliser les probabilités conditionnelles

1 (ou non) dans un énoncé. o p.280 [EN p. 280 FX]

R Utiliser un arbre pondéré. o p. 280 BN 3] p. 280 EFA

Inverser un conditionnement. p. 286-287

Utiliser I'indépendance de deux événements. 39 p. 284-285

Représenter une succession de deux épreuves
indépendantes par un arbre ou un tableau. o p. 281 p. 281 [

Algo & Prog

Méthode de Monte-Carlo : p.292
estimation de |'aire sous la parabole.

(1] m =

exercices exercices exercices travaux
résolus corrigés non corrigés pratiques



Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-19

1. Manipuler des événements

Dans son placard, Vaideguy a

P guy Bol Tasse Total
des bols et des tasses avec ou
sans anse selon la répartition Avec anse 2 9 1
ci-contre. Sans anse 6 3 9
Le matin, elle prend un de Total 8 12 20

ces récipients au hasard pour
prendre son café et on considere les événements :

® A:«Le récipient a une anse. » ® B:«Lerécipient est un bol. »
1. Déterminer les probabilités p(A) et p(B).

2. Décrire chacun des événements A N B, A U B, A N B, etc. par une
phrase et donner sa probabilité.

3. Ecrire I'événement « Le récipient est une tasse sans anse » a l'aide des
événements A et B.

4. Associer chacune des phrases suivantes a la valeur qui lui correspond.

@ Probabilité qu’une tasse ait une anse. @%
@ Probabilité qu’un récipient a anse est une tasse. %
Probabilité qu’un récipient soit une tasse a anse. o

2. Représenter une expérience aléatoire
par un arbre ou un tableau
On considere une urne contenant 3 jetons numérotés de 1 a 3.
On tire un jeton dans cette urne puis on le remet dans l'urne et on en tire

un second : le résultat de I'expérience aléatoire est le produit des deux
nombres obtenus.

0 M : 1. Représenter cette expérience aléatoire par un arbre puis par un tableau.
A

Z

o

2. Donner la loi de probabilité associée a cette expérience aléatoire.

3. Quelle est la probabilité que le résultat de cette expérience aléatoire soit
pair?

Lc!gique& : @©

Démonstration
p- 272, 273, 277, 286, 291 3

Manipuler des proportions de proportions

g Dans une librairie, il y a 84 % de romans dont 47 % de policiers.
Algo & Prog<gy

Quelle est la proportion de romans policiers dans cette librairie ?
p. 288, 291, 292, 293

4

Calculer une probabilité

:l dans le cas de non-équiprobabilité
m—_ Quand il commande une pizza a emporter, Jonas a remarqué que le temps
p- 293 d’attente annoncé est 5, 10, 15 ou 20 minutes avec les probabilités
ci-contre.
PTT Temps d’attente (en min) 5 10 15 20
Les autres disciplines 4 ;
1. Déterminer la e
fe Probabilité 03 02 01 ?
p. 270, 272, 286, 287 probabilité que le
9 temps d’attente soit 20 minutes.
Probleme ouvert 2. Quelle est la probabilité d’attendre 10 minutes ou moins ?
p- 283, 289
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On traitera au choix une seule des deux parties A ou B.

A » Professions et catégories socioprofessionnelles

as
V

Découvrir les probabilités conditionnelles

204

min h

1. Un institut de sondage réalise une étude sur deux PCS (professions et catégories socioprofessionnelles), les
employés et les ouvriers. Elle dispose d'un échantillon constitué comme ci-contre.

Quand on tire au sort une personne dans cet échantillon, on

consideére les événements F : « La personne est une femme » Femme Homme Total
et E:«La PCS de la personne est “employée” ». Employé 40 13 53
a) Calculer p(F), p(E) et p(F N E). Ouvrier 9 32 41
b) Supposons que l'on sache que la personne tirée au sort Total 29 45 o4
est une femme. Quelle est la probabilité que sa PCS soit ota

«employée » ?

l‘ @G e EEmEa Cette probabilité est une probabilité conditionnelle noté p(E) ce qui se lit « probabilité de E sachant F ».

c) Décrire par une phrase p.(F), puis calculer cette probabilité. Méme question pour pE(E).

2. D'apres I'Insee, sil'on considére ces deux PCS, en France, il y a 57 % d'employés dont 76 % de femmes. On tire
au sort une personne de la population parmi celles appartenant a une de ces PCS.
a) En reprenant les mémes notations qu‘a la question 1., traduire chacun des pourcentages de I'énoncé en
une probabilité, éventuellement conditionnelle.
b) Quelle est la probabilité que la personne tirée au sort soit une femme dont la PCS est « employée » ?
On commencera par donner la formule littérale en utilisant la question 2. a) puis on donnera le résultat sous
forme décimale.

B » Des petits pois

1. Pour une expérience de SVT, on a . .
hybridé différents types de pois (lisses Lisse | Ridé | Total
ou ridés et jaunes ou verts) et on Jaune 59 17 76
a obtenu un échantillon d’hybrides Vert 15 6 21
dont la répartition est donnée ci-contre.
Quand on tire au sort un pois dans cet
échantillon, on considére les événements
L: «Le pois est lisse » et V: « Le pois est vert ».
a) Calculer p(L), p(V) et p(L N V).

b) Supposons que le pois tiré au sort soit lisse. Quelle est la probabilité qu'il soit vert ?

Total 74 23 97

l‘ EEREPETER Cette probabilité est une probabilité conditionnelle noté p,(V) ce qui se lit « probabilité de V sachant L ».

c) Décrire par une phrase p, (L), puis calculer cette probabilité. Méme question pour pV(D.

2. Apres réalisation d’un grand nombre d’hybridations successives, on dispose d’un grand échantillon de pois
contenant 76 % de pois lisses dont 24 % sont verts. On tire au sort un pois dans cet échantillon.

a) En reprenant les mémes notations qu‘a la question 1., traduire chacun des pourcentages de I'énoncé en
une probabilité, éventuellement conditionnelle.

b) Quelle est la probabilité que le pois tiré au sort soit lisse et vert ? On commencera par donner la formule
littérale en utilisant la question 2. a) puis on donnera le résultat sous forme décimale.

Egl Cours L1 1%
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g

B Représenter une situation par un arbre pondére

A » Avec un arbre de dénombrement
On souhaite repeindre un mur avec une couleur aléatoire. Pour cela, on dispose de 5 pots de peinture : 2 bleus
et 3 jaunes. On prend un premier pot au hasard que I'on vide dans un seau, puis on prend un deuxiéme pot
au hasard parmi ceux restants que l'on vide dans le méme seau. On mélange ensuite le tout.

1. Représenter la situation par un arbre de dénombrement. On y fera en particulier apparaitre la couleur finale.

l‘ EpEBEEIE Quand on mélange du bleu et du jaune, on obtient du vert.

2. Donner la loi de probabilité associée a I'expérience aléatoire dont le résultat est la couleur obtenue aprés
mélange des deux pots.

B » Avec un arbre pondéré
Pour un autre mur, on dispose de 10 pots de peinture : 7 pots rouges et 3 pots jaunes. On souhaite procéder
de la méme maniére.

1. a) Sil'on représentait la situation par un arbre de dénombrement :
e Combien de branches « de chaque couleur » aurait-on pour le premier pot ?
e Combien de branches « de chaque couleur » aurait-on pour le deuxiéme pot, dans le cas ou le premier pot
obtenu contenait de la peinture rouge ?
e Combien de branches « de chaque couleur » aurait-on pour le deuxiéme pot, dans le cas ou le premier pot
obtenu contenait de la peinture jaune ?
b) En déduire:
e combien de chemins il y aurait au total sur cet arbre ;
e combien de ces chemins correspondent a deux pots rouges puis la probabilité d'obtenir deux pots rouges;
e combien de ces chemins correspondent a deux pots jaunes puis la probabilité d'obtenir deux pots jaunes.

2. On consideére les événements suivants. 7 2

/R

* R, : « Le premier pot est rouge » <R1\J
e J, i «Le premier pot est jaune ». ?
* R, : « Le deuxieme pot est rouge ». R
e J,: «Le deuxiéme pot est jaune » J1< ’
J

et on dresse I'arbre pondéré ci-contre.

2
La pondération % permet de signifier le fait que sur I'arbre de dénombrement de la question B » 1. b), il y

aurait 7 branches sur 10 correspondant a un pot rouge.
Ecrire de méme les pondérations sur les autres branches de cet arbre pondéré.

3

Quels sont le numérateur et le dénominateur de la fraction non simplifiée obtenue en multipliant entre-
elles les pondérations présentes sur les branches du chemin correspondant a deux pots rouges ? Faire le
lien avec la question B » 1. b).

4., a) En utilisant les événements R, J, R, et),, exprimer chacune des pondérations de I'arbre comme une
probabilité, éventuellement conditionnelle.

. 7 6

b) En déduire que p(R, NR,) = m X 5

5. Déterminer la loi de probabilité associée a I'expérience aléatoire dont le résultat est la couleur obtenue
aprés mélange des deux pots.

l‘ G B EEIEE Quand on mélange du rouge et du jaune, on obtient du orange.

© T O p. 275
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@ {
@ Physique-Chimie ( 30'0‘
B Découvrir la formule des probabilites totales o

On traitera au choix une seule des deux parties A ou B, puis on traitera la partie C.

A » Emploi a temps partiel

En France, en 2018, 48,3 % des personnes
ayant un emploi sont des femmes dont
29,3 % travaillent a temps partiel. Le taux
de temps partiel chez les hommes est de
8,4 %.

Quand on considére une personne ayant
un emploi dans la population, on note
F I'’événement « La personne est une
femme » et T I'événement « La personne
travaille a temps partiel ».

1. Tracer un arbre pondéré représentant la
situation.

2. a) Quel pourcentage de la population ayant un emploi sont des femmes a temps partiel ?
b) Quel pourcentage de la population ayant un emploi sont des hommes a temps partiel ?

3. En déduire le pourcentage de la population ayant un emploi qui est a temps partiel.

4. En déduire une relation entre p(T) d’'une part et p(F), p(F), pe(T) et pF(T) d’autre part.

B » Proportions d’uranium
Il'y a 2 milliards d'années I'uranium naturel présent sur Terre était composé a 96 % d’uranium 238 dont 70 %
est encore présent (c'est-a-dire ne s'est pas désintégré) et a 4 % d'uranium 235 dont 13 % est encore présent.

Quand on considere un atome d'uranium il y a 2 milliards d'années, on note U238 I'événement « Latome est
un atome d’uranium 238 » et T I'événement « Latome est encore présent sur Terre ».

1. Tracer un arbre pondéré représentant la situation.

2. a) Quel pourcentage des atomes de départ sont des atomes d’uranium 238 qui sont encore présents
surTerre ?
b) Quel pourcentage des atomes de départ sont des atomes d’uranium 235 qui sont encore présents sur Terre ?

3. En déduire le pourcentage des atomes de départ qui sont encore présents sur Terre.

4. En déduire une relation entre p(T) d'une part et p(U238), p(U238), p,,,,(T) et p@(T) d’'autre part.

C » Démonstration o
Soit A et B deux événements avec p(A) = 0 et p(A) # 1 représentés
ci-contre.

1. Reproduire la figure et hachurer A N B en rouge et A N B en bleu.

2. Simplifier (A NB) U(A NB).

3. Que peut-on dire de l'intersectionde AN Bet ANB?
4. En déduire que p(B) = p(A N B) + p(A NB) puis que p(B) = p(A) X p,(B) + p(A) X p; (B).

© [0 O p. 276




Découvrir la notion d'independance

A » Une expérience aléatoire
On considére I'expérience aléatoire consistant a lancer deux dés, un rouge et un
bleu, équilibrés a 6 faces numérotées de 1 a 6 et on note les événements :

¢ A:«Lerésultat du dé rouge est 2. »

¢ B:«Lerésultat du dé bleu est 5. »

e C:«Lasomme des résultats des deux dés est 5. »
e D :«Les résultats des deux dés sont identiques. »

1. a) Recopier et compléter le tableau ci-dessous représentant la situation.

Dé bleu
Dé rouge

1 2 3 4 5 6

1

b) Donner p(B) et p,(B).
) Le fait de savoir que A est réalisé a-t-il de l'influence sur la probabilité de réalisation de I'événement B ?

l‘ @ E2EETE Dans ce cas ou p, (B) = p(B), on dit que les événements A et B sont indépendants.

2. a) Intuitivement, les événements A et C semblent-ils indépendants ?
b) Calculer p(C) et p,(Q).
Le résultat permet-il de confirmer la réponse a la question précédente ?

3. a) Intuitivement, les événements B et D semblent-ils indépendants ?
b) Calculer p(D) et p,(D).
Le résultat permet-il de confirmer la réponse a la question précédente ?

B » Démonstration de la symétrie
Dans la partie précédente, on a dit que deux événements A et B sont indépendants si PA(B) = P(B).
Cette définition étant « symétrique », on devrait également avoir pB(A) =p(A).
L'objectif de cette partie est de le démontrer.

1. Justifier que si A et B sont indépendants alors p(B) = %
2. En déduire que si p(B) = 0, alors p(A) = %
3. Conclure. ’
L S p.277
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Dans tout le chapitre, A et B désignent deux événements d’un univers Q et p une probabilité sur Q.

0 Probabilite conditionnelle

Dans ce paragraphe, on considere que p(A) # 0.

Probabilité conditionnelle

p,(B) désigne la probabilité que I'événement B soit réalisé sachant que A est réalisé. On dit que c’est une
probabilité conditionnelle.

@-Exemple

On donne ci-contre la répartition des

spectateurs sur une journée dans une salle
de cinéma selon les séances et le tarif. Séance du matin 103 91 194
On choisit un de ces spectateurs au hasard Séance du soir 280 26 306
et on considére les événements : Total 383 117 500

Plein tarif Demi-tarif | Total

e M: «La personne a assisté a la séance du
matin. »

e D:«La personne a payé demi-tarif. »

La probabilité que la personne ait assisté a la séance du matin sachant qu'elle a payé demi-tarif est

91
pp (M) = mcar parmi les 117 personnes ayant payé demi-tarif, 91 sont venues le matin.

De méme, p,,(D), la probabilité que la personne ait payé demi-tarif, sachant qu'elle a assisté a la séance

du matin est ﬂ
194

g Exercice résolu J 1 JReIl

Probabilité conditionnelle et intersection
On a, de maniére équivalente, p(A N B) = p(A) X p,(B) et p, (B) = %
p

®-Exemple

On tire un objet au hasard dans le stock d'une usine constitué de claviers (événement C) et de souris

(événement S) en deux versions, familiale (événement F) et gamer (événement G).

30 % du stock est constitué de souris et, de plus, 40 % des souris sont des souris gamer.

Par ailleurs, 63 % du stock est constitué de claviers familiaux.

e D'apres I'énoncé, p(S) = 0,3 et p,(G) = 0,4 donc p(S N G) = p(S) X p.(G) = 0,3 x 0,4 = 0,12 c'est-a-dire que la

probabilité que l'objet soit une souris gamer est 0,12.

e D'aprés 'énoncé, p(C) = p(S) =1- 0,3 = 0,7 et p(C N F) = 0,63. La probabilité de tirer un objet familial au

p(CNF) 0,63

hasard sachant que c'est un clavier estdonc p_(F) = ———
p(Q) 0,7

=0,9.

© Remarques

* Attention a ne pas confondre p((G) et p(S N G) : la phrase « 40 % des souris produites sont des souris gamer »
veut bien dire que, si l'on sait que l'objet est une souris, alors, il y a « 40 % de chance » qu'elle soit gamer, ce
qui correspond bien a p((G).

® Le calcul de p(S N G) revient a utiliser la formule des « proportions de proportions » : il y a 40 % de souris
dont 30 % gamer donc la proportion de souris gamer est 0,3 x 0,4 = 0,12 soit 12 %.

R Exercice résolu [ 2 M1
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Q Arbres pondéres

(@) Arbres pondérés et probabilité conditionnelle

Arbre pondéré et régle du produit p(A) A—
: A =—5__ AN
Soit A tel que p(A) =0 et p(A) #0. p,(B)
Dans I'arbre pondéré ci-contre, les probabilités des événements A N B, (B) B ANB
= = — — N PN T A -
A NB, ANB et A NB peuvent étre obtenues en multipliant entre-elles p(A) K/
les probabilités écrites sur les branches qui « ménent » a I'événement. T

© Remarque
Cette propriété découle de maniére immédiate de la propriété p(A N B) = p(A) X p,(B).

®-Exemple
Dans un lycée, les éléves de Terminale faisant la spécialité mathématiques, se répartissent ainsi :
® 65 % de filles, dont 24 % souhaitent faire PACES.

® 35 % de garcons, dont 17 % souhaitent faire PACES.

On tire au sort un de ces éléves et on considére les événements F : « Léléve A
. 174 P . . F

est unefille. » et A : « Léléve souhaite faire PACES. » 0,65 \*

On peut représenter la situation par I'arbre pondéré ci-contre. 076 —A

La probabilité que I'éléve tiré au sort soit une fille qui souhaite faire PACES est
p(F N A)=p(F) x p(A) = 0,65 x 0,24 = 0,156.

017__—A
035 NF—

La probabilité que I'éléve tiré au sort soit un garcon qui ne souhaite pas faire \K
PACES est p(F N A) = p(F) x p.(A) = 0,35 x 0,83 = 0,2905. 0,83
Partition de l'univers Pourn=4

Soit n (avec n € N et n = 2) événements de probabilités non nulles
A, A, ..., A .Ces événements forment une partition de I'univers Q
(ou un systeme complet d’événements) si :

¢ ils sont disjoints deux a deux, c'est-a-dire que A,N A, =Dsii# j;
*AUA,U...UA =Q. : 2 3

>
>
>
El
t®)

© Remarque Un événement A et son événement contraire A forment une partition de I'univers Q.

Arbre pondéré et partition

On peut construire des arbres pondérés avec plus de deux branches partant d’'un méme nceud tant que
tous les événements « reliés a un méme nceud » forment une partition de l'univers.

—Exemple

Soit A, A, et A, formant une partition de l'univers.

Dans l'arbre ci-contre, les événements reliés a un méme nceud A A A
(A, A, et A, d'une partet B et B d'autre part) forment des

partitions de l'univers, c'est donc bien un arbre pondéré.

On peut y calculer par exemple : 0.2 0.8 0,71 029 0,5 G
p(A,NB)=p(A,) xp, (B)=0,37x0,29=0,1073. B 5 B 3 B 5

vs)

10 « Probabilités conditionnelles et indépendance = 275



(B) Formule des probabilités totales

Formule des probabilités totales (cas particulier)

Soit A tel que p(A) = 0 et p(A) #0.
La probabilité de B est donnée par la formule p(B) = p(A NB) + p(A NB) = p(A) X p,(B)+ p(A) x p5(B).

Démonstration ©@

Q
* AN B (en vert sur le graphique) et ANB(enbleusurle graphique) sont

disjoints puisque A et A sont disjoints etque AN B C AetANB CA.
» D’autre part, (A NB) U (ANB)=B. A ‘
Onen déduit que p(B) = p(A NB) + p(A NB)puis, comme p(A NB)=p(A)
xp,(B)etp(A NB)= p(A) x p;(B),que p(B) = p(A) X p, (B) + p(A) X p;(B).

© Remarque Sur un arbre pondéré, on peut comprendre la formule des A/,
probabilités totales comme le fait que l'on additionne les probabilités \B)\
p(ANB)=p(A)xp,(B) et p(ANB)=p(A) x p;(B) associées aux « chemins » pour
lesquels B est réalisé, représentés en rouge sur I'arbre ci-contre.

mathématiques (du paragraphe 2. a du cours) . < %K

@-Exemple 024 _A
On reprend I'exemple des éleves d’un lycée faisant la spécialité Fe—

La probabilité qu'un élé\ie souhaite faire PACES est : 0) A
p(A) = p(F) x p.(A) + p(F) x p.(A) = 0,65 % 0,24 + 0,35 % 0,17 = 0,2155. P .

Formule des probabilités totales (cas général)

SoitA,, A, ...,A d'unepartetB,, B, ..., B, d’autre part formant deux partitions de l'univers.
Pour i entier entre 1 et m, la probabilité de B, est donnée par la formule :

pB)=p(A,NB)+p(A,NB)+...+p(A, NB) =p(A1)pr| (B,.)+p(A2)><pAZ (B,) + -+ p(An)pr” (B,)-

®-Exemple

Pour l'arbre pondéré ci-dessous (on admet que A, A, et A, d'une part et B,, B, B, et B, d'autre part

forment deux partitions), on a pB,)=p(A)xp, B,)+p(A,))xp, (B,)+p(A;)xp, (B,)
=0,1x0,3+0,4%x0,25+0,5% 0,15=0,205.

0,1 04 0,5

A1 AZ A3
0,2 0,1/ (x 0.3 0,157 03/ 073 0,25 0,05 o,7/ (x 0,15
B B B B B B B B B B B B

B Exercice résolu [ 3 I
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e Notion d'indéependance

(@) Indépendance de deux événements
Dans ce paragraphe, A et B sont tels que p(A) =z 0 et p(B) = 0

Indépendance de deux événements
On dit que A et B sont indépendants si p(B) = p,(B).

© Remarques
» Concretement, cela veut dire que le fait que A soit réalisé n'a pas d'influence sur la probabilité de réalisation de B.
* De maniére symétrique, on a alors également p(A) = p,(A). Voir démonstration ILTEIA p. 273

®-Exemple

On donne la répartition des licenciés dans un club. Adulte Enfant Total
On tire au sort une personne de ce club pour une tombola

R L Handball 73 174 247
et on considére les événements A : « La personne est
adulte. » et B: « La personne pratique le basket-ball. » Basket-ball 45 135 180
132 i
On constate que p(A) =——=0,25et p,(A) = ) =0,25. Gymnastique 14 87 101
>28 180 Total 132 396 528

Ainsi, p(A) = p,(A) donc A et B sont indépendants.

Indépendance et intersection
A et B sont indépendants si, et seulement si, p(A N B) = p(A) X p(B).

Démonstration @©

A et B sont indépendants, si et seulement si, p(B) = p, (B) < p(A) x p(B) = p(A) x p,(B) (car p(A) = 0) C'est-
a-dire si et seulement si p(A) x p(B) = p(A N B).

®-Exemple
Dans l'exemple précédent, on appelle G I'événement « La personne pratique la gymnastique ».
32 1 1 101
Onaalors p(A p(G)= —donc A) X p(G —><—~0 048 d'une part.
p(A)= 58 7 p(A) x p(G) = 8 p

D’autre part, p(A N G) = % =~0,027. Ainsi, p(A N G) # p(A) X p(G) donc A et G ne sont pas indépendants.

Indépendance et événement contraire

Si A et B sont indépendants, alors A et B le sont également, de méme que A et Bet A et B.

© Remarque
Voir démonstration X p. 291

®-Exemple
Dans le premier exemple du paragraphe, on a vu que A et B sont indépendants.

Donc A: « La personne est un enfant » et B : « La personne pratique le basket-ball » sont indépendants
également.
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(B) Succession de deux épreuves indépendantes

Succession de deux épreuves indépendantes

En réalisant successivement deux expériences aléatoires telles que les événements associés a la
premiére soient indépendants des événements associés a la seconde, on dit que I'on réalise une
succession de deux épreuves indépendantes.

© Remarques
* Deux épreuves sont indépendantes si le résultat de 'une na pas d'influence sur le résultat de I'autre.

* L'indépendance fait partie de la modélisation et résulte de I'analyse du modéle physique. Par exemple, quand
on réalise une succession de deux tirages avec remise, on considére qu'il y a indépendance car aprés le
1" tirage puis la « remise » on revient « a la situation de départ ».

C'est une modélisation (que I'on adoptera systématiquement), mais qui est néanmoins discutable.

Succession d'épreuves indépendantes et arbre pondéré

On peut représenter une succession de deux épreuves indépendantes par un arbre dont les
pondérations sont les probabilités (non conditionnelles) des différents résultats pour chacune des
épreuves.

@-Exemple
On place 1 boule verte, 1 boule rouge et 2 boules bleues dans une urne 1 et 3 boules oranges et 2 boules
jaunes dans une urne 2.

On tire une boule dans I'urne 1 puis une boule dans l'urne 2.

On admet que ces deux épreuves sont indépendantes, donc 0.25 0.25\0.5

que les événementsV, R et B:« La 1" boule est verte, resp.

rouge, resp. bleue », sont indépendants des événements O et J : Y, R B

«la 2¢ boule est orange, resp. jaune ».

Ainsi, p,(0) = p(0) = p,(0) = p(O) = 0,6 et p, (J) = p;(J) = pyUJ) 0,6 04 06 04 06 0,4
=p(J)=04.

On peut donc représenter la situation par l'arbre ci-contre. o ;o ] o )

© Remarque Les « sous-arbres » correspondant a la deuxiéme épreuve sont toujours tous identiques.

Succession d’épreuves indépendantes et tableau a double entrée

On peut représenter un succession de deux épreuves indépendantes par un tableau a double
entrée dont la 1™ ligne contient les résultats de la 1™ épreuve et la 1" colonne ceux de la 2¢¢ épreuve
(ou inversement) et les cases intérieures les probabilités associées obtenues par produit.

®-Exemple

Dans l'exemple précédent, on peut aussi représenter la situation par le tableau ci-dessous.

E 1
) preuve v R B
Epreuve 2
0 0,25x0,6=0,15 | 0,25%x0,6=0,15 05%x0,6=0,3
J 0,25x0,4=0,1 0,25x0,4=0,1 05%x0,4=0,2

B Exercice résolu [ u BRI
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Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-20

Exo

Calculer avec un tableau a double entrée

eeccc0ccc00000000000000 eccece ecccoe eccccccce

B3l Cours ['1 '3[

0000000000000 0000000000000000000 00

Greg a créé une playlist de 300 titres de différents genres
musicaux interprétés par des artistes de différents pays.

La répartition de ces titres est donnée par le tableau ci-contre.
Quand il lance sa playlist en mode aléatoire, on considéere

les événements suivants :

¢ A : « Linterpréte du titre joué est américain. »
e R: «Le titre joué est du rap. »

e E : « Le titre joué est de I'électro. »

1. Calculer p,(R) et p(A).

Rap | Pop | Electro | Total
Américain | 117 | 34 27 178
Autre 23 61 38 122

Total 140 | 95 65 300

2. Un titre pop est joué. Ecrire la probabilité que son interpréte
soit américain comme une probabilité conditionnelle puis la calculer.

Solution

1. La probabilité que le titre joué soit
du rap sachant que son interpréte

LA R N NN NN conseilS&MéthOdes IIIIIII ®0ceccccoe

est américain est p, (R) = ﬂ ﬂ Comme on sait que A est réalisé, on ne considére que la ligne
178 ¢~ correspondante du tableau dans laquelle on identifie le nombre total ~ :

34+27 61 . dissues associé a p, et le nombre de ces issues réalisant l'événementR. :

N =056 T 60 : ;
+ : Rap | Pop | Electro  Total :

2. « Le titre joué est de la pop » est : ’ A 117 34 27 178 3
le contraire de « Le titre joué est : .
du rap ou de I'électro » ﬂ On identifie les événements mis en jeu. b
Cest-a-dire R UE, ﬂ ﬂ Que la probabilité soit conditionnelle ou non, on cherche la probabilité
On cherche d A 34 ¢ 7 "que «ce soit un titre interprété par un américain » donc I'événement A :
f cherche done pRUE( )= 95 :  estceluientre parenthese.

A vous de jouer ! |,

Dans une boulangerie, on dispose d'une réduction
sil'on choisit la formule « dessert mystére » pour laquelle
le dessert accompagnant le menu est tiré au hasard.

Ceyda choisit cette formule alors que les desserts encore
disponibles sont répartis comme suit.

Chocolat Vanille | Total
Tartelette 8 1 19
Eclair 13 7 20
Total 21 18 39

On consideére les événements E : « Son dessert est un
éclair » et V: « Son dessert est a la vanille. »

1. Calculer p.(V), p,(E), pc(V).
2. Ceyda voit que son dessert est un éclair.

Ecrire la probabilité qu'il soit au chocolat comme une
probabilité conditionnelle puis la calculer.

----------------------- ©000000000000000000000000000000°

ﬂ Dans un jeu de construction, il y a des briques de
couleurs et de tailles différentes (taille 2 et taille 4).

Un enfant dispose de briques selon la répartition ci-dessous.
Il prend une brique au hasard et on considére les événe-
ments R: « La brique est rouge »,V : « La brique est verte »
etT,:«Labrique est de taille 4. »

Rouge | Jaune | Vert | Total

Taille 2 97 101 83 281
Taille 4 74 86 68 228
Total 171 187 151 509

1. Calculer p(T,), Py, (V), pT—(\_/).

2. l'enfant prend une brique de taille 4.
Calculer la probabilité qu'elle soit jaune.

g Exercices J 22 EY 23 JRLE
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Exercices

9 Calculer avec les probabilités conditionnelles

eeccc0ccccccccce

Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-20

Exo

B3l Cours [1 J 3

eeccccccee

Dans un lycée, 60 % des éléves ont une calculatrice graphique dont 80% sont de marque A.
On emprunte la calculatrice d’un éléve au hasard et on considére les événements suivants :

¢ G : « Sa calculatrice est graphique. » oA

: « Sa calculatrice est de marque A »

Quelle est la probabilité que ce soit une calculatrice graphique de marque A ?

Solution

2(G) = 0,6 et pi(A) = 0,8 et on cherche p(G N A) : [
PG NA)=p(G) xp(A) =0,6x0.8=048. F

A vous de jouer ! |,

Dans un placard, Idriss a 70 % de polos et 30 % de che-
mises. [l prend un vétement dans ce placard et considére
les événements :

e C: « Ce vétement est une chemise. »

e B: « Ce vétement est bleu. »

€© utiliser un arbre pondére

eeccccccce

LA A RN N NN RN NEN] conseiIS&MéthOdes AR R RN RE RN NN NN

ﬂ On traduit €noncé en termes de probabilités.
Certains mots peuvent indiquer une probabilité
conditionnelle : « parmi », « sachant », « dont », etc.
. ANB
aOn applique p(A N B) =p(A) xp,(B) ou p, (B) = %

®0000000000000000000000000000000000000000000000000000000°

eeccccccccccccs
20000000000 ccce

n 45 % des chemises sont bleues. Calculer la proba-
bilité que le vétement soit une chemise bleue.

“ De plus, 24,5 % des vétements de ce placard sont
des polos bleus. Idriss prend un polo. Quelle est la proba-

bilité qu'il soit bleu ?
WS [Exercices ] 20 ] 30 [ LS

Lorsque le basketteur Stephen Curry tire en match, ily a 53 %

de chance que ce soit un tir a 2 points et 47 % que ce soit un tir a 3 points.
De plus, quand il tire a 2 points, son pourcentage de réussite est

de 51,5 % contre 43,5 % a 3 points.

Lorsque Curry tire en match, on considere les événements D : « |l tire

a 2 points » et M : « Il marque. »

Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-contre puis calculer p(M).

Solution

D’aprés 'énoncé, p(D) = 0,53, p(D) = 0,47

PpM) = 0,515 et pB(M) =0,435. 0,53
Les autres probabilités se déduisent
par différence avec 1.
047 N~
Par la formule des probabilités totales :
M) = p(D) X pp(M) + p(D) X pg (M)
=0,53x 0,515 +x 0,47 x 0,435 = 0,4 774. ]
B On considére l'arbre G } A
pondéré ci-contre. 06 ey
Le compléter puis
calculer P(A). 03 __A
04—
A

0,515 _M
— I Conseils & Méthodes [N
oM :
485 . ﬂ On associe les probabilités
ﬂ .~ “données dans I'énoncé a leur o
ﬁ M . branche de I'arbre puis on déduit :
% M celles manquantes.

eeccccccce

ﬂ On applique la formule
des probabilités totales.

®eccc0c0c0000000000000000000000 cccce o

ﬂ 75 % des jeux de Ben et Nat sont des jeux de plateaux
dont 10 % sont compétitifs et 90 % coopératifs. Leurs
autres jeux sont des jeux vidéos dont 80 % sont compé-
titifs et les autres coopératifs. Ils tirent au hasard un jeu.
Représenter la situation par un arbre pondéré puis déter-
miner la probabilité que le jeu obtenu soit coopératif.

g Exercices | 32 E 36 [0




Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-20

Exo

Représenter une succession
de deux épreuves independantes

e0c0ccc0cccccccce

e0cecccccccccccce ©0ccc00c000000000000 00

Exercices

“ ©p.277-218

Sur un trajet, il y a deux feux tricolores qui ne sont pas synchronisés.
Quand on s’y présente, la probabilité que le premier feu soit vert est 0,45 et la probabilité que le

deuxiéme feu soit vert est 0,4.

1. Pourquoi peut-on penser que les deux épreuves (ou expériences aléatoires) consistant a se présenter
au premier feu et regarder s'il est vert ou non et a se présenter au deuxiéme feu et regarder s'il est vert

ou non sont indépendantes ?

2.0n considére que ces deux épreuves sont en effet indépendantes.

Représenter cette succession de deux épreuves indépendantes par un arbre ou un tableau a double entrée.

Solution

1. Lexpression de I'énoncé qui laisse penser que

les épreuves sont indépendantes est « deux feux tricolores qui

ne sont pas synchronisés ».

Cette formulation semble indiquer que le fait que le premier

feu soit vert ou non n'a pas d’influence sur le fait
que le deuxiéme feu soit vert ou non. ﬂ

2. On note V| I'événement : « Le premier feu est
vert » et V, I'événement « Le deuxieme feu est vert ». ﬂ

Représentation par un arbre

04 -V
V1 / 2
0,45 m v,
053 04 -V

V1

4

<l

06 R

Représentation par un tableau a double entrée ﬂ

v, v,
v, 045%x04=0,18 0,55%x0,4=0,22
Vz 0,45x%x0,6 =0,27 0,55%x0,6=0,33

A vous de jouer ! |,

Une urne contient des boules de deux couleurs :
6 boules rouges et 4 boules bleues.

On tire successivement deux boules de cette urne avec
remise et on note les couleurs obtenues.

1. Pourquoi peut-on penser que ces deux épreuves sont
indépendantes ?

2. Sous cette hypothése d'indépendance, représenter
cette succession de deux épreuves par un arbre ou un
tableau a double entrée.

® ec0ccccccce conseiIS&MéthOdes ®ececcccccee

ﬂ Pour identifier une situation d'indépendance
de deux épreuves, on cherche des
formulations dans I'énoncé qui laissent a
penser que le résultat de la premiére n'a
pas d'influence sur celui de la seconde. C'est
notamment le cas quand les deux épreuves
sont identiques et réalisées dans les mémes
conditions (en particulier les tirages avec
remise).

On peut donner des noms aux événements
associés a chacune des épreuves.

Dans l'arbre, Py, (V,) = p(V,) puisque l'on
suppose l'indépendance des deux épreuves.
Il en va de méme pour les autres probabilités
conditionnelles.

Dans le tableau, on inscrit les résultats associés
a la premiére épreuve dans la premiére ligne
et ceux associés a la deuxiéme épreuve dans la
premiére colonne (on peut aussi faire l'inverse).
On obtient par exemple p(V, N'V,) en calculant
p(V))xp(V,) =0,45x0,4=0,18 puisque V, etV,
sont indépendants.

®ec0cccccc0cc00000000000000 e0cc0cc0cccccccccce o

0000 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
©0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

ﬂ On considére une piéce truquée de telle sorte que
la probabilité d'obtenir Pile est 0,7 et une piéce « nor-
male ». On lance la piéce truquée puis la piece normale
et on note les résultats obtenus.

1. Pourquoi peut-on penser que ces deux épreuves sont
indépendantes ?

2. Sous cette hypothése d’'indépendance, représenter
cette succession de deux épreuves par un arbre ou un
tableau a double entrée.

gl Exercices J 41 EY uu LR2H
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Apprendre a apprendre §

FEN 1 Tracer un arbre pondéré E"&A
dans lequel figure au moins une erreur.
2. Demander a une personne de la classe de o
trouver et corriger cette erreur.

Quelle est la différence entre « deux événements
disjoints » et « deux événements indépendants » ?

Diaporama

-]
Questions — Flash 6 "n% Ressource professeur

m Le tableau ci-dessous donne la répartition d'une
population selon deux événements A et B.

A A Total
B 10 9 19
B 17 3 20
Total 27 12 39

Lorsque I'on tire un individu au hasard dans cette popu-
lation, déterminer :

a) p,(B) b) p,(B) ) pg(A) d) p;(B)
m Soit A et B deux événements tels que p(A) = 0,6,
p(B)=0,7etp(ANB)=0,5.
Calculer p,(B).

@)

0,44
/
m Dans l'arbre ci- 0,27 C%B

contre, exprimer cha- ’
cune des pondérations

comme une probabi- 0,12 D
lité (par exemple 0.73 E/
0,44 =p (D). 088D

m En utilisant I'arbre p_ond_éré de l'exercice calculer:
a)p(CN D) b) p(CND) c) p(D)

m Soit A et B deux événements indépendants tels que
p(A) = % etp(B)= g Calculer p(A N B).

m La constitution de la fanfare du lycée est donnée
par le tableau ci-dessous.

Cuivres | Percussions | Total
Professeur 2 4 6
Eleve 16 32 48
Total 18 36 54

On tire au sort une personne au hasard dans cette fanfare.
Les événements E : « La personne est un éléve » et C:
« La personne joue des cuivres » sont-ils indépendants ?

On considere l'expérience aléatoire consistant a
lancer deux fois successivement un dé équilibré cubique
a 6 faces dont 2 sont rouges et 4 sont bleues et a noter
la couleur de la face obtenue a chacun des lancers.
Représenter cette succession de deux épreuves indépen-
dantes par un arbre et par un tableau.

Utiliser les notations

..................................................

m Quand on lance un dé a 6 faces, on
considére les événements :

e A: «Le résultat est pair. »

e B:«Lerésultat est 2.»

o C:«Lerésultat est inférieur ou égal a 4. »
1. a) Décrire la probabilité p.(B) par une phrase.

b) Méme question pour p, (B).

2. a) Ecrire la probabilité que le résultat soit pair sachant quil
est inférieur ou égal a 4 avec la notation des probabilités
conditionnelles.

b) Méme question pour la probabilité que le résultat soit
inférieur ou égal a 4 sachant qu'il est pair.

m Quand on tire une personne au hasard dans la popu-
lation, on considere les événements :

o L:«La personne est lycéenne. »

o F: «La personne est fonctionnaire. »

e R:«La personne aime la rhubarbe. »

1. a) Décrire la probabilité p, (R) par une phrase.

b) Méme question pour p, (F).

2. a) Ecrire la probabilité que la personne soit lycéenne
sachant qu'elle n'est pas fonctionnaire avec la notation des
probabilités conditionnelles.

b) Méme question pour la probabilité que la personne
n‘aime pas la rhubarbe sachant qu'elle est fonctionnaire.

m Avec la calculatrice, on génére un entier aléatoire
entre 1 et 100.

On consideére les événements :

e A: « Cet entier est impair. »

¢ B: « Cet entier est inférieur ou égal a 50. »

o C:«Cetentierest4,76 ou 98.»

1. Décrire la probabilité p,(C) par une phrase.

2. a) Ecrire la probabilité que cet entier soit inférieur ou égal
a 50 sachant qu'il est impair avec la notation des probabilités
conditionnelles.

b) Ecrire la probabilité que cet entier soit pair sachant qu'il
est plus grand que 50 avec la notation des probabilités
conditionnelles.

3. Al'aide de deux de ces événements, écrire une probabilité
conditionnelle qui est égale a 0.

m On considére une expérience aléatoire dont I'univers
associé est Q et un événement A de Q.
Ecrire plus simplement p,(A).
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Calculer une probabilité
conditionnelle sans formule
E Un professeur de mathématiques a trié sa bibliotheque
dans laquelle figurent 32 manuels de différents niveaux,
certains étant conformes aux programmes actuels et
d’autres, plus vieux, n'y étant pas conformes.

La répartition de ces manuels est donnée par le tableau
ci-dessous :

Conforme | Non conforme | Total
Seconde 9 8 17
Premiére 3 5 8
Terminale 1 6 7
Total 13 19 32

Il prend un de ces manuels au hasard et on considére les
événements :

e C: «Le manuel est conforme aux programmes actuels. »
¢ S: «Le manuel est un manuel de Seconde. »

o T:«Le manuel est un manuel de Terminale. »

1. Calculer p(C), p(S) et p(T).

2. Calculer p(C) et p(T).

3. Calculer p.(S) et p_(C).

E’ On considére les 23 joueurs de football ayant gagné
la coupe du monde 2018 selon leur poste et selon s'ils
jouaient en France ou a I'étranger durant cette saison 2017-
2018:

France = Etranger  Total
Gardien 2 1 3
Défenseur 3 5 8
Milieu 1 5 6
Attaquant 3 3 6
Total 9 14 23

On tire au hasard un joueur parmi les 23 et on considéere
les événements :

® G:«Le joueur est gardien. »

e D:«Le joueur est défenseur. »

® M: « Le joueur est milieu. »

e A: «Le joueur est attaquant. »

e F:«Lejoueur joue en France. »

1. Calculer p(G) et p(F).

2. Calculer py,(F), p(M) et p.(A).

3. Calculer p,(F) et p;(D).

4. Calculer p (M). 5
5. Trouver une probabilité conditionnelle égale a =.
6. Calculer p; , ,(F) et p-(MUA). 8

Quand on lance un dé R EGEGINTS @

équilibré a six faces numérotées
de 1 a6, quelle est la probabilité que le résultat soit inférieur
ou égal a 3 sachant qu'il est impair ?

d’application

E Dans une urne, il y a 3 boules rouges sur lesquelles
figurent respectivement les lettres A, B et C et 7 boules
bleues sur lesquelles figurent respectivement les lettres D,
E,F,GH,letJ.

Quand on tire une boule dans cette urne, quelle est la
probabilité :

a) que la lettre figurant sur la boule soit une voyelle sachant
que la boule est bleue ?

b) que la lettre figurant sur la boule soit une lettre du mot
MATHS sachant que la boule est rouge ?

Calculer

..................................................

m On considere deux événements A et B tels que
p(A)=0,2etp,(B)=0,8.
Calculer p(A N B).

On considere deux événements C et D tels que
p(C) =0,1 et p(C N D) =0,06.

Calculer p(D).

m On consideére deux événements U etV tels que p(V) = %
etplUNV)= E

Calculer pV(U).8

m Dans une ville, 80 % des logements sont des appar-
tements, occupés a 45 % par une seule personne eta 55 %
par plusieurs personnes.

Le reste des logements sont des maisons.

Quand on prend un logement au hasard dans cette ville,
on considére les événements suivants :

¢ A: «Lelogement est un appartement. »

¢ S:«Lelogement est occupé par une seule personne. »
1. a) Déterminer p(A) et p,(S) en utilisant I'énoncé.

b) En déduire la probabilité que le logement soit un appar-
tement occupé par une seule personne.

2. Par ailleurs, 17 % des logements de cette ville sont des
maisons occupées par plusieurs personnes.

a) Traduire cette information en une probabilité en utilisant
les événements A et S.

b) Déterminer p(A) en utilisant I'énoncé.

¢) En déduire la probabilité que le logement soit occupé par
plusieurs personnes sachant que c’est une maison.

m Il manque des cartes dans un jeu de sorte que, quand
on tire une carte, la probabilité d’'obtenir une figure de

L1 . .
carreau soit — et celle d'obtenir un carreau soit i.
24 24

Quand on tire une carte dans ce jeu, on appelle F Iévénement
«obtenir une figure » et Cl'événement « obtenir un carreau ».
1. Traduire les données de I'énoncé par des probabilités
mettant en jeu les événements F et C.

2. En déduire la probabilité d'obtenir une figure sachant
que la carte est un carreau.

10 - Probabilités conditionnelles et indépendance
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.................................................

m Pour deux événements A et B, recopier et complét_er
I'arbre ci-contre puis calculer p(A N B), p(A NB), p(A N B),
p(A N B), p(B) et p(B).

m On consideére un jeu dans lequel on lance d’abord un
dé a 10 faces puis :

e sjle résultat est 10, on lance un dé a 4 faces ;

e sinon on lance un dé a 6 faces.

On gagne lorsque le résultat du deuxiéme dé est 1.

On considére les événements A : « Le résultat du premier
déest 10» et B: «le joueur gagne ».

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-dessous repré-
sentant la situation.

2. Déterminer P(A N B).
3. Déterminer la probabilité de gagner.

m Le matin, Dzovinar boit du café avec une probabilité
A ou du thé avec une probabilité i.
12 12

Lorsqu'elle boit du café, elle y met du sucre la moitié du
temps alors que quand elle boit du thé, elle y met du sucre
90 % du temps.

On appelle C I'événement : « elle boit du café ce matin »,
Tl'événement : « elle boit du thé ce matin » et S 'événement :
« elle met du sucre dans sa boisson ce matin ».

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-dessous repré-
sentant la situation.

2. Quelle est la probabilité quelle boive un café sucré ce
matin ?

3. Déterminer la probabilité qu'elle ne mette pas de sucre
dans sa boisson ce matin.

d’application

La répartition des poivrons chez un maraicher est :
® 40 % de poivrons verts dont 60 % sont bio.

e 45 % de poivrons
rouges dont 50 % sont
bio.

15 % de poivrons jaunes
dont 80 % sont bio.
Nino acheéte un de ces
poivrons au hasard et on
note:

oV ['événement « Le poi-
vron est vert ».

e RI'événement « Le poivron est rouge ».

e JI'événement « Le poivron est jaune ».

¢ B |'événement « Le poivron est bio ».

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-dessous repré-
sentant la situation.

W

Ve—"_
T8

@

Re——"
T8

@

J—"_
T8
2. Calculer la probabilité qu'il achéte un poivron jaune bio.
3. Calculer p(B) puis p(B).

Utiliser I'indépendance
de deux événements

..................................................

m On considére deux événements A et B tels que
p(A)=0,3,p(B)=0,6 et p(A N B)=0,9. Les événements A et
B sont-ils indépendants ?

m On considére deux événements A et B tels que
p(A) = %, P(B)= % etp(ANB)= % Les événements A et B

sont-ils indépendants ?

On considére deux événements indépendants C et D
tels que p(C) = 0,12 et p(D) = 0,65.
Déterminer p (D), p,(C) et p(C N D).

m On considére deux événements indépendants E et F
1

tels que p(E) = % etp(ENF)= E Calculer p(F).

m Dans une population il y a 80 % de droitiers et 45 %

de myopes. Parmi les myopes,% ne sont pas droitiers.

Quand on tire au sort quelqu’un dans cette population,
les événements D : « obtenir une personne droitiére »
et M : « obtenir une personne myope » sont-ils indé-
pendants ?
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m La répartition des pantalons de Gani est donnée par
le tableau ci-dessous :

Habillé | Décontracté | Total
Bleu 5 8 13
Noir 3 6 9
Rouge 0 2 2
Total 8 16 24

Il prend un pantalon au hasard dans son armoire et on
considére les événements :

® B: « Le pantalon est bleu. »

e N : « Le pantalon est noir. »

e R:«Le pantalon est rouge. »

e D : « Le pantalon est décontracté. »

Les événements suivants sont-ils indépendants ?
a)BetD

b)RetD

c)NetD

d)NetD

Représenter une succession de deux
épreuves indépendantes

On donne ci-dessous un arbre incomplet représentant
une succession de deux épreuves indépendantes.
1. Recopier et compléter cet arbre.

2. Dresser un tableau représentant cette expérience aléa-
toire.

Calculs et automatismes

. 4
Ecrire E sous forme décimale.

. 42
U19)] Ecrire § sous forme irréductible.

d’application

Justin vérifie sa boite a lettres tous les soirs et la pro-
babilité qu'il y ait du courrier est 0,47. On admet que la
présence de courrier ou non dans sa boite a lettres un soir
n‘a pas d'influence sur celle du soir
suivant.

1. Pourquoi peut-on penser que la
répétition de cette épreuve deux
soirs consécutifs est une succession
de deux épreuves indépendantes ?
2. Représenter cette succession de
deux épreuves indépendantes par
un arbre.

3. Représenter cette succession de deux épreuves indé-
pendantes par un tableau a double entrée.

Dans un jeu de Scrabble®, il y a 45 voyelles sur
102 jetons. On tire successivement deux jetons de
Scrabble® avec remise et on note si I'on a obtenu une
voyelle ou non.

1. Cette expérience aléatoire est-elle une succession de
deux épreuves indépendantes ? Justifier.

2.Représenter cette succession de deux épreuves indépen-
dantes par un arbre.

3. Représenter cette succession de deux épreuves indé-
pendantes par un tableau a double entrée.

Ornella et Fanny

sont allées boire un
verre et, au moment de
partir, elles décident de
laisser un pourboire.
Pour cela, Ornella prend
une piece au hasard
dans sa poche qui
contient deux piéces de 0,50 euro et une de 1 euro puis
Fanny prend une piéce au hasard dans son porte-monnaie
qui contient trois pieces de 0,20 euro, une de 1 euro et une
de 2 euros.

1. Pourquoi peut-on penser que ces deux tirages sont une
succession de deux épreuves indépendantes ?

2. Représenter cette succession de deux épreuves indépen-
dantes par un arbre.

3. Représenter cette succession de deux épreuves indé-
pendantes par un tableau a double entrée.

3.1 1 7
Calculer de téte — X —+—x —.
472 478

m Calculer de téte

oo~ ‘oo|w
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Calculer

................................................

On considere deux événements C et D tels que
p(D) = 0,6 et p(C N D) =0,35. Calculer p;(C).

m On considére deux événements disjoints E et F de
probabilités non nulles. Calculer P(F).

m On considére deux événements A et B tels que
p(A)=0,37, p(B) =0,68 et p(A U B) = 0,84. Calculer:
a) p,(8) b) py(A)

m On considére deux événements A et B tels que
p(A) = 0,63 et p,(B) = 0,06. Calculer :
a)p(ANB) b) p(ANB)

m On considére deux événements E et F tels que p(E) = %
7
etp.(F)=—.
Pe)=
a) p(ENF)

Calculer:

b) p(ENF)

m Dans une bibliothéque, les statistiques montrent que :
® 45 % des adhérents sont des filles ;

® 20 % des adhérents sont des garcons ayant emprunté
plus de 50 livres.

Quand on rencontre un garcon sortant de la bibliothéque,
quelle est la probabilité qu'il ait emprunté plus de 50 livres ?

..................................................

m On considere deux événements A et B tels que
p(A)=0,12,p,(B) = 0,73 et p;(B) = 0,36.

Tracer un arbre pondéré possible avec ces événements A
et B.

m On lance une piece truquée de sorte que la probabi-
lité d'obtenir Pile est 0,75.

Sile résultat est Pile, on tire une boule dans une urne conte-
nant 3 boules vertes et 2 boules jaunes ; si le résultat est
Face, on tire une boule dans une urne contenant 1 boule
verte et 5 boules jaunes.

Représenter la situation associée a cette expérience aléatoire
par un arbre pondéré apres avoir énoncé les événements

y apparaissant.

La production d’'une entreprise
de matériel mathématique est com-
posée a 70 % d'équerres et a 30 % de
rapporteurs.

Suite a un probléme en usine, 20 %
des équerres ont des défauts et 30 %
des rapporteurs n'en ont pas.
Représenter la situation par un arbre pondéré apres avoir
énoncé les événements y apparaissant.

d’entrainement

Partitionsde l'univers
m On consideére I'expérience aléatoire consistant a tirer
une personne au sort dans la population francaise.

Les événements A : « La personne est mineure », B : « La
personne a entre 20 et 59 ans inclus » et C: « La personne
a au moins 60 ans » forment-ils une partition de I'univers ?

m On considére I'expérience aléatoire consistant a lancer
un dé équilibré a 10 faces et a considérer le résultat obtenu.
Donner une partition de I'univers associé a cette expérience
aléatoire :

a) formée de 4 événements définis par des ensembles.

b) formée de 3 événements définis par des phrases.

o Logique & @©
)] on considére deux Démonstration
événements A et B disjoints d’un univers Q.

Exprimer C en fonction de A, B et des symboles d'intersec-
tion, d'union ou de contraire de sorte que A, B et C forment
une partition de Q.

m On considére un univers Q et deux de ses partitions
P, ={A,;A,;A}d'une part et %, = {B; B} d'autre part.

1 5

Onsaitque p(A))=—, p(A,))=—

que p(A,) 4p( 5) 3

1 = 1

p(A, NB)= Zet p(A, NB)= &

1
7 B =T
Py, (B) 3

1. Déterminer les probabilités suivantes.
a) p(A;) b) p(A, n B)

<) p, (B) d)p, (B)

2. Tracer un arbre représentant la situation.
3. Calculer p(A, U B).

Inversion du conditionnement
m Sophie a mis des dragées dans
une boite, les unes contiennent
une amande, les autres pas:
© 30 % des dragées contiennent
une amande;
® 40 % des dragées avec amande sont
bleues et les autres roses ;
® 25 % des dragées sans amande sont roses et les autres
bleues.
Sophie choisit au hasard une dragée dans la boite et on
considére les événements :
¢ A:«La dragée choisie contient une amande. »
¢ B: « La dragée choisie est bleue. »
1. Représenter la situation par un arbre pondéré.
2. Montrer que p(A N B) =0,12.
3. Calculer p(B) puis en déduire p,(A).
4. Calculer p;(A).
5. Sophie préfere les dragées contenant une amande.
Doit-elle plutét choisir une dragée bleue ou rose ?

(D'apres bac)
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m Dans I'association sportive d'un lycée, ily a:

® 24 % d'éléves de Seconde dont 12 % font du football, 45 %
de l'athlétisme et 43 % de la natation ;

* 61 % déléves de
premiere dont 34 %
font du football, 44 %
de l'athlétisme et
22 % de la natation ;
15 % d'éleves de
terminale dont 41 %
font du football, 9 %
de l'athlétisme et 50 % de la natation.

On prend un éléve de I'association sportive et on considére
les événements :

o S (resp. P, resp. T) : « Cet éleve est en Seconde (resp. pre-
miéere, resp. terminale). »

o F (resp. A, resp. N) : « Cet éléve pratique le football (resp.
I'athlétisme, resp. la natation). »

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-dessous repré-
sentant la situation.

F A N

2. a) Déterminer p(N N S).

b) Déterminer p(N).

c) En déduire p,(S).

3.0n considere un éléve qui se rend a la piscine pour faire
de la natation.

Est-il plus probable que ce soit un éléve de seconde, pre-
miére ou terminale ?

4. a) Déterminer p(A U N).

b) Déterminer la probabilité que I'éléve soit en seconde ou
qu'il fasse du football.

Dans un lycée (sans internat), il y a:

® 35 % d'éléves en seconde dont 52 % de filles qui sont a
80 % demi-pensionnaires ; 19 % des garcons de seconde
sont externes;

® 40 % d'éléves en premiére dont 50 % de garcons qui sont
a 78 % demi-pensionnaires ; 81 % des filles de premiére sont
demi-pensionnaires ;

® 54 % des éléves de terminale sont des filles dont aucune
n'est externe ; 95 % des garcons de terminale sont demi-pen-
sionnaires.

1. Représenter la situation par un arbre pondéré.

2. En utilisant les régles de calcul classiques sur les arbres
pondérés, déterminer la probabilité qu'un éléve de ce lycée
soit externe.

3.0n rencontre un éléve externe en dehors du lycée. Quelle
est la probabilité que ce soit un garcon de Seconde ?

d’entrainement

m Un test de dépistage d'une maladie est mis en vente.
Le mode d’emploi précise que :

® pour une personne n'‘étant pas malade, le test est néan-
moins positif (c'est-a-dire désigne cette personne comme
malade) dans 2,5 % des cas ;

e pour une personne malade, le test est néanmoins négatif
(c'est-a-dire désigne cette personne comme non malade)
dans 0,1 % des cas.

On suppose qu'une maladie touche 2 % de la population d'un
pays et qu'on décide de faire passer ce test a tous les habitants.
On considere, pour un habitant donné, les événements :

e M: « Cet habitant est malade. »

o T:«Le test est positif. »

1. Recopier et compléter
I'arbre pondéré ci-contre afin
qu'il représente la situation.
2.a) Calculerp(M NT)

puis p(T).

b) En déduire la probabilité que la personne soit malade
sachant que le test est positif.

c) Peut-on dire que ce test est efficace ?

Avec une inconnue
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo w
m Lefficacité du vaccin contre la grippe L
peut étre diminuée pour plusieurs raisons, il est donc pos-
sible de contracter la grippe tout en étant vacciné.

Une étude menée dans une ville a permis de constater que:
® 40 % de la population est vaccinée ;

® 8 % des personnes vaccinées ont contracté la grippe ;

® 20 % de la population a contracté la grippe.

On choisit une personne au hasard dans la population de la ville
et on considére les événementsV : « La personne est vaccinée
contre la grippe » et G : « La personne a contracté la grippe ».
1. Donner la probabilité de I'événement G.

2. Représenter la situation par un arbre pondéré dans lequel
figure une inconnue.

3. Déterminer la probabilité que la personne choisie ait
contracté la grippe et soit vaccinée.

4. La personne choisie n'est pas vaccinée. Montrer que la

probabilité qu'elle ait contracté la grippe est égale a 0,28.
(D'apres bac)

Une entreprise en ligne fait appel a deux sociétés de
livraison : 95 % des clients livrés par la société A sont satis-
faits de la livraison contre 80 % pour la société B. Pour une
livraison, on considére les événements A : « Le client est
livré par la société A » et S : « Le client est satisfait ».

1. Représenter la situation par un arbre dans lequel figure
une inconnue.

2.Comme la société B est moins chére, I'entreprise souhaite
I'utiliser le plus possible en maintenant un pourcentage de
« satisfaction » d’au moins a 90 %.

Pour quelle proportion de ses livraisons doit-elle utiliser
la société B?

10 - Probabilités conditionnelles et indépendance
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Probabilités et suites
m On donne le paramétrage d'une machine a sous dans
un casino:

e si elle donne un gain lors d’une utilisation, la probabilité
qu'elle en donne un a l'utilisation suivante est 0,01 ;

e si elle ne donne pas de gain, la probabilité qu'elle en donne
un a l'utilisation suivante est 0,1.

Pour tout entier naturel n non nul, on note G, I'événement
« la n-iéme utilisation donne un gain » et on note p, la
probabilité de cet événement.

Pour la premiere partie, la probabilité d'obtenir un gain est
0,2,onadoncp,=0,2.

1. Recopier et compléter
I'arbre ci-contre en'y
inscrivant les bonnes
probabilités.

2. Montrer que, pour tout
entier naturel n non nul,
p,,,=-009,+0,1.

3. En déduire p,, a l'aide de la calculatrice et interpréter
le résultat.

... G

p Gn/ n+1
g \Gn-ﬂ
1_pn G7/ n+1

n\q

m Le soir, avant de s'endormir, Bachir regarde des séries
ou lit un livre. La probabilité qu'il :

e lise le soir s'il a lu la veille est de 0,3 ;

e lise le soir s'il a regardé des séries la veille est de 0,7.
Pour tout entier n € N*, on note L I'événement « Le n-ieme
soir, Bachir lit un livre » et on appelle p, la probabilité de
cet événement.

Le premier soir, Bachir a lu un livre de sorte que p, = 1.

1. Recopier et compléter I'arbre ci-contre représentant la
situation.

2. Montrer que L,
p,,,=-04p, +07.

3.0n définit, pour tout

entier n € N*, la suite (v,) U
parv, =p -0,5.

a) Montrerquev, ., =-04p, +0,2.

b) Exprimer p_en fonction de v,.

¢) En déduirequev, ,=-04v, .

d) En déduire la nature de la suite (v ).

e) Exprimer v puis p, en fonction de n.

4. Quelle valeur peut-on conjecturer pour nILerpn ?
Linterpréter dans les termes de I'énoncé.

Mathieu a prévenu ses éléves en début d'année :

e s'ily a une interrogation a une séance, la probabilité qu'il
y en ait une a la suivante est 0,7 ;

e s'il n'y a pas eu d'interrogation a une séance, la probabilité
quil Ny en ait pas a la suivante est 0,05.

Pour tout entier n € N*, on note | I'événement «ily a une
interrogation a la n-iéme séance » et on note p, = p(/).
Pour la premiére séance, Mathieu a annoncé qu'il n'y aurait
pas d'interrogation donc p, = 0.

1. Construire un arbre faisant apparaitre | et/ . repré-
sentant la situation.

d’entrainement

2. Montrer quep, . ,=-0,25p +0,95.

3. On considére la suite (u,) définie pour tout n € N* par
u,=p,-0,76.

a) Montrer que (u ) est géométrique. Préciser sa raison et
son premier terme.

b) En déduire u, puis p, en fonction de n.

4. Quelle est la probabilité qu'il y ait une interrogation lors
de la 120° et derniere séance de I'année ?

.................................................

On co_nsidére deux événements indépendants E et F
tels que p(F)=0,53 et p(E N F) =0,25.
Calculer p(E).

On considére deux événements indépendants C et D
tels que p(C U D) =0,23 et p(C) =0,11.
Calculer p(D).

Le cuisinier d’'une colonie de
vacances a confectionné des beignets
pour le go(ter :

® 30 % des beignets sont a I'ananas, les
autres sont aux pommes ;

® 35 % des beignets a 'ananas sont aromatisés a la cannelle,
ainsi que 45 % des beignets aux pommes.

On choisit un beignet au
hasard et on définit les évé-
nements A : « Le beignet
choisi est a 'ananas » et C:
« Le beignet choisi est aro-
matisé a la cannelle ».

1. Reproduire et compléter
I'arbre pondéré ci-contre.
2. Les événements A et C
sont-ils indépendants ? Justifier la réponse.

C

o]l

C

A—”;;///
A

8}

(D"apres bac)

ﬁ (|
r —
On considére le programme Algo & Prog

PYTHON Ci-dessous.

import random
a = random.randint(1,5)
if @ == 1:
b = random.randint(1,3)
if b==1:
print ("Rouge")
else:
print("Orange")
else :
b = random.randint(1,12)
it b » 8
print ("Rouge")
else:
print("Orange")

Les événements « a=1 » et « Le programme affiche Rouge »
sont-ils indépendants ?



Dans un magasin de meubles, il y a 55 % de canapés
dont 14 % en cuir, 30 % de fauteuils dont 20 % en cuir et le
reste est constitué de poufs dont 42 % en cuir.

Un client se présente et choisit un meuble.

On consideére les événements :

¢ F: «Le meuble choisi est un fauteuil. »

¢ C:«Le meuble choisi est en cuir. »

Montrer que ces deux événements sont indépendants.

Dans la chorale d'un lycée, il y 7 éleves de seconde,
9 éléves de premiére et n éleves de terminale.

De plus, parmi les éléves de seconde, il n'y a qu’une seule
fille, contre 3 parmi les éléves de premiére et 6 parmi les
éléves de terminale. On tire au sort un éleve de la chorale.

Pour quelle(s) valeur(s) de n les événements « L'éleve est en
terminale » et « L'éléve est une fille » sont-ils indépendants ?

Quand on lance deux fois de maniére indépendante
une piece non équilibrée, la probabilité d'obtenir 1 fois Pile
et 1 fois Face est 0,4. Déterminer la probabilité d'obtenir
Pile quand on lance cette piéce.

Travailler autrement

m On considére un jeu Probleme ouvert 5

télévisé dans lequel il y a un lot caché derriére une porte
parmi trois. Le jeu se déroule ainsi :

e on choisit une porte dans une premiére phase ;

¢ |e présentateur ouvre alors I'une des deux autres portes
derriére laquelle il ny a pas de lot ;

e e joueur peut alors choisir de conserver la porte choisie
a la premiere phase ou d’en changer.

Que faire ?

d’entrainement

Jérémy joue a son jeu de plateau préféré avec ses amis
etil a presque gagné!

Pour qu'il gagne en deux coups, il faut (et il suffit) que les
deux prochains lancers de dés donnent des nombres dans
l'ensemble{1;3;5;6}.

On considére donc I'expérience aléatoire constituée de ces
deux lancers de dés équilibrés a six faces et pour laquelle
on regarde le nombre de lancers favorables.

1. Pourquoi peut-on considérer que c'est une succession
de deux épreuves indépendantes ?

2. La représenter par un arbre ou un tableau et donner la
probabilité que Jérémy gagne en deux coups.

Dwayne et Elsa font une partie de pierre-feuille-ciseau.
On considére que leurs coups joués sont indépendants, de
sorte que bien que le jeu soit simultané, on peut l'identifier
a une succession de deux épreuves indépendantes.

1. Dans cette question, on considére que pour chacun des
participants, la probabilité de chaque coup est la méme.
a) Représenter la situation par un arbre ou un tableau.

b) Déterminer la probabilité d'un match nul.

2.Dwayne a lu sur internet que « pierre » gagne plus souvent
de sorte qu'il le joue la moitié du temps, les probabilités de
feuille et ciseau étant répartis équitablement.

Elsa joue comme a la question 1.

a) Représenter la situation par un arbre ou un tableau.

b) Discuter la stratégie de Dwayne.

m On génére successivement avec la calculatrice deux
nombres entiers aléatoires, un entre 1 et 3 puis un autre
entre4et7.

On considere que ces deux épreuves sont indépendantes.
Représenter cette succession de deux épreuves indépen-
dantes par un arbre ou un tableau puis déterminer la proba-
bilité que la somme des deux nombres obtenus soit paire.

m Le probleme pré-
cédent est connu sous
le nom de « probléme
de Monty Hall ».
Mener une recherche
sur le sujet et confron-
ter les résultats a votre
réponse au probléme
puis présenter la solu-
tion a vos camarades.

10 - Probabilités conditionnelles et indépendance
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Exercices| bilan

EE) Avec des éléphants
Annie a une collection d’éléphants miniatures dont la
répartition est donnée ci-dessous.

Noir | Couleur | Total
Bois 17 84 101
Pierre 31 60 91
Métal 8 24 32
Total 56 168 224

Chaque semaine, elle tire au
sort un éléphant pour le mettre
sur son bureau au travail.

On considére les événements :
o N : « Léléphant est noir. »

e B: « L'éléphant est en bois. »
o M: «Léléphant est en métal. »
1. Calculer les probabilités
suivantes.

a) py(N) b) p(B) A Py m(N)

2. Les événements N et M sont-ils indépendants ?
3. Les événements N et B sont-ils indépendants ?

Poisson frais

Saumonix est poissonnier et 15 % du poisson qu'il vend a
été péché par ses soins, 30 % vient d'un grossiste normand
et le reste d'un grossiste de Paris.

Il a remarqué que 5 % de ses clients sont mécontents du
poisson qu'il a lui-méme péché, 10 % du poisson provenant
du grossiste normand et 90 % du poisson de Paris.

Un client achéte un poisson a Saumonix.

On considere les événements suivants :

e S:«Le poisson a été péché par Saumonix. »

e N : « Le poisson provient du grossiste normand. »

e P:« Le poisson provient du grossiste de Paris. »

* M: « Le client est mécontent du poisson. »

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré ci-dessous.

AN

2. a) Calculer p(P N M) et p(M) .

b) Les événements S et M sont-ils indépendants ?

c) Un client est mécontent du poisson acheté.

Quelle est la probabilité que ce poisson ait été péché par
Saumonix ?

3. Saumonix souhaite ramener le taux de mécontentement
a30 % en continuant a pécher 15 % de sa production. Déter-
miner les proportions de poisson qu'il doit commander a
chaque grossiste pour atteindre son objectif.

EER Probabilités et suites

Un jeu de hasard sur ordinateur est paramétré de la facon
suivante:

¢ Sile joueur gagne une partie, la probabilité qu’il gagne la

- 1
partie suivavnte est 2

o Si le joueur perd une partie, la probabilité qu'il perde la

partie suivante est %;
e | a probabilité de gagner la premiére partie est %

Pour tout entier naturel n non nul, on note G, I'événement
« La n® partie est gagnée » et on note p, la probabilité de

cet événement. On adonc p, = s

1. Montrer que p, = —.

que p, 6
2. Recopier et compléter I'arbre ci-contre en y inscrivant
les bonnes probabilités.

G

n+
n+1
n

o o

c—
n\
E/ 1

n

3. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,
Ppii= —O,25pn +0,5.

4. On définit, pour tout entier naturel n non nul, la suite
(u)paru, =p, -04.

a) Démontrer que la suite (u,) est une suite géométrique
dont on précisera la raison.

b) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul,
p,=04-0,15(-0,25)""".

¢) Lasuite (p,) semble-t-elle converger ? Si oui, conjecturer

sa limite et interpréter ce résultat.
(D'apres bac)

KA Tirages avec remise

Dans une tombola organisée dans une école, les professeurs
ont acheté 52 tickets et les parents d'éléves 748.

Comme il y a deux lots a gagner, il a été décidé d'effectuer
un tirage avec remise pour leur attribution (on tire un ticket
au hasard pour le premier lot puis on le remet avec les autres
et on tire de nouveau un ticket au hasard).

1. Expliquer pourquoi on peut considérer que ces deux
tirages au sort sont une succession de deux épreuves
indépendantes.

2. Représenter la situation par un arbre ou un tableau.

3. Quelle est la probabilité que les deux lots soient gagnés
par des parents ? Que les deux lots soient gagnés par des
professeurs ? Qu'un des deux lots soit gagné par un parent
et I'autre par un professeur ?



Indépendance

et contraire

Dans cet exercice, on considére
deux événements indépendants A et B.

1.a) Montrer que p(A NB) = p(B) - p(A NB).

b) En déduire que p(A NB) = p(A) x p(B).

<) Que peut-on en déduire pour les événements A et B ?
2. En déduire que A et B ainsi que A et B sont indépendants.

Démonstration @©

Un ou deux ponts

Pour se rendre dans le centre-ville, Bruce peut prendre
deux chemins:

e ['un passe une fois au-dessus du fleuve de sorte qu'il faut
passer sur un pont P, dont la probabilité d'étre fermé est 0,2,
auquel cas, il ne peut pas se rendre au centre-ville.

e |'autre passe deux fois au-dessus du fleuve de sorte qu'il
faut passer sur deux ponts P, et P, dont les probabilités
d’étre fermés sont 0,1 (on admet que la fermeture ou
non d’'un pont est indépendante de I'autre et du chemin
emprunté par Bruce). Si au moins I'un des deux ponts est
fermé, il ne peut pas se rendre au centre-ville.

Quand Bruce va au centre-ville, il passe par le premier
chemin 80 % du temps (sans avoir d'information sur le fait
que les ponts soient ouverts ou non).

le °%
VerslaT g.
)2

EED [ spécialité Maths ) “
L'épreuve consiste a lancer un dé équilibré a 6 faces :
on considere que c'est un succes quand on obtient
un 6.
1.0n réalise deux fois de maniere indépendante cette
épreuve et on regarde le nombre de succés obtenus.
a) Représenter la situation par un arbre.
b) Donner la loi de probabilité associée a cette expé-
rience aléatoire c'est-a-dire les nombres de succes
possibles et leur probabilité.
2. Reprendre la question précédente avec trois répé-
titions indépendantes de cette épreuve.
3. 0On s'intéresse maintenant a dix répétitions indépen-
dantes de cette épreuve.
a) Expliquer pourquoi on ne peut pas construire d'arbre
pour les représenter ?
b) Si I'on considéere un chemin de cet arbre corres-
pondant a 3 succes, combien y a-t-il de pondérations

il dessus ?
6

c) En déduire la probabilité associée a un tel chemin.
d) Le nombre de chemins correspondant a k succes

sur n est noté (Z]

En utilisant cette notation, exprimer la probabilité
d'obtenir 3 succés sur les 10 lancers.

fondissement

1. Compléter I'arbre
pondéré ci-contre
représentant la situa-
tion. On décrira les
différents événe-
ments présents par
des phrases.

2.En admettant quon
peut utiliser les regles classiques sur les arbres pondérés,
déterminer la probabilité que Bruce soit bloqué par un pont.
3. Bruce est bloqué par un pont. Quelle est la probabilité
qu'il ait pris le premier chemin ?

Algo & Prog=j5

m [ spécialité Maths )
On considere un robot placé a
I'origine sur un plan muni d'un
repere orthonormé, bougeant
a chaque seconde en simulant
un entier aléatoire entre 1 et 4
et se déplacant de:

® +1 en abscisse si le résultat
est1.

e —1 en abscisse si le résultat
est 2.

¢ +1 en ordonnée si le résultat est 3.

e -1 en ordonnée si le résultat est 4.

Par ailleurs, pour (x ; y) les coordonnées du point ou se
trouve le robot, son déplacement doit s'arréter si x > 2
oux<-2ouy>2ouy<-2.

1. Dessiner le trajet du robot si les nombres simulés sont
3-1-3-1-3. Pourquoi s'arréte-t-il alors ?

2. Ecrire une fonction Python trajet () permettant de
simuler le trajet de ce robot (du départ a l'arrét) et ren-
voyant le nombre de déplacements effectués avant I'arrét.
On stockera les abscisses et ordonnées successives ou
se trouve le robot dans deux listes x et y initialisées a
x=[0] et y=[0] en début de programme.

3. Ecrire un programme appelant 100 fois la fonction
trajet etcalculantla moyenne du nombre de dépla-
cements réalisés sur ces 100 trajets.

10 - Probabilités conditionnelles et indépendance
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Travaux pratiques
P Chercher, calculer | 40.0

min

n Parabole et méethode de Monte-Carlo Y%’

On considére I'expérience aléatoire consistant a tirer deux nombres réels x et y au hasard entre 0 et 1 puis a placer
dans un repére orthonormé le point de coordonnées (x; y).

1. Dans chaque cas suivant, déterminer la probabilité que le point appartienne au domaine coloré.

a) Ay b) Ay ) Ay
1B 14 1B
0.8+ 0,8+ 0,8+
0,6 i 0,6+ 0,6
0,4+ 1 0,4+ 0,44
02+ ——1 . 02+ . 02+ .

} l i }
T

l | Il J
0 02040608 1 0 02040608 1

il
0 02040608 1

2. On consideére le domaine en bleu ci-contre constitué des points qui sont en dessous de la courbe de la fonction
carré sur l'intervalle [0 ; 1]. 1

a) En utilisant le fait que la ligne brisée rose est au-dessus du domaine, justifier que la 1 __y
probabilité que le point appartienne au domaine en bleu est inférieure a 0,4. 0,8-

Dans la suite, on appelle p la probabilité qu’'un point soit sous la courbe de la fonction gL
carré, c'est-a-dire dans le domaine en bleu. Lobjectif est d'estimer plus précisément

e s 044+
cette probabilité p.

0,21

T

b) Ecrire une fonction python domaine sans paramétre générant deux réels aléatoires 5 0 I I
x et y entre 0 et 1 et renvoyant le booléen True si le point de coordonnées (x ; y) est 0 02040608 1
sous la courbe et renvoyant le booléen False sinon.

X

!‘ @BIDGBEGI@ Avec le module random, la fonction random. random( ) renvoie un réel aléatoire entre 0 et 1.

c) Compléter la suite du programme ci-contre (lors de la saisie, ne pas oublier décrire la fonction domaine avant)
afin qu'il affiche la fréquence de points sous la courbe lorsque I'on en simule 10 000.

eff dessous=0
eff dessus=0
for i in range(10000):
LE smn 8
eff dessous=...
else:
eff dessus=...
print(eff_ﬂessous/(eff_dessous+eff_§essus))

!‘ @ el EemEd Utiliser la fonction domaine dans la condition if. .. :.

d) On rappelle que cette fréquence de points dans le domaine en bleu est une estimation de la probabilité p qu'un
point soit dans le domaine en bleu.

Lancer le programme plusieurs fois afin d'estimer p.

292

e) Le modifier afin d'obtenir un échantillon de plus grande taille et affiner I'estimation.




Travaux pratiques

[/
45‘

RS

Algo & Prog

pll Tirages [presque) indépendants ?

E Chercher, calculer, modéliser, communiquer

A » Une petite et une grande population

On considére 10 personnes dont 7 jouent aux jeux vidéos.

1. Quelle est la proportion d'individus jouant aux jeux vidéos dans cette population ?

2. On tire successivement au sort sans remise deux personnes dans cette population.

a) Donner la probabilité que la deuxiéeme personne tirée au sort joue aux jeux vidéos :

¢ si la premiére personne tirée au sort joue aux jeux vidéos.

¢ si la premiére personne tirée au sort ne joue pas aux jeux vidéos.

b) Ces tirages au sort sont-ils une succession de deux épreuves indépendantes ?

3. Reprendre les questions 1. a 2.b) pour 1 000 personnes dont 700 jouent aux jeux vidéos.

B » Tirage assimilable a un tirage avec remise
D'aprés une enquéte, 70 % de la population francaise joue aux jeux vidéos (source : SELL).

1. On va simuler le tirage au sort sans remise d’'un « échantillon » de 5 personnes dans une population de 50 per-
sonnes dont 70 % jouent aux jeux vidéos.

a) Combien y a-t-il de personnes jouant aux jeux vidéos dans cette population ?

b) A l'aide d’une calculatrice, générer un entier aléatoire entre 1 et 50 : si le résultat est inférieur ou égal a 35, on
consideére que la personne tirée au sort joue au jeux vidéos et qu'elle n'y joue pas sinon.

l‘ @Iﬂpdbﬁmm Avec Python ﬁ :random.randint (1,50),avec T.l:nbrAléatEnt (1,50),
avec Casio:RanInt#(1,50), avec NumWorks:randint(1,50).

c) On appelle p la probabilité de tirer au sort une personne jouant aux jeux vidéos au prochain tirage.
Recopier le tableau suivant et compléter la premiére colonne vide en utilisant la question 1. b).

Au départ A!:)rés A.prés A.prés A.prés I-\.prés
1 tirage 2tirages | 3tirages | 4tirages | 5 tirages
Joue aux jeux vidéos 35
Ne joue pas 15
aux jeux vidéos
p 0,7

d) e Pour le deuxiéme tirage, pour quelles valeurs peut-on considérer que la personne tirée au sort joue au jeux vidéos
lorsque l'on génere un entier aléatoire entre 1 et 497?

¢ En générer un et compléter une nouvelle colonne du tableau.
e) Finir de compléter le tableau.

2. Reprendre les questions 1. a) a e) (on fera un nouveau tableau) dans le cas ou l'on simule le tirage au sort sans
remise d'un échantillon de 5 personnes dans une population de 10 000 personnes dont 70 % jouent aux jeux vidéos.

3. a)Le programme proba_cond_TP2.py affiche les valeurs successives de p pour un échantillon

de taille 20 avec un effectif de la population de départ n demandé a I'utilisateur. Fichiers TICE

Lienmini.fr/maths1-30

b) Que peut-on dire de I'amplitude des valeurs prises par p selon la grandeurden?

Aller chercher le fichier python a partir du lien, puis |'utiliser pour différentes valeurs de n (multiple de 10) bien choisies.

4. Dans certains exercices, on trouve parfois la formulation « on tire au sort des individus dans une population assez
grande pour que ce tirage soit assimilable a un tirage avec remise ».

Commenter cette phrase avec les observations faites dans ce TP.

J
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En autonomie

n Calculer des probabilités conditionnelles sans arbre

Le tableau suivant donne la répartition des
médailles d’or décernées aux jeux olympiques
d’été jusqu’a 2018.

France Pas Total
France
Athlétisme 14 872 886
athIZ::sme 218 3371 | 3589
Total 232 4243 4 475

On prend une de ces médailles d’or au hasard et
on considére les événements A : « La médaille a
été gagnée en athlétisme. » et B : « La médaille
a été gagnée par une personne (ou équipe)
francaise. »

La probabilité p,(B) est égale a:
= S i
232 886 4475

&

EF La probabilité ps(A) est égale a:

3371
= 3589

3371
ol 4243

3371
B 4 475

m * On considere deux événements C et D tels que
p(Q) = % etp(CND)= % Calculer p (D).

* On considéere deux événements E et F tels que
pe(E) =0,7 et p(E N F) = 0,35. Calculer p(F).

m *> Pour les prochaines vacances de Yannis, tout est
presque réglé : ses parents lui ont assuré qu'il y a 90 %
de chances que la famille parte a Istanbul.

Par ailleurs, Yannis a constaté que pendant cette période
de vacances, la probabilité qu'il ne pleuve pas s'il va a
Istanbul est 0,85.

Quelle est la probabilité qu'il parte a Istanbul pour ses
prochaines vacances et qu'il n’y pleuve pas ?

ﬂ Construire et utiliser un arbre pondéré

Pour les exercices E[J a EL),
on considére deux événements C et D et
I'arbre pondéré ci-contre.

0,1 D
C
0,44 o
0’\9 5
0,2 D
0,\85
EJ La probabilité p (D) est égale a:
[a] 0,1 [b] 0,9 [c] 0,2 [d] 0,8
La probabilité p(D) est égale a:
[a] 0,1 [b] 0,2 [c] 0,156 [d] 0,844
m La probabilité p(C U D) est égale a:
[a] 0,552  [b] 0,556

m * Emilie a une entreprise de plomberie.

75 % de ses interventions sont programmeées, le reste
est « en urgence ». Pour les interventions programmeées,
elle utilise son chalumeau 85 % du temps contre 90 %
pour les interventions d’urgence.

Emilie part chez un client, on considére les événements :
e U:«Lintervention esten
urgence. »

o C: « Emilie va devoir utili-
ser son chalumeau. »

1. Compléter I'arbre pon-
déré ci-contre représentant
la situation.

2. Calculer p(U N Q) et p(UN Q).

3. Déterminer la probabilité qu’Emilie doive utiliser son
chalumeau pour cette intervention.

(@)

ol

i f

al

*>* Quand elle joue aux cartes, Lucia triche 15 %
du temps.

Quand elle triche, la probabilité quelle gagne est de 0,9
alors que quand elle ne triche pas, elle est de 0,25.
Lucia joue aux cartes, on consideére les événements T :
«elle triche » et G : « elle gagne ».

1. Dresser un arbre représentant la situation.

2. Calculer la probabilité qu'elle ne gagne pas.




En autonomie

~N
B Inverser un conditionnement
1. Compléter I'arbre pon- / B
déré ci-contre. S
m Sur lequel des deux arbres pondérés ci-dessous 2. Calculer p(S N B) puis \ B
peut-on lire directement p,(A) ? p(B). 8
[al [b] 3. Mia a lancé un jeu M/
yB %A acheté en version boite, \E
0,54 A\f 0,54 B\f quelle est la probabilité
083 B 083 A qu’il fonctionne sur la e B
001 B 001__A console S ? N
04 ~F— 046~F— : L Tz
R —z 4. Mia a lancé un jeu B
e 0,99 acheté en version boite,
sur quelle console est-il le plus probable qu'il fonctionne ?
ELH * Mia acquiert ses jeux vidéos de deux facons,  [EITiEJ 4 Une entreprise dispose de deux usines U, et
soit en version « boite », soit en version téléchargée : U, fabriquant des téléphones et des tablettes :
, :
el de ses jeux fonctionnent sur la console Sdont25%  © l'usine U, fabrique 70 % des appareils de I'entreprise
6 et 65 % des appareils venant de l'usine U, sont des
en version « boite » ; téléphones ;
5 . - (14
» - de sesjeuxfonctionnent surla console M dont 409 © 75 % des appareils venant de I'usine U, sont des télé-
) . phones.
er;versnon «boite »; Pour faire des tests, on préléve au hasard un appareil
o 3 de ses jeux fonctionnent sur la console N dont 25 % produit par I'entreprise et on considére les événements :
en version « boite ». o U1.: « !_apparr:_‘lll vient de IbL|15|ne U,.»
Quand elle lance un jeu au hasard, on considére les .Ah« Lappelmrel est unglta ette.» bl I |
événements S (resp. M, resp. N) : « Le jeu fonctionne Sacbagjcl.qfl ur).lapparel estdur|1,e t.a etts;-, quelle est fa
sur la console S (resp. M, resp. N) » et B: « Le jeu est en probabilité quil provienne de l'usine U, ?
S version boite ». )
~N
g 1 -
A utiliser indépendance
et C forment une partition de l'univers, on considere la
On considere deux événements indépendants situation représentée par l'arbre pondéré ci-dessous :
CetDtels que p(C)=0,3, p(D) =0,6.
La probabilité p(C N D) est égale a: 01 02 07
[a] 0,18
|E 05 A B C
[c] 09 0,23/ ¥,77 0,44/ ¥,56 01 / \0,83
D D D D D D
On considére un QCM de culture générale de deux
questions (il n'y a qu'une bonne réponse par question) : 1. Les événements A et D sont-ils indépendants ?
une de SVT avec 3 réponses possibles et une d'histoire 2. Les événements B et D sont-ils indépendants ?
avec 4 réponses possibles.
On consideére 'expérience aléatoire consistant a répondre ** On considére 0,8 B
aux deux questions au hasard en regardant si la réponse deux événements A et B A _——
est correcte ou non. et l'arbre pondéré associé 04 m B
1. Pourquoi peut-on penser qu'il s'agit d'une succession ci-dessous. '
de deux épreuves indépendantes ? Déterminer p pour que les _ P B
M L, A 0,6 A /
2. La représenter par un arbre ou un tableau. événements A et B soient \ -
3. Donner la probabilité d'obtenir une réponse correcte. indépendants. 1-p—8B y

10 - Probabilités conditionnelles et indépendance
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]
Si I'on considére qu’une fléche touche totalement
' au hasard la cible sur laquelle sont marquées des
zones avec des points et enlutilisant des variables
aléatoires, on peut connaitge le nombre de points
’ marqués en moyenne sur uld grand nombre de lancers.
De facon plus générale, cesinotions utilisées en
' probabilité permettent d’éfudier des jeux de hasard.

Modéliser une situation par une variable aléatoire
et définir une loi de probabilité. Q p. 305 p. 305 p. 308
Interpréter et utiliser les notations du type {X = a},
X< a)pX=a), piX < a) © 306 B0p.306 p. 309
Calculer, interpréter et utiliser l'espérance
d’une variable aléatoire. 9 p. 307 p. 307 p. 309
Calculer et interpréter la variance et I'écart-type
d’une variable aléatoire. p.320 p- 309
. 307 . 307 i2d RG] G LGS ldd p- 3212323
Simuler une variable aléatoire et utiliser une simulation. o 2 & -.-.-p
p.310
o TP1]
exercices exercices exercices travaux
L] résolus corrigés non corrigés pratiques
L]
. . g




Parcours différenciés
Lienmini.fr/maths1-21
1. Calculer une probabilité avec un arbre de dénombrement

On lance trois fois successivement une piece équilibrée.

Quelle est la probabilité d'obtenir exactement deux Pile sur les trois lancers ?

2. Calculer une probabilité avec un arbre pondéré
Une urne contient trois boules bleues et deux boules rouges.

Quelle est la probabilité d'obtenir deux boules bleues lorsque I'on effectue
deux tirages successifs avec remise de la premiere boule dans 'urne ?

3. Calculer une probabilité avec un tableau

Alarentrée, une classe de Premiére est composée de la maniére suivante.

On choisit au hasard une 15ans 16ans 17 ans Total
personne de la classe. Filles 3 14 1 18
Déterminer la probabilité

. P Garcons 2 14 1 17
que celle-ci:
a) soit un garcon de 15 ans. b) ait un age supérieur ou égal a 16 ans.

4. Calculer et interpréter des moyennes et des écarts-type

Pendant un mois, Diego et Nesrine sentrainent aux lancers-francs au basket.
Tous les jours, ils ont effectué 20 lancers-francs et ont noté leurs résultats
dans le tableau ci-dessous.

Nombre de lancers réussis 13114 15|16 | 17 | 18 | Total
Nombres de jours pourDiego | 7 | 4 | 5| 7 | 3 | 4 | 30

Nombres de jours pour Nesrine | 3 | 5 | 9 |6 |5 |2 | 30

Par exemple, Diego a réussi 13 lancers-francs sept jours dans le mois.

1. A l'aide de la calculatrice, déterminer le nombre moyen de lancers-francs
réussis par chacun des deux amis, et I'écart-type de ces deux séries statistiques
(arrondira 0,1 pres).

2. Que peut-on dire de leur réussite aux lancers-francs en moyenne ?

/'
il Qui vous semble le plus régulier ?
] 5. Simuler une expérience a deux issues
Algo & Prog Pour cet exercice, on convient que la commande Alea () renvoie un
p- 301, 307, 310, 314, 321, nombre réel aléatoire entre 0 et 1.
323,324 En 2016, 5 % des Francais suivaient un traitement face au diabéte

(source : santé publique France). Recopier et compléter I'algorithme ci-
dessous afin qu'il permette de simuler le tirage au sort d’un(e) Francais(e)

m—_ selon qu'il (elle) suit ou non un traitement contre le diabéte en 2016.
p- 299, 300, 319, 321, 322, R

! si Alea() <= ...
323, 324, 325 :

Afficher "est traité contre le diabéte"

{ : Sinon
Les autres disciplines (% : Afficher "n'est pas traité contre le diabete"
i Fin si

p. 308, 312

@ Corrigés
Probléme ouvert Lienmini.fr/maths1-00

p. 315,316, 318
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n Decouvrir la notion de variable aleatoire

Flo propose a Léna le jeu suivant pour une mise de départ
de2€.

Léna tire au hasard une carte dans un jeu de 52 cartes puis :
o si elle tire un as, elle gagne 30 € ;

o si elle tire un roi ou une dame, elle gagne 15 €;
esielletireun2,un3ouun4, ellegagne4€;

e si elle tire une autre carte, elle ne gagne rien.

(© Rappel Un jeu de 52 cartes est composé de 4 « couleurs » (tréfle,
pique, coeur et carreau) et pour chacune de celles-ciil y a 13 valeurs (2,
3,4,...,10,valet, dame, roi et as).

1. Déterminer les gains algébriques potentiels de Léna a ce
jeu (en tenant compte de la mise de départ, positif si elle gagne de I'argent, négatif sinon).

2. Recopier et compléter le schéma ci-dessous en joignant les éléments.
Prendre exemple sur ce qui a déja été tracé:

3. On note X la fonction qui, a chaque issue du tirage au hasard d’une carte, associe le gain algébrique de
Léna. On dit que X est une variable aléatoire réelle.

Quelles sont les valeurs de X({6decceur}) et X({roidetrefle}) ?
4. On note p(X = 28), ce qui se lit « probabilité que X soit égale a 28 », la probabilité que la variable aléatoire X
prenne la valeur 28. Elle est égale a la probabilité de tirer au hasard un as.
a) Que vaut p(X =28) ?
b) Que vautp(X=13)?
5. Recopier et compléter le tableau ci-dessous.
Gains : x; 28 13
Probabilités : p(X = x)
En construisant ce tableau, nous définissons la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

6. Quelle est la probabilité (en tenant compte de la mise) :
a) que Léna perde de l'argent ?
b) quelle gagne plus de 10 €?
c) gu'elle gagne 4 €?
d) qu'elle gagne 2 €?

9 [ O p.302
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a Utiliser des notations

Une urne contient 50 tickets numérotés et sa composition est donnée dans le tableau suivant.

Numéro 10 | 15 20 | 22 | 30 | 31 | 40 | 50
Nombre de tickets | 2 | 14 | 8 4 7 8 4 3
On tire au hasard un ticket. On note X la variable aléatoire donnant le numéro du ticket tiré.

1. Quelles valeurs peut prendre X ?

2. On note {X < 25} I'évéenement « La variable aléatoire prend une valeur inférieure ou égale a 25 ».

a) Compléter par les éléments que peut prendre X dans ce cas : I'événement {X < 25} est réalisé si et seulement
si X prend sa (ses) valeurs dans {10;15; ...}.

b) Compléter la phrase suivante traduisant dans le contexte de l'exercice I'événement {X < 25} :
« Le numéro du ticket tiré est... ».
3. Reprendre les questions 2. a) et b) pour les événements suivants.
a){X<31} b) X =22} c){X=15}
4. On note p(X =< 15) la probabilité de I'événement {X < 15}, c'est-a-dire la probabilité que le numéro du ticket
tiré soit inférieur ou égal a 15. Déterminer p(X < 15).

5. Calculer:a) p(X=15) b)pX<31) c)pX=22)

O p.302

\ J
5%
- ° ° 7 - m;’
Découvrir la notion d'espérance
Anouk propose le jeu suivant : on mise 1 €, on lance deux dés équilibrés Gain :rwen su,,;ns,mu,am,:s
dont les faces sont numérotées de 1 a 6, puis on gagne une somme égale 0,939

a la différence entre les deux dés (le plus grand résultat auquel on soustrait
le plus petit). Par exemple, en tenant compte de la mise de départ, siles dés
tombentsur6et3,ongagne6-3-1=2¢€.

Reyanne souhaite étudier la situation, et notamment le gain moyen qu'elle
peut espérer a ce jeu. Pour cela, elle établit une simulation du jeu sur tableur.

-t
.

Obtenir a I'aide du tableur une simulation similaire. On établira un
échantillon de 1 000 simulations et on pourra utiliser les fonctions
suivantes du tableur (@ modifier suivant ce qu'il faut calculer) : 13

=ALEA.ENTRE.BORNES(1;6) |afﬁche aléatoirement un nombre entier entre 1 et 6;

=MIN(A5:B5) | détermine le minimum des valeurs dans la plage de données des cellules A5 a B5.
On a de méme la fonction MAX ;

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

4
2
1
4
il
3
4
5
2

W e (e n e w
okin Rk eow b o

0| =MOYENNE(A2:A101) |ca|cu|e la moyenne des nombres situés dans la plage de données A2:A101.

2, En utilisant la simulation, donner une approximation du gain qu'elle peut espérer en moyenne a ce jeu.

3. Soit X la variable aléatoire donnant le gain algébrique pour chaque lancer de dé a ce jeu.
Déterminer la loi de probabilité de X.
4. On appelle espérance de X le nombre réel noté E(X) défini par :
EX)=x, X PX=2x) + x, X PX=x,) + ... + x, X PX =x)
ou x,, x,, .., X, sont toutes les valeurs que peut prendre X.
Calculer E(X).

5. Comparer ce résultat au gain moyen sur 1 000 parties que Reyanne avait obtenu sur tableur.

© 778 © p.303
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L/

B $e)
Comparer a l'aide de l'écart-type »*
Samuel compare deux jeux qui lui sont proposés.

Il a observé 500 parties de chaque jeu et a inscrit ses résultats dans une feuille de tableur.

JeuA:
Gain algébrique en euros -4 0 2 10
Fréquence du gain 0,25 0,26 0,30 0,19
JeuB:
Gain algébrique en euros -10 0 5 200
Fréquence en % du gain 40% | 40% | 18% 2%

1. En utilisant la calculatrice, retrouver les moyennes et écarts-type de ces deux séries statistiques données
sur la copie d'écran ci-dessous.

A B & D E

1

7 e

3 -4 0,25 -10 40,00%
4 0 0,26 0 40,00%
5 2 0,3 5 18,00%
6 10 0,19 200 2,00%
7

8 1,5 0,9

9 | 4,68508271 29,0463423

2. Comparer ces deux jeux en répondant aux questions suivantes.
a) Quel est le jeu qui semble le plus intéressant en moyenne pour un joueur ?
b) Pour quel jeu les valeurs sont-elles en moyenne plus éloignées du gain moyen ?
c) Quel jeu faut-il conseiller pour un joueur qui aime le risque ?
3. a) En supposant que les fréquences des gains sont égales aux probabilités réelles, dresser deux tableaux

résumant les lois de probabilité de X; la variable aléatoire donnant le gain algébrique au jeu A, et Y, la
variable aléatoire donnant le gain algébrique au jeu B.

b) Calculer E(X) et E(Y).

c) Lécart-type de la variable aléatoire X, noté o(X) est égal a celui calculé dans la question 1. pour le jeu 1.
Donner o(X) et o(Y).

d) ¢ La variance de X est le nombre réel noté V(X) défini par :

VIX) = p, (x, = OO + p, (o, — EOY + ... +p, (x, — E))?

ou p, est la probabilité de I'événement {X = x}.

o L'écart-type de X est le nombre réel noté c(X) défini par 6(X) = W

Trouver de deux facons différentes une valeur approchée a 0,01 prés de la variance pour le jeu B.

l‘ G EREPEIEE Lune des deux fagons utilise un résultat obtenu sur la calculatrice ou le tableur.

e) Retrouver les formules saisies en B8 et B9 pour obtenir la copie d’écran précédente.

L Y (78 © p.303




Algo & Progg 1 :“

B Simuler une variable aleat0|re avec Pgthon A

Chloé arrive souvent en avance a son arrét de bus et
doit patienter. Ce temps d'attente d’'un bus (en minutes)
peut étre modélisé par une variable aléatoire T dont la
loi de probabilité est donnée dans le tableau ci-dessous.

t 1 2 3 4

1

p(T=t) 0,35 0,23 0,20 0,22

1. Quelle est la probabilité qu'elle attende son bus
3 minutes ? Au plus 3 minutes ?

2. On désire construire une simulation informatique du
prochain temps d'attente d’un bus pour Chloé.

a) On rappelle que sous Python p la commande
random. random( ) renvoie un nombre réel
aléatoire entre O et 1.

Quelle est la probabilité que le nombre aleatoire choisi
au hasard grace a random. random () soit inférieur ou égal a 0,35 ? Compris entre 0,35 et 0,58 ?

b) On peut proposer un découpage de l'intervalle [0 ; 1] en plusieurs intervalles de sorte que la probabilité
que ce nombre aleatoire appartienne a ces intervalles corresponde a chacune des probabilités associées
aux différents temps d'attente.

Recopier et compléter les phrases suivantes.
e La probabilité que Chloé attende 1 minute vaut 0,35, c’est-a-dire la méme que la probabilité que
aleatoire soit inférieur ou égal a 0,35.

¢ la probabilité que Chloé attende 2 minutes vaut 0,23, c’est a dire la méme que la probabilité que
aleatoire soitcomprisentre0,35et....

e la probabilité que Chloé attende 3 minutes vaut 0,20, c'est a dire la méme que la probabilité que
aleatoire soitcomprisentre...et...

e la probabilité que Chloé attende 4 minutes vaut ..., c'est a dire la méme que la probabilité que
aleatoire soit compris entre ... et ... .

c) On propose alors le programme suivant correspondant a cette situation.

import random

aleatoire=random.random()

if aleatoire <= 0.35:
print("1")

if aleatoire <= 0.58 and aleatoire > 0.35:
print("2")

if aleatoire <= 0.78 and aleatoire > 0.58:
print("3")

if aleatoire > 0.78:
print("4")

Que va afficher le programme si la variable aleatoire prend la valeur (au hasard) 0,63 ?

3. Ecrire un programme dans le cas ou la loi de probabilité de T est donnée par le tableau suivant.

t. 1 2 3 4 5

1

p(T=t) 0,40 0,52 0,04 0,03 0,01

L Y [ 778 O p.303
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o Variables aleatoires réeelles

On considere une expérience aléatoire dont l'univers Q = {e1 ;e
probabilité p sur Q.

L€y ...; e} estfini et une loi de

Variable aléatoire réelle (discréte)
Une variable aléatoire réelle X sur Q est une fonction qui a chaque issue de Q associe un nombre réel.

© Notation g étant un nombre réel, on note {X = a} I'événement X prend la valeur a et p(X = a) sa probabilité.

@-Exemple

Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher : trois boules sont rouges numérotéesde 1a 3 (R, R,,
R,) et trois boules sont vertes numeérotées 0, 3 et 5 (V,, V,, V,).

Un joueur mise 2 € et tire une boule au hasard. Si elle est rouge, il gagne 3 €; si elle est verte, il gagne en
euros la valeur du numéro indiqué.

L'univers associé a l'expérience aléatoire est
Q={R,,R, R, V,V,, V}.Toutes les issues sont
équiprobables.

La variable aléatoire X qui, a chaque boule choisie,
associe le gain en tenant compte de la mise, peut
prendre comme valeur : 3 (en prenant la boule V,

et en soustrayant la mise) ; 1 (en prenant une boule -2 -1 0 1 2 3 4

rouge ou la boule V, et en soustrayant la mise) et -2 (en prenant la boule V, et en soustrayant la mise).
Lévénement X prend la valeur 3, noté {X = 3}, est réalis¢ lorsque le joueur tire la boule V..

Sa probabilité est p(X=3) = % car la probabilité de tirer au hasard la boule V, est %

Définition
Soit X une variable aléatoire sur Q prenant les valeurs x,, x,, ..., X...

Lorsqu‘a chaque valeur x, on associe la probabilité p, = p(X = x), on définit la loi de probabilité de X.

© Remarques

* La loi de probabilité d’une variable aléatoire X peut X, X, X, x
se présenter sous la forme d’un tableau. X=x)
* La somme des probabilités de toutes valeurs prises P =% P P2 Pr
par la variable aléatoire est égalea 1.0Ona:p, +p,+... +p, = 1.
®-Exemple
Dans l'exemple précédent, X peut prendre les valeurs 3, 1 et —2. De plus,on a:
1 4 2 1
'p(X=3)=p({V5})=g . ep(X=0=p(R;R,; R, ;V3})=g=§ . 'p(X=—2)=p({Vo})=g .
On en déduit que la loi de probabilité de X est donnée = ) 1 3
dans le tableau ci-contre. : 1 > 1
PX=x) | 6 1 31 %

© Remarques
* Les notations {X = a}, {X = a}, ... permettent de définir des événements en lien avec les variables aléatoires.
* Dans l'exemple, on peut calculer la probabilité de I'événement {X = 0}, c'est-a-dire la probabilité que le gain

soit positif, que 'on note p(X = 0):onap(X=0)=p(X=1)+pX=3)= %

- @ p.305@ p. 306
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Q Espérance - Variance - Ecart-type
(@) Définitions

Dans ce paragraphe, X est une variable aléatoire dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant.

X, X.

i 1 X

5 ™ n

p(X=x) p, p, P,

Espérance

Lespérance de X est le nombre réel noté E(X) défini par :

EX)=p,x, +p,x,+... +p X,

n"*n*

®-Exemple
On considere une variable aléatoire Y dont la loi de probabilité est donnée par le tableau suivant.
9 -4 0 4 20
p(Y=y) 0,5 0,2 0,2 0,1

Ona:E(Y)=05x(-4)+02x0+0,2x4+0,1x20=0,8.

© Remarques

* Lorsque X est une variable aléatoire donnant le gain algébrique a un jeu, E(X) est le gain moyen que peut
espérer un joueur sur un grand nombre de parties a ce jeu.

* Un jeu est équitable si I'espérance de la variable aléatoire donnant le gain algébrique est nulle.

B ercice résolu |3 BELK

La variance de X est le nombre réel noté V(X) défini par :
V(X) = p,(x, — EX))* + p,(x, - E(X)* + ... + p,(x - E(X))%

@-Exemple

Dans I'exemple précédent, on a:
Y)=0,5%(-4-0,8)2+0,.2%x(0-0,8?2+0,2x(4-0,8?2+0,1x(20-0,8)?=50,56.

fcartype

L'écart-type de X est le nombre réel noté o(X) défini par 6(X) =/V(X).

®-Exemple
Dans l'exemple précédent, ona:o(Y) =V (Y) = /50,56 = 7,11.

© Remarques

¢ Ces définitions sont a mettre en lien avec celles de moyenne, variance et écart-type d'une série statistique. On
peut donc aussi utiliser la calculatrice ou un tableur pour déterminer l'espérance, la variance et I'écart-type
d'une variable aléatoire si on a résumé la loi de probabilité de la variable aléatoire dans un tableau (voir le fZ)).

* Comme en statistiques, 'écart-type permet de se donner une idée de la répartition des valeurs prises par
une variable autour de son espérance en tenant compte des probabilités. Plus I'écart-type est grand, plus
les valeurs prises par la variable aléatoire sont « éloignées » de l'espérance.
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(b) Propriéetes des indicateurs

Formule de Kénig-Huygens
Ona:V(X)=p,(x,)?+p,(x,)* +... + p, (x ) - (E(X))?

b A Exercice d'approfondissement | 9t I BEXE:]
Variable aléatoire aX + b

Pour tous nombres réels a et b, on peut définir une nouvelle variable aléatoire en associant a chaque
issue donnant la valeur x,, le nombre réel ax; + b.
Cette nouvelle variable aléatoire se note aX + b.

®-Exemple

Z est une variable aléatoire donnant le gain en euros a un jeu auquel on peut gagner 2, 4 ou 8 €. Z peut
donc prendre les valeurs 2,4 ou 8.

Les organisateurs décident de multiplier les gains par 2 puis de soustraire 1 €.

On obtient alors la variable aléatoire Z’ telle que Z’ = 2Z - 1, qui donne les gains en euros suite a cette
modification.

Z’ peut prendre les valeurs 3(2x2-1);7(2x4-1)ou15(2x8-1).

E(aX + b) et V(aX + b)

Soit a et b deux nombres réels.Ona:
eE(aX+b)=aEX)+b
° V(aX + b) = a*V(X)
* o(aX + b) = |a|o(X)

Démonstration ©©

o
Pour l'espérance : E(aX + b) = p, X (ax, + b) + p, X (ax, + b) + ... + p_ X (ax_+ b)

=apx,+p,b+apx,+p,b+...+apx +pb
=alp,x, +px,+...+px)+blp, +p,+...+p)
=akEX)+bcarp, +p,+...+p =1.

(© Remarque Voir les exercices d’approfondissement pour la propriété de la variance (et donc de l'écart-type).

®-Exemple

Dans l'exemple précédent, sion a E(2) = 3,4 alors :
EZ)=EQRZ-1)=2E2)-1=2x%x34-1=5_8.

© Remarque Le tableau et Python " permettent de faire des simulations et d'obtenir au hasard une
valeur prise par une variable aléatoire

B Exercice résolu J & BN

Espérance et simulation

Lorsque l'on crée un échantillon, de taille suffisamment grande, de valeurs prises par une variable
aléatoire (lors de simulations par exemple) la moyenne des valeurs de cet échantillon est proche de la
valeur de I'espérance de cette variable aléatoire.
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Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-22

Exo

Exercices ‘

Déeterminer la loi de probabilite

d’une variable aleatoire

©000000000000000000000000000000000000000 o

© [ 778 @ p. 302

On propose le jeu suivant : on mise 5 € puis on lance deux fois de suite une piece équilibrée.

On gagne ensuite 4 € par Pile obtenu.

Par exemple si on fait deux fois Pile, on gagne 4 + 4 -5 =3 €.
Soit X la variable aléatoire donnant le gain a ce jeu en tenant compte de la mise.

Déterminer la loi de probabilité de X.

Solution

Lexpérience aléatoire est constituée de deux lancers consécutifs d’'une ., ......... RELEEEEIUENEEENN . ...,

picce équilibrée.

On peut utiliser un arbre pour déterminer les différentes possibilités
(on est dans une situation d’équiprobabilité) et les gains associés : ﬂ

P 4+4-5=3
P—f”/’/’/’

/ \F 440-5=-1
P 0+4-5=-1
\F/

TTT——F 040-5--5

X peut donc prendre les valeurs —5 5 —1 et 3. ﬂ
De plus, d’apres arbre, on a : ﬂ

X ==5)= plFFY =

o p(X =-1)= p({PF ; FP}) =

NS
o | —

« (X =3) = p(IPP}) = é

On en déduit la loi de probabilité de X résumée dans le tableau ci-contre. i

A vous de jouer ! |,

n On lance un dé équilibré comportant

6 faces. Sila face indique un nombre impair,

on perd 3 €, sinon on gagne la valeur en

euros du numéro de la face.

Déterminer la loi de probabilité de la variable

aléatoire X donnant le gain algébrique a ce jeu pour
modéliser cette situation.

ﬂ On considére une urne comportant des boules de
couleur verte, jaune ou bleue et sur lesquelles sont ins-
crites des motifs (croix ou triangle). Il y a 80 boules dans
I'urne dont 10 sont vertes avec des croix. La composition
globale de I'urne est donnée par le tableau suivant.

Si les différentes valeurs prises et

les probabilités ne sont pas données, il faut
les déterminer en construisant par exemple
un arbre ou un tableau pour représenter

la situation.

Avant de donner la loi de probabilité,
on peut récapituler les différentes valeurs
que peut prendre la variable aléatoire.

ﬂ On calcule les probabilités p(X = k) pour
les différentes valeurs de k données

000000000000 000000000000000000,
©0000000000000000000000000000 000

auparavant.
X -5 -1 3
1 1 1
X=x, — = —
p( ) 2 > 2

Verte Jaune Bleue Total

Croix 10 30 12 52
Triangles 10 10 8 28
Total 20 40 20 80

On mise 100 € puis on tire au hasard une boule dans l'urne.
On gagne 200 € si c'est une boule verte avec des croix,
150 € si c’est une boule verte avec des triangles, 120 € si
c'est une boule bleue avec des croix, et on ne gagne rien
dans tous les autres cas.

Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire Y
modélisant la situation.

gl Exercices J 21 FY 2u LRl
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Exercices

© utiliser les notations du type {X = a}, P(X <

eecccccece eecccccccccccce

eccee

Versions interactives
Lienmini.fr/maths1-22

Exo

a) - EB@p.302

eeccee scece ecccccccoccd

On lance successivement une piéce équilibrée cinq fois. On note X la variable aléatoire donnant le

nombre de Pile obtenu sur les cinq lancers.

1. Décrire par une phrase les événements {X = 4} et {X = 3}.

2. Que signifie p(X=0) =0,03125?

3. Sachant que p(X=0) =0,03125 et p(X=1) = 0,15625, calculer p(X < 1).

4. Comment peut-on noter la probabilité de faire au moins quatre Pile sur les cinq lancers ?

Solution

1. {X = 4} peut étre traduit par la phrase « Il y a eu (exactement) quatre
Pile sur les cing lancers » et {X'= 3} par la phrase « Il y a eu au moins

trois Pile sur les cinq lancers ». ﬂ

2. p(X'=0) = 0,03125 signifie que la probabilité d’obtenir 0 Pile sur les

cinq lancers est égale 2 0,03125.
3. p(X'=< 1) est la probabilité de faire au plus un Pile.

Ona:p(X<1)=p(X=0) + p(X=1) = 0,03125 + 0,15625

=0,1875. ﬂﬂ

4. La probabilité de faire au moins quatre Pile sur les cinq lancers peut

étre notée p(X = 4).

A vous de jouer ! |,

B Soit un jeu de hasard dont le gain peut étre égal a
2,20, 100,200 ou 1000 €. Les probabilités d'obtention de
chacun des gains sont égales.

On peut modéliser la situation avec une variable aléatoire
X associant un gain a chaque issue du jeu.

1. Décrire par une phrase les événements {X = 20} et
{X =50}

2. Que vaut p(X =< 50)?

3. Comment peut-on noter la probabilité de gagner au
moins 100 €7

“ On considére une variable aléatoire X dont la loi de
probabilité est donnée dans le tableau suivant.

,. -8 | 0 | 7 |8 | 20
PX=x) | 04 | 012 | 03 0,08

1.Quevautp(X=8)?
2. Calculer p(X < 0).
3. Calculer p(X > 7).

X,

B Une usine fabrique des piéces métalliques pour
I'industrie automobile. Elles sont livrées en général par
lot de 100 pieces.

On considére la variable aléatoire Y associant le nombre
de piéces défectueuses a un lot de 100 piéces.

1. Décrire par une phrase :

a) I'évéenement {Y = 9}. b) I'événement {Y < 5}.

2. Que signifient p(Y > 2) et p(Y=10) ?

B Conseils & Méthodes

On met en lien I"€noncé, les valeurs
que peut prendre la variable aléatoire
et les symboles utilisés (=, <, >, ...)
pour traduire par une phrase.

ﬂ On additionne les probabilités
de faire 0 ou 1 Pile pour obtenir
le résultat.

ﬂ La probabilité p(X < 1) est égale
a la probabilité p(X < 2).

000000000000 0000000000000000000000000 o

.
.

cee,

cccccoe,
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s
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.

ﬂ A lissue d’une chaine de fabrication de jouets en
bois, on recherche deux types de défauts : les défauts de
solidité et les défauts de couleur.

Une étude a permis de relever les résultats suivants sur
un échantillon de 1 000 jouets :

Défaut Pas de défaut
Total
de couleur de couleur
Défaut
5 28 33
de solidité
P 5f,
as de défaut 15 952 967
de solidité
Total 20 980 1000

A réparer, un défaut de couleur colite 5 € par jouet et un
défaut de solidité coute 12 € par jouet.

X est la variable aléatoire donnant le colt de réparation
d’un objet avant d’étre mis sur le marché.

1. Quelle valeur peut prendre X ?

2. Décrire par une phrase I'événement {X < 10}.
3.Quevautp(X=12)?

g Exercices J 26 FY 30 X1



Exo

Lienmini.fr/maths1-22

Versions interactives ExerCices ‘

e Calculer et utiliser une espérance - (T8 @ p. 303

Un jeu de grattage permet de gagner jusqu’a 5 000 €. Le ticket du jeu est vendu 2 €.
On note X la variable aléatoire donnant le gain (en tenant compte de la mise) lorsque l'on choisit

au hasard un ticket.

i o ) x. -2 8 98 4998
La loi de probabilité de X est donnée par : . 085 01295 1000005 | 000001
Ce jeu est-il équitable ? pX=x) ! ! ! !

Solution N Conseils & Méthodes [N

Pour répondre a cette question, il faut calculer 'espérance de la variable

L Sy ﬂ Unj Jeu est équitable lorsque
aléatoire donnant le gain A ce jeu. ﬂ

D’apres le cours, la formule est :
E(X) =-2x%0,85 + 8% 0,1499 + 98 x 0,00009 + 4998 x 0,00001 ~ —0,442. ﬂ

Cela signifie donc que, si on répete ce jeu en grattant un grand nombre

ﬂ On peut utiliser la calculatrice
pour obtenir I'espérance, la
variance et l'écart-type d'une
variable aléatoire (voir le ).

e0000000000000000000000000000000 00

o®®000c0c0c0c00c0c0e
®ecccc000cccccsscccce

de tickets, on peut « espérer » perdre en moyenne 0,442 € (par ticket gratté).

Lespérance n'étant pas nulle, ce jeu nest pas équitable.

A vous de jouer ! |,

Une urne contient 4 tickets numérotés 0; 1; 10 et ﬂ On mise 3 € puis on lance trois fois de suite une piece
20. Un joueur mise 4 € puis tire au hasard un ticket qui lui équilibrée.

indique le montant qu'il gagne. On gagne 2 € par Pile obtenu.

Quel gain moyen peut-il espérer s'il joue un grand nombre Ce jeu est-il équitable ?

de fois a ce jeu ? w5 [ZEEE E A EE) p.309

Q Obtenir une simulation avec Python # oo i Prog Sl Cours 1 TS

On considére le programme ci-contre permettant d'obtenir import random
q a z q alea=random.random()
au hasard une valeur prise par une variable aléatoire X. i alea <= 0.80%
rint ("-2")
1. Quelles sont les valeurs que peut prendre X ? i s istakd Basods
print("0")
2.Quevautp(X=0)? if alea 0.75:
print ("4")
Solution

1. X peut prendre les valeurs —2 ; 0 ou 4. ﬂ RORURURIRINY Conseils & Méthodes NNRIN

ﬂ Ce sont les affichages possibles
du programme.

2. Pour afficher 0, alea doit étre compris entre 0,50 et 0,75.
Alors p(X=0)=0,25. B

alea est un nombre compris entre 0 et 1.
La probabilité qu'il soit compris entre 0,50
et0,75vaut0,75-0,50=0,25.

©00000000000000000000000000000000000000000000 o

e®00000c00c0c000n,
®ecssccccccccscce®

A vous de jouer ! I,

!!

ﬂ Ecrire un programme Python p permettant d'af- m On considere import random
ficher une valeur prise par la variable aléatoire X dont la le programme Python A ?;Q::::“?Brig‘?m“
loi de probabilité est donnée par : ci-contre permettant print (.-20‘?, ’

x _8 15 de faire une simulation else:

print("-5")

! avec une variable aléatoire Y.

p(X= xi) 0,58 0,42 =_5)?
Que vaut p(Y=-5) 7 B 3(Exercices | 37 FY so X311
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Apprendre a apprendre :

m Quelle est, d’apres-vous, la formule la plus importante
de ce chapitre ?

m On répondra a cet exercice en fin de chapitre.

Chercher dans le chapitre précédent les résultats et
méthodes dont vous avez eu besoin dans ce chapitre.

Diaporama

Ressource professeur

Questions - Flash 6 z

m On lance trois fois successivement un dé tétraé-
drique équilibré dont les 4 faces sont numérotées de 1 a
4. On additionne les numéros de chacun des résultats
obtenus.

Y est la variable aléatoire associant cette somme a une
expérience de trois lancers du dé.

Quelle(s) valeur(s) peut prendre Y ?

m Une urne contient trois boules jaunes et cing boules
rouges. On tire au hasard et avec remise deux boules. On
gagne 3 € par boule jaune tirée et on perd 1 € par boule
rouge tirée.

X est la variable associant le gain a un tirage.

Quelle(s) valeur(s) peut prendre X ?

m X est une variable aléatoire pouvant prendre comme
valeurs les nombres entiers entre 0 et 20.

a) Noter de maniére plus simple X prend une valeur
dans{0;1;2;3;4;5;6}.

b) Donner une notation de la probabilité d'obtenir un
résultat supérieur a 14.

X est une variable aléatoire discrete prenant des
valeurs entre 0 et 100 et telle que p(X < 12) =0,23.
Que vaut p(X>12)?

Pour cet exercice, on convient que la commande
Alea () renvoie un nombre réel aléatoire entre O et 1.
Une variable aléatoire X a été simulée avec l'algorithme
suivant.

aleatoire«alea()

i si aleatoire <= 0.2
: Afficher "0O"
Fin si

i si aleatoire <=
i Afficher "8"
Fin si

i si aleatoire>0.65
i Afficher "20"
Fin si

0.65 et aleatoire>0.2

Donner p(X = 8).

Pour les exercices [if:] a F1i), X est une variable aléa-
toire dont la loi de probabilité est donnée par le
tableau suivant.

52 0 2 5 10

i

p(X =x) 0,1 02 | 03

m Quelle est la valeur manquante dans ce tableau ?
m Déterminer p(X < 5).

m Calculer E(X).

..................................................

m Une urne contient trente boules numérotées de 1 a
30. On tire au hasard une boule.

Sile numéro de la boule est compris entre 1 et 15, on gagne
2 €, s'il est compris entre 16 et 27, on gagne 10 €.

Sinon on gagne 50 €.

On note X la variable aléatoire donnant le gain a chaque
boule tirée au sort.

1. Quelles sont les valeurs possibles prises par X ?

2. Recopier et compléter le tableau suivant donnant la loi
de probabilité de X.

5 2

p(X=x)

=
m Dans une entreprise, il y a 500 employés. U

Le tableau de répartition des salaires est le suivant.

Salaire en euro 1600 | 2000 | 2500 | 3000
Nombre 300 | 150 | 45 5
de personnes

On note Y la variable aléatoire donnant le salaire percu par
un employé tiré au sort dans l'entreprise.

1. Quelles sont les valeurs possibles prises par Y ?

2. Dresser un tableau donnant la loi de probabilité de Y.

El Mathieu propose le jeu suivant avec une piéce truquée
(on estime que la piéce a 38 % de chance de tomber sur Pile).
On mise 20 €, puis on lance la piece deux fois successivement.
On gagne 25 € par Pile obtenu sur les deux lancers.

1. Calculer la probabilité de gagner 30 € a ce jeu en tenant
compte de la mise.

2. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire
X donnant le gain a ce jeu (en tenant compte de la mise).

Carla a écrit chacun des mots Rien ne sert de courir, il
faut partir a point (morale d’une fable de Jean de la Fontaine)
sur des cartons qu'elle met dans une urne.

Elle tire au hasard un carton.

On considére la variable aléatoire N qui associe a chaque
issue le nombre de lettres du mot écrit sur le carton.
Déterminer la loi de probabilité de N.



Exercices

E On lance deux dés équilibrés a 4 faces numérotées de
1a4.

On note X la variable aléatoire qui a chaque lancer associe
la valeur du plus grand numéro obtenu sur les deux dés.
Déterminer la loi de probabilité de X.

Utiliser les notations d'évéenements

..................................................

m Une variable aléatoire peut prendre les valeurs - 120 ;
0; 150; 300 et 1000. Définir par une phrase et donner les
issues possibles des événements suivants.

a) {X=150} b) {X=10} c) {X> 100}

d) {X > 300} e) {X =300} f)ix=<0}

On lance 15 fois de suite un dé équilibré a six faces
numérotées de 1 a 6.

On note Y la variable aléatoire donnant le nombre de « 6 »
obtenu sur les 15 lancers.

Utiliser une notation pour écrire les probabilités des évé-
nements suivants :

a) Le dé est tombé cing fois sur « 6 ».

b) Le dé est tombé au moins une fois sur « 6 ».

c) Le dé est tombé au plus trois fois sur « 6 ».

d) Le dé est tombé plus de dix fois sur « 6 ».

m La loi de probabilité de X est donnée par le tableau :

X 0 2 3 5 7

i

pX=x) 01 | 015 | 0,16 | 045 | 0,14

Déterminer les probabilités suivantes :
a)p(X=5) b) p(X < 5) ) p(X>5)
d) p(X=2) e)p(X=0) f) p(0 <X <5)

m Une variable aléatoire X prend des valeurs entiéres
entre 0 et 50.

1. Quel est le contraire de I'événement {X > 4} ?

2. Sachant que p(X > 6) = 0,87, déterminer p(X < 6).

3. Sachant que p(X = 0) = 0,03, quelle est la probabilité
que la variable aléatoire X prenne une valeur supérieure
ouégaleal?

m X est une variable aléatoire prenant les valeurs-1; 0
et1telleque:pX=1)=pX=0)etpX=-1)=3xpX=1).
1. Dresser le tableau donnant la loi de probabilité de X.

2. Calculer p(X = 0).

..................................................

m La loi de probabilité d’'une variable aléatoire X est
donnée par le tableau suivant.

X; -2 1 1

]
1 1 1
X=x - - -
piX=x) 2 4 4

1. En utilisant la définition du cours, calculer I'espérance de X.
2. Vérifier le résultat a I'aide de la calculatrice.

m On considére un jeu de hasard. La variable aléatoire X
donnant le gain (mise comprise) a une loi de probabilité
résumée dans le tableau ci-dessous.

X -5 -2 0 50

i
p(X=2x) 04 03 0,28 0,02

1. En utilisant la définition du cours, calculer E(X).
2. Interpréter ce résultat.
3. Cejeu est-il équitable ?

m X est une variable aléatoire qui peut prendre les valeurs
-3;4;10 et 30.Son espérance est égale a 5. On consideére
les variables Y et Ztelles que Y=3XetZ= X+ 10.

1. Déterminer les valeurs que peuvent prendre Y et Z.

2. Déterminer E(Y) et E(2).

Calculer des indicateurs

..................................................

La loi de probabilité d'une variable aléatoire X est
donnée par le tableau suivant.

5 -2 4 6

3 3 4

X=x 202 2
pX=x) 10 10 10

1. En utilisant la définition du cours, calculer l'espérance de X.
2. En utilisant les définitions du cours, calculer la variance
de X et en déduire I'écart-type de X.

3. Vérifier les résultats a I'aide de la calculatrice.

E Pour chacune des variables aléatoires suivantes dont
on donne la loi de probabilité a I'aide d'un tableau, déter-
miner l'espérance, la variance et I'écart-type (si besoin on
arrondira les résultats a 0,01 pres).

1.
x, -4 | o 9 | 25
pX=x) | 050 | 020 020 | 0,10
= y -25 -3 5 | 100
T 03 02
p(Y=y) 3 6 ) ’
3.
z 5 0 4 10

1

p(Z=z) 042 038 015 005
I

EE Les lois de probabilités de deux variables aléatoires X
et Y sont données dans les tableaux ci-dessous.

%, -8 0 8 20
piX=x) | 025 | 025 | 025 | 025

7, -20 | -12 | -2 10 15
p(Y=7) 0,1 01 | 015 | 025 | 04

1. Comparer E(X) et E(Y).
2. Comparer 6(X) et 6(Y).

11 - Variables aléatoires réelles
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Exercices

Sir,nule_r une variable
aléatoire

Dans cette partie, on considére que :

¢ lafonction Alea () renvoie un nombre réel aléatoire
entreOet1;

¢ pour tous les programmes Python 0' ,le module ran-
dom est importé et lacommande random. random ()
renvoie un nombre réel aléatoire entre O et 1.

Algo & Prog

Y est une variable aléatoire donnant un gain a un jeu.
Sa loi de probabilité est donnée dans le tableau ci-dessous.

7 0 5 20
p(v=y) | 080 | 012 | 008

On souhaite construire une simulation de la variable aléatoire Y.
1. Recopier et compléter le tableau suivant donnant un
découpage de [0 ; 1] permettant de satisfaire aux proba-
bilités.

¥ 0 5 20
Bornes entre entre ... entre
pour Oet... exclu et 0,92 exclu
alea() inclus 0,92 inclus et

2.Recopier et compléter I'algorithme ci-dessous permettant

d'obtenir une valeur prise par la variable aléatoire Y.
%aleate—alea()
isi aleat <= 0.8
i Afficher "...

! Fin si :
si aleat <= ... et aleat>... i

i Afficher "5"

i Fin si

isi aleat>...
i Afficher "..."
Fin si

m Juliette veut programmer un jeu de hasard dont les
gains et leurs probabi- Gain _5 1 10

lités sont donnés dans
le tableau ci-contre. Probabilité 0,56 0,27 0,17

1. Recopier et compléter I'algorithme suivant pour aider
Juliette a programmer son jeu.

Calculs et automatismes

Les questions suivantes sont indépendantes.
1.Sip(X < 9)=0,56, que vaut p(X =9) ?
2.Sip(X<9)=0,56 et p(X=9) =0,05, que vaut p(X<9) ?
3. Si p(X =< 10) = 0,74 et p(X = 10) = 0,12, que vaut
p(X<10)?

),

! aleatoire<alea()
i si aleatoire <= ...
: Afficher "-5"

Fin si
si aleatoire >
: Afficher "1"
i Fin si
i si aleatoire> ...
i Afficher "..."
Fin si

... et aleatoire<=... :

m Une valeur prise par une variable aléatoire X est obte-
nue avec l'algorithme suivant.

§ae—a1ea()

isia <=0.15

{  Afficher "-4"

{ Fin si

isi a <=0.30 et a>0.15
H Afficher "0"

i Fin si

isi a <= 0.60 et a>0.30
; Afficher "2"

{ Fin si

isi a>0.60

: Afficher "15"

§Fin si

1. Donner p(X=2).
2. Recopier et compléter le tableau suivant donnant la loi
de probabilité de X.

X -4 0 2

i

15
p(X=x)

m Une valeur prise par une variable aléatoire X est obte-
nue avec le programme suivant.

alea=random.random()

if alea <= 0.72:
print("-S")

if alea <= 0.95 and alea > 0.72:
print("50")

if alea > 0.95:
print("80")

Donner la loi de probabilité de X.

Sans calculatrice, calculer l'espérance de IaH

variable aléatoire X dans le cas suivant.

X -4 2 5

i

p(X=x)

! 1 1
3 3 3




Exercices

.................................................

Dans une féte on

propose a Léonard de
miser 5 € puis de tourner
deux fois une roue. Il
gagne les sommes indi-
quées a chacun des deux
tours de roues.

Les secteurs « 0 € » ont
pour angle 120°, les sec-
teurs « 8 € » ont pour
angle 60° et la proba-
bilité de tomber sur un
secteur est proportion-
nelle a I'angle formé par
ce secteur.

1. Modéliser cette situation a I'aide d’une variable aléatoire X
donnant le gain algébrique de Léonard.

2. Quelle est la probabilité que Léonard gagne de 'argent ?

X est une variable aléatoire qui peut prendre les valeurs
entiéresde 0 a 5 (inclus).

On sait que:

*p(X=0)=0,25

ep(X<1)=0,35

*pX=2)=pX=<1)

*pX=5)=p(X=4)

epX=3)=4xp(X=4)

Donner la loi de probabilité de X.

m Pour traverser le couloir du troisiéme étage du lycée,
Miguel met cinq minutes.

Il sait que si, lors de cette traversée, il rencontre un ami, il
parlera avec lui deux minutes.

Il'y a deux salles devant lesquelles il peut retrouver un ami
et la probabilité qu'il en rencontre un devant une salle est
0,3. Ces rencontres sont indépendantes.

X est la variable aléatoire donnant le temps de traversée
du couloir en minute.

Déterminer la loi de probabilité de X.

Une entreprise fabrique des fioles en verre de conte-
nance théorique 250 mL.

Un technicien du contréle de qualité effectue une analyse
d’un échantillon de 200 fioles. Voici les relevés des conte-
nances de ces fioles.

Contenance 248 249 250 251 252
(en mL)
Effectifs 3 17 174 4 2

Le technicien prend au hasard une fiole dans cet échantillon.
On note X la variable aléatoire donnant la contenance d’'une
fiole choisie dans I'échantillon.

1.Que vaut p(X=252)?

2. Déterminer la probabilité que la fiole choisie ait une
contenance inférieure ou égale a 250 mL.

d’entrainement

LI£| Une urne contient n (n entier supérieur ou égal a 10)
boules indiscernables au toucher dont cing sont rouges,
deux sont vertes et les autres sont jaunes.

On tire au hasard une boule dans l'urne. Si celle-ci est
verte, on gagne 3 £, si elle est jaune on gagne 5 €, sinon
on perd 2 €.

X est la variable aléatoire associant le gain algébrique au jeu.
1. Déterminer la loi de probabilité de X (les probabilités
seront écrites en fonction de n).

2. Comment faut-il choisir n pour que la probabilité de
gagner de I'argent a ce jeu soit supérieure ou égale a 0,6 ?

m Une association propose a tous ses membres des
stages de découverte ou de perfectionnement de la pratique
de certains sports. Les tarifs en euros de ces stages sont
donnés dans le tableau ci-dessous.

Judo Danse hip-hop Handball
Adultes 26 15 20
Jeunes 20 15 13

48 adultes se sont inscrits dont la moitié ont choisi le judo
et 8 la danse hip-hop.

108 jeunes se sont inscrits dont un tiers ont choisi la danse
hip-hop et 40 ont choisi le handball.

Le président de I'association tire au hasard la fiche de I'une
des personnes inscrites. On note X la variable aléatoire
donnant le tarif payé en euros par la personne.

1. Calculer p(X = 13) et p(X = 20).

2. Déterminer la loi de probabilité de X.

Indicateurs d’'une variable aléatoire

.................................................

Une roue est partagée en 10 secteurs angulaires égaux
dont 5 sont colorés en rouge, 3 en vert et 2 en jaune.

On tourne la roue et elle s'arréte au hasard sur un secteur
angulaire. Si celui-ci est vert, on gagne 5 €, s'il est jaune on
gagne 20 € et s'il est rouge on perd 4 €.

X est la variable aléatoire donnant le gain (algébrique) de
ce jeu.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Calculer E(X), V(X) et o(X) a I'aide des formules du cours.
3. Interpréter la valeur de E(X).

4. Vérifier les résultats de la question 2. en utilisant la
calculatrice.

m Une urne contient 20 boules indiscernables au toucher
dont 15 sont rouges et les autres sont jaunes.

On mise 40 €. On tire au hasard successivement deux boules
en remettant dans l'urne la premiére. On gagne 70 € par
boule jaune tirée.

X est la variable aléatoire donnant le gain algébrique de
ce jeu.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Al'aide de la calculatrice, calculer E(X), V(X) et 6(X).

3. Donner une interprétation de E(X).

4. Ce jeu est-il équitable ?
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m Amina mise 3 € puis lance un dé équilibré dont les
faces sont numérotées de 1 a 6. Elle gagne une valeur en
euros égale au double du numéro affiché par le dé.

Quel montant peut-elle espérer gagner (ou perdre) en
moyenne si elle joue un grand nombre de parties a ce jeu?

m Quand il fait du vélo pour rentrer du lycée, William
peut prendre deux itinéraires possibles. La probabilité qu'il

. . 1 en .
choisisse le trajet A, le long du parc, est de 3 S'il choisit ce
trajet, le temps de parcours peut étre de 10 minutes avec

une probabilité de 1 ou de 13 minutes suivant les feux de
priorité. 5

S'il choisit le trajet B, le long de la grande route, son tra-
. . . - 1

jet peut étre de 8 minutes avec une probabilité de > de
9 minutes avec une probabilité de % ou de 10 minutes.

1. Construire un arbre pondéré résumant la situation.

2. Donner la loi de probabilité de T, la variable aléatoire
donnant le temps de trajet de William en minute.

3. Calculer E(T). Interpréter ce résultat.

E Une urne contient 40 tickets numérotés de 1 a 40.
On mise 5 € puis on tire au hasard, successivement et avec
remise, deux tickets de 'urne.
Pour chaque ticket dont le numéro est inférieur ou égal
a12,ongagne 8 €.
Quel est le gain algébrique que l'on peut espérer a ce jeu
sur 1000 parties ?

> Pour des cas sans remise, Exercices et p.316

m Dans chacun des cas suivants, déterminer la valeurdem
dans le tableau de sorte que l'espérance de X soit nulle.

a)

X, 5 3 1 m
p(X=x) 0,2 0,2 0,4 0,2

d’entrainement

X, -m | 10-m | 50-m

p(X=x) | 030 | 0,30 0,2 0,15 0,05

m Lorsqu'elle joue aux flé-
chettes, Constance sait qu'elle a
20 % de chance de toucher le
«triple-vingt » et 45 % de chance
de toucher le « simple-vingt ».
On lui propose le jeu suivant :
Constance mise m €. Si elle
touche le « simple-vingt », on
lui rembourse sa mise ; si elle
touche le « triple-vingt » on lui donne le triple de sa mise.
Déterminer, en fonction de m, le montant qu'elle peut espé-
rer gagner en moyenne si elle effectue un grand nombre
de parties.

m On reprend les données de l'exercice précédent.

On propose maintenant a Constance la situation suivante :
elle mise 5 € puis lance deux fois successivement une
fléchette. On suppose les lancers indépendants. Si elle fait
deux « triple-vingt », elle gagne a € ;

si elle n'en fait qu’un seul sur les deux lancers, elle gagne
10 €. Sinon elle perd sa mise.

Quelles sont les valeurs de a possibles pour que Constance
gagne de I'argent en moyenne a ce jeu ?

Un jeu consiste a lancer deux dés tétraédriques dont
les faces sont numérotées de 1 a 4. Aprés le lancer, on fait
la somme des numéros des faces. La mise de départ est m €
(m étant un nombre réel positif). Puis :

e on gagne 10 € si on obtient un résultat supérieur ou égal
a6;

e on gagne 20 € si on obtient un résultat inférieur a 4 ;

® ONn ne gagne rien sinon.

1. Pour cette question, on prend m =5.

X est la variable aléatoire donnant le gain algébrique du jeu.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Déterminer E(X).

¢) Ce jeu est-il a I'avantage du joueur ou de l'organisateur ?
2. Pour quelle valeur de m le jeu est-il équitable ?

m Proposer un jeu dont le gain algébrique moyen est
de - 10 € et dont le gain maximal est 100 €. &

m Une entreprise fabrique des capteurs @‘
électroniques. A la fin de la fabrication, trois cas peuvent
se présenter : le capteur n‘a pas de défaut, le capteur a un
défaut de fonctionnement ou le capteur a un défaut de taille.

Une étude de qualité a permis d'obtenir les résultats sui-
vants:

Pas Défaut Défaut
de défaut | de fonctionnement | de taille
Nombre 190 7 3
de capteurs

e On tire au hasard un capteur dans la production et on
regarde s'il a un défaut. On suppose que I'analyse de Iéchan-
tillon de 200 capteurs fournit une estimation des probabi-
lités de I'état du capteur.

e |l n'y a donc pas de capteurs ayant les deux défauts.

Un capteur n‘ayant pas de défaut colte 10 € a I'entreprise.
Les réparations suite a un défaut constaté font augmenter
le colt de production de 4 € pour un capteur ayant un
défaut de fonctionnement et de 6 € pour un capteur ayant
un défaut de taille.

X est la variable aléatoire donnant le colt total d'un capteur
tiré au hasard.

1. Donner la loi de probabilité de X.

2. Si on fabrique un grand nombre de capteur, quel est le
colt moyen d'un capteur ?

3. Lentreprise souhaite fabriquer un million de capteurs.
Donner une estimation du colt de fabrication.



m La roulette du casino comporte 37 cases numérotées
de 0 a 36. Pour les nombres entiers de 1 a 36, on sait que
18 nombres sont situés sur des cases rouges, les autres étant
sur des cases noires.

Le 0 est sur une case verte a I'avantage du casino.

1. Tom mise 10 € sur son numéro fétiche entre 1 et 36. Si
la bille s'arréte sur son numéro, il remporte 36 fois sa mise,
sinon il perd sa mise.

a) Modéliser cette situation par une variable aléatoire X
donnant le gain algébrique a ce jeu.

b) Calculer E(X) et 6(X). Interpréter ces résultats.

2. Héléne mise 10 € sur la couleur rouge.

Si la bille s'arréte sur une case rouge, elle remporte 2 fois
sa mise, sinon elle perd sa mise.

a) Modéliser cette situation par une variable aléatoire Y
donnant le gain algébrique a ce jeu.

b) Calculer E(Y) et 6(Y). Interpréter ces résultats.

3. Doit-on conseiller a Tom et Hélene de jouer un grand
nombre de parties ?

4. Léo veut jouer une seule partie.

Que peut-on lui conseiller ?

m Un commercant spécialisé en photographie numé-
rique propose en promotion un modéle d’appareil photo
numérique et un modele de carte mémoire compatible
avec cet appareil.

Il a constaté, lors d'une précédente promotion, que:

® 20 % des clients achétent I'appareil photo en promotion;
® 70 % des clients qui achétent I'appareil photo en promo-
tion achétent la carte mémoire en promotion ;

® 60 % des clients n'achetent ni l'appareil photo en promo-
tion, ni la carte mémoire en promotion.

On suppose qu'un client achéte au plus un appareil photo
en promotion et au plus une carte mémoire en promotion.
1. Un client entre dans le magasin.

On note A I'événement : le client achéte I'appareil photo
en promotion.

On note C I'événement : le client achéte la carte mémoire
en promotion.

a) Donner les probabilités p(A) et p(A N C).

b) Le client n'achete pas I'appareil photo en promotion.
Calculer la probabilité qu'il n'achéte pas non plus la carte
mémoire en promotion.

2. Construire un arbre pondéré représentant la situation.
3. Le commercant fait un bénéfice de 30 € sur chaque ap-
pareil photo en promotion et un bénéfice de 4 € sur chaque
carte mémoire en promotion.

a) Recopier et compléter le tableau suivant donnant la loi
de probabilité du bénéfice par client.

Bénéfice par client
en euros
Probabilité d’atteindre
le bénéfice

0,6

b) Pour 100 clients entrant dans son magasin, quel bénéfice
le commercant peut-il espérer tirer de sa promotion ?

d’entrainement

m On propose a Ruben les deux tombolas suivantes qui
ont lieu tous les week-end :

e La tombola A ou le ticket cotte 5 €. Il y a 500 tickets
dont 5 permettent de gagner 200 €, 10 permettent de
gagner 100 € et les autres tickets sont perdants ;

e Latombola B ou le ticket colite 2 €. Il y a 800 tickets dont
2 permettent de gagner 250 €, 40 permettent de gagner
10 € et les autres tickets sont perdants.

1. Modéliser ces deux tombolas par des variables aléatoires
X et Y donnant les gains (en tenant compte de la mise).

2. Calculer les espérances et écarts-type de X et Y.

3. Comparer ces deux tombolas.

................................................

m Lors d'une féte, une association propose un jeu dont
les gains en jetons peuvent étre modélisés par une variable
aléatoire X. La loi de probabilité de X est donnée dans le
tableau ci-dessous.

8z -1 3 5 10

i
p(X=x) 0,5 0,32 0,16 0,02
1. Montrer que E(X) est positif.
2.Commeily a suffisamment de jetons, I'association décide
finalement de doubler tous les gains. On appelle Y la variable
aléatoire associant les nouveaux gains a chaque issue.
a) Quelles valeurs peut prendre Y'?
b) Donner la loi de probabilité de Y.
c) Que vaut E(Y) ?

m Y est une variable aléatoire pouvant prendre les valeurs
-4;5;10et 100, et telle que E(Y) = 8.

1. Soit la variable aléatoire Z telle que Z=2Y + 50.

a) Quelles valeurs peut prendre Z?

b) Déterminer E(2).

2. Soit la variable aléatoire R telle que R=-3Y + 5.

a) Quelles valeurs peut prendre R ?

b) Déterminer E(R).

m Une entreprise compte 100 employés. Le tableau de
répartition des salaires est le suivant.

Salaire en euros 1550 1750 2200 3000

Nombre

40 35 24 1
de personnes

Le directeur prend au hasard le bulletin de salaire de I'un
de ses employés.

On note X la variable aléatoire donnant le salaire percu par
un employé tiré au sort.

1. Calculer E(X).

2. Le directeur décide d'augmenter tous les salaires de 10 €.
Que devient alors l'espérance ?

3.Finalement, au lieu d’augmenter tous les salaires de 10 €,
il les augmente de 2 %. Comment évolue l'espérance ?
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d’entrainement

m Un cinéma pus
propose des places
a 7 €. Une boisson
est vendue 3,20 €
et le paquet de
pop-corn est vendu
4,30€.

Le gérant du
cinéma a constaté
que 65 % des
clients ne prennent
rien en plus de leur place, que 20 % prennent un paquet
de pop-corn dont un cinquiéme prend aussi une boisson.
1. Quel est le pourcentage des clients achetant une place
avec seulement une boisson ?

2. Soit R la variable aléatoire donnant le prix payé par un
client du cinéma choisi au hasard.

Déterminer la loi de probabilité de R.

3. Quel chiffre d'affaire journalier peut-il espérer en moyenne
pour 2 000 spectateurs ?

4. Le gérant décide d'augmenter le prix de la place de ciné-
ma de 50 centimes. Les prix de la boisson et du pop-corn
restent inchangés.

Quel prix payé par un client peut-il espérer en moyenne si
un grand nombre de clients se présente ?

Les gains algébriques d'un jeu sont modélisés par une
variable aléatoire X.

Lorsque I'on augmente tous les gains de a euros, alors on
augmente de 20 % l'espérance de X pour obtenir 'espérance
de la variable aléatoire modélisant le nouveau jeu (avec les
gains augmentés).

Ecrire E(X) en fonction de a.

m Lorsqu'elle se rend a son sport le week-end, Lauréne
est toujours en retard. Il y a une probabilité égale a 0,6 pour
qu’elle arrive avec 5 min de retard, une probabilité égale a

1 . .
2 pour qu'elle arrive avec 10 min de retard et, le reste du

temps, elle est en retard de 15 min.

Soit D la variable aléatoire donnant le temps de retard en
minute (arrondi a 5, 10 ou 15 min) de Laurene lorsqu'elle
se rend a son sport.

1. Calculer E(D).

2. Pour faire une petite cagnotte, ses amis ont mis en place
un systéme d’amendes : elle devra payer 0,50 € par minute
de retard.

Quelle est la somme payée par Lauréne que peuvent espérer
ses amis en moyenne par week-end ?

3. Finalement, Lauréne a changé ses habitudes : la probabi-
lité qu'elle arrive en retard de 5 min devient égale a 0,5; la
probabilité quelle arrive en retard de 10 min devient égale
a0,2. Le reste du temps, elle n'est plus en retard. Ses amis
ont envie de changer le montant de I'amende.

Comment choisir le prix en euros de la minute de retard pour
que le montant payé en moyenne par Lauréne devienne
inférieur ou égala3€?

Variable aléatoire et programmation
.......................................... n

Dans cette partie, on considére M & Prog

que pour tous les programmes Python l' ,le module
random est importé et la commande random. ran-
dom () renvoie un nombre réel aléatoire entre 0 et 1.

m Un jeu est basé sur une simulation informatique. Un
joueur mise 5 € et le programme lui indique son gain final
qui ne tient pas compte de la mise. Eline a eu acces au
programme donné ci-dessous.

m=random.random ()

if m <= 0.60:
print("0")

if m <= 0.86 and m > 0.60:
print("12")

if m > 0.86:
print("20")

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
associant le gain algébrique a chaque expérience du jeu.
2. Peut-on espérer gagner de I'argent a ce jeu si on joue un
grand nombre de parties ?

7A\]] Est-il intéressant pour un joueur de participer au jeu
informatique dont le programme est donné ci-dessous ?

alea=random. random/()
if alea <= 0.50:
print("Vous avez perdu 10 jetons.")
if alea >0.5 and alea <=0.8:
print("Vous avez gagné 2 jetons.")
if alea > 0.8 and alea <= 0.91:
print("Vous avez gagné 4 jetons.")
if alea > 0.91:
print ("Vous avez gagné 8 jetons.")

Un lycée compte 1 000 éléves suivant la répartition
d’age suivante :

Age 14 | 15 16 17 18 19
Effectif 26 | 232 | 259 | 227 | 216 | 40

I N

On choisit au hasard un éléve dans ce lycée et on lui
demande son age.

1. Ecrire une fonction age_aleatoire () qui simule
cette expérience aléatoire.

2. 0n écrit dans la console la commande

echantillon=[age_aleatoire() for i in
range(10)].
Que permet de faire cette instruction ?



Exercices ( 4’entrainement

Un jeu de hasard est donné par la fonction ci-dessous.

def jeu():
a=random.random()
if a <= 0.452:
resultat=-12
else:
resultat=16
return resultat

1. Donner un programme ou une commande permettant
de créer une liste représentant un échantillon d'issues de
ce jeu de taille 100.

2.0n a simulé 30 échantillons de taille 1 000 de ce jeu et on
a représenté dans un graphique les fréquences de gagner
16 points pour chacun de ces échantillons.

Parmi les deux graphiques ci-dessous, un seul représente
celui qui a été obtenu. Lequel ? Expliquer.

© Fréquence
0,675 1
0,650 -
0,625 -
0,600 { e °
0,575 - oo ®
0,550 - ° °
0551 ¢ o . .
0,500 - ° e o
0,475 | .

Numéro d’échantillon

© Fréquence
0,325 1
0,300 - °
0,275 1 ° ° oo
0,250 A X
0,225 - ° °
0,200 A ° o o
0,175
0,150 A oo

o 5 10 15 20 25 30
Numéro d’échantillon

Assan vend des contrats d’assurance. Chaque jour, il
estime a 40 % la probabilité qu'il ne vende aucun contrat,
10 % celle gqu'il en vende un, 35 % celle qu'il en vende deux,
8 % celle qu'il en vende trois, et le reste celle qu'il en vende
quatre.

1. Ecrire un programme simulant la variable aléatoire mo-
délisant cette situation.

2. Sachant qu'un contrat rapporte 45 €, combien peut-il
espérer gagner d'argent (lié au contrat) en moyenne par
jour sur un an sachant qu'il travaille 220 jours paran ?

Probléme ouvert @

Pour 100 € d’achat, jouez avec nous :

Un magasin de bricolage
fait 'annonce suivante :

votre facture peut baisser de 10, 20 ou
30€ en tournant la Roue de la Chance !

Il'y a 20 % de chance de faire baisser la facture de 10 €,
14 % de chance de la faire baisser de 20 € et 6 % de la faire
baisser de 30 €.
1. En supposant que l'affirmation du magasin est vraie,
quelle est la baisse que peut espérer un client en moyenne
s'il compte venir souvent faire ses achats (d'un montant
supérieura 100 €) ?
2. Luis a simulé 200 échantillons des baisses pour
1000 clients et a pu obtenir le graphique représentant les
fréquences pour chaque échantillon ci-dessous.
Fréquence

0,6 | il S U oS S

0,5 1 . 0€
0,4 1 e-10€

e-20€
0.3 1 -30€

0,2 - PO
0,1 A

0 50 100 150 200

Numéro d’échantillon
Luis a ensuite interrogé les 1 000 derniers clients d’un
magasin : 800 n‘ont pas vu leur facture baisser, 140 ont eu
une baisse de 10 €, 50 ont eu une baisse de 20 €.
Qu'en pensez-vous ?

Dans son jeu vidéo favori, Astrid peut ouvrir des coffres
dont le contenu est aléatoire. lls peuvent contenir des
émeraudes vertes qui valent dix points, des rubis rouges
qui valent 5 points ou un voleur bleu qui lui vole 5 points.
Le graphique ci-dessous donne les fréquences obtenues
pour 100 échantillons de taille 200 de l'ouverture d’un coffre.
Les points bleus représentent les fréquences d’obtention
d’un voleur, les points rouges celles des rubis, et les points
verts celles des émeraudes.

Fréquence
0,6 ° .
051 ‘e ;
04  weewr L S et L
0,2 4 . ° .
0,1 - '.'.°... ., o....-'...-..'....' ° o..o.".. -.. .

0 10 20 30 40 50
Numéro d'échantillon
1. A l'aide de ce graphique, donner une estimation de la
probabilité d'obtention d'une émeraude a ce jeu.
2. Astrid a-t-elle intérét a ouvrir les coffres dans ce jeu ?
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Exercices

Dans le bar Aléat] lorsque 'on commande un jus
d'orange, une machine donne au hasard un nombre entier
aléatoire entre 1 et 100. Si celui-ci est compris entre 1 et 20
(compiris), le serveur nous sert 20 cl de jus d'orange, si le
nombre est compris entre 21 et 70 (compris), le serveur
nous sert 30 cL. Sinon, le serveur nous sert 40 cL.

Sophia a analysé un échantillon des valeurs des contenances
servies a 1 000 clients. Elle a tracé les nuages de points de
coordonnées (i ; fp(i)) oujestlerang du client et fp(i) la fré-
quence, pour chacune des contenances p, entre le premier
et le i-ieme client.

1. Parmi chacun des graphiques ci-dessous, quel est celui
que pourrait avoir obtenu Sophia ?

G Fréquence
1,0 A
0,8
061+

041 \f*\—

*20cL
*40cL
30cL

0,2 1

d’entrainement

e Fréquence

1,0 1 * 40 cL
*20cL

0,8 1 30cL
0,6 1
0411

:tl(\'\,,-w-
0,2 7
0,0 -

0

100 200 300 400 500

Numéro d’échantillon
2. Un client se présente un grand nombre de fois au bar.

Quelle est la contenance moyenne a laquelle il peut s'at-
tendre dans son verre ?

On considére un jeu de hasard et X la variable aléatoire
donnant le gain algébrique a ce jeu. La loi de probabilité
de X est donnée dans le tableau ci-dessous.

5% -9 2 10

100

i

0,15

0,1

0,05

0,0 1

LAt

0

100

200

300 400 500
Numéro d’échantillon

e Fréquence
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Numéro d’échantillon

Travailler autrement

Probléme ouvert @

Timothée n’arrive pas
a se décider entre deux jeux de hasard.

But ! Pour un ticket qui colte 1 €, il est indiqué les
lots suivants : pour 3 millions de tickets de jeu, il y a
2 lots de 4 000 € ; 5 de 400 €; 20 de 100 € ; 77 000 de
10€; 60000 de 4€;295000de2€et323000de 1€.

As de Carte Pour un ticket qui colte 2€, il estindiqué
les lots suivants : pour 4,5 millions de tickets de jeu, il
y a 3 lots de 40 000 €;23 de 1 000 €; 1 000 de 200 €;
10 588 de 50 € ; 61 890 de 20 €; 151 960 de 10 € ;

483 800 de 4 € et 300 000 de 2 €.

Comparer ces deux jeux en présentant vos arguments
pour aider Timothée a choisir.

PX=x) | 07

1. Ecrire un programme Python permettant de simuler ce jeu.
2. Adam a créé un programme informatique simulant ce jeu
et une commande permettant de calculer la moyenne d'une
liste. Il a alors calculé les moyennes de 100 échantillons de
taille 800 (800 parties) obtenues par simulation et a fait
afficher a I'écran un graphique donnant les moyennes de
chacun des échantillons.

Parmi les deux graphiques ci-dessous, lequel a pu obtenir

Adam ? Expliquer.
OMoyenne

o Moyenne

2,04 3 —
1o R
004..* L R R
o 4. Ty et e .
-1,0- e e v
204 . 21 . ..

0 20 40 60 80 100
Numéro d’échantillon

0 20 40 60 80 100
Numéro d'échantillon

Blaise Pascal est un mathématicien qui a travaillé
sur les probabilités.

Effectuer une recherche sur ses travaux, ses contempo-
rains et le siécle pendant lequel il a vécu.

On présentera les résultats sous la forme d’'un exposé
de 5 minutes a l'oral.

. . q E
m Proposer un exercice (ou une situation) 2.
dans lequel le probleme revient a calculer une o0
7 . 7 . . ra hom
espérance, puis en écrire un corrigé. —

Echanger votre exercice avec celui d’un autre
groupe puis résoudre cet exercice.

Sdno‘)-



EX8 Pour comparer

On consideére les deux jeux suivants :

Jeu 1 : on mise 5 € puis on tire au hasard une boule
dans une urne qui contient 15 boules (3 boules bleues,
4 boules rouges, 6 boules vertes et 2 boules noires).

e Si on tire une boule noire on gagne 20 €.

e Si on tire une boule bleue on gagne 10 €.

e Si on tire une boule rouge on récupére la mise.

e Si on tire une boule verte on ne gagne rien.

Jeu 2 : on mise m euros puis on lance un dé cubique
équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6.

e Si on fait 5 ou 6, on gagne trois fois la mise.

e Si on fait 3 ou 4, on récupere la moitié de la mise.

e Sion fait 1 ou 2, on ne gagne rien.

On appelle X la variable aléatoire associant le gain (en
tenant compte de la mise) a une expérience au jeu 1 et Y
celle associant le gain (en tenant compte de la mise) a une
expérience au jeu 2.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Calculer E(X). Interpréter ce résultat.

3. Déterminer la loi de probabilité de Y (certains résultats
seront donnés en fonction de m).

4. Comment faut-il choisir m pour que le jeu 2 soit plus
intéressant en moyenne que lejeu 17

5. Proposer un programme ou un algorithme permettant
de simuler le jeu 1.

X A la péche

Pour Clément, la péche est une histoire de chance. Quand
il va a la péche au bord de lariviere, il sait qu'il a 2 chances
sur 7 de ne pas ramener de poisson, 3 chances sur 7 de
ramener un poisson, 1 chance sur 7 de ramener deux pois-
sons et 1 chance sur 7 de ramener 4 poissons.

On note X la variable aléatoire associant a chaque sortie le
nombre de poissons péchés.

1. Donner la loi de probabilité de X.

2. Calculer E(X).

3. Clément dit a son pére qu'en moyenne il raménera environ
un poisson lors de ses sorties péches.

Qu'en pensez-vous ?

EE) Avec n boules

Une urne contient n boules jaunes (n entier supérieur ou
égal a 4) et 5 boules vertes.

On tire au hasard, successivement et avec remise, deux
boules dans I'urne.

Siles deux boules tirées sont jaunes, on perd 5 € si les deux
boules tirées sont vertes, on gagne 10 €, sinon on gagne 5 €.
1. Construire un arbre pondéré résumant la situation.

2. Soit X la variable aléatoire donnant le gain algébrique
du jeu.

a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Calculer E(X) en fonction de n.

¢) Comment doit-on choisir n pour que l'espérance soit
négative ?

EM uneinconnue
X est une variable aléatoire dont la loi de probabilité est
donnée dans le tableau ci-dessous.

X -100 5 10 20

1 1

X=x, e — —
p( AR 2 s

1.Sip=0,2, calculer E(X).
2. Calculer p pour que l'espérance de X soit égale a 4.

EE) Durée sans panne

Une entreprise
fabrique des
seches-cheveux.

Son service de
qualité a relevé le
nombre d’années
entieres (donc

import random
alea=random.random()
if alea <= 1/6:
print("2 ans")
if alea »>1/6 and alea <=0.5:
print("4 ans")
if alea > 0.5:
print("5 ans")

arrondi par défaut)
écoulées avant la premiere panne pour chacun des
seches-cheveux d’'un échantillon. Ces données ont permis
de donner des estimations des probabilités pour ces durées
avant la premiére panne.

Léon a écrit le programme ci-dessus permettant de simuler
le nombre d'années entiéres avant la premiére panne pour
un seche-cheveux.

Si le programme affiche « 2 ans », cela signifie qu’un
seche-cheveu a fonctionné 2 ans (entiers) avant la pre-
miére panne.

1. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre d'années
entieres écoulées avant la premiére panne.

Donner la loi de probabilité de X.

2. Est-il vrai qu’'un séche-cheveux tombera en panne avant
7ans?

3. Quelle est le durée moyenne avant qu’un seche-cheveux
ne tombe en panne ?

EE maladie
Lors d’'une épidémie chez des bovins, on s'est apercu que si
la maladie est diagnostiquée suffisamment tot avec le test,
on peut le guérir a moindre cout. Si le test est négatif bien
que I'animal soit malade, le traitement est plus long et cher
(en plus du risque potentiel de contagion).
Un test est mis au point et essayé sur un échantillon d'ani-
maux dont 1 % est porteur de la maladie. De plus :
¢ Si un animal est porteur de la maladie, le test est positif
dans 85 % des cas ;
e Si un animal est sain, le test est négatif dans 95 % des cas.
1. Faire un arbre pondéré résumant la situation.
2. Calculer la probabilité qu’un animal soit porteur de la
maladie et que le test soit positif.
3. Le colit des soins a prodiguer a un animal ayant réagi
positivement au test est de 10 € et le colt du traitement
long d'un animal non dépisté par le test et ayant développé
la maladie est de 1 000 €. On suppose que le test est gratuit.
Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire
associant a un animal le co(it a engager.

(D'apres bac)

11 - Variables aléatoires réelles
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Exercices

Sans remise (1)

Une urne contient 40 tickets numérotés de 1 a 40.On mise 5 €.
On tire au hasard, successivement et sans remise, deux
tickets de I'urne.

Pour chaque ticket dont le numéro est inférieur ou égal a
12 ongagne 8 €.

Quel est le gain algébrique que l'on peut espérer a ce jeu
sur 1 000 parties ?

Sans remise (2)

Une urne contient n boules (n entier supérieur ou égal a
20) : 10 boules sont jaunes, les autres sont rouges.

On tire au hasard, successivement et sans remise, deux
boules de I'urne.

Siles deux boules tirées sont jaunes, on gagne 100 €; si les
deux boules tirées sont rouges, on perd 10 €; sinon on ne
gagne pas, ni ne perd d’argent.

Soit Y la variable aléatoire associant le gain algébrique a
une participation a ce jeu.

1. Donner la loi de probabilité de Y.

2. L'espérance de Y peut-elle étre positive ? Si oui, pour
quelle(s) valeur(s) den ?

EED Tirage simultané

Une urne contient 20 billes. Seules deux billes sont gagnantes,
les autres ne rapportent rien. Pour participer un joueur doit
payer 10 € puis tirer au hasard de facon simultanée deux billes
de l'urne. Il recoit alors 30 € par bille gagnante.

On note G la variable aléatoire associant le gain algébrique
réalisé par un joueur lors d’une partie a ce jeu.

1. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire G.
2. Calculer l'espérance mathématique de la variable aléatoire
G et interpréter le résultat obtenu.

m Trois a la suite Probléme ouvert @

Yuri joue aux échecs contre son pére. Il a une probabilité
égale a 11 % de gagner.

Son pére lui propose de faire 3 parties avec la regle suivante :
pour une partie, si son pére gagne, Yuri devra lui donner
1€, sinon son peére lui donnera 11 €.

Par exemple, si Yuri gagne une partie sur les trois, il gagne
1M1-1-1=9¢€.

Ces regles sont-elles a I'avantage

de Yuri ? Expliquer.

EX Avec n lancers

On lance 8 fois successivement un dé équilibré dont les
faces sont numérotées de 1 a 6.

On note X la variable aléatoire donnant le nombre de 6
obtenu sur les huit lancers.

1.a) Calculer p(X=0).

b) Quelle est la probabilité d'obtenir au moins un 6 sur les
huit lancers ?

2. Combien de fois faut-il lancer un dé équilibrée a six faces
pour que la probabilité d'obtenir au moins un 6 devienne
supérieure ou égale a 95 % ?

ofondissement

m Premieére sortie

Un sac contient quatre bougies dont deux sont rouges et
deux sont vertes. Pierrot sort une a une les quatre bougies.
On note X la variable aléatoire donnant le rang de la pre-
miére bougie rouge sortie.

Donner la loi de probabilité de X.

EEX Lancer de bille

Un joueur lance une bille qui arrive en A puis emprunte
obligatoirement une des branches indiquées sur I'arbre
ci-dessous pour arriver a I’un des points D, E, F et G.

N

B (0 pt) C (10 pts)

N YN

D@Opt) E(10pts) F(Opt) G(10pts)

On a marqué sur chaque branche de l'arbre la probabilité
pour que la bille 'emprunte aprés étre passé par un nceud.
Les nombres entre parentheses indiquent les points gagnés par
le joueur lors du passage de la bille. On note X la variable aléa-
toire qui correspond au nombre total de points gagnés a l'issue
d'une partie, c'est-a-dire une fois la bille arrivée en D, E, F ou G.
Calculer la probabilité que la bille ait suivi la branche AC
sachant que le joueur a obtenu exactement 10 points.

(D'apres bac)

ogique @

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est
donnée par le tableau suivant.

Formule de Konig-
Huygens

Xi X x5 Xp
p(X=x) p, p, P,

1.Quevaut:2pi =p,+p,+..p,?
i=1

2. En développant

VIX) = p, (x, — EXX))? + p,(x, - E(X))> +

démontrer que

VIX) = p,(x,)* + p,(x,)* +

4P, ~ EX)P?,

(EX))2.

l‘ G R [EEIER On peut écrire cela sous la forme :
V(X)= [i]p,-(x,-)zj ~E(XP2.

) -



Exercices d'qpproiondissement

95 | Propriété de la variance (1)
A. Une conjecture
On considere Y dont la loi est donnée par :

7 -4 | s 10 | 100
025 | 02 | 04 | 015

Démonstration

p(Y=y)

1. En utilisant les définitions, calculer E(Y) et V(Y).
2.0n considére la variable aléatoire Z = 2Y.

a) Donner les valeurs que peut prendre Z.

b) Avec la calculatrice, calculer V(Z).

3. On considére la variable aléatoire Z’ = -4Y.

a) Donner les valeurs que peut prendre Z°.

b) Avec la calculatrice, calculer V(Z").

4. Conjecturer une propriété de V(aY) ol a est un réel.
5. En utilisant la formule de Kénig-Huygens, démontrer
cette conjecture.

B. Cas général

Soit X dont la loi est donnée par :

X, %,

P(X= x,-) p] p2 pn
Démontrer que V(aX) = a?V(X) pour tout réel a.

x2 n

96 | Propriété de la variance (2)
A. Une conjecture

On considere X dont la loi est donnée par :
X, 0 3 8 200

p(X=x) 04 0,3 0,2 0,1

En testant avec différentes valeurs de b, conjecturer une
propriété de la variance V(X + b).

B. Cas général

Soit X dont la loi est donnée par :

x,. X, X, oee X,
pX=x) | P, P, w | P,

Démontrer que V(X + b) = V(X) pour tout réel b.

Variance et transformation affine

X est une variable aléatoire telle que E(X) =-2 et 6(X) =2,4.
1. Soit R =-3X. Calculer E(R), V(R) et &(R).

2. Soit Y =2X - 4. Calculer E(Y), V(Y) et o(Y).

VerslaT' °

S
m ( Option Maths expertes ]

Mei lance un dé tétraédrique équilibré jusqu’a obtenir
la face numérotée 4.

Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de lan-
cers effectués pour obtenir le 4.

1. Quelle(s) valeur(s) peut prendre X ?

2. Quelle est la probabilité guelle doive faire deux
lancers pour obtenir 4 ?

3. Déterminer p(X = k) pour chacune des valeurs de k.

ey

o

Logique & @©

EL) Etude de E((X - x)?)

Soit X dont la loi est donnée par :
X -2 0 1 5

i
p(X=x) 0,2 0,60 0,1 0,1

1. Calculer E(X) et V(X).
2. Soit x un nombre réel et la variable aléatoire Y = (X — x)2.

a) Apres avoir déterminé la loi de probabilité de Y, exprimer
E(Y) en fonction de x.

b) Pour quelle valeur de x le résultat de E(Y) est-il minimal ?
c) Calculer la valeur de ce minimum.

., . TICE
m Marche aléatoire [rice|

Dans un repére orthonormé, un robot est placé sur l'origine.
Il va effectuer 10 mouvements aléatoires selon les régles
suivantes:

e Son abscisse augmente de 1;

¢ Son ordonnée augmente de 1, reste constante ou diminue
de 1 avec des probabilités égales.

On note Y la variable aléatoire donnant la valeur de l'ordon-
née de I'endroit ou se situera le robot a la fin de I'expérience.
1. Quelles valeurs peut prendre Y'?

2. Déterminer p(Y =10).

3. Ecrire une fonction pyTHoN permettant de simuler la
variable aléatoire Y.

4. En utilisant le tableur ou pyTHoN, donner une approxima-
tiondep(-3 <Y =<23).

100 | Péréquation affine

Des bons d'achats sont a gagner au hasard dans un maga-
sin et les probabilités de les obtenir sont données dans le
tableau ci-dessous.

Bons d’achats en euros 1 2 3 4 5
Probabilités 02 02 04 01 01

X est la variable aléatoire donnant la valeur d'un bon d’achat.
1. Calculer E(X) et V(X).

2. La gérante du magasin souhaite que la moyenne des bons
d’achats soit égale a 3 et que la variance soit égale a 1. Elle
demande alors d'utiliser une transformation affine quia X
associe aX + b ol a et b sont deux nombres réels avec a > 0.
Calculer les valeurs de a et b a 1072 prés.

m ( Option Maths expertes ]

Un livreur a dit a Noé qu'il passerait entre 8h et 12h demain
matin et qu'il peut arriver a n'importe quel moment.
Soit X le temps d'attente en minute de Noé a partir de 8h
jusqu'a l'arrivée du livreur.

1. Dans quel intervalle se trouve les valeurs prises par X ?
2.a) Décrire avec une phrase I'évenement {60 < X < 150}.
b) Quelle est la probabilité de {60 < X < 150} ?

3. Selon-vous, quelle est la probabilité que le livreur passe
exactement a 9h30?

11 - Variables aléatoires réelles
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Travaux pratiques

Calcul y,
E alculer 300

min

n Espérance, Variance et écart-type avec la calculatrice “«s®

) 0 10 15 20 25
On considére une variable aléatoire X dont la loi de proba- %

bilité est donnée par le tableau suivant. p(X=x) 020 | 025 | 037 | 012 | 0,06
1. On souhaite calculer son espérance, sa variance et son écart-type a l'aide de la calculatrice.

TI-83 Premium CE Numworks +
_  menu |
_ Appuyer sur la touche puis | - Appuyer sur la touche Q ot r:\p.n:?ulyer surla touch-e |\____| et
choisir 1:Modifier. choisir le menu statistiques. choisirle menu statistiques.
_SilalisteLl (resp.L2) nestpas |~ Avec les fleches, se déplacer sur -SilalisteListl (resp.
vide, se déplacersurL1 (resp.L2) | Données et valider avec ( EXE ). List2) n'est pas vide, se déplacer
2 i surListl (resp. List2
avec les fleches puis appuyer sur la - Si les listes ne sont pas vides, avec les ﬂéch(es puli)s appuyer s)ur a
touche puis . se déplacer sur valeurs (ou
- Saisir les valeurs 0;10; 15; 20 ; 25 Effectifs)etappuyer sur( EXE ) thuchfe puis choisir DEL-ALL et
dans L1. . sélectionner oui.
L e ChoisirEffacer la colonne.
- Saisir les probabilités o ~ Saisir les valeurs 0;10; 15; 20 ; 25
correspondantes dans L2. — Saisir les valeurs 0;10; 15;20; 25 dans List1l.
NORHAL FLOTT AUTO REEL RAD HP N dans la colonne Valeurs. . -
| — Saisir les probabilités
Li L2 Lo Ly Ls 2| | - Saisirles probabilités correspondantes | correspondantes dans List2.
:o ::25 danslacolonneEffectifs. g Celeom] @k
a3 [List 1 | List 2 | List 3 | List 4
2; & Donnees :-I15-t-agrem'ne Boite
s, 0.2
valeurs V1 Effectifs NL 0.25
9 8.2 0.37
10 .25 0.12
Late)= B b1
2 20 0.12 GRAPH)] CALC [ DIST ||
25 8.06
- Appuyer deux fois sur la touche
— Appuyer sur la touche puis bpuy
accéder au menu CALC et choisir puis accéder au menu CALC.
l:Stats 1 Var. - Sélectionner SET : il faut que 1var
_Taper L1 (avec les touches 2nde et | ~ Avec les fleches, se déplacer sur Xlist soit -Su:._zlStl et lvar
1) enface de X1iste puis L2 enface | Stats etvalider avec (ExE). FreqsurList2.
de ListeFréq. - On peut lire directement e Dedfornd] (dFc)Real
Aller sur calculer et valider. l'espérance qui correspond a la 1Var XList :Listl
p 1Var Freq :List2
[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HP fj] | moyenne et |'écart-type (et la 2Var XList :Listl
QUARTILE HETHODE [TI-B83CE] . i
variance). 2Var YList :List2
Stats 1 var 2V 1
Kliste:L1
Li’t..Fr"q= LZ. Donnees Histogramme Boite Stats
Calculer MaxImum 2 =
i ; S ST
Hyene ' - Si ce nest pas le cas, se déplacer
Ecart type 1 : .
. o surlvar Xlist (resp. 1lVar
Premier quartile ! Freq) puis choisir LIST avec la
Troisieme quartile .
. — g touche @ puis taper’ 1 (resp.. 2)
— L'espérance de X est la premiere EearE Untarniartils pour indiquer le numéro de la liste.
valeur x et I'écart-type de X est la Somme A o hoisi
cinquiéme valeur cx. - Appuyer sur | &XIT | et choisir
1-VAR avec la touche @
\ o 0 o
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Travaux pratiques

o o @ N

TI-83 Premium CE | Numworks

- L'espérance de X est la premiere

|[NORHMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP n — ,
|QUARTILE HETHODE [TI-83CE] valeur X et I'écart-type de X est la
e quatrieme valeur cx.
;=ﬁ fgs 8  Celfenl) @efed
2:2‘153 75 1 variable
. X =11.95
Sx= =
ox=7.137751747 §§2 ;% éég? 5
. I ox =7.13775174
minX=0 SX —
:01[TI-836EJ=10 * =1 ¢

2. Déterminer la variance de X.

3. A l'aide de la calculatrice, donner des valeurs approchées a 0,01 prés de I'espérance, I'écart-type et la variance de
la variable aléatoire Y dont la loi de probabilité est donnée par :

7 -4 1 10 | 1000
3 3 1
Y=y — — | 0,219 | ——
pr=y) 4 100 1000
J
Algo & ngg Chercher, modéliser 25.0
. . - . . ™" g
ﬂ Simuler une variable aleatoire avec Python &
On considére le programme suivant. R e
.. . . P import th
1. Saisir la fonction ci-contre dans I'éditeur RS
PYTHON ﬂ i def simulation(listeval,listeprob):
aleatoire=random.random()
2. 0n considére une variable aléatoire dont la loi :mt,_.:r_o
de probabilité est donnée dans le tableau ci-des- if aleatoire==0:
sous, qui va servir a créer les listes (de taille 3) des So ;aili“i:ii:;f_::f[cmte“]
X, (listevaleurl)et p; (listeprobal): if (somme<aleatoire) and (aleatoire<=somme+p) :
valeur=listeval [compteur]
X —4 5 30 somme=somme+p
! compteur=compteur+l
p, 0,1 0,8 0,1 return wvaleur
a) Créer, dans l'éditeur pytHoN, a la suite de cette
fonction, un programme principal qui :
e crée laliste listevaleurl des valeurs prises par X;
e crée la liste 1isteprobal des valeurs des probabilités correspondantes ;
« fait afficher le résultat de I'exécution de la fonction simulation avec pour arguments les listes 1listevaleurl et
listeprobal.
b) Exécuter ce programme plusieurs fois. Qu'affiche-t-il ?
3. Unjeu est tel que:
e La probabilité de perdre 4 € est égale a 0,56 ; e La probabilité de gagner 2 € est égale a 0,02;
¢ La probabilité de gagner 1 € est égale a 0,41; e La probabilité de gagner 100 € est égale a 0,01.
Modifier le programme précédent pour faire une simulation de ce jeu.
J
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Travaux pratiques

Calculer, modéliser 45'0
e

Simuler une variable aleatoire avec le tableur

Ophélie fait du basket. Elle a parié avec son amie Delphine qu’au prochain match :
¢ si elle met au plus trois paniers, elle donnera 5 € a Delphine ;

¢ si elle met entre 4 et 6 paniers, Delphine lui donnera 10 €;

e si elle met entre 7 et 10 paniers, Delphine lui donnera 30 €;

¢ si elle met au moins 11 paniers, Delphine lui donnera 50 €.

Depuis le début de la saison, les statistiques d’Ophélie sont les suivantes :

Nombre de paniers auplus3 entre4et6 entre7et10 aumoins 11
Fréquence 55 % 15 % 20 % 10 %

A » Une simulation
Ophélie a établi une simulation de la situation sur une feuille de tableur, en se basant sur ses statistiques :

D2 | & I = [=5I(ET(0,55<B2;B2<=0,7);10;0)
A | B L C E: _ . F G | H
: nombre aléatoire Entre 0 et3 Entre 4 et6 Entre 7 et 10 au moins 11
Simulation n* entre0etl paniers aniers paniers paniers Gain
B | 1 085049309 olpj 30 0 30

3
A cet effet, elle a utilisé :
¢ la commande | ALEA() | qui renvoie un nombre réel aléatoire entre 0 et 1 dans la cellule B2 ;
°la formule| =SI(B2 <=0,55;-5;0) |dans la cellule C2;

!‘ @I@@m La commandel Sl(test;valeur_si_vraie;valeur_si_faux) | effectue le test et renvoie la valeur qui correspond au
résultat du test.

e la formule | =SOMME(C2:F2) |dans la cellule H2. H =) K L M N

1. Expliquer la formule saisie dans la cellule D2 visible Galn 5
sur la copie d'écran ci-dessus. 5
2. Sachant que la formule saisie en E2 est -5
| =SI(ET(0,7 < B2;B2 <= 0,9);30,0) |, quelle est d'aprés- -5
vous la formule saisie en F2 ? i
3. Expliquer pourquoi le gain est évalué a 30 pour la 32
simulation effectuée sur la copie d'écran ci-dessus. 5 [Moyenne pour 100 simulations 113
4. Reproduire cette simulation sur tableur puis, -5 |Moyenne pour 500 simulations 10,62
par recopie vers le bas, obtenir un échantillon de 10 [Moyenne pour 1 000 simulations 9,525
1 000 simulations. 50
5. Ecrire une formule dans la cellule N9 permettant =

d'obtenir la moyenne des gains d’Ophélie pour les 100 premiéres simulations.
Faire de méme pour 500 et 1 000 simulations.

B » Analyse des résultats

On peut modéliser cette situation a l'aide d’une variable aléatoire X donnant le gain d'Ophélie aprés un match en se
basant sur ses données statistiques.

1. Donner la loi de probabilité de X.
2. Que faut-il calculer pour analyser la moyenne de ses gains sur les simulations effectuées ?
La calculer et commenter les résultats.
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Travaux pratiques

Algo & prog Calculer, chercher 3:0

Espérance, variance, ecart-type et fonction PYTHON as®

On considére la fonction Python ', ci-dessous.

import random
import math

def esperance var(n):

liste x=[]

liste_proba=[]

for 1 in range(n):
a=float(input("saisir la wvaleur de Xi"))
liste_x.append(a)
b=float(input("saisir la probabiliteée Pi"))
liste proba.append (b)

somme=0

for k in range(n):
somme=somme+ (liste_x[k])* (liste probal[k])

return somme

print (esperance var(3))

!‘ G EBREENEE On rappelle que la commande - append permet d’ajouter un élément a la suite d’une liste.
Par exemple, 1ista.append (4) permet d’ajouter le nombre 4 en dernier élément de la liste lista.

1. Recopier ce programme dans |'éditeur pyTHON.

2. 'exécuter en saisissant, lorsque cela est demandé, les données
du tableau ci-dessous pour créer les listes (de taille 3) des X, (liste_x) etp, (1iste_proba):

Qu'affiche-t-il ? Vérifier le résultat a la main.

X -2 2 10

p, 02 | 03 | 05

3. Décrire comment fonctionne le programme.

4.En sinspirant de la fonction précédente (en recopiant, modifiant et/ou complétant), créer une fonction indicateur_var
de paramétre n qui calcule et affiche l'espérance, la variance et I'écart-type de la variable aléatoire dont on aura renseigné
la loi de probabilité dans deux listes, comme dans le programme précédent.

l‘ B EREEIE Pour calculer une racine carrée on utilise la commande math.sqrt(...).

5. 0n considére une variable aléatoire Y dont la loi de probabilité est donnée dans le tableau suivant.

9 2 | 30 | 50 | 100
p(y=y) | 012 | 065 | 020 | 003

Tester la fonction pyTHON indicateur_var dans le cas de cette variable aléatoire et vérifier les résultats obtenus
avec la calculatrice.

6. Utiliser la fonction indicateur_var pour déterminer l'espérance, la variance et l'écart-type de la variable aléatoire Z
modélisant le gain en tomates dans le jeu suivant.

¢ Une premiére urne contient 3 boules : une boules bleue, une boule verte et une boule jaune.

¢ Une deuxiéme urne contient 5 jetons : 2 sont noirs et 3 sont rouges.

On tire au hasard une boule dans la premiére urne et un jeton dans la deuxieme urne.

La boule bleue rapporte dix tomates, la boule verte cinq tomates et la boule jaune rapporte une tomate.
Un jeton noir rapporte cing tomates et un jeton rouge fait perdre cinq tomates.

11 - Variables aléatoires réelles
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Travaux pratiques

Algo & ProgE Calculer, modéliser ‘:0..

B Création et étude d'un échantillon Yan®

On pensera a importer les modules random et math si besoin au cours du TP.

L'objectif de ce TP est de travailler sur un échantillon de taille n d'une variable aléatoire.

A » Création d’'une simulation

Emma parie 10 € sur le prochain match de son équipe favorite : si celle-ci gagne, Emma gagnera 95 € (en plus d’avoir
récupéré sa mise) ; si elle fait match nul elle récupérera sa mise, et si elle perd elle ne récupérera pas sa mise.

Emma estime que son équipe a une probabilité de 50 % de gagner et de 22 % de faire match nul.

Créer une fonction pyTHon que l'on appellera gain () permettant de simuler la variable aléatoire donnant le gain
algébrique d’Emma a l'issue d’'un match d’aprés ces probabilités (il n'y a pas de paramétre a renseigner).

B » Création d’un échantillon
1.Saisirechantillonl=[gain() for i in range(1000) ] en programme principal dans |'éditeur Python ﬁ
puis écrire une commande permettant d’afficher echantillonl. Que se passe-t-il ? Et si on relance le programme ?

2. Supprimer lacommande permettant |'affichage de I'échantillon créé et saisir print (echantillonl.count (95)).
A quoi correspond ce résultat ?

3. Compléter le programme pour qu'il affiche les occurences (c’est-a-dire les effectifs) des valeurs 0 et - 10 dans la
liste echantillonl créée lors du lancement du programme.

4. Ces résultats vous paraissent-ils cohérents avec votre simulation ?
5.Relever les occurences des valeurs 95 ; 0 et - 10 dans un deuxiéme échantillon. Que pensez-vous des résultats obtenus ?

Pour les deux parties qui suivent, le travail s'effectuera en bindme, I'un se chargeant de la partie C et l'autre de
la partie D. Les fonctions construites seront ensuite utilisées dans la partie E.

C » Fonction moyenne

Créer une fonction moyenne (1liste) qui prend pour parameétre une liste liste de nombres et qui renvoie la
moyenne de la série des éléments de la liste.

D » Fonction écart-type

Créer une fonction ecarttype (liste) quiprend pour parametre une liste 1iste de nombres, qui pourra utiliser
la fonction moyenne écrite en partie C et qui renvoie |'écart-type des éléments de la liste.

l‘ @B EenE Utiliser les fonctions math . sqrt () pour calculer une racine carrée, et la formule de la variance :

1 N . . 4 .
V=—((x)* +(x,)? +...+(x,)?) - m? ot n est la taille de la liste, les x; sont les éléments de la liste et m est la moyenne.
n

€ » Bilan et observation

1. a) Ecrire un programme utilisant les fonctions écrites précédemment, qui crée un échantillon de taille 1 000 de
valeurs puis qui détermine la moyenne et |'écart-type de cet échantillon. Relever les résultats obtenus.

b) Relever la moyenne et I'écart-type d'un deuxiéme échantillon. Comparer les valeurs obtenues.
2. a) Calculer l'espérance de la variable aléatoire modélisant le gain algébrique d’Emma.
b) Calculer avec pyTHon la distance entre I'espérance et la moyenne de chacun de vos échantillons.

!‘ @BIDGBW@ Utiliser la fonction abs ( - - . ) pour calculer une valeur absolue.

On rappelle que la distance entre deux nombres réels a et b est égale a |a - b.

3. Relever la moyenne et I'écart-type d'un échantillon de taille 10 000.

Comparer vos résultats avec ceux d’'un échantillon de taille 1 000.
\
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Travaux pratiques

Chercher, représenter “60.‘
. . - min §
Dispersion des valeurs Yas®
autour de I'espéerance .
Lienmini.fr/maths1-30

Télécharger le fichier tp6.jpg contenant les fonctions utiles au TP.

X est une variable aléatoire dont la loi de probabilité

R 5% -20 50 100 200
est donnée ci-contre. :

pX=x) 080 010 005 005

1. Lire le programme des fonctions

simulation(listeval,listeprob), moyenne_ tableau(listel,liste2), moyenne_liste(listel)
etecarttype(listel,liste2) définiesdans le fichier, puis donner leur usage.

2. Créer un programme principal dans I'éditeur Python @ qui crée les listes Xi et P correspondant respectivement
aux listes, dans l'ordre, des valeurs et des probabilités correspondantes de la variable aléatoire X et qui détermine et
affiche les espérance et écart-type de X.

3. La fonction nuage_moyennel (N,listel,liste2) permet de créer N échantillons de taille 500 d'une
simulation de la variable aléatoire X (1istel correspondant aux valeurs possibles de X et Liste2 aux probabilités
correspondantes), de calculer pour chacun la moyenne des valeurs obtenues, et d'afficher le nuage de points de ces
N moyennes.

a) Ecrire un programme principal utilisant cette fonction pour réaliser un nuage de 400 moyennes obtenues sur des
échantillons de taille 500 de simulations de la variable aléatoire X de I'énoncé.

b) Les valeurs semblent proches d’une certaine valeur. Laquelle ? Cela est-il vrai lorsque I'on relance le programme ?
) En s'inspirant de la fonction nuage_moyennel créer une fonction nuage_moyenne_bis(N,n,listel,liste2)
qui utilise comme paramétres : N le nombre d’échantillons ; n la taille d’'un échantillon; 1istel et 1iste2 les listes
respectives des valeurs et des probabilités correspondantes du tableau donnant la loi de probabilité de X et qui
renvoie le nuage de points des moyennes des échantillons obtenues.

d) La tester pour obtenir un nuage de 500 moyennes obtenues sur

N . . . : Moyenne
des échantillons de taille 200 de simulations de X.
4. Le graphique ci-contre a été obtenu avec la fonction 10 o o . “
nuage_moyenne2 (N,listel,liste2) qui,enplusdecréer 8- " s o LR . ;‘. ..
le nuage de points des moyennes des échantillons, trace les droites ¢ | 2 .'. ot ° '.',, HEX 3 °::-"".’ .
20 20 ..\ e R ..:.o'..“ eod? o
déquation y=p; y =1 - ——et y =L + ——oU petosontlespérance 4 { asays .‘: .",. L L MV
in Vn N R IR A
et écart-type de X et n = 500 la taille d'un échantillon. o * Teens ST ...‘?"- Y
o 26 26 L] - B o LN ] oo
a) Vérifier, en calculant les valeurs de , de p - T etdeu+ T -2 1 e
les positions des droites. n L

0 50 100 150 200 250 300

b) Si m désigne la moyenne d’un échantillon, calculer la proportion . )
Numéro d’échantillon

2 2
des cas ou me{p - T: JU+ T:} dans le cas ci-contre.

c) Utiliser la fonction nuage_moyenne2 pour recréer un tel nuage et, comme dans la question b), calculer la pro-

. N P . . 20
portion des cas oU I'écart entre m et | est inférieur ou égal a =—.

n
5.a) Ens'inspirant de la fonction précédente, créer une fonction nuage_moyenne2_bis (N,n,listel,liste2)
qui ajoute comme paramétre la taille n d’'un échantillon et qui permet d’obtenir le méme type de graphique qu’a la
question 4).

b) Tester cette fonction en augmentant la taille des échantillons.

Que constate-t-on ?

) Valentin a construit un échantillon de taille 500 avec son ordinateur : la moyenne qu'il a obtenue est égale a 18.

Que pouvez-vous lui dire ?
Y,
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En autonomie

n Définir et utiliser une variable aléatoire

&

Pour les exercices [Iif] a fli5, on considére le
jeu suivant:
On lance deux fois successivement un dé équili-
bré a 6 faces. On gagne 3 € par résultat supérieur
ou égal a 5 obtenu et on perd 2 € par résultat
inférieur a 5 obtenu. Par exemple, si on obtient
un5puisun3,ongagne3-2=1¢€.
Soit X la variable aléatoire donnant le gain
algébrique associé a ce jeu.

m Quelles valeurs peut prendre X ?
[a] 0;1;6
[b] -4;1;6
[c] 3;0;-2
[d] Aucune des réponses précédentes

104
1
5

p(X=6)estégalea:

1 1 1
|E|g Elg @Z

m La probabilité de perdre de I'argent est :
1 4 2
a] 0 b] — <] = dl -=
9 9 9

>* On considére une variable aléatoire Y dont la
loi de probabilité est donnée dans le tableau suivant.

5, -0 -2 30
2 3 2

1 11 11

p(Y=y)

1. Quelle est la valeur manquante dans ce tableau ?
2. Calculer p(Y < 0) et p(Y > 0).

* Une urne contient n jetons (n entier supérieur
ou égal a 10) numérotésde T an.

Pour une mise de 2 €, on tire au hasard un jeton. Si le
numéro est supérieur ou égal a 8, on récupére la mise de
départ et on gagne 10 €, sinon on perd la mise de départ.
Modéliser cette situation a I'aide d’une variable aléatoire.

Xk X est une variable aléatoire prenant pour valeur
les nombres entiers de 0 a 100 telle que p(X < 40) = 0,47
et p(X=40) =0,02. Déterminer p(X = 41).

*>* On considére une variable aléatoire X dont la
loi de probabilité est donnée dans le tableau suivant.
o 0 2 5 8 10
A
10

0,05

[N

p(X=x)

Calculer p(X = 10) sachant que p(X < 6) = 0,67.

E Obtenir et utiliser une simulation

Pour les exercices et on consideére la
fonction Python ﬁ écrite ci-dessous qui per-

met d'obtenir au hasard une valeur prise par
une variable aléatoire X :

def simulation():

alea=random.random()

if alea <= 0.10:
resultat=100

if alea <= 0.25 and alea > 0.10:
resultat=>50

if alea > 0.25:
resultat=-5

return resultat

Que vaut p(X = 50) ?
[a] 0,10
[b] 0,25
[c 0,15

[d] Aucune des réponses précédentes

Pour obtenir un échantillon de taille 50 de
simulations de X, on peut écrire :
[a] echantillon=[simulation()
in range(50)]
[b] echantillon=[random.random() for
i in range(50)]
[c] echantillon=[simulation()
in range(51)]

for i

for i

Pour les exercices et fEE], on lance trois fois de
suite une piéce équilibrée. On considére la variable
aléatoire Y donnant a chaque expérience le nombre
de Pile obtenu sur ces trois lancers.

* Ecrire une fonction simul_piece ()en Python ﬁ
renvoyant une simulation de cette variable aléatoire.

% Ecrire une fonction Python ﬁ moyenne (n)
qui crée un échantillon simulé de taille n de la variable
aléatoire et qui renvoie la moyenne obtenue du nombre
de Pile sur I'échantillon.




En autonomie

B Calculer, interpréter et utiliser une espérance

On consideére une variable aléatoire X dont la
loi de probabilité est donnée par :

5% -2 0 5 25 100
p(X=x) 04 | 005 025 015 0,5
L'espérance de X est :
[a] nulle [b] égalea 19,2
[c] supérieura 20 [d] négative

1BET Lespérance d’une variable aléatoire don-
nant le gain algébrique a un jeu est strictement
positive. Quelles affirmations vous semblent-elles
correctes ?
[a] Enjouant une seule fois, on est s(ir de gagner.
[b] Surun grand nombre de parties, on peut espérer
gagner de l'argent.
[c] On peut peut-étre perdre de I'argent a ce jeu si
on joue peu de fois.
[d] Ce jeu est équitable.

* On tourne une roue dont les secteurs A, B et
C ont pour angles respectifs 180°; 120° et 60°. On mise
2 € puis on tourne la roue. Si on tombe sur la zone B on
gagne 3 €, si on tombe sur la zone C on gagne 6 €.

Ce jeu est-il équitable ?

N

* Lorsqu'il joue aux fléchettes, Nathan touche la
cible avec une probabilité de % Il lance deux fois de suite

une fléchette. Les lancers sont indépendants.

X est la variable aléatoire donnant le nombre de fois ou
il touche la cible sur les deux lancers.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Calculer E(X).

* On consideére une variable aléatoire X dont la
loi de probabilité est donnée dans le tableau suivant.

x, -4 a 2 5
024 02 05

Quelle valeur faut-il donner au nombre a pour obtenir
EX)=07?

* X est une variable aléatoire modélisant les gains
algébriques d'un jeu et telle que E(X) =-1.

1. Soit Y =X - 3. Calculer E(Y).

2. L'organisateur du jeu souhaite multiplier tous ses gains
algébriques par 2,5. Que devient I'espérance de la variable
aléatoire associée aux nouveaux gains ?

p(X=x)

*>* Une urne contient 50 jetons sur lesquels on a
inscrit—2;4 ou 17.0n tire au hasard un jeton et on gagne
(ou perd) la valeur en euros indiquée par le numéro du
jeton. lly a 4 jetons numérotés 17.

Quel est le nombre de jetons sur lesquels est inscrit -2
pour que le jeu soit équitable ?

Calculer et utiliser les indicateurs d'une variable aléatoire

Pour les exercices il a fFE], on considére la
variable aléatoire X dont la loi de probabilité
est donnée par le tableau suivant.

-3 0 1 4
03 01 017 0,19

10
0,02

5 -4
0,22

p(X=x)

On pourra utiliser la calculatrice. g

E(X) est égalea:

[a] 0,65
[c] environ 1,33

6(X) vaut environ :

[b] -0,65

[d] environ 0,17

[a] 0,32 [b] 3,32 [c] 1 [d] O
@ La variance de X vaut environ :
@] 1,82 [b] 3,32 [c] 11,43 [d] 11

* On considére deux jeux dont les gains (en enle-
vant la mise de départ) et les probabilités de gagner sont
donnés ci-dessous.

Gain | 00| 10 | 20 | 100 | 500

dujeu 1

Probabilite| — | &+ | 2 | 1 | L
5 | 15 | 15 | 15 | 15

Gain | 00| —150 | 2000

du jeu 2

Probabilité | 0,15 | 0,69 | 0,16

Donner plusieurs indicateurs permettant de comparer
ces deux jeux.

@ *>k On lance trois fois successivement une piece
équilibrée.

X est la variable aléatoire donnant le nombre de Face
obtenu sur ces trois lancers.

En utilisant la définition, calculer la valeur exacte de la
variance V(X).

J
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Les Maths au lycée

www.education.gouv.fr, 2019

LES MATHS, UN ENSEIGNEMENT DE SPECIALITE EN 1% ET EN T'¢

LES ENSEIGNEMENTS LES ENSEIGNEMENTS
DE TRONC COMMUN DE SPECIALITE (4hen 1% 6 henTe)
3 a choisir en 1%, 2 sont conservés en T'

* Education physique et sportive o Arts

» Enseignement moral et civique  Histoire-géographie, géopolitique et sciences politiques
* Enseignement scientifique * Humanités, littérature et philosophie

* Histoire-Géographie - 3 h par semaine * Langues, littératures et cultures étrangeres

» Langue vivante A et Langue vivante B o Littérature et langues et cultures de I'Antiquité

* Francais en 1" * Mathématiques

* Philosophie en T * Numeérique et sciences informatiques

* Physique-Chimie

e Sciences de la vie et de la Terre

» Sciences de l'ingénieur

» Sciences économiques et sociales

C Les épreuves communes

* Elles concernent les disciplines non évaluées lors des épreuves

Les informations relatives
finales et la discipline de spécialité non poursuivie en T,

aux épreuves du baccalauréat
* Pour garantir I'égalité entre tous, les copies sont anonymes seront actualisées sur le site
et corrigées par d'autres professeurs que ceux des éléves. www.mathslycee.magnard.fr

* Les sujets sont issus d'une banque nationale numérique.

C L'évaluation de la spécialité Mathématiques
au Bac

Les maths seront évaluées :

e dans le cadre du contréle continu en 1'si I'enseignement
n'est pas poursuivien T*;

 en épreuve terminale si elle fait partie des deux spécialités
conservées.

Les épreuves communes
évaluées dans le controle continu

* 10 % de la note finale \‘

Bulletins scolaires de 1 et T'

Les épreuves terminales

/

* 1 épreuve anticipée en 1
Francais (écrit et oral)
(coefficient 5 et 5)

* 30 % de la note finale des épreuves
communes « 2 sur les 2 enseignements
-2 sessionsen 1% de spécialité choisis (écrit)
- 1sessionenTe (coefficient 16 chacun)
« Philosophie (écrit) (coefficient 8)
« Grand Oral (coefficient 10)

* 4 épreuves terminales
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http://www.mathslycee.magnard.fr
http://www.education.gouv.fr

Préparer le Grand Oral

LE DEROULEMENT DU GRAND ORAL

1. La présentation d’un projet

2.Ladurée I

3. Le déroulement en 2 parties

4. Les compétences évaluées

 Présentation d’'un projet adossé a 1 ou 2 disciplines
de spécialité et préparé dés I'année de 1.

* 20 minutes

© 1" partie : présentation du projet (10 minutes).

e 2¢partie : échange avec le jury composé de 2 professeurs
(10 minutes).

* Savoir s'exprimer dans un francais correct et dans une langue
claire.

 Savoir argumenter en mobilisant les connaissances acquises
au cours de sa scolarité, notamment les connaissances
scientifiques et historiques.

/

LES GRANDES ETAPES JUSQU'AU JOUR J

ZETTEMY Choisir son sujet
TN se documenter

et organiser ses idées

SETEM préparer

sa présentation

SETT™ s'entrainer a l'oral

* Votre sujet doit étre en lien avec les disciplines de spécialité
que vous avez choisies.

e Utilisez toutes les ressources a votre disposition:
« ressources «papier»: ouvrages spécialisés, essais, romans,
articles de journaux, etc.;
- recherches sur Internet.

* Interviewez des spécialistes.

* Organisez vos idées :
« Annonce du sujet et du plan dans l'introduction.
« Développement des idées, illustrées par des exemples.
« Conclusion.

e Utilisez les tutoriels disponibles dans le manuel.
° Mémorisez les grandes étapes de votre présentation.



P P O /

C Tutoriels

BIEN RESPIRER, MAITRISER SA VOIX ET GERER SON STRESS

Bien
Maitriser

sa
VOIX

ca
s'apprend

LIl

C Exercices

¥ 1. Maitriser sa voix
'g Lienmini.fr/maths1-24

~§ 8.Lalecture
Sl Lienmini.fr/maths1-33

2. Larespiration costale
Lienmini.fr/maths1-25

¥ 9.Lejournal télévisé
'E Lienmini.fr/maths1-32

3. Larésonance
Lienmini.fr/maths1-26

10. L'interview
Lienmini.fr/maths1-31

Lienmini.fr/maths1-27

4.Lalecture a voix haute

Lienmini.fr/maths1-28

5. Larespiration complete

Lienmini.fr/maths1-29

6. L'élocution et articulation

0

7. Larelaxation
Lienmini.fr/maths1-30

eo

88 11.Résumé des 10 tutoriels
© Conclusion Bl Lienmini.fr/maths1-34

Vid
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Présentation de 1'épreuve de 1

L'épreuve commune de contréle continu de I'enseignement de spécialité Mathématiques sera
composée de 2 a & exercices indépendants qui aborderont une grande variété de contenus
et de capacités du programme.

L'épreuve de deux heures est notée sur 20 points. Chaque exercice est noté entre 5 et 12 points.
La note finale est composée de la somme des points obtenus a chaque exercice.

Exercice commenté

On considére la fonction f définie sur R par

f)=e"+ 1[4

1. Déterminer f'(x) pour tout x € R ﬂ

2.En déduire que la fonction f est strictement
décroissante. ]

3. Déterminer une équation de T, la tangente
ala courbe de fau point d'abscisse 0.

4. On considére la fonction g définie sur R par
gl)=e*+x-1 E
a) Déterminer g(x) pour tout x € R.
b) Etudier le signe de g’(x) et en déduire les
variations de g [
c) En déduire le signe de g(x) /4
d) Etudier les positions relatives de T et de la
courbe de . [
Recopier le repére ci-dessous sur une feuille
de papier millimétré et tracer la tangente T puis
la courbe de f dans ce repére.

par la suite.
calculatrice pour vérifier vos résultats.
e Attention a extraire toute l'informati
sion de la fonction mais aussi son ensemb
Dans ce cas, il s'agit de R donc pas de piége
On identifie la forme de la fonction a dériver,
La consigne commence par « déduire » :

l'expression de f'(x).

ce qui est demandé, c'est de le démontrer.

de la tangente.
a utiliser les résultats de la question 1.

les variations d'une fonction. Information q
utile pour répondre a la question 2.

les variations determinées a la question 4b).

ﬂ e On étudie une fonction, pensez a la représenter sur la

d'une fonction de la forme x — u (ax + b) et d'une constante.
e || faut s'appuyer sur ce qui précéde. Ici on va utiliser
e Le résultat est donné. Ici f est strictement décroissante,

Relire les questions précédentes peut aider. Ici encore cest
l'expression de f'(x) qui est utile pour déterminer Iéquation

E Lexpression de g étant proche de celle de f, ne pas hésiter

ﬂ L'énoncé rappelle ici le lien entre le signe de la dérivée et

La consigne commence par « déduire » : ici on s‘appuie sur

L/
1 5“ 6 POINTS
min ﬁ

R Conseils pour analyser 'énoncé NNNNUNN

Pensez a parcourir I€noncé en entier, cela peut vous aider

on. Ici I'expres-
le de définition.
de ce coté-la.

ici cest lasomme

ui aurait pu étre




| Solution | )
Conseils pour répondre
aux questions

n Pour dériver une fonction, on
identifie sa forme générale, ici
x+> u(ax+ b). Une rédaction dé-
taillée indiquant précisément u,
aet b permet d‘éviter des erreurs.

.
°
.
.
.
0
.
.

.

1. La fonction x+— e~ est de la forme x+— u(ax+ b) avec u(x) =e*,a=-1etb=0
donc la fonction f est dérivable sur R et f'(x) = —e™. "

2.Comme e > 0 sur R, on en déduit que f’(x) = —e™ < 0 sur R donc la fonction
fest strictement décroissante. [}
3.7, latangente a la courbe de fau point d’abscisse 0, a pour équation :
y=f(0)x-0)+f0) avec: fO)=e+1=T+1=2
f(0)=-e’=-1.
On en déduit que cette tangente Ta pour équation y=-1x+ 2 ou, plus simplement,

y=—x+2ﬂ

4.a) On a déjavu a la question 1 que la dérivée de la fonction x+— e est x— —e™.

La propriété e® > 0 quelle que
soit la valeur de a est souvent
utile.

Penser a tracer T avec la calcula-
trice pour vérifier si la droite est
bien tangente a la courbe, ici au

La fonction g est donc dérivable sur R et g’(x) = —e™ + 1. point d’abscisse 0.

b) On résout l'inéquation g’(x) > 0 ﬂ

g >0 -e"+1>00-e">-1oe<loe<ele-x<0sx>0
par stricte croissance de la fonction exponentielle.

ﬂ Lorsque le signe de I'expression
n'est pas donné par le cours, ou
que cette expression n'est ni
factorisée, ni factorisable (avec
des facteurs simples), on peut
résoudre une inéquation.

On en déduit le tableau de signe de g’(x) puis les variations de g :

X —o0 0 + 0

Vérifier que les variations trou-
vées sont cohérentes avec celles
indiquées par la calculatrice.

g'(x) - 0 +

g T o __—

Avecg(0)=e®+0-1=0.

Du tableau de variations d'une
fonction, on peut souvent en dé-
duire son signe. Ici, le minimum

c) D'apres le tableau de variations de g, on déduit le signe de g(x) :ﬁ de la fonction est 0 ce qui veut dire

que la fonction est positive.
X —00 0 4 0
A Vérifier les positions relatives
Signe de g(x} + 0 + a l'aide de la calculatrice.

Pour tracer la droite, on trouve
deux points en s'arrangeant pour
qu'ils restent dans le repére four-
ni. La calculatrice peut aider a
déterminer les abscisses pour
lesquels la droite reste dans le
repére.

®ecc0000c000000000000000000000000

d) Pour étudier les positions relatives de T et de la courbe de f, on étudie le
signe de f(x) — (-x+2):

flx) - (~x+2)=-e*+1+x-2=-e*+x-1=g(x) dont le signe est donné a
la question 4c), on adonc:

- sur]-o0; 0[U]0; + o[, f(x) - (~x + 2) > 0 & f(x) > —x+ 2 donc la courbe de
festau-dessusde T;

cenx=0,flx) - (~x+2) =0 flx) =-x+ 2 donc la courbe de fet T se coupent
en O.u

9 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
© 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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m Produit scalaire L

On considére un carré ABCD de centre O et de coté 6,

et un triangle rectangle BCE tel que : BE = %AB.

1. Calculer en justifiant les produits scalaires suivants :
a) AB - AD
b) AE - AC A B E
¢) DC -DB

Pour chacune des questions suivantes, déterminer la bonne réponse.

2./@~5estégalé:

[a] 18 [b] 54
[c] -18 [d] -54
3.ﬁ~ﬁestégala:
[a] 6 [b] 9
[c] 18 [d] -9
N\ _J
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m Second degré st

En 2020, une entreprise compte produire au plus 60 000
téléphones mobiles pour la France et les vendre 800 € |'unité.
On supposera que tous les téléphones produits sont vendus.
On s'intéressera dans cet exercice au bénéfice éventuel
réalisé par I'entreprise.

Apres plusieurs études, les colits, en euros, liés a la produc-
tion, a la distribution et a la publicité, sont modélisés par :

C(x) =0,01x% + 250x + 2 500 000
ou x est le nombre d'exemplaires fabriqués et vendus.

1. Montrer que le bénéfice, selon le nombre x d'exemplaires
produits et vendus, est défini sur [0 ; 60 000] par :

f(x) =-0,01x2 + 550x - 2 500 000.

2. a) Etudier les variations de la fonction f sur [0 ; 60 000].

b) En déduire combien l'entreprise doit produire de téléphones pour réaliser un bénéfice maximal
et donner la valeur du bénéfice maximal.

3. Déterminer combien I'entreprise doit produire de téléphones pour réaliser un bénéfice supérieur a 2 millions d'euros.
4. Lentreprise a-t-elle intérét a produire 60 000 exemplaires en 2016 ?

D’aprés bac 2016
N\ _J
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m Suites

On considere (u ) la suite définie par u =5 et pourtoutn € N,u_, =2u -3.
1. Calculer u, et u,.
2.Quelle est la nature de la suite (u ) ? Justifier.

3. Compléter le programme suivant pour qu'il crée une liste des 30 premiers termes de la suite (u ).

L=[...]
for i in range(...;...}:

L.append(...)

4.5Soit (v ) la suite définie pour toutn € Nparv =u_-3.
a) Montrer que (v,) est une suite géométrique, dont on précisera la raison et le premier terme.
b) En déduire v_en fonction de n.
¢) En déduire u_en fonction de n. a

5. Al'aide de la calculatrice, déterminer & partir de quelle valeur de n, on a u, = 1000000

®, 5 POINTS
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Probabiltés

Joao et Paloma fabriquent et vendent des bracelets « faits main ».

Paloma travaille 3 fois plus vite que Joao, si bien que le stock
de bracelets fabriqués est composé
a 75 % de bracelets fabriqués par Paloma.

En contre-partie, 50 % des bracelets fabriqués par Paloma
ont des défauts alors que seulement 5 %
de ceux fabriqués par Joao en ont.

A. On tire au hasard un bracelet dans le stock et
on considere les événements suivants

e J: «Le bracelet est fabriqué par Joao. »
® D:«Le braceleta un défaut. »

1. Compléter I'arbre pondéré ci-dessous représentant la situation.

2. Calculer la probabilité de p(J N D).
3. Justifier que la probabilité que le bracelet ait un défaut est 0,387 5.

4.0n constate que le bracelet tiré au sort a un défaut. Paloma prétend qu'il y a « 10 fois plus de chances »
que le bracelet ait été fabriqué par elle que par Joao. Est-ce correct ?

B. On tire deux fois au hasard et avec remise dans le stock de bracelets et on regarde a chaque tirage
si le bracelet obtenu a un défaut ou non.

1. Pourquoi peut-on penser que ces tirages sont une succession de deux épreuves indépendantes ?

2. Représenter cette succession de deux épreuves indépendantes par un arbre ou un tableau.

3. Déterminer la probabilité que I'on obtienne exactement un bracelet avec défaut sur les deux tirages.

®, 5 POINTS
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m Suites iy

Pour chacune des questions suivantes, déterminer la bonne réponse.

1.0n considere la suite (v ) définie par u =3 et pourtoutn EN,u_ =2u_-n.

Lavaleur de u, est:
a2 [B] 6
[c] 8 [d] 11

2. Laquelle des affirmations suivantes est correcte ?
[a] La suite définie pour tout n € N par u,=2n”-n est strictement croissante.
[b] La suite arithmétique de premier terme u, =20 et de raison r = -2,5 est strictement croissante.
[c] La suite géométrique de premier terme u,=-5etderaison g = 0,5 est strictement décroissante.
[d] La suite définie pour tout n € N par u_ = 3" est strictement décroissante.

3. Soit (u ) la suite arithmétique de raison -2 et telle que u, = 4. Alorson a:

®, 4 POINTS

[al u=4-2n [b] u,=6
[c] u,=-30 [d] u,=-16
4. Soit (u,) la suite définie pour tout n € N par u_=3n” + 1. Quelle égalité est fausse ?
[a] u, =12n+1 [bl u, =3n*+4
[c]u+1=3m+2 [dlu, -u=6n+3
\. 1 J
W8 1,5 roinTs
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- - . P min \
m Geometrie reperee
Dans le plan muni d'un repére orthonormé, on considére la droite d d'équation cartésienne -3x + 5y - 1=0.
m Pour chacune des questions suivantes, déterminer la bonne réponse.
1.Un vecteur normal de la droite d est :
S5 S| 3
n n
L -3 _ 3
5 -5
2. La droite d'équation cartésienne 5x + 3y~ 1=0est:
[a] paralléle ad
[b] confondue avec d
[c] perpendiculaire a d
[d] sécante avecd
3. Lensemble des points M(x; y) tels que x* - 6x+ > + 2y + 6 =0 est :
[a] le cercle de centre O et de rayon 6.
[b] le cercle de centre le point (-3 ; 1) et de rayon 2.
[c] le cercle de centre le point (3 ; - 1) et de rayon 4.
[d] le cercle de centre le point (3 ;- 1) et de rayon 2.
. y,
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m Probabilités conditionnelles L

Anastasia utilise un service de V.O.D. pour regarder des films et des séries. D'aprés les statistiques réalisées par ce service, il apparait
qu'elle regarde 56 % de séries, 32 % de films et 12 % de documentaires, soit en V.O. (version originale) soit en V.F. (version francaise).

De plus, elle regarde 81 % des séries, 78 % des films et 64 % des documentaires en V.O.

Anastasia se connecte a son service de V.O.D. et on considére
les événements suivants.

e S: «Elle regarde une série. »

o F: «Elle regarde un film. »

¢ D : «Elle regarde un documentaire. »

¢ O: «Elle regarde un contenu en V.O.»
1. Représenter la situation par un arbre.
2. Calculer p(SN 0), p(F N O) et p(D N Q).
3. En déduire p(O).

4.L'événement O est indépendant d'un des événements S, F ou D.
Lequel ? Justifier.

5. a) Anastasia a décidé d'augmenter la proportion de documentaires quelle regarde en V.O. (sans changer les autres proportions)
si bien que maintenant, elle regarde 81 % des contenus en V.O. Déterminer la nouvelle proportion p de documentaires qu'elle
regarde en V.0.

b) Reprendre la question 4. avec cette nouvelle donnée.

\ J
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Exercice & Exponentielle

® i
*an®

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = 2e%** + 0,1x - 2. On note 6, sa courbe représentative dans un repére.

A. 1. Calculer f(0).

2. Déterminer une expression de f’(x).
3. Etudier les variations de la fonction fsur R.

4, Etudier la position relative de ¢, et de la droite d d'équation y=0,1x - 2.

B. On modélise par f(t) I'évolution du nombre (en milliers) de membres d'un réseau social t semaines aprés sa création, pour t € [0; +[.
1. Déterminer le nombre de membres au bout d'une semaine.
2. a) Déterminer le nombre de membres au bout d'une année.

b) Un an plus tard, le nombre de membres aura-t-il alors doublé ?

3. Déterminer au bout de combien de semaines le nombre de membres aura dépassé 50 000.

C. On considere le programme suivant.

from math importw
t=0
f=2%g** (0.05*%t)+0.1*t-2
while £<10**§

t=t+1

£=2%e** (0.05*%t)+0.1*%t-2
print(t)

1. Quelle valeur renvoie cet algorithme ? En donner une interprétation concréte.

2. Modifier I'algorithme pour qu'il indique quand le nombre de membres aura dépassé 8 milliards selon ce modele.

J
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Exercicel Geometrie repéréee, probabilitées conditionnelles "g¥ )
Pour chacune des questions suivantes, déterminer la (ou les) bonne(s) réponse(s).
On considére quatre points A(2; 3), B(5; 7), C(-8; 10) et D(0 ; 4) dans un repére orthonormé du plan.
1.@-5estégalé:
[a] -48 [b] 0 [c] 14
2. Les droites (AB) et (CD) sont :
[a] perpendiculaires  [b] paralléles [c] sécantes
3. Le cercle de centre C et de rayon 3 a pour équation :
[a] (x-8)+(y+107=3
[b] (x+872+(y-10=3
[c] (x-82+(y+1072=9
[d] (x+872+(y-102=9
4.0n considére dans un repere orthonormé la parabole d'équation y = 2x*- 6x + 10.
[a] La parabole a comme axe de symétrie la droite d'équation x = 1,5.
[b] La parabole a pour sommet le point de coordonnées (1,5 ; 5,5)
[c] La parabole coupe I'axe des ordonnées.
[d] La parabole coupe I'axe des abscisses.
5. Larbre ci-dessous est susceptible de représenter une succession de deux épreuves
indépendantes. Justifier votre réponse.
0,2 A
’ 0,\4 B
0,7 B
0,8 x /
()I\3 E
[a] Vrai [b] Faux
6.5ip(A)=03etp, (B)= 0,7 alors p(A N B) = 0,09. Justifier votre réponse.
[a] Vrai [b] Faux
7. Dans une friperie, il y a un bac contenant des chemises, des foulards et des pulls,
unis ou non, selon la répartition suivante.
Uni Non uni Total
Chemise 53 179 232
Foulard 24 48 72
Pull 44 15 59
Total 121 242 363
Quand on prend un vétement au hasard dans ce bac, les événements « le vétement est uni » et « le vétement est un foulard »
sont indépendants. Justifier votre réponse.
[a] Vrai [b] Faux
N J
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m Dérivation et étude de fonction an?

Dans le repére (O; 1, j) ci-contre sont tracées NG R A e e e e

la courbe €, de la fonction f définie sur R par f(x) = lx3 - lx2 -3x 8
et la droite d d'’équation y=-2x-2. 4 2

1. Justifier que f est dérivable sur R et déterminer f'(x) pour tout réel x. <

2. Démontrer que la droite d est tangente a ‘6, au point d'abscisse 2. |

3. Existe-t-il une autre tangente a 6, parallele a d ?
Justifier.

4.0n considere la fonction g définie sur R par g(x) = fix) - (- 2x - 2)

a) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations sur R. |

b) Vérifier que -2 et 2 sont solutions de I'équation g(x) =0 ] =

¢) En déduire le signe de g(x) sur R.

5. Al'aide de la question précédente, étudier la position relative de ¢, etd. BV /

\. J
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Powreces QT ) A

En 2019, Aurélie décide de donner des cours de musique a ses deux enfants.

A. Son ainée Clara veut faire de la batterie. Aurélie engage un professeur particulier de batterie pour une heure de cours par
semaine. Le professeur fixe le prix de son cours a 30 € 'heure en 2019. Puis chaque année, il augmente le prix de I'heure de 0,50 €.

On note u_le prix d'une heure de cours de batterie en 2019 +n.

1. Combien Aurélie payera-t-elle le professeur de batterie pour les cours de I'année 2019 ?
© Rappel Une année contient 52 semaines.

2. Calculeru,.

3. Exprimer u_ en fonction de u . En déduire la nature de la suite (u ).

4. Exprimer u_en fonction de n.

5. Son ainé décide de faire de la batterie pendant 10 ans. Quelle sera la somme totale payée par Aurélie au professeur de batterie ?

B. Son cadet Noam veut faire du piano. Elle engage un professeur particulier de piano pour une heure de cours par semaine. Le
professeur fixe le prix de son cours a 30 € I'heure en 2019. Puis chaque année, il augmente le prix de I'heure de 1 % par rapport
al'année précédente.

On note v, le prix d'une heure de cours de piano en 2019 + .

1. Donner la valeur de v, et calculer v,.

2. Exprimerv_, en fonction de v . En déduire la nature de la suite (v ). V « 30

3. Exprimer v_en fonction de n. N0

4. 0n veut déterminer en quelle année le prix de I'heure de cours aura doublé. Tani‘:, tle . ’
Compléter I'algorithme ci-contre pour qu'il réponde au probléme. N ...

Fin tant que
Afficher ...

5. Noam décide de faire du piano pendant 10 ans. Quelle sera la somme totale payée
par Aurélie au professeur de piano ?

J
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m Trigonomeétrie
Pour chacune des questions suivantes, déterminer la (ou les) bonne(s) réponse(s) a l'aide
du cercle trigonométrique suivant dans un repére orthonormé.
1. Les coordonnées de B sont : C J \
a3 (LB g3, el i
22 2" 2 22 22 A
2. Quel est le point associé au nombre o ? E L
3 (6] 60° |
[a] A [b] B lc] C [d] D B
3. Citer le ou les réels associés au point B du cercle trigonométrique : b
2n b b T
2n - — T+ — -= T+ —
[a] 3 (o] 3 [c] 3 (d] 6
. . VE)
4. Parmi les points suivants, le ou lesquels ont pour abscisse > ?
[a] A [b] B [c] C [d] D
1
5. Parmi les nombres suivants, lesquels sont solutions de équation sin(x) = -=?
T T 27 107
2l -3 [e] -3 3 6
1"
6. Parmi les nombres suivants lesquels sont égaux a cos (Tnj ?
& % [b] ? [c] cos(240°) [d] cos(60°)
N\ _J
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m Variable aleatoire et simulation Yan®

Dans une féte décole, tout se paye en bonbons. On considére le jeu suivant : on mise 3 bonbons puis on lance un dé tétraédrique
a 4 faces numérotées de 1 a 4. Ensuite on tourne une roue qui s'arrétera au hasard sur I'un des 20 secteurs identiques qu'elle
contient (10 sont bleus, 6 sont rouges et 4 sont verts).

S'il obtient un 4 avec le dé et la couleur rouge avec la roue, il gagne 6 bonbons. S'il obtient la couleur bleue avec la roue,
il gagne 3 bonbons. S'il nobtient pas un 4 avec le dé et qu'il obtient la couleur rouge avec la roue, il gagne 4 bonbons.
S'il n'obtient pas un 4 avec le dé et qu'il obtient la couleur verte avec la roue, il gagne 1 bonbon. Sinon, il ne gagne rien.

On note X la variable aléatoire donnant le gain algébrique, c’est-a-dire en tenant compte de la mise, en bonbons d'un joueur.
1. Représenter la situation a I'aide d'un arbre pondéré (on pourra noter Q I'événement « Obtenir un 4 avec le dé »).
2. Déterminer la loi de probabilité de X.

a) Calculer E(X). On écrira le calcul.

b) Interpréter ce résultat. Que peut-on en déduire ?

3. Al'aide de la calculatrice, déterminer 6(X). On arrondira le résultat & 0,01 prés.

4. Lamise en jeu passe a un bonbon. Que devient alors I'espérance
de la variable aléatoire associée a ce nouveau jeu ? import random

N s , lea=random.random ()
5. On souhaite simul l'aide d iy
n souhaite simuler ce jeu a l'aide d’'un programme if alea <u 0075

informatique. Ecrire un programme en Python print ("3")

permettant de répondre au probléme en vous aidant if alea <= .... and alea > 0.075:
du début de programme écrit ci-contre.

J




m Exponentielle et suite

A. Etude de fonction

On considere la fonction f définie sur R, par f(x) = - 2e~* dont la courbe est donnée ci-dessous.

/

1. Conjecturer les variations de cette fonction f.
2. Démontrer la conjecture faite a la question précédente.

B. Etude de suite

Abdel plante un arbuste mesurant 1 m dans son jardin. On considére que la hauteur
(exprimées en métres) de cet « arbuste » aprés n semaines est donnée

par la suite (u ) définie pour tout n € N paru, =-2e™ +3.

1. Vérifier que cette modélisation est cohérente avec la hauteur de I'arbuste
au moment ou il est planté (c'est-a-dire aprés 0 semaine).

2. La croissance de cet arbuste est-elle linéaire ?
Justifier.

e
b) En déduire que la hauteur de I'arbuste augmente toute les semaines.

1
3. a) Montrer que u,,—u, = 2e" (1 - —].

4. a) Reproduire la fonction f sur le graphique de la partie précédente,
puis y placer sans aucun calcul, les points de coordonnées (n; u )
pourn € N.

Expliquer la démarche a I'écrit pour le point de coordonnées (2; u,).

b) Quelle semble étre la limite de la suite (u ) ?
Linterpréter dans les termes concrets de I'énoncé.

W  6roms
ol
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Produit scalaire

Dans un repére orthonormé (O; 7, f), on considere trois points A(1;0), B(4; 1) et C(2; 5).
1. Faire une figure.
2. Calculer BA - BC.

3. Montrer que cos(/@l\C) = 10

2

4.En déduire que sin(KB\C) = 0

S

710

5. Tracer C'le pied de la hauteur issue de C sur (AB) et montrer que CC” = —
6. En déduire l'aire de ABC.

|/
20
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Lexique p.343

: Tous les mots de vocabulaire utilisés en Premiére.

Rappels de Seconde p.350

: Toutes les définitions de Seconde utiles pour
: comprendre et utiliser les nouvelles notions
: de Premiére.

Formulaire de Premiére  p.3ss

: Un résumé des principales formules utilisées
: enPremiére.

 AF Formulaire de géométrie p.359

Toutes les formules des aires
: etdes volumes des solides usuels.

A /
2(§0%)- Logique et raisonnement p.360
/7 N\ .
~ : Toutes les définitions et propriétés pour
développer son argumentation et s’entrainer
: alalogique de fagon transversale.
Tiee Fiches logiciels p.367

: Des fiches de référence utilisées pour les activités,
: les travaux pratiques et les exercices sur tableur, GeoGebra ou Xcas.



Lexique

A

Accroissement moyen p. 112

Affectation

Lorsque l'on a affecté une valeur a une variable, on
peut remplacer la variable par cette valeur dans les ins-
tructions qui suivent (par exemple dans les opérations
arithmétiques).

Al-Khwarizmi (780-850)

Mathématicien, géographe, astronome _z==
perse. /
Il est I'auteur de nombreux ouvrages
en langue arabe, introduisant l'algébre,
classant les algorithmes et décrivant le
systéme de numération décimale.

C'est grace a la diffusion de ses livres, traduits en latin,
que I'Algébre a été introduite en Europe.

Allure [d’une courbe)

Schéma ou phrases décrivant simplement la courbe
représentative d'une fonction.

Angles associés p. 203
Approximation affine p.133
Arbres pondérés p. 275

Archimeéde de Syracuse (287-212av.J.-C.) p. 40

Physicien, mathématicien et ingénieur o\ N\
grec de Sicile (Grande Gréce).

Il étudia particulierement la géométrie la
numération et la notion d'infini.

Il a déterminé un encadrement de 1 en ===
utilisant des polygones inscrits et exinscrits.

B

Bayes [Thomas) (1702-1761) p. 266

Mathématicien et pasteur britannique, il 22
énonce un théoreme sur les probabilités
conditionnelles inverses, tres utilisé au-
jourd’hui en classement automatique.

Béneéfice
Différence entre la recette et les co(ts.

Bernoulli [Jacques) (1654-1705)

Mathématicien et physicien suisse.
Dans son ceuvre la plus originale, il définit
la notion de probabilité et introduit les
notations encore utilisées au xxisiécle.
Ses neveux Nicolas et Daniel poursuivent
par la suite son ceuvre.

Bilinéarite p. 228
Bissectrice p. 259

Boucle bornée

Lorsque l'on veut exécuter un méme bloc d'instruc-
tions un nombre déterminé de fois, on utilise une
boucle bornée, aussi appelée « boucle Pour » (for).
Ces boucles sont munies d’'une variable compteur
que l'on peut utiliser dans les instructions.

Boucle non bornée

Lorsque I'on veut répéter un méme bloc d'instructions
tant qu’une certaine condition est vérifiée, on utilise
une boucle non bornée, aussi appelée « boucle Tant
que » (while).

Bouligand [Georges) (1889-1979) p. 220

Mathématicien francais, normalien et agrégé de
mathématiques.

Il enseigna a la faculté de sciences de Poitiers puis
de Paris.

Il est I'auteur de trés nombreux articles et manuels
portant sur I'analyse, la géométrie analytique et diffé-
rentielle, la théorie de la relativité et les objets fractals,
entre autre.

Bourbaki (Nicolas) (1935-) p. 40

Nom fictif donné a un groupe de mathématiciens
francophones crée en 1935.

Toujours actif, il se renouvéle régulierement et utilise
le nom de Bourbaki pour ses publications.

On lui doit un travail de clarification des concepts,
de précision dans la formulation, d'une recherche de
structure, de classification systématique et exhaustive
des mathématiques.

On considére ce groupe comme le fondateur de
I'algébre moderne.

Dicomaths ¢ Lexique




C

Consignes (vocabulaire des)

Associer Unir des éléments dans lesquels on
voit des points communs.

Balayer Observer des tableaux de valeurs
successifs en réduisant au fur et a mesure le pas pour
avoir un encadrement de plus en plus précis de la
valeur cherchée.

Calculer Fournir une valeur numérique a l'aide
des régles de calculs.

Chercher Tester plusieurs possibilités a partir
des informations données dans I'€noncé, essayer de
faire le lien avec des propriétés connues, utiliser la
calculatrice ou un logiciel.

Communiquer Expliquer un raisonnement &
I"écrit ou a l'oral, expliquer une démarche méme si
celle-ci n"aboutit pas a I'aide de phrases, de formule,
de schémas...

Comparer Comparer deux nombres signifie
déterminer s'ils sont égaux ou lequel est plus grand
que l'autre.

Conjecturer Emettre une supposition a partir
d'observations.

Démontrer A partir des éléments connus,
effectuer un raisonnement ou un calcul pour obtenir
le résultat ou la propriété cherchée.

Développer Ecrire un produit sous forme d’'une
somme équivalente.

Encadrer Encadrer un nombre c’est donner un
couple de valeurs (a ; b) entre lesquelles on est sr
que ce nombre se trouve.

On écrit une double inégalité :a < x < b.

Expliquer Rendre compréhensible un raisonne-
ment, une idée.

Interpréter Faire une phrase situant le résultat
obtenu dans le contexte (souvent concret) de I'exer-
cice.

Modeéliser Décrire une situation concréte en
utilisant les connaissances mathématiques, par
exemple : écrire une équation ou une fonction per-
mettant d'étudier la situation proposée.
Représenter Fournir une information sous
forme graphique : figures codées en géométrie,
courbe d'une fonction, arbre ou schéma en proba-
bilité,...

Résoudre Trouver toutes les solutions possibles.
Raisonner ) Démontrer

Simplifier (une fraction) Opération qui
consiste a diviser le numérateur et le dénominateur

par un méme nombre non nul afin d'obtenir le nu-
mérateur et le dénominateur les plus petits possibles

000 0 00000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000060000000000000,

80 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 0

000000000000 00000000000000000000000000000000000

Carré scalaire p. 228

Centre de gravité p. 242
Cercle circonscrit p. 242
Cercle (Equation de) p. 250
Cercle trigonométrique p. 200

Coefficient directeur
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Colinéarite p. 226
Composition [de fonctions) p.123
Compréhension (Liste définie en) p.19
Converger p. 54
Cosinus p. 201
Cout

Somme dépensée pour créer un produit.

Coit marginal p.139
Coit moyen p.139
Cout total p.139
Croissante (Fonction) p. 146

Soit fune fonction définie sur un intervalle | : elle est
croissante sur | si, lorsque x augmente sur |, alors f(x)
augmente.

Croissante (Suite) p.52

D

Décroissante (Fonction) p. 146

Soit f une fonction définie sur un intervalle | : elle est
décroissante sur | si, lorsque x augmente sur |, alors
flx) diminue.

Décroissante (Suite) p. 52

Demande

Quantité de biens et de services que les agents
économiques sont disposés a acheter sur un marché

Descartes [René) (1596-1650) p. 108, 220

Mathématicien, physicien et philosophe
francais a l'origine de la géométrie ana-
lytique. Dans celle-ci, les objets sont
représentés par des équations ou des
inéquations a 'aide d'un repére du plan
dans lequel les objets ont des coordonnées.
Descartes effectue, dés le début du xvi® siécle, des
calculs en lien avec l'intégration ou la dérivation :
aires, volumes, détermination de tangentes a des
courbes, etc.




Développer
Ecrire un produit sous forme d’'une somme équivalente.

Discriminant p. 86
Diverger p.55
Diviseur

Soit a et b deux nombres entiers.
S'il existe un nombre entier k tel que a = bk,
on dit que b divise a ou que b est un diviseur de a.

€

Ecart-type p. 301

Echantillon

Lorsque l'on réalise plusieurs fois une méme expé-
rience aléatoire de maniére indépendante (c'est-a-dire
que les différentes réalisations n‘ont pas d'influence les
unes sur les autres), I'ensemble des résultats obtenus
est appelé échantillon. Le nombre de fois ou I'expé-
rience est réalisée est appelée taille de I'échantillon.

€l Karoui (Nicole) (1944-)

Mathématicienne francaise, ancienne g%
éléve de I'Ecole normale supérieure de
jeunes filles. Professeure émerite, elle
s'est spécialisée dans I'étude des pro-
babilités et a créé les mathématiques
financieres.

Ensemble
Collection d'objets.

Ensemble de points p. 229

Equation cartésienne p. 229

© p.353
€quation de cercle p. 250

€quation réduite d’une droite
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Equation trigonométrique p. 206
Espérance p.301
Euler [Leonhard) (1707-1783) p.108

Mathématicien et physicien suisse. ===
Il introduit une grande partie des no- 4
tations des mathématiques modernes
(fonction exponentielle), et est a I'origine
des fonctions hyperboliques : sinus,
cosinus et tangente hyperboliques.

Evénement

Un événement est un sous-ensemble de I'univers. Il peut
sécrire al'aide d'issues ou étre décrit a I'aide d’'une phrase.
Un événement impossible est un évenement qui ne
se réalise jamais : sa probabilité vaut 0.

Un événement certain est un événement qui est sar
de se réaliser : sa probabilité vaut 1.

Evolution exponentielle p.51
Evolution linéaire p.50

Expérience aléatoire

Une expérience aléatoire est une expérience dont les
issues sont connues sans que l'on puisse déterminer
laquelle sera réalisée.

Extremum p. 148
Factorielle p.73
Factoriser

Ecrire une somme sous forme d’un produit équivalent.

Fermat (Pierre de) (1607-1665) p. 108

Magistrat, poete et mathématicien francais. ===
Il appliqua l'algébre a la géométrie et /8
est 'auteur de plusieurs théorémes ou
conjecture en théorie des nombres. La
plus connue fut démontrée 300 ans plus
tard par Andrew Wiles.

Fibonacci (Leonardo) (1175-1250) p. 40

Mathématicien italien qui a étudié les tra-
vaux d'algébre d’Al-Khwarizmi, les chiffres #f
arabes et la notation algébrique puis les
aintroduit en Occident. Il est aujourd’hui
connu pour la suite qui porte son nom, 8
tirée d'un probleme d'un de ses livres Liber
abaci publié en 1202, qui décrit la croissance d'une
population de lapins.

Fonction (en algorithmique)

Bloc d'instructions qui ne sera exécuté que s'il est
appelé (éventuellement plusieurs fois). Une fonction
possede généralement des parametres et retourne
une valeur de retour.

Fonction carré

2l Rappels de Seconde JiRER]

Fonction cosinus p. 203
Fonction dérivée p.118
Fonction exponentielle p.172
Fonction polynéme du second degreé p. 84
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Fonction sinus

Fonction valeur absolue

Forme canonique

Formule des probabilités totales

Formule explicite

Fourier [Joseph) (1768-1830)

Mathématicien et physicien francais quia =
utilisé les fonctions trigonométriques afin £/
de déterminer I'équation de la chaleur.
L'évolution de la température est mo-
délisée par des séries trigonométriques
dites séries de Fourier.

G

Grassman (Hermann Gunther) (1809-1877) p. 220

Mathématicien, physicien et linguiste al-
lemand, il généralise I'utilisation de la
notation vectorielle pour étudier certains
problemes en Physique. Il définit le dé-
terminant, le produit scalaire et la somme
dans l'espace de deux vecteurs.

H

Hamilton (Sir William Rowan) (1805-1865) p. 220

Mathématicien, physicien et astronome 4
irlandais. C'est I'un des premiers mathé-
maticiens a utiliser les vecteurs et on sup-
pose qu'il est I'inventeur du mot vecteur.

Hauteur (dans un triangle)

Dans un triangle ABC, la
droite qui passe par le som-
met A et qui est perpendicu-
laire au coté opposé [BC] s'ap-

pelle la hauteur issue de A. B H

Heaviside [Oliver) (1850-1925) 220
Physicien britannique, il a poursuivi # .
I'ceuvre d’'Hamilton en utilisant I'analyse
vectorielle pour étudier les lois fonda-
mentales de la physique .

Héron d'Alexandrie (1¢ siécle apres JC) p. 40

Ingénieur, mécanicien et mathématicien
grec. On lui attribue une méthode de
calcul de l'aire d'un triangle sans utili-
ser de hauteur, ainsi qu'une méthode de
calcul permettant d’approcher la racine
carrée de n'importe quel nombre a l'aide
de suites.

Hopper (Grace) (1903-1992) p.10

Informaticienne américaine. Aprés des =
études de mathématiques, elle s'en- #
gage dans la marine américaine au sein
de laquelle elle se met a travailler au
développement des ordinateurs. Elle @@
concoit, en 1950, le premier compilateur

qui transforme un programme intelligible en langage
machine et écrit en 1959, le premier langage proche
de I'anglais, COBOL, encore en usage.

Huygens [Christian) (1629-1695) p. 266

Mathématicien, physicien et astronome
néerlandais. Aprés avoir entendu parler
de la correspondance de Blaise Pascal
et Pierre de Fermat, il publie le premier
livre sur le calcul des probabilités dans
les jeux de hasard.

Identités remarquables
B4 Rappels de Seconde MR
Impair (Nombre)

Soit n un nombre entier. n est impair si et seulement
s'il existe un entier p tel quen=2p + 1.

Impaire (Fonction)

Une fonction f, définie sur un ensemble de définition
D symétrique par rapport a 0, est dite impaire si, pour
tout réel x de D, on a f(-x) = - f(x).

La courbe représentative d'une fonction impaire
est symétrique par rapport a l'origine du repére.

Indépendance p. 277
Indice (d’une liste) p.18

Instruction conditionnelle

Dans un algorithme, on est parfois amené a exécuter
une ou plusieurs instructions uniqguement si une cer-
taine condition est vérifiée. C'est ce que l'on appelle
des instructions conditionnelles.

Si la condition n'est pas vérifiée, on peut soit exécuter
un autre bloc d'instructions, soit ne rien faire.

Itérer p.19

K

Kemeny (John George) (1926-1992) p.10

Mathématicien et informaticien américain
d'origine hongroise. Il a participé au dé-
veloppement, en 1964, du langage BASIC, |
voulu interactif et simple d'utilisation, qui g
permet le calcul matriciel et I'utilisation N8
des ordinateurs par des étudiants issus de
filieres non-scientifiques.




Kurtz (Thomas Eugéne) (1928) p.11

Mathématicien et informaticien américain =
Il a participé au développement, en 1964, /4
du langage BASIC, voulu interactif et
simple d'utilisation, permettant le calcul
matriciel mais également I'utilisation des g
ordinateurs par des étudiants issus de
filieres non-scientifiques.

L

Lagrange [Joseph-Louis) (1736-1813) p. 41

Mathématicien, mécanicien et astronome
italien naturalisé francais. Lensemble de
son ceuvre a permis des avancées dans
toutes les branches des mathématiques.
Il a élaboré le systéeme métrique

avec Lavoisier pendant la Révolution. On
lui doit la notation indicielle pour les suites numé-
riques et il est a l'origine de la notation f’(x).

Laplace [Pierre-Simon de) (1749-1827)  p. 267

Mathématicien, physicien, astronome, et Zssms
homme politique francais. Il redécouvrit
les travaux de Bayes sur les probabilités
conditionnelles et présenta sa théorie des
probabilités dans son ouvrage « Théorie
analytique des probabilités ».

Leibniz (Gottfried Wilhelm) (1646-1716) p 108

Philosophe, mathématicien et
diplomate allemand. Il introduit le
terme de fonction et invente le calcul
infinitésimal.

Ligne de niveau p. 243
Limite (d'une suite) p. 54
Liste p.18

Loi (de probabilité)

Donner une loi de probabilité associée a une expé-
rience aléatoire, c'est en donner toutes les issues
et attribuer une probabilité (un nombre compris entre
0 et 1) a chacune delles de sorte que la somme des
probabilités des issues est égale a 1. On peut présenter
les résultats sous la forme d’un tableau.

M

Maximum local p.148

McCarthy [John) (1927-2011) p.10

Mathématicien et informaticien américain. Il 7N
a créé le langage LISP (de I'anglais list pro-
cessing soit « traitement de listes ») en 1958.
En 1971, il a obtenu le prix Turing pour ses
recherches en intelligence artificielle.

Médiane p. 242
Maédiatrice p. 242
Minimum local p. 148
Mirzakhani (Maryam) (1977-2017) p. 221

Mathématicienne iranienne, professeure
a l'université en Californie. Elle est la /&
premiére femme mathématicienne a
recevoir la médaille Fields, une des plus
prestigieuses récompenses, par ses tra-
vaux sur les surfaces de Riemann dontla =
base est la géométrie repérée.

Moivre (Abraham de) (1667-1754) p. 266

Mathématicien francais. Précurseur du /g
développement de la théorie des pro-
babilités, il présente dans ses ouvrages
la notion de probabilité conditionnelle.

Monotone (fonction)

Si f ne change pas de variation sur |, on dit que

fest monotone sur l.

Monotone (suite) p.52

Multiple

Soit a et b deux nombres entiers.
S'il existe un nombre entier k tel que a = bk, on dit que
a est un multiple de b ou que a est divisible par b.

Napier (John, ou Jean Neper) (1550- 1617) P 108

Théologien, physicien, astronome et #
mathématicien écossais. Il inventa les
logarithmes afin de simplifier les calculs
utilisés en astronomie.

Newton (Isaac) (1642-1727) p. 108
Philosophe, mathématicien et physicien s
britannique.

C'est I'un des fondateurs du calcul infi-
nitésimal avec Leibniz.

Noether [Emmy]) (1882-1925) p. 40

Mathématicienne allemande. De famille .
juive, elle émigre aux Etats-Unis en 1933. 4

Elle introduit les structures algébriques
d'un ensemble et est a l'origine de la
topologie algébrique, elle contribue ainsi
a la théorie générale d’Einstein.

Nombre dérivé p.116
Nombre e p.173

Norme
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Offre

Quantité de biens et de services que les agents éco-
nomiques sont disposés a vendre sur le marché.

Oresme [Nicolas) (1322-1382) p. 41

Philosophe, mathématicien et théologien e
francais. Il est I'un des premiers a décrire
le comportement des suites arithmé-
tiques et géométriques et a calculer la
somme de leurs termes.

Orthocentre p. 242
Orthogonalité p. 227

P

Pair (Nombre)

Soit n un nombre entier. n est pair si et seulement s'il
existe un entier p tel que n =2p.

Paire (Fonction)

Une fonction £, définie sur un ensemble de définition D
symétrique par rapport a 0, est dite paire si, pour tout
réel x de D, on a f(-x) = f(x). La courbe représentative
d’une fonction paire est symétrique par rapport a
I'axe des ordonnées.

Parabole p. 85

Paramétre

Symbole désignant une grandeur donnée qui peut
prendre des valeurs différentes.

Partition de l'univers p. 275

Pascal [Blaise) (1623-1662) p. 266

Mathématicien physicien, inventeur et ===
théologien francais. Il concoit et fabrique /4§
une machine arithmétique, la Pascaline.
Il entretient une correspondance avec §
Pierre de Fermat avec lequel il développe "
un nouveau champ de recherche en ma-
thématiques : les calculs de probabilités.

Pente (d’'une tangente) p.113
Période p. 204

Perpendicularité p. 227

Playfair (William) (1759-1823) p. 267

Ingénieur et économiste écossais. C'est
I'un des premiers statisticiens a traduire
des données statistiques par des repré-
sentations graphiques.

Position relative (de courbes) p.152

Déterminer sur quel(s) intervalle(s) une courbe est au
dessus de l'autre.

Premier (Nombre)

Un nombre premier est un nombre qui n'a que deux
diviseurs : 1 et lui-méme.

Probabilité conditionnelle p. 274
Produit scalaire p. 226

Projection orthogonale

On appelle projeté ortho-
gonal d’'un point M sur une
droite d avec M extérieur
a cette droite, le point H
intersection de la droite d
et de la perpendiculaire a
la droite d passant par M. La longueur MH est lors la
distance entre le point M est la droite d.

Ptolémée (Claude) (90-180) p.108

Astronome grec. Il a décrit dans sa Com-
position Mathématiques des tables de
cordes (établies par Hipparque de Nicée)
permettant d'effectuer des calculs en
astronomie. Ces tables sont les prémices
des fonctions trigonométriques.

R

Racine (d'un polynome) p. 86
Radian p. 201
Raison p. 49
Recette

Somme d’argent encaissée.

Relation de Chasles
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Relation de récurrence p. 48

S

Sécante (a une courbe) p.118
Sens de variation p. 146
Sens direct, sens indirect p. 200
Sinus p. 201
Somme (de termes d’une suite) p. 62



Stirling [James) (1692-1770) p.41

Mathématicien britannique. Ses travaux /g
sont précurseurs de I'analyse numérique :
il s'intéresse par exemple aux suites nu-
mériques pour I'approximation de cer-
tains nombres.

Stroustrup (Bjarne) (1950-) p.11

Informaticien, écrivain et professeur de 4
sciences informatiques danois. Il a mis
au point la premiere version du langage
C++, un des langages les plus utilisés
dans le monde.

Suite p. 48

Suites arithmétiques p. 49

Suites géometriques p.50
T

Tangente p. 201

Tangente (a une courbe) p.118

Taux de variation p.116

Taux d’'évolution

g Rappels de Seconde JINERH]

Terme (d'une suite) p. 48
Terme général d'une suite p. 48
Travail (d'une force) p. 240
Trindme p. 84
Turing (Alan Mathison) (1912-1954) p.10

Mathématicien et informaticien anglais
considéré comme I'« inventeur » de
l'ordinateur. Durant la Seconde Guerre
mondiale, il joue un réle majeur dans
le décryptage de code de la machine g
Enigma utilisée par les armées allemandes.

U

Uhlenbeck (Karen) (1942-) p.06

Mathématicienne américaine. Elle est la
premiere femme a obtenir le prix Abel
des mathématiques pour son travail fon-
damental dans I'analyse géométrique.
Ses théories ont révolutionné notre com-
préhension des surfaces minimales, telles

que celles formées par des bulles de savon, et des
problémes de minimisation plus généraux en dimen-
sion supérieure.

Univers

L'univers d’'une expérience aléatoire est I'ensemble
des issues possibles de cette expérience.

vV

Valeur absolue

La valeur absolue d’'un nombre est égal a lui-méme
lorsque le nombre est positif ou nul, et a son opposé
lorsque le nombre est négatif.

Valeur numérique

Valeur de l'expression dans laquelle on a remplacé
chacune des variables par des nombres.

Valeurs remarquables p. 201

Van Rossum (Guido) (1956-) p.11

Développeur néerlandais. Créateur et lea- #Z
der du projet du langage de programma-
tion Python, tres utilisé a I'heure actuelle.

Variable

Symbole qui associe un nom a une variable. Le nom
est unique mais la valeur peut changer.

Variable aléatoire réelle p.300
Variance p.301
Variation (d'une suite) p. 52
Vecteur directeur

© p. 353
Vecteur normal p. 250
Vitesse moyenne p.110

W

Wallis (John) (1616-1703) p. 41

Mathématicien anglais. Ses travaux /s
concernent principalement le calcul
différentiel. Il s’est aussi intéressé aux
suites numériques pour l'approximation
de certains nombres.

Willard Gibbs [Josiah] (1839-1903) p. 220

Physico-chimiste américain. Il est I'un des Z==58
fondateurs de I'analyse vectorielle et
est a l'origine des notations du produit
scalaire.

Wirth (Niklaus Emil) (1934-)

Professeur d'informatique suisse. Il a mis ===
au point plusieurs langages de program-
mation dont le Pascal. Il recoit le prix
Turing en 1984. Il est également 'auteur
de la loi Wirth (loi empirique corollaire de ¢
loi Moore) selon laquelle les programmes
ralentissent plus vite que le matériel accélere.
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N
 Pour tout nombre entier n positif non nul, pour tout nombre relatifa: a"=axax...xa
A OROR
n facteurs
. ~ 1 1
Et, siaest non nul : a"=—=————
a" axax...xa
Nehatehidbieber
n facteurs
 Par convention, a®=1.
* On considere deux nombres entiers relatifs n et m et un nombre a.
n
«a"xam=ag"*tm «a"xb"=(axb)" .am =gn-m (a=0) o (@mp =amxr
a
J
Racine carrée N
e Laracine carrée d'un nombre positif a est le nombre positif, noté Ja,dontle carréesta: Jaxva=(/a)P2=a.
* Un carré parfait est le carré d’'un nombre entier.
* Pour tout nombre a: Ja’=asia>0 et Ja’=-asia<O0
* Pour tous nombres positifsaet b: Jaxb= Ja x b
* Pour tous nombres positifs a et b (avec b = 0) : \/E = ﬁ
b b
J
Calcul algéebrique N

Distributivite

* Pour tous nombresréelsa, b, c,detk,ona: k(a+b)=ka+kb et (a+b)c+d) =ac+ad+ bc+bd
Identités remarquables

Pour tous nombres réelsaetb,ona:

«(a+b)?=a’+2ab+ b? «(a-b)2=a*>-2ab + b? «(a+b)a-b)=a*-b?

€quations
* Un produit de facteurs est nul si et seulement si au moins I'un de ses facteurs est égal a 0.
* Un quotient est nul si et seulement si son numérateur est égal a 0 et son dénominateur est non nul.
* On considere I'équation x* = k avec k appartenanta R :

-si k <0, I'¢quation x? = k n'a aucune solution réelle.

+si k=0, I'équation x? = k a une seule solution réelle x=0.

«si k> 0, I'équation x? = k a deux solutions réelles x = \/E etx= —\/E.
* On considere I'¢quation \/; =k avec k appartenanta R :

-si k <0, I'¢quation \/; =k n’a aucune solution réelle.

+si k =0, I'équation \/; = k a une seule solution réelle x = k%

1
* On considére I'équation — =k avec k appartenanta R :
x

. . o . .
+si k=0, "¢quation — =k n’a aucune solution réelle.
x

: . S . 3 1
-si k# 0, 'équation — =k a une seule solution réelle x = PR
X




Ve

Proportions et évolutions

Proportions d’ensembles emboités

¢ On considére trois ensembles A, B et C emboités tels que C C B C A.

On note p la proportion de la population de B dans la population de A.

On note p’ la proportion de la population de C dans la population de B.

Alors la proportion de la population de C dans la population A est égale ap xp'.

>

Variations absolue et relative
* On suppose qu'une quantité passe d’'une valeur de départ V_ a une valeur d'arrivée V.

- la variation absolue est: V, -V V-V,

%

- |la variation relative, ou taux d'évolution, est :

Evolutions successives

* Lorsque l'on a une évolution d’une valeur V, a une valeur V, suivie d'une autre évolution de la valeur V, a une
valeur V,, le taux d'évolution global associé a ces deux évolutions est le taux d'évolution entre V, et V.. Son
coefficient multiplicateur est appelé coefficient multiplicateur global et est égal a ¢ x ¢’ ou ¢ (respectivement ¢’)
est le coefficient multiplicateur de la premiére (respectivement de la seconde) évolution.

X Cglobal

= . PN 1
Evolution réciproque xc
e Lorsque l'on a une évolution d'une valeur V, a une valeur V,, le taux N

réciproque est le taux permettant de revenir de V, a V.. Son coefficient
multiplicateur est appelé coefficient multiplicateur réciproque et est égal a

Valeur
d’arrivée

Valeur
de départ

1 ou c est le coefficient multiplicateur de I'évolution de départ.
C

Statistiques descriptives

On considére une série statistique de p valeurs distinctes x,, x,, ..., x, VEI X x, e ox

d'effectifs respectifsn,, n,, ..., n, donnée dans le tableau ci-contre. 2 2

Effectif n,on, .. ,
nXx, +nXx+..+n Xx,

Moyenne

La moyenne de cette série est: m=

n+n,+..+n
P 14
Moyenne pondérée

* On considére une série statistique constituée de p valeurs x,, x,, ..., X, affectées de p coefficients (ou poids) <,

e €
o . G XX+ XX+ +C, XX,
La moyenne pondérée de cette série est: m=

GGt tC,

J
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Probabilitées

( -
Equiprobabilité
* Une loi de probabilité est dite équirépartie lorsque chaque issue a la méme probabilité de se réaliser, qui est :
1 1
nombre total d’issues n
On est alors dans une situation d’équiprobabilité.
e La probabilité d'un évéenement A est égale a la somme des probabilités des issues qui réalisent cet événement.
Dans une situation d'équiprobabilité, ou il y a n issues, la probabilité d’'un événement A réalisé par k issues est :
nombre d'issues qui réalisent A k
p(A)= " =—
nombre total d'issues n
Probabilité de I'événement contraire
* Soit A un événement.Ona: p(A) =1- p(A)
Relation entre union et intersection
¢ Soit A et B deux événements.On a: p(A U B) =p(A) + p(B) - p(A N B).
\
p Vecteurs

Définitions
« Le vecteur AB est défini par: A B
- sa direction (celle de la droite (AB), ’
+son sens (de A vers B), D
-sa norme (la longueur du segment AB). B
* ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati) si et seulement si : / ______ /
A= CD N c
» Deux vecteurs ¢ et v non nuls sont colinéaires s'il existe un réel non nul k tel que :
vV =k

» Deux droites (AB) et (MN) sont paralléles si et seulement si les vecteurs AB et MN sont colinéaires.
* Trois points distincts A, B et C sont alignés si et seulement si les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

* Soient A et B deux points distincts d’une droite d alors tout vecteur U colinéaire au vecteur AB est appelé vecteur
directeur de la droite d.

Relation de Chasles B o
. B
e A, B, C trois points. AB c
A E+E:A_C.
Ona: AB +BC = AC




p Géometrie repérée N

’
— X — X o . by
* On considere les vecteurs u[ j et v( ,] et les points A(x, ; y,) et B(x, ; y,) dans le plan muni d’un repere
orthonormé (O; i, j) J J

- Distance : AB= \/(xB = %32+ (g = 7N

+ Le milieu d’'un segment [AB] a pour coordonnées :

’

(XA TX  Ja +}/B)

2 2
—|| 8% =52,
« Coordonnées du vecteur : AB
Je = JIa
’
< e g — x = x
- Egalité de vecteurs : u=v& ,
y=Jy
L L x+x
- Somme de deux vecteurs : u+v ,
yty
N . (kv
« Multiplication par un réel k : ku >
+Norme d'un vecteur : lal=\/x2 + y2
. Déterminant de deux vecteurs : det(d, V)=xy" - x7y

* Deux vecteurs sont colinéaires si et seulement si leur déterminant est nul. b
* Une équation cartésienne de la droite passant par le point A et de vecteur directeur U[ ]est delaforme:
a
ax+by+c=0

* Toute droite non verticale a une équation réduite de la forme : y= mx + p ol m s'appelle le coefficient directeur
et p 'ordonnée a l'origine.

1
Le vecteur de coordonnées [ ] est un vecteur directeur de cette droite.
m

¢ Le coefficient directeur ou pente d’une droite (AB) est :

m_A_}’z.)’B_)’A

SIXx, # X,

Ax  x3-x,

e Toute droite verticale a une équation réduite de la forme: x=k

* Deux droites d'équations réduites y = mx + p et y = m'x + p’ sont paralléles si et seulementsi m=m’ .

Si,de plus, p=p’ alors elles sont confondues.

* Deux droites d'équations cartésiennes ax + by + c=0et a'x + b’y + ¢’ = 0 sont paralléles si et seulement si
ab'-ba =0

\ J
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Ve

Fonction affine

* Une fonction affine est une fonction définie sur R par f(x) = ax + b (avec m et p réels) :

«sia >0, alors f est croissante sur R.

«sia <0, alors fest décroissante sur R.

«sia=0,alors fest constante sur R.

e La fonction affine f s'annule et change de signe une fois dans son ensemble de définition en x = -—.
a

a=0
Y

58 -0

f(x) -

f est négative puis positive.

X — 00

f(x) +

fest positive puis négative.

Fonctions de référence

Fonction carré
x> x?2

La fonction carré est
décroissante sur R- et

Fonction inverse
1

x> —
X

La fonction inverse est
décroissante sur R*- et

Fonction racine carrée
x> x

La fonction racine carrée
est croissante sur R+.

Fonction cube
x— 53

La fonction cube
est croissante

croissante sur R+. décroissante sur R* +. sur R.
X —o 0 4o X —o 0 4o X 0 400 x —_o» 40
1
x—»xz\o/ xﬁ;\\ x> x o/ xox
Y ) ¥
2 4 2
x 5 x
4 - 2 4 4 2/ 2 4
x




"4l Formulaire de Premiére

Second degre N

Fonction polynome de degré 2 flx) =ax>+ bx+c aveca, betcréels,a # 0
Forme canonique flx) =alx— o)+ avec o et 3 réels.
) b
Coordonnées du sommet S(o; B) avec oL = o et =flo).
Discriminant A=b?-4ac
Courbes représentatives
A<O0 A=0 A>0
xO
a>0
X | —x +oo x |77 %o te x | —oo X, X, +oo
fx) + f)) + 0 + f  + o - 0 +
B
xO
a<o
X! —00 + 0o X — 00 XO + oo X — 00 ,X’1 ,X'Z + 0
flx) - fd| - o - f(x) -0 o+ 0 -
fn'admet pas fa une racine double : fadmet deux racines distinctes :
delracme. . __b —b-JA _b+JA
Il n'y a donc pas 07 Hg x, = et x,=
o 2a 2a
de factorisation
Onaalors: Onaalors:
Factorisation flx) = alx — x)? fix) = alx - x,) (e - x,)
De plus:
b c
x1+x2=—; et x1><x2=a
J
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Pour tout
nEN.pEN (u) est une suite arithmétique (u)) est une suite géométrique
ST de raison r deraison g etu, =0
reR,geR
Relation de P U —axu
récurrence w1 T na =A%,
Tlerr’ne u=u+nr=u+n-Nr=u +n-p)r U =uxq'=uxqg'=u xq"?
général no0 ! P noo ! P
eSig>Tet:
.siu, positif : (u ) est strictement croissante.
. . . - siu, négatif : (u ) est strictement décroissante.
e Sir>0:(u) est strictement croissante. . "
Variation Sir<0:( “) ¢ strict t décroissant e Sio<g<1let:
°Sir :(u ) est strictement décroissante. . i . L.
) n - siu, positif: (u ) est strictement décroissante.
*Sir=0,(u ) est constante. -« si u, négatif : (u ) est strictement croissante.
*Sig=0 ou g=1:(u)estconstante.
* Sig <0:(u) nest pas monotone.
n(n+1 _ gn+l
SR 1424, +n="00FD 1+q+q2+...+q"=1 q
n=1,q#1 2 1-g

Dérivées des fonctions de référence

f est définie sur Fonction f
R c
R X
R x?
R X3
R,R*sin<0 xXnEeZ
1
R* *
[0 +2[ Jx
R e*

Opérations et dérivation
u et v sont deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle I.

Deérivation

Dérivée f’ fest dérivable sur
0 R
1 R
2x R
3x2 R
nx ™! R, R*sin<0
1
- R*
1
2x 10; +oof
ev R

Fonctionsu etv Dérivée
u+v u+v
uxv u'v+vu

Pour k constante réelle, k x u kxu
_V'
Si pour tout xde |, v(x) # 0: il )
Vv
u'v-vu
Sipour tout xdel, v(x) #0: u 2
v
Pour a et b réels : u(ax+ b) axu'(ax+ b)
eax+b ax eax+b

Equation réduite de la tangente a la courbe représentative de fen un point d’abscisse a ¥ =f(a)(x - a) + f(a)

J




s

Fonction exponentielle ST

6
» La fonction exponentielle est définie et strictement croissante sur R. U /
g
1 ° /
«ef=1 el=¢e '\/E=e2 4 /
]
. °T---Je'=e
° Pourtoutx € R,ona e*>0 5
° PourtousréelsaetbnE Z: 1 =1
e’ X
b b o o€ )
ce?t=gixe slepdi=t— ced” 0 =— . (e9)" = em -4 -3 -2 -10 2
ed el —1

Produit scalaire N

’
x)  _[x R .
u ( ]et v{ ,] sont deux vecteurs non nuls dans un repére orthonormé
y J

Formule analytique u-v=xx"+y’

<l

Formule géométrique -V =||u]|x||V||x cos(u , V)

<l

Formule avec les normes V= %(||L7||2 +|VIR-|ld-VIP)

Projeté orthogonal
* Soit A, B et C trois points et H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB) alors :

AB -AC = +AB x AH si les vecteurs AB et AH AB-AC = —ABx AH si les vecteurs AB et AH
sont de méme sens. sont de sens contraires.

C

*Sid=0ousiv=0 alors u-v=0
U et V sontorthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul, ce qui se traduit par :
xx"+yy’=0
Propriétés du produit scalaire
‘U-v=v-u
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Fonctions sinus et cosinus
¢ Les fonctions sinus et w so

fonctions périodiques de période 2.

« sin(x + 2m) = sin(x)
* Pour tout nombre réel x

« (cos(x))? + (sin(x))* =
=1 <sinlx) =<1

Valeurs remarquables

0 rlr|r

X 6 4 3
3 42

cosx 1 — £ -

2 2 2

. V2 B

sinx 0 - — —

2 2

Angles associés
+ cos(—x) = cos(x)
+ COS(T — x) = —Cos(x)
+ COS(T + x) = —Ccos(x)

0 cos(g = x) = sin(x)

. cos(g + x] =-sin(x)

Fonctions sinus et cosinus

Trigonomeétrie

Cercle trigonométrique
nt définies sur R. Ce sont des

+ cos(x + 2m) = cos(x)

1 —1<coslx)<1

|

.\ +
E45
4
4--\ T 30°
! 6
P lo o
2 B cos
2

[N}

T 3n
— - 2
2 T 2 T
0 -1 0 1
1 0 -1 0
« sin(-x) = —sin(x)
+ sin(m — x) = sin(x) P i\
« sin(m + x) = —sin(x) 1 3sin
*sin E—x = cos(x) : :
2 !
TA XN -

. sin(g + x] = cos(x)

Elles sont définies sur R, ce sont des fonctions périodiques de période 2m, dites « 2n-périodiques ».

sin(x + 2m) = sin(x) et cos(x + 2m) = cos(x)

¥

1

‘@ p @

cos, 1 sin
2 x
2 X
JIL U3 llf/[ 3 19

2 A > . 2
1
1

La fonction sinus est impaire

Sa courbe représentative est

alors symétrique par rapport a l'origine du repere.

La fonction cosinus est paire

Sa courbe représentative est

alors symétrique par rapport a I'axe des ordonnées du repére.




Carre

A=c
p=4Xc

Triangle rectangle

szxf
2
Cube
Cll e
VY=o, __xh=2
Pyramide
V=dh§xh

Aires et périmétres

Rectangle Parallelogramme
AN
I b
A=Lx<t d=bxh
p=2x(L+L) p=2x(L+4)
Triangle quelconque Disque
h
% h A=nxr
X
-ﬁ= —_— =
2 p=2Tnr
Volumes
Parallélepipéde rectangle Prisme droit
ou pavé
% /* """""" h
' A
L
VY=o, Xh=Lx€xh VY=o, . .xh

Cone de révolution

Trapéze

_(b+B)xh
2

Sphére

Nl

A=4anxr

Cylindre

V=d, . Xh=nxrxh

Sphére
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Logique et raisonnement

@eTetoUen mathematiques
Et

En mathématiques, lorsque l'on dit qu’une proposition 1 ET une proposition 2 sont vérifiées, cela veut dire
qu'elles sont vérifiées a la fois. Ce "ET" mathématique est tres lié au symbole N.

© © p.366

I}
@-Exemple Algo & Prog g

(@) On cherche le nombre n tel que n soit un entier pair ET appartienne a l'intervalle [3,5 ; 5,9].
I s'agit de trouver un nombre n (s'ils existe(nt)) qui vérifie les deux

import random

conditions a la fois c'est-a-dire qui est un entier pair ET qui appartient x = random.randint(1,10)
3[3’5’.5,9]. if x > 3 and x <= 7.3:

print("Dans l'intervalle !")
Le seul nombre vérifiant ces deux conditions est 4 doncn = 4. else:

print("Pas dans l'intervalle...")

(2) On considere le programme PYTHON ol

Le programme affiche "Dans 1’ intervalle!" sile nombre x vérifie a la fois x > 3 etx < 7,3 cest-a-dire
si3<x=<173.

£ o

En mathématiques, lorsque l'on dit qu’une proposition 1 OU une proposition 2 est vérifiée, cela veut dire
qu’au moins lI'une des deux est vérifiée. Ce "OU" mathématique est trés lié au symbole U.

N O p.366

@-Exemple

On lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6.
Quelles sont les issues qui sont paires OU strictement supérieuresa 2 ?

Les nombres entiers entre 1 et 6 qui vérifient la proposition :
e «étre pair»sont2;4;6;

o « étre strictement supérieura2»sont3;4;5 ;6.

Les issues qui sont paires OU strictement supérieures a 2 sontdonc 2 ;3 ;4 ;5 ; 6 qui sont tous les entiers entre 1 et 6
qui vérifient au moins I'une des deux conditions (éventuellement les deux pour 4 et 6).

© Remarques

¢ Dans le langage courant, le OU est exclusif. Par exemple, quand sur un menu au restaurant il est écrit « fromage ou
dessert » cela veut dire que l'on peut prendre soit du fromage, soit un dessert, mais pas les deux.

¢ Dans le langage mathématique, le OU est inclusif. Dans I'exemple précédent du dé a 6 faces, les nombres 4 et 6
vérifient les deux conditions a la fois cela veut dire que si on les obtient, le résultat est bien pair OU strictement
supérieur a 2.

[
®-Exemple Algo & Prog = oy

L'algorithme suivant illustre I'exemple précédent du dé a 6 faces.

!X < Entier aléatoireentre let 6
:Si x est pair ou x>2 :
Afficher "Pair ou strictement supérieura2":

Il affiche « Pair ou strictement supérieur a 2 »sil'entier aléatoire x a pour valeur2;3;4;50u6.




© Implication, contraposée,
réciproque et équivalence
Implication

Une implication est une proposition de la forme : Sl énoncé 1 ALORS énoncé 2

Symboliquement, cela se note : énoncé 1 = énoncé 2

Cela veut dire que si I'énoncé 1 est vérifié alors I'énoncé 2 I'est forcément (ou nécessairement) également.
On dit que I'énoncé 1 est une condition suffisante et que I'’énoncé 2 est une condition nécessaire.

@-Exemples

(@) La proposition suivante est VRAIE : Sl la prise est débranchée ALORS la lampe est éteinte.

On peut la traduire par : la prise est débranchée = la lampe est éteinte (se lit également « la prise est débranchée
entraine la lampe est éteinte »).

(2)En revanche, la proposition suivante est FAUSSE : Sl la lampe est éteinte ALORS la prise est débranchée.
En effet, si la lampe est éteinte, la prise peut étre branchée mais l'interrupteur sur OFF.

Contraposée

Si une implication énoncé 1 — énoncé 2 est vraie alors sa contraposée :

contraire de I'’énoncé 2 = contraire de I'’énoncé 1 est également vraie.

@ Exemple

La proposition suivante est vraie : Sl je viens de manger ALORS je n‘ai pas faim.

Sa contraposée : Sl j'ai faim (le contraire de « je n‘ai pas faim ») ALORS je ne viens pas de manger (le contraire de « je
viens de manger ») est également vraie.

Réciproque

Si I'on considére une implication énoncé 1 = énoncé 2, on dit que:

énoncé 2 = énoncé 1 est sa réciproque.
Cette réciproque peut étre vraie ou non.

@-Exemple

La proposition suivante est VRAIE : Sl x=3 ALORS x2=9.
En revanche, sa réciproque : Sl x> =9 ALORS x = 3 est FAUSSE.
En effet, six? =9, x peut étre égala3oua-3.

Equivalence

Si une implication énoncé 1 = énoncé 2 et sa réciproque énoncé 2 = énoncé 1 sont vraies,
on dit que les énoncés 1 et 2 sont équivalents.

A l'aide d’un symbole mathématique, cela se note :
énoncé 1 & énoncé 2.

@ Exemple

Soit 3 points A, B et M. M est le milieu de [AB] < AM = MB car l'implication « Si M est le milieu de [AB] alors AM = MB. »
et sa réciproque « Si AM = MB alors M est le milieu de [AB] » sont vraies.

(© Remarque On pourra également écrire « M est le milieu de [AB] si et seulement si AM = MB. »
A M B

-
>,
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€ Inégalités et inéquations
Inégalité

a, b, c et k sont des nombres réels.

¢ Ajouter ou soustraire un méme nombre aux deux membres d’une inégalité conserve l'ordre de l'inégalité :
sia<balorsa+c<b+ceta-c<b-c.

¢ Multiplier ou diviser par un méme nombre strictement positif conserve l'ordre de I'inégalité :

sik>0eta<balorska<kbet%<%.

o Multiplier ou diviser par un nombre strictement négatif change l'ordre de I'inégalité :

sik<0eta<ba|orska>kbet%>%

Inéquation

Une inéquation est une inégalité dans laquelle une inconnue (ou des inconnues) est présente.

C Remarques

¢ Une inéquation revient a déterminer 'ensemble de toutes les valeurs de l'inconnue qui vérifient I'inégalité.

® Sion applique une des regles de manipulation des inégalités aux deux membres d'une inéquation, on obtient une
inéquation qui lui est équivalente c’est-a-dire qui a le méme ensemble des solutions.

@-Exemple

Résolvons l'inéquation -2x -8 < 4.
-2x-8<4

= -2x <12
= x > -6 (ondivise par -2 qui est négatif).

Les trois égalités -2x - 8 < 4; -2x < 12 et x > -6 sont équivalentes puisqu'elles sont obtenues successivement en
ajoutant 8 aux deux membres de l'inégalité puis en les divisant par -2 et en changeant le sens de l'inégalité.

Cela veut dire que x est solution de —-2x - 8 < 4 si et seulement si x est solution de x > -6 (que l'on peut voir comme une
inéquation d'ensemble des solutions immédiat), autrement dit que 'ensemble des solutions de -2x-8 <4 est]-6; +o9].

(4] Quantificateurs universels
Il existe

Quand on veut démontrer, par exemple, qu'il existe un réel x (ou un entier n etc.) qui vérifie une certaine
propriété, il s'agit simplement de trouver un exemple pour lequel la propriété est vérifiée.

@-Exemple

Montrons quiil existe un réel pour lequel 2x? -2 =0.

On constate que, pour x=1,0na2x*-2=2x12-2=2x1-2=2-2=0doncil existe bien un réel pour lequel
2x2-2=0, enl'occurrence 1.

© Remarques

¢ Sion ne voit pas x = 1 directement, on peut aussi résoudre I'équation 2x2 - 2 = 0 avec les méthodes classiques pour le
retrouver:2x2-2=02x’=2x’=1ox=Toux=-1.

® Notons que la résolution de 2x2 - 2 = 0 fait plus que montrer qu'il existe une valeur de x pour laquelle 2x2-2=0,

elle prouve que 1 et -1 sont les deux seules valeurs.




Pour tout / Quel que soit

Quand on veut démontrer, par exemple, qu’'une propriété est vraie « pour tout réel x » ou « quel que soit le
réel x », il faut montrer qu’elle est vraie en tout généralité et non pas uniquement sur quelques exemples.

@-Exemple

Montrons que la différence des carrés de deux entiers consécutifs est impaire.

On peut commencer, au brouillon, par se convaincre que c'est vrai en calculant 12-02=1-0=1,22-12=4-1=3;
32-22=9-4=5;122-112=144-121=23; etc.

Ceci dit, nous n‘avons rien démontré pour l'instant, puisqu'il faut montrer que cette propriété est vraie pour tous les
entiers (c'est implicite dans I'énoncé).

Soit donc n un entier (en toute généralité) et n + 1 celui qui le suit, il s'agit de montrer que (n + 1)? - n? est impair.

On calculedonc (n+ 1)2-=n*=n*+2n+1-n*=2n+ 1 qui est impair quel que soit n (puisque 2n est un multiple de 2,
donc pair, 2n + 1 est impair).

On vient de montrer que (n + 1)2 - n? est impair pour tout entier n (ou quel que soit I'entier n) donc la différence des
carrés de deux entiers consécutifs est bien impair.

® Type de raisonnement

Utilisation de la contraposée

Lorsque l'on connait une propriété, on peut utiliser sa contraposée (qui est également vraie) dans
une démonstration.

@-Exemple

On sait que la propriété suivante est vraie : « Si n est un entier impair alors n? est impair. »
La contraposée de cette propriété est : « Si n> n'est pas impair alors n n'est pas impair. »
Ce qui est équivalent a : « Si n? est pair alors n est pair ». On a démontré cette nouvelle propriété par contraposée.

Raisonnement par 'absurde

L'utilisation de la contraposée est assez proche d’un autre type de raisonnement, le raisonnement par I'absurde.

Un raisonnement par lI'absurde consiste a supposer vrai le contraire de ce que l'on veut montrer, puis a mener
un calcul ou un raisonnement mettant en lumiére une contradiction (quelque chose de faux).

On dira alors que notre supposition de départ n‘est pas correcte, donc que la propriété voulue est vraie.

@-Exemple

On veut démontrer que V2 st pas un nombre rationnel (ne peut sécrire sous forme d’une fraction).
On suppose que V2 est un rationnel.

Si \/5 est un rationnel, alors il sécrit sous la forme d’une fraction irréductible P ol p et g sont des entiers relatifs non
nuls. q

2
V2= Bdonc, enélevantaucarréona2= p_z d'ol p? = 2g% On en déduit que p? est pair.
q q
De plus on sait que p est pair si et seulement si p? est pair. On en déduit alors que p est pair, donc il existe p’ tel que
p=2p. ) na ’
2 4
Onaalors g2 =p_=( P) _ap
2 2 2

On a montré que g et p sont pairs, ce qui est contradictoire avec notre hypothése de départ car dans ce cas-1a, on peut

=2p’?, ce qui signifie que g2 est pair, ce qui est équivalent a g pair.

simplifier la fraction P par 2, elle n'est donc pas irréductible comme annoncé.
q
Notre hypothése de départ est donc fausse, autrement dit, J2 nest pas rationnel.
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Contre-exemple

Pour infirmer une proposition (c'est-a-dire montrer qu'elle est fausse), il suffit d’'en donner un contre-exemple.

@-Exemple

Considérons la proposition suivante : Tous les nombres entiers impairs supérieurs a 2 sont premiers.

Pour montrer que cette proposition est fausse, il suffit de trouver un nombre entier impair supérieur a 2 qui ne soit pas
premier.

Clest le cas de 9, qui est divisible par 3.
La proposition est donc fausse.

(© Remarque On dit que l'on a nié la proposition « tous les nombres entiers impairs supérieurs a 2 sont premiers ».

Raisonnement par disjonction des cas

Lorsque qu’on démontre une propriété, il peut arriver que l'on doive traiter différents cas.
S'il en est ainsi, on peut procéder par disjonction des cas en faisant attention a bien traiter tous les cas possibles.

@-Exemple

Annie a souscrit un forfait téléphonique qui s'ajuste automatiquement a son nombre d'heures :

¢ si elle téléphone moins de 3 heures, elle sera facturée 6 euros au total quel que soit le nombre d’heures ;
e si elle téléphone entre 3 heures et 5 heures, elle sera facturée 2 euros I'heure de communication ;

e si elle téléphone plus de 5 heures, elle sera facturée 10 euros au total, quel que soit le nombre d’heures.

On souhaite montrer qu’Annie ne pourra pas avoir plus de 10 euros a payer.

Pour cela, on appelle x son nombre d’heures de communication et on va traiter les trois cas suivants :
e si x < 3 alors elle paie 6 euros.

esi3<x=<5alors6 < 2x = 10 (or 2x est le montant de sa facture qui est donc inférieur ou égal a 10).
e six > 5 alors elle paie 10 euros.

On voit que dans les 3 cas possibles, le montant de la facture est inférieur ou égal a 10 donc on peut affirmer quAnnie
ne pourra pas avoir plus de 10 euros a payer.




© Notations
Intervalle

Lensemble des nombres réels compris entre a (inclus) et b (inclus) est appelé intervalle et se note [a ; b]

Ensemble des réels x tels que Signification Notation | Représentation
asx<b x est compris entre aincluset binclus| x e [a; b] —ﬁ_’
a<x<b x est compris entre a exclu et binclus | x e Ja; bl —]aHb_’
asx<b x est compris entre aincluset bexclu | xe [a; bl —aHb[_>
a<x<b x est compris entre aexcluet bexclu | xe la; bl _]a_b[_’

x=aloua=<x) x est supérieur ou égala a x € [a;+[ —GH'
x>a(oua<x) x est (strictement) supérieur a a x e la;+%[ _:|a—
x<boub=x x est inférieur ou égal a b x e ]—o; b] _b]—>
x<boub>x) xest (strictement) inférieura b |xe ]— oo b _E—»

C Remarques

® - et + se disent respectivement « moins l'infini » et « plus l'infini ». Le crochet est toujours vers I'extérieur en +% et —o,
¢ Lensemble des nombres réels R est ]-o ; +[. Lensemble des nombres réels positifs sécrit R+ ou [0 ; +o0[

et 'ensemble des nombres réels négatifs sécrit R— ou ]-o7; 0].

bRl Ensemble de nombres

eN={0;1;2;3;4;...} : ensemble des entiers naturels, ensemble des nombres qui peuvent s'écrire sous
forme d’un entier positif.

* N* est I'ensemble des entiers naturels non nuls (privé de 0).

o7={..;-3;-2;-1;0;1;2;3;...} : ensemble des entiers relatifs, ensemble des nombres qui peuvent
s'écrire sous forme d’un entier positif ou négatif.

o 7* est I'ensemble des entiers relatifs non nuls (privé de 0).

- . . i a
¢ D est I'ensemble des nombres décimaux, ensemble des quotients qui peuvent s'écrire sous la forme —
avec a un entier relatif et n un entier positif. 10™

¢ Q) est I'ensemble des nombres rationnels, ensemble des nombres qui peuvent s’écrire sous la forme d'un
..a . . . .
quotient b avec a un entier relatif, b un entier relatif non nul.

* R est 'ensemble des nombres réels.
* R* est 'ensemble des nombres réels non nuls (privé de 0).
eNCZeDeq.

Ensembles discrets

Lorsqu’un ensemble de nombres est constitué de valeurs isolées (on dit alors que c’est un ensemble discret),
on le note en écrivant tous ses éléments entre accolades, séparés par un point-virgule.

@-Exemple

L'ensemble des nombres impairs compris entre O et 12 est{1;3;5;7;9; 11}

Dicomaths ¢ Logique et raisonnement




© Notations Il ne faut pas confondre les accolades, les crochets et les parenthéses :

¢ {2; 5} désigne I'ensemble constitué des deux éléments 2 et 5.

¢ [2; 5] désigne l'intervalle constitué de tous les nombres réels compris entre 2 et 5 (inclus dans ce cas).
® (2;5) désigne un couple dont la premiere coordonnée est 2 et la deuxieme est 5.

Appartenance et inclusion

e Le symbole € (resp. &) désigne le fait qu’un élément appartienne (resp. n’appartienne pas) a un ensemble.
e Le symbole C (resp. &) désigne le fait qu'un ensemble soit inclus (resp. non inclus) dans un autre ensemble.

@-Exemples

e5&1{2;3;5;7;22}car5 est bien un élément de 'ensemble {2 ;3;5;7;22}.

® 2,3 &15;7 [car le nombre 2,3 n'est pas strictement compris entre 5 et 7.

®[4;5] C[0;12] car'ensemble [4 ; 5] est inclus dans 'ensemble [0 ; 12], c'est-a-dire que tous les nombres de [4 ; 5]
sont également dans [0 ; 12].

*{1;2;3}¢{2;3;5;7;22 car{1;2;3}nest pasinclusdans{2;3;5;7; 22} cest-a-dire qu’au moins un élément de
{1;2;3},enloccurrence 1, n'est pasdans{2;3;5;7;22}.

Intersection et réunion

Soit A et B deux ensembles.
¢ A N B est 'ensemble des éléments appartenant a A ET a B, c’est-a-dire aux deux ensembles a la fois.
¢ A U B estI'ensemble des éléments appartenant a A OU a B, c’est-a-dire a au moins I'un des deux ensembles.

& 2

7
AUB

@-Exemples

*[4;71 N [1;6[=[4;6[ En effet, les nombres réels appartenant a la fois aux deux intervalles [4 ; 7] et [1 ; 6[ sont
C

les réels de l'intervalle [4 ; 6[ : |. I % 3=

1 4 6 7
*{1;3;5;8;91U{2;3;9;11}={1;2;3,;5;8;9; 11} car ce sont tous les nombres qui appartiennent
aau moins I'un des deux ensembles (attention : on n'‘écrit qu'une seule fois les éléments qui appartiennent
aux deux ensembles a la fois, ici 3 et 9).

Complémentaire

Soit A un ensemble (inclus dans un ensemble B).
Le complémentaire de A (dans B), noté A ou B\A est I'ensemble des valeurs (de B) qui n'appartiennent pas a A.

@ Exemple

DansR,onal[5; 6] =]-o ; 5[U[6 ; +[ cest adire tous les réels sauf ceux qui appartiennenta[5 ; 6[.

(© Remarque La notation du complémentaire est la méme que celle de Iévénement contraire en probabilités.
Cela est normal puisque dans ce contexte, A I'évenement contraire de A, est le complémentaire de A dans I'univers Q.

Ok




Tice ! Fiches logiciels

Tableur

Dans cette fiche, les méthodes ne spécifiant pas le logiciel utilisé sont similaires pour les différents types de
tableurs (LibreOffice/OpenOffice/Excel). Dans ce cas, les captures d’écrans seront issues du logiciel LibreOffice.

@ Adresse, cellule et plage

Une feuille de calcul est un tableau dont chacune des cases, appelées cellules, est repérée :
¢ horizontalement par un nombre entier strictement positif,

e verticalement par une lettre,

Ce qui permet de donner I'adresse de la cellule.

® Ci-contre, la cellule sélectionnée est la cellule B2 :

On peut également (en maintenant le clic droit appuyé) sélectionner
une plage, c'est-a-dire plusieurs cellules.

® Ici, on a sélectionné la plage A2 : C5: ® L3, on a sélectionné la plage A2 ; C4:

CH I [ A I- e T & T [
i ! | - |
[ [

(© Remarque Attention, A2 ; C4 désigne la plage constituée des cellules A2 et C4 et non pas toutes les cellules de A2 a
C4 quisécrit A2:C4.

@ Format de la cellule

® Lorsqu'on fait un clic droit sur une cellule ou une plage de cellules, on peut changer son format en choisis-
sant Formater les cellules (dans LibreOffice et OpenOffice) ou Format de cellule (dans Excel).
On obtient le menu suivant.

Dans LibreOffice ou OpenOffice Dans Excel

Formatage des cellules x Format de cellule 5 X

Momibres Police Effets de caractére Alignement Bordures Arridre-plan Protection de cellule Algnement  Folice  Bordwe  Remphssage  Fratecion

Cptigorle =
Défini par I'utilisateur ~|

Langue Catégorie :
|Par défaut - Frangais (France) j prove;

Pourcentage
Mannaie

Date

Heure
Scientifique
Fraction
Valeur logigue
Texte
Options

MNombre de décimales :

Les cellules de format Standard n'snt pas de format de nombre spécifique.

Monétaire
Comptabilité
Date

Heure
Pourcentage
Fraction
Scientifique
5
Personnalisée

~1234,56789012346

<

v

- [ Mombres négatifs en rouge
[ Séparateur de milliers

g

Zéros non significatifs; |1
Deseription de format
Standard . b X

© Remarques

° La catégorie Nombre permet d'afficher les nombres sous leur forme décimale (ces nombres).

On peut notamment y régler le nombre de chiffres affichés apreés la virgule dans Nombre de décimales.

¢ Lacatégorie Pourcentage convertit automatiquement les formes décimales en pourcentage. Par exemple, si l'on
saisit 0,1 le tableur affiche 10 %.
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@ Calcul avec le tableur

Dans une cellule, on peut écrire un calcul précédé du signe = en utilisant les commandes usuelles +, -,*, /ou
A, Le tableur écrira alors le résultat du calcul dans la cellule.

@-Exemple

Silon écrit dans la cellule A1 et que I'on valide avec la touche Entrée, le tableur écrira 14 dans A1.

© Remarque Attention, dans le tableur, un calcul commence toujours par le symbole =.

Formule et adressage

Dans une feuille de calcul, on peut faire des calculs en faisant référence a une cellule donnée.

@-Exemple

Si l'on saisit une valeur dans la cellule A1 et que 'on veut afficher son double dans la cellule B1, on sélectionne B1,
ony écrit la formule eton valide avec la touche Entrée:

i 8 =A1*a donne i 8| 16[

(© Remarque Attention, dans le tableur, une formule commence toujours par le symbole =.

L'avantage d’écrire la formule et non pas dans la cellule B1 est que la formule s'adapte si 'on

change la valeur en A1, par exemple sil'on y écrit 6 :

Avecen B1 Avecen B1

Bl v & T = a8 B1 v e L= |sa12
6| 16| 6 12

La valeur en B1 ne s'adapte pas, cela reste 16. La valeur en B1 s'adapte, cela donne 12.

© Remarque Quand on sélectionne une cellule, la formule inscrite dedans est affichée dans la barre de saisie
(voir encadré rouge sur les captures d'écrans précédentes).

On peut modifier la formule inscrite dans une cellule en sélectionnant cette cellule et en modifiant directement
la formule dans la barre de saisie.

@ Poignée de recopie

Lorsqu’on sélectionne une cellule ou une plage de cellules, un petit carré apparait
en bac a droite : c’est la poignée de recopie. Elle permet d’automatiser les calculs.

@-Exemple

Sil'on veut écrire0, 10, 20, 30,.., 1l00danslacolonneA:
e on écrit 0 dans la cellule A1;

e on écrit dans la cellule A2, on obtient bien alors 10 ;

e on sélectionne la poignée de recopie, on maintient appuyé et on
recopie (glisse) vers le bas jusqu’a obtenir 100.

Lorsque I'on recopie vers le bas, les 1 deviennent 2 dans les adresses
des cellules, les 2 deviennent 3, etc.

Ici, on observe que les formules se sont bien adaptées dans chaque

cellule. Par exemple, en A3, il est inscrit| =a2+10




@ Utilisation du dollar

Le symbole $ permet de bloquer la lettre ou le nombre d’une adresse dans une formule.

@-Exemple

Dans la feuille de calcul ci-dessous, on souhaite multiplier tous les nombres de la colonne A par le nombre présent
dansla cellule D1:

A | B | 3 o ]

1,05

g bk wMm P

Si l'on saisit la formule| =A1*D1 |dans la cellule B1 et que l'on recopie vers le bas, on obtiendra

dansla cellule B2:

8 Y &L= a0 I
1 1,05 1,056
o[ 000
3 0,00
4 0,00
B 0,00

Cela ne convient pas (il faudrait en B2) :il faut donc bloquer le 1 de D1.
Cela se fait a I'aide du symbole $ qui bloque la lettre ou le nombre qui le suit directement dans 'adresse d’une cellule :

on saisit donc la formule enB1.

Quand on recopie vers le bas, on constate que le 1 de D1 est bien bloqué dans les cellules recopiées vers le bas.

Par exemple en B4, on a bien :

M J & = [aaa0s I
A - | c | o
|1 1 1,05 1,05
B 2 2,10
3 3 3,15
4 420
5 5,25

Quelques fonctions usuelles

Le tableur dispose de certaines fonctions auxquelles on a accés dans l'onglet Insertion>Fonction
ou directement grace au raccourci| & dans LibreOffice et OpenOffice et £ |dans Excel.

En particulier :

® ALEA () : donne un nombre décimal au hasard entre O et 1.

° ALEA.ENTRE .BORNES (a;b) : donne un nombre entier au hasard entre a et b inclus.

° ECARTYPEP (plage) : donne |'écart-type des valeurs de la plage.

* MAX (plage) :donne le plus grand nombre des valeurs la plage.

* MIN (plage) :donne le plus petit nombre des valeurs la plage.

° MOYENNE (plage) : donne la moyenne des valeurs de la plage.

°*NB.SI(plage;a) :donnele nombre de fois ou la valeur a apparait dans la plage

°*SI(test logique;a;b) :Vvérifie sila condition est respectée et renvoie une valeur a si le résultat du test
est VRAI et une valeur b si le résultat du test est FAUX.

® SOMME (plage) : donne la somme des valeurs de la plage.

(© Remarque Pour les fonctions ALEA et ALEA . ENTRE . BORNES, on peut relancer une simulation en appuyant sur

CTRL+SHIFT+F9 |(dans LibreOffice et OpenOffice) ou| F9 | (dans Excel).
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ZE GeoGebra

GeoGebra permet d’étudier des fonctions et effectue du calcul formel, cela signifie qu’il manipule des ex-
pressions littérales. Les fonctionnalités et la présentation pouvant changer selon les versions de Geogebra,
on utilisera ici la version 6.

@-Exemple

On étudie une fonction polyndme de degré 3, ainsi que sa dérivée et les tangentes en deux points A et C de sa
courbe représentative.

€2 geogebra premidre - GeoGebra I - | *
Rla 4L D>OO LN = Sc 8=
@ ) =03(x+3)(x+1) (N ¢ D)= Développer(f) - [ ] o e
il —-h(:)::isi—agx—l—!
@ A = Point(f) 10 10 5 I /
- (0.-36) ®| ™) i=Dérivéel) ;
9 39 -4 5
@ 8= =m0 = 5% g
off 3 ™3
— (234, -8.88) O
. ap 20
@ §iDwieAB) i 5
o o B B : Résoudre{m(x) = 0,x)
: Y N A
® C = Paint(f) : S R T 3
~ (3.-7.18) Of 5 s a=422
s = {x=-2.08,x = 2.08}
h : Tangente(C.f)
® 6 P
— y =422« - 19.86
@ a = Pente(h) &
— 4% Q
= b(x) = Développer(f) E’ - ; o
Ici, 'écran est partagé en plusieurs parties :
(D Fenétre algébre (@ Fenétre calcul formel (3 Fenétre graphique
OnYy lit 'expression de la fonction f | Ony trouve l'expression On y voit la courbe représentative de f,
dont la courbe est tracée, de la dérivée ', du nombre dérivé une sécante (AB) avec l'option trace
les coordonnées des points de la de fen 3 ainsi que les solutions activée, une tangente h
courbe, les équations des droites... | del'équation f'(x) =0. avec son coefficient directeur.

© Pour créer des objets, on peut utiliser la barre d'outils ou la barre de saisie.

& [ 0)4]N] =[]

Dans la barre d’outils, on obtient un menu déroulant en cliquant sur chaque icone.
En survolant les icones, un message d'aide apparait.

E Saisie...

Dans la barre de saisie, il faut respecter scrupuleusement lI'écriture :majuscule, minuscule, virgule, point,
point virgule.
Pour créer une fonction sur unintervalle : g (x) =Si (0<x<4, -2x2+8x+16)

Pour créer un point a partir de ses coordonnées, on utilise une majuscule :M=(1,2.3)
Attention, une virgule sépare I'abscisse de I'ordonnée. Les nombres décimaux sécrivent avec un point.

. VAR . . . .
Pour créer un vecteur u 3 a partir de ses coordonnées, on utilise une minuscule: u=(2, 3)




k ensuite utiliser la touche Suppr du clavier.

fenétres a afficher.

° Cette icone permet de tracer la tangente en un point a une courbe.

L

° Pour déplacer ou effacer un objet, il suffit de le sélectionner avec la fleche. Pour l'effacer, on peut

° Cette icOne sert a dérouler le menu, vous pourrez par exemple enregistrer votre fichier ou choisir les

° Cette icone sert a ouvrir le menu des propriétés de chaque objet (affichage du nom, de l'étiquette,
couleurs,...) ou des fenétres (axe, grille,...). Activer la trace d’'un objet permet de garder a I'écran les
positions successives de l'objet lorsqu’on le déplace. (ici, la sécante (AB) en bleu par exemple).

° ( Cette icOne affiche et donne la pente d’'une droite en un point donné.

=T Calcul formel a I'aide de Geogebra

Dans Geogebra, faire apparaitre la fenétre de calcul formel, puis saisir les
instructions dans une ligne de commande (les plus utilisées bénéficient
d’une icone).

@ Transformer une expression
Il est possible de:

7
° Substituer une lettre par une valeur numérique ou par une

autre expression en utilisant la syntaxe Substituer
(expression, variable, valeur).Icion aremplacé dansun

. 1T, . .
premier temps tous les x par le nombre — (voir ligne 1), puis m par la
valeur 3 (voir ligne 2). 3

15

3.5 Développer (voir ligne 3).

° (( )) Factoriser (voir ligne 4).

o Simplifier une expression comme une somme de quotient (voir ligne 5).
® Obtenir la forme canonique d'un polyndme de degré 2 (voir ligne 6).

1

Substituer(m (x—1) (x+2),x, %)

14

— ——

9

Substituer(_T14 m, m,3)

14
T3

Développer(3(x — 1)(x + 2))

—

- 3x*4+3x—6
Factoriser (3x* + 3x — 6)

- 3(x—1)(x+2)

R 1 2
S|mp|1f|er(x o ;)

_(x+10)
x245x

FormeCanonique(3x® + 3x — 6)

1\%2 27
- 3(“5) ~
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@ Résoudre une inéquation, une équation ou un systéme d’'equations

O,n utilise .Ia ,comrpandg « résoudre » avec la syntaxe 1 Résoudre(xz +3=2%) o
Résoudre((in)équation(s),inconnue). -
- {}
o X= Résoudre une équation (voir lignes 1, 2 et 3) 2 Résoudre(x’ — 4 = 0,x)
- {x=-2,x=2}
OBemarques Résoudre(m x + 5 = 1,x)
® Alaligne 1,il n'y a pas de solution, Geogebra affiche un 3

ensemble vide.
¢ Attention, a la ligne 3, la solution proposée par geogebra
_4 est valable seulement lorsque m est non nul.
m 4

© Résoudre une inéquation (voir lignes 4 et 5)

(CRemarque Lensemble des solutions est donné sous forme 5
d'inégalités que vous devrez traduire sous forme d'intervalles.

Par exemple, a la ligne 5, x> —% Sx E}—% ; +00[

Résoudre(é +2<0, x)

1
B & -

Résoudre(5 x + 6 > 3,x)
3
X2 g}

6 Résoudre({2x+5y =18, -3x+4y =19}, {x.y})

|

X==—

<

- {{x=-1,y=4}}

* Résoudre un systéme (voir ligne 6)

(CRemarque Il faut donner la liste des équations entre accolades (a I'aide de la touche Alt Gr) puis la liste des inconnues

également entre accolades, séparées par des virgules.

(3) Etudier une fonction

Pour définir une expression (lignes 1 et 6), on utilise le symbole :=
au lieude =.

Ensuite, il est possible de:

» Calculer une image par la fonction définie (/2 sobtient en écrivant
sqrt(2)) (voir ligne 2).

° 4 Dériver la fonction (voir ligne 3) puis d'étudier le signe de
f cette dérivée en résolvant f’(x) > 0 (voir ligne 4), ce qui
nous permettra d'en déduire les variations de la fonction.

(©Remarque Dans la commande « Dérivée », on peut spécifier quelle est
la variable pour ne pas confondre avec un éventuel paramétre.

Ala ligne 5, la fonction g a pour variable x et pour paramétre m.

On dérive donc a la ligne 6 en fonction de x.

N

f(x) :=x*+3x*—5x+1 = |
- f(x) ==x*+3x*—5x+1
f(v2)

- —3V247

f' 1= Dérivée(f)

- f:=3x*+6x—5
Résoudre(f'(x) > 0.x)

—

—2v6-3
3

>m>2‘/57—3}

3
gx):i= B4 m-x+7

- g(x) :=mx+4+3x247
Dérivée(g. x)

— m+6x



Calcul formel a l'aide de Xcas

Dans Xcas, il faut obligatoirement utiliser le signe * pour les multiplications ~ [[SUBsTUErm (x-1)(:+2)x=173)

implicites, et ne pas mettre d'accent sur les instructions. @Eé%’-‘l
il
. Esubsﬂtuer m*(x-1)"(x+2) . x=1/3 m=3
Transformer une expression ot 41 ’
Il est possible de: T

e Substituer une lettre par une valeur numérique ou par une autre expression, gdevelopper(s'(x-u-(:qn

en utilisant la syntaxe substituer (expression, variable = valeur). : I 3+ 306
Alaligne 1,0n a remplacé dans un premier temps tous les x par le nombre —, actoriser(3x*2+3x-6)

puis a la ligne 2, on a remplacé m par la valeur 3. 3 3K(X-1)x(x+2)
e Développer (voir ligne 3), simplifier(1/(x+5)-2/x)

e Factoriser (voir ligne 4), —X-10_

g
e Simplifier une expression comme une somme de quotient (voir ligne 5), ——
» Obtenir la forme canonique d’un polynéme de degré 2 (voir ligne 6). R DU —

2
B(x+ 1)+ 27
2 4

@ Résoudre une inéquation, une équation ou un systéeme d’'equations

On utilise la commande « résoudre » avec la syntaxe resoudre((in)équation(s), [i]resoudre(x*2+3=2.%)
inconnue). list[]
® Résoudre une équation (voir ligne 1) resoudre(x*2-4=0 x)

Lorsqu'il ny a pas de solution, Geogebra affiche une liste vide. | (2.2]
plresoudre(m*x+5=1x)

ax-(1y)
m

. . . 1
Attention, la solution proposée par Xcas 4 x —(—D est valable seulement
lorsque m est non nul (voir ligne 3).

—
® Résoudre une inéquation resoudre(1/x+2<0.x)
, . . PRI -1
Lensemble des solutions est donné sous forme d'inégalités que vous devrez o
traduire sous forme d'intervalles. Efesouareareeoamn

x>(3)
5

3 3
Par exemple : x>—§ & x E]_E ; +00[ (voir ligne 5)
resoudre([-21r+5y=1B,-3x+4y=1ET],[x,y])

® Résoudre un systeme | I :
1, 4

Il faut donner la liste des équations entre crochets (a I'aide de la touche Alt Gr)
puis la liste des inconnues également entre crochets, séparées par des virgules (voir ligne 6).

(3) Etudier une fonction

Pour définir une expression (voir lignes 1 et 6), on utilise le symbole :=
au lieude =.

[tJfe=x3+3%2-5%+

X -> K3+ 3)0(2 -5roi+1

Ensuite, il est possible de : )
e Calculer une image par la fonction définie (voir ligne 2).

_ V2)2 " +6 -5x(\/2)+ 1
(CRemarques ﬂsunplmer(sqn(m?1 +6-5"sqrt(2)+1)

* Sqrt(2) signifie v/2. -3’*(‘/5_)*7

© Parfois le résultat est donné sous une forme tres détaillée, il suffit alors Hsm'lplme({deﬂver(l(x},x))

d'utiliser I'instruction simplifier ou factoriser (voir ligne 3). o —
resoudre(3*x*2+6%%-5>0.X)

e Dériver la fonction (ligne 4) puis d‘étudier le signe de cette dérivée

en résolvant f’(x) > 0 (voir ligne 5) ce qui nous permettra d'en déduire A “13‘)”(“3'2"(“/5)”‘ "’“%)"('3*2"("@)”

les variations de la fonction. Eloe)=3"%2em™xe7

. i 2
(CRemarque Dans la commande « deriver », on spécifie quelle est la X _->3ux +mi+7
variable pour ne pas confondre avec un éventuel parametre. [7|deriver(g(x).x)
Alaligne 6, la fonction g a pour variable x et pour paramétre m. [ 32w+ m

On dérive donc a la ligne 7 en fonction de x.

Dicomaths ¢ Fiches logiciels




u Notion de liste

A vous de jouer !

Li=[21,32,37,8]
L2=[]

Lz .append (L1[1])
print(L1)
print(L2)

Bl [-10.1,1,0,0
M=[0,1,0]
N=L+M
N.sort()

E On multiplie successivement p par tous les
éléments de L1, on a donc successivement :
p=1 (initialisation) ; p=1x1=1 ; p=1x2=2;
p=2X3=6 ;p=6x4=24 ;p=24x5=120.

La(5,7,9,8,7]
for 4 in L:
print(2*i)

ﬂ [7*i for i inrange(0,101)]

Exercices (@¥eigileisl

m A=[42,78,103]
A[l]=4

print (2*A[2])
A.append(78)

m del(L[2])
print(len (L))
L.sort()

EEX 1. 11 affiche 5 (1. 101 x2°), 14 (L. [1] x27),
32 (L[2]1x2%) et 96(L[3]x23).
2. Le programme 2.

EE Le programme 1 ajoute successivement
a s (initialisée a 0) les doubles des valeurs de
laliste Adonc, alafin, svaut2+4+6 + 8 =20.
Le programme 2 concaténe successivement a p
(initialisée a « une ») un espace et les valeurs
de laliste B donc, a lafin, il affiche une jolie
liste!.

for x in L:
Print (4¥x**3-12%x**2+7%x+3)

a) Ll=[i**3 for i in range (51)]
b) L2=[4*i for i inrange (26)]
c)L3=[4*i for i in range (250,1000)
if 4*i >= 1353 and 4*i <= 2711] car
on sait sans calcul que 4 x 250 = 1 000 et
4% 999 =4000 -4 =3 996 (mais on peut choi-
sir d’autres valeurs que 250 et 1 000).

A &
31 82|13

orriges

m def zero(L):

if 0 in L:

exp="C'est nul"
else:

exp="C'est pas nul”
return exp

EM a-136,49,64,81]

m 1=[10,100,100]

L[2]=10*L[2]
L.insert(0,0)
LaL+[10000,100000]

EE def multiplesik,n):
L=[]

for 1 in range(n):
L.append (k*i)

return L

for 1 in range(len(L}):
if L[4i]=0:
L[i]=0

1. Il affiche successivement :
0:4
1:2
2:0

2. | ser effectifs2(L,n):
3]

for 4 in range(n+l}:
E.append (L.count {i))

return B

m def plus_grand(L):
for i in range(0,len(L)-1):
i LI4)>L[i+1]:
print ("plus grand")
else;
print ("pas plus grand")

Edi. (a1 2.15.6

3. def mediane(L):
if len{suppi{L)) == 2:
m=(L[0]+LI1]}/2
else:
==L (0]
return m

T=0]

for 4 in range{101):
if 11.2%] < 40+5.6%i:

T.append(11.2%1)
L}
T.append (40+5. 6*1)

els

FAB]

EE1 1. 1 500, 2300, 2 400, 3 100, 3 300
2. Cet algorithme convertit les valeurs d’'une
liste des kilomeétres aux metres et les affiche.

3.

dist=(1.5,2.3,2.4,3.1,3.3]
for d in dist:
print (1000%d)

EM1.11,2,3,4,7,91

2. Cette fonction donne la liste (triée dans
l'ordre croissant) constituée de I'union des
ensembles dont les éléments sont dans les
listes A et B.

3. def inter(A,B):
e=[]

for L in A:
it 4 in B:
C.append (i)
C.sort()
return ©

EH1.et2.

def image affinel(X,a,b):
for i in X:
print (a*i+h)

def image affine2(X,a,b):
¥=[]
for 4 in X;
¥.append (a*i+b)

return ¥

m def double(L,I):
a=[]

for i in L:
if 1 not in I3

Er(Elet[d] EBl[E]et[c]
m [2**i for i in range(9)]

m [math.sgrt (i) for i in
range(301) if i<100 or i>=200]

1.A= [4*i for i in range(251)]
2.B=[10*i for i in range(101)]
3.C=[1i for i in B if i in A]
4.D=[1i for i in A if i not in B]

Suites
numeériques

A vous de jouer !

BNy -0;u=1;u=8;u=27
BNy =2;u=4;u=16;u,=256
2.u,=1,34% 10"

= y aura 210 salariés en 2020 et
219 salariés en 2021.

2.Pourtoutn €N, u,  =09u, +30.
¥

1 x

1 > :

3

5

7

(o]

1

13
Eliy=-2+3n 2.u,=58
iy =-2x2 2.u,=-2048
EEla) 11325 b) 10 100

1.um—un=2n+3
2.u,,-u >0.
Donc la suite (un) est strictement croissante.



Exercices ((Eiggiaeiiis

u0=3;u1=5;u2=7
1.u1=—9;u2=—17

2.u, =-4194305
u0=—2;u1=0;u2=3;u3:2;u4=—1
By =6;u,=10;u=14

u1=—1 ju,=2;u,=-4

i a)s=120 b)S=28
S=92 d)S=1254

i a) Pourtoutn N, u,. -u=2n+3>0.
Donc la suite (u,) est strictement croissante.

-4
b)PourtoutneEN,u, ., -u = ———— <
(n+2)(n+1)

Doncla suite (u ) est strictement décroissante.
c)PourtoutnEN,u_ -u =5"x(-4) <0.
Doncla suite (u ) est strictement décroissante.

ma) lim u,

n—+%
) On conjecture que la suite (v ) n'a pas de
limite.

151 [I3| 152 |3l 153 [
154 [EY 155 | EYJ 156 ]|
(157 | 1| 158 [l 159 [1
[@uo=4;u1=—1;uz=2;u3=1

Pourtoutn eN, U, —u =2>0.

Donc la suite (u,) est strictement croissante.

162 ] a) u, = 1 500 et, pour tout n € N,
=0,7u, +400

n+1
b) On note u, le prix que Camille paye pour as-
sister a n cours. Pour toutn € N, u, =200 +20n.

b) lim u =+

n—+e

EEd 1.y =20 2.v,=30+05n
3.u,=100etv, =55

Si elle se fait livrer 50 fois dans I'année, alors
I'abonnement B est le plus rentable.

1.u0:2;u1=—2;u2=2;u3=—2

_un+l_4
2.Pourtoutn €N, u, , =
n+'l_'I
%_4
u -
u =—t1—
n+2 un_4_1
u, -1

u, -4-4u, -1

un+2 B
u, —4-(u, -1
-3u

un+2 = _3”

un+2 = un

3.Sinestpair,alorsu = u, = 2.
Si n est impair, alors u = u =-2.

(165 |3l 166 [l 167 |
(168 [EYR 169 [EYM 170 |
EAG BAE BAE
7 [Tl 375 [

EEA 50+ 2x(2041-2019)= 94
Il mesurera 94 cm.

c,
1 Pourtoutn €N, ¢, = EE

Donc (c,) est une suite géométrique de raison

1
— et de premier terme ¢ = 1.

1" 1
Donccn=1><(5) :2—’1

4
2.Pourtoutn €N, p =4c, = o

3.Pourtoutn €N, a, =c2 =

n 22n‘
Eifa)s=3280 b) S =32767
05=75 d)S=-2391480

1. Son salaire en 2020 sera 2 600 € et en
2021 il sera 2 704 €.
2.a)u =u,x1,04

Donc (u,) est une suite géométrique de raison
1,04 et de premier terme u,=2500.

Donc, pour toutn € N, u, =2 500 % 1,04".

b) u,, ~3 848,64

Son salaire en 2030 sera environ 3 848,64 €.
u,=486975etu, =506454.

Donc son salaire deviendra supérieur a 5 000 €
nets en 2019 + 18, soit 2037.

n+1

1 Pourtoutn€N, v, =u , -200
= 1,2un - 40 -200
=12u, - 240
- z[u” ~ 240]
1,2
=1,2(u, -200)
=12v,

Donc (v,) est une suite géométrique de
raison 1,2.

2.v,=u,-200=-196

1,2>1.0rv,<0.

Donc la suite (v") est strictement décroissante.
3.Pourtoutn €N, v =-196x1,2".

4.0rv =u -200

Doncu =v, +200

u,=-196x1,2"+200

Second degreé

A vous de jouer !

2
a)f(x)=(x+%) +

b) g(x)=3(x-2)2+9
[3 18 % | o 1 +oo
2
p \1/
4
b) X |- 2 +o0
33
. / \

Biaa--23;5-0.

b)A=0;$={—l}.
3

QA=9;5={-1;2}

2.a) A=225> 0.Donc I'équation admet deux
solutions réelles distinctes.

b) f(1) = -6 # 0. Donc 1 n'est pas solution de
I'équation f(x) =

1
c)S—{E,3}

1.A=992,25 > 0.

Donc fadmet deux racines distinctes.
2.f(-4) =0.Donc -4 est une racine de f.
3. Le produit des racines est égal a - 2.

1
L'autre racine de fvaut B

11 a)
X |- 4 +oo
f(x) + (P +
b) X |- -3 1 4o
g | + 0 - 0 +
N}
X - +o0
h(x) -
Exercices (Riggteislos
a)oui  b)Non ¢ Non
1.2 +4x+4 = (x+ 2)?
2.0 = (x+2)°+1

m a) Le sommet a pour coordonnées (2; 1),
I'axe de symétrie a pour équation x=2eta < 0.
b) Le sommet a pour coordonnées (-1 ; -2),
I'axe de symétrie a pour équation x = -1 et
a>o0.

a) flx) =xX (x+5)

b) flx) = 2x X (x - 5)
|67 S yN—1 b) A =49
O A=-40 d)A=16

El1.f-1)=0etf5) =

Donc -1 et 5 sont les racines de f.

2. f(x) = 2(x+ 1)(x - 5)
ma) X —o =2 3 +0o0
x+2 -0 4+ +
x-3 - - 0 +
2 2 | |
((;-+3)) MR S
b) 1
&9 —o0 '3 + 00
2 :
Z R
2 :
o
9]
X —0o0 e
x*+5 +

Bl EAQ
133 Al 134 [ED;

Corrigés




N W AN U0 N

2 -10
=

N W b~ U

1

-2 -101 1 2 3 4

EE 1. 52+ 12x¢ 436 = (x +6)
2.f(x) =(x+6)>-43

3

X —oo -6 +oo

p \ /
-43

Le sommet a pour coordonnées (-6 ; —43), et

I'axe de symétrie a pour équation x = -6.

37 3
1.f(x):2(x—5] -2

2

3+43 Y=ofB
2 |\ *°

2
3. Le sommet de la parabole a pour coordon-

2, f(x)=2[x—

. (3
nées| —;-—|
2 2

Les points d’intersection entre la parabole
et I'axe des abscisses ont pour coordonnées

[3+ﬁ'0Jet[3_ﬁ;0].

2 2

138 Y 139 [l 140 |
aa--3;5-0. b)A=0;S={%}.
¢)A=4225;5={-1,5;-0,2}.

.. =205
X

1
2.x+—=2,05x2-2,05x+1=0
X

A=0,2025;x, =08 etx,=1,25.
Donc le nombre est soit 0,8 soit 1,25.

143 | 144 | EY
145 ET ISV B
f(x) -0 + 0 -

2.5=[-16;04] 3.5=]-2;-1,6[U]04;+%[

X —o -1,1 09 +w
-x2+3x-5 - - -
3x2+0,6x-2,97 + 0 - 0 +
-x?+3x-5
- + -

3x2 +0,6x - 2,97

DoncS=1-1,1;09[.
(147 il 148 ]
.11 =0.

Donc 1 est une racine de f. 14
2. Le produit des deux racines vaut T’

Donc la deuxiéme racine vaut -0,2.
) = —%(x +2)(x - 5)

151 [E1| 152 |EY
@l.xE[O;Z]

2.5(x) = 2x? + 6x
3.Six=1,alors S(x) =8.
4.5x)=1352x2+6x-13,5=0

9 3
A=144;x,=-—etx, ==
2 2
Orx e [0;2].
Doncon a S(x) = 13,5 lorsque x :%.

Derivation

A vous de jouer!

BN 1 m=1+h+22=(h+1)
=h*+2h+1etg(-1)=1.

= - — 2
ncg( 1+ h) - g( 1)=h ;Zh
Le taux de variation entre —1 et —1 + h tend
vers 2 quand h tend vers 0 donc g est dérivable
en—Tetg'(-1)=2.

) -20c-4)-1=2¢-7

lag(—3)=3;g(2)=2;g(s)=_4
=1 00=-2:g16)=2
g'( 3)—2,9(2) 2;g'(6) >

Do =h+2.

[ 8 | a) fest dérivable sur R et f/(x) = 10x - 3.
1
b) g est dérivable sur R* et g’(x) = e

2
3x
L2

-118

c) h est dérivable sur]0; + o[ et h’(x) =
d)j est dérivable sur R\{—%} et j(x)=

mg est dérivable sur R et g'(x) = -45(-9x+ 1)*.

BN d'application

EL(“Z)z_s
7-4

E f(4 + h) - f(4)
h

=2+ htend vers 2 lorsque

h se rapproche de zéro, donc f est dérivable
endetf'(4)=2.

g(3)=3;g'(3)=—%

©Ox+272

IE f dérivable sur R et f'(x) = 4x°
g dérivable sur R et g’(x) = 12x"

h dérivable sur R* et h'(x)=-x2 = —lz
5
i dérivable sur R* et i’(x) = -3x™* = —%
5
j dérivable sur R* et j/(x) =-2x73 = —%
5
k dérivable sur R* et k’(x) = -5x° = —%
(1518 (116 ]E)
(117 |13 118 ]|
[EC) ¢ f(-2+h)-f(-2) _1-4h+h?-1
h h
=-4+h

Donc f'(-2) =-4.
2. Pour tout réel x, f’(x) = 2x. Donc f*(5) = 10.

) f(-3)=4;r(0) =o;f'(4)=§

BB 1.y, = 5 = 20km/h 24 min=04h)

’

2.d’(10) = > krr.\ (coefficient directeur de D);
12 min
Clest-a-dire v,(10) = 52 =25km/h
4k
d’(22) = m (coefficient directeurde D,) ;
6 min
clest-a-dire v/(22) = 41 =40km/h

3.Entre 14 et 16 min.

4. Elle a accéléré car les tangentes successives a
la courbe, entre le point dabscisse 20 et le point
d'abscisse 22, ont des coefficients directeurs de

plus en plus grands.
(122 [I 123 [EVI 126 [

L'’équation de la tangente au point d'abs-
Cisse 2 est y=4x-4.

126 | L’équation de la tangente au point d'abs-
cisse -3 est y=-6x-9.
Par lecture graphique, la droite % passe par les
points (—1; —3) et (—2; 3). On peut donc calcu-
ler son coefficient directeur, on trouve m=-6;
puis on en déduit 'ordonnée a l'origine p = -9.
On retrouve ainsi I'équation de la tangente,
donc P est la tangente au point d'abscisse — 3.
1 1
1. Léquationde Aest y =-—(x - a) +—
a a
1 2
clest-a-dire y=——x +—.
J a? a 5
2. Avec l'axe des ordonnées : M(O 0 f}
a

Avec I'axe des abscisses : N(2a; 0).
3. Le milieu de [MN] a pour coordonnées

2 0
0o+2a J*° 1 .
T;— , C'est-a-dire [ a ; — |, ce qui

a

correspond aux coordonnées du point A.
128 |13 (Bl EE]

h est la composée de la fonction
x> —3x+ 9 dérivable sur R, suivie de la fonc-
tion X — X* dérivable sur R. Donc h est déri-
vable sur R et h'(x) =-12(-3x + 9)%.

m a) fdérivable sur R et f'(x) = 15x* + 4x - 8.



b) g dérivable sur ]0 ; + o[

4-x -3x+4
etg/(x)=—Jx + ==
2x  2Jx
2 _
c) h dérivable sur R\{9} et h'(x) = w
(x-9)?
d) j dérivable sur Ret j'(x) = %
L'équation est de la forme
1 1 1
=fl-——||x+—=|+fl-——|
J ( zj(x 2) ( 2]
Or f’(x) = 3x2 + 8x - 6. Donc f’(——): -3 et
1) 39 2) &
fl-=|==—
)3
1

Donc I'équation de la tangente en ——

37 1), 39
est)/:—T x+5 +E.

Clest-a-dire y = —%x + 1

4
c10)=
c’(10)

6 < 100a + 10b =6 et
1

=—4:>20a+b=l
2 2

100a +10b =6

Résolvons le systeme : 1
20a+b= E

Par substitution ou combinaison linéaire,
1

on trouvebzleta: X
10 100

Variations

et courbes
représentatives
de fonctions

A vous de jouer !

1. f est une fonction polynéme, elle est
donc dérivable sur R, etonaf’(x)=10x-11.

2.

X —o0 11 + o0
(%) - 0 +

3.0n en déduit que la fonction f est décrois-
sante sur l'intervalle ]-20; 1,1] et croissante sur
l'intervalle [1,1; +o°[.

Soit x et y deux nombres réels non nuls.
Onay-x=100, c'est-a-dire y =100 + x.

Donc xy = x(100 + x) = x* + 100x. Le produit

xy est donc minimal lorsque la fonction
f:x — x*+ 100x est minimale.

X —ow -50 +oo
f'(x) =2x+ 100

Variations de f \ /
-2500

La fonction fadmet un minimum en x=-50 qui
vaut f(-50) = -2 500. Ainsi les deux nombres
cherchés sont x=-50 et y=100 + x = 50.

BN d'application

E 1.a) A et B d'abscisses respectives —6 et 6.
b) l'intervalle ]-oo; - 6[ et sur l'intervalle 16 ; +c°[.
) l'intervalle 1-6 ; 6[.

2.a)x=-60ux=6 b)xE]-o;-6[U]I6;+[
xE]-6;6[
m 1. f est décroissante sur [-5 ; —4] et sur

[1;5]; fest croissante sur[-4; 1] et sur [5; 6].

28
X -5 -4 1 5 6

f | - 0 + 0 - 0 +

La fonction dérivée f” s'annule en chan-
geant de signe en x = 5, donc la fonction f
admet un extremum local en x = 5. Il s'agit ici
d’un maximum local car la fonction f est crois-
sante sur ]-0; 5] puis décroissante sur [5 ; +[.

(111 [F1I 112 |3
114

E¥E) [b] et [d]

£ —® T3 2 4

f'(x)=6x2-10x-4 +

TN T

Variations de f

115 J3

2,/1—2x ,/1—2x

On en déduit que h’(x) <0 sur}—oc ; %{

Donc h est décroissante sur] o0 ; %{

1 g'(x)= 1)2

«un carré » donc posmfsur R.g’(x) estdoncdu
signe du numérateur -4x.0r-4x <0< x=0.
Donc g’(x) est négatif si et seulement si x est
positif et g’(x) est positif si et seulement si x est
négatif. On en déduit que g est croissante sur
]—0; 0] et décroissante sur [0 ; +o°[.

2. Latangente J a pour équation
Y=g=1)x-(x-(=1)) +g(-1), cest-a-dire
y=x+2.

. Le dénominateur est

-2x2-x

—x3
xX+2)=
( ) x2+1

3.g(x) -

—x(x?+2x+1)
x2+1

_—x(x+1)?
x2+1

Or, pour tout réel x, x2+1 > 0et (x+ 1)>= 0.
Donc le signe sur R de g(x) - (x + 2) estle méme
que celui de -x. Donc g(x) - (x + 2) = 0 sur
]-o0; 0] etg(x) - (x+2) <O0sur[0;+[ Ainsila
courbe ‘6 est au-dessus de la tangente I sur
]-;0] ef ‘6 est en dessous de 7 sur [0; +o°[.

Sachant que fest décroissante sur R alors
f’(x) est négative sur R.

Or f’(x) = —=3x% + 2bx —4 est un polynéme
du second degré ayant pour discriminant
A = 4b? - 48. f'(x) est négatif (signe de a =-3)
sur R si et seulement si A < 0, c'est-a-dire si

4b? - 48 < 0, ce qui donne b?> < 12 et donc

bel- 2( 2431,
(118 [E1j 119 |3

EFI0 A 8 h 00 raltitude maximale, 24 km, est
atteinte.

X 0 1 1,7
-36x%+36 + Q -

I

mSoit Vle volume de la pyramide, h sa hau-
teur et x la longueur du coté du carré de base.

h'(x) =

Variations de h

Alors V=§x2h.D’aprés le théoreme de

Pythagore, et sachant que la diagonale du car-

\/5 2
ré mesure x+/2, on a h? + [xT] =52 0nen

déduit x* = 50 - 2h% Donc V(h) =

? - 2h2En étudiantle

30 h- 2 h3.
3 3

Puis, en dérivant, V’(h) =
signe de V’(h) sur l'intervalle [0; 5], on trouve que

53

le volume maximum est atteint pour h = E

Fonction
exponentielle

A vous de jouer !

na)e b) e°

d)1 e)e* +2e"+1

ce¥-1
fle-2+e?

ua)e"=14:)e"=e°<:>x=0
b)et=e"©x=-1
e'-e=0e'=e'x=1

ma) e*’=5% > (0 pour tout réel x

b) e**2 > 0 pour tout réel x d'ou -2e*+2 <0

Qe -1>0e'>eex+3>0
Sx>-3

e 1=0se=ecx+3=0x=-3.

On en déduit le tableau de signe suivant.

X —oo -3 oo

e**3-1 - 0 +

de"7-e>0e™ ' >ele-x+7>1
&x<6

et _e=0 e =l -x+7=1x=6.

On en déduit le tableau de signe suivant.

X —o0 6 o0

e t7-e + 0 -

ele'-e?> 0o e >e? o x> 2x+3
&x<-3

- =0 e = ox=20+3x=-3.

On en déduit le tableau de signe suivant.

I —0 -3 40

e¥_ @2¥+3 + 0 -

flet — e >0 e >e¥ & 4>5x
®i>x
5

4
et-e¥ =0 et =¥ 4=5x<:>x:§.

Corrigés




On en déduit le tableau de signe suivant.

IN

X —00

5
et-e% + 0

a)f'(x)=-e~

Pour x € R, e > 0 donc f’(x) < 0 et fest stric-
tement décroissante sur R.

b) g'(x) =4 X (-5) x @55 = - 20e5*5

Pour x € R, e**>> 0 donc g’(x) < 0 et g est
strictement décroissante sur R.

) h'(x)=—(-2) x e2*+3 =223

Pour x € R, e?*3 > 0 donc h’(x) < 0 et h est
strictement croissante sur R.

RIS d'application

a)exp(9) b)exp(d)  c)exp(-6)
d) exp(3) e)exp(-2) f)exp(2)
g) exp(12) h) exp(-10)

a)e”: loe'=ex=0
b)e'=e'ox=-1

c) e* > 0 pour tout réel x donc il n'y a pas de
solution.

d) e* > 0 pour tout réel x donc il n'y a pas de
solution.

Ea)exs loeseeox<0
b)e*>ewe'>e' o x>1

c) e* > 0 pour tout réel x donc I'ensemble des
nombres réels est solution.

d) e* > 0 pour tout réel x donc il n'y a pas de
solution.

56 a) e™*' > 0 pour tout réel x

b) e>*-7 > 0 pour tout réel x donc -2e**-7 <0
pour tout réel x
e'-1>0=e">e=x>0
e-1=0e'=e’Sx=0

On en déduit le tableau de signe suivant.

X -0 0 4o

=1 - 0 +

Ela)rp=e-2 b) g'(x) = 4e”

ghx)=-—— -

(ex )2 ex
A a) f'(x) = 2e** et f’(x) > 0 pour tout réel x
donc fest croissante sur R.
b) g’(x) =—e et g’(x) < 0 pour tout réel x donc

g est décroissante sur R.
1

‘I =X
o) h’(x) =—e? eth’(x) > 0 pour tout réel x donc

h est croissante sur R.
d) k’(x) = —-5e* et k’(x) < 0 pour tout réel x
donc k est décroissante sur R.

(150 JI Y 151 ]
152 Y 153 FEYRYEE])

a)e’ b) e~ ce?
d) e3¥+2 e)e’ f)e

a)e”><e”“"=e"*1 b)e?-e(le+1)=-e
4

c)e><e—2=e3 d)e?x(e?)’=¢e*
e

a)e’(e+e)=1+¢€°

b)l(e2+4e):e+4
e

ce-e')=e-2+e?
d)e*2(e?-e)=e" 1 -3

e) (e -e?)(e"+er)=e¥-¢e*

f) (¥ - 2e73)2 = e — 4e¥~3 + 4e6

a)3e"— 1+e¥
ce*-9

b) e - 4e* + 4

b) g’(x) =-3e*** < 0 donc f est décroissante
sur R.
c) h'(x) = -6e**+' < 0 donc f est décroissante

sur R. .
d)i’(x) = &. On en déduit le tableau de

FE a) x(5 - x)e*

(e -1)(e"+1)

& a) (e - 312

c)(e*-e™M)(e*+e™)

b) (x + 7)es~*
d) e’(e”-7)

b) e*(e* - 3)
d)e?(2e*-1)2e*+1)

160 I 161 IFTI 16211

ma)—e"+1 =0oe'=eox=0
b)e? 3 zece? Pzl -2x+3=1x=1

Q4-4e* 2 =01=e*"2 & 0=5x+2
2
ox=-=
5
a)e"—e<0<:>e"<e‘ ox<1
Les solutions sont les nombres de ]-o; 1[.

b)2-2e*>0e’>e " 0>3-xx>3
Les solutions sont les nombres de 13 ; +[.

1
—-e** >0 e>e¥t o -1>4x +1
e
1
S——>X
2
Les solutions sont les nombres de :|—oo 2 _%[

[@a)xe"—hze":Oﬁxﬂ -3x)e*=0
<x=00ul —3x:00ue":04:)x:00ux=§

b) 2(x+ 1)e*-2(x+1)=0
S2x+1)(e-1)=0x+1=00ue"*-1=0
ox=-Toux=1
ce¥=2e"-1(€92-2e"+1=0

S (E-1)2=0se"-1=0x=0

A [blet[c] G 6]

M Blecfd]  FE [Elet[d]
(170 [l 171 | Y|

172 ] EXH [a]et[d]
a) f'(x) = e* + xe* b) g’(x) = e

A h’(x) = (3 - x)e*+2 (x+1)?
- x -
d)i‘(x) = (1-2x)e _1 2x
(eX )2 ex
a) Pour tout réel x, e*+4 > 0.
b)
59 —o0 -5 400
e -1 - 0 +
<)
x o 0 1 +00
£3 - 0 + +
z=a - -
x(e*-e) + 0 - 0 +
d)
I
X e 2 +00
4x+5 - 0 + +
2-2e*! + + 0 -
(4x+5)(2-2e*") - 0 + 0 -

a) f’(x) = 3e>*' > 0 donc fest croissante
sur R.

x?
signe et le tableau de variations suivant.
x - 0 1 +00

5= 0 +

e + + +

52 + 0 + +
x-1

# - - 0+
&%

e

a) f’(x) = -3e3**% - 3 < 0 donc fest
décroissante sur R.

2x -1 ezx +3
b g = 2X 1T

de signe et le tableau de variations suivant.

.On en déduit le tableau

1
X —0 0 E 400
2x-1 - - 0 +
e¥+3 + + +
x2 + 0 + +
2X+3
(2x—1)e2 B 0 o+
57
9 \ \ /
2e*

c) h'(x) = (-x? + 2x)e*. On en déduit le tableau
de signe et le tableau de variations suivant.

58 —o0 0 2 +00
—x242x - 0 + 0 -
e* + + +
h'(x) -

- 0 + O
4e?
h \ \
0/
d)i’(x) = (-2x2 - 6x + 6)e !

-3-421 -3+421
-0 —_— +OO

2 2
-x?+6x-6 - 0 + 0o -
e+l + + +
i’(x) - 0 + 0o -

N TN

f2)=2%e22=4.

f'(x) = 2xe*~2 + x%*~2donc f'(2) =8

Une équation de la tangente au point d’abscisse
2 estdonc y=8(x~2) + 4 soit y=8x-12.

Pour tout réel x, e* > 0 donc 5e*+2 >0
ete*+3 > 0doncf(x) > 0.

42 1
fr)-5=2F2 5. 18
e¥+3 e¥+3

donc flx) < 5.



f'(x) = (x? + x)e*: on en déduit les tableaux
de signe et de variations suivants.

X —0 -1 0 +00
x2+x + 0 - 0 +
e* + +
f'(x) + 0 - 0 +

f /3?1\1 /

181 On pose X = e*. L'équation revient a
X2+ 6X -7 =0 qui a pour solution X =1 ou
X=-7.¢"=1 x=0ete"=-7napas de
solution ; finalement, la seule solution est x=1.

Fonctions
trigonomeétriques

A vous de jouer

1 [ _n correspond a 3607 _ =30° dans le
12 12

sens positif. On place le point E comme sur la
T 1

figure ci-dessous. De méme, i correspond a 7
de demi-tour (45°) dans le sens positif, on place

. T L .
le point F. E correspond a B de demi-tour
(60°) dans le sens négatif, on place le point G.
T 2n 1
De méme,; = Tcorrespond a Zde tour (90°)

dans le sens positif, on place ainsi le point H.
H

ﬂ Les points M et N, sont symétriques

2 4
par rapport a I'axe des ordonnées. Donc

e

points M_etP . sont symétriques par rapporta

De méme, les

2 vy

D] N 3n T V2
l'origine du repére : cos 7 =-Cos| — |[=———-

4 2

1
[ 5 | On trace la droite d'équation x = b Elle

n

coupe le cercle trigonométrique en 3 et en
1

—g. L'équation cos(at) = — admet donc deux

solutions sur ]-m; ] : o,

13 Py

- Zeto,=2
3 3

= cos(4(-x)) sin?(4(-x))

= cos(4x)(-sin(4x))? car cos est paire
et sin est impaire.

= cos(4x) sin*(4x)

=g(x)

Donc g est paire. La courbe représentative de g

est donc symétrique par rapport a l'axe des

ordonnées.

2 fse Jecoffcs (s3]

=cos (4x + 2m) sin%(4x + 2m)
= cos (4x) sin?(4x) car cos
et sin sont 2w-périodiques
- g(x)
Donc g est E—périodique.

Exercices (¥sigsiieisi
n

a Py . n
25 Un réel associé au point D est 7 +2n= T

Un réel associé au point E est b Un réel associé

au point F est 7. Un réel associé au point G est

37n. Un réel associé au point H est 0.

Eﬂ 1. Les points M£ et Nj sont symétriques
3 3

par rapport a I'axe des abscisses.
T T 1 A

Donc cos|-—|=cos|—|=—. De méme,
3 3) 2

les points ME et Pz_n
3 3

par rapport a l'axe des ordonnées. Donc

21 b 1
cos| — |=-cos| = |=-——.
(5)-=(3)—

2. Les points M_ et N

sont symétriques

5 sont symétriques par

3 3
rapport a I'axe des abscisses.

Donc sin(—Ej = —sin[ﬁj =-
3 3

les points M1 et Pz_n sont symétriques

1
—. De méme,
2

3
par rapport a l'axe des ordonnées. Donc

w52

1. On trace la droite d'équation x =

olén

T
Elle coupe le cercle trigonométrique en s et

3
en —g. L'équation cos(x) = N admet donc

. T n
deux solutions sur ]-m; mt] : x; = —g etx, = E
11

T
Sur[0; 27, on obtient donc x; = a +2n =—

T
etxz = g

. V2
2. On trace la droite d'équation ) = EE Elle

. e T
coupe le cercle trigonométrique en 4 et en

3%. L’équation sin(x) = % admet donc deux

3n

solutions sur [0; 2x[ : x, = Z etx, a

EE] 1. fest une fonction paire donc, pour tout
réel x, f(x) = f(-x) donc flx) - (-x) =

2. f{x) = f(-=x) = x* + cos(x) - [(-x)* + cos(-x)]
=2+ cos(x) — (x* + cos(x)) =0

Donc fest paire.

En autonomie
[al AL
IE 1. Un réel associé au point | est 0.
2. Un réel associé au pomt J est —. Un réel
associé au pomt D est — T Un reel associé au
oint F est ——.
2 3

3. Les points C et G étant diamétralement oppo-
sés sur le cercle trigonométrique, les réels asso-
ciés a ces points sont tous distants de (2k + 1),
avec k entier relatif.

EE1.9—“— r =8—n=2n.Donc£et9—nont
4 4 4

4) 4

le méme point-image sur le cercle trigono-
métrique.

2.20m - (-12m) = 20w + 12w = 321 = 16 X 27.

Donc 207 et - 127 ont le méme point-image
sur le cercle trigonométrique.

Bl 2-Z 3%
2 4

b b 21
4.a) o b)—3. c)?.

98 Al oo NIl 100 Jral 101 JEY|
E[E A—cos(4)+ cos(?) £+[—£]

2 2

2
__+1:2+ﬁ
2 2
( Sn) . [smj
sin —? - Sin T
F_
T
cos| —
(5)

I
ND
ND
I

N

I

=

(104 JETI 105 J I3 106 FEARIE

En utilisant le cercle trigonométrique, on
T
trouve x = 3 +2kn; ke Z.

m En utilisant le cercle trigonométrique,

on trouvexe[—z?n + 2km ;—3775 + an} i keZ.

m1 2cos(x) = J—donccos(x) —£
donc x;, =—5?+2k7t;kEZou
X, = 5?n+2kn kE€Z.Sur[0; 2x[, on obtient
51 7 5m
X, =-—+2n=—etx,=—.
6 6 6

Corrigés




2.2+/2sin(x) = -+/6 donc
V6 3
sin(x) —m——Tdonc

2
x1:—?n+2kn;kEZou

X, == g +2kmn ; k€ Z. Sur [0; 27[, on obtient

51
x1=—2?n+2n =4?etx —§+2n N

1.4cos(x)> —\/ﬁ donc cos(x)> —¥

5t 5
c'est-a-dire cos(x)> -%. D'ou x E:|—?n ; ?n[

2. \/fsin(x) < 1donc sin(x) <L c'est-a-dire

2

sin(x) <—£donc xE]—E 8 —E{

2 2 4
[aletlc] E¥ER[c] [EWED[blet[d]
114 B

' "

2. flx+ m) = cos(x + 7) sin (3(x + m)

=—cos(x) sin(3x + 3m) = —cos(x) sin(3x + )

= —cos(x)(-sin(3x)) = cos(x) sin(3x) = f(x)

donc fest m-périodique. 6, est la répétition
d’'un méme « motif de courbe » de longueur .
3. f(-x) = cos(-x) sin(3(-x)) = cos(-x) sin(-3x)
= cos(x)(-sin(3x)) = — cos(x) sin(3x) = —f(x)
donc fest impaire. 6, est donc symétrique par
rapport a l'origine du repére.

(115 FNGEE
2= acos(—E) + bsin(—EJ

2 2

n

V2= acos(4) + bsm(‘J

2=-b

< V2= acos(4)+bsm(2)

b=-2 _—
< L2=a V2,2 @{ a=4

acos(x) + bsin(x)

__2_

2. flx) = 4cos(x) — 2sin(x)

3. fix + 2m) = 4cos(x + 2m) — 2sin(x + 2m)

= 4cos(x) - 2sin(x) = f(x) donc f est
2n-périodique. 6, est la répétition d'un méme
« motif de courbe » de longueur 2m.

4. f(- x) = 4cos(- x) - 2sin(- x) = 4cos(x) + 2sin(x)
# f(x) donc f n'est ni paire, ni impaire.

Pour tout réel x, -1 < sin(x) < 1 c'est-
a-dire x -1 < x + sin(x) < x + 1, c'est-a-dire
x-1=<flx) <x+1.Donc 6, est située entre les
droites d'’équations y=x-Tety=x+1.

Calcul vectoriel
et produit
scalaire

A vous de jouer!

BEWa)A8.8C=0 b)DC-AB= AB2=36
¢)BC-BD=BC2=36 d)AB- DO—2ABZ—18

Ba)ﬁ-V=2x5x§:5\/§
V221

b)i-v 3><7><—_— 2

2
A AB = 10 AC= V65
AB-AC=(=3)x (=T +1x8=11
11

————quidonne BAC =1,12.
1065

Fa)i.v=-8-15--23 b)(-20)-7=46
=25-23=2 d)(50)-(3V)=-345

D'oli cos BAC =

QU+Vv).u
mﬁ[_ ]etCD[ ]pmsAB -CD =0,donc

(AB) et (CD) sont perpendiculaires.
ET3MP2 = MN2 + NP2- 2 x MN x NP x cos MNP

2

=9+25-307=34-15\/5
Donc MP = /34 - 1542 =~ 3,58.

W-WQ:—S:MP—%PW:MP—ZS

donne MI? = 17 et M appartient au cercle de
centre le milieu de [PQ] et de rayon +/17.

Exercices | (Eeigsiiceiilis

ma)ﬁ-KCS:%ABZ:sz
b) OB-OD =-0B? = -32 :
¢)AB-AD=0 d)@-ﬁ:isczzsz

H-V=5x\/§x[-£)=_ﬁ

2
_J6 _\2 .
mcos( \/__Tdonc (u V) = 45°.
a)u-v=— b)w.v=-7

Qu-(V+w)=-4+3=-1
d) (-24) -V +3(V-w)=14-21=-7

U-V =24+ (-24)=0, donc les vecteurs
sont orthogonaux.
EF Bc2 = AB2 + AC2- 2x AB x AC x cos BAC

=9+16—24(—%j=37
donc BC=+/37
Eaa)ﬁ-(z7+\7)=az+0=a2
b) (2U - 3V) -V =0-3b2=-3b2
Q+v)P2=a?+b?

— — 1

EEI WA -MB = 4=mp - JAB =M - 36

donne MI? = 40 et M appartient au cercle de
centre le milieu de [AB] et de rayon /40 = 2\/1—0.

(116 [al 117 [BY

118 [IIf 119 1@

@ Uo R[_j]et ﬁ[_‘l} donnent

0

AC-DB=12+0=12.

Z.E[éjet ﬁ[_1jdonnent

1

AD-BC=-2+6=4

On projette le point E sur la droite (AB)
en un point H.

1.a)AB-DE=ABXAH=4 x6=24
b)ﬁ-ﬁ:%s@:s
AH —3§A\E

J_ Jie!
(122 |13 [E]IZI {126 |19

[ 125 FRYl ol (AB +BC)- DC
—AB DC+BC DC
2.AC-DC=4x5+0=20

EFZ31.A0;0),B01;0,C(1; 1),
E(1,5;0,25)

2.58| et "> |d t
. e onnen
~0,75 -1

DE-CF=-0,75+0,75=0

[EFZA AC - AH = AC- (AB + BH)
=AC-AB+0
=(AK +KC)- AB = AK - AB + 0

128 |FY| 129 ]I
130 Iraj 131 ]3

TB( g] et E[?J donnent

AB-AC=-12+2=-10;AB=25

2. cos BAE = 18,43°,

D(0;1),F(0,5;0),

et AC=+/10.
_ ~10 B ==
cos BAC= —————=-—/;BAC=135°
2/5x10 2

133 R m[_?’] et W(;] donnent
1

MN-NP = -3 + 3 = 0 donc MNP = 90°.

2. Le triangle MNP est rectangle en N.

| =
AC[ 4] et BD[_SJ donnent

AC-BD=-5+4=-1; AC VA7 etBD = 26.

Alors cos(AC,BD) = \/_ \/_ et donc
(AC,BD) = 92,73°.

[c] [d]

EdE



EEEI MG - MH = mp —%GHZ ol l est

le milieu de [GH]. De plus, GH = \/5 donc
M2 = 12—1 + % =20. Llensemble est le cercle de
centre | et de rayon 24/5.

T 1. WY - MN = M2 —%NYZ ol estle
milieu de [NY]. De plus, NY = \/% donc

MI2 =-5+ é = iqui est I'équation d'un cercle.

2. Le cercle de centre I(—% ; —%jet derayon \/g

— (=2
1. VD[ 42] et VK[ 5] donnent:
VD-VK=-8+10=2 :Vappartient a l'ensemble.
2.MD - MK = MP? - ZDKZ ou | est le milieu de

45 53
[DK]. De plus, DK = v/45 donc MI? = 2 + =

T
L'ensemble est le cercle de centre |, de rayon
53
2
Geometrie
repérée

A vous de jouer !

.6l wa | oal®

3 -1 1
[ 3 | L'équation est de laforme x + 3y +c=0et
la droite passe par Kdoncx+3y-6=0.

B Un vecteur normal a la droite est :

n[ 21} donc la perpendiculaire a une équation

de laforme - x~ 2y +c=0.Elle passe par B donc
- x—-2y-5=0etle projeté vérifie le systeme :

2x-y+4=0
y qui, par substitution, donne
X+2y+5=0
y=2x+4
X+22x+4)+5=0

=2x+4
soit J donc (—E;—E}
5x+13=0 5

x2—3x+y2+5y—1
( 3)2 9 ( 5)2 25
=|X-Z| -+ Y+ -=-1
2) 4 2 4
(e 3V o e 5) 00
2 Y3 73
19

2 2
On obtient x-i + },+§ ==,
2 2 2
qui est une équation du cercle de centre

(i 2 —5] et de rayon @
2 2 2

Exercices (EEsiggieiiti]
laql 2] mAl 3 onl o [ -2
-a)n[J b)n( 5} c)n(_s] d)n[_4

a) Léquation est de laforme x -3y +c=0
et la droite passe par Bdoncx-3y-1=0.

b) Léquation est de la forme : 4x + 2y +c=0
et la droite passe par B donc 4x +2y-14=0.
) L'équation est de laforme -3x-y+c=0etla
droite passe par Bdonc -3x-y-7=0.

d) Léquation est de la forme 5x + 3y +c=0
et la droite passe par B donc 5x+3y-15=0.

EA1.6x, +5),-2=-6-10-2#0doncA

nappartientpasad. 2.n 6

3. La perpendiculaire a d est de la forme

5x - 6y + ¢ = 0, elle passe par A donc

5x-6y-7=0.

4. Les coordonnées de H vérifient
6x+5y-2=0
5x-6y-7=0

. Par combinaison on obtient :

30x+25y-10=0
quidonne61y+32=0

-30x+36y+42=0

36x+30y-12=0
quidonne 61x-47=0.
25x-30y-35=0

DoncH ﬂ;—z s
61 61

Bﬂ Une équation cartésienne est :
(x+1)+(y+2)=4.
X2 —4x+y?-3y=2
EAC)
Sx-2-4+(y-=| -==2
( ) (y 2) z
3y _33

2
@(x—2)2+(y—5) n
V33

soit un cercle de centre (2 0 %J et de rayon -

En autonomie

B a] et[c] (127 113
(128 11 (129 |13

1.(1;0). 2. C—D'[ _88] est un vecteur

N R 1 .
normal a la médiatrice, comme[ 1} quiadonc
une équation de la forme x - y + c = 0 et elle

passe par le milieu, doncx-y-1=0.

m 1. E[?] un vecteur normal est[ 12].

2. La perpendiculaire est de la forme
-2x + y + ¢ = 0 et passe par C, donc
-2x+y-4=0.

A=A e ATl x=-2y-7=0
3. Le projeté vérifie .
-2x+y-4=0

x=2y+7

-22y+7)+y-4=0

x=2y+7

soit y .Doncc[l;—mj.
-3y-10=0 373

EEA 1. 7x - 3y,-5=14+3-5%0,donc D

n‘appartient pas a d. 7
2. Un vecteur normal a d est 3 donc d” est

Par substitution {

de laforme -3x -7y + c=0 et passe par D donc
-3x-7y-1=0.

7x-3y-5=0

. Par
3x+7y+1=0

3. Le projeté vérifie {
-21x+9y+15=0
21x+49y +7=0
qui donne 58y + 22 = 0 et, de méme,
49x-21y-35=0

9x+21y+3=0

combinaison, on obtient

qui donne 58x-32=0

et donc les coordonnées du projeté sont
16 11

2 29/
1. Q(ZJ donc la hauteur est de la
forme 5x + 6y + ¢ = 0, elle passe par A donc
5x+6y+14=0.

6x-5y+13=0

. Par combinaison,

2. H vérifie
5x+6y+14=0

-30x+25y-65=0

qui donne
30x+36y+84=0

on obtient {

36x-30y+78=0
25x+30y+70=0

quidonne 61x+ 148 =0. Donc H —ﬂ 9 —E
61 61

61y+19=0et, de méme,{

3. Aire de ABC = BCxAH =

(134 17| 135 JE1 136 |3

1. La perpendiculaire a d passant par E est

.. | —x+3y+8=0

3x+y+6=0etG vérifie qui
3x+y+6=0

488

par substitution donne

{x=3y+8
=3 8
soit{x I

33y+8)+y+6=0
donc G(-1;-3).
10y +30=0
2. La perpendiculaire a d passant
par G est -2x+y+ 1 =0 et F vérifie
-2x+y+1=0

qui par substitution donne
xX+2y-3=0

=2x-1 =2x-1
J soit 4
Xx+22x-1-3-0=0 5x-5=0
donc F(1;1).

3. EFG est rectangle en F donc son aire vaut

%EFXFG:%@X@:W.

EEZ 1.La droite (AB) a pour équation
-x+ 3y -6 =0 et sa perpendiculaire passant
par C a pour équation 3x + y + 8 = 0 et

-x+3y-6=0

donc H vérifie{ . Par subs-

3x+y+8=0

L x=3y-6
titution :
33y-6)+y+8=0

qui donne
x=3y-6
etdoncH(-3;-1).
10y-10=0
2. Hest le symétrique de A par rapport a B.
.?I». L'aire du tr%angle ABC vaut :
EABxCH:E\/ﬁx\/ﬁ:s.

Corrigés




(139 1 160 JEVIN 161 )]

1. 02+ 0 + 0> - 0 # 3 donc O n‘appar-
tient pas a cet ensemble,(-3)?-18+42-4=3
donc H appartient a cet ensemble et
(-3)?- 18 + (-3)? - (-3) = 3 donc K appartient
a cet ensemble.

2. Le milieu de [HK] :(—3 g %] etHK=7

donc le cercle a pour équation

2 2
(x+3)2+(y—%) :G)

3. x2+6x+y2-y

+( _1)2_1
Y73) 7%

donc I'équation devient
2
1 1 49
x+3P2+|[y-=-| =—+9+3=—
( ) (}/ 2) 7

4

ETEN 1. (-212-2(-2) + (-2 +4(-2)

=4+ 4+4-8+%0doncD n‘appartient pas a

cet ensemble.
-2+4+(=12+4(-1)=1-2+1-4#0doncV

n‘appartient pas a cet ensemble.

2. X¥-2x+)y+4y=4

S k-172+(@p+2)°-5=4

=(x+3)-

& (0-1)2+ (y+ 2)> = 9 qui est I'équation d'un
cercle.
3. Cest donc un cercle de centre (1 ; -2) et
de rayon 3.
1. 452 -8x+4)2 +12y =15
2
3 15 9
Sx-V+|y+=| =—+1+==7
=1l (}' 2) 4 4

qui est I'équation d’un cercle.

2. Le centre est A(1 ; —%) et le rayon est ﬁ

ET - 6x+ 97 + 40y + 12
=(x-3?2-9+(y+2a)-4a*+12
Ce quidonne (x-3)’+ (y+2a)’ =4a’>-3
qui est un cercle si4a? - 3 > 0, c'est-a-dire pour
ae—w;—ﬁ U £;+oo .
2 2
Son centre est le point (3 ; - 2a) et le rayon est

4a% - 3.

My fOE O
N1, x24x+92-4y-2=0

17 1
@[x+5j ——+(y—2)2—4—2:0
25
@(x+ J+(y 2 =
1 5
Donc le centre est C = ;2 |et le rayon est E'

2.0n remarque que OC = 17 > , donc ce cercle

coupe les deux axes.

3. Pour x = 0 on obtlenty -4 -2=0

< (y-2)*=6 donc deux solutions (0 ; 2 + Jg)
(0;2—\/3) et pour y = 0 on obtient

2
552 +x—2:0@(x+lj =2,doncdeux
2) 4
solutions (1;0) et (-2;0).

1. 2 -sx+2-6y=0

< (x-4)”+ (y - 3)>= 25 donc le cercle est
de centre (4; 3) et de rayon 5.

2. Pour x=0on obtient y> - 6y=0
<)Yy-6)=0

donc deux solutions (0; 0) et (0; 6).

Et pour y= 0 on obtient x* - 8x=0 < x{x-8) =0
donc deux solutions : (0; 0) et (8 ; 0).

(151 I La distance de F a la droite est 1, donc
inférieure au rayon du cercle qui coupe donc
cette droite en deux points.

2.(x+3)+)*=5

(x+3+y?=5 (x+3)?2=4
=3
}/:1 J’=1

donc deux solutions : (—=1; 1) et (=5 1).

Probabilites
conditionnelles
et indéependance

A vous de jouer!

11
B -7 ,pv(E) Letp (V)= 1o

3.

2.0n cherche pE(V) =—

ﬂ D'aprés I€noncé, p(C) = 0,3 et p.(B) = 0,45
et on cherche p(C N B) = p(C) x p(B) = 0,135.

[ 5 | 0,8 A

G <7
0,6 A
A

0,2
0,3

0~
A

0,7
P(A) = p(G) X ps(A) + p(G) X p,(A) = 0,6.

1. Le tirage est avec remise, donc on peut
considérer que les tirages sont indépendants.
2. On appelle R, I'événement « la premiere
boule estrouge »; R, I'événement « la deuxieme
boule est rouge »; B, I'événement « la premiére
boule est bleue » ; B, I'événement « la deuxieme
boule est bleue ».

Onaalors:
0,6 R
R 2
0,6 1 B
04 2
0,6 R
0 ~p
1
04 B,
1*boule
Rouge Bleue
2¢boule
Rouge 06x%x06=036 | 04x%x0,6=0,24
Bleue 06x04=024|04x%x04=0,16

Exercices’ d’application

B4 p0)- ,p(S) ,p(T) 372

4
—;p(C)=—
ps(O=

al 4

13 13

=08etp,(S) =045

b)p(ANS)= (A) Xp,(S)=0,8x0,45=0,36

2.a)p(ANS)=0,17 b) p(A)=0,2
p(ANS) 0,17

<) —(S)— oA —0,2

2.p,(0)=

m1 a) p(A

,pc(T) -pc(g)

=0,85

Ea.. 1
. 4 B
L A <7
10 T™—3%
4
1
9 - 6 B
10 A <7
538
6
2. p(A NB) = p(A) X p, (B) = 0,025
3.p(B)= p(A)x p,(B) + p(A) x p;(B)=0,175

EE] soit D révénement « obtenir une personne
droitiére » et M 'événement « obtenir une per-
sonne myope ».

D’aprés I'énoncé, p(D) = 0,8 ; p(M) = 0,45 et
= 1
pu(D)= B 0,2.
On en déduit que p,,(D) = 0,8 = p(D),
donc M et D sont indépendants.
1.
045 Vert
03 Bleu <
- 0,55 —Jaune
0,45 Vert
07 Rouge <
0,55 Jaune
2. —
1" épreuve
) Bleu Rouge
2¢ épreuve
Vert 0,3x045 | 0,7x0,45
=0,135 =0,315
- 0,3x0,55 | 0,7%0,55
=0,165 =0,385
Ef[E] EA[E]
2
pCND) 5 2 3 3
mpc(D) SoasR=es
p(Q) 2 5 2 5
3
p.(E) p(ENF)
p(F)
Donc p(F) = pENF) _035_ 0,5
p:(E) 0,7

95| On considere les événements | : « Yannis
part en vacances a Istanbul » et P : « il pleut
pendant les vacances de Yannis ».

D'aprés I'énoncé, p(l) = 0,9 et p,(P) = 0,85.

p(lNP) = p(l) xp,(P) =0,9 x 0,85 = 0,765.
Ed 6] [ EA[E]
(99 % 09 _C
0,25 u =
0,1 C
~ 085_C
0,75 U B
015 —C
2.p(U N Q) =p(U) x p,(C) = 0,225
pU N Q) = p(U) xpy(C)=0,6375
3.p(Q)=p(UNC) +pUNC)=0,8625



100 KR 09 _G
0,15 T <,
0,1 G
025G
0,85 ~~T

!

0,75
2.p(G) = p(T) x p.(G) + p(T) x p-(G)= 0,6525

2.p(S NB) = p(S) x p,(B) = i ot
p(B) = p(S) X ps(B) + p(M) x p,,(B) + p(N) X p, (B)

=0,28125
3.0n cherche py(5) = P28 _ 5 14
p(B)

p(MNB)

a.p, M= 20 206

s p(B)

py(N) = PINNB) 0,556

p(B)

Le plus probable est donc que le jeu fonctionne
sur la console N.

(103 ] 035

0,7 U,

i

065 —A
025 __A

0,3 U _
075 —A
Donc p(A) = 0,7 X 0,35 + 0,3 X 0,25 = 032 puis

AnUu
pA(U1)=p( ) _0,7x0,35 - 0,766.

p(A) 0,32
0 [a]

105 KT répond au hasard pour chacune des
questions, donc on peut penser que la réponse
ala premiére question n'a pas d'influence sur la
réponse a la deuxieme. 2. On considére les évé-
nements C, : «la premiére réponse est correcte
» et C, : « la deuxieme réponse est correcte ».

i

1 0,25 G,
3 < _
0,75 G,
= a% Cz
3 _
0,75 G,
1" réponse
) Correcte Incorrecte
2° réponse
Correcte l><l=i gxl=l
3 4 12 3 4 6
1.3 1 2 .3 1
Incorrecte —X—=— IxZl=—
3 4 4 3 4 2
3.l41-2
4 6 12

ETI3 1. p(D) = 0,1 x 0,23 + 0,2 x 0,44 + 0,7
x 0,17 = 0,23 = p,(D), donc A et D sont indé-
pendants. 2. p(D) = 0,23 = pB(D), donc BetD
ne sont pas indépendants.

A et B sontindépendants si, et seulement
si, p(B) =p,(B), orp,(B)=0,8;
p(B)=0,4x%0,8+0,6xp=0,6p+0,32.
0,6p+0,32=0,8 0,6p=0,48 < p=0,8

Variables
aleatoires réeelles
et simulation

nXpeut prendre les valeurs -3;2;4;6:

aleat<-alea()

si aleat <= 0,8
Afficher "O"

Fin si

si aleat <= 0,92 et aleat>0,8
Afficher "5"

Fin si

si aleat>0,92
Afficher "20"

Fin si

103 |YJ 104 |31 105 |3

4 5 6
1.— 2.p(Y<0)=—etp(Y>0)=—
106 | T 2p(r<0)=Zetp(y>0)=—

X, la variable aléatoire donnant le gain
algébrique, peut prendre les valeurs 10 ou - 2.

x, 3| 2 4 6 x -2 10
1 1 1 1 7 n-7
X= — - - - = z =
pX=x) | 3 6 6 6 pX=x) n n
E 1.{X =20} : « le gain est de 20 euros » et
{X <50} : « le gain est inférieur ou égal & 50 ». ETpx=41=051 EElpx=10=023
2.p(Xs50)=p(X=2)+p(X=20)=§ (110 | FI 111 |EY
3. p(X=100) 112

x, 4 | 3

i

16
1

p(X=x) 2

NN
Bl=
N|= O

1 1
E(X)= —><(—4)+—><(—3)+l><6+l>< 16+ 3,75,
4 4 4 4

c’est ce que l'on peut espérer gagner en
moyenne sur un grand nombre de parties.

n import random
m=random.random ()
if m <= 0.58:
print("-8")
else;
print("15")

Exercices ((Riggiiaeiiii

Bl x peut prendre les valeurs 2 ; 10 et 50.
2

x, 2 10 50
x 1 2 il
pX=x) 2 5 10

26| a) X est égale a 150 : {150}.

b) X est égale a 10 : pas d'issue.

c) X est supérieure a 100:{150; 300 ; 1 000}.
d) X est supérieure a 300 : {1 000}.

e) X est supérieure ou égale a 300: {300 ; 1 000}.
f) X est inférieure ou égale a 0:{-120; 0}.

B c0=—2xt+1xte11x =2
2 4 4

1TEX=3
2.V(X)=11,4;0(X)=411,4=3,38
1.y 0 5 20
entre entre
bornes | entre0 | 0,80
0,92
pour | €t080 | exclu |
- exclus
alea() | inclus | et092 | ~
inclus

def simul piece():

alea=random.random/()

if alea <= 0,125:
nombre=0

if alea <= 0.5 and alea > 0.125:
nombre=1

if alea <= 0.875 and alea > 0.5:
nombre=2

if alea > 0.875:
nembre=3

return nombre

113

def moyenne(n):
echantillon=[simul_piece() for 1 in range(n})
somme=0

for k in range(n):
sonme=somme-+echantillon (k]

moyen=sonma
return moyen

EBE[b] EE[b]et[c]
OuicarE(X):O.
117 g

x, 0 1 2
9 12 4
PX=X)1 55 | 25 | 25
2, 20_4
25 5
118 S W
EEED 1. =E00-3=-4 2.-25.
42jetons

(121 JI 122 [I3 123 |E])

Pour le jeu 1, 'espérance est environ
—1,33 et 'écart-type est environ 149. Pour le
jeu 2, l'espérance est —8,5 et I'écart-type est
environ 996.

@V(X)=%X(0—1,5)2+§><(1—1,5)2
3 1
+=x(2-152+—=x%x(3-1,5)0?
B ( ) B ( )

=0,75.

Corrigés
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Calculatrice TI-83 Premium CE

@ Application Python
Pour programmer dans le langage pyTHON, on sélectionne le menu apps () GESTIONNAIRE DE SCRIPTS i
avec ﬁ [E] puis on choisit I'application PyAdaptr. »(aucun script chargé)

@ Créer un nouveau script

On sélectionne Nouv et on nomme le fichier contenant le futur script (on appelle Exéc | €dit | Nouv | Shell]Gérer
«script» un bloc contenant des fonctions ou un programme complet).

IS . SR . 0 W
( Remarque : lorsque l'on est dans le menu de départ, on peut ouvrir un fichier existant | 1) | [fenétre| | zoom | | trace |
en se placant dessus et en sélectionnant Edit.

W Ecrire un script

‘

On peut I'écrire intégralement avec le clavier, ou accéder aux raccourcis prévus. Y] Ctl Ops List Type E/S Modul
iHdef fonction():
. 2:return
° En appuyant sur ﬁ . on accéde au catalogue.
On a un acces rapide a une commande en appuyant sur sa premiere lettre.
® On peut avoir un accés encore plus direct aux commandes usuelles en
sélectionnant Fns... avec [ ¢ |
Le menu ci-contre s'ouvre. tehes]

© Remarque : d’'une maniére générale, Echap permet de revenir a ’écran précédent.

- Fonc contient les raccourcis pour les fonctions, def fonction():etreturn.

- E/S contient les commandes print et input.

- Ops contient les symboles d'affectation = et de condition ==,!=, <, >, etc.

- Ct1 contient des raccourcis vers toutes les instructions en lien avec les instructions conditionnelles if, else ainsi que les
boucles for etwhile.

- Module contient les raccourcis pour les modules.

- List contient les raccourcis vers toutes les instructions en lien avec les listes.

(© Remarque : on peut utiliser une fonction d’un autre script présent dans la calculatrice.
Par exemple si le script TEST contient une fonction fonc, tout script commencant par from TEST import * pourra utiliserla
fonction fonc.

@ Exécution d’'un script
Pour exécuter un script, on appuie sur Exéc.

@ Importation
On peut importer un programme Python (dont l'extension est .py) depuis un ordinateur via Tl Connect.



Calculatrice TI-83 Premium CE

@D Principe général

On accede aux fonctionnalités avancées via les touches du clavier. En particulier :
* Lestouches ( # | [wnite  [z00m ] [ tace

(amohe] permettent de travailler

avec les fonctions. RIS
* Latouche [mee! permet de régler I'unité d’angle voulue (degré, radian) et de travailler S8 ~
, L . - IOICNG)

sur les suites. Voir détails dans le chapitre 2. ===

* Latouche ouvre le menu permettant de travailler avec les statistiques 8 E B E E

et les variables aléatoires. Voir détails dans le chapitre 11. =) - (8] . e

&) =

* La séquence de touches ﬁ E] permet d’'accéder au menu apps dans = = = = [+

lequel I'application PyAdaptr permet de programmer dans le langage Python. = ! |e-

~ Texas barmas. J

© Remarque : On peut toujours revenir a I'écran principal en sélectionnant quitter
avec la séquence de touches ﬁ mode |

W Ecran principal et calculs

* Il'y a deux touches avec le symbole «-» qu'il ne faut pas confondre. La touche E qui correspond au symbole de
soustraction et la touche . qui correspond au symbole devant un nombre négatif.

S .10 SoObtient avec la séquence de touches . . — .

* Lorsque le résultat est grand, une valeur approchée sous forme scientifique est affichée.

Par exemple

123456x78910111
Par exemple 123456 x 78910111 donne 9. 741926664512

(© Attention : E12 dans l'affichage précédent veut dire x10*2,

® Les puissances sobtiennent avec la touche | A
(© Attention : pour «sortir de la puissance», on appuie sur la fleche de droite.

° Laracine carrée s'obtient avec la séquence de touches [ =]
(© Attention : pour « sortir de la racine carrée », on appuie sur la fleche de droite.

* Pour obtenir un angle dont on connait le cosinus (resp. sinus ou tangente), on utilise la fonction cos™ (resp. sin™' ou tan™")
obtenue avec la combinaison de touches | trig .

® Latouche | 8 permet d'écrire une fraction et la touche @ permet d'afficher un résultat sous forme fractionnaire
ou décimale au choix.

° Latouche -n-\h| donne accés a divers menus dans lesquels on navigue avec les fleches.

- Le menu NBRE contient la fonction valeur absolue abs.

- Le menu PROB contient les fonctions :
NbrAléat, qui permet de simuler un décimal aléatoire dans [0 ; 1]
nbrAléatEnt ( qui permet de simuler n entiers aléatoires entre a et b inclus
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@D Principe général o= a
On ouvre des «Applications» dans lesquelles on navigue avec

—

a
les fleches = &,on valide avec les touches (exe ) ou @ et on revient
v

R e, L

= sy
& .
Y P a ( ) .

en arriére avec la touche (s . i ‘o) (B
S —_— o L

7
N TN R o S
\ \gloha, |t ,a,\‘g_, B
I AL G | L T s
e e e
e
(L PAE_ AN PR A SFAN. W)
P W e W W e O

708D e C i)
4 15 &

@ Menu principal O@OO®E
2 . N Iy T T | Ty T L
Latouche ( = ) envoie vers un menu donnant accés aux différentes Ve R e

applications.‘
c'est la que l'on fait les calculs classiques.
pour travailler avec les fonctions.
pour programmer dans le langage Python.

pour travailler avec les statistiques et les i= ‘ # }
variables aléatoires. Voir détails dans le chapitre 11. X

permet de résoudre des équations
et systémes d'équations.

Fonctions Python

3 &

Statistiques Probabilites Equations

pour travailler avec les suites. Voir détails dans
le chapitre 2.
permet de régler certains parameétres
de la calculatrice, comme I'unité d’angle voulue
(degré ou radian).
ne sont pas utiles en classe de Premiere.

@ Application Calculs
* Lorsque le résultat est grand, une valeur approchée sous forme scientifique est affichée.

4589 -4778

4589-4778
Par exemple donne 21926242 = 2.192624c7

(© Attention : E7 dans |'affichage précédent veut dire x107.

* Les puissances sobtiennent avec la touche (")
(© Attention : Pour «sortir de la puissance », on appuie sur la fleche de droite aprés avoir saisi I'exposant. Il en

est de méme pour «sortir d'une racine carrée».

® Pour obtenir un angle dont on connait le cosinus (resp. sinus ou tangente), on utilise la fonction

acos (resp. asin ou atan) obtenue avec la séquence de touches /—\ /;s’“

® Latouche @ donne accés au menu «boite a outils », on navigue dedans avec les fléches.
- On accéde a la fonction valeur absolue abs (x) (en premier)
- Lesous-menu Aleatoire et approximation donne accésauxfonctions:

random () permettant de simuler un décimal aléatoire dans [0 ; 1]

randint(a,b) permettant de simuler un entier aléatoire entre a et b inclus.
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W@ Application Python
Pour programmer dans le langage pyTHoN, on appuie sur la squares.py
touche (4 ) eton choisit I'application Python. bty

polynomial.py

@ Créer un nouveau script

® On se déplace sur Ajouter un script Console d'execution
(on appelle «script» un bloc contenant des fonctions
ou un programme complet) avec la fleche vers le bas
puis on valide. On nomme le fichier puis on valide.

Quand on sélectionne un fichier créé puis que l'on valide,
on obtient I'écran ci-contre dans lequel le module math est from math import =

déja importé (on peut l'effacer avec la touche | sionle

Py
) R
souhaite).

W Ecrire un script

On peut I'écrire intégralement avec le clavier, ou accéder

. from math import *

On appuie sur (&, et on accéde au menu ci-contre. ~ Boucles et tests
° Le sous-menu Catalogue contient la plupart des i

commandes usuelles.

© Remarque : on a un accés rapide a une commande en : Catalogue

appuyant sur sa premiere lettre.
Fonctions

® Le sous-menu Boucles et tests contient des raccourcis
vers toutes les instructions en lien avec les instructions conditionnelles i f, else et les conditions
==, <, > etc. (dans Boucles et tests>Conditions) ainsi que les boucles for etwhile.

* Le sous-menu Modules contient des raccourcis vers les instructions d'importations et de commandes
des modules usuels, en particulier les modules math et random.

® Le sous-menu Fonctions contient les commandes def fonction(x) et return.

- Exécution d'un Script Executer le script

En face du nom du fichier,ily aune case .. quipermet
d'ouvrir le menu ci-contre permettant d’exécuter,
renommer ou supprimer un script. Importation auto dans la console
© Important :si Importation auto dans la console
est sélectionnée, le script sera automatiquement lancé si vous
allez dans la console d'exécution et vous pourrez utiliser les
fonctions apparaissant dans ce script depuis la console (elles

sont toutes répertoriées dans un menu qui s'affiche avec la touche

Renommer

Supprimer le script

( Y
\Vvar /)'

@ Importation

On peut importer un programme depuis un ordinateur depuis le site de Numworks.
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@ Principe général

On navigue dans le menu de bas d'écran a l'aide des touches

POPP® @
PP

© Exemple =)
FilI(] Seq =M EEE2D

® On accéde a List avec latouche F1,a Lst->Mat avec F2, etc. “'i“-'Jer'Q—JL—JL’r—JLJ—’
is \ u S >Ma Vi '-.‘_JUL“_J[_IL/

® Latouche EE permet d'afficher d'autres fonctionnalités du menu de bas EL&@J“B
decran. @@M&E

® On peut toujours revenir en arriére avec la touche @

@ Menu principal

* Latouche donne accés aux différents modes
de la calculatrice.

On navigue avec les fleches et on valide avec - A0 -
1 Graphe G-dynamique Table  Récurrence

atoute (6@} IEZES ="

+c=0 b

* Les principaux modes utiles en classe de Premiére sont : G-conique  Equation  Programme Finance v
Exe-Mat : pour faire les calculs classiques.

Statistiques : pour travailler avec les statistiques et les variables aléatoires. Voir détails dans le chapitre 11.
Graphe et Table : pour travailler avec les fonctions.

Récurrence : pour travailler avec les suites. Voir détails dans le chapitre 2.

Equation : pour résoudre des équations et systémes d'équations.

Python : pour programmer dans le langage pyTHoN (ne pas le confondre avec le mode Programme).

@ Mode Exe-Mat et calculs

* Lorsque le résultat d'un calcul est grand, une valeur approchée sous forme scientifique est affichée.

123456x78910111
Par exemple 123 456 x 78 910 111 donne 9.741926664xp! 2

* Les puissances s'obtiennent avec la touche .
© Attention : pour «sortir de la puissance », on appuie sur la fleche de droite.

* Laracine carrée s'obtient avec la séquence de touches .
(© Attention : pour «sortir de la racine carrée», on appuie sur la fleche de droite.

* Pour obtenir un angle dont on connait le cosinus (resp. sinus ou tani ente), on utilise la fonction acs

(resp. asn ou atn) obtenue avec la séquence de touches
I'unité d’angle voulue (radian ou degré) dans s=7 ur avec @ -

. Il faut sassurer d'avoir réglé

° Latouche | = ' permet d'écrire une fraction et la touche | s=b | permet d'afficher un résultat sous
forme fractionnaire ou décimale au choix.

*® Latouche donne accés a divers menus utiles (penser a utiliser @ pour tous les découvrir).
- La fonction valeur absolue abs est dans le menu Numeric.
— Le menu PROB puis RAND contient les fonctions :

Ran#, qui permet de simuler un décimal aléatoire dans [0; 1[.

Int qui permet de simuler n entiers aléatoires entre a et b inclus avec Ranint#(a, b, n).
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b
- Mode Python gﬂ:ﬁ;g(;:)s OctetsLibres

mCASIO

Pour programmer dans le langage pYTHON, on appuie sur
la touche et on choisit I'application pYTHON (H).

@ Créer un nouveau script
On sélectionne NEW et on nomme le fichier contenant le futur script (on appelle «script» un bloc
contenant des fonctions ou un programme complet).

© Remarques : lorsque l'on est dans le menu de départ, on peut ouvrir un fichier existant en se placant dessus
et en sélectionnant OPEN.

@D Ecrire un script
On peut I'écrire intégralement avec le clavier ou utiliser les raccourcis prévus.

=l .
* En appuyant sur @’, on accéde au catalogue.

%Etaloiue |P |
o

pow
print()
raise
randint(,)
random()

On a un acces rapide a une commande en appuyant sur sa premiere lettre.
En sélectionnant CAT avec @, on obtient un menu plus spécifique.

gélectlon catégorie
E-Eu!ﬁ!—!n

math
random
:Symboles

CEXE] (EXM)

3
4
5

© Remarque :dans 2 :Built-in, on trouve le raccourci def : return permettant d'écrire rapidement
la structure des fonctions.

® On peut accéder encore plus rapidement a certaines commandes en utilisant le menu de bas d'écran :

N RUISIEPRE A2l > | et (en appuyant sur [COMMANDJOPERAT] JUMP JSEARCH =].
ppuy:

- SYMBOLE et/ou CHAR contiennent la plupart des symboles utiles, en particulier «:», «"», «=», «<»,
«>», etc.

- COMMAND contient des raccourcis vers toutes les instructions en lien avec les instructions
conditionnelles if, else (les symboles de condition !=, < et >, etc. sont dans OPERAT) ainsi que les
boucles for etwhile.

© Remarque : on peut utiliser une fonction d’un autre script présent dans la calculatrice.
Par exemple si test . py contient une fonction fong, tout script commencant par from test import*
pourra utiliser la fonction £onc.

@ Exécution d’un script
Pour exécuter un script, on appuie sur RUN.

@ Importation

On peut importer un programme pyTHoN (dont I'extension est .py) depuis un ordinateur en branchant la
calculatrice en USB et copiant/collant le programme.
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