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Chaque fois que l'on arrive au bout dune démonstration, on écrit: CQFD (« Ce Quil Fallait
Démontrer ») !

Faire des mathématiques, c'est s'appuyer sur des arguments pour Démontrer, mais c'est aussi Dé-
couvrir, Démonter, Démystifier. Au fil des pages de la collection « COFD », selon les contenus et les
contextes, ces compétences alternent, se complétent...

Les onze chapitres du manuel COFD 3¢ couvrent l'ensemble des programmes des deux réseaux. Ils
sont regroupés en deux parties : nombres et algébre d'une part, géométrie de l'autre. Il revient a l'en-
seignant de construire un plan de matiéres qui équilibre ces deux aspects tout au long de I'année.

Dans chaque partie, les matiéres s'enchainent dans une construction progressive. Prudence donc si
I'on modifie I'ordre des chapitres a l'intérieur d'une méme partie.

Sous la rubrique « Taches d'intégration », les programmes du Segec pointent quelques problémati-
ques qui se situent dans le prolongement des contenus. Dans le manuel, la plupart de ces taches figu-

rent sous la rubrique « Pour aller plus loin ». Néanmoins, lorsqu’elles relévent de savoirs et savoir-faire
particuliers, ces tiches sont préparées dans 'exploration et la synthese.

Taches d'intégration Dans le manuel et les fiches CQFD 3¢
dans le programme Fesec
1. Calculs liés a la vie sociale | Chapitre 3 Explorations 6 et 7
et économique. Equations Syntheses 6 et 7
Exercices 19 a 23
2. Compléments sur les Chapitre 7 Explorations 2 a 4
angles. Angles et triangles isométriques | Syntheéses 2 a 4
Exercices 1, 2, 3, 12, 16, 23 a 26.
3. Probléemes de géométrie Chapitre 4 Exercice 11
analytique. Fonctions du premier degré Fiche 18 exercice 1
Chapitre 5 Exercice 28
Systémes d'équations
4. Relations métriques Chapitre 10 Exploration 5
et propriétés de figures. Figures semblables Synthéses 5 a 7
Exercices 16 a 18
Fiche 41 exercices 1 et 2
5. Approximer un nuage de Chapitre 4 Exploration 8
points. Fonctions du premier degré Synthese 7
Exercices 20 et 21

Les matiéres couvertes par ces « tiches » figurent dans les programmes de la Communauté francaise,
dans certains cas de maniére explicite ; dans d’autres, elles relévent des « compétences transversales »
mentionnées dans les programmes et les référentiels interréseaux.

Dans chaque chapitre, un méme parcours — introduction, exploration, synthése, exercices et proble-
mes — structure les apprentissages. Des fiches de travail personnel et des fiches autocorrectives facili-
tent la régularité et le suivi du travail des éléves. Elles peuvent étre utilisées comme travaux a domicile,
exercices individuels, évaluations formatives, préparations. Le va-et-vient qu'il faut ménager entre les
différentes parties du manuel et les fiches est indiqué dans l'exploration.

Nous tenons a remercier Giuseppe Bianchi pour sa participation a quelques discussions et pour ses
relectures. Son expérience pédagogique nous a été fort précieuse.

Les auteurs




Louvrage est structuré en 11 chapitres qui proposent, chacun, un déroulement identique.

e

Nous avons vu que la relation de Pythagore dans le triangle rectangle permet de calculer
la longueur d'un c6té en fonction des autres. Avec la trigonométric,

: on articule mesures
d'angles et mesures de longueurs.

Le mot trigonométrie vient du gree frigone (« triangle ») ct mefria (« mesure »). Dans I'Exn-
l.._:\'i.'lrﬂFfﬂlﬂ' :I?SI :i. dﬂlfmiml‘l &Ehni[ Ia []'igﬂ-nnm.é'[ric COMMe = rart df trouver ]CE ]Jﬂl'ﬁt‘.'l

inconnues dun triangle par le moven de celles qu'on connait . Cest Ia démarche qui scra
siivie dans ce 4:|mpill'c'-

Lis attentivement
I'introduction pour situer
ce que l'on va apprendre.

Al e de ce chapitre, chacun sera & méme de résoudre quelques problémes proches de
COUX qu se posent dans la réalité,
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2. Le sinus

Dans un triangle rectangle, on appelle sinus d'un angle aigu le rapport entre le coté opposé a cet angle

et I'hypoténuse ; 5inu=£~ g, 3)
@, Construire un [riat:glf équilatéral, tracer sa hauteur et se servir de cette fisure pour calculer
'E.El‘.[ ﬁli]: Construire ensuite un triangle rectangle isocéle et se servir de cette fisure pour calculer
(En classe, avec le prnfr:sseu;\‘ s
et les autres éleves, ———

tu découvres les nouvelles

\l}DlIDHS. | J

Cond
nprl-n:.é

A C

b. Utiliser une calculatrice pour calculer la hauteur d'un escalier d'embarquement sachant qu'il me-
| sure 380 cm et que son inclinaison par rapport au sol est de 32°,

6. Comment reconnaitre un systéme indétermineé ?

Exemple : :
Viw B Etudie les questions t_:le: la
4410y =12 synthése pour pouvoir
Apres les calculs habituels, on obtient I'égalité te débrouiller seul dans
Oy =0. _ d’autres situations.

Quelle que soit la valeur que I'on donne a v, cette égalité sera vraie. Elle revient 4 zéro égale zéro. Il v a
donc une infinité de solutions.

On dit aussi que le systéme est iIndéterminé. Les droites qui représentent ces équations sont
confondues.

En observant les données, on constate que les rapports entre les coefficients des inconnues et des

o - 2. 5 68
termes indépendants sont égaux [I"— e ]2]

Enoncé 5.2

On peut prévoir qu'un systéme dont les équations sont réduites est indéterminé en examinant les
coefficients des inconnues et des termes indépendants respectifs. S'ils sont proportionnels, alors
le svstéme est indéterminé et les deux équations sont représentées par la méme droite.




exercices
Expliciter les savoirs et les procédures

3. Cloture

Les poteaux d'une cloture sont distants de 3 m. La cléture délimite
deux prés, elle n'est pas fermée et doit avoir minimum 58 m de long.

@. Faire un schéma pour une cléture qui comporte 6 poteaux
et comparer le nombre de poteaux au nombre d'intervalles.

b. Sip est le nombre de poteaux, quelle est I'inéquation

savoirs et les procédures
permettent de fixer

l'essentiel et d’appliquer
directement ce que tu as

\_€tudié.

Les exercices Expliciter les )

o

qui correspond a la situation ?
113(p+ 1)< 58
2)3p-1)<58

3 3p + 1) 258
4] 3(p-1)258
€. Résoudre cette inéguation pour trouver le nombre minimum de poteaux quiil faut prévoir

Avec les exercices Appliguer
une procédure, tu acquiers
un « savoir faire » qui
s‘appuie sur les énoncés et
les méthodes découverts.

N .

Appliquer une procédure
5. D'une similitude a |"autre

Les triangles T, T;, T,, T, sont semblables. by %_-::
o+ I"
Voici les mesures de certains cotés des triangles de la lig. 25, fa .
a =10 b=.. o= ol
4, =125 b, = 26,25 &y = T
a5 =... b, = 32,8125 c; = 25,78125
a,=... b, = ¢y = 32,2265625
3. 2
a. Calculer les mesures des autres cotés. ;
b. Sicela est possible avec les données foumnies, calculer le rappont n;re :;3 !
aire T,

L

16. Le cric

mesure 25 cm.
a.

b.

La fig. 27 montre un cric qui sert & soulever une voiture. Lorsque qu'on tourne la manivelle, les \
points O et § se rapprochent et le point P s'éleve. Chacune des quatre barres [PO], [OR], [RS], [SP]

Calculer la hauteur de P au-dessus de R quand O et S sont distants de 40 cm,
Quelle est la distance entre O et 8§ quand P est 20 cm au-dessus de R ?

— iCes
exere /Les problémes proposés

Résoudre un probléme

mobilisent les concepts
dans des situations
variées.

—

————

fig. 27

exercices

'ive:: les exercices Pour
aller plus loin, tu peux
t'aventurer dans des

QLIESHGHS plus difficiles.

Pour aller plus loin
25. Valeur nutritive :

\

L i
Lénergie fournie par 3 g de glucides et 10 g de lipides produit A _-‘ J 2
110 kcal. Lénergie fournie par 10 g de glucides et 5 g de lipides i —- - =
produit 85 kcal. Elgtl X
i Quelle est I'énergie (en kcal) produite par 1 g de glucides ? g (Do e
Par 1 g de lipides ? i JETRICT
Rulniebybom | Iy | MW
k. Sachant que 1 g de protéines apporte 4 kcal, vérifier sur le _ﬂl.‘“‘ L
tableau ci-contre que 100 g du produit sec fournit une éner- ‘I'-E-_T':l:'fj:::
gie de 336 kcal (les fibres et le sodium n‘apportent aucune Foms ety | 434 | 219

calorie supplémentaire).
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10.
11.

woe = 3 o e

Puissances a exposants entiers

Polynomes

Equations, fractions algébriques
et transformations de formules

Fonctions du premier degré

Systemes d'équations

Inéquations

Angles et triangles isométriques

Pythagore et les radicaux

Projection paralléle et configurations de Thales

Figures semblables

Trigonométrie du triangle rectangle

13

29
47
67
85
99

115

135

151

169




En physique, lorsque I'on manipule des grandeurs inaccessibles, on utilise des ordres de
grandeur. C'est le cas des distances aux planétes, aux étoiles et aux galaxies. Quand on situe
ces distances dans I'échelle des « puissances de dix » (en meétres), on a une premiére idée des
écarts et on se rend compte que, contrairement aux apparences, les objets célestes ne sont pas
sur une sphere !

'ordre de grandeur de la distance Terre-Lune l'ordre de grandeur de la distance Terre-Saturne
estde 10% m estde 10" m

l'ordre de grandeur de la distance de la Terre au Trou noir
qui se trouve au centre de la Galaxie est de 10°% m

Dans ce chapitre, nous apprendrons a calculer (le plus souvent avec une calculatrice scientifi-
que) des mesures de grandeurs «inimaginables», qu'elles soient trés grandes (les exposants sont
positifs) ou trés petites (les exposants sont négatifs). Nous verrons ensuite comment utiliser des
exposants entiers dans le cadre du calcul algébrique.




Puissances positives de 10

a. Faire les calculs ci-contre avec une calculatrice scientifique.

b, Qu'affiche la calculatrice pour
10x10x10x10x10x10x 10x10x10x10x 10 ?

¢. Ecrire ce nombre sous forme d'une puissance de 10.
d. Prévoir ce que la calculatrice affichera pour le calcul 10" x 100.

e. Les astronomes estiment que notre Univers observable contient
10! galaxies. Une galaxie moyenne comme la nétre est composée
d’environ 10'" étoiles.

Notre Soleil est une étoile de taille moyenne et sa masse est de 'or-
dre de 10** grammes. De plus, nous savons que la majorité de cette
masse est constituée d’atomes d’hydrogéne. Or, dans un gramme
d’hydrogene, il y a environ 10** atomes.

Quel est l'ordre de grandeur du nombre d'atomes dans notre
univers' ?

Puissances négatives de 10

a. Faire les calculs ci-contre avec une calculatrice.
b. Qu'affiche la calculatrice pour

10:10:10:10:10:10:10:10:10:10:10?2

¢. Ecrire ce nombre sous forme d'une puissance de 10.
d. La masse d'un atome d’hydrogene est

0,000000000000000000000027 grammes.

Introduire ce nombre dans la calculatrice et interpréter ce qu'al-
fiche I'écran.

e. Calculer la masse de 5 x 10 atomes d’hydrogéne. Noter ce nom-
bre en écriture décimale.

Notation scientifique

La vitesse de la lumiére est d’environ 300000 km/s. En notation scien-
tifique, on écrit cette vitesse sous la forme 3 x 10° km/s.

a. Calculer la distance parcourue par la lumiére en une heure et écri-
re le résultat en notation scientifique.

b. En un an, la lumiére parcourt a peu prés 9,46 x 10" km. Noter
cette distance en écriture décimale.

1 En physique, pour déterminer l'ordre de grandeur d'une dimension, on utilise sa
notation scientifique ¢t on retient comme ordre de grandeur la puissance de 10
supérieure lorsque la mesure est supérieure ou égale a 5-10", sinon on garde la
méme puissance de 10,

1. Puissances a exposa

10x 10

10x10x 10
10x10x 10x 10
10x10x 10x 10 x 10

!!!!!!!!!!!!!!

10:10: 10
10 :10+10 10
10:10:10:10: 10

iiiiiiiiiiiiii



4. Exposants entiers

@. Partir du tableau des puissances de trois ci-dessous. Observer que
I'on passe d'une colonne a la précédente en divisant par 3 puis
prolonger le tableau vers la gauche.

5. Compléter le tableau pour les puissances de (-2) et de % .

Exposant =5 —4 =3 =) = | 0 1 2 3

| & 1
Puissance de 3 7 =3 g =3

Il
—
Il
ad
=
(d
O

27

|

Puissance de (-2)

Puissance de %

¢. Utiliser ce tableau pour calculer

(=2)* % (=2) (-2 % (=2) (2 ]—3 }{2) 5 A 5 5
i L el R s
(_2_)3 i (‘_22) .(_2)—3 5 (_21)5 3 3 [3] {3}
«l. Réduire les expressions suivantes
a-a (-a) - (~a™)

3 G) bRb

e. Ecrire le résultat sous forme d’une seule puissance de a

5 -5 5 -5 5 | —4 4
5 i 4 73 4

2 3 4 3 2 3
a a 5 a (s a a €




1. Comment écrire un nombre sous la forme d‘une somme de produits
par une puissance de 10 ?

Exemples
1 111,111 = 1000+100+10+1+ — + 4+ !
10 100 1000
=10°+10°+10'+10°+ 10" '+ 1072+ 107*

7654,321 = 7000+600+50+4+ >+ =4

10 100 1000
=7x10°+6x10°+5x10'+4%x10°+3x10°'+2%x10"%+1x107°

10° 10°¢
Lire « dix puissance six ». Lire «dix puissance moins six ».
10°, ¢ ivi de six 0, soit 1000000. | 107, c’est 1 divisé par 10°, soit .

, c’est un 1 suivi de six 0, soi S P T
Pour multiplier 1,0 par 10° on déplace la | Pour multiplier 1,0 par 10-°, on déplace la
virgule de six rangs vers la droite : virgule de six rangs vers la gauche :

1,0 x 10° = 1000000 1,0 x 10-° = 0,000001

Les écritures décimales de 10° et de 10~° sont symétriques 1{}{]:}(}{] 0
par rapport a leur chiffre des unités (et non pas par rapport 0 {}00{}{]1
a la virgule). g
On retiendra que : eng es)

1 millions Rane d

L e ng des
0,1= 10 ~ 10 mlllmmemes)

Si n est positif, I'expression 10" est une fagon d'écrire le nombre 1 suivi de n zéros.
Si n est négatif, 'expression 10" est une facon d’écrire le nombre 1 précédé de n zéros, y
compris le chiffre des unités (qui est 0).

2. Comment interpréter la notation scientifique ?

La notation scientifique permet de voir facilement l'ordre de grandeur d'un nombre. Elle
est utilisée pour de « grands nombres » (ceux qui s'écrivent avec de nombreux zéros) et pour
des nombres proches de 0 (ceux qui comportent de nombreux zéros aprés la virgule).

Exemples

3.6 x 10'° = 36000000000 = 36 milliards.
3450000000000000 =3,45 x 10"°.
0.000000000003 = 3,0 x 10~ 12,

1. Puissances & exposants entiers



Dans la notation scientifique, les nombres sont représentés par un produit de la forme
a % 10" dans lequel le nombre a est écrit avec exactement un chiffre différent de 0 avant la
virgule. Dans le cadre de mesures de grandeurs, le nombre « est positif. Le nombre 2 est un
entier (c'est-a-dire un nombre qui s’écrit sans virgule et qui est soit positif, soit négatif)’.

3. Comment comparer deux nombres donnés en notation scientifique ?

Si les puissances de 10 de nombres écrits sous la forme ¢ » 10" sont différentes, 'ordre est celui
des valeurs de n.

Exemple 1
54x10 " et79x%x 10"
10~ 107,
donc54x 10 '"'>79x 10"

Si les puissances de 10 de nombres écrits sous la forme a » 10" sont égales, I'ordre est celui des
valeurs de «.

Exemple 2
54x 10" et5378 x 10"

54 > 5,378,
donc54x10 "' >5378x 10"

4. Comment utiliser la notation scientifique dans les calculs ?

Pour additionner des nombres écrits en notation scientifique, on se réfere a la priorité des
opérations. Ainsi donc, pour additionner ou soustraire des nombres en écriture scientifi-
que, il faut utiliser I'écriture décimale.

Exemple 1

57x1024+32x107%=
0,0057 + 0,00032 =
0,00602 =

6,02 x 1072,

Pour multiplier des nombres écrits en notation scientifique, on se réfere a l'associativité de
la multiplication. Ainsi donc, pour multiplier deux nombres écrits dans la notation scienti-
fique, on groupe les décimaux entre eux et les puissances de 10 entre elles.

Exemple 2
(9x 107 x(7x107%) =
(9 x7) x (107% x 1073).
1 " 1 1
10000 1000 10000000

donc (9x7)x(10°*%x 103 =63x107=6,3x 10°°.

On sait que 107* x107 = =107,

1 Dans ce chapitre, nous utiliserons le signe «x» pour les calculs numériques afin d'éviter la confusion avec le point décimal
athché par les calculatrices.




On se souvient que lorsque 'on multiple un nombre qui comporte 4 chiffres apres la vir-
gule par un nombre qui en comporte 3, le produit comporte 7 chiffres apres la virgule. On
peut donc prévoir le rang du dernier chiffre de 0,0009 x 0,007. De méme, on peut prévoir le
nombre de zéros du produit 90000 x 7000.

Cette regle de calcul peut s’exprimer sous la forme d'un calcul sur les puissances entieres
de 10.

Pour multiplier entre elles des puissances entiéres de 10, on additionne les exposants.

Les calculatrices scientifiques permettent d'introduire des nombres en notation scientifique
et de faire directement les opérations dans ces notations. La procédure est expliquée dans
le mode d’emploi.

5. Quels sont les préfixes utilisés pour les mesures de grandeurs ?

1 x 10° cest 1 Kilo

1 x 1072, cest 1 milli

1 x 10°, c'est 1 Méga

1 x 10°° c’est 1 micro

1 x 10”, c'est 1 Giga

1 x 1077 c’est 1 nano

1 x 10'2, c’est 1 Tera

1 x 10712, c’est 1 pico

Exemples

| x 10° tonnes, c'est une Mégatonne,
1 x 107 métre, c’est un millimeétre.

6. A quoi correspond l'usage de puissances entiéres dans le calcul numérique
et dans le calcul algébrique ?

La régle de simplification des fractions permet de comprendre la signification des expo-
sants négatifs. Dans les expressions qui suivent, on suppose que les fractions n'ont pas de

dénominateur nul.
Ainsi : 5
| a-d-d-d-d 5.3 2
3 = = 17 = Tl
a a-a-a
g a-a-a 1 35 o9
5: — 2:;_'1 =1
a> a-a-a-a-a a
a’ a-a-a L. & .3
4: i — | = {1
a® a-a-a-a a

Lécriture sous forme de puissance entiére est utilisée pour passer d'une expression qui
comporte des fractions a une autre, équivalente, qui n'en contient pas (ou le contraire).

On retiendra que : {
a’'=—
el
1
ﬂ_z = —3
(
a _a —a. b
p* 1




On observe que lorsqu’un facteur du numérateur d'une fraction passe au dénominateur (ou
le contraire), son exposant change de signe.
Exemples
5 5
5x(-3)" = =
(-3) 3 8
3 3
Ix(-7)2 = .3
1) -7’ 343
A
3# 1
-

7. Comment calculer avec des puissances entieres ?

Les regles de calcul avec des exposants naturels s'étendent aux puissances entieres. Les
calculs qui suivent expliquent pourquoi.

a (] a
Lexposant du résultat est bien la différence entre I'exposant du numérateur et celui du
dénominateur. 5
(a>) = L (WD S
ﬂ3 ﬂlﬁ

Lexposant du résultat est bien le produit des exposants.

e e 1 5
(a*b ') = 513 = a’bc™

Dans le résultat, on retrouve chaque facteur élevé a la puissance - 1.
-5 X+ 10
a _(.-5 33y-2 _ _107-6 _ 4
[FJ e

Dans le résultat, on retrouve le numérateur élevé a la puissance -2 et le dénominateur élevé
a la méme puissance.

Conclusion
Les cing régles de calcul rappelées ci-apres sont valables pour des nombres m et p
entiers.

Regle | a®-af =q"*?

Régle 2 T —gmr

af
Régle 3 (@™)=a™”?
Rég’E A (ﬂb‘:)ﬂl =al’" = b"l < CHI

m 1T
Regle 5 (E] =Z_.




Expliciter les savoirs et les procédures

1. Attention a la virgule

Ecrire le résultat sous la forme d’un nombre décimal.

a. 7,03 x 10* d. 7,311 x 10° g. 7,03 x 107° j. 0,003x 10~
b. 7,003 x 10* e. 7,03 x 107! h. 7,301 x 10~* k. 0,00007 x 10*
c. 7,003 x 10° f. 7,03 x10°° i. 0,03x%x10° L. L1311 %10~

Les bons exposants

Compléter les exposants manquants.

& 12,3=1.23 %10~

e. 1234=1,234 x 10~

i. 0,001=1,0x10"

b. 123,4=1,234 x 10~

f. 0.12=12x 10+

j. 0,0003=3x10"

c. 7=7,0x10" g. 0,0123=1,23 x 10~ k. 12,34=1,234 x 10~
d. 23=23 %10~ h. 0,0102=1,02 x 10" I. 0,00012=1,2x10"
Comparer
a.356x107° et 7,68 x10°°
b.356x10> et 7,68x107°
€. 3,56x107 et 456x10°7

Faire les bons choix

Parmi les expressions a, b et ¢, quelles sont celles qui ont le méme
résultat que 'expression placée en téte de la colonne ?

.32 % 35 23}< 3 3—_1'::( 3—1 3—2 e 3—1 ((—-3)1)3 (__(3}2)3
| a. ! 31{]' 43 32 3—3 _35 _35
b. 37 24 g 5> _3° 53®
| 1 1 1
7 2 = i g 6 6
c. 9 22%2 - : 3 3
Justifier

Réduire les expressions suivantes. Procéder par étapes et citer la

regle utilisée.

a. (a’a'b)’




Appliquer une procédure

6. Ecrire en notation scientifique

a. 1000 d. 0,204 g. 0,0012 j. —0,00000765
b. 225 e. 90 h. 18 k. -117,117117
c. 0,91 f. 782 . 12345098765 ! -;-

7. L'un dans 'autre

a. Combien y a-t-il de microgrammes dans 100 kilogrammes ?

b. Combien y a-t-il de millimetres dans 1 Gigametre ?

8. Résultat sans exposants néegatifs

Transformer chaque expression de fagon a ce qu'il n'y ait pas d’expo-
sant négatil.
-1 _-215 24\
a. b 'a* b, 3 f f i ]
97 c°d (de)

9. Réduire

a. Donner d'abord le résultat avec des exposants entiers (sans utili-
ser de barre de fraction).

b. Convertir le résultat en une expression qui ne comporte pas d'ex-
posant négatif.

¢. Calculer la valeur numérique de chaque expression pour a = 2 et
pi=5;

1 a*h? 32a2h (a’b)™!

2 3
b'a’ ]I 9-'a*p | a'b’?

10. Pas de barre de fraction

Réduire les expressions suivantes. Exprimer le résultat sans utiliser
de barre de fraction.
3a?h’ 12a”"
== d. -13.31-2
3'a’b [(4a)" b7 ]

2'a’p® 15a°b~°
S0 5 2%ah

) (3—|a-1b)3 f (H—Ebﬁ J_I

b. (5a)2b%[(2a) ' b} e.

a’h e




Résoudre un probleme

11. Douter de sa calculatrice

Noémie fait 'opération suivante avec sa calculatrice : 2005000 x
6000300. Sa calculatrice affiche 1,2030602 x 10". Elle doute du
résultat. Pourquoi ? Quel est le résultat exact ?

12. Des masses minuscules

a. La masse de I'atome d’hydrogéne est d’environ 1,67 x 107** g, tan-
dis que celle de I'atome d'uranium est d’environ 3,95 x 107% g.
Quel est le rapport entre la masse de I'atome d'uranium et celle
de l'atome d’hydrogéne ? Donner le résultat d’abord sous forme
d’écriture scientifique, puis avec 3 chiffres significatifs.

b. Une mole de carbone pese 12 g. Elle est composée de 6,02 x 10**
atomes. Quelle est la masse d'un atome de carbone ?

13. La Terre et les astres

a. En un an la lumiére parcourt environ 9,46 x 10'* km. Le diamétre
de la Voie lactée est de 100000 années-lumiére. Convertir cette
distance en kilometres. Utiliser la notation scientifique.

b. La galaxie d’Andromeéde est l'objet le plus lointain visible a I'ceil
nu: elle se trouve a 2300000 années-lumiére. Evaluer cette
distance en kilometres.

¢. Létoile la plus proche, Prima du Centaure, est a environ
4,0 x 10"* km de la Terre. Exprimer cette distance en années-
lumieére.

d. La masse de la Terre est d’environ 5,97 x 10°* kg. Combien cela
fait-il de tonnes ?

14. Les globules rouges

a. On sait que 1 dm® = 1 x 10° mm” et que 1 dm’
de sang contient environ 1 litre de sang. Il y
a en moyenne 5,5 litres de sang qui circulent
dans le corps humain. Un millimetre cube de
sang contient 5 millions de globules rouges.

Combien y a-t-il de globules rouges dans le
sang d'une personne ?

b. Les globules rouges du sang humain ont a peu
pres la forme d'un cylindre de 7 micrometres
de diametre et de 3 micromeétres de hauteur.

Quel est le volume d'un globule rouge ?

¢. Quel est le volume total de tous les globules
rouges du corps humain ?

n 1. Puissances a exposants enfiers




15. Faisceau de protons

Voici quelques extraits du site du CERN a Ge-
neve. Répondre aux questions posées apres
chaque paragraphe.

C.

16. Pollution

On sait que chaque m® de pétrole pése 860 kg.
Lors d'un incendie, 258 tonnes de pétrole se ré-
pandent sur la mer. On estime que ce pétrole
forme une couche de 107 cm d’épaisseur et on
suppose que celui-ci s'étale uniformément a la
surface de I'eau.

Estimer l'aire (en km?) de la tache ainsi formée.

« Des atomes d’hvdrogéne sont extraits d'une
bouteille d’hydrogéne ordinaire. On obtient
des protons en arrachant a des atomes d'’hy-
drogéne leur électron en orbite.

Les protons sont ensuite accélérés par le com-
plexe d'accélérateurs du CERN.

Chaque faisceau de protons est composé de
prés de 3000 paquets de particules, chacun
d’eux contenant 100 milliards de particules. »

Combien y-a-t-il de particules dans un faisceau ? Ecrire le résultat
dans l'écriture scientifique.

« Les particules sont si petites gue la probabilité d'une collision est
infime. Au moment ot les paquets se croisent, il ne se produit gu'une
vingtaine de collisions parmi les 200 milliards de particules. Cela dit,
les paquets se croisent a la cadence d'environ 30 millions de fois par
seconde ; ainsi, le LHC génére jusqui'a 600 millions de collisions par
seconde. »

De quelle opération le nombre «600 millions» est-il le résultat ?
Poser l'opération et écrire le résultat en notation scientifique.

« Un faisceau peut circuler pendant 10 heures. A une vitesse
proche de celle de la lumiére, un proton accomplit 11245 tours
par seconde dans le LHC parcourant plus de 10 milliards de
kilometres. »

De quelle opération la distance « plus de 10 milliards de kilome-
tres » est-elle le résultat ? Poser 'opération et écrire le résultat en
notation scientifique.

(le tunnel du LHC a 26,659 km de circonférence).

Accélérateur de particule du CERN

Exercices




Indications
Commencer par compléter le tableau ci-dessous.
860 kg I m’
1 kg
258 tonnes

17. Une invasion de pissenlits

Une plante de pissenlit donne environ 100 graines par
année. Si toutes ces graines germaient et si I'on n'ar-
rachait aucune plante, on obtiendrait I'année suivante
10000 graines. En supposant qu'il faille deux mille pis-
senlits pour recouvrir un m?, au bout de combien d’an-
nées les continents seraient-ils entierement recouverts

de pissenlits ?

Information
Superficies en millions de km* : Afrique : 30 ;
Amérique : 42 ; Asie : 44 ; Europe : 10 ;

Océanie : 9.
Indication
Commencer par compléter tableau suivant.
Audébut | Apréslan = Aprés2ans | Apres3ans | Apres 4 ans

1 plante 100 plantes = 10000 plantes |




Faire de 'algebre pense-t-on, c'est employer des lettres. Et pourquoi donc ?

Pour jouer par exemple au « calculateur prodige » et expliquer « comment ca marche ».

Ce faisant, on s’apercoit que les lettres se comportent comme des chiffres, ou plutét des nom-
bres, et que 'abc du métier de mathématicien n’est pas, au départ, trés éloigné des calculs
numériques. Additionner, soustraire, multiplier, diviser avec des lettres se fait selon les mémes
regles et les mémes procédures qu'avec des nombres.

Mais le pouvoir des lettres, c'est d'expliquer, de prouver, de généraliser, en un mot, de démontrer.
S'exercer a traduire une situation dans le langage de 'algébre et a transformer des expressions
algébriques, c'est se donner des outils pour explorer de nouveaux horizons : élaborer une for-
mule, résoudre des équations de plus en plus compliquées, étudier de nouvelles fonctions.

Dans ce chapitre, on apprend a transformer une expression algébrique en une autre plus com-
mode ou mieux adaptée au probléme. Principalement a passer d'une « écriture somme » a une
« écriture produit ». Pour ce faire, on apprendra comment se servir des produits remarquables,
on découvrira de nouvelles techniques liées aux propriétés des polynomes.

L'objectif ? Devenir de plus en plus habile dans le calcul littéral, I'intégrer comme un nouveau

langage et l'utiliser pour démontrer.

Pour fabriquer de telles piéces, il faut calculer la quantité de métal utilisé, c'est-a-dire la somme des volumes de
chaque partie. Si, dans une série de piéces & fabriquer, une seule dimension varie [par exemple, le diamétre de
la base), le volume de chaque piéce est la valeur numérique d’un polynéme d’une seule variable.




Le magicien et les dominos

Un ensemble de dominos est étalé sur la table. Cha-
cun en choisit un. Un « magicien » va deviner lequel.
Pour y arriver, il demande d'effectuer les calculs sui-
vants.

— Multiplier un des deux nombres du domino par
10.

— Ajouter le double de l'autre nombre au produit
obtenu.

— Multiplier cette somme par le premier nombre.
— Multiplier ce produit par 10.

— Ajouter a ce produit le carré du second nombre
du domino.

11 suffit au magicien de connaitre ce dernier résultat
pour découvrir (en faisant une seule opération a la
calculatrice) le domino choisi.

Pour expliquer ce tour,

a. appeler a, le nombre de points situés d’'un c6té, et b, le nombre de
points situés de 'autre coté,

b. traduire la suite des opérations sous forme d'une expression
algébrique,
¢. réduire cette expression et I'interpréter.

Une preuve sans mots

En découpant puis en réassemblant différemment les deux trape-
zes de la lig. |, on montre que a”— 1 peut s’écrire sous forme d'un

produit.

Réaliser un dessin qui illustre cette identité au départ de ces deux
trapezes.

Développer et factoriser

Pour développer un produit de deux sommes, on peut présenter les
calculs comme le montrent les deux exemples ci-dessous.

Développer (x + 4)(x + 1) (x-3)x-5)=
multiplié par ~ «x 4 multiplié par x =3
X _ x° 4x x x’ =X
1 i - -3 —3x 15
(x +4)(x+1)=(x*+5x +4) (x—3)(x-5)=x*—8x+ 15




a. Compléter les tableaux ci-dessous et écrire les égalités correspon-

dantes.
multiplié par X multiplié par ...
x2 -2x v | 3x
3 o |3 ] | 2 | 6 =
= xX+5x+6=...

Dans ce dernier exercice, la partie gauche de I'égalité est une somme,
celle de droite, un produit. Transformer une somme en produit,
c’est factoriser. Le produit de deux binémes du premier degré est
un trindme du deuxiéme degré et le terme indépendant du trinéme
(le terme qui ne contient pas la variable) est le produit des termes
indépendants des deux binémes.

b. Compléter les tableaux ci-dessous et les égalités correspondantes.

multiplié par | ... multiplié par | ...
. X o
| 9
P+ +1= -6x+9=...
multiplié par | ... | multiplié par ... ‘
% | | 4x? |
| | -1 | we || =% |
2-l= 4 ~9=..,
multiplié par X —-a
X o —ax
-b —bx
.. (x—a)x-B)=x""—(.cconnun T

4. Demontrer

a. Si on augmente d'une unité le produit de deux nombres impairs
consécutifs, on trouve un carré parfait. Explorer, démontrer.

Indication

Faire la démonstration en écrivant les nombres impairs consé-
cutifs d'abord sous la forme (2n — 1) et (2u + 1), puis sous la
forme (2n + 1) et (21 + 3).

b, La somme de deux nombres est 70. La différence de leur carré est
2 100. Quels sont ces deux nombres ?




5. Factoriser un polynome
dont on connait un des facteurs

Pour factoriser le polynéme P, (x) = x* + 4x* + 5x + 6, on peut multiplié par | ...
disposer les calculs dans un tableau que 'on compléte pro- -

gressivement. Voici les premicres étapes. X X -
3 6 |

On place dans le tableau les éléments dont on connait la
position
EX+4x2+5x+6=(x+3)(x*+...x+..).

multiplié par x

On calcule les éléments qui viennent compléter la deuxieme
colonne. % X
3 ' | . 6

On sait que la somme des termes en x° est 4x°, on compleéte
ainsi une case de la troisieme colonne. On poursuit dans un
va-et-vient entre le tableau et le polynéme a factoriser.

a. Ecrire x* + 4x? + 5x + 6 sous forme d’'un produit. multiplié par xé i
b. Factoriser P,(x)=2x* - 2x* - 10x — 6 sachant que le bi- < i _ i
nome x — 3 est l'un de ses facteurs. 3 3x 6

6. La division euclidienne

Pour diviser le polynéme P (x)=x"+4x"+5x+6 par le binéme
(x + 3), on peut aussi disposer les calculs comme pour une division

écrite (fig. 2).

Voici un exemple de division d'un polynéme par un binéme dont le
reste n'est pas nul (/i 7). Dans ce cas, le polynéme peut s'écrire sous
la forme x> = 8x + 17 =(x — 1)(x — 9) + 26.

Ce qui ne correspond pas a une « écriture produit ».

Effectuer les divisions suivantes pour écrire le polynéme donné sous P+ dx? + Sx+6 |x+3
la forme D(x) = (x — a)Q(x) +r. 437 1 | re2
i3 x*+5x¢ |
Diviser... i PAY 1us ‘ —(x?+3x) |
x% + 9x +14 _—r 20+ 6
~(2x + 6)
x°—2x"-9x + 18 x+3 0
22+ 9x + 14 x-17 fig. 2
x%+9x + 20 x+7 P -8x+17 [x+1
; —x? +x) E x—9
. . » e _ "~ . -~ —9x + 17
7. Divisibilité d’'un polynome par un binome {(9x-9)

S’en référer aux polynémes de I'exercice d'exploration 5.

a. Calct;ler P (-3), a savoir, la valeur numérique de P,(x) pour
x=-3.

b. Calculer P,(3).
¢. Expliquer pourquoi ces résultats sont nuls.




Outre les nouveaux acquis, cette svnthése reprend l'essentiel de ce qui a été étudié les années préce-
dentes : ce qui sert de référence pour établir les nouvelles propriétés et pour faire les exercices.

1. Comment réduire un produit ?

Exemples
Les expressions x(—2x2) ; xy(=2) ; —2x°y’(=3) ; x%yx’y" sont des produits.
Les expressions —2x° ; —2xy ; 6x°y’ ; x’y* sont les formes réduites de ces
produits.

Enoncé 2.1
La forme réduite d'un produit de facteurs numériques et littéraux est appelée mondéme.

Un binéme est une somme de deux mon6émes. Un polynéme est une somme de monoé-
mes.

2. Comment déterminer le degré d’'un monome ?

Exemples

Le degré du monéme —2x° est 3.
Le degré du monéme 6x°y " est 10.

Enoncé 2.2
Le degré d’'un mondéme est la somme des exposants de toutes les lettres qui figurent dans

ce monome.

3. Comment multiplier un monéme par un nombre ?

Exemples

Pour multiplier 200 par 6, on fait 6 x (2 x 100) = 12 x 100.
On n'a multiplié qu'un seul facteur du produit (2 x 100) par 6.
En calcul littéral, cela devient

—7(=2xy) = 14xy

—1(6x3%7) =—6x>y?

Enoncé 2.3
Pour multiplier un monéme (sous sa forme réduite) par un nombre, on multiplie unique-

ment le facteur numérique de ce produit par ce nombre.
Multiplier un monéme par -1, c’est prendre 'opposé de ce mondme.




4. Comment élever un monéme a une puissance ?

Exemples
Pour élever 30 au carré, on fait (3 x 10)* = 9 x 100 = 900.
Pour élever 0,3 au carré, on fait (3 x0,1)*>=9x 0,01 = 0,09.

En calcul littéral, on a
{-*21}")3 :—8.1’3}'3 : (ﬁIB},T}E - 36Ib}’]4 : {I ?},4}2 =IH}'S

Enoncé 2.4
Pour élever un produit 4 une puissance, on éléve chaque facteur du produit a cette puis-

sance.

5. Comment multiplier un polynéme par un monome ?

Exemples

Pour multiplier 102 par 6, on fait 6 x (100 + 2) = (6 x 100) + (6 x 2).
On a multiplié chaque terme de la somme (100 + 2) par 6.
En calcul littéral, on a
2a(a + 3b) =2a" + 6ab
~3a*(2a — 1) =—6a’ + 3a’

—(-3a+5)=-1(-3a+5)=3a -5
Dans ces trois exemples, la partie gauche de l'égalité est un produit, la par-
tie droite est une somme. Passer d'une « écriture produit » a une « écriture
somme », ¢c'est développer I'expression algébrique.

Enoncé 2.5
Pour multiplier un polynéme par un monéme, on multiplie chaque terme du polynéme

par le monome.
Pour prendre l'opposé d'une somme, on prend 'opposé de chaque terme de cette somme.

6. Comment metire en évidence ?

Exemples
Pour additionner (0,2 x 13) et (0,2 x 7), on fait (0,2 x13) +(0,2x7)=0,2x (13 + 7).
Le nombre 0,2 qui figurait dans chaque terme (de la partie gauche) a été mis en
évidence.
En calcul littéral, cela devient
12a* + 18a = 6a(2a + 3)
—15ab?* + 3a’bh - 3ab = 3ab(-5b +a - 1)

Enoncé 2.6
Apres avoir repéré les facteurs qui figurent dans chaque terme d'un polynéme, mettre en

évidence conduit a une « écriture produit ».




7. Comment réduire une somme de termes semblables ?

Cette réduction repose sur une ou plusieurs mises en évidence.

Exemples
3a +2a=a(2+ 3) =5a.
3a+2a+5b-3b=a(2+3)+b(5-3)="5a+ 2b.
Sxdy?2—2xyt=x* (5 -2)=3x"y2
~2xy + 6x°y% —x7y? - 5xy = —Txy + 5x°y2.

Enoncé 2.7

Les termes semblables ont la méme partie littérale (les mémes lettres figurent avec les mé-
mes exposants dans chacun des termes). On ne peut réduire que des termes semblables.
Un polynéme réduit est un polynéme dans lequel la réduction des termes semblables a

été effectuée.

8. Comment déterminer le degré d’un polynome ?

Exemples

Le polynome —2x* + 4x est ordonné et de degré 3.

Le polynéme 3x* + 5x + 2x* — 5x % + 7 n'est ni réduit ni ordonné. Il est du premier
degré.

Le polynome 3x* + 5x + 2x° + 7 est réduit mais n’est pas ordonné. 1l est du troi-
sieme degré.

Enoncé 2.8
Le degré d'un polynéme réduit et ordonné par ordre décroissant est le degré de son pre-

mier terme.

9. Comment diviser un polynéme entier en x par un binéme ?

Exemple
Diviser 3x* + 4x* — 19x + 8 par 3x — 2.
Comme le degré du dividende est 3 et celui du diviseur est 1, le degré du quotient
est3-1=2.
Voici comment disposer les calculs.

3+ 4x° - 19 +8 | 3x -2
(3-2) 1 | x42x-5
6x*-19x
—(6x*—4x)
15+ 8
—(-15x + 10)
—2 fig. 4

On sait que dans toute division, la relation entre dividende (D), diviseur (d), quotient (g) et

reste (r) est
D=dg +r.




Appliquée au polynéme donné, cette égalité devient
36 +4x% - 19x + 8 =(3x - 2)(x* + 2x - 5) - 2.

Avant d’effectuer une division d'un polynéme par un binéme du premier degré, on peut
prévoir le degré du quotient : il suffit de diminuer celui du dividende d'une unité.

Le reste est de degré zéro, c'est-a-dire qu'il ne renferme pas la variable x.

Appliquée a la division d'un polynéme en x par un binéme en x, la relation fondamentale
D =dg + r entre le dividende, le diviseur, le quotient et le reste devient :

P(x) =(ax - b)O(x) +r.
Q(x) étant le quotient de la division et r le reste.
Remarque

Avant de poser la division, il faut veiller a ce que le dividende soit ordonné et complet.
S'il est incomplet, on insére le (ou les) terme(s) manquant(s) avec un coefficient nul.

Enoncé 2.9 - Loi du reste

Lorsque la division se fait exactement, on peut prévoir le dernier terme du quotient : c’est
le quotient du dernier terme du dividende par le dernier terme du diviseur.

10. Comment reconnaitre si un polynéme est divisible par (x —a) ?

Enoncé 2.10
Le reste de la division d'un polynéme entier en x par le binome (x — a) est la valeur numé-
rique du polynéme pour x =a.
Démonstration
Si on divise le polynéome P(x) par le binéme (x —a), ona :
P(x) =(x —a)O(x) +r.
Si on remplace x par a dans cette égalité, on a :

Pla) = (a —a)Ql(x) +r,
Donc P(a) =r.

@mﬁﬂL
Enoncé 2.11

Si la valeur numérique d'un polynéme P(x) pour x = a est nulle, alors P(x) est divisible par
(x —a). En effet, si P(a) = 0, le reste de la division est zéro.
On utilise cette propriété pour essayer de factoriser un polynoéme.




Exemple
Factoriser x° + 2x* — 7x — 2.
Si ce polynéme est divisible par (x — a) avec a entier, la valeur de a est un di-
viseur entier de —2. Calculons successivement P(-1), P(1), P(=2), P(2) jusqu’'a
ce que l'on trouve un diviseur qui convient.

Pl)=1+2-7-2%0,
P(-1)=-14+2+7-2%20,
P(2)=8+8-14-2=0.

Donc P(x) = (x — 2)Q(x).
On détermine Q(x) en effectuant la division euclidienne de x* + 2x* — 7Tx -2
par (x — 2). On peut aussi organiser les calculs en utilisant un tableau.

11. Quelle factorisation utiliser ?

Enoncé 2.12

Factoriser, c'est transformer une « écriture somme » en une « écriture produit »
équivalente.

Plusieurs procédés permettent d’y parvenir :

— mettre en évidence (voir plus haut) ;

- reconnaitre, quand cela se présente, un produit remarquable ;

Exemple
4a* - 9b% = (2a* + 3b)(2a® - 3b)
4a* + 9b% — 12a°%b = (2a* - 3b)?

- effectuer la division par (x - a) quand P(a) = 0.




Expliciter les savoirs et les procédures

Vrai ou faux ? Expliquer

Dans tous les énoncés ou elle figure, la lettre n désigne un nombre
naturel (c'est-a-dire un nombre entier positif).

a. Le nombre n + 5 se termine par 5.

b. Le nombre 101 + 5 se termine par 5.

¢. Les nombres 211 + 5 et 2n — 5 sont tous les deux impairs.
d. Le prédécesseur den + 1 est n — 1.

e. Sin est un nombre de trois chiffres, a étant le chiffre des centaines,
b le chiffre des dizaines et ¢ le chiffre des unités, alors le nombre
renversé vaut 100c + 106 + a.

f. Quelqu'un dit que l'opposé de (a — b) est (b —a). A-t-il raison ?
g. Quelqu'un dit (a + b)* = a® + b*. A-t-il raison ?

h. Parmi les calculs ci-apres, quels sont ceux qui ont comme résultat
le carré de 19 ?

20% - 12 100 + 180 + 81
10% + 92 400 - 40 + 1

Mentalement ou presque...

On sait que 292 = (30— 1)* =900 — 60 + 1 = 841. Utiliser la méme identité
pour calculer 497 ; 997 ; 1997 ; 4997,

Le bon facteur

Par quel facteur faut-il multiplier les expressions algébriques suivantes ?
a. a + b pour obtenir a* - b

b. a — b pour obtenir a* - b*

¢. 2a’b + 1 pour obtenir 12a°b* + 12a°b + 3

d. 5a° pour obtenir 154°

e. 3a’ pour obtenir 54*

f. abc® pour obtenir ¢’

g. % pour obtenir %

h. 3 + x pour obtenir 3
i. 3+ x pour obtenir x

|. abc pour obtenira + b +c




4. Preévoir

a. Les divisions suivantes se font exactement. Prévoir le degré du
quotient, le premier et le dernier terme du quotient.

1) (35x° +47x% +13x + 1) : (5x + 1)
2) (6x% - 172" + 14%.—.3) : (2%~ 3)

b. Prévoir le reste des divisions suivantes.
]}{x3—4.x1+4x— 1):(x=1)
2} (xt—Txt— x4 6) : (x+3)
3) (x®-40x-63): (x = 7)

¢. Un seul des polynémes ci-dessous (d) n’est pas divisible par x — a.
Lequel ?
d. Un seul des polynémes n’est pas divisible par x + a. Lequel ?
Jo*—a?
2) 2ax® +a’x” = 3a’x
3)x° +a’

2 2

4) x° —ax* —a’x’ + a’x

5. Déterminer un parametre

Calculer la valeur de m sachant que P(x) = x* — 5x + m est divisible
par x + 3.

Appliquer une procédure

6. Factoriser les expressions suivantes

a. 4x% - 12 g. 3x3 - 7x* m. —(6f +4)(x — 1) + (3t + 2)(z - 6)

b. 813 — 6xt h. 2a(p + 3) + 2a (-p + 8) n. (2x —4)(-3x+2)—(-9x + 6)(5x + 3)
c. —8x%—4x* |i. 4x3a-6)+12x3(2a - 3) 0. ab+b

d. 21ab + Ta i. 9%Z(2% +7) = 5x% (= 2% + 3) p. ab® +ab

e. 126 -8ab |k.(@-1)2a-3)+(a—1)(4t+6) q. 3(a+b)*+(a+b)

f. 4dxt - 3xt . (-7x+3)3x+1)-(3x+1)(6x—-3) r. alb+1)=(bB+1)

7. Développer

Ecrire les produits suivants sous forme de sommes et réduire ces

SOITITIES.

a. (x+2)(3x-4) f. (*=y) (@ +y) . (x4 2) (—=x+2)
b. (x—2) (3x +4) g. (x=1)(x+2)(2x-1) L (=x+2)(—x-2)
€ (2%"=5) (3% —~6) he (—x-1)(x-2)2x+ 1) m.(—x + 2)*

d. (-2x*>-5) (=3x-6) o (2= 1) a2 (=20 —1) ne (a2}

e. (—x+y)(x-y) ] ~(x—=1)(—x+2)(-2x~-1) 0. —(x - 2)°




8. Un tableau pour factoriser

a. Compléter les tableaux ci-dessous pour factoriser les trindmes

donnés.
multiplié par | ... multiplié par
x2 12
30 +12
X2=11x+30=... =Rt 12=,.

b. Utiliser un tableau pour factoriser les trin6mes donnés.

1) 2% -4z 5 3)x?-4x-12 5) x> - 55— 14

2) x*+10x + 16 4) x* — 4x — 32 6) x* +20x + 19

9. Factoriser

a.a’-9 he g*=h? o

2
X :'5_-3‘:__'}’+9y2

18 2
b.b*-4 i. 16a*-81b* p- x° + 10x + 21
€ az-% ] a®+2a+1 q. x> +5x +6
2
d.%—é k. 4a°-12a +9 £ %12
e. 3a’b? - 12b? . 9%*+24a>+16 s. x2-8x+12
f. 4a%h - 9ab® m. a?-_“% t. 3&1—3a+%
g. 3a° - 484° n. 025> +a +1 u. 8a%-24a + 18

10. Le PGCD de plusieurs polynomes

Pour chaque groupe de polynémes, déterminer un diviseur commun
de degré le plus élevé possible.

a. 30x%y%z? ; 24xyz ; 6y* ; 15y%z.

b. 3x(x-2)(x-1)* ;: 6x(x-1) ; (x-1)(x + 2).
€. 15x%(x—-vy) ; 12(x-y)(x +¥) ; 16(x-y).
d. 24%* 4+ 8% ; 2% ; 12%% + 4x”.

AR BB 2 G PR3k

L 2%t 420al 221 5+ TPE-3).
it %202 % -1 £ 30 5 =58

he ¥ -81x : (x*-9)(x +2) ; 223+ 5x% + 6.




11. Fractions algébriques

15v%z . x“—x

" 30x2y?z2 D x®—4x? +3x

- 15.::2(.1:—3:) d :5-—81:-:
16(x—v) x“+5x+6
12. Différence et quotient
Calculer A - B et A . Simplifier les expressions obtenues. On suppose
B#0. B
A B

7t - 21 14(t — 3)

3x — xy x(y — 3)

-4 (b +2)°

4t - 4 2(3+1)

S5xy — x° S5y* — xy

-1 t*—t

2+2x+1 1 -

~2(3 -5a)(3 + 5a) (5a + 3)(5a — 3)

(25 -x)* (x —25)°

4a* - 12a + 9 (3 —2a)(1 + 5a)

1-a* (a+1)(a-1)

-b*+2b+3 (b-2)b+1)

25 — & X—3

16x% + 24x + 9 ~8x — 6

Simplifier les fractions suivantes (on suppose que les dénominateurs

ne sont pas nuls).

2

13. Utiliser la loi du reste

Factoriser les polynémes suivants.
Q. x’+2x*-5x-6 € 3x*—4x® - 11x*+ 16x -4
b. x}+9x?+ 11x-21 d. x° +3x° - 16x — 48

14. Division euclidienne

Effectuer les divisions suivantes et écrire l'égalité fondamentale
correspondante.

a. (*+2x*-5x-6): (x+2)

b. (x* +9x?+ 11x-21): (x + 2)

€ (6x* =57 =232+ 206 ~4) : (x—2)
d. (x*+3x*-16x-40): (x - 2)




15.

16.

17.

18.

19.

Résoudre un probleme

En boucle !

Si on entre 7 dans le programme de calcul ci-contre (fig. 5), on trouve
93. Ensuite on recommence avec 93 et on retrouve... 7 !

a. Recommencer avec un autre nombre plus grand que 100, puis
avec un nombre négatif.

b. Expliquer pourquoi on retrouve toujours le nombre entré.

Inverse et opposeé

La particularité du programme de calcul ci-contre (fig. 6) n'apparait
qu'a l'issue de la troisieme boucle... si I'on n'a pas fait d'erreur de
calcul.

a. Entrer d'abord un nombre naturel, puis un nombre négatif, et en-
suite une fraction.

b. Expliquer la particularité de ce programme.

Trois nombres conséecutifs

Chacun choisit trois nombres consécutifs. Il retranche au carré du
deuxieme le produit du premier par le troisieme. Le résultat est
toujours 1. Expliquer cela en appelant « a » le deuxiéme nombre.

Avec une calculatrice

Ecrire le volume du solide formé par le cylindre et le céne en fonction
de y (fig. 7). Transformer cette formule pour que, lorsqu’y est donné,
le calcul de ce volume, soit le plus rapide possible.

Un cone et deux « diabolos »

Les trois cylindres ci-dessous ont tous les mémes mesures. Les hau-
teurs des cones de la lig. 9 ont méme mesure.

Le coHne inscrit dans la fig. 8 et les diabolos des fig. 9 et 10 ont-ils
méme volume ?

e

Entrer un nombre

|
|

Calculer
100 — ce nombre A
‘ Ecrire le résultat
tig. 5
Entrer un nombre
Prendre l'inverse
Prendre I'opposé A
Ajouter 1
‘ Ecrire le résultat ———
fig. 6

tig. 10



Pour aller plus loin

20. Lire dans les yeux

Choisir un nombre de deux chiffres différents. Ecrire le nombre
renversé (le chiffre des unités devient le chiffre des dizaines et réci-
proquement). Calculer la différence entre ces deux nombres (le plus
grand moins le plus petit). Repérer ce nombre dans I'une des tables
(fig. 11 et 12) et regarder attentivement le sigle qui figure en face de
ce nombre.

Le magicien pourra lire ce sigle dans les yeux de celui qui I'a fixé.
Comment ? Pourquoi.

1§ 2% (30 |44+ [5© |6+ |7% | |1[] |2 |322 |4+ |sX |6 |73
30 9@ |10+ |119 |12 |30 |1a4+ | [gB 9@ |10 110 13X | 14X
15O (16 174 |18€ |19 (20 [210 | |15 16 |172218© | 1929 |20 5|21 <&
2% (239 |24% |50 |26 [ |27 € |28+ | |22+ |23P |24 X |25K |26 € [27© |28 +
29+ |304 (310 (329 [33% (34 (350 | |20 )| 30X |31[=] |322% |33+ 344 | 35 [X]
6 € (370 (384 |39 [40% |41 ] (20 | |36© |37 2% |38 39 X 2041+ |02
B3O [4a%c |45€ |46 9 |47+ (48] |40 | |a3[E |24 <D 45© |46 @47 X |48 + | 2022
500 |51 8 [5260 |53%% |54 € |559 |564 | 5020 |51 (520 (53X |54© |55 |56 +
579 |58 9 |59+ (600 |61%% |620 |63 € | [57€0 |55 @7 (59X |60 [ |61 K] |62 B> | 63©
640 |65 |66 § |67+ |68 L |69 [ 704 | |6aX] |65 6620 |67 X |68 + |69 &)| 70 B>
71 |72€ 730 |74 |59 |76% (770 | |11+ 2O |13 @742 | 75 |76 X1 | 77 22
789 (790 [80¥r |81 € |82+ [830 [84¥r | 7182079 D) 80X [81© |32 87|83< |84 +
850 |86+ |87 |88 9 |89%% |90 € |91 4 | |85 |86 2% |87 ) |88 + |89[X1| 00 © |91<®
920 (930 |94 9 |95% [96© |97 [ |98 | |92+ |93[XT |04 X |05 |96 X |97 7| 08 &

fig. 11 fig. 12

21. D’apres le dernier chiffre

Choisir un nombre de trois chiffres dont le premier chiffre est diffé-
rent du troisiéme. Ecrire le nombre renversé. Calculer la différence
entre ces deux nombres (le plus grand moins le plus petit). En don-
nant le dernier chiffre de ce nombre au magicien, celui-ci peut devi-
ner le résultat. Expliquer pourquoi.

22. Programmes de calcul

a1. Choisir deux chiffres a et b différents et dont aucun ne vaut 0.

» écrire tous les nombres naturels que 'on peut former avec ces
deux chiffres,

» calculer la somme de ces nombres,

* calculer le quotient de cette somme par (a + b).




Exécuter ce programme plusieurs fois.
Quelle est la propriété du résultat ?
Démontrer.

b. Rédiger un programme analogue avec trois chiffres a, b et ¢. Exé-
cuter ce programme plusieurs fois et énoncer la propriété des ré-
sultats obtenus. Démontrer.

23. Et apres ?

Prolonger cette suite de calculs. Ecrire I'identité correspondante et la
démontrer.

8-2=1x2x%3

27-3=2x3x4

64-4=3x4x5

24. Avec trois des

Le magicien demande au public de lancer trois dés, de noter les sco-
res puis de cacher les dés sous un foulard.

Il demande ensuite de faire successivement les opérations suivan-
ies :

— doubler le score du premier dé,
— ajouter 5,

— multiplier le résultat par 5,

— ajouter le score du deuxieme dé,
— multiplier le résultat par 10,

— ajouter le score du troisieme dé,
— retrancher 139.

Le magicien demande de lui fournir ce résultat. Mentalement, il re-
tranche 111 puis il est capable de donner, dans l'ordre, les scores de
chacun des dés. Explorer. Démontrer.

25. Prodigieux !

Pour élever au carré un nombre qui se termine par 5, on multiplie le
nombre de ses dizaines par le nombre de ses dizaines augmenté de 1.
Le produit obtenu est le nombre de centaines du résultat. Il suffit alors
d’ajouter 25.

Ainsi pour calculer le carré de 35 on fait 3 fois 4 égal 12. Ensuite on
ajoute 25 a 1200. Le carré de 35 est 1225!

a. Appliquer la « recette » pour élever 45 au carré puis 65.

b. Ecrire le nombre que l'on veut élever au carré sous la forme
10a + 5, élever cette somme au carré et montrer qu'on peut aussi
I'écrire sous la forme 100a (a + 1) + 25.

¢. Expliquer ce prodige en comparant cette écriture littérale a la
« recette » appliquée.




Quand on résout un probléme par la méthode des ¢quations, on représente les quantités in-
connues par des lettres et on traduit la situation par des opérations. M
¢ est que cette maniere de faire n'est apparue que trés tardivement da
les actuels tels que le signe « + » ou le signe « = » nont été utilisés e
la Renaissance (aprés les années 1500).

ais, ce que l'on sait peu,
ns l'histoire. Les symbo-
n Europe qu'a I'époque de

Il v a presque 4000 ans, les Egvptiens utilisaient déja des mé-
thodes formulées un peu comme des recettes pour résoudre
certaines catégories de problémes. Ces méthodes ont conduit
a des techniques de calcul de plus en plus efficaces.

Vers 780, AL-Knwarizmi, qui travaillait 2 Bagdad, a écrit le Livre
abrégé sur le calcul par al-gabr et al-mugabala. On v trouve deux
régles permettant de résoudre ce que 'on appell;: aujourd’hui
des « équations ». La technique al-gabr a donné son nom  I'al-
gebre. Ces regles sont trés proches de celles que l'on pratique
actuellement.

—
=
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Dans ce chapitre, on apprend a utiliser ces régles pour transfor-
mer une formule. On revient ensuite aux fractions algébriques

& Ll bt o8
dont le dénominateur contient une ou plusieurs variables.

4 .;)J.L'-ll' »

e

On apprend ensuite a résoudre des problemes variés par la mé-
thode des équations.

» ['s I. - |y .
Gl
o plme g le Ziry 34

Ceux qui approfondissent leurs compétences dans ce chapitre-ci 2TpeBD ==
aborderont des problemes liés aux calculs de pourcentages.,

Premiére page du Kitab al-mukhtasar
fi hisab al-jabr wa-muqabala




Garder |'équilibre

Une brique est placée sur le plateau de gauche d'une balance. On

maintient I'équilibre en déposant a droite les % d'une brique et une
masse de % kg.

On demande quelle est la masse d'une brique.

a. Dessiner un schéma de la méme balance dans laquelle on a enlevé

les % d'une brique de chaque coté.

b. Que pese le quart d'une brique ?
<. Que pése une brique ?

. Si on appelle x la masse d'une brique, la situation peut étre tra-
duite en langage littéral par I'équation

.~
Y

e. Ecrire I'équation qui correspond a la deuxieéme situation (la
balance dessinée en @).

f. En déduire la valeur de x.

D’une équation a |"autre
a. Pour passer de I'équation 3x + 1 =7 al'équation équivalente 3x = 6,
on retranche 1 aux deux membres.

Voici six équations et leur solution. Pour chacune d'elles, indiquer
le (ou les) propriété(s) utilisée(s).

| 3) %:::-1 8) e Sael
x==7 == oM |
9) x~5=0 4) _§x=5 8)-p it A= 35
x=D x=-1—5~ g
2

b. Quelles sont les valeurs de x qui vérifient les égalités suivantes ?

1) 3x=0 4 3x =-1 7) —3{x+‘—;)=—3x—l

2) 0x =3 5)3x-5=3x+5

3| =-3x==-3x+1 0 %x:{]




3. Une couronne circulaire
Pour calculer 'aire d’'une couronne circulaire, on utilise la formule
A=nrld+c)e,

dans laquelle d est le diametre du cercle intérieur et ¢ la distance en-
tre les deux cercles.

a. Etablir cette formule a partir de celle de l'aire du disque.

Indication

Laire du grand disque peut s’écrire : u[g}z, celle du petit dis-

- [dJZ
que peut sécrire : n il

Aprés avoir écrit leur différence et transformé cette expression,
on opére quelques remplacements sachant que D —d = 2¢ et que
D=d+2c.

b. Si on sait que A = 188,4 mm? et que ¢ = 5 mm, calculer d. Ecrire
I'équation que l'on obtient en remplacant A = 188,4 et ¢ = 5, résou-
dre cette équation.

¢. Lorsque l'on doit effectuer beaucoup de calculs de ce type, on
transforme la formule A = n(d + ¢)c en une autre qui exprime d en
fonction de A et de ¢. Quelle est cette formule ?

4. Produit nul

a. Compléter I'égalité
(= 2x + 5)(... «oo o ) =2 =92+ 3S.

Par quels nombres faut-il remplacer x pour que l'expression
—2x% — 9x + 35 soit égale a zéro ?

. Compléter le tableau suivant.

Ecriture Ecriture Valeurs de x pour
somme produit lesquelles P(x) = 0
P(x) x*+5x+6
P,(x) 2x +6)(x - 1)
P(x) |x*+ 7x + 10
P,(x) (x — 1)(2x + 3)
P(x) -6x*-3x+9

A (x) n'est-elle
P, (x)

¢. Pour quelles valeurs de x la fraction algébrique

pas un nombre réel ?

h(x) . 2x+6
P,(x) 2x+3

porte quelle valeur de x ?

¢. Les fractions

sont-elles équivalentes pour n'im-




5. L'algébre pense pour vous !

Une raffinerie mélange 400 litres d’huile d'olive de
premiére pression cofitant 3 € le litre avec 600 li-
tres d’huile de seconde pression. Le mélange re-
vient a 2,40 € le litre. Quel est le prix de produc-
tion (au litre) de 'huile de seconde pression ?

a. Reprendre, sous forme de schéma, les différen-
tes quantités présentes dans I'énoncé.

&. Repérer l'inconnue et I'appeler x.
c. Quelle est la quantité d’huile du mélange ?

¢. Quel est le prix total de l'huile de premiere
pression ?

. Ecrire le prix total de I'huile de seconde pres-
sion.

f. Traduire dans le langage de l'algebre 1'égalité suivante : lorsque
I'on additionne le prix total de I'huile de premiére pression et le
prix total de I'huile de seconde pression, on trouve le prix total
du mélange. C'est I'équation qui permet de trouver la solution du
probléme.

g. Résoudre cette équation.

h. Revenir a I'équation et remplacer I'inconnue par la valeur trouvée.
Vérifier si cette valeur est exacte.

Pour aller plus loin

6. La TVA

On consideére que le montant de la TVA (taxe sur la valeur ajoutée)
est de 21 %.

a. Utiliser la disposition du tableau ci-contre pour calculer les prix Prix Prix
TVAC (TVA Comprise) des articles qui, hors TVA, cofitent 45 €, HTVA TVA TVAC
67 €, 124 €, 258 €. | | |

5 | 945 34,45

b. Un commerg¢ant doit appliquer le méme taux de TVA a de nom- :7 | | |

|

breux articles. Aprés avoir terminé ses premiers calculs, il se de-
mande comment passer directement de la premiere colonne a la
troisieme. Il observe qu'il y a toujours le méme rapport entre le
prix hors TVA et le prix TVAC. Quel est ce rapport ? Ecrire la for-

mule qui permet de calculer le prix TVAC quand on connait le prix
HTVA.

¢. Un article cofite 300 € TVA comprise. Quelle était sa valeur avant
qu’on lui applique la TVA ? Ecrire la formule qui permet de calcu-
ler le prix HTVA quand on connait le prix TVAC.

= 3. Equations, fractions algébriques et transformations de formules



7. Prix d’amis

Alexia tient une boutique de vétements. Elle calcule ses prix de fa-
con a faire un bénéfice de 40 %. Lorsque son amie vient lui acheter
quelque chose, elle réduit le prix affiché de 40 %. Apres avoir fait ses
comptes, Alexia s’apercoit que non seulement elle n'a rien gagné sur
cette vente, mais qu'elle y a perdu. Voici le schéma qu’elle a suivi pour
faire ses calculs.

/1 ;,,7. Y yoZo

400 € 14D £ 3y €
lig. 3

a. Quel est le pourcentage de perte ? Ecrire la formule qui permet de
calculer le prix final lorsqu’on applique successivement une aug-
mentation de 40 % et une réduction de 40 %.

. Et si Alexia fait un bénéfice de 45 % sur un vétement qu’elle achete
80 € puis qu'elle accorde a son amie une réduction de 45 % sur le

prix affiché, quel sera le prix accordé ? Quelle sera sa perte (en € et
en % de son prix d’achat) ?




1. Quelles sont les propriétés des égalités qui permettent de résoudre
une équation du premier degre ?

Deux propriétés permettent de remplacer une équation par une autre équivalente (qui a
les mémes solutions). D’étape en étape, on arrive ainsi a une équation dont le premier
membre est 'inconnue et dont le deuxieéme est un nombre. Ce nombre est la solution de

I'équation.

Enoncé 3.1
Si on ajoute (ou retranche) un méme nombre aux deux membres d'une équation, on a

une nouvelle équation qui a les mémes solutions que la premicre.

Enoncé 3.2
Si on multiplie (ou divise) les deux membres d'une équation par un méme nombre ditté-

rent de zéro, on a une nouvelle équation qui a les mémes solutions que la premiére.
Si on multiplie (ou divise) les deux membres par une expression littérale, il faut exclure

les valeurs qui annulent ce facteur.
Exemple On retranche 2x aux
S5x=2x+ 12 deux membres.
3x=12 ﬁﬂn divise les deuxJ
[La solution est 4}? x=4. membres par 3.

L'équation Ox = 3 n'a pas de solution car il n'existe aucun nombre qui, multiplié par 0, donne
comme résultat 3. On dit que cette équation est impossible.

L'équation Ox = 0 a comme solution « n'importe quel nombre » car tout nombre multiplié par 0
donne 0 comme résultat. On dit que cette équation est indéterminée.

2. Comment transformer une formule ?

Exemple

Dans la formule v = u + at, v est la vitesse d'un mobile qui se meut a une vitesse unifor-
mément accélérée, u désigne la vitesse initiale, a est I'accélération et f est la durée.
Transformer v = u + at pour exprimer a en fonction de v, u et 1.

.
Retrancher u« aux T
(deux membres.

vt =gal

=
Diviser les deux
_ membres part.

=a

[
Pour transformer une formule, on utilise & bon escient les propriétés des égalités en
ayant en vue d'isoler la variable choisie dans I'un des deux membres.

3. Equations, fractions algébriques et transformations de



3. Comment résoudre une équation qui n’est pas du premier degre ?

On peut résoudre certaines équations d’'un degré supérieur a 1 en procédant comme suit.
— Transformer I'équation en une autre équivalente dont I'un des membres est 0.

— Factoriser |'autre membre pour faire apparaitre des facteurs du premier degré.

— Pour chaque facteur du produit, déterminer la valeur de x qui I'annule.

Cette procédure de résolution est appelée « régle du produit nul ».
Exemple
Résoudre x° = 9x.
x> =9x
x> -9x=0
2(x2-9)=0
x(x -3)x+3)=0

220 ‘x-3:0 ‘x+3:0
x=13 e S

L'ensemble des solutions est S =[- 3, 0, 3).

4. A quelle condition une fraction algébrique représente-t-elle un nombre réel ?

On appelle nombre réel tout nombre qui désigne I'abscisse dun point sur une droite orien-
tée et graduée. Lensemble des nombres réels est noté R,

Exemples

Les nombres 2 ; 1??3 s 2 ; _131 . ; 0,010010001 ;... sont des nombres réels.

Le nombre a = %2—- n'est pas un nombre réel cara - 0 # 22,

La fraction algébrique a == désigne un réel lorsque y n’est pas nul. Lorsque le dénomina-
Y

teur d'une fraction contient une lettre (une variable ou une inconnue), il faut repérer la (ou
les) valeur(s) de la lettre qui annule(nt) le dénominateur.

Exemples
La fraction 5 he désigne un nombre réel que six # -7.
X+
La fraction — g D¢ désigne un nombre réel que si x # -3 et si x # 3.
I —

Si, dans la fraction a=2, x et y sont tous les deux nuls, on dit que la fraction est indéter-
minée. Y

Pour qu'une fraction algébrique désigne un nombre réel, il faut que son dénominateur soit
différent de zéro.




5. Comment résoudre un probleme ?

Pour résoudre un probléme par la méthode des équations, on passe le plus souvent par les
¢tapes suivantes.

1) Repérer et si possible retenir toutes les informations données, imaginer le contexte,
faire éventuellement un schéma.

2) Cibler I'inconnue.

3) Ecrire la relation ou la formule qui se rapporte a la situation.

4) Traduire cette relation ou cette formule sous forme d’équation.
5) Résoudre cette équation et vérifier si la solution convient.
6) Replacer la solution dans le contexte du probléme.

Exemple

Partager 100 € entre trois personnes de manieére que la deuxieme ait 10 € de plus que
la premiére et la troisieme 20 € de plus que la deuxieme.

1) Il s’agit d'un partage dont les parts ne sont pas égales. On connait le montant a
partager, et on sait que la part de la premiere personne est inférieure a chacune des
autres. On indique aussi ce qu'il faut ajouter a la part de la premiére pour trouver
la part des autres.

2) On choisit la part de la premiére comme inconnue.

3) La somme des parts de chacun est 100 €. La part de la deuxiéme est x + 10 ; celle de
la troisiéme est (x + 10) + 20.

4) Léquation est

x+(x+10)+ (x+ 30)=100.
5) La solution est x = 20.
Vérification : 20 + 30 + 50 = 100.
6) Les parts sont 20 €, 30 € et 50 €.

6. Comment s’y prendre dans les calculs de pourcentages ?

Formule

Exemple de situation n est le nombre donné,
i est le pourcentage,
x est le nombre cherché.

Prendre 3 % d'un nombre 1 en une seule opération. o i
3 % de n c’est 0,03n. 100
On a pris 3 % d’'un nombre x et on a trouvé un nombre # 100
qui vaut 369. Quel est le nombre initial ? X=—

On résout I'équation 0,03x = 369.

Augmenter un nombre 1 de 3 % de ce nombre. = n{l + _)
n+0031=n(l +0,03)=1,03n. 100




On a augmenté un nombre x de 21 % et on a trouvé un nom-
bre n qui vaut 363. Quel est le nombre initial ? i
On résout I'équation 1,21x = 363. {

Cette situation correspond a la recherche d'un prix HTVA 100
quand on connait le prix TVAC.

Diminuer un nombre 1 de 3 % de ce nombre. " i
n—-003n=n(l1-003)=097n.

On a diminué un nombre x de 10 % et on a trouvé un nombre
n qui vaut 180. Quel est le nombre initial ? £ =
On résout I'équation 0,9x = 180. - ¥
Cette situation correspond a la recherche d'un prix avant une 100
remise quand on connait le prix avec remise.

il
W ﬂ H - e L e L]
Convertir un rapport 5 en « pour cent » ? Le rapport étant 7 et 'inconnue ¢
ona:

On résout 'équation &= _*_ e 100a
b

100 b

Remarque

Pour maitriser les éléments du tableau ci-dessus, il importe de comprendre comment la
formule est établie a partir de la situation mais il n'est pas utile de retenir chaque for-
mule. Une fois les principes acquis, il suffit, pour résoudre un probléme, de reconnaitre

la situation de référence.

7. Comment utiliser une table d’indices ?

Passer de l'indice 100 a l'indice 117, cela signifie qu'un prix de 100 € devient un prix de
117 €. Cela correspond a une augmentation de 17 %. Cela signifie aussi que chaque euro
est multiplié par 1,17.

Passer de l'indice 100 a l'indice 200, cela signifie qu'un prix de 100 € devient un prix de
200 €. Cela correspond a une augmentation de 100 € par tranche de 100 €. Laugmentation
est donc de 100 %. Cela signifie aussi que chaque euro est multiplié par 2.

Passer de l'indice 100 a I'indice 300, cela correspond a une augmentation de 200 %.




Expliciter les savoirs et les procédures

Inventer

a. Une équation qui comporte une somme et un produit dans le pre-
mier membre et dont la solution est 10.

b. Une équation qui comporte une somme, un produit par une frac-

. . 4
tion et dont la solution est 5

¢. Une équation dont l'inconnue figure dans les deux membres et
dont la solution est - 10.

d. Une équation qui n'a pas de solution.

Solutions rapides

Pour quelles valeurs de x les égalités suivantes sont-elles vérifiées ?
Ecrire directement la solution.

G 3x=12 8. —x—1=0 b =0 m(3+x)-3x=-2x+3
1 =1
b. -2x=12 I b 3*F n. 3+x)-3x=-2x+6
1
c. j;..:x:=-12 g. 3x=0 k. 3x=0 0. 7x—10-(2x —5)=5(x — 1)
i ~<x=~1 h: 3+x=0 L. 3x=3x+1 p. 7x-10-(2x - 5) =5(x - 2)

Quelle propriété ?

Transformer chacune de ces formules en isolant n dans un des deux
membres, Citer chaque fois la propriété qui permet de passer d'une
égalité a 'autre (donner son numeéro, voir synthese).

Poser les conditions d’existence quand il y a lieu (pour les fractions
qui figurent dans I'énoncé et celles qui figurent dans les solutions).

a. ﬂﬂ=b d- EIE g- qu"—r j. ﬂ:i
a a 1 CcH

b.an+b=c e. a:,‘!l h. q:ﬂ“r k. a=£+d
4] n cn

€. a== f. a=—-a . a-n=b b a=b+d
n b cn




4. Démontrer que 2 = 1

On consideére deux nombres égaux a et b et on écrit

a=nb.
On multiplie les deux membres de I'égalité para
a’ = ab.
On retranche b* aux deux membres
aE B =ab-B
En divisant les deux membres par (a — b), on obtient
a+b=b,
ou encore
2b=p.
On divise les deux membres par b, ce qui donne
2=

Bizarre, non ? Mais ot est I'erreur ?

Appliquer une procédure

5. Isoler une letire

Transformer chaque formule pour que la lettre en vert soit isolée dans
le premier membre. Indiquer les conditions sur la ou les variables
pour que la solution soit un nombre réel.

a.qg=4s+b f =52
by
b.d=kt+a g. g =k(r +a)
c. g=Z+b h. d = k(t —a)
d.r=fs+b o ="
a + x
e.d=kt-a

6. Attention aux fractions

Résoudre les équations suivantes.
x~2 12—x S5x-36

-
. =R d. 1
a. 3x+100 3+2 4 3 5 r
b 2.::_1 E_4 =x+£ = 5x_4x—3=9—2x
5 314 5 18 8 9

Sx-11 x-1_1lx-1

C.

-+ 10 12




7. Regle du produit nul

Résoudre les équations suivantes.

a. x°—3x=0 d. (x-4)"-49=0
b. 16x2-9=0 e (x-2P=9(x=2)=0
€. x-97%-1=0 f. x*+2x* -5x-6=0

8. Somme, produit, fraction

a. Changer la forme des polyndémes P (x), P,(x), P,(x)... selon les
indications du tableau ci-dessous.

Ecriture somme Ecriture produit Valeurs de x pour lesquelles P(x) = 0

P (x) x2+6x+9

P,(x) (x —3)(x + 3)
P(x) |9x°-12x+4

P,(x) (3x —2)(3x + 2)

PS(J:_) 6x* + 9% + 3

P.lx) =3 2T Hxe=3)

P.(x) %% —2x4 1

Px) (x—4)(x+1)

2
Px) |2¢*-17x+30

P k) (x—6)x+5)

b. Pour quelles valeurs de x les fractions suivantes ne sont-elles pas
des nombres réels ?

h(x) P(x) K(x) P(x) FB(x)
P(x)" Py(x)" Ps(x) R(x)" Po(x)

A(x) Bl(x) B(x) P(x) B(x) |
Py(x)" Py(x)" Fy(x)" F(x) Po(x)

c. Simplifier les fractions

n 3. Equations, fractions algét

riques et transformations de formules




Résoudre un probleme

9. Aire sous une arche

Laire sous une arche symétrique peut étre calculée approximative-
ment a partir des mesures indiquées par la fig. 4.

A= d(H +4h)
dans laquelle, N mmm— =
— d est la largeur de I'arche en métres ; e 1 Il )

— H est la hauteur maximum en meétres ;

< ' E:::‘:.I e
 f = B
e e | oot
eSS - ;
I
i .
- 1l -

— h est la hauteur mesurée respectivement a un
quart ou a trois quarts du bord.

e [
h H |\ e Y
)‘ d g 4 e
a. Transformer cette formule pour calculer /2 en fonction de A et
de H.
b. Utiliser une calculatrice pour compléter ce tableau.
A H d h
48 16 4,5
768 48 24
408 32 18

10. Volumes

a. Le volume de la pyramide (fig. 5) se calcule a partir de la formule

Wi Ailt . Exprimer /1 en fonction de Vet de A,.

b. La formule V = %(Al + A, +JA A, ) permet de calculer le volume

d'un tronc de pyramide (fig. 6) quand on connait sa hauteur et les
surfaces des deux bases. Exprimer /& en fonction du volume et des
deux bases.




11.

12.

¢. Laformule y = E d2h permet de calculer le volume d’'un cylindre

(fig. 7) quand on connait sa hauteur et le diametre de la base. Ex-
primer /s en fonction du volume et du diametre. Ensuite exprimer
d en fonction du volume et de la hauteur.

Aréetes

a. Ecrire la longueur (7) du fil métallique utilisé pour construire la
charpente de chacune de ces boites en fonction des dimensions

données sur les figures.
b. Ecrire [ en fonction de T, k et (fig. 8).

¢. Sachant que p est le c6té de I'octogone (fig. 9), écrire T en fonction
de p et I. Ecrire [ en fonction de p et T.

d. La formule pour calculer l'aire d'un cylindre (fig. 10) est :
A =2nr’ + 2nrh.

Ecrire la hauteur en fonction de I'aire et du rayon.

Fabriquer des poélons, des boites

a. Une usine fabrique des poélons. La surface intérieure est recou-

verte d'une mati¢re anti-adhésive, Quand un nouveau modele est
mis en fabrication, il faut calculer la surface intérieure pour déter-
miner la quantité de matiere anti-adhésive nécessaire.

On peut calculer l'aire de la surface intérieure du poélon (fig. 11)
en utilisant la formule

A:nﬂ{£+h}
4

En général, on calcule le volume d'un cylindre en multipliant l'aire
de sa base par sa hauteur. Expliquer pourquoi la formule proposée
est équivalente.

b. Utiliser cette formule pour calculer l'aire de la surface intérieure
d'un poélon qui a 22 cm de diameétre et une hauteur de 11 cm.

h
L
\.\_____________,/"
fig. 10
i
h.]
fig. 11



On décide de fabriquer des modeles pour lesquels l'aire de la face
intérieure et le diameétre du fond sont fixés. Ecrire la formule
qui permet de calculer la hauteur des poélons en fonction de ces
données.

¢. Calculez z pour que la fabrication des deux boites (fig. 12 et 13)
avec couvercles consomme la méme surface de toéle (unité de lon-
gueur 1 cm).

/ 8

7 g, 12 e g 3

13. De quelle fraction s’agit-il ?

Le numérateur d’'une fraction dépasse de 50 le dénominateur de cet-
te fraction. Lorsqu'on ajoute 7 aux deux termes, elle vaut 3 unités.
Trouver cette fraction.

14. Dividende, diviseur, quotient et reste

Trouver deux nombres sachant qu'ils différent de 495, que leur
quotient est 4 et le reste de leur division, 60.

15. Nombre et nombre renverse

a. Trouver un nombre de deux chiffres sachant que le chiffre des
unités est 6 et que, si on retranche 45 du nombre renversé, on
retrouve le nombre départ.

b. On sait que le chiffre des dizaines d'un nombre de deux chiffres
est égal aux deux tiers du chiffre des unités. Le nombre lu a re-
bours surpasse de 18 le nombre primitif. Avec ces seules données,
peut-on trouver ce nombre ? Dans l'affirmative, quel est-il ?

16. Des piéces contre des billets

Une personne échange des pieces de 2 € contre des
billets de 5 €. Apres I'échange elle compte ses billets
et constate qu'elle a beaucoup moins de billets que
de piéces (évidemment !). La différence est 102. A
partir de la, peut-on savoir quel est le montant de
I'échange ?




Pour aller plus loin

17. Lire les solutions sur le graphique
Se servir du graphique (fig. 14) de la fonction

f(x)=x>-Tx*+15x -9

pour résoudre I'équation x” — 7x* + 15x — 9 =0.

Factoriser le polynéme P(x) = x° — 7x* + 15x -9,

18. Mouvement rectiligne uniforméement
accéléré

Une vitesse initiale 1 (en m/s) et 'accélération a (m/s®) étant donnés,
la formule v = u + at permet de calculer la vitesse (en m/s) du mobile
en fonction de la durée (en s) du parcours.

a. Transformer cette formule pour exprimer ¢ en fonction de v et
de u.

b. Utiliser une calculatrice pour compléter ce tableau.

H a v
20 0,3 32

5 5 15

2 2 10
100 0,5 250

¢. Quels sont les ensembles de données qui cor-

respondent :

— au mouvement d'un cycliste qui aborde une

descente ?

— au vol d'un oiseau qui profite de la vitesse du

vent ?

—au déplacement d'un train qui aborde une

longue ligne droite en descente ?

—au vol d'un avion qui, apres le décollage,
continue son ascension pour atteindre pro-
gressivement sa vitesse de croisiere ?

n 3. Equations, fractions algébriques et transformations de formules
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19. Population active

Le tableau ci-dessous donne, en milliers d'individus, le nombre
d’actifs’ parmi les hommes et les femmes, selon les tranches d'ages

en 1999,
Actifs Femmes Hommes
| Moins de 25 ans 1615 1756
De 25 a 55 ans 9117 11057
Plus de 55 ans 1076 1362
Total 11808 14175

Source : INSEE, France, portrait social 2000

a. Calculer le pourcentage de femmes de 25 4 55 ans parmi les femmes
actives.

b. Calculer le pourcentage dhommes de 25 4 55 ans parmi les hommes
actifs.

¢. Les pourcentages trouvés sont-ils dans le méme ordre que les
données absolues ?

d. Comparer le pourcentage de « moins de 25 ans » parmi les femmes
actives et le pourcentage de « moins de 25 ans » parmi les hommes
actifs.

20. Retrouver le nombre initial

a. Le lendemain d'un jour d’élection communale, on peut lire dans
un quotidien régional :
« 1 695 personnes ont pris part au vote, c’est-a-dire 75 % des ins-
crits sur les listes électorales ».

Calculer le nombre des inscrits.

b. Un magasin d’accessoires fait une réduction de 25 % sur tous ses
sacs et bijoux. A cette occasion, Muriel achéte un bracelet qu'elle

paie 15 € et un sac qu'elle paie 27 €. Quels étaient les prix avant
réduction ?

21. Augmentations et baisses successives

a. De janvier a juin, le prix d'un produit augmente de
2 % ; de juillet & décembre, il subit une nouvelle aug-
mentation de 3 %. Que vaut, en décembre, un pro-
duit qui cofitait 100 € en janvier ? Et un produit qui
cottait 345 € en janvier ?

b. Le prix d'un produit augmente de 7 %, puis diminue
de 7 %. Revient-il au prix de départ ?

1 La population active est formée par les actifs occupés, les chomeurs et les militaires
du contingent.




22. Taux d’evolution

Lorsque I'on veut s'informer sur I'évolution des prix au fil des années,
on peut faire une recherche sur Internet a partir des mots-clés « in-
dex » ou « indice des prix ». Au cours dune telle recherche, on a trou-
vé un tableau reprenant les prix du pain, entre 1951 et 1999. Tous ces
prix sont indiqués dans la monnaie de I'époque : en francs belges.
Ce tableau porte le titre « L'évolution scandaleuse du prix du pain ! ».
Le « scandale » apparait surtout quand on compare les prix du pain a
ceux du blé. Voici quelques données extraites de ce tableau.

Prix du pain de 800 g Prix du blé
1951 7,50 BEF Non renseigné
1962 8,50 BEF Non renseigné
1970 13,25 BEF 11,00 BEF
1990 48,00 BEF 8,36 BEF
1999 59,00 BEF Non renseigné

Le schéma ci-dessous montre comment calculer le taux d’évolution
du prix du pain entre 1951 et 1970 puis entre 1970 et 1990.

41951 1430 1990
?rf F 15,11';: ir? F
x 1,766 x 35,6226 fig. 15

Entre 1951 et 1970 (en 19 ans), chaque BEF a €té multiplié par 1,766.
C'est une augmentation de 76,6 %.

Entre 1970 et 1990 (en 20 ans), chaque BEF a été multiplié par
3,6226. Donc 100 € deviennent 362,26 €. C'est une augmentation de
262,26 %.

Comparer cette augmentation a celle du blé pour la période située
entre 1970 et 1990.

23. Indice des prix a la consommation

On veut savoir ce que colite, en décembre 2005, un produit non ali-
mentaire’ qui, en 1996, cotitait 2 120 BEF. On suppose que ce produit
a suivi I'évolution moyenne des prix. On s’en référe donc a l'indice des
prix a la consommation® dont voici un extrait.

Calculer ce prix en euros.
Principaux groupes de dépenses (base 1996 = 100)

Produits Produits
| Période limentaires @ ot ilonesininee Services Loyer
' Décembre 2005 | 118,01 | 117,61 | 121,67 | 118,39

(a) Y compris les boissons.

1 En 1996, les prix étaient encore exprimés en francs. Pour comparer avec des prix ex-
primés en euros, il faut opérer la conversion. Prendre comme base : 1 € = 40 BEF.

2 Données recucillies sur le site : © 1998/2006 SPF Economie — Direction générale
Statistique.

n 3. Equations, fractions algébriques et transformations de formules



Le prix d'une course en taxi est fonction de la longueur du trajet, Mais comment varie-t-j] ?
Est-il proportionnel au nombre de kilométres ? On sait qu'il n'en est pas ainsi car il faut teni;"
compte de la prise en charge, un montant, toujours le méme, qui fait partie du prix, quel que
soit le nombre de kilométres parcourus. -
Lallongement d'une tige de métal est fonction de la température, la distance parcourue 4 une
vitesse donnée est fonction de la durée du trajet... En mathématiques, la fonction apparait
comme un moyen d'exprimer la dépendance d’une grandeur par rapport a une autre. Cette
« autre grandeur » est appelée la variable. |

Dans ce chapitre, on étudie les fonctions qui ne dépendent que d'une seule variable (du pre-
mier degré). De telles fonctions servent de modéles a de nombreux phénomeénes économiques,

physiques, géométriques...
En représentant une fonction du premier degré dans un repére, on entre d

ans un domaine des

mathématiques appelé « géométrie analyvtique ».

« Le minisfre @ marqué son accord pour une
adaptation des prix maxima des courses de taxis. Cette augmentation des
prix s’explique notamment par la hausse des produits pétroliers. Dorénavant,

le tarif maximal pour la prise en charge sera de 2,40 € tandis que le prix au
kilométre a été fixé a 1,25 € » [L'Echo, 13 aoit 2008).

——




1. Imprimer ses photos

Basile veut imprimer ses photos via Internet et consulte deux sites.
Sur le premier, I'impression d'une photo en format 13 x 17 cofite
0,2 € ; les frais de port sont compris. Sur le second, pour le méme
prix de 0,2 € a 'unité, Basile peut avoir un format plus grand, mais il
doit payer un supplément de 2,40 € par envoi (emballage et frais de

port).

Voici le tableau de valeurs qui correspond a l'impression de photos
via le premier site. On l'a copié deux fois pour montrer plus claire-
ment ses différentes propriétés.

a. Réaliser un autre tableau pour I'impression de photos via le se-
cond site (il faut donc intégrer le prix de I'envoi) et comparer les
propriétés des deux tableaux.

[lere de photos Coiit Nbre de photos Coiit
g || o | = 0,
+1 +0,2

1 0,2 = | 0,2=
+ 1 +0,2

3| 2 04 |x3| =2 0,4=
+ 1 +0,2

3 0,6 —3 0,6—

A A

( \ - 21 | + 0,2
4 0,8 — 4 0,8—

» 2 x 2 YAk | + 0,2

5 1 2 k=
\) j + 1 + 0,2
6 1.2 L6 1,2—

Ce tableau est un tableau Les accroissements sont
de proportionnalité. constants.

]

n 4. Fonctions du premier degré




. Voici a présent le graphique qui montre le

cofit en fonction du nombre de photos im-
primées et ce, pour les deux sites. Quel est le
nombre de photos de chaque sorte que l'on
peut réaliser avec 4 € ? Lire la réponse sur le

graphique (1ig. 1).
Ecrire les formules qui permettent de calcu-

ler les cofits quand on connait le nombre de
photos.

. Ecrire la formule qui permet de calculer le

nombre de photos du second site quand on
connait le prix payé pour I'impression.

. Si on fait imprimer 10 photos, quel est, pour

chaque site, le prix de revient par photo ? Et
si on en fait imprimer 30 ?

Consommation d’essence

Ce graphique (/g 7) montre la quantité d'essence contenue
dans le réservoir d'une camionette en fonction du nombre de
kilometres parcourus. Au départ, le réservoir est plein et on
suppose que la consommation est constante : il s’agit donc

d'une consommation moyenne.

a.

b.

Quelle est la capacité du réservoir ?

Quelle est la quantité d'essence qui reste aprés 200 km,

300 km, 400 km ?

La quantité restante est-elle proportionnelle au nombre

de kilomeétres ?

cent kilomeétres ?

servoir est y=50- % , dans laquelle x est le nombre de

kilomeétres parcourus et v le contenu du réservoir.

Pour un réservoir de 45 litres et une consommation de
7 litres aux cent kilomeétres, quelle serait la formule ?

A Contenu en litres

. Combien d’'essence cette camionette consomme-t-elle aux

. La formule qui permet de calculer ce qui reste dans le ré-

N

0 100 200 300 400 500
Distance en km

Coiit du développement de photos

A

j,,-»-”‘

L~

-

01234567 389101112131415161718192021222324
Nombre de photos développées

?EE;. |




3. Vers une généralisation

Jusqu'a présent, les nombres mis en relation dans les formules, les
graphiques ou les tableaux, ont toujours été positifs. Dans l'exercice
qui suit, on trouve aussi des nombres négatifs. Associer a chaque
droite I'une des équations données.

5 [ IN] 7%
2
a. 2y=-x-4
b.y=1-x
1_; €. y=x+1
Py 0 \ 2 1 d.y=-2x+1
' e. y=2x+1
f. 2y=3x-4 Ax | & y | Ay
4 =2 | ©
L 4 +6
\ " 2 6
14 .
. - +6
. 6 12
4. Accroissements : | —
| +
Ce tableau correspond a une formule du premier degré ; les accrois- 3 '- e f
sements de x (que I'on note Ax) sont irréguliers. Observer les accrois- '
sements de v (ils sont notés A v ). 16 +24
Comment déterminer la pente de la droite correspondante ? | 24 | 39

5. Intersection avec les axes

Soit par exemple la formule y = 4x + 3.

dx + 3

a. Lorsqu'on remplace x par 0, que vaut y ?

Le point (0, 3) est l'intersection de la droite avec I'axe des y.

5. Lorsqu’'on remplace y par 0, que vaut x ?

¢. Quelles sont les coordonnées du point d'intersection de la droite
avec l'axe des x ?

d. Etsi la formule était y = —-2x + 4, quelles seraient les intersections Wia m
avec les axes ? |

i |

fig. 4




6. Sur papier quadrillé

Quand on trace des droites sur une feuille quadrillée, on peut s’ap-

puyer sur le quadrillage pour tracer des paralléles ou, si elles sont |
déja tracées, pour vérifier si elles sont paralleles ou non. \¢

a. Vérifier sans équerre si les droites a et b de la fig. 5 sont paralleles | N_~7
ou non.

b. La droite ¢ est perpendiculaire a la droite a. Elle a été construite |
en « comptant des carreaux ». Dessiner sur une autre feuille qua-
drillée une droite b’ qui a la méme direction que la droiteb et
tracer, sans instrument, une droite d perpendiculaire a b’'.

7. Les pentes de droites perpendiculaires

a. Surlalig &, la droite d, est I'image de la droite d; par une rotation
de 90°.

Chaque droite est-elle croissante ou décroissante ? Ecrire la pente |
de chaque droite.

b. Ecrire I'équation de d, et 'équation de d,. 1

¢. Ecrire I'équation d'une droite d,, perpendiculaire a d, passant par
le point de coordonnées (-7, 3).

8. Modéliser pour décider et prévoir

Une entreprise s'interroge sur sa politique de publicité et met en rela-
tion le budget qu'elle lui consacre avec le chiffre d'affaires. Pourcela, | en publicité = d’affaires

elle rassemble les données de ces derniers mois. (€) (€)
a. Représenter ces données par des points sur un graphique en por- 3000 48000
tant les dépenses publicitaires en abscisse (2,5 cm pour 500 €) et 2 800 42 000
les chiffres d’af.faires: en ordonnée (1,5 r:rfl pour 50_(-}[} €). 4000 0000
. Tracer une droite qui, selon vous, approxime « le mieux » ce nuage
de points. Il faut qu'il y ait & peu prés autant de points au-dessus 3000 20000
de la droite que de points en dessous. - 2400 41000
¢. Ecrire I'équation de cette droite, comparer cette équation avec 3000 51000
celles d’autres éleves. 3200 59000
. Classer les couples donnés par ordre croissant de leurs abscisses. 3200 54000

e. Calculer les coordonnées d'un point moyen (M,) qui correspond
aux quatre premiers couples : son abscisse est la moyenne des abs-
cisses et son ordonnée est la movenne des ordonnées. De méme
pour un point (M,) qui correspond aux quatre derniers couples.

f. Ecrire I'équation de la droite qui passe par ces deux points. Cette
droite est la méme pour tous les éleves, pourquoi ?

g. La droite passant par M, et M, est appelée droite de Mayer. En
utilisant I'équation de cette droite comme « modele », déterminer

le chiffre d'affaires qui correspondrait a un budget publicitaire de
3000 € ?




h. Apres avoir complété le tableau ci-dessous, on peut estimer quelle
est « en moyenne » l'erreur que 'on commet en calculant le chiffre
d’affaires avec le modéle plutét qu'en se référant aux données. Si
cette moyenne est trop élevée, cela signifie que le « modele » n'est
pas trés fiable. Compléter le tableau puis calculer la moyenne en-

tre les valeurs absolues des erreurs.

i. Calculer la moyenne des écarts pour la droite tracée en b et com-
parer entre elles ces deux moyennes. Quelle est la fonction du pre-
mier degré qui modélise le mieux cette situation ?

Dépenses Chiffre d’affaires Chiffre d’affaires Valeur absolue
publicitaires donné calculé avec de la différence entre les
(en euros) (en euros) I'équation de Mayer  deux chiffres d’affaires

3000 48000

2800 42000 N
4000 60000

3600 50000

2400 41000

3000 51000

3200 52000 |
3200 54000 |




1. Qu’entend-on par « fonction du premier degré » ?

Jusqu'a présent, nous avons représenté une fonction le plus souvent par la lettre y et la va-
riable dont elle dépend par la lettre x.

Lorsque 'on réalise une représentation graphique, les valeurs numériques de la variable
sont portées sur l'axe des abscisses (I'axe des x) et les valeurs de la fonction sont portées sur
I'axe des ordonnées (appelé l'axe des v).

Lorsque I'on met I'accent sur le fait qu'une fonction « envoie » un nombre sur un autre, on
note cette fonction en utilisant la lettre f. Ainsi, une fonction du premier degré s'écrit :

flx) =mx +p.

Dans ce chapitre nous nous en tiendrons le plus souvent a la notation y = mx + p qui
exprime le lien entre ordonnée et abscisse des points qui représentent cette fonction.

2. Comment construire le graphique d’une fonction du premier degré ?

Le graphique d'une fonction du premier degré est une droite. On peut construire le graphi-
que qui correspond a une équation du premier degré de la forme y = mx + p de plusieurs
facons. En voici deux.

1) On calcule les coordonnées de l'intersection de la droite avec I'axe des y. Puis, a partir de

I, on avance d'une unité et on monte (ou descend). La valeur m du coefficient angulaire
indique jusqu’'oti monter ou descendre.

Exemple

Voici comment construire de cette facon
le graphique qui correspond a la formule
y=123x+3.

On calcule les coordonnées de l'intersection
de la droite avec I'axe des v : c’est le point

(0, 3).

A partir de 1a, on avance de 1 et on monte
de 1,5 unités (c'est le coefficient de x).

On trouve ainsi un autre point de la droite.

. . : ' —
dz/ 0 1 X
fig. 7

2) On construit la droite d'équation y = mx puis la parallele a cette droite passant par le
point (0, p).




Exemple

Voici comment construire de cette fa-
¢on le graphique qui correspond a la
formule y = 1,5x + 3.

On trace la droite d'équation v = 1,5x
puis on construit la paralléle a cette
droite passant par le point (0, 3).

La fig. 8 montre que la droite d, est
I'image de la droite d, par la transla-
tion dont la direction est parallele a
I'axe des v.

Comme le terme indépendant de
I'équation est «+3», le sens de la
translation est positif (vers le haut) et
sa longueur est de 3 unités.

/ Les droites d, R :'?'_“ v=15x+3
et d, ont méme g
enle elles _ / , y=13x
F

\sont paralleles.

\n 3/ +3;,"

l+3 }

/ tig. 8

Pour indiquer qu'une équation correspond a une droite dont on a dessiné le graphique, on
utilise le symbole « = » qui se lit « a comme équation ». On écrit donc

d=y=15x
d,=y=15x+3.

3. Comment calculer les coordonnées a l'origine d‘une droite ?

Les coordonnées a |'origine sont celles des points d'intersection d'une droite avec les axes
du repere. Pour les déterminer, on remplace dans I'équation de la droite, tantot x par 0,
tantot y par 0, comme le montre I'exemple ci-dessus.

v 4 /y:].ﬁ.rm
Six=0alors
[Si_t':[}alﬂrs] 032 ;.V:“.FEU}-+'J

0=1,5x+3

\

(-2,0)

fig. @




4. Quels sont les paramétres d’une fonction du premier degreé ?

Dans une fonction de la forme

f (x) =mx + p
m est le coefficient angulaire p est lE.' terme indépendant, il donne
il donne la pente de la droite. l ordonnée du point d'intersection de

la droite avec l'axe des v.

La fonction de proportionnalité est une fonction du premier degré dans laquelle p = 0.

5. Comment déterminer la pente d’une droite ?

Il faut calculer la différence entre les ordonnées de deux points (Ay) et la dilférence en-
tre les abscisses (Ax) de ces mémes points, écrire ensuite le rapport entre le premier et le
deuxieme nombre.

v>0

v A
: La droite est croissante :
dans un parcours de gauche
a droite, clle monte.
A

/ﬂ.l:::[]

= >
/ I

¢ I ARy
V=mx+p Ax %: est pnsjlif]

fig. 10
V A
V=X + D La droite est décroissante :
dans un parcours de gauche
\\\ A0 a droite, elle descend.
e
Ay Ay<0

A, i
’ Ay <0 \
Ax ‘*&1 est négatifj

fig. 11




6. Comment savoir si deux droites données par leurs équations
sont perpendiculaires ?

Deux droites dont les équations sont de la forme y = ax + b sont perpendiculaires lorsque les
coefficients de x sont opposés et inverses 'un de l'autre.

Exemple
: ' g . 1 ; N
Les droites d'équations y=2x + l et y= 5%+ 4 sont perpendiculaires.
YA
< ys2x+1
<
3 /
3
~
® = 40,px 44
i
»
-1/10 | 2 3 Ix
=+
=3
/ s
T3
fig. 12

7. Droites paralléles aux axes

Une équation de la forme y = k correspond a I'ensemble des points dont 'ordonnée est
toujours la méme. Cette équation peut s'écrire y = Ox + k. Cette droite est donc parallele a
I'axe des x et sa pente est nulle.

Exemple
La droite dessinée en rouge a comme équation y = -3,
VA
i
>
-3 | -2 |1 0 2 X
i
2
. V=3
4
tig. 13




Une équation de la forme x = k ne correspond pas a une fonction du premier degré et cependant
sa représentation graphique est une droite. Il s’agit de I'ensemble des points dont I’abscisse est
toujours la méme. Cette droite est donc parallele a I'axe des v. Léquation ne peut pas s'écrire
sous la forme y = ax + b, la pente de la droite n’est pas définie.

8. Comment déterminer |I’équation de la droite de Mayer qui approxime
un nuage de points ?

Exemple

Le graphique ci-dessous montre le nuage de points dont les abscisses et ordonnées
sont respectivement la taille et le poids (la masse !) de 22 joueurs de basket (les
données sont celles de 'exercice 20). La droite qui traverse ce nuage est la droite de
Mayer. Calculer I'équation de cette droite et la représenter permet, par exemple, de
déterminer le « poids idéal » d'un nouveau joueur dont on connait la taille.

Relation Masse-Taille pour des joueurs de Basket

Masse (kg)
140 - E’uint moyen de Iﬂ
- 1c rtie.
120 premiére partie = a L
100 b4 -
®
80 - "
2 - . Point moyen de la
deuxieme partie.
40 -
20 T
0 1 | | | |
170 180 190 200 210 220
Taille (cm) fig. 14

Pour établir I'équation de la droite de Mayer qui correspond a un ensemble de couples, on
ordonne les couples par ordre croissant de leurs abscisses. On divise ce « nuage » en deux
parties égales (4 une unité pres). On détermine un point moyen pour chacune des parties
(moyenne des abscisses, moyenne des ordonnées). On écrit I'équation de la droite passant par
ces deux points moyens.




Expliciter les savoirs et les procédures

1. Un roti bien cuit

Un livre de recettes donne les instructions suivantes pour la cuisson
d'un réti : 20 minutes par kilo de viande, plus 30 minutes.
Quel est le graphique dont l'allure correspond a la relation entre le

poids et le temps de cuisson ?
a.
A Durée

:
Masse (kg)

Le temps de cuisson est-il proportionnel au poids ?

2. Des points sur les droites

a. On donne la formule y = 5x + 11.

>
Masse (kg)

Calculery lorsquex=5 ; x=10 ; x=20 ; x=12 ; x=0 ;

e )

Calculer x lorsquey=21 ; y=36 ; y=-4 ; y=0.

b. Vrai ou faux ?

Le point A(-1, 0) appartienta d, = y=x+1.
Le point B(0 , 0) appartienta d, =v=x.

Le point C(0 , —1) appartienta d; = y=—-x+1.
Le point E(-2, 0) appartienta d, =y=x+2.

3. Croissante ou décroissante ?

C.

A Durée

a. Placerles points (-1 ,-1),(=1,1),(1 ,-1)et (1, 1) dans un repere
puis répondre aux questions suivantes.

b. La droite qui passe par les points (-1, —-1) et (0, 0) est-elle

croissante ou décroissante ?

¢. La droite qui passe par les points (-1, —1) et (1, —1) est-elle

paralléle a I'axe des v ?

d. La droite qui passe par les points (-1, 1) et (0, 0) est-elle

décroissante ?

e. La droite qui passe par les points (1 ,-1) et (1, 0) est-elle parallele

alaxedesy?

r degré

>
Masse (kg)



4. C’est logique !

On donne des informations a propos de quelques droites. Quand

peut-on conclure qu'elles sont paralléles a I'un des axes, qu’elles sont
croissantes ou décroissantes ?

Si on sait que...
... deux points d'une méme droite ont méme abscisse,

alors on peut dire que cette droite...

... deux points d'une méme droite ont méme ordonnée,

... dans I'équation de la droite, le coefficient angulaire | ...
est positif,

... les couples (0, 0) et (1, 1) vérifient I'équation d'une
droite,

... les couples (0, 0) et (1, —1) figurent dans le tableau
qui correspond a une droite,

5. Pente douce ou raide, droite croissante
ou décroissante ?

a. Quelle est la pente de chacune des droites (fig. 15) ?

'\dq . n
\ 2 / d,

fig. 15

b. Les tableaux ci-dessous correspondent chaque fois a une droite.
Déterminer la pente de chaque droite.

d, d, d,

Ax | x | ¥ | Ay Ax | x | y | Ay Ax | x | ¥y | Ay
-2 0 -5 0 -5 0
-1(0,5 -1 1 -2 [ -1

0 (1 3 | 2 1 [ =2

¢. Quelle est la pente des droites suivantes ?

d=y=2x-5
d,=y=4+8x
di=y-4=2

d,=v-4x+7=0

d556y+2x—4:{]




d. Déterminer la pente
— de la droite qui passe par (3 ,-2) et (6 ,-4);
— de la droite qui passe par (-3 ,-2) et (-6, -4) ;
— de la droite qui passe par (-3 ,2) et (-6 ,4);
— de la droite qui passe par (-2, 3) et (-4, 6).

Appliquer une procédure

6. Partir de la fonction

Soit la formule v = 3x - 2.
' X ¥ Ay
a. Recopier puis compléter le tableau pour des valeurs entiéres de x >
comprises entre -2 et 2. —
g 3
b. Faire le graphique pour des valeurs entiéres de x comprises entre ;
—-5et 5. =

¢. Ecrire la formule réciproque (x en fonction de v).

7. Partir du graphique

VR
A partir du graphique ci-contre (fig. 16), < -
a. faire le tableau pour des valeurs entieres de x comprises | | ™
entre -2 et 2 ; i
b. écrire la formule (v en fonction de x) ; >
¢. écrire la formule réciproque (x en fonction de y). =4 =10 £ 2
1
- . fig. 16
8. Un point sur une droite D
On sait que A(1 , @) appartient a la droite d, =y = 2x — 5. Déterminer a.
» . . # A i
9. Trouver une équation (exercices résolus) / |
518)|
a. Une droite est déterminée quand on connait sa direction et un ( ]!
point de cette droite. On peut donc écrire I'équation d'une droite |
dont on donne les coordonnées d'un point et la pente. /
Ecrire I'équation de la droite de pente 2 passant par le point (5, 8). _.:f
Solution 4\%
On part de la forme générale.......ccossisasiamasismasesis y=mx+p, ;
on remplace 71 Par 2, 0N @....ceeeeeeecereeceneceeeseie e, y=2x+p, " IF
=
le point (5, 8) appartient a la droite, donc................. 8=10+p, 0 |
ERDEEOE N v o AR R O AR =2, / |
Léguation de la dnoiterest....vcoomvsrimmmmsrssesssssssonsssssasns y=2x-2. fig. 17

r degré




b. On peut aussi déterminer une droite y 1 \ (3 é}

quand on connait deux de ses points.

Ecrire I'équation de la droite passant par ' \
les points (3, 8) et (5, 2). 7
Solution 6
La pente est négative car la droite est \
décroissante.
; \
6
Elle vaut - 5 -3. } \
A présent, on connait la pente de la 3 |
droite et un de ses points, par exem- \ |
ple (5, 2). On peut donc appliquer la 3 ' \ |
méthode précédente pour écrire son |
équation. 2 \ (5,2)
On trouve y =-3x + 17. \
1
>
1 o { 121 %131 & \\6 x
> 3
| \
fig. 18

10. Encore des équations

a. Quelle est I'équation de la droite passant par l'origine et de
pente 3 ?

b. Quelle est I'équation de la droite de pente -2 et passant par
le point de coordonnées (-2, 1) ?

¢. Quelle est I'équation de la droite passant par les points de
coordonnées (3 ,-2)et (4 ,-3)?

11. Une droite et ses images

a. Tracer la droite d, qui correspond a la formule y = 0,5x + 3.
b. Dessiner dans le méme repére :

—d, image de d, par la symétrie orthogonale dont l'axe est I'axe
des x ;

—d, image de d, par la symétrie orthogonale dont l'axe est I'axe
desy;

—d,image ded, par la symétrie centrale dont le centre est l'origine
du repére ;

— d.image ded, par la symétrie orthogonale dont I'axe est la droite
-5 B P ’ g
qui a comme équation y = x.

¢. Ecrire I'équation de chacune de ces droites.




Résoudre un probleme

12. Ressorts

Un employé essaie des ressorts. Il suspend différentes masses et me-
sure la longueur du ressort ainsi allongé.

Il découvre que la longueur est fonction de la masse et que, pour un
certain type de ressorts, la longueur peut étre calculée a partir de la

formule [ = ? +10 dans laquelle [ est la longueur du ressort en cen- o B
B
timetres et m est la masse en kilogrammes que l'on vy suspend. - B
Copier et compléter ce tableau. » - =
[ ta
Masse en kilos 16 40 I
Longueur en centimetres 32 80 [

fig. 19
a. Dessiner un repére et choisir des unités sur les axes pour pouvoir
y porter tous les couples de nombres qui figurent dans le tableau.

b. Quelle est la longueur du ressort quand on n'y suspend aucune
masse ?

13. Le réservoir du bateau

La réserve de combustible d'un bateau qui navigue a vitesse constan-
te est en fonction de la durée ¢t (en nombre de journées de 24 h) de son
vovage. Pour un navire donné cette fonction est f(f) = 2500 - 1500z.

a. Représenter cette information par un graphique.

b. Aprés combien de jours le bateau doit-il refaire un plein ?

14. La facture de téléphone fixe
(exercice résolu)

Muriel examine ses deux dernieres factures mensuelles de téléphone
fixe. Chaque facture inclut un forfait pour 'abonnement et un mon-
tant proportionnel a la durée des appels. Ces factures portent unique-
ment sur des communications nationales.

La premiére facture se monte a 25,10 € pour une durée totale des
appels de 2 heures 15 minutes.

La deuxiéme facture se monte a 30,20 € pour une durée totale des
appels de 3 heures 40 minutes.

a. Peut-on retrouver le tarif (prix a la minute et montant de 'abonne-
ment) a partir de ces données ?

b. Si c'est le cas, déterminer ce tarif.

n 4. Fonctions du premier degré



Solution
On exprime les durées en minutes.
On reporte les données dans un tableau et on calcule les

écarts.

E_Ax 1 Nombre de minutes Prix total en € ﬁy_l
| | 135 25,10 | |
| 85 | 5,10
| 220 | 30,20 |
On calcule le coefficient angulaire m = 2,10 _

On part de la forme générale

de la fonction du premier degré...................“........f(x) =mx+p

on a. f(x) =0,06x +p

(220 ; 3{} 20) verlﬂﬂ I Equatlnn 3 “.....i...._’sD,Z{] =132+p

O ISOIE T oo itensiiin s ssatarassiatspasn s = 30,20 = 1 8:2
p=17,

Le prix a la minute est donc de 0,06 € et le montant de I'abon-
nement est de 17 €.

Vérification : pour une durée de 2h15, il faut payer
17€+8,10€=2510¢€.

15. Coit d’une voiture

Monsieur Dubois veut calculer le colit annuel de sa voiture. Il es-
time que ce colit comporte deux parties. La premiere comprend les
charges fixes comme l'assurance, la taxe de circulation et 'amortisse-
ment du prix d'achat. Il rassemble ses factures et trouve 1200 € pour
I'assurance, 420 € pour la taxe et 2833 € pour I'amortissement (il a
considéré que sa voiture serait amortie en 6 ans).

La deuxiéme partie du colt de la voiture dépend du nombre de kilo-
metres parcourus. Ce prix intégre le prix du diesel et I'entretien. Le
diesel cofite 1,20 € au litre et la voiture consomme 6,50 1 aux 100 km.
Lentretien revient a 350 € tous les 15000 kilometres.

a. S'il fait 15000 km sur une année, quel est son budget « voiture » ?
b. Et s'il fait 30000 km ?

¢. Ecrire la formule qui lui permet de calculer son budget annuel en
fonction du nombre de kilométres parcourus.

16. Variations de périmetres

a. Le périmetre d'un carré est-il proportionnel a la longueur de son 13 cm
coté ?

b. On considére la famille de rectangles dont la base est 13 cm et xcem
dont la hauteur varie (fig. 20). Le périmétre est-il proportionnel a
la hauteur ? Ecrire la formule qui permet de calculer la hauteur

quand on connait la base et le périmetre. fig. 20




17.

18.

19.

Rectangles de méme périmetre

Ce graphique montre la hauteur de rectangles de méme périme-
tre en fonction de leur base. Chaque unité sur les axes représente
1 cm.

a. Quel est le périmeétre de ces rectangles ?

b. Ecrire la formule qui permet de calculer la hauteur quand on

connait la base.

Un triangle et un carré

Soit un segment [AB] de 10 cm de longueur.
a. Placer un point X sur ce segment.

b. Construire un triangle équilatéral de base [AX] et un carré de coté

[XB].

¢. Etudier les variations de périmetre des deux figures lorsque X se

déplace sur [AB].

Pour aller plus loin

Coits de production

Pour fabriquer des tee-shirts, un atelier investit un mon-
tant de 2800 € pour I'équipement et les machines. Cha-
que lot de 100 tee-shirts lui cotite alors 320 € en matiéres
premieres et en salaires.

Si l'atelier s'équipe d'un autre type de machines, le colit
de l'installation atteint 5000 €. Mais la fabrication de
100 articles ne revient plus qua 160 € en matieres pre-
mieres et en salaires.

Pour chaque type d’équipement, faire le graphique qui
montre le cofit total de fabrication pour un nombre d’ar-
ticles inférieur 4 3000 (2 cm pour 500 articles sur l'axe
horizontal et 1 cm pour 1000 € sur l'axe vertical).

A partir du graphique, trouver :

a. le colit de production de 1500 articles avec le premier équipement

en machines :

b. combien d'articles on peut fabriquer avec le second équipement

pour un montant de 11000 € ;

¢. le nombre d'articles pour lesquels le cofit total est le méme selon

les deux équipements.

n 4. Fonctions du premier degré

3Hauteur

| Base
ﬂg_ 21

A X B

fig. 22




20. Le poids idéal d’un joueur de basket

Un entraineur s'est renseigné sur la masse et la taille de
quelques joueurs de basket réputés.

Il veut déduire de ces renseignements une relation entre la
taille et la masse. Il proposera cette formule a ses joueurs
afin que chacun détermine une masse idéale (ou du moins
une fourchette raisonnable). Comment peut-il s’y prendre ?

Taille Masse
(en cm) (en kg)
e 178 70
I 182 82
183 85
- 184 82
185 87
| 186 87
188 87
[ 190 | 83
193 | 92
[ 195 89
— 195 89 |
| 197 95
197 103
[ 200 84
202 08
e 203 91
204 08
| 207 100
208 105
| 208 112
_— 213 115

219 | 109




21. Prévoir le stock

Le gérant d'un camping fait le compte du nombre de cannettes de
limonades vendues chaque jour. Il décide de mettre ces données en
relation avec la température moyenne de la journée afin d’organiser
le stockage dans le frigidaire. Voici ces données.

Température moyenne Nombre de cannettes
en degré Celsius vendues

14 2
16 3
16 5
17 4
18 5
20 3)
20 10
22 9
24 12
24 15
26 14

| 28 18
29 | 20
31 24

a. Représenter ces données sur un graphique, déterminer et tracer la
droite de Mayer.

b. La météo annonce 25 °C pour le lendemain. Utiliser I'équation
pour prévoir le nombre de cannettes a stocker.

H 4. Fonctions du premier degré



Souvenez-vous : on a exploré les équations au départ d'une « énigme » dans laquelle inter-
venait une balance. La méthode : 6ter une quantité égale (les trois quarts d'une brigue) de
chaque coté de la balance. Mais comment résoudre une cnigme comme celle montrée par la
fig. | ?

Dans ce chapitre, nous apprenons a résoudre des probleémes du premier degré qui comportent
deux inconnues. Chemin faisant, nous mettons au point plusieurs méthodes. L'une delles, Ia
méthode graphique, nous raméne dans le cadre de la geéométrie analytique.

On conngit la masse de deux balles et d'un cube,
celle de trois balles et de deux cubes.
Que pésent une balle, un cube 2




Deux poids, deux mesures !

Karim a placé des sphéres et des cubes sur une balance et constaté \Q“_/ \ 62 /
les équilibres montrés par la (ig 2. Lunité utilisée est le kg. 7 (A)

Déterminer la masse d'une spheére et celle d'un cube en combinant les
informations de ces deux schémas.

tig, 2
Traduction mathématique

Si x est la masse de la sphére et y la masse du cube, le schéma de la x+2y=6,2 (A)
x+y=43 (B)

g 2 devient le systéme de deux équations a deux inconnues :

Le but est de combiner ces deux équations pour n'avoir plus qu'une
équation a une inconnue. La combinaison (4) - (B), dans laquelle
on soustrait membre & membre la deuxiéme équation de la premiere,
permet d'y arriver.

a. Résoudre cette nouvelle équation pour trouver la valeur de y.
b, Trouver la valeur de x.

Trouver la bonne combinaison

Voici une nouvelle énigme.

a. Ecrire une combinaison entre les schémas (4) et (B) qui permet
d’avoir d'un ¢6té uniquement des cubes ou uniquement des sphe-
res. Déterminer ensuite les masses respectives.

. Traduire la situation a l'aide d'un systéme d’équations.
¢. Résoudre ce systeme. fig. 3

Se dépasser

Aurore et Bertrand habitent la méme rue mais ils se rendent séparé-
ment au méme endroit situé a 100 kilometres de chez eux. Bertrand
part une demi-heure aprés Aurore mais sa voiture roule plus vite.

La voiture d’Aurore roule a 60 km/h de moyenne, celle de Bertrand
fait du 100 a I'heure.

Le graphique (‘¢ 4) montre que Bertrand arrive avant Aurore et qu'a
un moment donné, ils se trouvent au méme endroit.
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Aprés combien de temps et a quelle distance de chez eux, la voiture
de Bertrand dépasse-t-elle celle d’Aurore ?

5. Calculer le point de rencontre

Revenons aux trajets d’Aurore et de Bertrand en imaginant que 'on

ne dispose pas du graphique des deux mouvements mais bien de
leurs équations. La lettre x représente la durée en heures et la let-
tre v, la distance en km.

La droite a a comme équation y = 60x.
La droite b a comme équation y = 100x - 50.

Au moment du dépassement, les voitures ont parcouru la méme dis-
tance, donc la valeur de y doit étre la méme pour les deux équations.

On écrit
60x = 100x — 50.

a. Résoudre cette équation et comparer la valeur trouvée avec la so-
lution graphique.

b. Retourner a I'équation de la droite a pour trouver la valeur de v.

6. La methode de subshtution

Voici un systéme de deux équations a deux inconnues :

x+y=12 (A)
2x+5y=-18 (B)

Comme il n'y a pas de combinaison qui permet d’éliminer rapide-
ment une inconnue, on repére celle qui s'isole le plus facilement dans
une des deux équations.




. Dans (A), exprimer y en fonction de x.

2. Dans (B), remplacer y par I'expression trouvée.

¢. Déterminer les solutions.

. Vérifier en remplacant x et y par leurs valeurs respectives dans une
des deux équations.

Observer d’a

bord !

Pour chaque ligne du tableau, choisir la ou les affirmations justes.
Corriger les afirmations fausses.

Systéme Affirmation 1 Affirmation 2 Affirmation 3 Affirmation 4
A Le couple (1,1) | Lecouple(2,2) | Les coefficients Les couples qui
D t=0 est solution de la | est solution du des inconnues vérifient la pre-
{ | premiere équa- systeme. et des termes miere ¢quation
—4x+2y+2=0 | {jon et aussi de la indépendants sont  vérifient aussi la
deuxieme. proportionnels. deuxiéme et réci-
proguement.
B Le point (5, 10) Le point (4 , 9) Les droites ont Les droites d, et
B appartient aux appartient aux meéme pente. d, sont confon-
{dl =y=2x~1 deux droites. deux droites. dues.
d, =3y=6x-3
G Le couple (1, 1) Le couple (2 ; 4,5) | Les coethcients Les couples qui
G5l =0 est solution du est solution du des inconnues et | vérifient la pre-
{ systeme. systeme. des termes indé- | miére équation
2y-4x-1=0 pendants ne sont | vérifient aussi la
pas proportion- deuxiéme et réci-
nels. proquement.
D Le point (1, -2) Le point (1, -2) Les droites ont Les droites d, et
B est solution de la | appartient a la méme pente. d, sont parall¢les.
{dl =y=2x-1 deuxieme équa- droite d,.
d, =3y=6x-12 | tion.
E Le couple (2, 3) Le couple (1, 1) Les coefhicients Il y a un et un seul
, est solution de la | est solution de la | des inconnues couple qui vérifie
y—=2x+1=0 G g s ; ;
{ | premiere équa- deuxieme équa- et des termes les deux équa-
y—4x+3=0 tion. tion. indépendants sont | tions.
proportionnels.
F Le point (5, 11) Le point (0, 0) Les droites ont Les droites d, et
appartient aux appartient aux meme pente. d, sont sécantes.
{dl =g=da-l deux droites. deux droites.
dy=3y=4x-3

5. Systémes d’équations.




1. Que signifie « résoudre un systéme » ?

Résoudre un systéme de deux équations du premier degré a deux inconnues, c'est
chercher les couples de nombres qui vérifient a la fois les deux équations. De tels couples
sont appelés solutions du systeme.

2. Comment résoudre un systéme par la méthode de combinaison ?

Exemple 1
x+y=14 (A)

Soit le systéeme
> [2x—y—4 (B)

On observe qu’en additionnant membre a membre les deux équations, on obtient
une seule équation a une inconnue.

x+y=14 (A]
2.:'-:—}':4(3)
(A + B) 3x=18
x=0

On remplace x par 6 dans (4) ou dans (B), pour trouver y.
En remplacant dans (4), on a

6+yv=14
¥ =8,

Vérification : en remplacant x par 6 et y par 8 dans (B), on a
(2 x6)-8=4.
C’est bien une égalité. La solution du systeme est le couple (6, 8).

Exemple 2
4x+3y=37 (A)

Soit le systéme
-3x+2y=-15 (B).

Pour obtenir une seule équation en y, on peut utiliser la combinaison 3(A) + 4(B).
Ce qui conduit a I'équation 17y = 51. On remplace ensuite y par 3 dans (4) ou dans
(B) pour trouver x.

La solution du systeme est le couple (7, 3).

Cette facon de faire convient chaque fois que I'on peut combiner les deux équations pour

obtenir une seule équation a une inconnue.
Cette méthode est appelée méthode par combinaison.

Remarque

Avant d’utiliser cette méthode, il est nécessaire de réduire et d'ordonner de la méme
facon les équations.




3. Comment interpréter graphiquement un systéme d’équations et sa solution ?

Exemple
y=x4+1 (A)
Soit le S}'Stémﬁ y= = -— (B) *
On représente chaque équation par une droite (fig. 5).
La solution du systéme correspond aux coordonnées du point d'intersection des

deux droites. C'est le point (1, 2).
Les coordonnées de ce point vérifient les équations de ces droites.

1-2=-1 (A)
1+2=3 (B)
¥ 1 I
P
4
v ={x +{1
2
i >
= S | 2 4 x
: y= 34X
fig. 5

Résoudre un systéeme de cette facon revient a lire la solution sur le graphique. On ne trouve
cependant que les solutions entiéres ou approchées.

Pour résoudre un tel systeme par calcul, I'inconnue « y » étant isolée dans le premier mem-
bre de chacune des équations, il suffit d'égaler les seconds membres pour obtenir une équa-
tion qui ne contient que x comme inconnue. On remplace ensuite x par la valeur trouvée
dans une des deux équations données.

Isoler la méme inconnue dans les deux équations puis égaler les seconds membres est une
deuxieme méthode de résolution appelée méthode par comparaison.

Remarque

Avant d’utiliser cette méthode il est nécessaire de réduire chacune des équations et
d'expliciter y.




4. Comment résoudre un systéme par substitution ?

Exemple
3x-y=11  (A)

Soit le systeme {Zx— 5y =-36 (B) :

Dans I'équation (A), on isole v dans le premier membre. On trouve y = 3x - 11.
Dans l'équation (B), on remplace vy par 3x — 11. Le systéme devient

{y_ax—11 (4)

2x-5(3x-11)=-36 (B).

On résout I'équation qui ne contient qu'une inconnue
2% ~15% +-535'= =36
~1 3% =~91
X=
On remplace x par sa valeur dans (4). On trouve y = 10.
La solution est le couple (7 , 10).

Cette méthode est commode lorsqu'une des deux inconnues a comme coefficient 1 dans au
moins une des deux équations. On I'appelle méthode par substitution. Il s'agit en effet de
substituer (c’est-a-dire de remplacer) une inconnue dans une équation par sa valeur calcu-
lée dans l'autre.

5. Comment reconnaiire un systeme impossible ?

Exemple
2x+4v=4
4x+8y=12

Isolons x dans la premiére équation. On a

x=2-2y
4(2-2v)+8y=12
Lorsque 'on regroupe les termes qui contiennent y, dans le premier membre de la
seconde équation, on trouve
-8y +8y=4
Oy = 4.
Quelle que soit la valeur de y, le produit Oy ne vaudra jamais 4. Il est impossible de

trouver une solution a ce systéme.
En observant les données, on constate que les rapports entre les coefficients des

inconnues est le méme mais n’est pas égal au rapport entre les termes indépendants
{E %]

4 8 12
sont paralleles.

]. Les droites qui représentent ces équations ont méme pente, elles




Lorsqu'un systéme ne posseéde aucune solution, on dit que ce systéme est impossible. Les
droites qui représentent ces équations sont paralleles.

Enonceé 5.1

On peut prévoir qu'un systéme est impossible en réduisant les deux équations et en les
explicitant par rapport a y. Si les coefficients angulaires sont identiques et si les termes
indépendants ne le sont pas, alors le systéme est impossible. Ces équations sont représen-
tées par des droites paralléles.

6. Comment reconndaitre un systeme indétermineé ?

Exemple
2x+5y=0
4x+10y=12

Apres les calculs habituels, on obtient I'égalité
Oy = 0.
Quelle que soit la valeur que I'on donne a vy, cette égalité sera vraie. Elle revient a
zéro égale zéro. Il y a donc une infinité de solutions.
On dit aussi que le systéme est indéterminé. Les droites qui représentent ces

équations sont confondues.
En observant les données, on constate que les rapports entre les coefficients des

inconnues et des termes indépendants sont égaux [E =9 e ) .

4 10 12

Enoncé 5.2
On peut prévoir qu'un systéme dont les équations sont réduites est indéterminé en exa-

minant les coefficients des inconnues et des termes indépendants respectifs. Sils sont
proportionnels, alors le systéeme est indéterminé et les deux équations sont représentées
par la méme droite.




Expliciter les savoirs et les procédures

Des sommes et des differences

a. Trouver deux nombres dont la somme est 56 et dont la différence
est 12,

b. Trouver deux nombres dont la somme vaut 454 et la différence 152.
¢. Trouver deux nombres dont la somme vaut 34 et la différence 142.

d. Trouver deux nombres dont la somme vaut 109 et la différence 86.

Chercher VVerreur

Trois éléves sont au tableau pour résoudre le systeme

3x+2y=1 (A)
-2x+5y =69 (B]

Voici comment chacun démarre :

{6:: +d4y=1  (24)
Elisa
~6x+15y=69 (3B)

15x+10y=5  (54)

Jordan
{4xmy =-138 (-2B)

a. Un seul des trois a bien commencé. Lequel ?
b. Quelles sont les erreurs commises ?
¢. Résoudre ce systeme.

Remplacer

On donne le systéeme

S5x+2y=-61 (A)
x—-9y=-31 (B) .

a. Dans I'équation (B), exprimer x en fonction de y.
b. Dans I'équation (A), remplacer x par 'expression obtenue.
¢. Terminer la résolution du systéeme.

Brieuc {

6x+2y=2  (24)
~6x+5y=138 (3B)




4. Deux écolieres

Laura et Manon se dirigent vers leur école. Toutes deux quittent leur

maison a 8hl5. Laura arrive a 'école avant Manon. Répondre aux
questions en se référant au graphique donné (fig. 6).

g [km, | [ 11 | = EE ,..-L—— ==
B e

= E =
'k Za
E..._]l "___..,—-*ﬁ"éﬁ

v o]
=
! HHF
] 0 " )

8hl5 8h20 8h25 8h30 8h35 8h40 8h45 Heure fig. 6

a. Combien de temps dure le trajet de Manon ?

b. A quelle distance de 'école habite Manon ?

c. A quelle heure sont-elles 2 méme distance de I'école ?
d. Qui marche le plus vite, Laura ou Manon ?

e. A quelle distance de I'école habite Laura ?

f. Quelle est la vitesse de Laura (en meétre par minute puis en

km/h) ?

g. A quelle distance de la maison de Laura se rencontrent-elles ? A
quelle heure ?

Appliquer une procédure

5. Résoudre par combinaison

- 4x 4+ 3y =50 b 4x+3y-50=0 . Tx+3y=91
" |5y —4x = -2 " |5y-4x+2=0 " |-2x+5y=15

6. Résolution graphique

Résoudre les systémes et vérifier les solutions en utilisant le graphique.

d. Ca 9 €. 4
y=x+1 ly=2x-1 —2x+y=-3
k. x=2y=0 di :y:x+1 ;. er—-2y={]
x+3y=15 x—-2y=0 y=2x-1
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7. Résoudre par substitution
2x+y=-12 b x+3y=27 , 4x-5y=-35
% 15x+4y=-33 " 17x—6y=-98 ‘x+dy=7
8. Droites paralléles
2x—y=-1
Ce graphique (fig. 8) correspond au systeme { il _5
Quelles sont les solutions ? dx—2y=2.
VA
5 /
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M
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fig_ 8

tig. 7




9. Droites confondues

|'=
Il

| =

Ce graphique (fig. 9) correspond au systéeme 1
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-
N
e
I
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Quelles sont les solutions ?
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/ fig. 9

10. Le bon choix

Indiquer la méthode qui vous semble la plus adéquate (combinaison,
substitution, graphique) pour résoudre chaque systéeme.

.. 4}::3 . x+y=579 o y=3x-4
4x+y=17 x—y=-33 y=x+2
b. "2x+y=11 d 14x+9y =-20
3x-y=4 Tx—2y=235

11. Sans papier ni crayon

Résoudre les systémes suivants de téte, en les observant attentive-

ment.

& x—y=0 & 4x-3y=16 - x-v=0
2x+5v=21 2y=8 2x-2y=0

b x+y=20 d x—v=4 £ 0,7x=4,2

Cx-v=6 3x—3y=13 0,3x+1,2y=3




12. Résoudre les systemes suivants

13.

Série |

- o= 3
" l4x+y=16

x=y
b. i
{x+y=32

Série 2

4 3x+2y=14
" 15x-2y=18

. {x+y=3
3x-y=1

Série 3

x+y=12
C.
x—-v=4
—-2y=20
d. {I 4
y=a
4 5x—4y=-6
" |2x-4y=0
10a-b=-2
" |10a-4b=17
8x—6y=-36
€. < 2x
3 ]
I+3__}’:17
d-* 57
X
_ s
¥ 8

- -x+y=40
" lx+v=20

¢ 2x+3y=12
" lx+y=5

. [s-6p=-18
" |3s-6p=-24

¢ 0,3x+0,2y=0,4
" |4x+2y=7

2x+

(4x+15 3y-5 _
ol 3 &
2y+3;:+y+15=
. 4 5

X

y

Impossibles ou indéterminés ?

Parmi les exercices suivants, préciser ceux qui sont impossibles et
ceux qui sont indéterminés,

x-2y=3
* 13x-6y=9

b, {x—v=0

2x+y)=5

s '¢£+l:1
LY 3

d. {4..1:-3yzll

8x—-6y=22

Ix-5=6y+3
= y+Tx=Ty+12

¢ x-2y=3
" |-3x+6y=2




Résoudre un probleme
14. Rectangles

Le périmeétre d'un rectangle mesure 1330 m. Les deux tiers de sa lar-

geur valent autant que les trois cinquiémes de sa longueur. Quelles
sont les dimensions de ce rectangle ?

Indications

Pour résoudre un probleme par la méthode des équations, on
passe le plus souvent par les étapes suivantes.

De quoi s'agit-il ? D'un rectangle, de son périmetre et de ses
dimensions.

Donmnées : le périmeétre du rectangle et une relation entre sa
longueur et sa largeur.

Inconnues : la longueur (L) et la largeur (7).

Formules qui se rapportent a la situation : la formule du périme-
tre du rectangle :

p=2L+2l ou §:L+I_

Les relations entre les inconnues, fournies par I'énoncé, sont
traduites par le systéme :

e 1t
3 5
L+1=665

a. Résoudre ce systéme.
b. Vérifier la solution.
¢. Quelles sont les dimensions des rectangles suivants ?
— Le demi-périmetre du rectangle A mesure 24 c¢m et la longueur
vaut 5 fois la largeur.

— Le périmeétre du rectangle B mesure 94 cm et la largeur surpasse
de 2 cm la moitié de la longueur.

15. Des billets de cinq et de vingt euros
seulement

Un commergant se rend a la banque pour toucher un cheque de
270 €. 1l souhaite obtenir des billets de 5 € et de 20 €. On lui donne

30 billets au total.
Combien de billets de chaque sorte a-t-il recus ?

Indications

Appeler x le nombre de billets de 5 €, et v, le nombre de billets
de 20 €.

La somme constituée par des billets de 5 € est donc 5x et la
somme constituée par des billets de 20 € est donc 20y.

Une des équations traduit I'information : la somme formée par
les billets est la méme que celle formée par les pieces.

Lautre équation traduit l'information: le nombre total de

billets est 30.




16. Petite monnaie

Bernadette a des piéces de 20 centimes et des pieces de 50 centimes.
Elle en a 23 au total pour une valeur de 7 €. Combien de piéces de
chaque sorte a-t-elle ?

17. Au concert

Des tickets pour un concert cofitent 12 € au prix
plein et 8 € au tarif étudiant. Ce soir; on a vendu,
en tout, 800 tickets pour un montant de 8540 €.

Combien a-t-on vendu de tickets au prix plein et
de tickets au tarif étudiant ?

18. Livraison a domicile

Un camionneur doit livrer 58 caisses provenant de deux grossistes
différents. Chez l'un, les caisses pésent 7 kg, chez l'autre, elles pesent
12 kg. La masse totale a charger est de 496 kg.

Combien de caisses de chaque sorte doit-il livrer 2

19. Deviner un nombre

Trouver deux nombres tels que le premier augmenté de 5 fois le se-
cond donne 140, alors que ce méme premier nombre augmenté de
8 fois le second donne 215.

Quels sont ces nombres ?

20. Dans les triangles

Déterminer les mesures des angles de ces triangles en utilisant les
données fournies par la fig. 10.

A

fi{;J_ 10

Exercices




21. Consommation d’eau

Léa prend, en moyenne par semaine, quatre douches et trois bains.
Elle consomme ainsi 730 litres d’eau. Jonas, lui, prend généralement
six douches et un bain chaque semaine. Il consomme ainsi 570 litres
deau.

Combien de litres d'eau consomme-t-on en moyenne pour une dou-
che ? Pour un bain ?

22. Ca chauffe !

Une publicité d'installation de chauffage vous indique que pour
5 convecteurs électriques et 4 radiateurs a accumulation, il vous en
colitera 540 €,

Cette publicité annonce aussi que pour 7 radiateurs a accumulation
et 6 convecteurs, le prix est de 802 €.

Une petite note mentionne qu'un forfait de 100 € est demandé pour
toute installation, quelle qu’elle soit. Dans votre maison, vous vou-
driez 3 convecteurs et 10 radiateurs. Combien cela vous cofitera-t-il ?

23. Se metire au courant

Si 100 metres de fil et 8 prises cotitent 62 € et 150 métres
de fil et 10 prises valent 90 €, quel est le prix du fil au me-
tre et le prix des prises a la piece ?

24, Faire toute la lumiere

On peut acheter 3 lampes et 4 metres de fil pour 38 € alors
que 5 lampes et 14 metres de fil colitent 67 €.
Quel est le prix des lampes et le prix du fil au metre ?

Pour aller plus loin

25. Valeur nutritive

Lénergie fournie par 5 g de glucides et 10 g de lipides
produit 110 kcal. Lénergie fournie par 10 g de glucides et
5 g de lipides produit 85 kcal.

a. Quelle est I'énergie (en kcal) produite par | g de gluci-
des ? Par 1 g de lipides ?

b. Sachant que 1 g de protéines apporte 4 kcal, vérifier
sur le tableau ci-contre que 100 g du produit sec four-
nit une énergie de 336 kcal (les fibres et le sodium
n‘apportent aucune calorie supplémentaire).

u 5. Systémes d'équations

fig. 11



26. Vitesse et distance de freinage

Pour tester 'efficacité des « pneus pluie », un construc-
teur a enregistré les distances de freinage dune auto-
mobile circulant sur une route humide a plusieurs
vitesses différentes. Les résultats figurent dans le ta-
bleau ci-dessous. La relation entre la vitesse et la dis-
tance de freinage est donnée par la formule :

d=av’ +b.
v (km/h) | 40 |50 |60 70 (80| 90 | 100 110 120
d(m) |29|42|57 74|94 115|140 | 166 193

a. Calculer les coefficients a et b, en choisissant les vi-
tesses 40 et 60 km/h.

b. Calculer les distances de freinage correspondant aux autres vites-
ses et comparer les résultats a ceux fournis par le tableau.

¢. Recommencer avec un choix initial différent.

27. Ensemble a 'arrivée

Deux sceurs partent en excursion dans des voitures différentes. Celle
qui quitte la maison la premieére voyage dans une voiture qui roule a
une vitesse moyenne de 60 km/h. Lautre quitte la maison 30 minutes
plus tard mais la voiture roule a4 une vitesse moyenne de 100 km/h.
Elles arrivent a destination en méme temps. Quelle est la distance
entre le lieu d'arrivée et leur domicile ?

Résoudre ce probléeme par la méthode graphique.

28. Quelques problémes de géomeétrie
analytique

a. Les points suivants sont-ils alignés ? Vérifier a partir d'une repré-
sentation graphique et par calcul.

1)A(1,1);B4,2);C(7,3)
2) A(-7,5);B(-4,3);C(-1,1)
3) A(-4,-2);B(0,-3);C(4,-4)

b. Ecrire I'équation de la médiatrice du segment dont les extrémités
sont les points

1JA(0,0) et B(4,6)
2)A(=1,3) et B(1,-5)
3) A(-1,-2)et B(3, 2)
c. Voici les équations des droites d, d, et d,.
d=2x+y=11;d,=3x-y=4 ; dy=Tx-2y=61

La droite d, passe-t-elle par l'intersection des droites d, etd, ?



d. Les droites d,, d, et d,, dont on donne les équations ci-dessous,
sont-elles concourantes ?

di=5x-y=5 ; dy=6x-2y=4 ; d;=2x—-4y=-57

e. Les points A, B, C et D sont-ils les sommets d'un parallélogram-
me ?

A(-3,0) ; B(0,4) ; C(4,4)etD(4,0).

Indication

Vérifier si les droites AB et CD sont paralleles et si les droi-
tes BC et AD le sont aussi.

f. Les points A, B, C et D sont-ils les sommets d'un rectangle ?
Al-2 .2) : B(1.3) ; C(2.0) et D=4 ,-3).
Indication

Vérifier si les droites AB et BC sont perpendiculaires et si les
droites DC et AD le sont aussi.

g. Les points A, B, C et D sont-ils les sommets d'un losange ?
a. A(4,5) ; B(11,4) ; C(7,-1)etD(-1,0).
b. A(-3,2) ; B(2,5) ; C(6,2)etD(2,-1).

mes d’équations



On entend dire :

~ « Ce film est interdit aux moins de 15 ans. »
— « Mon compte en banque ne peut pas descendre en dessous de 500 €. »
~ « Aujourd’hui ma note de supermarché ne doit pas dépasser 75 €. »

- « Le cotit de production de cet article ne peut pas dépasser 19 € par piéce produite et la
quantité de pieces doit étre supérieure a 12000 par mois. »

— « Ce produit doit étre conservé 2 moins de 4 degrés centigrades. »

— « La vitesse maximum autorisée est de 70 km/h. »

Pour modéliser et résoudre des problemes qui comportent de telles expressions, on travaille
avec des inéquations.

Dans ce chapitre, nous apprendrons a nous en servir.




1.

Plus de t-shirts ou plus de jeans ?

Un vendeur se rend au marché avec des t-shirts a 12 € et
des jeans a 28 €. Il vend x t-shirts et y jeans.

Ecrire les différentes situations ci-dessous sous une forme
mathématique.

a. Il espére vendre en tout plus de 120 articles.
. Il espere vendre pour plus de 500 €.

c. Il espére que le nombre de jeans vendus soit plus grand
que le double de t-shirts.

Toutes les solutions
Six + 4 =7, x ne peut prendre qu'une seule valeur.

a. Quelle est cette valeur ?

b. Est-ce que 3,5 est une solution pourx + 4 >7 2 Et 3,1 ? Et 0 ?

3

¢. Peut-on faire la liste de toutes les solutionsde x + 4 > 7 ?

d. Parmi les deux schémas ci-dessous, seul le premier représente
toutes les solutionsde x + 4 > 7.

Que signifient les symboles O et ® ?

e. Quelle est la signification de la fleche ?
f. Quelle est la solution de I'équationx + 1 =3 ?

g. Représenter les solutions de I'inéquation x + 1 < 3.

ﬂ 6. Inéquations




3. D'une inégalité a 'autre
Choisir deux nombres p et ¢ tels que p < g et les repérer sur une droite
des nombres.

Les inégalités suivantes sont-elles vraies ?

a. 2p<2g i = | gl Gi —p—] gl
B =P < e. -3p<-3g h. £<4

S
Co =P+ 3g~q+3 f. —-g<—q v —p+lc—g+1

4. Dans un sens ou dans l'autre ?
La fig. 2 illustre quesip <g alorsp + 2 <g + 2.
La fig. 4 illustre que si p < g alors 2p < 2g.

Dessiner un schéma qui montre que si p < g, alors —2p > —-2¢g. Choisir
d’abord p et g positifs, puis de signes différents, puis tous les deux

négatifs.

A A A A
P R i A
G — — 0 O — — W
] 0 1 — [ =
o e — -+ — — =t
o — — . =

R L~
%2
o —
o —] — =
&3
| e ) — =
% | 1 T_\}{E‘ 1
o~ — o g - — &
, I I
o 8y o — — 5

fig. 3 fig. 4




5. Signe de la fonction du premier degré

AY A
y=2x+1

L NP |
dl/ e

fig. 5 fig. 6

=Y
=Y

Sur la droite d, (lig. 5), on voit que le point d'abscisse —0,5 a une or-
donnée qui vaut 0.

a. Examiner les points de d, qui ont une abscisse inférieure a -0,5.
Quel est le signe de leur ordonnée ?

b. Examiner les points d, qui ont une abscisse supérieure a -0,5.
Quel est le signe de leur ordonnée ?

¢. Examiner des points de d, (fig. ¢) dont l'abscisse est égale, in-
férieure puis supérieure a 0,5. Indiquer chaque fois le signe des
ordonnées.

6. Vers une généralisation

Dessiner une droite croissante et une droite décroissante (ne pas
choisir les mémes que celles qui ont été traitées ci-dessus). Examiner
le signe des ordonnées des points de chacune de ces droites.




Comment lire les symboles ?

< signifie « est plus petit que » ou « est inférieur a ».

> signifie « est plus grand que » ou « est supérieur a ».

< signifie « est plus petit ou égal a ».

> signifie « est plus grand ou égal a ».

n < 5 se lit « n est plus petit que 5 » ou « n est inférieur a 5 ».

3 < n < 8 se lit « n est plus grand ou égal & 3 mais plus petit ou égal a 8 ».
3 < n < 8 se lit « n est compris entre 3 et 8 ».

Comment représenter les solutions d’une inéquation ?

Si x est un entier tel que x > 3, alors x est I'un des nombres 4, 5, 6, 7...

On peut décrire cet ensemble de solutions par une énumération.

Mais si x est un nombre réel, alors x peut prendre n'importe quelle valeur supérieure a 3,
par exemple 3,1 mais aussi 3,0001 ou encore 3,000001.

On représente cette solution de la fagcon suivante.

-5 -4 3 2 - 0 1 2 3 4 5 6 7
| | I | | | | | | | | | |

tig. 7

Le cercle vide indique que le nombre 3 n'est pas solution de cette inéquation. La fleche
orientée vers la droite indique que toutes les valeurs supérieures a 3 sont des solutions.

3.

Quelles sont les propriétés des inégalités ?

Enoncé 6.1
Le sens de I'inégalité est conservé si on ajoute un méme nombre aux deux membres de

l'inégalité.

Enoncé 6.2
Le sens de l'inégalité est conservé si on multiplie les deux membres de l'inégalité par un
méme nombre strictement positif.

Enoncé 6.3
Le sens de lI'inégalité est renversé si on multiplie les deux membres de I'inégalité par un

méme nombre strictement négatif.

Exemple
3<S5mais-3>-5
Sur une droite graduée (fig. 7), 3 précede 5, mais -5 précede -3.




4. Comment résoudre une inéquation du premier degré ?

On résout l'inéquation en utilisant a bon escient les énoncés 6.1 a 6.3.
Ensuite, on représente I'ensemble des solutions sur une droite graduée. A savoir :
a. placer le symbole ® ou O sur une droite graduée :

— le ® est utilisé si le signe de I'inéquation est < ou 2, dans ce cas, le nombre désigné par
e point est solution de I'inéquation,

— le O est utilisé si le signe de I'inéquation est < ou >, dans ce cas, le nombre désigné par
le point n'est pas solution de l'inéquation ;

b. accentuer la partie de la droite graduée qui correspond a 'ensemble des solutions.

Remarque

Il est parfois demandé de représenter I'ensemble des solutions sous la forme d'inter-
valle. On utilise alors les notations géométriques des segments et des demi-droites.

En résumé, voici comment écrire et représenter 'ensemble des solutions d'une inéqua-

tion.
Exemples
Ecriture Représentation sur Ecriture sous forme
algébrique une droite graduée d’intervalle
x>5 0 1 5 ['ensemble est la demi-
L 111111 I 1 |droite ouverte 15 ; = [
O E
fig. 8
x5 0 1 5 L'ensemble est la demi-
L1 11 11111 | |droiteferméeS=[5; =]
@ >
fig. 9
e 0 1 5 L'ensemble est la demi-
1 11111 | |droite ouverte S = |« ; 5]
<« @)
fig, 10
x<h 0 1 5 L'ensemble est la demi-
1111 1 1L || droite fermée S = ]« ; 5]
- 2
fig, 11




5. Comment déterminer le signe d’une fonction du premier degré ?

Sur une représentation graphique dune fonction du premier degré, on peut constater
que :

— si la droite est croissante (fig. 12), la fonction est négative pour des valeurs de x inférieu-
res a la racine et positive pour des valeurs de x supérieures a la racine,

- si la droite est décroissante (fig. 13), la fonction est positive pour des valeurs de x inférieu-
res a la racine et négative pour des valeurs de x supérieures a la racine.

y >0 y
A m <0 A

w Y

fx)=mx+p

tig. 12 fig. 13

Enoncé 6.4

Le nombre a étant la solution de I'équation mx + p = 0,
si x > a, alors f(x) a le méme signe que m.




Expliciter les savoirs et les procédures

La droite des nombres

a. Représenter les inéquations suivantes sur une droite des nombres.
Dessiner une droite différente pour chaque inéquation.

i S
2 <Xy h
-2<x<4

b. Si x est un nombre entier, écrire I'ensemble des solutions de cha-
cune de ces trois inéquations.

L'inégalité qui convient
Choisir I'inégalité qui traduit la situation.

a. La vitesse dans ce village est limitée a 30 km/h. La lettre v repré-
sente une vitesse.

1) v> 30 3) v 2 30
2) v <30 4) v <30

b. Dans cette école, les classes comportent au moins 15 éléves mais
n'atteignent jamais 30 éleves. La lettre x représente le nombre

d’éleves.
1]15<x<30 3)15<2x<30

2155x<30 4] 15=5x<30

¢. Ecrire une double inégalité qui traduise cette situation : la durée
de cuisson doit étre supérieure a 1h00 et inférieure a 1hl5.

Il est majeur

Cédric dit : « Il y a au moins 4 ans que je suis majeur. » Quelle est
I'inégalité qui traduit cette affirmation ? La lettre x représente son
age actuel.

Jx+4<18 3)x+4>18 5|x+42>218 /fx-4218
2)x-4<18 4)x-4>18 6)x +4<18 8lx-4<18

Excursion scolaire

Pour l'excursion scolaire, les éléves sont répartis par groupes de 5. Dans
un autocar, on peut placer maximum 47 personnes. Quatre professeurs

accompagnent et il ne faut pas scinder les groupes d’éleves.

a. Quelle est I'inéquation qui traduit les conditions d'acces a cet auto-
car ? La lettre n représente le nombre de groupes.

1)5n+4<47 3)5n-4<47 o) 5n +4<47
2)5n+4>47 4)5n-4>47 6] 5n + 4247




b. Résoudre cette inéquation pour trouver le nom-
bre de groupes que l'on peut faire entrer dans
'autocar.

5. Cloture

Les poteaux d'une cloture sont distants de 3 m. La
cloture délimite deux prés, elle n'est pas fermée et
doit avoir minimum 58 m de long.

a. Faire un schéma pour une cléture qui comporte
6 poteaux et comparer le nombre de poteaux au
nombre d'intervalles.

b. Sip est le nombre de poteaux, quelle est 'inéqua-
tion qui correspond a la situation ?

1)3(p+1)<58 3)3(p+1)=258
2)3(p-1) <58 4) 3(p - 1) = 58

¢. Résoudre cette inéquation pour trouver le nom-
bre minimum de poteaux qu'il faut prévoir.

Appliquer une procédure

6. Résoudre une inéquation et représenter
les solutions (deux exercices résolus)

Résoudre % -7,2<29 et 3(1 —-5x) < —12, représenter les solutions sur

une droite graduée.

-1t & 9 3(1-52) ¢-12
ool 3,2 wdﬁ%hw
P e 3-45a { - 12
x ¢ SQ’L Rbiovddon 3 g
A tadleplin Lo ~15x (- 15 .tm—ﬂ.«.,
lh-%?m--f Divistn Loy 1 Pumdoes
x < 171 por =4S
b 471 ¥
* 0 A
< - ' c R

Exercices




Résoudre les inéquations suivantes et représenter les solutions
sur une droite graduée.

Série 1
n+3
8 X721 & n-17<-1 G- > <-1
b. 2253 e. 43 e 1Fen
2 5
€. Sn+42=2-3 R . —1+21r-1.=:5
5

Série 2
a. 2n < -5 e. 7-2x<5 . 23+5n)<10
b. -2n<5 f. 7-2x<-1 J. 23-5n)<10
S 25D g. 7_32'1:}1 k. 2(3+5n)<-10

J—=x

d. 2n =25 h. 5 <5 . 2(3-5n)>10

Série 3
a. -1<x+4<5 d. -5 <5m < 25
b. 2<a-1<15 e. —~16~::§-=:2[}
¢c. -14<2n<5 fo -T<c-n<12

Série 4
a. 3n-9<7-4n € 3Mn—-5)>-2n
b. 2(n -5) > 3n d. 2(n-1) <3(n + 2)

7. Abscisses et ordonnées

a. La droite d, a comme équation y = —5x + 1. Pour quelles valeurs de
x les points de cette droite ont-ils une ordonnée négative ?

b. La droite d, a comme équation -2y = 6x — 1. Pour quelles valeurs
de x les points de cette droite ont-ils une ordonnée positive ?




Résoudre un probléeme

8. Bonnes conditions

Quelles sont les valeurs du nombre x pour lesquelles le carré de la
différence entre x et 3 est inférieur a la différence entre le carré de x
etlecarré de 3 ?

9. Au marche

Un marchand se rend au marché avec
100 kg d'oranges et 120 kg de bananes. 1l
vend les oranges a 3 € le kg et les bana-
nes a 2,5 € le kg. A la moitié de la mati-
née, il a vendu toutes ses oranges mais il
lui reste beaucoup de bananes. Combien
doit-il avoir vendu de bananes s'il veut que
la vente de ces deux produits atteigne, en-
semble, au moins 500 € ?

10. Dans un triangle

On sait que, dans un triangle, chaque cété est inférieur a la somme
des deux autres. Les mesures des co6tés d'un triangle sont 7 cm, 5 cm
et (x + 3) ecm. Quelles sont les valeurs de x qui permettent de construi-

re un tel triangle ?

11. Un point voyage sur les bords d’un
rectangle (exercice partiellement résolu)

On considére un rectangle ABCD de 6 cm de longueur et de 4 cm

de largeur.

Le point M est mobile, il part de B et se déplace vers C sur le
c6té BC du rectangle. On désigne par x la longueur (en cm) du
trajet effectué par M. 4

Pour quelles valeurs de x l'aire de la surface grise est-elle :
a. strictement inférieure a 5 cm” ?

b. supérieure ou égale a 10 cm? ? A B

fig. 14




Indications pour une résolution algebrique

Si x est la distance du point M au point B, l'aire de la surface
grisée (A) s'écrit :

#=2%
2
1] En partant de A = 3x et en posant A < 5, on résout lI'inéquation
R o o P
2) En partant de A = 3x et en posant A > 10, on résout l'inéquation
3x > 10.

Indications pour une résolution graphique

Représenter (éventuellement avec un logiciel graphique) la
fonction qui montre les variations d'aire quand le point M bou-

ge, C'est la fonction A = 3x.
Repére le point de cette droite dont l'ordonnée est 5.

Sélectionner tous les points de la droite A = 3x dont l'ordonnée
est inférieure a 5. Les abscisses de ces points sont les valeurs de
x demandées. On voit donc que le point M doit se situer entre

0 cm et a peu pres 1,7 cm.

A Aire (cm?)

Aire = 3x
12 %
10 +

Alre=5 t:m"'1
8
|
| " | : : >
1 2 3 4 x (cm)

Pour x = 1,666 ..., l'aire vaut 5 cm?.
Pour 0 < x < 1,666..., I'aire est inférieure 4 5 cm?. fig. 15




Pour que l'aire soit supérieure a 10 cm®, on repére sur la droite les
points dont 'ordonnée est supérieure a 10.

A Aire (cmz)

Aire = 3x
12 T
Ane=10 u:.m3
f I i ] i »
1 2 3 4 x (cm)
tig. 16

Pour aller plus loin

12. Un point circule sur un trapeze

On considére un trapéze rectangle ABCD.
Certaines dimensions sont indiquées surla fig. 17.
Choisir un point M quelconque sur le co6té DC. Noter DM =x.

a. Comparer l'aire du triangle BCM et celle du trapeze ABMD quand
x=3.

b. Rechercher pour quelles valeurs de x l'aire du triangle MBC est
supérieure ou égale a l'aire du trapeze ABMD.

A




13. Sur autoroute

Lise roule sur autoroute a une vitesse moyenne
de 110 km/h. Elle est a 165 km du péage.
Nicolas est parti plus tard et circule sur la
méme autoroute a 120 km/h de moyenne. 1l
veut rattraper Lise avant le péage. Quelle doit
étre la distance minimale entre Lise et Nicolas
pour que cela soit possible ?

Indication
Commencer par compléter le tableau ci-dessous

| Vitesse (v) Durée (2) Distance (d =v 1)
Lise 110 km/h 165 km
Nicolas 120 km/h 2 165 + x

6. Inéquations



Jusqu'a présent, les propriétés des figures ont été découvertes a partir d'observations, d’ex-
périences (construire, reporter, superposer) et de déductions. Nous poursuivons l'étude des
hgures isométriques en nous appuyant sur ces connaissances mais, de plus en plus souvent,
nous ¢tablirons les propriétés par la seule force du raisonnement et en se référant aux énon-
cés établis, c'est-a-dire en construisant des démonstrations. Le verbe « démontrer » vient du
latin demonstrare qui signifie « montrer a partir de ».

Cette facon de raisonner se situe dans la tradition mathématique inaugurée par EucLipe
b

(320-269 A.C.N.), un des plus grands mathématiciens de I'’Antiquité. Il a dirigé, a Alexandrie,

une équipe qui a participé a I'écriture de son ceuvre : Les Eléments.

Euclide apporte des déhinitions rigoureuses et démontre les grands théorémes de ses ancétres,
comme ceuX de THALES pE MILET (624-548 A.C.N.) et PYTHAGORE DE Samos (569-475 A.C.N.). Les
ceuvres d Euclide serviront de base a la géométrie pendant plus de 2000 ans.

A la suite d'Euclide, nous construirons des démonstrations qui s'appuient sur des énoncés éta-
blis précédemment, Certains énoncés peuvent étre démontrés de plusieurs facons, mais dans
ce chapitre on utilisera chaque fois que c’est possible les « cas d'isométrie des triangles ».

Etude de la théorie de géométrie du mathématicien grec Euclide, ou Les Eléments,
tiré du portrait de Fra Luca Pacioli, mathématicien (détail), par Jacopo de Barbari, 1495.

T __




1. Médiane relative a I’hypoténuse
d’un triangle rectangle

a. Surla fig 1, on a indiqué que le triangle ABC est rectangle et que
le point M est le milieu de son hypoténuse. M

Reproduire la figure et construire I'image de ce triangle par la sy-
métrie de centre M.

b. Quelle est la propriété du rectangle qui permet de comprendre
pourquoi [CM] est la moitié de [AB] ? fig. |

2. Un angle mobile

On fait pivoter un angle de 90° de telle sorte que ses deux c6tés soient
en contact avec deux clous A et B (fig. 2).

a. Expérimenter en plagant langle
droit d'une équerre entre deux points
fixes. A 2
b, Expliquer pourquoi le sommet de
I'angle décrit un demi-cercle (recher-
cher le centre et le rayon de ce cer-
cle...).
hg. 2

Ce procédé est utile aux artisans
pour fracer un arc de cercle

dont le cenire n'est pas accessible.

3. Angle inscrit dans un cercle

a. En utilisant les mesures indiquées surla fig. 7 et certaines proprié-
tés des angles, déterminer I'angle dont I'amplitude est notée par la
lettre x.

b. Comparer la mesure de I'angle inscrit a celle de I'angle au centre
qui intercepte le méme arc.

c. Expliquer pourquoi cette propriété est vraie pour n'importe quel

angle inscrit.
:
130°
61° _
| fig, 3

O{J [
L] 830




4.

Angles a cotés perpendiculaires

diculaires. Ont-ils méme amplitude ? Faut-il les mesurer pour le

a. Les angles A, et B, ('g 4) ont leurs cotés respectivement perpen- \
savoir ?
b. Repérer sur la méme figure un autre angle ayant ses cotés perpen-

diculaires a ceux de I'angle A, et qui n'a pas la méme amplitude.

¢. Repérer dans la synthése un énoncé correspondant aux conclu-
sions que l'on peut tirer.

d. Tracer la hauteur relative a 'hypoténuse d’'un triangle rectangle C|
(g 5). Repérer des angles a cotés perpendiculaires. Ces angles
ont-ils méme amplitude ? Explorer, généraliser.

e. Considérer un secteur angulaire o inférieur a 180°. Choisir un
point et tracer un angle B dont les c6tés sont perpendiculaires a
ceux de l'angle o Faire varier la position du sommet de l'angle p.
Dans quels cas les deux angles ont-ils méme amplitude et dans H
quels cas sont-ils supplémentaires ? =

Déterminer une figure

A chaque polygone correspondent des mesures de coHtés
et d'angles. Mais pour en dessiner un, il n’est pas néces-
saire de fournir les mesures de tous les angles et de tous
les c6tés. On dit qu'un ensemble de données déterminent
un polygone si tous les polygones dessinés a partir de ces
seules données sont superposables ou isométriques.

a. Lalig 7 représente le développement latéral dun pris-
me droit (i ©). Peut-on dessiner la base de ce prisme
a l'aide des données fournies ? Si c'est le cas, construire
cette figure.

b. Si on forme deux plis dans un rectangle, peut-on
toujours former un prisme droit ?

10 cm 12,5 cm 7 cm

rig. 6

10 cm

1] rj Fs




C.

. Si on referme ce développement (fig. ©) de maniére a ce

La g © représente le développement latéral d'un autre 6cm 4cm 6cm

4 cm

prisme droit. Reproduire cette figure sur du papier carton-
né en utilisant les mesures indiquées. Prévoir quelle sera la
forme de sa base.

que deux faces forment entre elles un angle de 45°, quelle
sera la forme de la base ? Dessiner cette base.

Vrai ou faux ?

— Un triangle est déterminé lorsque I'on donne les mesures de ses
trois cotés.

— Un parallélogramme est déterminé lorsque I'on donne les mesu-
res de deux c6tés non paralléles.

— Un parallélogramme est déterminé lorsque l'on donne les
mesures de deux cotés consécutifs et la mesure d’'un angle de ce
parallélogramme.

— Un rectangle est déterminé lorsque 'on donne les mesures de
deux de ses c6tés non paralleles.

— Si l'on construit deux losanges en prenant les mémes mesures
pour les c6tés, ces losanges sont superposables.

6. Vers les cas d’isométrie des triangles

Pour construire un triangle, on peut relever la mesure de chacun des
trois angles et la mesure de chacun des trois cotés. Nous avons ex-
périmenté qu'il n'est pas nécessaire de fournir ces six mesures pour
pouvoir dessiner un triangle donné.

a. Construire un ou plusieurs triangles répondant aux conditions im-

b.

L

posées ci-dessous. Les notations sont celles de la "' %. Il importe
de respecter leurs positions relatives.

Les données fournies déterminent-elles entierement la figure ? Ex-
pliquer.

Les conditions déterminantes retenues conduisent aux énoncés
appelés généralement cas d'isométrie des triangles. Repérer, par-
mi les énoncés de la synthése, ceux qui correspondent aux conclu-

sions de cette recherche.

e

14 cm

ﬁ;_; 8

) =30°;p=50°;y=100° |4) c¢=7cm;a=5cm;b=4cm|!ljc=7Tcm;ax=90°;a=5cm

2l e=10cm;a=6cm;y=45°|7] c¢=5cm;y=135";b=3cm |12)a=10°;c=7cm ;B =30°

|
3) a=30°;p=70°;c=7cm (8 c=5cm;a=10°;a=7cm |I13)y=10°;c=12cm;a=6cm

4 c=Tcm;ax=30°;y=70° |9] c=7cm;a=90°

|4 aa=60°;p=40°;b=5cm

5] o045 B=62°iw=12em |10) b= &cinyo=90°
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7. Une demonstration

Dessiner un parallélogramme et ses diagonales en placant les lettres
comme sur la fig. 10, Placer un point F sur la droite AB. Tracer la
droite FO. Appeler E l'intersection de FO avec DC.

Les segments [ BF] et [ED] ont-ils méme longueur ?
Pour répondre a cette question, procéder comme suit.

a. Faire plusieurs dessins en modifiant chaque fois I'emplacement
du point F, puis en partant d'un autre parallélogramme. Examiner
si les segments [BF] et [ED] ont chaque fois méme longueur.

b. Pour expliquer pourquoi cette égalité est vraie pour toute figure
qui correspond a ces constructions, on considere les segments

[BF] et [ED] comme éléments de triangles dont on peut justifier
I'isométrie. Quels triangles faut-il choisir ? Porter les informations
fournies par I'énoncé sur la figure. Citer le cas d'isométrie utilisé.

¢. Il n'est pas facile de rédiger une démonstration. Voici un modele
qu'il faut lire attentivement.
Hypothese

ABCD est un parallélogramme de diagonales [AC] et
[DB].

O est l'intersection de [AC] et de [DB].
E appartient a la droite DC.

EO coupe AB en E

Thése

ED = BF

Demonfration

Montrons que les triangles EOD et FOB sont isométri-
ques.

|| Les angles en O ont méme amplitude car ils sont -~
opposés par le sommet.

21 DO = OB car les diagonales d"un parallélogramme se coupent
en leur milieu.

41 EDO =FBO car ils sont alternes-internes formés par les
paralléles AF et EC coupées par la droite BD.

Un c¢6té du triangle EOD a méme mesure quun c6té du triangle

FOB et les angles adjacents a ces coOtés ont respectivement

méme amplitude, ces triangles sont donc isométriques (voir

énoncé 7.13). On en déduit que ED = BF .

©
g |
\fﬁﬁlh_{g i

d. Rédiger une démonstration en suivant ce modele pour un énoncé
qui correspond aux lettres de la fig. | 2. Démontrer que DX = BY .

B
0

&
fig 10
fig. 11

A




A la suite d’Euclide, I'étude des figures géométriques ne consiste pas seulement a observer, mesu-
rer, dessiner, construire... mais aussi a déduire les propriétés géométriques les unes des autres.
Ce travail de déduction est un modéle de raisonnement mathématique qui déborde largement la
géométrie. Il importe donc d’avoir présent a l'esprit I'ensemble des énoncés que 'on utilise pour
opérer une déduction.

En plus des énoncés que nous venons d’établir, les énoncés découverts les années précédentes
serviront de référence dans les démonstrations. Ils sont repris dans la fiche 26.

1. Comment rattacher la propriété de la médiane d’un triangle rectangle
a celle du triangle inscrit dans cercle ?

Enoncé 7.1
Dans tout triangle rectangle, la médiane relative a I'hypoténuse vaut la moitié de celle-ci.

La démonstration a été faite lors de 'exploration 1.

Enoncé 7.2
Réciproquement, si, dans un triangle, la médiane relative au plus grand cété vaut la
moitié de ce coté, alors ce triangle est rectangle.

g " M B fig. 13

Cette réciproque permet de considérer cette propriété comme une caractéristique du
triangle rectangle.

Enoncé 7.3
Corollaire : le triangle rectangle est inscriptible dans un demi-cercle dont le rayon vaut

la moitié de 'hypoténuse.

G M B fig. 14

Comme le triangle ABC est rectangle en A, on a MA = MB = MC. Le cercle de centre M,
milieu de [BC], passe donc par A.




2. Quelles sont les propriétés de I'angle inscrit dans un cercle ?

Enoncé 7.4
On appelle angle inscrit dans un cercle, un angle dont le sommet appartient au cercle et
dont les cotés sont des cordes de ce cercle.

Enoncé 7.5
Lamplitude d'un angle inscrit dans un cercle vaut la moitié de 'amplitude de I'angle au

centre qui intercepte le méme arc (fig. 15).

tig. 15 fig. 16

Enoncé 7.6
Un angle inscrit qui intercepte un demi-cercle est un angle droit (fig. 16 et fig. 17).

fig_ 17

Réciproquement, si le segment [AB] est un diametre du cercle de centre O et si le point P,
distinct de A et B, appartient au cercle, alors I'angle APB est droit.

3. Comment construire une droite tangente a un cercle, un cercle tangent ?

Enoncé 7.7
La tangente a un cercle est une droite qui a un et un seul point d'intersection avec le cer-

cle.




Enoncé 7.8
La tangente a un cercle est perpendiculaire au rayon qui aboutit au point d'intersection
de cette tangente avec le cercle (fig. 18).

Enoncé 7.9
La droite qui passe par les centres de deux cercles tangents passe par le point d'intersec-

tion de ces deux cercles (fig. 19).

fig. 18 fig. 19

Les propriétés 7.8 et 7.9 servent a réaliser un raccordement entre une droite et un cercle, et
entre deux cercles ou deux arcs de cercles.

Ry %
A " A |
A ) |

\ b MHEH'“- l w\

O & :f f
/  fig. 20 i T \ 0
\ § fig. 21
Raccorder un cercle de rayon Raccorder un cercle de rayon
donné a une droite de direction donnée. donné & un autre cercle de rayon donné.

4. Quelles sont les principales propriétés des angles qui ont des cotés
perpendiculaires ?

Enoncé 7.10
Si deux angles ont leurs cotés respectivement perpendiculaires, soit ils ont méme ampli-
tude, soit ils sont supplémentaires.

\ A
A

fig. 22




5. Comment savoir si un ensemble de mesures détermine ou non un triangle ?

Quels sont les cas d’isométrie des triangles ?

Avant de procéder a la construction d'un triangle, il faut examiner si la somme des mesures
d’angles est égale a 180° et si les mesures de cotés vérifient I'énoncé ci-apres.

Enoncé 7.11
Dans un triangle, chaque c6té est inférieur 4 la somme des deux autres'.

On examine ensuite si les données correspondent a un cas d'isométrie des triangles, a

savoir :

I) un triangle est déterminé si I'on donne un angle ainsi que les
mesures des cotés adjacents a cet angle ;

tig. 24

Enoncé 7.12
Cas d’isométrie CAC. Deux triangles sont isométriques lorsqu'ils ont respectivement un
angle de méme amplitude compris entre deux cotés respectivement de méme longueur

chacun a chacun.

2) un triangle est déterminé si 'on donne I'amplitude de deux
angles (dont la somme est inférieure a 180°) ainsi que les
mesures d'un c6té compris entre ces deux angles ;

fig. 25

Enoncé 7.13
Cas d’isométrie ACA. Deux triangles sont isométriques lorsqu’ils ont respectivement un

coté de méme longueur compris entre deux angles respectivement de méme amplitude
chacun a chacun.

3) un triangle est déterminé si I'on donne la mesure de ses trois
cotés. Il faut que la mesure du plus grand c6té soit inférieure

4 la somme des deux autres mesures.

tig. 26

Enoncé 7.14
Cas d’isométrie CCC. Deux triangles sont isométriques sils ont respectivement trois

cOtés de méme longueur.

1. La relation d'ordre entre segments est définie indépendamment de la longueur de ces segments, Les constructions au compas
s appuient sur ce [ait.




Expliciter les savoirs et les procédures

Quadrilatere inscrit a un cercle

Que vaut la somme des angles opposés d'un quadrilatere inscrit dans
un cercle ? Formuler un énoncé et le noter dans la fiche 26.

Points sur un cercle

Tracer un triangle ABC acutangle non isocele. Tracer le cercle de dia-
metre [BC). Appeler E l'intersection de ce cercle avec [AB], et F, l'in-
tersection avec [AC]. Démontrer que CE est perpendiculaire a AB et
que BF est perpendiculaire a AC.

Construction de la tangente

Dans l'une des ses « propositions », Euclide propose une
construction de la tangente a un cercle issue d'un point exté-
rieur a ce cercle.

La fig. 27 montre cette construction. Décrire les étapes et vali-
der la construction.

Triangles isométriques

Parmi les triangles de la fig. 28, trois sont isométriques. Les-
quels ? Justifier.

A

31,3 mm 41,5 mm

36,4 mm

tig. 27

fig. 28
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Choisir le cas d’isometrie

Sur la fig. 29, les droites AD et BE sont perpendiculaires. Quel est le
cas d'isométrie qui permet de prouver que les triangles ABE et CDE
sont isométriques ?

Dans un parallélépipede rectangle

La fig. 30 représente un parallélépipede rectangle en perspective ca-
valiére. Dans la réalité, les triangles ABC et CEF sont-ils isométri-
ques ? Justifier.

B C
A D/
2 cm §
oL
“3cm
G 3 cm ¥ fig. 30

Cas d’isométrie des triangles isocéles, des
triangles rectangles

Que deviennent les énoncés des cas d'isométrie des triangles si on sait
qu’il s'agit de triangles isoceles ? Et si on sait que les triangles sont
rectangles (tenir compte de la construction réalisée a I'exploration 6,

ex. 12).

Résoudre un probleme

Dans un triangle isocele

Dessiner un triangle isocéle ABC, de sommet A. Tracer le cercle de

diameétre [AC]. Ce cercle passe-t-il par le milieu de la base [BC]| ? Ex-
plorer, conjecturer, démonter.

Le milieu du baton

Un baton est appuyé sur un mur et glisse sur le sol. On place
un point de repére M au milieu de ce baton.

Réaliser une figure qui montre trois positions d'un baton de
10 cm et repérer chaque fois le milieu. Appeler ces points M,
M,, M,. Ces points sont-ils alignés, sont-ils sur un cercle ?

Conjecturer, démontrer.

fig. 31

29cm

25

fig. 29




10. Tir au but 7

a. On donne un segment [AB] de 6 cm. Repérer un point P, tel que

APB=30°. &
b. Repérer deux autres points P, et P, tels que AP,B=30° et . -’-;1
2 . £
AP,B =30°. £a
Indications | ::;-;--.a.
Utiliser le dispositif illustré par la fig. 32 : une équerre (ou un e
triangle de carton), dont un angle vaut 30°, que l'on place de fa- R
¢on a ce que les cotés de l'angle de 30° passent par les points A W o .
et B. ”""
ﬂ’ S ¥
¢. Caractériser 'ensemble des points P tels que APB = 30°. " =

d. Les montants des buts d’'un terrain de football sont distants de
7,32 m. Déterminer 'ensemble des positions pour lesquelles I'an-
gle de tir est de 70°. Réaliser un dessin a I'échelle 1:100.

11. Atteindre la cible

Pour s’exercer au tir a la catapulte, Elie se place
a 10 metres d'une cible de 4 metres de long et a
égale distance des extrémités de la cible. Quels
sont tous les points qui ont le méme angle de tir ?
Réaliser un dessin a échelle.

12. Angle tangentiel

Un angle tangentiel est formé par une tangente et une corde, l'inter-
section de la corde et de la tangente est le sommet de 'angle.

Démontrer que 'amplitude de cet angle est la méme que celle d'un
angle inscrit qui intercepte le méme arc. Formuler un énoncé et le
noter dans la fiche 26.

m 7. Angles et triangles isométriques



13.

14,

15.

16.

Indication
Tracer le diametre passant par le point de contact et considérer
I'angle inscrit qui intercepte l'arc BT (fig. 33).

fig. 33

Justifier la construction de la bissectrice
d’un angle

La fig. 34 montre comment construire, au compas, la bissectrice d'un
angle. Utiliser un cas d'isométrie des triangles pour démontrer que la

demi-droite [BP partage I'angle ABC en deux angles de méme ampli-
tude.

A

C tig. 34

Dans un triangle isocéle

Le triangle ABC est isocéle de sommet A. Les points R et S sont res-
pectivement les milieux des c6tés [AC] et [AB]. Utiliser des triangles
isométriques pour prouver que les segments [RB] et [SC] ont méme
longueur.

Dans un cube
La fig. 35 représente un cube dont les sommets sont ABCDEFGH.

Dans la réalité, les angles ACH et DBG ont-ils méme amplitude ?
Justifier.

Angle au centre et corde

a. Deux angles au centre qui déterminent des cordes de méme
longueur sur un méme cercle ou sur des cercles de méme rayon
ont-ils méme amplitude ? Expérimenter, démontrer. Formuler
I'énoncé établi et le noter dans la fiche 26.




b. Dans un méme cercle ou dans des cercles de méme rayon, les cor-

des qui sous-tendent des arcs de méme amplitude ont-elles méme
mesure ? Expérimenter, démontrer. Formuler I'énoncé établi et le

noter dans la fiche 26.

17. Toujours isométriques ?

Construire un triangle ABC et tracer la médiane [AM]. Tracer un autre

triangle RST dans lequel RT = AC et TS = CB et dont la médiane is-
sue de R a la méme longueur que [AM].

Les triangles ABC et RST sont-ils isométriques ? Pourquoi ?

18. Deux equerres

On dispose deux équerres isocéles et on joint les extrémités de <,

I'une aux extrémités de I'autre comme sur la fig. 36. : _
L?s segments [AC] et [BD] ont-ils méme mesure ? Expérimenter, | ?g &"@% .
démontrer. e .

19. Partager la diagonale
d’un parallélogramme . 58

Construire un parallélogramme ABCD et tracer sa diagonale [AC].
Placer deux points E et F qui partagent [AC] en trois parties égales,
Caractériser le quadrilatére BEDF. Expérimenter, démontrer.

20. Une droite passant par le centre
de symétrie d’un parallélogramme

Construire un parallélogramme ABCD. Appeler I l'intersection de ses
diagonales. Tracer une droite passant par [ et appeler respectivement
R et S les intersections de cette droite avec [AB] et [DC]. Les segments
[AR] et [CS] ont-ils méme longueur ? Expérimenter, démontrer.

A R B

hg. 37




21. Reporter une méme longueur

Soit un parallélogramme ABCD. Prolonger les c6tés dans le méme E
sens d'une méme longueur (fig. 38).

a. Caractériser le quadrilatere EFGH ainsi obtenu. Expérimenter,
justifier.
b. Et si on place les points & méme distance de chaque sommet a s B

I'intérieur du parallélogramme ?

: H
Pour aller plus loin \\B\

22. Carré d’aire triple -
Pour réaliser certains objets ou motifs décoratifs, les artisans utilisent
des méthodes de dessin parfois trés anciennes qu'ils se transmettent. G
Ces méthodes ne reposent pas toutes sur des principes géométriques, fig. 38

les solutions sont donc parfois approximatives.

Le probléme ci-dessous est traité par le mathématicien arabe Abul-
Wafa' (940-997) dans son livre Constructions géométriquies nécessaires
a lartisan. 11 s’agit de construire un carré EFGH dont l'aire est triple
de celle d'un carré ABCD donné. 1l résout le probléme a partir de trois
carrés identiques. Deux d'entre eux sont coupés selon une diagonale
et disposés autour du premier comme sur la fig. 39.

a. Réaliser une construction analogue a partir de trois carrés identi-
ques.

b. Le procédé est-t-il correct, fournit-il une bonne approximation ou
un résultat exact ?

ﬁg_ 3¢

1 Probléme inspiré du livre de I'TREM de Paris, Histoire des mathématiques pour les
colléges, CEDIC, 1980.




23.

24,

25.

26.

Cordes de méme longueur

Les cordes [AB] et [DE] du cercle de centre C (fig. 40) ont méme lon-

gueur. Le point F et l'intersection de [BE] et [AD]. Démontrer que CF
est la médiatrice de [BD].

fig. 40
Tangentes issue d’un méme point

Les tangentes a un cercle issues d'un méme point (fig. 41), limitées
a leurs points de contact avec le cercle, ont-elles méme longueur ?

Expérimenter, démontrer. Formuler un énoncé et le noter dans la
fiche 26.

Ovoide
Dessiner un ovoide en utilisant la procédure montrée par les fig. 42

et 43. Prendre 3 cm comme longueur de [AB]. Justifier les raccorde-
ments. fig. 41

fig. 42 f'rg. 43

Coeur

Reproduire le motif de la fig. 44 et construire son symétrique par
rapport a la droite a. Prendre 3 cm comme mesure du c6té de chacun
des triangles équilatéraux. Justifier les raccordements.

fig. 44




Lorsque l'on assemble deux tiges et qu'on les maintient a angle droit, la longueur du fil qui
joint deux extrémités est déterminée. Cela signifie que si I'on connait les mesures des deux
tiges, il doit étre possible de calculer la longueur du fil.

-
-

-

18 16~ 14
et 1 1|

Ce probléeme se pose dés que I'on réalise des batiments dont l'importance nécessite de faire des
plans, de prévoir le nombre de pierres nécessaires, la facon de les tailler, de les agencer. Or, il
se fait que cette relation entre des mesures de cotés passe par le détour d'une relation entre des

aires !

Plusieurs tablettes d’argile, datant de la dynastie des Hammourast 4 Babylone (vers 1700 A.C.N.),
ont été retrouvées au milieu du x1x° siécle. Ces tablettes présentent des listes de nombres et des
figures qui montrent que, plus de mille ans avant PytHAGORE, on savait évaluer avec une précision

remarquable les dimensions d'un triangle rectangle.

Les recherches sur la construction des pyramides ont montré que les Egyptiens, eux aussi, fai-
saient de tels calculs. Mais c'est assurément a l'école de Pvthagore, au vi° siecle A.C.N., que l'on
doit la formule générale et, surtout, la découverte d'un fait étonnant : pour ces calculs, les nom-
bres habituels (les naturels et les fractions) ne suffisent pas. Il faut en inventer d'autres !




Une expérience numeérique

Avec un logiciel de dessin, on place un point P mobile sur le cercle de
centre O et de diametre [AB]. Pour chacune des positions, on enregis-
tre les distances au millimétre prés du point P aux extrémités du dia-
metre. On fait afficher chacune de ces distances. Le logiciel fournit
des valeurs approchées des distances au dixieme de millimetre pres.
Voici quelques résultats :

Fs g 2

Pour chaque position du point P, calculer (répartir le travail dans la
classe) :

EE + Eﬁz et A—Bz
Les résultats des calculs sont des valeurs approchées puisque les don-
nées le sont. Néanmoins, une régularité dans les résultats apparait.

Que peut-on conjecturer ?

Des carrés sur les cotés d’un triangle

Pour trouver la relation entre les mesures des c6tés d'un triangle rec-

tangle, il faut examiner les carrés des mesures des cotés. Le carré
d'une longueur, c’est une aire.

Pour comprendre et valider la relation entre les trois c6tés d'un trian-
gle, il faut donc déterminer les aires des carrés construits sur les cotés
du triangle.

‘2 [ r 2 ol Lier g e e .
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b.

C.

Dans la 'ig. 3, on a construit des carrés sur les cotés des triangles
rectangles. Calculer 'aire de chaque carré en prenant pour unité
d’aire le carré du quadrillage (penser aux « boites extérieures »).

-

Organiser les résultats de ces calculs dans un tableau qui permette
de comparer les mesures des c6tés pour I'ensemble des triangles
de la figure.

Formuler la propriété observée.

. La fig. 4 montre un autre carré de c6té (a + b) dans lequel figurent

les carrés D et F.

La lig 5 attire I'attention sur le carré de coté (a + b) qui entoure le
carré E.

Expliquer pourquoi la somme (aires de D + aire de F) est égale a
l'aire de E.
Cette relation entre les c6tés d'un triangle rectangle est appelée

relation de Pythagore.

3. La diagonale du carré

Soit un carré dont le c6té @ mesure 1 dm. Pour calculer la longueur de
sa diagonale d, on utilise la relation de Pythagore. On trouve d* = 2.
Mais quel est ce nombre dont le carré vaut 2 ? On sait qu'il est com-
pris entre 1 et 2 et on écrit

1<d<?2.

a. Encadrer d au millieme pres.

b.

C.

Le nombre positif dont le carré est 2 s'écrit /2 . Afficher ce nom-
bre a I'écran d'une calculatrice.

Pour savoir si le nombre affiché est une valeur exacte ou une va-
leur approchée, multiplier ce nombre par lui-méme en l'introdui-
sant chiffre par chiffre.

On pouvait prévoir, sans faire la multiplication, que le nombre
affiché n’a pas comme carré 2,0000... En effet, si, par exemple, le
dernier chiffre décimal du nombre affiché est 4, son carré se ter-

mine par 6 (le dernier chiffre de 16).

tig. 5

d 1 dm
I dm

fig. 6




On peut raisonner de la méme facon a propos de tous les chiffres en-

tre 1 et 9. Aucun de ces carrés ne se termine par 0. On conclut que le
nombre dont le carré est 2 est un décimal illimité.

On sait aussi depuis I'Antiquité grecque que ce nombre ne peut pas
s'écrire sous la forme d'une fraction a termes entiers. Les Grecs appe-
laient de tels nombres des irrationnels.

En latin, ratio, c’est la raison : ces nombres seraient donc des « nom-
bres fous ». Mais le mot ratio désigne aussi le rapport entre deux
nombres, ce qui correspond a la signification mathématique de nom-
bre « irrationnel » : un nombre qui ne peut étre écrit sous forme

fractionnaire.

4. Un triangle puis un carré...

La fig /7 est une suite de triangles rectangles isocéles et de carrés. Le
premier segment mesure une unité. Calculer les mesures a, b, ¢, et d.

5. La hauteur du triangle équilatéral

La /iy © montre des triangles équilatéraux dessinés sur une trame
triangulaire. L'unité de longueur est le c6té du pavé triangulaire qui
constitue la trame.

a. Calculer la hauteur a du premier triangle.
b. Pour calculer la hauteur b, on peut procéder de deux facons :
si on utilise le théoréme de Pythagore, on trouve

b=12.

si on considére que b est le double de a, on trouve

bh=2J3.

On constate donc par la voie géométrique que J12 =243,

En examinant cette égalité par la voie numérique, on a :

b=412 b=23
Ji2=4.3 23=+4.43

On conclut que V43 =v4.-43.

¢. Montrer par calcul que 72 =642 .
Pour calculer la hauteur ¢, on peut procéder de deux fagons :

si on utilise le théoreme de Pythagore, on trouve

. /\
= 1.

4 tig. 8



si on consideére que ¢ est la moitié de a, on trouve
cs—.
2
3
2
En examinant cette égalité par la voie numérique, on a :

On constate donc que E =

cC=_|— c=

3

2=

&l

=

On conclut que F = ﬁ
i~

¢. Montrer par calcul que "T{% =0,22 .

6. Construire

a. On ne peut pas écrire le nombre /3 sous la forme
d'une fraction. Mais peut-on dessiner un segment qui

mesure /3 dm ?

b. Construire un segment [AB] dont la mesure est
J72 cm ; un segment [CD] de J14 cm ; un segment
[EF] qui mesure J15 cm.

<. Construire un triangle isocele dont la base mesure 5 cm et la hau-
teur /15 cm.

d. Sile c6té du premier triangle de la fig. © mesure 1 cm, quelle est la
mesure du dernier coté ?

7. La corde a 13 neceuds

On peut tracer un angle droit en utilisant une équerre ou un rap-
porteur. Mais on peut aussi le faire en pleine nature sans aucun ins-
trument mathématique. On doit juste avoir en poche une ficelle et
ramasser un baton pour y porter des longueurs égales.

Chacun peut expérimenter : faire 13 neeuds (ou 13 marques) espacés
d'une méme distance dans la corde. Les 12 segments de méme lon-
gueur peuvent déterminer les c6tés d'un triangle rectangle.

Un tel triangle vérifie-t-il la relation de Pythagore ?

Les arpenteurs égyptiens se servaient de la corde a 13 nceuds, elle
restera un outil de géometre pendant encore tout le Moyen Age. La
corde a 13 neeuds est encore utilisée actuellement en arpentage et en
construction. C'est une équerre de poche pratique, facile d'emploi et
assez precise.




1. Comment nommer les c6tés d’un triangle rectangle ?

Lhypoténuse d'un triangle rectangle est le plus long c6té, il est opposé a
I'angle droit. Les deux autres cotés sont appelés cotés de I'angle droit. b
Dans la fig. 11, les nombres a et b sont les mesures des cotés de I'angle
droit, ¢ la mesure de 'hypoténuse. ”

fig. 11

2. Comment calculer la mesure d’un ¢6té d’un triangle rectangle dont on connait
les mesures des autres cotés ?

Enoncé 8.1
Si un triangle est un triangle rectangle, alors l'aire du carré construit sur 'hypoténuse est
égale a la somme des aires des carrés construits sur les c¢6tés de l'angle droit.

Cette relation est appelée théoréme de Pythagore. Elle s'exprime brievement par la for-
mule

=+
dans laquelle a et b sont les mesures des cotés de I'angle droit et ¢ la mesure de 'hypoté-
nuse, ces mesures étant toutes exprimées dans la méme unité.

Voici la démonstration de cette propriété. A

Hypotheése

Soit un triangle ABC rectangle en C (fig. 12).
C

Thése b

a? + b? =2,

Démonstration a
La fig. 13 est construite au départ d'un carré de c6té (a + b). fig. 12

Elle montre que

(a+b)2 :ﬂz+4—'{'21b+.~!:'z (1)

fig. 13




La fig. 14 est construite a partir du méme carré de c6té (a + b). Sur chacun des c6tés du
carré, on reporte, toujours dans le méme sens, le c6té a. On détermine ainsi le quadrilatére

ABDE. Montrons que ce quadrilatére est un carré.
En effet : les quatre triangles (voir fig. 5) sont isométriques (énoncé 7.12). On en tire

que :
— les hypoténuses sont égales, les co6tés du quadrilatere ABCD ont donc méme mesure ;

— A1 + A2 =90°, les angles du quadrilatére sont donc droits.

A C

D
tig. 14 fig. 15

Revenons a la fig. 14. On peut a présent écrire :

(Mb)’-:cuigﬁ 2)

Des égalités (1) et (2), on tire :

P =cz+%

D'ou,

3. Comment savoir si un friangle dont on conndit les mesures des trois cotés est
un triangle rectangle ?

Il faut vérifier si les cotés de ce triangle vérifient la relation de Pythagore. Cette vérification
repose sur la réciproque de la relation de Pythagore.

Enoncé 8.2
Trois mesures de cotés étant données, si le carré de la plus grande mesure est égal a la

somme des carrés des deux autres mesures, alors ce triangle est rectangle.
Exemples
Le ll’iﬂl’l%lﬂ dont les cotés mesurent 5 cm, 12 cm et 13 cm est un triangle rectangle car
13 = 12° 557,

Le triangle dont les c6tés mesurent 4 cm, 5 cm et Y41 cm est un triangle rectangle car
41 =47 + 5%,




Voici une démonstration de cette réciproque.
Hypothese
Soient a, b et ¢, les mesures de trois c6tés d’un triangle et ¢* = a® + b,

Thése
Ce triangle est rectangle.

Démonstration

- On peut construire un seul triangle rectangle dont les c6tés de 'angle droit sont a et
b, (cas d'isométrie CAC).

- Si on appelle x son hypoténuse, on a x
£ =e.

~ Comme tous les triangles qui ont leurs c6tés de méme mesure sont isométriques
(CCC), seul le triangle rectangle construit correspond a ces mesures.

mﬁﬂL

4. Comment lire et écrire les radicaux ?

2 = a® + b* par le théoréme de Pythagore. Donc

On appelle nombres réels, les nombres qui sont utilisés pour repérer des points sur une
droite orientée. Cet ensemble contient les nombres entiers, les fractions, les décimaux limi-
tés ou non, les radicaux, le nombre n...

J2 se lit « radical 2 » ou « racine 2 », c’est le nombre positif dont le carré est 2 :

(v2) =2.

_/2 se lit « moins radical 2 » ou « moins racine de 2 », c’est le nombre négatif dont le
carreé est 2 :

(-2)* =2.

Il n'y a aucun nombre dont le carré vaut —2. Lorsque l'on écrit va , il faut préciser que a est
positif (a>0).

Le nombre qui figure sous le signe v/ est appelé le radicant.

5. Comment calculer avec des radicaux ?

Enoncé 8.3
La racine carrée d'un produit de nombres positifs est égale au produit des racines de
chaque facteur.

Exemple
Ja.3=Va.\3

Enoncé 8.4
La racine carrée d'une fraction dont les termes sont positifs est égale au quotient entre la
racine carrée du numérateur de la fraction et la racine carré de son dénominateur.




Exemples

25 V25 _5
64 Jo4a 8
J30  [30
m=&=\{§

Ces propriétés trouvent une illustration géométrique dans les diverses facons de calculer la
hauteur des triangles équilatéraux de la fig. 16.

)

h
h

6. Comment simplifier des radicaux ?

Simplifier un radical, c’est extraire, s'il y a lieu, la partie entie¢re de ce radical. Pour ce faire,

on décompose le radicant en deux facteurs dont I'un est le plus grand carré parfait possi-
ble.
Exemples

J800 = /2400 = 2 - /400 = 202 .

Jo18 18 2.9 32
[],18 — — - ;
100 Jiopo 10

7. Comment rendre rationnel le déeneminateur d’une fraction ?

Lorsqu'une fraction présente un radical au dénominateur, on la transforme en une fraction
équivalente dont le dénominateur est un nombre naturel. Ceci facilite un traitement ulté-

rieur pour comparer, additionner...

Régle 1
Si le dénominateur d'une fraction comporte un facteur irrationnel, on multiplie numéra-
teur et dénominateur par le radical simplifié.

Exemple

55_5\_sVi7_5&
8 242 222 4




Regle 2
Si le dénominateur d'une fraction est un binéme dont un terme au moins est irrationnel, on

multiplie numérateur et dénominateur de la fraction par le binéme conjugué.

Exemple
3443 _ (3+3)-(V2-5) 3v3-3/5+(6-Vi5
V2445 (V2+45) (V2 -+5) -3

_3V2+35-V6+415
3

8. Comment représenter les différents ensembles de nombres ?

On représente les ensembles de nombres par un diagramme qui montre comment ils « s'em-
boitent ».

N est 'ensemble des naturels,

7 est I'ensemble des entiers,

2 est I'ensemble des rationnels (ou fractions),
R est 'ensemble des réels.

Les nombres 0 ; -3 ; -—3— . /5 sont des réels.

Les nombres /5 et t ne sont pas des rationnels.




Expliciter les savoirs et les procédures

A partir d’un point de la diagonale
d’un rectangle

Décrire la construction qui fait apparaitre le rectangle vert et A E B

le rectangle gris dans la fig. 17. Ces rectangles ont-il la méme

aire ?

Faire la méme construction dans un parallélogramme en 1 H

menant des paralléles aux cotés. Les parallélogrammes ainsi

déterminés ont-ils méme aire ? D E C
fig. 17

Des aires aux longueurs

a. Que vaut I'aire du carré de la fig. 18, sachant que la distance entre
deux points du quadrillage est 10 cm ?

b. Quelle est la mesure du c6té du carré ?

Encadrer ce nombre entre deux mesures exprimées en millime-
ires.

¢. Silaire de A (fig. 19) est 100 cm? et celle de C est 69 cm?, quelle
est la mesure du coté du carré B ?

Encadrer ce nombre entre deux mesures exprimées en millime-
tres.

fig. 19

Les triangles rectangles sont les seuls

La synthése propose une démonstration de la réciproque du théo-
reme de Pythagore.

En voici une autre qui permet de réaliser de maniére plus visuelle que
« si les mesures de co6tés d'un triangle vérifient la relation de Pytha-
gore, alors ce triangle est rectangle ».

Tracer un triangle ABC rectangle isocele.




a. Ecrire la relation entre les aires des carrés construits sur les cotés
de ce triangle.

b. Choisir un point M sur la hauteur de ce triangle ou sur son prolon-
gement. Tracer [MA] et [MB]. Construire les carrés dont les cotés
sont [MA] et [MB].

¢. Comparer les aires de ces carrés avec celles des carrés construits
sur les c6tés de I'angle droit du triangle.

d. Expliquer pourquoi la relation de Pythagore n'est vraie que lors-
que le triangle isocele est aussi un triangle rectangle.

e. Recommencer la méme expérience avec un triangle qui n'est pas
isocele.

f. Les nombres 6, 8 et 10 peuvent-ils étre les mesures (dans la méme
unité) d'un triangle rectangle ?

tig. 20

fig. 21




Appliquer une procédure

4. Calculer l'aire ou la longueur demandées

5. Triangles inscrits dans un demi-cercle

On donne
a = 40 mm
b =96 mm
¢ =81 mm

Calculer retd.

6. Pythagore ou sa réciproque ?

a. Le triangle ABC est rectangle en A. On sait que AB=3,2cm et
AC =6 cm . Calculer BC.

b. Le triangle XYZ est rectangle en X. On sait que XY =5cm et

YZ =15cm. Donner la valeur exacte de XZ puis un arrondi a
0,1 cm pres.

¢. Onsaitque RS=14,5cm ; ST=14,4cm ; RT =1,7 cm. Le trian-
gle RST est-il rectangle ? Quel est 'angle droit ?




7. Compléter par = ou #

g V2 +3..45 d. (v2) .32 g. (-V3) .3 - JO.0Z .2
b. {2 .43..5 e. (V3) .33 h. (~5)" ...-5 k. %g
A I f. V8..2y2 i. 4/0,25...0,5 l. /0,001 ...0,01

8. Simplifier

a. V16 d. /32 g. /50 j. 1,21
b. /54 e. 10000 h. /500 k. /6,25
c. /4 900 f. V128 i 2.25 1. J1,89

9. Calculer les produits suivants

a. /16 -+/4 d. 15460 g. /3-/48 i. Ji’g \/gg
b. /3427 e. 4/5.4/320 h. /304120 k. ﬁ.\g
. J20-4/45 f. 287 . E_‘E L JL_\/;
€. /20 -+ \/— J7 | J; 5 =

10. Réduire les radicaux semblables Exercice résolu
a. 245+5v5-345 e. 3480 —2./45 + 20 Sy - 3124 + 207 -
b. 348 ++32-J72 f. «f12-22742J75 § Vexg - 3V exy + 205
. 4J6-36+6 g. 2242 +3./288 — /338 15VE" - 6fT ¢+ 2V -
d. 212 +327-2/48 h. 1372 + 1575 - 1792 1 Je .

11. Effectuer les calculs

a. (32)° d. (1-v2) g. (vVZ+5) . (5-3)-(5+3)
b. (1+\/J_E)1 e. (2+\/§)1 h. (J2_4+J5)2 k. (3\5+2J§)-(3\E—2\/§)

c. (V6-+2) f. (2445 i (9+2J10)-(9-2J10) | L (5-243)-(5+243)

et Splacd :
d - o
u a.. -




12. Rendre rationnels les denominateurs
des fractions

g 1 - —1 Exercice résolu ‘
7 B
ey TR
l _2 ——— . = boostE s

Résoudre un probleme

13. Tabatiéres, pignons, charpentes...

a. Deux dimensions d'un triangle rectangle sont indi-
quées sur la photo. Quelle est la dimension repré-

sentée par la fleche ?

b. Une échelle de 6 m de haut est appuyée contre un
mur. Le bas de I'échelle est situé a 75 cm du mur.
Calculer la hauteur du mur qui peut étre atteinte

¢. Le dessin (fig. 23) montre une partie du pignon
d’'une maison. Rechercher la valeur de [ (au milli-
metre pres).

d. Le schéma de la charpente d'un hangar est donné
(fig. 24). Calculer la hauteur de A par rapport a BC
(au millimetre pres).

e. Voici une partie d'une autre charpente (fig. 25).
Quelle doit étre la longueur (au millimeétre pres) de
la piéce [BC] pour que A se trouve 1 metre au-des-
sus de BC ?

fig. 24




14. Les digues le long du canal

Les points A et B (lig. 26) sont situés sur les versants opposés d'un
canal. On veut les connecter par un cable aérien.

On sait que la distance horizontale entre A et B est de 422 m et on sait
aussi qu'ils sont situés respectivement a 243 m et 176 m au-dessus du
niveau de I'eau du canal.

Rechercher la longueur du cable (au centimétre prés).

15. Le micro

On veut suspendre un micro dans une salle dont voici les dimen-
sions :

— hauteur: 15,2 m ;
— largeur : 24,6 m.

Le micro sera maintenu par deux cables métalliques de méme lon-
gueur fixés a des crochets situés sur les murs opposés. Ces crochets
se trouvent a 13,8 m au-dessus du sol. Le micro doit arriver a 3,6 m

du sol.

Quelle doit étre la longueur des cables ?

16. Le cric

La fig. 27 montre un cric qui sert a soulever
une voiture. Lorsque qu'on tourne la manivel-
le, les points O et S se rapprochent et le point P

s'éléeve. Chacune des quatre barres [PO], [OR],
[RS], [SP] mesure 25 cm.

a. Calculer la hauteur de P au-dessus de R
quand O et S sont distants de 40 cm.

b. Quelle est la distance entre O et S quand P
est 20 cm au-dessus de R ?

17. Le four a micro-ondes 32 cm
La fig. 28 représente le fond d'un four & micro-ondes. On dépose un
plat rectangulaire parfaitement centré sur le plateau tournant. Le v
plat est un rectangle de 26 cm sur 15 cm. Lorsque l'on met le four D &
en marche, le plateau tourne-t-il sans se bloquer ? fig. 28



18. Des haubans de méme longueur

Une antenne relai est munie de tendeurs de méme longueur,
fixés sur le mat a des hauteurs différentes. La fig. 29 montre

deux de ces tendeurs : [AE] et [BC]. _' b

On sait que AD=16m ; ED=18m ; BD=15m.

Calculer la longueur des tendeurs et la distance du point d'an-
crage (C) au pied du mat (D).

19. La bille sur I’étagere

Sébastien fabrique une étagere. Il réalise un plan sur lequel il | 29 cm
indique les mesures a prendre (fig. 30). '

Une fois l'étagére montée, il y dépose une bille.

Celle-ci reste-t-elle en place ?

20. Distances dans un repére cartésien

a. Calculer la distance entre A et B dans 'unité du repére.

Va

A(l1,4)

1- 25 1)

Y

fig. 31




b. Calculer les distances a, b, ¢, d, e, et f dans ['unité du repére.

o AL2.7)

b &

c2.3) ¢ B(9,23)

D(-3,-3) | f  E(5,-3)

RN

F(0,-5) fig. 32

¢. Calculer la mesure des c6tés du triangle dans I'unité du repere.

VA R (5, 8)

70, 1) S“"f)

0 1 A tig. 33

d. Dans un repere orthonormé, on place les points A (-1 ; 3),
B(-1,5;3),C(3;1). Le triangle ABC est-il rectangle ?

e. Dans un repére orthonormé (unité 1 cm), placerles points A (8 ; 5),
B(-2;-1)etC(5;10).

— Calculer [AB], [BC] et [CA].
— Vérifier que le triangle ABC est rectangle et calculer son aire.

— Quelle est la mesure de la hauteur relative au coté [BC] ?

21. Diagonales perpendiculaires B
Dans le quadrilatere ABCD (fig. 34), les diagonales se coupent
perpendiculairement en O. Démontrer que
-
2 2 A i £
BC +AD =AB +DC .
o fig. 34

u ;‘I I.'E.




22. Un quadrilatére en moins

Reproduire la fig. 35 d’apres les données mentionnées.

Calculer l'aire de la surface colorée.

23. Deux cercles se coupent

Deux cercles €, et €, dont les centres O, et O, sont distants de 44 cm.
Le cercle €, a un rayon de 37 cm, le cercle €, un rayon de 15 cm. Ils

se coupent en deux points A et B. Quelle est la distance AB ?

fig. 35

Indications

Utiliser les deux triangles rectangles dont / est un c6té de
I'angle droit. 0,

Repérer le coté dont la longueur est (44 — x).

Ecrire 4* de deux fagons différentes (dans chacun des
deux triangles).

En déduire une équation en x. e : =|

Pour aller plus loin

24. Une hauteur irrationnelle

Une pyramide a pour base un carré de 6 cm de c6té et pour hauteur

V17 em . Toutes les faces sont des triangles isoceles. Construire le
développement de cette pyramide.

25. L'aire du toit

On coupe un toit suivant le plan ABC.
a. Représenter la section.

b. Quelle est la hauteur du toit ?

¢. Quelle est l'aire du toit ?

Imn

G m B

£ o

3 om
fig. 37




26. Le clocher

Est-il possible de calculer I'aire de la toiture d'un clocher qui a la

forme d'une pyramide réguliére dont chaque face latérale est un
triangle isoceéle ayant deux c6tés de 8 metres et dont la base est

un hexagone régulier de 4 metres de c6té (ne pas tenir compte
des ouvertures) ?

Si la réponse est affirmative, calculer I'aire au dm* pres.

27. La ligne d’horizon

Quelqu'un regarde la mer depuis un rocher bordant
la plage. Les yeux sont a une hauteur de 4 metres au-
dessus du niveau de la mer. A quelle distance se trouve
la ligne d’horizon, sachant que le rayon de la Terre est
6400 km ?

i —— i —

tig. 38

28. Triangle rectangle et... isocéle

Démontrer que si l'aire d'un triangle rectangle vaut le quart du carré
de son hypoténuse, alors ce triangle rectangle est isocele.

Indications

Utiliser la formule de l'aire du triangle, la relation de Pytha-
gore, la manipulation d'une équation (pour que le deuxieme
membre soit 0), la factorisation dun trin6me.

m 8. Pythagore et les radicaux



v

-
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Un faisceau de rayons solaires constitue un réseau de paralléles trés dense et la plupart du
temps invisible ! On consideére en effet que, le Soleil étant trés éloigné de la Terre, les rayons
arrivant sur un objet sont paralléles. C'est en tablant sur 'observation des ombres au soleil
que Thales, six siecles avant J.-C,, est arrivé a déterminer a partir du sol, sans v monter, la
hauteur de la pvramide de Khéops. En référence a la méthode utilisée par Thalés, les diverses

configurations géométriques qui présentent des réseaux de paralléles sont appelées configu-
rations de Thalés.

La projection paralléle modélise 'ombre au soleil. La direction de la projection correspond
a celle des ravons solaires. On peut repérer cette direction en tracant sur la photo (fig. 1) la
droite qui passe par un point de I'objet et 'ombre de ce point.

Dans ce chapitre, on apprend a utiliser les rapports et proportions pour calculer des longueurs
et des distances, on découvre un nouveau critére de parallélisme.

On apprend aussi a traduire un énoncé par un dessin, a poser 'hypothése et la thése, a démon-
trer.
La synthése expose une

démonstration du fameux théoréme de Thalés ainsi que celle de sa
réciproque.

On remarque que les arétes du cube qui sont paralléles entre elles ont des ombres qui sont aussi paralléles
entre elles. Les régles du dessin en perspective cavaliére sont celles de la projection paralléle :
les paralléles sur I'objet sont représentées par des paralléles. C’est pour cetfe raison que cetfe perspective
est aussi appelée « perspective paralléle ».




1. En perspective parallele
Le dessin d'un cube de Rubik est ébauché ala fig 2.

a. Dessiner un autre cube en perspective paralléle dont I'aréte de la
face frontale mesure 6 cm.

b. Partager la face frontale en mesurant puis achever le dessin sans
rien mesurer. Utiliser des instruments adéquats (régle non gra-
duée et une équerre par exemple) pour tracer des paralleéles.

ﬁg ?
Indication

Une propriété guide la construction : la diagonale de chaque
face du cube passe par les neeuds du quadrillage.

2. Rapports égaux, segments proportionnels

a. D'aprés la lig 3, compléter le tableau suivant'.

043 OA _
OB T AB
oE a _
OF VE

b. Ecrire les proportions que I'on peut déduire de ces égalités.

¢. Si OA mesure 18 cm et OA’ 12 cm, quelles sont les mesures des
segments OB et OB’ ? Ecrire les mesures au millimétre pres.

d. Si OA mesure 17 cm et OA’ 10 cm, quelles sont les mesures des
segments OB et OB’ ? Ecrire les mesures au millimétre pres.

1. Pour ne pas alourdir les notations, dans le contexte des rapports et proportions,
certains auteurs désignent par AB tantot le segment [AB], tantot sa mesure. Notons
que le rapport entre segments peut étre défini indépendamment de leur mesure. La
rigueur n'impose donc pas de mentionner chaque fois qu'il s'agit d'une mesure.




3. Projeter dans deux directions

a. Se référer ala lig 4 pour compléter le tableau suivant.

CF_ 1 AF” _

ch 10 AD

CF _ FF _
| CA AD

b, Si les cotés du triangle ACD mesurent respectivement 45 cm,
25 cm et 30 cm, quelles sont les mesures des segments [CF], [AF"]
et [DF"] ?

tig. 4

¢. Dansla iy 5, BF// AE et BD /! CE. Compléter les proportions sui-

vantes.

bl L C

AB _ 6 _AD

IC 1 B

AB _ 6 _EF F

2 10

| A
Pourquoi sait-on que EF = BD ?
D
OnmnclutAB:w:BD E & s
AC AE CE 9

On observe que les numérateurs sont les trois cotés du trian- f‘: B

gle ABD et que les dénominateurs sont les c6tés du triangle AEC.




4. Les droites sont-elles paralléeles ?

a. Pour agrandir le quadrilatere ABCD, Théo choisit un point quel-
conque qu'il relie a chacun des sommets (. ) : il porte, sur
chacune de ces demi-droites, les deux tiers de la distance du
point choisi au sommet correspondant.

Il se demande si les c6tés du quadrilatére obtenu sont paralleles
a ceux du quadrilatere ABCD.

Répondre a la question :

— a vue,
— par calcul.

L o L = T - - F. - é
. Aprés avoir répondu a ces questions, Karim affirme : si les rap- g
A ’
ports 2 et O_A déterminés sur deux droites sécantes en O sont
OB OB’

égaux, alors les droites AB et A'B’ sont paralleles. Le professeur
lui répond en dessinant au tableau la fig 7.

Que faut-il préciser pour que I'énoncé soit complet ?

Cet énoncé, construit a partir d'un exemple, est une conjecture :
pour s'assurer de sa généralité, il faut le démontrer. C'est 'objet de
la synthese 7.

fig. 7




1. Comment démontrer que, dans un triangle, une paralléle a un coté détermine
sur les deux autres des rapports égaux ?

Cette propriété est attribuée a Thales (vi° siecle A.C.N.). Une démonstration qui utilise les aires
des triangles en a été donnée par Euclide au m® siecle A.C.N. Celle proposée ici repose sur les aires
de parallélogrammes. On se trouve donc & nouveau en présence d'une propriété de longueurs
dont la démonstration utilise des aires (rappelons-nous Pythagore !).

Hypotheése O
Dans le triangle OAB, la droite CD est paralléle a AB.
These
oc_op
OA OB e -
Démonstration
1) Par O, menons la parallele a AB et par B, la pa-
rallele & OA ; elles se coupent en T (fig. 9). A B
On o Aire CUTO _ OC-h, OC fig. 8
Aire ABTO OA-h, OA o) T
2) Par O, menons la paralléle a AB et par A, i
la paralleéle a OB ; elles se coupent en R :'
(fig. 10). 1
OD h /
Oii & Aire SDOR OD -1, {E) ' ” 1 5 "
Aire ABOR OB-h, OB [ X ;
3) Les parallélogrammes CUTO et SDOR ont / \;’
méme base, méme hauteur et donc méme » L
s B 1ig. ¢

Les parallélogrammes ABTO et ABOR
ont méme base, méme hauteur et donc
meéme aire.

Aire CUTO  Aire SDOR
Aire ABTO  Aire ABOR
OC OD

OA OB’

'&n.“'
Cgrd fig. 10

On conclut

Et finalement

Enoncé 9.1

Toute droite paralléle a4 un c6té d'un triangle détermine sur les deux autres co6tés des seg-
ments homologues proportionnels.




2. Et les troisiemes cotés ?

Cette propriété concerne les segments déterminés sur les paralléles elles-mémes.
Montrons que dans le triangle OAB (fig. 11) dans lequel CD est parallele a AB, on a la pro-

portion :
OD - CD
OB AB
Hypothése
Dans le triangle OAB, la droite CD est parall¢le a AB. &
These
OD CD
OB AB
Démonstration C "
Par D, menons la paralléle a OA. Elle coupe AB en E. ;
La propriété de Thales dans le triangle OBA conduit a '
écrire o= AE :
OB AB A E B
Par hypothése et par construction, le quadrilatere ‘
CDEA est un parallélogramme. Donc AE =CD . fig. 11
Conclusion
OD CD
OB AB

Cqfd

Cette égalité associée a celle qui a été établie précédemment compléte la propriété des
projections paralléles.

Dans la fig. 11, on a donc trois rapports égaux :

OC _OD _CD

OA OB AB
Les numérateurs de cette fraction sont les c6tés du triangle OCD, les dénominateurs sont
les cotés du triangle OAB.

Enoncé 9.2

Si on méne une paralléle a un c6té d'un triangle, on détermine un nouveau triangle dont
les c6tés sont proportionnels au triangle donné.

H 9. Projection paralléle et ¢




3. Comment repérer des rapports égaux dans une configuration de Thales ?

Il sagit d’associer a chaque configuration-type une ou plusieurs proportions.

Pour ces deux configurations, on a

OA OA AX
OB OB BF
On observe que les numérateurs sont les cotés du triangle AOA’ et les dénomina-
teurs sont les c6tés du triangle BOB'.

On peut aussi écrire

OA OA
AB AB
Danslafig. 14, ona
AB_A'B
AC A'C
On a aussi
AB _A'B
BC BC

tig. 14

Enoncé 9.3 (appelé « théoréme de Thalés »)

Si un réseau de paralléles est coupé par deux transversales, les rapports entre segments
inclus a4 une transversale sont égaux aux rapports correspondants sur l'autre.




4. Comment démontrer qu’une conservation de rapport entraine
le parallélisme ?

L'énoncé ci-apres est appelé réciproque du théoréme de Thalés. Il se référe aux notations
des fig. 15 et 16.

O

Enoncé 9.4

Si les points O, C, A d'une part et les points O,
D, B d'autre part sont alignés dans le méme
ordre, et si

OC OD
OA OB’
alors les droites AB et CD sont paralléles.
Hypotheése
Dans le triangle OAB, on a
GA OB Cette figure montre une situation dans laquelle les
The points A et C d'une part, B et D d'autre part, sont
e situés d'un méme coté du point O.
CD//IAB
A
Démonstration
Supposons que CD ne soit pas parallele
a AB.

Dans ce cas, menons par C la paralléle a
AB qui coupe AB en E. Par Thales, on a

OoC OE (2) fig. 16
OA OB Dans cette figure, le point O est situé entre les
WO - : points A et C d'une part et entre les points B et D
Des égalités (1) et (2), on tire d'autre part
OD OE
OB OB

Ces fractions ont méme dénominateur,
les numérateurs sont donc égaux et E
est confondu avec D. La droite CD doit
donc étre parallele a AE.

fig. 17

C@L}Lﬂ Ici, le point commun aux deux droites (le point O)
est entre A et C mais il est situé d'un méme coté par

rapport aux points D et B. Les conditions de l'énoncé
ne sont donc pas respectées.




Expliciter les savoirs et les procédures

Déterminer le rapport

a. Calculer le rapport % (fig. 18).

b. Repérer un rapport égal a % . Ecrire la proportion correspondante.

¢. Calculer le rapport E .
BC

d. Repérer un rapport égal a % . Ecrire la proportion correspondante.

fig. 18

Dessiner et calculer

Soit un triangle OAB dans lequel OA=6 et AB=3. On place un

point X sur OA tel que OX =5. On construit la paralléle 4 AB passant
par X, elle coupe OB en Y.

Réaliser un dessin qui corresponde aux données.

Calculer XY . Citer la propriété utilisée.

Double configuration

Surlafig. 19, les droites tracées en rouge sont paralleles entre elles et
les droites tracées en vert aussi.

a. Quels sont les triangles dont les longueurs sont proportionnel-
les ?
b. Ecrire quatre rapports égaux a % ,




4. Rapports en série...

Sur la fig. 20, on a tracé DE//AC et EF//AB. Compléter les
égalités suivantes.

AD CE _CF

— —
— —

S

_ . fig. 20
5. Vérifier si deux droites sont paralleles .

(exercice partiellement résolu)
En se référant aux notations de la fig. 21, vérifier si AC//BD.

a. Lorsque OB=11,25cm, OC=4cm, OA=5cm et OD =9 cm.
B

fig. 21
I} Ordre des points

Les points A et B d'une part et C et D d'autre part sont situés
d'un méme c6té du point O.

2] Comparaison des rapports L et e :
OB OD
OA_ 5 4 _OC _ 4
Ona—= =— el —=—.
OB 1125 9 GD 9

3) Conclusion
Comme les points sont situés dans le méme ordre et que les
rapports 2 et g sont égaux, les droites AC et BD sont
OB OD

paralleles.
b. Lorsque OB=12cm, OC=4cm, OA=5cm et OD=11cm.

6. Une autre configuration

En se référant aux indications de la fig. 22, vérifier si AC//DB.

2,7cm 49cm

fig. 22




Appliquer une procédure

7. Dans un repére

Placer les points A (1 ; 1) et B (5 ; 6) dans un repere (mémes unités sur
les deux axes) et partager ce segment en trois parties égales.

Déterminer les coordonnées des deux points de partage.

8. Les renseignements sont sur la figure
a. D'apres les renseignements donnés par la fig. 23, calculer Xy

b. D'apres les renseignements donnés par la fig. 24, calculer ED.

¢. Si AA'=7,7cm (fig. 25), calculer BB’.

A

fig. 23 fig. 24

fig. 25




9. Trapezes

a. Le quadrilatéere ABCD est un trapeze, ses cotés non paralleles AD
et BC se coupenten O. Ondonne AB=5cm,OA=4cm, OB =6 cm
et CD =7 cm.

Calculer le périmetre du trapeze ABCD.

b. Les diagonales RT et US d'un quadrilatére de sommets R, S, T et
U se coupent en O. On donne OR =7 cm, OS =4 cm, OT = 6,5 cm
et OU = 10, 5 cm. Est-il possible (en modifiant éventuellement les
angles formés par les diagonales) qu'un tel quadrilatére soit un
trapeze ?

R

[/ tig. 26

Résoudre un probleme

10. La hauteur de Khéops

Vers 580 avant notre ¢re, Thalés de Milet en-
treprend un périple le long des cotes du Nil.
Son objectif est de visiter le plateau de Gizeh
et tenter de percer une partie des secrets des
pyramides.

Il existe trois versions de la facon dont Tha-
les aurait mesuré la hauteur de la grande
pyramide. L'une d'elles raconte que Thales a
planté son baton dans 'ombre de la pyramide
de facon a ce que l'extrémité de 'ombre du
baton soit sur 'ombre du sommet de la py-
ramide. Puis il aurait comparé I'ombre de ce
baton planté dans le sol avec 'ombre de la py-
ramide. Pour que l'on connaisse la longueur
de la partie de I'ombre située a l'intérieur de
la pyramide, il est nécessaire que le Soleil soit situé dans le plan for-
mé par la hauteur de la pyramide et une médiane de sa base (fig. 27).
Comme une face de la pyramide est orientée face au sud, cela arrive
quand le Soleil est au zénith. Thalés a donc fait ses observations et
ses mesures un jour d’hiver (pour que le Soleil ne soit pas trop haut
et que I'ombre dépasse de la pyramide) et a midi juste.




Retrouver le calcul que Thalés a effectué pour déterminer la hauteur
de la pyramide de Khéops sachant que :

— la hauteur du baton qu'il a utilisé était de 110 cm,

— son ombre portée avait une longueur de 180 cm,

— la longueur de 'ombre portée de la pyramide (distance entre 'extré-
mité de 'ombre et le c6té de la pvramide) était de 125 m,

— la base de la pyramide est un carré de 234 m de c6té.

direction
des rayons
solaires

% # I.
2 f’ig. 27

11. Comme Thales

Adele a calculé la hauteur d'un arbre en placant sa régle de 40 cm
dans 'ombre de l'arbre. Elle I'a mise de fagon a ce que 'ombre de

I'extrémité de sa regle et celle du sommet de I'arbre coincident. Puis
elle a pris les mesures indiquées sur le schéma. Quelle est la hauteur
de cet arbre ?

: S A
H_'_"P(u.ﬁ
\
yo e )
K ~ 7
¢ —5¢ 7
,0¢m 16 m

tig. 28




Pour aller plus loin

12. L'égouttoir

La fig. 29 indique les dimensions (en cm) d'un égouttoir. Lors-
que I'on dépose une planche au-dessus, est-elle horizontale ?

13. La table a repasser

Léa observe une table a repasser.

Pour changer la hauteur de la table, elle doit modifier, au
dos de la table, I'écart entre les deux points d’ancrage des
deux pieds. Elle voit qu’en méme temps la distance entre les
pieds se modifie. Elle prend quelques mesures et les porte
sur un schéma (fig. 31).

ys
33 yo
o i
Y0
fig. 31
Elle constate que :
— les pieds se coupent entre eux dans un rapport de 1 a 2, fig. 32

—I'écart entre les points d’ancrage sous la table vaut la moitié de la
distance entre les pieds.

Léa pense que, dans toutes les positions de cette table, le rapport en-
tre « écart des points d’'ancrage » et « distance entre les pieds » reste

le méme.




a. Construire un trapeze dont la petite base est la moitié de la grande,
tracer les diagonales et vérifier la conjecture de Léa.

b. Dans un trapéze, les diagonales se coupent-elles toujours dans le
rapport des bases ? Justifier la réponse.

14. Prendre la moitié pour partager en trois !

Dans la fig. 33, les points E et F sont les milieux de deux cotés oppo-
sés du parallélogramme ABCD. Onrelie EaD et F a B.

a. Démontrer que DE est parallele a FB.

Indication i

Montrer d'abord que les triangles AED et CFB sont
isométriques et repérer des angles de méme ampli-
tude qui ont la position d’angles correspondants. G H

b. [AC] est partagé en trois parties par ces paralleles. Mon-
trer que ces segments ont méme longueur. D

Indication fig. 33

Envisager deux configurations de Thaleés : I'une dans le trian-
gle BAH, l'autre dans le triangle DCG.

¢. Tracer un nouveau parallélogramme RSTU. Placer deux points A
et B qui partagent le c6té [RS] en trois parties égales. Placer de
méme les points C et D sur le c6té [UT].

Faire une construction analogue a la précédente pour partager
une des diagonales en quatre parties égales.

15. Configuration de Thales ?

Vérifier si la lig. 34 est une configuration de Thalés. Si c'est le cas,
calculer ED .

A

tig. 34




16.

17.

Les droites sont-elles paralleles ?

Dans la fig 35, AB et AC sont les diamétres de deux
cercles tangents. On donne :

AB=13cm BD =6,6 cm
AC=18,2cm CF =5,6 cm

Les droites DB et EC sont-elles paralleles ? Si cest le
cas, calculer BG et CE.

La largeur du canal

Gabrielle calcule la largeur w d'un canal en procédant comme sur la
fig. 36. Elle part du point C, perpendiculairement a la berge et me-

sure les distances DC, DB et BE . En E, elle se trouve juste en face
d’'un pvlone et repére le point E. Elle sait donc que AE est perpendi-
culaire a la berge. Ensuite elle utilise ses connaissances géométri-
ques...

D’aprés ses estimations, quelle est la largeur du canal ?

hg. 36

9. Projection paralléle et configurations de Thalés

fig. 35



On obtient une figure semblable 4 une figure donnée en enchainant isométries et agrandis-

sements (ou réductions). Ce que nous avons appris a propos des isométries et des configura-
tions de Thales sera donc mobilisé jci.

Tout comme les cas d'isométrie, les cas de similitude des triangles s’avérent trés efficaces
pour explorer et démontrer des propriétés du triangle rectangle, de la tangente a un cercle,
découvrir le rectangle d'or... Au passage, nous nous intéresserons a la moyenne proportion-
nelle de deux nombres.

les coquillages engendrent chaque année une nouvelle section.
Ceci fait, ils sont semblables & ce qu'ils étaient I'année précédente.

»-——--'




1. De Thalés a la similitude

Pour construire la 'o 2, on part de deux droi-
tes perpendiculaires, on choisit un point A
sur I'une delles et on trace un segment qui
forme avec [OA un angle de 21,8°. On recom-
mence la méme construction dans le méme
sens avec la demi-droite [OB et la demi-droi-
te [OC. Trois triangles apparaissent.

a. Ces triangles ont-ils leurs angles de méme
amplitude ? Ont-ils leurs c6tés propor-

tionnels ?

b. Si AB =84 mm et BC =33,6 mm , que vaut CD ?

Indication

Pour comparer les différents triangles qui forment cette spirale,
on applique une rotation de 90° a I'ensemble de la figure (fig 7).
On observe alors les configurations de Thales obtenues.

834 mm

C /N 21,8°

fig. 3

Les triangles OAB, OBC et OCD sont appelés « triangles sembla-
bles ». Leur coefficient de proportionnalité est appelé « rapport de
similitude ».

ﬂ 1#. ig

fig. 2



2. Rectangles semblables

Pour obtenir un rectangle « plus grand » que le rectangle ABCD dont
la longueur est 4 cm et la largeur 3 cm, Alex utilise une méthode et
Carla une autre.

Methode d’Alex

Il part des médianes et les prolonge chaque fois d'un centimetre et
trace les paralleles aux cotés (g, 5).

A B’

e e e e

lcm

D
fig. 5
a. Calculer les dimensions du rectangle AB'CD’ .

b. Les cotés du rectangles A'B'C’'D’ sont-ils proportionnels aux c6tés
du rectangle ABCD ?

Méthode de Carla

Elle part des diagonales et les prolonge chaque fois d'un centimetre
(fig. 6).

¢. Calculer OB et OB’ .

o. Vérihier que BC est parallele a B'C”.

e. Utiliser les propriétés de la configuration de Thalés pour calculer
B'C" et A"B’.

f. Calculer le coefficient de forme de chaque rectangle (c'est le rap-
Longueur )

largeur

port

fig. 4




3. Cas de similitude des triangles A
Les six mesures relatives au triangle de la fig. /7 sont fournies. '

a. Déterminer un ensemble de données (le minimum) qui permet de
construire un triangle semblable au triangle ABC.

2.6 cm

b. Construire le triangle qui correspond a ces données.

¢. Trouver un autre ensemble de données qui détermine un triangle

semblable au triangle ABC. Y a-t-il un troisieme ensemble possi-
ble ?

4. Agrandir une photo - fig. 7

Cécile veut commander un agrandissement d'une photo qu'elle a pri-
se lors du concours de hip-hop auquel elle a participé. Elle a trouvé
sur Internet le tarif suivant.

_ Dimensions Prix
Formatn®1 ((g ©) 30 x 40 6,5 €
Format n° 2 (f_i_:_:_l. ) 40 x 53 115€

a. Les deux formats correspondent-ils a des rectangles semblables ?
Si c'est le cas, quel est le rapport de similitude (ici le rapport for-
mat n” 2/formatn” 1) ?

Arrondir le résultat au dixieme pres.

b. Les prix sont-ils proportionnels
— aux longueurs ?

— aux largeurs ?
— aux aires des rectangles ?
Arrondir les résultats au dixiéme pres.

¢. Quel est le rapport entre le rapport des aires et le rapport de
similitude ?

. En supposant que le mode de calcul est le méme que précédem-
ment, calculer le prix d'une photo de format 53 x 70 ?




5. La hauteur du triangle rectangle

Le c6té d’'un carré qui a la méme aire qu'un rectangle est un segment
dont la mesure est située entre celle de la largeur et celle de la lon-
gueur du rectangle.

Ainsi, le ¢6té du carré qui a la méme aire qu'un rectangle de 4 sur 9
est 6, le co6té du carré qui a la méme aire qu'un rectangle de 20 sur 5
est 10, le ¢6té du carré qui a la méme aire qu'un rectangle de 7 sur 10

est m

La mesure de ce cOté est une « moyenne » entre les deux dimensions

du rectangle. Mais attention, ce n'est pas la demi-somme habituelle 4

(la moyenne arithmétique) ! C'est la racine carré du produit de deux

nombres. Cette racine est appelée moyenne géométrique. On la re- - — =
trouve dans beaucoup de figures. Voici un exemple. 9

fig. 10

Quand on représente trois nombres dont I'un est la moyenne géomé-

trique des deux autres comme surla lig ||, on détermine un triangle
qui semble étre un triangle rectangle. Est-ce exact ?

a. Explorer cette propriété pour d'autres triplets de nom-
bres dont I'un est la movenne géométrique des deux
autres.

b. Démontrer que dans tout triangle rectangle la hauteur
est la moyenne géométrique entre les deux segments
qu’elle détermine sur 'hypoténuse.

Il
¥

Indication

Apres avoir écrit 'hypothése et la these, exprimer la relation
entre les trois nombres (la theése) sous la forme d'une propor-
tion. Repérer ensuite deux triangles dont les c6tés figurent dans
cette proportion et montrer qu'ils sont semblables.

<. Démontrer que si la hauteur d'un triangle est la moyenne géomé-
trique entre les segments qu’elle détermine sur les c6tés du trian-
gle, alors ce triangle est rectangle.




1. Comment reconnaitre des polygones semblables ?

Pour reconnaitre deux polygones semblables, on examine si I'agrandissement ou la réduc-
tion de l'un est isométrique a l'autre.

fig. 12 tig. 13

2. Comment vérifier si deux polygones sont semblables ?

Pour s’assurer que deux polygones sont semblables, il faut vérifier si leurs angles homolo-
gues ont méme amplitude et si le rapport entre deux c6tés homologues est chaque fois le

meme.

Exemples et contre exemples

3,5cm 2,5cm
2 cm 2 cm
e 1,8 cm Ii
3cm 1,5 cm

3,3cm
3cm

1 cm 345 cm fig. 14




Dans la fig. 14,
—~ les deux rectangles ont leurs angles de méme amplitude mais leurs c6tés homologues ne

sont pas proportionnels. Ils ne sont pas semblables ;
~les deux losanges ont leurs cotés proportionnels mais les angles homologues n'ont pas

méme amplitude. Ils ne sont pas semblables ;
- les deux pentagones ont leurs angles deux a deux de méme amplitude et leurs cotés ho-

mologues proportionnels. Ils sont semblables.

Enoncé 10.1

Deux polygones sont appelés polygones semblables lorsqu'ils ont leurs c6tés homolo-
gues respectivement proportionnels et leurs angles homologues respectivement de méme

amplitude.

3. Quels sont les cas de similitude des triangles ?

Les deux premiers cas de similitude des triangles sont « a I'échelle pres » les mémes que les
cas d'isométrie. Le troisieme est plus surprenant.

Enoncé 10.2
Si deux triangles ont respectivement un angle de méme amplitude et si les c6tés adjacents
a cet angle sont proportionnels, alors ces triangles sont semblables.

Bf

ke
AF

ka B fig. 15

Enoncé 10.3
Si deux triangles ont respectivement leurs trois c6tés proportionnels, ils sont sembla-

bles.
B f

ke A
ka

b
Af
N/
-"ﬂ.h C’

L p B fig. 16




Enoncé 10.4

Si deux triangles ont respectivement deux angles de méme amplitude, ils sont sembla-
bles.

BI

Ai‘

C B
C' fig. 17

Deux angles suffisent pour reconnaitre ou justifier une similitude ; cependant, si I'on veut

déterminer le rapport de similitude, il faut connaitre les mesures respectives d'un segment
de la figure et de son homologue.

4. Quelle est la relation entre le rapport de similitude et le rapport entre les aires ?

Exemples

fig. 18

Le rapport de similitude qui envoie le rectangle A sur le rectangle B est 2. Le rapport de
leurs aires est 4.

/\
fig. 19

Le rapport de similitude qui envoie le triangle A sur le triangle B est 2 . Le rapport de leurs
aires est 4.
Le rapport de similitude qui envoie le triangle A sur le triangle C est 3. Le rapport de leurs
aires est 9.

Le rapport de similitude qui envoie le triangle A sur le triangle C est 1,5. Le rapport de leurs
aires est 1,5 = 2,25.

Enoncé 10.5

Le rapport entre les aires de deux figures semblables est le carré de leur rapport de simi-
litude.

H 10. Figures semblables




5. Qu’est-ce qu’une moyvenne geomeirique ?
g

Exemple
La mesure du c6té du carré dont 'aire est égale a celle d'un rectangle de 4 cm sur
6 cm est la racine carrée de 36, soit 6 cm.

Le nombre 6 est la moyenne géométrique des nombres 4 et 9 (voir fig. 11).

La formule qui permet de calculer le c6té ¢ d'un carré qui a la méme aire qu'un rectangle

de longueur a et de largeur b est ¢* = a - b.
Ainsi, le ¢6té du carré est la movenne géométrique entre les dimensions d'un rectangle de

meéme aire.

6. Comment écrire I’égalité ¢* = a - b sous forme de proportion ?

La moyenne géométrique ¢ entre a et b est aussi appelée moyenne proportionnelle entre

w ® " E b W - "
a et b. Cette expression vient de ce que la proportion — == est directement déduite de
I'égalité ¢* = a - b. w e

Enoncé 10.6

La moyenne géométrique entre deux nombres positifs est la racine carrée positive du
produit de ces nombres.

7. Quels énoncés retenir @ propos de la moyenne géométrique ?

Enoncé 10.7

Dans un triangle rectangle, la hauteur est moyenne
proportionnelle entre les deux segments qu'elle déter-

mine sur ' hypoténuse.
Cela signifie, avec les notations de la fig. 20, que

1'12 =4 - b
La démonstration a été faite lors de I'exploration. fig. 20

Enoncé 10.8

Si la hauteur relative au plus grand c¢6té d'un triangle est moyenne proportionnelle entre
les deux segments qu’elle détermine sur 'hypoténuse, alors ce triangle est rectangle.

La démonstration a été faite lors de I'exploration.




Enoncé 10.9

Dans un triangle rectangle, chaque c6té de 'angle A
droit est moyen proportionnel entre I'hypoténuse
et sa projection orthogonale sur 'hypoténuse. Cela
signifie, avec les notations de la fig. 21, que h
AC’ =CH CB.
La démonstration est proposée dans les exercices. o = -

Enoncé 10.10

Si par un point extérieur on mene une tangente et
une sécante a un cercle, la tangente limitée a son
point de contact avec le cercle est movenne pro-
portionnelle entre les segments déterminés par
les intersections de la sécante issue avec ce cercle.
Cela signifie, avec les notations de la fig. 22, que

XC =XB-XA.
La démonstration est proposée dans les exercices.

fig. 22

m 10. Figures semblables



Expliciter les savoirs et les procédures

Un réseau de triangles

Surla fig. 23, on a tracé des paralléles aux c6tés du triangle ABC. Les
paralléles sont équidistantes entre elles dans chacune des directions.

fig. 23

a. Les trois c6tés du triangle T, sont-ils proportionnels a ceux du
triangle ABC ? Si oui, quel est le rapport d'agrandissement ?

b. Le triangle T, et le triangle ABC ont-ils deux a deux des angles de
méme amplitude ? Justifier.

¢. T, et ABC sont-ils semblables ? Si c'est le cas, déterminer leur rap-
port de similitude (agrandissement).

d. ABC et T, sont-ils semblables ? Si c’est le cas, déterminer leur rap-
port de similitude (réduction).

e. T, et T, sont-ils semblables ? Si c'est le cas, déterminer leur rap-
port de similitude (agrandissement).

Sur une trame de triangles

Parmi les figures ci-dessous, quelles sont celles qui sont semblables ?
Justifier.

fig. 24




3. Vrai ou faux ?

Répondre par vrai ou faux, justifier.

a. Si on augmente chacun des cotés d'un triangle scalene d'un centi-
metre, on obtient un triangle semblable.

b. Si on augmente chacun des c6tés d'un triangle équilatéral dun
centimeétre, on obtient un triangle semblable.

¢. Un losange dont les diagonales mesurent respectivement 6 cm et 8
cm est semblable a un losange dont les diagonales mesurent 8 cm
et 10 cm.

d. Tous les carrés sont semblables.

4. De bonnes conditions

A quelles conditions deux rectangles sont-ils semblables ? Deux lo-
sanges ? Deux parallélogrammes ?

Appliquer une procédure

5. D’une similitude a I'autre
Les triangles T',, 7,, T,, T, sont semblables.

Voici les mesures de certains cotés des triangles de la fig. 25.

a, =10 b, = ¢ =...

a, =12,5 b, = 26,25 cy = ...

a; = b, =32,8125 ¢, =25,78125
dy = b, = c, =32,2265625

a. Calculer les mesures des autres cotés.

b. Si cela est possible avec les données fournies, calculer le rapport
aire T,

aire T,

b, B!
1
waj
I
T3

fig. 25




6. Deux caisses
Les parallélépipédes de la fig. 26 sont semblables.
a. Calculer la profondeur du bleu et la hauteur du vert.

b. Par quel nombre faut-il multiplier le volume du plus petit pour
obtenir celui du plus grand ?

hauteuir

10 cm

15 cm fig. 26

7. Deux cones
Deux c6nes sont emboités comme sur la fig. 27.
a. Déterminer le rayon r du plus petit des deux.

b. Déterminer le rapport entre l'aire du grand disque et celle du petit.

¢. Déterminer le rapport entre le volume du petit céne et celui du
grand.

30 cm

fig- 27

Résoudre un probleme

8. De milieu en milieu

Vrai ou faux ?

a. Un triangle est semblable a celui qui a pour sommets les milieux
de ses trois cotés.

b. Un quadrilatére est semblable a celui qui a pour sommets les mi-
lieux de ses quatre cotés.

¢. Si on joint les milieux des c6tés d'un quadrilatére, on obtient un
parallélogramme.




9. Dans un repere

Placer six points dans un repére.

A(2;2) B(0;6) C(8;4)

A'(0;-2) B'(1;-4) C'(-3;-3).

Les triangles ABC et A’B'C’ sont-ils semblables ?

10. Agrandir a partir d’un point

a. Dans certains logiciels de dessin, lorsque 'on « tire » en prenant
'un des sommets d'un rectangle comme poignée, le somment se
déplace dans la direction de la diagonale du rectangle pour déter- -
miner un nouveau rectangle. 7
Ce nouveau rectangle est-il semblable au premier ? "

L
i
h

b. Adéle prolonge les diagonales et les médianes du rectangle ABCD .
d’un tiers de leur longueur comme sur la fig. 29.

A’ B’ fig. 28

s
o
g

D’ C’
tig. 29
Le quadrilatére obtenu est-il semblable au quadrilatéere ABCD ?
Justifier.

¢. Théo choisit un point quelconque qu’il relie a chacun des som-
mets du rectangle ABCD (voir fig. 30). Comme Adele, il porte sur
chacune de ces demi-droites le tiers de la distance du sommet au
point choisi.

Le quadrilatére obtenu est-il semblable au quadrilatére ABCD ?
Justifier.

11. La médiane d’un triangle

Démontrer que dans un triangle, la médiane correspondant a un c6té
partage en deux parties égales les paralléles a ce c6té limitées aux
deux autres.

Indication

fig. 30

Utiliser les deux paires de triangles qui ont la médiane comme
c6té commun. Prouver qu'ils sont semblables. Ecrire les rap-
ports de similitude et utiliser la propriété : si deux fractions
égales ont méme dénominateur, alors les numérateurs sont
égaux.



12,

13.

14.

Comparer les aires

Soit un triangle de 45 cm®. Si l'on trace aux deux tiers de la hauteur (a
partir du sommet), une parallele a la base, quelle est I'aire du triangle

ainsi formé ?

Démontrer et calculer

[
Danslafig. 31, ona: AB=BC et AD=AC. D
a. Démontrer que les triangles ABC et DAC sont semblables.
b. Utiliser cette similitude pour calculer AC si BD= 0,7m et
BC=09m. B
A
tig. 31

Une spirale de triangles

On part d'une étoile de trois demi-droites qui forment entre elles des

angles de méme amplitude.

Sur la premiere, on place un point A.

Sur la seconde, on place B tel que OB = %

. i — OB

Le point C est sur la troisieme avec OC = =
X —  OC

De méme D sur [OA est tel que OD = .

a. Si AB =243 mm, quelle est la mesure de DC ? Justifier.

b. Si on plagait un point E sur [OB tel que ﬁ=%13_ la droite DE

serait-elle paralleéle a AB ? Explorer, démontrer. fig. 32

¢. Quel est le rapport de l'aire du triangle ODE a celle du triangle
OAB ?

|A

Fig. 33




Pour aller plus loin

15. Les trois hauteurs d’un triangle

Construire les trois hauteurs d'un triangle rectangle, d'un triangle
isocele, d'un triangle scalene acutangle et d'un triangle scaléne ob-

tusangle.
Formuler une conjecture puis la démontrer.

Indication

Partir d'un triangle scaléne et mener les paralléles aux cotés
passant chacune par un sommet de ce triangle. Montrer en-
suite que les hauteurs du premier triangle sont les médiatrices

du second.

16. Retour du triangle rectangle !

Démontrer que, dans un triangle rectangle, chaque c6té de l'angle
droit est moyen proportionnel entre I'hypoténuse et sa projection or-
thogonale sur 'hypoténuse.

A

C H B Hg. 34
AC =CH-CB

17. Deux secantes

Soit deux droites sécantes en X (voir fig. 35 et 36). La premiére coupe
un cercle de centre O en A et en B. La seconde en C et en D. Montrer

que XA-XB=XC:XD.

"

A
&

fig. 35

fig. 36



18.

19.

20.

Une tangente et une secante

Par un point extérieur a un cercle, on meéne une tangente et une sé-
cante a ce cercle. Démontrer que la tangente, limitée a son point de

contact avec le cercle, est moyenne proportionnelle entre les deux
segments déterminés par l'intersection de la sécante avec le cercle.

Indication

Démontrer d’abord que la propriété est vraie pour une sécante
qui passe par le centre du cercle, puis utiliser la propriété pré-

cédente (ex. 17) pour généraliser.

fig. 37

Chapeau !

——
Un cylindre d'un rayon de 10 cm peut étre introduit dans
un céne comme sur la fig. 38. La hauteur du cone est de
24 cm. Le ravon de sa base est 16 cm. Quelle est la hau-
teur du cylindre ? E
<
e~

La piscine

Apreés entretien, on remplit & nouveau une piscine de 6 m
sur 20 m. La fig. 29 en donne une vue de profil.

Quelle est la surface d’eau lorsque, dans la grande profondeur, l'eau a
atteint 2 m de haut ?

20m

1.5m

fig. 39

fig. 38




21. Construire un rectangle dor

En partant d'un triangle rectangle dont un c6té de I'angle droit vaut
la moitié de l'autre et en portant I'hypoténuse dans le prolongement
du petit c6té (fig. 40), on détermine un segment de longueur b. Le
rectangle de dimensions a et b est un rectangle d'or.

- ~u A
- n
N
'."‘"\.
\
\
\ Y
|II
Y
- >
b
fig. 40 b
— v
a. Calculer b en fonction de a. fig. 41

b. Construire un rectangle d’or dont la largeur mesure
1 dm.

¢. Le coefficient de forme de ces rectangles (le rap-

port — ) est le « nombre d'or », souvent désigné par
a

la lettre ¢. Déterminer la valeur exacte de ¢, puis
une valeur approchée par défaut au millieme pres.

d. Montrer que si 'on accole un carré de coté b
(fig. 41) a un rectangle d’or, le rectangle obtenu est
aussi un rectangle d'or.

Le nombre d’or serait connu depuis la nuit des temps. On le
trouve au cceur de la pyramide de Khéops, sur les facades des
temples grecs, dans les cathédrales gothiques, chez les peintres
du début du vingtiéme siécle. Il aurait éié transmis par les
pythagoriciens comme un secret universel et immuable. Chez
les Grecs, il était considéré comme un rapport enire deux seg-
ments et n"avaif pas le statut de « nombre » : pour eux, sefﬁs
les entiers sont des nombres.

Certains tableaux ont été congus selon les régles de la « divine
proportion » (expression datant de 1509 et atiribuée a Léonard
de Vinci]. Ainsi, dans le tableau Le Cirque, Georges Seurat
aurait utilisé le rapport doré pour disposer différentes parties.

Le Cirque (1891), Seurat,
Paris, Musée d'Orsay.

Hig. 42

10. Figures semblables




Nous avons vu que la relation de Pythagore dans le triangle rectangle permet de calculer la
longueur d'un cété en fonction des autres. Avec la triconométrie, on articule mesures d'angles

et mesures de longueurs.
Le mot trigonométrie vient du grec trigone (« triangle ») et metria (« mesure »). Dans 'En-

cyclopédie (1751), d’Alembert définit la trigonométrie comme « l'art de trouver les parties

inconnues d'un triangle par le moyven de celles qu'on connait ». C'est la démarche qui sera

suivie dans ce chapitre.

Pourtant, a ses débuts, la trigonométrie n'était pas un outil de calcul du triangle mais du
cercle. Les Anciens s'intéressaient aux mouvements du Soleil et des astres et, deux mille ans

avant notre ére, les babvloniens ont établi des tables de données astronomiques. A ce stade,

la trigonométrie était une géométrie appliquée a I'étude du monde, de 'univers, elle était in-
dissociable de I'astronomie. On sait que la numération des Babyloniens est sexagésimale (en
base 60) et que les Grecs ont utilisé leurs tables d'astronomie. D'ou le partage du cercle en
360 degrés !

Au fil du temps, la trigonomeétrie est devenue la science des arpenteurs, des géometres, des
navigateurs et des astronomes. Elle est utilisée en mécanique, en architecture, en physique, en

géologie...
A l'issue de ce chapitre, chacun sera a méme de résoudre quelques problémes proches de ceux

qui se posent dans la réalité.

lorizon

O i X hauteur

| = |
4 __,1;,_,-_.'_].13-””!;

Astrolabe
Cet instrument d’astronomie permet de mesurer
un angle de visée dans un plan horizontal
(I'azimut] et dans un plan vertical (la hauteur).




1. Le cosinus

Le Soleil étant trés éloigné de la Terre, on considére que les rayons
qui nous parviennent sont paralleles.

La projection orthogonale est une modélisation de I'ombre au soleil
lorsque les rayons du soleil sont perpendiculaires au plan dans lequel
se forme 'ombre.

La tige est paralléle av plan de projection, son image a La tige est inclinée par rapport au plan de projection,

la méme mesure. son image est plus courte.

Répondre aux questions suivantes, sachant que le plan de projection
est placé perpendiculairement aux rayons du soleil.

a. Comment Rémi doit-il placer la tige pour que la longueur de 'om-
bre soit la moitié de celle de la tige ?

Indications

Construire un triangle rectangle dont un c6té de I'angle droit
vaut la moitié de I'hypoténuse.

. Si l'inclinaison est de 35°, le rapport entre une tige et son ombre
est approximativement 0,8. Quelle est la mesure de 'ombre d'une
tige de 32 cm ?

¢. Dans un triangle rectangle, on appelle cosinus d'un angle aigu le

rapport entre le c6té adjacent a cet angle et 'hypoténuse : coso = —
(Fig. 4). ¢

Ce rapport entre c6té adjacent et hypoténuse est le méme pour tous
les triangles rectangles ayant un angle aigu de méme amplitude car
ces triangles sont semblables.

Construire un triangle équilatéral, tracer sa hauteur et se servir de
cette figure pour calculer cos 60°. Construire ensuite un triangle rec-
tangle isocéle et se servir de cette figure pour calculer cos 45°.

11. Trigonométrie du triangle rectangle

Hypoténuse

b

Coté adjacent

i,



¢l. Utiliser la calculatrice pour calculer I'ombre au soleil d'une tige de

45 cm formant avec le plan de projection un angle de 20°, de 40°,
de 80°.

2. Le sinus

Dans un triangle rectangle, on appelle sinus d'un angle aigu le rap-

o, & , N » - o ﬂ i L
port entre le c6té opposé a cet angle et 'hypoténuse : sina=— (flig. 9).
c

a. Construire un triangle équilatéral, tracer sa hauteur et
se servir de cette figure pour calculer sin 60°. Construi-
re ensuite un triangle rectangle isocele et se servir de
cette figure pour calculer sin 45°.

B

Hypoténuse ¢

Coté
oppose

b. Utiliser une calculatrice pour calculer la hauteur d’'un
escalier d'embarquement sachant qu'il mesure 580 cm
et que son inclinaison par rapport au sol est de 32°.

3. La tangente

On sait que la longueur de I'ombre d'un objet sur le sol
varie selon l'angle d'élévation du soleil (angle entre la
direction du soleil et I'horizontale du lieu).

a. Quelle est 'angle d’élévation du soleil lorsque 'objet
est placé verticalement et que I'ombre est égale a la
hauteur de l'objet ?

Indication
Construire un triangle rectangle isocele.

. Dans un triangle rectangle, on appelle tangente d'un
angle aigu le rapport entre le c6té opposé a cet angle

- # " H‘ [+ F,
et le c6té adjacent : tano = T (tig. 6).

Cote
oppose

= b N/
C

Coté adjacent o &




Vérifier la réponse donnée en @ en utilisant la fonction [TAN| de la
calculatrice.

¢. Construire un triangle équilatéral, tracer sa hauteur et v
se servir de cette figure pour calculer tan 60°.

. Sile soleil est incliné a 50° par rapport a I'horizon, quelle
est la hauteur d'un arbre dont 'ombre mesure 4 m ?

Déterminer un angle

a. Calculer sin 40°, garder le résultat sur I'écran puis utiliser la fonc-
tion sin”! (ou la fonction INV). Commenter le résultat.

b. Si sin o = 0,89, quelle est la séquence calculatrice qui permet de
déterminer 'angle o ?

¢. Pour calculer I'amplitude de 'angle « (i /),

— choisir le rapport trigonométrique qui fait intervenir le coté
adjacent et 'hypoténuse,

— écrire la séquence calculatrice,

— calculer I'amplitude.

Cote opposé

Coté adjacent flg. 7

o, Peu de temps apres le décollage, un avion atteint une
hauteur de 2,1 km. Arrivé a cette hauteur, il parcourt une distance
au sol de 8 km (cette distance est la projection orthogonale sur le
sol de la trajectoire de 'avion).

Quel est I'angle de montée ?

Indication

Réaliser un schéma de la situation, v porter les données et |'in-
connue.

e. Déterminer 'amplitude de l'angle aigu formé par la droite d’équa-
tion y = 3x avec l'axe Ox.

11. Trigonométrie du triangle rectangle




1. Comment construire I'image d’un point par une projection orthogonale ?

Pour construire P* image de P sur d par la projection orthogonale, tP
on trace par le point P une perpendiculaire a d. Le point P* est le :
point cherché. |

d P’

ig. 8

—
&

2. Quelles sont les propriétés de la projection orthogonale ?

Sur la fig. @, on peut voir que L que OB _8 Dot on tire :
OA 3 oA 3
)
OA OA

Cette proportion correspond a la propriété fonda-
mentale : la projection orthogonale conserve les rap-
ports entre segments.

fig- 9

3. Comment calculer la réduction de longueur opérée
par une projection orthogonale ?

Aprées avoir échangé les extrémes dans la proportion (1), on a une nouvelle proportion :

OA' OB -
v OA OB’
Le rapport — est le ceefficient de projection. Ce coeffi- P
OA
cient est appelé cosinus de 'angle a. On a -
——— longueur de l'image du segment O A B
longueur du segment fig. 10
OA’
COS 0L = ——

OA




4. Dans un triangle rectangle, comment écrire les rapports frigonomeétriques

d’un angle aigu ?
LE COSINUS

Enoncé 11.1

Le cosinus d'un angle a est le rapport
cotéadjacentaa
cos oL = ,
hypoténuse

Dans le triangle ABC,

AC = AB-cosa

Coté adjacent fig. 11 fig. 12
LE SINUS
Enoncé 11.2
Le sinus d'un angle o est le rapport Dans le triangle ABC,
5inu=cmenpl, an BC =AB-sino
hypoténuse
B
g,
5
=
O fig. 13
9 A v e fig. 14
LA TANGENTE
Enoncé 11.3
La tangente d'un angle o est le rapport Dans le triangle ABC,
Vi cﬁtéu}?posé%a . BC = AC - tan o
cotéadjacentao B
~1)
8
i
=
o
B
o IS A o ).
Coté adjacent fig. 15 fig. 16




NOMBRES TRIGONOMETRIQUES PARTICULIERS

En se référant aux propriétés du triangle équilatéral, nous avons établi lors de I'exploration

que :
sin60° = £
2
1
cos60° = —
2
tan60° = /3.

En se référant aux propriétés du triangle isocéle rectangle, nous avons établi lors de l'ex-
ploration que :

sin45° = i_ll
2

cos43° = Q
2

tan 45° = 1

5. Quelle est la relation entre le sinus et le cosinus dans un triangle rectangle ?

Enoncé 11.4
Dans un triangle rectangle, le sinus d'un angle aigu est égal au cosinus de l'autre angle

aigu.
sin o = cos (90° — o).

Exemple

/ﬁ: 30°
énﬁ“" . s =
el &
o 60%
a Y BL_C EERA fig 17
C B coLé adjacent a A

c

sin 30° =—,
b

cosbt)® = —
b

Donc sin 30° = cos 60°.

Conséquence pour les nombres trigonométriques particuliers :

sin30° = 1
2

J3

cos30° =—




6. Sinus et cosinus d’un angle aigu peuvent-ils prendre n‘importe quelle valeur ?

‘ Dans un triangle rectangle, 'hypoténuse est le plus grand c6té. Les nombres trigonométri-
ques sinus et cosinus sont donc des rapports dont les dénominateurs sont plus grands que
les numérateurs. On sait que les fractions correspondantes sont plus petites que 1.
Le sinus et le cosinus d'un angle aigu sont donc des nombres inférieurs a 1.

7. Comment déterminer le nombre trigonométrique qui correspond a un angle
donneé ?

Pour calculer le sinus, le cosinus ou la tangente d'un angle donné avec une calculatrice, on
vérifie d’abord si la calculatrice est en « mode degré ».

Selon la calculatrice, on frappe d'abord la touche de fonction (sin, cos ou tan) puis la me-
sure de 'angle dans cet ordre ou inversement.

Exemple
Pour calculer le cosinus de 38°, on utilise I'une ou l'autre séquence :

COS 38 - |
Ol .

| 38 | cos |

8. Comment déterminer |'amplitude d’un angle aigu dont on connait un nombre
trigonométrique ?

Pour déterminer 'amplitude de I'angle aigu dont on donne le sinus, le cosinus ou la tan-
gente, on vérifie d’'abord si la calculatrice est en « mode degré ».
Selon la calculatrice, on utilise :
~ les touches sin™', cos™, tan™! ;
—la touche réciproque de la fonction (2ND ou INS ou
SHIFT).
Exemple
Pour calculer 'amplitude de I'angle dont le cosinus

est 0,6, on utilise I'une ou l'autre séquence :

' cos! | 06 =
Oou

| INV | cos | 06

11. Trigonométrie du triangle rectangle



Expliciter les savoirs et les procédures

1. QCM

Pour chaque ligne du tableau, choisir parmi les réponses a, b, ¢ la (ou
les) affirmations justes.

T
S R fig. 18
a. b. A
I) | Dans le triangle RST, |RS] est le coté [RS] est le coté [RS] est le c6té
rectangle en S adjacent a I'angle R | opposé a l'angle R | opposé a I'angle T
2) | Le cosinus de l'angle R est 7S TR RS
TR RS TR
3] | SiR = 14°, alors cosR = 1,24 0,97 0,24
4) | Le sinus de l'angle R est 7S TR TR
TR RS RS
5) |Si T=76°, alors sinT = 2.4 0,97 0,24
6) | La tangente de l'angle R est 7S RS TR
RS ™ 7S
7) |'8i T ='76° , alors tanT = 1,24 4,01 0,25

2. Possible ou pas ?

Rémi et Olivier inventent des exercices et échangent leurs questions.
Voici le questionnaire de Rémi.
Calculer o

a. sin o = 0,85 ®. coso=1.01

b. sin o = 85° f. tana=1.1
¢. sino=285 g. tan a = 107
d. cosa=0,9

Avant de faire les calculs, Olivier lui dit : « Plusieurs exercices sont
impossibles. » Lesquels et pourquoi ?




3. Sous forme de fraction

a. Ecrire sin 8 sous forme de fraction.

b. Ecrire tan 8 sous forme de fraction.

17

fig. 19 tig. 20

4. Demontrer

a. Démontrer que dans le triangle ABC rectangle en B,on a :

sin A T

cos A
b. Démontrer que dans le triangle ABC rectangle en B, on a :

S

sinA+cos’A=1
Appliquer une procédure

5. Au millimetre pres

3 12 15
0 i = ‘8
5
: 4 8 T

fig. 21

Calculer (au millimétre prés) la longueur des c6tés représentés par

une lettre.

Série 1

8 cm

fig. 24 7,4 cm

fig. 25

tig. 27

fig. 30

fig. 31

=]

24

25

fig. 22




6.

Nombres trigonomeétriques

Utiliser une calculatrice pour déterminer, au millieme pres, les
nombres trigonométriques suivants.

a. sin 45° e. cos 10° i. cos 30°
b. sin 60° f. sin 80° J. cos 15°
¢. sin 30° g. sin 40° k. cos 40°
d. cos 20° h. sin 70° l. sin10°

On ne connait pas I’hypoténuse

Calculer, au centimetre pres, la longueur des cotés représentés par
une lettre.

5,7 m . et 18
3 b
70°
fig. 33
fig. 32
En série...
a. Déterminer l'angle o a un centi¢me de degré pres.
I} sin o= 0,25882 5) cosa=0,5 9] tano=0,5
2] sin oo = 0,99985 6) cosa=0,71934 10) tan o = 2
3) sinoe=0,71934 /) tan oo = 1,03555 1) tana =10
4] cos oo = 0,25882 8) tana=1 12) tana = 0,1

b. Déterminer (au degré pres) les angles indiqués.

4 cm
J 3cm
b
a Scm E = 6,5 cm
cm ;
fig. 35 fig. 36 g
' 6 cm
‘N
2 cm 6 cm
8 cm 9,3 cm
fig. 38

4,7 cm fig. 39

tig. 40




9. Pente d’une droite, angle d’inclinaison
(exercice partiellement résolu)

Quelle est l'inclinaison' de la droite d’équation y = —0,5x + 3 avec
I'axe Ox ?

Cette inclinaison est la méme que celle de la droite d'équation
y =-0,5x (fig. 41).

On se réfere donc au triangle rectangle OAA'. Dans ce triangle, le
rapport entre le cOté opposé a I'angle O et le coté adjacent est 0,5. On
utilise la formule

olé opposéa o
tan o= — PP

cotéadjacentao
On calcule ensuite tan™' 0,5 = a.
On trouve o= 26,57°,

Ay
y=-0,5x% + 3
\ 3

i

P ==.9%

vy = 0,5«

fig. 41
Quelle est I'inclinaison des droites suivantes par rapport a l'axe des
abscisses ?

a. On donne I'équation de la droite y = 2x + 3.

b. On donne I'équation de la droite y = 2x - 3.

¢. On donne I'équation de la droite v = -2x + 3.

1. Nous entendons par « inclinaison » la valeur absolue de 'amplitude de l'angle aigu
formé par la droite ¢t I'axe des abscisses.




Résoudre un probleme

10. La hauteur de 'escalator

Calculer la différence de niveau que l'on franchit
en utilisant l'escalator sachant que l'inclinaison
par rapport au sol est de 35° et que l'escalator a
une longueur de 12 métres.

Indication

Réaliser un schéma de la situation, y porter
les données et I'inconnue.

11. L'échelle

La distance du pied de I'échelle au mur, mesurée sur le sol, est 1,5 m.
Linclinaison de l'échelle par rapport au mur est de 16°.

A quelle hauteur I'échelle touche-t-elle le mur ? (c’est la longueur de
la projection orthogonale de I'échelle sur le mur).

Indication

Réaliser un schéma de la situation et v porter les données et
I'inconnue.

12. Radar

Un avion situé a 1017 metres d'altitude est repéré par un radar dont
le capteur est a 17 meétres au-dessus du sol. Langle d’élévation de
I'avion (angle formé par la ligne de visée radar-avion et I'horizontale
du lieu) est de 25°.

Quelle est la distance entre le radar et 'avion (il ne s’agit pas ici de la

distance au sol) ?

Indication
Réaliser un schéma de la situation et y porter les données et
I'inconnue.

Exercices




13.

14.

13.

Hélicoptére médical .
A

Un hélicoptére quitte sa base et suit un cap de 220° pour em-
barquer un blessé (fig. 42). L'hépital est situé a 16 km a l'est de
I'endroit de 'accident et est exactement au sud de la base.

Quelle est la distance que I'hélicoptére doit parcourir pour ren-
trer a sa base aprés avoir déposé le blessé a I'hépital ?

Décollage

Quand un avion décolle, son ascension passe par plusieurs étapes  py. s Hoépital
successives. Les angles de montée varient selon les types d'avions

et leur chargement. Voici un schéma (il ne respecte pas les mesures)
qui montre un exemple de montée en deux étapes.

fig. 42

La premiere selon un angle de montée de 15°, la seconde selon un
angle de 7°.

a. Calculer l'altitude en B si 'on sait que I'avion a couvert une dis-
tance au sol de 20 km. Donner la réponse au metre pres.

b. Apres la seconde étape, son altitude est de 10668 m. Calculer la
distance au sol lorsque l'avion atteint cette altitude de croisiére.

Donner la réponse au meétre pres.

£

10668 m

-
Distance au sol "
fig. 43

La tour de Pise

On sait que le sommet de la tour de Pise s’écarte de la verticale de

5,23 m.
Cette tour a une hauteur de 54,56 m (fleche rouge sur la fig. 44).

Calculer I'angle aigu qu’elle forme par rapport a la verticale.




16. Cap 055

Un bateau quitte le port en suivant un cap de 055°. Apres une journée
de navigation, il a parcouru 39 km. Quelle est la distance franchie par
rapport a la direction Est ?

N

Boussole de navigation.
Le cap est repéré par un nombre positif compris enfre O et 360.

17. lls reviennent au port

Deux bateaux naviguent en direction d'un méme port. Le premier se
trouve a 5,6 km a l'est du port et le second se trouve a 2,7 km au sud

du premier bateau.

a. Quel est le cap du second bateau ?

b. A quelle distance du port se trouve ce second bateau ?

18. Pente et déclivite

Sur un site Internet donnant quelques conseils aux cyclistes qui grim-
pent en montagne', on rappelle les définitions utiles pour caractériser

I'inclinaison d'une route.

L 3 R = 1Y) = » o
Febier  Edten Affchaps Fasors Caal 1
A ireas u dudvi . B @ e e Goums "
. — = -
Pente

Voici un rappel des définitions utiles pour caractériser I'inclinaison
d'une route,
Pente et décliviteé

d

- r
X

d = distance parcourue (mesurée sur la route)
vy = dénivellation
x = distance horizontale = vd* - ¥*

¥ ¥
pente = lan @ = —=

- T—
- - L o 1 .‘-
déclivité = sin o =17

Pour des petites valeurs de @ (£ 107), la pente et la déclivité
coincident (si on arrondit i la premiére décimale (i.e. en pourmille)).

[ y— o -

1. http://www.ulb.ac.be/di/ssd/ldoyen/e/pente.html




Utiliser ces renseignements pour répondre aux questions suivantes.

a. Déterminer la pente d'un trongon de route qui couvre une distan-
ce de 765 m. La fig. 46 montre que les points de départ et d'arrivée
sont chacun sur une courbe de niveau. Leur distance est tracée en

rouge.

b. Un panneau routier indique une descente dangereuse (fig. 47). En
voyant ce panneau, I'automobiliste pense : si je parcours 100 m
sur cette route, je descends de 12 m. Que représente le quotient
12/100 avec cette interprétation ? Calculer I'arrondi au centieme
de degré preés de la mesure de I'angle d'inclinaison correspondant

a cette interprétation.

fig 47

c. Calculer l'angle d’inclinaison qui correspond a une pente de
12 %.

Les deux mesures d'inclinaison sont-elles les mémes ? Linterpréta-
tion de I'automobiliste donne-t-elle cependant une bonne approxima-

tion de la pente ?

11. Trigonométrie du triangle rectangle



