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CHAPITRE

" EN NUMEBI.QUE

Ce chapitre doit Dﬂrmem e de
faire le point sur les Principgje
propriétés de calcuyl algébriqye
vues au College : dcveiopp,:r’
factoriser, puissances, radicaux:
écritures fractionnaires, résoly,.
tions d’équations.

La mise en équations d’up pro-
bléme fait objet d’un TP of ¢
différentes €tapes de résolution
sont commentées et mises en

- relief.

La notation scientifique avec oy

~sans calculatrice fait égelement

I’objet d’un TP.

'Ce chapitre d’un type particulier

n’a pas la forme habituellc : cha-
cune des quatre parties du cours

proposée sur une page gauche,

est suivie de deux exercices réso-
lus en page droite.

Pages M
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C, RS
PRELIMINAIRE -

LES DIFFERENTS ENSEMBLES DE NOMBRES

l
BEEN Ensemble des réels "

' P , ’ e des
L’ensemble de tous les nombres que nous utilisons s’appelle ’ensem
nombres réels. Il est noté R.

: : i 2 roite graduée.
On peut représenter chaque nombre réel par un point d’une d g

' Note ‘ _

n
3/
__2,fl \/E T 4,7 :
V2 = 1,41 o I o , ; 3 1 1 L
e Camd e B 1
n= 3,14 -5 -4 =q -5 l_..'] O 1 2 3 4 .
il,
.
B Des réels particuliers
{.
° Les nombres naturels :0;1;2;3;4 .., :
L’ensemble des naturels est noté N . Chaque naturel est un réel. On dit alors que
Pensemble N est inclus dans Tehsemble R, ce que I’'on note N CR.
° Les nombres entiers relatifs (ou plus simplement les nombres entiers) :
; ...;~3;".|~25—1;0;1;2;3;...
L’ensemble des entiers est noté Z.
| e
- Chaque entier est un réel. On'écrit doncZ CR.
Chaque naturel est un enijer. Op ¢écrit donc N c 7, ;
° Les nombres rationnels : ce sont les quotients d’entiers, C’est-a-dire les
nombres —g avec q entier et b entier non nul. '
(
' | ' EXEMPLES : % ;——% 35— 25, car= 25'..:= :Tzi
Note L'ensemble des rationnels est noté Q.
Il existe des nombres . . it
résis Qui n sont pa Chaque ratl-onnel est un réel. On écrit Qcr
des rationnels, Par Chaque entier n, pouvant s’€crire 2 | st up rationnel. On écrit donc Z C Q.
exemple V2, n. On dit . . 1 \
que ce sont des jrra- On peut regrouper les diverses incly ,
tionnefs, :

|
P> REMARQUE : Les nombres deécimaux, c'est-a-dire les réels n’a
de chiffres aprés Ia virgule, sont d

. yant qu’un nombre fini
es rationnels Particuliers. Ainsi, Par exemple, 1,54 est un
rationnel car | peut s'écrire 154 i

100°

é E
N BON E
1. POUR u (o] DEP)QR] N NUM RIQUI
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1 o DEVELOPPER, FACTORISER

!
bete, a(b+c)=ab+ac.

[ PROPRIETE 1__ | Pour tous nombres a,

« Lorsqu’on passe de a (b + c) aab + ac, on transforme le produit a (5 + ¢) en i

somme de deux termes, ab et ac.

On dit que I’on développe le produit a (b+c).
« Lorsqu’on passe de ab + aca a (b + ¢), on transforme la somme ab + ac ep

produit de deux facteurs, a et (b+0).
On dit que I’on factorise la somme ab + ac.

.ET?;S;) =222 + x. |
s(x+1)(3B-% =?{x+ B—xljz—x-
2 + IDENTITES REMARQUABLES

.'II.
| i e
| *(a+ b)’=a’+2ab+ b
;|i * (a-b)? = a’-2ab + b%.
/| *(a+b)(a-b)=a*-b

|
i
i

!

EXEMPLES :
-(3+x2=9+6x+x2.'i'

ex?—4x+4 = (x—-2)2

* 4a® - 25 = (2a)*-5%= (2a + 5) (2a-5).

¢ |[dentités remarquables et factorisation

* (a + b) (a - b) est un produit de deux facteurs,

-'(a + b)* est égal a (a + b) (a + b) ; c’est donc un produit de deux facteurs.
*(a-b)?estégala (a-b) (a— b) 5 c’est donc un produit de deux facteurs.
Ainsi, dans chacune des identités remarquables, le premier membre de I'égalité
un produit de deux facteurs. Ceci explique I'utilisation des identités remarquab
pour factoriser une expression.

est
les

1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQUE
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i
Exercices resolus

Factorisez I'expression : ;
A=(x=1)(2x+5) = (x = 1) (-3x + 1) + 5(x = 1)%

Point Méthode

s 3
Pour factoriser une expression écrite sous la forme d’une

somme de plusieurs termes, on peut commencer par reperer
un facteur commun 3 tous les termes.

@ __Solution !

Les trois termes (x—1) (2x + 5), (x—1) (- 3x + 1) et 5(x — 1)? ont

(x—1) comme facteur commun. Mettons donc (x— 1) en facteur.
A peut s'écrire :

A=(x=1)[@x+ 5) = (= 3x+ 1) + 5(x - 1)],
d'ol A=(x—1)(2x+5+3x—1 + 5x—5),

donc A=(x-1)(10x- 1).

S CCrentaires py

4 Ici, A est la somme de trois termes.

<« — (- 3x + 1) = 3x -1 (on change les
signes car il y a un “-" devant les
parenthéses).

<4 Onréduit2x+ 5+ 3x -1 + bx - 5.

Factorisez chacune des expressions suivantes :

A=25x2+20x+4;B=9x2—24)(+16;C=(x+2)2—(2x-1)2.
Point Méthode : :

Pour factoriser une expression,
identité remarquable.

on peut essayer d’utiliser une

* A est la somme de trois termes, mais on ne repére a priori aucun
facteur commun a ces trois termes. On peut alors chercher si A est
de la forme (a + b)?, ou (a— b)?, ou (a + b) (a- b).

Lidentité (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 semble étre la seule qui pourrait
convenir ici. On peut remarquer que 25x? + 20x + 4 = (5x + 2y
En effet, (5x + 2)2 = (5X)2 + 2 x 5xx 2 + 22 = 25x2 4+ 20x + 4,

D'oli A = (5x + 2)2.

* On procéde de maniere analogue pour B.

Lidentité (a — b)2 = a2 — 2ap 4+ b2 semble étre la seule qui pourrait
convenir ici. On peut remarquer que 9x2 — 24x + 16 = (8x — 4)2,
En effet, (3x-4)2 = (8X2 -2 x 3xx 4 + 42 = gx2 —24x+ 16,
D'ot B = (3x - 4)2, :

* On remarque que C est la différence des deux carrés
(2x~1y2, utilisons donc lidentité a2 — p2 = (a+b) (a-b).
Nous obtenons (x+ 2P~ (2x~1)2

(x + 2)2 et

» : =(x+2+2x—-1)(x+2-—2x+1.
DOUC=(3X+1)(-x+3). )

b REMARQUE : Notez

que pour A et B, les expressions trouvées
(5x + 2)2 et (3y — 4)* sont des exp

5x ) ressions factorisées. En effet,
(5% + 22 = (5x 4 2) (5x 2) et (3x - 4)2 = (3x - 4) (3x - 4).

=[(x+2) + (2x— D(x+2)—(2x- e

Comrmeritai res

4 lci,a=5xetb=2 0n peut trouver
a etb en remarquant que :
25x2 =(5x)% et 4 = 22,

< lci,a=3xetb=4.0n peut trouver
a et b en remarquant que:
9% = (3x)2 et 16 = 42,

<dlcia=x+2eth=2x-1.
<t On met d’abord des crochets.
<t On enléve les crochets.

<0 On réduit a l'intérieur des paren-
théses.

—_—

ERIQUE
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’I.

3 o« CALCULER AVEC DES PUISSANCES

: ass n nombre quelcon
[ DEFINITION 1 _ | yest un entier positif non nul et au .,,_lq lconque,
a*= axaX..Xa et a —E-,—ISIaio_
\__\”__-/

n facteurs
v Note Convention : _ )
al s'appelle l'inverse Lors que a # 0, on pose a® = - . 23 l
e EXEMPLES : 10° = 100 000 et 10 = 0,0 =
L _PROPRIETE 2 | 4 et b sont des nombres différents de 0 ; 7 et m sont des NOMmbyeg
entiers (positifs ou négatifs). s
avR gt =agm™ s (@) =a™; % am- .

(ab)" = a"b" ; (%)” = :—:.

=

EXEMPLES @

(7,1)7°

A

= (T,1%5 = (7,1)8; (4x103)3=43x (102)%= 54 x 103,

B DAL BULER AvEs DES RADIGAUX

.’I

de a, notée Va, est |- nombre

DEFINITION 2 | eqin nombre positif. La racine carrée

ositif ;
Nots . positif dont le carré est egal aa.
Bien que - 2 ait pour
carré 4, V4 n'est pas EXEMPLES :v/4 = 2;V0=0.
égala-2,

[ PROPRIETE 3

a et b sont des nombres positifs.

(Bl ; [T e

EXEMPLES :

JE:VQX :‘/5\/—=3\/;;1f%g. =@

o= |

1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQUE
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On sait que p3=5,832eth®= 18,89568.
sans calculer b, calculez b2 et b®.

b5
b, il suffit de remarquer que b= s

« On connait b® et b5,
Pour obtenir b2 sans calculer
On obtient b? = 3,24.

4. Exprimez +/32 sous la forme n /2 . o1 n est un naturel-

52 +V32
3/2

2. Simplifiez I'écriture du nombre A=

_  promenas—

On va utiliser la formule Jab =vavb . |
Pour faire apparaitre \/E , on écrit que 32=16x%2.
30 =16 %2 _Jiexy2 =42

Dou
sion de A, remplagons ﬁZ_ par |

Dans I'expres a valeur trouvée

ci-dessus. Nous obtenons :
_5/244(2

3/2
\/E(5+4]

dou A=——7—:

/2
/2
doll A=——:
3/2

donc A=3.

« Pour obtenir b® sans caleuler b, il suffit de remarquer qué pé = (b%%
On obtient b& = 34,012224. .
__-__._'_-_._—--'-'_'—.-.--

g

<4 0n peut aussi remarquer que

B'CConiai o a

32 est donc bien écrit sous la

4
formenv2;icin=4.

<4 On met V2 en facteur au numé-
rateur.

« On divise numérateur et dénomi-

nateur par 3v2.

11

pIQUE
1. POUR un BON pDEPART EN NUME

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

CALCULER

e AVEC DES ECRITURES FRACTIONNAIRES

EX Egalité

PROPRIETE 4 | Jorsque b#0etd#0,

2(x-1)
5

&
3

EXEMPLE :

PROPRIETE 5

EXEMPLES :

2=2><x/§
3 \/gxx/g

=3
2

3

.8
4

équivaut a ad = be.

-—
—

L
d

e

équivaut a 5x = 6(x —1).

(on a divisé le numérateur et le dénominateur par 2).

| La valeur d’un quotient est inchangée si on multiplie ou si on divige le
numérateur et le dénominateur par un méme nombre non nul,

L2 s/_;)- (on a multiplié le numérateur et le dénominateur par V3).

EEH Trois maniéres de placer le signe “moins”

[ PROPRIETE 6 ] Lorsque b0, -_b‘! = % =—-%_ _
5 5. 5o ygs. B2 x42
EXEIQIPLEs.j-— g g 1:25; 3 3
Opérations
1. Addition. Soustraction
¥ a,€c-atc a_c_a-c
Lorsque & # 0, 5t % o 5
Lorsque b#0etd#0, & + £ =ad+bc a _c _ ad-bc
b d bd b d bd
EXEMPLES:» £ + 2X°=3x 3 4 _27-28 -1 __ 1
4 4 4 7-9 63 63 63"
2. Multiplication
Lorsque b#0etd#0, & x £ = ac
% b"d  ba
EXEMPLES:-§x§=ﬁ' e X o Ix
' 8 3 24° 5 T 5
3. Division '
' Note a
Diviser par & revient & * Lorsque b # 0, ¢ # 0, a‘;t(),i’—zﬂ-ﬁ—“ d
multiplier par <, . £ b'ad Exh_'
c C
d
a
-Lorsqucb¢()ctc¢0,9-=E-c=_‘!_
c b’ be’
2 4
EXEMPLES @ 325 . 10 9_ 4 2
= e . i (R oy I - - 1
7 3 S T . = =
g 7 21 2 18 9 g' 1x

1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQUE
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Exercices résolus

Ecrivez sous la f m
orme o1 .
1 » Oum et n sont deux entiers, chacun

des nombres suivants : B o 7
4,2
_ 3 5
) Rpsolution o
« Réduisons le nu . _o - _
mérateur deA""'%:ng 210, < On réduit4=$et'%au méme dé-
4—% 10 3 nominateur.
D'ou -3 __10 . 10 “a
S 5 =gxg 'doncA= 15+ Cest-a-dire A = % < Relation %=3%‘
R i
éduisons le numérateur de B : %—%= 2x2-7x5_4-35__31| < On réduit 2 o+ 7 au méme déno-
Rédui | . 6ix2 10 10 _ minateur.
Hsans eS?énon:];:lateur de Bz %4' % =2 g+ exd 2046 26 < On réduit 4 ot 2 au méme déno-
=k B x5 15 15 . 57
DoncB= 12 —_10 mmateur._a
26 26° < En effet, = =-%
15 15 i -a
31 a
10 . b _a,d
< Relation Z=7%X5»
= X
15 puis relation £ x c_Aac
D’ou, en simplifi 31x3  est-a-di 93 ' b d b
, implifiant, B = - 5-5¢, ¢ est-a-dire B=- 5. < On divise numérateur et dénomi-
= nateur par 5.
On pose A = i T S
x-1 x+1°

Précisez pour quels nombres X le calcul de A est possible,
puis écrivez A sous la forme d’une seule fraction.

B Soiution

s termes N
x-1

Le calcul de A n'est possible que si chacun de

1 peut étre calculé, c'est-a-dire six—1#0etx+120, Clest-a-

x4+ 1
diresix#1etxz—1.
Réduisons —— €t _ 1 au méme dénominateur (x=1)(x+1):
x=1 x+1
A=_L__Jg=(_’fil};(i‘:i}=1ﬂ-_&tl=___z__4,
x-1 x+1 (x = 1)x+1) (x=1)x+1) (x—=1fx+1)

Or (x—1)(x+ 1) —x2-1,donc A=

xi-1 '

‘< Le dénominateur d'une fraction
"~ doit &tre non nul.

< Le dénominateur commun est le
produit des deux dénominateurs.

< Identité (@ - b)a+b) = a2 - b2, (ich

a_—-_xetb:'l.

EFHOUE
1. POUR uN BON DEPAIHT EN NUM
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e RESOUDRE UNE EQUATION

r Note

Lorsque deux équa-
tions ont exactement
les mémes solutions,
on dit qu’'elles sont
eéquivalentes.

' Note

La seconde équation
peut aussi s'obtenir a
partir de la premiére en
transposant 3x du se-
cond membre dans le
premier membre.

' Note

AB =0 équivaut &
A=0ouB=0.

0’ c’est trouver tous ICS l‘éf.‘ls
X

I3 * 2 —_— =
EXEMPLE : Résoudre dans R I’équation X — X ) 9

en existe, tels que x? —x = 0.
Orx?-x=x(x-1),donc:
x2—x=0équivauta x (x—1) =
L’équation admet donc pour solutions les réels 0 et 1.

0, c’est-a-dire a x = Qoux=1.

[EE] Deux régles importantes.

Lorsqu’on ajoute oi1 que P'on retranche un méme réel aux deux membres d'une
équation, on obtient une autre équation qui a exactement les mémes solution,

EXEMPLE : 2x =3x—=5et2x—3x=— 5 ont les meémes solutions.
En effet, la seconde équation a été obtenue a partir de la premiére en ajoutan

“_ 3x” aux deux meinbres.

Lorsqu’on multiplie ou que 1’on divise chaque membre d’une équatior: ©2r un
méme réel différent de 0, on obtient une autre équation qui a exact~ment
les mémes solutions.

EXEMPLES : oy
X©— 0X % i i . .
*4x2—-8x=0et —3 = 0, c’est-a-dire 2 — 2x = 0 ont les mémes solutions.

« [’équation 3x = 4 est équivalente a I’équation x = % (on divise les deux rmembres
par 3).

BEE Equation du type (ax + b)(cx + d) = 0
Pour résoudre I’équation (x.— 5)(x + 11) = 0, d’aprés la note ci-contre, on peut
résoudre chacune des équations x~5 =0 etx + 11 = 0.

L'une a pour solution 5, ’autre a pour solution — 11,

Les solutions de ’équation sont donc les réels 5 et—11.
L’ensemble des solutions est & = {- 11 35},

B Equation x2 = a (a > ()

a est un reel strictement positif donné
? . 2
L’équation x? = g admet deux solutions, Va et = Vg

En effet, x* = g équivaut 4 +2 =i
FHEL AT @ Cquivauta x - (Va)? = o, c’est-a-dire (x — V) (x + Va) = 0.

1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQUE

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

SOITULIONS

Exercices résolus.

Résolvez dans R chacune des équations suivantes :

_3)-3 741 1) oo
a)4(x - 3) 2x [8x+ l)
3 1 1Y
b =3)-=x+7-4|x4+1)=2¢x-6.
)4(x - 3) X ( X+ ) ;

x=8) -2 x+7-4(1 1)\ cox41.
fale=3) 2 (8 4)

E] En développant le membre de gauche, nous obte-
nons I'équation :

4x— 12—gx+ 7—%)(—- 1=0, cest-a-dire 2x—6 = 0.
Or 2x - 6 = 0 équivaut a 2x = 6, c’est-a-dire x = 3.
Notons ¥ 'ensemble des solutions ; on écrit alors ;

¥ ={3}.

@ Le premier membre de I'équation est égal a
2x—6 (c’est le méme que celui de I'équation précé-
dente). '
L'équation s’écrit donc 2x—6 = 2x— 6.

Solution commentee

5 j ut

Il est clair que I'égalité précédente qst vra|e,pour tt.c; :

réel x. Donc tout nombre est solution de'l égua i :

Notons & I'ensemble des solutions ; on écrit alors :
¥=R.

E’Le premier membre de I'équation est égal, comme
précédemment, a 2x— 6.

Léquation s’écrit donc 2x—6 = 2x + 1. '
Cette égalité n'est vraie pour aucun réel x, car on aL_Jrart
— 6 = 1. Léquation n'admet donc aucune solution.
On dit que 'ensemble & des solutions est I'ensemble
vide ;onécrit¥=@. "

Résolvez I'équation 2X =3 _ 5,

Le quotient X =3 pexiste que si x#— 1.
x+1

que I'on résout cette équation dans R — -1}
2x-3

On sait que — 1 ne peut pas étre solution de cette équation. On dit

Dans R — {- 1}, et @ 5 équivaut a 2x — 3 = 5(x + 1), C'est-a-dire

2x~5x=3+5, ce qui s'écrit — 3x = 8 ou encore x = —

Notons ¥ I'ensemble des solutions ; on écrit alors & = {--g— ;

Commentaires

< Le dénominateur d’une fraction
doit &tre différent de 0. ’

<R -{- 1} est I'ensemble de tous les
réels sauf—1.

< On peut écrire 5 = % et faire le
" , .

g ' “produit en croix” dans I'égalité
g -y o= e 2x-3_5
Or - % #—1, donc I'équation admet une seule solution, — % %%l 1

= E Ti
1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQU
| it
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exercices et probléemeag

i

. COMME LES RESOLUS

Pour les exercices 1 et 2, vous pouvez vous reporter a

I'exercice résolu 1, p.9.

1 Factorisez I'expression suivante :
A= (x=2)0Bx = 1) = (x - 2)(- 2x + 1) + 5(x - 2)&.

2 Factorisez I'expression suivante :
A=(2x+3)x-1)-(2x +3)(3x + 1) - 2(2x + 3)2

Pour les exercices 3 et 4, vous pouvez vous reporter a-
I'exercice résolu 2, p. 9.

3 Factorisez chacune des expressions suivantes : |
A=9x+12x+4;B=x2-6x+9;C=(x+ 172~ (Bx-2%

4 Factorisez chacune des expressions suivantes :
A=16x2+8x+1;B=36x2-24x+4;
C=@x-3P-(-x+2p

3

Pour les exercices 5 et 6, vous pouvez vous reporter a
I'exercice résolu 3, p. 11.

5 On sait que b° = 13,824 et b° = 79,62624.
Sans calculer b, calculez b? et b®. '

6 On sait que a° = 50,653 et a° = 693,43957.
Sans calculer a, calculez a2 et a8,

Pour les exercices 7 et 8, vous pouvez vous reporter 3
I’exercice résolu 4, p. 11.

7 1. Exprimez /18 sous la forme n v2, ol n est un naturel.
2/2-/18 ..
52 -

8 1. Exprimez /12 sous a forme 113, o4 est un nature|

2. Simplifiez I'écriture du nombre A =

2. Simplifiez I'écriture du nombre A = ¥ 12 =3
/3

Pour les exercices 9 et 10, vous pouvez Vous

) "®pong,, -
Pexercice résolu 5, p. 13. Rery

- m o
9 Ecrivez sous la forme 7=, oum et n sont gg,

' : X entigr,
chacun des nombres suivants : ;
5-3 2.5
= _4_ v B= __? 2
A=—— 3.1
4°5

i m o
10 Ecrivez sous la forme 7=, ol m et n sont deyy entiry

chacun des nombres suivants :
. -8
A= —5— . B =

|
]
| w

wlo
|
ol

Pour les exercices 11 et 12, vous pouvez vous reporter
a l'exercice résolu 6, p. 13.

1
110nposeA=x~_-§ ~ D

Précisez pour quels nombres x le calcul de A est possible,
puis écrivez A sous la forme d’une seule fraction.

1 1

120n poseA:Zx—-T ~ B

Précisez pour quels nombres x le calcul de A est possiblg,

puis écrivez A sous la forme d'une seule fraction.

Pour Pexercice 13, vous Pouvez vous reporter a l'exer-
cice résolu 7, p. 15. .

- 13 Résolvez dans R chacune des équations suivantes:

a}2(x-3)+‘3( -%) - (x=2)=0.
b)2(x-—3)+3(x—%—] - (x-2) = 4x-5.
qza-m+3@-%]-u-a=4x+i

l"'o’ur les exercices 14 et 15, vous pouvez vous reporte
a Pexercice résoly 8, p. 15.

14 Résolvez 'équation 3X=4 _ 2
3 :

15 Résolvez 'équation 2X+3 _ 1
; x+2 7

(Corrigés en fin de man?
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~ POUR S’ENTRAINER

m Développer . Factoriser N

Pour les exercices 16 3 21, développez A et B. |
[BA=-2a+40+2). 5. 0+ x + 1)(2x - 5)

EEA=0c+x+1)1-x; B=(¢-1)2-2:),

Ba-e+x-xe-y, B=2-x)@24 2,
BBA=@-xe s pe-ap;

EiA-(sa+3p:

B=(xv2+2y3)

: Bfa(x—1)()c+2}(x—2)..

Bla- (2+x=-v3)* ;

B=(3+.x;a)2. _

Pour les exercices 22 3 24, factori

sezAetB sous la forme
(ax + b)(cx + d). '

BAa- (=172 +3x-1) i B =2(-2)x+ 3)’-0:-_2).

E8lA- 428922 - B ,.=_/E_’.f_2{2 +3x(x-4).
EA:(2—5x)o(+7)+(a—x)(2-5x}; '
B=(c- 12+ (x-1). |

Pour les exercices 25 3 28, factorisez A et B en utilisant
une identité remarquable.

Ba=1e0-1

B={6—5X)2-1.-.

Ea=160-g¢+1 B=1-(1-3x2
X x ot o 2
@A=27-%(2X1+1)2 B=2(2x-1p-9;

Pour les exercices 29 3 32, factorisez A et B apres avoir
effectué des factorisations prélimina ires.

3 X1 14x
EA=4(X2-—4X+4)+3(2-X);B= g & T

EA = x-6p4 3. B=(5k+ 27— 4-10x.

Blaert-stvi-9;  Bamoogpeyy

BB~ 41 - 1 - o
B=-6x+14-(3x-7p

modestement, Séta répondit :

, 8|
&) Puissances —

ifi A sans
Pour les exercices 33 a 36, simplifiez le n:émn:f:inateur’
effectuer le calcul du numér'flteur et du
et sans I'aide d’une calculatrice. it
2x5 % 7° B°%x5 x
EA=8X5 X72("6_3- mA= 95><5m'
5'%7°x2°%x9 36x%

B -2 B
7°x5°x 8° 49x2° %

Pour les exercices 37 a 41, simplifiez A et B.

; 1y, _ 3*x81 .
A=(53)2x255x(1—6] ; B

9-2
-5 372x9°
EA=2?4><(3‘5)‘2X (%] ; B= 8:3 .
-5 25 -3

EA=(5‘3X10’)3: B=(g) ><(73‘] :

267
Bl - [—2!(;52%5 | B=(En'x (g .

T

m Lalégende du jeu d’échecs
Le jeu d’échecs a été inventé en Inde. Lorsque I'empereur
Chiram joua i ce jeu pour la premigre fais, il fut en
admiration pour Séta, son inventeur, pauvre savant, vivant
grace aux dons de ses éleves ... Pour le récompenser,

Chiram Iui demanda ce qu'il souhaitait et treg

« Qu'on me donne un grain de blé pour la premiere case,
deux grains pour la seconde, quatre pour |a troisiéme et
ainsi de suite en-doublant ce nombre d'une case 3 Pautre
jusqu'a la 64 », - 3

1. Combien de grains de b
Vérifiez que 210 ~ 108. .

Donnez un ordre de grandeur de ce nombre de grains.

2. En moyenne, 16 grains de blé pesent 1 g. Combien de
sacs de 50 kg peut-on remplir avec tous ces grains ?

3. Combien faut-il de véhicules pouvant transporter,

chacun, 80 sacs de 50 kg pour assurer le transport de tous
ces grains ?

é I'empereur dut-il donner ?

4. Comparez aﬂreo-la production annuelle mondiale de blé
(enviton 500 milliards de tonnes)

l,’

] E
1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQUI
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- | Radicaux a

S .

=

Pour les exercices 43 4 45, écrivez chacun des nombres
A, B, C et D sous la forme avb, ol a et b sont deux

entiers.

Exemple : Si A = V18 , A peut s'écrire V2x9= 3V2 (icia = 3 et
b=2).

EHa=Vs0; B=V72; C=v27; D=V48.
MA-/8; 8=/ o-Viz; 0=V,

FA=vi50; B=y162; C=y192; D=y200.

Pour les exercices 46 et 47, simplifiez A.

FT A = 3/20+4v/45-2/80-V/180-
A=9/7-2/28-2/63.

=
A
S—
0
0
0
L
‘.'lﬂl
)
7))
)
U
:\.}
—
)
X
U

Pour les exercices 48 et 49, simplifiez chacun des
nombres A, B et C.

Vo8 . o_v15
EEA:@; Bz.%, S

: '@A=\/§_X\/$j; B= 7—12xx/3_2;'

B on pose A= V6 +2y/3-12). Montrez que A = 2.
mOn poseA=(3+JE][3—\/gJ-%.

Montrez que A = 0. .

Quel est le réel (x - 2)° lorsque x = 2 - 3 2

BB Quelestle réel + 1P (3¢~ 2) 74~ 4 lorsque x =2 -1 7

Pour I'es exercices 54 et 55, dites sans utiliser une cal-
culatrice si les nombres A et B sont égaux,

B a1A=5/6etB=605;b) A~ 10/75 etB= 2/300.
_e /3
@ajA-B\/; &tB=2/12 ;b)A=50/400 etB= 1.

Pourles exercices 56 3 59, ¢ :
» €crivez chacun desno
A, B et C sous la forme 2 »0ll b ne contient mbre's
e 5 Pas de ragj-
Pouvez vous reporter ay Tp 2,p. 17

A=_1 . x
E Va1’ B=E@‘/‘—g; C:l/__E_i?_
, atVY 5_“/5

Y

1. POUR .UN BON DEPART EN NUMERIQUE

A= Vz_, === 0.Vl
57) T J/2-y3 VE4va ' TG
\"2-\\;'3'

@A=__\/_T_§_; Bz_ﬁ'*'-I : C:a"\@f
V27 -1 241 ol
@A: 51/5 ; B= 3“'\/6 ; C:B‘\J‘BU
5+V2 V2 +y/3 ;:g
0 Ecritures fractionnaires "
S ——

Pour les exercices 60 a 65, écrivez plus SimplemEm
chacun des nombres A et B.

@_A='3?+5 7 8% 1455
1 2 _1 . :E.]__l
mf"(“ﬁl?” 2)’ B=35a
’ 2.4
@A—Exggxg : B=3_5:;}_
=397°25 42’ 0,4 2"
5 3
4 5.3
2-= 6->+5
_(8.5),°"7, 1 .o__"2"8
BA=(G-3hsas By
3 2 2 4
3 49 72
@A=1—_E, B=13x7zx !
4
I 7_4
1-n 1+x T
A= —— s s ofb
@ 1+_1 I . 12-21n
me-1

Pour les exercices 66 et 67, écrivez le nombre Asousk
a _. _
forme proua et b sont des nombres entiers.

0,3--1 4003
' J ~ -3-0,5-85
@A=__—_'@__——- A:—s—-—-—'—"
. _3_+__1____DO4 ' _ﬂ'__{,z
4 100 ™ 3 4

W T L j
= Reéduire au méme dénominateur_

:Squenf,s A et B peuvent étre calculés, puis me-er
Chacun des nombres A etB sou la forme d!unq'LIOﬂ

unique et simplifiez lorsque c’est possible.
= -_§____2 ‘ | 5 4_,
X+1 Xx » B=2{x+3J+m
A= -—-§___+ 2 3 2
1~8x "By B=4—_2—X--m-
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2-x 5+2x ‘1-4x 2+?x'
Ix 2 . 5-
A= ——-=5 B=3=X ‘—2£i-—1-
7 {X-ﬂz x? X1 2x 41
3x-1) 32x + 1)
.A 2axt T3 Bge 3-x
Ba=1-2 44 Bsfaud
(x=1)?
%] Ensembles de nombres o

Complétez le tableau suivant
nombres donnés dans la (ou les) ¢

aun ensemble auquel ce nombre

en écrivant chacun des
olonne(s) correspondant

appartient.
. z Q R
-3,2 >< >—< -32 | -32
5.0, _8 6 - 6
3 3 = 7
5
23!
4
V2
V16
0
T
3
22
7
_3
2
4

INDICATION : nt et V2 sont des nombres non rat:onnels (c'est-a-
- dire des irrationnels).

A =2 -3 et B = 26 sont des irrationnels.
Dites si les nombres suivants sont des irrationnels : -

A2+.B;5—A2;BE.

. &) Tout entier est un rationnel particulier,

-Parmi les rationnels suivants, indiquez ceux qm sont
aussi des entiers

3,12, 21,745 135 .1 1
473'74973'735 ' 45 '3%5
1 T .. 5"
1,171 1172
36 273 873

2 2
1Venflezque( g \/g] et[«/%+ g]
- sont des rationnels.

iti nul,
2. Plus généralement, a étant un ratmnnel positif non

montrez que [J_ +\/_] (\f \/_) sontdesratlonnels

i 1 -—
8 verfiezque | / 1+ \/1‘— FXV ¥

sont des rationnels.

0 Equations : H

Pour les exercices 79 2 102, résolvez chacune des équa-

tions proposées.

Blae-3e=0;

1 |
B3 ee-9-1
m2t—3(t+1}=1—"2§.

2§ 6x-0- 3

b) 5x = 25x.

(x+3}=% (4x-2).

(3x-5 =Jé (3x +6).

E1 X 42 X}=__7_

12
ma)x2—10x+25=0; b) - 3¢ - 6x - 3 = 0.
B a) 4 -81=0: b) 4x2 + 5 = 0.

B8 42 -1 = x4 1.
BE" 26— 12-a¢ =0,

B (8x - 12 = 42 - 3wy,
Bexs1p-p-gp=

' mjﬁ'+—"g+Z+-"’i='1+;l-+1 +1

3 4 2 3 4
m5x+1—{x-4)+3=4(x+2).
1-~ -2 =
BA1-2 (1+y 2(2 u)
a+l a+2 §_+_3_
@ 2 +.3 -+ 12a-1.

A a) (3x - 540+ 7) = 0.
b) (2~ 1)2 = (4x - 2)(4x + 2).

BH ¢ +2) 21 -0,

BE six + 22 = x2- 4.

BE c+ 2P =x 4 2
:}m*wﬁ—:;x)? =3(2-90).

EGE] a) (2x + 3)(5x = 72(x - 1)*= 0
b) (4x2 - 9) - 2(2x ~ 3) + X(2x - 3) =

o=

B 250 + 21 = ¢

Bl 32 = 2x + 9-4x2

0.
£ UMERIQUE
1. POUR UN BON DEPART EN N | 7
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*a){x2—5x+1)2-'(x2+4x—1)”=0?

' g} b)(x3+x+4]2=(x"'—-3)f-'4)2-
3 +9).
' E 03] * 1. Développez (x + 37 €t (X--é](xz i péquation :
@_ 2. Utilisez les résultats précédentszprouf résoudre
9)_2L
‘% (g%
= : haque
~ Pour les exercices 104 a 109, pr-éclse‘z Pou:ﬁz ré:ol-
Q équation les valeurs de x qui sont interdites; P!
'i ‘ES vez cette équation. 0?5,
=l
N M@ b) G+2)(3x+5)
8 4x° -9 0
e II:E 8) —=3F— 5 * x+3jx-1)
oy x-2' x-2 il
oy s iy oz
O s PEE A R T
¥ X X
i) a4 5
' m a)%:% ' b2 ©
1 2
X == ==.
[ o X125 =0 Bt
x*-4 f 2x=3_2x=3
3) X242 4 b) x+1  2-X
o Mises en équations [l
* Un carré est tel que si I'on augm‘enfe la mesure de
son coté de 3cm, alors son aire augmente de21 cm?. .

Quelle est la mesure du coté de ce carré ?

Calculez les dimensions d'un rectangle dont la
longueur est triple de la largeur et dont 'aire est 2 700 m2.

o m Quel est le rayon du cercle circonscrit 4 un triangle
équilatéral dont I'aire est 12V3 7

ABC est un triangle rectangle en A avec AC = 6 et
BC =10. :

Comment faut-il choisir un point C* sur [AC] ét un point B’
sur [ﬁfB] de fagon que les droites (B" C') et (BC) soient
pafarJeIes et que I'aire du triangle A B’ C’ soit la moitié de
I'aire du triangle ABC ? !

EEF] Ot faut- placer un point M sur un dem;
‘ emi-cercle de dia-
métre [AB] (avec AB =8 cm) de fagon que MA=2xMB? ;

m ABC est un triangle recta
oy g ngle en A avec AB = 9cm

Ou faut-il placer un point M sur I'h

que la somme S de ses distances a
soit égale a 10 cm ?

ypoténuse da‘ fagon
UX deux autres cités

. 97 km.h~' dans I'autre sens. La duré

ABC est un triangle isocéle de -
H est le pied de la hauteur issue de 4 ijet%
“MNage W,

AH = 10 cm. On trace le cercle circonserit ™ N =
Calculez le rayon de ce cercle. Hiang A { -
T “Le chapitre des fruits” E

Li

attribué a Abraham Ben Ezra (né en 1090 4 T b, 5
« Et si on dit : un homme est entré dang , ,

cueilli des fruits. Mais le verger avait trojg DOit ret.|.'_
chacune par un gardien. Get homme gong p:;ga:g%

fruits avec le premier et lui en donna deuy dg . g,
partagea avec le second et lui en donng deuxuz i

enfin partagea avec le troisieme et Iui en g de ;

plus, et il sortit en ayant seulement un fryit Com;-“f‘:
fruits a-t-il cueillis ? . . i

* Un automobiliste et un motocycliste parer g,
mame ville A, sur une méme route, vers une il g, ;

Le motocycliste part & 10 h 00 avec une vitesse mo, E
de 75 km.h™, et |'automobiliste part 20 mi"m&smus[;,; L
avec une vitesse moyenne de 80 km.h. &

A quelle distance de A, et 4 quelle heure, lautomopiy, ¢ E!
doublera-t-il le motocycliste ? di
Quel méme naturel faut-il ajouter au numerateur &tz

dénominateur de % pour obtenir le clouble de ce rationrel!
Est-il possible de trouver trois naturels impa:
consécutifs dont la somme est ag?
INDICATION : Un naturel impair S'écrit 211 + 1, avecnnatue
E»
Trouvez deux naturels pairs consécutifs Aot
somme est 206. IN
! _si)

: F

* Un cycliste parcourt le trajet AB al1?r et rftM;e
vitesse de 23 km.h! dans un sens ét @ la vitess n
o totale du pat Dt

est de 5 heures. Quelle est la distance AB? B

Ute d:f

que s'il A0°F
plei®

E Un automobiliste constate
litres d’essence dans son résernvorr 4 moitié gsent
remplit aux % . Quelle est la contenance ¢ :

B
[ rois cousins ont respectivement 32, lee:w
Dans combien d’années 'age de 4" serd™ ™
somme des ages des deux autres 1

E Un vase cylindrique a 0,45 M d; r 4 hauteur-s‘.

de I'eau dont le niveau s'éléve aux 5 % ° s.é[éve@“

ajoutait 15,6 litres d'eau, le niveau de 'e2u
de sa hauteur.,
1. Quelle est la capacité du vase ?

2. Calculez son diamétre.

Cal
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s En géométrie n
SR __—_—_—___-______—_'__‘——-
m Des guarts de disgues

L figure suivante &t constituée par
aurﬂ;'«’ guarts de cercles cantrag gy ¢

" Cared de ming 4 2

SIS o caes

4 el

B Les moustaches

Lz figure suwvante ool constituée par oy demi-cersios
certrisen A B, C. A" B &t ", 2vec A8 = 1 e
. Eliz 25t symétrigue par rappon 3 la

droite d perpen.
dicyiare en O 2 (CCY). On pose AD = 5

d
F —
(e Yo
{ A B B'A'\
e Y own)
b a ..l c
¥

Exprme? en tonction de x |
k1 partie coloriée

INDICATION : £ xprimier on tonction de x le
S Qesmi-Corclos,

alre, en centimetros carres, de

rayon de chacun des

“Ca tourne”

Dane un fepere onhonormal, on aonne les points 141 - 0
SLAD | ) avec n reel stnctement positd On plac

€ es
Poms B C D comme ndique sur la fy

gute
[
£ h
‘d
| 0
o
q4.
l"

Calcule; l'abscisse de B, l'ordonnee ge C | abstisse ge D

= e ————

1/
-~ . ‘._6 \
< f Y '
o ) [ Yo = Ne |
A J

Dy ceulies sort religes par une courmie. Leurs centras
™ ™y

< # O sort distants de 10 cm, leurs rayons sont 6 cm at
T & Caleulez a longusur de fa courroie.

2rs un récivient cylindrique a fond plat de rayon

7. On verse ure certaine quantite d'eau.

Cuelle et I hauteur de I'eau vers

leprounette

m Un cercle
06

Cerlie ¢

st intialernent dans

225 m de rayon, Calculez le rayon d'un
nt Vare 25t double de |'aire au pramier carcle,

E SABCH est une yramide 4 ha

€ Carrees
EETLerCiCuans 3 la gasae ABCH, SH

. (SH) ast
=S8 em et BC =51 em,

8
£\
(&)
L ¥
&1
{ ‘/ | e
I "M
[ §
/ -~
,r‘!'; £% .h
A ]

Catiiis iz ongusar e 'arelz (S8 |

) PO U BN DEPART EN MUMEHILUE
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28

@ 1. Quel est |e rayon d'un cercle d'aire 1 m? ?

2. e
,(?'alF“|eZ le périmetre de ce cercle et comparez-le au
perimetre du carré de meéme aire.

m 1. Quel est le rayon d'une sphére d’aire 1 m? ?
2. Quel est son volume ?

E Trouvez la hauteur d'un cone qui a méme rayon, 4,
qu'une sphére et méme volume que cette sphére.

m Le réservoir

Un réservoir a la forme d'un cylindre coupé par un plan
paralléle aux génératrices (fig. 1).
Sa base est une portion de disque (fig. 2).

-

A H Biig.1

fig.2

1. Calculez I'aire de cette portion de disque.

2. Quelle hauteur faut-il donner a ce réservoir pour que sa
capacité soit de 45 litres ?

Aux quatre coins d'un carré de cété 4 cm, on enléve
quatre carrés de coté x (en cm).
On obtient la croix coloriée sur la figure.

X

A I J<7—>B
- e - -+
;’ f,‘

J" f!
4+ & F e

£
D )

1. Expliquez pourquoi I'aire de cette croix est, en cm? -
16 - 4x°, '
2. On veut que cette aire soit égale au tiers de |'aire du
carré ABCD. Vérifiez que I'on doit choisir x te| que
X2 = g '
: 3
3. Résolvez I'équation x2 = 8

: 3 et expliquez pourquol yne
seule de ses solutions convient,

1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQUE

ABCD est un trapéze, AB = 12 cm, CD = 5 e
1J = 3 cm. On pose Ol =X.

- _l
AT ot

1. a. En utilisant le théoréme de Thalés, montrez que :
N Ol *Q-D— et @:gg e
0J OA OA AB
X LB
b. Déduisez-en qué = a2 5
2. Calculez I'aire du triangle OCD.
Dans le triangle ABC, AB =3,AC =4,BC =6.

Les points M, N, P sont tels que MNAP est un paraliélo-
gramme et BP = CN. On pose BP = CN=x.

1. Montrez que
2. Calculez x.

140 * ABC est un triangle rectangle en A, AB = 4 cmd
AC =3 cm. Un point M de I'hypoténuse se projette ortho-
gonalement en P sur [AB] et en Q sur [AC].

€ est un réel positif donné.

On se propose de trouver I'emplacement du point M ¢

fagon que le périmétre du rectangle APMQ soit 2¢ .
On pose AP = x,

1. Entre quels réels x doit-il &tre compris ?

2 Meltiez le probléme en équation, puis résolvez cett
equation.

3. Discutez, suivant la valeur de ¢, le nombre de solutio®
de ce probléme,

B Parenthe i J
—— n

théses et calculatrices
43, mettez en place les Pa"e:;
ntde calculer le nombre A al'aide d"

s effectuez le calcul.

Pourles exercices 141 31
théses Rermetta
calculatrice, pui

ma)A=:?;—{i- g b)A:S\éE_E_
=T
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3

@a},q:s\f?—n i b)A=4 —2-“?:_% ;

o Notation scientifique O
—

pour les exercices 144 & 146, écrivez en notation scien-
tifique le nombre A sans utiliser une calculat
en utilisant une calculatrice en mode scientifi

A=15x107+3x 10"+ 6,5 x 107,
EA=—7>¢1D‘5-3,5>¢ 10°%+24 x 106
m;\:-ﬂ,Sx105+0,U3x105—2,75 x 105,

rice, puis
que.

1. Ecrivez en notation scientifique le nombre
J=7x10"%+0,8x 1025 x 10-4 gp mettant d'abord
10-*en facteur et sans utiliser une calculatrice.

2. Calculez le nombre J en utilisant une calculatrice en
mode scientifique.

-8
EEE] on considere le nombre A = 4x10""+0,0000005

29x107%-20x 107"
1. Sans utiliser une calculatrice, écrivez le numeérateur et |e

dénominateur de A en notation scientifique, puis écrivez A
en notation scientifique.

2, Calculez A en utilisant une calculatrice en mode
scientifique.

PROBLEMES
DE SYNTHESE

m THEMES' : Identités remarquables. Radicaux.
Triangle isocéle. Triangle rectangle.

Pour tout triangle ABC de cétés a, b et c, on notera p son

demi-périmétre et S son aire.

Onse Propose de démontrer la formule suivante :

S =\ p(p-a)p-b)(p-c) [1]

U le triangle est isocéle, puis dans le cas ol
le triangle est rectangle. On pose :

x-‘-P(p-a)(P-b)(p-c)et BC=a,AC=hH,AB=c.

A. Calculs préliminaires,
1. Vérifiez que:

25 g e g

2. Déduisez-en que 16X = [(b + ¢)2 - a?] [a? - (b - c)2].

dans le cas o

i n A.
B. Supposons que le triangle ABC est isocéle e
1. Montrez que 16X = (4b2 - a%)a?.
2. Montrez que :

_a_ Zqi . S=§\[4b2_az.
a}S—2\Kb 7 b) 4

3. Déduisez-en que la relation [1] est vraie.

C. Supposons que le triangle ABC est rectangle en A.
1. Montrez que 16X = 4b2c2,
2. Déduisez-en que la relation [1] est vraie.

NOTE : La formule [1] est vraie pour un triangle que!con‘que-
Elle a été trouvée par le mathématicien grec Héron
d'Alexandrie (75 4 150 ap. J.C.).

m THEMES : Calculs. Volumes. Fonctions affines.
Lectures graphiques.

Un flacon en verre est intérieurement constitué d’un cube
surmonté d'un cylindre. En centimétres, le cube a pour
cdté 6, le cylindre a pour hauteur 6 et pour rayon 2,

On note x la hauteur (en cm) de liquide et V le volume (en
cm®) du liquide contenu dans le flacon.

’,"' Ll o 0
’4
Y Lz
= ]

1. Calculez en fonction de x le volume V de

liquide
lorsque 0 < x

< 6. Quel est le volume lorsque x =6 ?
2. Calculez en fonction dex lev

olume V de liquide
lorsque 6 < x < 12,

3. On note F le volume total, en cm®, du flacon. Donnez la
valeur exacte de F, puis de g F, et enfin de % F. On donnera
chaque résultat sous la forme a + b =, avec a et b entiers,

4. Trouvez la valeur x, de x pour laquelle le flacon est rempli

aux 3, puis la valeur x, de x pour laquelle il est rempli aux i

INDICATION : Expliquer d'abord pourquoi x, < 6 et x, > 6.
Donner une valeur approchée de X, et x, avec un chiffre aprés
la virgule.

5. On considére un repére orthogonal avec : en abscisse,
1 unité pour 1 cm et en ordonnée, 50 unités pour 1 cm.

a. Tracez le segment défini par y = 36x pour 0 < x < 61'*2*“
le segment défini par y = 216 + 4rx — 247 pour 6 < x < 12.
b. Interprétez graphiquement les résultats du 4.

1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQUE
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n On se propose de trouver la valeur exacte du

nombre ; "
-1,2,4,.8 16 32 64
S=1+3+3+57+81 T 243" 720

VERS UNE SOLUTION

Remarquons d'abord que I'on demande la valeur
exacte de S. Le résultat ne peut donc pas étre
obtenu directement & I'aide d’une calculatrice caron
n’obtiendrait alors qu’une valeur approchée de S.

 Premiére méthode : En réduisant au méme
dénominateur.

1. Vérifiez que dans I'écriture de S, chaque dénomi-
nateur divise les dénominateurs qui lui sont supérieurs.
2. Réduisez au méme dénominateur chacun des sept

LY

E 1
><)\M

: T ey
VERS UNE SOLUTION

+ Premiére méthode : Par le calcul.

Trouver la position de M sur le segment [O1] revient
a trouver le réel x = OM.

1. a. Calculez 'aire ¢ du carré ABCD.

b. Exbrimez en fonction de x I'aire du carré MNPQ.
2. a.Montrez que :

nombres dont la somme est S, et déduisez-en une
expression de S sous la forme g , ou p et g sont
des entiers. - :

M satisfait & la propriété (P) équivaut a (V2x)2 =2,

b. Déduisez-en gu’il existe un unique point M de

[O1] satisfaisant & la propriété (P).

. Précisez sa position.

1. a. Développez I'expression : '
(1-a)(l +a+a*+a’+a*+a°+4&d).

b. Déduisez-en que pour a différent de 1,

* Deuxieme méthode : Géométriquainent.
1.Lorsque M se déplace contindment de O vers],
il est clair que I'aire du carré MNPQ augmente.

_ sy
N T O e =.11% : a.Quelle est la valeur de cette aire lorsaue M est
o1 en0?
N 1—(5) b. Exprimez cette aire en fonction de s iorsque M
- a.Déduisez-en que S = —1—2 ; estenl. - '
S

C-Expliquez alors géométriquement pourquct il yaune
unique position de M satisfaisant 2 la propriété (P).
2.Notons J le milieu de [O1].

Expliquez pourquoi le découpage proposs sur |
figure suivante permet de répondre sans calculsd |
la question posae. |

b.Retrouvez le résultat de la question 2, de |a pre-
miére méthode.

B3 eux carrés ABCD et MNP
sont disposés comme I'indique la figure,

an éfuptpose que AB = 4 et on pose OM = X.

ant un poi ;

e 20;! du segment [O1], le réel x est donc te
On se propose de voir s'il ex
satisfaisant 3 Ia propriété (P) &
I'affirmative, de trouver la posi
(P) : laire o1 dy carré ABCD
que celle du carrg MNPQ.

Q de méme centre O

iste un point M sur [O1]
noncée Ci-aprés, et dans
tion de ce point M,

est huit fois plug grande

O =\

[ ]
L]
L]
[ ]
[ ]
®
[ ]
L]
L]
[ ]
L]
[ ]
[ ]
L]
L]
[ ]
L]
[ ]
L]
[ ]
L]
[ ]
L]
L]
[ ]
[ ]
[
L ]
L]
L]
L ]
[ ]
L]
L]
L]
L ]
L]
L)
]
L)
L]
L
L ]
[ ]
L
L]
L]
L ]
L ]
L]
L]
L]
L]
[ ]
L]
[ ]
L]
[ ]
L ]
[ ]
[ ]
L]
[ ]
[ ]
L)
L
[ ]
L ]
L]
L]
L ]
L]
®
®
L]
L]
L ]
L]
L]
[ ]
L]
L
L]
[ ]
-
L]
L]
L]
L]
L]
L]
L]
.
L]
L]
-
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LA L Y N R

Pour les exercices 3 et 4, vous pouvez éventuel-
lement vous reporter 2 I'exercice commenté 1.
E Trouvez la valeur exacte du nombre :
3,09 2? 81 | 243 729
S=1
4% 16" 64" 256 * 1024 * 4006 °
n Trouvez la valeur exacte du nombre :
_ 4.4 16 64 256 1024 = 4096
S=141422
5725 125" 625" 3705 * 15605
L e |

Trouvez l'erreur

Pour chaque exercice de cette rubrique, une solution

vous est proposée, mais elle contient une erreur.
Trouvez cette erreur.

- |5] Calculez A= 3-1)+¢.

Solution
byl B @
3 33 3
=-2,4_-2 4 -244
Do A=~ 5= Y5 5.5
sl
Donc A = 851"
6 =Xy [5_1
_'6 On pose A = 5x[2 2).
Ecrivez A sous la forme d’une seule fraction.
Solution
5_1.5-1_4_,
22 2 27
= Xyn_XX2 2
Donc A = 5x2-5x2-10
4
7 OnposeA-%

Ecrivez A sous la forme d’une seule fraction.
Solution

A peut s’écrire aussiA = = ;doncA= % s

w|o|~

g CalculezA=\/T+g*+5 4"

Solution 35 6_35_3_32 _45.
7+ =T42=91 54" 2

4
DoncA=Yy9+16 \/9+\['=

g CalculezA= (2—,4&]2 (%)3 ;

Solution
%—? =7et 124 =7;doncA=72xT°

D'ol A = 723 = 78 = (49)* = 117 649.

_. 3)\?

10 CalculezA = (1-51 x 52,

Solution

3_5
5

3.2
5 5
2

2 Bl
DoncA:(%) X5‘°‘=(§X5J =05=-32,
11 Factorisez A = x* - 4(x - 1.

Solution -
~4=(x=2)x +2) donc A = (x=2)(x + 2)(x - 1)2.

12 Simplifiez A = 82 +x

a2
Solution . \E
Simplifions == en divisant numérateur et dénomi-
a2
nateur par 2v2.
Nous obtenons 2X.£ 6\/_ doi A= SFX

13 Résolvez I'équation 4x — 4x2 = 1.
Solution
4x - 4x2 = 4x (1 - x).

L'équation s’écrit donc 4x (1 —x) =1, ce qui équivaut &
X=1oul-x=1,
Les solutions sont donc x = % etx =0,

14 Résolvez I'équation 4x + 8x2 = 0.
Solution
4x +8x2=4x (1 + 2x),

Or4x (1 +2x) = 0 équivaut 2 4x =0 ou 1 + 2x = 0,
Or1+2x=0¢équivauta x = ol

et 4x = 0 équivaut a x = - 4,

L'équation admet donc comme solutions — 4 et —;

1. POUR UN BON DEPART EN NUMERIQUE 31
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GALl‘TE:-S INEQU |
INE APPROXlMAE' —
%

1 Vocabulaire ¢

@ Dire que x est un rée -
distinct de 0,

On écrit alors “x >

(o
® L'écriture “x > g~ sign
Dans toute la suite, lorsg
Les SE ® L'ecriture “x > 5" ¢ |
05 Qi @ L'écriture “x € 2”7 se |;
quation ont ¢ s i, Elle signifie que x est un-
leége, ainsi Que |gy 5 iR AR
troncature et 4 uc,‘ 2
. cha;: gy, | B> £ Ordre et opé
tre, nom @ Ajouter (ou soustraire)
vons cette étude : ﬂgi\ed " pas le sens de I'inégalité
galite.
intervalles, e“C?id:emm& Ainsi par exemple, si ¢ <
seiEtoRY o pris. @ Multiplier (ou diviser)

Yoo murion & _—— - par un méme nombre s
Proxnz; - par un méme nombre s
Ainsi par exemple, sia <

rimentales car les e, = Cas particulier impor

essentielle dans s s,

grandeurs se font toe Sk o1y ione- D |
@ Régle de transpositio

une marge d'incertnd( y
Six+a<balorsx<b-—

notion est égalementiny:
en mathématiquescarine
vent amené A remplin
pnombres ayant une i
décimales par desvilet . 3 ToREatiTes ¢

chées : Lorsqu’on demande \5 a
V2 = 1,415 ;2= @ 2,2 est la troncarure ¢

2,236 la troncamure 2 rois

L es troncatures s’obtienns

décimales.

@ L'arrondi & une decir

PParrondi a deux dacimales

Résolvez les inequation:

pon dipat r; Quelles sont les rone

Pour prendre U
4 six deécimales

voche
Activité d’apP Ll _‘m\ndi aw

: | b)) Que
Cours . . !
Exercices résoltis d’wﬂ*":' o
Travaitx p?‘ﬁ”@'“’; [ e

se
Résultats ¢t {[}HM s
Excn.ﬂ(_(,“' er P

Pages M
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— SIGNEDEax +b \

gExl un premier exemple

. e 2x + 5, selon les val
uver le signe de 2 curs dy .
e Propose de tro | g
Onsep e L

ontrez que : 3 =
M jvauta X = —

a)2x+5=0équ
: [ PROPRIET

(v

e 2

]

c)2x+5<0équivautax<—2.

On peut représenter ces résultats dans un tableau.

5
X "2
2x+5| - 0

D’autres exemples

Etudiez de maniére analogue le signe de chacune des expressions Suivaneg sk | PROPRIE
les valeurs du réel x, et représentez, pour chacune d’elles, les résultats dang |

tableau. '
a)3x—5; b)4x—8; ¢)-3x+6; d)-2x+3; e)-5x+1.

Deux situations possibles

Dans les trois premiers exemples, 2x + 5, 3x — 5 et 4x — 8, le coefficient de i
positif ; dans les trois autres, le coefficient de x est négatif.

Vous pouvez constater que les tableaux correspondant aux trois prem
exemp.l_es ne sont pas du méme type que les trois autres tableaux. En effet
les trois premiers exemples, dans Ia seconde ligne du tableau, le signe s¢ pree

sous 1 —~ i &
a forme « ~ 0 + », alors que dans les trois autres exemples, il s¢ P&
sous la forme « + 0 — .

(2]

Conclusj
0 s 2 ; i
N Nous allons érabliy une régle générale donnant le signe de ax + b, dans fag*

deux cas seron; considérés : Jg cqs |_PROPRI

a> 07, etle cas “a<0”.

2. INEGALITES. INEQUATIONS. APPROXIMATIONS
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1 ° DEUX PROPRIETES DES INEGALITES

- . I3 . ’ -] n
En ajoutant membre 3 membre des inégalités de méme sens, o
obtient une inégalité de méme sens.

Cette propriéte peut s’écrire ainsi :

sia < bete S dyalorsat+ec < b+d.
Démonstration

Nous allong utiliser le fajt
membres d’une inégalité sa
UN BON DEPART).
a < bydonca+ ¢
De méme, ¢ <

que Pon peut ajouter un méme nombre aux deux
ns changer le sens de I'inégalité (voir POUR PRENDRE

< b+ ¢ (on gjoute c).

d,donc b + ¢ < b+ d (on ajoute b).
0r,sia+cs;_b+cetb+c

Sbt+dalorssa+c < b+d.
EXEMPLE :Six < 2 et—5

< y,alorsx -5 <2+

L _PROPRIETE 2 | gy multipliant membre 3 membre des inégalités de méme sens,

entre nombres positifs, on obtient une inégalité de meéme sens.

Cette propriété peut s’écrire ainsi :
81a, b, ¢, d sont des réels positifs tels que a < b et ¢
Démonstration

Nous allons utiliser le fait que I’
inégalité p:;r un méme nombre p
POUR PRENDRE UN BON DEPART).

< d, alors ac < bd.

On peut multiplier les deux membres g’

une
ositif sans changer le sens de Pinégalité (voir

a < b, donc ac < be (on multiplie parc > 0).
De méme, ¢ < d, donc be < bd (on multiplie par b =0).
Or, si ac < be et be < bd, alors ac < bd.

EXEMPLE : 1,4 < V2 et x < 3,15. Or les quatre nombres 1,4, V2, & et 3,15
sont positifs. Donc 1,4 x &t < V2 x 3,15,

e SIGNEDEax +b

L _PROPRIETE 3

| aetbsont des réels avec a = 0.

! Lesigne de ax + b suivant les valeurs du réel x est donné par le tableau :
*sia>0: *sia<0:
b b
X % 2 a
ax+b| - 0 + ax+b| + 0 -

IONS
2. INEGALITES. INEQUATIONS. APPROXIMAT
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' “Note

Cette fois, le sens de
linégalité est changé,
caron divise para<0.

Démonstration

yg==2 (iciyan0).
ax+b=0équivautax—-a(lc1,a )

-Casa>0 '
cax+b>0 équl
cette inégalité par @
eax+b<0 gquivau

vaut 4 ax > — b, c’est-a-dire, en divisan; les dey

3 X
>0,ax>~"7g- : nilemhb

3 - b 2 f
taax < —b,cest-a dire a x < -2,

= a<?0 s o .

o b > 0 équivaut & ax =~ b, c’est-a-dire, en divisant e deuy
e gx t iy <0 dx< ——. th’[
cette inégalite par @ < & a

2 = \ b
rodset 3 _b, Cest-a-dire a x > — —.
.ax+b<(}equwautaax< s =

EXEMPLES :
1. Déterminons le s1gn€ de 2x + 5.
2x + 5 s'annule pour X = — 7

De plus ici, a = 2 donc a > 0 ; le signe de 2x + 5 est indique ci-dessoyg

X =

o Mo

2x+5| -

2. Déterminons le signe de — 4x + 3.

— 4x + 3 s’annule pour x = % ;

De plus ici,a=—4 donc a<0; le signe de — 4x + 3 est indiqué ci-dessons,

—4x+3| +

o |alw

e Interprétation graphique
La propriété 3 peut étre interprétée graphiquement.

En cffet, on sait que Pallure de la droite d’équation y = ax + b est differente st

3 o SIGNEJ

' Coin-mémo
Le signe du quotient
4 est le méme qus

celui du produit AB.

La regle «
forme sui
* Lorsque
Lorsque
* Lorsqu
Lorsque

EXEMPLE
1. Signe
n—2>
Donc :

2. Sign
-3«

4 ° lNEG:

Les t
chap

[ PROPRIETE 4

le signe de a.
: b
—= :
d )
y:&‘(

La droite “descend d¢ la
. »
vers la droit¢ -

La droite “monte de la gauche
vers la droite”,

o
B ; _ | -
7 ©st 'abscisse dy point d’intersection A de d et de ’axe des absciss

L'ensemble des

située au-dessus de I'axe deg abscisses
Cet ensemble est colorié en rg,, '

sia>0, @x+5>0 pour x>

2. INEGALITES. INEQUATIONS, APPROXIMATIONS
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3 ®_SIGNE D’UN PRODUIT, D’UN QUOTIENT

La

L
5 ; : : énoncer sous la
régle donnant le signe d’un produit et d’un quotient peut s

' . forme suivante - ‘ L
Coin-mémeo * Lorsque deux nombres sont de méme signe, leur produit est positif. .
’:: slgne du quotient Lorsque deux nombres sont de signes contraires, leur produit est négatif.
g nemeiqus, Lorsque deux nombres sont de méme signe, leur quotient est positif.
celui du produit AB.

Lorsque deux nombres sont de signes contraires, leur quotient est négatif.

EXEMPLES :
1. Signe de (- 2)x.
T=2>0(x ~ 3,14),

Donc:six> 0, alors (- 2) x> 0, etsix <0, alors (w - 2) x< 0.

2. Signe de :5:2 (x = 0).

=8#0: Donc:six>0, alors :xé <0, etsix<0, alors % > 0.

4,

INE%ITES ET REELS POSITIES

Les propriétés énoncées dans ce

: paragraphe seront illustrées graphiquement au
chapitre 5, lors de I’étude des fo

netions x = x2, x - Vx, x o ch

Passage au carré

L PROPRIETE 4 ] Deux nombres positifs distincts sont r
leurs carrés.

Cette propriété peut s’écrire ainsi : :
a et b étant deux nombres positifs, a < b équivaut 3 o2 < b,
Démonstration '

L'inégalité a® < b? peut s’écrire g2 — p2 < 0, c’est-
Ora+ b>0 car g et b sont deux nombres positi
donnant le signe d’un produi

(@-b)(a+b)<0équivautag—b< 0, c’est-

a-dire (a - b)(a+b) < 0.
fs distincts ; d’o, d’apres la regle

a-dire 4 a < b,
EXEMPLES :

n< %, carw = 3,141 ... et % =3,142 ...

2
Or met —2,72 sont deux nombres positifs, donc 52 < [273) .

P REMARQUE : La propriété 4 n’est Pas vraie lorsque les nombres ne sont pas posit‘ifs-.
Par exemple, les nombres - 3 et - 2 ne sont Pas rangés dans le méme ordre que leurs carés :
=3<-2, mais (-39 > (- 2)2.

z NS
2. INEGALITES. INEQUATIONS. APPROXIMATIO
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passage a la racine carrée

ux nombres positlfs distincts sont rangés dans e b

PROPRIETE 5 | De
leurs racines carrées. . Qrdre

proprlctc pcut 5 *écrire ainsi :

t
Cette positifs, a < b équivaut a Vg 3

a et b étant deux nombres

Démonstration
Cette propriéte s¢ déduit immédiatement de la propriété 4.

En effet, les nombres a et b étant positifs, a est le carr¢ g Va
2

(a= (Va)? et b= (VB)?).

EXEMPLE:%<%donc \/;<\/;

IEE] Passage a 'inverse

[ PROPRIETE 6 | Deux nombres strictement positifs distincts sont ranges dang p,
contralre de leurs inverses.

Cette propriété peut s’écrire ainsi :

! Et b ceh,ud
k

rdle o

a et b étant deux nombres strictement positifs, a < b équivaut 3 1y 1
b

a
Démonstration _
1 >% équivaut a 2 —% > 0, c’est-a-dire, en réduisant au méme dénominggey
- :
bab“ >0.0rab>0,'cara> 0 et b> 0.

Donc, d’apres la régle donnant le mgne d’un quot1ent, b—T > 0 équivaut
a

b-a> 0, c’est-a- -dire 4 a < b,

EXEMPLE : Si x = 0, les réels &2 et #2 + 1 sont strictement positifs.
Orx®<x?+1, donc-Ls_1 £
; x* %2+ 1

Comparalson dea ot a2

q-

‘a désngne un nombre stnctement posmf
*Sig> 1, alors a’> q,

e ’Sl“< 1: aiors d2< a

Démnnstration
I(Sa différence 42 - 4 peyt s'écrire g — 5 = 4 (@a-1)
ra>0, donc cette différence ¢ |

, poura>l,a2—a>0 donca?> 4.
poura<l, a?-q <, .

i PROPRIETE 7 _|

55

donc a2 < a.
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' Note
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[ DEFINITI

' Note

Les symboles + = e
- == ne désignent pas
des réels.
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.

INEGALITES ET INTERVALLES

EX1 Intervalle fermé, intervalle ouvert

a et b sont deux réels tels que a< b.

' Note

Ondit que de tels inter-
valles sont semi-
ouverts ou semi-fer-
mes.

' Note

® teagefit:
“plus I'infini’,
®—oose it :
“moins linfini”.

* Lintervalle fermé [a ; b] est 'ensemble des réels x tels que a < x < ::
* Uintervalle ouvert ]a 3 B[ est ’ensemble des réels x tels que a < x < b.

On définit de méme Jes intervalles [a; b [et]a;b] :
*[a; B[ est Pensemble des réels x tels que @ < x < b.
*la;b ] est Pensemble des réels x tels quea<x < b,
EXEMPLES :

* [15 5] désigne Pensemble des réels x tels que :

1< x5,
: D
0 1] 15
. ]— 4; %[ désigne ’ensemble des réels x tels que : g
—4<x< 3, ; ] m [
2
=) 0 13
2
Intervalles illimités
EXEMPLES ;
* Considérons ’ensemble des réels x tels que
x 2 1. Cet ensemble est “illimité” 3 droite.
On le note [1;+c]. 5 L
* De la méme fagon, 'ensemble des réels x tels
que x < 3 est “illimité” i gauche, :
On le note - 5 3]. 5 3]

L DEFINITION 2| o« i

' Note

Les symboles + = et
=~ = ne désignent pas
des réels,

intervalle [a 3 + o [ est Pensemble des réels xtels que a € x.
* Lintervalle J- o 5 b ] est Pensemble des réels x tels que x < b.

On définit de méme les intervalles Jas+oo[et]-co;b[:
* Ja; + oo [ est ensemble des réels x tels que a < x,
* ]J-c0 5 b[ est 'ensemble des réels x tels que x < b.

P> REMARQUE : Notations R+, R, R*.

Lintervalle [0 ; + o [ est noté R* ; I'intervalle ]~ = ; 0] est noté -, . [
L’ensemble de tous les réels non nuls est noté R*. Donc R* = J-=30[U]O0;+=[
(Le symbole U se lit “union”.)

4
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6 . ENGADREMENTS. APPROXIMATION

[ZE] Encadrements E

4 3
[ DEFINITION 3 | On dit qu'ona encadré un réel x lorsqu’on -
deux réels a et b tels que : o

a trouve gf Ici, 'amplitude de l'en-
a<s x < b. a L cadrement est .et non
b 20 comme précédem-

Dire que a et b encadrent x signifie donc que x € [a5 6], (a < p), ment (emarque§62). |
st b = a, on I'appelle Pamplitude de l’eﬂcadre B
Ment

La longueur de [a3 0] e

EXEMPLES : On sait que T = 3,14159
« Les nombres 3 et 4 encadrent donc le nombre 1t ; en effet 3 < <4

[ DEFINITION

[’amplitude de cet encadrement est égale a 1.
« Les nombres 3,1 et 3,2 encadrent aussi le nombre m, car 3,1 < x <3

L’amplitude de cet encadrement est égale a 0,1.

L
- - r . b3 - E
A Approximation décimale a o. prés :
[ DEFINITION 4 | g est un réel strictement positif. - |

Dire que le nombre décimal A est une [ ol
approximation du réel x a o prés signifie £N E ¢ A X i : V- Note £
que : - A-a << x < A oy o 5 ' Voir§ 3., Pour prendre I
i . e un bon départ I
On dit aussi que A est une valeur approchée de x a o prés. :
I
EXEMPLE : i
La double inégalité 3,1 < & < 3,2 peut s’écrire : L @\ 2
3,15-0,05 < & < 3,15 + 0,05. _F/JJ{—A ;

Donc 3,15 est une approximation de xt & 0,05 preés, 3.1 3,15 32

b) 5 . \
est-9- -2 . 3 -~ —
C'est-a-dire a 5 x 10 pres. [  PROPRIETE

: c:g::mhﬂeﬂ:.lf : Lo’quu-?n connait une approximation de x a a prés, on €n dédui:l”;
Aia encad':- tex d'amplitude 2o. En effet, si A - o < X < A+ a, les nombres /-
ent x et I'amplitude de cet encadrement est égale a (A + o) - (A~ @) =2 b

P que encadrement de x par deux rée
(voir | exemple ci-dessus).

2. INEGALITES, INEQUATIONS, APPROXIMATIONS
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623 Approximation décimale par défaut, par excés

‘[% @ est un réel strictement positif. Dire que le @r
L
A

_a N _
| 4 nombre décimal A est une approximation }
Note Par défaut du réel x 3 o pres signifie que ; A+a
Ici, 'amplitude de I'en-
cadrementest o et non A< x< A+a,
2a comme précédem-
ment (remarque § 6.2).

Lamplitude de cet encadrement de x est alors A+a)-A=aq.
EXEMPLE - 0,33 estu
En effet, 0,33 o %

A 4 1
1€ approximation par défaut 4 102 pres du réel 3
< 0,33 +0,01.

hombre décimal A est une approximation [
Par exces du rée] x 3 0. pres signifie que : X E 5

@ st un réel strictement positif. Dire que le {@
;
]
A
A-a < x < Al

L’amplitude de cet encadrement de x est encore q.

EXEMPLE : 0,34 est une approximation par excés 3 10-2 pres de % .
En effet, 0,34 — 0,01 € x < 0,34.

B Un lien entre approximation e

t troncature
£ EXEMPLE : V5 = 223606,
Voir § 3., Pour prendre La valeur tronquée au centiéme de V5 (ou la troncaty
un bon départ

Donc 2,23 < V5 < 2,24, Cest-d-dire 2,23 < V5 < 2,93 4+ 0,01.
2,23 est donc une valeur approchée par défaut de V5 3 102 pres.
De méme, 2,236 est 1a valeur tronquée au millieme de V5,
Donc 2,236 < V5« 2,237,

2,236 est donc une valeur approchée par défaut de V5 a 1073 prés,

Plus généralement, on peut démontrer |a Propriété suivante -

I:PROPR'ETE 8 La troncature 3 décimales ¢’

défaut 3 10 pres de ce réel.

un réel est une approximation par

> REMARQUE : On peut

vérifier Que I'arrondi a n décimales d’un rée| est une
approximation 4 0,5 x 10 pré

s de ce réel. (Voir exercice 97, p. 56

IMATIONS
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ivant les valeurs
Trouvez le signe de E(x) = (5X + 2) ) sulve

=

du réel x.
Point Méthode un produit, on peut chercher le signe

Pour trouver le signe d’

de chaque facteur, puis appliquer 12 régle des signes.

3
x facteurs, (5x+2) et (2 - ';,_TX] i

E(x) estun produit de deu
ons d’abord le engne de cha-

Pour trouver le signe de E(x), détermin
cun des facteurs.

« Signe de (5x + 2) :

(5x + 2) estdela forme ax + b,
5x+2 =0 équivauta x=~¢-
La propriété donnant le signe de ax+ bdans |
d'obtenir le signe de 5x + 2.

avec icia=59tb=2.

e cas a> 0 permet alors

-2
e 5
Sx+2| - 0

« Signe de (2-%}(’] :

On est, cette fois, dans le cas a< 0 (a =— g)

(SR

2- —g-x = 0 équivaut & %x = 2, c'est-a-dire x =

Dol le signe de {2 - gx]

o |w|e

. S1gne de E(x): ;
Consignons le signe de (5x +2) et de (2 - EX) dans un méme tableau

et utilisons la régle des signes.

.2 4
ot 5 3

5x42| - 0 4 +
—

2=5K| + o P e
E(x).] im0 S S 0 e

On peut lire dans ce tableau :

3

E(x) >0 si —% <X< ﬂ'
3

E(x) <0 six<-2 4
§ oux> 2.

N

< Attention a I'ordre ! a n'estp
égal a 2, a est le coefficient dey

< Ici, - % < 0, donc on met “+ avan
% et - apres”.

< - % et -43 sont rangés dans [o®

croissant.
4AB>0siAet
signe.

AB<OsiAe
contraires.

B sont de méf

t B sont ¢ s

z.é
ga

Z[ufs”

E(x)>0 equwaut axe
E(x)<0 équwaut a

ok g

< On peut aussi gcrire : J

2. INEGALITES, INEQUATIONS. APPROXIMATIONS

Trouvez
Point M
Pour t1
vement
‘proceds
méme (

E(x) e
le sigr
-3x+
1-2x
—-3x+

Le sig
ci-apré
Le sig

tablea

LorsaL
En cor
E(x) n’
E(x) =
E(x) >

E(x) <

A
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Trouvez le signe de E(x) = =3x+7 suivant les valeurs du réel x.
Point Méthade -8

Pour trouver le signe d’un quotient, on peut chercher successi- -
vement le signe du numérateur et le signe du dénominateur, puis

procéder comme pour le signe d’un produit (le signe de % est le
a\ meéme que le signe de AB). i

B Solution M T —

E(X? est un quotient. Déterminons d'abord le signe du numérateur et
le signe du dénominateur. }
—3x+ 7 estde |a forme ax + b, avec a= -3, donc a < 0.
1-2xestde la forme ax+ b, aveca = — 2, donc a<0.
—-3x+7=0équivauta x = % et 1 —2x=0 équivaut & x= %
Le signe de — 3x + 7 et celui de 1 — 2x sont indiqués dans le tableau < On utilise dans les deux cas |a
ci-apres. propriété 3 donnant le signe de
Le signe du quotient _—,Ia_’_‘—ztxz indiqué dans la derniére ligne du ax+b dans le casa <0.
tableau, est donné par la ré i .
¢ Togaides Sants. < %;- 0 si A et B sont de méme signe.
> 15 % -%<' 0 si A et B sont de signes
: -3x+7| + + 0 - contraires.
&
1-2x| + 0 - -
st pag Eq |+ || - 0o
le x.
Lorsque x = %, le quotient n'existe pas car le dénominateur s'annule. | = 4 On traduit cela par une double
: barre dans le tableau.
En conclusion :
E(x) n’existe pas pour x = 1 i
want . 2
ER=0 e =3 < On peut aussi écrire :
1 7 E(x) > 0 équivaut a
Ex)>0 six<_5oux> -, : A1 T e
' 2 XE] ,2[U]3,+ [,
e .1 7 it L2
EX) <0 sigy<x<g- | E() <0 équivaut axe |35 L]
I"ordre
. i,
mémeé
.ignes
4
3
+ [

ATIONS
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0.
_aex+1)?
Reésolvez l'inéquation ox +1 - (3% ) -
Point mMéthode : x) > 0 (OU P(.’C)

, iné uﬂtlon P( il x sous la.
Pour résoudre une ineq écrire P(x) Résolvez l'inéquatior

P € 0 ou P <0 0% deer e signe d€ €€ produit. Point Méthode
forme (ax + b)(ex+ d), puis €t Pour résoudre unc
d’abord écrire cette i

4)(2x+1).

On pose Py =26+ 1= (X7 , ATTENTION ! Com
e de deux termes : | pas équivalentax >

(@x - 4)(&X * 1).

« Linéquation x2 > £

P(x) est la somm

ox +1et— {x
_|

g ox + 1). - | ,
On repére le facfeur commuf;)g e (3x - 4)], D'aprés la derniére ligne du tableau, on - | . Etudions le signe
P(x) peut s'ecrire PW) = ( : s 1 5 ' | Le signe de x + 2 et
; - 3) p(x);oéquwaula—— <x<g 2, tl Mo .
ol P(x) = (¢ + (1 =3+ h 2 3 | régle donnant le si
pour chacun des fe

ensemble des solutions de I'inéquati
L y’=[_l-§ quation ggt anc‘\

it de deux facteurs; 1:3]
Sous cette forme, P(x) st e produit : |
son signe se déduit donc de celui des facteu.rs, le signe » REMAR c:_UE . (_)n P . - \

te (2x + 1) et celui de (- 3x +5) s€ déduisant de 12 | p(x). On U U] = B 00 g & 0°Dpa _a - sonat L

, ; 2 e peut pas, en class " Soug

A ax+b;pour2x+1,2 2 | cette forme, on ne e de S | R

;eg!e dongar::toli rmg;;: f 95 a=- deonc a<0. résoudre I'inéquation P(x) = 0. Gconge | Déduisez-en un €
onca>0; = g £

donc P(x) = (2x + 1)(~8x +5)-

o it s | Point Méthode
: : ! Pour trouver w

drement de a e

-] ' puis ajouter men

Résolvez I'inéquation 23x-);l <5 |

Point Méthode - Par hypothése, -

- : ax+b
Pour résoudre une inéquation de la forme et < k,on

Donc—-3 < a

| 7 e . _ax+b ' ‘
| peut Pécrire & +b _ 1 < 0, puis réduire 'expression —~k membre, on ob
| cx+d ‘ cx+d

| au méme dénominateur, et étudier le signe du quotient obtenu. _

Solution commenteéee

- = g
ATTENTION ! N’écrivez pas 2x_ 1 < 5sous la 3 16 \ a et b sont de
Ionpe (2x - ?t)'fé 5(3 - x). En effet, (3 = x) n'est pas o T g Déduisez-en
oujours positil. |
o1 P . x-16) - 0 + + Point Méthod
3 D existe que si 3 —x = 0, c'est-a-dire x = 3: - 535 & + 0 - Pour trouve
+ Linéquation s'écrit successivement : Ix=16| i 3= Tes i 5 drement de
2A-1_g o X-1-53-x] 8-x i : | . de b par de
3—X = X 3_,x s- 0} - ul . 'li
T b g = _ puis muluplie
- ._3:1_)(5__#.5{ <0, %’ _:)_1{§ <0, D'apres la derniére ligne du tableau, %—_iﬁ <0l ¥
+ Etudions le signe de X =16 SHhAILa XS %Q oux>3. '
i 3-x -
Le signe d - : “y, » oA mal : :
igne de . =3, le quoti "exi
pOUr 7x — 16, 2 = 7 donga & ax +b: e q otlenF n emste.}:a’s. . ' Donc 2 < :
donca <0, JpouUr3-x,a=—1 es solutions de I'inéquation est donc: .
5°=]-°°'15]u]3- [ \ on obtient
e + .
7 : =
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Reésolvez I'inéquation x2 S 4
Point Méthode

Pour résoudre une iné

quation du type x* > A% on peut

d’abord écrire cette inéquation sous la forme 3% — A* > 0.

ATTENTION ! Comme on va le voir, x2

Solutichicommenté&s.

= 4 n'est

pas équivalent 3 x > 2. X -2 2
- Linéquation x2 et x+2 | - 0 + 4
nequation x® > 4 s'écritx2 - 4 3 0, cest-a-dire : -0 4
{x+2)(x.ﬂ2) > 0. x=-2 -

k+x-2)| + 0 = 0 +

* Etudions le signe du produit X +2)(x-2),

- Lesigne de x + 2 et celui de x -2 se déduisent dela
regle donnant le signedeax + b :
pour chacun des facteurs, a

=1,donca> (.

D'oli x2—4 > 0 équivaut a x > 20U X < — 2.

L'ensemble des solutions de I'inéquation est donc :
F=l-o;=2]U[2;+x[

a et b sont deux réels tels que-3<a

Déduisez-en un encadrement-de a - p,
Point Méthode

Pour trouver un encadrement de ¢ - b
drement de a et @*

Slet-2 b g10.

a partir d’un enca-
un encadrement de b, on peut encadrer — b
Puis ajouter membre & membre Jes encadreme
v "

m  Solution &

Par hypothése, -2 < b < 10 ; d’ou, en multipliant par—1:
-10g-b g2 3
Donc-3 <a<1et-10 < —b < 2. En additionnant membre\a
membre, on obtient 'encadrement de a->b suivant : ' 1
-13ga-b g3 '

nts de g et — b.

a et b sont deux réels tels que 2 < a <Set3<b L.

Déduisez-en un encadrement de g.
Point Méthode

Pour trouver un encadrement de % a partir d’un enca-
drement de a par deux nombres positifs et d’un encadrement
de b par deux nombres positifs non nuls, on peut encadrer 1

puis multiplier membre & membre les encadrements deaet g—

k]

Par hypothése, 3 < b < 7;dol

Donc2gag$et% SJ-S

ety 2 o8 4B
uivant : gbga.

b
Lon obtient 'encadrement de 2

o
-]

L O mentaires e

< -1 <0, donc on'change le sens
des inégalités. :

< Pour pouvoir ajouter membre a
membre des inégalités entre nom-
bres, il n’est pas nécessaire que
ces nombres soient positifs.

Commentaires.

< Deux réels strictement positifs
sont rangés dans I'ordre contraire
de leurs inverses (propriété 6). )

<1 On peut multiplier membre a
membre des inégalités entre
nombres positifs.

NS
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| EXEMPLES :n>3,1 donc a2 > (3,1)%; v >4/ 3.1 :,1;<31-

/T;if—

Des résultats a F€

a1 inégal
e En ajoutant membre a memb-re des_1 ’ ie L
n obtient une inégalite

ités de

méme sens, O

g tés de
En multipliant membre 2 3 membre des mega:buem
méme sens entre nombres positifs, o0

une inégalité de méme’ SE‘.JI:.IS. _ b
eSia>0,ax+ b>0€qulvautaxb i
Siﬂ(U,aI+b>0équivau[éx<—ﬁ

EXEMPLES & ¢ 2x-1 > 0 équivaut ax> rk
e-3x+ 9>Déqui\rautéx<3.

A
@ Si A et B sont de méme s1gne, alors AB et B

sont positifs.
Si A et B sont de signes contraires, alors AB et
% sont négatifs.

és dans le méme

@ Deux nombres positifs sont range
ordre que leurs carrés etque leurs racines carrées.
Deux nombres strictement positifs sont ranges

dans I'ordre contraire de leurs inverses.
1

@ g désigne un nombre strictement positif.
Sia>1,alors a®>ajsia<l,alorsa?<a.

@ Intervalles \n -

*[a; b]estensemble des x tels que a € x < b.
* Ja; b [ est 'ensemble des x tels que a < x < b.
*[a; + [ est 'ensemble des x tels que a < x.
- - .12
.}; cot ; b ] est ’ensemble des x tels que x < b,

i i
- encadrent x signific que @ < x < b.
une imati 3 &g si
approximation de x a a prés signifie
queA-a < x < A+a.
A
¢St une approximation par défaut de X
mgmfequeA <A+q
Aestu .

Lo Ne approximation par excé
signifie que A - ¢ < x <A
®Latro :

E ncature de x a n décimaleg ag

ation par défaut dexa 10

a oL preés
sdexaapres

tune approxi-
pl"ES.

Des conseils 3 Su\n,
te

p N’oubliez pas que Pour connajtye e
prodult AB ou d’un quotient A g“eq.
connaitre le signe deAectceluidep Bl Suff
p- Pour trouver le signe d’une i
essayez de factoriser P(x).

p La régle donnant’ le signe de gy b
Ja méme dans le cas “a>0” et dans |¢ o “egl[?_l
mais dans les deux cas, on commence p,, . agq
I’équation ax + b=0. S0y,
p Pour résoudre une inéquation P(x) <

il est souvent plus commode de résoudre Vg

tion P(x) - Q) <

EXEMPLE : Pour résoudre I'inéquation 2 < 3
% On i
2x=3
X

SSlqn P{

sous la forme 2 - % < 0, c'est-a-dire <.

e
Des erreurs a éviter
mN’oubliez pas de changer le sens d’uneinéy

lité lorsque vous multipliez ou divisez les dx
membres par un nombre négatif.

EXEMPLES : ¢ Six > 3, alors - 2x <-6.

» L'inéquation 2 <‘% n'est pas équivalente @ 2x<3.
(Ce n'est vrai que pour x > 0.)

m Deux nombres sont rangés dans le méme o
s nomt

que leurs carrés seulement lorsque ce
sont positifs tous les deux.

EXEMPLE :-2 <1, mais (- 2)2> 12
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S4 aetb sontdeu
a < b équivaut !

S5 aetb sontdeu
a < b équivaut

S6 a est un nomb
sia >1,alors

S7 aetbsontde
e[a;b)estl
efa;+[es

S8 On suppose!

S9 Complétez :
s « A estune
e« Aestune
» « A est une

Une seule d
SF1 1<x
SF2 1 <x

SFa 3x-1
SFa -x-1
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SFs [-3
SF7 I-=;
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CXercices et probleme

VERIFICATION DES CONNAISSANCES

iété
s 5 e P ns et |a proprie

emant I'addition membre & membre de deux inégalités de méme se

On membre & membre de deux inégalités de méme sens.

$1 Enoncez Ia Propriété conc,
concernant |a multiplicati

S2 Complétez :

*Sia>0, alorsax+b>01orsque w
*Sia<, alorsax+b>ﬂlorsque -

S3 Enoncez la régle donnant le signe

S4 aetb sont deux nombres positifs. Complétez -

a<beéquivautaa? [ p2: g < py €quivaut 4 va 015,
S5 a et b sont deu hombri

-+ etax+b <0lorsque ...
wetax+b<0lorsque ...

'un produit et celle donnant |

S strictement positifs. Complétez :
a<béquivaut!a15[] 15 _

S6 aestun nombre strigte
sia >1, alorsa?EIa;
$7 a etb sont deuy nomb
*[a; b]est lensemb|
*[a;+«[estIense
S8 On suppose quea
S9 Complétez -

* «Aestune approximation de x 3
*«Aestunea

* <« Aestune

ment positif. Complétez :
sia<1,alorsa2 4,

restels quea<p. Compiétez :
e des réels x tels que .,

mble des réels x tels qu
< b. Que signifie

Pproximation par défaut d
approximation par excés d

;la;b[est I'ensemble de
8..;]-w;b]estl

aetb encadrent x” 9 Quelle est I

prés » signifie que ...
€ X aaprés » signifie que ...
e X & o prés » signifie que ...

e signe d'un quqtient.

s réels x tels que ... ;
ensemble des réels x tels que ...

amp!iiude de I'encadrement ?

~ VERIFICATION DES SAVOIR-FAIRE

Une seule des réponses proposées est

exacte a b e
SF1 1<xg?2 et-fgyg[-).Alofs“ | il"gxfk'yg[')l ng+y-g2 : 2g¥+ygn
SFz1gxg2et1gyg2.Alors... 25074 -4 <xy < -1 1<y <4
SF3 3x~1>0lorsque ... x<1—,’ x>3 x>%
SFa —x—1<0|orsque... X ) x>1 X< -1
SF5 On sait que n> 3,14, Alors . L glﬁ "> (3,15 V<314
SF6 [-3; 5] est I'ensemble des x tels 'que —8<x <5 | S<xg-3 -3<xg5
SF7 J-%; 0 est I'ensemble des x tels que... x<0 =x>0 x>0
SF8 Onsaitque v2 = 1414 __ 1,4 est une 1,405 est une 14 est ‘;';in
Alors ... -approximation approximation de appf'of{;m s
par exces de V2a102pres. ‘325"; ‘1’;3;',,.;35
R v '
V2 310" prés. WP

51
XIMATIONS
2. INEGALITES. INEQUATIONS. APPRO
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0
QU

B 1.si2<a<s, aiors . <]

COMME LES RESOLUS

: ous reporter a
Pour les exercices 1 et 2, vous pouvez V

I'exercice résolu 1, p. 42.

igne de !
1 Trouvez. selon les valeurs du réel x, le si9

E() = (@4x + 1) (1—gx] :

igne de
2 Trouver, selon les valeurs du réel x, le sig

E) = (1 -2X) {g +5x) :

s reporter @
Pour les exercices 3 et 4, vous pouvez vou P

l'exercice résolu 2, p. 43.

3 Trouvez, selon les valeurs d;;éet-l) x, le signe de:
-2+
Bl Gty
4 Trouvez, selon les valeurs du réel x, le signe de:
E s _—4+7X .
W= 5-8x

Pour les exercices 5 et 6, vous pouvez vous reporter a

I'exercice résolu 3, p. 44. :
5 Résolvez linéquation 2x + 3 = (5x + 1)(2X + 3)>0.

6 Résolvez 'inéquation - 3x + 14 (@x=3)f-3x+ 1) <0.

Pour les exercices 7 et 8, vous pouvez vous reporter a
I'exercice résolu 4, p. 44. .

e B

4-3x

2x+6
3-x

POUR S'ENTRAINER

o Inégalités et encadrements |

7 Résolvez l'inéquation

8 Résolvez I'inéquation =>-1.

Pour les exercices 15 a 21, com plétez les pointillés en

écrivant I'inégalité ou la double inégalité i
ik que 'on peut
déduire de 'hypothése. 4

m 1.Sia 2 n,alors 2a > ... donc 2a+3 > ..
2.5ia<~malors2a+3 ...

1.Sia<V3, alors - 3a ... donc - 33 4 3
2.8ia>~V3,alors-3a+ 3 ..
1.8i-1<a<3,aors,. -29¢ .
2.8i-1<a<3,alors .. €-2a+1¢
as

2. Si
I2<a<5, alors ...<—g-—1 (<.

2. INEGALITES. INEQUATIONS. APPROXIMATIONS

Pour les exercigesg 9 et
I'exercice résoly 5,p.45 " Vous Poy,
. 45, ®

1 . l‘lq
9 Résolvez I'inéquation 2sq "‘Th.,
10 Résol &l Fanger
solvez I'iné i sans l'aide ¢
quation x2 >8
Pour les exercices 11 et
o ¢ 2, voy @ xesty
a l'exercice résolu6, p, 45, "W,  Gomparez:
< ha 2
11 a et b sont deux réels tels que . ,c}}a[(x + : x.
_:sgag\-—4et-1 +}2'
. . n b
Déduisez-en un encadrement deg. b §2 E -
1. Donne;
12 a et b sont deux réels tels que - 2. Donne:
' 3<ag5et-p
, Sb On:
Déduisez-en un encadrement de b-ga £ o
! 2. Donnk
Pour les exercices 13 et 14, yo .
e ’ - US pouye, voyg E o
a l'exercice résolu 7, p. 45, repu_1 .
. Lonr
13 a et b sont deux réels tels que : a)-05
_ ; 73\3%12&5&\}3&9‘ 2. Coni
Déduisez-en un encadrement de %. m
: &
14 a et b sont deux réels tels que : i
A 2<agTetdghgs, "]G"‘
a) ...
Déduisez-en un encadrement de Q.
a 2.Co
, a) ...
) (Corrigés en fin dem-com
. au 1,
lorsg
ELSHgas?,alors...gazg...
281 gag7alors.. < %‘az-%fé.« Cor

G B

_ ¥

- vl 1 re
1.S|2<a<3,alors...<5<...

e _.L ) 2

2.Si2<a<3,alors...< \@<-- C

E a et b sont deux réels tels que:: g

2gag3et1gbst pres
Trouvez un encadrement de chacun des no; 4
a+b; a-b;-2a-50; ~3* |

E a et b sont deux réels tels que
' 0.
~2gagdet-1<b8
Trouvez un encadrement de chacun des " ob-*
a+b;a-b; 2a-5b; -2*
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; repbl‘ter

manuel)

uivants:

;uivaﬂtﬁ :

- 2. Complétez les doubles iné

BB} Rangez les nombres suiy,
sans |'aide d'une calculatrice :

Loed o "F o

x'n? on'
E X est un nombre strictement supérieur 4 — 2
Comparez successivement :
a}x+2:x+3;x+5; b) s ]

ants dans |'ordre croissant,

a+1’

vl
X+2 " x43 ' x45 '
_c](x+2]?;£x+3}2:(x+5)?‘ * ik

26) Onsat que~345 < 4 < ~340et-0,90 < b < - 0,85,
1. Donnez un encadrement de - 3 et de-b.

2. Donnez un encadrement de ab.

On sait que 1,56 < a < 1,57 et -
1. Donnez un encadrement de - p.
2. Donnez un encadrement de ab.

3<b<-2g9,

E* Onsaitque 4 < g S46et-05
1. Donnez un encadrement d
a)-05<bg B

<b<goga.
e ab lorsque :

b)0 <b <03

2. Concluez sur un encadrement de ab.

E Etrange ?
On suppose que2 g a g 5,

1. Complétez les doubles iné

i
galités suivantes :
a)..<4da’ g ...

b)..<4da?-a ¢ . .

galités suivantes :
a)..<4da-1<..; b)..<(da-1axg...
COMMENTAIRE : L'encadrement du nombre A = 432
au 1. b) n'est pas le méme que I’
lorsque ce méme nombre A est é

- a obtenu
encadrement obtenu au 2. b)

crit sous la forme A = (4a-1)a.

E* 1. a est un réel positif.

a+1 a+2

Comparez les nombres Y] et A"
18,1 18,2

2. Comparez les nombres 182 t 183"
2 etb sont des réels tels que 0 <2 < p.

1. Etudiez le signe de a différence g-%’_‘%, puis compa-
rez les quotients 2 gt 3+5
€S quotients B et b+5
2. ¢ est un réel strictement positi,
Comparez les quotients 2 et +C
b~ b+c

3. Comparez les quotients ﬁ, 28 o4 2a+3b

a+b a+b '

Pour les exercices 324 35, a et p sont deux réels stric-
tement positifs et distincts. Comparez les nombres A et
B en étudiant le signe de A - B,
A< @b = fa
b o B a+b’

. o3 2
B 1.A= =

mA:(a-f-t)(b‘*i) et B=ab+1
EA=(a~1]{b-1] ot Bzab+1

=2
et R Sl

M  Approximations et calculatrice W

Pour les exercices 36 et 37, calculez le nombre A a I'aide
d'une calculatrice, et déduisez-en :

a) la valeur de A tronquée au millieme, n

b) une valeur approchée de A arrondie au millieme,

¢) une approximation par défaut de A a 10-2 prés,

d) une approximation par excés de A a 102 prés.

1A= \/g-\/TE. 2.a=2/5

5-n

7_./8

6 i
@ 1. a. Caleulez, a 'aide d'une calculatrice, le nombre -

V-3
A= T

b. Déduisez-en I'arrondi de A au milliéme.
2. Le nombre A étant affiché sur I'écran de votre calcu-
latrice, si vous la réglez de sorte quelle n'affiche que trois
décimales, elle doit alors afficher la valeur de A arrondie
au millieme, c’est-a-dire le nombre trouvé au 1. b,
Vérifiez qu'il en est bien ainsi.

2.A=
T +1

o - Intervalles ]

Pour les exercices 39 441, dites,

dans chaque cas, a quel
intervalle ou réunion d’i

ntervalles appartient x et repré-

sentez cet ensemble sur une droite graduée,
Ea)—h{xgk-_ b)x<-%: ¢)x > 10.
ma)0<xg3; byx < -1:

¢} x est un réel strictement positif,

ma)x<—30ux>2: b)x>-2etx <3
C)x=0et-1<x<2.

Pour les exercices 42 et 43, traduisez par des inégalités
I'appartenance d'un réel x a chacun des intervalles.

[Fla)-2;3;
Mool

S
OX IMATION.
2. INEGALITES. INEQUATIONS. APPR

b)]-1:0:  c)]-=:4

b)-=:0 o[y
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-on trouver
Pour les exercices 44 2 46, peut-on tr B

ités propo
vérifie en méme temps toutes les inégalités proP
mx—5>0, x+1>0 et x+3>0.

EEX—MD. x-2<0 ot x+2 20
F x- 72 < 0etx-8/11 >0.

On sait que x est un réel tel‘quex
Précisez & quel intervalle appartient :

b) x?; c)-X;

i

d4-x
all: )

Vrai ou faux ?

1.3
OnposeI_l 2<‘etJ-| ] e
Pour chacune des propriétes sulvantes, dites
vraie ou fausse.
13)-5[ b)-—eJ c)2ed;

CONSEIL : Représenter I et J surune droite graduée.

est

d)3eJ

2. Il existe des réels appartenant & la fois aletd.
3. |l existe des réels n'appartenant nia L nia J.

o Inéquations 5]

Pour les exercices 49 a 58, résolvez chacune des inéqua-
tions proposées et représentez ses solutions sur une

droite graduée.

[ 2)3x-5<0; b) 3x-5 3 0.
Ea)—Zx+3>0; b)2x-3 <0
Bl a) 2« - - b) 2x-3>3x+5
KA a) 2x 3g3x+5._ ) >3x +5.
88 B Migemn Bl 8. 900
Ea)3x+444x 3 é) FX+3>5%X"3-

Bl 2)v3x-3 < V27x +6;. b)=V3x-3>V37x+6.

B2 &) 14 x~V75 <3 x~5V3; bj14 x—V75 > 3x~5VA.

Ed a)ax+v3 < ax-1:

B3 a)-20¢ + 1) <o0;

B o) -4 < -

@a)———-S 2"2'3;%; :
B3 )-Fr25 1)

b) 4x + V3 > 4x -
b) 5(¢2 + 10) > 0.

b) (5x + 12 +9 < 0.

@ Résolvez chacune des | inéq
avoir développé ses deux membres
a) (3x~2) -5 < 3x (3x - -4);
b) x - 1— - :
XU+2) >2-x(x~3),

uations suivantes aprés

2, INEGALl_Tés. INEQUATIONS, APPROXIMATIONS

un réel x qui

Pour les exercices 60 3 82, po

cisez les valeurs de x '“terdlt: "chy Que iy =
représentez ses solutiong Sury l‘dez:
m a) 1 >2. b)na rﬁl a;%i
m a) X*3 X+3_x~- 3
x-3_ X+3 ,b]2X+~| Résol\rezl.

X432 > X sentez | ensemt

@a) Ix-2 <03

4x2 -1 b) X'~4 X'y

3X+5 >0, ] verifiez
Pour les exercices 63a 71, rgg olvez solution ;
tions proposées en factorisant Sinéeg o eﬂ%

sentez ses solutions sur une drmte S 're PL{

[H a) x (x- 5)- 4x-5) > 0, b)xag
ma)x2+3x>0;

B SO

b) (3x ; 5 Pour les exer
~1y  duréel A, puis

a) Ex2-8x < 0; b approximatiol
E ) (34 2R ft~ B précision.
8 a) (x - 2x + 202 - 4) < 4x-2p. ] 1509 <.

b) 502 + 1)(3x - 4) < 0.

Bl-35<:

a) (2x- 3 -8(3-2x) < 0; b) . F7 En utiisa

|a) une approx
b) une appro»

[ a) x-2)(3x + 5)3 - 7x) SO (- ey

On sait «

B ax(-02-0>0;  b-ype_y, a10°pes
. 1.Donnez I'e
a) @2x-1)(3=49>0; b) (x + 3 - Sk 2. Pouvez-ve
Avec quelle
a) (@ - 25)(x“ -~ 16) > 0; 3. Donnez ur
b) (x - 1%(x = 2) < (X% - 1)(2 - x). Pouvez-vous
A\rec quelle |

Résolvez Ies deux inéquations proposées ¢ 4. Donnez ui
que les ensembles de solutions trouvés sont disii: PoUvez-vou

a1 1 S b)2x+3>— Avec quelle
2x +3 ¢ . m Donnez
_cas suivants
a) 1,423 est
b) 13,4 est
_— prés;
' c) 25158 €
: . pres.
|| Systémes d’inéquations__ i
a une inconnué _ par troncat
medt V2 = 1,414
Pourles exercices 73 a 76, résolvez ¢ svS‘ ¢ Donnez les

inéquations proposé, puis représe"tez] V1.
solutions s duée.
ur une droite gra oot [ 1. Ave

{2’("3>5X-1 m {z‘( 1<21+F dampht“d
X+4>8x-2. = 2. Déduise
m-w&’

Led
—5<8—5x< %
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: &l Résolvez le systeme d'inéquations suivant et repre-
sentez I'ensemble des solutions sur une droite graduée :
[-3<2x-5<5
-12<-3x+6 <0 . .

LB verifiez que le systame suivant n'admet aucune

solution :
{—5<3x+1< .-
0< -2x+6<4.
] Approximations m

Pour les exercices 79 a 81, donnez une approximation
duréel A, puis une approximation par exceés, et enfin une
approximation par défaut, en indiquant a chaque fois la
précision.

1,589 < A < 1,59, B - 0,05 < A < 0,025

BEl-35 <A <-345

E En utilisant une calculatrice, donnez :
a) une approximation par défaut de /2 4 109 prés ;
b) une approximation de ny2 & 5 x 10 pres.

E On sait que 4,573 est une approximation d'un réel x
a10- prés.
- 1. Donnez I'encadrement correspondant de x.
2. Pouvez-vous donner une autre approximation de x ?
Avec quelle précision ?
3. Donnez une approximation par défaut de x.
. Pouvez-vous en donner une autre ?
Avec quelle précision ?
a. Donnez une approximation par excés de x.

Pouvez-vous en donner une autre ?
Avec quelle précision ?

m Donnez un encadrement du réel x dans chacun des
_cas suivants :

a) 1,423 est une approximation de x 2103 prés ;

b) 13,4 est une approximation par défaut de x a 5 x 10
prés;

¢) 2,5158 est une approximation par excés de 3x a 104
prés.

E Les valeurs approchées suivantes sont déterminées
. . Partroncature 2 la troisiéme décimale :
V2~ 1414; V3 = 1,732; V5 = 2236; Vi0 ~ 3,162;

\II;Ennez les encadrements correspondants de v2, V3, V5,
10.

- 1. Avec une calculatrice, donnez des encadrements
d'amplitudes inférieures 2 10 de a = V3 et b = V7.
2. Déduisez-en alors des encadrements de a + b et ab.

Pour les exercices 87 a 90, a l'aide d'une calc?lat'ric?,
donnez une approximation 4 10 prés du réel |-nf.||qu'e.
Donnez-en ensuite sa troncature et son arrondi a trois
décimales.

LALLLL ) (- 4,72 /9,190,404 .
0,0266x 1072

B8 [arsx27.4x /291,56 .
18,8x2,36

m 3,142 est une approximation par excés de n a
5 x 10~ prés, et 1,414 est une approximation par défaut
dev2a5x 10 prés.

1. Donnez les encadrements correspondants de n et de V2.

2. Déduisez-en un encadrement de x + V2.

3. Pouvez-vous donner alors la troncature de n + V2 &
trois décimales ?

Pour les exercices 92 a 94, x,, y,, z, sont des approxi-
mations par défaut a 107 prées de x, y, z.
Donnez un encadrementde x +y - 2.

EHFx =024, y,=743,  z=381; p=2

EE] x, = 2,423,

BRx,=14142, y, =1,7320, z,=3,1415; p=4.

y,=0543, z=3271; p=3.

E-t Ecrivez les encadrements d'un réel x obtenus par
-chacun des renseignements suivants :

* la troncature a deux décimales de x est 2,71 ;

* 'arrondi & deux décimales de x est 2,72 ;

* 2,715 est une valeur approchée de x 23 x 10 prés.

2, Représentez ces encadrements sur un axe.

(On ne représentera que les réels situés entre 2,69 et 2,74
en prenant une unité assez grande.)

3. Deduisez de ces renseignements un encadrement de x
le plus précis possible.

@ Autour du nombre =

1. En utilisant éventuellement une calculatrice, dites si les
nombres suivants sont su périet;rs ou inférieurs a n :

Vi, b3+l gax(d). as. 10 a3+l

2, Ghacun des nombres précédents est une approxi-

mation par défaut ou par excés du nombre xt 4 107 pres.

Indiquez une valeur possible de I'entier naturel p pour

chacun d’eux.

NOTE : L'approximation de x par 3 + :—3 a ete prgglﬂﬁéﬂ 2 -
Babylone (2000 av. J.-C.), I'approximation par 4 (g,) par le

papyrus d’Ahmes (1650 av. J.-C.). Archimede (250 av. J.-C) a

; 10 1
encadré x par 3 + A etd+ 7

5B

QUATIONS. APPHOXIMATIONS

-

2. INEGALITES. INE P
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r

ont été mesurées & 05

= s longueurs o
( =12 m. Ceslond Ju périmétre ot

Donnez un encadrem
de l'aire de c€ rectangle.
d'un parafiélépipéde

o5 encadrements suivants -

Les longueurs &, p, ¢ des cotes

rectangle sont données par |
(mesurés en centimétres) :

53 <a<54;101 sbs102;217$6é218-

volume du parallélépipéde.

'aire totale de ce parallélé-
des aires de ses SiX faces.

1. Donnez un encadrement du

2. Donnez un encadrement de |
pipéde, ¢'est-a-dire de la somme

Une sphére a un rayon R (exprimé en centimétres)
donné par 'encadrement 1,37 <R < 1,38
Donnez un encadrement du volume de cette sphére, en
utiisant 3,14 < 1 < 3,15
RAPPEL:V = %;{ R

EIE] Une cesserole cylindrique a pour diamétre 18 cm.
Sa contenance est comprise entre 2 et 3 litres,
Déduisez-en un encadrement de sa hauteur,

EZ On veut évaluer la hauteur h d'une pyramide dont la
base est un rectangle de cotés ¢ et L, et de volume V

\"::-‘f i !
{ 3{¥|.th.

On connait des: valeurs approchées de € et | 3 10-
oo ]( ~23,7cmetl = 32,4 cm,
er le volume, on plonge la pyramide dans u
n

récipient plein d'eay L !
» Leauy
20O 110 prg, 1O @ POU Volume

1. Etablissez |a formule qui donne

prés

h en fonction deV, (et|

xL, puis dg 1 _
ExL’

2. Caleulez yn encadrement de ¢

3. Déduisez-en un encadrement deh

2. INEGA
LITES. INEQUATIONS, APPHOXIMATIONS

3. Encadrez L, ¢ et e, et déduisez-en |
de tuyaux nécessaires 2 la réalisation du projet

* Lo
m Si on augmente de cing unités 1@ ot
on obtient un nouveau carré dont I'aire st %
Quatre foig et neuf fois celle du premier carre- o Gi"e
Déduisez-en un encadrement du coté duP mé

Un losange a une aire Compy;
2531 m2. Une des deux diag °ﬂa|e:

© ey,
exactement 61m. A jog 253::

an :
4, Donnez un encadrement dg |, " W,
, n
diagonale. ", &
2 DonnéZ un encadrement dlammiiude 1 l
02
U
m ABCD et ABEF sont deux rgp,, {
qlie AD = AF =, 0UX 6st U e Stricte;se oy, LA Tt
i Sant leS Ir'IdICa’[I{JﬂS dOnn' Nt i
En utili €es pay L Pag i i

es valeurs de x ['ai
Ll e le & Paire d "© AU trapy,, ¢, BEC et Cf
supérieure ou éga U trapaze Ags B Ag_:, "y

1.a. Calcl

b. Calcule

Calculez,

' i i i CED.
PR On veut relier en ligne droite, par g ,

d'écoulement, deux points A et B distants de 258% 2, H?ng ef
On suppose cette distance mesurée a 1 mets é:ﬂ en discut:
Pour réaliser cefte conduite, on dispose de tuyayy - :O:S Banf
=£

La longueur de chaque tuyau est égale a5masg
remboitent I'un dans I 'b. Interpré
Les tuyaux $ emboitent I'un dans l'autre sur yne lrg
de 20 cm mesurée a 1cm pres.
On note n le nombre de tuyaux.
~ longueur d'un raccord
¥ S ' 9 1 .

L}
I
I
[}

~~longueur d'un fuyau

1. Déterminez le nombre de raccords intermédaf®

fonction de n.

2. € désigne la longueur d'un tuyau, et el
raccord. Démontrez que la longueur totale est:

3 Ignguetlf-'

L=n(-e)+e }
enomhfe“"”(

ML
ise?

|
{ =

\

'/' -
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Ondy

m
ngLe

res?

ird?

iV

i %  Onse propose de comparer

" PROBLEMES
" DE SYNTHESE

m THEMES i Inégalités, Aires. Tracés de droites
dans un repére,

les aires des triangles AEB,

BEC et CED de I3 figure suivante lorsque le réel positif x

Varie.
§
' Echelle%
C
2 +
= ol
- 2 H:
t Y
D

1. a. Calculez aire dy triangle AEB,
b. Calculez BC en fonction de x.

Calculez, en fonction de x, les aj
CED. '

2. Rangez par ordre croissant les ai
en discutant selon les valeurs de x.

res des triangles BEC et

res de ces triangles,

3.a.Dans un repere orthonormal, tracez les droites d’équa-
tionsy=2,y=x+2, ety= g X.

b. Interprétez graphiquement les résultats de la question 2.

m THEMES :Inégalités. Aires.

Systeme d'inéquations. ' .
On considére le trapéze rectangle ABCD de la figure ci-
dessous. On note si(x) son aire (en cm?) et p(x) son
périmétre (en cm), x désignant la longueur I?!C (en cm). '
On se propose de trouver, s'il en existe, les réels x tels que :

o (x) < 10 etp(x) > 14.

. i
Echelle =
2 A B
X
45° ]
D 6 C

1. a. Exprimez AB en fonction de x.

b. Exprimez I'aire sl (x) en fonction de x. '
¢. Exprimez le périmeétre p (x) en fonction de x.
d. Quelles inéquations doit-on résoudre ?

2. Résolvez I'inéquation p (x) > 14.

3. a. Vérifiez que x2 - 12x = (x - 6)? - 36.

b. Résolvez I'inéquation st x) < 10.

INDICATION : Pour quelles valeurs de x le quadrilatére ABCD
est-il un trapaze ? g

4. Déterminez I'ensemble des réels x tels que: .
S () < 10etp (x) > 14.

ONS
2, INEGALITES. INEQUATIONS. APPROXIMATI

Scanné avec CamScanner

57

0
X
3
;
Q)
(D
0
®

sottrofgorcly



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

58

LA R N BN EEENNNNN]
L
....-.......‘.....I..O..-.."‘..-............'.....I'..."....l...'...........

Exercices guidés

n Arrondi et troncature

Lorsqu'on veut obtenir une valeur de V5 sur une
calculatrice, celle-ci affiche 2,236067977.

On se propose de trouver la troncature de V5 au
centiéme, puis au milliéme, et I'arrondi de V5 au
centieme, puis au milliéme.

1. La notion de troncature est simple :

pour obtenir la troncature d’'un nombre au dixiéme, on
ne garde que la premiére décimale aprés la virgule, au
centiéme, on ne garde que les deux premiéres
décimales aprés la virgule, etc. Dans chaque cas, on né
se préoccupe pas des décimales non retenues.

a. Indiquez la troncature de V5 au centiéme.
b. Indiquez la troncature de V5 au milliéme.

2. Dans le cas de I'arrondi au centiéme, contrairement
au cas précédent, on se préoccupe de la troisieme
décimale aprés la virgule :

« si la troisiéme décimale est strictement inférieure a 5
(c’est-a-dire 0, 1, 2, 3 ou 4), alors I'arrondi au centiéme
coincide avec la troncature au centiéme ;

« si la troisitme décimale est supérieure a 5 (C’est-a-
dire 5, 6, 7, 8 ou 9), alors on ajoute 1 & la deuxieme
décimale de la troncature.

Expliquez pourquoi :

a. I'arrondi de V5 au centiéme est 2,24 ;

b. I'arrondi de V5 au milliéme est 2,236.

E Résoudre une inéquation ax + b>0

On se propose de résoudre I'inéguation - 2x + 3> 0.

Avant tout, il faut bien comprendre ce que signifie
srésoudre une inéquation”. Selon les valeurs du réel x,
le nombre - 2x + 3 est positif, négatif ou nul.

Voici, par exemple, les valeurs prises par — 2x + 3 pour
certaines valeurs de X :

x |ol1]2]3]|-1
1|-1|-8]| 5

o |rojw

-2x+3| 3

I est impossible, bien sir, de calculer ainsi — 2x + 3

pour toutes les valeurs du réel x.
On va voir comment on peut, une fois pour toutes, dire
pour quelles valeurs de x on a, par exemple, - 2x + 3 >0,

2. INEGALITES. INEQUATIONS. APPROXIMATIONS
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« Premiére méthode :

En utilisant les regles de transposition pour [es s
lités, on va isoler le “terme en x". 3
1. Expliquez pourquoi = 2x + 3> 0 équivaut 3 &<y
0. On sait que jorsqu’on divise les deux memy,
d'une inégalité par un nombre Positif, on ne chy, g:

pas le sens de I'inégalité‘. o |
Expliquez alors pourquol 2x < 3 équivautax < %

es réels x pour lesquels - 2x 4 3 5
tous les x strictement inférieurs 31
-1,-2,-20,-100..) 2

Ainsi, I'ensemble d
est lensemble de
(par exemple : 1,0, 5

3, Expliguez pourquoi cet ensemble de réels x Peuy
s'écrire _m;%l. Onécritd = —®i5]

t aussi isoler le “terme en x" en écrivay.

EMARQUE: On peu
R ta-24>-3, c'es!—é-direxc"—g,

-2 +3>0 équivau
'on divise par le coefficient de x, il fa

Iinégalité : en effet, ce coefficient, gy
conseillé, lorsqu'on isole le “tem,
que le coefficient de x soit posi

Notez qu'ici, lorsqu
changer le Sens de
3 - 2, est négatif. I est
en x", de faire en sorte
comme nous I'avons fait au 1.

« Deuxieme méthode : En utilisant le signe de ax +b,
~2x+3estde laformeax + b, aveca=-2etb=3
1. Pour quelle valeur de X aton-2x+3=07

2. On sait que la régle donnant le signe de ax +b ey
différente selon le signe de a. Ici a =~ 2, donc a <(.
En utilisant cette régle (voir Propriété 3, p. 35, indiquez
quel est le signe de - 2x + 3 pour x < 5 et pourx>§,
3. Quelles sont donc les valeurs de x pour lesqueles
-2x+3>07

Exercices commentés

E a étant un réel positif, on se propose de comparer

les nombres 812 gt 813
a+1 a+2’
VERS UNE SOLUTION
* Premiére méthode
Pour comparer les deux nombres 2+2 et 23 on
o _ a+1  a+2
va etudier le signe de leur différence.
1. Vérifiez que 8+2 _a+3 _ 1
a+1 a+2 ~ (a+1fa+2’

prr
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2. Déduisez-en que 2+3 . a+2
g a+2 T a1

* Deuxiéme méthode

Dans I'expression g—:% on peut faire apparaitre

(@ + 1) au numérateur en remarquant que :
a+2=@+1)+1.

1. a. Vérifiez que dte = ol .
a+1 a+1

b. Vérifiez de méme que 3+3 _ 4, _1

a+? a4+2’

On est ainsiramené 4 la comparaison de nombres

positifs.

2. a. Expliquez pourquoi —1— < —1—.
RS2 potrgual a+2 a+1

b. Déduisez-en que a+3 < a+2 :
a+2 a+i

n a, b, ¢ sont trois nombres positifs tels quea < b+ c.
On se propose de montrer que —2— < -0, _C g

T+a S 745 T+c

VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode

Pour comparer deux nombres, on peut étudier le
signe de leur différence, et pour cela commencer par
réduire au méme dénominateur D= (1 +a)(1 + b)(1 +¢).

£ ; a _b ¢
Nousallonsetumerles;gnede1+a Y

1. Montrez que I'inégalité [1] peut s'écrire succes-

sivement :

a) a1+b)1+c)-b(1+af1+c)-c(1+a|1+b)
D =

bja(1+b)(1+c)-b(1+a)1+c)-c(1+a)(1 +b) <0;

cla-b-c-2bc-abc < 0.

2. Déduisez-en que 'inégalité [1] est vraie.

» Deuxieme méthode

1. Montrez que six et y sont d};ux réels bosiﬁfs tels

X
uex <y, alors —2— < =2,
q sV T+x ~ 1+y

INDICATION : Etudier le signe de la différence.

2.En posantx =a ety =b + ¢, déduisez-en que :
a b+c

a i i, < .

)1+a S 1+b+c’

bt g0 _, ¢ .
1+a 1+b+c 1+b+c’

-2 ¢ b ., c
1+a 1+b+1+c'

NOTE : La deuxiéme méthode est plus “astucieuse”

Que la premiére, mais il y a un peu moins de calculs.

<0; !

=

Trouvez l'erreur -

i ion
Pour chaque exercice de cette rubnc!ue, une solrt.:a o
vous est proposée, mais elle contient une e ;i

Trouvez cette erreur.
5 Résolvez Iinéquation V8-2x<v2 [1l

Solution
L’inéquation peut s'écrire — 2x < \@‘— V8. e
Or VB = Vax2= 2v2, donc I'inéquation [1] peut s'ecrir

: 2
- 2x <-V2, ¢c'est-a-dire x < %—

J2

(9 ] [ ] B
Donc.F_l "

6 x ety sont deux réels tels que :
xe[2;+w[etye[5;+o[
Peut-on en déduire que y - x appartient & [3 ; + o [?
Solution
yel[b;+ee[équivautay = 5
etxe [2;+c[équivautax > 2.
Donc, en retranchant membre & membre les deux
inégalités précédentes, on obtient :
y=-x > 3,clest-a-direy-xe [3;+co|.

7 xetysont deux réels tels que :
xel-2;3[etye]-1;1[

Déduisez-en un encadrement de xy.
Solution
Xxe]-2;3[équivauta-2<x<3
etyel-1;1[équivauta-1<y<1.
Multiplions membre a membre les deux inégalités
précédentes. On obtient I'encadrement 2 < xy < 3.

8 Reésolvez I'inéquation % <3.

Solution

% n’existe que lorsque x # 0.

Reésolvons donc I'inéquation dans R*.
Pour x#0, %< 3 équivaut a 1 < 3x,

] L 4 1 P _— - l' -
cestadlreax>3.DouJ’ ]3,+ !

9 3,521 est la troncature au milliéme du nombre A
Indiquez une approximation par excés de Aa 107 pres
et une approximation de A 40,5 x 107 pres.

Solution

3,521 est la troncature au millieme qe !
une approximation par excés de A a Tg e
est une approximation de A a 0,5 X 107 pres.

A, donc 3,522 est
pres, et 3,521

ROXIMATIONS

= PP
2. INEGALITES. INEQUATIONS: A
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CHAPITRE

= Cours

&8 Pages M

Nous allons définir dans
chapitre la notation | x| (quist|
“valeur absolue de x”) : c’est]
distance entre le réel x et 0. No
verrons que cela permet detn
duire d’une autre fagon le f2
qu’un réel x appartient a I'inte
valle [a — r ; a + r], et doncd
définir autrement la notio
d’approximation.

Enfin, nous établirons des rel
tions concernant la valeur abs?
lue d’un produit, d’un quotic

d’une somme.

- Pour prendre un bon départ £;
z Activités d’approche ;
EE Exercices résolus 1l

_ Travaux pratiques d’application
\ Résulrats er conseils
‘m Exercices er problemes ,,
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»1 A propos de signes

Exercices-tests

1. Dans chacun des cas suivants, indiquez sans calcyl lequel des deux

réels a — b ou b — g est positif ;

a)a=5;b=8,5. b)a=25;b=—5. €)a=1;b=0,5.

—x—20, x + 20, lequel est I’opposé de 2
3. Onsait que 20 - x> 0. Quel est Ie signe de PPopposé de 20 — x ?

2. Parmi les réels — x + 20, x — 20,

0-x?

= 2 Intervalles et inégalités

® L’intervalle [ ; c] est ’ensemble desréels x tels que b < x < c.
® L’intervalle ]& ; c[ est 'ensemble des réels x telsque b< x< .

xercices-test

1. Le réel 1 appartient 4 certains des intervalles suivants, lesquels ?
0535 |- 252)s F1:2],135 ar, 041

2. Méme question avec le réel

B[

B> 3 Centre d’un intervalle, rayon d’un intervalle

Sur une droite graduée, B est le point d’abscisse b, C est le point d’abscisse c.

—)
® Le milieu A du segment [BC] a pour abscisse =

+C ost le centre de Iintervalle [b ; c].

On dit aussi que b

é : B A C
@ La longueur du segment [BC] est égale a c — b.‘C 3 ) o <
Sa demi-longueur AB (ou AC) est donc égale a = =

On dit aussi que C; b st le rayon de Pintervalle [b ; c]. i
e = xC1 CiCE-tES ——
Précisez le centre et le rayon de chacun des intervalles suivants : |
3.0 |
255],[-157]), 5 _ |

= 2¥5)

3. VALEUR ABSOLUE
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Conclusion Le nombre

3. VALEUR ABSOLUE

D’aprés ce qui précéde,

Activité

1
DISTANCE ET VALEUR ABSOLyE

EFEl Distance entre deux réels

Sur une droite graduée d’origine O, les points A, B, C ont pgy, s

respectives 1 ;3 ;-

ciSSQ

C 0O A B
—4 1 3

Ladistance entre AetBest3-1=2

on dit aussi que la distance entre 1 et 3, (ou entre 3 et 1), est 2,
Ladistanceentre Bet Cest3—-(—4)=7;

on dit aussi que la distance entre 3 et — 4, (ou entre — 4 et 3), est 7.
Plus généralement, la distance entre deux réels x et y est égale a la différence ey
le plus grand et le plus petit. Cette distance est notée |x— y| (ce qui se lj

vale
absolue de x moins y”) ou encore | y — x]|.

1. Calculez la distance

a) entre —% etl; b) entre 5 et 0,5 ; c) entre 0 et 7

2. Expliquez pourquoi la distance entre deux réels est toujours un nombre posii

I Cas particulier : distance entre x et 0

la distance entre x et 0 est notée |x—0], c’est-a-dire s
ou encore |0 - x|, c’est-a-dire |== |- :

1. En utilisant la définition de la distance

entre deux réels, expliquez pourqu
|x| = x lorsque x est positif, et |x| =

= x lorsque x est négatif.

2. Calculez |—%-|, |-3],

2 11-431, |2v2 -5

|x | (qui se lit “valewr absolue de x”) est égal 4 x lorsque *©
positifer g — x lorsque x est négatif,

|x | est towjours un nombre positif,
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Conclusion L’ensemble

ACuvite 2

OPE e e
PERATIONS ET VALEUR ABSOLUE

1. Recopi

_____(:_()_Efff_'ﬁ_fomplétez le tableau suivant -

x|y |lx s o :

_______L‘J_”fﬂw ||| | % W"‘““ﬁ—ﬁ
2323 ||1_el= e AR I e Y
| ] I—6i =6|2x 3=¢ }__2__‘___2 ‘2_———-~—.__.______ <ieae
—4| 5 | — |7 115373 | 3 (FU=1)i2)+)-31=5
-1 é T T ] —
|2 ]

3l | T—— —
Sl e S
e —

« @) Quelle i I
relation semble-t-il y avoir entre |xy | et |x||y|?

b) Quelle relat :
elation semble-t-il y avoir entre |—’5I et lx_l >

e = |x|t|y|” est-elle vrai ;
b) Une inégalité semble exister ent(re les nomb WTC poulr i
res |x + y| et |x|+|y[

3.a)La propriété “|x + y|

; laquelle ?

|ny1=|x ys E:El. 2 '
4 ‘y| |y siy=0;5 |x+y| <|x|+|y|.

ol Activité 3 |
INEQUATION |x-1/< 3
Equation |x-1]=3

On se propose de résoudre I’équation |x—1[= 3, c’est-a-dire de trouver tous les
nombres x dont la distance a 1 est égale a 3.

a) Placez sur une droite graduée le point A d’abscisse 1.

b) Ou sont les points de la droite graduée dont la distance a A est €égale 4 3 ?

¢) Quels sont alors tous les réels tels que [x—1| =32

ETH Inéquation |x-1 <3

|x—1| <3, c’est-a-dire de trouver tous

a) On se propose de résoudre I'inéquation
nce a 1 est inférieure ou égale a 3.
he 3.1, montrez que I’ensemble des

¢ de centre 1 et de rayon 3.

les nombres x dont la dista
En procédant comme dans le paragrap

utions de cette inéquation est Pintervalle ferm

sol
tions de Pinéquation [x— 1] <3°?

b) Quel est I’ensemble des solu

les solutions de | inéquation |x=1[ < 3 est Pintervalle fermé

de centre 1 et de rayon 3.

3. VALEUR ABSOLUE
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b4

1 . VALEUR ABSOLL

e

£ ET DISTANCE

La distance entre deuX reels

' Note

101 = O car |0l est /a
distance de 0 0.

3. VALEUR ABSOLUE

entre deux réels

EI%l Distance

xetyestla différence entre le plus grang

le plus petit.
¢ toujours un nombre positif.

La distance entre deux réels est don
ou encore |y —x]|.

Notation : Cette distance est notee |x— s

2 E
|x— | selit «yaleur absolue de X moins ¥ -

EXEMPLE : |35 est1a distance entre les réels 3 et 5

Cette distance €st égaled 5 — 3=2.

Valeur absolue d’un réel

Lorsque y =0, [x—¥| = |x|. Le nombre || est donc la distance entre x et 0;
|x| est donc égal 4 x si x est supérieur & 0, c’est-a-dire si x €st positif,

et 4 — x si x est inférieur 4 0, Cest-a-dire si x est négatif. D’ou :

| x| est la distance entre x et 0.

lx|={ x lorsque x 2 0
—x lorsque x <0

EXEMPLES .

BB g
|3| =3 car gest un nombre positif.

¢ |-3| =—(-3) car -3 est un nombre négatif. Donc |-3| = 3.

Interprétation géométrique

Su.r une droite graduée d’origine O, M est le
’ . b}
point d’abscisse x et N le point d’abscisse y : ;
' X

|x— v| (aussi égal 3

cgal 3 = :

%] est Ia distafcc mt’ x|) est la distance entre les points M et N.
¢MetO;|y| estla distance entre N et O.
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__ 4= o PREMIERES PROPRIETES

[ PROPRIETE 3 |Dircque

X

=0 équivaur ddire que x = 0,

Démonstrntion

%] = 0 signific que la distance

PROPRIETE |
LEPR = = Pour tout rge]

: " S réels e i o
entre les réels v et 0 egg ¢gale A zéro, done qQue x = (),

5 =] = |x),
' Note :
i Demonstration
sés ont méme valeur Les réels x et —
Xet-yx 3¢S 3 ils )
. : : U= sont opposés 3 1ls sont done § Iy ¢ ye
meme distance de (. 3 ; ¢

|x| = v équivamfldircquc X=youx=-y,

Si deux nombres ont DémﬂnStrntion

méme valeur absolue, : = U , 3

o Dll"e que |x| = |y| signific que les réels x et y sont 4 la méme distance de 0, ¢’est-
Opposés, et récipro- a-dire qu’ils sont €gaux ou opposés.

quement.

|_PROPRIETE 4 1Nestun réel positif.,

Dire que |x| =» équivaut a dire que xX=7r oux =-p,

Démonstration = : :
Dire que |x| = r signifie que la distance entre les {

réels x et 0 est égale a r, c’est-a-dire que x est égal X = —r_ﬁ__ X=r
aroua-r

EPROPRIETE 5 | Pour tout reéel x, Va2 = |x|

Démonstration

’ L y LA
positif dont le carré est égal a x°. B
Or les nombres dont le carré est égal & x* sont x et - x,

gal 4 xsixes itif et & — x s1.x est négatif, C’est-d-dire ' x* = |x|.
Donc Vx2 est égal a x si x est positif et i —x six gatif,

EXEMPLES @ .
JI7% =|17] = 17. « V(- 105)* =|-105] = 105.

3. VALEUR ABSOLUE
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VALEUR ABSOLUE D’UN PRODUIT,

3 o D’UN QUOTIENT, D’UNE SOMME

Valeur absolue d’un produit, d’un QUotien;

[ THEOREME 1 __ | Pour tous réels x et y, |

k.4

<

Siy=0

<R

o|xy| =|xlly] (D :

Démonstration

« Egalité (1) : Démontrons que cette égalité est vraie dans chacun des €S st
h

x et y de méme signe, x et y de signes contraires.

- Lorsque x et y sont de méme signe :
|xy| = xy car le produit xy est positif ;
|x||y| =xy  car sixestpositif et yest positif, |x||y| =xxy= xy
et sixestnégatifet y est négaﬁf, lx]|y] = (%) x (- y) =y,

- Lorsque x et y sont de signes contraires :
|xy| =—(xy) car le produit xy est négatif ; _
|x[|y] == Cxy)car six est positif et y est négatif, |x||y| = x x (~y) = - (1)

: et sixestnégatifet y est positif, |[x||y| = (- x) xy =~ (x).

* L’égalité (2) peut étre démontrée de maniére analogue (voir exercice 58).
EXEMPLES :

*|2x| =]2||x| =2|x|- ' "

Valeur absolue d’'une somme

[ THEOREME 2 | Pour tous réels x et y,

2. VALEUR ABSOLUE

eyl < Ixl+y ) xty < x4yl @)
L'inégalité (2) est appelée inégalité triangulaire

Démonstration

* Inégalité (1) ;

Sur une droite : o ]
raduée g’ . \
g d Orlglne 0, notons P le pOIIlt d,abSCISSC x el Q le p‘

d’abscisse y,
figure 1
Q 0 figure 2
P P
T a & =N
y X X

¥
PQ=0P+OQ
ﬁ LPO(OPw\OO]

e r———— T T IS i e
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|x — yh:distance entre x et Ys est égale a PQ.
[x[, distance entre x et 0, est égale a OP,
| v[, distance entre y et 0, est égale a OQ.

el e - .
Ainsi, 1 inégalité (1) est équivalente 3 PQ < OP + OQ, et cette derniére inégalité
est vraie. En effet :

-s?Pethont de part et d’autre de O, alors PQ = OP + 0Q (figure 1);
- si P et Q sont du méme coté de O, alors PQ < OP + OQ (figure 2).

* Inégalité (2) : |

|x+ | = |x~ (- 5)|. D’apres (1), le=(=3)| < |x| + |-yl

Or |-y =|y]. Dot |x + y| < |2| +|y].

EXEMPLES : '

*|x=5| £ |%| +|5] Cest-a-dire [x-5| < |x| + 5.

7 7 . 7
2~I'~‘y| $|§| +|y| c est-a-dire |§+_y’ < % + |y|.

e VALEUR ABSOLUE ET INTERVALLE

Un exemple
' Dire que |x-1| € 3 équivaut a dire que la _
Note : R ; S -3 +3
distance entre x et 1 est inférieure ou eg_ale\a 5 .

Nous reprenons ici r 9
I'exemple étudié en c’est-a-dire que x appartient a ’intervalle = 0 1 |
s 5 [1-3; 1+ 3], c’est-a-dire Pintervalle [-2 ; 4]. . T8 4

Cas général |

T —

L_THEOREME 3 | gestun réel, rest un réel positif. Dire que |x —a| < réquivaut a dire que
x appartient a 'intervalle [a =73 a +r].

' Démonstration
frore < rsignifie que la distance entre x et a est k. /Km
a est le centre de |x—a| < rsig ‘q o i v 3
[a=r;a+n, restson inférieure ou égale a r, c’est-a-dire que x appartient T = 4
% 5 1% a-r a+r
a Pintervalle [a —r; a +1].
p REMARQUES : ) ‘ o
1. Dire que | x - a | < r équivaut a dire que x appartient a l'intervalle Ja - r; a + r[.
2. Les réels qui n’appartiennent pas a l'intervalle
[a-r;a +r] sont les réels dont la distance a a est r 7
supérieure strictement ar. Donc [ x —a | >r équivaut a: 5 l_r a aJ+ -
x appartienta]-« ;a-r[UJa+ri+ =l é
: 3. VALEUR ABSOLUE 67
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e VALEUR ABSOLUE ET APPROXIM

O est un reel strictement positif.
On a vu au chapitre 2, page 40, que :

AT|0N

dire que le nombre décimal A est une approximation (ou une vgle
reel x3 és signi - U QDprogy
x a o pres signifie que A—o < x < A+ a. J
Or A-a < x < A+a signifie que «x appartient & Pinterya]je -
' c’est-a-dire encore que |x— A| < o (théoréme 3, § 4.2). Ains;i : -
Note
|x=Al=|A-x| donc

facondition|x-A| < a Dire que le nombre décimal A est une approximation (ou une vy
peut aussi s'écrire Vi
[A-x| € o

approchee) du réel x a o prés équivaut i dire que |x-A| < a

i"-i.-
a1 '
e
i)
1 ™
VA ). !
. .I:
1 Bt
iB E W
1 ’
\ 3
i
i
i it
. &
.
i B

ep————
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FPoint AMeéthode

Pmmrm“_r* 1< S,mmnl‘écm-.\-~f—7- <5

Crbepe e o I

L-Wion p:+ 7| < S peut s'écrire sous la forme pr—{m?)[ £5 ]I

Or on sait (théoréme 3. p. 67) que sir est un rael positif,

Ix-a| <r équivaut 3 xappartientéia~r:a4r]_

Dmc‘x_(-?)IsBequivaméxei~7-5;—?45].c‘est-é-direé
12; .

“On se rameéne ainsi A une indqua-
tion dutype v-3 <r,
ﬂci.a:-?.r=5}.

| -
J‘ l (fﬂ—.ﬁa\ 20 *a_\ "
L'ensemble des solutions de inéquation sz ; * / L
|

T=l-12;:-2)
e m—

| < 5 estdonc -

Résolvez I'équation |x + 2| = 3.

Point Méthode

Pour résoudre I"équation |x+2|=3, 0n peut poser X = v + 2 ¢t
utiliser la propriéte 4 - | X| =¢ cquivautd N=rouXN=- r,

Onpose X = x + 2. Uéguation = écrit alors |X] =3 O |X| = 3
équivalta X = 3 oy X=-3 cest-a-gire »«2 =30y +2=--3
Orx+2=3 équivaut 3 » = 1. o1 » +2=-3 éQuvart A v = -5
L'ensemble des solutions de 1 éguation jr « 2| = 3 et done
Suf{=§5:1) .
- Un.aulrtloluﬂm:h-H-Jmﬂauaus'krvull-(-‘.‘}l. 3 ' i

Doncll+2l-Swnmoqmladuw\crm!m:d-'.‘e-atégaloal : | —— -~ —
c'est-d-direx = -2-3e-Soure-2+3s1 ' s ——a

Résolvez I'inéquation [x - 2| > 4.

Point Methode

Pour résoudre I'inéquation |x - 2| > 4, on peut résoudre
d’abord I'inéquation |x -2 /< 4.

On commence par résoudre l'inéquation |x-2] <4 | 1
|X -—2| < 4 signifie que la distance entre les réels x et 2 est strictement ’
l
|

< Voir Propriéts 4, page 65.

inférieure & 4. |
Lensemble des solutions de I'inequation |x-2| < 4 est donc l'inter-

vallel=)2-4;2+ 4] cest-a-direl =]-2;8[ | | _
L'&Wd%wuﬁmde!‘in@aﬁm]x—2];4eam1ensgfnﬂe , ] il
de tous les réels qui n'appartiennent pas 4 lintervalie I, c'est-a-dire ! T 0 2 ,
Jrl=-JUuE;+=[ | o

3. VALEUR ABSOLUE
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point MéthoC
Pour raduire xE[-%3 iy o -~
{ écrire pintervalle -2 B
e re de l’mtcrva]lc [-25 gletrs

e aetlerayon’ de lintervalle 25

Déterminons le centr i
?_:!2:_11 doncr =5

.a=:%i§‘donca=3; =
[3-5;3+5]

2 ; g] sous la formeé
la-r;a+mk

On peut donc écrire lintervalle - ‘
gquivaut a X €

Or, si restun réel positif, |x - a[ &
Doncx E[3-5;3+5) équivaut a 'lx—3|é 5.
DouxE[-2;8] équivaut a |x-31£ 5.

< Le centre de [b; c] est bte

rayon est (voir Pour preng,
un bon départ, § 3). |

< Théoréme 3, p. 67.

B

g

Résolvez I'équation Ix + 1| = x - 3l.

SisSolttion

|x - :3|I est la distance entre les réels x et 3.

x + 1| est la distance entre les réels x

: et—1;

ot ol 1; en effet, [x + 1| peut

Ainsi, dire qu'un réel x vérifie I'é i

) e l'équation [x—3| = iani
. - A\ ; - X + 1 S [

la distance du réel x a 3 est égale a sa distanc:eI é-l 1 c'e|st Igg::;:fle e

, -a-dire que

x est | d
e centre de l'intervalle [- 1; 3), c'est-a-dire x = 3+(-1) 3

L'ensemble des solutions de I'é i
e I'équation |x + 1 [ |
=|x-— 3| estdonc ;

¥ ={1}.
» Une autre solution : On peut a

utilisant la propriété 3 ussi résoudre
, P. _ o cett ;
avec X=x+1etY =y __p3 65, IXI = IY| équivauta X =e\(é:|.l|ﬁ)l(t1on eYn
==Y,

On obtient x +1 =x &
= x - 3 (équation qui n’
oux + 1 == (x - 3), c'est-a-dire xnzc:m M'a pas de solution car 1 « - 3)

S

3. VALEUR ABSOLUE
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\mx

IX-al < r
Dans e TP’ d(as

Lo ligne st oy o 1t\.rant lc\lle facon que les propriétés €crites sur une
cation. Nous avons complé
" plete la premiére ligne
Valeur absoly i ' .
\EJ Distance Inégalité AVEC X appartient 3
unintervalle | FPintervalle]
Ix -1 el
I<3 A1) <8 | -2<x<4 | xep2;4
| T 2 1 4
x—2|< 1
S
dx,3)<2
-2<Xx<6
XE[-8;8]
L 1
L |
-3 15

P2

DES TRIANGLES ISOCELES

(0'; 61 E)__f) est un repere orthonormal.

A est le point de coordonnées (2 ; 0) et B celui de coordonnées (0 ; 1).

Le but de ce travail est de chercher tous les points C de I'axe des ordonnges de
e le triangle ABC soit isocéle. Par la suite, nous notons y ordonnée de C.

sorte qu
1. Recherchons les points C tels que ABC soit isocéle en B.
a) Calculez AB.

y-1| = \'/g ?

b) Pourquoi le nombre y est-il tel que
¢) Quels sont les points C qui conviennent ?
soit isoceéle en C.

2. Recherchons les points C tels que ABC ¢ .‘
) =4+ p°?

a) Pourquoi y doit-il étre solution de I'équation (y -1
b) Quels sont les points C qui conviennent ?
3. Recherchons les points G tels que ABC soit isocele en A.

la, ot faut-il placer le point G
axe des ordonne

s R aat lsaeile 2
EOUQ | nt tous les points Cdel es tels que ABC soit isocele
- uels so ‘ - "

Retrouvez géométriquement tous ces points C.

< GALEURABBQLUE 1

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

ET CONSEILS

Des résultats 3 retenjy

® La distance entre deux réels x et y est la diffé-
rence entre le plus grand et le plus petit.
Cette distance est notée |x — Yl (ou |y—x|)

EXEMPLE : La distance entre - 2 et 3 est égale a3 - (- 2)
c’est-a-dire 4 5. ’

- 0 3

% lorsque x >
 |x|= R
—x lorsquex €0
| x| se lit “ valeur absolue de x ”.
|x| est la distance entre les réels x et 0.

®|x| =0 équivauta x=0; |- x| = |x]| ;
|x| = || équivaut a X=youx=-y;

|x| =r équivauta x=r ou x=—r;

'\/x—2= |x].

elorsquer > 0, |[x—a| < r équivauta:
xe€ [a—r;a+r].

T

4
J
P

=l
® |xy| = [x]||y]; ]%] =5 (siy#0).

lx+y| < |x|+]y]; |x-y] < |x|+ 1yl

@0 estunréel, > 0, Aestun décimal, x est un réel.
Dire que A est une approximation (ou une valeur
approchée) de x a ¢ pres signific que [A-x] < 0.

m\/ x2 n’est pas égal 4 x, mais & |x|.

\

Des conseils i suivre

P N’oubliez pas qu’une valeur absolue est tou-
jours positive. Ainsi, par exemple, on est s{ir, sans
aucun calcul, que :

* les nombres |2x — 5[, |x3 - 2x2 + 1]

TE—E—-

* Péquation |2x — 5| = — 2 n’a aucune solution.

2 | sont positifs ;

» Il y a plusieurs maniéres de dire que le réel x

appartient a l'intervalle [a = » 3 a + #] :
*x€ [a-rya+r]

*ta-r<x<a+r
* la distance entre x et g est inférieure ou égale a r

*lx—a| €7

B> Pour écrire “x € [b; ¢]” avec la notation valeur
absolue, trouvez d’abord le centre a ct le rayon r
de l'intervalle [b; c] :

_c=b

_b+c
a 2 et r 3

EXEMPLE :x.€ [2; 4] équivauta|x -3l < 1.
2+4 4-=2 =1)

(ICI,3=T=3 et f'=_—2—

Des erreurs a éviter

EXEMPLE : \/ (—4)2 n'est pas égal 4 -4, mais a |- 4| = 4.

W |x + y| n’est pas égal, en général, a |x|+]yl-

73
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VERIFICATION DES CONNAISSANCES

S1 |x -3| est la distance entre deux réels ; lesquels ? o

S2 Complétez : |x| est égal & ... lorsque x est positif, et a... lorsque x.esf .negatlf.

$3 Quels sont les nombres x tels que |x| = 0 7 Lorsque r est un reel positif, quels sont les nompyeg X el e

S4 Que peut-on dire des nombres |x| et |-x| ? ,

* 55 Que peut-on dire des réels x et y si |x| = [y| ?
$6 A quoi est égal y/x? ?

S7 rest un réel positif. '
Ix -al < rsignifie que x appartient & un certain intervalle. Lequel ?

S8 A quoi est égal |xy| ? Siy = 0, 4 quoi est égal ‘%‘ ?
Se Qu'appelle-t-on inégalité triangulaire ?

$10 o est un réel strictement positif, x est un réel et A un décimal. Complétez :
Si|A-x| < a, alors A est une approximation ...

VERIFICATION DES SAVOIR-FAIRE

Une seule des réponses proposées esf exacte a b | c
SF1 La distance entre les réels 3 et - 2 est égale ... 1 5 -5
SF2 |(-5)] est égala.. - -5 5 25
_ =1
SF3 x| = 1. Alors : X=-1 x=1 ou
- . X== 1
SFa /(37 estégala .. 3 | -3 g
SFS [x -2/ < 1 signifie que . XE[R1;8 1<x<3 X€Et: 9
SF6 |-2x] est toujours égala... T 2x ' ' 2/x| | -
SF7 ’33‘—‘ est toujours égal & ... x| X | 2
3 3 ||
SF8 |x - 2| est toujours inférieur ouégala... X+2 x| +2 xl-2
SF9 A est une valeur approchée de 7 4 10 pras,
Alors... | =101 < A A-nl<10r A=A <
(,‘cmr‘f'_(;fés"-""m’da!Ig
|
COMME LES REsoLys

Pour les exerci 3 ref
, > exercices 12 3, vous Pour les exercices 4 et 5, vous pouvez V0¥°
I'exercice résolu 1, p. 69, EELEY

I'exercice résolu 2, p. 69.

POuvez vous reporter a

1 Résolvez I'inéquation [x + 11< 3. 4 Résolvez 'squati 5= 1
2 Résolvez I'inéquation Ix + 4| < 2. SIS Al 2

3 Résolvez I'néquation |x + 3 < g S Résolvez I'squation ‘X‘%’ = 31

vous
Pour les exercices 6 et 7, vous pouveZ
'exercice résolu 3, p. 69.
6 Résolvez I'inéquation |x - 4
7 Résolvez l'inéquation |x - 1

| > 2.
| > 1.
3. VALEUR ABSOLUE
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Pour les exercices 8 et 9, vous
I'exercice résolu 4, p. 70.

8 Traduisez “x € [-4; 6]" avec |a notation valeur absolye.

" .90,
9 Traduisez "x € |0.21 avec la notatjon valeur absolue,

Pouvez vous reporter a

Pour les exercices 10 et 11, vous

pouvez vous reponer
a I'exercice résolu 5, p. 70,

10 Résolvez I'équation |x + 2| = Ix + 4],
11 Résolvez I'équation |x - 5| = | 4 3|.

POUR S’ENTRAINER

B . Valeurabsolue. Distance ]

m Calculez la distance entre les réels :

25 .7

t 6}1 -—— e
a)5e b) 15 et

4
c)-Bet-41. d)-0,2et0,2

Pour les exercices 13 et 14, écrivez sans la notation
valeur absolue les réels proposés :

i ale-l bIV3-3] o) Iv2-y3.
B an2+1~8  BV2-1VE  o)|2n-4v3

Pour les exercices 15 a 17, simplifiez I'expression pro-
posée :

B a2x-21x| b)|§|-§.
2 2
17 R s 0

m Interprétez en termes de distance les réels :
lx-21; |75-x|: [-5-x]: |-4+x|.

E 1. At-on toujours |x - 4| = |4 -x| ?
2. Existe-t-il des valeurs de x telles que |x +4| =|4-x| ?

. Pourleg exercices 20 a 25, écrivez le réel donné sans la
No*stion yaleyr absolue .

@il @yl B
Buow @i @

Fl Equations B

Pour les exercices 26 a 36,

résolvez dans R les équa-
tions proposées :

Bd a)ixi=4 blal+3 =0 gx-1)=
al+2 =1 b)13-x =3

28 ) |x-4|=—g- b}‘g’-—xl =4,

B a)ix+3-4 b) 15 + x| = 3.

ES a)i2+x=0 b) Il +5=1.

Bl iex- -7

B a 3-x =2 bx-va-vs

B o vix-27 16 b) /ix+ 17 =1.

B aVx2-2001 =4 b)/x?s6xs9 =5

BE xeai=ie-2. BB -t1=x-1

B Inéquations g

Pour les exercices 37 240, résolvez chacune des inéqua-

tions proposées, puis représentez I'ensemble des solu-
tions sur une droite graduée.

a) Xl <3

b) [x| > 2.
EE o x-1l< 4 b)[3-x| > 5.
39| a)lx +7]>2 b) |- x +2| < 3.
B a)x>0 b) Ix| > o.

Pour les exercices 41 2 46, trouvez tous les réels x qui

-~ vérifient les deux inéquations a la fois ; représentez

Pensemble de ces réels sur une droite graduée.
m Ix-1] €2 et |2-x < 2.
3| 13
m |x—§|<T et [2+x] €1.
m Ixl <5 et |x|>3.
m x+1] >4 et [x-1]>1.

m1s|x|53. m1g|x+2ls2.
Résolvez chacune des inéquations :

ﬂ)‘x-gy < -1 b) ’x—-l—’>—1.

3. VALEUR ABSOLUE
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3 +11 €1
m | est l'ensemble des réels tels que X

- 'ensemble I
e 1, alors

réels tels qué x

1, Détermine :
2. Démontrez que St X

m | est I'ensemble des

|x|‘-§2.
1
—-”(;4-

1. Déterminez I'ensemble I. !
2. Démontrez que six€l,alorsx= 5

Ensemble de points du plan ]

Pour les exercices 50 355,(0;0I, 0J) estun rep:é:e
orthonormal du plan. Hachurez I'ensemble des points
M (x ; y) vérifiant les conditions données.

B xlc3etii<t

m x-3| < 1etly-2<3.
E Ix +1] 2 4 et ly+1]<2.
>3et|y-1l>2
m Ix-2] <1etly+3 =1

E Ix] =x

et lyl=-y.

E Divers B

@ Aire de triangles

(0; 01, 0J) est un repére orthonormal du plan.

B est le point de coordonnées (0 ; 2).

Mx ; 0) désigne un point quelconque de I'axe des abscisses.
1. Exprimez, en fonction de x, la distance OM.

2. Caleulez, en fonction de x, I'aire 54 du triangle OBM.

3. Déterminez les positions de M pour que :

a)d=2 b)d €2

4. On considére le point A (3; 0).

Calculez, en fonction de x, l'aire o1’ du triangle ABM

5. Déterminez I'ensemble des points M tels qﬁe o =.,q1'

E Ensemble de points

(©;01,0J) est un repére orthonormal dy p
B est le point de coordonnées (0 ; 4) ; P
A est le point de coordonnées (-Alt : d) i
C est le point de coordonnées 6; 6). ,
:ﬂ (¢ ; 0) désigne un point quelconque
- Exprimez, en fonction de X, laire ) i
2 Eprrimez, en fonction de x, I'aire .'z;'(::il::lr:?ar:\gl;aefl’;BM'
3. Dgterminez I'ensemble des points M tels qug A’ ? M
4. Déterminez I'ensemble des points M tels que /I : ;/l

del'axe des abscisses,

3. VALEUR ABSOLUE

@ Valeur absolue d'un quotien

On se propose de démontrer q 5
v =0) .’S‘ ___|i|_. qe-m“”%srga : ﬁ
Yyl 3?.9’ &
1. Recopiez et complétez le tableg,, Stivany ] S.I
———""‘i"‘-—--,_._\| k re
V>
Ixl =yl = youu? @:\ ff
£0? ! p'3 : il
Casx =0 L
ety>0 | ¥ | V| >0 | R P
/ i
Casx <0 —
ety <0
Casx > 0 s
ety <0
Casx <0 o a
ety >0

/

2. Déduisez-en que, pour tous réels x et y (y « ) M[ I
l[}f -
/

EF] valeur absolue et rectangles

iy e 0
(0; 01, OJ) est un repére orthonormal du plan, aeth s &
deux réels strictement positifs.

1,
1. a. Expliquez pourquoi I'ensemble des points M (¢4 o
plan tels que |x —4| < a et ly—3| < b estun rectang: B ,
b. Les diagonales de ce rectangle se coupentenD. El
Quelles sont les coordonnées de D ? ;
2. a. Dans quel cas I'un des cotés de ce rectangle est: ‘e's
segment de I'axe des abscisses 7 \
b. Dans quel cas I'un des cotés de ce rectangle esti] p;
segment de I'axe des orde~nées ? hl
3. Dans quel cas ce rectangle est-il un carré? c'

lay

@ Une équation pour deux droites

(0;01,0J ) est un repére orthonormal du plan- )
1. a. Tracez dans ce repére la droite d, d'équationy
la droite d, d’équation y = - 2x.

b. Dire qu’un point M (x ; y) du pla =
ces droites signifie que |y| = |2x]. Pouraue!

n appartient 317

2. Trouvez une équation
caractérisant I’ensemble
des points M (x ; y) situés
sur I'une des droites en
rouge sur la figure ci-contre.

o
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m Le fou des échecs

1. Préliminaires
Si vous ne connaissez pas |3 re
renseignez-vous pour savoir quels

possibles du fou.

Reportez-vous au début du TP 3,
on peut coder un déplacement s

gle du jeu d'échecs,
sont les déplacements

P. 72, pour voir comment
urun échiquier.

2. Expliquez pourquoi le déplacement

d’'un fou peut &
caractérisé par la relation |y| = x|, peut étre

PROBLEMES
DE SYNTHESE

E ‘THEMES : Valeur absolue. Approximations.
Repéres. Equations de droites.

Le plan est muni d'un repére orthonormal (0 ; OF, OJ).
On se propose de trouver les points M {x ; y) du plan
vérifiant la propriété (P) : |x| + |y| = 1.

1. Parmi les points suivants, quels sont ceux qui vérifient la
propriété (P) ? . _
A(1;0;B(0;1);C(-1;0;D(0;-1);
E(1;1)FE1;1).

2. On se propose de trouver tous les points M (x ; y) dont
les coordonnées x et y sont positives, vérifiant (P).

a. Expliguez pourquoi, lorsque x et y sont positifs, la
propriété (P) peut s’écrire x + y = 1, c’est-a-direy =-x + 1.
b. Tracez la droite d, d’équation y =—-x + 1.

c. Précisez les points de d, dont les coordonnées vérifient
la propriété (P). '

3. a. Comment peut-on écrire
des trois cas suivants ?
X< 0ety>0:

la propriété (P) dans chacun

Xx<0etygo:
b. Montrez que I'ensemble de tous le
propriété (P) est le carré ABCD.

INDICATION - Procéder, da
dans la question 2.

x20etygo0, -
S points vérifiant |a

ns chacun des trois cas, comme

c. Donnez une valeur ap

i Prochée du périmétre de ce carré
a 102 pres,

4. Quel est I'ensemble des

Xl 41yl =22 points M (x ; y) tels que
X+ [yl =219

@ THEMES : Valeur absolue. Parallélogrammes.
Cercles. Aires.

(0; OI, 0J) est un repére orthonormal du plan, 'unité de
longueur est le centimatre.

1. Quel est le segment [AC] de I'axe des abscisses
déterminé par la condition |x - 3| < 22

2, Expliquez pourquoi il existe un unique carré admettant
[AC] comme diagonale. Tracez ce carré.

3. On note o I'aire de la surface comprise entre le cercle
de diametre [AC] et le carré précédent.

a. Calculez 4.
b. Donnez une approximation décimale de 51 & 102 prés.

4. ABCD désigne un parallélogramme de diagonales [AC]
et [BD]. On note b I'ordonnée de B et d celle de D. :

a. Expliquez pourquoi b + d = 0.

b. Tracez trois parallélogrammes ABCD vérifiant la
condition |b| = 3.

c. Existe-t-il un losange vérifiant la condition |b| = 3 ?
d. Existe-t-il un rectangle vérifiant la condition |b|.= 3 ?

3. VALEUR ABSOLUE
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Exercices guidés

n Ecrire sans la notation valeur absolue

1. On se propose d'écrire sans la notation valeur
absolue le nombre [vV2 - 2.

a. A quoi est égal, par définition, x| ?

b. D’aprés cette définition, le résultat dépend du signe
de x. Le nombre v2 - 2 est-il positif ou négatif ?

¢. Concluez: [V2-2| =...

2. On se propose d'écrire sans la notation valeur
absolue le nombre y = x - |x|, x désignant un réel
quelconque.

Dans cette question, la situation est différente ; en effet,
le nombre x est variable. Il est alors normal d'envisager
deux cas.

a. Quels sont ces deux cas ?

b. Que vaut y dans chacun de ces deux cas ?

E Valeur absolue et intervalle

1. On se propose de trouver a quel intervalle 1 appar-
tiennent les réels x tels que |x- 3| < 1.

Ce probleme fait naturellement penser au théoréme 3
du cours :

dire que |x - al < rsignifiequex€la-r;a+r].

a. Quelle est la valeur de a ? celle de r ?

b. Quel est I'intervalle [ ?

c. Pour mieux comprendre, on va retrouver graphi-
guement le résultat précédent. Pour cela, ayez toujours
présent a I'esprit que |x — 3| est une distance, la
distance entre les réels x et 3. Donc |[x - 3| < 1 signifie
que la distance entre x et 3 est inférieure ou égale a 1.
Coloriez, sur la droite graduée, |'ensemble des réels x
tels que |x - 3| < 1, et vérifiez que I'ensemble ainsj
colorié est 'intervalle L.

2. On se propose d’écrire la propriété “x € [1; 5] en
utilisant la notaticn valeur absolue.

Le théoreme 3 du cours, rappelé dans la question 1,
semble pouvoir étre utilisé ; en effet, ce théoréme
permet de relier valeur absolue et intervalle. Mais pour
cela, l'intervalle doit étre Gerit sous la forme [a-r: a + il
a désignant le centre de I'intervalle et r son rayon (c’est-
a-dire sa demi-longueur),

a. Représentez lintervalle [1 ;5] sur une droite graduge,
b. Quel est le centre de cet intervalle ? son rayon 9

L]
.
L]
.
L]
L]
L ]
.
L]
.
.
L]
L
L]
*
.
.
.
LJ
L ]
L
L]
L]
L]
L]
.
L]
L]
L 3
L
L]
L]
L]
L]
[ ]
.
L]
L]
-
L]
L]
L
.
L]
L]
L]
L ]
L ]
-
-
L]
-
.
-
[
L]
L]
.
-
-
-
-
-
-
L]
L]
®
.
.
.
[
.
-
.
.
L]
.
L4
L
.
.
-
L]
L]
-
L]
L]
L]
-
.
.
&
.
.
L]
[]
L]

. VALEUR ABSOLUE

c. Ecrivez alors la propriété “y < [t
notation valeur absolue. '
d. a et r peuvent aussi étre obtenus 3 Paig

(voir Pour prendre un bon départ, §3). edefomﬂﬁ
* Quelle formule permet de calcye |
intervalle [b ; ¢] ?

Déduisez-en le centre de I'intervalle [1;5],
¢ Quelle formule permet de calculer sonra
Déduisez-en le rayon de 'intervalle [1;5)

e CEnl;e aw
Ul

yonr?

—‘

Exercices comments

H Résolvez I'inéquation |2x + 3| < 4.

VERS UNE SOLUTION

Cette inéquation fait penser a une inéquation du typ:
|x-a| < r. Nous allons nous ramener a une inéquz
tion de ce type.

* Premiére méthode

1. Complétez I'écriture 2x +3 =2 (x~[J)

2. Déduisez-en I'ensemble ¥ des solutions o
l'inéquation [2x + 3] < 4.

¢ Deuxiéme méthode

On pose X = 2x. L'inéquation proposée s écit dorc
X +3| <4

a. Quels sont les réels X solutions de Iné

IX+3] <42 o

b. Déduisez-en I'ensemble & des solutions

l'inéquation |2x + 3| < 4. ol

quatiot

n Démontrez que :

g5
silal < 3et|b| <1, alors |a-2bl

VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode ) penga_ri

D'aprés la forme de I'énonce. Of p?ue;la-ﬂﬂl-

utiliser I'inégalité triangulaire pour ma]c(l 2ot
, ‘ < |a

1. Expliquez pourquoi la - 201 < | |

2. Déduisez la propriété denummc./,

—

.OO..IIIII.I......'l.llll........ll.l...........l..........l.......'

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Sl

« Deuxiéme méthode

On peut remarquer que |a - 2b| est égal A la dis-

tance entre les points A et C d'une droite graduée,

A et C d’abscisses respectives a et 2b.

1. Lorsque |al < 3, & quel intervalle appartient A 7

2. Lorsque |b| < 1,aquel intervalle appartient G ?

3, Déduisez-en que sial < 3et |b| < 1, alors |a

plus grande valeur possible pour AC est 5,

Ainsi, |a-2b| £ 5.

Pour quelles positions des points A et C a-t-on :
la-2b| =57

Pour les exercices 5 et 6, vous pouvez vous reporter
al'exercice commenté 3.

B Résolvez I'inéquation |3x - 2| < 1.

E Résolvez I'inéquation |5x + 3| < 10.

Pour les exercices 7 et 8, vous pouvez vous reporter
a 'exercice commenté 4.

Démontrez que :
silal <2et|b| <1, alors|a-3b? < 5.

ﬂ Démontrez que :
silal < 1et|b] <1, alors |a?+b? < 2.

2090000000090 RSR00S0S0 009NN RRERRRORBRRBES
LA

Trouvez |'erreur

Pour chaque exercice de cette rubrique, une solution
vous est proposée, mais elle contient une erreur.
Trouvez cette erreur.

i © x4
9 xest un réel. Simplifiez I'expression A= \/ T
Solution
\/ f = TXi = _\/Qi—z On peut donc écrire :
4
\/x_z ~(x=1)
A: —-—-E'—-_ =

o -(x-1
Ory/x% =x, doncA=ZX [2 ) o

M=

10 x est un réel positif. Simplifiez Iexpression :

A=x+2l-Ix-1-2l.
Solution

lx+2| = |x| + 2] car x est positif.
Donc A= || + |21 - Il - |-2| =2l +2=2+2=4

11 aet b sont deux réels tels que -

. la-3] < 1etlb-1 <1
Démontrez que [a-bl -a=—b-

h___

....I......I.I........I....I.............I.......'.......'...-.ll.....ll..

Solution

la-3| < 1 signifie que a & (2 ; 4] ; donc a est positif.
|b=1| < 1 signifie que b € [0 2] ; donc b est positif.
Or, pour tous réels a et b, |[a- bl = |a| - |b|. Les réels a
et b étant positifs, |a|] =a et |b| = b.
D'ol|la-b|=a-b,etla-bl-a=-b.

12 Onpose A= |x+3J2~ \/x" -9, ol x est un réel
quelconque. A est-il toujours positif ou nul ?

Solution
Ix+3]2=|x?+6|x| +9=x+6 x| +9;

Jxt = \/[xz}z = | =28,
DoncA=x2+6|x+9-x-9=6|x.
Orlxl 2 0;doncA = 0.

plus

Normes dans I'ensemble des vecteurs du plan

(0; OI, 0J) est un repére orthonormal du plan.
v =OM est un vecteur de coordonnées (x ; y).

Pour ceux qui 3,

g

n Multiplication d'un vecteur par un réel.

On sait que 2V est le vecteur de coordonnées (2x ; 2y),
que 3y est le vecteur de coordonnées (3x ; 3y), ... ;
plus généralement, si ) est un réel quelconque, A est
le vecteur de coordonnées (Ax ; Ay).

e Lorsque v est le vecteur de coordonnées (
quelles sont les coordonnées :

du vecteur 2v 7 du vecteur - 3v 2 du vecteur g v?

-3

E Une premiére norme

On pose N( V) = |x| + |y|- Démontrez les propriétés
suivantes :

a. on a toujours N( v) > 0.

b. N(v ) = 0 équivaut av=0. N

. pour tout réel A, N(A V) = [ N(v).

d. si V' est le vecteur de coordonnées (x' ; y" ), alors
N(v + V) < N(V)+N(V).

INDICATIONS : b. Le vecteur Oa pour coordonnées (0 ; 0).

c. Expliquer d’abord pourquoi N( v) =l + Iyl
d. Les coordonnées du vecteur v + v'sonte+x ;y+y')

B Une deuxiéme norme : la longueur

On note € ( v) la longueur du vecteur V c'est-a-dire:
C(v)=VX+y.

Vérifiez que chacune des quatre propriétés de la

question 2 est vraie pour { (V).

COMMENTAIRE ! Une application comme N:v - N v ), ou
(v I v), qui vérifie les quatre propositions a, b, ¢, d, est
ans I'ensemble des vecteurs du plan.

appelée une norme d

3. VALEUR ABSOLUE 7
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FONCTIONS DONT LA REPRESENTATION

>1 Fonction affine

@ Définition : a et b sont deux réels donnés.
0 . f .
Lorsqu’a chaque réel x, on associe le réel ax + b, on définit une fonction affine f et on note :
S(x)=ax+b.

@ La représentation graphique de cette fonction f est la droite
d’équation y = ax + b.

EXEMPLE : La fonction f définie par f (x) = 3x — 4 a pour
représentation graphique la droite d d’équation y = 3x — 4 (ici
a=3ethb=-4).

Pour représenter cette droite, il suffit d’en déterminer deux
points. Ainsi :

e pour x = 0, y = — 4 ; le point A (0 ; —4) est sur d.

epourx =2,y =2;lepoint B (2 ; 2) est sur d.

® Une propriété importante : Les fonctions affines sont les —“4fA

seules fonctions dont la représentation graphique est une droite.

>2 Cas particulier : fonction linéaire

® Dans le cas “b = 0”, la fonction définie paf f(x) = ax est appelée fonction linéaire.

® Sa représentation graphique est la droite d’équation y = ax. Cette représentation

graphique passe par'l’origine du repeére car six = 0, alors y = 0. ¥
EXEMPLE : La figure ci-contre donne la représentation graphique ) ":{f
de la fonction f définie par f (x) = 2x. 1 :

0] 1 =

Pour
PRENDRE
GRAPHIQUE EST UNE DROITE UN BON

DEPART

Exercice-test, e

Qy=-5%

Tracez les droites d’équations :

Ry =2x+3 b)y=-x+1 ?
fonction linéaire. Laquelle :

4. NOTI
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1 e NOTION DE FONCTION

EEXN Exemples s

1. La fonction affine f définic par fi(x) = 2x + 3 associe a chaque réel x, |¢ )
2x + 3. Ainsi, par exemple, f (5) = 13, /(5 2)=-1.
On dit que 13 est 'image de 5 par f, que — 1 est I'image de — 2 par f.

r—
il |

—_— e Em

R 2. La fonction f définie par f (x) = x2 — 1 associe a chaque réel x, le réel x? - |,
Ainsi, par exemple, f(3) =32-1=8,f(-5) =,(-5)*-1=25-1=24,

3. La fonction f définie par f (x) = Vx associe a chaque réel x > 0, le réel Vx.
Ainsi, par exemple, f (4) = V4 =2, f(7) = V7.

4. La fonction f définfe par f (x) = : 7 associe a chaque réel x = 1, le ré¢l '-—1—1

x= X-

Ainsi, par exemple, f (- 5) = _—5—1—:—1- = --é,f(z) = 2Tll =i,

EEEA Cas général

[ DEFINITIONS 1 _| D est un intervalle ou une réunion d’intervalles de R .

* Fabriquer ou définir une fonction fde D dans R , C’est associer
chaque réel x de D un réel unique noté S (x).

* On dit que D est I’ensemble de définition de £, ou encore que fest
définie sur D.

* Le réel f (x) s’appelle Pimage de x par f.

srReT?T=o ‘

Notations : On écrira indifféremment

“la fonction f définie par f (x) = 2x + 3” oy fonction f: xm 2x + 3",

5935,,“2?7?;?‘,,Sn°,;’;ﬁ3§;_.,',’fg§§"§:f e définition c'une fonction f est indiqué. Lors*
on peut calculer f (x). nsemble est I'ensemble E des réels x pour lesa”

Ainsi, par exemple :

E=[0; + = [pour la fonction x — vx car
On ne peut calculer vx sitif.
E=]-2;1[U]1;+ % [pourla fonction x . L i

_—

x—7 €aron ne peut calculer ,-(%1— que pourX?

On peut utiliser une autre lettre m -—--——’j/

chaque grandeur par une lettre gssr::? |:}'tre X. En sciences, il est de tradition de déffg
sité d'un courant i, une quantité priée. Ainsi, le temps est usuellement noté f,

34

de chaleurq ...

__“_“—‘————————____________________________ - .

4 NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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REPRESENTATION GRAPHIQUE

2 e D’UNE FONCTION

' Note

A l'exception des fonc-
tions affines, .la repré-
sentation graphique
d’une fonction n'est
jamals une droite.

Exemple .

On sait que ] la rcpresentatmn graphique, dans le
repere (O; OI O]), de la fonction f définie sur R par
S (x) = 2x + 1 est la droite d dont une équation est
y=2x+1.

d est 'ensemble de tous les points M (x ; v) tels que
Y = f (x). Limage de 1 par fest égale a 3. En effet,
f(1)=2x1+ 1 =3, Ceci signifie graphiquement que
I’ordonnée de A est égale a 3.

Y

Cas général ‘

DEFINITIO . ]
[ N 2 | fest une fonction dont Pensemble de définition est D.

r Note

Quelquefois, une fonc-
tion n'est connue gque
par sa représentation
graphique. C’est le cas
par exemple d’'un élec-
trocardiogramme.

La représentation graphique € (ou courbe représentative) de f
dans un repére orthogonal est ’ensemble des points de coordonnées
(x5 f (x)), ot x est tin réel de D.

On dit aussi que la courbe € a pour équation cartésienne y = f (x).

Ay

Quelgues remarques importantes

1. Le tracé d’une représentation graphique n’est qu’approximatif.

De plus, vous serez limité par les dimensions de votre feuille de papier lorsque
’ensemble de définition D de f est trop grand, par exemple lorsque D = R.
Vous ne tracerez alors qu’une partie de la représentation graphique.

2. Les unités ne sont pas obligatoirement les mémes sur les deux axes.

Essayez, par exemple, de représenter x — x? sur [-10 ; 10].
Avec une feuille de papier de format ordinaire, vous pourrez prendre le centi-

meétre comme unité sur I’axe des abscisses, mais pas

comme unité sur I’axe des ordonnées car pour 4

x =10, x* = 100. -*/,/_‘\\

3. Certaines courbes ne sont les représenta- : .

tions graphiques d’aucune fonction. K R

C’est le cas, par exemple, pour un cercle. En effet, T

par une fonction, chaque réel de D a une scule .
0

image ; or, ici, x, aurait deux images.

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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o SENS DE VARIATION D’'UNE FONCTIQ

EIXl Exemples

i @ renre ectivement des fonctig
Les courbes 6, 6, 6, représentent resp ns f, g,
sur [- 2 ; 4].

. déﬂniﬁ

_A\"

1

<Y

4y

* D’apres Iallure de la courbe 6, si u < 2, alors f (u) <f (v).

On dit que la fonction f est strictement croissante sur [— 2 ; 4].
Graphiquement, “la courbe monte” de la gauche vers la droite de la feyile,
* D’aprés I’allure de la courbe 6, siu<uo, alors g (1) > g (v).

On dit que la fonction g est strictement décroissante sur [—- 2 ; 4].
Graphiquement, “la courbe descend” de la gauche vers la droite.

* D’apres la courbe 6., la fonction % est strictement décroissante sur [- 2 ; (]
strictement croissante sur [0 ; 4].

EFA Définitions

L DEFINITION 3 | I est un intervalle de R.

* Dire qu’une fonction f est strictement croissante sur I signifie que
pour tous réels u et vde I, si u < v, alors f (u) < f (v).

* Dire qu’une fonction f est strictement décroissante sur I signifi
que pour tous réels « et v de I, si u < v, alors f (1) > f (v).

Si, dans la premiére définition, on remplace I'inégalité stricte f (1) </ @
J (W) < f (v), on dit que fest croissante sur I.
De méme, si, dans la deuxiéme définition,

J () > f (v) par f (u)

. lied strict
on remplace 1’inégalite $

= S (v), on dit que fest décroissante sur L

P REMARQUES :
1. La courbe ci-contre représente une fo

2 . nction f croissante

Eet n‘orrl strictement croissante. En effet, en raison du ya j
palier”, on peut avoir u < v et flu)=Ff(). /i

gor:'::::tll:i gr:ﬂ[;arleédc_a eroissance ou de décroissance, i fu)=f()f =" i

* PIGn prociser sur quel intervalle o "l i

e n se place. i ik

Ainsi, dans le troisieme exemple ci-dessys (courbep:(f | Ji -—M

meme fonction h est strictement décroissant (). la e (L

et strictement croissante sur [0, 4] nte sur [- 2 ; O] 0 7

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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B Etude qy sens de variation d’une fonction

On résume ce )
CCs proprictés dans un tableau appel¢ tableau de variation.
EXEMPLE :

\-”oici le tableau de variation de la fonc- y L
tion fde représentation graphique <. /\ 3 ¢
x| -2 -1 2 5 7 : '
4 2 :' ;
| 3" \ 3—»3 ey T E 5 F
| 1 Y R 6’ x
ETUDE DU SENS DE VARIATION
"N e D’'UNE FONCTION AFFINE
[ THEOREME 1 | fest la fonction affine x = ax + b.
* Sia > 0, alors fest strictement croissante sur R.
« Sia < 0, alors fest strictement décroissante sur R.
* Si a = 0, alors fest constante sur R.
a>0 a<0 a=0
4 % -"\\N y.
b 146* YN[ bl y=b
/k ‘\
o x o \ o «x
Démeonstration

u et v sont deux réels quelconques tels que « < 2. Comparons f («) et f (v).

f(@) —f @) = (av +b) — (au b)=a (v-u.

e Si g = 0, alors f («) = f (v), fest constante sur R.

«Sia=0,alors a (v—u) estdu signe de a car v —u > 0. Donc :
-sia>0,alors f () —f () >0, Sest-d-dire f (1) <f (v) ; f est donc strictement

croissante sur [ o . ‘ -
sia<0,alors f(v) —f () <0, c'est-a-dire /(1) > f (¥) ; fest donc strictement
- ! .

décroissante sur [R.
4. NOTIONS SUR LES FONGCTIONS
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5 o LA FONCTI

EXEMPLES
+La fonction f

a>0.

«La fonction f 1 X
donc a< 0.

. La fonction fo% v
f(x) est constammert

e B 15 est stric

5 (ici
t égal 2 5.

= 5%+ 4 est stricteme

tement croissante sur R cap e

a=0;b= 5) est de fagon évidente constane
Sl]rR‘
1

ON VALEUR ABSOLUE

BTl Rappe! de la définition

La fonction vale

Cela signifie que : lorsque x

ur absolue f est définie sur R par f (x) = |x|.
> G’f(x) =X

lorsque x < 0, f (x) == X-

A Représentation graphique

f (x) s’exprime differemment sur ]- ;0] etsur [0;+® [.

e Lorsque x < 0, f(x) =—x.

La représentation graphi-
que de fsur ]'— ;0]
s’obtient donc a partir
de la droite d, d’équation
y = —x. Nous ne conser-
vons de la droite d, que
les points dont ’abscisse
est négative ou nulle.

nt décroissante sur R cap "
1g s

y.i
1
BN""1" /A
1847 &
d1 // \\dz

La représentation graphique de f sur
]-; 0] est donc la demi-droite [OB).

deux demi-droites.

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS

La représentation graphique
[0; + o [est donc la demi-dro

La courbe repré i :
presentative de la fonction valeur absolue est donc 1a reunt

3d“ﬂg

* Lorsque x 2 0,f(x)=x
La représentation graph
que de fsur [0;+%(
s’obtient donc 4 partirde
la droite d, d’équation
y = x. Nous ne conservon
de la droite d, que les
points dont ]’ abscisse &t
positive ou nulle.

de f suf
ite [08)

jon &
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6 e NOTION DE MINIMUM ET DE MAXIMUM

DEFINITICONS 4

V Note

Ces notfons mathéma-
tiques correspondent
& leurs sens usuels :
valeur "la plus petite”
pour minimum, valeur
“la plus grande” pour
maximum.

] Jest une fonction définjc sur D,

I est un intervalle conteny dans D et @ est un réel de 1,

* Dire que / (a) est le minimum de [sur I'signific que pour tout x de I,
J(x) = [(a).

* Dire que / (a) est le maximum de [sur I signific que pour tout x de I,

S (x) < [(a).

Interprétation graphique
La courbe ci-contre représente une fonction f
définie sur Pintervalle I = [-5;6].

o f (—-) est le minimum de fsur I, En effet, A est
le point “le plus bas”,

* f (= 3) est le maximum de fsurl. _5 -3 0 \_/ 6
En effet, B est le point “le plus haut”. =21

L
Ll
L]
Ll
L]
\
Y

» REMARQUE : _ ’
Un minimum ou un maximum sur un intervalle I n’est y
pas toujours obtenu pour une valeur unique de x.

Ainsi, la fonction représentée ci-contre admet un = EReE .
maximum égal & 3 sur l'intervalle [- 3 ; 8], et ce /-\ : :
maximum est cbtenu pourx =—-1 et x = 4. i1 \1 ‘ 5

4, NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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Exercices resolus

Construisez la courbe représentant la fo
par f (x) = |x - 2].

nction f définie sur [

Point Mdéthode = _ e S
Pour étudier la fonction définie par f(x) = |x = 2], on
commence par exprimer f (x) sans la notation valeur absolue,

| Solution

X~-2 2 06bguivautax 2 2 ; x—-2 < 0équivautax < 2.
Donc : si x ;2,|x—2|zx—a;sixﬁ2.|x—2|=—(X-2)-

Enrésumb: f(x)=x—-28ix z2 et f(x)=—-x+28ix <2

Tragons la droite d, d'équation y = x — 2

d, passe par les points A (2 ; 0) et B (0:-2).

Tracons la droite d, d'équationy = —x + 2§

d, passe par les points A (2;0) et C (0; 2).

On obtient la représentation graphique ‘¢ de f en ne conservant que
les deux demi-droites tracées en rougé :

de d,, on ne conserve que les points d'abscisse supérieure az;
de d,, on ne conserve que les points d'abscisse inférieure a 2.

» REMARQUE :

Pour tout réel x, |x - 2| = 0. Ceci signifie que tous les points de ¢
doivent avoir une ordonnée positive. On peut vérifier ici que cela est
effectivement vrai : . est située dans le demi-plan “y > 0”.

<1 On étudie (e signe dg

de pouvair exprimer |
“valeur absolye”, =2

rr

N’oubliez pas de supprimesi
demi-droites en pointillés|

La courbe ' est la représentation graphique d’une fonction f
définie sur [- 2 ; 5]. Précisez le sens de variation de f sur
[~ 2 ; 5], puis son maximum et son minimum éventuels.

Point Méthode

Pour trouver graphiquement le sens de variation d’une
fonction, on détermine les intervalles sur lesquels la courbe “monte
de la gauche vers la droite” et ceux sur lesquels elle “descend”.

» Sens de variation.

— Sur l'intervalle [- 2 ; — 1], la courbe “monte” de A vers B,
La fonction est donc strictement croissante,

— Sur lintervalle [- 1 ; 1], la courbe “descend” de B vers C.
La fonction est donc strictement décroissante.,

— Sur lintervalle [1 ; 4], la courbe “monte” de C vers D,

La fonction est donc strictement croissante,

— Sur l'intervalle [4 ; 5], la courbe “descend” de D vers E.
La fonction est donc strictement décroissante.

« Maximum. Minimum,

~ Le point D est le point le plus "haut” de la courbe. Son ordonnée est f
égale 4 3 ;1 a donc pour maximum 3 sur [- 2 ; 5],

Ce maximurn est obtenu pour x = 4,

:..J

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS

Elg oy
et
L
Eseny

| gy,
Sy Ty

< En certains points: |3t:_°
change d'allure ( moﬂn By
“descend”, oU “dne:.s'::es )
“monte”). Les abscls&:éte o
points permeﬂent de
les différents inte
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— Le point C est le point le plus “bas” de la courbe. Son ordc o

- ini E do
égalea—1; f a donc pour minimum -1 syr 2;5] nnée est
Ce minimum est atteint pour x = 1, '

La courbe € est la représentation graphique d’une fonction f
définie sur [~ 4 ; 5]. Résolvez graphiquement :

1. léquationf(x) =1. 2, Pinéquation f () >1.
MQ_Méthndc

Pour résoudre graphiquement I’équation =1 4
- on trace la droite d d’équation y = 1 ; ; E

o9

+ on place les points d’intersection éventuels de 4 etde @ : sy o
3

. 3r -
* les 501‘}“‘3“5 de_ Péquation f (x) = 1 sont les abscisses de ces
points d’intersection.

Point Méthode

Pour résoudre graphiquement Pinéquation f (x) > 1,

* on trace la droite d d’équation y = 1 ;

» on identifie la portion de la courbe 4 située au-dessus de d ;

* les solutions de P’inéquation f (x) > 1 sont les abscisses des
points de cette portion de courbe.

g Solution g  Commentaires g

[1] Tracons la droite d d’équation v A
y=1. |
Elle coupe € en A et B d’abscisses A%\B d
respectives — 2 et 3. 4 /i - N 5 '
L'équation f (x) = 1 a donc pour /29 3 Sux - :

ensemble de solutions &, ={~2;3}. |

[2] La courbe ¢ est au-dessus de d

y A
sur l'intervalle - 2 ; 3.
, ﬁ \ d(y=1)
N

-4 /5 L
/ - o 3 Nix
v o] )
Uinéquation £ (%) > 1 a donc pour ensemble de solutions &,=1-2; 3[. < Lintervalle est ouvert car I'inégalité
_ est stricte : les abscisses de A et B
- REMARQUES : ne sont pas solutions.

1. En géné i des points d'intersection de d et de G
geneéral, les abscisses P sthode de résolution

Ne sont pas indiquées sur le graphique. Cette meth lutions :
ne fournit alors, bien sar, que des valeurs approchées des solutions :

Ce serait le cas ici pour I'équation f (x) = ;, par exemple.

e l'inéquation f (x) < 1 en
¢ située au-dessous de d.
4:;-2]U[3;8]

d
e On peut résoudre de maniére analogu
- Identifiant cette fois la portion de la courbe ‘
N obtient alors I'ensemble des solutions /= [~

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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;! e La représentation graphiq

/

Des résultats 3 retenir

ue ¢ (ou courbe

. ’ensemble
représentative) de f dans un repere c?t I'e »
des points de coordonnées (x3f (x)) ou x estunré
de ’ensemble de définition D de f. On dit alors que
@ a pour équationy = f ().

e Dire que fest strictement croissante (resp. fest
croissante) sur I signifie que :

pour tous réels z et v de 1, siu< v, alors f(u) <f(v)
(resp. F () < £ (@)

Dire que f est strictement décroissante (resp. f
est décroissante) sur I signifie que : 3

pour tous réels u et v de I, si u < v, alors f (u) > 1 (2)

(resp. f (w) = f(2)).

e Etudier Ie sens de variation d’une fonction £, c’est
chercher, lorsqu’ils existent, les plus grands inter-
valles sur lesquels f est strictement croissante, ou
strictement décroissante, ou constante.

EXEMPLE : La fonction f représentée par la courbe € est

strictement croissante sur [- 1 ; 2] et strictement décrois-
sante sur [2 ; 4]. Voici son tableau de variation :

x| -1 2 4

: ]
X | /2\

® Une fonction affine x — ax + b est:
strictement croissante lorsque a> 0 ;

strictement décroissante lorsque a < 0

® La figure ci-contre donne
la courbe représentative de Ia
fonction définie sur R par

S (x) = x|,

10|

® Dire que 1 (a) egt Je minimum de fsur | signi-
fie que : pour toug x del, f(x) > S (a)

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS

ET CONSEILS

Dire que f (a) estle Maximug, g,
pous tout x de I, f (x) @ SlIIISim-&

. |
EXEMPLE : f (2) = 5 estle Maximym
I'exemple précédent, sur [-1; q].

Des conseils 3 sy,

P Lorsque vous devez tracer | Tepréseny,
phique d’une fonction dans un repire dont
tés ne sont pas imposées, choisissez-Jes gy,
la courbe (ou la portion “intéressante” ge s,
doit se trouver sur la feuille.

P Quand 'ensemble sur lequel est définie

deyy

- tion n’est pas indiqué, n’oubliez pas de le

EXEMPLE : Si M (x ; 0) est un point du segment (|
périmeétre f (x) du rectangle OANM est égala2+2

y
A
15 N
_omD i
0 1 x 2 +0

. gp
La fonction f n'est définie ici que su [0;2) Do

représentative n’est que le segment [BCl

% Lo r
Des erreurs V1

» 258 |

; ent ET€ ™
s courbes peuv e

m Plusieur i qon P g

méme tableau de variation sl
m Le plus souvent, un¢ reli'ff_o )
ne donne que des valeurs apl:'ak o
S
d’équations (et non pas deﬂ
EXEMPLE : L’équation !_{x);x
admet une solution un_lqu 0

sur [0 ; 4] et on
x, = 0,7 mais on ne
aﬂirmer que XD = 0.?.
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.. dex,

S2 € est la représentation ne fonctj
: , : n

si x est 'abscisse de M, alors I'ordonnge declt;ozsid

S3 La courbe € représente f dan

y=[]estune équation cart

ans un repére ;1 ﬂ,

s i Complétey -

ourbe € dans |e repére (O : i f)
S4 Dans quel cas une fonctjon affine x - gy

: M- + b est- ] :
strictement décroissante surR ? Kicle strictement Crans

Ss f est une fonction définie Surl;yet
Complétez avec I'un des signes <,
* Sif est strictement croj
* Sif est décroissante s

v sont deux raels
>, 20
ssante sur I, alors W O
ur L, alors f (u) [ f(v). v

« etudier le seng de variation d'une fonction f surl

»?
S7Pour tous les réels x de L on sait que f () > £ (o C 5 .
f2)estle..defsurl. ®) > £ (2). Complétez alors :

deltels queu <y,

S6 Que signifie

Saf (4) est le maximum de f surI; x est un réel quelconque de 1. Comparez f (x).et f(4).
Se La courbe représentant |a fonction x ~ |x| sur g | | “

est-elle une droite ?

VERIFICATION DES SAVOIR-FAIRE

Une seule des réponses proposées est exacte

a [

SFIf({)=-3-). Alorsf (- 3) = .. 3 L =12
SF2%€ est la courbe représentative de la fonction :

f:x+~ x®dans un repére (O ; i ;J ). Lordonnée 12 4

du point de ¢ d’abscisse 4 est égalea... gemce. _

B - e strictement constante

SF3La fonction x ~ —4x + 2 est ... croissante sur R - sur R
SFaf est strictement décroissante sur R w ) 0

etf(5)=0.Alorsf(0)... _— : :
SF5 Le maximum de la fonction x ~ — 3x d -6 ~15

sur[-5;2] estégal a ...

SFéLa courbe représentant la fonction
X+ |x| sur}-co; 0] est:

M est un point de . Complétez -

ante sur R ? Dans quel cas est-elle

64

décroissante
surR

<0

15

x[-4 0 4| [x-4 0 4] [ o a
: 4
SF7Le tableau de variation de la fonction f 0 4 f 16\; i L fl ~ " -~
définie sur [- 4 ; 4] par f (x) = || est : 4 0

Corrigés en fin de manuel

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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COMME LES RESOLUS

Pour chacun des exercices suivants, construisez la
courbe représentative de la fonction f donnée.
Vous pouvez vous reporter a I'exercice résolu 1, p. 90.

1f:x=|x-4]. 2f:x~|x+2. 3 f:x=[x=3|

Pour chacun des exercices suivants, précisez le sens de
variation, les maximums et minimums éventuels de la
fonction f d'apreés sa représentation graphique €.

Vous pouvez vous reporter a I'exercice résolu 2, p. 90.

4 Yi
X
5
X
6
Yi
oo 2l
-4 0 1 2 4 X

POUR S’ENTRAINER

Généralités o

Pour les exercices 10 a 18, précisez dans
I'ensemble E des valeurs de x pour lesquel
de f (x) est possible. (Cet ensemble est ap
ment ensemble de définition de f,)

B a)f 0 =5 -1

m a)!b’)= X?1—3

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS

chaque cas
les le calcy
Pelé usuelle-

b) f (x) = x5_3 " '32
X =

b)f(g= 2%
X 41

Pour chacun deg exercj g
reerésentation 9raphique ¢ o’ 1l
Résolvez alors 9raphiquem ! %%‘*‘7
tions proposées. ENtles i IM
Vous pouvez vous reporter 3 Ie i
7a)f(x)=0 "ceer
b)fpgsg e‘ﬂu;

9a)fix)=2

b) f(x)>2

¢} Fig

12 a)fx)=|x-5|

B8 a) 0= Voxss
BE &) fpg= x4t
VX

Ea)fﬁ)=x+1
X =vVxs1
16} a)f(x)=3-ox

) ()= \'3-2¢

Scanné avec CamScanner
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K] a) f () =X -x b) f (x) = F1-;
Of=vxi-x  dfp=—1__
Vx2-x

[Earw=yVxx+3 bfK=x/xsa

Pour les exercices 19 4 22, représentez graphiquement,
dans un repére orthonormal, la fonction f, définie sur k.

Bro=|x3.  BEry- 51,
BEl 9= |x-1|-1 B 1= 2ix+3| .

Pour les exercices 23 et 24, calculez f (0), f (1) etf(-2),

puis représentez graphiquement, dans un repére ortho-
normal, la fonction f, définie sur B,

ENX)={2X si x;%. Ef(x}={2x +3 si x>0

18 x< 3 si x <0,
EX On sait que la courbe € ci-dessous représente une
fonction f: x — ax? + bx +c,

On se propose de calculer les réels a, b, ¢ en utilisant les
informations fournies par le graphique. ‘

yi
B\

A

L
I
1
I
1
I
[
I
I
1
1
I
1
]
1
'
1
1
]
1

| =¥ B
1. a. Quelle est la valeur de 7 (0) ?
b. Déduisez-en la valeur de c.
~2.a. Complétez :
le point A est sur la courbe, donc f((J) = [J.
le point B est sur la courbe, donc f () = [J.
b. Déduisez-en que a et b sont solutions d’un systéme de
deux équations a deux inconnues.
c. Trouvez a et b.

_ N Sens de variation S
@ Indiquez le sens de variation sur R de chacune des
fonctions suivantes : #
afixw2x-4 b)g:x ~ 1-5x

C)hix m - X . ._._.1 = 5x
) h:x 3+3 d)k:x = -5E3-5%

Pour les exercices 27 a 30, étudiez les variations de la
fonction f proposée sur l'intervalle I donné.

f:xH%:_ I1=[1;5]

B fix-x-5; 1=[0;+e]
B rixexe1;  1=[-3;0
B 7ix-xs20; 1=00;6]

m f est la fonction qui a x associe -51-—.
X<+ 1

1. Pour quelles valeurs de x le calcul de f (x) est-il possible ?

2. u et v sont deux réels positifs quelconques tels que u < v.
a. Comparez successivement :

U2 et v?, puisu? + 1 etv2 + 1, et enfin f (u) et £ (v).

b. Déduisez-en le sens de variation de fsur [0 ; + ¢ [.

E Dressez le tableau de variation de la fonction f dont
la représentation graphique est la suivante :

Y

MNf=======
)
>xY

E Une fonction f a pour tableau de variation :

x| -2 0 3 4
4 2
f / /
-1 =g

1. Tracez une courb_e 6 pouvant correspondre 2 ce tableau.
2. Quel est le maximum de fsur [-2; 4] ?
3. Quel est le minimum de fsur [- 2 ; 4] ? ‘

m Une fonction f a pour tableau de variation :

x| -1 0 1 2

2 2

. \ /‘ ji
_ -2

1. Tracez une courbe %€ pouvant correspondre a ce tableau.

2. Trouvez un réel A > 0 tel que :

pour tout x de l'intervalle [-1; 2], | f (x)| < A.

3. Quel nombre a pour image - 2 ?

4. Quelle est I'image de 2 ?
5. Combien de nombres ont 2 pour image ?

4, NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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@ o f est croissante sur [- 2 ; 0), décrois

E Le tableau de variation suivant est celui d'une fonc- De plus, £(0) = 4 et (- 2) =2, santg g,
3 tion'f definie sur K. (£)* g est strictement croissante sur [-5 . ; 1
E 5 2 + [1; 2), et strictement décroissante sur p . O"S‘Enlt%
De plus, g (1,5) = 1. '
.':9_-’__ \ /' « h est croissante sur [- 2 ; 0], décroissanta
Q J 1 h2)xh(3)<O. sy
0 ¢ k est croissante sur [~ 2 ; 2], strictem ’
et . ; ent croigg,
Q. 1. Démontrez que pour tout réel x, f (x) > 0. ]2 ; 3], et k atteint son maximum en x = 2, ey
3 2. Résolvez l'inéquation f (x) > 1. 2. L'une des quatre fonctions n'a pu atre o
) ' graphique. Quelle est cette fonction ? Trage, .
0 Le tableau de variation suivant est celui d'une fonc- sentation graphique possible de cette fonction, 8 rp,
Q tion f définie sur R.
U
e X | —o0 1 4o
E =2 t- e
0 f o En géométrie
X e —
o) (O ;i,j)estun repére orthonormal. On considée
1. Démontrez que pour tout réel x, f (x) <0. points A (6; 0) et B (0; 4). '
2. Résolvez l‘inéquation f{X) = - 2. 1. Quelle est la fonction définie par la droite (AB)?
7.5 T A o 2. M est un point du segment [AB] ; il se projette ortg
E 1. Voici quatre desc‘nptlons .de fonctions définies sur paneact e Boaur laxe das:abacises o QR
| mten@lle I= [.— 2; 3] et six graphlques: : des ordonnées. On pose OP = x.
Respoie fOI'I'CtIOI‘IS & grgphlques. . o Existe-t-il des valeurs de x pour lesquelles le rectir
NOTE : Plusieurs graphiques peuvent étre associes a une OPMAQ est un carré ? Si oui, précisez-les.

méme fonction, ou aucun,
3. On note f (x) le périmétre du rectangle OPMQ.

Représentez graphiquement la fonction f.

NOTE : Ne pas oublier de préciser I'ensemble de définiton @
4. Résolvez I'équation f (x) = 10, puis 'équationf =T
Interprétez ces résultats sur le graphique de la question!

¥

E Un rectangle ABCD est tel que AB =8 etAD=4
M est un point du segment [AB]. Il se projette ot
nalement en L sur [CD]. On pose AM =X. !
1. Calculez, en fonction de x, Iaire s du rectangé AL
et I'aire «{’' du rectangle MLCB.

2. Représentez, dans un méme repére, les fonctr:

fixwod=f() et g:x~s'=g¥

3. a. Quelle relation y a-t-il entre f (x) etg e = N
b. Interprétez cette relation sur le graphiquée dela qw;

Y

A
B Un rectangle ABCD est tel que AB = 10€t % 8

o ; ® M est un point du segment [AB], distinct S:a e
_ L projette orthogonalement en P sur [CD). O P

et on désigne par f (x) I'aire du triangle MBP.
3 1. Calculez f (x) puis tracez la courbe represe

5 /1 . 2. A raide de Ia représentation Qfaphiqu.e' y

. 5 \_, Pourquoi il existe un unique réel x tel qué i D.
/ I MBP soit égale au tiers de I'aire du rectangle A°

Donnez, approximativement, la valeur ¢ €@

: ] tion #
3. Précisez par le calcul le résultat de 12 0V

ntati‘i'ﬂ g
expld
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nition daf
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lestion 3.

) =4,
orthogo- -

jle AMU

ons -

FT] Un triangle équilatéral ABC a pour c6té 4 cm,

M est un point du segment [AB], distinct de A et de B.

On construit le point N sur [AC] et le point P sur [BC] tels
que (MN) soit paralléle a (BC) et (NP) paralléle (AB).

On pose AM = x et on désigne par f (x) la longueur de |a
ligne brisée AMNP.

A

B P C

1. Calculez f (x).

2. Tracez la courbe représentative de f.

NOTE : Ne pas oublier de préciser I'ensemble de définiﬁén def.
3. Trouvez, de trois maniéres différentes, le réel x tel que f (x)
soit égal au demi-perimetre du triangle ABC :

a) par le calcul ;

b) en utilisant la représentation graphique de f;

c) géométriquement.

INDICATION : A quoi est égal AM + NP ?

FB < est un cercle de diamétre [AB], AB = 8 cm.

M est un point du segment [AB], distinct de A et de B.

%, et €, sont deux demi-cercles situés de part et d’autre
de [AB], 6, de diameétre [AM], %, de diamétre [MB].

On pose AM = x.

1. On note ¢ (x) la somme des longueurs des demi-cercles
€ et

a. Calculez ¢ (x), _

b. Représentez graphiquement la fonction € : x = € ().
2.0n note § (x) I'aire de la surface rose.

a. Calculez S (x).

b. Calculez S (1) + S (7), S (2) + S (6), S (3) + S (5).

C. Pour quelle valeur de x a-t-on S (x) = 81 7

9. Retrouvez géométriquement les résultats du b. et du c.

m Sur un axe d'origine O, les points A, B, C, D ont pour
abscisses respectives : - 3 =1:;2;3.

Un point M d'abscisse x décrit e segment [AD].

On pose f(x) =BM et g (x) = CM.

1. Construisez, dans un méme repére orthonormal, les
courbes représentant les fonctions f et g.

2. Résolvez graphiquement, puis par le calcul, I’équation
fx¥) =g . .

3. a. Trouvez, uniquement a I'aide du graphique, 'ensemble
des points M tels que BM > CM.

b. Veérifiez votre résultat géométriquement.

m On dispose d'un carré de métal de 20 cm de coté.
Pour fabriquer une boite parallélépipédique, on enléve a
chaque coin un carré de cété a et on reléve les bords par
pliage.

1. Exprimez le volume V = f (a) de la boite en fonction de a.

2. Quel est I'ensemble de définition D de la fonction £ ?

INDICATION : Pour quelles valeurs de a la fabrication de la
boite est-elle possible ?

3. Montrez que f n'est ni croissante, ni décroissante sur D.

& Dans d’autres disciplines H

E Dilatation d'une barre de fer

La longueur L d'une barre de fer varie avec la température
8 ; a chaque température 8, correspond une longueur
bien déterminée que I'on note L(8).

Une barre de fer a pour longueur 20 métres lorsque la
température est 0° C. Les physiciens savent que sa longueur
L (en métres) a la température 0 (en degrés Celsius) est
donnée par:

L(®)=a6+20 aveca=20x1,2x10"% [R].

1. a. Quelle est la nature de la fonction L : 6 — L(0) ?

b. Quel est son sens de variation sur (- 50 ; 1 500] ?

¢. Calculez la longueur de cette barre de fer lorsque la
température est 50° C, puis 100° C, enfin 500° C.

2. En réalité, la relation [R] n'est pas valable lorsque la
température dépasse 1 500° C, car alors le fer fond.
Est-il possible que cette barre s'allonge de 40 cm ?

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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Lo touche de la calculatrice

Tabulez sur l'intervalle [~ 2,5 ; 2.5] avec g pas
0,5 la fonction associée & la touche de votre
cal'culﬂ”ice' c'est-a-dire calculez e* pour |eg valeurs
ntesde X!
2BIy~2 § =l e 3 R02E
b, Placez les onze points correspondants dans un repére
orthonormal.
, Déduisez-en, en tragant de mf:\niére continue et réguliare
une courbe passant par ces points, I'allure possible de la
représentation graphique de la fonction x - ex,

5UW3

xot ]
4, Comparez ™ et & Peur les valeurs de x considérées

précédemment.
quelle propriété semble avoir la fonction x — e* 7

o Divers o

B3] A est le point de coordonnées (5 ; 2) dans un repére
orthonormal. Existe-t-il un réel a tel que le point A appartien-
neala courbe représentant la fonction x — |x-a| ?

Si oul, tracez cette courbe (éventuellement ces courbes),

@ A est le point de coordonnées (1 ; - 2) dans un repére
orthonormal, Existe-t-il un réel a tel que le point A appartien-
ne la courbe représentant la fonction x ~ |x—a| ?

Sioui, tracez cette courbe (éventuellement ces courbes).

E Vrai'ou faux ?
Si une fonction f, définie sur R, est croissante sur ]- = ; 0]

e si elle est croissante sur [0 ; + = [, alors elle est
Croissante sur R.

m Vrai ou faux ?

Si une fonction f, définie sur R, est croissante sur == 0]

ot Si elle est croissante sur J0 ; + « [, alors elle est

]HPICAFON : La courbe représentative de certaines fonctions
“Présenter un “saut” ay point d'abscisse 0.

iﬂ Lafonctionf X =~ 2x admét—elle un maximum :
a
Surfo; 4] 29 b) sur]- ;4] 20 c)surR ?

@ Location ge voiture

h :
G‘ue agigce Propose deux types de contrat de location
1 typg.. orc, POU Une journée :
24, - 20 F de forfait et 1 F par kilométre.

®*100 F de forfait et 1,50 F par kilométre.

Pour x kilomatres parcourus, le prix a payer est noté f,(x)
Pour le premier type de contrat, et f,(x) pour le second.1

1. a. Donnez Jeg expressions de f,(x) et f,(x).

b. Construisez dans un méme repére les représentations
graphiques de f, et f, pour x compris entre 0 et 500.

2. Indiquez, en utilisant le graphique, le type de contrat le

Plus avantageux suivant le nombre de kilométres
parcourus.

3. Retrouvez et précisez ces résultats par le calcul.

En Turbo-Pascal

Pour pouvoir comprendre ce qui suit, vous devez savoir
quelques petites choses simples sur le langage
informatique Turbo-Pascal.

* Linstruction “1f ... then ... else” signifie:
“si ... alors ... sinon".
* Pour dire que la fonction f prend la valeur x + 3 on écrit :
f:=x+3(etnon pas f (x) = x + 3).

1. Ecrivez dans le langage habituel la définition de la
fonction f définie par I'écriture suivante
If X<1then f:=x+1else f:=5-x.

2, Représentez graphiquement cette fonction.

@ Hauteur d'un projectile

Un projectile est lancé a partir du sol a un instant pris
comme origine. On note h () sa hauteur (en métres) a la
date t (en secondes). Les physiciens estiment qu'a tout
instant de date t, h () =— 5t + 100 t. '

1. A quel instant le projectile retombera-t-il au sol ?

2. Démontrez que la fonction h est strictement croissante
sur [0 ; 10] et strictement décroissante sur [10 ; 20].
INDICATION : Voir exercice commenté 3

3. Quelle hauteur maximale a atteint le projectile ?

m * Dents de scie

On considére les fonctions f vérifiant les propriétés suivantes :
(1) f est définiesur[0; 6] etf(0)=f(6)=0;

(2) la courbe représentant f dans un repére orthonormal
est constituée par un nombre N de segments de longueurs
égales, mis bout a bout ; |
(3) ces segments sont paraligles & 'une des deux droites

‘squations y=x et y=-X. .
f: eg:f?n?ssez si possible les fonctions f vérifiant les propri-

Stés précédentes dans chacun des cas suivants :
é ! :
an=2; b)yn=3; c)n=4; d)n=5. |

Etudiez, suivant les valeurs de l'entier n, 'existence etle
2, Etuaiez,

nombre de telles fonctions.

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS
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PROBLEMES
DE SYNTHESE

m THEMES : Fonctions. Graphiques. Aires.

Un domaine du plan est constitué par la réunion d'un
triangle rectangle isocéle ABC accolé a un carré BCDE,
comme l'indique la figure. AB=BC =CD =4 (métres).

D C
L
e N
O m I L e
E B Mi~—X—A

M est un point du segment [AE] et on pose AM = x.

La paraliéle a la droite (BC) passant par M coupe [AC] ou
[CD] en N (selon que x est inférieur ou supérieur a 4).

On appelle S(x) 'aire de la partie du domaine située a
droite de la droite (MN) (partie en rose sur la figure).

1. En distinguant les deux cas x € 4 et x > 4, calculez
S(x) en fonction de x. '

2. Le graphique suivant donne la courbe représentant la
fonction S : x = S(x) sur I'intervalle [0 ; 8].

A

24

10
8

-~

0 4 8

a. A l'aide du résultat de la premiére question, expliquez
pourquoi la courbe est un segment lorsque x décrit
lintervalle [4 ; 8], et n'est pas un segment lorsque x décrit
I'intervalle [0 ; 4].

b. On désigne par & le domaine ACDE constitué par le
triangle ACB et le carré CDEB. A laide du graphique, donnez
une valeur approchée du réel x pour lequel le domaine 9 est
coupé en deux parties égales par le segment [MN].

¢. Trouvez par le calcul la valeur exacte du réel x pour
lequel le domaine % est partagé en deux parties égales.

m THEMES : Fonctions. Graphiques. Distances,
Radicaux,

Deux escargots A et B se déplacent sur deux axes perpen-
diculaires. Le temps est mesuré en minutes a partir de

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS

I'origine des temps qui est 0 hey
est compté négativement par
qu'ilest 23 h 57).

La position de I'escargot A gy I'ax
donnée par x = t V2 et celle g g & © des gy,
pary = (t-2)V2 , I'unité de Io ;

e (a\ram i

m
SXemple, t.lmLalEt
§

deg
Ngueur étany dé;fr:z

diet

1. a. Sur un méme graphique, placez A Sur 'y
abscisses et B sur I'axe des ordonnées i [a g
puisaladatet=0,etenfinaladatet=3

b. Calculez, dans chacun des trois cas précige
distance qui sépare les deux escargots.

2. Montrez que la distance d (f) qui les sépare 2
estd (f) = \;4#-8: +8.

3. a. Développez 'expression 4 (-1 + 4.

b. Déduisez-en que d (f) =2\/(t- 141,

4. a. Expliquez pourquoi les deux escargots nes
contrent jamais.

b. Expliquez pourquoi d (1) est le minimum delafor
Quelle est la distance entre A et B ladatet=1?

5. Le graphique suivant représente la fﬂncliﬂﬂ
I'intervalle d’observation [- 7 ; 7], ainsi QU8 a
d'équation y = 2V5.

ylk

e

1—‘2'__':‘;;_)/‘1'

1 !

) ; 5t en
a. Expliquez pourquoi le gfa‘ph'que:eluide“’ﬁ.
résultat de la question 1. b. e! 2 fede® op
ntel al )
b. Déterminez graphiquemen ' Jkn’ m'”"de
deux escargots ont éte A moins Ge <
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Exercices guidés

[l Construire une courbe en deux morceaux

Construisez la courbe représentative de la fonction #
définie sur R par f (x) = |x = 3|.
La méthode consiste tout simplement & exprimer f )
sans la notation valeur absolue.

1, Complétez :
esix > 0,alors [x| =
esix <0, alors x| =

2. Nous allons & présent écrire ce qui précede avec
x -3 au lieu de x. '

Complétez :

esix-3 2 0,alors [x-3| =]

esix-3 < 0,alors |x-3|=0

3. Déduisez-en que :

esix > 3,alors |[x-3|=x-3;

esix < 8,alors |[x-3|=-x+3.

4, Ainsi, f (x) a deux expressions différentes :

I'une pour x > 3, c’est-a-dire pour x appartenant a
lintervalle [3 ; + « [ ; I"autre pour x < 3, c'est-a-dire
pour x appartenant a J- e ; 3].

Nous allons donc tracer la courbe représentant f en
deux fois : d’abord la portion de courbe €, corres-
pondant aux valeurs x > 3, puis la portion de courbe
%, correspondant aux valeurs x < 3.

a. Tracez la droite d, d’équation y = x - 3 ; 6, est une
partie de cette droite : laquelle ?

b. Tracez la droite d’équation y = - x + 3 ; 6, est une
partie de cette droite : laquelle ?

c. Déduisez-en la courbe représentant la fonction
fixw |x=3|..

E Résoudre graphiquement une équation

YA
2

!

e s e e eeeddesssdeeOOOBeReSaRodbaneeRDReRSsBSED

L.a courbe ¢ représente une fonction f définie sur
l'intervalle [0 ; 4]. D'aprés le graphique, expliquez
Pourquoi I'équation f (x) = 0 admet une solution x, et
une seule dans l'intervalle [0 ; 4], et pourquoi 2 < X,<3.
* Comprendre I’énoncé

Que signifie “Iéquation f x) = 0 a une solution” ? Cela
signifie qu'il existe un nombre X, tel que f (x)) = 0.

Que signifie “ cette équation admet une solution et
une seule” ? Cela signifie qu'il existe un seul nombre
Xy tel que f (x) = 0.

C’est donc ce qu'il faut montrer ici, mais uniquement a
Iaide du graphique.

* Résolution _—

1. En utilisant le graphique, complétez :
fO=0;f1=0;f0)=2.

2. La courbe % coupe la droite des abscisses en un
seul point A. Désignons par x, I'abscisse de A.

a. Placez le point A.

b. Veérifiez graphiquement que 2 <x, < 3.

3. Plus généralement, la résolution graphique d'une
équation f (x) = 0 se fait en identifiant les points d'inter-
section éventuels de la courbe représentant f et de la
droite des abscisses.

Exercices commentés

[El] Démontrez que la fonction £ : x — X2 + 4x est
strictement croissante sur l'intervalle [~ 2 ; + = [ et
strictement décroissante sur I'intervalle }- e ; - 2].

VERS UNE SOLUTION

AmSur[-2;+x].

Pour démontrer que f est strictement croissante sur

l'intervalle [- 2 ; + « [, on utilise la définition d’'une

fonction strictement croissante. Notons u et v deux
" réels quelconques de l'intervalle [-2 ; + o [ tels que

u < v, et démontrons que f (U) <f(v).

_ Pour-démontref que f(u) <f(v), on étudie le signe
de la différence f (u) = f (v).
1. Vérifiez que f (U) ~F (V) = (U -V) (U + Vv + 4).
2. Montrez que u + v + 4> 0.
3. Concluez.

>
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BmSur}-=;-2]

En utilisant le résultat du A
de maniére analogue qué f
sante sur - ; = 2].

1. ci-dessus, démontrez
est strictement décrois-

C m Une autre idée possible _

On aurait pu essayer de démontrer que f est §tncte-
ment croissante sur [-2; +« [dela maniére suivante :
on remarque que f (x) est la somme de deux termes,
X2 et 4x, et on peut tenter de démontrer que siu etv
sont deux réels de [- 2 ; + « [telsque u <V, alors
w2 < 2 et 4u < 4v. Eneffet, en additionnant membre
4 membre ces inégalités, on aurait alors :
flu)=u?+4u<v?+4v=Ff().

1. Expliquez pourquoi :

a.onadu<dv

b. on n'a pas forcément u? < V2.

CONSEIL : Il suffit de trouver un contre-exemple,
c'est-a-dire deux réels de lintervalle [- 2 ; + = [ tels
queu<vetu? > v

2. Ainsi, cette idée ne permet pas d'aboutir ici.
Expliquez pourquoi elle aurait permis de démontrer
que f est strictement croissante sur [0 ; + o [.

Pour les exercices 4 a 7, vous pouvez éventuel-
lement vous reporter a I'exercice commenté 3.

n Démontrez que la fonction f: x ~ x* — 6x est
strictement croissante sur [ 3 ; + « [ et strictement
décroissante sur -« ; 3].

E Démontrez que la fonction f: x — x2 + 2x est
strictement croissante sur [- 1 ; + « [ et strictement
décroissante sur]- = ;- 1)].

ﬂ Démontrez que la fonction f: x — —x2 + 8x -1
est strictement croissante sur |- » ; 4] et strictement
décroissante sur[4 ; + = [,

Démontrez que la fonction f: x = — x2 4 x + 3 est

. i 1 i
strictement crmss::nte sur ]- % ,_2_] et strictement
décroissante sur [ Y R [

Pour les exercices 8 et 9, vous pouvez éventuel-
lement utiliser la partie C de I'exercice comments 3

B Démontrez que la fonction f : x w x2 4 5x egt
strictement croissante sur [0 ; + = [,

ﬂ Démontrez que la fonction f : x - x2 _ x st
strictement décroissante sur |-« ; 0].

4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS

[ ) _
Trouvez l'erpep

Pour chaque exercice de cette Pubrique
vous est proposée, mais elle contient u:ne s%
Trouvez cette erreur. Eteg

10 La fonction f définie sur R par f
elle strictement croissante sur R 7
Solution
Si u<v,alors Su<bvetu?<y?
Donc, en ajoutant membre a membre ceg deuy
lités, on obtient :

u? +5u < V2 + 5v, c'est-a-dire (O
La fonction f est donc strictement croissante g

:xi’ﬂx&

L

11 Une fonction f definie sur [~ 2 ; 5] admet e 4,
de variation suivant :

x| -2 1 5
3
f /’

1 \ 2
Résolvez I'inéquation f (x) > 3 dans[-2;9].
Solution X
D’aprés le tableau de variation, la fonction f adneuf
maximum égal a 3. Donc, pour tout x de [- ;&

f (x) < 3. Linéquation f (x) > 3 n'admet donc &
solution sur [- 2 ; 5].

12 La fonction définie sur R* par f () = % et
strictement décroissante sur R* ? E
Solution 1.1
Siu et v sont deux réels tels que 0 <u <V, @0rS 3 %i
f est donc strictement décroissantesurj0i+%F I
De méme, si u et v sont deux réels tels gué u<rge
alors T .
f est donc strictement décroissante surl-: 0l g
La fonction f est donc strictement décroissa®
J-;0[ U ]0; + [, cest-a-dire sur R"

e seccesssnm e - ; I Lo o ; e
e R i B R T e R N

y il
13 Quel est le sens de variation de 2 fonction ¥

surl-e ;0] ?

Solution D
Six < 0, alors [2x] = - 2x; doncsur]—wiﬂluwgm
Or, siu<v<0, alors - 2u < - 2V. ponc f ()<

. G ;
f est donc strictement croissante sur =%

; ur 1€
14 Une fonction f strictement croissa®®®

croissante sur I ?

Solution s
Si f est strictement croissante SUf 1,58
u<v,onaf(u)<f(v).

Donc, si u < v, on n'a pas toujours f
donc pas croissante sur L.

() ¢f
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Pour ceux qui ¥ plus

Fonction réciproque

n Un exemple

f est la fonction définie sur R par f (x) = 2x + 3.

Cette fonction permet d’associer & chaque réel x |e
réel y = 2x + 3. Par exemple : pourx = 0,y = 3 pour
x:—&y=—?m

On peut se poser la question suivante : sj on fixe ¥,
est-il possible de trouver un nombre x et un seul tel
quey=2x+37

1. Vérifiez que y = 2x + 3 équivaut a x = %(y -3).

2. Quelle est la valeur de x lorsque y = 5 7 lorsque
y=-1?lorsquey=07?

Ainsi dans cet exemple, la relation y = f (x), “utilisée &
I'envers” en quelque sorte, permet d’associer 4 chaque
réel y un unique réel x. Cette nouvelle fonction est
notée f~" et on dit que c’est la fonction réciproque de
la fonction f.

B Est-ce toujours possible ?

1. f est la fonction x ~ |x|. Cette fonction permet
d'associer & chaque réel x le positif y = |x. On va voir
que dans ce cas, la relation y = |x| ne permet pas
d'associer a chaque réel positif y un unique réel x.

q

a. Lorsque y = 4, il y a deux valeurs possibles de x
telles que 4 = |x| ; lesquelles ? .

b. Tracez la courbe d'équation y = |x| et interprétez
graphiquement le résultat de la question a.

c. Plus généralement, lorsque y = a (a > 0), quels sont
les réels x tels que y = |x|, c'est-a-dire tels que |x| =a ?
2. Les courbes suivantes sont les représentations
graphi ques de trois fonctions f, g, h, définies sur
[-3; 3] et prenant leurs valeurs dans [ 4 ; 2].

Dites, pour chacune des fonctions, si elle admet une
fonction réciproque.

yh ya

o 1 /3"-‘ l/ﬁ
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Le plan est muni d’un repére orthonormal (O ; OI, OJ) | PRENDRE
P> 1 Symétrie par rapport a O DEPART
@ Image d’un point @ Image d’une courbe
y e o T
JJ‘//E J”Iﬂi” v
—x : V=
; 0T x L —
| X T 701 38
| / <z
M|‘ _______ __y MI ,E ;.r
: T
Le point M (x ; ¥) a pour symétrique par . | %' est la courbe symétrique de la courbe €
rapport a O le point M’ (—x 5 — ). par rapport a O. Les points de ' sont les sy-
- métriques des points de 4 par rapport a O.

>2 Symeétrie par rapport a l'axe des ordonnées
@ Image d’un point ' ® Image d’une courbe

@' est la courbe symétrique de la courbe €
par rapport a ’axe des ordonnées. Les
points de €' sont les symétriques des points
M - de 6 par rapport a I'axe des ordonnées.

/

Le point M (x 3y ) @ pour symétrique par
rapport a 1’axe des ordonnées le point

¢ est la courbe ci-contre.
1. Tracez la courbe symétrique

rapport a O.

de € par

’ . = fl" {
2. Tracez la courbe symétrique de ¢ par ‘

rapport a ’axe des ordonnées:

—
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CAOWRs

e

1. PARITE, IMPARITE

Qet‘[n
| [DEFEINITION 1|
nsem :
_ tott e ble D de réels est Symétrique par rapport a zéro si pour
Vey reel x de D, — 4 appartient 3 D,
EXEMPLES :
Clivg —-4;4
{_ " S} ]0 105 10[; R ; R* sont symétriques par rapport & zéro.
_ [0;+o[;[-2; 2[ ne sont pas symétriques par rapport a zéro.
185gg
Fonctions paires
[ DEFINITION 2 ] UnefoncﬁonfdéﬁniesurDestpairesi:
@ * D est symétrique par rapport a zéro, M AHx) = ) N
1 'etpourtoutxdeD,f(-x)=f(x), 5 ;
V Note Graphiquement : Dans un repére orthogonal, . ) soahal
Caife étuda 2 616 abor- la courbe représentant une fonction f paire est X 0 X
dée ;; activité d’ap- symeétrique par rapport a ’axe des ordonnées.
proc :
EXEMPLE : )
La fonction f: x — x ?, définie sur R, est paire car R est symétrique par rapport
. a zéro, et pour tout x réel, f(—x) = (—x )2 =x2=f(x).
= E .
i EEE] Fonctions impaires
s | L DEFINITION 3 ] Une fonction fdéfinie sur D estimpairesi:
| « D est symétrique par rapport a zéro,
» et pour tout x de D, f (= x) =—f (x). _X :
ses | : - ? X
f - . B . (—x) = —f(x)
a V Noze Graphiquement : Dans un repere Drtho_gonals !
i . i impaire est
a Cette étude a été abor- la courbe représentant }m’e fm.muon c{ ' pére
dée en act.-wré d’ ap- symétrique par rapport a 'origine O du repere.
EXEMPLES : . o S
x): 3. définie sur R, est impaire car R est symétrique par
3

« La fonction f: x = X

; =(-x)P=-x3==f(x).
rapport a z¢ro, et pour tout x réel, f(=x) =(x £

ion f 1 jéfinie sur R, est impaire car R* est symétrique par
« L.a fonction f : X X’

1 1 ;
O 3 ; )
rapport a Zé[‘(!, et pour tout x de ﬂ\'\'*,f( ,\) = i &- }' (Y

5. FONCTIONS USUELLES
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EFT Etude d’une fonction pairé ou impaire
ait qu’une fonction f définie sur [~ a5 a] par exemple -
dier et de la représenter sur [05a].

La portion de courbe correspondant 2 [- a; 0] s’obtient alors par Symétsi

— par rapport a O pour une fonction 1mMpaire ; . '
— par rapport a I'axe des ordonnées pour une fonctl?,n paire.
On dit que la parité permet de réduire l'intervalle d’étude de f,

Lorsque I’on 8 Paire

impaire, il suffit de I’étu

o FONCTION x ~ x2

r Note

Le resultat du 1. a été
établiau § 1.2. Le résul-
tat énoncé en 2, a été
démontré au chapitre 2,
p. 37. ll est illustré gra-
phiguement au TP 7,
p. 128.

' Note

Plus généralement,
une courbe qui admet,
dans un repere, une
équation de la forme
y=ax?(@=0),s'ap-
pelle une parabole.

5. FONCTIONS USUELLES

Notons f la fonction définie sur R par fx)=x2

1. fest une fonction paire. Il suffit donc d’étudier fsur [0 ; + oof

2. fest strictement croissante sur [0 ; + oof.
En effet, si a et b sont deux nombres positifs tels que a <'b, alors a 2gphe

3. Voici le tableau de variation de fsur [0 5 + o[ :
x |0 +®

f o/

4. Pour tracer la courbe représentative de f sur [0 ; + o[, précisons quelq
points. Le tableau ci-dessous indique les coordon-
nées des points d’abscisses 0, 1, 2 et 3,

X 0 1 2 | 3
fd=x2| 0 | 1| 4 |9

Relions ces points par une ligne continue et
réguliére.

f étant paire, la courbe représentant f sur ]— o ; 0]
s’obtient par symétrie par rapport 4 la droite des
ordonnées. La courbe entiére ainsi obtenue
s’appelle une parabole.

La fonction f est paire et strictement croissante

sur [0 ; +o[. Le graphique indique qu’elle est
strictement décroissante sur ]— oo ; 0].

3. Comportement de f pour les grandes valeurs de x.
Le tableau de valeurs ci-contre suggére que les
nombres f (x) deviennent trés grands lorsque les X 2
nombres x sont grands, fx)=x2 | 10°

02 1002
7o [ 10°1

Graphiquement, la courbe représent

: . e O
. . ant f- A ~ ﬂ‘l pOfT
droite horizontale tracé Jf finit par dépasser n’im

€ a 'avance,

On dit que la fonction fa poyr limite + o en +
n + oo,
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3 o FONCTION x ., yo

' Note

Le résultat du 1. a été
établiau § 1.2. Le résul-
tat énonceé en 2. a éte
démontré au cha-
pitre 2, p. 37.

Notons fla fonction définie sur R par fx) =x3,

1. fest une fonction impaire. ]| suffit donc 4’

2. fest strictement croissante sur [0 ; +
En effet, siget sont deux réels positifs tels
Multiplions membye a membre Jes inégalité
quatre nombres a, b, g 2 et p 2

oo,

3. Voici le tableau de variation de fsur [0 ; + of ;

étudierfsﬁr [0 + oof.

quea<b, alorsa?<p?,

Sa<beta®<b?dans lesquelles les
sont positifs. Nous obtenons ¢ 3 < 5 3.

x |0

+

1l P

4. Pour tracer la courbe représentative de f sur [0; +

points. Le tableau ci-dessous indique les coordon-
nées des points d’abscisses 0, 1, 1,5 et 2.

x| o [ 1 T2
f=x| 0 | 1 (3375 8

Relions ces points par une ligne continue et régu-
licre. f étant impaire, la courbe représentant f sur
]=; 0] s’obtient par symétrie par rapport 3 O.

La fonction f est impaire et strictement croissante
sur [0 ; + o[, Le graphique indique qu’elle est
strictement croissante sur ]— o ; 0]. -

S. Comportement de f pour les grandes
valeurs de x.

10 | 102| 10° | 10
1 102 [ 108 10 [107

Le tableau de valeurs ci-dessus suggeére qué les
nombres f (x) deviennent trés grands lorsque les
nombres x sont grands. _
Graphiquement, la courbe représentant f finit
par dépasser n’importe quelle droite horizontale
tracée a I’avance.

On dit que la fonction fa pour limite + © en + oo’

®[, précisons quelques

y A
gl

y=x3

PN --——-——cccmssrmmrerarnm o=

<y

5. FONCTIONS USUELLES 115
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b

4. FONCTION X - VX

' Note

Le résuffét énonce en
2. a été démontré au
chapitre 2, p. 38.

Notons f la fonction définie sur [0 ; + [ par f@) =Vx.

1. f n’est ni paire, ni impaire puisque son ensemble de définition 0 :
i '

n’est pas symétrique par rapport a Z€ro. .
1®
2. fest strictement croissante sur [0 5 + oo[. fﬁ,
En effet, si a et b sont deux nombres positifs tel que a < b, alors Va <yj ot
; 1

I3

3. Voici le tableau de variation de fsur [0;+ [
X 0 + 00

f/"
0

4. Pour tracer la courbe représentant f, précisons quelques points.

- Le tableau suivant indique les coordonnées des

' Note

fci, la courbe « mante
moins vite » que pour
les fonctions x = x 2
oux — x>

5. FONCTIONS USUELLES

points d’abscisses 0, 1, 4, 9. ¥ i
X 0 1 4 |9 g'""""""""“ b
fg=vx| 0| 1] 2|3 1 [ !
Relions ces points par une ligne continue et 0 1' ;‘
réguliére. Plus g
ung coL
5. Comportement de fpour les grandes valeurs de x. gons
Le tableau de valeurs ci-contre suggére que les [~ 102 [ 10¢ :w?;
2 4, N =3
nombres f (x) deviennent trés grands | —==
S grands lorsque les F=Vx| 10 | 10° unehy

nombres x sont grands.
Graphiquement, la courbe représentant f finit par dépasser n’importe quek
droite horizontale tracée a ’avance.

On dit que la fonction f'a pour limite + « en + .
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ﬁni W
tig
Ny

import ¢

~

5 o FONCTION x — )1(

' Note

Le résultat du 1. a été

établiau § 1.3. Le résul-
tat dlu 2. & 6té démon-

tré au chapitre 2,
p. 38.

Plus généralement,
une courbe qui admet,
dans un repére, une
équation de la forme
y=2 (a=0), s'appelie
une hyperbole.

Notons fa fonction défini * =1
; ie sur R* par f (x) = .
. fest une fonction impaire. Il suffit donc d’étudier cette fonction sur J0 5 + ool.

2. fest strictement décroissante sur ]0 5 + of.
1,1

En effet, si a et b sont deux nombres positifs tels que 0 < a < b, alors 3
: a

3. Voici le tableau de variation de la fonction fsur ]0 5 + «[.
La double barre signifie que 0 n’appartient pas a ’ensemble de définition de f.

x |0 + ™
f \h

4. Pour tracer la courbe représentant f, précisons quelques points.
Le tableau ci-dessous indique les coordonnées des points d’abscisses

11
ek 1,2,4.

RN, AR IR K 1 1
=1 (421|353 = ;

Relions ces points par une ligne continue et
réguliére. f étant impaire, la courbe repré- |
sentant fsur ]— « ; O[ s’obtient par symétrie par
rapport 4 O. La courbe entiére ainsi obtenue
s’appelle une hyperbole. '

La fonction f est impaire et strictement décrois-
sante sur 0 ; + o[. Le graphique indique qu’elle
est strictement décroissante sur]—; 0[.

5. Comportement de f pour les grandes valeurs de x.

Le tableau de valeurs ci-contre indique oo — p_— o~

que les nombres positifs f (x) devien-
0,1 0,01 | 0,001 |0,00001

nent « petits » lorsque les nombres ;
X 1(ou10™) (ou10-9)|(ou10-%)|(ou10-9)

positifs x deviennent grands. ;
Graphiquement, 12 courbe représentant f « se rapproche indéfiniment » de I’axe

des abscisses. On dit alors que ]a fonction f a pour limite 0 en + .
I’axe des abscisses €st asymptote horizontale i la courbe.

6. Comportement de fpour les petites valeurs positives de x.

Le tableau de valeurs ci-contre suggere que ST 0o [ 102 | 100 ] 107
deviennent grands lorsque o
les nombres f (x ) g o f(x):i? ey ey oy g

les nombres positifs x deviennent p

Graphiquement, la courbe représentant f
3 droite. Elle finit par dépasser n’importe quelle droite horizon

’avance. On dit alors que la fonction f a pour limite + « A droite de 0 et que

’axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe.

monte vers I’infini » au voisinage de 0
tale tracée a

5. FONCTIONS USUELLES
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}

Etudiez les variations
et construisez sa courbe re

)=12'X2

de la fonction f définie sur R par f(x

présentative-

.  est une fonction paire o
En effet, son ensemble de définitio
D'autre part, pour tout réel x, f (=X

n R est symétrique par rapport a 0.
) =1§ (—x)2='§x2 =f(x).

. Etude des variations de f

stant paire, il suffit de faire cett
:dcz:tor::a et b deux réels positifs tel que & < b. Nous's:a\vcnp?
qualors a 2 < b 2. Multiplions les deux membres glie (iette? me‘gal'lte
par le nombre positif 15 . Nous obtenons 7 a%< 5 b2, c'est-a-dire
f(a) <f(b).
La fonction f est donc strictement croissante sur [0; + o[.
Voici le tableau de variation de f sur [0 ; + o[ :

x |0 +
f /
0

» Tracé de la courbe

f étant paire, il suffit de tracer la portion de courbe représentant f
sur [0 ; + =, puis la symétrique de cette portion de courbe par
rapport & la droite des ordonnées. Précisons quelques points :

e étude sur [0 ; + «[-

2
2

X 0
f(x) 0

ra|=* | =
Mo |

1 2 8%

* La fonction f est paire et strictement crois

phique ci-dessus indique alors qu'elle est st
]— o 0].

sante sur[0; + «[. Le gra-
rictement décroissante sur

» REMARQUE : On constate
mum. En effet, le point « le pl
égale a 0.

que la fonction admet

0 comme mini-
us bas de Ia courbe » i

a une ordonnée

— ]

5. FONCTIONS USUELLES

4 L'étude de Ia pari
3 ité ;
!orsq_u une fonction Zsstt Ulilg
impaire, on peut rgq Palry,
valle d'étude. ® son

< Deux nombres posij;
fs
le méme ordre que Ieursi::té:”

< Le sens de l'inégalité o inch

1 iy
car > > 0.

< La représentation graphique &
sur [0 ; + «[ s'obtient en reliant)
points d'abscisses 0, 1,2 3p
une ligne continue et réguliere.
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i’ Car
£ oy
Ntay,

dans

angé

de f
tles
par

grudiez les variations de

la foncti e
)= =2 x? et construis On  définie sur g pg,
fx)==

€Z sa courbe représentative

. f est une fonction paire

En effet, son ensemble de définition R ey Symétri

que par ra
prautre part, pour tout réel x, f (- X)=-2( e 2px - ﬁp(:())rt ao.
« Etude des variations de f .
f étant paire, il suffit de faire cette &tyge SUF [0 ; 4 e[

Notons a et b deux réels positifs te|s que
a?<b2 Multiplions les deux membreg de cette inégalité par e nombre
négatif — 2. Nous obtenons — 252+ - 2 b2, cest-a-dire f@s>fp).
La fonction f est donc strictement décroissante syr [0;+ <],

Voici le tableau de variation de f syr [0; +of:

x |0

+

“+Tracé de la courbe

fétant paire, il suffit de tracer la portion de courbe représentant f sur

[0; + [, puis la symétrique de cette portion de courbe par rapport a
la droite des ordonnées. Précisons quelques points :

a <b. Nous savons qu'alors

X 0

f) | o|-%|-2|-8

=Y

4 M . [ Le
*La fonction f est paire et strictement décroissante sur [0 +

i ictem issante
8phique ci-gessus indique alors qu'elle est strictement cro
SUr - o  0).

axi-

;UREMMGUE : On constate que la fonction agi:\;etg 3::{""::3(:“"%
™- En effet, le point « e plus haut de la courbe »

bgale 3 D P P

L et

< LU'étude de Ia parité est utile, car
lorsqu'une fonction est paire ou

impaire, on peut réduire son
intervalle d'étude.

< Deux nombres positifs sont dans
le méme ordre que leurs carrés.

“ Le sens de I'inégalité est changé
car-2<0.

< La représentation graphique de f
sur [0 ; + «[ s’obtient en reliant les

points d’abscisses 0, -12-, 1, 2 par
une ligne continue et réguliére.

5. FONCTIONS USUELLES
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- i tion
5 hiquement la fonc
Etudiez les variations et re;resentez graphiq
¢ définie sur R* par f (x) =2
< L'étude de la parits est g,
« fest une fonction impaire strique par rapport a 0. lor§qu une fonction g . ¢
En effet, son ensemble de définition R* est syme -q_£ i+ ey ‘on bl rédUirep:lo o
D'autre part, pour tout réel xdeR* f(=X)=—x="x " valle d'étide. i
. Etude des variations de f
: impaire, i i i tte étude sur J0 ; + oa.
f étant impaire, il suffit de faire ce u
Notons a et bdeux réels strictement positifs tels que a< b. Nous savons o
'l AL < Ceci signifie que Ia f°“Ctionx |
qu'alors — >+ - est décroissante sur]0; ol -

Multiplions les deux membres de cette inégalité par le nombre posi-

tif 2. Nous obtenons §-> % c'est-a-dire f(a) > f(D). < Le sens de I'inégalité est y

car2>0. chanm
La fonction f est donc strictement décroissante sur]0; + oa[.

Voici le tableau de variation de fsur J0 ; + o< : '

x |0 9
< La double barre signifie que
f \ n’appartient pas a I'ensemble ¢
définition de f.

« Tracé de la courbe

f étant impaire, il suffit de tracer la portion de courbe représentant f
sur ]0 ; + oo, puis la symétrique de cette portion de courbe par rap-
port a l'origine du repere. Précisons quelques points :

X

B o=

f(x)

o=

< La représentation graphique &
sur ]0 ; + = s'obtient en reliant (¢
points d’abscisses —12;, 1,2,4p8

une ligne continue et régufiré

* La fonction fest impaire et strictement d

graphique ci-dessus indique alors qu'elle
surl-e; Q[

écroissante sur 10; +cqf. Le
est strictement décroissante

5. FONCTIONS USUELLES
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X
« fest une fonction impaire

effet, son ensemble de définition 44
E:.utre part, pour tout réel x de R+, ?(‘i?t:{mgﬂi”ﬁ Par rapport 4 0,
« Etude des variations de f TXTx =i,
fétant impaire, il suffit de faire cete
Notons a et bdeux réels strictement p
qu'alors "B
Multiplions les deux membres de cette

inégalite parle
; 4 .- INeg nombre néga-
tif = 4. Nous obtenons — 8 <- b’ c est-a-dire fla) < f(b). :

La fonction f est donc strictement Croissante sur]o ; + oaf
Voici le tableau de variation de f SUrj0; + oo ; ' |

| X 0 + oo
f /
¢ Tracé de la courbe

f étant impaire, il suffit de tracer Ia portion de courbe représentant f
sur]0 ; + <[, puis la symétrique de cette portion de courbe par rap-
port a l'origine du repére. Précisons quelques points :

étude syr 10;+ e,
ositifs tels que g < b. Nous savons

X 1 2 4

w1

3
LX) -4 | -2 | -3

$ ' 4+ o], Le
* La fonction f est impaire et strictement croissante sur ]:Jclr;issgnte
9raphique ci-dessus indique alors qu'elle est strictemen

SUrj~e: gy,

RRGC C i B

| L’étude’a de la parité est utile car,
lorsqu’une fonction est paire ou

Impaire, on peut réduire son inter-
valle d’étude,

< Ceci signifie que la fonction x ~ 1
est décroissante sur 10; + o[,

4 Le sens de l'inégalité est changé
car-4 <.

< La représentation graphique de f
sur ]0 ; + =[ s’obtient en reliant les
points d’abscisses 1, 2, 3, 4 par
une ligne continue et réguliére.

\-__
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RESULTATS

ET CONSEILS

#.
Des résultats a retenir

e Courbes représentatives

yh

fpaire car définie sur R et
pour tout x, f(x) =f(—x).
f strictement décrois-
sante sur ]— oo ; 0] et
strictement croissante
sur [0 ; + oo,

fimpaire car définie sur
R et pour tout x ,
f(=x) =—f(x). fstricte-

ment croissante sur R.

yJ

o 1 X
fstrictement croissante
sur [0 ; + oo,

S ni paire, ni impaire, car
définie sur [0 5 + oof
ensemble non symétrique
par rapport a 0.

f impaire. f strictement
décroissante sur J-=;0[
et strictement décrois-
sante sur 0 ; +oof,

e Lorsque les nombres positifs x-deviennent « tres

grands » :

» les nombres x 2, x* et Vx deviennent « treg grands »
eux aussi ; la courbe monte sans cesge.

|
* les nombres o deviennent « rog petits » -
courbe se rapproche sans cesse de g droite

abscisses.

134 5. FONCTIONS USUELLES

5 la
des

E S
® Lorsque les nombres positifs X devie 3
petits », les nombres - de"ie““eﬂf“fe“"“ : :
La courbe « monte sans cesse y o, Vnais's g 5
a droite. g 5
S
5
. N i ] S

Des conseils a syjy, B
§

P N’oubliez pas que la courbe Teprésentatiye

fonction permet de mémoriser certajp résul I S
EXEMPLE : D’apres la courbe représentant ..,
cette fonction est strictement croissante sur 0+
qui illustre la propriété suivante :
si a et b sont deux nombres positifs tels que a <b, i
a? < b?, '

P L’¢tude de la parité est utile, En effet, lorsqun 1 St
fonction est paire ou impaire, on peut réduirefs

tervalle d’étude. 1 &
EXEMPLE : La fonction f définie sur R* parf (0= {3
impaire. Il suffit de I'étudier sur]0 ; + e[.

- §F

Des erreurs a éviter

rieurd’

® Ne pas croire que x? est toujours sup
ce n’est vrai que lorsque x > 1.

y4 y=x? Y
: y=x

0 h5_1 X

<xi  @=x VY

) : i
® Ne pas croire que Vx est towjour
ce n’est vrai que lorsque x > 1-

4
orsd o
2, Cepe®
0.

® Ne pas croire que si a < b, al
=2 <1 et pourtant (- 2)* > !

1Ot o . . 2 o
Propriété est vraie sia > 0¢t? 7
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VERIFICATION DES CONNAISSANCES

61 Quand dit-on qu'une fonction f définie sur D est paire ? Quang dit-on qu’elle est impaire ?

g2 Que peut-on dire de la courbe représentant, dans un re

colle représentant une fonction impaire 2 pere orthogonal, une fonction paire ? Que peut-on dire de

[ Complétez par J-eo; O] ou par[0; + e : a fonction x- x 2 est strictement croissante sur... [ =4 e 1~

g4 Complétez : la courbe représentant la fonction x — x 2 est symétrique par rapport & ... > -

5 Quel est le sens de variation sur [0 ; + e[ de la fonction x — x 22 Bo

g5 Complétez: la courbe représentant la fonction x — x 3 est symétrique par rapport a... = °

57 La fonction définie sur [0 ; + «=[ par f (x) = yx est-elle paire ? Est-elle impaire ? s POAALL "M Aa P 1C

S Quel est le sens de variation sur [0 ; + o[ de la fonction x « Vx ? A PURE gl A PUnR

So Quel est le sens de variation sur J0 ; + «[ de la fonction définie sur R* parf(x)=1 2
XX

§10 Complétez : la courbe représentant la fonction x - } est symétrique par rapporta ... o

VERIFICATION DES SAVOIR-FAIRE

Une seule des réponses proposées est exacte a b ¢
x >
SF1fest une fonction paire telle que £ (3) = 2.
Alors f (- 8) = ... -2 2 .0
SF2fest une fonction impaire telle que f (- 2) = 3, _£5 _249 5
2 ;
Alorsf(2) = ... ' 10 2
: : e
y A y A \

SF3 Dans un repére orthogonal, la courbe représentant -2 1 /
2

la fonction f définie sur [-2 ; 2] par f (x) =x?est: / X \1 i
2 Zx
SF4 ¢ est la courbe représentaht la fonction x = x?
sur [0 ; 1], et ¢’ est la courbe représentant la confondue avec ¢ au-dessous de 6 au-dessus de @
fonction x ~ v sur [0 ; 1]. Alors €’ est ... ' _ _
SF5 ¢ est la courbe représentant la fonction x = 31? . «monte « descend se rapproche
sans cesse » sans cesse » de 0

sur]0; + e[. Alors, au voisinage de 0, € ... |
Corrigés en fin de manuel

COMME LES RESOLUS

Pour les exercices 3 et 4, vous pouvez vous reporter a

Po . .
ur les exercices 1 et 2, vous pouvez vous reporter a 'S eXe
I'exercice résolu 2, p. 119.

| :
Sxercice résolu 1, p, 118,
1 E!UGiez les variations de la fonction f définie sur R par 3 Etudieg les variations de la fonction f définie sur. R par
S T —————— représentative. Fix)= -3 x*et construisez sa courbe représentative.
2 Etyg : iations de la fonction f définie sur R par
'8Z les variati : in a 4 Etudiez les variations e [¢ :
f ! variations de la fonction f définie suf i par 1«2 gt construisez sa courbe représentative.

()< 1 : =
4 ** et construisez sa courbe représentative. flx)=-,
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Pour les exercices 5 et 6, vous pouvez vous reporter a Pour les exercices 7 et 8, voug S Dowy

I'exercice résolu 3, p. 120. 'exercice résolu 4, p, 124, Uvey Voug
5 Elud|ez les variations de la fonction f définie sur R* par 7 Etudiez les variations de la fonct &n%l
fix)= -x et construisez sa courbe représentative. fix)=- ¥ etconstruisez g e

mat ':

¢
Q
~
Q 6 Etudlez les variations de la fonction f définie sur R* par 8 Etudiez les variations de |5 fonctiq
9 fix)= 3 et construisez sa courbe représentative. flx)=-3 et construisez sa Courbe :%;ris g Srp, jiéﬂ
Sntatiyy *
'ﬁ‘j ’ 1 8] Inégalités, Ing ¢
M POUR S’ENTRAINER S Inbquatons R
Q . . _ _ Pour les exercices 16 3 18, résolye @
B B Fonctions paires. Fonctions impaires M inéquations proposées. Il est consemz ﬂ,ah e
| représentation graphi ” i ¢
E Pour les exercices 9 a 12, les fonctions proposées i graphique dela f""cﬂonx Al
UJ sont définies sur R. Précisez si elles sont paires, m a)x*>25 b) x* <2 o2 g
g impaires, ou ni paires ni impaires. <Ly
) ) a)x2<4 b)x?>8 052 AR
E a)x - 3x 1 D)X= Bx 41, pine Apea Pt g
- _ a)x?<1 b)x2> 4 2 Pou
ma)xHxthhf b) x = x2-x. ()fv'f-’L m 3 e dan
p{u- Wip—
m a)x - X4_4X;F b)x = X4 422, (2 ping_ Pour les exercices 19 a 21, résolvez dans 3, ]
\ inéquations proposées. Il est conseillé d'utilise}
E a)x —x3 1 b) x = X3 +1. W“@N‘,ng ML e d«d représentation graphique de la fonction x - 1.[111111
[Bao<lcl ! | . B
e i _<_ frvd . |
EE] Les fonctions suivantes sont définies sur R*. Précisez X% N4 c}x> e
si elles e;on't paires, impaires, ou ni paires ni impaires. E a) %<2 b) —2<%<2 c) %H»
a)x»—-?' ."lt b)xH—.f(Lm,Q- E
ma)0>%>-% b)1>—% 0}%49-
m Une fonction f, définie sur [- 3 ; 3], est paire. Elle a ' *

our tableau de-
pour tableau de variation : Pour les exercices 22 et 23, résolvez dans 7

S
x| 0 L 3 inéquations proposées. Il est conselllédutlisn:'
/5 représentation graphique de la fonctionx = X’ (> t
f 2
e B a)x2 <8 b)x? > 8 gx'>l
. y igl
Tracez une représentation graphique possible de f sur E a)x®>1 b)x® <1 R

[-3;3].

ot
m a et b sont deux réels tels que 0 <@< b >
B3 Une fonction f, définie sur [- 3 : 3], est impaire. Elle a dans chaque cas, les deux nombres donn<s:

pour tableau de variation : a) (a + 212t 2 1 1o
Ll R P d

x| 0 1 3 o
E a et b sont deux réels tels que @ < b-<’. y
f 2" dans chaque cas, les deux nombres dor:néS- :
- . ) P t i
19 a)(@+ 12t (b+ 17 b) — ¢
Tracez une représentation graphique possible de f syr c)a+ 103t (b + 1)

3 3 : 3 ‘ ' ‘ I ! '._
[3:3) B Résolvez dans R les inéquations 92448

a)4<x2g25  p)-1gas8

B 4 <exv1pcos P4<
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g Résolutions graphiques o

— ) e y 4
1. Représentez, dans un méme repére orthonormg . 2
a fonction f définie sur R par f (x ) = x 2 gt |3 fonction g ; /
gefinie sur R par g (x) = 4x. 1 :
5, Utiisez ces représentations graphiques Pour résoudre :
graphiquement : - -2 -1 2 %
a) l'équation X 2=4x  b) linéquation x 2 < 4x.
3, Retrouvez les résultats précédents par |e caleul, La fonction f définie sur R - F1lparfix)= 2. 4
Pour représentation graphique la courbe 6. wi
1. Représentez, dans un méme repére orthonormal 1
. L * ! | y
la fonction f définie sur R* par f (x) = x &t la fonction g I
définie parg (x) = x. . |
2, Utilisez ces représentations graphiques pour résoudre 2
graphiquement : ' 5 :1 11356
a) léquation 5 = x b) I'inéquation % K = 0 1I X
3 F3 4 l L
3, Retrouvez les résultats précédents par le calcul, an -
c-q--4-2
. ; 1
Pour les exercices 31 et 32, résolvez graphiquement |
dans R? le systéme donné, |
y=3x2 yu=zmR® ; . ' .
m { 0 E 38 Résolvez graphiquement dans R — {= 1} les équations et i
¥= y=x- - _ inéqléations suivantes : _ ;
2 _ 2 '
. _ a)x+1 2 h}x-ﬂ %1 ‘
Pour les exercices 33 et 34, résolvez graphiquement 2 0 2 :
dans R* x R* le systéme donné. c) x+1 X d =25 <x
3
B, @ - -
e yox_8 0 Lectures graphiques O
3
; Pour les exercices 38 a 40, on donne quatre foncti
© estla courbe représentative de la fonction f définie | 2 e

et leurs quatre courbes représentatives. Associez 3
chaque fonction sa courbe,

@f:x-—-(x—ﬂ?; gixw=—-x2;
hixwrx?: kixw~x241,

SUrRparf(x)=x2- 1

y4

Ay Ay

-1\o| /1 X | '
¥

1. Ingi i
. Indiquez de geux fagons différentes le signe de f (x )
elon les valeurs de x

A r2phiquement ;

xY

b) par le calcul.

Quelle &stla fonction g représentée par la droite d ?

. 2Vez de deux manisres différentes I'inéquation
1Y)

s.soLarfonc?tion f définie sur [~ 2 ; + wof par f (x) = Y X +2
0 veEDreSemation graphique la courbe €., ) . 1
I'i“éQu + raphiquement puis par le calcul I'équation et N\

atlon SuiV . 0 1
3) \/}\ antes ¢

+ o
2 =2 b) Vx+2 <2

.

=Y
o
ey
-
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.

h xux3+1;

—o
—
=Y

m Pour chacune des courhes sui
represente une fonction de I forme x

138

—_ N

A

=]

5. FONCTIONS USUELLES

|
|
I
|
|
|
|

X
ER =3

vantes, précisez g elle

= {’-H'a}aoux - X2+b.
Ly 1ly
Uy €,
1 R _—'bxi =

&

- Fonctions se déduisa

des fonctions usyefies—~

m f est la fonction définie sur R parf{r) =y,
1. Montrez que f est une fonction paire, et sincm
décroissante sur [0 ; + o[,

2. Déduisez-en qu'elle admet un maximum pOUry [
tracez sa courbe représentative.

m f est la fonction définie sur R parfx)=05r:-
1. Montrez que f est une fonction paire, et stricten
croissante sur [0 ; + o[

2. Calculez son minimum et les abscisses des poris
sa courbe représentative coupe I'axe des abscisss.

3. Tracez sa courbe représentative.

m % est la courbe représentative de la fonctirmfrf@
sur R par f (x) = (x + 1)2 dans un repére orthogord 01
1. Montrez que f est strictement croissante U Flit
et strictement décroissante sur - ;= 1}

2. Calculez le minimum de f puis tracez €. ;
3. Aest le point de coordonnées (- 10 Me Iepﬁ
coordonnées (x; y) dans (O 7,]) et(x;Y}*dalﬁflM
a. Complétez : OM = 07 + O} ; Eﬂiﬂfi.“"-
b. En utilisant Ia relation de Chasles OM = 0A*™
monhtrez que x=X-1 et y=Y.
Déduisez-en que la courbe 6 a pour
dans le repére (A ; F, ,r)

squaton'*

. onf
E 6 est la courbe représentative dela foncH™
sur R par f (x) =-2 (x- 3%

1. Montrez que f est strictement croiss
strictement décroissante sur [3: + %k
2. Calculez le maximum de f puis tracez ¢

nte sk

K
- =L‘ ,‘_‘J
EE f est la fonction définie sur Pﬂr'{m ol f

copalle
s olle im
1. La fonction f est-elle paire ? st-olle I o
2. Etudioz les variations de . sl
3. Tracez la courbe 6 représent!® df& )28
!

4. Résolvez graphiquement I'éqt o
Retrouvez ce résultat par le galeul
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H,
Clen-,e‘

b

pour les exercices 47 3 52, étudiez |og Variatio

. ns de la
fonction définie sur R* proposée, puis représe

2 ntez gra-
niquement cette fonction,
= 1 _4 Ex- -1,
mx P T x "=
B, Hows 5o
B~ o +. 50| A =
7_1 w3,
mx e EX x +2.
E ¢ est la courbe représentant, dans un repére ortho.-

normal (O17,/), la fonction f définie sur [+ parfix)=3_2
Aest le point de coordonnées (0 : 3). X
1.Mestle poinL d_g coordonnées (x ; ¥)dans (0 F !,*) it
(X;Y)dans (A;i,j). MontrequeX=Xety=Y+3I

2. Expliquez pourquoi, dans le repére (A: ,‘“ f) la courbe @
a pour équation Y = -5 -
Tracez cette courbe dans le repére (A )
3. Cette courbe a-t-elle un centre de symétrie ? Pourquoi 7

B < est Ia courbe représentant, dans un repére ortho-
normal (037, /) ). la fonction f définie sur k — {- 1§} par ;

- .
f()()_2x+1 2;

Aestle point de coordonnées (—% 3 -2] .

1. Mest le point de coordonnées (X;y)dans (O: F‘, f) et
0 Y) dans (A; 7, /).

Montrezquex:)(—lé ety=Y-2.

2. Quelle est I'équation de € dans le repére (A ; rf) ?
Tracez cette courbe dans le repere (A ; i, f)

E € est la courbe représentant, dans un repére ortho-
normal (O ; 7, ), la fonction f définie sur R - {2} par :

i
)= 2 2-x"

Aestle point de coordonnées (2 ;-1) S
1-Mestle point de coordonnées (c;y)dans (O]

O(:Y)dans(A;r,ﬂ,
l*-ﬂontrezquex=)(+2ety=Y-1

2 2
Quelle est Péquation de ¢ dans le repére (A

ez ¢ dans |e repére (A ; 7, /).

FRT
I

f) et

ik

@ Nous nous Proposons d'étudier la fonction f définie

surﬂ%’parf(x)zj_z_

. Démontre, que)i{' est pai
: . paire, ’ oy
"dUisez-yous pour sa représentation graphique
" Hludiez Jg Sens de variation de f sur J0 ; + _‘f[ a l'aide de
"Maissances sur les fonctions x - x 28t x - X "\

o LOrSque x5 1% 1 en justifiant
Wtre'éDOnSej 2 1, comparez }t X

Q“’e: {Sez-en Iétude de 1 pour les grandes valeurs de X.
B Uisez-voys graphiquement ?

4. a. Lorsque 0 < 4 < 1, comparez 1 ‘y L en lustifiant
Votre réponse. g x
b, Déduisez-en I'étu

it de de f pour leg petites valeurs
Positives de . Qu'en

déduisez-vous graphiquement ?
5. Dressez e tableau de variation def, puis construisez sa

Courbe représentative dang un repére orthonormal en
plagant quelques points.

0 En géométrie |

E Sur un demi-cercle

Un point M se déplace sur un demi-cercle de centre Q,
de diameétre [AB] tel que AB = 4.

Le point M se projette orthogonalement en H sur [AB].

On pose AM = x et AH=y.

M

Ay H.. 0 =B

1. Vérifiez que x appartient 2 I'intervalle [0 4].

2. a. Calculez MH2 de deux fagons différentes :

* en considérant le triangle AMH :

* en considérant le triangle OMH.

b. Déduisez-en que y = 1y,

3. f est la fonction définie sur [0;4] parf(x)= lye
a. Etudiez les variations de f sur [0 : 4).

b. Complétez le tableau de valeurs suivant :

x[0|1|2]|3]|4
Af)| 0

c. Tracez la courbe représentative de f dans un repére
orthonormal.

4. g est la fonction définie sur [0 ; 4] par g (x) = x.

a. Tracez la courbe représentative de g dans le repére
précédent. '

b. Déduisez du graphique précédent que pour tout réel x
appartenanta [0; 4], g (x) > f(x). ‘

¢. Donnez une interprétation géométrique de ce résultat.
Etait-il prévisible ?

@ Dans un triangle équilatéral

ABC est un triangle équilatéral tel que BC = 4.

Le point H est le projeté orthogonal de A sur [BC].

M est un point du segment [AH]. On pose AM = x;.: .
La paraliéle a (BC) passant par M coupe (AB) en P et (

en Q.
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tproblemes

U
)
)
<
U

140

B 3 c

1. Vérifiez que x appartient a I'intervalle [0 ; 2V3].

2. Calculez PQ en fonction de x.

3. Calculez I'aire s (x ) du triangle APQ.

4. Etudiez les variations de si sur [0 ; 2y3], puis tracez sa
courbe représentative.

@ ©; F‘,T) est un repére orthonormal (unité : 1cm).

M est le point de coordonnées (m ; 0) avec m > 0.

N est le point de I'axe des ordonnées tel que I'aire du
triangle rectangle OMN est égale & 5 cm?.

N
1
A
e
! " M
0 }‘}— m

1. Quelle est I'ordonnée de N ?

2. a. I est le milieu du segment [MN].

Quelles sont les coordonnées (x ; y) du point 12

b. Vérifiez que xy = % ;

c. Lorsque m décrit I'intervalle |0 ; + «[, quelle courbe
décrit le point I ?

3. Représentez graphiquement la fonction définie sur 0 ; + oo

parx ~ % .

4. D'apres ce graphique, ou faut-il choisir M pour que:
a) I'ordonnée de I soit supérieure 42 ?

b) I'abscisse de I soit comprise entre 0 et 3 ?

c) le triangle OMN soit rectangle isocéle 7

@ Trois points d'une parabole ne sont jamais alignés

% est la parabole d'équation y = x 2 dans un repére.

A, B, C sont trois points quelconques distincts de @,

On se propose d'étudier le probléme suivant :

les points A, B, C peuvent-ils étre alignés ?

On note a, b, ¢ les abscisses respectives des points A, B, C.

1. Démontrez qu’une équation de la droite (AB) est :
=(@a+b)x-ab.

5. FONCTIONS USUELLES

2. Montrez que « C appartient 3 la drolte A
C-b)(c-a)=q, "k

Ny, ol
3. Les points A, B, C peuvent-ils etre ahgn o 3. iﬂu
m Droites sécantes a une hYPErbole f(
Dans un repére orthogonal (O ; | ” T et 1 o
d'équation & xravecaz0 M, et M, sont deus“hmr“"e o
d'abscisses respectives x, et X (avec,( (x}pﬂl gy
(M,M,) coupe I'axe des absc1sses enl et " axe:a 3t
nées en J. S org, 8 &
1. Représentez cette situation dans chagyp dis LFI
* x, et x, de méme signe ; ol o
* X, et x, de signes contraires. :
2. Calculez les coordonnées de M,, M , Tet, ﬁ
3. Démontrez que les segments [I.J] et (M, M] ont - Laf
milieu. Déduisez-en que .JM =M l b gt
[ 2 est hyperbole d"équation y = 1 cans un g Ewﬁ
orthonormal (O ; i ;) d est la droite d equation y = :gu:
ou m est un réel donné. 2l
1. a. Discutez graphiquement, selon les valeurs dem s B 21l
nombre de points d'intersection de ¥ et d. B
b. Calculez les coordonnées des deux points dpe:
section M, et M, lorsqu'ils existent. L
2. d" est la droite d'équation y = X (avec m0) P
Y

a. Démontrez que lorsque M, et M, existent, la drfe f
coupe aussi & en deux pomts M, et M.
b. Etudiez la position des points M M,, M, M,

eis
4T
$R
i len
@ Tangente a une hyperbole
& est 'hyperbole d'équation v = ; dans un repére (0;/./

d est la droite de coefficient directeur un réel me®
passe par le point A [1 12

1. Montrez que d a pour équation y =m [x-l] +2

Loy

2. Trouvez les coordonnées des points @' intersection L]
¥ etd. i
INDICATION : On est conduit & résoudre ['équation* EP'E
fgllme2)=t e

3. Trouvez le réel m tel que d coupe Ihyperbole i
seul point. Donnez alors une équation de & lc;
cette droite et %. del RO
NOTE : On dit que la droite d est tangente al hypem ft"‘.‘:
b

) ? ‘ JQ‘:

o Dans d’autres disciplinés_—~ ;:,

m En Economie

Anue
1. Un capital de 4 000 F est placé au tau¥ 1 " ged
Les intéréts sont ajoutés au capital 3 12

s
A o
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I

N\ wm

année. On note S, le capital disponible au hoyt
g le capital disponible au bout de deux ans,
calculez Sy et Sy

5, Ce capital de 4 OQD F Fst pI.aCé au taux annuel de yx
“onnote i le Fapﬂal disponible au bout d'un an et C,(x)
o capital disponible au bout de deux ans. Vérifiez que :

C, () =40 +100) et G, (x) = 0,4 (x + 100p,

3. En utilisant les formules précédentes, retrouvez les
ésultats de la premiére question.

4, Pour quelle valeur du taux d'intérat le capital disponible
au bout de deux ans sera-t-il égal 4 4 622 5 F 7

d'un an et

%.

m puissance d'une pile

La puissance utile d'une pile qui débite un courant d'inten-
sité I dans une résistance variable est donnée par:
PM=151-031% (Penwatt,Ien ampére),
Evidemment, le dispositif ne fonctionne que lorsque P () > 0.
1. Montrez que les intensités de fonctionnement doivent
vérifier 0 <1< 5.
2.1et]' sont deux valeurs différentes de I'intensits.
a.Montrezque P () =P (I') = 0,3 (' 1) (1 + I’ - 5),
b. Montrez que :
si2g5 <I<I',alorsI'-I>0et(I+1' -5>0
et que, par conséquent ;
P est une fonction strictement décroissante sur [2,5 ; 5].
3. Montrez de méme que P est une fonction strictement
croissante sur l'intervalle [0 ; 2,5].
4. Tracez la courbe représentative de P.
5. Pour quelle valeur de I'intensité la puissance utile est-
elle maximale ? Calculez cette puissance maximale.

@ Résistances

On dispose de deux résistances, I'une fixe de 10, I'autre
Pouvant varier de fagon continue de 0 & 10Q. On désigne
Parx la valeur de la résistance variable.

1.On associe ces deux résistances en série.

a. Quelle est la valeur R, de la résistance équivalente
Exprimée en fonction de x ?

b. Représentez graphiquement la fonction qui a x associe
la résistance équivalente.

c. Calculez la valeur de x pour laquelle la résistance
®Quivalente vaut 140,

Onassocie ces deux résistances en paraliéle.

8. Quelle est I3 valeur R, de la résistance équivalente en
fonction dex?

x' i.e Z et représentez graphiquement la fonction qui &
350cie [a résistance équivalente R.

" T0UVez |3 yaleyr de x pour laquelle la résistance équi-
dente yayt 40,

u .
. o Montage e deux résistances :
QDSérle:R =R +H i
. 1 21

llele L ! + "1
. o g i
en parallé il T

PROBLEMES
DE SYNTHESE

THEMES : Fonction « voisine » de x ~ x 2, Carré.

Lectures graphiques. Symétrie. Trigonométrie

ABCD est un carré de coté 4 et P, Q, R, S sont les points

des segments [AB], [BC], [CD), [DA] tels que :
AP=BQ=CR=DS.

On pose AP = x,
D RS0

S
Q
AP B

1. a. Montrez que les quatre cotés du quadrilatere PORS
ont méme longueur.

b. Montrez que ASP = BPQ .

INDICATION : Deux angles aigus qui ont le méme sinus sont
égaux.

¢. Montrez que PQRS est un carré.
d. Calculez I'aire f (x ) de ce carré.
2. Vérifiez que f(x) =2 (x - 2)% + 8.
3. Etudiez les variations de f sur [2 ; 4], puis sur [0 ; -
donnez le tableau de variation de cette fonction sur [0;4].
4. Pour quelle valeur de x I'aire f (x ) est-elle minimale 2
Quelle est alors cette aire ?
5. On note € la courbe représentative de f dans un repére
orthogonal (unités : 1 cm en abscisse pour % et1cmen
ordonnée pour 2).
a. Précisez les points de ¢ d’abscisses :
14855457
0,5:1, 52 53 5.4
b. Tracez €.
6. a. A I'aide du graphique précédent, expliquez pourquoi
il existe deux positions du point P sur [AB] telles que Iaire
du carré PQRS soit égale a 10. _
b. Retrouvez ce résultat par le calcul et précisez les deux
positions du point P.
7. a. Comparez les réels : 3
f(O)etf(4),f(%] etf(ﬁ),fﬁ)etf(ﬁ).
b. Plus généralement, montrez que pour tout réelade [0; 2] :
fe-a)=f(2+a).
c. Le résultat précedent indique que la courbe ‘€ a une
propriété géométrique remarquable. Laqu‘ellfa ?
d. P, et P, sont deux points de [AB] symétriques par rap-
port au milieu 1 de [AB].

5. FONCTIONS USUELLES
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de [BC), Ry et R, sont deux
points de [CD], S, etS, sont deux points de [DA], tels que
AP, =BQ, = CR,=DS, et AP, =BQ, = CR,= DS,. .
Comparez, & l'aide du résultat de la question 7. b., |'aire
des carrés P, Q, R, S, et P, Q, R, S,

Q, et Q, sont deux points

@ Thtmes : Fonctionx — x?et fonctions « voisines ».

Calculs d’aires. Lectures graphiques.

ABCD est un carré de centre O et de coté 2. M est un point
quelconque du segment [AC], distinct de A et deC, etd
est la paraliéle & (BD) passant par M. [PQ] est le segment
de la droite d contenu dans le carré ABCD.

Lorsque M est un point de [AQ], P est sur [AD] et Q sur [AB].
Lorsque M est un point de [0C), P est sur [DC] et Q sur [BC].
On pose x = AM et on note f (x) 'aire du triangle APQ.

D ¢ D P C
: M
N 0 0 g
PINM . X d
.
A ~~, B A B

A. Calcul de f (x).

1. Expliquez pourquoi la fonction f est définie sur I'inter-
valle]10;2V2[.

2. Montrez que six e ] 0; V2], alors f (x) = x 2

3. Montrez que six € [V2; 2V2 [, alors f (x) =-x? +2 V2 x.

5. FONCTIONS USUELLES

B. Etude de la fonction f.

1. Montrez de deux fagons différenteg
est strictement croissante sur] 0 V2]
a) en utilisant I'expression de f (x) et |;
de la fonction x = x 2;

b) géométriquement, en utilisa i

du triangle APQ. ntle falt que 0 e,

2. a. Montrez que si x appartient 4 l'interyg
alors f (x) =— (x = V22 + 2.

b. a et b sont deux réels quelconques de
[V2;2V2[tels quea<b.

Complétez avec I'un des signes “< " oy 5.
a-V20Ob-V2; (a-V2RO(b-V2p:
~(a-V2p+2 O-(b-V27+2,

¢. Déduisez de ce qui précede que f est Stricteng
décroissante sur [V2 ; 2V2 .

d. Tracez la courbe ¢ représentant f sur l'intervalie ) 20

INDICATION : Tracer |a portion de ‘¢ représentant fsur] 013
puis celle qui représente f sur [V2; 2V2[. )

m]ah‘%

SENS da e

Ie[‘@;!ﬁ-

Pty

C. Lectures graphiques.
1. a. En utilisant le graphique, expliquez pourquoi fa
f admet un maximum sur lintervalle]0; 2V2 .

b. Pour quelle position du point M F'aire f (x) est-elez
plus grande ?

2. a. Montrez qu'il existe deux positions, M, et M, dells
[AC] pour lesquelles I'aire du triangle APQ st égaleal.
b. Les points M, et M, sont de part et dautre du potl0
Pourquoi ?

. Désignons par M, le point du segment [A0] etpark!
point du segment [OC].

En utilisant le graphique, expliquez pourguol oM, <0k

e T )
.o - 4
essesssscsssssssssssssssssssansne e - - -
B
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Exercices guidés

n Paire ? Impaire ?

On se propose d’étudier la parité de |a fonction f
définie sur R par f (x) = 3x2 + 5,

1. Pour qu'une fonction soit paire oy impaire, il faut
d'abord que son ensemble de définition D soit symé-
trique par rapport & 0.
a. Quel est I'ensemble de définition de |a fonction £ ?

~ b. Expliquez pourquoi cet ensemble est évidemment
symétrique par rapport & 0, c’est-a-dire vérifie la
condition : pour tout x de D, - x appartient 4 D.
2. Pour que la fonction soit paire, elle doit verifier la
deuxiéme condition : pour tout x de D, f (- X) =f (x).
Pour que la fonction soit impaire, elle doit vérifier la
deuxiéme condition : pour tout x de D, f (=x)=~f (.
Pour prouver la parité ou I'imparité éventuelle de f, on
calcule donc f (- x). Pour cela, on remplace X par - x
dans I'expression de f (x).
a. Vérifiez que pour tout réel x, f (- x) = 3 ~x)? +5.
b. On sait que le carré d'un nombre a est égalaaxa.
Don ici, (- X2 = (- x) x (- ).
Montrez alors que pour tout réel x, f (- x) =1 (x).
¢. Concluez.

E Etude d’'une fonction. Tracé de sa courbe
feprésentative

Onse Propose d’étudier les variations de la fonction f
définie sur R+ parf (x) = é et de construire la
“ourbe représentative de cette fonction. 1
& fonction est du méme type que la fonction x = .
1Va procéder comme pour I'étude de cette fonction.
1. Etude de la parité de f
Vous Pouvez éventuellement vous reporter & |'exercice
OUidé precedent.
Uel est 'ensemple de définition de f ? Cet ensem-
e,s.tj" Symétrique par rapport 4 0 ? 1
9 D‘:{';*?Z Que pour tout réel x de ", f (-x) = —. -
UIsez-en que la fonction f est impaire.

TP feprésentative de f est donc symétrique par
Pport3 g,

se s esdeBERRRRR
o0 c0O0OOSPOSIBSEBSRDIBENS
...lo........‘...I.....'.'....I......

'EEREREENR N BB

[N N E N NN NN

Il suffit donc d'étudier la fonction f sur]0; + o[
2, Etude des variations de fsur]o;+ e

aetb sont deux réels de 10; + o[ tels que a < b. On va
comparer f(a) etf(b).

a. Complétez : %p %

INDICATION : Voir la courbe représentant la fonction x — L

Sur]0; + o« ; 15 est I'ordonnée du point de cette courbe

d'abscisse a, et + est I'ordonnée du point d'abscisse b.
Quel est le point le « plus haut » ?

b, Stez : —1—.
Complétez 5 ‘§ o

INDICATION : Lorsqu'on multiplie les deux membres d'une

inéquation par un nombre strictement positif, on ne change
pas le sens de I'inégalite.

c. Déduisez de ce qui précede que la fonction f est
strictement décroissante sur 10 ; + ed.
3. Courbe représentative

a. Pour tracer la courbe représentative de fsur]0; + o,
on calcule les coordonnées de quelques points.
Complétez le tableau suivant :

X

i

1(2]3}4

Po|—

b. Placez les points correspondants et reliez-les par
une ligne continue réguliére.

Attention ! La courbe n'est pas obtenue en reliant les
points précédents par des segments de droite.

c. Pour tracer la courbe 4 représentant f sur R*, on
utilise le fait que 6 est symétrique par rapport & O.
Pour cela, placez les symétriques par rapport 3 O des
cing points précédents, et reliez-les par une ligne
continue et réguliére.

d. Expliquez alors pourquoi I'allure de 6 indique que la
fonction f est strictement décroissante sur }-  ; 0.

Pourles exercices 3 et 4, vous pouvez éventuellement
vous reporter aux exercices guidés 1 et 2.

Etudiez la parité de la fonction f définie sur R par :
flx)=5x2-3.

E] Etudiez les variations de la fonction f définie sur R*

par f(x) = S ot tracez sa courbe representative.
3x
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. 4 oof I'iNé-
E On se propose de résoudre dans 10+ (

VERS UNE SOLUTION

« Premiére méthode
f et g sont les fonctions
f(x):%etg.r()'c) =x.2. ’
Résoudre l’lnequahotn % p;ér)i(eur iy
ir quand f (x) est su .
f\;‘cr);cc:;, dani zm méme repeére, les court?es % ; e:
¢ _représentant respectivement les fonctions I €
ggsur 10; + o[, et vérifiez qu'elles passent toutes
les deux par le point A1)
2. Utilisez ce graphique pour conclure que les solu-
tions dans ]0; + e[ de I'inéquation 5 2 X 2 sont les
nombres X ...
« Deuxieme méthode 1
1. Résoudre dans 10 ; + < l'inéquation 3 2 7
revient & résoudre dans 10+ I'inéquation 1 2 X3,
Pourquoi 7
2. Tracez, dans un méme repere, la droite d'égua-
tiony =1 etla courbe représentative de la fonction
e N
3. Utilisez ce graphique pour résoudre dans 105 + oo
Pinéquation 1 > x 3. Comparez avec le résultat
obtenu par la premiére méthode.

définies sur 0 ; + el s

2 danS ]O . + w[ reVient é

E On se propose de montrer que a fonction f définie
sur R par f (x) = x? — 2x est strictement croissante sur
[1; + o et strictement décroissante sur ] e ; =1].

VERS UNE SOLUTION

* Premiere méthode

Nous allons transformer I'expression de f (x ) pour
pouvoir utiliser le sens de variation de la fonction
X~ x2

1. Vérifiez que x 2 - 2x = (x = 1)2 - 1.

2. Cette nouvelle écriture de f (x ) nous incite &
étudier le sens de variation sur R de la fonction
gix— (x-1)=2

En utilisant le sens de variation de la fonction
x ~ x %, montrez que g est strictement décrois-
sante sur |- « ; 1] et strictement croissante sur
[1;+<=

3. Déduisez-en que f est strictement décroissante
sur |- = ; 1] et strictement croissante sur [+ e

L]
[ ]
[ ]
L]
]
L
L]
L]
L]
L]
[
L]
[ ]
L]
[ ]
L]
L]
L ]
L ]
[ ]
]
L]
L]
.
[ ]
[ ]
L]
L]
.
L]
L]
L]
L]
L]
L ]
L ]
L ]
L]
L]
L]
L]
]
[ ]
[ ]
L]
L]
L]
L ]
L]
L]
L ]
L]
L]
[ ]
L]
L]
L]
L
[ ]
]
.
]
]
-
L]
L ]
L]
[ ]
L]
[ ]
L]
[ ]
L]
L]
L]
L
L]
L ]
L]
[ ]
-
.
L]
L]
-
L ]
L ]
L]
L]
L ]
L]
[
L]
-
L]
L]
L ]
.
L ]
L]
L]
L]
L]
L]
-
L]
L]
L]

B
.
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II.I.....'.I..........O......I...l.l.ll.........l.l.

.

« Deuxiéme méthode : \ a
£ : 3
aetb e'tantldeux r‘eels quelconqueg . { A
on va étudier le signe de la différen “ﬁact | T
1. Vérifiezque f(b) - fla)=b2. 52 _ }“’hi:. o
déduisez-en que f (b) =1 (a) = (p - 4 b- %g ; egtf
2. f(b)~f (@) estdusigne de (a + - (;w.,&?l i
3. Retrouvez le résultat obteny a"'eC.la iy [ 5
méthode (question 3). i o °
\i re“fa
Pour les exercices 7 et 10, vous pouye, ; ' XL
Zeye bt
ment vous reporter aux exercices compm ! XC
Mtiso R oo
] no‘,'ﬁ
Résolvez dans 10 ; + eo], de deux fagong i ol
rentes, I'inéquation 5+ = x. pa
dorc
|
E Résolvez dans ]0 ; + o[ I'inéquation x> 1 !
' & on 58
Etudiez, de deux fagons différentes, les vajgy e
de la fonction f définie sur R par: § 1
fx)=x2-4x 31
m Etudiez, de deux fagons différentes, les vaaiy
de la fonction f définie sur R par:
fix)=x%+9x
4
s Limit
Ona
SR . . 2
* Xty
Trouvez l'erreur J.:
o
Pour chaque exercice de cette rubrir.!Ue. unes - fongy
vous est proposée, mais elle contient uné L1
Trouvez cette erreur. _ n
AN
7 c o f définié ]
11 Etudiez la parité de la fonction e 11
Pintervalle I = [ 2 ; 3[ par f (x) =X g . Comy

e

x!ﬂ

Solution : P
Pour tout réel x, (- x )2 = x 2 Donc ("X)z: i
En particulier, pour tout réel X del X'
D’autre part, I'intervalle de qéfinition 1 ¢ Zira
est symétrique par rapport a 0. Don° 2 |
12 4 est un réel de intervalle [ 1 co®
nombres (a + 172 et (a + 1)-
Solution i 'oﬂa*i'
a est dans Fintervalle [-1; 1], 6002 2~ ' g
Le nombre (a + 1) étant pOSi“f{"l -
carré. On adonc (a+1) < @+ '
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13 a est un réel de Pintervalle -
les réels ya+2 eta+ 2,

solution

a est supérieur @ - 2, donc 3 + 230.
Le nombre (a + 2) étant positif,
carrée.

On sait alors qu’un nombre Positif est toujours Supé
rieur & sa racine carrée. D’o() g 4+ 2> Jaso ‘ i

24 oo, Cornparez
il admet une racine

14 a et b sont deux réels ge
distincts de 1. On suppose que a

nombres 3171 et b7
Solution

Par hypothese, a = 1 et b = 1
donca-1=0etb-1x0.

1 1
Les nombres a—7 ¢t b-1 Sont donc définis,

Onsait que a < b. D'olig -1 < p
X = x est strictement décroisg
>

I'intervalle [0: 2],
< b, Comparez les

=1.0rla fonction
ante sur R*, donc

LI
a-1"~ b-1"

EEmrTTT—————y : :_
Pour ceux qui W plus

Limite d’un polynéme a Pinfini

On a vu que lorsque les nombres positifs x deviennent
trés grands vers linfini, il en est de méme des nombres
X* et x*. On dit alors que les fonctions X = x2 et x = x
ont pour limite +  en + oo,

On peut voir aisément qu’il en est de méme pour des

fonctions telles que, par exemple, x = 2x2 + 1 ou
X Bx2_9,

II D’autres exemples

1.0n pose £ (x) = x2 + 2x.
Complétez le tableau suivant :

x [ 10]10%[10°[10°
fx) -

Ainsi lorsque les nombres x deviennent trés grands,
®S nombres ¢ (x) deviennent treés grands.

%82 que pour x positf, x2 + 2x > x?. OF, puisque les
Nombres x2 deviennent trés grands, il en est de meme,
afortiorj, geg nombres x2 + 2x.
2.0n Pose g (x) =x2-2x. fag
OrSque |eg nombres x deviennent trés gfé"ds'
Mombreg x2 et 2x deviennent trés grands auss.

LR
(R R R R R EE R NN EN)

LA BB O B B N NN N

0000000 OO P OCR OO DO DO OSSP RR

L

e eePOPREOORDROBTODED

(R NN NN NN NN R NNN]

On va voir ¢,

€ qu'il en est de |e r di
Compl Stz | ur différence,

e tableay Suivant :
B354
X2

» lorsque Jeg no

€n est de méme des

Ainsi i
mbres x deviennent trés grands, il
nombres x2 - 2.

B Une mise en facteurs pour mieux comprendre

1. a. Vérifiez Que pour tout réel x > 0, 2
- Complétez le tableau suivant :

x [10]102 10a
Gl [ [
X ; ‘

-2x=x2[1—;‘;].

Lorsque les réels x deviennent trés grands, les nom-

bres 1-% S€ « rapprochent donc sans cesse » de 1,
On congoit alors aisément que les nombres x2 [ 1 -%
S€ comportent comme leg nombres x 2
donc trés grands, i :
2.0n Posef(x)=2x3-5x241.

a. Vérifiez que : '

pour tout réel x > 0, f (x ) = 24 [1'-—£ - )

; ils deviennent

. 2% 2x3
b. Lorsque les nombres x deviennent trés grands, les

nombres % et 2—2—3 « se rapprochent sans cesse »

de zéro. Les réels 1 - L —2%3 se rapprochent donc
sans cesse de 1. '

On congoit alors que les nombres 2x2 " 1-5 . 51_5 ‘
se comportent comme les nombres 2x3 ;ils t:le\.ritani
nent trés grands.

3.0nposeu (x)=-x3+2x,

a. Vérifiezque:

pour tout réel x> 0, ~x 3 + 2 = - x 3 —;‘2—2)
b. Déduisez-en que lorsque les nombres x deviennent
trés grands, les nombres - x® + 2x se comportent
comme les nombres négatifs - x%. On dit que la
fonction u a pour limite - « lorsque x tend vers + o,

ﬂ Un résultat utile :

1. Plus généralement, on peut démontrer que lorsque
les nombres positifs x deviennent trés grands, un
polynéme se comporte comme son monéme de plus

haut degré. Par exemple : 2
10x2-x + 1 se comporte comme 10 x 2.
5x4-3x2+x+1secomporte comme 5 x *.

2, Application
Quelle est la limite lorsque x tend vers + « de chacun

0 ivants ?
es polynémes suivan ‘
g)f(?r)=3x2-x+t: B)f(x) = -X° +2X;
c)!{x)=x2—5x+2x3.

5. FONCTIONS USUELLES
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'1 pans un triangle rectangle

ABH cst un triangle rectangle en H.

AB est la longueur de Thypoténuce.

AH est la longueur du coté adjaceny 4 langle A
BH est 1a longueur du c6té opposé 3 angle A _

. ~_AH .. & - BH -
cosA‘Eﬁ isin A = AR :tanA:ig_

On peut retenir les égalités précedentes sous la forme -

~ _ cote adjacent

cos A = isin A = -Uj?e.__(lp?_‘_“é "

hypoténuse “ | hypotenuse *
== 0 -,
‘an f\ — ._C-_‘c E"pr“-c
cote adjacent

;, ABH est un triangle rectangle en H 1ol que AH=4ct BH = 3.
i a) Calculez AB.

1' b) Calculez cos A, sin A , tan A .
:' ¢) Calculez cos B, sin B, tan B,

>2 Longueur d'un arc de cercle
€ est un cercle de rayon R et de centre O.
On sait que sa longucur (son perimetre) est 2aR et done que la
longueur d'un demi-cercle est 2R
Aet B sont deux points du cercle € tels que, en degres
AOB = a (0 < a < 180),
La mesure ¢ de I'arc AB est proportonnelle a la mesure ¢ de
l'angle AOB .

Dlou 1e tableau de proportionnalite ci-contre. il o
On obtient dong, en faisant le “produit en Rcmix" :

u .

R ¢

130x{=nRxa,d’0t‘H=axi§6~

|

I_‘-“-\-ﬂ__"'_‘—‘-—-—u ———————

i s e
5 ) Calculez 1a longueur de I'arc AB lorsque AOB

YLestup cercle de centre O et de rayon R = 75 ¢m.
= 120°.

b
’-._H}__D“nnez une valeur approch

ée en degrés de AOBI
S e

Pour
PRENDRE

UN BON
DEPART

orsque AB a pour longueur 40 cm.

\
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=CIORS

o UNE NOUVELLE UNITE : LE RADIAN

—PROPRIETE 1 j M et N sont deux

4

m Des de €s a
r -
g UX radians et inversement

1 - L(. q
v . Q llles IT.

Dong, & radi
ian
S correspondent a 180°, et §
Les mesures en radians et les m » €t inversement.
esures en degré
gres sont proportionn
elles.

2. Pour obteni

. tenir

o s FlﬂrlcxcmP]E, la mesure en radians
. ¢ 60° il suffit de calculer x dans le

: eau de proportionnalité ci-contre
n faiss i i ;

. isant le produit en croix, on obtient 180 x x = 60 x, d’ot1 x =
n peut proceé é , )

p der de méme pour passer des radians aux degrés.

Degrés 180 | 60
Radians n x

L3
3

3. Le tableau suiv .
" ant, que vous devez savoir retrouver facilement, donne les
n radians et en degrés de certains angles remarquables

Mesure

en degrés 0 30 45 60 90 180
Mesure T

en radians 0 3 "i‘ % % w

4. Cas général
Notons a la mesure en degrés d’
0. sa mesure en radians. Le tableau

un angle géométrique xOy;
&t ci-contre est un
a

. nalité. Dol =2= =
tableau de proportionnalite. Dol 750 = 7" ; ;

EFA Longueur d’un arc de cercle
¢

poings d’un cercle € de

Note

&Ima mo“r (OIJ::

récians),

la formule

<R est vraje, En

et Fare est

fér
&t

*C6, sa Jo
oy ngueur

centre O et de rayon R. -
e cercle MN.

¢ désigne la longueur de 'arcd :
Si o désigne 1a mesure €n radians de

’angle MON, alors ¢ =aR.

< tion e
Démonstra NiON .

Notons a la mesure € degrés de I’angl
7R (1] (voir POUR

On sait que = @ 780

a_— & (yoir § 1.1):

PRENDRE UN BON DEPART).
est-d-dire — a% ponc ( = aR.
Dona®™= 180 &, € est-a-dire @ = 7gp

Or —=
il jor R =1 A la mesure en
> REMARGUE cas|pa;t|.lugt::'uilre I';lrc' MN ost donc égale, dans €@ cas,
On a alors { = La lon
(, de centre O et de rayon 6 cm

MON .

radians de l'angle o -
t deux points d’'un cercle

EXEMPLE : M et Nsson
-——"-—'— — J'[
il MON =5 " . ) (5,“ X 6] cm. Donc ¢ = 15,70 cm.
» de 1’arc MN est alors ¢galed |7
La longueur € d¢ ECTEUHSETFONGTIONSCIRCULNHES

6. ANGLES DEV
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ANGLE ORIENTE
e DE DEUX VECTEURS UNITAIRES

Bl Cercle trigonométrique

‘€ est un cercle de centre O et de rayon 1.
Convenons de dire que le sens de la fleche de la

' Coin-mémo
Le sens direct est le
sens inverse de celui

des aiguilles d’une figure ci-contre est le sens direct ou positif et que
montre.

le sens contraire est le sens indirect ou négatif.

[ DEFINITION 1] Un cercle trigonométrique est un cercle

de rayon 1 orienté dans le sens positif.

EEI Mesure de 'angle orienté
de deux vecteurs unitaires

1. Un exemple

u et v sont deux vecteurs orthogonaux et de norme 1.
‘€ est un cercle tngonnmcmquc \Iomns A et B les
points de € tels que OA = et OB = 7.

Langle geomemquc AOB a une mesure ¢gale a 90°,
c’est-a-dire a : = 2 radian. Pour “aller de A 4 B”, on peut
décrire I’arc de cercle rouge mazis on peut

aussi “faire un tour complet” de ph
ou deux tO'I.ll'S, ou trois tours .

Iz cercle ¢ ayant un rayon égal a 1, la longue

d’un arc du cercle € est eg "'lt “ v mcsure en radians de |’ angle au centre (w
remarque § 1.2). '

A chaquc fois que I’on effecrue 1,

¢ tour de plus dans le sens positif, la longut
totale parcourue augmente de 2 2.

Un dit alors que g “+2n, -+4n,.lﬂ

3 2 2
angle orienté, not¢ ( " 'u X

’
des mesures de | des vecteurs u et ‘v

On peut aussi aller de Av

ers B en se déplacant dans le sens négatif.
L'arc de cercle parcouru,

en bleu sur Ia figure, a alors S une longueur égale &
mesure de ’angle orienté ( u v )
On peut aussi effectuer un toy

3 3

. 3 2
On dit que - —23 est une |
i
l.lﬂl

r de plus dans le sens négatif, ou deux 10

OIS tours ... On dit alors que ‘%,I ~2m, -3 _ g 3n g . sontf
’ 2 ® 2
des mesures del’ angle orienté (u z) )

On peut Temarquer que Jeg mesures & T 2n, T + 4n, ..., ‘%’ -2n 4
2° 5% > 5 __

6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULA[RES
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\

—_—
J

On dit que I'a ienté da - - » B
q ngle orienté des deux vecteurs u et v, noté ( u , v ), admet pour

mesures en radians les nombres £ + 2% 1. ot k€ 7
2 ’ Y -

2. Cas général

On procéde, dans le cas général, de maniére tout a fait analogue.

. - — '._’ - —
DEFINITION 2 | /ot sont deux vecteurs unitaires.

A et B sont les points d’un cercle tngonometrlqm 6 tels que :

OA=u etOB=0.
Notons o la mesure de ’arc AB décrit dans le sens posmf de A vers ] B.
On dit alors que I’angle orienté des vecteurs u et v, noté ( u v ),
admet pour mesures en radians les nombres o + 2k 7, ou k € Z.

EXEMPLES : G est un cercle trigonométrique.

* Les mesures en radians de I’angle ( OA R OB )
sont égales a % + 2 kxt,onkEZ. En effet, ’arc AB,

décrit dans le sens positif, a une longueur égale a % .

* Les mesures en radians de I’angle ( O_A‘ &:’)
sont égales 3 3 3% 3 T + 2k n, o0 k € Z. En effet, I'arc AT,

décrit dans le sens positif, a une longueur égale a 32“

Mesure principale

- -

| DEFINITION 3 | Parmi toutes les mesures d’un angle orienté de vecteurs unitaires « et v,

' ote

Une méthode pour
trouver la mesure prin-
Cipale d'un angle est
Proposée & l'exercice
résolu 1, p. 160.

la mesure principale de ’angle orienté (u , v ) est celle qui appar-

tient a intervalle ]-  ; 7t].

EXEMPLES : Reprenons les deux exemples du 2., § 2.2.

* Dans le premier exemple, la mesure principale de I’angle orienté ( OA , OB ) est

égale a Z car cette valeur, obtenue pour k = 0 dans I’expression & it 2k m, appartient

a Pintervalle ]- 7t ; ).

« Dans le deuxieme exemple, les mesures de ’angle orienté ( OA , OC) sont égales

1 11
a3% 4 ok, oukEZ. Ici, -2— n’est pas un réel de Uintervalle ]—m 5 xt].

Pourl——l,—2-+ 2kn= 1” - 2n=
» ’ e Ml . Jt
ale de l’angle orienté ( OA , OC) est donc -8

- %': . Le réel — § est dans l'intervalle -t 5 ).

La mesure princip

6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULAIRES
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3 . POINT M DE ¢ ASSOCIE A UN REE| ,
. e

E—

€ est un cercle trigonomEnigue de centre O et A &5t ug p""é"'*&cg,{ 3

T DEFINITION 4 jogdi:qupoh::h-lds:’é cstassociéaur&lx,ﬁxq

V' ot

A e v ot 25T
oy urwLE Dort 02
L et CEOE
pore oe € et Zmso0E
2 wree it O rEeiT

4 e FONCTIONS SINUS ET COSINUS

mmdimd:l’angkmicmédcmem(a,bfﬁ)_

: -2 g X
Exsa:-*._s:LepomtBeStassoc::zureeli- |
: resi e auréel = + 2x, et il
Ce point est aussi 2530C€ au e > , et plus / 2
‘

généﬂméchaamdﬁsréds% +2kr. 00k € L

2 z
’M:m@m o :4{ ~7
Dans 1a pratique. on confond l'angle de veciewrs uniares o

[ﬁ.m]msesmetMavecrmd‘e&aa
Onéaiador‘c,brm!’!es:iepoﬁﬁassodéwr@lx,
( OA . OM ) = x. Cette écriture signifie que I'une des
mesuresde (OA,OM jestégalza .

‘wenométrigue de centre O, d'origine A, B stk punail

tel c;uF’O.—'z,_g, 2 Dons ’O;b—.-‘:,ag)esrunrcpérem

EEEd Définiticr=. -~ r2miéres propriétés

DEFINITION S5 | yesrunzéel gue - vps - }8 E
Mestlepointige S =nicax, / snrs- ‘
* 1 e costnus de = {on :::_:qc_os':icisﬂ’abscisse | L3
de M dans le repirs (O ; OA, OB). —
» Le sinus de x (on éorit sin x) est Pordonnée \
de M dans le repére (O ; OA , OB). \L

wr
E%i |

EXEMPLES :
*Six=2kx (REZ), M est confondu avec A (1 ; 0) ; donc cos (2&3) =
*Six= % +2ka (k€ Z ), M est confondu avec B (0 ; 1) donc &

crsin(g+2k;;):1_

[ PROPIICTE 3

V' Now

]xcnunréclquclconque.Alors: Pors
‘-1<cosx<ler-1<sinxg 1  ecosx st

o

Démonstration

3’:“"“’"" * D’apres la définition de cos x et de sinx, - 1 < cosx € 1€17 1 ‘(I
:::g:;’:ﬁ ::-g;: * Dans le repere orthonormal (O ; OA , OB ), M a pour C‘-“"‘h‘fmﬁ;:,z
Done OM? = cos'x + sinx. Or OM = 1, donc OM? = 1. D'od &7 :
2 6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULAIRES ._
. _..-,.‘!’_:“*
b
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5 « FONCTIONS PERIODIQUES
)« FONCTIONS PER]

[ DEFINITION 6] fest une fonction définie sur R et T est un rée| Strictemey,

gt tpogs 2l
Dire que f est périodique de période T signifie qQue Pﬂurl:mm‘ 3
f&x+T)=f(x). uutreﬂ &

ériode de f, alors 2T, 3T, 4T %

MARQUE : Lorsque T estune p ; V4T . et plus ;

(: :Eiar strictement positif) sont aussi des périodes de f. Génawen“ |

[ PROPRIETE 4 | Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de Période g5

r Note

M est également asso-
cié & tous les nombres
x+2kn(kEZ)donc
cos (x + 2k ) = cos x
sin fx + 2k W) = sinx.

6 e TRIGONOMETRIQL!"
A idioretche i

4

6. ANGLES DE '\_IECTI_EUHS ET FoNcTiONS CIRCUIL Alnce

Démonstration
x étant un réel quelconque, notons M le point du
cercle trigonométrique 6 associé a x.
M est également associé au nﬂubrc x+ 2m,
Donccos (x + 21) = cos x = %
sin (x + 2x) =sinx =0Q.
Ainsi, pour tout réel x,
cos (x +2m) =cos x et sin (x + 27) = sin x.

FORMULES

USUELLES

2L R o

Dans tout ce paragraphe, x désiyo:
sur un cercle trigonométrique .

€0s (- x) = cos x ; sin (= %) = - sin x.

En effet, le point M’ associé 3 —
de M par rapport a la droite deg

Ces deux points ont donc la m
ordonnées Opposées.

x est le symétrique
abscisses,

éme abscisse et des

cos (x+n)=-cosx;sin (x + 7) = - sin x.

En effet, le point M’ ié
de M par rapport 4 0,
Les points M et M’

; ; ont donc des abscisses opposées
et des ordonnées op

Posées.
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COS (T=x) = = cog 3 sin (7 - N) = gin &
"N

En eflet, le point M associé § (x

) est le symétrique
de M par rapport 3 | Fmetrigpue

a droire des or
Les points M et M ont done deg
et la méme ordonngée,

donnges,

abscisses opposées

cos (

(Sl

- = si . kL] =
\) SN X § sin [:;—.\') = cos x.

En effet, le point M’ associ¢ & (g - .\-] est le symétrique
de M par rapport a la droite d’¢quation y = y,

On peut alors démontrer que : .

« I'abscisse de M’ est Pordonnée de M,

* Pordonnée de M’ est I'abscisse de M.

L) . :
cos [x+;) —--smx;sm(x+—%':) = cos Xx.

En effer, on peut écrire x + % =g - (% ~ .\') .
« Donc cos [1 + —IE} = cos In —(E —.\')I.
2 2
Or, d’apres les deux formules précédentes : @
e I L | T\ =
COS | {2 \]] cos (2 .\} sin x.
5 . f o\ . .
On 2 -ianc bien cos (.\ + ;) = —sin x.

* De méme, sin (.\- + %) = sin In —(% - x)l, d’aprés les deux formules précédentes :

: n . (TC —
T e AP = ——X| = cos x.
sin |I[ (,) 'c]| sin [ v] COoS X

s : my o
On a donc bien sin (x + 3) = COS X.

— Commentaire |

Vous pouvez retrouver rapidement ces relations de la maniére suivant_e : _ ' )
dessinez un cercle trigonométrique, placez le point M associé a x, puis le point M associé

a-Xx,0um+X, OU—X,0U %— X, ou % + X, et utilisez les définitions de sinus et cosinus.
¥ ]

ouLaires 15
6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS c |
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6

7 » ETUDE DE LA FONCTION SiNyg

-

-.\ote
-8

':

S -C'.:.

"*'uq‘

Le repere oo i3 fgure
C-oorE est orthoge-
S MES paEs orThoror-
miel i e est o8 mérme
CES reperes ges oS
figures sunentes § 72,
1,82

6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULAIRES

EBXI Etude sur l'intervalle [0 ; 5
1. Sens de variation

h&mﬁu%mmﬁmmm;m‘ .
m:m I Sw

-~

HIR
A

En ofitn, motons x, of x, deux wels queltongues de
QT o que oy, <x. et M, e M les poins asoas

srun gmmwmmh S mdhgee aloes -

snus est done smictement crolssanme sur Qi S
Ou peut venfer de méme que [k oction sous o
P Ay e e o] 'L S

senctement decroisseate sur (T IX.
Dot le mableau de vuriaton sur [Qsxj

1 X

x | —
e z o

Precseas qualqus: > s de la courbe %r&k—-zm:hin:in:aimssth_
Cholsissons Jos oo o oo Uabscisse oSt um s er.-:-:.zr'c:ﬁ: =il
- -~

x SRR O B e -

: 3 2 3 ChasRon Sron
S = % = — )
3 " b z 3 W3 4 2
sinx | ¢ = = - T 3 | 2.8
i i = = = .
> . B i #
\QIEZQLthm—E—a.:I x- lf- =::n§(m;:§e.p~l3?-

3 3 2 i

3 o o

;

'.
Dcméme._m3‘1=~m etsin ==X =gn X, J.
R - s
L= fonction sinus a pour représentation graphique ser [0 13 B9
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X2 Courbe représenta

_ nt e
On va voir comment o pey la fonction sinus sur R

A . ; obtenj
SInus a partir de la portion de ¢ RIr toute la courbe

: représentant la foncti
ourbe tracée ay paragrap o

) | he précédent.
1. Utilisation de |3 parité

La fonction sinus est impaire
sinus sur [- 5t ; Q] s’obtient, 3

Donc | :

d

partir d ?Dmon de courbe représentant la fonction
. e :

par symetrie par rapport 3 4 courbe tracée au paragraphe précédent,

2. Utilisation de I3 Périodicité

Notons 6 la courbe représentant la fi

: : onction sinu ~§3
ot er s sur [- 7t ; a).
OnCcton sinus a pour période 2m, c’est-a-dire que : ’

pour tout réel x, sin (x + = si
: 3 ( ) = sin x.

* sin (-%4‘231:) =sin(..%] =-1;

d’ou le point A de la courbe, d’abscisse — & + 25 = 9%

) 2
*sin (0 + 2m) =sin 0 =0 ; d’ou le point B de la courbe, d’abscisse 0 + 2t = 2.

’ T ‘ 5 ;
* sin (—2— 2 23':) = sin % =1 ; d’ou le point C de la courbe, d’abscisse % +2n = 5—21 a

*sin ( + 2m) = sin t = 0 ; d’ou le point D de la courbe, d’abscisse n + 2z = 3.
Plus gé:éralement, chaque point de la courbe %, représentant la fonction sinus
sur [ ; %7} est 'image d’un point de 4 par la translation de vecteur u = 2 7.
De mé-.=, sur [3m ; 5], la portion de courbe est I'image de 6, par la translation
de vectziiv u.

Sur [~ 2t ; — 7], la portion de courbe représentant la fonction sinus est I'image de

4, par la translation de vecteur —u = — 27 1, €tC.

phiques

es de lectures gra
netion sinus €st -

Sn 3
3 . Sm u _,:_-_——I etc.
J'[.Ltlsur""',,s')’sr g ar ’
,2 3 -

3. Exempl
« D’aprés le graphiques la fo

-

strictement croissant¢ sur [ 2
x. 3n urlSn.lEI,Sur |_,, ;_%”etc'
L et ) — S — 3 0 >

t décroissante sur |2 Sk 572

s d’équations.y

_1<sinx < L.

et strictermen =-lety=1

droite
. ée entre l€s ;
« La courbe est SItU¢ r tout réel X

‘ate + pou
" it la roprle[c : P
o tradult B DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULAIRES

6. ANGLES
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_ 8;_ ETUDE DE

LA FONCTION COSINUS

' Note

V3

2

6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULAIRES

=09;

V2
2

= 07.

on cosinus est tout  fait analogue & celle de g ¢ 3
ONction «

Létude de la foncti
[¥%] Etude de la fonction sur l'intervalle [0 ;

']
1. Sens de variation 3

La fonction cosinus st strictement décroissante sur [0; n).

En effet, notons X, et x, deux réels quelconques de o
[0 ; ] tels que X, < X, €t M, et M, les ponts associés /

sur un cercle trigonométrique.
La figure indique alors que OP, > OP,, c’est-a-dire

que cos X, > €OS X;-

2 £

e Courbe représentative

Précisons quelques points de la courbe représentant la fonction cosinus sur [I;

(voir § 4.2).
e
. 0 AT 5 2x 21 3%
6 g4y | 2 3 4
v3 V2 f 1 V2
coS X 1 > 7 | o 0 -5 o5
__.————'—: e —————— - _’_l.____———___——'—'_

Notez que :

2n - | [ .
cos 3 CQS(II 3)- Cos-j-,cos

33

£ = cos (n— %]

St _ n T
cos 2= = cos [n-7] =-cos =

6 S (ﬂ 6) cos g :
La fonction cosinus a pour représentation graphique sur [0;7]1a courbe 72

4
v 1
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= —

) N P fonction cosinus egy pai
b ., l'e_

€ pour i i i
pour la fonction sinus, d’obtenir toute

kY
(IR
-~
I -~
] S

=
I
I
.

P REMARQUE : Cette co
la translation de vecteur -

t:‘rt_?_e se déduit| de celle représentant la fonction sinus a I'aide de
51 (voir exercice 46, p. 170).

o FON!:TION TANGENTE

DEFINITION G

. Pour tout réel x tel que cos x est non nul, on appelle tangente de x,

Note
Yous pouver yous

"eport
43 ara"'ll;)‘f"""39""5'13-'76

2%0g.Y3
9!? ~0.7.

le réel tan x = S X
et on note tan x, le ree SRR

e Tangentes d’angles aigus remarquables |

_SII’lO:_Q___ et = = —— = —= = — = —
0= cos0 1 6 cos & _‘\/?5. J3 3
V2 sin & l/—_3—
sinz 5 n-_3-2 -3
°tan£————4~=—g‘=1 .tang_cosj—‘c 1
4 cos = [% 3 2
4 72

eau :
Regroupons ces valeurs dans un tabl

T=0.
T yan x n'existe pas car c0S 3

» REMARQUE : Pourx= o

ONCTIONS CIRCULAIRES

6. ANGLES DE VECTEURS ETF
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P—

0An
L mesure = 3 .

un ang!
qQuelle oat 88 mesure ptinulpnta 'l
provint M.\lhmh — 27 T
Pour trov ¢ la mesy rhw.lpnlo e A , on seritd
a®- “':" LR
TL L

puis o0 cherehe |entier gk C 2wl que = @ o

g4t gont doux monures dun mome angle

Lo8 l'éolsuuL 4
D"-‘l 'l]h "
un entier mlnnihlnlmmu- N oK
( 1Iﬁ|lnlllm|.

0 pllnclpula s eoc plgnifie dong, P
qe U w
llorktnl que A . ",‘:"‘ LR o N | ]

que

|| oxlsto done
« osl la mosut

Chorchons I'on
04, 2k = 1, c'nnt‘h-uun pneore

o B )

] g'derit auss!
o4

. 04 ok &
1y ...ka..|l 9
0 ocon e "!7
ol .7
k < g
k < 16,160 -

16,166, =
ol 10,160

o 15,1606,

~04n 2 x 101, cont-a-diro

16.

prlnclpn!o qostdonc 4
_n ~ 04 D
( 9 f32)n-e( 4 I)n.

(=

Dot ® 2,
3

> REMARQUE : Notez qu'lcl ¥

> R ment oniro o rb?: Il.::. [rontlor k, unlque, ont obtenu par

_____.-n——"—-_

__,,_..-.--—"‘""—'-—.

6. ANGLES D
£ VECTEU
A8 ET FONCTIONS CIRCULAIRES

e ————

mipmulent

& oort
0 u qafola
Lol dittarance

ol
iple (o 2

a On divine jon mambres da 6o
lnéunllt  « 01 | sas od
Tant pan changd.

Ajyine par 2~ 0 lo 8003 des

4 (N
(uliten n'oal pas ohangé.

it

Jplace K par 10 dans | enfired

0::;1 v Pk

o (1

'iuﬂ-

ontroler quo ¢ o5t affed

4 Onpout 6
Hol do J= it

virnent un r
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Ie ces
NS des

ns des

expres-

effect

80

valeurs exactes de:
0 T 2. cos 2. 3.qin 8

3

n
. calculer sin (‘ §) (ou cos ‘Sf- ou sip I

ut
3 n on ou E) sous I’ B cssﬁ&'{:r
e - (OU 7 6 7 S0Us 'une des formes — -
\ - , —
oﬂi estun angle aigu remarquable, T+ x

. i e e B
QOnsaltque S'”( 3) ==8In 3. Orsin —E _ V3

=
V3

puresin (- 3] = =73 -

@ On peut remarquer que cos %E = COS (n ¥ %)

Or c0s (n-i-%f—] = —COS % et cos % = _‘/2_5_ Donc cos _55 __\2

-——

f in 9T _ 1
3] On peut remarquer que sin 5 = sin (n— 'é]'

inli-% =sinT =1 p in 5 _ 1
Orsm(ﬂ 6] sin & = - Donc sin & =3
P> REMARQUES :

1. llest conseillé de placer les réels -g, -54E, %E sur un cercle trigo-

nométrique. Ceci peut vous permettre, par exemple, de contrbler le
signe des valeurs trouvées.

Eneffet, on voit que :
sin [‘%]=_0_I< 0, cos —545 = 3J <0, sin % =0K>0.

2, Dans I'énoncé, on demande des valeurs exactes. On ne peut

donc se contenter des résuitats fournis par une calculatrice ; en

effet, une calculatrice ne donne que des valeurs approchées.

i B

“ Pour tout réel x, sin (- X) = -sin x,

< Pour tout réel x,
cos (J'l.' + X] ==CO0S X.

< Pour tout réel x, sin (v =x) = sin x.

¥3

B3]

*estun réel tel que sinx = 1 etx e |~ ;J]:]. Calculez cos X.
W 3 2 I
P calculer sin x connaissant cos x (ou cos X connaissant
on peut utiliser la formule cos? + sin’x = 1.

U\—W

N Saj ; :
i que COs? + sin2x = 1. On en déduit que :

?
=15 2
=Sin?¢-1_(1)_4_1
D'o[,c%.‘, el (§) =l 9.\/5 x-—@-
= g C'est-a-dire cos x = ¥ ou COSX=""3
Deplus 9 3

On sait que x ¢ 112! : nl : son cosinus est do

— -
3 o

e ——

6. ANG

LES DE VECTEUR

o mento o p

2. b équi\'auta:
ueb>0.a T
< Lorsqa=\“bOlla="'b'

I

RCULAIRES

1

5 ET FONCTIONS o

Q|
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166 6. anGLES DE VECTEURS ET FoNGTIONS CIRCULAR

RESULTATS
ET CONSEILS

Des résultats & retenir

4 < < > x 3 .
® x radSans cormespondent & IR (x = LG

n

T ormespondent & o8 ¥

-

& 005, N & ...
: o
® A 22 B sont deux posaty dun cvecte de cetitee O
2 & myon RN AOR = @ radiang, atoey la lone

gueur de Nare de cervle AB ot R

® Un cercle mrigonometrique ot un oervle de

Iyon 1 omenwm dans ke sens dirvet ou positit,

® 51 AOB = 3, les mesures en radians de Nangle

nt les nombres ": + ka0 ke Z.

® Parmi toutes les mesures de Uangle de vecteurs

wrtames QAL OB ). Is mesure principale ost celle
qui appartent a3 x).

® ¢ st un cercle mgone-
memique de centre O, A

€St un pomt “ongine™ fixe
sur €. Le point M de €
associe au réel x, est tel
que (6:-{, (_T.\*l) =x.

® cos x = abscisse de M dans le epere (O ; OA, OB),
donc cos x=QP.
sin x = ordonnée de M, done sin x = 66 i

®-1<cosx<1l et =1 < sinx < 1,
cos’x + sin’x = 1.

® Valeurs remarquables

i
i X b Tl
| 0 _— o o LS
a‘ . —_—
i {en radian) ____51_“ T 3 3
|  cosx | v3 v2 i |
| | 2 Kl 7 0
I sin x 0 1| % [w T
] 2 _2- _é- 1

- ; ; :
Le'f; t:onctlons cosinus et sinus sont périodiques
de période 2n, car pour tout rée] x : 1

cos (x + 2n) = cos x €t sin (x + 2n) = sin x

s pendratement, et wne e |

g . A\ \I\‘l\lm

s RUSCPOIE e el f oy e o iy
\

® Formules teigonomdtelgues Wl

OO ) e ML) = oy
Cos (A ) VRN AN ) s ‘lli\ W
Qo \,.‘ A) LR AL AN\ [ I R RR iy
0L G A =ainat s ll‘; V) = Gy

@ Courbes reprasentatives

\ RUARY

S o B _t
e NN b oy L B A
. AN 1'\ PRI b g’
" % e aayg .bw“ﬂ"
i
A (ufojirt
ESTTIRY I
®tan = Gov Wetinie sieony e ), i D 1o
" \ ! | ?
Done tan \ ‘: tn : = j:‘ &y}, = il el
%) " 1
M I G ot | '
. . N . \ w
s conseils a suivre
B Ceo Foosinda ™ et Ysindy = 1 con'y" vl

utiles poar stimplitier des expressions,

. " |
P N oublics pas que les nombres cos v etsin v g
1 et L.

toujours compris entre

P Pour retrouver les for- YV B
LA

mules (§ 0), placez v, X, (1-X)
RN | P SR J:

Ny SUrun

cercle trigonométrique,

(|
P Pour les angles remar- i
quables, n'oubliez pas que ; f h'%
sinf = cos ', cos % = gin ', et vin {' = 0 1.
3 o’ } §] : "
)
K p
- __ Ig'"‘
o |
« zuttel L b
Des erreurs a évit¢! b N
Foo nl E 'h
a1 latrices 1
m Lorsque vous utilisez une culeulatr E

» " i ,“‘: oul
pas d'indiquer le mode choish dep
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ez : n radians correspondent a 01 degres

N sont deux points d’'un cercle de cent
52 M “pett e O et de .
quelle est 12 longueur du “petit” arc de cercle N 7 rayon R tels que MON = radians

53 Ou-appelle-t-on cercle trigonométrique ?
. ot une mesure d’'un angle orienté d
gyeSiaes = © de vecteurs unitaires (OA OB
. qu'appelle-t-on mesure principale de ( OA , OB ) ares (OA, OB)
, ? » Quelles sont les autres m
esures de cet angle ?

¢ est un cercle trigonometrique d'origine A,
oints de ¢ associés & % 3n .
pigon 2P clesag.amas} a~% a-g

g Comment définit-on cos x et sin x ?

|étez : pour tout réel x, :
§7 Comp P : O<cosx<0,0<sinx
s Donnez la valeur de sinx, cosxpourx =0, x=2% -

1) 6 N —

sE 2

’ X= Il:- , X=
59 + Que signifie “f est périodique de période T" ? 3
« Complétez : les fonctions sin et cos sont périodiques de période (7
§i* Exprimez Gos (- x), cos (m + ), cos (x - x) en fonction de cos x |
» Exprimez sin (= ), sin (x + X), sin (x - x) en fonction de sin x -
T (ol ) -
« Comparez cos ( 5 X ) et sin x d'une part, sin ( %‘ —-X ) et cos x d"autre part.

$11 Donnez | allure de la courbe représentative de la fonction sinus, puis de la fonction cosinus

$12 Quelle est la définition de tan x ? Donnez la valeur de tan x pourx =0,x =%, x=% , x =%
. ’ - 6 ] - 4 ,X - "3' s

VERIFICATION DES SAVOIR-FAIRE

Une seule des réponses proposées est exacte a b c
SF¢om ., . : | | |
Fi 4 'adians correspondent & ... 210° 135 208
SF2giz
SI 3 €st une mesure d'un angle, 4n 13n - %
Cetangle admet aussi pour mesure ... 3 e
SF
3Lamesyre principale ] g— §2l
de 'angle de mesure 3% est ... :
SFq g Cos 2 ; N
g X=1,alors sinx = ... 1 5 1
Fssin(“Ll}h & Sin% ;
s e 2 V3
Fg Cos 2% _ 1 cos% s
= 1
p = =X cos (t +X)
our tot réel x - 2 |
8 Poyr 4 ) COS (- X) = ... I e i 3
- ' -sin X
9P, tréel x, sin (u-x) = ... S SEEL bt
-k t égal &0
) = . Corrigés en fin de manuel
RS ET FONCTIONS CIRCULAIRES

5. ANGLES DE VECTEU
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Z VOUS reporter a

o

Pour les exercices 1 as

rexercice résolu 1, p. 160
a pour mesure -5-47-’-‘ Quelle est 52 me

vous pouve

sure

1 Un angle
principale ?
2 Un angle a pour mesure = 3‘-2—3-‘ Quelle est s2 mesuré
principaie 7
3 Un angle a pour mesure -Q-g-:-'-‘ quelle est sa mesure
principale ?
Pour les exercices 4 et 5, vous pouvez vyous reporter a
|'exercice résolu 2, P- 161.
4 Donnez les valeurs exactes de?: B

b) cos % c)sing

s T
a) sin (-7

POUR S’ENTRAiNER.
o |

1] Longueurs d'arcs
la longueur

gur un cercle de rayon 10 cm, calculez
de chacun des arcs de cercle interceptés par des angles

au centre de mesures
1. en radians :3)3‘2—;
2, en degrés a)90; b) 120 ;

unarc AB

et de rayon 10 cm,
nez une valeur aBErt_Jchée de
de I'angle AOB.

b%: 0% 0)3%; €02

c) 80.

cercle de centre 0
ur 5 cm. Détermi
dians, puis en degrés,

Sur un
a pour longué
Ja mesure en ra

Un secteur circulaire de rayon { aunangle au centre

de mesure X en radians.

1

1. Déterminez X pour que le périmétre de ce secteur soit

égal a4,
2. Quelle est alors I'aire de ce secteur ?

L Angles orientés 0

14 Converti '
EB] Convertissez en radians les mesures suivantes données

en degrés :
10°;53°; 180°; 60° ; 18°,

6. ANGI
LES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULAIRES

an _
a) sin (-—5- e s c) sin =7
pour les exer ces 6 & B, vous pouvez vous reporter &
pexercicé résolu 3, P 161. ,
.4 5.
6 x estun réel tel que SiNX= Letxe [ 2'1{].
Calculez cos X-

Y ¥
7xestunréeltelquasmx-aetxelo,zl,

Calculez cos X-
-3 .3
g x est unlréel tel que COSX =~ etxe {31: : —5]
Calculez sin X. _
(Corrigés en fin de manuel)
Convertissez en degreés 1es mesures suivantes données -
en radians : E__g_g.;:_.g_.n.gs_: i 0
3 1] 3 L] 4 1 2 ] 1 3 .

ue de centre O etAest *
l

e mesure en radians d :

¢ est un cercle trigonométriq

un point de %.

placez le point M tel qu'un

(_OT‘\,OM)SOHZ
n.30. % q;- n._n.8n. 1
2!2! 2!“' “:! 1 6‘4‘ 4- i

Pour les exercices 15 et 16, € estun cercle trigonomé
onnezi |

trique de centre O et A est un point de €.D

mesure principale de(OA,¢
qu'une mesure de (OA,OM)est celle qui estindiqué

(Hal: 0% 9-42. |
395, ¢ _2n. iin f

[ 25 0-2 0 |
.l

nométrique €, fes por¥.

Placez, sur un cercle trigo
3ss0Ciés aux ensembles de réels suivants

:
;
i
d)x:g—gﬁ(kel)- I
¢

a)X=g§+2kn(ke Z). b]x=%+kn(ke D)
c)x=—£3+kn(ke1).

m Dans chacun des Cas

cercle trigonométrique rensemble des PO" L

associés aux nombres X tels que - \

a)%gcosxg*\. b)OQSinxéT {
7] t

c)sinx;%. d)cosxé"\’f' i

Scanné avec CamScanner

OA,OM),dans chaque cas s -

; o’
i re I‘Bsentez h -
suivants, r€P' u e

Sim



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

]

= g

Utillsation de formulees

e

. e fg Grlesles Gon Vo |
'J’)’ll l {j;u ]

7.q)
T z’ Caloulnz aln ¢ Ir,wmq :

yrefin]

41 y I

’ fnxe=p Galoulor Gos % lorsie |
I h) ¥ « [ 1, ]

) yi 0]

'l’ L] l " ;ﬂl

u!n["‘:"? '

pour los OX01CI008 22 1 2, Irouves I valour axngpy ¢,
osinus o1 du 8IS do Ghacun dos rbols donngs, s
utiliser Une onloulatrice,

OICATION | COmmensor GBI par i e fas o
cpespmidants GurLn aotele genomé g,

mﬂ,bn e M 1
nl

ity

6'6' 60 "6

,W;,y;:, DIL-_U‘}J_! 106

44 A ]
o Ao [0 970
2 B

Pour los exercloen 26 0 20, imontrez que '6galit don-
néo est vrale pour tout réel x,

{r.mx bOOSKY <1 4 D alnx oy,

r.in‘x WY WA 14 AT

B ity = cost 4 2 costy -

[1 VEINX A COs XY = 2(1 1 Lo 2)() o sin ),

1Mooz que, pour fout /o 2 16l gue cos £ # 0

14 taniy = o 1)
LOL" A

%00 st e ¢ I }:5 ) I ol o tan = <2,
1
AL G0t 1 6t 6l % on utilisant [1).

F f.: o8 Un cerclo Irigonométeigue d'orging A, ot 1A ot

|'mm Go Aol (e ( OA | OIN ) =X

" L

hf‘ify,{,{ 8Ur " I"f‘ l,”i”h} ”{:f;f]f_jlfiﬂ i" I == ’.; i f Xf ?Hr - X "1
Wihey Forpronsion .

IR X 4 cos (1 “K) GOt (14 A) b GOt (n = A).

2. H‘lf ’
A fur 't |r,a‘ ) " Pl p "m: ' 1
ot points nssoclos 20 A m b K
h"i[ﬂ‘iﬂ‘” i I v 7

O/fratsion | 7
- !
0 x ¢ i (’,5 s t) bl (4 ) oin (":} L X]'

W07 8y 10 3 e B0 g
i o points assooits b 2%~ X, ﬁ 4 4,5 =%
AL £ & |

i

5 SO0 | orprossion :
s ; i J
im({‘g—-x) min({j- nr)~ nin(‘j;ﬂ'- "X)”“In(d? &

;n ”r'mlrlif!'w boty L LT A1 (it Ao,
)i . )
M u-:: G (i LRRTA [ FIs7tml

b= b (1
I ,(?u) ) 718 B (g - 4
WA« i |1 ,

] ""‘5 ,) b6y ) -y rm{“;‘ r]

m 1 by IMlisarg 15

feidad - &
ST VRS ) monkee

2 ("é [ Hj = i) ft:'f H’-

2000 Ml 1 1lihen 4,
DEAIEN 8 posf 1y

7 = ) (’ﬁ’ ) ety pms
1ty [’fz U mn[’/“ nj

' .

1 Satbimnt o AL TR
4 gt 4o TV P 7

tan 4, | 65 4« Maler o0 o

’

o
4 !
)F I“lf’lﬂuf/ 6 ll‘} f;,i”l]e; M ;(]- Arinie 4" 4’:,‘, #h ,p’ {};‘fr
/ i

i f
m 1, F}h";l'lmft g &1 ) - /' / 7 p
faagy 4, : 17 4 ARG A 1?,,4
.17
2o Dbl on1 les sinnsts of fes cxminnss ot 112 1gs 2%05 ) |
7 !

ot (hey "f‘ i 17"
1

o __fiqlmtion:-. trigonométrigues i}
EE Dang chatis Gas, sans lilisse uns caloulsios,
bt ses Vo 166l 7 eles [0 5 1) gl sborties
N7,
") s /- f/ bytarszs =1, Ly tirsd = = '{ﬁ
BT tans chanus cas, sans utiliser ung cateulatrios,
froums, &' wrists, 1o thal 7 e l . ';‘, : ?; | bt
'

7
o,

h) sin / = = vk

—

) 6in £ = 1/ sz ==17,
Dt Chiaepss Gy, o0 ililisset Ueg AU, Y H it ks
uriey it ir gkl i 107 gt de 16 7 s [0 ) 164 s ¢

n) ot/ = 0,7, h) s 7 = =01, r

m Dans Chaoun des Gas, on ulilisant une caltaiatins,

donnez ung valsur approchibe 4 107 prés du rbsl 7 4

‘,,{;’.;{/. |1:,|qu:,

n) tln /=~ 0,6, by sinz = 04,

(s Chaguo Gits, o/t It 166l 7 (1l e/5008 (4
] L 4 "

oty 1 107 préss) 16l (s

ot el

o st ?n)
ial &l
o zc[ﬂ,ﬂ

ﬂ[}[lff}f,l
n) oot = 0,4
by cos s * =7

c)einx = g’

|
N i [agralki
d)r.inxﬁ-% ot g | =iy
. »
f, ANOLES DE YECTEURG ET FONGTIONS CINCULARES
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= Périodicité et parité'
de fonctions trigonométriques

f est la fonction définie sur i par f () = cos 2x.
1. Montrez que f a pour période .
2. Etudiez la parité de f.

X
f est la fonction définie sur R par f (x) = sin 7

1. Montrez que f a pour période 6.
2. Etudiez la parité de f.

f est la fonction définie sur It par f (x) = sin 5X.
1. Montrez que f a pour période %’5 .

2. Etudiez la parité de f.

f est la fonction définie sur R par f (x) = sin®.
1. Montrez que f a pour période .
2. Etudiez la parité de f.

m f est la fonction définie sur R par f (x) = sin x cos x.
1. Montrez que f a pour période .
2. Etudiez la parité de f.

EG" 1. f est la fonction définie sur R par f (x) = sin% cos 3x.
Comparez f (x), f (- X) et f (m +x).

2. g est la fonction définie sur R par g (x) = sin 3x cos.
Comparez g (x), g (-x) et g (v + x).

) Représentations graphiques B

m 1. Dessinez dans un méme repére les courbes € et &
représentant les fonctions cosinus et sinus.

2. x est unréel ; M (x ; cos x) est un point de ¢ et
P (x +-’2£; sin (x +%J) est un point de ¥.
Calculez les coordonnées du vecteur MP

3. Montrez que la courbe & est I'image de la courbe ¢ par
une translation.

NOTE : Cette propriété a été énoncée en Cours, § 8.2,

Etude de la fonction f: x ~ sin 2x

1. a. Montrez que f est impaire,

b. Montrez que f est périodique de
que pour tout reel x, f (x + ) = f (x).
2. Il résulte de la question 1.
Pintervalle [0 5‘2—]

période n, c'est-a-dire

qu'il suffit d'étudier f sur
et de tracer la partie de sa courbe

6. ANGLES DE VECTEURS ET FONGTIONS CIRCULAIRES

1
5

|

restrointe & cot Intervalle. En offot, XDliue;
vous obtlendroz la partio de la courhg gy, |_ 1
comment vous obtiendroz la courbe entigr' 2 Ul ,

3. a. Montrez que f est croissante sur ‘0 ILH

INDICATION : Considérer doux réols u et v dang 0.1

13y e
ot on utllisant 1a croissance de Ia fonction “ﬂuzlw:\"w
montrer quo f () = f(v). 0 B

b. Montrez que f est décroissante sur [ L. & |

c. Dressez le tableau de variation de f g, ‘0 % I
falsant apparaitre le maximum, g 4

d. L'unité étant le radian, tabulez la fonction I aveq
pas 0,2 entre 0 et 1,6, c'est-a-dire calcu|ez,(0]'fmm .
f (0,4), ..., f (1,4), f (1,6), et faites le tablegy de v 4
correspondant. on
4. Tracez la courbe représentative de f sur [-n: 3,

- G
m Etude de la fonction g : x ~ cos 2x "Wiinl
1. a. Montrez que g est paire. g 7
b. Montrez que g est périodique de période r, Clest-dy | (a0t
que pour tout réel x, g X +n) = g (x). - e
2. a. Montrez que g est décroissante sur [0 ;i!], 3 (oo 8
2 : mﬂ"‘”"
INDICATION : Considérer deux réels u et v dans |0;1 ;,
u < v, et en utilisant la decroissance de la fonction cosinys & o
[0 ; x], montrer que f (u) = g (v). md'lﬂ
b. Dressez le tableau de variation de g sur I'intervalle [ﬂ ,% mu:e
4 m
R , . a
3. Tracez la courbe représentative de g sur [D : 2} 10=3etAB
4. En utilisant la question 1., tracez la courbe représz:
fative de g sur [-x; 3n).
i Caede de la fonction £ x — cos—;-
i Montrez que f est paire.
ke Monitrer que f est périodique de période 4n, clest-iét
que sour tout réel x, f (x + 4n) = f (x). 1. Byt |
; g Exrine;
2 ontez que f est décroissante sur [0 ; 2a). 2 Comp
3. a. fracez la courbe représentative de f sur[0; 21} \
b. En utilisant la question 1., tracez la courbe repfﬁﬂ‘: E Caley)
tative de f sur [- 6n ; 6n. i)
Etud jon g :x = sinX b L
@ e de la fonction g : x ~ sin 2 , lem‘“ioe

1. a. Montrez que g est impaire. i

b. Montrez que g est périodique de période 4m,¢ est
que pour tout réel x, g (x + 47) = g ) L
2. Montrez que g est croissante sur [0 ; 1] et 9™
sur [x ; 2n). %F}r
3. a. Dressez le tableau de variation de g sur%:*"
tracez la courbe représentative de g sur [0 2% e
b. En utilisant |a question 1., tracez la courbe

tative de f sur [- 61 ; 6a].
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En géométrie
- E =
Aire et hauteurs d'un triangle
Le triangle ABC est un triangle isocéle tel que :

AB=A0=1e:§K§=.2._;_

A se projette orthogonalement en A’ sur (BC), Ben B’

(AC) et C en C' sur (AB). sl

{. Calculez 6@5’. puis la hauteur CC'.
Deduisez-en I'aire & du triangle ABC.

2, Calculez ABC, puis BC en considérant le triangle rectangle
BC'C.

3. Calculez alors les hauteurs AA’ et BB'.

INDICATION : Un triangle ABC de hauteur AH a pour aire :1-! x AH x BC.

E Aire d’'un parallélogramme
ABCD est un péralrélogramme articulé tel que la mesure x

en radians de ADC varis znire 0 et 5‘2-— La tige AD est fixe,
AD=3etAB=2.
- B
f ’ ;2
D = '"'3"‘“_{;5.

1. Exprimez I'aire o du parallélogramme en fonction de x.
2. Comment faut-il choisir x pour avoir s =4 ?

* T Hy 11
E Calcul des valeurs exactes de cosg etsing

ABC est un triangle rectangle en A tel que :

BC=2aetB =-g-radian.
Le point O est le milieu de [BC] et le point H est le projeté
Othogonal de A sur [BC].

e

la. Expliquez pourquoi AOH ==-radian.

e
4

" Déduisez-en que AH = OH = a_\g.? , puis que:

AB=aV2+v2 .
&,

X - ;
En Utifisant | triangle AHB, trouvez cos -g—et sing

Un demi-cercle de diamétre [AD] a pour rayon R,
B et C sont deux points du demi-cercle tels que

A58 X o EOF A
AOB-G et 000_6.

Le point H est le projeté orthogonal du point O sur [BC].

On se propose

de déterminer lequel des deux domaines,

le bleu ou fe rose, a la plus grande aire.

1. Calculez I'aire des triangles OHB et OBC.
2. Calculez I'aire des secteurs angulaires AOB et COD.

3. Calculez I'ai
domaine bleu.
Quel est [e dom

re sl du domaine rose, puis l'aire & du

aine qui a la plus grande aire ?

D'aprés Rallye Mathématiques sans frontiéres
— 1992 — IREM de Toulouse.

E Calcul de distance

En utilisant les

indications portées sur le dessin suivant,

calculez la distance entre le poteau électrique et la maison.

@ La hauteur de I'Obélisque

B

Pour mesurer |

Concorde a Paris,

suivants

=
a hauteur du monument.

Calculez |

6. ANGLE

/) A
a hauteur de I'Obélisque de la Place de la
des topographes ont fait les relevés

58,5°, p=351° AB = 18,7 m.
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PROBLEMES
DE SYNTHESE

THEMES : Fonctions circulaires. Coorclonnéef;.
Mouvement circulaire. Approximations.

Un piston est relié au bord d'une roue, dont le: rayon est

égal a 1 meétre, par une tige MT dont la longueur est égale

éhs métres. La roue tourne dans le sens de la ﬂéche..

On considére le repére (O ; OA , OB ) indiqué sur la figure.

H est le projeté orthogonal de M sur (OA).

On pose a = MTH .

erries

S

=
<

ol
Y

0

Ly

exercices

A
J

A. 1. Précisez les coordonnées de M et de T lorsque :
a) M esten A, b) M est en B.
c)Mesten A’ d)MestenB'

2. Donnez une valeur approchée en radians de a & 107
prés lorsque M est en B.

B. On suppose que la roue tourne dans le sens de la fleche
a vitesse constante : un tour par seconde.

A la date t = 0, M caincide avec le point A.

1. a. Quelle est la distance d parcourue par le point M en
1 seconde 7

b. Quelle est |a distance totale parcourue par le point T en
1 seconde ?

2. a. Ou se trouve le point M, 2,25 secondes aprés le
départ ?
b. OU se trouve le point M, 5,875 secondes aprés le
départ ?
3. a. Quelles sont les coordonnées de M, t secondes
apres le départ ?
b. Montrez qu'alors I'abscisse x (t) du point T est :

x(t)= /9-sin"2xt + cos2nt (1.

4. En utilisant la formule [1], calculez x (0) et x (—1-)
Ces résultats étalent-ils prévisibles ? 2

172 6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULAIRgS

i
[ THemes : Trigonométrie. Caleul de distan H
L]

et d'angles. Etude de Variationg

ABC est un triangle équilatéral de cété 4 -
quelconque du segment [BC], distinct de B g s ;n Painy
On note P le projeté orthogonal de M gy (AB) ét
projeté orthogonal de M sur (AC), On pose By - \ Q1
On se propose d'étudier les angles, le p e ,et I
du quadrilatére APMQ. i

A. Angles

1. a. Calculez les angles BMP et C!Efl_g;_

b. Déduisez-en la valeur de I'angle PMQ.

2. Vérifiez que les quatre angles du quadrilatére APMg
sont indépendants de x.

B. Périmétre

On note p (x) le périmétre du quadrilatére APMQ.

1. Calculez, en fonction de x, la longueur des segmenis
[MP] et [MQ)].

2. Calculez, en fonction de x, la longueur des segments
[BP] et [CQY.

3. a. Calculez p (x).

b. Le périmétre du quadrilatére APMQ dépend-il d2
position du point M ?

C. Aire

On note ¢ (x) I'aire du quadrilatére APMQ.

1. a. Calculez, en fonction de x, I"aire du triangle BPM
b. Calculez, en fonction de x, I'aire du triangle COM-
¢. Déduisez-en o (x).

* Aol
2. a. Expliquez pourquoi la fonction x = - k-I®

croissante sur |0 ; 2] et décroissante sur 254

b. Déduisez-en les variations, sur 0 ; 4[, dela foncti
3-8 (x-25.

¢. Expliquez alors pourquoi l'aire du quadrlate®

est la plus grande lorsque M est le milieu de (B
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Exercices guidés

on se PrOPOSE de trsoTuver Ia_[valeur exacte de ¢og 31
o remarguant Qe Zg7 =t =g

res*PféCiSé dans I'énoncé “valeur exacte”.
| calculatrice ne permet pas de donner directement |

.onse car elle ne donne que des valeurs approchées

e =L cos 3T sacrit ( K
P.J.Sque 4 4 41 4 Cos (1 -< :
| est alors naturel de penser a |a formule donnant

wslx-x)en fonction de cos x.

1. Quelle est cette formule ?
CONSEIL : Penser & utiliser un cercle trigonométrique.

2 Quelle est la valeur exacte de cos % ?

3. Déduisez-en la valeur exacte de cos 371 .

I*B_I!AHQ'.IE: Il est
2z, le résultat
uche

conseillé de contréler, a I'aide d’une calcu-
trouvé. Pour cela, en utilisant directement la
devotre calculatrice, donnez une valeur approchée

"°°5 7 - (Attention ! N'oubliez pas, pour la calculatrice,
Tiorre cog 3%

" 4 Sous la forme cos ( QE)_]
’b‘m aua:;?rs Cette valeur approchée et la valeur exacte

T
E fouver la mesure principale d’

T'"“Nezia
Iy

un angle

Mesure principale de 'angle de mesure 2% .

g ; S 4
e abo«! de bien comprendre le point suivant :
Pae @ Une infinité de mesures,

 Semoe .

é Ple, ici %“ est une des mesures de I'angle
.’-f-‘sﬁéré . 52 5 5 s

g 4 T2t an o 0n B s
;"-'S o des rnesures de cet angle.

L

*:nem Sement, tous les nombres 5—} + 2k =, avec

R 7
» S0nt des mesures de cet angle.

CRC A B I
CRRE R R N N B I I
'.....'.I..-...'..-..-.‘....I.......'I.....l.'...l.l'.

T BN B B B B BB I B

Vous POUvEZ rater;

Notons M |e i

1(:‘_,"‘ faf"_‘ P
— "% Mle point 4'un cerppe e S vante:
©A,0M) <52

Cercla
=L

- Si ke poi o

i 4"~ = POt M décrit un U plusieurs torg
" PES SUr un cercie trigonomésr: S£NnS posi-
tif ou dans |e SENS néqg i S ;

Parmj toutes |

=4 :
. <gatif, _M revient 2 ez olace infiat
== Ihesures d'un

. - 5
Ngonométrique tel

1 Que

un..-c.e.

linteryz) 871G, une seule est dan
":‘-f"’a&]"n:z]:orll'a"ac"f-ia = e,
HHEIE 1a mesure principale

1. Explique i gy 2
Pliguez pourquoi znestpasdanslx;q].

2. Notons « la mesure principale de I'an

gle considérs.
a est de Iafonneu:g’%a%z.avecks Z.

Cherchons donc I'entier k telque:

—z(%%z <= [1].
Laméthode consiste alors 2 utiliser z double inégalita [1]
pour obtenir une double indgzlité de 1z forme <k<...
Montrez que [1] psut s'écrirs successivement -

a]-1<%4—2kg1.
28 21
c) B<k“<‘ 8 [2].

3. Notez que dans la double inégalité [2], k est “isolé™
et noubliez surtout pas que k est un entier (positif ou
negati).

Expliquez alors pourquoi -1 est I'unique entier pour
lequel la double inégalité [2] est vraie.

CONSEIL : Pour mieux comprendre, placer -% et —% surune
droite graduée.

4, Pour obtenir a, il suffit alors de remplacer k par -1

dans la fonnuleu=5+41+2k:r. .
Vérifiez que la mesure principale cherchée est —-:
CONSEIL : Controler éventuellement que - %"- est effecti-

vement dans l'intervalle }- x ; x]. Ceci est conseiie M3
non obligatoire.

LAIRES
6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCU
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Exercices commentés

el

[ X jer {
5. Déduisez-en, en utiligy, I Py
Moy 0 ()

reprosentative do f gy l I, a4y ”'t'nfm _ @l 4
20 | ' |
' ' | " [H (] Ji
E M, N.‘ P, Q sont quatre points d'un cercle trigono * Deuxiémo méthodo ; Sian ; T
rristeique i tels -l Tt n représentative do la fonction ;Hmﬂ Coy : f‘w‘d‘
-y = _" ' \ g n i
(OA,OM)=x; (OA,ON)=x+ o On sait quo : [sin x| - gin ll:'i'; " .ry_l"
- - - - o . o “U a
(OA,OB)=x+x;(OA,0Q)=x+3L, 18I0 X] = =iy ey,
2 On v ¢ 50uq 5 g
el R . nvavolr alors comment on e My ¢ '
Onposeu=0OM+ON+OP+0Q. ment la courbe représentat; - Oblenirg :
On se propose de démontrer que t =0 . ' i "Prosentative gq . M
courbe représentativo do |, fonction | Mir gy, ’ ﬂ”
Sinug,

VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode : vectoriellement

1. Exprimez en fonction de cos x et sin x les coor-
données, dans le repére (O ; OA, OB), des vec-
teurs OM , ON, OP , OQ.

2. Déduisez-en que u=0.

n On se propose de construire la courbe représen-
tative de la fonction f: x ~ |sin x|.

VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode : en étudiant la fonction f.
1. Montrez que la fonction f est paire.

2. a. Comparez f (x + ) et f (x).

b. Déduisez-en que la fonction f est de période .
3. a. Expliquez pourquoi, lorsque x est un réel de
|o;g|, onafx) =sinx.

b. Construisez la courbe représentative de f sur

ey

[ N R N N NN N B B AR B BB RO BB NN B BN IR BRI BN O BB NN N NN R EE N RN RN N AN NN N NN NN NN B BN BN

. ient un
|D;’2‘|. vous est proposée, mais elle contl
4. Déduisez-en la courbe représentative de f sur Trouvez cette erreur.
n.n

1. Construisez la courbe repré

13

Sentalivg
tion sinus sur I'intervalla 1 = | 3,3,

2'y
2. Précisez les intervallos do |

SUF losquq)
i ) 880y
positif et ceux sur lesquels sin X 051 négay

3. Expliquez comment on pout cong

(ruirg [y
représenta sur |- 9,3 Couty
p tive de f sur | 5t ' A Pt gy

a fonction sinug g

o la hﬂ:

courbe représentative de |
_3n.3n

2'210
INDICATION : Remarquer que deux points qui onf
méme abscisse et des ordonnées oppos

Sées gp)
symelriques par rapport a la droite des absclsges

1. a. Expliquez pourquoi O est le milieu de [MP] et | Sy

de [NQJ. o Pour I'exercice 5, vous pouvez éventuellementygy :

b. Précisez les vecteurs OM + OP et ON + OQ. reporter a I'exercice commenté 3, ':::m',

2. Montrez que u=0. o psit
q B A est un point fixé d'un cercle trigonomélrique . ! dulbdi

* Deuxieme méthode : analytiquement M, N, P, Q sont quatre points de (. tels que : '

On écrit les coordonnées de chacun des vecteurs (OA, OM) =L ; (OA, ON) = S, ; U"“%’!

OM, ON, OP, OQ dans le repére orthonormal ' 6" " 6 hites

(0;0A, 0B). (OA, 0F) = I2; (oA, 0G)= 12  Vdin

Démontrez que OM + ON + OP + 00 =0

Pour I'exercice 6, vous pouvez éventuellement 08
reporter a I'exercice commenté 4.

B Construisez la courbe représentative de lafonch®
3n ._31(_,]
fix = Jcosx|,sur(-5- 17

Trouvez I’erreurw

ique, uné
Pour chaque exercice de cette rubria

4 +2°
7  Existe-t-il un réel x tel que coS*

6. ANGLES DE VECTEURS ET FONCTIONS CIRCULAIRES
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solution
o X +2 =0 equivaut acos)‘r:__a

; Jestadire a cos%: 4.

- e s S e e e e e e seeea.

L]
]

Qreos =" 1;donc le réel x te| Qe "g"—' T est so|yti

prest donc solution de I'équation cosx 42 ution,
implifiez I'expression A = gj

g Simp p SiN (x + 1) - gin .

SOIUﬁOn
Apeut s'écrire A = SiN X + sin 5t - g y =

si
orsina=0,donc A =0. .

g Déterminez la mesure princi

7n Pale o de Pangle de
mesure -5'
Solution
On peut écrire %: 4 E3Jt S04 3_%.5_ '
Done 321 ot %E sont deux mesures du mgme angle
D'autre part, 3?“ appartienta [0 ; 2],

Lamesure principale a est donc ‘32£

10 Existe-t-il un réel x de l'intervalle [E ;u] tel que
, B 2
2sinx-V3=07?

Solution

2sinx-V3 =0 équivaut a 2 sin x = V3,

C'est-3-dire & sin x = ﬁ.

OrsinZ=¥3 gt s i a %
3= et S n'appartient pas 4 [2 .nJ.

Léquation n’admet donc aucune solution dans E ;nl-

Pour ceux qui M plus
s fonctions Arc sin et Arc cos

n Pour s'échauffer

€0

, dans un repére orthonormal (O ; i)

"¢ représentant Ia fonction sinus.
a tez, gang (0;7.]), la droite d’équation y = 2-
v, droite coupe-t-elle la courbe ¢ 7
Iég| ﬁt?“ez Pourquoi ceci signifie qu'il 'existe
Que sin x = 2,

aucun

........................l..Il......‘.....‘...'....'l.ll...........l....lllll.......l...ll.t.'..

;j";'}l

a droite ¢4
d ?
ment que ®quationy =1

Cette drojte Coupe ‘¢ en ﬁ?ne
| ceci s nifi il exi
o g1 1€ qu'il existe une

m trez qu'jl existe un

Sin x =),

2. Expliquez graphi
=1 Sh <, i existe
SN X = ). et pourquo
Pintervalle [~ .w_’
2'al’

querr.1ent pourquoi, lorsque
une infinité de réels x tels que
un seul de ces réels est dans

Ce réel unique de !— %;Elest noté Arc sin 1, ce qui se
1] . 2 ’
lit “arc sinus 2",

On définit ainsi une nouvelle fonction sur I'intervalle
[=1;1], Arcsin: k- Arc sin A.

Notez que le réel Arc sin 1 est toujours dans [— %% .
3. Complétez : e
. — : [ -va]
A —= =VS) A
rcsm2 O; Arcsin 5 [
Arcsin (-1)=0; Arc sin (%} W

B La fonction Arc cos

1. Tracez la courbe %€ ' représentant la fonction cosinus.

2. En procédant comme précédemment, montrez graphi-
quement que lorsque-1 < A < 1, il existe une infinité
de réels x tels que cos x = A, et qu'un seul de ces réels

est dans l'intervalle [0 ; n. ' |
Ce réel unique de [0 ; a] est noté Arc cos A, ce qui se

lit “arc cosinus ik ‘ |»
On définit ainsi une nouvelle fonction sur

: A
- '1,Arccos.lHArccos . -
I[\Io1te:z glue le réel Arc cos A est toujours dans [0 .

3, Complétez :

intervalle

3l .
Arc coS (—\2‘] =00

2).0,
Arc oS (= 1) =0, Arc €COS [ 5
a fonction Arc sin est souvent

|atrices, |
NOTE : Sur les calcu cos, [cos -

ion Arc
; et la fonction
notee *

|HCULA|HES
CTEURS ET FONCTIONS C
pE VE
& ANGLES
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' Note

Des unités étant choi-
sies surles axes, il s'agit
simplement de vénfier
que la hauteur du béton
comrespondant & une
note donnée est égale
au nombre d'éléves
ayant obtenu cette nate,

L=l Répartition en classes. Histogrammes

1. Répartissons les notes en quatre sous-groupes selon qu’elles appartiennent 3
Pintervalle [0 ; 5[, [5; 10[, [10; 15[ ou [15 ; 20[. On dit, en Statistiques, que I’'on
effectue une répartition en classes d’amplitude 5.

a) Combien y a-t-il de notes dans chacune de ces classes ?

'b) Recopiez et complétez le tableau des effectifs correspondant 4 cette répartition :

Classe | [0;5[ | [5;10[ [[10;15[][15;20]]

Effectif 1 ‘
2. L’histogramme correspondant a cette répar- S
tition est donné ci-contre. Des unités étant choi- A
sies, la hauteur de chaque rectangle est égale au
nombre des notes de la classe correspondan'-ce; Y
Expliquez pourquoi cet histogramme pourrait étre g}
associé a la série de dix notes suivante : ) T e S .
1;8;8;8;11;14514;14519519- 1 Note

7. TRAVAI:JX PRATIQUES DE STATISTIQUES
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PRATIQUES

'ECART-TYPE -
; “TYPE :
UNE CARACTERISTIQUE DE DISPERSION

Dans deux groupes, 'un de

: ‘ dix ¢léves ctl’
aun meme devoir de M

autre de huit ¢leves, les notes obtenues

les suivantes :

313253, 17520320520 20.

10510, 11;11;1!;]1;12;

§ renseignements d
Premidrosérie ~ Deuxiémesérie

: : athématiques sont
Premier groupe : 1 ;1

Deuxi¢me groupe : 8
Présentons ce
. ans deux tableaux d'effectifs ¢

Notex; J1 2|3]17[20]  [Notex, |8 [10[11]12
Stectitm |3 | 111 ]1|a] [Eteotitn|1]2]4]1

1. Verifiez que la moyenne des notes obtenues dans chaque groupe est 10,5,

2. Les deux moyennes sont donce égales, Cepend

vraiment pas la méme : pour le deuxi¢me groupe,
de la moyenne ; dans le

ant, la répartition des notes n’est

les notes sont regroupées autour
premier groupe, au contraire, elles sont trés dispersées.
Pour traduire cette différence de comportement,

on utilise usuellement en
statistiques la notion d’écart-type.

[ DEFINITIONS |

I\faleurs de lavariable | x1|Xo | oo, Xp
‘ Effectifs Mels| ssssssrmms .. Ny

Notons N Peffectif total de cette série statistique.

* La moyenne de cette série est le réel, noté x , donné par la formule :
nx, X, .t x

- _ P
x= N .
4 « L’écart-type o de cette série est le réel positif dont le carré o2 est égal
Note 5 , g .
'cestune;emgrec- ' 02=-N—[ﬂl (xl-x)2+nz (x;—x) + -c.+np (xp_x) ].
que qui se lit « sigma ».
* 0 s'exprime dans la
méme unité que les x,.

=3
Le numérateur de o2 est constitu€ par une somme de termes de la forme »; (x; - x )2
Le nombre o2 est appelé la variance de cette série statistique.
Intuitivement, on peut se rendre compte que 0?, donc o, est d’autant plus grand
ntu s

que les x; s’écartent davantage de la moyenne x .
3. Quelques calculs
Désignons par 0y et 0, les écarts-
a) Vérifiez que :

a2 =_]10. [3(1-10,5)%+ (2

types des deux séries de notes précédentes.

-10,52+ (3 - 10,5)% + (17 - 10,5)% + < (20 - 10,5)3].

"} ( 1 Eatict g . oy e caleuls . :
| Ik lllili.'cl h..‘.l lnllChL‘.‘ hldllh[lt]ll 5 th, voure ¢ ‘ll{ 'ul \trice

) < ICU]UZ (,1 C (V5 Sdlls S S ; S L

| cf}f” se Ty = 3 ] 1S . ] l..- l L llll.l

FE' g — 8 (H) II[)" [.“!‘ (,‘! 3 ) 0 . -

. REI’:'AR’ Q‘ ’ t [)lllS grﬂ"d (]UU . COCI ‘radu" ID ﬂ‘t (]LIO dﬂ"s |c pml“iére serie,

UE H Ul as ) ey 1 a
IBS nDtBS Sont p|U5 dispOrSéOS (]llo dd“s Iﬂ (IOI.IKI('.! e
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R
<

et g

(s} Le saviez-voys 2 [l
Usut]ltmf.‘n[, les statis-
licigng médicaux urjlj-
sent, pour mesurer
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désipnent les
des deux sCries,
b leurs Cearts-y ypes
mi"‘ﬂl-'ufb, Uy ety Jeurs
Clfectfg Tespectify,

I5que ¢ Z 1,96, on
Estime que Je
r’:‘:’“l a de fype

efficace,

Moyenpe

S Chances

Nous Proposonsg
exemple de colle
Le professeyr o
¢léves de 1 ]

dans ce pp > ACHVItE facile 4
X i b LT achvité facile 3 mettre en place
~t oy » 3 4
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. analyse de données st
msigne, ay table
asse, Ch

: c’est un
atistiques.
renseignements suivants concernant les
¢st donné sang virgule,

au, Jeg
acun deg Nombreg
Par exemple, icj, |

o a premicre colonne corpes Fille ou Gargon | F l.
Pondrait d une fille de 15 g 4 Mol de taille ARSI o
1,60 m. s )

’ Taille encm) | 160

1. On obtient deyy sérics statistiques : série des ages et série des tailles. Pour
chacune d’elles,

construisez Je diagramme en batons des effectifs, puis calculez la
moyenne et Pécart-type,

- Pour chacune de CCs quatre nouvelles séries statistiques, répondez
aux mémes questions quen 1. :

: diagramme en batons, moyenne, écart-type.
b) Comparez Ia moyenne et écart-type de la série des ages chez les filles 4 ceux
de la série des ages chez les garcons. Faites de méme pour les séries des tailles.

_IP7
EFFICACITE D'UN MEDICAMENT

? ité cdi tre ’hypertension
Afin de tester I’efficacité d’un médicament con yp ,

60 patients
h tendus, ayant environ 16,5 de tension, ont accepté de participer 4 un essai
yperte 5

g 13 es de 30 patients ont été constitués.
clinique. Apres tirage au sort, deux group . p ns .
de I’ des deux groupes ont pris le médicament, chaque jour,
sujets de 'un . .
e s is semaines. Ceux de Pautre groupe ont pris chaque jour, pendant lla
pegaaR: trOlZ omprimé “placebo”, c’est-a-dire d’aspect identique mais
-~ o, L - C )
AR i ie cs le tement :
o (:J te efficacité. Voici la tension des patients apres le traite
dénué de toute é .

* Groupe “placebo”

_ PP T ey
R - ._-175 17— 17 | 15 |17,5]| 16 | 16 16,5 |15,5 17 165_ 135'
19 105 --1-45 13'-5 15,5| 17 | 16 [16,5| 17 | 14 | 17 |16,5] 16 |16, 117,
15,5 | 16 |16,5 |16, :

.,, cdicament” i

* Groupe “médicar 13 |13 |18 [15 | 14 [ 17 | 13 [145 15,. 145;1;:5
12 |13,5 14,5 :2 15 [ 14 |14 [ 15 [ 12 [ 14 | 18 | 14 [145]145]
14,5 (13,5 | 13

ye ln moyenne et P'écart-type,
- chaque groupe fi

*alculez pour chaqu

1. Calculez po

. ; 1S @ s de la série.
ar réaliser le table ¥} dp.c. (“f.fu‘:ﬂf d
IUU,\'H‘) commencer j!cU’ H,‘dh. or nf s é
i g { T
s Hour Cl'kl(,”” {

. » 3 X 1 = 3] , ‘il Il.‘ nie 1. & » >
. 3 icament H
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POUR S’ENTRAINER

2 Moyenne. Ecart-type C

Pour les exercices 1 a 5, calculez, pour chague série de
notes donnée, la moyenne et I'écart-type, d'abord sans
utiliser les touches statistiques de votre calculatrice,
puis en les utilisant.

EJ notex; t |2 |8 |
LMH‘ i 1 1 | 10 10
Bl notex; BIERERE:
| Eﬁﬁ_’ﬂﬁ’_ﬂ, 2 1 < 1
| Diagrammes en batons o
Histogrammes

Pour les exercices 6 a 9, on considére la séne de notes,
sur 20 points, suivante :

' Notex, 4 7 8
Mﬂ‘l121‘3‘

4 ]
—

ﬂ Construisez le diagramme en batons des effectifs et
celui des frequences de cette séne.

Construisez I'histogramme des effectifs et celui des
fréquences correspondant a la répartition en classes :
[0;5[.[5;10[[10; 15[ et [15; 20[.

E Construisez I'histogramme des effectifs et celui des
fréquences comrespondant a la répartition en classes :
[0;4][4;8][8;12],[12; 18] et [16; 20].

[EJ Construisez I'histogramme des effectifs et celui des

fréquences correspondant a la répartition en classes -
[0;8];[8:12[;[12;18[;:[18;20].

INDICATION : Les classes ne sont pas de méme amplitude.
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B Frcquencm Cumulées,

M(‘dlan“

m Voict la repartition des Notes

at
correcteur lors d’'une épreyve d'un con "'h'm.

C nun;_

Notts thns |

{ ] . H »
Pintervale | L FUSL [may 21| 3
Effectt 7 X | e o
15
On suppose une répartition réqulidre v - &_h
chaque classe. Mterigy, o

1. Tracez la courbe des
de cette série
2. Déduisez-en une valeur approché

-Nee de g méﬂiane

fréquence
B3 Cumulde:
'S CI'DI '

m La série statistique suivante correspong 4
un
cinquante arbres d'une pépiniére. | eg arbreg
on
classés suivant leur diamétre, en cent Wt

Jmﬁ?rm; m
une méme distance du sol. ' ;

Diametre x,

e [8.65:8.75( | [8.75.885  as »3-35[‘1!'
EMHHJ 6 8 I 13

g‘:x‘;’ % | [8.95:9.080 | [D05:9.15  pisax]
Effectitn, " - 7 i j

On suppose une repartition regulidre dans chaqn.scm-
1.5 Tr.1. oz la courbe des fraquences cumulées croiss
tos o colto sene
b. Dadysar-on graphiquemeant une valeur approchéa i
la mochane et des quartiles.
2. Tracer la courbe des effectfs cumules decmrssam!'
3. a. Lu courbe des etfectits cumulés croissants ot G
des effoctts cumulés decroissants sont symetnques i
rapport & une droite : laquelle ?

b. Que peut-on dire de leur point d intersecton?

m Les tableaux ci-dessous donnent 1a
amwn

France, des communes de moins de 2 000 h
Iﬁ

Nombre proof (10020 s
dhabitants (0.50( | | [50:100( | -

Nombrede | 2995 6oa0 "

_communes 3 ",_4

Nombre 00:500 [5[1‘:}?':“‘}I v
hatitants | 4 | L /
s 35'5//

Nombrede | 7
communes [I—————— |

Nombre i 500 15002003[
sl [10001 ;[d_f_

: Hmﬂﬂ 2628 l 1346 L
communes ke
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Jans e
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aleur 20T
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Jes 0

on suppose aue dans chaque Classe, |

a répartition d
. es
munes est reguliere.
com

4. Tracez I'histogramme correspondan 3 ce
9;1 dix classes. (Unités : 1 cm pouyr 200 h
pour 2 000 communes.)

tte répartition
abitants, 1 cm?

5, Indiquez une valeur approximative de |
cette série stalistique en utijlig

précédenl.
3, a. Tracez la courbe des effectifs cumulés crojsg
cette série statistique et déduisez-en graphiquement une
valeur approximative de la médiane et desg deux quartiles
b. Comparez les deux valeurs approxim :
pour la médiane.

A mediane (o
ant I‘histogramme

ants de

atives trouyges

O Utilisations de I"écart-type

m Controle de qualité

Une machine fabrique des fers cylindriques pour le béton
armé, de diamétre théorique 25 mm. On contréle le fonction-
nement de la machine en prélevant un échantillon de cent

pieces au hasard dans la fabrication. Les mesures des dia-
metres ont donné les résultats suivants

gi':;Séi:eTr (24,0;24,2[ | [24,2;24,4] | [24,4 ;246
Effectifs 0o T
| [248:2481 | (248, 2500 | 125052501 | [252; 254
I 19 .14 10
(254:256( | [256;25,8] | [25,8;26,0]

8 ol 5 2

On suppose la répartition réguliére dans chaque classe.

1. Calculez la moyenne x et I'écart-type o de la série statis-
tique obtenye en considérant les centres des classes affec-
t€s des effectifs correspondants.

2 La production de la machine est jugée bonne si la gérie
g€ mesures de I'échantillon remplit les trois conditions
Sui'.rames .

* Y appartient a 'intervalle [24,9 ; 25,1];

"9 &8t strictement inférieur 4 04; .

* 90 %, ay moins, de I'effectif figure dans l'intervalle
20,5429

Production de la machine est-elle bonne ?

F Stalistique médicale

cozr Cludier I'effet de la caféine sur la fréquence
arg;

49ue, on réglise I'expérience suivante.

Douze

vingt-quatre heureg
caféine, |15

la cafaing Ou no

ba 8
'tt!cmenl‘, p 't mesurée a chaque fois deux
eures aprag absorption du café,

(?n note x; la fréquence cardiaque du sujet n” apres absarp-
tion de F:afé décaféing et yi sa fréquence cardiaque aprés
absorption de café normal,

Le tableay suivant indique les résultats obtenus

ujets prennent una tasse de calé décaléing puis,

plus tard, une tasse de café avec

‘gnorent, a chaque fois, si le café contient de

n. La fréquence cardiaque, en nombre de
ar minute, es

 Sulet v [T 2 (RO T

Salag]
% 18 196 |8 |62 | 74 | a0
Y80 |90 | @ ]sa 72 ‘ 76

Sdeter| 77" [ 9 |10 [ [ v
|
|

2 - -
f 64 | 76 80 [72 91 | 68 |
| % | 74 | 84 84

SN % | 92 | 89
On pose 2= y; - x, (par exemple, z, = 80 - 82 = - 2).
1. Calculez la moyenne 7 et I'écart-type o, de la série

statistique z,, z,, ..., Zyp.

z/n -
2. On pose t = __an_' n désignant le nombre de sujets
F 4

(ici n = 12), Lorsque t > 2,2, les statisticiens médicaux
estiment que la caféine augmente de fagon significative la

fréquence cardiaque deux heures aprés son absorption.
Calculez t et concluez.

o D'autres diagrammes |

Recettes publicitaires
Le tableau suivant donne la répartition, en France, des
recettes publicitaires dans les grands médias en 1991.

| “ﬁ're_s;e_ll .‘i‘él-évislor-l.l ﬁ;ﬂchag'é.]_ _had[d
| 537% | 27.2%
Soﬁrce |.R.E.P. 1992

i Cinéma |
2% | 65% | 06% |

1. Représentez cette repartition a I'aide d'un diagramme
circulaire, c'est-a-dire en divisant un disque en cing
secteurs circulaires dont I'aire est proportionnelle au
pourcentage correspondant.

2. On se propose de représenter cette répartition par un
diagramme en bétons, sur une feuille 21 cm x 29,7 cm.
On convient qu'un baton ne peut étre visible que si sa
hauteur est supérieure & 1 mm.

a. Est-il possible de choisir des axes tels que le “baton
Cinéma" soit visible ? |

b. Construisez un diagramme en batons représentant
cette répartition.
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l__-—__\___-_-_‘———-__]
Tranche [
N [t e srecs G )
e 400 & 800
10 \g\  de800af 2
- (1) et 1765
S de 1200 a 1800
0 ) \ de 1800 2 2500 L
6 i L e | 44 |

\8 Pour réviser le chapitre m
E Supermarchés
e tableau suivant donne la répartition des supermarché
5

- "\ le France en 1992, en fonction de leur superficie

%On suppose la répartition réguliére dans chaque classe

|
;1. Calculez la moyenne et I'écart-type de |a série sta-

“ltistique obtenue en remplagant chaque classe par son

“Copie, " milieu.

. Cl}mp[émh 2. Tracez la courbe des fréquences cumulées croissantes.
%e T b Deduisez-en une valeur approchée de la médiane.
. - __i Igﬂm\ 3. a. ‘G.onstrmsez I'histogramme correspondant a cette
J0Hion . répartition.
() c'assg ‘INDICATION : Les classes n'ont pas la méme amplitude.

e itulgrg 3%
hac .
lculez I moyenz n c
lents,

b. A l'aide de cet histogramme, indiquez une valeur appro-
ximative de la médiane. Comparez votre résultat 4 celui de
la question 2. b.

“ &l Lampes électriques
On effectue des essais sur un échantillon de deux cent

ulez de méme hmygse: vingt lampes électriques afin de tester leur durée de vie.

yondant aux baccae

. Cette durée est exprimée en heures.
Les résultats sont regroupés par classes d’amplitude

ssionnel ;b tech0 " ggale & 100 heures dans les tableaux ci-dessous :

NG
ote My, My M * g

RIS queston 5.4 :

auPS':ie-' . .-!
ltat . e

i "'l,rie' w
ne Pt

o

& 1.Tracez la courbe des fréquence
"« Déduisez-en, graphiquement, une

- 2. Calculez, en remplagant chaque classe

" aveC [x - 2g ; x + 20], puis avec [x-30;

Classe |[1100;1200[|[1200;1300[ | [1300;1400[ [1400;1500(

Effectif 6 14 25
Classe

75
[1500;1600] | [1600;1700| [1 700;1800( @
Effectif 80 10 8 :

|

On suppose la répartition réguliére dans chaque n?lasse.
s cumulées croissantes.

valeur approchée de la

médiane et des quartiles. Calculez ces trois valeurs.

par son centre,
lamoyenne x et lécarttype o de lasére: . g
3. Calculez le pourcentage de lampes dont 1a

; 2 2 4 yestion
vie est dans I'intervalle [X = 05 X * al. Lﬂeme 4
- x + 30).

4. Un autre lot de lampes de méme puissance, pro:re]rela:;
d'un autre fabricant, est également testé. La moye e
durée de vie est 1 400 , I'écart-type 140 h- QeI &S

des deux lots qui vous semble étre le meilleur 7

PROBLEMES
DE SYNTHESE

THEMES : Moyenne. Systémes linéaires

Voici cing des sept notes obtenues par un candidat 4 un
exaitnf.zn (les notes des différentes épreuves sont sur 20),
n; désigne le coefficient correspondant a la note x,.

| X; 5 8 1 14 17
| n; 2 3 1 4 1

1. Quelle est la moyenne de cette série statistique 7

2. Les deux notes manquantes, x et ¥, sont les notes de
matiéres de coefficients respectifs 2 et 3.

Exprimez en fonction de x et de y la moyenne de la série
des sept notes affectées de leurs coefficients.

3. On sait que la somme des deux notes manguantes est
égale 4 20. La moyenne m peut-elle &tre égale :

a)ad7? b)al0? c)ai3? djaia?

E THEMES' : Moyenne. Ecart-type. Equations.
Systémes non linéaires.

Dans la série statistique suivante, x et y sont des réels.

Valeur de
la variable X 4
Effectif 1 1

On note X la moyenne de cette série et o son écart-type.
On suppose que X = 2 et o = 1. On se propose de voir si
on peut en déduire les valeurs de x et de y.
1. a. Ecrivez la formule donnant x et déduisez-en que :
x+y=4. [l
b. Ecrivez la formule donnant o et déduisez-en que :
R+y?-4x-4y=-6. [2]
2. a, Déduisez de [1] et [2] que x est solution de I'equa-
tion :
x-ax+3=0.
b. Vérifiez que x2—4x+3 =~ 1) (x-3).
Déduisez-en les valeurs de x.
c. Trouvez les couples (X ;) solutions des équatlions [ gt [2].
3. On considére a présent la série statistique suivante

dans laquelle n est un entier naturel quelconque :

Valeur de
la vari:_;?la

On suppose que la moyenne de cette série est égale 8 2

gt son écart-type a1. Calculez x ety.
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Exercice guidé

n Calculer “a la main”
une moyenne et un écart-type

On se propose de calculer la moyenne et |'écart-type
de la série statistique suivante :

Valeurde! | 54 | 125 | 165

la variable AN, .

Effectif w188 ]
1. Moyenne

II faut bien comprendre ce que signifie ce tableau.

L'effectif total N de la population considérée est égal a

10 + 8 + 6, c'est-a-dire 4 24,

Il'y a donc 24 données en tout,

La premiére colonne, par exemple, signifie que parmi

ces 24 données, il y a 10 fois la valeur 5,4,

a. Combien de fois y a-t-il la valeur 12,5 ? Ia valeur

16,57

b. La moyenne, notée usuellement x , est égale a la

somme de toutes les données divisée par I'effectif

total. Expliquez pourquoi :

%= 1/(54+54+...+54) + (125+..4125/+(16,5+...+ 16,5
Z it R ol |

s {85415
101ois Blois ek
c'est-a-dire x = (10x5,4)+(8%12,5)+(6 16,5)
e 24
c. Calculez x .

NOTE : Dans les exercices, on peut utiliser directement Ia

NXy +Noa 4+ ... + 0. X .
formule x = 22 ‘xr: Pf'.ouN:n,+n2+...+n,,.

lci, xy = 5,4, %, =12,5, %, = 16,5 ; n, =10, n,=8,n,=6,
D6 = 10 5,4 +82:';12,5 +6/16,5_

2. Ecart-type

On dispose d'une formule qu'il convient de connaitre
pour calculer I'écart-type ¢ :

g2= III [nq 0ty =X )2 4+ n, =X +... +0p =X ).
Notez bien que cette formule ne donne pas directement
6 mais o?, c'est-a-dire le carré de I'écart-type cherché.

Pour pouvoir utiliser ici cette formule, il faut au préajapje
avoir calculé x

Les réels xy, x,, x5, n;, Ny,
remarque précédente,

a. Calculez (x, - x )2, (x, - x ¥ et (x, - x 2.
b. Calculez n, (x, - x )%, n, 0z =X 2 et n, (X,
c. Déduisez-en o? puis o.

N3 ont été donnés dans |a

LB BB B I O B B BN O N B NI
L L B B B B O B B A O O O B B B B B B ICBE BB B BB BB R B BB R BB BRI B N R B B N R B BB BN
L ]

-x P
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a8 ® e 808 be e e da

eas 8 e 00

TR N I N RN N

Trouvez l'erray>

Pour chaque exercice de cette rubri

" < CIUe,um A
vous est proposée, mais elle Contient un
Trouvez cette erreur. Ge
‘2 Calculez lamoyenne de la série statist;

' S‘Kluesm,a‘,,le
Valeurde | ... .. i
lavariable | >° | 140 | 160 |

g e ———— |
Effectif ! 112 | 4

——

Solution

Il'y a trois valeurs de la variable : 150, 140 ¢t 160
Donc la moyenne est égale a EO_"%M@ <
:3 L’histogramme suivant indique Ia répartiion e By,

éleves d'une classe en fonction de leur taille (en cm),

eEseeesem e emn-as .= ‘-"I-""".; =

-

170 175180 190

180 160

On note Ny le nombre d’éléves dont la taille est
comprise entre 160 cm et 170 cm, N, le nombre
d’éléves dont la taille est comprise entre 180 cm#
190 cm, N; le nombre d'éléves dont la taille est
comprise entre 175 cm et 180 cm. ‘

Comparez les nombres N, et N, d'une part, pus e
N3 d'autre part.

Solution R
La hauteur du rectangle correspondant almtf:ng
[160 ; 170[ est plus grande que celle du 1€
correspondant & [180 ; 190[, donc Ny > NZ'. ,
La hauteur du rectangle correspondant al
(175 ; 180[ est plus grande que la hauteur duN 4
Ccorrespondant a I'intervalle [160 ; 170, donc™

intenv®®
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Pour ceux qui g plus

| =i |

Des Statistiques aux Probabilités

Voici la répartition d'un groupe de 120 personnes en
fonction de leur poids.

On dira, pour simplifier, que si P est dans I'intervalle
[50 ; 55[. la personne est de type A, si P est dans
lintervalle [55 ; 60[, la personne est de type B, ...

Poids P (en ka) ) :
dans lintervalle (50550 | (55,60 | [60;65(
Nombre de |
personnes . 2 3 12
“Type’ LA B | ¢
' 1
[6:700 | [7G;75] [75;80[ (80;85] | (85;90]
2 60 15 5 3
| b | E F 6 H

On écrit les noms de chacune de ces personnes sur
une étiquette et on met les 120 étiquettes dans un sac.
On tire au hasard une étiquette du sac.

On congoit que I'on a 2 chances sur 120 de tirer une

l-.-.-....'......‘.l...'l'......l.l.........l..l.......

étiquette portant le nom d'une personne de type A, 3
chances sur 120 de tirer une étiquette portant le nom
d'une personne de type B, 12 sur 120 de tirer une
étiquette portant le nom d'une persanne de type C ...

On dit que la probabilité de tirer I'étiquette d'une

ersonne de t 5! 2 ‘est-a-dire .
p e type A est 120 (c'est-a-dire 60 0,016),
1

etl'on note p (A) =

60 °
Deméme.p{B):éU =410,p(0)=...

1. Calculez p (C), p (D), p (E), p (F), p (G), p (H).

2, Calculez :

pA+pB)+p(C)+p D) +p(E)+p F+pG)+pH).
3. On se propose a présent de répondre a la question
suivante :

Combien de chances a-t-on de tirer une étiquette
portant le nom d’une personne dont le poids P est dans
l'intervalle [65 ; 75], ¢'est-a-dire de type Dou E ?

a. Combien de personnes ont un tel poids ?

Montrez que I'on a 2 chances sur 3 de tirer une éti-
quette portant le nom d'une personne de type DouE.
On écrit alors p (D, E} = % :

b. Vérifiez que p {D, E} =p (D) +p (E).

4. Vérifiez de méme que :

a)p{E,Fl=p(E)+p (F);
b)p (E,F,G}=p (E) +p (F) +p (G
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DES CONFIGURATIONS DE L

Pour
PRENDRE

UN BON
DEPART

ESPACE
r"’r -____-____'____‘—-—————_____
Parallélépipade ) Prisme droit Pyramide de
rectangle Tétraédre de bases ABCDE sommet S et
et A'B'C'D'E’ de base ABCDEF
Des
figures
possibles
A
Propriété Les six faces Les quatre faces Les faces latérales Les faces latérales
caractéristique| sont des rectangles. | sont des triangles. | sont des rectangles. | sont des triangles.

rectangles.

@ Cas particuliers :
* Un cube est un parallélépipéde rectangle dont toutes les faces sont des carrés.

* Un tétraédre régulier est un tétracdre dont toutes les arétes ont méme longueur.

* Un parallélépipéde rectangle est un prisme droit dont les deux bases sont des

triangles isocéles ayant les mémes dimensions.

* Une pyramide réguli¢re est une pyramide dont toutes les faces latérales sont des

xercice-test

I“diQUez le nombre d’arétes de chacun des solides ci-dessus.
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1 REGLES DE BASE
o DE LA GEOMETRIE DE L'ESPACE

COWRS

Les trois régles de base

REGLE 1

| Par trois points non alignés A, B, C, passe un seul plan,

Ce plan est noté (ABC).

EXEMPLE : Les sommets A, B, C du tétra¢dre ci-
contre déterminent un unique plan, le plan (ABC).

- e

REGLE 2

| Si A et B sont deux points d’un plan P, tous les points de la droite.'

appartiennent a P.

EXEMPLE : A et B sont deux points du plan (ABD),
donc le point M de la droite (AB) appartient a ce plan.
A et B sont deux points du plan (ABC), donc le
point M appartient au plan (ABC).

De méme, le point N de la droite (AC) appartient
aux plans (ABC) et (ACD).

[

RECSLE

i3

8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

droite qui passe par ce point,

Conséquence importante : Si deux plans distincts ont deux points COTEE
leur intersection est la droite passant par ces points.

D)}
EXEMPLE § Sur la figure de exemple précédent, les plans (ABC) ¢ (A
deux points communs A et C. Leur intersection est done la droite (AC):
Lintersection des plans (ABD) et (BCD) est la droite (BD).
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- s nt dCl_lx i = *S o ste n

» 1l existe un unique plan contenant

plan contenant d et d” .

| 0 2m1) Définitions

DEFINITION 1 | s
] d:- L Dire que les plans P et P’ sont paralléles
T e e ;
fo(§ signifie qu’ils sont confondus ou qu’ils
n’ont aucun point commun,
A Conséquence : Si deux droites d et d’ sont contenues

£\ droites d et d " n’ont pas de point commun.

‘—-_‘_\H\w
: CEFINITION 2 ] pire que les droites d et d ’ sont paral-
' Note leles signifie qu’elles sont confondues, ou

Dans I'espace, deux coplanaires et sans point commun.
droites g ns point
:’:u’{?murp ne sont pas

g UouUrs paragjes,

octio®”
DEFIN { - o ’
TIOMN 3 Dire que la droite d et le plan P son
iots © paralléles signifie que d est contenue
J dans P ou que d et P n’ont aucun point
A commun.
et

A\ dans deux plans paralléles et distincts P et P ’, alors les

e LE PARALLELISME DANS LESPACE
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sme entre droites.

aralléli
4 tre plans

parallélisme en

. *espace :
>ar tout point de I'esP 1D ;
Par e droite parall¢le a une droite donnée,

« il passe une seu S :
. ;l ﬁasse un seul plan paralléle a un plan donné.

passe H D

EXEMPLE : Par le point A : ' - .. _
. une unique droite parallele 2 la droite (CG) ; c'est a
donc la droite (AE)- - A - |
. un unique plan paralléle au plan (DCG) ; cest

donc le plan (ABF).

[ PROPRIET E 2| « Deux droites parall¢les 4 une méme troisi¢éme sont paralléles entre elleh
« Deux plans paralleles 4 un méme troisiéme sont paralleles entre eyy N
] }

[ PROPRIETE 3 ] Lorsque d et d * sont deux droites paral-
leles, tout plan qui coupe d coupe d’.

[ PROPRIETE 4 ] Lorsque P et P’ sont deux plans paral-
léles, tout plan qui coupe P coupe P’ etles
intersections sont des droites paralléles.

[ PROPRIETE 5

| Si une droite d est paralléle 4 une droite d”
contenue dans un plan P, alors la droite d
est paralléle au plan P,

2 8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE
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:"'_ltiq:( )l‘f‘:ll ' & Sl IL‘S I\I
el et R

<0 b R
ans P ¢t Q sont

s § ik ccants et pargl- ’
droite d, alorsg leur intersection /
s ite ' | |
tune droite parall¢le 3 1 droite ¢ ’
&

—BPROPRIETE 7 ] « :

R Si un pl:‘m P contient deux droites sécantes w
€t paralléles 3 un plan Q, alors Je plan P est =

paralléle au plan Q.

2:4 Projection sur un plan
parallelement & une droite

DEFIN

ITION 4 | pagt un plan et d une droite non paralléle d . \
au plan P. \ \M

M est un point de P’espace ; Ia parallele a \ \
la droite d passant par le point M coupe le \ |
plan P en . On dit que le point m1 est le

projeté du point M sur le plan P paral- ~
Ielement a la droite d. \

° ORTHOGO@ALITE

EEE] Droites orthogonales

exempLE : ABCDEFGH est un cube.
Les droites (BC) et (AE) ne sont
pas coplanaires. Si on mene, par un
sommet guelconque du cube, {es
droites paralléles a (BC) et (Al:?,
on obtient deux droites perpendi-

i - exe - les droites
culaires. Par exemple, | .
net !

. . g I

obtenues a parnr du som |
N P 5 Us |

sont (FG) et (1) ; celles obtenu |

(.. )I]‘ ‘{}' | =, i -( o J - % [)(' ‘). Ml llu' s Wl l b } Al “t ll'..!'i ad L!‘(. .] o L.\l.]
C ¢l o BRI 1 1(5 Il Hies p wieic d
: ] 1 st l’l, mn 1
b ll{"”‘ (l“ ll ¢n ¢ g [
H | l’) s ? “.l(.l”] l“.. ‘ ) ‘h- I,l.-' PI' ¢
Ous ! ‘; . l 3 I!‘ *1 ,.)‘la) “'Ill Or lh” "‘“'l’ -
arur Li un l}l]ull l]'; . . I
N ) (I"‘t”l‘l tlul. ]L‘!. [§ I'Ui[t.h ( -') L ( L !" * =
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TERT . ¥
A2ELANITION 5 ] Dans 'espace, on dit que deux drotes o

[T rrOMmar T

Pt === |
[_'._,’.l.'._[ﬁ"_'__'_'_‘_ N G O dit gu'une drolte o est orthogonale

' Note

Un il & plomb d sus-
pendu sur la surface P
d'un liquide iflustre la
notion de grolte ortho-
gonale & un plan.

et A (non nécessatrement caplanmires)
sont orthogonales «i of peut frovuver un
point 1 tel que les paralleles a ces dromes

passant par I sont perpendiculares

Nous admettrons qu'alors les paralleles a d et A passant par n'importe quel

point sont également perpendiculaires
La propriété suivante se dédmt immeédiatement de la definition §

1| 8 une droite  est orthogonale i une droite A, alors d est orhog

A toute droite paralléle a A

» REMARQUE : Droltes parpendiculalres ot droites orthogonales,
Deux droites perpendiculaires sont dvidemmaent arthoganales ; || suffit en effet de
comme point 1 le point @' intersection da cea deux droitas,
Mais deux droites ofthogonalea na aont paa ndcesaairernant parpandiculaire ;

sont perpendiculaires que loraqu'elles sont coplanaires.

EXF] Droites orthogonales a un plan

1. Définttion et propriote fondamentale

aoun plan P loragu’elle est orthogonale a
1

» . 1 i 1 1 ml ]
tontes les d Ju plan P.

O dit auss que iv plan I* est --tlhngnnul a la drotte

d ou encore que la droite d et le plan P sont ortho-

RONIUX.

[ PROPRIETE

' Note

Cette propriété a été
introguite en activité

d'approche 2, p. 199.

8, DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

9 ] pour qu'une droite d soit orthogonale 2 un plan P, il suffit ¢ el
orthogonale a4 deux droites sécantes de P.

exempLE : ABCDEFGH est un cube.

La droite (AE) est orthogonale aux droites sécantes
(AD) et (AB). La droite (AE) est donc orthogonale
au plan (ABD). Elle est alors orthogonale a toutes

les droites de ce plan, par exemple 4 (AC), (BC),
(BD) ...
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r Note

L!]rﬂusﬁ'affon a raphi que
de ces deux proprié-
tés peut permettre de
les retenir aisément.

2. Deux autres Propriétég

. Tl e .
% '1ste un unique plan passant par un point
Tne et orthogonal 3 une droite donnée,

* Deux plans orthogonaux a une méme droite
sont paralléles.

* Si deux plans sont paralléles, toute droite
orthogonale a I'un est orthogonale & autre.

* Si deux droites sont paralléles, tout plan
orthogonal a ’une est orthogonal a ’autre.

« Deux droites orthogonales 4 un méme plan
sont paralléles.

Plan médiateur d’'un segment

L DERiNITION 7 ] Le plan médiateur d’un segment [AB]

est le plan passant par le milieu O de [AB]
et orthogonal 4 la droite (AB).

EXEMPLE : ABCDEFGH est un cube.
Le plan médiateur

de [AC] est le plan (DBFH).

il

.

Orthogonalité et parallélisme

Les propriétés suivantes, illustrées graphiquement,

se congoivent aisément.

N

D, G
A /”:;fﬂo B
E ‘ F
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point M¢ —
Pour trouver lintersection de deux plans sécants
3

_ EETTTTETER

Exercices résolus

ABCD est un tétraedre.
g’ est un point de I'aréte [BD], distinct de B et de D
¢ estun point de I'aréte [CD), distinct de G ot de D.

on suppose que les droites (B'C') et (BC) du plan (8CD) se
coupent en E. Trouvez l'intersection des plans

thade

Je trouver deux points qui appartiennent aux deux plans

(ABC) et (AB'C)).

il suffit

Les plans (ABC) et (AB'C’) ont en commun le point A. Ces plans ne
sont pas confondus car le point B', par exemple, du plan (AB'C)), n'est
pas dans le plan (ABC). Les plans (ABC) et (A'B'C") sont donc Sé;:ants
Leur intersection est donc une droite. ‘
Pour déterminer cette droite, il suffit d'en préciser deux points.
Le point A appartient, bien sir, aux plans (ABC) et (AB'C).

Le point E appartient également a ces deux plans. En effet, B et C
sont deux points du plan (ABC). Donc tous les points de la droite (BC)
appartiennent au plan (ABC), en particulier le point E. De méme, B’
et C' sont deux points du plan (AB'C’). Donc le point E de la droite
(B'C’) appartient au plan (AB'C’).

Lintersection des plans (ABC) et (AB'C’) est donc la droite (AE).

< Chacun des deux plans est defini
par trois points distincts non alignes.

<1 De méme, C' n'appartient pas au
plan (ABC).

< Reégle 3, p. 200.

<1 Régle 2, p. 200.

P est un plan ; A, B, C sont trois points non alignés qui n'appar-
tiennent pas a P. On suppose que (AB) coupe P en C’, que (AC)

coupe P en B’ et que (BC) coupe P en A'.
Montrez que les points A’, B’ et C' sont alignés.

Point Méthode
Pour démontrer que trois points sont alignés, il suffit de

= |- Solution

démontrer qu’ils appartiennent a deux plans distincts.

A

87\
o

X

Y-

un plan.
deux points dis-
) appartiennent

Les trois points A, B, C, non alignés, determinent
A’ appartient au plan (ABC) ; en effet, B et C sont
tincts de ce plan, donc tous les points de la droite (BC
au plan (ABC). .
De mérme, B' est un point de la droite (AC) et C' un point de la droite
(AB) : ces deux points appartiennent donc au plan (ABC).

L& points A', B', C' appartiennent donc ala fois au prelm (ABC) et au
Plan 2 Or ces plans sont distincts puisque A, B, C n'appartiennent
bas au plan P. Leur intersection est donc une droite el celle drolntfz
Contient Jes points A', B’ et C'. Ces trois points sont dongc alignes.

ure tracee avec soin permet,
points. Ce n'est
la figure

| = !

REMARQUE : Dans le plan, une fig &
b'_l Yénéral, de voir apparaitre un alignement de trols -
Pas le cas dans Pespace. Dans cet exercics, par exemple,
"€ peut pas permettre de voir que A, B, € som ““U"a_b'

—

e

< Regle 1, p. 200.

< Regle 2, p. 200.

< Ragle 3, p. 200.

<4 Si un point appartient a deux
plans, Il appartient a l'intersection
de ces deun plans.

8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE
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> isti d’ etd”, qui
On considére deux droites paralléles dlspt)l r::t;‘:s en quatre D Vit
coupent deux plans paralléles distincts r ‘-/
oints A, B, C! D. élo ramme.
gémontrez que le quadrilatére ABCD est un parallelog -
i - = aral- ‘
Pl;"nl:r'\;;”n::::u-er que deux droites de P’espace sont'P ) Y A . i/
° i ituées
léles, on peut démontrer qu’elles sont coplanaires €t s1 v
deux plans paralléles distincts. ey
n < D’aprés la définition 2, p,
Les droites d”’ et d ” étant paralléles, elles sont contenues dans u o] P. 201,

méme plan. Notons Q ce plan. . )
Les points A et D sont sur la droite d* contenue dans Q, ils appar

tiennent donc a Q.

De méme, les points B et C appartiennent a Q. ‘
Les droites (CD) et (AB), contenues dans le plan Q, sont paralléles
puisqu’elles sont coplanaires, et sans point commun (car elles sont
situées dans deux plans paralléles distincts). Dans le plan Q, le qua-
drilatére ABCD a ses cétés opposés paralléles. C'est donc un paral-
Iélogramme.

< Régle 2, p. 200.

Dans le tétraédre SABC, le point I est le milieu de [SA], le

point J le milieu de [SB], et le point K le milieu de [SC].

Montrez que le plan (IJK) est paralléle au plan (ABC).

Point Méthode .
Pour démontrer que deux plans sont paralléles, on peut
démontrer que deux droites sécantes de I'un sont paralléles a
deux droites sécantes de ’autre.

g Solution =

La droite (1J), contenue dans le plan (IJK), est paralléle ala droite (AB)
contenue dans le plan (ABC). En effet, dans |e triangle SAB, la droite

(IJ) joint les milieux des cotés [SA] et [SB] du triang|
e SAB : - - 9,
donc paralléle au troisiéme coté (AB). gle SAB ; elle est < Théoréme des milieux, chap

De méme, la droite (JK) §3.1, p. 238.
plan (ABC).
Les deux droites sécantes (1J) et (JK) du plan (1JK)

< Les points I, J, K déterminent un
plan car ils ne sont pas alignes.

du plan (IJK) est parallgle & la droite (BC) du

sont donc paral- nt évide™

leles aux deux droites sécantes (AB) et (BC < Les droites (IJ) et (JK) sO :
du roites (IJ) e tes
Les plans (IJK) et (ABC) sont donc parailéle)s. PABIABT), aear;t s?é:g;wtesBen J et les dro!
: et en B.
———-_._______________—_— ___/

8 8. DROITES ET PLANS DANS LESPACE
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’ yraddre ABCD esl tol quo log

triangl
o 16 gles ADR
rLt‘ctnnglos ar | CLADC gont
ontrez AU les droitos (BC) ot (AD) sont orthogong|
es,

i h“.ﬂuull‘ I

I'e ontrer que deux droite

pour dém . roues de ey
ales, ON peut démontrer que Pune (¢

i L

an P passant par Fautre, c'est-A-dire

I o

t“m“ ¢

P SO,

Le triangle ADB est rectangle en D, donc Ia drojte
diculaire, donc orthogonale, & la droite (BD).

Do méme, le triangle ADC estrectangle en D, dong |
pgrpendiculaire. donc orthogonale a la droite (CD)
La droite (AD), orthogonale aux doux droites Séca;ﬂgs
duplan (BCD), est donc orthogonale au plan (BCD).

par suite, (AD) est orthogonale a toutes les droites du p
particulier a la droite (BC). plan (BCD), en

Pace song orthogo-
S ATY]

: St orthogonale 3 un
4 deux drojge

lle

nues dans I, S séeantes

(AD) est perpen-
a droite (AD) est

(BD) et (CD)

» REMARQUE : Dans la définition de I'orthogonalité de d
droites, les deux droites jouent des réles symétriques. Ce n'est ot;x
le cas dans le point méthode proposé ici et souvent utilisé : P
lorsqu'aucune indication n’est donnée dans I'énoncé, on doit
chercher laquelle des deux droites est contenue dans'un plan
orthogonal a I'autre.

< Deux droites perpendiculaires

sont orthogonales (voir remarque,
p. 204).

<t Voir propriété 9, p. 204.

ABCD est un tétraédre tel que AB = AC et DB = DC.

Montrez que les droites (AD) et (BC) sont orthogonales.

Point Méthode )

Pour démontrer qu-é: deux droites de I’espace, (AD) et
(BC), sont orthogonales, on peut démontrer que la droite

(AD) est dans le plan médiateur du segment [BCI].

B Solution

f;lotons P le plan médiateur de [BC].
arhypothése, AB = AC ; donc le point A, équi
o segment [BC] est dans le plan médiateur de [BC].
¢ méme, DB = DC ; donc D est dans le plan médiateur Ide (BC].
o ontient les deux points A et D ; il contient donc la droite (AD).
( f fj'aprés la définition du plan médiateur, la droite (BC) .est orttlgj
ool au plan P (BC) est donc orthogonale a toules les droiles con

ny
%8 dans P, o particulier a la droite (AD)-

distant des extrémités

traddre

o it On déduit do I'exercice précédent quo dans un tgmmun.
?\i‘hon deux arétes oppos6es, c'ost-a-diro sans polnt ¢

| Orthogonales.

< P est le plan orthogonal a [BC] en
son milieu (§ 3.4, p. 205).

4 Lorsqu'un point est équidistant
des extrémités d'un segment, il
est naturel de penser A la notion
de plan médiateur.

——

8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

Scanné avec CamScanner

[


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

TP 5 N

OABC est un tétraédre ; les angles AOC, AOB,
BOC sont droits et OA=0B =0C = 2.

On note N le milieu de [AB].

M est un point quelconque du segment [ON],
distinct de O et de N, et P le plan passant par M
et paralléle aux droites (AB) et (OC).

P coupe le segment [OA] en I, le segment [OB] en ],
le segment [BC] en K, et le segment [AC] en L.

Bl Nature du quadrilatére IJKL

1. Montrez que les droites (1]) et (AB) sont paralléles.
INDICATION : Utiliser la propriété 6, p. 203.

2. Quelle est lintersection du plan (ABC) et du plan P ?
Montrez que la droite (LK) est paralléle a la droite ¢I]).

3. Montrez que les droites (IL) et (JK) sont paralléles a (OC).
INDICATION : Utiliser la propriété 6, p. 203.

4. a) Expliquez pourquoi la droite (OC) est orthogonale au plan (OAB).
b) Déduisez-en que la droite (IL) est perpendiculaire a la droite (I]).

5. Déduisez de ce qui précéde que le quadrilatére IJKL est un rectangle.

EH Calcul d’aire

On se propose de calculer aire du rectangle ITKL en fonction de OM.
Pour cela, on pose OM = x et on note & (x) certte aire.

1. Montrez que 1] = 2y,

2. Montrez que JK = 2 — x V3.
INDICATION : Utiliser le théoréme de Thalés dans Je triangle OBC

3. Déduisez-en qQuesd (x) =—2V3 2 ¢ A

BE Etude de | fonction

1. Expli n . . —
xpliquez pourquoi la fonction o est définie sur P’intervalle ] 0; V2 -

2. a) Montrez que s (+) = 512

b) On désigne Par a et b deux réels de Pint 1l
ervalle

193]

5 T

| els que 6 <

N

214 8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE
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Complétez par ’'un des signes “

<M ou u> » o,

(-2 O6-2) s (o2 gfp-sa),

2
243 (a2) 2
a-=| +V2[]-2v2 b-l/;z-) +V2.
¢) Déduisez-en que la fonction o est strictement croissante sur ]0 5 —Jzz J

d) Montre & . .
) z de méme que la fonction o est strictement décroissante sur [ -"%2-— ) [

3. Tracez la courbe représentative 4 de la fonction sl sur Iintervalle ] 03 V2 [.

EXZ] Lectures graphiques

1. a) Expliquez pourquoi la fonction & admet un maximum sur ’intervalle
] 0; V2 [ et précisez pour quelle valeur x, ce maximum est atteint.
b) Quelle est la nature du quadrilatere IJKL pour cette valeur x; ?

2. a) La courbe € admet un axe de symétrie d. Donnez une équation de d.

b) Comment peut-on interpréter géométriquement, dans le tétracdre OABG, le

fait que d est un axe de symétrie de 6 ?

4. On note N’ le milieu de [ON] ; M, et M, désignent deux points du segment
rt 2 N’ (on suppose que OM, < OM,).

[ON] symétriques par rappo
les rectangles associ€s respectivement 8 M, et M.

IJ KL, et LJ,K,L, désignent

2 -
a) Montrez que J,K; = 5~ IJ,etque L], = V2 LK,.

b) Retrouvez alors e résultat de la question 2. b).
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RESULTATS

ET CONSEILS

Des résultats a retenir

Dans ce chapitre, conformément au programme,
tous les résultats sont admis. Le cours, cssentielle-
ment constitué par des résultats a retenir, peut

donc remplacer cette rubrique.

Des conseils a suivre

P N'oubliez pas que deux droites paralicles dans
I’espace sont toujours représentécs par deux droites
paralleles sur la figure.

P N'oubliez pas que la propriéic :
“I"intersection de deux plans sécants est une droste”
permet de résoudre des problemes d"alignement ct

des problémes d'intersection de droites.

EXEMPLE : Pour montrer que trois points sont ahgnés, i
suffit de montrer qu'ils appartiennent & deux plans
sécants distincts.

» Pour démontrer que deux plans sont paralleles,
il suffit de démontrer que deux droites secantes de
1’un sont paralléles a deux droites sécantes de 'autre.

P Pour démontrer que deux droites sont orthogo-
nales, il suffit de démontrer que 'une d’elles est
orthogonale a un plan P passant par I'autre, c’est-
i-dire a deux droites sécantes conrenues dans P.

P Dans le plan, une conditon telle que “MA = NB”
doit faire penser a la médiartrice A de [AB] :

MA = MB signifie que M est sur A.

Dans ’espace, une condition telle que “MA = MB”
doit faire penser au plan médiateur P de [AB] :
MA = MB signifie que M est dans P.

> Pensez que 'orthogonalité de deux droites pey .
parfois se démontrer a I'aide du plan médiateye s
si P est le plan meédiateur du segment [«‘\B],
droite (AB) est orthogonale a toute droite de F‘

Des erreurs a éviter

m [n general

« deux droites paralleles sur la figure ne représen-
tent pas deux droites paralleles dans Pespace ;

* trois points alignes sur la figure ne représentent

pas trois points alignes dans Pespace.

EXEMPLES : A
ARCD o3t un tétraddre, | est A

le mitey de [BD]

* Sur la tigure, [AB) et (CD) i
ot P Jlas na lo sont \
pas da cipace car ellos ne B L \,'D
sont § roplanaires

* Sur la figure, les paints A, |,

6t C sont alignes. lla ne le somt

pas dans l'espace. En effel, C

(Al) et (AC) sont sacantes en A

B Attention, certaines propriétés vraies dans le plas

ne le sont pas dans 'espace :

' ' ? oint

* dans I'espace, deux droites n’ayant aucun P
4 : aralleles s
commun ne sont pas nécessairement paralleled
ales 4 uo€

* dans 'espace, deux droites orthogon 3
meéme droite ne sont pas nécessairement parallé
EXEMPLES :

Dans le cube ABCDEFGH :

* les droites (AB) et (EH) n'ont
aucun point commun mais ne
sont pas paralléles.

« les droites (AB) et (AD) sont
orthogonales a (AE) mais ne
sont pas paralleles.
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VERIFICATION DES CONNAISSANCES

g1 Quand dit-on que deux plans sont parallgles 7
quand dit-on que deux droites sont paralldles ?
Quand dit-on qu'une droite et un plan sont paralléles ?

g2 Que peut-on dfre de deux droites paralléles  une méme troisieme ?
Que peut-on dire de deux plans paralléles 3 un méme troisiéme ? .

sasidet g ' Sontt geux d'roites paralléles et si un plan P coupe d, est-on sor que le plan P couped’ ?
i p et P’ sont deux plans paralléles et si ‘ i et
iction > sonl deti p St un plan Q coupe P selon une droite d, que peut-on dire de la droite d'inter-

§4 i une droite d est paralléle & une droite d " contenue dans P, est-on sir que d est paraliéle 2 P 2

g5 Deux plans P et Q sont sécants selon une droite A et sont paraliéles & une droite d. Que peut-on dire des droites d et A ?
S6 Si un plan P contient deux droites sécantes paralléles a un plan Q, que peut-on dire des plans P et Q ?

§7 Comment définit-on le projeté d'un point M sur un plan P parallélement & une droite d ?

g Quelle est la définition de deux droites orthogonales ?

Sg Quand dit-on qu’une droite est orthogonale a un plan P ?
Donnez une condition suffisante pour qu’une droite d soit orthogonale & un plan P.

$10 Que peut-on dire de deux plans orthogonaux a une méme droite ?
Que peut-on dire de deux droites orthogonales a un méme plan ?

S11 Si deux plans P et Q sont paralléles et si une droite d est orthogonale a P, que peut-on dire dedetdeQ?
§12 Quelle est la définition du plan médiateur d'un segment [AB] ?

S$13 Indiquez une propriété caractéristique du plah médiateur du segment [AB].

S14 Comment définit-on le projeté orthogonal d’un point M sur un plan P ?

VERIFICATION DES SAVOIR-FAIRE

Une seule des réponses proposées est exacte a b e
Les questions SF1 a SF8 se rap- H G
Portentaucube ABCDEFGHci-
Contre. E
A
BF
SF1 Le plan (EAB) est paralléle au plan ... (FDG) . (CGD) (@Fe
SF2La droite (EF) est paralléle ala droite (CG) a la droite (DH) au plan (DGH)
SF3 Le projeté orthogonal du point B B F H
sur le plan (EHG) est le point ...
SFa ¢ projeté orthogonal du point A le point D le point C le milieu de [BD]
surle plan (BFH) est ... (HF) GP)
:Fs La droite (AC) est orthogonale & la droite ... (H:z) (©GA (CGE)
e (FB) est orthogonale au plan ...
SF7 Lo ‘) ' la droite (EG) lo plan (EGC) le plan (BDH)
- plan médiateur du segment [HF] est ... h dans le plan dans le plan
4 I i o 4
&Si un point m de I'espace est tel que o médiateur de [BD]  mediateur de [AC]

E=MG, alors le point M est ...

médiatrice de [EG]

Réponses en fin de manuel
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COMME LES RESOLUS

; ' ice
Pour I'exercice 1, vous pouvez vous reporteral exercic

résolu 1, p. 207.

1 ABCD est un tétraédre, M est un
distinct de A et de D, et N un point
droite (AN) coupe la droite (BC)enl.
Trouvez I'intersection des plans (AMN) et (BCD).

point de I'aréte [AD]
de la face (ABC) ; 1a

Pour I'exercice 2, vous pouvez vous reporter a l'exercice

résolu 2, p. 207.

2 ABCD est un tétraédre et P un plan ne passant pas par
les points A, B, C, D. Les droites (AD), (DC) et (CA)
coupent le plan P respectivement en I, JetK.

Montrez que les points I, J et K sont alignés.

Pour les exercices 3 et 4, vous pouvez vous reporter a

I'exercice résolu 3, p. 208.
3 ABC et A’ B’ C' sont les bases d'un prisme droit. I est
un point du segment [BC]. La droite paralléle a la droite
(AA) et qui passe par I coupe la droite (B'C") en J.

A

Y

B‘
CI

Montrez que AA'JI est un parallélogramme.

4 ABCDEFGH est un cube.
D " C
A B
Hbesos. 56
E F

Montrez que AEGC est un parallélogramme.

Pour I'exercice 5, vous pouvez vous reporter a 'exercice
résolu 4, p. 208,
5 Dans un tétraédre SABC, I est le point de [SA] tel

. ! que
&= 7 SA, J le point de [SB] tel que SJ = 3 SB, et K le
point de [SC] tel que SK = % SC. 4
Montrez que le plan (1JK) est paraliéle au plan (ABC)

8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

Pour les exercices 6 et 7, vous pouvez vous re
Pexercice résolu 5, p. 209.

6 ABCD est un tétraédre tel que les pieds des ha
relatives au coté [BC] dans les triangles ABC et
confondus (le point H sur la figure).

A

B

Montrez que les droites (AD) et (BC) sont orthogonales,

7 Deux rectangles ABCD et CDEF, situés dans deux
plans distincts, ont en commun le cété [CD], et AD=DE.

D E

B

Montrez que les droites (CD) et (BF) sont orthogonales.

Pour les exercices 8 et 9, vous pouvez Vous reporterd
I'exercice résolu 6, p. 210.

8 SABCD est une pyramide réguliére de s0
base carrée ABCD.

Montrez que (SA) est orthogonale a Ia diagonale (B0
carré ABCD.

mmet S e g

9 ABCDEDFGH est un cube.

A:'

Montrez que les droites (HF) et (AG) sont "
(Corrigés € o '

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

POUR SENTRAINER

g . Traceseipairons 0

m ;\[j(;l)f.'f'ﬂ” eut un cubie o bt SO0 Aty 344

G

o

A B
complétez la figure ci-dessus,

m KBCD est un tetracdre, | et le miliey de 1) & €
est un point dé la face (ABEC).

A

1. Faites une figure,

2. Tracez |6 segment (IG) &t la droite (1G),
3. Tracez le segment [GD) et |a droite (GD).
4. Tracez le segment [CI) et la droite (CJ).
8. Tracez le segment [BI) ¢t 1a droite (B1).

B A2CDEFGH est un cube, I est le milieu de Iaréte
IEF) et J te milieu de: Paréte [AB),

b o—
Bl

A J ’

1 Faites une figure:,

;r:rfz I Segment [1G),

4, mﬁiﬁ :e ~ 3ment LiC].

5. Trace, |: droite paraliele 4 (BG) et qui passs par .
droite paraliéle 4 (BG) et qui passe par J

.

m, Lty A

ECAD R L Mty e thry Sty o5 a5 rr
L7 28 s, ttianin vspspr st ram, wtpan, o5, W5, A,
R R
M VAratries s W ghan) 375 (6 St i0s S Yrre s

Whrrie, )

»
m f._:-,f/-) £t (e ‘!f‘."#‘,ff:’f; l‘f_’("‘.ll"f - aihe = o se

i R
/ 4 - . -
LALLM 2 gt an, o0 tassy eong o5, ciar, 5eipa, BE
{ar=l ties - ”
!)’" oh i 4, ‘:f,’ e "lf, A
,

Z
!!’
} Iz i, “ “ “resct” A% gt 1
Construizez un patron du prisme “coligue” TJKMCH
" a 4 £ z -y o 1 £ T 1
TN &0 Cosgant b6 t8traecies wiyznt les plars 107 =

WM.

EB” un paranstepipede incius d

ans un cube
e ' r 7 1 s =
FECDEFGH ect un cube. On note T &t J les centres
Pl £ - o gt et o gy B = -
renfirdins oes faces (RELD) &t (EFCH), M, N, P et O sont
2 rerifh : Ahe A ibbes LTS T frais iy
ke milieuy resppntife des ariten [£2], [EC], [GH] ot [HEL

___.O_ e
;1‘
w

Construicsz un patron du paraliélégipeds MBNIQJIPH

.

INDICATION : Le triangle BLJ est rectangle en [ et le triangle HJI

B Intersection de droites et de plans |

d et d ’ sont deux droites sécantes en A, contenues
dans un plan P. Le point M est extérieur au plan P,
Q est le plan défini par M et la droite d, Q° le plan défini
par M et la droite d %
Quelle est lintersection de Qet de Q7 ?
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* Dans iz Sgure sulvants. CASCD e
7 Une dmedmpemp‘aﬂpe”o‘ﬁ‘aam.dej de sommet O &t 02 base ABCD. Las e e
L pointsdedte{squeOes.‘!en‘JeAEiB-Meﬁmwm‘ des points des arétes [OAL (00 = 1og :,_:““3'!:
- que (MA) coupe Pan 1 & (M8) coupe P €0 J extrémiés. Les oroiss AT 2 ED e 3,;- —'_r‘c.-_-‘h
0 Démontrez que les points O, 1. J pankidiges: - i-es groies (O] et ) sort secartes = ;_“"‘FT‘-'E Tls
e INDICATION : Montrer que O, I, J sont dans le pian (MAB}- o
o | : 0
Bl [ 480D estun tétrasdre. Les points M. N, P apparten” Vi
~ nent respectivement aux arétes [AZ], [AD]. LAC} et soft x/ f a
o distincts des extrémités. (MN) coupe (8D) en I, (NP) s .= :
Py coupe (CD) en J, (MP) coupe (BC) en K- AL/ T\
x Montrez que les points I, J et K sont 2lignés. B a = T
J = L
v m ABCD est un tétraédre. H est un point de la croft =
nd (BD) distinct de B et D, et K un point de |2 droie (CD) ,-——/ c
¥ distinct de C et D, tels que les droites (HK) &t (BC) sort e
:‘-: sécantes. On note [ leur point d’intersection. 1. Quel estle pf.".':t dirtersection du dian N = =5
Y G est un point de la droite (AD) distinct de A et . droite (O) ?
U On note E le point d'intersection des droites (HG) et (AB), 2. N est |2 point dintersection ¢z Iz 0rots (0F) 24 o
et F e point d'intersection des droites (KG) et (AC). (KLM). Montrez cue lintersection dss pizns (020 i
A (KLM) est Iz croite (LN).
/fk‘.'_'g‘ A 4, Déduisez de ce qui précéds que fes pomts N J Laog
glignés.
Y\ 4. S ¢t = point d'intersection dzs droites (D) 250, 2

G le point d'intersection du plan (KLM) stde 2 do= S,
Montrez qus les points K, L, S sont 2lignés.

E Secticn d’un cube par un plan
34 =st un cubs. U, V, et W sont des pors o=

=14

2 !

1. Expliquez pourquoi le point I est dans le plan (ABC).

2. Expliquez pourquoi le point I est dans e pian (GHK).

3. Montrez que l'intersection des plans sécants (ABC) et
(GHK) est la droite (EF).

4. Déduisez de ce qui précede que la drofte (EF) passe par L

m* Intersection d’une pyramide avec un plan

1. Montrez que Fintersection du plan (UVW) &€ s
(ADE) est Iz droite (UV).

2. Déterminez de méme les intersections GJ P27 pi
respectivement avec les faces (ABFE) et (ABCD

EX] ABCDEFGH est un cube. Les points M. N *’@5’5
tiennent respectivement aux faces (ADHE). (s

mais ne sont pas sur les arétes. pss®
On note m, n, p les projetés respectifs 62 MR QH
plan (EGH) parallélement a (AE). Les droites i
S€ coupent en |, les droites (MP) et (mp) &1

droites (np) et (NP) en K.

La figure représente une pyramide de base ABCD, et M est
un point de l'aréte [OC]. Tracez les intersections des faces
(OCD), (OBC), et (OAB) avec le plan (MAD),

INDICATION : Construire le point | d'intersection de (AD) et (BC).

i

q
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1. Montrez que le poinF d'intersection de I3 dr
duplan (EFG) est le point 1. |

9, Déterminez de méme les points d'interse
droites (MP) et (NP) avec le plan (EFG),

2. Montrez que les points I, J, K sont alignés.

ite (MN) et

ction des

ABCDEFGH est un cube. I, J, K sont des points des
arétes [EH], [EA], [HG], distincts des extrémitgs,
La droite (IJ) coupe les droites (DA) et (DH)enSet T

1. Montrez que Pintersection du plan (IJK) avec la face
(ADHE) est la droite (1J).

2 Montrez que P'intersection du plan (IJK) avec la face
PCGH) est Ia droite (KT).

3”- La droite (KT) coupe I'aréte (CD) en U. Montrez que
lintersection dy plan (IJK) avec la face (ABCD) est la
dote (Sy)

4 Complétez, syr |4 figure, les intersections du plan (IJK)
VeC les autres faces dy cube,

EEABBCD est un tétragdre ; P est le plan qu.i contient la
Oroiteg BD’ A est une droite du plan P qyl coupe les

ﬁ"’&rnen(t C,)’ (C,:D) et (BD) en trois points distincts, respec-
st | 0.8 €t C". M est un point de I'aréte [AC].

K Qe_plan defini par Je point M et la droite A.

2 DU;TZQZ Vintersection du plan I1 et du plan (ABC).

an 1y 4 e point d'intersection de la droite (AD) et du
s a.

, Défnzeue et lintersection du plan I1 et du plan (ABD) ?

s Uroi a2 Que intersection des plans (ABD) et I1 coupe

¢(8D) ¢, un point de A,

m ABCD est yn tétragdre.

T ,
mé(’:'!orltrez aue les plans déterminés par A et chaque

i i i j
ane du triangle BCD S€ coupent suivant une droite A,
INDICATION . Penser ay

2. A, estla droite pas
Gz de la face ACD.D

centre de gravité G, du triangle BCD.
Sant par B et par le centre de gravité
émontrez que A, et A, sont sécantes.

*
Nappe de lumigre

Une cabane ABCDEFGH
rectangle, L3

lumigre ponct

a la forme d'un parallélépipede
porte TJKL est rectangulaire. Une source de
uelle S est placée ay “plafond” (EFGH).

A BI

Reproduisez la figure et représentez la nappe de lumiére
que laisse passer la porte ouverte, & 'extérieur de la
cabane, sur le “sol” (ABCD).

INDICATION : Construire les intersections des droites (SJ) et
(SK) avec le plan (ABCD) en s'inspirant de I'exercice 23.

EE] ABCDEF est un prisme droit, T et J sont les milieux
respectifs de [AC] et [DF], G est le centre de gravité du
triangle ABC, et H le centre du rectangle ADFC.

B
A

F

1. Complétez la figure en perspective.
2. La droite (GH) et le plan (DEF) sont sécants en M.
Placez M et calculez ME"

* Dans un tétrasdre ABCD, M et N sont les milieux
respectifs de [AD] et [BC], G est le centre de gravité du
triangle ABC. . -

1. Faites une figure précise en perspective ; expliquez
pourquoi les droites (MG) et (ND) sont sécantes.

On note O leur point d'intersection.

2. Quelle est la nature du quadrilatére OCDB ?

INDICATION : Considérer le symétrique O de D par rapport a N
et montrer qu'il est confondu avec O.

8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE
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B Parallélisme

El) ABCDA'B'CD' est un paraliéiepipade rectangle.
C

D"T___.__-.——-——"-'ﬂ

A . 1B |
: s ¥
:D'—:' ‘-“,‘ ; /)C.

L= I 74

1. Montrez que AA'C'C et BB'D'D sont des parallélo-
grammes.

2. Montrez que ABC’ D’ est un parallélogramme.

3. Démontrez que les diagonales [ACT, [BD]. [DBT] et
[CA7 se coupent en leur milieu et qu'elles sont donc
concourantes.

m Dans I'espace, ABCD et AECF sont deux parallélo-
grammes dont la diagonale [AC] est commune.

1. Montrez que BFDE est un parallélogramme.

2. Démontrez que les droites (BE) et (DF) sont paralléles,
ainsi que les droites (BF) et (DE).

E ABCD est un parallélogramme d'un plan P.

1. Tracez quatre droites paralléles passant par chaque
sommet de ce parallélogramme et non situées dans P.

2. Un plan I coupe ces droitesen M, N, P et Q.

Quelle est la nature du quadrilatere MNPQ ?

INDICATION : Penser & la propriété 4, § 2.2, p. 202,

E ABCD est un tétraédre. Les points I, J, K sont les
centres de gravité respectifs des triangles ABC, ACD, ABD.
Démontrez que les plans (BCD) et (IUK) sont paralléles.
INDICATION : Vair le point méthede, Exo. 4, p. 208,

m SABCD est une pyramide de sommet S, dont la base
est le quadrilatere ABCD.

Les points A, B’, C’ et D" sont les milieux respectifs des
arétes [SA], [SB), [SC] et [SD).

Montrez que le plan paralléle a (ABC) passant par A’
contient les droites (A'B’), (A'D’) et (A'C).

ABC est un triangle, G est son centre de gravité.

A, B, C', G sont les images respectives de A, B, C, G par
la projection sur un plan P parallélement a une droite d.
Lorsque A, BY, C' ne sont pas alignés, démontrez que G’
est le centre de gravité du triangle A’ B’ ¢’ ,

INDICATION : Le milieu d'un segment est consoervé nar
projection. ne

AF&QD est un tétraédre. H est un point de la droite
(BD) distinct de B et de D, et K un point de la droite (CD)

6. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

distinct de C ot de D tels Que la droite (HR) oSt payr

la droite (BCL N
G est un pont de Fardte [AD] distinet do A ot gq ]

On note E le point d'intersection des droites My
ot F lo point d'intersection des droites (KQ) e ATy,

1. Montrez que l'intersection des plans sécants CH
(ABC) est la droite (EF).
2. Déduisez de ce qui précede que la droit (EF) sy

paralléle a la droite (BQC). 1

m ABCDEFGH est un cube ; R est un point de B
distinct de E et de H, S est un point de [FG] distinct def
et de G, et T un point de [BF] distinct de B et de F.

A
1. a. Montrez que l'intersection du plan (RST) &! el
face (AEHD) est une droite paralléle a (ST). |
b. Représentez cette intersection.
2. On note I le point d'intersection de la droite (HELS |
plan (RST).
a. Placez le point 1.
b. Montrez que l'intersection des plans s¢cd
(ABF) est la droite (I T).
3. On suppose que les droites (RS) et (EF) SO
et on note J leur point d'intersection.
a. Expliquez pourquoi J est dans le plan (EFG)
b. Expliquez pourquoi J est dans le plan (AB,H: as ¢
c. Déduisez de ce qui précede que les droites
et (I'T) sont concourantes en J.
INDICATION : L'intorsection dos plans (ST ¢
droite (IT) (question 2.b.). ot lEﬂ"‘“
4. On suppose maintenant que les droites (RS)
paralidlos. ot
Montrez qu'alors elles sont aussi paralldlos ala

A

nts (BS7¥

p sdert®

pef ¥
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[ est un point de l'aréte [AB] ¢'yn
oot des extrémités A et B, Le plan

dlsn?,éle aux deux droites (AC) et (BD)
rE]len K.et(CB)enL.

ﬁ}ntre?- que IJKL est un parallélogramme.

tetragdre ABCD
DaSSant par | ot

coupe (AD) e 4

OABCD est une pyramide de sommet O of
,:BGZDU” point de [OA] distinct de O et de A, Lun e
[0D) distinct de O et de D, et M un point de [OC] distin ot
ds0ret o B £ SuPpose que les drojtes (KL) et (AD)
sont paralléles ainsi que les droites (LM) et (CD),
1. Montrez que e plan (KLM) est parallsle ay piay (ACD).
2. Dégisez de ce Qui précéde que la droite (K eqy
paraliéle a la droite (AC).

3. Construisez le point N d'intersection q,
de ladroite (OB).

de base

plan (KLM) et

0 Orthogonalité 0

[T Des propriétés classiques du cube

ABCDEFGH est un cube. En utilisant uniquement le fait
que les six faces du cube sont des carrés, démontrez les
quatre propriétés énoncées ci-apres.

A B

1. L2 droite (DH) est orthogonale au plan (ABC).
2 Les drojtes (DH) et (FB) sont paralléles.
- Les droiteg (DH) et (BD) sont perpendiculaires.

4 Les plans (FGC) et (HEA) sont paralléles.

FABCD €st un tétraédre régulier, [AH] est la hauteur

v

" de A dang e triangle ACD.

A

1. Montrez
ue ;
tidela BCD(_} [BH] est 14 hauteur issue de B dans le

2. Montre,
(BAH).

3. Déduise;
(CD) et (B4 §

Que la droite (CD) est orthogonale au plan

de la Question précad
ont orthogonales,

ente que les droites
m Dans un tétraedre AR
ortho

_o90nal de A sur [e pla
triangle B,

1. a. Démontre;z
Qgonales,

b. Déduisez de ce
au plan (ABH).

C. Expliquez alors Pourquoi (CD) est orthogonale a (AB),

2. En vous inspirant de la question précédente, prouvez
que (BC) est orthogonale 3 (AD).

CD, on Suppose que le projeté
n (BCD) est I'orthocentre H dy

qQue les droites (CD) et (AH) sont ortho-

qui précéde que (CD) est orthogonale

m P est un plan, A est une droite orthogonale 4 P en O.
A est un point de A et B un point de P : d est une droite
du plan P passant par B. On méne par A la perpendi-
culaire ad ; elle coupe d en H.

1. Montrez que (OH) est perpendiculaire a d.

2. La droite d tourne autour du point B en restant dans le
plan P. OU se situent alors les points H ?

m Dans un plan P,  est un cercle de diamétre [AB].
On appelle A la droite orthogonale en A au plan P

M est un point du cercle € et N un pointde A.
Montrez que (MN) est perpendiculaire & (MB).

E ABC est un triangle équilatéral et D est un point de la
droite orthogonale au plan (ABC) en A. Le point I est le
milieu de [BC] et (AH) est la hauteur issue de A dans le
triangle ADIL.

1. Montrez que (BC) est orthogonale 4 (Al).

2. Expliquez pourquoi (BC) est orthogonale a (AD).

3. Déduisez des questions précédentes que la droite (BC)
est orthogonale au plan (ADI).

4, Montrez alors que (BC) et (AH) sont orthogonales.

5. Déduisez-en que H est le projeté orthogonal de A sur le
plan (BCD).

FTJ" Les mesures des arétes d'un tétraddre ABCD sont :
AB=3,BC= BD:4.AC=ADI=DC=5.

1. Quelles sont les particularités de ce tetrqédr}a ?

9. Précisez la hauteur issue de A dans le tétraadre ABCD,

is celle issue de D. \ |
ngémonlrez que ces deux hauteurs n'ont pas de point

mmun. .
EODOtormmoz le pied de la hauteur issue de B.

. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE
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8] Plan médiateur 0

ABCDEFGH est un cube. Les points I, J et K sont les
milieux respectifs des arétes [AB], (BC] et [GH].

K G

7

Ef——"""¢F

1. Montrez que le plan (ACE) est le plan médiateur du
segment [BD)].

2. Expliquez pourquoi IF = ID, JF = JD, KF = KD.
Déduisez-en que le plan (IJK) est le plan médiateur du
segment [DF].

@ ABCDEFGH est un cube. Les points I, J, K, L sont
les milieux respectifs des arétes [EH], [FB], [CD], [EF].

H e
I r}
E L F',f
4.4
- "_.rK -5 I
A B

1. Montrez que les points A, K, G, L sont dans le plan
médiateur du segment [1J].

2. Montrez que AKGL est un parallélogramme.

3. Placez sur la figure le point d'intersection M de la droite
(1J) avec le plan (AKGL).

E ABCD est un tétraédre régulier, H est le milieu de [CD).
1. Montrez que le plan (ABH) est le plan médiateur du
segment [CD].

2. Déduisez-en que (CD) et (AB) sont orthogonales.

[ SABC est un tétraedre tel que SAB, SAC et BAC
sont des triangles rectangles en A. On note I le milieu de
[BC] et A la droite orthogonale au plan (ABC) en 1.
1. a. Montrez que A est paralléle a (SA).
b. Montrez que A est dans le plan médiateur de [BC).
2. On note J le milieu de [AB].
a. Montrez que (1J) est perpendiculaire 4 (AB),
b. Déduisez-en que A est dans le plan médiateur de (AB).
3. Montrez que quel que soit le point M de A

MA = MB = MC,

8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE

e E—

On se propose de démontrer -
d'un segment est I'ensemble (g, poim:n
équidistants des extrémités de cq 4 Smant da
On note P le plan médiateur o yn :,quar.
milieu de [AB). T
A. M est un point de I'espace non gity4
1. On suppose que M est un point de p
a. Montrez que la droite (M]) est, dans Ie plan
médiatrice du segment [AB], g
b. Déduisez-en que MA = MB,
2. Réciproquement, on suppose que MA = V. On
Q le plan orthogonal & la droite (AB) et g % L
et J son intersection avec (AB). "
a. Expliquez pourquoi (MJ) est perpendicyizire 4 vy
b. Déduisez-enque J = 1.

¢. Montrez alors que les plans P et Q sort Conforgys
d. Déduisez-en que M appartient au plan Médztey
segment [AB]. !
B. On suppose a présent que M est un point dz 3 des
(AB). Montrez que : '
dire que M est dans le plan médiateur de [AB] équiagy
dire que MA = MB. -

Surla G’ﬁg ;-

'k

EZ] ABCD est un tétraédre régulier. On note 1, J, LU
et N les milieux respectifs des arétes [AB], [CO], 5
[BD], [AD] et [BC]. .
1. Montrez que IKJL est un losange.
2. Montrez que le plan (IJKL) est le plan médiate &
sagment [MN].
3. Déduisez-en que la droite (MN) est orthogonas 22
droites (1J) et (LK). 1

O Calculs dans I'espace

@ ABCD est un tétraédre régulier de coté 2
Le point I est le milieu de [AD], le point J celui €2
1. Calculez JA et JD en fonction de a.
2. Calculez JI en fonction de a.

3. Calculez cos JDA et déduisez-en une
en degrés de I'angle JDA.

valeur 269 il

m ABCDEFGH est un cube de coté a.
1. Justifiez que le triangle ACG est rect
calculez AG en fonction de a.

2. Calculez cos CAG et déduisez-en uné v
en degrés de I'angle CAG.

et

jg O F
Les cotés d'un parallélépipéde rectand _
longueurs 1,2 cm, 3,7 cm, et 5,9 cm. o
Calculez le volume de ce parallélépipéd?
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Un prisme droit a un volume égal a 36 cm? et J'aire
o polygone de base est 12 cm?. Calculez sa hauteyr.

Le polygone de base d'un prisme droit est un losange
dont les diagonales ont pox'xr longueurs 6 cm et 8 cm.
hauteur de ce prisme est egale au périmétre de base.

1. Calculez I'aire de la surface latérale.
Z'Can,cu[gz I'aire de la surface totale.
3 Calculez Je volume du prisme,

Calculez I'aire de la surface latérale d'un cylindre de
revolution dont | disque de base a pour diamétre 4 cm et
dont la hauteur a pour longueur 10 cm.

Calculez la hauteur d'un cylindre de révolution sachant
que son volume est 2,6 m* et que I'aire du disque de base
st 325 M.

EJ une pyramide réguliére a pour base un carré inscrit
dzns un cercle de rayon 5 cm. Ses arétes latérales ont
pour longueur 9,2 cm. Calculez son volume.

m ABCDEFGH est un cube et M est un point de la
droits (CD) distinct de C et de D.

7

F

o || w
[ A"
B

1. Montrez que F, D, M sont équidistants de B et G.

2. Montrez alors que le plan (FDM) est le plan mediateur
AU segment [BG).

3.0 note I le milieu de [BM] et J celui de [GM].

Montrez que la droite (1J) est orthogonale au plan (FDM).
4.0n note K le milieu de [BG].

Montre; Que IMJK est un losange.

A

@‘ ABCD est un tétraddre régulier, o est la longueur
V@m.‘me des six arétes. Les points a, b, €, d sont les
:J?jrtes orthogonaux respectifs des sommets A B C D
% f aces opposées.

arétgzo s 1, J, K, L, M, N sont les milieux respectifs des
1. 0. B, [CD), [AC}, [BD), [AD), (BC)

u;"’:‘t)ntrez que les plans (AJB) et (CDI) sont orthogo-
Dey. . X droites (CD) et (AB) respectivement.

d;ituiseben qQue la droite (IJ) est perpendiculaire aux

2. Démontrez que la droite (Aa) est la droite d'intersection
des plans (ABJ), (ADN) et (ACL).

Déduisez-en que a est le point de concours des médianes
du triangle BCD et calculez en fonction de « la distance
de A au plan (BCD).

3. a. Démontrez que IKJL est un quadrilatére plan.

Quelle est sa nature ?

b. Démontrez que les trois droites (1J), (KL) et (MN) sont
concourantes en un point O et que le plan médiateur du
segment [MN] est le plan (IKJL).

4. Démontrez que les quatre droites (Aa), (Bb), (Cc) et (Dd)
sont concourantes en O.

5. Calculez en fonction de « les distances de O aux
sommets du tétraédre, puis aux faces du tétraedre, et
enfin aux arétes du tétragdre.

E Dans un céne de révolution, la hauteur a pour
longueur 4 cm et le rayon du disque de base 3 cm.
Dessinez avec précision un développement de la surface
latérale et calculez I'aire de cette surface latérale.

D

b
34
5
m |
G
o
o)
g
(D
3
®
)

m Calculez le volume d'un céne dont la hauteur a pour
longueur 2 m et le rayon du disque de base 0,5 m.

@ Calculez le rayon d’une sphére d'aire 12,56 cm?.

@ On dispose de trois récipients :

* |e récipient A est un cylindre de révolution de hauteur h
et de diametre de base h ;

« |e récipient B est un cone de révolution de hauteur h et
de diametre de base h ;

« le récipient C est une sphére de diamétre h.

1. B étant plein, on transvase son contenu dans A.

Quelle est la hauteur atteinte par le liquide dans A ?

2. Répondez a la question 1. en remplagant B par C.

Volume d’un tétraédre régulier

Dans le cube ABCDEFGH, AFHC est un tétraedre régulier,
etAF=a.

B C
gl |
AR D/
/
Fre /G
E “H

1. Calculez AB en fonction de a et déduisez-en le volume

du cube.
2. Calculez alors le volume du tétragdre & I'aide de quatre
pyramides auxiliaires de sommets B, D, E et G.
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226

- & |'aire du trapéze ABCD.

PROBLEMES
DE SYNTHESE

@ THEMES : Orthogonalité. Plan médiateur. Théoréme
de Thalés. Equations. Calculs d'aires.

SABCD est une pyramide dont la base ABCD est un
trapéze isocéle.

Le projeté orthogonal du point S sur le plan (ABCD) est le
point d'intersection I des diagonales (AC) et (BD). Le
point M est le milieu de [AB], le point N le milieu de [CD).
On note P le plan médiateur de [AB].

E

A. 1. Montrez que P est aussi le plan médiateur de [CD).
2. Montrez que les points I et S appartiennent 4 P.

3. On note E le point d'intersection des droites (AD) et (BC).
Montrez que E est un point de P.

B. On suppose que AB = 4 cm, E
CD=3cmet MN=2cm.
1.On pose EM =a.

115 —_ 3‘2
a. Montrez que > =7 -
b. Calculez la longueur EM,
et l'aire du trapéze ABCD.

c. Calculez I'aire des triangles

EAB et ECD, et retrouvez alors (4 N \p
I'aire du trapéze ABCD. |
2.0npose IN = b.
15 _ p B
.M X e O
a. Montrez que 5 55" M A

b. Déduisez-en la longueur IN.
3. On pose x = SI et on note & (x) aire du triangle SIE,
a. Quelle est la nature du triangle SIE 2

b. Exprimez s (x) en fonction de x.

c. Tracez, dans un repére ortho
graphique de .

d. Montrez qu'il existe deux positio
symétriques par rapport 4 I, pour les

gonal, la représentation

ns de S, S, et S,.
quelles s (x) est égal

8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPAGE

@ Themes : Plans paralléles. Prismes droits. Volumes,
Etude de fonctions. Lectures graphiques,

ABCDEFGH est un cube de cOté 1 et M est yn point
quelconque du segment [EG], distinct de E et de G, ‘/
On désigne par P le plan paraliéle au plan (BDHF) et g Fo ac‘
passe par M. On pose EM = x. her
Lorsque M est un point du segment [EQ], le plan P coupe |

[AD]en1, [AB] enJ, [EH] en L, et [EF] en K.

Lorsque M est un point du segment [OG], le plan P coupe lﬂ'

[DC]enT’, [BC] en J', [HG] en L', et [FG] en K'. *,ﬂ«”m
On note V" (x) le volume du prisme droit AIJELK lorsque M 'i“;,;'.ﬂ ot
est un point de [EO). du prisme droit ADI'VBEHLK'F ysinld¥ X
lorsque M est un point de [OG]. %ﬁi!ﬂm i
1yrocet e GEMOY
3 K G : ,
0 — ‘
E f/ﬁ_’ — > : A
| H | ; ” 1
) | ! lix_
6 4 1gc
g |
AT D
A. Calcul de 1 (x) 3 3
1. On suppose que x st un nombre de I'intervalle lO:—z-l- :;—'ﬁq h,
a. Montrez que la droite (FH) est paralléle a la droite (KL 3

ty e dnag
b. Déduisez-en que le triangle ELK est isocele. Pt

l.

c. Montrez que V" () = x2. 5 AL
2. On suppose que x est un nofmbre de l'intervalle I :2— i&" ;iah::w
Montrez que ¥ (x) = 1 - (x - V2)2. 3.%&; E
3 b l 3 .e
B. Etude de la fonction V' 3l |2 ' Eli %5'%;;;
¥ () 'a des expressions différentes sur |0;— et |52 i\ M
A

On étudie donc ¥ sur chacun de ces intervalles.
1. Tracez, dans un repére orthonormal (O ;1,/). 1

) . 2
representative de la fonction ¥ sur lO : = l

N e
2.a. a et b sont des nombres de l %:J'é I tels qued<

Complétez par I'un des signes “<” ou " >":
a-V20b-v2; (a-\(i)zu(b-\(ﬁ}z;{
~@-V2RO-(b-vaE; 1-@-v2poi-b-¥ o

b. Déduisez de la question précédente que 12 fon

. V2
est strictement croissante sur l — V2 \ ' sif
ction ¥ e

c-f'_l'racez la courbe représentative de la fon
V2

—2“2@ ,dans le repére (O ; rﬁ i
3. Daprés le graphique, existe-t-il M tel que ¥ W=
Expliquez géométriquement ce résultat.

2
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Exercices guidés

n pémontrer que trois points sont alignés

Dans le tétraédre ABCD, (1J) est une droite du plan
(ABO) et (KL) une droite du plan (ADC). On suppose
que les droites (IJ) et (KL) sont sécantes.

On note E leur point d'intersection.

On se propose de démontrer que A, C, E sont alignés.

On va utiliser le fait que l'intersection de deux plans
sécants est une droite. Ici, I'intersection des plans (ABC)
et (ADC) est la droite (AC).

1. Le point E appartient aux droites (IJ) et (KL).

On sait que si deux points appartiennent a un plan P,
alors toute la droite passant par ces deux points est
contenue dans le plan P. Expliquez alors pourquoi :

a. le point E appartient au plan (ABC) ;

b. le point E appartient au plan (ADC).

2. l'intersection des deux plans (ABC) et (ADC) est la
droite (AC). Ceci implique que si un point appartient
z2ux deux plans (ABC) et (ADC), alors le point est
nécessairement sur la droite (AC). Expliquez alors
pourquoi les trois points A, C, E sont alignés.

E Démontrer qu’une droite
€st orthogonale & un plan

ABCDEFGH est un cube. On se propose de démontrer
Que la droite (EG) est orthogonale au plan (BDHF).

Par définition, une droite d est orthogonale @ un plan P
orsau'elie est onhogonale a toutes les droites de ce
Plan. Mais on dispose d'une propriété commode :

POUr que d soit orthogonale au plan P, il suffit qu'elle
SOt orthogonale 4 deux droites sécantes de P

Notez bien que deux droites de P suffisent, mais a

Condition qu'elles soient sécantes, ¢'est-a-dire non
Paralléles,

&_

.....................I...........l."......l....'...'.lI-'..........'.

LR B B B N

=

On va voir comment on peut trouver deux telles droites.

D C

E._,.

1. Essayons d’abord de repérer naturellement sur la figure
des droites non paralléles, perpendiculaires a la droite
(EG). (Rappelons que deux droites perpendiculaires sont
deux droites orthogonales qui se coupent.).

a. Expliquez pourquoi la droite (HF) est perpendiculaire
a la droite (EG).

b. Remarquez que la droite (AE) est perpendiculaire
aux droites (EF) et (EH), et déduisez-en gu’elle est
orthogonale au plan (EFH).

c. Expliquez pourquoi la droite (AE) est perpendiculaire
a la droite (EG).

2. On va voir comment trouver alors deux droites sécantes
du plan (BDHF) et orthogonales a (EG).

a. L'une des deux droites (HF) et (AE) est contenue
dans le plan (BDHF) : laguelle ?

b. Il nous suffit de trouver une autre droite du plan
(BDHF), orthogonale & (EG) et coupant la droite (HF).
Expliquez pourquoi les droites (BF) et (EG) sont
orthogonales.

INDICATION : Si une droite d est perpendiculaire a une
droite A, alors elle est orthogonale a toute droite parallele a

la droite A.
¢. Concluez.

s [ |

Exercices commentés

H ABCD est un parallélogramme d'un plan P, et S
est un point extérieur a P. On considere la pyramide de
sommet S et de base ABCD et on note [ le milieu de
[SA), J le milieu de [SB], et K le milieu de [SC].

On se propose do démontrer que le plan (IJK) coupe
le segment [SD] en son milieu.

8. DROITES ET PLANS DANS UESPACE 227
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VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode

On va démontrer que le plan (IJK) est paralidle au
plan (ABC), puis étudier I'intersection des plans
paraieles (1JK) et (ABC) avec le plan (SCD).

1. a. Démontrez que les plans (1JK) et (ABC) sont
paraligles.

b. Déduisez-en que la droite (SD) coupe ke plan (IUK).
2.0n note L le point d'intersection de la droite (SD)
et du plan {1JK).

a.Les droites (KL) et (CD) sont paraliéles ; pourquoi ?
b. Concluez.

* Deuxieme méthode

On note L le milieu de [SD].

On utilise la propriété suivante : deux droites
paraliéles & une méme troisiéme sont paralidles.
1.Montrez que les droites (IJ) et (KL) sont paraliéles.
2. Expliquez alors pourquoi le plan (IJK) passe par
le point L.

INDICATION : Par deux droites paralléles passe un
unique plan.

ﬂ ABCDEFGH est un cube. Les points T, J, K et L
sont les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [GH].
On se propose de démontrer que le triangle IJL est
rectangle en J.

E “
D . e 7 JC
l“ i "—‘ J
Y il
A I B
VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode : par le calcul

On utilise la réciproque du théoréme de Pythagore.
On note a I'aréte du cube :

1. Exprimez IJ et KJ en fonction de a.

2. a. Démontrez que le triangle KLJ est rectangle
enkK.

b. Déduisez-en LJ en fonction de a.
3. Déduisez de ce qui précéde, 4 I'aide de la réci-

proque du théoréme de Pythagore, que le triangle
IJL est rectangle en J,

L 32
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» Deuxiéme méthode : en utilisant
lité d’'une droite et d'un plan Orthogong.
Pour montrer Gue le triang’e TJL est race e j
on va montrer gue 1a droite (1J) est ortho '3
un plan contenant (JU. a |
1.a.Montrez que (K‘n et [1‘-’] sont pemeng; 2
b. Montrez que (LK) et (1J) sont orthe A
2. Déduisez-en que (IJ) et (LJ) sont m )

puis concluez.

Pour chaque exercice de cette rubrique, une Solution

vous est proposée, mais elle contient une emeyr,
Trouvez cette erreur.

5 Tracez en perspective cavaliére un tétraddre
ABCD dont les faces (ABC) et (ACD) sont visibles.
Solution

‘6 Tracez en perspective cavaliére un parallélé-
pipéde rectangle tel que les faces (ABCD) et (EFGH
soient opposées et tel que [DA] soit une aréte.
Solution

Trouvez l'erreyr

c

o
(@]
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ABCD est un tétraédre. Les points 1, J, K sont les
eUX respectifs de [BC], [CD] et [AC].

mili .

Les deux droites (Al) et (JK) sont-elles coplanaires ?
A

Solution

Les droites (A]) et (JK) se coupent en G.
Or deux droites sécantes déterminent un plan.
Les droites (Al) et (JK) sont donc coplanaires.

8 ABCDEFGH est un parallélépipéde.
I est le milieu de [CD] et L celui de [EF].
Montrez que les droites (AI) et (LG) sont paralléles.

Solution

Les plans (ABCD) et (EFGH) sont paralléles car ce sont
les faces opposées d’un parallélépipede.

Les points A et I appartiennent au plan (ABCD) donc la
droite (AI) est contenue dans ce plan.

De méme, la droite (LG) est contenue dans le plan
[EFGH)

Les droites (AI) et (LG), contenues dans des plans
Paraliles et distincts, n'ont aucun point commun.

Elles sont donc paralléles.

9 ABCD et BCEF sont des rectangles situés dans
des plans distincts et ont le cété [BC] en commun.
Montrez que les droites (AF) et (DE) sont paralieles.

Solution

La droite (BC) est orthogonale & deux droites sécantes
(AB) et (BF) du plan (ABF). Elle est alors orthogonale
au plan (ABF). Elle est donc orthogonale & toutes les
droites de ce plan, en particulier  la droite (AF).

De méme, la droite (BC) est orthogonale  la droite (DE).
Les droites (AF) et (DE) sont orthogonales & la méme
droite (BC), elles sont donc paralléles.

10 ABCDEFGH est un cube. Montrez que la droite
(HF) est orthogonale au plan (AEGC).

H

=

Solution
(AE) est perpendiculaire aux deux droites sécantes

(EF) et (EH) du plan (EFGH), elle est donc orthogonale
3 toutes les droites contenues dans ce plan ; en
particulier, la droite (AE) est orthogonale a la droite
(HF). De méme, (GC) est orthogenale a la droite (HF).
La droite (HF) est orthogonale a deux droites (AE) et (GC)
du plan (AEGC), elle est donc orthogonale a ce plan.

8. DROITES ET PLANS DANS L'ESPACE
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?f"_R UN BO

CHAPITRE

{9

SOMMAIRE

Quelques conseils pour déimor
Mediatrice, Cercle
Larallélisme

Géomérrie du trianple

Le théoréme de Thalés

TP Module

Exercices et problémes

Pages M

N DEPAR,

OMETRIE I

(_J(: chapitre doit peryey, ,
faire le point sur dey PrOptiét
importantes de géoméie s
au Collége @ médiatrice, g,
paralléles, triangle, théorene 4
I'halés, Dang les trois premies
pages, nous donnons queyus
congeils pour démontrer | o
utilité dépasse bien sir le cade
de ce seul chapitre,

Ce chapitre d’un type partici

n’a pas la structure habitueli:

chacune des cing parties du s

présentée sur une page gt

est suivie de deux exercices 574

page droite en vis-a-vio.

itrert
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) D

_CERCLE

gl Mmédiatrice ™

u d!un Sggmeﬂ[ [BC]- e .

milie : : ' = \
’-ﬂim@!‘- [estle ite Perpendiculalre en I 4 la droite \\\\‘
ar diatrice du segment [BC].

(BC) est la mé

meédiatrice de [BC], alors MB = MC.

: oint de la e
IETE 1 i ‘NB = N est sur la médiatrice de [BC].
’PROPR Réciproguement si NB = NG, alors [(BC]
r - " ’
[P Cercle et médiatrice d’'une corde
A
T DEFINITION 2 | O est un point et r un réel positif. Le cer-
cle de centre O et de rayon 7 est I’ensem-
ble des points situés a la distance 7 de O. N
B

[ PROPRIETE 2 | La médiatrice d’une corde passe par le
centre du cercle.

EEHE Cercle et angle droit ¢
L_PROPRIETE 3 | % estun cercle de diamétre [AB]. ) A
* Si M est un point de ¢ distinct de A et
de B, alors AMB = 90°, 8

* Réciproquement, si AMB = 90°, alors
M est sur le cercle € de diameétre [AB]

Y Tangentes 3 un cercle

L BfNTIoN 5

‘€
:cst un cercle de cent
Point de ce cercle,

la
; ctanmm’tc enT ay cercle
p fPendiculaire en'T ay ra

re O et T est un

‘G est la droite
yon
9. POUR UN BON DEPART gy B [OT).

IE

.
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N, > o

§ Josange ABCD qui N'est
sme diagonale [AC].

Pas
N carrg Bty

o ntrez que les droiteg (BE) et (4 Arrg Akq o
ru;nl,&u;'l'inlv . K Sont g "
‘pour démontrer que deyy ol e"di‘:“'aires S
t démontrer que |’ M perper . | H
o pcu q l Une Cst la médla perpe“dicul - //
i 5 trige d'ug . Areg, V] N i =
Ement 4, e /F
) /
iz
Tt

pans un losange, Ie_s quatre COtés son éga
ici, BA = BC. !_e point B, €quidistant des UX ; dong g Partioy
donc & la médiatrice de [AC), Points A ¢ Culigr

B
o P |
pe méme, les quatre cétés dy carré AEce o Partient |

d la médiat A=EC. o #93Ux ; dong .
Eestdonc sur la médiatrice de [AC. Ainsi [
. . a
trice de [AC]. La droite (BE) est dong er droite (g

sont sur la médiatrice de [AC]. Les
donc situés sur une méme droite p
par le milieu de [AC].

@ (BE) estla meg
pendICulaire é (AC) Edia-

de méme que les poi

: S points
quatre_ Points B, E, F ot I;:::rg
erpendiculaire (AC) et passant

|

ABC est un triangle rectangle en A, M est un point de [BC].
La bissectrice de I'angle BMA coupe la droite (AB) en N, celle A
de 'angle AMC coupe ia droite (AC) en P

Démontrez que M appartient au cercle % de diamétre [NP].

Point Méthode -
Pour démontrer qu’un point M appartien

diametre [NP], on peut démontrer que NMP = 90°.

t au cercle de

i ‘t B NP]\
Pour démontrer que M appartient au cercle de diamelr [
dmontrong =90° BMA.
que NMP = 90°. ——_18BMA.
MN) est ja bissectrice de BMA, donc NMA =15 16 deux é93ites
R -
P) est la bissectrice de AMC, done AMP =3 ro e
Dot NM& . as _ 150E + 1 AMC,
NMA + AMP = 7 BMA+ 2"

e NVIA + Amp = 1 (BVA + AMC). ot aligné
Or s 2 e B, M et C SO
d'r SMA + AMC = 180°, car les points =

UNMA + AP = %180°=90°° |

s p— 9 — =

o i + AMP = NMP, donc NMP = gg!'{e NP) 0" — EN GeoNETRE
b PPartient donc a cercle ¢ do dia™ paN="" uN o087

R e , pouf

.nt A saf
EMARQUE : ¢ passe aussi par 1 pe
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=

2 ISME__
2 . PARALLE
prEl Angles glternes-internes; correspondangs

t deux droites c¢

QT

yupées par une meme
dct Jd' son

gécante A.

A\

Sidetd' sont parallélcs, Eiors 1

1 bgaux ;
. des angles tels que Lct 3hsom ega X,
. des angles tels que 1’ et 3 sont cgaux.

Onditque:
-Tctg (ou2ct4l
1et 3 (ou 4’ et 2) sont corre

sont alternes-internes ;
spondants.

s-internes sont égaux, alors d et d' sont paralléles,

i les alterne
Si deux ang alors d et d' sont paralléles,

Si deux angles correspondants sont €gaux,

Projection :

[ DEFINITION 4 | Le projeté M’ du point M sur ia AE
droite d parallélement a la droitc qu
A, est I’intersection de d et de la pe
paralléle 2 A menée par M. A
i, o Dé
En particulier, si M est sur d, alors M' = M. Po
2 TN int Pl
> REMARQUE : Lorsque A est parallzle a d, on ne peut pas définir le projeté d'un pon
M sur d parallélement a A. o
B Parallélogramme ‘
C
. i : [
Sld ABCI? est un parallélogramme, alors : 1
neux cotes opposés sont paralléles et ont d
méme longueur ; A
’ :CS d}agonalcs ont le méme milieu ; d
¢ les cotés o ¢ X
* les coté ppose? sont deux 4 deux paralléles ;
$ Opposcs sont deux a deux égaux. L’
D
Réciprogqueme : . L}Ufl'
conque d(ism].mt’ S1un quadrilatére non croisé ABCD posséd® l’uﬂ:mme. N
quatre Propriétés Ci-dcssus, alors ABCD est un pﬂrallélﬂl-'-ll

6 - 9.POURUN BON DEPART EN GEOMETRIE
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[

’i ¢ riangle, M un point de [AB].
t

20 sl a (

14 Psm c
g0 *°
A o

oz qlJe MB = MI.

_MIsig
B =
;:ur gémo
o5 deuX angle

groites (MI) et (BC) sont paralleles.
Les

angles TBC et MIB sont alternes-
internes s ils sont donc egaux.

| 0”/5—6 = IBW. Eﬁ[_(BI) est la bissec-

trice de rangle ABC ; donc

5 = MIB.

s 4 la base sont égaux.

Les

leles.

BC) passant par M et la bissect Caide

ntrer que ce triangle est isocéle en M, démont

nifie que le triangle MBI est fsocéleﬁ

rons que

les J e riangle MIB est isocele en M,

|'ang|g

— T

4 _On a des hypothéses faisant
intervenir des angles ; il est done
nl?rmal d'essayer de démontrer
I'égalité des angles a la base.

| douMB = ML
AN

\
,\.

'un point

!.

I:A
|'

|
{

[

O

g /09 el,’projeté . d [A, C’]-
’ "éme I du miliey de [AC], est le milieu 4

ABCD est un parallélogramme de centre 1, et d une droite
welconque. On trace par chacun des points A, B, C,Det], la
pependiculaire & d. Ces droites coupent d respectivement en

hog
Datpg,
tho poi s
y | Uy * ol d'intersection des
o

¢ "EIBD]_S donc le milieu de [AC] | 5,

A\B,C,D etT. |
Démontrez que I' est le milieu de [A’ C'] et de [D'B'].
Point Méthode

I
: i ’ ent
Pour démontrer qu’un point est le milieu d’un segment,

"peut utiliser e fair que la projection conserve le milieu.

‘I B’ : f :
'C\.D"et I sont les projetes
OH?x respectifs de A, B, C,
r

n
D'afes du Parallélogramme

B mmentaiic p

Sstle milieu de [D’ B']. .

i ”N BON D
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3 GEOMETRIE DU TRIANGLE
(=4

EIX] Théoreme des milieux

ABC cst un triangle.
de [AB] et ] le milieu de

2 i 1 est le milieu
L_WG ?;é;s ors les droites (1)) et (BC) sont

1
paralléles et I] = 5% BC.

[ THEOREME 2 "] i1 est le milieu de [AB] et si la paralléle
a (BC) menée par I coupe (AC) en ],

alors J est le milieu de [AC].

Triangles rectangles

SﬂM est un triangle rectangle en M, alors :
* AMB =90°;

* M est sur le cercle de diamétre [AB] ;

* O éuant le milieu de [AB], OM = 1 AB ;

* le milieu O de I’hypoténuse [AB] est le centre
du cercle circonscrit au triangle AMB ;

* AB? = AM? + BM? (théoréme de Pythagore).

Ré Cip roquem ent,

_ si un triangle ABM possé 5 onque des 1
 Propriétés ci-dessus : possede Iune quelcong

s alors ABM est un triangle rectangle en M.

Somme des angles B
soit le triangle ABC

—LROPRIETE 5 Q
uel que
a -

A+B+C=180°.
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ﬁadrilatém ABCD, I est |e milieu d

pan el ale a (BC) menée par 1 coupe | AB) en E lQalcmalen [AC).
menée par I coupe [AD] enF. ' 1 parallgle 3

(GDritrez que (EF) est paralléle a (BD),

Mo

PSSy Solution N

pans le triangle ABC, la dro?te (IE) passe par le miliey I de [AC] et
est paraliéle a (BC). Cette droite coupe donc le coté [AB] en son miliey
De méme, dans le triangle ADC, on démontre que F est le miliey dé
[AD]. .

pans le triangle ABD, la droite (EF) passe par les milieux E ot £ de
deux des cotes.

Cette droite est donc paralléle au troisiéme coté, c'est-a-dire a (BD).

< D'apres le théoréme des milieux.

< D'aprés la réciproque du thécréeme

des milieux.
[Exo. &
Sur la figure ci-contre,
+ ABC = 45° et ACB = 60°; E_
*le triangle ADC est isocéle et rectangleen D ; 14 x“’““-nh-_,h___\_h
* le triangle AEB est équilatéral.
Démontrez que les points D, A et E sont alignés.
Point Méthode
Pour démontrcr que trois points D, A et E sont alignés, on B'"A
peut démontrer gue DAE = 180°.

Démontrons que DAE = 180°.
On écrit DAE = DAC + CAB + BAE. o
" Calculons donc chacun des angles DAC, CAB et BAE.
~Angle DAC - -
lﬁgiangl_‘iﬁADC est rectangle isocéle, donc DAC =DCAc et
AC + DCA = 180° — g0° = 90° - d'ol DAC = 45°.
...Ang|e EAE .
ans,"i_{[iangle CAB, CAB + ACB + CBA = 180°

oy —8—2§ +60° + 45° = 180°;
B — 75'0'
._Anlgle B_AE :
LD’::I::ile BAE est équilatéral, donc BAE = 60°.
DAg Nalement

s ;Oilr:::\ C + CAB + BAE = 45° + 75° + 60° = 180"
wﬁnt donc alignés. )

4 Ce “découpage” est naturel car on

a des renseignements pour chacun
des triangles DAC, CAB et BAE.

< Lorsqu’on connait deux angles d'un

triangle, on en deduit le troisieme
puisque la somme des trois est egale
a180°".

4 Chaque angle d'un tnangle equila-

taral est egal A 60"

9. POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE
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proité® e ité
og et centre de graV!
, median ne d’un riangle ABC>

n sommet €t le

. le- p— 5 -
du triang 2 meédiane a partir du sommet correspondap,

. de chaque
G st situé aU¥ 3

t orthocentre s

angle, une droite

uteur d’un
5w 6_] Onappelleha i =
GEFINIE qui passe par uft sommet et qui est Per

pendiculaire au coté oppose a €€ sommet.

2. Hauteurs e

sont concourantes ; H
1é orthocentre du 8 1

Les trois hauteurs d’un triangle
point Jintersection est appe

leur
riangle.

3, Bissectrices et cercle inscrit

SEFINITION 7] On appelle bissectrice d'un triangle, une
droite qui passe par un sommet (A ou B

ou C) et qui partage ’angle (K ou B ou C)
en deux angles égaux. -

Les trois bissectrices d’un triangle sont concourantes ;
lt:ur point d’intersection est équidistant de chacun des troi
c’est donc le centre du cercle inscrit dans le triangle.

s cotés du triangk:

4. Médiatrices et cercle circonscrit

3

droite qui es &di
t la médiatrice de I’ ALk
T de 'un des cotés

Les trois meédiatrices d’un tri
angle sont concourantes 5

mt d m 1

c'es
estdonc Je centre dy ¢

ercle cj
le circonscrit ay triangle.

8. POUR uN
. BON DEF‘AHT ENato
R METRIg

[ S
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’AZ] gont.dBux Segments non Perpendiculajreg

et - lde B
[;\5] rojeté orthogonal de B sur (AC) et ¢’ .
estle i Sl :
g e-:gona| de G sur (AB). Les droites () ¢y (Cc) sep;?ete
ron noted 1a paralléle a (BC) passant par A. Hes
;:n;ontrez que les droites (Al) et d sont Perpendiculaires

/,’é/l!“l)‘d,c/i 2 dr
, une ite est Do —
P demontrer qu oite est Perpendic ulaire & o

(Iiﬂl M
ur , ,
po d, on peut démontrer qu’elle est pPerpendicula

ite .
dl'ﬂi{e paralléle ad.

ire é une

pémontrons d'abord que (Al) est perpendiculaire & (BO).

(8B') est uneé hauteur du triangle
ABC ; de méme, (CC') est une hau- B

eur de ce triangle. d
1est donc le point d'intersection de

deux hauteurs. A C B
Or,dans un triangle, les trois hauteurs

sont concourantes.
Donc (AI) est la troisieme hauteur, donc les droites (Al) et (BC) sont
perpendiculaires.

Ord est parallele a (BC), donc (Al) est perpendiculaire a d.

Commentaires

4 S:il en est ainsi, (Al) sera perpen-
diculaire a d, qui est paralléle a (BC).

< Un réflexe a avoir : dans le triangle
ABC, les deux hauteurs (BB’') et
(CC’) se coupent en I ; donc (Al)
est la troisieme hauteur.

ABCD est un quadrilatére ; les points M, N, P et Q sont les
miieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD] et [DA].
Les droites (BQ) et (DM) se coupent en L.

Les droites (BP) et (DN) se coupent en J.

Démontrez que les droites (AI) et (CJ) se coupent sur (BD).

S;s‘ le milieu de [BD] ; donc (BQ)
5 Une médiane du triangle ABD.
™ Méme, (DM) est une médiane
I Viangle ABD),

don(? le point d’intersection de
_ Médianes, Or les trois médianes
: (A1) gle sont concourantes. Donc

t=:'.Im-Ia troisieme médiane.
B "Oite coupe donc le segment
Dg egn Son miliey,

me, da .
8t o . ns le triangle BCD, J N ; (
; elg‘:m? dintersection des deux médianesEgg;’L’?tsﬁ r31ilieLJ-
Aingi 1o 'S18Me médiane, (CJ) coupe donc [ilieu o [BD]

=8 droites (A1) et (CJ) se W

cJ) est

Commentaires

ir: iangle
exe a avoir : dans le tnang
ABD, les deux médianes (BQ) et
(DM) se coupent en I ; donc (Al)
est la troisiéme médiane.

< Un réfl

gi, les trois droites (Al), (CJ) et

< Ains,, urantes.

(BD) sont conco

POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE
9.
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MN sont deux triangles tels que :
M est sur la droite (AB),

¢ sur la droite (AC),

et (BC) sont paralleles,

SiABCetA
ele point
« et le point N es
« ot les droites (MN)

AM _ AN _
alors_A_ﬁ_AC BC

[ THEOREME 4 |« ABC est un triangle, M est un point de la droite (AB) et N un point

de la droite (AC).
« La place de A par rapport &8 M et B est la méme que par rapport a Net

C. Cela signifie que nous sommes dans 'une ou I’autre des situations illus-

trées par les figures ci-dessous.

A

B C B c
A extérieur & [BM] et & [CN] A entre B et M, et entre CétN

Dans le cas de 'une de ces deux figures, si en outre Al AC’
alors les droi 4B A
tes (MN) et (BC) sont paralléles.

9. PO
UR UN BoN DEPART EN GEOMETRE
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i)

‘es:]lln carré de cOté 4 et M est | Point dy segme

;;BUD oM = 1. La droite (PM) est Ia perpendiculaire al
ol queé 6o par M. Calculez BP.
me

nt [BC]
a droite

.._”‘!n_lt'___ e

o™ a = € on peut calculer | - —
!. orsdu€ p d’ . P 2 rPun des Quatre nombreg
Lb ., d, dés que Pon connait les troijg autres

» ¢n faijsg
ay 9 it en CI'Uix” ad = be. nt le
ﬂprodul

s droites (PM) et (DC) sont perpendiculaires 4

B r
alidles : (PM) 7 (DC). (BC) ; elles sont dong
a

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de Thalgs, done BP . BM
BC’

BD
, Be 1 ;
orBD=4V2;donc o = 4, c'est-a-dire 4BP = 4y3, gop BP =3,

| e —— ]

Deux triangles ABC et DBC ont en commun le coté [BC].

On note O le milieu de [BC], I le centre de gravité du triangle
ABC et J celui du triangle DBC,

Démontrez que (IJ) est paralléle a (AD).
Point Méthode

Pour démontrer que deux droites sont paralléles, on peut
utiliser la réciproque du théoréme de Thalés.

r-———-—_
2 A
™
W
[
: 0
J
b fig. 1 D fig. 2
La f;
[ I lg:rez est un extrait de Ia figure 1. 6
Centre de gravité du triangle ABC, donc oA =3
E:'“” 1
i “te centrg de gravité du triangle DBC, donc ‘% =3
Aingi OL g .
o Tha?gs ~ OD- On en déduit, d'aprés la réciproque du théoréme

' 9Ue (1Y) et (AD) sont paralléles.

'—'__—‘l—-__
A%B
p M
D c

< Deux droites perpendiculaires a une
méme troisiéme sont paralléles.

< La diagonale d’un carré de cété a
a pour longueur av?2.

< Un extrait de la figure permet parfois
“d’y voir plus clair”.

9. POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE
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1 i r
ZD'UN PARALLELOGRAMME

¥

: , grallélogramme
P age d un p
gzl pécouP

it

D

. | - e
ns lequel de ces trois cas I’aire de la surface coloriée ¢ oy

a) Sans calculs, da J
semble-t-elle la plus grande ?
b) Dans chacun des trois cas, que

la surface coloriée en rouge o

lle surface vous semble avoir Iaire |y

d u celle coloriée en vert ?
grande,

2. En calculant, c’est plus sur

. -
On pose AB = { et on note h la distance entre Al
' Rappel les droites (AB) et (CD). On note S l’aire du
S=th. 2 parallélogramme ABCD. On pose enfin IH = a,

ou H désigne le pied de la perpendiculaire a la
droite (AB) passant par I. D
a) Calculez 'aire du triangle IAB en fonction de « et de €.

b) Calculez Paire du triangle IDC en fonction de a, de hetde (.

¢) Répondez a présent de fagon précise aux questions 1. a) et 1. b).

B Pius généralement

ment S :

2) Que vaut ¢
NDICATION | [)

est sur I,Un des &

lorsque | e
ans ces deux ¢

“ lorsque |

6tés du parallélogramm®
Stsur [AB] ? syr [CD] ?

as, /' 1 ‘
I'un des triangles 1AB ou ICD est aplati.
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2. Cas généra| WUES D'APPLICATION
I est un point quelcon

que dy '
perpendiculaire 3 (AB) Plan, (x Ax) désigne

» Orienté Comme 1%
" désigne le projeta me Pindiqy P .

I g PTOJCLE orthogong] g, Isur (x5 (; g Ci-dessous,

X) et x l’ab%cissed '

SCIsse de [

a) Precisez abscisge del -
SUT ce
n des cqq suiy e

UNn axe orienta igi
orienté d’origine A,

b) Démontrez que : s
e lorsque x <0, o =—fx+ S,

clorsque 0 < x < h, g=3S.
2’

*lorsque x> 7, o =¢y_ S
5

¢) Pourquoi peut-on ep déduire Jeg résultats de
la question 2.c¢) du baragraphe précédent »

5 La fonction x - s (x)

On suppose a présent que € =5 cm et 4 = 2 cm.
1. Tracez, dans un repére orthogonal, la courbe 6 représentant la fonction -
dA:x - o (x).

2. D’aprés le graphique :
a) Existe-t-il des positions de I telles que ol (x) = 4 ?
b) Pour combien de valeurs de x a-t-on & (x) =72

3. a) Comparez A (- 1) et o (3), o (—2) et sl (4), b (=3) et (5).
b) o désignant un nombre positif, vérifiez que s (2 + a) = sl (- a).

4. La propriété de la question 3. b) signifie que la courbe ‘¢ posséde une

. >
propriété géométrique remarquable ; laquelle

' 245
N BON DEPART EN GEOMETRIE
. pOUR U

9
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COMME LES RESOLUS

Pour chacun dos exerclees 1 & 10, vous pouver voius
reporter éventusllement h I'exsrcice résolu indigué
ontre parenthéses, en début o'énoncé,

1 (Exo. 1) Douy trianglos isotbles ACD et BOD ot mbne
base [COJ. Démontrez que (AE) o (GE) sort perperneicutzines,

2 (Exo0. 2) Lo carth ABCD o pour contre O il triangle COE,
oxtbriour au carré, a lo ¢bté (CO] commun amee 16 Garr @
H ost lo plod do 1a hauteur issus de G dans o6 triariyls,

Démontrez quo O, C, H ot 1) appartiennent 4 un mérme
cerclo,

3 (Exo. 3) Dans un parallblograrmme ABCD, 14 bisssctrics
de ABC coupe (AD) on M ot (CD) en N,
Démontroz que les triangles AME st DM sont isocsles,

4 (Exo. 4) ' est un corcls do centrs O, d est une droite
quelconque, [AB] et (DC] sont deur diamétres de 6,

Les points A", B, C', I 6t O' sont los projetée oo,
naux respectivernent de A, B, G, D et O sur ¢,

Démontrez que O' est lo milicu commun des segments,
[A'B']et[C'D).

5 (Exo. 5) ABCD est un quadrilatére, 1, J, K ot | sont les,
milieux respectifs deo [AB), [BC], (CDJ et [DA].
Montrez que lo quadrilatere 1JKL est un paraliélogrannrne,

6 (Exo. 7) ABCD est un paraliélogramrme, Les hateur,
(AH) et (BK) du triangle ABC 6 coupent en 1,
Démontrez que (CI) et (CD) sont perpendiculaires,

7 (Exo. 9) Dans un triangle 6quilatéral ABC de cité: 5,
[AH] est une hauteur, M est le point de [AC) tel que AM = 3,
P est le projeté orthogonal de M sur [AH]. Calculez AP,

POUR S’ENTRAINER

m  Calculs de distances et d'aites @

EE] Les droites (RS) et (MN) cont paralisles ; 08 = 2,
ON =4, 0R = 2,5, MN = 3,8, Calculez OM ot RS,
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B (Es, 6) (it 14 Copos Siusets pof, o 7 $6ag ?
1025006 6 . 2 S < UE, (& aroge 4y
688 GVt & FEL L (8 et E atrsriary 2
Crtbren G (f # Qu/theat s or o oy

(ttieniiess it 65 (racts b, b a2 T sppe Aty én

g s
Bo fer

f

¥ g

W

o

B 1Es0. %) Ut un Guackistene FE00, [ ¢ Ssort esmiins. |
respantiln o (RO et (B, E 4 F st respeesnerent e

5 ; ”,
(2l e [04;, €4 645 e BE _2 et OF .2
PR B B D 3
Dbtreitver Gus (RE), (CF) e (E0) sort corcorames.

10 (E75.10) Dans un quaddiztis FECO, M 2Nt e .-, oy
milieus de [AE] &t [CE], I est le centre oz g2/ 2 @
tiangle AED, J est le centes cs grasé cutrarge 52

Démontrez que (1) 4 (VM) sort pardledes. i

m Les droftes d et o’ som parziées.
Caleulez OB", i B, B8/, O .
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iangle et les droites (M)

o5t un triang et (BC) sont
m F:ﬁ . AN =2, MN =3, BC = 5. Calcyle; NC, "
Jjesees
P

C

m Les droites (BC) et (DE) sont parallgles : AG - 2
ge=2,BD=1.BC =25,

calculez AB et DE sans approximations.

E ABC eét un triangle tel que ses deux hauteurs [BH] et
[CK] ont la méme longueur.

Calculez Iaire du triangle ABC de deux fagons différentes
et déduisez-en qu’il est isocele.

m ABCD et BEFC sont deux carrés de coté a. Le point I
estle milieu de [EF]. Calculez CJ, ID et AJ en fonction de a.

F c D

/

—_—
G

E a B a A

ELes lunuleg d’Hippocrate

'Jﬂ;teSt U triangle rectangle en A. Sur le dessin suivant,
Y fa?e Un demi-cercle de diamétre [BC], un demi-cercle
- 1AB] et un demi-cercle de diameétre [AC].

Nction de p et ¢, I'aire du tri
2, Expfimez' 0 gt U triangle ABC.

; . onction de a, b, c, les ai .
U5 de diamates (3, ). p s e
d. Déd Llisez-en I ’

fonction 3 aire dy domaine en vert sur |a figure, en
€a,b,c Que remarquez-voys ?

m 1. ABCD estun Parallélogramme,

emontrez que les riangles ABC et ADC ont mame aire.

H

B G 400

2
X
D
A
-
ﬂ.
H
¥y
n

D

1cd )«

2. Euclide écrivait dans son livre Eléments : « Dans tout
parallélogramme, les compléments des parallélogrammes
autour du diamétre sont €gaux entre eux... »,

En langage moderne, cela signifie que pour tout point K de

[AC], les parallélogrammes BEKG et DFKH ont méme aire.
Démontrez cette proposition.

SALUD [ O.

3. Manesson Mallet pose, en 1702, le probléme suivant :
« MNOP est un champ qui a la forme d’un parallélo-

gramme ; R est un point du segment [NOJ. On supprime
le parallélogramme MNRS ».

M S P

Y,

H/ 70

J I

Construisez le parallélogramme RJIO qu'il faut rajouter
afin que le champ retrouve son aire initiale.

ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD] ; E est le
quatrieme sommet du parallélogramme ABCE.

; Al _3
I est le point de [AD] tel que AD -5
bases passant par I coupe (BC)enJ et (AE)enK; JC=3.

. La paralléle aux

Nommez tous les parallélogrammes Ll
1. No

9, Calculez BC.

1. ABC estun triangle rectangle en A et AB =4 cm,
AC = 6 cm. Calculez BC.
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2. ABC est un triangle rectangle en A et BC = 5 cm,

AC =2 cm. Calculez AB.

3. M, N, P sont trois points tels que PN = 5, MN = 6,
PM = 2\3. Le triangle MNP est-il rectangle ?

BX] Le pied des bissectrices

ABC est un triangle. La bissectrice de I'angle BAC coupe
le segment [BC] en D. Par C, on trace la paralléle & (AD) ;
elle coupe (AB) en E.

1. Démontrez que BC _ BE et que B0 _BA,

BD ~ BA DC AE
2 a. Démontrez que le triangle AEC est isocéle, et déduisez-
DB _ AB
enque oF = 26

b. Enoncez en une phrase le résultat trouvé.

3. O est le milieu de [BC).

a. La bissectrice de I'angle AOB coupe (AB) en N. Quelle
égalité pouvez-vous écrire ?

b. La bissectrice de I'angle AOC coupe (AC) en M. Quelle
egalité pouvez-vous écrire ?

¢. Démontrez que (MN) et (BC) sont paralléles.

Dans un trapéze ABCD de bases [AB] et [CD], I et J
sont les milieux respectifs des cotés [AD] et [BC].

AB = (, CD =L, et h est la hauteur du trapéze.

M est un point quelconque de la droite (IJ).

Démontrez que la somme des aires des deux triangles
MAB et MCD est constante, quel que soit M, c’est-a-dire
qu'elle ne dépend que de h, € et L.

E ABCD est un carré de coté 1m. Les douze cotés de
la croix ont méme longueur a.
L'angle formé par deux cotés consécutifs est droit.

A B

D C

Caiculez 2 en mm.

m Les carrés ABCD et IJKL ont méme centre O et
mémes diagonales. L'un d’eux a les cotés tangents a un
cercle '€ de centre O ; I'autre admet € comme cercle
circonscrit. Enfin, AB = 8.

Calculez I'aire du carré 1JKL.

E ABC est un triangle équilatéral.
M est un point quelconque situé a I'intérieur du triangle.

9. POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE

On appelle 1, J, K les projetés orthogon

aux '
respectivement sur [BC], [CA] et [AB). de i

1. On suppose que AB = 6.

Exprimez 'aire de MBC en fonction de MI.

Faites un calcul analogue pour MAB et MAC, pyis
déduisez-en la valeur de MI + MJ + MK,

2. On reprend la méme situation mais cette fois, les cotés
du triangle ABC ont une longueur a non précisée. Calcylez
MI + MJ + MK en fonction de la hauteur h du triangle ARG,

FT]" ABC est un triangle équilatéral.

M est un point quelconque intérieur au triangle ABC.

On mene par M les paralléles aux droites (AC), (AB), (BC),
qui coupent les droites (BC), (AC) et (AB) respectivement
enP QetR.

Démontrez que MP + MQ + MR = BC.

E ABCD est un carré de coté 1, M et N sont les milieux
respectifs de [AB] st [CD].

A 4 M 2 B

y

I
/

£

D 75 N 1}! C

Trouvez |'aire de la région en rose sur la figure.

&} Enrichir une figure _____.-!

EZ] ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD. et g
les milieux respectifs des cétés [AD] et [BC]-
Démontrez que 1J = % (AB + CD).

@ Dans la figure suivante, (AB) et (CD) sont Pé“““t s

(CB) et (AD) sont sécantes en O. Les points I etV son
milieux respectifs de [AD] et [BC].

‘._4
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mia

10D~
zqueld= 3 [CD=ABI.

s la figure suivante, OA = OB, I et J sont les
@ux 4o [OA] et [OB], H est le projeté orthogonal de B
e K est le projeté orthogonal de A sur (OB ; (BI) et

0
::jj (sonf sécantes en M, (BH) et (AK) sont sécantes en N.

pémontrez que les points O, M et N sont alignés.

m ABCD est un rectangle. Les points A’ , B', C' et D’
sont les projetés respectifs de A, B, C et D sur une droite
dparallélement & une direction (AA").

Démontrez que A'B’ =D'C’ .

!-—-.____ Parallélisme O
Qs ,
Faites hCD et DCFE sont deux parallélogrammes.

figure et expliquez pourquoi le quadrilatére ABFE
“Paalélogramme.

A . A

ED} qECD est un parallélogramme, A est la paralléle

1 LOSS Par A, les droites A et (BC) sont sécantes
. Point .

tr
*2Que AMBD est un parallélogramme.

ABC
s ;
(]nsa“ ” : Un triangle quelconque.

ting drojy ® Projeté de A sur une droite d paraliélement
l.')""Dreut.t} StA lui-méme, et que celui de B est C.
nd'fededem?

gle, I est fe
rices des ang) =" '€ paint d'intersection des
(B) coupe, (43) an gy g . 2 PEralle men par 3

enDet (AC
1. En utilisant (AC)enE

deS ang|es '
que les tr; alternes-inte
€S triangles B gt IEC sont isocé|esrnes= deémontrez

2. Démontre; Que DE=BD + o

m ﬁ}BC estun triangle.
Les bissectrices des
enDetE|a parallg|

1. En utilisant de
que les triangles

anglesBetC Coupent respectivement
le & (BC) menge par A.

S angles alternes-internes, démontrez
AEC et ABD sont isoceles.

2. Démontrez que DE = AB + AC,

d et A sont deux droj
points,

A’ et B’ sont les projetés de A et B sur d parallélement 4 A.
Comment faut-l choisir le segment [AB] pour que A'B' = AB 2

tes sécantes ; A et B deux

E ABCD est un parallélogramme de centre O,

1. Bet D se projettent orthogonalement en B’ et D' sur (AC).
Pourquoi O est-il le milieu de [BD]?

2. A et C se projettent orthogonalement en A’ et C' sur (BD).
Pourquoi O est-il le milieu de [A'C']? ’
3. Que peut-on dire du quadrilatére AB'C'D’ ?

E ‘€ est le cercle de centre O et de rayon R ; [AB] est
I'un de ses diamétres. M est un point de 6 et T est la
tangente a € en M. Les points a et b sont les projetés
orthogonaux respectifs de A et B sur T. '

1. Démontrez que M est le milieu de [ab].

2. P et Q sont les projetés orthogonaux de A respecti-
vement sur (Bb) et (OM). Démontrez que P est sur 6 et
exprimez BP en fonction de OQ. '

3. Démontrez que A a + Bb = 2R. o
Enoncez ce résultat sous forme de théoreme.

* ABCD est un parallélogramme de centre O, 1estle

i liglogramme.
oint tel que OCBI est un para e.
3 est le symétrique de O par rapport au milieu E de [DC].
Démontrez que O estle milieu de [1J].

riangle isocéle en A, M est un point de
menée par M coupe [AC] en E, et
par M coupe [AB] en F

" ABC est un t
[BC]. La parallele 4 (AB)
sle 3 (AC) menée

la paralléle a (A Xper
1. Quelle est la nature des triangles BFM et MEC ? o
. quele parallélogrammeé AEMF a un perime-

tre constant lorsque M décrit [BC]- o 15 s
Les projetés orthogonaux de A E, F'?:;_ Bl

. p:ctivement A, E . F. pémontrez que FM = ,

res

2, Démontrez

9. POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE
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4] Dr&ites remarquables du triangle W

ue dont les trois angles

Dans un triangle ABC guelconqueé oy
El aigus, O est le point diintersection des 1rois m

trices. Les points I, J et K sont les milieux respectifﬁeﬂi
[BC. '[CA] et [AB]. Les points M, N et P sont les mili
respectifs de [OA]. [OB] et [OC].

1. Démontrez que I'hexagone IPJMK
méme longueur et deux & deux paralléles.

2. Que peut-on en déduire pour cet hexagone
équilatéral ?

N a ses six cotés de

si ABC est

H est I'orthocentre d'un triangle ABC.
1. Vérifiez que C est I'orthocentre du triangle ABH.
2. Quel est I'orthocentre du triangle ACH ?

EF] ABC est un triangle isocgle en A et A’ est le milieu
de [BC] ; H est le projeté orthogonal de A’ sur (AC), K est
le milieu de [HC], et I le milieu de [A" H].

1. Quel réle joue le point I dans le triangle AA'K ?

2. Démontrez que (Al) et (BH) sont perpendiculaires.

m € est un cercle de centre O, [AB] un diamétre de 6.
M est un point quelconque de 6 distinct de A et de B.
R est un point quelconque de [AB], distinct de A, O, B.
La perpendiculaire en R & (AB) coupe (AM) en P et (BM) en
Q. On note I le point d'intersection de (BP) et (AQ).
Démontrez que le point I est sur le cercle €.

B Théoréme de Thalés et sa réciproque @

ﬂ [Ox) et [Oy) sont deux demi-droites. On place :

= sur [Ox), les points I et J tels que O] = 2 cm, [J=3 cm.

= sur [Oy), les points M et N tels que OM = 3 cm,MN =45 cm.
1. Faites une figure.

2. Démontrez que les droites (IM) et (UN) sont paralléles,

Dans la figure suivante, les droites (AB) et (EF) d’une

part, (CB) et (ED) d'autre part, sont parallgles,

raduisez ces deux h 3 ;

I , ypotheses a I'aide d eme d
5 U théo 3]

Ihales. Dédmsez-en Que (AD} et {CF} sont pafa|[é|res

9. POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE

ABC est un triangle.
L'unité de longueur est le millimétre,
oBC:dSQtCA:SS:
« P est le point de la droite (BC), 4 'extgrig
(BC), tel que CP =15;
« R est le point de la droite (AC), & I'extérie,, &
[AC], tel que CR=11. Seg
Les droites (PR) et (AB) sont-elles parallgjag "

ur dy segm

[T EFG est un triangle.

L'unité de longueur est le centimetre,
eEF=5¢etEG=8;

* M est le point du segment [EF] tel que EM = 3.
* N est le point du segment [EG] tel que EN =49
Les droites (FG) et (MN) sont-elles paralléles 7

@ ABCD est un rectangle.

L’unité de longueur est le centimétre.

s AB=4¢etBC=3;

*M est le point de [AD] tel que AM =1,2;

¢ N est |e point de [BC] tel que BN =1,2;

» P est le point de [AC] tel que AP =2.

1. En utilisant le théoréme de Pythagore, calculez AC.
2. Les droites (PM) et (CD) sont-elles paralléles ?

3. Les droites (FiN) et (AB) sont-elles parallgles ?

4. Pourquoi les points M, N, P sont-ils alignés ?

m M est le miiieu du c6té [BC] d'un triangle ABC.

Par un point R dz ia médiane [AM], on trace les paralés

aux droites (AB) et (AC) ; ces paralléles coupent (BC)en?

et E respectivement.

1. Appliquez le théoréme de Thalés aux triangles MABE

MDR. Faites de méme pour les triangles MAG et MER

2. Déduisez-e MD _ ME . le point Mest?
h n que MB Mc,pwsque ep

milieu de [DE].

3. Comment choisir R sur [AM] pour que BD = DE = CE!

. 1 i 1 H
E 1. Expliquez pourquoi, sur la figure suwaﬂlf
droites (MB) et (NS) d'une part, et les droites (A&
d'autre part, sont paralléles.

i.N%ppliqUGZ le théoréme de Thalés aux triang'e>

‘ r‘ﬂ ‘
Déduisez-en que los droites (RS) et (BC) e
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T ABCD est un parallélogramme,
% |
AT @

1 _&J_S%etIE:JFzﬂJ.
AP

A F

1. Démontrez que les droites (AJ) et (BE) sont Paraliéles,

5, Déduisez-en que les points E, B et C gont aligneés,
En 95t'i| de méme pour FDetC ?

Deux parallélogrammes ABCD et ARG

D ont un
diagonale, [BD], commune. 2

1, Démontrez que [AC] et [A’ C'] ont le méme mijigy,

2. Déduisez-en que les droites (AA) et (GC) sont para.
leles et que AA'= CC'.

E ABC est un triangle et O un point quelconque,

A est le milieu de [OA].

B' est le projeté de A’ sur (OB) parallélement 3 (AB).
C'est le projete de B’ sur (OC) parallélement a (BC).
Démontrez que les droites (AC) et (A’ C') sont paralléles.

] Angles 0o

@ Dans un triangle ABC rectangle en A, [AH] est une
hauteur. Démontrez c:ue BAH = HCA.

E Dans la figure suivante,
*BAC=90°; ABC = 60° ; BOE = 90°;
* le triangle BDA est isocéle en B ;

* le triangle ACE est isocéle en C ;

: Demontrez qQue les points D, A et E sont alignes.
Aest-il 1o milieu de [DE] ? |

S Un triangle ABG rectangle en A, [AH] est uge
Utr. $t E est le point d'intersection de la bissectrice de

Da
ftde|a droite (BC). Comparez CE et CA.

o
‘B__E_I‘Lie

@ Dans |

Wiangle D gec o SUivant

Cest équilatéra|
A

€, ABCD est un carré et le
Calculez I'angle AER.

R R

2 c

EtejBE est U.I'! 1riangle rectangle en A, [AH] est une
. Les points T et y sont les centres des cercles

I};\Scrits daf‘s Ies' riangles ABH et ACH respectivement.
estle point d'intersection des droites (BI) et (CJ).

1. Dérntfntrez Que les droites (BK) et (AJ) d'une part, (CK)
et (Al) d'autre part sont perpendiculaires.

2 Démontrez que (AK) et (1) sont perpendicuires,

m € est un cercle de centre 0.

A est un point extérieur a6 et la droite (AB) est tangente

enBa<, Cestle point du segment [OA] tel que AC = AB.
La droite (BC) recoupe le cercle % en D.
Démontrez que DOA = 90°.

O Divers 0

@ et 6’ sont deux cercles sécants en A et B,
On appelle O le centre de 6 et O’ celui de @'

1. Expliquez pourquoi O et O sont sur la médiatrice du
segment [AB].

2. Que peut-on dire alors des droites (00') et (AB) ?

E % et €' sont deux cercles de centre O et O, sécants
en A et B, (AO) recoupe 6 en M et (AQ') recoupe €' en N.
On veut démontrer que M, B, N sont alignés.

Expliquez pourquoi ABM = 90° et ABN = 90°. Concluez.

m Les triangles MAB et NAB sont rectangles en M et N
et situés d’'un méme coté de (AB). Le point I est milieu du
segment [AB]. Quelle est la nature du triangle MIN ?

@ Dans un triangle quelconque ABC, [BH] et [CK] sont
deux hauteurs. Démontrez que les points B,C,HetK
appartiennent @ un méme cercle 6. Précisez le centre de €.

i B> AC.
est un triangle tel que A
ce‘:ggde centre A et de rayon AC coupe le segment [AB]

2 second point d'intersection de ce cercle

enD.Onnote Ele
ot de la droite (AB).

9. POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE
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O intsties par A o s allble (Ax) i (CiF)

Ve Pt angles DOE o 010 e tiostines 9t 7
i Dbcdulass oy e (Ae) sal ln ddiation de D0|
Wi g0l (Ax) sal sl la Hlsasolion de GAG 7

ol aunt tonig porclea e s ool O,
Unes dhvesltes cotipes ' ong A st 1ol /60 60 G ol ),
Détonties que A - 11,

ARG st un tilangle tsciangle s A, JAH] o6t e
hactenr, M osat un point de (0G], distinet da 13 6t G, Lo
oGl ' des dintniihe (AM] isaonpe (AR o ol (AG] en J,

Ll rplicgies pomaguol e point (1 est sor 6,
2. Démonties qus AIMJ est i rectangle,

& Damontraz que 1o miliet O de [AM| appartiont @ 1
madialrice de (A,

A Démonties que b iangle 11 est rsctangle on |,

ol G sont Aot Gorcles sboants o A of £,

6t O sont latirs Gontros especiifs,

Une drolte qul passe pir A reGoupa 'l on G et ' on 1,
M est lo projté onhogonal de O sur (G1),

N et lo projoté onthogonal de O sur (G,

Montrez que MH - l o,

ABCD sst un trapbs rectangls aves B = G = 60" of
AB =10,BC = CD = 6,

Las carcls do diamétrs [AD] racotpe la drofte (AR) en H,
Que pouves-vous dirs du triangle AHD ot du quadrilatore
HECD 7 Caleulos AD,

Daes b figure suivante, AG = 1, ABG = 60%, ADG = 45,
[AC) e [BE] eont des hattonrs du thangle ABD,

1. Caloulez BD et BAE, puis caloulez AD e BE.
2. Caloulez a valeur eracts de con 757 o celle de sin 757,

252 9. POURUN BOM DERART EN GEOMETRIE

L ana (a figute suivante, les dinites (AG), (13
nnnl Inhitsnlas atl corcle

[ fo 'l  Eoast 1o phiny tle Cb‘hiaul ‘F
(GO et the L.

".'

B

1. Démontrez quo GOD = 90°,

2, (06) coups (AE) on M et (OD) coupo (FB) on N,
Quolle vst la nature du quadrilatbre AMNE 7

3. Quelle ost la nature du gquadrilatére EMON 2

ABCD ost un rectangle, K est le point du segment
[AB] tol (o AK = 2 A '
[ ast o miliou o ]I C] ; par 1, on trace la paralldle & (DK 5
Gotto droito coups (CD] en J.

1. Dbmontez quo DJ = AK. Dbduisez-en que les droites
(KJ) ot (AL sont perpendiculaires, '

2. A quol dnit Bire bgal le rapport hg
(K1) 6t (01 <ciont perpendiculaires 7

pour que les droites

" Dane figure suivante, les six carrés ont pour cté 1.
P

0

Démontrez que les quatre points M, N, O et P apparte
nent a un méme cercle.
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PROBLEMES
DE SYNTHESE

THEMES : Théoréme de Thalés. Systemes
E trangle ABC ci-dessous, AB =4, AC = g et BC=3g
A

o

yA ~

B C

pas e

A On se propose d'étudier le probléme suivant ;

sxiste-t-il un point M sur [AB] et un point N sur IAC] tels
que: ‘

+ 123 droites (MN) et (BC) sont paraliéles (propriété P);
+22BM+4CN=BC (propriété P,)?
posonsBM=xetCN=y.

1.0nsuppose que M et N existent.

2. Montrez qu’alors :

i et0<x<4 etOg<y< 6.

3x-2y =0
b. Déduisez-en que BM = 1 et CN = % puis placez les
czxx points M et N.

Ces deux points sont donc les deux seuls points possibles
szsfaisant aux propriétés (P.) et (P,).

2 Etude de la réciprogue.

Montrez que les points M et N de la question 1. b. satisfont
2 propriétés (P.) et P.).

B. Bxiste-t-il un point M sur [AB] et un point N sur [AC] tels
2

viss :froites (MN) et (BC) sont paralléles ;
et BM+§ CN=BC?

,.;_.- “: On peut procéder comme dans la partie A, mais on
= &ussi aller plus vite,

rm Thémes : Aires. Equations de droites

-

g;f; =St un trapéze tel que OA = 3, BC =5 et OH = 4.
fe tlaxe orienté comme Pindique la figure.

% . & droite paraligle 4 (OA), J le point d'intersection
:1'. o % ('Ox), et x I'abscisse de J sur ['axe. On note

e

“edu triangle JOA et s1, celle du triangle JBC.

1. Calc.:ulez s, et «, en fonction de x dans chacun des
Cassuvants: x <0; 0gx<4; x> 4.

Vous utiliserez 1a convention suivante : un triangle aplati
a une aire nulle,

2. Montrez que si I est un point quelconque de d, alors :
(aire du triangle IOA) + (aire du triangle IBC) = s+ s,

3.Onpose f (x) = o, + o,

a. Vérifiez que :

*lorsquex < 0,f(x)==4x + 10 ;

*lorsque 0 < x < 4,f() =—x+ 10

* lorsque x > 4, f(x) = 4x - 10.

b. Tracez, dans un repére orthonarmal, la courbe repré-
sentative de la fonction f sur I'intervalle [- 2 ; 7).

c. En utilisant le graphique, précisez le minimum et le
maximum de la fonction f sur [~ 2 ; 7).

Pour quelles valeurs de x la fonction f atteint-elle son
maximum ? son minimum ?

4. a. Calculez I'aire S du trapéze OABC.

b. En utilisant le graphique, expliquez pourquoi f (x) = S
pour deux valeurs de x.

5. a. Trouvez, par le calcul, tous les points I situés a
I'intérieur du trapéze OABC tels que le domaine colorié en
rouge et celui colorié en jaune ont la méme aire.

0 A

c B

b. Retrouvez ce résultat en utilisant la courbe C.

9. POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE
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’ _, .r:Montre.z que les droites (MN) etm
EXEI‘CICES Commentes pendiculaires.

COMMENTAIRE : La deuxiéme solution est piys longue
1 1 que la premidre, mais elle est peut-étro plus simplg «
n S —_— s ABCD de coté 1, DM = 3 CN = 5 une fois le repere choisi, on est sir d'aboutir, ;

et P est le milieu de [AB]. La droite (MP) coupe la droite

(CB) en S. La perpendiculaire & (MP) passant par N o :
coupe (DC) en R. B ABC est un triangle rectangle en A, M est un pgin
On se propose de démontrer que les droites (MN) et quelconque de [BC] ; S est le symétrique de par

(RS) sont perpendiculaires. rapport & (AB), T le symétrique de M par rapporty
(AC). On se propose de démontrer, de trois manidres

pD_\M c — différentes, que A est le milieu de [ST]. |

‘1. / R

VERS UNE SOLUTION

* Une premiére méthode : géométriquement.
Il'y 2 bien sir plusieurs fagons de montrer que
deux droites sont perpendiculaires. Ici, il est pos-
sible de le faire rapidement en enrichissant la figure
par le tracé du troisiéme c6té d’un triangle : & vous
de “jouer”.

* Une deuxiéme méthode : avec un repére.
La présence d'un carré dans un probléme permet
de créer un repére orthonormal ; souvent, en utili-
sant ce repére (coordonnées, équations de
droites, ...), on peut résoudre le probléme propose.,
Considérons le repére orthonormal d'origine A tel
que B a pour coordonnées (1 ; 0) et D a pour coor-
données (0; 1),
1. a. Trouvez une équation de la drojte (MP) et
déduisez-en les coordonnées du point S,
b. Trouvez une équation de la droite (RN) et dédyi-
sez-en les coordonnées du point R,

...‘.I...t.i......-ll..I................]...........l..l...I'..I'l..-..lll..l...'.......l!.lt....

bk

254 9. POUR UN BON DEPART EN GEOMETRIE

[ F R R R A R N NN R RN NN RN RN R R NN N B R R N R RN N N N R R R R N N A NN R NN N R R R R R R N R N N NN NN NN NENNERNRHNSHNHN]

|

VESS UNE SOLUTION

s Ui resultat préliminaire

On ricte K le point d'intersection des droites (MT) et
(AT}, et H le point d'intersection des droites (MS) et (AB)
Monirez que le quadrilatére AKMH est un rectangle.
* Une premiére méthode

1. Montrez que AS = AM et AM = AT.

2. Déduisez-en que A est le milieu de [ST].

* Une deuxiéme méthode

1. Montrez que le quadrilatére AKHS est un para-
lélogramme.

2. Montrez de méme que le quadrilatére ATKH est
un parallélogramme. .

3. Déduisez-en que (AS) et (AT) sont paralléles s
que A est le milieu de [ST).

* Une troisiéme méthode

On note I le milieu du segment [AM].

1. Montrez que la droite (AS) est paralléle
(IH) et que AS = 2 IH.

2. Montrez de méme que (AT) est
que AT =2 TK.

aladrote

parallled (K%

oles &

3. Déduisez-en que (AS) et (AT) sont pard
que A est le milieu de [ST).
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e

exercice suivant, vous pouvez éventuel-

pour V ;
vous reporter a l'exercice commenté 1.

|ement

AB
M est e milie

oD est un carre de coté 1.

u de [BC] et N celui de [DC].

Démonlrez. de deux maniéres différentes, que les
groites (AN) et (DM) sont perpendiculaires :

4.sans utiliser de repere ;

2.en utilisant un repére orthonormal.

LE R B B R B R E B EEENRSEN]

’_ f —
~ Trouvez l'erreur

Pour chaque exercice de cette rubrique, une solution
vous est proposée, mais elle contient une erreur.

Trouvez cette erreur.

4 ABCD est un quadrilatére.
Les points M, N, P, Q sont tels
que l'indique 1a figure ci-contre.
Démontrez que le quadrilatere
MNPQ est un parallélogramme.

Solution

AM _ 2 AN _22 _2 AM _ AN .
AB -5 UAC T 55 5+ 4one aE = AG
done, d'apres la réciproque du théoréme de Thalés,
(MN) et (BC) sont paralieles.

., DQ _16 _2 pp _18 _2
Deméme, ;& = 4 =5 ®'pc ~45 5

DQ _ DP
donc B8 =BG les.
onc =2 = pc +done (PQ) et (BC) sont paralleles

Ainsi, (MN) et (PQ) sont paralléles, donc MNPQ est un
parallélogramme.

5 Dans un triangle ABC rectangle en A, les média-
trices de [AB) et [AC] sont sécantes en 0.
Démontrez que O est le milieu de [BC).
Solution
0 est sur la médiatrice de [AB] donc OA = 0B.
O est sur la médiatrice de [AC), donc OA = OC.
Donc OB = OC, et par suite, O estle milieu de [BC].

6 Dans un trapéze ABCD de bases [AB] et (COL L
J. K et L sont les milieux de DA, [DB), [CA] et (CB]
respectivement. Démontrez que les points I, J, Ketl
sont alignés.

Solution

1 et J sont les milieux de [DA] et [DB] ; donc (1J) et (AB)
sont parallgles. K et L sont les milieux de [CA] et [CB] :
donc (KL) et (AB) sont paralleles.

(1J) 7 (AB) et (KL) # (AB), donc (1)~ (KL :

donc 1, J, K et L sont alignés.

7 Dans la figure ci-contre,
AM=2 MB=3etCB=T7.
(MN) et (BC) sont paralléles.
Calculez MN.

Solution
Appliquons le théoréme de Thales:

MN _ MA MN _ 2 =
CB - MB.donc = 3‘d0ncMN 3

8 Dans la figure ci-contre,
ABC est un triangle isocele de
sommet A, et BAC = 55°. Placez
le centre du cercle circonscnt.

Solution
Le centre du cercle circonscrit gst le point d'inter-

section des trois mediatrices.
Donc pour le placer, il suffit de tracer les deux media-

trices [AA'] et [BB'].
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1

abordée au college,

La notion de vecteur, i 2

ticlle en géométrie. Elle ¢y augg e

utilisée dans d’autres diSCip]inu, ;:;

par exemple en Cinématique . 2

(vecteur vitesse), en Ph}’Sique R o

. (vecteur force). Nous présentop i
CHAPITRE essentiellement, dans ce chapiy, Ae
deux points nouveaux : Le'

la multiplication d’un vecteyr mél

par un réel, et la notation " oV

Mais nous verrons aussi com- Lor

ment outil vectoriel peut érre Not

utilisé dans des problémes de Le

colinéarité ou de parallélisme. vect

Signalons enfin que les propri¢-
tés de I’addition vectorielle etde } 3
la multiplication d’un vecteur pir

) eD
un réel ne sont qu’un cas part- -qu
culier d’une théorie mathéms- (Ies
tique importante plus Eé“éfl“k’ ~qu
la théorie des espaces vectoriels ~qu

[ ] A,
Dire
e
1.
: 251
Pour prendre un bon départ 258 AC
Activité d’approche 5 Pa
Cours g In
Exercices résolus
Travaux pratiques d’applicatio
Résultats et conseils

Exercices et problémes
Pages M
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'1 Direction. Sens
o Lorsque deux droites sont paralléles, on dit
Deux droites sécantes n’ont pas la méme direction.
o Il y a deux sens de parcours sur la drojte (AB) :
de A vers B, ou de B vers A

B 2 Vecteurs

@ Vecteur non nul

A deux points distincts A et B
Nous disons que le vecteur AB :
- a pour direction, la direction de la drojte (AB) ;

—a pour sens, le sens de A vers B 3

- a pour longueur AB.

A est origine du vecteur H, et B son extrémité.

Le vecteur ﬁ eflgifférent du vecteur AB - il n’a pas le
méme sens que AB . :

@ Vecteur nul

” 2 —_—
Nous écrivons AA = 0 .

vecteur nul est égale a zéro.

>3 Vecteurs égaux

—qu’ils ont méme direction

(les droites (AB) et (CD) sont paralléles) ;
~—qu’ils ont méme sens 4

~qu’ils ont méme longueur (AB = CD).

®A, B, C et D sont quatre points non alignés.

» -~ - -
qu’elles ont méme direction.

Pour
PRENDRE

UN BON
DEPART

» IOUs pouvons associer le vecteur AB et le vecteur BA,

Lorsque les points A et B sont confondus, le vecteur AA est appelé vecteur nul.

Le vecteur nul n’a pas de direction : un point n’indique pas une direction. La longueur du

® Dire que deux vecteurs non nuls, AB et CD, sont égaux signifie :

Dire que AB = CD signifie que ABDC est un parallélogramme.

[\

L. Sur 1a figure ci-contre, les six quadrilatéres
ACIB, BLAI, ABLE, SALE, CAES, SAIC, sont des
| Parallélogrammes, .
In.fii‘quZ tous les vecteurs égaux a EL, a LB, 4 AE,
AL,

2. ABCD est un quadrilatére tel que DA = CB' . Que
-Hwﬂ conclure ? Citez d’autres vecteurs €gaux.

xercices-test

. ‘

~J10. L'OUTIL VECTORIEL
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10. L'OUTIL VECTORIEL

Activité

MULTIPLICATION

D’UN VECTEUR PAR UN REE|

BEE] Exemples

1. Lorsqu’on additionne le vecteur AB et le

vecteur AB , il apparalt commode de noter le e
vecteur somme 2 AB , plutot que AB + AB . ///2}6/’/”
AB+AB=2AB.

2. A, B, C, D sont les quatre points de la droite graduée ci-dessous,

5 A B C
HESESESSas =

o 5 0 2 4 6

a) Les vecteurs AB et AC sont de méme sens, et de plus, AC = 3 x AB,

On réunit ces deux renseignements en une seule égalité, AC = 3AB.

b) Les vecteurs AD et AB sont de sens différents, et de plus, AD = % x AB.

On réunit ces deux renseignements en une seule égalité, AD=-328,

B Plus généralement

Si k est un réel non nul et AB un vecteur nion nul, alors le vecteur k Kﬁ a:

— pour direction, celle. de AB ;

— pour sens, celui de AB si & > 0, et le sens contraire si & < 03

— pour longueur, |k| x AB.

B A vous a présent

Dessinez R droite graduée (unité de longueur : le centimétre).

Placez ensuite les points suivants -

*M AM o _1_ AR . = Ap AB;
tel que AM > AB; * N tel que AN = :71. AB ; -PtelqueAP=—3AB:

*Qtelque BQ=—-2 AR. — 5= 1 3F;

QequeBQ ZAB: ‘RtequEBR"' é_ B,.StelunAS;.-z'AP
'Ttelqueﬁ-—-%f;ﬁ_ |

A
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COWRS

G

e POINTS ET VECTERs

(a1 Vecteurs, Egalite de deux vecteurs

~BEFINITION
L

r Note

Ces notions ont été

; “Pour
ropelées dans FoU
pergeun bondépart”.

= ,
] On dit que deux vecteurs

" Sont égaux lorsqu’ils ont méme direction
meme sens et méme longue : ’

ur.

Nouvelle notation d’un vecteur

De méme que I f e ;
q on désigne parfois une droite (AB) par une seule lettre (par

exemple, d, D, A 5si i
o D, 4, .....), on désigne parfois un vecteur par une seule lettre.
N general, on utilise Jes lettres ,

en les surmontant d’une fleche, u , o, W, ... pour A u
rappeler qu’il s’agit de vecteurs. \hB

Ainsi, on écrit AB = 7 . E

u
Bien entendu, on désignera alors par la méme \F
lettre tous les vecteurs égaux a AB ;51 CD = AB C\‘Th
— ?
D

on écrira donc CD = 7 .

7, W, ..., Mais

- —

EEZ Norme d’un vecteur

La norme d’un vecteur AB est, par définition, la longueur de ce vecteur.
On Iz note ||AB|| (qui se lit « norme de AB »). On a donc | EI[ = AB.

EL=] Représentation d’un vecteur

Pour représenter un vecteur u, nous pouvons s B
choisir I'origine a notre guise. A Y
En particulier, supposons « = AB. 2 .

; 3 u
Par un point M quelconque, nous pouvons / N

tracer le vecteur MN tel que MN = u.

TENNESS— _____.7-{ Commentalre r ==

Vecteurs en Mécanique et en Mathémallquesl . o
En Mécanique, I'origine d'un vecteur force est le point d'application de la force ; il a une impor-
tance considérable : une force n'a pas le méme effet selon qu'elle est appliquée en tel point

ou en tel autre. _ )
Par exemple, les deux vecteurs forces représentés sur

la figure ci-contre ne sont pas égaux ; la force appliquée F r |
) ¢

au point O ne fait pas bouger la balangoire tandis que

l'autre la fait bouger. o )
Mais en Mathématiques, I'origine n’ayant pas d'impor- A
tance, ces deux vecteurs sont égaux. = -

10. L'OUTIL VECTORIEL

Scanné avec CamScanner

2


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

0

2 o ADDITION DE VECTEURS

EFE] Somme de deux vecteurs

[ DEFINITION 2| La somme de deux vecteurs u ¢t 1 €5t ‘ ‘[3\
le vecteur, noté u + v, défini ainsi v - i
A étant un point quc]cnnquc. on place
le point B tel que AB = u, puis le point AC J
CtelqucBC-t"alorsn+v=t\(3 U sy Ao

est l'origine B de l'autre.
Dans le résultat, *la
lettre B disparait”.

B Lesaviez-vous > W
Llidée de I'addinon des
forces a I'aide du paral-
lelogramme ea1 ancienne.
Il semble qu'elle érait
connue d'Archumede

(= 287- - 212av. JC).

' Note

On tradut a propriéts
U+ Vv=v+uendsant
que l'addition des vec-
teurs est commutative.
o::mmamm
u+fv+w) fuu;luv
en disant que l'addi-
tion des vecteurs est
et

10. L'OUTIL VECTORIEL

L'¢galite AB + BC= AC cst connue sons le nom de relation de Chasles
> REMARQUE : Pour tous points A et B, AB » BC = AC , mais en général AB + BC . ¢,

L'égalité AB » BC = AC n'est n
vraie que si le point B est un
point du segment [AC]. 7 A 2
Dans les autres cas, / 3 -

AB « BC > AC. A ‘e

EXEMPLE
différentes : a partir du point A et a partir du point A\,

: Sur la figure ci-dessous, le vecteur u + ¢ a ete obtenu de deux fagons |

|
{
i
L
-
|
|

-
"
-,
-
*

-

-

-
-

-
i
»
N
- - G S——

-
-

A (I .

EXE] Somme de deux vecteurs et parallélogramme

u=AB ety = BC sont deux \cucun

Plagons le point D tel que AD = v - Alors [AC) Ei - G

est la dlagonale du pam!lclu;,mmmc ABCD. u'/ ‘ ’

Le vecteur u + v , egal a .»\(_ peut done érre : ; o

construit en tragant le pamllclugrdmmc ABCD, A% oo, '
AC=AB + AD, . D

D’ou le nom de régle d
u . _
parallélogramme donné a cette constructon.

Somme de plusieurs vecteurs

Pour représenter le vecteur somme de
ment deux d’entre eux par leur somme.
L'ordre dans lequel on opere est indifférent,

Plusieurs vecteurs, on remplace successi¥®
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9. SOUSTRACTION DE p
= EUX VECTEURS

AN ION 3] op appelle opposé

(B
ol sl ’ du veeteur non nul 2 e vecteur, n noté — 1,
* mém .
¢ direction et de méme longueur que u ;
* de seny contraire,
Ainsi, 'opposé du vecteur AR est le vecteur W( - AB = BA,
EXEMPLE Si AB( D est un p.lr,llln_lnpr.mnm. ¢t i 5 B
"= All alors — i = BA = c l) A,' —L o
> REMARQUES :
’ qut' fl.u+(-u)=0, £
rafeu)=0 En offot d:aprbs la relation do Chasles, AB + BA = AA . / U il
ost analoguo A Or AA = p— c
xtf=X= w 0 dans (8,
2. Opposé d'un vecteur ot symétrie centrale. —»
Supposons quo u = CD ot v = CE. Valf ey
Dire que v = - u équivaut A diro quo : --«—-—-"“"“-'"6#
E est le symétrique do D par rapport 2 C. E
[(DEFINITION - | % et v étant deux vecteurs, nous posons
V' Note w-v=u+ (o). =
u-vost appeld vec- Aln‘;l, soustraire un vecteur v c’est v
ﬂ’g‘“”"“emm ajouter son opposé — v .
[ PROPRIETL | Pour tous points O, A et B, AB = OB - OA.

Démonstration : .
Par dt,ﬁmtlon, OB - OA = OB + (~ OA) OB + AO.
Or OB + AO = A0 + OB, et AO + OB = AB d’aprés la relation de Chasles.

D’on le résulrat.

. PRODUIT D’UN VECTEUR PAR UN REEL

DEFINTTION 5] « Lorsque 31_3- est un vecteur non nul et £ un nombre réel non nul,

v

Note le vecteur & AB: =5
€ notion a fait I'op- _ a méme direction que A5 ; o
et de riacyiying o éme sens que AB si k> 0, et de sens contraire si k<0 ;

\ D. 258, —estdem

— a pour longucur | k| AB.

lorsque & = 0, on pos¢ kAB=0.

« Lorsque AB = 0 ou

10. L'OUTIL VECTORIEL
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EXEMPLES @

. g .q__,________‘-&‘--__
6"/' - ~ 1 e — _\“B y
E:%Kﬁ AC =- 5 AB AC:(hl)Aﬁ: A
Nous admettrons les résultats suivants, valables pour tous réels k&, &' ot tous vy ) ‘ |
0 ' ) -
Ay (k+EY u=ku+ku @ k(utv)=kutpy
3) k& u) = (kk) u (4) ku=0¢équivautap = - ;=E .

EXEMPLES . B o .

(1) 2ﬁ+4ﬁ_ﬁ:(2+4)AB=6AB ) S_C_I'tv)=_'5l‘__+5v

@) -203w=(-2x3)u=-6u ) 0u=0;k0=0;si3A8=;
0 3

alors AB=0,¢ est-a-dire A-: B

5 e COLINEARITE

EEE] Vecteurs colinéaires

L DEFINITION 6 | Deux vecteurs non nuls # = AB et

- A

B U

v = CD sont colinéaires s’ils ont la .

méme direction, c’est-a-dire si les //V-D/
G

droites (AB) et (CD) sont paralleles,

[ THEOREME 1| u et v sont deux vecteurs non nas, Dire que u et v sont colinéaires

équivaut a dire qu’il existe un norsbee réel k non nul tel queu=kv.

Démonstration

* Supposons que les vecteurs non nuls 7 = AB et o= CD sont colinéaires.
Notons a le réel tel que AB = a CD (a= AB .
CD

Si AB et CD sont de méme sens, alors AB = a CD. Ceci se déduit immédiatemed*
de la définition du vecteur ¢ CD . '

De méme, si AB et CD sont de sens contraires, alors AB=-a CD.

Il existe donE unﬁréel k tel que u= k '_0:

k= asiuetvsont de méme sens,
. Réciproquement,
le vecteur v . Donc

a savoir :
1o st . cs'
k = - asi u et v sont de sens contrall
- — - a 1 C[ion quc
SUPPOsons que u = k o, Le vecteur k o a méme dire
“ €t v sont colinéaires,

50 2] Conséquences parallélisme, alignement
L THEOREME 2 | Dire que deux drojtes

LH |
qu'il existe un nombre

crgivaut & 4
(AB) et (CD) sont paralleles squivaut .
réel & tel que AB = & CD. f

2  10.LOUTIL VECTORIEL
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héorémes 2 :"h ~
Les W: . X
’M’, Gt th5o- EXEMPLE : ABC est un triangle. Si CD = 2 AB
oo - alors les droites (CD) et (AB) sont paralldles, A B

OREME 3 : : g ; o
ﬁgé’;j:l Dire que trois points A, B et C sont alignés équivaut a dire qu'’il

existe un nombre rée] % telque AB =k AC .

EXEMPLE : Si AB = 3 AC > alors les points A, B, C
sont alignés.

6 CARACTERISATION VECTORIELLE ,
o D'UN MILIEU, D’UN CENTRE DE GRAVITE

BE] Milieu d’un segment

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate des diverses définitions.

[ THEOREME 4 | 1 ¢ milieu de [AB] estle point I tel que : PRI, L
IA+IB=0. A

P REMARQUE : Il y a d’autres caractérisations vectorielles, par exemple :
Al =

IBouAB=2AloulB=- 1 BA.

n

L2 Centre de gravité dun triangle

| THEOREME 5 | 1 centre de gravité d’un triangle ABC est le point G tel que :

’Coin Mémo GA+GB+GC=0.

Notez I'analogie entre ' -

W+IB=0danslecas  Démonstration : notons M le milieu de [BC]. "
de deux points et - : ;

GA+GB+GGC =20 G étant un point quelconque du plan, montrons

dans Je cas de trois d’abord que GA + EB' + Eé = aﬂb + ZG_I\;[.

Ppoints, .
D’aprés la relation de_ghaslig_i L
GB = GM + MB et GC = GM + MC. Donc :

GA +GB + GC =GA + (GM + MB) + (GM + MC)
= GA + 2 GM + MB + MC. / :
Or MB + MC = 0 car M est le milicu de [BC]. o Lyt
Note Donc GA + GB+ GC=GA+2GM.

“%degrawwd-ug Donc dire que ——“'G A + GB + GC = 0 équivaut a dire que GA + 2GM = 6’, c’est-a-
‘W est S”ué aux < PEENIS. = T - ez - . . 3
9 chagye médiane 3 dire que GA=-2GM . Or GA = —2GM signifie que G appartient 4 [AM] et que

% sommet. GA = 2GM, c’est-a-dire que G est le centre de gravité du triangle ABC.
. . 3
10 L'OUTIL VECTORIEL 263
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da

THEOREME 6 | A B, C sont trois points alignés.

jeté tif
A', B', C' sont leurs projetés resp‘ec S
sur une droite d, parallelement a2 une
droite donnée.

SiAC=FEkAB,alors AC' =k AB'

Démonstration .
Supposons que AC = k AB.
*Cask>0.

Menons par A la droite paralléle & d et notons B,
et C, les points d’intersection de cette droite avec
(BB') et (CC"). Les triangles AC,C et AB,B
forment alors une configuration de Thalés.

AC,

= A.C AC =
D —_— = Lo =
onc ABl A B OI‘ B k car 13 longueur

AC du vecteur E =k Xﬁ est &
- AC

’ou KE‘] =k, C’est-d-dire AC, = k AB,.
1

Donc AC, = £ AB, , d’aprés la définir
Or AC'= AC, et AB' = KE;, car les

parallélogrammes. D’oy A'CY = k AB'
*Cask<0

La démonstration est analogue. Cette fois,
points B et C sont de part et d’autre du point
On utilise alors autre configuration de Thales

les

[ THEOREME z ] A, B, C sont trois points telg

10. L'OUTIL VECTORIEL

Si AC = k AB', alnrs les

Démonstration

que AC = £ AR,
droites (BB') et (CC’) sont paralléles:

ECRITURE VECTORIELLE DU THEQ
DE THALES ET DE SA RECIPROQU

galea |k|AB, etici k> 0.

on du vecteur £ AB,.

E

REME

Il suffit d’utiliser 14 réciproque dy théoréme de Thales
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I JllB|B'!l s

Mf.lhndl.‘ -
or placer Je point G tel que GA

=35GB, on écrit d’abord,
side d¢ de la relation de Chasles, I’ egahte GA=!GB sous 1
& AB. (Le point G ne fi 7 i
; AG gure alors que dans un seul
bre de Pégalité.)

glal

/,,,_-——m

Légalté (1), GA =— GB, peut s'écrire AG = —~ GB, car AG = - GA.

or, d'aprés la relatlon de Chasles, 7GB GA+ AB doncGB =—-AG + AB,
Legallte (1) s'écrit donc AG=-L (—- AG + AB ) C'est-a-dire

Ju‘G,_Z,:ua_-,ﬂ‘s

. — ?__“ 2_—" 7—-
.- G——AG_——AB, -278=-1
pou: A 5 5A'!\G 5AB,
L
——-__5-—- —-;-_ 7 =
AG-—_gAB, AG = EAB
5

Les vecteurs AG et AB sont donc colinéaires. lls ont méme direction,
méme sens (car % > 0). D'ou la construction du point G.

A B
0 1

P~ @

< || est naturel, ici, d’introduire le
point A.

< On “transpose” g AG de droite a
gauche.

< D’aprés la définition de k AB (voir
p. 261)

ABCD est un trapaze de bases [AB] et [CD], tel que CD = 3 AB.

Eestle point de la demi-droite [DA) tel que DE = 2 M
wl‘ltrez que les points B, C, E sont alignés.
~0t Méthode

démontrer que trois points B,

i Put démontrer une égalité du type CE=*k BE (ou
).

G, E E sont ali alignés, on
BE k' BC

O EETTTLE

:;:: la relation de Chasles, BE BA +AEetC
Doy = Mypothése, CD = 3 BA et DE = -3AE.

3E‘3BA+3AE 3 (BA +AE).
°"°CE—SBE

v
SCteurs CE et BE sont donc colinéaires.

CE = CD+DE

S Points
n\BcEsont donc alignés. e e——

L

< Cette décomposition de BE et CE
est utile car_on connait une
relation entre BA et CD d'une part,
et entre AE et DE d’autre part.

< paprés le théoréme 1, p. 262.
< praprés le théoréme 3, p. 263.

P

10. L'OUTIL VECTORIEL
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ABC est un triangle et
P est le point tel que A
Montrez que les droites
pPoint Mdcéthode
i’iﬁi?ﬁénmntcr qu
on peut démontrer unc égalité

[ est le milieu du segmernit [AB].
p=AB-2AC.

(AP) et (IC) 5O

o

nt paralleles.

les droites "('XP"EtF(f(':Zééht paralicles,
du type AP = £ IC .

Essayons d'écrire le vecteur EB:—;2 AC sous la forme k IC .
D'aprés la relation de Chasles, AC = Al + IC.
Donc AB -2 AC =AB-2AI-2IC__ (1)

Or 1 est le milieu de [AB], doncAB=2 Al, E‘_est-é-
D'otl, avec I'égalité (1), AB-2AC=-21C.
L'egalité AP = AB — 2 AC s'écit donc AP =~ 21C.
Les vecteurs AP et IC sont donc colinéaires. .

Les droites (AP) et (IC) sont donc paralleles.

» REMARQUE : On peut construire P B
le point P tel que AP = AB - 2 AC.
On peut ainsi observer que les
droites (AP) et (IC) semblent étre
paralléles.

direﬁ_B.-—2ﬁ=a

Fid /4 L
77 77 77

< On introduit ainsi le vecteyr [

< D’aprés le théoréme 1, p, 262,
< D’apreés le théoréme 2, p, 262,

ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD].
La droite (MN) est paralléle a la droite (AB).
A I'aide des indications portées sur la figure, calculez NB.

mm Sclution g

Nous reconnaissons une configuration de Thalés.
Or, AM = 1 et MD = 2. De plus, les vecteurs MA et MD ont i

direction et des sens opposés. Donc MA = - 1 MD
5 MD.

Donc, d'aprés le théoréme de Thalés, NB = — 1 NG
2 .

ot NB = |- 1 ol
Dol NB = 2 NC-2NC.
D'oll NB=1§x2,4. Donc NB = 1,2.

< |l s'agit ici d’une configuratio
Thalés dans le trapéze (€t
dans le triangle).

<t Voir p. 264.

< La longueur du vecteur k
|k| BC.

86 ¢
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Des résultats a retenir

- .
@ Deux vecteurs non nuls sont égaux s ils ont meme
méme longueur. Lanorme de

du‘ectmn, meéme sens,
AB est le réel positif, noté ||AB ||, égal & AB.

e AB +BC=AC

(relation de Chasles). AB BC
i c
AB+BC
e A, B, C sont trois points Cc D
non allgnes Alors :
AB + AC = AD, ou D
est le point tel que ABDC B

est un parallélogramme.

® Sl‘ﬁ est non nul, le vecteur — u appelé oppose
de u u , a méme direction et méme norme que i, et

est de sens contraire.

e Le vecteur différence u - v s’obtient en ajou-
tant a u opposé de v, u—-v=u+(-v).

e Le vecteur k AB a:

— méme direction que AB 3

— méme sens que ABsik>0
et sens contraire si k<0 ;

~ pour longueur || AB.

o (k+k)u=ku+k'u;k(u+v)=kut+kv;
k(R'u)=(kE)u;
ku=0équivauték=00u;=6.

® u et v, non nuls, sont colinéaires sils ont la
méme direction. Dire que uet ; non nuls, sont
colinéaires c:quwaut a dire qu’il existe un réel k
non nul tel que u = v.

¢ Dire que (AB) et (CD) sont paralléles équi-
vaut a dire qu'il existe un réel k tel que AB = f; DD

10. L'OUTIL VECTORIEL

® Dire que les P()ints A, B, Csont zllignés Ko d
a dire qu'il existe un réel & tel que AR :q:"g]il
o Le milieu de [AB] estle point I tel que A 4 lB 4
Le centre ¢ de gravnte du tnanglc ABC est |

poi
tel que GA + GB + GC =0. ‘"‘G

Des conseils a suivre

P la relatlon de Chasles permet de décomposey w

vecteur Al AB enin mtrodulsant un pomt quelconque
AB = AM + MB = AP + PB = AI+IB-,,
Dans chaque probléme, réfléchissez donc au choj
de ce point intermédiaire et faites d’autres essajs
une décomposition ne permet pas d’avancer.

P La colinéarité de deux vecteurs (u==% ;)estm
nouvel outil pour démontrer I’alignement de
trois points ou le parallélisme de deux droites.

P Une soustraction de deux vecteurs est en fait
une addition, u+ (- ;). On peut donc utiliser les
procédés de construction de la somme de deux
vecteurs. '

T P et e
Des erreurs a éviter

m Ne confondez pas vecteurs et segments. .
» L’égalité AB = AC + CB est toujours vraié; mais
Pégalité AB = AC + CB n’est vraie que lorsa¥ le
point C appartient au segment [AB].

* L’égalité AB = 2 CD ne permet pas draffirmer 4%
les droites (AB) et (CD) sont paralléles.

les
(AB) et . (CD) sont paralléles si, par exemp
AB =2 CD,
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oxercices et problemes

. VERIFICATION DES CONNAISSANCES

simdn-mquedeuxvecteurssomégaux?

sahawiestésd 12817

ssAqUoiestégalAB«t-BC?

84 A, B, G Sonttis powis non a!ig_rlés. Constrl.:.isez le point D tel que Kf)_: AB+AC.

sswnplélez:-Siu=AB,aJors—u=D_ su-v=0+[].

550.,euenﬁtladéﬁn'rtionduvecteurkAB?

§7 Complétez: . L )
w+k u=ku+L1; kik'u)=(kk')J; k(u+v)=ku+[]; ku=0eéquivautak=[Jouu=[].

s Quand dit-on que deux vecteurs non nuls AB et CD sont colinéaires ?

g0 5 et v sont deux vecteurs non nuls. Complétez :

dire que U et v sont colinéaires équivaut a dire qu'il existe un réel k tel que u = [J.

§10 Complétez -
dire que (AB) et (CD) sont paralléles équivaut a dire qu'il existe [] tel que (] = k []-
dire que A, B, C sont alignés équivaut a dire qu'il existe [] tel que [] = k Ol

S11 Complétez :

le milieu de [AB] est le point Ttel que TA + []=0.
le centre de gravité d'un triangle ABC est le point G tel que ...

12 Quelle est I'écriture vectorielle du théoréme de Thalés ? de la réciproque du théoréme de Thalés ?

VERIFICATION DES SAVOIR-FAIRE

Une seule des réponses prepcsées est exacte a b c
SF1(0; .?", ﬂest un repére orthonomal et RB ==9i. g7 3 5
Nors || AB || = .. -
SF2 ABCD est un parallélogramme. Alors AB+AD=.. bB E}? AB_':BC
SF3 ABCD est un parallélogramme. Alors BA-BC=.. CA AC1 : D1B
— - e l = —— = ——
SF4Levecteur2u—guestégafa... 5 Y il Bu) | 2[,'_
SF5 Siu est un vecteur non nul, 2 1, - -
alors le vecteur % U est colinéaire a ... u 2
SF6 Le point C n'est pas sur (AB) et Ch=- ‘%KE’! _ (CD)#(AB) A, B, D alignés A, C, D alignés
Alors ..,
i JA=BI=0 AB=21IB Al+1B=0
SF7 SiLest le milieu de [AB], alors ... A=BI=0 |
SFa J‘:BCD est un paraliélogramme de centre I, _, T — . .
I'est le milieu de [CD), M est tel que IM = 5 1B ™ =5 T IM=2I1C |} IM=3MC
et M'est le projeté de M sur (CD) paraliélement
4(BC). Alors ... ’

Réponses en fin de manuel

10. L'OUTIL VECTORIEL

Scanné avec CamScanner

273


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

. :

=y
-

“exerciees

274

COMME LES RESOLUS | '

Pour les exercices 1 ot 2, vous pouvez vous reporter a
l'oxercice résolu 1, p. 265,

1 Etant donné doux points A et B distincts, placez le
point K tel que KA = - 3 KB .

2 Etant donné deux points M et N distincts, placez le

point O tel que OM = — 1% ON.

Pour les exercices 3 et 4, vous pouvez vous reporter a
I'exercice résolu 2, p. 265,

3 ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD] et tel que
CD=4AB,

E estle point de la demi-droite [DA) tel que DE = % DA.
Montrez que les points B, C, E sont alignés.

4 MNPQ est un trapéze de bases [MN] et [PQ] et tel que
PQ =2,5 MN.

R estle point de Ia demi-droite [QM) tel que QR = g QM.
Montrez que les points N, P, R sont alignés.

Pour les exercices 5 et 6, vous pouvez vous reporter 4
I'exercice résolu 3, p. 266.

5 ABC est un triangle, I et P sont les points tels que :
Al = % AB et AP=AB-3AC.
Montrez que les droites (AP) et (CI) sont paralléles,

6 MNP est un triangle, K et P sont les points tels que :
FR:—%I_’_I\T‘I et 5é=ﬁ\71+25ﬂ.
Montrez que les droites (KN) et (PS) sont paralléles.

10. L'OUTIL VECTORIEL

Pour les exercices 7 et 8, vous pouve

Z Vous re .
I'exercice résolu 4, p. 266. Porter 3

7 ABCD est un trapéze de bases (AB] et [CD),
La droite (MN) est paralléle 4 la droite (AB).
A 'aide des indications portées sur Ia figure, caleye, Ng

D

8 MNPQ est un trapéze de bases [MN] et [PQ].
La droite (IJ) est paralléle 4 |a droite (MN),
Al'aide des indications portées sur la figure, calculez NJ.

M N

25 2,3

Q . -

(Corrigés en fin de manuel)

T
g\_‘
o

LD LY

-

cmn O

e
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pOUR S'ENTRAINER

Relation de Chasles o

L Addition de vecteurs

sur la figure, les quadrilatéres SALE, SAIC, SCAE,
ﬂ LAIB et BACI sont des parallélogrammes.

: uﬁlxsanl que les points de la figure, écrivez chacun
aast":‘eu"s suivants sous la forme d'un seul vecteyr.

e

Sl
m

gl%\mt&\@\&\@.
\BEiEIRE §
=
&
w
Ei
os]

s
el g
' O

@]

@il
mmy
il
+

Surla figure, le point I est le milieu de [AB].

Les triangles BIC, ICD et AID sont équilatéraux de coté

3om. Calculez la norme de chacun des vecteurs suivants :
AI+IB AI+AD Al+BC.

D . C

m Etant donné un triangle ABC determmez I'ensemble
9es points M tels que |AB + BM|| = || AB +BC||.

m Démontrez que quels que soient les points A, B, C, D
AB-CD - (AC-BA)=DA.

m Démontrez que quels que soient les points A, B, C, D
AD + BC = AC + BD.

m Sl‘"lpliﬁez Pécriture du vecteur U = AB - AC.

E S;Tphf.ez Pécriture du vecteur u=AC+ BA + CB,
® duvecteur y = AB - AC + BC - BA.

SI ifi 1 o Y MR AB
E Mplifiez | écriture du vecteur u = MA-MB-AB.

.

im
Plifiez | écnture du vecteur u donné par:
U=AB-AC + DG - DB.

Utilisez les points de la figure ci-dessous pour écrire AB
Comme somme de trois vecteurs, puis de quatre vecteurs.

B

m ABC est un tnangle on note O le symétrique de B par
rapport a A.

1. Montrez que pour tout point M du plan, AB + AM = OM.

2. Déduisez-en I'ensemble des points M tels que :
1B + AM|| = || AB + AC]|.

3. Déterminez les points P de la droite (AC) tels que :
|8 + AP|| = || AB + AC|.

O Calculer avec des vecteurs O

m Ecrivez chacun des vecteurs suivants sous la forme
d’un seul vecteur : _

a)BC-BA+BD-BC; b)(AB+CD)-(AB-BC);
¢) CD - (FE-GH) - EH - GF - DK + CK.

m Exprimez les vecteurs U, v, w a laide des vecteurs AB
etAC:

— J—

_oAB_-3CRB:- =il B3ag_1 ac-
U=2AB-3CB; v=5BC+2 AB- 1 AC;
w=1AB-3CB :

— —

Simptiﬁez Iécriture des vecteurs U, v, w :
3(-2))-2 @D V=-3(=))+ 3+

‘%(2“”*2(5’"1‘)'

ﬁ‘[ﬂ
o

E Exprimez le vecteur X en fonction des vecteurs Fetf

dans les cas suivants :

a)2X-3i=]; Qi-2X=].

m Sachant que U = %{7 +j)etv= %( - ). exprimez

iet ,' en fonction de vetv.
E ABC est un trlangle E et D sont les points tels que :

BE=ABetED=2BC.
Démontrez que C est le milieu de [AD].

* Sachant que Ui =2 i-3jetv=i+2], exprimeziet;

an fonctiondeu etv.
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() Placer un point _______._-_

défini par une 6galité vectorielle
Pour les exercices 27 et 28, lo point M est tel que
AM = k AB , Pour chacune des figures, précisez pour quels

réels k le point M appartient au segment ou & 13 demi-
droite rouge.

8) A B

b) A ¥
—— // Pa— -//,.._..c... ———————

Pour les exercices 29 4 27, ABC est un triangle,
Placez les points M et N,

B o) vk = -2
B &) e - E;
ERl o) 1 = 2 162 ;
Ea}lﬁfw
Ea)sz-.s;' t',

EZL o) Wb o =2 Vs 4 5 MME
b) - 5 ME 4 416 = 2 i 4 1S,

- L] -
b] HE = :' LE
b

A b) NE =

»

A

u-?

p

b) MA 4 ME = 00,

2B =0 b) 2 WA = 6N,

b) / Al 4 ' ol =6

B o) 5100 = 15 Mo 4. 2 1655 ) 61 - 165 = G

B o) 2 W~ M« s b) MEs = A 2 G

G o) 7 16 MG 280 D) MR s s 16 ]
@ 18 w! L st gles, Wiacasy Vess (e H e G tosfe ¢ Jss 1
WOH A=) b)HE - B - s

m b, B, G, D vt guites gpoinds,
1. Comtrissss s gt W ted uas A s 4 1L, - ot
2, Convtruinast Vo gt N ol s AL« ifs - A6 4 pf)y
3, Dbrnentriss gus WA « 1G4 1fy

10, LOUTIL VECTORIEL

0o parallnlogramme et vecteyrg

m EFOGH et un paraliélogramme de cerdre )
1, Cogtruines les points SetT el e .
OT=0E+OF ot OB=0040f

2. Prouyez (us OT+05=0.
(' en dbduiaaz-vous pour le poirt 0 7

FEl 4, &, C, D et E sont cing points tels gue -
1+ WD = AC 4 AE

Dénontrez que BC = ED .
(u'en déduisaz-vous pour & quadrlatére BODE 7

[A reco

E et F oot deus s tels gue LE = 1 PE et CF=1 &,
wd

Démaoritrez que O et le milieu de [EF],

et un parallélogramme de certre O,

[

m ABCD et un paralliélograrmme de certre O,
Les poim- 14,1, P ed Q sont tels quo

M=% 16, Bfi=2 BE, CP=2 CO o vi= ok

1 F‘mu ez e O =-',t Ir rrilieu de [MP]

2. Endnriant gue ML = 1A 4 AE 4 Bfl , Bérmortrez que
M = 0P,

B ertrer ey VNP et un e ryarine & ot 0,

m FECD et un parallélogramme, 1 et J sont les ponts
tehs e A~ | A etBi= 1 BG,

4 o
Erptienes 1J en fonction de AB ¢t AD

m B0 ot un tn mqla. D et Ccont les w-m" 1"'3‘7”
OD=0hs OB et Oh+ OB +0C=

1. Démortrez que O et Je milisu de [CO).
2. E ot F sont o points tels que ;

OF = OA + OC ¢t OF = OB + OC.
Démortrez que ABFE est un parallélogramme,

8] Autour de la colinéarité g______.'-

EE A ot B sont deur points donnés, C est le point o
Gus3AB -2 4G =,

1. Justifioz qus A et AC sont colinéaires.
2. Placos o point ¢,

o
. Métne sxercice que o préciédent avec 5 1AC- 3 1gc+

m / ul} sont doux vecteurs, Montrez que 15 vecteus
Un2i-3f ot vu ;*gi'—;'wnl colinéaires.
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‘ Mome PXOrcH -r\'tllﬂ‘ 3(\ procédent aveg
U=2+i+3) ot y -1 i-1

3'°@l

ABC est un 1_:1.1.-:;1io‘_[)t“tmminu: I n
vecteurs t = 2 AB -~ AC et v -
que les

wm@aues.

ombre réel x tq)
*AB + x AC soieny

et j sont deux vecteurs non coling

2ineaires. Détermine;
jo nombre réel a tel que les vecteurs (; - | 7

.

soient colinéaires. e

0 Démontrer un alignement |
ABC est un triangle, 1 est le milieu de AB).

Les points J et K sont tels que JC = 2 JA Ot KB = - ,1—, KC.

1. Exprimez AJ et AK en fonction de AR et AC .

2. Prouvez alors que les points 1, J et K sont alignés,

Méme exercice que le précedent avec:
IC= gj.ri\omé =-5KG.

ABC est un triangle, £ est un réel. ) ) )
Les points M et N sont tels que AM = k AB et AN = kAC.
Les points I et J sont les i1 eux respectits de [MN] et [BC).
1.Prouvez que Al = 1 (AN + AN et AJ = 1(AB4AC).
2 Déduisez-en que l;*s paints A, T et J sont alignés.

@ ABCD est un parallélogramme, 1 est le milieu de [AB].
Eestle point tel que DE = % Dl.

1. Prouvez que AE = % AB + é—A_fJ ;
2 Déduisez-en que les points A, C et E sont alignés.

@ 01‘]5 est un parallélogramme, A et B sont les points
Eois que OA = % Ol et OB = % OK, et G est le point tel que
g g AB. Prouvez que les points O, G et J sont alignes.

E ABC est un triangle, M est le milieu de [AB] et I celui

: Cl K est e point tel que CK = %CB : )

. — — — VY 1 AR = C.
MOntrezque Al = -}AB + 12~AC et AK= §AB+ 3

Uisez-en que les points A, I et K sont alignés.

i 1AB) est un segment de longueur 10 cm.

2y, 218 Point G tel que 2 GA + 3 GB =0
M est UN po o ite (AB). ConstruiseZ
'€ Doing o . POINt NON situé sur la droite (AB)-

&pro elqueMS=2m+Sﬁé-
Y82 que les points M, S et G sont alignés.

Ef‘ijetvfm‘_,"

o] Démontrer un parallélisme o

AR ; ;
E C estun triangle et 0 est un point quelconque.

Point T est lo Miliey de [AC) et P est le point tel que
OP=0A-208+ 08,

que les droites (OP) et (1B) sont paralidles.

m ABC ost un tri
G et P sont Jos poin

Montre;

angle et O est un point quelconque.
ts tels que :

AG=-LAB et 0P = 30A- 08 -2 03 |
1. Prouvez que 5 OA - 08 = 20G.
2. Montrez que les droites (OP) et (GC) sont paralidles.
m ABC est un triangle et O es
G et P sont log points tels que :
AG -.ga\lia{Of’:Oz\ +20B8-30C.
1. Prouvez que OA + 2 0B = 3 0G.

t un point quelconque.

2. Montrez que les droites (OP) et (GC) sont parallgles.

E ABCD est un parallélogramme.
E ot G sont les points tels que AE = %AB etAG = g AD .

La droite paralldle A (AD) passant par E coupe (CD) en F.
La droite paralléle & (AB) passant par G coupe (BC) en H.

1. Montrez que GF = %Aé + }TAE) elEH = % AB + % AD.
2, Montrez que les droites (GF), (EH), (AC) sont paralléles.

C5)° ABCD est un parallélogramme.
E et G sont les points tels que AE = %Ké etAG = :55 AD .

F est le projeté de E sur (CD) parallélement & (AD) et H est
le projeté de G sur (BC) parallélement a (AB).
Montrez que les droites (GF), (EH) et (AC) sont parallgles.

8| ~Utiliser les projections o
et le théoreme de Thalés

. —_— 1 —
m ABC est un triangle et M est le point tel que AM = 5 AB.
N est le projeté de M sur la droite (AC) parallélement a (BC).
— 1 —
Montrez que MN = 3 BC.

E ABC est un triangle et M est le point tel que AM = - 2AB.

N est le projeté de M sur (AC) paraliélement a (BC).

Montrez que MN=-2BC.
2

® @ ABC est un triangle, D est le point tel que AD = £ AB.

Par D, on méne la paralléle a (BC) qui coupe (AC) en E.
] T 1 o
Démontrez que CE= 3 CA

10. L'OUTIL VECTORIEL

Scanné avec CamScanner

0
"
3
™
-~
0)
M
9!
—~
™
N
3
o)
“-

)

SAllic



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

eres

et-probl/

-

5
d
E{
1
X
b

278

bLd ABCD est yn frapéze tel que BG - 2 AD, k est un
nombre rée| et i pct -

_ Lie point tel que AM = k AB

M se Projette en K syr (AC) et en N sur (CD), paralléle-
ment a (BC).

1. Montrez que MK = 2k AD KN = (1- k) AD .

2. Déterminez le rée| k pour que K soit le miliey de [MN].
3. Déterminez le réel k pour que MN = g AD.

@ ABC est un triangle, K un point de la médiane [AA'].
Par K, on méne Ia Paralléle & (AB) qui coupe (BC) en M, et
la paraligle 3 (AC) qui Coupe (BC) en N.

Il s'agit de démontrer que A’ est milieu de [MN].

Notons k le réel tel que AKK = k A4

1. Démontrez que AM = k A8 puis que AN = k AC .
2. Déduisez-en que A’ est le milieu de [MN].

@' ABC est un triangle, M le milieu de [BC], I le milieu
de [AB] et J celuj de [AC]. La droite (IJ) coupe (AM) en K.

1. Démontrez que K est le milieu de [AM]
2. Démontrez que K est milieu de [1J].

m ABCD est un parallélogramme de centre O, E est |e
milieu de [AB], F est le milieu de [CD]. Les droites (DE) et
(BF) coupent la droite (AC) respectivement en L et M.

1.a. Pourquoi L est-il le centre de gravité du triangle ABD 7
b. Déduisez-en que OL = %67\ ;

2. Prouvez de méme que OM = % oC.

3. Montrez alors que O est le milieu de [ML].

1. ABCD est un quadrilatére quelconque. Les points
I et J sont les milieux respectifs de [AB] et [CD].

Prouvez que IJ = %(Kfnﬁé).
2. On suppose maintenant que ABCD est un trapeze tel

que BC =x AD, ol x est un nombre réel non nul.

Ket L sont les milieux respectifs de [AC] et de [BD].

a. Prouvez que IL = KJ = % AD.

b. En utilisant le résultat du 1., prouvez que IJ = X*+1 A5,

ey L s 2
c. Déterminez x pour que IL = LK = KJ.

ABCD est un parallélogramme, a et b sont deux réels
“non nuls. E et F sont les points tels que :

AE =a AB et AF = b AD .
La droite paralléle a (AD) passant par coupe (CD) en G,

et la droite paralléle a (AB) passant par F coupe (BC) en H,
On note K le point d’intersection des droites (EG) et (F} f).

A.1. Montrez que FG + EH = AC.
2. Montrez que FE + GH = DB.

10. L'OUTIL VECTORIEL

B.1.a. En utilisant le résultat dy A1, démontre; que si (rgy
et (EH) sont paraﬁies, algts elles S?ﬂt parallgles 4 (AC),
b. Montrez que DG = a DC et que DF = (1- ) pj
c. En utilisant Ie théoréme de Thalés dans |

déduisez des deux questions précédentes

que sj (F
paraliele a (EH), alorsa + b = 1, Fe) ot

e triangle ADC, E
i

2. Réciproquement, en utilisant les résultats du A

du B.1.b., montrez que sia + b = 1, alors (FG) et (EH) ;’e:

paralléles a (AC). "

3. Montrez que sia+b =1, alors K est Sur la drojta (AC)
C.1.a. En utilisant le résultat du A.2,, démontrez qug g €

et (GH) sont paralléles, alors elles sont paralléles 4 (0B)

b. En utilisant la question précédente et (e thé
Thalés dans le triangle ABD, montrez que sj |
(EF) et (GH) sont paralléles, alors a = p.

2. Réciproquement, montrez que sia = b, alors leg droites
(EF), (GH) et (DB) sont paralléles, 5

3. Montrez que sia = b, alors le point K est syr ladrofte (Bp),

Oréme e
€S drojtes

D.1. Déduisez des questions précédentes que : dire Quele
quadrilatére EFGH est un parallélogramme équivaut 4 dre
que : f a+b=1 »

la=b
2. Montrez qu'alors E et F sont les milieux respectifs de
[AB] et [CDY, et que les parallélogrammes ABCD et EFGH J

i
orit méme centre, =
f.dt
L N = J‘
£221" ABCD est un parallélogramme de centre O, A est une I--s;ﬁ

IS

L nassant par A, extérieure 4 ABCD. On appelle 0, B, 'y,
'8 projetés orthogonaux respectifs de O, B, G, D sur A ;sa-g
1. Prouvez que O est le milieu de [AC'Jetde[B'D']. |
2. Montrez alors que AC’ = AB’ + AD., f
3. Déduisez de Ia Question précédente que CC' = BB' + DD. _‘
4. Montrez que CC’ = BB’ + DD, |
5. Comparez les aires dy trapéze BDD'B' et du triangle BCD.

5 M

Ll

!
|

EZ] un solide est soumis & deux forces F et F> de mér;f {' Dl
intensité (F, = F2 =10 newtons), dont les directions rfx}t = l
angle de 120°. Calculez I'intensité de la force F5 qu'l 2 ]

f\};‘ i

%

drait appliquer au solide pour qu'il soit en équilibre, C &
Un solide est en équilibre sous I'action de trois f . u* |

-

8] En Physique

a-dire pour que F, + Fo+Fy=0.

Y T

=

F',. F, et F; Qui ont méme point d’application. 1 i ,‘ tfapl
Les forces F, et F, ont des directions perpendiculares: ’}?l L;“q
deplusF, = 6 newtons, F, = 8 newtons. ~ _ &'q* p%r
La condition d'équilibre sécrit F; + F, + F3=0- vechi? AN “Q}
Calculez I'intensité de F, . Quel angle « fait-elle av »i“ ) ,e%'
AN

il
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g bonne ré.~tion
il gulvanto représenta un sollde placéd aur une
¥ inclinéo d'un angle do 25° sur I'horizontala,
anu 6N équilibre sous Faction da trois forces : son
oot p dintonsité 3,6 newtons ; la tension T du fil, paraliée
] |;Ia o dintensité 1,6 navdons, ot la réaction R de 15

:ﬁa gur o golide,

\=

‘\
P, CIRSRERS: |

X

|
L]

N

o
ml &
~

2\

Tl
&

| P

1, Démontrez que QGK = 25",
2 La condition d'équilibre 5'écrit R+T+P=0.
Quelle est I'intensité de R 7

INDICATION : Pour la mathématicicn, le probleme revient a
trouver la longueur GO, Faire une figpue ausiliare,

PROBLEMES
DE SYNTHESE

Thtmes : Théoreme de Thalés. Calculs d'aires.
fe uction de courbes. Lectures graphiques. Etude
Maximum. Résolution d'équation.
HBLD et un trapéze rectangle de bases [AB] et [CDJ-
: e, en dm, de AB, BC et CD sont respectivement
24, Lt pointg M, N et P gont des points des chtés
By df;rim] @ |AB] respectivernent, tels que lo quadrilatére
“5t un rectangle, On noto ¥ la longueur, en dm, du
[BM). On o propose d'étudier, en fonction de x,

Iai
% du rectangle BMNP,

Pu

»
”
(o)

-
o
A

J
.,
#
o,
v

‘y
n
o
Py
Sy
"/
(i
~
e
P
o
M
7

/!

A. Calculs vectoriels
On appelle E le projeté orthogonal de D sur la droite (AB).

1.a. Montrez que BM = g ec.

b. Déduisez-en que Al = ;‘5-" AD, puis que AP = g AE.

2.a. Montrez que AE = % AB.

b. Déduisez-en que BP = (1 - gg J BA, puis que :
=il OK
BP=4 5 -

B. De l'aire
On note S(x) I'aire en dm? du rectangle BMNP.

1. Montrez que S(x) = 4x - %x?
Sur quel intervalle la fonction S est-elle définie ?
2.a. Recopiez et complétez le tableau suivant :

sl o[1]2]..]5
y =Sk

h. Placez, dans un repére orthonormal, les points M(x ; y)
pourx=0,x=1,..,x=>5(unité: 1 cm).

c. Tracez une courbe continue et réguliére passant par
ces six points.
C. Une étude de maximum

1. Montrez graphiquement que la fonction S admet un
maximum S(xg) sur [0 ; 5] et donnez une valeur approchée
de xg.

2. a. Montrez que pour tout x de [0 ; 5] :

-

b. Déduisez-en que le maximum de S(x) est S(xo) = 2:? et

0
que X = 13- '

D. Découpage

On se propose de chercher les positions du point M telles
que I'aire du rectangle BMNP soit la moitié de celle du
trapbze ABCD.

10. LOUTILVECTORIEL 279
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1. Graphiquement.

a. Caleulez I'aire & du frapéze ABCD.

b. Montrez graphiquement qu'il existe deux valeurs de x
telles que S(x) = ‘2—’J

2. Par le calcul.

a. Montrez que S(x) =%[ équivaut a (x— —730]2 = (g}z

b. Déduisez-en qu'il existe deux positions de M sur [BC]
telles que S(x) = :;i Placez ces points M sur la figure.

m THEMES : Théoréme de Thalés. Calculs de longueurs.
Valeur absolue. Lecture graphique. Equations.

ABCD est un trapéze rectangle de bases [AB] et [CD],
telqueAB=AD=4¢etCD=1.

M est le point tel que AM = x AD (x étant un nombre réel).
La droite paralléle & (AB) passant par M coupe (BC) en N.
(La figure correspond a un cas ol M est sur [AD].) '
On se propose d’étudier, en fonction de X, la longueur
MN, puis le périmétre du trapeze ABNM.

D C

B
A B

A. Etude de la longueur MN en fonction de x

1.a. Montrez que MN = (1-x AB +xDC.

b. Expliquez pourquoi AB = 4 DG .

c. Déduisez-en que MN = (4 - 3) DC, donc que MN = |4 -3y,

d. Pour quelle valeur de x a-t-on M = N ?
On note I ce point pour la suite du probléeme,

2. ¢ est la fonction qui & tout réel x associe MN.
a. Montrez que :
€()=4-3x six < % et £()=3x-4 six> %

b. Représentez graphiquement ¢ sur I'intervalle [3; 6]
dans un repére orthonormal (unité : 1 cm).

10. L'OUTIL VECTORIEL *

B. Résolution de I'équation MN = _A_B_;F_Q

1. Graphiquement

a. Calculez &-Q%@ -

b. Montrez, en utilisant le graphique, qu'il existe deux
AB+CD Valeur

X; et X2 te”es que MN = ‘-‘T—- .

Lisez une valeur approchée de x, et de x,.

2. Par le calcul

a. Montrez que I'équation € (x) = 5—5-*2‘—99 est équivalents
e‘l4-3x=g ou 4-3x=—g.
b. Déduisez-en la valeur de x, et celle de x,.

3. M; et M, sont les points correspondant réspective.
ment aux valeurs x; et x,.

Montrez que M, et M, sont symétriques par rapportaf,
NOTE : I est le point défini en A.1.d.

C. Etude du périmétre de ABNM en fonction de x

On suppose désormais que x < % - Ainsi, ABNM est un
“vrai trapéze”. I

1.a. Montrez que BN = x BC .

b. Calculez BC a I'aide du théoréme de Pythagore.

c. Montrez que AM =4 |x| et BN = 5 ||

2. On note p (x) le périmétre du trapéze ABNM.

Montrez que p (x) = 4 + 9 |x| + |4 - 3x].

3.a. Exaliquez pourquoi p (x) = 8 + 6x pour 0 < x €
-5-12x pourx < 0.

Capbs

Z-en |a représentation graphique de la fonction p
. ":. 1 [ "y .
sur Pintervalle i-1 ;% (unités : 2 cm sur 'axe des abscisses

et 0,5 cm sur I'axe des ordonnées).

D. Recherche des positions de M pour lesquelles les
trapézes ABCD et ABNM ont le méme périmétre
1. Graphiquement
On appelle P le périmetre de ABCD. Montrez graphiquement
qu'il existe deux valeurs x, et X4, dans l'intervalle [-1 ?%I‘
telles que p (x) = P, Lisez une valeur approchée de x; et X«
2. Par le calcul
a. Montrez que I'équation p (x) = P est équivalente a

8+6x =P 8-12x=P

0<x< {X 0.

b. Déduisez-en la valeur de x; et celle de X,
Placez les points correspondants sur la figure.
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Exercices guidés

Aet B sont deux points distincts, O

Messs - YN se propose
de plac?_r_le p02in"‘*? tel que AG = - % AB et le polnt K

te]queKA="§KB-

fpontG
on sait (voir définition 5, p. 261) que AG - - % AB
signifie que :

o AG et AB ont méme direction, donc igj A, B, G sont

alignés :__.
+ AG et AB sont de sens opposés, car - g <0:

1 AG= %AB
D'oli la construction du point G :

G A B

- e

2, PointK

Dans KA = - % KB, le point inconnu K figure dans les
deux membres, alors que dans AG = - g- Eﬁ, le point
inconnu, G, ne figure que dans un seul membre.

—_—

On va donc commencer par écrire KA = - £KB sous Ia
forme AK = k AB ; on sera ainsi dans la méme situation
que pour G, et on pourra doris placer K.

a. Expliquez pourquoi KA = - :,:?fé équivaut a AK = gfﬁ
b. Pour obtenir une égalité di: type AK = k AB, il vous
faut donc transformer I'écritire du vecteur KB en faisant
apparaitre le vecteur AB. Ceci doit faire penser a la
relation de Chasles.

Complétez : KB = KA + 1. :
¢ Montrez que AK = gﬁﬁ équivaut a AK = -%AK + §AB.
4. Déduisez-en que AK = %k_é équivaut & AK = %AB'

e :
Placez alors K en procédant comme pour G.

E ABC est un triangle. On se propose de représenter
Vecteurs =1 Ag . 120 > 128.1%6.

1 u 3AB+2,¢'|.C et v 3A 5

~ Vecteyr

Ugg — e

- "2 somme des deux vecteurs ?—3 AB et ja_ AC.

17 @lons donc représenter d'abord les vecteurs

ABgt1 :
o 2 AC puis leur vecteur somme.

a, QU B
% S:rl:e est la direction du vecteur %AB 7 Quel est
$7 Quelle est sa longueur ?

L

I......I.l...'....II..-...'..I..O.I.I

TS 22308020000 PPTOR 0000000 DO0000Q0R0DO0B0DAOOOBOBREeN

b. Quelle est la dj

80N seng 7 Quelle est 2 longueur 7

C. Dess; i

i —Slsggz un trra{*;gle ABC, Plac‘:ez le point M tel que
=3ABetle point N tel que AN :%Kﬁ.

d. — — -

||'|a:3m donc représenter le vecteur i = Af + ARl .

: e, par‘ exemple, dq_lfn régle du parallélogramme,
placez le point P tel que AP = AM + AN, Ainsi, G = AP
2. Vecteur y
Les vectel‘Jrs AN =1 A8 et AR = %AE ont été représentés
a I.a Question 1, Avec ces notations, v = AM ~ AN. Or on
Salt' que pour soustraire un vecteur, on ajoute son opposé
(voir définition 4, p. 261). Donc v = AM + (- AN).

a. Quelle est la direction du vecteur — AN ? Quel est
son sens ? Quelle est sa longueur ?

b. Placez le point Q tel que AQ = - AN .

C. En utilisant, par exemple, la r_é_g!e du parallélogramme,
placez le point R tel que AR = AM + AQ . Ainsi v = AR .

rection du vecteur 1 AG 2 Quel st

e T ——
Exercices commentés

H ABC est un triangle. Une droite d, paralléle a (BC),
coupe (AB) en M et (AC) en N, I est le point du segment

[BC] tel que CI = 1 CB, J est le point du segment [NM]
tel que NJ = %NM.
Montrez que les points A, I, J sont alignés.

VERS UNE SOLUTION

¢ Une premiére méthode

Pour démontrer que les points A, 1, J sont aligrl_és.

on va démontrer une égalité du type Al = k AJ .

1. a. Expliquez pourquoi il existe un réel k tel que :
AC =k AN

b. Déduisez-en que AB = k AM.

¢. Démontrez, en nitﬂisanthg deux questions

précédentes, que CB=kNM.

2. Démontrez que Al = k AJ . Concluez.
er la relation de Chasles.

INDICATION : Utilis J
e

e

10. L'OUTIL VECTORIEL
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el

* Une deuxiéme méthode

Pour démontrer que les paints A, 1, J sont alignés
On va procéder de la maniére suivante -
Onappelle I' le point d'intersection de (AJ) et de (BC),

et on va démontrer que I et I' sont confondus.
Posonsa = 2~ |
AN

1. a. Montrez que % =a etque —5—% =a.
CI

N =2

2 a. Démontrez que CI = CI..

b. Déduisez-en que I et I' sont confondus.
Concluez.

b. Déduisez-en que

n ABCD est un parallélogramme M est le point de
[AB] tel que AM = —AB et N le point de [DC] tel que
CN = DC La drmte (MN) coupe (BC) en P

Prouvez que N est le milieu de [MP).

VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode : on utilise |a configuration
de Thalés dans le triangle BMP.
1. Montrez que MB = 2 NC.

' MP _ BP _
2. Déduisez-en que M NP = op =2.

3. Expliquez pourquoi, alors, N est le milieu de [MPL.

* Deuxiéme méthode : par le calcul vectoriel. On
va considérer le symétrique M’ de M par rapport &
N et prouver qu'ile il est confondu u avec P,

1. Montrez que BM'=BM+2 MN.

2.a. Prouvez, en utilisant la relation de Chasles
pour décomposer MN , que BM' = 2 BC.

b. Déduisez-en que M’ est sur la droite (BC).

3. Expliquez pourquoi M’ et P sont confondus.
4. Concluez.

Pour les exercices 5 et 6, vous pouvez éventuel-
lement vous reporter a I'exercice 3.

EABCestunmwce Une drotte d, para®e 4 (BO),
coupe(AB ) en M et (AC) en N, IestlemeGA[BC}H
que Cl =3 CB, J est e point ce [NM] tel que NJ = Qn
!'.or".re‘qh;e!ﬂ-spon*skl J sont alignés.

B ~scestin tnangle. Une droite d, paraliéle a (BC),
coupe (ABj en M et (AC) en N, I est le point de |2
cemi-croite [BC) tel que BJ =gBC Jestle pointdela
demi-crotte [MN) tel que MU = gp.m_

Montrez que les ponts A, et J somt alignes.

L ]
I A NN R N RN RN N N N N N N R NN
LA RS R R R AR RE SRS EE RN RENENRENENNREHNHEHNRHMEHNHEIMNHSEH:SHERH:SRSEHSEHSEHRHJESERH-SEHSRJEJEJSESBENERERSNNSENSERD}N]

sessees el

10. L'OUTIL VECTORIEL

Pour les exercices 7 et 8, vous pouve;
lement vous reporter a 'exercice 4,

. ABCD est un parallélogramme, M est |e point d,
segment [AB] tel que AM = 2
CN=-1¢D.
La droite (MN) coupe (BC) en I et (AC)en J.
1. Montrez que N est le milieu de [MJ].
2. Montrez que I est le milieu de [MN].

ﬂ ABCD est un paral!elogramme M est le point de
la demi-droite [AB) tel que AM = AB et N le point go
[CD] tel que CN = — CD. La droite (MN} coupe (BC) en p
Montrez que PM=-2PN.

.'l.‘.‘-........‘....'..l..l..

Em/ssmrmm——— [ i |

Trouvez 'erreur

2 ABCD est un parallelograrnme M est le point du
segment [CB] tel que CM = —CB Le point N est le
symetrigue du milieu I de [CD] par rapporta C.
Mortrez que les points A, M et N sont alignés.

métrique de I par rapport 4 C ; donc NC =CL
hT Daprés le theoreme de Tha.easous
riclle, on en déduit que NM:gNA
ints A, M, N sont alignés.

1

0 Simplifiez I'écriture du vacteur :
V= AB + OA -0B+2 Eﬁ 2

Solution
AO:—OA dch-ﬁ 2A0 =0A- 20n=-0ﬂ

dcuv AB OA- O:.
OrAB=0A+ 0B: d'oiv=0OA+ OB-0A- 05=10-

port
11 1 est le milisu cu segment [AB], 0 est 7
queiconque. Simplifiez 'écriture du \‘E_C_:E‘Jr_
v=Al-(0A-08)-201-18+58A-

Solution -
Onpeutécrirev =Al + 15+ BA+201-(04*
Iest le mifieu ce [AB] équivaut 3A1-18=25-
OrBA=-AB.Dou: . =
v=AB-A8.201-(OA.08)=20!I-

—
=
+0et

\
"

Ol
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ans un triangle ABC, AB =4 et AC = 8,
12 D int du segment [AB] tel que Al =2 gt J o

1 L AC) el aue AV =3,

ez que €5 vecteurs 1J et BC sont colinéaires,
Mon

ion -
T:e milieu de [AB] et J est le milieu de [AC] ; d'oy

g0 = 2 1J. Donc les vecteurs BC et IJ sont colinéaires.

5 pBe C sont trois points tels que AB=4 et BC = 5.
|]j }:,',\éga!ifé |AC || > 8 est-elle exacte ?

Solution . -
18- ||AB]| €t BC=|BC|. __ B
orés la relation de Chasles, AC = AB + BC ,

ood [|AC 1= 18| + [|BC[| =4+ 5=,
ponc || AC|| > 8-

plus

=~
Pour ceux qui

Notion d’espace vectoriel

e

n Préliminaire

Rappelons d'abord les propriétés de I'addition de deux
vecteurs et de la multiplication d’un vecteur par un réel.
Pour tous vecteurs u, v, w et pour tous réels k, k' :

(Ae)[_atj;) w=u+(v+w)
(Agg+0=0+5=6
A)u+(u)=0

* Multiplication par un réel :

M) klk'v)=(kk ") 0

M) 1i=0

M) k(u+v)=ku+kv

M) bk )i=kG+k'a

NQUS allons retrouver des propriétés analogues a ces
huit propriétés dans un autre ensemble, I'ensemble
%s couples de nombres réels.

E Egalité de deux couples de réels

X; (a,; _b! etY = (c ; d) sont deux couples de réels.

: deﬂmtion, X =Y signifie quea =c etb =d.

q;jlnd'q“ez' parmi les couples de réels suivants, ceux
%ont égaux ay couple (2;-5):

N, 15
(-15 Yy (* g;f’?: [:g --5], (2,01;~5,01).

T
OUEZ toys Jo réels x tels que (2 - x ; X = 1)= (0 0)

(LA R AR R R RN RS R R R R R A R R N N N N R R R R T T Y

ﬂ Addition de deux couples de réels

On pose, par définition, (a; b) + (c ;) =(@+c; b +d).
Par exemple, (3;-2)+(1;7)=(3+1;-2+7)=4;5).
1. Calculez -

3 (4:-5 4+ (10:3); b)(5;7+@;-5).

2. Montrezque (a;b) +(c;d)=(c:d)+(@;b) (Ay)
3.2.0nposeA=(2;-1),B=(-4;3),C=(5;-2).
Complétez les égalités suivantes :

*A+B=(..;..); A+B)+C=(..;..).
*B+C=(.;.); A+B+C)=(..;-..).

Que constatez-vous ?

b. Plus généralement, vérifiez que :
siX=(a;h),Y=(c;d),Z=(e;f)sont trois couples de
réels quelconques, alors X+ Y) + Z=X+ (Y +2) (A).
4, Vérifiez que :

(A)) (@;b)+(0;0)=(a;b);

(A) (@;b)+(-a;-b)=(0;0).

n Multiplication d’un couple de réels par un réel
On pose, par définition, k (a ; b) = (ka ; kb), ou k est un
réel quelconque.
Par exemple, 2(3;5)=(2x3;2x5)=(6; 10).
1. Calculez : 1
_5.47". p-3(2.-15
33 [-3i17,; bl o
2.a.0Onpose A=(7;-5).
Complétez les égalités suivantes :
e 2A=(.;.); 3QA)=(-:.):
*BA=(..; ..
Que constatez-vous ?
b. Plus généralement, vérifiez que :
si X = (a; b) est un couple de réels quelconque, et k, k'
deux réels quelconques, alors k (k' X) = (kk') X (M)

3. Vérifiezque 1 (@;b)=(a:b) (My).

4.0npose X=(a;b)etY=(c;ad).

a. k désignant un réel quelconque, calculez :
o X+Y,puisk(X+Y);

e kX kY, puskX+kY.

b. Vérifiezque k X+ Y) =k X + kY (My).

5. On pose X = (a ; b). Vérifiez que :
k+k)X=kX+k'X (My).
COMMENTAIRE : On appelle espace vectoriel sur & un
ensemble dans lequel on a défini une addition et une
multiplication par un réel telles que les huit propriétés

Ay oo (Ag), (My), ny (M,) sont vraies.
L"ensemble des vecteurs du plan et I'ensemble des couples
de réels sont deux exemples d'espaces vectoriels sur f3.

10. L'OUTIL VECTORIEL
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L es équations de droites dely
forme y = mx + £ dans un repir,
orthogonal (O ; OI, 0J) on "
introduites au Collége, ainsi qug
les équations de la forme x 2
pour les droites paralléles 3 )
Dans ce chapitre, nous présente-
rons ces équations sous la forme
générale ax + by +c=0.

Les problémes de parallélisme et
d’orthogonalité dans un repére
ont été eux aussi abordés au
College, en utilisant essentielle-
ment les équations de droites.
Deux nouveaux critéres sont vus
dans ce chapitre, I'un pour la co
néarité de deux vecteurs, I'aute
pour I’orthogonalité de devt
vecteurs.

La géométrie analytique perm
de résoudre certains problemes &
géométrie de maniére calcul#
toire, en utilisant les coordonné®
de points et de vecteurs dans W

¢
repére. Nous en proposonsd

nombreux exemples-

Z pi) 1
Pour prendre un bon départ e
Activité d’approche 2
Cours 291
Exercices résolus B 70
Travaux pratigues d "applicat 304
Résultats et conseils 30
Exercices et problémes 31

Pages M
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Pour

PRENDRE
UN BON
DEPART

\

destla drojte d’équation

9 d d ' .
Ld" sont paralliles”
Tepere orthonormal, «

Voici trois équations de droites dan

armi ces trojg droites, lesquelles s

{ gquation d’une droite dans un repére (0; 01, 0J)
4 — dn’est pas paralléle a (o) d est
s pintral d passe par O dparalléle 3 (OI) | paralléle a O))
F P
™ %0 F S y=b x=q
J \ig J 3 qf‘a* J ! J
d d
d
, Exercice-test
| Les droites d et A ont respectivement pour équations, dans un repere (O ; o1 s 6f) :
Y=2x-3 et x=5.
1. Tracez ces droites,
2. Les points A (1 -1, RB3 DetC =531 appartiennent-ils 3 4 ?
Ces points appartierce: -3k 3 A D
b'2 Parallélisme

et orthogonalité de deux droites

Y =ax+b, etd'est la drojte d
equivaut 3
detd’' sont

équationy =g 'x + b,
a=q’, :

Perpendiculaires” équivautd @a ' = -1,

Exercice-tes

$ un repére orthonormal :
di:1y=2x-5; dz:y=2—%x; dg:y=§x+1- .

. : b
ont paralléles ? lesquelles sont perpendiculaires ?
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FACUVILT

~ COLINEARITE DE DEUX VEGT

TE
ORTHOGONALITE DE DEUX VECTUEFLSR |

(O ;1,j) est un repére orthonormal. On L voit sur

=
AR e e
N

la figure que les vecteurs AB , CD et EF sont | -~
colinéaires, et que (IJ) est perpendiculaire 2 (AB) J\ - A/B

donc a (EF) et (CD). \ _

On va mettre en évidence un critére de colinéarité ‘dvgf'\n : C
de deux vecteurs et un critere d’orthogonalité . A /
de deux vecteurs. T e

Un critére de colinéarité

1. Lisez sur le graphique les coordonnées des pomts A, B,C, D, E FI
2. Déduisez-en les coordonnées des vecteurs AB, CD, EF, 1. e

3.u (xs5y) et v (x5 ") sont deux vecteurs quelconques.
On range leurs coordonnées dans un tableay -

k|

r

| =

I
a) Montrez que pour u = AB etv= CD, on obtient un tableau de proportionnz-
lité, c’est-a-dire que £ = x’

— > Ou encore que xy' —yx' =0.
y

b) Montrez qu’il en est d¢ méme pour u=ABetov= EF, et enfin pour u = CD
etv = EF,

B3 Un crita -f'%i"f:;:‘thogonalité _.
u(x;y) eto (x'; ¥ wos deux vecteurs quelconques. On pose P = xx "+ d ’
Calculez P pour u = iJ et v= AB, puis pour u = IJ et v = CD, et eafin o' |
u= I] eto= EE.

l
Conclusion Onverra plus généralement que : 07 est wt critér® i
” -

W

* en repére orthonormal, la condzrwn Yax' +
d’orthogonalité des vecteurs u (x ;) et v ('35 ingarité d |
« la condition “xy’ — yx' = 0 est un critére de €0

_r;(x 3 Y) er-z; (el s 97).

7,

286
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COWPRS

ABSCISSE D'UN POINT
'| MESURE ALGEBRIQUE D'UN VECTEUR

EEEl Repeére d’une droite d

ﬁ&@ On choisit deux points O et | distincts >

d'une droite d. Le point O et e vecteur Ol ,9//
constituent un repére de cette droite - 1
O est 'origine et O1 Ie vecteur de base,
- d
Nous noterons (O ; O} ) cc repere,

Abscisse d'un point dans un re

(DEFINITION 2 | On a

pere (O ; Of )

pet ¢ d'un point M g une droite d dans le repére
(OO Chel que OM = & Ol.
La connaissar Hu pomt M permet de placer ce point sur la droite d.
EXEMPLES -
E L k N M W08 T
0 1 2 -1 0 1
OM=20j. Vabscisse de Mest 2. | OM = - O1 : Iabscisse de M est - L.

, O!
A et B sont deux points d‘unc droite d munie d’un repére (0 ; O1). _

Mesure algébrique d’'un vecteur sur une droite
’

ke 08 on
N On appellcmesunﬂsebﬂqued“wwmh i
il le réel & tel que AB = & OL

hfl.! lB.ﬂuﬂ

Ce réel k est noté AB.

=% T _'—.="_ 6.1'.
» REMARQUE : L'égalité AB = k Ol s'écrit donc AB = AB x

EXEMPLES :

0 LA 8.

%l
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Démonstration
D’aprés la remarque du parag
AC = AC x oI, AB=A
hasles AC = AB + BCs
AC x ol= AB x
( AC - ~-AB- BC) x Ol=
AC - AB - BC = 0 (voir chapitre
AC = AB + BC.
en fonction de I’ abscisse de A et de B,

raphe 1.3, 0on pcut écrire : .

ABx Ol et BC =BC x Ol.

La relation de C *écrit d?_xf P :
Of + BC x Ol,

c’est-a-dire

Or Ol = 0. D’ou A

10, § 4, p- 262), C’est-a-die -

Conségquence : Expression de AB

=<

A est le point d’abscisse

[ PROPRIETE 2 | Sur une droite

d munie d’un repére (O O o1 Ys
|

' Note

La mesure algébrique
ABdeecfeurABesf
égale & I'abscisse de
son extrémité moins
I'abscisse de son ori-
gine.

x, et B le point d’abscisse xp. Alors AB = xp = XA-

Démonstration Lk
D’aprés la relation de Chasles, O + AB. D’ou AB = OB - OA, C’est-a-dire:

EXEMPLE :

Si A a pour abscisse — 5 et B a pour abscisse 12, alors AB=12-(-5)=17.

REPERES DU PLAN. COORDONNEES

o DE POINTS ET DE VECTEURS

' Note

Souvent, on note Tle
premier vecteur et [ le
second.

Repére quelcongua dlu plan

Choisir un repére dans le plan, ¢’&si
» choisir un point O, qui sera apocte Golgine du ;

i - 2 L e —
repeére, /-
[ ] 161 . & ras .
Tclg_c&sm deux vecteurs non eolindaives | = Oi et 0 7!
j=0]J, |

« choisir un ordre entre 7 et ,"v"

La droite (O

o drmti (g munie du repére (Q; :) est ’axe des abscisses du repere (O ;2 _:;
) munie du repére (O ; j ) est I’axe des ordonnées

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE
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ret'iii?:::t *Pere gy Plan, Si ln A
'rl'qj’ére 5t orthogong, “Ulalres, o, dit que 1o
ous les
. rep qQue noyg Consig
reperes Dl‘thogonauK. éferma seront iy

du plan, 5}

EDEFINITION 4 Jpy i le point M o

i poin pour
signifie que OM = x;r.'.y

X est 'abscisse de M et y son ordonnée,

254 Coordonnées d'un vecteur
dans une base

©O;:. ;'.) est un repére, u est un vecteur donné,
M <2 ¢ point tel que OM = . Notons (x ; y) les
ceoo nnces de M. Alors OM = x ;'-+yj°-..

Done « = x 1 + y j- Ainsi, tout vecteur u du plan

rncsouslaformeu=xi+yj,

S

Un point dans un repére

£ S, :M
4 z
J :

: r:
0 7] P

-

 coordonnées (x ; y) dans le repére (O ;
J . On écrit alors M (x3).

Yi

)
i
0

-
r;
?

37

[DEFINITIONS

EXEMPLE : Le vecteur u a pour coordonnées (2 ; 1)
dans la base (7,7)-

Tet }'-sont deux vecteurs non nuls et non colinéaires.

On dit que ( i; ;-'-) est une base de I’ensemble des vecteurs du plan:. &
+ Dire que le vecteur ua pour coordonnées (x ; y) dans la base (7, ;)

signifie que; =x;'.+yj. On écrit alors u (x 5 3).
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» Egalité de deux vecteurs et coordonnées

PROPRIETE 3

=
Note

atte démonstration
pose sur la pro-
été - dans un repére
;1. §), dire que deux
ints sont confondus
uivaut & dire qu'ils
t les mémes coor-
nées.

| Dire que deux vecteurs u (x 3.¥) et v (x’ 3 *) sont égaux équnrmmrl dire
que : x=x' ety y'.

Démonstration
Notons M et M’ les points tels que OM = u et OM’
OM = OM'’ équivauta M = M/, C’est-a-direax=x"ety=y’,

» REMARQUES : U (x; y) = 0 équivaut ax=0ety =0.
En effet, le vecteur nul a pour coordonnées (0 ; 0).

—
= .

Coordonnées du vecteur AB
en fonction des coordonnées de A etde B

PROPRIETE 4

AETRIE ANALYTIQUE

| Si on note (x4 ; ¥a) les coordonnées de A dans un repére (O ; 7, Ne
(xp 5 ) celles de B, alors les coordonnées du vecteur AB sont :
(xB = 3¥B—Ya)-

Démonstration
D’apres la définition 4, OA = xa 7+ yaj et OB=xgi+ ygj.

D’autre part, nous savons que AB = OB — OA.
Donc AB =xgi +ygj—(xat+yaj) = (xp—xa) i+ (—ya)Jj.

Les coordonnés de AB sont donc (xg — Xa ; Y —Va)-

EXEMPLE :
Dans un repere, A et B ont respectivement pour coordonnées (=13 2) et (3; 5).

Le vecteur AB a donc pour coordonnées (3 — (— 1) ; 5 — 2), c’est-a-dire (4 5 3).

“% Coordonnées deu +vetdeku

| et 2 sont des vecteurs de coordonnées (x ; ¥) et (x5 ¥") dans une base
:; ), et % esr un réel. Alors :
- # + z a pour coordonnées (x +x' 3y +y°).

Fruma pour coordonnées (kx ; ky).

Lismenstration

v i y?&t v=x'1+ y'_;i. o

e Donc % + 0= (x+x') i+ (y + ') j . Les coordonnées de u + v sont donc
(x+x"5y+3).

“Deméme, ku=rk (xi+yj) = kx i+ ky; Les cu:mrdonneesdef"-usc‘n
(kx 5 ky).

t donc
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-
Coqrdonnées du miliey d’un segment

1)),
Les coordon :
m(’!ihidumlmlhmr[ﬁmmm"
X, +x
Ty ety= T
Démonstration
OAixAr'+3 J et 63"“’3'"‘}‘3)
OrOl = -—(0A+
OB) (voir chap. 10, p. 267). o . A
. -
DoncOI-- (A i+ 3, ] )+(Iai+ygj)] ! “\["""* 8
Xo¥xl = 7y . i R e
= » -}‘ + —
( 2 J”’ |2 y,,]j it
Les coordonnées -"lﬂ.‘}‘r de I sont donc : o L0 G R s
+x

Xy =

B) = (3 Jh]
ety = (22 -B
J‘l ( 2 -
EXEMPLE : Cons:derons les points A(3

32 -
“ry 2 ) et B(=5 3 6). Alors :

X = et_}‘lzz+

S, Cesvib-dive 1 (=1 34).

TRADUCTION ANALYTIQUE”
o DE LA COLINEARITE DE DEUX VECTEURS

#

TPROPRIETE 7 ] Dire que deux vecteurs non nuls u (x ; y) et v (x; ¥") sont colinéaires

' Note

nul, u par exemple,
posx=0ety=0.
Doixy' —yx'=0.
Cez justifie le conven-
bon souvent utilisée :
I vecteur nul est
salinégire & n'importe
quel vecteur,

srm‘chs vecteurs est

équivaut a dire que xy’' —yx' =0,

PDéavstration

. %0Ns que les vecteurs u (x;3 et v (x' i ') sont colinéaires. Alors il existe
u. © rel que © = k . Les vecteurs v et k u ont donc les mémes coordonnées.
C. ‘teur k u a pour coordonnées (kx ; ky).
D =kxety =ky,doncxy’ —yx"=x(ky) -y (kx) =0
« I :oguement, supposons que xy' —yx" = 0.
% ¢~ non nul, donc I'une de ses coordonnées, x par exemple, est non nulle.

g = ] 0 x . A x'
Légalie tj"*J'x = 0 peut s*écrire xy’ = yx', c'est-d-dire y' = .

En posam k==, nous obtenons x’' = kxety' = ky.

Donc v = k n, donc « et v sont colinéaires.
ExeEMPLE @ Les vecteurs u (2 ;=-5etv ‘- 13 ) sont colinéaires car :

2x(3) - (- 5)1=2x(3)-5=0.

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE
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--------- Commentalre
Déterminant de deux vecteurs dans une base (/,J .].. )
* Le réel xy' -yx'est appelé déterminant des vecteurs U (x ;y) etv (x'; y),

Voici un moyen commode pour le calculer : pE
on écrit en colonnes les coordonnées de U etdev,

dans le méme ordre, o o '
on effectue ensuite les produits en croix, d'abord x x y', puis y x x,

et on écrit leur différence.

-

EQUATIONS CARTESIENNES 9
o D’UNE DROITE DANS UN REPERE |

EEEl Exemples i

Voici trois équations de droites dans un repére (O ; [o)i 3 (_)f) :
dy:y=2x-3; dy:y=3x; d;:x=1.
d, et d, ne sont pas paralléles 3 (OJ), d; est parallele a on.
On peut remarquer que ces trois équations sont de la forme ax + by+c=0.
En effet : équation de d; peut s’éerire 2x -y — 3=0(@=2;b=-1;¢=-3);
I’équation de d, pevi 37éctine 3x—y = 0 (@a=33;b=-1;c=0);
’équation de d; peut s énnie -1 = 0 (@a=13;6=0; c=-1). ¢ [:

(o AR A

EFE Equations carisz iznnes d’une droite

[ PROPRIETE 8 | Dans un repére (O ; Ci, O

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE

« une droite a une équation: de la forme ax + by + ¢ = 0.

* si a, b, ¢ sont trois réels donnés tels que a et b ne sont pas nuls rous les

deux, alors ensemble des points M (x ; y) tels que ax + by ¥ ¢ = 0 est

une droite.
Démonstration
« Une droite non paralléle 2 (O]) a une équation de la forme y = mx B
c’est-a-dire mx -y + p=0. ‘

H b1 ] . . » » . 30- 2;
Une droite parall¢le a (O]) a une équation de la forme x = ¢, cest-a-dire ¥ 74 g
Dans les deux cas, la droite a donc une équation de la forme ax + by +¢=0; i{
» Démontrons maintenant la deuxiéme partie de la propriété. don §-

" s homand I

= Sibw0,alors ax + by + ¢ = 0 équivaut d y = - Sx - £ ; clestdonc eque :
d’une droite non paralléle a (0]). b d ,

- Sib = 0, alors a w 0 et ax + by + ¢ = 0 équivaut & x = ~ a
I’équation d’une droite paralléle a (O]).
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Une équation de droite t

[ oot
o

4 leu d"6qua-
W dsienne”
pr

clle que ax + by + ¢ = g ¢ ée équation

cartésienne de |y droite W+ ¢ =0 est appelée éq
* Lorsque e
que b= 0, on Peut écrire cette équation sous la forme :

Une telle ¢ i b b’
€quation est appelée ¢quation réduite.

m Vecteurs directeyrs d’une droite

DEFINITION 7 | Dire que le VCCtCur;: CD cst un vecteuy

directeur de la droite d signifie que u est

non nul et que les droites ¢ et (CD) sont
parall¢les.

Autrement dit, la direction de CD est celle de d.

En particulier, lorsqu’une droite est désignée par
deux de ses points, par exemple la droite (AB), le
vecteur AB est un vecteur directeur de cette droite.

P REMARQUE : Une droite a donc une infinité de vecteurs directeurs puisqu’il y a une
infinité de fagons de choisir deux points distincts de cette droite.

| PROPRIETE 9

L. vecteur directeur de la droite d d’équation ax + by + ¢ = 0 est le
seuru (-b;sa).

Déxrr - ration ¥ :-%x _%
o Lorec:is & w + by + ¢ =0 équivaut a:
LOL.\. S 0) ax 7y a ¢ o Ex
N =i Ex e —5 ”

A 1 =_4 3

d est done paralléle 4 la droite d’équation y = Bl
. [ E e :

Cette droite passe par O et par le point A (1 5= 2. 2 e

irecteur le vecteur Lo
Elle admet donc pour vecteur direct s i
DA (1 ; —4), et donc aussi le vecteur (- b) OA, 1/

3
b

a-di u oordonnées (— b ; a).
C’est-a-dire le vecteur u de C

droite d est paralléle 4 'axe des ordonnées. Elle admet donc
s Lorsque b =0, la . Vecteﬁr dont la direction est la droite des ordonnées,
r tou

irecteu o . . =
pour vecteur direC est-a-dire u ( b ; @) puisque b = 0.

par exemple, le vecteur # (03 a)s

ite d’e i -5y+1=0.
EXEMPLE : d est la droite d’équation 2:? y

Ici,a=2,b=-50¢=1

i ite d'équation
=g vecteur directeur dfa la droite
» REMARQUE : Le vecteur U (1;m) 95‘;:+p peut aussi s'écrire mx -y + p = 0. Ici,

'équation réduite y = 1:m).
Sy :E " eﬁ:t'lhsc\l:écteur directeur est donc u ( )
a=mb=-1,c=p.
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4

DISTANCE ET ORTHOGONALITE
5 o EN REPERE OB;I'HONORMAL

EE1 Repére orthonormal

[ DEFINITION 8 | Dire qu'un repére (O 57,7 est 0"1‘0“0"’_‘_.“1 (__‘f',“ orthonorme) signig,
qu’il est orthogonal et que les vecteurs i et j ont pour longueyr, |,
longueur unité du plan, || il = | j |l =1

—_ = 3
On dit alors que (7;j) estune base orthonormale de I’ensemble des vecteyrs du

plan.

EEH] Norme d’un vecteur

' Note Rappelons d’abord la formule donnant la distance entre deux points A(x, ; y,) ¢
ﬁag;zﬁ”éﬁﬁ B(xg ; yg) dans un repére orthonormal : :
R AB =/ (x5 - xg)" *+ (¥4~ J8)

[ PROPRIETE 10 | Dans une base orthonormale (7, ), la norme du vecteur u (x ; y) est

égale a \/ x2+ y?.

Démonstration

Choisissons un point O et considérons le repére

orr.h%(_)’rmzﬂ Oy ?, f). Notons alors M le point tel ﬂ/
que OM = u. L. /
;=x?+yj,d0nCOM=xi+yj. SRy

Le point M a donc pour coordonnées (x ; ) dans le yr—-" P

repere (O ; ?, ,T). 4

Donc d’apres la formule rappelée ci-dessus : J L_F___‘________

O] X
oM = (x-02+(y-07 = y/x2+ 52 K
OrOM= | OM || = || & || sdott || u || =/ x2 + 2.

EE¥ Vecteurs orthogonaux

I DEFINITION 9 | yet v sont deux vecteurs non nuls. ' s

A, B, C et D sont des points du plan
tels que AB = v et CD = v. 7
Dire que u et v sont orthogonaux signifie

que les droites (AB) et (CD) sont perpen-
diculaires.

L
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T | Dans un repére orthonormal (O 5 0, ) )y 168 72000
' 1y = 0.

ll‘:l
1 =
re que xXx L

mputwvnum pour coordonnées (v ;) €l (x
' Dire que 1 et v sont orthogonaux ¢ E(uivaut i di

f N pmn
f ”UF
#% .mi*; pémonstration
ol V7 wl
M Notons M ¢t N les points tels que OM = et ON = oy .
,': “""; Dire que u et v sont orthogonaux équivaut a dire que v/
pl it /
;;“mr le tnangle OMN est rectangle en O, cest-i-dire ;

‘ tm“‘"" A‘N" - ()MJ .i. {)N-!- J rj
"-’ ] » A 3 B [ f P ——— JL—-——;
I;,.-"""'ir Or OM? = x* + 37 et ON= = x'“ 4y, I" &

It d'autre part, le vecteur MN a pour coordonnees A i
(x' =33 =), done MN? = (x' -x)2+ (y' -9 — 0 i

cest-a-dire, en développant :
f\"N“‘ =x'? 4 .\“3 + _\"2 -+ -},:’. - Daex! = 2}5-"-

4 ] it D * e O ’+ ’=0-
MN? = OM? + ON2 ¢quivaut donc & - 2xx' - 2yy' = 0, c'est-a dire a xx” + Y

] Droites perpendiculaires

\ . 1 S
Dans un repére orthonormal, les droites d et d' ont pour equation
respectives ax + by +¢c=0 et a'x+b'y+ ¢’ =

Dire que d et d’ sont pcrpcndiculaircs équivaut a dire que :

aa' + bb' =
Démonstration
D’aprés la propriété 9, le vecteur u (= b ; a) est un v, v d
vecteur directeur de d et le vecteur v (- b'; a') est
. ’ rad | l

un vecteur directeur de d’. j

(3
Dire que d et d’ sont pcrpendlculalrcs équivaut a dire ol ="
que les vecteurs u et v sont orthogonaux, c’est-a-dire, / / d

u

d’aprés la propriété 11, (- b) x (= b") +axa’ =0, K

c’est-a-dire encore aa’ + bb' = 0.

» REMARQUE : Cas des équations réduites. Lien avec les coefficients directeurs
Dans le cas ou b et b’ sont non nuls tous les deux, d et d’ admettent pour equatmr-.s

- ay_ e €
réduites respectives : y = bx % C ety b'x B
a condition d’orthogonalité aa’ + bb' = 0 peut s’écrire -~ g =0
-a-dire [-8) x [-&) = - #
a-dire be( b') ; B

derniére égalité signifie que le produit des coeffici i
oo iClents directeurs de d et d' est
uve ainsi la condition d'orthogonalité vue en Troisiéme.
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6 o PARTITION DU PLAN PAR UNE DROITE

Nous admettrons la propriété suivante, déja utilisée en classe de Troisiéme -

[ PROPRIETE 1 3| Toute droite d d’équation ax + by + ¢ = 0 partage le plan en deux dem;

plans :
¢ 'un est ’ensemble

des points de coordonnées (x ; y) telles que :
ax+by+c>0;

emble des points de coordonnées (x ; y) telles que :

ax+ by +¢<0.

« 'autre est I’ens

exEMPLE : La droite d d’équation x + ¥y — 2=0 d\.
partage le plan en deux demi-plans P; et P2. N2 P,
Dans P, x +y—-2>0. -

J

Dans P, x + y—2 <0.
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considére, dans un repére, |
0(23 :14). Ces points sont-;

point Méthede
ﬁu’;;avoir siles points A, g

A » C Sont alin.. -
o colinéarité éventuelle des vecte gnf_bs, on peut
€t AC (oy BC

€tudier

urs AR

o) Paide du critére “xy,’ —yx’ = g» et BA
Le vecteur AB & pour coordonngeg (18-7:6_3

De méme, les coordonnées gy vecteur A= ), C'est-3-dire 6;3).
‘A, B et C alignés” équivaut 3 “Ag et AQ
notant (x ; ¥) les coordonnées de Ag et (x'
: XV'=yx'=0,
Ic,x=6,y=3etx"=21,y' =11, Done ry

: | ‘ Xy '—yx'=3,
Doncxy "—yx ' = 0. Les points A, B, C ne sont done pas alignés

est-a-dire, en

» REMARQUE : Sj on Place les points A, B et C dans un renare. |
peuvent s:?mbler alignés. Seul |e calcul permet de epére, ils
certitude s'ils le sont ou non,. savoir avec

e ]

On considere, dans un repére (O;1,)), le point A (3;2) et le
Vecteur y (5 ; 2). Trouvez une équation de la droite d passant
ParA et de vecteur directeur o .

l‘nur? ouver une équation de la droite d déterminee par
f\et %, on traduit la condition “M (x ; ¥) appartient a d” en

ecry e S e
“Tvant que Jeg vecteurs AM et « sont colineaires

< “Abs.cisse de I'extrémité moins
abscisse de I'origine”, et “ordonnée
de I'extrémité moins ordonnée de
I'origine”.

< Propriété 7, p. 291.

Commentaires

S Solution: s

N
0 oS M (x } ¥) un point quelconque du plan.

@Ppartient 3 ¢ darivant  © urs AM etu
Tragy Snad”équivaut a Ies.vecte données des vecteurs
R o, 20 cette colinéarité & I'aide des coo

sont colinéai res”.

o A - i t(5;2)
: ' de u sont (5
Par I::;Ofdonnees de AM sont (x—3; ¥ —2), celles
Dl'.'ln — e. % _ __2):,(5__0’
°'esc Mety colinéaires”, équivaut a (x — 3)x2 1%

5};4.4:0.

t-a-g; N
Une éﬁlre 2X—6-—5y+ 10=0, ou encore 2X

- Jfonde gestqono2x -y +4=0.

<« On utilise le critére “xy " =yx ' =0"

ropriété 7, p. 291).
< g,n gcrit I'équation sous la forme

ax+by+c=0-
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Trouvez une équation de la droite d passant par les points :
A(2;1) etB(3;-1).

Point Méthode

Pour trouver une équation d’une droite d passant par deux

points A et B, on peut remarquer que d est la droite passant par
A et de vecteur directeur AB et utiliser alors le point méthode de
I'exercice résolu 2.

Le vecteur AB est un vecteur directeur de la droite (AB), d est donc
la droite passant par A et de vecteur directeur AB.

"M (x ; y) appartient & d" équivaut & “AM et AB sont colinéaires”.
Le vecteur AM a pour coordonnées (x—2;y—1)etle vecteur ABa
pour coordonnées S (3—-2;—1-1) c'est-a-dire (1;-2).

“AM colinéaire & AB" équivaut & (x — -2) x (— 2)-(y—-1)x1=0,c'est
a-dire —2x-y+5=0. '

Une équation de d estdonc—=2x -y + 5= 0.

P REMARQUE : En classe de Troisiéme, vous avez appris a trouver

I'équation d'une droite passant par deux points. La méthode exposée
ici est différente.

< d est aussi la droite pa pas

sant par
de vecteur directeur AB. Par GE

;' 1
< Voir Point Méthode de |’ exgmlce.-
résolu 2.

< Critére “xy'- yx'= 0" (propriété 7.

Dans un repére, la droite A a pour équation cartésienne :
3x-2y+5=0.
Trouvez une équation cartésienne de la droite d pass. 0 s le
point A (1 ; = 2) et parallele a A.
Point Méthode o
Pour trouver une équation de la droite d passant v on
point A et paralléle a une drmte A donnée, cu peut déver-
miner d’abord un vecteur directeur u de A.
On traduit ensuite le fait que d est la droite passant par A et de
vecteur directeur ;, comme dans ’exercice résolu 2.

__Solution g

Un vecteur directeur de la droite d'équation ax + by + ¢ = 0 est le vecteur
u (- b a). Dong, ici, u (2; 3) est un vecteur directeur de A.
Puisque d est paralléle & A, u est aussi un vecteur directeur de d ;
d est donc la droite passant par A et t de vecteur directeur u.
M (x;y) appartient a d " équivaut “AM et U sont colindaires”,
Or le vecteur AM a pour coordonnées (x —1;y + 2).

Donc “AM x-1;y+2)etu (2 3) sont colinéaires” équivaut a :

x-=1)x3-(y+2)x2=0, c'est-a-dire 3x — 2y—-7=0.
Une equation de d est donc 3x —=2y -7 = 0.

'Commentaires gl

< Propriété 9, p. 293. . [

< A a pour équation cartésienné ;
3x-2y +5=0,donca=3,b=-2
e=5.

o

< Critére “xy'-yx'=0" (propriété 7)-
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’ pére orthonormal, on cons

re i
ans U° e Idére les pojnte .
p AC2i1D.BUi-2) 0tc (g M
ntrez que I'angle BAC est droit, '
Mo(:nl éthode
p

g montrer que I'angle BAC est droit
o5 vecteurs AB et AC sont orthogonayy
d’o]‘[hOgonalité de deux Vecteurs «

vecteur AB a pour coordonnges

coordonnées (4 ; 8). ) etle vecteur AG pour

Dire que l'angle BAC est droit équivaut 3 dire
(AC) sont perpendiculaires, c'est-a-dire que les
orthogonaux. N

Or dire que deux vecteurs u (x 1Y) ety (x
gquivaut a dire que xx ' + yy ' = q,

Cette condition est satisfaite, car ici, xx - +yy’
Les vecteurs AB et CD sont donc orthogonaux,
L'angle BAC est donc droit.

que les diqj_les (AB) et
vecteurs AB et AC sont

1 ¥') sont orthogonaux

"'63‘4--3:(8:0_

L COmmentaires s

< Définition 9, p. 294.

< Propriété 11, p. 295.

[

Dans un repére orihenommal, la droite A a pour équation 3x + 4y = 0.
d est la droite grihogonale a A passant par le point A (3 ; - 1).

" Trouvez une égi::tion cartésienne de d.

Point Méthod«

Pour trouver :: .. équation cartésienne de la droite d ortho-
gonale a A pa: it par A, on détermine un vecteur directeur w
de A, puis on t+ - :it alors la condition “M (x ; y) appartienta d”
en écrivant que . - . vecteurs AM et u sont orthogonaux.

SSolution:
Unvecteur direcicur de la droite d’équation ax + by + ¢ = 0 estle vecteur
U(-b;a). Don, ici, U (— 4 ; 3) est un vecteur directeur de A.
d est la perpendiculaire 4 A passant par A. Donc “M (x ; y) appartient
4 d” équivaut 4 “AM et U sont orthogonaux”.
Le vecteur AM a pour coordonnées (x —3;y +1)- o
Dire que AM x—3;y+1)et U (— 4 ; 3) sont orthogonaux équivaut a
dire que (x — 3) x (_ 4) +(+ 1) x3= o, c'est-a-dire :

—4x + 3y +15=0.
Une équation de d est donc — 4x + 3y + 15 =0.

Commentaires

< Propriété 9, p. 293.

< Critére “xx'+ yy'= 0". (propriété 11).

‘-n.._____-_-_-_‘__
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RESULTATS

ET CONSEILS

Des résultats a retenir

o 4 €5t UNC o

siActB sont des points de d, d’abscisses x, et xp,

ure alg_(i)riquc de AB est le nombre :
AB = xp — xj.

i A, B, C sont des points de d, alors :

——

3C = AB + BC (relation de Chasles).

oite munie d’un repére (O ; OI ).

alorg ]ﬂ. mes

, Un repére (O 3 i,j) du plan est déterminé par

un point O et par deux vecteurs non colinéaires

oi=retO]=J-

«Siles vecteurs ?et;som orthogonaux, c’est-a-dire
4 (0I) et (OJ) sont perpendiculaires, on dit que
le repére est orthogonal.

+Si, de plus, H :H = H ;“ = 1, on dit que le repére

est orthonormal.
7 désignent les coor-

¢ Si, dans un repére, (%,
. .1z B, alors les coor-

données de A et (xg 3 Vp/
doittides de AB sont (xg- x5 ¥B=YA):

0u(x;y)eto(x '3y ") sot ieux vecteurs dans un

repére et k est un réel.

‘u=yéquivauta x = x €t y= 37

[ Loy 2 B r
u + v a pour coordonnees x+x3y7 y).
ku a pour coordonnées (fex 3 Ry)-

points. Les

YA (x5 y,) et B (xp 5 yp) sont deux
[AB] sont:

wordonnées (x; ; y;) du milieu I de
xp+xg AT B
2 s ’yl = —-___2_ *

b -
U(x;y)eto (x '3y’ colinéaire

xy’—-yx':o.

x‘ -
g équivaut a

¢ la forme

L EPTE
£s équations de droites sont d
s les deux.

ax 4
by + ¢ = 0, a et b non nuls tou
S Dy a 3
dr -lre que u est un vecteur directeur de la
0 . cRadctisiet -
Ite d signifie que u = AB ou A et B sont deux

i -
N8 distincts de d.

Le Py ”
vecteur u (- b j a) est un vecteur directeur de

la droite d’équation ax + by + ¢ = 0.

® (0;i,;) est un repére orthonormal.
* Si (x5 ; ya) désignent les coordonnées de A et
(xg ; yp) celles de B, alors :

AB = \[(xn-xalz’f [yB"-VA)z .

« La norme du vecteur u (x ; y) est:

|2l = Vx2+ 52

cu(xs;y)et v (x';y') orthogonaux équivaut a :
xx' +yy'=0.

» d, d' sont deux droites d’équations ax + by + ¢ =

a'x+b'y+c' =0.

Alors d et d ' perpendiculaires équivaut a :
aa' +bb'=0.

0,

Des conseils a suivre

p- N’oubliez pas que vous disposez a présent de deux

outils nouveaux importants pour résoudre certains

problemes (que vous avez déja résolus parfois par

d’autres meéthodes en Troisiéme) :
itére de colinéarité “xy' —yx'=0".

-lecr
xx' +yy' = 0" enrepere

—le critere ’orthogonalité

orthonormal.

Des erreurs 3 éviter

est pas orthonormal, le
eurs ou de deux ,

t de calculer AB

eps s cri-

m Lorsque le repere

teres tl'nrllmgunulilé de deux vect

i .5 fi 5 pe an
droites, ¢l les formules permetta

et || i || ne sont pas vraies.
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exercices et problemes

VERIFICATION DES CONNAISSANCES
$1 Par quoi est constitué un repére d'une droite ? Par quoi est constituél un repére du plan ?
Quand dit-on qu'un repére du plan est orthogonal ? Quand dit-on qu'il est orthonormal ?

S2 Qu'appelle-t-on abscisse du point M d'une drolte d dans le repére O, §[ )7
Qu'appelle-t-on mesure algébrique du vecteur AB dans le repére (O ; OI ) ?

S3 A, B, C sont trois points d'une méme droite munie d'un repére. Complétez I'égalité AC = AB + ],
Sa x ety sont les coordonnées de u dans la base (7, /). Complétez I'égalité u =[]+ [].
S5 Exprimez les coordonnées (x;y)de AB en fonction des coordonnées (x, ; ¥, de A et (xg ; yg) de B.

S6u(x;y)etv(x';y’)sont deux vecteurs et k est un réel. .
* Quelles sont les coordonnées de u + v ? Quelles sont les coordonnées de k v ?
* Comment peut-on traduire I'égalité u = v en utilisant les coordonnées de u et v ?

S7 Exprimez les coordonnées (x; ; y;) du milieu I de [AB] en fonction des coordonnées (xa ; yx) de A et X : ¥s) de B,
S8 Indiquez un critére pour que les vecteurs U(x 1 y) et V()r "1 y') soient colinéaires.

S9 Complétez : » Une équation d'une droite d est de la forme ...
* L'équation réduite d'une droite d non paralléle 4 la droite des ordonnées est de la forme ...

$10 Quand dit-on que le vecteur u = CD est un vecteur directeur de la droite d ?
Donnez un vecteur directeur de la droite d d’équation ax + by + ¢ = 0.

S11AK,;y)etB (s ; yg) sont deux points dans un repére orthonormal et u (x ; y) est un vecteur,
Complétez: ¢ AB=...; | ull=..

$12 En repére orthonormal, indiquez un critére pour que les vecteurs U (x ; y) et F{x ', y') soient orthogonaux.
Indiquez un critére pour que les droites d et d ' d'équation ax + by +c¢=0eta'x+b'y +c' =0 soient perpendiculaires.

VERIFICATION DES &AV0!-FAIRE
Une seule des réponses proposées est exacte o ' b c
SF1 6!\;1 = g 61. o 25 ...§
Alors I'abscisse de M dans le repére (O : OI )est.. : 2

SF2 Sur la droite d munie du repére (O ; OI),

ki -4

A a pour abscisse 5. Alors Al = ... 4 8
SF3A (3;5) et B (-3 ;-5) sont deux points dans un

repére (O ; 7, ). Alors AB a pour coordonnées ... ©;0 (6;10) (-6:-10)
SFaA(-1;4)etB (2;3) sont deux points dans un y

repére.(0;1, ). (0,5;3,5) 3;-1) (§ i

Alors les coordonnées du milieu I de [AB] sont ... 2" 2
SF5u(2;5)etv(-3;1) sont deux vecteurs dans un vetv Uety U et v ne sont

repére orthonormal (O ;/,f). Alors ; sont colinéaires sont orthogonaux ni colinéaires,

ni orthogonaux
SF6 Un vecteur directeur de la droite d d'équation

y=§ x+3est.. U("i%] U(-H%] J[-g‘ﬂ)
SF7y (-3 4) est un vecteur dans un repére
orthonormal. Alors || 4 || = ... P Vag 5 1
SF8 Dans un repére orthonormal, les droites sont sont paralldles ne sont
d'équations 2x-y + 1=06et- | x-y+3=0., Perpendiculaires ni perpendiculaires,
2 ni paralléles
Réponses en fin de manuel
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COMME LES RESOLUS |

st 65 exercices 1 et 2, vous pouvez vous reporter 3
roxercice résolu 1, p. 297.

considére, dans un repere, les points A (- 2 ; - 3),
ik g:-12) et C (18 ; 27). Sont-ils alignés ?

On considére, dans un repére, les points A (14 : - 19),
80 .-5)etC (5; 7). Sont-ils alignés ?

pour les exercices 3 et 4, vous pouvez vous reporter 3

lexercice résolu 2, p.297.
30n considére, dans un repére (O ; 7, ), le point
A[-5; 4) et le vecteur u {1 e g] Trouvez une équation

deladroite d passant par A <t de vecteur directeur U .

4 0n considére, dans uri .epere (8 I : } le point

A-3;-3) et le vecteur U - -'? 1 Trouvez une equatlon

deladroite d passant par  «.: i vecteur directeur u .

Pour les exercices 5 et 6, -3 pouvez vous reporter 2
lexercice résolu 3, p. 295.

STrouvez une équation = i .ioite d passant par le point
At-6;5) et le point B (1 ; <.

§Trouvez une équation de la droite d passant par le point
AR:3)etle point B (-6 ; - 9).

I"eres exercices 7 et 8, vous pouvez vous reporter a
“efcme résolu 4, p. 298.

"0an Un repére, la droite A a pour équation cartésienne

~2x + 8y - 1 = 0. Trouvez une équation de la droite d
passant parA (=3;2) et paralléle a A.

8 Dans un repére, la droite A a pour équation cartésienne
X=y=1=0. Trouvez une équation de la droite d passant
par A (-2;2) et paraliéle a A.

Pour les exercices 9 et 10, vous pouvez vous reporter a
I'exercice résolu 5, p. 299.

9 Dans un repére orthonormal, on considére les points :
A0;-5),B(-6;7),C(;-1)
Montrez que I'angle BAC est droit.

10 Dans un repére orthonormal, on considére les points :
A(5;-10),B(-5;15,C(0;~-12).
Montrez que I'angle BAC est droit.

Pour les exercices 11 et 12, vous pouvez vous reporter
a l'exercice résolu 6, p. 299.

11 Dans un repére orthonormal, la droite A a pour équation
cartésienne —2x + 4y -1=0.

d est la droite orthogonale a A et passant par le point
A(2; 2). Trouvez une équation cartésienne de d.

{12Dans un repére orthonormal, la droite Aa pour équation
cartésienne % x-y=0.

d est la dreite orthogonale a A et passant par le point
A (- 1; 0). Trouvez une équation cartésienne de d.

Corrigés en fin de manuel
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t,,ﬂ.mg;rmnir (..

g Mesure algébrigue d'un vecteur

| A s

m Syr une drofte graduée 02 repere 10 : O1 ). ies pof
s ‘J

£ & B ot pour abscsses respEcives - -2e3

1. Calouiez OB, DB, KB o

2 Or note W le miley 02 |48 Caicuez 2

4. Montrez gue pour tout poirt P de |2 0rote (o) :
PM = §{PZ- + PB)

m o yne drofte graduée de repere e (0;0
',:af“NPJ % ‘;‘ -4,

1. Dinarmmna? le roal k 1ol que AB =k OI
O note G le pont de (O) tel que BC = 2. Calculez oC
.on 'abscisse de C dans le repére (O ; Ol). 7,

), les points

A & B ont pour abscisses res

LA
s
ol deduisar

m Sur une droite graduce de repere (O : 0O1), les points
£ et B ont! pour absCisses respectives 3 et = 4.
1 Détermnes |'abscisse du pont G de (O) tel que
2GA+3GB=0
2 Montrer que pow tout point P de la arofte 10}
?PA+3PB=5PG

O

m IJ" 1) e8! un trapéze de bases [AB] et |CD) teles qu
AE = 3 CO

oot }m:rut: E ot F sont tets que BE = DC et BF = CD
1. Explguer pourguo £ et F sont sur iz arote (AB
£ Ot da aroite (AB) Ou fepéee (A C.r:f )
& Precse; KB BE  BF

h. Cacues AL ot AF
-

. 4
duclies M les o, ’ : ;
bt des alimGises Get points £ o F dans e

igpiic (£ L 0D } 9

4 ’ o ']
Foel B shn Oes points o uie Qrone Oratuee A
L note W e tillieu de et |

Wiaiitie: Gue pour tout ot P de 4

PA + PB -2 P , AB
2

11 GEOME THIE ANALY TIQUE

m A est un point queic:

COOrdonnées Uuc puwilite b
- et de vecteurs

s 18 421, calculez les coordonnées des
\M, puis les coordonnées de M.

3:5), et AM=2AB-3AC.

pour les exerc! ce
vecteurs AB, AC, A

[ A2 B(2:1.0F
mm-s;-a).a(z:-n,cu:

gr

El
2

—2).etm=% +

) i v I
mA(—S:1).B(5:-—2).C(4,-1).etAM..5 B

m ALVZ ; - V2), B(2:-1) C(3V2 ; - V2),
ot AM = V2 AB - V2AC.

ercices 222 24,00 donne les vecteursu u(3; 2

our les ex
2 s coordonnées des vecteurs x,

otv (- 2;-5)- Calculez le

7. 4-m) et v=3ti+m+1j.
oisir les rz‘ﬂi_‘, { et m pour que
b)v =07 c)u-v‘?

Puc-
Comment faut-il ch
a)u=07?

= at C ont respectivement
7). M est le milieu de [BC],

pour coordonnées (4, A
- AC), et L est le point tel

N estle poml tel que
que AL = "‘ CB + MC.

Montrez que les points ia
leurs cocrdonnées.

- nt confondus et calculez

E Points et quadrillage

C =
Pk —7k
’ S \

A -

J \\
P [ 4

0 —=1

I

1. Lisez sur la figure les coordonnées des vecteurs ABe
CO, AC ot BD.

2. a. Reproduisez la figure puis placez le point P tel qut
P - AB 4+ CD .

b _
Déterminez graphiquement, puis par le calcul, les coordon
Nees du paint P

3. o - - il — el
Faites de méme pour le point Q tel que 0Q = AC +BD-
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rs et quadrillage

/
'FLﬂ_+

o0 7

| ‘de

ez figure les coordonnées des vecteurs ; ety

35 avoir reproduit 1a figure, représentez les vecteurs
b 5,2V, 2u+2V.
g ¢ :
petemineZ graphiquement, puis par le calcul les coordon-
s de ces vecteurs.

 Vérfiez sur le dessin et par le calcul que :
2u+2v=2({u+v).

SOCATION : Représenter les vecteurs demandés a partir de la
,_-g-neofigi"e 0.

g Vecteurs colinéaires. Alignement. @
= Parallélisme

Calculez les coordonnées des vecteurs AB et AG
aecAd;-1),B(7;-3)etC(-5; 5.
Lespaints A, B, C sont-ils alignés ?

£ On donne les points A (5; - 3) = 2:=5)etC (x:y).
Gomment faut-il choisir les réels x -

Qour avoir 'egalite
== AB?

m On donne le points A (3; 7). B (5,2, C(-4:-2),et

gvecteur u (2 ; 5). A tout réel x, on associe le point M tel
wlM=xy.

}DJ&‘.!&; sont les coordonnées de M ?
“Scoordonnées de AM ?

2 Comment faut.i| choisir x pour que M soit sur (AB) ?

k Exercices 32 3 35, comment faut-il choisir le réel
H?f Que les vecteurs u et v soient colinéaires ?

"Rizy, vik; ),
EEQ;-A')‘

v (- 3k 5).
aa*‘3: lk|),

vi2:-a).

Rie. L
w3, V5:Kk2VD).

P ,
ré::”es“emxﬁﬁ.mmzmmhﬁonenmbs
né:*e‘ypourquelesvectemsﬁet;soientcoﬁ-

Ires, ou pour que les points A, B et M soient alignés.
a}Ui—a:ai. Vix+5;y-2).
B)AC3;7),B(2;-3),AM x:y).

A{-5;-4).a(7;-1}.§ﬁu:rl-
EgA(-z;a).B(—a;-a).Kmxw:x-ﬂ-

39 On donne les points A (2: - 1), B (5;-3) et C 3 2).
Les droites (AB) et (OC) sont-elles paralléles ?

Pour les exercices 40 3 42, on donne quatre points A, B,
C, D. Sans faire une figure, dites si les droites (AC) et (BD)

sont parallgles.
B AG:-10.B6:7.c8:1.D0:4)
BlAe:3B@;-1.ca:-4.00:52).

B A@:9.B(4:-1),C(3:-4)D(24:2).

¥ [&] A. B, C et D ont pour coordonnées respectives :

el

1. a. Calculez les coordonnées des vecteurs AB et CD.
b. Déduisez-en que les droites (AB) et (CD) son sécantes.
2. On note M leur point commun et k le réel tel que :

AM = k AB.
a. Exprimez les coordonnées de M en fonction de k.
b. Exprimez les coordonnées de CM en fonction de k.

c. En traduisant le fait que les vecteurs CM et CD sont
colingaires, calculez k.

d. Déduisez-en les coordonnées de M.

3. Trouvez des équations des droites (AC) et (BD), puis
déduisez-en les coordonnées de leur point d'intersection N.

m A, B, C et D ont pour coordonnées respectives :

133 gl

1. a. Calculez les coordonnées des vecteurs AG et BD.

b. Déduisez-en que les droites (AC) et (BD) sont sécantes.

2. On note N leur point d‘iniersgc*tion et k le réel tel que ;
AN=kAC.

a. Exprimez les coordonnées de I\_Ign fonction de k.

b. Exprimez les coordonnées de BN en fonction de k.

c. En traduisant le fait que les vecteurs BN et BD sont

colinéaires, calculez k.

d. Déduisez-en les coordonnées de N.

3. Trouvez des équations des droites (AB) et (CD), puis
déduisez-en les coordonnées de leur paint d'intersection M.

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE
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B Calculs de distances m

Pour les exercices 45 a 47, calculez les distances AB,
AC, BC et dites si le triangle ABC est rectangle ou non.

B A-1:9.B(-4:3.C(:0)
EHAC1:9,B(-2:-1C(@:1).

Bl A2

E5] On donne les points A (-2 1) et B3 ; 1),
Comment faut-il choisir t pour que AB =7 ?

1=1),B(-5:4),C(5:3).

E On donne les points A(3; 5) et B (6; 1).
Comment faut-il choisir t pour que AB=6?

B 0n donne les points A (33 2) et B (5; 21).
Comment faut-il choisir t pour que AB =4 ?

B3 0on donne les points A (- 7; 1), B - 4 ; 5) et un point
Mtelque MB=2etMA=T7.

Les points A, B et M sont-ils alignés ?

E On donne les points A (-4 ; - 1), B (2 ; 2,5), et un
point M tel que MA=3,5et MB = 3.
Les points A, B et M sont-ils alignés ? -

E On donne les points A (-6 ; 3V3), B (2V3 ; 4) et deux
points M et N tels que MA =3, MB =-3 + V91T, NB = 3 ¢t
NA=-3 + V01,

Les points N, A, M et B sont-ils alignés ?

B} Equation d'un cercle
A est le point de coordonnées (1 ; 2).

1. Calculez la distance AO.

2. Montrez que “M (x ; y) est sur le cercle € de centre A et
de rayon AQ" équivaut a:

“(x ; y) vérifie I'équation x2 + y2 - 2x - 4y = 0".

3. Calculez les coordonnées des points d'intersection du
cercle ‘€ avec les axes du repére.

ES Equation d'un cercle

K est le point de coordonnées (- 3 ; 4) et € est le cercle
de centre K et de rayon 5.

1. Montrez que “M (x ; y) est un point de €™ équivaut a :
“(x ; y) vénfie I'équation x? + y? + 6x - 8y = 0",

2. Calculez les coordonnées des points d'intersection du
cercle ‘€ avec les axes du repére.

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE

%] Vecteurs orthogonaux

Pour les exercices 56 a 58, dites si les vecteurs AR AR
AC sont orthogonaux.

mA(-z,-n,a(—ct.s).c(r;g].
B AG1:4, BF3:3,C(-3:5)

B A@5:4).B(-3:0,C0;-5)

Pour les exercices 59 2 62, comment faut-il choisir g rég|
x pour que les vecteurs u et v soient orthogonauyx 7

Bie:-3.ve-0 Eliw;e,ve;-a.
Blv@; x)v6:v2d. B ues: |x)) V1034,

Pour les exercices 63 a 65_ comment faut-il choisir le réel
x pour que les vecteurs AB et AM soient orthogonaux 7

EAG;1), B(3;-4) M@: ).
ElAG:2), BC1:4,  M@;-1)
lL - 5), B(3;6), M{-4;x)

:stance d’un point a une droite ; aire d'un triangle
dnte A, B C ont pour coordonnées respeactives
R M8 :ij,, 5" 125 On note H le projeté orthogonal de
e sroite (AB) et k le réel tel queAH kAB.
kaimez les coordonnées de H en fonction de k.
ez les coordonnées de CH en fonction de k.

1 L Jdinex
3.4 En -rwnsant al alde de leurs coordonnées, le fait

que les vecteurs CH et AB sont orthogonaux, calculezk.
. Déduisez-en CH.

¢. Quelle est alors la distance du point C a la droite (AB) ?
4. Calculez AB, puis I'aire du triangle ABC.

iy ;vn- £

Méme exercice que le précédent avec A (- 1 2
B(;3)etC(0; 1)

] Equation d'un cercle de diamatre [AB]
A est le point de coordonnées (0 ; 2), B le point d
coordonnées (3 ; - 1), M un point de coordonnées (¢: Y

1. Exprimez les coordonnées des vecteurs AM et BM en
fonction de x et y.

2. Montrez que :

“M (x; ) est un point du cercle de diamétre [AB]” équival
& "(x ; y) vérifie la relation x (x - 3) + (y = 2) (y + 1) = 0"
3. Déduisez-en une équation du cercle de diamétre (AB]
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YouLlTUlo ulrecteurs

' I—"Coefficients directeyrs >

@ pvec un quadrillage

peterminez graphiquement les coordon
grecteur et, si cela est possible, le ¢
ge chacune des droites représentées s

nees d'un vecteur
oefficient directeyr
ur la figure,

m Complétez le tableau ci-dessous lorsque c'est possibe.

Droites d, | d, d; | d, d; _‘a;-——d—;__
Coordonnées i
dunvecteur |(1;2) |(~2;2)(1 Mol 4 e _
directeur (2 O 4 |24 02
Coefficient 2123 " 1 ———___
directeur A5 |32 il =l

m Sans aucun calcul, représentez, dans un repeére ortho-
normal (O ; I'?), la droite passarit par le point A et de vec-
tewr directeur v dans chacur: :& cas suivants :
JA0;2;vE1:2. BAE: ;v E:2).

GAC152)5v(05-4). djAz;3);7-1;0).

Sans aucun calcul, représsniez, dans un repére ortho-
omal (07, /), la droite passant par le point A et de coef-
cient directeyr P, dans chacun des cas suivants :

AC11)ip=2.  B)A(0:2):p=0.
c]‘“\(-3;+4);p=% d)A(2;2);p=1.
'\Eq@tions de droites

mer les xercices 73 a 77, trouvez une équatio-n de ::
. AB) et calculez m pour que le point C soit sur

B).

m“‘““ﬂ) B(5;-2), G (5m).
Qe -3 B(-1;-4,  Cfm-g|
m(5'--2) 8-, C[mi-7)

m B(-3;5) Cim;o
A
V2;0) B(-v2;1) C@;m)
Pourlesexerc i
Qui passe par A -, o s o ocal

3 v(7:14)

B0 PN 12)3v (20 1) 81| A(-8;-4);v(-60;90).
A as:y. V-7, EA(~3;~6};?(5:-1J-
z:ur les exercices 84 a 88, trouvez une équation de Ia

Oite d qui passe par A et qui est parallgle a Ia droite A,
AQ:);  Aapour équation x -y + 1 = ,

EEA(O:D):

mﬁ\(v’f!;*l); z&apouréquationxﬁ+y\f§-_5=0.

A a pour équation 3x - Sy+2=0,

E A(25;-3); Aapour équation - 0,5x + 0,8y - 52 = .

LA (7.8). squation 4 v_ 5., 3 _
A(4.5], aapourequ_atlongx—7y+§-0.

Pour les exercices 89 3 83, trouvez une équation de la

droite d qui passe par B et qui est perpendiculaire 2 Ia
droite A,

& B(1;1);
EiiB(;3);

A a pour équation x + y - 5 = 0, ;"'\ -

A a pour équation 5x - 8y + 6 = 0,

A a pour équation - 7x + 5y -3 = 0.
EdBe;9;

@ B(v2;V3); A a pour équation x V8 - 3y + V5 =,

A a pour équation x = 5,

Pour les exercices 94 2 98, trouvez les coordonnées du
point d'intersection I des deux droites d etd ', si ce point
existe. . ~‘§ . 3 \
md:zx—y+5=0; d':3x-5y+6=0. j__ \ LS

@d:x:’i:

-_— r .
md:8x+2y+6=0; d':3x+%y—5=0. i :'.I-k-"l i 1.’,.1)

d':5x+3y=1=0. J=[2 %)

A
d':=x+5y-4=0. I‘—(:‘:’ ¥

R

d:2x.-y=0;

@ On donne les points A (4 ;=1), B(=5;-2), M (x; y). ‘
Trouvez une relation entre les réels x et y pour que M soit
s[Jr la droite d perpendiculaire en A a (AB).

s _np 4 _‘-{' v
e 8 11. GEOMETRIE ANALYTIQUE
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] Divers i

@ Symétrique d'un point par rapport a une droite
d est la droite d'équation y = x.

1. A est le point de coordonnées (2 ; 3). -

a. Déterminez les coordonnées d'un vecteur v dont la
direction est perpendiculaire & la droite d.

b. On note H le projeté orthogonal de A sur d et k le réel
t_g[ que AH =k v. Exprimez les coordonnées du vecteur
AH en fonction de k, puis celles du point H.

c. Calculez k en écrivant que H est un point de d.

d. On note A' le symétrique de A par rapport a d.
Expliquez pourquoi AA' = 2k v .

e. Déduisez-en les coordonnées de A'.

2. En procédant comme dans la question 1, calculez les
coordonnées du symétrique B' du point B (-2 ; 5).

m Distance d'un point a une droite
d est une droite et A est un point.

H est le projeté orthogonal de A sur d. Par définition, la
distance de A a d est le réel AH.

A

1. Quelle est la distance de A a d lorsque A est surd ?

2. Dans cette question, le point A a pour coordonnées
(1;-2) etd apour équation 2x +y -1 =0.

a. Donnez une équation de la droite A perpendiculaire & d
et passant par A.

b. Trouvez les coordonnées de H, intersection de d et A.
c. Calculez la distance de Aa d.

EEl Dans un repere orthonormal (051, ), A est la
droite d'équation 3x -4y + 10 = 0.

On se propose de déterminer par deux méthodes les
coordonnées du projeté orthogonal H du point O sur A.

1. Premiére méthode

n est un vecteur de direction perpendiculaire aA

a. Déterminez des coordonnées de n.

b. Justifiez I'existence d’un réel k tel que OH = k n et
exprimez les coordonnées de H en fonction de k.

c. Calculez k et déduisez-en les coordonnées de H.

2. Deuxiéme méthode
A est le point d'intersection de |a droite A et de |'axe des
ordonnées, et ¢ est le cercle de diamétre [OA].

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE

a. Quelles sont les coordonnées de A ?
b. Déterminez une équation du cercle ¢, Cest-a-dirg
critére pour qu'un point M (x | y) appartienne 3

INDICATION : Dire que M (x ; y) appartient & « équivayt 3 go
que OM et AM sont orthogonaux (voir exercice n° gg), di

c. Montrez que les abscisses des points d'intersection
¢ et A sont solutions de I'équation 25x? + 30x = @,
d. Déduisez-en les coordonnées du point H.

3. Applications

a. Calculez la distance du point O & la droite A,
b. Trouvez une équation du cercle de centre O tangent 45
c. M est le point de A d'abscisse 6. Calculez I'aire gy
triangle OAM.

m* A tout réel m, on associe la droite D,, dont une
équation est :
(2m—1)x+(5-m)y-?m+6=.0.
1. Trouvez m pour que :
a. D,, passe par le point A (1 ; 1).
b. D, passe par l'origine O du repére.
c. D, soit paralléle a I'axe des abscisses.
d. D,, soit paralléle a I'axe des ordonnées.

2. Montrez qu'il existe un point K qui appartient a toutes
les droites D,

3. Trouvez m pour que D, ait un coefficient directeur égal
& un réel a donné. Toutes les droites qui passent par K
wei-gios des droites Dy, ?

| 5w

B Partition du plan i §

AT R

Fourles exercices 103 4 105, pour chacun des 1y t12mes
d'inéquations proposés, faites une figure et hacr.urezla
iégicn du plan contenant les points M dont is: coor=
données (x ; y) vérifient le systéme.

x>0 X2y X2y
@a] y=>0 b) (x>0 c) (x+y <&l
x+y <1 y20 y20

d) (x+y+33>0 0Lxg?

4x-y-3<0 0gy<?2
e)
x=-2y+320 X+y <3

104 {IX|'42 b) {:x—1|s1

ly] €1 y-2|<2

Ix-1< ] x-11<3
c) 12 Dix o cpeaXs2
ly+11<; R AS

EEE" x| +|y| <2

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

i
i pour chacune des figures Suivant
@ A dlinéquations verifié par |eg

S,rstl 1 contenu dans la région colorig,
‘n _

Coordonnge,
€ en vert,

b) i1 iy

€Z up
S d'un

c):

m 1. Montrez que pour tout réel x et tout rag| y:
By = 1 -
2. Déduisez-en que I'ensemble des points M gy plan dont

les coordonnées (x ; y) vérifient x2 + y2 - 2x — 4y <  est le
disque de centre A (1 ; 2) et de rayon V5,

[T Montrez que le disque de centre A 1;-2)etde
rayon 4 est I'ensemble des points M du plan dont les
coordonnées (x ; y) vérifient :

X2+y?+Z2¢+4y-11 < 0.

i Chois:: un repére 2

m OIKJ est un carré, = 2st un point de la droite (OI) et
Bun point de la droite (04). La paralléle & (OJ) passant
Per A coupe (JK) en A', et i paralléle & (OI) passant par B
“0upe (IK) en B'. _

¢ but de cet exercice est de prouver que les droites
), B) et (OK) sont concourantes ou paraliéfes.

U cela, on munit le plan du repére (O ; O1 , OJ) et on
"eaabscisse de A et b Pordonnée de B.

!Ial 2 Quelles sont fes coordonnées de A, A', B, B'etK?

- ~XPrimez en fonction de a et b les coordonnées des
*cteurs ARy ,BA' et OK.

2 a, Montre; Que “(AB’

ba |+=b =1" et qualors (A
* Faites ung figure iy

Précisant les Valeurs de
3.a, Trouvez une équati
» Montre; qu'une équ
b-

) et (A'B) parali¢les” équivaut a
B) et (A'B) sont parallgles 4 (OK).
strant la situation précédente en
a et b choisjes,
On cartésienne de Ia droite (OK).
ation cantésienne de (BA) est :
W+ay-ab=g.
c. -

Trouvez e Meme une équation cartésienne de (AB').

:. On suppose Que (AB') et (A'B) sont sécantes en P,
fouvez que p gt sur (OK).

m ABCD est un ¢a
quilatéraux, AR = a.

Que les points ALJ

rré, DIC et CJB sont des triangles
Nous vous proposons de démontrer

sont alignés.
A a B
J
D c

1. Premiére méthode

Considérez un repere orthonormal d'origine D.
a. Quelles sont les coordonnées de A, B, C et D ?
b. Trouvez les coordonnées de I.

¢. Démontrez que les points A, T et J sont alignés.
2. Deuxiéme méthode L
Démontrez que I'angle ALJ est un angle plat (AlJ = 180°).

m * ABCD est un rectangle. M est un point du segment
[BO], N est le point tel que CM = MN. La paralléle 3 (AD)
menee par N coupe (AB) en P. La paralléle a (AB) menée par
N coupe (AD) en Q. Nous vous proposons de démontrer que
les points M, P et Q sont alignés.

1. Choisissez un repére orthonormal d'origine A. Posez
AB=a, AD=h.

Trouvez les coordcnnéss de A, 8, C et D dans ce repére.
2. Trouvez I'équation rédulte de ia droiie (DY

Notez ¢ 'abscisse de M. Quelle ast alorz son srdonnsas ?

Al

‘Qualles sont ies ceordonnéas de N 7

3. Trouvez I'éguation réduite de la droits (AD;, puis celio
de la paralléle 3 (AD) menée par N . Ticuve: alors les
coordonnées de P

4. Trouvez les coordennées de Q.

5. Démontrez I'alignement des points M, P et Q.

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE
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PROBLEMES
DE SYNTHESE

ThEmEes : Coordonnées d'un vecteur. Colinéarité.
Orthogonalité. Triangles particuliers. Résolution d'équ:.a-
tions. Calcul vectoriel. Centre de gravité. Angle inscrit.
©; O, OJ) est un repére orthonormal du plan et K est le
point de coordonnées (1 ;5] _ On note M un point de
I'axe des abscisses et a son abscisse. _

Le but de ce probléme est d'étudier quelques propriétés
du triangle JMK selon les valeur de a.

A. 1. Exprimez les coordonnées des vecteurs JM et MK
en fonction de a.
2. Montrez que “les points J, M et K sont alignés” équivaut
a‘a=2"
B. Dans cette partie, on suppose a = 2 et on se propose
d'étudier la nature du triangle JMK selon les valeurs de a.
1. Pour quelles valeurs de a le triangle JMK est-il :
a) rectangleen K ? b) rectangle en J ?
2. a. Dire que le triangle JMK est rectangle en M équivaut
adire quea’-a+ 5= 0. Pourguoi ?
b. Vérifiez que a® -a + 1= { —1]2 w1

2 2 4’
¢. Montrez alors que le triangle JMK n’est jamais rectangle
en M.
3. a. Déterminez une équation cartésienne de la médiatrice
de [JK].
b. Déduisez-en que le triangle JMK est isocéle en M pour
une unique valeur de a et calculez cette valeur.

4, a. Calculez JKZ.

b. Exprimez JM? et MK2 en fonction de a.

¢. Pour quelles valeurs de a le triangle JMK est isocéle
end?

d. Pour quelles valeurs de a le triangle JMK est-il isocele
enK?

CONSEIL : Eviter de développer MK? = (1 - a) + 1‘—1.

C. Etude du centre de gravité du triangle JMK
On note G le centre de gravité du triangle JMK.

1.a. Montrezqueo_é= % (ﬁd +0J +5R).
b. Déduisez-en I'expression des coordonnées de G en

fonction de a.
c. Quelle est I'ensemble des points G lorsque a varie ?

2. a. Déterminez une équation cartésienne de (JK).
b. Pour quelles valeurs de a les points G et O sont-ils de
part et d'autre de la droite (JK) ?

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE

D. Etude de I'angle JMK. &
On note H le projeté orthogonal de J sur la droite (MK)

4. Déduisez des questions 1.a. et 2.c. de la partie B que.
1

a)H= K équivaut aa = %

b) H n'est jamais confondu avec M.
2. a. Expliquez pourquoi H et O sont des points du cercle
de diamatre [JM]. Déduisez-en que JMK=JOH. |
b. En utilisant le cercle Miam_ét_rg_ [JK), construisez leg
points Hy et H, tels que JOH,; = JOH, = 45°, ;

c. Déduisez de la question ggquerl@_y_na construction
des points M; et M tels que JM{K = JMK = 45°,

THENES : Colinéarité, Orthogonalité. Normes,
Résolution d’équations. Courbes y = Vx ety ==Vx.,

O i, j) est un repére orthonormal et a est un réel

quelconque non nul. ~ N
On considere les vecteurs u (1 ; a)etv (52 ;a). On note M

et N les points tels que OM = u et ON=v.
1. Placez M et N dans chacun des cas suivants :

a)a=2; b)a=-2. No
2. Trouvez les réels a non nuls tels que u et v sont colinéaires. ' M
Représentaz les vecteurs u etv correspondants. 7 i dir
N
% o o nourguoi il nexiste aucun réel a non nul f: po
tel ¢ “zesient orthogonaux. * Di
g, Lo Wil peut-il étre rectangle en O ? ;': les
&, = o dsns R Péquationa® = 1. :‘: qu
t
wniceTne 2t = 1 douivaut 2a'-1=0. ‘:
L - ‘ : "
b. L 1 use si v et v ne sont pas colinéaires, alors L
Jagel v, i
¢. Existe-i-ii des réels a tels que le triangle OMN soit 'R
isocele en 0 ? i ce

5. Trouvez les réels a tels que le triangle OMN est isccéle
en M. Pour chaque valeur de a, placez les points M et N.

6. Trouvez les réels a tels que le triangle OMN est isucele
en N. Pour chaque valeur de a, placez les points M et N.

7.a. Tracez, dans le repére (O; 1,/ ), la droite d d'équation
x =1 et les courbes ¢ d’équation y = Vx et ¢’ d'équation
y==Vx.

b. Expliquez pourquoi le point M est sur d et le point N
sur 6 ou sur €'.

c. M est un point de d correspondant a la valeur a.
Indiquez un procédé de construction géométriqué pour
placer le point N correspondant & la méme valeur a.

d. N est un point de ¢ ou de ¢’ correspondant a la valeura.
Indiquez un procédé de construction géometrique pour
placer le point M correspondant a la méme valeura.
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7 Exercices guidgg

= roite .
‘l int et un vecteur directeur, définie par

o repére, on considére le point
' Daﬂseura s 5). On se Propose ¢
. “ec;ﬁon de la droite d passant pay
Jrquons d at?ord que, comme le monrg |, fi
-TexiS‘e une unique droite d Passant par A eE:Ure.
lve‘?teur difeteurt. *

A2;-3) gt
€ trouyey Une
A et de VecteUr

e
M

p A

gt { ; Y 1es coordonnées d'un point quelconque
i du plan. On veut trouver une équation de d, c'est-3.
e une relation entre x et y permettant de dire g |e
point M (x ; y) appartient ou n'appartient pas 3 ¢.

pire qu'un point M appartient a d équivaut a dire que
ies vecteurs AM et u ont méme direction, c'est-a-dire
qu'ils sont colinéaires.

Nous allons traduire analytiquement la colinéarité des
vecteurs AM et u, c’est-a-dire a I'aide des coordonnées
de ces vecteurs.

1. Les coordonnées de U sont connues. Cherchons
celles de AM

a.Quelle est la formuis lu cours donnant les coordon-
nées du vecteur A1 =+ fonction des coordonnées
(a:ya) deAet (xg; vai de B2 .

b. Trouvez & l'aide <= atte formule les coordonnées
du vecteur AM. Noi-~ que les coordonnées de AM
dépendent, bien s, «:= x et de y puisque les coordon-
nées de M sont x et y.

2 Ataide dune formuie du cours, trouvez une refation
Uaduisant la colingarité des vecteurs AM et u , puis
&iivez cette relation sous la forme ax + by +¢=0.
Cette relation est une équation de d.

H Prouver I'orthogonalité de deux vecteurs -
?n Considére, dans un repére orthoriormal (05 0L 0J)
esDOints A (2 : 1)‘ B (0 . 2)' c (4 . 0] etD (g;-—- 3).

ire si
I N se Propose de placer ces points, puis de dire s
Vecteurs AB et CD sont orthogenau.

@ 2O 50 50 S0 0000 eSS0 00000080 PSS eSS SSSSrESErrs

S5 S 688808 S B0S0S080000000SSSRSEeBRSBESSPRSBRRTReSS

—

Ue(Q. 7 =
* Quellg gy 'vg;‘jo.l Jestun rg
Peut-on g; " de Iangle 10, 7

pérg orthonormal,
I

' rep;a € longueurs oy et0J?

" orthonomal (0 ; 5t 5 ) tel que

3. Voy Ve S Ce repére Jog points AB, C, D,
o uater sur g graphique que' le.s

e formule avec u = AB et

rdonnées d AB
IOut-:-lles Sont celles dy vecteur CD 7 Hecenie
NDICATIOH : Utiliser
Coordonnées d'un vect
ses extrémités,

c.M ABetCh
Ontrez que les vecteurs AB et G sont orthogonaux.

REMA| :
RQUE : Pour prouyer que les vecteurs AB et CD sont

orth s
ogonaux, le calcul est indispensable, Pour s'en convaincre

il suffit de modifier 4q
ier légérement une coordonng "
Quatre points, par exe nnée de I'un des

o mple, de remplacer C (4 ; 0) par
En (4:0.1). Surle graphique, AB et C'D semblent orthogenaux
als, cette fois, le calcul montre qu'ils ne le sont pas,

une formule du coyrs donnant les
eur en fonction des coordonnées de

e [ —

-Exercices commentés

E Dans un repére orthonormal (O ;7 /), on considére
les points A(2;1),B(0;3),C(2:2)etD(0;5).

On se propose de déterminer les coordonnées du
point d'intersection des droites (AB) et (CD).

VERS UNE SOLUTION
Notons K le point commun aux droites (AB) et (CD),

s'il existe.

« Premiére méthode

On détermine des gquations cartésiennes des
i B) et (CD).

f.rgl.t E)Zgirrline{z une équation cart'é§ienne da (AB).

b. Déterminez une équation cartésienne de (CD:i

2. a. Expliquez pourquoi les coordo_nnéeslg: zz:ﬂ

K sont solution du systéme forme par

tes.
yations précéden -
quaIculez las coordonnées du point K

[ . d
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* Deuxidme méthode

On utilise la colinarité des vecteurs AK et AB d'une

part, et CK et CD d'autre pan.

1. Calculez les coordonnées des vecteurs AB et GO,

puis justifiez 'existence de K.

2. a. Expliquez Pourgquoi il existe un réel k tel que :
AK = k AB .

b. Exprimezlescaotdoméesdet(m fonction de k.

3. a. Exprimez les coordonnées du vecteur CK en

fonction de k.

b. En utilisant 1a condition analytique de colinéa-

rité de deux vecteurs, calculez ¥,

4. Déduisez-en les coordonnées du point K 4 I'aide

Oe la question 2. b..

NOTE : La premiére méthode 2 Oéja été util

; sée en
'roisieme. la deuxieme méthode est nouvelie,

n ABCD est un carré, E est yn point du segment [AB]
et G un point du segment [AD)] tels que AG = AE,
Lz paraliele 3 (AD) menée par E coupe (CD)en F,
Lz paraliéle 2 (AB) menée par G coupe (BC) en H.
On note K le point d'intersection des droites (EF) et (GH).

B LB Ty

]

On se propose de démontrer que les drotes (18] al
(GF) sont perpendiculaires,

VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode

On utiise Je fant que, dans un tnangle rectangle, la
mesure d'un angle est délerminée par son cosinus et
U ka ST Oéss angléess d'un tnangle est égake a 1807,
O note L e point d'intersection de (BK) et (FG).

1. Démontrez que GFK = FBK .

INDICATION : Deur angles aigus ge mime COSINUS
Sl @gaur

2. Lemontrer gue FEL = FKB |

8. Deduiser des gquestions 1, et 2, (que FLK = BEK
4. Contluez

* Deuriéme méthode
On utihse la condition o' ot IGgonalité de deux vec-
lewrs en repere orthononnal

L]
L]
L]
-
.
-
]
L
]
L]
L
-
.
L]
.
-
L]
.
.
.
-
.
.
-
-
-
.
-
.
.
-
-
-
.
-
-
-
-
-
.
.
.
-
.
.
.
-
.
-
-
-
-
-
-
-
-
.
-
-
-
-
-
-
-
-
-
.
-
-
.
-
-
-
-
.
-
-
-
.
.
-
-
.
-
-
.
.
.
-
-
.
.
-
.
.
-
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
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Sasssssnssssssssnannns

ddad ;
1. Expliquez pourquoi le repére (A . K“‘B . an] =
orthonormal. v
2.0n note a I'abscisse de E.

Montrez que a est aussi l'ordonnéa de g,

3. Précisez les coordonnées des points g K F
en fonction de a. R

4, Calculez les coordonnées des
en fonction de a.

5. Montrez que BK et FG Sont orthogonayy

e — - E—
Trouvez I'erreyr

Pour chaque exercice de cette rubrique, une m' o3
vous est proposée, mais elle contient yne errsur.
Trouvez cette erreur.

S Trouvez une équation de la droite d passant par
les points A (1;5)etB(1 ; - 7).
Solution
Les points A et B ont méme abscisse 1.
La droite d est donc paralléle a a droite des ordonnées,
Une équation de d est donc y=1
8 A3;5etB(1 :3}sontdeuxpointsdansunrepa§
(0:1./) etd est la droite d'équation - x - y+1=0
25 droites (AB) et d sont-elles paralléles ?
Solution
Les coordonnés du vecteur AB sont 1-3:;3-%
cest-a-dire (- 2 ; - 2). Un vecteur directeur de la droite
dd'équation-x -y + 1 =0estu(-1;-1).
OrAB=2y. Donc u et AB sont colinéaires.
Les droites (AB) et o sont donc paralleles.

7 Dans un repére orthonormal, les vecizurs o (2: 3
etv(2;-5) sont-ils orthogonaux ?
Solution
Si (x ; y) sont les coordonnées de U e .«
dev-,alorsx:2,y:5,x’52,y' =5
Le critére d’orthogonalité “xy "+ yx ' = (!
eneffet, xy'syx ' =2 x(-5)+5x2=0
Les vecteurs u et v sont donc orthogona

, | celle8

atsfaly

B Lerepére (O;J.,j.} est tel que || () = :
A2 3) et B (-1;0) sont deux points. Calue!
Solution ) . ‘
Le vecteur AB a pour coordonnees (-1 - <
c'est-a-dire (- 3 ; - 3).

Donc AB = \ (- 32 e-3° =y 18=3v2.
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aby+sc=0etax+bysc . 0
‘+bb’'=0.
‘R“‘“*’" x2=0,

fetd " sont perpendiculaires.
our ceux qui M plus
4 analytique dans |'espace

Bans l'espace, on définit les vecteurs comme dans le
n : origine, extrémité, direction, sens, longueur

On dit que deux vecteurs AB et CD sont égaux i les
MAB.C.D.WTGBHSJWW[ﬂmﬁglm

i, AB - CO

. Coordonnées dans un repére orthonormal de
_‘;.} I'espace

, 1,Dans I'espace, un rej:
+ st constitué par

4 *un point origine O .
% *trois vecteurs OI, O
+ tune des droites (O). (

onomal (0 : 01, 0J, 0K)

MIGUELUN 1. tels que cha-
») esl W‘diummw

=

R R T A N N R R R R R

I

5. On note (x - ) jes
“ﬁ&a& coordonnées du point m dans le
I'ﬁ.@,ﬁ*ﬁ‘.ﬁ
:OM = Om + mM.
Onditque i ; y :2) sont les coordonnées de M dans ie
fepére (O ; O1, OJ, OK).
3. On considére le cube OINJKRST ci-dessous.

st o1 |ulxk|n]Rj8]T

.nﬂguwm.nﬂ =

4. La formule donnant les coordonnees d'un vecteur
dans un repére est analogue a celle du plan :

-.Juhy,..z‘isomleacoudonnéesd'unpoerﬁot
(Xg ; Yo : Zp) leS co_adonnm d'un point B, alors les
coordonnées de AB sont (xg = X, ""’f‘fg'_‘_ﬁ"ﬂ
Trouvez les coordonnées des vecteurs ON, 0S, IT, NK.

ﬂwtemmapun e

' AB et CD sont
P définition, on dit que deux vecteurs
m:mmammma_(qmmm
On admet que : *AB (x; y ; 2/t CO (' 1 y" :.2’) orthogo-
naux” équivautd xx’ +yy’ +22'=0 [1}
t._\pmthw:diﬁon[ﬂutwidaihpwdn—
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L étude de systémes de deux
équations linéaires 4 deux incop-
nues a été abordée en classe de
Troisiéme. Il y a essentiellement
deux points nouveaux dans ce
chapitre :

* nous établissons un critére
important permettant de savoir,
sans résoudre le systéme, si celui-
ci admet une solution unique ou
non;

* NOUS ProposoONs en travaux pra-
tiques et en exercices, confor-
mément au programme, des Sys-
temes linéaires de trois équations
a trois inconnues, et de quatre
équations A quatre inconnues.
Les systémes linéaires se ren-
contrent dans des domaines trés
variés : Mécanique, Economie,
Physique ... Tls constituent, de

plus, un outil essentiel en Algébre
linéaire.

Pour prendre un bon départ
Activité d’approche

Cours

Exercices résolus

Travaux prariques d ‘application
Résultats et conseils

Exercices et problémes

Pages M
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EQUATION LINEAIRE A pEyy INCONNUES

o Vous avez €tudi¢, au College,

des équ 1 .
3.110 LA " i
par exemple : ns linéaires & deux inconnues x et y telles que

2x + 5y =3 [E]

1
Dire que le couple (1 3 —) est soluti et oo -
5 tion de cette équation signifie que : lorsqu’on remplace x

1 ;
par 1 ety par =, le résultat des calculs donne bien 3,
Eneffet, 2 x 1 +5"T_1;‘ =3,

3 .
e L'ensemble des couples solutions de cette équation est représenté par la droite d

d’équation 2x + 5y = 3, C’est-a-dire y = - %x + %

Xercices-tests

°5) 2
b) Trouvez cinq autres couples solutions de l’équati_on [E]l.

; 5 . = 3.
¢) Tracez la droite d d’équationy = — %x t 5

1. a) (0 3] et (é 5 0] sont solutions de ’équation [E]. Pourquoi ?

d) Placez sur cette figure les points de coordonnées (1 ,%]: [0 : %}, (% 3 O).

2. On considére Péquation —4 x + 2y=3 [E]
Complétez le tableau suivant :
' 15

(-3;-5) ['Z‘U) (2—4;2)

| | Le couple ... (5,5

est solution

vrai

de [E]
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1 » DEFINITIONS ET EType
G UE
| 22 i RAPHIQ

NITIONS T |« Up gygra N
F 11 Systeme de deux €quations linéaires a deux inconnues x €ty

est de la forme - y
{ax +tby =¢

ax+b'y=c'’

01;)":1: bresa'sb', ¢’ sont des réels connus.

* Dire i .

; que le couple (u ; v) est solution de ce systéme équivaut a dire
ue (u; i '

\ ‘que (u; v) est solution de chacune des deux équations du systéme.

DE%, |

" EXEMPLE : (5 ; 3) est solution du systtme { 7 =2 r S

* On note R? Pensemble de tous Jes couples de réels.

Résoudre un systéme dans R2

solutions de ce systéme.
Etude graphique
Le plan est muni d’un repere. Associons au systéme (S) , '
e _ \a'lx+by =c

E les droites d et d' d’équations respectives ax + by -c=0eta’x + b’y—c’ = 0.
Dire qu’un point M (x ; y) appartient a la droite d_signiﬁe que ax + by —c = 0.
Dire que ce point M appartient 4 d ' signifie que a'x + b 'y —c¢'=0. Par suite :

dﬁs tan ’ . i
W » C’est trouver tous les couples de réels qui sont

[ ax + by=c

2

(ndies - Dire qu’un couple (x ; y) est solution de (S) revient a dire que :

utoms & le point M de coordonnées (x ; ) appartientalafoisadetd’.

Trois cas sont alors possibles :

detd sontsécantes, | detd’sontparalléleset. d et d' sont confondues,
donc (S)admet | distinctes, donc (S) n'admet donc (S) admet une
un seul couple solution. aucun couple solution. infinité de couples solutions.

d’\< ?/d fl o d.‘

- dl
Yor _A_
7 4

I
Py P 7 0

=1y
=

- 11, §3 Dans ce cas (voir chap. 11, §3)
Dg;‘z:'?sc:: é\;?sz:iepm e § ) et dans ce cas seulement :
b’ —a'b = 0. ab'-a'b=0.

Note 9 = {0, 5 Y s n=0 | g ={x;y);ax + by-c =0}

Fensem — .
blg L . ' ndues, & est constitué de tous les couples (x ; y)
# m:adg?s Solutions est Dans le cas ou d et d ' sont confo ; ’

d tels que le point M(x ; y) appartienne 4 la droite d (confondue avec d ).
g
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CRITERE D’EXISTENCE
o ET D’UNICITE DE LA SOLUTION

, . ' r < P Suivant 5
On peut déduire de I’étude précédente le théoreme

ax+ by:ﬂ.Alors:

[ THEOREME ] . |
(S) est le systéme aixtbly=c’

= a"b = 0 équivaut a dire que |
(S) admet un seul couple solution.

a dire que :

de couple solution

finité de couples solutions.

» dire que ab '

« dire que .ab '—a'b =0 équivaut
ou bien (S) n’admet pas
ou bien (S) admet une in

'b s’appelle le déterminant du systeme

[ DEFINITION 2 | [eréelab —-a

: " 7 ax+ by=c
Note a,x+bfy=c]'-
Leréelab'-a'bjoue un 4
_rBle déterminant dans® . ; ¢
nom. ;

3 o RESOLUTION

Cas ot le déterminant est non nul

L : o ; . : + 5y= 1
On se propose de résoudre dans R? le systéme {2:_ :‘; _ ; { 2} :

1. Méthode par substitution

« Le déterminant de ce systéme est :12

5
3‘=2(—3)—1x5=-11.

Le déterminant est différent de 0.

D’aprés le théoréme 1, le systéme admet donc un seul couple solution.
 Exprimons 'une des inconnues en fonction de I’autre a I’aide de l'une des
équations. I’équation [2], par exemple, nous permet d’exprimer simplement x €It

fonction de y : x=4+ 3y [3].
V' Note * On substitue a x cette expression dans I'autre équation ; ici, on remplace ¥ PaE
Ceci justifie le nom 4 + 3y dans [1]. On obtient : :

- donné & cette méthode. 2(4 + 33’) + Sy = 1, c’est-a-dire lly ==17, d’Ol:l_’y - %'

)0  12. SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES
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r Note

péquation 11y = =7
2 618 obtenue en fai-
santlacombinaison li-
péaire "[1] + -2) x [2T",
doi le nom donné a
celte méthode.

* Pour calculer x, il gy

ffit a) -
. or
Faisons-le, Par exemp Sdere

mpl 2
le, dang [3]. placer y par 11 dans [1] ou [2] ou [3].

On obtient y =
=4 +3(_
3( “1‘“1-], c’est-ﬁ-direx =4_21 D 0B
La seule solution est d 11? T
Onc le co 23
' uple _"5“1-]-0nécrit5°={(§'——‘?—)}-
» REMARQUE - Pour résoy 11° 11 11°° 11

-De[2], ontirey - x-4 dre ce systeme, j vt

3 Puison "®mplace y par ¢
- De [1], on tire x = 1-5y

—_

2
=De[1], ontire y < 1~2x

=2y

rois autres possibilités de substitution :
ette expression dans [1]. -

puis o
' fl rémplace x par cette expression dans [2].

¥

ui ;
PUIs on remplace par cette expression dans [2].

Us avong proposé
: Posee, la substituti isi =4 ente
ntenir de dénomin i ution ChO_lSle, X + 3y, prés:

2. Méthode Par com
* Le déterminant egt non
* = Multiplions d’abord |
On obtient une nouvelle

binaisong linéaires

nul, donc le systéme admet un seul couple solution.
es deux membres de ’équation [2] par — 2.

_ équation : — 2x + 6 =-8 [2'].
— Ajoutons ensuite me : i

mbre & membre les équati d
On obtient 11y = _ 7. $ equations [1] et [2'].

Le facteur multiplicatif — 2 a &té choigi pour que,
a membre, les x disparaissent.
On en déduit alors quey=-— 7

'I_l' .
= On remplace enfin y par cette valeur dans I’équation [1] par exemple ;
on obtient x = %:;i )

en ajoutant [1] et [2'] membre

La seule solution est donc le couple (ﬁ ;- T.J’f) .
P REMARQUE : On peut aussi, par ce procédé, obtenir une équation sans y ; il suffit
pour cela de multiplier les deux membres de [1] par 3 (on obtient 6x + 15y = 3), les deux

membres de [2] par 5 (on obtient 5x - 15y = 20), et d’ajouter membre 4 membre les
équations obtenues (on obtient 11x = 23).

Cas ou le déterminant est nul

1. Un exemple de systéme sans solution
2x+4y=-5 [1]

On se propose de résoudre dans R? le systéme (S) {3;: toy=3 [2)

4‘=2x6—3x4=0.
6

2
Le déterminant de ce systeme est 3

En divisant par 2 les deux membres de ’équation [1], et par 3 les deux membres
de ’équation [2], on obtient I’écriture suivante du systeme (S) :

D
x+2y= 2
x+2y=1.

; ), le réel x + 2y ne peut étre égal a la fois a - 2 eral.
3 3

ouple (x -
Or, pour aucun coup dmet pas de solution. On écrit ¥ = &,

Donc le systéme (S) n’a

12. SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES
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2. Un exemp'le de systéme admettant une infinité de solutiong
[2x +3y =4 [1]

x +%y=z [2]

On se Propose de résoudre dans R? le systéme

Le déterminant de ce systéme est e 2x %‘ 1x3=0.

3
1 =
2 -

En multipliant par 2 chaque membre de I’équation [2], on obtient le systéme
2x+3y=4 ¢
2x+3y=4.

Ce systéme se réduit en fait 4 une seule équation a deux inconnues :
2x + 3y =4.

Nous pouvons donner 4 I’'une des deux inconnues u{ie \éaleur arbitraire, par

r . = = a 3
exemple x = a , ou g est un réel. On en déduit alors y = =3

Le systéme admet donc pour solutions tous les couples de la forme :

(a ; 4 _32“), ol a est un réel quelconque.

| ?ér exemple : - i

pour a = 1, on a la solution (1 2 %) spoura=— %’ on a la solution (—% 5 -z:) -

Lg _sys’téme admet donc une infinité de solutions, car on peut remplacer a
par n’importe quel nombre.

. Graphiquement, chaque couple solution correspond aux coordonnées d’un point
de la droite d’équation 2x + 3y = 4. ‘

3. Dans chacun des deux exemples précédents, on a pu transformer le systéme
de determinant nul en un systéme dont les deux équations ont le méme premier
membre. Plus généralement :

PROPRIETE | Lorsqu’un systéme a un déterminant nul, on peut toujoufs Pécrire sous '-:

forme d’un systeme dont les deux équations ont le méme premier membre.

La démonstration de cette propriété est proposée en exercice, n° 52, p. 336.
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Exercices résolus

qonsidere le systéme (S) {2: +j’; :13 E;}

a6 solvez ce systéme dans R2
' P gsolvez ce systéme dans R2
A 1Mf_l__hndl'

ol—
re

sésoudre le systéme[ ax + by = ¢

Par substitution,

pour a'x +b'y= o> O0 commence par

alculer 1 réel D =ab’ - a'p.
GD* 0, le systéme admet une solution un;j

couver par SUbSUITULON ou par combinaisong linéaires

— ST

par Combinaisons linéaires,

que, que ’on peut

E]Calculons D=ab'—a'b.
Ga=1,b=-52a'=2etb’ =4,
poncD=1x4-2x(-5)=4+10=14.

pestnon nul; (S) admet donc une solution unique. Exprimons I

: une
des inconnues en fonction de I'autre, D'aprés I'équation [1]:

X =5y +1[3].
Reportons cette expression de x dans I'équation [2]. Nous obtenons
successivemnent : &

2(By+1)+4y=3,
10y +2+4y=3,
14 = ol - i
Y | 1,dou y 14
Remplagons y par 11—4 dans I'équation [3]. Nous obtenons :
SEx L4128 14 oy 19
X=5x 14 +1= 14+14,d0ux 12

Le systéme (S) admet donc une solution unique, le couple (% ,%)

2] Le nombre D = ab’ —a'b est non nul (voir la question 1). -
Le systéme admet une solution unique que I'on va trouver a présent
par combinaisons linéaires. '
Multiplions les deux membres de I'équation [1] par —2.
Nous obtenons successivement :
_ox+(=2) x (-5))=-2
—2x+10y=-2 [1]
Ajoutons membre 4 membre I'équation [1'] et I'équation [2] :
(~2x+10y) + (2x +4y) =—2+3.
Nous obtenons 14y = 1, c'est-a-dire y = 14

Rempla(;.ons y par 11—4 dans I'équation [1] :

s s 19
X=5x -L =1, c'est-a-direx=1+ % dotix = 3
14 i 4

- 9.1
Lunique solution du systéme (S) est donc le couple (Tj '14)

> REMARQUE : Lorsqu'aucune méthode de résolution n‘estg?pozsée
dans Pénon cé, vous pouvez choisir, bien s(r, celle que vous preicrez.

|Commentaires gy

< a =1 car x peut s’écrire 1 x X. _

< Attention aux erreurs de signe
dans le calcul de “-a’b ".

< lly atrois autres fagons d’exprimer
une inconnue en fonction de I'autre
(voir remarque, Cours § 3.1).
Celle-ci est plus simple car I'équa-
tion [3] ne contient pas de coef-
ficients fractionnaires.

< Si on remplace x par 5y + 1 dans
I'équation [1], on obtient “1 = 1"

-+ ce qui n'est pas trés utile pour la
suite ...

< On peut aussi, pour obtenir la

valeur de x, remplacer y par 11—4

dans I'équation [1] ou I'équation [2].

< Attention ! n'oubliez pas de multi-

plier par - 2 le second membre de
I'équation.

< Le coefficient multiplicatif - 2 a été
choisi de sorte que, en ajoutant
[1']1et [2], les x disparaissent.

< On peut aussi remplacer y par e

dans I'équation [2]. 18

<1 On retrouve évidemment le résultat
obtenu a la question 1.
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1. Résolvez dans R? le systéme {— 4x+ 3y= 1 [1]

2x-3y=-32]
2. Résolvez dans R? |e syetbime -4x+ 3y= 8 [1]
2x-3y=-412]

Point Méthode

ax+by =c

Pour résoudre le systéme
ax+b'y=c

calculerleréel D =ab'—a'b.

Dans le cas ou D = 0, on peut se ramener, €n multipliant I'une
oisi, @ un

des équations par un nombre convenablement ch
systéme dont les deux équations ont le méme premier membre.

,» on commence par

E CalculonsleréelD=ab’'—-a’b.
3

Ici,a=—4,b=3,a*=291b'=_§|'

DouD=(-4) x [-%) — (@) x (3) =0.
On est donc srque :
« ou bien le systéme n'admet aucune solution,
- ou bien le systéme admet une infinité de solutions.
Ramenons-nous a un systeme dont les deux équations ont le méme
- premier membre. -
Multiplions pour cela les deux membres de I'équation [2] par —
Nous obtenons I'équation —4x + 3y =6 [2']

On est ramené & résoudre le systéme :
' {-4x +3y=1

2

-4x +3y =6.
Il existe évidemmment aucun couple (x;y)telquele nombre —4x + 3y

soit égal & lafoisa 1 etaé.
Le systéme n’admet donc aucune solution.

[2] Les premiers membres des équations sont les mémes que dans
la question 1. Le réel D est donc nul. S

Comme dans la question 1, on peut se ramener aun systéme dont les
deux équations ont le méme premier membre en multipliant par — 2
les deux membres de 'équation [2]. On est alors ramené a résoudre
le systeme { j:: :gﬁ ; g c’est-a-dire I’uniqu_e équation—4x + 3y =8.
Le systéme admet donc une infinité de solutions. Ce sonttous les
couples (x; y) tels que —4x + 3y = 8, c'est-a-dire tels que le point M(x ; )

soit sur la droite d’équation — 4x + 3y = 8, C'est-a-dire y = %x + %

}  +“12. SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

< _Pour trouver le facteur multiplicatif
- 2, il suffit de considérer les
 termes contenant x dans les deux
équations :
-2 est tel que (- 2) x (2x) =—4x.
On peut aussi multiplier les deux

membres de [1] par - %

< Pour obtenir de tels couples, il suffit
de donner & x n’importe quelle
valeur. Par exemple, pour x =3,

. 8 _20 20
4+ 8
y + 3 3 , le couple [3, 3 ) est

solution. Plus généralement, les

solutions sont les couples de la

forme (a;%a+%] ol a est un réel

quelconque.

B
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Note
rg-
méfmde gél
(et utlisée pour
temes linéaires
rois équations a
08 inconnues oupour

Jautres encore.

aux pratiques 1 a 4 fon art:
s traY partie du Programm

ol L e

€.

BT 1
UNE MET

! HODE GENERALE
DE RESOLUT|ION D’'UN SYSTEME
Il existe bien d’autreg I

_ Systéme
deux INConnues, et e
d’un critére d’existe
a des solutiong
Ou non Cette
. absence ité
Dans ce TP, nouys e

ystémes linéaires de deux équations a

UE Ces autres Systémes, vous ne disposerez pas toujours

nee et dunicite, Vous ne saurez donc pas dire d’avance s’il y

o obligera 3 raisonner autrement.

méthode générale dee;::i(:;:ln? UN systéme non linéaire pour vous montrer une
tion : la méthode par implications.

1
Un exemple de systéme

C ey r \ .
onsidérons e Systeme suivant de deux équati

pPo

non linéaire

ons 4 deux inconnues x et y :
{|x-ll—y= 3o -
2+ y=ad [2].

Résolvons ce systéme, c’est-

: ; a-dire cherchons tous les couples de réels (x ; y) qui
sont a la fois solutions de |’&

Quation [1] et de I’équation [2].

1. Premieére étape : recherc

he des solutions possibles
Supposons qu’un couple (x

5 ¥) soit solution.

a) Déduisez de cette hypothése qu’alors y=|x —.1 | —3ety=- 2 2x, donc que

)?=(1-2x)% etdonc que x = 0 ou x = 2

3"
b) En utilisant I’équation [2], montrez que les couples (0 ; — 2) et (% 5— lQ) sont
les seules solutions possibles du systéme,

|x—1] =1-2x puis, de 13, que (x—1

3

2. Deuxieme étape : étude de la réciproque |

Pour chercher les solutions possibles, nous avons fait ’hypothése qu’il existe des
solutions, et nous avons vu que, s’il existe des solutions, ce ne peut étre que
0;-2)et (% e %] Mais rien ne nous permet d’affirmer qu’il y a vraiment des
solutions et, en outre, que ce sont celles-ci. D’ou1 la question qu’il faut se poser :

« les couples trouvés sont-ils effectivement solutions ? »

Répondez 4 la question, et concluez : « ’ensemble des solutions du systéme est ... ».
P> REMARQUE : La deuxiéhie étape n’est pas une vérification des calculs.

Aucune erreur de calcul n'a été commise lors de la recherche des solutions possibles,
cependant un des deux couples trouvés n’est pas solution.

T% Une méthode générale

I; thode suivie, dite méthode par implications, comprend deux étapes :
a metho 3

y : s solutions, et par déduction, on trouve alors
il existe de
« on suppose qu

; 3 S .
utions possibles ; : : .
toutes les sol . on cherche a savoir si les solutions possibles sont effectivement
« la réciproque :

i i S as.
solutions et on élimine celles qui ne le sont p
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y |
UX PRATIQUES D'APPLICATION

' Note

Attention ! dans cet
exemple, les inconnues
sont désignées par les
lettres a, b, c et non
parx y, Z.

' Note

On dit que {'on résout
le systéme par substi-
tution. :

' Note

Cette étude est néces-
saire car pour un tel
systéme, vous ne dis-
posez pas d'un critére
d'existence et d'unicité,

12. SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

TRAVAUX PRATIQUES D’APPLICATION

1P 2
PARABOLE PASSANT PAR TROIS POINTS

Dans un repére orthonormal, voici trois points : M(2 5 1), N(= 25 1), P(1 ; 0).
On se propose de trouver, si elle existe, une courbe € d’équation y = ax® + bx + ¢

qui passe par ces trois points.
Il faut donc trouver, s’ils existent, des réels a, b, ¢ pour quil eo saitgingl

EZX] Mise en équations

Précisons tout d’abord que :

dire qu’un point de coordonnées (x ; ) appartient & la courbe @ signific.que o}
coordonnées vérifient I’équation de la courbe, c’est-a-dire que y = ax’+bx+e
Expliquez pourquoi « @ passe par les points M, N, P » signifie que a, b, ¢, sont

solutions du systéme 4a +2b+c=1 [1]
S) lda-26+c=1 [2]
a+ b+c=0 [3].

Résolution

1l s’agit donc ici de résoudre un systéme de trois équations a trois inconnues a, b, c. :
Un tel systéme s’appelle un systéme linéaire.

Dans ce cas, les solutions sont des triplets (a ; b ; ¢) et non des couples.
I’ensemble de tous les triplets de réels est noté [R>.

Pour résoudre un tel systéme, dans R3, on peut utiliser la méthode par impli-

cations du TP 1.

1. Premiére étape : recherche des solutions possibles

L’idée est la suivante : on essaie de déduire de (S) un systéme linéaire de deux

équations a deux inconnues. On sait résoudre un tel systéme. La troisi¢éme

‘inconnue s’obtiendra alors aisément.

a) Démontrez que si le triplet (a5 b ; ¢) est solution de (S), alors le couple (a ; b)

est solution du systéme : 3+ b=1
| & ){ ~3p=1

INDICATION : Exprimer ¢ en fonction de a et b d’apres I'équation [3] et substituer cette expressio
4 ¢ dans les deux premiéres équations.

b) Résolvez le systéme ().
¢) Déduisez-en que la seule solution possible de (S) est le triplet (% 50;5— -5].

2. Deuxiéme étape : étude de la réciproque

Ce triplet [ 35 0; ;] est-il effectivement solution de (S) ? Pour le savoir,
remplacez, dans le systéme (S), a par ..., b par ..., et ¢ par ... , puis concluez.

3. D’autres facons de procéder
On peut aussi, dans la premiére étape, trouver les solutions possibles par comb
naisons linéaires. En retranchant membre & membre les équations [1] et [2] du
syst¢éme (S), montrez que nécessairement b = 0. Trouvez alors les vale

possibles de a et ¢ en remplagant b par sa valeur dans [2] et [3]. ;
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TP 3 S
\ R
RESOLUTION D'UN sYSTEME DANS N2

Voici ’énoncé d’un Probléme.
“Existe-t-il deux entjers naturels dont la somme est égale 4 23, et tels que la
différence entre 1 Pautre est égal 4 5 ? Dans Paffirmative, trouvez
conditions.”

EEEN Mise en équations

On note x et y deux nombre
Traduisez par un systeme (|

Bu2] Résolution

Il ’agit de résoudre (S) dans NZ, Cest-a-dire de trouver tous les couples d’entiers
naturels qui sont solutiong de (S

Voici une manigre possible pour

resoudre un tel systéme dans N2 :
on le résout dans R?, de maniere

un et le triple de

tous les couples vérifiant ces deux

S entiers vérifiant ces deux conditions, 8’il en existe.
S) les conditions imposées a x et y par I’énoncé.

classique ; mais, parmi les solutions trouvées,
seuls les couples (x

3 9) tels que x et y sont des entiers naturels sont effectivement
solutions du systéme (S). -

1. Résolvez Ie systéme (S) dans R2,

2. Quen déduisez-vous concernant le probléme posé initialement ?

RESOLUTION GRAPHIQUE DE
SYSTEMES D’INEQUATIONS LINEAIRES

Inéquations linéaires a deux inconnues
Vous avez vu en classe de Troisiéme que I’en-
semble des couples (x ; y) solutions, par exemple,
de I'inéquation 2x — y > — 1 est représenté, dans
un repéere (O ; ?, ?), par un demi-plan de \fro'n—
tiere la droite d’équation y = 2x + 1 (c’es-.t—a—du'e
2x — y = — 1). Pour savoir de q.uel demi-plan il
s’agit, il suffit de prendre un point, par exemple

Y=2x+1

7,

ere ir si le couple =
Porigine O(0 ; 0) du repeére, eF de VO].[",-SI ' . p of;
de ses coordonnées est solution de I'inéquation.

i,2x0—0=0,o0r0>-1,donc O est dans le demi-plan cherché. Sur la figure,
x0-0=0, : H ;
o ons colorié en rose autre demi-plan (celui qui ne contient pas 0).
nouslfv i Représentez graphiquement Pensemble des solutions de chacune
Application : § 2
inéquations suivantes : .

des Lx;t'q:_l4 ‘% 1 b) 2 -5x < 0. ¢) 2x+y < 0.
a) — 3x y—1 =2 U.

12. SYSTEMES D'EQUATIONS LINEARES 327
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du systéme (S).

" 12. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

TRAVAUX PRATIQUES D'APPLICATION

EEFY un, Systéme de trois inéquations
(8) est le systeme suivant : 2x +y>—4 [1]

y>-2 [2]
2x — y>-2 [3].

Résoudre graphiquement ce systéme, c’est représenter, dans un repére du plan,
Pensemble des points M(x ; y) tels que (x ; ¥) soit solution de chacune deg trois
mnéquations précédentes.

1. a) Tracez Ia droite d’équation 2x + y = — 4, :
b) Représentez graphiquement I’ensemble des solutions de I’inéquation [1] en
hachurant le demi-plan “non solution”.

2. De méme, représentez graphiquement I’ensemble des solutions de 'inéqua-
tion [2], puis de l’inéquation 3]

3. Indiquez quelle est Ia portion du plan représentant ’ensemble des solutions

__IP5
UN PONT AERIEN

On veut organiser un pdnt aérien pour transporter au moins 1 600 personnes et
au moins 90 tonnes de bagages.

Les avions disponibles sont de deux types, 12 du type A et 9 du type B.
A pleine charge, un avion A peut transporter 200 personnes et 6 tonnes de
bagages, et un avion B, 100 personnes et 15 tonnes de bagages.

Zill Mise en inéquations et résolution

Notons x le nombre d’avions A et y le nombre d’avions B utilisés.
x et y sont donc des entiers naturels.

1. Expliquez pourquoi le f:ouple (x 5 ¥) doit étre solution du systéme :
0<x<g 12

0<y<9

2x+yv > 16

2x + 5y > 30.

()

2. Pour trouver toutes les maniéres possibles de réaliser un tel transport, on &

amen¢ a résoudre le systéme (S) dans N2, On va résoudre graphiquement ¢
systéme, '
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3. Voici deux €xemples d’y
a) V:i;mﬁez que le point (9 ; 6) est dans E, et que i
le point (6 ; 2) n’est pas dans E, : 5 e T

b) En utilisant e systéme (S), vérifiez par le 1 9{1%i fglgiilE I
calcul que 9 avions A et 6

6 avions A et 2 avjons B ne

tilisation de ce dessin. 6

avions B peuvent réaliser le transport voulu et que
Peuvent pas réaliser un tel transport.

EE1 Comment réaliser le transport 2 moindre colt
La location d’un avion A cofite 4
1 million de francs,

Donc la location de x avions A et
Pour voir comment réaliser le t

couples (x ; y) d’entiers de E
possible, c’est-

millions de francs et celle d’un avion B cotte

¥ avions B cofite 4x + y millions de francs.
ransport a moindre cofit, cherchons, parmi les
» un couple correspondant a la plus petit dépense
a-dire tel que 4x + y ait la plus petite valeur possible.

1. Un exemple : coit de 8 millions de francs

a) Les couples d’entiers naturels (x ;) (0 < x<12et0 <y < 9) correspon-
dant & une dépense de 8 millions de francs sont situés sur la droite A d’équation
4x + y = 8. Pourquoi ?

b) Tracez la droite A dans le méme repére que précédemment. Le transport
peut-il étre réalisé avec 8 millions de francs ?

2. Un autre exemple : codit de 10 millions de francs
a) Tracez la droite A d’équation 4x + y =10.
b) Le cofit peut-il étre de 10 millions de francs ?

3. Plus généralement

A une dépense de k millions de francs, on associe la droite A d’¢équation 4x + y = k&,
a) Lorsque k varie, toutes les droites A sont paralléles entre elles. Pourquoi ?

b) Le nombre k de millions de francs est égal 4 'ordonnée du point d’inter-
section de la droite A avec ’axe des ordonnées. Pourquoi ?

¢) Utilisez ce qui précéde pour trouver graphiquement le nombre d’avions de
chaque type qu’il faut louer pour que le cotit soit minimal.

Quel est alors le cofit d’une telle opération ?
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RESULTATS

ET CONSEILS

)
Des résultats 3 retenir

® Un : ¢ i i
Systeme de deux équations linéaires 4 deux

inconnues x et Y est de la forme [ 9%t = 6
Clalx + bly=c’
EXEMPLE ; { X~ V=2 1 s
2x =3y =1
Le couple (5 ; 3) est solution du systéme car il est solution
de chaque équation : 5-3=2et2x5-3x3=1.

; , , . ax + =
® Si ab -abaeﬂ,lesystemef =
: la'x+b'y=c’
a une solution unique que I’on peut obtenir par
substitution ou par combinaisons linéaires.

EXEMPLE : { 2Xxyma
-3x-y=1

Ce systéme admet une solution unique carici:
ab'-a'b=2x{-1)-(-3)(1)=1=0.

®Siab'—a'b =0, le systétme admet :

- ou bien aucune solution

- ou bien une infinité de solutions.

Dans ce cas, on peut se ramener a la résolution d’un
systéme dont les deux équations ont le méme pre-
mier membre.

EXEMPLES :

x 2x+3y =1 fcf'ab’_a’b=2x(—QJ—(—1}X3=0.
x-3y=3 :
-X-3y=

En multipliant la deuxiéme équation par - 2, on obtient le
2x+3y=1

2x +3y =-6.

Or 1 = = 6, donc ce systéme n’admet aucune solution.

¢ { 2x+3y=1

systéme {

v abtaip o [ BY e
-x-§y=-1 ici, ab'-a b—2x( 2J (-1)x3=0.
2 2
En multipliant la deuxiéme équation par - 2, on obtient le
2x+3y =1

.
systéme {2x+3y=1.

Tous les couples (x ; y) tels que le point M(x ; y) appartient
2 la droite d’équation 2x + 3y = 1 sont solutions.

e e e 3

Des conseils a suivre
» Lorsque ab’ —a'b = 0, vous avez la possibilité de
contrdler si la solution (x, ; y,) trouvée est correcte : |
il vous suffit de revenir au systéme initial et de véri-
fier que (x, ; y,) est solution du systéme.

P N’oubliez pas que résoudre un systéme de deux
équations linéaires a deux inconnues revient 4 trou-
ver les coordonnées des points d’intersection éven- |
tuels de deux droites, la condition ab’ —a'b =0
traduisant le fait que les droites sont paralléles.

P Il n’y a que trois possibilités pour le “nombre”
de solutions d’un systeme de deux équations linéaires
a deux inconnues : zéro ou une ou une infinité,

Ainsi, par exemple, un tel systéme linéaire ne peut

jamais avoir deux solutions seulement.

R e e e e e e
Des erreurs a éviter

m Lorsque vous “multipliez une équation par un
nombre”, n’oubliez pas de multiplier aussi le second
membre. -

m N’oubliez pas, lorsque vous calculez ab’ — a'b, de
vous assurer que le éystéme est “bien ordonné”.
2x -3y =1 .

y+3x=5.

EXEMPLE : {

Ici, ab’ —a'b n’est pas égal 32 x 3- (1) x (- 3).
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VER!FICATION DES CONNAISSANCES

aele est la forme générale d'un systéme de deux é

st
pans quel cas le systéme () { e
5

que peut-on dire du systéme (S) lorsque ap’

plétez la phrase suivante ;

’ -a'b=0 ?
pans le cas Ot ab’-a'b = 0, deux méthodes de résolution

Quations lingaires 3 deux inconnues ?

a'Xx+b'y=g admet-il une solution unique ?

Peuvent étre utilisées. Lesquelles ?

lecasouab’-a'b =0, on peut s s i '
pans % ON peut se ramener 3 la résolution d’un systame dont les deux équations ont ... -

VERIFICATION DES SAVOIR-FAIRE

ne seule des réponses proposées est exacte

a b c
téme {2x-3y it a une soluti \i ne
Le sys _q olution a une infinité n'a aucu
SF1 2y-3x=1 unique ° de solutions solution
243y =1 - g
sfzlesysteme | 8 2+3y =1 X+¥=3 X+3V=2
2 2x+3y=1 3 3,-1
ales mémes solutions que le systéme ... Kgl=1 i
¢ x+y=1 a pour solution a pbm; solution n'ﬁ pas de. .
§F3 Le systeme {x— y=0 unique (1; 1) , 1.1 solution
unique (— ,—)
2'2
Sy —% =4 a une solution a une infinité _napasde.
SF4 Le systeme 3 5 unique " de solutions - solution
=1 G,
" Réponses en fin de manuel.
| COMME LES RESOLUS

Pour les exercices 1 & 3, vous pouvez vous reporter a
exercice résolu 1, p. 323.

1 Résolvez dans 2 le systéme
) par substitution ;
b par combinaisons linéaires.

X.-2y=1
4x-6y=-3

2Résolvez dans 2 le systéme
4 par substitution :
Y par combinaisons finéaires.

—2K+y=3
-3x-4y=5

i _3 =—1
3R&!St‘.)l\arez dans R? le systéeme { x- y=1
3 par substitution :

Par combinaisons lingaires.

Pour les exercices 4 a 6, vous pouvez vous reporter a

I'exercice résolu 2, p. 324,

4 Résolvez dans R? chacun des systémes suivants :

4k - y=3 4x- y=3
a) 11 b) I
2X‘§Y— 2}’— >
5 Résolvez dans R? chacun des systémes suivants :
Bx+9y=1 Bx+9y =2
a b) 2
-2x-3y=2. -2x-8y=-%.
6 Résolvez dans R? chacun des systemes suivants :
x=y=1 x=2y=3
2) {-4x+4y=—3. -4x +8y=12.

12. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES
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POUR S’ENTRAINER
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:5 ] Systéemes d’équations ]

o) a deux inconnues

o

E. Pour les exercices 7 a 17, résolvez dans R? le systeme

T donné et interprétez graphiquement sa résolution.

2x- 1+1(3y 2)+y=2

Ln { y= E 23+b—7'—‘0

8 x-1+y=0. Sa—5b=4.

o a+b X-y)+a=2

3 al° HWx=N+5

]

0 —{x‘+y)—

X

W) m ~3v+1)=du- u -205 {3x 7y=1

u-—(v+1 =u-3y-13. Sx +2y=29.

2x -3y =0
ﬁx—— =1

(V3-v2)x+y=2
15! x +(V3+v2)y=v3

m X=3}’+4
6y=7+2x.

Pour les exercices 18 et 19, indiquez d’abord pour quelles
valeurs de x et pour quelles valeurs deyle systéme pro-
posé est défini. Ecrivez ensuite ce systéme sous laforme
d'un systéme linéaire, puis résolvez-le.

m 2x-5y=-3 .
-0,25x +0,625y =0,375.

(3-v2)x-y =4
‘ {-—5)( +(3+v2)y =1

. x=1,y+1 x=6_g
""?”m* T ‘Fm y-
2x-y=T. x=3_3
. y+1° 2
21 .09 o
SR
mRésolvez lesystéme:{ 4 4
R

X
UNE METHODE : Poser X = —1- aysly
T= y-2

Pour les exercices 21 et 22, résolvez le systéme donné
en vous inspirant de la méthode proposée dans 'exer-

cice 20.

X

22 [ (a-37+ (b-2)=8

|3(a-3)°+5(b-2)=-10.
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Pour les exercices 03 3 25, résolvez dans 22 le systéme

donné.

_14
o yavto m" [“y' 5
{u2—2mf+v2=16- lx —y2=-2_22§4. e

x [(x+2y- 10(x +y-2)=0
25 ((3x+y-15}()f*}’)=0-

E Systeme homogéne
2x +5y =0

On considére le systeme { 3x +4y =0.

embre de chaque équation est égal a 0.

Le second m }
homogene.

On dit que ce systéme est

1. Calculez son déterminant. N
2. Ce systeme admet un couple solution évident. Lequel ?

3, Resolvez, sans autre caloul, ce systeme.

Systemes d’équations B

0
3 trois ou quatre inconnues

Pour les exercices 27 a 30, résolvez dans R le systéme

donné.
a+ b+ c=0 u+ v+ w=4
a+2b+3c=-5 E 2u- v+ w=8
a+4b+9c=-18. u-3v-2w=1.
2a+ B+ y=5 x+4y+ z=17
B { a+2p+ y=2 D] { x+4y- z=13
a+ B+2y=1 2x- y+2z=5.

Pour les exercices 31 a 32, résolvez le systeme proposé..

2x—3y+4z—2t=—? - Xy + Xyt Xy
m* 6x-2y+5z-3t=-10 * Xo+Xg+X4=
-x- y-38z+ t==5 X
-2x- y- z+ t=-1. Xy +Xy
o Systemes d’inéquations

Pour les exercices 33 a 36, représentez graphmuemen
I'ensemble des solutions du systéme donné. -
30x + 15y = 20
13x+8y > 10
40x + 60y > 51
x+y=1

34

EE]-3 <x+2y<0.

[y—2x+1>0

Ed 1]?1<1

Ix|<2.

E {|x|<1
ly+1]21.
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\ 60“0:(]15:1)- B-1;1.C15-1),0(1 : -

idére, dans un repére orthonormal, jag Points -
1), '
ysteme d'inéquations dont les soluti
o Vezrd Y s (x ; y) des points intérieurs au ca

psﬂ;?g s NCIUSES)

nt!
0 considé’re' dans un repére orthonormal, les
aoﬂ A(1;0,BO:1).C-1;0),D(0;-1),
un systeme d'inéquations dont les solutio

o rdonées (x; y) des points extérieurs ay carg ABCD
IG.socman (Eerke 00 Sapietiona ies choltes AR, (80, oy, iy
! e

ons sont
mé ABCD

Pointg

ns sont

jes exercices 39 et 40, trouvez un systéme o’
Pn“’.Dns dont les solutions sont les coordonnées deg
-tls Mix ;) situés a lintérieur du domaine en plane
:"r i figure (frontiéres incluses). :

g

1500

iné-

1000

0 790 1500

g
\

3 0/1 7
'g- .
2

. En géométrie O

Bl Deux cames de méme centre O sont tels que I'un est
folus dans I'autre. La différence de leurs périmétres est
&de 440 m. Laire de la bande coloriée est égale & 500 m?.
Quelle est 'aire de chacun des carrés ?

e

EE Un rect
L'aire d'yn
rectangle,
rect

Qu

angle a pour longueur L et pour largeur ¢
carré de coté L est égale & quatre fois I'aire du

La différence des périmétres du carré et du
angle est égale 4 500 m,

elles sont les dimensions du rectangle ?

EE ABCD est un rectangle, AD = 10.’
M est un point dy segment [CD].

Existe-t-il yne position de M pour laquelle I'aire du

trapéze ABMD et égale & 400 et I'aire du triangle BMC
est égale 4 200 7

INDICATION : Poser AB = x ot CM=y.

*
m ABC est un triangle et ¢ est le cercle inscrit dans ce

triangle. En centimatres : BC=55;AC=5;AB=33.
Calculez AB', BC' et CA'.

INDICATION : Poser AB' = x,BC'=yetCA =2z

m ' En Economie K

m Un particulier place, pendant un an, 27 000 F en
. deux parties. La premigre partie est placée au taux de
10 % et la seconde au taux de 8 %. Trouvez chacune de

ces parties sachant que les intéréts produits par ces
27000 F s'éleventa 2 610 F,

X3 Pendant un an, on a placé trois capitaux, le premier a
8 %, le deuxiéme a 10 % et le troisiéme & 12 %.

* La somme des intéréts produits par le premier et le
deuxiéme est de 3400F.

* La somme des intéréts produits par le deuxidme et le
troisiéme est de 4 440 F,

* La somme des intéréts produits par le premier et le
troisieme est de 5 440 F.

Quel est le montant de chacun de ces capitaux ?

m Sur une facture d’électricité, on lit une consommation
de 467 kWh en "heures creuses” et de 393 kWh en
“heures pleines” ; le montant de la facture est 327 26
Sur une seconde facture, la consommation est 366 kWh
en “heures creuses” et 175 kWh en “heures pleines” ; le
“montant de la facture est 189,98 F.

Déterminez le prix du kWh en “heures pleines” et en
“heures creuses”.
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8| ' Divers ]

[E Auc.p.. |

f\u EJ.D.I.. sur un rayon de bibliothéque, sont rang'és cote
a cbte cinquante livres, des romans de 5 centimétres
d‘t:épaisseur et des bandes dessinées de 2,5 centimétres
d‘épaisseur. lls occupent un rayon de longueur 2 metres.
Quel est le nombre de romans ? Quel est le nombre de
bandes dessinées ? ' '

m Un groupe d’amis, dont certains sont étudiants, va
au cinéma. Le prix d'une place est 42 F pour les non-
étudiants et 33 F pour les étudiants. Pour le groupe, le
prix total des places est 1290 F. Ce méme groupe assiste
quelques jours plus tard a un concert. Le prix d'une place
est 200 F pour les non-étudiants et 100 F pour les
étudiants. Pour le groupe, le prix total est 5 000 F

Trouvez la proportion d’étudiants dans ce groupe.

. Un automobiliste circule sur une route entre- deux
villes A et B. Il constate qu’en montée, sa vitesse

km.h', et en descente 75 km.h™'.

moyenne est 50
min et pour aller

Par ailleurs, pour aller de A 4B, il met16
deBaA, 14 min. : ;v

1. Trouvez, en fonction des distances SA et SB, la durée
de chacun des parcours suivants ! -

a) montée de A vers S : b) descente de S vers B ;

c) montée de B vers S ; d) descente de S vers A.

2. Calculez les distances SA et SB.

Combien d’équations pour deux inconnues ?
Hervé, Eric et Muriel sortent d’une boulangerie.
}:Iervé : “J'ai payé 28 F pour 4 croissants et 6 ficelles.”
Eric : “J'ai payé 15 F pour 3 croissants et 2 ficelles.”
Muriel : “J'ai payé 14 F pour 2 croissants et 3 ficelles.”
1. Expliquez pourquoi on ne peut pas, avec un seul des
trois renseignements ci-dessus, calculer le prix d'un
croissant et celui d'une ficelle.

12. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

rois renseignements ci-dessus, est-on
er le prix d'un croissant et celui d'une
s cas possibles et justifiez vos

2. Avec deux des t
en mesure de calcu
ficelle ? Envisagez

réponses.

les troi

E systeme de déterminant nul -
ax+by=C (1]
{a 'x+b'y=¢C' [2].
son déterminant ab’-a’b est nul.
Montrez, en multipliant les deux membres de I'équation .[1]
parun reel convenable k, qué le premier n?embre de I'équation
obtenue est le méme queé celui de I'équation 21 )
INDICATION : Si, par exemple, a0, considérer le réel k =5

(S) est le systeme

On suppose qué

Triangle et inéquations ’
Dans le plan muni d’un repére orthonormal (O ; i, /), on

considére les points A1 0), B0 2), c@;-1) .
1. Donnez uné équation cartésienne des droites (AB),

(BC) et (AC). .
2. La droite (AB) partage le plan en deux demi-plans. Quel

est le signe de (2x—Y + 2)dans le demi-plan qui contient c?
3, Caractérisez l'intérieur du triangle ABC par un systéme

d’inéquations.

* Deux horloges distantes de 2 km sonnent a 2 secon-
des d'intervalle. Déterminez en quel point de la droite pas-
sant par les deux horloges un observateur doit se placer pour
les entendre sonner simultanément. -
RAPPEL : Vitesse du son 340 ms™.

E* Deux villes A et B sont distantes de 150 km. Un
cycliste partde A28 h 00 etvavers B 4 la vitesse moyenne
de 24 km.h~'. Deux heures plus tard, un automobiliste part
de B et va vers A a la vitesse moyenne de 65 km.h".

1. A quelle heure et & quelle distance de A le cycliste et
I'automobiliste se croisent-ils ?
2, Est-il possible qu’un second automobiliste, allantde B
vers A & vitesse constante, croise le cycliste a 11 h30 et -
dépasse I'automobiliste & 11 h 50 7

@* Un cycliste a une vitesse de 25 km.h™" en terrain
plat, de 15 km.h~' en montée et de 30 km.h~" en descente.
Ce cycliste met 4 h 24 min pour se rendre d’un point A a :
un point B par une route et 4 h 36 min pour revenir deBa
A par la méme route. Sachant que cette route a pour
longueur 100 km, calculez les longueurs de terrain plat,
de montée et de descente lors du parcours de A vers B. '

Deux entiers naturels ont pour somme 84 et pour
différence 18. Quels sont ces deux nombres ?

58] Existe-t-il deux entiers naturels dont la somme est
égale & 27 et dont la différence est égale a2 ? :
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TILLE

TroU\’eZ deux entiers naturels telg
@ onté de 12, est égal au double d
Bug";d giminué de 12, est égal au quart
500"

que le premier,
U second et |g
du Premier,

Jn probléme de Diophante
ge comme quelcongue etant donnge, troy

res dont le premier avec la moitié geg
porM 4 avec le tiers des autres et Ie trojsia
5 +des autres forment la somme donnge__ »
“::owez ce probléme dans le cas oy |a som
nsacha“t qu'ici “nombre” est synonyme
wtief“atmel'

Vez trois
autres, |e
me avec |e

Me est 68,
de nombre

N est un nombre de deux chiffres, La Somme de ses
doux chiffres est egale a 10. Par ailleurs, N diminue de 18
JoiP ermute ses deux chiffres. Trouvez N.

mchTIDN : Ne pas oublier que, par exemple, 35=3x 10 4 5

* rouvez un naturel de trois chiffres tel que  |a somme
e ses chiffres soit 24 ; le naturel diminue de 9 lorsqu'on
permute les deux derniers chiffres et diminue de 90
jorsqu’on permute les deux premiers chiffres.

INDICATION : Ne pas oublier que, par exemple,
575=2x10+7x10 + 5.

PROBLEMES
DE SYNTHESE

@ THEMES : Systémes. Repéres. Valeur absolue.
Equations x2 = r. Rectangles. Carrés.
X+3Y=14

3X- Y=2.
(x-1)+3y-2)=14

3x-1)- (y-2=2.

Résolvez dans R2 ce systéme de deux fagons diﬁérenteg :

3 en utilisant la question 1. {

1.Résolvez dans R? le systéme {

2.0n considére le systéme {

ax+by=c
a'x+b'y=c’
Puis en résolvant directement le nouveau systeme obtenu.

b) en I'écrivant sous la forme

3.0n considere le systéme :
x-1|+8|y-2|=14
g [ X lsslr-2=t
3x-1]- |y-2[=2.
3 En utilisant le résultat de la question 1., vérifiez qu
$¥stéme admet quatre couples solutions.

ece

g. r‘;acez dans un repére orthonormal les quatre points Ft‘, B,

» = gui ont pour coordonnées ces quatre couples solutions
et vériiez que ce sont les sommets d'un rectangle.
4. On considere le systéme :

) x2+3y2=14

3x2- y2=2.
a. En utilisant le résultat de la question 1, vérifiez que ce
Systéme admet quatre couples solutions.
b. Placez dans un repére orthonormal les quatre points A,
B', C', D' qui ont pour coordonnées ces quatre couples
solutions et vérifiez que ce sont les sommets d'un rectangle.

5. On se propose a présent de voir s'il existe un réel a tel
qu'en remplagant, dans les systémes (S) et (S'), le nombre

14 par a, les rectangles ABCD et A'B'C'D’ soient alors des
carrés,

3Y=a
a. Montrez que le systeme { X+

3X- Y=2

solution (X, ; Y,) et exprimez X, et Y, en fonction de a.
b. Montrez qu'il existe un unique réel a tel que X, = Y, ét
que pour ce réel a, les rectangles ABCD et A'B'C'D’ sont
des carrés, : :

admet une unique

m Systeme de trois équations linéaires a trois
inconnues. Construction de courbes. Equation de
droite. Résolution d’équation. .

On considére, dans un repére orthonormal (O ; i, /), les
points A(1; 3), B(-1; 3), C(2; 9).

On se propose d'étudier le probléme suivant :

existe-t-il des réels a, b, ¢ tels que la courbe % d’équation
y =ax + bx + ¢ passe par les points A, BetC?

1. Expliquez pourguoi « la courbe ¢ passe par les points
A, B et C » signifie que a, b, ¢ sont tels que :

a+ b+c=3 [1]
(S){ a- b+c=3 [2] -
43+2b+c=9 [3]

2, a. On suppose que (a ; b ; c) est solution du systéme
(S). Montrez que nécessairement,a=2,b=0,c=1.

b. Réciproquement, vérifiez que (2 ; 0 ; 1) est solution de (S).

¢. Déduisez de ce qui précede qu'il existe une unique
courbe ¢ d’équation y = ax? + bx + ¢ passant par les
points A, B et C et indiquez une équation de .

3. a. Montrez que la fonction f : x = 2x + 1 est paire.

b. Etudiez les variations de f sur I'intervalle [0 ; + = [.

. Tracez la courbe % dans le repére (O ; 7, /).

d. Montrez que la fonction f admet un minimum.

On note M le point de % correspondant & ce minimum.
Précisez les coordonnées de M.

4, On note d la droite paralléle & (BC) passant par A.
Trouvez les points d'intersection de d et de €.
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Exercices guidés
n Résoudre un systéme dont le déterminant est nul

On se propose de résoudre le systéme :

3x - 5y =4 [1]
©) {—Gx +10y =1 [2L

A. Pour résoudre un systéme s
a'x+b'y=c’,

On commence par calculer son déterminant ab’ -a'b,

que l'on note 2 . o

a'" b’

1. Quelle est, ici, lavaleurdea 2 de b ?dea' 2 de b’ ?

2. Vérifiez que, pour ce systéme, ab' -a'b = 0.

B. Puisque ab ' — a 'b = 0, on est sdr qu’en multipliant
les deux membres de I'une des deux équations par un
réel convenablement choisi, on peut la transformer en
une équation ayant le méme premier membre que
I"autre équation (propriété, § 3.2, p.322).

1. Transformons, par exemple, la premiére équation.

a. Par quel nombre faut-il multiplier 3x pour obtenir —6x ?

b. Multipliez les deux membres de I'équation [1] par

ce nombre et vérifiez alors que I'équation [1] devient :

-6x+10y=-8. -
2. Nous sommes donc ramenés & la résolution du
. _|-Bx+10y=-8
Ryame {—6x+10y:1. ;

a.-6x + 10y peut-il étre égal alafoisa-8etal?
b. Déduisez-en que le systéme initial (S)-n’admet
aucune solution.

B Résoudre un systéme par substitution
On se propose de résoudre le systéme (S) suivant par

substitution :
x=3y=2 [1]
2x +5y=-1 [2].

ax+by=c
a'x+b'y=c',

on commence par calculer son déterminant ab - a'b.
a. Quelle est, ici, lavaleurdea?dea’'?deb ?de b' ?

b. Vérifiez que, pour ce systéme, ab ' -a 'b est non nul.
B. Le déterminant étant non nul, on est donc sir que le
systéme (S) admet une solution unique. Pour trouver
cette solution par substitution, I'idée est la suivante :
en utilisant I'une des deux équations, on exprime I'une
des inconnues en fonction de I'autre et on remplace

A. Pour résoudre un systéme {

12. SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

l...'.l.....lI'.‘.'.-....Il..l...l....

.-...'..I.I.-..C...I.-....-...Q........Q...I....II...II

dans I'autre équation cette méme inconnue par sa
wyaleur”. On obtient ainsi une équation a une inconnue,
que I'on sait résoudre. ‘ o
Ici, on peut remarquer que dans I'équation [1] X s’exprime
facilement en fonction de y car le coefficient de x est
égalat.
1. En utilisant I"équation [1], montrez que :

x=2+3y [3]
2. a. Vérifiez qu’en remplagant x par 2 + 3y dans
I'équation [2], on obtient I'équation 11y == 5.
b. Déduisez-en la valeur de y.
3. Pour calculer , il suffit alors de remplacer y par sa
valeur dans I'une des trois équations [1] ou [2] ou [3].
Le plus simple est de choisir |'équatio.n [3] dans
laquelle x est directement exprimé en fonction de y.
a. En procédant ainsi, calculez x.
b. Déduisez-en le couple solution du systéme (S).

_._ = ’
Exercices commentes

E On se propose de résoudre dans R le systéme :

2 +y?=1 [
< {xz- =7 1.

VERS UNE SOLUTION

* Premiére méthode : en utilisant un systéme
linéaire

Le systéme (8) est un systéme & deux inconnues
x ety, mais ce n'est pas un systéme linéaire.
Nous allons voir néanmoins que I'on peut se rame-
ner & un systéme linéaire.

1.0npose X =x2etY =)2

a. Ecrivez le systéme obtenu avec ces notations.
b. Calculez le déterminant de ce systéme et dédui-
sez-en qu'il admet une solution unique (X ; V).

c. Calculez ce couple solution.

2. a. Expliquez pourquoi “(x ; y) solution de (S)” équi-
vauta“®=4ety2=-3",

b. Déduisez-en que (S) n’admet aucune solution.

* Deuxiéme méthode : résolution directe

1. On suppose que (x ; ) est solution du systéme.
Montrez alors que 2y2 = - 6.

2. Concluez,
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l'l.lbriqug u
< 2 » Une so|yt;
yous est proposée, mais ejje contient ype ution
Trouvez cette erreur, Cfreur,

5 Le systéme (S) suivant admet-il yne

4y -6x =D,

S’G]Uti{)n uniqUe A

Solution
Ce systéme est un systéme linéaire de deyx équations

a deux inconnues. Son déterminant D est 2 -3
D=-12+12 =0, 4 _¢

Don le systéme (S) n'admet pag Une solution yn

ique.
6 Montrez que le systéme

(S) Suivant aq
solution unique et résolvez- met une

le par Combinaisong linéai
S) {2x— y=3[1] res
4x +3y =1 2]
Solution
Le déterminant de ce systéme

estégala(2xg) 441,

Le déterminant étant non nul, le systéme admet une

solution unique. :

Par 3 et ajoutons I'équation

[2] ; nous obtenons 10x = 4,

{ S} — _i i 2 .
dolx = 10 ~5°

Remplagons x par —g- dans I'équation [11, nous obtenons

2 _y=3, Cest-ddirey—_ 11
2x5 y =3, C’est-a-dire y = 5 -
La solution du systéme est donc (% ;—11] .

7 Résolvez dans R? le systéme suivant :
3x- y=4 [1]
-9x+3y=-12. [2].
Solution

Le déterminant de ce systéme est égala3x3-9=0.

Ce systéme, ayant un déterminant nul, n'admet aucune
solution,

8 Le systeme (S) suivant admet-il une solution

T [ syt

\-Ix]+2ly|=2.
Solution

Le déterminant D de ce systéme est égal a
doncD=2-3-—-1,0.

13
1 2

Ce systéme admet donc une solution unique.

- Trouvez Ierrey,

; pour chaque exercice de cette
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Pour ceux qui W plus
Déterminant de deux vecteurs

(i, }) désigne un
plan.

<afpt]

e base de I'ensemble des vecteurs du

Si U et v sont |eg vecteurs
X3 ¥'), on appelle déter,
nombre xy * — yx

de cbordonnées (x;y) et

minant des vecteurs U et v le
X - -
,que!‘onnote‘x JouD(u,v).
y y

1. Calculez D (7 V) dans chacun des cas suivants :

E'):’-;[3:—-1) et ?[1:—5-]
(2 o 7l

dag&ﬂ et

2. Caleulez D (17, 1),
3. Comparez D (U,v)etD (v,0).

4. k désigne un reel quelconque. Montrez que :
ADku,v)=kD(1,V);

b)D(E,kF)_:kD(E,F').

5.4, (¢, 3 y,), U, 5 y) ety (x ; ¥) sont trois vecteurs
du plan. Montrez que:

AD (U +4,,V)=D(T,,7)+D (3, 7).
b)D(F,U+E;)=D(F,Bj)+D(ED’;J.
6.0nposea=D(E,F).

En utilisant les propriétés‘précédentes, exprimez en
fonction de a chacun des réels suivants -

a)D@Ru,v). b}D(E},% V).
,153). d)D(v,20).

HD(-0+V,0+v)
COMMENTAIRE : On traduit les propriétés _

D{kE,F}:kn{ﬁ,ﬁ)etn(u”,@,ﬁ:D(u1,LF}+D{E;.F)

en disant que la fonction D est linéaire par rapport 3 1a
premiére variable.

De méme, les propriétés D (U, k v) =k D (g
D{u-,i;;+a;)=D(b7,ﬁ;)+D{§,17?]signiiientque:

la fonction D est linéaire par rapport a la deuxidme
variable.

On traduit la propriété DYu,v) =-D (v, 4 ) en disant que
la fonction D est alternée,

.ﬁiel

En définitive, on dit que la fonction déterminant D est
une forme bilinéaire alternée.
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LJES réflexions, les symétre
centrales, les translations, et le
rotations ont été introduiteg au
College. Nous rappelons, dang ce
chapitre, les principales pro-
priétés de ces transformations :
conservation des distances et deg
aires, de I’alignement, du paral- )
CHAPITRE lélisme, du milieu d’un segment,
' de la mesure des angles, de I’or-
thogonalité.
Ces transformations peuvent étre
utilisées pour résoudre certains
problémes. Plusieurs exemples
simples sont proposés, dans les-
quels le plus souvent, confor-
meément au programme, la trans-
formation utilisée est indiquée.

- Ce chapitre d’un type particulier
n’a pas la structure habituelle :

chacune des quatre pafties du
‘cours est proposée sur une page
gauche, et suivie d’exercices réso-
lus présentés en page droite.

Pour prendre un bon depart
Symétries orthogonales

Axes de symétrie d’une figure
Translations. Rotations.
Symétries centrales

Propriétés communes

Travaux pratiques d ‘application
Exercices et problémes

Pages M
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CONFIGURATIONS DE page
ET TRANSFORMATIONS

» 1 Mediatrice et ref
d est la médiatrice dy segmen
d’axe d, B est 'image de A

lexion

t [AB). Alors, par la réflexion

s €L A est 'image de B.

p2 Parallélogramme
ABCD est un parallélogramme,
Posons ; = Xﬁ et ; = Kﬁ Alors ;
* par la translation de vecteur _::,
I'image de D ;

et translation

B est 'image de A, et C est

* par la translation de vecteur ;, D est I'im

age de A, et C est
I'image de B.

>3 Parallélogramme

et symeétrie centrale
ABCD est un parallélogramme de centre 0.
Aloré, par la symétrie centrale de centre O :
* Cest'image de A, et A est P'image de C ;
* D est 'image de B, et B est I'image de D.

>4 Triangle isocéle et rotation

ABC est un triangle isocéle en A.

Posons a = BAC. Alors, C est 'image de B par la rotation de
centre A et d’angle a dans le sens de la fléche.

Pour
PRENDRE

UN BON
DEPART

—

=

B

D

A\

B
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cPes
1 SYMETRIES ORTHOGONALES
o OU REFLEXIONS

EEEN Définitions. Notations

[ DEFINITION 1 | d est une droite.
Par la symétrie orthogonale par rap
+ 4 chaque point M extérieur a d le point
de [MM'] ;
+ 4 chaque point M de d, le point M lui

port a d, on associe :
M tel que d soit la médiatrice

-méme.

Le point M’ associ¢ a M est appelé symétrique de
ou encore image de M par la

T =
a

M par rapport a d,
réflexion d’axe d. En général, on noté S4 la

réflexion d’axe d et on écrit :
54
M' = 5; (M), ou encore M = M.

EEH Images d'une droite, d’un segment, d’un cercle

une droite A'.

=%

« Par une réflexion, 'image d’une droite A est

A 5 - ‘A AlA
ml u d \/]_‘/d d
=+ =+ Ai
A.f

; Ty AXd ALld

« Par une réflexion, I'image d’un segment [AB] est un segment [A’ B'] de méme

longueur (fig. 1).
« Par une réflexion, I'image d’un cercle € de centre O est un cercle ¢’ de méme

rayon et dont le centre O’ est image de O (fig. 2).

By ns- @
A {/ﬁ _
d - d
Fig. 2

Fig. 1

[ PROPRIETE 1

| Si l'on sai
on ; :
sait que deux droites sécantes sont symétriques par rapport 4

une droite d, alors on
peut affirmer que leur poi ] i
. . .
G point d’intersection est sur

13. SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS

Scanné avec CamScanner

'3 st U
extérieu
¢en A

[image
Montrez

du cercl
_ oint M

Point M

§ 1D



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Exercices resolus

d est une droite, A et B sont de
rels que (AB) et d ne sont pas p

UX points non situés sur d et

. arallgles. . ;
points tels que d soit la médatrice g Seg?nn ntOte A' et B' les A
: ents T et L B
pémontrez que les droites (AB) g (A B) se cou [AAT et [BB1] "
']]]a !..iﬂﬂt___r\_d_{\_lhnde Pent sur d., d ! |
g, % Pour démontrer que deux drojteg "ON paralléles (AB) ot (AT T
) i +
Hu{'ﬁ' s coupent sur une drojte d, il suffir 4e démontrer :’ejl ) l "
E %,kt correspondent dans I réflexion q’aye d. - Al
taires
La droite d est la médiatrice g [AA]; done A’ est I
réflexion sy d'axe d. De méme, g es{ s es_l I Image de A par la
est limage de B pars,. 1atrice de [BB'] donc B’
‘image de la droite (A B,
: [,:,'omfsl le point d'in(terB) patr la reflexm.n Sa est donc |a droite (A'BY). < On sait que 'image de la droite (AB)
\\ Iest surd, donc s (1) _S?Ctlon des droites (AB) etd. est une droite. Cette droite passe
N\ i i T A’ et B'. C’est donc (A’ BY).
| A'B), image de (AB G RAE
' ){C\insi] les groites( (A)B,)p:f Si’dc‘:-nc bar limage de 1 C'est-a-dire 1. < Par une réflexion d’axe d, les points
’ (A'B) se Coupent en 1, done sur d. | = ded sontinvariants.
e
gt .
-2
ey :
€ est un cercle de centre O et de rayon R, d est une droite
Al extérieure a ¢, et K est un point de g, Le segment [OK] coupe
€ en A. On note O’ I'image de O Par la réflexion d’axe d, et A’
limage de A.
| Montrez que A’ est le point d’intersection du segment [O'K] et
du cercle €' de centre O’ et de rayon R.
- Point Méthode
4 Si un point A est 3 Pintersection de deux lignes, Pimage de A est
a 'intersection des images des deux lignes.
i ”IH E;I—
Solution ' commentea i
o it 5 Aestle point d'intersection de ¢ et de [OK]. Sonimage
A’ est donc le point d'intersection des images de 6
et de [OK].
g Déterminons donc limage de € et limage de [OK]. &
0f * Limage du cercle ¢ est le cercle ¢’ de centre O' et
} de méme rayon R.
:/' * Limage du segment [OK] est le segment dqnt les
' extremités sont I'image de O, c'est-a-dire O', et limage
N de K. @
y| Le point K, étant sur d, est invariant par s4, 54 (K) = K.
/ Limage du segment [OK] est donc le segment [9 'K]- d
Vi * Le point A’ est donc a I'intersection du cercle ¢’ et
ey du segment [O'K]
. 55?' LB g [ £
Lagv i i
i
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g o AXES DE SYMETRIE D’UNE FIGURE

[ DEFINITION 2 | Dire que la amite d est un axe de symétrie de la figure F signifie
que Pimage de & par la réflexion d’axe d est la figure & elle-méme.

. r 3 r
Dans chacun des cas suivants, la droite d (et 12 droite d ' lorsqu’elle est tracée) est

un axe de symétrie de la figure & tracée en rouge.
* ¥ est un triangle isoc¢le.

« d est 1a médiatrice de [BC].

« F est formée de deux droites.

d' A d ! ﬁr
T = A : ' ﬁ ;
] ] d ; :. : o
A /
A et A’ sont paralléles, A et A’ sont sécantes,
d est équidistante de A et de A, et d est bissectrice de ’angle o,
d' est une droite quelconque d' est bissectrice de ’angle B.
perpendiculaire a d.
* & est un cercle. - » ¥ est formée de deux cercles.

; 0 LTIy 0 o'
. BT b B
d est une droite quelconque .6 et €' sont deux cercles de méme rayon,-

passant par O. d est la droite (O0'), d' 1a droite (AB).
» ¥ est formée d’un cercle et de deux tangentes.

Tl

\0‘ / | A : ,’}O /
T -~

Les deux tangentes sont paralléles,
d est équidistante des tangentes,
d' est la droite (TT").

Les deux tangentes se coupent ¢n A,
d est la droite (AO).

1 13.SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS
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Exercices résolus

Note d Ia drojte (OO etd'la
stinctde A et B.

€S Points M, A, O, par:

groite (AB). M est un point de ¢ g;
. précisez les images de chacyp g
s 1. la réflexion sy d’axe d ;

2. laréflexion sy d’axe g’,

i B U tion - N e ——
Nous allons utiliser la figure clg a¢

Sociée a deux cercles sécants de <
méme rayon : chacune deg droites d et ¢ estun axe de symétrie -
de la figure. Nous sommeg donc s

surs que limage de chaque point ). X

de cette figure par la réflexion d'axe d ou par |a réflexion d'axe d ’ P
est un point de la figure, / o

o) o
[1] Par la réflexion Sy B
* Notons N I'image de M par Sg- Alors N est un point de la figure
[ situé sur la droite A perpendic

: ulaire a d et quj passe par M.
N est donc le point d'intersection de A et de .

. * De méme, I'image de A est le point B,
* Le point O, situé sur g, est invariant par Sy, S4

Voir page ci-contre.

(O) = 0.

[2] Par la réflexion s,.

* Notons P I'image de M parsy. .

P est un point de 1a figure situé sur la droite A’

angly, passe par M. Le point M étant sur 6, le point P est sur ¢

ngef, La droite A" rencontre €’ en deux points ; Image de M est celui
des deux qui ne se trouve Pas du méme céoté de g’ que M.

* Le point A, situé surd’, est invariant par s,., sy (A) = A.

reles. * Limage de O est O'. En effet, ¢ et @' sont images I'un de l'autre

parsy. Limage du centre O de € est dong le centre O’ de €',

)
1, b ©

e €

e — 5 d
B L N B

5, :
) parallele a d et qui
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3 TRANSLATIONS. ROTATIONS.
o SYMETRIES CENTRALES

EEEN Translations

—_ . 5 u
[ DEFINITION 3 | Par la translation de vecteur %, On associc a /" P
chaque point M du plan, Je point M’ tel que : /
MM =z M '
teur u , et on écrit M' =tz (M), ou

En général, on note ¢y la translation de vec
r—l-
encore M = M.

Rotations

[ DEFINITION 4 | O est un point fixe.
« I’image d’un point M distinct de O par
la rotation de centre O et d’angle a dans le
sens de la fleche est le point M tel que :
OM' = 0M et MOM' = . i 3
« T’image du point O est le point O lui-

meéme.

Symétries centrales

[ DEFINITION 5 | O est un point fixe.
« I’image d’un point M distinct de O par la symétrie centrale de centre

o Notef e O est le point M’ tel que O est le milieu du segment [MM'].
n dit souvent symeé- ; : : Yk
trie de centre O au lieu « I’image du point O est le point O lui-méme.
de symétrie centrale de
centre O. i . .
La symétrie centrale de centre O est aussi la rotation de centre O et d’angle 180°.

Image d’une droite, d’un segment, d’un cercle

Par une translation, une rotation, une symétrie centrale :

« image d’une droite est une droite.

« ’image d’un segment est un segment de méme longueur.

- I’image d’un cercle de centre O est un cercle de méme rayon et dont le centré
est ’'image de O.

[ PROPRIETE 2 | Par une translation et par une symeétrie centrale, la droite image <’ua¢
droite d est paralléle a d.

346 13 SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS
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X€rcices résolus

ABC est un triangle quelconque,

[ LH

_ (AB) et ui
droite A paralléle a (BC) et qu; passe par{l\ ' Passe par C, et Ia
Les droites detAse coupent en ¢ .

Montrez que le triangle B'AC' ggt rir, ,
une translation. 399 du triangle ABC par

B' d

Va
A

! A

Dapres la forme des triangles ABC et B'AC:
o i S dﬂiriangle ABG it A(EAEL'"- la figure, il sgmble
vecteur BA (ou AB', ou CC' ). par la translation de
Posons donc u = BA et montrons '
. 10 que I'im [

translation t ; de vecteur ¢ est le triangle ggfcc’m TR AR perle
Pour cela, il suffit de montrer que : '

ti(A) =B, t;(B)
.t ;LB) = A. Ceci résulte de la
teur u .
15 (A) = B'. En effet, B' est I'image de B Par la symétrie centrale de
centre A. Donc A est le miliey de [BB, c’est-a-dire BA= AB'
D'ou AB' = u . Ceci signifie donc que t; (A) = B’ i ‘
*15(C) = C'. En effet, les cotés o

: PPosés du quadrilater AC’
deux a_cieux (paralléles. Ce quadrilater ; e st
D'ou CC' = BA , c’est-a-dire CC' =

Ceci signifie donc que t ; ©)=cC.

ABC est un triangle rectangle isocele en A. I est le milieu de [BC].
On note r le quart de tour de centre I dans le sens de la fleche,
c'est-a-dire la rotation de centre I et d’angle 90° dans le sens de
la flache. ’ |

Trouvez I'image de C par r, puis I'image de A.

=Aett;(C)=C.
définition de la translation de vec-

Solution

*Image de C : ;
Dans le triangle ABC, (Al) est une médiane car I est le milieu de [BC].
Or le triangle ABC est isocéle en A ; donc (AI) est aussi une hauteur.
D'oli AIC = 90°. BC
Dautre part, le triangle ABC est rectangle en A, donc Al = e
D'ou IC = IA.

Ainsi AIC = 90° et IC = IA. On passe donc de C & A par un quart de
tour de centre I. D’aprés la figure, cette rotation s'effectue dans le sens
de la fléche. C'est donc le quart de tour . D'oti r (C) = A.

* Image de A

En procédant de maniére analogue, on peut montrer que r (A) = B.
Sl

[ Commentaires g

<4 On _aurait pu aussi poser u=CC

ouu=AB'".

< En effet, 'image d’un triangle est

déterminée lorsque I'on connait
les images de ses trois sommets.

“t (B) = A” signifie que BA=u .

<4 M milieu de [EF] équivaut a

EM = MF (voir p. 263).

< D'apreés la définition des droites d

et A,

< Dans un triangle rectangle en A, la

longueur de la médiane issue de A
est égale a la moitié de I'hypoténuse.

< IA = IB, AIB = 90° et |e sens de

passage est celui de la fleche.
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4 e PROPRIETES COMMUNES

Les propriétés suivantes sont communes aux réflexions, aux Symetries centrales,

aux translations et aux rotations.

1. Conservation de I'alignement.

L’image d’une droite est une droite. Donc,
Jeurs images respectives A', B, C' sont aussi alignees.

si trois points A, B, C sont alignés,

2. Conservation du parallélisme. _
Lorsque d, et d, sont deux droites paralléles, leurs images respectives d i et d;

sont aussi paralléles.
Il en résulte que I’image d’

3. Conservation des distances et des aires.
« I’image d’un segment est un segment de méme longueur.
« I’image D’ d’un domaine D a la méme aire que D.

un parallélogramme est un parallélogramme.

4. Conservation du milieu d’un segment.
I est le milieu du segment [AB], [A'B] est I’image de [AB], et

Alors I est le milieu de [A'B].

est I’image de L.

5. Conservation de la mesure des angles, donc de Porthogonalité.
L’image x’Aly’ de I'angle xfﬁ-j a méme mesure que xAy.
En particulier, lorsque deux droites d, et d; sont perpendiculaires, leurs images

respectives d et d; sont aussi perpendiculaires.

6. Exemples:

« A, N, C alignés donc A, N', C' alignés.

¢ (MN) est paralléle 4 (AB) donc (M'N’) est paralléle a (A'B").

« I est le milieu de [AC] donc I' est le milieu de [A'C'].

+« A'B' = AB.

« Aire du triangle ABC = aire du triangle A'B'C".

«BAC = BAC) etc. ...

Les deux situations suivantes illustrent quelques-unes des propriétés précé:lentes ¢

Réflexion d’axe d Rotation de centre O, d’angle 1':2-

CI
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Exercices résolus

G est un triangle isocele en A,

jestle milieu de [AC] et J le miligy

pontrez que BI = CJ.

po i

peut montrer que Pun est 'image de P
une translation; ou une rotation, oy 4,

i méthode
W Mt
’f’;“r montrer que deux segme

e

La médiatrice d d

sq(B)=Cetsy(I) =J. _
Les segments [BI] et [CJ] ont dong méme longueur, BI =

ents

e [BC] est un

dx
e [AB].
J I
ont méme longueur, on
autre par une réflexion, ou u
ar : y7)
e symétrie centrale, 8 ” i -

onc les segments [AB] et [AC] sont
» et par conséquent, Sy (

g COommentaires g

< Dans un triangle isocéle en A, la
médiatrice issue de A est un axe
de symétrie du triangle.

I) = Sy (J).

<0 Par une réflexion, il y a conserva-
tion des milieux.

CJ. <0 Par une réflexion, les longueurs

' sont conservées.

ABCD est un carré, I est le milieu de [AD]. On note d la droite : / b g
paralléle a (AB) qui passe.par 1. On considre la rotation r de’ _ T

centre A et d’angle 90° dans le sens de Ia fléche. . : g
1. Quelle est I'image du segment [AB] par r ? +

2. Trouvez I'image I' de I par r et déduisez-en Pimage de la 1l

droite d. ' A -

Solut

B] Pour déterminer I'image de [AB] par la rotation r,
il nous suffit de connaitre 'image de A et celle de B.
A, centre de la rotation r, est invariant, r (A) = A.
B a pour image le point D, car on passe de B & D par
un quart de tour dans le sens de Ia fleche.
Donc [AB] a pour image [AD] par .

d' '\
D C
. d
St
' A’ B

ionfcommentee’

[2] + Limage de T est le point T’ de la droite (AB) placé
sur la figure.
OnEAI = Al = %E ,
* Les droites (AB) et d sont paralléles. Donc leurs
images par la rotation r sont des droites paralléles,
(En effet, une rotation conserve le parallélisme). Or
limage de (AB) est (AD). Donc d a pour image la droite
d ' passant par I et paralléle & (AD).

P REMARQUE : On peut aussi obtenir d’ en utilisant
le fait qu'une rotation conserve I'orthogonalité :
d étant perpendiculaire & (AD), son image d’ est la
droite passant par I' et perpendiculaire 3 I'image de
(AD). Or l'image de D est sur (AB) donc I'image de
(AD) est la droite (AB).

d' est donc la perpendiculaire a (AB) passant par I'.
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COMME LES RESOLUS

Pour .
mponZTE{c;:n des- éxercices 1 a 8, vous pouvez vous
al'exercice résolu qui porte le méme numéro.

;etr:: est une droite. A et B sont deux points qui n'appar-
nent‘ Pas a d et qui sont situés du méme coté par

ral?pprt ad. On note A' et B' les points tels que d est la

mediatrice de [AA] et [BBY).

Montrez que les droites (AB') et (A'B) se coupent sur d.

? d est une droite, K est un point de d, et O un point non
situé sur d. A est une droite qui coupe le segment [OK] en
Aetden M. On note O’ I'image de O par la réflexion d’axe
d, A’ celle de A, et A' I'image de la droite A.

Montrez que A’ est le point d'intersection du segment [0'K]
et de la droite A",

3 A et A’ sont deux droites sécantes en O, On note d et d’
les bissectrices des angles formés par ces deux droites.
M est un point de A distinct de O.

Précisez les images des points M et O :

a) par laréflexion d'axed; ~ b) par la réflexion d’axed".

4 ABC est un triangle et I est le milieu de [BC]. On note A’
I'image de A par la symétrie centrale de centre L.

La droite paralléle & (AI) passant par G coupe (BA') en c.
La droite paralléle & (AI) passant par B coupe (CA') en B'.
Montrez que le triangle A'B'C’ est I'image du triangle ABC

par une translation.

POUR S’ENTRAINER

[} Constructions d’images O
par des réflexions

B A et C sont deux points d'une droite d, B est un
point extérieur & d. On veut construire le symétrique B’ de
B par rapport & d, mais on ne dispose que d’un compas.
Comment peut-on faire ?

ﬂ ¢ est un cercle de centre O, et d est une droite,

tangente au cercle en un point A.
Construisez 'image ' de € par la réflexion d’axe d.

m d, et d, sont deux droites perpendiculaires, et A est

un point extérieur & dy et dy.
Construisez un quadrilatére ABCD de fagon que d, et d,
soient des axes de symétrie du quadrilatére. Justifiez.

13. SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS

5 ABCD est un carré de centre O.
1. J et K sont les milieux respectifs de [AB], [AD] et By,
r est le quart de tour de centre I dans le sens de la fléche,

/5 o

3 =

E

E

Kl I 7 B
Trouvez Iimage de J par /, puis I'image de A.

6 ¢ et @' sont deux cercles de méme centre O, et de
rayons respectifs retr’ (r<r'). A est une droite qui coupe
@enAetB, et enA etB'. Onnote d la perpendiculaire

4 A passant par O.
En considérant la réflexion d'axe d, montrez que AA" = BB'.

7 ABC est un triangle équilatéral, O est le centre de son
cercle circonscrit, et I est le milieu de [AB].

On note d la droite paralléle & (BC) passant par I.
On considére la rotation r de centre O et d'angle 120°

transformant A en B.

1. Quelle est 'image par r du segment [BC] ?

2. Trouvez 'image I' de I par r, et déduisez-en celleded.
(Corrigés en fin de manuel,)

m d, et d, sont deux droites perpendiculaires, et B est
un point de d;.

Construisez un quadrilatére ABCD de fagon que d; et d;
soient des axes de symétrie du quadrilatére. Justifiez.

m ABC est un triangle rectangle isocéle en A.
1. Construisez son image par la réflexion d’axe (BC).

2. Notez D I'image de A. Pourquoi ABDC est-il un carré ?

m Trouvez les axes de symétrie des figures formées de
a) deux points ;

b) deux droites paralléles ;

¢) deux droites perpendiculaires.

m ABC est un triangle isocéle en A, € est son cercle
circonscrit, O est le centre de . Le point I est 2 milieu
de [BC]. On note s la réflexion d'axe (BC).
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isez I'ilmage par s du trian le ,

1. ol le quadrilatére ACA'B est-ilgu"ToBser;Ztsz A
TraceZ le cercle " circonscrit ay triangle A'BC,

NoteZ 0’ son centre. Pourquoi I est-j |g Milieu de 0012

. PonqU°i le quadrilatére OBO'C est- ’

=S (A).

il un losange 7

m La figure ci-dessous a été opte

nue en trg,
demi.cercles. aveCAM =2 AR =4, cant deg

1, Calculez I'aire du domaine en roge.
9, Construisez I'image de cette fj
daxe (AR).

3, Quelle est I'aire de la figure symétrique 7

gure par la réflexion

0 Constructions d'images O
par des symétries centrales

m ABCD est un parallélogramme de centre O, et d est
une droite passant par A. On note s Ia Symétrie centrale
de centre O.

1. Déterminez s(A), s(B), s(C), s(D).

2. M est un point de d distinct de A. Construisez son
symétrique N par s.

3. Quelle est I'image par s de la droite d ?

4.P est un point de d distinct de A et M. Construisez s(P)
en utilisant uniquement une régle non graduée.

ABC est un triangle rectangle en Aet I est le milieu
de [BC].

1. Construisez le symétrique du triangle ABC par la symétrie
centrale de centre I. On note A’ le symétrique de A.

2.Quelle est la nature du quadrilatére ABA'C ?

lﬂ € est un cercle de centre O. Par un point A extérieur
4, on méne les tangentes & 6 ; on appelle T et T' les

Points de contact. On note s la symétrie centrale de
Centre Q,

1. Construisez les images des droites (AT) et (AT) par s.

20nnote S, ' et A’ les images respectives de T, T' et A.
Expliquez pourquoi les deux droites (A'S) et (A'S') sont
tangentes 3 6.

3. On note K Je point d'intersection de (A'S) et (AT) et K
celui de (A'S) et (AT,

a. Montrez que K’ = s (K.

b. Déduisez-en que le quadrilatére AKA' K’ est un losange.

B Constructions d’images |
par des translations

BB A, B et C sont trois points tels que C est 'image de B
par la translation de vecteur AB . Faites une figure.
Quel est le milieu de [AC] ?

m ABC est un triangle équilatéral, H est le pied de la
hauteur issue de A. Dessinez I'image du triangle ABC par
|a translation de vecteur AH .

m ABC est un triangle. Construisez I'image C' de C par
la translation de vecteur AB. Montrez que C' est I'image
de B par la translation de vecteur AC . -

E ABCD est un carré de cété 6 cm, O est le milieu de
[AB] et I celui de [BC]. Dessinez I'image du carré ABCD
par la translation de vecteur OI .

Quel est le centre de ce nouveau carré ?

Pour les exercices 23 et 24, complétez les phrases (plu-
sieurs réponses possibles).

E AB=CD . Alors, on peut en conclure que :

* D est 'image de C par la translation de vecteur (7 .

* B est I'image de [J par la translation de vecteur CD .

* Aest l'image de O] par la translation de vecteur [].

* C est 'image de O par la translation de vecteur [].

m Le quadrilatére AMIE est un parallélogramme.
Alars, on peut en conclure que

* M est 'image de O par la translation de vecteur 7 .
* E est I'image de O par la translation de vecteur (] .

E M, I, E et L sont quatre points tels que E est I''mage
de L par la translation de vecteur MI .

Que peut-on dire du quadrilatére MIEL ?

m 1. Dessinez un cercle ¢ de centre Q et de rayon 2 cm.

2. Prenez un point A sur € et dessinez le cercle €’ de
centre A et de rayon 2 cm.

3. C et D sont les points d'intersection de ¢ et «¢’, B est
le point de €’ diameétralement opposé a O.

Construisez I'image de cette figure par la translation de
vecteurgé i
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2 .

ABC est un triangle équilatéral,
1. a. Co_nftruisez I'ima
vecteur AC .

b. Montrez que le quadrilatére ABDC est un losangé.

2. a. Construisez I'i

. Image du quadrilaté
translation de vecteur BG . ; e RRE pere
b. O'n note E, .F et Gles imagg§ respectives de A, C et D
par la translation de vecteur BC . Montrez que ABDGFE
est un hexagone régulier.

ge D de B par |a translation de

@ € est un cercle de centre O,

1. Tracez un hexagone ABCDEF régulier inscrit dans .

INDIF:ATION : Montrer d'abord que le cété de cet hexagone
est égal au rayon de .

2, Construis_e_z I'image de cet hexagone par la translation
de vecteur FB .

3. Construis_e_z I'image de cet hexagone par la translation
de vecteur DB .

4. Par quelle translation le coté [CD] a-t-il pour image le
coté [FA] ? '

] Constructions d’images O
_ par des rotations

Pour tous Iés_exerbicee de cette rubrique, on appé_lle sens
direct le sens contraire des aiguilles d'une montre. -
E d est une droite et O un point non situé sur d.

On note H le projeté orthogonal de O sur d et % le cercle
de centre O passant par H. . '

1. a. Construisez I'image de H par la rotation r de centre
O et d’angle 60° dans le sens direct. On note K ce point.
b. Quelle est la nature du triangle OHK ?

2. a. Construisez 'image d’ de d par la rotation r.

b. Montrez que d ' est tangente en K2 €. '

3. On note I le milieu de [HK].
Montrez que d et d ' sont symétriques par rapport a (OI).

BT 0 est un point, A est un point tel que OA = 2 cm.

On note r la rotation de centre O et d'angle 120° dans le
sens direct, B I'image de A parr, et C I'image de B parr.
1. Construisez B et C, et montrez que AB = BC.

2. Montrez que r (C) = A.

3. Déduisez-en que le triangle ABC est équilatéral.

4, Calculez AB. .

13. SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS

~ On note s la réflexion d’axe (AC).

ABCD est un carré. On note r la rotation de centre A
et d'angle 60° dans le sens direct, et E, F, G les images

respectives de B, C,Dparr.
1. Montrez que ABE est un triangle équilatéral.

2, Montrez que AEFG est un carré.
m « est un cercle de centre 0 et d une droite tangente
a¢enH.

1. Construisez I'imag

centre O et de sens direct.
2. On note K I'mage de H parr, et I le point d'intersection
de d et d'. Montrez que le quadrilatére OHIK est un carré,

e d ' de d par le quart de tour r de

O Etudes de configurations 0

ABC est un triangle isocéle en A. Le point I est le
milieu de [BC]. A I'extérieur de ce triangle, on construit le
éral AC'B et le triangle équilatéral AB'C.

triangle équilat
C') se coupent en K, les droites

Les droites (BB') et (C
(BC') et (CB') se coupent en L.

On note s la réflexion d’axe (Al).

1. Montrez que B’ est I'image de C' pars.

INDICATION : Une réflexion conserve les distances.

2. a. Quelle est 'image de (CC') par s ? de (C'L) ?

b. Déduisez-en que les points A, K, I, L sont alignés.

ABCD est un carré de centre O, ABI et ADJ sont
deux triangles équilatéraux extérieurs au carré ABCD.

1. Montrez que s (I) = J.

2. Montrez que (BI), (DJ) et (AC) sont concourantes.

On note K leur point de concours.

3. a. Calculez la mesure de I'angle KBO.

b. Déduisez-en |'expression de la distance OK en
fonction du cdté a du carré ABCD.

@ ABC est un triangle rectangle en A et O est le milieu
de [BC]. A I'extérieur du triangle ABC, on construit les
triangles ABD et ACE, rectangles en A et isocéles.
I est le milieu de [DE], A est la médiatrice de [BD].

1. Pourquoi A est-elle aussi la médiatrice de [EC] ?

2. Quelle est I'image de [ED] par la réflexion d'axe A 7
Déduisez-en que I et O sont symétriques par rapport 2 A.
3. a. Quelle est I'mage du triangle ABC par la réflexion
d'axeA? :
b. Pourquoi les cercles circonscrits aux triangles ABC et
ADE sont-ils symétriques par rapport 4 A ? 3
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Déduis oz-en que leur deuxieme point d'imersection, K,
[

95105;; g-euf"’“ dire du quadrilatére OAIK ?
d

g estun triangle, I est le milieu de [BC).
@ K sont les projetés orthogonaux respectifs deBetC
He:a édiane (A). On note s la symétrie de centre  §
f

SUMonter que (CK) est I'mage de (BH) pars.
I " sduisez-en que Kest I'image de H par s,
ol ontrez que les triangles ABI et ACT ont 1a méme ajre.

ABCD est un carré, AEFG est son image par |a

iation r de centre A et d'angle 60° dans |e sens de la
fr; che. On note A la médiatrice de [ED).

1 1. Montrez que AEFG est un carré.

2.0n note I le milieu de [ED].

a. Montrez que les angles BAI et TAG sont égaux.

b. Déduisez-en que G est le symétrique de B par rapport
A

3. Montrez de méme que F est le symétrique de C par
rapport & A.

4.a. Quelle est la nature du triangle ACF ?

b. Prouvez alors que B, D, F sont sur la médiatrice de [AC].

5. Montrez que les points G, E, C sont alignés.

m OABC et OEFG sont deux carrés tels que OA = OE.
Destle point tel que OCDE est un losange.

! Montrez que (OD) est un axe de symétrie de la figure.
Uisez-en que DB = DF.

on CO,
2. En considérant le cercle de clentre C et de rayon.

montrez que BDO = 45°. _

INDICATION : Utiliser le théoreme de I'angle inscrit. BDF
3. Déduisez des résultats précédents que le yiangle

est rectangle isocle en D.

EZ] 0AB et OCD sont des triangles équilatéraux tels que
OB = OC, E est le point tel que OBEC est un losange.

0 D

1. a. Montrez queﬁ =EOD. o X
b. Déduisez-en que (OE) est un axe de symétrie de la
figure.

¢. Montrez alors que AE = ED.

2. En considérant le cercle de centre B et de rayon BO, et
en utilisant le théoreme de I'angle inscrit, montrez que
AEO = 30°, :

3. Déduisez des résultats précédents que le triangle ADE
est équilatéral.

m ABCD est un losange et E est un point de la diago-
nale [AC]. La paralléle a (AB) qui passe par E coupe [BC]
et [AD] respectivement en I et J. La paralléle & (AD) qui
passe par E coupe [AB] et [CD] respectivement en K et L.
On note s la réflexion d'axe (AC). R '

1. Montrez que I'image par s de la droite (1J) est la droite

(KL). Deduisez-en que s (I) = L et s (J) = K.
2. Montrez que les droites (IL), (KJ) et (BD) sont paralléles.

3. Montrez que les droites (IK), (JL) et (AC) sont concou-
rantes ou paralléles. ' '

[ ABC est un triangle équilatéral, O est le centre de son
cercle circonscrit, I est le milieu de [BC] et K celui de [AB].

M est un point de [AB] et N un point de [BC] tels que
AM = BN. Onnote r la rotation de centre O et d’angle
120° transformant C en A.

1. Montrez quer (A)=B, r (B)=Cetr (K) = 1.
2. Expliquez pourquoi r (M) = N.

3. Déduisez-en que les triangles OMK et ONI ont la méme
aire.

4. Montrez que I'aire du quadrilatére OMBN est constante
lorsque le point M varie sur le segment [AB].

13. SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS
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. OUs. On note R
e 12 fléohe, do cantrg o, - 2" 96 10UF dans o o

La demi-drojt
[Oy), image 4
Tety

e [Ox) Coupe [AB] en M, et |

e lo") par R Coupe [BC] ¢
1 C
sont les milieux res| [ ] T

a demi-droite

Pectifs des segments [AB] et [BC).

___—_“—"———__,D

S T

1.a. MFJntrez que R(A) = B, R(B) = C et R = J.

b. Expliquez pourquoi R(M) = N. 3

2. a. Expliquez pourquoi les triangles OIM et OJN ont la
méme aire.

b. Montrez que I'aire du quadrilatére OMBN est constante
lorsque [Ox) “tourne” autour du point Q.

m ABCD est un carré. On note R le quart de tour de
centre B qui transforme A en C. € est le cercle de centre
A et de rayon AB, 6’ celui de centre C et de méme rayon.

1. Expliquez pourquoi ¢’ est I'image de € par R.
2. M est un point de € distinct de B et D, situé du méme

coté que A par rapport & [BD]. On note M’ son image parR.

a. Quel est la mesure en degrés de I'angle BMM' ?

b. Donnez une mesure en degrés de I'angle DMB.
INDICATION : Utiliser le théoréme de I'angle inscrit.

c. Déduisez de ce qui précéde que D, M, M’ sont alignés.

*
Cercles concourants

ABC est un triangle, ¢ est son cercle circonscrit et O le
centre de ce cercle. On note 6, et %, les cercles symé-
triques de € par rapport a (AB) et (AC) respectivement.

O, et O, sont les centres respectifs de €, et 6,.

1. Montrez que si ¢, et €, sont tangents en A, alors le
triangle ABC est rectangle en A. -

2. On suppose, dans la suite de I'exercice, que le triangle
ABC n’est pas rectangle en A et on note H le deuxiéme
point d’intersection des cercles ¢, et 6,.

a. Montrez que 6?\ =BO et A—O'Q =0C.

b. Déduisez-en que ‘¢, est I'image de 6, par la translation
de vecteur BC .

c. Montrez alors que (AH) est orthogonale & (BC).

3. a. Expliquez pourquoi AH = OB + OC .

b. Déduisez-en que BH = OA + OC .

13. SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS
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c. Montrez alors que BH = 662 .

d. Montrez alors que H est I'orthocentre du triangle ABG,
4. 64 est le cercle symétrique de 6 par rapport 3 (BC) et
O, est son centre.

a. A l'aide de la question 3. a., montrez que AH = 6‘63'
b. Déduisez-en que OH = OA et que ¢, passe par H,

5. On note Hy, H, et Hy les symétriques e H par rapport
a (AB), (AC) et (BC) respectivement.
Montrez que H;, H,, Hy sont des points de ¢,

m* Triangle de périmétre maximal

[AB] est une corde d’un cercle 6.

Sa médiatrice coupe € en T'et J.

M est un point de ¢ du méme coté que I par rapport 4 (AB).
I : '

@ M

. _|
A\/ B
J
1. a. Montrez que AMJ = AL et queﬁ'ﬁj =BIJ.
b. Déduisez-en que (MJ) est la bissectrice de AMB ,

2. On note A’ le symétrique de A par rapport a la droite
perpendiculaire en M a (MJ).

a. Montrez que TBM = IAM, et déduisez-en que TBM = TAM.
b. Montrez alors que les points B, M, A’ sont alignés, et
que M est sur le segment [BA]. '

3. a. Montrez que MA + MB=A'B et que A' B < TA + 1B,

b. Déduisez-en que le périmétre du triangle ABM est
maximal lorsque M est en 1.

B Construire avec des translations W'

m dy et d, sont deux droites sécantes et [AB] est un
segment qui n'est paralléle ni a dy, ni a ds.

Construisez un point C sur d, et un point D sur d; tel que
ABCD soit un parallélogramme.

INDICATION : Construire I'image d; de d, par la transation de
vecteur AB ,

m G est un cercle et [AB] un segment.
1. Construisez 'mage €' du cercle € par la trans!ation de
vecteur AB .

2. Montrez que “¢ et 6’ sécants” signifie que 12 longueur
AB est inférieure au diamétre du cercle €.

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

L
ot Ly Wiy
A

=) Beaetiu

.

Juisez de ce qui précede la constrycti

3_9‘55 C et D sur le cercle € tels que A
in

P ogramme:

on de deyy
BCD soit yn

ABC est un triangle. Construisez un pojnt tel que :
. At AC sont colinéaires et AM = AR,
A s

GATION : Construire le cercle de centre A et de

. rayon AB,
¢ que limage de (AC) par la translation de vecteur BA
ain .

- Construire O
' = __-_-_-—_‘—-—-___-_-_-
avec des symétries centrales

E d; et d; sont deux droites sécantes en
point qui nappartient ni a dy, ni 3 do.
Construisez un point M sur d, et yn
que I soit le milieu de [MN].

INDICATION : Construire I'image d;}
centre 1.

OetIestun
point N syr d, tels

de d, par la symétrie de

E Avec un point inaccessible

d; et dy sont deux droites sécantes en O. Le point O est
inaccessible, c’est-a-dire en dehors de la feuille. I est un
point qui n'est ni sur dy, ni sur d,. Construisez la droite (O1).

INDICATION : Construire les symétriques des droites d, et d,
parrapport ... .

m € et €' sont deux cercles de méme centre O et de
fayons respectifs R et g

Aest un point de %' . Une droite A passant par A recoupe
€'en M et coupe € en N et P.

On se propose de construire A de telle sorte que les
Ségments [AM], [MN] et [AP] aient la méme longueur.

€

. ; st le
1. Montrez que si une telle droite existe, alors P e
Symétrique de M par rapport 4 A.

2. 2. Construisez Image 6" de ¢’ par la symétrie centrale
de centre A.

b. Expliquez pourquoi ¢ coupe % en deux points P et P'.

3. La droite (AP) coupe %’ en M et % en N.

a. Montrez que M est I'mage de P par la symétrie centrale
de centre A.

b. Montrez que N est I'mage de P par la réflexion d'axe la
médiatrice de [AM).

¢. Concluez que la droite (AP) est solution du probléme
posé. Est-ce la seule ?

B Construire avec des rotations O

55 e d, sont deux droites sécantes en O, et T est un
point qui n'appartient ni 4 dy, niad,.

Construisez un point M sur d et un point N sur d, tels
que le triangle IMN soit équilatéral,

Le probléme a-t-il toujours une solution ?

INDICATION : Construire I'ima

ge de dy par une rotation de
centre I et d'angle 60°. %

E d; et d, sont deux droites paralléles et I est un point
qui n'appartient ni a d, ni & ds.
Construisez un point M sur d et un point N sur d, tels

que le triangle IMN soit rectangle isocéle de sommet 1.
INDICATION : Construire ['j

mage de d, par une rotation de
centre I et d'angle 90°,

0 Construire avec des réflexions O

Un classique : trajet minimal

d est une droite, A et B sont deux points extérieurs a det
situés dans un méme demi-plan de frontiére d. On note A’
le symétrique de A par rapport a d.

Trouvez un point M situé sur d de fagon que AM + MB
soit minimal, :

@ Triangle de périmatre minimal
ABC est un triangle ayant trois angles aigus.
E est un point de [BC], F un point de [CA], et G un point

de [AB]. On note E' le symétrique de E par rapport & (AB)
et B le symétrique de E par rapport a (AC).

~ 1.2 Montrez que EG + GF + FE= E' G + GF + FE".

b. Déduisez-en que EG + GF + FE > E' E”,

c. E etant fixé, montrez que EG + GF + FE est minimal
lorsque E', G, et E” sont alignés.

13. SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS
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2. a. Montrez que le triangle E'AE"
b. Mpntrez que E'AE” = 2 BAG .
:. [I)Eeduusez-en que E' E” = 2 AE sin ABG

. Expliquez pourquoi la Ion :

gueur E'E" est mini

lorsque (AE) est orthogonale & (BC). e
:é. Fl?ti:;i;ﬂsez de 1. c.et2 d. I3 construction des points

» 15 Gtels que la somme EG + GF + FE soit minimale.

est isocéle,

@ Recherche de trajet minimal

I.-es dr?ites ‘?ft d ' sont paraliéles, elles représentent les
rrv\es d u‘ne riviere. A et B sont des points fixes.
Ou faut-il placer le pont, représenté par le segment [Pd],

pour que le trajet de A 3 B, AP + PQ + QB, soit le plus
court possible ?

1. « Pour rendre minimal AP + PQ + QB, il suffit de rendre
minimal AP + QB ». Justifiez cette affirmation. '

2. Notons A’ Iimage de A par la translation de vecteur u .
Justifiez I'égalité AP + QB=A'Q + QB.

3. Ou faut-il choisir le point Q pour que A'Q + QB soit le
plus petit possible ? Achevez alors la résolution.

B Recherche de lieux géométriques B

m [AB] est une corde d'un cercle 6, M est un point de €.

"distinct de B. On note P le symétrique de A par la réflexion

d’axe (BM). - ’ . :
1. Expliquez pourquoi BP = BA.
2. Sur quelle ligne se déplace P lorsque M décrit 6 ?

m ¢ est un cercle de centre O, [AB] est un diamétre.

M est un point de 6, et d est la tangente en M a €.

Par O, on méne la paralléle a (AM) ; elle coupe (MB) en I
etdenN.

1. a. Pourquoi le triangle AMB est-il rectangle en M ?

b. Pourquoi I est-il Je milieu de [MB] ?

2, a. Quelle est I'image de (MN) par la réflexion d'axe (OI) 7
b. Quelle est I'image de (OM) par cette méme réflexion ?
c¢. Pourquoi peut-on affirmer alors que (NB) et (OB) sont
perpendiculaires ?

3. On suppose que M se déplace sur le cercle €.

Sur quelle ligne se déplacera le point N ?

13. SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS

@ ‘6 est un cercle de diamétre [AB] et de centre O.
M est un point de 4 distinct de B. On note P I'image de O
par la réflexion d'axe (BM).

1. Montrez que P est I'image de M par la translation de
vecteur OB .

2. Quel est le lieu du point P lorsque le point M décrit ¢ ?

0 Transformations laissant |
invariante une figure

E [AB] est un segment. -
Citez deux réflexions qui laissent [AB] invariant.

m ABC est un triangle équilatéral.
1. Citez trois réflexions qui laissent ABC invariant.
2. Citez une rotation qui laisse ABC invariant.

3. Expliquez pourquoi il n’existe pas de symétrie centrale
qui laisse ABC invariant.

@ ABCDE est un pentagone régulier.
: B
C

E

1. Citez cinq réflexions qui laissent ABCDE invariant.
2. Précisez une rotation qui laisse ABCDE invariant.

] Avec des coordonnées a

Pour les exercices de cette rubrique, le plan est muni
d’un repére orthonormal (0 ; OI, OJ ), et A est le point
de coordonnées (2; 3).

@ s est la réflexion d’axe (OI).

1. Montrez que I'image du point Mix ; ) par s est le point
M (x5 -y).
2. Déterminez le coefficient directeur de I'mage par s de
la droite (OA).

5 est la réflexion d'axe (OJ).
1. Montrez que I'mage du point M(x ; y) par s est le poirit
M (=x; ). .
2. Déterminez le coefficient directeur de I'image par s dg
la droite (OA). 3
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g est la droite d'équation y = x et 5 oy | réflexion
g€ d. , .
fontrez GUe Pimage du point Mx ; )
1
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fowvez e coefficient directeur de 'image de ©
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Pars est le pojnt

A) par s,
7 est le vecteur de coordonnées (1 « ),

l'image du point M(x
Mooz +¥) par la trang|ati
:’e\fecteur v est le p0|nt M’ (X +1 ;y Fe 2) atlon
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golte (OA) par cette transiation, ge de I

C est le point de coordonnées (1 2)
symétrie centrale de centre C,

4, Montrez que I'mage du point Mx ; y)
MR-x;4-))
9, Trouvez le coefficient directeur de Iimage de

1€t s est I

Pars est le point

(OA) pars.

PROBLEMES
DE SYNTHESE

m THEMES : Réflexions. Rotations. Translations.
Repéres. Systémes.

Dans un repére orthonormal (O ; o1 ,0J ), A est la droite

d'équation y = x, et d est la droite d’équation y = - x.

@estle cercle de centre O et de rayon 1.

A
sy 0
A F s

Ot
\

1. Montrez que les points d'intersection des droites d et A
avec le cercle € sont les sommets d'un carre.

INDICATION : Etudier les propriétés des diagonales [AC] et
[BD).

2 Déterminez les coordonnées des points A, B, G, D.

3. Quelles sont les images, par la réflexion sq d'axe d, du
Cercle €, du carré ABCD, de la droite A, de la droite (OT) ?
%.0n note A’ Pimage de A par la translation ;- de vecteur
=1 5 9); |

2 Montrez que A’ est tangente & .

b. Trouvez une équation de la droite A’

5. Quelles sont les images du cercle %, du carré ABCD, et
de la drojte par le quart de tour r dans le sens de la
fleche et de centre 0 ?

6. On considgre | systéme (S) { 2_0
_y =u.

X2
x2
Montrez que les solutions de (S) sont les coordonnées
des sommets dy carré ABCD.

m THEMES : Translations. Réflexions. Symétries
—. _.  Centrales. Rotations. Repéres.
(001, 0J) est un repére orthonormal.

A. 1. Placez les points AR:1),B-3;2),C(-2;-3),D(1 ;-4).

2. Placez les images de ces points par la translation t ;-de
vecteur u (2 ; 3) et précisez leurs coordonnées.

3. a. Placez les images des points A, B, C, D par la
réflexion d'axe (OI) et précisez leurs coordonnées.

b. Placez les images des points A, B, C, D par la réflexion
d'axe (OJ) et précisez leurs coordonnées.

C. Placez les images des points A, B, C, D par la symétrie
centrale de centre O et précisez leurs coordonnées.

4. On note A’ limage de A par le quart de tour r de centre
O dans le sens de la fléche.

o R0 TR

On note H le projeté orthogonal de A sur (On.
a. Placez le point H' = r (H). e =

b. Quelle est Image du segment [AH] par r ?

¢. Expliquez pourquoi (A’ H') est orthogonale (0J).

d. Déduisez de ce qui précéde que A’ H' = AH et OH' = OH.
e. Quelles sont les coordonnées de A’ ?

B. On considére un point M(a ; b) tel quea>0 et b > 0.

1. Exprimez en fonction de a et b les coordonnées du
point N, image de M par |a translation t 7définie en A, 2..
2. a. Exprimez en fonction de a et b les coordonnées du
point P, image de M par la réflexion d'axe (Qn).

b. Exprimez en fonction de a et b les coordonnées du
point P', image de M par la réflexion d'axe (OJ).

3. Exprimez en fonction de a et b les coordonnées du
point Q, image de M par la symétrie centrale de centre O.

4, Exprimez en fonction de a et b les coordonnées du

point R, image de M par le quart de tour de centre O dans
le sens de la fléche.
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Exercices commentés

n ABC est un triangle isocéle de sommet A, [BH]
et [CK] sont des hauteurs.
On se propose de prouver que BH = CK.

VERS UNE SOLUTION

» Une premiére méthode : par les transformations.
On va montrer que [CK] est I'image de [BH] par la
réflexion d’axe la médiatrice de [BC].

Il est naturel d'y penser car ABC est un triangle iso-
cele de sommet A. Notons s cette réflexion.

1. Expliquez pourquoi s (B) = C.

2. Montrez que I'image de la droite (BH) par s est la
perpendiculaire & (AB) issue de C.

3. Déduisez-en que s (H) =K.

4. Concluez.

« Une deuxiéme méthode : par les aires.

On va calculer I'aire du triangle ABC de deux maniéres.
1. Expliquez pourquoi AB x CK =AC x BH.

2. Déduisez-en que CK = BH.

E ABCD est un carré. -
A Pintérieur du carré ABCD, on construit le point E

tel que le triangle ABE soit équilatéral.
A I'extérieur du carré ABCD, on construit le point F

tel que le triangle BCF soit équilatéral.
On se propose de prouver qué D, E et F sont alignés.

o

D C

E
F
A B
VERS UNE SOLUTION

« Une premiére méthode : par les angles.

1. 2. Quelle est lamesure en degrés de Pangle DAE ?
b. Déduisez-en la mesure en degrés de AED .

2. a. Quelle est la mesure en degrés de 'angle EBF ?
b. Déduisez-en la mesure en degrés de BEF..

3. a. Calculez la mesure de I'angle DEF .

b. Concluez.

[FEEEEEEEREE R NN N N N N N BN NNENN)
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YEEEEEEEEE R R RN R N NN
oew

-

362  15. SYMETRIES. TRANSLATIONS. ROTATIONS

SecosORPROOIORORRROERRRROERTS

L]

= —
¢ Uned
tions.
La présence de trian
utiliser la rotation de ¢
sens de la fleche. Notons 7 G
1. a. Déterminez r (A) et r (C)-

b. Construisez le point G dont Iimage par r est D.
2. a. Quelle est 1a nature du triangle BDG ?

b. Déduisez-en qué A, C, G sont alignés.

INDICATION : G est sur ja médiatrice de [BD].

3. Expliquez pourquoi D, E, F sont aussi alignés.

euxiéeme méthode : par les transforma-

gles gquilatéraux nous incite a
entre B et d'angle 60° dans le
gtte rotation.

’ i i

Trouvez l'erreur

Pour chaque exercice de cette rubrique, une solution
vous est proposée, mais elle contient une erreur.

Trouvez cette erreur.

'3 Un triangle ABC est tel que AB = BC.

On note d la perpendiculaire a (BC) issue de A, et M
un point de d. Comparez MB et MC.

Solution 1.Ey
Le triangle ABC a deux cotés égaux. Il est donc !.D'
isocéle. La droite d est donc un axe de symétrie de la o
figure. Par la réflexion d’axe d, B a pour image C et M
est invariant. Une réflexion conserve les longueurs. ' det
D’ou MB = MC.
Onr
‘4 ABC est un triangle isocele en A et ABC = ACB =50°. :lél
1:
A \
On
e
50° 509
B C

On note r la rotation de centre A et d’angle 80° dans I
sens de la fleche. Quelle est I'image de C par r ?

Solution
Dans le triangle ABC, la somme des trois angles est
égale & 180°. Donc BAC = 80°. De plus AB = AC.
Doncr(C) = B.
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Uimage A’ d'une droite A par une réflexion g

dest"?”e toujours parallele a la droite A 9 axe
golution - g
fragons une droite A paraliele & d, puis |eg images A’

2808 deux points A et B de A,
yestla droite (A" B) ; elle est donc paraligje 3 5.

A B

P s A
ml d
&i’
A B'

Limage A’ d'une droite A par une réflexion est donc
foujours une droite paralléle 3 A,

S p—

Pour ceux qui 3 plus

composée de deux transformations

n Composée de deux translations

vet v sont deux vecteurs. On note t 7 la translation de
vecteur U, et t 7 la translation de vecteur v .
M étant un point quelconque, on pose :
My =tg (M) et M =t (My), ce que I'on peut noter :
o g g

M +— My —> M".
1. Expliquez pourquoi W: =uet W =v.
2, Déduisez-en que M' = t 7.7 (M).

E Composée de deux réflexions d’axes paralléles
d et d' sont deux droites paralléles distinctes.

On note s, la réflexion d'axe d, et Sq laréflexion d'axe d’.
M étant un point quelcongue, on pose .

M, = s4(M) et M’ = 54(My), ce que I'on peut noter:

S4 Sgr
M'——E’M1"__9'M

On a représenté M et M’ dans le cas ol M est dans le
demi-plan (1) de frontiére d ne contenant pas d".

M
™ r 4
H P
M1
(I1) P
E—
Hl,;
(1) i
M!

EE—————

1. Construisez M, puis M' dans chacun des cas
suivants ;

a) M est dans la bande (1) ;
b) M est dans le demi-plan (I11) ;
¢)Mestsurg: d)Mestsurd'.

2. Dans chacun des cas précédents, vérifiez sur la
figure, sans calculs, que :

* MM’ et HH' ont méme direction, méme sens ;

* MM’ =~ 2HH',

Il semble donc que MM’ =2 HH'  [1].

3. On se propose de démontrer le résultat [1].

a. Expliquez pourquoi MM = 2 HM et MM =2 Wi
b. Déduisez-en que MM’ = 2 HH' . o
INDICATION : Remarquer que MM' = MM; + M{M".. .

4. On pose u=2AA", ol A est un point guelconque
ded, et A' le projeté orthogonal de A surd'.
a. Montrez que AA' = HH' . '

b. On note t ;- la translation de vecteur u.
Montrez que M’ = t - (M).

H Notation de la composée
Dans la partie 1, M’ = t (M) et My = t 77 (M).
Donc M' =t [t (M), ce que 'on note :
M =(tyotg) (M)
tyotyselit“tyrondty”. S
On dit que t ;7 o t ;7 est la composée de la translation
t 7 suivie de la translation t .
Dans la partie 2, M' = 54(M) et M = s4(M).
Donc M’ = sy [s4(M)], ce que I'on note :
M’ = (s4: 0 8g) (M). _

On dit que sy o S4 est la composée de la réflexion sy
suivie de la réflexion sy
On dit que deux transformations f et g sont égales si :

pour tout paint M, (M) = g(M).

1. Expliquez pourquoi tyot =t oty .

2. Expliquez pourquoi Sy 0 S¢ # S¢ 0 Sg -

INDICATION : |l suffit de trouver un point M dont les images
par 4 0 Sq et 54 0 54 sont distinctes.

ﬂ Dans un repére L

Dans un repére orthonormal (O ; OI, OJ ), on considére
le vecteur I (1; 2) etle point A(1;1).

On note t la translation de vecteur u , s la réflexion
d'axe (OI), et s’ la réflexion d’axe (OJ).

1. Placez chacun des points suivants :

a) t(1) ; t) ; t(A-

b)(sof)();sot)J);(sct) (AL

o) (tos) ; (tos) (); (tos) (A).

2. Montrez que s o s' est une transformation connue.
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L es transformations du plan
que vous connaissez, transla-
tions, réflexions, rotations, symé-
tries centrales, ont plusieurs pro-
priétés communes. L'une d’elles
est la conservation des longueurs,
On les appelle, pour cela, des
isométries. Dans ce chapitre,
vous allez découvrir des trans-
formations du plan qui n’ont pas
cette propriété ; il s’agit des

CHAPITRE

homothéties, transformations
permettant d’agrandir ou de
réduire une figure.

On verra que la plupart des pro-
priétés importantes des autres
transformations sont néanmoins
vraies pour les homothéties :
conservation de I’alignement, des
angles, du milieu ... Vous allez
donc disposer d’un outil nou-
‘veau qui permettra de résoudre
rapidement certains problémes.
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Cours 366
Exercices résolus 371
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_i Résultats et conseils 378
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. . E
,[\_rlTES D'APPROCHE ROCH

iﬁci ACTIVITES TDEARE
UN MOYEN POUR AGRANDIR
OU REDUIRE UNE FIGURE

On considére, dans un

repére orthonormal (O ; 7,7 ), les points A(2 ; 0), B35 0);
CBsDetD; .

B Pour agrandir

Associons a chaque point M du plan le point M' tel que OM’ = 2 OM .

On dit que M’ est 'image de M par 'homothétie de centre O et de rapport 2.
1. Placez les images A, B, C', D' des points A, B, C, D.

2. Vérifiez sur le dessin que :

a) A'B'C'D’ semble étre un carré de. coté 2. On dit que c’est Pimage du carré
ABCD par I'homothétie de centre O et de rapport 2.

- b) Dimage de chacun des cotés du carré ABCD semble & étre un segment paralléle
a ce coté.

A Pour réduire

Associons a chaque point M du plan le point M" tel que OM” = — 1 OM .
On dit que M" est 'image de M par ’homothétie de centre O et de rapport — L.

1. Placez les images A", B”, C", D" des points A, B, C, D,

2. Vérifiez sur le dessin que :
a) A" B" C" D" semble étre un carré de coté § On dit que c’est Ij

Image du carré
ABCD par ’homothétie de centre O et de rapport ~% ;

b) I’image de chacun des c6tés du carré ABCD semble &tre un segment paralléle
a ce cOté.

Conclusion On verra plus généralement que la ”ﬂmfﬂ?'marwn qui fait correspondre a
chaque point M du plan le point M' tel que OM’ = E OM es: appelée
homothétie de centre O et de rapport k. Cerre transformation agrandit
les figures lorsque |k|> 1, elle les réduit lorsque |k| < 1.

14.HOMOTHETIES 365
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COWRS

_ 1 o QU’EST-CE QU’'UNE HOMOTHETIE ?

__DEFINIT] LB 1:\ Choisissons un point O et un réel 2 non nul
On appelle homothétie de centre O et de I_TE_I /
rapport k la transformation qui a tout point
M du plan associe le poiﬁl&i’ tel que : =g ™ /
OM' = R OM.

Le point M’ est I'image de M par cette homothétie.

* Pour 1nd1quer que M’ est 1’1mage de M par une homothctl(. h, on note :

=h (M) ouencore M A oM,
On dit aussi que M' est l’homothethue de M.
EXEMPLES :

. 1
* Voici 'image d’une lettre par ’lhomothétie de centre O et de rapport —

 La symeétrie centrale de centre O est 'homothétie
de centre O et de rapport — 1.

En effet, 'image d’un point M par la symétrie centrale
de centre O est le pomt M’ tel que :

OM'=-0OM = (- 1) OM.

M

2. PROPRIETES DE LHOMOTHETIE

Conséquences directes de la définition

h est une homothétie de centre O, et M’ est I’ Image de M par 4,
Alors les points O, M et M’ sont alignés.

En effet, de ’égalite OM' = k OM

> on déduit que les vecteurs OM’ et OM sont
colin€aires, donc que les points O, M, M’ sont alignés
Si M’ est Ii

image de M par I’homothétie de centre O et de rapport &, alors :
OM' = |k | x OM.

14. HOMOTHETIES
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Le ¢ > i
h entre O d’une homothétie est confondu avec son image par cette
omothéti : |

othétie (on dit que O est invariant).

E : . e
n effet, en notant O’ son image, on a 00' =k 00 = 0; donc O' = O.

EXE Propriété fondamentale

| PROPRIETE 1

] h est une homothétie de rapport k.

A et B sont deux points quelconques, A’ et B' sont leurs images

respectives par k. Alors AB’ =k AB.

Démonstration A
A’ est 'image de A par 2. Donc OA' =k OA .

De méme, B’ est I'image de B, donc OB =k OB.
OrA'B'=0B'-0A’. O
DoncA_""=kG_'ﬁ—k6Ai=k(6_ﬁ—a‘{)=kﬁ- B B

e Conséquences

[ PROPRIETE 2 | L’image d’une droite d par une homothétie est une droite d parallele a d.

' Note

Le rapport k d'une ho-
mothétie est toujours
non nul.

par une homothétie 4, 'image d’un segment [AB] est le segment
[A'B'], avec A' = h (A), B'=h (B).

Si d passe par le centre de ’homothétie, alors d' = d.

Démonstration

Notons O le centre de ’homothétie h.

« Supposons que d ne passe pas par O.

Notons A’ 'image d’un point A de d. _

Pour tout point bil_ée d, dis_t_iilct de A, d’image M',
nous savons que A'M' =k AM.

Donc les droites (A'M) et (AM) sont paralléles.
Donc M’ est sur la parallele a d menée par A'.
Notons d ' cette droite.

Réciproquement, tout point N’ de d ', distinct de A', est 'tmage du point N de 4,
rsection de (ON') avec d. En effet, puisque OA' =k OA,ona ON' = k ON
de Thalés sous forme vectorielle, chap. 10, §7). |
alors ON' = k OA , donc N’ est I'image de A. |
se par O. Son image est alors la droite d elle-méme.

de d a une image M’ sur la droite (OM), donc sur d.
OM = % OM' .

inte
(théoreme
SiN' = A
. Supposons que d pas

En effet, tout point M
De plus, tout point M' de d est Pimage du point M de d tel que

Nous admettrons cette propriété.

367
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3 o EFFETS DE UHOMOTHETIE

EFE] Conservation de I'alignement

Lorsque trois points A, B et C sont alignes,

Cl
: : C
leurs images respectives A’y B et C' sont ausst //7
des points alignés. 0 B__[B
\,qu
Al

En effet, I'image de la droite d passant par A, Bet G

est une droite d'.
Les points A', B' et C' sontsurd’ ; ils sont donc alignés.

Conservation du parallélisme '
dy d2 \d4 dz
Lorslque deux droites d, et d, sont paralléles, leurs
images d; et d, sont aussi des droites paralléles. 0 '
]J

En effet, la droite d}, image de d,, est paralléle a d
et la droite d,, image de d,, est paralléle 4 d,.

> REMARQUE : L'image d'un parallélogramme par une homothétie est un parallé-
logramme. Ceci se déduit facilement de la conservation du parallélisme.

EEE] Conservation des angles

Trois points-A, B, C ont pour images respecti-
ves A', B', C' par une homothétie. Alors :
. A’'B'C' = ABC.

Nous admettrons cette propriété.
e Conséquence

Les_ images parlune _homothetie de deux droites perpendiculaires sont deux
droites perpendiculaires,

On dit que ’'homothétie conserve ’orthogonalité

P REMARQUE : L'image d’

3 un rect :
résulte du fait que I'homothét angle par une homothétie est un rectangle. Ccci

1@ conserve le parallélisme et I'orthogonalité.

368  14. HOMOTHETIES
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m Distances et aires

ot : k.
s homothétie dc rapport k multiplic les distances par | k| et les aires par
Démonstratiop

Par une homothétie de rapport k, deux points A et B ont pour images A’ et B".
Nous ayong donc AB' = 1, AR (Propriété 1).

Nous en déduisons I'égalité entre longueurs A'B' = |k| x AB.

Lelues vrai quels Que soient les points A et B. Pour cette raison, on dit qu’une
homothétie de fapport & multiplie les distances par .

Nous admettrong qu’alors elle multiplie les aires par £2.

> REMARQUES - _

é- Himage d'un carré Par une homothétie est un carré. .

Apgggg’ notons A'B'C'D' 'image d'un carré ABCD. Alors les quatre cotés du quadrilatére
'sont

‘aprea égz?ux alk| AB. De Plus, deux cotés consécutifs de A'B'C'D’ sont orthogonaux
(d'aprés la propriété de conservation de I'orthogonalité).

2. homothétie conserve le rapport des longueurs.

En Effet, si A, B, C ont pour images N, Bvl Cr, alors AB' = |k| ABetBC = ka BC. d'otl g,g' - Sg .

3:5] Image d’un cercle

D’image du cercle € de centre I et de rayon r par
une homothétie % de rapport k est le cercle @’ de
centre I', image de I par &, et de rayon r* = || x 7.

En effet, pour tout point M de 6, nous avons IM = r,

L’homothétie multiplie les distances par |k|. Donc, si

M’ est 'image de M, alors I'M’ = |&] x IM = || x r,

et donc M’ est sur le cercle €' de centre I et de rayon

|k| X r

Réciproquement, nous admettrons que tout point N

de 6’ est I'image du point N de 6 tel que :
=1V,

Donc, I'image de 6 est €',

Conservation du milieu
; B
I est le milieu du segment [AB].
Par une homothétie %, les points A, B, I ont 0 f Jl'
respectivement pour images A, B, I'. _ X

Alors I' est le milieu de [A'B].

En effet, ’homothétie conserve I’alignement, donc T’

outre, puisque I est le milieu de [AB], f%
i'g: = 1. Ainsi I' est bien le milieu de [A" BT.

est sur la droite (A'B’). En
= 1. P’homothétie conserve le rapport
des distances donc

14. HoMoTHETIES 369
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APPLICATION DE 'HOMOTHETIE
e AU TRIANGLE

————————

L _PROPRIETE a4 | A, B, M sont trois points donnés distincts et alignés.
1l existe une unique homothétie / de centre A telle que & (% B.
Le rapport de cette homothétie est le réel k tel que AB =k ’

Démonstration .

Lorsque A, B, M sont trois points distincts alignés, il existe un réel & tel que
AB = k AM , avec k = 0. Notons # ’homothétie Ei_e_fentie_' A et de rapport &, et
M’ I'image de M par h. Alors AM' =k AM , d’ot AM' = AB et B=M=k (M)
Par la suite, nous dirons que cette homothétie / est I’homothétie de centre A
qui transforme M en B.

L _PROPRIETE 5 | ABC et AMN sont deux triangles tels que :
' M est sur (AB), N sur (AC), et les droites (MN) et (BC) sont paralléles.
Alors ’homothétie % de centre A qui transforme M en B (c’est-a-dire telle
que z (M) =B) transforme aussi N en C (cest-a-dire que 2 (N) = C).

' A A N M
A
M N
B c
B c M N B C
- | k<0

Démonstration

Notons # Phomothétie de centre A qui transforme M en B, c’est-a-dire telle que
h (M) = B. Son rapport est le réel & tel que AB =k AM .
Alors I'image de N par £ est le point C.

En effet, d’apres le théoréme de Thalés sous forme vectorielle (chap. 10, § 7),
puisque les droites (BC) et (MN) sont paralléles, on a AC = % AN .
Cette égalité prouve bien que C est 'image de N par 4, c’est-i-dire que A(N) = C.

Des triangles tels que ABC et AMN sont appelés triangles homothétiques de
sommet commun A, '

~.370  14. HOMOTHETIES
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N

Exercices resolus.

A est.l‘image de A par une homothétie h de centre 0, M est
un point non aligné avec OetA.

Construisez I'image M’ de M par h
Point Méthode

Pour trouver Pimage M' g*
on peut chercher deyy lignes
les images. M! est alors a Pint,

un point M par une homothétie,
qQui passent par M et dont on connait
ersection des deux lignes images.

Solution cominentée
Cherchons dey

. X droites passant par M dont les
Images sont faciles 3 déterminer,

Prenons comme premiere droite la drojte (OMm).

Cette droite, Passant par le centre O de I'homothé-
tie h, est invariante par h,

Son image est donc Ia droite (OM).

Comme seconde droite, prenons |a droite (AM).
Son image est la droite

; d' paralléle & (AM) passant - o~ /A /A
par I'image A’ de A. .
M étant a l'intersection des droites (OM) et (AM), > REMARQUE : Dans cet exercice, les deux lignes
M' est & lintersection d oM ; passant par M sont deux drqltes. 2

won = i © (OM) etded . Dans d’autres cas, ces deux lignes pourront étre deux
D'odi la construction indiquée sur Ia figure. cercles, ou une droite et un cercle.

ABCD est un trapéze. Le pdint L est sur le segment [AB] et le

1
point J sur le segment [CD]. On suppose que % = % = 15 A B
En considérant ’lhomothétie de centre O qui transforme A en C, 5
montrez que les points I, O et J sont alignés. '
Point Méthode . :
Pour montrer que trois points O, I, J sont alignés, on peut D T C
montrer, par exemple, que J est I'image de I par une homothétie
de centre O. )
— e —
L'homothétie h, qui transforme A en C, transforme B en D. < Voir propriété 5.
En effet, les triangles OAB et OCD sont homothétiques de sommet
commun O. '
Limage par h du segment [AB] est donc le segment [CD]. < Limage par h d'un segment est un
Limage du point I de [AB] est donc un point I de [CD]. segment (propriété 3, p. 367).
Or les rapports des longueurs sont conservés par une homothétie. < Voir remarque, § 3.4, p. 369.
cr _ ; ase. O _ AL Donc CI' = CJ.
Donc CD = AB’ Mais par hypothese, CD = AB
OrI' et J sont deux points du segment [CD] ; ils sont donc confondus.
' ' int J. 'i d'un point I par une homo-
Limage par h du paint I est donc le point J < Limage
Donc les points I, O et J sont alignés. thétie de centre O est sur (OI).

14. HOMOTHETIES
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d,, d,, d, sont trois droites sécantes en O, les points
surd,, les points N et J sur d,, les points P et Ksurd,
sorte que (IJ) et (MN) d’une part, (JK) et (NP) d'autre part, SO
paralléles. Montrez, en utilisant ’homothétie h de centre 0 qui
transforme I en M, que les droites (KI) et (MP) sont paralicles.

Point Méthode :
Pour démontrer que deux droites sont paralléles, on PeY
mothétie.

montrer que I'une est 'image de I’autre par une ho

M et I sont
de telle
sont

alléle a la droite (IK), nous

Pour démontrer que la droite (MP) est par o
(IK) par rhomothétie h.

allons démontrer que (MP) est l'image de
Les triangles OIJ et OMN ont deux cétés paralléles et un somme’f
commun. lls sont donc homothétiques de sommet O, et 'homothe-
tie h de centre O qui transforme I en M, transforme JenN.

De méme, les triangles OJK et ONP sont homothétiques de som-
met O, et 'homothétie A, qui transforme J en N, transforme K en P,
Ainsi, par h, I a pour image M et K a pour image P. La droite (IK) a
donc pour image la droite (MP). Donc (MP) est paraliéle a (IK).

d et d ' sont deux droites perpendiculaires et sécantes en A.

M est un point situé ni sur d, ni sur d". On note P le symétrique
de M par rapport a d, et Q le symetrique de M par rapportad .
Montrez, en utilisant Fhomothétie h de centre M et de rapport 2,

que A est le milieu de [PQ].

Point Méthode
Pour montrer qu’un point est le milieu d’un

utiliser la propriété de conservation des milieux par une homothétie.

segment, on peut

« Voir propriété 5, p. 370.

< L'image d’une droite par une homo-

thétie est une droite paralléle.

B Solution g

Notons I le point d’intersection de
(PM) et de d, et J le point d'intersec-
tion de (QM) etde d .

P est le symétrique de M par rapport
ad,doncIestle milieu de [MP], c’est-
a-dire MP = 2 MI.. Donc P estI'image
del par_I’pomnthétie h. De méme,
MQ =2 MJ . Donc Q est I'image de J
par 'lhomothétie A.

Donc [PQ] est I'image de [IJ] par A.
Pour montrer que A est le milieu de [PQY], il nous suffit de montrer
que A est 'image par i du milieu de [1J]. Notons O le milieu de [1J]
Le quadrilatére AIMJ est un rectangle, car trois de ses angles SOnt.
droits, A, I'et J. Donc ses diagonales se coupent en leur milieu
Donc MA =2 MO, ce qui signifie que A est I'mage de O par h A

O étant le milieu de [LJ], A est le milieu de [PQ]. '

14. HOMOTHETIES

< Traduction vectorielle du milieu

d’un segment.

< Propriété de conservation du milieu

par une homothétie (voir § 3.6,
p. 369).

REMARQUE : Lorsqu’on montre que
A est le milieu de [PQ], on montre €n

méme temps que P, A et Q sont alignes.
g Y
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'RESULTATS

ET CONSEILS

Des résultats a retenir

® L’homothétie & de centre O et de rapport k
non nul associe 4 chaque point M le point M' noté
h (M) tel que OM' = k OM.

M’ est appelé image de M par A.

Si% (A) = A’ et h (B) =B, alors AB =k AB.

EXEMPLE : k = g B'
5 L O\
2 2
AR =3 2B
A'B'=ZAB.
2 H A A

® Par une homothétie & de rapport & :

« ’image d’une droite d est une droite paralléle a d.
« ’image d’un segment est un segment paralléle.

« ’image d’un cercle de centre I et de rayon rest
le cercle de centre I' = & (I) et de rayon r ' = | 2| r.

® Une homothétie conserve : I’alignement, le
parallélisme, la mesure des angles (donc l’ortho-

gonalité), le milieu.

® Une homothétie de rapport & multiplie les dis-
tances par |k| et les aires par &%

® Sj A, B, M sont trois points distincts alignés, il

existe une unique homothétie & de centre A telle

que 2 (M) = B.
® Si (MN) et (BC) sont paralléles, on dit que les
triangles AMN et ABC sont homothétiques de

sommet commun A.
Alors "homothétie de centre A qui transforme M

en B, transforme N en C.

378 14. HOMOTHETIES

Des conseils a suivre

ur démontrer que trois points sont alignés,

P Po
s deux propriétés suivantes :

pensez a utiliser 'une de
conque, son image par une homo-

O sont alignés.
de trois points alignés sont

- un point quel
thétie de centre O, et
 les trois points images
alignés.

P Pour trouver I’image M’ d’un point M par

une homothétie, €ssaycz de trouver deux lignes pas-
ar M, dont vous pouvez déterminer les images :

sant p
tersection des deux

le point M' cherché est alors aI'in

lignes images.

Des erreurs a éviter

B Ne croyez pas qu’un rapport d’homothétie est tou-

jours positif.
EXEMPLE : k=- 2.

M 0 M
OM' = -2 OM, OM’ = |-2| OM = 2 OM.

B Ne croyez pas qu’une homothétie conserve les lon-
gueurs.
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exercices et p

VERIFICATION DES CONNAISSANCES

S1 Qu'appelle-t-on homothétie de centre O et de rapport k non nul ? -
e e
S2 Complétez : une symétrie centrale de centre O est une homothétie de centre O € :
i ion y-a-t-
S3 Si A’ et B' sont les images de A et B par une homothétie de rapport K, quelle refation y

rapport 0. -
il entre AB et AB'?

S4 Que pouvez-vous dire :
» de I'image d'une droite d par une homothétie ?
» de l'image d'un cercle de centre O et de rayonr ?
» de I'image du milieu I de [AB] 7
* des images de trois points alignés ?
¢ des images de deux droites paralléles ?
S5 » Si A, B, C ont pour images A', B', C' par une homothétie, que pouvez
* Une homothétie conserve-t-elle I'orthogonalité ?

S6 SiA' et B' sont les images de A et B par une homothétie de rapport k, quelle relation

* §7 A, B, M étant trois points alignés distincts deux a deux, existe-t-il toujours une homothétie de centre A qui transforme
M en B ? Peut-il en exister plusieurs ?

S8 Comment apbelle-t—on deux triangl;es ABC et AMN tels que M soit sur (AB), N sur(AC) et (MN) parallgle a (BC) 7

-vous dire des angles BAC et B'AC'?

y-a-t-il entre AB et AB'?

VERIFICATION DES SAVOIR-FA_IRE

Une seule des réponses proposées est exacte a b c
SF1 A' et B sont les imaiges deAetB par I'homo- — — —_ = i f".
thétie de centre O et de rapport - 2. Alors ... AB'=-2AB AB'=2AB AB=2AB
SF2 A’ et B' sont les images de A et B par 'homo- - - -
thétie de centre O et de rapport - 3. Alors ... _ AB'=-3AB AB' =3 AB AB = 3| A'B
SF3 A, B, C ont pour images A', B/, C' par une o _ o
homothétie de rapport % , BAC = 60°. Alors ... BAC' =30 - BAC =60 B'A'C' =120
8 | |
SFa E h est 'homothétie
de centre C qui trans- h(B)=E _ h(E) =B h({D)=C
C forme A en D. Alors ...
D A _
SF5 € est le cercle de centre O et de rayon 1, le centre de ¢’ le rayon de @' € et €’ sont
h est 'lhomothétie de centre O et de rapport—1,  estdistinct de O ~ estégala-1 confondus

%’ est I'image de % par h. Alors ...

Réponses en fin de manuel
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380

COMME LES RESOLUS

F:our les exercices 1 et 2, vous pouvez vous reporter a
Pexercice résolu 1, p. 371.

1 A’ est 'image de A par une homothétie h de centre O,
M est un point non aligné avec O et A.

M

A 0 A
Construisez I'image M’ du point M par h.

2 A' est l'irhage de A par une homothétie h de centre O,

M est un point du cercle 6 de centre A et de rayon AO, et
@' est I'image de 6 par h.

M

Construisez I'image M' de M par h comme dans I'exercice
résolu 1, puis proposez une autre construction plus rapide.

Pour les exercices 3 et 4, vous pouvez vous reporter a
PPexercice résolu 2, p. 371. : .

3 ABCD est un trapéze, 1 est sur [AB] et J sur [CD).

AL_CJ_3
On suppose que AB-CD 4

A

e c

En considérant I'homothétie de centre O qui transforme A
en C, montrez que les points I, O et J sont alignes.

4 ABCD est un trapéze, I est sur [AB] et J sur [CD).
Al_DJ_1

On suppose que AB-DC-4

En considérant I'nomothétie de centre O qui transforme A

en D, montrez que les points I, O et J sont alignés.

14. HOMOTHETIES

D J c

Pour les exercices 5 et 6, VOUS POUVEZ VOUS reporter 3
|'exercice résolu 3, p- 372.

5 Les droites d;, d, d, sont sécantes en O.

M et 1 sont sur d;, distincts de O, N et J sont les projetés
orthogonaux respectifs de M'et I sur d,, P et K sont les
projetés orthogonaux respectifs de N et Jsurd,.

Montrez que les droites (IK) et (MP) sont paraliéles.

6 Les droites d., d,, d, sont sécantes en 0. Les points
MetIsurd,, NetJsurd, Pet K sur d,, sont tels que::
(IK) est paraligle a (MP) et (KJ) est paralléle a (PN).

Montrez que les droites (IJ) et (MN) sont paralléles. J

Pour les exercices 7 et 8, vous pouvez vous reporter a
I'exercice résolu 5, p. 372.

7 ABCD est un parallélogramme, P est le symétrique deC
par rapport a B et Q le symétrique de C par rapport ab: -
En utilisant 'homothétie h de centre C et de rapport 2,
montrez que A est le milieu de [PQ].

8 [1J] est un segment de milieu O, A est un point qui
n'appartient pas a (1), B est le point tel que AB =2 AL C

est le symétrique de A par rapport 4 O, et D le poift tel
que JD=AJ. !

En utilisant Phomothétie h de centre A et de rapport 2
montrez que C est le milieu de [BD].
(corrigés en fin de manuel)
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POUR S’ENTRAINER

o Applications directes o

EE] Dans chacun des cas, remplacez la phrase par une
égalité vectorielle qui a la méme signification.

1. A est I'image de B par I'homothétie de centre I et de
rapport i

2. M est I'image de P par I'nomothétie de centre R et de
rapport k.

3. Sest I’homothétique de O par I'nomothétie de centre U
et de rapport - 3.

m Complétez chacune des phrases suivantes :

1. On sait que AB = -2 AG . Alors on peut affirmer que le

point LI est I'image du point O par I'homothétie de
centre L] et de rapport (7.

2. On sait que MN = 0,8 MP . Alors on peut affirmer que
le point [ est I'image du point E]_L)ar I'lhomothétie de
centre D__gt de rapport [J. Mais de MN = 0,8 MP , on peut

déduire MP = 51_8 MN. On peut donc affirmer aussi que...

m Pour chacun des couples de figures (& ; ') suivants,

expliquez pourquoi il n'existe pas d’homothétie qui trans-
forme & en &',

F

n

® F |
< 57

@ g5 F

i fl
O Constructions d images

‘ ' e par
m ABC est un triangle. Construisez son imag p
I'homothétie de centre A et de rapport 3.

stun
@ est un cercle de centre O et de rayon ? cismézﬁl’?mage
point intérieur & € tel que OA=4cm. Consor: g
de 6 par 'homothétie de centre A et de rapp 3

st
m ¢ est un cercle de centre O et de ra‘yon chm, Pe
i ucercleenk.
un point de % et A est la tangente al n .
1. gonstruisez I'image ¢’ de 6 par I'homothetie de centr
P et de rapport % ;

Que représente A pour ¢’ ? Justifiez votre réponse.

2. Mémes questions en considérant I'homothétie de centre
P et de rapport - 3

6 est un cercle de rayon 3. . B
Son image par une homothétie h est un cercle 6’ dont l'aire
est quatre fois celle de €. Que peut-on dire du rapport de h ?

m ABCD est un parallélogramme de centre O tel que

AB = 3 et BC = 2. De plus, la distance entre les droites
(AB) et (CD) est égale 4 1,5.

1. Construisez I'image de ABCD par 'homothétie h de
centre O et de rapport 2.
Quel est le périmétre du quadrilatére obtenu 7 son aire ?

2. Mémes questions en considérant 'homothétie de centre 1
et de rapport - 3, ol I est le symétrique de O par rapport a A,

m ABCD est un parallélogramme.

I est le point de la droite (AD) tel que Al=1 AD.

h est 'homothétie de centre I qui transforme A en D.
Construisez 'image de ABCD par h.

E ABCD est un carré de coté 2 cm, O est un point donné.
h est I'homothétie de centre O et de rapport 1

1. a. Pourquoi I'image du carré ABCD est-elle un carré ?
b. Expliquez pourquoi il suffit de connaitre I'image de A
par h pour construire I'image de ce carré,

2. Comparez les périmétres et les aires de ces carrés.

B FEtudes de configurations 0

m ABC est un triangle, P un point de la médiane [AM].

Par P, on méne la paralléle a (AB), elle coupe (BC) en E,
puis la paralléle & (AC), elle coupe BC)enF

Il s’agit de démontrer que M est le milieu de [EF].

Pour cela, on considére I'nomothétie h de centre M qui
transforme Aen P,

14, HOMOTHETIES

Scanné avec CamScanner

®
X
®
)
0
M
¥
D
~
o
Q
o
M

- Soty

381
el


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

382

tl) : ?\,-1 Wuelle est image par h de (BC) ? de (AB) ?
- Montrez alors que I'image de B est E.

2. Déterminez de méme I'image de C.

3. Déduisez de 1. b. et 2. que M est le milieu de [EF].

E ABCD est un rectangle, AB = 4 et AD = 3.

M est le point de la droite (BD) tel que DM = % DB.

M se projette orthogonalement en P sur la droite (CD) et
en Q sur la droite (AD).

On considére 'homothétie h de centre D de rapport % .

1. Quelle est I'mage du point B par h ? du point C ? du
point A ? Justifiez vos réponses.

2. Calculez le périmétre et I'aire de MPDQ.

E ABCD est un paraliélogramme, 1 est un point de [BD].
La droite (AI) coupe (BC) en J et (CD) en K.

h est 'homothétie de centre I qui transforme Ben D.

1. Quelles sont les images par h de Aetde J ?

2. Démontrez que IA? = 1J x IK.

m ABCD est un quadrilatére convexe, I est le milieu de
[AB], L celui de [AD] ; M est le milieu de la diagonale [AC].
On note h 'homothétie de centre A et de rapport % .

1. Quelle est limage parhde A? de D?de C?deB?
2. Exprimez I'aire du quadrilatere ALMI en fonction de
I'aire de ABCD.

@ @ et @' sont deux cercles de méme rayon, de centres
respectifs O et 0', sécants en A et B.

I est le milieu de [00']. On note h I'nomothétie de centre I
et de rapport - 1.

1. a. Quelle est I'image par h de €' ?
b. Quelle est I'image par h de A ? celle de B ?

2. Deux droites paralléles d. et d.
passant par
coupent € en M et N, et ¢’ en1M’ etzN'. aret®

a. Expliquez pourquoi I'image de d, par h est une droite

qui passe par B et qui est paraliéle a d.. Dédui
. ‘ isez-e
cette image est d,. 1 e

b. Quelle est I'mage par h de M’ ? celle de N' ?
INDICATION : M' est sur €' et sur d,, donc son image est sur ..,
¢. Déduisez-en que MM'N’M est un parallélogramme.

14. HOMOTHETIES

E (AB) est para'.lsele BNy 1 ST T ek
_2 =1, N est le point d
[AB] tel que AM =3 etBM=1 point du segment

[CD] tel que DN=08etCN= 2.
A

\C
§_ \
2 2

M N

L
B D

gans faire aucun tracé, vous devez pouvoir dire si les
droit'es (AC), (MN), (BD) ont un point commun. Comment ?

INDICATION : Montrer que (AC) et (BD) sont sécantes en 1 et
considérer I'homothétie de centre I qui transforme A en C.

JOAB est un parallélogramme.

h est 'nomothétie de centre 0, de rapport 3, C et D sont
les images, respectivement, de A et B par h.

h ' est I'nomothétie de centre I, de rapport 3, F et E sont
les images, respectivement, deAetBparh'.

1. Faites la figure avec soin.

2. Justifiez les é_g_glités suivantes:
a)CD=FE=3AB; b)IE=31B=0C;
3. Démontrez que E, F, C et D sont alignés.
On note M le milieu de [EC].

4. N est le centre du parallélogramme IOAB.
On projette B, N et O sur (EC) parallélement a (IB).
Expliquez pourquoi M est le projeté de N.

c) CE=AB.

E On sait que : (CD) # (MN), (DE) 7 (NP), (EF) 7 (PQ).
On note h 'homothétie de centre O qui transforme M en C.
F

QP
N

M. TP
E
1. Quelles sont les images par h des points M, N, Q, P7

2. Déduisez-en que (CF) est paralléle a (MQ).

E Image du centre de gravité d’un triangle

J:BC est un triangle et G est son centre de gravite.
ar une homothétie h, les points A, B, C, G ont 1
tivement pour images A', B/, C', G'.

1. a. Que peut-on dire de GA + GB + GG ?
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b. Montrez que GA + GB + GC = 0. Déduisez-en que
G est le centre de gravité du triangle AB'C'.
2. Enoncez le résultat que vous venez de démontrer.

m Image de I'orthocentre d'un triangle

ABG est un triangle et H est son orthocentre.

par une homothétie h, les points A, B, C et H ont respec-
tivement pour images A', B, C' et H'.

1. a. En utilisant le fait qu'une homothétie conserve
I'orthogonalite, démontrez que (A'H') et (B'H') sont des
hauteurs du triangle A'B'C'.

b. Déduisez-en que H' est I'orthocentre du triangle A'B'C'".

2. Enoncez le résultat que vous venez de démontrer.

m ABC est un triangle.

1. a. Placez les points M et P tels que :
AU=178 ot AP=27C.

b. Placez le point N tel que AN = AP + AM .

Que constatez-vous ?

2, Montrez que BN =%K6 _%K{_ﬁ,_

Deduisez-en une démonstration de votre constatation
précédente.

3. Pourquoi les triangles BMN et BAC d'une part, CPN et
CAB d'autre part, sont-ils homothétiques ?

4. a. Comparez les aires des triangles ABC et MBN, puis
celles des triangles PNC et ABC,

b. Comparez les aires du triangle MBN et du parallélo-
gramme MNPA,

E ABCD est un parallélogramme de centre O.

A et A’ sont deux droites paralléles, A passe par A et A’
passe par C, A coupe (BC) en E et A’ coupe (AD) en F.

En utilisant I'homothétie h de centre O et de rapport - 1,
démontrez que BEDF est un parallélogramme.

E ABC est un triangle rectangle en A et isocéle.

M est le milieu de [BC], P celui de [MB] et Q celui de
[MC]. Les paralléles menées par P & (AC) et par Q a (AB)
se coupent en S.

Les triangles ABC et PQS sont-ils homothétiques ?

m Homothéties échangeant deux cercles

% et ¢’ sont deux cercles de centres respectifs O et O, de
rayons respectifs R et R'.

Existe-t-il une homothétie h qui fransforme 6 en €' 7

Pour le savoir, répondez aux questions suivantes :

1.0 et O’ confondus (¢ et ¢’ concentriques).
a. Montrez que si une telle homothétie existe, alors son

centre est O, et son rapport k vérifie |k|= —Rﬁ

b. Quelles homothéties transforment ¢ en €' ?

o =R : n
2000 dsincts A=R0 o gre existe, alors SO

i telle
_ Montrez que Si une "
?apport ost k = - 1. Quel est son centre I

b. Vérifiez que h (13— 1) transforme @ en‘é.
' disti R
3. 0 et O' distincts, R= .
a. Montrez que si une telle homothét
R R’

rapport est R ou-4 - . .
Quels sont les deux centresletT F;{::ossmles ? o
' - — sforment ‘6 en 6.

b. Vérifiez que h (1 ; Rﬁ] eth [I - ] tran

'

ie existe, alors son

@ La droite d’Euler

i ité.
ABC est un triangle, G est son centre de gravi
A, B, C' sont les milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].

On note h 'nomothétie de centre G et de rapport — 2.

M est un point du plan, on note X son image par h.

1. a. Démontrez que (MA') et (AX) sont paralleles.

b. Démontrez qu'il en est de méme des droites (MB') et
(BX), ainsi que des droites (MC') et (CX).

2. O est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
Montrez que si M est en O, alors X est en H, orthocentre
du triangle ABC.

3. a. Démontrez I'alignement des points O, H et G (droite
d'Euler).

b. Calculez OH en fonction de OG .

m ABGCD est un rectangle, K est le point d'intersection
de ses diagonales. Le point O est le milieu de [DC], (OA)
coupe (BD) en I et (OB) coupe (AC) en J.

A, B

D

1.a. Que représente I pour le triangle ADC ?
b. Que représente J pour le triangle BDC ?
c. Trouvez le réel k tel que OA =k Ol et OB = k O .

2.0n considére I'homothétie h de centre O, de rapport k.

Quelle est 'image de la droite (IJ) par h ? Déduisez-en
que (1J) et (AB) sont paralléles et que ld = 15 AB.

Images de deux points symétriques

d est unf: droite, A et B sont deux points symétriques par
rapport ad. On note A’ et B' les images de A et B par une
homothétie f, et d ' 'image de d.

1. Montrez que A’ et B’ sont symétriques par rapport 2 d .
2.' A-t-on une propriété analogue si on remplace, dans
I'énoncé ci-dessus, “homothétie” par:
a) "réflexion” ? b) “translation” ? c) “rotation” ?

14. HOMOTHETIES
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Eﬂ Sur la figure, les droites (TU) et (VW) sont paralléles.
es droites (UV) et (TW) se coupent en un point I.

1. Sans faire d’autre tracé, par le calcul, déterminez U €t
TI en fonction de UT, UV, VW, TW.

U v

TW

2. Application : calculez UI et TTlorsque :
UT=6:VW=5;Uv=11 TW=1,2

E ABCD est un rectangle, O est le milieu de [AB] et Ala
médiatrice de [AB]. '

B’ est un point de la droite (AB) tel que Bestentre OetB,
et h est 'nomothétie de centre O telle que B' = h (B).

1. Construisez, en justifiant votre construction, les paints :
C'=h(C),D'=h(D),A=h{A.

2. k est le rapport de I'nomothétie h.

a. Démontrez que BC =-kDA. .

b. Démontrez qu'il existe une homothétie h,, dont vous

construirez le centre 1, telle que h,(A) = C'eth,(D)=B"

¢. Démontrez que I appartient a la droite A et que les points

D', I, Bd'une part, et A', 1, C d'autre part, sont alignés.

FT) ABCD est un trapéze de bases [AB] et [DC]. Ses
diagonales [BD] et [AC] se coupent en O. La paraliéle a
(BC) passant par A coupe (BD) en 1, la paralléle a (AD)
passant par B coupe (AC) en J. On note h I'homothétie de
centre O qui transforme C en A.

1. Expliquez pourquoi h(D) = B.

2. Déterminez de méme les images de A et B,

3. Déduisez de ce qui précede que :

a) (1)) et (AB) sont paralléles ; b) 1J _AB
AB CD

m Une propriété des trapézes

ABCD est un trapéze de bases (AB) et (CD). Ses diagonales
se coupent en O' et les droites (AD) et (BC) en O.
E est le milieu de [AB], F est le milieu de [CD).

14. HOMOTHETIES

de I'exercice est de démontrer que Q, E 0

Le but Fsont
alignés. —i . .
1. On note k le réel tel que OD =k OA | et on Consig
homothétie h de centre O et de rapport k. Sre

a. Quelle est 'mage deBparh? cellle de [AB] 7
b. En utilisant le fait que I'homothétie conserve |o
démontrez que F est I'image de E par h.

¢. Déduisez-en que O, E, F sont alignés.

milieul

0. Onnotek'le réel tel que O'C=k' Q' Roets consiy
I'homothétie h’ de centre O' et de rapport k o
a. Quelle est image deAparh’ ?cellede B ? celle de vy
b. Démontrez que F est I'image de E parh '. DédUiSez-EH
que O, E, F sont alignes.

3. Concluez sur les points O, E, O', F.

[l Problémes de construction o

—

4 @ et ¢’ sont deux cercles concentriques de rayons res-
pectifs r = 2etr’=5.Aestun point de €', A est une droite
qui passe par A, quicoupe @ enBetC, et €’ enD (les quatre
points A, B, C, D sont dans cet ordre sur A).

1. Démontrez que AB = CD.

2, On suppose A choisie de telle fagon que B est I'image

de D par 'homothétie de centre A et de rapport 1,
1 3

Démontrez qu'alors AB = BC.

3. Indiquez comment tracer par A une droite A de fagon

que les cercles € et €’ découpent, sur A, trois segments

de méme longueur. :

m ABC est un triangle. On se propose de placer M sur
[AB] et N sur [AC] tels que BM = MN = NC.

1. On suppose qu'il existe un point M sur [AB] et un point
N sur [AC] tels que BM = MN = NC. Onnote Lle point tel
que le quadrilatére LMNC est un losange, h ’homothétie
de centre B qui transforme M en A.
OnpqseP:h{L),|0=h(C)etR=h(N).

a. Montrez que P est aligné avec A et C, et que AB = AP
Pourquoi Q est-il aligné avec B et G ?

b. Quelle est la nature du quadrilatére APQR ?

c. Montrez que N est I'intersection des droites (AC) et (BR
d. Montrez que les droites (MN) et (AR) sont paralleles.
2. Déduisez des questions précédentes la construction
des points M et N.

. 85,
m Triangle de périmétre donné et d'angles donn®

ve
On se propose de construire un triangle ABC tel @
B =30° C =45°, et de périmétre 6 cm.
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1. a. Construisez un friangle MEP tel que :
M=30°etN = 45¢,

p. Placez, sur (MN), les points I et J tels que MI = MP,

NJ = NP et que M soitentre T et N, et N entre M et J.

¢. Sur une droite paralléle & (MN) passant

point Q telque PQ =6 cm.

2, On suppose que (PJ) et (IQ) se cou
note h 'homothétie de centre O
a. Quelle est ''mage de 1 ?

b. (OM) coupe (PQ) en B et (ON) coupe (PQ) en C.

Montrez que h (M)=Beth (N) = C,

c. La paraliéle & (MP) passant par B et | parallégle & (NP)
passant par C se coupent en A. Montrez que h (P) = A,

d. Montrez que dans le triangle ABC, B = 3¢ 6t G = 45°
puis que le périmétre de ce triangle est $gal 4 6 cm, '

3. Reprenez la construction précédente pour yn triangle
ABC tel que B = 50°, C = 30° et de périmétre 10 o,

par P, placez un

pent en O, et on
qui transforme J en P

* -
m Cercle tangent a deux cercles donnés
€ et €' sont deux cercles de centres O et O,
3 cm et 2 cm, tangents en un point L. On se p
construire un cercle 6" tangent 4 ¢ et ay.
A est un point de € distinct de I. La droite (AT) recoupe ¢’
en B, et C est le point de ' diamétralement Opposé & B.
La droite (CA) recoupe ¢’ en A'. On note h I’lhomothétie
de centre A" qui transforme C en A et on appelle Q"
l'image de O' par h.
1. Démontrez que O"A' = O"A.
2. Démontrez que les points O, A et O" sont alignés.

3.%€" est e cercle de centre O” passant par A et A'.
Montrez que 6" est tangent 3 6 et 2 ¢'.

4. Déduisez des questions précédentes la construction
d’'un cercle tangent & deux cercles donnés € et 4’
tangents en 1.

de rayons
ropose de

o Problémes d’alignement O

Eﬂ A, B, G sont trois points alignés, ABCD et BGEF sont
des carrés. Les droites (AB) et (CE) se coupent en O. F)n se
propose de démontrer que les points D, F, O sont alignés.

D C

BAC = GBE . .
(AC) sont paralleles.
qui transforme A en B.

1. a. Expliquez pourquoi
b. Déduisez-en que (BE) et
2. h est I'homothétie de centre 0]

a. Expliquez pourquoi h (C)=E.

b. Quelle est I'image par h de (DA) ? de (CD):nt -
¢. Déduisez de ce qui précéde que O, D,Fs

* ABCD et BGEF sont des rectangles tels que A, B e’:
G sont alignés dans cet ordre, et les droites (BD) et (GF) son

paralléles. Les droites (CE) et (AB) se coupent en O.

D .C

A . - B G ; O\

Montrez que les points O, D, F sont alignés.

m* ABC est un triangle, son cercle circonscrit € a pour
centre O, le point H est le milieu de [BC], et D est le point
diamétralement opposé & A sur le cercle 4. -

CI

B' est le symétrique de A par rapport & B et C' est e
symétrique de A par rapport & C. Le point D se projette
orthogonalement en K sur (B'C).

Le but de I'exercice est de démontrer que K est le milisu
de [B'C'] et que les points A, H et K sont alignés.

On note h I'homothétie de centre A qui transforme B en B'.
1. a. Quel est le rapport de h ?

b. Quelle est Iimage par h de O ? de C ? de [BC] ?

2. On note €’ le cercle image du cercle < par h.
Quel est le centre de €' ? Expliquez pourquoi ¢’ passe
par B' et par C'.

3. Expliquez pourquoi (DK) est la médiatrice de [B'C'].
Déduisez-en que K est le milieu de [B'C/).

4. Montrez que K est l'image de H par h.
Déduisez-en que les points A, H, K sont alignés. -

14. HOMOTHETIES
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n En géométrie analytique 0
Pour les exercices 58 et 59,(0; r’ }- sty
normal du plan. ) N repére ortho-

@ K est le point de coordonn

. ées {2 13 etd .
~d'équation y = 2x . On note p | ) est la droite

homothétie g
de rapport - 2. . e centre K et

1. Déterminez les coordonna " i

2. Onnote d Fimage g dns:rshcfe Vimage O de O par p.
a. Quel est le coefficient directeur de ¢/ ' 9

b. Expliquez POUrquoi d’ passe par o’

c. Déduisez-en une équation de ¢ '

@ I est le point de coordonnées (- 1 1 2) et h 'homotha-
tie de centre I et de rapport 1

1. Déterminez les coordonné%s de

2. M est un point de coordonnées (x ; y),

Montrez que limage M' de M parha
X_2.Y 4

. 373'3%3)
3. Déterminez une €quation de I'image par h
a) de I'axe des abscisses.

b) de I'axe des ordonnges,

Iimage O’ de O par h.

Pour coordonnées :

PROBLEMES
DE SYNTHESE

m THEMES : Homothéties. Carrés. Rectangles.
Calculs avec des radicaux. Equations.

ABCD est un rectangle. On note a sa largeur b sa longueur,

b_1+/5

a- "~ o2 -

On désigne par h une homothétie de centre A et de

rapport k tel que 0 < k < 1. On note M I'image de C par h,

et I, J, K les projetés orthogonaux de M sur (AB), (CD),

(DA) respectivement.

et on suppose que

D J _C

A. Préliminaires |

1. Montrez que le quadrilatére BCJI est un rectangle.

2. a. Montrez que h (B) =1 ; déduisez-en que IB=b(1-k).
b. Quelle est I'image par h du rectangle ABCD ?

s'il en
B. On se propose de déterminer un rapport K,
existe, tel que BCJI soit un carre.
1. a. Montrez que ! 5
“BCJI est un carré” équivauta 1 -k = b
=

b. Déduisez-en que : ‘ a-
“BCJI est un carré” équivaut ak = s

3-\/5
2.

a. Montrez que DJMK est un carré.

b. On note N le point d’intersection des droites (AJ) et
(KM), et P son projeté orthogonal sur (AB).

Montrezque N=h (J)et P =h (I).

c. Déduisez-en que IMNP est un carre.

C. Un rectangle est un rectangle d'or lorsque ses dimensions
vérifient :

2. On suppose que k =

@
AS
3
Q
)
0
o))
0

2/qo4d 2

Longueur 1 +\/g

largeur 2
Ainsi, le rectangle ABCD est un rectangle d’or.
1. En considérant I'homothétie h, montrez que AKMI est
un rectangle d'or. \/—
2. On suppose que k = 3=¥5 . Montrez que AIJD est
aussi un rectangle d’or.

St

(B THEmES| : Homothéties. Translations. Coordonnées.
Courbe y = x2 Equations. '
(0;7,]) est un repére orthonormal.
%, 6, et 6, sont les courbes d'équations respectives :
y=x2 y:%x‘2 et y= % =12=2.
On va voir comment on peut construire la courbe %, a
partir de %, puis %, & partir de 4,
A. h est 'homothétie de centre O et de rapport 2, et
t est la translation de vecteur Fﬂ i=2).
1. M est un point du plan de coordonnées (a ; b).
On pose M, =h (M) et M, =t (M,). Montrez que :
a) les coordonnées de M, sont (2a ; 2b) ;
b) les coordonnées de M, sont(2a +1:2b- 2).
2. Montrez que si M(a ; b) est un point de @, alors -
a)) M, est un point de €5 b)M, est un point de ©,.
B. 1. Tracez la courbe @.
2.0n note A, B, C les points de @ d’abscisses 1, 2, 3 et
A, B', C' les points de @ d'abscisses -1, - 2,-3.
a. Construisez les images A, B, C, A,
points et celle O, du point O par h.
b. Tracez la courbe %, en reliant les sept points ainsi
obtenus par une ligne continue et réguliére,
3. a. Construisez les images par t des points A.B,C,
A, B, C etO,
b. Tracez la courbe %, en reliant les sept points ainsi
obtenus par une ligne continue et réguliare.

4. a. Graphiquement, donnez une valeur approchée des
solutions de I'équation % x=12-2=0.

B!, C; de ces six

b. Retrouvez le résultat précédent par le calcul.
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Exercices guidés

n Construire I'image d’un point

h est I'nomothétie de centre O qui transforme A en B
et M est un point quelconque non situé sur (AB).
On se propose de construire I'image M’ de M par h.

"

6] A B

Une méthode souvent efficace pour trouver I'image M'
d'un point M par une homothétie (et plus généralement
par une transformation) est fondée sur la propriété
essentielle suivante : :

si M est a I'intersection de deux droites, alors M’ est &
I'intersection des deux droites images.

On cherche donc deux droites passant par M et dont
on peut déterminer facilement les images.

Dans cet exercice, aucune droite passant par M n'est
tracée sur la figure. Il nous faut donc en trouver deux.
Compte tenu des données de I'énoncé, il est normal
“d’essayer” chacune des droites reliant M aux trois
autres points de la figure, c'est-a-dire les droites (MO),
(MA) et (MB).

1. Expliquez pourquoi I'image de la droite (MO) est la
droite (MO) elle-méme.

2. a. Expliquez pourquoi I'image d ' de la droite (MA)
par h est une droite paralléle & (MA).

b. d ' étant parallele & (MA), il suffit donc de trouver un
point de d ' pour pouvoir la tracer.

Expliquez pourquoi B est un pointde d .

3. L'image de la droite (MA) est donc la paralléle a
(MA) passant par B. Tracez cette paralléle et déduisez-
en la position de I'image M’ du point M.

REMARQUE : On a trouvé I'image de (MO) et celle de (MA),
ce qui a permis de conclure. L'image de (MB) est une droite
paralléle & (MB), mais on ne peut, a priori, rien dire de plus.

E Reconnaitre et utiliser
deux triangles homothétiques

Deux triangles OAB et OCD sont tels que C est un
point du segment [OA] et (CD) est paralléle & (AB).
On suppose que 0C=5,0A=7 et OD =6,

On se propose de calculer OB.

14. HOMOTHETIES
S i e TR A |

LA N R Y ]

LR N N N N N
......'.-I.I................I............I......‘l...

Les triangles OCD et OAB ont un sommet commun, le
point O, et deux cotés paralléles, [CD] et [AB].

lls sont donc homothétiques de sommet commun Q,
d'aprés la définition de deux triangles homothétiques.
Il est vivement conseillé de savoir reconnaitre une telle
configuration. EN effet, on sait alors que si h désigne
Ihomothétie de centre O qui transforme C en A, alors
h transforme D en B (voir propriété 5, p. 370), et le
segment [CD] a donc pour image le segment [AB;_

1. Expliquez pourquoi le rapport de h est égal a &
2. a. Expliquez pourquoi [OB] est I'mage par h de [OD].
b. On sait que par une homothétie de rapport , les
distances sont multipliées par || (voir § 3.4, p. 369).
Déduisez-en la longueur OB.

Exercices commentes

E ABG est un triangle et M un point quelconque de
[BC]. On note I le projeté de M sur (AC) parallelement a
(AB) et J le projeté de M sur (AB) parallélement & (AC).
Le point T est le symétrique de M dans la symétrie
de centre I, et le point S est le symétrique de M dans
la symétrie de centre J.

On se propose de prouver que A est le milieu de [ST].

VERS UNE SOLUTION

* Une premiére méthode : par les homothéties.
Il sagit de montrer qu'un point est le milieu d'un
segment. Il est donc normal d'essayer d’utiliser la
propriété de conservation du milieu par une trans-
formation.

La position des points M, I, T d’'une part, et M, J,
S d'autre part, doit faire penser a I'homothétie de
centre M et de rapport 2.

Notons h cette homothétie et O le milieu de [1J].
1. Quelles sont les images par hde I etJ ?

2. Montrez que h (0) = A.

3. Concluez.

*Une deuxiéme_r’néthode : par le calcul vectoriel.
1. Montrez que MA = MI + MJ .

2. Déduisez-en que MA=1 {ﬁ"l' +MS ).

3. Concluez. 2

| i
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[}l ABC est un triangle. On se propose de construire
un point L sur [AB] et un point M sur [AC] tels que:
(LM) est paralléle & (BC) et BL = AM.

e

VERS UNE SOLUTION

Il s'agit d'un probléme de construction,

Voici une maniere classique de procéder lorsqu’on
ne voit pas un procédé de construction possible :
= On suppose que les points L et I existent ;
- on en déduit alors certaines Propriétés qui nous
permettront de trouver un procédé de construction,
* Une premiére méthode : par leg homothéties,
1. Supposons que les points L et M existent.

La configuration des triangles homothétiques ABC
et ALM doit faire penser a I'homothétie de centre A

qui transforme L en B. Notons h cette homothétie
et B' 'image de B par h.

a. Quelle est I'mage par h du segment [BL] ?
b. Expliquez pourquoi BB’ = AC.

¢. Montrez que (BM) et (B'C) sont parallgles.

2. Déduisez-en une construction des points M et L.

* Une deuxiéme méthode : parles configurations.
1. Supposons que L et M existent, et notons K le
projeté de M sur (BC) parallélement (AB).

a. Montrez que AKM = KAM . '

b. Montrez que (AK) est bissectrice de BAC .

2. Déduisez une construction des points M et L.

Trouvez 'erreur

Pour chaque exercice de cette rubrique, une solution
vous est proposée, mais elle contient une erreur.
Trouvez cette erreur.

5 AMM’ sont trois points alignés distincts deux a
deux tels que M est sur la demi-droite [AM).
On suppose que AM = 6 et AM' = 2. .
Précisez le rapport k de I'homothétie h de centre A qui
transforme M en M.
Eglzt:)?:t M est sur la demi-droite [AM’). Donc les
vecteurs AM et AM’ sont de méme Sens. g

De plus, AM = 6 et AM' = 2, Donc AM = 3 AM'.

Le rapport k de I'homothétie h est donc égal a 3.

6 h est 'homothétie de centre O et de rapport - 3.
A et B sont deux points tels que AB = 5. -
On pose A’ = h (A) et B = h (B). Calculez

III.‘....I.._I.I.....-..'

LN ] s oe L] o9oe [ (] eooo0BGOBOD
[ ] [N NN TseeesOCS e e (NN (NN N ] LR ]
-

Solution
A'=h(A)etB'=h(B). . .
D'oli OA'=-30A,0B' =-30BetAB'=-3AB.

" Puisque AB = 5, on en déduit que A'B' = - 15.

7 A, B, C sont trois points alignés, M est un point
non aligné avec A, B et C. Les points A, B', C" sont les
symétriques respectifs de M par rapport & A, B, C.

- Montrez que A', B, C' sont alignés.

Solution
Chaque point A', B', C' est I'image du point M par une
symétrie centrale. Or, une symétrie centrale conserve

. lalignement, donc A', B' et C’ sont alignés.

Pour ceux qui

Homothéties vectoriélles

On note V' I'ensemble des vecteurs du plan. o
Associons a chaque vecteur U du plan le vecteur k u ,
ol k désigne un réel non nul, et posons f (u) =k u .
On dit que f est une homothétie vectorielle de rapport
k et que f(ff) est image de u parf.

plus

n Des exemples

ABCD est un carré de centre O, les points I, J, K, L sont
les milieux respectifs des cétés [AB], [BC], [CD], [DA].
1.0n 1 SUppose que k = i Précis_e;‘ les vecteurs :
a)f(AIL);f(JC). h)f(OA);f(BO).c}f(OJ);f(fé).
2. On suppose que k = % - Précisez les vecteurs :
a)f(BA);f(AD).b)f(CA);7(BD). o) f(dL): F(Ki).
3. Précisez f pour k= 1.

E Quelques propriétés

1. qutrg_z que pour toui vecteurs U, ? et tout réel i ;
a)f(u+v)=f(u)+f(v). b)f(u)=M(0)

L'application f vérifie les propriétés a) et b) : on dit

qu'elle est linéaire.

2. a. Expliquez pourquoi sif(U) =0, alorsu =0 .

b. On appelle noyau de f 'ensemble de tous les vecteurs

Utels quef( J) =0.On le note Ker f.

Montrez que le noyau de f est constitué par un seul
vecteur, le vecteur nul. Ceci s'écrit Ker f = { 0 }.

3. On considére I'nomothétie vectorielle de rapport k .

On la note g. Donc, pour tout vecteur u, g () =k ' 4.

a. On suppose quek:EEt_k’:—L .

Précisez f{K_('D), puis g[f(KC)] (le vecteur KC est celui

défini dans la partie 1). . R

b. On associe & chaque vecteur u le vecteur g [f (v )]. |
Montrez qu'on définit ainsi une homothétie vectorielle. ‘

389,
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CORRIGES DES EXERCICES

~ 1.POUR UNBON DEPART
45 L R
_ EN NUMERIQUE, p. 22 |

COMMELES'RESOLUS I

LA=Kx=-2)(10x-12)=2 (x-2) (5x-6).

2.IA=(2x+3}(—6x-5)=—2(2x+3) (3x+4).

3.A=(8x+2?; B=(x-3)%; C=(dx~1)(-2x+3).

4.A={4'J5(+1)2; B=(6x-22; C=(x-1)(3x-5).
5 :

5.b2= o5 =576 bb= (6% =(b%° = 191,102 976.

5 . 5
=]
6.a%= =5 =13,69; a'= (a']"=(a”)’ = 2565726 409.

7-1.\/1_8_=1;9x2=@>&«/§=3v‘!§. 2.)'-\:-%.

8. 1. Jﬁ:ﬁ:ﬁx\/ﬁ:zﬁ. 2.A=1.

9.A= 17/, g 810 -7 .g--171
28 133 10.A=-157 B==704 -

11. Le calcul de A est possible pour tout réel x sauf 2 et-2:
s (x+2)-(x-2) 4

(x-2)(x+2) x*-4°~
12. Le calcul de A est possible pour tout réelxsauf%et —%:
(2x+1)-(2x-1) 2
@x-1)2x+1)  4x>-1
13. a) L’équation s'écrit 4x-5=0.D'oll = {g} .
b) L'équation s'écrit 4x-5=4x~-5. Dol ¥=R.
¢) L’dquation s’écrit 4x-5=4x+ 1.D'ou ¥=0.
14. Pourx#1, 3X=4 =2 g'crit 3x-4=2(-1)
D'ou ¥ =1{2}
15. Pourx #-2, 2x+3 _1gécrit 2x+3=x+2.

X+2

A=

D'ou ¥={-1].

TROUVEZ LUERREUR '

5. 1'52- +§ n’est pas égal a '32:54 .

On n’effectue pas la somme de deux fractions en ajoutant les

numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux,
2,.4_-10 _12_2 i

Enfaxt,-§+-5=1—5— 15—15.

X 5 Xxx2 w X _2x
6. 5 x 2 n'est pas égal a 522 . En fait, 5x2-—5 .
4 : a
9 4 . 9 _4
71_— : et ) v R s - L
3 n'est pas égal a ) En fait, 5 =27

3
8. J/9+16 n'estpas égala V9 +v16
En général, y/a?+ b’ »y/a® +\/b* . En fait, A= V25 =5.

9. 72 x 7° n'est pas égal 4 723,
En fait,am x a" =a™*", donc T2 x 73 = 7243 = 75"

10. [%)2 x 5% n'est pas égal a (% i 5)5 i

CORRIGES DES EXERCICES

o
Une simplification aurait été possible dans les cas suiva__ms :
2\ m2_(2 2'et52x53=55. -
[‘5] x5°=(5x 5)
11, D’aprésl'énoncé.A=x2—4{x-1}=etncn pas (x2-4) (x=1)2.

Solution : _

A=[x+2x=1] x-2k-1] =(3x-2)(-x+2).

. 3

12; 9—@ est effectivement égal a 5"

4/2 5

i déduire que A= =£%
Mais on ne peut pas en 5

Ne pas confondre avec le cas ol le numérateur est un pro-

a8
duit de facteurs, =~ 2

13.4x(1-x)=1 n'équivaut pasa4x=1oul -x=1.

Ne pas confondre avec :
4x(1-x)=0 équivautad x = Oou
14. 4 x = 0 n’est pas équivalent ax == 4.
(4 x = 0 équivaut ax=0) _ )
Ne pas confondre avec : 4 +x =0 équivaut ax =-4.

1=-x=0.

" /INEGALITES. INEQUATIONS.
~ APPROXIMATIONS, p: 51 |

i — e T L e S S

' SF1 b, SFz a. ‘SFa c. SFa c. SFs a. SFe c. SF7 b, SFe b.

COMME LES/RESOLUS
snaimsdomps X
1. Ex)=0six= 4oux-3.
ixe |-1.4][. o | 4
E(x)>05|xE] 23l E(x)<0six < 4oux>3.
2. = i =J— e
E(x)=0six 5 ouX=-35.
E():}:»Osixe]—%;%[; E[x}<Osix<-%oux>J§.
3. E(x) non défini pourx:%; E{x):Opourx=—g.
E(x)>05ix<%oux>%;E(x)<05ix€l%;%[.
4. E(x)nondéﬁnipourx:?.;E[x}=0pourx=$.
8
5

E(x)>03ix§]%;g : E_(x)<05ix< ; ou si x> 8"

5. L'inéquatign s'écrit(2x+3)(-5x) > 0.
Dot ¥ =|-%;
u. ' I oL 0].
6. L'inéquation s’écrit (-3 x + 1) (2x-2) < 0.
3 i e 1
Dol ¥ = ]-m, -3_]1_] [+
7. L'inéquation s’écrit 5""3—2 <0 [avecx==£] c'est-
- 11x=11 4-3x '
a-dire = X=11 g
4-3x T T

Dot F=]-;1] U l%;+m[ .

8. L'inéquation s’écrit ——23"_2 6 41 >0 (avecx=3), clest-&

o X+9 Vo
dlrem 20.Dot¥=[-9; 3
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9. x* > 9 équivaut ax2 - g » 0, c’est-a-dire encore
(,K+3HX"‘3} = 0. D’QUH’:]—m;_al u [3;4_&[.

10. x* > 81 équivaut & x2 - g1 5 0, c’est-a-dire encore
(x-9) (x+9) > 0. D‘oi:ff:]-m;_gl UI9;+
1. -2<-b<1,dou-7 €a-bhg-3,

12. -5 < -a £ -8,dot-7 sb-ag.

1 1 _1_ ‘g L -8 12
13. ggbés .’dou QQ_BS‘S- :

1.1 21 oy 4 b
L P A =<2
i ?‘<“a“<“2 , d'oll 7ga < 3.

VRAI'OU FAUX'?

50. 1.1 est I'ensemble des réels x tels que — g\-»~:>c<1 et
J est 'ensemble des réels x tels que 1 <x < 3.2 ¥
D'ou: 2

a) Faux. b) Faux. ¢) Vraj. d) Vrai,

2. Faux. 3. Vraj, % par exemple.

_ TROUVEZI'ERREUR!

1.-2x<- /2 n'est pas équivalent & x < gz—,maisén- V2

En effet, on divise Iesdeuxmembresdel’lnégalité«—zx<- V2 »
par -2, qui est négatif.

On obtient donc une inégalité de sens contraire.

2. On ne peut pas « retranc
lités. D'ailleurs, pour x =
YEIB;+ o, maisy-x=

her membre 2 membre » deuxinéga-
Sety=5, onabienxe(2: + [ et
5—5=06§[3;+m[.

3. On ne peut pas « multiplier membre & membre »
lités entre des nombres qui ne sont
pourx=0ety=0, onabienx €]
xy=0¢&]2;3[

4. % <3 n’est pas équivalenta1 <3 x. _
En effet, lorsqu’on multiplie les deux membres de 'j

desinéga-
pas tous positifs. D'ailleurs,
-2;3[etyel-1 i 1[, mais

négalité
x <3parx, I'inégalité obtenue n'est pas forcément de méme
signe, car x peut étre négatif.

5.2715<a <2724 n'implique pas a < 2,72.
Considérez, par exemple, a = 2,721.
2,715 < aimplique 2,71 < a car 2,715 > 2,71.

6. 3,521 n’est pas forcément une valeur approchée de A
0,5 x 10-2 prés. Par exemple, si A = 3,521 9, alors 3,521 est
une valeur tronquée de A au milligme, mais ce n'est pas une
valeur approchée de A a 0,5 x 10 -2 prés car
3,5219-3,521 =0,9x10-3> 0,5 x 10-3.

. 3.VALEURABSOLUE,p.74
LS ALE S eR A i AR

SF1 b; SF2 ¢, SFa ¢, SF4 3, SFs p, SFe p, SF7 g, SFe b, SFo c

il

COMME LES RESOLUSY WS
2.9=1-6;-2. 3 93-_-{_.1_1 _,_]

.1
1.9=[4;2. 2’ 2r

4, g = {-%‘; -9-} Soy= {0; g} .

2 2
6. F=}-;20U[6;+[ 7. 9=}2;01U[2;+l
9 9
8. |x-1g6. o \x—ﬂ <3.
10. ¥ =¢{-3). 1. g={1)

TROUVEZ L’ERREUR

9. /x? n'est pas égal ax, mais a | X| .
is 2 =0.
10. - |- 2| n'est pas égal a 2 mais 4 - 2. Donc A

11. |a-b| n'est pas, en général, égal a |a|-|b| - .
En effet, pour a = 2 et b = 3, par exemple, |a=-b|=[-1| =
et|a|-|b]|=2-83=-1. 2 9

12. | x +3|° n'est pas, en général, égal a | x| :—3le+ : :
En effet, pour x = - 1, par exemple, |x +3["=[2]" =4 e
|xP+6[x| +9=1+6+9=16. -

" 4. NOTIONS SUR LES FONCTIONS,
? | - p-99

SF1 b, SF2 c. SF3 ¢. SF4 b. SFs c. SFs a. SF7 c.

COMME LES RESOLUS

1. 2.

N

4

2
3 A

0| 4 2 0

%

0 3

4. f est strictement croissante sur [~ 4 ; - 2], strictement
décroissante sur [-2;2], et strictement croissante sur [2; 3].
f(-2) = 2 est le maximum de fsur[-4;3].
7(2) = -1 est le minimum de fsurf-4;3].

3. fest strictement décroissante sur [-4;-2], strictement crois-
sante sur [- 2 ; 0], et strictement decroissante sur [0 ; 2].
f(0) = 2 est le maximum de f sur [-4;2).

f(-2)=~1 est le minimum de f sur[-4;2).

6. f est strictement décroissante
croissante sur [0 ; 1], strictement
strictement croissante sur [2;4].
f(2) = 0 est le minimum de f sur [-4;4].
Le maximum de f sur [-4;4] estégalaz;
trois valeurs de x : — 4,1et4,

sur [- 4 ; 0], strictement
decroissante sur [1 ; 2] et

il est atteint pour
1.a)9={-3;2). b)¥=1-3;2 ¢)¥=[-4;-3U[2;4].

8- a)#={-2;1;3. bB)P=[-4;-20UN1;3(UI3;4]
©)¥=[-2;1U{3).

S a)¥={-2;1;4). bB)F=]-2;1[ c)F=[-4;-2]U[1;4].

CORRIGES DES EXERCICES
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VRAI OU FAUX ?

érons deux réels a et b tels
- % uea<h.
Sia<0etb=0,alors fla) < fib) car f est croissante suc:] =e;0].
= fib) carfest croissante sur[0 ; + |,
s - =< f{0) et f(0) < f{b), donc fla) < f(b).
« Faux. En effet, considérons i -
sk 5 » par exemple, la fonction f défi-
——— fix)=x six<0,etfix)=x-4 six>0,
estcroissante sur] - cs; 0] et sur] 0 : + oo isfn'
croissante sur R. P ey 95_‘ i

-1<2etfl-1)>12) (carfi-1)=-1,f(2) =-2, et-1 >=2).

TROUVEZ L’ERREUR

10. «u < v » n'implique pas « U2 < 2 »,

Ainsi, par exemple, -3 < 1, mais (- 3)2=9 > 12.

Notez que la solution proposée serait correcte pour démon-
trer la croissance stricte de f sur ",

11, ¥ ={1). En effet, f(1) =3 donc f (1) > 3.

1 est donc solution de I'inéquation f (x) > 3, c’est-a-dire la
seulecarsix=1,f(x) <3. B

12.f:x ~ % est effectivement strictement décroissante sur
] ; O et sur ]J0 ; + «[. Mais ceci n'implique pas que f soit
strictement décroissante sur R*. -

Exemple : - 2 < 3, mais on n'a pas f (~ 2) > f (3),

carf(-2) =—1§ <0etf(3)= 1§ >0.

13. «u <v» n'implique pas «-2u <=2 v ». En effet, on doit
changer le sens de l'inégalité en multipliant par -2, car-2 <0.
En fait, la fonction x . |2 x| est strictement décroissante sur
REH L - .
14, « f (u) < f (v) » implique « f (u) < F (V) ».
Donc « u < v » implique « f (u) < f (V) » _
Dong, si f est strictement croissante sur 1, alors f est crois-
sante sur L. ' : SIS § 2

SF1 b. SFza. SFac. SFac. SFsa.

COMME LES RESOLUS j

1. et 2. La fonction est strictement décroissante sur }- = ; 0]
et strictement croissante sur [0 ; + «[. .

La courbe a laméme allure que la courbe représentant la fonc-
tion x — x2. La premiére courbe passe par les points de coor-
données (0; 0), (1 ; 2) et (-1 ; 2) ; la seconde courbe passe
par les points de coordonnées (0 ; 0), (1; %] et [— g F- ‘1‘) s
3. et 4. La fonction est strictement croissante sur ]« ; 0] et

strictement décroissante sur [0 ; + «[.
La courbe a la méme allure que la courbe représentant la fonc-
tion x — — 2 x2 (voir Exo. 2, p. 119). La premiére courbe passe

par les points de coordonnées (0; 0), [1 ;- g et [— 1 - g} :
la seconde courbe passe par les points de coordonnées (0; 0),

=B b3

CORRIGES DES EXERCICES

5. et 6. f est strictement décroissante sur -+ O[etsur]0; +.“['
La courbe a laméme allure que celle représentant ia foneion

X = ;1‘.— . La premiére courbe passe par les points de coor-
données (1;3)et(-1;-3);la seconde courbe passe par les
points de coordonnées (1 ; 4)et(-1;- 4).

7. et 8, fest strictement croissante str]-; 0[etsur]0; + .
La courbe a la méme allure que la courbe représentant la fonc-

tionx = - 4 (voir Exo. 4, p. 121). La premiére courbe passe
X

par les points de coordonnées (1 ; - 2) et =l ?} . sec?r-‘ge
courbe passe parles points de coordonnées (1;-3)et(-1;3).

TROUVEZ L’ERREUR

1. Lintervalle de définition I=[-2; 2[ n'est pas symétrique
par rapport 4 0. En effet,-2€l et 2 & I.. _ )

La fonction ne peut donc étre ni paire, ni impaire. ,
Notez que la fonctiong définiesurJ=[-2; 2] parg (x! =x2+1
est paire. En effet, cette fois, I'intervalle J est symétrique par
rapport a 0, et pour tout x de J,g(=x)=9 K. '
2. Un nombre positif x n'est pas toujours inférieur a son carre.
Ce n'est vrai que six > 1. o

Notez que l'inégalité (a + 1) < (a+1)?estvraiesia+ 1=1,
c'est-a-diresia > 0.

3. Un nombre positif x n’est pas toujours supérieur a saracine
carrée. Ce n'est vrai que six > 1.

Notez que l'inégalité a + 2 > Ja+2 estvraiesia+2 > 1,
c'est-a-diresia > - 1.

4, La fonction x ~ 31‘— n’est pas strictement décroissante sur

R*, bien qu’elle soit strictement décroissante sur J- = ; 0[ et

sur]0; + =[.

Notez que sans autre précision sura et b, on ne peut pas com-

parer a_lT et b_1—1- . Ainsi, par exemple, sia = % etb=2,
1 1 eovra 1 o 1 1

alors =7 poqrmaissia= 3 eth =2, = fg g

' 6. ANGLES DE VECTEURS.
. FONCTIONS CIRCULAIRES, p. 167

SFic. SFz2b. SFsa. SFab. SFsb. SFea. SF7b. SFac. SFab.

COMME LES'RESOLUSH

P01:|r les exercices 1 2 3, on note o la mesure principale cher-
chée.
54

1.-ﬂ<—£+2k1‘t m, do -8 47
7 S®mdonc- 7 <k< -37 -
D’oﬁa=5—47_’5+2{—4]u -~ 2F
3
2.—n<-—%5+2kngm,donc@-<k<£
16 =16
D'oli o= - 347 =-T
8 +2(2)n - &
95¢
3.-m< == +2kn < 7, donc - 101 gd
6 vdone- 45 <k<-13-
s 95n
Dnua=T+2{-—8}u=—g.
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4. a) sin [-§)=_sin n__ V2

b) cos .-.‘-’G’F=cos[n+l6‘)=_c05_g=___v;£.
c) sin 2—3’—t=sin[n —-g):sing-_-_”g_

5, a) sin (-g-):-.sin,’é:._% )

b) cos %=Cos(n+%)=_c03_g‘=_%.
c) sin §f=sin(n —%):sin%=_‘?_

- 4 9
2 = - = =
6- Ccos< X 1 ( =

25 ,donccosx=¢% Orxe|Z; 4,
donc cos x < 0. D'oq COSX =~ %
22_5 V5
2x=1-(&]"=2
7.cos2x=1 (3 _g,donccosx=:—3~ OrXE[G;g,
donc cos x > 0. D’oll cos x = fai .
: 3\%_7 . JT
ExX = == =t =4
8. sin? x 1[4) 16,doncsmx__ .

Orxe [n::—%"-] »done sinx < 0. D'ow sin x = -

.hjm

TROUVEZ/I’ERREUR

7. «cos X =~2 » n'est pas &quivalent & « cos X =1,

En fait, « cos x = - 2 » équivaut a « 2‘%1

==1n,
Il convient de faire attention alem
tion [cos %x _cgs_{) .

Notez qu'il n’existe aucun réel tel que cosx+2=0; en effet, pour -

toutx,-1 < cosx <1, donc cos xne peut jamais étre égal 3- 2.
8. sin (x + ) n'est pas égal a sin x + sin .

En effet, sin (x + ) = —sinx et sinx + sin s = sin x (car sin x = 0).
Retenez que, en général, sin (@ +b) n'est paségalasina+sinb.
Enfait, A = - 2 sin x. :

9. La mesure principale o, par définition, est dans ]-n ;1.
Or 3—2"‘ &]=-mn;n]. Donc %‘ n'est pas la mesure principale.

cherchée. En fait, ¢ = - g :

=
10. Il est vrai quesinﬂ=§etque£ 6‘2[— rc].

3 3 -2’
: V3 . 2m o . _m
Mais on a également sin %t:T car sin T—sm (:z 3) .
Or Qelgn] . Il existe donc un réel de [g;n] tel que
3 y :
2sinx-vV3=0.

7. STATISTIQUES, p. 190

TROUVEZUERREURL v

2. La valeur 140 de la variable a un effectif égal 4 2.

150 + 2140 + 160
La moyenne est donc égale 8 —— 1+24+1

=147,5 .

placement du trait de frac-

, ame ampli-
3.Lesclasses[175; 180[ et [160; 170[n'ontpasia 'l‘;j‘;u," it
tude. Ce n'est donc pas la hauteur des rectang

comparer mais leurs aires. ) &
Ici, I'aire du rectangle correspondant  [160 ; 1;9[19853[“"
rieure a celle du rectangle correspondant & [175; .
Onadonc N, >N,

8. DROITES ET PLANS DANS L’ESPACE,
s g p- 217 ' :

SF1b. SF2c, SFab. SF4c. SFsh. SFea. SF7 b, SFsc.

COMME LES RESOLUS

1. Le point | appartient au plan (BCD) (car | est sur (BC)) etau
plan (AMN) (car | est sur (AN)).

Le point D appartient au plan (BCD) et au plan (AMN) (car D
est sur (AM)). _
L'intersection des plans (AMN) et (BCD) est dont la droite (ID).

2.1, J, K appartiennent au plan P et au plan (ACD). Ils sont
done situés sur la droite d'intersection des plans P et (ACD).
Les points |, J, K sont donc alignés. -

3. (V) et (AA) sont paraliéles donc coplanaires. - o
Le plan (IAA'J) coupe les plans paralléles (ABC) et (A'B'C') selon
les droites (IA) et (JA"). Donc (IA) et {JA') sont paralléles.
AA'JI a donc ses cotés opposés paralléles deux a deux :
c’estun para!lélogramme._ ; i s

4. (AE) et (CG) sont paralléles donc coplanaires.

Le plan (ACGE) coupe les plans paralléles (ABC) et (EFG)

selon (AC) et (EG). Donc (AC) et (EG) sont paralléles. AEGC a

donc ses cotés opposés paralléles deux & deux : ¢'est un paral-
lélpgramme. .

3. En utilisant le théoréme de Thale
et SBC, on démontre que
est paralléle & (BC).

Deux droites sécantes du
droites sécantes du plan
donc paralléles.

6. (BC) est orthogonale aux droites sécantes (AH) et (DH) du
plan (ADH). Dong (BC) est orthogonale au plan (ADH), donc
a toute droite de ce plan, en particulier 3 (AD). .

7. (CD) est orthogonale aux droites sécantes (CB) et (CF) du
plan (CBF). Dong (CD) est orthogonale au plan (CBF), donc &
toute droite de ce plan, en particulier & (BF).

8. La pyramide est réguliére. Donc SB = 8D,

S est donc dans le plan médiateur P de [BD].

De méme, A est dans le plan médiateur de [BD] car AB = AD.

Donc (SA) est dans P. La droite (BD) est orthogonale 3 P
donc a toute droite de P, en particulier a (SA).

9. Aet G sont dans le plan médiateur P de [HF] car AH = HF
et GH = GF. Donc (AG) est dans P, La droite (HF) est ortho-
gonale a P, donc & toute droite de P, en particulier 3 (AG).

s dans les triangles SAB
(W) est parallele & (AB) et que (JK)

plan (IJK) sont paralléles 3 deux
(ABC). Les plans (ABC) et (IJK) sont

L' ERREUREE |
arréte [BD], non visible, doit &tre tracée en pointillés.

6. Dans I'espace, les ardtes [AD], [EH], [FG] et [BC] sont paral-
Ieles. Elles doivent étre représentées par des segments paral-
léles sur la figure, ce qui n'est pas le cas.

5.1

CORRIGES DES EXERCICES
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7.Les droites (A1) et
ceci n’impli
I'espace,

(JK) se coupent en G sur la figure, mais
que pas que ces droites sont sécantes dans

En fait, (Al! et (JK) ne sont pas sécantes dans I'espace.

n etf.et, Si ces droites se coupaient en un point 0, ce point
t}evralt appartenir aux plans (ABC) et (ACD). O devrait donc
&tre sur la droite d'intersection (AC) de ces plans. O serait donc
confondu a la fois avec K et avec A, ce qui est impossible.

8.(Al) et (LG) n’ont effectivement aucun point commun. Mais,
dans I'espace, deux droites n'ayant aucun point commun ne
§ont pas nécessairement paralléles. La justification donnée
a la fin de la solution est donc fausse.

Solution possible : Notons K le milieu de [HG]. Alors (IK) # (AE)
car (IK) 7 (HD) et (HD) 7 (AE). De plus, IK = AE, car IK = HD
et HD = AE. Donc AIKE est un parallélogramme.

D'ol (Al) # (EK).

Or (EK) 7 (LG) car KGLE est un parallélogramme (puisque
KG = EL et (KG) # (EL). D’ou (Al) 7 (LG).

9. Le fait que (AF) et (DE) soient orthogonales a (BC) ne suf-
fit pas a justifier que (AF) # (DE).

En effet, dans I'espace, deux droites orthogonales a une
méme troisiéme ne sont pas forcément paralléles.

Solution possible : ADEF est un parallélogramme car les
cotés [AD] et [FE] sont égaux et paralléles (ils sont paralléles
& (BC) et égaux a BC). Donc (AF) # (DE).

10. (AE) 7 (GC). Donc le fait que (HF) soit orthogonale & (AE)
et a (GC) ne suffit pas a justifier que (HF) est orthogonale au
plan (AEGC). ;

En effet, « une droite d est orthogonale & un plan P » signifie
que « d est orthogonale a deux droites sécantes de P ».
Solution possible : (HF) est orthogonale a (AE) et & (EG), donc
(HF) est orthogonale au plan (AECG). '

§

| 9. POUR UN BON DEPART
"-. EN GEOMETRIE, p. 246

. COMME LES' RESOLUS

1. AC = AD, dont A est sur la médiatrice de [CD].

De méme, B est sur la médiatrice de [CD] car BC = BD.
Donc (AB) est la médiatrice de [CD].

D’oli (AB) et (CD) sont orthogonales.

2, TOD = 90°, donc O est sur le cercle ¢ de diamétre [CD].
CHD = 90°, donc H est sur le cercle € de diamétre [CD].
Les points O, C, H et D sont donc sur 4.

3.CBM = ABM (car (BM) est bissectrice de ABC ) ;

AMB = CBM (car (AD) et (BC) sont paralléles) ;

d'ol @ﬁﬁﬁ . Donc le triangle AMB est isocéle.

DNM = CBN (car (AB) et (CD) sont paralléles).

D’ou DNM = CBN = AMB . Donc le triangle DMN est isocle.
4.0 est le milieu de [AB], donc Q' est le milieu de [A'B'] (car
une projection « conserve le milieu ») '
De méme, Q' est le milieu de [C'D1.

5. En appliquant le théoréme des milieux dans les triangles ABD
puis (EE!D, on obtient (Ll) # (BD) et (BD) # (KJ). Donc (L) 7 (KJ).
De méme, en appliquant ce théoréme dans les triangles ABC
et ADC, on obtient (IJ) # (AC) et (AC) # (LK). Donc () 7 (LK).

IJKL est un parallélogramme car ses cé 5
cotés oppo
paralléles. pposés sont

CORRIGES DES EXERCICES

6. (Cl) est la troisieme hauteur de ABC. Donc (Cl) L (AB).
Or (AB) # (CD). Donc (C)) L (CD).

3
7&E=M=§0rAH=ABx'[2§=5xJ_2_'
*AH AC 5 3

_8 V3 _ 843
DoncAP-ng 5 2

DAG = 60° (car ACD est équilatéral).
g%ﬁ: Ii triangge isocéle BAE, BAE + AEB + EBA = 180°.
Or EBA = EBC - ABC = 180° - 60° = 120°.
Donc 2 BAE + 120° = 180°, d'oll BAE=30%
Or DAE = DAC + CAB + BAE = 60° + 90° + 30° = 180",
Donc D, A, E sont alignés.
o.E et F sontles centres de gravité de ABD et CBD. Donc (AE)
et (CF) sont des médianes rela_tives a [BD] dans ABD et CBD.
(AE) et (CF) passent par le milieu | de [BD].
(AE), (CF) et (BD) passant donc par |.

10. Notons K le milieu de [BD]. . -

En appliquant le théoréme de Thalés dans AKC, on obtient
KI_KJ_1 # (AC) (théoréme des

(W) 7 (AC) (car ey =G = 3 .Or (MN) /.{ ) (

milieux dans ABC). Dot (MN) # ().

‘TROUVEZ/’ERREUR

4.« (MN) 7 (PQ) » ne suffit pas a justifier que MNPQ est un
parallélogramme.

En fait, MNPQ est effectivement un parallélogramme, mais il
convient, pour le justifier correctement, de montrer en plus,
par exemple, que (MQ) # (NP).

5.« OB = OC » ne suffit pas a justifier que O est le milieu de
[BC]. En effet, on ne sait pas, a priori, que O est sur [BC].

Solution possible : O, point d'intersection de deux médiatrices
de ABC, est le centre du cercle circonscrit au triangle rectangle
ABC. Donc O est le milieu de [BC].

6.« (M) 7 (KL) » ne suffit pas a justifier que |, J, K et L sont
alignés.

Solution possible : (1) 7 (AB) et (IK) # (CD). Donc (IJ) # (IK).
Donc I, J, K alignés. Or (KL) Z (1), d’ot I, J, K, L alignés.
MN

MN _, teal 5 MA + MN_ MA
7. CB n'est pas égal a MB . Enfait, —=

On trouve alors MN = 7 x % =1

CB AB'

8._[BB'] n'est pas une médiatrice. En effet, le triangle ABC
r!'etant pas équilatéral (car BAC = 55° = 60°), la médiatrice rela-
tive & [AC] ne passe pas par B.

T T I T e s e ——
|

10. L'OUTIL VECTORIEL, p. 273

SF1b. SF2¢. SFaa. SF4b. SFsc. SFsa. SF7b. SFsa.

[ COMMEIESIRESOLUS! o

1.KA=—3R_B-3’écrit-ER=-3 [l?Aq.,CTé] 1 AK = i AB.

K

Ns'écrit-MO=- -2 (OM+ MN): MO = = MN.
13 MO 13(0M+MNr.MO 25 U
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3,C#E=CTI5+D_E=4§A+%—DI=4(§&+%D_A).

_B_E-:-B_A-PIE‘:EK‘P%BE.

Donc BE = 4 CE . D'oll B, E, C sont alignés.

PR PO+ ORe BTy 55 5o 8~

= == N g = = .

4.PH_{’0+_(E)H_€ M:E QM 2(NM+3QM]

N—ﬁ=NM+Mn=NM+§QM.

Donc PR = g NR. D’oli P, R, N sont alignés.

5_ﬁ=ﬁ-3ﬁ6=?@—_3(ﬁ+ﬁ]
=)ﬁ—3xlx§-3l_(__‘:=—3ﬁ,

Donc (AP) et (IC) sont parallales.

6. PS = PM +2(F'_I'(+K_l§|] =PM +2[—.
=2KN. :
Donc (PS) et (KN) sont paralléles.

SE—

PM + KN

ST

7.m=§ﬁ5.doncﬁﬁ=§ﬁé.n'oaen=§ x35=1

L.
= i B T4 —
8. Mi = 55 |G, donc NJ = 257
ou NJ = 4 _92
D'otiNJ = 5% x2,3= 25 =008,
- TROUVEZ LERBEUR I

9. Pour utiliser le théoréme de Thalés sous forme vectorielle,

il faut que A, M et N soient alignés. Or, c'est précisément ce
que P'on veut démontrer, ;

Solution possible :
_NM=NC+CM=21ND+1GB
Donc A, M, N sont alignés.
10. L’égalité « AB = OA + OB » n'est pas vraie. En fait, on a:
AB=A0+0B. B '
11. La propriété « I milieu de [AB] » équivaut & « Al + 1B = AB »
est fausse. La propriété « Al + 1B = AB » est toujours vraie (rela-
tion de Chasles), que | soit le milieu de [AB] ou non.
12.«BC=21J» n'implique pas, en général, « Eé_et_' 1J coli-
néaires». v oy
En revanche, « BC = 2 IJ » implique « BC et 1J colinéaires »,
13. «AC =AB +BC » n'implique pas « I AC I = | AB Il + 1 BG I »,
En effet, en général, la longueur de la somme de deux vecteurs
n'est pas égale a la somme des longueurs de ces vecteurs.

—

[ﬁEH 7\]: NA .

W
(4]
W=
o=

-

11. GEOMETRIE ANALYTIQUE, p

303
_-'_ '-r_..__j

SF1 b. SFz a. SFac. SF4a. SF5 c. SFe a. SF7 b. SFs a.

“COMMELES RESOLUS

1. AB a pour coordonnées (-6 ;- 9) = (x; ) ;
AC a pour coordonnées (20 ; 30) = (x' ; ).
Xy'-yx' =0, donc A, B, C alignés.

2. AB a pour coordonnées (4 ;- 12) = (x; ) ;
AC a pour coordonnées (9;-26)=(x";y).
Xy'=yx'=4 = 0, donc A, B, C non alignés.

AM et u colinéaires »-
3.« M (x;y) appartient 2 d » équivaut 3« AMetu co

m{x+5;y—4}eﬁ}(1;—%).

4,
D'ol une équation ded:—gx y=0

- o= = . - - ”.
4.«M (x;y) appartientad» équivauta«AM etu colinéaires

A_'M{x+3;y+3)etﬁ(--3;1).

2 1oy

D’oll une équation de d : X + 3 y+5=0.

5.« M (x;y) appartient ad » équivaut a « AM et AB colinéaires ».
AM (x+ 63y -5) et AB (7 ; - 1).

D'oll une équationde d : x + 7y — 29 =E._- =5 =&

6.«M (x;y) appartient ad » équivaut 2 « AM et AB colinéaires ».
AM (x-2;y-3) et AB (- 8;-12).

D'oliune équationded: -3 x+2y= 0

7. Un vecteur directeurde A estu (-5 ;- 2).

U est aussi un vecteur directeur de d. e

«M (x; y) appartient a d » équivautdonca « AM (x + 3;.y-2)
et u colinéaires », On obtient-2x+5y - 16 =0.

8. Un vecteur directeur de A est u (1 ; 1).

U est aussi un vecteur directeur de d. .

«M (x; y) appartient a d » équivaut donc a « AM (x + 2; y - 2)
et 3{1 ; 1) colinéaires ». On obtient x —y + 4 = 0.

9. AB a pour coordonnées (-6;12) = (x; y) ;

AC a pour coordonnées (8;4)=(x";y).

xx' +yy' = 0, donc les vecteurs AB et AC sont orthogonaux.

BAC est droit. :

10. AB a pour coordonnées (- 10 ; 25 =(x;y);
AC a pour coordonnées =5%- 2} =05y
xx' +yy' =0 donc les vecteurs AB et AC sont orthogonaux.
BACestdroit. =~ ‘

11. Un vecteur directeur de A est i (- 4 ; - 2).

«M (x; y) appartient & d » équivaut donc 2 « AM x=2;y-2)
etu(-4;-2) orthogonaux »,

Dolu2x+y-6=0. ; P

12. Un vecteur directeur .de' Aestu (1 ;1) 5

«M (x;y) appartient 3 d » équivaut donc a « AM x+1

6(1;—]

iy) et
2 orthogonaux »,

D'ol x + % y+1=0.

5. Les points A et B ont bien la méme abscisse 1.
L'équation de (AB) estx=1. -

6. Un vecteur directeur de d est ((=1);=-1).

En effet, le coefficient dey dans I'équation de d est égala-1.
(AB) et d ne sont donc pas paralléles.

7. Le critére d'orthogonalité est xx' + yy' =0, et non pas
.'iy’+_yx’=0.Ici,xx'+yy'=2x2+5x{—5}=-21 =0,
u etv ne sont pas orthogonaux.

8. Lerepére (0; 7,7 ) n'est pas orthonormal car [l i Il = 1 mais
Il =2, 0nne peut donc pas appliquer la formule :

AB= \ﬂxﬂ'— Xn}g + [ya"yJ\:'? .
* Placez A et B dans (0; .7;] et vérifiez que AB = 3v2 .

CORRIGES DES EXERCICES

Scanné avec CamScanner

395
el


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

396

B

9. Le repé T
o € repére (0 iy ] n’est pas orthonormal.
ne peut pas appliquer le critére d'orthogonalité «aa' +bb' = 0 »

* Tracez les droites d et @’ 2
etd'dans |O; i, |, et vérifi !
he sont pas perpendiculaires. [ g )' Srifiz qurelles

12. SYSTEMES

sl e

| D’EQUATIONS LINEAIRES, p. 333

SF1a. SFzb. SFab. SFsc.

COMME LES RESOLUS

[1] désigne la premiére équation et [2] la seconde.
f.a.[1] donnex=1+2y;

[2] donne alorsy =— I ,dolix=1+2 [—1) ==6.

Donc ¥ = {(-6;-Z z .
={-ei-2))-

b.u-4x[1]+[2]ndonne2y=—7,d’oﬂy=—%.
[1] donne alors x == 6. Donc & = {(—6;—%)} .
2,a.[1] donney=2x+3;

[2] donne alors - 11 x =17, d'bﬂx:—%.
B —17\_~=1 17._ 1
D —3 —_— = - —— - —
ouy=3+2x (33 ) T {475 e
b. « 4 x [1] + [2] » donne - 11 x = 17, d'olix = =37 .

U I e OO e £ (7,
1} donnelony =5 Done ¢ = (-7 35
3.a.[2] donnex=1+y;

[1] donne alors y =3, doix=1+3=4.
Donc ¥ = {(4:;3)} «
b. « [1] -3 x[2]»donnex=4;

[2] donnealorsy=4-1=3.
Donc & = {(4;3)} .

s e [A4X-y=3 _

4. a. Le systéme s'écrit {4x—y=2 donc ¥ = &.
b. Le systéme s’écrit {:ﬁ:;:g donc tous les couples (x; y)
tels que M (x ; y) est sur la droite d’équation 4 x-y=3=0

6x+9y=1

6x+0y=—6 donc ¥ = &.

sont solutions.
5. a. Le systéme s’écrit {

R . . [Bx+9y=2
b. Le systéme s’écrit {6x+9y=2 donc tous les couples

(x;y) tels que M (x; y) est surla droite d’équation 6 x +9y-2=0

sont solutions.
e [~AXx+4y=-4
6. a. Le systéme s'écrit {—4x+4y=—3 donc & = &,

; oy J=AX+By=-12
b. Le systéme s’écrit \-4x+By=-12 donc & = .

TROUVEZ L'ERREUR

5. Le déterminant de (S) n’est pas égal a J i '3’, mais a

2 _ -6

1_6 4‘_-10..-0.

Donc le systéme admet une solution unique,

N'oubliez pas « d'ordonner » le systéme avant de calculer son

déterminant.

CORRIGES DES EXERCICES

6. [2] + 3 x [1] ne donne pas 10 x =4 mais 10 x = 10,
En effet, quand on multiplie I'équation [1] par 3, il ne faut pas
oublier de multiplier le second membre de I'équation par 3,

7. Un systéme de déterminant nul admet soit aucune soly-

w4 o 3 i |=9X+3y==

i i i . Ici, le systéeme s’écrit y=-12
tion, soit une infinité. Ici, le sy {-9x b i
une infinité de solutions.

n’est pas linéaire. On ne peut donc pas uti-

liser les propriétés relatives aux systémes linéaires.
Ici, en ajoutant les deux équations membre a membre, on
=-3.0r |yl 2 0 donc ¥ = .

Il admet donc
8. Le systéeme (S)

obtient |y|
13, SYMETRIES. TRANSLATIONS. |
; ROTATIONS, p. 354

COMMEILES RESOLUS

1.L'image de la droite (AB) par la réflexion d’axe d estla droite
(A'B). Ces deux droites se coupent sur d.

2. A est a l'intersection de (OK) et de A, donc A est alinter-
section des images de (OK) et de A.

L'image de (OK) est (O'K) et 'image de A est A', donc A’ est
le point d'intersection de (O'K) et (A').

sur d’, donc O est invariant par s, et s,.

rs,etsur A’. C'est donc le point d'intersec-
de A’ et de la per-

3.0estsurd et
L’image de M pal
tion de A", C'est donc le point d’intersection

pendiculaire a d passant par M.
De méme, l'image de M par s, est le point d'intersection de

A’ et de la perpendiculaire & d' passant par M.

4. Le triangle A'B'C’ est I'image du triangle ABC par la trans-
lation t; de vecteur u=AA".

En effet, A' = t; (A) car AA' =u.

Egprés_lg 1h§_oréme des milieux dans le triangle CBB', ona
BB =2IA'=u, donc B' = t; (B). L
Ce théoréme dans le triangle BCC' donne CC' =2 1A'= U .
Donc C' = t; (C).

5.rJ)=Ketr(A)=0.

6. Notons d la perpendiculaire a A passant par O ; d estun
axe de symétrie de ¢ et ¢, dont B = s, (A) et D =5, (C).
Donc [BD] est I'image de [AC] par s,. D’oll BD = AC.

7.1.r (B) = C et r (C) = A donc I'image du segment [BC] par
r est le segment [CA]

2; De méme, I'image de [AB] est [BC], donc r (E) est le point
E' de [BC] tel que BE' = AE.

d # (BC), donc I'mage d’ de d est paralléle a 'image (CA) d&
(BC). Donc d’est la paralléle & (CA) passant par E'.

TROUVEZ L'ERREUR:

3. La droite d n’est pas un axe de symétrie de la figure.
En effet, le triangle ABC est isocéle en B (et non en A).
Donc d est une hauteur mais n'est pas une méediatrice.
4.r(C) n’est pas égal 4 B.

Ce se:rait le cas si la fleche était orientée dans I'autre
Solution : r (C) est le point C', situé & I'extérieur du tr
ABC, tel que CAC' = 80° et AC = AC'.

5. Non, A’ n'est pas toujours paralléle a A. La figure esf e
dans le cas particulier oui A 7 d.

Si (AB) n'est pas paralléle a d, alors (A'B)) n'est pas P
a (AB). (On sait qu'alors (A'B' ) et (AB) se coupent sur &/

sens.

angle

arallele
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‘-' 14. HOMOTHETIES, |, !

SF1a. SF2b. SFab, SFa a. SEs c

e IYET RESOLUS
1. M’ est sur la droite (MO o

: ). L'ima
passant par A’ et paraliéle 3 (AM).
M est sur (AM), donc M e

; c st sur g,
M’ est donc le point d'intersection des droites g’

Deuxigme construction ;
cercle ¢’ image de ¢,

M’ est dong |e second point d'in
3. L’homothétie h de
BenD, etdonc [AB] en [
car h conserve |es rap

ports de longuey
Donc J, image de |, e s

st sur (10).

est sur (10).
5. L’homothétie de ce
JenNetKenp. L’im
Donc (MP) # (IK).

ntre O transformant | en M transforme
age de [IK] est donc [MP].

6. L'homothétie de centre O transformant | en M transforme
Ken P et J en N. L'image de [IJ] est donc [MN].

Done (J) # (MN). y

7. Notons O le centre de ABCD. Le point O est le milieu de
EJJ:LEF: ?E?) [:(;],.h (0) = A, h (D) = Q, et h conserve le milieu,
donc A est le milieu de [PQ].

8.h () =B, h (0)=C, eth (J) = D. Or O est le milieu de [IJ] et
h conserve le milieu. Donc C est le milieu de [BD].

TROUVEZ L’ERREUR

5. AM = 3 AM' ne signifie pas que le rapport de h est 3.
(Ne pas confondre AM = 3 AM' et AM’ = 3 AM J

Enfait,ﬁﬁ:am,donck=%.

6. A'B' est une longueur, done un nombre positif, et ne peut
évidemment pas &tre égal 4 - 15.

En fait, A'B' = - 3 AB implique A'B' = |-3| AB = 15.

7. On ne peut pas utiliser le fait qu’une symétrie centrale
conserve l'alignement car, ici, A/, B, C’' sont les images d’un
méme point, M, par trois symétries centrales, de centres A,
BetC (A", B, C' ne sont donc pas les images de trois points
alignés par une méme symétrie centrale.)

Solution: ,

On peut utiliser 'homothétie h de
h(A)=A',h(B)=B et h(C)=C.

A, B, C sont alignés, donc A', B/, ' sont alignés.

CORRIGES DES EXERCICES

Scanné avec CamScanner

centre M et de rapport 2 :

397


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

T A

398

INDEX

croissante, décroissante

i 86
[ty 15 impaire 113
e - linéaire 81
i gor aire
Addition de vecteurs Sl ;23 gz:;x:;:z?bm) : gériodiquc i;z
:nn‘;l;il(l:;dc d'un intervalle 40 de deux vecteurs 292 Eiﬁframmamn Cune) 122
. ! d'un systéme 320 :
alternes Internes 236 Dé _ X P82 114
correspondants fwehpp = . & —> x> 115
orienté de vecteis 236 Diagramme en bitons 177 g o
: s 150 Direction d'un vecteur 257 1
Appr'oxxmat:ion d'un réel 40 Distance entre réels 64 L% 7
par défaut, par exces 41 Droite(s) Fractionnaires (écritures) 12
Arrondi d'un réel 33 orthogonales 4 un plan 204 Fréqu'ence(s) 178
Asymptote 117 orthogonales dans l'espace =~ 203 cumulées 180
Axe de symétrie 111,344  paralléle dunplan 201
paralléles dans l'espace - 201
perpendiculaires 295
e Hauteur 240
Base . 289 E%%:E Histogramme 180
Bissectrice 240 o Homothétie 366
' Ecart-type 183  Hyperbole 117
Effectif(s) LT
cumulés 178
Encadrement 40, 46
Calculatrice - Ensemble(s)
et fonction 122 de définition 84 s
;= B Identités remarquables 8
et statistiques 184 de nombres &
i : Image
Centre symétrique ) .
de gravité 240,263  par rapport  zéro 113 ~ Darune transformation 348
e ; . d'un réel par une fonction 84
de symétrie 111 Equation(s) Tt ot o —-
d'un intervalle | 61  (ax+b) (cx+d) =0 g o cEpEs trangulaire 9
Cercle 234 =g _ 14 Inéquation(s)
trigonométrique 150 cartésienne d'une courbe 85 (czzx +b) (ex+d) 20 ' 4‘2‘
Changement de repére 124,125  cartésienne d'une droite 202 2 a 42
Colinéarité linéaire a deux inconnues 317 R deL}x tneonnues 32_"
de deux vecteurs 262, 291 réduite d'une droite 292 (Eysttmesd) 12_}
Comparaison de x et x2 38 (systémes d') 319 Intervalle 39, 61
Coordonnées Expression conjuguée 17 Inverse d'un récl 1—9
PaE—— 291 = Irratipnnel (nombre)
d'un point 289
d'un vecteur 289
Cosinus
dans un triangle rectangle 147 Factoriser 5
d'un réel 152 Fonction 84 Longueur
(fonction) 158 affine 81 d'un arc de cercle 143
Cube 197 cosinus 158 d'un vecteur 257
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Maximum d'une fonction

89

Médiane

d'un triangle 240
dune série statistique 181
Médiatrice 234, 240
Mesure (s)

algébrique d'un vecteur 287
d'un angle orienté

de vecteurs 150
principale 151
Milieu d'un segment 263
Minimum d'une fonction - 89
Moyenne d'une série
statistique 183

Multiplication = —

d'un vecteur par un réel

261
Norme d'un vecteur 259
Notation scientifique 16
Nul (vecteur) 257
Opposé d'un vecteur 261
Orthocentre 240
Orthogonalité dans l'espace 203
Orthonormal (repére) 294
D
i
Parabole 114

Parallélépipeéde rectangle 197

Parallélisme dans l'espace 201
Parallélogramme 236

Perspective cavaliére 198, 210
Plan(s)

médiateur d'un segment 205
paralléles 201
sécants 200

Pris.me droit 197
Prn)cetin;—‘—\_ﬁ‘(]m
Puissances dunre 10
Pyramiqe régulidpe 197

Racine carrée 10
ﬁﬁ
Radicanx —~ —— — ——

(calculs ayec des)

10, 17
Rationnel (nombre) 7
Rayon d'un intervalle 61
Réflexion 342, 348
Reégle(s)
de calculs sur les vecteurs 262
du parallélogramme - 260
Relation de Chasles 260
Repére ‘L
d'une droite e 287
d'un plan 288

Représentation graphique 85
Rotation

Symétrie

centrale 346, 348
orthogonale 342, 348
Systéme d'équations 319

(résolution d'un)

par combinaisons linéaires 321
par implications 325
par substitution 320
Systéme d'inéquations 327

Tableau de variation 87
Tangente

a un cercle 234
dans un triangle rectangle 147
(fonction) 159
Tetraédre 197
Théoréme

de Thalés 242, 264
des milieux 238
Translation 346, 348
Triangle(s)

homothétiques 370
rectangle : 238
Trigonométrie (formules de) 154
Troncature d'un réel 33

346, 348 :
E Valeur absolue
2 dun réel 64
' (fonction) 83
Sens Variable
direct ' 150 qualitative, quantitative 170
d'un vecteur 257 Variance 183
Sens de variation Vecteur(s) N
d'une fonction 86 (addition de) imj
d'une fonction affine 87 C(filinéaircs | | :::
Signe ('hrecteur d'une droite . .}:.;,
de ax + b 35 ¢gaux 257, :‘57
d'un produit, d'un quotient 37 nul . i
Sinus OpPpOSCs
g f cotangele 147 orthogonaus 204
dans un triangle rectangle 4 (produit dfun) pac un récl :w?(:
d'.llll l":»'L‘l ) 1.5(1 (représentation d'un) ‘;I
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