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CHAPITRE 1

Les nombres complexes

RAPPELS ET REMARQUES

Avant de faire les exercices, il faut d’abord bien lire et bien comprendre les rappels et
es remarques suivantes:

1) La forme algébrique d'un nombre complexe estz = a + ib aveca e Retb e R.
Siz=a+iBfaveca¢ RoufP ¢ R alorsz = a + i n’est pas une forme algébrique
de z.

Conséquence :

Siz=a+ib avec a € R et b € R alors le conjugué de z est Z =a — ib. Mais si

g=a+ifavec ag Rou ¢ R alors le conjugué de z est

f = & — ipavec ia = le conjugué de a
1 f B = le conjugué de f.

Remarque :

RcCiet: VaeR):a=a.
De plus, pour tout réel a, le module de a est la valeur absolue de a. Par exemple
(—17)=—-17et|~17|=17.

Autre remarque :
Soient a , b , ¢ et d, des nombres réels avec ¢ # 0 ou d # 0. Pour trouver la forme

e + 1 o
algébrique dez = '3——53 on écrit :
{55

+ id
Z=(a+ib)(c-—id)=ac+gg{+ib_c—ag’
(5 3 o T A c?+d?
Parexemple:z=\/§+.l _6B+D U yB3-1 +l.\/§+1
1= 1 2 2 2
2) Soit z € C et M(X,Y) l'image de z
dans le plan complexe. Donc:z = X +1iY
avecX e RetY e R.
On appelle argument de z, I'angle
—> —n ¥ 3
'(Ox ,OM) = a+ 2kmavec k € Z.
1 Et on a les équivalences suivantes:
'nArgz=g+2kn<$Meoy¢>ﬁiig Y mmmmmmmm = 'M
N ]
14 X=0 '
Argz =~ =+ ; :
| gz 3 2k n<>M € oy Q{Y-(O g :
Argz =2k n<M eox @[X>O x' 4 X
Y=0 i :
X <0 ¥ #
Argz = n+ 2k n<M e ox’ #{Y—O
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) VzeC—{1}):1+z+22+ ... +7"= : =
: : 1=z z—=1

4) La forme trigonométrique d’un nombre complexe est:
z=r(cos a+isin o) avecr € R, (doncr=0) et ae R.

Sir <0, alors laforme z = r (cos o + i sin ) n’est pas la forme trigonométrique de z ;
]

sa forme trigonométrique est:
g=—r(-cosa—isin®=—r[cos (a+ m +isin (a+ m] car — r > 0.
De méme: si r > 0, alors les formes trigonométriques de :

Zy=r (sin a+ i cos @) Z3=r(cos a—isin q)

Zy=r(— cos a+isin q) Z4=r (— cos a—isin q)

sont respectivement :

oo o]

Zy=r[cos (m— o) +isin(n— q)

3 =r[cos(— @) +isin (— a)]
Z4=r[cos (m+ o) +isin(n+ o)

Et par suite: |z | =|z;| = |z;| = |z4| =+

T
Argz1:i~a+2kn Argzy;=— o+ 2kmn

Argz,=n— a+2kn Argzy=n+ o+ 2kn
5) cosa+isina=cos o +isin of = oa=of + 2%
cosa—isina=cos o —isino o= o +2kx
—cosa+tisina=—cosd +isinod <>a=o + 2%k
Enplus: (V ae R):cos a+isin a# 0
cos a—isin a# 0
—cos a+isin a0

cos a=10

sin a= 0

et ce systéme n’a pas de solutions dans [R.

Méme démonstration pour cos c— i sin o et — cos o + i sin .

Eneffet:cos a+isin a= 0 4:-{

6) Soient z =r (cos o+ sin o) etz’ =’ (cos o +isin o) avecr >0 etr > 0.
Ona:zz’ =rr'[cos (a+ o) +i sin (a+ o)]

|

= rl[cos(— o) +isin (— o]

N‘lm &

= %[cos(a* o) +isin (a— of)]

(Vnrneld):z2"=r"(cosn a+isinn a
De méme: si u =7 (cos o~ isin o) et u’ =" (cos o — i sin o)
alors: uu' =rr' [cos (a+ o) —isin(a+ o)
De plus: (Y n e Z) :u" =" (cosn a—isinn )
7 Soitne N"— {1}, re R; etae R. .
Les solutions de I'équation: (E) : 2" = r (cos a + i sin ) sont les nombres complexes

zk=\/;[cos (9+ &)-ﬂ'sin ((—I-’rM)Javeck el
M n n n

Ce sont les racines n™ dans C du nombre complexe u = 7 (cos o+ i sin d).

Pour obtenir toutes les solutions de (E), il suffit de donner a k les valeurs:
0,1,2,3,4,..., (n — 1) car les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période
2m.
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2) Zriéele>Y=0wxy=0«x=00uy=0

Donc: I'ensemble des points M est: (x"ox) U (¥' oy)

avec (x' ox) 'axe des abscisses, et (v’ oy) I'axe des ordonnées.
Mais 'origine O ne convient pas car (x ,y) 5 (0, 0).

X=0ex2-y’=0ey=xouy=—x

3} Z 1m\?gma1rerpur© {Y FOwxy#0<x#0ety#0

Donc: 'ensemble des points M est

(A) U (A)
avec (A) la droite d’équation y = x *
et (A") la droite d’équation y = — x.

Mais I'origine O ne convient pas car
x#0ety#0.

4) ArgZ = g¢>

Donc seule convient la droite (A") : y = — x privée du point O.
Par suite: I'ensemble des points M est la droite (A'): y = — x privée du pomt 0.

X =0eMe(A) U (A)
Y >0« — 2xy >0 xy < 0<x ety de signes contraires.

EXERCICE 4

Soit z e C et M(x , y) I'image de z dans le plan complexe.
SoitZ=z—-2]|z|?+ 1. Onpose Z =X +iY avec (X,Y) e R~
1) Calculer X et Y en fonction de x et de y

2) Déterminer I'ensemble des points M tel que Z soit réel.

3) Déterminer I'ensemble des points M tel que Z soit imaginaire pur,

4) En déduire 'ensemble des points M tel que 'on ait: ArgZ = — -

Solutions

1) M(x,y) est I'image de z dans le plan complexe. Donc:z = x + iy.
Dou:Z=x+iy —2@*+y3) + 1
=(—22—-2p2+x+ ) +iy
Parsuite: X =—-2x*—-2y>+x+1 et Y=y,
2) Zréele> Y =0<y=0.
Donc: I'ensemble des points M est 'axe des abscisses (x'ox).

3) Zimaginairepur«:a{ =8 —_

1 X 1
; B Faut F L ogesi?-tait— =0
Or: X=0<sx?+y 773 0e=x 2+y 5

A



B
R@Z)=0
ﬁ . 3) Zimaginaire pur < { 1
Par suite : ’ensemble des points M est le 2 I () # Bsp 7 g
1
Cercle(C)decenEreI(‘I.O) Or: R (Z)=0=x>+)> +X=0ex?+X+y2=0
A’ I A 2 2

9 3 t = 2 2 i
etderayonR = [-- == 0 IV _ 1, 2_ ( L 2_ 1

16 4 _lE 1 1 @(x+4) 16+y O¢>x+4 +Y' =15

. . 1 1
Les points A(1, 0) et A (— 5 0) ne con- © Donc: 'ensemble des points M est le cercle (C) de centre I (- -,0 ) et de rayon
viennent pas car y # 0 - ﬁ i ; . I
2 R = i privé de ses points d'intersection avec la droite (A):y=— g
. _ 1 11' 1 d l d . + > - L —_ .L = i
& ArgZ = — ’E@{X =0 < M e (C) du 3°) Siy= —g,alors équation du cercle donne : (x i) 16 6 &
2 Y<O0ey<0 d,oﬁ.x+£:ﬁoux+l,:—ﬁc’est-é-dire:xzﬁ—£OUJ€:‘—3_£°
Donc: 'ensemble des points M est la par- ’ 4 8 - 4 8 8 4 8 4
tie du cercle (C) qui correspond a y < 0 A’ I A
; T @ t @
Les points A(1 , 0) et A (— 54 0 ) ne con- L ol 1
viennent pas car y <0 2 4
_V2
2
EXERCICE 5
Soit z € C et M(x , y) l.’image de z dans le plan complexe. ; Par suite : les points qui ne conviennent pas sont:
SoitZ =27 [*+7— L \/_3__l_l) tAr(,V_T_l_l)
8 ‘ Als "1 780 8 1 8)
1) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z
2) Déterminer-I'ensemble des points M tel que Z soit réel. 5 R (Z)=0<=M e (C) du3°).
5 : ) : T 4) ArgZ =— - =
3) Déterminer I'ensemble des points M tel que Z soit imaginaire pur. g 2 Im(Z) <0<y + % >0ey>— %
4) En déduire I'ensemble des points M tel que I'on ait: ArgZ = — 325 y
Solutions
1) z=x+iyeZ=x—iy. Deplus: |Z|2=|z|2=x?+ )~
Donc:Z=2(x1+y2)+x—iy—;—;=?.x2+2y2+x—i(y+é—). o
(4)
Doiu:R(Z)=2*+2y* +x et Im(Z)=— (y + é)
1 L’ensemble des points M est donc la partie du cercle (C) se trouvant strictement au-
2) Zréel > Im(Z) =0y =— . ; I
8 dessus de la droite (A) :y = — 3

L’ensemble des points M est donc la droite (A) d’équationy = — é y Les points A et A’ ne conviennent pas.
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EXERCICE 6
: 2L — 7z ; 5
Soit Z = Lo avecze C . Soit M(x , y) I'image de z,
z il

1) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de Z,
2) Déterminer I'ensemble des points M tel que Z soit réel,

3) Déterminer I'ensemble des points M tel que Z soit imaginajre pur

4) En déduire I'ensemble des points M tel que 'on ait: ArgZ =

Solutions

1) Z est définie lorsque: ¢
Sous cette condition on a:
2i —x — iy e FE=y)—ux [z(2—)—x][(x~1)—;(y+[)]
x+iy+ti—1 (x-1D+i(p+1) =12+ +1)?
_I2= ) -D+HC -+ D —x@x-D+ix@y+1)

(x =12+ (y + 1)
(= =x*+x+y+2)+i(y +3x—2)
(x = 1)+ (y + 1)?
—y=xt+tx+y+2
(x =12+ (y + 1)

+i— 1% 0cest-a-direz # 1 — i, d’ot (x P EQA, =1

y+3x-—-2

Dou: %R (Z) = m

et Im(Z) =

2) ZréeleeIm(Z) =0y =—3x+2

L’ensemble des points M est donc la droite (A) d’équation y = — 3x + 2

Or: (x,y)#(1,—1). Enplus: le couple (1, — 1) vérifie I'équation de (A). Donc:
A(1, = 1) € (A). Par suite : 'ensemble des points M est la droite (A) prlvee du point
A(l, — 1}, (Voir schéma dans la question suivante.)

3) Z imaginaire pur <> {?m((zz))zqeoo

Or:Im(Z) #0<=y#—3x +2 <« Mg (A)
Et:R(Z)=0s -y’ -x*+x+y+2=0¢)y’ +x~x~y—-2=0

2 5 1\? 1 1\?
X" —x+y ﬂy—2=0¢>(x—§ k] g S e

4 2
Je I _4
—_ ~ _—— = — .
#| 2) g 2) g 1
(E) est I'équation du cercle de centre T (;— ‘ %) etderayonR = ‘/g

Par suite : 'ensemble des points M est donc ce cercle privé de ses points d’intersection
avec (A).

D’autre part: (x,y)# (1, — 1). Mais le couple (1,— 1) vérifie Péquation du
cercle (C).

Donc: A(1, — 1) e (O).

Par suite, ce point A(l, — 1) est un point d’intersection de (C) et de (A).

18

En plus: la construction de (C) et de (A) montre que le point B(0, 2) est aussi un
point d’intersection de (C) et de (A).

(A)\|g

Conclusion : L'ensemble des points M est le cercle (C) privé des points A(1, — 1)
et B(0, 2).

Remarque :
L J

5 2) € (A), c’est-a-dire que le

Le couple (% ; %) vérifie I’équation de (A). Donc: 1 (

centre 1 (% 5 %) du cercle (C) est un point de (A).

Autre remargue :
Avant de construire le cercle (C), il faut d’abord chercher ses points d’intersection

avec les axes (x'ox) et (y'oy).
Eneffet:Six =0 alorsona: (E)=y=2ouy=—1
Siy=0alorsona: (E)=x=2oux=—1

19



n {@(Z)=0¢ME(C)

4) ArgZ = - <
BL= 3 m (Z) >0y > —3x +2

L’ensemble des points M est donc la partie du cercle (C) se trouvant strictement au
dessus de (A).
Les points A(1, — 1) et B(0, 2) ne conviennent pas.

EXERCICE 7

1) Résoudre, dans C, I'équation (E): (1 =)z + Qi +2)z+1+4i=0

2) En déduire dans C les solutions de I'équation:
(F):(1+)*+(2-3)z+1-4i=0

Solutions
1) A=(3i+2)2—4(1 -0 +4f)=—25=i225=(5i)2

L’équation (E) admet donc 2 solutions :

sipgim e Lo 56 Bl

-1

2(1-14) 2—-2
,,:—3iu2—5i=—4i—'1_(—4i—1)(1+f)_ 1 .

2(1-13) T i 3 ——i(~3+51)
20

2) PosonsZ=(1+)z?+(2-3)z+1—-4

Ona:Z=0«2=0

Donc: (F) e (1 -2+ (2 +3)7+1+4=0 (H)

Cette derniére équation (H) est du méme type que (E) en remplagant z par z. Par
conséquent, I’équation (H) admet, comme I'équation (E), deux solutions:

B, st s L, el 22=z"=—é~(3+5i)
Doti:z, =3'=—1 et z,=2"=— %(3 — 5i).
Conclusion : I'équation (F) admet 2 solutions:

Zl:_l et 22:_%(3_51).

EXERCICE 8

On considere dans C I'équation (E): 2% — 2iz% + (% —4)z + 11i =3 =0
1) Montrer que cette équation admet une racine réelle zo.

2) En déduire les autres solutions de (E).

3) En déduire enfin, dans C, les solutions de I'équation:
F):22-(1-2)z—-1li-350

A}

Solutions

1) Posons z, = o € R. Par suite, zo est une solution de (E) si, et seulement si, on a:
o -2+ (9i-4)a+11i-3=0
e (@—4a-3)+i(-2e>+9a+11)=0
> —4a—-3=0 (A)
{—2212+9a+11=0 (B) <
La valeur de o cherchée doit vérifier les équations (A) et (B).

Or: les solutions de (B) sont: oy = — 1 et 0 = % :
Mais seule o, vérifie I'équation (A). Donc: zo = — 1.
2) zo = — 1 est une solution de (E).

Par suite: (z + 1) divise f(z) =2° —2i> + (% —4)z + 11i =3
Donc: il existe des nombres complexes a , b , ¢ tel que I'on ait:
f(z) = (z + 1) (az® + bz + ¢). Déterminons 4 , b , c.

Ona:(z+1) (e +bz+c)=a*+@+b)z> + (b +c)ztc
Dou: f(z) =az® +(@a+b)?+ (b +c)z+c¢

a=1 a=1
a+b=-2i s{b=-2i—-1

< . :
b+c=9-4 c=11i -3
c=11i-3

Donc: (E)<s (z+ 1) [z2— (1 +2i))z + 11i=3]=0
{z+l=0¢>zo=—l
<1 . .
2-(1+2)z+11—-3=0 (H)

21



Cherchons les solutions de P’équation (H).
Ona:A=(1+2)?—-4(11i—-3)=—4oi +9
Déterminons les racines carrées de A .
at-b*=9
Posons: (a + ib)* = — 40i + 9. Donc: | 2ab = — 40 <> ab = — 20

a® + b* = /1600 + 81 = 41
Dou:2a>=9+41=50=a’>=25<a=50oua=—>5
Sla=5a10rsb—TZQ=_4

Sia=—5alorsh = —25—0w4
Donc: A = (a + ib)? = (5 — 4i)?
Par conséquent: I’équation (H) admet 2 solutions:
1+2i+5—4i ; 1+2i—-5+4i
gg=———"—=3—j et g,=——"__*  —
2 2
Conclusion: Les solutions de (E) sont: {zo=~1;z;, =3 —i;z,=— 2 + 3i}

-2+ 3

3) Posons Z=2z*>~(1-2i)z—11i—-3=0

Ona:Z=0s2Z=0

Donc: (F) &2~ (1+2)Z+11i-3=0 (P)

Cette derniére équation (P) est du méme type que (H) en remplagant z par z. Par
conséquent, I’équation (P) admet, comme I’équation (H), deux solutions:

2'=z,=3—i et "=z,=—2+3

Dou:z'=z;,=3+i et "=%,=—-2-3i

Conclusion : ’équation (F) admet 2 solutions:
' =3+i et "=-2-3i

EXERCICE 9

On considére dans C I'équation (E): 2® + 2iz> + (8 + 6i)z + 4 (i — 3} =0
1) Montrer que cette équation admet une racine imaginaire pure z,.

2) En déduire les autres solutions de (E).

Solutions

- 1) Posonszp=aiavecae R °

Par suite: zy = @/ est une solutlon de (E) si, et seulement si, on a:

(i)* +2i(ai)*+(B+6i)ai+4(@di-3)=0

®(—6a—-12)+i(~a*-20c*+8a+16)=0

—6a—-12=0<a=-2
{~a3~2a2+8a+16=0 (A)

De plus: la valeur & = — 2 vérifie bien I'équation (A).

Donc:zo=—21.

2) Posons f(z) = z* + 2i 2> + (8 + 6i) z + 4 (di — 3).
Zg = — 2i est une solution de I"équation (E): f(z) = 0.

22

b) 248, = — 64i @{Izlllizl=l—64||i|@lzllJZz|=64
Arg z, + Arg Z, = Arg (— 64) + Argi + 2kn

- 4 _
ﬁ{ | o V2] a|* =
Argz, — Argzz=u+g+2kn

4”4_2x64x\/“_128\/2_(2\/")5

9

|a|=2V2car | a|=0
-3 Arga= —+2kn~=»3 Arg a= — g+ 2km

<

| @
T+ Arg a+ ——4Arg a~3—2—+2kn

2kn

mypn o B
< Arg o S5

(on écrit toujours + 2k mcar k € Z).

N 2km 5 o 1 2km
o a=2V2 g SV .
D'oli: o \/_[cos( 12+ 7 )+zsm( - )]avcckel

Pour obtenir toutes les valeurs de o il suffit de donner a k les valeurs 0, 1 et 2 car les

fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 2.
Par suite : les valeurs de o sont:

—2'\/—[(:08( 12)+zsm( I)] ZV_(coskf—zslnlz)
- =(V3+1)-i(V3-1).

%:Z\f“[cos ———+—)+:sm( _125+2?’_1r)

(05—+zsln E) —2\/—[cos (;+ %)+isin (;+ %)]
5

= 2V2(- sin = +tcos—)—(1~\/3)+t(\/_+l)
[c _EZ 3—“)+zsm( %4—‘;—;()

~2\/f(cos4 + isin 4) 22 |cos (n+4)+tsm (:m+4)]

+-2\/*( cos——tsm4):—2(l+i)
3a)l+i=v2 (\/—2-}-1\/—_) V2 (cos;—t+ising)

Donc: [uy|=|1-i|a|=v2|a|
2 2

u = I i ) kg
el SR T e
Argu1=Arg(1+i)+Arga+2k:t=g+Arga+2kn
Argu, = Arg1+2Arg(\/2_)+2kn*72—5-—2Argc:+2kn

27



lug[uz|=]— 1] |us]|uz|=1
Argu, + Argu, = Arg (— 1) + 2kn
V2 ]al 2 2=1<—:»—2\/_=

|| laf
Argu, — Argu, = nt + 2kn

|
[ta|=2\/f
|

b) ulﬁ;z:_lq:{

hd

= E+Arga—g+2Arga=-n+2kn
|a|=2V2
“ | Ar a—?—;JerTn
Donc: a = Z\f[ (— 2§W)+zsi G;—C+2an)]aveckel.

Pour obtenir toutes les valeurs de q, il suffit de donner 4 k les valeurs 0, 1 et 2 car les
fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période 2.
Par suite : les valeurs de o sont:

_2\/_(cos +zsm5n)“2\/_[ms(n 12)“3”1(32t %)]

12 2
22\/'(Sm—+zcos )—(\/_— D+i(V3+1)

\/_[c (—~+23_.“)+Ism(?;+23n)]
(

5n n
2V2 cos—+zsmz)f2\f_[cos(n+ﬁ)+:sm( +E)]

Ii

= 2VZ (- cos Z—isin &)= (- VI- D= i (V- 1)

onm 2V ons (334 42) 4 (55 4 42|
=2\/2_(cos7T+zsm——)= [ 2u—g)+ism(2n—§)]
=2\/§[cos( )+zsm( j)]=2\/2_(cosg—isin§)
=2 (1-i)

4) a) 1+i= (\/_+z£)—\/2‘(cos{[+ising)

4

Donc: [Wy|=|1+i]||a®|=V2]|a]|?
[Wa|=|-4]]a|=4]a]

Arg W, = Arg (1 +i)+Arg(a2)+2kﬂ=g+2Arga+2kn

ArgW, = Arg(—4) + Arga + 2kn =n + Arg o + 2kx

28

| Wil =] W[ | W |=]|W,|
Arg W, = Arg W, + 2km <> Arg W, = — Arg W, + 2k=n

{\ﬂav 4la|eVZ|a|—4[a|=0

b) W1=W2<3>
-

—+2Arga——n—Argu+2kn

|‘1|(\/_|<1|—4)

3Arga——z+2kn

b

Si|a|=0alorsa=0.

Sl|a|—2\/_alorsa—2\/_[cos( —+2kn)+; ( i2+2k“)]

12 3 3
avec k € Z . Pour obtenir toutes les valeurs de «, il suffit de donner a k les valeurs
0,1et2. Dol:

0—2\/_[005( —E)Jrisin(—?—;)]—Z\f(cosi—z—xsmsfi)
= 2\/7[(:05 (g -~ l%) — i sin (21'_r - %)]
=2\/§(sm—*~zcos--)—(\/_— D—-i(V3+1)

St 2m .. S5 2m
o i sk + — o
12+3) zsm( 12-!-3)]

+is1n7)—2(l+a)

a2=2\/§[cos(_5_"+‘1£‘)+ism(_i_n+@)]
(

=
oy
Il
[\
S
e W : aeer o |
Q
o]
@
—_——

1 3 2 3
EL A B ¢ A _ . _n
CDS]T_HSIHF)_Z\M [cos (Jr 12)+Ls1n (:'1: 12)]

—2\/_(—cos + isin — )—( V3i-D+i(V3-1)
Conclusion : L’ensemble des valeurs de o est donc: {0, 0y, @, o} .
EXERCICE 13

1) a) Soitz=cosz7n+isin2—_;£.CalculerS=1+z+z2+ coot+ 28

b) En déduire les valeurs de:

8 10 _
Elzcos?jcoség—n+cos(s7n+cos~73-t+cos—7n+cos—1§n =iy
3, =sin 27—n+sin%_’,£+sin67ﬂ+sin8$+sin 1275 i li;r;
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2) a) Soit A = sin Z—f (cos ;—c + i sin 4) Calculer

its, = sin % cos ™ + sin? (7 ™ in®s (™ m
b) Soit S, 51n4cos4+sm (4) cos(24)+ ...+ sin (4)cos(234)

_;.zr_c_'_.z;r_t.(r_c s 23 (T . T
S, = sin (4) sin (4)sm 24 + ...+ sin 7)sin 234

Calculer S, et S;. En déduire la valeur de S, — §,.

2
=(\/_3_)23 cos;—lsm ) (g)24 (1-1)

Solutions
1_Zrt+l
Rappclonsque:(VzetC-{l}:1+z+z2+..‘+z"=1—
-z
1~z .
=3 n=1. Dou:S=0
. 29 o 2 12 . . 12m
b) 21+122=(cos—i-+zsln—7;~)+...+(0057+LSlnT)
=2+ 4+ 4+ +8+85=85-1=0-1=-1.
Dou:Z;=—1 et Z,=0.
2) a) A= \/‘(\/- \/—)=l(l+z)‘
2 2
Parsu1te:1—A=1—;—'(l+L)—‘(]—:)
A 1+ _(1+i)? _1-1+2i .
D i = =
e I=A" I=i @ = 2 .
b) $; +iS;=A+A*+ ...+ AP =A(I+A+A+ ...+ AP
¥ :A'l—"Azs_ A (1 - A®)=i(l - A®)
1—-A 1-A
io. A28 — oio23 [T 23::
Mais: A sin (4)[cos 4 ]
23
=(—\/z) [cos(6n—— +isin(6m— 2
2 4
23
=(\/2_) [cos( )+zsm( n)]
4
{ll e

-() a-0=gra-»

Mais: 2° = 16 ; 28 =16 x 16 = 256 ;
Donc: 2'* = 28 X 2* = 256 x 16 = 4096

1 L4095 | i
D y 23 _ e —_ =
ou:l—A"=1- 750"~ = 1006 " 7006
_ o (4095 1
P 18, +iS;=i(1— AB
ar suite: $, +i8; =i (1l - A®) =1 250 = —oem
4095

Par conséquent: §; = —
Enfin : Sz_ 81= i

4096 St Sa= 1iog
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Exercice 14

1) Soitz=cosg+ising.CalculerS=1+z +z22+ L+ 2%
2) SoitSlzcoz-:Za+cos(2a+g)+cos(2a+zg)+ ...+cos(2a+46§)

S, = sin 2a +sin(2a + g)+sin(2a +2 g)+ .+sin(2a + 46 g)
avec a € R. Calculer S, et S, en fonction de a.

3) Soit A = cos’a + cos® (a+ﬁ)+cos (a+2 J1:)+ ...+ cos? (a+46 ﬁ)

B = sin’a + sin? (c+§)+sm (a+ 22)

Calculer A et B en fonction de a. En déduire A + B.

Solutions

1 —zY 2 47
. Mais: z*7 = cos
-z

1) S= B iy I8

A partir de ce résultat, il y a 2 méthodes pour calculer S. -
Meéthade trigonomeétrique :

T .. T T I - T
i l—cos(—)+zsm6 25m( )+125m——cos-—

s 1= 2% _ 12 1212
L= | —cos T —isinT 2 sin (—n—)—x?_smf—cosn
6 12 12 12
sin ErE-i-icos
= 12 L (sm + i cos "
smi—icos£ 12 L2
12 12
2 2
= (cos (g = E) +zsm(2— — Iﬂ;)) = (cos B + I sin i2)
i 107 10 7T Sx
= COS > +1 o - 08 6—+xsm—

S_l—z‘” By - _
, =
i (1 ﬁ) qu % 2-V3
9 2 2 4
V3 V3.1
= e 3 - Xl ne
[( ) ( 2 ) @+VH=-F+iz
=_C05-+ISIH{E=COS(E*JE)"'ISIH(TE JE) COS&‘[‘I'!SIHS—H
6 6 6 6 6 6

31



1 — cos (Za + 46 g)

. 2) S,+i82:(c052a+isin2a)+[cos(2a+g)+isin(2a+g)]+ i = cos 3 g
j B + F o &
. - 2 2 2 2
: ...+[cos(2a+466)+isin(2a+466—)]
" =4?—% cosZa+cos(2a+J6—r)+cos(20+26—n) o+ ...+cos(2a +46?n)]
= (cos 2a +i5in2a)+[(COSZa+isin2a)(cosj—t+isinf—c)]+
6 6 47 1 Sm

= L =L
?—581—2[47 cos(2a+ 6):]

— [(cos 2a + i sin 2a) (cos 20U +1i siniﬁﬂ)]
6 6 Enfin: A + B = 47 (Résultat facile a2 obtenir directement).

= (cos 2a + i sin 2a) [1+(cosg+isin§)+ ...+(cos42ﬂ +isin42—nﬂ

6
. “ EXERCICE 15
=(cos2a +isin2a) [l +z +2z2+2%+ ... +2*]
1) a) Résoudre dans C I'équation (E): z? — 2itga —sina =10
- : S . . 5m
= (cos 2a + i sin 2a) [cos — + i sin — 5 o5
6 6 avecae]—f,—[ﬁ{O}
5 5 2°2
i - n
= cos (2“ + B_) + 18 (23 + ?) b) Déterminer le module et argument de chaque solution de (E).
2) a) Résoudre dans C l'équation (F):z>tg? 8 —2zsin0+1=0
D’ou: §; = cos (Za + 5?15) et S, =sin (Za + %m) avec 0 ]0 , n[— {;_‘}
b) Déterminer le module et 'argument de chaque solution de (F).
~ Solutions
Remarque : .5 I
. ) 1) a) A'=—tg2a+sin20.:fsmza+sin2a=sin2a(— 3 +1)
On pourra encore donner le résultat sous la forme suivante : cos” o cos® a
- 2 g
S, +i8,=(cos2a+isin2a) [l +z+2%+ ... +2%] =sin2a(W)=sin2a( $)= —sin atg® a
7 cos® a cos® a
= (cos 2a + i sin 2a) (— \/73_ +i %) = (i sin a tg a)?
L’équation (E) admet donc 2 solutions dans C :
_ V3 Lk e | _\/3—. z=itga+isinatga=itga(l +sina)
if —( TcosZa ista +:(§c052a —i-sln2a 2 =itga—isinatga=itga(l— sin a).
b) Vael- X, Z[—{(0):1+sina>0 et 1—sina>0.
5 V3 | g 272
Doli: §; = ———cos2a — = sin 2q . .
2 2 Donc: [z|=|tga|(l +sina) et |z'|=]|tga (1~ sina).
Par suite: Arg z et Arg z’ dépendent du signe de tg a .
Szzlfc052a— \/—3—sin2a i 7
2 2 —Slae}O,E[alorstga‘;O,donctga(l+sina)>0ettga(1—sina)>0;
3 5 : - P T
I+ cos(Za +7) 1+ cos (Za +2 T-‘) 1 + cos (Za +46° etpar conséquent: Argz = Argz’ = 5 + 2kn
1+ cos2a 6 6 6
3) A= + = + SRR .o0m
2 2 2 2 carArg1=i+2knaveckeZ.
; T : ;
_ 42_74-%[(:052“ i cos(Za 5 g) A oo (2& " Zgn) — cos(Za + 427:)] — Sia e] - E,O[alorstga<0,donctgu(l +sing) <Oettga(l —sina)<0;
et par conséquent:
3
| =‘;_7+%Si=%|:47+cos(2a+sg)] Argz=Argz'=Argi+:rn+2k:t=;—£+n+2kn=?;—n+2kn.




1 5) &) Are S8 = 1w =8 — sinZB T (1 L 12 ) 2) On pose z =cosa +isinaaveca € [0, 2x] — {m} .
cos’8 cos’B a o . a
) a) Démontrer que:Z = 2 cos = [cos (— —) + I sin (— —)] .
) cos®® — 1 . 5, (— sin®6 5 2 2 2
= sin%6 ——-— | = sin®8 >— | = — sin®0 tg?6
cos*8 cos*0 b) Déterminer, en fonction de «, le module et I'argument de Z.
= (i sinb tgb). ¢) En déduire, en fonction de a, les racines carrées de Z.
L’équation (F) admet donc 2 solutions dans C : 3) a) SoitZ, =z + 2|z |*— 1. Trouver une relation entre Z, et Z.
sin® +isinBtgh sinb ooy ; .
7, = =y —tgze(l'“tg )- b} On pose toujours z = cos o + i sin o avec a € [0, 2w] — {x} .
R . En utilisant les résultats de Ia question b) du 2), déduire le module et I’argu-
o S Ge (COS 8+ resm 6) = cotg 0 (cos 0 + i sin 0). ment de Z, en fonction de a, ainsi que la forme trigonométrique de Z,,
sin cos
inB —isinBtgh _ .
= -Slye—tlg%;l_t—g~ =z, = cotg 0 (cos 8 — i sin 0). Solutions
b) Puisque z, = Z,, il suffit de déterminer le module et 'argument de z, et on 1) Z=cosa—isina+2—-1=(cosa+1)—isina
déduit ensuite ceux de z,. _ a) Z=0«cosa—isina=—1=cosm+isinm
( <« cos(—a)+isin(—o)=cosm+isinxm
Modils e Argiment deay: @ —-—a=n+2knea=—n+2kmavecke Z.
Ona:|z,|=|cotg®|.Mais8 ¢ ] 0, g [U] g,n[. (on écrit toujours + 2km cark € Z).
Donc: Argz, dépend du signe de cotg 6 . Autre méthode :
. 7 ; Z=0<cosa—isina=—1=cosm+isinn
SioelD, 2 [alors cotg 8 > 0, donc|z, | = | cotg 6] = cotg 8 et Argz, = 6 + 2kn <> cos o — i sin o = cos (— ) — i sin (— m)
N «oa=—m+ 2km.
Sife]s,m[alors cotg 6 <0, donc |z, | =]|cotg 8| = — cotg 6 et
2 i b)Z:£—~i\/—3_¢cosa—isin0.=—l——f\/—§‘=—cos{c—isiny—c
on peut écrire : z; = — cotg 8 (— cos 8 — 7 sin 0) 2 2 2 2 3 3
= — cotg 0 [cos (7 + 8) + i sin (7 + 0)] s s ( J'E) ;5 ( |1
. < cosa—isina=cos|m— - |—isin|{m— =
et par suite: Argz, =m + 0 + 2km . 3 3
Module et Argument de z, : <> cos & — I sin 0. = cos 2—;—5 — I sin 2—3?
‘ |22| = 21| = |21 =|cotg 8] 2
. =2, ¢>a=—3—+2kn.

Argz, = Argi, + 2km = — Argz, + 2km

1,.v3 o V3 oo TF
- = — — = — +i —=— - —
i Donc:SiBe]O,g[alorsArgz2=—Argz1+2k:r:—9+2th | 2 2+l 7 Teesamisma ' C0534—18m3

ST

2
7 <::>cosm—isin01—c:os(::—:’—I +isin(n—1—r)
Siﬂe]i,n[alorsArgzz=-Argzj+2k:m=—n—8+2kat. 3 3

s 2 . . 2m
il @cosa—:slna=cosu+tsm?

3
EXERCICE 16 5
. . - @cosa—isinu———cos(— ——)—IS]D(— -—)
SoitzeCetZ=2z4+2|Z|>—1. \ 3
_ s ‘N
1) 0npos§z—cosa+z§1naavecu§IR. ‘ . ea=-2"4 %n
Déterminer Z en fonction de a, puis résoudre les équations suivantes:
I 3 V3 s 1 .3
= = = SE dl Z=~-—i 1= —_ = = o =
a) Z=0 ¢) & 2-!-: 3 ) i ecosa—isina=z—i===cos i sin 3
‘ 1_.V3 3_.V3 n
7= == e Z=_— ada :7-[-2
\, | Bf i =15 Q) B=5-t =% 2o
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2) a) Z=cosa—isina+2—1=(cosa+1)—isina

=2cosl((2—m)—i25ingcos%l

b) |Z|=2 .Maisge[o,r-c[U]J—t,n].Donc:

cos &
2 2 27 ]2

. )4 o . o
Si-e|0, =|al c . = =
126[ ,z[aorscosz>0,etparsu1te | Z ] 2coszet
ArgZ=—(2—"+2kn

.o |m a : o
Slie]i,:m]alorscosi-iO,etparsu1te:|Z|_=2 cos >

et on peut écrire : Z = — 2 cos g [— cos (* g) - sm( )]

a a Cl
=—72 g — - - + =
COos |:COS ( J'IZ) i sin ( ):|

d'ou: ArgZ = — g+n+2kn.
Conclusion :
Siae[:,n[alors|Z]| =2 cos c%etArgZ=— g + 2km

Siae]m,2x]alors |Z|= — 2 cos getArgZ=— g+n+2k:rc.

¢) D’aprés la question précédente b) on a:
Siae [0, m[alors la forme trigonométrique de Z est

a o : o
Z=2cos = |[cos|— = +151n(——) }
2 [ ( 2) 2
Par suite : les racines carrées de Z sont:

a 2k ;
Zk = [2cos & Xy BRIV Lo o
k cosz[cos( 4+ > )+lSln(

2km
+
)
aveck=0ouk=1.

, s a i g
D’ou: Zy = (2 cos 3 [cos (* g)+tsm (— %)]
Zi=—12Z,

Sia e ]m,2n] alors la forme trigopnométrique de Z est:
o a . a
Z=-2 = -+ ] - =
cos 3 [cos( 5 Jt)+zsm( 5 +ﬂ)]
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o
i 2 =
COoSs 2

Par suite ; les racines carrées de Z sont:

a o  m  2k7: e a 7w, 2k=n
I o — = Mol — i B el
7'k / ZCOSZ[COS( 4+2+ 2)+xsm( 1 2+ 5 )]

aveck=0ouk =1

/ o o W L. a T
= = i = - e o
2c052[cos( 4+ 2)+zsm( b 2)]

Zy,=-12Z'

Dou:Z’,

Ii
—

3) a) On sait que:|[Z|= |z|etl
Donc: Z; = Z (c’est-a-dire 21 est le conjugué de Z).

b) Parsuite: |Z,|=|Z|=|Z|=2 cosg

ArgZ, = Arg Z + 2kn = — Arg Z + 2kn
D’oﬁ:Sious[O,:ﬂ:[alors|Zl|=|Z]=2005(2ll
etArg21=—ArgZ+2kn=%+2kn

Et:Siae]:rc,Zu]alors|le:|Z|=—2cosg
et ArgZ, = — ArgZ + 2kn = g — 7+ 2km.
Par conséquent:
Siae[0,n[ alors la forme trigonométrique de Z, est:
Z1=ZCosg(cosg+ising)
Etsiae]m,2n] alors la forme trigonométrique de Z; est:
Z,=— 2cosg[cos(g—n)+isin(g—:1:)]
EXERCICE 17 7
A
1) Développer (1 + V/3)?
2) Résoudre dans C, et par 2 méthodes différentes, I'équation :
(E) : 2% = 2(V/3 —).
3) En dedu:re les valeurs de cos ﬁ et de sin ]—2
Solutions
D @A+V3)P=1+3+2V3=202+V3).
2) Méthode algébrigue :
Posonsz = x + iy. Donc: (E) <> x> — y> + 2ixy = 2\/3 - 2i
-y =23
@>{y=—-2exy=-1
X+yi=12+4=4
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* 2
Do : 22 =2V3 +4 w2 =y3+2= 1LV +2\/§)

1+V3_V2+V6

< X = 1

V2 2

14V VI4VE
V2 2
x:Malorsy:—l:M

2 x 2

sxo VEEVE 1 VeI

2 x 2
Les solutions de (E) sont donc: z, = \/2—; ﬁ+lﬁ;%

et:z, =~z
Meéthode trigonométrigue : i
(E)922=4(§—i %)=4 (cos%—isinE): 4 [cos(— E)+fsin (— g)]
Les solutions de (E) sont donc:

2km s 2km
=2 s AL ST g =0oul.
z'y [cos( i + ) + i sin ( 1 + )] avec k 0 0

. T T
= - —|+i _— 2 ——
D’ou: ZD 2|:COS( 1 ) zsm( 1 ).J (COSI ISIHI;)

S n s i B wrm k3 £
21-2[005( ﬁ+n)+zsm( 12+n)]—2( cosl2+zsm12)

3) Les solutions de (E) sont uniques. Donc z, est égal 4z ou z;.

4 o
Ona:@>0 et \%6_<0.

Considérons z, .
T - T
: —— — —_— O —_—
Or c0312>0 et sm12>0 car 12&] 2[

Donc: z, =z5. D’ott:

2c08 == T ——~— +” e +'
12
~2sinr = '2_V6¢s1n \/_ !
12 2 12 T4

EXERCICE 18
1) Résoudre, dans C,

2) Montrer que z, = 3 — 2i est une solution de I'équation :
(B):22+46i+9=0 .
3) En déduire, dans C, les autres solutions de (E).

I'équation: z> — 1 =10

38

Solutions

1) Méthode algébrique :

z—1=0=z=1

i-1=0 -DE*+z+1)=0
: SE=lE s+ @{zz+z+1:0(H)
Considérons Péquation (H). Ona: A=1—-4=

Donc I'équation (H) admet 2 solutions dans C :

_SleWT_ 1, VT

T 2 2" 2

H_l_i\/__g’:_l_,'\/_?’_

& 2 2 2

L’équation : z* — 1 = 0 admet donc 3 solutions dans C :
s 1.3

Méthode trigonométrique :

P2-1=0ez*=1=cos0+isin0
2km
3

Dou:z'g=cos0+isin0)=1

<7 = Cos -+-isinzk:rE avec ke{O,l,Z}

Z'l:cosz3—n+isin2—n=cos(n—;—r)+isin(ﬂ—g)

3
=—cos—+151
4 4 .
z'; = cos — 3 +lslnTﬁcos(n-t-g)—%ism(n-l-g)
:"COSE-—ISI
=3

2) zo est une solution de (E) <>z¢® + 46i + 9 =0
Orize’=(z -2 =(3-2P2(3—2)=(9 -4~ 12) 3 - 2i)
= (5= 126y (3= 2i)= 15— 10{ 36 — 24 = —46i — 9

Doli: z,® + 46i + 9 = 0. Par suite: z, = 3 — 2i est une solution de (E).

3
3) (E)¢z3=—46i—9:z03¢>(i) -
2o

R
Posons: Z = — , Donc: (E)@{Z =1
2o Z =2

Draprés la question 1), les solutions de I’équation Z® = 1 sont:

1 .V3 1 .3

el Lo s R ans o 2

Donc: les solutions de (E) sont:
20=2plo=(3-20)1=3—-2i

z';=z021=(3_2i)(—%+5§)=(_%+\/3)+i(%3_+1
PR R

—3=£23=(3)?

‘<=l

3

ml?i

N[ =

| —

~I%

~[5
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EXERCICE 19

1) Résoudre dans C Iéquation: z® — 1 =0

2) Soit Z =4 (7 + 24i). Montrer que z, = 3 + { est une racine 4° de Z.

3) En déduire la résolution, dans C, de I'équation (E): z* — 4 (7 + 24i)) =0

4) En déduire enfin, les solutions dans C, de I'équation (F):
[VZ+i)z]* —4(7+24i) =0

Solutions

1) Meéthode algebrigue
-1=0e @-1)@E+1)=0

Z-1=0w7=1lez=1louz=—1

<>{ ou
2 - t: - _ 22 _ . — i
?+l=0ez=-1l=F<z=louz=—1I

Les solutions de I’équation z* — 1 = 0 sont donc: {1,— 1,i,~ i}

Meéthode trigonomeétrique :
*—1=0xz*=1=cos0+isin0

2 ..
<i>z=cos%-4-tsm£i%IE avec ke{0,1,2,3}.
Dou:zg=cos0 +isin0=1
zlxcosg+ising=i
~Zy=cosm+tisinm=—1
z *cossn+isin3n——i
3 7 2

2) zo=3+iestuneracine 4°de Z < z8 = Z
Or:zf=9—-1+6i=8+6i
Dot: z§=(B +6i)> =64 —36 +96i =28 + 96i =4 (7 + 24i) = Z
Donc: zo = 3 + i est une racine 4° de Z.
s z 4 u4=l

4 _ N 4 —

J) (BE)=z —4(7+24l)—zo¢(z) _lﬁ{u=i¢z~_~zou
2o P

D’aprés la question 1), les solutions de I"équation #* = 1 sont:
1;—=13i5;—i
Par suite: les solutions de (E) sont:
2=zo%x1=3+D1=3+i
=X (- D)=03+)(-1)=-3—1i
3=z Xi=B3+i=-1+3i
3=z X (=) =@+ (-i)=1-31

W —4(7+24i)=0 (H)

; W
W=(V2+izez=
e Jrei
D’apres la question 3), les solutions de I'équation (H) sont:
W,=34+i:Wy=—3—i;Wy=—1+3:W,=1-3i

4) (F) -

40

Par suite : les solutions de (F) sont donc: B
Lt Rt
i - CNE2- (3]
g W LCLENOTD (V) (vred)

w4=u—mwiﬂ:9@_q_%ﬁ4a

U= i 7+ 1 3

EXERCICE 20
1) Résoudre, dans C, I'équation (E) : z° + 64/ = 0-

2) En déduire, dans C, les solutions de I'équation:

(F) : [(VE =)z ] + 64 = 0

Solutions

1) (B)«z° = — 64 =—64 (cosg +ising)

4:»)z3=64[cos(m:+§)+isin(n+g)]=43 (cosi—n+fsin3’2—n)

¢z=4[cos(;—t+%—n)+isin(g+y;—ﬁ)] avec kef{0,1,2}.

Donc: les solutions de (E) sont:
T, .. W .
Zo=4(COS§+ISlﬂ§)=4E

. . (m  2%; I . . T«
21=4-[c05(E z?n)+zsm(§+?)]=4(cosg+zsm—6—)

™~

[ R .
=4_cos(n+%)+isin(n+g)]=4(«-cosg—zsmg)z—2(\/3 + i)

.. [n 4m 1lx | . . llx;
7zz=4[cos(g+ﬁ)+:san(§+f)]=4(cosT+151n 6)

S AN

7% +64i=0 (H) 7
Z=(I-izez=7r;

i

D ®«|

D’aprés la question 1), les solutions de I'équation (H) sont:
Zo=4i;Z,=—2(\3 +i);Z,=2(V3-i)
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Par suite : les solutions de (F) sont:

5= Zo 41(\/__”) i(V3+i)=—-1+iV3

Vi-i
zi=\/3z_l_i=_2(\/_+[)z=—l—i\/3—
= ‘Zz =2(\/_ l)

V3 —i V3 —i

EXERCICE 21:

Résoudre sur C, les équations suivantes:

1) (B):2* =64i (V3 +2i)* (on donne:cos—l% = %Idet sinl—z= \[23-\/__2_1)
2) (F):2-iz)*—=8@z+1°=0

N A): @+ +4Ez-1D*=0

2i—z ¥ 2i—z V¥ 2i—z
4 B:( = )+( )—!— =
) (B) z+i—1 z+i—-1 z+i—1+1 4

Solutions

4 .
1 (E)@(;) =64f=64(cosf+ismf)
- 3 2

V3 +2

Zh= (2\/2) (cosg-’rising) (H)
e By i

Z_\/§+2i z=(3+2)Z

<~

Les solutions de I'équation (H) sont:

2k .. AT 2k m
=2 D RS B S
Z \F[COS(IZ < )+131n(12+ 7 )]avecke{0,1,2,3}.

C’est-a-dire :

Zo=2\F(cosE+:sm—) WV3+1D)+i(V3-1)

-t 5) v )
|

—31n—+zcos )—(1—\/3)+:(\F+1)
2= = sk |22 o
2 2\/§_cos(lz+n)+tsm(12+n)] Z,
r
Zy=2V2 cos(£+3l)+151n(12+ 3“)]

12 2 2

I T W P
=2V2 COS(IZ+5+n)+lsm(ﬁ+§+n)]=_zl
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Par suite : les solutions de (E) sont:
20= (V3 +20)Zo=(5-V3) +i(5+V3)
5= (V3+2)Z;=(=5-V3) +i(5-V3)
,(\F+2z)zl (V3 +20) (- Zg) = — 2o
~(\/_+21)Z =(V3+2)(-Z)=-2,

2) (F)= (2-iz)*=8(iz + 1)?

2—iz\ ; e ..
4:( ~ ] =8 =28(cos0 +isin0) =2 (cos 0 +isin0)

1 +iz
Z* =23 (cos 0 +isin0) (H)

A T P PR P L
Tl4i T Z+] Z+1 Z+1

Les solutions de I'équation (H) sont:

+ I sin 2k

3n)aveck ef{0,1,2}.

Ze =2 (cos 2k %

Cest-a-dire :
Zo=2(cos0+isin0)=2

Z1=2(cos—%3£+isin%)=2 Lcos(:t—g)—i-isin (n—g)]
=2(—cos—+zsmg) 1+ivV3
47 47t [ 1 A N n
Zz=2(COST+151 —3—) 2_cos(n+§)+zsm(n+§)]

=2(—cos;—1—zsm3)=—l—zf

Par suite : les solutions de (F) sont:

Y L I
il S
e —1+z\/" 2. s =BHEVE ~BdVE ey
S b Y B WA EY 1 3 V&
.—l—t\/_— =3 —iV3 3+i\/§-=\/3—+i

A= I BFL | —IvE W3

) (A)s@z+1)P=-4c-1)"*

14
@(Z+;) = — 4 = 4(cos m + { sin )

z —

Z* =4(cosm +isinm (H)
wly _z+l ' Z+]
=1 Z-1

Les solutions de‘l’équation (H) sont:

Zk=\/2_[cos(4+3—ﬂ)+isin(§+2i—x)]avcck5{0,1,2,3}.

4
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C’est-a~dire :
Z{,=\/5(cosic+isinf)=l+i
4 3
i nox oo, TG, 6
Z:*\/T—COS(Z+E)+tsm(Z+§)]

. T, b :
= - 1 Zl==14+
2( sm4 zcos4) i

H

o=—1-i

Zz=\/§Lcos(4+n)+:sm(4+ﬂ):\
3n

[ x 3mn
Zg—\/?.—cos(4+7)+zsm4 )]
=\/7Lcos(£—1+;—t+n)+tsm(4+2+Jﬂ =—Z,=1-1i

Par suite : les solutions de (A) sont:
1+i+1_ 240 _

A —i@4i)=1-2i
—§ AT+ i mf e 1 ;
= = = = =_(1—-2¢
BT TTwi—1 i-2 2-i 5 5 ¢ )
s i 1 —i i =8 1
2STHi-1 —2-1 2+i 5 gl 28
1—-i+1 2—-1i ; g "
LETTI o o =i(2-i)=1+21
3 2 Zi—1 _
4) B)«=| Z°+7Z +Z+1:0¢>Z_]—Oavec2;tl
2i—z 2E=Z (= 1)
e, EETE g PP BN R TE—1
Z z+i—1¢z 711 avec Z #

Zi—1=0avecZ#letZ+-—1
= s 2i—Z(@1—-1)

Z+1
Mais: Z* —1=0«Z'=1<Z=1cuZ=—-1louZ=iouZ=—i
Les solutions qui conviennent sont donc: Z =i ouZ = —i

Par suite : les solutions de (B) sont:

zl=21—.1(1_1)=1+3_I=(1+31)(1*1)=2+i
i+1 1+ 2
_2i4iG-1_3i-1_@i=DU+D)_;_,

o —i+1 1—i 2

Remarque : I'équation (B) exige: z +i— 1+#0 Cest-a-direz # 1 — {
Donc les 2 solutions z; et z, conviennent.

EXERCICE 22

1) Déterminer, sous forme trigonométrique, les solutions dans C, de I’équation:

(B):22—-16(1—-i)=0
2) En déduire la forme algébrique des solutions de cette équation.
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Solutions

1) (B)=2’=16(1-10) = 16\/_(V_ \/_)
PP —16\/2(Cosg—zsm ) (Z\f)i"[cos( )+151n( 2)]

2k m . 4 2k
@z=2Y + ==+ - =+
z Z[COS( v 3 ) zsm( 2 3 )]

avec k € {0,1,2}. Donc: les solutions de (E) sont:

T = T .. =

=22 [cos( 2)+ISIH( lz(]—Z\/Z(cosﬁ—lsmE
T 2n - 7T 2n
zl:2\/2[cos(‘—+—)+zsm(~—+ )]

S——

=2\/'2—[C0 (——+ 3n)+isin(—% 47)]
+y

= Zﬁ(cosw+151n£§)— 2\/_[c05( )+isin (Jc+:—:)]
=2\/2_(— cos——:smj:)= —2(1 +14)

2) On a déja déterminé z, sous forme algébrique.
Or: z, est une solution de (E).
Donc: z3 — 16(1 — i) = 0 cest-a-dire: g3 = 16(1 —i).
Par conséquent: (E) < z® = 23
; s 3 [z ¥ =1
Maisona: 2’ =z;¢|—] =1<
22 Ziomei g B, T
22
Les solutions de 'équation : Z* = 1 sont les racines cubiques de 1 dans C. Ces racines
cubiques ont été déterminées dans un exercice déja résolu avec une méthode algébri-
que et avec une méthode trigonométrique ; et ce sont:
Zy=1 ;Zl=—l+i—'3;22=—l—f—'3.
;2 2 2 2
Par conséquent: les solutions de (E) sont:
26=2Zoza=—2(1 +i)
71=2Z12,=(1 +\/_)+i(l _\/_)
=22, =(1 -V +i (\/—+ 1).
Remarque : zo = 2,. En plus : cos E > ( etsin % >0.
Donc: z{ = zo et z3 = z;. Et par conséquent:
1+43
T S = vy
1-V3 .. 7a_V3+1

A , 7n
De méme:z; = z, donne : cosﬁﬂ—ivz——etsmi= XVl

ez n
I'égalité z{ = z, donne: 008 75 =
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EXERCICE 23

1) Développer (1 + 2i)°.

2) En déduire les solutions dans C de I'équation (E): z* + 7 + 241 = 0.

3) En déduire enfin les solutions.dans C de 'équation: (F) :z* +7 — 24i = 0.
4) Résoudre dans C I'équation (A) : u® + 14 u + 625 = 0.

5) En déduire les solutions dans C de ’équation: (B) : 2% + 14 2% + 625 = 0.

Solutions

) 1+2iP=1-4+4i=-3+4]
(1420 =(-3+4i=9-16-24i=~7-24i
2) (B)ezi=—T7—-24iez=(1+2i*

z Y =1
©(1+2i wleion 2 upe ¥ w8
1+2i ’

Les solutions de ’équation Z* = 1 sont les racines 4° de 1 dans C. Ces racines ont été
déterminées dans un exercice déja résolu avec une méthode algébrique et avec une
méthode trigonométrique ; et ce sont:

Zo=1;Z2,=—1;Z,=i;Z;=~1i.

Par suite : les solutions de (E) sont:
Z=11+2)=1+2i

zZ;=(-1D0+2))=-1-2i

zz—z(l +2i)=—2+1i

=(—)(1+2)=2~1i

3) Posons W =z* + 7 — 24

On sait que: W =0< W =0

Donc: (F)<z*+7+24i=0 (H).

Cette équation (H) est du méme type que Iéquation (E) en remplagant z par Z.
D’aprés la question 2), les solutions de ’équation (H) sont donc:

Zh=1+42i;21=—1—-2i;23=—2+1i;Z4=2~1
Par conséquent : les solutions de (F) sont:
zh=1—-2i;zi=—1+4+20;25=-2—i;23=2+1i

4) A" =49 — 625 = — 576 = (i 24)?
L’équation (A) admet donc 2 solutions dans C :
uy=—7T—24i et u,=-7+24i

5) (B) < {” +214“ + 625 = 0 (A) déja résolu en 4)
{u=—7—24i ou u=-7T+24i
=g gz
u=z

wzt=—T7-24i ou z'=—7+24i

ez +7+24i=0 ou z*+ 7~ 24i =0< (E) ou(F).
Les solutions de (B) sont donc les solutions de (E) et de (F) qui sont déja résolues en
2) et 3).
Par suite : les solutions de (B) sont:
Zo=14+2i;2;==1=-2i;2,=—2+i;23=2—1
zo=1—-2i;z21=—1+2;25=—2—i;z5=2+1i
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EXERCICE 24

1) Soit f(z) =22 — (V3 + %)z —8(1 —iV3) avec zeC.

Calculer f(8i). En déduire les solutions de I’équation f(z) = 0.

2) Résoudre dans C I'équation (E): z° — (V3 + 9)) 2% — 8 (1 — iV/3) = 0.

Solutions

1) f(8i) = (8i)> — (V3 + 9i) 8 — 8 (1 —iV/3)
=—064—8\V3+72~8+81\3=0

Par suite: z; = 8i est une solution de I’équation f(z) = 0.

Or: f(z) = 0 est une équation du second degré dans C ; elle admet donc toujours 2

solutions. Soit z, I'autre solution.
Ona:z; +z,= —g:\/3_+ 9i
Dol:z,=V3+9%—z,=V3+9% —8 =3+
2) (E)@{ZZ*(‘\/.?I_% 9)Z -8 (1—i/3)=0 (H)
R
L’équation (H) i’est autre que I'équation f(z) = 0 du 1) en remplagant z par Z.
Par suite : les solutions de (H) sont: Z' = 8 et Z" = /3 +i

Mais: z> = Z. Donc: les solutions de (E) sont les racines cubiques de Z' et de Z".

Or:Z’=8(cosg+ising) et Z”:Z(cosg-ﬁ-ising).

Par conséquent: les racines cubiques de Z' sont:

B on mwo 2km ; n 2km
zk—Z[cos(6+ 3 )+1 (6+—3 )] avec ke{0,1,2}.

c’est-a-dire :
zo—2(cos§+£sm ) \/3+:

[ no 2@ 2n 5 . . 5m
r =72 d g — |l = fasit e
Z' _COS(6 3) i sin (6+3)] 2(c056+tsm6)
=2_cos(:rt—g)+isin(n—g)]:Z(fcongrising)=—\/3 +1i
[ n . 4n . 4 o
g =g i pesiaen 1 + — = b — |l==2i
Z 3 _COS(6+ 3)+zsm(6 3 )] (cos 5 + 1 sin 2) I

De méme : les racines cubiques de Z" sont:

_ 3 2k § ( kn)
= \/2_[cos(18+ 3 + i sin 18-+-————3 aveck e {0,1,2}.

c’est-a-dire :

o=1/2 (cos—lg-l-t smﬁ)

v _ 3 2n 2r\ | 13n 13:5

Z1—\/2‘[C05(18+?)+Lsm(18 3 )]—\3/2 (COSW—*— i )
4m .. 4n 25m 25m

n _—_ 3 _

12*\/2_[005(18 3 )+IS!H(18+—3 )] ~\5‘/2-(cos T -!-zsln—l8 )

Conclusion : Pensemble des solutions de (E) est donc:

‘ ’ ' noo_m
{ZOazl ’32:28,51,Z2 3
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EXERCICE 25
Soit z = V2 (1 +i).

1) a) Calculer la somme S;o des racines 10° de 1 dans C.
b) En déduire la somme Z,, des racines 10° de z.

2) On pose u, = " pour tout n € N.
a) Mettre u, sous forme trigonométrique.
b) Déterminer la forme trigonométrique du produit W, = uot it 1, .
(onadmetque:l +2+3+4+ ...+n:’an+—l—))

¢) En déduire enfin que: Wyo = 2% 2
u
3) OnposeV, = Z—ipour tout n e N.

a) Donner la forme trigonométrique de V, .

b) Démontrer que V43 =V, pour tout n € N.

¢) En déduire, sous forme trigonométrique et sous forme algébrique, toutes les
valeurs possibles de V,, lorsque n décrit N .

d) D’aprés la forme trigonométrique de V,, , dites encore comment trouver toutes
les valeurs possibles de V,, lorsque n decrlt IN (on ne demande pas d’effectuer
les calculs).

e) D’une maniére générale, pour quelles valeurs de n, V,, est réel.

Solutions

1) a) Les racines 10° de 1 dans C sont:
2

_ 2%m ki
0y = COS 10 + i sml—0 avec kef{0,1,2,...,9}.

2n PEAY x\¢
(cos 10+zsm 10) (cos5 +151r15) =aq,

Donc:S;g=0g+ 03+ 0, + ...+ 0
=1+a,+a?+ ...+a1"=h1u—_a—1w‘
1-a
Mais: ;' =cos2m +isin2m=1.
1-1
1—0oy

b) Z_Z(\/—+l£)— (cosgﬂ—ising)

Les racines 10° de z sont donc:

T 3 TN —
D'ou: Sy =

=0 car a;# 1.

_ 10 2kn) 5 2th)
Zg V2 [cos(40 10 +is m(40+ 0 aveck e {0,1,2, ,9}.
_ 10 ) 2km |, . 2km
V2 (cos——40+tsm 40)(005-—-—10 +zsm—10 )

“‘\/-2_(cos % +isin 4—%) o
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Donc:Z,g =29 +t21 t2;+ ...+ 2o

:10\/_(cos +zsm40)(ao+ﬂ1+az + o+ ).
—10\/_(cos + i sin — )(O)—O

_an ni nn
2)a) U,=7"= 2(cos4+zsm4)

b) W, =uguty..th, =222 .2 carz’ =

=Zl+2+3+...+n - annﬂg
(n+1)
=2 [cosn(n+l)g+isinn(n+1)g]

¢) Donc: Wy, = 2% (cos S?Tﬂ + i sin %m—)

— 955 — Y s e i
=2 [cos(lf-m 4)+1sm(14:n: 4)]
=255[cos(—g)+isin(~g)]

=255(¥mi\/72_)=254\/2_(1~i)=25“2

2" (Cos% +zsm@)

4 nmo ., . AT

3Ha) V,=2=—— = cos — + i sin —

) a) o 7 = ;
n n

Autre méthode: V,, = 9; = = (5) (\/__-g- £)
2 2 2
h
=(cos4E+isini—:) —COST-F!SIH%

n+8 n+8 E ) o) n+8
) Vass = S = (&) = (L4 L)

n +8 2

n+8
=(cosg+isini—z) =cos(n+8)§~3*isin(n+8)%L

= cosg+isinf1j—c (cosﬁ— +1sm8_?E
a 4 4 4 4

= (cos :%n + i sin %r) (cos 2: + i sin 2m)

N
=cosnT+zsmT=V,,
QOu encore :
T . ™
V,,+g=cos(n+8)z+tsm(n+8)z
,=cos(%+2n)+isin(’;—n+2n)

AT . . KX
= ¢cos — + i sin — =V,
4 4 f
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¢) V,ig=V,.Donc: les valeurs possibles de V,, sont:
Vo Vi Mg s o Via} car Ve =V, Vo=V, ...
Et on a:
VOﬁCOSO-l-lSan—l -

=Eeip

V,=cosﬁ+isl

Z
| A
VZ:C()SE-!-LSl 5 =1
V3:cos%r—+lsi %?4 \éﬂirl\/z_
Vy=cosm+isinnw=—1
VZ_ V2

5m ., . SW _
V5=cosT+tsmT— 5 5

VG:cos%ﬂ+isin3%c=‘i

V7=cos?4ﬂ+isinz:5=cos (2n—§)+isin(2n»

4 )
=cos( ]I)-Hsm( 4)=T\/_ =5

n n2m . R2TW
d) v, —cosT+zsm%—=cosT+t sin —=

Donc: pour obtenir toutes les valeurs possibles de vV, , il suffit de donner an
les valeurs 0,1,2,3,4,5,6 et 7 car les fonctions sinus et cosinus sont
périodiques de penode 2:1: .

Dou: les valeurs possibles de V,, sont: Vo, Vs Mo e s
en c).

V, déja cherchées

&) V, réel®sin%=0 %Aknwn—drk avec k € N
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CHAPITRE 2

Les suites de nombres réels
et
les suites de nombres complexes

RAPPEL

I. SUITE ARITHMETIQUE:

Soit I une partie de N, et (,), ; une suite de nombres réels.
Alors (u,), . est dite arithmétique si, et seulement si, il existe r € R’
Vrnel):ua =u, +r.
r est appelé la raison de la suite arithmétique (u,,)
Et dans ce cas on a les formules suivantes :
7S Upp] = Up, = Uy T Uy = o = Uy — Uy = Uy — U
Ay —uo+nr—u1+(n = 1)r—up+(n—p)ravecp <n.

(n+1)u°+u"

tel que:

u0+u—1+u2+...+un

ui +u,

utuz + . tu=n

Uppr+ UyDr= 2 1y . ¥ :
Trois nombres réels a, b, ¢ forment une progression arithmétique si et seulement si
ona:a+c=2b

Il SUITE GEOMETRIQUE

Soit I une partie de N et (4n),,, une suite de nombres réels.

Alors (u,,)"el est dite géométrique si, et seulement si, il existe k € R* — {1} tel que:
Vrnel):up =ku,

k est appelé la raison de la suite géométrique (u,),

Et dans ce cas on a les formules suivantes:

el o Wil o o M3, 84,
Un Upy Uy U i
—uok'—u K'™'=u, K" avecp <n.
g kn+1
uo+u1+u2+...+uﬁ—uo——l———-—
et Al
R Al b

ERLIT L X
Upgpl Up—1 = Uy
Trois nombres réels a, b, ¢ forment une progression géométrique si, et seulement si,
on a: ac = b%.
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Remarque :
Les suites géométriques de nombres complexes se définissent comme les suites géo-
métriques de nombres réels, avec i, € CetkeC.

IIIl. PROPRIETES :

Soit (u,), , une suite de nombres réels. On a les équivalences suivantes:
()., rna]oreeq: FaeRVre)iuysa
(u,,),,el minorée <> (3B e R)y(Vrnel):B=su,
(u,),, bornée < (un),., majorée et minorée
(Baetﬁe RVneD):psu, <a
(t4)ne1 Stationnaire < (3 p € 1) : u, = u, pour toutn =p.
(tn),, convergente <> limu, =IeR.

n—»+w

IV. ETUDE DE LA SUITE (¢"), AVECae Rt

Siae]l,+ «[alorslima” = +

n—»+4o

~Siae]—-1,1] alorslima” =0

n-—>+w
Sia = 1 alors la suite (2") est une suite constante et prend la valeur 1.
Sia = — 1 alors la suite (a") est une suite alternée et prend la valeur 1 ou — L.

Siae]—®,—1[, alors (a") = (- 1)" (— a)" avec —a > 1 et par conséquent a”
n’a pas de limite.
‘Conclusion : (a") converge <+ae]— 1,1}

EXERCICE 1:

> Déterminer la raison 7, et le terme u; d’une suite arithmétique (u,) dans chacun des

cds suivants:

1) ug=4 et uy, = 100
j,) Uy = 2,‘14,‘}:——38‘.& Sp=us+us+ ... +u, = 260
3 ug=2 et.—u—i -

. Uq,

4) u3+u4+u5—6 et ug + Uy + g =33

5) ug =1, ui +uj =20 et (u,) croissante.

6) ug + Uy = 2,upl; =<8 et (u,,) décroissante.

Solutions:

1) u24_=_u0+2’4r¢>100=4+24r©r=4
Par suite us =ug + 3r =4+ 12 = 16.

2) s,,=u“1”2”‘n S4pB

#260 n
Donc: uy; = 38. Or: uy3 =u, + 12r<«38=2+12r<r=3.
Par conséquent: iy =u; +2r=2+6=28.

3 UMt 5 2397 5 04 9r=4+8rer=2
Uy U+ 4r 2+4r

Dou:us=ug+3r=2+6=38.
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4) u3+u5=2u4ctu6+u8=2u7._

Donc: Uty tus=6=3u,=6<xuy=2. B
Et: Ug+us+ug=333u; =33 s u; =11
Ma1s.u7—u4+3r¢llv2+3r¢>r=13

Dol : Ug=ug—r=2-3=-1 ¢

5) W+ ud =20 (ug + 1)’ + (o +3r)* =20

+ S+ +(1+3r)=20=10r+8r—-18=0
<57 +4r—9=0¢r:10ur:—%

Mais (4,) est croissante; donc: r > 0.

Par consequent la raison est r = 1.

D’ou: usr-u0+3r— 1+3=4.

6) uo et u, sont solutions de I'équation (E): X* — 2X — 8 = 0.X.

Cette équation admet 2 solutions: X =4 ou X = — 2,
Or: (u,) est décroisgﬁnte. Done: ug > 1y, .
Par conséquent: iy =4 et u; = — 2.

Laraisonestr =u; —pg=—2—4=—6.

Enfin: u; =up+3r=4—18=— 14,

EXERCICE 2:

Soit (u,) et (W,) deux suites définies par:

up=0;Wo=aavecaec R~

VneN)ippy=a+u, et Wy =—a+W,

On pose: s, =u, + W, etd, =u, — W,

1) Etudier la suite (s,). En déduire la valeur de s,

2) Etudier la suite (d,). Cette suite est-elle croissante ou décroissante ?
Déterminer 4, en fonction de a et n.

3) En déduire les expressions de u, et de W, en fonction de a et n.
Etudier lim u, et lim W, . Conclusion.

n—+eo n—+e

Solutions:

1) syp1 =ty + Wy =atu,—a+W,=u, +W, =5,

Donc: (Vn e N) 15,41 =5,

D’oit: (5,) est une suite constante.

Etona:s, =5, =8,-2= ... =351 =55 =ty + Wo\=a.

Donc: VneN):s, =a.

2) d,1+1=u,,+1—W,,+1=a+u,,+a—Wn=2a+dn

Donc: (Vn e N): dyy = 2a + d,.

D’ou: (d,) est une suite arithmétique de raison r = 2a.

Sia >0, alors r > 0 et la suite (d,) sera croissante.

Sia <0, alors r < 0 et la suite (d,) sera décroissante.

Enfin: d, =do +nr = —a + 2na =a(2n — 1).

Hu+W,=s5,=a
un_Wn‘_‘ ,,=a(2n— 1))

v [N
* A

}:»2u,,=a+a(2n—1)=2an
=u, =an
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Par conséquent: W, =a —u, =a —an = a(l — n).
Enfin: limu, = liman = [+ © sia >0
ek I —wsia<0
Et: im W, = lima(l —n) = [~ ® sia>0
R et +osia<0

Conclusion: (Va e R7), (u,) et (W,) ne convergent pas.

EXERCICE 3}

Soit a € R*. Soient (u,) et (W,) deux suites définies par:

{(V neN " —{1}):u,=2au,_;, —bu, >
VneN:W,=d"u, .

1) Déterminer b et o en fonction de a.pour que I'on ait:

(VnelN): Wy =W, =W, - W,_,.

2) Onpose:b=a2eta=%.

Soit T, =W+ W+ ...+ W,etS,=up+u, + ... +u,

i) Déterminer W,,, u, et T, en fonction de a et de n sachant que : o = 0 etuy = 2a.

i) Déterminer W,, u,, T, et S, en fonction de a et n sachant que: up = 1l etu, = a
aveca e R™— {1}.

Solutions :

W, - W, =d"u,—a "y,
Wn+1 - Wn = an+1 Upyr — o Up
=o' (Qgu, —bu,.,) - ou,
=o' 2au, — " bu, - a'u,
Donc: (WnelN): Wy — W, =W, - W,_,
eVneN):20"u,(aa—1)— o up (po>—1) =0

aa—-1=0 ==

<« = 1
bat—1=0 b= =a
; R

2) i) b=ad%eta= %. Ce sont les valeurs trouvées dans la question 1).

Donc: WneN): W, — W, =W, — W,_,.

Par conséquent: W, —~ W, =W, — W,_;, = ...=W,;, - W, =2a
Doit: (VneN: Wy =W, + 2a

Par conséquent: (W,) est une suite arithmétique de raison r = 2a.
Donc: W, = Wy + nr = 2an.

En plus: W, = i,,u,t <u,=a"W,=2na"".
a

Enfin: T, = (n + 1) 2232 = (n 4 1) 220 = an (0 + 1),
1) Encore:b =a2eta=§.

Donc: (VneN"): Wy -W, =W, — W,
Par conséquent: W, — W, =W, - W,_;= ...=W; - W;=1-1=0.
Dot: (VnelN: W, ,y=W,
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par conséquent: (W,) est une suite constante.
Donc: (Vne N): W, =W, = ...= W, =W, =1
1
Enplus: W, = Fu,, su,=a W,=a"
EﬂﬁH:Tn=W0+W1+...+W"=]+]+H'+I:n+l l
* [ T n+
5n=”ﬂ+u1+---+un=1+a+a2+___+a": a
[ q -~ | —a
Ay o +00 L o (A
EXERCICE 4:
Déterminer la raison k et le terme i3 d’une suite géométrique (u,) dans chacun des cas
suivants:
1) up=3 etus=—96
2) (u,) croissante, u; =3 et us = 48
3) (u,) décroissante, i, — 16ug=0etu, =4
4) us+8u;=0etus=3
5) (u,) croissante; us = 2 et us + ug +uy; = 14

6) uy >Uo;Ugtuy=—2etug,=-—3
T wouiuz=— 8 et ugusus = 1282
8) uou,u; = — 8 ugusug=— 512 et (u,) est une suite alternée.

Solutions:

.~ ket =2 _(Coper=-2
Ug 3

D'oli: us = tig k3 = 3(— 2)* = — 24

2) u5=u1k4@k4:ﬁi=4ﬁ=16¢k=2ouk=—2
U, 3

Mais (u,) croissante. Donc: k > 1. D’ol: k = 2

Par conséquent : uy =u, k=3 x4 =12

3) u4—16u3=0¢u4=16u5©u8=1—16u4

Mais: ug = ug k* DonC‘k"=L¢>k=£ou‘k=—-1-
« T 16 2= 2"

Mais (1) décroissante. D’oti: k € | 0,1[. Par conséquent : k =

] =

Enfin:u3=kuz=%><4=2

Dy +8u;=0u;+8uk*=0=u,(1+8k)=0
<1+ 8k*>=0 caru, # 0 car (u,) géométrique.

3__1:(“1)3 T |
k 8 2
Enfin:uszizs-=%— 12

4

S) us+ug+u; =14 u, +u,=12. (E)

Mais: ug = kus =2k etu, =us k* = 2 k?

Dou: (E)= 2k +2k*=12<k*+k~-6=0<sk=20uk=—-3
Mais: (u,) croissante. Donc: k > 1. D’oir: k = 2.

Enfin:[,{s:ﬁ:%:l_
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6) 1 et u; sont solutions de I'équation: (E): X* +2X -3 =0.

Cette équation admet 2 solutions: X, = 1 et X, = — 3.
Mais: uy > ug. D’oli: g = —3 etuy; = 1.
u 1 1
DOHC!k=—i=—§..Et:u3=u1k2=a_
T upitstis=—8«wul=—8<wu=-2
usuguis = 128V2 < ui = 128VZ <> uy = 42
Mais: u4—u1k3¢>k3_f‘izf%=_2\[2—¢k:_ﬁ
u, -
u 4\/2
Enfin uszf_%:_gl
Ou encore: us = U k*=—-2x2=—14
8) uouluzf—8¢u1_—8¢ul=—2
Ly Us e = —512¢u5——512—(—8)3¢u5-—8
Mais : us—u,k“@k“_%:——i:At@-k VZouk=—-V2
g -

Or: (4,) est une suite alternée, c’est-a-dire un terme positif et un terme négatif,
Cest-a-dire encore i, et i, sont des signes contraires.

Donc: k < 0. Par conséquent: k = — V2.

Enfin: uy=u k*=-2x2=—-4

EXERCICE 5:

Soient a et b des réels donnés. Soient (i,) et (W,) deux suites définies
par: {ug=1; Wo=3
Uy =al, + bW,
Wy =bu, +aWw,
On pose:x, = u, + W,
Yn = un Wn‘
Déterminer a et b pour que la suite (x,) soit géométrique de raison 8 et que la suite
(y.) soit géométrique de raison 2.
Pour ces valeurs trouvées de a et b, calculer en fonction de n:
1) u, et W,
2) Sp=Xxptxstx2+ T2
th=Yotyityst ...t ¥n
3) S, =uptuytust+ ...ty
T,=Wo+ W, +W,+ ...+ W,

Solutions:

Xpot =Upsy + Wopr=au, +b W, +bu, +aW,= (@a+b)u, +(a+b)W,
= (a +b) (u, +W,,)— (a + b) x,
Donc: (x,) est une suite géométrique de raison a + b,
D’oi: a + b = 8.
De méme: Yps1 = Up+1 = Wpa1 = au, +bW,—bu,—aWw,
=@—-bu,+b-—a)W,=(a- b) (u, — W) = (@ — b) ya
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Donc: (v,) est une suite géométrique de raison a — b.
Dou:a—b=2.
Jusion:ona: =
R usion {‘”’b B s 08 n—5800-3
a—b=2
1) x,,iun+w,,}$un:x,,+y,, et W = Xn = Yn
Yo =tn— Wy 2
Mais: X, = X0 8" = 4 (8")
Et: yn=Y02" == 2(27)
4(8) —2(27

D’oﬁ:un=f=2x8"—2"
4 (8" "
Et:W,,=(—)u-;-—z(—7)=2><8"+2'l
i+l
_4 n+1l

2 5= =7 @~ 1)

e 1 gl nt1
=Yo7 5 =2(1-2"")
3 sy =Xot+x,txa+ ..t X,

=ug+ Wo+uy + W, +
th=Yotyi+ty>2+t ... +yu
=ug—Wo+u, -~ Wi+ ... +u, - W, =§,-T,
D’ou:{Sn+T,,=s,,=>Sn= Sp + Iy Sp— 1y
S. — T, =t, 2 2

Au, + W, =5, +T,

et T, =

Par conséquent : S, = %8”” -ty

5
7
T,,=28n+1 + 2n+l _2

7 7

EXERCICE 6:

Soit a € R". Soient (u,) et (W,) deux suites définies par:
{ug =0;Wo=a
(VrneN:u,=4a* —qu,_; et W, = 2 an*!
1) Déterminer u,, — W, en fonction de u,_; — W,_;
2) En déduire 'expression de u, — W, en fonction de a et n
3) En déduire enfin I'expression de u, en fonction de a etn , puis lim u,
pourae]— 1,1 [ {0}. ' nore

Solutions:

Du,-W,=4a"" —qu,_, — 24"

=2a"" —au,_; = a(Wooy — tyy).

Donc: (Vne NY:u, ~W,=—alu,-, — W,_y).
2) Si on pose T, = u,, — W, alors on a:
VneNY:T,=-—aT,
Donc (T,) est une suite géométrique de raison (— a).
Dou: T, = To (- a)" = — a(— a)" = (— a)"*".
Conclusion: u, — W, = (—a)"*".
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3) u, = Wn + (_ ﬂ)n+l i 2an+] + (-_ a).'H-l
- 2an+1 + (__ 1)r:+1 an+1 2 an+1 (2 + (_ 1)
3¢"*! si n est impair
- {a"” si n est pair
D'on: limu, = lim ag”" " avec a =3 ou 1

n—+w n—sr+%

=0 poura | — LI1[— {0}

n+l)

EXERCICE 7:

Soient (11,) et (W,) deux suites définies par:
up=0;u,=a*avecae R"— {— 1,1}
u,=bu,., —a*u,_,pourne N " — {1}
W, =u, — t,_ypourn ¢ N ".
1) Déterminer b en fonction de a pour que la suite (W,,) soit géométrique ; et préciser
alors sa raison.
2) On suppose: b = a* + 1. Déterminer alors W, et u, en fonction de a et n.
En déduire lim W,, et lim u,, . Conclusion.

n—s+® ]

Solutions:

1) W"+1:“n+l —uy =bu, — a* Uiy — Uy
=(b-1Du, —a’u,—,

2
=@b-1 (un — E‘a_—l"um-l )

Pour que la suite (W,) soit géométrique, il suffit que I'on ait:
al
b~—1

Et dans ce cas: on a: W, = a? (4, — u,—y) = a’> W,.
Conclusion: Si b = a* + 1 alors la suite (W,) est géométrique de raison k = a°.
Autre méthode :
Wy = Uppy — Uy = bu,— azun—l == (b - 1) Uy — azun—l
Or: (W,) est géométrique < 3k e R"): Wy =k W, = ki, — t4p_y)
Dotu: (b — 1) upy — @ty =k v, — kg,
Cest-a-dire: (b — 1 — k) ty + (k — %) 14—y = 0
Cette équation est équivalente a:
b—1-k=0 k=a*
{k—a2=0 = {b=1+k=1+a2.

=led=b-1leb=a>+1.

2) b =a® + 1; c’est la valeur trouvée dans la question 1).
Donc: la suite (W,,) est géométrique de raison & = a*
Doti: W, = W, k" = (u; — ug) @' = (@»)" = a™
D’autre part: on a:
Wn =Uy — Upg
Wit = tpey — Uy
Wiz =Uyn — U3 La somme membre 3 membre donne:
U, —ug=W; + Wy + ..+ W,
1-k" _ ,1-a"

=W, = .

Wi=1uy —u, 1 -k 1—a

2n

Conclusion : 4, = a* 11'_ ‘;2 car uy = 0
2
Enfin, sia € | — 1,1[ — {0} alors: lim W, = O et limu, = 5
=4 >+ 1—a
Etsiae]—o,— 1[u] 1, + = alors: im W, = + wetlimu, = + = .
- n—+ n—>+cc

Conclusion : Les suites (i,) et (W,) convergent seulement poura € | — 1,1[— (0}.

EXERCICE 8:

Soit (u,) une suite définie par:
{uo=a aveca € Ry

. a-+u
VneN)it,=——"""m

1+au,
1) Montrer que: (¥ n € Ny : u, >0
2) Soit (W,) la suite définie par:

u, — b .
neN:W,=—"_—aveche R, .
(neh):W,= 2o ;
Déterminer b pour que la suite (W,) soit géométrique ; et préciser alors sa raison en
fonction de a. ‘ -

3) Onpose;:a=3 eth = 1.

"a) Déterminer alors W, en fonction de .. En déduire lim W,

n—+x
b) Endéduire aussi i, en fonction den , et im u,
pe A+
¢) Déterminer S, = Wy + Wy + ... + W, en fonction de n.

4) On suppose a quelconque dans R, et b = 1. Déterminer alors W, , &, et S, en
fonction de a et n.

Solutions:

+u 2
Duy=a>0;u, = i = a2>Ocara>0
1+ au, 1+a
a+u,
Supposonsu, > 0.0Ona:u,,; = ————>0cara >0 et u, > 0.
1 + au,

Conclusion: (VW n € N): u, > 0.

a+ u, .
2) wn+l=un+1fb=1+au,, =a+unﬁb—bau,,
Uy + b a+u, +b a+u,+b+bau,
1+ au,
~ a-b

_(-baju,+a—-b _1-1ba u, + 1 — ba
(1+ba)u, +a+b 1+ ba U, + a+b
1+ ba

u, — b

(W,) géométrique s> @k e R " — {1} : W, =k W, =k T
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Par conséquent, pour que (W,) soit géométrique il suffit que I'on ait:

a=b _ _p o g-b=—-b+ba <« a*-1)=0
1 — ba

a+tb _, o s+b=b+ba = a®*—-1)=0

1 + ba

o ap?*—-1)=0 « b*—1=0cara+0
< b=lcarb>0

. . 1 —
Conclusion : Sib = 1 alors (W,) est géométrique de raisonk = = Z
Autre méthode :
(1 —ba)u, +a—b
OnavuqueWnet = (T3 oy, +a + b
s gt . ku,— kb
Or: (W,) géométrique <= GkeR —{1}): Wy = kW, = e

(L—ba)u, +a—b _ ku,— kb

(1 +ba)u, +a+b u, +b

Clest-a-dire: [(1 — ba) u, +a — b] (Un +b)=[(1 +ba)u, +a+b](ku, —kb)

< (1 = ba)2 + a(l — b*)u, +b(a—b)=

(1 + bayk u2 + k a(l — b?u, — k b(a +b).

1 — ba
—ba=(1+b k =
1—ba=(1 a)k = T
= a(l—bz)=ka(1—b2)¢a(1—k)(14b2)=0
b—a
- W k=
b(a — b) kb(a +b)<= ST
Considérons la 2°™ équation. On sait que:a#0,k#1etb>0

Dou: (VnelN):

Donc la 2° équation est équivalente a:

Et par conséquent, la 1 et la 3°™ équations donnent alors : k = 11 :— Z
N . 1w 5§ 1
3) a = 3eth = 1. Donc (W,) est géométrique de raisonk = T A

g oo it 1 1 AT _dg—1, e~ 3=1_|1

a)'w”ﬁw"kéi( E)Carw"_uo+1 a+1 3+1 2
e

b)Wn:I;"+1<¢unW,,+W,,=u,.f1

"

. )
D'ou: limu, = = = 1.
ou: limu 3

n—>+e0
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4) a quelconque dans R et b = 1 Donc (W,) est géométrique de raison k = L

l+a
et de 1" terme Wy = a—1=_k
a+1
D1Oﬁ:wn:wﬂk":_kkﬂ'=_kn+l=_(l_a 4141
l+a
1~z n+l
-
u_l+wn_ l+a
n l—Wn 1+(1_a)n+1
l+a
Sn:wol*kn*'l_a—l 1 1—a n+l
L—k 2a 1+a

EXERCICE 9:

Soit a € R™ — {— L,1}. Soient (u,) et (W,) deux suites définies par: (V n e N*):

U, =nat2etW, = ——
qn+l
SOitSn =iy F e T e Pl + u,

Ty= Wit Wob o+ Wy + W,
1) Calculer §, ~ 4* 8, en fonction de a et n. En déduire S,
2) Calculer T, ~ T, en fonction de a et n. En déduire T,

3) En déduire enfin, en fonction de a et n, les expressions de:

— 1Y\ 1
A 2+2(2+7+ e -2 !
" a 3 3la p + ...+nla +Ez”__7

_ 1 1
anz(azﬁa_z)+3(a4_a_4)+ ___+n(azn—2_ai_)

Solutions:

) Sy=u;+u, +uz+ ... +uy +u,
=14+2a+3a*+ ...+ (n—1)a™* +na"?
@S, =a*+2a* +3a°+ ...+ (n—1)a"*+na™

Donc:S, —a*S, =1+a*+a* + ... +a™ 2 —na™
=[1+a®+ @)+ ...+ @ "'1—na™"
71_&'2” 2n :
=J— g " na
y _ 2n 2
Mais: S, —a®8, =S, (I — a*).Donc:S, = 1—a” _ na”

(=a)  1-a

2) =W i+Wo+t Wi+ ...+ W, + W,

1 2 3 _
— = h 1 n
Rt Hus B s
a @ a7 +;2FT+Ezm
Donc:a? T, = L + 2 + = + L
n a aJ as ...+a"k

61



;

Dou:a®>T,— T,

Il

Il

Q= RI= R
—
+

=a
Mais: a2 T, — T, = (@* — 1) T

1- o
Donc:T,=ua @ =1 - @ -1 P

= n
-2y

3
3) An=2+2a2+%+3a4+F+ Lot na
= 2 3 n
=(1+2a2+3a"+ . 4nd” 2)+(1+-&5+?+ --'+EZFI)
1 +q* —a” —a*™ _ nla¥—a)
(1-a* 1-a*

2n-2 "
a

=8, +a*T, =

AR
B,,=2a2—?+3a F+...+na

2 2 3 n
=Qa*+3da" + b 2)_(?+a-4+ -'-+Ezr-z)

G-~ @T—1)=8-Ta
1 - a4 i a2n 4 a4*2n n azn + a2-2rz)
(@® — 1)? * at—1

EXERCICE 10:

Soient (1,) et (W,) deux suites définies par:
u0=1;u1=—aavecae[R’ )
Uy =20 Up_y — @ Uy POULTL € N — {1}
W,,=u,,—au,,_lpourne[N N

1) Démontrer que (W,) est une suite géométrique €

a.

2) Déterminer alors W, en fonction de a _et n.

3) En déduire I'expression de u, en fonction de a et n.

t préciser sa raison en fonction de

Solutions:

1) Wopq = Ups1 — QU = 2a% i,y — AUy — AUy
= 20w,y — 2 au, = — 2 alty = aiy-)
=—2aW,

Donc: (W,) est une suite géométrique de raison k=-—2a
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2) Wo= Wik = = 2a (= 2a)"" = (- 2a)"
3) Uy — Aty = (= 2a)"

Up—1 — QUy_y = (— 2a)"""

Up_z — QUiy_3 = (— 2a)" 2

Uy — Qg = — 2a
Pour que la somme membre 4 membre se simplifie et donne u,,, il faut multiplier les
termes de chaque équation par un coefficient bien déterminé. En effet, ce syst2me est
équivalent au systéme suivant:
Uy — Ally—y = (— 2a)" = (- 2)" a"
a1 = @ty 2 = a(= 20" = (- 2)" a"
@ity — @’y = a*(— 2a)' 7 = (- 2)" 20"
duy — a" uy = a"? (- 24)* = (- 2)*a"
A uy—a"ug=a""" (- 2a) = (— 2) a"
La somme membre & membre se simplifie maintenant et donne :
y—adupg=a"[(—2)+ (=2 + ...+ (- 2)]

Dottt uy —a" == 2a"[1+ (= 2) + (= 2)* + ... + (= 2)"|
i iy "1_(_2)n__2r: Y]
=2 ——e s i [ = o 2

Donc: uy, = a" — %a" [1=(=2)]

_a [ a\nt
=L -2

EXERCICE 11:

On considére deux suites (u,) et (W,) définies par:
1

Uy = 5 cu; =0

uy = b(th,—| +uy,-3) pourn € N* - {1}

W, =a" (1, —u,_,) pourn e N  etaveca e R"
1) Déterminer b pour que la suite (W,) soit géométrique ; et préciser alors sa raison
en fonction de a.

1 5 : : i

2) Onsupposeb = 5 Déterminer alors W, et u,, en fonction de a et n. En déduire

lim u,, . Conclusion.
h—+w

Solutions:

I) Wn+1 = ai’H'l (un+1 - IMn) = an+1 (bun & bun—-l - un)
=a"" [(b = 1)ty +bu,_|.
Or : la suite (W) est géométrique si et seulement si il existe k appartenanta R™ — {1}
tel que l'on ait: '
VneN: W=k W,=ka" (u, — t,_y).
Dotz @™ [(b — Dy + b uy_q] = k a” (u, — uy_y)
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Ce qui donne:
al(b— VDu, +bu, ] =k, —u,_)cara0

C’est-a-dire encore: (Vn e N'):
a(b — Du, +abu,_y =k, — kit

D‘oﬂ:{a(b— l)=k¢{a(b— 1) =—ab

ab=—k = —ab
b—1=—bcara#0 .b=1
< 2
k= —ab ol e, i
2
Conclusion : (W,) est géométrique si, et sculementsi,b = % . Et-dans ce cas sa raison
1
th=—-a
es 59
2) b= % . Clest la valeur trouvée dans la 1 question.

g g . 1
Donc: (W,) est une suite géométrique de raison — 3 a.

2 2
Pour déterminer u,, considérons le systéme suivant:

n—1 n
Dloli: W, = W, k"= — 1g (_la) _ (_%a)

La somme membre 4 membre se simplifie et donne:

()
Al e ]

Il

D’oit: limu, = é . La suite (u,) est convergente.

n—+%
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EXERCICE 12:

On considére la suite (,) définie par la relation:

(E):(Vne N):S5uper =4u, + L

Soit S, = U + Uy HUy+ L.+ U,

1) On suppose ug = 1. Calculer 1, et u,. En déduire u,. Conclusion?

2) On suppose up = 2. Soit (W,) la suite définie par:
WnelN:W,=u, +aavecae R

Déterminer a pour que la suite (W,) soit géométrique et préciser alors sa raisom.
En déduire W, , u,, et S, en fonction de n.

3) On suppose i, = 2. Déterminer deux réels o et k tel que I'on ait:

U,i — @ = k(u, — o). En déduire une autre méthode pour calculer u,.

4) On suppose u, = 2. En utilisant seulement la relation (E) qui s’écrit aussi:

4
VpeN =2y, + l,etendonnant aplesvaleurs(n — 1), (n — 2), ..., 1,0,

5 5
déterminer 'expression de u, en fonction de .

Solutions:

4
1) u0=1;u1=§ug+%:

Supposonsu, = 1.Ona:u,., =

Conclusion: Ve N): u, = 1.
Donc: (u,) est une suite constante.
2) Wy =u, +a =%u,, + %+a.
Or: (W,) est géométrique <= Ak e R™ — {1}) : W, =k W,
D’oﬁ:%un+%+a=kun+kapour toutn € IN.
Cette égalité est équivalente a:
4

15
1 1 4
—ta=ka=—-aea=-1
5 5
Conclusion ; la suite (W,) est géométrique si et seulement sia = — 1 ; et dans ce cas,

. 4
saraisonestk = 3

it = 3 -]

W,,=u,,—1¢u,,=w,,+1=(%) + 1.

Sy =Ugtu;+u+ ... +u, .‘
=Wo+1+W, +1+W,+1+ ...+ W, + 1.
=n+1)+(We+W, +W,+ ...+ W,)

=(n+1)+ﬂ:(n+1)+5(1—(4-)n+i)
j 2
5

4n+] 4n
=6+n—-5(2) =6+n—-4(=
. (5) o (5)
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3) u,‘H—a:k(un—u)@'%un+é—a=kun—ka
L)
5
“ 11
g—a:—kdz—f(l¢01=

4
Conclusion: (V n e N) ity — 1 = g(u,, - 1).

A partir de cette formule il y a 2 méthodes pour déterminer i,

19 méthode : .
Posons:V, =1, — 1.Dnnc: (¥ n e N): V4 = %V,,_
D’ou: (V,,) est géométrique de raison % .
n " 4 "
Par conséquent: V,, = Vg (%) = (4o — 1) (45) = (g)

Mais:V, =u, — 1.Donc:u, =V, + 1= (%) + 1.

2¢ méthode :

4
u, — 1= g(un—l = 1}

4
Uy — 1= 3 (Un-2 — 1)

4
u1—1=§(u0—1)

Le produit membre a membre se simplifie et donne:

2, = 1= (%)" (o — 1) = (%) A (%)n+ 1.

4 1
4) u,,=gu,,41 + g
1
Up-1 = gun—Z ik 'g
4 1
Up—2 = g Hn-3 ot 3
4 1
u2—§u1+ ‘5-
4 1
u1—§u0+ g
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pour que la somme membre & membre se simplifie et donne u,, il faut multiplier les
termes de chaque équation par un coefficient bien déterminé. En effet, ce systéme est
équivalent au systéme suivant:

La somme membre 2 membre se simplifie et donne:
1 4[4V 4T LAY
=Z|14=+(=) +...+[= =
ty 5[ (5) (5) ]+(5)”°

car Uy = 2

EXERCICE 13:
On considére trois nombres complexes :
1= _3i;22=\/§7i;13=%(\/’3-+i).

1) Démontrer que z;, Z, €t z; pris dans cet ordre, constituent les 3 premiers termes
d’une suite géométrique de nombres complexes (#,) dont on déterminera le 1°* terme
Uy et la raison k.
2) Calculer le 17¢ terme (donner le résultat final sous forme algébrique a + ib avec
a et b des réels).
3) a) Ecrire le terme général u, de cette suite.

b) En déduire n tel que u, soit imaginaire pur

¢) Endéduire aussi | u, | et lim | u, |

n—s+o

Solutions:

D 2z5=-3i5(V3+)=2-2V3
BZ=(3-i=3-1-2i\3=2-2i\3

Donc: 7,75 = z3. Par conséquent: z,, z, et z; pris dans cet ordre constituent les
3 premiers termes d’une suite géométrique de nombres complexes de 1% terme

Ho:zl:—3ietderaisonk=ﬁ: \B;! =i(\/§_f): L +3‘\/§
21 — al
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2) Puisque le 1% terme est io, alors le 17° terme est:
1 i3S s [2 x .. m\]|'*®
Uy = Uk =—3i (—3—\/_—) = —3i [§ (cos§ +rsm§)]

16 . 6
=_3i(%) (cos lgn + [ sin 13n)

)16 [cos (4:1 4 3'31) +isin (4:: + 47“(]
)

7 (1 +iV3Y .[2 T, . T
3) a) u, = upk =—31(——31,£) :—31[§(cos§+tsm—3—):r
(%) (cosf—;l-l-isin%).
n
-3 (%) (i cos—n—3£~ sinw’—lsi)
nm

oy . nm
b) Donc: u, imaginaire pur < sin 173_ =0« oo =k

I
[
w

en=3k avec k ¢ N car n e IN.

4 . nm
%) (cos%{n— +i smnT)

" . nm . . nI
) (cosg+ismi) (c05~3—+zsm?)

c) u,=-—731i

Il Il

| |

w w
W Wi T
‘-—._.Ia
| come— |

o

o

w
—
[STR-]

+

=
w3
b SR

+

E-

=)
p—
RSN =|

+
u];
S
e

S et®
El
Q
C
w
b T
[#5]
=]
+
w|3
e
+
E.
=1
VTR
(%]
|G
e
=
S
——
[rA————

2y 2y
Doncziu,,1:3(-) etlim]un|=3hm(§) —3x0=0

n—+% n—rE®

EXERCICE 14:

On considére 3 nombres complexes:

a=iV3;b =%(\/§+3i) <N =r(cos 8 +isin8) avecr € R etBe]0,n[.

1) Déterminer r et 8 pour que les 3 nombres complexes a, N et b soient dans cet
ordre les 3 premiers termes d’une suite géométrique de nombres complexes (t,)-
En déduire la raison k de cette suite.

2) Déterminer le module et argument de i,.
3) Pour quelles valeurs de n, u, est réel?
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Solutions:

1) 1l faut et il suffit que a, N, b vérifient la relation suivante : N* = ab.

Or:ab=\/§(cosg+ising)\/§(cosf+isinf)

3 3
=3 [cos (EJr T—t)-H'sin (E+J—t)]=3 (cosﬂ-i-isinﬂ)
2 3 2 3 6 6
Doi: N> =ab<r*(cos28+isin20 =3 (cos%—i—isin-%i)

rP=3«r=V3carr>0

Sm Sm
6=—"— ="
2 G +2kne T +km

Mais: 8 e ] o,n [. Donc: 8 = _51%‘

. Sw 5w . 5=
¢ = ‘e.——‘——‘ = —_— [ el
Conclusion: r = V/3 ; T ;N \/§(cos 3 + I sin 12)

La raison de cette suite est:
Smo ., . by

\/I_S (cos-—— +1 sms—
12

N _ 12) Sn m .. (5n =m
e " S\ T2 *‘Sm(ﬁﬁ
% \/§(c055+i3ini)

2) u, = ugk" =3 (Cosg+ising) [Cos (— ﬂ)+isin (f %)] car iy = a.

= B BN o i e, B0
_\/ﬁ[cos(z 12)+zsm(2 = )]

Donc: |u, | = V3 et Argu, = 3 = 5+ 2k =

12
5 . T ni kL8 ni
3 - = - = = s
)u,,reel¢sm(2 12) 0@2 3 knen=6-12%k

aveck € (Z_) C’est-a-direk e Zetk <0carn e N.

EXERCICE 15:
V3

Soita = — % +i =5 et (u,) une suite dans C définie par:

{uo =V3—i
Uy = U, pour n € N.
1) Ecrire a sous forme trigonométrique. En déduire o,
2) a) Ecrire u,.3 en fonction de u, et o.
En déduire que: (Vi € N): 413 = Up. )
b) En déduire enfin, sous forme trigonométrique et sous forme algébrique, toutes
les valeurs possibles de u, lorsque n décrit N.
3) En calculant (u,) sous forme trigonométrique, dites encore comment trouver
toutes les valeurs possibles de u,, lorsque n décrit IN.
4) Soit S, = up + uy +uy; + ... +u, Calculer S; et S,
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5) a) Démontrer que: (VY n e N): 5,43 =S,
b) En déduire, sous forme algébrique, toutes les valeurs possibles de S, lorsque n
décrit IN.
¢) Donner les valeurs de Sy, , Si6 €t Sy

Solutions:

1) m:—cos%+isin%ﬁ——-c:os(:rl:—;)+isin(n—%r)=r:os%ﬁ+isin2—37E

Donc: ® =cos2m+isin2m=1

2) a) (u,) est une suite géométrique de nombres complexes de raison a.
D’une maniére générale, si (u,) est une suite géométrique de raison k alors:
Vpe{0,1,2, ...,(n— P :u, =u, K",
Donc: u, 3 = u, @ = u, car «* = 1.
b) u,43 = u,. Les valeurs possibles de u, sont donc: ug, u; et u,
CAT Uy = Ug , Ug = Uy ,Us =Uy, Ug =Ug, «...

i ; 3wl ST,
ona: up=V3—i (2 12) 2 cos = 151116)

=2 [cos(— %‘) +isin (— g)]

T, .. T
:2 — + —_ | = r
(c052 zsmz) 21

20 s . 2 o o UK
DU, = Oy =(cosT-HsmT).?(cosi+1sln§)

=2(cos7—gr+isin—7£~)=f\/§—i

3) (u,) est une suite géométrique de raison o et de 1* terme u,.
+ i sin

Donc:u, =up o =2 [cos (— g) + i sin (— g)] (cos ngn i n;“ )

= [cos(nzn - j—t)ﬂ-isin(nzn -—E)
3 6 3 6

Pour obtenir toutes les valeurs possibles de u, lorsque n décrit N, il suffit de donner a
n les valeurs: 0, 1 et 2 car les fonctions sinus et cosinus sont périodiques de période
2 ;.

Par conséquent : les valeurs possibles de u, sont: ug , u; et 4, qui sont déja calculées
dans la question précédente.

4) (u,) est une suite géométrique de raison o et de 1** terme u,.

1—o? 1-1
Donc: S; = up P = Uy e =0
1—a 1 - dia 1-0o d
S3=u01ma=ng 1_(1 :uol_a=uD=\I3_I
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5)a) D’une maniére générale, puisque (i) est géométrique de raison o et de 1%
terme iy, On a:
0 1 — Gp+l
YpeN:S, S s Donc:
1 - au+4 N 1 — a3a11+1 B e n+l i
Spt3 = lho {— & = Ug - e s TR

b) S,+3 = S,. Lorsque n décrit N, les valeurs possibles de S, sont donc: Sy, S; et

82 car S3=SQ,S4:51,55:82, 3 i

Etona:Se=up=V3—i

1-a ~f1 . V3 .
o =ug (1 +c1)=(\/3-t)(§+1-\§—)=\ﬁ+1
1 —c? 1-1
= o 0

T = 0=
Conclusion : L’ensemble des valeurs possibles de S,,, lorsque »n décrit [N, est:

{SG:\B—i;S1=\/§+i;SZ:D}.

¢) Sys3=S,. Donc: (V p € N'): S3, = Sg; 83541 = S35 S5p42 =Sz
Diou: S;u=S,=0car 14=(3x4)+2
8, =8,=V3+icar16=3x%x5)+1
So1=Se=V3—icar21=3x7

S = Uy

S, =uy

EXERCICE 16:

i _3 .1 3 I \/5)
Solentafz'i‘l(i'!'T)etb— 4+l( 2+T %

Soient (u,) et (W,) deux suites de nombres complexes définies par:

T

Upsy =au, +b W, pournelN

W, =bu,+aW, pourn e N
On pose: x, =u, + W, ety, =u, — W,
1) Calculera + b eta—b
2) Montrer que (x,) et (y,) sont des suites géométriques.
3) Déterminer u, et W, sous forme algébrique.
4) Calculer: s, =xo+x;+x;+ ... +x,

: In=)’0+)’1+)’2+ coe T yn
5) En déduire: S, =g +uy +us + ...+ Uy
T, =Wo+ W, +W,+ ...+ W,

Solutions :

1) a+b=l+iﬁ;a—b=l+i
2 2
2) xpp1=Uppr + Wopr=au, +b W, +bu, +aWw,
=(@a+b)u, +@+b)W,=(a+b)u, +W,)
1,.vV3
=(a+b)x,,=(§+1—\é;)xn.
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. V3

+l—i—.

B =

Donc : (x,,) est une suite géométrique de nombres complexes de raisonky =

De méme:
Yn+1 :'un+l'wn+]:aun+bwn—bun—awn
=@-b)u,—(@a—-b)W, = (a — b) (. — Wn)
_(a_b)YH_(l+l)yH

Donc: (y,) est une suite géométrique de nombres complexes de raison k; =1 +1

= + Vn
3) xn—un+wn};x,2un=xn+yn=.un=£"7y_.
Yn = Un = ¥Wan
et W, = Zy”
n 1 V3IY
Mais: 3, = xo 1 = (o + W) = (5 =1 2 ) (£ +1 )

2

1 V3V (1, .V3)\(1 .\/§“=1 YR
=(§"§)(£*'7)(5“7) (z“z)

Et:y,=yokz= (o — Wo)k;——1(1+1) 1
=—i(1+i) @+ (1—1)(1+1)"
—(1—1)(1+1)(1+z) —2(1+1)

X, + ¥n 1., \/g)n s
‘ol ; =" —=—|= —~ + (1 +1
D’ou: uy, 5 2(2"'1 3 ( )
1
W Xn—yn _ 1 l+'—\/§)n 18 B
H=T g 2(2 "2 k1)

L1, V)
s =% T8 2 1, V3
7] 2
n+1
=l—(l+ii§—) —l—cos(rt+1)n—tsm(n+1)—
2 2
[ et L— [ & o - (14
fomyy e R2 oA T =1 —(14)
T iy

1= (VB [cos n+1) g- +isin(n+1) g]

5) s, =Xo+x;+x,+ et xy = U+ Wotuy + Wy tuy + Wyt st U+ Wy

= (up + g +uy + oot (W + W+ W, t 4+ W)=85,+T.

Deméme:t,=yo+y1+¥y2t ...+ ¥u
=(“04W0)+(“1_W1)+(H2—W2)+ oot (ty — W)
:(u0+u1‘+u2+ ...+un)_(WQ+W1+W2+ "'+Wﬂ)

=8, — Tn
Doncise =%+ ol o, - St g7, = a2l
D’oﬁ:Sn=1—%(%+i_\§i)n+l _%(1 s
o2
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EXERCICE 17:
Soient (u,) et (W,) ceux suites dans R définies par:
Upe1 =3 u, — V3 W, pourn e N
{W,,“:\/?u,, +3 W, pourn e N
Soit (x,) une suite dans C définie par: (Y n e N): x, =u, —i W,
1) Montrer que (x,) est une suite géométrique et préciser alors sa raison.
2) On suppose ug = V3 et Wy = 3.
Déterminer x, sous forme trigonométrique. En déduire u, et W,.
3) On suppose uo = V3 et Wo = —2
Calculer s, =xp4+x;+x;+ ... +x,
S, =ug+u+u,+ ... +u,
T,=Wo+ W, +W,+ ...+ W,

Solutions:

1) Xpe1 = Wpy1 —EWeyy :3un_'\ﬁwn‘i 3u, —i3W,
=@ -iViu, - (V3+i3) W,
=G iVu — (—iVI+3)iW,
=B =iV, —iW,)=(3—-iV3)x,
Conclusion: (Y n € N): x4 = (3 — i V3) x,.
Donc: (x,) est une suite géométrique de nombres complexes de raison k = 3 — i \/3.
2) Rappelons que l'on a aussi:
(cos o — i sin a) (cos a’ —isina’) = cos (@ + a') — i sin (a0 + ')
et (cosa—isina)’ =cosna—isinna,
D’autre part, puisque (x,) est une suite géométrique de nombres complexes de raison
k=3 —1iv/3, alors on a:
Xo=Xok" = (g — i Wo) k" = (V3 —i3) (3 —iV3)"

= 2V/3 (1 - ﬁ) 2V3)" (_\/E — %)"

=2v/3 (cos 3 ising ) @2v3y' (COST - Smiéf)

= (23! {cos (+2) % 6 isin(n + 2) 6]
Mais: x, = u, — i W,
Donc: u, = (2V3)"*! cos (n + 2) g

et: W, = (2V3)"' sin (n + 2) g

I_kn+l 1— n+l
3)sn=xoﬁ=(uo Iwn)—kk
— L 1= (3 —iy3)"!

=(V3+2
V3+20 —5 V3

I

(V3 +20) (-2~ VB LG IV
—i+i(3-i3)H

—i+i@VI)! [cos(n + 1) g—isin(n + l)g]

= [— 14+ (2V3)"* ' cos(n + 1) ’6‘] + V3" sin(n + 1)

Il

o -]
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D’autre part:

Sy =Xot+tx1txpa+ ...+ x,
=(ug— i W) + (uy =i Wy) + (U =1 Wy) + oo+ (4, — T W,)
=(up+ug +uy+ o 1) — I (Wo+ W+ Wyt L+ W)
=8, —iT,

Do S, = (2V3)"'sin (n + 1)%

T,=1-(2V3)"*" cos (n + l)g

EXERCICE 18:

Soit (u,) une suite dans C définie par son 1° terme u, et par la relation :
B):VneN): (1 +itey=u, +1+i

1) On suppose uy = 1 — i. Calculer u, et u,. En déduire u,. Conclusion ?

2) On suppose g =2 —i. Soit §, = ug +u; + 1+ ... + Up

Soit (W,) une suite dans C définie par: (V n e N): W, =u, + aavec a e C.

a) Déterminer a pour que la suite (W) soit géométrique ; et préciser alors sa raison.
b) On pose a =i — 1. Calculer alors W, , u, et S,.

3) On suppose ug = 2 — i. Déterminer les complexes k et d tels que 'on ait:
U,.q1 —d =k (1, — d). En déduire une autre méthode pour calculer u,,

4) On suppose iy = 2 = i. En utilisant seulement la relation (E) qui s’écrit aussi:

VpeN:u= 1~ lup + 1, et en donnant & p les valeurs:
n-1,n-2), ..., 1,0, déterminer P'expression de u, en fonction de n.
Solutions:
Uy, Uy I =i (1 —1i)?
= + 1.Donc:u; = + 1= +1= + 1
1 v, T ONC: Uy T+3 T 5
:%ifj;l:lfi:uo
iy 1—1 i
Deméme:u,=——+1= +1=1—-i=u
ememesta = 137 134 .
Supposons: u, = 1 — L.
u, 1—-& .
: =—_+1= +1=1-
Done: a1 = 75 1+i !
Conclusion: (Vne N):u,=1—1.
Par conséquent, (1,) est une suite stationnaire.
2) a) Wy =y + 0= lu" +1+0.=l_lu,l+1+a

+1i

Mais : (W,,) sera géométrique si et seulement si il existe k € C * — {1} tel que I'on ait:

VneN: W, ,=kW,=ku, +ka

D’oﬁ:l——,_—"un+1+a=ku,,+kapourtoutne[N.
Z

1 =i

=k
< 2 1
1+(I=k(1<¢1=(1(k—1)<:»a=ﬁ
B Sl
1
F=F=1 =1—¢ 3
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Conclusion : (W,,) est géométrique si et seulement si a = — 1 +i.

Et dans ce cas la raison de (W,) estk = il

b) o =i — 1. Cest la valeur trouvée en a). Donc (W, est géométrique de raison
k=%(1—i) etde 1 terme Wo=upg+a=2—i+i—1=1

1—i\" (V2 Y nw . . nmn
Donc: W, = W ”_—( ) = (_) ( -
o ok 5 5 cos = — i sin —

Et:un:wn_az‘(lz—l) +1—-1i

Enfin: S, = (Wo—) + (Wy—a) + ...+ (W, — a)
=(We+ W+ ...+ W)—-(n+1Da

I_kn-ll
:W—_
0 1 ke (}’!+1)(1
yn+l
()
2 .
:ﬁ"(n+1)(l—1)
2
B . f ol
—(1—1)[n+2—( )]
2
3)un+1—d=k(un—d)¢l_lu,,+1—d=ku,,—kd
i—j |
=k
«{ 2 1
l-d=—-kded=——
-k
k=12—l
i P NP R
1=l Txl -7
2
Conclusion: (V7 e N) : upyy — (1 — i) = : 2_1 (un — (1 = 7))

Pour calculer u, , il y a 2 méthodes:

I méthode :
Posons V, =u, —d. Donc: Ve =k V,.
D’ou: (V,) est une suite géométrique de raison k.

—j\" _a\n
Par conséquent: V, = V" = (ug — d)(1 5 I) = (%)

Onen déduit: u, = V, +d = (12_") +1—i

2° méthode :

Considérons le systéme suivant :
U,—d=k (U, —d)

U1 —d =k (U, — d)

U,z —d=k(U,_3—d)

U, —d =k (U, — d)
U]_d=k(Uo_'d)
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Le prodliit membre 4 membre se simplifie et donne:
Un—d=kn(Uo_d)‘¢>Unzkn(Uq_d) +d

. \n
=(12‘)+1—i

9 U,=-u,, 1
U,,_]_IZ_‘U,,_2+1
Upz = 12_lUn—3+1
GO ok § (A
U1=QU0+1

Pour que la somme membre & membre se simplifie et donne U, , il faut multiplier les
termes de chaque équation par un coefficient bien choisi. En effet, ce systéme est
équivalent au systéme suivant:

o, = 1—1i

1—1i 1—1i\2 1—i
2 Un-1=( 2 ) Un72+ P

1—iy _(1-iV 1—i\2
(2 )U”‘Z‘( 2 )U”‘3+( 2 )
_ s\n—2 _ ayn=1 nyn=2
(125) Uzz(lzl) U1+(12£)
11—\t (1 =iY 1 =iyt
(2)Ul‘(z)U°+(2)

La somme membre a membre se simplifie et donne :

{1 =Y 1—i , (1—-iy 1 -yt
Un-( . )Uo+[1+ E +( . ) +...+( 5 ) J

U,y 1
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CHAPITRE 3

Fonctions générales

Notation :

Dy = le domaine de définition de f
(Cp) = la courbe représentative de f

Par convention on note: (+ ®) (— ®) = — «
Hw) (@)=t
(- (+w) =

RAPPELS

1) Etude des branches infinies de la courbe représentative (Cy) d’une fonction f:

Si limf(x) = .50, alors on cherche lim f(i) Plusieurs cas se présentent:

x>t . xot® f
y /

Bj

I¢ cas: ]jmi)= + ; on dit que la

- x = ixn-o
courbe (Cp) admet une branche parabo-
lique dans la direction de I'axe des ordon-
nées. La courbe (C;) prend I'une des 4 for-
me$ suivantes :

0 X

fx)
X

x—t»

2¢cas: lim

(Cy) admet une branche parabolique dans
la direction de l'axe des abscisses. La

\
[
= 0; on dit que la courbe . y /—
- S

courbe (C;) aura I'une des 4 formes sui- 0 "
vantes:
3¢ cas: ]imM =a e R". Dans ce cas ¥ //
4 5 /
on cherche lim [f(x) — ax]. 7%
x>+ P4 X
— Silim [f(x) —ax] = b € R, on dit que . ,;//0}
x>t i

la courbe (Cf) admet une asymptote P - 0 %

oblique d’équation y = ax + b quand e

x—>+« (ou quand x - — «). La ,/’

courbe (Cf) aura I'une des 4 formes /

suivantes: “

77



— Silim [f(x) — ax] = * oo, on dit que y1
x—+x Oj"/
la courbe (Cf) admet une branche pa- v 25
rabolique dans la direction de la droite ’ ‘

d’équation y = ax. La courbe (Cf) aura L5
I'une de 4 formes suivantes: /

2) Généralisation de la notion d’asymptote :

Considérons deux fonctions f et g.
— Silim [f(x) — g(x)] = 0, on dit que la
x>+

courbe (Cg) est asymptote a la courbe
(C) quand x—>+ o (ou quand
1

x — — ). Parexemple: f(x)=x* + —
X

et g(x) = x*. (voir schéma).
— Silim [f(x) —g(x) =A e R", on dit

x>+
que la courbe représentative de h(x) =
g(x) + M est asymptote 4 la courbe (Cf)
quand x — + «© (ou quand x — — ),

3) Continuité et dérivabilité des fonctions composées :

Soith: RH RS R o
Xo > Yo = f(xo) = g(¥o) ='(gof) (xo)-

Théoréme 1: Sif est continue en x, et g est continue en y, = f(x,) alors h = gof est
continue en x,.

Conséquence : Soit I un intervalle de R. Si f est continue sur I et g est continue sur
f(1) alors h = gof est continue sur I

Exemple: Lafonctionk : R b R& R

x—>xt—dx +3->\VxT —4x + 3

est continue sur son domaine de définition Dy = ]— © , 1] U [3, + o=[.

Théoréme 2: Si f est dérivable en x, et g est dérivable en y, = f(x,) alors & = gef
est dérivable en x,, et sa dérivée en x, est:

h'(x0) = (& °f)'(x0) = &' (f(x0)) f'(x0).

Conséquence : Soit I un intervalle ouvert de R. Si f est dérivable sur I et g est déri-
vable sur un intervalle ouvert contenant f(I) alors 2 = g o f est dérivablesur I etona:

Vxel): '@ =(gf)®) =g (f)f @).
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Exemple 1: Si f est dérivable sur I alors (Y 2 € N"): f* est dérivable sur I et
(fn)n = nfn*]fr.
Exemple 2: Si f est dérivable sur I et f(x) # 0 pour tout x € I, alors: (V n e IN) :

1 R ]_ - nff
— est dérivable sur I et (7): = )
i )T
En particulier : G) — jl:_z_

Exemple 3. Sif est dérivable sur I et f(x) > 0 pour tout x « I alors \/f est dérivable

surletona: (V) = z‘i/f. Par exemple, la fonction 4 définie par k(x) = Va® — 4x +3

est continue sur son domaine de définition |— « , 1] U [3, + <« [, mais dérivable sur
]==, LU, +[.

4) Continuité et dérivabilité des fonctions réciproques: |
Théoréme I: Soit f:|a,b]—>R.
Si f est continue et strictement monotone sur [a , b] alors f est une bijection de [a , b]
sur [f(a) ,f(b)], et sa fonction réciproque: " : [f{a) ,f(b)] = [a , b] est continue et
strictement monotone sur [f(a) , f(b)] et variant dans le méme sens que f.
Et on a:{y = flx) @{x =f

xela,b] |yelfla),fb)].
En plus : les courbes représentatives de f et de f* dans un méme repére orthonormé
sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

iify | o, B ; 15 Fe = X%
Exemple].f.[ 2,2]~—>[R, V| 1,1]—->[ 2,2]
X sin x x — Arc sin x
Exemple2:f: [0,n]=>R; f*':[-1,1]—[0,n]
X > COoSX X — Arc cosx
Exemple 3:f: [0, +x[—>R; [f':[0,+o[=][0,+ =]
X > x? x>\

Conséquence :

—Si (C;) admet au point A (xo, yo) une tangente parallele a y'y d’équation x =a
alors {Cy-,) admet au point B (y, , xo) une tangente paralléle & x'x d’équationy = a.
Méme propriété si on permute y'y et x'x.

— Si (C;) admet une asymptote paralléle 4 y'y d’équation x = a alors (Cy_;) admet
une asymptote paralléle a x'x d’équation y = a. M&me propriété si on permute y'y
et x'x.

— Si(Cy) admet au point A (xo, yo) une tangente d’équationy = ax + b, alors (Cy_1)
admet au point B (yq, xo) une tangente d’équationy = %x = g

— Si (C;) admet une asymptote d’équation y =ax + b alors (Cs-1) admet une
asymptote d’équationy = %x - g .

— Si (Cy) admet un point d’inflexion (ou un centre de symétrie) A (xo, yo), alors

(Cy-1) admet un point d'inflexion (ou un centre de symétrie) B (yo, Xo)-
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Remarque:

Le théoréme 1 précédent et sa conséquence sont encore vraissiona:f:la,b[= R,
avec a peut étre égal & — @, et b peut étre égal & + o ; il suffit de remplacer

[f(a) . f(b)] par ]lil;}f(x) ,}i_rgf(X)[ :

x>a x<b
T T
Exemple: f: ]—g,g[—?rﬂ?;f'lzﬂ——)]—a,i[
X tgx x> Arctgx

Théoréme 2 : Soitf: [a , b] = R continue et strictement monotone sur [a ,b!. Sif est
dérivable enx, € Ja , bl et f'(xo) # 0 alors sa fonction réciproque f~ ' est dérivable en

Yo = f(xo) € If(@ , fO)I

ey =F&—o)

Conséquence : : 'l
Si f est dérivable sur Ja, b[ et f'(x) # 0 pour tout x € Ja , b[, alors sa fonction rect-
proque f~* est dérivable sur. f(@) , f(B)[ et on a:

1
¥ x € f@) ., fO)D : (F)'(x) “FH ! =f(x). :

i

Remarque :

Le théoréme 2 et sa conséquence sont €ncore vraissiona:f: Ja,b[— R, aveca peut
gtre égal 3 — %, et b peut étre égal 51' + o ; il suffit de remplacer [f(a) , f(b)[ par
Jlim f(x) , lim f(x)[
x—d x—b
x>a _x<b
5) Relation entre continuité et dérivabilité
Soit f une fonction quelconque et xo € Dy. On a:
f dérivable en xo = f continue en Xj.
Donc: f non continue en Xo = f non dérivable en Xo.
Mais: f continue en Xo # [ dérivable en xo.

Si f est continue en Xo, on cherche si f est dérivable en xo. . -
Pour cette raison, dans ’étude d’une fonction, on fait la continuité avant la dériva-

bilité.

PROBLEME 1 e o
Soit f définie par: fx)=x = V4~ T
1) Déterminer Dy; calculer f'(x) et étudier son signe.

2) Etudier la dérivabilité defen—2eten2 et interpréter géométriquement chaque
résultat.

E&) Déterminer le tableau de variation de f.

4) a) Résoudre I'équation f(x) = 0. Conclusion.
b) Calculer f'(0)- Conclusion. ‘
¢) Construire (Cy) dans un repére orthonorme.
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Solutions
1) Dy=[—2,2];f est dérivable sur |- 2, 2[.
Vxel-2,2D:fx)=1+ 2

. 4.‘_-x
Sixel0,2[ alors f'(x) >0
o ey
Six e ] —2,0[alorsf'(x) = _____"44“"'2'}‘
—x

4 — x? — x2 _ 2(2 — x*)
VE—xi—-x Vd-x-x
MaistWx'e]—2,0[):V4d—-x-x>0

Donc six € | — 27, 0 [ alors le signe de f'(x) est celui de 2 — x*.

Son signe est celui de V4 — x* + x =

- x | -2 —-VZ 0
Dou:pourxe]—2,0[ona: 4
7 ] L fy| - 0 +
) £ | =2 =33 2
Conclusion :
FoOl - 4 &
2 i@ fCD BT VAT RZ (x+2 =T
x—>=2 x+2 x—>=2 x+2 x=»-2\x + 2 X 42
x>=2 . > x>=2
. 4 — x? . 2—x
=11m(1—_:1 (1_#_’):__
;:722 (x +2)v4 - X2 x;l»r—rzlz Vi — x2) *
- e

Doncf n’est pas dérivable & droite en — 2, mais la courbe (Cf) admet & droite du point
A(— 2, — 2) une demi tangente paralléle a 'axe des ordonnées.
De méme on a: ’

limm=ﬁm£ﬁ— M:ﬁm(x—2 _\/4f—x2)

=2 x—2 T2 x—2 =2 \x — 2 § o
52 x<2 x<2

(1— et 3 ) im (1 + ——2—
= (x = 2) V4 - x* = ( V4 — x?
X

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 2, mais la courbe (Cf) adn{et a gguche du
point B (2, 2) une demi tangente parallgle 4 'axe des ordonnées. )

Remargue :
I N v B . 4 —x? ; -
Pour étudier lim et lim Vv , au lieu de multiplier le numérateur et le
x—=-2 x + 2 =2 x =2
x>-2 x<2 -k,

dénominateur par /4 — x* comme on a fait dans la démonstration précédente, on
pourra utiliser la méthode suivante :

o bl R Tl
-2 x + 2 x—)—z\/m2
x>=2

x>=2
. 4—,): il 2—-x
= ] f——==1i / =
X-EPZ (x + 2)2 x—)r—I-IZ x+2 +®

x>=2 x>=2
iE —
i Yt R g, VAT
-2 x—2 “’2"‘/(x—_23
x<2

x<2

carx + 2 >0 pourx > — 2.

carx — 2 <0 pourx < 2.

81

2 +x )=€;’ ‘Kl‘\]"“x \Lk

Ul g a0



=il — f_il:]im—\/z-‘-x:—oo
x—2 (x —2)* 2 2~x

x<2 x<2
3) x -2 -2 2
ffx) | —= - 0 + +w
flx) =2 2
Te—2vz 7
xe[—-2,2]
4) a) f(x)=0@\/4fx7=x¢b x=0
4 —x*=x?
@[xle[O,Z]}:x:\/i-
1x*=2

Conclusion: la courbe (Cf) coupe I'axe des abscisses en un seul point E (/2 , 0).

b) f'(0) = 1; donc la courbe (Cf) admet au point D (0 , — 2) une tangente de p.ente 1.
Cette tangente est parallele a la droite d’équation y = x appelée 1™ bissectrice.

¢) La courbe (Cf) est la suivante;
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PROBLEME 2
Soit f définie par f(x) = Vx* - 4 .x.

1) Déterminer le domaine de définition de I
Calculer la dérivée f'(x) et étudier son signe.
2) Etudierla dérivabilité def ep — 2 et en 2 ; interpréter géométriquement les résul-
tats obtenus.
3) Déterminer le tableau de variation de f.
~4) Etudier les branches infinies de (Cf) ; puis construire (Cf). _
5) Soitg la restriction de f a I'intervalle [2 , + | . Montrer que g admet une fonction
réciproque g”'. Construire (Cg) et (C,-;) dans un méme repére orthonormé.

6) Calculer: g7'(—=2);87'(- 1); (™) (- 1).

7) Déterminer I'expression de g~ '(x).

Solutions

1) Le domaine de défim'—tion defest Df =] -, —2]U[2,+>].
f est dérivable sur | — o , —2[U]2,+ = [=D’

VxeD):filx)= ———x_i._ﬂhx_ o 1.

Sixe]—w,-2], alorsf’(x)‘<0.

; son signe est celui de

Sixe]2,+ o [,alorsona:fi(x) =X YL _ 7 .,x;4
Vi -4
x_‘f—fg'_4:'x2—(x2—4)= 4 -

x+vVyxr—4 x+Vx*—-4

>0carxe]2,+o .

‘ o il s
2)- lim fry=f—3) lim [__\”‘4_ 1]: lim [___LA 1
x—>-2 x+2 ) 12 X+ 2 =2 | + 2)\/)6_23
x<=-2 P 7 x<=-2 ) x <=2

: x—2 __
_Il-1>r-n2[\/x2—4 1] i
<-2

Donc f n’est pas dérivable 4 gauche en — 2, mais la courbe (Cf)""admet au point
A(— 2,2) une demi tangente 4 gauche paralléle A I’axe des ordonnées.

_ 7 o e 2 _
Deméme:limM=}im{x—4—l]:lim[ = 4 —1]
-2 x—2 2 x—2 w2 Lr =2)Vx2— 2
x>2 x>2 x>2
_lim(£_1)=+w,
mh Va4

Donc: f n’est pas dérivable & droite en 2, mais la courbe (Cy) admet & droite du
point B(2 , — 2) une demi tangente paralléle & I'axe des ordonnées. .
3 limfly) =+ o~ (-@) = +2 .

x——m 2 e N X -
o f(e) = e ® My~ "

x>+ x—b‘-;:w Vx -4 + x_ ot YXT — 4 + x ’ 0 F

Donc: «x Sy -2 2 +a,
i () Jrate = i L+ o+ |
|+ / 0
f(x) . \'\\ 2. //4 _.2/
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4) limf(x) = + ;nmex):lim[—x:i— 1]=lim[

x—— x——x X x—»—oo

. 24— 5
Enfin: i x) + 2x] = lim [Vx? — 4 + x] = 1)) i ..
x x—rbr-lny() ] x4—=[ ] x> \fx’-—4—x
=lim—~~—7—§—=0".
w-ayfy? — 4 —x

Conclusion : La courbe (C;) admet, pour x tendant vers — =, une asymptote oblique

d’équation y = — 2x. En plus, au voisinage de — =, (Cy) est située au dessous de cette

asymptote. .

De méme: liT f(x) = 07 . Donc I'axe des abscisses est asymptote a la courbe (Cy)
Xx—+ -

quand x tend vers + «. En plus, au voisinage de + =, (Cy) est située au dessous de cet
axe.

—_——_———— )

5) D’aprés le tableau de variation de f, on voit que g est continue et strictement
croissante de [2 , + [ vers [~ 2, 0[. Donc g admet une fonction réciproque
g :[-2,0[=]2,+ [

84

La courbe (C,—) se déduit de la courbe (C,) dans la symétrie orthogonale par rapport
a la droite d’équation y = x.

(G

6) g7 (—2)=ye—-2=30) = —-2=f)
Or: f(y) = — 2 =y = 2 (d’aprés le tableau de variation de f).

De méme: g ' (— 1) =y<e—1=g()=f)=Vy* -4 -y
@eVyl—d4=y—ley —4=(y— 1) cary=2
¢y2“4=y2+1—2y¢2y=5¢y:§.

Donc:g7' (- 1) =

B3| Lh

Enfin: (g7 (- 1) = 7G) 2y = g (-1 = %
Donc: g'(y) =g’(%) _p (%) ) ;

Dotz (™)' (- 1) =5

7) {y=g‘1<x)¢,{x=g(y-)
xe[-2,00 yel2, +=[
Or:x:ng()))#x:f(.))): y2—4—y¢> y2—4=_x+y
2 -x* - 2
<y ~4=(x+y)2¢y=—xm 4=—%—;.
: R e
Donc: (Vx e[~ 2,0[:g7" (x) 7T 2
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PROBLEME 3

. X
Soitf défirie parfs) =| T = P+ 1

Jalx) = \/xi + 2x + x pour x € ] 0, + .

1) f est-elle continue en xo = 07?
2) a) Calculer la dérivée f'(x).

b) f est-elle dérivable en xq = 07
3) Etudier les variations de f.
4) Etudier les branches Infinies de (Cy).
5) Préciser la position de (Cy) par rapport a ses asymptotes.
6) Etudier les points d’inflexion et la concavité de (C).
7) Pourx € | — =, 0], déterminer le point ou (C;) admet une tangente de coefficient
directeur — 1.
8) Construire (Cy) dans un repére orthonormé (0 ,?,,}").
9) Montrer que f; admet une fonction réciproque f;'.
Construire (C;,) et (Cr:) dans un méme repére orthonormé et préciser le point
d’inflexion de (Cp;1) ainsi que son asymptote. Calculer enfin le nombre dérivé de

—xpourxe]—o,0]

fiten % c’est-a-dire (f7%)’ (%) .

10) Montrer que f, admet une fonction réciproque f3'.
Déterminer P'expression de f;' (x).

Solutions

1) f, est définie sur R et en particulier sur D, = ] — «,0].
f» est définie sur | — =, — 2] U [0, + [ et en particulier sur D, = |0, + o]
Donc: Dy=D,; UD; = R.

f, est continue en x, = 0 ; donc f est continue & gauche enxo = 0 et f(0) = £,(0) = 0.

En plus: hmf(x) = hmfz(x) =1lim (Vx* 4+ 2x + x) = g= f(0).

x=0+

D’oti: f est continue aussi & droite en xo = 0.
Conclusion : f est continue en x4 = 0.

2) a) f, est dérivable sur R et en particulier sur ]— «,0].
[ est dérivable sur |- o, — 2 [U] 0, + o]

Donc: f'(x) = fl(x) (Tx:)z—lpourxe]—OO,O]
f,()—%+1pourxe]0,+W[.

b) Parsuite : f est dérivable 4 gauche enxo = Oetona:fy(0) =f1(0) =1-1=0.
D’autre part on a:
i DL =), s VR B e T e e
=0+ X x—0+ X x—0+ x
Donc : f n’est pas dérivable a droite en x, = 0, mais (C;) admet au point A(0, 0) une
demi tangente 2 droite paralléle a I’axe des ordonnées y'y.
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3) limf(x) = limfy() = 0 = (= =) = + =

lim f(x) = hmf;(x) =4+ ®
x—+w x>+
Signe de f'(x) : (Vx € ]0, + = [) : fi(x) > 0. De méme on a:
: 2 2 4 2
o . O 219 = x* = (x +1):—x—3x<0.
(% &) 0D fi() (x* + 1)? (x+1)* -
D'ou: x — 0 + oo 2
f(x) = Of[+> +
+ ® 4 20
£ T g
4) Ilmf(x) =+ = ;enplus: ]1mf( 2 . lim Hil) —fime—e——1="—1 :
x-—)—:n‘ x——» X x—— x P X% x 41
Enfin: lim [f(x) + x] = llm [fl(x) +x]= llrn zx = lim . 0..
r—>—0 ®» X° + 1 xo—-s 1
X %~
- “‘ x
Donc: la droite d’équation y = — x est une asyniptote a (C;) quand x — — .
! 4 f2
De méme: lim f(x) = + = ; enplus: lrmf( x) o = lim hx) lim (M— + 1)
x>0 x40 X x—=tm X x>+ X
=lim( /1 +g+ 1)= 2 ; enfin: lim [f(x) — 2x] = lim (Vx2 + 2x —x) =
x—>+o | X X4 x—>+w :
Mgt B By
x—>+==\/x +2x+x x—>+w\/l+%+l ’
x

Donc: la droite d’équation ¥ = 2x + 1 est une asymptote a (Cy) quand x tend vers
+ o0,

5) Pour x tendant vers — o , (C;) admet une asymptote d’équation y = — x. En plus
on a: P

(Vxe]—,0D:f(x) +5=—=<0carx<0

Donc: sur | — o , 0 [, (Cs) est au dessous de son asymptote y = — x.
De méme: pour x tendant vers + = ,(C;) admet une asymptote d’équation
y=2x+ 1. En plus on a:

' & [0 Tl D e = & D 025 03 1)
Va2 + 2x + (x + 1)

<(Ocarx >0

_ -1
Vi +2x +x + 1

Donc: sur |0, + % [ (Cy) est encore au dessous de son asymptote y = 2x + 1.

filkx) = azécz(i—l)z)pourxe]—W,O].

f;(@: +zx)\/x—+_
(vxe]0,+ooD.fg(x)<0.

6) f'ix) =

pourx e |0, + = [.
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Le signe de fi(x) est:x —o —\/3 0
x - —
=3 + 0 -
fim)} - 0 +
D'ou:x | - o —\3 0 + ®
ol - b o+ -
Par suite : f*(x) s"annule en changeant de signe seulement en un seul point xo = — V3.

Donc: (Cy) admet un seul point d’inflexion I (— V3,f(-V3)
avecf(— V3) =fi(— V3) = —f+ V3= i}{—:&—: 13.

Enplus: sur ] — o, — V3] U[0,+*[,]a concavite de (Cy) est tournée vers les y

négatifs. , N
Et: sur [ — V3, 0], la concavité de (Cy) est tournée vers les y positifs.

7) Pourxe]—=,0]ona: ]
, A 1—x?
FE@=-lefit)=-1e
Donc: sur | — © , 0], (Cp) admet une tangente de coefficient directeur — 1 au point

B(— 1,f(— D)avecf(— 1) =fo(= 1) = %

=0=x=—lcarx=<0Q.

8) La courbe (C)) est la suivante :

-9) D’aprés le tableau de variation de fona: x

fa(x) + w\
0

Donc: f; est continue et strictement décroissante sur ]— = ,0]
Par conséquent, f est une bijection de ]— =, 0] vers [0, + [

Sa réciproque ;' : [0, + ® [—>]— =, 0] est aussi continue et strictement décrois- -

sante. La courbe représentative (Cp:) de fi! se déduit de (Cr) dans une symétrie
orthogonale par rapport a la droite d’équation y = x. L2

L~
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Donc: la fonction dérivée f* de f est définie par:

filx) = =2 pourx € A,
Vi k1 (\/xi +1—2)
£ =
hx) =1+ . + - pour x € A, .
2V + 1 @2+ DV F

Par conséquent : f est dérivable a droite et a gauche en x, = Oetona:

, ” ; y 1 3
1(0) =£i(0) = 0 et fi(0) = f3(0) = 1 + 5+ 0 = 3"
Donc: f n’est pas dérivable en x, = 0 car f,(0) # f7(0). \
: 1+ o i
. ; . x ; x
3) lim f(x) = lim fy(x) = lim e pr——rd lim — 1
X - X —— X == 1+X_» xo-w 1+__g
o =xV x? ; x x
. ; ; 1 1
Ou encore: lim flx) = lim fy(x) = I = =1
X —>—00 X ——x 4—)—:::1 ___2 1_'0
X2+ 1
De méme:  lim f(x) = lim fy(x) = + @
x—>+w x—+ >
Enfin : lim f(x) = lim V_Jfl(x}.Pour étudier cette limite, il faut connaitre le signe
x—=— X——

de VxT+ 1 — 2 dans un voisinage de — /3.
N
Eneffet:onaViZ + 1 -2>0 Va2 F1>2<sx* +1>4x*>3
«x>1V3 oux <—V3
x | —o =3 3 +o

D’ou:
M1 -2] + 0 — 0 +

. . _x*+1-4  x*-3 ialesi
Ouencorﬁ.(y;ce[R).\/xzwL _2_\/x2+1+2_\/x2+1+2qma e signe de

x* — 3 et on obtient le méme tableau de signe.

Dou: lim f(x) = lim_fy(x) = +ocar lim VA2 +1-2=0,
3 x—=—3 x==3

i’z:\/j x<—\3 <3
Ex; X_l’i:nv.;f (x) = Jr_l)ifn\/__;f 1(4‘\’) =— carx_lelﬁ\/W —2=0.
1>=\3 x>—\/§ e

Signe de f'(x) : fi(x) =0 carx e | — = , 0]
fa(x) >0 car x € [0, + =]

Dou: x =¥ -3 0 + o

fx) - +0 % 4

f(x) 1/'-{—00 _m,(l'/-l-m
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4) Bmf() = + o etlimf@x) = — = 3 donc: la droite d’équation x = — V3 6) La courbe représentative de f est la suivante :
s\ g ,
. : w - ! fx)
est asymptote a (Cy) par valeurs supérieures et par valeurs inférieures. ]
De méme: lim f(x) = 1 ; par suite: la droite d’équation y = 1 est une asymptote a :
x——c
(Cp) quand x—>—=. :
]
D’autre part: lim f(x) = + =3 :
x—4®
e ]
:Iim]:(x—)=1im]ix)—=lim[l+ L. 2 -]=1+0—O=1 !
X x 3 xVxi+ 1 ; !
x—>+0 x—=+x =4 1
] 1
+l [ ---“—--———-—_—-_i- ---------------
. Vx+ 1 _ x + o X l
car;llm—x—fl \/_l_—hmm—O | "
x—=+® x>+ x— @ | ! s
' | 0]~
ouencore:lim"x+lzilm %-PLZ:O | _\/3:
X |
x40 x>t !
I
: . . : 2 s
Enfin: lim [f(x) — x] = lim [fy(x) — x] = lim {Vx +1- —\WT} =+ ® : L
x—>+w® =+ x—>+w |
| |
Conclusion : (Cy) admet, pour x tendant vers + « , une branche parabolique dans la j |
direction de la droite d’équation y = x. ; 1
| I
5) a) u(1)=1+1+1—-3=0; donc: u(x) est divisible par x — 1. ; :
Aprés division on trouve: u(x) = (x — 1) (x* + 2x + 3) ; N {
Apisiiivisianaon frouvese)= br— 1) (6 + 2x +3) | 7) D’aprés le tableau de variationde fon a: x | -3 0
Considérons I'équation: x> +2x +3=0.Ona: A’=1-3=-2<0. g(x) 1
e A _ .________————’—_.'_
Dou: (VxeR):x?+2x +3>0. ) ) “
- - . Donc: g est continue et strictement croissante sur | — /3, 0].
Par suite: u#(x) ale signe dex —1: x | 0 1 + = Par conséquent: g est une bijection de ] — V/3,0] vers | — =, — 1].
u(x) | - 0 + Sa réciproque g ' : ]— %, — 1] = ]— V3, 0] est aussi continue et strictement crois-
. » sante. La courbe représentative (C,—;) deg™" se déduit de (C,;) dans une symétrie
b) (V X € [0 sk OO[) :f(x) - =f2(x) —x=Vx+1-— W = ) Orthpgonale par rapport 275 oyt d’équationy - g
Vit IVai+1-2 _ +1DEP+1)—-4 . 1
Vi ¥ 1 Vr+tive +1+2) Va2 +1 afint @) (-3 = s aves yr=g (- 3).
_ u(x) | -
T VAT IV FL )V Oriy =g (‘3)9{—3=8(y) V3
( yel—-v3,0]
qui est du signe de u(x). Miig— S —3= oA+
D'ol: x | 0 1 + % 80) < f’(y)_,F—yz_fn g
)~k - 0 + @—‘3\/y1+1+6=\/y?+1®6=4,/—z_“y 7
—_3 9 5
Conclusion : (Cy) coupe cette droite seulement au point A(1, 1). >V +T1= 5 wy+1= 1 eyt = i
Sur [0, 1], (Cp) est au dessous de cette droite. V5
Et sur [1, + =[, (Cp) est au dessus de cette droite. RS ey B 1-v3,0]
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V5

Cette solution convient car — S 1,118 et — V3= — 1,732
L g y 5 , 5 8V5
Doag'0) =8 (- 5) =i (- 5) = 5

Conclusion: (g7 (= 3) = —%/—4: i
8) {y=g“(x) ﬁ{ =g(y)
xe]-°,-1] e]-v3,0]
Pourte]—m,—lletye]-—\/_ Olona:

x=g(y) = x =fHl) = —%Qxﬁfﬁ —2x =V F 1

2
SE-DVyFI=ueV)y +1= %¢y2+1=‘(x4_i1)2-
e PN aGeel,, LB
¥ (xﬁ}_)Z - 1) ¥ lx_ll
) . VBT =1
cary est négatif. D’oi: y = —E%——lcarx ¢ ] == 1]
i g Vit x =1
Conclusion: Vx e ]— =, = 1]): g7'(x) = ;;—_2?—1
PROBLEME 5
e s f1(x)=x—+l———1pourxe]foo,()[
Soit f définie par f(x) = =

fa(x) = x\/x* + 8x pourx € [0, + = [.

1) Déterminer le domaine de définition de f.

f est-elle continue en xo = 0 ?
2) f est-elle dérivable en xo =07?
3) Calculer la dérivée f'(x) et étudier son signe.
4) Etudier les variations de f.
5) Etudier les branches infinies de (Cy).
6) Etudier sur | — =, 0 [ la position de (C;) par rapport a son asymptote.
7) Calculer lim [f(x) — x*]. Conclusion.

x—r4@
8) Soit g définie par g(x) = x* + 4. Etudier sur [0, + < [ la position de (C) par
rapport a (Cg).
9) Calculer g(1) et f(1). Construire, dans un repére orthonormé (O, A 1) la courbe
(Cg)pourx € [0, + = [ Construire enfin dans ce méme repére la courbe (Cy).

Solutions

1) f, est définie sur R" et en particulier sur ] — © ,0[ =Dy
f, est définie lorsque: x* + 8x = 0.
Mais: x* + 8 x = x(x® + 8) = x(x +2) (x* — 2x + 4).
Considérons équation x> — 2x +4=0.Ona: A'=1-4=-3<0.
Donc: (Vx € R) :x* — 2x +4 > 0. '

Par suite : x* + 8x alesigne dex(x + 2) c’est-a-dire: 02_ 00+
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Par conséquent: f, est définie sur | — o, —2] U [0, + o [ et en particulier sur
[0, +x[=D,.

Conclusion: Df =D, UD, = R.
D’autre part: f, est continue sur [0, + o= [; par suite: f est continue a droite en

xa=0etf(0) =f,(0) = 0.

1-1 3

En plus: llmf():) = hmf (x) = lim ——————— X'+ l'mx—— 0
: oix (VB +1+1) xsoVee +1+1 70

Donc: f est continue aussi & gauche en x4 = 0.

Conclusion: f est continue en xq = 0.

2) Zéro est une borne du domaine de définition de f; et du domaine de définition de
f2. On étudie la dérivabilité de f en xy, = 0 par:

I].mf(x) f0) _ limﬁ(_.:c)= Iim\/xa +1-1_ - lim x+1-1
= x =0 x>0 X x—0_ x? x—>t’1x {\/‘X +1+1)
Zx
0
lim ———= == Qi il
eVt +1+1 2 7e(0)
De méme:
-k 0
IO MO _ £ o VTR = 0 = £40).
1—>ﬂ x—0 =0, X x—=0,

Conclusion : f est dérivable en xo = 0 car f¢(0) = £i(0) = 0 ; eton a donc: f(0) = 0.

3) f; est dérivable sur |— e , 0[ ; f, est dérivable sur |0, + = |.
; -1+ +1
filx) = R
Vxt + 1

3

filx) = i/w pour x € ]0, +oe|.

Vxel0, +e]): fix) > 0.

Mais fi(x) ale signede x* — 1 + Vi@ + I=x*+ (Vx* + 1 — 1)

4
Or:\/xz+l—1=x+1—1= >0 -
ATl e terel-=.0l

D'oi: (Vx € ]—,0]) :fi(x) >0.

pour x € |—= , 0]
D’ou:f'(x) =

4) limf(x) = lim fy(x) = llm

X—3—0 X—»—100 —oc 5y X—r—o00 D &

’ 1 1
= Jlim = ({1 *F*?)“w(”:*‘”

De méme: lim f(x) = lim fo(x) = + .
X—>+% x—+x

D’ou: x —x 0 o
f'x) + 0 o
___———6-""‘""
' f(.l’) ot 00 + =
5 limfx) = - ; lim{® = im0 _ gy @__1
X=P— x—)—m X r—o—0 X A

; 1 i
:,L‘,'EL(\/“?‘?):



VE 1=+ o 1=+ 1)?
x roemx(VXT+ 1 +2% + 1)

= 2 —
= lim 22 ~ lim : =0,

T AT+ T x4 1) x—;_wx( 1 +%+ 1 +;15)

Conclusion : la droite d’équation y = x est une asymptote a (Cf) quand x—>—= ; et
au voisinage de — , (Cf) se trouve au dessus de cette asymptote.

en plus: lim [f(x) —x]= hm
x—»—0

X—r—t

De méme: lim f(x) = +% lim]Lx)z limlg(i)—= lim Vx* + 8x = +

x>+ x4+ X x—+m X x—>+®

Conclusion : (Cy) admet, pour x tendant vers + , un¢ branche parabolique dans 1a
direction de l'axe y'y .

6) (Vxel-=,0D:f(x) —x=filx)—x=
_ -2
R GEREEaaY,

Conclusion : sur ]—e , 0[, (Cy) se trouve au dessus de son asymptote oblique d’équa-
tiony =x.

Vir + 11—+ 1) _ 41—+ 1)
x x(VE+1+x2+1)

>0carx<0.

2.4 _u 416
7 (Vxe]o,+w[),f(x)—x3=x\/x3+8x—x3=’££‘_+ix)—x—3
xVxt 4+ 8x +x
8x? _ 8
g

V4 8 +x° \[1+F+1

Donc: lim [f(x) — x’1= —§—= 4.

Xt

Conclusion : pour x tendant vers +% , (Cy) est asymptote 3 la courbe représentative
de glx) =x>+4.

N 2 (" + 8x) — (° +4)
8) wxe10,+w[):f(x)—g(x)=x\/x“+8x—(x3+4)=xx)(/;f+xs)x s

— 16
Vx4 8x +x° 4+ 4

Conclusion: sur [0, +[, (Cy) se trouve au dessous de (Cg) .

<Qcarxe[0,+ [

9) g(1) = 5. Donc: (C,) passe par le point A (1,5) .
f(1) = fy(1) =3 . Donc: (Cy) passe par le point B (1,3).
Etude deg: (Vx € [0, +=) :8'(x) = 3x2>0.

Donc: X 0 +oo
g'(x) +
gl(x) S o L
3
i E®) — im Z 4 = tim (x2+i)= 400
=tz X x—to X x—++® X
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Donc: (C,
(C,) admet, pour x tendant vers +% , une branche parabolique dans la direc-

tion de I'axe y' y .

(€

PROBLEME 6:

file) =x* + VxT+ 4 pour x € |- , 0]

Soit f définie parf(x) = ( V24 Tx + 1
folx) = X—uo o —— — o
2(x) \/; 1 pourx € ]0, +oo.

1) Déterminer le domaine de définition Dy de f.

f est-elle continue en xy =07

2) ?alcu]er la dérivée f'(x) ; f est-elle dérivable en x, = 0 ?
3) Etudier le signe de f'(x) et les variations de f.

4) Etudier les branches infinies de (C).

. gx)=x*—x
5) Soit g définie par
xeg|]— oo ,l}
2

Sur ] — @ , 0], étudier Ia iti
501, position de (C;) par rapport a (C,).
Calculer ,}T aﬂ[f(x) — g(x)]. Conclusion. S
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6) Soit h définie par h(x) = Vx — 1.
Sur ] 0, + @ [, étudier la position de (Cy) par rapport a (Cy).
Calculer lim [f(x) — h(x)]. Conclusion,

x—=+®©

7) Etudier les variations de g sur ]— ® %J et les variations de A sur [0, + [,

8) Construire (Cp), (Cu) et (Cp) dans un méme repére orthonormé.

9) Montrer que g admet une fonction réciproque g™, Déterminer I'expression de

g '(x).

Solutions

1) f, est définie sur R et en particulier sur ] — @, 0] = D,
f2 est définie pourx* + 7x + 1 =0 etx > 0.
Considérons I'équation x> + 7x + 1 = 0. On a: A =49 — 4 =45,
Donc: cette équation admet 2 solutions :

— 7+ V45 —7—\/45<0

2 2 '
X [—® x3 x3 0 +
Z+Tx+1 ] + 0-0 + +

Donc: (Vxe]0,+ =) :x,+7x +1>0.

Par conséquent f, est définie sur |0, + @ [ =D,.

Conclusion: D;=D; U D, = R.

D’autre part:

f4 est continue sur R ; par suite, f est continue  gauche enxo = 0 etf(0) = f1(0) = 2.
Mais: lim f(x) = Ii_l;l; fo(x) = + = . Donc: f n’est pas continue a droite en xo = 0.

X e x—=0,

Xy = <Qetx,=

D’ou:

2) f, est dérivable sur R et en particulier sur | — ,0].
f, est dérivable sur ] 0, + = [.
fale)i= x(2Vx2+4+1) pout € | = 9,0
Vi +4
Fi) = et
: 2V Vi + Tx + 1
Par suite: f est dérivable & gauche en xo = 0 et f4(0) = f1(0) = 0
Mais f n’est pas continue a droite en x, = 0 ; donc f n’est pas dérivable a droite en
Xo = 0.

Donc: f'(x) =
pourx € |0, + o [.

3) fi(x) a le signe dex;d’ofx:f{(x)<0pourxe]-;w,O[.
'(x) a le signe dex® — 1 pourx € | 0, + [;doi: % [ ko
e si x* - , > y
fz(x a le sign p fz(x) ” — 0 +
D’autre part: lim f(x) = 11m fl(x)—hmx (1 + ‘xx2+4)= + o
X
1+ 4

WP+ 4 x2+ 4 fim
r lim = lim =
R AT i
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Deméme: lim f(x) = lim f,(x) = lim L 1 ey e )
x>+ \/_ x Y
= lim \/_ 1+ 714 JZ-— 1
x—>+='= X
D’ou: x — 0
') |- o)f - 0 +
f) |+ +
2 2

4) lim it g, AL = lim (x+\/xzx_m)=lim ( —‘/E)=—w

x—>—wo X x—=—mo X X——m -

Pfar 51‘1ite: (Cy) admet, pour x tendant vers — o , une branche parabolique dans la
direction de I'axe des ordonnées y'y.

De méme: lim fx) ) _ ( 7 1 Ti_
x—+m X x}il;nm X xETm V-)? 1 +X . ;2- X_' = 0.

Par conséquent: (C;) admet, pour x tendant vers + % , une branche parabolique
dans la direction de I'axe des abscisses x'x.

5 (¥ xel-=,0):f@) - g0) =fily) —gl) = VAT T 4 +x= T AT

Vxt+4 -

4
= —a————>0car —x=0.
Vx? + 4 -
Donc: sur | — =, 0], (Cp se trouve au dessus de (Cy).
D’autre part: lim [f(x) — g(x) = hm ——4— =0.
r—>—= \/x +4 -

Par suite: pour x tendant vers — %, (C;) est asymptote a (Cp).

6) (Vx €]0,+ =] :f(x) — h(x) = f,(x) — h(x) = ¥* +7\x/_““x
X

X+ Tx+1—x?

_V;(in+7x+l+x)

_ Tx +1
= >0carx > 0.
V(W2 +7x + 1 +x)
Donc:sur ] 0, + = [, (Cp se trouve au dessus de (Cy,).
D’autre part: lim [f(x) — A(x)] = lim ]
. iy s+ VX (VX2 + Tx + 1 +x)
7w
= lim 2 =0.
7

Hm\/—( !1+—+i2+1)
X

Par suite: pour x tendant vers + % , (Cy) est située au dessus de (C;).
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X — 0

D g'x)=2x — L. Donc:g,(x) =

glx) \_l
4

ST

7 (vxe]-w,

[ 1 =
(Vxe]0,+oc[):h(x)=2—\/_;—.Donc.h,();) o E
Ko | =T
() —hBO) _ o VX e L
g Al e B

Par conséquent: i n’est pas dérivable a droite en xo = 0 mais (Cy) admet au point
A(0, — 1) une demi tangente a droite parallele a I'axe y'y.

En plus: lim
X

e

8) lim gﬂ = lim (x — 1) = + e« ;donc: (C,) admet, pour x tendant vers — ®,

x—=—t X P
une branche parabolique dans la direction de I'axe y'y.

h®) _ tim (% = %) = lim (% - %) — 0. Donc: (Cy) admet,

De méme: lim

x—t+e X x>+ x40

pour x tendant vers + ® , une branche parabolique dans la direction de I'axe x'x.

1

(&)

(Cp)

100

% ‘_ & 1

9) D’apreslaquestion7)ona: s 2
g(x) \

_1

4

. . : 0, ] 1 1
Par suite : g est continue et strictement décroissante sur ] — oo, 5} vers [— T3 + [

Elle admet donc une fonction réciproqueg ™" : [* }1 , o [=>]— = ,%} qui est aussi

continue et strictement décroissante. Et on a:

y=g"'@) x=g(y)=y*—-y<ey -y-x=0.

xe[—%,+°°[ ye]—m,-ﬂ

A:1+4x?0.Maisx.>-—l¢4x_>-—l¢4x+120¢>[&20
4

<~

Par suite : 'équation y*> —y —x = 0 admet 2 solutions:

¥y = VATl ‘;IH = (doncy1 ne convient pascary < l) :

L
= 2
g | Rl Xk N \’24"""1 < % (dOl’lC_}’z convient cary < %) :
Conclusion : (V xe[— %, + oo[) g ) = I1-vax+1 \‘2‘}“‘“

PROBLEME 7 X

Soit f définie par: f(x) = x Vx> — 4x

1) Etudier les variations de f.

2) Etudier les branches infinies de (C).

3) Calculer lim [f(x) — (x* — 2x)] . Conclusion ?
x—+om

4) Calculer lim [f(x) — (= x* 4+ 2x)] . Conclusion ?

X—r—c0
5) Onpose:g(x) =x>—2x —2eth(x)=—-x*+2x +2
Tracer d’abord la courbe (C,) dans un repére orthonormé (0 ,_z) ,?).
En déduire ensuite la courbe (C,) dans le méme repére (0 ,_? ,—j)).

Tracer enfin la courbe (C;) dans le méme repére (0 ,_1) ,—}?).
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Solutions
1) D;=]—®,0] U [4,+ = [;f est continue sur son Dy et dérivable sur
]—OO,O[U]4,+GC[=D"
2 (x? — 3x)
xeD):f(x) = —"—xr0=F
Il reste a étudier la dérivabilité de f 4 gauche en O et a droite en 4. On a:

tim £&) =FO) _ jiry VAT =4 = 0. Donc est dérivable & gauche en 0 et £3(0) = 0
-0 x—0 x=0
2

— 2 _
g fO) = S@) _ g gV = XG4 gy X e
a4 X —4 4 x—4 s>t (x — 4) Va2 — dx x4 VX7 — Ax

x>4 x>4 x>4 >4

Donc f n’est pas dérivable a droite en 4, mais la courbe (C;) admet 4 droite du point

A (4, 0) une demi tangente paralléle & I'axe des ordonnées.

D’autre part: lim f(x) = — = ;{lim f(x) = + =
X——x x—+®
Donc: x —® 0 4 +o
7
') + o I =+
(x) ' 0 7 +
f_x / oo
_m/ A 0 /

2) lim &) — jim VxZ — 4x = + =, Donc la courbe (C) admet, pour x tendant

x——= X x——®

vers — % , une branche parabolique dans la direction de I'axe des ordonnées.

De méme: lim AL lim Vx*> —4x = 4. Donc la courbe (C;) admet encore,

x—+e X x—>+®
pour x tendant vers + < , une branche parabolique dans la direction de 'axe des

ordonnées.
3) lim [f(x) — (2 — 20)] = lim [x VX% = 4x — (x* — 2x)]
¥ x>
lim x2 (x* — 4x) — (x* — 2x)*
et x VX — dx + (x* — 2x)
— 4x?

= lim
x=tm x Vot — dx + (22 — 2x)
—4 !

= lm ———————=——=—12.
S /1—i+1—Z 2
X X
Donc, pour x tendant vers + % , la courbe (Cy) est asymptote 3 la courbe de
gx)=x*—2x—2
4) lim [f(x) — (—x* + 2x)] = lim [x V¥* — 4x — (— x* + 2x)]
_ g X o) - (X4 D)
pore X VX2 — 4x + (— x* + 2x)
: — 4x?
lim —
-2 x Vx? = dx + (— x* + 2x)
-4

e e B

= lim =—=
“””—\/1—i+(-1+2) .
x X
Dongc, pour x tendant vers — o, la courbe (Cy) est asymptote a la courbe de
A(x)=—-x*+2x +2.

1

X—>—x
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5) D, = P;(VxeDg):g’(x)=2x—2;Iirng(x): + % ; lim g(x) = + o,
X — x4

Donc: x — 1 + o

g'(x) = 0 o+

gx) \ 3 /

\ 3
{3 1=--
\ T @
\ 24 /
/o * /
\ T2 ! \\
\ / ! \ /
v/ ; o
- / 1 \
\ : y ¥
\ / I \ /
1~ 43 0o 1 L+V3Y 4
\ : y - *
i ! £
# I
T { 1 : A
VA : 7
/ \ | / \
| \ : ' .
(Cw) P i T | -/ V(G
’ L Vi !
- - -q\—hll—‘.../ \
| L3 |
l l
xl_i.ng_gc)Q =+ =. Donc (C,;) admet, pour x tendant vers + =, une branche para-
bolique dans la direction de I'axe des ordonnées.
8(x) _

De méme: lim

X—>—0

— ®. Donc (C,) admet, pour x tendant vers — o, une bran-

che parabolique dans la direction de I'axe des ordonnées.

On trace (C,). Puis on remarque que: Dy = R = D,. Et (Y x € R) : A(x) = — g(x)
I;onf: (Ch) se déduit de (C,) dans la symétrie orthogonale par rapport a I'axe des
abscisses.
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PROBLEME 8
Soit f définie par f(x) = x Vx* — 2x.

1) Déterminer Dy et calculer f'(x).

2) Etudier la dérivabilité de f en 0 et en 2; interpréter géométriquement chaque
résultat.

3) Déterminer le tableau de variation de f.

4) Etudier les branches infinies de (Cy).

5) Préciser les points d’intersection de (C) et dela droite d’équationy = x. On donne
\/2 = 1,414, Construire (Cy). :

6) Soitg la restriction de f a 'intervalle ]— < , 0]. Montrer que g est une bijection de
]— %, 0] sur un intervalle que I'on déterminera. Soit g~ * la fonction réciproque de g-
a) Donner les valeurs de g~'(0) et de g7" (1 - V2).

b) Construire (C;) et (C,-;) dans un méme repére orthonormé.

7) Soith(x) = x* — 2x* — 3. Calculer i(— 1). En déduire les valeurs deg ™ (—V3)et

€™ (= V3).

Solutions

1) Dp=]-,0] U[2,+ > [;fest continue sur son Dy, et dérivable sur
2x? — 3x

J-,0[U]2,+=[=D"Etona: (¥ xeD):f()=—5—=
Vi — 2x

-~

2) Iime#@l = lim Vx? — 2x = 0. Donc f est dérivable a gauche en 0 et
=0~ X 0 x—=0-— 2

fe(0) = 0. Par suite la courbe (C;) admet & gauche du point 0 une demi tangente
portée par I'axe des abscisses. , .

. fE)—=f2) _ . x VX -2 x(x? — 2x) i x o
tig BLZFD ~ lim 2= = e TR AW B
a2 x>2 x>2 s x>2

Donc, f n’est pas dérivable & droite en 2, mais la courbe (C;) admet & droite du point
A (2, 0) une demi tangente paralléle a 'axe des ordonnées.

+ o,

3) 1i131f(x)=—oox+oo=—oo;limf(x)=+oo><oo:+w.
Donc: x — o 0 2 + o
) S 777/
fx) /07/// + oo
— /Ao/

4) lim ﬂi) = lim Vx? — 2x = + =, Doncla courbe (Cy) admet, pourx t@ndant vers

x—— X x—=—te

— oo, une branche parabolique dans la direction de I'axe des ordonnées.

De méme: lim’f@ = lim Va® — 2x = + =, Donc la courbe (Cy) admet encore,

x4 X x>
pour x tendant vers + °, une branche parabolique dans la direction de I'axe des
ordonnées.
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5) Les abscisses de ces points d’intersection sont les solutions de I’équation : f(x) = x.
Or:fx)=xex(V¥-2x—1)=0«wx=00u Vx’'-2x—-1=0.
Mais: ViZ— 2x— 1 =0Vl - =ler’-u=1ex’-2x-1=0
¢x=1+\/§oux=1—\/§.
Conclusion: il y a donec 3 points d'intersection :
B(1+V2,1+V2);B'(1-V2,1—V2);et l'origine 0 des axes.
J

6) D’aprés le tableau de variation

de f on voit que g est continue et 1+V2
strictement croissante sur ]— =, 0].

En plus on a:

g(l~ =, 0]) ===, 0] /

—_ *

Donc g est une bijection de 7,
- =, 0] sur 1= =, 0.

/
-1 o - —
a) g (0)—y<¢{0“g(y)—f0f)}:,y=0 .
Y= =, 0]
g1 -V2) =y 1-V2=g() =f(y) <y =1-V2 (voir 1a courbe (Cy)).
b) La courbe (C,) n’est autre que la 1 4
courbe (Cy) pour x € |— =, 0]. P4
La courbe (C;-;) se déduit de la 1-V2 ‘/
courbe (C,) dans la symétrie ortho- ¢ — 4 -
gonale par rapport a la droite d’é- : ,'//-/
uation y = x. I gy
a Y l_/'.f’
P L
(G- _ -7
ST
#
.
3
/ I‘I (Cg)

T h(-1)=1+2-3=0.
g =V =ye—V3=g0)=f0)=y Wy’ -2y 3=y"0" -2
<y -2 -3=0<h(y)=0
Or: h(— 1) = 0. Donc y = — 1 est une solution de cette équation. Cefte solution
convient cary € |- =, 0). D’autre part, g~ est une bijection. Donc la solution
y = — 1 est unique. D’olt: g7}(— V3) = — L.
1

Enﬁn:(g"l)'(—\/§)=mavecy=g'1(—\/§)=—1.

EPRE —1yrf_ = 1 o 1 - 1 =£

I T (s Tl ke
V3
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PROBLEME 9

fix)=Ll—-x+V —xpourxe]— o, k0]

Soit f définie par flx) = Falx) = 2+\\§_—p0u1‘x €0, + =]

1) Déterminer Dy
2) Etudier la continuité de f sur Dy, et en particulier au point x, = 0.

3) Etudier la dérivabilité de f sur Dy, et en particulier au point xo = 0.
Interpréter géométriquement la dérivabilité de f en xo = 0.

4) Etudier les limites de f et les branches infinies de (Cy).
5) Déterminer le tableau de variation de f.

6) a) Etudier le signe de f'(x).
b) En déduire I’étude de la concavité de (Cy).
¢) En déduire aussi que (Cy) admet un seul point d’inflexion I
d) Déterminer 'équation de la tangente a (Cy) en ce point L

7) Pour x € | — ® , 0 [, déterminer le signe de f(x) + x. Conclusion?
8) Tracer la courbe (Cj).

9) Soit g la restriction de f a I'intervalle [0, 4 [.
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g ™" ; construire la courbe (Cg-1)
dans le méme repére que ().
b) Donner les cootdonnées du point d'inflexion w de (C,_;) et I'’équation de la
tangente a (C,_;) en ce point w.
¢) Déterminer I'expression de g~ *(x).

Solutions

1) Dy, =]-—¢,0].

Dy, = [0, + o [~ {4} ; donc f; est définie pour tout x € ] 0, + = [— {4}.
Parsuite: Dy=]— o ,0JUJO,+ = [ {4} =R — {4}.
fik)=1—-x+V —xpourxe]—=,0]

falx) = —://__pourx e]0,+ o[- {4}.

2) f, est continue sur son Dy = ] — =, 0].

f> est continue sur son Dy, = [0, + = [~ {4} et en particulier sur ] 0, + o [— {4} .
Donc: f est continue sur R* — {4} .

1 reste a étudier la continuité de f en 0. En effet:

f1 est continue a gauche en 0; donc f est continue a gauche en 0.

D’autre part: f{0) = £1(0) = 1 et lim f(x) = lim f,(x)= 2w 1 = f0).
x—0+ =0+ 2

Etona:f(x) =

Donc f est continue aussi a droite en 0.
Par suite : f est continue en 0.
Conclusion : f est continue sur son Dy= R — {4} .
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3) f, est dérivable sur | — e ,0[.
f, est dérivable sur 10, + o [— {4} .

Fi) = = 1 - =
, 2

falx) = mpourx e]0,+ = [—{4}).

11 reste a étudier la dérivabilité de f en 0.

f est continue & gauche et & droite en 0. Donc on cherche si f est dérivable & gauche
et & droite en 0.

SO _ i) =L _ *X+\/_W—x=ﬁm(_1+\/—_x)

X

pourxe]—,0][.

Donc:f'(x) =

Ona:lim
x=0. X — x—0_ x—Nl X x>0

~1im(—1— : )=—oo
x—={0_ V —x

Donc : f n’est pas dérivable 4 gauche en 0, mais la courbe (Cy) admet & gauche du point
A(0, 1) une demi tangente portée par I'axe des ordonnées.

flx) = f(0) fz(x) 2Vx

=lim =lim + @
me(z Vi) HL\/_(Z Va)
Donc: f n’est pas dérivable a droite en 0, mais la courbe (C;) admet & droite du point
A(0, 1) une demi tangente portée par I'axe des ordonnées.
Conclusion : f n’est pas dérivable en 0. Et par suite, elle est dérivable seulement sur
R™— {4} .

De méme : lim
x0, X —0 =0,

4) D;j=]— = ,4[U]4, + = [. On a donc 4 limites & chercher.
a) lim f(x) = limf,(x) = + » ; donc la droite d’équation x = 4 est asymptote
ooy oy
a la courbe (C;) quand x tend vers 4 (avec x <4).

b) lim f(x) = lim fo(x) = — « ; donc la droite d’équation x = 4 est asymptote.
x4 x4

x>4 x>4
i la courbe (Cy) quand x tend vers 4 (avecx > 4).

c) limf(x) = llm fl(x) = + » ; en plus:

x>

hmf(x)—hm(x g )=Iim L T )=~1

x—=—mo X x>0 x——0 V — X
Et: lim [f(x) +x]= lim (1 +V —x) =+ <.
X—p— X—»—00
Donc la courbe (C;) admet, pour x tendant vers — =, une branche parabolique
dans la direction de la droite d’équation y = - x.
2
s ]
aY Soun iy Tim Bl B +V__ g e e g

x>+ ] xF®) — x40 D ] _— |

, VX
Donc la droite d’équation y = — 1 est asymptote 2 la courbe (Cy) quand x tend

vers + o«
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§) Wxe]—o,0[:fix) <0
(Vxe]0,+=[—{4}):fxx) >0

Donc: x —® 0 4 + oo

f(x) = =i +o  + +

oo o -1
fx) + \I/Jr T

6) a) .
) =

pourxe]—OC,O[

(x)_4\/—

fax) = \/31?/2_ \f)apourxelo ,+o [—{4}.

(Vxe]—m,()[).fl(x)>0

Mais le signe de f3(x) est celui de 3vx -2

2-Vr
On a donc:

&
X 0 9 4 +
Wx -2 - 0 + +
2-Vx + + 0 -
£0) g =
&
Parsuiteona: x —x 0 9 4 +
ro |- -0 o -

b) La concavité de la courbe (C;) est donc tournée vers les y negatlfs pour
xe]l—=,0[U]0,= [U]4 4 o [, et vers les y positifs pour x e] 41
¢) On remarque que f”(x) g’annule en changeant de signe seulement au point

Xo = % . Donc la courbe (C;) admet un seul point d’inflexion I (% f (%) )

c’est-a-dire 1 (E ; 2) x
9
d) L’équation de la tangente a (Cy) en ce point I est:

e
Mais:f(%)=2 et f (%)zﬁ (%)Z %(22_%)2 S %(i)lz%%'

4\27 27 5
Donc.y—2+(x 5)16 16 +Z'
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7) Pourxe]— o= 0. flx) +x=fix) +x=1+V —x>0.
Donc pourx €] — e , 0, la courbe (C;) est située au-dessus de la droite d’¢-
quationy = — x .

8) Pour bien préciser la courbe (Cy), déterminons quelques points particuliers:
x=—l=y=fi(-1)=1+1+1=3

2+
x=l=y=f1)=3 i 3.

Donc la courbe (Cy) passe par les 2 pomts E(—1,3)etF(1,3).
D’on la courbe (Cy):

9) a) D’aprés le tableau de variation de f, on voit que g est continue et stricte-
ment croissante sur [0, 4[.En plus: g ([0,4]) =[1,+ = [.
Donc g admet une fonction réciproque g™ : [1, +© [—[0,4[.
La courbe (C,-;) de g ™' se déduit de !a courbe (Cp) par une symétrie ortho-
gonale par rapport a la droite d’équationy = x . (voir la courbe (C,-,) dans
le méme repere que (Cy)) .
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4 Solutions:
b) Le point d’inflexion W de (C,_,) est le symétrique du point I (§ ; 2)

] 4 1) a) f, est définie lorsque:x + 1# 0« x ¥ —1.D0u:Df, = R—-{-1}.
par rapport a la droite d’équationy = x . Doncona: W (2 ’5) ’ . o . e i 257 ;
De méme la tangente & (C,—;) au point d’inflexion W est la symétrique de la autre part. xlwa”' x) _,i?mm T T e
27 .5 . s ‘ I
tangentey = =% + g parrappoita la 1°7 bissectrice. Donc I'équation de la Conclusion : la droite d’équation y = 2 est asymptote & toutes les courbes (C,,)
. . . 1 b 27 5 quand x—+0 et quandx—>—o .
tangente a (G, ) au point d’inflexion W est y = Ex iy aveca = T¢ eth = e
4—m) -1
16 . 20 b R = {= 1}) : £ =&
Cest-a-dire y = ﬁx-— 57 - ) Wxe { }) 2 fn(x) G+ 1P
o [y=g"( x=g©) .
{x ell,+=] = yel[0,4]. 2) Le signe de f,, (x) dépend du signe de4 —m .
e . . 4—m
Or:x=g@)e=x=fy)ex=Ff(()carye[0,4]. De méme: lim f,, (x) = Tm e+ 17
2+ iy P 1ml(x )
S = —= 2x —x ) =2 4+ x——
2~Vy > vy qui dépend aussi du signe de 4 — m car lim (x + 1)> =0, .
x—r=1
2 (x — -1\ i ’ s
S2x-D=VWhk+1e\Vy= —%—]Q@y =4 (——wi 5 i ) Par conséquent, le tableau de variation de f,, dépend du signe de 4 —m .
Donc: (Vxe[l,+=[:g7" (x) = 4(x et )2_ Ie cas: 4 — m >0 cest-a-dire m < 4
s ' Dans ce cas f,, (x) ale si nedex_1 e B
" 8 x+1 ~ + | -0+
; 4—-m
E 1 i l T = —_— = +
i xllzllfn ®) lim (x + 1)*
5 { x—>=1
PROBLEME 10: |
252 4 +2 ] Doii: «x — -1 1 +
Soit f,, définie par f,, (x) = x—ﬂmz— oll m est un paramétre réel différent de 4 . i
(x+1) N fi () + - 0+
Soit (C,,) la courbe représentative de f,, . .
2
1) a) Déterminer le domaine de définition def,, . f () +o® |+ e
Calculer lim f, (x) et lim f, (x) . Conclusion? / \ /
xX—>+® X——2 3 | 1 % ff
b) Calculer la dérivée f, (x) . | 2 4
2) Etudier les variations de f,, . _
; 2¢ cas: 4 —m <0 Cest-a-dire m > 4 .
3) a) Préciser le point A, o (C,) admiet une tangente paralléle a I'axe xx . - , , , s |
Montrer que lorsque m décrit R — {4} alors A, décrit une droite. ans ce cas fi, (x) a le signe contraire de celui de X+ 1
ke, . . B
b) Montrer que toutes les courbes (C,;) passent par un point fixe . Eiicpluss Iim] £ ) = lim4(x Tl)z - —weard—m<0et lirnl c+ 1P =0,
x—= R
4) Construire (C_s) et (Cg) dans un méme repére orthonorme. x——1
Préciser les points o (Cg) coupe I'axe x'x . pen: ™ _1 1 P
5) Soitg la restriction de fg & l'intervalle [1, + = [ . Montrer que g admet une £ ) B 4 . B
fonction réciproque g~*. Construire (Cy) et (C,-;) dans un méme repére ortho- "
normé. : v _‘ £ ) ) i i 4
A = Eni g —1nt m
6) Calculer le nombre dérivé de g ™" en 5 c'est-a-dire (g77) (5) : \ / \
, - ’ = = 2
7) Déterminer 'expression de g™ (x) . o o
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3) a) Dans les 2 cas, f,; (x) s'annule en xo = 1. Par conséquent, (C,) admet une

tangente paralléle 4 I'axe x'x au point A,, (1 oL+ ﬂ) 1 :
4 21--@A,
L’ abscisse de A, est 1 (donc indépendant de m) . Par : g
suite, lorsque m décrit R — {4{ alors A,, décrit la .
droite d’équationx = 1 privée du point A, (1, 2). |i i
of i1 ‘;

b) SoitI (xy,ye) ce point fixe cherché. Soitm et m' deux réels quelconques
appartenant a R — {4} avecm #m" .

b= 2x% 4+ mxg + 2 (C_4)
xo + 1)?
(C.) et (C,) passent par I (xq, yo) < t 2x5(+0m’x0 2
e T e s o R O o e e R
o (xo + 1)? =

2R mxg+2 _ 25+ mxet2
(xo + 1)? (xo + 1)?

2% Fmxg+ 2 =23 +m'xg + 2

D’ol

e mxg=mxge (m—m)xo=0<xo=0carm#*m'
Le point fixe cherché est donc I (0, f,,(0)) avec fm(0) = 2. Y. ;
Conclusion : toutes les courbes (C,,) passent par le point fixe 1(0, 2).

4) D’aprés la question 2) on a immédiatement :

a partir du 1* cas:
x = o -1 1 +

. (Ce)
fLakx) +
f-4(x) sl | Rl :
2 0 \ 1
5) D’aprés le tableau de variation defs ona: ~ ) f 3 e
a partir du 2° cas: glx
X — -1 1 + @ j Donc: g est continue et strictement dé- T~ .
croissante sur [1, + o [ vers | 2, 3]. 1
, - 0 _ ) I v
fa(x) * Elle admet donc une fonction réciproque ly #
) ” 3 g'l :]2,3]—=[1, + = [ qui est aussi con- :: "
tinue. et strictement décroissante. NG, 5 =
La courbe représentative (C,_;) de g™* :‘\ P
W | SRS 2 se déduit de (C,) dans une symétrie ortho- 3t-- Ly 7
gonale par rapport a la droite d’équation | | ()
Les abscisses des points d’intersection de (Cg) et de I'axe x'x sont les solutions de : y=x 24---d-- " _\\_ —
I’équation : :/// : ‘1
5 l4+—=—a=~-—t——-
fa(X)=0¢———2x+8};:—2=0¢2x2+8x+2=0 P
x+1) exP+4x+1=0. A ' !
Ona: A'=4—1=3;cette équation admet donc 2 solutions: 0 1 g 3
x1=—2+\/§etx2=—2—\/§avec\/§=1,732.
Rappelons que (C_,) et (Cs) doivent passer par le point fixe 1 (0, 2).
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1 ils
6) (g — 1)!(%) = mavec y=g (E) @{ CHAPITRE 5

Pour ye[l,+ > [ona:

2=80) =3 —fa(y)-%j%;—z©2y2+3y+2=%0'+l)z Fonctions: Arcsinus
oly-yrlovey-gei=o Arccosinus

A'=9—1=8;y=3+2VZ>1 donc convient car y € [1, + = [.
ouy*3—2\/—<1doncne convient pas cary € [1,+ @ [.
— 4 F=1)"
y+1)
—4(3+2V2-1) 42 +2v2) _ —(1+V2)
roti:g'(y) =g'(3 + 2VI) = = -
BRONRE =21 VD) (3+2V2+1) (4 + 2v2)* 3 +2V2

Par suite: @fl)’(%):g_,l_-: 342V2 _ 303 (1-V2) = -1~ V2

Arctangente

Mais: g'(y) = fa(y) =

Notation :

D; = le domaine de définition de f
D = le domaine d’étude de f

D) LANE : ; -
22 4 8y + 2 (Cy) = la courbe représentative de f
7) )’=gil(x) - X =g(y) =f3(y)= y(y+);)2 H P(f) —] la période def
xe]2,3] yell,+o][ |
Pourx e]2,3]etye[l,+ @[ onadonc: :
x(y+1)2=2y2+8y+2¢(x—2)y2+2(x—4)y+x—2=0. ‘ RAPPELS
A':(x—4)2—(x—2)2—4(3Ax)Bﬂcarxe]2,3]. |
4-x+2V3—x §i 1) (t= Arcsi = si
D’ou: y, = £+7 >Qcarxe]2,3]. g ){ Icsin x - x =sint
— x-2 4 xe[-1,1] :e[_E,E]_
4 —-x—2V3—x i 39
& & =2 ‘ [ = Arccosx ¥ = oSt
Mais: y € [1 , + @ [ c'est-a-dire y = | |xel-1,1] tel0,x].
Vérifions si on a: y; = 1. En effet on a: { 2 ¢
v121©4~x+2\/3—x>x72(carxr2>0pu15quexe]2 3). [t— retg x x=tgt
= 3—x>x—3vrale\7‘xe]2 3JcarV3—x=0etx—-3<0. 1 reR te]_g,g[
Par conséquent y, convient car y; = 1
Mais la fonction réciproque est unique. Donc ); r;e convient pas. 2)  Arcsing P oo
~ + 2\ —X
Etparsuite:(Vxe]2,3]:g‘(x):—x—x_———— x g
' 2 i o' =2y
I
- ! 0 1 x 2
1 1 0 x
1§ i l- a
{ 7 X T P T T
-1 0 1 x _r
2

3) Vxe[—-1,1]): Arcsin(— x) = — Arcsinx
(Vx e[~ 1,1]: Arccos (— x) = m — Arccosx
(V x & R) : Arctg (— x)'= — Arctgx.
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9) Soith (x) = Arctgu (x).On a:

. n
4) Arcsin0 =0 Arccos 0 = 3 Arctg 0 = 0 h est définie lorsque u est définie; donc: D, = D, .
20 1 Arccos% - Arctg\/—s—‘ L® h est dérivable sur Ja, b [ lorsque u est dér,ivable sur Ja,b|.
2=u0 3 37 :r6 Etdanscecas:(Vxe]a,b[):h’(x)=u'—(x)—
VZ =m vVZ = 7 L+ u(x)?
Arcsin — = — Arccos —— = = Arctgl == .
W ) T | 4 Exemple: Soith (x) = Arctg \/& — x2. On a:
Arcsinv_3_= E: AICCOSV—§=E Arctg\/?:ic u(x)= V4-x ;Dh=Du=[h-272]
2543 2] 6 %) D’autre part: u est dérivable sur] —2,2 .
Arcsin 1 = g Arccos 1 = 0 lim Arctg x = = Donc:k est dérivable sur] - 2,2,
i X—+o 7 —x
non VI = 52 -
5) (Vxe]_mi,i[):Arctg(tgx):x Et:(VxE}—Z,Z[):h'(x)= 4 X‘ o, X
: L+4-x (5—x)Vad—x*
(Vx e[ =, T—ED : Arcsin (sinx) = x
272 1+ . - ; :
10) cos? 8= L+ 0828 . ag  1-c0s20 o 5 sinBcosH.
Vxel0,n)) : Arccos (cosx) = x 2 2
L — 2 i - o =g
6 (Vi ) to(Arigs)a's Dou.cosZB—Zcosl B—-—1=1-2sin’0.
(Vxe[-1,1]):sin(Arc sinx) = x et cos (Arcosx) = x D’autre part ; on At cotg B = tg (I—t - B) ;
: sin (Arccos x) = /1 — x% et cos (Arc sinx) = /T — x2 & 2 .
oL in By 1 L an2pg—_ 188
7y Vxe]=1,1[]:(Arcsinx) = ——l—et(Arccosx)' L A Enfifi: gos0= 1+tg%8 ° sin” = 1+1g%8
V1 -x? 1= : T ¢
: i | R : g2 = 28O | o Hg__2t0 29 1 tg 8
(V x € R) : (Arctgx) S , { !—;\l—tgze’sm 1+tg28’cos 1+1tg’6
8) Soit f(x) = Arcsinu (x) etg (x) = Arccosu (x). On a: LS
f (ou g) est définie lorsque : {u est définie
et-l=sux)<l EXERCICE 1:
t dérivabl b érivabl ,b ;
f (oug) est dérivable sur |a ,b [ <> {u est dérivable sur Ja , b [ Rdsgudes fes Squatfons solvasiess
etu(]a,b[)C]—l,l[ 1
1
: u' (x) ; —u' (x) 1) (E): Arctgx = 2 Arctg = (poser o= Arctg—) ;
Etdanscecas: Vxela,b]) :flx) = —F—etg' (x) = —===2— 2 2
Vxela,bD:f) = D ety' () = o=t 1 1
< T .
Exemple : Déterminer le domaine de définition et le domaine de dérivabilité de 2) (F): Arctgx = at 2 Arcth (POSGT a = Arctg Z)-
f(x) = Arc sin (x — 2)%. 1 1
Solution : Posons u (x) = (x ~ 2)*; D, = R ; donc f est définie lorsque : 3) (H): Arccosx = 2 Arcsin 3 (poser o = Arcsin 5) .
—1l<u(x)=1.0rona: )
—l=su(x)=s1 @{”‘ Isux)exr’-4x+5=20<xeR. 4) (A): Arcsinx = 2 Arccos k'] (posera = Arccosﬁ) .
u@)<lex*-4x+3<s0<xell,3]. ) 3 3

" wxeRN[1,3]=[1,3]. DoncDf=[1,3].
De méme: f est dérivablesur | 1,3 [Q{u est dérivable sur ] 1,3 [
w (MsBi) o] SN E
Or:u est dérivable sur | 1,3[ . Et(Vx e]1,3) e’ (x) =2 (x —2).

5) (B): Arccosx = Arccos % = Arccos% (poser o = Arccos _.\?_v etp = Arccos%).

SO 1 2 E P Solutions:
u' (x) 5 0 + D’ou:on a:
e e e U D o= Arctgg o= tga
: 2x1i
Par conséquent: f est dérivable sur [ 1,3 . Donc: (E) < Arctgx = 20 < x = g 2a = 2tga 2_4
EC(rell.3) ) —tesd) - ' [—ta | _1 3
' 3 : V1—(x —2) s 4
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2) o= Arctg%e-%:tga.-
. ‘_____,—A—————'_F—\

tgg +tgla

Donc:(F)#Arctgx=§+2u¢x 1+tg20.
4 1 -tg2a
1—tg tg2a
2t 2x% 8 o
Mais: tg 2a = BY . el
T T e T 115
16
i
; 15 23
Par suite; x = ———— = —.
jas e
15

s Lo
3) a—Arc51n§¢§—mn a.

L’équation (H) exige x € [~ 1, 1]. Sous cette condition on a:

(H) < Arccosx =2 o< x =cos2a=1—2sin*a=1- §=%.
Cette valeur convient carg e[—-1,1].
4) o = Arccos \/T?’_#\/T?T = COS O.
L’équation (A) exige x € [~ 1, 1]. Sous cette condition on a:
(A) < Arcsinxy = 2a<x =sin2a =2 cos asin o = 2 \/gsin .
Mais: sin o = sin (Arccos L 1 “ \/—
" Ou encore : ? e]0,I[wa= Arccos—\é—g’T € ]Arccosl Arccos 0 [=]0, g
=sina>0<sina=\I - cofa=_[1— (-—3;3*‘2 =§
Donc:x =2 ? -? = ¥ Cette valeur convient car%[—z_e [—1,1].
5) a= Arccos?@? = cos o

B=Arccos%¢%= cos p

L’équation (B) exige: x € [~ 1, 1]. Sous ceite condition on a:
(B) <> Arc cos x = o — B <>x = cos (& — ) = cos @ cos P + sin a sin p

V3

L]
7 3

Mais:sina:sin(Arcco 3 ):\/7%3—7 %

+ sin o sin

W=

Et:sinf = sin(Arccos
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/
Ou encore: —= € 0,1 < o = Arccos 5 € ] Arccos 1, Arccos 0 [=]0 ,g[

; . 5 IV¥ V6
=sina>0<«sina =13yl — cos’a = 1—(—— =3

3

Et:%e]0,1[¢5=ArccosI§e }Arccosl,ArcccsO[=]0,r—;[

=sinf>0<sinp =1 - cosp = 1—(3) i

Par conséquent : x = TB % + ? ¥ VT 4\9/— 5\9/§ . Cette valeur con-
vient car 5\9/3 e[—1,1].
EXERCICE 2
; 1 2 m
1) Démontrer I'égalité : Arctg — 5 + Arctg § = o

(poser o= Arctg% et p = Arctg %et calculer tg (a + ﬁ))

2) Démontrer I'égalité : Arccos % + Arccos — = g

(poser o = Arccos —]%et B = Arccos %et calculer cos (o + [3))

Solutions
1) a= Arct lﬁlz tg a
b4 - g

2 2
= X = g
B=ArcigZes=1gB

1

1,2
Done: t e+ B = tga+tgf _ 5 13 o 08
5

I —tgatgP e 2 1 -2
3

¢a+[3=j—:+knaveckez.

EIZ%E]O 1[¢|3=Arctgge ]Arcth,Arctgl =10,

Mais:%e]0,1[¢u:Arctg%e ]Arcth,Arctgl[z]O,L—[[
/]
3 ’ 3 4

Donc:a-!—BeJO,g[

Par suite : la seule valeur qui convientest o + f§ = %(obtenu pour k = 0) car pour les

autres valeurs de k on obtient o + f§ ¢ ]0 ; g[
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5 5
2) a—ArccosTgéﬁ—cosu
B 12 12 _
ﬁ—Arccosﬁ@vE—cosﬁ
o 512 5 YV 12 ¥
Donc: +B) = cosa = sl = =
onc: cos (@ + ) = cos @ cos fp — sin a sin B e ‘/1 (13) ‘/1 (13)

60 _ 144 /25 60 125 _,
169 169V169 169 1313

¢>a+|3=g+kn aveck € 2.

Mais:i €]0,1[ewa= Arccosi € | Arccos 1, Arccos 0 [=] 0 A
13 13 ~ 2
Et: %E]O,l[¢ﬁ=Arccos%e]Arccosl,ArccosO[=]0,§[.

Donc:a+fe]0,m|.
Par suite : la seule valeur qui convientest a + p = g (obtenu pour k = 0) car pour les

autres valeurs de k on obtienta + f ¢]0,x[.

EXERCICE 3:
Résoudre les équations suivantes:

1) (E): 2 Arccosx = Arccos (2x* — 1) (poser x = cos 6 avec 6 € [ 0, x])

2) (F): - 2 Arcsinx = Arcsin (1 — 2x?) (poser =i Bgven B [_ 8 g])

1
3) (H): 3~ 2 Arccosx = Arccos 2x \/1 — x? (poserx = cos O avec B ¢ [0 . n:])

Solutions:
1) L’équation (E) exige:x e[~ 1,1]et—1<s2x*—1<1.

—1€2x -1 0<s2x?<xecR
Or:—l‘-‘Esz—lsl@[et

2x*—1<le2@-1)s0exe[-1,1].
Par conséquent : I'équation (E) exige:x e[~ 1, 1] N R=[-1,1].

Sous cette condition on a:
(E) < 2 Arccos (cos 8) = Arccos (2 cos?  — 1) < 2 6 = Arccos (cos 26)

@266{0,75]#6&[O,g]¢x=cosﬁrz[cos?,cmﬂ]:I().l].

L’ensemble des solutions de (E) est donc P'intervalle [0, 1] car [0, 1] < [—1,1].
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2) L’équation (F) exige:x e [—1,1]Jet—1<1-2x*<1.
—1s1-2x+0s2(1-xHexe[-1,1]
Or:—1=s1-2x*<1<{et
:1—2x2$_ le—2x2s0<xelR.
Par conséquent: I’équation (F) exige:xe[-1,1]n R=[-1,1].
Sous cette condition on a:

(F) < g — 2 Arcsin (sin 8) = Arcsin (1 — 2 sin® 0)

@%—26=Arcsincos28¢g—28=Arcsinsin(g—26)
b Ton

od 296[ E,E]©—ZBE[~K,0]®296[O,W]

996[0,§]¢x=sinﬂe[sinO,sing]=[O,l].

L’ensemble des solutions de (F) est donc Iintervalle [0, 1] car [0, 1] <= [~ 1,1].
3) L'équation (H) exige:x e[ 1,1]Jet—1=2xVI—x*<1
Posons:u (x) =2xVI—x?.Ona:D,=[-1,1].

Wxel-1,1[u @)= 2125

1=
Donc: 5 —1 - g % 1 D’ou:
u' (x) - 0 + 0 = VMxel[-1,1]):
ux)el[—1,1]

u (x) ()\‘_1/'1\&0

Par conséquent: I’équation (H) exige:x e [— 1,1].
Sous cette condition on a:

(H) = g — 2 Arccos cos 8 = Arccos (2 cos 8 V/1 — cos” 6)

Mais: YT — cos? 8 = \/sin? B = sin B carsin 6 > O car@ € [0, 7] .
Donc: (H) < g — 28 = Arccos (2 cos 6 sin 8) = Arccos (sin 26)
¢-TZE— 29=Arccoscos(§— 29)@—;5— 20 [0, m]

now o
@-296[—5,5]-&‘:’296[ 5’5]

T

0 -—,=.

M [ 4’4]
Mais : I'équation (H) exigex € [- 1, 1] donc © = Arccosx € [0, 7] .
D’ofl:(H)¢>Be[O,g]®x=cosee[cosg,cosﬂ]=[g,l].

\/2“,1]

L’ensemble des solutions de (H) est donc l'intervalle [T

car[g,l]r:[—l,l].
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EXERCICE 4:

Résoudre les équations suivantes:

T oW n
] = = D |k
1) (E): 2 Arc tgx = Arc tg T (poserx tg 6 avec 0 e] 505 [ {_ 4})
T - x? L
2) (F): 5= 2 Arctgx = Arctg (poserx =tg 0 avec B e] ~3:3 [— [O})
Solutions:
1) L’équation (E) exige: 1 —x*# 0<>x# —letx #1;
Arctg (— 1) = — %
Donc 8 = Arctgx # ¥
Arctg 1 = =
retg y
Sous cette condition on a:
(E) < 2 Arctg (tg 0) = Arcth%_t%?ee’@ZB = Arctgtg20 <20 ¢ ]— g , i"j[
non 14 n
<0 E:| 17 [@x—tgﬂe ]tg(— Z),tgz[—]— 1,1[-
L’ensemble des solutions de (E) est donc lintervalle ] —1,1[.
2) L’équation (F) exige:x # 0 ; doncx = Arctg 6 # Arctg 0 = 0.
Sous cette condition on a:
n 1-1g?0 =« 1
A g= STV LT _2p=a
(F) < 5 2 Arctg tg Arctg 3 1g 0 5 retg 1220

o = a0 L ) LN
¢§—29—Arctgcotg9—Arctgtg(2 28)@2 296] 2,2[

< —260 e]—n,O[@ZBe]O,n[#Be]O,g[
<x=tgBe]tg0,limtgB[=]0,+=].

B—)?

<3

L’ensemble des solutions de (F) est donc lintervalle | 0, + = [ .

EXERCICE 5:

1) Calculer cos 3x en fonction de cosx .

2) Soitu (x) = 3x — 4x* . Calculeru (— 1) ,u (0) etu (1).
Etudier les variations de « . En déduire le domaine de définition de
f(x) = Arc cos (3x — 4x?).

3) Résoudre I'équation (E) : ® — 3 Arccos x = Arccos (3x — 4x%) .
(Poserx = cos 8 avec € [0, @]) .
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Solutions:

1) coslx = cos (x.+ 2x) = cosx cos 2x — sinx sin 2x
= ¢osx (2 cos?x — 1) — sinx (2 sinx cos x)
=2 cos’x — cosx — 2 sin® x cos x
=2cos’x —cosx —2 (1 —cos’x)cosx =4 cos®x — 3 cosx.

Nu(-D==3+4=1;u(@=0;u(l)=3-4=-1
D,=R;VxeR) :u (x)=3-12x*=3(1 -4x%).

1 L
- — 1 -= 0 = }
x * 2 2 5 T
Donc: : - T T T J|
u'(x) - o= ¢ + o+ il) - po=
| ¥ i 1
! I I i T
u(x) + o ; ' | 1 !
I | . : g !
1 1 0 -1 —
D’autre part: f est définie lorsque: — 1 < u(x) < 1.

Or: d’aprés le tableau de variation de 17 on a:

—lsu@x)<l<exe[-1,1]-Donc: Dy=[-1,1]

3) L’équation (E) exige: {x e[-1,1] et
—l=sux)slexe[—-1,1] voir 2).

Donc: I'équation (E) exige: x € [— 1, 1]. Sous cette condition on a:
(E) < m — 3 Arccos cos O = Arccos (3 cos 8 — 4 cos® 6)

< m— 360 = Arccos (— cos 3 8) = m — Arccos cos 3 6

<36 = Arccos cos 3 6@386[0,::]@8&[0,;—1

«::»x=c059e[cosg,cosﬂ]:[%,l].

L’ensemble des solutions de (E) est donc I'intervalle B .1 ]car B ;i1 ]c [-1,1].

EXERCICE 6

Soit f définie par f(x) = Arctg%.

1) Etudier les variations de f sur |0, + o= |

g(x) = flx) pourx € o, + = [

2) Soitg définie par ;A
£ P glo) = 7

Que représente g par rapport & f ? En posantt = Arctg 5 , calculer li%l‘g—m—;g@.
X x>0,

Conclusion.

3) Tracer la courbe (C,). En déduire la courbe (Cy) sur | 0, + = [. Compléter (Cp)
sur Df.
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Solutions

1) Dy= R" ; f est impaire ; il suffit donc d’étudier f sur Dg = ] 0, + = [.

] ~ ] J’I:
Dg): = = =
vV x e Dg): f(x) e 1 hm f(x) Ilrn | Arctgu =i
lim f(x) = lim Arctgu = 0. Done: x 0 + o0
x—>+® 10,
f'x) -

fo |3
2
\ 0
g(x) = f(x) pour x € 10, + o |
2) g est définie par: 6] = %r _ jig’f(x)

Par suite, sur Dg, g est le prolongement par continuité de f & droite en o. D’autre
part on a:

1 1 1
= Ar tg — —=tpt e ety
ch x 3 * tgt
1 . T
xel]l,+o[e=-e]0,+x] EE}O,—[
& 2
;T = T
= : 2 2, L 2
Donc: hm 8(x) ~ 8(0) = lim = lim = lim
x (B (~>FCOtg (7, ( _,)
(<3 181 r<’5‘ <3 2
; h 7T
— — e = — h e —_——
hlll"é-l( & k) i(avec t 5 )
Conclusion : g est dérivable a droite en o et gj(o) = — 1. Par suite, la courbe (C,)

X . . T . 2 s
admet a droite du point A (o , E) une demi tangente de pente — 1 et d’équation:

w
y=-—x+ R
3) D’aprés le tableau de variation de fon a: x 0 +

g'(x) -1 =

g(x) E \‘O+

On trace donc la courbe (C;). Puis on
déduit la courbe (Cp) sur 0, + @ [ car

cette courbe (C;) n’est autre que la A A ¢(Cp
courbe (C,) privée du point A (0 , g) :

Enfin on compléte (Cp) sur R’ par sy-

métrie par rapport a I'origine 0 car f est 0
impaire.

DoncIespomtsA( )etﬁ( ;‘) _*%B B ¢ (C)

n’appartiennent pas a (Cp).

ST
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EXERCICE 7:

Soit f (x) = Arccos % .

1) Déterminer le domaine de définition Dy def .
2) Calculer f (— x) en fonction def (x). Conclusion,
3) Etudier la dérivabilité defsur] 1, + .

4) Etudier la dérivabilité de f i droite en 1 (poser t = Arccos 1) :
x

5) Représenter graphiquement f sur [1, 4+ o [.
Compléter la courbe (Cy) sur Dy.

Solutions:
1) fest définie lorsque: — 1 < l 1.
X
P leiedoigieal"%ey
Or:—1<-=> 1¢’1‘ & %
A Lo jeliizpeldtdag
x x
¢{XE]-'°° ,O[U[l, + = [=D,
xe|l—w,~1JU]j0,+=[=D,

sxeD ND,=]—-0,—-1]U[l,+=].
DOHC:Df=]_w,'_1]U[1,+°°[.
2) f(—_x)=Arccos (—%)=E—Arccos;cl-=zt—f(x).
Donc: (VxeDy),—x e Dpetf(—x)=n—f(x).

Par suite : le point I (0 ; g ) est un centre de symétrie pour la courbe def.

3) Posonsu (x) = l On a:
X

1 est dérivable sur ] 1, + = [
f est dérivable sur | 1, + @ [c»{ (1, +@)e]~1,1]

Or u est dérivable sur R " et en particulier sur] 1, + o [. En plus, on a:

1

u' (x) = —-—<0 donc il + o
u' (x) —
wx)| 1

~_

Par suite: u (J1,+«[)=10,1[=]—-1,1].
Donc f est dérivable sur | 1, + o [.

Vxell,+®oDif)=— = = >0

\/1_% xz\/l—il xVxi—1

T
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1
4) [t = Arccos : % S sy 4 EXERCICE 8
cosit ——
= 3
¢ =1V + 1 Arctg x.
xe]l,#-w[@%rs]o,l{ ;E}O,E[ i g, - i
2 1) DémontrerQueItLr:l%[(al-s—;—itgf)__1(1305’3”:5_}1’)‘
Donc: ]imw =lim —L = jim_ o, <3
er xX= =0 1 =0, 1 — cost ‘ ;
=1 e 2) a) Déterminer D; et Dg;etcalculer lim f(x)
! b) Calculer lim@ . Soit a cette limite.
= lim—L_cos/ = fim —2_ 0S¢ e
10, sinz(ﬁ) 0 G c) Calculer lim [f(x) — ax] (poser t = Arctg x et utiliser la question 1))
2 - 50y '
. 2 3) Représenter graphiquement f sur Dg .
. =1X+®o=+40w Compléter la courbe (Cy) sur Dy.
Pa!' suite: f n’est pas dérivable 4 droite en 1, mais la courbe (Cy) admet a droite du
point A (1,0) une demi tangente parallele a I'axe des ordonnées. Solutions
K.
1) lim( £ —Etgt)= lim 2— —Etg — —h
5) Iimf(x) = lim Arccos u = n ) lﬂ’_‘ cos 2 =0, n,k 2 (T; )
ot Ly 3 ; cos (5
Donc: x 1 +0o0 o T _ g
f(x) +oo + = lim [zsm A gcotgh]
: .om
” s
flx) 3 = lim [ _* _J_rcosh]
/ woo, [ Sink  sink 2 sink
0 bd
On trace (Cy) sur [1, + o [ . Puis on compléte (Cy) sur Dy par symétrie par rapport au = lim [ 2 (1 —cosh)— h’
ointI(O i‘) w0, | sinh sinh
p s ;
2 ' T
; 2 h h
= 2sin® (=) ] —
f hlglol‘ Lsinﬁcosﬂ ( ~ (2)) Sk ]
_______ . it '
) h n
=1 “tg=————|=-x0-1=-1.
hLﬂt}, [2 & 2  sinh ] 2
l .
i 2) a) Dy= R;f est impaire ;donc Dg = [0, + = [;
I
i n lim f(x) = lim VA? + 1 lim Arctgx = + © X = = 4 oo _
____________ .: 2 X—>+ x—>400 x>+ 2
TS = I
. T e S e S e e e e e i /52
; I b) 1imf(i‘l= ]im_x_j_lArctgx= lim V1 +L2Arctgx=l xT=21
\ x=+x X x>+ X x>+ X 2 2
: ¢) (t= Arctgx x =tgt
1
: {x610,+m["{¢e[0,1‘[
) 2
: :
g ) Donc: lim [f(x)— gx]: 1im[\/tgfz+ 1t= gtgt]
x—rt® =T
3
<3
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: )7
is:tgft+ 1= .Enpluscost >0 ourre[O.—[.
Mais : tg* T p 2 3
)4 ; t ) .
ite: li — Zx|=lim|— = Ztgt )= — 1 (voir 19)).
Parsu1te.xl_1.l;1_1m[f(x) 2x] fl_l:l}%(cost 3 g) ( ))
r<§

Conclusion : La courbe (C;) admet, pour x tendant vers +  , une asymptote oblique

d’équationy = gx ==N|

2x Vx4 1
3 R) : fi(x) = —=2— Arctgx + Y —
R e T e
¥ 1 1
=———— Arctgx + = x Arctgx + 1
ViE+ 1 Vx* + 1 \/x2+1( g )
Donc: (YxeR):f(x) >0car(Wxe R):x Arctgx =0
D’ou: x 0 +io
f'x) 1 +
f(x) it
0/

On trace (Cy) pourx € [0, + = |
Puis on compléte (C;) sur R par symétrie par rapport a l'origine 0 car f est impaire.

T
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Remarque : on pourra étudier la concavité de cette courbe. En effet,

—2x
2vx? + 1 1 x
) = = (v Arctgx + 1) + ———u +
(Vx € ER) f(x) xz 4= 1 (x rctg x l) \/;z—ﬁ (ArCtgx 1 +X2)
- x Arctg x X
G+ DV +1 ( s ) Vai+ 1 (1+2)VET+1

— x? Arctgx — x + (x> + 1) Arctgx + x

W+ DV + 1

Arctg x : .
= — " 2° _____  Son signe est celui de Arctgx .
2+ DVEE+1 & £
Donc: x I — o 0 4o
f(x) - 0 +

Par suite, la courbe (C;) admet un seul point d’inflexion A(o , f(0)) = A(0, 0).
En plus: pourx €] — = , 0 [ la concavité de (Cy) est tournée vers les y négatifs ;
et elle est tournée vers les y positifs pourx €] 0, + = [,

" EXERCICE 9
Soit f(x) = x + \/1 — x* Arccos x .

1) Déterminer Dy .
2) Enposantt = Arccosx , démontrer que : lim _/ i i Arccosx =2 -
=¥

x—1
flx) — f(1)

En déduire la valeur de lim &4 —2~2
x—>1 x-=1
x<l1

3) Etudier la dérivabilité de f sur son D;.
4) Déterminer I’équation de la demi tangente a (C;) au point B (1, 1).
5) Déterminer le tableau de variation de f et construire (Cy) .

{précis_er bien (Cy) aux points A(— 1, - 1), E(O ; g) ,B(1,1). ]

Solutions

1) VI = est définie pourx e [— 1, 1].
Arccos x est définie pourx e [—1, 1]
Par suite: Dy=[—1,1].
2) {r = Arccos x {x = cos!
xe[-1,1] tel0,mn]. .

\/1+x ‘/1+cosr
Donc: = =
1= 1 —cost
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t
P li Arccosx—ll = lip L*I 21:2
ar suite : lim _JE 2 i
x<i |tg—| gi tgz
1 x + V1 —x? Arccosx — 1
.Par conséquent : Ilrnf (_r) f( ) - = lim e
x<l x<l1
= lim [x -1, Vi-x Arccosx]
=1 x — 1 ¥—=1
x<1
r N )
=1lim|l — _1—xArccosx]car 1—x>0
i B - pourx < 1
T I—Jc
=lim|1— Arccosx
x=1 | (l
x<1
=lim|1— 1+xArccosx]zl—2=—1
x—=1 | 1—x
x<]

3) V1 —x7 et Arccos x sont dérivables sur ]—-1,17.
Par suite, f est dérivable sur | — 1, 1.

v — 2x
Vxe]-1,1D:f(x)=1+ —=_ Arccosx + /1 —
V-2 * (\/1 e
—x
= ——— Arccos x.
V1— X2

En plus: on a vu dans la question 2) que : lim /&) =/ _ _

x—1 X —

x<l

Donc: f est dérivable a gauche en 1 et f3(1) = —

1) =H=1) .. x + V1 = x% Arccosx + 1

Enfinona: lim lim
x-»—1 x+1 -1 x +1
x>=1 x>—1
o [x+1 V1T =2
= lim 2 T Y Arccosx
e+ 1 x+1

r czs b
= lim|1 + ,il—xz-Arccosx]carx 1>0
x——1] x+1 pour x > — 1

x>—1

= lim|1+ ,il—x Arccosx]=1+°0><:rc=+oc
x—=—1[ Lisp.sp

x>—1

Donc: f n’est pas dérivable a droite en — 1.

4) L’équation de la demi-tangente a (C)) au point B(1, 1) est:

y=f)+Ex-Df()=14 (- 1) (= 1)=—x + 2. Cette demi-tangente est

de pente — 1, donc paralléle a la 2° bissectrice.
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5
% -1 0 1 E
= + 0 -
= 1
1—x* + +
Arccos x + +
-1
Lo, JF= = 0 = =1 ! :
iy -
T ' /s
~1 T b q
/'A

Précision de (Cf) au point A(— 1, — 1) :onavuque: Iiml‘%g =+ o,
el
Donc (Cy) admet 4 droite du point A(— 1, — 1) une demi-tangente paralléle a I'axe

des ordonnées.

EXERCICE 10

flx) -5
Soitf(x) = \/1 - x? Arctg . On admet que: 1_{9 —_ =1

1) Déterminer Dy et Dg.
2) Etudier les variations de f sur Dg.

3) Préciser la courbe (Cy) au voisinage du point B (0 ; g)

4) Construire (C;) sur Dg. Compléter (Cy) sur Dy.

Solutions

1) f est définie lorsque; 1 —x? =0 et x # 0.
Donc: Dy: [- 1,0[U]0,1].

f est impaire. Par suite: Dg =] 0, 1].

2) f est dérivable sur J0,1].

1
: - 2x 1 —% x_2

Y 0,1):f(x) = Arctg=+ V1 —x
(Vx €10 1050 = g Aretg 4+ VI —
2
x

[JcArctg1 \/1_—
~ +

V1 — 2 1+x?
Par suite: (Vx e ]0,1[): f'(x) <O.
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f(x)_f(1)=li Vl_xz
1

Enplusona: lig =1 lim -

x<l x<1
V1 —x* 1) car 1 —x>0
X

pour x < 1

’ 1+x 1 T
= —_ —_—]l=— 0 X —= — ®
lm}( T Arctgx) 3
x<l
Donc f n’est pas dérivable & gauche en 1, mais la courbe (C;) admet a gauche du
point A(1,0) une demi-tangente paralléle a I'axe des ordonnées.

i e T ) & B VT =l 1xE=T
Enfinona: Ih_r&f(x) = }1_1;& 1 —x* lim Arctgu 1x 5= 5"
Par conséquent, on a: x 0 1

fw [ - =]
1
) . |3 o

3) li_ry(r]: flx) = g . Pour préciser la courbe (Cy) a droite du point B (0 , g), il faut
AUy

chercher la tangente a (Cy) a droite de ce point.
Or 0 ¢ D;. Pour cela, considérons sur ] 0, 1] le prolongement par continuité g de f
a droite en 0. On a:

g(x) = f(x) pourx € ]0, 1]
{gw) = limf) = 3

f)—3
Par suite: lim 8x) —8(0) _ lim Bt 1 par hypothése .
x—0, X x—={, X
Donc g est dérivable a droite en 0 et g4(0) = — 1.

Par conséquent la courbe (C,) admet a droite
du point B (0 1 g ) une demie tangente

de pente — 1 et d‘élquation:

y =80) + (x = 0)gi0) = T +x (= 1)

=fx+I—[.
2 -

4) Sur] 0, 1], Ia courbe (C) n’est autre
que la courbe (C) privée du point

. n

B (0 , 5) .

11 suffit donc de construire (C,) et d’éli-
miner ce point B. On compléte ensuite (Cy)
sur Dy par symétrie par rapport a l’origine
0. 9 —
Donc les points B et B’ n’appartiennent B

pas a (Cr.

(ST
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EXERCICE 11
Soit f(x) = Arc sin (2x* o Y1,

Arcsinx — %[

1) Déterminer lim

x—1 x—1

x<l
2). Déterminer Dy et Dg
3) Pourx € Dg, poser @ = Arcsinx et simplifier f(x) .
4) Etudier les variations de f sur Dg .
5) Préciser (C;) aux points B (1 s g) etE (0 i g) 5
Construire (Cp) sur Dg . Compléter (Cy) sur Dy .

Solutions
1) PosonstzArcsinx.Onadonct{t=Arcsinx¢> x =sint
xe[-=1,1 {t B .
[ ] E[ 575
D’ou:
Arcsinx—f—zt t—g t—g I—T—E
lim i = = Tiga = lim 2
x—1 x—=1 (> asint—1 = 7 (o I n
x<l - 2 zcos(——t-1 zcos(t—~ -1
1<§ 1<; g<g 2
d
= i lim h =.lim — 2
h—0. cosh — 1 h—0_ > (h A0 h
2 sin? = sin? (—
2 2
h
5 2 1
= lim — £ Y i
,,ER smksmh P
2 2
Autre méthode :
Arcsinx-—E r—g n
lim = lim — = lim avech =t — 2
x—+1 x—1 > asing —1  hrs0 i 2
x<l 2 sin h+§ =1

:<’z‘

car sin (h + I—ZE) = sin(:rz—r = (—h))= cos (— h)

=cosh.

im ————
hgg_ cosh—1
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