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COURS
i

Le calcul
numérique
| Avec pEs PRODUITS
Tableau | [ (1) ]
régle'” des signes ax(-b)=(-a)yxb=-ab; (-a)x(-b)=ab.
produit nul Dire qu’un produit est nul signifie qu'au moins un de ses
facteurs est nul.
simplification Si ac=bc et ¢c#0,alors a=b .
1_ 42 z, e N I
produits remarquables | @8 =47+ 2':: : :) (; .g;’_ ;Z b‘; 2ab+b" ;
%"
yA
Tableau 2 [ L a i
regie” des signes ey e
ka a .
simplification Pl (si k=0).
.. a _c ;
égalite 3°7 se traduit par ad = bc.
g a b a+b a ¢ ad+be
addition ;+;=_ 1 3 3+3= bd
Uk a ka a ¢ ac
multiplication k xz=?; ;x;—f: vl
a
o 1 b b ad
division = = ; s T = ;‘-
b d

(1) 11 s"agit de la régle algébrique des signes, (A ne pus confondre avee celle donnant le signe (positif, négatif) d'un produit ab
ou d'un guotient a/h en fonction des signes de a et de b.)
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Rappel |

Exemple

Suites
proportionnelles

A noter

2

Trois situations
de base
(tableau 3)

12

COURS l LE CALCUL NUMERIQUE

PROPORTIONNALITE
ET POURCENTAGES

LE MODELE LINEAIRE

L’application linéaire de coefficient k associe 4 un nombre quelconque x le nombre

kx . Elle est notée x - kx.

Le tableau ci-contre est un tableau de proportion- 3 _6
nalit¢ de coefficient k=0,5.

Autrement dit, I'application linéaire de coefficient 151 -3
k=10,5 associe aux nombres 3; —6; 8 et — 7 les ?

_7|
sk
- 3.5

nombres 1,5; —3; 4 et — 3,5.

La phrase «les suites de nombres Kys X3y Xya e € P14 ¥y J3s o SONt proportionnelles »

peut se traduire de plusieurs maniéres :
1. par un tableau de proportionnalité (exemple précédent) ;

X T Xy
3. par une représentation graphique : ”

2. par des égalités de quotients : it P

Dans un repere quelconque, les points M, 000, My(x,,9,), M;(x;,p,)... sont

alignés avec 'origine O du repére (¢f. chapitre 12);
4. par le modéle linéaire :

Il existe k tel que p, = kx,, y,=kx,, 3, =kx,.., ou encore I'application linéaire de

coefficient k associe y, a x,, y, a x,, ete.

t

X [ X

8. 8 B3

xp'=x"p («égalité des produits en croix» :
fait carriére).

Dire que le tableau

APPLICATION AUX POURCENTAGES

| est un rableau de proportionnalité revient a dire que

: C'est sous un tel nom que cette relation

— application linéaire :
situation LS exemple-clé

p ;
prendre { % de x X -1—06.\' 12 % de x, c’est 0,12x .

augmenter x de 1 %
L12x,

sl x augmente de 12 %, x devient

|
B §

diminuer x de 1 %

0,88x.

si_x diminue de 12 %, x devient

—

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Définition |

Regles de |

calcul

Le principe

E COURS I LE CALCUL NUMERIQUE

PUISSANCES

LA NOTATION a"

Soitﬂa un nombre quelconque et n un entier naturel non nul (7= 1). On pose :
ma'=aXxXaX..xa (produit de n facteurs égaux a a);

n

_ 1
mpour @ #0, a~"=— et, par convention, a’=1.
a

= Voila deux évidences quil est impératif d’avoir a I'esprit :
a=a' et —=a

a Cest la touche ' x*J de la calculatrice qui permet de calculer des puissances.
Ainsi, 2,37 se calcule par la séquence —2J -] (3] ) (7)) (=) .
Cependant, certaines calculatrices refuseront le calcul de (- 2)° (par exemple), parce

qu'«agacées» par le signe —. Il reste & se souvenir alors que (—2)*=-2% (voir
ci-apres) pour effectuer ce type de calcul.

| Les nombiess @ =1 b sont non nuls et m et n sont des entiers quelconques.
Sous ¢23 conditions, on a ¢
- B L m4n am m-n myn mn
a V=g ¥ —omg 3y @)'=am™;
a
|
t n n
| ; a\" a
! Exd"'=a"xb" 5 |-) =—.
| b/ b
_ e e e rms———————

1l nous faut sculigner en particulier :
— pour n pair. (—a&)" =a" et pour n impair, (-a)"=-a" ;

n+l

1 ;
il o™ =il et —xa”"=a""" (issues des évidences signalées plus haut).
a :

NOTATION SCIENTIFIQUE D’UN DECIMAL

Les nombres 593,7; —0,051; 35x10™* et —73000 ont pour notation scienti-

fique 5,937 x 10%; —5,1x 1075 3,5x107° et — 7,3 x 10%,
De maniére générale, le principe de la notation scientifique est le suivant :

La notation scientifique d’un nombre décimal est de la forme ax 107, ou a
est un décimal ayant un seul chiffre non nul avant la virgule et p est un

entier relatif.

La calculatrice a les moyens d'entrer un décimal sous forme scientifique (touche (EE)

ou E%2) ). Par exemple, la séquence 2) (5] [(EE) &) ELJ affiche 3% 77 qui
se lit 35 x 104,

Appuyer sur la touche =) a pour effet de convertir I'écriture en notation
scientifique : I'affichage est alors *.% =% (lire 3,5 x 107%).

13
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Définition 2

p

Regles de
calcul

3

Théoréme

14

COURS I LE CALCUL NUMERIQUE

RACINES CARREES

LA NOTATION Va

Lorsque @ est un nombre

positif, \/;désignc le seul nombre positif dont le carré
est égal a a.

m Deux clous a enfoncer :

— L'écriture Via n’a pas de sens lorsque @ <0 :un nombre négatif n’a pas de racine

carrée,

I_r = )
— Soit @ un nombre positif. Eerire v - /4 » cest coder Uinformation | cf

L Al'?' —
= La touche 1) de la calculatrice permet d’obienir

une valeur exacte ou approchée
(avec la précision de la caleul

atrice) de la racine carrée d’'un nombre :
— laséquence L8] 1) -] (8) (4] Lwi) affiche 7.7 : V51,84 =172 ;
— la séquence 3] %) affiche LIR2neoE: Vi 1,7320508 .

CALCULS AVEC LES RADICAUX

ST s ST P e——

Les nombres @ ct b étant Positifs, on a :

Val=(Va)’=a et, plus généralement, Vz

At ";rq =
Vab=Vax Vi et E:——\/E si b+,
b

{2 entier, n > I3

= Mise en garde : Le caleul sur les radicaux demande Guelques précautions. Deux
ceueils classiques sont 4 éviter :

— Croire qu’il existe une relation simple entre Vg + p
— Ne pas se poser de
notamment avec @ < (), puisque :

si o> 0 5 alors V’ﬂ? =4q : mais, si a-<<y 5 \/u_j =—q.

w Un résultat d usage fréquent - Lorsque g ¢
(¢/. T.P. C pour exploitation),

el\/ZJr\/E:

il 0’y en a pas!
questions devant I'écriture V2

» cela ne pardonne pas;

t b sont Positifs, on a V4% = 4\/5

LEQUATION x’ - a

Résolution de I'équation +* = 4

» Lorsque o () » deux solutions Va et - Va. l
w Lorsque a =0, une seule solution : ¢ | ’
= Lorsque ¢ < (), pas de solution,

s UL S
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Les entiers

Les décimaux

Les rationnels

Les réels

Remarques

-
LI cours | (e cacur numeriQuE

LES ENSEMBLES DE NOMBRES

VOCABULAIRE ET NOTATIONS

Nous avons rencontré et manipulé jusqu'a présent diflcrentes sortes de nombres. Et, en
ce qui concerne le vocabulaire et les notations, on'"” nous dit qu'une mise en ordre
s'impose...

=10, 1, 2, 3, ...} est 'ensemble des enticrs naturels,

5 = wla

T={un =3, -2, - 1,0, 1,2 3, ..} est I'ensemble des entiers relatifs.

~ désigne I'ensemble des nombres decimaun.
Les entiers sont des décimaux particuliers. Les décimaux sont les seuls nombres connus
par les calculatrices. De plus :
— les calculatrices ne connaissent pas tous les décimaux ;

2
— pour les autres nombres (mmme 7 - V2, ... (voir la suilc)). clles «ne» donnent
qu’'une valeur décimale approchée.

Un nombre rationnel est un nombre qui peut s'écrire comme quoticnt de deux entiers.
- 3051

Ainsi. tout décimal est rationnel (— 3,051 peut s'éerire W)' mais les nombres

ou - ne sont pas des décimaux (si quelqu’un cst la pour la faire, la

-1 ] 19

ad | o=

rationnels

division de 1 par 3 ne s'arele pus).

C désigne I'ensembic des 1ombes rutionnels.

I bk .
- V3, 7... ne peuvent s’éerire comme quotient de deux
tionnels (non rationnels).

ls ot irrationnels est appelé ensemble des nombres

Certains nombres comime V2,
entiers : ce sont des nombres i
L’ensemble des nombres rationne
réels : il est noté .

g On a les inclusions @ & CDCOCR
Le symbole C se lit «est contenu» (ou encore est inclus).
g N comme Naturel, D comme Décimal, R comme Réel, @ comme Quotient et

7 comme Zahl (nombre ¢n allemand). 11 fallait y penser.

LES NOMBRES REELS

[ "ensemble R est quand m¢me autre chose qu'un fourre-tout contenant les nombres
rencontrés jusqu'a present. Clest par lintermédiaire de la mesure des longuenrs que
I'on peut se faire une idée de ce que représentent les nombres réels.

Une unité de longueur ¢tant choisie :

o toute longueur de segment est mesurée par un réel positif {

carré de cote 1 oest mesurée, comme chacun sait, par le nombre V2);
a mesure d'une longuenr d'un segment.

ainsi la diagonale d’un

w toul réel positif est |

Iy a micux (les réels népatifs ne seront pas -
évineés, cette fois), nous  pouvons representer ‘ N
sCometriquement 1ous les nombres réels & 0 | x

Ce sont les abscisses de tous les points d'une droite

graduée.

(1) Le Programme

15
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TRAVAUX PRATIQUES | LE CALCUL NUMERIQUE

—

Les problémes sur les pourcentages sont des problemes de proportionnalité et il

convient de les traiter en tant que tels.
Deux outils sont adaptés :

1. L’application linéaire associée a un pourcentage
Deux compétences sont requises :

» Savoir déterminer le coefficient multiplicateur associé 4 un pourcentage repreé
t 1 ;
' _— ¢ hausse (1+—=], une baisse (l -—
sentant une proportion (100)' un ( 100)

(¢f. tableau 3, p. 12).
m Savoir inferpréter de tels coefficients en terme de pourcentage.

18,6
Exemple : Coefficient de 1,186 : hausse de 18,6 % (1,186 =]+ ﬁﬁ)

100

2. Le tableau de proportionnalité avec la hase 100

fg;rgffg : Le prix T.T.C. d’un article cst prix H.T. 100 N
ta L.Ne2: shntoe 18,6 %, quel est le prix hors oy 1 7.C.| 118,6 | 284,64
a 5 L

W

Le tableau ci-contre permet de conclure :
x % 118,6 = 100 x 284,64 , soit x = 240 F.

[2] Quel est le placement le plus avan-

TP [1] Vrai ou faux?
tageux :

2

a) Augmenter trois fois de 10 % revient a 1HO00 Fa9%

augmenter de 33,1 %. et ou 20000 Fa 10%?
) o 9000 & I %
b) Une augmentation de 12 % suivie d’'unc
i 2 el ha ien, ' )
baisse de 12 %, ccla ne change rien [3] On augmente iz longueur d'un rectangle
de 20 % ct on diminue sa largeur de 20 %.
Son aire a-t-elle vari¢ ? Si oui, préciser cette
variation en pourcentage.

¢) Lorsquon effectuc deux remises succes-
sives de 7 % et 20 %, l'ordre importe peu.

18
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B —

Exercice
résolu

TRAVAUX PRATIQUES I LE CALCUL NUMERIQUE

PRATIQUE DU CALCUL NUMERIQUE

) Cela est sar : le calcul est Pactivité de base dans tous les problémes numériques. D'oti la présence ici
‘ dt: 'que!:;fws problémes calculatoires, mais pas n'importe comment...
L'échantillon de tels problémes est certes modeste, mais veut étre significatif de la diversité des

g, . . = = Srr g icl a
réponses qu am?ner_u le caleul exact («a la main»), le calcul-machine (que nous limiterons ici a la
calculatrice) et I'estimation d'un résulrat,

CALCUL EXACT

(D'aprés Nouvesux Jeux de I'Esprit et divertissemants mathématiques. J.-P. Alem. £d. Seuil.)

I° Que vaut x = 83875683470 - 83875683469 x 83875683471 ?
2° Simplifier I'écriture de A et de B -

(BZX 10-2)5 1 2 4 50
A=———— =8 = = s 51
Gx10 4 x(m) i (3) sl

I? La taille des nombres impliqués condamne la calculatrice au chémage technique”
et nous dissuade de faire les calculs a la main.

Cela dit, observons que les trois entiers figurant dans I'écriture de x sont voisins.
Posons alors « = 83875683470 .

Le nombre x s’éerit ¥ =a’—(a - 1)(a +1).
Comme (a-1)(@a+1)=a’—1,il vient x=a®—-(a?-1), d’ou finalement xr=1.

2° @) Caleul de A
Seuls les_ entiers 3 et 10 interviennent dans I'écriture de 4 (noter : 30 = 3 x 10).
De la, Iidée directrice du calcul : essayer d’obtenir pour 4 une écriture de la forme

’ -

4 =27 % 10" (m ct n entiers a trouver). Allons-y, courage :

{i;);b){(lg—Z)Sx 1 - 3'0}(10_:0 _'310)(10—10
FR007%) T (@3x10? 3¥x1002x3¥x102 3°x10°10°
Cest-a-clie 4= 3177 =3%,
Conclusini : 4 =3 =243,

b) Calcul de 2
La seule remarque 0,75 = % guide le calcul :

4 50 i 4 50 3 51 450 % 351 3[ . 3
B=(5) X(U,?S) =(5) X(z) —W—E, d’ou b=-_l.
I

-~

A noter : On évite (si 'on peut) ’écriture «Zi» on écrit directement 3

Regrouper et simplifier sont les maitres-mots du caleul a «la main» :

= Regrouper les termes : I/ faut regarder la forme, I'allure (la structure, si I'on y
tient) de I'expression pour se faire une idée de I’écriture qu'on peut espérer obtenir
(pour le calcul de A par exemple, nous espérons I'écriture A = 3" x 10" ). Voila ce
qui nous guide dans la maniére de regrouper les termes. _

= Simplifier : C'est simple : utiliser les propriétés dégagées sur ce sujet (réduction
de termes, simplification de quotients, de puissances, produits remarquables...).

(1) Les capacités d'allichage sont dépassées.

19
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TRAVAUX PRATIQUES | LE CALCUL NUMERIQUE

. - .
4 TP [1] Mettre sous forme fractionnaire : [3] Simplifier au maximum :
i
§ I—%+%-—%+% 1 2 3>< xl994_
= e - X - e *
- 3 A A=S%374 1995
=+ =+ =+ =
r B 4 5 |45><(7'3><2)“x(j),
] Calculer 787 -23%; 7782 -223; 8x777) 43
7718 — 22235 777782 - 222233, ... =10
Etablir un résultat général. C=(0,6"")"x (_ f) '
I a’-bi=(a-bya+b). 3

LES CALCULATEURS PRODIGES

GIACOMO INAUDI est né en Italie (dans la ville
d’Onorato) en 1867. Trés tot, il se révele
comme un calculateur prodige, doue d’une
mémoire exceptionnelle, capable d’cfTectuer
de téte, 4 une vitesse étonnante, les opcrations
les plus diverses (multiplication, extraction de
racine...) : I"affiche ci-contre vient confirmer (si
besoin en était) que rares sont les «talents»
impossibles 2 monnayer...

Oublions cet aspect mercantile pour nous
intéresser de plus prés a ces «génies pas
comme les autres», souffrant de ce que psy-
chiatres et neurologues dénomment le «syn-
drome de I'idiot savant ».

L’une des premiéres descriptions de « caleula-
trice humaine» lut © > en 1789 par le
Dr BENJAMIN RusH i de ses patients,
handicapé mental anzinhancte, pouvait cal-
culer, par exemple, coabizin de secondes
exactement avait vécu vun homune de 65 ans
8 mois 17 jours et 11 heurcs, et ce, en moins
d’'une minute et demi !...

S nid : : .
At{ XX® siécle, on sait que ces ‘proc.hges.pqssedent une mémoire aussi sophistiquée
qu’efficace qui leur permet de visualiser a vie des peintures, des listes. des dates, des
k] £ - ]

Ry nombres, des airs de musique, ... et que de telles facultés sont innées ou acquises aprés
un traumatisme cranien ou une maladie du systéme nerveux central

s L’autisme, trouble psychique, a été rapproché du « syndrome de I'idiot savant» : un
type de facultés

s h' ITlOﬂ I

l?:l;}? [c Bim Rain Man (1988), Dustin
l. ofiman joue le role d’un autiste qui
.Slllpclwl_h(m {rcrc (Tom Cruise), en
accomphssant les calculs les plus o
com s les plus ¢
i plus com-

20
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2

Exercice
résolu

TRAVAUX PRATIQUES I LE CALCUL NUMERIQUE

LE CALCUL-MACHINE

Effectuer les caleuls suivants a l'aide de la calculatrice et présenter les résultats en
notation scientifique :

5 2 -1 =i
A:(_x10‘3) _252)(6[)(10-4; BZS,OIXIO +0,?3Xlﬂ
3 952 x 10°

= Calculons A par la séquence-machine suivante :
see 30 ()32 62 ()220 61 B0 4 &30 =],
Vient a I'affichage — 2,030,
Et donc, en notation scientifique, A4 =-1,34172x 102,
m Le calcul de B pourra s’effectuer par la séquence :

3,01 Ex) 2 1) +) 0,73 ExP) | i) =) =) 952 BX) 3 =),

Le résultat affiché {.7332%E " est en rotation scientifique. Nous écrirons :
B=108298x 10-°.

Aussi sophistiquée soit-elle, une calculatrice ne pense pas!

C'est a nous de refiéchir et, pour le moins, sur les deux points suivants :
s Dorgauissiion oy calouls )

Une séquense-mechine doit respecter les priorités algébriques du calcul :

— touches [onetenneliey dabord (149, ), x2)); ensuite ct dans I'ordre :

— les puissances Wiid )
— les sompics et difiorences =) et =J.

Noter que Pinstraciion =) permet d’effectuer un calcul partiel sans avoir recours
aux parenthéses L) et 2J.

o Lecture du résultat o ' o
Le résultat n’est pas toujours exprime en notation .scwntlﬁque. .
Certaines calculatrices travaillent en notation scientifique dans un «mode» spécial

(MODE sCI) qui permet de choisir le nombre de chiffres significatifs désirés.

En tout état de cause, il n’est que temps de retrouver le manuel d’utilisatio
calculatrice.

— les produsiis &t siotie

K'
a) 29,1 x 1073 - 1,05 % 107!
=-759%10"%;

41,5% 10°7) x (-9 % 10%)
3 ) =-747%200"";

)51 x 1074+ 51 x10°=0.

[1] Ecrire en notation scientifique :
-519; 0,00085; 471,08.

a1 9 .
2] Quels sont. Ic.s -rf:(?mbzcs;'.;l_l:fﬁichﬂge- (4] Ecrire a et b en notation scientifique
— tabda § Eeli . ) " |
a=[=x10 ‘) =51,73x10°°%
1
o reativis * 0-7-3x10"°
[3] Une des trois égalites ci-contre est bim m

fausse. Laquelle ?
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[;]_l TRAVAUX PRATIQUES I LE CALCUL NUMERIQUE

3 ESTIMATION D'UN RESULTAT _

Brown) armde d'un puis.

] sricains (équipe
Jercheurs americains (cq 7 .
o d nombre premier conny

Exercice En 1989, une I'.(ﬂlf[l{,‘ de ( i
découvrait le plus gran

résolu sant ordinateur (AMDHAL 1200)
Jusqu'alors :
’, = 39] 58] x 22""9_‘ e l A

Peut-on estimer le nombre de chiffres de p?

= Commengons par estimer p lui-méme & I'aide de puissances de 10.

Nous avons p = 400 000 x 22"
. i = ) . ot Al (1}]
Par ailleurs, comme 2'% = 1024, il est raisonnable de retenir I'estimation 2

Compte tenu de I'égalité 216193 = 10 % 21619 + 3, nous avons :
221[}19_\ £S 2|llx2|.l’:1‘}i [ 2] % (zlﬂ)llbl'l ~ 8 % (I()ﬁ)ﬂﬁl'l ~ 8 % |”f|-i?¢5? )

Avec 400000 = 4 x 10*, il vient maintenant :
p=4x10°x8x 10987 =~ 32 x |

soit, sans trop y perdre, p =3 x 10°%".

64862
0% ) :

. M v 7y oy o (1
a Une telle estimation permet d’avancer que p s éerit avee 64900 chiffres environ'.

s Nous conviendrons, pour simplifier, que I'ordre de grandeur ¢’un nombre est la
puissance de 10 dans son écriture scientifique (ainsi, 'ordre de grandeur de
5,71 x 10'? est 10", celui de 0,000471 est 107,

= Il est utile d’obtenir un ordre de grandeur pour prévoir ou «vérifier» le résultat
d’un calcul-machine, ou pour estimer un nombre situé¢ en dehors des capacités de
I'instrument de calcul.

a Point technigue : 11 est commode, pour procéder & uns estimation, d’utiliser une

puissance d’un nombre voisine d’une puissance d¢ !ii... #. bien cvidemment, la
calculatrice. i g
(L’approximation 2'°= 107, utilisce dans Pexercice, ©s. ~nr cxemple d’usage

fréquent.)

TP m (D'aprés Rallye Mathématique de la Rdunion.) III (D'aprés Kangourou, Edition 1993.)
Avec combien de chiffres s'écrit 3007 ? Les grains de sable de la pliage de Syracuse
5 sont fins, puisqu'il en faut 10 pour faire un
I.” Trouver un entier n tel que : Eglrllgrnc d(tlm Imm." Il y a du sable sur un¢
_ spaisseur de 1 m, la plage fait 5 large
m 3" n'est pas rejeté par la calculatrice ; sur 2 km de Ioné' DARES fet: mude, Iat

WY . . . . QU"-‘] est 'ordre de pr
- ’  Tac P : andeur du es
3 g'exprime facilement 4 I'aide de 3" grains de sable ? e ngibre

(1] J& nombre exact est 65087 ¢ res i i
I s N i . A By
65087 e otre estimation est tout & it correcte
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¢

Exercice
résolu

Y Ve 5  1x5

E] TRAVAUX PRATIQUES | LE CALCUL NUMERIQUE

CALCULS AVEC DES RADICAUX

) Presenter quelques techniques spécifiques permettant de simplifier des écritures comportant des
+ | radicaux est Fobjet de ce T. P. . Cela n'est pas bien difficile.

— En revanche, donner un sens précis au mot «simplifier» est plus délicat.
Laissons cela de cété pour l'instant : notre « Point-Méthode» aura pour tiche d'élucider cette affaire...

1 Simplifier I'écriture des nombres -

V 8
x=5V27-2V48 el y= BIX 9—
V242 25
2° Eerire les nombr

es suivanis sous la forme d’un quotient sans radicaux au

dénominateur :
3 (¢ i
z=—— el t=——
V7 3V5-1

1°m Remarques préliminaires
— Croire au triomphe en affichant ce que livre le cadran de la calculatrice :

......

= i il ol
X AL ORI N T i,

est exclu.

— Ce qui doit nous guider, ce sont des égalités «banales» telles que Val=a e
Va*b=aVb, avec a et b positifs.

Autrement dit, nous essayons de faire apparaitre un diviseur carré, le plus grand
possible, pour chacun des entiers figurant sous un radical.

 Simplifions !'éexiture de x.
Nous avons 2 3%3" et 48=3x4% dou V27= 3V3 et Vag8=4V3.

. N

3
Il en découle v~ 15V3-8V3, soit x=7V3.
(Valeur approcide co x @ 12,124 35565 ; pourquoi est-ce heureux ?)

-
!

B SI-H?]JJ'UI{);:'. f ‘::'.‘.'.'."g‘.'r;i‘_i.f{’I}f. o
Vel Vo8
Tout d’abord, y = —— % —

V242 V25 o
Avec, c’est la méme idée, 81 = 9%; 242=2x11>; 98=2x%x7% et 25=75%, il vient

. 63
9 V2 B , Soit, et personne ne fera mieux, » =

b

2° w Simplifions I'écriture de z.

3x V7 =3x\/§ ;
VixVi 1

L’idée ? Remarquer que VixV71=7.Dou z=

IV7
La réponse attendue @ 2=~

Simplifions Uécriture de 1. ; . T ;
'('..2:;':’)'[1/‘" peu plus rusé; le caleul s’appuie sur I'identité¢ remarquable

é J i ale mérite de ne faire apparaitre que des carres.
(@~ by(a+ b)y=a”—b" quiale mente de ne faire apy 1

Appliquons cela avee a = 3V5 et b=1:

2 2%x(3V5 4 1) 23V541) 6Vsi2 6Vseo
TIVE-1 (BVs-1x(3Vsa1) (BVsE-1r 45—l +
IVS 1
Nous tenons la forme simplilice 7= et
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] travaux praTIQUES | (e carcur numeriQuE

m «Simplifier» :

«V' » possible, ete.).

-5+2V3, V2+V3, ..

mettre ¢n ccuvre :
a a

Sans autre prc'cmmlr'l:'

voudra dire : obtenir I'écriture la plus list o
- » " LY oL .‘

radicaux au dénominateur, en préférant a V48,

dans le contexte ou nous sommes, cela
ble, accessible et immédiate possible (sans
, ACCes

avec le moins de symboles

m Les techniques de base : Il nous faut mettre en va]cuil;ih -
— une égalité telle que Va’b=aVh avec a ct ii post '|i|‘iécta telles 3 - V7,
— le fait que certaines expressions me peuvent etre simp ¢

; ¢ ' ssente un quotient
= La technique de « Pexpression conjuguée » : Dés lors q’lljﬁ:f prese q
et que I'on vise a supprimer les radicaux au dénominateurs,

(BV5+1) al3V5+1)

il faut essayer de la

3IV5 - |

3V5 -1 =(3\/5— DBEVE+1)
conjuguée 3V5 + 1 ;
ia a

(VZ2-V3) a(V2-V3)

a4 pour ¢xpression

44

V2+V3 (Va+V3)(Va-V3)
conjuguée V2 - V3.

sont changés : c'est un de trop).

: V2 + V3 a pour expression
= |

Attention : — 1+ V7 n'est pas une expression conjuguée de | — V7 (deux signes

T

6

[1] Simplifier Iécriture des nombres sui-
vants :

a=\/F—3V"E+v’E;
b=(1-V10)+(3V2-V5)*;
~ Va9 x 107
Va0 xVaixio

[2] Trouver les nombres égaux a zéro

parmi :
x'—"V'4_5—\/8_0+\/§;
y=V98-V32-Vig:
z=V150 - V100 - V50 ;
t=V108 - (3V192 - 2V2a3) .

Donner unz expression conjuguée de :
o 8+ ."r/-i 5

(4] Ecrire sous 1a forme d’un quotient, sans
radical au dénominateur, les nombres :

a=—@' b=-—-——-7 ; e= i,
V3’ 3+V2' 3-V2'
= VE+\/§ \/‘3_2

s oy= .
5V3-3V2 V7+2

24

RACINE CARREE

Il y a des racines de tout’ les Sormes
Des pointues, des rond’ et des difformes
Cell' de la guimauve est angélique

Ity a un Racin’ qui est classique

Lt la mandragore est diabolique
Mém' s'il nous ba

Mais la racine que jadore

£t qu'on extrait sany effort-cu
La racin’ carrée ¢'est mq preferée...
Boris VIAN (1920-1959)

romancier, trompettiste, ingénieur, dr

1 ; ! amaturge,
poéte, jazzman, membre dy College de Pataphys

ssin' on n'y peut plus rien

auteur de chan

-hansons, mathématicien,
Ique, chromqueur...
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Produits,
identités remarquables

Ecrire le plus simplement
proposées (exercices | a 4),
] a)30-x+206x-2);

b) —6(a-b)y+20b - a)-8(1,256 - a) .

possible les expressions

[2] @) @x + )G - 30) - (x = )2z + 30
h)3(a—b+3}—(b—3)(a~3).

[38] @) (c+3d)* - (c - 3d)? :
byn?-mn-1)>.

[ (@+bYa-b)+(h+ )b~ 4 (c+a)e-a).

E Soit N le nombre 12345574

1 A Taide de la caicuietiice. odterminer chacun
des produits :
NxI18; Nx27; X»38: Nix534,
2° Faire une conjecture ef I puzifier
TR
£

ar o

Exercices 6 a 8 :

[6] Que valent 999*, 502° et 93107 ?
Calculer 49 9982 et (301 x 299)*.

Calculer : 80 0012 — 160 001 ;
599992 + 119 999 .

interdize.

[EI Ou est "astuce ?
Comment justifier les égalités suivantes ?
(999 999) + (2 000)? = (1 000 001)* ;
(99 999 999)7 + (20 000)* = (100 000 001)* .

Belote et rebelote

(D'aprés Jeux et statégies, n® 26. Avril-Mai 1984.)
Au tournoi de
belote, les joueurs se
sont repartis  en
nombre exact d'¢qui-
pes de deux.
Chaque équipe a
rencontré successi-
vement tous les
autres. Il y eut ainsi
15 parties.

Combien y avait-il
de joueurs ?

Calculs avec des quotients

Dans les exercices |1 et 12, donner les résultats
sous la forme d'un entier ou d'une fraction irréduc-
tible.

(| 13 5
o W L =
[11] Ja-shan B 7+(1+).
2 3 4 5
P, 3._-_.
”)(3 4)+ (s 6)
ERREE
b -
@a)7 § Bo——
=& e
5 3 7 6

1 5 N L 5

=] W k=] 1 [ =],

”)(2 )( 4) (2 6)
[13] Dans I'expression 4 x3:5-2, placer des

parenthéses pour que le résultat soit :
a) 04; b)d;, ) -56.

@ Retrouver le nombre caché sous la tache :
11 N | R D E A

—t—t—F— —+ —+ —
4 10 20 30 40 50 60 @

@ (D'aprés Les Qlympiad iques balges 1985))
Quels termes faut-il enlever de la somme :

1 1 1 1 1 |
S=—d—t—t—t—+—
2 4 6 8 10 12

pour que la somme des termes restants soit égale
al?

Les formats

Chaque rectangle a été découpé en carrés (¢f. figure
ci-dessous).

Calculer le format de chacun (t'ormat =

longueur
largeur '

25
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APPLICATIONS DIRECTES DU COURs

Puissances

D - G

d: "gh;;‘:w"xﬁ’ ”fzs 30., a 32, simplifier I'écriture
ombre

non nuls). (les nombres a et b sony

B0 (@) a1 a*b=3(ab)
g (1) g
3 2

Ip-2
T

a‘b?

8?3 x 3-3
—
Q15 5 2220 :

(35 % 2-2)2

Fx273\ jo2x5
(9-'x2%)3° T

28

4 %25

@ Vrai ou faux?
12100 % (1,5)50 X614 = 6.

Caleuler xy, x+y, v =y et i, sachant
que x=9x 107 et y=346 - 10

(On donnera les résultats en i~ aion scientifique.)

Soit x = 0,002 .
Ecrire en notation scientifigue .
X, x%, x73%, 1678x-2

On effectue sur une calculatrice les séquences
suivantes :

ay 2 Lexd s el s =] 4
D)5 G 30=] ;"
200 0 s alidi=],

Pour chacune de ces séquences que trouve-t-on ?
Justifier en notant les résultats avec des exposants.

Utiliser la calculatrice pour vérifier les curio-
sités numériques suivantes :

a) P +5+22+9x5x2=952;

by 1+3+32+3+3=11%;

€) 44 +6'+8+9"+ 14 =15

dY4 + 55+ 6+ 7 +9°+11°=12%,

(D'aprés Olympiades mathématiques belges.)
. H b 6 25
Déterminer le nombre de chiffres de 4'% x 5%,

[39] Quelle est la somme des chiffres du

nombre N7

N = 10" - 1995,

I LE CALCUL NUMERIQUE

Racines carrées

Vérifier que les nombres suivants sont des
entiers :

V4225 ; \@x\/gﬁ; —v‘.}—hﬁx‘\/E
V380 19

Ecrire plus simplement chaque nombre -
VBxVT2x VIdd; V75 x V30 x Vs -

vﬁxﬁx\/i; NIt
40 11 10,8 1,35

Dans les exercices 42 et 43, écrire les expressions

sous la forme aV'b, b étant Uentier le plus petit
possible.

[42] Vs'x7; VIPx32; V3x10°: V5x10°.

V512 -3V98 + V50 ;
-V28-2V175 + 4 V0,63 .

Résoudre chaque équation (exercices 44 et 45).
x1=81;

[45] x2-25x10°=0; x?=9x10-¢;
0,3x2=10,147 .

1,21 -x%2=0; x?+25=0.

Un disque tangent aux quatre cotés d’un carré

a pour aire 1 m%. Donner la longueur de la
diagonale du carré a 1 mm pres.

Le pavage impossible
Montrer qu’il est impossible de paver avec des
carreaux carres, tous de méme coté, un rectangle de

dimensions 3 et 5 V2.

I Raisonner ainsi : «si I'on pouvait paver avec

des carreaux c¢dté a, alors ... et donc V2 pourrait
s"écrire comme le quotient de ...»

27
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CESTI Extress
EXERCICES ~ EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCI

EXERCICES

Vrai/FauXx

o |al-

Si a et b sont non nuls,

e

Linverse d'un décimal est toujours un deci-
mal.

Quels que soient les nombres non nuls @
. (arby-(@ by

5 est un entier naturel
a

et

non nul.

Augmenter de 200 % ou doubler revient au
meme.

Les deux offres publicitaires ci-dessous sont
equivalentes :

BOUM SUR LES PRIX
20 % de réduction

OFFRE SPECIALE
25 % de produit
en plus

@ Si chaque année les prix augmentent de
19 %, ils doublent & peu pres en 4 ans.

@ Le volume d’un cylindre est proportionnel
a son rayon.

. IR E .

e 1

1215 200 10°
(6] 3-2+37=3""9,
Bl 3% 3-t=p,

La séquence machine suivante fournit une

valeur approchée de

5V2
8 ) 08) x) 2] vy s

(59] Linverse de V2 -1 est V24
Vir -3,14) % ( - 3,15)2

=(m- 1,]4) ® {-n--_ j‘ls) .
(V0,25 - 0,5)" + (V0,9 - 0.3) = g

28

. - - 7 e reuve
La technique mise a I'eP

Un sac noir contient 40 boules noires et un

¢ contient 40 boules rpugc:i. e noir et
Dix boules noires sont extraltels 1; e
mélangées avec les quarante boules TOug

e. .
Sca)l; I;:?cltlfait maintenant 10 boules pangl iescgglgﬁlf
contient le sac rouge, sans s’occuper d¢ a :
et on les introduit dans 1€ sa¢ noir.

r
Quel est le sac qui contient le plus de boules de
Pautre couleur?

L étoile . _
Le symbole * cache un signe + ou un signe X.
Retrouver les signes cachés dans chaque ¢galite :

1 . 2
— %k -
16*3*2_16 2._._...3—:5-_--1‘-—_-6
5*3%g 0 3100
3 4

Tutti-frutti

Dix citrons coltent aufant die

i :‘.L"zc
oranges autant que douzc i 5 Juate
pamplemousses autant gu’ wi ik miclons
autant que quarante-huit b
Pour le prix de cing citrons, combien aurez-
vous de bananes ?

Les boucles d’oreilles

(D'aprés Math Festival, M. Gardner. £d. Balin |

Dans un village d’Afrique viver: &% fziimes. Trois
pour cent d’entre elles portent s iz d’oreille
Sur les‘ 97 pour cent restants, iz ¢ en porté
deux, 'autre moitié aucune. o

Combien, au total, y a-t-i b e
dans le village ? ¥kl de ‘boudes diorelles

Déterminer les entiers relatifs p et g tels que :

27 % 5=?=_1_
125000 °

Des puissances réguliéres ?

Vérifier que les pui
exposants 1, Z,IJl.ussances de (1+V?2) avec pour

et 8 peuvent s'écri
nt a
forme Vin+1+Vy s’écrire sous |

£ n \ ..
que I'on précisera. ol n est un entier naturel

I Uliliser ames

(a Jlrll;si;"dprcs Pavoir établie, la relation :

(

C‘. ) 2)(l+\/._?)=(ﬂ+2b)+(a+b)ﬁ'
blt\ pc['mel dnohte

de proch

nir les puissances de (1 + V2),
caleuls,

¢ en 2
proche, en économisant quelque®
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exercices | LE CALCUL NUMERIQUE

Problémes de pProportionnalité

;}f;: »P”Oﬂﬂm'nn produit I'idée de force et de soli-

DIDEROT
Le périmetre qryn champ rec-

tangulaire est 1600 m, A I'échelle, ce
culer son aire.

Un classique...
jour et demi. Combien d’ceyfs ond
o o o | (e pondront douze

rectangle a la forme ci-contre, Cal-
Une poule et demie pond un eeuf et demj €n un

Un probléme posé par Léonard de Pise
Pour 9 lires, on a 40 aunes de dra eta i
on a 32 rotules de laine. 5 ve0 S5 Hires,
Combien de rotules de laine est.
nir contre 30 aunes de drap ?

LEONARDO FIBONACCI dit Léonard

de Pise (vers 1180-1250) transmit au monde occi-
dental I'héritage math¢matique arabe et byzantin.
«ll fut sans aucun doute le mathématicien le plus
original et le plus habile de I'époque médiévale
chrétienne, mais une bonne part de ses travaux
était trop difficile pour érre bien comprise par
ses contemporains. »

J-P. COLLETTE. &istoire des Mathématiques.

Le diamant

Le prix d’un diamzast ¢ e ontionnel au carré de
son poids. Un digmus co (.43 g vaut 50000 F.
1° Combien coiite it iemant de 0,693 g?

2° Quel est le poids d'ur dizmunt valant 30000 F?

il possible d’obte-

Les deux montres

(D'aprés Les casse-téte mathématiques d= Sam Loyd.
Martin GARDNER, Dunod.)

Je fis marcher deux montres en méme temps et
constatais que I'une retardait de Eit‘,le minutes par
heure et que l'autre avangait d’'une minute par
heure. - _
Quand je les regardais de nouveau, celle ?m
avancait indiquait exactement une heure de plus

ue l'autre. .
cét‘:mbien de temps les montres ont-elles marché ?

Probléemes de pourcentages

«75 % des lycéens trouvent que les Mathematiques
ve ot leur i ination. »
développent leur imagi Sondage SOFRES

(D'apres Olympiades mathdmatiques belges ) ] ‘ .
Quel doit étre le diamétre du trou circulaire qu'il
faut percer au centre d'un disque de L?[{l"]c:m de
diamétre pour que I'aire diminue de 36 %7

(D'apres Avez-vous (trés) mal aux maths 7 J. Lubczanski. Le Monde
de I'éducation, n® 131, octobre 1986.)

Un paquet de café en promotion contient 20 % de
café gratuit en plus.

De combien le prix au kilo a-t-il baissé ? (Donner
la réponse sous la forme d’un pourcentage.)

Aux Galapagos

Dans les iles Galapagos, vivaient, en avril 1982,
30000 tortues.

Lorsque I'hiver est rigoureux, la population des
tortues diminue de 36 %, sinon elle augmente
de 25 %. Entre avril 1982 et avril 1994, il yaeu
cinq hivers rigoureux.

Combien de tortues vivaient le 30 avril 1994 2

Baie de l'ile Bartolomé, Galapagos.

L’inflation galopante

Dans un pays, I'inflation atteint 6 % par mois.

Quel est environ le taux d’inflation annuel :
6%, 72%, 66% 100 9%?

T. V. A. sur les voitures
«La T.V.A. baisse de 28 % a 25 %» (Les jour-
naux).

Quel est le taux de baisse sur le prix de vente des
voitures ?

«Un coup de métre ! »

{Rallye du centre 1952

Un commergant en tissu d’ameublement calcule le
prix de vente de fagon a gagner 25 % sur le prix
d’achat (quel que soit le tissu). Au moment du
bilan, il s’apercoit qu'il n’a, en réalité, gagné que
20 % sur le prix d’achat.

Il découvre alors que le «métre» qui lui sert a
mesurer le tissu lors de la vente n’a pas la
longueur du métre «légal».

Calculer la longueur du «meétre» du commergant.

Calculs exacts

«J'aime les ecalculs faux, car ils donnent des
résultats justes. »
HANS ARP

1° Etablir que pour x>0 :
1 | 1
x x+1 xlx+1)°
2 En déduire une écriture fractionnaire de :
| L 1 1
+ + + ...+ y
1x2 2x3 3Ix4 1994 x 1995
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@ EXERCICES | L& carcur NUMERIQUE

Deux curiosités numériques
1° Vérifier a la calculatrice les résultats suivants :

Serie 1 : 65% — 562 =332 ;
6 565% — 5656* = 3333% ;
656 565 — 565656% = 3333332,
Serie 2 : 62—~ =11,
56*—45=1111;
5562 — 445* = 111111 ;
= |

5556* —4445* = 11111111,
2° ‘Etablir un résultat général pour chacune des
séries.
[ Série 1 :

33..3=9x11..1%.

Serie 2 : Observer ’effet obtenu sur un nombre de
p chiffres lorsqu’on le multiplie par le nombre de
p + 1 chiffres ;

100...001. (Exemple : 2546 x 10001 = ?7)
Puissant (D'aprés Tangente.)

Robert a calculé I'expression :

- (8n+| + 8::)2
(4.“ = 4n— I)3
pour n=0, n=1, n=2 et n=3. 1l est
trés surpris !
Peut-on lui donner une explication valable ?
Vitesse moyenne

1° Un cycliste effectue I'ascension d’une cote a
10 km-h-' de moyenne et la redescend a
40km-h-"
Quelle est sa vitesse moyenne v sur I’ensemble
du parcours ?

2° On dit qu’un réel x est la moyenne harmonique

N B O B |
de deux nombres @ et b, si —=—|—+—]|.
x 2\a b

Exprimer alors x en fonction de a et de b.
3° Trouver un rapport entre les questions 1° et 2°,

(D'aprés Rallye mathématique Ile-de-France, 1987.)

Comment calculer x' en n’effectuant que cing
multiplications ?

Quel est le nombre minimal de multiplications a
effectuer pour calculer x'3?

Utilisation de la calculatrice.

«On doit ap,?df‘r machine, dans le sens le plus
étendu, toute idée sans penscur. »

ALAIN
Curiosités numérigues

Utiliser la calculatrice
suivantes :

a) 560° + 70" = 525 + 3153 = 5527 +
b) 3%+ 195 + 220 = 10° + 156 4 936

30

pour vérifier les égalités

198" ;

Le 21 aoat 1989, la sonde Voyager II arriva j
proximité de la planéte Neptune. Cette planéte s
trouve alors a 4,5 milliards de kilométres de [y

Terre. :s par la sonde arrivent sur |
Les signaux envoyes par & i
Terre a la vitesse de la lumiere (300000 km - s 1,
Combien ont-ils mis de temps (en HHeusSy Tk
et secondes) pour parvenir jusqu'aux antennes de

anake) ¥ =
réception situées sur la Terre ?

Neptune

Amas de neutrons

Quelle serait, en tonnes, la masse d’'une boite
d’allumettes de dimensions 7 cm, 4 cm et 1 cm
remplic, sans vide, de neutrons ?

Masse d’un neutron : 1,673 x 107 g;

volume : 6,545 x 10~ cm’.

f{inro > Les trous noirs. On nomme ainsi ces

régions de U'espace formées d’un amas de neutrons.
La gravitation st si intense qu’aucun rayon-
nement ne oL chapper (d’ou le nom « trous
noirs»). fir o ~onstituer, en particulier,
I'ultime  stad: ion des  étoiles les plus

Massives.
[87] Est-il veui wyn
304+ 1t - f 3154 =353417
I Oui, nous voilo awcieid des capacités de la
calculatrice.

Mais, en «arrangeants» vn peu, 353* — 315* sera
accepté par la machine..,

Problémes d’estimation

«1l est si naturel d'estimer ce qu'on aime.»
PIERRE CORNEILLE

Ordre de grandeur

Donner un ordre de grandeur, sous la form

d'une puis
L sance d€ mbfeh
suivants : 10, de chacun des no

a) 2I9‘}S .
I¥ On
Sill

b) 5'%% . Q) T

l ?ourru utiliser les estimations 2"
~ 2 ] iti .
0" et 7"=~2x 10°, sous condition :

E

= 10"
étre

o

capable . 5
pable de |eg Justifier ( “ dutorisée)
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EXERCICES I LE CALCUL NUMERIQUE

Nombres premiers jumeaux

Deux nombres premiers jumeaux sont deux

nombres premiers impairs consécutifs (comme 17

glml?;_?? et 31 ou, plus simplement, 3 et 5,

;\«81 L.!Atkm et N. W. Rickert ont montré en 1979
211 a large pair of twin numbers ») que les couples

Suitvants etaient des nombres jumeaux :

@) 694513810 x 22304 . ;

b) 1159 142985 x 22304 4 |

Donner une estimation de |’

ordre d
ces nombres, e grandeur de

’

1° Quelle sipory:
vous a la guastio
Combien de {ois
(& chaque fois sur =iie
pour maching a Zorive
2° Supposons qué nous i

= feuille de
{

Hi de — mm.
20

papier (assez grande), 'ums o

Nous la plions en deux sur elle-méme, puis de
nouveau en deux, atc., ¢t ¢csla 20 fois de suite.
Quelle est I’épaisseur de la «leuiile» ainsi obte-
nue ? ) )

Et si I'on pliait 50 fois de suite ?

IZ Les réponses ne sont pas | mm et 2,5 mm.
Réponse s'ipla derniére question ? 50000000 km. Ce

n’est pas une supercherie.

Voici un lot d’informations chiffrées, parfai-
tement exactes, mais ou les exposants des puis-
sances de 10 ont été remplacés par des symboles

tels que : m, ® OU A.
Retrouver ces exposants © o _ ’
Depuis le début de ce siccle, il s'est écoulé

3 x 10* secondes environ.

Les cheveux poussent a la vitesse de
1,6 x 10* km -h~",

1l faut 2 x 10* secondes & un BOEING 747 pour
parcourir Ja méme distance qu’'un escargot en
1 heure.

[7 La calculatrice toute seule va peiner. Il faut du

bon sens. : o
« Et comme le bon sens fait parler le génie. »
A. DE MUSSET

Calculs avec les radicaux
« Les racines des mots sont-elles carrées ?»
EUGENE IONESCO

Simplifier les expressions suivantes a l'aide
des produits remarquables :

a) (V5-2; b(5V3+3V5);
0 (1V2+2V7)(7V2-2V7);
d)(3-2V2)*(3+2V2)".

Ecrire les nombres suivants sans radicaux au
dénominateur :

2, 5V -5

a) 3 b) ; ==
1-V3 V2 V2+V3
Méme exercice que précédemment avec :

a)vﬁ-l_ b)l—s\/i_ . V7
VEa+1® W3- Via+V7

1° Ecrire les inverses des nombres suivants
sans radical au dénominateur :
2V2-V7.

2-V3; V7-Vs;

2° D’une maniére générale, prouver que l'inverse

de Vn+1-Vn est Vn+1+Va.
Simplifier, sans utiliser la calculatrice :
810 + 4Il]
84 + 41! :
Que vaut V111111555555 +1 ?

I7 A froid, la calculatrice n'est d'aucun secours.
Mais, en étant plus modeste...

(D'aprés Olympiades mathématiques belges.)
Déterminer le plus petit nombre entier naturel # tel
que :

1 1 1
+ +
1+V2 V2+V3 V3+Va
1

+ ..t —————=100.

Vi+Vn+1

IF Les expressions conjuguées pour éviter de sur-
mener la calculatrice.
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EXERCICES

S  EXERCICES
EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCICES  EXERCICES  EXERCICES EXERCICE

EXERCICES

PROBLEMES

Le congres

1995 hommes participent & un congres. _
Monsicur «Un» a serr¢ | main. Monsicur
«Deux» a serré 2 mains. Monsicur «Trois» a
serr¢ 3 mains... jusqu'a Monsicur « Mille neuf cent
quatre vingt quatorze» qui a serré 1994 mains.
Combien Monsicur « Mille neul cent quatre vingt
quinze» a-t-il serré de mains ?

L’homme a la béche

(D'aprés Les cosse-téte mathématiques de Sam Loyd. Martin GARDNER.
Dunod )

THe PAAN \WIT
THE HOE ™'

—a e, )
=,

0,
i

iy,
—=2

i

il

Ce probléme est mathématiquement tellement
simple que j’hésite a le proposer ici. Il peut
donner lieu cependant 4 une discussion intéres-
sante.

Il appert™ que Hobbs et Nobbs se sont engageés a
planter un champ de pommes de terre pour
Snobbs le fermier, moyennant paiement de 25 F.

Nobbs peut poser un rang de pommes de terre en
quarante minules et le recouvrir en autant de
temps. Hobbs de son coté pose un rang en vingt
minutes, mais il ne recouvre que deux rangs
pendant que Nobbs en recouvre trois,
Supposant que les deux hommes travaillent régu-
hcrcmcnt_Jusqu‘il e que tout le champ soit planté,
chacun dlspnsanl ¢l recouvrant pour soi, supposant
encore que le champ comprenne douze rangs
comment faut-il partager les 25 [rancs entre Jes

deux hommes pour que chac i S sui
nimes ¢ chacun soit payé sy vl
son travail, DR

(1) 11 est manifeste, évic
P'ancien verbe apparvir,
Dictionnaire du Frangais,

fent que,., (duns le lun
apparaitre, du lutin
Hachene,)

gage de droit), De
apparere, (1D'aprés

Les Bergers o ‘Arcadie »
ICOLAS POUSSIN

32

La bonde et les robinets

Le robinet de droite remplit le réservoir ¢,

12 minutes et le robinet de gauphe en 15 minutes
Monsicur Tétenlair ouvre en méme temps les deyy

robinets... hélas, il a oublié de refermer la bonde |
*évacuation ! =

dof,vilorsquc le réservoir est plein, et que I'on ouvre r?

la bonde, il se vide en 7 minutes. .

Le réservoir arrivera-t-il a se remplir ? Si oui, en

combien de temps ?

Quelle est la somme des chiffres du 1.10mbr-e
1995 x N ou N est le nombre 999 ...99, qui s’€crit
avec 1995 chiflres tous égaux a 97

Le nombre d’or

On appelle nombre d’or le nombre ¢ =

1+Vs
=

1° Vérifier les égalités :

A PP=6+1; b)é=¢—1; )P’ =2¢+1,

2° Montrer que si le rectangle ABCD a pour
format ¢ (¢f. exercice 16) et si 1'on enléve au
rectangle le carre AEFD, alors le rectangle restant
a aussi pour formet .

-

Ty

I¥ Ou pourrs supposer que 4D =1 et 4B = ¢.

{ DviNE PROPORYION > La  propriété précédente,

connue des Grecs, 2 fait du nombre d'or l¢

symbole de I’harmonie en Architecture (fagade du

Parthénon,_par exemple) et en Peinture (tableauX
de la Renaissance).
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N Si une équation est donnée (au
hasard),
elle ne sera jamais soluble.

PAUL VALERY

COURS EXERCICES
34 APPLICATIONS DIRECTES
TION
A DU COURS 48
._| COURS 37 EXERCICES 50
g] TRAVAUX PRATIQUES 40 |;|j PROBLEMES 55 |
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INTRODUCTION 2 TRANSFORMATIONS D'ECRITURES. EQUATIONS

ACTIVITES PREPARATOIRES

QUELQUES BRIBES

Un tour d’horizon ra
pratiqué au College

pzde sur les divers aspects du calcul algébrique tel qu'il a été
. C'est ce que proposent les Activités 1 et 2.

w

] Le poids d’une brique

(Les casse-tite mathé
Dunod.)

Si une brique est équilibré [

! est cquilibrée par les trois
quarts d’une brique et les trois quarts d’une
livre, combien pése cette brique ?

THP/;L;{ 16T 2 BRICK

p,

matiques de Sam Loyd. Martin Gardner,

lzl Un carré magique

Il s’agit de remplir les cases du carré ci-
contre avec les neuf nombres 1, 2, 3, ... 9,
pour obtenir la méme somme sur toutes les
lignes, les colonnes et les deux diagonales.

1

2

1° Déterminer cette somme.

2° Soit x le nombre figurant dans la case
centrale.

Remplir les cases en fonction de x.

3° Calculer x et conclure.

I7 Ne pas oublier les diagonales.

[1] Des multiples de 3
1o Vérifier que les nombres suivants sont
multiples de 3 :

af.— 00 Bl x Py, 1P 1.,
70 Factoriser n3—-n et en déduire un
résultat général.

Une colle

La voici : « Est-il vrai que

1 994% + 4 = 3980026 x 3972050 ?»

[ Peut-on répondre @ l'aide de la calcula-

trice ?

2 Exploiter I'égalité :
xt+a=x'1+4xr+4-4x*,

pour écrire x* + 4 comme produit de 2 fac-

teurs.

I3 Voir la différence de deux carrés,
30 Conclure avec la... calculatrice,

[3] Triplets pythagoriciens

On se propose de trouver des triplets
d’entiers (x,y, z) tels que x>+yp*=z?
(exemple connu de tous : 37 +4?=5),

1° Soit a et b des entiers.

Montrer que x=2ab, y=a*-b? et
z=a?+b? sont des entiers tels que
x> tpi=zt,

2° Pourquoi de tels triplets sont-ils appelés
« pythagoriciens » ?
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COURS
2

T{fmgfomatious
d’écritures

Equations TRA N S FO RM AT‘ O N S
D'ECRITURES

«Les exemples ne sont pas sans quelque attrait par eux-mémes. » )
EMILE LITTRE

kY A L - . e - - 1 i S
Nous n’assénerons pas ici de définitions a priori ; le vocabulaire en vigueur sera rappelé
au cours des exemples traités.

| DEVELOPPER, REDUIRE ET ORDONNER

-

Exemple | Développer, réduire et ordonner Uexpression f(x)=(x—-1)2x—-x2+4).

L'application des régles de distributivité peut se schématiser ainsi :

{ chaque fléche indique un produit dans lequel chaque nombre
est affecté du signe qui le précede.

Cixy=2xt = xP+4x - 2x+x2—4 (expression développée).
me enire eux les termes «en x?» et de méme les termes «en x» °
f(x)=3x>-x>+2x-4.

Neowe oo esi enfin ordonner f(x) suivant les puissances croissantes (ou décroissantes)

-

Flry=—-4+2x+3x*-x* (ou f(x)=-x3+3x*+2x-4).

Exemple 2 Développer et réduire A=(x+ i+ (x-y)y-(x-2y)>2.

Développons les produits remarquables :
(x+p)?t=x2+2xy+y? et (x-2)=x-dxy+4y?.
Par suite, 4=x2+2xy+y’+xy—y*-(x*-4dxy+4y?’).
Soit A=x2+2xy+y2+xy—y?—x*+4xy—4y® (expression développée).
Enfin, la réduction demandée : :
A=Txy—-4y°.

En résumé = Développer («enlever les enveloppes», Clest-a-dire les parentheses). 1l s’ggit
nrest d’effectuer les produits d’expressions entre 'pareqtheses i .
— en appliquant les régles de distributivité, la regle des signes;
— en utilisant les produits remarquables.
s Réduire, c'est effectuer les sommes algébriques de « méme nature ».
Ainsi -2x2+x2=-x?; 2xy+xp+dxy=Txy,etc.
Mais. attention, des sommes telles que x?—3x, x=3, 2x" - xy, .. ne peuvent pas
1 -
étre réduites.
» Ordonner : nous ne poserons ce probleme que pour des expressions d'une seule
variable.

37

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

COURS 2 TRANSFORMATIONS DYECRITURES. EQUATIONS ‘

2 FACTORISER

Exemple | Factoriser f(x)=-5x(x+ 1)+ (x +1)%.

Essayons de reconnaitre un facteur commun aux deux termes de la somme : (x + |) est
visiblement un bon candidat.

En effet, f(x)=(x+ )[-5x+(x+1)].

L'expression est factorisée, mais il est d’usage de réduire et d’ordonner chaqye
facteur : |

f@)=C+1)(-4x+1).

Exemple 2 Factoriser f(x)=4x>+4x+1 et g(x)=2x— 1)>-25x2.

I n’y a ici aucun facteur commun apparent : c’est 1a qu'il faut songer a se tourner du
cOté des produits remarquables.

» On reconnait dans f(x) le développement de (2x + 1)*:

4x?* — carré de 2x
1 — carré de 1
4x — double produit 2 X 2x) x 1.
Ainsi :
f)=Qx+1)%.

m g(x) est la différence de deux carrés : celui de 2x — 1 et celui de 5x.
Par suite, g(x) =[(2x— 1)+ 5x][(2x - 1) — 5x], et finalement :

) =x-D(=3r-1),

mieux g == (Tx~ D@Br+ 1),

Exemple 3 Facroriser f(x)=4x? -9+ (x + 5)(2x - 1},

Nous voyons dans 4x* -9 la différence o> ey oo,

Ainsi, 4x*-9=(2x+3)(2x-3) et SO =Gx+ 3wix -3+ (x+35)2x—3).

Cette écriture de f(x) met en évidence le focreis comurs: Z2x=3.

D'ou f(x) = (2x = 3)[2x + 3) +(x + )], Cest-a-dirs, upeee réduction
f®)=Qx=3)@r+8),

Commentaires = « Factoriser» signifie implicitement « écrire

; : comme un produj emier
degre (sans terme «carré ») et de constantes » produit de termes du pr

. . Ce i
— cela n’est pas toujours possible (x2 + | pa pendant :

; ‘ } i I exemple ne peut étre factorisé);
— ce_131 n-est pas toujours pertinent dans la résolutionpd’une E uatio .
Ainsi I'équation x*+ 1 =0 ne pose aucun pr d =

d’appeler a la la f ?bléme (x*+1=1), il est donc inuti]lE
appeler rescousse la factorisation w52 2 1),
dont le simple usage est visiblement péniblej +1=(x2+V2x+ {Ys? = Vax+

s Une nuance de taille :

— (a+b)* est un produit remqr

. quable, ay ‘ ; . 5 cqyoif
a’+2ab+b?, a été remarqué une o S€ns : «le résultat du calcul, a 52

. : S pour to

— mais, et c'est le point de vue ytjle g : .ute_s.»

lécriture a®+2ab + b2 _ || pour factorise
BaREES » LY aun produir g remarq.,

’

: 5
r, nous devons savoir qué dan
ter : (a+b)*.

38
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«ax+b=0»

RESOLUTION D'EQUATIONS

I mMise AU POINT

Ecrire et Ecrire une é
résoudre poser la question
Résoudre une é¢
tous les nombres x
sont les solutions de I'équation.)

Deux regles On résout (en général

Rappgelons les plus simples.
Une équati

I. en ajoutant ou ¢
2. en multipliant ou en divis:
Ces équations obtenues sont dites équivalentes ",

2 EXEMPLES DE REFERENCE

) une équation par des transformations d’écritures.

on a les mémes solutions que toutes les équations obtenues :
nretranchant un méme nombre aux deux membres de I’équation ;
it les deux membres par un méme nombre non nul.

[uation (par exemple : «Soit I’équation x2+ 1 =3 —x»), clest en fait
* «Quels sont les nombres x pour lesquels I'égalité est vraie ?».

Iuation (dans N, dans R, ...) c’est donner la réponse, c'est-a-dire trouver
(entiers, réels...) vérifiant cette égalité, s’il y en a! (Ces nombres

Equation L'équation «ax+b=0» (ou a et b sont des valeurs numériques fixées) est appelée

equation du premier degré (parce que, pour a # 0, Iinconnue x figure seulement

avec I'exposant 1; pour a =0, ¢f exercice 29). Rappelons ce qui est I'essentiel :

a

i : : . b
Lorsque @ # 0, I’équation ax + b =0 a une unique solution x=——.

équation- Une équation telie que

{ax + b)cx+d)=0 estune équation-produit.
produit La propriété (¢f. ¢t < 1, 0. 11) @ « Dire qu'un produit de facteurs est nul, c’est dire
que l'un au moins g« o= Goteurs est nuly, permet d’énoncer :
Etant donné dev «ossione 4{x), B(x) et C(x), les solutions de 1’équation-

produit A {x; £ sont obtenues :
m en résolvan: chugus éaunting A(x)=0, B(x)=0 et C(x)=0;

Exemple : - { . ,
L’équation (3x + 1)(x—5)=0 se résout en résolvant 3x+1=0 (solutlon = 5),

puis x=5=0 (solution 5) et en regroupant ces solutions :

1
I’équation a pour solution — — et 5.

L’équation En ce qui concerne I'équation x? = a , rappelons pour mémoire (¢f. chapitre 1, p. 14) :

2 . — =
X" =a g -0: deux solutions Va et =Va;
m a — 0 : pas de solution
a « = 0 : une scule solution 0.

(1) Dans le traitement des égalités, la locution « équivaut i » peut-&tre remplacée par le symbole <. Sians abus.

Scanné avec CamScanner

39 |

PR


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

A — Exemples d’équations se ramenant

au premier dBgré ...ommmmnesimmimnisees
= B — Exemples de situations conduisant d une équation ... 4
T C — Exemples d’emploi d’inconnues auxiliaires ............. 4

TLLLLLIE]
’

A — EXEMPLES D'EQUATIONS SE RAMENANT
AU PREMIER DEGRE

2 Nous envisageons essentiellement deux types d'équations dans cette rubrique :

. — “des équations se ramenant & une équation produit P(x) =0 ot P(x) sera en général un produ
d'expressions du premier degré (fype ax+b); e . g
— des équations comportant des quotients ou I'inconnue figure au dénominateur, ce qui va necessife
quelques précautions. — N VT ;

Nous nous contentons ici de faire appel aux techniques de résolution ; 'étude de situations interviendra dan
la rubrique suivante.

| EQUATIONS SE RAMENANT
A UNE EQUATION-PRODUIT

Exercice Résoudre dans R les équations suivantes :
résolu (1) (Qx-D?+x(l-2x)=4x>-1;
2 @Bx+5’=@x+1>~

Prologue

L’idée directrice est de se ramener a une équaticn-produit,
Comment procéder ?

Cédant, pour une fois, & la mode des slogans simpliii-
cateurs, nous dirons que les «instructions» ci-conire vouit
servir de fil conducteur...

1. Résolution de (1) : RQx—1)?+x(1 -2x)=4x" -} .
L’équation (1) peut étre écrite (2x — 1)% + x(1 — 2x) — (dx?
la stratégie «tout dans un membre »). '

Nous débusquons un facteur commun™™ : 2x — 1 ; en effet -

2x-1)?=Qx-1)2x~-1) ; x(1-2x)=- x(2x~=1)
et 4x?-1=Q2x-1)Qx+ 1.
En factorisant, I’équation s’écrit donc :

2x-D[@x-1)-x-Q2x+1)]=0, soit Qr-1)(-xr-2)=0.
Cette dernitre équation étant équivalente 4 2x - | =

3= (C’estlerésultatde

0 ou —x-2=0, I'dquation (!
admet donc deux solutions ‘3 et —2,

(1) Cela ne nécessite pas la perspicacité d'un Euter (voir qui

i i 4 = : rgu est E e 5 2. .h
diflérence de deux carrés : 4x* =1 = 2x + 1)(2x - | -Cumqpte il 3"‘?"‘ p. 371) : il sullit de reconnaitre en 4% _ll 3
étre I'heureux élu. €5 autres termes (2x — 1)} et x(l - 2rx) . 2¥
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TRAVAUX PRATIQUES 2 TRANSFORMATIONS D'ECRITURES. EQUATIONS

2. Résolution de (2) : (3x+5)*=(x+1)%. )
L’équation (2) est équivalente a I'équation (3x + 5)? — (x + 1)2=0 ou encore, parce
que nous voyons la djfférence de deux carrés, a :

[Bx+5)+(x+ D]Bx+5-(x+1]=0.
Apres  réduction, nous obtenons (4x + 6)(2x+4) =0 qu'il est possible d’écrire

2x+3)(¥+2) =0 (si 'on tient a faire joli, mais ce n'est pas indispensable pour le
travail qui nous occupe ici).

v : 3 . .
Comme I'équation 2x + 3 = 0 a pour solution x =- 5 et que I’équation x +2=0 a

0 i = 3
pour solution x =-2 | g solutions de I’équation (2) sont e et —2.

Quelques observations
L. Présentation des résultats :

sous la forme

On peut présenter le résultat précédent (par exemple)
" 3 .

§= {-— ~E 2), § désignant alors I'ensemble des solutions de

P'équation (le goit du jour n’étant pas aux ensembles, ce n’est pas une obligation).

e goflfft lfa"lf pas foncer téte baissée (malgré les slogans page précédente), comme vont
er les exemples d’équations suivants qui ne sont pas anecdotiques.
B o oug s s

"+ 1) =x242; Développer : les «termes en x2» s’éliminent. Reste : 2x + 1 = 2...

4 : ; ;
m X"+ 1: Ne rien faire (¢f. Cours p- 38); on peut pourtant factoriser...

2
m2x“+T7x+6=0:1 n’y a pas grand chose & faire (développer, c’est fait; quant a

factoriser 7). Attendre un coup de pouce ou la classe de Premiére (on y apprendra a
resoudre de telles €quations)

2 _ . 4 ] 1 o
" (3x+5)7=(x+ 1)%: Factoriser (Cest I'exemple (2) de notre exercice résolu).
Si I'on développe, réduit, ordonne et simplifie, on obtient... 2x2 + 7x + 6 = 0 , qui
n'est autre que ’équation précédente.

C,es remarques incitent a penser que les choses ne sont pas aussi simples que cela :
cest ce qui est, pour le moins, a retenir.

- = Le plan ée vésolution qui suit tient compte de ce qui vient d’étre dit :
1. Sc ramener 4 F(x) =0 («tout dans un membre »).

2. Faotos 7{¥y en produit de «termes du premier degré», si cela est possible

: y'est pas toujours indispensable).
hodes de résolution des équations-produits. Conclure.
w i ¢ o des simplifications tentantes, mais navrantes.
fpplifierw par (x— 1) Péquation 2x(x— 1) =(x+ 3)(x— 1) peut

= x+ 3, s0it x=3. Et c’est navrant pour 1 qui est aussi
{¢f. exercice 2 du T.P. 1).

72 <
LI

{

%
s

.

TP [1] Vrai ou faux [2] Résoudre dans R les équations :

a) L’équatil)rl _-{_'2 &= (X + l)?' n'a pas de ﬂ) 2x(x - l) = (x + 3)(—t i l) s

solution. T v
I b) L’équation : b) (x+5 =4 I_E .
(et 1)(=3~3x)>=0 o s e
‘ ; > seule solution. : J ; J y
SITE; L:Jr;c{ljﬁu iigx +1)=x? est équiva- d) x(x+1)(x+2)=(x+ Dx+2)x+3),
lente a':ll‘équalion JxFl=x. €) 2x(x?+2)=x2(x*+2).
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2

Exercice

résolu

TRAVAUX PRATIQUES 2. TRANSFORMATIONS D'ECRITURES. EQUATIONS

L'INCONNUE FIGURE AU DENOMINATEUR

——

{af_}'ggll ‘on ajoute un méme nombre au numérateur et dénominaieur de la Jractioy,

, on obtie ;
1994 nt 2 comme résultat.
Quel est ce nombre ?

1789 +x
Le nombre cherché x est solution de I'équation ———— =2

1994 +x
1. Une précaution avant tout

Le quotient % est défini pour toutes les valeurs de x, exceptée(s) celle(s) qui
+x
annule(nt) le dénominateur. 1l convient donc d’exclure a priori la valeur x =~ 1994

(unique solution de I'équation 1994 + x=0).

2. La résolution

On obtient une équation équivalente en multipliant les deux membres par I’expression

non nulle 1994 + x. Nous avons ainsi 1789 +x=2x (1994 +x) ou encore
1789 + x=3088 +2x.

11 en découle immédiatement xr=-2199.

3. Conclusion

Comme — 2 199 ne fait pas partie des «exclus a priori», — 2199 # — 1994, le nombre
cherché est — 2199.

1789 -2199 _-410 _ )
1994 —-2199 - 205 ’

(On peut vérifier :

Voici, en quatre points, un plan de résolution simple et fiable :
1. Préciser les contraintes sur I’inconnue.

Pour cela, déterminer les valeurs de x qui annulent les dénominateurs, puis
exclure ces valeurs.

2. « Chasser» I’inconnue des dénominateurs,
Multiplier les deux membres de I’équation par les expressicr:

! ¢ 1 ] P “ourant en
dénominateur (c’est parfaitement 1égal, celles-ci étant non nulles).

3. Résoudre I’équation obtenue.

4, Confronter les solutions aux contraintes.

Ne retenir des solutions obtenues en 3, que celles qui satisfont 2.+ -ontraintes
définies en 1.

2

[ Réso;drc dans ﬂg les tl':quations : [2] Peut-on obtenir deux fractions égales en
x —

a) i=___; ) -1; ajoutant un méme nombre a chacun des
x x+1 Ix+1

- . 2 |

3 I dénominateurs des fractions = et — (les
= . J

2 _ ¢ - B

x2-9 x-3 numerateurs restant inchangés) ?

c)
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Q TRAVAUX PRATIQUES 2 TRANSFORMATIONS D'ECRITURE. EQUATIONS

B — EXEMPLES DE SITUATIONS CONDUISANT

Exercice
résolu |

A UNE EQUATION

f | I:: ':;ﬁ'(‘::_::: ": "_’im au cour méme de ce chapitre : la résolution de problémes d'origines diverses

028 Novies ”&n-l-r;” -";ﬂ:qw. Cinématigue. Vie éconamique et sm.‘iafe,_...l par_dm n_we'rhm{r? _afgebﬂqnﬂ.

resolution algebrque ;: ':; ]d_'f pres les phases : (};Iau' _de linconnge et mise en equation, de_cm ves dam: la

Meéthnde faisant mmmef’ 'Dlemes, comme va en témoigner rotamment le second exercice résolu (le Point-
' von nom lindigue. le point sur la méthade).

Un probleme d'Euler'™

Un pere : . . . -
suirla)me mourut en laissant quatre fils, ceux-ci se partagérent ses biens de la maniére

= ;'l’ premier prit la moitite de la fortune moins 3000 livres :
- !g izt:;t;_:;me prit le tiers de la fortune moins 1000 livres :
me prit exactement le quart de la fortune ;
- le quatrieme prit 600 livres plus la cinquiéme partie de la fortune.
l' Quelle était la fortune laissée par le pere ?
2" Quelle somme requt chaque enfant ?

I. Choix de I'inconnue
La premicre question guide ce choix : notons x la fortune laissée par le pere (en livre).

2. Mise en équation

; X
— parn du premier fils : 3 3000 («la moitité de la fortune moins 3 000 livres ») ;

.. X
— part du deuxieme : 3 1000 ;
. X
— part du troisieme : 3 :

5% X
— part du quatrieme : =t 600 .
La fortune du pere, x, est ainsi entierement partagée.
D'ou, l'équation du probléme :

iy X X x
= 3000+ -=1000) +-+-+600=1x.
9 3 4 5

3. Résolution de I'équation

X X X X
L't‘:qu.:tiun pféCCdCﬂlC s'ecrit s + ; + 3 + g - x=3000 + 1000 - 600 ou encore °
: 2. .3._ 1
=¥ =t =-+-=1x=3400,
2 3 4 3
O S 17 ' ; B o
['epalite 5 "3 i 1= 60 nous amene a — x = 3400, d'od
400 = 60
X = -3———15---1 = 200 x 60 = 12000 .

I equation admet done une solution x = 12000 .

4. Conclusion _ _
[ La fortune laissee par le pere clait de 12000 Livres.

2 Fflectuons les calculs correspondant a la somme reque par chaque fils (avee les

relations ecnites en 2) |
Chiose surprenante, chague fils & sequ ba meme sonme @ VOO0 lvies.

(1) €F pegs 371
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Q} TRAVAUX PRATIQUES 2 TRANSFORMATIONS D'ECRITURE. EQUATIONS

Exercice Peut-on trouver trois carrés ayant pour c6tés des entiers consécutifs et dont la somme des
résolu 2 aires est 151259

44

1. Choix de I'inconnue

———— T
Trois possibilités s’offrent 4 nous : choisir un carré et i
désigner par n son coté. Oui, mais lequel ? |
Il serait ballot de vouloir répondre avant d’avoir i
examiné les équations auxquelles ces divers choix '
conduisent. . J

2. Mise en équation

Choix 1 : n est le cité du «petit» carré (rose). Les deux autres carrés ont
alors pour cotés n+ 1 (jaune) et n+2 (bleu). La somme des aires est donc :

"24‘(ﬂ+1)2+(r1+2)1=n2+n2+2n+1+n1+4n+4=3n2+6n+5.
D’ou I"équation (1) :
I+ 6n+5=15125.

Choix 2 : n est le coté du carré central (jaune) (contrainte : n > 1). -
Les autres cotés sont. n—1 (rose) et n+1 (bleu). D'out la somme des aires
(m=1+n+(n+1)*=3n%+2 (tous calculs faits) et ’équation (2) :

3t +2=15125.

Choix 3 : n est le coté du «grand carré» (bleu) (contl;ainte n>2).
Nous laissons vérifier que I’équation (3) est alors 317 — 61 + 5 = 15125 .

3. Résolution de P’équation..., mais quelle équation ?
Cette fois, nous pouvons répondre : I’égquation (2) bien sir, car nous savons
la résoudre. (Les autres sont moins engageantes.)
L’équation 3n?+2=15125 est équivalente & 3n% = 15123, ou encore :
, 15123
n“=——=5041.
3

La contrainte n> 1 méne a n= V5041 et la calculatrice 3 n = 71 .

4. Conclusion
Les trois carrés cherchés ont pour cbtés 70, 71 et 72 (la solution est unique).

1. Résolution d’un probléme 2 I’aide d’une équation
Il faut I'organiser en quatre étapes, toujours :

w choix de l'inconnue : ne pas oublier de préciser les unités (metre, seconde, ...) ni
les contraintes (positif, entier, ...) et s'efforcer de travailler avec des « lettres »
€évocatrices : 1 pour le temps, # pour un entier... ;

m mise en équation;

n résolution de 'équation ;

m conclusion, dans laquelle on confronte la (ou les) solution trouvée aux
contraintes portant sur I'inconnue. Il faut savoir rester ferme et ne pas hésiter a
rejeter une solution invraisemblable.

2. Sur le choix de I’inconnue

Pas de loterie. Une étude (méme sommaire) doit guider ce choix, en réponse a
deux préoceupations :

» pouvoir traduire simplement les données du probléme et faciliter la mise
en dquation ;

w aboutir & une dquation que l'on sait résoudre.

Dl iy ]
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TRAVAUX PRATIQUES 2 TRANSFORMATIONS D'ECRITURE. EQUATIONS

Scanné avec CamScanner

: (1] Les piéces de monnaie [3] Le circuit fermé
(D'aprés Jeux et stratdgies no 7.) (Diabolo Math £d. BELIN))
Picrre a dans son porte-monnaie 86 F en  Inscrire dans les cercles de la ﬁgure. c-
picces de 2 Fet 5 F. dessous les nombres qui conviennent : on
Sachant qu'il a en tout 28 piéces, combien  doit passer de 'un a lautre par les ope-
a-t-il de pieces de 2 F et de 5F9 rations indiquées.
(2] Probléme d’dges . 3
C‘t‘:sl a l‘:&gc de 22 ans, 24 ans et 27 ans 6 43 A 4
quiune mere, actuellement agée de 37 ans, a : / }
cu chacun de ses trois enfants, 3
Dans combien d'années, I'ige de la mére . I /'
sera-t-il égal a la somme des dges de ses %3 ~/* e
enfants ?
I Rester ferme.
PP X 5
¥ar B
&
=
' 4
u\l.' T ‘.
- " r . 3 "
HES - Oh
"l?" E"J _-.“yl:.\ﬁ.f‘.
b &
Paysage ’ '
JOAN MIRO
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Tyt ot ol et & onvee anssg prctn b o

DYeshpmens i 4 et e cantind (¢] liftine)
\'lil‘-, e (K [{H]. i [,-H” SOTIL mlllnjgnu.lh ] f|hl|‘
detinition de 1 Cvingprentey of dfntre gt 1ol le stlie 1

|1 Cpce o b tebmpde M est psocele e (1)

Nt o dedisons

WAt

RO L 00 e (10" kg

O O8I it e éarine de Pyihagore,

don p' T
NOWs povons nlor cidenber 5 - !

Ne=a R,

o, Concluston
l 'niu-

!

/

)

S e et g0 10" gy (314 0" b environ).

fi jeratitbanl

1y

Dans In iy ¢
l""" “l tesolution de cerlning problémes, on ne peat Eiter dintrodisise des
connues nuxtlindres dont le 16le peit Ghre de

m Incillter
exemple, mu

a denv ineo w s hetile el ’ ‘
connues dont une wenle es a calenler (¢f, chapitee 4))
lution (ainsi dans Vererdies 2, on ne

w e opas dntervenlr en soi dany T e
peat caleuler ni & ni v, mais seulement it r’, et cela suffit (of, aussi 10, 1)),

[1] Vitesse moyenne

Un cycliste ceffectue un aller-retour entre
deux villes, A Paller, sa vitesse constante et
30 kv b ' Au retour, s vitesse esl encore
constante ¢t vaut 20 ki« h ',

Quelle est su vitesse moyenne sur aller-
retour !

I Introduire la distance d entre les villes,

[2] Le paradoxe de lIa ficelle

Si on enroulait une ficelle autour de 1'équa-
teur (environ 40000 kmy ¢t qu'on rallon-
peait cette ficelle d'un méetre de fagon a
former une nouvelle circonférence, a quelle
hauteur au-dessus du sol se trouverait-clle ?

..l - ‘. I t ! £ 2
I“. e en-cquation sane intervenir dans e et lorercon | par

8 b danns des situntions ;
Wt dans des situations menant a un systeme de deus cyuations
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APPLICATIONS DIRECTES DU COURS

w

Développer,
réduire et ordonner

Dans les exercices | et 2, developper et réduire
eventucllement chague expression.

I A =3Sab(a-b);
B=(a-bja*-ab+b*);
C=(1-a)l-b);
D={a-bla~+ab+-5h%).

121

A=lx+x*-(x-y)y*+x3(y-x);
B=(a-byb-chc-a)-(b-a)c-b)a-c).

Developper. réduire et ordonner (exercices 3 a 5).

Blfn=x+202x-3)-3(x+1);
glx)=-(x=4)x~(x-3)1-2x).

@&l rx =J-;-(2&x— 49) + 02x(5 - 10x) ;
2ix)=(3x-2(1-x))(5x-2+4(3-x)).

[8] fix)=5x2(3x-4x?) - 4x(4x? - 6x%) ;
glx)=(1 —x)2-x)(3 -x);
hixy=x*(x"=1)-x'(x*-1).

Developper, réduire et ordonner (éventuellement) en
{'a;';!am des produils remarquables (exercices 6
a9).
@ A=(x+2)-(x+1)?;
B=0Cx+1)3x-1);
C=(-x-y?*,;
D=(x+y)P-(x-p?.

[F] A=40x-1)2-02x-2)7;
B=(x-2)x+2)-(x+1)%.

(Bl A=(x+2y-2)x-2y+2);
B = (3u+2h)y* - (a~Th)*.

[9] £ = (x? - 5x + a)(x?+ 5x - 4) ;
B=la+h+efla-h-q).
(5 spres Brasnt dus Colages 1997
1 Développer et simplifier
A=(-3x+5)-(Ix~8)*.
2° Calculer les valeurs exactes de A lorsque x vaul

3 =
5. —ZLI Vs,

48

Factoriser

Dans les exercices 11 @ 14, factoriser apres ai,,
reconnu un facteur commun.

[ ulx) = (dx-3x = 1)~ x(Gx = 3);
r(x) =(2x-5)7 -3~ x)}2x-3).

i S _ Z L 1Y — 4) #
Plx) =3(4-x)7~x 2)(x : ,
@ Qx)=(x~+ 3)x—3) - (2x-6)x +(x-3)?,

3] A(x) = (x— 11)*+ (33 - 30)x = 2) 5
5 ] 3
B[.t)=(2.\'-l)x*(l-—Zx)'—(x—E)( _E)'

1

f(x)=:c‘(l -2-;

g2(x)=-032x-3)*+0,7x(1,5-x).

)+2r.x+if;

Dans les exercices 15 a 17, factoriser aprés avoir
remarqué des produils remarquables.

@A(x)=x3+6x+9;
1
B(xj=4x’+2x+z;

Clx)=025x2-x+1;
D(x)=0,04 - 36x7 .

A(x) =0,09x2 - 1,21 ;
B(x)=x’-(x+1)?;
Clx)=(2x+3)2-4(x+1)2.

[17] f(x)= (5x+ 3)2 = 4(x + 1)?;
glx)=x?-4x+4+3(x-2)%;
h(x)=5(1-x)-45x2;
kix)=(x+1)2=2(x+1)+1.

] {;am Jactoriser en plusieurs étapes (exercices 18
a 20).

S(x)=5x*-45x2; g(x)=x*+4x*+4x’;
h(x)=25x* -4+ (5x+2)(4x-7).

A(x) = (5x - 1)(x+3) +3(25x - 1) ;
B(x)=49 - 28x +4x* +(7-2x)(5 - 30

ﬁ__il—l () =x?(x=4)+ 2x(x -4 +(x-4);
viv) =(x+ 1) +x?-1,
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Dj APPLICATIONS DIRECTES DU COURS 2 TRA!

@ (Dapres Brover des Collegas |
Soit E(x) = (v? 4 9)" - 36x7 .
1" Lcrire Lix) ¢

ous la forme d'un produit de
quatre facteurs dy

premier degré.
2" Calculer E(x) pour x - 3, x=-7, x=V2
et enfin x =

| —-

équations

@ (D'apres Brever dos Colloges 1953 )

Verifier que 4 et - 5/3
I'équation ;

_2't2+x{8+vij__4vi=0'

Résoudre les équations proposée:
cices 23 a 25.

GJ3-§=5—x;

sont solutions (e

s dans les exer-

c)£+2=—££+l—5‘; d x-3=4+5x

3 4 6 2 5 3
[24] a) 3(021x-2,4) - 5(0,2-031x) :

X X X

—_—t - = —— =

b)2 3 1 Pl OV2x=1+x.

25] @) 5(3-xV2)+7=12-7cV3;
b) 4VIx +08=2V7 - 1,6x.

Résoudre les équations-produits suivantes -
a) Qx+ 1)(5x-3)=0;

by B-x)4-x)5-x)=0;

¢) (0,1x — 1)(0,2x — 2)(0,3x - 3)(0,04x - 4) = 0 .
Ecrire une équation ayant pour solutions :

4
a 1; b) Set7; o \/51:1\/5; d) U,Set-?

@ Résoudre les équations suivantes aprés les
avoir ramenées 4 la « forme x?=a» :

O3x7-1=0; b) 0,08x2=1:
I ) e 1y (e 1) =6

@ L'équation ax =b lorsque @ =0 a une
réml'utiun simple :

S b0 il 'y a aucune solution (type
% ”ﬂ_fpagnn n); .
Nl b= 02 tout réel est solution (type « Pére

Nogl ),

Note . oL .
aiﬂ“ 2 '{1 classification ci-dessus « Harpagon »,
¢ Notlw est due 4 1, STrwart ™, )

| P .
)¢y hapite 14, o362,

| .

SFORMATIONS D ECPITURE

- £ e T
5. EQUATIONS

@ Résoudre les équations :
a) 3Q2x +4)-2x=14-2(] —2x) 7
x+3 4x-3 3x-12
b) - = J=
2 3 6

[30] Résoudre les équations suivzntes (apres avoir
développé) :

a) 2x~5)"-2(Ix~4)=4(x-3)"-1 :

b) 2tx - 4)x ~4)=(x~ 5)" = x> -7 :

€) 2x+ 1)’ -3(x*~-1)=(x+3)°-5x~4.

Probléemes élémentaires
du | degré

@ Budget

Une personne dépense le quart ds son salzire pour
se loger et les = pour se nourrir. Il lui rests 3150 F
!

pour ses autres dépenses.
Quel est son salaire ?

En carafes

Un restaurateur possede des carafes da 75 of et
de 50 cl. Il en a en tout 120.

Déterminer le nombre de carafes de chague nps
sachant qu'il a utilisé %2 litres de vin dz Bordeaux
pour les remplir.

Le magicien

{D'epres Brever des Colleges 1993

Un magicien demande a un spectateur :
— de penser a un nombre ;

— de le multiplier par deux :

— de retrancher 3 a ce produit ;

— de multiplier le tout par 6.

Le spectateur annonce comme résultat 294.
Quel éuait le nombre pensé au déparnt ?

Trois impairs

Trouver trois entiers impairs consécutifs dont la
somme est egale a 1995,

@ La soirée dansante
(D'apres Oh les Math, ¥ Perel-
man Ed Dunod)

Il 'y avait 20 per-
sonnes, a la soirée
dansante. Maria a
dansé avec 7 gar-
gons, Olga avec 8,
Véra avec 9... et ainsi
de suite jusqu'a Nina
qui a dansé avec
tous les gargons
présents.

Combien de gargons
et de filles y avait-il a
la soirée ?

49
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EXERCICES

EXERCICES

Vrai/Faux

Les Vrai/Faux 36 a 39 concernent | ‘expression ;
SX)=Q2x+ 5 -(x+1).

La forme développée de f(x) est 3x?+ 24 .

=2 et -4 sont des solutions de I'équation
S(x)=0.

L'équation f(x) =0 est équivalente & :
2x+5=x+1.

On peut factoriser £ (x) sous la forme :
S)=3(x+2)(x +4).

Il ny a pas de «termes en x?» dans I'expres-
sion 2x*—x*+3x3-x(l-x)+1.

(3]

.3 5 ;
L’équation :;-.\: =5 a pour solution x=-,

|

3
L’équation T x =0 a pour solution :
x=-03.
Les solutions de I'équation (x + 1)(x + 3) = 6

sont obtenues en rassemblant les solutions de
xX+1=6 etcellesde x+3=6.

3 est la seule solution de I'équation :
5
5{3 = X)+x=1L5(5-x).

. . S*2x
L'équation T 2 n’a pas de solution.

Si une boite et son couvercle pésent 110 g et si

la boite pese 100 g de plus que le couvercle, alors
le couvercle pése 10 g.

Dans le Vrai/Faux 47,
on considére la figure
ci-contre ou le rectangle
intérieur a pour dimen-
sions 4 et 3, la bordure
fen jaune) a une largeur Y
constante notée x. x

A

(B+2x)(4+2x)=2x3x4 est I’équation du
probleme : « Pour quelle valeur de x, Ia bordure
a-t-elle une aire égale a celle du rectangle qu'elle
entoure 7»
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La technique mise a I’épreuve

@ Le tableau codé

Sachant qu'une méme lettre représente toujours le
méme nombre et que la somme de chaque ligne ¢
de chaque colonne est donnée par (=), (),
trouver la valeur de N.

vixlvlizIn{w|- o
ZIX U B Vg —- -7
Tl T 2] 1 — -7
UlX|Z|Y w|V]|-)
T e X G- 3
5 &

-3-10-6 -6 0 6

Développer et réduire chaque expression :
A=(x+ )t + (e~ =20+ y)x~p);
B=(x+y)i-(x-y)°.

Factoriser :
Sx)=Q2x-3+3-2x)(x-1)-6+4x :
g8(x)=9(x+2y)? - 4(2x - 3y)* .

@ Méme consigne avec :
S)=Q2x- I)(x+ 3)2-8x+4;
gx)=(x-2) - x?+4x-4

@ Soit @ et b deux réels. Montrer que :

a2+ab+b’=(a+2)'+£.
2 4

En déduire que pour tous réels a et b, a2 + ab + b
est positif.

L'aire et le périmétre d'un rectangle sont
MESUres par un méme nombre.

Est-il possible que ce rectan le ait pour longueur
3 m? pour largeur 3 m? ¢ e

[54] L'étoile

(D'apres Jeux er stratégies n® 28

Les résultats des Opérations sont donnés dans 2
désordre.

Trouver, dans chaque cas, la valeur de I'étoile.

1 3 § th-40; ~%+90.
Les résultats : 80, 70, 90.
3V2xw; (44 V3], _5(1-Vixs

Les résultats - 18, 12, 15.
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Equations se ramenant
a une équation-produit

Dany ey exerciees S5 a5, transformer chague
cifiation on o ine f‘r{lmriml ,\'»'HHIHH ol la rivoudre.

58] y(sv @yt (3 gy 0.
[
B (v =2y = — (5 -2
) Ml 2v)7,

[56] @) (v 1 13 2x) = Ayt -9 .
Py (¥ + )= 2(x? - q),

@ul."lﬂ\'ll (2x = 3)x# 1) :
DY x? dx v A= (1 - y)x 2).

[E] a) 3(4x - 3)2x 1 1) =47 - 3 :
) (x?=9)2x 4 1) = (x 4 211y,

@ a) (V12 - x)(x +3) 1 (x IN2-x)(5-2x)
e ) - 2)
byx'-x=2y?-2,

On se propose de résoudre I'équation
XP=x=1=0 (1),
1 Montrer que (1) est équivalente 3 ¢

(.\‘~1 J~§ () (2
2) 4 )

2" Résoudre alors I'équation (1).

IPERSPECﬂVE > L'exercice précédent fait toucher du

doigt quelle transformation d’écritures permet
de  résoudre  des  ¢équations  telles  que
x?=d4x+1=0; x?=2x+4=0, ete, appelées
sans surprise « équations du second degrén. Clest
du ressort de la classe de Premicre que d'¢lu-
dier systématiquement la résolution de telles équa-
tions...

Un autre exemple quand méme pour satisfaire
quelques amateurs curicux.

@ La bande de singes

(Probleme hindou, d'aprés Oh fus Maths, Y Perslman Ed Dunad )
«Séparés en deux groupes, des singes s’amusaient
gaiement ; un huitieme d’entre cux au carré jouait
dans un bosquet ; et douze autres tout prés s'ébat-
taient dans une clairiére. Dis-moi, lecteur, combicn
Yy avait-il de singes 7»

8

17 (x\ x N
Sl 4 12=x ¢ (E - 4) = 4 ; i vérifier avant
Usisge,

L’inconnue au dénominateur

Dany les exercloes 60 a 05 vdsondee ley dyuattony
proposdes en mettant en awvre les méthodes dipa
pifes dans e 11 A

Jvi} v
. / -3,
[‘,'z]f”.‘in I 2 S
. ] \ \’
0} oo 2 / - - ]
['I”}‘ 5' ")I 7y
— Rl U 28! N A | | |
L | P, S S T .
[.]HJ T 5 ”_112 /-4

B ——-2.

x o ox

06] Ln ajoutant un méme nombre au numdérateur

I I ,
et au dénominateur de la fraction 21, on obtient
un résultat égal a 1994,

Quel est ce nombre?

En ajoutant le méme nombre aux dénomi-

. 17 2
nateurs de chacune des fractions —2— ct ﬁ- (sans

modilier le numérateur), peut-on obtenir des frac-
tions ¢gales ?

CONQUETE? » L'LQUATION DI FLRMAT

Mercredi 23 juin 1993, Université de Cambridge
(Séminaire de Theorie des Nombres),

ANDREW  WILES, Mathématicien britannique,
annonce qu'il a résolu le probleme de Mathéma-
tigues le plus travaillé depuis trois siécles et demi
et qui avail résisté jusqu'a présent aux  efforts
acharnés de tous les chercheurs @ le ¢élébrissime
probléme de Fermat, Ln voici I'énoncé ;

«Si n est un entier supéricur ou égal 4 3, il n'existe
pas d'entiers non nuls x, y et z vérifiant I'équation
X"+y"=2z"» (¢f. Activité 2, pp. 35 et 36).

Décembre 93. Aprés six mois de travail, les Anth-
meéticiens les plus compétents trouvent un « trou »
dans la démonstration de WiLes,

Pour 'instant I'aflaire suit sont cours...
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E_]j EXERCICES

Situations conduisant
a une équation
du premier degré

Un autre probléme d'Fuler

Un pere de trois enfants laisse en hentage
1600 couronnes. Le testament précise que 1'ainé
doit recevoir 200 couronnes de plus que le

deuxiénjc. le deuxieme 100 couronnes de plus que
le dernier.

De quelle somme hérite chacun des enfants ?

Un pere a 27 ans de plus que son fils.

Dans 6 ans, son age sera le double de celui
de son fils.

Quel est Iige du fils ? du pere ?

Dans la plupart des problémes

d'dge. pour bien gerer les donnces, faire un
tableau.

Dans Fexercice 69 par exemple, on écrit

aujourdhui 1 6 ans apres
v+ 1] |

| pere x+27 |

E fils Ky [ x+h ]

d’ou I'on deduit I'equation du probleme.

Trois Sam Loyd : exercices 70 a 72,

L’agent mathématicien

(Dapres Les Casse Téte mathematques oe Sam Loyt M Gardner
Ed Dunad |

«Bien le bonjour, Monsicur I'agent — dit
Mr Mc Guire — Pouvez-vous me dire I'heure ?»
« Mais bien sor — repondit 'agent qui avait une
reputation de mathémataen — Ajoutez au quart
du temps depuis minuit, la moitie du temps jusqu'a
minuit et vous aurez 'heure exacte, »

Quelle heure érait-il done?

Les trois mendiants

(D'apres Les Casse Téte mathematiques de Sam Loyd M Gardner
Ed Duncd )

Une dame charitable rencontre un pauvre auquel
elle donne la moitié de 'argent qu'elle avait dans
son porte-monnaie, plus un cenume. Le pauvre,
qui est membre de I'ussoa;;tmn des mendiants
unifiés, réussit en la remerciant, a dessiner a |y
craie le signe de remerciement de 'association sur
ses vétements. Ce qui permet a la dame de mener a
bien son wuvre de chante au cours du reste de sg
promenade. - .

Au deuxieme solliciteur, elle donna la moitié de ce
qui lui reswit, plus deux centimes. Au troisieme,
elle donna la moitie de ce qui lui restait plus trois
centimes. A présent il lui reste un seul centime.
Combien avait-elle au debut de sa promenade ?
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2 TRANSFORMATIONS D'ECRITURE EQUATIONS

[72] Quel est Iige de Pocahontas?

Dapree Les Casen Tate marhematques de Sam Loy w

4 Dunod

Smith, le fermrer. et sa femme ont eu g,
enfants, nes a un an et demi dintervalle b,
hontas, la plus agee des enfants pretend étre v
fois plus dgee que Captan John. le plus jeun, de
la couvee, "

Quel est I'age de Mlle Pocahontas

Duel

(D apras (& Monide de [ petueston n 131)

Sur une route SiNUEUsE, YOUS parvencz enfin
depasser le poids lourd qui se tramait devant v,
a60km-h " . - ‘
Combien de kilometres devrez-vous parcourie |
9) km - h ' pour avoir le temps de faire
arrét-pipi (5 min) avant quil ne repasse devay,
vous ?

CHERT T MaL
AU Coevr !

Rien en vue

Une flottille navigue a Lo vitesse de 15 miles |
I'heure. Une corvette part en avant reconnuitre |
secteur | s vitesse est de 25 miles a Uheure.

Elle rejoint la fottille 3 heures apres le depart d:
S Mission.

Combicn de temps apres le départ, la conens
a-t-clle rebrousse chemin ?

Avee des pourcentages

(D spren Liabowr Maths Ed Helin )

Jatun jour ramasse tellement de champignons gue
Janeu de la peine a les porter. Mais je ne portas
pratiquement que de Peau, car les champignuns
Irais contiennent 90 % ('eau Quand les cham
pignons furent secs, ils pesaient 15 kg de moms e
contenaent alors 60 % deau.

Quel poids de champignons ai-je ramasse !

Comptez les voix

(D'apres Les Casso Tam mathematiques de Sam Lyod M G
Ed Dunod )

Voici un joli probleme qui se posa lors dune
recente election. S219 bulletins furent deposes
dans l'urne. Le vainqueur battait ses db
toncurrents de respectivement 22, 30 et 73 vort
Cependant personne ne put déterminer exactem<™

le nombre de voix obtenues par chaque candics!
Pouvez-vous le fajre 7
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Diophanlt:ﬂw L

s Joux of 77
‘S’M it pev de chose sur Diophante, mathemas-
n sa

Lo grec du e siecle, excepté une inscription
““":M{m <a tombe, reproduite ci-dessous,
gﬁ‘! LS

.-||"“f‘_'"'f,‘\\p"l\--

off s _
PREEA T LA DUREE DE 4 M
t .'.‘s‘m.n‘:ss E :'f“:f e f-.- ST LE i"'r‘l‘-‘f
i) ;':;‘u,‘rrtue':‘f:’.i'.'”ﬂhﬁl.n
Rl oy SESTCOMERT E DR
.fre e L SEpTEME DE AT
= T eang ENRANT .
o AvS N pasEE J'.: NABTANCE
U FILS LA READY
£ goxT Qe v DE CEFLS .
16 SDRT & 0y JOTF QUE CELLE DE SO T
: ']‘-‘W‘“. ’3"5‘-3%"} r.»“:::'i::' acund ?ls AME
AN B T e U MoRT DE SOVF
LA A F

T “{‘K.QI,.!'TATI'E:\'F
-\‘Si\im\? QUEL/ EAT A >
SOMAVTE LORSQE U MU L ENLEV

Problémes se ramenant
au premier degreé

Dans chacun des numéros 78 a 82, I'équation du
probléme se rameéne :

— soit a une équation du premier degré, en
developpant ;

— soit a une équation-produit (y compris 'équa-
tion x*=a ) en factorisant.

Artention, pour certains d'entre eux, cela n'est
possible que pour un «bon choix» d'inconnue.

Quels sont les triangles rectangles dont les
mesures des cotés sont trois entiers consécutifs ?

Le rectangle ABCD a
pour dimensions AB = 2 et
BC=3.

Pour chaque point M de
[4B] (M # A), on cons- N
truit le carré MNPA et le
rectangle NQCR.

Ou placer le point M pour
que le carré et le rectangle
aient la méme aire ? A v B

D R_¢

Trouver cing entiers consécutifs tels que la
somme des carrés des deux plus grands d’entre eux
soit égale a la somme des carrés des trois nombres
restants.

Les jetons

On veut disposer un certain nombre de jetons en

carre,

En essayant de constituer un premier carré, on

S apergoit qu'il reste 14 jetons inutilisés.
n essaie de former alors un autre carre cn melttant

un jeton en plus sur chaque coté. Il manque alors
I jetons,

Combien y a-t-il de jetons ?

=

W I.)-u gree arbelos qui signifie « tranchet de coordonniern, Le

uu‘?ﬁl:{me ci-dessus ressemble en effet & la lame des couleans
5¢5 autrefois pour traiter le cuir.

EQUATIONS

[82] Le Torum

i
(D aprbs o

o

g N .Il '.‘, f HMoridilie iary

& \\\‘ficdrr:-:.:.;. rie

\ ' 2 Je - . _-4‘- -
ks

Clest en I'an 78 avant Jésus-Christ. Deux capi-
taines de César ont disposé les hommes de leur
legion en deux carrés parfaits pour les faire defiler
sur_le forum. Les effectifs de ces deux légions
different de 217 hommes. La plus nombreuse a
sept rangées de soldats de plus que autre. Quel
est I'effectil total de ce corps darmée de Cesar?

Emploi d’inconnues auxiliaires

Pique-nique

(D'aprés Les Jeux mathématiques d'Eurdka. Ed Dunod.)

A 9 heures du matin, Paul part en bicyclette de A
vers B (vitesse : 15 km - h~'). A 10 heures moins le
quart, Pierre en fait autant de B vers A (vitesse :
20 km - h~'). Ils se rencontrent pour pique-niquer
4 mi-chemin. Quelle heure est-il alors ?

La classe

Hier, il y avait 8 fois plus de présents dans notre
classe que d’absents. Aujourd’hui, il y a 2 absents
de plus quhier et le nombre total des absents est
égal 2 20 % du nombre de présents.

Combien y a-t-il d*éléves dans notre classe ?

L’ Arbel ”
L'Arbel est le
domaine limité par
les trois demi-
cercles deux a deux
tangents de dia-
métre [AB], [AH] A i B
et [HB]. On pose

AB=d, AH=x,

HB=y et MH = h , la droite (MH) étant tangente
commune aux demi-cercles intéricurs.

1 Calculer MA? en fonction de x et de /et MB*®
en fonction de y et de A. i

En déduire que d*—x*-p k.

I7 S'intéresser au triangle AMB.

20 Déduire des résultats précédents que T'aire de

1

(%]

L] n >4

I'Arbel est 1 h-.

3 Proposer un énoncé de probleme «deconcer-
tnt» concernant Paire de 'Arbel.

I+ « Déconcertant» : les données paraitraient, A
I"évidence, insuflisantes.
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[86] Le grand pique-nique annuel

4 M Gardnel [l

(Les Casse Tidte mathdmatiques de Sam Low ; « chars
Au départ pour le grand pique-nque """:'n]\"\!-'\“'""_
a bancs portaient le meme nombre de Be! un des
chemin dix des chars avaient CIsses Llh.lL" us.
autres dut done transporter un voyageur -“1 Inmli-
Au retour quinze autres chars devinrent \rols
lisables de sorte quiil y avait I;1rr3\;.f g
personnes de plus dans chaque char que 1€ T
au départ.

. ]
ks A ! acimia b e ga nque o«
Combien y eut-il de participants & c¢ pique niq

Quelques malices

Les exercices 87 a 91 exigent un pen d'astuce et de

2 ' ' et "
bon sens. lls peuvent étre résolus «directement®,
c'est-a-dire sans mise en dquation.

Le probléme des bacs

Les deux rives du Grand Lac sont reliées par bacs.
Toutes les 20 minutes il part un bac de chaque rive
pour rejoindre I'autre. )

Les bacs se déplacent tous & la méme vitesse ¢l
la traversée dure | heure 20 minutes.

Combien chaque bac croise-t-il de bacs (allant en
sens inverse) ?

I Un graphique, mais lequel ?

«J’ai autant de fréres que de seurs»

La sceur de la personne qui vient de parler
déclare : «Jai deux fois plus de fréres que de
SCeurs. »

Combien y a-t-il de fréres et de sceurs ?

Attention : L'énoncé ne fournit aucune indication
sur le sexe de la personne qui parle en premier...

L’escargot et le puits

Un escargot grimpe le long de la paroi d'un puits
de 10 métres de hauteur. Le jour il monte de 3 m
et la nuit il redescend de 2 m.

Sachant qu'il est parti un lundi matin, trouver le
jour de la semaine ou I’escargot atteint enfin la
margelle du puits.

Le train et la mouche

Un train part de la ville 4 et roule vers la ville 4 la
vitesse de 120 km-h ' La distance séparant
les deux villes est 300 km. Au méme instant
une mouche part de B et vole a la vitesse de
150 km - h ' vers le train. Dés qu’elle le rencontre
elle fait demi-tour instantanément et repart vers |a
ville B. Arrivée en B, elle repart 4 la rencontre du
train et ainsi de suite jusqu'a ce que le train arrive
en B.

Quelle est la distance parcourue par la mouche 2

Le carré piégé

Calculer le cOté d'un carré sachy
I'augmente de 3 cm, son périmetre
21 cm.

54

nt que si on
dugmente de

[QUA”““‘

ploi du calcul littéry)

Em

(1) aproe Diatoln Matha fit Balin )

)

(5.;".- vaul o

(-3 -3
A (),

[ On pourr, apres Favorr justifice, uyjjy,, I
¥ l'}l.l
lit¢
I n-1 nt|
| = —= - X -

n: n n

Un probléme de Newton
Paire A et le périmétre p d'uy 4,
‘hercher hypoténuse. »

« On donne i
rectangle. €
I Désigner par x ety les cotés de Fangle drgy
par h ['hypoténuse.
Ftablir que :

(wHp)P=(p-h? et (x+y)’=h'ray,
En déduire /& en fonction de p et de A,

Observer, vérifier, généraliser et prouver

L e 4]
12+ 2P = ——;
2
2
21+3’=5 +l,
2
2
3“4?_? +['
2
1 3 92'*'
4° + 5 = i
2

@ Méme consigne que précédemment avec
Ix2x3x4+1=(1x4+1);
2x3x4x5+1=2x5+1)%;
Ix4x5x6+1=3x6+1)",
Ax5x6xT+1=@x7+1)° ..

Décomposition en carrés

(D'aprés 250 problemes de théorie élémentaire des nombres. ¥ *
pinski. Ed Hachette,)

Calculer la somme suivante :
(B=22-3 4 42) 4 (52— 62— 72 + 87)
(P - 100112+ 12°) :
+ o+ (1993 - 19947 — [ 995° + 1990
(I'n'y a pas de «piége » dans les pointilles)
hes

15 Méthode 1 : 14 calculatrice : prévoir sand® -

l"l_’lfhﬂdt’ 2 » l-e (.'-'.IICI..II |i[[el"dl. pour L;‘J]Cul_‘.r
valeur de

chaque somme entre parenthese™
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PROBLEMES

97| Ping-pong

(D rores Aaityn trsthammtigun de fosros an 1T

;‘\!mu:: }H.'mlllr_w et Celine ont joué au ping-pong
tout Fapres-midy, chaque perdante laissant sg place
aux (I('lln autres pour la partie suivante. Aline a
gagne 8§ parties, Blandine en a gagné 13, Céline a
gagne la premiere. -
Combien Celine a-t-elle perdu de parties ?

Minutez les patineuses

[D'apres Les Casse tite

ks Duod mathématquas de Sam Lyod Martin Gardner

Deux gracieuses patineuses, Jennie et Maude, se
tenaient 4 un kilometre de distance sur un lac gelé,
puis chacune d'entre elles patina en direction de
I'endroit ou sa compagne se tenait, au départ.
Grice a4 un vent puissant, Jennie parcourut la
distance deux fois ¢t demie plus vite que Maude et
elle gagna avec six minutes davance.

Combien de temps a-t-il fallu & chaque patineuse
pour faire ce kilométre ?

Décalage horaire
{D'apres La Finale College des Championnats de France de jeux mathema-
tiques et logiques )

Le 7 juillet 12 h, un avion quitte Paris. Il atteint
sa destination, 1'aéroport d'Ouxexa, le 8 juillet a
11 h (heure locale).
Entre temps, un avion

volant 4 la méme y

. . . /
vitesse quittait Ouxexa g eh o
le 7 juillet a 12 h (heure / '_’::\55' rrﬂ e
locale) pour atterrir a e
Paris le 7 juillet 4 23 h 20 B
:heun: de Paris). ~ ’“./.- S
Jyelle est, en heure, T @
la durée d’un vol Paris- P =
Ouxexy Py

Observer, vérifier, génémliscl' el prouver :
Pe2+@2x3)=(1x2+1)%;
2434 (2x3)=2x3+ 1)
314 (3 =(3xar ),
454 (@85 =@Ax5+1)°.

@ Histoire de poissons

(Iragres Hake M Gardner £d Ralin )

Pour se distraire, un garcon vend tous ses poissons
rouges, en quatre etapes :

— il vend la moitie de ses poissons plus un demi-
poissan ;

— il vend un tiers du reste plus un tiers de
poisson ;

— il vend un quart du reste plus un quart de
poisson

— il vend un cinqui¢éme du reste plus un cin-
quieme de poisson.

Il lui reste alors 11 poissons.

Combien en avait-il au départ?

I# Clest un bon gargon, pas du genre a hacher le
poisson.

Un probléme de Léonard de Pise

[Ratlye mathématique du Centra |

Un jour deux hommes avaient ['un trois pains,
I'autre deux. IIs allerent se promener pres d'une
source. Lorsqu'ils furent arrivés en ce lieu, ils
s’assirent pour manger : un soldat passa; ils
inviterent. Celui-ci prit place a coté d'eux et
mangea avec cux, chaque convive ayant part égale.
Lorsque tous les pains furent mangés, le soldat
partit en leur laissant cinq pieces pour prix de son
repas. De cet argent le premier prit trois pieces
puisqu’il avait apporté trois pains, I'autre, de son
cOté, prit les deux piéces qui restaient pour prix de
ses deux pains.

Ce partage a-t-il été¢ bien fait? Sinon proposez
le bon partage.

103 | « Touthankaré »

|Rallye sans frontieres 1993 France et Espagne )

Le rectangle ABCD a été découpé en carrés.
Calculer ses dimensions (longueur et largeur),
sachant que le «petit» carré, en noir sur la figure,
représente un carré de 2 cm de core.

A D
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L PROBLEMES L TRANSFORMATIONS D

@ La grosse caisse et le petit scoul

(D'opres Los ooy matemangues o Eurdea bd Dunod | de
En I'honneur de la féte du vllage, un defile long |L
250 m est organise. Les scouts sonl ¢n "'I,L:' ;
fanfare en queuc. Vite apres le depart, le plus JL-U.:;
des scouts, charge de porter le drapeau, s SOUVC la
quil a confie a la grosse caisse (situce dans &
demiere rangee de la fanfare) son ﬁ‘UL’“j_ Jd un
forme. 11 part alors en courant a 10 km - h Po‘ér
le chercher et revient a sa place 3 min 18 s plus tard.
A quelle vitesse avance le defile?

I= Voila ce que nous suggérons :

1. Travailler avec pour unités le kilometre pour les
distances, I'heure pour le temps et le kilometre par
heure pour les vitesses.

2. Soit v la vitesse (en km - h~' donc) a laguelle
avance le defile. Introduire les temps ¢, et 1, mis par
le scout p&iF-aller jusqu'a la grosse caisse, puis
pour revenir a sa place.

On obtiendra alors une relation entre f, et v
(respectivement 7. et v) en exprimant de deux
manieres differentes la distance parcourue a Ialler
(respectivernent au retour).

3. (Bonus). L'equation du probléme est :
0,25 . 0,25 198
10+v 10-v 3600

I 1051 |0 apres Jeux et strateges |

Les maisons d’Albert et de Marcel sont distantes
de 2.6 km et situees du méme coté de la voie
ferree. Celle d’Albert n'est qu'a 700 m de la voie
ferrée (rectiligne), tandis que celle de Marcel est 4
| km de plus. Et pourtant leurs maisons sont
toutes les deux aussi €loignées de la gare.

A quelle distance de la gare se situent les deux

maisons ?

I> 1. Faire une figure avec des notations sugges-
usves (A pour la maison d’Albert, M pour celle de
Marcel, G pour la gare (au fail, comment la
construire 7).

2. Situation inextricable” En ce cas, prendre
comme inconnue la distance entre la gare et le
point de la voie ferree le plus pres de A.

x IM| I’heure c’est 'heure
Ces deux horloges vnt cle T
mises a 'heure ce matin €n |
meme temps

A avance de Y minules par
heure: M avance de
12 minutes par heure
Quelle heure estl ?

56
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ECRITURE. EQUAT

ONS

Le probleme des cent colfres

Cent coffres renferment le mep, o r
pieces. On prend dans le premier u}”'cj.,%?
nombre de picces, puis up
— dans le deuxieme, deux fois py,. A
ier, ¢
I'CITIIC"‘ r— . . f
__ dans le troisiecme, trois fois plus
premier ;
— dans le centicme, cent fois plys Que
remier. -
fl reste en tout 14950 picces dont yp,
le dernier coffre.
Combien y avait-il imtialement (e Pibies
chaque coffre ? Qi
I 1#2+ 3+, +100=5050; uniqye
pour reposer la calculatrice. Men,

L'age du capitaine

Gustave Flaubert souﬂ'ri_t mille morts en classe g
Mathématiques. Il promit de «s’en venger Quelg,
i i - 5 Qus
jour»... Le 15 mars 1843 il adresse
Caroline : o o

« Puisque vous ¢étudicz la géométrie et Iy 1,
nométrie, je vais vous soumettre un probleme - i
bateau vogue sur I'Océan. Il a quitté Boston aveg
un chargement de laine. Il jauge 200 tonneayy |
se dirige vers Le Havre. Le grand mit est cass |,
gargon de cabine est sur le pont, il y a doye
passagers a bord. Le vent souffle E.N.-E. L'hor.
loge marque 3 h 1/4. On est au mois de mai. Qug
est I'age du capitaine 7»

tGusa;ve Flaubert « Correspondance ». Bibliothéque de la Pléade Ga
mard.
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3

Ordre
et

COURS

valeur absolye

Les choses
sérieuses

Remarques

INTERVALLES

LA DROITE NUMERIQUE

. o
;gfrsigf:g)ng?;:a ;in_on saugrenue, des deux
) o eimec[?c{u% [ st pas faite pour nous surprendre. :
pouvaient étre assocfi L8 Precse (g chapitre 1, p. 15) G mmlbrﬁ st
G i €5 aux points d'une droite graduée par | 1nlcrrnedlalre_dt‘: labscisse
p - Et nous n’hésiterons pas a aller plus loin dans cette association :
— ©n appelant droite nyy

) nerique toute droite graduée sur laquelle sont représentés
les nombres réels ; I & 4 B
t;;o'e:n g?SIgn_ant de la méme maniére 4 Ia fois le nombre réel a et le point de la
1 lte d'abscisse a (de 13, des formulations du type « 2x — 1 s'annule au point

5 -2 |5 etc.

mots, droite (terme du domaine géo-

LES INTERVALLES DE R

U

Donnons une image simple et juste des intervalles

“ Les intenalles correspondent aux parties « sans trou» de la droite numérique ”.

Ce n’est qu’une image. Venons-en aux définitions « vraies » en considérant dewx réels a
et b tels que a <b.

description :
intervalle représentation ensemble des réels
x vérifiant :
) r ] . —
intervalle (fermé) [a, b] i = i <rs<
1 [l _
= <x<b
intervalle (ouvert) |a, b[ m L, a<x
5 . . e asx<»H
intervalle [a, 5] g Lp
- v a=sx
Ia, + I'jﬂ‘l aL
i -
> x<b
i | =, bl L b

ilise également les intervalles du type Ja, bl‘ ']T' + oo, 1- . b[ et
poon el LLi,tn‘u.'tal autre que I'ensemble R de tous les récls. o
Yoy i rili::l de savoir associer la notion, la représentation et les inégalités.
- '$SC :
s [l est surtout €5 y
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[ll COuUns 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

LES INEGALITES

| coMPARAISON DE DEUX REELS }

- a4 <} ou la différence

| revient au méme de dire : 1. e
" : . éels a et b, il revient au meme e : ilier de ce chapitre :
PIcthpice E v dsln Ssiit(ii:cu xDre 1a vient la méthode de la différence, solide p
la différence #—a cstposiive.

)
- différence cux aspects d'un
deux nombres ou étudier le signe de leur différence sont d p
comparer :
m(':n?c probleme (nous en ferons bon usage).

Régle des

i : sont :
signes | Le produit ainsi que le quotient de deux réels non nuls son

m positifs, si les deux réels sont dc méme signe ; _
m négatifs, si les deux réels sont de signes contraires.

- ; i moins) :
C'est cette régle familiere qui méne aux résultats suivants (qui ne le sont pas )
m Le carré d'un réel est toujours positil.

m Le quotient : et le produit «h sont de méme signe.
b

2 INEGALITES ET OPERATIONS

Le théoréme suivant réunit les principaux résultats qui seront établis dans I’exercice 9
(ils découlent pour I’essenticl de ce qui précede).

Théoréme | -
. Sommes et différences

Les sommes a+c¢ et b+c
Les différences a—¢ et b—¢

2. Produits et quotients

} sont rangees dans le méme ordre que a et b.

dans le méme ordre que a et b
Les produits ac et be lorsque ¢ est positif,
: a b angé
Les quotients — et - SCHE FANEeS " ;
e o dans I'ordre contraire de o et b

lorsque ¢ est négay:t,

|
3 AVEC DEUX INEGALITES
e S ————
* Théoréme 2 e N
Si I'on dispose de deux inégalités (de méme sens), < j d J
n les ajouter membre 3 me ! o SRS

m 5] l()Ll‘i cs non]b]’es a b cer \) 0, J ] Y S
* ' f{ sonrt p A Y J intii:
: < ‘ 3y Uy I Y {i.‘, [{‘L Illll]llpih:;

L’d_ méthode de |
(¢/. exercice 9).

n c

(LS .

uCtibre 4 membre et

—

a différence of 14 o _ _
_ la regle des SIENCS  lournissent ces résultats

t le quotient.
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4

Théoréme 3

Exemples

COURS 3 ORORE ET VALEUR ABSOLUE

LES THEOREMES DE RANGEMENT

Les carrés et les racines carrées de deux nombres positifs sont rangés dans le méme
ordre que ces deux nombres,

Les inverses de deux nombres strictement positifs sont rangés dans l'ordre contraire
de ces deux nombres. d

En d’autres termes -

' __ | 1
SLO<a<b,alors a<p? ot Vg< Vbisi 0<a<b,alors —>—,

o 1}
Voila une démonstration -

m Les carrés

Nous avons bz‘az=(b*a)(b+a).(10mme b+a>0et b—a>0 (car b>aq),

- il découle b? - ar>0, soit h2> 42,

m Les racines carrées

\,/;e.t \(Esont rangées dans le méme ordre que leurs carrés (nous venons de le dire)
C'est-a-dire comme a et b. C'est tout.

m _Les inverses - ‘
Divisons par le nombre strictement positif ab les deux membres de I'inégalité a <<b .

Ilvient L <2 oo Lo
—_— — S i —
ab ab’ " 53

1 ;
(1] Comparer les nombres — et sans calculatrice.

1
12V2’
Ce sont les inverses de 17 et 12V2 que nous pouvons comparer en élevant au carré.

2
Nous avons 172 =289 et (12V2)*=288.

o 1
Ainsi (12V2)" < 17%, donc 12V2 <17 et finalement

> —,
12v2 17

Encadrer 'aire d'un carré dont le c6té mesure 1 m a 1 cm prés.

a
Soit a (en m) le coté du carré. L'inégalit¢ 1 -0,01 <a <1+ 0,01 traduit les données
é $. Ainsi, 0,99 <a<1,01. ’ ) _
g?:sl gz;]r?g; ede ces trois nombres sont alors rangés de méme : 0,99’ <a?<1,012.
Finissons a la calculatrice : 0,9801 =a~=<1,0201.

COMPARAISON DE a ETDE a’ (a=0)

I 2t
= IOI'S ue 1‘-"5-;“ ona a*"=a.
LOSC]UC Oéﬂél,ona a"-=da et q .

La comparaison d’aires permet
d'illustrer ces résultats i

‘"‘l l'.f"’

Légende : _ o
s‘uli’lé rouge : carré de cote a;
en bleu © rectangle de dimen-
sions « et 1.
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étude

Théoréme 5

Méthode
pratique

Exemple

64

g] COURS 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

SIGNE D'UNE EXPRESSION

SIGNE DE ax+ b (a # 0)

—

—_—— ion comme 3x -
Il s™agit d'¢tudier pour quelles valeurs du réel x une expreSSIO'n]LOf?lés avec al ?&ou
~2x+35, plus généralement ax+b, od a et b sont des réels fixes, 0,
CSt positive, négative ou nulle.

b . .
Avec a # 0, nous avons ax+b=a (.\- +—|, ce qui nous montre que :
a

b .. : ;
® ax+b nes'annule quen —— (bien sir! ¢f chapitre 2);
k a

b
m ax+b change de signe en méme temps que x + ek Or:

b b b b
X+=>0 lorsque v>-— et x+—-<0 lorsque x <-——.
a a a a

Retenons, de cette étude, ce résultat pratique :

Soit a et b deux réels, avec a # 0.
Lorsque x décrit R, I'expression ax + b change de signe au point ou elle s’annule.

Cherchons, par exemple, le siene de 3x -2 .
o

L. On recherche ou s'annule 3x -2, en résolvant Péquation 3x-2=0;

~

solution : x==.
3
: . ; 2
2. On regarde le signe de [I'expression pour unre valeur de x autre que — (en
. . . 3
général, on choisit x=0); ici, pour x =0

» expression vaut - 2, elle est negative.

3. On consigne les résultats dans un
tableau de signes.
On trouve le signe de 3x -2 en remar-

2
quant que 0 est a gauche de 3 et que
3x -2 alesigne « —» pour x = 0.
Note : Cet exemple reprecise, s'il le fallait, le conteny du théoréme 5 :

2
3x —2 s'annule en 5; 3x -2 ades signes contraires de part et d’autre de %

SIGNE D’UN PRODUIT, D’'UN QUOTIENT

Frudier le signe de (x - 3)(1 =5x).
Nous déterminons séparément les signes X
de (v-3) etde (I-5x), puis nous [————

5 3 ]
appliquons la régle des signes, relative a =3 - - b
un produit, ce qui oblige & déterminer [ B
les signes + ou — dans chaque colonne, 1 -5x

+ ' ] =
(De telles éwudes seront approfondies en "__“““———— | | .
Travaux Pratiques.) W=3)(1-5v _ 8 + p =
_‘_-___\_‘_‘__—u
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COURS 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

DISTANCE. VALEUR ABSOLUE

| piIsTANCE ENTRE DEUX REELS

Définition |
g:: 3131'13611& ‘distan‘ce entre deux réels x et y, la distance sur la droite numérique
Te les points d’abscisses x et y;onlanote d(x,y).

Exemples, 1. Avec les notations de la figure ci-contre ona: AD e 3
remarques d(O,—4)=OA=4; d(1,3)=BC=2; , = P 0 1 3
d(-—3,—4)=DA=l;d(—3,3)=DC=6. |
2. La distance de x 3 ¢
3. La distance entre x e
petit de ces nombres :

i x<p,alors d(x,p)=p—y . s .
{si ¥ ;_:._J,: alors dEx’, ::,; =i - d’ou cette propriété remarquable :

est égale a x (lorsque x=>'0)etd —x (lorsque x=<0).
ty est calculée par la différence entre le plus grand et le plus

d(x, y) est parmi les différences y —x et x—y, celle qui est positive !

2 VALEUR ABSOLUE D'UN REEL

La définition ci-aprés tient compte des propriétés précédentes :

Définition 2

On appelle valeur absolue d’un réel x, et on note !x|, la distance de x a Zéro,
On a indifféremment : ' -
= le =d(x, 0);
m |x| est le nombre positif parmi x et — x;
m x| =x (sixest positif’) et lx| ==x (si x est négatif). -~
Par exemple, |- 5| =5,1-32%10] =|-32] =32 ; plus généralement |- x| = |x| .

Attention! Le calcul de [5V3-2V19| exige la connaissance du signe de
5v/3 -2V19. Or, on voit en comparant les carrés que 5 V3<2V19 et donc que
513 -2V19 <0 . Par conséquent, 5V3-2V19|=2V19-5V3, .

=1

Tf:rél!:ﬁ e m |x| =0 signifie x=0; w |x] = |yl signifie x=y ou x=-y;
. ES) Pour tous réels x et y, on a les relations suivantes :
‘ x| x|
: m|—|=——"(avecy+#0);
[ |xy| =|x|><|yl > y |y| ’
lx+p| < x| + |y| (cest inégalité triangulaire).
. X =
T T

e qui concerne le produit et le quotient : facile A retenir, facile a
X ais a faire...).
7 (pour preuve, nous le I.usson:s‘ l]' ‘ t) i plasant ot 11 .
o Ehe, cernant la somme, ¢ resu tat est moins plaisant et la démonstration
=n revanche, con ‘ B somme, .
;I):l':lsnggliculc, (voir cette fois I'exercice 62)

Tout va bien en
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COURS 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

RVALLE
3 VALEUR ABSOLUE, DISTANCE Ll

ET ENCADREMENT

e

I == T e
nadey=ly-xl:

Théoréme 7 '
Quels que soient les réels x et y, ©

sfinition 2) et
Ce résultat découle de la définition de la valeur absolue (définit ) et des Femarqm

qui la précédent.

2 : ; 2 i t posilif.
Point de vue Soit a un réel quelconque et r un réel qute;n?nd%bsci'sf s i..P dalisesee 2
géométrique Considérons sur la droite numerique les points :
d’abscisse a + r.

i et

Notons qu’ainsi / est le milieu de [PQ]. II—, d o

1l est « plus qu’évident », étant donné un point M de L }\"
la droite numérique, que les propriétés survantes ont a-r a a+i

la méme signification :

n IM<r,

s ME[PQ]; -

m M estentre Pet Q.

Il en est encore de méme des propriétés :
mn IM=r;
m M=P ou M=0Q.

Ces résultats simples et saisissables nous conduisent aux propriétés suivantes, dés lors
que I'on désigne par x I’abscisse du point M :

Inégalités

Pour un réel x, les énoncés suivants ont la méme signification :
= |x —al <r (en termes de valeur absolue);

w d(a, x)<r (en termes de distance) ; r . 1~
m xE[a—r,a+r] (en termes d'intervalle) ; e I_‘ ¥ 4 a.{ r
ma-r<x<a+r (en termes d’encadrement).

L

Et de méme :

Pour un réel x, les énoncés suivants ont |3 mém

Egalités T ‘ ‘
m|x—a|l=r :

¢ signification -
R B X=qg-=r ou x=4a

rg W (,:S 'd:u éSuI_talS sont ViSibles et in Ll- i i S e déb l Hiss .
. )( ‘:l : (I X I it : 't 1 t ltlfS (et non lndechifﬁ'abl S) 5 ll'\ =
w Lcs Mathématiques utilisent fré mm' rme [a
: ] 3 ue 1

1]

st anpola
L appelé intervalle de centre a et de rayon’

66
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Encadrement

Valeur
approchée

Approximations
décimales

COURS 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

APPROXIMATIONS D'UN REEL

LE VOCABULAIRE

Rappelons le vocabulaire de base en y introduisant quelques notations et expressions
15sues de la valeur absoluye.

NO“S_ 10us appuierons pour cela sur la séquence C2J (35) 3 la calculatrice («calcul
machine» de V2) Qui améne & I’écran §, 444235 E D

Lorsque a=<x<b,ondit que les nombres a et b encadrent x, et le réel positif b—a
est appelé amplitude de I'encadrement.

]TIO'-‘S 1‘3“’0“5 (¢f. exemple) I’encadrement 1,414 < V2 < 1,415 d’amplitude 0,001
("amplitude mesure, en quelque sorte, la taille de ’encadrement).

Lorsque |x - a| <kx10-7
kx10~7,

Ainsi, 1,414 est une valeur approchée de V2 i la précision 107, puisque :
1V2-1,414] = d(V2; 1,414) < d (1415 ; 1,414) <1073,

» on dit que a est une valeur approchée de x a la précision

m 1,414 est la valeur approchée par défaut, a 10~3 prés, de V2
1,5 est la valeur approchée par excés, a 10! prés, de \/5

m 1,414213 5 est la valeur approchée a 10~7 prés par troncature de V2, tandis qhe
1,414213 6 est 1a valeur approchée de V2 (toujours 4 10~ pres) ‘par arrondi.

i
. )

Explications : . . o
«troncature» : on supprime les décimales qui suivent; . -
«arrondi» : on conserve la décimale si la suivante est 0, 1, 2, 3 ou 4, sinon on ajoute 1

a la décimale.

QUELS PROBLEMES?

d’approximation sont une classe importante de problémes ou foi-

Len problcrin tions difficiles. Nous ne ferons qu’esquisser I’étude de deux situations

sonnent les ques
of. T.P. D) : )
(¢ 5 ¢ éire amené a effectuer des caleuls avec des nombres dont on ne connait que
1. On peu

; i le). La question est
esures de grandeurs physiques, par exemp
des valeurs approcfilegsp(r?cision est connu le résultat de ce calcul.

de savoir avec que le pour illustrer : connaissant des valeurs approchées de la

(Un cxem}zlf(ii t’izs ]s;g]e?lr d’un rectangle, avec quelle précision connait-on I'aire de ce
longueur ct d€

l?

- e ! = 5 K
rectangle ?) . irrationnels tels V2, m, etc., se pose le probleme de leur approxi-
2. Pour ccrtamslli imaux ou des rationnels, avec une precision donnée a lfwance.
mation par des d¢€¢ (raiterons en T.P.) : Peut-on trouver un nombre rationnel qui

Exemple (que nous. o0, L0 2
soit uf'lc approximation de V2 a 107 pres

67
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B o

Exercice
résolu |

Exercice
résolu 2

70

3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

TRAVAUX PRATIQUES
: S
ETUDES DE SIGNES ET INEQUATION

d'étude du signe d'un prody;,

, . 64) un exemple ; ; - No

2 Nous avons détaillé dans Je Ct:fw?‘:gg'i. cf se Pz’rfectionner dans cette technique consistan; 4 dre,
esit

propasons ici d'autres e:ce:rar:,th’iam}ﬂ'mr our la réso [ution d'inéquations.

Uy
Yop
L]

un tableau de signes et @ I'exp

x-3

Etudier le signe de Q (x) = m '

. : ions avant tout ) , . .
11\10?: slepzzf,f;ﬁts"’:uand il nous est proposé de travailler avec un quotient, il nous fay

d’entrée prendre des mesures : ’ o
exclure les valeurs de x qui annulent le dénominateur.

Nous supposerons donc ici que x#—1 et x#2 (puisque —1 et 2 sont les
solutions de I’équation (x + 1)(2-x)=0 ).

2. Le tableau de signes . ; ; G ..
C'est la méme idée qui gouverne I'étude du signe d’un quotient ou d’un produit :
— on étudie le signe de chacun des termes x -3, x+1, 2-x;

— on applique la «régle des signes» des produits et quotients.

Remarques : : '

1. Pour étudier le signe de x+ 1, par x |—oe -1 2 3 +m—‘
exemple, nous procédons comme nous |
'avons vu en cours : x—3 = = =

mx+1 sannule en —1;

men 0, x+ 1 est positif; x+1 - 0 -+ +

m — 1 est «a gauche» de 0. B

2. Les doubles barres dans le tableau 2-x * * 9 = -
signifient que Xx) n’est pas définie

pgur les C{raleu?s( lonespolr:;dantes, a |20 + e - (‘) -
savoir ici x=-1 et x=2.

3. Lecture des résultats

Le tableau donne le signe de O (x), mais il donne auss; ré \ .
- e : 1 répons tion telle
que « résoudre Vinéquation Q(x) < 0 ». PONSS & une gues

Repérons le signe « — » dans la derniére ligne du tableay
aux dox;}?les barres et nous pouvons avancer que : ’
I’ensemble S des solutions de | 'inéquation

(réunion des deux intervalles). H<0 ex 5= I-1,2[03, + !

puis le zéro, prenons garde

g e . 1
Résoudre dans R l'inéquation x < - |
X

1. Contraintes sur x
Nous éliminons x =0 pour laquelle le fagd
quotient — p’ 2Fi4
: est pas défini.

2. Tout dans un membre et factorisation

e 1 R
L’inéquation est équivalente 4 x — — < 2y
q = 0, ou encore <0, soit :
(e + Dex - 1)
—==l_,
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TRAVAUX PRATIQUES 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

3. Etude de signe et résultats

Conduisons comme précédemment i il - 0 | ks
Pétude  du signe du quotient 1 i
(x+ D - 1) il I i . O
Q) ="—r" 7
La lecture du tableay nous donne alors :
«L’inéquation x -ﬁ-t-l a pour ensemble N i _ 0, & i
de solution S=]- o, - 1u]0, 1] .» Q) - ? * B (|} +

1. Etude de signes
w Dans le cas d’un quotient,
cement : exclure les valeyrs q

m La recette « Regarder la ya
la forme ax + by est prise ¢
Ce n’e§t\quand méme pas
Opposé a x.

2. Inéquation

La stratégie tient en trois €tapes :
1° Déterminer les contraintes sur %

2° «Tout dans un membre» et Jactoriser (I'idée est de se ramener i une

inéquation du type P(x)=0 ou Px)>0 ou Q(x)<0.. (P produit, Q
quotient).

3° Dresser un tableau de signes et lire les résultats.

il est indispensable de commencer par le commen-
ui annulent le dénominateur.

leur en zéro pour obtenir le signe d’une expression de
n défaut avec 3x, — 5x, ...

une catastrophe : 3x est du signe de x, — 5x est du signe

T P [1] Etudier le signe de : (2] I:ésoudre chaque inéquation.
: Px)=(@x-2)(x+2)(3x+5); a)x*-16<x(x+4);
| 2x—3
i <0;
2 Q(x)=x+] g b)l—Zx
: 2
R(x)=(x+l) -X . C) =1.

(- 1)?
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Exercice

72

résolu

TRAVAUX PRATIQUES 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

EXEMPLES DE PROBLEMES DE COMPARAISON

dés lors que l'on sait ranger deg
la moindre calculatrice,

hom h reg

n Pourquoi envisager ['étude de problémes de comparaison aussi n
gy
¢

- H 3
en deriture décimale et que, pour une somme modigue,
soit-elle... ?

Pour au moins deux raisons : . - une question aussi «simple
m Parce que la calculatrice a une précision Iimitége'i{ sera débordée pa q Simple
941

665857 s itbenales
m Parce qu'elle reste impuissante a comparer des expressions Herares.

] 9‘110 :

7% (Réponse au T. P. suivant.)

« Quel est le nombre le plus grand : V2 ou

Le plus grand cylindre . ) .

Noafs .s‘aions q?z’une feuille de papier rec{ﬂngufﬂm? est le patron 5 un cylindre... [,
fait, il est possible de fabriquer deux eylindres suivant la fagon dont on enroule |,
Seuille; )

— T'un aura pour hauteur la longueur de la feuille;

— TPautre aura pour hauteur la largeur de la feuille. : -

On peut penser que ces deux cylindres onl le méme volume. Qu'en est-il exactement

Désignons par L la longueur du rectangle et par ¢ sa largeur.

o |

1. Volume du cylindre «haut» (hauteur L)
La base de ce cylindre est un cercle dont le périmétre est la largeur ¢ du rectangle.

Son rayon R vérifie alors 2nR = €, soit R=—
2

P
=~

On en déduit I'aire de sa base :

4 £?

2
2 .
nR?*=mn|—| =—, puis son volume :
(2,“_) 4Tf » P me :

52
Pt
' dn B

2. Volume du cylindre «bas» (hauteur ¢)
Un calcul analogue trouverait son volume :
L2
Vy=—x
P d4n 2
3. Comparaison de V| et V,

Nous avons, par exemple®, ¥V, - ¥, = L _L¢ Le
Zho y s am an a L 0.
mme il n’est pas nouveau que L= ¢, il vient [ - g 0

= b Soit V o V :}0 .
4. Conclusion %

V, = ¥, :le cylindre «bas» a le plus grand volume

(1) Nous utilisons la médthode de la différence; dmntres procédes sont envi
5 3 nvisiugenbles
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UE
TRAVAUX PRATIQUES 3 ORDRE ET VALEUR ABSOL

> . ENT
D — EXEMPLES DE PROBLEMES D'ENCADREM

ET D’APPROXIMATION

] ont laissé plus g
dont certaines 2 pit un
I:;b,f::';ar d'encadremen{ et d approximatioy,
I'autre plus délicat ot nous fory,

) De nombreuses questions, souvent difficiles (e;l to
& | mathématicien en chemin) viennent alimenter esd;l:; s
Nous donnerons deux exemples, I'un simple ’
Jonctionner un algorithme.

| ENCADREMENT D’UNE SOMME,
D’UN PRODUIT, ETC.

—

Exercice On dispose d'un encadrement de la longueur L et de la largeur ¢ d'un rectangle .

esolu 127 <L <128 et 51 < £ <52 (unité : le métre). _
resol Donner un encadrement du périmétre P, de I'aire A et de la diagonale D de ce rectangle.

1. Le périmétre P
Nous avons P=2(L + ¢). .
Ajoutons «membre & membre » les inégalités connues :

{127<L<128

S1<£<52 .,
Il vient 178 <L+ €< 180.
Apreés multiplication par 2, nous obtenons ’encadrement souhaité

356 <P <360.

2. L’aire 4

Cette fois, A=Lx £,

Notons que la multiplication «membre 4 mem
tout a fait légale : tous les nombres sont Dositifs.
En voila le résultat : 127 x 51 <L x £ <128 x 52, ce qui s’écrit 6477 < 4 < 6656.

bre» des inégalités de départ est

3. La diagonale D

La diagonale D est calculée par D = V2 g2 4
Nous avons successsivement : (théoréme de Pythagore)_

1272 < [? < 1282
"< 2<s2 (rangement des carres) ;

W 27+ 512 <L+ €2 <1287 4 52

s V27 +52<VI2+ 2 < Vg 1 522 (rangement deg racines ‘es)
carrees) ;

x VI8730 <D <V19088 (calcul numeérique)

Remarque : Si nous voulons un encadrement décimal
culatrice :

(addition « membre 3 membre »);

de D, nous utilisons la cal-
VIBT0 :135. 85159021 et Vi5ogg . N

Nous écrirons alors 136,8 <D <1382 . aan,

(C’est un encadrement réaliste, trop de décimales serqit ;o
rait 1C1 Sill"ls Si . .
gnification.)
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TRAVAUX PRATIQUES 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

w Les problémes d’encadrement enchainent -

— les r{:sultats sur les inégalités : opérations, théorémes de rangement ;

— les résultats « membre a membre » portant sur les inégalités (¢f. théoréme 2).
m « Membre a membre». Rappelons nos droits :

Toujours : On peut toujours additionner membre & membre.

Sous condition : On peut multiplier membre 4 membre & condition que tous les
nombres soient positifs.

‘I{EHT;“S' : On ne peut jamais soustraire ou diviser membre 4 membre.
a1s, il nous sera possible d’encadrer 'opposé d’un nombre :

si a<x<b,alors —b<-x<-a,
et donc, par suite, d’encadrer une différence (cf. T.P. 4).

e I P m On donne : 3] Le périmétre d'un rectangle est compris

12<x<13 et 30<y<31. entre 84 m et 90 m, sa largeur entre 5 m et
1 6 m.
4 1° Encadrer —y et —. Donner un encadrement :

¥y ;
s a) de sa longueur;

2° En déduire un encadrement de x-y b; 7, — aif;'

x s
et —. ¢) de sa diagonale.

T

[2] Donner un encadrement du volume
d’un cylindre de rayon r et de hauteur A,
sachant que (unité : le cm) :

12<r<13 et 75<h<8,
On donne 3,14 <m<3,15.

2 PROBLEME D’APPROXIMATION

i ' i bylone
Exercice L'algorithme de Baby ' |
:ésolu 1l s’agit d’obtenir des approximations de V2 par des nombres rationnels.

1° Soit a un réel strictement positif et distinct de V2.
Montrer que :

a) a el —2- encadrent \/5;
a

a2 irieure a V2
ithmétique —|a +—| est supérieure a V2.
b) leur moyenne arithmétique - (a a) p

. i ‘a obtenir une
dui ents de V2 par des rationnels jusqu'a o
20 En déduire des‘encgglrem

précision inférieure d

. amenés A distinguer deux cas !
1° g) Nous sommes amenés A disting l | o
i  nussape a linverse — <= et donc &2
§i 0<a< V2, alors par passage i v <

] ’ 2

‘ \/5 nous obtenons \/5 <2 . D%l l'encadrement a < \5 N t_].

) ' a
Comme —\7: )
2

75
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2 2 o Eagm
1 1 "y - < —, Soit =< 2 <,
m Si \/§<a,alorsdeméme ;(___.\/i,doua V2 a

S 2
Ainsi, dans chaque cas, @ et — encadrent V2.
a

b) Comparons V2 et %(a + 2) en étudiant le signe de leur différence :

%(a+2) \F'E( +__2\/') 1 (a2+2-2aV2).

a

+(V2)'-2aV3
Et 14, comme 2 =(V2)” (arrét sur image) : a’+2~ 2aV2=a’ a

-V2 Un carré ¢
Nous reconnaissons le développement remarquable de A(lc:m \r{;&s " tant
positif (et a aussi), la différence precedente est positive.

2
gl
2° Le principe
Chaque valeur approchée a de V2 va nous mener & K15 (”+_]
une autre valeur approchée de V2, encore meil- . / _
2 i : a 2
leure : —|a+=|, comme lillustre la figure ci- 5
. - P cas a <\V2
contre (compte tenu de ce qui précéde) :
m Les calculs
1 2\ 3 . . V3 3
Partons de a =1, par exemple ; ) a+— =§,clou 1< 2<5.
a
3 4
Prenons maintenant pour a la valeur précédente 5 (a]ors —= —). Nous avons :
a
1 2\ 1/3 4\ 17 17
Sfa+Z)oc242) =L, don Sevr L]
2(“ a) 2(2 3) g SOl 3 1z
1
Poursuivons avec a = o’ etc. : un tableau serait commode.
: L%
a = encadrement amplitude —la+—
o 2 a
1 2 1<V2<2 1 3
2
3 4 3 ;
= = = = 17
5 3 3<:\/§<:2 ~ 0,166... =
17 24 24 17 |
= = — =, 877
12 17 TANAEAT ~0,0049 -
577 816 816 517 [ .
i — — < e © 0665857
408 577 577 \5“"403 SRR I | s
665 857 941664 | 941664 <3 665857 [ T
470832 | 665857 | 665857 Sarsxm | <107 ete.
. e
Pour la derniére amplitude calculée, une calculatrice 3 : ”
s L bod est une valeur approchée de V2 € 4 12 chiffres affiche 1,
j aleur g 4 ) 3 -12
Ainsi S 857 . : ¥ €de V2 a107" prigy
Le procédé utilis¢ parait extrémement performant ; j] | NN n |
livre environ 1200 décimales exactes pour V3., est (A Ia dixieme aiapes |
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EXERCICES

—

APPLICATIONS DIRECTES DU COURS

Droite numérique. Intervalles

m Représenter graphiquement, puis écrire sous

fonpe'd‘lgtewalle 'ensemble des nombres vérifiant
les inégalités suivantes
a) -3sx<2; byx=17; ¢ 1%

d) -4<x<1; ) ——<x<

N | —

]Zl Schématiser les intervalles suivants :

[, 4151-2, + o[ 5[-7;7,1] ;]- oo, 1] ; [0, 1].
Existe-t-il un réel commun 2 ces cinq intervalles ?
E Quels sont les intervalles représentés ci-

dessous (en rouge) ?
Décrire chacun d’eux a l'aide d

inégalité(s)
«ensemble des réels x tels que...»
i r, I r
] i C i
-2 1 -1
F s 3 [
L — L~
1 - 1
entre a et b
grouillent les signes...

Je glisse
JEAN COCTEAU | le long des intervalles
et les intervalles | incalculabies

Comparaison

E Ranger par ordre croissant :
a) 0,656 ; 0,66 ; 0,65 ; 0,566 ; 0,56 ; 0,556,

b) -~ 3.0015 3,015 ~3,101; = 3,1011; - 3,110;
- 3,001 1.

Les exercices 5 et 6 se font sans calculatrice.

@ Avec des décimaux
1° Pour quelles valeurs de la décimale 4 a-t-on
8,d38 <8387
2° Ranger par ordre décroissant :
-0,3; (-0,3)*; (—0,3)% et (- 0,3)%,

[ﬂ Avec des rationnels
19 Trouver le plus grand parmi :
15 34 53 16
-2, =y m—, =l -—,
87 157 25 9

78

soit ]

2° Quels sont, parmi les nombres suivants, ceyy
g L
compris entre 0,8 et 1 :

17
17 b--l-+l' c=l+1; d=—; e=£1
=Es _2 3’ 3 4 21 ?
Inégalités

Théorémes de rangement

Ranger du plus petit au plus grand [es
nombres :

11
099’ 1,06°

Sans utiliser la calculatrice, ranger leurs carrés,
leurs inverses et leurs racines carrées.

1,0 1 : 0,99.

Un rectangle a pour aire 170 m?.

Montrer que sa longueur ne peut pas étre infe-
rieure 4 13 m.

[9] Démontrer les théoremes t et 2 du Cours.

IF m Méthode de la difizcence pour le théo-
réme 1,

m Comparer ac et bd z b

! pour le «produit
membre 4 membre ».

«Tout nombre est plus grand que 1»

Trouver I’

erreur dans le « raisonnement » suivant :
«On H_POUr tout x, x-]<x. Doi
(x-1Y=<x? oy éncore, en développant,
X2—2x+1=<y? s

<X°. On en déduit —2x+1<0.

=<2x et donc finalement x ;zl P

@ Comparer sang calculatrice

a) Tet5V7, b) 2V30 et 11

9 ~17et - 12V/3, d) —=5V13 et - 18.
[12] Meme exercice avec :
a) x=2-10V7, y=2-8V11-

) = 3
t+10v7 7

L+8V71l
IE Soit x up réel

Vérifiant x> 2
Préci ; xX>2.
celser dans quels Intervalles se trouvent :

= X2 g
. X et

(Dans chacur'; des cag d A otit
i L . 35, 0 .
intervalle possible,) n donnera le plus p
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Reprendre I'exercice précédent en supposant :
ax>4; hx<-1.

(5] Parmi les inégalites suivantes, quelles sont

celles qui sont vérifi¢es pour tous les réels x de
Iintervalle 0, 1 ?

1
DE<ZB) £<x; 9 Va<x; d) Lanr,
X

Le patron du cube

Pour faire le patron d’
de 96 cm? de carton.

Quel est le volume maximal de ce cube ?

L’impossible rectangle

Montrer que ces informations concernant un rec-
tangle sont contradictoires :

a) la largeur est au moins 130 m;
b) I'aire ne dépasse pas 1,685 hectare,

Plus haut que large

Le diamétre de base d’un récipient cylindrique est
plus petit que 10,8 cm.

Sachapt.qu’ll contient plus d’un litre, montrer que
ce recipient est plus haut que large.

un cube, on a utilisé moins

Trouver le plus grand des nombres :
a=V1-10"" et b=1-10""%,

I On pourra utiliser la comparaison de a et a>.

Soit @>0. Montrer que a’-a et a-1
sont de méme signe et en déduire le théoréme 4
du Cours (¢f: p. 63).

@ Sept entiers naturels, deux a deux distincts,
ont pour somme 100. _
Quelle est la valeur minimale de la somme des trois
plus grands ?

“Luxe, calme et volupté» MATISSE 1904.

cinture pointilliste
apparait deja la
Baudelaire (¢/ cita-

errigre le systématisme de la p

atisse parlera de tyrannic)

douceur profonde évoquée par
ton p. 57),

Signe de ax + b. Inéquations

@ Dresser un tableau de signe pour chacune des
expressions suivantes :

a) 3x*§; by 5x+1;

c) —%x; d) —2—=x;

Méme exercice que précédemment avec :
2V2-3)x; -5x+V5; —\/gjl‘-FS;

1
Vsx+5; ~Sxdey —Sx-3.

5
@ Vrai ou faux ?

1
3x2+ 1 change de signe en — 3

@ Trouver, parmi les expressions ci-aprés, celles
dont le signe est donné par le tableau :

i—ﬁx; VEx—2; —2'\/Ex+2;
-2x+V2, 2-Vx
X — oo % + co
|
+ (I} =

Dans les exercices 26 et 27, résoudre les iné-

quations proposées et schématiser I'ensemble des
solutions.

a) -(7-2x)-8>0:
b) 2x-7<2(x-3)+x;

1
c) 1—3x-s;§x+2;

d)3(l—x)>%x.

X X X
27 -——=—t1l<=;

b) x-Dx=2)>(x+1)%;
¢) (4-13x)2>(4 + 13x)2.

Combien y a-t-il d’entiers relatifs x tels que :
3-x<2x+4<5-x?

Les exercices qui suivent (29 et 30) utilisent le sr'gng
d’un produit. D’autres de ce type seront proposés @
la page 83.

Etudier le signe de :
a) (5-30)Q2x+1); b) (x+1)*-4x2.

Méme exercice avec :
a) (1-2x)(1-3x);  b) x?-x(x+ L
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EXERCICES ‘

EXERCICES ~ EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCICES  EXERCICES

EXERCICES

APPLICATIONS DIRECTES DU COURS 3 ORDRE

Résoudre les inéquations :
a) x1<5; b (x+1)2<2(x2-1).

Ecrire une expression qui change de signe en
I, —let2

Distance. Valeur absolue

@ Quelle est la valeur absolue de :
a) =3;(-5% V2-V3et(-1)"?
by x,si —x=3, ety si y?=25?

Trouver tous les entiers relatifs x tels que :
|x| =<6.

48 49
il bres — et —, quel est le
@ Parmi les deux nombres 29 e 18 q

plus prés de 1?2

Trouver dans chaque cas les réels x tels que :
x| =9, |x|=\/§ et |x|2=1.

Représenter sur la droite numérique
I’ensemble des réels x tels que :

a) |x| <2;

By [ g

o) Ix| <4 etxe[-2 3.

Déterminer le centre et le rayon de chacun des
intervalles suivants :
[-3,3; [L8]; [-03;-0,1];
[-V2+1,V2+1].

Rappelons sur un exemple les diverses facons de
décrire une méme propriété (cf. Cours, p. 66) :

m x €[1, 3] : en termes d'intervalle ;

m | <x<3:en termes d'encadrement 4

w [x-2| <1:en termes de valeurs absolue ;
wd(x,2)<1:en termes de distance s

m pdr une représentation graphique :

0 _“_3‘“——-

3

Dans les exercices 39 a a1, il s'agit do
chague fagon la propriété énopege,

[39] a) Ix-2] <3

traduire de

h)dx, - 1)< 3,

o 13-xI<4;  dydi,ay<gs
[40] o) -5<x<-3; b -3<2r<y.
o x€[-T1]; d)x €15, 6|

80

ET VALEUR ABSOLUE

i a I'ensemble représenté .. .
X appartnent ale p ¢ Cl'a]JI'es
(en rouge)

a) ~{f—;|"' 32 ﬁ
4 ) “_2' "2-

Résoudre algébriquement ou  géométrig,,,
ment @

a) Ix -4/=2;
0 I < |x| <5.

Méme exercice avec :
a)l—x-l|=0,5; b) 12-x|>2;
gl<|x-4l<2.

B [x-7<1;

Encadrement.
Approximation

Ptolémée, mathématicien grec du II° siécle,

utilisait comme valeur approchée de V3 e
nombre :

103 55 23
=—t—+—.
60 60 60°

En utilisant la calculatrice, chercher le nombre de
décimales exactes ; en déduire la précision de cette

approximation de V3 et 'l s'agit d’une valeur
approchée par excés ou par défaut.

Donner un encadrement de x :
a) 10,l<x-8< 10,2 ;

b) |x-3| <25 :

) —0,002<ﬂx—3<—0,001 :
d)|7-xl<2x 1073,

e) x + 8| -<l g
2
fldaG, x)<10-2,
Méme exercice que le 45 avec :
Adx-1)<10-4;

b)d(V3,x)<0,003 et 1732 < V3 < 1,733

¢) 2,1 est une valeur v
5% 1072 pres ;

d) = 7,721 est une valeur approchée de x par e+
a 1072 pres,

approchée de

Comparer I'aire d'un rectangle de dimensiv’?
1‘4 X 11 et celle d'un disque de rayon 7 (unllcl-‘ II‘
cm) en utilisant successivement comme ValeU
upprochée de i1 :

23

= ,
5 14; 3,15

.
Conclure quang méme,
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EXERCICES

Vrai/Faux

L'ensemble des réels x vérifiant - | <y <
et x=3 est représenté (en rouge) ci-dessous :

=a 2 3

Il y a exactement 5 nombres décimaux stric-
tement compris entre 5,17 et 5,23.

Les réels x vérifiant 4 <x2<9 sont Jes réels

de lintervalle [2, 3].
Les réels x vérifiant 41
de Dintervalle [4, 9].

=<-<- sont les réels

1
X

O] —

[52] Pour tout réel X,ona -x<x?,

@ Lorsque a <0, le tableau de signes de
ax+b est le suivant :

X — oo 2z

ax+b +

o — oo

L’inéquation x(x + 1) = 5x équivaut 4 :
x+1=5.

1 | ;
@ Pour x réel non nul, —<:2 ou ~2—<x, «cC'est
X

pareil ».

[56] L'ensemble des réels vérifiant |x— 3] <2 est
représenté en rouge dans la figure ci-dessous :

il

-
L
1

A

1 , 1 1]
= ! le|=, -]
@ 2 est le centre de I'intervalle [5 3

1
0,32 et 0,34 sont des valeurs approchées de 3
41072 pres,

—_—

780
3% 1077 pres.

59) — est une valeur approchée de V3 a

. . )
() 1y aurait sarement des surnoms plus Natteurs

L

La technique mise a I’ceuvre

1° Soit a et b deux réels tels que 0 <a<b.

a-1 b=l
a © b
2° Quel est le plus grand des deux nombres :
987,654 321 987,654 322 .

987,654322 " 987, 654323 '

Etudier le signe de :
Plx)=2x(x+1)-(1=3x)(x+1).
En déduire les solutions de I'inéquation :
x(x+ 1)< (1 =-3x)(x+1).

L’inégalité triangulaire
Soit x et y deux réels, M et N les points d’abscisses
X et =y sur la droite numérique (O étant I'origine).

1° En utilisant I’expression de la distance a I'aide
de la valeur absolue et de I'inégalité triangulaire
MN < MO + ON , montrer que :

[x+yl <|x| + |y .
2° Que signifie géométriquement I’égalite :
MN = MO+ ON ?

En déduire que I'égalité |[x +y| = |x| + ly] n’a
lieu que lorsque x et y sont de méme signe.

Comparer les nombres

Soit @ un réel supérieur ou égal a 1.
Quel est, de g
a+1

a+1
ou de , le nombre le

plus prés de 17

On se propose de déterminer tous les entiers

1
naturels a et b non nuls tels que — + 5 Is
a

1° Exhiber un exemple.

2° Peut-on avoir @a=1 ou bh=117 en méme
temps a>2 et b>279

En déduire toutes les solutions.

3% Retrouver les résultats précédents en posant
a=p+1l et b=qg+1.

(Daprés la revue Tangente.)

Michel la Patate” travaille dans une ferme pen-
dant ses vacances d’été. Il a quatre sacs de pommes
de terre & peser. Chaque sac pése moins de 100 kg
et la balance dont il dispose ne fonctionne que
pour des poids supérieurs a 100 kg. Il résout son
probléme en pesant les sacs deux par deux. Les
poids qu'il obtient sont 103, 105, 106, 106, 107,

109.
Quel est le poids du plus léger des sacs ?

« ge n'est pas nous qui avons choisi...

8l
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EXERCICES 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

Situations conduisant
a une équation

La division

Voici le début d’une division
d’un entier n par 11. n|ll
Quel chiffre vient 4 1a place de
«7» sachant que I’entier n est
un carré parfait ?
(Rappel : «carré parfaity : carré d’un entier.)

14-18

Trouver trois entiers consécutifs dont la somme est
comprise entre 1914 et 1918,

39-45

Trouver quatre entiers consecutifs dont la somme
est comprise entre 1939 et 1945,

Vingt ans aprés

Stéphanie a 30 ans et sa fille Caroline 5 ans.
Pendant combien d’années 'dge de Stéphanie

restera-t-il plus grand que le double de I'age
de Caroline ?

La bordure

La bordure, de largeur 2m
2m, a une aire supé-
rieure 4 96 m2,
Déterminer la valeur
minimale du périmétre
du rectangle intérieur.

-
-«

-
>

Pour quelles valeurs du réel x peut-on cons-
truire un triangle de cotés 4, 5 et x ?

Méme question que ci-dessus, avec pour
cotés :

a)d, x, x+1; b)yx, x+1,x+2.

Soit a, b et c trois réels positifs. Il est

possible d’affirmer a propos des deux propriétés
suivantes (I'une de nature géométrique, I"autre
numeérique) que «si 'une est vraie, 1'autre aussi» -

w [l existe un triangle de cétés a, b et c.

m Chacun des nombres a, b ou c est strictement
plus petit que la somme des deux autres.
(Motif : I'inégalité triangulaire.)

Les marchandes de pommes

Mére Lampion vend 30 pommes rouges
2 e;our 5 F}? et 30 pommes vertes : 3 pour
5F , )
Mam® Poussin vend 60 pommes mélangées
(30 pommes rouges et 30 pommes vertes) : 5 pour
10,30 F.

1° Laquelle des deux marchandes fera la meilleur
recette 7 (On supposera que toutes les pommes
auront €té vendues.)

2° A quel prix Mam’ Poussin doit-clle ‘venlc!_rfla !c
lot de 5 pommes pour faire une recetle supcricure
a celle de la Mére Lampion ?

82

Vrai ou faux

3. 2
i i re — et —, celle
Parmi les fractions comprises ent g3 fles

: i 95 sont quatre foig

ur dénominateur 19 i

g)!ﬁ?tn%?nbreuses que celles ayant pour numé.
rateur 1995.

« Mezzo-veloce »
Un mobile effectue
la moitié d’un tra-
jet a la vitesse cons-
tante 25 km - h~! et
['autre moitié a la
vitesse  constante
xkm-h~ ! (x>0).
1° Montrer que la
vitesse  moyenne
V(x) sur le trajet
total est :

2
i

—
25 x

(On pourra introduire Ia lon
Inconnue auxiliaire.)

2° Résoudre et interpréter linéquation :
’ Fixy=>375 .
3° Etudier I'inéquation V(x)=50.
ue peut-on déduire du résultat obtenu ?

gueur du trajet comme

Exercice 76 - y

exemples serong
et 8,

La boite sans couvercle

éort')::ellt confectionner ype boite parallélépipédique
mesur cﬁge‘e’ Sans couvercle. [’ajre totale devant
c!in"ler::F dm?, le Probléme est de déterminer les
On déss:ions de Iai?mte de volume maximal.

BNe par 4 |a hauteur q & ar
a la longueur gy coté de | e la boite et p

1° Exor a base carrée,
Xprimer A, puis le

n probléme d’extrémum. D’autres
Proposeés dans les chapitres 6, 7

que a<4V3,

: diverses val d faire
u B eurs de a, 14
:‘le conjecture sur |eg dimensions cherchées-'
3° On pose a=44+y

Montrez =—l- 2
que p 4(1:J.8 =-x3x +12)),

En déduire que Vest m

40 Déterminer les
volume maximal,

aximal pour x =0,
dimensiong de la boite de
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EXERCICES 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

Signe d’un produit,
d’un quotient

Dans les exercices 77 a8

; 0, procéder a une ¢
signe de chague express 'onjp e etude du

(x = 1)3x ~ 1)(dx - 1)(5 - ).
a) —= B

x+1;

X x+2
a) s ; l
x+1 2x(x-2)
ﬂ)z:i; b)x-g.
X
Ecrire un quotient dont Ie tableau de signes
,__x — oo -3 | 2 3 +:-|
— - - “+
= 4 +
?
0w | + | - 0 + [ -

Dans les exercices 82 a 84, résoudre dans R les
inéquations proposées ct représenter graphiquement

I'ensemble des solutions. (Stratégie générale - cf.

Point-Méthode, page 71.)

1 1 1
a)—<-3: b) —<
X X

2x-1"

@) Bx+4)2<(x-3)7;
b) x3=25x=0.
) (x + 1)2> (x + 1)(1 - 2x) .

Systémes d’inéquations

; s dans
Déterminer les solutions des systemes p:;w;:;;femem
les exercices 85 et 86 et représenter grap
lensemble des solutions.

3-xK2x+4<5-x.
y?<2x
a{2x>l b){

3Ix<x+3; x'>3x;

Problémes de comparaison

Comparaison de puissances

Soit a et b deux réels vérifiant 0 <a < p .
Montrer que a®<bh?, g3<p? et plus généra-
lement, a” <b" pour tout entier n= | .

Les exercices 88 a 90 utilisent le résultat de
Uexercice précédent.

Dans chaque cas comparer x et y:

2312
a)x=-_7?a y=(3,3)ll;
1 1
Bre=ms Y=g

6)-2:.9105 y=9%

(D'aprés Rallye mathématiques du Centre.)
Comparer 20000 gt 103000,

Avec combien de chiffres s’écrit le nombre
19941994 9

IF 10° <1994 < 10¢, donc..

La navette fluviale

Un bateau assure 1a navette entre deux villes 4 et B
situées sur le bord d’un fleuve. En I'absence de
courant, sa vitesse est constante et égale a V. En
présence de courant de vitesse v (v < V), lavitesse
du bateau est alors :

— alaller,de Avers B: V+vy ]

— auretour,de Bvers 4 : V—vy.

Ao e

1° Soit d la distance AB. .
Exprimer la durée ¢ du trajet aller-retour en
fonction de 4 et V, en I'absence de courant.

2° En présence du courant de vitesse v, montrer
que la nouvelle durée du trajet aller-retour est ;

d d
+

V+y V-¢
3° Etudier le signe de T-1.
L'effet du courant est-il favorable ?
4° Calculer r et T lorsque :

d=25km, V=20km-h"' et y=5km-h-"

83
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EXERCICES 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

Problemes d’encadrement
et d’approximation

X
Encadrer x+y, xy, ; et x—y sachant

que :
l< <l et l< <'!'
g ~r 7 Y%

(On donnera les résultats en écriture fractionnaire.)

En utilisant I'encadrement :

3,1622<V10<3,1623,
encadrer chacun des nombres suivants :

V10
7+V10 ; 4V10 ; -2—; -V10;
11 -V10 - 1 5+VI10
T Vio© 9

L’aire d’un triangle est comprise entre 51 ¢cm?

et 52 cm’ et la base entre 7.9 ¢cm et 8,1 cm,
Encadrer la hauteur correspondante.

Les cotés de I'angle droit d’un triangle rec-
tangle mesurent 2 m et 3 m a | mm pres,
Encadrer I'aire ¢t le périmétre du triangle.

Représenter deux carrés tels que :
— les catés different de 1 cm au plus;
— les aires différent de 1 cm? au moins.

On sait que :

— 12,37 est une valeur approchée de x par défaut
a 102 pres;

— 12,39 est une valeur approchée de Y par excés 3
102 pres. '

A-t-on x <y?

Les singes et les noix de coco
1° Comment

onze singes vont-
ils se partager
356 noix de coco
4 une noix de
coco prés?
Toutes les noix
de coco doivent
étre distribuées
avec une noix
maximum
d’écart

deux parts.

16 MONT RECONAU j

entre

84

i er des noix de
ourrait couper g 0
30 l::(f}}navgnce le plus ancien des smges.
€ ’ tage 4 une i
Quel est le nouveau partag €Mi-ngjy de

coco pl‘éS ?

La cuve

i ‘un liquide (3 5 litres 1.
1000 litres d’un liquide (& €S prég
ga"n: ef.fﬁ: cuve cylindrique de diamétre g cm [J

res). _—
2E :gdprer )|a hauteur # du liquide en Prenan;

3,14<n<3,l5.

1
Valeur approchée de e (x#<1)

1° Démontrer que, pour tout x ¥ -1, ong -

o e

a

| x2
—tm | S XF )
I +x I+
1 1
2° Démontrer que, pour tout x € —5;5 :
a)()a:xzs-;l;
4
2 1
b -< 2 &
)3 1+x
x2
0= S 2x%,
1+x

3° Déduire des deux questions précédentes que,

1

5-}, l —x est une valeur

} i |
approchée par défaut de oo a 2x? prés.
+Xx

2

1
pour tout x € [— 5

4° Donner, a I'aide de ceite méthode, des valeurs
approchées des nombres suivants, en indiquant la

Tl pourra comparer les résultats obtenus
urnis par la calculatrice) :

1 1 1
3,006 °

Ppreécision (o
avec ceux fo

1,004” 09993
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PROBLEMES

Trouvez I’erreur

des nombres réels X,

une est fausse :
a)x>y; b) y>z;
0z>x; d)y+z=2x.

Trouver Iaffirmation qui est fausse,

Comparer g et b

a=1995(1+2+3+. + 1993 + 1994) :
b=19941+2+3+_ + 1994 + 1995)
I Simplifier Iécriture de g — b.

Le tout-électrique

Sur 100 maisons que comporte le village :

— 88 sont équipées d’un téléviseur ;

— 90 sont équipées d’un lave-linge ;

— 94 sont équipées d'un réfrigérateur.

Combien y a-t-il de maisons au minimum qui sont
€quipées de ces trois appareils ménagers ?

ations ci-dessous concernant
Y et z, trois sont vraies et

La balance (exercices 104 et 105). La balance a
deux plateaux (cf. figure ci-dessous), sans masses
marquées, permet de comparer en une pesée les
masses d’objets disposés sur chaque plateau. C'est
tout.

Cinq boules ont des masses toutes diffe-
rentes. Peut-on, en cing pesées, déterminer les
deux plus lourdes ?

(D'aprés Rallye Math sans Frontiéres 1993. Aquitaine, Espagne,
Midi-Pyrénées.) . . . -

On a 27 billes extérieurement identiques : 26
d’entre elles sont pleines, une est crte):!ﬁe.creuse .
Comment procéder pour trouver la bille

un minimum de pesées ?

Comparer les nombres :

x = (1,000 000000 003)
|

Y = 0,999999999997)*
F-a+a)=1-a".

et

Le 1995
Soit x=10,99..9 (1995 chiffres égaux 4 9).
Quel est le 1995¢ chiffre aprés la virgule de Vx?

Caramels

(Rallye de Bourgogne 1993))
Devant un bocal de caramels, Pascal se dit : « Pour
étre sir d’avoir ;
— 2 caramels de méme couleur,

il faudrait que j’en prenne au minimum 4;
— 2 caramels de couleurs différentes,

il faudrait que j’en prenne au minimum 12 ;
— 2 caramels bleus,

il faudrait que j’en prenne au minimum 10;
— 2 caramels verts,

il faudrait que j’en prenne au minimum 16.»
Combien y a-t-il de caramels dans le bocal ?

Salade de fruits

Deux oranges ne coitent pas plus que trois
bananes, cinq bananes pas plus que quatre poires
et six poires pas plus que cing oranges.

Quel est le fruit le plus cher ?

I7 Soit x, y, z le prix de chaque fruit. Trouver une
¢galité a partir des données.

L’éléphant et les bananes

(D'aprés jeux et stratégies n° 9.)

Un planteur de bananes se trouve confronté & un
probleme bien difficile. Comme moyen de trans-
port, il ne dispose que d’un vieil éléphant qui
consomme une banane au kilomeétre et n’accepte
de porter que 1000 bananes au plus sur son dos.
Le plus proche marché se trouve a 1000 km de la
plantation. Sa production s’éléve a 3000 bananes.
Combien de bananes, au maximum, ce planteur
pourra-t-il mettre en vente sur le marché ?

I7 L’éléphant peut constituer des tas intermé-
diaires en effectuant des allers-retours...

(Le probléme est «difficile» et demande quelque
patience. Déja, réussir a faire amener 2 I’éléphant
quelques bananes est un «bon résultat...

De plus, on considérera le probléme comme
définitivement vaincu lorsqu’on aura découvert une
stratégie permettant a I'¢léphant de transporter
jusqu’au marché 533 bananes et un petit morceau.)
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PROBLEMES 3 ORDRE ET VALEUR ABSOLUE

ﬁJ—l] Encadrement de V1 +x

Soit x un réel strictement positif. On pose :
X x”
A=V1+x, B=l+5 et C=§+ VI1+x.

l° Montrer que 4, B et C sont strictement plus
grands que 1.
2° Comparer 42 et B2

x
En déduire que V1+x<l+§.

2

x? x
3° Prouver que CI—B?=T4_(\/1 +x+E_ 1)_

Comparer B2 et C2. ,

: x X
En déduire que l+-2-—-8—< 1+x.

Note : Nous venons donc d’établir I'encadrement

suivant de V1 +x:
2 X
pour x>0, l+§-—%< Vl+x<l+§.

4° Donner sans calculatrice un encadrement de

V1,000 2 et une valeur approchée de V 1,000000 1

a 10~ " prés.

(LErncrEDESTRORS> 11 n’y a pas a discuter :

lorsqu’on range des objets dans des tiroirs et que
I'on a plus d’objets que de tiroirs, alors il y a un
tiroir qui contient au moins deux objets. Cette
évidence qui saute aux yeux s’est vu décerner le
titre pompeux de «principe» : principe des tiroirs
ou principe de Dirichlet (du nom du célébre
mathématicien allemand du XIX® siécle, PIERRE
LEJEUNE DIRICHLET). D’apparence simpliste, cette
proposition se révéle un outil puissant dans de
nombreux domaines : Arithmétique, Dénombre-
ment, Vie sociale (tour de cartes)...

Voici quelques exemples (exercices 112 a 114).

Le probléme de la fanfare

Les membres d’une fanfare sont disposés en rectangle. Le
fanfare décide de mettre un peu d’ordre dans la trofpe : shek dilu

s du plus petit au plus

— il fait ranger dans chaque colonne les musicien
grand, de I'avant de la fanfare vers I'arriére ;
— il vient se placer alors sur le c6té de la fanfare

eveux y
[:c?a::i:tes sont daccord © un indivig,

Les spéc Je 350000 cheveux sur la téte,
jamais plus o existe a Paris dcu_x personne
Montrer qu ctement 1e meme nomby, d
moins) ¢

ayant exa

X . [10 -
[ Tiroirs : les paris. Deviner comment o

: de : A
les l;t;:t?g;shabimms de Paris dans les tiroir
«ran

S {Zlu

Cohal]itaﬁ()“
ématiques d

D'aprés Rallye math - \ .
lLe «bétes a mauvais caractére » sont des animayy
: t cohabiter que sous une conditiop -

.ne euvcn ¥ : i
gtlnl':e élopi’gnés les uns des autres d’au moins hy;

étres. : X ) .
II-l’leut-OH faire cohabiter 10 «bétes & mauvais car,

tére» dans un enclos rectangulaire de 18 métres de
longueur et de 15 meétres de largeur':?

IZ Objets : les 10 «bétes a mauvais caractére),
Reste a trouver 9 « tiroirs »...

"Aquitaine 1991.)

Les nombres jumeaux

1° Expérience

Prendre au hasard 12 nembres entre | et 99.
Vérifier que I'on peut trouver deux de ces nombres
tels que leur différence {«le plus grand diminué du
plus petit») soit un nombwe jumeau, c’est-a-dire un
nombre a deux chiffres i=ontiques (comme 33, 77
ou 88...).

2° Explication

En appliquant le principe des tiroirs, montrer que
parmi 12 nombres distincts, il en existe toujours
deux qui ont le méme reste dans la division par 11
Que dire de leur différence ?

et fait ranger dans

chaque ligne les musiciens toujours du plus petit au
Il revient en téte de la fanfare pour voir ce qua
ajustement sur les colonnes, se prépare a observer
agréablement surpris de constater que dans cha
musiciens sont toujours rangés du plus petit au ply
« théoréme de la fanfare» qui explique qu’il ne peut
ceuvre astucieuse du principe des tiroirs trouve g
(tableaux de YOUNG) et amusantes sous la fo
expérimentalement du théoréme de la fanfare en re

plus grand,
donn'é ce dernier
le désastre et egt
que colonne Jeg
S grand! Clest Je
€n etre autr

im

mplacant la fanfape

; ement, 5 ¥ ‘e
es applications 1. O résultat basé sur une mise

e de tours de I;gg:;‘t'?s en Mécanique quantiqy

(On pourra se convainc'®
1]

rangera les colonnes, puis les rangées suivant les principes décrits it Par un tableau de nombres dont ©

3

86

haut.)
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Proposons-nous de grands
exemples a imiter plutét que de
vains systémes a suivre.

l.-). ROUSsEAU
(La Nouvelle Héloise)

COURS

INTRODUCTION

COURS

TRAVAUX PRATIQUES

EXERCICES
88 APPLICATIONS DIRECTES
DU COURS 101
9l EXERCICES 103
94 PROBLEMES 108
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I Systemes
linéaires

COURS

SYSTEMES

Définition |

2

Droite
associée
a2 une équation

Droites
associées
4 un systeme

- LINEAIRES (2,2)¢

GENERALITES

Un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues x et y est la donnée de

deux équations de la forme { °* ¥ 0¥V =¢ (S),
a'x+b'y=c'
ol a b, ca’, b’_ et ¢’ sont des réels donnés.

= Une solution du systéme (S) est un couple (x, y) vérifiant les deux équations.
m Résoudre le systeme (S), c’est déterminer tous les couples solutions.

Par la suite, nous supposerons que I’un au moins des deux nombres a et b (et de méme

a’etb’) est non rul®.

INTERPRETATION GRAPHIQUE

Le plan étant muni d’un repere (Oxy), considérons I'ensemble D des points M (x, )

vérifiant I’équation ax + by =c.

) e - a ¢
Lorsque b # 0, I’équation s’écrit y = — re + e

Lorsque b =0, alors nécessairement a # 0 (nous venons d'en convenir), I’équation

C
s’écrit alors x=-—.
a

Il nous intéresse ici de retenir que, dans tous les cas, ’équation ax + by = ¢ définit

une droite O du plan. o - ; .
Cela nous meéne «naturellement» a I'interprétation graphique suivante :

s Les équations ax+by=c et a'x-l:b'y: ¢’ définissent dans le plan muni
d’un repere (Oxy) deux droites D et D'. ' , ' |

= Résoudre le systeme (S) revien’t_ a déterminer (par leurs coordonnées) les points
communs aux droites D et D' (s'il y en a).

Tirons tout de suite quelques
sécantes (un s€
soit confondues

ommaode et légére & adoprer,

- s, Notation ¢ :
¢t 2 inoonnue 'une des équations est Ox + 0y = constante .

() (2,2):2 équuuunss désintéresser des systemes ou

(2) Cela revient a nou

Scanné avec CamScanner

enseignements. Deux droites D et D’ du plan étant soit
ul point commun), soit paralléles et digjointes (aucun point commun),
(une droite de points communs), nous voyons que le systeme (S) aura
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?
3 «COMBIEN » DE SOLUTIONS

Théoréme |

92

- Conclusion : Le systtme admet une «
~ les couples (x, y) tels que 10x + 35y

@ COURS 4 SYSTEMES LINEAIRES

—

= T

. . ax+by=c ‘
Soit (S) e systeme {a’x tbiy=c' .

 Si ab'-a'b+0, le systéme () admet une:
» Si ab’-a'b=0,(S) n'a pas de solution ou

olution unique.
dmet «une droite de solutiom».

= Ce résultat que nous prouverons a I'exercice 44 ?sédtz’g{églgseg:‘aphlwe; il Signify,
en usant des notations et remarques de Laﬂ;;i%eiﬁr:gm sécantes («solution uniqye,,.
3 S o ol i e e sohilon) o st
(«droite solution »).

¢ (différence de
. I r > S .
= L'expression ab’—a’b , notée schématiquement b’ Produit

a
ﬂ‘

en croix) est appelée déterminant du systeme (¢f- chapitre 12, p. 307).

TROIS EXEMPLES PROTOTYPES

10x + 35y =30
[ Résoudre Ie systéme { gi % 21i g

Calculons le déterminant du systtme : 10X 21 =6 x35=210-210=0.
D’aprés le théoréme 1, nous sommes dans le cas «pas de solution» ou «droite de

solutions ». Manifestement (1,0) est solution de la seconde €quation, mais pas de
la premiére.

Conclusion : Le systéme n’a as de solution.
y

0 £
[2] Résoudre le Sysréme{ 10x + 35y =30 (1)
6x + 21y =18 (2)

Le déterminant du systtme est toujours nul (ef; exemple ).
Nous voyons que (3,0) est solution du systeme.

droite » de solutions, a savoir I’ensemble de tous

=30 (ou 6x+21y= . ’ 3558
de (1) & (2) en multipliant par 0,6). ¥= 18 ; noter que 'on p

2x+yp=—
[3] Résoudre Ie systéme Xy 2 (1)
Sx+dy=1 ().
Le déterminant du systéme, 2 x4 — 5 x { =

: ) 3, est non n : et une
unique solution. Voici deux méthodes usuelles }’)our son callé:ll'l] L,e systeme adm

_ par substitution Par combinaison
Isoions y dans (1) : y=—92x -7 2x+y=—9 / x (- 4)
Reportons cette expression dans (2) : { Sx+4y=1 :
5x+4(-2x-2)=1, soit : g S
-3x-8=1. {hgx“‘”’:S

Résolvons 'équation x = — 3 et par 2 Pyl

. ) En additionnant o obtient —3x=9:
suite y=4. Soit x=-3 puis p =4,
Conclusion : Le systéme admet yne se -

ule solution (- 3, 4).
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Théoréme 2

i

COURS 4 SYSTEMES LINEAIRES

INEQUATIONS
ET SYSTEMES D'INEQUATIONS

| siGNE
DE ax+ by + ¢ ET REGIONNEMENT DU PLAN

Nous avons vy

Péquation 5. +Qg1;,+lgriq61e a et b sont deux réels dont I'un au moins n’est pas nul

de frontiére 9 Les l'—‘ définit une droite 9 qui partage le plan en deux demi- lans

théoréme suivant quj laisons avec le signe de ax + by + ¢ sont données 4 IS
Qui genéralise un résultat obtenu en classe de Troisieme : Sl

L’expressio

m ax+ by : c(f_x0+ by + ¢ permet de partager le plan en trois régions :

n ax+by+ oy i pour tout point M (x, y) de la droite D

max+byte<p pour tout point M(x, y) de 'un de ces demi-plans ;
pour tout point M (x, y) de I'autre demi-plan.

2 EXEMPLES DE REFERENCE

Exemple | Résoudre graphiquement I'inégquation x - 2y+1>0. V] [ ] T
| I—2;+l(0 |

Tracons en premier lieu la droite frontiére D d’équati

Dy 120 (fig. 1. i d’équation
Détgrminons ensuite quel demi-plan convient en testant
le signe de x -2y + 1 en un point non situé sur la
droite 9 : choisir 'origine O est le plus simple. Comme
en (0,0) x—2y+1 est positif, le demi-plan solution
est celui de frontiére D contenant l'origine O.

) ) I . x-y+1>0
Exemple 2 Résoudre graphiquement le systéme Y

erons par le fracé des droites D d’équa-
tion x—y+1=0 et D’ d’équation 2x+y=4.
Déterminons ensuite les demi-plans a retenir ( fig. 2)
0.0) est solution de x =y + 1>0,le demi-
 Comuiq 0 )' de cette inéquation est celui de

plan des solupons_ e
frontiere 9 qui contient [0 igine.
; ¢ de Ilinéquation 2x+y<4 est le

Les solution ! ; |
zcmi plan de frontiere D', D’ comprise, contenant
- Jorigine. |
« Hachurons la zone qu! 'ne
ce qui reste : NOUS faisons app
aux solutions du systeme.

Nous commenc

convient pas et colorions
araitre les points associes

e déterminer le demi-plan qui convient €t examiner le cas de la
' (< ou >) ou large (< ou >)) sont les trois

A { f .
g noter Do o drm{t’_/fr‘:'i"(»;iw Pinégalité est stricte _
- Fri - [ 5 5 . .‘ “ .
_):?onnerfi J)lgblrlé‘;‘(')lmion E‘mphiquc d'une inéquation
étapes de I
93
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; ;\,mes
linéaires

A =

Exercice
résolu |

94

TRAVAUX PRATIQUES

A — Situations conduisant

4 des systemes [inéaires (2,2) wweesssesssssssssssssesnunnnn 0 '
B — Exemples d’autres SYSLEIMES ovvvvunmmmmssssssssssssnnnne 0
C — Exemples de résolutions graphiques w.oeceeveennennn | W |

STUATIONS CONDUISANT
A DES SYSTEMES LINEAIRES (2,2)

. il s'agit dans ce T.P. Jédicr des situations conduisant @ résoudre des systeme,

) Clest entendu & T

l linéaires de deux équations a deux inconnues. ‘ ) o

= Mais par rapport 4 ce qui a pu étre entrepris au Collége sur ce sujet, nous Serons armenes a fire,
les inconnues auxiliaires et le changement 4,

quelques ficelles nouvelles : les transformations d’écritures,
variables.

Si on retranche 100 au numérateur d'une fraction et 5 g son dénominateur, on obtient

19,94. o ,
Maintenant, si on ajoute 100 au numérateur et 5 au dénominateur de cette méme

fraction, on obtient 19,95.
Quelle est cette fraction?

1. Choix des inconnues )
Il n’y a pas a hésiter, notons n €t 4 e ronnérateur et le dénominateur de la
fraction (n et d sont des entiers relatifs avec d+#0).

2. Mise en équations

n—-100
. 19,94 (1)
L’énoncé se traduit par :
n+100_1995 %
Y 2

ce qui ajoute comme contraintes : d#+5 et d+-5.

3. Résolution

L’idée est de ramener le systétme a un sysfe e Fald & Gt
i steme linéaire a I'aide de tra 7
d'écritures. transformations

L’équation (1) s’écrit n — 100 =19,94(d - 5) ou n—19,94d =
Léquation (2) s'écrit n + 100 = 19,95(d + 5) ou n - 19’95§= 9% 25
Nous sommes donc ramenés a la résolution du systéme finéaire S
{ n-1994d =03
n-=1995d=-0,25.
On trouve facilement d =55 et n=1097.

4. Conclusion

Les valeurs trouvées pour n et d obéi
obéissant aux ; : 3
et d+# -5, nous pouvons conclure : contraintes n et d entiers, d #0, d7 -

1097

55

la fraction cherchée est
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@ TRAVAUX PRATIQUES 4 SYSTEMES LINEAIRES

Exercice Contrile «sur les systémes »
résolu 2 La plus mauvaise note est 2. Si I'on n'en lient
t ] : pas compte, la moyenne des n
contréle augmente d'yn demi-point, ¢ 4  motes au

L ] i
Czn’l’;;’_’ﬁegf{,{?ofe est 19. Eliminée, la moyenne baisse alors d'un demi-point.
ten d'eleves ont participé au contréle ?

1. Choix deg inconnues

Désign o
’éngngg S;( g,zr .': le nombre d’éléves ayant participé au contréle.
Siie autour » de la moyenne, donc soit # la moyenne des notes obtenues,

Il est également
. § commode, compte tenu du procédé de calcul de Ia
d’introduire ]a somme § des, notes obtenues. 3 d PRI

2. Mise en équations

En précisant ce qui vient d’gtre dit, nous avons m = g ou S=nm.
Les données de Iénoncé se traduisent par : !
S =3 _ 3= 19
m+0,5 (phrase 1); Peraiat e 0,5 (phrase 2).
g—

n—1
11 s’agit donc de calculer 1 a partir du systéme de relations :

(8 =nm (1)
§-2
——=m+0,5 (2)

1=
S-19_  os
1 =m-05 (3).

“

3. Résolution .
Compte-tenu de (1) et aprés transformation d’écritures :
(2) s*écrit nm—2=(m+ 0,5)(n=1), soit 0,572 —m =-— 1,5
(3) sécrit nm — 19 = (m - 0,5)(n — 1) , soit 0,57+ m = 19,5 .
Nous voila ramenés au systéme :
05n—m=-15
{O,Sr: +m=19,5.

On trouve immédiatement n =18 et m =10,5.

4. Conclusion )
18 éléves ont participé au controle.

Exercice f)()ubl’.{‘:rﬂll('()!"fr j’? cont distantes de 130 km. Un l’é"k!'cu!le part de 4 3 el e
résoly 3 Deux villes A L,:;-(ame Deux véhicules partent de B, l'un a 9 h, l'autre a 9 h 30 et se
B a vitesse Con. i e pas
] sme vitesse (e . - . ‘ ‘

Sl 1 f: IgL }T:’zm’”mﬁ le premier véhicule parti de B aprés avoir parcouru
» véhicule parlt d¢ .  pre i

&5 }:’L’hu’u,{i {')emm! aprés avoir parc m}m? 106 km

¢ = » i »
SQSue:’rig est la vilesse de chaque ve Nicule

1. Choix des inconnucs sse du véhicule partant de A et par vy la vitesse commune des

a vite ch
ési g par v, la Vi e P
t]:i)eeus:cggglricu]}cs plznrtant de B (unit

95
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4 SYSTEMES LINEAIRES

TRAVAUX PRATIQUES

2. Mise en équations 8+§§:9+130-‘88,d, . iﬁhﬂ‘l
L'heure de la premiére rencontre est v, Vp Vi vy
106 9.5 130 — 106 e
—=90+ , dou :
L'heure de la deuxieme rencontre €st 8 Vy Vp

106 24_ 5,

—_—

Ly 47
w_a_
. 2 ¥y Vs
Nous obtenons ainsi le systeme : 106 24 -
— T — [} -
Ve Vp
3. Résolution ; l
Effectuons le changement d’inconnues X = = et y= ;;
A
88x—-42y =1

Le systtme précédent devient { 1065 - 245 =14 .

- Ce nouveau systéme est, lui, linéaire et ne présente aucune difficulté.

Nous trouverons x=— et y=

—, ce qui fournit v, =60 et v, =90,
60 90 ;

4. Conclusion
Les vitesses de chaque véhicule sont v,=60km-h~! et v =90 km - h~ £

= Toujours une solution en quatre étapes

1. Choix des inconnues en précisa_nt les unités (s’il y a lieu), les contraintes et en
introduisant éventuellement une inconnue auxiliaire s cela permet de faciliter
la mise en équations (exemple : somme $§ dans 'exercice 2).

2. Mise en équations qui peut renforcer les contraintes (exercice 1 par exemple)
3. Résolution du systéme (cf. la partie Cours). )

4. Conclusion ou il faut s’assurer qu : .

contraintes. que les solutions obtenues satisfont ou non auX

m Systemes se ramenant a des systémes linéaires
Deux procédés sont & notre disposition
— les transformations d’écritures (¢f. exercice 1)

3

— le changement de variables ou plutor q inconnues (cf. exercice 3)
_—____—-_‘___—__ %

B

e e

[1] Trouver deux nombres connaissant leur
4

TP

R . & ol

différence : 13, et leur rapport : 5

|Z| Si on augmente la longucur d’un rec-
tangle de 2 cm et sa largeur de 3 em, son
aire augmente de 96 cm?,

Si, maintenant, on diminue sa longueyr de
S cm et sa largeur de 4 ¢m, son aire diminye
de 135 em’.

Déterminer les dimensions du rectangle,

96

Aller-retoyr ‘

. el
Ungcyflme parcourt en 5 heures l¢ *°
a ler-retou!' schématisé ci-apres |

met 40 mj-

nultes de plus ay S |
retour traje S |
BSA) qu'a (I'alli:."rt‘ M d
(lrguul ASR), & 9
_)clcrminur sa

Vilesse N mon-

[t:‘ 3 ol @, 1 8 Ilt
l;ut et S Vitesse en descente (chacune -
Supposée Constante),
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TRAVAUX PRATIQUES 4 SYSTEMES LINEAIRES

B — EXEMPLES D'AUTRES SYSTEMES

Exercice
résolu

- ire a des systémes
Trois inconnues, quarre, etc. : c'est le lot de nombreuses .:;ruat:?n.v de :andwre a des sy:
L : . : Onnues.
? linéaires comportant plus de deux equations ou (et) plus de deux ”"‘P amme (systémes linéaires
L'examen de quelques exemples sans prétention, conformément a; rogr
de trois équations 3 trois inconnues notamment) est le contenu de ce T. P,

Combien pése bépe ?

(D'aprés Les casse-téte mathématiques de Sam Lyod,
Martin Gardner, Dunod.)

Madame O'Toole et trés économe,
elle essaye de se peser ainsi que son
chien et le bébé avec une seule piéce.
Si elle pése cent livres de plus que le
chien et le bébé réunis, et si le chien
Pése soixante pour cent de moins que
le bébé, combien pése le cher ange ?

Béggggxns ?ali‘“:olg“;g?ds de Madame O’Toole, par b celui du bébé et par ¢ celui du

chien (unite : la livre).

2. Mise en équations

indi i +b+c=170. ) .
L?\dbzgan?éry’iflggli g:g:sed?gsér}gvr‘;s de plus que le chienetle bébé» : a =b+ ¢+ 100 .
« Madam

60
. sy r . = —__b ou f=0,4b.
«Le chien pése 60 % de moins que le bébe» : ¢=b e

es ainsi ramenés a déterminer les nombres a, b, ¢ vérifiant :
Nous somm LN (5 )
a=b+c+100 (2) a,betcpositifs.

e=04b 3
i | ombre ¢ dans chacune
{ Résoluth(!l3) permet de substituer le nombre 0,45 au n
L’équation : _ . i _
des equations (1) et ) b+04b =170, soit a+1,4b=170;

) S,écrft alors 2 tb _04b =100, soit a- 1,4b=100.
(2) s’écnt

a+1,4b=170 se résout immédiatement, on trouve :
& tenu _ b = loﬂ N
Le systéme ob {“ W a=135 et b=25.

q i e de (4] :
[‘ 4 ’

! =10.
Accessoireme :
le cher angt pése 25 livres, soit environ 11,34 kg».
: » c L] i
usion sl
i' Cg]l)lgLsc au probleme € X
ar
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(_I] TRAVAUX PRATIQUES 4 svsremes ungares

A

La méthode utilisée dans I'exercice précédent est la méthode dm

systéme ci-contre :

équations.

Elle enchaine trois étapes que nous allons '
décrire et illustrer par la résolution du

1. Exprimer I'une des inconnues en fonc-
tion des autres a l'aide de l'une des

x—3y-2ﬁ

(1)
x+4z=13 @) -
3x-8y-2z=19 3) |

Equation (2) : x=13-4,

2. Remplacer cette inconnue par 'expres- | (1) 1 (=4z+13) -3y -7, _
sion obtenue dans les autres équations. (2): 3(-4z+13)-8y-2,. 10
—~3y—6z=~12
3. Résoudre le systéme «plus petit» L ¥
obtenu (une équation et une inconnue de Y z2=-29
moins) et conclure. Solution :
3 .
y=l,z=“2‘,p11i5 x=7, |
S

— |

‘P

2

[T Les trois équilibres

Les trois balances 4, B et C sont en
équilibre (¢f. figure ci-contre).
Trouver la masse de chaque objet :

O 4L
[2] Résoudre le systeme

2x-y+z=0
Ix+Ty—2z=4
X—6y+z=-722

@) avec la méthode de substitution ;

b) en ajoutant d’abord
les trois égalités,

membre 3 membre
[3] Résoudre le systéme suivant :

X+y=3

y+z=5§

z+it=7

f+x=5,

98
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@ TRAVAUX PRATIQUES 4 SYSTEMES LINEAIRES

C — EXEMPLES DE RESOLUTIONS GRAPHIQUES

p gf?”-‘ navons pas fait grand cas jusqu'a présent de la résolution graphique d'un systéme
= €quations. C"ela tient au fait que nous sommes pleinement satisfaits de I'efficacité de la
En rev;f:(;:mwn‘ “fgebriqugl(dérenf:inam, substitution, combinaison, etc.).

che, deés lors qu'il s’agit de résoudre un systéme d'inéguations, rien ne vient supplanter

la mét i ; : ;
hode graphique ! C'est vraiment une bonne raison pour examiner comment elle fonctionne.

Exe!"cice Un wagon de marchandises
reésolu wagon est 42 tonnes.

s ti) ;gggtainers d'un objet A pésent 0,6 tonne et les containers d'un objet B pésent

On souhaite expédier au moins 15 containers de I'objet A et 8 de l'objet B.
Quelles sont les diverses possibilités d’expédition ?

peut transporter 30 containers. La charge maximale de ce

1. Choix des variables

Nous.désignons par x le nombre de containers du type 4 et par y le nombre de
containers du type B, qu'il est possible d’expédier.

2. Expression des contraintes
m Contraintes « évidentes» : x et y sont des entiers naturels.

= Contraintes sur le nombre de containers : x=15; y=8; x+y<30.
s Contraintes de poids : 0,6x + 3y <42.

3. Représentation graphique : le polygone des contraintes
Les solutions du systeme

3 . I |
d’inéguations : ¥ A i | | ]
b 2 bl B} -
x+yp=30 i--- o
0,6x+ 3y <42 . _| ! o]
sont représentées ci-contre : *x_b T F 1% o0 1 2N
ce sont les coordonnées des 20 A e :
points intérieurs (bords | | ( .
compris) au polygone des i
contraintes (en jaune sur la » /LO'U =
figure) et qui sont de plus M <6 =l / :
des entiers naturels. =2 .
10 Vs |
g “« & & & @
Y= 8 | | |
e ¥=15 . |
e _.2_ - -”Ei ..__.i. =! | | o o
| S :
pedh LI Bl I IR (R 110 (%

4. Conclusion _ e
Le graphique permet une lecture directe des possibilités d'expédition :

w L'expédition de 20 containers de type 4 peut étre réalisée avec 8, 9 ou 10 containers
de type B.

» L'expédition de 10 containers de type B peut étre réalisée avec 15 a 20 containers
de type A, elc.

929
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@ TRAVAUX PRATIQUES 4 SYSTEMES LINEAIRES

i xiliaire trés précieux dans la résolyy
La méthode graphique <& 'F a_ué uations on gq
problemes conduisant a plusieurs 1neq . ‘

’ ise en trois étapes : ) .
Elle S(:rg?:;ment algébrique : Choix des variables, expression des Contrainy,
'LéLﬁatirons sans oublier les conditions du type _reel pOSmf, entier naturel, ¢r,
lzn cll.a repré;entation graphique : 11 suffit d'appliquer studieusement les procgg,
scrits dans le Cours (¢f. p. 93). ) ' _ r
ge La lecture graphique des résultats : 1l ne ;'al(lt ]%ai f:lra(lindre I{:sbzggrandls'sememsl
= 1 « BST-1 ans nne regiOn |
de doute pour un point M(xy, Vo) , ou |
Egﬁﬁf) inutile d‘ggratigner le papier en §acharr1arlt‘ sur l,cj: graph_]que : tester
direc'ten;ent par le calcul si (X, Y,) est solution du systéme d’inéquations ou pop,

[1] Les ceintures EI Définir la région cn-_dessous W
l P Une entreprise fabrique deux types de cein-  par un systéme de contraintes :
tures, 4 et B. La fabrication du type 4 prend -
3 2 heures, celle du type B, 1 heure, et le
temps de travail disponible dans une jour-
née est de 1000 heures.
La quantité¢ de cuir disponible est suffisante
pour fabriquer 800 ceintures par jour (types
A et B confondus). Enfin, I"approvision-
nement journalier possible en boucles est de
400 pour le type 4 et 700 pour le type B.
On désigne par x le nombre de ceintures du
type A et par y le nombre de ceintures du
type B fabriquées par jour.
Déterminer graphiquement ’ensemble des
points M (x, y) dont les coordonnées x et y
satisfont aux contraintes de fabrication.

P L’ALGEBRE LINEAIRE )

En ce qui concerne les systémes linéai 4
explicites qui est le probleme majeur au Xfffl*c i
en 1748 et surtout CRAMER en

précis, les mathématiciens créent
Jusqu’a des domaines inattendus,

et anticipant parfois sur les besoj

cherche de formules de résolution

752 L sicele (citons LEIBNIZ dés 1678, MAC-LAURIN
e omme trés souvent, pour traiter un probleme

uveaux concepls qui finissent par se frayer un chemi?
€s points de vue sur de vieux problémes

ences et des techniques.

venant enrichir |
ns futurs deg sci

C‘?sl. le cas de I'Algébre linéaire (cadre
théorique ol S’inscrit I'étude des Systémes
lmez.'ur_es). Géométrie, Mécanique Physiqu
Statistique, Economie, Théorie des ":el o
etc. :_abundqnnons la liste inépuisablé] :ll:
domaines ou est omniprésente ]'zﬂslg{:brS
linéaire pour souligner, il serait dommage de
ne pas le faire, des interventions im rg 5
dans la recherche de régime a]i:r?».am:l!eS
optimal ou encore dans la mise en pl; I'El.hre
pont acrien américain lors dy blucuxpdl?{]:;[:]u
Iu_l (194%-1919) (suite aux Eludes di, .t'. i
SCC YOP sur la programmarion h:m*'m',-!’.l Ulllp::
la direction de G, B, DANZING s
Scientilic Computation Qf (
grams), etce.

Le duer g 4
: SCOOp" fondament

aussl | ﬂ.l dans la théorie des jeus. 'T.l:-'
o S Programmation |inéaire est A

Prenante ¢ . de
Mme 'ont L es travaiy
VON NEumann montre h

&) wude ‘
€lat pyr : Un théme deties I

Iptimum Pro-
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APPLICATIONS DIRECTES DU COURS

Généralités

|I] Verifier que le couy
deux systémes :

4,'\""5)):2 p) _
S ' X"'3y——0
( ){_.\'+3}!=3; (S){

x=15yp,
Les systemes (S) et (S’ 5 .
tionsg () et (') ont-ils les mémes solu-

ple (3, 2) est solution des

E‘ Pourquoi le gra- [ 7T T T T

phique ci-contre per- [N |

met-il de résoudre le |
_y = 1

systéme |
* {x+2y=4? _0)/ ‘\;

@ Représenter graphiquement chacun des sys-
témes suivants et préciser s’il y a une seule

solution, aucune solution, une infinité de solu-
tions :

2) 44x - 66y =0 b‘{_x y=1
2x-T78y=0; -3x+y=-2.

E Vérifier que (5, 0) et (1, —2) sont solutions
du systéme :

S x—2y=35
) -04x+08y=-2.

Représenter graphiquement I’ensemble des solu-
tions de (S).

Sur P’existence
et unicité des solutions

Dans les exercices 5 a 7, déterminer les sys-
témes qui admertent une solution unique.

Ix+5p=2 Ix-y=4
(5] o) x_éy_l b) x—§=1_
{—x+2()y=l . {5x—25y=7
3x-60y=-3; x+5p=-2.
2A—\/_)!~-{}
ﬂ){\/i\)*-l

b (3-V2)x-y=4
pJ
—sx+(3+V2)y=1.

Quel est le déterminant :——_——- '
du systéme : L Al

ax+by=c (D Ld L el [
a'x+b'y=c" (2 .
sachant que (1) est une 1D,

équation de (AB) et (2) II *— C =
une équation de (CD)? N

EI Préciser pour chacun des systémes suivants
§'il admet une solution, aucune ou une infinité :

2x+ 10y =1 2x- 10y =1
a) X y b X y
x+5=0; x+5y=0;
— 10y = _ -
9 2x-10y=1 ) 2x+ 10y =1
x-5=05; x+5y=05.

Dans les exercices 10 et 11, venf er que chaque
systéme n’a pas une solution unique et représenter

graphiquement (lorsqu'il est non vide) I'ensemble
des solutions.

6x + 18y =15
a{2x+6y=5; b){
(\G—ﬁ)x+y=2
E a){ +(V3+V2)y=V3;
X
b) Z+3y=_
2x+24y=

—O9x+15y=2
6x-10y=7.

Résolution d’un systéme

[12] Résoudre chacun des systémes suivants en

utilisant les deux méthodes décrites en cours, par
substitution et par combinaison linéaires :

12x + 7y =41 [ 135 ¥y =169
DVax-15y=239; o -

[13] Méme exercice avec :

x-12y=4 2x =25y =17
a) b)
~3x+dly=-17; —x+15y=-6.

Choisir deux systtmes parmi les suivants, &
résoudre par combinaisons linéaires :

Tx=13p=11 ; 100x = 31y =131
% )
250 +d4dy =12 Ix+3lyp=-28;
,\__1_':1
) 5 1 4 1 Vax-y=1
iy ¢
fql;l .\'+\/§_1'=1.
9 11 5’
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[T}] ApPLICATIONS DIRE
=

ices 15 a 19, calculer le déterminant
plans 158 emmc“rémudre chaque systéme par la

steme, pUis .
ﬁf';r;:jorafe qui ﬁemb.’e la plus appropriee.

3 4x+y=2
x4 9y == b) .
@a){4x+15y=—2; 3x—5=3.
-yp+06x= 0.2 15x =25y = 5§
(16 ) , o _ey=324.
Sp+dx==1} 48x — 6y = 3.2
4x+Ty=-13 12x-15y=7
] b
a){7x*4}f=3ﬁ; ){3x=5_r—2.
Ix+5y==-9 h){a.r*.?_rfl
x+Ty==15; -y +5y=-13

(18] a)

a)

0,6x+ 0,5y =34
1,13x - 7.8y = - 25,66

b)
082x 4+ 1.ly=1066.

{ 0,4x -07y=0.2

Exercices 20 ¢t 21 : represenier graphiguement les
droites D et D et calculer les eoordonnees de lour
point d'intersection (sil exise ).

@) D:tx-Syp-3=0; D :5x-

iy=-8$

b) D 2x-Sy=1; 0 Av<10y+2=0
IE a) D:2x=3y; D 1 Tx-4p=11
b) Dix—-2y=6; N2y ep=].,

Exercices 22 @ 24 : mise cn équations (problémes

élemeniaires).

@ Toujours en terrasse...

« Deux cafés et quatre cocas» : S
« Trois cafés et deux cocas» : 37
Combien cotte le café ? le coca?

iF.
F.

[23] Dans un théitre...

La salle compte 400 places. Les « parterres » sont a
150 F et les «balcons» a 120 F. Quand le théatre
est plein, la recette est de 53400 F.

Combien y a-t-il de «parterres» ? de «balcons » ?

Dans un restaurant...
Des personnes ont toutes pris le méme menu. Si

elles donnent chacune 73 F, il manque au total
28 F; si elles donnent chacune 85 F, le restau-

rateur leur rend 42 F. ) o _
Retrouver le nombre de convives ainsi que le prix

du repas par personne.
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CTES DU COURS 4 SYSTEMES LINEAIRES

Inéquations, systémes

Déterminer graphiquement le signe (.
cune des expressions : s
a) Sx—2p+3; b)3x—2y;
)-3x+2y-4; d)dx+3y-2,

[!6| Représenter graphiquement I'ensemble

_— ol : deg
colutions de chacune des inéquations : >
ay x+ y-13- g h) 4 x by<9:
Alx=4y-1, d)Tx-3ly-8>0.
Exercices 27 a 20‘ : r'tlﬂ?flft:”.ct"r par une \‘.ﬂd'r'ﬂf iom
ououn sysreme d meguanons Uensemble tlev Poing
citués dans la zone eoloriée (cf. Cours, p 03y,
la convention : & pointillé-trait plein»),
27 v A v
\\_. |
g, |
3 % f
b [
r 1
I E— R -~ Py
0 3 L )
28] i v
- - - w
b N
- F' o A-: 1r. -
=
@ A )Y
2
/
’f
1 J L »
/_ L - - ! y— ’r .

%“"L_t’hawu des exercices 30 a4 32, repres 7
graphiquement ['ensemble des solutions des
temes proposes.

@u){xﬁﬁ b}{.rry«'.l

y=-1; g=ypxl.
@a)—u:ml; b)0<2x-y<2.
I7 Oui, ce sont des systemes.

@a){“z)’
SI y

+

== 2x+y-2<0
<2. O
=L, 3x-y+6=>0.
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EXERCICES

Vrai/Faux

. /'
@ Le couple (V5, 1) et solution du systéme
VEx~2p =3

t_.‘
X =(V5+1)yeai
Le systeme £y=4 admet pl
:\ i .'.i-l- _ | v 1 s

d'une <olution.

@ La figure ci-contre L

constitue une interpretation |
graphigque du sveteme N\

- \‘-..1_ 1
X 4y | — .,
X=y= | .

Dans les Veiai Faus

Ty

. ax + h

srsiéme
" |
S '_1_'_.'(*'. un o cau de propormonna
a’ |f’

lité, alors le systéme n'a pas une soluton umgue
Si ab'-a'h =0, lesysteme 1 unce infinite de
solutions,
@ Si c=¢' =0, le s\vnleme a4 au Mmomns unc

solution.

L'ensemble des solutions de inequation
av+byr+c>0 (b#0) et le demi-plan au-
dessus de la droite d'équation ax + by +c=0.

Vax-y-120

esl sans

Le systeme

solution,

~2x+V2y+1=<0

« Nous avons un
gout naturel pour le
faux, mais nous
avons naturellement
besoin de croire que
le faux est le vrai.»

Alfred de VIGNY

La technique mise a I'épreuve

Dans lex exercices A1 g A3, résondre ey YVSTEmes
rri'pﬂn‘c

m\{

)+ e +p)= 16

v+ ) - J(x+)= 14
Yo | ]
" S v \
2 3 i fy
42| N h)
| v |13
== 2 : Iy by
)

x-Vieg+rtl=0
@3] a0 ‘
Vix-2y v V2=0:
2xV2Y-pyVi=|

yVIrvpV2==-3%

h)

Jﬂ Un resultat du cours
(Cet exeraice propose une demonstration du théo-
reme | du Cours.)

) ax +thy=¢
Soit le systeme (§)
u'x rh'y=y¢'
avec ¢ ou b (et a' ou b’) non nul
On note D et D' les droites assocides a4 ces
cyuations

1“ On suppose b £ 0 et b' # 0. Montrer que D et
D' sont  paralleles  si et
LI.-jJI hll =10

seulement  si

17 Quels sont les coeflicients directeurs de D
et !

2° On suppose que (par exemple) b =0, alors
dans ce cas a # 0. Montrer que ab’ -a'h=10
signific que D et D" sont paralleles.

3 Conclure

|D apres Jeux et strategies |

Ce marchand de meubles en kit est-il tres logique
quand il fixe ses prix?

Représenter graphique- (x=<0; y
ment l'ensemble des solutions 3

de :
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EXERCICES

Vrai/Faux

Le couple (V'5, 1) est solution du systéme :
{ V5x - 2y=3
x-(\@+ I)_1’=—

admet plus

Le systeme {.\- ~2y=4
—2x+4y=-8
d’une solution.

[35] La figure ci-contre N.“
constitue une interprétation !
graphique du systeme : |

X+y=1
{ y . .
x—-y=1. /\

U

Dans les Vrai/Faux 36 a 38. on considére le

. ax +by=c
systeme , )
a'x+b'y=c’.

8 1< b | est un tobicau de proportionna-

a'|b’
lité, alors le systéme n’a pas une solution unique.

Si ab'—a'b=0,lcsysteme a une infinité de
solutions.

Si ¢c=c'=0, le systtme a au moins une
solution.

L’ensemble des solutions de I'inéquation

ax+by+c>0 (b#0) est le demi-plan au-
dessus de la droite d’équation ax + by+c¢=0.

est sans

Le systéme {

solution.

« Nous avons un
gout naiurel pour le
faux, mais ROUS
avons naturellement
besoin de croire que
le faux est le vrai.»

Alfred de VIGNY

La technique mise a I'épreuve

Dans les exercices 41 a 43, résoudre les systémes
Proposcs.

{4(-\‘ 2 t3(xty)=16

d(x+p)—-3(x+y) =14,

+

:4 R

b)

a)

—__2;

N Wt
fd
=

£
2
¥
4

a){x—\/ﬁy+l=ﬂ
\/Ex-2yl-\/i=0:

b Zx\/i—y\/jfl
X 3+_}'\/_-=—3.

Un résultat du cours

(Cet excrcice propose une démonstration du théo-
réeme | du Cours.)

x+by=
Soit le systeme (S) {ar .

a'x+b'y=c'

avec @ ou b (et a’ ou b’) non nul.

On note D et D’ les droites associées a ces
équations.

1° On suppose b # 0 et ' # 0. Montrer que D et
D’ sont paralleles si et seulement si
ab'—ba'=0.

IZ Quels sont les coefficients directeurs de D
et D'?

2° On suppose que (par exemple) b =0, alors
dans ce cas a # 0. Montrer que ab’'—a'b=10
signifie que D et D’ sont paralleles.

3° Conclure.

|D'aprés Jeux et stratégies.)
Ce marchand de meubles en kit est-il trés logique
quand il fixe ses prix ?

170 F

Représenter graphique-
ment I'ensemble des solutions

de :
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EXERCICES 4 SYSTEMES LINEAIRES

Situations conduijsant
a des systéemes linéaires (2,2)

Les boules

Une boite contient des boules rouges et des boules
noires.

Si T'on ajoute une boule rouge, les boules rouges
representent alors 25 % du contenu de la boite.
Si 'on retire une boule rouge, les boules rouges
representent alors 20 % du contenu de la boite.
Combien la boite contient-elle de boules rouges ?

En classe

Au début, il y a deux fois plus de gargons que de
filles. Six gargons quittent la salle et six filles
armvent : il y a alors deux fois plus de filles que

de garcons. Combien de gargons et combien de
filles y avait-il au début ?

Histoires d'dges : deux grands classiques (exer-
cices 49 et 50).

« Pourquoi a la rubrique de I'état civil, dans le

Journal, donne-t-on toujours I'dge des personnes

ddécédées et jamais celui des nouveau-nés? C'est
un non-sens. »

EUGENE IONESCO (La Cantatrice Chauve.

Ed. Gallimard.)

Un pére de 46 ans a un grand fils de 26 ans et
une petite fille.

Dans quelques années, ’dge du pére sera égal 4 la
somme des ages des deux enfants ; il sera aussi le
triple de I’dge de sa petite fille.

Quel est I'dge de la petite fille ?

«J'ai deux fois I'dge que vous aviez quand
J'avais I'dge que vous avez et, quand vous aurez
l'dge que j'ai, la somme de nos deux dges égalera
90 ans.»

Quels sont les dges des deux personnes (celui qui
parle ainsi et son interlocuteur) ?

I7 «Si mon dge est x et le votre y, avec x >y, :'I_y a
Xx —y ans que j'avais I'dge que vous avez.» Vérifier
et adopter.

@ Les baleines

(D'aprés Jeux mathématiques d'Euréka. Ed. Dunod.)

Deux baleines nageaient tranquillement en ligne
droite, 4 6 km - h™', en plein océan Antarctique.
’une d’elles eut soudain em_.e'lle daller plus vite.
Elle partit ainsi @ 10 km-h"", sans changer de
direction. Puis elle fit demi-tour bl:usqyement_ et
revint auprés de son amic qui navail modifié
pendant ce temps-la ni sa vitesse ni sa direction.
Sachant que nos deux balcines se sont quittées a
9 heures et quart et s¢ sont retrouvees a 10 ht:%lll'cs,
quelle heure était-il lorsque la plus rapide a fait son
demi-tour ? ‘ . .

I Faire un schéma avec A, ‘lc pm_nl ou se qu:tlcq(
les baleines, B et C, ceux ou s effectuent le demi-
tour, puis les retrouvailles.
Prendre pour inconnues
jusqu'au demi-tour.

104

d = Al et le temps

3 amenant
S stemes se r . - .
i\1)""1 systeme linéaire (2,2)

i laide de transformations algébriques : oy,
cices 52 a 58.

Résoudre le systéme :
{e—1UY+ D=x+2)(y-3)
{ x-2y=1.

@ Méme exercice avec :
= 2x+35y=34
LI (-
a) Xz-'y2=384; 4)( _25y =_952.

Un terrain rectangulaire a un demi-périmétre
de 110 m. En diminuant sa longueur de 2 m et en
augmentant sa largeur de 2 m, son aire augmente
de 16 m?

“Quelles étaient ses dimensions initiales ?

[55] Si on ajoute 3 au numérateur d’une fraction,

elle devient 4 fois plus grande ; si on ajoute 4 au
dénominateur, elle devient 2 fois plus petite.
Quelle est cette fraction ?

Si on ajoute 3 au numeérateur d’une fraction et
7 a son dénominateur, on obtient [,375. §i
maintenant, on retranche 3 au numérateur et | au
dénominateur, on obtient 2,

Quelle est cette fraction ?

Un probléme du xvine¢

(D'aprés Eiémeats de Mathématiques. M. Rivard, 1760.)

Une personne ayant rencontré des pauvres, a voulu
donner a chacun quatre sols ; mais elle a trouvé en
comptant son argent, qu'elle avoit deux sols de
moins qu'il ne falloit ; c’est pourquoi elle a donné
seulement trois sols & chaque pauvre, & il lui en est
reste cing. On demande combien la personne avoit
de sols, & combien il y avoit de pauvres.

MAINTENANT ™
JE 506, UN

NOUVEAD

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

exercices 4 SYSTEMES LINEAIRES
(D'aprés Jeux mathémat,

iques d'Euréka. tq. Dunod.)

correspondant au bord extérieur,

Quelle est la superficie totale du terrain de

Mathieu ?
*{“3 é ’gide de changement de varigbles ! exercices 59
Résoudre le systéme -
1 8
—+==17
Xy
7 3
—e—a=]
x
I Poser X=21 o Ful
* P
Résoudre le systeme :
[2 Vx-3Vy=5
3Vx-5Vy=17.

IF Poser X=Vx et Y=Vjy.

Trouver x et y réels tels que :

x<0; y=>0
6xr—yi=—-19
3y2—20x2=17.

On veut carreler une piéce carrée avec des
carreaux carrés suivant le schéma ci-apres :

Carreaux

e

En disposant 20 x 20 carreaux, il reste une partie
non carrelée de 0,81 m”. o

Avec 21 x 21 carreaux, on est oblige de coup;r
les carreaux, la chute couvrant une surface de
0,83 m” .

Trouver les dimensions de la piéce et des carreaux.

Systémes linéaires (3,3)

Dans les exercices 63 et 64, résoudre chaque
systéme.

X+y+z=16

2x+3y-z=12
a) 22 b {d4x-2y+3z=3
78 6x—-y+2z=11.
9y=8;
6x+y—-z=3 x+y=9
[64] @) { 8x+2p+2z=0 b){p+z=27
4y +3z=-2; z+x=22.

Mother's Jam Puzzle

|D'aprés Les Casse-Téte mathématiques de Sam Loyd. M. Gardner.
Ed. Dunod.)

T Jano Pram,

Mme Hubbard a inventé un systéme tres intelligent
pour compter ses pots de confiture de mires. Elle
a disposé les pots dans son placard pour avoir
6 kilogrammes de confiture sur chaque planche. I
y a trois tailles de pots. Pouvez-vous nous dire
combien chaque pot contient de confiture ?

Le cercle inscrit au triangle 4BC est tangent
aux cotés en U, Vet W.,

B U £

Calculer AV, AW, BW, BU, CU et CV sachant que
BC=8,CA=Tet AB=55.

Le coin du cube A

La découpe d’un cube
prés d’'un sommet S de
ce cube est représentée
ci-contre :

Calculer SA4, SB et SC
sachant que :

AB=12,5¢cm,

BC =244 cm c
et AC=26,7 cm.
I7" Un systéme linéaire de trois équations a trois
inconnues avec changement de variables !
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@ EXERCICES 4 SYSTEMES LINEAIRES

Les luminaires

(D'aprés Jeux et stratdgies.)

0

Quel est le prix du luminaire ?

I7 Seuls les lampes, les supports de lampes et le
socle interviennent dans le prix d’un luminaire.

Un probléme d’Euler

Trois personnes jouent ensemble. Elles
conviennent qu’a chaque partie, le perdant dou-
blera I'avoir de chacun des deux autres joueurs.
Elles se retirent du jeu avec 24 louis chacune.
Combien chacun des joueurs avait-il d’argent en
venant jouer, sachant qu’ils ont joué trois parties et
que chacun d’eux a perdu une partie ?

D’autres systémes

(D'aprés Rallye mathématique du Centre, 1986, Orléans.)

Un enfant colle ensemble 42 cubes de un centi-
métre de coté pour former une brique rectangu-
laire.

Le périmétre de la base étant de 18 cm, quelle est
la hauteur de Ia brique ?

I Trois inconnues pour deux équations (en
comptant bien).
Se faire aider par la liste des diviseurs de 42.

On dispose d’une table et de deux blocs

identiques placés comme sur la figure 1. On trouve
que la longueur r est de 32 pouces. Aprés avoir
réarrangé les blocs comme sur la figure 2, on
trouve que la longueur s est de 28 pouces.

Quelle est la hauteur de la table ?

Figure 1 Figure 2

IZ Soit h la hauteur de la table, x et y les
dimensions des blocs...
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Les fruits

(D'aprés Jeux et stratégies n® 17.)

Une fillette & qui sa meére avait confié 10 f
achete des fruits pour toute Ia famille afley
pamplemousses a 3 F, des melons a 7 F o des
ananas a 8 F. Aprés ces achats, et apreg g
dépensé tout I'argent, la fillette peinait pour Ovo"
son cabas lourd de 20 fruits. Porter
Combien en avait-elle de chaque espéce 9

IF Exprimer en fonction du nombre x de pamp|
mousses achetés, le nombre de melons et d'anaigv
achetés... (ces trois nombres sont des entiers suP{:‘
rieurs ou égaux a 1).

Les poissons

(D'aprés Jeux et stratégies n® 17.)

Chez le poissonnier, j’ai observé trois clientes qui
achetaient les mémes espéces de poissons ; |
premi¢re a acheté 2 limandes, 5 maquereayy
et 4 carrelets et a payé 62 F. La deuxieme
3 limandes, 5 maquereaux et | carrelet et a payé
53 F. La troisiéme, 2 limandes, 7 maquereaux et
8 carrelets.

Combien cette derniere a-t-elle dépensé ?

IZ Montrer que le probléme revient a : « Sachant
que 2x+5y+4z=62 etque 3x+5y+z=53,
que vaut 2x+ 7y + 8z 7»

On pourra, a 'aide des deux premiéres relations,
exprimer y et z er fonction de x et calculer ainsi
2x+ 7y + 8z : caresser 'espoir qu’alors «les x
vont s’éliminer »..,

Combien de verres équilibrent la bouteille?

(D'aprés Les casse-této matiématiques de Sam Loyd, Martin Gard-
ner, Duncd.)

!:Flbii ?l‘,“hl‘"f"'e comporte quatre inconnues - -
dine ml“"‘ verre, d'une bouteille, dune carale
okl IS-tasse, et Quelques ambiguités sur *

S8IN 1 précisong qu'il y a sur le plateau de drolit

:Iiil.le _‘suus-msse (dessin 2) et trois sous-tasses (4

)
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EXERCICES 4 SYSTEMES LINEAIRES

Résolutions graphiques

Repreésenter graphiquemeny | ‘ensemble des solutions

de chacun des systémes deg exercices 75 et 76
2x-3y<| =gy
a{ =
5] o) —dx+6y<-3; By Sy
3x+2y=0.
2x-y=>=2 x>0
78] ) x-3=<0 b y>0
2y-1=0 X y
4_y;x; §+§<l

Déterminer graphiquement les solutions de

chaque systéme, ol x et y sont des nombres entiers
naturels :

y=2
a){ 3y—-2x<9

{}){23‘—4«*:’:_}’
8x+7y-56<0;

Ix+4y=20.

Résoudre graphiquement chaque inéquation :
@) (x—Px+y-2)<0;b) x+)x-3)>0.

Caractériser par un systtme d'inéquations
Iensemble des points M (x, y) situés dans la région
colorée.

e ———

i 1 B2

L.

_.__._,:____,__.J\_.

1 1

0 I O I 2 B BN

L
LA s

Méme exercice que précédemment avec :
) Sl
2 : = ‘ y Y IR SO
A I l l l
[

-H-
|2

. : i
._.] [ I‘ |
EEEEEREEEYF T
EENER | ]
= AR R i i O S
| -

Associer chaque région colorée a4 I'un des
systémes ci-dessous :
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a)
-4<3y-2x<2;
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b){ x<2
—x-2<y<x+2,;

c){x~€2y~$x+4
—x=2ys-x+4;
d){-Z.x—4éys§.—x+2
2x-4=<sysx+2.
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Un artisan fabrique des objets 4 et des objets
B. La réalisation d’un objet 4 demande 30 F de
matiére premiére et 125 F de main-d’ceuvre ; celle
d’un objet B demande 70 F de mati¢re premicre et
75 F de main-d'ceuvre.

Pour une bonne gestion de Dentreprise, les
dépenses journaliéres en matiére premiére et en
main-d’ceuvre ne doivent pas dépasser respecti-
vement 560 F et 1250 F.

On désigne par x le nombre d’objets A et par y
le nombre d’objets B fabriqués par jour.

1° Calculer en fonction de x et de y la dépense
journaliére en matiére premiere, et la dépense
journaliére en main-d’ceuvre.

2° (x,y) étant le couple des coordonnées .cl‘gn
point M dans un repére orthonormal (O, i, j ),
déterminer graphiquement I'ensemble des points
M (x, y) du plan dont les coordonnées satisfont aux
contraintes de I'entreprise.

Vrai oun faux?

« 1l est impossible de trouver un couple d’entiers
relatifs (x, ») tels que :

x+y+1<0

X3

x+ 1000000y < 1000000 .»
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EXERCICES

Un ou deux? (Compte de Noél)

(D'aprés Jeux et Stratégies n° 36.)

Avant d’entreprendre sa tournée, Albert fait ses
emplettes. 1l se rend chez un grossiste avec le
budget qu'il a affecté a I'achat d’ordinateurs de
jeux. .
Le vendeur lui faijt remarquer qu'il devrait offrir
egalement quelques logiciels ; et chaque logiciel
colite 200 F. Le budget d’Albert n’est pas exten-
sible : «si joffre deux logiciels avec chaque ordi-
nateur, je prive d’ordinateur 80 enfants », s’exclame
le Pére Noél.

« Mais si vous en offrez un, vous n’en privez que
50 », rétorque le vendeur.

Quel est le prix d’un ordinateur ?

I Albert est le prénom du Pére Nogl.

JE REGRETTE LE TEMPG_

i -
%

0 UNE ORANGE LEUR %&*’-‘ﬁ\w .

Les trois véhicules

Trois véhicules 4, B et C parcourent un méme
trajet en partant au méme instant. Le véhicule B,
qui roule a 20km-h~' de plus que A4 et a
20 km - h~' de moins que C, arrive 4 destination
3 minutes avant 4 et 2 minutes apres C. ]
Nous demandons la longueur du trajet et la vitesse
de chaque véhicule.

IZ Soit d (en km) la longueur du trajet et v (en
km-h~') la vitesse de B.

Trouver un systéme de deux_ €quations entre 4 et v
et calculer v d’abord en «éliminant » d.

Encore une indication : heure et minute, ce n’est
pas pareil.

Tell mother’s age

(D'apres Les Casse-Téte mathématiques de Sam Loyd, M. Gardner,
£d. Dunad.) . .

Les trois personnages : le pére, la mére et I'enfant.
Le pere s’adresse a 'enfant @ _
Voila : nos trois ages additionnés donnent juste
70 ans. Je suis maintenant six fois plll.‘i":-’lcllx‘ que
toi et quand je ne serai plus que deux fois [I)I.u.s |g(,
que toi, nos trois ages feront un l(lalal f.luulnT df‘: u:
qu'il est a présent. Peux-tu me dire quel est I'ige
de maman ?
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Un systéme non linéaire

‘aprés Le Critérium mathématique d'/’-.qur‘rafne 1986.)
(0'ap Faces d’un parallélépipéde rectangle ont poy,
;?25, en centimetres carres‘,j, g,afriéfészj_
Déterminer les longueurs de ;

La balance

} dgies n® 26.)
(D'aprés Jeux et strat ’ -
équilibre.
nces A et B sont en ¢ ibre.
t’zelsbg?zll?lce C penchera-t-elle a droite, 4 gauche, oy

est-elle en équilibre ?

Les vitesses miraculeuses

(D'aprés La Découverte des mathématiques. G. Polya. Ed. Dunod.)

Un cycliste roule pendant 2 heures. Il part sur un
terrain plat, puis effectue I'ascension d’une cote,
fait demi-tour et revient a son point de départ en
prenant la méme route, Sa vitesse est 24 km-h™'

sur le plat, 15 km-h-! ep montée et 60 km - h ™'
en descente,

Calculer la distance totale parcourue.
IF * : distance totale parcourye ; ¥ longueur de la
montée (ou de I descente) (unité : le km).

Il semble Mmanquer une donnée - pousser quand
meme la tentative Jusqu’au bout...

SUPERCHERIE 7 Dans le probleme précédent,

deux inconnues x et y et une seule
€quation qui s’€crit 51‘-" +( 1 1 i)y =

Sans aucun

nous avons

doute, cela ne
calculer x, A moins que ?
Ff: kblen. QUL Cest de la triche, Les vitesses
ch <M - h™l 60 km . - et 24 km-h-! ont éte
oisies de fagon que Je coefficient de y soit nul, ce
qui permet le caley] de x|
(Vierlﬁf:r que Ton échouera avee un moins bon
E_r)mplu{r C 12 km - h-1 pr exemple dans I"ascen-
s10n, les autres vitesses restant inch:mgée&}
.-'l-!n‘mhrc': Bien deg sortiléges mathématiques ont
une explication logique,..

peut suffire pour
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Lirruption de la Statistiq
Psychologie appliquée
du milieu naturel (mété

ue dans des domaines allant des Sciences physiques a la
€n passant par la Biologie (hérédité, génétique...), I’étude
| teorologie, sciences agricoles...), la théorie des décisions, etc.
est tout autant énergique que récente (remarquer que nous passons sous silence
les sondages d’opinion ou la boulimie francaise situe notre pays loin devant,

toutes cateégories confondues : par exemple, plus de deux sondages politiques sont
publiés en France, chaque jour: c’est un record !).

Une premiére raison de ce

succes tient dans le déve- e ——————
loppement méme des me- '

thodes, sous deux im-
pulsions complémentaires :
I'une mathématigue, "autre
statistique.

Mais surtout, et ce de plus
en plus, de tres mombreux
phénomenes exigent une
technique d’interprétation
basée sur la connaissance
des «lois du hasard» (¢ay
est : le mot est lache¢), ne
serait-ce que parce que les
facteurs de variation sont
trées nombreux et (tres
enchevétres.

On est lOil’l, on le voit, des Une pré\fLsio;I st&t}istiq}:ﬁa igciuic-'itantﬁ : Mexico El‘ll lt’_an 2(000 sera [et

1 i ents symbole de la Mégacité Catastrophe : surpopula ion (on prévoi
pren:lf} CI‘Eii e?;ﬁgls:?f;n que plus de 25 millions d’habitants), risques naturels (séismes, volca-
passiis e

ter nisme), risques technologiques (pollution, infrastructures)...
r
peut nous les rappo

"Histoi inois utili- . '
lsé;llltstg;etggfegélg statistique qgrico,le, 4000 ans avant notre ¢re, César Auguste
ordonnant le recensement général 'année de la naissance du Christ...) ou encore
la Bible (au quatrieme livre de Moise, est rapporte le ‘dgr_lombrement des Israglites
en état de porter des armes) : l'interpretation, la prévision foth encore défaut.
Or, interprétation et prévision sont deux maitres-mots de la Statistique.

Il en existe un troisicme, fondamental, incontournable (faute de quoi on pourra
dire ou faire dire n’importe quoi, alimenter la méfiance ou tomber dans le
fétichisme statistique) qui ne peut tre presente que sous la forme interrogative :

«Quel degré de confiance peut-on accorder aux conclusions formulées ? »
C’est surtout cela, la Statistique...
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Il y a trois sortes de mensonges :
les mensonges, les sacrés
mensonges et les statistiques.

MARK TWAIN (Autobiographie)
(Cet aphorisme est attribué
a BENJAMIN DISRAELL)

Al g e LU S s i s i
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B0

COURS EXERCICES
INTRODUCTION 112 .J :;rt:;:::sons DIRECTES -
couRs 115 [_]] exercices 128
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Exemples

Population,
individu,
caractere

Effectif,
fréquence

COURS

SERIES STATISTIQUES

VOCABULAIRE STATISTIQUE

1. Les diplémes en France 2. Nombre d’enfants de 0

3. Les Frangais et la téle-
e€n x i o
1990 a 24 ans par famille en vision en 1992
France en 1990
il pourcentage_‘ b
ip ome nombre temps
le plus élevé de la ;2:3-:;?5 de familles quotidien pourcentage
population (en milliers) passé devant des
le poste téléspectateurs
aucun 0 6064
dipléme.......... 29,2 1 3664 SHLARI IS
baccalauréat 2 3343 momsde 1.4 10,1 %
(ou inférieur).. 59,6 3 1349 Df 2 h o
2 [2h,3 K[ 17,1 %

dipldme 4 ou plus 545 [3h,4h[ 16 %
supérieur........ 112 total 14965 4 h et plus 41,7 %

{Source : INSEE, recensement 1990.) (Source : INSEE, enquéte :

{Source : QUID 1934. Ed. R. Laffont.)
« Bilan démographique » 1991.)

s Une étude statistiqgue (du latin «status» : état) s’effectue sur un ensemble appele

population, dont les éléments sont des individus et consiste a observer, étudier un

méme aspect sur chaque individu, nomme caractére.

Ainsi, dans ’exemple 2, la population est I’ensemble des familles francaises recensées

en 1990 et le caractére étudié est le nombre d’enfants.

s On distingue deux #ypes de caracteres : .
— les caractéres qualitatifs, tels la profession, ]a'couleur des yeux, le diplome
(¢f exemple 1) @ «aucun diplome», «baccalauréat ou moins», etc. sont les
modalités du caractere; ,

— les caractéres quantitatifs que 'on peut mesurer. __

Le nombre d’enfants (¢f exemple 2) est un caractere quantitatif discret

ndre que les valeurs isolées 0, 1, 2... . ..
%imrg:nche C{e temps passé a regarder la télévision pourrait €tre n'importe quelle

valeur de Pintervalle [1, 2[, par exemple. Un tel caractére est dit continu ; ses valeurs
sont regroupées en classes ([0, 11, [1, 2[, s

: il ne

L’effectif d’une valeur (classe ou modalité) du caractéere est le nombre d’individus

3 : dalité).
nt 4 une méme valeur (classe ou mod: ‘ ' .
ﬁ,"‘}igf:féj:cc J'une valeur (classe ou modalité) est le quotient de [effectif

de cette valeur par l'effectif total de la population.

e ———

¢ des nombres compris entre 0 et 1, dont la somme est 1.

oA 5 son
Les fréquence en pourcentage (¢ff exemples 1 et 3).

Elles sont souvent exprimées
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cours D STATISTIQUE

2 REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

——

5 ; o otatisti I'exemple | :
Caractére Voici deux graphiques possibles représentant la série statistique de ple 1:
qualitatif

—

AUCUN
BAC DIPLOME
BAC OU MOINS 29,2 %

OU MOINS 59,6 %

SUPERIEUR 11,2 %

Diagramme circulaire Diagramme rectangulaire
(Les angles et donc les aires des secteurs (Les _aires sont ‘propor!;onneﬂes aux
sont proportionnels aux effectifs ou aux effectifs ou aux fréquences.)

fréquences.)

Nous présenterons d’autres graphiques en exercices.

Caractére » Le diagramme en batons Cf.flf]’f-‘tifs
quantitatif (¢f exemple 2) yen
Ce type de diagramme est privilégié 6650
dans le cas d’un caractére discret.
5000
Note : Dans la représentation ci-contre,
nous avons tenu compte en partie 4 600
d’informations supplémentaires : les polygone
545 (en milliers) familles ayant 4 enfants \ Satihgue
. . S 3000 des effectifs
et plus sont réparties ainsi : ,
4 enfants : 348 ;
5 enfants : 116 ; 2000
6 enfants et plus : 81, non représentées, .
i 000

5 nombre
Og d'enfants

Fig. 3
= L’histogramme (¢f. exemple 3)
Dans un histogramme, les effectifs (ou polygone
les fréquences) et les aires des rectangles des fréquences
sont proportionnels. Et donc, lorsque les ——
classes ne sont pas de méme amplitude,
il est parfaitement «imbécile» de pro-

poser une unité quelconque sur I'« axe
des ordonnées ».

Note : On considére que les individus de Oh 1h 2y h 4 fn

la classe «4 h et plus» se répartissent = S . 1

uniformément dans I'intervalle [4, 8]. Temps quotidien moyen passé
devant la télévision

Fig. 4

Toujours « fjhu- prés de l'wil que r{u cervean, ey graphiques yont toujours trés persuasifs,
a Pesprit méme pour un lecteur avertiy J.-L, Brsson (le statisticien pas le Grand Bleu).
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Exemple

Représentation
graphique

cours D STATISTIQUE

EFFECTIFS ET FREQUENCES CUMULEES

Nous ne idé
considérons dans ce paragraphe que des séries a caractére quantitatif.

Reprenons la série statisti

ue relative au nombre d’enfants par famille (¢f, exemple 2
et supposons que nous s q P (cf. ple 2)

— «Quelle oyons soumis aux demandes :
— «Quel est la proportion de familles nombreuses (3 enfants et plus) 7»
— ofe est le pourcentage de familles ayant au plus un enfant ?»

Ce sont eri ¢ é i o !
les séries des fréquences cumulées (croissantes ou décroissantes) qui
permettent de répondre

avantageusement a de telles questions :

nombre d’enfants 0 1 2 3 4 et plus
nombre de familles (en milliers) 6064 | 3664 | 3343 | 1349 545
fréquence (en %) 40,5 24,5 22,3 ) 2,7
fréquenc : i

(enq%) es cumulées croissantes 40,5 65 87.3 96,3 100
fréquences cumulées décroissantes

(en %) 100 5?,5 35 12,7 3,7

Nombre total de familles (en milliers) : 14 965.

Il est immédiat de conclure :

— 1l y a 12,7 % de familles nombreuses (3 enfants et plus);
— 65 % des familles ont au plus un enfant.

Dans le cas d’un caractére continu, il est souvent utile de représenter graphiquement la
série des fréquences cumulées croissantes. o .
En ce qui concerne la série statistique relative au temps accordé a regarder la télévision
(¢f. exemple 3), nous donnons ci-apres le' t'cllblezfu et le graphique de ces fréquences
(«4 h et plus» a été assimilée de fagon réaliste a la classe [4 h, 8 h[) :

; fréquer EEEREE
temps (en h) | fréquence des | fréquences LA c‘;f,ﬂ}‘.?é‘:;%enum—l——
passé devant | téléspectateurs cumulées —ulLo- T
la télévision |  (em %) | croissantes A

SRB TS .

[l, 2[ ].5,1 2532 ,...%0 | ! 7 _i:Eurbie = [ (R

(OGRS BTN FEONS SRS — —_— A(' - 3

[2..31 17,1 42,3 e 7 :lggt#é':]:l:;mes

3, 4 16 i e WL LT 1] tempe
i - 4

[4, 8 417 100 EEEEEXIEEE NN
Fig. 5§

, - La courbe cumulative des fréquences est (racée en supposant que les individus se
A{O{Lriiq‘;cnl uniformément dans la classe considérce ((j les ‘—‘“ft‘{mlcs el
L?Ud‘* montrerons tout Iintérét de la courbe cumulative des fréquences en Travaux

g J T P
pratiques (¢/- T. 1. A).
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cours D STATISTIQUE

INDICATEURS "

.. i aractére quantitatif.
Dans toute cette partie, les séries statistiques portent sur un ¢

E
| UN INDICATEUR DE POSITION : LA MOYENN

Définition s valeurs du
(l’appel) La moyenne d’une série est le quotient de la somme de toutes le
caractere par I'effectif total (notation : m ou X).

Exemple | Cas d’un caractére discret

La série ci-dessous donne les notes obtenues dans une classe, lors d’un contréle :

note 015 T S B o B 8 e
effectf (B3 |6 |5 |102]3]2]2]1

En observant que I'effectif total est de 25 €léves, la moyenne des notes est calculée par :
TX3+8X6+9x5+10x1+11x2+12x3+13%x2+14x2+ 15
m =
25

Noter : Les produits «note x effectif permettent d’éviter les sommes plutdt fasti-
dieuses 7+ 7 +7+8 +8 + 8 +

=10,04.

Exemple 2 Cas d’un regroupement par classes

La série qui suit donne les tailles (en cm) de 100 personnes adultes de sexe masculin.
Pour en calculer la moyenne, on se rameéne a

! un caractére discret en remplagant
chaque classe par son centre : cest I’hypothése, plausible, de Iz répartition uniforme.

série—| tille [155, 160[|[160, 165[ |[165, 170 |[175, 175111175, 1861 |[180, 185 [[18s, 190] [190,—-[|
initiale | effectif 5 12 19

35 | 20 10 7 | .
/\ser:e pour
centre - calculer
15 5 | riri
drkaser 7,5 162,5 67,5 172,5 177.5 182,5 187,5 192,5 5 moyense

— 157,5x5+1625x12+ ..+ 192,5 % 2
Nous avons alors x = 100 = 173,05 .

environ) est raisonnable.

Retenir comme taille moyenne 173 em (

Commentaires La moyenne est une notion de

m Dans de nombreuses locutions, |
de celui qui vient d’étre défini.
«intermédiaire », « normal ...

«médiocre» (« 1972 est une an

€ mot «moyenne » est utilisé dans un sens différent
I Peut €tre synonyme de « représentatif», «usuel»,
(qu'est-ce qu’

| un «Francais moyen»?) et méme de
nee moyenne pour les vins de Bordeaux »).

= Pour certaines séries, la moyenne n'a pas de signification - les statisticiens aiment
rappeler Phistoire de leur collegue qui S'Ctait noyé dans une riviecre dont la
profondeur moyenne était de 30 cm...

(1) On peut dire également (ef, Programme)

; : NE) « Caracteéristiques », [es slatisticiens
moins presomplueux ; comme son nom 'indi

y usent plus volontiers du mot « indicateur»
Yue, il se contente de donner une indication.
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2

Notion de
dispersion

Variance,
écart type

La calculatrice

COURS 5 STATISTIQUE

UN INDICATEUR DE DISPERSION

Les deux séries g

Sois 4 4 & 8 € notes suivantes ont été obtenues dans une classe de 17 éléves :

Seérie B - 3 5 ¢ A0 10,10, 11, 11, 11, 11, 11, 12, 12, 12, 13, 13, 14.
©29,6,7,8,8,9,10, 11, 12, 13, 13, 15, 15, 15, 17, 20.

On peut

vérifier que ¢ &t
ont la ma q es deux séries

neéme moyenne 11. e
;l‘outefms, .comme le rendent visible
€5 graphiques, les valeurs de la
serie B semblent nettement plus dis-
persces que celles de la série A.

ous allons essayer de préciser ce o
qui vient d’étre dit en mesurant cette

dispersion. Ms/ﬁ‘rin B
P e 4

Fig. 6 » 2 4 6 8§ 101112 14 16 18 20

Conmderons'la seérie A4 'd:éﬁnie ci-dessus et rassemblons dans un méme tableau :
— les données de la série 4;

— la série des «écarts 2 la moyenne» (I’écart d’une valeur x a la moyenne 11 est
d(x, 11) (distance) ou encore |x - 11|);

— la série des earrés de ces écarts.

10{11(12]13 |14

. valeurs du caractére | 8
série A<
effectifs 1

écarts 4 la moyenne | 3

PO I =
—
o
[
(3]
)

>5érie pour
la variance

On appelle variance de la série 4 (notation : V') la moyenne de la nouvelle série ci-
dessus : la série des carrés des écarts a la moyenne.

On nomme écart type de la série 4 (notation ¢) le nombre o= Vv.

carrés des écarts 9

= Dans notre exemple :
Ox1+4x2+1x3+0x5+1x3+4x2+9x1 40
V=

17 aTh
Ainsi V'~ 2,35, et I'écart type o vaut 0'= V¥V = 1,53.

= Pour la série B, des calculs analogues donnent un écart type de 4,46.

i ] dans notre pressentiment :
: s obtenus viennent nous conforter - ti -
= Le§ -reffltf;mﬂée autour de la moyenne : écart type « fa:b{e » (o= 1,53) 3
_ :222 B’ dispersée de part €t d’autre de la moyenne : écart type plus important
- ¥ s

(o= 4.46).

i ifié - Is calculs statistiques.
‘ Jlculatrices sont qualifiées pour alléger de te ‘
La P!u;?art def_é:drls':;,c en mode statistique et entree qcs dnnnee§ (valeurs du caractere
En général, ap”espondﬂ"ls)» nous disposerons des résultats suivants : effectif de la
= eﬂ;ect!lri f:) moyenne X et gcart type o. (Le manuel d’utilisation, s’il est bien fait,
opulauo - i
1;(:n.:pmit les détails techniques.)
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AUX PRATIQUES

A — Exemples d’organisation et de présentation

A AONNEEE ,0vrenssprssensssensnssrramsissisidsssssssssisamsssistiostiosaones 120
B — Exemples d’interprétation

d’indicateurs StatiStiQUES .....ceeeeemsseseresrnsnsiisincennanen., 122
C — Quelques piéges des statistiqueS ......cweevervrurrniircrcnnn. 124

A — EXEMPLES D'ORGANISATION ]
ET DE PRESENTATION DE DONNEES

Nous voulons illustrer la démarche statistiqgue sur q:_:e?que.r exef::p!e.f précis co;c:emar;:. p?ur
? l'essentiel, 'organisation de données et leur présentation, et souligner que cette emarche n'est
Jamais neutre (sans que cela soit dii (faut-il le dire?) @ une quelconque malhonnéteté partisane),

Nous voulons simplement ~dire quil y a toujours des choix G effectuer, en fonction des deux
interrogations fondamentales -

— «Que veut-on faire apparaitre 7»
— «Comment le présenter clairement ?»

Exercice Les accidents de la route

résolu La répartition des accidents corporels de la route selon les heures de la Journée
est décrite par le tableau suivant, pour.l'année 1992.

Dégager les tendances essentielles de ces i

nformations en vue d’une diffusion vers
les usagers.
thewens Borire | 10,31 | [3,6[ | 15,97 | [o, 120 | [12, 15[ | [15, 18[ | [18, 21 | [21, 24]
et 8155 | 6258 | 15284 | 18006 | 23703 | 29759 | 29172 | 13022

(Source : QUID 1994. Ed. R, Laffont.)
1. Le choix des moyens

Un calcul de moyenne serait ici sans intérat r

- ! L erel 1 dents de la route ont
lieu en moyenne a 14 h 04 min» attirerait la nsee). Les renseignements relatifs a la
repartition sont plus intéressants - rendons-les visibles par le tr

7 - I acé de la courbe des
fréquences cumulées croissantes (ou encore courbe de repartition).

affirmation «les acel

tranche horaire | [0, 3[ [3, 6] | [6, 9]

fréquence %) | 57 | 44 | 107 |

fréquences

e 5,7 10,1 20,8

tranche horaire | [9, 12[ [12, 15[ |[15, 18]

fréquence (%) 12,5 16,5 20,8

fréquences

cu;lwlécs 333 | 498 | 706 | t

i ,- ; : e

tranche horaire [ [18, 21[ |[21, 24 40—t R B 7 e e ==

fréquence (%) | 203 9,1 1| R bt --,!;.. ! 0 i i

eguenees | oo ] e ;-;-j-?——;- |-

cumulées ! 10( V) S 7’%7 'ﬂ. ot R B _E
‘ ()EZ]C | 5 8 S (e | P LS o
Fig. 7 » I TS 1215 18 21 24
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2. Exploitation d .
t
» La classe homt;reablcau et du graphique

produisent). [15h, 18 h[ est la plus dangereuse (20,8 % des accidents s’y
Cette claSSE q]_]] est Ce“e de

= Quelques points g
pomits d'ordonpges i;l(: 132
sur le graphique indiqL,len

l_\ZS%

o

plus grande fréquence est appelée le mode de la série.

graphique jouent un réle particuliérement significatif : les
5 et 75. Leurs abscisses que nous obtenons par lecture
t que les accidents se répartissent selon le schéma :

” 25% || 25% H 25%

10h 15h 18 h 40 24

Fig. 8

Nous r insi )

représegtg;:g?%?ns ainsi I?]s valeurs du caractére en quatre classes de méme effectif,

lacune 25 % de I'effectif total. Les valeurs du caractére permettant ce
régroupement sont les

S quartiles : 10 h est le premier quartile, 15 h est le deuxiéme ou
médiane et 18 h 40 est le troisitme quartile. = : ,

Son nom Pindique : /a valeur médi ' ‘ ‘
_ : médiane partage |,
o e il partage la population en deux parties de méme

3. Présentation des résultats
Notre étude, méme sommaire, per-
met de présenter une information
déja condensée et précise (¢f. ci-
contre par exemple).

—— -
% T =T

. aACCIDENTS

LA PERIODE NOIRE 15 h-18 h 40
IDANS LA JOURNEE, SI UN ACCIDENT SUR
DEUX SE PRODUIT ENTRE 10 H ET 18 H 40,
~ C’EST ENTRE 15 H ET 18 H 40 QU’A LIEU
. LE QUART DES ACCIDENTS.

..'/ X
soiBth

s La démarche précédente que nous pouvons présenter par le schéma :
données frequen'ces " c?uth? .de __, médiane,
statistiques cumulées répartition quartiles, etc.
est d’un grand intérét et d’usage fréquent en Statistique.

Comme toute autre démarche, elle a ses limites : elle ne résout pas tout, et peut
étre totalement inadaptée a I'étude de certaines séries.

s La médiane est un indicateur de la répartition d’une série. .

La encore, soyons «intelligents» : « chercher une note médiane pour la série de
2 = - by -

notes 4, 5, 12 et 17» est une meptie (4 quoi bon 7).

2° Tracer la courbe de répartition et déter-

Les accidents mor_Iels

Sont consignés ci-dessous !::ls T(:i??"ll-ersouig
; tué un acciden 4

ersonnes tuées dans ent de

gn France en 1992, selon les heures de la

{Jﬂl;rl:;eﬁ ': 918:3 h-6h: 857 ;72 h-]% ]II :l%?l&]l':
- i 8(;[2I1-|5I1:‘) : 1- :
?.’I,ll(lf IIIB' ;:-211 h: 1808; 21 h-24 h @ 1245,

i L )U!!) !()y‘f-)
(lfﬂ;;fésseflc tableau des fréquences ct des

fréquences cumulées croissantes.

miner graphiquement :

a) la médiane et les quartiles de la série ;
b) le pourcentage des tués entre 20 heures
du soir et 8 heures du matin,

3* Proposer un titre permettant de résumer
les résultats obtenus.

4° Comparer le pourcentage d’accidents
corporels et celui des tués entre 21 het 6 h
du matin. Commenter le résultat,

- —
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C — QUELQUES PIEGES DES STATISTIQUES

Il ne s’agit pas de remettre & I'index (cf. Activites {’n_.;paratoirgf)df&f r‘:’:;:;{:g:‘q ;::i’:r::ffq_:fanf- o
? «raisonnements» d'une ceriaine pratique de la Statistigue, mais e pre: ques Situatip,
délicates @ examiner (par toul le monde, statisticiens compris). 5 e Tl SR Wit o
S'ajoute l'idée de tirer une lecon : vouloir se dispenser a bon compie £ Croires ou ¥ e rien mtﬁ"'“a‘
statistique raméne aux comportements décriés dans notre introduction «fou tirey,

Exercice Baccalauréat : quelle est la meilleure cuvée?
résolu (D'aprés Les maths au jour e jour. J. Lubczanski. £d, Cédic.)
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L ————— R T T T e

D’aprés une enquéte en classe de Terminale :

1992 1993
présentés | regus |présentés| regus
non-redoublants 22 12 15 8
redoublants 3 3 10 )
total 25 15 25 |7

— Le proviseur : «L'année 1993 marque une pro-
gression dans la réussite au bac. Je félicite les pro-
Sesseurs de la classe. »

— Le délégué des éléves : « Qu'on soit redoublant ou
non, en 1993, ca a moins bien marché; je ne félicite pas
les profs. »

Qui a raison ?

1. A priori

Les deux discours sont contradictoires, to

3 ut au moins quant a leur conclusion sur les
professeurs.

2. Analyse critique

m Les résultats globaux

En 1992, 15 recus sur 25, donc 60 % des éléves sont recus.
En 1993, 17 regus sur 25, donc 68 % des éléves regus.
Ainsi le Proviseur a raison lorsqu’il affirme : « Pannée 1993 marque une pro-
gression... »

w Les résultats par catégorie d’éléves

— Pour les redoublants :

en 1992, 100 % de réussite

en 1993, 90 % de réussit

Effectivement, «¢a a moins bien marcheé »
— Pour les non-redoublants -

en 1992, 545 % de réussite

en 1993, 53,3 v de réussite

La encore, «¢a a moins bien marché » pour

(3 présentés, 3 recus) ;
e (10 présentés, 9 recus).

(22 pn:::sentés, 12 requs) ;
(15 présentés, 8 recus).
les non-redoublants.

3. Conclusion

Le délégué de classe et Je Provisel . _
A 7 S€ur ont tous deux ry — ; des
résultats (peut-Gtre pus dans leur juge r . raison dans leur analyse

ment sur les professeurs 1.
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APPLICATIONS DIRECTES DU COURS |

Vocabulaire, graphiques

m l". Décrire la statistique suivante (population,
caractere etudié, type de caractére) :

LE MARCHE FRANCAIS 1 SEMESTRE 1993
VEHICULES NEUFS VENDUS (EN %)

Renault | 31,5 | GM Opel | 5.7 [ BMW | 1.2
PSA | 302 | Fiat 5.6 | Mercédes | 1.1
VAG | 85 |Japonais | 3.7 | Divers §|.<J|
Ford 8.4 | Rover l

‘\'l!
das |

W
(sourre SALON 94 |

2:‘ chréscnlcr graphiquement par un diagramme
circulaire la séric obtenue.

[2] Le déclin de 12 Notte francaise

1 198t ‘IQ\: 1988

11978

i n |
Balte e A
- ':I * . v‘" . '
1,8~ % i8S ad

en millions de tonneaun de jsuge brui

(Source @ Histoire- Géographe 3* Ed MADHETTE Cabisges |

Y a-t-il proportionnalité entre les longucurs, les
aires ou les volumes?

E] La population frangaise en 1993
Voici la pyramide des ages en France au 1¥ janvier
1993 (Source - INSEE) :

100 L 100
hommes “ femmes

90 %

80 17 80

70 :7 70
f= = ]

60 - - 60

50 — o S0

0 4 r 40
1

30 30

20 4 I]J 20

= 10

0 P R

| TR AT

50 40 30 20 10 10 20 30 30 30

Note : En ordonnée, les éges_; en abscisse _!es
proportions pour mille (10 signifie 10 pour mille
ou 1 %).
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Dans chacun des cas suivants, effectuer un regroy,.
pement par classes et une rcprc*:{:m:ltmp graphique
de votre choix, mais appropriée, faisant app,
raitre :

a) la répartition entre hommes et femmes ay
dela de 65 ans |

B) la répartition entre hommes et femmes ep
dega de 25 ans |

¢) la répartition entre jeunes (0-20 ans), adultes
(20.60 ans) et personnes dgees (plus de 60 ans)
pour I'ensemble de la population.

Effectifs, frequences cumulées

[4] D*Alphonse Allais

« La statistique a demontrd que la mortalité dan,
armee augmente sensiblement en  temps d
gucrre. ¢

Ou est 1

q les taiiles

On a releve les tailles | tailles effectifs
de 250 p-._-rwnru:x“dc 188 < 7 < 160 12
;‘c!:;:wm.m.ulm, d'ige 160 < ¢ < 163 10

b 165 <1< |70 48
1* Constituer le ta- 1IT0 <t < 173 61
bleau des fréquences, 175 <t < |80 50
des [frequences cumu- 8O = ¢ < 183 26
lées  croissantes, puls 185 << ¢ < 190 17
décromssantes | 190 << 193 b

g - H :

2 Representer sur un méme graphique les courbes
des frequences cumulees croissantes et deécrois
santes,

3¢ (_,)uc!lc est l'ordonnée de leur point d'inter
section ? Expliquer.

[E V.oici schéma[isées les pyramides des ages de
Pays industrialisés et des pays pauvres :

1° Identifier chacune d’elles.

20 Don.ﬂer ]'allur ‘
: : e des cou uence:
cumulées croissantes. Ucs’ dex DR
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APPLICATIONS DIRECTES DU COURS ) STATISTIQUE

Compléter les cases blanches du tableau statis-

tique suivant par les nombres convenables (les

valeurs du caractére sont s :
U g supposée g
ordre croissant) : wP AR par

e
valeurs du caractére
— e 1.
fréquences (%)
cumulées 7 (%) o 40
cumulées ~ - 8s| |
Moyenne

Le «18»

Le ngmbre: des interventions quotidiennes des
pompiers d’une caserne, durant une année, est dis-
tribué de la maniére suivante -

nombre de sorties 011(2(3|4]|5]6
nombre de journées |84 (105|72 (59|28 |15/ 2

1° Quelle est la moyenne des sorties journaliéres ?

2° Au cours d’une semaine (7 jours), les pompiers
sont intervenus 12 fois.
tait-ce une semaine «moyenne» ?

[9] On a relevé pour 100 véhicules la distance

parcourue en 6 ans. Un premier classement a
donné le tableau suivant :

distance parcourue mgins 83193105 pcllus

Gr e |alaja e
(en milliers de km) s |95 |105(115] 115
effectif 10 |18 (40 |20 | 12

Quelle est la distance moyenne parcourue par un
véhicule ?

Les nombres 7, 9, 4, 8, 2 et x ont pour

moyenne X.
Que vaut x 7

@ Préciser dans les phrases qui suivent cellt?s ou
est utilisée la notion de moyenne et parmi Ces
derniéres, celles ol la moyenne n'a pas de signifi-
cation :

1° « L'alcoolisme est la cause de plus d'un
accident sur deux.» .

2° «fn [Fgypte, la densité de population est de
55 habitants au km? »

3¢ « La misére tue 40000 enfants par jour.»
(Cri d'alarme de I'UNICEF )

4° «Qui va voter 7 La moitié de ceux qui voteront

a plus de 42 ans 3 et Pautre moitié moins de

42 ans l.n (M. Giscard d’Estaing. L' Heure e
2

Vérité 1988.)

5° «L'espérance de vie en Sierra-Léone est de
38 ans.»

6" «Chez les hommes, la pointure de chaussure la
plus vendue est le 41.»

7° «La température moyenne au Sahara est 20 °C
environ. »

@ Optimisme

«Pour I'instant, j’ai 13 de moyenne en Math. Avec
un 20 au prochain contréle, je monte a 14.»
Combien y a-t-il eu de contrdles « pour I'instant» ?

Ecart type

Nous avons réalisé 100 fois I'expérience sui-
vante : « Lancer une piéce de monnaie autant de
fois qu’il est nécessaire pour obtenir PILE. »

Voici les résultats :

nombre de lancers 1
nécessaires

nombre de réalisations (53|24 (11|16 |3 (2|1

2(3(4|5([6(7

Calculer la moyenne et I'écart type de cette série.

Voici représentées quatre séries de notes :

10,

[ o

_"\ I:l_ ___I__I
|

[y,
4 8 1216 20

e L

4 8 1216 20 4 8 1216 20

1° Quelle est la moyenne de chacune d'elles ?
I Aucun calcul.

2° Sans effectuer de calculs, préciser quelle série a
le plus petit écart type et quelle série a le plus
grand écart type.

3° Calculer I'écart type de la série 4 et de la
série D.

La distribution des salaires mensuels dans une
entreprise a pour moyenne 73500 F et pour écart
type 1000 F.

Déterminer dans chaque cas la moyenne et I'écart
type des salaires :

a) chaque salaire est augmenté de 300 F;

b) chaque salaire est augmenté de 4 Y%,
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EXERCICES

Vrai/Faux

Dans les Vrai/Faux 16 a 20, on considére le
diagramme ci-dessous indiquant les notes obtenues

dans une classe de Seconde a un devoir de
Statistique :

Efféctifs |

N
mN

La classe est surchargee.

40 % des ¢leves ont une note inférieure ou
égale a 10.

La moyenne de la classe est égale a 11.

Il y a autant de notes supéricures a la

moyenne de la classe que de notes qui lui sont
inférieures.

Dans le tableau des fréquences cumulées

décroissantes, on ne trouve aucun des pourcentages
suivants !

10 %, 30%, 40%, 50%, 70 %.

[21] Sur un histogramme, les hauteurs des rec-
tangles sont proportionnelles aux effectifs.

[22] La moyenne de la série de 20 notes : 1, 2, 3,
..., 20, est égale a 10.

@ L'écart type de la série de valeurs : — 3, — 2
-1,0,1, 2,3, est égal 3 2,

@ L’écart type
de la série 3 est
supérieur a celui
de la série A.

Histogrammey

128

La technique mise a I’épreuve

[25] La production d’Electricité

Le graphique ci-dessous représente la production
d’électricité par origine, en France, pour I'année
1992. (Source : QUID 1994, Ed. R. Laffont)

Autres (charbon, fuel, divers)
Hydraulique

Nucléaire

1° La représentation est-elle correcte ? Justifier
la réponse.

2° Proposer une représentation correcte, a I'aide
d’un triangle isoctle.

Sondage : la méthode du «liaché-repris »

«Je pris un filet et attrapai ainsi 40 poissons dans
le bassin, les marquai et les reldchai. Le lendemain,
muni du méme filet, j'en attrapai encore 40 et
m'apercus que huit d’entre eux étaient deja mar-
qués.

Pouvez-vous m’aider a dénombrer les poissons qui
se trouvent dans le bassin ?»

1° Quelle hypothése est sous-entendue dans cet

énoncé ? En tenant compte de celle-ci, résoudre le
probléme posé.

2° Proposer une situation analogue, mais ol
Ihypothése évoquée au 1° n’est pas satisfaite.

Le graphique ci-apres représente la courbe des
fréquences cumulées d’une série de notes :

A fréquences
cumulées (%)

100

80

40

10 15 20

1" Quel est 'effectif de

[5, 10[ [15, 202 chaque classe ['U,l"i.
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2° Quelle est la note moyenne ?

3° Trouver graphiquement y -
S ol b ne valeur approchée

Note médiane™ : 1] y 5 autant de n
ou cg_alqs_a la note médiane
sont inféricures ou égales,

4° Calculer I’écart type.

Otes supérieures
que de notes qui [ui

Présentation de données

Les salaires en 1991

Les valeurs ci-dessous indiquent la répartiti

) partition des
salaires mensuels nets (en franc
privé et semi-public) : : Sl
dy 2 5067; d, : 5800; d, : 6467 - d, 1 7083;
ds : 77505 dq : 8567; d, : 9608 d.': 11393
dg 15192, (Source : INSEE.) ’ TR “392 ’
(Lire ainsi : pour d, : 10 % des salariés gagnaient
moins de 5067 ; pour 4, : 30 % gagnaientgmoins
de 6467 F, etc. d,, d,, ..., d, sont les déciles.)
1° Compléter :
a) La moiti¢ des salariés gagnaient moins de ... :
b) 10 % de salariés gagnaient plus de ... :
2° Proposer une phrase rendant compte de la

9 : , . i ;
valeur de 5 (ce quotient caractérise «1'éventail »

|
des salaires).

Préparer la reléve

Une information : «D’ici x années, la moitié des
chercheurs actuellement en poste a [I'Université
seront partis a la retraite. »

Il s’agit de trouver la valeur de x, sachant que :
— l'on retient 63 ans comme age de départ a
la retraite (C’est une « moyenne»);

— la répartition par tranches d’dges en 1991
(attention) est la suivante (Source : OST 1991) :

chercheur
ages che(r;}l;eur fges -
[25, 30[ 7 [45,50[ | 22
[30, 35[ 9,5 [50, 55[ 17,5
(35, 40[ 12 [55, 60[ 10,5
[40,45[ | 18 [60, 65] 35 |

I7 1| faut d’abord calculer la médiane.

En ce qui concerne les Mathématiques, 1a

recherche frangaise est considérefa comme ladtmlla
sitme du monde. Vient I’attester I'attribution d¢ la
médaille Fields a L. Schwartz, J.-P. Serre, Ik G?o-
¢t A. Connes (ainsi qu'a I D.CIlgne et arriére
thendieck qui ont mené I'essentiel de leur ‘u::ar:l '
en France). Vient maintenant la “-:E]of.“-‘pc,, Tout
question « Qu'est-ce que la médaille Fie g de I
un chacun entend parler, chaque anies, Jo -
remise du prix Nobel (Physique, (‘h!m.m’-t Paix)
ture, Sciences Economiques, Médecine et Paix),

--'_'—————._
(1) Yoir aussi T. P, A.

fondé par le richissime savant suédois ALFRED
NOBEL peu avant sa mort (1896). Exit les Mathé-
matiques, la petite amie de Nobel ayant succombé
aux charmes d’un mathématicien suédois, Mittag-
Leffler.

La médaille Fields est, en Mathématiques, I'équi-
valent du prix Nobel.

Moyenne d’une série
statistique

«Nuit gravement a la santé »

{Enquéte pour Iz magazine Phosphore aupres des lycéens : « Combien
fumez-vous de cigarettes par jour?».)

Le tableau des résultats :

5 et

: : 5 s sans
moins |6 @ 10 (11 a2 15/16 a 20(21 a 25

réponse
35% | 30% | 10% | 9% 2% 14 %

1° Quelles raisons peuvent expliquer le pourcen-
tage de «sans réponse» ?

Par la suite, on décide de ne pas tenir compte de
cette donnée (autrement dit, on considére la nou-
velle série statistique, déduite de la précédente, ol
la_population est constituée des lycéens ayant
effectivement répondu).

2° Donner le tableau des fréquences de cette
nouvelle série statistique et représenter son his-
togramme.

3° Quelle est la moyenne de la série obtenue ?

@ Avec 12,5 de moyenne aux huit premiers
controles de mathématiques (note sur 20), quelle
est la plus grand moyenne que l'on peut espérer
obtenir & I'issue du neuviéme et dernier contrdle ?

@ La pluie

(D'aprés le Concours Australien de Mathématiques.)

A la fin de 1992, la moyenne annuelle de pluie
pour les dix années précédentes (de 1983 a 1992)
était de 631 mm.

A la fin de 1993, la moyenne annuelle sur dix ans
(de 1984 a 1993) était de 601 mm.

Calculer la chute de pluie (en millimétres) pour
I’'année 1983 sachant qu’elle a ét¢ de 450 mm en
1993.
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EXERCICES 5 STATISTIQUE

Moyenne et écart type

@ Les deux tireurs

Deux tireurs X et Y s'affrontent en vue d’une
sélection lors d'une épreuve comportant vingt tirs
sur cible.

10
20
30

Les résultats obtenus sont les suivants :

50|30 (20(10| 0
X|4]6[54]1
Flb6[3]|5)3]3

1° La moyenne par tir permet-elle de départager
les deux concurrents ?

2° Reprendre la question précédente en ne prenant
en compte que les dix meilleurs tirs.

3° Calculer I’écart type de chacune des séries du
tableau ci-dessus.
Quel est le tireur le plus régulier ?

Les paquets de tabac

Une machine remplit automatiquement des
paquets de tabac. On préléve un échantillon de la
production ; aprés pesée, on obtient la distribution
des masses des paquets suivante :

masse en grammes | effectif
moins de 38 0
moins de 39 3
moins de 39,5 8
moins de 40 18
moins de 40,5 31
moins de 41 51
moins de 41,5 69
moins de 42 84
moins de 42,5 95
moins de 43 99
moins de 44 100
plus de 44 0

1° Calculer la moyenne et Iécart type de la dis-
tribution des masses des paquets de tabac.

2¢ Faire un nouveau tableau donnant les effectils
par c}lassc d amplitude 2 g et reprendre les caleuls
précédents avec la série ainsi oblenue.

3 Expliquer la différence (sensible) entre les
écarts types trouvés aux questions 1° et 2°.
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On donne la répartition d’un groupe d’enfangs
par tailles (en centimétre) :

taille (en cm) effectif
0 4 moins de 90 3
gﬂ 4 moins de 95 15
95 4 moins de 100 22
100 2 moins de 105 18
105 a moins de 110 12
110 a moins de 120 5

1° Tracer I’histogramme de cette répartition.

20 Calculer la moyenne X.

3° Calculer D'écart type 0, puis le pourcentage
d’enfants ayant une taille comprise entre :

ay x—-o et xX+0; h) x—20 et x+20.

Autres moyennes

Certaines situations nécessitent lintroduction
d’autres moyennes que la moyenne arithmeétique. 11
s’agit par exemple, étant donné deux réels positifs

aeth: )
— de la moyenne géométrique g de a et de b :

g =Vab (cf. exercice 36);
— de la moyenne harmonique h de a et de b :

] 1
L. i {* +~| (cf. exercice 37);
k 2\a b
— de la moyenne quadratique g de a et de b :
24 bi
q= g (cf. exercice 38).

2

Les trois exercices qui suivent sont extraits de « La
statistique du quotidien », J.-L. Boursin. Ed. Vuibert.

@ Double baisse

Ce lecteur laser a baissé de 30 % la premiére année
et de 10 % la deuxiéme.

Peut-on dire que le prix a baissé en moyenne de
20 % par an sur les deux ans ?

Le taux de change

Un touriste en visite aux Etats-Unis a changé deux
fois 1800 F, I'une le 1* juillet, 'autre le 17 aoit.
Le taux de change était de 5,100 F pour un dollar.
Lors du premier change et de 4,900 F pour un
dollar lors du second.

Peut-on dire que le taux moyen est de 5 F pour un
dollar ?

La fonte des plaques

Des plaques commémoratives en métal précieut
sont éditées par un quelconque comité du Cer
tenaire. Ces plaques sont carrées et toutes o°
méme épaisseur; il y a la petite plaque, (e 1
10000 exemplaires, mesurant 3 cm de cote. <! la
grande, tirée aussi a 10000 exemplaires, mesuti®
7 cm de coté. Devant les problémes de commere
lisation, on préfere les refondre et ne faire que U7
plaques «moyennes», en fondant une grande
plaque et une petite pour faire deux « moyennes
Quel sera le coté de ces plaques moyennes ?

e N
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EXERCICES 5 STATISTIQUE

Divers 176 - 69 |
— x—=10,1550...
{D‘ —— 1970 - 1960 69
ARPRILon Sheiies midfibmiliuos-butins ) soit 15 % environ : c'est la val : -
gne sociéteé Idec_lde de majore'r de 2 % les salaires tableau. valeur portée dans'[e
IS ée:u:ﬂpt?gesh P(lil[s d’opérer une retenue de 1l nous reste plus qu'a regretter le choix mal-
Expliquer ou:lc ¢ [epassant 12_300 F. heureux (par les uns ou les autres) d’'un méme
q pourquoi les employés dont le salaire vocabulaire pour des notions différentes.

initial était supérieur a 15000 F sont opposés a

cette modification. Une perle radiophonique

(D'aprés la revue Tangente.)
Dans la nuit du samedi 26 au dimanche 27 mars

Le tourisme « moyen-moyen »
1988, I'Europe passe a I'heure d'été. Le lundi

Voici un document extrait d’u ;
. n manuel de Géo- 28 : 0 :
graphie (classe de Seconde) : sonrtngcr)i;t?enl?hnéﬁ?: ;l;rl éRf L Wgimaies Hiopls
fiohibie.d . L’e)fplication suit : « Nous avons demandé a nos
ainfis perso:mese :f;rgf?’:::i“: auditeurs leur opinion sur ce sujet. Nous avons
(en millions) }Een o ¢ recu plus de 4000 appels : 84,4 % de nos cor-
respondants se sont déclarés opposés a I’heure
1948 14 d’été. »
iggg 25 8 Qu’en pensez-vous ?
1970 132 {g Dialogue sur Radio-France
1980 284 6 Le spécialiste : « Chez les enfants atteints de cette
1991 450 5 maladie, le taux de mortalité a baissé de moitié. »
Le commentateur : « Autrement dit, il y a deux fois
LA e I TR AT plus d’enfants qui survivent a cette maladie. »
' ki Supposons, en suivant I'affirmation du spécialiste,

. t
que le taux de mortalité baisse de ¢ % a 2 % .

1° Montrer que le nombre de survivants est alors
0t

0
100-1¢"

multiplié par

100 — ¢

2° Résoudre I’équation =2 et commenter

la phrase du journaliste.
Matignon contre Bercy(®

Ib:‘z'a (Baiefargs). Les ,Bﬂff‘ﬂ?'ﬂf sont la premiére desti- (D'aprés La Statistique du quotidien, J.-L, Boursin. Ed. Vuibert.)
nation touristique de I'Europe. Les experts de Bercy : « La moyenne nationale des
{° Supposons, comme indiqué dans le tableau, que salaires a baissé ce mois-ci ; nous entrons dans une
I’accroissement moyen annuel du nombre de tou- période de récession. »

ristes soit 17 % entre 1960 et 1970 (période de Les experts de Matignon : « Absurde! La moyenne
des salaires de chaque département a augmenté. »

10 ans).

Montrgr qu'en 1966, il y aurait (déja) eu plus de Tous les experts peuvent-ils avoir raison ?

176 millions de touristes et qu'en 1970, il y en I Ftudier le «scénario» suivant : La moyenne

aurait cu 331 millions environ. des salaires est de 13000 F a Paris et de 9000 F
accroissement moyen dans chacun des 94 autres départements. Un mois

2° Vérifier qu’en fait, cet
annuel est environ 9,8 % (

= EREEM).

la calculatrice livre plus tard, 94 salariés gagnant chacun 12000 F a
Paris, quittent la capitale et s'installent en pro-
: : - . e vince, a raison d'un par département, en voyant

I7 Justifier le résultat suivant @ «Augmenter ¢ leur salaire « tomber» a 10000 F.

{ % chaque année revient a lissue de n annees

Y Le paradoxe de Condorcet (suite)
! 100 > Lors d’un sondage, il est demandé aux personnes

sser dans l'ordre de leur préfe-
didats A4, B et C a une ¢lection.

(n=1) a multiplier Ieffectif par
interrogées de cla

s e i,e"em.ple = gnce !es i candent smpte ainsi des résultats :
i ; eux journaux ren cC aine 5 :
¢ i S ﬂt c ( d ‘ ‘
cédent que géographcs c(I:l c,u)n_().l;r:'lsit;gurrzlzlljlggne ) (ﬁl\}?rgblu 0 A%_.d« i (é;\l}m;efcg;[f
. enne, de manicre H { el B « S :
!]?I(}r:uo'm;?esdeécrggf)r:islés considérent comme taux .?21;?1;13; R Sals & ), - 65 B e
annuel de croissance le nombre (exprimé en pour- Journal & des cas et A devance e
oentage) : cias, » )
‘ la popuration ’ e s S i formations sont exactes. Comment
accroissement de la population I - Lf'b,_demf,-{:;:“, ;
durée effectil initial est-ce possible
‘ taux annucl ITotel Matignon : services du Premier Ministre.
o exemp]e, g i 08 ¥ ' (R:l::s: dli Bercey : Ministére des finances,

de croissance est calculé par : "
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PROBLEMES

Les quotidiens

(Daprés Récréations mathématiques. Eurgka. Ed. Dunod.)

v 2 yacances, on constate
Dans un certain village de Le ﬁ/fonde, 25

o des adultes lisent ’
?F::znifsgfr ot 20 % Libération, que ;l;ﬁlig:s?tl, 3
fois Le Monde ct France-Soir, que 2 70 _
lffo?:::fe et Libération et queé 2% lisent Franc&z
Soir et Libération, que 42 % ne lisent aucun de
ces trois journaux. )
Quel est alors le pourcentage des vacanciers adpltes
qui lisent a la fois Le Monde, France-Soir et

Liberation?
[ Un schéma comme celui-ci :
Le Ylonde France Soir

Comparaison de salaires
On souhaite comparer la répartition des salaires
mensuels dans deux entreprises 4 et B.

fréquence (%)
A B

moins de 6000 54 5
6000a 8000 | 157 14
80004 10000 | 32,3 37

10000a 12000 | 22,2 27

120004 14000 | 15,0 14

14000 2 16000 7,5 2,5

16 000 et plus 1,9 0,5

1¢ Premiére méthode

Calculer la moyenne et I’écart type de chaque série.
(On considérera que la derniére classe est de méme
amplitude que la premiére.)

2° Deuxiéme méthode

Pour chacune des séries :

— construire I’histogramme des fré

= GUABlIe réquences cumu-
lées croissantes et tracer la courbe cumulativencligs
fréq;cnccs (ou courbe de répartition) ;

— déterminer graphiquement les troj

, deter) €5 lrois quarti

puis calculer la différence entre le lroi‘;ii:% l-lles’
premier quartile. RSN R
F Voir T. P ; ;
IZ Voir T.P. A pour la notion de quartiles,

Dépistage et faible minorigé

Dans ce probleme, on considi
) sidere une po i
A S ; dul: ;
10000 individus dont certains sopy !,“Lil,l,ll:m;',' de
maladie que nous désignerons par majadie Af! -

132

salaire (en francs)

lement d’un test de dépistage ¢,
Ce test, lorsqu’il est appliqué '
it a deux possibilités : Un
est positif : il indique alors Qu
t de la maladie M ; ¢
négatif : il indique alors g,
atteint de la maladic M.

que le test utilisé est fiable ;
ue dans 2 % des cas, il indiqye
a la réalité.

test est appliqué a tous le

On dispose éga
«maladie M».
individu, condu
_ soit le test €S
{'individu est attein
_ soit le test est
Iindividu n’est pas
Nous supposerons
98 %. Cela signifie g
un résultat contraire
Dans ce qui suit, le
individus. ol »
o On suppose que 25 % de la popuiauon son
Elltteci:lts dg pla maladie M. Montrer qué le test vq
révéler 2600 cas positifs et que parmi ces 2600 cas
positifs, il y a 94,2 % environ de malades réels.

20 On suppose maintenant que 0,5 % (seulement)
de la population est atteimnte de la_maladie M.
Montrer que parmi les cas positifs révélés par le
test, il n'y a environ que 19.8 % de malades reels.

3° Quelles réflexions vous inspirent ces resultats’

4° Revenons aux chiffres... avec un autre point de
vue. On releve 6,8 % de cas positifs.

Quel est le pourcentage de malades réels dans ki
population totale ?

Cocktail

Un cocktail exotique est composé de 60 % d'une
boisson 4 a 20 F le litre et de 40 % d’une boisson
B 4 30 F le litre. Intervient une hausse de 8 % sur
chacune des boissons 4 et B. Le fabricant décide
alors de modifier la composition du cocktail : 80 %
de A et 20 % de B.

Etudier I'évolution du prix du litre de cocktail

Blue power

(D'aprés Jeux et stratégies n° 8.)
Sur une planéte
éloignée, cohabitent
deux populations

les Bleus et les
Verts; 95 % des
Bleus sont pauvres,
et 95 % des pauvres

sont Bleus. - ey
Yl a-t-il, sur cette 5&’%2_;—%,,'_—3
planéte, une inéga- QETE o

. e GREEN

lit€ sociale due a la
race ?
Interprétation du texte : 11 s’agit de comparey [i
I[;gll.lrtfe‘ntage de pauvres parmi les Bleus (95 i
. gu,nmgc de pauvres parmi les Verts. n
I m“ bifhposc que les Verts représentent * ! &
ml Pll ation totale. Calculer le puurccl'lf'-‘?"“t
!). w‘u_s parmi les Verts et conclure.
- Généralisation

esoudre et discuter ce probléme en Sup!

que le pourcentaoa
est ¢ %.] urcentage de Verts dans la popY

\\15'.1'1{
qtion
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On pourrait disserter longtemps sur ce qu’a pu étre
une fonction, au cours des trois derniers siécles :
de LEIBNIZ a «la» définition contemporaine en
passant par BERNOULLI, EULER et bien d’autres...
Mais nous pensons mieux faire a cet endroit en
disant « simplement» que le concept de fonction
a change tout I’esprit des Mathématiques a par-
tir de la fin du xvII® siecle :
« L'étre mathematique ne fut plus le nombre :
ce fut la loi de variation, la fonction. La
matheématique n’etait pas seulement enrichie
de nouvelles meéthodes, elle etait transfor-
mée dans son objet». (J. HADAMARD,
mathématicien francais, fin XIX"-debut
X% siécle.)
Car les fonctions, dés lors qu’on les considere
sous toutes leurs facettes, sont au cceur de
toutes les Sciences : elles ont fait naitre une
infinité de découvertes surprenantes et ont
ermis de traiter d’innombrables problemes,

inabordables auparavant.

Des exemples ?
— La foﬁne donnée a chaque barrage (¢

fig. 1) est le fruit d’études fines sur les fonc-

tions - on doit tenir compte de la resistance a

opposer a la poussée du fleuve, de son
écoulement que 1'on veut réguler, etc.
_ La structure en double, hélice
de I’A.D.N. (acide glés‘oxxnlqo—

nucléique, nom donne a [’acide

nucléique, responsable d’e’k} trans-
mission des caracteres héréditaires) :
C'est grace a Il’analyse de FOURIER
(¢f. p. 184) appuyée de la Fllffractlon au’;i ,
rayons X qu’une telle découverte a ete
faite !

— Les images eétonna
YOICHIRO KAWAGUCHI
maitres incontestés de ’l’.mfo
ou sont impliquées, sereuseme
mathématiques o

ntes construites par
(of. fig. 3), I'un Qes
formatique graphique
nt, des fonctions
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Nul ne sait ce qu'est une variable.

HERMANN WEYL
(L'un des plus grands mathématiciens
du xx* siécle.)

Geéenerali
sur
les

COURS EXERCICES

INTRODUCTION 136 & APPLICATIONS DIRECTES

- DU COURS 151

! COURS 140 ||| EXERCICES 153
145 [2] prosLEMES 158

- TRAVAUX PRATIQUES

——————————————————
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| NOTION DE FONCTION

Fonction
définie sur...

Exemples

A noter

FONCTION ET COURBE
REPRESENTATIVE

Une fonction définie sur un intervalle associe a chaque nqgj_ﬁfﬁ GAgeeniErliEgs o

nombre réel et un seul.

Nous dirons que la fonction f associe a tout réel x® de intervalle I le réel noté [ (x),
qui est 'image de x par f.
On résume tout cela par le schéma :
N e R
=1,

ou encore, lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur I'intervalle 7 - ; ”
L2010, i ‘

.Pour la fonction f, définie sur [0, + o[ par la Jormule explicite fx)= \/;, on
cerira f(9)=3, £(0,25)= 0,5 ou encore S 1953, J 025 6.5 pour
signifier que 9 et 0,25 ont pour images respectives 3 et 0,5. ; i '

1

Le procédé de «passage a linverse» oy 2 devient -1- — 7 devient — 3 ete
.2’ 3 3 Wl

peut étre décrit par une formulation analogue, avec une pré

d’inverse ! caution : zéro n’a pas

Nous écrirons : soit [ la fonction définie sur ]- o, 0[u]o, + w[ par Sy = :
=

Dans la suite, nous Serons amenés § o

: ; =) nsidérer sey . v
Sur un intervalle ou une réunjon d’intervalles, S fonctions définies

MODES DE GENERATION

Plusieurs procédes perme |

ttent de fabr ; 5
—une formule explicie - ¢ fabriquer une fonction -

— un rrlacé graphique ; |
— Un algorithme de caleyy
— une relation de dépendancté Eme e A lcularice;

or 1 co X -
Expérimentales, Sciences Humaine;melfc ‘)’“. Peuteen rencoprer en Géométrie, Scien

=t

(1) La letre x ne représente ducun réel py ;
est une variable. (On peut aussi uiiliser Particulier, myjg I'un guele, ; . ok
«Nul ne peut dire ce qu'est une ‘,a,mf_’i ‘He?“mm 5w, stc) - Quelcongque des pging de lintervalle. On dit 9% "
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COURS 6 GENERALITES SUR LES FONCTIONS

2 VARIATIONS D’UNE FONCTION

La question Comment raduire mathématiquement ce que tout un B!
a I’étude chacun peut observer sur la représentation graphique ci- -1 Vg
contre, & savoir que «la courbe «monte» sur [0, 2] et \

«descend» sur [2,3]»? (Sous-entendu : en la par-

courant de gauche a droite ou encore « dans le sens des O _

X croissants ».) ——1

s
L

Ce que nous devons comprendre, c’est que, sur Iinter-
valle [0, 2], «si x augmente. alors f(x) augmente» ou,
dit autrement, si I’on passe de x a x' par une
augmentation, c’est-a-dire si x < y’ , alors on passe de :
Jx) a fix) par une augmentation; on a donc 0 2 3

fFR<fK"). x

Npus dirons dans ce cas que f est croissante sur [0, 2].

Bien sir, par suite nous dirons que [ est décroissante | f(x) / \
sur [2, 3] pour exprimer que sur [2, 3], « f(x) diminue =1 0
lorsque x augmente ».

Fig. 6

variation de f
Un tel comportement sera schématisé dans un tableau
de variation (¢f. tableau ci-contre).

Nous en avons assez maintenant pour former la définition suivante :

Soit f une fonction définie sur un intervalle 7. I
= On dit que f est croissante sur I, lorsque pour tous réels x et x' de / !
tels que x<x',ona f(¥)<f(@x).

m On dit que f est décroissante sur /, lorsque pour tous réels x et x' de
Itels que x<x',ona f@X)=f(x').

Etudier les variations d’une fonction, c’est préciser les intervalles ou cette fqnclion est
croissante et ceux ou elle est décroissante (les résultats sont alors présentés dans le

tableau de variation).

1
- Variations de la fonction f définie sur 10, + o[ par f(x) G

Le théoreme du «rangement des inverses» (¢f chapitre 3, p. 63) affirme que si

1 1
=x' s —=—.
0<x=<x',alo 5

1 \
i i - : te sur |0, + xo].
Autrement dit, la fonction x — 3 est décroissante 10,

[2] variations de la fanctr’onl [ définie sur R par : T
gkt ."

i i la représentation
’é ’ame, nous connaissons la repr
e lc1liclt|ael dc!:af: st la droite D .dess.mee_ ci-contre. 0
gErt?pgra(})hiquement, le verdict est limpide :
¢ —=—x+ 1 est décroissante sur R.

la fonction
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. = |

1* - .n',u-fi_-'r ) K
AUX PRATIQUES

A — Exemples d'utilisation de la représentation

mphlque e FENUNS T brrany ] avareesas 145
B — Exemples d’étude du comportement ,
d’une fonction ... . 147

€ — Exemples d*étude de situations décrites au moyen
d’une fonction T

149

Nous étendons ici oéﬂe- utilisation & I résolur 1 ‘équati i
de.r exemqles r:vmdeste's e !fm:‘ronsapomomﬂm Sraphique d’équations et d‘mequaﬁons, el ce sur
explique I'humilite affichée).

e La courbe ci-contre est Iq repre !

e L ; Presentation
;f’iughgg];ue d’une fonction [ définie sur

3 ; '

r Etudier les variations de f.

2° Résoudre Jes équations :

JO=1;  rm=o;
JSx)=-1; f(x)=3.

3.° Déterminer Je signe de f(x) en Sonc-
tion de x.

4° Résoudre l'équation f(x) = % X et

linéquation fx)< % 578

1° Les variations de f sont consignées
dans le tableau ci-contre
Nous notons au passage que fadmet sur
[ 3, 3] un minimum pour x=-2 et
un maximum pour x=1.

2° Résolution des équations A
Résoudre I’équation f(x) =1 revient a
~ trouver les points de C; dont I'ordonnée
est égale a 1.

Ainsi les solutions de | ‘equation f () =1
- sont les abscisses des points d’inter-
section de la courbe C, et de la droite
 d’équation y =1 (¢f. figure ci-contre).

~ Nous voyons trois solutions :
' -3; =1et2. I i

Fig. 10
Clest la méme démarche qui conduit la résolution des autres équations.

145
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| TRavaUX PRaTIauEs 6 GentraLTEs suR Les roncON

B — EXEMPLES D'ETUDE DU COMPORTEMENT
D'UNE FONCTION

? 1 La situation que nous présentons ici est

des variationy g

: e, étant bien entendu que l'exemple
ui-méme importe pey : seules les méthodes vont retenir notre atiention,

un exemple de probléme d'optimisation. Cest par I'étude
‘une fonction que nous résoudrons ce problem

EXG?'C_‘CG Le probléme de g baignade surveillée
résolu Un maire-nageur dispose d'une corde de
160 m de |

ongueur pour délimiter un
rectangle de baignade surveillée,

A quelle distance dy rivage doit-il placer
Ie._r bouées 4 ¢t p Pour que le rectangje
@it une aire maximale ?

Fig. 12 »
(x et pen métre)

1. Mise en équation du probléme

Avec les notations de [a figure 12, nous avons P =N00= s

Cette remarque rend maintenant aisé¢ d’exprimer l'aire du rectangle (en m*) en
Jonction de x sey] En no

tant f(x) cette aire, il vient ;
J (X)) =xy=x(160 - 2x) , Cest-a-dire f(x) = — 2x? + 160x .

Aprés avoir noté que x = et que 2x <160 ou encore X =80, notre probléme
peut alors s’énoncer de 1a maniere suivante :

«La fonction f définie sur [0, 80] par f£(x) =—2x? + 160y a-t-

elle un maximum ? S;j
oui, ou est-il atteint? »

2. Traitement mathématique

Comme il n’y a pas de solution évidente, nous sommes conduits a étudier les variations
de 1.

La situation n’est guére brillante : nous ignorons
J et nos «théorémes de rangement» sont ici in

160x augmente, mais —2x> diminue !),

la courbe représentative de Ia fonction
efficaces (en effet, quand x augmente,

Revenons donc aux définitions en considérant deux réels x et x” de lintervalle [0, 80]
tels que x<x' et comparons f(x) et f (Eh

Pour cela nous allons étudier le signe de la différence fx)=f(x):
JIE )= ) ==2x"" + 160x" — (= 2x* + 160%) =~ 2(='2 - x%) + 160 (x' - x)

SE)=F()=-2("-x)(x'+x) +160(x’ -~ x) = (x' = x)[- 2(x + x*) + 160]
(car x'2 - x2=(x’' - x)(x' +x) : air connu). |
Comme x=<x', x'—x est positif et donc le signe de f(x')—f(x) est celui de
— 2@ +x')+ 160 . -

Alors nous remarquons que'” :

' = 'y=0.
‘ iennent a [0, 40], x +x'<80 et 160 - 2(x +x")
RJII;:.S‘;! ?; ’.;ftf.fx)g:%a.rt ]li:;n}ouction [ est croissante sur [0, 40].

¢ = =<0.
' i a [40, 80], x+x'=>80 et 160 -2(x+x') <
(—je%gr?‘gil;c ; (;E )x- f‘i-i ?Ba;:u ?]I.mf: tI'ci:n[clion [ est décroissante sur [40, Sﬂ\

5 e L ee ne s e lieu (voir
Cette remar uelques secrets intimes que nous ne disséquerons pas dans cet ouvrage @ ce n'est pas (
. dant le POT:: haiéglodctle pour des assurances sur les problémes & venir).
cepen: =

147
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A

NERALITES SUR LES FONCTIONS

) S une convention de
par la suite.

si x<1

s ox>1.

A0, = 1) apparienta

] II.‘ /‘ e

"B .
| ek
R N A

force le point A et I'on exclut le

nbole / :

i

e

“arbres supposés rectilignes, on
ux de bois de 1 m de long,

se peut. Par exemple, dans un

 long, on découpera 5 morceaux
L il y aura une chute de 0,20 m.
our un arbre de x métres de

TJ désigne par f(x) la chute obte-

o "':3_'"11_].'3‘1!' 1'mtervalle [1 : ?15] H

‘de la représentation

m’-ﬁnssous est la représentation
. fonction f définie sur [- 2, 2] :

J}J\ ]

P~ )

-1 |

1 ;
- du graphique de :
u de variation de /

=1 f)=0, LB =2;
des inéquations /()= 0 et

52] 10 Représenter his ent la fi i
définie par . . ke

X +7 si xe=1
JO)=¢ ~x+5 si =l<x<j3
heX=7 8 Ie.

2° Résoudre graphiquement chacune des équat:
_suij_r_g)_mes,- puis controler a I'aide d’un c:lz?l;la:uons

SO =05 f=2; f®=5; fx)=3.
3° Résoudre les équations X)=6
J&®)==100 . : A i
4° On considére I'équation f(x)=4 (4 étant
réel donng). ! 4. ( B
Pour quelles valeurs du réel 7 cette équation
admet-elle une solution? deux solutions? trois
solutions ?

Tacot-speed
Lors d’un rallye de ]
vieilles voitures, trois iy
automobilistes partent
d’un méme lieu sur la
méme départementale :

— le premier a 9 h, a la vitesse de 40 km - h ' ;

— le deuxiéme a 10 h, a la vitesse de 30 km - h~';
— le troisiéme a 11 h a la vitesse de 60 km - h .
Utiliser une représentation graphique pour déter-
miner a quelle heure le troisiéme automobiliste se
trouvera a ¢gale distance des deux premiers. (On

demande une valeur approchée a un quart d’heure
pres.)

EXERCICES ~ EXERCICES  EXERCICES  EXERCICES

La ligne brisée £ (en vert dans la figure ci-
dessous) est donnée. _

Trouver une droite 4 paralléle a (Ox) qui découpe
deux segments égaux :

AI=1IB .
| Y | | ]
3 ]
i
/ 2
A i B/ 4
1
%
7 —Il 0 | iy TR ]
Méthode suggérée

1. Expliciter la fonction f admettant £ comme
courbe représentative.

des points A, [ et B.
3. Conclure apreés ﬁm

cherchée correspor
.
R
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%
la fonction 7 défini

S [ définie sur
3 sur chacun deg
gles  daire 100 om?
rimetre minimal 9 R
ensions (en cm) dy
_ n
alors y=. ¢ Jo péri-

cices 61 et 62 Nauraient-
e va le révéler 'exercice 63 ou

ier) tous ceux... qu'un

deux réels positifs S

e ’ I
,Pleur produit (P = ab). i
+b)=(a-b)?+ dab

situations
» fonctions

|
1
0,
mEN
ledne L LB

s a expliciter ces fonctions.
de variations sur [0, 3] de

I d,d,d;etd;‘,.
o1 lpalz' (’Z‘l_, 62, 63' et c.fq les

s des fonctions d,, dy, ds

des affirmations suivantes :

“seul point commun ;
s (au sens large) des autres

‘appartient pas a ¢y, alors il

ERALITES SUR (¢ FONCTIONS

Quand jj e

I“Poimc-a-Pitre (0l est-ce ?...).
Quand il est  hoyres 4 Paris, quelle heure h (x)

eStil & Poinge.s. p:
l‘mlervallelF(;? 2 Pjre ? (x et h(x) appartiennent 4

eprésenter graphiquement fa fonction h,

15 heures 4 Paris, il est 9 heures

La Guadeloupe, Pointe aux Chdteausx.

Rectangles inscrits dans un cercle
Le probléme est de rechercher si, parmi les rec-
tangles inscrits dans un cercle, il en existe d’aire
maximale.
On désigne par € le cercle, O son centre et R
son rayon.
A) Approche |
On choisit comme 64
variable x la moitié de
I'un des cotés du rec-
tangle.
1° Etablir que les 0'—'}_1:
dimensions du rec-
tangle sont 2x et
2VREI= 2.
2° En déduire que le
probleme posé revient a chercher le maximum de
la fonction f définie sur [O, R] par :.
f(x)=4xVR*—x2.

Remarque : Compte tenu de ['aspect peu enga-
geant de la formule explicite obtenue, envisageons
une autre approche :
B) Approche 2
On choisit comme (&
variable x la distance
d'un sommet a la dia-
gonale ne le contenant x
pas. 0
Exprimer l'aire du rec-
tangle et montrer
qu'elle est maximale
lorsque x = R .
Evaluer cette aire et i
préciser la forme du rectangle obtenu.

£ Nous venons d'assister, avec cet
a un épisode saisissant de I'his

exemple, ‘
évoquée brievement dans le
page 150 et qui commence :
envisage d'étudier une i

fonction, un «bon cho
faciliter la tiche...»
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Un homme endormi est un ensemble
de fonctions unies dans le repos.

PAUL Kiee
COURS EXERCICES
- INTRODUCTION 160 APPLICATIONS DIRECTES
' DU COURS 174
. COURS 163 m EXERCICES 176
167 .] PROBLEMES — 18l

[l travaux praTiGUES
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B —

Exercice
résolu

!1 TRAVAUX PRATIQUES 7 FONCTIONS USUELLES

EXEMPLES D'UTILISATION D'U
DE VALEURS T

I est fro : ;
Vel Hi : ‘éfﬂgé (ghenomene.f Physiques, mécaniques, biologiques..., problémes géomeétriques...) que la
eXemple o 'm;ﬂ ndance entre deux grand

§ €Urs ne soit connue que par un tableau de valeurs, issu par
dentes ». L oy question crie de mesures, éventuellement accompagné de propriétés « physiquement évi-
a la baiss, S se devinent : « Peyr.

e, « comme vinen on trouver une loi ?» ou, sinon, quitte a revoir ses ambitions
Il est tepips oM Procéder & dey estimarions 2
€Mps. maintengn, il

d'apporter quelques éléments de réponse.

La f[i."fﬂ"('{’ de tj'(-"l.ﬂﬂg(’
Ur une royte o ' i
; OW: fec;i{e el rectiligne, avec une voiture
lesté en fo.nctmn de la vitesse v la
distance parcourue entre le

Jr cinage est amoreé et larrét de la

Vvoiture),

Les résultars obtenys sont les suivants -

1° Estimer g distance de freinage pour -
V=T5km-h"!

3 :
2 ieur-on obtenir une formule explicite reliant d

et v

-

— -

Remarques préliminaires

Notons f la fonction telle que d=f(y).

I Nous disposons de deux types de
renseignements ;

m ceux donnés par le tableau, a savoir les valeurs de
peut rajouter £ (0) = 0 sans test supplémentaire) ;

m ceux donnés par I'évidence physique, 3 savoir que fest une fonction croissante (cette
proprieté n’est pas une fantaisie : si v augmente, d augmente).

J pour certaines valeurs de v (on

1° Estimation de d pour v = 75 km - b5
Représentons graphiquement les données :
— pour v=60, d=24 ;

— pour v=80, d=45.

Nous utilisons alors I'approximation suivante : nous A d (m)
supposons que sur I'intervalle [60, 80], la fonction £, .
que nous connaissons mal, peut étre remplacée par 4ol
la fonction affine représentée graphiquement par le d
segment [AB].

Nous pouvons alors calculer d en écrivant la propor-
tionnalité des écarts : e |
d-24 75-60 i

45-24 80-60’ g

30¢

(km.h-l)
d’ou d = 39,75 m. Contentons-nous de d = 40 m. - e
i 'i ion linéaire
Voila, c*étalf un exemple d’interpolation linéa 1
(¢f. Point-Méthode).
171
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@ TRAVAUX PRATIQUES 7 FONCTIONS USUELLES

Du  temps (!12_.' IK; e N 3° A Taide de la relation trouvée en 29
planétes dy ‘\.N-‘Lp“ﬁr‘ on connaissait six  calculer les distances moyennes au Soleil des ‘
3 Période de reyolyge, SOATe ainsi que leur  planétes Uranus, Neptune et Pluton, de
année) et leur digpar. T autour du Soleil (en  périodes respectives 84 ans, 164,8 ans et
("'unité¢ de distance moyenne ay Soleil a 248 ans.
moyenn ¥ .dlﬁmnce étant la distance
149 600 ero ﬂu la Terre au Soleil
1® En 1801 I"mug Ej({ tableau ci-contre). planéte i a
il couvert ’astéroide Céres
d a pe : asteroide Céres
Aulr}}iilctlle%nod? de révolution est 4,6 années Mercure 0,24 0,39
i Une mterpolation linaair. 7
. St 1caire, calculer 5 2
la distance moyenne de Céras ay Sol;il | Vénus 0,62 0,72

2° Représent :

HIUET graphiquement les po 1

; ; Sp erre 1 1
coordonnées (q, 72 ) points de | 1e

gﬁz‘;ﬂn conjecturer yne relation entre 7°2 _Mars - -
a? Jupiter 11,86 e

Vf:ll‘l]i‘l'f'.'r‘ ®0L Comparant 72 o a’ (Képler [ .

publia cette découyerte en 1619) A - =

Saturne
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utilisant les données gy

- i C e abl

s d'interpolation linéaire, Estim:fu -:t5 ll‘?
€0S 55°% €05 57° et cos 590 €os J1°

nparer ces valeurs estimées o

‘aide d’une calculatrice.

isant une interpolation lingaire, préciser
ture de I'eau a 50 m, 300 m et 2000 m
ndeur.

urs en utilisant une interpolation linéaire,
tempeérature de I’eau a 600 m et 800 m
eur.

~de Boyle-Mariotte
ci-dessous donne la pression P (en bar)
de molécules d’air maintenue a une

1 2 5 12
g1l 27 | 107 | 045

t une interpolation linéaire, déter-
on correspondant 4 un volume de
10 litres. .

A l'aide d'une interpolation linéaire,
ne occupé par l'air maintenu sous
de | bar, puis de 2 bars.

r graphiquement les données du

une relation de dépendance

Le pendule

Un pendule est constitu¢ d’une masse m sus-
pendue au bout d'un fil de longueur ¢ (de masse
négligeable).

Le pendule étant animé d’un mouvement oscilla:
toire, on appelle période du pendule le temps qui
s’écoule entre deux passages de la masse m. La
période T varie en fonction de la longueur ¢, On a
obtenu le tableau de valeurs suivant (€ est expri-
mée en meétres, T en secondes) :

€ 1021040608 1 [12]14]16
T 109 1126|1,55(1,79| 2 [2,20]2,37(2,53
€182 [22]24]26]28] 3

T |2,682,83(2,97| 3,1 |3,223,35(3.46

I° En utilisant un repére orthonormé (0, 7, J)
(unit¢ 5 cm), placer les points de coordonnées
(£, 7).

2° Emettre une conjecture :

a) sur les variations de T en fonction de t;

b) sur une relation de dépendance entre T et ¢
(examiner si la courbe obtenue en joignant point
par point semble proche de la courbe représen-
tative d’une fonction « connue »).

3“TDresser un tableau comportant £, 7. V¢ et

- Quelle conjecture peut-on faire 7 Comparer
Ve

avec la réponse du 2° b).

4° En déduire une approximation de 7 en fone-
tion de ¢

. : ¢
5° On démontre en physique que 7'=2m \/:,

ou g est laccélération de la pesanteur

(g =981 m - s~?). Comparer ce résultat avec celu
obtenu au 4°.

Cest dans la cathédrale de Pise

que le jeune Galiléo Galilei (1564-1642) aurait eu
I'idée de quelques propriétés du pendule en obser-
vant Toscillation d'une lampe suspendue a la
voute. Voila pour la petite histoire : elle est fort
douteuse. Il n’empéche, Galilée, c’est de lui dont il
s'agit, énonga les lois du mouvement pendulaire et
de l'inertie, esquissa la notion d’accélération, étu-
dia la chute des corps, la statistique des fluides...
Son ceuvre percutante (il avait la plume vivace) eut
une enorme influence durant tout le Xvir® siscle.
Voila pour I'histoire.
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ala Vitesse de ¢ bt
5 igla Vitesse de |§ km - h" .
13518 18 vifeses g

ar P(t), C(r) €L A(¢) les distances
' plgton, !e cycliste et I'automobile
£ ecoulé depuis 8 heures (r en

, C(7) et A(¢) en fonction de ¢,
iphiquement ces trois fonctions,
pendant combien de kilométres
entre le cycliste et le piéton (on
>sentation graphique).

s «format »

rectangle se définit comme le

il s’agit donc d’un réel supérieur

sidere un rectangle de longueur

=1).

rectangle est plié en deux suivant

¢ largeurs du rectangle. Soit / (x)
¢ obtenu. _ ;

ule explicite et une représentation

cas v x=>2 et 1<x<2.
© On suppose que le rectangle

R

format
2(x)

- | >

xplicite et une représentation

75| Deux problémes en un
A) Les pierres « okaré»
(D'apres Le Perit Archimede e 23.)
Les pierres «okaré» sont des pierres précieuses
dont la valeur (en franc) est égale au carré de leur
masse (en gramme). On a malencontreusement
laissé choir une pierre «okaré» de 8 grammes :
elle sest alors brisée en deux morceaux. Soit x
la masse (en gramme) de I'un des morceaux.
1° Montrer que la valeur totale des deux morceaux
est V(x)=x?+(8-x)2.
2° On désigne par € la courbe représentative de
la fonction définie sur R par x — x2 + 8 -x)2
Aprés avoir vérifié que :
x*+@B-x2=2(x-4)2+16),
donner Iéquation de € dans le repére (2, 7, f)
avec 0(4, 32).
3° Représenter graphiquement la fonction V.
4° En déduire qu'une pierre «okaré» perd de la
valeur lorsqu’elle est brisée en deux morceaux.
Exprimer en pourcentage la perte maximale.

B) La ficelle et les deux carrés
On coupe une ficelle de 32 cm de long en deux
morceaux avec lesquels on forme deux carrés :

coupure

L
———

N

0 doit-on couper la ficelle pour que la somme
does aires  des lz.lewl carrés soit la plus petite
possible ? - wkyall
I5" Soit x (en cm) le ¢oté du
fonction de x.. (D
toujours, tout le ter
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% PROBLEMES 7 FONCTIONS USUELLES
o
g Balayage C

Le triangle ABC est 150~

céle en C avec AB= 8
et CH=6 (en gm).
Soit M un’ point de
[4B]. On note :

s x=AM (en cm);

s /(x) Taire (en cm?) A m
du domaine coloré.

M B

1 Montrer que la fonction f est définie sur [0, 8]
par :

3.2

- X si0=x<4
4

f@=1" ,

$ 24—3(8—::)2 sid<x<8.

i‘-j’ 2° Tracer la ogurbe représentative € de f dans un

= repere (0, 1, j ).

2(“ [Z Pour la «portion» de € correspondant a

' 4<x<8, chercher son équation dans le repere

@ (@, i, j), avec 02(8, 24).

o 3° g) Soit M et M’ deux points de [AB] tels que

O AM=x et AM'=x',avec x'=8-X.

% Montrer que f(x) +f(x')=24.

n [= Utiliser de préférence la définition géométrique
de f aux formules du 1°

i b) En déduire que le point / de coordonnées

o (4, 12) est centre de symétrie de la courbe C.

Q [ La symétrie de centre / associe au point

% M(x,y) le point M'(x’,y'), avec =

i

m Un minimum

o Soit A le point de coordonnées (1,2). A chaque

point P de I'axe (Ox) d’abscisse x (x=>1), on
associe le point Q de I'axe (Oy) de fagon que A,
P et Q soient alignés.

YA

3
'
1)
it
'
L)
1
i
i
L)
i
]
'
)
i

=Y

0 } P

On désigne par S(x) l'aire du triangle OPQ.
1 Caleuler OQ (le théoreme de Thalés peut-étre ?)

et montrer que S(x) =

x-1
2° Dresser un tableau de
conjecturer un minimum
préciser en quel point il est 2
Soit m le mzinimum conjecturé.

vement —— =m pour x>
liser le développement d’un pr
182

(o

Jes yeux humains n ‘est jamai
dela de cet horizon, il y en o
GUSTAVE FLAUBER

« L’horizon pergu par
le rivage, parce qu au-
un autre, et toujours ?”

Le tableau qui suit indique en fonction de lu
hauteur A (en métre), 2 laquelle est situee un
observateur au-dessus du niveau de la mer (par
exemple), la distance d (en kilometre) qui sépare
I’horizon de I'observateur.
TElEREREE

s 62| 71 |89 13

30 | 40 | 50 | 100 |
195 | 22,6 | 252|357 | |

1994

o A l'aide d’'une interpolation linéaire, estime,
la valeur de d lorsque h=15m, puis lorsqu:
h=T75m.
2° Representer graphiquement ce tableau de don
nées sur deux schémas :
Schéma 1 : 0<h<10 (unités : abscisse & : | cm
pour 1 m; ordonnee d : 1 cm pour 1 km).
Schéma 2 h=0; 10320 ... 100 (unités : h:lc
pour 10 m; d : 1 cm pour 4 km).

3¢ Peut-on conjecturer une relation entre deth
Vérifier en complétant le tableau initial par |-

valeurs de —.

Vi
I On ne craindra pas d’éliminer une valeur
semblerait aberrante.

4° On considére les données suivantes :

R : rayon de la

Terre ; valeur

moyenne :

6366 km. ]

H : élévation (en he B[

im); H=10 2h.  twsste ¢

d en km.

a) Montrer que

) En déduire que
<100,

.%?prmci-mation ci-des
donne d =8 km ¢
dans le tableau.
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Des paires de lévres qui s'embrassent,
de la trigonométrie ne s’'embarrassent.

FREDERICK SODDY
Prix Nobel de chimie 192

‘'rigonométrie
et fonctions
circulaires

COURS EXERCICES
H
; 184 _I| APPLICATIONS DIRECTES
- INTRODUCTION ——— . DU COURS 202
: p. |88 !] EXERCICES 206
- COURS
- 197 PROBLEMES 21

TRAVAUX PRATIQUES  ———
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!’ cours 8 TRIGONOMETRIE ET FONCTIONS CIRCULAIRES

MESURES pE

S ARCS ORIENTES
DU CERCLE

TRIGONOMETRIQUE

gonométrique.

-'(;o_mme Pindique 1a fj
définitivement muni dg
notations /' et J’ sont

gure ci-contre, le plan est alors
repere orthonormal (O, I, J) (les
alors systématiques).

Fig. 6

Soit 4 et B deux points du cercle trigonométrique.

® Si @ est une mesure de Parc orienté @, toutes les autres mesures sont de la ;
forme a+ 2kx (k entier relatif quelconque).

m Une seule de ces mesures appartient a ’intervalle |- m, n]_:
Elle est appelée mesure principale de I'arc orienté 45, '

‘m Si x est la mesure principale de 4B, alors x| est la longueur du « petit» arc
geométrique d’extrémités A et B.

Le «codage» des déplacements sur le cercle ¢

(¢f. Activités Préparatoires) est moins
prestigieux que notre encadré, mais plus pratiq

ue dans les probléemes de mesure.

MESURES DE L’ANGLE ORIENTE
DE DEUX VECTEURS UNITAIRES

Un vecteur # est dit unitaire si sa norme est égale a 1 : |u] = 1.

Par conséquent, les vecteurs unitaires sont les vecteurs OM ou M

décrit le cercle
trigonoméirique.

- Soit deux vecteurs unitaires & et v et soit A et B les points B C
du cercle trigonométrique tels que :

OA=ii et OB=7.

-

Par définition :

w Les mesures de 'arc orienté 4B sont les ,tm?:;ni?} de
Iil’angle orienté des vecteurs et v, que I'on note \u, v ).

w La mesure principale de I'arc orienté AB est la mesure %
principale de I'angle orienté (i, V ). 3

| L'angle orienté (01, 07 ) (¢/. figure 6) : ses mesures sont

m
+ 2km (k € Z); sa mesure principale est =

In : .
O] OJ') : — est 'une de ses mesures ; les autres mesures so
w Langle orienté (01, OJ ) : s i

ne —

z n
ais sa mesure principale est = =
3n + 2km (k € Z), mais sa MESUre p 3

5 189

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

g
:
2
£
5



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

e

M M (cos x, sin x)

Nous avons indiqué (¢f, p. 190) la propriété suivante :

- Deux points de € associés a deux angles complémentaires sont symétriques par rapport
a la droite 4 : y=x.

De ce fait, leurs coordonnées sont « échangées» : si I’
l'autre a pour coordonnées (b, a).
Ceci explique les deux relations :

un a pour coordonnées (a, b),

M’ (cos (/2 —x), sin (/2 —x))
e

. CoS E—x)=sinx

- sin (g—-.x)=cosx (cos x, sin x)

S
s

B =

Fig. 12
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- vy
AUX PRATIQUES

A ~ Exemples d° .
e O 55|
B — Exemples d'utilisation des fonctions circulaires ... 200

= EXEMPLES D'EMPLOI DES LIGNES
TRIGONOMETRIQUES D'UN REEL

~ MMMkwmraﬁmﬁm Collége) il de premier
- I aw | est wn ontrl de

E A nhm*m*wrukcwmmr A angles o1 de kmgmn(cﬁd*’:
ef ['échantillon d exervices en fin de chapitre regrowpes dans la rubrigue « Trigonomerrie du riangle
reciangles, p. 207

Maic gue fomt done de plw SNr ¢ sfet, les lignes trigomomerrigaey dan el 7

Un début de répomve commence dans ce T P

1° Expression de I'aire d'un triangle
| Soit ABC un triangle ¢t & la mesure en radian de
Langle géoméirigue BAC (0 < o< 7)

Montrer que l'aire du triangle ABC est calewlée

1
p-r.'i-i.wx fC x sin o

Distinguer 0("‘-;6 ; @« n )

2° Une application dans le cube

En évaluant de deux maniéres differentes, laire du

triangle OAC. calouler lex lignes iigonométriques de

langle géométrigue AOC (il s'agit de langle sous
on voit la diagonale d'une face d'un cube.
le cemtre du cube). En déduire une valewr

approchée de cet angle.
1° Expression de l'aire d'un triangle

.&ah';—
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Gl
TRAVAUX PRATIQUES 8 TRIGONOMETRIE ET FONCTIONS CIRCULAIRES

Le tracé soigneux des _ : :
courbes représentatives L8 T e e sy ey o |
des fonctions x — cog x - L

x -
et x‘->-2- laisse voir

que :

11 T

m ces deux courbes ont

un seul point commun
d’abscisse x,, ;

"
1
= xriama bf Lae ssa
s i
i
"
i
'
L

5

v

i

i

)

i

s ;
ey ——

-------

-
|
m X, satisfait & I'encadre- ] it |l

ra— NIS MIS —'

ment l<x0<§

(gm,:;;-.;-::-::...).

Noter que I'on peut rete-
nir comme valeur appro- Fig. 24
chée de x, : 1,03 (en-

tatonnant un petit peu sur la calculatrice, il est facile de mettre en évidence que pour

x=1,03 ,0nacos x=5,%0

Q‘\]'ﬂ ______T'_' % SFscan e

2w e ==15 ':'1‘.1), ce qui correspond a un angle

Px0u
Daa]
D}

de 59 degrés environ.

Formuler la réponse a la question précise de I’énoncé reste a faire : clest trés aisé (nous
le laissons au lecteur).

m De nouvelles fonctions de référence
Clest avec les mémes procédés dont on a usé avec les fonctions usuelles
(¢f. chapitres 6 et 7) que s'exploite la représentation graphique des fonctions

circulaires. En ce sens, cosinus et sinus viennent compléter la panoplie des
Jonctions de référence.

= Un nouvel intérét, mais un prix a payer

Si les fonctions cosinus et sinus offrent naturellement les moyens de se confronter a
des problémes mettant en jeu des angles, ce qui n’est pas le cas, en général, des
fonctions étudiées dans les chapitres 6 et 7, il y a en revanche un prix a payer : celui
du soin et de la précision dans le tracé de leurs courbes représentatives (choix des
unités, calculs de valeurs approchées, controles a la calculatrice, agrandissement,
etc.).

1° Représenter sur un mémergraghiqufl }fgs 3° Etablir que x, est le seul réel de
: i onctions deli- T
courbes repl;:sentatwcs des 0, . Sonr -
Gy SuT O‘E par : lequel les deux
: . trajets ci-contre
- — ;
¥ Sy ieb x rSIE (rouge et vert)
2° Exploiter ces grahiques pour monlrer — gong de meme
que I'équation - x=sinx, avec  |ouoyeyr,
O-fx::E admet une seule solution x;
2’ , ,
dont une mesure est 29 degres environ.
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PLICATIONS DIRECTES DU COURS 8 TRIGONOMETRIE ET FONCTIONS CIRCULAIRES

m & e y A T'aide d'un rapporteur, placer sur le cercle
a |asuﬁr;$: trigonométrique les points associés a :

| mnn m m 21 2n 5Sn _Sm

JERGT ~ F7 T g AN e

e A [17] Dans chacun des cas suivants, dire si x et y
sont des mesures (en radian) d'un méme angle
monstre » orienté ou non :
m vidéo, le « monstre » _m _ 3n 2n P13
eolorédundlsque a)x_i’y"_?' b) x—?r}'“_gi
cm représenté sur la

w EXERCICES  EXERCICES

60° 5m 3m
contre. La piéce man- T e B s i
gucule) a un angle au ) Y s d) x =43

' p‘é.nmétre du monstre, 1= La question «x — ¥ est-il un multiple entier de

21t 7» peut étre pertinente.

Donner la mesure principale des angles dont
une mesure est :

am S5 T b1
— 2y =~ — = 2 —
2 6 : 5

8

Méme exercice que précédemment avec :
Tm 8m  19m 4n
371 13 T e

FXERCICES

L) . Un résultat clé sur le cercle trigonométrique
veut que l'arc d’extrémités C et D ait la

: R Sur un demi-cercle de centre O de diametre [11'],
ueur que le demi-cercle de diametre on considére deux points distincts 4 et B et 'on

. s ; R ose JOA= o et TOB = o et B sont en radian

eur en radlan faut-il donner a x (angle gvec O<a<m, 0< ﬁﬁsgt etﬁ 'on supposera
ique A0C)? que o< ).
ux demi-cercles ont le méme centre 0.) 1° Faire une figure illustrant les données.

2¢ Placer (au mieux) sur la figure le point C du
— +
demi-cercle tel que I0C = _062_5 .

CVERCICES

S i el A LTS

3° Evaluer AOC et COB et en déduire que 4 et B
sont symeétriques par rapport a (OC).
UN RESULTAT GENERAL > Nous admettrons la générali- 1‘

B 0 A sation suivante du résultat précédent : « Soit A et B
deux points du cercle trigonométrique € associés
aux réels a et fi. Alors 4 et B sont symétriques par
rapport a la droite (OC), C étant le point du cercle

a+

res d’angles orientés € associé 4
cle trigonométrique

»

Cette propriété est bien le résultat clé annoncé
dans I’étude des configurations de base : rectangle
et angles complémentaires (¢f. exercice 21).

-

Les configurations de base

wgles 1° Etablir que les points du cercle trigonometrique
W 0__1:2"5) associés aux réels x et %-—x sont symetriques
OH, OD)
L

par rapport 4 la droite 4 déquatmn y-x <
2° Etablir que les points du cercle

associés aux réels x, “-&Q Rzi. -_—- :
« Le cercle de feu noyé...» les sommets d'un on da syl
J"rlll ]

PAUL ELUARD (OI) et (OJ).
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(du carré)
de 'exer-

cercle € de centre O et de rayon 13. o
'"’faprde- [4B] telle que 4B = 24,ydélimi,tar::;
e surface S en jaune dans la figure ci-
.été réalisée a I’échelle). On note 6
comeétrique AOB (exprimé en radian).

urcentage de I'aire du disque sa surface §
e?

e d'eeil, la réponse ne peut-étre «01,26 %
Le piege s’est donc refermé sur ceux qui
tel résultat. Pour se tirer d’affaire,
usement le dernier paragraphe du
jode» (¢f p. 199).

les mathématiques belges.)

1a f 'un hexagone régulier de

. m;:ghc le longgdu périmetre du

i '5:. km. ;

e kilométres (en ligne droite) est-
de départ 7» )

une «vraie» figure, calculer AC et pre-
re du triangle ACH.

ICES 8 TRIGONOMETRIE ET FONCTIONS CIRCULAIRES

Eléments de symétrie
d’une courbe

t_;‘e.rte rubrique aborde modestement la question :
«la courbe représentative d’'une fonction semble
posséder un centre (ou un axe) de symétrie ; com-
ment s'en assurer?»; question que nous avons
posée en son temps (cf. p. 195) @ propos des courbes
representatives des fonctions sinus et cosinus.

1° Soit {2 Ie point de coordonnées (g, 0). La

symétrie de centre {2, S,, transforme le point
M(x,y) en M'(x', y’).

Exprimer x’ et * en fonction de x et de y.

2° On suppose que M appartient a la courbe
représentative de la fonction cosinus.

Montrer qu’il en est de méme de M’ = S,(M) .

1” Soit 4 la droite d’équation x = g La

réflexion d’axe 4, S,, transforme le point M (x, y)
en M'(x',p").

Exprimer x’ et y* en fonction de x et de y.

I Faire un dessin; que dire du milien de
[MM']?

2° On suppose que M appartient a la courbe
représentative de la fonction sinus.

Montrer qu’il en est de méme du point

UNE IDEE > Nous savons controler facilement si

la courbe représentative d'une fonction admet
'origine ou l'axe (Oy) comme ¢lément de syme-
trie : il suffit d’examiner la parité de la fonction.
D’ou la question : « Ne pouvait-on pas dans les cas
que nous venons d'examiner se ramener a cetle
situation quitte @ changer I’origine du repére ? »
L'exercice qui suit est un élément de réponse.

Soit 2 le point de coordonnées (g, 0).

1° Déterminer les fonctions f et g telles que les
courbes représentatives de sinus et cosinus aient
pour équation dans le repere (@2, #, /) Y=/ (X)
et Y=g(X). _

20 Etudier la parité de f et de g et retrouver les

résultats des exercices 86 et 87. L
I «L'astuce» : - X +-2:= - |+ m‘g

décisive.

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

COURS 9 LES CONFIGURATIONS
LE TRIANGLE RECTANGLE

| THEOREME DE PYTHAGORE

Théoréme 2

m Dans un triangle 4 BC rect .
Pythagore : - rectangle en A4, on a la relation de "

BC*=AB*+ AC?.

= Reciproquement, lorsque les cotés d'un triangle 4BC

vérifient la relation BC®=AB?+ AC?, alors ce triangle
est rectangle en A. B

>

Ce resultat fonctionne comme un outil :
— numerique. pour calculer la longueur d'un cote ;
— geéometrique, pour montrer qu’un triangle est rectangle.

Exemples Diagonale d'un carre Hauteur d'un triangle
de base de cité a : . équilateral de coté a :
aV2. a S V3
¢
2
a
) 3
Fig. 1a

Fig. 15

2 TRIANGLE RECTANGLE ET CERCLE

e

Deux ) :
3 ireonscrit au triangle reciangle 7.
ﬁBlIres-cles :)éfe(;fliir?triangle ABC possede 'une de ces proprietés, il A

les possede toutes :
1. Le triangle ABC est rectangle en A.

—_—
.

2. La médiane A vérifie AI= >

diameétre du cercle circonscrit.

516 |[BC ] est un ; .
3. Le coté [BC] est centre du cercle circonscrit.

4. Le milieu I de [BC]

. . 3 un demf..cerde - M
u Triangle :mm;c ff_gl’:f de diamétre |48, pour tout point :

FEtant donné un M # B ) le triangle AMB est /7 .
de (M # A et # B)le 8 v |

M de ce cercle (M 7/ ) l'angle droir). :

rectangle en M (cecl est le théoréme de l'ang ) N Y |
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Théoreme 3

2

Configuration
de Thales

Théoréme 4

Réciproque
de Thales
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@ COURS 9 LES CONFIGURATIONS

LE THEOREME DE THALES

PROJECTION DE DROITE A DROITE

Lorsqu'on projette les points d’une

3 & D
droite sur une autre droite (projec- e el S D
tion de droite a droite), les longueurs
des projetés de segments sont pro-
- portionnelles aux longueurs de ces e
| segments. A T

—

Ainsi, dans la situation de la figure ci- segments| AB c
dessus, on a le tableau de proportion- longueurs o POTY
nalité ci-contre :

THEOREME DE THALES

Elle est constituée de deux triangles E
ayant deux cotés en commun, et donc
un sommet commun, les troisiémes c

cotés étant paralleles.
On convient d’associer ainsi, deux par - A
deux, les cotés d’un triangle aux cotés N

de l'autre. 5

Dans la configuration de Thales, |es cotés d’ i ionnels aut
Oté e ’ un t jonnels
cotés associés de Iautre, riangle sont proport

el - o

Autrement dit, dans la situation de |

, a fi
longueurs ci-contre est un tableau de 1gure 2, le tableau des

Proportionnalité :

']

; f 2 é «Al, AC st W
soient alignés dans le méme ordre, Si == _ - o
= T (Qutre,

tableau de ﬁrr:pnr!iannah’ré), alors Jeg o . : e
dit, les deux triangles ABC ¢r ADf }oﬁﬁﬁf"u‘ BC) et (DE) sont paralléles (@

ne configuration de Thalés)-
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COURS 9 LES CONFIGURATIONS

AVEC LES ANGLES

| | THEOREME DE L’ANGLE INSCRIT

-n,éoréme 5
l')ans‘ un cerplq, un angle inscrit est
‘ cgal a la moitié de 'angle au centre \
: qui intercepte le méme arc.
’ B |
B
b are = i
intercepté
= A
Conséquences 1. Dans un cercle, deux angles inscrits qui interceptent le méme arc sont égaux.

2. Lorsque I’angle au centre AOB est plat, c’est-a-dire lorsque [ 4B | est un diametre, le

théoreme 5 énonce que I'angle inscrit AMB est droit ; dit autrement le triangle 4V E
est rectangle en M.

Revoila le théoreme de I’angle droit (¢f. p. 219).

2 COSINUS, SINUS ET TANGENTE
D’UN ANGLE AIGU

Dans un triangle rectangle, on pose :
coté adjacent z obté
cos a = - ! hypoténuse Opposé & 6
hypoténuse i
. coté opposé
sih g=——————— o
hypoténuse =
coté opposé coté adjacent a &
fang=-———_ >
w coté adjacent

Pour un angle aigu ¢, on a :
sin a

fan a = et cnszaﬁ-sinla:l.

cos @
Lorsque deux angles sont complémentaires (angles dont la somme est 90°), le sinus de
'un est égal au cosinus de I'autre.

configurations associees

Valeurs . 300 | 60° | 45° |
fémarquables [ | ;3 I \Va
goEe o | 3 | 2 W
—T | Ny
I V3 1_5 2
sin & 5 2 B
(Al BN | Fig. 3a Fig. 35

A% "3 La moiti¢ d'un triangle La moiti¢ d'un carré.

= équilateral.
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yAUX PRATIGQUES

de grandeurs ...

ison

_ Caleul, comparats

A-C i d’alignement et de c’:oncoum o T

e goblémes de parallélisme et d’orthogonalite !

— Probi¢ tructi
lc):- Problemes « simp?es’” e ctlﬂﬂ

et de lieu géomELrique oeeeeeee:

A — CALCUL, COMPARAISON DE GRANDEURS
ngueurs, aires et angles tienneny |, hay,

te o
Le calcul et la comparaison des pandeu;’s fiieie q:ujet (est la moindre des choses), ayee """
? pavé en Géomeétrie. Voici quelques exempres Sur = tels que : théorémes de Thalgs, T
~— au point «solide» sur la mise en GeUVIe de résultats ! }W’ﬂgw\;

Trigonometrie...

Exercice Le théoréme du pied de la bissectrice

résolu | I/ s'enonce de la maniére suivante : _ . ol AT 1
«Soit ABC un triangle et I le pied sur [BC] de la bissectrice interieure issue de 4,

4B  IC

Alors LR est un tableau de proportionnalité ou encore E = ;IE N

AB | AC
Pour établir ce théoréme, considérer la perpendiculaire A a (AI') passant par |

(bissectrice extérieure) et les projetés orthogonaux P et Q de B et C sur A.
(Note : Ce résultat a été établi par le calcul d’'aire dans I'Activité 2, ex. 3, p. 217)

1. Avec la projection
L’énonce le dit, la figure le fait voir : P, 4 et Q sont les
projetés orthogonaux de B, I et C sur 4.

Il s’ensuit que AP |40
nalité. IB | IC

est un tableau de proportion-

Fig.4

2. Avec les angles et la trigonométrie

Les angles PAB et QAC sont égaux, comme anele s = .
égaux BAl et CAIL i gles co iplémentaires de deux ang!
Dans le triangle rectangle_APB, utilisons le cosinus de « Pangle en A» (cest lui qui lie

AB et AP) ; cﬁsm=£.
AB

De méme, dans le triangle rectangle 4QC : oo QAC = 40

] A o
Nous déduisons de tout cela 4 _ 49 -
AC’
3. Conclusion

Traduisons, par exemple, la: proportionnaiyg obtenue dans 1
: lans 1 par :

il existe k (k>0) el
ey que AP = k ) = kIC .
’ Compts tenu do I'égaits dos mpports chggys, 1 st a QT RE .
1 » o vient alors, de fagon imm
AR~ F¢
L 222
i
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)

Exercice Léo a Ieijl sur Olpg
résolu 2 (D'aprés J Lubczanskj. %

TRAV
AUX PRATIQUES 9 LES CONFIGURATIONS

EO est up :?:::;e I .
parallélogramme. gle rectangle en L, OLGA est un losange et OEIL est un
A vie d’oej
il, lequel et | .
Données ¢ plus grand : LE ou LA? Et en réalité ?

0 A

1. A vue d’eil

Manifestement LE est plus grand que LA : cela créve les yeux.

2. En mesurant

OI} trouve LE~34 mm et LA~ 36 mm ! Fichtre!

Ou allons-nous si on ne peut plus se fier a ce qui parait le plus évident ?
Réponse : vers le calcul de grandeurs.

3. Calcul de LE
Le triangle LEO étant rectangle en L, la relation de Pythagore s'écrit
LE*+ LO?=OE?, dou LE=V40°-21>=V1159, cest-a-dire LE=~34.

4. Calcul de LA
m La démarche
Soit J le centre du losange OLGA ; alors LA =2LJ.

0, A

Fig. 6 » L G

Comment calculer LJ ? Connaissant LO, dans le triangle rectangle JOL il nous faudrait
un angle : JOL par exemple.

Or JOL est la moitié de AOL, lui-méme supplémentaire de EOL... que l'on peut
calculer.

a Les calculs

EOL-—=—=0,525.
Dans le triangle rectangle EOL, nous avons cos EOL >

Muni de la calculatrice noui?_btenons GEOL ~ 58,33°.
Doy AOL~ 121,67° et JOL~= 6083

g i 1 .n j'.o-z .
En travaillant maintenant dans le triangle rectangle en J, JOL, il vient s LO

1) = 1O sin JOL , et comme LA =2LJ . nous en déduisons LA = 2LO sin JOL ,
soit LJ = L :
soit LA= 36,67 -

Une valeur appruclu‘*c de LA est done 36,7 mm.
Ine

5. Conclusion
11 faut nous ¥
La figure est ce

résoudre, LA est plus grand que _U;‘.
que l'on appelle un trompe-I"eeil !

223
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» Les principauX _ontils dan
Pour I'essentiel, €t €M a

i de la fo
raccourci d « Pythagore.

» Thales, mode_d’emploi-
1. Identifier une configu
2. Dresser le tableau des

plusieurs manieres (¢
n’en est qu'une parmi

» Trigonométrie : pour tout calculer
Pour calculer les trois cotes et
les deux angles aigus dun
triangle rectangle, il faut
impérativement connaitre :

— soit deux cotés ;

— soit un coté et un angle
aigu (utiliser le schéma ci-
contre).

s le caleul
mettant qu€

5 1ot de
formulation, il $ ?%I;Iés

coté adjacent

—

a
des gralldellfs . X
personne Ne vienne nous Ch'Cancw

: )

les angles et la trigo.»

:der en trois etapes s
Procéder ration de Thales
CG1ds associes

: - bleau b v
3. Traduire que ce tableau est un 1a I, p. 12), écrire des egalités de fappy,

Cours, chapitre
. dautres : c'est tout.

de praporrionnalz‘té 2 cela peut étre fait 4

hypoténuse  coté opp;

Pythagore
Le schéma ci-dessous représente I’entrée d’un
tunnel :

Le demi-cercle intéri 1ameé
ke 4 intérieur a un diamétre de
Un camion de 2,40
b ,40 m de large emprunte ce
Quelle est, en «théoriey, |

L ,en >», la hauteur i
male du camion? (Attention! Qn mmlax!‘-
droite ou a... gauche.) st

Thalés
On donne un triangle ABC, un

(BC) (1#B et I%C)etun Lot ] de
(A1) (M# A et M#T), La pamig S

(AB) menée de M cou 7

mer pe (BC) en p
paralléle a4 (AC') mené St ot la
g ) menée de M coupe (BC)
Montrer que si 1 est le milj !
segments [BC| ou [PQ], 5ue(;le ]am,‘._.d“
milieu de Iautre. gull

A A

Trigonométrie
Quelle est la distance entre le voilier ¢
la cote ?

iﬁ Angle inscrit
'e cel'cle a 0
diametre [ ,}) 31]11.
pour centre O et
pour rayon R
Calculer BC ' ep
onction de R
Sachant que

£
E\;alucalm'l]er la sduir®
U commune de ces angles et 0 gedv™ |

4 nature du trian |
e RS
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B — PROBLEMES D'ALIGNEMENT ET DE CONCOURS

En c i ¢ 3 : -
2 I'ex :’J.qur concerne les problémes de concours, évitons de nous méprendre sur le sens de
3 xpression. Il ne s'agit pas de compéiitions, ou autres championnats, de musculature mathéma-

fi i Soréirie trai i es trois droi
olus que, mais bien d’une classe de problémes de Géométrie traitant la question : « Cey trols droites (ou
ptus) sont-elles concourantes 7y

1t (_‘('.\' trois OIS : » gy o 3 *
f ou plus sont-ils alignés 7 est l'affaire des problémes d’alignement. On s'en serait douté.

Exercice L'¢roile
résolu | On considére un triangle ABC et un
point M.

On note I, J et K les symétriques de M
par rapport aux cotés du triangle, puis :

— A, la perpendiculaire a (KJ) issue
de A;
— A, la perpendiculaire a (KI) issue
de B;
— 4y la perpendiculaire a (IJ) issue
de C.

La figure ci-contre suggeére que les
droites A,, A, et Ay sonl concourantes.
Est-ce vrai ?

1. Quelques idées _
A lgxargen de la figure, nous soupgonnons les triangles AJK, BKI et CIJ de ne pas

e a fai : i Stre isocéles respectivement en 4, B
e tout a fait quelconques : ces triangles semblent é resy
S’EIC D’ou lesq questions : Qu’en est-il exactement 7 Est-ce intéressant pour notre

probleme ?

2. Vers une scvlu.tion1 R o Rl

I%):)?Jr;ng\?é}r?sle;}}a:%ﬁw, puisque A est sur la médiatrice (4B) de [KM] (ou encore
arce que [AM] et [AK] sont symétriques par rapport a (4B)).

%e méme AJ=AM .1l en dé:cl:oule /}‘iK=AJ.
D 3 AJK e en A. _

ﬁmm’ !femlznﬁlr?)i‘tiejﬁ fﬂq::g Cl‘fénonoé définit comme la hauteur issue de A dans le
ar suite, )

triangle AJK, est la meédiatrice de [JK ].

3. Conclusion est la médiatrice de [KI ], et que 45 est la
Un raisonnemen

. diatrice de [1/]. it
Ei?ldsliatll-}e?droi[tes A,, 4, et 4, sont les médiatrt
Concc:urantes.

t analogue montrerait que 4,
ces du triangle IJK, elles sont done
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Exercice Dans la figure ci-contre : _
résolu 2 — ABCD est un parallélogramme .

I
— 1 est le milieu de [AB] et IE =3 ID .

Montrer que les points A, E et C sont alignés.

1. Une piste? . .

La figure ci-contre, ou nous voyons le point E «au tte_r.s'de
[ID], en partant du milieu de [4B]» évoque... la |l0,snmn
du centre de gravité d’un triangle sur une médiane. C’est la

raison pour laquelle nous faisons apparaitre le triangle
ABD.

2. Une solution

s Le point E est le centre de gravité du triangle 4BD. (Les
details? E est le point de la médiane [ID] tel que

1
IE=-ID.
;D)

m Mais alors, (AE) est aussi une médiane de ce triangle ;

elle passe donc par le milieu O de [BD ] qui n’est autre que Fig. 10
le centre du parallélogramme.

= Ainsi, la droite (AE) est la diagonale issue de 4 dans ce parallelogramme ; elle est
de ce fait confondue avec la droite (4C).

Cela revient a dire que 4, E et C sont alignés.

Note : Nous reprendrons ce probléme dans le chapitre 11 (¢f p. 291) a laide
du calcul vectoriel.

Dans les probléemes d’alignement et de concours, mais aussi ailleurs, les droites et
les points remarquables du triangle

les iar (au sens du Cours, p. 218) jouent un role
interessant que nous allons préciser :

= Deés que trois droites peuvent étre considérées comme trois droites remarquables
d’un triangle (hauteurs, médiatrices, etc.) elles sont concourantes. |

= Mais il y a mieux et souvent primordial dans les problémes

Exemple 1 : Les données de la figure g permettent
d’affirmer que 4, M et le milieu de [BC]
En effet, complétons le tracé du triangle 4BC. Les
codages de la figure nous indiquent que M est sur deux
médianes du triangle.

11 est donc sur Ia troisieme ! d’ou...

sont alignés.

Exemple 2 : Nous tirons de la figure b que (4Mm
orthogonale a (BC ) ou encore que la perp%ndig:ulair)e t::Sr: 1
A a (BC) passe par M.. Lidée est la méme que
precédemment : complétons le tracé du triangle 4ABC

Le point M est sur deux hauteurs du triangle, il est ¥
%opiq sxi;' la troisieme ; par suite.. ’

otla illustrée I'importance
qualifierons d‘inconf,pléles. o Eriae

L Fig. b

—_—
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PROBLEMES DE PARAL,LELISME
ET D'ORTHOGONALITE

Poursuivons l'exploration des types de problémes de Géométrie pour lesquels I'outil des config,
9 ions reste efficace. : SEo B S

B r:a(l'l}(:mmr'm r'}f:ﬁ('r de cette maniére, si deux droites sont pﬂ;ﬂ”"{u'} orthogonales?y sont ley
questions a I'étude dans cette rubrique, comme I'annonce le titre du T. P.

1 jlieu de [BC].
Le triangle ABC est rectangle en A et I est le milieu
Le cercle de diamétre [Al] recoupe (AB) en E1er (AC) en [ﬁ'!
Il s'agit de montrer que les droites (EF) et (BC) sont paralleles.

1. Une figure et... des conjectures
La figure fait conjecturer que A/EF est un rectangle, que E et F
sont les milieux de [AB] et [AC] et donc que (EF) serait une

droite des milieux dans le triangle ABC... ce qui viendrait
résoudre notre probleme.

2. Une solution

m Les points E et F étant sur le cercle de diametre [A7], les
angles AEI et AFT sont des angles droits, d’apres le théoreme
de I'angle droit (¢f. Cours, p. 219).

Le quadrilatere AEIF a donc maintenant au moins trois angles
droits : c’est un rectangle.

Fig. 11

m En fait, il nous intéresse de retenir que (IF) est parallele a
(AB). D aprés le théoréme des milieux, comme 7 est le milieu de [BC], F est le milieu
de [AC].

Pour les mémes raisons, E est le milieu de [AB].

m Ainsi, (EF) est droite des milieux dans le triangle 4ABC.
Le théoréme des milieux (¢f. Cours, p. 218) fait conclure :

les droites (EF) et (BC) sont paralléles.

Le carré ABCD étant donné, on desig

ne par I le milieu de [AB], par J le milieu de
[BC] et par K celui de [IB]. Le point H étant le

projeté orthogonal de B sur (IC),
montrer que les droites (HJ ) et (HK) sont perpendiculaires.

1. Une figure, une idée
Nous envisageons ici de montrer
rectangle en H, a 'aide du théorém
comparant KJ? et HJ* + HK?,
peuvent etre calculées en fonctio

que le triangle JHK est
e de Pythagore, C'est-a-dire en
I'idée étant que ces grandeurs
n du céte a du carré.

2. Le calcul des grandeurs
» Calcul de HJ?

Dans le triangle BHC rectangle en H, [HJ] est la médiane i 12
relative a I’hypoténuse [BC]. Nous avons dong :
BC 2
Hi=—=% @on g2
22 4 -

w Caleul de HK?
Pour des raisons analogues, nous avons :

IB 2
HK=?= , dot HK2=2

a
4 16°
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= ('a_!(‘uf de JK?
Appliquons le théoreme de Pythagore dans le triangle BJK rectangle en B :

JK? =B+ BK?, soit JK2=1 + 2.
4 16

3. Conclusion

::1 fst Clair que JK? = HJ:_ + HK” | le triangle JHK est donc rectangle en H, d’aprés le
coreme de Pythagore. Ainsi (HJ) et (HK ) sont perpendiculaires.

-‘_Il est utile de recenser les principaux outils de ce chapitre qui permettent
d mterve'mr‘dans les probléemes de parallélisme et d'orthogonalité :

— le thgorg:me de Pythagore (orthogonalité)

— le théoréme des milieux ou quelque chose de plus large comme la réciproque du
théoreme de Thalés (parallélisme) ;

— les angles, que ce soit le théoréme de l'angle droit
(orthogonalité) ou une configuration telle que celle (par
exemple) présentée ci-contre, ou 1'on peut décider en com-
parant & et fsi D et D' sont paralléles ou non, etc. ;

1T-.)la présence d’une médiatrice, d’'une hauteur (orthogona-
ite).

m Voila pour la «caisse a outils» : connaitre son contenu est

indispensable pour résoudre des problémes. Mais cela ne suffit

pas ! Car il ne se passera rien si ’'on examine la figure d’un

probleme sans idées derriere la téte; il nous faut essayer de repérer une
(éventuellement plusieurs) figure-clé, c’est le seul moyen de faire intervenir un
théoréme, une propriété, etc., un outil (sauf peut-étre un jour de chance).

] Dans un parallélogramme ABCD, la Les cercles €

perpendiculaire & (BC) passant par Aetla et €' étant
perpendiculaire a (4C) passant par B se  concentrigues,

coupent en £, montrer que les
Que%le est la nature du triangle CDE? cordes (AB) et

(4A*“B") sont
12| Le cercle Ca paralléles.

pour diameétre
[BC], A et D
sont deux points
de C. Les paral-
leles a (AB) et
(AC) menées de
D recoupent le

4] Le carré ABCD a pour coté 12 cm.
On place E sur le segment [4B] tel que
AE =5 cm , puis F sur le segment [BC] tel

cercle en E et F. que BF=3cm. .
1 t la Quelle conjecture peut-on faire sur le
r?altl:;reeducguadrilatére BECF? triangle EDF? Controler par un calcul...
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Le triangle

Avec le théoréme des milieux - exercices 1 et 2

m On considére un parallélogramme ABCD ot M
un point intérieur au parallélogramme. Soit L J. K

et L les milieux respectifs de [MA]. [M

S MD). [MA], [MB], [MC]
Préciser la nature du quadrilatére JJK
son peérimetre en fonction du
parallélogramme ABCD.

KL et exprimer
perimetre p du

[2] Tracer un triangle ABC, 7 le milieu de [BC] et
les paralleles 4 et A" a (AI) : A issue de B
rencontre (AC) en D; 4’ issue de C rencontre
(AB) en E.

1° Quelle est la nature du quadrilatére DBCE? -,

2° Preciser la position des points 4, I et J, ou J
est le milieu de [DE].

Avec les droites et points remarquables du triangle :

exercices 3 a 6.

Soit un parallélogramme ABCD et E le symé-
trique de D par rapport a B.
Quel est le centre de gravité du triangle ACE ?

Les points 7, J et K sont les milieux des cordes

[4B], [BC] et [CA] d’un cercle de centre O.
Quel est I'orthocentre du triangle IJK ?

Dans un triangle 4BC rectangle en A4, les
bissectrices issues de B et C se coupent en I. On
note J le projeté orthogonal de I sur (4B) et K
le projeté orthogonal de 7 sur (AC).

Quelle est la nature du quadrilatére AJIK?

IZ 1l y a plus a dire que : «C’est un rectangle».

Les  bissectrices A B
issues de 4 et de B

dans le parallélo-

gramme ABCD se

Coupent en /. D C
Montrer que le triangle

AIB est rectangle en /.

Le triangle rectangle

1° Vérifier que les triangles suivants définis par
leurs ¢otés sont tous rectangles :
56, Vi1 11,12, V23; 13, 14, V2.

2° Deviner une loi générale et I'établir.

B] Le triangle ABC est-il rectangle ?

(BC=5cm, BH=1cm et AH=2cm .)

A

H

[9] Le triangle ABC est isocéle en 4. On désigne

par D le symétrique de B par rapport a 4.
Quelle est la nature du triangle BCD ?

[E L’aire d’un triangle est 48 cm?. La hauteur et
la médiane issues d'un méme sommet mesurent
respectivement 6 cm et 8 cm.

Prouver que ce triangle est rectangle.

[E] Tracer un triangle 4 BC non rectangle et mener
de B la perpendiculaire a (4B) et de C Ia
perpendiculaire a (4C).

Ces deux droites se coupent en D.

Montrer que D appartient au cercle circonscrit au
triangle ABC.

@ Que vaut CD ?

Le théoreme de Thales

@ Dans la figure ci-

contre, les droites
(44"), (BB'), (CC’) et
(DD") sont paralleles.
On a de plus 4B=38 ,
BC=16, CD=10 et
A'D"=36 (unité

le mm).

Calculer 4'B’, B'C' et
EaDS

Scanné avec CamScanner

'

g

ES

EXERCICES EXERCICES EXERCICES EXERCICES

=EXERCICES

=

XERCICES

S

EXFRCICE

EXFRCICES

| XEROICE:


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

EXERCICES

EXERCICES  EXERCICES

EXERCICES

EXERCICES

Lo
i
<
2
w
&
©

g APPLICATIONS DIRECTES DU COURS 9 LES CONFIGURATIONS

Voici une tech-

nique'" utilisée dans 120m
I'Antiquité  pour :
mesurer la profon- !
deur d'un puits : o
En plagant son ceil /ot
a 1.50 m de hauteur /
et & 1m du bord /
d'un  puits de
1.20 m de diamétre,
le bord du puits
cache juste la ligne
du fond. Quelle est la profondeur du puits ?

(D'aprés 1IREM de Pol: &
/
/

Co1,50m

i’
-
i’

@ Sachant que D et D' sont paralleles, trouver x
et y.

21 x 18

)

y 95 126

A Tlaide du qua-
drillage, trouver k dans
chaque cas :

ay Al =kAB ;

by JB=kJC;
¢) AJ=kAK ;

LA

d)y—=k.

) Ic
Les droites , s
(DE) et (AB) A g D 12 .
sont-elles paral-
leles 7 /5

24 el
7

(1) Deécrite dans un ouvrage d"Euclide.

234

Avec les angles

Calculer les angles
du triangle ABC de la
figure ci-contre :

Calculer o, f,
o+ p+80+110 et
expliquer pourquoi on
doit s'attendre a ce der-
nier résultat.

I Nous demandons
en fait un résultat géne-
ral : «La somme des
quatre angles d’un qua-
drilatére convexe inscrit
dans un cercle est tou-
jours égale a...».

Un cercle € a pour diametre [4B] avec AB <
(unité : le cm).

Le cercle de centre 4 et de rayon 3 cm rencontre €
en Pet O. s
Donner une valeur approchée de I'angle PBQ.

@ Calculer une

valeur approchée des
angles e et f, puis de
o+ f.

Pouvait-on prévoir
ce dernier résultat ?

10

)'Uu

19
|

[22] Calculer le rayon d’un cercle de diametr
[4B] sachant que sur ce cercle se trouve un point
Ctel que AC=5cm et ABC=33.

[23] Le triangle rectangle ayant pour cotes @. b¢t<

on construit 4, B et C comme indique 3%

OA=a, OB=b et OC=c. Le point M &

z(t)lg;s te;:‘l que (BM) soit parallele a (4C). On
=h.

a 0 B

s
Montrer que h est la longueur de la hautet
d_e S dans le triangle rectangle.
I Thalés et cosinus.

A
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Vrai/Faux

24| On ne Peut pas trouver de triangle avec deux
bissectrices intérieures perpendiculaires,

25| Tout triangle tel qu'une médian
I'orthocentre est un triangle isocéle.

€ passe par

Parmi les triangles de cotés 3, 4, 5 et 3, 4, Vi,
un seul est rectangle.

27| Quatre points d’un cercle ne peuvent pas étre

t_jes' sommets d'un quadrilatére ayant un seul angle
roit.

| Dans la figure C
ci-contre, la meédia-
trice de [AC] passe
par le milieu de

[BD] : "V

29| Dans la figure c
ci-contre, ou l'on a

AB =135 et E

AD = BC =21 OfF

(unité : le mm), le
rectangle BDEF est
un carré : 1

o] W

E cos? 30° + cos® 45° + cos® 60° =

[31] La somme des carrés des sinus de deux angles
complémentaires est égale a 1.

- Dans la figure ci-
Ae e, ou le -egcle lest
de centre O, les
triangles ABC et ADE
ont hé:rem bissectrice
ISsue de 4 :

Ll

3| Deux sommets d'un triangle sont vus depuis

le centre du cercle inscrit sous un angle de 135°,
Prouver que ce triangle est rectangle.

Dans la figure ci-

contre /, J et K sont
les milicux des cotés du
triangle ABC et H est le
pied de la hauteur issue X J
de 4.

Montrer que HIJK est
un trapeze isocele, B H I (o4

Les diagonales (AC) et (BD) d’un quadrila-
tere ABCD sont perpendiculaires.
Montrer que AB’+ CD?=BC*+ AD?.

IZ On dispose de quatre triangles rectangles dans
la figure et du théoréme de Pythagore.

Du dolmen & Péglise
(D'aprés I'IREM d'Origans.)
Par un systeme de
visées, on place les
piquets 4 et B ali-
gnes respectivement
avec P, Eet D, E de
fagon que (4B) soit
paralléle a (DP). On
mesure (en hm)
DB=3, AB=3 et
DP=5.

Calculer la distance
du dolmen D a
I’église E.

d'une balle de tennis, assimilée a une sphere de
6,5 cm de diameétre. "
Sous quel angle le moustique «voit-il » la balle ?
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T

Ca "_'UIS d’a ngl es

m Un triangle ABC rectangle en A est tel que
A(:: BAH .

ponner une valeur approchée des angles aigus de
ce triangle.

Dans un pavé droit

Calculer une valeur approchée des angles CDF

D (5

%
) \\
A 1' e B 2
Hewsonn-- Samm e .
’r.‘ L"".._“- \\\ (’

w’ ‘-‘-“‘\--"‘ 4

E 6 F

Sur deux cotés

consecutifs d’un
carré, on construit
extérieurement a
celui-ci deux trian-
gles équilatéraux.

Le triangle vert tracé
comme indiqué ci-
aprés est-il équila-
téral 7

\

On considére un triangle ABC et € le cercle
circonscrit au triangle dont on note O le centre. La

médiatrice de [BC] rencontre I'arc de cercle BC qui
ne contient pas 4 en un point /.

1° Faire une figure.

IZ Oserons-nous rappeler la «recette» 2 Oui : le
cercle d’abord, le triangle ensuite.

2° Montrer que BOI = foc .

3 En déduire que (A1) est la bissectrice issue de
A dans le triangle ABC.

Les données :
Le point C est
sur le demi-
cercle de dia-
metre [AB)]. La
bissectrice issue
de A dans le
triangle ABC
renconire en /[ s
celle issue de B, et en D le demi-cercle.

La question : e S
Montrer que le triangle BD/I est rectangle isocele.

Calculs d’aires

|§_ﬂ Quel triangle a I'aire la plus grande : celui de
cotes 5, 5, 6 ou celui de cotés 5, 5, 87

Les bases du tra- A B

peze ci-contre ont pour

longueurs AB =2 cm

et CD=5c¢cm.

Completer la phrase :

« L’aire du triangle 4B/

est égale 4 ... % de I'aire D c
du triangle CDI.»

IZ Oui, Thalés.

@ Un probléme d’Olympiades belges
Calculer I'aire (en cm?)

du pentagone ci-contre £
sachant que :
— EAB=A4BC = 120° ; 5
— EA=AB=BC;
— CD=DE=4cm . B
¢

Les Promenades d'Euclide. R. MAGRITTE (1953).

237
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et [4B].
Montrer que
AJK, BKIaCHmtmpoﬂmgc

I'on précisera.

39 Izpmm;lemmpomlﬁsegnﬂw
on considere les cerdes €, de diamétre [4B] =

C. de diamerre [AC]. .

Munpoint de €, (M=4 ct M=B)
%m,!a(m:meczuh
'Mwﬁh&(&)la(msm

ﬂ(o'-d) recompent €= F =
% 0" (o fizere G-dessossh
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problémes de parallélisme
et d’orthogonalité

Dans la figure ci-dessous, on a :
AB=BC =CA=CD = BE = AF

F

;mlaﬁ:s ';.irmtes (AB) et (DF) sont-elles ortho-
2° Les droites (AB) et (EF) sont-elles paralleles ?

Sachant que les droites (4E) et (BF) sont
paralléles,_amsi que les droites (BD) et (CE), que
peut-on dire des droites ( AD) et (CF)?

Justifier la réponse.

4 D E F

I= Thalés deux fois; arranger les résultats pour
pouvoir appliquer la réciproque de Thales.

Soit ¢ un cercle de centre 0, [AB] un
diamétre de € et I un point de € distinct de 4

et de B. ‘
La tangente au cercle en I rencontre la parallele

4 (AI) menée de O en un point noté J.

1° Tllustrer ces données d’une figure.

2* Montrer que (0J) est 1 médiatrice de [BT].
IZ Deux étapes : (OJ) orthogonale @ (BI) et
(0J ) passe par le milieu de [BI].

figure incomplete

Dans les exercices 64 a 66, ¢’es! la
y i sert de confi-

d'un triangle et de ses hauteurs qU
guration-clé.

84) Le triangle ABC est rectangle €n Aet H est le
pied de la hauteur issue de A On[ﬂﬁllgnc par I le
milieu de [BH] et par J celui d¢ :

Montrer qEIe le:!s drgites (Al) et (CJ) sont perpen-
diculaires.

l? 'ﬁouver deux hauteurs du triangle ACL

Dans la figure

ci-contre, ou le
triangle ABC est iso-
cele en 4, le point
A’ est le milieu de
[BC], H est le pro-
jeté orthogonal de
A" sur (AC) et [ est

le milieu du
segment [A"H] :
Montrer que les B A’ C

droites (A7) et

(BH) sont orthogonales.

I¥ Soit J le milieu de [HC]. Le point [ est un
point a remarquer dans le triangle AA'J..

Dans la figure ci-

contre, ABCD est un K A D
carré, I et J sont les
milieux de [4B] et
[BC] et (IJ) rencontre
(AD) en K.

1° Le triangle DBK.
Montrer que (DB) est B
orthogonale a (IJ) et /.
en déduire que (DI) est

orthogonale a (BK).

2° Le quadrilatére AKBJ

Montrer que AKBJ est un parallélogramme.

30 Déduire des questions précédentes que (DI) et
(AJ) sont orthogonales.

Dans la figure A
ci-contre, les droites
(4B) et (CD) sont
perpendiculaires h

en l:
Soit J le milieu de € s

[BD]; la droite J)
coupe [4C] en H. .
Il s’agit de montrer

que (/H) est ortho-

gonale a (AC). B
1o Justifier 1'egalite
des angles codes en
codés en rose.

[ Ne pas oublier langle inserit.
2¢ Conclure.

[Z Travailler dans le triangle AHL

bleu, puis celle des angles

239
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Probléemes de construction

Les points B, C et H
H sont donnes, .

Construire un triangle

ABC tel que H soit . —————
l'orthocentre de ce B
triangle.

I= Marquer sur la figure d’étude les 1:;_n=.dsdgﬁsl
hauteurs issues de B et C : ce sont ces points
il faut se préoccuper.

Les points 4 et B sont de part et d’autre d'une
droite 9. : .
Construire tous les triangles isocéles dont un

sommet est sur la droite 9, les deux autres étant A
et B.

Reprendre I'exercice précédent en remplacant
«triangle isocéle » par « triangle rectangle ».

Statistique

Dans un carré de 10 ¢cm
de coté, on veut réaliser
un graphique statistique
comme indiqué dans la
figure (le point central
est le centre du carré). 40 %
On veut un graphique 35 4
correct : les aires des -
domaines doivent étre
proportionnelles aux C
fréquences.

Le point 4 est 4 2 cm du sommet le plus proche,
Construire B et C.

gl 25%

Construire un triangle ABC sachant que
BC=6cm, Al=4cm ou [ est le milieu de
[BC) et BAC =450 .

IZ Introduire le cercle circonscrit au triangle (et
son centre) dans la figure d’étude.

On donne trois points 0,
G et A

Construire un tiangle ABC G
dont G est le centre de gravité
et O le centre du cercle gjr- ‘G
conscrit, P

A

I On disposera les points 4,
O et G suivant les données ;
AG=3cm, GO=2cm et AO =4 ¢y

240

Problémes de lieu

Les points A et

B sont distincts.
Pour chaque droite
passant par B, on
considére le projete
orthogonal de A sur
la droite.

Trouver I'ensemble
de tous les points
ainsi obtenus.

Soit un cercle € de centre 0, g ,
Quel est le lieu des milieux des cordes
pour longueur 8 cm ?

ayon 3 'W
de Cqyi,,

Pour des raisons de sécurite, |3 dista

T1Ce eny,

le voilier et I'ile la plus proche parmj | iles 4 4
et C ne peut dépasser 2 km. 8
Représenter la zone de navigation autoriség g,
avoir reproduit le schéma sur quadrillage ([
représente 1 km). i

Le probléeme de I’équerre
Les extrémités d’une
cquerre glissent le Y
lcmg de deux demi- S
droites (Ox) et (0y)
berpendiculaires.

OUS nous intéres- B
SOns a la trajectoire
du sommet g de
Péquerre,

I Realiser I'expé-
flénce (noter quel- a
ques positions au sommet). Conjecture B0
20 Montrer quau cours du glissement, ]':lﬂf-.]t ‘ &

reste constant et égal & 'un des angles ag
Cquerre,

I# e
encore |
3 Con
de 1y

0 A

il
T e fude
théoreme de ['angle inscrits fav

rouver le cergle...

clure sans chercher a preciser les €
fjectoire de §.

it
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PROBLEMES

On considére trois cercles Ci, G, et G, de
centres O, O et O; alignés et de meme rayon R
els que €, soit tangent a €, et ¢, sojt tangent a ¢,.

jangente D a € : ), on méne la

Exprimer en fqnction de R, la longueur de la corde
[BC] que D découpe sur le cercle &l

I Introduire le milicu 7 de [BC] et calculer
d’abord O, I.

79| Navigation

(D'apres La Méthode Traub de navigation.)

Le voilier suit un cap fixe (ligne bleue) a vitesse
constante de 20 km -h '. Le navigateur note
I'heure ou I'angle entre la direction du cap et celle
de I'ilot vaut 22° (position 4), puis 34° (posi-

tion B). Entre ces deux relevés, il s'est écoulé
12 minutes.

ilot

H

1° (facile) Le navigateur calcule la distance AB et
trouve 4 km. Expliquer. :
2° (moins facile) Il déclare alors que le navire
passera a 4 km environ de lilot (distance d sur le
schéma). Expliquer.

- 1 1
I¥ Etablir la relation AB=d (tan 22° tan 34")

€t utiliser la calculatrice.

m Le puits de pétrole

(Dapres Jeux mathématiques du scientific American, )

Un puits de pétrole est foré dans une plaine a
1260 m d’un pcoin d’un champ rectangulaire, a
320 m du coin opposé et a 1120 m d'un troi-
Sieme coin,

quelle distance du quatriéme coin se trouve-t-il ?

its étrole les
Une figure en menant du puits de petro
Daralleles Eux cotés du rectangle et le théoréme de

agore (usage intensif).

Dans la figure ci-dessous, ABCD est un carré
et BCFE un rectangle,
D’un point M variable sur [EF], on meéne les

droites (MB) et (MC) qui découpent sur (4D) un
segment noté [1J].

E A B

A
M<

F D C

Montrer que le triangle M/IJ garde une aire cons-
tante lorsque M varie.

I A avoir sous la main : aire d’un triangle
(formule), théoréme de Thales et résultat sur
projection et distances (¢f. théoréme 3, p. 220).

On considére un cercle €, O son centre et
[UV] un diamétre.

Soit deux points 4 et B dans le méme demi-
cercle délimité par (UV ). On désigne par :

— [ le milieu de [4B];

— C et D les projetés orthogonaux de 4 et B
sur (UV).

U |4

1° Nature du triangle CID
En considérant le projeté orthogonal de 7 sur

(UV'), montrer que le triangle CID est isocéle de
sommet [.

2° Les angles du triangle CID

On note @ I'angle A0B (6 est exprimé en degré).

Soit E le point ou la droite (AC) recoupe le
cercle C.

a) Montrer que (BE) et (CI') sont paralleles
b) en déduire ACI en fonction de 0:

¢) exprimer alors tous les angles du triangle CID
en fonction de 0.
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EALHUICES  EXERCICES  EXERCICES

EXERCICES  EXERCICES EXERCICES E

EXERCICES  EXERCICES

Q PROBLEMES 9 LES CONFIGURATIONS

Triangles, J. VILLON

Les problémes 83 et 84 traitent de proprietes du triangle qui sont considerées comme des « grands classiques »

de la geometrie plane.

Symétriques de I'orthocentre par rapport aux
cotés

On considére un

triangle ABC. A

Soit O le centre

du cercle cir-

conscrit a ABC

et H I'ortho- o
centre du

triangle. B C
Le point D est le \][_V
point diamétrale- w D

ment opposé a A

sur le cercle cir-

conscrit au triangle.

1° Montrer que (BH) et (CD) sont paralléles ; de
méme pour les droites (CH) et (BD).

En déduire que [BC] et [HD] ont méme milieu.
2¢ Soit H' le symétrique de H par rapport a (BC).
Que représente la droite (BC) dans le triangle
HH'D?

En déduire que ce triangle est rectangle en H'.
3% Montrer que A’ est un point du cercle circons-
crit au triangle ABC.

NOTE > Il est clair que ce qui vient d’étre obtenu

avec le coté (BC) peut étre reconduit avec les cotés
(AB) et (AC) : « Les symétriques de I"orthocentre
d’un triangle par rapport aux cotés du triangle
appartiennent au cercle circonscrit au triangle. »

242

Triangle orthique
Dans la figure ci-
contre le triangle
ABC .a trois
angles aigus.

Le point H
désigne [’ortho-
centre du
triangle et les
points A’, B’ et
C’ les pieds des
hauteurs issues

de 4, B et C.
On se propose de démontrer que les hauteurs du

triangle ABC sont les bissectrices intérieures du
triangle 4'B'C".

(Le triangle 4"B’C" est appelé triangle orthique
du triangle ABC))

1° Montrer que les points 4’ HB' C d’une part et
les lfomts A"HC’B d’autre part sont sur un méme
cercle.

2° Comparer les anglesHA4'B’ et HCB’, puis les
anglesHA'C’ et HBC'.

3% Comparer les angles ABB' et ACC’. Prouver
alors que (HA') est la bissectrice intérieure du
triangle A'B'C’.

Achever la démonstration du résultat énonce.
Conclure.

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Le soir, un rien, une hirondelle qui
depasse,
Trés peu de vent, les feuilles qui ne
tombent plus,
Un beau détail, un sortilége sans
vertus
Pour un regard qui n’a jamais
compris l'espace.

PAUL ELUARD
(Denise disait aux Merveilles)

Configurations
de |’espace
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Regles
de départ

Conséquences

Eléments
coplanaires

248

REGLES DE BASE — -

. «juger digne, valable ») : ce sont les régles

mes (du grec axioun : dans 'espace : déduire des Propris;

On les appelle axio e fixer pour travailler

départ qu’il est nécessaire d
realiser des constructions...

i i see iy ique plan.
i {s non alignés, passe’~ un uniqu ' : .
;- ﬁ;ﬁﬁgﬁn contient deux points distinets A et B, il contient la dront? (4B), L
3. Tous les résultats de géométrie plane s’apphﬂu.ent dans chaque plan de I'espace, ( :
2 = T ST - s = = non

dat

DETERMINATION D’UN PLAN

Les résultats suivants, comme l'indique le titre de la rubrique qui les rassemble, s ¢
des conséquences immediates des regles de base :

| R
Un plan est déterminé par : Vo
= trois points 4, B et C non alignés ; G
w une droite D et un point 4 extérieur a D : , : |
m deux droites sécantes D et 9. 2

= o = .— = __'—_‘--/

= i - 3 e A e e —

e R R R e R N Y Sl e ety — L )

Illustrons : le plan de la face S4B de 1 i ]
contre peut étre déterminé indifféremmeztp;ﬁ?n?lde iy
— les points S, 4 et B (non alignés) ; '

— la droite (45) et le point B (B n’e
. : st 3
— les droites (S4) et (SB) (elles sont %?asgs)(AS s

Fig. 3 »

sils

Nous dirons que des «¢l¢ :
situés dans un méme plan.ments »; points et droites, sont coplanaires lorsqy

Trois points, un point et ype d

. P i
coplanaires n'est plus une banalit

le fuit ¢

ou an €y 3

¢ 8°il Sagit de quatre points, de deux

(1) Celu lait

partic du lingage | e
loree évocatsice. wige Imuge de 1o Geomeurie e Vespuce, N ) compt® wnu‘l
* NOus T'utiliserons (sans outrances.
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Exercice
résolu |

Nous nous int

. ﬂ
a ('mkaganahré Nous avons rér

ﬂ o Le cube. le tétraédre,

inattendues ou inso Jites. Bref, nous allo
u Dans celte étude, nous ne. paurmm‘ pas
dans le cours ont un role a jouer. Sinon,
Dans ce T. P., il s'agit donc aussi de mod

Bimédianes d'un tétraédre
Montrer que, dans un (étraédre, les trois

droites joignant les milieux des arétes appo-
sées sont concourantes (¢ arétes apposees”
signifie «arétes n'ayant pas de sommet en
commun »).

Note : Les trois droites (IK), (JL) et
(MN) (cf figure) sont les bimédianes du
tetraedre.

1. Le recours 4 la Géométrie plane

® Appuyons-nous sur une vision «simpli-

ﬁic»l du é;t;zc(lire ‘mettant en évidence

plans
0l esquels nous allons tra-
]—5’ Plan ifle I: face (ABD)
apreés le théoréme de

paralléle a (BD). i i

b
o e vy 1,

léle i (BD) s raisons, (JK') est paral-

Et donc, (IL) est

(L) est

enfames

paralléle & (JK), ce qui
e les P&mt& lx ,l;

culart
quelquw pépxres S by
Le“b' tmaﬁs Oé r- _ ques gz

r de bricolage-
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L=l TRAVAUX p
RATIQUE | N
UES LY -
J ('ONHGURATIONS

. DE LU
ice D:rm,v le" oibe . ESPACE
2 df_agmm;(, (EC) esente

triangle AFH,

Exerc

réSDIU ci-contre,

es iy .
St mh"m,!;mmha wirer que la

au  plan du g

Pour établir
que (EC) e iy
}EC ) est om‘wgrmufe)d S;e‘orlhog(ma}e au plan (AFH ), nous essayons d .
) ons de montrer que

nous suivons |z : ux droites s¢
ns la « Regle » (of Coufg ;,’cz;?g)r) de ce plan, par exemple (HF) et (AF)

1. Orthogonalité
G e de (E
[itll(l?;);}S le tﬁqngle (EG%) ?Io(tgp)
= (HF;iE)?((," )] (_diagczgales du 2:?1’23 :
S L), car (CG) ,
s est orth ]
perieure du cube et donc 4 toute dr%gi::enﬁl: cittlj fgice
c.

Ainsi la dl'Oite (H! est orth a deux cotés du
x 2 ) :

. 1 ogonale Oté
l]lallg € EGC, elle est dOl'lC OI”thOgonale au ftr oitsiéme

cote (EC) (Cest S
b 250) (C'est le théoreme fondamental, ¢f. Cours,
Fig. 17

2E-n0rttﬂhpgonalité de (EC) et (F4)

utilisant 1 & :

e cnons (FA )ei (geﬁ'n)]egt ?;g;;nfn[tist mais maintenant avec le triangle EBC, nous
L s I traoske EBC}. (BC), d'ou la conclusion (F4)L(EC) (« troisieme

3. Conclusion
La droite (EC), étant ortho i

> : goqale aux deux droites sécantes (HF) et AF t
orthogonale au plan qui les contient : (EC) est orthogonale au pIEm (.LHF; =

4. Deux remarques
= Nous proposerons dans le T.P. 1 (cf. exercic
méme résultat en nous appuyant sur les propriét

= Nous n’avons pas fait la mauvaise farce de renvoyer a la minuscule remarque qui
vient clore I’étude de ’exemple du Cours (¢f. p. 253) ou nous avons montré justement
que la grande diagonale (EC) était orthogonale a la diagonale (HF) de la face

supeérieure.

¢ 2) un autre procéde conduisant au
és du plan médiateur d’un segment.

¢ mobilisés pour étudier des relations géométriques

Deux types d’outils peuvent étr
dans les solides de 1’Espace.

1. Les résultats de géométrie plane : .5
> wemployer «durement» pour degager les proprietes 2€0
on o rarement 2 § T u solide par exemple) : théoréme des

2 s planes (issues d'un S
métriques e ﬁgzg fﬁ’?hagore, résultats familiers sur le rectangle, le carré, &

: us souvent. ;
suffisent I¢ pl . mais hésiter & mettre pl

elle on 8 intéresse. - ‘ .
cans d’incidence, de parallélisme et d ortho_gpnahté o
] i r les mémoriser, d’une part, utiliser un sohde « mP?‘.: :
Elles foisonnely b o\, dautre part alléger le catalogue de ces proprictes grace ala

e 5 « Toute relation (parallélisme o orthogonalité) entre deux
e mplace chaque objet par un

lans) es1 conservée lorsqu'on re
¢me nature.”

at, 4 dessiner sur uné feuille la figure

e
i droites 0u P
«objels” (iéle 35
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TRAY
| AUX PRATIQUES l 0 CONFIGURATIONS DE L'ESPACE

1. Analyse dy probléme

Soit 4 R .
X cuv;:! ?rJ'leS trois ponts «de fuite ». La capacité de
dans unp pﬁi S(}?a naximale lorsque 4, I et J seront

1 : » le plus grand des deux
volumes obtenyg
Notre solution

. ; va donc s’organi (5 4 .

— déterminer |y Gk ganiser en deux étapes

2. Section du cube par |
Mettons en euyre par le plan (41/)

les techniques dé :
T e o ques développées dans le
— prolongeons les trac
€€ qui nous donne le p

— Ppuis le point K dan
La section du cu

¢s de (4J) et de Paréte (DH),
omt S

- ;3 la face arriere.

e par le plan (A1J) est alors le trapéze
AJKI (de bases (AI') et (JK) : « Deux plans paralléles
(ceux des faces dessus-dessous) sont coupés par un

".‘éme plan [plan (A17)) suivant des droites paral-
1&les » ).

Remarque : La figure nous suggere que J, H et K sont 2
les milieux de [SA], [SD] et [ST].

Cest vrai, et il est facile de s’en rendre compte par le

théoreme des milieux dans chacun des triangles SAD et

SDI, quitte a utiliser un « croquis » ou seraient mises a B K
plat les faces «latérale-gauche » et «arriere» du cube.

G

H

Fig. 30 » A b I

3. Calcul des volumes

Il s’agit de calculer le volume du tronc de tétracdre de bases DAI et HJK. La remarque
précédente prend ici tout son intérét; elle signifie en effet que le tétraédre SHJK est

1 e :
une réduction a ’échelle E du tétraedre SDAI.

Nous pouvons alors procéder de la maniére suivante (en désignant momentanément
par a l’aréte du cube) :

u Téiraédre SADI
Aire de la base :

a’ 12 -
=—, hauteur : 2a, d’ot le volume V| = =7 x 2a , soit :
4 o<
V,= =
m Tétraédre SJHK

1 3
1 = vl
L’effet de la réduction a I'échelle 7 donne comme volume V,, avec V, = (5) V., soit :

aJ

V,=—.
48

u Tronc de tétraédre

! 3
Son volume est ¥, — V5, soit o

e T V:ﬂ .
u Volume restant V=a3—4Tia , soit it

Avec a = 6 dm, le volume disponible est 1845 dm’,

263
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EXERCICES

EXERCICES  EXERCICES

RCICES

EXERC}C{’:’Si

%)
uj
o
§

£ L'ESPACE

EXERCICES | 0 CONFIGURATIONS D

_ T)
ire seize ('
ermet de lir jans

[45] Larbre couché
P deux ¢léments ¢

Le schéma ci-dessous 5
phrases en piochant un des

chaque casc : —
! droite,
-2 unC " oan

tﬂ‘{‘%
«Un(e) [
plan
(par exemple) el gment supe-
pourra lire :

droifte verticale €st... ?>
héve alors par

este..» W
Ainsi. en choisissant
rieur dans chaque case, on
«une droite paralléle a une dro! :
Il est clair que la phrase sa
i : hrases
L'exercice consiste a trouver toutes l!ez h[:)rizon—
qu'on ne peut achever a coup SUt pa

tal(e) » ou «vertical(e) ».

L'objet de cet exercice est la démonstrarion du

théoréme 2 (cf. Cours, p. 255). »
Soit [AB] un segment (4 # B), I le milieu .de_[Af;']
et 7 le plan médiateur de [4B], ¢'est-a-dire le
plan orthogonal & (4B ) passant par 1
1° Soit M un point de 4. distinct de I. .
Montrer que (MI) est orthogonale a ('AB_). Pre-
ciser la nature du triangle MAB et en déduire que
MA = MB .

2° Réciproquement, soit M un point de I'espace tel

que MA=MB.
Montrer que, pour M # I, (MI) est orthogonale

a (AB) et en déduire que M appartient au plan 7.

Le tétraédre régulier
Soit ABCD un tétraedre régulier. (Rappel : Toutes

les arétes sont de méme longueur.)
On désigne par £ le centre du cercle circonscrit

au triangle équilatéral BCD.

1° Montrer que A et ( appartiennent aux plans
médiateurs de [BC] et [CD].

2° En déduire que £ est le projeté orthogonal de
A sur le plan (BCD).

Les sphéres peintes
[D'aprés Nouvesux feux de l'esprit et divertissement: thémati
J.-P. Alem. Ed. Seuil) il

;:;l“éma"‘?'lgnd’ de billards a
'es incgales, Elles sont pleines ef fait
méme bois, La grosse pése 27 ki aites du
petite 8 -kilosrmn%es. pese 27 kilogrammes et la
marchand entreprend de repeindre son

pour enseigne deux

€nseigne.

Sl lui faut 900 gy

_ ) grammes
-g{::;?t:e (:gl:lém geémbien lui
portionnelle 4 I .suf’r?ai"??éiéﬁ??’““’ i

268

A4

« Voir dans ’Espace,

Les tickets de métro

Les onze tickets de
métro que I'on voit
ici «de dos» ont ctc
poses successive-
ment de sorte que 1
chaque ticket recou- i
vre toujours‘part.lel-

Jement celul qui a 5
été posé juste avant

lui. -y
Quel est le sixieme

ticket pos¢ ?

H
D

« Camembert »
Trouver trois plans découpant un cyling ;
huit morceaux identiques. !
Note : Clest la version épurée du célébre
du «camembert» : :
« Il est facile de découper un camembery
ceaux identiques avec seulement quatre
couteau. (Toutefois expliquer.)
Peut-on obtenir le méme resultat ayee
trois coups de couteau ?»

[51] Voici le méme cube, vu dans des

différentes. i
Quel dessin y a-t-il sous le quatrieme cul

X X[ (]S
Le cube truffé

(D'apres Rallye mathématique du Centre.)

Dans ce grand cube, tous
les petits cubes sont blancs
Ou rouges. Les rangées _
(horizontale ou verticale) B
dont les extrémités sont en :
rouge sont constituées de -
petits cubes rouges. Tous

les autres petits cubes sont [
blancs.

L N

2 On enleve une couche de petits cubes S

chaC_une des six
dessin du nouyeay cube,

€l arriére (e

essous (le nombre de « N TEE
olide est indiqug z}u?d?;m P o

chacun des solides

Donner Jeg vues de face, de droite, de gau
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m pDonner les vues (¢

fice, de droite, de gauche

‘: arriere du solide j-

tonlfﬁ‘ (il y a 11 cubes), &
L

Lever de Terre vu depuis la Lune.

«Un jour la Terre ne sera plus qu'un aveugle espace
qui tourne. »
JULES SUPERVIELLE

Patrons et maquettes

Une boite sans couvercle a la forme d’un pavé
droit dont les dimensions sont les survantes : bilse
de longueur 8 cm et de largeur 6 cm, hauteur 4 cm.
Dessiner un patron de cette boite :

a) dans une feuille rectangulaire de 16 cm sur
4 em;

b) dans une feuille rectangulaire de 10/ 610.=80r
26 ¢m. .
(Le patron doit étre une surface d'un seul lcnanl{
composée de cing rectangles, avec laquelle on es
susceptible de reconstituer la boite.)

On considére un pavé droit ABCDEFGH tel
Que AB=6cm, BC=4cm et AE=3cm.
19 Prteiain patron de la pyramide de sommet £ et
dont la base est le rectangle A8C ”..' :
2° Faire un patron du tétraédre AFC ,',”-ld s 9

ue peut-on dire des faces de ce (CUacare :

Découper dans une fe

paraliclogramme ABCD tel

ﬁn =5cm et BAD = 1200
S agit de fabriquer avec ce paralle

’ : brig z parallélogramme le

atron d'un tér: seuls les pli

I:isés)_ tClraedre (seuls les pliages sont auto-

Comment procéder ?

On a tracé une diagonale sur trois |
cube €n carton (¢f. figure ci-dessous),
En développant ce cube, on peut obtenir le patron

A ou le patron B sur lesquels il manque une
diagonale.

Tracer cette diagonale.

uille de papier un
que AB=10cm,

aces d'un

On a enlevé un hui-

tieme de cube au cube ini-
tial (en bleu).

Faire un patron du solide
obtenu en prenant 4 em
comme aréte du cube bleu.

Remarque : Tourner le
manuel (bas en haut, haut
en bas) : le cube évidé fait
place a une sorte de cube
jaune qui serait posé au coin d'une piece bleue.

Propriétés géométriques
des solides

On enléve du pavé droit ABCDEFGH les
deux tétraddres EAFH et CBDG.

Décrire le solide obtenu : nombre de sommets,
nombre de faces et prouver que les faces sont deux
a deux paralléles.

Représenter un tétragdre ABCD, puis trois
points P, Q et R distincts des sommets tels que :

— P, Q et R sont respectivement sur les arctes
[4B], [AC] et [4D];

— les droites (QR) et (CD) sont secantes en un
point noté /7

— les droites (PR) et (BD) sont secantes en un
point note J; ‘ _

— les droites (PQ) et (BC) sont secantes en un
point noté A. _ .

Conjecturer et etablir une propriete concernant les
points 1, J et K,
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) -

[Q_ﬂ Un coin de cube =
Le téetraédre OABC ~ AN M
a é1é deécoupé sur un
cube. O ¢tant un ;
sommet de ce cube. | el /
On designe par L, N 2 ¥
M et N les pieds ‘ \\
des hauteurs 1ssues >

de O dans chacun & !

des triangles OAB, ' 4

OBC et OCA. {

A) Propriéies géo-

metriques

I° Montrer que (4M), (BN) et (CL) sont les
hauteurs du triangle ABC.

[= Une droite (BC), un triangle OAM et un
theoreme : voila pour montrer que (AM) est une
hauteur du triangle ABC.

2° Soit H l'orthocentre du triangle ABC.

Montrer que H est le projeté orthogonal de O
sur le plan (4BC).

B) Calcul de grandeurs
On pose OA=a, OB=bh, OC=c¢ et l'on
designe par h la longueur OH et par S l'aire du
triangle ABC.

I Calcul d’aire

Exprimer OL en fonction de a et b, puis CL? en
fonction de a, b et ¢ pour en déduire que :

£ N
- \
’ >

nR__ — A

N\ N

S |
S? =Z(ar3.-_’r2 +b2ct+.c%a?).

2% alcul de longueur
En exprimant de deux maniéres différentes le
volume du tétragdre OABC, établir que h = ‘—;%?.

L ]

En déduire la « formule » —[~ =—+ — g
;! 2 al b_‘-‘ 62

«Tetraedre tri-rectangle » : pour des rai-

sons qui se devinent, ¢’est 'appellation officielle du
coin de cube.

Ur}:e derniere dréle de rencontre avee Fg
achever ce chapitre : Un autre My (

: : onde
bois, 1947), 4
Suivant que l'on regarde Iétre « mi-homme i
oiseau » posé sur le rebord d'une arche o . Mi-
de 'image, en pas ou en haut, les lignes vertic;
deviennent horizontales, le ciel inquiétan de?les
une sorte de sol lunaire, etc. : les points (e fuit
sont jamais ou ils sont censés étre, U8 ne
Il'y a 1a matiére a s'étonner et a réfléchir,

274

CHER pour
(Bravure sur

{9*] Le pavé droit ci-

ontre €5l tel que
‘(()]1 oB =4 . c!
oC =8 (unite -
cm).

oit M un point de
ool Les points N,

1. 7
Ep(')/et] Q, respective-
[08], [ACI et

[BC], sont coms-
truits ainstl :pdra”éle
N) est pq sle 3
E;MEA.)B), (MP) est parallele a (0C) gt (NQ)
Es[.

paralléle a ('OC’). '
ﬁ(}fﬁ‘iﬂqgg;ﬂfgﬂ‘ﬁéeest un rectangle,

p e dsdrise 0
gédﬁ?rpériqr?:?l’gg §:1 ggaiglgogﬁﬁg (iit «:l oe,:n::

par Si(x) = 2 \/§I(4 =i

[ Mettre a plat chacun des triangles 04p
OAC et utiliser par exemple le théoréme g, Thala

b) Montrer que I'aire du rectangle MNPQ o,
plus grande possible lorsque M est |o miliey Ja_
[04]. ¥

I Vérifier que lOI‘SC['llC M est le milieu de [OA]
I'aire du rectangle est 8 V2 et Prouver par g Cak:ui
que S(x)=8 V2 pour tout x tel que () Sx<4

T —— =
SSECLLTCRECE Y I gy
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VECTORIELLE

mathématicien le plus

JASLES est, avec PYTHAGORE et THALES, le nom de ¢
tion de

connu quand on sort du College. Qui n’a entendu parler de la rela
CHASLES «AB + BC=AC »?
Il est rejouissant que Thistoire des Mathématiques nous mette
queiques menues pirouettes :

MICHEL CH{\SLES (1793-1880) n’a
amais ramene dans ses filets de géo-
metre la relation qui porte son nom !
gil fallait vraiment €tablir une parter-
aité, les papiers seraient a faire aux
soms de CAYLEY, MOBIUS, BELLAVITIS
ot surtout GRASSMANN (¢f. p. 278).

qussi de coté

En revanche, il fit faire des progres
decisifs et spectaculaires a de nombreux
domaines de la Géométrie (transfor-
mations notamment, Géométrie projec-
tive...). Par ailleurs, il est de la lignée de
ces mathématiciens investis par I’ensei-
gnement de leur discipline : il inaugure
ja chaire de Géométrie supérieure de
ja Faculté des Sciences de Paris, le
72 décembre 1846, par un discours qui,
de nos jours encore, fait date dans
Ihistoire de I'enseignement de la Geo-

) l'[ .oe. f R >
Autre Tour Eiffel, ROBERT DELAUNAY.

Et puis, il y a I'anecdote...
Naif 2 Peu disponible ? Crédule ? Pas trés enclin aux affaires ? Un escroc réussit a
«vendre » 4 MICHEL CHASLES quelques parcelles de terrain situées... au Champ
de Mars, a Paris, domaine public ¢il en est, ou quelques années plus tard viendra
- se dresser la Tour EIFFEL.
~ Cela valait bien un clin d’cil.
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GENERALITES

| EGALITE DE DEUX VECTEURS

Rappels

Chacune des propriétés suivantes signifie que :
i g Rp———
m AB et CB ont mé :

me direction, méme se
longueurs 4B et CD sont cgales. , -

m ABDC est un parallélogramme (ou en AD -" j
[BC] ont méme milicu). HEHAD] <t ¢ SN

" C;;st la méme translation qui améne A sur B et C
sur D.

Pour traduire I’égalité AB=CD lorsque les points 4, B, C et D sont alignés, il nous
faut tenir compte de la triste mine du soi-disant « parallélogramme ABDC» : nous
dirons dans ce cas que ABDC est un parallélogramme aplati.

Milieu [ _ g
d'un segment Etant donné un segment [AB] et I son milieu :
w on a 'égalit¢ A/=1IB;
m si un point M est tel que AM = MB , alors M=1.

2 COMPLEMENTS

La notation & = Devant des égalités du type AB = _@ = EF = ..., on peut noter ce vecteur par une
lettre i =AB=CD = EF = ... (AB, CD, ... sont alors des représentants du vecteur i),

s Pour des raisons calculatoires (¢f paragraphe suivant), le vecteur 44 = BB = ... est
&y té 0.

appelé vecteur nul et note - . 3

De ce fait, I'égalité AB =0 ne se produit que lorsque A = B. - Mﬂ

leprésenta.tion Soit O un point fixé du plan. Pour tout vecteur #, il existe un

dun v int M unique tel que # = 'OM' (lorsque & =AB, M est le
o gﬂ::.lt'iéme sc?mmct du parallélogramme OABM ),

M

e

Q===

Fig. 3

. de i. notée lil, la longueur AB ou AB est un représentant

; Norme On appelle lluimt _’d(. iy 1l ”||/|[|_g" _ABg % R i
d’un vecteur quelconque de @i : @ =AB . Ainsi |AB] = AB . Notons alors q galite

¥ étant non nuls) se traduit par « et v ont méme direction, méme sens el meme NOrme.

281
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MULTIPLICATION D'UN VECTE(;,
PAR UN REEL

D’UN VECTEUR PAR UN REEL

—

| PRODUIT

————

Hai / ; i teur appelé i .
Définition | ,»\ un vecteur # et a un réel x, on associe un vec ppelé produit de ; Pary
xu , de fu,on que : & .:

le vecteur x# est nul ; x0= 0.

= 0
= Lorsque AB (A et B distincts), le vecteur xii est | Ve

ue ##0 et @=
;Alf_ors.?m-AM ou M est le point de la droite (AB) d’abscisse da '

repére (A, B).
____-_H_'_"""-—_

-~

. «Direction, sens et norme du vecteur x#»
Remarques | Cette définition lmpose (¢f- Activités Préparatoires) que pour # # 0 et x« 0.

 les vecteurs i et xu ont la méme direction ;
= i et xu sont de méme sens lorsque x > 0, et de sens contraires lorsque

w la norme de xi_est égale au produit |x| x [#] (|x| : valeur absolue de 5
2. «La relation AM = xAB » traduit donc les deux propriétes :
m M, A et B sont alignes ; m le point M a pour abscisse x dans le repére (4 ;

3. Noter que I'égalité xi = 0 ne peut se produire que lorsque x =0 ou # = ).

1. Par lecture directe sur la graduation ci-contre, on a, avec
A B

Exemples 1. : .
+=_" _‘=——+ _*=—* _»= 71 1 1 s
u=AB: AC 2u,AD 2u,AE 2u , mais aussi c s
s D e 5
CD=u, BC=—5u,EB=—u,etc- =
2. Les points 7 et J étant les milieux de [4B] et [AC], A

|
nous avons (1J) et (BC) paralléles et 1J = - BC (d’apres le
|\ theoreme des milieux, p. 218)
Ainsi 7J et BC sont de méme direction, de méme sens et I J
1
i1J=- BC.
2 \
T . TAY i ) e B e
out se trouve reuni pour pouvoir écrire /J = 5 BC. Fie.!
2 PROPRIETES ALGEBRIQUES
eSS e g
Pour tous vecteurs i et v et pour tous réels x ety :
s ia=xi+yid;  w(x-y)i=xi- Y ;
= (i + V)=xi+xv; mx(i- V) =xii - xv.

Nous a
dmettrons ces propriétés qui incluent les résultats les plus namurels auxquel *

est en droit de s’attendre. Par exemple : i+ i = 24 i (=3)ii=~(3id) quelont
simpl e 2
piement i ’ {- 2)(3 “) = - -i u; v= di él]uli"ill.l( A @ =.% ¥ . etc.
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3

Exempie |

Exemple 2

Note

e % AB . On conclut de méme AC =

‘i:h COURS I I LES VECTEURS

UN BRIN DE TECHNIQUE.

Un brin de techni

Me distrait

J'ose imaginer qu'un jour

A nous deux quelque chose d'utile produirons...
ALBERT EINSTEIN

que, de temps en temps,

Soit deux points distincts A et B et ii = AR .

Le point O étant fixé, Congtruire le point M tel que OM =xii pour les valeurs de x

suivantes : x= -1, x== ¢f x= _l_

et e Agtatn”
= Construisons d’abord / tel que #=0/ (OABI est un ; :
parallélogramme).

= Le point M tel que OM =xii ou encore OM = xOI

est donc le point d’abscisse x dans le repére (O, /). Fig. 10
Ainsi, dans la figure 10, les points M,, M,, M, correspondent aux valeurs :
K= s = —lef Y =—£
3 T 2 3 oy

! |
Soit [AB) un segment et C le point de [AB] tel que AC = EAB 4
Trouver une relation entre AB et AC, BC et BA, BC et AC.
= Une figure s'impose (on marque le partage en 3).

= Le point C est aligné avec 4 et B et son abscisse dans le L,,(r/"”{j

; ifestement —.
repére (A, B) est mani 3 Fig. 11

Ainsi A’Tﬁ":%,ﬁf (ou AB=3A4C).

On peut aussi remarquer que AB et AC sont de méme direction, de méme sens et que

AB .

|

= Avec I'un ou l'autre des deux points de vue ci-dessus, on obtient :
r 2= < -5
BC = 3 BA et BC=-2AC

(puisque par exemple, AC et BC sont de méme direction, de sens contraires et que
BC=24C ).

Nos deux exemples évoquent des techniques (construire des points, ecrire des

épalités ) dont Péude mérite d'étre approfondie @ ce que nous ferons en
gl St . = g

Travaux Pratiques (T.PCA).
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vV

!] TRAVAUX PRATIQUES I l LES VECTEURS

1. La démarche générale

Pour étudi 16t6 :
i g:erédgs proprictés d'une figure géométrique a laide des vecteurs, on
general en trois étapes, selon le schéma suivant :

propriétés ;

connues  }——— ETAPE 1 relations
de la figure on traduit vectorielles

.
- - [ ETAPE 2 C';“ tlransf "i"'“:e
autres " =T (Chasles, calculs...)

Proprictes = l"{\:PE J relatfzns
de la figure on traduit vectorielles

]2_:3 Lf; 'éta‘pes de «traduction »

S theoremes « passerelles» entre les fi -
Les gures el les vecteurs constituent le bagage
indispensable (¢f. la planche VECTEURS, page 373, pour un tableau récapitulatif des

résultats essentiels), sans oubli ] !
ey ) oublier «un brin de technique...» (¢f. Cours, p. 285

3-, L’étape de transformation des relations vectorielles

Cest.la partie l‘a plus délicate a conduire... ne le cachons pas, avec I’assistance
technique des régles de calcul et de la relation de Chasles (somme toute, quelque
chose de simple).

Justement, il ne faut pas se laisser abuser par cette apparente simplicite.

Pour éviter de passer quelques veillées studieuses a « tourner en rond» dans les
calculs («en veux-tu, en voila», avec pour maigre consolation de devenir un
virtuose de la relation de Chasles!), il convient de ne pas perdre de vue :

= ce que I’on sait : les relations vectorielles dont on dispose au départ ;

= ce que I’on veut, d’ou les interrogations légitimes, les voyages a tatons et les
petits pas : «Quelle propriéte dois-je prouver ? Comment la traduire par une
relation entre vecteurs ? Je saurais faire si j'avais...»
Cette démarche d’analyses et de recherche est mise en
exercices précédents : rubrique « Recherche».

évidence dans les deux

m Un probléeme d’alignement D’un parallélogramme a un ;utre e
i es s¢ haque coté du parallé-
7 et D' sont données sécantes Sachant que sur ¢ _ :
Lﬁsodfgt!t?ZB)eeg (CD) sont paralleles. logramme ABCD, la graduation est r?gl_l-
eSoit 7 et J les milieux de [4B] et [cp]. licre, montrer que /JKL est un paralle-
Montrer que O, I et J sont alignés. logramme.

C or

)

D
IZ But : Une relation entre ol c{t_)_/?»}-l - I:'EE/ Prolongement de ces deux exer-
i ¢ y
Pistes : OI et OJ en fonct_mnqdc oo R
Que dire de la configuration
e —————
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EXERCICES EXERCICES

EXERCICES  EXERCICES EXERCICES  EXERCICES

EXERCICES

EXERCICES

ERCICES ~ EXERCICES ~ EXERCICES

APPLICAT!

Egalité de deux vecteurs

E] Observer Ia [
figure ci-contre el -
écrire toutes les ega- LA e
litess  vectorielles gl gl | 46
qu’il est possible !

d'en déduire. = ’
Quels sont les i lph | LF
milieux de [47]; e
e, [DG] et f

[HG]? c_Liu IR

Justifier les réponses
par des égalites vectorielles.

@ On considére un parallélogramme ABCD. Le
symétrique de B par rapport a 4 s’appelle 7 et le
symétrique de D par rapport a C s’appelle J.
Comparer 74 et CJ et en déduire la nature du
quadrilatere 74JC.

[3] Le triangle ABC est donne et les points M et N
sont tels que MC=AB et NB=BC.
Quelle est la nature du quadrilatére AMBN?

[4] Tracer un triangle OA4B isocele de sommet O et
construire les points M et N vérifiant OM = A0
et ON=BO .

Montrer que ABMN est un parallélogramme... et
plus encore.

Norme d’un vecteur

ES__] Le point O étant fixé dans le plan, pre-
ciser quel est I’ensemble des points M tels que

oM =2 .

[_?_I Reproduire la
figure ci-contre sur
quadrillage et cons-
truire les points 4 et
B tels que OA=i
et OB=v.

Avec pour unité de
k?ngucur le coté
d'un carreau du quadrillage, calculer lo4l, |oB|
et |48 et préciser la nature du triangle ABO.

Que dire de M si :

a) AM = AB 7 b) |AM| = | AB|
Un rectangle ABCD est tel que |AB| = 2V3
et |[AC| = 4.

Caleuler |BC|| et IBD|. Construire ce rectangle.
294
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Addition des vecteurs

@ Reproduire la figure ci-
contre et représenter dans |
chaque cas un vecteur égal | 4.
4 la somme indiquée :

a) AB + BC ; L
b) BA+ BC ;

§CO+CE;

d) DE + CE ;e) DC + EF .

L’intrus

Soit ABCD un _parallélogramme, M e y
milieux de [AD] et [BC]. Un intrus ses g“'e_\_
dans la liste suivante, le debusquer : N
AD + MB+ NA ; AB + MD + CM ;
CM + MA + MD + AN ; BM + BN + Dj .
CM + DN + AD .

B

Le triangle @_B_C étant dﬁné, placer les poin;
D et E tels que AD = AC — AB et AE=A4B-J
et préciser la position des points 4, D et E.

@ Vrai ou faux?

Sil'ona AC +BD + CE+ DA + EB=0, alosi
est impossible que les points 4, B, C, D, E etf
soient tous distincts.

Le tangram (puzzle d’origine chinoise)
Dans chaque cas, rem-
placer «x» par le point
convenable :

a)ﬁf'+E_i:=F;
b)EA=FE-Gx ; F
¢)EI+GH=EC-*F.

D (
Soit ABC un triangle, B’ et C' désignant [*
symétriques respectifs de B et C par rapport ¥
point 4. On pose # = AB et v = AC.
a) Exprimer en fonction de i et v chacu
vecteurs suivants : -0
Bidy AC': BCi €B; €8
b) Quelle est la nature du quadrilatére BCB
¢) Déterminer AB' + EE; CA+ c4;
BC+BC ; C'B+CB.
Soit ABC un wiangle rectangle en 4.
Placer les points D, E, F et G tels que *_
AB+AC=A4D; AB-AC=AE;
CA+BA=AF; AC-AB=AG.
Quelle est la nature du quadrilatére DEFG!

n 0

] (“ 1

ol
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' CICES s VECTEURS

g
oc les théorémes
A 2 projection et de Thales

rsivons !érude_ des'ﬁgures géométriques

o " des vecteurs. en impliquant le théoréme de

Gl on (cf. Cours. p. 287) et celui de Thalés
3 k ?]Wm’ p' 238).

Selon la légende, le théoréme qui porte son nom
aurait permis a Thalés de mesurer la hauteur des

Mais a vrai dire, personne n’en sait rien...

E La tourniquette sur un pentagone

On definit une tournmiquette sur un pentagone
ABCDE en partant d’un point I de (4B) et en
atteignant successivement les cOtés du pentagone
en J, K, L, M, N, P.., le trajet restant tou-
jours parallele a une diagonale ((1J)/(4C),
UK)/(BD), (KL)/(CE), etc.).

A M E
I Montrer que N et / sont symétriques par
pport au milieu de [AB].

;"‘W de la relation Al = xAB (x réel)lxero-
,.\.'-: I €L projeter encore... jusqu'a récupérer BN en
%’g‘:ﬂ* BA. r

2" En déduire que la tourniquette se referme au

.; Poser le probleme de la tourniguette sur un
—, '.r .I mln e’- le réseudl'.e.
" On peut se dispenser entiérement des vecteurs !

66] On  donne un A
triangle ABC et un
point M de la médiane
(Afi (/ : milieu de
[BCY).

Les paralleles a (4B) et
a (AC) issues de M
coupent (BC) respec-
tivement en P et Q.
Montrer que [/ est le
milieu de |BC].

IZ Partir d’une relation de colinéarit¢ [P = xIB
(x réel).

B P 1 0

On considére un carré ABCD, I et J les
milieux des cotés [4B] et [BC] et K le point
d’intersection de (4D) et (IJ).

1° Montrer que KA=BJ=JC.

En déduire la nature des quadrilatéeres AKBJ
et AKJC.

2° Montrer que (DB) est orthogonale a (KJ).

3% Quel point remarquable du triangle BDK est le
point I?

En déduire que les droites (DI) et (4J) sont
orthogonales.

La toile d’araignée

Dans l'une des deux figures ci-dessus, on a
(4B)/(A'B’), (BC)/(B'C"), (CD)/(C'D")
et (DE)J(D'E").

Que dire des droites (E4) et (E'4")?

Les diagonales du
quadrilatere ABCD se
coupent en /, la paral-

lele en A a (CD) ren-
contre (BD) en P et la A
paralléle en D a (4B)
rencontre (AC) en Q.

19 Justifier existence
de deux réels a et b tels
que :

D ¢
IA=alC et ID=bIB .

20 Quelles relations de colinéarité en déduit-on

pour IP et ID d'une part et pour 10 et I4 d’autre
part ?
3% Montrer avec la réciproque du théoreme de

;[;halés que les droites (PQ) et (BC) sont paral-
les.
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A retenir

Exemple

“

Propriétés
algébriques

Théoréme 3

Exemple

306

B couns | 2 ctomtmie anaLymaue

COORDONNEES

I'nfongons le clou :

le repere (O, i, J) signifie OM < ,;

. : ans Al e v
(x, ) sont les coordonnées de M dan e (B j) signific @ = x; ., I

(x, ») sont les coordonnées de # dans

X
¢ ] B
. vl | et a(x,y) ouu ( )
On note indifféremment M (v, ) ou M (‘) )

7 A nous posons
Le parallélogramme ABCD étant donne, P

fedBet j=AD, . . -
IBans lee l'é!})érc (4,1, /), nous avons A((IL 0),35;?((11’0)) "
C(1, 1) et dans la base (7, /), AD(0, 1), ?

PROPRIETES DES COORDONNEES

Soit (7, j ) une base, i (x, ) et v(x', p') deux vecteurs. Alors :
i=0 équivaut a x=0 et p=0;

4=y équivauta x=x' et y=y’ ; :

4+ ¥ a pour coordonnées (x +x’', y+p');

au (o réel) a pour coordonnées (ax, a ».

Ces propriétés «naturelles», faciles 3 mémoriser et a démontrer (cf. exercice 4
conduisent aux résultats importants suivants :

Soit (0, 7, j') un repére du plan et deux

Tep °t deux points A(x,,y,) et B (x5, yp)-
= Dans la base (7, /), le vecteur AR ap

our cordonnées (x, —x,, y, =)
® Le milieu / de [4B] a pour coordonnées x4t %, Y42V

s Vi = 2

Ce sont les propriétés al

geébriques qui livrent ces résultats, moyennant
L. la relation de Chagles -

(version «différence ») : 77 — OB - 04 ;

2. une propriété dy milieu (cf. chapitre 11, 0. 286): Of= -1~ (04 + 0B) .
2

Quelles sont [es coordonnées

(¢ figure 4)7 de AB dans la pgge ) 9% [ s

P r . 1 -“ t_‘-—_"“ ju

{(ﬁ;éir)}du qua?irlllage il permet une Jeetyre directe plus \JJ
e que e recoyrs Systématique gy théoreme 3 , [T

(_songer & Chasles), e 2 I audl

A Pévidence, 47 - ST~ 2], soit AB(S, - 2), | mLEAs ]

Fig,d. > L |___, (.

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Seanné aver CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

Scanné avec CamScanner



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

m
:
E
&



https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

L__h TRAVAUX PRATIQUES | 2 Gtomemie ANALTIQUE
—

» Clest dans notre capacité a exprimer les_ giifférenles Notiong "
(alignement, parallélisme, distance, orthogonalit¢, ...) dans ""a_cun deom
figures, vecteurs, nombres, que tlch(a notre savoir-faire en G"'"mi‘trie Oy
Et 1a-dessus, la planche de Géométrie analytique (cf. p. 374) rengy, o by
incomparables ", ' €5 1ol
w» Signalons aussi quelques «ruses» permettant de simplifier Certaip.
d'alléger certaines démarches. Par exemple : oy
— réaliser une figure pour «voir», pour conjecturer; .
— sur un quadrillage, il est facile, et c’est habile, de lire les Coord
certains vecteurs sans calcul (par exemple, les vecteurs dont les « e"tfémig”*" .

|

des nceuds de quadrillag_e); _ ' Sop
— pour vérifier si un triangle ABC est rectangle en /g la mg:thode CAB |
est moins colteuse en calculs que la méthode « AB”+AC*=pc?, G,

[i] Les données restant celles de I'exercice  1° Trouver dans la « figurey :

résolu, trouver un triangle isocéle rectangle  _ trois points alignés ;

et un trapeze isocele dont les sommets sont i e =

parmi 4, B, G D et E. — trois triangles isoceéles ;
: — trapeze.

IZ] Dans un repere orthonormal, on consi- i

dere les points 4(2, 7), B(S, 6), C(11,4),  2° Soit F le point de (DA) d’abscisge 4

D(5, 1) et E(1, 4). Quelle est la nature du quadrilatere ABFE»

Un autre procédé de repérage

Une demi-droite d’origine O étant fixée

dans le plan, un point M peut étre

repéré par un couple de deux nombres :

— la distance de O a M ; ("‘\‘
— l’angle (mesuré en degré ou radian) K0
entre les demi-droites [Ox) et [OM) q
(avec la convention d’effectuer les

mesures en « balayant» toujours dans le
sens inverse des aiguilles d’une montre).

Ainsi, dans la figure ci-contre Fig. 10
(¢f. figure 10), ou les cercles ont pour
rayons 1, 2, 3, .. le point A est repéré
par (4,60°) et B par (3,210°).

Ce sont de nouvelles coordonnées, appe-
lées coordonnées polaires. Les RADARS
sont des exemples d’instruments de
repérage utilisant les coordonnées

polaires.

Radar au Soleil couchant.

(1) Nous n'hésitons pas a faire de |y swpuba  Pusage montre qu'll ne s'agit pas d'une publicite mensongére...

312

Scanné avec CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

V

7 EQUATIONS DE DROITES

e ——————

TRAVAUX PRATIQUES I 2 GEOMETRIE ANALYTIQUE

Eierd?ﬁ Soit D la droite d’équation 5x + 3y - 1=0 etle point A(- 1, 1).
réso

o Détermi SR
'lw g;inm.ner une équation de la droite paralléle a D passant par A.
rminer une équation de la droite perpendiculaire a D passant par A.

Notons que la droite 9 a équati 7

_ yant pour équation Sx +3y—1=0, le vecteur (-3, 5
un vecteur d ’ - 7 y sk
o = o ;'t b'i"%’i“f de D (C'est le «fameux @ (- b, a)» (¢f. Cours, p. 308) avec
1° La paralléle a D passant par A

321’;1 ./_(Ilgeiéect(i{lmtg. Nous connaissons un point de 4 (le point A) et un vecteur directeur
- I u, car deux droites paralleles ont les mémes vecteurs directeurs). Nous
renvoyes a la situation décrite en cours (cf. exemple 1, p. 309) :

M (x, y) € 4 équivaut & AM colinéaire 2 @ ou encore det( AM,i)=0.
£+l = 3‘

Avec AM(x+1,y-1) et if(-3,5), on obtient | 5
$=

S(x + 1.)—(~ Hy-1)=0.
La droite 4 a donc pour équation 5x+3y+2=0.

=0, soit

2° La perpendiculaire a D passant par A

Soit 4" cette droite. Nous avons cette fois :

M(x, y) € A' équivaut a AM orthogonal a i que nous savons traduire par une relation
entre les coordonnées grace a la condition «xx’+yy’=0». Avec AM (¥ Lgi— 1)
et @(— 3, 5), on obtient —3(x+1)+5(y—-1)=0.

Une équation de 4’ est donc —3x+5y-8=0.

si ces méthodes ne sont pas uniques
travailler avec les équations réduites, les

= Voici le schéma général :

Soit D la droite d’équation ax + by +¢
1. @i (— b, @) est un vecteur directeur de
2. Paralléle 4 & D, passant par 4
M(x,y) E 4 se traduit par AM (x — X,

M(x,y) E A" se traduit par AM (X — X,
—b(x2x0)+a(y—yn)=0 (condition

— numériquement : ainsi, ¢
vérifier les équations trouvees pour A et

s Ces exemples ont valeur de modéles concernant les méthodes employées, méme

a(x - x,) + b(y —y,) =0 (condition det(AM, it)=0).
3. Perpendiculaire A" a D, passant par 4

= Il est souvent possible de controler les résultats obtenus :

— j (. en dessinant les droites ; _ .
garens dans notre exemple, les coordonnées de A4 se doivent de

(on pourrait envisager, par exemple, de
coefficients directeurs...).

=0 et A(x,,y,) un point de D.
D.

,¥—¥,) est colinéaire a @ (- b, a), soit

.,y —¥,) est orthogonal a (- b, a), soit
d’orthogonalité « xx' +yy'=0»).

A

[@] On donne dans un repere orthonormal
les points A(1, 1), B(2,3) et C(4, 2), =

1o Donner une équation de la droite 1
passant par C et parallele a (AB{J‘ .
ite ) renc s 'axe (Ox) en £

o La droite 9 rencontre I'axe (( E.

Quelle est la nature du quadrilatere ABCE"

@ chréscn.lcr dans un repére orthonor- |
mal (O, i,/ ) les points 4(- 3, 1) et

B (2, 2), la mediatrice de [4B] et la hauteur
issue de O dans le triangle OAB.

Donner une équation pour chacune de ces
deux droites,

e —
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= Le choix du repere
Il est dvlmportanca
ou/et a bien des

problémes qui guident ce choix : au

m Les étapes de la résolution

la méthode employée.

- un mauvais choix peut conduire a des inextri
;i ’ calculs inextricables
maux de téte... C'est «I’habitude»,

la «fréquentation» des

repére 4 adopter ssi, en Seconde, indiquerons-nous toujours le

Les éta ST :

e soglesdgue nous avons m,d’uquecs organisent la réflexion et la recherche. On

oIl 1 Ao A{[lﬂ pas négliger I'étape 3 «choix de l'outil analytique» qui, méme si
pparait généralement pas dans la rédaction de la solution, fonde cependant

Les surprises du format commercial

(CL TR 2, ex.2, p. 199)

Il est d’'usage (et c'est commode) que les
feuilles de papier machine aient un format

égal a V2 (format d’un rectangle

largeur

1 Vérifier cette propriété pour le format A,
(format commercial) dont les dimensions
sont, approximativement, 21 cm et 29,7 cm.

o Effectuer sur une feuille de papier
machine les tracés indiqués ci-apres I estle
milieu de [BC1). Quelle conjecture peut-on
faire sur les droites (A1) et (BD)?

1ongueur)

30 On choisit le repére orthonormal
(B, 7, ] ) tel que :

§Z=af et BE=aV5.?.
ftablir que (AI) est orthogonale a (BD).
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ACICES |2 GEOMETRIE ANALYTIQUE

g°
placer dans un repére orthonormal Jes

]&'
ﬁ ,4(-;- 1)- B(l, - 3), C(‘%.-S) et
als 4 )
I:Pglﬂ N
‘2’ - g 1
U= arer les distances AB, BC, CD et DA.
&gmgi’d““'o" surla nature du quadrilatére
(0’

';’pcﬂ“g ” dﬁﬁ‘;f? le résultat précédent sans
fer 0F

ﬁ prcore des preuves

les résultats concernant 1'g

prov dare rthogonaljté
an droites (¢f: théoréme 7, p. 310), gonalité de

@ i ou faux
| ne des droites ci-apres est soit paralléle
si* orthogonale a la droite 4 d‘équatior’i

0 = o
Jx_zyi'l 0

3

- o
9;;y=-1,5x+0,5, D, : _Zx+‘5}"'1=0

9,:2x=35 Dy:2y=3x.

figures dans un repére

56] Soit 4(2, 3) et B(—-2,7)- - ;
Donner les coordonnées de deux points CetDde
fagon que'ABCD soit un carré (il n'y a pas qu une
solution).

(53] Les points 4, B, C et D sont définis par :
A(- 2, 4), B(=4,0), C6. ~ ), DO,
Que représente le point D pour le triangle ABC?

Fon : «e passera rien sans figure.
17 14 encore, § 08 fure (utilisr e quadrillage,
Donc : figure

es

. on mnsidére- les poiﬂtﬂ A(zv 0)’ B(- l| ‘/i)
eltﬁm:e, que le iriangle ABC est équilatéral,
% Déterminer Les coordonnées du point D tel que

Les exercices 59 et

POffl!s a mordonﬁfége‘m‘ en scéne la notion de
entiéres, Comme leur T T

nom l'indique, ce sont b e |

des points dont les deux

coordonnées sont des | ]

entiers relatifs, et !

Sur' un  quadrillage -

muni d'un repére ad ' 1 | ‘
J

| = -

hoc, ce sont simplement :
les noeuds du quadril-
o 0| |

Dans un rectangle

1* Combien y a-t-il de points 4 coo ¢

C rdonnées
entieres dans le rectangle OABC, «bords» com-
pris, avec A(10, 0), B(10, 6) et C(0, 6)?

2° Méme question A(10
C(0, 30). avec A(100, 0), B(100, 30) et

| E L—L} : 2 intervalles, mais 3 piquets ;

3 intervalles, mais 4 piquets ; etc.

Sur un segment

Soit D la droite d’équation y =

X

3"

1° Soit 4 le point D d'abscisse 18. 10
Combien y a-t-il de points a coordonnées enticres
sur le segment [0A4]7

2° Reprendre la question précédente avec A
d’abscisse 210.

I7 Que dire de Iabscisse des points de [04] a
coordonnées entieres ?

Quelle est I’aire du « triangle» IJK ouT'ona :
1, V2 - 1), J(V2, 1) et K(2,2V2 - 1),

I7 Les guillemets : « » ; sacrée piste!

Dans le plan muni
du repéere orthonormal
(Oxy), on considere le
triangle OAB ci-contre
(OAB est rectangle en 4 4
et 0A=3, AB=4):

Quelles sont les coor-

données du point A4 ?

IZ Cest moins compli-

qué qu’il n’y parait : 3
a Calculer les coordon- ol
nées de B.

s Exprimer a 'aide des
coordonnées (x, y) de 4 (on a x> -0 et y> 0),
les coordonnées de 04 et de AB. 1l reste a
exploiter 04 =3 et 04 LAB ...

B

Y =

Chacun des triangles ABC, IJK et POR pre-
sente une particularité... a découvrir :

a) A(-1,1), BIV2 -1, V2 + 1),
c(V2-1,-Va+1);

b) I(-3, -4),J3,2), K(-3V3,3V3-1);
¢) P(1,2), 05, 2), R(3,2 +3V2).
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i | 2 ctomeTrie ANALYTIQUE

‘i.‘l." jcE
& §
ye r.oblernes Le drapeau rouge et noir
uemom strie Idfm::sli):au :Bdessous est un rectangle ABCD de
geo™" 1c Gt B o Mniqt q‘f{m:ﬂ AD =30 (unité : le cm). Le
.-ur!‘fl‘"""‘,' [ égalem it e P a 25,6 bty
.nl-”'“ r't‘!’t}r;.-":t rg:» = RER I dans MOT;HGC e bg}d (o) S
g i problémes . T que est le projeté orthogor =
. ,,;w.,,f e :;mmet C sur la diagonale (BD). ket ﬁ
) ctang o Repere ortho : :
.ﬂfﬁ"." :‘;weur dans le «raisonnement » suivant : {AD)-p e ﬁ
Iﬂ‘ﬂfijq‘(p un recyi[‘gte‘ Qﬂ a dans le repere '

.F"i.i,:l_ avec i=AB et J = 4D, ':IEU’ 1) et

o
B e - e |
L gion d'orthogond Fx Tyy =00est &
p’ oar les coordonnées de AC et BD : o
gl lx(_1)+1x]=0. 25
. diagonales (AC) et (BD) sont perpen-
s .h.,'q et donc ABCD est un carré, » L({_Jl
{res
g S,
(9]
o
w
x
L
Le repére (Oxy) est orthonormal. On consi- 0
dére les points 4 (5, 0) et B(0, 12). &)
{° Donner une équation cartésienne de la droite %.%
(AB), puis de la droite passant par O et perpen- =
_ £ cauti diculaire a (AB). ()
Les neu ‘iﬂms C En déduire les coordonnées du point d'inter-
Yoila neuf carres (¢f. " section H de ces deux droites. n
ﬂ'w““_“’)- \ LS \ J 2° On projette orthogonalement A en 1 sur (Ox) et 5]
Montrer que - \ B en J sur (0y). D B
(AB}_L(CD), Montrer que la droite (IJ) est orthogonale a la & \
(4E) L (BC). médiane issue de O dans le triangle OAB. Eﬁ u
[Z Un repére ortho- NOTE» Ce résultat est général : nous voulons dire '
womal dorigine A { \ \ J = " - rd
; el qu'il est vrai pour tout triangle rectangle A0B de 9]
bign choist. Ab— D sommet O. o |
o
o
% Les deux rectangles « Attendu au coin du bois» 4
bt o . i e ] Ll
Deus rectangles de mémes dimensions a et b (D'aprés Rallye mathématique sans frontiéres (Aquitoine. Aragor. Galice,
fh b.)gtl] > Sont disposés comme dns Ia Mid: Pyréndes, Pays Bosque) 1983)
it Pt ] gn te{rmn lbglst;i a {a fogln:mzi d’un triangle relcﬁgle @
2 > t perpen- ont les cotés de I'angle droit mesurent et
mﬂ n!l(cr qu&lgldlagoﬁzlig%;f)dgel,:izg_: SHESD 0.4 km. Les arbres ont éé plantés «tous les g
oo Jagon e 10 metres » comme l'indique le dessin ci-dessous. o
I7 Un repére orthonormal d’origine O tel que Combien y a-t-il d’arbres sur le terrain, bords %
4la, 0) et C(0, b). compris ? T
&
oe)
(s}
O
o
3
f N
s Q
1 10 m 10 m A <
l‘ st . o e
m> | e 0
et pt—tt 10T \
I! | | b= W= |

I Les exercices 39 et 60 peuvent aider,
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- -xmk\‘m f

(25 Cavaliers d’ESCHER, encore lui,
"Unstitueijl'll“. exemple étonnant de
L\;.l\”.lge perl("('l'lt..]ue du plan, que nous
[ senterons 1Ci comme «une famille
. figures planes a motifs répétés régu-
lii‘f"me[.n et recouvrant tout le plan ».
gien SUI; 1_es_mc:t1fs peuvent varier a
jnfini, MAIS il ny a que 17 maniéres
jo les reproduire! 1l faut interpréter
« resultat relativement récent (fin du
(X’ siecle) de la maniére suivante : si
pon classe ces pavages a l'aide des
ransformations usuelles qui les laissent
ivariants, alors il n’y a que 17 fagons
de les classer.

C’est durant la seconde moitié du
XIII° siecle que la sensibilité arabe
créa cette merveille architecturale
quest ’Alhambra de Grenade,
riche, en particulier, de pavages en
tout genre, mais tous exempts de
motifs animaliers ou humains (cela
est di aux interdictions de I'Islam
de telles représentations). Et
comme l’explique MARCEL BER-
GER (I'un des plus renommeés géo-
meétres contemporains) : «il est
légitime de penser que c’est préci-
sément cette interdiction qui,
empéchant l'originalité des artistes
de se développer dans la création
de motifs orginaux, les a poussés a
développer leur originalité dans les
facons de répéter les motifs». On
trouve en effet a 1"Alhambra
presque la totalit¢ des 17 fagons
de paver.

C’est en mai 1936 qu'ESCHER visite
I’Alhambra (pour une deuxieme
fois), et la que commence «sa
promenade solitaire dans le jar-
din du remplissage périodique
d’un plan...»
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GENERALITES

Le tableau qui suit rappelle les généralites relatives aux transformations usuelles
symétries axiales, symétries centrales, rotations et translations.

]
; e P :
formation SMEPS Imﬁ el illustration %flsvai:-'iants
transforma: o .
: : M
j 3451 %E i | les points
el de 4
wsi M@4, destla| 4 v
médiatrice de [MM']. 4 7

symétrie = est . le m;ﬂeu de | — 1 W le centre 7
centrale MM']. :
de centre TS s _ : o
;’WI ’ - I M'
P 3 g Siﬂ’il=0,M =.O,
- rﬁtaﬁ'dll : '._?-%i Me,t: 9\:,5%1101'5 : ; 4 6 contee. 0
de centre '0_;’ DM*= oM
gangle’ @i | \§oM'=a. M
|_sxd _,.-’” : :
d _._—'u-ll 2 — B
e —AE i aucun
: | (MABM' estun paral- | .
|élogramme). » o |
T AT, ST IR '.-.rﬁ—‘u-m— = == . — mes ek TN

Remarq!;f Jion d7axe A est aussi appelée symétrie orthogonale par rapport a A.

X }[?o;: rztations jouent un grand role en Géon:aétrie : celles d’angles '90." (quart. de
:uur)”f'o" (liée au triangle équilatéral) et 180° (on retrouve la symétrie centrale)
(¢f. planche T.P. C, p. 337). - _ .

s La rotation d’angle 0° ou 360"..., de méme que la translation de vecteur nul laisse

tous les points invariants : pour tout point M, M' =M. Cette « transformation » est
baptisée transformation identique ou encore identite.

£ Qane enatendn (une fnic nonr tnntesd dans le cene direct (cenc inveres dee aionillee diina manteal
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Ij'u TRAVAUX PRATIQUES

I

(res ul connaitre 165
gl (res utile de |
i uilatéral et le carre.

triangle €q
A
/i
!
|
N
,-/ i ' \\

4 # UI o
il | ~,

s réflexions d’axes (04) (0OB) et

transfo

Troi
(0C).

Trois rotations de centre 0: .
les deux « tiers de tour» (angles 120° et

rmations usue

240°) et... I'identité (inévitable)"//ﬁ

l ; TRANSFO RMATIO NS

L ———————— e —

——
s qui laissent invap,

[les qui k NVarig,
e

D ¢
\ | "l |
b | .,
P
).
/'l:('JI
e
/!
% !
A ; e - B
|
4 sflexions d’axes | 2 dic
upatre réflexions €5 medianeg

ot les diagonales.
Quatre rotations de centre O les deyy

quarts de tour((c'iirect et indirect), |
demi-tour (symetrie S,) et... lidentité.

e 7
—

m Un triangle dans un triangle
Le triangle ABC est A
équilatéral. On
construit sur [4B],
[BC] et [CA] les
points P, Q et R tels
que :

AP-BQ=CR.
Etudier le triangle
POR. B

I¥ Soit r la rotation d’angle 120° dont le
centre est le centre du triangle équilatéral.
Images par r de P, Q et R?

Partages d’un carré

Découper un carré en :
a) huit triangles superposables ;

b) quatre hexagones superposables.

[= S’inspirer de I'exercice résolu.
chacune des questions N—O N
suivantes : : :

a) Cette figure admet-elle un axe de syme-
trie ?

b) Cette figure admet-elle un centre de
symétrie ?

[B] La figure ci-contre
est-elle la réponse a

336

f_ enp S -
a Cene, SALVADOR DALL (1955)

(« i !
La communion doit ére

syméirique. » DAL
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. TRAVAUX PRATIQUES ' 3 TRANSFORMATIONS

| cALCUL ET COMPARAISON DE GRANDEURS

Exercice Pink cherry-trees and white apple-trees
D'aprés Problem-solving Through Problems, Loren C. LARSON.

resolu éﬂ. SPRINGER VERLAG.) . 3
Aux sommets d'un champ triangulaire, trois
cerisiers roses. Deux pommiers blancs a l'exte-
rieur de ce triangle delimitent avec deux de ses
cotés, deux terrains formant des triangles equi-

lareraux.
Quelle est lallee la plus courte, [MC] ou
[NB]?
.. Fgy

ABM et ACN équilatérqy,,
1. L’intervention d’une transformation _
La présence de deux triangles équilatéraux (ABM et ACN) ayant un sommet compy,
(le sommet 4) nous pousse a inviter dans ce probléme la rotation de cepiye 4 o
d’angle 60° (sens direct).

2. Une solution rédigée _
Soit r la rotation de centre 4 et d’angle 60° N
(sens direct)".
. Puisque les deux triangles ACN et AMB sont
f ¢équilatéraux, la rotation r transforme M en B
JI]'!] etCen N :
' { M- B

r.

C~ N.
Fig. 15

Comme r conserve les distances, nous avons M = NB , autrement dit :
les deux allées sont de méme longueur,

[ Les deux trian- B Les quadrilate. F
sg(l}ist gégn geltes Olfé) res ABCD et AECF
: - sont des parallélo-
celes de sommet O, grammes. # 1
Montrer que : Comparer : =
AC=BD et que a) les angles ABE et
(AC) et (BD) sont CDF- <
orthogonales. : : ¢
b) les aires des
tcl:z?gles AED et
B
I Quart . %
Quart de tour. I Symétrie centrale.
e

(1) On voi
voit claj . ;
It clairement que sans | premier paragraphe, la phrase que nous venons d'écrire ne serait qu'un tour de passe-pas
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APPLICATIONS DIRECTES DU COURS :

m-ormations ustellas
1S
1 flexions (exercices | a 3).

( un 'Iuh':lngc AB(»D
ot 19 Symél"‘qucs des points 4, B, C
i apport a (AC)?
.sppnn a (BD)‘_?

(onsiTuire le symétrique d'un point par rap-
5 une droite donnée, en deux coups de
A0S ceulement.

il La droite D est donnée et 'on note Sy la
Tevion daxe D.

our deuX points 4 €t B, on pose :

jr= g AN s et © B S,(B) .

nans chacun des cas suivants, placer les points 4 et
j de maniere que

) AA'B'B soit un rectangle ;

; 4A'BB' soit un rectangle |
4 (AB) et (A’ B') sotent orthogonales.

fec des symétries centrales (exercices 4 a 6).

4] Soit ABCD un parallélogramrme de centre O.

Préciser les images par S, des points 4, B, CetD.

3'!] Le triangle ABC est rectangle en 45 00 note *
p=S,(B) ¢t E=S4C) -

Ouelle est la nature du quadrilatére BCDE?

@ Construire 1e symétrique d’un point par fap-
ment la regle

port 4 un point O en utilisant seule
(non graduée) et | équerre.

métrie
i?:t}'aie‘(on aura tout a gagner a se gouvenir qut
Bt d'un demi-tour).

1l y en a bien d’avantage moyennant une sy

Avee des rotations (exercices 7 a 9)

m Soit € un cercle d
e de centre O et r l ati
ic centre O et d'angle 50°. ST
e point 4 étant un point de C ési

ol . on désigne pa
Bnl image de A par r et par C I'image de EnpaF‘rT
1o Tlustrer les données d’une figure.
2° Exprimer en degré les angles du triangle ABC.
I7 Songer au théoreme de I'angle inscrit

Tracer un segment [A4B] de 4 cm. Construire O

de fagon que la rotation de centre O et d’angle 90°
amene A sur B.

Quelle est la distance de O a la droite [AB]?

@ Comment trace-t-on, au compas seul, les som-
mets d’un hexagone régulier ?

Application : On donne deux points O et A.
Construire, au compas seul, le symétrique de A par
rapport O et le transforme de A par 1a rotation de
centre O et d’angle 120°.

Avec des translations (exercices 10 et 11).

Le parallelogramme ABCD a pour centre 0.

La parallcle a (BD) passant par A coupe la
arallele a (AC) passant par D en E. _
Quels sont les images de A et D par la translation

de vecteur EO.

On considére un triangle ABC isocele en 4, 1

le milieu de [BC1, D= tic B) et E =tz (D):
Etudier la nature des quadrilateres ABCD et DECI?

Un «pot-pourti» : exercice 12.

Dans la figure
ci-contre, ABCD est
un paraliélogramme
de centre O-.

J et J sont s
milieux respectifs
de [AD] et [BC]..
Répondre par vrai
ou par faux :

19 Les points I, 0 et J sont alignes.

20 Les segments [A _B] et [CD] sont symetriques
par rapport a la droite [1J].

3% La ranslation qui ransforme D en C trans-
forme I en J.

4° La rotation de centre 0 et d'angle AOD trans-
forme C en B

50 La translation de vecteur AC est égale a la trans-
lation de vecteur BD.
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Dans une rotation de 60°, le centre, un point
image sont les sommets d’un triangle équi-

2 u’une A
oy 24 D

= jation qui améne
?ﬂsﬂ? @’ : la trans-
|ation de vecteur AB.
B D

D J C
Dans les Vrai/ Faux 29
i 1, on considére le
aré ABCD de centre -0 1
0,1 et J érant les
milieux des cotés.

A B
L'image de I par la réflexion d’axe (4C) et
ille de € par la rotation de centre O et dangle 45°

| snt confondues.

. La rotation de centre A et d’angle 45° trans-
forme [ en J,

@ (0I) et (0J) sont les bissectrices des diago-
s du carré,

Si'les tangentes en deux points 4 et B d’un
:ﬂe de centre O sont perpendiculaires, alors le
de AOB est rectangle isocéle.

La technique mise a I’épreuve

«J'aime les choses qui bougent, les choses flexibles
que je peux transformer @ ma fagon.» :

RENE THOM (Mathématicien frangais, créateur de
la «théorie des catastrophes» pour laquelle il
s'est vu décerner, en 1958, la médaille FIELDS

(¢ p. 129)).

Dans la figure

ci-apres, 4’ et C'
sont symétriques de
A4 et de C par rap-
port a la diagonale
(BD) du parallélo-
gramme ABCD.

1° Soit O le centre
du parallélogramme. A

Montrer que la

symétrie de centre O transforme 4" en C'.

I7 Utiliser, aprés I'avoir justifié, que par une
transformation usuelle I'image de la médiatrice
d’un segment est la médiatrice du segment image.
2° En déduire que 44’ CC' est un rectangle.

Dans la figure K
ci-contre, ABCD est
un rectangle. On se
propose d’établir

que IJKL est un D

losange.

1° Soit 4 la média- LA J
trice de [4B] et S, la i .

réflexion d’axe 4.
Déterminer les
images de (4K) et
(DI) par S, et en :
déduire que [ et K

appartiennent & 4.

IZ Une droite et son image par réflexion.

20 Montrer que J et L appartiennent a la media-
trice de [BCC]I_.

3¢ Conclure.
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4

CES I3 TRANSFORMATIONS
4 [,:Ena

' sformations laissant
i i
Jﬂ ariar‘te une figure
f
o (miner 16s 8Xes et les centres de symeétrie
W s de chaque figure (on pourra étre amené 4
e discussion) -
-Jin'woim et un cercle ;
i u1[1 erdle meé de deux points.
o

yfeme exercice que précédemment avec -
@uﬂ egment et un point ;
il A droites paralleles et un point.
jj 0%

peut-on enlever 1995 points a un cercle pour
- une figure aplmettant un axe de symétrie ?

e 2
‘;lceﬂ“e de symétrie ?
W pecoupes
i d'une feuil'le' de papier carrée, pliée en
E e selon [es medianes du.cayré, nous avons
iﬂccl‘lé des découpes, comme indiqué ci-aprés :

SN B
B
L

D .-

I Dessiner la feuille une fois deplice, avec ses
decoupes.
¥ En préciser les éléments de symétrie (axes,
Gentres).

Trager un hexagone régulier ABCDEFGH.
Trouver six rotations (dont Iidentité) et six syme-
inies qui le laissent invariant.

& 1v Reproduire [~ | | | |
sur glu papier qua- I
Gilé le polygone || |
dessiné en vert dans e N

figure ci-contre : =it
gmqonstruire ses ——Y—t—1—

tiriques par rap- Jsul | S —
E’;: auxdq_uatre ' ’ | /

mels u rec- O s . : —
tangle,

+ Que o I - -
rolue constate- ||\

Essayer dexpliquer. _‘_ 1 o =

Pauteur €. Trigg

Calcul et comparaison
de grandeurs

Les trois tangentes

gl()j'ag:?lsn ]Marh’ Festival, Martin Gardner, Bibliothéque Pour La Science.
. Belin,

Dans cette figure, les trois droites (4B), (BC) et
(CA) sont tangentes au cercle €. On sait seu-
lement que AR mesure 4 cm.

Quel est le périmetre du triangle ABC?

Le triangle A
equilatéral ABC est
inscrit dans un M
cercle de centre O.
On considére un ) c

point M de larc AB

ne contenant pas C

(¢f. figure).

Il s’agit de comparer ;
MA+ MB et MC .

1° Calculer I'angle AMC .

2° Soit M' I'image de M par la rotation r de centre
A et d'angle 60° (sens direct).

Quelle est la nature du triangle AMM" ?
Comparer alors AM et MM".

3° Montrer a l'aide des questions 1° et 2° que M’
appartient au segment [MC].

En déduire que MC=MA +M'C.

4° Préciser r(B) et conclure.

[51] Un rapido® : «Les deux carrés»
(D'sprés Mathematical Quickies, Charles Trigg. Mo Graw Hill 1967.)

lLe carré ABCD a % o
pour centre O et son
coté mesure 2 cm.
Un autre carré (en 0
rouge sur la figure) a
pour sommet

clest tout ce que I'on

sait de ce second D I\ A
carre.
Peut-on  calculer

l'aire du domaine

commun aux deux

carres ?

I7 Construire, si ce

mest déja fait, les images de 7 et/ par les quarts de
tour (direct et indirect) de centre @ et utiliser le

fait qu'une rotation conserve les aires.

i fes introduisit én 1950 dans le journal de mathématiques de

T e s
) “Probleme que Pon peut résoudre rapidement ;thlllf;;‘wm pepris suns El€rence, suns VETRONE Par des wauteurs » européens, .

M lycee, Particularite : de nombreux « rapidos»
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EXERCICES I 3 TRANSFORMATIONS

Etude des figures

rectangle en B et H le

(AC). On désigne par

Soit ABC un triangle
et HBCC'

rojet¢ orthogonal de B sur ;
.S’ ot C les points tels que HBAA

sont des parallélogrammes. -
Quelle est la nature du quadrilatére CAA Gl

[Z On pourra utiliser la translation de vecteur BH.

Utiliser la sy-
métrie de centre I,
milieu de [BC],
pour montrer que
BD=CE.

Note : Ce resultat :
«B et C sont équi-
distants de la mé-
diane issue de A» a
¢te établi par le
caleul d'aires dans le chapitre 9 (¢f. p. 217).

Le carré ABCD C M B
est donné. Soit M
un point de (BC).
La perpendiculaire
en A a (AM) ren-
contre (CD) en M'.
On désigne par r le
quart de tour direct n "

de centre A4.
1° Préciser les ima- V
ges par r des droites M

(AM) et (BC).

2° Quelle est la na-
ture du triangle AMM' ?

Dans la figure ci-
contre, les triangles
OAB et OA’'B' sont
isoceles rectangles de
sommet O et [ est le
milieu de [4'B].

On se propose d’établir
que les droites (Of) et
(AB") sont orthogo-
nales (autrement dit,
que la médiane issue de
() dans le triangle OBA’ est la hauteur issue de O
dans Je triangle OB’ A).

1" Soit r le quart de tour direct de centre O et
C le point r(8').

Montrer que O est le milieu de [4'C] et
(BC)L(AB') . [ Jiek G
I7 Dans un quart de tour, une droite et son
image...

2° Que représente la droi : :
BAQC? . P a droite (OF) dans le triangle
En déduire que (O1') et (AB" ) sont orthogonales.

348

[56] La figure qui suit sert d'illustration ,
exercice dont voici le début de I'énonce .

«On considére trois triangles cquilatérayy
OBE et OCF de sens direct tels que es SOmmey

A BetC..»

F

Deviner I'exercice posé et le résoudre,

A partir d’un carré
ABCD et des milieux
des cotes I, J, K et
L, on construit le qua-
drilatere PORS comme LR 7
nous I'indiquons ci- 2
contre. Montrer que q
PORS est un carré de
méme centre que le A
carré ABCD.

IZ Soit r le quart de tour direct de centre 0,
0 étant le centre du carré.
Montrer que r améne P sur O, Q sur R, R sur S et

S sur P (pour le point P par exemple : P est
commun a [4J] et FBK], done r(P)...)F.’

Le quadrilatere D c
ABCD est un carré, [
est le milieu de [4B] et
(DT) est tangente au
cercle de diamétre

[4B]. 7
La droite (IT) ren-
contre [BC] en K.
1° Montrer que le 1
tniangle CDT est iso-
cele.
2° En déduire que le
tr_lfmgle CKT est iso-
céle, puis que les droit sont
orthogonales, e 0 s
I¥ «Un triangle dont | )
es angl ase sont
égaux est isocéle. » Bl s
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COURS |4 HOMOTHETIES

RELATION FONDAMENTALE

| LA RELATION FONDAMENTALE

—

Théoréme 2 ; M-M-';t_w"ﬂbux points qﬂelcoﬁqueS, M' et N' leurs images par une homothgf,

| de rapport k. Alors : T Y
| A

Nous avons @M’ =kOM et ON' = km_(glest [E_Qéﬁniticﬂ); -

La différence «membre & membre» s'écrit QN' — QM = k(QN = QM) , soit, ave |,
relation de Chasles, M'N'=kMN . — .
Remarque : La relation de colinéaritt M'N'=kMN montre que les droites (M’ N')

et (MN) sont paraliéles. . "~ :
Faisons un dessin et 'intérét de cette remarque saute aux yeux : I’'homothétie nous liyre

des configurations de Thales.

M

N

Ainsi, de maniére générale (sauf alignement de M et N avec le centre ), dans
une homothétie, deux points, leurs images et le centre forment une configuration
de Thales.

Application Construction de ’image d’un point
Soit 2, A, A’ trois points distincts alignés
et h I’homothétie de centre 2 qui ameéne A
sur A'.
L’image M' d’un point M en dehors de (2A4) est :
— sur la droite (QM), car 2, M et M’ sont alignés ;
— sur la paralléle a (AM) passant par A’ (cf.
remarque ci-dessus).
La construction de M’ en découle. Fig. 6 »

2 HOMOTHETIE ET CONFIGURATION DE THALES

Considérons une configuration de Thales.

Le procédé de construction que nous venons de
décrire permet d’affirmer que I'homothétie de
centre A, qui amene B sur D, améne aussi C sur E
(on aurait pu examiner I’homothétie de centre 4
qui amene D sur B, elle améne E sur ).

En résumé :

une homothétie dont |e centre est leur sommet commun,

Théoréme 3 Ay ; — ST ————
Dans une configuration de Thales, les deux triangles sont images I'un de I'autre par ’
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COURS |4 HOMOTHETIES
ACTION SUR LES FIGURES

| DROITES ET SEGMENTS

Une homothétie ; o e
Si AC= 278 conserve les relations de colmgan{i;, a Savoir -

B et C), (x réel), dors A'C'=xA'B’

§e

i Evident ! D’egr_é_:_s la relation fondamentale, 47C"
, On aalors A'C' = k(xAB) = x(kAB) = x 775’
Voici les premieres conséquences de cett

=kAC et A'B'=kAR.

” d’ou le résultat annoncé.
€ propriété :

E‘,"r une homothétie, I'image fi'?uhe droite est une droite qui lui est paralléle.
image du segment [AB] est le segment [A'B'] (A’ et B’ images de 4 et B) et
le milieu de [4B] a pour image le milieu de [4’B’].

Cf: théoréme, dont nous esquisserons une
démonstration a I'exercice 27, rend immédiates
les remarques :

m Une homothétie conserve le parallélisme et
I’ orthogonalité.

m L’image d'une droite est connue des qu'est
connue I'image d’un point de cette droite.

Fig.8 » D' est la parallele a D passant
par A'.

2 HOMOTHETIE : AGRANDISSEMENT, REDUCTION

Théoréeme 5

Une homothétie de rapport k conserve les angles, multiplie les distances par || et |-
les aires i,m k2 : Cest un agrandissement ou une réduction d’échelle |&

.

ion fondamentale A'B’ = kAB _mene A
; I;ia’ ;linlokn] AB ; les distances sont multiplies "

par |k| et (partant) les aires sont multipliées
9

Sy i "B’C' ontdes Q
.anole ABC et son image A'B on :
:ot];z t:lle;aa.?xg 4 deux paralleles : cela rend plau- c
sible Iégalit¢ BAC = B'A ’.C' et nous conduit a :
admettre quune homothétie conserve les angles.
« Une homothétie conserve dong les formes.

De fagon plus précise !

Fig. 9

Spn s (isocéle, équilatéral, rectangle) et des quadrilateres (paralle-
B des triangles (isocéle, equi . re : qui / €
s :’J l;;;gf?:grf;m'ange. rectangle, carré) est conservee par homothetie.
usuelles .gL‘ima e du cercle de centre O et de ravon R est le cercle de centre O’ = h(0) et de
rr— on k| R. i , ¢ Sy

- ifgr ail|1curs, le cercle de diaméire [AB] a pour image le cercle de diamétre [4'B"].
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A — Construction de figures hpmothétiques R 1
B — Utilisation des homothéties
pour I'étude des fIgUres ...t 36()

R ——
A — CONSTRUCTION DE FIGURES HOMOTHETIQUES

Comme dans le chapitre précédent, c'est par un entrainement aux technigues de construction 4,
', figures images que nous allons ouvrir la rubrique « Travaux Pratiques».

Exercice On designe par h I'homothétie de centre &
résolu 2 qui transforme A en A' (cf. figure ci- 9
contre).

Construire les images par h :
— du point B; ;
— de la droite D;

— du cercle C de centre O. :
B £ A A
Fig. 10
1. Image du point B C’
Nous savons construire I'image d’un point o
- situé hors de la droite (24) (¢f. Cours,
& pEass). AR, e
L’idée est simple : utiliser un point et son S T
image en dehors de cette droite. Nous B'B Q A A’
prenons donc un point auxiliaire C, cons- Fig. 11

truisons son image C’' a partir de 2, 4 et
A’ et nous pouvons alors construire I'image B’ de B, a partir de 2, C et C".

2. Image de la droite D 3. Image du cercle ¢

Construisons I'image M’ d’un point M On construit I'image du centre O et d’un
de D : P'image de la droite D, D’ est point P de € (a partir de 2, Aet A’ ou de
la paralléle 2 9 passant par M. 0, 0 et O', comme sur la figure).

C’ est alors le cercle de centre O’
passant par P’.

c)r

: A
lig. 12 Fig. 13

Note - i 1
ole : Plus que de venir témoigner d'un goit affirmé pour le pastel, I'usage de la

coul ] <
Cur vise a mettre en évidence la presence de configurations de Thalés.
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A -
D TRAVAUX PRATIQUES | “t HOMOTHETIES

Deux compétences sont requises dans la construction de I’homothétique d’unj
figure :

0 §gvoir construire, sans mesurer, Iimage d’un point M
thétie de centre () qui transforme 4 en 4". C
page 356 (dans le

cas ou M n’appartient pas
(dans le cas contraire).

n Connaitre les résultats relatifs
figures usuelles,

quelconque par I’homo-
ette construction est décrite en cours,

a (024)) et dans Iexercice précédent

dux propriétés de conservation et aux images de

@ Une homothétie A de centre 2 ameéne A
du cercle @ 3

| @ Construire les images dy point B, de la
droite 9 et

|

|

‘ € : sur 4',
lt}omolhetle de centre 0 qui ameéne 4 sur Construire I'image par 4 d’une droite pas-
A’ (tenir compte du Quadrillage). sant par 4’ .

!

(3] Construire I'image du cercle de diamétre

[BC] par I'homothétie
ameéne B sur C.

Remarque ? Explication ?

de centre 4 qui

Encore des figures
homothétiques. »

Hallucination partielle .
X apparitions de Lénine sur un piano (1931),
SALVADOR DAL
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@ TRAVAUX PRATIQUES | 4 HOMOTHETIES

Le lieu de M’ en découle : le poi iy
a (@ ' g iE yyh : pO]nt M décriv:
cercle G, M' décrit I'image de C par l’hc:rmc:rthc':‘tligt c::

I
centre 4 et de rapport 5 Il sagit du cercle ' de

diametre | 40 ] ou O désigne le centre du cercle C.

Rema;:,}:{e : Plusieurs relations vectorielles expriment
3}1}’:‘4 'est le milieu de [AMT, par exemple
+M'M=0, MA=2MM' , ... Pourquoi avons-

—
£

nous retenu la relation « AM' = — AM »? Fig. 17 »

| o]

Réponse : Cette relation est exactement celle qui définit I'homothétie de centre A et de

rapport 7 Or le point A4 est fixé, connu et... L aussi.
2

La résolution de problémes de géométrie A Taide des homothéties rend indis-
pensable de :

m savoir fabriquer des homothéties ;
s connaitre les propriétés de conservation et les images des figures usuelles ;

u considerer la propriété « dans une homothétie, un point, son image et le centre
sont alignés» comme un nouvel outil permettant d’établir que trois poinis sont
alignés.

Nous renvoyons a la partie Cours pour ces deux derniers points.

En ce qui concerne le premier, « fabrication d’homotheties», NOUS donnerons
toujours (dans les exercices et probléemes) le coup de pouce nécessaire qui sera, en
général :

m interpréter une pmpriété géométrique Ou une relation vectorielle au moyen d’'une
homothétie (comme dans I’exercice 2);

» exploiter la présence d'une configuration de Thalés (/. SPECIAL THALES).

3| Encore un lieu

D C .8 M

A B

ABCD et AEFG La droite 9 et les points 4 et B sont donnés.
s et A, F, C sont Le point M décrivant la droite 0.

Quel est le lieu géométrique du centre de
les droites (BD) et (£G) sont gravité M' du iriangle AMB?

Dans la figure ci-dessus,
sont deux parallélogramme
alignés !

Montrer qué

paralleles. 7 Soit [ le milieu de |4B]. Exprimer
= Soit h I"homothétie de centre ‘.11 qui h}-!' A laide de M, interpréter au moyen
envoie F sur C. Images de Eetde G7 d'une homotheétie...
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m APPLICATIONS DIRECTES DU COURS I 4 HOMOTHETIES

1 Dans chaque cas, I'homothétie dg centre 2
transforme A en A', Ben B’ et Cen C".

Construire € et B.

O s s =

[14] Soit ABCD un parallélogramme non aplati.
1° Existe-t-il une homothétie transformant 4 en C
et Ben D?

2° Existe-t-il une homothétie transformant 4 en B
et C en D? Justifier la réponse.

Tracés interdits
Soit h I'homothétie de centre £ qui transforme A
en A'.
Reproduire la figure 0
ci-contre et placer
les images par h des
points P, O, R et S.
Attention Tout [
tracé est interdit,
mais il est permis
d’obse_rver et de O A A
réfléchir. -

-l
Gn

Action sur les configurations
usuelles

Dans chacun des exercices 16 4 18, tracer un
triangle ABC et construire son image par 'homo-
thétie de centre 0 et de rapport k tels qu'ils sont
indiqués,

.Q=A; k=-

2
3
£ est le milieu de [BC]; k=2,

f est le centre de gravité du triangle i k=-2.

Qfms' chacun des exercices 19 4 21, tracer un cercle
Cde rayon 3 cm (on note O son centre) et construire

limage de ¢ rar l'homothei
s g ¢ de centre O et de

B o-0 ¢ 4--3.
28 2 es un pointde Cet .. g

mﬂf’s‘ﬁlmdeoet k=4,
364

On considére un cercle _("de centre O, go
rayon 2 cm et {2 un poin? situé a |1 cm de O,
Construire le cercle € image de € par I"homg.
thétie de centre 2 et de rapport (en Précisant le
centre et le rayon) :

byky=——=; k=3,

=N

l.
a)k|=§9

23] Les droites sont-elles concourantes (. figure
ci-dessous o ABCD et BEFG sont deux caryeg)

D (&
G F
A B & ¢

I¥ L’exercice 12 peut aider.

Incongru ? - ,

Soit O un point donné. On dqumt une trans-
formation dans le plan de la maniére suivante :
— au point O est associé le point O lul-mz?me;
— aun point M (M # O) est associé le point M
de la demi-droite &OM ) tel que OM'=0M + | .
Construire les images de quelques points, puis
celle d'un cercle de centre O et enfin celle d’une
droite passant par O.

Autour du théoréme 4

(Il s"agit de démontrer que I'image d’une droite par
une homothétie est une droite parallele.)

Soit & une homothétie (on note & son rapport) et D
la droite (4B) (on 4 # B).

On pose A'=h(4) et B'=h(B).

1° Soit M un point de 9.

Montrer que M’ = h(M) appartient a la droite
(4'B").

I7 Si AM est colinéaire 3 AB, alors...

2° Soit N un point de la droite (A'B").
Justifier qu’il existe un réel x tel que :

A'N= xA'B' .
3 Soit M le point défini par 737 =xA4B .
Montrer que M appartient 3 9 etque h(M)=N.
4° Conclure.

> Les exercices 24 et 25 ne
Jouent pas au chat et 3 |a souris,

Théme de I'exercice 24 - L'image d’une droite peut
tres buler.l n’'étre qu'une partie d*une droite. D'ot la
fIeCessite (exercice 25) de s'assurer que I'image de

la droite (4B) par une homothétie « remplit » toute
la droite (4'B").

Quand bien méme, le contraire aurait de quoi nous
€lonner, .,
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w

[ Y P E——

" "

-

.Deux equerres wisocéles» sont accolées « hypo-
@nuse sur hypote-

—

Ise » O ]& A PR —— —
Montrer qu'il existe
-~ e de
‘centre / qui trans- 5.9
forme une équerre |
age d'un

triangle rectangle

[40] La figure a trois centres

Par une homothétie de rapport négatif, un cercle
de diametre 2 cm & pour image un cercle de rayon
4 cm. Les cen
Faire une figure (en grandeur réelle) représentant
les trois centres, ceux des deux cercles e le centre
de I'homothétie, =

I= Catenle: d’abord le.., Oh et puis non! Se

Construction
de figures homothétiques
Dans chacun des exercices 41 G 43, il est demands :

agrandissement de la figure ¢

= i ’g‘eauer un ;

l'échelle 2 (tenir comple du quadrillage); =~
— de construire I-’iinage demandeée par 'homo-
thétie de centre Q qui ameéne A sur AL

1] o) 1mage de 9,
b) Image de ¢,

tres des deux cercles sont 4 5 cm l'un
tangente en 4’
CLCE:

[@2] a) Image de ¢;
b) Image de €.

[@3] ) Image du rectangle 44'BC:
b) Image de €.

ENEREEE:
EENEEN

|4 | Montrer que si la droite D est tangente en 4
au cercle €, son image 9’ par une homothétie et
(image de 4) au cercle image de

45| Soit h I'homothétie de centre 2 qui transforme
A’ (df. figures ci-dessous).
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I § gXERCICES i4 HOMOTHETIES
J

¢eude de figures

@ P le triangle ABC (¢f. figure ci-dessous).

e le milieu de [BC] et M un point de 1a
.Jiane (._ .

m-f:hpuraileles a (AB) et (AC) issues de M ren-
W rent (BC) en Pet Q.

A

sl

e I 0 c
vlontrer que I est le milieu de [PO].

[Z Soit h 'homothétie de centre J qui améne A4 sur
M. :

Les configurations de Thales pe manquent pas
pour trouver les images par 4 des points B et C.

«Hommage au carré »

{° On considere deux carrés aux cotés paralléles,
I'un étant contenu dans Iautre.

Montrer qu’ils sont homothétiques et tracer le
centre d’homothétie.

2° On étudie le tableau d’A1LBERS «Hommage au
carré» (1963).

Quelle est la particularit¢ des homothéties qui
amenent un carré sur un autre ?

Dans la figure ci-dessous, ABCD est un paral-
lflﬂgfammc, et [ un point donné de (BD). Soit h
Ihomothétie de centre 1 qui transforme B en D.

L

I* Déterminer les images par 4 des points J et 4.

2 Montrer que 142 = 1J x IK .

@ Dans la figure ci-apres, ABCD est un paralle-
logramme et / est le milieu de [4B] :

1° Que représentent le point P dans le triangle
ABD et, de méme, le point Q dans le
triangle ABC ?

2° Montrer qu'il existe une homothétie de centre /
qui améne D sur P et C sur Q et préciser son
rapport.

3° En déduire que (PQ) est parallele a (4AB) et

calculer —.
AB

Le cadre

Le bord de ce cadre rectangulaire a une épais-
seur constante.

Nu Bleu, HENRI MATISSE (1952).

i« Voir, c'est déja une opération créatrice et qui exige
un effort.» H. MaTIS
. SSE.

Les deux bords (intérieur et extérieur) sont-ils
homothétiques ?

I Ce n'est qu'une affaire de distances
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r-ExERC'CES | 4 HOMOTHETIES

r ¢ un cercle de diamétre [4B] (on
@  par O son centre) et Qun point de (4B). A
Jéﬂgﬂ it M de C distinct de 4 et de B, on associe
™ diametralement opposé & M sur le

5 [;f“ et ;;:) point M’ intersection des droites
(et =

e

M

L9}

» Déterminer 'ensemble I" des points M.

[z Tracer (AM). Cela ne suffit pas ? Examiner de
plu;}“"’fé"}gigf‘ﬁgummﬂ formée par les triangles
AM € :
» Construire I

Quelques problémes
de construction

@ Un carré dans un demi-cercle

A) On considere un carré ABCD et I' le demi-
cercle de diameétre [AB] contenu dans le carré.
Soit O le milieu de [4B] et C' le point d’inter-
section de (OC) et du demi-cercle.

Construire I'image du carré ABCD par I’homo-
thetie de centre O qui améne C sur C' et jus-
ifierque D'=h(D) appartient au demi-cercle C.

B) Le demi-cercle est donné. ,
ire un carré comme dans la figure ci-
de%ous .

. Un cercle tan

. gent a deux droites sécantes
données passant par un point donné

A) Le cercle € est tangent aux droites 9D et 9’

anstrqire son image par I'homothétie de centre O
qui amene B sur A4 (¢f. exercice 44).

0’

B) On donne deux droites sécantes et un point en
dehors de ces droites.

Construire un cercle tangent & ces deux droites et
passant par le point donné.
I¥ Construire d’abord un cercle tangent aux deux

droites, mais ne passant pas obligatoirement par le
point donné.

Point de fuite
«Je choisirai plutot honnéte prison que honteuse
fuite. » FrRANCOIS I7,

Les deux droites D, et D, se coupent manifes-
tement en un point / situé en dehors de la feuille
de dessin (on dit que I est un point inaccessible).
Il s’agit de tracer la partie de la droite (OF)
contenue dans la feuille de dessin (avec comme
contrainte d’effectuer tous les tracés a I'intérieur de
la feuille).

I5" Utiliser une homothétie 4 de centre © qui a la
propriété suivante :

«lLes droites D/=h(D) et Di=h(D) se
coupent sur la feuille. »
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EXERCICES  EXERQICES
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EXERCICES EXERCICES EXERCICES

EARNUIUES

- =

iy — e —
62| Les diagonales
i D a5 La Géomdtrie sur e terrain des dléves. Actes du colloqu, 1.,
‘ strusels i e e, ain-La-Neuve, mal 1983.)
gl . ecantes el le pOlﬂt A |REM de Géometrie, Louvain-L .
droites ). ey Construire les diagonales du _quu(lnl;ucrc repre.
LFS ; !ﬁ p—— enté artie, sur la feuille ci-dessous.
ﬂappament n i) sente €N pd e i g
snstruire [ est interdit de prolonger les Otés au-deli (e
limites de la feuille, mais il est autorisé de s'jp,.
dé utilisé a l'exercice 59.

On veut Cl
sint M de & €t
un pot N de de

|

pirer du proce

un point :
maniére que M ’smt
le milieu de [AN I.
Comment proce-
der? '
ili duire par
= « M milieu_de [AN]» peut se tradulfc
!:V; h(M) ou h estune certaine homothetie...»
Les deux feuilles .
Dans une feuille de papier machine (format com-
mercial standard) plice en deux (feuille rose), on
glisse une feuille (bleue) de memes dimensions : @ R e o ) L
point intérieur acC .
\ A tout point de G, on fait correspondre les
points N, puis M' et N’ par le procede de
de la figure ci-dessous.

construction

Montrer que (M’N’) passe par un point fixe.

7
"

Les droites 4 et 4’ se coupent-elles sur le bord de
la feuille ?

Le format (mathématique) d'une IZ Soit 4 I'homothétie de centre 7" qui transforme
O en O'. Quelle est I'image par 4 de C? de M?

IZ Rappel
|
feuille machine : SOHEMENE ot égal a V2.
largeur de N? Introduire alors A" = h(A4)...

Translatés ou homothétiques ?
Les silhouettes sont translatées
I'une de I'autre !

Méme quand nous le savons, il
nous est tres difficile de la per-
cevoir : le tracé de lignes en per-
spective crée un contexte tridi-
mensionnel qui donne I'impres-
sion de figures homothétiques (la
silhouette de gauche semble deux
fois plus petite que la silhouette
de d!‘Olt?, alors qu’elles sont de
meme taille).
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, ,.;.‘BLEMES I 4 HOMOTHETIES

’Enler d’un triangle "

ﬂ e a;;igvc le triangle

o mf.’u;%lsr:él o g B! et C’, les milieux d

gt oposts 8 4 5L C, et G e i

A du riangle. centre de

A qulil existe une homothéti

i el 1 etie h ¢

‘1|.| mene L T__llleu?( .A,' B' E!tfr gti i

ot 4, B et C. Préciser son rapport sur-les

:‘ 1 1geS des mediatrices "

Iy que 'homothétie /

fontreT thetie h transform 2l

B e

L de chaque cOté en la hauteur la média-

ommet oppose: IS

. | alignement des points G, O et H

it 0 18 centre du cercle circonserit au tri

' ot H son orthocentre. 2L iianee

quire des résultats précédent

v s S que G

Jignés et preciser leurs positions re,epgcttiteH

S s.

AN

X
‘Llf11 a
o)y Lorsque le triangle ABC n'est pas équila

cral, les pomnts 0, G et H sont distincts et alignés

Jinissant ainsi une droite appelé :
Ju triangle. ppelée droite d’Euler

j

LEONHARD E
suisse. Genie U
presque toutes
ures et app
richesse exceptio
magistrale aux Math
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ELEMENTS DE REPONSE
AUX VRAI/FAUX

CHAPITRE |

!
ot =
b

ol
ab

oo

48. Faux.

Tim | =

1
49, Faux. 3 est décimal, 3 ne I'est pas (cf. p. 15),

{:Hb}z—[a-b]fbd.

. Vrai.
50. Vrai e

200
61. Faux. Augmenter de 200 %, x (1 + ?E[_)} X
c'est tripler.

52. Vral. m D'abord un exemple !

Si 100 grammes de produit coltent 100 F (oul,
c'est cher), aprés réduction de 20 % sur les prix,
100 grammes co(teront B0 F, ee qui nous fait le
prix du kilogramme & 800 F.

Si I'on & 25 % de produit en plus pour le méme
prix de 100 F, on aura done 126 grammes pour
100 F, soit toujours un  kilogramme
(82125 g = 1000 g) &4 BOO F.

= Le tableau suivant est un tableau de propor-
tionnalité.

qguantité : | 1,25 1
prix - P 08p

53, Vral, Chaque année, les prix sont multipliés

par 1,18,
A lissue de la premiare année, ils sont multipliés

par 1,19 ;

4 l'issue de la deuxiéme année, ils sont multipliés
par 1,18 2 1,19;

# lissue de la quatriéme annde, s sont mul-
tipliés par (1,19)4

Il se trouve que (1,18)% = 2,006

54. Faux. Le volume Vd'un cylindre de hauteur h
et de rayon R est caleulé par V= nf1? = h 2l est
propartionnel su careé du rayon, ln hauteur étant
fines,

65, Vral. La calculatrice ne livrent que des
valeurs approchées, il faut travailler « 4 1o main s
(tout au moins dans un premier temps).

Comme B0~5x12«4716~3220~6#10,

en foit comme B0 est un multiple J?" trap grand

LA BRI i s e A
i | . 12 12218 B’

e Y SR

200 602 0% 6%

378

—_r

{1 1 B4ate3 216

Dol 7t T w0
216

= WL e et
Il se trouve que 6« 216, d'ou 103 " Bod

56, Faux. C'lest 3 '2x3 7 quidonned '
Mais (salt-on Jamais) sl I'égalité proposée était
vrale, nous aurions en multipliont par 3" :
374 312 = | . |l est clair que ¢'est faux.

B7. Faux, 3-4x3-6=gl-4l 4 (~0l=3-0

3
58, Faux, La séquence calcule Ex VE . atten-

tion aux priorités.
59, Vral, ['VG - l}(\/’i +1) =1 : clest tout,

60. Faux, V(m-314)* =n-3,14 carn>314,

mais V(m-316)2=316-m car m<3,16 .

61. Faux. Si l'on a VD025-=05 et done

V0,26 - 06)2=0, il est faux que V0,9~03
Icar. sans |a calculatrice, (0,3)7 = 0,09 ).

CHAPITRE 2

36, Faux.

Fx) = (2x 4 B)2 = (x4 1)2 = 3x? + 24 = 18x
[ 3x% 24 , c'est lorsqu'on oublie les doubles
produits),

37, Vral, f (x) se présente sous la forme | o diffé-
rence de deux carrés s ) dol

Fle)=(2x1 60 x 0 1)(2x 1 6-x-1),

f(x) = (3x 4 6)(x 1 4) = 3(x+2)(x+4a).

D'ol...

38, Faux, o?=b? d= b

(ot a=-b7)

ng signitie pas

39, Vral. (Cf exarcice 37.)
40, Foux. 2xb - xd 4 3x% - x(1 - x) 41
w2xB e kBT |

(Il faut daveloppar, réduire ot ardonner avant
d'affirmar quol que ce soit )

A1, Foux, Lo solution ast x =

N -

~la i

¥
(':.i out solution de 'bguation

-3l
B

42, Faux 3— =0 a pour solution x = 0
i s
)
(-- 0,3 nst solution de 10 pox = 0 )

43. Faux. «6 n'ast pas Ox. (CF la condition : gun
produit de factaurs est nuln.)

a4, Vral, Pour x = 3, 2[3 - x) + x estégal 43 et
1,6(5 - x) aussi.
46. Vral. (La contrainte est x # 4.
Dans ces conditions !

M--E @ 34 2x=-2(4-x)

4-x

e 34 2x=-08+2x

qui est sans solution (elle est du type Ox =~ 11 |
par exemple).
46. Faux. Couvercle : 5 g, boite : 105 g,

47, Vrai, Dire que I'aire de la bordure est égale 4
celle du rectangle qu'elle entoure revient a dire
que I'aire du tgrand rectangle »
((4+2x) % (3 +2x) ) est le double de celle du
ractangle intérieur,

CHAPITRE 3

48, Faux. Aucun nombre réel x na peut vérifier &

Io fois { ~1<x<2 et x=3 Est représenté
Ianu%mbln des réels x vérifiant -1 =x<2 ou
xXmg .,

49. Faux. Bien sOr qu'il v a blen d'autres déci-
maux que 518, 519; 520: 521 et 522 !
517001 ; 5,171 114, ete. (Il y en a une infinité)

B0, Faux. 4 < x? <9 ast dquivalant 4 2 = x =3
ou -3sxes-7
51. Vral. Contrairement 4 la situation du 50, 25

) - L - imposent !
- e ] g
8 x 4

indgalités  proposaes
X0,

Lo théoréme do rangement des inverses falt
conclure,

52. Faux. Pour tout rdel x de | -1, 0|

por sxomple x « - % ane =x>x?

olo ne contradit en rien qu'un nombre posit
ost plus grand qu'un nombre négatif, Car s un

war, x? on I'occurence, est positif, - x n'est pas
nacossalrmmant négatif |
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-_CHAPITRE 7

sur [0, + o]

Sax? est une fonction paire (quel
igne de a).

99 Virai, b=2a% s'écrit aussi 2b=(2a)% .

30, Vrai, x=+ V- x -est déf
par ailleurs.

31. Vrei Direque fixr— _-'l;w_agmet un minimum

sur 0, « = [, clest dire quiil existe X, >0 tel
que f(x)=f(xy) pour tout reel =05

1
Or. flx}=flxy) signifie = = w3 ; et comme X

et x,, sont strictement positifs, on gbﬁgn;p{-g X
Autrement dit, pour x> x, , on a f{x) < f ['xo? y
il n'y a donc pas de minimum.

Note : L'allure de la courbe représentative de

x>t mur 10, + « [ confirme ce résultat.
X

32. Vrai.

33, Vrai. Cela revient a voir
—-1=x=0,o0na -x3=x2.

Il suffit de multiplier les membres de l'inéga-
lite —1=x=0 parle terme négatif : — x%
On obtient alors x?=-x3=10

que pour

34, Fsuzx. La courbe représentative de la fonction
x . s
K U lintervalle [-5, 5] nécessiterait

une bande de 1 m de long et de 25 mm de
large | Autrement dit, il n'y aurait rien a voir.

35, Faux. La fonction est définie sur [ 1, 1] et
nulle part allleurs : il n'y a donc pas de sens &
examiner son comportement pour les grandes
valeurs de x!

CHAPITRE 8

51. Vral. L'égalité des longueurs des arcs €D et
AM conduit 3 - AOM = %AOB e

Ainsi (OM) est la bissectrice issue de O dans le
triangle AOB. Ce triangle étant isoceéle
(OA = 0B), (OM) est aussi la médiatrice de
[48].

2 Vral, Le tablesy LO29'e WO X |

radian b1 o
un tableau de proportionnalité (cf p. 188).
On a donc
180
- “«
M L #

mesuré en degré mesure en radian

n - a
53, Vrei. c'est T faire un dessin ou remarquer

In n
it e Dy
4 4

54. Vrai.

n

56, Faux. Pour x= - % (of. exercice 54,

2
COS X = §in X = —
2

380

56. Vrai. On a =2 g les e angles » E'-—r et 2
8 8 2 8~-B
sont complémentaires.
ST 1
Donc cos § sin 3

sin x=V1-cos?x découle de
etde sinx=0.

57. Faux.
cos? x + sin? x=1

Or sin x=0 n'est pas nécessairement verifié
lorsque x=0 .

CHAPITRE 9

24. Vrai. Avec les données de la figure ci-
dessous, on a x+ «+ fi = 180° (triangle BIC) et

BAC + 2+ 2= 180° (dans le triangle ABC).

On en tire x=90° + , d'oli...

A

b TR,

B

25. Vrai. La meédiane est alors hauteur.

26. Faux. Les deux sont rectangles, d'apres
Pythagore : 32 +42=52 (5 est |a longueur de
I'hypoténuse) : {\/;]2+32=-47- (4 est la lon-
gueur de I'hypoténuse).

27. Vrai. Si
wl'angle en A» A
est droit, alors

[BD] est un
diametre du cei-

gure dercle et

donc «l'angle en D
Cu est également

droit (cf. le théo-

reme de |'‘angle
droit, p. 219).

28. Vral. D'aprés le théoréme de I'angle droit, A
et C sont sur le cercle de diamétre [BD]. Le
centre de ce cercle qui est donc le milieu de
[BD} est alors sur la médiatrice de la corde
[ac].

29. Faux. On a avec le théoréeme de Thalés -
ED AD : 21x21
BC_E . soit E0 = ———

Or BD=14(35-21) .

=126

30. Vrai. On obtient
2
(\/5) (V’i)’ (1232163
== F— =] ==t
2 2 2) 4 4 4 4 2

3]. Vrai. Si x et ¥ sont com
siN y=cos x et donc :

A :
sin? x + sin? y = gin? x + cos? x=1

32, Vrai. On & BAD - CAE {angles inscrits

ayant des angles ou centr
tament égaux), Il en ﬂgnga? °;u§aﬁm§§:§§:

trice de DAE est aussi colle de BAC

plementaires, alors

CHAPITRE 10

30. Faux. >
Pour la méme raison - si leg 4,
31, Faux. - oy

BM) et (CD) étaient paralléles (30) oy se.,
31) elles seraient coplanaires (dans \n /oo
plan) et les points B, C, D et M sergjars
ce plan. Or, ...

32. Faux (MAB) et (MCD) se coupent 5,
droite (AC). Par ailleurs, deux plans
coupent jamais en un seul point!

divant I
ne g

33, Faux. S'il y avait une droite paralizle 4 (oM)
dans le plan (ABC], la droite (OM) sersit oo
léle au plan (ABC) (cf. p. 251) - or elle porse
plan au point M.

34, Faux. Sur le cube  (AB)L(gFr)
(FG) L(BF) , mais évidemment (AB) et (7G| pg
sont pas paralléles.

35, Vrai. (Enfin) : cf. p. 253, Propriétés - Onhy.
gonalité et parallélisme.

36, Vrai. Méme référence quau 35.

37. Faux. Sur le cube, les plans (ABFE] (xface
avant») et (BCGF) («face laterale droites) sont
tous deux perpendiculaires au plan {ABcD)
(xbase») sans étre paralléles.

38, Faux. Le triangle BDE est équilatéral
( BD = DE = EB = longueur de la diagonale d'uns
face).

39, Vrai. La droite (CD) est orthogonale au plan
(ADHE) ; donc (CD) L (DE) : CDE est rectangle
en D.

40, Faux.

Il suffit de regar-
der dans le plan
(DAFG) -

DAFG est un rec-
tangle non carré. av/2
Ainsi les diago-
nales ne peuvent
atre orthogo-
nales.

G__a F

D A

41. Vrai. Les deux plans sont parallzles a (AH]

( (BG) #/(AH) ) et a (AF) ( (DG)/ (AF) | :ilsne
peuvent etre sécants. Etant distincts.. (On peut
aussi utiliser |‘orthogonalite - Exercice résolu Z
p. 257.)

42. Vrai. La lengueur d'une grande dizgonale et

calculée par : V12+42-82=Va1=-9.

CHAPITRE 1|1

28. Faux. h N
Ona ;iﬁ-:q_éa(,_‘é etﬁ-&'ﬁ.ﬁg;]‘e’_gﬂ_lﬂ*
%fgngslée est donc CB- DB, ce qui signf®

29. Faux. Appliquer la regle du parallelogram™®
pour construire T+ v .,

30. Faux. AB= AC signifie B = C. Attention 3l
confusion avec, ce qu% est vrai : «Si le Iﬂ"‘g:
ABC est isocele en A, alors AB = AC (longuey
des cotés). »

31, Faux.
CA - 3BA .

ou en cord

CA ~ - AC = - 3AB
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gﬁ‘!{jf+ BD) s'écrit
i B2 -
g (4B +BC) + (BC+ D) ,

rbs simplification) - AB+ €D - §
‘u’"‘-ofigniﬁﬁ que ABCD est un paraliglo.
g

@ me-
rid

g | '+ MC=0 veut dire que M est |
*u%’ [Bcl‘ En placant M___s_Ly la gradua-
mif"‘”” ot visible que BC=8AM ou encore

o IFe

g

\ffﬂl'

5
e R

/NI~ 1995AC + 3327A8 - 2 AB

J ost on fait le symetrique de A par rapport
Bl :

|- Les Vrai/Faux 33 & 35 pouvent étre résolus
\wdp d'un repére sur la droite, par e

\tl;:IIa repére (A, 1) ci-dessous. il

I Il A 'l

= A

1 1 1
(¢ B
ce cas, le point M défini au 35 a 2
it B 20 “3300 %2t e "
¢ Vral. Clest clair.

7 Vrai. Si | est le milieu de [BC] alors
AB + AC = 2A] .

un point M est tel que AM et AB + AC sont

gineaires il en sera de méme de AM et Al ce

i signifie que les points A, M et / sont alignés :

ipoint M est donc un point de la médiane issue

¢ A dans le triangle ABC.

§ Faux. Faire un dessin et revoir l'énoncé du
woreme 4 si I'on a répondu Vrai!

8, Faux. Faire une figure, placer les points /, J et
‘et appliquer le théoreme de Thalés : on
(IJ) /1BC) , (JK)/(AB) , mais (IK) n'est
s paraliele a (AC) (puisque, par exemple :
|- o 7 .3
H=% BA et BKE% BC et, bien sir, g# g)

8 Vrai. cos(x+m) =-cosx
t sin(x + ) = - sin X .

18, Faux. cos (- x) =cos X .

; P
0. Faux. sin2xg=sin n=0, mais 25"'15:2-

B1. Vrai, sin? (2 (x . g]) = sin?(2x + )

= (- sin 2x)? =5in22x .

§2 Faux. Elle est périodique de période BT
s un contre-exemple :
an g kil ;
X e —w s =c°s—=0, mais
e ( 3) 2

b2

3

2n
=cos(f +2—g-ﬂ)=—5in-§'$0-

2

CHAPITRE 12

u, m oM - 8 M B pour
=-27+3] et donc P
%mm (_. 2 1) A‘n{ention a l'ordre !

; Faux. G-v a pour coordonnées
=5 4 95) soit (- 19, - 21). | n'est oS

colindaire a 27 +27 [
olin J (il n'est pa
d'utiliser le déterminant pour ::,5 nelcessmru
e e ki ir cela : les
dn?tﬂr(s colinéaires a 27 + 2/ sont les v
es coordonnées sont égales) e

37. Vrai Le a1
. milie
-1+3 i KEEI [_AFI 8 pour coor-

données
=t . .
5 Soit 1(1,0) : i

appartient donc 4 (Ox) qu; insi
Issue de 0 daps le {triaL;;}:IE;;tB.amSI AR

38, Faux Laxe lO
; X . 1
(x=0 est celle de I'}ax: [B(;L;; R - 0

39, =
d'uniaul:rlo:e | [ﬁ;{} ¥Xx=4 n'est pas |'équation
tion y=2x2-4 359" de la parabole d'équa-

40. Faux. Lles d

{ . roites d'éguation x=k

g:nﬁl'mettant pas .de coefficient directeur mais
me toute droite elles admettent un vecteur

directeur ( j par exemple),

A, Faux. Il suffit de prendre deux droites avec
dgs vecteurs colinéaires distincts. Ce qui est vrai
c_est que deux droites qui ont des vccteurs’
directeurs non colinéaires sont sécantes.

42. Vrai. 4(1, 2) est colinéaire au «célébre vec-
teur (= b, a)», car (- b, a)= (-2, —4) : ce sont
les coardonnees de — 20 .

43, Faux. (BD) est orthogonale a (Oy) et d
pas a (AC). [l =

44. Vrai. Il est méme rectangle isocéle de som-
met D. Cela se voit avec le quadrillage (cf. exer-
cice 31).

45, Faux. Encore & wvue d'eeil (quadrillage) le
point /(1, 0) est & égale distance de A et de B :
c'est donc lui le point d'intersection de la media-
trice de [AB] avec (Ox). Autre solution : (CD)

rencontre (Ox) en E(%, D) et 'ona AE# BE .

46, Faux. (CA) a pour coefficient directeur — 3 et
(€D) : 2.

Cela ne nécessite pas d'écrire les équations des
droites: on peut travailler avec les vecteurs
directeurs :

pour (CA): — i+ 3] et pour (CD) : F+2j.

CHAPITRE 13

24. Faux. C'est clair.

25, Vrai. Si un triangle @ au moins deux axes de
symetrie, alors il est équilatéral et admet donc

3 axes de symétrie.

une figure admet 2 centres de
symétries | et J, elle doit comporter I, = S,
puis [, = S;(ly) puis fq= S,11,) ete.
On obtient ce que l'on appelle «un
motif indéfiniment repetes.

26, Faux. Si

e frisen @

27, Vrai, De plus ¢'est Une sonfiguration fonda-

maentale.

t M sur et M’ sur o, la

. Faux. Quel que sol .
“ MM transforme 1) en mt.

translation de vectaur

o] = J . Mals, commea OJ# OC,
ﬁsﬁ:m‘uts A fimage de € par une rotation de
centre O (Le falt que
rian @ l'affaire.)

£0.J mesure 46° ne change

30, Fayyx L.'_""i'
effet, comme |

: AC) uat gn T pas 465, En
figureona CAJ-ca,
Et donc JAOQ =450 impligue
mais surtout CAJ - JAD . CE qui

1a médiane (AJ) du trig { augs
. ngle CAD serai 5,
sectrice et donc que CAD serait iso:ehr' on A

 Bymétrie da la

LAJ= 2160

ue

31. Vrai
ral. 54y et Siou) Bchangent les diagonales,

met au moins
in ractangle

32’} Vrai, Le quadrilatare OAIB ad
trois angles droits - c'est done

|| posséde par ailleurs deux cotes consecutifs
égaux (OA = 0B) : c'est donc un carre,

Ainsi le triangle ACB est rectangle isocele de
sommet 0.

CHAPITRE 14

26. Vrai. c'est une homothétie de rapport — 1
(¢f. p. 355).

27. Faux. On n'a pas AC=3AB .

28. Vral. CA=-125C
figure : CA=— ﬁj-—:—l cD )

(par lecture sur la

29, Faux. C'est |'homothetie hc 5 qui transforme
‘5

A en B et non I'homothétie de centre C et de

rapport —.
pp 2

30. Vrai. Lecture directe.

31. Faux. En ce qui concerne la figure de droite.
Par une homothétie b devient b ou p (en plus
grand ou plus petit), mais jamais d.

En revanche, dans le dessin de gauche, les
figures sont homothétiques.

32. Faux. La raison la plus simple est gue la
droite d'équation y = x passant par le centre 0
de I'homothétie, est sa propre image par cette
homothétie.

33. Vrai. Prendre deux rectangles quelconques et
utiliser les configurations de Thales.

34. Vrai. Une homothetie multiplie les aires par
|e carré de son rapport | or {= VSJJ =3.

35, Faux. Plusieurs procedes peuvent étra uti-
lisés :

_ manifestement, (DC) et (D'Q'} ne sont pas
paralleles (or dans une homothétie une droite at
son image sont paralieles) |

— §'ll existait une telle humotheﬁc h, le carcle
passant par A, B C et D aurait pour image le

cercle passant par A’ g,C e D
Comme le pramier cercle passe par 2 et que
h{2) =14, le spcond devrait passer également

par £1.
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