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Trigonométrie 2




1) Rappel 1

Activité 1 :

1) Représenter l'intervalle [—72';72'] sur un cercle trigonométrique.
2) Représenter l'intervalle [0; 272'] sur un cercle trigonométrique.
Activité 2 :

Compléter le tableau suivant :

+ Tz T iz
—X T—X Y/ - -
2 2

sin

CcCOS

tan
Activité 3 :

T T T T T

Représenter sur un cercle trigonométrique les nombres : 0 ; E = E ; 5 i -5 T -1 2w
Activité 4 :
1) Existe-il un réel z tel que cos(z)=2 7 2) Existe-il un réel y tel que sin(y)=3 7

Remarques 1 :

e La médiatrice d'un segment est la droite qui passe par le milieu de ce segment et qui lui est perpendiculaire.

Le centre du cercle circonscrit est le point d'intersection des trois médiatrices du triangle.

La bissectrice d'un angle est la demi-droite qui partage cet angle en deux angles égaux.

Le centre du cercle inscrit est le point d'intersection des trois bissectrices intérieures du triangle.
e La somme des mesures des angles géométriques d'un triangle est égale a 7.
e Tout triangle non rectangle a tous ses angles sont aigus (on dit dans ce cas que le triange

un angle obtus (on dit dans ce cas que le triangle est obtus).

e Si Me[AC)alors BAM =BAC

e Relation de Chasles : B?lCzB?lD+D210

e Si b désigne la longueur d'un c6té d'un triangle et h la hauteur relative a ce c6té, 1'aire de ce triangle est S = % XbXh

2) Equations et inéquations trigonométriques

2-1 L’équation cos(x) = a et les inéquations cos(x) > a et cos(x) < a

Rappel 2 :
V3 1
1=cos(....) ; 7=cos(....) ; 7=cos(....) ; §=cos(....) ; 0=cos(....) ; —cos(a) = cos(........ )

Propriété 1 a
On considére 'équation cos(z) =a avec a € ]—1;1[ et S l'ensemble de ses solutions. '
Il existe a € ]O;ﬂ[ tel que a =cos(a)

Et S={a+2krlkeZ}u{-a+2knlkel}

x=a+2kn /k€EZ
Autrement dit : cos(x) = cos(a) & Jou
x=—a+2kn /keEZ

- i -




Remarque 2 :

Pour résoudre l'inéquation cos(x)>a ou cos(x) <a avec a € ]—1; 1[ dans un intervalle donné on place premiérement

sur le cercle trigonométrique I'intervalle et les points dont les abscisses curvilignes sont les solutions de 1’équation
cos(x)=a

Exemple 1

1) Résoudre dans R T'équation (E;) cos(x) = g

'J’"@ ek’ .
triﬂﬁe.

2) Résoudre dans ]—ﬂ T ] I'équation (E,) et représenter les solutions sur le cercle trigono

3) En utilisant le cercle trigonométrique précédent résoudre dans ]—72' T ] les inéquationsf:

2 2 2
cos(x) > - cos(x) < - cos(x) = e cos(x) < >

Application 1 :

NG}

1) Résoudre dans R 1’équation cos(z)= 5

1
2) Résoudre dans [0; 272'] Iéquation cos(z) = 3 et représenter les solutions sur le cercle trigonome

3) En déduire les solutions dans [0;271‘]des inéquations : cos(x) > —% ; cos(x) < —% ; cos(x) = —% ; cos(x) < —%

Remarque 3 : Cas particulier

e Sia>1loua< —1 alors I'équation cos(z)=a n’admet pas de solution : S =

e L’ensemble de solutions de I’équation cos(z)=—1 est S = {7Z'+ 2k Ik e Z}

e L’ensemble de solutions de I'équation cos(z) =1 est S = {21{:7[ lke Z}
2-2 L’équation sin(x) = a et les inéquations sin(x) > a et sin(x) < a
Rappel 3 :

V3 V2

1=sin(....) ; 7:sm(....) ; 7:sin(....) ; é:sz’n(....) ; 0=sin(....) ; —sin(a) =sin(........ )

Propriété 2

On considere I'équation sin(z) =a avec a € ]—1;1[ et S l'ensemble de ses solutions.
T .
Il existe a € }—5,5[ tel que a =sin(@)

Et on a S:{a+2k7r/k‘eZ}u{ﬂ—a+2k7r/keZ}
z=a+2kr kel

Autrement dit : sin(z) = sin(a) < < ou

r=r—a+2kr kel

Remarque 4 :

Pour résoudre I'inéquation sin(z) >a ou sin(z) <aavec a € ]—1; 1[ dans un intervalle donné on place premiérement sur
le cercle trigonométrique l'intervalle et les points dont les abscisses curvilignes sont les solutions de 1’équation sin(z) =a

Application 2 :

J3

1) Résoudre dans R 1’équation (£,) sin(z) :—7

2) Résoudre dans [—71' ; 271'[ I'équation (E,) et représenter les solutions sur le cercle trigonométrique.

NG

3
3) En déduire les solutions dans [—7Z 27T [ des inéquations : sin(z) > - et sin(z) < >



Remarque 5 : Cas particulier

e Sia>1loua<—1 alors 'équation sin(z) =a n’admet pas de solution : S =&
e L’ensemble de solutions de I'équation sin(z)=—1 est S = {—g + 2kn/k € Z}

e [’ensemble de solutions de I"équation sin(x)=1 est S = {g + 2km/k € Z}

2-3 L’équation tan(x) = a et les inéquations tan(x) > a et tan(x) < a

Rappel 4 :
1=tan(....) ; i =§ =tan(....) ; V3 =tan(....) ; 0 = tan(....) ; —tan(a) = tan(........ )
V3 3 /
Propriété 3 a
On consideére 1'équation tan(z) =a et S 'ensemble de ses solutions. | (1

Il existe a € ]—%;%[tel que a=tan(a) et ona S :{a+k7r/k€Z}

Autrement dit : tan(z) =tan(a) @ a+kr keZ

T+a

Remarque 6 :

Pour résoudre I'inéquation tan(z) >a ou tan(z)<a avec a € ]—1; 1[ dans un intervalle donné on place premiérement

sur le cercle trigonométrique I'intervalle et les points dont les abscisses curvilignes sont les solutions de 1’équation

tan(z) =a

Application 3 :

1) Résoudre dans [—72' T [ I’équation tan(z) =—1 et représenter les solutions sur le cercle trigonométrique.
2) Résoudre dans [—7Z T [ les inéquations : tan(z) >—1 et tan(x) <-1

3) Résoudre dans [—7?”,5?7[[ I’équation tan(2x — g) = —1 (tu peux mettre X = 2x —g )

Exercices : Exercices de 1 & 12 de la série 11.

3) Angle inscrit - quadrilatére inscriptible - loi des sinus
Activité 4 :
[AD]un diametre d’un cercle (C) de centre O.

B et C de points de (C) tel que B ;10 =70° et A]f?B =75° (voir la figure ci-dessous)

1) Déterminer la nature des triangles ABD et ACD .

2) Déterminer la mesure des angles suivants : BAD, CAD, CAO et DBC.
3) Déterminer la nature du triangle AOC' .

4) En déduire la mesure des angles AOC et ABC'.
5) Déterminer par deux méthodes la mesure des angles ACB et BCD .

6) Déterminer la mesure de 'angle B D C'et vérifier que BDC+BAC =180°.




Propriétés 4

e Si deux angles sont inscrits dans un cercle et interceptent le méme arc alors ils sont de méme mesure.

e Si un angle au centre et un angle inscrit dans un cercle interceptent un méme arc alors la mesure de ’angle au centre
est égale au double de la mesure de l’angle inscrit.

BAC=BDC
BOC=2BAC
BAC——BOC

Propriété 5 : Quadrilatére inscriptible :

A, Bet C sont trois point non alignés, (C) le cercle circonscrit au triangle ABC' et soit D un point du plan.

Le point D appartient au cercle (C) si et seulement si BCD = BAD ou BCD +BAD =1
(Dans ce cas on dit que ABCD est un quadrilatére inscriptible et que les points A, B, C'et D sont cocycliques)

Application 4 :

Dans un trapéze isocele, les cotés adjacents aux bases sont isométriques.
On considere le trapeze isocele ABCD de bases [AB] et [DC], M le point d’intersection de (AC) et (BD) et N est le
point d’intersection de (AD) et (BC).

1) Montrer que BAD+ BC' D =7z puis déduire que ABCD est inscriptible.

2) Soit O le centre du cercle circonscrit au trapeze ABCD.

Montrer que DOM + D AM = 7 puis déduire que AMOD est inscriptible.
Théoréme 1 : Loi des sinus

Soit ABC' un triangle et R le rayon de son cercle circonscrit.

On pose a=BC, b=AC, c=AB et 3210221, CéA:é, Aé’B:6 on a:

a b c
— =——==——5=2R
sinA sinB sinC

Théoréme 2 : Aire d’un triangle

Soit ABC' un triangle.

R et r sont respectifs les rayons des cercles circonscrit et inscrit au triangle ABC.

+b+
On pose a=BC, b=AC, c=AB et soit p le demi-périmétre du triangle ABC (p= %)
L’aire du triangle ABC est :
abc
o §=—
4R
e S=pr

1 oA 1 oA 1 S
oS=Ea><b><smC=Eb><c><smA=Ea><c><smB




Application 5 :

3w

A A A
ABC un triangle tel que ABC = %, ACB = 5 et AB = 6. Calculer BAC et AC.

Application 6 :

NG

A
ABC un triangle tel que BC = 4, AC == et BAC ==

2n

3
A

1) En utilisant la loi des sinus déterminer sin(ABC).

A A
2) En déduire ABC et ACB.
Application 7 :

1) Calculer 'aire d’un triangle équilatéral de coté 5.
2) En déduire R et r les rayons des cercles circonscrit et inscrit.

Application 8 :

A
Calculer l'aire du triangle ABC sachant que AB =5, AC =3 et BAC = %.
Remarques 7 :
e Si ABC est un triangle isocele en A alors :
A A " A A A
ABC = ACB =Z—2C et BAC =m—2ABC =m — 2ACB
A
A . r =7 — 20{
ACB=a=2"% "
2 2
B » C

Si un triangle est isocele dont I'un de ces angles égale a 60° alors il est équilatéral.

Dans un triangle, une médiane est une droite passant par un sommet et par le milieu du c6té opposé.

Le centre de gravité d’'un triangle est le point d'intersection des trois médianes de ce triangle.

e Dans un triangle, une hauteur est une droite passant par un sommet et coupant perpendiculairement le c6té opposé.
e L’orthocentre est le point d'intersection des trois hauteurs du triangle.

Exercices : Exercices de 13 a 24 de la série 11.

Pour la recherche :

Cercle et inégalité d’Euler

Point de Gergonne d’un triangle.

Les cercles exinscrits et point de Nagel d’'un triangle.

Puissance d'un point par rapport a un cercle et I’axe radical de deux cercles.




Résumé 11 : Trigonométrie 2

Les équations trigonométriques de base :

r=a+2kr kel
e cos(z) =cos(a) < Jou
r=—a+2kr lkeZ

r=a+2kr kel
o sin(x) =sin(a) < < ou
r=n—-a+2kr lkeZ

o tan(z) =tan(a) @ a+kr lkeZ

Les inéquations trigonométriques de base :

Pour résoudre une inéquation trigonométrique de base dans un intervalle donné on place premierement sur le
cercle trigonométrique l'intervalle et les points dont les abscisses curvilignes sont les solutions de 1’équation de
base qui lui associé.

Angle inscrit-angle au centre :

e Si deux angles sont inscrits dans un cercle et interceptent le méme arc alors ils sont de méme mesure.
e Siun angle au centre et un angle inscrit dans un cercle interceptent un méme arc alors la mesure de 'angle

au centre est égale au double de la mesure de I'angle inscrit.

Quadprilatére inscriptible :

A, Bet C sont trois point non alignés, (C) le cercle circonscrit au triangle ABC et soit D un point du plan.
Le point D appartient au cercle (C) si et seulement si BCD = BAD ou BCD +BAD ==

(Dans ce cas on dit que ABCD est un quadrilatére inscriptible et que les points A, B, C'et D sont
cocycliques)

Loi des sinus :

Soit ABC' un triangle et R le rayon de son cercle circonscrit.
On pose a=BC, b=AC, c=AB on a :
a b c

— = — = -~ = 2R
SinA sinB sinC

Aire d’un triangle :

Soit ABC' un triangle.

R et r sont respectifs les rayons des cercles circonscrit et inscrit au triangle ABC.
On pose a=BC, b=AC, c=AB et soit p le demi-périmetre du triangle ABC.
L’aire du triangle ABC est :

oS:a—bC
4R
o S=pr

1 . A 1 . ~ 1 -
oS=Ea><b><smC=Eb><c><SLnA=EaXc><smB
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Equations trigonométriques

Exercice 1
Résoudre dans l'intervalle I les équations :
1) 4sin(x) = =2 ;o I =R

2) cos(2x) = - ;

2 [ =] —m; 2m]

4) v/3tan(x) = -3

)
)
3) V2cos(3x) = 1
)
)

5) cos3(x) + sin®(x) =1 ;

Exercice 2

Résoudre dans l'intervalle I les équations suivantes :
1) sin(x) = —sing ; I=R

2) cos(2x) = —cos% ; 1 =10; 2m]

3) cos(3x) = —sing ; 1 =] —g;%[

4) cos(3x) = —sin(x) ;I =R

Exercice 3

Résoudre dans l'intervalle I les équations suivantes :
1) sin(3x—g) = cosg ; =R

2) cos(2x) cos(3x) =0

3) tan(x).tan(2x) =1 ;

;1 =] —mm]
m
I _] - Z' Z[
4) tan(x) = sin(x) I=R
Exercice 4

1) Résoudre dans R les équations suivantes :

tan(x) = ?

7T T
; tan(x) = tan (H) ; tan (x ar E) =1
2) Résoudre dans l'intervalle I les équations :

a) tan (x) = tan% ; 1 =1[0;3n]

b) tan(x—%) =3 ; I=[-2mmn]
Exercice 5

Résoudre dans I'intervalle [ les équations suivantes :

1) sin(x) = cosg ;1 =1]0;3m]

2) sin(x) = —\/;
3) sin(x) = %
Exercice 6

Résoudre dans R les équations suivantes :
. T T
1) sm(x).cos(Zx—Z)=0 5 2) cos(x+§)+1=0

3) sin?(x) =16 =0 ; 4) sin®*(x) —cos?*(x) =0

Exercice 7

Résoudre dans R les équations suivantes :
. Y . s
1) sin (Zx + g) = sin (x - 5)
2) tan (Zx + %ﬂ) = tan(3x)
, (m _ T
3) sin (§ - 4x) = cos (Zx 4)
4m
4) tan (x + ?) .tan(2x) =1
Exercice 8
On considere dans R 1’équation suivante :
(E):cos®x + sin® x + 2 = 3(cos x + sinx)(1 — cos x.sin x)
et S Pensemble des solutions de (E).
1) Montrer que x € S équivaut a
(cosx + sinx)(1 — cosx.sinx) = 1.
2) On pose cosx + sinx =t
a) Montrer que x € S équivaut & t3—3t+2=0
b) Résoudre I'équation & t3 —3t+2=0.
¢) En déduire ’ensemble S.
Exercice 9
Résoudre dans R’ les systemes suivants :
cos 2x = cosy sinx =siny
1 _m ;0 2) _m
X—y= E X — Zy = Z
3) tanx = tazclry ) {sin(Zx -y)=0
X+y=— ’ cos(x —2y) =0
Inéquations trigonométriques

Exercice 10
Résoudre dans I'intervalle I les inéquations suivantes :
1) cos(x) = %

2) cos(x) < ? ;1 =1[0;2m]

3) tan(x) > -1 ; [ =[0;2n]
4) sin(x) > —g ; 1 =10;2m]
5) tan(x) < —V3 ; I =[-mn]

Exercice 11

; I =] —mm)

Correction
"

Résoudre dans I'intervalle [0; 27t] les inéquations :

NA
coSx = -

3
tanx = —g

V3 . 1
cosxs7 ;smxSE ;

tanx>1 ; tanx<+V3 ;

Exercice 12

Résoudre dans I'intervalle [0; 27] les inéquations :
cos(x).sin(x) =0 ;o 2sin?(x) +sin(x) <0 ;
2cos?(x) —cos(x) >0 ;

(2sin(x) — 1) (\/§ tan(x) +1) >0

Loi des sinus - aire d’un triangle

Exercice 13

Soit ABC un triangle tel que :
Z BA=c=+3 et AC=b=+3

B==
6
Calculer 4, ¢, BC, S, R et r
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Exercice 14

Soit ABC un triangle tel que :
A:% ,BC=a=4 et AC=b=4
Calculer AB, B, C, S, R et r

Exercice 15

Correction

Soit ABC un triangle tel que :

et R=4
Calculer AB, AC, BC, C, S, R et r
Exercice 16

Soit ABC un triangle tel que :

V6 ++2

2
1) Calculer sin BAC puis déduire une mesure de BAC

AB =+/3 ,AC =

S T
,BC =2 et BCA:§

2) Vérifier que ABC = i—: puis déduire la valeur de

. (51 51
sin (—) et cos (—)
12 12
3) Calculer I'aire du triangle ABC ainsi que les deux
rayons des deux cercles inscrit et circonscrit du triangle

ABC.
Exercice 17

T

Soit ABC un triangle tel que : AB = 4,4 = g et B = "

On pose AC =betBC =a

1) Montrer que b = aT\/E

2) a) Montrer que a? + 4av6 — 48 = 0

b) Calculer a puis déduire la valeur de sin G—Z)

3) Calculer l'aire du triangle ABC ainsi que les deux
rayons de ses deux cercles inscrit et circonscrit.

Exercice 18

Soit. ABC un triangle inscrit dans un cercle (C) de
centre O et de rayon R.
H est le projeté orthogonal de O sur (BC).
Le demi droit [OH) coupe le cercle (C) au point I.
On pose BAC = a
1) Montrer que :
. a . a a
IC = 2R.sin (E) et CH= le.sm (E)a. cos (;)

2) Déduire que : sina = 2 sin (2).cos 5)

Exercice 19

Soit. ABC un triangle, on pose
BC=a, AC=Db et AB =c

5 A b2+c?
1) Montrer que : sin® B + sin* C =

——sin* A

2) Déterminer la nature du triangle ABC' dans le cas ou
sin? B + sin? € = sin? A

3) Montrer que sinA —sinB = i (a—Db)

4) Déduire que :

c(sinAd —sinB) + a(sinB —sinC) + b(sin € —sind) = 0

Angles inscrits-quadrilatéres inscriptibles
Exercice 20

Un cerf-volant est quadrilatére dont une des diagonales
est un axe de symeétrie.
On veut établir une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un cerf-volant soit inscriptible.
On considere un cerf-volant ABCD inscriptible et O le
milieu de [BD]
1) On suppose que BCD = BAD = %
M.q ABCD est inscriptible.
2) On suppose que ABCD
est inscriptible
a) Vérifier que [BD] est un
diametre du cercle
circonscrit au ABCD.

b) Déterminer la nature

des triangles BCD et BAD.

¢) On déduire que : BCD = BAD = g puis conclure
Exercice 21

Soit (C) un cercle, [BC] une corde, et A € (C) tels que
les arcs AB et AC soient égaux. Soient [AD] et [AE]
deux autres cordes d’extrémités A, qui coupent [BC| en
F et en G respectivement.

Montrer que DEFG est inscriptible.

Exercice 22

Soient C'et D deux points distincts d’un demi-cercle de
diametre [AB]. Les droites (AC) et (BD) se coupent en
E, les droites (AD) et (BC) se coupent en F.

1) Montrer que les milieux des segments [AB], [CD) et
[EF] sont alignés.

2) Montrer que le quadrilatere CFDE est inscriptible.
Exercice 23

Soitt ABC un triangle d’orthocentre H. On supposera
pour simplifier que H est intérieur au triangle (triangle
acutangle). On considére Hy , Hg et H¢ les symétriques
de H respectivement par rapport a (BC), (AC) et (AB)
Montrer que les quadrilateres :

AH,BC ,AHgBC et AH-BC sont inscriptibles.
Exercice 24 (Exercice d’olympiade nationale)

ABC un triangle et (C) son cercle circonscrit. On
considére un point £ de la tangente (7T) au cercle (C)
au point A. Les points P et () sont respectivement les
projections orthogonales de E sur (AB) et (AC)

1) Montrer que (PQ) L (BC)

2) La tangente (7)) et la bissectrice intérieure de l'angle
BAC coupent la droite (BC) respectivement aux points
F et D. Montrer que FD=FA
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Exercice 1

Résoudre dans R les équations suivantes :

sin(x) = —é ; cos(z) = —é o tan(z) = 3 ; 2sin’ (2)+7sin(x)+3=0 ; cos(x)=1

sin(z)=1 ; cos(z)= —g i sin(3x) = sin(x+ %) ; \/§tan(2z +1)=1; cos(2x+ %) =sin(5z— %)

Exercice 2
En utilisant le cercle trigonométrique résoudre dans [0;2%] les inéquations suivantes :
(1,) 2sin(z)+~/2 <0 ; (1,) 2cos(z)+1=0
(1,) (2sin(z)+~N2)(2cos(x)+1) <0 ; (I,) —I1<tan(z)<1
Exercice 3
Partie A
Le but de cet exercice est de démontrer que la symétrie de 1'orthocentre d'un triangle acutangle par rapport a 1'un
de ses cOtés appartient a son cercle circonscrit.

Soit ABC un triangle acutangle et H son orthocentre (point d’intersection des hauteurs).
E est le point d’intersection des droites (AH) et (BC).

D est le point d’intersection de la droite (AH) et le cercle circonscrit au triangle ABC. (Voir la figure ci-contre)
On pose BAC=A, CBA=B et ACB=C
1) Montrer que : C/AlEszAlng—(A}' ; ClA?ng—é’ ; CZA)Bzzr—zl ; A§D=g+(§—é)

CDE=CDA=B : ADB=C : BﬁD:%—é : EéD:B&D:%—E : AéD:%+(6*—z§)

2) Soit F le point d’intersection des droites (CH) et (AB). A
Montrer que : F&BzH&’BzH&’Ez%—%
3) a) Montrer que HCD=7-2B

b) Déduire la mesure de 'angle CHD et la nature du triangle CHD. ‘

4) a) En déduire que la droite (CE) est la médiatrice du segment [HD)

b) En déduire que F est le milieu de [HD)
5) Soit D' la symétrie de H par rapport a (BC) r
En déduire que D'=D et que D' appartient au cercle circonscrit du triangle ABC.
Partie B

Le but est de calculer S', p' et r": I'aire, le demi périmetre et le rayon de cercle inscrit au triangle ABD".

Soit R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.
1) En utilisant la loi des sinus dans le triangle ABD" montrer que : Correction

AB=2Rsin(é'), BD'=2Rcos(lA?) et AD'=2RCOS(£A3— 6’)

2-+3
2
a) Montrer que S'=2\/2(2—\/§) (Remarquer que S'=éAD'>< ABxsz'n(B/iD'))

b) Montrer que p'=2+\/§+\/2(2—\/§) (Remarquer que p'=é(AB+AD'+ BD")) et déduire la valeur de 7".

2) On suppose que R=2\/§,6'=£,2?=£ et sin(Z) =
) ppose q B 3 ()




1 XEALH | HEYOZB L paaliag=n Ll

4oTells@4 | SORCE olaC20 2 eyl La,a) Bl TCSF
M AEDEHCA oC#LLCE A 12121 H %J‘LL,J_,UE r.,h:_)]_,

Lo asar Tord 52955 i) Agpnd KoY 2 heures

ska o IS ZuandBY) Zypackad .
- Aissa HIYAB

2alyl Uoedl gl

Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.
Exercice 1 (6 pts)

1231
12
b) Placer les points A et B dans le méme cercle trigonomeétrigue. ... ... .o oo s oottt e

1) a) Déterminer I'abscisse curviligne principale de chacun des points suivants : A(

¢) Soit O le centre du cercle trigonométrique.
Déterminer la mesure principale de 'angle (O—A/)TB_)B) et déduire sm(m)
2) On pose A(z)= 005(97”— x)sin(57 + ) — cos(x)sin(zx +37ﬂ)
a) MODETEr U A(T) = 20087 (T) = 1 oottt et et et e e e e e e e e

b) Calculer A(%) et A(%)

Exercice 2 (4 pts)
1) Résoudre dans R ’équations N T € L O

2) En utilisant le cercle trigonométrique résoudre dans [0;27z] l'inéquation : tan(z) > N

Exercice 3 (10 pts)
Soit ABC un triangle et O le centre de son cercle circonscrit (C')

Soit R le rayon de (C) et H le projeté orthogonal du point O sur la droite (BA)
La demi droite [OH) coupe (C) en I (Voir la figure ci-contre) on pose B&'A = 6’

1) a) Montrer que AOB=2C AN OO, SRR | o

b) Déterminer en justifiant votre réponse la nature du triangle OBA ................0.5pt

Dans le reste de l'exercice, rappelons la propriété suivante :

. . \ A NMP
Si MNP est un triangle isocele en M alors MNP=MPN :%—

c¢) En déduire que OBA=0AB = %—6’ e et e e et e et e e et e et e e LD

A

2) a) En utilisant le triangle AOH montrer que AOH = AOI =C (remarquer que OfAlH:%—C)

b) Déterminer en justifiant votre réponse la nature du triangle JAO ... e 0.

c¢) En déduire que OAI = OA[A:%—% €8 OI ZOA S R e ettt e e

A ¢

sin(C) _ COS(;)
1A~ R

A A A

d) En utilisant la loi des sinus dans le triangle JAO montrer que : (rappel sin(%—a:) =c0s(x) ) ...

e) On suppose que sin(é) = 2sin(g)cos(%), déduire que IA = 2Rsin(g)

Dans le reste de l'exercice on suppose que R = 206 et C =%

3) Montrer que aire du triangle JAO est S'= 63 (remarquer que S' =éO[xOAxsin(Ab[) ) e e e

4) Montrer que le demi périmetre du triangle IAO est p'= 336 et déduire r' et R' le rayon de cercle inscrit et
CITCONSCTIE AU TTIANGIE 1A O oottt et et et et ettt ot et 0 s et 20 et e £ s s o 00 40 0o £ 4 s £t 00 s s et e
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Fonctions numériques
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1) Généralités

1-1 Fonction numérique d’une variable réelle

Activité 1 :

Pour une personne de taille z en ¢m, la relation qui nous donne sa masse idéale f(z) en kg est donnée par :

z—150

f(z)=z-100-

1) Montrer que f(z) =§x—% puis en déduire la nature de la relation (ou la fonction) qui lie z et f(z).
2) Calculer la masse idéale dans les cas suivants : ©=158cm ; x=164cm ; x=182cm

3) Déterminer la taille de la personne dont la masse idéale est 71kg

4) Montrer algébriquement que 1'équation f(z)=-80,5 n'a pas de solution dans 1'ensemble D :]0;300[ puis donner une
explication de ce résultat.

Définition 1 :

Une fonction [ est une relation qui, a chaque nombre réel z d’un ensemble D, associe au plus, un nombre réel y noté
f(@) .

e Le nombre f(z) est appelé ’image de z par la fonction f.

o Le nombre z, §’il existe tel que f(z)=y, s’appelle antécédent de y par la fonction f.

Application 1 :

No—1z
2

T —

Soit f et g les deux fonctions numériques de la variable réelle z définies par : f(x) = et g(r)=12"+3

1) Calculer si possible I'image des nombres réels 1 ; 4 ; -4 ; 6 et 2 par la fonction f.
2) Déterminer s'ils existent les antécédents des nombres 3 ; 4 et 2 par la fonction g.

Remarques 1 :

e Une fonction f se note également par f: z+> f(z)

e Pour déterminer les antécédents  d'un nombre b par la fonction f, on résout ’équation f(z)=»b d’inconnue z.

1-2 Ensemble de définition d’une fonction numérique

Définition 2 :

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle z.

L’ensemble de définition de la fonction f, noté D ou D, est I'ensemble des nombres réels z pour lesquels I'image
f(z) est calculable dans R .

Remarques 2 :

e Pour déterminer l'ensemble de définition d'une fonction numérique, il faut se limiter aux nombres réels dont le
dénominateur est différent de zéro et ce qui est a l'intérieur de la racine est positif...

e On dit qu'une fonction numérique f est définie sur I si I est une partie de D, .

e L'ensemble de définition d'une fonction numérique f est appelé aussi le domaine de définition de f.

Propriété 1 : Soit P(z) et Q(z) deux polynoémes ; Rappel

La fonction f0 Ensemble de définitionn

Soit ¢ un nombre réel, on a :

f =Polynémen D, =R o LeRizzay=[a+o] |

=g D, =eRIQW*B || o reRiz> =]

f(z)=[P(z) D, ={z e R/ P(z) 2 0} o {reR/z<a}=]-oa] ;

)= P(z) | D, ={z e RIQ(x)> 0} o {reR/z<a}=]-oa] ;
Q(z)

{zeR/z#a}=R\{a}=]-0;a[ U Ja;+o0]
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Exemple 1

Déterminons D, 'ensemble de définition de la fonction f dans les cas suivants :

f=r' a3 J@=T0 5 f@=NT2 @)=

e Pour f(r)=12"-42+3 ona D, =R car f est un polynome.

e Pour f(z)=——

6 ona D, ={reR/z+320}={reR/z=-3}=R\{-3}
e Pour f(z)=+4z-2 ona D, ={xeR/4z—220}={xeR/mzé}={é;+oo{

e Pour f(z)=

7:6 ona D, ={zeR/7-2>0}={zeR/z<7}=]-07]

Application 2 :

8

Déterminer D, l'ensemble de définition de la fonction f dans les cas suivants :

F(e) = f(x)—il  f@)=—2 ;fx)=x2“3 @) =T =2 @) =Y ) =+
fla) = Jﬂ f@) =Tz ; f(a) = f(x)—%*j L f() = 3j’+_1 ;f(a:)=—“’”‘2; f(2) = tan(z)
N+ 1 r+3

Définition 3 :

—~

]

Soient f et g deux fonctions. D, et D  sont leurs ensembles de définition respectifs.

On dit que f et ¢ sont égales, et on écrit f= ¢, siles deux conditions suivantes sont vérifiées :
[ ] D = D
f g

e f(z)=g(x) pour tout z de D,

Exemple 2 :

On considere les deux fonctions f et g définies par : f(z)= \/x—2 et g(z)= |a:|
e Ona D;=R et D, =R, donc D, =D,

e Pour tout z de D;,ona: f(r)= \/x_z =|x| =g(z) alors f=g et donc les deux fonctions f et g sont égales.
Application 3 :

Déterminer si les deux fonctions f et g sont égales dans les cas suivants :

1) f(.’E)=i et g(x)z% : 2) f(z)= ,(x+1)2 ot g(x)=z+1
3) f@)=a+l et g(a)= % ) 4) f(z)=sin(z) et g(x)_cos(a:)xsmig;;

Activité 2 :
On considere la fonction numérique f définie par f(z)=2z+1

Construire le graphe de la fonction f dans un repere orthonormé (O;g; 3) .

Définition 4 :

e Dansun plan muni d’un repére (0;i;7) la courbe représentative d’une fonction f, notée souvent (C,) , est 'ensemble
des points M (x; f(x)) du plan ot x parcourt D, I'ensemble de définition de la fonction f.
e Autrement dit : M(z,y)e(C,) = zeD, et y=f(z)

Remarque 3 :

L’équation y = f(z) est appelée ’équation de la courbe (C,) .



Application 4 :

2
x

On consideére la fonction numérique f définie par : f(z) = ]
T+

1) Déterminer D, l'ensemble de définition de la fonction f.

2) Déterminer les points appartenant a (C;) parmi les points suivants : 0(0;0) ; A(3;%) y B(2;4) ; C(-1L1)

2) Fonction paire - Fonction impaire
2-1 Fonction paire
Activité 3 : On considere la fonction numérique f définie par : f(z) =|:r;|—1
1) Déterminer l'ensemble de définition de la fonction f .
2) Soit z € R, montrer que f(-z)= f(z)
=z—1 x>0

3) Vérifier que f@) =z SZ. ’

f(x)=—z-1 si <0
4) En déduire la nature de la courbe (C,) , puis tracer (C;) dans un repere orthonormé (0:37) .

5) En déduire que la courbe (C,) admet un axe de symétrie a déterminer.

Définition 5 : Soit D une partie de R .

On dit que D est symétrique par rapport a zéro si pour tout x€D ona —z€D.
Exemple 3 :

Déterminer les parties symétriques par rapport a zéro parmi les parties suivantes :
[-2:2] 5 [-21] 5 [-3-2]u[24] ; ]29] i R ; {-2,5:7;2,-7;-5:0} ; R\{2}
R\{-2;2} ; R" ; [-3;-2]u[2:3] i |51 ; [0+] ; {-2:5;7;2,—7;0}

Remarques 4 :

e L’ensemble de définition de la fonction tangente : =+ tan(z) est D, ={]R\%+ kxlkeZ}

ona —-zxeD

tan

e Pour tout ze€D (D

tan

est symétrique par rapport a zéro)

tan

ona w+xelD

tan

e Pour tout zeD

tan

Définition 6 :

Soit f une fonction numérique et D; son domaine de définition.
On dit que f est une fonction paire si :

e D, est symétrique par rapport a zéro ;

e Pour tout zeD, : f(-z)=f(z)

Exemple 4 :

Montrer que la fonction f définie par f(r)=2z" est une fonction paire.

Application 5 :

Déterminer si f est une fonction paire dans les cas suivants :

f(ﬂU)=|35|—I—12 Cf@) =Nz +1 ;) f(x)=cos(z) ; f(z)=32"+22—4

Propriété 2 :
La courbe d’une fonction paire dans un repere orthogonal est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.

Application 6 :

Compléter la courbe suivant sachant que la fonction f est paire :
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Activité 4 :

On considere la fonction numérique f définie par : f(z) =2z

1) Déterminer D, l'ensemble de définition de la fonction f.

2) Soit z € R | montrer que f(-z)=—f(z)

3) Tracer (C;) dans un repére orthonormé (O;f; 3) puis vérifier que (C;) est symétrique par-rapport a l'origine du repere.

Définition 7 :

Soit f une fonction numérique et D, son domaine de définition.
On dit que f est une fonction impaire si :

e D, est symétrique par rapport a zéro ;

e Pour tout zeD, : f(-z)=—f(z)

Application 7 : Déterminer si f est une fonction impaire dans les cas suivants :

f(ilﬁ)=2 Cf@) =27 +x+1 ; f(x)=sin(z) ; f(x)=tan(x)

X

Propriété 3 :

La courbe d’une fonction impaire dans un repere orthogonal est symétrique par rapport a

2

A
S d are. \"_.—
1&9133 urfp(?rem
M1 )

-
N-

-2 =3 o

3) Variations d’une fonction numérique

Activité 5 : \ ., J

Soit f la fonction numérique représentée graphiquement dans le repére (O;f; 3) ci-contre : \

1) Déterminer puis comparer f(-2) et f(-1) . \ ) /

2) Comment les valeurs de f(z) change lorsque les valeurs de z augmentes sur [—2;0] ?

3) Déterminer puis comparer f(2) et f(I) . !

4) Comment les valeurs de f(z) change lorsque les valeurs de z augmentes sur [0;2] ?

Définition 8 : | | | |

Soit. f une fonction et [ un intervalle inclus dans son ensemble de définition. On dit que :

e f est croissante sur [ si pour tous nombres zet yde [:siz <y, alors f(z) < f(y).

e f est strictement croissante sur I si pour tous nombres zet yde I:siz < y, alors f(z) < f(y).

* f est décroissante sur [ si pour tous nombres zet yde [:siz <y, alors f(z) = f(y).

* f est strictement décroissante sur [ si pour tous nombres zet yde I:siz <y, alors f(z) > f(y).
* f est constante sur [ si pour tous nombres zet yde Iona f(z) = f(y).

Remarques 5 :

e Une fonction est dite monotone sur un intervalle I, si elle est croissante ou décroissante sur 1.

e Une fonction est dite strictement monotone sur un intervalle I, si elle est strictement croissante ou strictement
décroissante sur I.
o FEn général on résume les variations d’une fonction dans un tableau appelé tableau de variations ot on indique

par une fleche « vers le haut » que la fonctionest croissante et par une fleche « vers le bas » que la fonction est décroissante.
e Dans l'activité précédente, on a f est décroissante sur l'intervalle [—2;0]et

croissante sur I'intervalle [0;2] . Donc le tableau de variations de f est le suivant

x |—2 o 2

4
fiz) \ /
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Interprétations géométriques :

i fo tn® 1
7®) A==, |

Sla)

f est croissante sur [a;b] f est décroissante sur [a;b]

Exemple 5 :
On considere les fonctions numériques f et g définies sur R par : f(z)=—2+4 et g(z)=2" +
1) Etudier les variations de la fonction fsur R

2) Etudier les variations de la fonction g sur les intervalles [0;+o0] et [-o0;0]

3) Dresser le tableau de variations de g sur R

4) Comparer sans calcul g(-2) et g(-3)

Application 8 :

La courbe ci-dessous représente la courbe d'une fonction numérique f dans un repere

N 4

1) Déterminer graphiquement les réels qui ont une image par la fonction f, puis déduire son ensemble de définition.

2) Dresser le tableau de variations de f sur D, .

Définition 9 :

Soient f une fonction numérique, D, son ensemble de définition, z et y deux nombres distincts de D, .
f(@)—f(y)
r—-y

Exemple 6 : Soit [ la fonction numérique définie sur R par f(z)=3z -1
f@)=fly) _Bz=1)-By-1) _32-3y 3(z-y) _,
T—y -y -y -y

Le nombre T = est appelé taux de variation de f entre z et y.

Le taux de variation de f entre deux réels distincts x et y est T'=

Propriété 4 :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 7.z et y sont deux éléments distincts de 1.

T est le taux de variation de fentre z et y.
e Si T >0 pour tous
* Si
* Si

zet y de [, alors fest croissante sur I.
T >0 pour tous zety de I, alors fest strictement croissante sur I.

T <0 pour tous zety de I, alors fest décroissante sur 1.

* Si
* Si

T <0 pour tous

T =0 pour tous

zet y de [, alors fest strictement décroissante sur 1.

zet y de I alors fest constante sur .
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Exemple 7 : On considére la fonction numérique f définie sur R par f(z)=2" -4z +3

1) Soit z et y deux éléments de R . Montrer que f(z)— f(y)=(z—y)(z+y—4)

2) En déduire que le taux de variation de la fonction f entre deux éléments distincts z et y de R est T=z+y—4
3) En utilisant le taux de variation, étudier les variations de f sur les intervalles [2;+oo[ et ]—00;2]
)

4) Dresser le tableau de variations de f sur R.

—T+2
r—1

Application 9 : On considere la fonction numérique f définie par f(z)=

1) Déterminer D, 1'ensemble de définition de la fonction f .

2) Soit z et y deux éléments de D,. Montrer que f(z)- f(y) = )

(z-Dy-1)

3) En déduire que le taux de variation de la fonction f entre deux éléments distincts z et y de D, est T =—( 1;(1 D
z—1)(y—

4) Etudier les variations de f sur les intervalles ]1;+oo[ et ]—oo;l[
5) Dresser le tableau de variations de f .
3-3 Variations et parité

Propriété 5 :
Soit f une fonction numérique telle que son domaine de définition D, est symétrique par rapporta 0 .

Soient [ un intervalle de R™ inclus dans D, et J le symétrique de I par rapport a 0 (J={-z/ zel}).
—  Dans le cas ou f est paire, on a :
e Si f est croissante sur [, alors f est décroissante sur J .
e Si f est décroissante sur I, alors f est croissante sur .J.
—  Dans le cas ou [ est impaire, on a :
e f ale méme sens de variations sur / et .J.

Exemple 8 :

1) Compléter le tableau suivant sachant que f est paire 2) Compléter le tableau suivant sachant que fest impaire

x |_s5 —2 0

3 1
e / \ ) \ /
1 1 —3

I

5 - - —2 0 2 5

Remarques 6 :

e Il suffit d’étudier les variations des fonctions paires et des fonctions impaires sur D, =D, "R"
e L'ensemble D, =D, "R" est appelé 'ensemble d'étude (des fonctions paires et des fonctions impaires)

4) Valeur minimale et valeur maximale d’une fonction numérique
Définition 10 :

Soit fune fonction numérique définie sur un intervalle 7 et a un réel de .

e On dit que f (a) est la valeur minimale (ou le minimum) de fsur I si pour tout z de Iona: f(z) 2 f (a).

e On dit que f (a) est la valeur maximale (ou le maximum) de fsur I si pour tout z de Ion a: f(z) < f (a).

Jlr |" i) f.l

il

e On dit que f (a) est un extrémum de fsur Isi f (a) est la valeur maximale ou la valeur minimale de fsur I.
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Exemple 9 :

On considere la fonction numérique f définie par f(z)=-2"+1

Montrons que f(0) est la valeur maximale de f sur R

C’est-a-dire montrons que f(z) < f(0) pour tout ze€R

Soit zeR on a f(z)—f(0)= (-2’ +1)— (0" +1)=-2" et on sait que —z° <0 donc f(z)-f(0)<0 C.QF.D
Propriété 6 :

f(x) <M pour tout xel

e M valeur maximale de f sur [ <>~ ) ) _
l'équation f(x)=M admet au moins une solution dans I

. f(x)=m pour tout zel
e m valeur minimale de f sur I <

I'équation f(x)=m admet au moins une solution dans I

Application 10 :

On considere les fonctions f et ¢ définies par : f(z) = m+l et g(r)=2"+6z+5
T
1) a) Montrer que f(z)<—-2 pour tout z e ]-o;0]
b) Résoudre dans ]—oo;O[ Iéquation f(z)=-2
¢) En déduire que —2 est la valeur maximale de f sur ]—00;0[

2) Montrer que —4 est la valeur minimale de ¢ sur R.

Remarques 7 :

e f admet une valeur maximale en a sur [ < f(a) valeur maximale de f sur I .
e f admet une valeur minimale en a sur [ < f(a) valeur minimale de f sur I .
o f admet un extrémum en a sur [ < f(a) valeur maximale ou valeur minimale de f sur I .

Application 11 :

Soit f la fonction numérique représenté sur un repere orthogonal (O;f; 3) par la courbe (C;) suivante :

1) Dresser le tableau de variations de f sur [—2;2]

2) La fonction f est-elle impaire ? justifier votre réponse.
3) Déterminer la valeur minimale et la valeur maximale de f sur [-2;2]

4) Déterminer trois intervalles dans lesquels la fonction fadmet une valeur maximale locale en —1.
Remarque 8 :

e Les extremums de f sur /=D, sont appelés valeur maximale globale (ou absolue) et valeur minimale globale (ou

absolue).
e Les extremums de f sur I# D, sont appelés valeur maximale locale et valeur minimale locale.

Propriété 7 : Extremums et variations

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle et ¢ un élément de [

e Si le tableau de variations de f sur I s’écrit : e Si le tableau de variations de f sur I s’écrit :

x Lo - o

, fle)
J{-i'l / f{-"‘] / \

Alors f(c) est la valeur minimale de f sur [

Alors f(c) est la valeur maximale de f sur [
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5) Etude de la fonction z+ az’

Activité 6 :

Soient @ un nombre réel non nul, on considére la fonction f définie sur R par f(z)=az’.

1) Montrer que f est paire et déduire son ensemble d’étude D, .

2) Montrer que le taux de variation de la fonction f entre deux éléments distincts z et y de R est T =a(z+y)

3) En déduire les variations de f sur D, dans les cas a>0 et a<0

4) Dresser le tableau de variations de f sur R dans les cas a>0 et a<0
5) En déduire le cas dont la fonction f admet une valeur minimale et le cas dont f admet une valeur maximale
Activité 7 :

On consideére la fonction f définie sur R par f(z)=2"

1) Dresser le tableau de variations de f sur R (utiliser l'activité précédente)

2) Recopier et compléter le tableau des valeurs suivant :

1 3

z0 00 =0 10 | J2o| =o 20 30
2 2

f(z)0 0 0 0 0 0 0 0

3) Représenter les points M (z; f(z)) du tableau précédent dans un repére orthonormé

Définition 11 et propriété 8 :

Soit ¢ un nombre réel non nul.

La courbe de la fonction f: z > az”dans un repére (O;g; 5) du plan est appelée parabole de sommet O et d’axe de

symétrie la droite =0 (I'axe des ordonnées).

Tableau de variations de f La courbe (C)

-0 0 +00
a>0
A) \ /
[
— 0 +o0
0
a<0

Exemple 10 :

( Cﬂ

1
Construire la courbe de la fonction f dans un repeére orthonormé dans les cas suivants : 1) f(z)= éxQ ;o 2) flo)= 3 7’

6) Etude de la fonction o2

Activité 8 :

. 7 . \ . 7 (' . * a
Soient a un nombre réel non nul, on considere la fonction f définie sur R* par f(z)=—
T

1) Montrer que f est impaire et déduire son ensemble d’étude D, .

.y . . a
2) Montrer que le taux de variation de la fonction f entre deux éléments distincts = et y de R* est T'=——
Yy

3) En déduire les variations de f sur D, dans les cas a>0 et a<0
4) Dresser le tableau de variations de f dans les cas a>0 et a<0
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Activité 9 :

On considere la fonction f définie sur R* par f(z) =i
x

1) Dresser le tableau de variations de f sur R" (utiliser l'activité précédente)

2) Recopier et compléter le tableau des valeurs suivant :

Lo ] 34 3 g
z0 1 4 10 2 210 0 40
f(z)D 0 0 0 0 0 0 0

3) Représenter les points M (z; f(z)) du tableau précédent dans un repére orthonormé (O;1,

Définition 12 et propriété 9 :

Soit @ un nombre réel non nul.

La courbe de la fonction f:z+> 2 dans un repere (O;f; 3) du plan est appelée hyperbole de centre O et d’asymptotes
x

les droites =0 et y=0 (les axes du repeére).

Tableau de variations de f La courbe (C,)
I |x 0 +0 L |
{7yl
a>0
f(z)
I 0 +0
a<0
f(z)
Exemple 11 :
Construire la courbe de la fonction f dans un repére orthonormé dans les cas suivants : 1) f(z) = 3 ;o 2) f(x)= 2
z z

7) Représentation graphique des fonctions z —f(z), =z f(z)+a €t z+> f(z+a)+b
Soit f une fonction numérique et (C,;) sa courbe dans un repére orthonormé (();2; 3)
7-1 Représentation graphique de la fonction —f: z— —f(2)

Remarque 9 :
On a M(z;f(z))e(C;) < M'(z;—f(2)) e (C)

Donc (C;) et (C_;) sont symétriques par-rapport a I'axe des abscisses

Par conséquent, la courbe de la fonction =+ —f(z) peut étre dessiner a partir de

la courbe de la fonction x> f(x)en utilisant la symétrie axiale d'axe des abscisses




Remarque 10 :
On a M(z; f(z)) e (C,) < M'(z; f(2) +a) e (C,,,)
Donc MM'(0;a) c’est-a-dire MM '= 0i + a3 = a3

Par conséquent, la courbe de la fonction z+ f(z)+a peut étre dessiner a partir de

la courbe de la fonction x> f(x) en utilisant la translation de vecteur v= a}

Remarque 11 :
On a M(z; f(z)) € (C;) = M'(z—a; f(2)) €(C,)
Donc MM'(-a;0) c’est-a-dire MM '= —ai+0j=ai

la courbe de la fonction x> f(x) en utilisant la translation de vecteur v=—ai

Remarque 12 :
On a M(z; f(r)) € (C;,) = M'(z—a; f(x)+b) e (C,)
Donc MM'(—a;b) c’est-a-dire MM '= —ai+ b}

Par conséquent, la courbe de la fonction k: x> f(z+a)+0b peut étre dessiner a partir

de la courbe de la fonction z+ f(z) en utilisant la translation de vecteur v=—ai+ b}

SR I GO B

Application 12 :

On considere les fonctions f, g et h tels que f(x) =§z2, g(x) = é(ax—l)z et h(x) =§x2 —%az-ﬁ-g

1) Construire (C;) dans un repere orthonormé (0:4:7) .

2) a) Montrer que g(z) = f(z+1) puis déduire que (C,) est I'image de (C;) par une translation d'un vecteur a déterminer.
b) Construire (C,) dans le méme repere (0:4:7) .

3) a) Montrer que h(z) = g(z)+1 puis déduire que (C,) est I'image de (C;) par une translation d'un vecteur a déterminer.
b) Construire (C,) dans le méme repeére (0:4: ) .

Application 13 :

On considere les fonctions f, g et h tels que f(z) =§, f(z)= & . et h(z)= 2 +11
T zr— z—

1) Construire (C;) dans un repere orthonormé (0:4:7) .
2) Montrer que g(z) = f(z—1) puis construire (C,) dans le méme repere 0:37).
3) Montrer que h(z)=g(z)+2 puis construire (C,) dans le méme repere 0;37) .

Application 14 :

-3r+2
z+1
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C;) puis construire (C;) dans un repere orthonormé (0O;7; ) .

On considere les fonctions f et g tels que f(z)= 2 et h(x)=
x

2) Compléter par le nombre convenable I'égalité suivant —3z+2=-3(z+1)+.... puis déduire que g(z)=f(z+1)—-3

3) En déduire que (C,) est I'image de (C;) par une translation d'un vecteur a déterminer puis construire (C,) dans le
méme repere (O;g; 3).
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ax+b

8) Les fonctions de références :z+ az’ +br+c, v+ = > cos(z) et x> sin(z)

CcT +
8-1 Etude de la fonction z az” +bz+c tel que a=0
Activité 10 :
On consideére la fonction f définie par f(z)=az’ +bzx+c tel que a, b, ceR et a#0

1) Déterminer D, 1'ensemble de définition de f .

2) Montrer que le taux de variation de la fonction f entre deux éléments distincts z et y de D, est T'= a(z+y+—)
a

3) En déduire les variations de f sur les intervalles |:—Qi;+00|: et }—oo;—%} dans les cas a>0 et a<0
a a

b? —4dac

4) Ecrire f(z) sous la forme canonique et déduire que f (—i) ==
a a

5) Dresser le tableau de variations de f dans les cas a>0 et a<0 puis déduire que f admet un extremum a déterminer.

6) On considere la fonction ¢ définie par g(z)=az’
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (C,)
b) Vérifier que f(z)=g(z+ i) +f(- i)
2a 2a

c) En déduire que (C,) est 'image de (C,) par une translation d'un vecteur a déterminer. (Utiliser la remarque 12)
d) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (C;) .

Propriété 10 :

Soit a, b, ceR et az0

. b b
La courbe de la fonction f:z+> az” +br+c dans un repére du plan est une parabole de sommet Q(—Q—; (—2—D et
a a
b

d’axe de symétrie la droite z=— 5
2q

La courbe /

) X[~ =
_\.‘ 7
f(*F—J] = ar = — ——

Zex

b
Tableau de
b
variations de f F(—5,)
£() b F(x) \
F(— %)

b . b .
Extremums f (—2—) est la valeur minimale de f sur RO f (—2—) est la valeur maximale de fsur RO

a a

Remarque 13 :

Ly . . b
(C;) est symétrique par rapport a la droite (A): = “ou
a

Donc il suffit de tracer (C;) sur [—21;%0{ et déduire (C,) sur }—oo;—%} en utilisant la symétrie axiale d’axe (A)
a a
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Exemple 12 :

On considere la fonction f définie par : f(z) =" +4z+1

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction f.

2) Calculer f(-1) et f(I) puis déduire que f est ni paire, ni impaire.

< =
3) Dresser le tableau de variations de f . ! -
4) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (C,) . % b | >
= N
5) Tracer (C,) dans un repére orthonormé (0;i; ) . § "E_;
§ =
Propriété 11 : v I
g Q
Soit f la fonction définie sur R par f(r)=az’ +br+c tel que a, b, ceR et a=0 é T
-~
Si f(z)=a(z+a)’+ B est la forme canonique de f(x) alors la courbe de la fonction f est une +
parabole de sommet Q(—a;f) et d’axe de symétrie la droite z=-a g

Exemple 13 :

On consideére la fonction f définie par f(z)=2z"-52+3

, c’est-a-dire f(z)=2(z— 3)2 + ﬁ

— 2 —
On a la forme canonique de f(z) est f(z)=2(z- o ) + (25) —dx2x3
2x2 4x2

Donc (C;) est une parabole de sommet Q(%,%) et d’axe de symétrie la droite z =§

Application 15 :

On consideére les fonction f et g définie par f(z)=-32"+122+4 et g(x)=2" +4z+3

1) Donner la forme canonique de f et de g
2) En déduire les éléments caractéristiques de (C;) et de (C,)

Activité 11 :

ar+b

On considere la fonction f définie par f(z)= tel que a;b;c;deR, c#0 et ad—bc#0

cx+d

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de f.
2) Montrer que le taux de variation de f entre deux éléments distincts z et y de D, est

1 A a b
T—C—zxﬁtelque A= d—ad—bc

(z+)y+-) ¢
c c

x
3) En déduire les variations de f sur les intervalles }—Q;Jroo‘: et :l—oo;—g[ dans les chs A0 et A<0
c c

5) Dresser le tableau de variations de f dans les cas A>0 et A<0

— L (ad=be)
2
6) On consideére la fonction ¢ définie par g(z)=————

a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (Cg)
s d. a
b) Vérifier que f(z)=g(z+—)+—
¢’ ¢

c) En déduire que (C,) est 'image de (C,) par une translation d'un vecteur a déterminer. (Utiliser la remarque 12)

d) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (C,) .

e) On pose azg, ﬂ:g et lz—igx(ad—bc) . Montrer que f(z)=p+
c c c

(Utiliser la question 6) b))
r+a
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Définition 13 et propriété 12 :

axr+b

e La fonction f:z+> tel que a;b;c;deR, c#0 et ad—-bc#0 est appelée fonction homographique.

cx+
ax+b

e La courbe de la fonction f:z+ tel que a;b;c;deR, c#0 et ad—bc#0 dans un repere du plan est

CT +

a

1 a ,
une hyperbole de centre Q(—(—;aj et d’asymptotes les droites z = 4 et y=—

c c c c
A>0 A<0
=2 ) ()

e = ——

La courbe Q _ff———,:a B o) =
e ' ' \ -
—d —

Tableau de S e e +oo S I o oo

variations de
p e e

Remarque 14 :

Lo : d
(C;) est symétrique par rapport au point Q(——;g]
cc
Exemple 14 :
1 . . —z+2
On considere la fonction f définie par : f(z)= >
$ —_—

1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction f.

2) Dresser le tableau de variations de f.

3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la courbe (C;) .

4) Tracer (C;) dans un repere orthonormé (O;f; 3)

Définition 14 et propriété 13 :

Soit f la fonction définie par f(z)= ax +2 tel que ajb;c;deR, c#0 et ad—bc#0
cx +
Il existe des nombres réels «, f et 4 tel que f(z)=p+ 4
T+a

Cette formule est appelée la formule réduite de f(z).

Propriété 14 :

Soit f la fonction définie par f(z)= az+b tel que a;b;c;deR, c#0 et ad—bc#0
cx +
Si f(x)=p0+ 4 est la forme réduite de f(z) alors :
r+a

e La courbe de la fonction f est une hyperbole de centre Q(—a;ﬂ) et d’asymptotes les droites z=—a et y=/4

e Tableau de variations de f :
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A>0 A<0

F(z) I ()

Exemple 15 :
-1 . J 2z +1
On considere la fonction f définie sur ]R\{S} par f(x)= 3
-
e On a la forme réduite de f(z) est f(z)= 2z —3;+ 7 2+ 7 3
x— x—

Donc (C;) est une hyperbole de centre 9(3;2) et d’asymptotes les droites =3 et y=2

e Tableau de variations de f :

Puisque 7 >0 alors :

J(x)

Application 16 :

On considere les fonction f et g définie par f(z)=

4z +8 et g(z)= 3r—1
+6 g 2+ 3

1) Donner la forme réduite de f et de g

2) En déduire les éléments caractéristiques de (C;) et de (C,)
3) Dresser les tableaux de variations de f et de g

8-3 Fonction périodique

Définition 15 :

Soit. T un nombre réel strictement positif.
. h . . AP . (z+T)eD i
On dit que f est périodique de période T' si pour tout z€ D, on a :
f@+T)=f(z)
Exemple 16 :

e Cosinus et sinus sont des fonctions périodiques de période : T'=27 car pour tout x€R on a :
(z+27)eR (z+27)eR
cos(z+27) =cos(z) sin(z + 27) = sin(z)

) o . Vs (z+7)e R\ Ly
e La fonction tangente est périodique de période : T' =7z car pour tout ze R\ §+ kz{ ona: 2

tan(z + ) = tan(zx)

Application 17 :

Montrer que T est une période de la fonction f dans chacun des cas suivants :
1) f(z)=sin(2z) et T'=rx
2) f(z)=cos(rx) et T=2

1 —
3) f(x)zm et T=nx
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Propriété 15 :

Soit f une fonction périodique de période T' et (C;) sa courbe représentative dans un repére (0;i; 3)
e Pour tout keZ", le nombre kT est aussi une période de la fonction f.

e La courbe (C;) est invariante par toute translation de vecteur kTi avec keZ .

e Ainsi pour étudier une fonction périodique de période T', il suffit de I'étudier sur un intervalle de longueur T

(Trés souvent, on choisit un des deux intervalles [0;T] ou [—%,%} ).

Définition 16 :

La fonction cosinus est la fonction qui, a chaque nombre réel z associe son cosinus : cos(z) on écrit =+ cos(x)

Propriété 16 :

La fonction x> cos(x) est paire et périodique de période 27 .

Remarque 15 : La courbe de la fonction x —» cos(x) sur IR

11 suffit de représenter la courbe de la fonction z+> cos(z) sur U'intervalle [0;27r] et compléter par translation :

- 7 3 55 Ta -
AN ARNNE AR JA RN )
-4 ‘?K\J_/ijﬂ _2g —3m -7 0 |_/ e L/ A
T =7 T -

2k

Définition 17 :

La fonction sinus est la fonction qui, a chaque nombre réel z associe son sinus : sin(z) on écrit x> sin(zx)

Propriété 17 :

La fonction x> sin(z) est impaire et périodique de période 27 .

Remarque 16 : La courbe de la fonction x » sin(x) sur IR

11 suffit de représenter la courbe de la fonction z+> sin(z) sur U'intervalle [0;27r] et compléter par translation :

2F

-Aix e S R ix T
/-43 T _EH\J_/_M 31 g 1%« 2w OF 3M_/4z
= 2 ) Z 2

2t

9) Résolution graphique des équations et inéquations
Activité 12 :
Dans la figure ci-contre (C;) et (C,) désignes les courbes de deux fonctions fet g sur I'intervalle [—4;5]

1) Résoudre graphiquement 1'équation f(z)=0
(¢y)

2) Résoudre graphiquement I’équation f(r)=4

)
)
3) Résoudre graphiquement les inéquations f(z)20 et f(z)<0
)
)
)

4) Résoudre graphiquement les inéquations f(z)>4 et f(x)<4

5) Résoudre graphiquement 1’équation f(z)= g(x)

6) Résoudre graphiquement les inéquations f(z)> g(z) et f(z) < g(x) ru \ / ™
I
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Propriétés 18 :

Soient f et g deux fonctions numériques, (C;) et (C,) leurs courbes respectives dans un repere et m un nombre réel.
e Les solutions de I'équation f(z)=m sont les abscisses des points d’intersection de (C;) et la droite d’équation y = m.
e Les solutions de I'inéquation f(z)>m (resp. f(z) <m ) sont les I'intervalles dont (C;) est située au-dessus (resp. au-

dessous) de la droite d’équation y = m.

e Les solutions de I'équation f(z)= g(z) sont les abscisses des points d’intersection des deux courbes (C;) et (C,).
e Les solutions de I'inéquation f(z)> g(x) (resp. f(z) < g(x) ) sont les I'intervalles dont (C,) est située au-dessus (resp.
au-dessous) de (C,) .

Application 18 :

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O;f; })
1) Dresser dans le méme repere les courbes (C,), (C,) et (C,) des fonctions f, g et h définies par :

f(2)=2*, g(z)ﬁ et h(x)=x

2) Résoudre graphiquement puis algébriquement les équations f(z)=g(z), f(z)=h(z) et g(z)=h(z)

)
3) Résoudre graphiquement 'inéquation f(z) > g(z)
4) Résoudre graphiquement I'inéquation z° <1

)

. . 1
5) Résoudre graphiquement I'inéquation ——z<0
x

Application 19 :

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des courbes (C;) et (C,) des fonctions f et g définies par :

—r—7

f(x)=2"-22-3 et g(z)=
z+1

2) Dresser dans le méme repere les courbes (C;) et (C,)

3) Résoudre graphiquement puis algébriquement ’équation f(z) =0
4) Résoudre graphiquement les inéquations f(z)>0 et f(z)<0

5) Résoudre graphiquement 'équation f(z)=5

6) Résoudre graphiquement les inéquations f(z)=5 et f(z)<5

7) Résoudre graphiquement 1’équation f(z)=g(z)

8) Résoudre graphiquement les inéquations f(z) 2 g(z) et f(z) < g(z)

Remarque 17 : Les points d’intersection avec les axes du repére :

e Les points de la forme M(2;0) tel que z est une solution de I'équation f(z)=0 sont les points d’intersection de (C,)

et ’axe des abscisses.

e Le point B(0; f(0)) est le point d’intersection de (C;) et I'axe des ordonnées.

Application 20 :

On consideére la fonction f définie par f(z)=2" -8z +7

Déterminer les points d’intersection de la courbe (C;) avec les axes du repere.

Complément de cours : Etude des fonctions =+ f(jz]) et z > |f(z)|
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Résumé 12 : Fonctions numériques

Soit f une fonction numérique, D, son ensemble de définition, (C,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, 7)

) f(1

Soit z et y deux éléments distincts de D, , on pose T(z;y) Z% (Le taux de variation de fentre = et y).
I' un intervalle de D,. On note "pour tout " par " prt"
Ensemble de définition d’une fonction f(a) valeur mazimale de f
e D, ={les réels z pour lesquels on peut calculer f(z)} e f(a) est un extremum de f <> ou
e Si f estun polynéme alors D, =R f(a) valeur minimale de f
o Si f(x)= Pl) alors D, = {x eR/ Q(z) # 0} Propriété

Q(z) e M valeur maximale de f sur [/

Si f(z)=P(z) alors D, ={zeR/ P(x)>0}
Parité d’une fonction
Définition

D,

(prtzeD,) f(-2)=[f(x)

- est symétrique par rapport a 0
o f est paire <

D, est symétrique par rapport a 0

o f est impaire <
{(prt reD,) f(-2)=—f(2)

Propriété
(C)) est symétrique par rapport

o [estpaire>q )
a l'axe des ordonnés

) ) (C) est symétrique par rapport

o f est impaire <
a l'origine du repére

Variations d’une fonction
Définition :
e [ est croissante sur I <[(prtzyel): z>y= f(z)= f(y)]
o [ est décroissante sur I < [(prtz;yel): a>y= f(z) < f(y)]
o [ est constante sur I <[(prta;yel): z>y= f(2) = f(y)]
Propriété :
® f est croissante sur I < (prtx,yel): T(z;y) =0

f est décroissante sur I < (prt x,yel): T(z;y) <0
e f est constante sur I < (prtz,yel): T(x;y)=0
Variations et parité :
Soit [ et J deux intervalles symétriques par rapport a 0 de D,
® Si [ est paire, alors :

f est croissante sur I < f est décroissante sur J

[ est décroissante sur I < f est croissante sur J

e Si [ est impaire, alors :

f est croissante sur I < f est croissante sur J

f est décroissante sur I < f est décroissante sur J

Valeur maximale - Valeur minimale

Définition

e f(a) valeur maximale de [ sur I < (prtzel) f(z)< f(a)
o f(a) valeur minimale de f sur I < (prtzel) f(z)= f(a)

fla)
ey

f(a) valeur maximale f(a) valeur minimale

f(x) <M pour tout xel

{l'équation f(x) =M admet au moins une solution dans I

e m valeur minimale de f sur [
f(x)=m pour tout xel

{l'équation f(z) =m admet au moins une solution dans I
Egalité de deux fonctions
. f PN {Df = Dr]
(prtzeD,) f(z)=g(z)
Courbe d’une fonction
* (C)={M(zf@@)/zeD,}
o M(zy)e(C)<=reD, et f(x)=y
Etude de la fonction f tel que f(z)=az’ +bz+c

e f est appelé : fonction polynomiale de deuxiéme degré.
[ ) Df = R

e (C;) est une parabole de sommet Q(ab; f (—i)j et
2a 2a

s . b
d’axe de symétrie la droite z= o

a
Tableau de variations de f La courbe (C))
(Parabole)
I ¥
- i i " 0
P
a>0 v
f(z) f( b ) \_}./
2
Ay
b 3
--m o 3
’ 2 to /‘\
a<0 b h
' T
f 2a)
flz)

Si f(z)=a(z+a)’+ B est la forme canonique de
f(z) = ax” +bx+c alors (C;) est une parabole de sommet

Q(—a;ﬂ) et d’axe de symétrie la droite z =—-a
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ax+b

Etude de la fonction g tel que g(z) =
cr+d

® g est appelé : fonction homographique

e D, =R\{—d}
c

e (C,) est une hyperbole de centre Q(_d;g) et d’asymptotes les
: C C

droites x = _Td et y= %
o La courbe (C,)
Tableau de variations de ¢ !
(Hyperbole)
-
I ¢ T &
a b R E———
c d >0 - / !
f(z] =
-
r oo ; 0
a b
d <0 g St
¢ :
fd X
1= -
: A ar+0b
Si f(z)=p+ est la forme réduite de f(z)=
T+a cr+d
alors :

e (C;) est une hyperbole de centre Q(-a;f) et d’asymptotes
les droites z=-a et y=p

e Tableau de variations de f :
Si A>0

F(x)

Si A<0

F(x)

—x oo
— B k=]

-

Résolution graphique des équations et inéquations

L équation f(@)=m f(z) = g(x)
S i i C.) avec la droite
Les abscisses des points | (C;) (©,) avec (C,)
d’intersection de y=m
L’inéquation f(@)>m f(z) > g(2)

est au-
©) (C,) est au-dessus

de (C
droite y=m ¢ ()
—

Sont les intervalles

dessus de la
dont

Remarques :

e Une fonction f se note également par f: z+> f(z)
e Pour déterminer les antécédents £ d’un nombre b
par la fonction f, on résout 1’équation f(x)="5

e Pour déterminer D, il faut se limiter aux nombres

réels dont le dénominateur est différent de zéro et ce
qui est a l'intérieur de la racine est positif...
e D, =D, "RR" est I'ensemble d'étude des fonctions

paires et des fonctions impaires.

e Une fonction est dite monotone sur un intervalle I,
si elle est croissante ou décroissante sur 1.

e Une fonction est dite strictement monotone sur un
intervalle I, si elle est strictement croissante ou
strictement décroissante sur L.

Intersection avec les axes du repeére

e Les points de la forme M (z;0) tel que z est une

solution de I’équation f(z)=0 sont les points
d’intersection de (C,) et I'axe des abscisses.

e Le point B(0;f(0)) est le point d’intersection de
(C;) et I'axe des ordonnées.

Fonction périodique

Définition : Soit T e R’,

f est périodique
de période T

o (ot D)_{(x+T)eDf
T e ) .
U f@HT) = f(2)

Exemples classiques :

e (Cosinus et sinus sont des fonctions périodiques de
(z+2n)eR

ériode : T'= 27 car : (prt R):
Py (prtz e k) {cos(m+2n)=cos(z)

(z+2n)eR

sin(z + 2m) = sin(x)

et (prtxe]R):{
e La fonction tangente est périodique de période : T'=7x

n (z+m) e R\ I kn
car : (prt z e R\ §+kn ): 2

tan(x + ) = tan(z)
Les fonctionsz > —f(z), z+> f(z)+a et z+> f(r+a)+b
e La courbe de la fonction z+>—f(z) peut étre
dessiner a partir de la courbe de la fonction z+> f(z)en

utilisant la symétrie axiale d'axe des abscisses.
e La courbe de la fonction z+> f(z)+a peut étre

dessiner a partir de la courbe de la fonction z > f(z)
en utilisant la translation de vecteur v = a}

e La courbe de la fonction z+> f(z+a) peut étre
dessiner a partir de la courbe de la fonction z+ f(z)en

utilisant la translation de vecteur v=—ai
e La courbe de la fonction ¢: z+> f(z+a)+b peut

étre dessiner a partir de la courbe de la fonction
x> f(z) en utilisant la translation de vecteur

v=—ai+bj
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Série 12

Fonctions numériques

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 1 :

Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes

f}($)=$3—3x+1 : f2($)=2$_\/;;

Exercice 2 :

Soit f la fonction définie sur [—3;4] par sa courbe :

1) Déterminer D, I’ensemble de définition de la fonction f
2) Donner la valeur maximale et la valeur minimale de f

En déduire que —1< f(z)<4 pour tout z € Df

Justifier que f est ni paire ni impaire.

3)
3) Dresser le tableau de variations de f .
4)

Exercice 3 :
On considere la fonction f définie par son tableau de

variations sur [-1;4] :

r -1

R}

-2 3

1) Déterminer les extrémums de f sur [—l; 4]

2) Comparer f(1) et f(2)

3) Sachant que f est paire dresser sa table de variations
sur [—4;4]

Exercice 4 :

On considere la fonction f définie par f(z) = —42° +4z+5
1) Montrer que f(z)=6—(2z—1)°

2) En déduire que f(z) <6 pour tout z€R

3) Calculer f G) et déduire que 6 est la valeur maximale de

f sur R

Exercice 5 :

On considere la fonction f définie par : f(z)=— .
x~ —_—

1) Déterminer D, et vérifier que f est paire.
2) En déduire D, =D; "R" T'ensemble d’étude de f .
3) Montrer que pour tous réels z et y distincts de D, ,
f@)-f) __ z+y

—y @D D)
4) Etudier les variations de f sur [();l[ et ]1;+oo[

on a:

5) En déduire les variations de f sur ]—I;O]et ]—oo;—l[
6) Dresser le tableau de variations de f sur D,

Exercice 6 :

On considere la fonction f définie par : f(z) =2° + 4z +1

1) Déterminer D, I’ensemble de définition de la fonction f .
2) Dresser le tableau de variations de f .

3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
courbe (C,) .

4) Tracer (C,) dans un repere orthonormé.

Exercice 7 :

: —r+2
On considére la fonction f définie par : f(z) = z+1
z—

1) Déterminer D, Iensemble de définition de la fonction f .
2) Dresser le tableau de variations de f .

3) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
courbe (C;) .

4) Tracer (C,)dans un repere orthonormé.

Exercice 8 : (Exercice 3 de DL5)
4
On consideére la fonction f définie par : f(z) = 2(a:+—j
T

1) Déterminer D, et vérifier que f est impaire.

2) Montrer que pour tous réels z et y distincts de D,

ona. [T _, (1 3 i)
x-y xy
3) a) Etudier les variations de f sur [2;+o[ et sur ]0;2]
b) En déduire les variations de f sur ]-o0;—2]et sur [-2;0[
4) En déduire que fadmet une valeur minimale sur ]0;+oo[

5) On considére un rectangle d'aire 4 et de longueur d'une de
ses dimensions est ¢

4
a) Montrer que le périmétre de ce rectangle est 2 [t+?j

b) En déduire la valeur minimale du périmétre de ce rectangle.
Exercice 9 :

Soit fla fonction définie par f(x) = % et (C;)

sa courbe représentative dans un repere.
1) Comment appelle-t-on la fonction f ? Déterminer D,

2) Dresser le tableau de variations de f sur D,
2
9

4

Déterminer les éléments caractéristiques de (Cf)

)
) Tracer (C;)




Prof : Aissa HIYAB
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Série 12

Fonctions numériques

Lycée qualifiant : Almajd

Matiere : Mathématique

Exercice 10 :
On considere les fonctions [ et ¢ tels que :

1 2x+3
fx) = 7 et h(x) = i1
1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
(C;) puis construire (C;) dans un repére orthonormé (0O;4; j)
2) Compléter par le nombre convenable 1’égalité suivant
2z+1=2(z+1)+.... puis déduire que g(z)= f(x+1)+2
3) En déduire que (C,) est I'image de (C;) par une
translation d’un vecteur a déterminer puis construire (Cg)
dans le méme repére (0;2; }) .
Exercice 11 :
On considére la fonction f définie par : f(z)=—2° + 2z

1) Déterminer D, I’ensemble de définition de la fonction f .

2) Veérifier que f(z)=—(z—1)" +1 pour tout 7 € D,

3) Montrer que pour tous réels z et y distincts de D, on a :

T=2-z-y
4) En utilisant le taux de variations étudier les variations de
fosur [L+oo] et ]-o0;1]
5) Dresser le tableau de variations de f.
6) En déduire les extrémums de f
7) On considere la fonction g définie par : g(z) = f(|z])
a) Montrer que ¢ est paire.
b) Montrer que g(z)= f(z) pour tout z€R"
¢) En déduire le tableau de variations de ¢ .

Exercice 12 :
A) On considere la fonction f définie par : f(z)=2"+22-3

1) Déterminer D, I’ensemble de définition de la fonction f .
2) Déterminer les points d’intersection de (C;) avec les axes
du repeére.

3) Montrer que pour tous réels z et y distincts de D,
ona: T=x+y+2

4) Etudier les variations de [ sur [—I;+oo[ et |-o0;—1]

5) Dresser le tableau de variations de f et déduire les
extrémums de f

6) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la
courbe (C;) puis le construire.
4x
|x|+1
1) Déterminer D, I'ensemble de définition de la fonction g .

B) On considere la fonction g définie par : g(x) =

2) Montrer que g est impaire.
4

3) Montrer que g(a:) =4- i1 pour tout z € R”
T+

4) En déduire les variations de g sur R*

)
5) Dresser le tableau de variations de g sur D,
)

6) Tracer (C,) dans le méme repére (O;g; 3)

7) Déterminer graphiquement le nombre de solutions de
équation (z° +22—3)(|z|+1)=4x

Exercice 13 : (Exercice 1 de DL5)
Le graphe ci-dessous représente la courbe d'une fonction

numérique f dans un repére orthonormé (O;17; 7)
Correction

1) Vérifier que f est ni paire ni impaire.

2) Déterminer 'ensemble de définition de f.

3) Déterminer f(=3), f(3), f(0) et f(-1)
)

4) Déterminer s'ils existent les antécédents des nombres :

5
3 ; g et —3 par la fonction f

5) Déterminer la valeur maximale et minimale de f.

6) Dresser le tableau de variations de f.

7) Résoudre graphiquement les équations :

f(@)=0, f(z)=3 et f(z)=-1

8) Résoudre graphiquement les inéquations :

f(2)20, f(z)<0, f(z)>3 et f(z)<-1

9) Déterminer 'ensemble de définition des fonctions g et h

Z" S et 9(@) =f@@) -3

x

définies par : h(z) =
Exercice 14 :
Dans la figure ci-contre (C;) et (C,) désignes les courbes de

deux fonctions fet g sur I'intervalle [—6;4]

-

1) Déterminer f(4), f(1), f(=1), g(1) et g(=3)
2) Dresser le tableau de variations de f.

3)

4) Résoudre les graphiquement les inéquations :
a) f(z)<0 sur [—4;2]

b) f(z)=g(x) sur [—6;—2]

5) Déterminer les extrémums de [ sur [—5;3]

Résoudre les graphiquement I’équation : f(z) = g(z)
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Exercice 1

Le graphe ci-dessous représente la courbe d'une fonction numérique f dans un repere orthogonal (0;2; 5)

J
2 —

= 4

\:‘:j‘(a;:

N 5
oe— 3

1) Vérifier que f est ni paire ni impaire. 7) Résoudre graphiquement les équations :

2) Déterminer 1'ensemble de définition de f . f(x)=0, f(z)=3 et f(z)=-1

3) Déterminer f(=3), f(3), f(0) et f(=1) 8) Résoudre graphiquement les inéquations :
4) Déterminer s'ils existent les antécédents des nombres : f()=0, f(z)<0, f(z)>3 et f(z)<-1

9) Déterminer l'ensemble de définition des fonctions g et h

définies par : h(z)= T e g(x)=+/f(x)-3

5) Déterminer la valeur maximale et minimale de f. f(x)

3 ; g et —3 par la fonction f

6) Dresser le tableau de variations de f.

Exercice 2

X

Soient f et ¢ les fonctions définies par : f(x) = et g(z)=2" - 27 Correction

z—
Déterminer D, et D,

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C;) et de (C,)

Dresser les tableaux de variations de f et de ¢

Montrer que (C,)et (C,) sont concourantes au points O(0;0), A(L;-1) et B(3;3)
Montrer par deux méthodes que —1 est la valeur minimale de ¢ sur D_(/

Tracer (C;) et (C,) dans le méme repere orthonormé (0:7:7)

Résoudre graphiquement ’équation : g(z) =3

Résoudre graphiquement Iinéquation : f(z) <0

x
Résoudre graphiquement I'inéquation : 5 2(z-2)20

10) Résoudre graphiquement 'inéquation : g(z) <2z —3
Exercice 3

On consideére la fonction f définie par : f(z) = 2(m+£)
x

1) Déterminer D, et vérifier que f est impaire.

‘(x)—f 4
2) Montrer que pour tous réels z et y distincts de D, on a: Mz 2[1——}

=y Yy
3) a) Etudier les variations de f sur [2;+[ et sur ]0;2] ; b) En déduire les variations de f sur ]-o0;—=2]et sur [-2;0]
4) En déduire que fadmet une valeur minimale sur ]O;+OO[

5) On considére un rectangle d'aire 4 et de longueur d'une de ses dimensions est ¢

4
a) Montrer que le périmeétre de ce rectangle est 2[t+?j ; b) En déduire la valeur minimale du périmetre de ce rectangle.
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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.
Toute réponse non justifiée est considérée comme incompléte.

Chaque tentative de tricher vaut un zéro.

Exercice 1 (6 pts)

Le graphe ci-dessous représente la courbe d'une fonction numérique fdans un repere orthogonal (O;f; 3)

1

 e—

/ /;wb
a?) P

(4 /T
i

7
4(

1_______-__-_____,..-

:)L'u.a-
1) Déterminer D, l'ensemble de définition de f ... Ll
2) Déterminer f(6), f(8), f(=3) €t f(—I) oot ;-é UL‘A »‘..5"“: llz‘t"

3) Déterminer s'ils existent les antécédents des nombres : 0 et —3 par la 0 c/’hgn fg

5) Dresser le tableau de variations de f.... .
6) Déterminer 1'ensemble de définition des fonctions g et h tel que g(x) 1/ f (:E) et h(x) 1/—3 f (x 1pt

Exercice 2 (14 pts)

+4
Soient f et g les fonctions définies par : f(x) = 7 5 et g(z)=—2"+2z+2
-+

)
)
)
4) Déterminer la valeur maximale et la valeur minimale de fi.............] %h?’)- S35
)
)

1) Vérifier que D, = R\{2} € D) = R

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C;) et de (C)) oo L

Dresser les tableaux de variations de [ et de g ..o

Montrer que (C;) et (C,) sont concourantes au points A(1;3), B(0;2) et C(3;=1) vl

Résoudre graphiquement Iéquation @ g(&) = —1 ..o et e e
Résoudre graphiquement I'inéquation : g(z) —2 2 0 .ottt e e e
Résoudre graphiquement 1'inéquation : f(2) < G(Z) oot

Résoudre graphiquement I'inéquation : f(Z) S —Z 4 2 e e e

)
)
)
)
) Tracer (C;) et (C,)dans le méme repere orthonormeé (O;4; ) oo
)
)
)
)

10) Résoudre graphiquement puis algébriquement I'équation : f(2) = g(Z) oo
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1) Définition du produit scalaire

Activité 1 :

Soit ABC' un triangle non rectangle.

Le point B'est le projeté orthogonal du point B sur la droite (AC).

Le point C'est le projeté orthogonal du point C' sur la droite (AB).

On pose u=AB, v=AC et v'=AC" (Voir la figure ci-contre)
AC" AB'

1) a) Vérifier que B;lB' = C//iC" et COS(BAB‘) =—
AC AB

b) En déduire que ABxACxcos(B?lB') =ABxAC'=AB%<AC
2) Vérifier que B;lB' = BfAlC et déduire que : H’l_},HXHFH = ABxACxcos(BfAl )

Définition 1 :

Soit 4 et v deux vecteurs du plan, on note A, B et C' les points tels que u=AB et v=AC.

Le produit scalaire des vecteurs « et v est le nombre réel noté u.v défini par :

— Si u et v sont colinéaires et de méme sens alors wv=ABAC=ABxAC
=

- - @
A = = (o)

> Si u et v sont colinéaires et de sens contraire alors ww=ABAC =-ABxAC

R o =

o

7 = A TE =

5 Siu et v nesont pas colinéaires alors wv=ABAC=ABAC" ou C" est le projeté orthogonal du point C' sur (AB)

C ’
v
; — ----""
A o~ B C Y
wv=ABAC=ABAC = ABxAC" wv=ABAC=ABAC ' =—ABxAC"

Propriété 1 et définition 2 : La formule trigonométrique du produit scalaire

e Quel que soit les vecteurs u et v du plan on a :
wy = ||11||><||Z/||><cos(a) ou @ est une mesure de angle (u]0)
e Quel que soit les points A, B et C du plan on a : ABAC = ABxACxcos(BAC)

Cette formule est appelée la formule trigonométrique du produit scalaire.

Remarques 1 :

e Sil'un des vecteurs u ou v est nul alors u.v=0.
—.2 — —

- = - -2
e Le produit scalaire w.u est appelé le carré scalaire de © on le note u , on écrit : ©u =uw.u.

xcos(u u) H H H Hxl H H " ou encore ” ” Jua .

e Pour tous points A et B du plan on a AB = AB?

Ona: u —uu H H

Propriété 2 : D
En général le produit scalaire des vecteurs AB et CD est le nombre réel : ¢
ABCD=AB.C'D" ot C' et D' sont les projetés orthogonaux des points C'et D sur la

droite (AB) respectivement. o DB
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Exemple 1 :
ABCD un rectangle de centre I tel que AB=6 et AD=23.

Calculer les produits scalaires suivants : AD.BC ; AB.CD ; BA.BC ; AB.AI . BC.DI

Exemple 2 :

1) Soient u et v deux vecteurs du plan. Calculer uwv dans les cas suivants :

a) |1;|=5, ||{)|=6 et (E)zz 27r]
6 cos(m —x) =—cos(z)

b) 71|=\/§ ;}”:4 et (ﬁ); 5”[2;;] cos(rr+x) =—cos(x)
cos(—x) = cos(z)

c) |ZL =2, ”5 =5 et (u;v)s—%[%r]

4_7[
3 P
3) Soit MNE un triangle tel que MN =5, ME =3 et MN.ME =—6 . Calculer cos(MN; ME).

Exercices : Exercices 1 et 2 de la série 13.

2) Soit ABC un triangle tel que AB=3, AC =4 et B?lC: . Calculer ABAC .

2) Les propriétés du produit scalaire
Activité 2 :

Soit u, vet w trois vecteurs de méme norme.

Soit O, A, B et C quatre points tels que u=0A4, v=0B et w=0C.

On suppose que A(A)Bzz, Bész et AéC’zi
3 4 12

Calculer puis comparer w.v+uw et u.(v+w)

Propriétés 3 : Les propriétés du produit scalaire

Quels que soit les vecteurs u, v, w et le nombre réel £ on a :

e vaur=uuv on dit que le produit scalaire est symétrique.

o E(HE)) —uv+uw et ﬁ(kxﬂ) = Ax(&ﬂ) on dit que le produit scalaire est linéaire.

o uu>0 et I’égalité wu =0 n’ayant lieu que pour u=0.
Exemple 3 :

Soient u et v deux vecteurs du plan tels que : ”ﬁ” =2, ”5” =3 et (ﬁ) 52?”[274.

Calculer u., 1;2, v et (2&—5)(&+g{1)

Remarque 2 :

Il découle des propriétés 3 que le comportement du produit scalaire par rapport a ’addition des vecteurs et leur
multiplication par un nombre réel suit des regles analogues a celles de la multiplication des nombres.
On retiendra en particulier certains produits scalaires remarquables (par analogie avec les identités remarquables)

Propriétés 4 : Les identités remarquables

Quels que soit les vecteurs v et v du plan on a :
2 - —=\2 — 2

:(u+v) =||u
L2 L2
oo =(u-v) =

o (i47) (5-7)=]

o |u+v

|—> —

2 - —
+2><u.v+||v

2 [
° |u|| —2><u.v+||v||

2 -
I

2

39



Exemple 4 : Soient u et v deux vecteurs du plan tels que : ”1;” =7, ”5” =3 ot uv=-2.
- 2 B
1) a) Calculer ||u+v|| et ||u—v||

b) En déduire la valeur de ||12+5|| et de ”12—5”

Il

2) Vérifier que ||u||+||v|| > ||u+v|| et que ||u—v|| 2
3) Vérifier que ||u||><||’u|| > |uv|

Propriété 5 : Résultat des identités remarquables

—= 1 {2 -2 - -2 R 1 /(n-n2 —12 - 2
o u.U:—(Hu +Hv —Hu—v ) ; o u.v:——(Hu +Hv —Hu+v )
2 2
Exemple 5 :
Montrer que quels que soit les points A, B et C' du plan on a : ABAC = é(ABQ | Lqom —BC’2)
Propriétés 6 et définition 3 :
.1 , ‘
e Quels que soit les points A, B et C' du plan on a AB.AC:E(ABQ +AC? —BC’Z)

e On dit que U et v sont orthogonaux si wv=0 et on écrit u L v

e Deux droites (AB)et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si ABCD=0
Exemple 6 :

v|=5

Soient u et v deux vecteurs orthogonaux du plan tels que : ||&|| =4 et
Déterminer le réel a sachant que : (ax u +’?))(’ZL+’T)) =13.

Exemple 7 :

Soit ABC un triangle tel que AB=1, AC =+/2 et COS(B;lC) L L

242
1) Calculer AB.AC et déduire la valeur de BC .
2) Soit D le point tel que AD=AB+2AC , montrer que le triangle ABD est rectangle en A .

Exercices : Exercices 3 et 4 de la série 13.

3) Théoréme d’Al-Kashi
Activité 3 : Soit ABC un triangle.
1) Vérifier que BC=AC-AB et déduire que FC2 = TC2 —2AB.AC+ E2
— 1 ‘ , ‘ A
2) En déduire que AB.AC:E(AB2 +AC?—BC”) et BC* = AB’+AC* —2ABx ACxcos(BAC)
— Cette derniere égalité est appelé le théoréme d’Al-Kashi.
Théoréme 1 : Théoréme d’Al-Kashi

Quel que soit le triangle ABC on a :
e BC° =AB*+AC”? —2AB><ACxcos(BQlC)

e CA*=BC” +BA*-2BC x BAxcos(CéA)

o AB?=CA?+CB? —20Ax CBxcos(AC B)
Propriété 7 : Résultat du théoréme d’Al-Kashi

Quel que soit le triangle ABC on a :
2 2 o2 . 2 2 g2
B +AC" -BC ; COS(CBA)=BC +BA"-CA
2ABxAC 2BCxBA

CA’+CB* - AB’

cos(B?lC) = 4 ; cos(A(AjB) =

20AxCB
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Exemple 8 :

1) ABC un triangle tel que AB=2, AC =43 et BQIC’:%. Calculer BC'.

2) ABC un triangle tel que AB=1, AC=+2 et BC=2 .
Caleuler ABAC, cos(BAC), BABC, CACB, AB.BC et CABC.

Exercices : Exercices 5 et 6 de la série 13.

4) Théoreme de la médiane
Activité 4 : Soient A et B deux points distincts du plan et I le milieu du segment [AB].

Soit M un point du plan.
1) En écrivant MA=MI+IA et MB=MI+IB vérifier que MA+ MB =2MI
2) En déduire que (M—A+M—B)(W—M—B) = 2MI.BA

3) En déduire que W-W:MI2—éAB2 et MA +MB :2M1'2+éAB2

Propriété 8 : La propriété caractéristique du milieu d’un segment :

Soient A et B deux points distincts du plan et I le milieu du segment [AB ] )
Pour tout point M du plan on a MA+MB =2MI

Théoréme 2 : Théoréme de la médiane :

Soient A et B deux points distincts du plan et I le milieu du segment [AB].

MA? — MB? = 2MI-BA

ATA AID 2 1 2
Pour tout point M du plan on a : { MA-MB = MI~ —QAB'

MA? + MB® = 2MI”° +éABQ

Remarque 3 :

La troisieme égalité du théoreme de la médiane permet de calculer la médiane d’un triangle en fonction de ses
cOtés. o

, 1 ) , 1 .
Dans cette égalité on pose M =C' on obtient : CI° = E(CA' +CB? _EABZJ B

Exemple 9 :

ABC un triangle et I, J et K les milieux respectifs de [AB] , [BC]et [CA] .
1) Sachant que AB=4, BC =8 et CA=5, calculer les distances CI ; AJ et BK .
2) En utilisant le théoréeme de la médiane calculer le produit scalaire CIAB.

3) Calculer par deux méthodes le produit scalaire CACB.

Propriété 9 : Les ensembles des points usuels du plan

Soit A et B deux points distinct du plan et R un réel strictement positif.

L’ensemble des points M du plan tel que Nature
MA=R Le cercle du centre A et de rayon R
MA=0 Le singleton {A}
MA=-R L’ensemble vide
MA = MB La médiatrice de segment [AB]
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Exemple 10 :

A et B deux points du plan tel que AB=4.

En utilisant le théoréme de la médiane déterminer ’ensemble des points M du plan dans les cas suivants :
1) MA°+MB*=16 ; 2) MA’+MB*=8 ; 3) MA*+MB’=0

4) MA*-MB’=0 ; 5) MAMB=5 . 6) MAMB=0

Exercices : Exercices 7 et 8 de la série 13.

5) Les relations métriques dans un triangle rectangle
Activité 5 :
Soit ABC un triangle et H le projeté orthogonal de A sur (BC).
1) Vérifier que AB.AC = —ﬂ(m—ﬂ) et BA.BC = BH.BC
2) a) En déduire que : AB.AC =0 équivalent & BA® = BH.BC et BH.BC >0
b) En déduire que : ABC est un triangle rectangle en A équivalent & BA” = BH x BC'.
Propriétés 10 : Les relations métriques dans un triangle rectangle

Soit ABC un triangle.
I est le milieu du segment [B C ] et H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si I'une des conditions suivantes est réalisée :
e BC”=AB"+AC” (Théoreme de Pythagore) .

e BA’=BHxBC ou CA’=CHxCB ¢ I

o HA>=HCxHB

e AI=1BC
2

Exemple 11 :

Soit ABC' un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur la :;Sit (BC) tel que :
BH=16 et CH =9 Ol
Calculer les distances BC, BA, CA et HA

Complément de cours : Formule de Héron

L’aire d’un triangle de cotés a, b, ¢ et de demi-périmetre p est : S :\/p(p—a)(p—b)(p—c)
Exercice : Exercice 9 de la série 13.

Pour la recherche :

e Le lien entre le produit scalaire et le travail d’une force en physique.
e L'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'inégalité de Minkowski.
e Théoreme de Ménélaiis et Théoreme de Céva.
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Résumé 13 : Produit scalaire

Définition du produit scalaire :

e Le produit scalaire des vecteurs AB et AC est
le nombre réel noté AB.AC défini par :

— Si AB et AC sont colinéaires et de méme sens
alors ABAC=ABxAC

Si AB et AC sont colinéaires et de sens
contraire alors ABAC =—ABxAC

Si AB et AC ne sont pas colinéaires alors
ABAC=ABAC" ou C" est le projeté
orthogonal du point C' sur (AB)

La formule trigonométrique du produit scalaire :

e Quel que soit les points A, B et C' du plan on a :

ABAC =ABxACx cos(BfAl )
e Quel que soit les vecteurs u et v du plan on a :

U :”u”x”v”xcos(a) ou a est une mesure de
4>A4>
langle (u;v)

Autre formule du produit scalaire :

e Quel que soit les points 4, B et €' du plan on a :
/TB.TC’:%(ABQ +AC? - BC?)

e Le produit scalaire des vecteurs AB et CD est le
nombre réel ABCD=ABC'D"' ou C' et D' sont
les projetés orthogonaux des points C'et D sur la
droite (AB) respectivement.

Les propriétés du produit scalaire :

Quels que soit les vecteurs u, v, w et keR on a :

e V.U=UV

° E(Wr@):E;Jr{LE et &(kxﬂ)zkx(&a)

2 2

- =2
S i =
o uu>0 et ”u“:\/u.u

° ’ZL.ZLZO@&Z@

et EQ = AB’

® 1

Les identités remarquables :

- =112 — —\2 —112 - — -2
o |ut+w =(u+v) =||u| +2><u.v+||v

- 112 - -\ 2 -2 - = -2
° u+v|| :(u+v) :||u| +2><u.v+||v||

o (a40).(u-0)=[

2 —

Théoreme d’Al-Kashi :
Quel que soit le triangle ABC on a :

e BC” :AB2+AC2—2AB><ACxcos(B/AlC)

e CA’=BC’°+BA’-2BCx BAxcos(CéA)

o AB?=CA? +CB? —20AxCBxcos(AC B)

Autres résultats

e ulveuv=0
e (AB)L(CD)< ABCD=0

.ag=émagqmr4@_;j
- — 1 -2 —12 - -2
o o= {faf + ol = Ja+of
e Quel que soit le triangle ABC on a :

B’ +AC? - BC?
2ABxAC

La propriété caractéristique du milieu d’un segment

cos(B/AlC) = 4

e Soient A et B deux points distincts du plan et I le
milieu du segment [AB ]
Pour tout point M du plan on a : MA+ MB = 2MI

Théoréme de la médiane :

e Soient A et B deux points distincts du plan et [ le
milieu du segment [AB]. Pour tout point M du plan

MA® —MB? =2MI-BA

on a : M—A~W=M[2—£ABQ

MA? + MB? = 2MI? +éAB'“’

e La troisieme égalité du théoreme de la médiane
permet de calculer la médiane d’un triangle ABM .

Les relations métriques dans un triangle rectangle :

Soit ABC un triangle. I est le milieu de [BC’] et
H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si
I'une des conditions suivantes est réalisée :

e BC”=AB"+AC” (Théoréme de Pythagore)

e BA*=BHxBC ou CA*=CHxCB

o HA’ =HCxHB

° AI:iBC
2

Formule de Héron :

e L’aire d’un triangle de c6tés a, b, ¢ et de demi-

S =\p(p-a)(p-b)(p—c)

périmetre p est :
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Prof : Aissa HIYAB Série 13 Lycée qualifiant : Almajd

Niveau : TCSF Produit scalaire Matiere : Mathématique

Exercice 1

Calculer le produit scalaire wv

1) [u] =3,
o o
-2,

i f

Exercice 2

1) Soit ABC' un triangle équilatéral tel que
AB=4. Calculer par deux méthodes ABAC.
2) Soit ABC' un triangle isocele en A tel que
BC =6. Calculer AC.AB.

3) Soient u et v deux vecteurs du plan.
Déterminer les mesures possibles de I’angle
orienté (ﬁ/;\ﬁ) sachant que :

[i]=4 [f| =2 et w--246

Exercice 3

Soit ABC' un triangle tels que :

AB=1,AC=3etBZC=%§

1) Montrer que ABAC = —%

_._i_.

2) Soit E le point du plan tel que B S BC

a) Montrer que E=§E+éﬁl—0

b) Calculer AB.AE

¢) Soit I le milieu du segment [AB].
Montrer que (AB) L (IE)

Exercice 4

ABCD est un trapeze rectangle en A et en D .
O est le milieu de [AD]

On pose AB=a, DC=b et AD=c

(& Correction
-

1) Caleuler AB.DC et OAOD
2) En écrivant OC=0D+DC et OB=0A+AB.

2

Montrer que OB.OC =ab- %

Exercice 5
1) ABC est un triangle tel que :

AB=3, AC=5 et ;lzg . Calculer BC'.

2) MNP est un triangle tel que :
MN:\/g, NP =2 et &:5% . Calculer MP .

Exercice 6
ABC est un triangle AB=6, AC=5et BC=7
1) En utilisant le théoreme d’Al-Kashi montrer que :

cos(?l) ==

2) Calculer AB.AC puis déduire BA.BC =30
3) Soit H le projeté de A sur (BC).

Calculer la distance : BH
Exercice 7
ABC un triangle tel queAB=6,AC=4et BC =5
Soit I le milieu du segment [B C] ,Calculer Al
Exercice 8
ABM un triangle, I, J et K les milieux respectifs
de[AB] ) [AM]et [BM] .
Sachant que AB=4, AM =3 et BM =4 calculer les
distances MI , AK et BJ.
Exercice 9
Soit ABC un triangle rectangle en A et H le
projeté orthogonal de A sur la droite (BC) tel que

AH:4etA§C=E.

Calculer les distances BA, CA, BC, BH et CH
Exercice 10 : Exercice d’olympiade

Soit a, b et ¢ trois réels strictement positifs.
Montrer que :

\/&2 +b° —ab+\/b2 +c¢? —be Z\/c2 +d’+ca

Indications :

Considérons un quadrilatere ABCD tel que

ADB=" ot BDC="
3 3

On pose AD=a, BD=b et DC=c

1) Construire une figure.
2) Calculer AB et BC en fonction de a, b et c

3) En déduire que :

\/a2 +b2—ab+\/b2 +c¢? —be Z\/cg+a2+ca




Prof : Aissa HIYAB
Niveau : TCSF

Série 13

Produit scalaire

Lycée qualifiant : Almajd
Matiere : Mathématique

Exercice 11 : La loi des sinus
On considere un triangle ABC' et on désigne par H
le pied de la hauteur issue de A.
On note AH = h, AB =c, AC = bet BC = a.
1) a) Montrer que AB.AH = AC.AH .
b) En déduire que e¢xsin(B) =bxsin(C) .
a b ¢
sin(A)  sin(B) sin(C)

4]

2) Montrer que

Correction
-

Exercice 12 : Inégalité d’Euler.

Soit ABC' un triangle.

On pose BC=a, CA=b, AB=cetp = a+:+c

Soit X,Y,Z R tel que :

X=2(p-a), Y=2(p-b)et Z=2(p—c)

1) Vérifier que X, Y et Z sont strictement positif.

2) Vérifier que X+Y =2¢, Y+Z=2a et Z+X=2b
3) En déduire que abc > 8(p—a)(p—0b)(p—-c) (Rappel :
pour tout réels z,y,z€R" on a
(z+y)(y+2)(z+1z)>8xyz )

4) On note R et r les rayons des cercles circonscrit et
inscrit au triangle ABC respectivement.

a) En utilisant la formule de Héron, déduire que
R>2r

L’inégalité R > 2r est appelée : inégalité d’Euler.

b) Montrer que p* >27(p—a)(p—b)(p——c) (Rappel :
pour tout réels z,y,z€ R on a (z+y+2)" > 27zyz)
¢) En utilisant la formule de Héron, déduire que

p23\/§r

Exercice 13
Soit ABC' un triangle, on note O et R le centre et le
rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.

On pose BC=a, CA=b et AB=c

Soit H le point tel que OH =0A+0B+0C

1) Montrer que :

20B.0C =2R* —a* , 20C.0A =2R* -b* et
20408 =2R* -¢’

2) a) Montrer que AH =0B+0C et déduire que
AH =20A" tel que A'est le milieu du segment [B C’]
b) En déduire que (AH) L (BC)

3) a) Montrer que BH =0A+O0B et déduire que

BH =20B" tel que B'est le milieu du segment [CA]
b) En déduire que (BH) L (CA)

4) En déduire que H est Porthocentre du triangle ABC'
5) En déduire que OH =30G ot G est le centre de

gravité du triangle ABC
6) Montrer que OH” =9R* —(a” +b° +¢*) et déduire

que OG* =R’ —é(a2 +b° +¢”)

7) Montrer que :
2 2

cos(2A) + 003(23) + 003(20) = QOC;TBR
Exercice 14 : Exercice d’olympiade
Soit ABC' un triangle, on pose

a+b+c
BC=a, CA=b, AB=cet p= 5
R et r sont les rayons des cercles circonscrit et inscrit
au triangle ABC' respectivement.
1) En utilisant la formule de Héron montrer que :
— abc Ftr= [2Z9@-D{®-9)
4/p(p-a)(p-b)(P—c) P

2) On pose BAC=A, CBA=B et ACB=C
On suppose que :
cos(2A) + cos(2B) + cos(2C) = —4cos(A)cos(B)cos(C) — 1
Et a° +b° +c” =2(p° —4Rr—1r")
En utilisant ’exercice précédent déduire que :

2_ 2
cos(A)cos(B)cos(C) = %
Et cos(A)cos(B)cos(C) S%

3) En déduire que le triangle ABC est rectangle si et

seulement si p=2R+r

Exercice 15 : Exercice d’olympiade

O, G, H et I désignes respectifs le centre du cercle
circonscrit, le centre du gravité, 'orthocentre et le
centre du cercle inscrit d'un triangle ABC'.

On pose BC=a, CA=b, AB=c et p= a+:+c
R et r sont les rayons des cercles circonscrit et inscrit
au triangle ABC' respectivement.

1) a) Montrer que OI° = R* —2Rr

b) En déduire que R > 2r

Montrer que OH? = R* —2p” + 2(2R+ 1)’

a) Montrer que IH® =2r° —p” + (2R +71)’

2
3

)
)
b) En déduire que OH > J2xIH

4) Montrer que IG” =é(p2 —16R'r+5’r2)

5) Déduire que V16Rr —5r° <p< \/27"2 +(2R+71)*
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1) Translation — Symétrie centrale — Symétrie axiale

1-1 Définitions des transformations : symétrie centrale - symétrie axiale - translation

Activité 1 :

Soit ABCD un carré de centre O, I et J sont les milieux respectifs de [AB] et [AD).

1) Construire une figure convenable.

2) a) Déterminer 'image du point A par la translation du vecteur BC .

b) Déterminer I'image du point B par la translation du vecteur 1.

¢) Déterminer I'image du segment [BO)] par la translation du vecteur I .

Activité 2 :

Soit ABCD un parallélogramme de centre O, I et J sont les milieux respectifs de [AB] et [A

1) Déterminer les symétrie de chacun des points A, B et O par rapport au point O.

2) En déduire la symétrie de la droite (AB) par rapport au point O.

Activité 3 :

Soit ABCD un losange de centre O, [ et J sont les milieux respectifs de [AB] et [AD].

1) Construire une figure convenable.

2) a) Déterminer les symétrie de chacun des points B, O et I par rapport a la droite (A

b) En déduire la symétrie de la droite (IO) par rapport a la droite (AC).

Définitions 1 :

Translation

La symeétrie centrale

La symétrie axiale

Soit % un vecteur du plan.
La translation du vecteur
U est la transformation du
plan, qui a tout point M du

plan associe le point M "' tel

que : U =MM" .
u
M"\\
n

On dit que M" est I'image
de M par la translation du
vecteur U et on écrit
t.(M)=M".

Ainsi

t,(M)=M'< MM =u

u

Soit I un point du plan.
La symétrie centrale de centre [ est
la transformation du plan, qui a tout
point M du plan associe le point M '
défini par :
Si:M #1,alors [ est le milieu du
segment [MM '] .
Si:M=1I alors M'=M .

M

M
On dit que M" est I'image de M par la
symétrie centrale de centre I, on note
S, (M ) =M".
Ainsisi: M # 1, alors :

S, (M) =M'< [ est le milieu du

segment [MM ']

Soit. (A) une droite du plan.

La symétrie axiale d’axe (A) est la
transformation du plan, qui a tout point M
du plan associe le point M ' défini par :

Si: Me(A),alors M'=M .

Si: M ¢ (A), alors (A) est la médiatrice du
segment, [MM '] .

(4)

Mf
On dit que M"' est I'image de M par la
symétrie axiale d’axe (A), on note
Sw(M)=M".
Ainsi si : M ¢ (A), alors :

S(A) (]W) =M"'< (A)est la médiatrice du
segment [MM ']

Remarques 1 : Les points invariant

e Il n’y a aucun point invariant par une translation de vecteur non nul, et tous les points sont invariant par la

translation du vecteur nul.

o S5 ([ ) =1, on dit que le point I est invariant par la symétrie centrale S, et c’est le seul point invariant par S, .

e Si Me (A), alors S( 8) (M ) = M . Les points de (A) sont les seuls points invariants par la symétrie axiale S( A
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Remarques 2 :

o t;(4)=B L (4)=4

°

=
I
oy
0

E
I
N

o S,(M)=M'e IM'=-IM
o S,(M)=M'<S,(M)=M.
o« S(M)=M" 5, (M)=M.

e La symétrie axiale S( A) est appelé aussi symétrie orthogonale ou réflexion.

1-2 L’image des figures par les transformations : symétrie centrale - sy

Activité 4 :

Soit. (C') un cercle de centre A et de rayon R. B est un point de (C).

1) a) Construire A' et B' les images respectives des points A et B par la symétrie centrale S, .
b) Montrer que A'B'=R et (A'B")||(AB) .

2) Soit M un point de (C') et M 'son image par la symétrie centrale S, .
On note (C'") le cercle de centre A' et de rayon R .
a) Vérifier que A'M'=R et déduire que M'e(C").

°

b) En déduire que 'image du cercle (C) par la symétrie centrale S, est le cercle (C").

Définition 2 :

Soit T' une symétrie centrale ou une symétrie axiale ou une translation.

e [’image d’'une figure par la transformation 7 est I'image de tous ces points par cette transformation.
Soit (&) une figure géométrique. On note 7'((£)) I'image de (&) par la transformation 7.

e Si un point M appartient a (&) alors son image T'(M) appartient a T'((£)) .

Autrement dit : Si M e (&) alors T'(M) e T((£))

Symétrie centrale Symétrie axiale Translation
\
".III T
II'. — "
)|
A /
.
L)
".III —
xJ /
e

"

Propriétés 1 : L’image des figures usuelles

Soit T une symétrie centrale, une symétrie axiale ou une translation.
Soit A, B et C trois points du plan, on pose : T(A)=A", T(B)=B'et T(C)=C"".
1) L’image d’un cercle de centre A et de rayon R par la transformation T est un cercle de centre T(A) =A'

et de méme rayon R.
2) L’image d’un segment par la transformation 7' est un segment de méme longueur.

e On note T ([AB])l’image du segment [AB] par la transformation T .
e Ona: T([AB])=[A'B'] :
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3) L’image d'un angle géométrique par la transformation 7' est un angle de méme mesure.

e On note T(B ;lC'j I'image de 'angle B A C par la transformation 7'

e Ona: T(BﬁCj:B'ﬁ'C'de plus: BAC=B'A'C" .
4) L’image d’une droite par une symétrie centrale ou par une translation est une droite qui lui est parallele.
e On note T((AB)) I'image de la droite (AB)par la transformation 7T’
e Ona: T((AB)) = (T(A)T(B)) c’est-a-dire T((AB)) =(A'B") de plus si T est une symétrie centrale ou une
translation alors (AB)//(A'B").
5) L’image d’une droite (D) par une symétrie axiale S( est une droite (D')
o Si (D)II(A) alors (D)[I(A) . :a» /(0
o Si (D)est perpendiculaire & (A)alors (D')=(D) . /f/ @
e Si (D) coupe (A) en un point M alors (D') coupe (A en M.

\
a ©
6) L’image d’une demi-droite par la transformation 7 est une demi-droite.

Exemple 1 :
Soit ABC' un triangle isoceéle en A et O le milieu du segment [B C ]

1) Déterminer l'image de la droite (AB) par S, .

2) Déterminer I'image du segment [BO] par S, .

3) Déterminer I'image de 'angle ABO par S, .

Exemple 2 :

Soient ABCD un losange du centre O, I et J sont respectifs les milieux des segments [A

1) Déterminer les images des points B, O et [ par S( Ac) -
2) Déterminer 'image de la droite (] O) par S( AC) -

3) Déterminer I'image du segment [BO] par S( Ac) -

4) Déterminer I'image de 'angle ABO par S(AC) 3

1-3 Les propriétés des transformations : symétrie centrale - symétrie axiale - translation

Propriétés 2 :

La propriété caractéristique de la symétrie centrale

Soit 7' une transformation du plan.

T est une symétrie centrale si et seulement si pour tous points M et N du plan d’images M "' et N' respectivement par
T ona M'N'=-MN

La propriété caractéristique de la translation

Soit T une transformation du plan.

T est une translation si et seulement si pour tous points M et N du plan d’images M "' et N' respectivement par T'
ona M'N'=MN

Exemple 3 :

ABC un triangle, on note &=E4, t.(A)=A" t.(C)=C", S;(A)=A" et S,(C)=C".

()

1) Construire une figure.

2) En utilisant la propriété caractéristique de la translation et de la symétrie centrale. Montrer que C'A'=-C"A".
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Activité 5 :

Soit T' une translation ¢, ou une symétrie centrale S, .

Soit A, B, C' et D quatre points du plan tel que AB=3CD
On pose :T(A):A',T(B):B'.,T(C):C' et T(D):D' .

1) Supposons que T'=t. . En utilisant la propriété caractéristique de la translation montrer que A'B'=3C"D".

2) Supposons que 1" =5, .En utilisant la propriété caractéristique de la symétrie centrale montrer que A'B'=3C"'D".

Propriétés 3 :

Soit T' une symétrie centrale ou une symétrie axiale ou une translation.

Soit A, B, C'et D quatre points du plan, on pose : T(A) =A", T(B) =B, T(C) =C" et T(D) =D".
T conserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs :

Si: AB=aCD ol a est un réel, alors A'B'=aC'D".

On dit que la symétrie centrale, la symétrie axiale et la translation conservent le coefficient de colinéarité.
T conserve Palignement des points :

e Les images de trois points alignés par la transformation 7' sont trois points alignés.

Autrement dit : Si 4, B et C sont trois points alignés, alors les points A', B' et C'" sont alignés.

e On dit que la symétrie centrale, la symétrie axiale et la translation conservent ’alignement des points.
T conserve le milieu d’un segment :

A et B sont deux points distincts du plan.

Si I est le milieu du segment [AB ], alors le point ['= T([ ) est le milieu du segment [A'B '] .

On dit que la symétrie centrale, la symétrie axiale et la translation conservent le milieu.

T conserve le parallélisme :

e Si (AB)||(CD) alors (A'BY)||(C"'D") .

Autrement dit : Les images de deux droites paralléles par la transformation 7' sont deux droites paralleles.
e On dit que la symétrie centrale, la symétrie axiale et la translation conservent le parallélisme.

Exemple 4 :

ABC est un triangle rectangle en A et O le milieu de [BC).
On note S(AB)(O) =1 et S(AC)(O) =J

1) Construire une figure.

2) Montrer que (B):[ et T (C):J

0d 04
3) Les points I, A et J sont-ils alignés ? Justifier.

4) Démontrer que A est le milieu de [1J].

Activité 6 :

Soit u un vecteur du plan et 7, la translation du vecteur u.

A et B deux points du plan, on pose t; (A) =A"et t; (B) =B".
1) En utilisant la propriété caractéristique de la translation montrer que A'B'=AB .

2) Soit C' un point du plan tel ABC' est un triangle, on pose t; (C) =C".

a) Montrer que les triangles ABC et A'B'C" sont identiques puis en déduire que B 210 =B 'fAl'C' "
b) En déduire que si (AB) L (AC) alors (A'B") L(A'C").

Propriétés 4 :

Soit 7' une symétrie centrale ou une symétrie axiale ou une translation.

Soit A, B, C et D quatre points du plan, on pose : T(A)=A',T(B):B'.,T(C):C' et T(D):D' .
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T conserve la distance :

e A'B'=AB.

Autrement dit : La distance entre deux points est égale a celle de leurs images par la transformation 7.

e On dit que la symétrie centrale, la symétrie axiale et la translation conservent les distances ou qu’elles sont isométries.
T conserve les mesures des angles géométriques :

e B'A'C'=BAC .

Autrement dit : 'image d'un angle géométrique par la transformation 7 est un angle de méme mesure.

e On dit que la symétrie centrale, la symétrie axiale et la translation conservent les mesures des angles géométriques.

e Remarque : la symétrie axiale inverse les mesures des angles orientés.

T conserve 'orthogonalité :

e Si: (AB) L(CD), alors (A'B) L(C'D") .

Autrement dit : Les images de deux droites perpendiculaires par la transformation 7 sont deux droites perpendiculaires.
e On dit que la symétrie centrale, la symétrie axiale et la translation conservent I’orthogonalité.

T conserve 'intersection des figures géométriques :
e Si un point est I'intersection de deux figures géométriques alors son image par la transformation 7' est I'intersection

des images de ces deux figures par cette transformation.
o On dit que la symétrie centrale, la symétrie axiale et la translation conservent 'intersection.

Exemple 5 : Soit OABC un rectangle.

On considére la translation ¢ de vecteur uw=20C .

1) Construire les points O', A", B' et C" les images respectives des points O, A, B et C' par la translation t.

2) Montrer que le quadrilatere O'A'B'C'" est un rectangle.

3) Soit M un point du plan, on pose t,(M)= N . Montrer que CM =C"N .

2) Homothétie

2-1 Définition d’une homothétie

Activité 7 :

Soient Q, A et B trois points non alignés du plan (Voir la figure ci-contre)

1) Construire les points A' et B' tels que QA'=3QA4 ot QB'=3QB B

A'est appelé 'image du point A par 'homothétie de centre £ et du rapport 3.

On écrit h(Q;g) (A) =A' ou h(A) =A' O

2) a) Déterminer I'image du point B par 'homothétie i de centre Q et du rapport3 . A
b) Déterminer h(Q).

3) Déterminer I'image de la droite (AB) par I'homothétie h (C’est-a-dire déterminer h((AB)))

4) Montrer que A'B'=3AB et déduire que h((AB)) || (AB)

5) Soit M un point distinct des points 2, A et B . On pose h(M) =M".

}-’;ﬂ\} hﬂ{}

Déterminer la relation vectorielle qui permet de construire le point M ".

Définition 3 :

Soit Q un point du plan et k£ un réel non nul.
La transformation du plan, qui & tout point M du plan associe le point M "' défini par ! :
QM' =k QM s’appelle ’homothétie de centre Q et du rapport k .
On dit que M " est 'image de M par 'homothétie de centre Q et du rapport k , on écrit :

By (M) =M ou h(M) =M’
Ainsi: h(M)=M'<QM' =k QM
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Remarques 3 :

Soit h(Q;k) I’homothétie de centre Q et de rapport k .

o Si h(A) = A" alors les points A", A et Q sont alignés.

e Si k#1 alors le centre {0 d’homothétie h est le seul point invariant par cette homothétie.

e Si |k‘| >1 on dit que h(Q;k) est un agrandissement de rapport |k| .
e Si |/<:| <1 on dit que h(Q;k) est une réduction de rapport |/€|

° h(Q;k) (M) =M'< h(g;l) (M') =M
k
e Tous les points du plan sont invariants par ’homothétie de rapport k=1.

e Si k=—1 alors h(Q;—I) (M) =M" signifie QM =—-QM'" donc h(QH) est la symétrie centrale de centre Q.

Exemple 6 :

1) Soit I et A deux points distincts du plan.
a) Construire 'image A' de A par I'homothétie de centre I et de rapport 3.
b) Construire A" l'image de A par 'homothétie de centre I et de rapport —2.

2) Quel est le rapport de ’homothétie de centre O et qui transforme le point A en B tel que AB=40B"
Exemple 7 :
A, B et C trois points du plan et soit A I’homothétie de centre A tel que h(B ) =C.

Déterminer le rapport de ’homothétie h dans les cas suivants :
1) CA=4AB

9) 2AC =3AB

2-2 L’image des figures usuelles par I’homothétie
Définition 4 :

Soit h une homothétie de centre Q et de rapport k .
e [’image d’'une figure par 'homothétie h est 'image de tous ces points par cett
Soit (&) une figure géométrique. On note h((£)) I'image de (£) par homothétie h.
e Si un point M appartient a (&) alors son image h(M) appartient a h((£)) .
Autrement dit : Si M (&) alors h(M) e h((£))

Propriétés 5 :

h désigne une homothétie de centre Q et de rapport k .
Soient A, B, C et D quatre points du plan, on pose : h(A) =A", h(B): B, h(C):C'et h(D) =D'

1) L’image d’une figure géométrique par une homothétie est I'image de tous ces points par cette homothétie.
2) L’image d’un segment par une homothétie est un segment.
e On note h([AB]) I'image du segment [AB] par ’homothétie h.

e Ona h([AB]) = [A'B']

3) L’image d’'un cercle de centre A et de rayon R par une homothétie h est un cercle de centre A'et de rayon |]€| xR.
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4) L'image d'un angle géométrique par une homothétie est un angle de méme mesure

e On note h(BACj I'image de 'angle B A C' par 'homothétie h.

e On a h(B;le:B'//i'C' de plus on a BQ}C:B'A'C'

5) L’image d’une droite par une homothétie est une droite qui lui est paralléle
e On note h((AB)) I'image de la droite (A B)par 'homothétie h

e Ona h((AB)) = (h(A)h(B)) c’est-a-dire h((AB)) =(A'B") depluson a (AB)||(A'B")

e Si le centre de 'homothétie h appartient a une droite (A) alors h((A)) =(A)

6) L’'image d'une demi-droite par une homothétie est une demi-droite.

7) L’image du triangle ABC par 'homothétie A est le triangle A'B'C'".

e On dit que ABC et A'B'C'"sont des triangles homothétiques.

e Si S et S' sont les aires respectives des triangles ABC et A'B'C'alors S'=k*xS .

2-3 Les propriétés d’homothétie

Activité 8 :

Q) un point du plan et h(Q;k) I’homothétie de centre Q et de rapport k .
1) On pose h(M)zM' et h(]\/):]\f'7 montrer que M'N'=kMN

2) Soit T une transformation du plan qui admet un unique point invariant A.

En choisissant N = A montrer que T est une homothétie et que k # 1.

Propriété 6 : La propriété caractéristique d’homothétie

Soit 71" une transformation du plan.
T est une homothétie de rapport k € R \{1} si et seulement si pour tous points M et N du plan d'images M "' et N'
respectivement par T ona M'N'=kEMN

Remarque 4 : Conséquence :

Si M et N sont deux points du plan, M"' et N' sont leurs images par ’homothétie h(Q;k) alors M'N'= |l<:|xMN

En général ’homothétie ne conserve pas les distances.

Exemple 8 :

Soit ABCD un parallélogramme, on considére ’homothétie A de centre D et de rapport —2 .
1) Construire les points A', B' et C"' tels que h(A):A', h(B)zB' et h(C):C".
2) Montrer que les triangles ABC et A'B'C" sont semblables.
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Activité 9 :
Soit Q un point du plan et £ un réel non nul.

On considere les points A, B, C et D tel que AB=aCD avec (a ER)
Soit, h(Q;k) I’homothétie de centre I et de rapport & .
On pose h(A)=A", (B)=B", h(C)=C" et h(D)=D". Montrer que A'B'=aC"'D'

Propriétés 7 :

h est une homothétie de centre Q et de rapport k .

Soient A, B, C' et D quatre points du plan, on pose : h(A)=A", (B)=B", h(C)=C"et h(D)=D".
L’homothétie conserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs :

Si AB=aCD ot @ est un réel alors : A'B'=aC'D".

L’homothétie conserve I’alignement des points :

Si A, Bet C sont trois points alignés alors les points A', B'et C'" sont alignés.

L’homothétie conserve le milien d’un segment :

Si A et B sont deux points distincts du plan et I est le milieu du segment [AB ] alors le point ['=h(I)est le milieu du
segment [A'B'].

L’homothétie conserve le parallélisme :

Si (AB)||(CD) alors (A'B)||(C'D"

Autrement dit : Les images de deux droites paralléles par une homothétie sont deux droites paralleles.
L’homothétie conserve les mesures des angles géométriques :

e B'A'C'=BAC

Autrement dit : L’'image d'un angle géométrique par une homothétie est un angle de méme mesure.

e (A'BLA'CY)= (E, A—C) [272'] on dit que 'homothétie conserve les mesures des angles orienté.

L’homothétie conserve 'orthogonalité :
Si (AB) L (CD) alors (A'B") L(C'D")
Autrement dit : Les images de deux droites perpendiculaires par une homothétie sont deux droites perpendiculaires.
L’homothétie conserve 'intersection des figures géométriques :

Soit (&) une figure géométrique. On note h((£)) limage de (&) par Phomothétie h.

e Si M e (&) alors h(M) € h((E))

e Si un point est I'intersection de deux figures géométriques alors son image par une homothétie est 'intersection des
images de ces deux figures par cette homothétie.

Exercice :
ABCD un parallélogramme et M le point tel que CM = é@i .

1) Construire une figure convenable.
2) On considere '’homothétie h de centre A et qui transforme C' en M .
a) Déterminer k le rapport de 'homothétie h .

b) Construire le point M "' I'image de D par 'homothétie h .

3) Soit I l'image de A par la translation de vecteur M M.
a) Montrer que h(B)=1.
b) En déduire que (IM")||(BD).

4) Soit (A) une droite passant par A et qui coupe la droite (IM) en F et (BC) en E .
a) Déterminer les images des droites (BC) et (A) par 'homothétie h . : b) Montrer que h(E)=F .
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Résumé 14 : Transformations

Soit T' une symétrie centrale S; ou une translation #; ou une symétrie axiale S(,) ou une homothétie 7.

A, B, C, D, M et N des points du plan.
On pose :T(A):A', T(B):B', T(C):C", T(D):D', T(M):M' et T(N):N',

Soit k un réel non nul. (&) et (I') deux figures du plan.

La symétrie La La sy'rnetrle L’homothétie
centrale translation axiale
¥ S h(Q;/\)
S, t )
B ) / [ est le milieu du . (A) médiatrice | o
M' est I'image de M segment [MM .] MM'=wu do [MM .] QM'=k QM
Les points d
Les points invariants par 1 “ p((zr)l v e Q

Propriété caractéristique M'N'=-MN | M'N'=MN M'N'=EMN

T conserve la distance (sauf si

T =hyg,, avec [k|#1) A'B'=AB A'B'=|k|AB

T 1 fficient d —_— T _— TRy
conserve le coefficient de S AB=aCD alors : A8 =aC'D"

colinéarité

T conserve l’alignement Si A, B et C est alignés alors les points A", B' et C'' sont alignés

Si I est le milieu du segment [A B ] alors le point ['= T([ )est le
milieu de [A'B']
T conserve le parallélisme Si (AB)||(CD) alors (A'B")||(C"'D"

T conserve le milieu

T conserve les mesures des

Les propriétés de la transformation T

angles géométriques B'A'C"=BAC

T conserve 'orthogonalité Si (AB) L(CD) alors (A'B) L(C'D"

T conserve ’appartenance Si M e (&) alors T(M) e T((&))

T conserve l’intersection Si (§) (") = M alors T((f)) mT((F)) =M'
. L’image d’un segment est un T([AB]) =[A'B']
% segment
o0 92 ’ s
g L’image d’une droite est une T((AB))=(A'B') ot si TiS(A) alors (A'B")|| (AB)
5 = droite
b
o 7 est un cercle
g L’image d’un cercle de centre . R de centre A'
= est un cercle de centre A' et de méme rayon R
- A et de rayon R et de rayon

|k|><R
o t:(A)=B : o S, (M)=M'eIM'=-IM

e Si le centre de 'homothétie h appartient & une droite (A) alors h((A)) =(A)
o Si h(A)ZA' alors les points A", A et Q sont alignés.
e Si k=—1 alors h

(oi-1) €st la symétrie centrale de centre Q.

e Tous les points du plan sont invariants par ’homothétie de rapport k=1.

e [l n’y a aucun point invariant par une translation de vecteur non nul, et tous les points sont invariant par la
translation du vecteur nul.

e [’image d’une figure par la transformation 7 est I'image de tous ces points par cette transformation.
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Exercice 1

ABC est un triangle. D est un point de [A C] tel que :
TDziR On pose :

Sen (D) =D, S (C)=C .5, (A) = A,
Sy(D')=D"et S,(C")=C".

1) Construire une figure.

2) Montrer que. A'D" = iA'C"

Exercice 2

Soit ABC un triangle isocele de sommet A.

ABB’ et ACC’ deux triangles équilatéraux.

Les droites (BB") et (CC") se coupent en point I.

Les droites (CB") et (BC") se coupent en point .J.

Soit (D) la droite passant par A et perpendiculaire & (BC).
Montrer que les points A, I et J sont alignés.

Exercice 3

ABC un triangle équilatéral et I le milieu de [BC] .

Soit A’, B’, C’et I’ les images respectifs de A, B, C'et [
par la symétrie centrale S, tel que O est le milieu de [AC]
Montrer que les droites (CI') L (B'A)

Exercice 4

ABC un triangle rectangle en B.

1) Construire le point D la symétrie de C' par rapport a la
droite (AB) .

2) Soit E le milieu de [A C], déterminer £ la symétrie de F
par rapport a la droite (AB) .

3) Montrer que CE =DF et CF=DE .

Exercice 5

Soient ABCD un rectangle de centre O et S la symétrie
axiale d’axe (BD) et soit A' et C" les images respectives

de A et C par la symétrie axiale S .
1) Construire une figure convenable.
2) Montrer que AA'CC'" est un rectangle.
Exercice 6
Soit ABC un triangle.
- B’ et 7 deux points du plan tels que - Correction
S, (B)=B'et S,(C)=C" "
- B" et C" deux points du plan tels que
S.:(B)=B"et Sis (c)y=c".
1) Construire une figure convenable.
2) Montrer que (B'C")[|(B"C").
Exercice 7
Soitt ABCD un parallélogramme de centre O .
I et J sont les projetés orthogonaux respectifs de A et
C'sur la droite (BD). K et L les projetés orthogonaux

respectifs de B et D sur la droite (AC)

Soit S, la symétrie centrale de centre O.

1) Déterminer Sy (I) et Sp(K).

2) Soit E l'orthocentre du triangle OBC et F Iorthocentre du
triangle ODA. Montrer que O est le milieu de [EF].
Exercice 8

Soient h I’homothétie de centre I et de rapport 3,

h' I’homothétie de centre O et de rapport —2.

Déterminer les relations vectorielles des homothéties h et h'
Exercice 9

I, A, B, M et N des points du plan et soit I I’homothétie de
centre [ et de rapport k .

1) On suppose que h(M)=A et h(N)=B

Exprimer avec des relations vectorielles les écritures
précédentes.

2) En déduire que h(M)h(N)=kMN

Exercice 10
. 9.
Soient A, B et L trois points du plan tels que AL= EAB

Déterminer le rapport de ’homothétie de centre L qui
transforme A en B .
Exercice 11

Soit €C(0;2) et C'(0';1) deux cercles tel que 00" =7
On considere '’homothétie h (1 ,_71) de centre I et de rapport

1
= 3 qui transforme O en O’ .

1) Faire une figure.
2)  Quelle est I'image de (C) par 'homothétieh 7
Exercice 12

Soient ABC un triangle du sommet A.

B’ le point tel que BB = %ﬁ

C le point tel que C"e(AC)et (B'C")|I(BC)
Soit A I’homothétie de centre A et qui transforme Ben B'.

1) Déterminer le rapport de ’homothétie h.
2) Montrer que h(C)=C"

Exercice 13

ABC un triangle et (C) son cercle circonscrit et soit D le point
tel que A et D sont diamétralement opposés.

Soit I le milieu de [BC].

Soit B’ le point tel que B est le milieu de [AB'].

Soit C” le point tel que C est le milieu de [AC'].

Le point H est la projection orthogonale du point D sur la
droite (B'C").

1) Construire la figure.

2)  Montrer que le point H est le milieu du [B'C'].

Montrer que les points A, [ et H sont alignés.
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Exercice 14

Soit A et B deux points distincts du plan

On considere la transformation 7 qui associe a chaque
point M du plan le point M 'tel que
3MM'~MA-5MB =0

1) Déterminer vectoriellement O le point invariant par
la transformation T.

2) Déterminer OM " en fonction de OM .

3) En déduire la nature de la transformation 7.
Exercice 15

Soit A et B deux points distincts du plan

On considere la transformation 7' qui associe a chaque
point M du plan le point M 'tel que
OM'A-2M'B+3M'M =0

Montrer que T est une translation de vecteur a

déterminer.
Exercice 16

A, B, Cet D quatre points d’une droite (A) et O un
point n’appartient pas a (A).
Soit G, G, et G, les centres de gravité des triangles

OAB, OBCet OCD respectivement.
En utilisons I'homothétie, montrer que G|, G, et G,

sont alignés.

A B
Exercice 17 : Cercle d’Euler

Si ABC est un triangle. Alors les milieux A', B' et
C'" de ses cotés, les milieux P,, P, et P, des
segments [AH |, [BH]et[CH], ot H est son

orthocentre, et les pieds H,, H, et H, des hauteurs.

Sont sur un méme cercle appelé le cercle d'Euler.
Le centre de ce cercle est le milieu de [OH ]oil 0

est le centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
Démonstration :

Nous avons vu (Série 2/ Exercice 13) que
I'orthocentre H, le centre de gravité G, et le centre
du cercle circonscrit O d’un triangle sont situé sur
une méme droite appelé la droite d’Euler.

Et que OH =30G

On note I' le cercle circonscrit au triangle ABC et
R son rayon.

1
1) Soit hI’homothétie de centre G et de rapport 3
On pose h(0)=Q et on désigne par I 'le cercle de
centre Q et de rayon —

a) Montrer que A(I')=T"

b) Montrer que h(A)=A", h(B)=B"' et h(C)=C"
¢) En déduire que A'eT’, B'el'" et C'el"

2) Vérifier que GQ= —éCTO puis montrer que € est

le milieu du segment [OH ]
1
3) Soit h'I’homothétie de centre H et de rapport 3

On désigne par P,, P, et P, les milieux respectifs des
segments [AH] , [BH] et[C’H]

a) Vérifier que h'(0) =Q

b) En déduire que A'(T") =T"

¢) Montrer que h'(A)=P,, h'(B)=P, et h'(C)=F,
d) En déduire que P, el'', P,el'" et B, el

4) Soit (D,) la droite parallele & (A'O) passant par Q
On désigne par H,, H, et H_ les pieds de hauteurs
issues de A, B et C respectivement.

a) Montrer que (D,) est la médiatrice de [A'H A]

b) En déduire que QH , zg puis que H, eI,

¢) Démontrer que H,el'" et H, el

Application :
Soit [ et ['les centres des cercles inscrits aux triangles
ABCet A'B'C'respectivement.

Montrer que les points I, G' et I' sont alignés.




15

Géométrie de 'espace

58



sl - a2 § stun (P) el e piitua (D)
Qo 3 ylabolin § gad) gt 1
gy

T
e
(D) 1(P) o) 530 8 5l 5 et 2
Qidse
Syl e il
(D)= (P)

Lalad [yl 520

(D)0 ()= {4]

(p)N(P)=2

CGiluald
CA) 3 s § sl 108 el U 510 LS sl ) se et () 501

22318 s leada] §9) 5 aies 5 Lo sladll 3 ) stes 5 5102
Ueites e lablite Oy srue Jexd) 10 i did ana 3
0.0l 520 (o) 20 )) 5o pditens 5 Lagalolds (yibilalad () sz

(D .
Lo W) i) 8 S s ) Ol s s (ke 3710 A
RE IR URV R Y
1S i gl 9 AL
sz 3y s (P1) 5 (P)
s 0855 (PY) 5 (P)
el 3 rabline .1
(P)N(F)=(2)
(PYI(P) 20 2
() =() i

[R5

/

Fl
(P

/(P)
Sy

Lalad (bl e 4

(P)N(P)=2

(ABC) 1 V308 sun Wb C 9 B 9 A dogivn e ladi &M .

B A

g
Gluald

S s w&fo\u%uﬁeuwm Oleiivs -1

S s QUE I8 (4] 520 (Jlaciies -2

S s 1005 o - A g iies. 3

pelions 3 Olabolin Log IS7e Ui (il gy el 7101 4
Akidoda eyt

287
A

[Ty
L=y

oS s I Blonoes A5 H sl A ol 2.2 5
Sl ol gtua
i) et o g 2:1
PO sies A
$ sl i e o 31
Lol lagd
fowy) sxe 1

O siuwn ne B
Caboline me fediue BS10)
) siin 2 Lol J 585 1) 50 1

(S smd) (s o2 b 93 )

S50 Aaslaa Al G ey A g aiflse 22y
Lo slae Loinse

ald () sie Opaiins dal (5 gie adad 1)

DAY aday

O Ol slzadll 3y e (yleudiias HSTI0) 3

DY) 38 0y 5K Ledda Gl 51 peltics




e e ($0 g0 $ s 5 YW slaid] 3 (jlaviius ) 551013

PESN :
. DY e bl see 50

S sl el e Ol 50 Oleiza 14

O s2e

ASL.Q\S}IAA\')A&JLG&A W\jlc QQ}A:WOLY\J}.S

(D)i [ srdida lagite JS e $U sae
o),

(@)

dalay g da glaa Adali Ga ey 2 g plne 32526
pslra (5 siua

Laslie dladi (o oy 35 (5 sl 22 5 7

Ol i asitans al e (53 9aal) (5 siall 8
AV e gasas

SNG sl e SO see

(DCD) L (ABG) : i (0 e ABCDEFGH : s

Sluald

O 5% OB 5K Ladild il e e - dhalaze l sies Y7192
Leadal e $U goe paditae J5 OB slaill 3 (b sis S 55104
e AN ge b see 50

5 ablize (padies Je Leade Jexdl U ()l s Ol see 550 -1

NS srenli ) 50
il
e

D) IO O e S 551912

29 35% eavs i DA% s

R 558 eied) G me ol 52l Ol s 3
Lol e 5l s2alS sis (5 LB bl 3 ) 20 (s sies 710).4

S 50 S

O s Dloians dor 5 10) sl 3 yalaie Dlaiies ) J 5
ek () se ldelaza

—aSa. ABCDEFGH :Jita
(FG) 5(DC) souined) 13 o 34
OY (ylowlaza

3 ydalaza 5 )l s2s (BC) 5 (DC)
Ol 520 (FG) 5(BC) 5 C iy

&

Auii 5 5 (DC) 5

Gluald

0550 et 5) ga puditas IS el 3 - poualaze Hlegiies (1)1
,'a-’m@\muu
oﬂmu}i@mwwdrommx\;o@@&y}m}-z
.)b-S’\@ LU ses

(BF) L(GH) 5(AE) L (DC) : i 2Xe ABCDEFGH : Jia

e sae YUTI0) slai) 86 st e $U ges medites () J 5
S gl 1da uwtz-

Gluald

S WU see Y IT)elai _3S srs e U gee puiua ) 501
S sl a e rablite fagdivae

(BF) L (ABC) : i i e ABCDEFGH : Jlea

__§ 89 sac e (1] sl 3 (ylalaze legiitas () 550 -2
D2V e S sE S sie

(BF) L(GH) 3(AE) L(DC) : 4l «e2Xa ABCDEFGH : Jia




p o] 5 o) oy

U\ U eSO |1 i Al

St =6a° S =4a°

bl oM atin §) g2e
c,b,a

St =2(ab +bc +ac)

ST =S|_ +2XSB

el A oluw ¢ SB
Ul 2 ST

ST ZSL +2><SB SL:F:'Bxh
i X9

-~

ST =27Z'F€(R+h) S|_=27Z'R><h

ST =S|_ +SB

Jola Ao Yo
o 8000 g il o Mdatea gl la e ) 50 O - Se g bl BB




TCSF

Mathématique

Aissa HIYAB

15 8, - 4 ot Asikus

A5Laa Lol

+aXBASH | HE¥OZD
4.0 @4 | BORLE L0
M SDEHCA JCHLLCE A 12121 Lalylly o 1T adaclly
Zils esr Agaed - asSly Dyl dgsgand) Sago SN
dsle ol ST LalBY) 2y 00l

2Jalyl Uomadl L9

4. yad)
(P) & sees oo Joies ABCD
(P) s o soe miien (4)
“I#A;I#B" | 3[AB] i 5
(s4) L (SB) ot (A) e 5 Aa e
(SAD) L (AD): icnd(d

Correction
-

(SBH) L (SAD) : gz s
&(:ISBH) 5(S4D) gbiw (A') o2

e

(P)IH(A") :piege

5. el
A il Az A M1 050 ¢ M1 65 520 ABCD - S
(ABC) $ sl _ gosusan s A s 0 ain) J}\“f&ﬂ)
[MC] _iaial
IS gt
(MAYII (1) Oice=2
(MAC) 5(JBD) ¢ g é&tﬁd&o—ﬁ
(ABC) L (JBD) (i 4
6. ol
ABCD <o sl el slsill 3 yeai
[CD]}[AD])[AC] Uw\j\}m\j,\;\én Kosldol
4 ACD al) )i 55 0e G
J51,5,C,B Lyl
(BCJ)(BDI) vuoe o
(BCD) 5 (BI) gy sl yi oy 2
L, B e W(A) il 38 plabolin
- (CD) pucald $3) 51 5
B $sluze BCD sl f 222103
(BCD) $ smdl e $u sac (AK) minedl yi 5 B sl (8L
(ABK) § s2d) g S0 sac (CD) maiied (i cst
(BG) L (8) i g o

1 ye)
ki iamie Mg N (el «oMleos S5l s2a ABCDEFGH
.J\yj\\s)@[AB]}[BF]
IS st 1
(MN)[I(DG) » (MN)II(AF) 5 (AB) L (CG)icn-2
Oablize (EF) 5 (MN) cnegid i .3
O siwn né (FG) 5 (MN) paiadl oy o 4
(EH) L (MBN) , (EM)[I(DCG) 5 (MN)c (AEF) i cp5
.(ABC)gM\dAL_ (EN) iz oy (06
(MBC) L (AEH) 5 (NFG)||(ADH) , (MBN) = (AEF) i p.7
ablize (ADF) 5(BCH) (g sl oyi 0.8
2 -y )
@B oW L) $y g0 ABCDEFGH
(AD) L(EF) yiend
[BG] Ciane | 532
[AH] Caama
e 7 (17) L(ABH): i e
LaSe ABCDEFGH S0\l cp-3

4(DE) L(BG) 5 (DCF) L(ABG) : 5o
3\'){).033‘
QB oM lee §) 50 ABCDEFGH
Mg EA| w5 M < [BA)
Ob) sisea (EF) 9 (MB) R
oLa.\oLE:A Lol Gz;:,.;\;
Ly ) 3 s 2

(k) 5 (310) 5

(ABC}3 Sl e X N - S906
bogalotss 2 K ol 5 (BFG) plais (MN) pics
bogablis 205 J oy 5 (CBF) i (MN) giep
Rpogitan 1 G303 A s iy | BH | Ciaa O 807
(DBF) 5 (ACG) o) 8




4. XENER | HCYDES
+ololle@t | SBRCE olaCE0

g
A ABBHCA (CHLLCE A 212 5 = %}Jﬂi I.__.!a.:.)]_,
Tl g Agond 555l Zy2l) Dypend) LaSY)
ke gl S ZadBY) Dpp0ie

2Aald) domadl Agil

TCSF

Mathématique

Aissa HIYAB

Dans I’exercice 1 les parties A), B), C) et D) sont indépendants et dans I’exercice 2 les parties A) et B) sont indépendants.

Exercice 1 (Produit scalaire)

A) ABC un triangle tel que AB=3, AC=1 et COS(B;lC) =_?1

1) Calculer le produit scalaire AB.AC
2) Montrer que BC' = 243
3) Soit / le milieu du segment [AB] , calculer CI

4) a) Calculer par deux méthodes le produit scalaire CA-CB

NG

b) En déduire que cos(AéY B) =?

a) Ecrire DF en fonction de DB et DC
] ]
b) En déduire que DF =EAB+§AC

¢) Montrer que DF = g (remarquer que DF” = ﬁ’z)

d) Montrer que (DF) L (AB)
e) En déduire la nature du triangle ADF

est S=\/§

.
5) Soit D le point tel que AD =§AB et F le milieu du segment [BC’]

B) Soit ABC un triangle rectangle en A et H
le projeté orthogonal de A sur la droite (BC)
tel que AH =3 et AéC’z%
1) Calculer les distances BA, CA, BC, BH et
CH
2) On suppose que AB =6
Déterminer I’ensemble des points M du plan
dans les cas suivants :

a) MA>+MB*=218 ; b) MAMB=40
C) Soient u et v deux vecteurs du plan
montrer que :

v =i+l -Ja-af’)
2 asl=Jil i
D) Soit m,, m, et m, les médianes d’un

triangle ABC . Montrer que

6) En utilisant la formule de Héron, montrer que l'aire du triangle ABC' | .2 m,? +my’ = é(ABQ +BC? + CA2)

Exercice 2 (Transformations)

A) Soit ABCD un parallélogramme, I et J deux points du plan tels
.9 - -

que : CI=§CB et IJ=DC.Onpose u=AB

1) Construire une figure convenable

2) Vérifier que ¢.(I)=J , t.(A)=B et déduire que

t-((A1)) = (BJ)

3) a) Soit h une homothétie, montrer que h((BA)) || (DC)

b) On suppose que h(B)=C montrer que h((BA))=(DC)
(remarquer que B e (BA))
4) Dans la suite de cette partie on suppose que h(B)=C et que [

est le centre de h .
a) Montrer que le rapport de h est k=-2.
b) Soit E I'image de J par h.

. [ . 71—
Montrer que FC' =-2JB, EI=2AB et AI=—§CE

5) Soit F le point d’intersection des droites (BA) et (ID), montrer
que h(F)=D
6) On pose h(A)=A" montrer que les points D, Cet A'sont

alignés.

B) Soit ABCD un parallélogramme, F le point du plan
S
tel que : DE=§AD.

Soit F'la projeté de E sur (AC) parallélement a (DC)

A Correction
-

On considére ’homothétie h de centre A tel que

hMD)=FE
: - 3
1) Montrer que le rapport de ’homothétie h est k= 5

2) Déterminer I'image du point C par I’homothétie h
3) En déduire la distance EF on fonction de DC
4) Soit J D'image de A par la translation de vecteur
EF .

Montrer que h(B)=.J

)
b) En déduire que (BD) || (JE)

Exercice 3 (Géométrie de ’espace)
Exercice 1 de la série 15
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Note :
» Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases
claires et précises.
» Chaque tentative de tricher vaut un zéro.
Exercice 1 (8 pts)

Soit ABC un triangle tels que BA=2, BC =3 et CEA=%

1) Montrer que BC-BA=3 .
2) En utilisant le théoreme d’ Al—Kashl montrer que CA \/_ T, W 7T T—
3) Montrer que CB-CA=6 ..
)
)

2f

4) En déduire que cos(BC’A) =

5) Soit H le projeté orthogonal de B sur la droite (CA).

Montrer que CH :g (Remarquer que CB-CA=CH-CA )R ... ...

6) Soit £ un point du plan tel que BE =BC -3BA
a) Montrer que le triangle BCE est rectangle €n B ..o L
b) Montrer que BE =33 e . WA ...
Exercice 2 (8 pts)

ABCD un parallélogramme et O le point tel que CO = é@

1) Construire une figure convenable. ...l N
2) On considére I'homothétie h de centre O tel que h(C')=D

Montrer que le rapport de 'homothétie h est k=—4 N L
3) a) Montrer que A((CB))[(AD) oo AN e e L0

b) Montrer que D eh((CB)) (remarquer que C'€(CB) ) i NS i
c) En déduire que h((CB))=(AD) oo
4) Déterminer I'image de la droite (OA) par 'homothétie A ... 0.

6) En déduire que DA =dOE oo ettt e et

)
5) Soit E le point d’intersection des droites (CB) et (OA), montrer que A(E)=Ax i
)
7) On pose h(B)=N

a) Montrer que les points A, D et N SONt ali@NES. ......ocoiiiiioiieiit oottt et
b) Placer le point N dans la méme figure précédente. ... ... it
Exercice 3 (4 pts)

1) Soient u et v deux vecteurs du plan montrer que : .U = —é(”ﬂ—ﬁ”z —||ﬁ+'(7||2)

2) Soit ABC' un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC') tels que :
CH=9 e BH=16
a) Montrer que AH =12 puis calculer AB ... ..1.5pt
b) On suppose que AB = 20. Déterminer I'ensemble des points M du plan tel que MA2 +MB2 =250 .. 1.5pt
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