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1 - Vecteurs du plan

Legon 1: L’'ESPACE VECTORIEL (U, +, *)

Lecon 2 : COMBINAISON LINEAIRE DE VECTEURS

Lecon 3 : BASE DANS U, COORDONNEES D’UN VECTEUR
Lecon 4 : NORME D'UN VECTEUR

1 L’espace vectoriel (U, +, °)

1) Addition dans U (rappels)
Soit T le plan et U I'ensemble des vecteurs du plan 7.

Théoreme

(U, +) est un groupe commutatif.

Donner les cing propriétés de I'addition des vecteurs résumées par ce théoréme.

Pour tous points A, B, C du plan T :
AB 4+ BC = AC.

En déduire que, A et B étant deux points donnés du plan §, M un point quelconque
de T, on a:

AB=MB — MA.
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Mathématiques seconde — Géomeélrie

A, B, (E‘, D étant des points non alignés du plan T,

AB=CD ABDC est un parallélogramme.
B. - D
A / C/

2) Multiplication d’un vecteur par un nombre réel

a) Activité.

Le vecteur u étant donné par un de ses représentants, construire un représentant
de :

(2,5 u; (0,5 u; (=3)u; Ou.
On pourra réaliser ces constructions a l'aide du théoréme suivant :

Théoréeme

A et B étant deux points distincts du plan, ¥ un nombre réel,

M est le point de la droite

2 (AB) qui a pour abscisse

k dans la graduation de
repére (A, B).

%l
2|
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1/Vecteurs du plan

Positions relatives de A, B et M suivant les valeurs de k.

Soit AM =k AB; B’ étant un point de (AB) n’appartenant pas a [AB),

= e st
o Melam) 24, !
s

* o

relo: Melas]

.

b) Propriétés de la multiplication d’un vecteur par un nombre réel.

Quels que soient les nombres réels a et b,
quels que soient les vecteurs u €t

| =}

lu=u
a(bu)=(ab)u
(a+b)u=au+bu

a(u+7v)=au+av.

" On résume les propriétés de I'addition des vecteurs et celles de la multiplication d'un
vecteur par un nombre réel en disant que :

(U, +, -) est un espace vectoriel sur [R.
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Mathématiques seconde — Géométrie

Voici quelques régles qui permettent de calculer dans I'espace vectoriel (U, +, .),

—_—

e Quels que soient les vecteurs u, v, w,
quel que soit le nombre réel g,

au =0 équivaut a
équivaut a

]

e Quels que soient les vecteurs u et v, quel que soit le nombre
réel non nul a :

u=vy équivaut a au=av.

e Quel que soit le vecteur non nul u, quels que soient les
nombres réels a et b :

<é uivaut a_) au=bu.

a=>b
Exercices 1) Simplifier les écritures suivantes :
- ——= H — 5
3 3 v);

—_ e | -
—3(u +5v)+4(§u—-2v).
2) On donne le vecteur «. L
Résoudre I'équation : N
“ — wucr B e i
x €U, 3(u—5x)=§(21+u}.

On donne un représentant de 1.
Construire un représentant de la solution trouvée.

3) On donne le vecteur u.
Résoudre I'équation ;

x€R, (x=2)u+4u=0Gx)u—1u.
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1/Vecteurs du plan

2 Combinaison linéaire de vecteurs

1) Introduction

<

a) Les vecteurs u et v sont donnés par _des représentants.
On se propose de construire un vecteur w tel que :

w=2u—3v.

Ce vecteur w est appelé combinaison linéaire des vecteurs u et v.

Définition

u et v étant deux vecteurs, a et b deux nombres réels, le vecteur w tel que :
w=au-+bv

est une combinaison linéaire des vecteurs u et v.

Exemples ,
- - - - fl'f i
— Le vecteur { — j est une combinaison linéaire des vecteurs i et j.
En effet :

i—j=1i4+(—1)j.

— Le vecteur { est une combinaison linéaire des vecteurs i et j.

En effet :

i=1i407.
_ Le vecteur 0 est également une combinaison linéaire des vecteurs i et ]
Pourquoi?

Exercice Soit w—5(2u—3v)+2(4u+v)
Ecrire w comme combinaison linéaire des vecteurs u et v.

b) Combinaison linéaire de deux vecteurs : construction d’un représentant.
Pour construire un représentant d’'une combinaison linéaire de deux vecteurs donnés
par des représentants, nous pouvons utiliser :

— la définition de la multiplication d’un vecteur par un nombre réel,
— la construction d’un représentant de la somme de deux vecteurs a I'aide de
I’égalité de Chasles ou des propriétés du parallélogramme.

5
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Mathématiques seconde — Géométrie

Exemple
Les vecteurs u et v étant donnés par des représentants, pour construire un
représentant du vecteur 2 u — 3 v, on peut procéder de la maniére suivante :

Soit A un point du plan,
— placer le point B tel que :

_.B}=2:',
— placer le point C tel que :
BC=—3v.
Ainsi : AC=2u—3v
' C . :
— ' B
i
v
———

A

Dans chacun des cas suivants, construire un représentant du vecteur 2 u —3 v.

" u
<
w V

l

<}
=)
v

}

u
. -— <

Exercices 1) Le vecteur v est donné par un de ses représentants.

a) Construire successivement un représentant de u, de W puis de x;
sachant que : :

L=—27v: w=n+v: x=v+3w.
b) Exprimer x en fonction de u puis construire un représentant de x.
Comparer les représentants de x obtenus par les deux méthodes.

2) Les vecteurs u et v sont donnés par des représentants.
Construire un représentant de x, sachant que :

Tw="+2% et x+2(u+vi=w.
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1/Vecteurs du plan

2) Vecteurs colinéaires

a) Vecteurs de méme direction.

On a vu en classe de Troisitme que deux vecteurs non nuls ont méme direction
lorsque ce sont des vecteurs directeurs d’'une méme droite.

—

u et v étant des vecteurs non nuls,

u et v ont PR il existe un nombre réel non
méme direction nul &, tel que :

u=kv.

On donne trois droites paralleles (D,),
(Dz) (DJ)
u, v, w sont des vecteurs directeurs

2
respectivement de (D,), (Dz) (D3) et
sont tels que :
(D) v V=3Ww et n=—2w,

Trouver graphiquement un nombre réel
x tel que :
(D:s) U=XxV.

Veérifier par le calcul.

b) Vecteurs de méme sens.
u et v étant deux vecteurs tels que

u=kv
— si k>0, on dit que u et v sont de méme sens,
— si k<0, on dit que u et v sont de sens contraires.

u 5
" v
v
Les vecteurs u et v ont méme direction Les vecteurs 1 et v ont méme direction
et méme sens. et sont de sens contraires.
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Mathématiques seconde — Géométrie

c) Vecteurs colinéaires.

Plus généralement, étudions les vecteurs ayant des représentants qui ont le méme
support.

Soit u et v deux vecteurs du plan T,

A un point de T .
(A, B) le représentant d'origine A de u
(A, C) le représentant d'origine A de v.

— Si A, B, C ne sont pas alignés, ils définissent deux droites (D) et (D') sécantes
en A.

(D) ¢

u et v sont des vecteurs non nuls
n'ayant pas la méme direction.

— Si A, B, C sont alignés, il existe une droite (D) telle que (A, B) et (A, C) aient
le méme support (D).

Examinons les différents cas :

/ v#D - - ¢
et « et v ont méme direction.
/ Il existe un nombre réel & tel que : u=kv
u#0
A B
et ’ :
C
v=0 [1 n’existe aucun nombre réel r tel que :
w=r7;
néanmoins v =07.
[I existe donc un nomhre réel k telque : v=ku.
A C
— B ‘
v#0 - -
S Ona: 0=0v.
et [1 existe donc un nombre réel k telque : v =kv.
e il
u=0 A B
C
et
Fout nombre réel k est tel que :
M 0 =k0
~'est-a-dire tel que : u=kv
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1/Vecteurs du plari

Conclusion : u et v ayant des représentants de méme support,

I’'un au moins est le vecteur nul,

e

u ,. " .
OU —__ ces deux vecteurs ont méme direction.

On résume ces deux situations en disant que les vecteurs u et v sont colinéaires.

Définition

— ou l’'un au moins est le

Les vecteurs u et v sont - vecteur nul;
colinéaires signifie que — ou ces deux vecteurs

ont méme direction.

De I’étude précédente, il résulte les remarques suivantes :

Remarque 1

u et v sont des vecteurs

Les vecteurs u et Vv ne - : :
équivaut a non nuls ayant des direc-

sont pas colinéaires ; T
P ! tions différentes.

Remarque 2

© étant un vecteur quelconque et v un vecteur non nul,

il existe un nombre réel k tel
que :

v équivaut a — —
colinéaires g )

Les vecteurs u et v étant colinéaires, il n'est pas toujours possible d’exprimer W en
fonction de v. Pourquoi?

Théoréme

il existe deux nombres

Les vecteurs W et v sont 7 % : éels a b tels que :

colinéaires (a, b)# (0; 0)
et au-+bv=0.

o
o
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Mathématiques seconde — Géométrie

e Démonstration
—_— = o - PO
— Soit u et v deux vecteurs colinéaires;
il existe un nombre réel o tel que : u = av r
/c’est-é—dire tel que : u—av=0 (1)
ou
™ il existe un nombre réel Btelque: v=Lu
c’est-a-dire tel que : v—pBu=0. (2)

L’égalité vectorielle (1) exprime que le vecteur nul est combinaison linéaire des
vecteurs u et v, le coefficient du vecteur u étant 1 pour cette combinaison linéaire.
L’égalité vecmnclle 2 (2) exprime que le vecteur nul est aussi combinaison linéaire
des vecteurs u et v, le coefficient du vecteur v étant 1 pour cette combinaison
linéaire.
(1) et (2) sont donc des égalités vectorielles du type :

au+bv=0, avec a0 |ou| b#£0.

— Réciproquement, soit u et v deux vecteurs; supposons qu'il existe deux nombres
réels a et b tels que :
(a, b)#(0;0) |et| au+bv=0.
L’un des deux nombres a et b est non nul
Supposons a = 0.

On a alors au=—bv
- — b —
M= -1,
a
u et v sont donc des vecteurs colinéaires.
Exercice Soit deux vecteurs u et v tels que :

9 _,
§u+5v"2v+3u

Montrer que u et v sont colinéaires.

L]

d) Ensemble des vecteurs colinéaires 2 un vecteur non nul donné.

On considére v un vecteur non nul et on désigne par E I'ensemble des vecteurs
colinéaires au vecteur v.

L’ensemble E est non vide car il contient v (ainsi que le vecteur nul).

On sait que, u étant un vecteur quelconque de <V,

uekE équivaut 2 il existe un nombre réel k tel que :
u==kv
ou encore :
uekE { €quivaut a ) u=0[oulu et v ont méme direction.

10
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1/Vecteurs du plan

e Montrons que :

v étant un vecteur non nul,

colinéaire a v.

— la somme de deux vecteurs colinéaires 3 v est un vecteur colinéaire a v,
— le produit d’un vecteur colinéaire 2 v par un nombre réel est un vecteur

—

Soit u et u’ deux vecteurs quelconques de U colinéaires au vecteur non nul v, a un

nombre réel quelconque.

11 existe alors deux nombres réels k et k' tels que :

— —
u=kv;

Par suite :

+u'=

kv +k'v
(k+Kk')v

=
i

dong :
u 4 ' est colinéaire 2 v.
Fa

Conclusion :
quels que soient les vecteurs u et W

ueE et weE

%si u
alors ) u+u'€E.

u=Kv. .
Par suite :
au=a(kv)
=(ak)v
donc :

au est colinéaire a v.

Conclusion :
quel que soit le vecteur w,
quel que soit le nombre réel a,

;si ueE alors) au € E.
/I |

e Déduire des deux conclusions precedentes que :
quels que soient les vecteurs u et u de U,
quels que soient les nombres réels a ct a’,

Esi

nweE et WeE

alors) aun+a u €k

7 étant un vecteur non nul de U, toute combinaison linéaire de deux vecteurs
colinéaires 2 v est un vecteur colinéaire a v.

Exercice

Soit z un vecteur non nul de U, de représentant (A, B).

Soit v et w deux vecteurs tels que :

Vv =

u, w=-—=1Vv.

W -
[Se S

Montrer que les vecteurs :

sont colinéaires a u.

—

v, w, 6v+2w

Construire le représentant d'origine A du vecteur 6V +2W,

11
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Mathématiques seconde — Géométrie

12

e) Comment montrer qu'un vecteur est une combinaison linéaire de
vecteurs.

Soit u, v, w trois vecteurs donnés par des représentants.
w est-il combinaison linéaire de u et v ?

Montrer que le vecteur w est une combinaison linéaire des vecteurs u et v,
revient 4 trouver deux nombres réels x et y tels que :

W=xu-yv.

Notons que :

xu est un vecteur colinéaire i u
Yv est un vecteur colinéaire a v.

On dit alors que le vecteur w est décomposé suivant les vecteurs u et v.

1*" cas : Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires.

off

v
—_— B

|

(D)
Fig. 1

Pour décomposer w suivant u et v on peut procéder de la maniére suivante :

— Construire un représentant (A, B) de w.
— Construire la droite (D) passant par A et de vecteur directeur u.

—

— Construire la droite (4) passant par B et de vecteur directeur v.
Les droites (D) et (A) sont sécantes. (Pourquoi?)

Leur point d’intersection est le point C tel que :

AB=AC+CB avec E colinéaire i E
CB colinéaire a v.

Il existe donc un couple de nombres réels (x, y) tel que :
AC=yxu et TB=yv,
Cest-a-dire tel que : W= xu + y7.
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1/Vecteurs du plan

1) Dans gbacug_ des cas suivants, décomposer le vecteur w suivant les

Exercices %
vecteurs u et v.

/1l . L/ N

L

A 1T v W PR

2) La figure 1 montre que W est une combinaison linéaire de u et v.

—_—

En considérant les mémes vecteurs u, v, w, réaliser un dessin
montrant que % est une combinaison linéaire de w et V.
Retrouver ce résultat par le calcul.

3) Etant donné deux vecteurs non colinéaires u et v, décomposer le
vecteur nul suivant ces deux vecteurs.

2¢ cas : u et v sont colinéaires.

Les vecteurs u et v étant colinéaires, toute combinaison linéaire de u et v est
colinéaire a chacun de ces vecteurs. Pourquoi?

e Supposons w non colinéaire a chacun des vecteurs u et v,
Par conséquent w ne peut étre combinaison linéaire des vecteurs u et v. Pourquoi?

B
- C
x>

v

Tl

D

e Supposons w colinéaire a chacun des vecteurs u et v.

— Dans le cas ou les vecteurs u et v sont tous deux nuls, seul le vecteur nul peut
étre décomposé suivant U et v.

—

— Supposons I'un des deux vecteurs u et v non nul, par exemple v :
v#0,
Il existe donc des nombres réels a et 8 tels que :
w=av et u=pv.
Notons que w=0u+av.

W peut donc étre décomposé suivant u et v.
13
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Mathématiques seconde — Géométrie

Peut-on trouver d’autres nombres réels x et y tels que :

xu=(xB)v

et w=xu+av—xu
=x£+a7—(x,8)_1;
=xu-+(a—xB)v
=x;+y_1;

Tv-zx_tz—{-ya?

D A
B

Pour tout nombre réel x on a :

AR =7
AC=u
AD=v.
car E':,BT;_'
xu=x(Bv)
car _'I;=Ctr1:.
On a posé :
(a—xB)=y

Concfuszon Si u et v sont colinéaires et tels que 'un d’eux soit non nul, tout
vecteur w colin€aire & u et a v peut se décomposer (d’une infinité de maniéres)

sutvant u et v

-—

Exercice Soit u, v, w trois vecteurs du plan tels que :

W= —5u.

1) Trouver un nombre réel « tel que :

J— —_— —y
w=oau-+3v.

2) Trouver un nombre réel B tel que :

W= —Tu+pBv.

3) Donner une égalité vectorielle exprimant que % est combinaison

linéaire de v et w,

3 Base dans U, coordonnées d’un vecteur

1) Base dans U, coordonnées d’un vecteur dans une base (rappels)

Définition

‘On appelle base de VU, tout couple de vecteurs non colinéaires de V.

14
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1/Vecteurs du plan

Théoréme

Etant donné une base (i, j) de VU, tout vecteur u de U se décompose de
manicre unique suivant les deux vecteurs i et j de cette base.

Définition

Etant donné une base (i, 7) de U,
quel que soit le vecteur u de U,
quel que soit le couple (x, y) de nombres réels,

(x, y) est le couple de :
coordonnées du vecteur u u=xi+ yi.

dans la base (i, })

On note : u (x, y) ou u (x)
y

=
/7
[T

Trouver les coordonnées du vecteur u dans la base (i, j).

=}

2) Coordonnées d’une combinaison linéaire de vecteurs dans une

base

U est muni d’une base (i, |).
On donne deux vecteurs :

15
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16

Considérons le vecteur w tel que : w=au + hv.

u a pour couple de coor- ,
données (x, y) dans la base signifie que U =xi+yj.
(i, J)

v a pour couple de coor-

données (x', y') danms la v=xi+y].

base (i, J)

Par suite au =axi + ay?
bv=>bx'i+ by
et au + bv =(ax+ bx)i + (ay+ by)].

Dans la base ('f, -f) lorsque les vecteurs u etV ont pour couple de coordonnées

respectivement (x, y) et (x', '), le vecteur au+bv a pour couple de
coordonnées :

(ax+ bx', ay + by').

Tableau récapitulatif.

Dans la base (i, j) de U

U u v u+v ku au+bv
: x x' x+x kx ax+ bx'
rcr | ()1 () | G | (8) | (B3ay)
y y el 4 ky ay+ by
Exercice Q) étant muni de la base (i, j), on donne les vecteurs :
— 35
s ff 2 o
u ( ); vi 1
—_3 o
3
— Construire les représentants de méme origine O des vecteurs :
f; ?'; I:; _J; _:I-l-_l,"; —23; 3u—V.
— Calculer les coordonnées des vecteurs :
u+v; -—2;; 3u~v,

— Vérifier sur la figure.
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3) Traduction analytique de la colinéarité

U étant muni de la base (i, }),
on donne deux vecteurs u et v de couples de coordonnées respectifs (x, y) et
(x', y).
On a vu en classe de Troisi¢me que :
— dans cette base, le déterminant des vecteurs z et v est tel que :

dét(u, v)= xy — yx'
5
y ¥
— le déterminant de deux vecteurs est nul dans deux cas seulement ;

k]

on le note dét(u, v)=

soit, quand les deux vecteurs ont méme direction,
soit, quand I'un d’eux est le vecteur nul.

On en déduit le théoréme suivant :

Théoreme

Etant donné une base (i, 7) de U,
quels que soient les vecteurs u et v de U,

u et v sont colinéaires (équivautz‘l

dét (u, v)=0.

Compléter :

Etant donné une base (i, 1) de U,
quels que soient les vecteurs u et v de U,

u et v ne sont & g
.. equivaut a ---
pas colinéaires

Exercice Dans la base (i, j), on donne :
2

5
i\ _,) () #(s
4

— Trouver x pour que les vecteurs u et w soient colinéaires.
— Montrer que u et v ne sont pas colinéaires.

pn

17
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4 Norme d’un vecteur

1) Définition

Soit u un vecteur de U, (A, B) et A ' B
(C, D) deux de ses représentants. \ A

.Comparons d(A, B) et d(C, D). \ / % /

On sait que : AB =CD, | \ 7 N/
donc ABDC est un parallélogramme, AV
par suite : d(A, B)=d(C, D).

=iy
<

Ainsi, 4 tout vecteur » du plan, il est possible d’associer un nombre réel positif,
distance de I'origine a l'extrémité d’un représentant quelconque du vecteur u.
Ce nombre est appelé norme du vecteur u.

On le note [[«|.

Définition

-

Etant donné un vecteur © de représentant (A, B), on appelle norme de u le
nombre réel noté |[u|), tel que :

|z||=d (A, B).

Exercice

";:'l

=)
;
oy

<

T

Sur la figure ci-dessus, le vecteur i a pour norme 1.
— Vérifier que ||x||=4,5.
— Quelle est la norme du vecteur % ?

— Le vecteur v est 'opposé du vecteur u, quelle est sa norme?
— Le vecteur y est égal 2 1,5%, quelle est sa norme?
— Les vecteurs u et w ont méme norme, sont-ils égaux?

18
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2) Propriétés

a) Certaines propriétés de la distance dans le plan métrique donnent immédiate-

ment les propriétés de la norme d’

un vecteur.

Distance de deux points

Norme d’un vecteur

— Quel que soit le bipoint
(A, B):

d(A, B)>0.

— Quel que soit le vecteur u :

lall>o.

— Quel que soit le bipoint
(A, B):

é(a,5)=0 (Gamans) A=

— Quel que soit le vecteur u :

[il=0 (et )~

—

0.

— Quels que soient les points
A, B, C D,
quel que soit le nombre

réel k,
Esi CD =kAB
alors ) d(C, D)=|k| d (A, B).

— Quels que soient les vecteurs
u, v,

quel que soit le nombre
réel k,

S si l Yy=ku
ators  |[v=1k| x [}

— En particulier :
quel que soit le vecteur u :

=l =l

b) Vecteurs de norme 1, colinéaires a un vecteur non nul donné.

e Soit v un vecteur ayant pour norme 3.
Recherchons '’ensemble des vecteurs de norme 1, colinéaires a v.

v étant non nul, pour tout vecteur u colinéaire 3 v, il existe un nombre réel k tel

que :
u=kv.
par suite : |]_1I”=|k|)<”_\;"

[@ll=31k car : [B]}=3
k=7 [l=1
| |—3 ull=1.
k—] k= .

Donc : —5 ou =73
- 1 - 1.
&t : u=§v E u=—§ V.

19
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e Plus généralement on montre que, étant donné un vecteur non nul, il ex1ste deux
vecteurs colinéaires 3 v et ayant pour norme 1.

1—-’

Ce sont : v et _E v avec a=||v||.

I

3) Un critére d’égalité de deux vecteurs non nuls

Dans chacun des cas suivants, les vecteurs u et v sont-ils égaux?

" u
= e
u >
P v
- > -
vV
.4 et v ont méme norme. i et v ont méme direction et méme | u et v ont méme direction
sens. et méme norme,

Soit u et v deux vecteurs non nuls qui ont méme norme, méme direction et méme
sens. '

L’organigramme suivant permet de montrer que ces deux vecteurs sont égaux.

u et v sont non nuls et ont u et v sont non nuls et ont u et v sont non nuls et ont
méme norme. méme direction. méme sens.
|
u=kv
e l=17)) keR+*
[kl [[vll=]¥|
[
|k|=1
L
1 T
k=1, On en déduit que u=7.

Des vecteurs non nuls qui ont ;

méme norme
méme direction
sont égaux, et méme sens,

20
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Exercices

1 (7). Dans chacun des cas suivants, exprimer
i et | en fonction de U et v,
— - -+ wo 5
a) u=3j—2j A L]"
v=i+1, ' ¢
b) U=—TF+47
v=>57+].
c) u=—-27
v=57—-37

2 (1). Dans chacun des cas suivants, exprimer
v en fonction de v.
w.

a) u=5 et v=—

3!
PNl

5|

=7

<}

by u=—=w et

na | W

c) 2u—3w=0 et 2w=5V.

L

X3 (1). Simplifier les écritures suivantes :
70—4v+3(u+3w)—5(2w—v);
4(2u—v)—4(3u0 —Vv)+30;
2u—3(5v—u)+a(w+2Vv);
T+20Bv+w)—5(20+3V)

4 (1). On donne le vecteur U dy plan,
Cn considere les vecteurs v et w tels que :

2

Exprimer en fonction de u, les vecteurs sui-
vants :

XS (1). U étant un vecteur non nul donné,
resoudre les équations suivantes : _

X €V, 2(0+%)=3(7x—470)=0F - ’ - ﬂe’r.-.“.
X €, 23—4;=§(3_3;)+; e g
XeV, 1=2%-3(0—%)

X e, 70 —5X=4(20 —-%)—%.

4’6 (1). U étant un vecteur non nul donné
resoudre __Ig,sg-e;qua!iqps.___suiv:antes :

xeR, Bx—Nu+20=(4—-x)TU

xeR, (1—x)u=4u

x€R, (x+2)u—-3U+(1—x)u=0

xeR, (2x—3)u—xu=(4x—23)0.

7 (1). u étant un vecteur donné, montrer que
0 est une solution de |'équation suivante :

xeR, x0—(342x)0+30=0.

iRy (O o O Comment choisir le vecteur T pour que 4 soit
ot ‘ 3 . p solution de cette équation?

1.4I Ay p, 5 e -y 4
1 . T ;-r(.-t.f AT G

. ¥ % = .']' . RRY A D . =4 o

: ' _ r B o S s B A
s 4 i 2 Io‘ 4 " I,J“ A T 2 :.__-_,\ - /) = .
g 1.7 B - i = g £ e P
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8 (1). Dans chacun des cas ci-dessous, on donne les vecteurs U, v, w.
Construire un représentant de chacun des vecteurs :

U—v+w: 2u+4+v—3w.

——
u/ u
/!
/
/ / N3
/ 1
W W
L7 5
% ' r/
P % oEE- B
il ‘\\E
L ~N
] ey
.| o
| T
e ™
] e
9 (3)._Dans la base (7. 7) on donne les vec- 10 (3). 1) Dans la base (i, j) on donne les
teurs u, v, w, r, s tels que: S 31 e
vecteurs u («——; —) et v (5; a).
— 5. - 23
U= F—2F;
"_g“' 3. Trouver le nombre réel a pour que U et v
v=2i- . soient colinéaires,
Ww=—i+6/; ; .
v Ea . Préciser alors si ces vecteurs sont de méme
r -3 i—37; sens ou de sens contraires,
§=27-37. 2) Mé )

. eme .
Parmi ces vecteurs, indiquer ceux qui sont e
colinéaires. Préciser s'ils sont de méme sens = 3.1 =
ou de sens contraires. ol -t E) 8t ¥il—a2)

22
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1/Vecteurs du plan

11 (3). On donne les vecteurs E v,
les couples de coordonnées dans la base
sont respectivement -

{1:3), (=2; 1), (0;2).

Trouver dans la base (7, 7) les coordonnées
des vecteurs suivants :

4ﬂ.

w dont
-
ase (1, j)

i Bie e M e o
UV gui u—v; SU=-7V.

12 (3). On donne une base (i, ]) et les vec-
teurs U, v, w tels que :

U= —57}:
v =3+i—2df;
w=—T+47.

Donner les coordonnees de chacun des vec-

teurs .U, v, W, 4V, v4+w, U—w,7v—2w.

Constrmre un représentant de chacun de ces
_ vecteurs,

HH" 3 (3). On considére deux droites (D) et (D)
sécantes en A

Soit 1 un point de (D) distinct de A et J un
point de (D'} distinct de A
a) (Al, AJ) est une base de V. Pourquoi?
b) Construire les points B et C tels que :
AB =3AI+2AJ:
AC =2 Al —AJ.
Quelles sont les coordonnées des vecteurs AB,
AC, BC, dans la base (4], AJ)?
¢) Soit P, @, A les milieux respectifs de [AB],
(AC], [BC].

Quelles sont les coordonnées des vecteurs PB,
QA, RA, PR dans la base (Al, AJ)?

14 (3). On donne le parallélogramme ABCD.
Soit O, I J K L les milieux respeclifs des
segments :

[BD]: [AB]; [AC]; [AD]; [BC).
1) a) Montrer que (AB, AD) est une base de

U
T

b) Trouver dans’la base (AB, AD) les coordon-
nées des vecteurs :

BC,DC, OA, A1, LD, AJ, K, BJ.

2) a) Montrer que (OB, OC) est une autre
base de U.

b) Trouver dans la base (OB
données des vecteurs :

BC,DC, 0A, A1, D, AJ, K,

, OC) les coor-

BJ.

~15 (3). On donne ::ianshfrl} la base (7, 7).

1) a) Montrer que (7, 7 + ) est une base de V.7

u étant un vecteur de U, on désigne par :

(x, ¥) le couple de coordonnées de U dans

(i, 7);

}X ¥} Ie) couple de coordonnées de u dans
At

b) E Ecrire U comme combinaison linéaire de I
et 7 pms comme combinaison linéaire de 7, et

T+7.
¢) Exprimer x et y en fonction de X et V.
d) Exprimer X et Y en fonction de x et y

2) a) Montrer que (i — 7, 7) est une base de V.
b) v étant le vecteur de U tel que :
v=37—57],

quelles sont les coordonnées de v dans la base
(i.7)2

Trouver }Ies coordonnées de v dans la base
=i,

o

16 {3). Dans le plan T, construire un parallélo-
gramme ABCD, de centre |/

a) Montrer que (AB, AC) est une base de U,
On deésigne par $ cette base.

b) Dans la base %, donner les coordonnées
des vecteurs :

BC. CD: Ti; BD.
2) On considére les vecteurs u, v, w dont les
couples de coordonnées dans la base & sont
respectivement :

(2; =1, 31, (a;2)

a) Trouver le_nombre réel a pour que les
vecteurs v et w soient colineaires. Vérifier sur
la figure.

b) Montrer que les vecteurs U et v ne sont pas

colinéaires. (u, v) est donc une base de U: on
désigne par B’ cette nouvelle base,
Construire (en rouge) des représentants d'ori-
gine A des vecteurs u et v.

c¢) Trouver dans la base #' les coordonnées
des vecteurs :

BC, CD, CI, BD.
Vérifier sur la figure,

-

23
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Vecteurs et points
Barycentre

1

Lecon 1: VECTEURS ET POINTS
Lecon 2 : BARYCENTRE DE DEUX POINTS PONDERES
Lecon 3 : BARYCENTRE DE TROIS POINTS PONDERES

Vecteurs et points

1) Base de U associée a un repére de 7 (rappels)

24

- @) On donne dans le plan T trois points non alignés O, I et J.

On sait que :

(O, I, J) est un repére de 7. (OI, OF) est une base de V.
J ® J
Oe o
0 I

o (O, L J) étant un repére du plan &, (OI, OF) est une base de V.

On dit que (OI, OJ) est la base de U associée au repere (O, I, J) de 7.

e (i, 7) étant une base d Do : :
W e ase de U et O un point du plan T, le triplet de points (O, I, J)

Ol=i et OJ=],
est un repére du plan T,

On dit que (O, 1, J) est le repire de & d’origine O, associé a la base (i, j)de V.
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2/Vecteurs et points-Barycentre

Théoréme
Soit (O, I, J) un repére du plan 7,

(i, j) la base de U associée 2 (O, I, J),

M un point de T,

(x, ¥) un couple de IR X IR,
le point M a pour couple le vecteur OM a pour cou-
de coordonnées (x, y) dans ple de coordonnées (x, y)
le repére (O, I, J) dans la base (i, j).

équivaut a équivaut a

OM =xi+y]

L

b) Coordonnées d’un vecteur donné par un de ses représentants.

Justifier le tableau suivant :

(O, I, J) repére de T (i, ) base de U associée a (O, I, J)
M (x, y) OM (x, y)
A (x4, Ya) €t B(xp, yp) AB (Xg— XA, Y5 — Ya)
Exercice Dans le plan T muni du repére (O, I, J), on considére les points :

A(l; —2), B(7;4)
. C(—1;6), D(0;8).
Trouver dans la base (i, ), associée au repere (O, L J), les
coordonnées des vecteurs :
OA, OB, 2 OA —3 OB,
AB, CD,3AB, —5CD,
3AB—5CD.

4 étant muni du repére (O, I, J),
9 étant muni de la base associée (i, j),
les applications ci-dessous sont des bijections.

9"1 » U
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e,

Ces bijections montrent qu’on peut résoudre certains problémes de géométrie .

— par l'utilisation de I’espace vectoriel (U, +, -),
— par l'utilisation de R X [R.

L’utilisation de I'espace vectoriel (U, +, -) nécessite une «traduction» langage
geométrique — langage vectoriel.

Pour utiliser R X IR, il faudra au préalable se fixer un repéere.
Dans certains exercices, celui-ci sera indiqué par I’énoncé. Dans d’autres, nous
devrons choisir judicieusement un repére.

Exercice On donne un trapéze ABCD tel que DC =2 AB.
Choisir un repére de T puis trouver dans ce repére les coordonnées
des points suivants :
A, B, C, D,
I, milieu de [DC),
J, milieu de [AB],
M, milieu de [BD],
N, milieu de [AC],
O, point d’intersection des droites (AC) et (BD),
E tel que BA 4+ BE =0.

2) Vecteurs et points

On sait que :
Etant donné un vecteur v de 9U, et un point A du plan 7, il existe un point B et un
seul tel que :

AB=7.
B est I'extrémité du représentant d’origine A du vecteur v,

Y
\
-

A -
Par conséquent, étant donné un vecteur v de 7, un point A du plan ¢, I'’équation :
(E) MeT, AM=7
admet une solution unique.
20 -
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Exemple 1

On donne trois points non alignés A, B et C.
On se propose de chercher les points M du plan T tels que :

AM = BM + CM.

Autrement dit, on se propose de chercher 'ensemble des points du plan solutions de
I’équation :

(E,) MeT, AM=BM+CM.

Lorsqu'on remplace M par un point donné du plan 7, on obtient une phrase
mathématique qui est ou bien vraie, ou bien fausse.

Par exemple, si I'on remplace M par A, on obtient la phrase mathématique :
0=BA+CA

qui est fausse. Pourquoi?

Transformons I’équation (E,;) pour la mettre sous la méme forme que I’équation

(E).

(E,) MefT, AM = BM + CM On sait que :
AM = AB + BM.
AB + BM = BM + CM ce qui est équivalent a :
AB=CM
(E]) Meq, CM = AB.

AB est un vecteur donné de ‘U et C est un point donné de J. Par suite (E ), donc

aussi (E,), admettent une solution unique qui est I'extrémité du représentant
d’origine C du vecteur AB.

B

Ce point est 'unique solution de I’équa-
tion (E,).
Appelons-le D.

A C

D est la solution de I'équation (E,).
Donc AD = BD 4+ CD est une phrase vraie.

Conclusion : A, B et C étant trois points non alignés du plan T, il existe un unique
point D vérifiant I’équation :

(E,) Me®, AM=BM +CM.

Exemple 2

On donne trois points non alignés A, B et C. Considérons I’équation :
(E,) Me?, AM=2BM—CM.

27
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28

o —
(E,) MeT, AM=2BM—CM On sait que :
BM =AM ~- 4B
' CM:W.___“
AM =2 (AM — AB)—(AM — AC) AC.
AM =AM =2 AB 4+ AC .
2AB="AC. ce qui est équivalent 3 ;

A, B et C étant trois points non alignés, les vecteurs AB et AC ne sont pas

colinéaires.
Par suite les vecteurs 2 AB et AC ne sont pas égaux.

La phrase : B

2AB=AC

est donc fausse.

A C

Conclusion : A, B et C étant trois points non alignés du plan 7, il n’existe aucun
point du plan vérifiant I’équation :
(E,) Me%, AM=2BM—CM.

Exemple 3

On donne trois points A, B et C tels que B soit le milieu de [AC].
Considérons I’équation :

(E;) MeT, AM=2BM-—CM.
On sait que cette équation est équivalente 2 :
(E!) Me?, 2AB=AC.

B étant le milieu de [AC], les vecteurs 2AB et AC sont égaux.
La phrase : -

2AB =AC ' A B C

est donc vraie.

Conclusion : A, B et C étant trois points du plan 7 tels que B soit le milieu de
[AC], tout point du plan T vérifie ’équation :

(E;) Me?, AM=2BM — CM.
Exercices 1) Ecrire les phrases mathématiques obtenues en remplagant succes-

sivement dans I’équation ci-dessus M par A, B, C et I I étant le
milieu de [CB].
(Voir exemple 3.)

2) A et B étant deux points distincts du plan T, résoudre I'équation :
Med, 2MA +3MB=7AB.

3) On donne trois points A, B et C dans le plan T.
Soit M un point quelconque du plan 7.
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a) Montrer que le vecteur :
MA +2MB —3MC

est une combinaison linéaire des vecteurs AB et AC.
b) Résoudre I'équation ;
Meg, MA +2MB-3MC=0
dans les cas suivants :
a) A, B et C sont tels que :

AB=-AC.

M!m

b) A, B et C ne sont pas alignés.

2 Barycentre de deux points pondérés

1) Introduction

e On sait que :
Etant donné deux points A et B du plan 9 :
IA +1B =0 \/F:qulwaut a2 ) Iestle milieu de [AB].

Dong, le point I, milieu de [ AB], est I'unique point du plan solution de l'équation :
Me®%, MA+MB=0.

Soit J le milieu de [ AI].
On voit que :

TA =274 e TB=2TF.
Donc, le point J est tel que :
27A +2TB=0.
Le point J est-il I'unique point du plan J solution de I'équation :
Med, 2MA +%'ﬂ§=ﬁ'?

e Plus généralement, étant donné :

— un point A et un nombre réel a,
— un point B et un nombre réel b,

étudions ’équation :
(E,) Me?, aMA+bMB=0.
29
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——

Remarquons que pour écrire 1'équation (E;) il revient au méme de se donner deyy
couples (A, a) et (B, b) ayant pour premiére composante un point du plan 7 et pom-
deuxiéme composante un nombre réel.

De tels couples sont appelés points pondéres.

Transformons I’équation (E,) :
(E) Meq, aMA + bMB =0

on. sait que :

MA =—AM
MB=AB — AM

a(—AM)+ b(AB —AM)

0
—(a+b)AM + bAB =0

ce qui est €quivalent a :

(a+ b)AM = bAB

Par conséquent :
— Lorsque a4 b0,
Iéquation (E,) est équivalente i :
b 2B.
a+b ’

(E,) Mef, AM=

a4 b AB est un vecteur donné de U et A un point donné du plan .

Il existe un point du plan 7, et un seul vérifiant 1'équation (E,) donc aussi
I'équation (E,).

Conclusion

Etant donné deux points pondérés (A, a) et (B, b) tels que :
a+ b#0,
il existe un unique point du plan § vérifiant I’équation :

(E,) MeT, aMA 4+ bMB=0.

— Lorsque a+ 6=0,
(a+b)AM =bAB  sécrit 0 =5bAB,

——

B est une phrase vraie si 5=0 [ou]| AB=0
= bAR

T et e phrase fausse si b#0|et | AB #0.

Dans le premier cas, tout point de T vérifie I'équation (E,).
Dans le deuxi¢me cas, aucun point de & ne vérifie (E,).

W
-
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Définition

Etant donné deux points pondérés (A, a) et (B, ) tels que :

a+bz#0
le point G du plan tel que :
(1) aGA + bGB =10

est appelé barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b).

e On remarque que le point G est aussi le barycentre des points pondérés (A, ka)
et (B, kb), k étant un nombre réel non nul.

e Revenons sur 'exemple d’introduction.
A J I B

: : d : I milieu de [AB],
' : ' J milieu de [AI].

— L’égalité vectorielle :

TA +1B =0,
montre que le milieu I du se
(A, 1) et (B, 1).

— L’égalité vectorielle :

gment [AB] est le barycentre des points pondérés

—_—

N—— —
2JA +§JB=0,

' 2
montre que le point J est le barycentre des points pondérés (A, 2) et (B, 3) J est

donc I'unique point du plan 7, solution de I’équation :

2 =
MeT, 2MA +3- MB =0.

— Montrer que, k étant un nombre réel non nul, le milieu

I du segment [ AB] est
aussi le barycentre des points pondérés (A, k) et (B, k).

2) Conséquence immédiate de la définition

a) L’étude précédente montre que le bar

ycentre G des points pondérés (A, a) et
(B, b) est tel que :

(2) (a+b)AG =bAB,
. b .
ou encore AG = AB,
a+ b

31
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32

d’ou les résultats suivants :

e Théoréme

G étant le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b), les points A, Bet G
sont alignés.

e Lorsque A et B sont deux points distincts du plan , le barycentre G des points

pondérés (A, a) et (B, b) est le point de la droite (AB) d’abscisse > dans la

a
graduation de repére (A, B).

Exercices 1) Soit A et B deux points distincts du plan J;

A B M

L i L
T T T

sur la figure ci-dessus, le point M vérifie 1'égalité :

3
MA =E MB.

— Montrer que M est le barycentre des pdints pondérés :
(A, 2) et (B, —3).

— Montrer que M est aussi le barycentre des points pondérés :
(A, —4) et (B 6).

2) On donne deux points A et B.
Trouver le barycentre G, des points pondérés :

(A, —1) et (B, —2)
et le barycentre G, des points pondérés :

(A, —2) et (B,5).
Construire ces barycentres.

b) Remarque.

Etant donné trois points A, B et G, s'il existe deux nombres réels a et b tels que G
soit le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b), nous dirons que G est [un
barycentre de A el B.

Montrer qu'un point P est |un barycentre de A et B revient a trouver deux
nombres réels a et B tels que P soit le barycentre des points pondérés (A, a) et

(B, 8).

Scénhed by CamScannér



2/Vecteurs et points-Barycentre

Exercice Dans chacun des cas suivants, montrer que le point G est un
barycentre des points A et B.

a) —5AG=274B.

b) 5AG=7AB.

c) AG= —3AB.

¢) Exemples de construction du barycentre de deux points pondérés.

Soit ‘ G le barycentre des points | Soit G le barycentre des points
pondérés (A, 2) et (B, 5) pondérés (A, —5) et (B, 2)
—_— e e
AG == AB. AG=—- AB.
7 3
G /A G' B
AG'=27AB, AC= AT
/A G B g T TR
Exercice A et B étant deux points distincts du plan 7, construire :

a) le barycentre G, des points pondérés (A, 7) et (B, 3),
b) le barycentre G, des points pondérés (A, —7) et (B, 3),
c) le barycentre G, des points pondérés (A, 3) et (B, 7).

d) Ensemble des barycentres de deux points distincts.
Soit A et B deux points distincts du plan 7.
— On sait que tout barycentre des points A et B est un point de la droite (AB).

— Réciproquement, soit P un point de la droite (AB).
Le point P est-il un barycentre des points A et B?

Soit k I'abscisse de P dans la graduation de repére (A, B).

On a AP=kAB
ou encore — AP +kAB=0
PA + k(PB—PA)=0

(l1—k)PA +kPB=0
de plus (1—k)+ k0.
Par conséquent, P est le barycentre des points pondérés (A, 1 — k) et (B, k).
33
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Conclusion

A et B étant deux points distincts, T

le barycentre des points pondérés | le point d’abscisse k dans le repére
(A, a) et (B, b) est le point d’abscisse | (A, B) est le barycentre des points
pondérés (A, 1 — k) et (B, k).

b
dans le repére (A, B).
a4+ b

Ainsi

La droite (AB) est 'ensemble des barycentres des points A et B.

Exercices 1) Soit A et B deux points distincts du plan 7.

— Trouver le barycentre des points pondérés (A, 0) et (B, 1).
— Méme question pour (A, 1) et (B, 0).

2) a) Soit G le barycentre des points pondérés (A, 2) et (B, 3).
Quelle est I'abscisse de G dans la graduation de repére (A, B)?

b) On donne deux points C et D.
3
Soit E le point d’abscisse r dans la graduation de repére (C, D).

Montrer que E est un barycentre de C et D.
¢) Que penser des points G et E lorsque A=C et B= D?

3) Propriété

34

a) e Soit M un point quelconque du plan 7.
Transformons I’égalité vectorielle (1) :

(1) . . aGA+bGB=0
a(MA —MG)+ b(MB —MG)=0

—(a+bYMG +aMA + bMB =0

(a+ bYMG =aMA + bMBE.

Théoreme

Soit G le barycentre de deux points pondérés (A, a) et (B, b).
Pour tout point M du plan 7, on a :

(3) (a4 bYMG = aMA + bMB.
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a — b —

a+bMA+a+b

Ou encore : MG =

Retrouver I'égalité :

(2) (a+ b)AG =bAB
a partir de I'égalité (3) ci-dessus.

e Le plan T étant muni d’un repere (O, I J), soit A(x,, y4), B(xp, yp) et
G (xg, yg), le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, b).

On a (a+ b)0OG =aOA + bOB.
Montrer alors que :

" _ax,+bxy _aya+byp
7 a4b o= "0 T8
Exercice Dans le plan muni d'un repére (O, I, J), on donne A (—S5; 2) et
B(3; 4).
Trouver les coordonnées du barycentre des points pondérés (A, — 7)

et (B, 4).

b) Construction du barycentre de deux points pondérés,

e Lorsque O est un point du plan T, n’appartenant pas a la droite (AB), I'égalité
vectorielle :

S— ada —

G= OA +

OB,

a+ b a+b
montre que le barycentre G des points pondérés (A, a) et (B, b) est le point de

) dans le repére (O, A, B).

a b
a+b a+ b

coordonnées (

35

Scanned by CamScanner



 Mathématiques seconde — Géométrie

e Lorsque a et b sont des nombres rationnels, nous pouvons utiliser le programme
de construction suivant :

1) Construire les points A’ et B tels que :
OA'=a0OA et OB'=bO0B.
2) Construire le point G’ tel que :
OG'= 0OA'+4 OB’
3) G est le point d’intersection des droites (AB) et (OG').

Justifier ce programme de construction.

e Exemples de construction du barycentre de deux . points pondérés.

Soit G le barycentre des points pondé- Soit G le barycentre des points pondé-
rés (A, 2) et (B, 5). rés (A, —8) et (B, 2).
70G=20A +50B —60G=—80A +20B
_ Ge(AB). _ Ge(AB).
— Construire A’ et B’ tels que : Etablir un programme de construction
OA'=20A, OB'=50B. de &

— Construire G’ tel que :
OG’'= OA'+ OB".

— G est le point d’intersection des B’
droites :
(AB) et (OG").
B
G!
A!
A G’
G o
B!
O B
Al
Exercices On donne les points A et B.

1) Construire, par la méthode précédente :
a) le barycentre G des points pondérés (A, 3) et (B, 2);
b) le barycentre G’ des points pondérés (A, 4) et (B, —3).

2) Construire le barycentre G des points pondérés (A, 1515),
(B, —3030), A et B étant deux points distincts du plan.

36

Scanned by CamScanner



2/Vecteurs et points-Barycentre

3 Barycentre de trois points pondérés

1) Introduction

Peut-on étendre i trois points pondérés la définition du barycentre de deux points
Eondérés?

Etant donné trois points pondérés (A, a), (B, b) et (C, c), étudions 1’équation :
(E))  MefT, aMA +bMB +cMC=0.

" En transformant ’équation (E,) on obtient I'équation équivalente :
MeT, (a+b+c)AM=bAB+ cAC.

Lorsque a+ b4 ¢ #£ 0,
I’équation (E,) est équivalente 2 :

b o c e

E. Mef, AM=————— AB4+—— AC
) a+b+c +a+b+c
b AB + c AC est teur donné de U et A est int donné
e —_— es ec
PR PRHETE un vecteur donné de U e est un point donné

du plan 7.

Il existe donc un point du plan T et un seul, vérifiant ’équation (E,) donc aussi
I’équation (E,).

Conclusion

Etant donné trois points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢) tels que :

a+ b+ c#0,
il existe un unique point du plan § vérifiant I’équation :
(E,) Me9F, aMA 4+ bMB + cMC =0.

Définition

Etant donné trois points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢) tels que :
a+b+c#0,
le point G du plan T tel que : '
aGA + bGB + ¢ GC =0
est appelé bafycentre des points pondérés (A, a), (B, b) et (C c).

i
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T
ll.

Exercices 1) Soit G le barycentre des points pondérés (A, 2), (B, —3) et
(G 4).
— Ecrire une égalité faisant intervenir les points A, B, C et G.
— Montrer que G est aussi le barycentre des points pondérés
(A, —5), (B; 7,5) et (C, —10).
2) Etant donné quatre points A, B, C et P tels que :
3PA—5PB+PC=0,

montrer que P est un barycentre des points A, B et C.

A

2) Propriété

a) Considérons trois points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢) tels que :
a+b+cs#0 et a+b#0.
Le barycentre G des trois points pondérés (A, a), (B, b) et (C, c) est tel que :
(1) aGA + bGB +cGC =0.
Le barycentre G, des deux points pondérés (A, a) et (B, b) est tel que :
(a+ b)GG,=aGA + bGB.
L’égalité (1) peut aussi s’écrire :
(a+ b) GG, + cGC=0.

Cette derniére égalité montre que G est le barycentre des deux peints pondérés
(G,, a+ b) et (C, c).

Théoréme

(A, a), (B, b) et (C, c) étant trois points pondérés tels que :
a+b+c#0 et a4+ b0,
G, étant le barycentre des deux points pondérés (A, a) et (B, b),

— les points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢) d’une part,
— les points pondérés (G,, a+ b) et (C, c¢) d’autre part,

ont le méme barycentre.

Cette propriété du barycentre de trois points pondérés peut s’interpréter par le
schéma ci-dessous :

(A a) (B, b) (C.c)

(Gy.a+ b) a+b#0
|

G (a+b)+c+#F0
38
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Exercice On donne trois points A, B et C du plan 7.
Construire le barycentre G des points pondérés :

(A, 2), (B 3), (C —1).
A cet effet, montrer qu’on peut procéder de la maniére suivante :
— Construire le barycentre G, des points pondérés :
(B; 3), (€, —1)
— Construire le barycentre des points pondérés :
(A1), (Gy, 1).

b) Conservons les notations du théoréme.

Remarquons que si a+ b+ ¢ %= 0, 'une au moins des sommes a+ b, b+¢, c+aq,
est non nulle, :

Pour simplifier, nous supposons dans toute la suite que :

a+b+c#0 et a+b#0.
M étant un point quelconque du plan,

— quelle égalité vectorielle peut-on écrire en utilisant les points M, G, G, et C?
— quelle égalité vectorielle peut-on écrire en utilisant les points M, G,, A et B?

En déduire que :
(2) (a+b+c)MG=aMA + bMB +cMC.
Le plan T étant muni d’un repére et étant donnés les points :

A (x/\s yA)a B('xB’ yﬁ)! C(x(_"! }'(‘_‘),
les coordonnées de G sont :

X _ax,+bxg+cxe _ay,+ bYB‘l'CJ’C_
- at+b+c Yo a+b+c

3) Isobarycentre et centre de gravité d’un triangle

ABC étant un triangle, nous nous proposcons de trouver, de diverses maniéres, le
barycentre G des points pondérés (A, 1), (B, 1) et (C, 1).

Schéma 1 Schéma 2 Schéma 3

(A, 1) (B,1) (C 1) (B, 1) (C 1) (A1) (C, 1 (A, 1) (B1)
(C’, 2) (A, 2) (B', 2)
I
G G G

39
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G est le I?Oiﬂt de la G est le point de la G est le point de Ia
médiane [CC'] tel que : médiane [AA'] tel que : médiane [ BB'] tel que :
ey
—* == e, Py —_— B
CG=;cC. AG =3 AA" BG =2 BE'

4) Un

4D

ABC étant un triangle, le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 1) et (C, 1) est
le centre de gravité G du triangle ABC.

Remarque. Nous avons vu que :

— le milieu d'un segment [AB] est un barycentre de ses extrémités; c’est le
barycentre des points pondérés (A, k), (B, k), k étant un nombre réel non nul,
— le centre de gravité d’un triangle ABC est un barycentre de ses sommets, c’est le
barycentre des points pondérés (A, k), (B, k) et (C, k), k étant un nombre réel non
nul.

Nous dirons que :

— le milieu du segment [AB] est I'isobarycentre des points A et B,
— le centre de gravité du triangle ABC est I'isobarycentre des points A, B et C.

exemple de barycentre de quatre points pondérés

On donne quatre points pondérés :
(A, 2), (B, —3), (C —1) et (D,5).

On sait trouver le barycentre de deux points pondérés et le barycentre de trois
points pondérés.

Soit O un point du plan 7.

On peut réaliser les deux schémas ci-dessous :

Sehcme; ] —0G,=20A —30B

(42) (B=3) (G=2) (D BT, = —20C + 508
(G~ 1) (G,.3) 200G = — 0G, + 3 0G,.

Par suite :

206G =20A —30B—20C +50D.

—30G =204 —30B —20C
A,z B,_3 C,_z D,S — —e —e
(¢Gif,—3) Par suite :
L
G | 20G'=20A—-30B—-20C+50D.

Schéma 2
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Par conséquent : G= G’
Montrer que G est 'unique solution de I'équation :
Me®, 2MA—3MB—-2MC+5MD=0.

On dit que G est le barycentre des quatre points pondérés (A, 2), (B, —3),
(C‘l _2) ct (D, S).

Exercices 1) On considére le parallélogramme ABCD.

— Trouver le barycentre G des points pondérés (A, 2), (B, —5), -
(C,3) et (D, —1).

— Trouver les coordonnées de G relativement au repére (A, B, D).

— Construire G.

2) Dans le plan § muni d’un repére (O, I, J), on donne quatre
points :
A(0;2), B(—5;3), C(2; —1), D(—3;4).
Trouver les coordonnées du barycentre des points pondérés :
(A, —1), (B,2), (C3), (D, —6).

41
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Exercices

{' 1 {1). On donne trois points A B, C.
B', C' les milieux respectifs des .

Soit A,
segments [BC], [CA], [AB].
1) Montrer que ;

AR+ BB +TC'=0.

2) Soit M un point quelconque du plan, soit P

et O deux points tels que :
MP =TCC'; MO = —TFF".
I étant le milieu de [PQ], montrer que :

e 3
Ml =—"CB.
4

kﬂz (1). On donne A et B deux points distincts

du plan. .
Dans chacun des cas suivants, construire le
point M.

a) AM = —

—

b) MA =27

348 ¢) BM=2AB

5} d) MB =4 AB.

3 (1). On donne A et B deux points distincts
du plan.

Dans chacun _des cas suivants, exprimer AM en
fonction de AB puis construire M.

a) AM+3BM=0 «¢)3MA+MB =248
b) MA—2MB =348 d) 2MA=3WE.

4 (1). On donne le triangle ABC.
Construire les points M, N, P, Q tels gue :
AM =2AB +3AC
NB =348 —AC
AP =BC —3AB

CO=—4BC +2AC.

5 (1). On donne le tfriangle ABC.
Montrer qu'il existe un point M tel que :

MA +MB —MC =0.

Construire ce point.

6 (1). On donne le parallélogramme ABCD.
Soit O son centre de symétrie.

a) Montrer que :
OA + 08 +0C + 0D =0,

b) M étant un point quelconque du plan,

exprimer le vecteur MA + MB + MC + ™MD en
fonction de MO.

¢) Construire le point N tel que :

NA +NB +NC +ND=448.

N

- T

7 {1). On donne A B, C, D quatre points dy
plan.

Soit 1 et J les milieux respectifs de [AD] et
[BC).

Exprimer TJ en fonction de AB et DT, .

8 (1). On donne le triangle ABG.
Construire les points A’, B’,. C’ tels que :

AA'=7AB +AC; BB'=BC +BA:
CC'=TA+TB.

Montrer que les droites (AA’), (BB’), (CC) sont’
concourantes. ’

9 (1). Ondonne trois points du plan A B et C.
Soit M un point quelconque du plan.

a) Montrer que le vecteur :
MA — 4 MB +3MC
ne dépend pas du point M. '

b) Construire le représentant d'origine A du
vecteur : .

MA —4MB +3MC.

10 (1). On donne le triangle ABC.
Soit E et F deux points de [BC] tels que :

BE=EF=FC.
Comparer les vecteurs :
AB +AC et AE 4+ AF.

11 (1). 'On donne le trapéze ABCD tel que les
droites (AB) et (CD) soient paralléles.

~ Seit { et J les milieux respectifs des cotés [BC)

et [AD] du trapeze.

a) Montrer que (lJ) est paralléle aux droites
(AB) et (CD).

b) Montrer que (/J) passe par les milieux des
diagonales [AC] et [BD).

¢) ExprimerfJ en fonction de AB et TD.

12 (1). On donne le quadrilatére ABCD.

@ Atant un nombre réel strictement compris
entre 0 et 1, on considére les points M et N tels
que :

AM =« AC, BN =«aBD.

Soit O, I, J les milieux respectifs de [MN], [AB]
et [CD).
Montrer que les points O, I, J sont alignés.
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13 (1). On donne deux vecteurs non colinéai-
res i, | et un peint O du plan.

1) a) Construire les points /, J, A B, C, D tels
que

I
-4 --i
l S
Il
—

Slg
II

OC = _A +‘”5’ 0D ? —2DA.
b) Exprimer OC et OD en fonctionde 7 et .

c) Exprlmer AB, BC, CD, _A en fonction de |
et j.

Verifier que leur somme est le vecteur nul,

2) a) Montrer que (i, ) est la base associée
au repére (O, | J). -

b) Compléter les tableaux suivants :

Coordonnées Coordonnées
dans (7, 7) dans (O, 1 1)
OA A
OB B
oc c
0D D
a8 ]
BC J
€D
DA K

K étant le milieu de [AB].

14 (1). On donne le triangle ABC.
On considére les points M, N, P tels que :
oMA+MB =0, NBE—2NC=0;
PC+PA=0.

1)-a) Montrer que (AB, AC) est une base de
7.

b) Trouver les coordonnées des vecteurs MN

WP dans la base (AB, AC).

¢) Montrer que les points M, N, P sont alignés.

2) a) Le plan T étant muni du repére (A, B, C),
trouver les coordonnées du point D tel gue
ABCD soit un parallélogramme,

b) Quelles sont les coordonnées de ‘chacun
des points M, N, P dans le repere (A, B, C)?

ey :
+J{15 (1). Dans chacun des cas suivants, A et B
""sont des points distincts du plan.

Résoudre I'équation (E).

.16 (2). On donne deux points distincts A et B.

a) (E) Mef, MA—4MB =

b) (E) Mg, MB —MA=72B.

¢) (E) Mef, WA+ ME=3AB.
d) (E) Me?, 2MA+3MB=7B.

1) Soit M un point du plan tel que :
—-2MB=0.

a) Exprimer AM en fonction de AB.

b) Quelle est I'abscisse de M dans le repére

(A B) de la droite (AB)?

2) N est le point d'abscisse 4 dans le repére

(Ai B)' )

a) Trouver deux nombres « et g tels que :

aNA +BNE =0.

Le couple (e, B) est-il déterminé de maniéere
unique?

b) Trouver deux nombres « et 3 tels que :
aNA+BNE=0 et a+pB8=1.

17 (2). On donne deux points distincts A et B,
un nombre réel k.

1) Soit M un point du plan tel que :
kMA +(1— k)MB =0.

Quelle est, en fonction de k, I'abscisse de M
dans le repére (A B) de la droite (AB)?

2) N est le point d'abscisse k dans le repere
(A, B), de la droite {(AB).
Trouver, en fonction de k, des nombres a et B

tels que :
aNA + gNB =0,

18 (3). On considére le triangle ABC et les
nombres réels a, b, c.

Soit :

G le barycentre des points pondérés (A, a),
(B, b), (C, ¢),

G, le barycentre des points pondéres (A — a),
(B, b), (C, c),

G, le barycentre des points pondérés (A a),
(8, —b), (C, o),

G, le barycentre des points pondérés (A a),
(B, b), (C, —c¢c).

1) Soit O un point quelconque du plan.
Exprimer 0OG, 0G;, 0G,, 0G, en fonction de
0A, 0B, OC.

2) Montrer que G,, G,, G, ne sont pas alignés
si a0, b#0 et c£0.
3) Calculer de toutes les maniéres possibles
le barycentre des trois points pondéres :
(G,, —a+b+¢c), (G,,a—b+c)
(G,, a+b—c).
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4) a) Montrer que chaque co6té du triangle
G, G, G; passe par un sommet du triangle
ABC.

b) Montrer que les droites (AG,), (BG,), (CG;)
sont concourantes en G.

N 19 (3). Le plan 7 étant muni du repére
(O A B)Xon donne les points :
' /1
A L)
%

\eJa(e) o) o(2)

1) Montrer qu'il existe un unique point G tel

que :
GO+ GA+GB +GC =0.

Trouver les ébardonnées ‘du point G

2) Montrer que, quel que soit le point M :
MO +MA + MB + MC =4 MQG.

3) Soit I J, K, I', J', K’ les milieux respectifs

des segments ;

[OA], [0B]), [OC]), [BC], [CA), [AB].
Montrer que le point G est le milieu des
segments [/I'], [JJ'], [KK'].

4) Montrer que : ;
T 477+ RR' =2 006.
20 (3). Le plan § étant muni d'un repére
(O, I J), on considére le triangle ABC tel que :
A(1;5), B(—8,2); C(3 —1).

Trouver les coordonnées du milieu A’ de [BC)
et du centre de gravité G du triangle ABC.

( 21 (3). On donne le triangle ABC.
" Soit G le centre de gravite et O le centre du
cercle circonscrit au triangle ASC.

a) Exprimer _le vecteur OA+0B +OC en
fonction de OG.

b) Quelle est la nature du triangle ABC lorsque

5:1+'6‘§1-'O—C=69

422 (3). Le plan T étant muni du repére
(O, I, J), on donne les points :

—1 1 4
A5 ) 2(2a) ©(2)
3 -2 2
a) Montrer que A, B, C ne sont pas alignés.

b) Trouver les coordonnées du centre de gra-
vité G du triangle ABC.

c) Trouver les coordonnées du barycentre G
des points pondérés (A, —3), (8, 5), (C, 1).

.23 (3). On considére le triangle ABC.

' Soit :
G, le barycentre des points pondérés (A, 1),
(B, 2}, (C 3),

" 24 (3). On considére le triangle ABC.
. Soit :

G, le barycentre des points pondérés (A 2),
(B, 3), (C 1),

G, le barycentre des points pondérés (A, 3),
(B, 1). (C, 2).

Cn désigne par A', B', C’ les milieux respectifs
des segmenlis [BC], [CA] et [AB].

1) Montrer que G,, G,, G, ne sont pas alignés.

2) Montrer que les médianes des triangles ABC
et G, G, G, sont concourantes en un point G.

——

3) a) Exprimer les vecteurs G,G, G,G
G, G, en fonction des vecteurs AA', BB’
b) Montrer alors que chaque médiane du trian-
gle ABC est paralléle 3 un coté du triangle
¢) Montrer de méme que chaque médiane du

triangle G, G, G; est paralléle & un coté du
triangle ABC.

L]

A’, B', C' les milieux respectifs de [ BC], [CA] et
[AB],

G le centre de gravité du triangle ABC,

O le centre du cercle circonscrit au triangle
ABC. -

A tout point M du plan, on associe le point X
tel que ;

MX ="MA +MB +WC,

1) Exprimer MX en fonction de MG et donner
un programme de construction de X, 1

2) a) Exprimer GX en fonction de GM.

b) Montrer que les droites (4X) et (MA’) sont

paralléles et exprimer AX en fonction de MA'.
Montrer de méme que :

(BX) et (MB') sont paralléles,
(CX) et (MC’) sont paralléles.

3) Dans le cas ol M est en O,

a) exprimer AX en fonction de OA' et en
deduire que X appartient 4 la hauteur issue du
sommet A:

b) de méme exprimer BX en fonction de OB"
puis CX en tonction de OC".

Vérifier que les hauteurs d'un triangle sont
concourantes en un point H.

Exprimer AH en fonction de OA.

4) Montrer que les points H G et O sont |
alignés,

25 (3). Ondonne le triangle ABC de centre de
gravité G

1) a) M étant un point quelconque du plan,
pxprimer (MA +MB +MC) en fonction de
MG.
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b) Trouver un point N tel que:

NA +NB + NC =748.

¢} Construire le point N.

d) Montrer que les points A, N, C sont alignés.
2) On considére le point P tel que :

; BN —4PN =0.

a) Construire le point P,

b) Montrer que les points A, G, P sont alignés
et exprimer AP en fonction de AG.

26 (3). Soit A et B deux points et a, &', b trois
nombres réels tels que a+a'+ b+ 0. Le bary-
centre de (A, a), (A, a’) et (B, b) est un barycen-

tre de A et B. Pourquoi? Etudier le cas
particulier a'= — g,

27 (3). Soit A et B deux points du plan.
Soit f I'application de § dans ¢ qui, & tout point

M du plan associe le barycentre de (A, — 1),
(B, 1) et (M, 1),

&) Reconnaitre 'application f. .

b) Soit deux points P et Q, d'images respecti-
ves P' et Q' par f.

Soit o et g deux nombres réels tels que
a+ =1

Montrer, en utilisant la propriété énoncée
page 38, que I'image par f du barycentre de
(P, ) et (Q, B) est le barycentre de (F’, a) et
(@, B).

28 (3). Soit O un point du plan.

Soit f I'application de T dans T qui, a tout point
M du plan associe le barycentre de (O, 2) et
(M, —1). '

a) Reconnaitre I'application f.
b) Soit deux points P et Q, d'images respecti-
ves P' et Q' par f.

Soit «@ et B deux nombres réels tels que
a+pg=1

.\:{

Montrer, en utilisant la propriété énoncée
page 38 que l'image par f du barycer]tre de
(P, @) et (Q, B) est le barycentre de (P', ) et
(Q', B).

¢) Soit O’ un autre point du plan et gl'applica-
tion de T dans T qui, a tout po}mt M
du plan associe le barycentre de (0, 2) et
(M, —1).

Montrer que I'image M” de M par gof est un
barycentre de O, O’ et M.

29 (3). Soit a un nombre réel et b un nombre
réel non nul.

Soit A, B et C trois points du plan.

A quelle droite remarquable le barycentre de-
(A, a), (B, b) et (C; — a) appartient-il?

30 (3). On donne le guadrilatéere ABCD.

'Soit | et -J les milieux respectifs de [AB] et
[CD].

1) a) M étant un point quelconque du plan,
exprimer MA + MB + MC +MD en fonction
de MI et MJ.

b) TrouVer un point N tel que :
NA +NB +NC +ND =0.
c) P et O étant les milieux respectifs de [AC]

et [BD], montrer que les points N, P, Q sont
alignés.

.d) G étant le centre de gravité du triangle

ABC, montrer que les points N, D, G sont
alignés.

Situer le point N par rappc—'rt aDet G
2) a) Montrer que I'équation :
Med, MA 4+ MB +MC =MD

admet une solution unique.
Soit S cette solution.

b) Montrer que les points 5, D, G sont alignés.
Situer le point S par rapport a D et G
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Lecon 1: DEFINITION. IMAGES DE FIGURES SIMPLES
Lecon 2 : HOMOTHETIES ET ACTIVITES GEOMETRIQUES

Soit ABC et A'B'C’ deux triangles tels que (AB)/Z(A’'B’). (BC gy
T )/ (A'B), (BC)/(B'C') et
— Sur la figure ci-dessus, tracer les droites (AA"), (BB) et (CC). Que

constate-t-on? ) :
— En mesurant sur la figure, comparer les rapports :
A’'B" B'C’ CrA!

AB BC % Ta

1 Définition. Images de figures simples

1) Définition

a)_En classe de Troisiéme, nous avons abordé I’étude d’une transformation du plan
qui, né conserve pas la distance : I’homothétie. Dans ce chapitre, nous allons

compléter cette étude.

46
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Rappelons la définition :

Etant donné un point O et un nombre réel non nul r on appelle
homothétie de centre O et de rapport r, 'application :
h:T — 7
M — M’ tel que OM'=rOM.

h étant 'homothétie de céntre O et de rapport r, quels que soient les points M et N
du plan :
h(M)=N ( équivauta > ON =rOM.

Sur la figure ci-dessous, on a construit les images des points A, B, C et O par
I’homothétie h de centre O et de rapport 2,5. '

N

Exemple

O | O
A ,
B | B
C | €
D
AJ‘

Construire les images des points D et A’ par cette homothétie.

b) Conséquences de la définition.

1) Un point M, son image M’ par une homothétie et le centre de cette homothétie
sont alignés. _
2) L’'image de tout point M, distinct de O, par I’homothétie de centre O et de
rapport r, est le point de la droite (OM), d’abscisse r pour la graduation de repere
(O, M).
3) L’égalit¢ OM’'=rOM permet d’écrire :

' +OM'— rOM =0,

Lorsque r est un nombre réel différent de 1, cette derniere égalité montre que le

centre O d’une homothétie de rapport r est le barycentre des points pondérés
(M, —r) et (M, 1).

o

Exercices 1) Soit un parallélogramme ABCD. Construire les images des

sommets B, C, D et du centre de symétriec O par 'homothétie de
centre A et de rapport 2,

2) M’ étant I'image de M par I'homothétie de centre O et de rapport
3, montrer que M’ est un barycentre de O et M.
47
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c¢) Des homothéties particulieres.

e Toute homothétie de rapport 1 est I'application identique du plan.
Elle est notée I .

e L’homothétie de centre O et de rapport — 1 est la symétrie centrale de centre O,
Pourquoi?

2) Bijection réciproque d’une homothétie

(7

O
A
B

En classe de Troisiéme, on a montré que :

— toute homothétie est une bijection du 'plan sur lui-méme;
— la bijection réciproque de I’homothétie de centre O et de rapport r est

- - ~ 1 )
’homothétie de méme centre O et de rapport —-
% i

h désignant I’homothétie de centre O et de rapport r, sa bijection réciproque est
notée h™%.

On a hoh™'=1I, et h™'och=1I,
h*—l
O O 2
A’ A"l A
BF BJ’ B :
Exercice Soit A et B deux points distincts d’'une droite (A).

Soit C le point d’abscisse 1,25 pour la graduation de repére (A, B) de
cette droite.

Quelle est I’abscisse de B pour la graduation de repére (A, C)?
Quelle est I'abscisse de A pour la graduation de repére (B, C)?

3) Points invariants

48

h étant ’homothétie de centre O et de rapport r, recherchons les points M du plan
tels que :

h(M)=M.
Par définition de I'homothétie h, ces points sont les solutions de I'équation :
(E) Med, OM = rOM.
Cette équation est équivalente 3 :
Med, OM—rOM =0. -

c’est-a-dire :

.

Med, (1—r)OM=0.
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Si rs 1, I'équation (E) est équivalente 2 :

Me? OM=0.
Cette équation admet une solution unique, le point O.
Si r=1, I'équation (E) est équivalente 2 :

Med, 0OM=0.

Tout point du plan est solution de cette équation; ce résultat n’est pas étonnant
puisque toute homothétie de rapport 1 est l'application identique I,.

En conclusion :

Toute homothétie de rapport différent de 1 admet un point invariant et un seul :
son centre.

4) Propriété fondamentale

Considérons ’homothétie de centre O et de rapport r. Soit M et N deux points
quelconques du plan et soit M’ et N’ leurs images respectives par h.

Par définition de ’homothétie h :

h(M)=M' (_é_quivautﬁ_} OM'=rOM

R(Ny=N'  Sgqunauna jr QN"e=TON.

On a donc ON'— OM'=rON —rOM
ON'— OM'=r(ON — OM)
c’est-a-dire M'N'=rMN.

Propriété fondamentale

% étant une homothétie de rapport r, M’ et N’ étant les images respectives par h
de deux points quelconques M et N, on a:

M'N'=rMN.

Conséquences

1) d(M’', N)=|r| X d(M, N) (justifier).
2) Lorsque les points M et N sont distincts, (M’ N/ (MN).

Cette seconde conséquence donne un procédé simple de construction de I'image
d’un point par une homothétie lorsqu’on connait déja I'image d’un point distinct du
centre.

49
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———

Exemple _ ;
Sur la figure ci-dessous, on a construit I'image A’ du point A par I'homothétie # de
centre O et de rapport r. Construisons alors I'image B’ du point B.

— D’une part, B' appartient i la drojte
(OB); pourquoi?

— D’autre part, B’ appartient a |a
parallele &2 (AB) menée par A’
pourquoi? '

(4) désignant cette droite, on a donc :

{B}=(0B)N(4).

5 b (4)
Exercices 1) Sur la figure ci-dessus, construire l'image du point C par
h—1 I’homothétie h.

Quelle est I'image de A’ par 'homothétie A~ '? Construire 'image de

; : 1
B par I'homothétie h~'. Construire le point d’abscisse — pour la
r

graduation de repére (O, A) de la droite (OA).

2) Soit h 'homothétie de centre O et de rapport —g-

On donne :
AN (h=T\

O\ O O| O
A A" A A"
B ,B"I B Bﬂ'

Sachant que d (O, A)=3 et que d (A, B)=2,4, calculer d (O, A"),
d(0, A"), d(A’, B) et d(A", B),

5) Images de figures simples

a) Rappelons quelques résultats déja établis en classe de Troisidme.

Soit M et N deux points quelconques, M’ et N’ leurs images respectives par une
homothétie h de rapport r.

4}/@
/)

N

N’ :
50 . : M
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— L'image par h du segment [MN] est le segment [M’ N');
de plus M'N’=|r| X MN,

On dit qu’une homothétie « multiplie les longueurs par la valeur absolue de son
rapport ».

— L’image par h de la demi-droite [MN) est la demi-droite [ M’ N).

— L'image par h de la droite (MN) est la droite (M’ N*); de plus (M’ N') / (MN).
51
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52

— L’image du cercle € de centre M et de rayon R est le cercle C’ de centre M’ et
de rayon |r| X R.

' ~Exercice

On considére un triangle ABC tel que AB=4, AC=3 et BC=5.
Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC).

Construire I'image du cercle circonscrit au triangle ABC par

g
I’homothétie h de centre H et de rapport T

On pourra procéder comme suit :

a) Montrer que le triangle ABC est rectangle en A.

b) Montrer que C est I'image de B par cette homothétie h (justifier).
¢) Construire I'image de A en tenant compte du b).

d) Construire I'image O’ du centre O du cercle circonscrit au triangle
ABC.

¢) Construire le cercle de centre O’ qui passe par C.
qui p P

f) Contréler, en mesurant sur le dessin, que le rapport du rayon du

: ) ) 9
cercle image au rayon du cercle circonscrit au triangle ABC vaut Te

Comme application des résultats qui précédent, on démontre aisément que :

e Si (D,) et (D,) sont deux droites paralleles, leurs images par une homothétie sont
deux droites paralléles.
Autrement dit :

Toute homothétie conserve le parallélisme des droites.

e Si (D,) et (D,) sont deux droites orthogonales, leurs images par une homothétie
sont deux droites orthogonales.
Autrement dit :

Toute homothétie conserve 'orthogonalité des droites.

Scanned by CamScanner



3/Homothéties

Exercice

Sur la figure ci-dessus, on a dessiné un triangle ABC et son image
A'B'C’ par 'homothétie h de centre O et de rapport 3.

Montrer que I'image de la hauteur [AH] du triangle ABC est la
hauteur [A"H’] du triangle A’B'C’.

Comparer l'aire du triangle ABC et celle du triangle A’B'C'.

Plus généralement, montrer que, le triangle P'Q’R’ étant I'image du
triangle POR par une homothétie de rapport r, on a :

aire (P"Q'R’)= r* X aire (PQR).

b) Image d’umn angle par une homothétie.

T

Soit ABC un angle de 30°.

Considérer ’homothétie de centre O et
de rapport 2,5. Construire [B'A’) et
[B'C’) respectivement images de [BA)
et [BC) par cette homothétie. Sur la
figure, mesurer a I'aide d’un rapporteur,
I’angle A'B'C’ ainsi obtenu. Que
constate-t-on?

2 ———
Plus généralement, soit MNP un angle et soit h I’homothétie de centre O et de
rapport r.

T —
Par définition, I'angle MNP est la réunion des demi-droites [NM) et [NP). Son
image par 'homothétie h est la réunion des demi-droites images, c’est-a-dire 'angle

M'NF', M’, N' et P’ étant les images respectives de M, N et P par I’homothétie h.
33
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— ----""-‘""---il
Comparons mes MNP et mes M'N'P'.

OO0
M | M
N | N
PP

———
— Dans le cas ol MNP est un angle nul ou un angle plat,
mes MNP=mes M'N'P’; pourquoi?
—— =;
— Dans le cas od MNP est un angle ni plat, ni nul, considérons une seconde

homothétie : celle notée k', de’centre N et de rapport |r|.
Soit M, et P, les images respectives de M et P par cette homothétie.

A

N | N
M | M,
P | P
M, € ]NM); pourquoi? Donc [NM,) =[NM). ;
De méme P,€]NP); donc [NP,)=[NP).
— —
MNP =M, NP,. (1)

Il résulte que

Considérons les triangles M'N'P’ et M, NP,.
D’une part M'N’'=|r| X MN; d’autre part M, N=|r| X MN
N'P'=|r| X NP NP =|r|X NP

P’M’ =|r| X PM P M, =|r|X PM.

Justifier.
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Donc M'N'=M,N, N'P'=NP, et PPM'=P, M,.

On en déduit que les triangles M'N'P’ et M, NP, sont isométriques.
Les angles qui se correspondent dans ces triangles sont donc isométriques.
PR — N
D’ou mes M’'N'P' =mes M, NP,. (2)
De (1) et (2) on déduit :

— —
mes M’ N’ P'=mes MNP.

On énonce :

L’image d'un angle par une homothétie est un angle de méme mesure.

~ 6) Image du barycentre de deux points pondérés

Considérons les points pondérés (A, 2) et (B, 3).

Construisons, par l'une des méthodes vues dans le chapitre qui précéde, le
barycentre G, de ces deux points pondérés.

Soit h I'homothétie de centre O et de rapport (—1,25).

O\ O
A A
B | B
G| G

1) Construire A’, B et G', images respectives de A, B et G par 'homothétie h.

2) Construire le barycentre des points pondérés (A', 2) et (B, 3).
Que constate-t-on?

Plus généralement, considérons les points pondérés (A, a) et (B, b) tels que
a+ b 0.
Soit G le barycentre de ces deux points pondérés.
Par définition du barycentre, on a :
aGA +bGB =0. (1)
55
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Considérons 'homothétie h de centre O et de rapport r; A’, B' et G’ désignant leg
images respectives de A, B et G par h, la propriété fondamentale des homothéties

permet d’écrire :

G'A'=rGA et G'B'=rGB.
Or rs 0 donc :

l o e

lG'A'=E4’ et —G'B =GB.

r r
Par substitution dans 1'égalité (1), il vient :

fl — -
a(l G'A')+b(— G'B') =0.
r

r

B o
C’est-a-dire -G'A'+-G'B'=0.
r r

b ;
Comme iI+—=J,:E'D (pourquoi?), on déduit que G’ est le barycentre des points
r r

= i a b
pondérés (A', —) et (B’, H)-

r r
G’ est aussi le barycentre de (A’, a) et (B', b); justifier.

En conclusion :

A’ et B’ étant les images des points A et B par une homothétie h, 'image par h
du barycentre de (A, a) et (B, b) est le barycentre de (A’, a) et (B’, b).

Plus particuliérement :

L’image du milieu d’un segment, par une homothétie, est le milieu de 'image de

ce segment.

Exercice Démontrer que I'image du barycentre de (A, 2), (B, 3) et (C, — 1)
par ’homothétie h de centre O et de rapport 4 est le barycentre de
(A, 2), (B, 3) et (C', —1), A’, B' et C’ désignant les images
respectives de A, B et C par I'homothétie h.
. Cet exercice étend a trois points le théoréme ci-dessus.
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En résumé Dt ?',_ £ D4 -
" Vo, P ol 2
Toute homothétie 204 - ra
e CONSERVE l'alignement des points; o’
le parallélisme des droites; 2 2 0'/

I'orthogonalité des droites;
la mesure des angles;
le barycentre de points pondérés.

e MULTIPLIE les longueurs par la valeur absolue de son rapport;
les aires par le carré de son rapport.

2 Homothéties et activités géométriques

1) Diverses determinations d’une homothétie

a) Par définition, une homothétie est déterminée par la donnée d’un point (son
centre) et d’'un nombre réel non nul (son rapport).

b) Etant donné trois points O, A et A’, recherchons s'il existe une homothétie
ayant pour centre le point O et qui applique le point A sur le point A’

e Existence

— Si les trois points O, A et A’ ne sont pas alignés, il n’existe aucune homothétie
de centre O qui applique A sur A’; en effet, le centre, un point et son image par une
homothétie sont alignés.

— Si les points O, A et A’ sont distincts et alignés, I'homothétie de centre O et de

r
satisfait aux conditions.

rappoft

OA

Rappelons en effet que :

M, N et P étant trois points alignés du plan J, k un nombre réel, par définition :

MN = kMP  signifie que) MN=kMP.

57
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9

= >0

58

>0

-

Ainsi, les points O, A, A’ étant alignés et distincts, on a :
T RERISER . —
OA'=——X OA donc OA'=—— OA.
OA OA
Cette derniére égalité vectorielle montre que ’homothétie de centre O et de rapport

OA’ , . :
ﬁ applique le point A sur le point A"

e Unicite

De plus, pour qu’une homothétie de centre O applique le point A sur le point A’, il

faut nécessairement que son rapport r soit tel que OA'=rOA.

La définition _de la multiplication d’un vecteur par un nombre réel permet de
OA’

OA

montrer que est la seule valeur possible pour r.

En conclusion :
Une homothétie est déterminée par la donnée de son centre, un point et son image,
ces trois points étant distincts et alignés.

O, A et A’ étant trois points distincts alignés, on peut considérer [I'Jhomothétie de
centre O qui applique A sur A",

Exercice Soit A, B, C trois points distincts alignés tels que B soit le milieu de
[AC]. Donner le rapport de chacune des homothéties suivantes :

k, : homothétie de centre A qui applique B sur C;
h, : homothétie de centre B qui applique A sur C;
h, : homothétie de centre C qui applique A sur B.

Construction de l'image d’un point par une homothétie déterminée par son' centre,
urn point et son image.

Soit O, A et A’ trois points distincts alignés et M un point quelconque du plan.
Construisons 'image de M par ’homothétie h de centre O qui applique A sur A”.

1 cas : M ¢ (OA).

Soit M’ I'image de M par I'homothétie
h.

D’une part, M'e (OM); pourquoi?
D’autre part (A'M') / (AM);
pourquoi?

+ M

0

Le point M’ appartient donc a la droite (OM) et a la paralléle a (AM) menée par le

point A"
Ces deux droites sont sécantes (pourquoi?).
M’ est donc le point d’intersection de ces deux droites.
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Construisons d’abord I'image par A d’un
point B m’appartenant pas a la droite
(OA).

Le point M n’appartenant pas a la droite
(OB), nous pouvons appliquer le pro-
gramme de construction donné dans le
premier cas pour obtenir I'image M’ du
point M.

Exercices 1) Dans chacun des' cas suivants, construire I'image du point M par
I’homothétie de centre A qui apgiiquc B sur C. /ﬁf 4

2) Soit un ’_triaglgle ABC; A’, B' et C’ étant les milieux respectifs des
cotés [BC], [CA] et [AB], G étant le centre de gravité du triangle -
ABC, donner le rapport de chacune des homothéties qui suivent :

a) ’homothétie h, de centre B qui applique C’ sur A;
b) 'homothétie h, de centre G qui applique A sur A’
¢) 'homothétie h, de centre C qui applique G sur C'.

Construire I'image du triangle ABC par chacune de ces homothéties.

c) Etant donné deux points distincts A et A’ et un nombre réel non nul r,
recherchons s’il existe une homothétie de rapport r qui applique le point A sur le
point A’.
Remarquons tout d’abord que, les points A et A’ étant distincts, le nombre réel r
doit nécessairement étre différent de 1 (justifier).
Considérons donc le cas oli r est un nombre réel non nul et différent de 1.
9’il existe une homothétie de rapport r qui applique A sur A’, le centre de cette
homothétie est nécessairement le barycentre des points pondérés (A, —r) et (A, 1)
(voir conséquence 3 de la définition d’une homothétie).
Soit O le barycentre des points pondérés (A, —r) et (A, 1).
On a donc —rOA + 0A'=0
c’est-a-dire ' OA'=rOA.

59
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L’homothétie de centre O et de rapport r donne pour image de A, le point A’; cette
homothétie est la seule de rapport r qui applique A sur A’, pourquoi?

En conclusion :
Une homothétie est déterminée lorsqu’on donne son rapport, un point et son image,

le rapport étant un nombre réel différent de O et de 1, le point et son image étant
distincts.

r étant un nombre réel non nul, différent de 1, A et A’ étant deux points distincts,
on peut donc considérer [I']homothétie de rapport r qui applique A sur A’.

Exercices 1) Etant donné deux points A et A’ et un nombre réel r, on
considére I'application :
f— T

MpP— M' telque AM=rA'M'.

Reconnaitre cette application.
2) Etant donné deux points distincts A et B, construire le centre de
I’homothétie de rapport 3 qui applique A sur B. '

Constructior.de l'image d’un point par une homothétie déterminée par son rapport,
un point et son image.
Soit A et A’ deux points distincts, -
r un nombre réel différent de 0 et de 1,
M un point quelconque.
Construisons I'image de M par ’homothétic h de rapport r qui applique A sur A’.

Soit M’ I'image de M par I'homothétie
h.

Par application de la propriété fonda-
mentale des homothéties, on a :

A'M=rAM.

Le point M’ est donc I'extrémité du représentant d’origine A’ du vecteur r AM.

Remarque L. 1l n’est pas nécessaire de connaitre le centre de I’homothétie h pour
construire I'image d'un point par cette homothétie.

60
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L
g

Remarque 2. Pour trouver le centre d’'une homothétie determinée par son rapport r,
un point A et son image A’, il suffit de construire I'image B’ d’un point B
n’appartenant pas a la droite (AA’) : le centre de ’homothétie est alors le point
d’intersection des droites (AA’) et (BB’); pourquoi?

" Exercice Soit un carré ABCD. Construire 'image de ce carré par I’homothétie

1
de rapport > qui applique A sur C

d) Etant donné quatre points distincts A, B, A’, B’, recherchons s’il existe une
homothétie qui applique A sur A" et B sur B'.

Si une telle homothétie existe, son rapport r est nécessairement un nombre réel non
nul, différent de 1 et tel que A'B'=rAB. Pourquoi?-

Les droites (A'B’) et (AB) doivent nécessairement étre paralléles : les vecteurs
A'B' et AB, non nuls, ont méme direction.

Considérons donc quatre points A, B, A" et B’ tels que :
(A'B") /(AB) et A'B'+ AB.

1¢ cas : Les points A, B, A’ et B' ne sont pas alignés.

w» 0
>

Les droites (AA’) et (BB') sont sécantes, pourquoi?

Soit O le point d’i’ntersectio'n de ces deux droites.

Les points O, A et A’, distincts et alignés déterminent une homothétie unique : celle
de centre O qui applique A sur A’. On montre facilement que 'image de B par
cette homothétie est le point B’. L’homothétie ainsi trouvée satisfait aux conditions
du probleme; c’est la seule, pourquoi?

2¢ cas : Les points A, B, A’ et B’ sont alignés.
ot

; B

Dans ce cas, on montrera que I’homothétie de rapport

qui applique A sur A’

est I'unique homothétie qui satisfasse aux conditions du probléme.
61
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En conclusion :
Une homothétie est déterminée par la donnée de deux points distincts et leurs
images.

A, B, A" et B étant quatre points distincts tels que (A’B’) / (AB) et A’B’ #+ AB,
on peut considérer [I']homothétie qui applique A sur A’ et B sur B’

Exercice Soit un triangle ABC; A’, B’, C’ étant les milieux respectifs des cotés
[BC], [CA] et [ AB], vérifier que les quatre points C’, B’, C et B
permettent de déterminer une ou plusieurs homothéties.

Quel est le centre de ’homothétie qui applique B’ sur C et C’ sur B?
Quel est le centre de I’homothétie qui applique C’ sur C et B’ sur B.
Existe-t-il une homothétie qui applique B’ sur C’ et C sur B?
Pourquoi? :

Construction de l'image d’un point par une homothétie déterminée par deux points
distincts et leurs images.
Soit A, B, A" et B’ quatre points distincts tels que :

(A'B")/ (AB) et A'B'+ AB.

Soit M un point quelconque du plan.
Construisons 'image de M par ’homothétie & qui applique A sur A’ et B sur B'.

—

‘ \\.
=,
“

S

\ s |

s s S i il -
Dans lescas 1 et 2, le _centré de 'homothétie est obtenu aiseément. Il :S:fol} alor_s ch‘_
se reporter a la copstruction de I'image d’un point par une homothétie dctE}'mmEG ~

par son centre, un!point et son image. /
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Dans le troisiéme cas, M’ désignant I'image de M par 'homothétie ki on a :

(AM) / (A'M') et (BM)/(B'M").

Justifier.

M’ est donc le point d’intersection de la paralléle 2 (AM) menée par A’ avec la

parallele & (BM) menée par B'. Le centre de cette homothétie s’obtient alors
facilement; comment?

Dans le quatri¢éme cas, on construira d’abord I'image N’ d’'un point N qui
n'appartient pas a la droite (AB). L’homothétie qui applique A sur A" et B sur B’

est aussi 'homothétie qui applique A sur A’ et N sur N'. Pour construire I'image de
M, on se reporte alors au cas 1.

Exercice Soit ABCD un trapéze tel que :
(AB)/(CD) et (AD)N(BC)={S).
Construire I'image de ce trapéze :
1) par ’homothétie qui applique A sur D et B sur C;
2) par I'homothétie qui applique C sur A et D sur B.

2) Parties homothétiques du plan
a) Triangles homothétiques.

Soit ABC et A'B'C’ deux triangles tels que A’, B’ et C' soient les images

respectives de A, B et C par une homothétie. D’aprés la propriété fondamentale des
homothéties, on a :

(A'B") / (AB), (B'C")/(BC) et (C'A")/(CA).
Inversement, €tant donné deux triangles distincts’ POR et P'’Q’'R’ tels que

(P'Q") / (PQ), (Q'R") / (QR) et (R'P") /(RP), peut-on trouver une homothétie
h telle que :

h(P)=P, h(Q)=0Q et h(R)=R"

1¢ cas : PO+ P'Q..

Nous venons de voir qu’il existe une
homothétie qui applique P sur P’ et Q
sur Q’; soit h cette homothétie.

63
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R\ L’image de R appartient a :

e la paralléle a (PR) qui passe par P’, c’est-a-dire a (P'R’);
P | P & wwe o us
[[Q Q.]i| e la paralléle 2 (QR) qui passe par Q', c'est-a-dire a (Q'R’).
R

R’ est donc I'image de R par cette homothétie.

Il existe donc bien une homothétie qui donne pour image du triangle POR le
triangle P'Q'R’".

On dit dans ce cas que PQR est homothétique 2 P'Q'R’, les sommets P, QetR
correspondant respectivement aux sommets P’, Q' et R'.

2¢cas: PO=PQ".
On montrera que, dans ce cas, le triangle P'Q'R’ est 'image du triangle POR par la
translation de vecteur PP’ et qu’il n’existe pas d’homothétie qui donne pour image

de P, Q et R respectivement P’, Q' et R'.

Définition

E et F étant deux parties du plan, on dit que E est homothétique 2 F s’il existe
une homothétie h telle que :

h(E)=F

Remarque. Considérons une partie E du plan homothétique & une partie F. Soit h
une homothétie telle que h(E)=F. _

L’image de F par la bijection réciproque de A, h~!, est la partie E du plan.

Or nous avons vu que cette bijection réciproque est une homothétie. Donc F est
homothétique a2 E; on dira que les parties E et F du plan sont homothétiques.

Une propriété des triangles homothétiques.

En application de la propriété fondamentale des homothéties, on démontrera que :
si ABC et A’B'C' sont deux triangles homothétiques tels que A’, B' et ('
; . A'B" B'C’ CA
correspondent respectivement a3 A, B et C, alors : = = .
AB BC CA

La réciproque est-elle vraie?

Soit ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur (BC). En
" appliquant les propriétés de Pythagore,
démontrer que les triangles ABC et

HBA sont tels que :

AB_BC _AC
BH BA HA

C Ces triangles sont-ils homothétiques?
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Exercice La figure ci-dessous représente deux quadrilatétres ABCD et
A'B'C'D' tels que (AB)/ (A'B’), (BC) / (B'C), (CD) / (C'D")
et (DA)/Z (D'A").
Dans le cas de la figure les quadrilatéres ABCD et A’B’'C’ D’ ne sont
pas homothétiques, pourquoi?
Construire un quadrilatére A’B’XY homothétique au quadrilatére
ABCD.

B

b) Cercles homothétiques.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons vu que 'image du cercle C de
centre O et de rayon R par une homothétic k de rapport r, est le cercle de centre
O’ et de rayon |r| X R, O’ étant 'image de O par I"homothétie h.

Inversement, soit C, le cercle de centre O, et de rayon R, et soit G, le cercle de
centre O, et de rayon R,, distinct de C,. Peut-on trouver une homothétie h telle

que .
h(e])zeg?

Si une telle homothétie existe :

e elle applique le centre O, sur le centre O,;

" R R
e son rapport r est tel que R,=|r| X R,, c’est-a-dire tel que ;v'=-R—2 ou r= ——2.
1 1
.
1¢" cas : R, # R,, C’est-a-dire = #* 1.
1
¢,
0,
h,
65
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Deux homothéties donnent pour image du cercle C, le cercle C;; ce sont :

R, ‘

— I'homothétie h, de rapport = qui applique O, sur O,;

1

R
— I'homothétie h, de rapport —-R;E qui applique O, sur O,.

1

Pour construire le centre d’une homothétie ainsi déterminée, nous avons vu qu'il
était plus simple de construire d’abord I'image d’un point n’appartenant pas a la
droite (O, O,).
Soit M un point du cercle C, n’appartenant pas a la droite (O; O,);
soit M| I'image de M par h, et M; I'image de M par h,.
Ces deux points appartiennent :

— 2 la droite (D) paralléle a2 (O, M) qui passe par O, (pourquoi?);
— au cercle C, (pourquoi?).
On en déduit que {M!, M}}=(D)NGC,.

Il reste a préciser, parmi les deux points d’intersection de (D) et G,, lequel est
I'image de M par h,; 'autre est nécessairement I'image de M par h,.
Remarquons que le rapport de I'homothétie h, est positif; le centre d’une telle
homothétie n’appartient donc pas au segment qui joint un point et son image. Cette
remarque permet de désigner par M| celui des deux points d’intersection de (D) et
C, qui appartient au méme demi-plan de bord (O, O,) que M.

Dans ce cas, le centre C, de I'homothétie k,, point d’intersection de (O, O;) et
(MM}) n’appartient pas au segment [ MM].

66

Montrer que le centre C, de I'homothétie h, est le barycentre des points pondérés
(0,, R,) et (O,, — R,). De méme, montrer que le centre C, de I’homothétie h, est
le barycentre des points pondérés (O,, R,) et (O,, R;). Déduire de ce qui précéde
un programme de construction du barycentre de deux points pondérés.

Exercice Soit A et B deux points distincts. Construire le barycentre G, des

points pondérés (A, 2) et (B, 3) puis le barycentre G, des points
pondérés (A, 2) et (B, — 3).
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R
2¢ cas : R,= R, c’est-a-dire F"': 1.

£

Comme les cercles C, et G, sont distincts, O, est nécessairement différent de O,,
dans ce cas. Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu’il n’existe pas
d’homothétie de rapport 1 qui applique un point O, sur un point O, distinct de O;
toutefois, I’lhomothétie de rapport — 1 qui applique O, sur O, donne pour image du
cercle C, le cercle C,.

Conclusion : Deux cercles C(O,, R,) et C(0O,, R,) sont homothétiques; si les
rayons sont différents, il existe deux homothéties qui donnent pour image du cercle
C(0,, R,) le cercle C(O,, R;), ce sont :

R, .
— I’homothétie de rapport R qui applique O, sur O,;
R .
— I’homothétie de rapport e qui applique O, sur O,.
1

3) Exemples d'utilisation des homothéties dans
des activités géomeétriques

Les activités géométriques se présentent sous trois aspects; il s’agit de :

— démontrer une propriété;
— construire une figure;
— rechercher un ensemble de points.

Pour aborder ces diverses activités, on dispose :

e des théorémes et propriétés de figures établis dans les classes de Quatriéme et
Troisiéme;

e des propriétés de I'addition des vecteurs et de la multiplication d’un vecteur par

un nombre réel;
67
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e des propriétés des transformations du plan telles que les isométries et leg
homothéties. :

Nous allons voir, dans les exemples qui suivent, comment utiliser les homothéties
pour démontrer une propriété, construire une figure ou rechercher un ensemble de
points.

a) Utiliser les homothéties pour démontrer une propriété.

Exemple 1

Considérons un parallélogramme ABCD.

Soit B’ le symétrique de A par rapport a B, soit D' le symétrique de A par rapport
a D.

Démontrons que les points B’, C et D’ sont alignés.

Soit & I’homothétie de centre A et de rapport 2.

O désignant le centre de symétrie du
B’ parallélogramme ABCD, compléter le
tableau (en justifiant).

2 c m\

SOw>

i b\ D’
Les points B, O et D sont alignés. Leurs images par h sont donc alignées.

Exemple 2

Démontrons que dans tout triangle, I'orthocentre, le centre de gravité et le centre du
cercle circonscrit sont alignés.

Rappelons que :
e l'orthocentre d’un triangle est le point de concours des hauteurs;
e le centre de gravité d’un triangle est le point de concours des médianes:

e le centre du cercle circonscrit au triangle est le point de concours des mediatrices
des cotés de ce triangle.

A

Considérons un triangle ABC.

Soit H Tl'orthocentre, G le centre de
gravité et O le centre du cercle circons-
crit a ce triangle.

Soit A’ le milieu du c6té [CB] et B' le -
milieu du cbté [AC).
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Considérons 'homothétie /& de centre G et de rapport (—%) A’ et B’ sont les

images respectives de A et B par cette homothétie. Pourquoi?

a0

Par cette homothétie, I'image de Ia
G G a5t
A A’ hauteur (AH) est la parallele a cette
B B’ droite menée par A’: c’est la droite
(AH) | (A’0) (A’0); pourquoi? De méme, I'image de
|j }:I it '0).
(BH) | (B'0) la hauteur (BH) est la droite (B'O)
H O

L'image du point d’intersection des hauteurs (AH) et (BH) est le point
d’intersection des images de ces hauteurs.

. 1 :
L’homothétie h de centre G et de rapport (_E) donne donc pour image du point

H, le point O.
Les points H, G et O sont alignés (justifier).
Préciser la position du centre de gravité G par rapport a I'orthocentre H et au centre

du cercle circonscrit O.

Exercice On considére le traptze ABCD tel que (AB)/Z(CD) et

(AD)N(BC)={S}.
Démontrer que le milieu de [ AB], le milieu de [CD] et le point S sont

alignés.
Pour démontrer I'alignement de trois points, on pourra utiliser, par exemple, une des
propriétés qui suivent.
— Toute homothétie conserve 1'alignement des points.
— Le centre d’une homothétie, un point et son image par cette homothétie sont
alignés.
Pour démontrer que deux droites sont paralléles, on pourra utiliser I'une des
propriétés qui suivent.
__ Toute homothétie conserve le parallélisme des droites.
— L’image d’une droite (D) par une homothétie est une droite parallele a (D).
Soit (D) et (D’) deux droites sécantes en S. Sur la droite (D), on
marque deux points A et B tous deux distincts de S; sur la droite

(D'), on marque le point A" distinct de S.
Faire une figure et la compléter en y plagant les points B'. Cet C’

" définis comme suit :
e B’ est le point d’intersection de la parallele 2 (AA’) menée par B
avec la droite (D’).
e C est le point d’intersection de la parallele a (A’B) menée par B,
avec la droite (D).
e C’ est le point d’intersection de la paralléle a (AA’) menée par C,

avec la droite (D).
Démontrer que les droites (AB’) et (BC’) sont paralléles.

Exercice

69
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b) Utiliser les homothéties pour construire une figure.

Exemple
Etant donné un cercle C et trois droites (4,), (4,) et (4,) de directions différentes,

construire un triangle ABC inscrit dans le cercle C et tel que :

(BC)/(4), (CA)/(4;) et (AB)/(4,).

(4,)

Construire un triangle dont les supports des cotés sont paralléles respectivement aux
droites (4,), (4,) et (4;) est un probléme simple qui admet une infinité de solutions.
La difficulté, dans le cas de I’énoncé ci-dessus, est de trouver, parmi ces triangles
celui ou ceux qui sont inscrits dans le cercle C.

Construisons d’abord un triangle A’B’C’ tel que (B'C’) / (4,), (C'A") / (4,) et
(A'B") / (45).

Pour obtenir un tel triangle, si les trois droites données ne sont pas concourantes, il
suffit de choisir pour sommet A’, le point d’intersection de (4,) avec (4,), pour
sommet B’, le point d’intersection de (4,) avec (4,) et pour sommet C’ le point

d’intersection de (4,) avec (4,).

Soit €' le cercle circonscrit au triangle A’B'C".
Comme tout cercle du plan, celui-ci est homothétique au cercle donné.
Soit h une homothétie qui donne pour image du cercle ¢’ le cercle C.

Montrer que I'image du triangle A'B’C’ par cette homothétie h est un triangle qui
satisfait aux conditions du probléme.

Montrer qu’une autre solution est alors obtenue en construisant I'image du premier
triangle solution par une symétrie centrale convenablement choisie.
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Construction d’une solution

0

Al’
BF
C!

O

Sur le dessin ci-dessus, on a représenté une solution; rédiger un programme pour la
construction de cette solution & partir des données (4,), (4,), (4;) et C et démontrer
que le triangle ABC ainsi obtenu satisfait aux conditions du probléme posé.

Remarque. Pour résoudre ce probléeme de construction, nous avons considéré un
triangle «auxiliaire », simple a construire, qui satisfait aux conditions du probléme
excepté une et qui est homothétique au triangle recherché.

Pour résoudre Dexercice qui suit, on utilisera cette méthode fondée sur la
construction d’une «figure auxiliaire ».

Exercice Soit un triangle ABC. Construire un carré IJKL tel que :
Ie(AB), Je(AC), Ke(BC) et L € (BC).

¢) Utiliser les homothéties pour rechercher un ensemble de points.

Exemple

Soit € un cercle et A un point du plan.
Chercher I'ensemble décrit par le milieu N du segment [AM] lorsque le point M

décrit le cercle C.

Données :

— le cercle C de centre O et de rayon r;
— le point A.

71
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Soit M un point de C et N le milieu de [ AM]. Considérons I'homothétie % de centre

1
A et de rapport 5

N est I'image de M par cette homothétie. Lorsque le point M décrit le cercle € sop
image N décrit I'image de C.

Or 'image par h du cercle C de centre O et de rayon r est le cercle de rayon % quia

pour centre le milieu de [ A O] (justifier). L’ensemble recherché est donc ce cercle.

Construction de l'ensemble recherché

Rédiger un programme de cette cons-
truction.

Montrer que chaque point du cercle
image ainsi construit est le milieu d’un
segment dont une extrémité est le point
A et l'autre extrémité est un point du
cercle C.
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Exercices

1. Soit ABC un triangle et G son centre de
gravité.

\ -Construire les images A, B' et C' de A B et
C Eiuar I'nomothétie de cenire G et de rapport

2
Déterminer le centre de gravité du triangle
A'B'C.

et B sur B'.

X2. Soit h 'homothétie de centre O et de

T s
r ort —-
pport -

Le plan étant rapporté au repere (O, |, J),
déterminer les coordonnées de A’, B’ et C,
images respectives par h de A(3), B(3) et
C(3) Contraler a I'aide d'une figure.

\.’3. Dans chaque cas de figure qui suit, construire le centre de I'homothétie qui appl'ique A sur A’

(AB) / (A'B")

4. Soit (Dy). (D, et (Ds) trois droites de
directions deux & deux distinctes et soit (D),
(D3) et (D4) trois droites respectivement paral-
leles a (D,). (D) et (D).

Peut-on trouver une homothetie qui applique
les droites (D,), (D,) et (D3) respectivement sur
(D?), (D3) et (D3)?

Si oui, déterminer le
homothétie.

centre de cette

5. Soit (D,) et (D,) deux droites sécantes en
A et soit (D)) et (D3) deux droites respective-
ment paraliéles a (D) et (Dp).

Quel est I'ensemble des centres des homothé-
ties qui appliquent (D,) sur (Dj) et (D) sur
(D)?

/./ 6. Soit (D,) et (D,) deux droites disjointes.
Trouver une homothétie de rapport 2 qui
L donne (D,) pour image de (D).

Quel est I'ensemble des centres des homothé-
ties de rapport 2 qui donnent (D) pour image
de (D)7

7. Soit C le cercle de centre O et de rayon r.
Quel est I'ensemble des centres des homothé-
ties de rapport 2 qui donnent pour image de C,
un cercle ' tel que CNC' # &,

Faire une figure représentant cet ensemble.

8. Soit CLO; r) et C(O’; r') deux cercles
distincts tangents en un point A

M et N étant deux points de C(O; r) distincts
de A on désigne par M’ et N’ les points
d'intersection de (AM) et (AN) avec C(O’; r').
Montrer que [MN] et [M'N'] sont homothéti-
ques. Déterminer le centre et le rapport de
chaque homothétie qui applique [MN] sur
[M'N').
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9. Soit ABCD et MNPQ deux carrés tels que
(AB) /Z(MN). Peut-on trouver des homothéties
qui appliquent le premier carré sur le second?
Si oui, comment trouver le centre de chacune
delles?

10. Les rectangles ABCD et EFGH sont tels
que (AB) Z(EF) et (BC)Z(FG).

Montrer, qu'en général, deux tels rectangles ne
sont pas homothétiques.

Trouver une condition supplémentaire pour
que ces rectangles soient homothétiques.

11. Deux rectangles ABCD et EFGH sont tels
que (AC) Z(EG) et (BD) Z(FH).

Cette condition est-elle suffisante pour que ces
deux rectangles soient homothétiques?

12. Soit un trapéze ABCD tel que AB=a,
AD=b et DC=c.

Les droites (AD) et (BC) se coupent en un point
O calculer OA en fonction de a, b et c.

13. Soit A et B deux points tels que AB=8.
On considére le cercle C de centre A et de
rayon AB et le cercle ' de diamétre [AB].

1) Faire une figure (unité graphique : 1.cm).
2) Construire les centres O, et O, des deux
homothéties qui donnent ¢’ pour image de C.
3) Calculer AO, et AD,.

4) Calculer les rapports des deux homothéties.

14. On considére le triangle ASC.

Par un point F de [AB8], on méne la paralléle a
(BC) qui coupe (AC) en F. Déterminer la
position du point £ sur [AB] pour que l'aire du
triangle AEF soit la moitié de |'aire du triangle

ABC.

15. Soit (4,) et (4,) deux droites sécantes en -

Q.
A C et E sont trois points de (4,), 8 et D deux
points de (4,) tels que (BA) #(DC) et

(BC) /(DE).
Montrer que OA X OE = OC2.

16. On considére le parallélogramme ABCD.

\ Soit £ le milieu de [AB] et F le milieu de [CD].

La droite (AC) coupe (DE)}en G et (BF) en H.
Démontrer que :

AG =GH =HC.

17. Soit un triangle ABC et soit P un point de
JAA'[, A’ étant le milieu de [BC). Par P on
méne la paralléle a2 (AB) qui coupe {BC) en Q;
par P on méne la paralléle a (AC) qui coupe
(BC) en R.

Montrer que A’ est le milieu de [CQR).

){18. On considére le trapeze ABCD tel que

(AB) Z(CD) et (AD)N(BC)={S).

Démontrer que le milieu de [AB], le milieu de
[CD] et le point S sont alignés.

19. Soit le parallélogramme ABCD.
Une paraliéle & la diagonale (8D) coupe (AB)

en E et (AD) en F.

Soit (A,) la paralléle & (AD) menée par E et{4,)
la paralléle a (AB) menee par F. ]
Montrer que le paint d'intersection de (4,) et

(4,) appartient’a la droite (AC).

20. Soit C le cercle de centre O et de rayon r

et soit A un point quelconque du plan.

A tout point M du cercle C, on associe le
symétrique M’ de A par rapport a M. Quel est
‘ensemble des points décrit par M’ lorsque M

décrit C?

21. Soit (D) une droite et A un point n’appar-

tenant pas a (D). )
A tout point M de la droite (D), on associe le

2 e
point M’ tel que MM’ = =3 AM. Quel ensem-

ble décrit le point M’ lorsque M décrit Ia droite
(D)? .

22, Soit A 8 deux points donnés et C un

cercle donné.
M représentant un point du cercle C, trouver

I'ensemble des centres de gravité du triangle
ABM larsque M décrit le cercle C.

23, Soit C le cercle de centre O et de rayon r;
soit P un point n'appartenant pas a C.

e Quel est I'ensemble décrit par le point G,
centre de gravité du triangle OMP lorsque le
sommet M décrit le cercle C?

e M désignant le projeté orthogonal de O sur
{PM), quel est I'ensemble décrit par le point G’,
centre de gravité du triangle OHP lorsque le
point M décrit le cercle C?

24. Soit B et C deux points distincts et (4)
une droite distincte de (BC).

a) Lorsque le point A décrit la droite (4),
déterminer I'ensemble décrit par :

— le milieu B' de [AC];
— le centre de gravité G du triangle ABC.

b) Méme question lorsque le point A est tel
que BAC soit un triangle rectangle en A

¢) Méme question lorsque le point A est tel
que BA=BC,

25. Soit C le cercle de centre O et de rayon R.
Sur C on marque deux points A et B.

Soit M un point de C et N le point tel que
MN = A8

Quel est I'ensemble :

« des milieux de [AN] lorsque M décrit C;
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e des milieux de [BN] lorsque M décrit C;

e des centres de gravité du triangle BMN
lorsque M décrit C?

26. Soit une droite (A4). Soit A et D deux
points situés dans un méme demi-plan de bord
(4) et tels que (AD) soit sécante a (A).

Sur (4) on marque deux points M et N de sorte
que AMND soit un trapéze.

Soit K le point d'intersection des droites (AN)
et (MD). Quel est I'ensemble décrit par K

lorsque les sommets M et N du trapéze décri-
vent (4)?

27. Soit C et C’' deux cercles de rayons diffé-
rents, tangents extérieurement en A; soit M un
point du cercle C. La perpendiculaire en A &
(AM) coupe C' en M’ :
Démontrer que, lorsque M décrit le cercle G, la
droite (MM’) passe par un point fixe.

e Déterminer I'ensemble décrit par le milieu K
de [MM'] lorsque M décrit le cercle C.

e Déterminer I'ensemble décrit par le projeté

orthogonal H de A sur (MM’ lorsque M décrit
le cercle C.

28. Construire un triangle ABC de périmétre
20cm tel que mes A=35 et mes B=50
(unité : le degré).

29, Soit C un cercle donne.
Construire un triangle ABC dont les sommets
appartiennent a2 C et tel que mes A=25 et
mes B =40 (unité : le degré).

30. Soit ABC un triangle quelconque.
Construire un carré PQRS tel que:

Pe[AB], Qe[AC] et (RS)=(BC).

31. On donne un triangle ABC rectangle en A
Construire un carré ADEF tel que :

De(AB), E€(BC) et Fe(AC).

32. Soit (D) et (D’) deux droites paralleles, A
et B deux points quelconques du plan et (4)
une droite sécante a (D).

Construire une droite (4’), paralléle a (4) qui
coupe (D) en M et (D') en M’ de sorte que
(BM') Z(AM).

33, Soit trois droites (D,), (D,) et (D;) con-
courantes en un point O.

Soit A un point de (D).

Construire une droite (A) qui coupe (D,) en B

et (0,) en C tels que AC =3AB,

34, On donne un cercle C, une droite (D) et un
point A appartenant & C. Construire un cercle
tangent 4 C en A et tangent a la droite (D).

W

35. Soit A, B, C trois points distincts alignés.
On désigne par h I'homothétie de centre A qui
applique B sur C et par t la translation de
vecteur AC.

Trouver un point qui a la méme image par h et
par { autrement dit, trouver une solution de
I'équation :

Me%, h(M)=t(M).

36. Soit (A,) et (4,) deux droites distinctes.
Sur (4,) on marque trois points A, B, C; sur
(4,) on marque trois points D, E, F. Soit h
I'homothétie de centre A qui applique B sur C
et h' 'hnomothétie de centre D qui applique E
sur F.

Trouver un point qui a la méme image par h et
par h’, autrement dit, trouver une solution de
I'équation :

MeT, h(M)=h(M).

37. Soit A B et C trois points distincts non
alignés. A tout point M du plan, on associe le
point-M’ tel que :

3AM —2AM =BC.

On définit ainsi une application f de T dans 7.
Construire les images par f de A B et C.

_ Trouver un peint K tel que f(K)=K.

Montrer que cette application f est une
homothétie dont on déterminera le cenire et le
rapnort.

38. Soit h I'homothétie de centre O et de
rapport r. M’ désignant I'image d'un point M
par h, montrer que, quel que soit le point P :

PM' =rPM+(1—r)PO. -

En déduire que toute homothétie de rapport r
peut s'écrire comme composée d'une
homothétie de centre donné et de rapport r
avec une translation.

39. Soit A et B deux points distincts; h, étant
I'nomothétie de centre A et de rapport r, h,
étant 'homothétie de centre B et de rapport r’
distinct de r, montrer que (AB) est sa propre
image par hyeh.

40. Soit h, I'homothétie de centre O, et de

rapport 2; soit h, I'hnomothétie de centre O, et
de méme rapport 2.

1) Construire I'image X de O, par h,.
2) Construire I'image Y de X par h,.

3) Montrer que 0, ¥ =30,0,
Plus généralement, soit h, I'homothetie de
centre O, et de rapport a, soit h, I'nomothétie
de centre O, et de méme rapport a.

‘Y désignant I'image de O, par hyeh,, montrer

que O, Y=(a’—a+1) 00>
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41. Soit un triangle ABC. La bissectrice de

I'angle BAC coupe le coté [BC] en |
On pose AB=c¢, AC=b et BC=a.

a) Soit B, et C, les images de B et C par la
symétrie orthogonale d'axe (Af). Montrer que
B8, appartient a [AC) et que C, appartient a
[AB).

Montrer que le pmnt d'intersection des droites
(BC) et (B, C,) est le point /.

b) Soit h I'homothétie de centre A et de
c
rapport —-
PP b

Montrer que h(C)=B,; h(C))=8.

Il existe une homothétie h’ qui appllque C sur
8 et C, sur B,. Pourquoi? Quel est son centre?
Quel est son rapport? ;

c) En déduire que : b1B +¢cTC =0.

d) Montrer que le barycentre de (A a), (8, b)
et (C, c) appartient & la droite (A/).
En raisonnant de méme pour les bissectrices
B il —— o
des angles ABC et ACB, montrer que ces trois
droites sont concourantes el que leur point
commun est le barycentre de (A a), (B, b) et
(C, c).

Pour réfléchir

42. Tracer la droite qui joint le point A au
point d'intersection de deux droites (D) et (D)
dont les dessins se coupent en dehors des

limites de la feuille.
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Le produit scalaire

Lecon 1: EXPRESSIONS ALGEBRIQUE ET TRIGONOMETRIQUE
DU PRODUIT SCALAIRE

Lecon 2 : L’APPLICATION PRODUIT SCALAIRE

Lecon 3 : UTILISATION DU PRODUIT SCALAIRE

Lecon 4 : ETUDE ANALYTIQUE DU PRODUIT SCALAIRE

Le parallélogramme ABCD est tel que AB=4, AC=7 et AD=5. Quelle est la
mesure de la diagonale [ BD]?

Un dessin permet de donner une valeur
approchée de cette mesure. Comment
peut-on obtenir la mesure exacte?

Exﬁressions algébrique et trigonométrique du

produit scalaire

Dans ce chapitre, on suppose chaque droite du plan munie d'une graduation

compatible avec la distance, c’est-a-dire telle que, M et N représentant deux points
quelconques d’une droite, on ait :

| MN|=d (M, N)
ou, plus simplement :

| MN| = MN.
77
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1) Produit des mesures algébriques de deux bipoints

Rappel : Nous avons vu en Quatriéme que :

A et B étant deux points distincts et C un point de la droite (AB) :
ABX AC>0 Ce[AB).

On en déduit que, C étant un point de la droite (AB), B’ étant un point de (AB)
n’appartenant pas a [AB),

ol o
A B B' A B

Ce[AB) Ce[AB')

équivaut a ( équivauta )

ABX AC=AB X AC, ABX AC= — ABX AC.

Soit A, B, Ctrois points d’une droite (D), telsque AB=5et AC=3.

Exercice
Dans chaque cas de figure ci-dessous, calculer ABX AC.
a) o & Z
b) ¢ i
B A C
C) 1 ! ]
. d) 2 G n

2) Produit scalaire d’'un vecteur u par un vecteur Vv :
expression algébrique

a) Introduction.

e A tout couple de points du plan, on peut associer un nombre réel, la distance d’un
point a 'autre qui donne une information partielle sur les positions relatives de ces

deux points.
78
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e A tout couple de demi-droites de méme origine, on peut associer un nombre réel,
la mesure en radians de I'angle formé par la réunion de ces deux demi-droites; cette

mesure donne une information partielle sur les positions relatives des deux
demi-droites.

Dans ce chapitre, on se propose de définir une application qui, 2 tout couple de
vecteurs du plan associe un nombre réel donnant une information partielle sur les
« positions relatives » de ces vecteurs.

b) Un procédé qui permet d’associer 2 un couple de vecteurs un nombre réel.

Soit u et v deux vecteurs de V.
Appliquons le procédé qui suit.

1) Choisir, dans le plan ¥, un point
qu’on désignera par O.

2) Placer les points A et B tels que :
OA=u et OB="v.

3) Construire le projeté orthogonal H
v de A sur une droite support de (O, B).

4) Calculer le nombre réel r tel que :
| r=OHX OB.

Dans le cas de la figure ci-dessus, 'unité graphique étant le centimétre, vérifier que
OH=4, OB=6; comme He[OB), OHX OB= OH X OB. Donc r=24.

Nous allons montrer que le nombre réel r ainsi obtenu ne dépend pas du choix du
point O. '

Remarquons que, Si % =0 ouy =0, le procédé décrit ci-dessus permet d’associer
au couple (u, v) le nombre réel 0. Justifier,

Supposons u+0 et v#0,

Soit O’ un point distinct de O; soit A’ et B’ des points tels que :
O'A'=u et OB'=Vv.
79
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Construisons le projeté orthogonal H' de A’ sur (O'B’).

A

Soit ' le nombre réel tel que :
r=0"HX OB
Comparons les nombres réels r et »

ainsi obtenus.

b e s e e

BF

OJ

Soit t la translation de vecteur QO'.
Justifier que ¢ (O)= 0, t(A)=A" et t(B)=B"

(N

O o’ L’image par la translation ¢ de la per-
A A’ pendiculaire &4 (OB) menée par A est la
B | B perpendiculaire 2 (O'B’) menée par A';
pourquoi?
' On en déduit que Pimage par ¢ du
(gﬁg Eg;g% projeté orthogonal de A sur (OB) est le
( . projeté orthogonal de A’ sur (O'B’).
H H'

La translation ¢ étant une isométrie, on a :
OH=0'H' et OB=O0O'B"
De plus,- I'image par t de la demi-droite [OB) est la demi-droite [O'B’).

Si He[OB), Si H¢[0OB),
alors H'e[O'B’). ' alors H'¢ [O'B’).
A
A

o
A 4
o
\
AR
Tt ———
o
Y
5 -
T

2

H 0O B

| A
|
L
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Dans ce cas

Dans ce cas :
OHX OB= OH X OB OHX OB= — OH X OB
et: et :
O'H'XO'B'=0'H'X O'B". O'HXOB'=—0HXO'B.
Or : . Or:
OH=0'H' et OB=0O’'B’. OH=(Q'H' et OB=O'B".
Donc : Donc :
OHX OB=Q0'H'X O'B'". OHX OB=QO'H'"X O'B’.

En conclusion : Le nombre réel obtenu en appliquant le procédé décrit ci-dessus ne
dépend pas du choix du point O; il permet donc d’associer au couple (u, V) un
nombre réel appelé produit scalaire du vecteur u par le vecteur v.

¢) Définition.

Etant donné un vecteur u, de représentant (O, A) et un vecteur v, de
représentant (O, B), on appelle produit scalaire du vecteur u par le vecteur v le
nombre réel r tel que :

r=5ﬁ’>< —O_B,

H désignant le projeté orthogonal de A sur une droite support de (O, B).

Notation : On écrit u - v et on lit « z scalaire v » ou « produit scalaire de u par v ».

Exemples
A
i A
I
, [
| |
i ' ]
| |
| |
' |
[ | -
] | S
0 B H H 0] B
u-v=0HX OB. u-v=0HX OB.
L’unité graphique étant le centimétre, L'unité graphique étant le centimétre,
vérifier que ; vérifier que :
uv=12. u+v=—10,5.
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Remarque. Si H€[OB) alors % -v >0; dans ce cas, on a donc:
u-v=0HXOB.
Si H¢ [OB) alors T v <<0: dans ce cas, on a donc :
u-v=—O0HX OB
Cas particuliers
e Les vecteurs © et v ont méme direction.
v v
- » > - e ——
u u
L <
1 1 1 | ! 1 1
A O B 0 B A

Dans le cas ou u et v sont de sens
contraires, A¢[OB) et :

—

u-v=—0AX OB

L’unité graphique étant le centimétre,
vérifier sur la figure que :

u-v=—=6.

Dans le cas o u et v sont de méme
sens, A€[OB) et :
u-+v=0AX OB.

L’unité graphique étant le centimeétre,
vérifier sur la figure que :

u-v=0.

e Les vecteurs u et v sont non nuls et orthogonaux.

"Rappel : On a vu en Troisi¢me que

% et v sont orthogonaux

u et v étant deux vecteurs non nuls,

( signifie que ) teurs de deux droites

s

u et v sont vecteurs direc-

orthogonales.

Soit » et v deux vecteurs non nuls orthogonaux; soit (O, A) et (O, B) les
représentants d’origine O respectivement de u et de v.

+ A
Au
l— r

82

Les droites (OA) et (OB) sont orthogo-
nales; O est le projeté orthogonal de A
sur (OB).

Donc u v =0,
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Exercice 1) L’unité graphique étant celle indiquée sur le schéma, calculer, dans
chacun des cas suivants, le produit scalaire u-v.

4] 1 T T - - - .
- :
b I

-+ I A
i e it
i T

)* 2) Soit ABC un triangle rectangle en A tel que :
! AB=3 et AC=4.
Calculer AB -AC
BC-BA
CB-CA.
Montrer que BA - BC = BC+ BA
CA-CB=CB-CA.

=
E"

3) Expression trigonométrique du produit.gcalaire d’un vecteur
non nul U par un vecteur non nul v

Soit u et v deux vecteurs non nuls; soit (O, A) et (O, B) les représentants d’origine

O respectivement de u et de V.
H désignant le projeté orthogonal de A sur (OB), on a:

u-v=0HX OB.
83
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84

1¢" cas : Les vecteurs 1 et v ne sont ni colinéaires, ni orthOgonaux.

Dans ce cas, OHA est un triangle rectangle en H; on a donc :
—
OH = 0OA X cos AOH.

:p.

=]

vyl

A
|
|

o |
it |
|
I
i
— i
O 7 B H
Si He[OB):
— —
AOH= AOB;

donc :
—— —
cos AOB=cos AOH.

Or, nous avons vu que lorsque
He[OB): :
OHX OB= OH X OB.

Donc :

— — * e ——
1 =0A X OB Xcos AOB.

= -1 S

o B

Si H¢[OB), les angles AOH et AOB
sont supplémentaires;

donc :
——— —
cos AOB= —cos AOH.

Or, nous avons vu que lorsque
H¢[OB):
OHx OB= — OH X OB.

Donc :

SR, e
u-v=0AX OBXcos AOB

2¢ cas - Les vecteurs non nuls u et v sont orthogonaux.

Dans ce cas :
u-+v=0.
_.-'"_“-...
Que vaut cos AOB?
Vérifier que :

T — T
w-v=0AX OBXcos AOB.
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3¢ cas : Les vecteurs non nuls u et v ont méme direction.

¥ : v
u A -J —_—
- =
A 0 B o B A

Lorsque u et v sont de sens contraires : Lorsque u et v sont de méme sens :
u-v=—0AX OB u-v=0AXOB.

P T —

AOB_est un angle plat; que vaut AOB est un angle nul; que vaut

—
cos AOB? cos AOB?

On vérifiera que, dans ce troisiéme cas, on a aussi :

—_—

— _—
u+v=0AXOBXcos AOB.

En conclusion :

Quels que soient les vecteurs non nuls u et v, de représentants respectifs (O, A)
et (O, B):

[N — e,
u-v=0A X OB Xcos AOB.

Exercice Soit ABCD un losange tel que :
AB=3 et mes ABC =30 (en degrés).

En utilisant la table p. 296, donner I'arrondi d’ordre 2 de chacun des
produits scalaires qui suivent :

i-BC; BC-DA;
ﬂ'.—i?; CB-CD;
AB-DC.

2 L’application «produit scalaire »

1) Définition

On vient de voir qu’a chaque couple (u, v) de vecteurs du plan, on peut associer un
nombre réel : w-v. On définit ainsi I'application «produit scalaire » ou plus
simplement le produit scalaire dans V.

85

Scanned by CamScanner



Mathématiques seconde — Géomélrie

Le produit scalaire dans U est I'application :
UxUV — R
(i, V) — u-v.

2) Propriétés

a) Symétrie du produit scalaire.

Quels que soient les vecteurs u et v :

—_— — —_ —
U"VYV=V-U.

Démonstration :

—_—

L’égalité est vraie lorsque u =0 ou v

=0.
Supposons u#0 et v#£0.
Soit O, A et B trois points tels que :

OA =1u et OB=Vv.

D’une part

— i ———
w-v=0AX OBXcos AOB;
d’autre part Veu=

—

OB X OA X cos BOA.
e, —— —— ———
Or AOBE = BOA; donc cos AOB=cos BOA.

On en déduit que :

—

U"V=V- U,

Remarque. % +v peut donc se lire «produit scalaire de u et v ».

b) Produit scalaire et addition dans .
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Schéma de calcuyl

3 Schéma de_calcul de
c(u-{-v)w U-w v,
u v W u W v W
+ \/ \/
7] ¥ ; -—1-1: ;;
. \|‘/
(u+v)-w u-wHv-w

Démonstration :

Lorsque w =0, I’égalité est vérifiée.
Supposons w# 0.
Soit O, A, B, C, D des points tels que :
OA=u, OB=Vv, OC=w, OD=u+v.
Soit A’, B" et D’ les projetés orthogonaux sur ( OC), respectivement de A, B et D,

D D’une part :
(u+7v)w=0DXO0C (1)
D’autre part :

F 3

=

=
_|_
-:l
z!

=(0A"+ OB') X OC

Or OB'= A'D' (voir exercice ci-dessous).

Donc OA'™4+ OB'=0A'4+ A'D’
c’est-a-dire OA'+ OB'= OD'.
On a alors u-w+7v-w=0D'X OC. (2)

De (1) et (2) on déduit que :

(u+v)w=u-w+v-w.

Exercice Montrer que toute projection conserve I'équipollence des’ bipoints.
Appliquer ce résultat a la situation précédente pour montrer que :

OB'= A'D’.
87
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¢) Produit scalaire et multiplication d’un vecteur par un nombre réel.

Quel que soit le nombre réel x, quels que soient les vecteurs uetv:

(xu)-v=xX{u-v).

Schéma de calcul de (xu)-v Schéma de caleul de x X (u-v)
x u v X u v
L] [ ]
xu u-v
= X
(xu)-v x(u-v)
Démonstration :

1.’égalité est vérifiée lorsque u =0.

Supposons u # 0.

Comme (x—ﬁ)--ﬁ =V-(xu)et u-v=v-u, nous allons montrer que :
X

Soit O, A, B, A’ des points tels que :
OA=u, OB=v et OA'=xu.

Soit H le projeté orthogonal de B sur (0OA).

B .
Par définition du produit scalaire :
| s pme M R
} ve(xu)= OHX OA'
v : et :
I e . ——— =
: v-u = 0OHX OA.
I Donc :
A xu 0O % A H x X (v-u)=xX OHX OA.
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Par définition du produit d’un vecteur par un nombre réel :

—

OA'=x0A

Donc
On déduit ai

Oou encarc

En particulier

Donc, A, B,

Exercices

3) Carré scalaire

a) Définition.

O, A et A’ sont alignés
et: OA'=xX OA.

V(xu)= OHX (x X OA).
sément que :
Ve(xuw)=xX(v-u)

(xu)-v=xX (u-v)

(—u)-v=—(u-v).
C, D étant des points du plan, on a:
AB-CD=—BA-CD.

1) En utilisant les trois propriétés qui précédent, démontrer que,
quels que soient les vecteurs u, v, w et quels que soient les nombres
réels a, b :

(au)-(bv)=(ab) X (u-V)
G(—=v)=(—1u)v
(=u)(=V)=u-v
a-(G+w)=u-v+u-w
u(v=w)y=u-v—u-w
(=) W=u-w—v-w.

2) A, B, C, D étant quatre points quelconques du plan, démontrer
que :
AB-CD =BA -DC;

AB-CD=AB-AD— AB-AC.
e - > -y T3
Al = C s & Y o gy X
o e 03 SR e i X TR
,‘/" ’J : — - ' B ,) J"; ‘_d;_d;; 3 _,_r
({ﬂ‘- = ) ;--:-—t - g of ,-b\ -\-L » [

¥

et norme d’'un vecteur

On appelle carré scalaire d’un vecteur v le nombre réel v-v.

Notation : v+ v sera aussi noté ve,
Soit u un vecteur du plan, (A, B) un de ses représentants.
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On a u=ABX AB
c’est-a-dire u?= AB%
Or, on a vu que |« ||=AB.
On obtient donc u?=|u |

Le carré scalaire d'un vecteur est égal au carré de la norme de ce vecteur.
On en déduit que, quel que soit le vecteur v :

1) v2>0.
2) o= 7=0

b) Une inégalité classique.

3 -
.
—_ L
173
£ B
u v u u

Sur chaque figure, les vecteurs u et v représentés sont tels que :
[all=2 et [[v]=3.
Dans chaque cas, trouver une valeur approchée du produit scalaire u-v.

7 étant un vecteur de norme 2 et v un vecteur de norme 3, est-il possible que u + v
soit égal a 107

Soit (O, A) un représentant du vecteur
u et soit H le point de (OA) tel que :

— 10
OH=—
OA

L'extrémité du représentant (O, B) du
vecteur v devrait appartenir au cercle C
de centre O et de rayon 3 et a la droite
(4), perpendiculaire 2 (OA) menée par
H!

Ll

Recherchons un encadrement de w-v.

Soit O, A, B des points tels que :
OA=u et OB=v.
—_— - ——
Nous savons que u-v=0AX OB Xcos AOB.
Or OA =|u]| et oB=|v||.
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— — T
Donc t-v=6cos AOB.
—,
Comme —1<cos AOB<1,
nous obtenons —6<Lu-v<6,
C’est-a-dire u-v|<6.

Plus généralement, démontrer que, quels que soient les vecteurs u et v :
—[lulx|v<u v <] x|V

c’est-a-dire III 'r‘-:l Q“E" X H-":“

Exercices 1) Démontrer que si u et v sont deux vecteurs
e de méme direction et de méme sens :
w-v =[] x|];

e de méme direction et de sens contraires :

v =—|[ul|x|[v].
2) Soit u un vecteur tel que [[u||=4. _ .
Construire un représentant d’un vecteur v tel que [[v||=3 et
u-v=_8.

c) Quelques égalités remarquables.

On démontre, a 'aide des propriétés du produit scalaire, que, quels que soient les
vecteurs u et v :

(u+vY=u?+20u-v)+3?
(u—=vyP=u—2(u-v)+v?
(u4+7v)(u—"v)=u>-32

4) Condition pour que le produit scalaire de deux vecteurs soit nul

a) Nous savons que :
esiu=0 ouv=0 alors u-v=0;
e u et v étant deux vecteurs non nuls, si u L v alors u -

Réciproquement, montrons que si u-v=0alors u=0 ou
des vecteurs directeurs de deux droites orthogonales.

Considérons deux vecteurs u et v tels que :
' ' wev=0, us#0 et v#0.
Soit O, A et B trois points tels que :
OA=u et OB=v.
H désignant le projeté orthogonal de A sur (OB) :
- u+v=0OHXOB.

<} =]

=0,
=0 ou u et v sont
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92

Il vient donc :

o OHX OB=0.

Or OB+ 0.
Donc OH= U, c'est-a-dire : O = H;

ou encore (AH)=(AQO); les droites (OA) et (OB) sont donc orthogonales; u,
vecteur directeur de (OA) et v, vecteur directeur de (OB) sont orthogonaux.

Conclusion :

=]
<|
I
o

H = 6
v=0
u et v sont des vecteurs directeurs

de deux drmtes orthogonales.

b) Extension de la notion d’orthogonalité de deux vecteurs.

En classe de Troisiéme, nous avions défini 'orthogonalité de deux vecteurs lorsque
ces vecteurs étaient tous deux distincts du vecteur nul. Nous étendrons la définition

comme suit :

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux forsque leur produit scalaire est nul.

On note: z LV et on lit: u et v sont orthogonaux.

Quels que soient les vecteurs u et v :

ul v signifie que u-v=0.

—

Attention : Soit u, v, w trois vecteurs tels que u-v=u-w.

Lorsque le vecteur est distinct du vecteur nul, on ne peut déduire de

cette égalité que V=w.

En effet U-v=u-w
permet d’écrire Hv=nu-w=0
u(v—w)=0
Donc ul(v—=w).
En conclusion :
de I'égalité U v=u-w

on déduira que les vecteurs u et (v

— w) sont orthogonaux.
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Exemple

Dans le cas de la figure ci-contre :

<l

En effet :

O
| H
|
I

On remarquera que u L (v — w).

En effet u =0A, v=0B, w=0C, OB—0OC=CB.

Quelle est la position relative des droites (OA) et (BC)?
Conclure.

3 Utilisation du produit scalaire

1) Utiliser le produit scalaire pour calculer

a) Calcul de la norme d’une combinaison linéaire de vecteurs de U.

/
F -3

u
—_———— iR ——

=
\
A<

\ B3

Sur chaque figure, les vecteurs u et v représentés sont tels que :

el =2, [v=3.
Construire un représentant de u+7Vv et, en mesurant sur le dessin, trouver une
valeur approchée de H'LI + v”
On remarquera que la donnée des normes de dctﬁ\v%:teurs ne suffit pas pour
déterminer la norme de la somme de ces deux vecteurs,'"

Considérons deux vecteurs u et v tels que :
=2 [F]=3 et u-v=1.
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c — Calculons la norme du vecteur u + v

Nous savons que :
& +3[p= G+
=4 2(u-v)+ 32
=[u|f+2(u-v)+|[v|P.

Or IZl=2; [V]=3 et @-v=1.
Donc [ +v|P=4+2+09,
ou encore |]_J -+ v H =/15.

Sur la figure ci-dessus, I'unité graphique étant 1 cm, vérifier que :

e [il=2. [5]=3

o u-v= 1;

e 3,9 est une valeur approchée de | 4+ V|| (c’est 'arrondi d’ordre 1 de V15).

— Calculons aussi la norme de 5u —2 v.
Procédons de la méme facon.
Nous savons que 5% —2V|P=(5u—2v)
L =(ErP—2[(5R)- @M+ VY
=25u?*—20(u-v)+4y?
=25[ulf—20(u-v)+4|v|>.

Donc |52 —2V|P=25%X4—20Xx1+4X%9,
ou encore |5u —2v||=V116.

Sur la figure ci-dessus, construire un représentant de 5u —27v et vérifier, en
mesurant, que 10,8 est une valeur approchée de |[Su —27||

En conclusion, pour calculer la norme d’une combinaison linéaire de deux vecteurs
dont on connait les normes et le produit scalaire :

— calculer le carré scalaire de la combinaison linéaire;
— prendre la racine carrée de ce carré scalaire.

A Toccasion de ce calcul on appliquera les propriétés suivantes :

Quels que soient les vecteurs u et v, quels que soient les nombres réels a et b :
lu [ =u?
(U +v)=u+2(u-v)+?
(au ) =a’u?
(au)-(bv)=(ab)(u-v).
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Exercices

i
z
|
|
?

1) On donne ||ul|=4, ||v|=5.
Calculer, dans chacun des cas suivants :

[+l [fu =] et 3% =27
6. e U {/ ".:‘i "

-

sont orthogonaux.

=]
e <
|

e}
o
L d

ont méme direction et méme sens.

s =l =) =i
w] =i <} I

¢
i

ont méme direction et sont de sens contraires.

2) Démontrer que, quels que soient les vecteurs u et v :

e + Vi<l +[[|
3) Démontrer que si u et v sont deux vecteurs de méme direction
et ;
e de méme sens : e de sens contraires :
e +v][=[ul]+|v] %+ l=| =71l
4) Soit (A, B) un représentant d'un vecteur u tel que ||u]|=4.

Trouver un vecteur v et construire son représentant d’origine A dans
chacun des cas suivants :

1) [Fll=3 et [G+F|=2.
2 [Pll=3 et [7+75|=5.

b) Produit scalaire et triangle.

Dans la premiére partie de ce chapitre ont été données deux expressions du produit
scalaire de deux vecteurs.

Expression algébrique :
u-v=0HX OB.

a<l
:[:-Pl___........_ T

Expression trigonométrique :
— - ——
u-v=0AX OB Xcos AOB.
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——

Une troisi¢eme expression sera utile dans les problémes de détermination de 13 |
mesure d’un cdté ou de la mesure d’un angle d’un triangle.

Soit u et v deux vecteurs et soit O, A, B trois points telsque OA =u et OB =7,
De l'expression du carré scalaire de u — v :

(u=vyP=u?=2(u-v)+?%
Wt vi=(u—=v)

on tire ey = >
T |2 2 5 — S lI2
b e = 5 PP =l =P,
( C)* 2
e ooy e e A
Oru—v=0A—0B
u—v=DBA. =
Donc |[u —v||=AB.
De plus [[u]|= 04, |[v|[=0B. o P B
V

OA*+ OB*— AB?

En conclusion : u-v =

2
— ——. OA?*4 0OB?*— AB?
ou encore QA -0OB = = .
Exercice Soit ABC un triangle tel que :

AB=6, BC=7, CA=09.

Calculer @E,
CA - CE;
BA - BC.

Probléme 1

Soit a, b et ¢ les mesures respectives des cotés [ BC], [CA], [AB] d’un triangle

ABC. =
Trouver une valeur approchée de la mesure de I'angle BAC.

Solution
Les deux expressions suivantes du produit scalaire des vecteurs AB et AC vont

———
permettre de déterminer une valeur approchée de la mesure de 'angle BAC :
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(I I._B-'Z_é=ABXACXCDSB}?E; A

= 2 2 __ 2

(In AB-A_(,"=AB + AC*— BC _
2

Des égalités (1) et (II), on déduit :

AB?>+ AC*— BC?

| 2X ABX AC

ou plus simplement :

—
c0s BAC =

i % o il B
Wl P g
~ A pr—gr B I -L
cos A=m—m—m 781 7 N
; 2ch # e a7

Il suffit alors de chercher, a l’aidé d’une taEile trigonométrique, une valeur
approchée de la mesure de I'angle ﬂé

Application numérique

Trouver une valeur approchée de la mesure de l'angle PMN du triangle MNP
sachant que :

MN=9, PN=7 et MP=6.
Contrdler a 'aide d’une figure.

Probleme 2

Dans un triangle ABC, on donne les mesures des cotés [AB] et [AC] et la
mesure de 'angle A. Calculer la mesure du coté [ BC].

On a BC =AC — AB; le probléeme revient a trouver la norme de cette
combinaison linéaire. :
Désignons par a, b, ¢ les mesures respectives des cotés [ BC], [CA), [AB] du triangle
ABC. e

Soit « la mesure de I'angle CAB.

Données : AC=0b; Inconnue : BC=a
AB=c;

— —
mes CAB=aqa.
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Solution
1) Exprimons le vecteur BC comme différence de deux autres :
BC =AC— AB.
2) Pour calculer la norme du \Eeuﬂ?, calculons le carré scalaire de EZ"
c'est-a-dire, le carré scalaire de AC — AB.

On a BC?=(AC — AB)?
= AC2—2AC-AB + AB?

—— —— —
or AC-AB=ACX AB Xcos CAB,;
de plus BC?= BC?, AC?=AC? et AB’=AB2

T —

Donc BC?*= AC?*—2X ACX AB X cos CAB+ AB?,
ou encore a?=b%*—2 bc cos a + c>.

Application numérique
Trouver une valeur approchée de la mesure du c6té [RS] du triangle RST sachant

que ST=13, TR=10 et mes RTS—SG (en degrés).

¢) Produit scalaire et parallélogramme.

Résolvons le probleme posé au début de ce chapitre.

A
Soit le parallélogramme ABCD.
Données : AB=4
AC=T7
AD=35.
Inconnue : soit x la mesure de [BD].
Solution
Puisque ABCD est un parallélogramme :
(I) AB + AD =AC.
(I1) AB—AD =DB.

L’égalité (I) permet d’écrire :

(AB + AD)*= AC?,
ou encore AB*4+2(AB-AD)+ AD?*=AC> (1)
L’égalité (II) permet d’écrire :

(AB — AD)*=DB?,

~ou encore AB*—2(AB-AD)+ AD?* =DB> (2)
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En ajoutant membre 4 membre les égalités (1) et (2), on obtient :
2AB*+2AD*=AC*+ DB?,

ou encore 2X 442X 52=T*+ X"

Donc x2=133.

Comme x désigne la mesure de la diagonale [BD], x est un nombre positif.
En conclusion :

DB=V33.

Contrdler ce résultat a I'aide du dessin.

2) Utiliser le produit scalaire pour démontrer
Exemple

M, N, P, Q étant quatre points distincts tels que (MN) L (PQ), démontrer que
PM?— PN*= QM*— QN2

P

Démonstration :
Transformons 'expression :

(PM? — PN?) — (QM?— QN?)

en appliquant des propriétés du carré
//r . scalaire d'un vecteur.
Q

Justifier chaque étape du calcul qui suit.
(PM? — PN?) — (QM? — QN?) = (PM? — PN?) — (QM* — QN?)
=[(PM — PN)-(PM + PN)|—
[(OM — QN)-(OM + ON)]
= NM -(PM + PN)— NM -(QM + QON)
=NM -[(PM + PN)— (QM + QN))
= NM -(PM 4+ PN + MQ 4+ NQ)
= NM :[(PM + MQ)+ (PN + NQ)]
= NM -(PQ + PQ)
=2(NM -PO).

Or, NM et PO sont des vecteurs directeurs respectifs de deux’ droites
perpendiculaires.
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Donc NM - PO =0.
En conclusion (PM? — PN?)— (QM?*— QN?*) =0,
ou encore PM?— PN?= QM*— ON*.
1+~ Exercice Démontrer que dans un parallélogramme, la somme des carrés des
mesures des cdtés est égale a la somme des carrés des mesures des
diagonales.

3) Utiliser le produit scalaire pour caractériser un ensemble de points

Exemple 1
Soit A et B deux points tels que AB =4. Recherchons I’ensemble des points M du

plan tels que :

AM -AB =0.
On sait que AM -AB = <__equw'tut a) AM LAB.

On en déduit :
o si AM-AB =0 alors AM =0 ou AM et AB sont des vecteurs directeurs de
deux droites perpendiculaires.

Donc M=A ou (AM) L (AB).

Le point M appartient donc a la perpendiculaire 2 (AB) menée par A; soit (4) cette
droite.

Réciproquement :

e si Me(A) alors AM-AB =0.

Conclusion : (A) désignant la perpendiculaire 2 (AB) passant par A :

Me(4) <{ équivauta ) AM-AB=0.
L’équation Med, AM - AB =0 caractérise la perpendiculaire 2 (AB) passant par
A.

Exemple 2
Soit A et B deux points tels que AB=2. Recherchons I’ensemble des points M du
plan tels que :

MA -MB =8.
Solution
Soit K le milieu de [AB].
On a:

MA =KA —KM et MB=KB —KM
MA -MB =(KA —KM)-(KB — KM)
=KA -KB—KA -KM — KM -KB + KM - KM
=KA -KB —KM -(KA + KB)+ KM=
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K étant le milieu de [AB), e KA -KB=—KA?

c’est-a-dire KA KB = —1;

o KA +KB=0 donc KM -(KA +KB)=0.
On obtient ainsi MA - MB = — 1 + KM>.

Donc MA -MB =8 —1+KM=8.

On en déduit que :

1) si MA -MB =8 alors KM2=9, ou encore KM =3; M est donc un point du
cercle de centre K et de rayon 3. Soit C ce cercle;

2) si M appartient au cercle C alors MA - MB =8.

Conclusion :
rayon 3,

C désignant le cercle ayant pour centre le milieu de [AB] et pour

e WA Wi =s.

L’équation Me ¥, MA - MB =8 carac-
térise le cercle C de centre K et de rayon
.

Exercice Soit A et B deux points tels que AB=3.
Quel est I'’ensemble des points M tels que :

—

AM-AB = —27

4 Etude analytique du produit scalaire

Soit (i, j) une base orthonormée de U. A I'aide du produit scalaire, on peut écrire :

(i, J) est une base orthonormée de UV

équivaut a

-

lil=1 et [[i[=1 et i-j=0.
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1) Produit scalaire et coordonnées d’un vecteur dans une base
orthonormée '

Soit (E, };) une base orthonormée et u un vecteur de coordonnées (x, y) dans la
base (i, j).

Par définition u=xi+yj.
Calcul de i -1 Calculdeu +j
u-i=(xi+yj)i ' uj=(xi+yi)i
=xi’+y(j-i) =x(i-+yj
=x (pourquoi?) =y (pourquoi?)

Le couple des coordonnées d'un vecteur u dans la base orthonormée (i, j) est
donc :

(E'?s u 'f)

2) Expression analytique du produit scalaire dans une
base orthonormée

Soit (7, 'f) une base orthonormée de U et soit u (x;, y,) et v (x,, y,) deux vecteurs
de V.
Calcul du produit scalaire de % et de v en fonction des coordonnées :
v =(xi+yi)(aityi)
= (X x;) P24 (x, y) (1 )+ (0 X)) (f+1)+ (3 ¥2) i
Or la base (?, 'f) est orthonormée.
Donc :

u-v=xx:+y ¥y

Exercice - { Dans la base orthonormée (i, 7) on donne ?4'_(2; - 1} et v (—3;2);

calculer u - v
Sachant que Ww=4u u —37v et que F=1u+27v, calculer Wer.

3) Expression analytique de la norme d’un vecteur dans une base
orthonormée '

Soit (7, j) une base orthonormée et soit u (a, b) un vecteur de V.
Calcul du carré de la norme de u en fonction des coordonnées de ce vecteur.

[al?=2>
=(ai+ bj)?
=a2+_b2 donc ||u||-' Va®+ b
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Exercice U étant muni d’une base orthonormée, on considére les vecteurs :

Calculer :

D [l 50 [

2) uvy u-wp veow.

3) Qu+5v)-(—u+3w).

) u+vl 2v+w] l[z+v+w|

4) Expression analytique de l'orthogonalité de deux vecteurs dans
une base orthonormée

Soit (7, j) une base orthonormée de U et soit u (x5, y,) et v (x,, ¥,) deux vecteurs
de U.

On sait que :
u L7V équivauta ) u-v =0.
Or u-v=x,x4+y .

Donc :
ulv (équivauta ) x x4y, »,=0.

Remarque importante. L’expression analytique de I'orthogonalité de deux vecteurs
étant plus simple quand U est muni d'une BASE ORTHONORMEE, tout
probléme relatif a Porthogonalité de deux vecteurs sera traité dans une BASE .
ORTHONORMEE.

Exercice Soit (i, j) une base orthonormée de .

-,

a) Parmi les vecteurs suivants, quels sont ceux qui sont orthogonaux\a
u(2;5):

™,

v (—3;1.2); 7, 45 10);
v3(—2;08); Vai(l; —0,4).
b) Trouver les coordonnées de cinq vecteurs orthogonaux a w(5; 2).

¢) Trouver un vecteur normé orthogonal a w.
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Mathématiques seconde — Géométrie

EXxercices

1 (1). A B et Csonttrois points d’une droite.

Compléter le tabl :
p r ableau Sﬂneie Signeis Signe de
¢ ABXAC | BAXxBC | CAxXCB
2 B
> —t ? {F £ o
e Ak
S A B C - F
) } ! ] & T
' B C A [
5 A
A" (I-" !
AC B
— ;

<|

- —— ..;_].—hl—i‘..n R

e e

+

3 (1). On donne AB, AC et mes BAC en
degré, calculer dans chaque cas AB -AC.

Sachant que OA=a, exprimer en fonction de

a . \

OA.OB: OA.AB: AO-BA:
OB -AB; OB -BA.

5 (1). ABCD est un carré de coté a. Exprimer
en fonction de a :

AB-AC: AB-DC: AB-CD:
BO-BC: DB-CB.

AB 2 | 2| i 2
AC g | 2.1 5 [ a3
mes BAC 30 | 45 | 90 | 150
AB .- AC

rectangle en A

4 (1). OAB est un triangle rectangle isocéle,

J 6 (1) MNF est un triangle rectangle en M.

Sachant que MN=a et MP=2a, exprimer en
fonction de a :
‘NM NP PM -PN; PM -NP; PN -NM.

104

d g "

Scanned by CamScanner



4/Le produit scalaire

-

_7.(1). Soit C |e cercle de centre O et de rayon
3; soit [AB] un diamétre de ce cercle. La
médiatrice de [OA] coupe C en M et N.
Calculer :

BM-BA; BM-AM: BO-BM:
AOC-AM: AB-AM.

8 (1). Dans un triangle isocéle ABC
(AB = AC), on donne :

—

AB =4, mes BAC = 120 (en degrés).
Calculer : AB-AC; AC-BC. ./ , ¢ ]
¥ 9 (2). Soit U et v deux vecleurs tels que:—:

lull=2; |[v]]=3 et G-Vv=a.

1) Préciser, avant tout calcul, a quel ensemble

appartient I'expression dans chacun des cas
suivants.

fi.

2) Effectuer le calcul.

(3u—5Vv)- (2T +3V)

3v—5u+3(u—-V)
V(2u—5VvpR+(2u+5Vv)?-

oo B o 1z
(42 ¢ 3:’)'(4” &)

(2u+v){u—2v)

s (—=v+2u).(u+V) -
(3v+u)—(3v—-u)
G+iF-G-vF
2u+7v—3(u-v)u+(3u3v—-7v
I5al—31%|
vl +) =2 v]

y 10 (2). Les vecteurs u et v sont tels que:
[g)|=3, |[v]|=5 et u-v=10.
Trouver un nombre réel r tel que (ru + v) soit
orthogonal &2 2u —3v.
11 (2). Sachant que U-w=3, u-v=5 et
v.-w =4, calculer :
(2u +3Vv)-(5w) |
(G —2w)-v
(G+v)w+(20—w)-v—(5w+3u)-v.
£12 (2). U et v _étant deux vecteurs orthogo-
naux tels que [|[u[|=3|v||, trouver une relation
entre les nombres réels x et y pour que
(xT'+ yV) soit orthogonal & (U +v).

13 (2). Soit A et B deux points donnés.
Sachant_que (A, B) est un représentant du
vecteur u, construire le représentant d'origine
B d'un vecteur v tel que :

el i e B,

vil=-llull et y-v=——a

[vl=3 1@l -

a désignant la distance de A et B.

#14 (2). Soit U un vecteur tel que |[u]|=2; soit
v un vecteur tel que uv.v =4
Montrer que (v —U) est orthogonal a u.

F15 (2). U, v et w étant trois vecteurs quel-
conques de U, démontrer que si u est ortho-

gonal 2 (v —w) et v orthogonal a (w —1u),
alors w est orthogonal a (U —Vv).

%46 (2). Soit U et v deux vecteurstels que :
lull=2: [v||=3 et w-v=—4.

1) Dans chacun des cas suivants, trouver
I'ensemble des valeurs de x pour que :

a) (xu + V) soit orthogonal a v.
b) (xU + V) soit orthogonal & u..
¢) (U + xv) soit orthogonal & (u +v).

2) Mémes questions lorsque U et v sont des
vecteurs orthogonaux et normes.

17 (3). Les vecteurs X, ¥ et Z sont tels que :

IKi=2 [7l=25. [F]|=4
X-y=3, x-z=5.

Calculer, en justifiant chaque étape du calcul ;

et que

(?j?)-;f;- .
(2%.~37) (23}
(x +¥)-(x =)
2% +3¥|.

18 (3). Soit U et v deux vecteurs tels que :
3

Uy = ===

[Gl=2: [7=3 et 2

a) Calculer o (U + V).

b) Calculer (2u —3Vv)-(v +3u).

¢) Parmi les nombres décimaux suivants :
17.3; 1.1, 57, 14

quelle est la meilleure valeur approchée du

nombre réel |20 —3V|?

Justifier ce choix.

"d) (2 —3V) étant un vecteur directeur d'une
droite (AB), construire la droite passant par A
et de vecteur directeur (v +3u). Justifier.

QB (3). Montrer que, quels que soient les
ecteurs u et v, [ju + vkL=||u — V|| si et seule-
ment si v et v sont orthogonaux.

20 (3). Montrer que, quels que soient les
vecteurs U et v, U + v et u— v sont orthogo-

norme.

naux si et seulement si v et v ont méme
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Mathématiques seconde — Géométrie

"'-;;"{3]. Mentrer que, dans un triangle, la
omme des carrés des distances du centre de
gravité 4 chacun des sommets est égale au
tiers de la somme des carrés des mesures des

cotés.

i\fﬁ‘(S). Montrer que, quels que soient les
vecteurs T et v, [u-v|=[[a]| x [[v] si et seule-
ment si U et v sont colinéaires,

2373). Les vecteurs U et v sont tels que :
T [Gl=3 [Fl=5 et (¥—7T)LT.
Calculer :

Gy o-v.

b) |7 + V.

24 (3). Les vecteurs u et v sont tels que:
[Gll=3, [vll=5 et [[a+Vv|=6.
Calculer [[2d —3V].

25 (3). A B et C étant trois poinis distincts
du plan, démontrer que :

BC.BA=TB-CA

ABC est un triangle isocéle
de sommet principal A

26 (3). AL B C et D étant guatre points
quelconques du plan, démontrer que :

AB - CD + AC -DBE + AD -BC =0.

En déduire que dans un triangle ABC, si
X désigne un point tel que (XA) L (BC) et
- (XB) L (AC) alors (XC) L (AB).

27 (3). Dans le parallélogramme ABCD, E et F
désignant les projetés orthogonaux de C, res-
pectivement sur (AB) et (AD), déemontrer que :

AC2=ABX AE+ ADX AF.

28 (3). Démontrer que dans un quadrilatére
dont les diagonales sont perpendiculaires, la
somme des carrés des mesures de deux cdtés
opposés est égale a la somme des carrés des
mesures de deux autres cotés.

29 (3). Soit ABCD un quadrilatére et.X le
point d'intersection de (AB) et (CD): démontrer
que :

5i XA -XB =XC - XD
alors A, B, C, D sont quatre points d'un méme

cercle; on dit que le quadrilatére ABCD est
inscriptible,

30 {3). Soit C le cercle de centre O et de
rayen R; soit A un point quelcongue du plan.
Une droite (D) qui passe par A coupe Cen B et
C. Démontrer que :

AB.-AC=A0?—R2

31 (3). Dans un triangle ABC rectangle en A,
P désignant le milieu de [AB] et Q celui de

[AC], démontrer que ; E

8c?
BQ?+ PC?=5——

~32 (3). Soit un triangle ABC et (AH) la
hauteur issue de A._Démontrer gue :

Me(AH) AB - AM = AC - AM.

~~33 (3). Resoudre:
1) Mef, AM=4.
2) Mef, AM.AB =7 sachant que AB=8.
3) Me®, AM-AB = —5 sachant que AB=8.

g AM=14 ;
4) M€J.) 20 . AB = — 3 sachant que AB=39.

.

.~34 (3). Dans un parallélogramme ABCD, on
donne :

AB=4; AC=7; AD=5.

Calculer :
AB.AD; AB-TB;
AB.AC: AB-CD;
AB.BD:; AC-BD.

y\35 {3). On donne :
. AB=3, AC=2 et AB-AC=—3.
Ty,
Calculer la mesure de l'angle BAC.

' 36 (3). On donne AB=5, AC=8 et BC=6.
Calculer AB -AC et la mesure de BCA

37 (3). Soit ABC un triangle rectangle en A
On détinit les applications f et g comme suit .
f:(BC) — R g:(BC}—pB_

M +— AM-AB M — AM -BC.
Etudier le signe de f(M) puis celui de q(M)
suivant les positions du point M.

38 (3). Soit ABC un triangle tel que:
AB=5; BC=6 et AC=8.

A’, B' et C' désignant les milieux, respective-
ment de [BC), [CA] et [AB], calculer les
mesures des médianes [AA’), [BB'] et [CC') de
ce triangle. : !

I
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4/Le produit scalaire

39 (3). Soit A et B deux points tels que
AB=8.

Construire :
a) I'ensemble des points M tels que :
AM AB =7;
b) I'ensemble des points N tels que :
AN AB = —
c) I_'ensemble des points P tels que ;
AP.-AB = —10 et AP=4,
40 (3). Soit un carré ABCD de coté a, de
centre 0.
a) Calculer AB -AC, AB -AD, AB-AD.

b) Construire le point M tel que AB - AM =2 a?
et AD-AM = — a?. Quelle remarque peut-on
faire sur les trois points D, B, M?

41 (3). Soit un triangle ABC.
Développer (AB + BC + CA)2

a, b, ¢ désignant les mesures respectives de
[BC), [CA] et [AB], en déduire :

a2+ b? 4 2 co%ﬁ‘+cos§+cos(‘f
2abc  a b ¢

42 (3). Soit un triangle ABC tel que BC=4,
AB =3 et mes ABC = 120 (en-degrés). On con-
sidére l'applicatiqn :
Fa ﬂ" —s R

Calculer f(A), f(B) et f{C).

Déterminer k pour que l'ensemble des so-
lutions de I'équation Me#, BC - AM = k soit la
médiatrice de [BC].

. 43 (3). Soit A B, C trois points non alignés et
soit G le barycentre de (A, 3), (B, —2) et (C, 1).
Montrer que, quel que soit le point M :

3MA —2MB + MC =2MG.
En déduire I'ensemble des points M tels que :
(3 WA — 2B +WC)-BC =0.

En s’inspirant de ce qui précéde, déterminer
I'ensemble des points M tels que :

(5WA — 3WIB +4 TC)-AB =0.

44 (3). Soit ABCD un parallélogramme.
Soitf: 9 — <V

M +—» MB + MD —2 WA
Déterminer f(A), f(B), f(C) et {(D).

Montrer que f est une application constante.
En déduire I'ensemble des points M tels que :

(MB +MD —2MA)- AM =0.

En s'inspirant de ce qui précéde, trouver
I'ensemble des points M tels que :

(4 WA — 3B — T - B =0.

Faire une figure.

45 (3). Soit A et B deux points distincts et / le
milieu de [AB]. _
On considére I'application :
f: 7 — IR '
M — MA%— MBZ

1) Déterminer f(A), f(B) et f{I).

2) Quel est I'ensemble des points M tels que
f(M)=0?

3) Quel est I'ensemble des points M tels que
f(M)>0?

4) Montrer que, quel que soit M :
f(M)=27AB -TM.

5) Quel est I'ensemble des points M tels que
f(M)=27

486 (3). Scit O, I J trois points distincts tels
que Of/= OJ Démontrer qu'un peoint M appar-
tient & la bissectrice de l'angle T0J si et

seulement si OJ-OM =0/-0OM.

47 (4). U élant muni de la base orthonormée
(7.7). soit u (4; 7).

Trouver les coordonnées d'un vecteur normé
e, colinéaire 4 u.

Trouver les coordonnées d'un vecteur normé
e, orthogonal a u.

En déduire que (&), &) est une base orthonor-
mée de U, Quelles sont les coordonnées de U
dans cette base?

48 (4). Le plan étant muni du repére ortho-
norme (O, I, J), on considére les points :

CA(=1;3), B(1;1), C(1; —1), D(—1: -3).

Calculer :

1) AB-AD: OA . OB; BC-AD:
AC-AD; BD-DA: BD.AC;
Al BJ: AO-BO: BJ.TB:
2) (AB +AC)-BJ; (371 +286J)-(2BC —0OD);

3) |[AB[. |AC|: |BB|: |27

4) |3°AB +2 D8, [AB —AC|;
|04 ~ 01 -0,

5) mes 'C’EB; mes BCD.

Complément . calculer les coordonnées de
I'orthocentre du triangle ASC.

= -
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Mathématiques seconde — Géométrie

49 (4}). Soit a, b, ¢, d quatre nombres réels
quelconques. Démontrer que :

{ac + bd)*< (2% + b?) (c2+ d?)
Via+c)lP+(b+dPgVal+ b2+ Vel4 da
Utiliser le produit scalaire.

50 (4). L'ensemble des vecteurs du plan est
muni de la base orthonormée (i, 7).

On donne les vecteurs ¢ (3; —2) et o' (1; 1).
1) Calculer ||l
2) Trouver le vecteur v tel que :

v T -

Uv=—1 et v-v=2

51. Soit ABCD un parallélogramme tel que :
AB=50, AD=80, AC=70.

(Remarque : AB et AD sont des mesures de
cotés, AC est la mesure d'une «diagonale ».)

a) Montrer que DA -DC =2 000_En déduire la
mesure en degrés de 'angle

b) Calculer AD -ZB.
¢) Calculer (AD —AB)2.

d) Parmi les nombres réels suivants, trouver
celui qui donne la partie entiére de la mesure
de BD :

42; 56; B7; 113; 125; justifier,
Y52, Soit ABCD un trapéze tel que:

AB=9: AD=4BD=8et CD = —- AB.

Lo Iy

1) a) Calculer AD - AB. _
b) Exprimer AC en fonction de AD et AB.
c) Calculer CD, AC et BC.

d) Encadrer par deux entiers_consécutifs la
mesure en degrés de l'angle DAB.

Quelles sont les coordonnées de A, B, C et D
dans le repére (A4, 1, J)?

Trouver les coordonnées du point d'intersec-
tion K de (AC) avec (BD).

3) Construire un trapéze ASCD conforme aux
données (pour le dessin, on prendra pour umte
le centimétre).

Placer les poinis | et J

Contrdler chacun des résultals obtenus aux
questions 1) et 2) a I'aide du dessin,

108
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5 Isométries du plan

Lecon 1: GROUPE DES ISOMETRIES

Lecon 2 : DETERMINATION D'UNE ISOMETRIE

Lecon 3 ;: ISOMETRIES ET ACTIVITES GEOMETRIQUES
Lecon 4 : CLASSIFICATION DES ISOMETRIES

On donne deux droites sécantes (A),
(A4") et deux points distincts A, B.
Trouver un point P sur (4) et un point
Q sur (4’) tels que : '

PO ="AB.

1 Groupe des isométries

1) Définition. Exemples

a) Définition.

On appelle isométrie du plan 7, toute bijection du plan sur lui-méme telle que,
étant donné deux points quelconques M et N du plan, d’images respectives M’ et
N', on ait :

d(M, N)=d(M', N").

On dit qu’une isométrie du plan est une bijection du plan sur lui-méme qui conserve
la distance.
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b) Exemples d’isométries.

d (M, Ny=d (M’, N')

— 51 Me(D)
alors M'= M;
— si Mé (D)
alors (D) est la
médiatrice de [MM?).

M'= S, (M)

A est le milieu de :
[MM"].

Symétrie  orthogonale Symétrie centrale de Translation_de vecteur
d’axe (D) centre A u
N E/
A M’ M’
M n// N
N’ N

[

-

LS
SR

d (M, N)=d (M’, N')

M'= t=(M)

signifie que

M=u
= U

Notation : §p) désigne la symétrie orthogonale d’axe (D)
S, désigne la symétrie centrale de centre A

t; désigne la translation de vecteur u.

Remarque :

i(M)=M.

On appelle point invariant par une isométrie I, tout point M tel que :

Trouver des points invariants par la s

centrale de centre A.

110

ymétrie orthogonale d’axe (A), par la symétrie
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SlIsométries du plan

2) Composition des isomeétries

a) Composée de deux isométries.
Rappelons que :

La composée de deux isométries est une isométrie.

e Quelques composées connues.

Composée d'une symé-

Composée de deux Composée de deux :
p p trie centrale et d’une

translations symeétries centrales .
translation
v 0
P Ml\\
A
¥ B
!
M M
M'|M
trote= Il 7 SpoSA =1t W

Soit B tel que :

Composée de deux |Composée de deux 1.
symétries orthogonales | symétries orthogonales AB =3 u
d’axes parallcles d’axes perpendiculaires
II':.'o SA — SB'
(D)
(D) (d) M Ml
1 1 1 n|
M | M, M (4) 0
A p—L|B M’

(D) et (4) sont (D) et (A) sont perpen-
paralléles : diculaires :
SM)OS(D}= So.

Scaye Scpy= b2 37

e On peut définir d’autres isométries comme composées de symétries centrales, de
translations, de symétries orthogonales.

Exemple

Composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants non perpendiculaire

111

Scanned by CamScanner



Mathématiques seconde — Géométrie

112

(4)

(D)

On donne deux droites (4) et (4') nop

perpendiculaires et sécantes en O,

Considérons (D) une perpendiculaire 3
(A) qui coupe (4) en E et (A) en F
Soit A un point de (D) tel que E soit |e
milieu de [AF] et B un point quelcon-
que de (D).
Soit M un point quelconque du plan 7

Construire par S,,°S,,, 'image des points A, B, E, F, O, M.
Scan°Sca) nlest ni une translation

ni une symétrie centrale

ni une symétrie orthogonale.

Pourquoi?

b) Bijection réciproque d’une isométrie.

Rappelons que :

La bijection réciproque d’une isométrie est une isométrie.

A}

M,

-
(]

2=

M | M
M| []
S.08, =1,

/‘E"/v
Al

t_gotz=1,;
et

tzot_==1,

S.p) est la bijectioy
réciproque de S,

S, est la bijection réci-
proque de S,.

I_; est la bijection
réciproque de t;.
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Slisométries du plan

Exercices 1) On donne deux vecteurs u et v, deux points A et B.

A

Compléter le tableau suivant en précisant la nature de chacune des
1Isométries obtenues, '

Préciser les éléments qui caractérisent les isométries obtenues et les
placer sur le dessin ci-dessus.

F i i Sn SB

2) On donne trois droites, (D,), (D,) et (D) telles que :

(D,) et (D,) soient perpendiculaires en Aj;
(D,) et (D,) soient perpendiculaires en B.

- (D)
A

. (Dy)
B

(Dy)

Compléter le tableau suivant en précisant la nature de chacune des
isométries obtenues.

F S( m) S( ) Si D)

S(Dll

S( )

S{ D)
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3) Groupe des isométries

114

a) Désignons par J ’ensemble des isométries du plan 7. Résumons dans le tableay
suivant les propriétés de la composition des isométries.

(d, °)

1) La composition des isométries est une loi interne dans J :

TR —w
(i, i) —> ioi’.

2) La composition des isométries est associative;

uelles que soient les isométries i i'. " -
3 >

(ioi')oi"=io(i'oi").

3) L’application identique du plan est une isométrie. C’est I’élément neutre pour
la composition des isométries

.
y

quelle que soit I'isométrie i,

iely=1i et Ioi=i|

4) La bijection réciproque d’une isométrie i est une isométrie notée i~
C’est le symétrique de i pour la composition des isométries;

quelle que soit I'isométrie |,

ieim'=1I, et i“loj=],

On résume ces propriétés par le théoréme -

(J, ©) est un groupe.

Remarque. Etant donné un point A, un vecteur non nul u, un vecteur v, montrer

que :

Saclad 30805 froty=tror,

La proposition : '
Quelles que soient les isométries ; et ;’ du plan, ici'=i'oj

est une proposition fausse. Pourquoi?

La composition des isométries N’est PAS commutative.
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5/Isométries du plan

2 Deétermination d’une isométrie

1) Images de figures simples par une isométrie (rappels)

Rappelons quelques résultats étudiés en classe de Troisieme.

a)

Etant donné une isométrie i et deux parties E et F du plan :

i(EUF)=i(E)Ui(F)
i(ENF)=i(E)Ni(F).

b)

Les images par une isométrie, d’une droite, d’une demi-droite, d’un segment,
sont respectivement une droite, une demi-droite, un segment.

i étant une isométrie du plan,

soit une droite (AB). soit une demi-droite soit un segment [ AB].
[AB).

e A’

[

B
A
g |
An"
B

i(AB)=(A'B’). i(([AB))=[A'B’). i([AB])=[A'B’]
de plus AB=A'B". |
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c)
[A’B') étant I'image par i de [AB) et
[A’C’) étant I'image par i de [AC),
i —, T
I'angle B'A’C’ est 'image par i de I'angle BAC et :
mes B'/A'C' =mes BAC. _I
On dit que toute isométrie du plan conserve la mesure d’un angle.
Exercice (D)
B}
c
A

/

Soit (D) la bissectrice de I'angle BAC et soit (D’) I'image de (D) par
I'isométrie i e

Montrer que (D’) est la bissectrice de I'angle B'A’C’, i image de BAC‘
par l'isométrie i.

d) Image d’un triangle par une isométrie.

A

A A
& B-.| B
c |

Etant donné une isométrie i du plan et un triangle ABC,
si i(A)=A"i(B)=Bi(C)=C
alors I'image de ABC par i est le triangle A’B’C’ et

AB=A'B’, BC=B'C', CA=C'A'
mes A =mes A’, mes B=mes B, mes C=mes C".

116

Scanned by CamScanner



5/Isométries du plén

e) Image d’un cercle par une isométrie.

L'image par une isométric i du cercle C(A, r) est le cercle de méme rayon
C(A', r), A’ étant I'image de A par I'isométrie i.

f) Droites paralléles, droites perpendiculaires et isométries.

Toute isométrie transforme :

— deux droites paralléles en deux droites paralléles;
— deux droites perpendiculaires en deux droites perpendiculaires.

On dit que toute isométriec du plan conserve :

— le parallélisme des droites;
— l'orthogonalité des droites.

Soit i une isométrie qui applique A, B, C, D respectivement sur A’, B, C’, D',

(i /7N
A |A A | A
(AB)/(CD)[[('?, on| wBrzeD)| (B Lepy |cE | Bl aByLicpy.
D | D D | D
(AB)/ (CD) )Si| (aB)L(cD)
ii@ (A'B") / (C'D"). alors ) (A’B") L (C'D").

Remarque. La réciproque de ce théoréme est fausse.

Autrement dit, une bijection du plan sur lui-méme qui conserve le parallélisme et
I'orthogonalité des droites n’est pas nécessairement une isométrie.

Donner un exemple.

Exercices 1) On donne un triangle ABC.
Soit (D) la droite parallele a (BC) menée par A.
Construire 'image du triangle ABC par I'isométrie tac° Sipy.
Donner deux procédés pour construire 'image de 1’orthocentre H du
triangle ABC, par cette isométrie.

2) On donne un triangle ABC et une isométrie i.
Soit : H l'orthocentre de ABC

G le centre de gravité de ABC

O le centre du cercle circonscrit & ABC

I le centre du cercle inscrit dans ABC

d’images respectives H', G', O’, I' par I'isométrie i.
I
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Montrer que :

H' est I'orthocentre de A'B’C’

G’ est le centre de gravité de A’B'C’

O’ est le centre du cercle circonscrit 3 A'B'C’
I' est le centre du cercle inscrit dans A'B'C".

Construire H', G', O', I'.

3) On donne une droite (D), un
vecteur u et une figure (F)
formée par un triangle, son cer-
cle circonscrit et le cercle inscrit
dans ce triangle.

On considere I'isométrie :

tze Stpy

Donner un programme de cons-
truction de (F'), image de (F)
par tzeS oy

Construire (F').

(F)

!

(D)

- 2) Détermination d’une isométrie

118

Nous avons montré en classe de Troisieme le théoréme suivant :
Etant donné deux triangles ABC et A'’B'C’ tels que :
AB=A'B' et BC=B'C' et CA=C(C'A’,
il existe une unigue isométrie qui applique :
A sur A, Bsur B, Csur C.

Une isométrie est déterminée par la donnée de trois points non alignés et leurs
images.

Activité. Dans chacun des cas suivants, on donne deux triangles ABC et A'B’C’ tels
que :

AB= A'B’, BC=B'C', CA=C'A".
Trouver l'isométrie qui applique :
A sur A', Bsur B', Csur C'.
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(AB)/ (A'B’)
(BC)/ (B'C")
(CAY/Z(C'AY)

A=n' A=A’

! !
BB et [CC] ont méme | B/€(AB) et B'# B
médiatrice. ] C'e(AC).et C'# C

Ak A
B=BJ'.’ C=C!

}\
C

B 7\

B, CP

A

' A

: C

g =<0 C |

: \/ .

Al

C A’

Exercices

1) On donne deux triangles équilatéraux ABC et A'B'C’' comme
I'indique la figure suivante :

a) Trouver des isométries qui appliquenf le triangle ABC sur le
triangle A'B'C".
b) Quelle est I'isométrie qui applique :
A sur A, Bsur B, C sur C"?
2) On donne un triangle équilatéral ABC.
Trouver l’isométrie qui applique :

A sur B, Bsur C et Csur A
119
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3) Construction de I'image d’'un point par une isométrie déterminge
par trois points non alignés et leurs images

120

On donne deux triangles ABC et A'B'C’ tels que :
AB=A'B' et BC=B'C' et CA=C'A".
Considérons I'isométrie { qui applique :
A sur A’, Bsur B, Csur C".

Soit M un point du plan 7.
Désignons par M’ son image par l'isométrie i

A M A’
L] ’ A AJ
B B | B
C E C ]
g M M
a) Premi¢re méthode.
Ona: MA'=MA, M'B'= MB, M'C'= MC.
Par suite : M'e C(A’, MA)NC(B', MB)NC(C', MC).

En déduire un programme de construction de I'image d’un point, par une isométrie
déterminée par trois points non alignés et leurs images.

A~

Exercice On donne un triangle équilatéral ABC.
Soit D un point du plan, distinct de B et tel que les triangles ABC et
ACD soient isométriques.
. Soit P le milieu de [ AC]
Q le milieu de [ BC].
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FournGoT v TRRAHIH RAT1RA |

:’J) M'nmrer que’ les triangles ABQ et DAP déterminent une
1sométrie. Soit i cette isométrie.

b) Construire I'image de C par lisométrie i.

A

b) Deuxieme méthode : utilisation de la conservation du parallélisme des droites,
par toute isométrie.

La droite (A) passant par M et paralléle & (AC) coupe (AB) en P.
La droite (D) passant par M et paralléle 2 (AB) coupe (AC) en Q.
Soit P’ I'image de P par i

Q' I'image de Q par i

AP=A'P' et AQ=A'Q'
(MP) / (AC) donc (M'P)/(A'C")
(MQ) / (AB) donc (M'Q")/(A'B").

i i ’ i r une
En déduire un deuxiéme programme de construction de I'image d'un point, pa
isométrie déterminée par trois points non alignés et leurs images. 121
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Exercice On donne un triangle équilatéral ABC.

Soit H l'orthocentre du triangle ABC, K le point du plan tel que
BHCK soit un parallélogramme.

a) Montrer que les triplets (A, B, H) et (C, B K) déterminent une
1Isométrie, Soit i cette isométrie.

b) Construire I'image du milieu I de [HC] par I'isométrie i.

c¢) Troisieme méthode : utilisation de la conservation de I'orthogonalité des droites
par toute isomeétrie.

B

Soit P le projeté orthogonal de M sur (AB)
Q le projeté orthogonal de M sur (AC).

Soit P’ I'image de P par i; on a A'P'= AP;
Q' 'image de Q par i; ona A'Q'= AQ

Montrer que M’ est l'intersection de la droite passant par P’ et
perpendiculaire 4 (A’B’) et de la droite passant par Q' et perpendi-
culaire a2 (A'C').

En déduire un troisieme programme de construction de I'image d'un
point, par une isométrie déterminée par trois points non alignés et
leurs images.

Justifier ce programme.
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Exercice Soit le triangle équilatéral ABC.
Construire I'image du milieu de [ AB] par l'isométrie qui applique A

sur C, B sur A et C sur B.

3 Isométries et activités géométriques

1) Parties isométriques du plan

Définition

Deux parties du plan sont isométriques si 'une d’elles est 'image de I'autre par

une isomeétrie.

Rappelons que :

.( [AB]iso[CD] AB=CD.

¢ A
[AB] et [CD] étant deux segments
isométriques, trouver une isométrie qui
3 applique A sur C et B sur D.
D .

————

——— ——— —
. . BACiso SRT wies BAC =mes SRT

T ——
BAC et SRT étant deux angles isométri-

ques, trouver une isométrie qui applique
[AB) sur [RS) et [AC) sur [RT).

Plus précisément :

——

' —_— g i x
Etant donné deux angles isométriques BAC et SRT, il existe une isometrie qui

applique [AB) sur [RS) et [AC) sur [RT).

123
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Démonstration :
_-l'"_""l-

- ﬁ - e -
Soit BAC et SRT deux angles isométriques.
Il existe donc une isométrie i :

/qui applique [ AB) sur [RS) et [AC) sur [RT)
ou ‘
"\ qui applique [AB) sur [RT) et [AC) sur [RS).

—
Dans le deuxiéme cas montrer que, (D) étant la bissectrice de SRT, Iisométrie

S(py°i applique :
[AB) sur [RS) et [AC)sur [RT).

En effet, on a :

(S

R | R
B, | B

G e
B’€[RS) B, €[RT)
C'€[RT) C,€[RS)

2) Cas particulier des triangles isométriques

On sait que : .
Etant donné une isométrie i du plan et un triangle ABC,

-8l i(A)=A', i(B)=B', i(C)=C,
alors I'image de ABC par i est le triangle A'B'C" et :
AB=A'B’, BC=B'C’, CA=C'A’
mes A =mes A', mes B=mes B/, mes E=mes c'.
- 124
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Ainsi :
Si deux triangles sont isométriques :

— leurs c6tés ont deux 4 deux méme mesure,
— leurs angles ont deux a deux méme mesure.

e Comment peut-on reconnaitre deux triangles isométriques?

a) Premier critere.

On a vu que :

Deux triangles ABC et A’B'C’ tels que :

AB=A'B’, BC=B'C', CA=C'A/,
sont isométriques.

b) Deuxieme critere.
On donne deux triangles ABC et A'B'C’ tels que :
mes A =mes A’ AB=A'BY AC=A'C

——

—
On veut montrer que ABC et A'B’C’ sont isométriques.

——

Les angles BAC et B’A’C’ sont isométriques car ils ont la méme mesure. Parmi les

isométries qui appliquent BAC sur m’, il en est une qui applique [AB) sur
[A'B’) et [AC) sur [A'C").
Vérifier qu’elle applique A sur A, B sur B’ et C sur C".

 Les triangles ABC et A’B’C’ sont donc isométriques.
125
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Théoréme

Deux triangles ABC et A'B'C’ tels que :
mes A=mes A’, AB=A'B, AC=A'C/,

sont isométriques.

Af

Bi‘

Sur la droite (A) on considére quatre points distincts A, B, C, D tels
que :

Exercice

AB=BC=CD.
Soit C le cercle de diamétre [BD] et T le point de contact d’une

tangente au cercle C menée par A.
(On remarquera que : (AT) L (CT).)

a) Montrer que le triangle BTC est équilatéral.
b) Montrer que les triangles ATC et DTB sont isométriques.

¢) Montrer que TA = TD.

¢) Troisieme critere.
On donne deux triangles ABC et A'B'C’ tels que :
AB= A'B’, mes A=mes A’, mes B=mes B’

On veut montrer que ABC et A’B’C’ sont isométriques.

‘F-..—‘-- --r-n-—-‘ - # ' - - - L 1]
e Les angles BAC et B'A’C’ ayant la méme mesure, il existe une isométrie i du

plan telle que :
i applique [AB) sur [A’B’) et [AC) sur [A'C).

Puisque AB= A'B":
i applique A sur A’ et B sur B'.

Soit C, I'image de C par L
126
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B.“

m On en déduit :

—— T
A A’ 1) mes C,B’A'=mes CBA
B B’ or mes CBA =mes C'B'A’
C Ci = Rmeal T AT
donc mes C, B'A’=mes C'B'A".
[AC) |[A'C)) 2) C,e[A'C’) puisque Ce[AC).

—— e e ——

Les angles C'B'A" et C, B'A’:
e ont un cO6té commun [B'A’);
e sont situés dans le méme demi-plan [(B'A"), C');

e sont isométriques.
Ils sont donc égaux; par conséquent :

[B'C,)=[B'C’).
On a: (B'C,)N(A'C)Y=(B'C"')N(A'C’).
C, est le point d’intersection de (B'C,) avec (A'C’).
C' est le point d’intersection de (B'C") avec (A'C’). -
Donc C;=C".

Conclusion : Les triangles ABC et A'B'C’ sont isométriques.

Théoréme

Deux triangles ABC et A'B'C" tels que :
AB= A’B’, mes A=mes A’, mes B=mes B’

sont isométriques.
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Exercices 1) ABC est un triangle isocele de base [ BC]. La bissectrice (BX) de
I'angle B rencontre [AC] en E et la bissectrice (CY) de I'angle ¢

rencontre [AB] en F.
a) Montrer que les triangles AFC et AEB sont isométriques.

b) Montrer que le triangle AEF cst isocéle.

2) Démontrer que :

a) deux triangles ABC et A'B’'C’ rectangles respectivement en A et
A’, qui ont les hypoténuses de méme mesurc et tels que :

AB=A'B’
sont isométriques.

b) deux triangles ABC et A’B’C' rectangles respectivement en A et
A’ qui ont les hypoténuses de méme mesure et tels que :

mes B=mes B’
sont isométriques.

3) A l'aide du produit scalaire, démontrer le troisitme cas d’isomé-
trie de deux triangles.

3) Exemples d’utilisation des isométries dans
des activités géométriques
Nous avons vu que l'on peut utiliser les propriétés des transformations pour :

— démontrer une propriété;
— construire une figure;
— rechercher un ensemble de points.

a) Ultiliser les isométries pour démontrer une propriété.

Exemple 1

Considérons un triangle ABC.
Soit D le projeté orthogonal de A sur (BC).
M, P, Q les milicux respectifs de [ BC], [AB] et [AC].
—

2 —
Démontrer que : mes DPM = mes DOM.

Solution : (4)
\ Soit K le milieu de [PQ)] et soit (A) la
P K 0 perpendiculaire & ( BC) menée par K.
B D M C
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La démarche qui suit permet de montrer que la symétrie orthogonale d’axe (4)
applique DPM sur DQM.

1) Montrer que (A) est la médiatrice de [PQ].

2) Montrer que (4) est la médiatrice de [DM)].
Pour obtenir ce résultat, on peut procéder comme suit :

— Montrer que APMQ est un parallélogramme; le milieu K de la diagonale [ PQ]
est aussi le milieu de la d1agonale [AM].
Donc: KM= KA.

— Le triangle ADM est rectangle en D.
Donc : KD = KA.

— Par suite KM= KD et (A) est la médiatrice de [ DM].
3) Considérer §,,, la symétrie orthogonale d’axe (4).

=)

P O . _—— ——

D | M d’ot DPM iso DQM;
—— —

M | D et mes DPM =mes DOQM.

Exercice ABCD étant un parallélogramme, démontrer que les centres des
cercles circonscrits aux triangles ABC et ACD sont symétriques par
rapport 2 (AC).

On rappelle que le centre du cercle circonscrit d’un triangle est le
point commun aux médiatrices des cdtés de ce triangle.

Exemple 2

e Sur la droite (A) on considére quatre points distincts A, B, C, D tels que :
AB=BC=CD.

Dans le méme demi-plan de bord (4), on construit les points E et F tels que les
triangles EAC et FCD soient équilatéraux.
Montrer que FE=

(4)
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e Solution :
Cherchons deux triangles isométriques ayant pour cotés :

— l'un [FE];

— lautre [FB].

Aprés analyse de la figure (et en tenant compte des hypothéses), on décide de
montrer que :

FCE et FDB sont des triangles isométriques.

Il suffit alors de montrer que :

mes FCE = mes EEE
FC=FD
CE=DB.

Il existe donc une isométrie i telle que :
R
il ik

(= | o

En résumeé :

Pour démontrer que deux segments ont méme mesure ou que deux angles ont méme
mesure, on pourra utiliser la méthode suivante :

— faire apparaitre sur la figure deux triangles isométriques convenablement choisis
(utiliser les critéres pour prouver qu’ils sont isométriques);

— déterminer a I'aide d’un tableau l'isométrie qu’ils permettent de définir;

— 3 laide de ce tableau, montrer que les segments (les angles) se correspondent.
Généralement, chacun de ces segments (ou de ces angles) sera considéré comme

c6té (ou comme angle) d'un triangle.

b) Utiliser les isométries pour construire une figure.

Exemple

On donne deux droites sécantes (4), (4") et deux points distincts A, B. Trouver un
point P sur (A) et un point Q sur (4") tels que PO = AB.

(4%) (4)
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Solution :

e Supposons la construction réalisée et analysons la figure obtenue.

(4)
* st Pe(4)
Qe(d)
PQ=AB.
(4"

Considérons la translation ¢ de vecteur BA.

Soit (A") I'image de (A’) par t.

Désignons par P le point d’intersection des droites (4) et (A").
Soit Q l'antécédent de P par t

Q est un point de (A’) et PQ =AB.

e De cette analyse, déduire un programme de construction des points P et Q.
Réaliser cette construction dans chacun des cas suivants :

g ‘o 4

(AB) /(&) )

Exercice 1) On donne le triangle ABC et
un segment [EF], de support

non parallele a (AB).
r/f-— - Soit A’B'C’ limage de ABC
E . par la translation de vecteur EF.
Soit M le point d’intersection
des droites (AC) et (A’B’).
La droite passant par M et
paralléle a (EF) coupe (AB) en
N.
Montrer que NM =EF.

2) On donne le triangle ABC et
un segment [ EF].

Construire un segment de méme
mesure que [EF], de support
parallele a (EF) et tel que scs
extrémités soient sur deux cotes
du triangle ABC.
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¢) Utiliser les isométries pour rechercher un ensemble de points.

Exemple

Soit C le cercle circonscrit au triangle ABC. ‘
Chercher I’ensemble décrit par 'orthocentre H du triangle ABC lorsque le sommet

A de ce triangle décrit le cercle C

Soit O le centre du cercle C
G le centre de gravité du triangle ABC.
Les indications ci-dessous permettront de résoudre ce probléme.

1) Montrer que : AH =2 OA".
Pour cela, on pourra considérer ’'homothétie de centre G et de rapport —2 (voir

chapitre 3, exemple 2 du paragraphe 2-3) a).

2) Soit ¢ la translation de vecteur 2'0A’, H est alors m

I'image de A par ¢

Soit C, I'image de C par Al H

Ainsi, lorsque A décrit C, H décrit C,. o | 0,

3) Le centre O, du cercle C, est tel que : =
C | G

00, =20A".

Montrer alors que O, est le symétrique de O par rapport a (BC). Le cercle C, est
donc le symétrique du cercle C par rapport a2 (BC).
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Exercice ¢ On donne le cercle C et deux points distincts A, B extérieurs 3 C

Soit C un point quelconque du cercle C et D le point du plan tel que
ABCD soit un parallélogramme.

Trouver I'ensemble des points D, lorsque le point C parcourt le cercle
C.

4 Classification des isométries

1) Décomposition d’une isométrie en symétries orthogonales

a) Nous avons vu en classe de Troisi¢me que :

— Toute symétrie centrale de centre O est la composée de deux symétries
orthogonales d’axes perpendiculaires en O.

— Toute translation est la composée de deux symétries orthogonales d’axes
paralléles.

Exercices

D

(D) 1) On donne un point O et une
droite (D) passant par O.
Construire une droite (X) telle
que :

So = Sx)° Sy
(D)

Ouelle est 1’i80métri6 S{D)° S{X}?

une droite (D) ayant un vecteur
directeur orthogonal a u . Cons-
truire deux droites (X) et (Y)
telles que :

]
S

S 2) On donne un vecteur u et

= S(xf'sw); tz = S)°S(vy

b) Plus généralement, nous avons admis en classe de Troisieme le théoréme
suivant :

Toute isométrie du plan est

_ ou une symétrie orthogonale;
—_ ou la composée de deux symétries orthogonales;
— ou la composée de trois symétries orthogonales.
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Or, on sait que, § étant une symétrie orthogonale :

La conclusion précédente peut encore s’énoncer :

Toute isométrie du plan est :
une composée de deux symétries orthogonales

-

ou
™ — une composée de trois symétries orthogonales.

2) Partition de I’ensemble des isométries du plan

Une isométrie du plan peut-clle étre a la fois, une composée de deux symétries
orthogonales et une composée de trois symétries orthogonales?

a) Manipulation.

Découper dans une feuille cartonnée un triangle ABC non isoctle.

Colorier I'une des faces en rouge et I'autre en noir.
Sur une feuille de papier, tracer trois droites (D)), (D,), (D).
Poser le triangle cartonné sur cette feuille de papier de maniére que sa face rouge

soit visible, reproduire alors le triangle ABC.
Construire les triangles A, B, C,, A, B, C, et A; B, C; tels que :

A A] A] Al AZ A:]
B | B, B, | B, B, | B,
C Cl C[ Cz Cz CS

A, B, C, est I'image de ABC par §p,
A, B, C, est I'image de ABC par S.p,,°S(p,
A4 B, C, est I'image de ABC par S.p,)°S(p,)°S(pyy

Faire coincider le triangle cartonné avec les triangles A, B, C,, A, B, C,, A; B; G5
. et reproduire sur ces triangles images la couleur de la face visible du triangle

cartonné.
134
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On obtient la figure suivante :

On constate en effet, qu’il suffit de déplacer le triangle cartonné en le maintenant en
contact avec la feuille de papier pour le faire coincider avec le triangle image
A B T

Nous dirons que A, B, C, est I'image de ABC par un déplacement du plan.

Cependant, tant que la face visible du triangle cartonné est la face rouge, il n’est pas
possible de le faire coincider avec les triangles A; B; C, et A; B; C;. La coincidence
ne peut se réaliser qu’apres avoir retourne le triangle cartonneé.

Nous dirons que A, B, C, et A;B;(C; sont les images de ABC par des
retournements du plan.

b) e Cette manipulation justifie la définition suivante :

Définition

— On appelle déplacement du plan 7, toute isométrie du plan qui est la
composée de deux symétries orthogonales.

— On appelle retournement du plan J ou antidéplacement du plan 7, toute
isométrie du plan 7 qui est la composée de trois symétries orthogonales.

e La manipulation précédente permet de faire la constatation suivante :

une isométrie du plan ne peut étre a la fois un déplacement du plan et un
retournement du plan.
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T —
Par ailleurs, on démontre et nous admettrons que :
Toute isométrie du plan 7 est : ;
— soit un déplacement du plan,
— soit un retournement du plan. J
L5

c) Partition de Pensemble des isométries du plan.

Désignons par :

J :P'ensemble des isométries du plan.

J* : 'ensemble des déplacements du plan.
J— : 'ensemble des retournements du plan.

On a donc :
It @ JTEG; J=JYUIT; JtniT=4.
{7, J7} est donc une partition de J.
Exercice C désignant I’ensemble des symétries centrales,

© 'ensemble des tramslations,

représenter sur le diagramme ci-dessous, les ensembles C et T.
Soit (D) et (4) deux droites sécantes non perpendiculaires du plan, A
un point du plan &, u un vecteur du plan.

Placer dans le diagramme ci-dessous les isométries suivantes :

Iy, Spy Sas to Si0y°Sas i°Sar t:°Spy Scay)°Sipy

J+

[

3) Déplacements et retournements du plan

a) Composition de déplacements et retournements du plan.

La manipulation précédente permet de faire la constatation suivante :

_1 la composée d’un nombre pair de symétries orthogonales est un déplacement du
plan;
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d_ 131 composée d'un nombre impair de symétries orthogonales est un retournement
u plan.

Par ailleurs, on démontre et nous admettrons que :
— la composée de deux déplacements du plan est un déplacement du plan;

— la composée de deux retournements du plan est un déplacement du plan;

— la composée d'un déplacement et d’un retournement du plan est un retourne-
ment du plan.

b) Détermination d’un déplacement et d’un retournement du plan.

e Activités. Dans chacun des cas suivants, les segments [AB] et [A’B’] sont tels
que :

A% B et AB=A'B"
Trouver toutes les isométries du plan qui appliquent :

A sur A" et Bsur B
Préciser celles qui sont des déplacements.

[AB] et [A’B’] ont [AB] et [A’B’] ont
des supports paralléles des supports sécants

B
B
V// A/
Al
/.é,
A’ B’
B
B!
B
/
Bi’

- A
A
B L

’/ T

e On démontre et nous admettrons que :
étant donné deux segments [AB] et [A'B’] tels que :

A# B et AB=A'B’
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B

il existe un unique déplacement et un unique retournement qui appliquent :

A sur A’

Autrement dit :

et Bsur B

un déplacement ou un retournement du plan est déterminé par la donnée de deuy

points distincts et leurs images.
e Montrer que :

étant donné deux demi-droites [ AX) et [ BY), il existe un unique déplacement et un
unique retournement du plan qui appliquent [AX) sur [BY).

e Dans le cas particulier ol A = B, on peut alors énoncer :

étant donné un angle ,ﬁ? il existe un unique déplacement et un unique
retournement du plan qui appliquent [AX) sur [AY).

Exercice Dans chacun des cas suivants, trouver le déplacement et le retourne-
ment qui appliquent [AX) sur [AY).
XAY est ni nul
_—— ——
XAY est nul XAY est plat LA .est Lat
ni plat
X
Y
A A A
Y‘ -
d\\}f X
Y

Activités : figures semblables

1) Activités préparatoires

138

B

Soit le triangle ABC, rectangle en A;
soit H le pied de la hauteur relative a
I’hypoténuse [ BC].

— Les triangles ABC et HAC sont tels

que :

—_—— e

mes HCA =mes BCA

— —
mes CHA =mes CAB
—— —

mes HAC = mes ABC.
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De plus [AC] est un coté commun a ces deux triangles.

Manifestement, ces triangles ne sont pas isométriques.

Rappeler 'énoncé du troisi¢me critére d’isométrie des triangles.

Pourquoi ne peut-on pas I'appliquer dans ce cas?

AB BC CA

HA AC CH

En effet, les propriétés métriques des triangles rectangles permettent d’€crire :

— Ces triangles ABC et HAC sont tels que

AB BC

e ABX AC=BCX HA clest-a-dire ——=—7;

HA AC

e AC*=BCXCH c’est-a-dire il T
= -a- — i
HERSE 1 Ae

Les triangles ABC et HAC ne sont cependant pas homothétiques; pourquoi?
Trouver une homothétie h qui donne pour image de HAC, un triangle isométrique a

ABC.

2) Images de parties du plan par la composée d’une homothétie et
d’une isométrie

a) Considérons un quadrilatére quel-
conque ABCD; construisons I'image de
ce quadrilatére par 'homothétie de cen-

S
tre A et de rapport 5; soit AB, C, D, le

quadrilatére image.

Construisons  ensuite  l'image  de
AB, C, D, par la symétrie orthogonale
d’axe (AD).

Al A
B | B
C | €
D | D,
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——

Scayoh est une bijection du plan sur lui-méme (pourquoi?). De plus, M et y
désignant deux points quelconques, M’ et N’ désignant leurs images respectives par

3
S{A}'ah', on a . d{M’, N’)=§ d(M N)-

Siay°h n’est pas une isométrie (pourquoi?); ce n’est pas une homothétie
(pourquoi?).

Nous dirons que :

e S4°h est une similitude de rapport 7
e les quadrilatéres ABCD et AB'C’'D; sont semblables.

b) Plus généralement, nous dirons que :
toute composée iok d’une homothétie h de rapport r et d’'une isométrie i est une
similitude de rapport |r|.

De telles transformations du plan :

CONSERVENT — I'alignement des points;
— le parallélisme des droites;
— l'orthogonalité des droites;
— la mesure des angles;

MULTIPLIENT — les longueurs par le rapport |r|;
— les aires par le carré du rapport |r|.

Justifier.

3) Figures semblables

140

a) Définition

Soit E et F deux parties du plan.
On dit que ces figures E et F sont semblables s’il existe une homothétie qui
transforme l'une en une figure isométrique a l'autre.

Exemple

Soit ABC un triangle rectangle en A et H le pied de la hauteur relative a
I’hypoténuse [ BC].
Montrons que les triangles HAC et ABC sont semblables.

Considérons I'homothétie h de centre C et de rapport r tel que r= % Puisque

relR*, |r|=.r.

Scanned' by CamScanner



5/Isométries du plan

On a alors :
7\

CA
CH'=rXCH orr=— donc CH'=CA
C CH
H | H BC ;
ALA CA'=rXCA or r=Ca (pourquoi?) donc CA’= BC
AB ; AT =
H'A'=rX HA or r=m (pourquoi?) domc H'A = AB.
B Les triangles ABC et H'A’C sont tels
que :
AB=H'A'", BC=A'Cet CA=CH".
Ils sont donc isométriques. ‘

17 Vérifier que l'isométrie i qui applique
A’ sur B, H sur A et C sur lui-méme
est la symétric orthogonale ayant pour
axe la bissectrice de 'angle ACB.
L'image H'A’C du triangle HAC par
’homothétie h étant isométrique au
triangle ABC, nous pouvons conclure
que les triangles HAC et ABC sont

' semblables.
A \‘_‘_r—‘___‘_’/‘qr
Exercice H désignant le pied de la hauteur relative 2 I’hypoténuse du triangle
ABC rectangle en A, montrer que les triangles HBA et HAC sont
semblables. o

b) Triangles semblables.

Soit ABC et MNP deux triangles tels que M, N et P soient les images respectives de
A, B et C par la composée d’une homothétie et d’une isométrie.

MN _NP_PM
AB BC CA’
de plus mes M = mes E

mes N =mes B,
mes P =mes C

On a

Réciproquement, recherchons les conditions qui permettent de reconnaitre deux
triangles semblables. '
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m—l
Criteres de similitude de deux triangles.
1°" critére :
Si deux triangles ABC et A'B’C’ sont tels que :
' mes A=mes A’ et mes B=mes B’
ils sont semblables.
Démonstration :
" o A'B’
Soit h une homothétie de rapport r tel que r= :
AB
/—k\\ B A L’image du triangle ABC par cette
homothétie est le triangle A, B, C, tel
A | A que :
B | B, A B = ]
cle . 2 | B,=rX AB;
mes ﬂ, =mes A;
mes B, =mes B.
AI’
Cr

Or par hypothése, mes A’=mes A et mes B’ =mes B. De plus A; B,=A'B" Les
triangles A, By G, et A’B'C’ sont donc isométriques (justifier); on en déduit que les
triangles ABC et A’B’C’ sont semblables.

2° critére :

Si deux triangles ABC et A’B'C’ sont tels que ;
A.I'Bl_ BJCJ’ C!Af
AB BC CA'

ils sont semblables.

Démonstration :
? !

L’image du triangle ABC par une homothétie de rapport r tel que pom est un

triangle A, B, C, isométrique au triangle A’B'C’.
142
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A | A,
B | B,
\ / C|C
b l C
' 1
B \ | / A, B,=rX AB donc A, B,=A'B’;
\\ A B, C,=rX BC donc B, C,=B'C’;
\ f/ C,A,=rX CA donc C; A, =C'A’".
B
\ C
X ko
P
C.l'
A\
.’I \
\

Les triangles ABC et A’B’C’ sont donc semblables. De plus, i désignant I’isométrie
qui applique A, sur A’, B, sur B’ et C, sur C’, ieh est une similitude de rapport r
qui applique A sur A’, B sur B' et C sur C'.

3¢ critere :
Si deux triangles ABC et A’B'C’ sont tels'que 2
= =3 AC AB
mes A =mes A" et = )
ACT AR
ils sont semblables.
A
AJ’
Bi’
B Fi 84
Exercices 1) Démontrer ce troisieme critére.

2) Soit ABC et MNP deux triangles tels que :
mes A=mes M et mes B=mes N.

Sachant que AB=3; BC=5; CA=6 et MN=8, :
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a) calculer NP et PM;

b) trouver une valeur approchée de la mesure en degrés de T puis de
P

¢) en déduire une valeur approchée de la mesure de la hauteur [AH),
H désignant le projeté orthogonal de A sur (BC);

d) calculer une valeur approchée de l'aire du triangle ABC;

e) en déduire une valeur approchée de l'aire du triangle MNP.

Exemples de figures semblables

a)

ABC est un triangle rectangle en A,
BED est un triangle rectangle en D.
De plus [BE) et [BA) sont des demi-
droites opposées, [ BC) et [ BD) sont des
demi-droites opposées.

Montrer que ABC et DBE sont semblables.

BE : ; g g
On pose EE:& Trouver une homothétie h et une isométrie i telles que la

composée ioh applique A sur D, C sur E et B sur lui-méme.

b) -

B
\ ABC est un triangle rectangle en A,
A'B'C’ est un triangle tel que :
(A'B")=(BC)
(A'C") L (BC)
i (B'C") L (AC).

B
/ Montrer que les triangles ABC et
s A’'B’'C’ sont semblables.

c \ A
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¢) A, B, C, D sont quatre points distincts appartenant au cercle C, tels que :
(AB)N(CD)={P}.

T o

Démontrer que :

esi A€[PB] et De[PC] alors les | o si Pe[AB]et Pe[CD]alors les trian-
triangles PAC et PDB sont semblables. | gles PAC et PDB sont semblables.

A’ désignant le point de C diamétralement opposé au point A, on démontrera
d’abord que :

PA - PB = PA - PA'.

Or PA =PO + OA et PA'= PO + OA".
On démontrera alors :

PA -PB = PO*— 12,

r désignant le rayon du cercle C.
On en déduira que PA -PB=PC-PD.
On montrera alors aisément que les triangles PAC et PDB sont semblables.
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Exercices

1 (1). Dans le carré ABCD, M, N, P, Q sont les points M et N respectivement de (D) et (4), tels

milieux respectifs de [AB], [BC]. [CD), [DA), et que :
O le milieu des diagonales. d (A M)+d(M N)+d(N B)

Trouver une symétrie orthogonale ou une com- _ . _
posée de deux symétries orthogonales qui soit la plus petite possible.
applique : (Utiliser la symétrie orthogonale.)
a) OQA sur 0QD;
b) OQA sur OPC; |*
c) OQA sur OMB,
d) OQA sur ONB. - 4 (D
2 (1). On considére le triangle équilatéral (D’
ABC. Soit A’, B', C’' les milieux respectifs des
cotés [BC), [CA], [AB]. Les médiatrices (AA),
(BB"), (CC') se coupent en G. e B

Trouver une symétrie orthogonale ou une com-
posée de symétries orthogonales qui-appligue :

a) GC'A sur GC'B;
b) GA'C sur GB'A;
¢) GA'B sur GB'A

3 (1). On donne une droite (D) et deux points \\\ (D)

A‘l B’ g A

Trouver dans chacun des cas ci-dessous, le

point M de (D) tel que : \ (D")
d{A M)+ d(M, B)

soit la plus petite possible.
(Utiliser la symétrie orthogonale.)

. A (D) e Bas
(D)

*B

e B
e (D)

4 (1). On donne deux droites paralléles (D),
(A) et deux points A 8.
Trouver dans chacun des cas ci-dessous, les
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-

5 (1). On donne deux droites sécantes (D),
(4) et deux points A, 8.

Trouver dans chacun des cas ci-dessous, les
points M et N respectivement de (D) et (4) tels
que : '

d (A M)+ d (M, N)+d(N, B)
soit la plus petite possible.
(Utiliser la symétrie orthogaonale.)

e A (D)

°B (D")

eB (D)

(D")

6 (1). On considére le rectangle ABCD.

Soit O le milieu des diagonales du rectangle,
S la symétrie centrale de centre O,

by tag: tap les translations de vecteurs

respectifs AB, AC, AD.

Trouver les isometries :
Setzg: Setlzd:
tige S, lageS:

Se x5

f,,?.'“ S.

7 (1). On donne le triangle ABC.
Trouver t,52°5, et S,cl.z5

puis tzgeS, et S,°izp

8 (1). On donne trois droites (D), (O’) et (4)
concourantes au point A et telles que (D) et
(D’) soient perpendiculaires.

Montrer que I'isométrie S,y°S(py° S(p) €st une
symétrie orthogonale.

Quel est son axe?

9 (1). On donne trois droites paralléles (D),
{D') et (4).

Montrer que 'isométrie S(,y°S(p,° S(p) est une
symeétrie orthogonale.

Construire son axe.

10 (1). Soit quatre points A B, C, D.
Démontrer que :

] SE°SA=SD°SG

alors 85084, = 5p°5a.

11 (1). On donne une droite (D) et un point A
appartenant a (D).

Montrer que S,e S;p, est une symétrie orthogo-
nale; préciser son axe.

Reconnaitre I'isométrie S(py° Sa.

12 (1). On donne trois points A, B, C.
Trouver I'isométrie SceSgeSs -
On pose :

= SCOSBD‘SA; "= SAOSB°SC-
Calculer ; i'ei et iof’,
Reconnaitre I'isométrie .

13 (1). On donne trois points A, B8, C tels que
B soit le milieu de [AC].

a) Trouver I'image de A B, C par I'isométrie
Sco\SBoSA.

b) Soit M un point quelconque du plan.
Construire I'image M’ de M par SgeSge Sa

¢) Reconnaitre I'isométrie SceSge Sa

14 (1). On donne un triangle ABC.

Soit P, Q. R les milieux respectifs de [AB],
[BC), [CA).

a) Construire I'image de A, B, C par I'isométrie
SH‘]SQC'SP.

b) Reconnaitre I'isométrie SqeSne Se.

15 (1). Dans le triangle ABC, | et J sont les
milieux respectifs de [AB] et de [AC).

a) Construire I'image du triangle ABC par
505,

b) Que constate-t-on?
Justifier le résultat obtenu.
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16 (1). ABC est un triangle équilatéral, A, B,
C’ les milieux respectifs des cotés [BC], [AC],
[AB].

Soit S,, S, S, les symétries orthogonales
respectivement d'axe (AA"), (BB'), (CC).

a) Quelle est Iimage du triangle ABC par
chacune de ces symétries orthogonales?

b) Quelle est I'image du triangle ABC par
chacune des isométries suivantes :

S;8,; 8,98, Bo87
¢) Quelles sont les isométries :
8405,08,; 5,05;08y; 5,05,05,7

17 (1). Dans le triangle ABC, les droites (D) et
(D'} sont perpendiculaires 4 {(AC) et passent
respectivement par le milieu de [AB] et le
milieu de [BC].

a) Reconnaitre les isométries S5 Sp, et
Sioy° Sior

b) Construire I'image du triangle ABC par
chacune de ces isometries.

18 (1). Scit A et B deux points distincts du
plan, (D) et (A) deux droites passant respecti-
vement par A et B, et perpendiculaires 4 la
droite (AB).

1) Comparer Sg=5, et 54° 55
2) Considérons I'isométrie S 4gy°S4y° Sp)-

a) Soit M un point quelconque du plan
n‘appartenant & aucune des droites (AB), (4),
(D).

Construire I'image M’ de M par :
Stae)° Sa)° Sioy
b) Soit I le milieu de [MM’].
Montrer que { appartient & la droite (AB).
3) Comparer les isométries :
Siasy® S1a)°Sioy €t S(a)° Si0y° Siasy

19 (1). 1) On donne quatre points £, F, G, H.
a) Donner une condition pour gue |'isométrie
Sy 85055 soit l'identité.

b) Supposons cette condition réalisée et soit M
un point quelcongque du plan.

Construire I'image de M par les isométries ;
Sei SpeSgi 8598528
SH"Sg"Sp@ SE.

_ 2) On donne quatre points E, F, G, H.

a) Donner une condition pour que E, F, G, H
soient les milieux des cotés d'un quadrilatére.

b) Supposons cette condition réalisée et soit A
un point quelconque du plan.

—_—

Construire le quadrilatéere ABCD tel que E, F,
G, H soient les milieux respectifs de [AB], (BC),
[CD), [DA].

20 (1). ABCD estun quadrilatéreet M, N, P, Q
les milieux respectifs des cotés [AB], [BC),

(CD], [DA].

a) Quelle est I'image de ABCD par l'isométrie
SOQSPOSNOSM?

b) Construire I'image par SgeS5p25y°5,, d'un
point quelconque du plan.

¢) Quelle est la nature du quadrilatére MNPQ?

21 (1). ABCD est un parallélogramme.
a) Reconnaitre Iisométrie SpeSgeSgeS,.
b) Soit M un point quelconque du plan. Cons-

truire I'image de M successivement par les
isometries :

S.A; SB"SA: SCGSBGS.-“; Sﬂ"Sc“‘SBQSA.
Que constate-t-on?

22 (1). On donne un rectangle ABCD.
Soit / le milieu de [AB].

Les droites (AC) et (/D) se coupent en P.
Les droites (BD) et (/C) se coupent en Q.

a) Montrer que P est le centre de gravité du
triangle BDA.

b) Soit (4) la médiatrice de [AB).
Quelle est I'image par S,, de APD?

c) Montrer que (PQ)Z(AB).

1
d) Montrer que ?‘O’:E AB.

23 (1). On donne un vecteur v et un point A
du plan,
Trouver deux points X et Y tels que:

SxeSa= 13 SacSy=1

24 (1). On donne trois points E, F, H
Trouver deux points X et Y tels que :

Sx° Sy = S¢S
SH" SY= SFOSE'

25 (1). On considére le parallélogramme
ABCD.
Soit O le milieu de ses diagonales,

S la symétrie centrale de centre O.
Trouver les points X et Y tels que :

SyoS=t3z
S8, = t:a.

26 (1). On donne une droite (4) et un point A
n'appartenant pas a (4).
Soit (D) la perpendiculaire & (4) passant par A
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Trouver une décomposition de S, en symétries
orthogonales qui permette de montrer qu'il
existe une translation t telle que :

S(__-.]'U A - tosﬂﬂ.
27 (1). On donne un segment [AB].
Soit (4) la médiatrice de [AB].
a) Trouver une droite (X) telle que -
(28 = S(ay° Six)-
b) Montrer que I'isométrie Siayotag est une
symetrie orthogonale. .
c) Montrer que Iisométrie tga° S(s est la
bijection réciproque de Sisyetag
28 (1). Soit un triangle AOB.
a) Trouver la solution de I'équation :
Xed, Sp(X)=1t5(X).
b) Trouver la solution de I'équation -
Xed, Sg(X)=tg:(X).
Vérifier a I'aide d'une figure.

29 (1). Soit (A) et (A} deux droites perpen-
diculaires.

Soit A et B deux points de (A").

H

Trouver des solutions de I'équation :

30 (1). On donne trois points A B et C.
Trouver la solution des équations :

Xed, Spotza(X)=X;
Xef, thzeS\(X)=X

31 (3). C, et C, sont deux cercles de méme
rayon r.

Soit O, le centre de C, et O, le centre de (..
Trouver une symétrie orthogonale, une syme-

trie centrale et une translation qui appliquent
Cy sur C,.

32 (3). Le triangle ABC est équilatéral.
1) Soit P un point de [AB], @ un point de [BC)
et A un point de [AC] tels que :

AP = BQ=CR.
Montrer que le triangle PQR est équilatéral.
2) Soit E, F, G trois points du plan tels que :

Ec[AB) et E¢[AB)

Fe[BC) et F¢[BC]

Ge[CA) et G¢[CA]
AE = BF = CG.

Montrer que le triangle EFG est équilatéral.

i

33 (3). On donne le triangle ABC.

On considére les points E et F tels que les
triangles ABE et ACF soient équilatéraux et
comme l'indigue la figure ci-contre.

Montrer que BF = CE.

34 (3). On donne le triangle ABC.

On considére les points E, F, G, H tels que les
quadrilatéres ABEF et ACGH soient des carrés
el comme l'indique la figure ci-contre.
Montrer que BH = CF.
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35 {3{‘:). On considére deux triangles ABC et
A'B'C.

Scit D le point d'intersection de la bissectrice
de I'angle A avec (BC), D' le point d'intersec-
tion de la bissectrice de I'angle B avec (BC).
Montrer gue : A s

si AB=A'B", AD=A'D"; mes A=mes A’
alors les triangles ABC et A'B’'C’ sont isometri-
ques.

36 (3). On considére deux triangles ABC et
A'B’'C' rectangles en A et A’, ayant pour
hauteurs [AH] et [A'H'].

Montrer que :

si AH=A'H"; BH=B'H'

alors les triangles ABC et A’B’C’ sont isometri-
ques.

37 (3). Soit A et B deux points distincts du
plan 7 et soit O le milieu de [AB).
Dans chacun des deux demi-plans de bord
(AB), placer les points A" et B' tels que les
droites (AA") et (BB’) soient perpendiculaires a
(AB) et tels que :

AA'= BB’
Montrer que les points O, A, B' sont alignes.

38 (3). On donne le triangle ABC.

Soit M le milieu de [BC], E et F les points de
{AM) tels que (BE) et (CF) soient perpendi-
culaires a (AM). '

Montrer que BE = CF.

(Utiliser la symétrie centrale.)

39 (3). ABC est un triangle isocéle de base
[BC). Les médiatrices de [AB] et [AC] coupent
la droite {BC) respectivement en E et F.

a) Montrer que BE = CF.
(Utiliser la symétrie orthogonale.)

b) Montrer que le triangle AEF est isocéle.

40 (3). ABCD est un parallélogramme de cen-

tre Q.
Soit K un point de [AB] et L le point d'intersec-

tion des droites {OK) et (DC).
Démontrer que les quadrilatéres AKLD et BKLC

sont isométriques.

41 (3). G, et G, sont deux cercles de méme
centre O.

Soit (D) une droite qui coupe C,en Aet B,
en A et B'.

Démontrer que AA'=BB'".

42 (3). On donne trois droites (4), (4°) et (4")
concourantes en O.

Placer sur (4) les points A et B tels que O soit
le milieu de [AB).

Placer sur (4') les points C et D tels que O soit
le milieu de [CD].

La droite (A") coupe (AC) en E et (BD) en F.
Montrer que OF = OF.

43 (3). 1) A est I'un des deux points ol se
coupent deux cercles C, et C,.

Soit ¢; l'image de C, par 5, la symétrie
centrale de centre A

Soit M un point quelconque de C,.

Montrer que la droite (AM) coupe le cercle C,

en un point N tel que :
AM = AN,

2) On donne deux cercles sécants.

Soit A I'un des points communs & ces cercles.
Construire une droite passant par A sur la-
quelle les deux cercles déterminent des
segments de méme mesure,

44 (3). On donne deux droites sécantes (4),
(A’) et deux points distincts A, B n'appartenant

pas & ces droites.
Construire un parallélogramme ABCD ayant

I'un de ses sommets sur (4) et I'autre sur (47).

45 (3). 1) On donne deux droiles sécantes
(D), (4) et un point A n'appartenant a aucune
de ces droites.

Construire M sur (D) et N sur (4) tels que A
soit le milieu de [MN].

2) Méme probléme avec (D) et (4) strictement
paralléles.

46 (3). Faire I'exercice precédent.

On donne un quadrilatéere ABCD et un point O.
Construire un parallélogramme XYZV tel que
les sommets X, ¥, Z et V¥ appartiennent respec-
tivement aux droites (AB), (BC), (CD) et (DA} et
tel que son centre de symétrie soit O.

Est-il toujours possible de construire un tel
parallélogramme?

47 (3). On donne trois droites (D), (D) et {4)
telles que (D) et (D’) soient sécantes et (4) ne
soit ni paralléle & (D) ni paralléle & (D).
Peut-on trouver un point A de (D) et un point
A’ de (D’) tels que A’= 5,,(A)?

48 (3). On donne une droite (D) et un vecteur
U (U n’étant pas un vecteur directeur de (D).
Soit A un point quelconque de (D).

A parcourant (D), trouver :

a) I'ensemble des extrémités B des représen-
tants d'origine A du vecteur u;

b) I'ensemble des milieux / de [AB].

49 (3). On donne un rectangle ABCD.

Soit M un point du plan, M’ I'image de M par
Sicoy° Siscy° S¢as)y

1) Quel est I'ensemble des points ! milieux de
[MM’] lorsque le point M décrit le plan?

2) Soit m et m' les projetés orthogonaux
respectifs de M et M’ sur (AD).
Calculer mm'.
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5/Isométries du plan

Pour réfléchir.

50. 1) Soit trois points non ali né
et deux nombres réels a et b. ARl

Montrer qu'il existe un uni ]
e unique point M du plan

AM AB =2

2) Soit une application de 7 dans 7 qui
conserve 1a distance. On va montrer que / est
bijective et donc que f est une isométrie.

a) Montrer qu'étant donné trois points quel-
conques M, N et P, d'images respectives M’, N'
et P parf ona:

MN-MP=MN-MP.

b) Soit trois points non alignés A B et C,
d'images respectives A", 8’ et C’ par /.
Montrer que &', B’ et C' ne sont pas alignés.

c) Soit N un point quelcongue. On pose :
AN-AB=x. AN-AC=y.
Montrer que le point M, caractérisé par :
{W-”A’B’ =
AMAC =y
est un antécédent de N par |,

d) Un point N peut-il avoir deux antécédents
par 7

e) Déduire de ¢) et d) que [ est une bijection
et donc que f est une isométrie.
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6 Droites et cercles

Lecon 1: EQUATIONS D'UNE DROITE .
Legon 2 : REPRESENTATIONS PARAMETRIQUES D’UNE DROITE

Lecon 3 : EQUATIONS D'UN CERCLE
Legon 4 : INTRODUCTION A LA GEOMETRIE ANALYTIQUE

1 Equations d’une droite

1) Vecteurs directeurs d’une droite

a) On sait, depuis la classe de Quatrieme, que :

Par deux points distincts du plan, il passe une droite et une seule.

On peut également caractériser une droite a I'aide des vecteurs du plan.

L)

Rappel : On appelle vecteur directeur d’une droite (D) tout vecteur non nul u dont

un représentant est un bipoint supporté par la droite (D). -
Soit A et B deux points distincts. La droite (AB) passe par A et AB en est :ﬁ_n_]

vecteur directeur.
Réciproquement, soit A un point du plan et u un vecteur non nul.
1l existe une droite et une seule passant par A et de vecteur directeur u. C'est la

droite passant par A et par le point B tel que AB=u.

Notation : Cette droite est notée D (A, u).
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6/ Droites et cercles

Exercices 1) Soit A et B deux points distincts du plan.

—

Construire les droites D (B, AB), D (A, 3AB).
Que constate-t-on?

2) Soit un triangle ABC. Construire la droite passant par A et de
vecteur directeur BC. .

b) Soit A et B deux points du plan, u et v deux vecteurs non nuls.
On sait que :

D(A, u)/D(B,v) {équivauta) T« et v ont méme direction;

D(A, u)LD(B V) ¢ .équivau1f> u-v=0

1) Soit ABC un triangle, G le barycentre des points pondérés (A, 1)
et (B, 2) et G’ le barycentre des points pondérés (A4, 1) et (C, 2).
Montrer que (GG') /Z (BC).

2) Soit ABC un triangle rectangle en A.
Trouver un vecteur directeur de la droite orthogonale a (A B) passant

par C.

Exercices

¢) Pour exprimer qu’un point du plan appartient & une droite donnée, on peut
utiliser 'un des théorémes suivants :

Soit A un point du plan,
u un vecteur non nul.
Pour tout point M du plan,

il existe un nombre réel uni-

MeD(A, u) que k tel que :

AM=ku

| equivaut i
h_____\_

e

AM et u sont colinéaires.
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Mathématiques seconde — Géométrie

Remarque 1. Comme u £ 0,
AM =10

ont méme direction.

Remarque 2. Lorsque I'ensemble des vecteurs du plan est muni d’une base (i, 7).

AM et u sont colinéaires dét(AM, u)=0.

2) Equations d’une droite

154

a) Le plan 7 est muni d’un repére (O, I, J).
Soit (D) une droite du plan 7.

Une équation de (D) est une éq'uation
de référentiel R <X R dont I'ensemble
des solutions est I’ensemble des couples
de coordonnées des points de la droite

(D).

Soit A un point de (D) et u un vecteur directeur de (D).
On sait que 'on peut obtenir une équation de (D) en utilisant le théoréme :

MeD(A, %) dét(AM, w)=0.

b) Exemple.
. 3 <IN & . ) _ _
On donne le point A 7' 2) et le vecteur u 2). Ecrire une équation de la droite

DA, u):
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6/Droites et cercles

Solution :
Soit M (x, ¥) un point quelconque du plan.
On a:
3
AM | “T 2 u (1)
u :
’ 2
y—2
S
- x—= 1
dét(AM, u)= 2
y—2 2
3
=2 ——=—(y—2
(-=3)-0-
=Zx—y—1.

Dans le repére (O, I, J) :
M(x, y)e D(A, u) ¢ équivauta > dét(AM, u)=0.

M(x, y)e D(A, u) ¢ équivaufﬁ} 2x—y—1=0.

Nous avons ainsi obtenu lune équation de la droite D (A, u):
(x, YERX IR, 2x—y—1=0.

Donc :

Le point P(3; 1) appartient-il & la droite D (A, u)? et le point Q(—1; —3)?
L’équation :

1 1
(x, pERXR, x—=y—==0
2 2
est aussi une équation de la droite D (A, u). Pourquoi?

L’équation : _
(x, VEMRXMR, 2x+y—5=0

n’est pas une équation de la droite D (A, u). Pourquoi?

Exercice Le plan est muni d’un repére (O, I, J).
Dans chacun des cas suivants, déterminer un point et un vecteur
directeur de la droite (D), puis écrire une équation de la droite (D).

a) (D) est la droite passant par A (—1; —3) et B(1; 2).
b) (D) est la droite passant par A (2; —3) et parallele a la droite
d’équation :

(x, VERXIR, 3x—5y+4=0.

¢) Le repere (O, I, J) est orthonormé. On donne les points

A(—3;2), B(1;4) et C(—1; —1).

(D) est la droite passant par C et orthogonale 2 (AB). |
155
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Mathématiques seconde — Géométrie

d) Le repere (O, I, J) est orthonormé. (D) est la droite passant par
A(—1; —1) et orthogonale 2 la droite d’équation :
(x, YeRXR, x+y+1=0.

Faire des figures illustrant chacun des cas.
¢) Etant donné une droite du plan, la méthode précédente permet d’en trouver une
équation de la forme :
(x, VeERXR, ax+by+c=0.
De plus, on a (a, b)#(0; 0).
Réciproquement, nous avons vu en classe de Troisiéme que :

a, b, ¢ étant trois nombres réels tels que (4, b) # (0; 0), 'ensemble des points

dont les coordonnées vérifient 1'équation :
(x, YYER X R, ax+by+c=0

— — b
est une droite dont un vecteur directeur est u ( . )

C
Remarque. Si a# 0, cette droite passe par A (—;' 0). Si b+ 0, cette droite passe

C
B|0, —— .
i ( b)

1) Soit A(—1; —2) et B(4; 2) deux points du plan.
Parmi les équations ci-dessous, reconnaitre celles qui sont des

équations de.la droite (AB).

Exercices

4 5 0
x 3}, 3_ ¥
2 5 .
3x 6y = *

52
2vix——5—y—3w6=o;

x Y
Z+2-3=0.
212

2) a) Trouver deux points de la droite (D) d’équation :
3x—2y—6=0.

o

b) Trouver un point et un vecteur directeur de la droite (D)
d’équation : '
5x+4+2y—8=0.

c) Faire une figure.
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6/ Droites et cercles

3) Trouver une équation de droite

Dans certaines situations, on peut trouver une équation de droite sans utiliser la
méthode précédente. Voici deux exemples.

]
a) Exercice { Le plan est muni d’un repére (O, I, J). Trouver, sans utiliser la
méthode précédente :

— une équation de la droite passant par A (—5; 4) et paralléle a
(or);
— une équation de la droite passant par B(2; 3) et C(5; 3).

b) On considére une droite (AB) et un
point C.

La droite (A) passant par C et orthogo-
nale &2 (AB) est I’ensemble des points M
du plan tels que :

A —

CM-AB=0.

Lorsque le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J), la traduction de cette
égalité 4 'aide des coordonnées fournit une équation de la droite (4).

X Exercices Dans les trois exercices suivants, on suppose que le plan est muni d’un
repére orthonormé (O, I, J).

1) On donne les points :
A(—=4,1);, B(1;3); C(—2; —2).

a) Soit M (x, y) un point quelconque du plan. Exprimer, a I'aide des
coordonnées des points A, B, C, M le produit scalaire CM - AB.

b) En déduire une équation de la droite passant par C et orthogonale
a (AB).

¢
5
i 2) On donne les points P(—3; 2), Q(1; 1) et le vecteur u (2; 1).
g a) Construire la droite passant par P et de vecteur directeur u.

b) Trouver une équation de la droite passant par Q et orthogonale a
D(P, u). '
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Mathématiques seconde — Géométrie

3) Deux méthodes pour trouver une équation de la médiatrice d’yp,
segment.

On donne les points A (1; 2) et B(3; 3).
a) Quelles sont les coordonnées du milieu I de [AB]?

b) Soit (A) la médiatrice de [AB].
(A) est I'ensemble des points M du plan tels que IM-AB =0.

Pourquoi?
Utiliser ’égalité précédente pour trouver une €quation de (4).

c) (A) est aussi I’ensemble des points M du plan tels que
d*(M, A)=d?*(M, B).

Pourquoi?

Traduire cette égalité a l'aide des coordonnées (x, y) de M et de

celles de A et B.
On obtient ainsi une autre équation de (A).

4) Coefficient directeur d’une droite dans un repére

a) Le plan J est muni d’un repére (O, I, J).

e Soit u, v, w trois nombres réels tels que (u, v)5 (0; 0).
On considere la droite (D) d’équation :

(x, y)ERXIR, ux+vy+w=0.

A quelle condition la droite (D) est-elle la représentation graphique dans le repére
(O, I, J) d’une application de R dans IR?

1¢" cas 2*¢ cas

(D)

(D)

/ou/

158

Si v 0, (D) n’est pas parallele a (OJ).

(D) est la représentation graphique,

dans le repere (O, I, J) de l'application :

Si v=0, alors (D) /Z(0J).
(D) n’est pas la représentation graphi-
que, dans le repere (O, I, J), d’une

f:IR > R application de [R dans [R.
u W
Xb—» ——y—.
v v
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6/Droites et cercles

Remarquons que, dans le premier cas, (D) admet comme €équation :

w
(x, ERXR, y=—=x——
v v

c’est-a-dire une équation de la forme :

(x, ERXIR, y=ax-+b
avec a€lR, belR.

e Réciproquement, soit a et b deux nombres réels.
Dans le plan & muni d’un repére (O, I, J), on considére la droite (D) donnce :

— comme représentation graphique de l'application :
R — R
x — ax+ b;

— ou, de maniére €quivalente, par 1’équation :

(x, Y ERXIR, y=ax+b.

. . - {1
On voit facilement que u ( ) est un vecteur directeur de (D).
a

Le nombre réel a est appelé coefficient directeur de la droite (D) dans le repere
(O, I, J).

Pour construire la droite (D), on peut remarquer qu’elle passe par le point de
coordonnées (0, b), intersection de (D) et de 'axe des ordonnées (OJ).

Le nombre réel b est appelé ordonnée a lorigine de la droite (D) dans le repere
(O, L J).

b) Application : construction d’une droite dont on connait un point et le coefficient
directeur.

Pour construire une droite dont on
connait un point P et le coefficient
directeur @, on commencera par cons-

— 1
truire un représentant du vecteur u ( ),
a

ou d’un vecteur de méme direction.

Remarque. Deux droites ayant le méme
coefficient directeur dans le méme b
repére sont paralléles. Pourquoi?
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Mathématiques seconde — Géométrie

Exercices

1) Dans le plan muni d’un repere (O, 1, J), construire :

— la droite passant par A (2; 3) et de coefficient directeur 2;
I
— la droite passant par I3 (—2; 2) et de cocfficient directeur = {(on

pourra utiliser un représentant du vecteur u(4; —1)).
2) Dans le plan muni du repere (O, I, J), on donne la droite (4)
d'équation :
y=x+41.

a) Quel est le coefficient dirccteur de la droite (4) dans le repere
(O, I, J)?
b) Soit A (2; 3), B(3;4), C(2;4) et D(3;2). Montrer que ;

A€(4), Be(d), C¢(4), De(A).
¢} (A, B, C) est un repére du plan. Pourquoi?
Quel est le coefficient directeur de la droite (4) dans le repére
(A, B, C)?

d) (A, D, B) est un repere du plan. Pourquoi?
(4) est-elle la représentation graphique dans le repere (A, D, B)
d’une application de R dans R?

c) Interprétation du coefficient directeur d’une droite lorsque le repére est

orthonorme.

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, A, B).

Soit (D) la droite passant par O ct de cocfficient dirccteur 4.
(D) a pour équation : y=ax.

Soit C* le demi-cercle trigonométrique.

C+

—_—
mes (?) AOK = p.

a — tg Pll.

6] — e e T

(D)

La droite (D) coupe C* en un unique point K et K % B. Pourquoi?
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6/Droites et cercles

Soit p la mesure en degrés de I'angle Xé}‘f
K a pour coordonnées (cos p°, sin p°); de plus cos p°® 0.
K est un point de (D); par conséquent :

sin p®=a cos p°.

3 sin p°
D’ol it
cos p°
ou encore a=tg p°.
Exercice Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

a) Construire la droite passant par O et de coefficient directeur V3.

b) Soit (A) la droite passant par O et de coefficient directeur 2. Soit
K son point d’intersection avec le demi-cercle trigonométrique.

Donner une valeur approchée a 1 unité prés de la mesure en degrés
——
de 'angle IOK.

Coefficients directeurs de droites passant par lorigine du repere.

—_— —_—

ECD iso AOK; e
—_——

mes (°) ECD =mes (°) AOK;
—— .

mes (°) AOK = p;

a=tg p°.
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————

Exercice Dans le plan muni d’un repére orthomormé (O, I, J), on considere
deux points A et B.
Soit m et m’ deux nombres réels.

a) Donner un vecteur directeur de la droite (D) passant par A et de
coefficient directeur m dans le repére (O, I, J).

b) Méme question pour la droite (D’) passant par B et de coefficient
directeur m’ dans le repére (O, I, J).

¢) Montrer que :

)10

2 Représentations paramétriques d’une droite

1) Une application remarquable

a) En utilisant la figure ci-contre :

— trouver le nombre réel r tel que :
AL =¥u;

— construire le point E tel que :

AE=(—0,5)u.

‘o Ona AB =T1u. Quelles sont les abscis-

ses de C et E pour la graduation de

repére (A, B) de la droite (A4)?

e Existe-t-il un nombre réel x tel que :
AD =xu?

Pourquoi?

b) Soit A un point du plan et u un vecteur non nul.
On a vu que :

’ Pour tout point M du plan,

il existe un nombre réel uni-

MeD(A, u) que ¢ tel que :

AM=1tu.
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On peut définir I'application suivante :

F:R — 7T
t —> M tel que AM=tu.
En effet, on sait que, pour chaque nombre réel #, il existe un unique point M du
plan tel que :
AM=ru.
Plus précisément, ce point appartient 4 la droite D (A, u ) c’est le point d’abscisse r
pour la graduation d’origine A et de vecteur unitaire u.

Etudions I’ensemble-image de I'application F.

L’ensemble-image d’une application est l'ensemble de toutes les images des
€léments de son ensemble de départ.

e L’'image par F d'un nombre réel quelconque est un point de la droite D (A, ).
Tout point de I'ensemble-image de I'application F appartient donc a la droite
D (A, u).

e Réciproquement, soit P un point quelconque de D(A, ), et rson abscisse pour
la graduation d’origine A et de vecteur unitaire u de la droite D (A, u)
On a évidemment F(r)= P. Pourquoi?

Tout point de D (A, u ) est donc élément de ’ensemble-image de I'application F.

Conclusion : L'ensemble-image de U'application F est la droite D (A, u).

> J / A D (A, u)
> »p
F
Exercice Soit (AB) une droite du plan.
On considére ’application :
F-R— T

t —> M tel que AM =tAB.

a) Montrer que I'image de 3 par F est un barycentre Q de A et B.

b) Déterminer 'ensemble des antécédents pzir F du barycentre P de
(A, 4) et (B, —3).

c¢) Déterminer :

— Tlimage réciproque par F de [AB];
— l'image réciproque par F de [AB);
— P'image réciproque par F-de |BQ);
— l'image directe par F de R ;

— P'image directe par F de ]« 1{.
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2) Etude d’un probléme

164

Dans le plan & muni d’un repére

(O, I, J), on donne les points

A(—2; —1) et B(3; 1).

Comment trouver les coordonnées de
I dix points de la droite (AB)?

" La droite (AB) est ’ensemble-image de I'application :

F:R— T o
t —> M telque AM=1tAB.

AM =tAB Guwauta) OM — OA =(AB

Cest-a-dire 3 OM =tAB + OA.

On sait que :

Or, A a pour coordonnées (—2, —1);
—— 5
AB a pour coordonnées (2)

Ainsi, t étant un nombre réel, le couple de coordonnées (x, y) du point M tel que :
OM =tAB + OA

drifs {x=5t—2
vérifie 21
c’est-a-dire (x, =(5t—2;2t—1)

Pour tout nombre réel ¢, (5¢t—2; 2t—1) est le couple de coordonnées d’un point
de I’ensemble-image de F, c’est-a-dire -d’un point de (AB).

RXIR

—

Y
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Pour trouver les coordonnées de dix points de la droite (AB), il suffit :

— de choisir dix nombres réels, par exemple :

1 4 5 9 5 11

ot Lo T2, 2 S = 3
2 3 2 4 2 4 '
— de compléter ce tableau :

P
[ SN
|
W

1 14 5 19 7
(51=2,2t=1) (=2, —1) (5 ) (3; 1) (—3‘3) (?5) (8 3) (i—?g) (32-1--4) (?-g) (13; 5)

Pour résoudre notre probléme, nous avons utilisé I'application :
fIIR— RXIR
tb— (5t—2;21t—1)

qui, a tout nombre réel ¢, associe le couple de coordonnées du point M du plan tel
que :

—_—

AM =1tAB.

Exercice Soit (E) une équation de la droite (AB).
Parmi les ensembles représentés sur le dessin ci-dessus, quel est
’ensemble des solutions de (E)?

3) Représentations paramétriques d’une droite

Le plan & est muni d’un repere (O, I, J).

—_— a
Soit un point A (g, b) et un vecteur non nul u ( )

B

Soit F:R— T _
t —> M telque AM=1tu
C:7 — RXIR
M — (x, )
tel que (x, y) soit le couple des coordonnées de M dans le repere (O, I, J).
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Appelons f l'application CeF f est I'application de IR dans R >R qui a tout
nombre réel t associe le couple de coordonnées du point M du plan tel que :

AM=tu.

Etudions cette application.

a) Déterminer f a I'aide d’une formule explicite.

Pour tout nombre réel r:

AM =(u (équivauta 5 OM —OA =tu

Cest-d-dire a OM=1tu+ OA.

Donc le couple de coordonnées (x, y) du point M tel que :

AM =tu
R x=at+a
vérifie {
y=pBt+5b
c’est-a-dire : (x, y)=(at+a, Br+ b).

L’application f: R — [R X [R est donc définie par :
pour tout nombre réel t, f(f)=(at+a, Bt+ b).

b) Ensemble-image de I’application f.

(R) [ 7)
ACNAY

- - =

o
SN

Y
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L’ensemble-image de I'application F est la droite D (A, u).

On démontre facilement que l'ensemble-image de application f est 'ensemble des
couples de coordonnées des points de la droite D (A, ).

c¢) L’étude précédente nous conduit 2 énoncer la définition et les propriétés
suivantes :

Définition

-

Le plan 7 est muni d’un repére (O, I, J).
Soit A un point de 7, (a, b) ses coordonnées dans le repére (O, I J),

% un vecteur non nul, (@, B) ses coordonnées dans la base (01, 0J).
On dit que 'application f : R — R X IR

t — (at+a Bt+b)

est une représentation paramétrique de la droite passant par A et de vecteur
directeur u.

Propriétés

1) Pour tout nombre réel t, (at+a, Bt+ b) est le couple de coordonnées d’un
point M de la droite D (A, u); plus précisément, t est I'abscisse de M dans la
graduation d’origine A et de vecteur unitaire u de la droite D(A, u).

2) Soit (x, y) un couple de R X IR et M le point du plan de coordonnées (x, ¥);

— si M n’appartient pas 2 la droite D (A, u), (x, y) n’a pas d’antécédent par f;
— si M appartient a la droite D (A, u), (x, y) a un unique antécédent par f.

/O I c; :; a'r:+a

La lettre ¢ représente un nombre réel quelconque.
Elle est appelée paramétre.

Une représentation paramétrique est souvent notée de la facon suivante :

: =la| t
f.IR——:-rFZD-C[Fi‘ tel que {I +\a
{ f
coordonnées coordonnées
de u de A.
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Exercices Le plan est muni d’un repére (O, L J).
1) a) Trouver une représentation paramétrique :

~ (=1
— de la droite (D,) passant par A (—2; 2) et de vecteur u ( : );

— de la droite (D,) passant par B(—3; 1) et C(4; 2);
— de la droite (D,) passant par C et paralléle a la droite d’équation -

(x, YEMRXIR, x+2y—1=0.

Faire une figure.
b) Trouver les coordonnées de cinq points de la droite (D,).
2)a) f:R— RXR

t — (t+2;3)
est une représentation paramétrique de la droite passant A (2; 3) et
de vecteur directeur OJ. Pourquoi?
b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant
par B(—2; 0) et parallele a (OJ).
3) a) Trouver une représentation paramétrique de la droite (A4)
passant par C(—4; —3) et D(—1; 0).
b) Donner :

— les coordonnées d’un point de (A) différent de C et D;
— les coordonnées d’un vecteur directeur de (4) différent de CD.

c) En déduire une autre représentation paramétrique de la droite
(4).

d) Soit p, g, r et 5 quatre nombres réels.
On suppose, de plus, que (r, )5 (0; 0).
Soit I'application f: R — R X R

t — (rt+p, st+ q).

Le plan étant muni d’un repére (O, I, J), on constate facilement que f est une
représentation paramétrique de la droite passant par A (p, q) et de vecteur directeur

“()
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Exercices 1) Dans chacun des cas suivants, donner un point et un vecteur

directeur de la droite admettant la représentation paramétrique f
a) fR— RXR :
{ —> (—I3I—4, !+5)
b) f: R — RXR
t— (21,1—=31).
¢) f:R— RXR
t — (1, 21).
R — RXR
t— (21—3; 4).
R— RXR
t — (0; 1—1).
2) Soit la droite (D) ayant pour représentation paramétrique :

f:R— RXIR
tb— (2t+1, —41t-42).
Trouver un point de (D) distinct de A (1; 2).

- f 2
Trouver un vecteur directeur de (D) distinct de u ( 4).

En déduire une autre représentation paramétrique de la droite (D).

4) Savoir utiliser une représentation paramétrique

Nous allons donner quelques méthodes permettant de résoudre les problémes
« classiques » sur les droites lorsqu’interviennent des représentations paramétriques.
Dans tout ce paragraphe, le plan est muni d’un repére (O, I, J).

a) Probleme 1.
On considére la droite (D) ayant pour représentation paramétrique :

f:R— RXIR
t—» (4t—1, —3t4+3).
Quelle est I'abscisse du point P d’ordonnée 1 de la droite (D)?

(D) est la droite passant par A (—1; 3)
— 4
et de vecteur directeur wu ( )

=3
Pourquoi?

(D)
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e
Solution :
Soit x l'abscisse de P et r la valeur du paramétre correspondant au point p
On a (x, )=(4r-—1, —3r43)
Recherchons la valeur de r, puis celle de x :
2
1==3r+3 donc r=-3_—;
5
x=4r—1 donc x=--
3
Conclusion : Le point P a pour coordonnées (5, 1).
Exercice Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J). L’unité choisie est

le centimetre.
Construire la droite (D) dont unc représentation paramétrique est :

f:R — RXIR
t — (3t+4903; 2 t 4+ 600).

Indication : on pourra commencer par rechercher (par exemple) :

— Tl'abscisse du point de (D) d’ordonnée nulle;
— lordonnée du point de (D) d’abscisse nulle.

&) Probléeme 2.
Soit (D) la droite dont une représentation paramétrique est :

f:IR — RXIR
t > (—2t+4, —1+41).

Pour chacun des points suivants, étudier s’il appartient ou non a la
droite (D) : : :

' 1 4
Y < 3
— = M, (3, —); Mz(--l, ——); M,(—4; 3); M,(8; 3).
A :/ / 2 37 ’
.r'_il ,;"
; >4
- #17
7 EYT (D)
"

-
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Solution :

On sait que les points de la droite (D) sont les points du plan dont le couple de
coordonnées admet un antécédent par f.

e M, a pour coordonnées (3, %)

1
Le couple (3, -i) a-t-il un antécédent par f?

Autrement dit, étudions s’il existe un nombre réel ¢ tel que :
1
(=2, =14+ 1)=(3, 5),

c’est-a-dire tel que :
] —2t+4=3

=13

L’un.que solution de I’équation :
(E,) teR, —2t+4=3

est le nombre réel 3
g : 1 : .
On vérifie facilement que 5 est aussi solution de :
1
(E,) telR, —r+1=§-
ains, on a 1(3) =(2:3)
si, O =1=13,=}
insi, on a f > 2
1 L. 1
3 est 'unique antécédent de (3, E) par f.
1
Donc, le peint M, (3,5) appartient a la droite (D) : c’est le point de (D)

1
correspondant a la valeur > du paramctre.

4
e M, a pour coordonnées (— 1, —-).

3
Etudions s'il existe un nombre réel ¢ tel que :
—214+4=—1
o il :
—_ _——
3

L’unique solution de ’équation :
(E) teR, —2t+4+4=—1

est le nombre réel E
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- 3 ;
On vérifie que 3 n'est pas solution de :

4

{E:".) IETR. —ll'-f-l=—--5

4
Le couple (— 1, —:) n'a pas d'antécédent par f.

-

Donc, M, n’appartient pas a la droite (D).

Exercice { Achever la résolution du probléme 2 en montrant que :
3 M, ¢ (D) et M,e(D).

c) Probléeme 3.
Soit (D) la droite dont une représentation paramétrique est :
f:R — RXR tel que xr=at+a
t— (xy) {y=ﬁr+b.
Soit (D) la droite dont une représentation paramétrique est :
g:R — RXMR tel que {x:a’r-f-a'
t— (x y) y=8"t+ b
Quelle est la position relative de (D) et (D')?

Solution :
On sait que :

—

a
i ( ) est un vecteur directeur de (D);

—

a i
1’ ( !) est un vecteur directeur de (D).

e I cas: u et u' n'ont pas méme direction.
Les droites (D) et (D') sont alors sécantes.

e 2¢cas: u et u' ont méme direction.

On a alors : (D) /Z (D").

Considérons un point de (D), par exemple A (a, b).

Nous avons vu dans le probléme précédent comment étudier si A appartient 2 (D’).
— Si A appartient & (D'), (D) et (D’) sont paralléles et ne sont pas disjointes.
On a: (D)=(D").

— Si A n’appartient pas a (D), (D) et (D’) sont paralléles et ne sont pas égales.
Elles sont donc disjointes.

Ona: (D)N(D")Y=@.

Application : Comment reconnaitre deux représentations paramétriques d’une
méme droite?
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Exemple

Montrer que les applications f et g ci-dessous sont deux représentations paramétri-
ques d’une méme droite.

f:R — RXIR tel que x= =2
t— (x ) {y=-r+1

g:R — RXIR tel que x=41t+2
t —> (x, y) {y=2:—]—2.

Solution :

Soit (D) la droite ayant pour représentation paramétrique f,
(D') la droite ayant pour représentation paramétrique g
On va montrer que (D)=(D’).

- f—2
u ( 1) est un vecteur directeur de (D).

JE—

r

4
u (2) est un vecteur directeur de (D’).
On voit que : u'= —2u. Do (D) /(D).
D’autre part, f(0)=(0; 1). J(0; 1) est un point de (D).
On vérifie facilement que (0; 1) admet
un antécédent par g

1

Plus précisément : g (—E) =(0; 1).
Donc Je(D").

Conclusion : (D)=(D").

Exercice On considere les droites (Dy), (Dy), (Dj), (D,) admettant les
représentations paramétriques fi, fa, f; et f, de R dans RXIR
suivantes :

Lio=31—1;3—2 t)
L=(+1;2=21)
(=(—2441+7)
f,()=(2-342t+1)
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Compléter le tableau ci-dessous par :

e «S» siles droites sont sécantes.
e « D» si les droites sont disjointes.

e « E» si les droites sont égales.

(Dy) | (D) | (D5) | (Dy)
(D,) E
(D) E
(D,;) E
(Ds) E

d) Probléme 4.
Soit (D) la droite dont une représentation paramétrique est :

fiR —s RXR tel que {x——=2!+5
£ (x y) y=—21—17.

Déterminer une équation de (D).

On peut évidemment déterminer un
point et un vecteur directeur de (D) puis
en rechercher une équation.
Cependant, on peut aussi utiliser une
autre méthode.

(D)
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Solution :
M (x, y) désigne un_point quelconque de la droite (D).
Soit ¢ la valeur correspondante du parameétre.

Le couple (x, y) et le nombre
réel t vérifient :

x=2t+5 On dit que I'on «élimine le paramétre »
[ y=—2t—17 entre les égalités : :
c’est-a-dire : x=2t+5ety=—2t—7.
x—35
1=
2
a8
—2
Par conséquent, on a :
i o ikl Simplifions 1’équation obtenue.
2 —2
x—5=—y-—7
x+y+2=0.

L’équation :
(x, VeERXIR, x+y+2=0

est une équation de droite. .
Les coordonnées de chaque point de la droite (D) vérifient cette €quation.

Conclusion : (x, y)ER X R, x+ y+2=0 est une équation de la droite (D).

Remarque. Soit (A) la droite admettant la représentation paramétrique :

R — RXIR tel que {x=12+4r
t — (x, y) y=2.

¥

(4)

Les coordonnées de tout point de (A)
5 ;} vérifient I’équation :
/ (x, )ERXIR, y=2.

En déduire que (x, y)€R X IR, y=2 est une équation de la droite (4).
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Exercices 1) Trouver une équation de la droite (D,) de représentation
paramétrique :
fi:IR — RXIR tel que {x=5—21
t— (x, 5) y=3+4¢
2) Trouver une équation de la droite (D;) de représentation
paramétrique :
f,:R —= R>XIIR tel que {x=r
t — (x, ¥) y=2t-—3.
3) Tracer la droite (D,) de représentation paramétrique :
fi:R — RXR telque [x=3
t— (x,y) {y=7—15:.
) Trouver une équation de (D,).

Remarqgue. Inversement, pour trouver une représentation paramétrique d’une droite
donnée par une équation, il suffit d’en trouver un point et un vecteur directeur, puis
d’écrire la représentation paramétrique correspondante.

Exercice Soit (D) la droite d’équation 7x—4 y+3=0.
a) Montrer que (D) passe par A(—1; —1) et admet pour vecteur

— 4
directeur u ( )
7

En déduire une représentation paramétrique de la droite (D).

b) Trouver un autre point et un autre vecteur directeur de la droite

(D).

En déduire une autre représentation paramétrique de la droite (D).
¢) Probléeme 5. .
Soit (D) la droite d’équation : 5x—2y+1=0, et

(D’) la droite de représentation paramétrique :
fiR — RXIR
bi—w L2, = 1),

Quelle est Pintersection de (D) et de (D)?

Solution :

(D)N(D') est 'ensemble des points de
(D') qui appartiennent a (D).

Soit P un point quelconque de (D') et m
la valeur du paramétre correspondant a
P. Les coordonnées de P sont :

(2m+5, —m+1).

(D)
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P appartient 2 (D) si ses coordonnées vérifient I’équation :
(x, ERXR, 5x—2y+4+1=0
et seulement dans ce cas.
Remplagons x et y par 2m+5 et —m+1. On obtient :
5(Zm=+5)=2(—m+1)+4+1=0
c’est-a-dire :
12m+24=0
ou encore :

m= —2,
L'unique point de (D') qui appartient a (D) est le point correspondant a la valeur
— 2 du paramétre.

On a f(—=2)=(1,; 3).

Conclusion : (D) et (D') sont sécantes; leur point d’intersection est le point de
coordonnées (1; 3).

Remarque 1. Comment aurait-on procédé si les deux droites avaient été données
par des équations? _
On remarquera que les calculs sont plus simples lorsque 'on a :

— une équation de l'une des droites;
— une représentation paramétrique de 'autre droite.

_Remargue 2. Pour étudier I'intersection de deux droites données par des représen-
tations paramétriques, la méthode la plus simple consiste & se ramener au probléme
précédent en commengant par déterminer une équation de I'une des droites.

Exercices 1) Etudier Pintersection de la droite (D) d’équation :
: x+3y—1=0
et de la droite (D') de représcntation paramétrique :

fiR— RXIR
t— (x, )

Faire une figure.
2) On considére la droite (D) d’équation x—2 y—1=0 et la droite
(D') de représentation paramétrique :
f:R — RXIR
t — (41—15; 214 4).
a) Soit P un point quelconque de (D') et m la valeur du parametre
correspondant a P.

Exprimer, a I'aide de m, les coordonnées de P. _
Montrer que les coordonnées de P ne vérifient pas I'équation de (D).
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b) Quelle est P'intersection de (D) et (D')?
3) On considére la droite (D) d’équation 2 x+ y+ 3 =0 et la droite
(D') de représentation paramétrique :
Fi R — RXIR
t— (1—1¢21t—35).

a) Soit P un point quelconque de (D’) et m la valeur du paramétre
correspondant a P.
Exprimer 4 'aide de m les coordonnées de P.
Montrer que les coordonnées de P vérifient ’équation de (D).
b) Que peut-on dire de (D) et (D)?
4) Quelle est I'intersection des droites (A) et (A") données par les
représentations paramétriques f et g telles que :

f()y=@3t+5, t+3);

g(=0+2;2t4+7)7

3 Equations d’un cercle

1) Définitions
a) Rappels.
" Soit A un point du plan et r un nombre réel strictement positif.

Le cercle de centre A et de rayon r est
I'ensemble des points M du plan tels
que :

d(A M)=r.

Notation : C(A. r) désigne le cercle de centre A et de rayon r.

L
K Vocabulaire :

e [KL] est une corde.
e [AD] est un rayon.
e [1J] est un diamétre.

e M est tel que d(A, M)<<r; c’est un
point intérieur au cercle.

e N est tel que d(A, N)>r; c'est un
point extérieur au cercle.
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Convention ; Par abus de langage, on appelle «rayon» d’un cercle de centre A

passant par B, a la fois le segment [AB] et la longueur AB de ce segment. Il n’y a,
en pratique, aucun risque de confusion.

b) ‘l:(}qmmeﬂt exprimer a 'aide du produit scalaire appartenance d’un point a un
cercle?

Soit A un point du plan et r un nombre réel strictement positif.
M représente un point quelconque du plan.

Probléme. Exprimer a I'aide du produit
scalaire la condition :

Me C(A, r).

MeC(A, r) {signifie que) d(A M)=r

Comme, pour tout point M du plan, d (A, M)=>0, on a :

MeC(A, 1) équivaut a d*(A, M)=1r?
c’est-a-dire ;

MeC(A, r) { équivauta ) AM’=r%
Conclusion

Pour tout point M du plan,

MeC(A, r) =2

2) Equations d’un cercle

Pour obtenir une équation d’un cercle donné, nous allons utiliser 'expression
analytique du produit scalaire dans une base. Nous supposons donc toujours que le
plan est muni d’un repere orthonormeé.
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180

a) Exemple.
Dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J) on donne le point A (—1; 2).

Soit C le cercle de centre A et de rayon 3.
M (x, y) représente un point quelconque du plan.

Quelle condition doivent vérifier les
coordonnées de M pour que ce point
appartienne au cercle C?

1
o |

=

{

D’aprés le théoréme précédent :
MeC {\, équivauta by AMZ=9,
Xt I)
y—=2f

Dans la base (Ef, OF), AM a pour coordonnées (

D’ot :

AM?*= AM - AM
=(x+1)*+(y—2)°
=x+ y’+2x—4y+5.

Par conséquent :

MeC x>+ y*+2x—4y+5=9
MeC P+ P 42x—4y—4a=0.

Dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J), un point M (x, y) appartient au
cercle C si ses coordonnées vérifient I’équation :

(x, ERXR, x*+y*4+2x—4y—4=0
et seulement dans ce cas.
On dit que : x>+ y*+2x—4y—4=0 est une équation du cercle C

ou encore .

: 4 22
Le point P(E-?) appartient-il au cercle C? et le point Q(2; 1)?

Quels sont les points C qui ont pour abscisse —4? qui ont pour ordonnée

2(14V2)

Les coordonnées de A vérifient-elles 1'équation ci-dessus?

Scanned by CamScanner



6/ Droites et cercles

b) Cas général.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
Soit A (a, b) un point du plan et r un nombre réel strictement positif.
Recherchons une équation du cercle C(A, r).

M (x, y) représente un point quelconque

du plan.
i —_— XxX—a
- AM a pour coordonnées ( )
y—2b
7 D’ou :
AM?=(x—a)’+(y— b)~.
o I

On sait que :
MeC(A, r) <{ équivauta AM?=r?
c’est-a-dire :

meea n (lauvaua) (x=ai+(y=br=r

ou encore .
MeC(A, r) { équivauta (x—a)*+(y— b)Y —r’=0:

Ainsi, le plan étant muni d’un repere (O, I, J), un point M(x, y) appartient au
cercle C(A, r) si ses coordonnées vérifient I'équation :

(x, YERXIR, (x—a+(y— b} —r*=0

et seulement dans ce cas.

On dit que cette équation est une équation du cercle C(A, r).

En développant et en ordonnant le premier membre, on peut I'écrire sous la forme
équivalente :

(x, ERXR, x*+y*—2ax—2by+ SRl [P Rl
—2a, —2 bet a®+ b*— r* sont des nombres réels connus. Cette équation est de la

forme :
| (x, y)ERXR, x>+ y*+px+qy+1=0

ot p, q et ! sont des nombres réels.
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Conclusion

—

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J), tout cercle admet une
€quation de la forme :

(x, VERXR, xX*+y*+px+qgy+{=0

ou p, g et ! sont des nombres réels.

Remarques. Soit un cercle C d’équation :
(E) (x, YJERXR, x*+y*+ax+By+vy=0.

1) Toute équation équivalente 3 (E) est encore une équation de C Cependant, on
démontre et nous admettrons que € admet une et une seule équation du type €tudié.
On dira que (E) est [ﬂ‘e’quarion normalisée de C.

2) Sur ’équation normalisée ( E), il est facile de retrouver les coordonnées (a, &) du
centre de C En effet, on a : '

a=—2a et B=—2b

c'est-a-dire ;
led p
a=—=— et b= ——-
2 2
Exercice Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

a) Trouver une équation du cercle de centre A (1; 2) et de rayon 5.
b) Trouver une équation du cercle de centre O et de rayon 2.

¢) Soit r un nombre réel strictement positif. Trouver une équation du
cercle de centre O et de rayon r.

3) Ensemble des points dont les coordonnées vérifient :
X+ y'+px+qy+1=0

Dans tout ce paragraphe, le plan est muni d’un repére orthonormé (O, A, B).

a) Exemple 1.
Trouver I'ensemble S des points dent les coordonnées sont solutions de I'équation :

(E) (x y)eRXMR, x>+ y*—6x+10y+35=0.
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Scanned by CamScanner



6/Droites et cercles .

Solution :
Transformons 1'équation (E).

(E) x*+y'—6x+10y+35=0

X2=6x+y*+10y+35=0 x*— 6 x est le début du développement
de (x—3)>
On a:

x*—6x=(x—3)P—09.
De méme :
y*+10y=(y+5)*—25.

(x—3P—94+(y+5)—254+35=0
(x—3+(y+5)+1=0

(E) (x—3)%+(y+5)72=—1 (E) et (E’) sont équivalentes.

Pour tout couple (x, y) de R><[R on a:
(x—3>0 et (y+5)°=0,

Par conséquent, il n’existe aucun couple de IR X IR vérifiant (E").
Dans R X IR, I’ensemble des solutions de (E) est vide.

Conclusion : §=¢.

Remarque. Pour transformer I'équation (E) nous utilisons une méthode inspirée de
celle permettant de trouver la forme canonique d’un polynéme du second degré
(voir algébre page 157).

Quelle est la forme canonique du polynome X2—6 X7 du polynéme X?+10 X?

b) Exemple 2.

Trouver 'ensemble § des points du plan dont les coordonnées vérifient I’équation :

6 8
(E) (x y)eRXIR, x2+y2+g x+-§ y+1=0.

Transformons, comme précédemment, I’équation (E).

6 8
x2+y2+-5—x+-5'}’+1=0 On a:
x2+6 (x+3)2 :
— i — s
5 5 25
2+§ _( +i)2 16
¥ 5}’—'}’ 5 35
3\ 9 4)2 16
Sl s -) ——41=0
(x"'s) 25+(”+5 25T
3 2 4 2
(E") (x+§) +(y+-5-) =0 (E') est équivalente a (E).
M (x, y) représente un point quelconque du plan.
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; 3 4
Soit I le puint de coordonnées (—g. —g)
On a:
3
x+-=
() dou BE=(x+2) +(y+3)
d'oll IM*= = 2 e
) meesd) 4 o43)
¥
L'ensemble & est donc I’ensemble des points du plan vérifiant 1'équation :
Meyg, TM*=0.
Or, on sait que : B+
“E||=D ( équivauta » u=0.
L’équation M€, IM*=0 a une seule
solution : le point I : !
0 A
Conclusion : §={I}.
e 4
I

Remarque. L’ensemble S des couples solutions de (E) est I'ensemble des couples de
coordonnées des points de S, donc :

3 4
S_{(_E' _E)}'
¢) Exemple 3.

Trouver ’ensemble & des points du plan dont les coordonnées vérifient I’équation :
(E) (x, ERXR, xX*+y*—2x+4y—11=0.

Solution.
En utilisant le procédé indiqué dans les exemples 1 et 2, montrer que (E) est

équivalente a :

(E) (x )eRXR, (x—1)'+(y+27*=16. ,
Dans le plan 4, 'ensemble & est aussi I’ensemble des points dont les coordonnées
vérifient (E’). Pourquoi?

M (x, y) représente un point quelconque du plan.
Soit I le point de cooerdonnées (1, —2).

On a:

. fx—1 =
M (’: ) d'ot IMP=(x—1)*+(y+2)
y+2
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L'ensemble S est donc 'ensemble des points vérifiant I'équation :
MeJ, TM? = 42,

On sait que cet ensemble est le cercle de centre I et de rayon 4.

Conclusion : 8= C(I, 4).

A l'aide de la représentation graphique
ci-contre, trouver des valeurs approchées
C(I, 4) de quatie solutions de I’équation (E).

d) Cas général.
Etant donné trois nombres réels p, ¢ et [, soit S 'ensemble des points du plan dont
les coordonnées vérifient I’équation :

(E) (x, y)eRXR, x*+y'+px+qy+i=0.
La méthode exposée dans les exemples précédents permet de déterminer la nature
de &
Nous admettrons que les seuls résultats possibles sont les suivants :
o §=;
e S est un ensemble 4 un élément;

e S est un cercle.

Exercice Le plan est muni d’un repere orthonormé (O, A, B).
Quel est I’ensemble des points du plan dont les coordonnées

vérifient :
a) x*+ y*=2x—2y—7=0;
5 29
b) X+ Y+ x—2 y+—=0;
) x*+y +x 5 y+16 y
c) X*+y*+4x+6=07
185
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4) Diverses déterminations d'un cercle

Un cercle €7 peut dtre détorming de diverses fagons,
Eudions, dany chaucun des enn, comment obtenir le plus simplement possible une

dquation de ()

a) Cerele défind par un dinmétre,

Soit A et 8 deux points distinets de o,
" lo cercle de dinmetre | A B,

On sait que, pour tout point M du plan :

—— —

Me e quivauts ) AM -BM =0,

Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, 1, J) soit («,, a,) les coordonnées de
A, (b, by) celles de B
M (x, y) représente un point quelconque du plan.

Ona:
A ("“‘”) i (x“"”)
y—é, y—by
AM BM = (x—a,)(x— b))+ (y—a,) (y — b,).

Me(’ <équiw-mt 51_> (x—a)(x—b)+(y—a,)(y—b)=0.

L'équation :
(x, JERXIR, (x—a)(x—=b)4(y—a,)(y—b)=0
est une équation du cercle €

Exercice Dans le plan muni du repere orthonormé (O, 1, J) on donne les points

A0, —2) et B(2;1).

(
g a) M(x, y) représente un point quelconque du plan, Exprimer a
; I'nide des coordonnées de A, B et M le produit scalaire AM - BM.

/

b) En déduire une équation du cercle de diamétre [AB].

86
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b) Cercle défini par son centre et I’'un de ses points.

Soit A et P deux points distincts de 7.

On sait qu'il existe un cercle C et un seul de centre A et passant par P. Le rayon de
ce cercle est AP.

Pour tout point M du plan :

Me C {équivauta ) AM?= AP

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 1, J). On peut trouver une équation
du cercle Cen calculant d’abord le rayon AP puis en utilisant la méthode générale.

On peut cependant procéder autrement, comme nous allons le voir sur I'exemple
suivant :

Exemple
Trouver une équation du cercle C de centre A (—3, —2) passant par P (0, —1).

Nous pouvons, a priori, écrire Péquation cherchée sous la forme :
x*4y*+ px+qy+1=0

p est le produit de —7 et de I'abscisse du centre A. D’ou p=6.
g est le produit de — 2 et de I'ordonnée du centre A. D’ou g =4.

L’équation cherchée est donc de la forme :

24+ y?+6x+4y+1=0
Il reste a déterminer [
On sait que P est un point du cercle C.

Ses coordonnées vérifient I’équation de C

On a donc :
Uz+(-—1)2+6>(0+4>((-—1)+f=0
—341=0
=13

Ainsi une équation du cercle C est:

2+ y+6x+4y+3=0.
187
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| Exercice ! Trouver une équation du cercle
/-—\ +7 ‘&
de centre A(——a—)
i : c 2’3 passant
R I par P(4; 6).
P

X
A

Remarque. On considére 1'équation :
(E) (x, y)ERXR, x*+ y*+ px+qgy+1=0.

— Si ’ensemble des points du plan dont les coordonnées sont solutions de (E) est

un ensemble 3 un €lément, 'unique solution de (E) est (-g —g)
; - : . . : p 4
— Si 'on connait une solution (., B) de I'équation (E) et si (o, B)+# (—5. —5)

on peut en déduire que (E) est I'équation normalisée d'un cercle.

Ce cercle a pour centre A (—Epr —g) et il passe par B(a, B).

Application : (x, y)€eRXR, x*+ y*—4x+3y=0 est une équation de cercle.

Pourquoi?

Préciser le centre et un point de ce cercle.

Quel est son rayon?

Exercice | a) Montrer que (2; 2) est une solution de I'équation :
(x, JERXIR, ¥+ y’—dx—6y+12=0.

b) Quel est I'ensemble des points du plan dont les coordonnées
vérifient cette équation?
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c) Cercle passant par trois peints non alignés.

Rappel : 1l existe un cercle et un seul passant par trois points non alignés donnés.

\ B

N\

Etant donné trois points non alignés A,

B et C, le cercle passant par ces trois

points a pour centre le point de concours
C I des médiatrices des segments [AB],

[BC] et [AC].

Pourquoi?

Son rayon est IA.

Supposons le plan muni d’un repére orthonormé (O, D, E). Pour trouver une
équation du cercle C on pourra commencer par :

— rechercher des équations des médiatrices des segments [AB] et [BC];

— rechercher les coordonnées de leur point d’intersection I

11 est alors facile de trouver une équation de C car on en connait le centre I et un
point (A, par exemple).

Une autre méthode permettant de trouver une équation d’un cercle déterminé par
trois points sera vue dans le chapitre 8 d’algebre (page 278).

Exercice Dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J), on donne les
points :
A(7; —11), B(—17;3), C(11; —3).
a) Vérifier que A, B et C ne sont pas alignés.

b) Trouver une équation du cercle passant par A, B et C.

4 Introduction a la géométrie analytique

a) Lorsque les données d’un probléeme de géométric (points, vecteurs, droites,
cercles...) sont déterminées par des coordonnées ou des équations dans un repére, la
résolution de ce probléme peut souvent se ramener a des calculs dans R ou des
transformations d’équations et de systémes dans R X R. _

On dit qu’il s’agit d’un probleme de géométrie analytique. On aura soin, toutefois,

d’utiliser les propriétés géométriques de la situation étudiée pour abréger les calculs.
189
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Exemple
Dans le plan muni d’un

repére orthonormé (O, I, J), on donne les points :

A(—9;13); B(%- 3); C(E-E)

3 3

a) Montrer que A, B et C ne sont pas alignés.
b) Montrer que le cercle € passant par A, B et C passe aussi par le point O.

Solution.
Construisons la figure.

Sur la figure, il «sembles que
(AC) L (BC).

& Autrement dit, le cercle C serait le cercle
de diamétre [ AB].
Nous allons :

— démontrer qu’il en est effectivement
ainsi;

— utiliser cette remarque pour résoudre
le probléme posé.

Calculons le produit scalaire AC - BC.

35 5
3

AC BC
5 35
3 3

— 35 5\ 5 35
AE‘-BC=—-><(-——)+—><—
3 3/ '3
= 0.

Ainsi, AC et BC sont deux vecteurs non nuls et orthogonaux.

Nous en déduisons que :

— A, B et C ne sont pas alignés (pourquoi?);
— le cercle de diamétre [ AB] passe par C; autrement dit, le cercle C est le cercle de

diameétre [AB].
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Démontrer que O appartient au cercle C revient a démontrer que le produit scalaire
OA - OB est nul.

S 1
=0.

—

Conclusion : O est un point de C.

" b) A linverse, pour résoudre un probléme de géométrie dans lequel aucun repere
n'est précisé, nous pourrons utiliser la «méthode analytique» qui peut étre
schématisée de la fagon suivante :

J sy TRADUCTION RXR

d’un repere

choix
d’un repére

situation ’ calculs

dans 7 _ dans R X R
résultat
dans 7 TRADUCTION RXIR

Les différentes étapes de la méthode :

— analyse de la situation propos€e, et choix d’un repére dans lequel les données du

probléme s’expriment de facon simple;
— calculs dans IR, transformations d’équations dans R><[R... en vue de la

résolution du probleme posé;
— interprétation géométrique des résultats numériques obtenus.

Exemple
Nous allons, a 'aide de cette méthode, redémontrer un résultat bien connu :
les médianes d’un triangle sont concourantes.

1. Analyse de la situation: choix d’un repére.

Désignons par A, B et C les sommets du triangle et par:
A’ le milieu du coté [ BC];
B’ le milieu du coté [AC];

C’ le milieu du cété [AB].
191
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vecteur directeur :

On obtient de méme

Le systeme (x, y)elR X IR [

e

Pour résoudre ce probléeme noys
n’aurons besoin ni de calculer des djs-
tances, ni d'utiliser le produit scalaire,

Nous pouvons choisir un repére non
orthonormé.

D’autre part, nous choisirons un repére
dans lequel les coordonnées des points
A, B, C, A’, B’, C' s’expriment de fagon
simple.

Par hypothése, ABC est un triangle. Les trois points A, B et C sont non alignés,
Nous choisirons le triplet (A, B, C) comme repére.

2. Traduction des données dans IR > [R.
Dans le repere (A, B, C), on a :

— coordonnées de A : (0; 0);
— coordonnées de B : (1; 0);
— coordonnées de C : (0; 1).

. - - . 11
Le point A’ est le milieu de [ BC]. Vérifier que ses coordonnées sont (5 5)

On obtient de méme | les coordonnées de B’ : ({), 5),

1

1
les coordonnées de C’ : (5 0) .

—

AA’

3. Calculs dans IR X IR.

x—y=0

Le vérifier.

x+2y—1=0

La médiane relative au sommet A est la droite (AA’) passant par A (0;0) et de

I
2
1

2

Vérifier que (E,) x— y=0 est une équation de (AA).

une équation de (BB') : (E,) x+2y—1=0;
une équation de (CC') : (E,) 2x+y—1=0.

Montrer que If:s dr(_)itcs (AA’), (BB') et (CC’) sont concourantes revient 4 montrer
que les trois équations (E,), (E,) et (E;) admettent une solution commune.

i |

admet comme unique solution (5' 5) .
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1 4
(3- 5) est aussi une solution de (E,). En effet, on a:

1 1
X =-4=-—=1=0.
3 * 3
Ainsi, les équations (E,), (E,) et (E,) admettent une unique solution commune, le
11
couple { =+ =]
P (3 3)
4. Traduction géométrique.

Il existe un unique point du plan dont les coordonnées vérifient a la fois les
équations de (AA’), (BB') et (CC’).
Ces trois droites sont concourantes.

193
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E

Xercices

1 (1). Le plan est muni d'un repére (Q, [ J).
Dans chacun des cas suivants, trouver une
équation de la droite (D) :

a) (D) est la droite passant par A(3; 4) et
1
B(——; —3);
2
1
b) (D) est la droite passant par C(E. ) et de

= f 2
vecteur directeur u ( 4):

c) (D) est la droite passant par K(—2; 2) et
paralléle & la droite passant par £(1; — 1) et
par F(4; —2);

d) (D) est la droite passant par G{—1; 1) et
paralléle & la droite d'équation x — 2y +7=0;

e) (D) est la droite passant par H{—2, — 1) et
concourante avec les droites (4;) et {A,)
d'équations respectives :

2x—By+3=0 et 4x+6y—5=0..
Faire une figure dans chacun des cas.

2 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-

narmeé (O, [, J).
Dans chacun des cas suivants, trouver une
équation de la droite (D) :

3
a) (D) est la droite passant par A(-z-.z) et
orthogonale & la droite d'équation ;

x+2y—3=0,
3
b) (D) est la droite passant par B (_E 3) et

5
orthogonale a la droite passant par C(E, 5) et

()

c) (D) est la meédiatrice de [EF), E et F étant
les points de coordonnées respectives

(=3) =)

3 (1). Dans le plan & muni d'un repére
(O, 1 J), on considére les points A(—2; —2):
8(2; —2); C(—3; 1).

Soit C' le milieu de [AB], A’ le milieu de [BC).
Montrer gue les droites (AA') et (CC’) sont
orthogonales,

4 (1). Dans le plan muni d'un repére ortho-
normé (O, I J), on donne les droites (D), (D,),
(Dy) et (D,) d'équations respectives :

y=2x+4+1, —9x+6y+7=0;
x—2 4
: XL away— 1=

a) Faire une figure,

b) Parmi les propositions suivantes, trouver
celles qui sont vraies :

(D) L (D5); (D) L(D3); (D)) LD,
':DzlJ—[D:;:': (DEJ—L(DA}i l’Dﬂ-‘-{Dq}-

5 {1). Le plan est muni d'un repére cortho-
normeé (O { J).

- (2
On donne A(2;2) et u (1) et on appelle (E)

I'ensemble des points M du plan tels que :
AM -t =5,
a} Soit M(x, y) un point quelcongue du plan.

Exprimer, & l'aide des coordonnées de A, M et
u le produit scalaire AM -uv.

b) Trouver une équation de I'ensemble (E).
Reconnaitre cet ensemble,

6 (1). Dans le plan muni d'un repére (O, 1, J),
on donne les points :

A(E, %)1 8(—%‘2); C{—1;, —1), D{1; —2).

a) ngt M({x, ¥) un point quelconque du plan.
Exprimer, & I'aide des coordonnées de M, A, B,
C et D les produits scalaires :

MA-AB et MC-CD.

b) Quel est I'ensemble des points M du plan
tels que :

MA -AB =MC -TD?

7 (1). Dans le plan muni d'un repére (O, I, J),
on considére trois ensembles (E), (F) et (G)
définis par :

e (E) est I'ensemble des points du plan dont
les coordonnées sont solutions de I'équation :

(¥, Y)eR xR, y=x-+1;

e (F)est I'ensemble des points du plan dont les
coordonnées sont solutions de I'équation

x?—1

x—1"

(¥, Y)EMRXIR, y=

194
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e (G) est I'ensemble des points du plan dont
les coordonnées sont solutions de I'équation :

(x, YJERXMR, (x—1)y=x2—1.
F{eprésentgr a l'aide de trois couleurs différen-
tes les trois ensembles (E), (F) et (G).

\,' 8 (1}.. Le plan est muni d'un repére ortho-
{1, normé (O, A B).

a) Construire, a [|'aide d'un rapporteur, la

s;gi!e passant par O et de coefficient directeur

b) Construire, a l'aide d'un rapporteur, la
droite passant par A(1, — 1) et de coefficient
directeur — V3.

¢) La droite d'équation y =2 x coupe le demi-
cercle trigonométrique en un point . Détermi-
ner a l'aide d'une table trigonométrique une
valeur approchée a 1 unité prés de la mesure

en degrés de l'angle AOK. Véritier a I'aide d'un
rapporteur,

9 (1)

it I.} .—‘jl';.:; I

R

.|.....

1]

T

1

i
-

|1y
Pt
SE . i1
e

"']"—

1

N

BN A

11

o

:§|_._

i

Déterminer graphiquement le coefficient direc-
teur et I'ordonnée a l'origine, dans le repére
(O, I, J), de chacune des droites (D,) a (D)
représentées ci-dessus.
En deéduire sans calculs une équation de
chacune de ces droites.

1”10 (1). Le plan est muni d’un repere (O, I, J).
1) a) Développer (2x+y —3)%
'b) L'équation :
(x, yJER < IR,
4x?+4xy+y*—12x—6y+9=0

est une équation de la droite passant par
A(1; 1) et B(2; —1). Pourquoi? 3

2) a) Développer (x+y)(x+2y—1). /
b) On donne les points :

C(—1;1); D(1;0); E(2; —2); F(3, —3)
1
e . o).
5(2. 2). H(5; )

Vérifier que les points C, D, E, F, G et H
appartiennent 4 I'ensemble § des points du
plan dont les coordonnées sont solutions de
I'équation :

(x, YJERXR, x2+3xy+2y*—x—y=0.
c) Quel est I'ensemble §?
11 (2). Le plan est muni d'un repere (O, J, J).

Dans chacun des cas suivants, trouver une
représentation parameétrique de la droite (D).

a) (D) est la droite passant par A(0; 2) et de

5143
vecteur directeur u ( 5):

b) (D) est la droite passant par 8(V2, 1+ V?2)
et C(V2+2, —3+V2);

12
¢) (D) est la droite passant par E(Eog) et
paralléle a la droite d'équation :

2x+3y—4=0
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7 3
d) (D) est la droite passant par F(g.-s-) et

paralléle & la droite (A) admettant la représen-
tation paramétrique :

F:IR— RxIR
t — (_2_!—3;§_t+4}.

12 (2). Dans le plan muni d'un repére (O, 1. J),
on donne les points A(—2; 1) et B(3; —4).

a) Trouver une représentation paramétrique de
la droite {AB).

b) Déterminer |'ordonnee du point C d'abs-
cisse 1 de la droite (AB).

c) Le point D(1; —2) est-il un point de la
droite {AB}? et le point E(2;: —4)7

d) Trouver les coordonnées du point de la
droite (AB) dont I'abscisse est égale a
I'ordonnée.

13 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (Q, 1 J).

a) Trouver une représentation paramétrique de
la droite (D) passant par A(2; 4) et dont un
vecteur directeur est orthogonal au vecteur

7 ()

b) Trouver une représentation paramétrique de
la médiatrice du segment d'extrémités :

5 1
B(-——. 1) et c(a. ——)-
2 2
14 (2). Le p_lag est muni d'un repére (O, | .
On appelle (7, ) la base de U associée a ce

repére.
Soit A le point de coordonnées (1; —3).

a) Trouver une équation de la droite passant
par A et paralléle a {O).

b) Trouver une représentation paramétrique de
la droite passant par A et paralléle a4 (OJ).

¢) Trouver une représentation paramétrique de
la droite passant par A et de vecteur directeur
I,

15 (2). Dans le plan muni d'un repére {0, /, J),

on donne la droite (D) d’équation :
S3x+y—3=0.

a) Trouver les coordonnées du point de (D)

7
d'abscisse —.
3

b) Existe-t-il un vecteur directeur de (D) tel
que la premiére composante de son couple de
coordonneées soit — 47

c)_ Peut-on trouver une représentation paramé-
Ltrlque de la droite (D) de la forme :

F-R— RXR
7
t — (—4r+§~£t+b)?

16 (2). Le plan est muni d'un repere (O, /, J).
Soit (D) et (D) les droites admettant respecti-
vement pour représentations parametriques :

fR— R>xXIR
1 f+? 1 :
‘ (_E 22 )
g: R — Rx<IR
3
t — (—3!‘--—- --—t+1)-
2
a) Faire une figure en indiquant les points A,
B, A', B" tels que :
e A et B ont pour coordonnées f(0) et f(1);
e A'et B' ont pour coordonnées g (0) et g(1).

3
b) Soit G le point de coordonnées (E 2)-

Montrer que G appartient 4 la droite {D).
Quel est I'antécédent du couple de coordon-
nées de G par f?

Montrer que G appartient & la droite (D).
Quel est I'antécédent du couple de coordon-
nées de G par g?

17 (2). Le plan est munid'un repére (O, I J).
Dans chacun des cas suivants, étudier la
position relative de (D) et (D) et donner les
coordonnées de leur point d'intersection lors-
gue (D) et (D) sont sécantes :

a) (D) a pour equation 4 x—y-+4=0.
9
{D’) a pour équation x+3 y+§=0.

b) {D} a pour équation x+V2y—V3=0.
V3 VB
(D) a pour éqguaticn T X-!-T y+1=0,
c) (D) a pour équation y=V2x+4.
(D’) a pour représentation paramétrique :
IR — RxIR

t — (% t—2v72, r)-

d) (D) a pour équation 7x—6y+3=0.
(D'} a pour représentation paramétrique :

R — RXR
7 3
b (2041 =t4=].
e igeg)
€} (D) a pour représentation paramétrique :
'R — RXR
t — (5r+1, —2:+§).
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(D') a pour représentation paramétrique :
g:R— RXIR

t+1
t —» (8!—1,—-:4)~

f) (D) a pour représentation paramétrique :

f'R— RXIR
t — (05t—1; 1,75t —10,25).

(D') a pour représentation paramétrique :
g R— RXR

t — (—2\/§r+§- —7v’E_r+2)-
Faire une figure dans chacun des cas.
18 (2). Dans le plan muni d'un repére (O, [, J)
A(—3; —2); s(—l' — 1);
2

on donne les quatre points :
7 3
Cl—=-y —=;
(= ~3)
D (2; 0).

a) Trouver une représentation paramétrique de
la droite (AB).

b) Montrer que A, B, C et D sont alignés.
En déduire trois autres représentations para-
meétrigues de la droite (AB).

19 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).
a) Trouver une représentation parametrique de
la droite (D) d'équation :

Ax—4y+7=0.
b) Trouver une équation de la droite (D)
admettant la représentation paramétrique :

f:IR— RXR
t — (X, ¥)

x=2t+3

tel que
9 [y:—df—i

20 (2). Le plan est muni d'un repere (O, I, J).
Soit 8 et b deux nombres réels.

a) Trouver une équation de la droite (D)
admettant la représentation paramétrique :

f:R — RXR
t — (t Bt+b).

b) Quelles sont les droites du plan qui admet-
tent une représentation paramétrique de la
forme précédente?

21 {2). Le plan 4 est muni d'un repére
(O 1 J).

Soit (D) la droite admettant pour représenta-
tion paramétrique :

f:R — RXR
t— (2143, t+2).

Montrer que (D) est incluse dans I'ensemble
des points du plan dont les coerdonnées sont
solutions de I'équation :

(x, YJERXR, x*—4y*+4y—1=0..
22 (2). Soit p, g, r et s quatre nombres réels
tels que (r, s)# (0, 0).

Soit (D) la droite admettant la représentation
paramétrique :

f'R— RXR
t — (x, ¥)

x=rt+p

y=st+4q

Les applications g et h de R dans RXIR
telles que :

g(t}:}—rt+p. —st+q);
hit)y={(r+p)t+p, (s+q)t+q)

sont-elles aussi des représentations parametri-
ques de (D)? -

tel que {

23 (3). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, |, J).
Trouver une équation :

a) du cercle G, de centre O et de rayon 5;

b) du cercle C, de centre A(3; — 1) et de rayon
4,

¢) du cercle C, de centre B(2; 4) et de rayon 2;

d) du cercle C, de centre C{—3; —4) et de
rayon 1.

24 (3). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (O, [ J).
Dans chacun des cas suivants, déterminer
'ensemble & des points du plan dont les
coordonnées sont solutions de ['éguation
indiquée :
a) (x, y)eRxXIR,

X2+ y?P—ax+2y+1=0;
b) (x, YJeR X IR,

x°+y?—4x—=2y+9=0;

c) (X,;}ETRKP.
4x*+4y?48x—4y+5=0;

d) (x, y)eRXIR,
3(x2+y)+2x+4y+1=0;

e) (x, y)eR X R,
(x+2y—12+@2x—y+2P=4

Faire une figure dans chacun des cas ou §
n'est pas vide.

25 (3). Le plan est muni d'un repere ortho-
normé (O, I, J).
1) Trouver une équation :

a) du cercle ¢, de centre O et passant par
A(1; 3);
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—

b) du cercle G, de centre A(1; 3) et passant
par O; ;

3 1
¢) du cercle G, de centre B(E: _E) et pas-

sant par C(1; 1).

2) Calculer le rayon de chacun des cercles C,,
G, et Ca.

26 (3). Dans le plan muni d'un repére ortho-
normé (O, |, J), on donne les points A(3; 0) et
B(0; —2).

Trouver une équation du cercle C, de centre A
passant par O.

Trouver une équation du cercle €, de centre B
passant par O.

Trouver une équation du cercle C; de diamétre
AB].

Leplésenter C,, G5, G4 sur un méme dessin.
Donner les coordonnées :

— d'un point de C, autre que O;
— d'un point de C; autre gue O;
— d'un point de G, autre que A et B.

27 (3). Dans le plan muni d'un repére ortho-
normé (O, I J) on donne les pagints :

3 3
A(—.—) et B(—1;0).
2 2

g
Soit C le cercle de centre A et de rayon >’ Cle

cercle de centre B et de rayon 4.

a) Faire une figure. Quel est le nombre de
points d’intersection de € et €7 (On ne
demande pas de justifier le résultat énoncé.)

b) Choisir quatre points C, D, E, F tels que
[CD] soit un diameétre de C et [EF] un diamétre
de ',

c) Montrer que I'ensemble des points M du
plan tels que :

MC -MD = ME - MF

est une droite (D), passant par deux points
remarquables.

28 (3). Dans le plan muni d'un repére ortho-
normé (O, / J), on donne les points :

A(3; —1) et B(2; —4).

a) Soit M(x, y) un point quelconque du plan.
Exprimer a |'aide des coordonnées de A, B et
M le nombre réel ;

MA? + MB2,

b) Détqrminer une équation de I'ensemble (&)
des points M du plan tels que :

MA? 4 MB? =55,
Reconnaitre cet ensemble.

13 1 ;
¢) Le point C(?ﬁ) appartient-il & (£)? et le
1
int D ——» —'2)')
poin ( 2

29 (3). Dans le plan muni d'un repére ortho-
normé (O, A B), on donne les cercles C,; et C,
d'équations :

x24+y?—8x+6y+5=0;

24 y2i42x—2y—7=0.

a) Constfuire C, et C,.

b) Déterminer graphiquement des valeurs
approchées des coordonnées des points
d'intersection de G, et C,. Pour I'un des points,
les valeurs trouvées sont des nombres entiers.
Soit P ce point. Vérifier par le calcul que P est
un point commun a C,; et C,.

¢) Soit H le projeté orthogonal du point P sur
la droite passant par les centres des deux
cercles, Trouver les coordonnées de H. En
déduire les coordonnées exactes du deuxicme
point d'intersection de C, et C,. Vérifier 4 l'aide
du résuitat obtenu & la question b).

20 (3). Dans le plan muni d'un repére ortho-
normeé (O, J, J), on donne les points :

1 71 57
A(v3) o33} )
2 2 2 2 2
a) Montrer que A, B et C ne sont pas alignés.

b) Déterminer des équations de chacune des
hauteurs du triangle ABC et les coordonnées
de 'orthocentre H de ce triangle.

¢} Soit C le cercle circonscrit au triangle ABC
et K son centre.

Trouver les coordonnées de K et une équation
de C

Montrer que le symétrique de H par rapport a
(AB) appartient au cercle C

31 (4). Dans le plan & on donne une droite
(AB) et un point € n'appartenant pas a (AB).

a) Trouver un repére du plan dans lequel la
droite (AB) a pour équation :

(x. Y)eR X IR,

b) Trouver un repére du plan dans lequel la
droite (AB) a pour équation :

(x, vJeRXR, y=0

c) Trouver un repére du plan dans lequel la
droite (AB) a pour équaltion :

(x, VJERXR, x+y—1=0.

x=0.

32 (4). Dans le plan & muni d'un repére
(O, 1 J), soit € I'ensemble des points dont les
coordonnées dans le repére (O, |, J) sont s0-
lutions de I'équation ;
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(x, Y )ERXR, x’+y?=4.
a) Reconnaitre I'ensemble C.
b) On donne les points :

(3 -%) @ o))

Calculer d (O, A), d{(O, B), OA.-OB.
En déduire que (O, A B) est un repére ortho-
normé de T.

¢) Trouver une équation de C dans le repére
(O, A B).

33 (4). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, [ J).
Soit Cle cercle de centre A (2; 3) et de rayon 4,

1) Trouver une équation du cercle C dans le
repére (O, I J).

2) Soit B et C les points du plan tels que :
AB=0I;: AC=0J.

Montrer que (A, B, C) est un repére ortho-
normeé de T.

3) Trouver une équation du cercle C dans le
repére (A B, C).

34 (4). On donne trois points non alignes A, B
et D et on choisit (A B, D) comme repére du
plan.

Soit E et F les points définis par :

=) AB. AF="7D.
2 4

a) Trouver une équation de chacune des droi-
tes (DE) et (BF).

b) Trouver les coordonnées du point d’inter-
section C de (DE) et (BF).

c) Montrer que les milieux des segments [AC],
[BD] et [EF] sont alignés.

35 (4). On considére un triangle ABC et le
barycentre P des points pondérés (A —2),
(B, 1) et (C, 2).

Soit A’, B’ et C' les symétriques de P par
rapport aux milieux des segments [BC), [CA] et
[AB].

En utilisant la méthode analytique dans le plan
muni d'un repére convenablement choisi, mon-
trer que les droites (A4’), (BB’) et (CC’) sont
concourantes.

Problemes

36. Dans le plan muni d’'un repére orthonormé
(O, 1, v), on donne les droites (D), (D;) et (Da)
d'équations respectives :

3x—y—1=0; 7x4+3y+3=0,
5x—3y+1=0

a) Faire une figure et construire le triangle
ABC tel que :

¢ (D,) soit la droite (BC).

e (D) et (D,) soient respectivement les hau-
teurs issues de B et C.

b) Déterminer les coordonnées des points A, B
et C, et de I'orthocentre H du triangle ABC.

37. Le plan est muni d'un repére (O, | J).
1) On donne les points A{(—3; 2) et B(7; 5).

a) Déterminer la représentation paramétrique f
de la droite (AB) telle que f{0)=(—3; 2) et
f{(1)=(7; 5).

b) Soit kK un nombre réel quelconque et G le
barycentre de (A, 1—k) et (B, K).

Quelle est I'abscisse de G dans le repere (A, B)
de la droite (AB)?

En déduire que le couple de coordonnées de G
est I'image par f du nombre réel k.

2) On donne les points C(3; —1) et D(7: 1).
Soit t un nombre réel quelconque et M le
barycentre de (C, 1—1t) et (D, t).

a) Exprimer en fonction de t le couple de
coordonnées du point M.

b) Reconnaitre I'application qui, a tout nombre
réel t associe le couple des coordonnées du
barycentre de (C, 1—t) et (D, 1).

38. Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O, A, B), on donne les points :
c(—1;0) 00, V3) C'(1:1);
V3o ¢ A3 1
f—24— ——+V3); K[1—— =)
o e o ) #(-%3)
a) Montrer que le triangle ACD est équilatéral.

b) Montrer que K et C' sont symeétriques par
rapport 4 la droite (AD). o
Montrer que K et A’ sont symetriques par

rapport & la droite (CD).

c) Trouver les coordonnées du point D’, symé-
trique de K par rapport a la droite (AC).

d) Montrer que les triangles ACD et A'C'D" ont
le méme centre de gravité.

e) Quelle est la position relative des droites
(AA"), (CC') et (DD)?

39. Le plan est muni d'un repére orthonormé

(G 1 J) _
Soit C et C' les ensembles de points du plan
dont les coordonnées veérifient respectivement

les équations !

e fgas =0
(E) (x, y)ERXR, x24yl—d4x—6y+9 =
(E)(x, y)ERXR, x2+y2—8x—4y+11=0.

e
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a) Montrer que C et ¢ sont des cercles dont
on précisera le centre et le rayon.
Faire un dessin,

b) Montrer que C et ¢’ sont sécants.
(Rappel : étant donné deux cercles C et ¢ de
centres respectifs / et I’ et de rayons respectifs

retr: 5 = )
C' et " sont sécants

equivaut a

[r=rl<d(, 1V<r+r')
c) Soit A et B les points d'intersection de C et
c.
Les couples de coordonnées des points A et B
sont des solutions de I'équation (£") obtenue
en faisant la différence membre 4 membre de
(E) et (E'). Pourquoi?
d) Ecrire et simplifier I'équation (E”). Quel est
I'ensemble des points du plan dont les coor-
données vérifient (E")?

40. Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O, 1 J), on donne les points :

a) Montrer que A, B et C ne sont pas alignés.

b) Montrer que O est 'orthocentre du triangle

ABC.

c) Soit P et P’ les points d'intersection de la

droite (AB) respectivement avec les droites

(Of) et (OJ).

Montrer que le cercle C de diamétre [PP’]

passe par le point O.

d) Soit G, le cercle de centre A, passant par O,
C, le cercle de centre B, passant par O.

Montrer que C C, et C, ont en commun un

deuxieme point O

Préciser les coordonnées du point O'.

41. Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O, I J), on donne les points :

;3 Bf—m —2): €51
A(=1;3); (“Z'“Z)' (5; 1)

a) Montrer que A, B et C ne sont pas alignés,

b) Montrer que O est I'orthocentre du triangle
ABC.

c) Déterminer les coordonnées :

— des points d'intersection P et P’ de la droite
(BC) respectivement avec (Of) et (OJ);
— des points d'intersection Q et Q' de la
droite (AC) respectivement avec (Qf) et (OJ);
— des points d'intersection A et A’ de la droite
{AB) respectivement avec (O/) et (QJ).

d) Montrer que les milieux respectifs A’, B’ et
C’' des segments [PP’], [QQ'] et [RR’] sont
alignés.

—

e) Soit C, le cercle passant par O, P et P’,
C, le cercle passant par O, Q et Q'
C, le cercle passant par O, A et R,

Déduire de la question d) que C,, C, et (, ont
en commun un point O' autre que O.

42. Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O [ J), on donne les points :

A(1:2) et B(7:2).

a) Déterminer les coordonnées du barycentre
C de (A 1) et (B, 2).
Déterminer les coordennées du barycentre D
de (A 1) et (B, —2).
b) On considére les cercles C et C' de diame-
tres respectifs [AB] et [CD). Soit K et L les

centres respectifs de C et €',
C et ' sont sécants; on appelle P et Q leurs
points d'intersection, P étant celui dont

I'ordonnée est positive.
Calculer KP2, LP2 KL2 Quelle est la nature du

triangle PKL?

¢) Quelles sont les tangentes en P et Q aux
cercles Cet C'?

d) Trouver une mesure en degrés de l'angle

PKL. En déduire une équation de la droite (KP).
Trouver de méme une equation de la droite
{LF).

e) Déterminer les coordonnees du point P,
puis les coordonnées du point Q.

43. Le plan est muni d’'un repére orthonorme
(O 1 J).

Soit A le point de coordonnées (— 1; 4) et Sy la
symétrie de centre A.

1) Soit M un point quelconque du plan et A
son image par S,. Montrer que :

OM'=20A —COM.
a) On donne les points P{1;2), Q(—1;2),

R (3: 3).
Trouver les coordonnées des points P', Q" et
R’, images respectives de P, Q et A par S,

b) On donne la dreite (D) d'équation :
x4+y—1=0.

Montrer que (D) passe par le point Q.
Trouver un vecteur directeur de (D).

Trouver un point et un vecteur directeur de la
droite (D') image de (D) par S,

Ecrire une équation de {D').

¢) Montrer que l'ensemble € des points du
plan dont les coordonnées sont solutions de
I'éguation :

(x, ERXR, x?+y2—2x—4y+1=0

est un cercle dont on précisera le centre et le

rayon.,
Quelle est I'image €' de € par 5,7
Trouver une équation de ¢
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o

44. On donne un point O et un vecteur u.
Soit t la translation de vecteur 4.

1) Soit M un point quelconque du plan et M’
son image par t; Montrer que :

OM'=0M +U.

2) On suppose que le plan est muni d'un
repére (O, I, J) d'origine O et que u_a pour
coordonnées (5; 2) dans la base (O, 0J).

a) On donne les points R(3; 1), S5(—1;4) et

T(—2; 3). Trouver les coordonnées des points .

R’, S' et T', images respectives de R, S et T
par t3.

b) Trouver une équation de la droite (RS) et
une équation de la droite (R'S’).

Montrer, de deux maniéres, que (RS) est
paralléle a (R'S’). :

45. On considére un point A et un vecteur u
tel que [[u]=1.

Soit M un point quelconque du plan et H son
projeté orthogonal sur la droite D(A u).

—

1) a) Montrer que A .U = AH
En déduire que AH =(AM -U)
b) Soit M’ le symétrique de M
droite D(A u). Montrer que !

AM'=27AH —

X

U

o <l

ar rapport a la

g

2) On suppose gue le plan est‘muni d'un
repére orthonormé (A, B, C) d'origine A: dans
la base associée a ce repere, u a pour coor-
3 4

données [ == ]"

(53)
a) Véritier que [[u]=1.
b) Soit (4) la droite d'équation x—-2_y+8=0.
Donner les coordonneées de deux points P et Q

distincts de (4). . , r
Trouver les coordonnées des points P et Q
symétriques de P et Q par rapport & P{A, u).
Trouver une équation de |2 droite (4'), symetri-

que de (4) par rapport a D(A u).

46. 1) On considére un cercle C de centre O
et de rayon r et un point A
Soit (D) une droite passant par A et sécante au
cercle C. On désigne par P, Q les points
d'intersection de (D) et de C.

a) Montrer que : AP -AQ = AO?=r%,
Indication : utiliser le point diamétralement
?gg?sé A P ou le projeté orthogonal de O sur
Cette égalité montre que le nombre réel
AP . A0 ne dépend pas de la sécante (D)
choisie. Ce nombre est appelé puissance du
point A par rapport au cercle C. On le note
pc(A).

On a : pour tout point A, PelA)=A0*—r=

b) Que peut-on dire de A si pe(A)y=07 si
pe(A)>07 si p.(A)<0?
2) Dans le plan muni d'un repere orthonormé

(O, I J), on considere le cercle {I) de centre
C(2; 3) et de rayon 2V2.

a) Trouver I'équation normalisée (E) du cercle

On'désigne par f(x, y) le premier membre de
cette équation. (E) s'écrit ainsi :

(E) (x, y)ER X IR, f(x, y)=0.

b) Soit A{a, b) un point quelconque du plan.
Montrer que l'expression de la puissance du
point A par rapport au cercle (") en fonction
des coordonnées de A et C, et du rayon de (N
est donnée par .

pun(A)=1(a, b).
¢) Soit (4) la droite d'équation :
x—3y+11=0
Soit K le point de coordonnées (4; 5).
Montrer que Ke(4) et Ke([l).
Soit L le deuxiéme point d'intersection de (4)

et (I).

Choisir un point E, de coordonnées simples,
sur (4). Exprimer de deux maniéres la puis-
sance de E par rapport a (I). En déduire les

coordonnées de L.
d) Soit (I"") le cercle d’équation :
x24 y2—10x—10y+41=0.

Quel est I'ensemble des peints du plan qui ont
méme puissance par rapport a (I et (I')?
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7 Angles orientés. Rotations

Lecon 1: ORIENTATION

Lecon 2 : ANGLES ORIENTES

Lecon 3 : ROTATIONS .

Lecon 4 : CERCLE TRIGONOMETRIQUE

O b
Sur la figure ci-contre, I'angle AOB 2
pour mesure 60°. Le vérifier a 'aide
d'un rapporteur.

La demi-droite [ OB) est-elle la seule demi-droite d’origine O faisant avec [OA) un

angle de 60°7
Peut-on trouver un point C, distinct de B, tel que :
——
mes AOC=60° et OC=0A"?
L’exemple ci-dessus montre qu’on ne peut pas caractériser la position d’un poi

plan 4 I'aide d’une distance et de la mesure d’un angle. Dans ce chapitre, nous allons
définir de nouveaux objets mathématiques, les angles orientés, qui permettront cette

caractérjsation.

nt du
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7{Angles orientés. Rotations

1) Triplets de points de méme sens, de sens contraires

a) Sens de parcours sur un cercle dans le plan physique.

v 'Y

b) Sens de parcours sur un cercle.

Lorsqu’on les visse dans la planche de
bois, les tétes des trois vis tournent-elles
dans le méme sens?

Le sens de rotation de l’engrenage(Dest
celui indiqué par la fléche.

Quels sont les engrenages qui vont tour-
ner dans le méme sens que (1)? Quels
sont ceux qui vont tourner en Sens
contraire?

Pour «aller de A 2 B en restant sur le
cercle », deux trajets sont possibles :

— parcourir I'arc représenté en rouge;
— parcourir 'arc représenté en noir.

Si nous imposons un «sens de parcours », il ne reste plus qu’un seul trajet possible.
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Sur chacun des cercles ci-dessus, on a imposé un sens de parcours, schématisé par
une fléeche. Quels sont les cercles pour lesquels le sens de parcours est celui de C?
Quels sont ceux pour lesquels le sens de parcours est le sens contraire?

Choisir un sens de parcours sur un cercle, c’est orienter ce cercle. Nous admettons
qu’il est toujours possible de comparer les orientations choisies sur deux cercles.

c) Triplets de points de méme sens, de sens contraires.

Dans le dessin ci-dessous (A, B, C), (D, E, F) et (G, H, I) sont des triplets de
points non alignés.

On sait que, par trois points non alignés, il passe un cercle et un seul.

Les triplets (A, B, C), (D, E, F) et (G, H, I} déterminent donc trois cercles que
nous désignons respectivement par C,, C, et C;.

. C-_’z

Au triplet (A, B, C), nous pouvons
associer un sens de parcours sur le cercle
C, : celui qui correspond au «trajet de

I

G
B
A
A a C passant par B».
H De la méme fagon, associons au triplet
G (D, E, F) un sens de parcours sur le
cercle C,.
C
Cs

On voit que les sens de parcours sur C, et G, sont les mémes. On dit que les triplets
(A, B, C) et (D, E, F) sont de méme sens.

Au triplet (G, H, I), on peut également associer un sens de parcours sur le cercle Cs.
C’est le sens contraire de celui choisi sur C,. On dira que les triplets (A, B, C) et
(G, H, I) sont de sens contraires.
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Exercices 1) Sur le cercle C i
1, comparer les sens de parcours associés aux triplet
(A, B, C) et (A, C, B). P e
Ces deux triplets sont-ils de méme sens?
Méme question pour le tripl i
plet (A, B, C) et chacun des triplets
(B, C, A), (C, A, B), (B, A, C), (C B, A).

2) Comparer les sens des triplets (K, L, M), (N, O, P), (Q, R, S),
(T, U, V) représentés ci-dessous.

K v
L +
N (&)
-+ + -|-Ur
L M R
+ + T
o P
+
Q 5

Deux triplets de méme sens qu'un triplet donné sont-ils de méme

sens?
Deux triplets tous deux de sens contraire & un triplet donné sont-ils de

méme sens?

Remarque. Pour visualiser le sens de parcours associ€ a un triplet, on
peut se contenter de tracer un « ovale» analogue a celui dessiné

ci-dessus.

d) Mathématisation.

Soit & I'ensemble des triplets de points non alignés du plan et soit (A, B, C) I'un de

ces triplets.
Appelons T, 'ensemble des triplets de méme sens que (A, B, C) et G, I'ensemble
des triplets de sens contraire a (A, B, C). On démontre, et nous admettons les

résultats suivants :
— &, et &, sont deux sous-ensembles disjoints de ;
_ ¥ est la réunion de G, et Gy

— deux triplets quelconques de T, sont de méme sens;

— deux triplets quelconques de ©, sont de méme sens;
— un triplet quelconqué de ©, et un triplet quelconque d

contraires.

e &, sont de sens

On résume ces propriétés par :
{B,, G,}estune partition de D.
205
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e) Effet d’une symétrie orthogonale.

A’; B' et C’ sont les images respectives
de A, B et C par la symétrie orthogo-
nale S d’axe (4).

En tragant le cercle C et son image ¢
par S, on constate que les triplets
(A, B, C) et (A’, B, C") sont de sens
contraires.

On démontre, et nous admettons, le théoréme suivant :

Soit M, N et P trois points non alignés, M’, N et P’ leurs images respectives par

une symétrie orthogonale.
Les triplets (M, N, P) et (M’, N', P') sont de sens contraires.

Exercice Soit A, B et C trois points non alignés.

a) Soit A’, B’ et C’ les images de A, B et C par une translation ¢.

Faire une figure.
Comparer les sens des triplets (A, B, C) et (A’, B', C).
Justifier le résultat a I'aide du théoréme énoncé ci-dessus.

b) Soit A", B" et C” les images de A, B et C par une symétrie
centrale S.

Comparer les sens des triplets (A, B, C) et (A", B", C"), puis les sens
des triplets (A’, B', C’) et (A", B", C"). Justifier.
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f) Remarque,
Soit [OA) et [OB) deux demi-droites de supports distincts.

On constate, et nous admettons que, pour tout point M de ] OA) et pour tout point
N de ) OB), les triplets (O, A, B) et (O, M, N) sont de méme sens.

Ainsi, au couple de demi-droites ([OA), [OB)), on peut faire correspondre un
sens : celui du triplet (O, A, B).

Nous pourrons visualiser le sens associé
a un couple de demi-droites a I'aide d'un
arc de cercle muni d’une fléche.

— e,
Exercice On considére un angle AOB ni nul ni plat et une demi-droite [OT)

ayant pour support la bissectrice de AOB.
Que peut-on dire des sens associés aux couples ([OA), [OT)) et
((OT), [0B))?

2) Orientation du plan

Orienter le plan, c’est choisir 'un des deux sous-ensembles G, T,.

Pour faire ce choix, il suffit de se donner un triplet quelconque de points non alignés
(O, I, J). _ _

Tous les triplets de méme sens que (O, I, J) sont de méme sens; nous dirons que
chacun d’eux est de sens direct. '

Tous les triplets de sens contraire 2 (O, I, J) sont de méme sens; nous dirons que
chacun d’eux est de sens indirect.
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Habituellement, les triplets que nous
prenons comme reperes du plan sont dy
Jr sens du triplet (O, I, J) dessiné cj-
contre.
+
0 I

Par convention, lorsqu’on ne précise pas le triplet qui oriente le plan, le sens direct
q P

est celui donné par le triplet ci-dessus.
Avec cette convention, le sens direct dans le plan mathématique correspond a un
mouvement «en sens inverse des aiguilles d’'une montre » dans le plan physique.

Exercice Le plan est orienté par la donnée
+K du triplet (A, B, C).
+C +E En examinant la figure, donner le
sens de chacun des triplets sui-
+ D vants :
(B, D, K); (K, D, E); (C, D, B);
el o - (C A, D); (C, K, D). (C, B, E).

2 Angles orientés

.Intrnductinn

Soit ([OA), [OB)) un couple de demi-droites de supports distincts et E’EEE un angle

——
isométrique 3 AOB.
(S, M, N) et (S, N, M) sont des triplets de points non alignés et de sens contraires
(voir I’exercice n° 1 page 205).
L’un de ces triplets a donc le méme sens que (O, A, B).
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Exercice

1) Définitions

Sur I’ensemble des couples de demi-droites de méme origine et de
supports distincts on définit une relation R par :

(0X), [0Y)) & ((O'X"),[0'Y"))

___..-F""'-l-____..--"""--..___

X0Y iso X'0O'Y'
et
(0, X, Y) et (O, X', Y') sont de méme sens.

Montrer que R est une relation réflexive, symétrique et transitive (on
rappelle que la relation «est isométrique a» est une relation
d’équivalence sur I'ensemble des angles du plan).

a) Définition.

que :

[OA) et [OB) étant deux demi-droites de supports distincts, on appelle angle
R . .
orienté (OA, OB) l'ensemble des couples de demi-droites ([SM), [SN)) tels

—— T
MSN i1iso AOB

et

(S, M, N) est de méme sens que (O, A, B).

w1
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b) Extensions de la définition aux cas oi O, A et B sont alignés.

1*" cas : B appartient i la demi-droite [OA).

E Dans ce cas, [OA) =[OB).

A e

L’angle orienté (OA, OB) associé au

o couple ([OA), [OB)) est, par définition,
I'’ensemble des couples formés de deux

demi-droites égales.
S’\J\Sf\'\

N
Cet angle orienté est appelé angle orienté nul. On le note : (0).

2°¢ cas : B n’appartient pas a la demi-droite [OA).

Dans ce cas, [OA) et [OB) sont deux
demi-droites opposées; I'angle oriegté

A ( M) associé au couple
([OA),[OB)) est, par définition,

’ensemble des couples formés de deux
N 2 demi-droites opposées.
M
Cet angle orienté est appelé angle orienté plat. On le note : (w).

c) Notation et vocabulaire.
Lorsqu’'un angle orienté est donné a lPaide d’un couple de demi-droites

—
([OA), [OB)), on le note (OA, OB).
On pourra aussi noter un angle orienté a I'aide d’une lettre de I'alphabet grec entre

parenthéses surmontée du signe " : (&), (B), ...

- rs -'-.--‘-_- -
Lorsque Iangle orienté (OA, OB) associé a un couple de demi-droites

([OA), [OB)) est I'angle orienté (&) on dira que :

o ((OA), [OB)) est un représentant de I'angle orienté (&@);
o [OA) est le céié origine de ce représentant;

e [OB) est le cété extrémité de ce représentant.

Dessin du représentant ([OA), [ OB)) de
-_,——---\-u—_-
I’angle orienté (OA, OB).

COTE ORIGINE |
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2) Détermination principale de la mesure d'un angle orienté

a) Rappel.

En classe de Troisi¢éme, nous avons associé & chaque angle un nombre réel de
'intervalle [0, 7r] : sa mesure en radians.

On rappelle que, pour un angle donné S :

mes (radians) §=% mes (degrés) §.

Le demi-cercle C* a pour rayon 1.
Intuitivement, pour mesurer en radians
p— e, -
I’angle AOM, on place sur [AT) un fil;
lorsqu’on enroule ce fil sur le demi-
cercle C*, le point qui coincide avec M
est celui qui coincidait avec N sur [AT).
On a:
i
mes (radians) AOM = d (A, N).

1) A l'aide d’un rapporteur, trouver une valeur approchée de la
mesure en degrés puis calculer une valeur approchée de la mesure en
radians de chacun des angles représentés ci-dessous.

Exercices

211
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2) Compléter le tableau de conversion suivant :

Mesure en °

15 72 | 120

Arrondi d’ordre 0
de la mesure en ®

Mesure en radians

Arrondi d’ordre 2
de la mesure en
radians

Mesure en ©

144

Arrondi d’ordre 0
de la mesure en °

_

\

Mesure en radians

371 142

Arrondi d’ordre 2
de la mesure en
radians

b) Comment caractériser a ’aide d’un nombre réel le sens d’un ftriplet de points non

alignés?

On suppose i:[ue le plan est orienté.

A un triplet de points non alignés (L, M, N), on associe :

— le nombre réel 1 si (L, M, N) est de sens direct;
— le nombre réel —1 si (L, M, N) est de sens indirect.

F

+
D:)E
+ +

212

Sur la figure ci-contre :

e (D, E, F) est de sens direct; au triplet
(D, E, F) on associe 1.

e (I, J, K) est de sens indirect; au triplet
(I, J, K) on associe —1.
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On définit ainsi une application de I'ensemble & des triplets de points non alignés
dans le sous-ensemble {—1; 1} de R :
o G — {—1; 1} ™)
(L, M, N) — o (L, M, N)
telle que :

si (L, M, N) est de sens direct;
—1 si (L, M, N) est de sens mdlrect

o (L, M, N)
o (L, M, N)

Il [I

Remarque. Deux triplets de méme sens ont la méme image par O. Pourquoi?
Deux triplets qui ont la méme image par o sont de méme sens. Pourquoi?
o est-elle une bijection?

¢) Comment mesurer un angle orienté?
Le plan étant orienté, on considére un angle orienté (&) ni nul ni plat.

Soit ([OA), [OB)) un représentant de 7

I’angle orienté (a).

()
A l'angle orienté (&), on peut assomer

— la mesure (en radians) de 'angle AOB : mes AOB A
— I'image du triplet (O, A, B) par 0 : 0(0, A, B).
Construire un autre représentant ([SP), [SQ)) de Pangle (@).

T —_——
e Comparer mes AOB et mes PSQ.
e Comparer 0 (O, A, B) et (S, P, Q).
Par définition, on dit que le nombre réel :

o (0, A, B) X mes AOB

est la détermination principale de la mesure (en radians) de l'angle (&).

AOB (O, A, B)

—® Schéma de calcul de la détermination

principale de la mesure de l'angle

e

— :
mes AOB o (0, A, B) orienté (OA, OB).

o (0, A, B) X mes ,?{”51';“

(*) «o» est la lettre grecque minuscule «Sigma».
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Extensions de la definition,

e Les représentants de I'nngle orientd nul sont les couples do demi-drojte
2 . P

({OA), |OB)) tels que mes AQT =),

Par définition, la détermination principale do ln mesuro do 'angle orienté nul est 0,

e Les représentants de Pangle orienté plat sont les couples de  demi-droites
([OA), [OB)) tels que mes AOD =

Par définition, la détermination principale de la mesure (en radinng) de Mangle
orienté plat est

Notation : La détermination principale de la mesure en radians d'un angle orienté
(@) sera notée : MES ().
On voit que, d'aprds les définitions, pour tout angle orienté (ex) :

MES (@) e | = ).

Remarque 1. On peut évidemment utiliser les deux autres unités de mesure usuclles
et définir de méme : MES (°) (@), MES (gr) (7).

Pour tout angle orienté (&), on a les épalités suivantes :
e~ 180
MES () (¢¢) =— MES (ex);
m
w200 o
MES (gr) (@) =— MES (cv).
m

Remarque 2. La détermination principale de la mesure n’est pas la seule mesure que
'on puisse associer & un angle orienté. Ainsi, en pratique on utilise parfois une
mesure définie de la fagon suivante :

— si (O, A, B) est de sens direct, la | — si (O, A, B) cst de sens indirect, la
mesure (en degrés) associée & (OA, OB) | mesure (en deprés) associée a (OA; OB)

est : ¢S5t
\ +

— —
mes(°) AOB. 360 —mes (") AOR
+
O A

B . |

o A
N — e
mesure de (OA, OB) : 110, mesure de (OA, OB) : 230",
—— e ——
On a: 110 =MES (°)(OA, OB). On a : 230 =360 4 MES (") (OA, OB).
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— e
Dans !es deux cas, la mesure ainsi associée a (OA, OB) est celle du secteur
angulaire de c6tés [OA) et [OB) représenté en rouge sur le dessin (saillant si
(O, A, B) est de sens direct, rentrant sinon). C’est un nombre compris entre 0 et

360.

Par exemple, le cap suivi par un navire
Oou un avion est la mesure, comprise
entre (° et 360° de I’angle orienté défini
par la direction du Nord et celle de sa
route. L’orientation est choisie de
maniére qu'une route «plein Est»
corresponde a un cap de 9(0°.

Par contre, la longitude d’un point de la
sphere terrestre est la mesure, comprise
entre — 180° et 180°, d'un angle orienté
situé dans le plan équatorial. L’usage
veut que l'on utilise dans ce cas la
détermination principale de la mesure,

Exemples

—— i
mes AOB =E

o(0, A B)=1

e ar
MES (OA, OB) ==

N
A

‘\.\'f'

\

i
i

Vo

\

¢

—
mes CED =

o(E, C, D)= —1

T
4

— e

T
MES(EC, ED)= s
215

Scanned by CamScanner



Mathématiques seconde — Géoméirie

216

On démontre facilement que :

— .

MES (OA, OB) =MES (5M, SN)

équivaut a

T

(OA, OB) =(5M, SN)

De plus, & tout nombre réel 6 de lmtervalle ] —, 7] correspond un angle orienté
(umque) (@) tel que :

MES (@)= 6 (*).

On pourra donc parler de «I'angle orienté (&) tel que MES (@) =0 ».

Exercices

1) Dans le plan orienté, on donne un triangle équilatéral ABC tel que
(A, B, C) soit de sens direct.
Soit B’ le symétrique de A par rapport a B.
Trouver les déterminations principales des mesures (en radians) des
angles orientés suivants :
e ——— —— ——— e
(BA, BC); (CA, CB); (BB’, BC); (BB', BA).

2) Dessiner un représentant :

-—— _—— ?r
— de l'angle orienté (ar) tel que MES(&):—IS—;

- " o

— de Pangle orienté (B) tcl que MES(B) = —5;
2
— de I'angle orienté {'}F) tel que MES('}') =

C

3) Dans la figure ci-contre, le plan est
orienté par la donnée du triplet
D (A, B,C). D et D' sont les points
d’intersection du cercle C et de la
médiatrice du rayon [AB]. De plus, D
appartient au demi-plan J(AB), C).

a) Quelle_est la mesure en radians de
T

I'angle BAD"?

A l'aide du dessin, trouver le sens du

triplet (A, B, D’).

e ———
Trouver MES (AB, AD").

, \ _—
b) M{mes questions pour 'angle IBD', le triplet (B, I, D) et I'angle

orienté (BI, BD').

(*) « @5 est la lettre grecque minuscule «théta ».
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3) Propriétés des angles orientés

a) Soit (@) un angle orienté, donné par exemple par un représentant ([OA), [OB)).
Soit [SK) une demi-droite quelconque.

On va rechercher les demi-droites [SP) telles que (ﬂh(@

e cas. Lorsque (&) n'est ni nul ni plat, le probléme revient 4 rechercher les
demi-droites [SP) telles que ;

—— —
KSP iso AOB
et
(S, K, P)et (O, A, B) sont de méme sens.

Nous avons vu en Troisieéme qu'il existe deux demi-droites [ SP,) et [ SP,) telles que :

—_— — — —

KSP, 1so AOB et KSP,iso AOB.
De plus, nous savons que ces deux demi-droites sont symétriques par rapport a la
droite (SK).
Les triplets (S, K, P,) et (S, K, P,) sont donc de sens contraires. Par conséquent, un
et un seul de ces triplets est de méme sens que (O, A, B).
Appelons L la troisitme composante de ce¢ triplet (L est I'un des points P,, P,).

Nous avons montré qu’il existe une demi-droite et une seule solution du probleme
posé : la demi-droite [SL).

e Rappeler le programme de construction des angles KSP; et KSP, donné en classe
de Troisiéme.

e Dans le cas de la figure, L = P,. Pourquoi?

- . — e
2¢ cas. Lorsque (a)=(0), la seule demi-droite [SL) telle que (SK, SL)= (&) est la
demi-droite [SK). Pourquoi?

1 L
— - ;

5 K L
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— "--'-F-‘-—l-'- —
3¢ cas. Lorsque (@) =(w), la seule demi-droite [SL) telle que (SK, SL)= (w) est |a
demi-droite opposée a [SK). Pourquoi?

K 5 L

Conclusion : dans tous les cas, il existe une unique demi-droite [SL) telle que
— e
(SK, SL)=(a).

Théoréeme

Sait (&) un angle orienté,
[OA) une demi-droite du plan.
Il existe une demi-droite [ OB) et une seule telle que :

(OA, OB) =(&).

On peut encore exprimer le théoréme précédent en disant que :

Tout angle orienté posséde un unique représentant de cdté origine fixé.

Exercices 1) B

—f

S A

Sur la figure ci-dessus, construire la demi-droite [ST) telle que
— e —
(SR, ST)=(OA, OB).

2) Dans le plan orienté, on donne une demi-droite [OA).
Construire la demi-droite [ OB) telle que :
e

MES (°)(OA, OB) =45,

Construire le représentant de c6té origine [ OB) de 'angle orienté (&)
tel que :

218
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b) Angles orientés opposés.

S (@) un angle orienté et ([OA), [OB)) I'un de ses représentants.
Soit (B) I'angle orienté de représentant ([OB), [OA)).

Si on prend un autre représentant ([SM), [SN)) de (&), on peut montrer que
([SN), [SM)) est encore un représentant de (B).

On dit que () est 'opposé de (a).

L’opposé de Pangle orienté (&) de représentant ([ OA), [OB)) est I'angle orienté
de représentant ([OB), [OA)).

L’opposé de I'angle orienté nul est I'angle orienté nul. Pourquoi?
L’opposé de I'angle orienté plat est I'angle orienté plat. Pourquoi?

- -.--_._‘_-‘-_- = +
Lorsque I'angle orienté ( OA, OB) n’est ni nul ni plat, on démontre (voir exercice 39
page 248) que :

— —
UTV iso AOB

e
(TU, TV) est 'opposé
Hs z
de (OA, OB) (O, A B) et (T,U V)
sont de sens contraires.

Notations : L’opposé d’un angle orienté (&) est noté —(a).
S —— i ——
Si (&)=(OA, OB). on a: —(a@)=(0B, OA),
e —
ou encore : —(OA, OB)=(0B, OA).
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Remarque 1. Lorsque (B) est 'opposé de (@), quel est I'opposé de (B)?

Remarque 2. Lorsque (@) n'est pas 'angle orienté plat, on a :
MES ( —(&))= —MES (&).

1) Démontrer la propriété énoncée dans la remarque 2.
2) Soit ABC un triangle équilatéral. Trouver deux représentants de

e
I'opposé de (AB, AC).
i 3) Dans le plan orienté, on donne une demi-droite [OT).
4
{

Exercices

Construire un représentant de Dangle orienté (@) tel que

- 5 o
MES (a)= —— et de coté extrémité [OT).

¢) Image d’un couple de demi-droites par une symétrie orthogonale.

Soit S une symétrie orthogonale.
Soit ([OA), [OB)) un couple de demi-droites de méme origine.

Désignons par O', A’ et B’ les images respectives de O, A et B par S

o| o

A A

B | B
On sait que :

S(0A)=[0'A"); S((OB)=[0'B).
Par abus de langage, nous dirons que ([O'A’), [O’B’)) est I'image du couple

((0A), [OB)) par §.
Comparens les angles orientes (OA, OB) et (O'A’, O'B’).
Une symétrie orthogonale étant une isométrie, on a :
—— —— e
AOB iso A'O'B’.

220
Scanned by CamScanner



7[Angles orientés. Rotations

Lorsque les demi-droites [ OA) et [OB) ont des supports distincts, on a, de plus :.
(O, A, B) et (O', A’, B") sont de sens contraires.
P . ——— e, —
On en déduit.: (OA, OB)= —(O'A’, O'B").

Théoréme

Soit ([OA), [OB)) un couple de demi-droites de méme origine.
Soit S une symétrie orthogonale.

([O'A"), [O'B’)) est I'image de ([OA), [OB)) par S

= P it —_——
L alors ) (O'A’, O'B")= —(0A, OB).

On exprime ce théoréme en disant que :

Un couple de demi-droites de méme origine et son image par une symeétrie
orthogonale sont des représentants de deux angles orientés OppoOsEs.

Conséquences importantes

1) Un couple de demi-droites de méme origine et son image par un déplacement
sont deux représentants du méme angle orienté.

2) Un couple de demi-droites de méme origine et son image par un antidéplace-
ment sont des représentants de deux angles orientés opposés.

([O’A"), [O'B")) est I'image de ([O"A"), [O'B’)) est I'image de ([OA),
({OA), [OB)) par un déplacement. | [OB)) par un antidéplacement.
"On a: On a: e
(O'A’, O'B’)=(0A, OB). (O'A’, O'B’) = —(OA, OB).
' 221
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-——

Exercice Soit ABC un triangle isocéle en A.
Soit K le projeté orthogonal de B sur (AC), L le projeté orthogonal
de C sur (AB).
—

]
Comparer les angles orientés (BK, BC) et (CB, CL).

4) Addition des angles orientés

222

Soit (&) et (B) deux angles orientés.
Nous nous proposons de donner un sens a I'écriture suivante :

(a)+(B).

Choisissons une demi-droite [ OX).
L’'angle orienté (&) posséde un repré-
sentant ([OX), [OY)) de coté origine
[ OX).

L'angle orienté (B) posséde un repré-
sentant ([OY), [OZ)) de coté origine
[OY).

e e

Soit () I'angle orienté (OX, OZ). On peut montrer que () ne dépend pas de la

demi-droite [ OX) choisie.
Par définition, (¥) est la somme des angles orientés (@) et (B).

On le note (@) + (B).

Définition

Soit (@) et (B) deux angles orientés;
([0X), [OY)) un représentant quelconque de (@);
((0Y), [0Z)) le représentant de () de coté origine [OY).

On appelle somme des angles orientés (a) et (B) I'angle orienté () tel que :
—— e
(¥)=(0X, 0Z).

Notation : La somme des angles orientés (&) et (B) est notée (@) + (B).

De la définition précédente résulte immédiatement ’égalité de Chasles.

Quelles que soient les demi-droites de méme origine [ 0X), [OY), [0Z):
(OX, OY)+(0Y, 0Z)=(0X, OZ).
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A
Appelons @ I'ensemble des angles orientés. I ’addition des angles orientés est
I’application qui, 2 tout couple ((&), (B)) d’angles orientés associe leur somme

(’&\J +(f). C’est une loi de composition interne dans ©.
Etudions ses propriétés.

a) Commutativité.
'\(/

Sur la figure ci-contre, construire le

représentant de coté origine [OA) de
I’angle orienté (@) +(B), puis ie repré-
sentant de mémg__cﬁté origine [OA) de (B)
I’'angle orienté (ﬁ)+(&).
Que constate-t-on?
o A

On démontre et nous admettrons que :

e I'addition des angles orientés est commutative.

Quels que soient () et (B):
(&) +(B)=(B)+(a).

223
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b) Le groupe (O, +).
A laide de I'égalité de Chasles, on montre facilement les propriétés suivantes :

——

L’addition des angles orientés est

associative.
——— - (%)
Quels que soient (a), (B) et (¥):
(@) + (BN + (¥) = (&) +((B) +(¥))- Y (B)
\J;H)\
(0) est neutre pour I'addition des (0)

angles orientés.

Quel que soit (@) : )

Chaque angle orienté admet un symé-
trigue pour laddition des angles

orientés : son opposé.

Quel que soit (&) :
(@) +[ = (@)= ()
e e

On résume ces propriétés et la commutativité de ’addition disant que I'ensemble O
muni de 'addition des angles orientés est un groupe commutatif.

¢) Lorsque les angles orientés sont donnés par des représentants, on utilisera
fréquemment la propriété suivante.

Propriété fondamentale des angles orientés

Quelles que soient les demi-droites de méme origine [ OA), [ OB), [OC), [OD) :
— e e i T e
(OA, OB) =(0C, OD) { équivaut 2 ) (OA, OC)=(0B, OD).
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Hlustration.

——— —
(OA, OB)=(0OC, OD)

(OA, OC)= (OB, OD).

Démonstration.

e —
e Hypothése : (OA, OB) =(0OC, OD).
On a donc:

(DA. OC)+(OC. OB)=(OC, OD)

——

(OA. OC)+ (OC. OB)+ (OB. OC)=(0C, OD)+ (0B, OC)
T T —— e — e —

(OA, OC)+(OC, OC)=(OC. OD)+ (OB, OC)
T —— e ——_ — T ——

(OA, OC) =(OC, OD) +(0B, OC)

(OA, OC) =(OB, OC)+(OC, OD)
S —— e

(0A, OC)= (OB, OD)

CEACNCRCAORC)

Justifications.
@ Egalité de Chasles.
@ Commutativité de I'addition dans O

.. PR _ . ——
@ On additionne aux deux membres de I'égalité 'opposé de I'angle (OC, OB).
@ ((ﬁa) est I’élément neutre de l'addition dans O. Pourquoi?

On a montré que :

— : —— T —— e
) si (OA, OB)=(0OC, OD) |alors ) (DA, OC)=(OB, OD).
e La réciproque se démontre de la méme fagon. Le faire en exercice.

e Enoncer la conclusion.
225"
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Exercices 1)

Deux droites (AC) et (BD) se coupent en O. On suppose, de plus,
que O appartient aux segments [ AC] et [ BD] et n’est égal 4 aucun
des points A, B, C et D.

Montrer que :
————

(OA, OB)=(OC, OD)

et
— e

(OA, OD)=(OC, OB).
2) Dans le plan orienté, dessiner un représentant ((OA), [OB)) de

_— 5
I'angle orienté (&) tel que MES (&) =g puis le représentant de

— &
coté origine [OB) de I'angle orienté () tel que MES(3) =3

Donner un représentant de (a)+ ().
A P’aide du dessin, trouver MES ((@) 4+(8)). Que remarque-t-on?

3 Rotations

1) Définition

- 226

a) Soit O un point du plan et (@) un angle orienté. On considére un point M
quelconque, distinct de O.

Quel est ’ensemble C des points du plan
dont la distance a2 O est OM?

Il existe une unique demi-droite [OX) (@)
telle que :

—— o
(OM, OX)= ().
Pourquoi?

[OX) coupe C en un unique point M’.
Pourquoi?
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Le point M’ est caractérisé par les égalités :

T — s
OM'=0M et (OM, OM')=(&).

Conclusion : Etant donné un point M, distinct de O, il existe un unique point M’ tel
que :

T —
OM'=0OM et (OM, OM’)=(a).
Ceci justifie la définition suivante.

Définition

Etant donné un point O et un angle orienté (&), on appelle rotation de centre O
et d’angle orienté (&), I'application :

r.:Jy — T
Mi— M
tel que :

e pour M= 0, M'= O;

e -
e pour M=% O, OM'= OM et (OM, OM')=(«a).

PJ
Mf
NJ

z=ZX ™

b) Exemple.

Soit ABC un triangle équilatéral tel que “ ‘\i‘
(A, B, C) soit de sens direct.

Soit O le centre du cercle circonscrit a ce
triangle.

B I C
227
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2 .
La rotation de centre O et d’angle orienté (&) tel que MES(&)=T applique A

sur B, B sur C et C sur A.
Soit I, J et X les milieux respectifs des segments [ BC], [AC] et [AB]. On peut aussi
montrer que cette rotation applique K sur I, I sur J et J sur K.

c) Des rotations particuliéres.

— Toute rotation d’angle orienté nul est Pidentité du plan. Pourquoi?
— La rotation de centre O et d’angle orienté plat est la symétrie centrale de centre
O. Pourquoi?

(w)

M’ 0] M

Remarque. Etant donné une rotation r de centre O,onar(0O)=0.

O est un point invariant pour la rotation r. _

§'il existe un point A, distinct de O, tel que r(A)= A, I'angle orienté (&) de r est
—— T

tel que (a)=(0A, OA). Pourquoi?

On en déduit que toute rotation d’angle orienté non nul admet un unique point
invariant : son centre.

Exercices 1) Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD tel que
(A, B, C) soit de sens direct.
Soit O le point d’intersection de ses diagonales.

a) Trouver une rotation r de cen-
tre O qui applique A sur B.

% b) Quelle est I'image de B par r?
c) Reconnaitre la transformation
rer.

D &

A B

2) Soit r etﬁr" deu;rs._rotations de méme centre O et d’angles orientés
respectifs (a) et (a).

Montrer que rer est la rotation de centre O et d’angle orienté
(@) +(a').

Comparer rer et Por.
228
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2) Propriétés des rotations
a) Théoreme fondamental.

Théoreme

La composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants est une rotation. }

Démonstration :

Soit (4,) et (4,) deux droites sécantes en un point O, S, €t S(a, les symétries
orthogonales d’axes gespectifs (4,) et (4,).
Etudions la composée S.4,,°Sa,)

Gf—d:\‘ /E:.:f‘l

O O O O
Al A, Al A
M | M, M, | M’
O O
A A’
M M’

Dans le plan, choisissons un point A distinct de O.
Soit A, l'image de A par S, et A’ l'image de A, par S,
* ra F-...-_‘-_-—J
Appelons (&) l'angle orienté (OA, OA’). '
Soit M un point quelconque du plan, M, son image par S¢,,, et M’ I'image de M,
par S{Az}' ,
Si M=0O,ona Mi=0et M=0. '
Si M= O, comme S(4,°Sa, €st une isométrie, on a : OM= OM".
D’autre part, S¢a,) €st une symétrie orthogonale.

,..-—-"--‘_-'——
Donc (OA,, OM,) = —(OA, OM).

4 * le
S s, €St une symetrie orth% I
(OA', OM’)= —(OA,, OM,).
e — e
(0A’, OM") = —(—(OA, OM)

(OA, OM)=(0A’, OM).

Donc
D’ou

En appliquant 1a propriété foMtalc dcsm;__g_]_cj ,orientés, on obtient :
(OA, OA")=(0OM, OM’)

ou encore : - _
(OM, OM") =(«).
229
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Conclusion : M’ désignant I'image d’un point M quelconque du plan par S{dzlus(m)
on a:
—si M=0, M'=0;

__—--'_———_.‘.. ——
— si M# O, OM'= OM et (OM, OM’) =(a). o
Scay®S.a, est donc la rotation de centre O et d’angle orienté (&).

Remarque. Bien que I’énoncé du théoréme ne mentionne pas le centre et I'angle
orienté de la rotation S,,,° .4,y il est facile de les retrouver en examinant la figure

ci~-dessous.

— Le centre O de la rotation Scane Scan

est le point d'intersection de (4,) et

(42).

— L’angle orienté de la rotation
— .

Sian®Siay st (OA, OA’), ou A est un

point fixé, d’image A’ par 5.4,°5.4,)

On montrera en exercice (voir exercice 23 page 247) que I'angle orienté (&) de la
rotation §,4,°84,) peut aussi étre caractérisé de la maniére suivante :

(&)= (OP, O0) +(OP, 00)

P désignant un point quelconque de (4,) distinct de O, Q désignant un point
quelconque de (4,) distinct de O.

Exercices 1) Soit ABCD un rectangle, Scac) €t S gp) les symétries orthogonales
d’axes respectifs (AC) et (BD).
Quelle est la nature de S 5p)°S(1c)?
Construire I'image du rectangle ABCD par S 3py°Scacy
2) Soit S, la symétrie centrale de centre O, S, et S, deux symétries
orthogonales d’axes sécants en O.
Quelle est la nature de la transformation S, S,? de la transformation
S0°85,°85,?

D’aprés le théoréme précédent, certaines rotations sont des déplacements. Nous
allons montrer que ce résultat est vrai pour toutes les rotations.

Théoréme

Toute rotation est une composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants
ou égaux.
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Deémonstration :
Soit r une rotation, O son centre et (a) son angle orienté.

— Si (a)=(0), r est l'application identique du plan. Pour toute symétrie
orthogqilale S,onar=8e§
— Si (&) # (0), choisissons une droite (D) passant par O.

N (D)

: (D)

Soit A un point de (D) distinct de O et A’ son image par r.
__...:-"""-—\_._,,

On a (@)=(0A, OA").

Soit (D') la bissectrice de I'angle AOA’", Sip) et S(p les symétries orthogonales

d’axes respectifs (D) et (D).

Puisque ()% (0), (D) et (D) sont deux droites sécantes en O. Justifier.
D’apres le théoréme précédent, S¢pn°S(p) €st une rotation.

Précisons le centre et I'angle orienté de cette rotation.

@(;\ @ Le centre de la rotation §;p°Sp, est O.

o| O o| O (D’) est la bissectrice de I'angle AOA".
Al A A | A Comme, de plus, OA=0A’, on a
Sipn (A)= A’
m D’oll S(py°S(py(A)=A".
(D7) 2(D) L'angl»:r:___q_r_i_eiﬂlé de la rotation §.p4°S(p)
o | O - est (OA, OA'), c'est-a-dire ().

A A’

1 i & et méme angle orienté.
r et Spy°Sp) sont deux rotations qui ont méme centre g

Donc r= S{D#)OS(D}-
e rotation r de centre O et une droite ( D) passant par O,

Remarque. Etant donné un ety _
la démonstration du théoréme a permis de trouver une

choisie de fagon arbitraire,

droite (D') telle que :
r=Sp)°S»
231
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On montrerait de méme que I'on peut trouver une droite (D") passant par O telle
que :
r= S(D)BS(D"]'

En général, (D")s (D"). Le constater sur un dessin.

b) Autres propriétés.

Les autres propriétés des rotations sont des conséquences immédiates des deux
théoré¢mes précédents.

Toute rotation est une isométrie.

Une rotation est-elle une application bijective? Pourquoi?

Une rotation conserve-t-elle la distance? Pourquoi?

Que peut-on dire des images par une rotation des figures simples suivantes : droite,
demi-droite, segment, cercle, réunion de deux droites orthogonales?

Toute rotation est un déplacement.

En particulier, si ([SR), [ST)) est un couple de demi-droites de méme origine et
([S'R"), [S'T’)) son image par une rotation, on a :

—— e
(SR, ST)=(S'R’, §'T’).

232
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¢) Construction de l'image d’un point par une rotation.
" ¥ e ey - ]
Soit r la rotation de centre O et d’angle orienté (OA, OA’), ni nul, ni plat.

< Pour construire 'image M’ d’un point M
distinct de O par r:
— on construit le cercle € de centre O

et de rayon OM;
— on construit le cercle C' de centre A’

et de rayon AM.
M’ est T'un des deux points d’intersec-

tion de € et C’; la condition :

«(O, M, M’) et (O, A1 A‘)
sont de méme sens»

permet de choisir celui qui convient.

M.f

Exercices 1) Justifier ce programme de construction 2 'aide des propriétés des

rotations.

2) Montrer que la bijection récip
d’angle orienté (&) est la rotati
orienté —(&).

roque de la rotation de centre O et
on de méme centre O et d’angle

3) Synthése sur les déplacements

a) Soit f un déplacement. Par définition, f est la composée de deux symétries

orthogonales.
Les axes des deux symétries peuvent étre :

sécants disjoints épaux
s —f==—-= —-]==
M M’ M
= _i ___________ _|.,__
M’

Dans ce cas, f est I'appli-
cation identique du plan
sur lui-méme.

Dans ce cas, [ est une
translation de vecteur

non nul.

Dans ce cas, f est une
rotation d’angle orienté
non nul.

, 233
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En résumé :

3t

EJ

JT : ensemble des déplacements.

G : ensemble des translations.

R : ensemble des rotations.

C : ensemble des symétries centrales.

La transformation commune 4 I’ensemble & des translations et 2 'ensemble R des
rotations est I'application identique du plan sur lui-méme.

b) Activité.

Soit A, B, C, D quatre points distincts du plan tels que AB= CD.
Quel est le déplacement f qui applique A sur C et B sur D7

Les supports des segments [AB] et [CD] peuvent étre :

paralléles
ou bien /
\'\ sécants.

— Lorsque (AB)/Z(CD), .les vecteurs :E et, EE; sont égaux ou OppOSES.

Pourquoi?

Si AB = CD, le déplacement f est une
translation. Pourquoi? Quel est son vec-

teur?
B
A /
f.f
;’ N
/ ¥
| 4 /
/ /
/ ’!
af D
C/
M
: C

St AB=—CD, le déplacement f est
une symétrie centrale. Pourquoi? Quel
est son centre?

B
A s
ol
&
~ Fd
Y Fd
~ e
Y ,J'
\>,
s \\‘
// \\
o2 .
P \E
F 1
5
M,/M
B
D
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— Lorsque (AB) et (CD) sont sécantes, le déplacement f n’est pas une translation.

Pourquoi? f est donc une rotation.

Le centre O de la rotation f vérifie : OA = OC.
Il appartient donc a la médiatrice (A) de [AC].
De méme, O appartient a la médiatrice (A") de [BD].

Si (A) et (A') sont distinctes, elles sont
nécessairement sécantes, et leur point

d’intersection est le point O cherché.

Si (4)=(4"), la symétrie orthogonale
d’axe (4) applique A sur C et B sur D.
f est la rotation S;4)°S(an)- Pourquoi?
Son centre O est le point d’intersection
des droites (AB) et (4).

.-....__ﬁ.:._.___j____#_.___ D

Dans chacun des cas, exprimer I’angle orienté de la rotation f & I'aide des €léments

de la figure.

4 Cercle trigonométrique

1) Cosinus et sinus d’un angle orienté

Dans le plan orienté, soit (O, A, B) un

Considérons le cercle C de centre O et d

trigonométrique.

repére orthonormé de sens direct.
e rayon 1. Le cercle C est appelé cercle

235
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—— e
A tout point P du cercle C, on peut faire correspondre I'angle orienté (OA, OP).
Réciproquement, soit (&) un angle orienté. (&) posséde un unique représentant de

coté origine [OA).
Le coté extrémité de ce représentant coupe le cercle C en un unique point M.

Pourquoi?
——— e P
On a (0OA, OM)=(a).

On a ainsi montré que 'application :

C—> 0____

P — (OA, OP)

est une bijection de C sur O
Sa bijection réciproque associe a tout angle orienté (&) un point M du cercle C

Par définition :

— DP’abscisse de M dans le repere (O, A, B) est appelée cosinus de Pangle
orienté (@); on le note : cos(a);

— l'ordonnée de M dans le repére (O, A, B) est appelée sinus de I'angle
orienté (&); on le note : sin(a). 5
e

Remarque. L’intersection de C et du
demi-plan [(OA), B) est le demi-cercle
trigonométrique C*.

Lorsque M est un point de C7 :

|
|
[
|
|
I
I
!
— comparer le cosinus de I'angle O 24 A
9 —— . o
orienté (0OA, OM) et le cosinus de

I'angle A‘-ﬁ-ﬁz;

— comparer le sinus de I'angle orienté
e —
(OA, OM) et le sinus de I’angle AOM.

Scanned by CamScanner



7[Angles orientés. Rotations

2) Cosinus et sinus d’un nombre réel appartenant a ]— m, ]

a) Soit r un nombre réel appartenant a I'intervalle ] — 1, 7r]. r est la détermination
principale de la mesure d’un angle orienté (a).

1" cas : re[0, ).
Soit M le point du cercle associé a (&).
Dans ce cas, M est un point de C* et r
- .-'.h‘-“"
est aussi la mesure de 'angle AOM.
On a:
o~ ——
cos()=cos AOM

sin (&) =sin AOM

et: o
cos r=cos AOM
5 . —
sin r=sin AOM.
D’ou :

cos r=cos (@)
sin r=sin(a).

B

M/

cos r

T —
MES (OA, OM)=r

mes /m-_—‘ r.

b) Propriétés.

2¢ cas: re]—m, O[.

En classe de Troisiéme, nous n’avons pas
donné de signification aux écritures cos r
et sin 7 lorsque r appartient a ] — 7, O[.

Posons, par définition :

cos r=cos (&)
sin r =sin ().

B

cosr

() A

MES (OA, OM)=r.

Pour tout nombre réel de lintervalle ]— r, 7], le couple (cos 7, sin r) est le couple
de coordonnées d’un point du cercle de centre O ct de rayon 1. Ce cercle a pour

équatipn x3+ y2= 1. Donc :

Pour tout nombre réel r appartenant a U'intervalle |—m )
—1<<cos r<1
— 1< sin r<1
cos? r+sin® r=1. =1

237
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_—___"_‘-—_
Soit r un élément de ]— 7, w], différent de

L’opposé de r appartient aussi a ]— m, 7r]. De plus, r et — r sont les mesureg de
deux angles orientés opposés (&) et — (a).

B

Les images respectives M, et M, de (&)
et —(a) sur le cercle trigonométrique
sont symétriques par rapport a la drojte
(OA). Pourquoi?

Dans le repére (O, A, B), les points M, et M, ont la méme abscisse et des
ordonnées opposées. On en déduit que :

Pour tout nombre réel r appartenant a Pintervalle |—mm o[ : !

cos(—r)=cos r; sin(—r)= —sin r.

Exercice a) A laide du cercle trigonométrique, déterminer :

co m 1T ( 'n') v
§$—; siIn—; cos| ——]; cos —:
3’ 6 6 e

sin (——E)' sin(—lr)' Si Zﬂ' ( Sy
4, 2,1!‘13,1:05 —"'4—)

1 V3

b) Le point du plan de coordonnées (-—Er —T) appartient a C

Pourquoi?

Déterminer le nombre réel r tel que :

V3
2

cos r= —5 et sin r= —

Remarque, Soit p un nombre réel de Pintervalle ]1— 180; 180].
On peut évidemment définir de la méme fagon cos p° et sin p°.

Par exemple : cos(—135°) = -—?- Pourquoi?

Pour un nombre réel g de I'intervalle ]—200; 200], on définit de méme cos qgr €t
sin ggr.
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3) Usage des tables trigonométriques

* >, - 1] '?
r étant un nombre réel de Pintervalle |— 7, 7], comment déterminer cos r et sin r:

a) Placer approximativement sur le cercle trigonométrique le point M tel que
e
MES (OA, OM)=r.

On détermine ainsi les signes de cos r et
sin r.

b) A l'aide des symétries d’axes (OA) et (OB), se ramener au cas ou le nombre

B

M’
|
|
|
|

(0] ]I A

|
|
|

M
——— _,_,_.-‘---""‘-'——-—.I.lil il
MES (OA, OM')=m—r. MES (OA, OM")= —r.

239 .
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Dans les trois cas, soit 7 tel que :
e e
r=MES(0OA, OM").
On a:

cos ¥ =|cos r|
sin r'=|sin r|.

On admet que :
e
MES(OA, OMY=m+r.

c) A laide de la table, déterminer des valeurs approchées de cos ' et sin r'.
On obtient alors facilement des valeurs approchées de cos r et de sin 7.

Exemple 1

. i z S5 ) S5
Déterminer des valeurs approchées de cos (—E) et sin (—E)

¢ On voit que :

—-'-.-H_-—-u.
e r'=MES(OA, OM')

]
12

. 5 )
Si la mesure en radians d’un angle est T 'S4 mesure en degrés est p tel que :

_180 S5
P " 2
p=175.

240
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Dans la table, on trouve :

cos 75° ~ 0,2588; sin 75° = 0,9659.

D’ol ;
Sar S5qr
cos(-——) ~ (0,258 8; sin (—-——) ~ —0,96509.
12 12
Exemple 2
Déterminer des valeurs approchées de cos(—2,74) et sin(—2,74).
B
e On a:
T
— < —2,74€ —‘E'
e On voit que :
cos(—2,74)<<0
sin( — 2,74)<<0.
—
s r=MES(OA, OM")
M rY=m-—2,74
r'=3,14—2,74
r'=0,4.
On utilise alors la colonne «radians» de la table.
Degrés Radians Sinus Cosinus
22,5 0,3927 0,3827 0,9239
0,4 »
23 10,401 4'] 0,3907 0,9205
On obtient :
cos 0,4 =~ 0,9205
sin 0,4 = 0,3907.
D’ol :
cos(—2,74) = —0,9205
sin(—2,74) = —0,3907.
Exercice Déterminer 2 I'aide de la table trigonométrique des valeurs appro-

chées de :

3
cos —;I; sin (_%r); cos 2,2; sin(—1,5).

241.
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242

Langage et logique

L’équivalence logique

Cest a la géométrie que nous ¢mpruntons I'exemple suivant qui illustre la derni¢re
notion de logique étudiée en Seconde : [ ‘équivalence logique.
En classe de Troisi¢me, on a établi les théorémes suivants :

Etant donné un triangle MNP :

—1 MNP est un triangle 5 2 e
E rectangle en N Eior_.s> d*(M, N)+d*(N, Py=d (M, P).

Etant donné un triangle MNP :

E a2 (M, N)+d*(N, P)=d?(M, P) @ MNP est un triangle

rectangle en N.

On a regroupé ces deux énoncés en disant que :

Etant donné un triangle MNP :

MNP est un

triangle —— - ’ y ,
ta) d*(M, N)+d*(N, P)=d*(M, P).
rectangle en N. ( )+ d*(N, P)=d*(M, P)

Ecrivons chacun de ces énoncés en langage formalisé,

Désignons par

T 'ensemble des triangles du plan.

Le premier théoréme exprime que la proposition :

-vMNPeT[

MNP est un triangle

= d*(M, N)+ d*(N, P)= d? ,P]
rectangle en N (M, N)+d*(N, F) (M, P)

est vraie.

Le second théoréme exprime que la propasition :

YMNPe T [d’(M, N)+ d*(N, P)=d?*(M, P) —»

MNP est un triangle ]
rectangle en N

est vraie.
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Pour écrire le troisiéme théoréme, nous allons utiliser un nouveau connecteur
logique :

Ce connecteur se lit : «équivaut a», «est équivalent a».
Nous exprimerons le troisiéme théoréme en disant que la proposition :

MNP est un triangl
YRt [rectangle U IIES <o d2(M, N)+ (N, P)=d*(M, »)

est vraie.

Plus généralement, soit E un ensemble. Etant donné deux formules :
xeE P(x); xe€E, Q(x)

d’ensemble de validité E, on peut, 4 'aide du connecteur logique <=, former la
formule :

x€E, [P(x) = Q(x)].

Substituons a la lettre x un élément a du référentiel E.

— Si les deux propositions P(a), Q(a) ont méme valeur de vérité, les deux
implications :
P(a) => 0f(a); Q(a) => P(a)
sont vraies. Dans ce cas, on dira que la proposition :
P(a) == Q(a)

est vraie.
— Si les deux propositions P (a), Q (a) ont des valeurs de vérité différentes, 'une

des deux implications :
P(a) => Q(a); Q(a) => P(a)
est fausse. Dans ce cas, on dira que la proposition :
P(a) == Q(a)

est fausse.
On peut aussi, 2 partir de cette formule, construire la proposition :

YxeE [P(x) == Q(x)].

Cette proposition €st :
__ vraie lorsque, pour chaque élément a du référentiel, les propositions P(a), Q(a)

ont la méme valeur de vérité; ;
— fausse lorsqu'il existe un élément a du référentiel pour lequel P(a), Q(a) n'ont

pas la méme valeur de vérité.
243

Scanned by CamScanner



Mathématiques seconde — Géoméirie

Rcmarqut’- Dire que la proposition =
Yxe E [P(x) <= Q(x)]

est vraie revient & dire que l'on a:
{xe E/P(x)}={x€ E/Q(x)).

Pourquoi?

Exercice Soit (D) une droite du plan, A et B deux points de (D).
Comparer les ensembles :

{Me(D)d(A M)+d(M, B)=d(A, B))
{M e (D) MA X MB<0).
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Exercices

1 (1). On donne un triangle ABC. Soit G son
centre de gravité. Les triplets (A, B, C) et
(A, B, G) sont-ils de méme sens?

2 (1). a) Dessiner un triangle ABC d'ortho-

ceplre H tel que (A, B, C) et (A4, B, H) soient de
méme sens.

b) Dessiner un triangle A'B'C’ d'orthocentre H'
tel que (A", B', Cyet (A, B", H') scient de sens
contraires.

3 {1). On considére le carré ABCD. On dési-
gne par P, Q A et 5 les milieux respectifs de

[AB] [BC). [CD] et |DA).

Dans chacun des cas suivants, dire si les

triplets indiqués sont de méme sens ou de sens

contraires; justifier lorsque cela est possible.

{ABD] et (csm; ey A
Et ylal by *
et
et
et
et
et

ToExD0;

2029

2039712
'

JIDDVODS
I TEY
ADPLOm!

L5

4 (1). Soit ABC un triangle. Trouver quels
sont les points M du plan tels que ;

(A B, C)et (A B, M) sont de méme sens

(A C, B) et (A C, M) sont de méme sens

(B, C, A) et (B C, M) sont de méme sens.
(On ne demande pas de justifier la réponse.)

5 (2). Soit [OA) une demi-droite.
Tracer les demi-droites [08,), [08,), [OB,) et
[OB,) telles gue :

|

o 25
MES (OA, 08,) =% ,

———

MES (OA, 0B,)=0;

MES(GA OB))=—=" MES(OA OB)=~z-

6 (2). Dans le plan orienté construire un trian-
gle ABC tel que :

s (A B, C) est de sens direct;

e AB=74;, AC=52; BC=38.
Construire le représentant de cté origine [AC)
-'.-..-‘-""l-

de I'angle orienté (BC, BA).

7 {2). On donne un point O et deux demi-

droites [OA) et [OB) d'origine O.

Tracer la demi-droite [OC) telle que
— 2T

Tracer la demi-droite [OD) telle que
— T

MES({OA, OD]FE

Construire les demi-droites [OE) et [OF) telles
que :

—— ——
(OA, OB)= — (0D, OE)
— —
et (OB, OC)= — (0D, OF).

Lire sur le dessin la détermination principale de
————
la mesure de {(OF, OF).

8 (2). a) Quels sont les angles orientés (a)
tels que :

(@) + (&) = (w)?
((e) désigne Fangle orienté ptat,]
b} Quels sont les angles orientés (&) tels que :

(@) +(a)=(0)?

9 (2). Soit ABC un triangle.
Montrer que :
—— —— ———
(AB, AC)+(CA, CB)+(BC, BA)
est I'angle orienté plat.
Indication : déterminer

— l'image de {[AB), [AC)) par la symétrie cen-
trale de centre A,

— l'image de ([CA), [CB)) par la translation de
vecteur CA;

— l'image de ([BC), [BA)) par la translation de
vecteur BA.

10 (2). Soit ABC un triangle et [AD) la demi-
droite opposée a [AB).
Montrer que :

—, — —_——
(BC, BA)+(CA, CB)=(AC, AD).
(Utiliser le résultat de I'exercice précédent.)

11 (2). On considére un cercle Cde centre O,

Soit [MB] un diamétre de C et A un point de C
distinct de M et B

a) Comparer | | ienté TA, ME
 Lomparer les angles orientés (MA, MB) et
(AM, AD),

b) Montrer que ;
e e — e —
(MA, MB)+(MA, MB)=(0OA, OB).
(Utiliser le résullat de I'exercice précédent.)
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—
—

12 (2). 1) Soit une droite (AB) et deux demi-
droites de supports paralléles [AS) et [BT).

—,
Comparer les angles orientés (AS, AB) et
o
(BA, BT).

2) On considére un cercle ¢ de centre O

Soit [PA) un diamétre de C et 8 un point de
distinct de P et A

Soit Q le point de € tel que :
PB=BQ et QP
T —
a) Montrer que (PA, PB)=(80, BQ).
b) Montrer que (OB) Z{AQ). o
¢) En déduire que les angles orientés (PA, PB)
—

et (QA QB) vérifient I'une des deux relations
suivantes !

— __.--‘-.___h
(PA_PB)=(QA QB)

— - ——
(PA, P8B)=(w)+(QA, 0B)

((w) est I'angle orienté plat).

13 (2). On considére quatre demi-droites

[0A), [0B), [0'C) et [O'D) telles que

(OA) Z(0'C) et (OB) Z(0'D).
—

a) Comparer les angles orientés (OA OB) et

(O'C, O'D).

[X' ¥’} sont de méme sen
sont deux vecteurs de méme sens,
On suppose que [OA) est de méme sens que

[O'C) et que [OB) est de méme sens que [O'D).
Montrer qu'alors :

(GA, OB)=(3'C, O'D),

¢) Lorsque [OA) et [O'C) ne sont pas de méme
sens, a quelle condition a-t-on encore ;
—

(OA 0B)=(0'C, 0'D)?
14 (2). 1) Soit ABCD un parallélogramme.

—
Cc_)_rﬂg_g‘rer les angles orientés (AB, AD) et
(CD, CB).

2) On rappelle que, étant donné un triangle
MNP, on a :

b) On rappelle que deux demi-droites [XY) et
s lorsque XY et X°Y"

—— —— — ==
{MN, MP) 4 (PM, FNY+ (NP, NM) = (w)
((w) désigne I'angle orients plat).
(Voir exercice n® 9.)
Soit ABCD un quadrilatére,
athErltrer que :
—_— _——,
(AB, AD)+ (DA, DC)+(CD, CB)+
—
(BC, BA)=(0).
- b) Mpposa. de plus, que : .
——

(AB, AD)=(CD, CB) et (DA, DC)=(BC, BA).

Montrer que ABCD est un para!lé!ogramme.

15 (3). On considere le triangle équilatéral
ABC,

Soit A’ et B’ les milieux respectifs des chtés
[BC] et [AC].

Quelles sont les rotations qui appliquent [BA]
sur [AB"])?

Quelles sont les rotations qui appliquent [BA']
sur [B'C)?

16 (3). Soit ABCD un carré,
a) Trouver ses axes de symetrie.

b) En déduire les rotations qui appliquent le
carré ABCD sur lui-méme. -

17 (3). Dans le plan orienté, on donne trois
points A, B et C distincts tels que :

e (A B, C) est de sens direct;
e AB= AC:

s (AB) L (AC).

Que! est le centre O de la rotation r qui
applique A sur B et C sur A?

Donner la détermination principale de la me-
sure de I'angle orienté de la rotation r.

Trouver deux cercles remarquables passant
par Q.

18 (3). On donne un point A et deux droites
paralleles et distinctes (D,) et (D,). 3

Construire un triangle équilatéral ABC tel que -
Be(D,) et Ce(D,).

19 (3). Dans le plan orienté, on donne deux
points distincts A et B.

Construire un triangle ABC tel que :

p— T
o MES(AB, AC) =§;

 dans la rotation de centre A et d’angle {&) tel
que MES(&):%T* I'image de la droite (BC) est
une droite passant par C.

20 (3). Soit r, et r, deux rotations de centres
distincts et d’angles orientés non nuls.
Construire les images de divers points par

Fefy, par ryer, Ces deux transformations
sont-elles &gales?

21 (3). On donne deux points A et 8. .
Construire le centre de chacune des rofations
qui appliquent A sur B et dont les angles

orientés ont pour détermination principale de
la mesure :

‘JT. m
3 T2
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2.2 (3). 1) Montrer que toute rotation dont
I'angle orienté a pour détermination principale

m T
de la mesure 5 ou hE transforme une droite

quelconque (D) en une droite orthogonale &
(D) (indication : considérer la paralléle A (D)
passant par lo centre de la rotation).

2) Dans le plan orienté, on considére un trian-
gle ABC tel que (A, B, C) soit de sens indirect,
On construit les carrés ACEF et BCDH de fagon

g
que MES (CA, CE)=gat MES(CB, CD)= _%’.

Montrer que AD = BE et que les droites (AD) et
(BE) sont orthogonales.

23 (3). 1) On considére deux droites ({D,) et
[g;.} non orthogonales et sécantes en un point

Soit 5.5, et S, les symétries orthogonales
d'axes respectifs iD,) et (D).

a) S(p,°Spy €St une rotation. Pourquoi?
Quel est son centre?

b) Soit P un point de (D,), Q un point de (D,),
tous deux distincts de O.

Soit P’ I'image de P par S, et H le projeté
orthogonal de P sur (D,).
H est distinct de O. Pourquai?

—
Comparer les angles orientés (OP, 0Q) et
ke g
(OP, OH) (distinguer deux cas).

27 (4). Placer sur le cercle trigonométrique
les points M, N, P, Q, A, S et T sachantque :

— o
MES(OA, OM)= ~a

——

MES (OA, ON)=

w|y

T

3T

MES(OA, OP)= ~%2
—— m
MES(CA, 0Q)= _E

o 27
MES(OA, OR)= e

\(@
¥ ﬁ
(6
(€)

———
Cmer les angles orientés (OP, OP') et

—_—
(0P, OQ)+(0FP, 0Q).
Quel est I'angle de la rotation Sip,)°S(p,)?

2) Enoncer et juslifier une conclusion ana-
logue lorsque (D,) et (D) sont orthogonales.

24 (3). Soit (D,) et (D,) deux droites sécantes
en un point £

On choisit un point A sur (D,), un point 8 sur
{Dg), tous deux distincts de .

Montrer que toute rotation transformant (D,)

en (D,) a pour angle orienté (T,II\BJ ou

(A, 1B) + ().

((w) désigne I'angle orienté plat.)

25 (3). Dans le plan orienté on considére
deux triangles équilatéraux ABC et MNP tels
que AB=MN et (A B, C) est de méme sens
que (M, N, P),

Montrer que les médiatrices de [AM], [BN] et
[CP] sont paralléles ou concourantes,

26 (4). Placer sur le cercle trigonométrique
les points M, N, P, @ et A respectivement

associés aux angles orientés (@), (B), (7). (8)
et (£) représentés ci-dessous :

N

— m
MES(OA, 0S)= e

3
MES{ﬁT}:Tﬂ-

28 (4). Placer sur le cercle trigonométrique
les points E, F, G, H &t | sachant que :

———

MES (°}{OA, OE)= —27
.-""""--.
MES(°){OA, OF)= — 135
——

MES (°){OA, 0OG)=095
—_— e —

MES (°}(0A, OH)= — 120

MES () (A, Ol)= 150.
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29 (4). Placer sur le cercle trigonométrique
les points R, S, T, U et V sachant que :

——

MES (gr)(CA, OR)=25
—

MES (gr}(OA, 0%)= — 175
——

MES (gr)(OA, OT)= — 50
o —

MES (gr)(OA, OU)=150
._..—r-""-.-“

MES (gr)(OA, OV)=200.

30 (4). Les points E(-%:¥) et

2
(g; _E) sont-ils des points du cercle trige-

noemeétrique? Dans I'affirmative, placer ces
points sur le cercle.

31 (4). Les points -
3
M(0,5; 0,87) et R(—YE—; —0,5)

sont-ils des points du cercle trigonométrique?
Dans I'affirmative, placer ces points sur le
cercle,

32 (4). Placer sur le cercle trigonométrique
les points M, N, P, Q et A tels que ;
N
MES (°)(0A, OM)= —35 "
e .
MES(°)(0A ON)= —90
——
MES (°)(OA, OP)= —70
——
MES (°)(0OA, O0Q)= 145
__.-""-..__‘
MES (°)(OA, OR)= — 135,

Par lecture sur le cercle trigonométrique, don.

ner larrondi d'ordre 2 de cos(OA Om,

sin (OA. OM), cos{Oﬂ'ﬁJ), sin[(ﬁu)l

cos(OA, OP),  sin(0A. OP), costoﬁ{?],
—

sin(ﬁ-ﬁa). cos{OA OR), sin(oml

33 (4). Sachant que re]—m 0] et que

cos r = —0,5, calculer sin r.

34 (4). Sachant que se]—m 0] et que

V3 _
COS § =T' calculer sin s,

35 (4). Sachant que !‘E]—'ﬂ', —-;—‘] et que

sin t= ——2—- calculer cos t

36 (4). Sachant

. V2
sin U= _'_5—' calculer cos u.

m
que ue[-—? CI] et que

37 (4). Compléter le tableau suivant en com-
mencant par compléter la partie encadrée en
rouge (connaissances de la classe de Troi-
siéme), puis en vous aidant du cercle trigono-
metrique pour le reste du tableau :

5w 37| 27| = Tr T 1'r|_ T g T -n'_ 27w | A7 | 57
MES (a))— — |- —|-—|-= | =2 |7 |_T7 ol — ek = = Bax | B 25 ke
6 4 3 2 3 4 3] 6 4 3 2 3 4 6
COs
sin

38 (4). Determiner a I'aide de la table trigono-

; 37
métrique des valeurs approchées de cos —,

cos(-%r). Sin(—g), COS(-—23}.

Problemes

39. Angles orientés opposés : démonstra-
tions des proprietes admises page 219.

Soit (&) un angle orienté ni nul ni plat,
([AB), [AC)) et ([DE), [DF)) deux de ses repré-
sentants. '

a) Montrer qu'il existe une isométrie i telle
que :

i([AB))=[DE) et i([AC))=[DF).

(A B, C) et (D, E, F) sont-ils de méme sens?
(A C, B) et (D, F, E) sont-ils de méme sens?

— —
En déduire que (AC, AB)=(0OF, DE).

Par définition, {Aﬂﬁ] est I'opposé —(ax) de
I'angle orienté {(a). (Voir définition page 219.)
b) Soit ([MN), [MP)] un représentant de I'angle
orienté — (a),

; —— —
On sait que (MN, MP)=(AC, AB).
Qu'en déduit-on concernant :

— —
— les angles NMP ot CAB:
— les triplets (M, N, P) et (4, C, B)?

o

248

Scanned by CamScanner



7/Angles orientés. Rotations

En déduire que

NMP iso BAC [et] [et] (M. N, P) et (A, B, C) de sens
contraires.

¢) Scit {[RS), [F?ﬂ) un couple de demi-droites

telles que SRTlso BAC (RS T et
(A, B, C) de sens contraires. .

——
Montrer que (RS, RT) est un représentant de
T
(AC, AB), c'est-a-dire de —(a).

d) Enoncer la propriété démontrée aux ques-
tions b) et ¢).

40. 1) Soit ([OA} [08)) un couple de demi-
droites de méme origine.

Soit (A) la bissectrice de I'angle AOB

[OT) et [OT") les deux demi-droites opposees
d'origine O portées par (A).
.-r'"'-‘"'--

—
a) Comparer (OA, OT) et (OT, 08).
En déduire un représentant de:
—— ——
(OA, OT)+(0A QOT).

b) En procédant de la méme fagon, trouver un
representant de l'angle orienté:

——— T
(OA OTY4+(0A OT').
——
¢) Trouver une relation entre (DA OT) et
———
(0A, OT).
2) Deux angles crientés (a) et (B) sont tels

que (@) + (@)= (B)+(B).
Que peut-on dire de (a) et [ﬁ)"

On note souvent 2(a) Ilangle orienté
(a)+ (). Attention & ['utilisation de cette
notation! Quels sont ses inconvénients ?

~41. Dans le plan orienté, on considére |e
triangle ABC tel que MES(AC, AB):E-
Soit 8’ I'image de B par |a rotation de centre A

- ™

et d'angle orienté (&) tel que MES[&’):;
Soit C’ I'image de C par la rotation de centre A
et d'angle orienté —(a).
1) Quelle est la nature du triangle AB’ C’

2) Soit C, I'image de C par la rotation de
centre A et d'angle (@), et H le projeté
orthogonal de A sur (BC).

a) A, C’ et C, sont alignés. Pourquoi?
b) Montrer que (B’C,) est paralléle a (AH).

¢) Montrer que (AH) est une médiane du
triangle AB'C".

42. 1) Soit un point O, un angle orienté () et
r la rotation de centre O et d'angle (&).

a) Soit (D) une droite passant par O et (D) son
image par r.

On chaisit un point P sur (D), un point @ sur
(D'} tous deux distincts de O. —
Que peut-on dire des angles () et (0P, 0Q)?

b) Soit (4) une droite quelconque et (4") son
image par r.

Montrer que (4A) et (4') sont sécantes.

Soit / leur point d'intersection, A un point de
(4) et S un point de (4"), tous dewtlncts de

I. Que peut-on dire de I'angle (/R, /5)?

2) Deux couples de demi-droites ([AB), [AC)) et
([A'B), [A'C)) sont tels que (AB) L (A'B") et
(AC) L (A'C').
Montrer que :

—— — e
(AB, AC)=(A'B’, A'C’)

au
——-.-__-‘—.

e o
(AB, AC)=(A'B’, AAC"} 4 (w)
((w) désigne I'angle orienté plat).

43. Etude de la composée d'une transiation
et d'une rotation.

On dorne un pomt O, un vecteur u non nul et
un angle orienté non nul ().

Soit ¢ la translation de vecteur u, r la rotation
de centre O et d'angle orienté (&).

1) On se propose d'étudier la composée rot.

a) Trouver deux droites (D,) et (4) telles que
Ce(a) et S5,°5p,=1

b} Existe-t-il une droite (D) telle que

[ —
Siop* Siay=17

c) En déduire que rot est une rotation. Cons-
truire son centre 0.

d) Soit P un point de {D,) distinct de O’. Soit
Q et O” les images respectives de P et O par la
translation de vecteur 0°0 N

Comparer les angles orientés (O'0, O'P) et

.___..-'_'-—____
(00", 0Q).
En dedmre que l'angle orienté de la rotation
rot est (@) (utiliser le résultat de I'exercice 23).

2) Faire une étude analogue pour la composée
tor. Peut-on avoir ter=reot?

44. Etude de la composée de deux rotations
de centres distincts.

On donne deux points_distincts O, et O, et
deux angles orientés (a1) et {cr;,} non nuls
Soit r, et r, les rotations de centres respectifs
0, et O, et d'angles respectifs (a,) et (a,).
On se propose d'étudier la composée r,er,.

1) a) Montrer qu'il existe une droite (D,) telle
que :

Si0109° Sion="1-

b) Montrer qu'il existe une droite (D) telle
que :

S(02°Si0100 = 2
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En déduire que r,or, = Siog°

) Les droites (D)) et(D

tes ou disjointes. Faire deux figures correspon-

dant & ces deux cas, Dans chaque cas, quelle
est la nature de Faery?

109)-
2) Peuvent &tre sécan-

2) Soit O} I'image de O, par r,.

Soit t Ia
translation de vecteur 0,0,

qa5.
A

::-u.

Quelle est la nature

de ler,? En préciser les
¢léments (utiliser I'ex

ercice précédent).
b) En déduire que :
— si ()= — (@), rpor, est une translation:

— sj [Efzhé—[ca]. f22ry est une rotation
d'angle orienté () + (ars).

On considére |1a figure ci-contre dans laquelle ;
e PGO est un triangle équilatéral-

e (D) est paralléle a (GO):

o (GH’') est paralléle a (PH).

- i .-'-“-"
(D) est la bissectrice de l'angle GPH.
Pourgquai?

(D)

Application & loptique.

Canstruire une droite (4) passant par G telle
que ['image de [AG) par 3:91"3:.:: ait pour
support (PO) et soit de méme sens que [PO).

(4) et (D) sont sécantes en un point { Mesurer,

’ -—"""H-. _—
sur la figure, les angles H'GA et PIG Que
remargue-t-on?

rayon lumineux qui se réfléchit en [ sur un

Une source lumineuse placée en A émel un ‘
miroir plan. Les lois de I'optique monirent que,

o

pour un observateur praéé en 5,’|B rayon
réfléchl semble provenir du point A', symétri-
que de A par rapport 4 la droite (D).
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Le sextant.

Petit
miroir

astre

@

horizon

horizon

Grand miroir

lunette

" PMO

graduation

Le sextant est un instrument qui permet de
mesurer la hauteur d'un astre au-dessus de
I'horizon. Cet instrument est constitué de deux
miroirs plans :

— le petit miroir, fixé en P au plateau POG de
I'appareil; une partie du petit miroir est trans-
parente et permet & I'observateur de recevoir
directement a travers la lunette l'image de
I'horizon; .

— le grand miroir qui peut tourner autour du
point G. _ )
Sur le grand miroir est fixée une aiguille qui
permet de repérer la position de ce mi;%ir a

I'aide d’'une graduation de l'arc de cercle OP.

Pour mesurer la hauteur a d'un astre au-
dessus de I'horizon, on fait pivoter le grand
miroir autour de G jusqu'a ce que l'image de
l'astre recue aprés réflexion sur les deux
miroirs coincide avec l'image de [|'horizon
regue directement a travers la partie lranspa-
rente du petit miroir.

I> observateur

Comment faut-il graduer l'arc de cercle 6;
pour pouvoir lire directement sur la graduation
la mesure en degrés de I'angle o?

Construire le chemin suivi par un rayon lumi-

ne::x émis par un astre situé a une hauteur de
72

46. Pour s'amuser. Dans les cours de géome-
trie de Seconde, il ¥ a cinquante ans, on
considérait que l'image d'une figure par un
déplacement était la figure elle-méme, qui avait
subi un « mouvement »,

Voici une citation d'un manuel de cette
époque :

« La position d'une figure plane dans son plan
est déterminée quand on se donne les posi-
tions de deux points A et B de la figure.

En effel, quand on fixe le point A le seul
mouvement possible est une rotation autour de
A, et quand on fixe un deuxiéme point B, cette
rolation est calée de ce fait. »

Quel est le théoréme de volre cours qui traduit
en langage moderne cette affirmation?
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8 Geometrie de I'espace

Lecon 1: DROITES ET PLANS DE L'ESPACE
Lecon 2 : PARALLELISME

En Cinquiéme, nous avons appris a représenter en perspective cavaliére certains

solides de I'espace.

c B
A

£ A __"__F

\/

La figure ci-contre, extraite du manuel
de Cinquiéme représente un prisme droit
ABCEFG.

Les faces triangulaires ABC et FEG
sont des parties de deux plans paralléles.
Les faces rectangulaires ABFE, ACGE
et BCGF sont des parties de plans qui se
coupent deux a deux selon les droites
(AE), (CG) et (BF).

Nous voudrions compléter le dessin du prisme ABCEFG de la fagon suivante :

Soit M le point d’intersection des diago-
nales (BE) et (AF) du rectangle ABFE.
En quel point la droite (CM) va-t-elle
couper le plan J de la face EFG?

B

N
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Pour résoudre ce probléme, il est nécessaire :

1) de raisonner sur les propriétés des plans et des droites de I'espace;

2) de connaitre les régles du dessin en perspective cavaliére.

Comme en Quatriéme, en géométrie plane, nous allons organiser les propriétés de
I'espace. Certaines seront choisies comme axiomes, propriétés constatées par
observation de I'espace physique et retenues comme fondements théoriques. Les
autres, qui peuvent étre déduites des axiomes par une démorlstration seront
énoncées comme théorémes.

Cette mathématisation des propriétés de I’espace physique constitue notre cours de
géométrie de 'espace.

Dans ce chapitre, les définitions, les axiomes et les théorémes seront illustrés a I'aide
de figures : ce sont des dessins réalisés en appliquant les régles de la perspective
cavaliere vues en classe de Cinquiéme. A ces figures, on associera chaque fois une
légende qui complétera les renseignements que la figure seule ne peut donner.

Les deux dessins ci-dessous sont les patrons d’un prisme droit 4 base triangulaire et
d'un parallélépipéde rectangle. Réalisés en carton, ils constitueront des supports
intuitifs principalement pour la premigre partie de ce chapitre.

E F|F GG E
F G
E
253
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A D
B
D AlA B|B cC|C D
H E\E F\F GG H
F G
IC B
I
}
D I A
| E H
|
|
I
G F
)—.-——-...-—n—.-——.
/
s
y E

1

Droites et plans de I'espace

1) Des axiomes de I'espace

254

Les observations de I’espace physique, réalisées en classe de Cinqui¢me, ont permis
de constater diverses propriétés. Afin d’organiser logiquement ces propriétés, il
convient d’en choisir quelques-unes comme premiére série d’axiomes relatifs 2
I'espace et a ses sous-ensembles fondamentaux.

I.1 L’espace est un ensemble infini de points.

On le désigne généralement par £

1.2 Toute droite est un ensemble infini de points; c’est une partie propre de
I'espace.

]
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Soit (D) une droite.

On a (D)C¢& et (D)# &

Comme en géométrie plane, on représente généralement une droite par le dessin
d’un segment. Toutefois, nous verrons que dans un dessin représentant une figure de
espace, on est parfois conduit 2 représenter une droite d’une autre fagon.

(D) (D) est une droite.

1.3 |Tout plan est un ensembile infini de points; c’est une partie propre de I'espace.

Soit 7 un plan.

On a TCE et THE

Dans une figure, on représente générale-
ment un plan de I'espace par un parallé-
logramme. Ce parall€logramme permet
de «visualiser » une partie du plan qu'il
représente.

Des points qui appartiennent & un méme
7 plan sont dits coplanaires.

J est un plan.

Une deuxieme série d’axiomes permet de distinguer les uns des autres, les
sous-ensembles fondamentaux de I'espace.

| I1.1 ‘Par deux points distincts il passe une droite et une seule.

Les points A et B déterminent une
A droite unique qu'on désigne par (AB).
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256

L'examen du parallélépiptde ABCDEFGH nous montre que par le point A, il passe
Plusieurs plans : celui qui contient la face ABCD, celui qui contient la face ABFE,
celut qui contient la face ADHE.

On peut en imaginer bien d’autres.

Par les deux points A et E, il passe également plusieurs plans; lesquels?
Par les trois points A, B et E, il ne passe qu'un seul plan : celui de la face ABFE.

|VII.2

x5 Les points A, B et C non alignés
déterminent un plan unique qu’on dési-
;{1 " gne par (ABC).

Remarque. Dans I'espace physique, une «surface plane » est souvent déterminée par
un quadrilatére : le plan du tableau, le plan de chaque mur de la classe, le plan
d’une table... Une surface plane semble ainsi caractérisée par quatre points.
Cependant, un menuisier le confirmera ;: un tabouret & trois pieds n’est jamais
bancal. En est-il de méme d'une table a quatre pieds? Ne faut-il parfois pas une cale

pour qu'un des pieds de la table repose sur la méme surface plane que les trois
autres?

Par trois points non alignés il passe un plan et un seul. ‘
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Dans le plan de la face ABCD, mar-
quons deux points R et S. On trace alors
la droite (RS). Cette droite coupe (AD)
en X,, (BC)en X,, (AB) en X, et (DC)
en X,. Tous ces points appartiennent au
plan de la face ABCD. Tous les points
de cette droite appartiennent au plan de
la face ABCD.

On constate et on prendra comme
axiome :

II.3 |Si deux points distincts appartiennent a un plan, la droite qui passe par ces
deux points est incluse dans ce plan.

Aed;, Bed
X e(AB).

Pour montrer qu’un point X appartient
au plan 7, il suffit de trouver deux points
A et B de 7 alignés avec le point X.

On a alors Xe(AB)
or (AB)CT (pourquoi?)
donc Xed.

Remarque. La figure ci-dessus est accompagnée de quelques informations réunies
dans un tableau; c’est la légende de cette figure.

légende.

Tout dessin représentant une figure de I’espace doit étre accompagné d'une

L’exemple qui suit en prouve I'importance.
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258

Une figure sans légende!

C B

||C B

1
D | A D 4

I Y

b4
b4

: )CX XX

I G F

JICE— _E

e

7H E H E

Les points X et Y appartiecnnent-ils au plan de la face ADHE ou au plan de la face
CBFG, ou a un autre plan?
Sans légende, il est impossible de connaitre les positions des points X et Y.

Conséquences de l'axiome II. 3.

1) Soit (4) une droite et A un point n’appartenant pas a4 cette droite. Sur (4)
marquons deux points distincts B et C

Les points A, B et C ne sont pas alignés. Ils déterminent donc un plan unique 7
(axiome I1.2).

D’aprés 'axiome I1.3, la droite (A) est incluse dans ce plan.

Tout plan contenant la droite (A) et passant par A passe par les trois points non
alignés A, B et C. Or, seul le plan J passe par ces trois points. La droite (A) et le
point A déterminent donc un plan unique, celui qui comprend ce point et qui
contient cette droite.

(4) a4 Aed
C (A)C o
Be(4)
Ce(A).

2) Soit (A) et (4’) deux droites qui se coupent en un point A. Sur (A) marquons un
point B distinct de A et sur (A’) un point C distinct de A.

Les points A, B et C ne sont pas alignés. [ls déterminent un plan unique T; les
droites (A) et (4') sont incluses dans 7; pourquoi?

ng plan contenant les droites (4) et (A’) passe par les trois points non alignés A, B
et C.

Or, seul le plan & passe par ces trois points.

Les droites sécantes (4) et (4’) déterminent donc un plan unique qui les contient.
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B (4) ; (A)C T
(ACT
A (a)n(4a’)={A}
(A BE(.ﬂ)
C Ce(4")
¥

Un plan est déterminé par :

e trois points non alignés;
e une droite et un point ne lui appartenant pas;

e deux droites sécantes.

Exercice Soit A, B, C trois points non alignés et D un point n’appartenant pas
au plan (ABC) que ces trois points déterminent.
Combien de plans distincts peut-on déterminer 4 I'aide des points A,
B, C, D?
E étant un point de la droite ( BD) distinct de B et de D, F étant un
point de la droite (CD) distinct de C et de D, quels sont les plans
auxquels appartient le point E?
Quel est le plan qui contient la droite (EF)?
Méme question pour la droite (EA).
Faire une figure.

2) Positions relatives d’une droite et d’un plan

Soit (A) une droite et J un plan. D’aprés 'axiome I1.3, si deux points de la droite
(A) appartiennent au plan 7, la droite (A) est incluse dans le plan &

//B*/f"-")
A

T

A€(Ad) Aeld
Be(4) Bef

En conséquence, toute droite qui n’est pas incluse dans un plan ne peut avoir que
0 ou 1 point commun avec ce plan.
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0 point commun 1 point commun
(4) (4)
S( s
T A
\
\
|
\
\
(ANT= (A)NT={A)
Définitions

Une droite est dite paralléle 4 un plan si elle n’a aucun point commun avec ce
plan ou si elle est incluse dans ce plan.
Une droite est dite sécante 2 un plan si elle a un point commun et un seul avec ce

| plan.

Attention B
au dessin! /
C A
B
D
G F

T —— — — — —

De cette figure, on extrait la droite (AB)

_//
H
/ et le plan J de la face EFGH.
La droite (AB) n'a aucun point commun

La figure représente le parallélépipéde avec le plan &; (AB) est parallele au
rectangle ABCDEFGH. plan &.

En résumé :
Dans I'espace, une droite est :

Sécante
ou a un plan.
< parafff’fe> ¢
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Exercice Soit B, C, D trois points non alignés et A un point n’appartenant pas
au plan (BCD).

A

Sur la figure ci-contre qui repré-
sente cette situation, on a placé
deux points E et F.

Placer sur cette figure le point
d’intersection G de la droite (EF)
avec le plan (BCD).

Justifier.

C

A€ (BCD)
Ee€e(AD); Fe(AC)

L

3) Positions relatives de deux plans

a) Soit 7, et &, deux plans. Si trois points non alignés appartiennent a la fois a 7, et
¥,, alors T, =7,. Pourquoi?

A€, Aei,
Be T, Be7,
7, Cef, Ced,

En conséquence, deux plans distincts ne peuvent avoir en commun trois points non
alignés.

b) Soit &, et &, deux plans distincts.

Si deux points appartiennent a la fois a 'un et a I'autre plans, la droite qui passe par
ces deux points est incluse a la fois dans I'un et 'autre plans. Cette droite commune
aux deux plans est donc incluse dans I'ensemble de leurs points communs.

7, et 7, pourraient-ils avoir un point commun n'appartenant pas a cette droite?

Est-il possible que deux plans n’aient qu'un seul point commun?
L’examen du dessin (1) ci-dessous pourrait faire croire qu'il existe des plans qui
n'ont qu'un seul point commun. Pour ce dessin, le choix des parallélogrammes
représentant les plans ', et &, n’est pas judicieux.
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Attention
au dessin!

Dessin (1) Dessin (2)

Dans le dessin (2), d’autres parallélogrammes ont été choisis pour représenter les
mémes plans T, et 7,; la droite commune aux deux plans apparait alors clairement.

De l'observation de I'espace physique, il apparait qu’il n’est pas concevable que
deux plans puissent n’avoir qu’un seul point en commun; lorsque deux plans ne sont
pas disjoints, ils ont une droite en commun.

Les axiomes qui précédent ne permettent pas de démontrer cette propriété des plans
de l’espace; on prendra donc comme axiome :

Deux plans distincts ayant un point commun, se coupent suivant une droite
passant par ce point.

Aed,
A€,
(d)=ﬂ‘|ﬂfr3

Deux plans sont dits sécants si leyr intersection est une droite
262
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c) Deux plans peuvent n’avoir aucun point commun.

Ainsi les plans des faces ABCD et EFGH du parallélépiptde ABCDEFGH, n’ont
aucun point commun.

Définition

Deux plans sont dits paralléles s’ils n’ont aucun point commun ou s’ils sont

égaux.

I NT, =D
=7,

On représente généralement deux plans
Iy paralleles distincts par deux paraliélo-
grammes, l'un étant I'image de l'autre
par une translation.

Ty Ty

En résumé :
Dans I'espace, deux plans sont :

sécants
ou { aralléles.
¥ | 2
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264

Exercices 1) Sur les arétes [AE], [BF] et
[CG] du prisme ABCEFG, on a
marqué respectivement R, S et T
(voir figure).

Marquer sur cette figure le point
d’intersection de la droite (ST) avec
le plan (ABC).

Tracer la droite d’intersection des
plans (ABC) et (RST).

Tracer la droite d’intersection des
plans (EFG) et (RST).

2) (AB)N(CD)={X}
(AB)NT={B)
(CD)N T =1{D)
(AC)NT={FE}.

Cette figure associée a sa légende
n’est pas correcte. Montrer que le
point E appartient nécessairement a
la droite (BD); justifier.

Remarque 1

(AB)N Y ={B)
(CD)N T ={D)
(AC)NT={E}.

Cette figure associée a sa légende est
correcte.

Dans le paragraphe suivant nous verrons quelles sont les positions relatives des
droites (AB) et (CD).

Remarque 2. Pour résoudre certains problémes de géométrie de l'espace, il est
souvent commode d’extraire de la figure représentée en perspective les diverses
parties qui sont incluses dans un méme plan. On obtient ainsi une figure de
géométrie plane beaucoup plus simple a interpréter.
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Par exemple, de la figure ci-dessus, on a extrait :

(1) la partie incluse dans le plan déterminé par les droites (AB) et (AC);

(2) la partie incluse dans le plan déterminé par les droites (AC) et (CD);
(3) la partie incluse dans le plan 7.

elm

(1) (2) (3)

Pourquoi ces trois figures ne sont-elles pas accompagnées d’'une légende?

Notons bien que :

Pour toute figure de I'espace incluse dans un plan, on peut appliquer tous les
théorémes de la géométrie plane.
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4) Positions relatives de deux droites

Soit (D,) et (D,) deux droites. Si deux points distincts appartiennent a la fois a (D,)
et a (D,), alors (D,)=(D,). Pourquoi?

En conséquence. deux droites distinctes ne peuvent avoir que 0 ou 1 point commun.

Examinons les droites supports des
ABCDEFGH.
A4
|
D : A
|
I
I
I
I
1. A—
'
’
/H E

Les droites (AD) et (HE) n’ont aucun
point commun.

Dans le plan de la face ADHE, ce sont
les supports des cotés [AD] et [HE] du
rectangle ADHE.

Dans ce plan, elles sont donc paralléles.
Dans l'espace, nous dirons également
que ces droites sont paralléles.

Définition

arétes du parallélépipede rectangle

]
o

j L e o U
, /
ra
“H E

L’examen du solide permet, mieux que
la figure, de voir que les droites (BC) et
(EF) n’ont aucun point commun.
Peut-on trouver un plan qui contienne a
la fois les droites ( BC) et (EF)?

Si un tel plan existait, il contiendrait les
points non alignés B, F, E. Ce serait le
plan ( BFE). Mais ( BFE) est le plan de
la face BFEA qui ne contient pas C.
Nous dirons que les droites (BC) et
(EF) sont non coplanaires.

coplanaires.

Si deux droites de I’espace sont incluses dans un méme plan, on dit qu’elles sont

Deux droites non coplanaires sont des droites qQui ne peuvent étre toutes deux

contenues dans un méme plan.
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Exemple de droites non coplanaires

Soit T, et J, deux plans qui se coupent
selon la droite (4). Soit A et B deux
points distincts de (4).

Par A, dans 7,, menons une droite (4,)
distincte de (A); par B, dans &,, menons
une droite (4,) distincte de (4). Montrer

que (4,)N(4,)=2.

SHNT,=(4)
Ae(A)
Be(A)
(4,)C 7,
(A,)CTs.

Les droites (4A,) et (4,) sont non coplanaires.

Comment montrer que deux droites disjointes sont non coplanaires?

Soit (L,) et (L,) deux droites disjointes.
Sur (L,), marquons un point X. La droite (L,) et le point X déterminent un plan

unique 7
/ (L)

\\ A

(Ly) 7 (L) p
(LT 1
(L)CT (L)N7=1{X}
Xe(L,) (L;)CT.

Si (1.)YC T les droites (L,) et (L,) sont| Si (L,)& &, les droites (L,) et (L,) sont

évidemment coplanaires. non coplanaires. En effet, si un plan

Dans le plan 7, les droites (L,) et (L,) | contenait a la fois (L,) et (L.z), il

sont paralléles. contiendrait la droite (L,) et le point X.
1l ne pourrait donc s'agir que de T
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B
Exercice Soit le parallélépipede rectangle ABCDEFGH. Sur la droite (HE), on
marque un point K.
Quelles sont les positions relatives des droites (AB) et (AK)?

C
au dessin! l A B
D |
|
| K e (HE). |
l J
G F
)_'- __“'""7
s/
L E
K

En résumé :
Dans I'espace, deux droites sont :

/COpa'anaireS
ou \ sécantes.

\ non coplanaires

Exercices 1)

(Dl)n:’j={A} (Dz}////(Ds) (DSJH(D1)={C}
(D;)NT={B} Fe(D,) (AB)=(D,)
(Dy)NT={A} E € (D,)

Compléter la légende pour que :
a) les droites (D,) et (D) soient
coplanaires;

b) les droites (D,) et (D,) soient
non coplanaires.

(D) (D) (D;) (Di)

2) Soit (D,) et (D.) deux droites

non coplanaires. On désigne par X

le point d’intersection de la droite

-— (D,) avec le plan que déterminent

le point A et la droite (D,). Placer

sur la figure le point d'intersection

de la droite (D,) avec le plan

(D,) déterminé par le point A et la

W droite (D,). Justifier,
268
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3 3) Soit le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH.
Sur I'aréte [AE], on marque un point X distinct de A et de E; sur
I'aréte [ BF] on marque un point Y distinct de B et de F et sur 'aréte
[DH] on marque un point Z distinct de D et de H.

c B

—

—
o

D ___,.-r'"" A

4 !
\
I L,

|
| L
I
1

¥ —

Y

ABCDEFGH

est un parallélépipéde.
X e]AE|

Y € | BF|

Ze€]DHI[.

De I'analyse de la figure, déduire un programme de construction de la
droite (PQ), intersection des plans (XYZ) et (EFG). Justifier

soigneusement ce programme.

2 Parallélisme

1) Droites paralieles

a) Exemple.
C

|

o

I

D |
| P 4

I

|

|

|

|

!

|

[
e il

/
/I
.

/H E

a

Considérons. le parallélépipede rectangle
ABCDEFGH.
Dans le plan (ABC), on a:

(AB)/(DC).
Dans le plan (ABE), on a:
(AB)/ (EF).

Les droites (DC) et (EF) sont disjoin-
tes. Pourquoi? Sur la figure semblent-
elles non coplanaires?
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b) Définition

On dit que deux droites sont paralléles lorsqu’elles sont :

e égales
ou
e coplanaires et disjointes.

Dans P'espace &, (D) et (D’) étant deux droites paralléles, on notera, comme dans le

plan : (D)/Z(D").

(D)=(D’)

2/ @ T

(D) et (D) sont coplanaires
telles que (D)N(D)=@.

c¢) Plan déterminé par deux droites paralléles distinctes.

Soit (D) et (D') deux droites paralleles distinctes,
Par définition, (D) et (D') sont incluses dans un méme plan.
De plus, tout plan contenant ces deux droites contient nécessairement 'une d’elles et

un point de I'autre. Or, un seul plan contient 2 la fois ce point et cette droite.
En conclusion :

Deux droites paralleles distinctes déterminent un plan et un seul,

d) Droites paralléles et droites sécantes.

Dans le plan 7, on considére deux droites (D) et (D’) parallgles et disjointes.
Soit A un point de (D) et B un point n’appartenant pas a la droite (D).

1" cas: Be .
La droite (AB) qui est sécante a2 (D) est sécante a (D'). Pourquoi?

A B (D)C
' (DOCET
M (D)/(D')
Ae(D)
' (DY) BeT
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2¢ cas: B¢ 7.
La droite (AB), qui est sécante 4 (D), est-elle sécante a (D’)?
En perspective. Figure «réduite au plan T ».
4 (D)
(D)

Figure « reduite au plan ['».
[ désigne le plan défini par la droite (D)
et le point B.

tg;/é}D ) Bien que les droites (D) et
(D)CT (D') soient paralleles,
A (D) remarquons que la droite
7 (AB), sécante a 'une en A
B¢ n’est pas sécante a l'autre!

Les droites (AB) et (D’) sont non
coplanaires; pourquoi?

Remarque importante.
Dans chaque plan de I'espace, si deux droites sont paralléles, toute droite sécante a

I'une est sécante a 'autre.
Dans I’espace, on peut trouver deux droites paralléles et une droite qui est sécante a

'une et n’est pas sécante a l'autre.
Rappelons que toutes les propriétés de la géométrie plane se retrouvent dans chaque

plan de I'espace mais, pour pouvoir les appliquer il faut nécessairement se trouver
dans un plan.

Exercice Soit 7, et &, deux plans distincts.
(D,) et (D{) sont deux droites paralléles incluses dans 7'; (D,) et

(D)) sont deux droites paralleles incluses dans .
(4) est une droite telle que :
(8)N(Dy)={A}, (A)N(D)=L
(4)N(Dy)={B}, (A)N(D3)={C}.

Parmi les propositions suivantes, indiquer celles qui sont vraies :

g(l) ()T, (4) (D)NT, =2
(2) (A)CT; (5) (DPNT, =2
(3) (A)NT,={A} (6) T,NT,=(4).

Faire une figure.
271
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e) Droites paralléles et plan sécant

Soit (D) et (D’) deux droites paralleles distinctes.
Soit J un plan qui coupe (D) en un point A.

En perspective

(D) \(D)

Les droites (D) ct (D’) déterminent un
plan.
Soit 7' ce plan.
Le point A appartient a la fois au plan &
A et au plan 77,
\
\
\

T et 7' ont donc une droite commune

T (4).
(D)/ (D)
(DYN:={A}.
Figure dans le plan 1". (D) (D)

(D), (D’) et (4) sont des droites du plan
J’. Dans ce plan, (D) et (D') sont
paralléles; donc la droite (A) sécante a
(D) en A coupe la droite (D’) en un
point. Soit B ce point. B

Le point B appartient a la droite (A), donc au plan 7,

D’autre part, il appartient a la droite (D’).

Conclusion : Le plan & qui est sécant & la droite (D) est aussi sécant a la droite
(D).

Théoreme

Si deux droites sont paralléles, tout plan sécant a I'une est sécant a l'autre.
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f) Rappel de P’axiome d’Euclide.

dDans’un plan &, par tout point il passe une droite et une seule, paralléle a2 une droite
onnée. .

Nous allons étendre cette propriété i I'espace &
Soit (D) une droite et A un point quelconque de &.

1) Si A €(D), la propriété est évidente.

2) Considérons le cas 1 A ¢ (D).

Le point A et la droite (D) déterminent un plan. Dans ce plan, d’aprés I’axiome -
d’Euclide, il existe une droite et une seule, paralléle i la droite (D) et passant par A.

Soit (A) cette droite.

Toute droite paralléle 4 (D) passant par le point A est nécessairement incluse dans
le plan déterminé par cette droite (D) et ce point A.

La droite (A) est donc la seule droite paralléle 2 (D) menée par A.

On énonce :

Par tout point de 'espace, il passe une droite et une seule, parallele a une droite
donnée.

g) Droites paralléles 4 une droite donnée.

Soit (D,), (D,) et (D) trois droites d’un

plan &
Nous avons vu en Quatrieme que dans le
plan &' :
(D)D)
(Dy) Zsi J et Lalo@{Dl)/(Dz).
(D) (D)/(D)

(D,)

Cette propriété reste-t-elle vraie lorsque (D), (D;) et (D) sont des droites de
I'espace &7
273
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Soit (D,), (D,) et (D) trois droites qui
ne sont pas incluses dans un méme plan

et telles que :
(D))/(D) et (D,)/(D). (D)
]
I
I
N l
‘*\_“‘\‘ “‘_J

(D,)

Cherchons les positions relatives des droites (D,) et (D,).

Nous savons que, dans I’espace, deux droites distinctes ne peuvent étre que sécantes,
paralléles ou non coplanaires.

Considérons les trois propositions suivantes :

p : (D,) et (D,) sont sécantes.
g : (D,) et (D;) sont non coplanaires.
r: (D,) et (D,) sont paralléles.

17 proposition : (D,) et (D,) sont sécantes.

Les droites ( D,) et (D,) étant sécantes, par leur point d’intersection, il passe deux
droites distinctes paralléles a la droite (D) : les droites (D,) et (D,).

Cette derniére proposition est en contradiction avec la propriété : « Par tout point de
’espace, il passe une droite et une seule, paralléle 4 une droite donnée. »

La proposition p, «(D,) et (D,) sont sécantes», est donc fausse.
Sa négation, «(D,) et (D,) ne sont pas sécantes» est vraie.

2¢ proposition : (D,) et (D,) sont non coplanaires.

Soit A un point de la droite (D,) et soit & le plan déterminé par la droite (D,) et le
point A.

(D,) et (D,) étant non coplanaires, le plan 7 est sécant a (D,) en A.

(D,) et (D) étant paralléles par hypothése, le plan 7 qui est sécant a (D,) est aussi
sécant a (D).

(D) et (D) étant paralléles par hypothése, le plan & qui est sécant 4 (D) est aussi
s€cant a (D,).

Cette.fiﬁrniére proposition «J" est sécant & (D,)» est en contradiction avec la
propriete : «Un plan défini par une droite et un point contient cette droite. »
La proposition g, «(D,) et (D,) sont non coplanaires» est donc fausse.

Sa négation, «(D,) et (D,) sont coplanaires» est vraie.

Nous avons ainsi démontré que les deux propositions :

p: «(D,) et (D,) sont sécantes »;
q : «(D;) et (D,) sont non coplanaires »
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sont fausses. Or, dans I'espace, deux droites ne peuvent étre que sécantes, non "+

coplanaires ou paralléles. Seule la proposition r, « (D,) et (D,) sont paralléles », est
vraie.

On énonce :

Si deux droites sont paralléles 4 une méme troisiéme, alors elles sont parallles
entre elles.

Ce théoréme s'énonce également :

Si deux droites sont paralléles, toute paralléle a I'une est parallele a Pautre.

Ou encore :

(D,), (D,) et (D) étant trois droites de 'espace :

) si | (D) Z(D)[ et |(D)/(D) | alors ) (Dy) /(D).

On étend aisément 2 'ensemble des droites de 'espace, la relation «est parallele a ».
Cette relation est évidemment réflexive et symétrique.

Le résultat qui précdde montre qu'elle est aussi transitive.

C’est donc une relation d’équivalence; elle détermine une partition de I'ensemble
des droites de 'espace. Les classes de cette partition sont appelées directions de

droites.
Autrement dit :

Détfinition

(D) étant une droite de l'espace, on appelle direction de la droite (D),
I’ensemble des droites de I'espace qui sont paralléles a (D).

On note cette direction : dir (D).
De plus :

(A)edir (D) (4) /(D).

275
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Exercices 1) Montrer que, quelles que soient les droites (D,) et (D,) :
a) (D,)edir(D,).
b) (D,) /(D,) (équiva@ dir (D,)=dir (D,).
c) (D,) n’est pas paralléle & (D,)(€quivaut 2y dir (D,)Ndir (D,) = &.

Généralement, on exprime I'égalité dir (D,) = dir (D,) par la phrase :
les droites (D,) et (D,) ont méme direction.

2) La figure représente le parallélépipede rectangle ABCDEFGH.
Compléter le tableau suivant 4 I'aide de :

P si les droites sont paralléles.
S si les droites sont sécantes.
N si les droites sont non coplanaires.

(AB)|(BF)|[(FC)|( BH)|{( CE)|(DH)|(DC)|(AG)

(AB)

0
w

(BF)

(FC)

(BH)

— —— —— N — ——

(CE)

] -
“H E / (B3

(DC)

(AG)

2) Droites et plans paralléles

a) On a vu qu'une droite est paralléle a un plan lorsqu’elle est incluse dans ce plan
ou disjointe de ce plan.

(D) étant une droite paralléle au plan 7, on note (D)/Z 7.

On a ainsi ;
(D)cy
(D)/ 7 ( signifie que ) e
(DNT=@.
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Exemple

(AB) est parallele au plan (FEG).

(HE) est aussi paralléle au plan (FEG).

I

|

l

I
N L 1 " L | A
otons qu’il ne s'agit pas ici d’une I
relation sur un ensemble mais d’une 1
relation de I’ensemble des droites de I
Pespace vers I'ensemble des plans de |
Uespace. Il est donc hors de question )Q 5
d’étudier des propriétés telles que la £
reflexivité, la symétrie ou la transivité. ~

C B

ABCDEFGH est un
parallélépipede
rectangle.

b) Comment montrer qu’une droite est paralléle & un plan?

1) Soit (4) une droite paralléle 2 un plan 7.
Montrons que (4) est paralleéle a4 une droite incluse dans 7

Hypothése :

Par définition :

(A)Cy

Puisqu’une droite est
parallele a  elle-
méme, (A) est donc
paralleéle a une droite
de 7.

(A) /s

ou ANoa=g
Soit A un point de 7.
Le point A et la droite (A) déterminent
un plan 4 qui coupe 7 suivant une
droite (D) passant par A.
Cette droite (D) étant incluse dans 7 n’a
aucun point commun avec (A4).
De plus (D) et (A) sont coplanaires.
Donc (A) est parallele a (D), droite
incluse dans 7.

¥
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En conclusion :

Si, dans les données d’un probléme, on a (D)/ 7, cela se traduit par : «On peyt
trouver au moins une droite incluse dans & qui est paralléle a (D). »

2) Réciproquement, montrons que si une droite est paralléle 2 une droite incluse
dans un plan, elle est paralléle a ce plan.

Hypotheése : (D)C T, (4) /(D).

(A) /(D)

ou

(4)=(D)
or (D)Cq
donc 4)cey.
On conclut :

. (A /7.

En résumé de I’étude qui précéde, on énonce :

(4) et (D) sont coplanaires
et disiointes.

Soit 7" le plan déterminé par les droites paralléles (4)
et (D). Les plans & et 7’ sont égaux ou sécants suivant
la droite (D). Pourquoi?

or Ay
donc (A)CT.

On conclut :

(4)/7.

ou

Critere de parallélisme d’une droite et d’un plan.

TN T =(D).

Les seuls points communs aux
plans T et 7 sont les points

de (D). Comme (A) et (D)

sont disjointes :
(ANT=g.
On conclut :

(A) /7.

Une droite est paralléle 2 un plan si et seulement si elle est paralléle a une droite
incluse dans ce plan.
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Exercices

1) On considére la figure suivante
et sa légende.

(AB)NT=6@
(AC)N(BD)={X]}
(BD)N T ={D)}
(AC)NT={C}.

Ou se trouve le point C?
Compléter la figure et justifier.

2) Soit (D,) et (D,) deux droites quelconques et soit A un point.
Comment obtenir un plan passant par le point A et paralléle aux

droites (D,) et (D,)?

Indiquer le nombre de plans qu’il est possible d’obtenir, selon les
positions relatives des droites (D,) et (D,).

¢) Direction de droites représentée dans un plan.

Soit & une direction de droites et 7 un plan. Considérons une droite (D) de la
direction 8. Comme dans I’espace, une droite ne peut étre que sécante ou parallele a
un plan, envisageons chacun des deux cas.

(D) est sécante a T

(D)

(D)NT=1{A).

Toute droite de & est sécante a T
pourquoi?

La direction 8 ne posséde aucune droite
incluse dans 7; nous dirons qu’'elle n’est
pas représentée dans 7.

Exercice

(D) estparalléle a T

D
) (DNT=9

Toute droite de & est parallele a T,
pourquoi?

Par chaque point du plan 7, il passe une
droite (A) de la direction 8, qui est
incluse dans 7.

Nous dirons que & admet des représen-
tants dans T (ou que & est représentée
dans 7).

Dans le parallélépipéde rectangle ABCDEFGH, trouver plusieurs

directions représentées dans le plan (ABC) et plusieurs directions qui
ne sont pas représentées dans ce plan.
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d) Directions de droites représentées dans deux plans sécants.

Soit &) et #, deux plans sécants suivant
la droite (D).

dir (D) est représentée dans &, et dans
| '\\ T,; pourquoi?

I ) Ainsi, étant donn€ deux plans sécants, il
| existe au moins une direction de droites
L - représentée dans chacun des deux
el L plans : cette direction est celle de la

droite d’intersection des deux plans.

SN =(D).

Existe-t-il d’autres directions représentées a la fois dans 7, et dans 7,?

Soit & une direction représentée dans , et dans &; soit A un point de la droite
d’intersection des deux plans. Par le point d’intersection A, il passe une droite de §;
pourquoi? Cette droite est incluse dans &, et dans 7,; c'est donc la droite
d’intersection des deux plans.

On a (D)ed

Donc o =dir(D).

Ainsi, dir (D) est I'unique direction représentée dans chacun des deux plans 7, et
7.

En conclusion, on énonce :

Si deux plans sont sécants, il existe une direction de droites, et une seule,
représentée a la fois dans I'un et dans 'autre plan : c’est la direction de la droite

d’intersection de ces deux plans.

On en déduit que :
e si deux plans sont sécants, toute droite paralléle a chacun d’eux est paralléle a leur

intersection;
e si deux plans sont sécants, toute droite paralléle a leur intersection est paralléle a
chacun des deux plans.

Exercices 1) Soit 7, et ¥, deux plans sécants suivant la droite (D). On
considére une droite (L,) incluse dans &, et n’appartenant pas &
dir (D).

Quelle est la position de (L,) relativement a &,?
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2) Soit 8, et §, deux directions distinctes représentées a la ff:-is-dans
un plan £, et dans un plan £,. Quelle est la position de £, relativement

a L7

En pratique, pour montrer qu'une direction de droites est représenté? da‘ns,deux =
plans distincts, il suffit de trouver une droite incluse dans I'un, parallele a Iautre.

Pourquoi?

3) Plans paralléles

a) On a vu que deux plans sont paralleles lorsqu’ils sont égaux ou disjoints. I et I’ |
étant deux plans parallzles, on note 5/ 7"

On a ainsi :

/L
£

i ST,

/
/

T4

o

o if

TN =2.

b) Lorsque, dans un probleme de géométrie de I’espace, on donne deux plans

parallel
situation.

es. recherchons quelle conséquence il est possible de déduire de cette

Soit 7, et 7, deux plans paralléles et soit (D) une droite incluse dans 7.

(D)

SHI
(D)C..

T

:j. — :}'p.l

Puisque (D)C,
on a (D)CJ”

et donc :

(D)7 T

TN =0

Puisque (D)C 4,
ona (D)NF'=0I
et donc :

(D) /7"
281
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Conclusion : Quelle

que soit la droite (D) incluse dans le plan 7, elle est paralléle
au plan 7.

On énonce :

Si deux plans sont paralleles, toute droite incluse dans 'un est paralléle 4 I'autre,

Puisque la droite (D), incluse dans le plan , est parallele au plan 77, dir (D) est
représentée a la fois dans le plan 7 et dans le plan 7.
On déduit donc :

Si deux plans sont paralliles, toute direction de droites représentée dans 1'un des
plans est représentée dans I'autre.

¢) Comment montrer que deux plans sont paralleles?

(&r) ':.IJT\]
; Soit (D,) et (D,) deux droites sécantes,
7, incluses dans un plan 7, et paralléles a

un plan 7,. dir( D) et dir (D,) sont deux
directions distinctes représentées i la
fois dans 7, et dans ,. Les plans T, et
J, ne sont donc pas sécants; pourquoi?

Ty

(D)CT; (D)CTy;
fDJ////sz; (Dz)/fz-

Comme, dans I'espace, deux plans sont sécants ou paralléles, les plans 7, et &, sont
paralléles.

On énonce :

Si deux plans sont tels qu'il existe deux directions de droites, distinctes,
représentées a la fois dans chacun d’eux, ces deux plans sont paralléles.

Autrement dit :

Si deux droites sécantes, incluses dans un plan £, sont paralléles a un plan &5,
les plans 7, et 7, sont paralléles.
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d) Comment construire un plan, paralle
donné?

(4) b Etant donné un plan &, et un point A,
(2) construire un plan passant par A e
7, parallele a 7. A

Choisissons dans le plan &, deux droites
sécantes (D) et (A).

le 4 un plan donné et comprenant un point

(4] 4 ) &D ‘\\;

A Construisons la droite (D, ) passant par
A de méme direction que (D) et la
droite (A,) passant par A, de méme
direction que (A4).

(4)cyy; (D)cy,
(ﬂa)n(DA)‘_'{A}
(dA)/(‘j); (D,\)/(D)

Les deux droites (D,) et (A,), sécantes en A, déterminent un plan &, qui
comprend A et qui est paralléle 2 7. Justifier.

e) Théoréme d’Euclide.

La construction ci-dessus, montre que, par tout point de I’espace, il passe au moins
un plan paralléle & un plan donné. Existe-t-il d’autres plans que #,, passant par le
point A et paralleéles au plan 4,7

Soit & un plan comprenant le point A et paralléle au plan #,. Nous allons montrer

que nécessairement : J'= 7.
dir(D) est représentée dans T,, cette

(D) (fﬂ
f>~<
direction est représentée dans & La
droite de dir (D) qui passe par le point
N A du plan ¥ est donc incluse dans &
\\ D’aprés la construction qui précede, il

s'agit de (D,). Donc (D,)C7.

Puisque T est parallele 2 7, et puisque

S hd: Aed
(A}C-‘T]; (D)C”.I'

Le méme raisonnement appliqué & dir(4) permet de montrer que (4,)C 7. 7 est
donc aussi le plan déterminé par les deux droites sécantes en A, (4,) et (D,).

On a donc =4,
Par le point A, il passe donc un seul plan paralléle au plan 7.
283
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On énonce :

Par tout point de l'espace, il passe un plan paralléle 2 un plan donné, et un seul,

Exercice Le dessin ci-dessous ne représente pas une figure de 'espace;
pourquoi?

{Dz3\/ (4)
(D!)/\ T

(a)ycy
(D,)C¥
(D)C7

(D)/(D); (Dy)/(Dy),; (4)7(4")
(D)Cy,

(J[Z'.'Q)C:ff“2
g ngnz“_—(ﬂ’)

f) Plans paralléles 3 un méme plan.

Soit I} et &, deux

plans parallgles 3 -
relativement a 7,7 . % Un méme plan 7. Quelle est la position de

Hyporhése . "T]/'T; ﬂ‘;/ﬂn

i Soit (D) et (L) deux droites g .
| 234 _ €cantes incluses dans 7
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THT (D)C 7T YT,
dir (D) est représentée dir (D) est représentée
dans 7 et dans 7. dans T et dans ;.

\/

dir (D) est représentée dans
T, et dans 7.

Le méme raisonnement appliqué a la
droite (L) permet de montrer que :

dir (L) est représentée dans I,
et dans 7.

Or dir (D) dir (L)

Conclusion :

VAL

On énonce :

Si deux plans sont paralléles, tout plan parallele a 'un est paralléle a I'autre.

Puisque, dans I'espace, deux plans ne peuvent étre que sécants ou paralleles, une
conséquence de I'énoncé qui précede est !

Si deux plans sont paralléles, tout plan sécant & l'un est sécant a l'autre.

Considérons trois plans &, &, et & tels que :

7./, TNF=(D,) et T,NT=(D,).

Recherchons la position de (D,) relativement a (D,). "
B hE

B,
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Puisque les plans &) et 7 sont sécants
suivant (D,), dir (D,) est I'unique direc-
tion représentée a la fois dans &, et dans
T

Puisque les plans ; et 7, sont paralle-
les, toute direction représentée dans I'un
de ces deux plans est représentée dans

I’autre.
Ve
ITNT = (D,)
“}'ﬂ‘i":: (D:}

dir (D,) qui est représentée dans & et dans I, est aussi représentée dans 7,. Or, les
plans 7, et 7 sont sécants suivant (D,); dir(D,) est donc l'unique direction
représentée dans 7, et dans &

On en déduit que : dir (D) =dir (D,).
Ou encore (D)) /(D,).
On énonce :

Si deux plans sont paralléles, tout plan sécant A 'un est sécant & Iautre et les
droites d’intersection ainsi obtenues sont paralleles.

Exercice Soit le parallélépipeéde rectangle ABCDEFGH représenté par la
figure ci-dessous.
Quelle est la position de la droite (BG) relativement au plan (AHC)?
Quelle est la position du Plan ( BEG) relativement au plan (AHC)?
Construire Pintersection de (AHC) avec (BCG).

,C B
|
!

D : A
|
I
I
|
[
j L2 SR

e ’ i
Ve
P 4
/H E
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En conclusion de ce paragraphe.

La relation «est parallele a» sur I'ensemble des plans de I’espace est évidemment
réflexive et symétrique; nous avons démontré qu'elle est transitive. C'est donc
également une relation d’équivalence qui détermine une partition de I'ensemble des
plans de l’espace. Les classes de cette partition sont appelées directions de plans.

Définition

Etant donné un plan 7, on appelle direction du plan 7, 'ensemble des plans qui

sont paralléles a 7.

4) Repérage d’'un point dans l'espace

a) Positions relatives de trois plans distincts.

Soit &, T, et &, trois plans distincts.
Les cas on deux de ces trois plans sont paralleles ont été étudiés précédemment.

Considérons donc les cas ot les trois plans sont sécants deux a deux. Soit (4,), (4,)
et (4,) les droites telles que :
T,NTy=(4,); NI, = (4,); T1NT,=(4,).

Remarquons que les droites (4,) et (4,) sont incluses dans le plan 75; ces deux
droites ne peuvent donc étre que paralleles ou sécantes.
Il en est de méme des droites (4,) et (4,) incluses dans 7, et des droites (4;) et (4;)

incluses dans 7.

Nous distinguons donc deux cas.
1°" cas : deux des trois droites sont paralleles.

2¢ cas : deux des trois droites sont sécantes.

1¢ cas : soit (4,)/7(Az).

Désignons par 0 la direction commune des droites (4,) et (4,). Puisque les plans
et &, sont sécants suivant la droite (4;), dir (4,) est 'unique direction représentée a
la fois dans 7, et dans 7.

Or & est une direction représentée dans &, et dans ¥,; pourquoi?

On en déduit que & =dir(4;).

Les droites (4,), (4,) et (4;) appartiennent donc 2 la méme direction.

En conclusion :
Etant donné trois plans sécants deux a deux, si deux des trois droites d’intersection

sont paralléles, les trois droites ont méme direction. -
287,

{50 W )
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A titre d'exercice, on montrera que :
¥

si (4,)=(4,) si (4,)%#(4,)
alors (4,)=(4,). alors (4,)#(4,)
Les trois plans 7, &, et 7, contiennent

une droite commune notée (4). et (42)% (4,).

.'Jpl ﬁ:fﬂﬁﬁ:ij-_—-_(ﬁ}_ :,"Iﬂ:,"zn:f‘j= ﬁ

sqit O le point d’intersection dés droites (A;) et (4,).

(A,)=5’20.‘T3 ; (dl)n(ﬂz):{o} (ﬂz)=ﬁ’ln§‘3
2¢ cas : \/\/
O€7, Oel,
Oef N4y,

Le point O appartient donc 2 la droite d’intersection des plans 7, et 7, : O €(4;)-

La droite (4,) n’est pas incluse dans

: le plan &, i
Les droites (4,), (4,) et (4 P 3» pourquoi’

1) sont donc concourantes au point O.
Ainsi, on a :T,ﬂ.‘Tzﬁ:ﬂ-—:{O}.
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INT,=(4;); T.NTy=(4,); FHNT, =(A2);_
(4,)N(4;)={0}. |

En conclusion :

Etant donné trois plans sécants deux 2
deux, suivant trois droites, si deux de ces
droites sont sécantes en un point, les
trois droites sont concourantes en ce
point; l'intersection de ces trois plans
comprend un point et un seul.

b) Repérer un point de ’espace.

Soit O, I, J, K quatre points non coplanaires, c’est-a-dire tels que trois d’entre eux
déterminent un plan auquel n’appartient pas le quatriéme point.

Nous allons montrer que la donnée de ces quatre points permet de repérer n’importe
quel point de I'espace.

S 2897,
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1) Soit A un point quelconque de I'espace &.

(OJK)
I
o
|
|
l
T M
el 0 r
Plz :
)/a
i
1
L A

e Par A, il passe un plan £, et un seul
parallgle au plan (OJK). Ce plan [ est
sécant 4 la droite (OI) en un point P.
Soit a I’abscisse du point P dans la
graduation de repére (O, I) de cette
droite.

e Par A, il passe un plan [, et un seul
parallele au plan (OIK). Ce plan [, est
sécant & la droite (OJ) en un point Q.
Soit b I'abscisse du point Q dans la
graduation de repére (O, J) de cette
droite.

e Par A, il passe un plan [, et un seul
parallele au plan (OILJ). Ce plan [; est
sécant a la droite (OK) en un point R.
Soit ¢ l'abscisse du point R dans la
graduation de repére (O, K) de cette
droite.
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Au point A, on peut associer de cette fagon un triplet (a, b, ¢) de nombres réels.

Quel est le triplet de nombres réels qu’on peut ainsi associer aux points P, Q, R, I, J,
K et O7 '

Plus généralement, pour associer a chaque point M de l'espace un triplet de
nombres réels, on procédera comme suit. |

e On choisit quatre points O, I, J, K, non coplanaires. On dit alors :
l'espace & est muni du repére (O, I, I, K).

e Par le point M, on méne le plan paralléle au plan (OJK) qui coupe la droite (OI)
en un point; l'abscisse x de ce point dans le repere (0O, I) de cette droite est
appelée :

abscisse du point M dans le repére (O, I, J. K).
e Par le point M, on méne le plan paralléle au plan ( OIK) qui coupe la droite (OJ)

en un point; I'abscisse y de ce point dans le repere (O, J) de cette droite est
appelée :

ordonnée du point M dans le repére (O, I J. K).
e Par le point M, on méne le plan paralléle au plan (OIJ) qui coupe la droite (OK)

en un point; I'abscisse z de ce point dans le repére (O, K) de cette droite est
appelée :

cote du point M dans le repére (O, 1, J, K).

Le triplet (x, y, z) ainsi obtenu est le triplet des coordonnées de M dans le repére
(O, I J, K).

Ce procédé permet de définir une application de I'espace 6 muni du repeére
(O, 1, J, K) dans R X IR X [R : celle qui, & chaque point de & associe son triplet de
coordonnées.

2) Inversement, 'espace & étant muni du repére (O, I, J, K), recherchons I'ensem-
ble des points qui ont pour triplet de coordonnées, un triplet (4, b, ¢) donné.

Soit :
P le point de (OI) d’abscisse a pour la
graduation de repere (O, I);

Q le point de (OJ) d’abscisse b pour la

R -C graduation de repere (O, J);
I FK R le point de (OK) d’abscisse ¢ pour la
graduation de repére (O, K).
J Soit :

[, le plan paralléle au plan (OJK) qui
comprend le point P;

L, le plan parallele au plan (OIK) qui
comprend le point Q;

£, le plan paralléle au plan (O1J) qui
comprend le point R. :

(@

201
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Quel est ’ensemble des points de I'espace qui ont pour abscisse a dans le repére

(O, I, J, K)?
Quel est Pensemble des points de I'espace qui ont pour ordonnée b dans le repére
(O, I, J, K)?
Quel est 'ensemble des points de l'espace qui ont pour cote ¢ dans le repere
(0, I, J, K)?

Déterminer l'ensemble des points de l'espace qui ont pour abscisse a et pour

ordonnée b dans le repére (O, I, J, K).

Quelle est la position relative des trois plans Ly,
L’intersection de ces trois plans comprend un poin
pour coordonnées (a, b, ¢) dans le repere (0. I J. K).

r, et [3? Justifier.
t et un seul; pourquoi? Ce point a

En conclusion, dans I’espace muni du repére (O, L J, K), il existe un point et un
seul ayant pour coordonnées le triplet de nombres réels (a, b, ¢) donné.

On en déduit donc que I'application de & muni du repére (O, I, J, K) dans
IR > IR > IR qui, 4 chaque point de I'espace associe le triplet de ses coordonnées est
une bijection.

Exercice L’espace étant muni du repere (0, I, J, K), quels sont les points qui
ont pour coordonnées (0; 1; 0), (0; 0; 1), (0; 0; 0)?
Quelles sont les coordonnées des points L, P, Q, R, §, T et U?
Sur la figure ci-contre, construire les points A, B, C, D, E ayant pour
coordonnées, respectivement :

(0;2; 0), (0;2;1), (2;0;0), (2;2;0) (2;2;1).
T Ry :
R PQOLRSTU est un
parallélépipede :
i LE(OI), OE(OJ},
Te(OK).
o ; :
Q
I
L P

Sachant que OADCIBEF est un parallélépipede, quelles sont les
coordonnées du sommet F?

Construire le point G ayant pour coordonnées (2; — 3; 1). '
Quel est I'’ensemble des points de 'espace :

e qui ont pour abscisse 0?
e qui ont pour abscisse 2?
e qui ont pour cote 1?

e qui ont pour abscisse 2 et pour ordonnée 2?
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'Exercices

1 (1). Soit A B, C trois poinis non alignés et
D un poinl n'appartenant pas au plan (ABC).
Soit X un point de (AD) et Y, un point de (BG).
Déterminer l'intersection des plans (ADY)
(XBC).

2 (1). Dans un plan ¥ on considére deux
droites (D) et (D') sécantes en un point O. Soit
{4) une drcite sécante & ¥ en un point A qui
n'appartient ni a (D) ni a (D).

Faire une figure.

Déterminer Il'ensemble des droites qui sont
sécantes a la fois a (D), (D) et (4).

3 (1). Une droite (D) est sécante 4 un plan
en un point O,

Sur (D), on margue deux points A et B tous
deux distincts de O Soit M un point qui
n‘appartient ni 4 7 ni a (D) et tel que :

(MAYN T = A"}
(MBYN T ={B").

Faire une figure.
Démontrer que les points O, A’ et B’ sont
aligneés,

4 (1). Soit A, B, C, A', B', C' six peints de
I'espace tels que les droites {AA'), (BB')-(CC")
soient concourantes en un point S et ne soient
pas incluses toutes trois dans un méme plan.
Soit X le point d'intersection de (BC) et (B'C’),
Y le point d'intersection de (AC) et (A'C') et Z
le point d'intersection de (AB) et (A'8’).
Démontrer que les points X, ¥ et Z sont
alignés. -

5 (1). Dans un plan , on considere un trian-
gle ABC. Soit A’, B’ et C’ les milieux respectifs
de [BC). [CAl, [AB].

(0 étant un point extérieur au plan J, détermi-
ner la position relative des trois plans (DAAY,
(OBB’) et {OCC").

6 (1). Faire une figure qui correspond a la
légende suivante,

J désigne un plan;

Aey, Bey S¢U,

A'€(SA), B'e(58).

Représenter sur cette figure le point commun
de la droite (A'B’) avec le plan i

7 (1). Soit le tétraédre ABCD. Soit X un point
de JAC[ et Y un point de |BC[. Faire une
figure.

Construire le point d'intersection de la droite
(XY) et du plan (ABD).

8\(1). Soit un tétraédre ABCD. Faire une fi-

gure qui correspond & la légende suivante :
leAB[; Je)BC[; Ke]CDI.

Représenter, sur cette figure R, S, 7, points
d'intersection du plan (/JK) respectivement
avec |ew droites (AD), (AC) et (BD).

9 (1). Soit «, et if, deux plans sécants. Faire
une figure qui correspond & la légende sui-
vante.

(D)=9,NT,;
Aed,; Bgify, CegT,
Ag¢F,, Bed, Ced,.
Représenter sur cette figure la droite d'inter- 2
section des plans if'; et (ABC). o
40 {(1). ABCD est un tétraédre. = R(‘
A ;X
ik 4
V=
o
— — "-"-.—-_' D
XelAB|
o v Y e (BCD).

Construire le point d'intersection de la droite
{XY) et du plan {ACD).

11 (1). ABCD est un tétraédre,
A
B D
C
Xe(ABC);, Yel(ACD).

Construire le point d'intersection de la droite
(XY) avec chacun des plans (ABC), (ACD),
(ABD) et {BCD).

i1

Y

L}
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12 (1). Dans chacun des cas suivants, construire les droites d'intersection du plan (X¥Z)
avec les plans {ABC), (ABD), (ACD) et (BCD).
A A
* D
Y k
Q
[ )
X € (ABD) Xe(AB) |
Ye(BC) Y € (BCD)
Ze(BD) Ze(BCD)
A A
X,
B B B
D D D
C C C
X e (ABC) X € (AB) X e(ABC)’
Y e(ACD) Y e(BCD) Y € (BCD)
Ze(AC) Ze(ACD) Ze(ACD)

13 (1). Soit 7 un plan et (D) une droite
sécante a 4 en un point X. Soit (4) une droite
incluse dans J qui passe par X.

Soit A un point du plan déterminé par les
droites sécantes (D) et {A). Construire une
droite passant par A sécante A (D)en Beta 7
en C telle que A soit le milieu de [BC]. Faire
une figure.

14 (1). Soit un tétraédre ABCD. M, NP QR
et S sont les milieux respectifs de [AB], [CD),
[BC], [AD), [AC] et [BD).

Soit A" le centre de gravité du triangle BCD.

1) Démontrer que les droites (MN) et (AA') sont
sécanles,

f
2) Démontrer que le point d'intersection de ces
deux droites est le milieu de [MN)].

3) Démontrer que les droites (MN), (PQ) et
(AS) sont concourantes.

15 (2). Soit(D,) et (D.) deux droites paralléles
distinctes; soit (D,) et (D,) deux autres droites
paralléles distinctes. Peut-on trouver une
droite qui soit sécante & (D,), (D), (D;) et (D4)?
Si oui, comment obtenir une telle droite?

16 (2). Soit (Dy), (D,) et (D,;) trois droites
paralléles et O un point qui détermine avec
chacune de ces droites, trois plans 7,, &5, Ta.
Déterminer la position relative de ces trois
plans,

17 (2). Soit ABC et A'B'C’ deux triangles
tels ue (AB)Z(A'B'), (BC)Z(B'C’) et
(CA) Z(C'A).

Démontrer que les droites (AA'), (BB') et (CC')
sont concourantes ou paralléles.

18 (2). Soit un parallélépipeéde ABCDEFGH.
Soit K le milieu de [GH). Faire une figure; ¥
représenter les droites d'intersection du plan
(AEK) respectivement avec les plans (DCG).
(BCG), (ADC) et {EFG).

294 -
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19 (2). Dans un plan 4, on considére un
quadrilatére ABCD tel que (AB)N(CD)={K}.
Soit S un point n'appartenant pas au plan 7.
Par un point A’ de JAS[, on méne un plan 7
paralléle & (SK) qui coupe (SD), (SC) et (SB)
respectivement en D', C' et B'. Faire une
figure.

Montrer que {A'B").Z (C’'D"). A quelle condition
A'B'C’'D' est-il un parallélogramme?

20 (2). Soit 7 et 7 deux plans paralléles et
distincts.

ABC est un triangle dans ¥, A'8'C’ un triangle
dans 7' tels que (BC) et (B'C’) ne scient pas
paraliéles.

Déterminer l'intersection des plans (A'BC) et
{AB’C". Faire une figure.

Indication : on déterminera d'abord l'intersec-
tion du plan 7 et du plan (AB‘C’).

21 (2). Dans un plan 7, on considére un
trapéze ABCD tel que (AB)Z(CD). Soit O un
point n'appartenant pas au plan 7. Faire une
figure.

Représenter sur cette figure :

a) l'intersection des plans (OAB) et {CCDY;
b) l'intersection des plans (OAD) et (OBCY);
¢) l'intersection des plans (OAC) et (ODB).

22 (2). Soit 7, et T, deux plans paralléles.
Soit (D) et (D') deux droites sécantes en X
telles que :

(D)nT,={A) (D)NT={B}
(DN &, =1{AY; (DINT=1{B%
O étant un point de ¥, distinct de B et de B',
faire une figure; représenter sur cette figure le

point d'intersection de la droite (OX) avec le
plan 4.

Pour réfléchir

23. Sur la figure ci-contre, on a représenté un
point S, un plan T ne comprenant pas S et
deux droites (D,) et (D) incluses dans . Les
dessins de ces deux droites se coupent en un
point X situé hors de la feuille de papier.

e S
/”Ebl}

(D)

T

Comment s'y prendre pour construire et repre-
senter la droite (SX) sur cette feuille?

295 ¥
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