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AVANT-PROP()S

soin, en y apportant de nouvelles méthodes pour en faire un ouvrage
pédagogique de référence.
Iis ont ici le souci de répondre aux objectifs suivants -

I. Donner aux candidats et aussi aux enseignants des exemples de

2. Permetire aux éléves de s’entrainer individuellement ou en groupes.

3. Aider les éléves 3 mieux rédiger.
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Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (O, u , v ). On prendra 4 cm
pour unité, '

L.~ Soit (H) I'ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient :
x' =y +x=0.
a. Déterminer la nature de (H).
Préciser ses éléments de symétrie et asymptotes éventuelles.
b.  Représenter graphiquement (H).

2. A tout point M d'affixe z différente de 0 et de —1 on associe le point M'
2
24z :
a.  Deéterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tel que Z2'
soit un réel.
b.  Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tel que 2’
soit imaginaire pur.

d'affixe z' telle que :  z'=

el
- Dans le plan orienté, on désigne par (C)) et (C,) deux cercles de centres O, et
O,, de rayons respectifs 2 et 5 et sécants en I et J tels que :

——
—> —> 271
Mes ( [01,102)=—3'—°

Faire une figure (unité : 1 cm).
Soit s une similitude directe plane transformant (C;) en (Cy).
a. Quel est le rapport d'une telle similitude ? - h

2 e

b. Si N est le centre de s, quelle est la valeur du rapport %1—83 ?
1

c. Déterminer et construire avec soin l'ensemble (') des centres N des
similitudes directes transformant (C,) en (Cy).
3. On considére maintenant la similitude plane directe S de centre |

Fl
9 ;‘t

E=ncsnd




transformant (C,) en (C,).
Faire unc deuxi¢me figure ne faisant pas apparaitre (I).

4. Soit My un point de (C)) et M, son image par S.
Démontrer que les points J, M, et M, sont alignés.
b. Placer un point M, sur (C,), construire alors M,.

a. Pourquoi les droites (B\M,) et (B,M;) sont-elles sécantes ?
b. On désigne par P le point d'intersection de (B;M;) et (B;M,).
Démontrer que les points [, By, B, et P sont cocycliques.

!

. . Fa v . e
On désigne par g la fonction numérique définie sur R par: g(r) = Tid?
On se propose.d 'étudier g et de trouver une de ses primitives.

Partic A : Etude d’une fonction G définie par une intégrale

1. a. Démontrer que g est une fonction paire.

b. Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

c. FEtudier le sens de variation de g.
Dresser le tableau des variations de g.

d. Tracer (T') la courbe représentative de g dans le plan muni d'un repere

orthonormé (O,1,J) (On prendra 4 cm pour unité et e = 2,7).
2. On considére la fonction numérique G définic sur R par

_ X

G(x) = jo g(t)dt .

(On ne cherchera pas a exprimer G(x) en fonction de x..)
a. Que représente G pour la fonction g ?

b. Préciser G'(x) et déduire le sens de variation de G.

c. Déterminer le signe G(x) suivant les valeurs de x.

Partic B: Etude d’une bijection fet de sa réciproque

; : T 7
On considére la fonction numérique f définie sur l'intervalle ]- 43 [ par:

f(x)= ln[tan(x + ’—;—)]

10 |

Une draite (D) passant par J recoupe (C,) en By (B, # M) ¢t (C;) en B,. '

T e o e gty e
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a. Démontrer que sjy €I~ 7 [alors tan(x_;_z..) e 10+ o

T - : o o L
b. "Démontrer que J est une fonction impaire.

c¢. Démontrer que : pour tout x élément de ]- % ; }?’ [
1+ tan?(x + 2
feys —— i
tan(x + —)
: 4
Préciser le nombre dérivé de fen .
d. Etudier la limite 3 droite de fen —%, ainsi que la limite 4 gauche de £ en 7

e. Dresser lc tableau des variations de f. -
f. Tracer (C), la courbe représentative de f, dans le plan muni d'un repére
orthonormé (O',I' J") (unité : 4 cm).
a. Démontrer que fadmet une bijection réciproque, que I'on notera ', dont
2n précisera I'ensemble de définition et I'ensemble image.
b. Préciser les limites de #~' aux bornes de son ensemble de définition.
Préciser le nombre dérivé de /™' en 0.
Dresser le tableau de variation de /.
Tracer sa courbe représentative (C'), dans le méme repére que (C).

: T T
¢. Démontrer que sixeRety e I=357ona:
x £ fr
S x)=yoe =tan(y+-é-1—).
d. - En déduire que (/'Y = G et démontrer que £ = G.




2 Juini 1995

. " O
Onpose,vnew’ Us j01+x+x2dr.

I. a. Démontrer que U, est défini pour tout entier naturel non nul ». |
b. Démontrer que : Yne N*, U, > 0.

2. a. Etudier le sens de variation de la suite (U,),c pe-
b. En déduire la convergence de la suite (U,,)ye pe.

|
3. Onpose: Vre N* v, =J xX'dx .
0

a. Démontrer que la suite (V,), p» €st convergente et calculer sa limite.
b. En déduire la limite de la suite (U,),e -

-
Le plan est rapporté au repére orthonormé direct (O, 7, ). Soit @ un réel
strictement positif. ’

On considére le point A de coordonnées (a, 0) et B le point de coordonnées (a ; Q).

On désigne par R la rotation de centre O et I’angle de mesure +g , par S la

symétrie de centre B et par R’ la rotation de centre A et d’angle de mesure — 121: .
On pose F =R’0S oR.

I Quelle est la nature de la transformation F? Préciser ses éléments
caracteristiques. (On pourra considérer I'image par F du point C défini par
C=R"(B))

Soit (D) la droite d’équation x +y = a et S, la-symétrie orthogonale d'axe (D).
Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation
composée Sp)OF.




?
|
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Partie A
Soit la fonction g de R* dans R définie par : g(x) =—x le +1 - lnlx'
1. Etudier le sens de variation de la fonction g et dresser son tableay de

variation.
(On ne demande pas de calculer les limites aux bornes de Dy)

2. a. Déterminer le signe de g(x) sur }- 0 ; 0 [.

b.  Calculer g(1). Déterminer le signe de g(x) sur ]0 ; + oo,
Partic B
ln] xl

Soit la fonction fde [R* dans [R définie par : flx) = -,xl +

Soit (Cy) la représentation graphique de fdans un repére orthonormé (O,1,))
(Punité sera égale a 1 cm).

1. a. Enutilisant les résultats de la partie A, étudier le sens de variation de f.

b. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et
dresser son tableau de variation.

Déterminer le signe de fx) sur J0 ; + oof.

3.. Démontrer que les droites (A) d’équation y = x et (A’) d’équation y = —x
sont asymptotes a (C,) respectivement en +co et —

4, a. Déterminer I’intersection de (C;) et (A’) sur ]J0 ; + oo[.
b. Etudier la position relative de (Cy) et (A’) sur JO ; + oof.

5. a. Déterminer I’intersection de (C) et (A) sur ]— oo ; Of.
b. Etudier la position relative de (Cy) et (A) sur ]— oo ; 0O[.

6. Tracer (A), (A’) et (Cp.

Partie C

e

On se propose de déterminer I’intersection de (Cg) et (A”) sur - O[.
Soit la fonction 4 définie sur ]— oo ; O par:  A(x) = fx) + x.
1. a. Calculer hm lz(x) et limh(,x)

b. Etudier Ie sens de variation de la fonction 4 et dresser son tableau cle

variation.- |
2. a. Démontrer que I’équation x € }—o ; Of, flx) = — x admet une solution
unique o.
b. Démontrer que : ~l<a<-—.

143




Partie D

1.

Soit £-un nombre réel tel que ¢ > 1.
Calculer 1’aire $(¢) de la partie du plan délimitée par (A’), (Cy) et les droites
d’équations x = [ etx = 1.

! Inx
On pose, pour tout nombre réel 7 tel que £ 2 1 : J(?) =f = dx .
1 4

a. A Iaide d’une intégration par parties, calculer J(¢).
b. Démontrer que : 0<I() <.
¢. Déterminer limJ(?).

=40
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Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé ( O, u,, v’). Soit @ un
nombre complexe non nul et A le point d'affixe a.
On considére 'application fdu pldn dans lui-méme qui, & tout point M d'affixc
Z, associe lu point M' d'affixe z' définie par :

2 =az +a-1

1. Déterminer I'ensemble E, des nombres complexes @ pour lesquels f est une
translation. Caractériser f pour chacune des valeurs trouvées.

2. Déterminer I'ensemble E, des nombres complexes a pour lesquels fest une

homothétie.

Représenter graphiquement I'ensemble des points A dont I'affixe a appartient a

E,

Caractériser fpoura=1+i.

a. Soit My le point d'affixe I et M'yson image par f. On considére
I'ensemble (T") des points A d'affixe a telle que le point M’ appartient &

g

._)
I'axe (O, u ). Démontrer que (I) est la réunion d'une droite et d'une

hyperbole.
b. Sur une figure distincte de celle de la deuxiéme question, représenter

graphiquement (I" )

On conmdere trois points non alignés A, B et C de l'espace. On désigne par G,,
le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 2) et (C, —1) et par G,, le
barycentre des points pondérés (A, 2), (B, 1) et (C, 1).

——— . —_ —>
1. a. Calculer GG, en fonction de AB et AC.

b. En déduire que G, # G,.
2. Atout pomt M de l'eSpace on fait correspondre le pomt Ml tel que

—
MM, = 3MA +2MB - MC et le point M; tel que : MM; = ZMA +MB + MC.
a. Démontrer que si M décrit une droite (D) de I'espace, M, décrit la droite (A)
image de (D) par une homothétie que I'on précisera.
16 i

[ -—r—ﬁ':‘ =~
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—>
b. Démontrer que le vecteur MM, reste constant quand M décrit I'espace.

3 e NE . —r —>
3, Déterminer l'ensemble S des points M de l'espace tcls que MM .MM, = 0.

On consideére la fonction numérique /' dérivable sur IR ct définie par-:
e2 L
™= F i

On note (C) sa courbe representalwe dans un repere orthonormé (unité : 2 cm).

Partic A

1. a. Déterminer : lim f{x); lim f{x).
X—=>=-w X=>»+o0

b. FEtudier le sens de variation de fet dresser son tableau de variation.
2. Démontrer que le point A de (C) d'abscisse 0 est un centre de symétrie de (C).
3. Tracer (C). On construira en particulier la tangente a (C) au point A.
4. a. Démontrer que la fonction fadmet une fonction réciproque /™.
Préciser l'ensemble de définition de £
-b. Donner une expression de /' (x).

c. Tracer dans le méme repére que (C), la courbe (') représentative de " i
5. a. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout réel x, on ait :
be
e+l

I :
b. Onpose:V A R, I(A) = I ﬂt)dt . Déduire de S:a, que

I(A)=-2A + 3n(e* +1) + ]n( ).

6. a. x étant un réel de l'intervalle [0 ; 1[, établir & I'aide d'une considération
géométrique que :

177 + [ F0de =37,

b. En déduire une expression de E’f“‘(t)dt ;

o et
3 q
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Partie B
i. a. Etudier le sens variation de /.

3
b. En déduire que, pour tout réel x; 0<f"(x) < 7

2. On pose, pour tout x réel, p(x) = fx) — x.
a. Démontrer que la fonction @ est une bijection de R vers R.
v En déduire que I'équation f (x)= x admet une solution unique, que I'on
notera Q.
c. Démontrer que: —1,5<a<-1,4-
3. On définit la suite numérique (U,) par son premicr terme Ug et la relation
de récurrence V. € N, n: U, =/ (Un)-

et TR R Su e

a. A Taide de linégalité des accroissements finis, ¢tablir que, pour tout

e sttt et e . S

entier naturel z : lUn—;l = Otl < ‘i‘ I U, - al

3
b. En déduire que, pour tout entier naturel » : l u, - O(.I < (_ﬁ: ) I Up - O’.I

En déduirc que la suite (U,) converge Vers .

c. Ondonne Upy=-I

1i . 1 (3 1 i ——
| A Justifierque: VnelN ,lU,, - al é-i 1) |
i‘ A partir degucl fang n est-on sr d'avoir : ‘ U, - (x‘ <1077




L'unité choisic est le centimetre.
Dans le plan orienté on considére deux points A et O tels que : AO = 1,5.

Soit / la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle de mesurc % :

1. Onpose:B=AfA) et C=£B).
a. Construire les points B et C.

i
b. Démontrer que % est une mesure de 'angle(BC,BA) etque BC= 2 BA .
Ln déduire que le triangle ABC est rectangle en A.

. . i
2. Soit R la rotation de centre A et d'angle de mesure 3

On désigne par D, E et F les points tels que : B=R(D), E=R(C) et F= £D).
a. Construire les points E, D puis F.
b. Démontrer que les points A, D, B et O sont cocycliques.
En déduire que B, F, C et O sont cocycliques. ‘
c. Soit: % le cercle circonscrit au triangle ABD |
@’ e cercle circonscrit au triangle BCF ;
%~ le cercle circonscrit au triangle ACE.
Démontrer que ces trois cercles ont le point O en commun.

Soit la suite réelle U de premier terme u, égal a 5 et définie par la relation de
récurrence : Vn e N,
2u, + 4
i+ 5
1. a. Démontrer que pour tout entier 71.: 1, > 0.
b. Démontrer que pour tout entier 1. 1, # 1.

2. Donner dans un repére orthonormé (O,1,J) une représentation graphique de

2x + 4 o
la fonction fdéfinie sur J-5; oo [ par: fx) = s (unité : 2 cm).

1{;;1 ! -

/

19

_— L
I AT




Utiliser cette représentation graphique et la droite (D) d'équation Y= x pour
placer u,, u; et u; sur l'axe des abscisses. . o
D'aprés le graphique, quelle hypothése peut-on faire sur le sens de variatiop, de

U et sa limite ?
U, — 1

3. Soit V la suite réelle de terme général v, tel que & v,y = %, +4
Démontrer que V est unc suite géométrique et en donner lc premier

terme et la raison. .
b. Démontrer que V est convergente et calculer sa limite.

¢. En déduire que la suite U converge et calculer sa limite.

a.

e TIV!
e £ v

ML
apradeiong 1“."“‘-""‘»}’ e , 4
{ y ! Sz
B, s A S R AR
T S

St e

- i e

Un tableau de valeurs est donné en fin d'érioncé.
Toutes les fonctions considérés dans ce probléme sont dérivables sur leur

ensemble de définition.

Partie A
On considére la fonction f définic sur R par : f(x) =x e’ *. On désigne par (C)
la courbe représentative de fdans un repere orthonormé (unité : 3 cm).
1. a. Déterminer les limites de f'en — o et en + et préciser les asymptotes
éventuelles a (C) parallcles aux axes.
b. Etudier le sens de variation de la fonction J et donner son tableau de
variation.
¢. Tracer (C). .
2. westunréel strictement positif. En utilisant une intégration par parties,
déterminer l'aire A(x) de la région du plan comprise entre la courbe (C),
I'axe des abscisses et les droites d'équations x = 0 et x = u.

3. Calculer lim A(u).

it—>4-c0
Dans la suite du probléme, » désigne un entier naturel non nul.

Partie B : ¥ ;
ide ] 3ini . N il -X
On considére les fonctions f, définies dans R par : £, (x) = €

a. Déterminer les limites de f; en — oo et en +oo.

b. Etudier le sens de variation de J2 et dresser son tableau de variation.

c. Construire la représentation graphique (C,) de £, dans le méme repére

que la courbe (C).
2. a. Déterminer les limites de f; en — oo et en +oo,
.. Etudicr le seris de variation de Js et dresser son tableau de variation.
- ¢ Construire la représentation graphique (C;) de £; dans le méme repére
que la courbe (C). |

]‘
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3, a Ltudier, sulvant la parité de n, le sens de variation de la fonction f, et
donner ses limites aux bornes de son ensemble de définition
. Démontrer que pour tout entier nonnul n: £, = f,., - f,.

partie C
On considere les fonctions J, définies dans R par : J,(x) = r £ (0 du.

¢ En utilisant la relation de la question B.3.b, calculer J,(x) = J,.,(x) pour tout réel x.

'l 4
5. Démontrer que pour tout réel x, ona : J,(x) =J/i(x) - Z Ju(x).
k=2

P g - n.ok
En déduire que : J(x) = e - ¢ o x_|
k=0 k!
3. Dans cette question, on suppose que x est ¢lément de [0 5 1].

a. Démontrer que pour tout entier nonnul n: 0 € £,(x) < fi(1).
y J
b. En déduire que pour tout x élément de [0 1 ], Ju(x) QF i

¢. Calculer la limite de J,(x) lorsque n tend vers + co.
d. Démontrer que pour tout x élément de [0 ; 1] :
, ¥ x"
lim (1+x+35; +37 + 407 )=¢*
n-r»+w
Partie D
i. On suppose 1 pair.
Etudier le sens de variation de J, sur R ; préciser les limites de J, (x)
lorsque x tend vers + o et ~ .
Déterminer le nombre de solutions dans R de l'équation : J, (x) = e.
On suppose # impair.
Etudier le sens variation de J, sur R ; préciser les limites de J, (x) lorsque
x tend vers + oo et — . ‘_
Déterminer le nombre de solutions dans R de I'équation J, (x) = e.
Préciser le signe de chaque solution. 3
Déterminer, suivant la parité de n, le nombre de solutions dans IR -de
['équation :

]

[ #N]
o

3 1
(1+x +"'27 +% + +; y=120 (Qn ne calculera pas les solutions).

Tableau de valeurs

' 3
x |'=-3 |2 =111 |3 2
& 1005 0,13 | 037272448 | 7.39
/
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ARBC cst un triangle équilatéral de coté de longueur a. Soit [ le barycentre deg
points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C, -2).
1. Déterminer et construire I. '
2. Calculer IA% 1B et IC? en fonction de a.
3. Soit k, un nombre réel.
a. Déterminer en fonction de &, l'ensemble (€ ) des points M du plan tcls que :
MA? +2MB? - 2MC’ = ka’
b. Existe-t-il une valeur de k pour laquelle B appartient 4 (€3;) ?
4. a. Démontrer que (Q) est un cercle tangent a la droites (AB).
b. Démontrer que le symétrique D de B par rapport 4 la droite (Al
appartient a la droite (AC).
c. Démontrer que () est tangent a (AC) en D,
d. Quelle est la nature du triangle IBD ? Justifier la réponse.

— =
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (O, u, v ).

On prend 2 centimetres comme unité graphique. On considére dans C
I'équation, notée (E).

(E) : 2+ (=1420)2° — (1420)z =3 + 4i =0

1. a. Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure unique, que l'on
calculera.
b. Résoudre I'équation (E).

2. Soient A, B et C les points d'affixes respectwes i —-1—2: et 2—i.

a. Placer les points A, B et C dans le repére ( O, u v )
Démontrer que le triangle ABC est isocéle en B.

'b.  Calculer les réels b et ¢ pour que le point O soit le barycentre des points
pondérés (A, 1) ; (B, b) et (C, ¢)). 3

/
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Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O, 1,7). L'unité choisie
est le centimeétre,

PARTIE A

L.

Soit (/) la conique d'équation : y2 - x*= 16 dans le repére (0,7, 7).
Quelle est la nature de (&) ?

On note A le sommet de (/&) d'ordonnée positive. Tracer (4 ).

On pose : z=x+iy, z'=x"+iy", 2" = x"+iy" o x, x', x", y,¥', y" sont des réels.
Soit R I'application du plan qui a tout point M d'affixe z associe le point M

2
d'affixe z' définie par : z'= 5 (1.

Démontrer que R est une rotation dont on précisera le centre et I'angle.
Soit S I'application du plan qui 4 tout point M d'affixe z associc le point M"

2
d'affixe z" définie par : 2" = 7 (-1+i)z. |

a.

P oC

a-.

Démontrer que I'ensemble des points invariants par S est la droite (D)
d'équation : y = (\[2 +1)x. ; -~ S
Démontrer que S = RoSy, ot J est le point de couple de coordonnées (0;1).
Déduire de ce qui précéde, la nature de S.

Vérifier que : R(A) = S(A). On notera A’ ce point.

Démontrer que (D) coupe (A ) en deux points E et F.

Démontrer que les coordonnées de M, M', M" vérifient -

1. g
xry1=xnyn___§.(y2__x2)' =

b.

2

En déduire que (4) a la méme image par R et S. On appelle (FE) cette image.

Donner la nature et une équation de (36 dans le repeére (O, ?,?).
Expliquer pourquoi E et F appartiennent & (%),

Construire sur la me"me'ﬁgure la courbe‘(ﬁ), les points A et A", la droite
(D) et la courbe (). ,

23
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PARTIE B
1. Onnote (A+) l'ensemble des points de (&) d'ordonnées positives,

a. Démontrer que (A&+) est la courbe representalwe de la foneig,

f
J
)
b
y
2 ;-‘.)':"2~MM: i

f:x>[x*+16 dans le repére (O, 1 . )
b. Soit N un point de (At) d'abscisse x positive. On note U(x) l'aire de |

partie (A) du plan, limitée par la courbe (A+) et les segments [OA ] et
[ON]. Démontrer que, pour tout réel positif ou nul x :

U(x) = j Jo+i6 dt~[ﬂ

On ne cherchera pas a calculer U(x).

c. Pour tout réel positif ou nul x, on pose : G(x) =8 In(x + \/? +16 )
Prouver que U et G ont la méme fonction dcrlvee sur [0 ;+oof.
Calculer U(0) et G(0).

En déduire que pour tout réel positif ou nul x :

w3l
|
¥
=
b
-
ol
Bl
]
=
3
4

AR

iy A RN R TR
TR AN R

(8 R P

4

2. Soit (C) la courbe représentative de U dans le plan muni d'un repére
orthonormé (unité : 1 cm)
On fcra un graphique séparé de celui de la partie A.
a. Etudier le sens de variation de la fonction U sur [0 ; +oof.
b. Calculer le nombre dérivé de U en O. ‘

Préciser l'allure de la courbe (C) au voisinage de I'origine.
c¢. Tracer la courbe (C) sur l'intervalle [0 ; 8]. On construira la tangente 4
| (C)enO.
On prendra : In 2 =~ 0,693 ; In (1+\/— 2)= 0,881 ; In (2+ \[5) =1,444;
In(l+[5) ~1174

1o TR Lo AN L - 0 T AR e LA e TR R

PARTIE C

On appelle (%€ +) 'ensemble des points de (€ ) d'ordonnées positives.

On se donne un point N' de ($€+) d'abscisse x' telle que : x' > 24/2.

1. Démontrer que le point Ny, tel que : Ny = R™(N") appartient 4 (A+) et que
son abscisse x est positive. ’

2. Soit (A'") la partie du plan limitée par (F€+), les segments [O A'] et [ON'].
Démontrer géométriquement que (A') et (A) ont la méme aire,

T R SR bt A 8 2241 « L P g

243_;
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Session de Juin 1996

Série E

Un carré ABCD, de 06t 35
de cOté par des segments
soit au segment [AD].

» est divisé en 1225 (soit 35%) petits carrés de 1 cm
réguliérement espacés et paralléles soit au segment [AB),

1. On appelle "neeud" tout point d'intersection de deux segments de ce
quadrillage qui n'est pas situé sur les cOtés du carré ABCD.
a. Combien y a-t-il de nceuds dans Je quadrillage ?
b. On choisit au hasard up de ces neeuds et on Je note M. Soit I le projeté

orthogonal de M sur (AB) et J le projeté orthogonal de M sur (AD).
Déterminer la probabilité de chacun des événements :

b-1: le quadrilatére AIMJ est un carré,

b-2 : le quadrilatére AIMJ a un périmétre de 24 cm.
2. n étant un entier naturel non nul, on

entiers naturels non nuls,
] n(n + ]
a. Démontrer que S, =JT2 :

b. Combien y a-t-il d'entiers naturels non nuls n tels que S, < 12252
3. Les petits carrés du quadrillage sont numérotés de 1 4 1225,
a.  On choisit au hasard un des petits carrés, et on note son numéro k.

Quelle est Ia probabilité pour qu'il existe un entier naturel non nul n.
tel que S,=k 2

Un tel événement est appelé “succes”,
b. On réalise 5 fois I’épreuve précédente.
Quelie est la probabilité d’obtenir au moins trojs “succes” ?

note S, la somme des » premiers

On considére I’équation (E):

z2€C, 2+ (1-6i)2 - (17+8i)z=33+30i =0
I a. Veérifier que -3 est solution de (E).
b. Résoudre I'équation (E).
Les solutions seront notées z,, z), etz

réelle positive.
[ 25 |
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2. Le plan complexe est rapporte au reperc orthonormé direct {0, u,?)

(unité: 1 cm). On considére les points My, M, et M, daffixes respectives Z,
zyetzy el '

— =
a. Placer les points My, M, et M, dans le repére (O,. u, v ).
b. Démontrer que le triangle MMM, est rectangle isocéle.

3. Ondésigne par G le barycentre des points pondérés (Mg,~1); (M, 1) et (M, 1).
a. Construire géométriquement le point G. Justifier la construction.
(On ne demande pas de calculer les coordonnées de G.)
b. Déterminer et construire l'ensemble (%) des points M du plan tels que : _

- MM +MM; +MM:=-GM; .
(On pourra vérifier que M, est un point. de (%).)

Pour tout entier naturel non nul #, on considére la fonction £; définie sur l'intervalle
[0; +owo[ par:

2

S x)=x"Inx - si x >0 (In x désigne le logarithme népérien de x)

1
F(0) ==
On désigne par (C,) la représentation graphique de Jidans le plan muni d'un
repére orthonormé (O,1,J) (unité : 2 cm).
PARTIE A

1. Etudier la continuité de f, a droiteen 0. -

o

2. Déterminer la limite de lorsque x tend vers 0 par valeurs

supérieures (on distinguera les casn=1 et n> 1).
[nterpréter géométriquement les résultats obtenus.

<

Ftudier le sens de variation de f:. Préciser la nature de la branche infinie.
Construire (C,) et (C,). '

4.
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PARTIE B
Soit A un récel strictement positif’

1. A TPaide d'une intégration par partics, calculer en fonction de Fitégrale
I b
_[ Iy dy,
A
2. Endcduire la valeur, en fonction de A, de I00) tel que ;

I(A) = L' £106) dv.

3. Calculer la limite de 1(0) quand A tend vers ().
En déduire I'aire en emi’ de Ia portion de plan limitée par (C,) , axe des
abscisses et les droites d’équations x=0 ¢t x = |

PARTIE C

1. On pose, pour tout x de l'intervalle 10;1[, g(x) = £; (x) -x.
Dresser le tableau de variation de £

En déduire que I'éque.ion £3(x) = x admet une solution unique ¢ dans
I'intervalle ]0;11.
2. a. Etudier le sens de variation de J2', fonction dérivée de f£; sur ]0;1] et
dresser son tableau de variation.

2
b.  Démontrer que, pour tout x de I'intervalle [0;1],ona :' f_)'(X)' < 7

3. On considére la suite (U, ) définie par

{U():l .
Vn S N, Uml:ﬁ (U")

a. A laide d'un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout
entier naturel n, U, €[0 ; 1]

b. o étant le nombre réel défini 4 la question C.1, démontrer que pour tout
entier naturel n, on a :

lU,,;r'*al < %,Un""ala

2\
. Démontrer par récurrence que : V n € N, lU,,——cx’] < (Z:) I I-al.
d. . En déduire que la suite (U,) converge vers . !




Wit

Dans le plan orienté 9 on considére un cercle (
et un point O' tel que 00’= 3R

@) de centre O ct de rayon R

: . n ;
Soit r la rotation de centre O' et d'angle de mesure 3 el!latranslation de

—>
vecteur OO’ . On pose: f=ro1.

. a. Démontrer que fest une rotation dont on précisera I'angle.
b.  Déterminer l'image de (% ) par /- Faire une figure oti I'on prendra R =3 cm.
¢. Déterminer et construire Q, centre de la rotation .

2. M étant un point quelconque de (@) et M' son image par £, on appelle I le
milieu du segment [MM].
a. Déterminer la nature du triangle QMM”,

b. En déduire que I est l'image de M par une similitude directe de centre O,
dont on précisera le rapport et-langle.

¢. Déterminer et construire I'ensemble des points I quand M décrit le
cercle (). Justifier votre construction.

nombre entier compris
entre 1 et 50. On note a et b les nombres écrits respectivement par A et B.

On suppose que tous les couples (a,b)telsque ISa<S50et1 <b <50 sont

équiprobables. |
L. Déterminer les probabilités des événements suivants :
a. a=b '
b. at+tb=20
¢c. b215
d b>a o

Si A et B font cinq fois la méme cxpérience, quelle est la probabilité pour -

que 'événement " b > a " soit réalisé au moins deux fois ? Le résultat sera
arrondi & l'ordre 2.

29
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Pour ;out entier naturel 7, on considere la fonction f, dérivable sur R et définje
par :
pour n =10, Jolx) =

'\f 1P
x2n

pour 1 2 1, fi(x) = NS

On désignera par (Cn) la courbe représentative de f, dans un repére

— - : :
orthonormé (O, i ,j ) ayant pour unité graphique 4 cm.

PARTIE A

1. Etudier la parité des fonctions T

5. Déterminer les limites de fo aux bornes de son ensemble de défiition.
Ltudier le sens de variation de fo et construire (Co).

3. Démontrer que toutes les courbes (C,) (€ IN) ont deux points communs.

4. Dans cette question, on suppose que » est non nul.

Pour tout réel x, calculer £,(x) ou £ est la fonction dérivée de f;.

2. Déterminer les limites de f; et f, en — o et +o.

b. Etudier le sens de variation de chacune des fonctions fj et f> et dresser
leurs tableaux de variation. -

¢. Démontrer que la droite d'équation y = x est asymptote a(C))entx et
préciser la position de (C,) par rapport a cette asymptote. Tracer (Cy) et
(C,) dans le méme repére que (Co).

’.Jl

PARTIE B ,
Soit (1) Ia suite réelle définie par : I, = j’ fu)de;nelN.
0

1. Pour tout entier naturel #, démontrer que : I, 2 0.

2. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul #, on a:
1 1

\ﬁ(gnﬂ)gl” S

3. En déduire la limite de (I,) quand » tend vers +oo.

4. On partage Iintervalle [0;1] en cinq segments de méme longueur 0,2 par
lesp()l’ntsao=0;al——-0,2;a2=0,4 ;a3=0,6;a4:——0,3 ;as= 1.
a. Démontrer que I'on a, pour tout entier naturel i tel que 0 <7< 4:

0,2fo(aw) < am So(dx <0,2f(a)

b. };?ur tout entier naturel { tel que 1< i <5, calculer fo(a) & 107 paf
éfaut et par excés. En déduire un encadrement de Io. |
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5. a A laide d'une intégration par parties de I,,, démontrer que, pour 7 de N,
ona: Ly =2- @n+ 1)1, +1,.,).
b. Exprimer I; en fonction de Iy et donner un encadrement de 1.

T e
g v——-ﬁ\
ppl—

RS Vs

vo EXE

| A S

B
‘_....u

On conSidere les intégrales 1, et J,, définies par :

2 SInx
Iy =J3 dx et, pour tout entier naturel 1 non nul, par I, = _[ -(—l dx,
0 COSX COSXx
=

1. a. Calculer Jpet J, pour tout enticr naturel 1 non nul.
b. Calculer I, - Iy et démontrer que pour tout entier naturel ,

n+)
In+2_ " ;L(l/iJ '

LYY

cosxdx et, pour tout entier naturel  non nul, par J,= I (smx) cosxdx,

n+l| 2

2. -a. Calculerl,.

b. En déduire 1.
3. Soitf la fonction déﬁnie sur [0 ;3 F1par: flx) = Colsx '

a. Démontrer que, pour tout réel x : cosx = 2 coq( 5+ 4)sm(x n)

2 4
b. On pose, poﬁr tout x élément de [0 ;%E‘] fu(x) =tan (2 4)
u'(x)

Calculer u(x) " En déduire une primitive de fsur [0

c. Calculer Iy puis I, et I4.

2]

Dam lc p]an on donne trois points alignés A, B et P.
Soit un point Q n'appartenant pas a la droite (AB) et tel que : AQ = BP.
La paralléle a la droite (PQ) passant par B coupe la droite (AQ) en C.

1. Justifier l'existence d'une homothétie h transformant P en B et QenC.
Préciser son centre.,
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2

3. On donne un triangle
(/ST
Ie(SR\{S; R}

Je (RT)etRJ =_Sl.
(Dans celle question, on ne

PARTIEA A

a’

b.

Construire By et Cy les images respectives de B et C par A.

Démontrer que . AC = BB;. . .
RST. On veut construire deux points I et J tels que :

demande pas de trouver toutes les solutions

mais seulement d'en donner une.)

a.

b.

Némontrer que, si le triangle RST est isocele en R, il y a une solution

évidente. ] n
Dans la suite, les segments [RS] et [RT] ne sont pas de méme longueur,

A Taide des deux premieres "questions, donner un programme de
construetion d'un couple de points (I, T) solution du probleme.

Justifier ce programme.

R R+ ol
Sl
: E ,... |

-

Soit f la fonction définie par : f{0) = 0 et pour tout réel strictement positif x par
. xInx
f =37
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
2. Soit ¢ la fonction dérivable sur ]0, + o [ et définie par : @(x) = In(x) +x+ 1.
a. FEtudier le sens de variation de ¢. | .
b. Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet une solution unique P telle
que : 0,27 < <0,28. ‘ '
3. a. Exprimer f'(x) en fonction de ¢(x).
_En déduire les variations de /.
b. Vérifier que: fiB)=-P.
c. Calculera limite de fen +co.
d. Dresser le tableau de variation de f.
4. Trflcer la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére

R
orthonormé (O, i, j ). ’
On placera en particulier les points d'abscisses 1;3 ;4 ; e’ 12.

| .Onprendraln (0,27) = -1,31; In ¢0,28) ~ -1,27; In (2) = 0,7; ; In (3) = 1.1

In(5) = 16.




PARTIE B

1. a. Démontrer que I'équation fx) = 1 admet une solution unique o dans (3, 4].

. 1+l e
b. Démontrer que les équations fx) = 1 et ¢ *=x sont équivalentes.

2. Soit g la fonction dérivable sur 10 ; +oo [ et définie pour tout réel strictement
|

positif x par: g(x)= ¢ *
a. Etudier le sens de variation de g.
b. Démontrer que pour tout x élément de [3 ; 4], g(x) est un élément de {3 ;4],

c. Démontrer que: Vx e [3; 4], l g’(x)l e;%—-

On prendra . e%z 3,8, et =349,

3. Soit (U,) la suite définie par : Uo= 3 et Ia relation de récurrence U,,, ;= g(U,,)
a. Deémontrer par récurrence que : Vi e N, U, € [3 ; 4].

b. Démontrer que pour tout entier # positif ou nul : IU,,H = a' oy IU OLI
En déduire queIU,, a|< -

Démontrer que la suite (U, ) est convergente. Calculer sa limite.
d. Pour quelles valeurs de n, U, est une valeur approchée de o 4 1072 pres ?

L

PARTIE C

1. Soit # un entier naturel non nul.
Démontrer que I'équatioi’){x) = # admet une solution a,, et une seule.
Placer o et oty dans le méme repére que précédemment.

2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,ona: o, > ¢”".
b. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul ,on a :

Ao, ) =nest équivalent & ln( .-, =£‘.

n

e - ' e’
c. Déduire des questions 2.a. et 2.b. que la suite (") nene €5t convergente

et calculer sa limite.

-

3 f

IR




On considére 'équation (E) : (p; Q)€ Z%, 11p-7q9=-4

a. Vérifier que (—1;-1) est solution de (E).
b. Résoudre (E). '
2. a. Résoudre les équations (F) et (G) suivantes :
(F) =xeZ, 2x=3[7]
(G) xeZ, 9x=4[11]
b. Déduire de 1) et de 2) les solutions du systeme

1.

2x=3[7]

Ox=41[11]

B ey
Une urne contient 6 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au

toucher. ; .
On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles. !

\

1. On tire au hasard une boule de l'urne. |
Calculer la probabilité d'obtenir une boule blanche. }
2. On tire simultanément-deux boules de l'urne. Calculer la probabilité de tirer !

deux boules de méme couleur.
, 3. On tire une boule de l'urne, on note sa couleur et on la remet dans l'urne. l

On fait cette expérience 4 fois. |
a. Calculer la probabilité de tirer exactement deux boules rouges. - |

b. Calculer la probabilité de tirer au moins une boule blanche.




Le but du probleme est d'étudier la fonction f définie par :

2
vV x €]0;1{Ull feo |, flx) =-§-‘-|- In(x)
A0)=0¢et A1) =1.

On notera (C) la courbe représentative de frelativement & un repere orthonormé
(O, I, J)d'unité 5 cm.

PARTIE A

On considére la fonction g dérivable sur 0;+oo[ et définie par : g(x) = (x =2)In(x)+(x~1).

. [
1. Démontrer que pour tout réel x élément de ]0 ; +oo[ : g'(x) = L_‘)‘ +1 (x).

2. Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de var:atlon.
3. Déduire de 2) que g(x) est positif pour tout réel x élément de ]JO ; +oo[.

PARTIE B
1. a. Calculer: lim_f(x)

b. Démontrer que f est continue & droite en 0, et continue en 1.
¢. Calculer le nombre dérivé de f a droite en 0.
Donner une interprétation graphique de ce résultat.

. 3
d. On admettra ici que fest dérivableen 1 et que: f'(1) = 5 -

En déduire une équation de la tangente a la courbe de fau point
d'abscisse 1.

2. a. Onadmet que fest dérivable sur ]J0 ;1[\]1 ;+eof.
Démontrer que pour tout réel x appartenant a 1 0 ;1[W]1 ;+oo [

') = G 8.

b. En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
c. Démontrer que pour tout réel appartenant a [0 ;1], on a 0< fix) <1
d. Dans le repére (O, 1, J), tracer la demi-tangente a (C) au point O, la

tangente 4 (C) au point B de coordonnées (1; 1) et la courbe (C).
On donne n2 =0,69,Mn3 =~11.

7
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PARTIE C

1. Pour tout réel o appartenant a 10 -,-,!; [ on considere Iintégrale A(a) telle que :

4 2
A(o) = E_:ﬁln(t)dt :
2

] 3o %
On note A la limite de A(et) quand o tend vers 5 par valeurs inféricures.

(
Que represente geonu,tnqucmcnt le nombre A ? .
2. a. Démontrer que la tonctnon ll,, définic, pourtout entier naturel non nul n,

t
sur 10 3#oo [ par : Hi(0) = g (100~ )
est unc prnmtwe de la fonctlon -t " In(f) Qllr_]Q o0 |

b. Soitadans]O0; 2 [. Pour tout entier naturel non nul 1, on pose .

I, (&)= j ¢/ Indt etl, = lnnI ().
C!jz‘-i
1
Calculer (et en déduire que I, = RTEVE
3. a. Pour tout réel f d\fterent de 1, et pour tout entier naturel non nul n,
calculer la somme : P+ +t"

(somme des n premiers [ermeS d’une suite géomélrique).

n+2

Démontrer que 7y = Fep s et g
P b ™ el

Lia
etque A(a)= () — Is(a) —.. (o) + Lf " RA)dr.
v o
b. En utilisant la question 2.c.de la partie B, démontrer que

jfa (" )t <r rdr < [nd

c. Déduire de ce qui précede que, pour tout entier naturel non nul 7
< Aoy T (0T () @) Sy

et que, pour tout entier naturel non nul 7 :

"N S T 1 1
0SA- +
A-( A TGy St
d. On admet que lim (1+-Lz +—1§ +—lz % 1 ) ____.51 __l‘i
n—>tw 2 3 4° _-S-T “.'+ (n+2) ) - 6

1!22

. o’y
Démontrer que A= "4 .
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Serle C

Dans le plan orienté on considére le carré ABCD de centre O tel-que

T
— —> i
Mes (AB,AD) =5 .

Soit M un point de la droite (DC), N le point d'intersection de la droite (BC) et
de la perpendiculaire a la droite (AM) passant par A, et I le milieu de [MN].

I. Faire une figure.
2. On considére la rotation r de centre A telle que : »(D) = B.

a.
b.
3. a.

Démontrer que N est I'image de M par r.

En déduire la nature du triangle AMN.
Déterminer l'angle ct le rapport de la similitude directe s de centre A

telle que s(D) =

Quelle est I'image de C par s ?

Démontrer que I est I'image de M par s.

En déduire I'ensemble des points I lorsque M décrit la droite (DC).

Soit a un réel non nul. On considére la suite U définie par :

{ Us=0,U; =
Pour tout entier naturel » non nul, aU,.; = (a+1)U, -U,,.,.
1. Pour quelle valeur de g, la suite U est-elle arithmétique ?
Dans la suite de l'exercice, on supposera le réel a difféerent de 1.
2. Démontrer que la suite V définie pour tout entier naturel » par :

vn -

= Up+, — U, estune smte géométrique dont on précisera le premier

terme et la raison.

3. a.

b.
c

Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, on a :

U, =Vy+V,+..+V,,
Pour tout entier naturel » non nul, calculer U, en fonction de » et de a.

Pour quelles valeurs de a, la suite U est-elle convergente ?
/Préciser alors la limite de U en fonction de a.
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4. On choisita = 2.
Trouver le plus petit entier n
On donne : In2 = 0,69 ¢! Ins= 1061

aturel p ¢l quc'U,,—Q‘ < 10

Ce probléme comporte trois parties A, B et . Les parties B et C sont

indépendantes.

- , e &y vz
Le plan orienté est rapportc a un replre orthonormé (O, #, V), l'unité mesurant 1 cm,
PARTIE A
On considére la fonction f définie, sur [0 ; too [ par fix) = x- 4y + 4.

—> -,

On désigne par (C) la courbe représentative de /duns ic repdre (0,u,V).
1. a. Démontrer que fest continue a droite en 0.
b, [Ctudier la dérivabilité de la fonction fa droite en 0.
En déduire une interprétation géométrique.
. Déterminer la limite de f en +co.
b. Etudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de
variation.
c. Tracer (C).
3. a. Soit g larestriction de fa [4 ; “+oof.
Démontrer que g cst une bijection de [4 ; +oo[ sur [0 ; +oof et que son

el on

application réciproque g est définie sur [0 ; 10 par :
g (x)=x+ 4fx + 4.
b. Tracer la courbe représentative (C') de g™', dans le méme repére que (C).
On appellera<IT) la courbe (CX 4C"). | i
4. Soit 07 la courbe d'équation : x* + ) — 2xp — 8x — By ¥ 16 = 0 dans le

!Q
v}

repére (O, %, V).
2. Démontrer que pour tous réels x et y positifs, on a :
4 Y= 2xy —8x —8y + 16 =0 = [y~ )y - g () = 0.
En déduire que (H) = (E). .
b. Démontrer que un point M (a; b) est un point de () si, et seulement si,
le point M'() ; a) est aussi un point de (E).
En déduire que la courbe (E) admet un axe de symétrie. Préciser cet axe.

5. (Calculer l'aire de la partic du plan limitée par la courbe (C), 'axe des
abscisses et les droites d’équations x = 0 ¢t x = 4.
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PARTIE B

1.

Soit m un réel appartenant 2 1-2; 2.
a.

?gitzles points A,, de coordonnées (2+m ; 0) et B,, de coordonnées
y 2=m).

Ecro'lrc une ¢quation de la droite (D,,) passant par les points A, et B,,.
Soit (A,) la droite d'équation : x — y—2m = 0.
Démontrer que le point d'intersection T,, des droites (Du) et (A,) a

l
pour coordonnées (z(2+ m)z; :f!l-( 2- m)z).
Démontrer que (D,,) est tangente & (C) en T,,

Soit H,, le projeté orthogonal de T,, sur la droite (8) d'équation y = —x .
Démontrer que H,, a pour coordonnées (m ; - m).
Soit F le point de coordonnées (2 ; 2).

Démontrer que le quadrilatére A, H, B, F est un carré pour tout m
appartenant a ]-2 ; 2[. '

3. Pour m= 5 placer le point T, tracer les droites (D,), (A,) et le carré
AHIHHIBHIF'
PARTIE C

1. Soit M un point du plan d'affixe z.

a.

Vol ¥4

Démontrer que le point H d'affixe 5 ‘estle projeté orthogonal de M

sur la droite (3).

Z4iZ

2
Démontrer que l'ensemble des points M d'affixe z telle que

Démontrer que la distance de M a (8) est égale a

z+iz

2

Interpréter géométriquement ce résultat.
En déduire la nature de la courbe (E). s
En donner deux éléments caractéristiques.

= | z —(2+2i)| est la courbe (E).
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Dans le plan muni d'un repére orthonor mé (O, u v ) d'unité graphique 2 cm,
on considére l'cns(.mhlu (I ) des points M d'affixe z telle que :
On appelle (D) la droite d'équation x-y+2=0,

1. Soit J l'application du plan dans lui-méme qui 4 tout point M d'affixe z
associe le point M' d'affixe z’ telle que :

z’ -% (z+iZ pi-1.

(On pourra poserz =x + iyetz' =x'+iy"oux, y, x" et y' sont des réels.)

a. Démontrer que I'ensemble des points M du plan tels que M) = M est

la droite (D).
b. Démontrer que pour lout point M du plan, les coordonnées de M'

vérifient l'équation de (D).

—>
¢. Démontrer que le vecteur MM’ est normal & la droite (D), puis

caractériser géométriquement I’application /.

2. On se propose de déterminer ['ensemble (E) défini au début de 'exercice.

a. Démontrer que:z—2z'= 2 [z =iz -2(1- 1)].
b. En déduire que (E) est une ellipse de foyer F d'affixe 1, de directrice

5 . il -
associée (D) et d'excentricité 5 Préciser son axe focal (A).

: ' 1 - ] .
c. Vérifier que les points A et A' d'affixes respectives 5(1 et 5 (5-3i)
sont les sommets de (E) situés sur 'axe focal.
Construire la droite (D), I'axe focal (A), les points A, A’ et F.

Déterminer géométriquement les autres sommets de (E).
¢. Construire (E).

K
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Les questions 1 et 2 sont indépendantes.

On considere dans le plan, un triangle ABC rectangle en A tel AB = 2a et AC = a,
oll @ est un nombre réel strictement positif donné,

1. a. Determmcr ct construire le barycentre G des points pondérés
(A, 1); (B, =1)et(C, 1).
b. Déterminer et construire 'ensemble (C) des points M du plan tels que

“-—._. — —

M4—MB+MC“=“M4+MB—-2MC|.

; —»
2.: Soit H le point du plan défini par : AII S > AB - AC

a. Démontrer que e point H est le barycentre des points pondérés

(A, 3); (B, I)et(C, -2).
- b. Pour tout réel , on désigne par E; I'ensemble des points M du plan tels
que:
3MA’+ MB? - 2MC? = ka’.

Pour quelle valeur de &, E; contient-il le point C ?

c. Déterminer et construire I'ensemble (I') des points M du plan tels que :
3MA2+ MBz :zMC2 = 84",

]
1+e*
On désigne par (%) la courbe de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1, J).
(unité graphique : 4 cm).

On conSIdere la fonction / dérivable sur R et définie par : f{x) =

PARTIE A

1. a. Calculer f'(x) pour tout nombre réel x puis étudier le signe de f'(x)
~ suivant les valeurs de x. En déduire le sens de variation de la fonction f;

b. Déterminer les limites de f en —o0 et en +oo et donner le tableau de
variation de f.-

) ]
2. Démontrer que le point A de coordonnées (0, 3) est un centre de symétrie de (%).
3. Donner une équation de la tangente (T) a (%) au point A.
I
4. Soit ¢ la fonction dérivable sur R et définie par : ¢ (x) =7 - -x = fx).

a. Démontrer que :
V x €l]-0;0[ ¢(x)>0,
V x €]0; +oof, o(x)<0.

41
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b. En déduire la position de (T) par rapport a(&).

c. Tracer (T) et (€ ).

PARTIE B

Pour tout réel non nul 7, on considere les fonctions £ dérivables sur R et

X
définies par : fu(X) = j("';;).

(%) désigne la courbe représenta

Soit T la transformation du plan

'

m HM oi H est le projeté orthogonal de M sur (OJ).

tive de f,, dans le repere (O, I, J).
dans lui-méme qui a tout point M associe le

_ —

point M' tel que HM'=
1. a. Donner la nature de T-r.
b. Démontrer queé (@) est

c. Tracer (%)
2. Soit A un réel. On pose L,(A) = ,[\,1 Ju(x)dx.

Calculer I,,(A) et en déduire que 1,,(\) est indépendant de m.
PARTIE C ‘ :

Soit g la fonction dérivable sur R et définie par : g(x) = x —flx).
1. a Etudier le sens de variation de g.

b. Calculer les limites de g en — et en +oo.
c. En déduire que I'équation Ax) = x admet une solution unique ¢ et que

I |
g S0<3

¥, d
2. a. Démontrerque:Vxe€[7 ;5 ], fx)e [-}I ;-;‘ I

I'image par Tn de (D).

b. Calculer f"(x). En déduire que : Vxe [Zl[ ;%], lf'(x)l é-} -

c. Endéduireque:V x € [% ;%], ‘j(x)—ou | é-;—flx—al

3. Soit (U,) la suite de nombres réels définie par la relation de récurrence :

]
Uo=% et Uy =AU, VneN

s L4 ]
a. Démontrer par récurrence quc : V n eN, U, e (7339 }
i

b. Démontrer par récurrence que ! V n €N, ‘U,,+.~a‘ %\Un—a\

n+l

c¢. Démontrer par récurrence que : V n e, ‘U,,—-OL| < ('}4' )

4. a. Déterminer la limite de (U,).
_a| <10™.

b. Trouver le plus petit entier naturel p tel que lU :
4 |

2.:.;;.:.:!1-]
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. perpendiculaires et ont méme la longueur.

Dans le plan 2 muni d'un repére orthonormé A

— =
direct (O ; u; v ), on considére :
- le quadrilatére convexe ABCD.
(Voir figure ci-contre.)
- Extérieurement au quadrilatére, le point M,
(respectivement M, ; My ; M,) tel que le
triangle AM,B(respectivement BM,C,
CM;D, DM,A) soit rectangle et isocéle de
sommet M (respectivement M,, M3, My).

Le but de l'exercice est de démontrer que les '
segmenis [M) M;] et [M>M,] ont des supports

D

1. Soit a, b, c et d les affixes respectives des points A, B, Cet D et z,, z;, z;
et z4 les affixes respectives des points M;, M, , M; et M,.
a. Exprimer z; en fonction de a et b.
b. En déduire les expressions de z,, z; et z;en fonction de a, b, cet d. |

2. Démontrer que les segments [MM;] et [M,M,] ont des supports
perpendiculaires et ont méme la longueur.

o A% RGP A
g A Sl ,f N Qail &
'Y ) CE 2
Ll i ERO |{ A\ il
b A A G el e w
A Ner=Cous vy ot
3L R Y Ay e e A
e AT R

' G > = 4 g
Le plan & est rapporté au repére orthonormé direct (O, 7, j ). On considére
I'ensemble (E) des points M de coordonnées (x , y) vérifiant ’équation :

(1) 2502+ %) =(Bx-16)~

1. En interprétant géométriquement I'équation (1), démontrer que (E) est une

ellipse de foyer O et de directrice associée la droite (A) d'équation x = _3@




scipne un point o G
M&;gm point de (E) et 0 ype

e
OM).
ntre OM et l'abscisse x de M,

3 , la suite de l'exercict,
Dans toute | (,.,?
Jétermination de I’angle de vecteur L 75
2. @ Déduire de ['équation (1) 1;[}(: relation €
. | )

i
b, Démontred que OM = 5+3c0st

R | i1
appart:cnt al- X (-

(A)enlet recoupe (E
{ une constante indépendante de M.

3, On suppose ici que 0

.a droite (OM) coupc]
a. Démontrer que W*m‘? es
| 1 2

b. Démontrer que E)_IG = bﬁ

) en un point M'.

Dans tout le probleme, 7 désigne un entier naturel non nul. On considére la
ur R et définic par : fi(x) = ¥'e™. On appelle (C,) la courbe

fonction f, dérivable s
représentative de £, dans le plan muni d'un repére orthonormé (O,L,J) (unité 3 cm).

PARTIE A
. a Caleuler les limites de fi en +© et en — .

b. Ltudier le sens de variation de la fonction f; et dresser son tableau de

variation. ,
c. Tracer la tangente & l'origine a (C,), puis tracer (Cy).
2. a Pour tout entier n supérieur ou égal & 2, étudier le sens de variation de la

fonction £
b. Calculer les limites de f .en

variation.

: cc:) Sur une autre f]gt_lre, tracer la tangente & l'origine & (C,), puis tracer (Cy).
. On note S, la symétrie orthogonale d'axe la droite d'équation : x = 1 €t (C)

I'image de(C,;) par S,.

a. MI ét'amt le point du plan de coordonnées (x,y), €
(%', ') de son image M' par S,.

b. Dér.nontrer que (C',) est I'ensemble des pofnts M dont les coordonnées (x
vérifient : y = f,(2n—x). |

¢. Tracer (C';) dans le méme repére que (Cs). |

d. PEou‘rx < 2'n , On pose : g,(x) = f,(2n —x).

n interprétant géométriquement les intégrales, justifier I'égalité :

2n ”
J:' ﬁl(f)df= gn(t)df . . __

400 et en —oo et dresser son tableau de

alculer les coordonnées




4. Pour tout x élément de J0, n], on pose A,(x) = ln(g,,(_x)) In(f,(x)).
a. De I’étude des variations de 4, , déduire le signe de A,(x).
b.  Démontrer que pour tout x appartenant a I’intervalle ]0 , #], on a
Julx) < g,(x).

Déduire de ce qui précéde , Iinégalité -

ff.(f)dt’% f f(0dr.

PARTIE B

Pour tout réel positif x, on pose : I,(x) = J‘ Ju(O)dt .

1. Démontrer que la fonction F est croissante sur [0 ; +oo [.
A I'aide d'unc intégration par parties :
~a. Calculer F(x).

b.  Démontrer que, pour tout réel positif x et pour tout entier naturel »
supérieur ou égal 2 1, on a : Frn(x) = (n +1)F,(x) — fr41(x).

3. En déduire 4 l'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout réel
positif x et pour tout entier n supeneur ouégalal,

Fu(x) = n'[]—e‘x(H +'2)€2?+ ;!')].

4. a. Démontrer que : llm F.(x) =n!.
X =>+m

b. Démontrer que pour tout réel x positif ou nul, on a : F,(x) < n
PARTIE C

1. Démontrer que pour tout entier » supérieur ou égal 4 l ona:

Fo(n) + f fo(ddt <n!

2. Déduire des résultats des parties A et B que, pour tout entier » supérieur
ouégalal,ona:

|
<F,,(n)€%-'
1 no n n"
2@ Q]-{-Il 2|+ + <e
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On considére un dé cubiqu
noires. L'expérience const

¥

e dont quatre faces sont blanches et deux sop
‘ste 4 lancer ce dé et a noter la couleur de g5 -

face supérieure.

1.

Calculer la probabilité d'avoir :

. a. une face blanche.

b. une face noire.

3. On jette le dé quatre fois de suite.

a. Calculer la probabilité' d'avoir dans [’ordre : une face blanche ; une face
noire ; une face blanche ; une face blanche. |

b. Calculer la probabilité d'avoir une seule face noire au cours des quatre

lancers.
o. Calculer la probabilité d'avoir une face noire au 4° lancer (une

face noire pouvant apparaitre au COUrs des autres lancers).

3. Soit # un entier naturel non nul.

a. ‘Calculer la probabilité P, d'avoir au moins une face blanche au cours
des » lancers. ' _ :
b. Déterminer le plus petit entier naturel # tel que : P, 2 0,99.

1. Soit h la fonction dérivable sur ]0 ; +oof et définie par : A(x) = Inx —<,
e

a. Calculer 2'(x) sur ]O ; +oo[. |
b. Etudier le sens de variation de % et dresser son tableau de variation.

¢. Démontrer que: ¥V xe[1; €], 0< Inx < .
2 e

2. Pour tout entier naturel n, on pose : I, = rx(]nx)"dx '
el

A ’l'aide de deux intégrations par parties, calculer .
Démontrer que la suite (1,,) est décroissante.

Démontrer que la suite (I, est convergente. 2
3 2
" e

ogs . o 2 ¥ e e
En utilisant la question 1.c., démontrer que : Vi €N, 1, <755 ")

a oow

e. En déduire la limite de la suite (I,,):




Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J) ; unité :1 em.

PARTIE A
On considére dans C I'équatiop -

2= (6+A3)22 + (114 4irf3 ) = 33 =0,

1.

Résoudre cette équation en sachant qu'elle a deux solutions réelles,

On appelle A, B, C, E et G les points d'affixes respectives 3 : 2+i-\j§ ;=137
ot 11+4A3 .

a. Démontrer que le triangle IAB est équilatéral.

b. Démontrer que les points B, C et G sont alignés.

c. Placer les points A, B, C, E et G.

Calculer I'affixe du point F de I'axe des abscisses tel que le triangle EFG est
équilatéral.

PARTIE B
" On appelle O' le centre de gravité du triangle IAB.

I

On veut déterminer I' homothétie /4 qui transforme le triangle IAB en EFG.

a. Démontrer que I'image par 4 de [IA] est [EF].

b. Justifier que : A(I) = E, h(A) =F et h(B) = G.

¢. Déterminer le centre et le rapport de A.

Soit r la rotation de centre O' et d'angle -2-32 et f la similitude directe telle

que : f = hor.

a. Déterminer le rapport et l'angle de f.

b. Démontrer que ftransforme le triangle IAB en EFG,

Soit g une similitude directe qui transforme IAB en EFG. _

a. Démontrer que 4 'og est une rotation qui laisse le triangle IAB
globalement invariant (c'est-a-dire que le triangle JAB a pour
image lui-méme). ‘ ‘ _

b. Caractériser les trois rotations qui laissent globalement invariant le
triangle IAB. ‘

¢.En déduire que les similitudes directes qui transforment IAB en EFG/. sont
h, fet une troisiéme f'que I'on décomposera a 'aide de et de ».

d.  Déterminer le rapport et I'angle de £".
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4. Soit © le centre de la similitude /. On appelle K le milieu di
2 Déterminer I'image K' de ijgar of; i mlh-eu d9 Segment [1A],
b. Démontrer que &, A, G et F sont cocycliques. |
c. -Démontrer que Q,F, K et K' sont cocycliques.
d. Construire Q.
5. Déterminer ’application complexe associée a 1.

6. Calculer l'affixe du centre ' de f".
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P

1. Trouver suivant les valeurs de I'entier natmel n, lc reste de la division - }
euclidienne de 4" par 7. ! A

2. Justifier que : 1999 =4 [7].

3. Endéduire le reste de la division eucl:dlenne par 7 de 1999'%2,

4. Soit l'entier Ay tel que : Ay = 123% +123% + 123% + 123% + 123%

Discuter, suivant les valeurs de I'entier naturel k, le reste de la division
euclidienne de A par 7.

»

Soit » un entier naturel supéricur ou égal a 3. On considére les fonctions £,
dérivables sur l'intervalle ]0 ; +oof et définies par : f, (x) =x + nln

Calculer la limite de £, en 0 et en +oo,

Pour tout nombre réel x appartenant 4 ]0 ; +oo [, calculer 7 (%)

Etudier le sens de variation de Ja et dresser son tableau de variation.
Démontrer que I'équation, x€]0 ; n[ f(x) = 0, admet une unique solution a,.
Démontrerque: Vn 23, 1<aqg,<e.
Démontrer que :  In (ay41) = £ (s 1).
Démontrer que la suite (a,) est décroissante.
En déduire que la suite (a,) converge.

= e P N e R J9 e

. Démontrer que : Vn > 3, -}11—< In(a,) < £

10. En déduire la limite de Ja suite (a,).




A

:'Dans le plan orienté muni du repére orthonormé direct (O,1,J), on considére e

; A ani timétre, on prendra : O = 4),
e direct OTKJ de c6té 1 (L'unité étant le cen on ! Ol
g:it A..Ln point quelconque de la droite (17) distinct de J et soit S la similitude

directe de centre O qui applique Jsur A.

PARTIE A | |
On désigne par I', K' et A' les images respectives des points I, K et A par S,

1. Démontrer que le quadrilatére OI'K'A est un carré direct.

2. Construire les points O, I, K, J, I' et K'. ey
3. Démontrer que les points A, A' et I’ sont alignés.

4. Démontrer que : OA' = A'K".

PARTIE B X
Soit a l'affixe du point A, o un argument de a et x la partie réelle de a.

1. Déterminer' 'affixe de K.
2. Démontrer que : ia+1 = x(1+ 7).

341'

A3

3. En déduire qu'il existe un argument de ia + 1 dans la paire {
=5 =3 o e
4. Démontrer que : (0J,0A) = (KAKIJ)

5. En déduire que — 12‘._ ~0. est un argurﬁent du nombre complexe a —(1 +i).

PARTIE C

Soit M un point du plan d'affixe z et M' son image d'af'f.i‘xe Z' par S.
1. Démontrer que : 2' = —iaz. - | '
2. Calculer en fonction de a les affixes respectives k' et o' des points K' et A"

3. Soit u et v les affixes des vecteurs KK:, et K'A' .
a.  Démontrer que u est un imaginaire pur et que v est un réel.

b. Endéduire que les vecteurs IEE;’. et K'A' sont orthogonaux.
4. Démontrer que I, K et X' sont alignés et en déduire que K’ est le projeté
- orthogonal de A’ sur la droite (IK).
3. En déduire une construction de A’. |
6. Démontrer que, lorsque A décrit (IJ) privée de J, A' appartient a la
parabole (I') de foyer O et de directrice (IK).




PARTIE D

On veut construire ().

1. Donner 'axe focal et |e sommet de (T),
2. Démontrer que J appartient 3 ().

3. Construire (I).

. Sessjon de Juin: 1999

Y EXERC|QE 1 :;‘;’]oooo
I o3 ‘ T L e AT
On considére I'application fsuivante :
f15:50-R
X tan x
1. Démontrer que fest une bijection.

On notera g la bijection réciproque de l'application 1
2. On admet que g est dérivable sur R, Démontrer que I’on a :

Vxe R, g(x) =']'jr1;z

3. Calculer les intégrales suivantes -

Dans une urne, il y a » boules rouges et 2n boules blanches. On tire simultanément
p boules de I'urme avec p <n. AN
1. Sin=35etp=4, calculer les probabilités des événements suivants -

A : Obtenir deux boules rouges et deux boules blanches.

B : Obtenir au moins une boule blanche,

(On donnera les résultats sous forme de Jractions irréductibles.)
2. On suppose p =2 et n un entier naturel quelconque tel quen > 2.

a.  Calculer la probabilité P, d'obtenir deux boules de méme couleur.

b. Démontrer que la suite (P,) , ; , est majorée par 1.

Quel est le sens de variation de (P,,) ,, 5, ? | |
¢.  Déduire de la question précédente que (P,) , »2 €St convergente et calculer

sa limite.
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.+ un repére orthonormé direct (0,“}’,7)

Le plan complexe est rapportc’: a

PARTIE A
epére et par M, le point tel que : MoM
fe

M, lorigine O dur
éel 0 dans R— { kn; keZ y,

{. Ondésigne par
On fixe un nombre el r>Oetunt'
Soit M, le point du plan tel que:

[ - [

ey ——
L'mes (MOM|,M1M2) = 9[2113]

> 1 —
Calculer l'affixe vo du vecteur MM, et l'affixe vy du vecteur MM,

2. Les points Mg, My, M, ayant été définis ci-dessus, pour tout entier naturel
non nul 7, on définit M,y & partir des points M,, et M, par:

. ]

Lmes (MH an)M Mn“ ) = 9[21\:],

A

On obtient ainsi une su1te Mo, M, .....M,, et la figure obtenue en tragant les
segments [MoM,], [M;Ma],..., [MaMpi];... €st appelée «polygone». On note vy

!
I'affixe du vecteur M,M,y,;.

a. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, v, =T e’ Vi
que la suite (V) est une suite géométrique.
b. Déduire de la question précedente I'expressnon de v,

En déduire

en fonction de /s et 6.
| {
3. Dans cette question, on suppose r = \[- et = =Z Calculer Y, pour 0<n e

placer Mg, M, My, M3, My, en prenant 8 cm pour umte graphique:
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PARTIE B
Dans toute Ja Snite d%] Probléme on suppose 0 < < 1 €t, pour tout #n 2 0, on
note z, l'affixe du point M, . s

{ Calculer zy, 2, z,.

3. Pour toutn 20, exprimer v, en fonction de z, et z,,,.
En déduire que, pour toutn > | z, = Vot vy o,

1
3, Onrappelle que pour tout nombre z = 1, ona: 1 4z + 224, +7" = '1]—'%"
—Z
Pour tout n 2 0, calculer z, en fonction de n, reto,
4. a. Démontrer que le module du nombre complexe z, — tend vers 0

|—re'?
quand » tend vers +co.

1
1-re'®
Interpréter géométriquement le résultat de la question a. ci-dessus.

b. Onnote Q2 le point d'affixe w tel que : @ =

Pour tout n 2 0, on note Z',, I'affixe du vecteur fTI\-A),, ;

a. Calculer z', en fonction de #, » et 0.

b. Etablir qu'il existe un nombre complexe a non nul tel que pour tout n > 1,
Zn= CTZ'n_l.

c. En interprétant géométriquement la relation précédente, déterminer une
similitude directe f telle que, pour tout # > 1, f (M,,;) = M, ; préciser le
centre, le rapport et I'angle de cette similitude. :

?l

T
d. Dans cette question, on suppose r = '\/—T et = R calculer dans ce cas

les coordonnées du point € et placer ce point sur la figure précédemment

tracée. | ‘ , :
Indiquer une construction géométrique simple de M, connaissant Q et M, , et

placer les points Ms, Mg, M; et Mg sur la ﬁgure..




2. Les médiatrices d

st paralléle a la

non rectangle tel que la droite (AB) es |
[AB], [CD] et [1]].

ABCD est un trapeze :
1,J,0 les milieux respectifs de

droite (CD). On désigne par
1. Déterminer et construire ['ensemble (E1) des points M du plan tels que :
‘\M+EEE“= | MC+MD)|

es cotés [AD] et [BC] se coupent en G.

Démontrer que : GA?+ GB’ = GC* +GD’. ‘
3. Soit (E,) l'ensemble des points M du plan tels que MAZ+ MB* = MC? +MD,

2. Justifier que (Ez) est non vide.
- > ~ '
b. Démontrerque: M € (B 1. OM = k' (ot kest une constante réelle).

— —>
En déduire que : M € (E2) & 1J.GM = 0.
d. Déterminer et construire (Ey).

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (O, 1, J).

On considére les points A, Bet C d'affixes respectives za, Zg €l Zc telles que :

ZA=—3,ZB=2+2ietZC=7i. :

1. Construire le triangle ABC.

5 Vérifier que les nombres complexes z, — g et zc — zg Ont le méme module

que I'on précisera. | Coon
Zp—Z

v i ‘ A B A '
3. Ecrire-le nombre complexe 2023 sous forme trigonométrique.

4 Dé-duire de§ q}l‘eStiOHS 2 et 3. que ABC est un triangle rectangle isoctle en B.
5, SoitS la supthtudf: directe de centre A qui applique B sur C
a. Déterminer l'angle et le rapport de S. '
b. Construire, aprés justification, les poi :
- similitude S. (On ne demandé paslg'lt:eli‘:}f; ;mages deC e’t E pe.u; la .-
affixes de E et F)) es coordonnées, ni 1€5




i
[

6. Onpose:AG::S(A)'sAl‘B;A2=S(B);A3=S(C);Ad=‘:

: : "’ S E . = .
A¢ = S(As); ... ; pour tout entier naturel n supérieur oy égal & (E); As = S(F);

: & Au = S(A,,_]) et’
pour tout entier naturel n: R, = l Zp ~ ZA‘I ‘
el b
a. Calculer ‘ Za 2 Ac‘ et R,.
En déduire la nature précise du triangle AA,A;, g
¢. Démontrer que, pour tout entier naturel n, le triangle AA,A,. est
isocéle rectangle en A, ‘

d. Démontrer que la suite (R;) est une suite géométrique de raison \2.
: n=l
¢. Démontrerque:VnelN,R,=224729.

Dans tout le probléme le plan est muni du repére orthonormé (0,1J) (unité : 2cm).
PARTIE A

1. On considére f la fonction numérique, de courbe représentative (%;),définie
sur R par : f{x) =xe' .

a. Calculer les limites de fen +o et en —m.

b. On admet que f est dérivable sur R. Etudier le sens de variation de f et
dresser son tableau de variation.

c. Tracer la courbe (%) en prenant soin de tracer la tangente a l'origine.
2. On considére g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = |x|e =l

a. Ecrire g(x) sans le symbole de la valeur absolue.

b. En déduire une méthode pour obtenir la courbe représentative (%) de g sur
J-o0,1] & partir de (%). '

c. FEtudier sur lintervalle [1; +oo[ le sens de variation de la fonction
h:xi xe, ,

d. Etudier la dérivabilité degen Oeten 1.

e. Déduire des questions précédentes le tableau de variation de g.

f. Tracer (%,) ainsi que les demi-tangentes a (4,) aux points d'abscisses 0 et 1.
PARTIE B

Soit 1 un entier naturel non nul. On considére la famille de fonctions f, définies
par : f,(x) = xe""™ ),

On note (4,) la courbe représentative de fi.

1. Calculer la limite de f,(x) quand x tend vers +oo.

X
2. Calculer la limite de f,(x) et def—gc'l quand x tend vers —oo.

En donner une interprétation graphique.




@R

On admet que, pour tout entier naturel non nul », la fonctiop s

sur [R.

a. Déterminer la dérivée f,’ de f,.

b. Etudier le signe de f,'(x) et dresser le tableau de variation ge f.

¢. Résoudre dans R, I'équation: f,(x) = x .

d. En déduire que toutes les courbes (4,) passent par deux points fixes que
l'on précisera. _

Etudier la position de (%)) par rapport & (%.).

Tracer (@) dans le repére (O,LJ).

€st dérivap),

a étant un nombre réel, on pose : I(a) = A Jx)dx .

a. Calculer I,(c) & I'aide d'une intégration par parties.
b. Calculer la limite de I,(c) quand o tend vers +oo.
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Sess:on de Jum 2000

PARTIE A
Cette partie propose I'étude des intégrales I, définies par : Vn e N*,
x
I,= L(l—x") 1-x2dx . | | o
! Z i . SR AT M
Onposng=L I-x"dx et Vn e N*, J, = Ix" TS e
0 ; s v

1. En utilisant une considération d'aire, justifier que J,= %
2. Calculer J;, en déduire la valeur de 1 et donner une interprétation
geométrique du résultat trouvé,

3. a. Etudier le sens de variation de la suite (J,) pe e
b. En déduire que les suites (J,) ne pe ot (In) ne e convergent.

4. a. Démontrer que pour tout entier naturel 7 nonnul, ona: 0 < J, < J“x"dx ;
0
b. Endéduire lim J, puis lim I,.

n—>+co n—>+w

PARTIE B

On se propose dans cette partie de déterminer la valeur exacte de J, en fonction de -

1 :
1. Soit v la fonction définie sur [0 ;1] par v(x) = — 30- X*N1= 22 et soit v' sa

fonction dérivée sur l'intervalie [0 ;1]. ,

a. Démontrer que v'(x) = x \/ ~x%. On admet que le résultat reste valable
sur [0 ;1

b. A l':«Elde L’une mtegratlon par parties faisant intervenir v, démontrer que
pour tout entier » supérieur ou égala 3,ona: :
(n+2)J, = (n -1) J,5. Vérifier que cela reste valable pour n= 2.

Démontrer que pour tout entier naturel non nul p, on a :

1 x3x.. x(2p—]) T L 2x4x%.x(2p)
¥~ 4% 6x. x (2p+2) " 4 e o =3 5 x..x (2p+3)
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Dans le plan orienté, on considére un triangle Al,3C tel que :

AB = AC

—> T
Mes (AB,AC) = 5

les milieux respectifs des segments [BC], [

T 0 d 1=>
ntre I et d'anglei et # la translation de vecteur ch,

Sojent I, J et K CA] et [AB].

On appelle r la rotation dece

Onpose:f=rotetg=10r. .
{. a. Déterminer l'image de K par fet I''mage d-e.; Jparg.
b. Préciser la nature et les €léments caractéristiques des applications fetg.

. —[ —1 ’
2. a. Déterminer la nature de la transformation goO f7(f " étantla

transformation réciproque de f). ‘
b, Déterminer I'image de A par gof -1 et caractériser alors gof .
Démontrer que (AC) est l'image de (1J) par f.
Soit M un point du plan. On désigne par M, l'image dcj: M par f et M;
I'image de M par g.
— =

a. Démontrer que MiM; = AC. |
b. Démontrer que M appartient  la droite (1J) si et seulement si les points

A, C, M, et M, sont alignés. . '
c. On suppose que le point M n'appartient pas a la droite (1J) .
Quelle est la nature du quadrilatére ACM;M; ? Justifier.

. S

Le p_lan est rapporté & un repére orthonormé (0,1,J) ; unité graphique 2 cm.
L'objet du probléme est 'étude de la fonction f définie sur l'intervalle JO; +oo [ par:

fx)=x \L%———;

On note (%) sa courbe représentative dans le repére (O,1,]).
1. Etude d'une fonction auxiliaire.
Soit g la fonction dérivable sur [0 ;+oo[ et définie par :
g)=1-t1-¢™. ‘
a. Etudier le sens de variation de g et déterminer la limite de g en +.
(on ne demande pas de construire la courbe représentative de g)-




b. Démontrer qu'il existe un uni : :
In2 que réel a > 0 tel que 8(a) = 0 et prouver
que 5~ <o<l.

c. Etudier le signe de g(z).
d. FEtablirque 0,79 € 2 < 0,8.

Sens de variation de f.
., a. Onadmet que fest derxvable sur ]0,+o0[. Démontrer que pour tout x> 0 ;

z 2
1) (e - 1] “olL).
b. Déduire de la question précédente le sens de variation de /.

Limite de fen 0.
. a. Démontrer que pour tout x> 0 ;

I -2
In[A{x)] =;(1 + xInx) +% In [l——e "]
b. En déduire la limite de fen 0.

Limite de fen +o,
. a. Ftablir que pour tout élément ¢ de [0; 1] :
0<e-1<re. |
b. En déduire a I'aide d'une intégration, que pour tout « de [0,1] :

1+u<e"€l+u+£u2

c. Utiliser cet encadrement pour démontrer que pour toutx > 2 ¢
0 <[Ax)P—2x < 2e

d. Démontrer que pour toutx =2 : f{x) 2 \/—
En déduire 1a limite de fen +o0 .

a. Dresser le tableau de variation de 1.

b. Tracer (9).




y On considére la suite (J,,) définie par : Vn € IN,

‘. Jp= I (t2-1)ndlr.

1. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel 7 :

f a. ], est positif si est pair.
b. J, est négatif si n est impair.

2. Démontrer que:Vn e, J, = Z‘L(rhf—,l)n dt. - ‘
3. Calculer Jg, J; et Ja. e

4. A l'aide d'une intégration par parties, démontrer que VnelN* J,= 1+2; |
S

6

. Retrouver J; et J,connaissant Jo.
‘ —1Y'xn!x2"!
. Démontrer que Vi € N¥, J, = ( : .
‘ AR " 3RExTIx.. x(2n+1)

Le quadnlatere OHKL est un rectangle de sens direct tel que : OH=2L10. La
médiatrice de [OK] coupe (OH) en E et (OL) en F. Le cercle (@) de centre E
passant par O recoupe (OH) en A. Le cercle (&) de centre F passant par O
recoupe (OL) en O'. S est la similitude directe qui applique A sur O et O sur O,
1. Démontrer que l'angle de S mesure - % |
Démontrer que : () N (%') = { O; K}.

Déterminer le centre de la similitude S.

Démontrer que : S(H) = L et en déduire le rapport de S.

Déterminer I'image du point E par S.

Soit M un point de (OH) distinct des points O et A. On admet que le cercle
. passant par O, K et M recoupe (OL) en M'. Démontrer que : S(M) =M".

SIS S
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OBLEME ;

PARTIE A

Dans tout le probléme, les Jonctions étudiées sont dérivables sur 10 4o [
et In désigne la fonction logarithme népérien. : : -

- e

On considére la fonction 4 défi
j

2,

| ;
nie sur 0 ; +oo [ par.: h(x)n-—;,'l-h'-"rx'-‘:é‘*-z Inx.
Calculer les limites de h en +oo et A droite en 0. , '

)

: - 201k
On note A' la dérivée de h : démontrer que : V x€]0 ; +oo [; A'(x) =— - =
3. Démontrer que l'équation h
4. En déduire le signe de A.
PARTIE B

(x) = 0 admet une solution unique x, dans ]t +oo [

On considére la fonction g définie sur ]0 ; +o0 [ par: g(x) = xz(l—lnx) +1+Inx.
Calculer les limites de g_en +o0 et & droite en 0.

On note g' la dérivée de g ; démontrer que : V xe]0; +w [, g'(x) = xh(x).

Démontrer que g(x,) > 0. :

Démontrer que I'équation £(x) — 0 admet une solution uniqﬁe Xydans J0 ; 1[.
On admet que ['équation 8(x) = 0 admet une solution unique x, dans Jx ; +oof.
a. Déterminer le signe de g.

b. Démontrer que x, € 10.3:04[etx, e 13,3 ;3,4[.

(e LD

PARTIE C
On considére la fonction f définie sur {0 ; 400 [ par:

fO)=0et Ve 10;+o, fx)= 225

Démonter que fest continue 2 droite en 0 mais non dérivable a droite en 0.
Calculer la limite de fen +w puis interpréter graphiquement ce résultat.

On note /' la dérivée de f; démontrer que : V xe]0 ; +oo [, f1(x) = (iﬂi}z '
Dresser le tableau de variation de f.

a’+1
ol—1"

Démontrer que si‘a est une solution de I'équation g(x)= 0 alors : Ino. =

En déduire que f{x)) < 0 et f{x,)> 0.
Vérifier que f{1) = 0 puis en déduire le signe de I
Tracer la courbe représentative ( @ r) de fdans le plan muni du repére

orthogonal (O, 1,J). (On prendra pour unités: 3 cm en abscisse, 8 cm en
.ordonnées, x; ~ 0,35 et x, ~ 3,35.)

ErSs. e & PR




PARTIE D

-

i. On considére la fonction F définie sur ]0 ; +oo [ par F(x) = J:f(l') 05

N B e

Calcul de la limite de F en +oo.
a. Démontrer que V 7 € ]l ;toof, 572 TS Z-

b. Calculer jl"'l“—t@d:.

F(x
c. En déduire les limites de F(x) et ";‘2 quand x tend vers +oo.

Calcul de la limite de F en 0.

Pour tout nombre réel o élément de 10 ; 1, on pose : ¢(a) = J'uﬂmd,_
1

a. Exprimer ¢(c) en fonction d.
b. Calculer lim ¢(c) .

a—->0
a>0
. En déduire un encadrement de lim F{x).
' ) a=>0
a>0

Déterminer la fonction dérivée F' de F.
Dresser le tableau de variation de F.

Donner l'allure de la courbe représentative de F dans le méme repére

(O,1,)) de la partie C.




e

. ; _ 2
la rotation de centre B et d'angle de mesure =~

T
.

On considére I'équation (B):zeC, 2 +(1 -8i) 2 —(23 +4i)z -3 +24i = 0.
1. a. Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure que 'on déterminera.
b.  Résoudre I'équation (E).

2. Dans le plan muni d'un repere orthonormé direct, on considére Jes points
A, B et C d'affixes respectives 1 +2/; 37 ; — 2 + 3i.
Soit G le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs
2,-2etl,.
a. Déterminer puis écrire sous, la forme trigonométrique les affixes des

- =5 —
vecteurs GA, GB et GC.

— —> -
b. Démontrer que les affixes des vecteurs‘GA, GB et GC sont des termes
d'une suite géométrique dont on déterminera la raison,
¢. Endéduire qu'il existe une similitude directe qui transforme A en B et
B en C. Déterminer les éléments caractéristiques de cette similitude.

Dans le plan orienté, on considére un triangle équilatéral direct ABC, c'est-a-dire

= =5 T
tel que I'angle (AB,AC) ait pour mesure 3

: ' T
On désigne par r, la rotation de centre A et d'angle de mesure 3 etparr,

3
Pour tout point M du plan, on pose : N = ry(M), M’ = r, (N),r=ryor,.
1. a. Soit D le symétrique de C par rapport 4 la droite (AB).
Déterminer (D).
b. Démontrer que r est la symétrie centrale de centre O milieu de [BD].
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2.

. rensemble (I') des points M du plan tels que .~-
a. quer C,Iue . ssant par les points A oM Ng M
soient alignés est un cercle pa po et

—> —>
(On pourra considérer l'angle (MQW).) |
b. Prouver que (I') admet [AD] pour diamretre et que le milieu I de (AB]
appartient & (). Construire le cercle (I).

Partie A

On propose de déterminer I'ensemble J des fonctions numériques f d'une
variable réelle, définies sur J-1 -+o0[, dérivables sur cet intervalle et vérifiant 1

relation suivante :

W x e J-1; oo, (1 +0F(6) + /) = 1+ In(1 + ),

1. Soit fun élément de J et soit g la fonction dérivable sur ]-1; +oof et définie par -
g(x) = (1 +x).f (x).
a. Démontrer que g est une primitive sur J-1 ;+oo[ de la fonction 4 définie par ;
Vxell;+o[, h(x)=1+In (x +1).
b. Réciproquement, soit g, une primitive de ]a.fongtion h. Démontrer que
la fonction f;, définie par :

X
Vxell;+of fi(x)= %‘i—i est élément de J.
2. a. Déterminer les réels a et b tels que : >
X
VxeHs+el, 507 TaVEE;

b. A l'aide d'une intégration par parties, déterminer I'ensemble des
primitives de & sur ]-1 ; +oof . ’

3. En déduire I'ensemble 7

Partie B

1. On considére I'ensemble des fonctions f; dérivables sur -1 ; +oof et définies sur cet
intervalle par :

k
fe Gy =In(x+1)+ =77, k étant un paramétre réel.

a. Calculer suivant les valeurs de k, la limite de f; en +oo et & droite &n -l

b. Etudier suivant les valeurs de k, le sens de variation de f; et dresser son
tableau de variation.
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C. Tracer avec soin, dans un méme repére (O, 1’ j ) les représentations
graphiques respectives (C_)), (Co) et (C)) des fonctlons J-1, foet fi.

Pour tout rée] 7 et pour tout entier naturel 5 supérieur 4 2, on pose :
Q,,__z(f) - ]—‘f + r"’ " (ml)ﬁ'.z{.luz

a. Dém : =) il
- 1emontrerque : V¢ ¢ R ={1}, Qua(t) = e '
1 " & W e |
b. En déduire que —— o —I-H-t ot (- ])’2f"2+( 1) (1+1’ 1#~1.
c. A laide g une mtégrat:on sur[0;x](0<x < 1), démontrer que :

(o (x)= Puai(x) + (~1)™! f * ]f:_ dt ) avec
- 0

2

Pry(x) =x =5 4.4 <1y

xn—l
n—1"

On considére la fonction ¢ définie sur [0;1] par
{ o(x) = [Llsu: €]0;1]
©(0) =1

a. Démontrer que : Vx e[0; ]],J mdt<fxf*' dt.
0

1
b. En déduire que : V x €[0; 1],-[ mdt<—

—1 Pri(x) 1
c. Utilisant 2, c., démomrer que :Vxe ]0 skl e <o) ——;(—2 < o

d. Par intégration sur [i ;1], démontrer que :
1
l 2 l+S 1
o) +5; Iy +$,0) <8, < | gdx—S1nk+ 5,4
l

1
n 7
n=2

n-!

(N)

2 3
23

+ .+ (=1) ne2.

N'JH
u'J ®

avec S, (x) =x —




Partiec C

‘ -1
1. Soitgux)= 2 (- 1)'x'—l x+x -1 +..-x"
i=0
Démontrer par recurrence que:VnelN*, Vx € J-1Is+eo],

Jo

2.
2n
x
a. Démontrerque:VneN,Vxe[0;1], T

< X

b. En déduire que: VneN* Vxe[0;1], 0<J01+x

3. On considére la suite (U ) définie par : V n € IN¥,
i+]
U= > L—l—-— 1
i=0
1 x2n
a. Démontrer que:VneN* f(1)=U,+ | T ,dx
_ g1+x°

2n

b-)l-—-l

b. En déduire la limite de la'suite (U,).




g R il ‘
c. Tracer avec soin, dans un méme repére (O, i, j ) les représentations
graphiques respectives (C_,), (Cy) et (C,) des fonctions £, f; et f;.

Pour tout réel 1 et pour tout entier naturel n supérieur a 2, on pose :
Qua) = 1=t + £ +... + (-1)""?

n-1n-1
a. Démontrerque: Ve R-{1}, Q,. )= ! (1 L)! {'. ‘
-1

b.  En déduire que T'IJ-"E”‘ L=t £ b (1) 1) (), 1
¢. A laide d'une intégration sur [0 ; x] (0 < x <1), démontrer que :
(6 (x) =P, (x) + (—l)"“'jx %dt) avec
x2 0 xﬂ—l
Pra(x) =x =Z +..4 (-1)"? —

On considére la fonction ¢ définie sur [0;1] par :
{go(x)L* é%)six € ]0; 1]
¢(0) =1

-
a. Démontrer que: V x e[O;]],f I_f—;—tdt‘;jx ' dt.
' 0

0
: e
b. En déduire que : V x e[O;I],J- l—ln_r; dt(%.
0
- , SR I
c. Utilisant 2. c., démontrer que : V x 1051, —~ <(p(x)--£J;J—Q <—’:—x-

d. Par intégration sur [;II- ;1], démontrer que :

1 L1, Sk 1.1
OO IS SIS | oGy + S,
n n

2
X X 2
avec S, (x) =x—37 +§'z t+ .0t (=1) -1y n22.




Partic C

2n—1 o
1. Soitgu(x)= 2 (wl)’x’—l x+x —-x P
i=0
e:VnelN*, Vxel-lteo]

Démontrer par récurrence qu
2n

f0) =8 + T

2. |
2n
x n
| et x".

a. Démontrerque:VneN,Vxe[0;1], 775

1 xén 1
b. Endéduire que: VneN* Vxe[0;1], 0<J01+xdx < il

3. On considére la suite (U,) définie par : V n € IN¥, ‘

1 1 ]
Z —= e
i=0 2 3. 2n
2n

1
a. Démontrer que: Vne N*, f(1)=U, + J ]x+ z dx.
. , 0 "

i+1

b. En déduire la limite de la suite (U)). | -
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Série C

1. Soit M un point du plan de coordonnées (x,) dans le repére (O, ?,—3).
ME(I-I)¢:>x2—-y2+x=0 ‘

o 27 »_
@r

Soit Q le point de coordonnées (—-—21-,0) et (X,Y) lés coordonnées de M

dans le repére (0, 7,v).

Me(H)<:>—(X)— E’ﬁ | X=x+1,y=)),
2

(H) est une hyperbole ¢quilatére de centre .

. : -
Eléments de symétrie dans le repére (O, u, v b T

= QO (——;—,O) est le centre de symétrie,
" la droite d'équation ¥ = 0 (l'axe focal) est un axe de Symétrie,

* ladroite (A) d'équation x = — é- est un axe de symétrie.

-
Asymptotes dans le repere (O, u ,_v)) :
1
" D):y=x+—
(D):y >

L - __1
D) :y=-x 3




b. Tracéde (H)

by,

2. a Zestréel < Z'=2

r 2 ‘ 2

93 ZPyz P4z
z#z0etz#-1

4

Frz=7 +z
z#0etzz-1

(22 -Z)+z-Z)=0
zz0etz#-1

(z-Z)(Z+2z+1)=0

o>
z#0etz#-1
. 1
s z-zouRc(z)—~—E

LY

z#20etzz-1

R —" 1 . | a0
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Soit (Qx) Faxe des abscisses e (4) la droite d'équation x
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D) et(x,y) = (-1,
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5 {--1,0).
ensemble cherché e

L ensemble des points M 1els

((Ox}= {O,A}) w(a)

2 =2y

Donc |

]

Z iMaginaire pus
2
Construction : voir figure,

(x,y)2(0

Pos
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2.

3.

a. §apour rapport% . En effet

NO
b, sMN)=N et 5(0)) =02 alorsil—(‘)'z;

si o désigne le rapport de s, Ty lerayonde

(C)) et rycelui de (C,), alors s(Cy) = (Ca). Ce qui entraine ary = ry.
Jar suite o = A, 3
n

N {un

Comme r,=2¢€t r;=5,0na &=
=
2

25
NO,_2 ., NOL-ZNO;=0.

C. NO, 2

—y §—> —> S5/
&~ (NO; bt ENO} )(NO) +'§N01, = 0.
i sl B e
Soit A le barycentre des points pondérés (O ,1) et (O, ,'"2"') et B celui

des points pondérés (O: ,Det (0, %), I'ensemble (1) est le cercle de

diamétre [AB].
On a la correspondance suivante :
S
7N
1 I
O, | O
M | M,
=SS ——
Ona : 2(JM,,JI)=(OlMl,Oll) (1)

5 =y =5 -
2 (3, IM)=(01,0,M;)  {2)
d'aprés le théoréme des angles inscrits.
En ajoutant les relations (1) et (2) et en appliquant

I'égalité de Chasles, on a :
——— —

LTy =y —— > >

2 (JIM;,IM;) =(OM;, Ol ) + (0.1 ,0,My).
Comme la similitude directe conserve les angles
orientés,
—r—— —, o

—_— —> —_— > —_— —>
2 (JIMy, M) = (O:M;, Ol ) + (Ol ,OiM)).
N

_ —_ —>
On obtient : 2 (JM; ,IM>) =(0),
Par suite, J, M;, et M, sont alignés.

|72 |
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4. a. L'image du pomt B, mt un point du cercle (Cy) qul est ahgne avec J et B:.

C'est donc B,. De plus S(M,;} = M, donc la droite (B,M,) est l'image de
la droite (B1M1) par S. _
Comme S est une similitude directe dont I'angle n'est ni plat, ni nul, les
deux droites (B,M,) ct (B,M,) sont sécantes.
P, B, M, sont alignés et P, B,, M, sont alignés alors

b.

————

—
A

— —> > >
2( PBl ’ PBZ ) e 2(MIBI ,M2B2)
Puisque S transforme le segment [M,Bd en [M,B;] et le segment [IB,]

--’\"'q""-

7 —> "“_) "'_)
en [IB,], ona : 2(M,B;,M,B,) =2 ( IB,, IB; ). On en déduit que

o o

—

—> =
2(PB1 :PB2) = 2( IBI ’ IBZ )'
Par conséquent P,B,;, B, et I sont cocycliques.

PARTIE A
D,=R;donc V¢t e Dy, ~t €D,

1. 3

—-f

2

el

1

g(-1)=

1+e?

ez' (1+e™

g est donc une fonction paire.

lim g()=lim

{~>+ o

>+t

=— =g

) l+e

lim &=+

{—>++o0
lim e
(—+e0

car

-1

=0



lim ¢=0
e I——00

lim g(¢) = lim m’:ﬁ=0 car \'lim (1+e¥)=1
{—— 0 [~ o0 {-3-'0
Autre méthode : lim g(f) = lim g(—f) =1lim g(f) =0 car g est paire,
—— {—>+o0 {—>+co
! 2t 20, { 2t
' - 1-e
. @)= e(l+e) 2[.’223 (e) _ e( 2!42)
(1+¢e™) (1+e)
, e'(l+e')l-¢e')
gy =L )
(1+e™)

le signe de g' (¢) dépend du signe de 1-¢':
1-¢=0 & <0
1-e>0 o 1> < <0
l-¢'<0 & 1< o >0
g est strictement croissante sur ] —o ; 0Jet strictement décroissante sur
[0 ; +oof.
| Tableau de variation de g

t — o0 0 + o0
g + 0 =
' V2
g (t) / \
0 _ 0
d. Tracéde (I') A8
J L
0,5 ]
/ *
i B t
=1 -0,5 0 0.5 ' —>




2. G = [ gty

a. G estlaprimitive de g sur R qui s'annule en
b. VxcR,G'(x)= £(x). Comme g(x) > 0, G est strictement croissante sur I7,
¢. G(0) =0 et G est strictement croissante sur 2 :

doi: Vxel)-m,0f G(x) < 0
Vxel0,+w| Gx)>0

PARTIE B

bt L T LI |
1. a. 4<x<4<::>0<x+4<2

=5 tan(x—i--'}):»o

b. fest bien définie sur ]-—% ¢ '}[ d'aprés 1.a.
) TR TR
SL¥E =gl ===l
et f{-x)=In (tan (-x -!-% D= In [tan(g' -(x +g' ))] =In [mtan(x-f'g' )]

S [tan(x 7 )] = - fix).
Donc fest une fonction impaire.
u'(x) T

c. f'(x)= avec  u(x) = tan(x + 4
u(x
i 1+ tan’(x + ‘;'I)
#(x) = 1+ tan’(x +3 ) dol le résultat : f'(x) = .
tan (x +j4")
1+ tanzf’
Par suite /'(0) = —— x 2.
tanz

d. lim_f(x)=~co car lim_tan(x+5)=0,

i-’—- i—r—-;

. ; n

lim f(x)=+w car lim tan(x )=+,
I"":" xﬂ%

< <

] n s Tr
€. f'(x)> 0 donc fest strictement croissante sur }- a-tal




" " n
x 4 4
/) = :‘
voo |
Sx) .-oo/
1\
f Tracé de (C).
‘ b (©)
™
= (4) «y
—— R G X 0.5 & 1 1.5
"‘\Z 4
/ -0 5
/=

. n )
2. a. festcontinue et strictement croissante sur l'intervalle ]- 177 [et
' T T
f(]—Zs-l-Z[):u?

Donc fréalise une bijection de ]- g ,+'L£ [ sur R.

Par conséquent fadmet une bijection réciproque définie de R sur
TR

]“Z’+Z['
. 1 ’ &
T Rt

S0)=0=> £7(0) = 0. Comme,f'(0) 0 alors £~ est dérivable en 0

etona:(f”')'(o)zf%a).,:%.
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Tableau de variation de f ~

X — @ + o0
(f ') +
T
Y| n _—" %
4

Tracé de (C') : voir figure. (C) et (C') sont symétriques par rapport 4 la
droite (A) d'équation y = x dans le repére orthonormé (O, 1, J).

c. VxeRetVyec] 751/ W=y &  x=/)
< x=lntan(y+%)
= ex=tan(y+'§‘)o
1 1+tan(y+%) e—'

d (f V@) =5rm=—" =115 = g(x) = G'(x).
' 1+tan2(y+§')' 1+e

D'ot1 f ' est une pnmltwe de g sur R.

Comme f~'(0)=0 alors /! est la primitive de g qui s’annule pour x = 0.
Par conséquent /™' = G.

kA




B i b

3.

.o l+xt ¥ aun discrimin

ant strictement négatif , alors pour tout réel x,

| +x+x =0

X est continue su

La fonctionx M ——7% r R, en particulier sur

1+x+x : . .
Pintervalle [0 ; 1]. Par conséquent Uy est bien défini pour tout entier
naturel non nul .
Si0<x<lalorso<gd’<lpourtout ne N* et 1+x+x>0. 1
Par conséquent: YV XE [0;1), Tixtr 2 0. ;
Par suite jlﬁ?deO. Onadonc:Vne€ N* U,20. L
0 {
1 x"(x-1 |
Un+1 —Un= f 1+x_‘_ dx. §
0
X'(x=1)

vxel0;1] 1+x+xz€0,doncU,,+;—-U,,<0.

Par conséquent (Un) ne n* est une suite décroissante.

b. La suite (Un) n ens €5t décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente ;

R 1 i O |
'V”—I:n-i-lf ]0—-714-1' |

’ 1
im V.= lim —7=0. |
n —+w n =t ntl i
(Vi) ne pe €5t donc une suite qui converge vers 0.
b. 0<x<1 = l+x+x =1,
1

20T+ 2 <1,

=0 Q-——-xi'—" *

X | |
:>0<J.01+x+x2dx<f0“‘x- *.
=0<U, €V, :

Comme 1limV, =0, alors, d’apres le théoréme des gendarmes, lim U,=0.
N0 ]
n—ro

o




Comme une symétrie centrale est une rotation d’angle = alors F est la
composée de 3 rotations,
n

ytm —‘g‘= n ; d’ou F est une symétrie

~ La somme des angles est égale &

centrale. :
" Pour caractériser F, il suffit de trouver son centre, que I’on peut noter Q.

SoitC=R'B). On a R(C) = B; donc OCB. est un triangle isocéle
rectangle en O de sens direct. - ' itk
F(C)=R’0SoR(C) = R’0S(B) = R’(B). |
Notons E = R’(B). Le triangle ABE est ifocéle rectangle en A de sens
indirect, | S

D’aprés les coordonnées de A et de B, OAB est un triangle . isocéle
rectangle en A de sens direct ; d’ol E est 1e symétrique de O par rapport a
A. Le milieu de [E C] est donc Q.

Déterminons les coordonnées des points E, C et Q. Utilisons les affixes de
ces points. s R

R(C)=B = Zp=izc = zc=—izB=—i(a+a:)=‘a.—az';

d’ou C a pour coordonnées (a,-a).

.

R’(B) =E= ZE;- Zp=— ¥i(zg — Zy) = ZE = — f(ZB + iz — Zy).
2e=2a. D’ou E a pour coordonnées (2a; 0)

. +
€2 est le milieu de [C E] d’oty z, = (’-’E . Zc)

3 =
€ a donc pour coordonnées (’2‘ a, “'23 J g

(D) est 1a droite d’équation y =—x + g,

—_ ) .
Le vecteur CE a pour coordonnées (a ; a) et le vecteur _uabde coordonnées
(1, ~1) est un vecteur directeur de (D).

EE ;} =0; d’ou les droites (CE) et (D) sont perpendiculaires. ‘

En remplagant les coordonnées de Q dans PPéquation de Ia droite (D) on
obtient que O appartient a (D).

(CE) et (D) sont deux droites perpendiculaires en Q. Alors on peut écrire :
Sq= S(DJOS(CE);d’Ol‘l S(D)OF = S([))OSQ = S(D)OS(D)OS(CE) = S(CE)-

SoyoF est la symétrie orthogonale d’axe (CE).
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PARTIE A

1. Vxe]-o;0[,
Vxe]0;+tol,

g est dérivable sur IR*.

Pour tout x > 0,

g'(x)<0doncg

Pour tout x <0,

x<0

x-32[2‘< 0 } g'(x) est du signe dex+ﬂl.‘

3

Sixel-o;— 9

g(x) =x2+ 1= In(-x).

g(x) = —x* + 1- In(x).
. 1__ @)
g =-x-3="""

est strictement décroissante sur 0, +oo [.

2 2
oy 20D

1
! — —— = =
gix)=2x—7 pe ™

2

2 i
[, 2'(x) <0 alors g est strictement décroissante sur ]~ ;=791

V2

. 2 '
Sixe]=—-; O, g'(x)> 0 alors g est strictement croissante sur ] ———; 0[-




D’ou le tableau de variation de g :

X -0 _ﬁ ) 0 + 0
g '(x) ” Q 4 »
|
\ l /
g(x) 3+In2
| 2 |
. : hig o 3+1In2
2. a. Sur ]-o0; 0[, g admet un minimum strictement positif qui vaut 7
Donc six <0, g(x) >0.

b. g(1) =0 ; comme g est strictement décroissante sur]0 ; +oo [ alors :
si 0 <x <1, alors g(x) > g(1) donc g(x) >0,
si x> 1, alors g(x) < g(1) donc g(x) <0.

Voici le signe de g résumé dans un tableau

x |- | 0 1 +o0
gx) + + 0 -

Partie B

In(=x) .

1. a. Pourtoutxe]-o;0[, Ax)=x+"

1-In(—x x* +1-In(=x
fest dérivable sur ]— o0 ; 0[ et onaf'(x)= xz( )+1= " ().

Donc f'(x) = ggl g

Pourtoutx € ] 0; too[ ,Ax)=-x+ ”

I-lnx _ —*+l-In
festdérivable sur J0;+o[etonafi(x)= —l1+— 7 = . @=3§Q.

Comme x* > 0 pour tout x € R*, alors f(x) est du signe de g(x). On peut
donc écrire :

V xel]-o0; 0[UJ0; I[, f(x)>0:

fest strictement croissante sur }— o ; 0[ et sur JO; 1.

V xe]l,+o[, f(x) <0;feststrictement décroissante sur ]1 ; +oof.




mites de faux bornes de son ensemble de définiti

Inx

—_— =)
’

b. Calculons les li

lim fx)=-co car lim

X 440 X=p 40
‘ In(—x) _ .. Inx
I =1 __l‘l(‘:’.‘l = _—c0 car lim =lim —=.
im Ax)=lIm oy e X e X
Xe=p = 0 X=» =~
(limlnx = — @
x-—;g
Inx {"
limfx) = lim (~x+'—‘ =-—o0 car | ]
x40 =0 X lim Z=—%.
x>0 x>0 x—=0
>0
(lim In(—x) = lim Inx = -0
x=>0 x—=0 )
In(~x x<0 x>0
limAx)=lim |[x *+ =+o0 car .
x>0 x>0 X 11m"’="‘°0-
x<0 x<0 Hox
\x<0
Tableau de variation de f:
% — 0 0 1 + o0
S'(x) + + 0 =
+ 00 ~1
) / / \
- — 00 -0

2. Sur ]0; +oo [, fadmet un maximum négatif, alors V x € ]0 ; 4o [, fx) <0.

3. lim [Ax)—(-x)]= lim l_}_cn§=0;

d’ot la droite (A’) d’équation y = —x est une asymptote oblique en +.

: . In(=
Tt T = st=tinn g,
X—¥ — 0 X=p -0 x
d’oul la droite (A) d’équation y = x est une asymptote obli ~
4. a. Vxe]0;+oo], ymptote oblique en — co.

Ax)=—-x <::>T=0
< Inx=0
Sx=]

Donc (Cy) et (A’) se coupent au point de coordonnées (1,~1)

[ = I:‘:.mﬁ




b.

Vxe]0;+ml, f) - ()=

Inx : - ’
<0 & 0<x<1.Vx€]0;1[, fix) {~x)<0; donc (C) est en dessous

de (A).
Inx 1
T 0o x> Vx e]1; +oo[, fx) — (=x }>0 ; done (C)) est au-dessus de (A”).
In (-
Y x el- 0] _Mx_xl=0 o —x=1
< x=-1

(C)) et (A) se coupent au point de coordonnées (—1,—1).

Vxe]—oo;O[,ﬂx)—x=ln;x)

In(—
Lxx)<0<::> In(—x)>0¢ x<-1.Vxeloo;-1[Ax)x<0;
donc (Cr) est en dessous de (A).
In(—x)
. >0 < —1<x<0. V xe]-1;0[, fix)—x >0 ; donc (C;) est au-dessus de (A).

6. Tracéde (Cs), () et (A")

' y

| i ! A

T

(&) 7

(C |l

r10

e & b s e s |2 S?:ASE‘I fqmo

w A . N\




Partie C

1.

a.

’ In(-x) ’
lim h(x)::]im (2x+ : )z__oo

x> - o  AE—N
. In(=x
car lim =0.
-
' o In(=x) _
lim h(x) = +oo car lim =T
x
x=0 X—’O
x<0 x<0

b est dérivable sur]-co, 0[ et on a w(x)=/"(x)+ 1.
Comme f '(x)>0 , alors #(x)>0. Donc 4 est strictement croissante surj~ o : 0]

Tableau de variation de & :

x — 00
R | *
‘ ) + 00
h (x) / |
.

. h est continue et strictement croissante sur J-co , 0 et

A(}-0;0[)=]-0;+n[;

h est done une bijection de ]~ o ; 0f sur ]~ oo ; +of. Comme 0 €]~ ; +o|,
a!ors I‘l e>.clste un unique nombre o€ ]- oo ; 0 [ tel que (o) =0 , |
c e:st-a-dxre j.(ou) = —o.. Par conséquent I’équation f{x) = —x ad ’ t |
unique solution dans -« ; 0 [. .

. 1 :
. h(-1)=-2; h(—-2-)= —~ 1+2In 2.

B 1
M-1)<0et h(-=)>0dono~1 <o < - )

2




Partie D
1. Sur]l, +oo [, ( ) est au-dessus de (A’) d'aprés B4.b‘.

4
D’ou A(t) = j (Sx) — x )dx =jt ITM dx
1 1

I R PCY LI e
—[2 (Inx) :' 1 =2 (Int)“.
2. a. On pose u(x) = Inx et v'(x)=;}5

1
on a donc #'(x) == Choisissons v(x) = ——

=
[ e[
Int 1

IO =~"=7H-

b. Six=>21, alorslnx)ﬂet'l-ngbo

d’on f =7 dx 2 0 ; par suite J(t) 2 0.

In¢ 1 Int .
Sit 21 alors }‘+":;' 20etl— Piairy < I c’est-a-dire F(t) < 1,

On en déduit que 0 < J(t) < 1.

i
c. lim J(t)=1 car o {
> +w lim -;= Q.
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AMEN 3§ Sessron de Remplacement 1995
R R R ./ SérieE

1.

Déterminons I’ensemble E; des nombres complexes a pour lesquels fest
une translation.

fest une translation si, et seulement si, 2’ =z + b ot b € C ; ¢’ést-a-direa’ = 1.

l.}_ﬁi‘

a est une racine cubique de 1 donc a € {l;j;-jT} 01‘1j=-—2 5

gl
Ainsi, B, = {1 ; 12:\/3; 12'\5}.

Caractérisons f pour chacune des valeurs trouvées.
e siag=lalors z2=z.Donc fest la translation de vecteur nul c'est-a-dire
l'application identique.

143 1+I,_\E 3 .43

° sia=—"—> ,aJorsz=z—'2‘ 2 -1=z--2-+:--2-—
Donc fest la translation de vecteur 2(-%,%}
) —1-i4J3 . 1 3 -
e i a=—r\£ alorsz’ =z-7 —ii-l =z —i—i[?—.
2 2 2 2 )
Donc fest la translation de vecteur u, [73-__2[1} ;

Déterminons ’ensemble E, des nombres complexes a pour lesquels fest
une homothétie. fest une homothétie si, et seulement si, 2’ =z ou z’=kz+b ol
kelR*—{1} et be C.

1% cas: )
7=z & a=leta-1=0
& a=1.
S; = {1}

2°cas :

ke R*{1} < a’eﬂ?* -{1}

Posons a = x + iy ; (x,) € RxR.
@ =039 +i3x%y-y)D .
deRe yBxX-y)=0 "

< (y=0ouy =‘\ﬁxouy=-\j§x).

@_




S,y_Oalors a= x

e
—-x

8= {x+3x 1, xeR*N(J -

o Siy —-\ﬁxalorsa P \/_xl
Dans @, a'=— 8% =—(2x)

F=0x=0
1
a3—1<.‘:>x——.2 .
1 3
<:>a=—-2'+£i=j

Sy={x~- ‘\[_x: x € R*}\ {/}
B, = (1} UR\ {0 1) U ({ (13D, x e RFN{ T 1)
U ({ x(1 -f30), x e R*N{j}).
By = (R*U{ x(1+31) ,x € R*}U{ x(1 —\31) , x € R}V b
E, est représenté graphiquement par la réunion des droites :
D):y=0;{D): y-\ﬁx (D) : y-—--\/— 3x privée des points O(0; 0)

<[5 lzqet K (-5:-13)- i

2 b




e ————— R ———— e —

Poura=1+i

Z=(1+iYz+i

Z=(-2+2i)z+i Zestdelaformeaz+hona e C* et beC.
Donc fest une similitude directe.

° |—2+2l'| =2‘J5.
e Soit 6 un argument de -2 + 24,

cosf = —2 3@

m N cosf = 2
P |
sme—m sin9=lzé

d'ou 6=%+ 2kn, ke Z.

o SoitQle centre de f.
i i
WMTTNL220 32
2 3

e g

LN R
fest donc la similitude directe de rapport Z\ﬁ , d'angle %‘- et de centre

2 3
Q(—T‘j‘;'ﬁ).
a. Soit z; l'affixe de M, .
‘z(',=a3 +a-let z;eR.
Z=@+iyY +x+iy-1.
=(X -3l +x-D+i(- +3y+y).
-z eRe 5P +3xy+y=0
o W +3P+1)=0
oy=00u3r’-y*+1=0

<:::>y=00uy2—"(¥i2—j§=l

() est donc la réunion dxt;: Ja droite (A) d'équation y = 0 et de 'hyperbole
(#¢)d'équation y* - ‘["T-)i= 1.

¥

- b. Les sommets de (5¢) sont B ({1)) : B'(_?) P A [\;EJ i A (‘_ _j-;}
0 0




3

ot

'I'_‘J‘ t

i
fo0)= -3

) v o5 et sculement si, 1a fonction
AL, l} st un conre de symetre pout (C) 1. ol seulemets $1, 1t 1onction x

3 2 Ch A3
| e
définie par £(x) = flx) wi el Impaire
D=D=NR.VseR, -x= R
-1 1 M=l

R)=01 "2 T ASHT) )

RV IS S
HH=3 7 H T2 (140 o
donc g est impairc, Par suite A( 0 ; =1/2) est un centre de symétric de (C),
- L vy 2 s directeur de la tangente (154
'3 x:Ogy:.n"Z'_f(Q)—d,LccocmCIC! I

3 .
(C)en Acst . |
¢ fi)=0=x= In2. Le coefficient directeur de la tangente a (C) au pont
0 2
B(hﬂ) aal:
e Tracéde (C) | 5 A
| | (r / |
! I
- A Qi
Az
J
In2
A
0

i — - e



. fest continue et strictement croissante sur R.

S est donc une bijection de IR sur 1-2; 1[ (d'aprés le tableau de
variation). Par suite fadmet une bijection réciproque £~ définie sur
1-2; 1.

. Vyel-2 1, IxelR, Y =Ax).

e -2
YEFT 1 yE+)=¢-2

_ 2t
< = -

1~y

2+y 2+
Vyel-2;1], =, > 0dod x-—-ln(—zj'
Y -y
s
Ainsi, f"(x)=h'ff_—i'

(C) et () sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x.

‘Construction de (') : voir figure

-be*
Déterminons a et b tels que fx) = g + e+

ae’ +a +be* _&(atb)+a

Ona:f(x)= ex+1 ex+1

€2 e(ath)+a a=-2 {a=—2

E+1 - F+l a+tb=11p=3
3e*

Ainsi, f(x)=—2+ex+1 .

_ 3¢ . ; A
. I = J.: rlz_}‘(1‘)dt-—— J‘: nz(—-2 +m)dt~ [~2t +31n-(.«3~i-1)]ln 5

IA) = —2A +3in( * + 1) +2In2 —3 In3
4
IA)= 21 +3In(e* + 1) +]n('2—7)

. xe[0;1]. bémontrons a l'aide de considération géométrique que :
176 + ff = x 7).
0

Considérons les points P(0, /'(x)) , Q(x, /'(v)) etR (x,0).
(C) coupe I'axe des abscisses au point B(In2 ; 0).




ot

rectangle OPQR est xf 7). (D) <~

du plan comprise entre (), I'axe des absgjg
0 et t = x. Comme (') est au-dessug gq

L'aire du _

Soit A, la région

droites d'équations I =
X

abscisses sur (0 ; x], alors l'aire de A, est I F e, @

| 0

€S et leg
laxe deg

Soit A, la partie du plan comprise entre (I'), 'axe des ordonpge
droites d'équations Y = 2 et y =f ' (x). S et leg
Comme (I') et (C) sont syn?étriques pa’r }’apport 31 droite st
y=x, alors A28 la méme aire que la région A’; du plan comprise en;e -

es ct les droites d'équations ¢ = In2 et = 170, car
» Car les

I'axe des absciss _
symétries orthogonales conservent les aires.
')

ire de A, vaut | S (1)t , car (C) est au-dessus de I
L'air 2 i e l'axe deg abscises

|
i
J
|
sur [In2;+o.  ° !

(%)
Dong l'aire de A est j fnde. (3) |
n2 _ ?

Or, aire (OPQR) = aire(A,) + aire(Ay).
On déduit donc de (1), (2) et (3) que :

-1 el -1 fl(x}
xf 0= | fOd _fm f@t.

0
xf () = J‘f Ide +1(f'(x)) (4) d'aprés A5.b.

= L ———

0
. Calculons ff “I(#)dt ot xe [0 1.
0 |
De la relation (4), :fx B =xf ') -1(F'x): |
)ona: of (Hdr=xf"'x)-1(f7(x); E

soit J:f“(t)dr = xf @) + 270 - 3 D+ ¢ 1,(2;‘7) (daps
AS5Db) |
, " +2) - . ;
Donce 0f '(1yde = (x +2) ln(xT_';) -— 3]{%;) + ln('%) (d'apres Mf)' !

et SN



PARTIE B

I. Ona:VxeR, f'(x)= —(—3%7

~+ -
VxeR, f'x)= 3¢ (ezex ]l)l()] £y
Le signe de /"'(x) dépend de 1- ¢&*
I-e'=0x=0
—e'> 0 <]l ox<0,
etl1-e'<0& x>0, 7
Vxe]-;0[, f"(x)> 0 donc f' est strictcment croissante sur ] — « ; 0].
V x€ ]J0;+oo[ f"(x) <0 donc /" est strictement décroissante sur [0 ; + co [.

Tableau de variation de /"

X — 00

/() +

f'®) / \

3
/"' admet un maximum qui est g donc VxeRR, f'x) < 7 - Deplus

dlw o o

3e*

3
(@ +1)2 > 0. Par suite V xe R, 0<f’(x)< =

2. a. @) f (x) —x.
o xeR,o'X)="(x)-1.

‘Oereﬂ?,0<f'(x)<%°

1 ' .
-1<f'(x) -1< - A 0. Donc V x € R, ¢'(x) <0. Par suite ¢ est

strictement décroissante sur [R.
o lim @(x)=Ilim fix)-lim x=+ o

X=>—0 X—— 0 X—)— 0

lim ¢@(x)=1lim f{x)-lim x=-o0
X=»+ 0 X—rt+ @ X+ )
o(R)=MR. °

¢ est une fonction continue et strictement décroissante sur IR.
Elle définit donc une bijection de R vers IR.

| 95 @

et —r——— et it i et L s



a.

Comme 0 € R, I'équation ¢(x) = 0 admet une unique solutiop ¢ p
conséquent I'équation f(x) =x admet une unique solution ¢ dané IRar

¢ (-1,5) = 0,04
o (-1,4) = —6,5. 107
¢ (=1,5)x¢ (~1,4) <0 donc & € ]-1,5 5 ~L,4[.

3
fest dérivable sur Ret V x € R, | f'(x)| <7

D'aprés I'inégalité des accroissements finis, on a :
3
Ve, |AU)-Ao)] <3|U, |

l Um‘l —CLI < % I Un -—O.'.I

ooooooooooooooooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooooooooooooooooo

U,-al € a

en faisant Je produit membre & membre on obtient :
3 n

U,,—-('X. < (Z) IUo—a' .

3 n
e lim (") =0car|5
i N4 4

Donc la suite (U,) converge vers c.

<1. Par suite lim (U, — a.) = 0, d'ott lim U,= 0.

UQZ_I.
e Up—-a=—-1-a or -1,5<a<-1,4.
donc 1,4<-a<1,5
0,4<-1-a<0,5

IUQ—(II <';"

Par conséquent,U _al <.l_ 3y
n 2 E 4 .

L {2V s
o 5 (<100
| - (3
< Inf 5 [+nrin Z)<"3l“]0



3
<>n In(z) <=3In10 + Jn2

=3 In10+ In2
@n?“—"““———-n3 L car ln(§)<0
4

1| =2
™ 7000

3
{3)

Sn 222 Avpartirde p = 22, on est siir d

on>

‘avoir IU,, -al <107



Session de Juin 1995
Série ¢

1. a Construction des points (voir figure).

/’\ /"\ ,/‘\
b, e (BC,BA) (BC,AB)+ (AB %

= (AB,BC) + (AB --AB)
mes (BC,BA) =— 2'3— +m [2] car fétant une similitude directe
®

)

d'angle de nmsure%jl et A et B ayant pour images Bet C par fona:
NN 5 :
14

- —>
mes(AB,BC) = -3- .
N

—5 —»
mes(BC,BA) = % [27] _
NN

Donc 7 est une mesure de I'angle (BC;BA).

*  Une similitude de rapport 2 multiplie les distances par 2 don¢
BC =2BA -

. Daprés le théoréme d'Al Kashi, . |
AC* =BA’+BC? - 2 BA.BC.cos ABC ;

= BA’ +BC? - 2BA x ZBAc:os“;E
= BC2-BAZ |




AC?*+BA’=BC?.
D'apres la réciproque de la propriété de Pythagore, le triangle ABC est
rectangle en A.
2. a. Construction des points D, E et F (voir figure).
AD = AB

b. « RD)=Bwo{ S

mes(AD,AB) =§ '

. s me n
Le triangle ABD est isocéle en A et mes(AD,AB) = 3 Donc ce

triangle est équilatéral.
Ona:
_———

> —
mes (DB,DA)

i

3 [21]

g 2n
mes (OB,0A) = -3 [2n]

e

=7 +';£ [2n]
5 — = >
mes (OB,0A) = mes (DB,DA) +r [2n] donc les points A.B,D,O
sont cocycliques.
» L'image d'un cercle par une similitude directe est un cercle.
Comme A,B,D et O sont cocycliques, alors leurs images B, C, F et
O par f'sont cocycliques. :
C. & estle cercle passant par A, B, D et O.
. @' est le cercle passant parB,C, F et O.
Oegn @ | :
Démontrons que O € @",
AC=AE

R(C)=E<:>{

Il

g N
mes(AC,AE) =7 °

ACE est un triangle isocéle ayant un angle de mesure'g' "Il est donc
€quilatéral direct. On a :

o = L ok
mes (OA,OC) = mes (OA,OB) + mes (0OB,0C) [27]

SRR




2n 2%
3 +3 [2n]
= 1t+% [27]
T
—y >
mes (EC,EA) +n  [27]

-
=]

/\
— —_—
mes (OA,0C) =

O sont cocycliques. Par suite O appartient & @"

" pone A,C,E ¢t
t donc le point O en commun.

Les cercles €, €' ¢t &" on

\

\\ | /f.c n

werieey 1

N
\

1. a. Démontrons |
A par récurrence que : V
i - q ne N, u,>0.

: . .
Supposons que pour un entier naturel n, u, > 0 et démontrons que
Une1 > 0. i

Y.

Or #,>0 donc2u,+4>4> (et u,+5 > 5 > 0 donc > 0-

‘_




Conclusion : Y ne N,y >0

Remarque : VrnelN, u, > (e Uy +5 >0. Donc la suite (1J,) est bien
définie sur N, ‘
Démontrons par récurrence que : ¥ o ¢ N, u,

% |,
¢ ys7 |

* SUPPAsSONS quc pour un entier naturel n, u, # 1 et démontrons que
Ur;é! 4 ] .
- 2‘15 ‘d"d‘ 5 U;; “‘S uﬁ ““l
l!,-,q ’“] = ] ‘ g = "
U, +5 u,+5
y =12 0 donc w,.y -1 0,
Conclusion :VmelN, u,#1.

1. Déermination graphique de uq u; et u, (voir figure),

3.

, . 2x +4
Ona . =fu,)ou f: x> o
| | sl NN, S N S
! | i
i i E
u i {
i i (Ap: y=x ; *
| : * 3>
! | 1 ", :____,__—--'*""""M'_d—____-
= 1 14
¢ {
() /r i : E
! 3 U 1
2 1 /0 vy 2 3 ’ ? 1
| g |
1
|
415 -
On peut conjecturer que :
e U est décroissante,
e U converge vers 1.
— -——-——-u” e l
& Unn " u, + 4
-1 _4
N w4 9

101



2u, + 4
M—-
__uﬂ"'l_l_ un+5
—— -
2T o + 4 2u,+4

Up+ 5 N
_ wp-t 1
Un+2 — 6(u” 3 4) - 6 Un+1

VneN, v =7 v,

4

1 . ,
V est une suite géométrique de raison ¢ et de premier terme V, égal & 5

1 .

b gl < 1 donc V est convergente et lim V = 0.
_ ll,, - 1 ¢> . 1+4Un+]
¢ UPH’I un + 4 ufl I - vn-{-l

V converge vers 0 donc :
1 + 4v,,; converge vers 1

1 — vy converge vers |
En conséquence, U converge vers 1.

_Partie A

1. YxeR fix)=xe' "
a. lim xe'*=-o carlim e'*=+owdon lim fx)=-—co.
=0 X—m X—p— 0

. 1-x _ 3 F o s .
lim x¢'™=lim ex~3 =0 car lim — =+ doi lim fx)=0.
X=p+m0 X—>+00 X
; X—+m . X4
Par suite la droite d'équation y = 0 est asymptote a (C) en +0.
b. VxeR, fi(x)=e""~xe'""=(1-x)e"*

fl(x)=0x=1

fl)<0ox>1

fi(x)>0x<l1.
£ est strictement croissante sur - o ; 1] et strictement décroissante
[1;+oof.

sur




r-m- R e D i et s e

Le tableau de variation de fest:

X | - i + 00
f'x) + (') -
1
1
£x) /
0 0
Tableau de valeurs
% —05] 0 | 2 3 4
Valeur "opsochéede | 224 0 | 074 | 039 | 02

c. Construction de (C) (voir figure).
2. VueR?, AW = f ~* dx, Intégrons par parties.
Posons "V(x) = x et Wix)=¢e"" Ona:V(x)=1; ch0131ssons Wx)=—¢"

On a alors :

u
AG) = [-xe"* J¥_ f e dy
L
PR 1-x Ju
ue™ +0+ [ )
=—ue -+ ¢
= e—(l+u)e™

N

3. Ona:lim e"“=0etlim ue" ‘=0dapres A.l.

U—r+eo U—+00

Donc lim [e - (1+u) €'*] = ¢, c'est-a-dire lim A(u) =e,
U=+ . vy




Partie B .
r—— f2
1. a L(0=7°

. MR
lim foy) = lim 7 € ==+

x—>-0 e

s ~'€=O car lim g'=+00
lim fx) = bBm 7% 2 '

X+ It ® LD
] w20
b, VxeRfum)=7 (2xe”—¥e™)
=—%(2—x)xe‘"*. |

=0 (x=2 oux=0)
£ <0xel-w;0[U]2;+o]
2'(x)> 0 <::>xe]0 ,.2 [ :
£, est strictement décroissante sur ] o ; 0] et [2 ; +oof et strictement croissante
sur [0;2].

Tableau de variation de /5.

x 5 0 2 +o0
F®| - 0+ 0 .
+00 2
Sa(x) I / = \
e
. \ " ‘ 5
¢. Construction de (Cy) (voir figure).
2. a. j@(x)=ge"" |
. s
Jim 59 = Jim /= -
lim ) = lim & -5 = e
L x-iTco6 & 0 car x&;}:]m ? =+ o0

I
=6 X Bx)e™

ﬁ'(x)=0¢>(x=3 =
L) <0sx>3 e
@) >0 x<3

est stri .
A ctement décroissante syr [3;+00] et strictement croissante sur }-0: 3l




Tableau de variation de f,

x — o0 6 7 I; + oo
f |
Si'(x) + 9 0 -
| 9
! 2%
e o N
_m/ 0

¢. Construction de (C,) (voir figure).

3. a VxeR, ﬁ,’(x)=;},—[nx""e"”+x”(~e'"‘)]

-1
=7 (n-x)e'".

£0)=0 & (x=0 ou x = 7),
1% cas : n est pair (ne IN*)

»  Sinest pair alors n—1 est impair et ¥ a le méme signe que
d'ol f,'(x) < 0 <> xe J-o0[Un;+wf

Ji(xX) >0 x€]0;n ¥
. 1 _{‘{’_ l-x _ :
A = lim et o,
. . e X s
© ol AW = Jim g =0 i S =+

Tableau de variation de e

X — o

O"""Q-

Jn'(%) -~

Jx)

)
™
g

n
nln

Jo(n) = e




2¢ cas : n est impair.
Si n est impair alors n—1 est pair et X"~ est supérieur oy ¢
d’oﬂf,,'(x)f:ﬂc:‘:zxe]n s+ o Ou égal 3
fix)> 0 xe] -2 [
. lim fy(x) = lim ;;le“‘ = —~ 00,

15D e

o lim fo(x) "’,‘_ﬂ%fi'% B
Tableau de variation de f, -
5 E 6 i + o0
| fx) + (‘,J M ‘:3 -
i Jn) S
£ B / 0 0

n
b. “JIIGIR ﬂ"(x)___.; f-lel—x__;z.l_;fel-x

fA 1-x xﬁ i-x

e T

= fo-i(x) — fulx)

d’ﬂﬁ Y ne N‘afn' . fl-‘l -.fl

Partie C

D) = T = [ £ty de.— j furlt) dt
- [lro-fkolee
= [ S dtdaprés B.3b
= A0l

Donc J,(x) - Jo.\(x) = - fi(x)

» D'aprés ce qui précéde
JAx) ~I(x) =~ fifx) ne

Jix) = Jhx) =~ fitx)

-------
-------
------
"o




........................

Jn1(X) = Jn2(X) = = foi (@)
Ju(x) = Jp1(x) = = folx)

En additionnant membre a membre ces égalités, on obtient aprés simplification

(%) = S(x) = - Z (%)
k=2

o Ji(x)= f: te''dt = A(x)

=e¢—(l+x) e'™*

n
Ji(x) = e— (1+x) gl ® Z_;}( (x)
k=2
X

=e—(l+x+5; +57 +.+77 )e'

n
£ IO

2 |°

=0

, . 4

Donc Jy(x)= e—e'"* ZF ;

a. Pour tout entier naturel non nul » , f, est strictement croissante s
[0;1]donc Vxe [0; 1],
Jo (0) < f (x) < Si(1)
0<f, £x) < f(1). .
b. 0< (O dt <) f(1)dt
[roasf £

*1
Oi.ﬁ,(x)if ;I_E-dt

0

!
0 < <[7?15
0 <Jx) <2
OrVxe[0;1]; 04 <— donc 0 < Ju(x) <7y

c. YneN¥ nl>n>0dod 0<,7 <.

1 1
Do — =, onséquent lim J. (x)=0.
or n]len 0 donc "!_1)1110o Py .par conséq nerre




AN |
d. IlmJ(x) 0 lim (e-é' o )=0
n—y +e n=—r+4+w .
k=0
I
X e L
& lim == =e "
n—&w H
k=0 P
X X'
rd nl—irlloo(l +x+-27—’-57+ +-7)—e‘r
Partie D

¥ xe R, J,(x) =fi(x)

1. Supposons 7 est pair,
Comme n est pair, f,(x)=0< x=0¢etV xe R, f(x) > 0 d'aprés B.3.
Donc J, est strictement ctoissante sur [R.

k
xkrp Ju(x¥) = hm (e—e” xz-}% ) =—o00

car lim e "=+ wet lim 77 = lim 77 = + .
X=»— @0 I——0m k n!

k=0

i )= B e Z<;:?><—“>> e car lim ;7 =+

Tableau de variation de J,.

X |—o00 0 + 00

J, ,,'(X) + 0 +

(%) /




J, est continue et strictement croissante sur R. J,( R) = ]-;el.
J, est donc une bijectionde R vers ] — 0 ; ¢.

e ¢ ]- o0 ; €[ donc I'équation J, (x) = e n'a pas de solution dans [R pour n pair.

e Supposons # impair.
D'aprés B.3.,on a:
VxelR, fi(x)=0&x=0
i) <0 xe]l-w ;0
S)>0=x€]0;+mo]
J, est donc strictement décroissante sur }— o ; 0] et strictement croissante
sur [0 ; +oo[.

° kaw.](x)-— lim (e—e ¥ Zk’) =+

lim - F lim = = - i impai
car lim Hrpwn, % puisque n est impair.
lim J,,(x) =¢
X400

Tableau de variation de J;,

X — 0

WA =

Jn(X) \

e J, est continue et strictement decrmssante sur J— oo ; 0] et
Jo(J- 3 0D =[0;+ . |
D'oll J, réalise une bijection de }- o0 ; 0] sur [0 ; + oo [.
e € [0 ; + oo [ donc I'équation J, (x) = e admet une unique solution dans
}- 0 ;0].
® J,est continue et strictement croissante sur J0 ; +co [ et
J([0;+e[) =[0;el.
Jn réalise donc une bijection de [0; + o [sur[0; e [. |
e ¢ [0; e[, donc I'équation J, (¥) = e n'a pas de solution dans [0 ; +oo [
Conc]usron
Pour » impair, I‘equat:on J,(x) = e_admet une unique solution négative dans R

400

=l N~
+

0




—
o % =0
—
o et i
k=0
=
= (e—e™” Zp‘ Y=e
-0 /
o Jx)=e.

D'aprés la question D.1.,

. n
s
Si n est pair, alors I'équation (Z‘ ] ) = 0 n'a pas de solution dans [IR.
| | k=0 ‘

n
W Sk x*
D'aprés D.2., si » est impair, alors I'équation (Z P ) = 0 admet une .
‘ k=0

solution négative dans R.

\ —=1 D

()

(Cs)




| EX AM EN 5 Sessron de Remp/acement 1996
R T Ran s s T SerleC

(€2_1)

1. Iétant le barycentre des points pondérés (A, 1), (B,2) et (C,-2),0na:
' =% -» ¥ —
=2 AB -2AC =2(AB-AC)
i)
=2 CB.

I'est donc I'image de A par la translation de vecteur 2 CB.
2. o Calcul de IA?

- -
IA =2 CB donc Al =2 BC =2a.

Dot IA? = 44

¢ Calcul de B

En appliquant le théoréme d'Al Kashi dans le triangle BAI, on a :

IB AB+AI—2ABxAIxcosBAI
A /\

=@+ 4d — 2a x 2a x 0033 car mes BAI = mes CBA-“‘(angles

alternes-internes formés de deux droites paralléles et une sécante).

3«:2




e Calcul de 1C* . '
En appliquant le théoreme d'Al Kashi dans le triangle IAC, on a :
T

1C2 = AC2 + AIZ = 2AC x Al x cos IAC
21
= +4d* —2a x 2a X €05 3

= 7a?
3. a. Pour tout point M du plan, posons gM) = MA? +2MB? — 2MC?

1+2- 2=1
1 2 0 donc g(M) = g(I) + MI”.

gM)=kd
o JA2 +2IB? - 2IC* +MP =k &’

o4 23 d) 2T D) +MP= kd
oMP=(k+4)d

1% cas : si k<—4 alors () =9.

2¢cas :si k=—4alors ()={1}.

3¢ cas :si k> — 4 alors (% ) est le cercle de centre I et de rayon aJk+4.

b. Be(Q) < BP=(+4)d

& 3d=(ktd) &
< k+4=3
=N =],

Donc pour k = -1, B appartient au cercle (£.).

- = —> = —>
4, a. IB.AB =(AB-AI).AB

, = =2
= AB° - Al . AB
=ABZ—AIXABXCOS'13E

=d-a=0. |
Donc (AB) est la tangente au cercle (€2;)en B.

; . A

b. Déterminons une mesure de I'angle CAD.
— " ——— —
e mes CAD = mes CAB + mes BAI + mes IAD

N - T
e mes BAI =mes CBA = 3 (angles alternes internes formés de deux

droites paralléles et une sécante).
T T
o mesIAD =mes BAl = 3 (angles symétriques par rapport (AD)

D= B E,T
Donc mes CAD = 3 +3 +73 = Les points A, B et C sont donc

alignés. Par conséquent, D appartient 4 la droite (AC).




¢. Soit D le symétrique de B par rapport a (Al).
°* De(Q)carID=]B

= = 5y
* ID.AD =(AD - A1) AD

_ 5 —> —>
= AD* -~ Al . AD g
mAD’_AleDxcost

l |
= a'-2axax 7 car AB=AD
= ().
Donc (AC) est Ia tangente au cercle (0. 1) en D,

d. BetD étant Symétriques par rapport a la droite (Al), IB = ID,
Donc le triangle IBD est isocéle en J.
—NN

N T _—
Les angles ABD et BID sont associés ; donc 2 mes ABD = mes BID.

NN S "
Les angles ABD et BAJ sont complémentaires ; donc mes ABD =

i1
6 -
) -A\ TC
Par suite mes BID = 3 -BIDestun triangle isocéle qui a un angle de
T, .
mesure 3, il est donc équilatéral,

LGTF yea? oy > B T TN
ot G P v PO o i T ¥
. '-‘:3'.'_.‘5 o S L . 3
1§

RC‘C ! avy

2 : " A

s A A (s <inl o
LT Ay LA A SR
Ry v

t—-k“uy;tﬂl -

L
Y EXE
=53 ,-"a".. e
b 1 a0 S

&
Ao

AT e

I. a. Soitaunréelets F'ensemble des solutions de (E).
iae§ <:>(ia)3+(—-l+2i)(ia)2—-(]+2:‘)(1’a)—3+4i=0
¢:>—ia3—-a2(~l+21‘)—(1+2z’)(:’a)-—-3+4i=0
¢:>(a2+2a—-3)+f(—a3—2a2—a+4)=0

{a2+ 2a-3=0 (E))
= e g (E2)

Les solutions de (Ei) sont -3 et 1. |
Seul 1 est solution de (E2). Donc la solution imaginaire pure est ;.

* Pour tout nombre complexe z, posons P(z) = 2+ 207 ~(1+24)z -3 +4;,
Puisque i est un zéro de P, il existe deux nombres complexes b et ¢ tels que:
P@)=@z-i)(2+bs+ c) pour tout z.
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Calculons b et ¢ . .
vze C ,P(z):z3+(b-0z2+(c——zb)z~tc

Ce qui donne apres identification membre & membre

b-i =-—]+2i p=-1+3i
C-fb:~l*2i d'Ofl {C:'—4'3i

—ic =-3+4i '
Done VzeC , P(2) = (2
e Résolvons dans C, I'équation 2+ (-
A=(-1+ 3i)* + 4(4 + 31)

=8 + 6i.

Soit § une racine carrée de A.
Il existe un couple (x.y) de réels tel que
d=x+yi

82=(x’—y’)+2bgz; |r5|2=):2+y2; |A| =10

-y =8
s=a o (Xry=10
2xy =6

o {x=3 x=-
y=l ou y=—-'

On prend & = 3+i
Les solutions de I'équation 2+ (-1+3)z-4-3i= 0 sont
1 -3i+3 +i 1-3i-3 — i

e =2-i; g —ol-e

On en déduit que les solutions de I'équation (E) sont i, —1 —2i ¢t 2-1.

@+t 3i)z -4 - 3i)
| +3)z-4-3i=0

Z: A
A

B




AB=|ZB—ZA| = ﬁ;BC=|ZC—ZBI= ../1_0

Ona AB = BC. Donc le triangle ABC est isocéle en B.
b. Ondoitavoir | +p+¢ % (

— —> —

et (1 +5b+¢) AO=bAB + ¢ AC

En utilisant les affixes des vecteurson a ;

(I+b+e)—i)=b (-1-2i - N+2-i-i)c
= b (—1-3i) +(2-2i)c
=—(6-2c) - (3b + 2¢)i

b-2¢c=0
D'ou I+b+c=3p+2¢

I+b+c=0
b= 2
Par conséquent , ] -
G 3‘

Autre méthode : On peut utiliser les coordonnées des vecteurs.

Partie A

L. Soit M un point du plan et (x,y) ses coordonnées.
Me(h) o y-x* =16
y o2
42— =1
(4) est donc une hyperbole équilatére.
A est le point de coordonnées (0,4).
Traceé de (&) (voir figure).
2. R est une similitude directe car sa transformation complexe est du type
Z az+ bou (a,b)e C* x C

N

R est donc un déplacement.

<

Le rapport de R est qui vaut 1

Comme lzé(l — i) est différent de 1, alors R est une rotation de centre O

. LA
(car b = 0) et d'angle ARG (32@ (1 = 1) qui est — g




J.

a.

- o F
sMm=M <~ o
& x+ily = -—"é-%-(-l 1) (x = iy)

2., gz_},)“(ﬁ N

P Y+ U" =3 (-—- ,.._.2_ 2

]
rﬁhjz:x+ Ty . {'\jix-- X4ty
- y- %21' %i'y V2y=x4)

{}l'—:(]*i“\[i)x
(—-1+\2)y = x

. [y=(!+\/§)x
y=(1+2)x
o J’=(‘+“1!}2!);

(D) est donc la droite d'équation : y = ( Jf + l)x
Cherchons la transformation complexe associée 4 RoSgy).
Soit r la transformation complexc associée a R,

g la transformation complexe associée & Sy,

s la transformation complexe associée 4 S.

Ona:VzeC, r(z)= -‘/2—2—-(1 -z
glz)=-z
rogte) =rig(a)l = L2 (1~ ige) = L2 -1+ 1 = s¢2).
rog = s donc RoSqy) = S.
L'application S est la composée de deux isométries donc elle est une

isométrie. De plus S admet la droite (D) comme censemble de points
invariants. Donc S est la symétric orthogonale d'axe (D).

M4 = Y201 - iy = 2403 (1 - 2y= 2031 + i

s(45) = —‘éi(-l (4D =22 (i - A= 221 + i),
r(4i) = s(4i) ; donc R(A) = S(A)
A2 22




b. Soit M un point de coordonnées (x). -

-X=16 (Ey)

Me (D) (A <::>{ ;

DINBS] )= (T g (Eq)

Avec (Eq), ona: ) = (3 +2 2" dol en remplagant dans (E;) on a :
2+22)2=16

8

En conséquence, x* =——= - L'¢quation ,2 8
Yy X B admet deux

solutions distinctes ; donc (D) coupe (A ) en deux points E et F.

a. Déterminons d'abord les expressions analytiques de R ct S.
Ona:

M'=R(M) & :5'=3E -1+ Dz
<::>x+:y’ J_(] =i) (x +iy)
- I_(x...y) +32

’r(x+y) '

o (expression analytique de R).

y=§(y—x)

De méme : ~

M"=8(M) < z"=3@(—1 +i)zZ
<:>x-lty"‘“"/_(—ll-z')(x iy)
=—‘§—<-—x+y)+-~§(x+y)f :

x'= —‘g— (=x+y)
o B (expression analytique de S).
y= Tz (x+)

0na:x‘y’=% (y’-—xz);x"y"=" (" —x).
Dou:xy=x"y “=— (¥ =x*).

b. Me(h) < x'y =8 (équation de S(A).
Me(h) o x"y"=8 (équation de R(A).

8
S(4) et R(A) ont la méme équation xy = 8 ou encore y =" qui est
117 |)
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I'équation d'une hyperbole rapporté a ses asymptotes. On en déduit que (4 )

— G s 8
4 méme image par R et S qui est Ihyperbole (96) déquationy =

6. o. Eappartienta (D), donc S(E)=E. ’
E appartient (A) , donc S(E) appartient a 6 image de (A) par S
Par conséquent E apparticnt & (7€)

I} en est de méme pour F. .
b. Tracés de (A), (D) et (9¢) (voir figure).

Partic B
1. a Soit M un point du plan de coordonnées (x,y)
Me(ht) & Me()
y20
{yz ~x=16
e y20

o Y= .sz-i'lﬁ ;
b. Une équation de la droite (ON) est de la forme.z = at. Puisque N a pour
,}x.?+] 6

coordonnées (x, 1[Ju:2+16 yalors z=""
- x2+16

On en déduit que U(x) vaut J [f-—F ! ] dt.
0 ;

t

,/x2+16
Dot : U(x) = jx ‘\ft!-i-] 6dr—— Jx rde
0

0

1fx2+16
= j * P16 di - [ﬁ]x
0 x 210

" x1/x2+16
= [ 6 d-—5—
0
c. Pour tout nombre réel x appartenant 4 I'intervalle [0,+eof, on @
] X
Ulx) = 1fx2+16 -5 1/J::rhrtti + =
2 [ 1/Jc2+16
8

1f)r:’+|6 '




12
-

I+l(x7+ 16)"% x 2x
. 2 —-8[ VX +16 +x :,

x+ ,}x2+16 +16 (x + [x2+]16)
8
G'(x) = —
) 1h:2+l15

U(0)=0et G(0)=8In4
U et G ayant la méme fonction dérivée, elles sont les primitives dune

méme fonction sur I'mtervalle [0 , +oof. 11 existe donc un réel ¢ tel que :
Vv x [0, +oo[ , U(x) = G(x) + c.

U(0) - G(0) = ¢
=-81In4
+ [x2+16 )
D'od U(x) =8 [In(x + ,/x2+16)—1n4]=8m[i-}ifj.

8

1’.7::2—5-16 >0

U est donc strictement croissante sur [0 ; +oo]

a. Vxel[0;+o[,U(x)=

8
b. U'(0)= =2
0+16

(C) admet donc une demi-tangente 2 I'origine de coefficient directeur 2.

¢.  Courbe (C) (voir figure). -

g
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Partie C
1.

Puisque N' appartient a (% +) d'éprés la partic A5.b., N, = R"(N') appartient a (A).
Soit (x,y) les coordonnées de N,
(x',") les coordonnées de N’

e lfz—"'—(ery) x= %—a(x'—y')
ona: d'ou
ye= —‘/2—2:(;;—::) = —‘éi(x”fy')

Puisque N' appartient 3 (F€ ) alors y' est positif.

; 2
D'ou ; S 3\5 entraine y >

Ni appartient donc 4 (4 ,).




2
= _\é_i (x' — ) car N' € (J€) d'équation y = = 3"
V2

dotx >0 car ¥'>242.

2. (A") est I'image de (A) par R qui est une rotation ( donc une isométrie).
Or les isométries conservent les aires, donc (A) et (A') ont la méme aire.




Sess:on de Juin. .1996

SGrie £

oo 'ExERcicE ...

I. a. Suruneligne, ilya 34 neeuds or, il y a 34 lignes qui contiennent les nceuds.
Donc le nombre de nceuds est 34 x34, clest-a-dire 1156 (voir quadrillage).
A

B

D C

-5:17Le quadrilatére AIMJ est un carré. Donc M est sur la diagonale [ AC].
Or sur cette diagonale, il y a 34 nceuds.
Soit Py cetts probabiiitd.
__34 1
PI=ax34 = 34




g aree est 24 cm, alors le demi-périmétre est 12 ¢y,

it i:cnﬁgé;ncemés ont donc pour couple de coordonnées -

TRUHUE

(2.10) ;(10,2)

3,9) .09.3)

4,8) (8.4

(5,7 5(7.9)

(6,0). . e

Ilyadonc !l nacuds. Soit P, cette probabilité.

[

P2~ 716
2. S§,=1+2+3+...... +(n-1)+n

a. S, est la somme des 7 premicers termes conséculifs d'une suite
arithmétique de raison | et de premier terme 1.
= Lﬂ)= n (ﬂt‘_
S "( 7 2
b. S, < 1225

+
@fﬂz—‘) < 1225

ont+n-2450<0
A=99
n,=-50etn, =49 doncn € J0; 49].
11y a donc 49 entiers naturels non nuls n tels que 8: < 1225.

3. a. Daprés?2., ilya49 valeurs de k pour que S, = k. Appelons P; la
probabilité du "succes".
49 1

Py=T025 T25°

b. Appelon; P4l cittc przobabilité. ) S
r= C3(35) (B) + Ci() 3+ C5 (29
_10x24%+5%x24+ 1
25°

5881

Ps= 9765625
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Posons P(z) = (1 - 6/) 22— (17 +80) z—33 + 30;

. a. PC3)=(-3)Y+(1 -6 (-3)' = (17 + 8i)(= 3) - 33 + 30;
=-27+9+5] =33 +i(-54+24+30)
=60-60+i(54-54)
=0

Donc -3 est une solution de I'équation B).zp=-13

b. P(z)=(z+ 3) (@z%+ bz + ¢). Déterminons a, b et ¢ par division
euclidienne.

z3+(l—6az2-(17+soz-33+30:' z2#3

22+ 3 22

(=2-6i)z°~ (17 + 8i) 233 430 Z°-Q246) z-11+10;
(—-2—6:)22—(6+181)z

(=11+107) z- 33 +30;

(=11+109) z-33 + 30;

0 + 0

Résolvons I'équation z e C, 52 —(2+60z-11+10i=0(%
A=[H2+60)) -4(~11+ 10) = 12 — 16;

Cherchons les racines carrées de A. Soit 8 une racine carrée de A.
Posons 8§ =x +iy. Ona 83=x2—yz+2ryi;|82| =x’ +)7

[12—1 6i|=\144+256 =20,

X +32=20 =16
=4 & X—y=12 = V=4
xy <0 xy <0
‘ - 8y =4-2i et §,=-4+9j Les solutions de I'équation (*) sont donc :
f 2+6i+4-2; | .
z'= 5 =3+2!=Zz
2+6i-4+2 ;
2" = 2 ="l+41=2]

Donc I'ensemble des solutions de (E) est :
(=3 ;-1+4i ;3 + 2}




7. a. z=-3; Zi="]+4’.;22=3+2i

wo(2) M) M)

....... il o
M, ,,_,-w"‘\ﬁ P all
S 17 ¥
A ! M, =
AT

I r’/ 4
‘ Mu%/ o
0 :;J
— (2 —>(4
b @ MMy \-4) M (—2)
MM, =+4+16 = +20=2+5
MM, =16+4 = +20=24f5

—_— —>
* M;MQ.M|M2 =-2x4+ (*4)(""2) = 0

M;My= MM, et MIM; L M[Mfg donc le triangle MoM; M, est rectangle
et isocéle en M,.

3. a. SoitK le milieu [M,M,]. G est le barycentre des points pondérés (Mo,-D et E
K,2).
N —> o
On a donc : -MG+2KG= 0 |
=y oy 4 —
—MOG + 2KMO +2 MQG =0
—> —
MG = 2MK

Donc K est le milieu du scgment [M,G]. Par conséquent G est le
symétrique de M, par rapport a K.
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Méthode de construction de G

Construire le milicu K de [MM;] puis le symétrique G de M, par
rapport a K.

“MM, +MM, +MM, =-GM’

& MG -GM, +GM, +GM. = —GM.
= MG = GM;, s Gn;ﬁ - 261’2\42
Calculons GM, ; GM, et GM,;.

K est le milieu commun des segments [MoG] et [M;M,],
donc MoM,GM, est un parallélogramme.

L Gle = Nla;]N[g2
GM, =MM,; =(3+3)2+(2-0) =40
e GM22 = MOM| = 2\!3

GM; =20
e GMp= 2MK.
MM
MM K est un triangle rectangle en M, et M;K = —'Z,Lz =\/§

MoK? = MgM, + MK? =20 + 5 = 25

GM, = 4M,K? = 100

GM2=GM, - GM, -2GM, &  GM?= 100—40—2 x 20
< GME=20
& GM=245

GM =245 =GM,; donc M; € (@)

(@®) est donc le cercle de centre G et de rayon GM,.
Construction de (%) , (voir figure).

3, 1 x
) i W AR

Partic A
1. Etude de la continuité de £, 3 droite en 0.

Dy,
: L X1
i )=l (e X

x>0

=[0 ; +oof

= 1 car lim X" Inx =0,
n x—0
x>0

Iing Ja(x) = £,(0). Donc f, est continue a droite en 0.
X—r
x>0

7]
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o [Tcas:n=]

£l _xIETX 1

*
VIE [R+ y X X

) —1 : _—
“mjjl?_c)___ = lim Inx-1=-—%%-
x—0 X 10

3 droite en 0 mais a représentation graphique de f,

X
' dérivable . :
Jo n'est pas cisse 0 une demi-tangente verticale.

admet au point d'abs

o Xcas: n>l

=¥ -

1 e
_f;:(X) _;7- (xn-l Inx — f—-‘- )

e Ll
5 rE Frdr i o L%
1)

o
at
T
-t
e W
-
»
“
- 0 3 g
-,
3
wy
WA -
Y oA
A
ok
1, g
e
Y
P o
o
Wy 5L
e
w4 b
I
Ny
Tt
o
A3l
b
et
.
.Q._.
iy
]
N
S
TN
=
iy, Y

enln
Cha
i B
- 'y
|

lim—— = lim n
x=0 n =0
x>0 x>0

=0 car limx"'Inx=0
x=0D
x>0

£, est donc dérivable a droite en 0 et a pour nor.nbre déri?é 0. i
La représentation graphique de f, admet au point d'abscisse 0 une
tangente horizontale.

5
X1 _ iy
e Vxe R:,j;,'(x)=m"" lnx+;—;(mc" ‘)=nx” "nx.
=0 < x=1
fi)<0 &  0<x<l]

Lx)>0 << x> 1 e
1. est donc strictement décroissante sur [0 ;1] et strictement croissante

[1; +oof
1 1
A lj’mﬁg(X)= l-lglm f’(lnx-—;)+;=+co
X 1 1
0 gy 112 s




Tableau de variation de f,
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Tableau de variation de Sa(n>1)
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4. Construction de (C,) et (Cy)
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Partic B

1
I Calculonsf lnxdx.
A
Posons: U(x)=In(x) et Vi(x) = ,22

]
Ona: U'(x) = PE choisissons V(x) = £
37 14
Linxdx= | £ Inx| - | Tdx
A 3 v 02

3 9
I S 1
5 1 1
IA)=| [Plxdx -5 (P-1) |dx
Ja %
o | ] 1
= xlln.xdx—-'i (*-1)dx
v A A
rl
= ,\;zlnxdx—l["x:‘?' ]!
dia 213 A
N N »
=7 73 lnl—‘a _5[%"1"3—"'1]
U 2 )
ST I WL
58 A A3 2
Q) =g = e
) 18 72 3 nl+9
) 2
3 liml A)= g car lim A’InA = 0.
1;’0 l—;o ’

(P 2 . « o, p I
L'aire en cm” de la portion du plan limité par la courbe (C,), I'axe des

abscisses et les droites d'équations x =0 et x = | est % x 4 cm’, c'est-a-direg o’



Partie C

L.

2,

Vv xe 10 ;1[ g(x) = fox) — x
gx) =£'(x) ,-:1. Or V xe 10;1[, £5'(x)< 0 donc £3'(x) —1<0.
Donc g est strictement décroissante sur ]0 ;1[.

: _1
ll_?(}ﬁ(x) —-X = )

x>0
lim f4(x) = x =-1
3

Tableau de variation de g

g est continue et strictement décroissante sur J0 ;1] et g( 0 ;l[') =1-1; % [.

o |
g est donc une bijection de ]0 ;[ sur ]-1; 5 [. 0e]-1; %[; donc I'équation

g(x) = x admet une solution unique o dans ]0 ;1[.

a. Vxe]0;1],/%x) =2xInx
f2(x) =2(1 +Inx)
f2(x)=0 o x=e
f2(x)<0 < 0<x<e
f2'x®>0 & x>e”

£ est donc strictement décroissante sur ]0; ¢”'] et strictement croissante

sur [e";l]
11‘1_13 S'x)=0
x>0

Tableau de variation de ;'

X 0 gl 1
_‘é"(X) _ 0 +
ﬁl(x) 0\ ._23"1 / 0

[ (@) =~2¢"

E




d.

. Ug C[O,]]

On sait que f2(0) = 0. N |
D'aprés le tableau de variation def,» ~2¢ " est le minimum absolu de /' sur

[0;1];0cstlc maximum absolu de £’ sur [0;1].
Donc Vxe[0; 1], -2¢”' <f J(x) < 0.

' 2
0<-f7(x)< 7

: 2
d'ol Ifz (x)l <7 pour toutx de [0;1].

Supposons que pour un entier naturel n, U,€[0 ;1]et démontrons que
U.-n]E[O;]]. [ l
On sait d'aprés A.3 que fi( [0 11)=[0;5]et[0; i‘] [0;1]

Donc si U, €[0 ;1] alors f1U,) €[0 :1], par cons¢quent Uner €[051]
Conclusion
v ne N, U, €[0;1].
v n e N,|Upi—a| =|AU)- A
U, €[0;1] et a €[0;]]
Pour tout x compris entre U, et ¢, X appartient a [0 ;1] ctona | I '(x)| s
D'apres I'inégalité des accroissements finis,
2 \ 2
|ﬁ(Un)—ﬂa)! < jUn—a| c'est-éx-d:rclU,,-,—a| < ElU“ —0;|,
l ] -al <| | -—al

) 2 n
Supposons que pour un entier naturel 17, | U, —ul < (E) l l —al ct

démontrons que Umr-'al " (%)ml | _u‘

lUml"'al <§IU,—,—C¥.|

2 )
< (;) |I—a|.
U,-a ((g)n
e

2\
< 1 donc limm (F) | i -f1| =0

o3

Donc V n e, 1 '“I

—

Par suite lim U, = c.

pewT]




- |

b,

b,

_ _— " 1
JestInrotation do centro £ o d'nnglo do mosire %y

SIM) = M' ¢

Lo componco d'uno totatlon dunglo non nul do e ¢ et o e
translation est uno rotation d'anple de mennro o,

. _ It
Done Fest une rotation d'anple de mesure & -

|
1(0) = O ot r (O) =0 done LO) = (),
Par conséquent Fimago de () par £ eut lo corclo (') do centre 1 et de fyon I,

Commo f(O) = O, 0 est tel quo £OO" gst trinnglo équilntéinl direct ;
ce qui permol do construire €.
Construction do €2 (volr figuro),

QM « QM

mos (£2M,QOM’) ..._,3-.2
,F-"'"\..
QMM eut un trinnglo Isocéle ou mcw{UM QMY 2 11 ent done

dquilntéral direct, -

» oy T» .
(€21) ent ln binsoectrice do lnanglo (QM, M) done mos(£2M,£2]) - 6

QM1 est un telmngle rectangle en | ot moen(§2M,621) -

S ¢ Ja
an(: 11M

0= YY oM
2
3 | .
Cetto similitudo directo S, do contre €2, n paur rapport \:{ et pour nngle

n
e mesure g
)

Détorminonn S(0),
(100" est un telanglo dquilntéral direet

1



Soit J le milieu de [00']. Ona :
—

—y —
mes (QO,) =
3
2

A

eI
Q0

donc S(O) = J

Lorsque M déerit (%), 1 décrit le cercle (#") de centre J et de rayon .’%3-‘ R.

i

Construction : on construit le cercle de centrc J et de rayon —5—cm.
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M EXERCICE 2

PosonsE={1;2:3;....... 149,50},
Soit Q T'ensemble des résultats. © = E x E. Donc Card €2 = 50 x 50 =2500

50 ]
. & P(a=b)='2—§'66 =30

En effet I'ensemble {(1,1) ; (2,2) 5 (3,3);...; (50 ;90)} a 50 éléments

b. {(a,b)/a+b=20}={(l;l9);(2;18);(3;17);(4;16);(5;20);
(6;14) 5 (7;13) 5 (8312) 5 (9;11) 5 (10;10) ; (11 39);(12:8);(13;7) ;
(1456);(15:5); (16 ;4); (17;3) ; (18 ;2); (19 ; 1)}

Ily a 19 cas favorables
19

Pla+b=20)=5c0

c. Il'y a 36 nombres entiers compris entre 15 et 50. Pour chacun de ces
entiers, il y a 50 couples solutions. Par conséquent, le nombre de
couples (a,b) tels que b> 15 est 36x50.

_36x50
P(b > 15) =~ 72500
_36
50
_ 18
— 25

d. {(a,b)/b > a)

Sia=1, ona 50 couples solutions
Sia=2, on a 49 couples solutions
Sia =49, on a 2 couples solutions
Sia=50, on a I couple solution.
Le nombre de cas favorables est

SO0+49+ 48+ .+ 4 1=9 1;50

=25 x 51

25 x 51
2500
51
10
=0,51.

P(b2a)=



Soit E I'événement : " b 2 a " est réalisé au moins 2 fois.
E est I'événement : " b 2 a " est réaliéé au plus | fois.
p(E) = C1(0,49)° + C 5 (0,51%(049)

P(E) = 0,18.

P(E) = 1- P(E)
P(E) = 1-0,18.
P(E) = 0,82.

Partic A

‘1. Pour tout ne N,

Df, =R.
VxeR, —xeR, etf, (-x)=f,(x)doncf, est paire

- e £ )
2 hmﬁ\“—:xa—o car lim \I]+f—+w

x= - it

1

W =0 car lim W = +c0,

" Parsuitelim fix)=0cet lim Ax)=0

e

lim
X + 0

X—>+m

~2x
2\ 1+
1+

VxeR f'(x) =

_ X
(1142

fix)=0x=0
fix) <0< x>0
)>02x<0

Jo est donc strictement croissante sur ]—o ; 0] et strictement décroissante Sur
[0 ; +oof.




Tableau de variation de f;

b'q — |
L@+ o0 -
@) ‘ ~,

On remarque que la droite d'equatlon y = 0 est asymptote a (Cy).
Construction de (Co) (voir figure).

3. Cherchons les solutions de l'écluation xz nelN* f,.(x)-f(x)=0

il
fin(X)-fi(x)=0 < W - o =0

&5 e (P Ty=0
e <7D

< x=0oux=1oux=-1.

e n>1, f(0)=0;/(0)=1
e n2l ()= 3@ 'f0(1)=:é

\2
2

+ o0

e n2l, fi(-1)= i 2 So(-1)

. 2
Donc toutes les courbes C, ( nelN) passent par les points A(1; 3;_,[ )
2
et A'(-1, 32E ).

4. n 21
Y xe R, £,(x) = xfy(x).

)= 2nx”"' '(=x)
Jn(x -\f1+x2 (1+2n1+2

" 2 (1427 X!
(1'+x2)\/1+x’
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xl

o
5. . chl?"ﬁ(")cmrl l-\/-g:l
X

—=X
e — T “i' (98]

lim fi(x) = lim |
A-d=m Rebo=o ?+l

_ X

lim fi(x)=lim T e

I r4m X—b 1 __;2,, +]
x! )
Vx eR*, A(X) =T33 =
: *\’ i 1
| l xl/\/:xf +1

. . - _

lim fi(x)=lim T + 00

I=p =00 I—4 =@ ? + l

X
lim fy(x)=1lim l =+
I=p + 0 r=++®@ ? +1
S 5. ).
b. VxeR, A'(x) (I+xz)m

fix)=0x=0
£'(x)>0 x>0
A(x)<0e=>x<0
f; est done strictement décroissante sur J- o0 ; 0] et strictement croissante
sur [0 ; +oof

Tableau'de variation de f|

x — o0 0 400
Sh(x) - (|} +

0

)
Vx eR, A )= o




AX)=0ox=0
Sx)<0esx<0
Sx)>0x>0

J2 est donc strictement décroissante sur |- o

o ;0] et strictement croissante
sur [0 ;+oo [

Tableau de variation de 5

-0 0 +a0
£ (x) E 0 +
ﬁ(.'() ™ \ {l} / -
¢ filx)—x= ii -X

_ X-nl1+

R

x(x—‘\jl-*-:lj)

A1+

_ xx=\1+2 Y 172 ) —x
W(ﬁ-\fw_f) RT3

pour x = 0.

|| J‘2+1 (x+\h+ ) -

lim fx)-x=Ilim
I+ e {';2"{'1 (x.'m)

. i ‘
= Ocar lim - /“'xi +1 =1et lim .7v:+'\f1+.1r:2 = 400,
I+

X+

lim f£i(x) - x=0 donc la droite (A) d'équation y x est asymptote

oblique a (CI) en + o,
* Position de (C,) par rapport (A).

VxelR, ﬁ(x)‘xz-\fﬁ?(::\',m)




: . e
o xl-iTm(Zn-l-])'\[i = Jim 50

fix)-x=0 & x =0,

Six)=x<0 < x>0.

Six)-x>0 & x<0.

Sur J- @ ; 0[, (C)) est au-dessus de (A).

Sur 0 ; -+oo[, (C,) est en dessous (A).

(C)) ct (A) se coupent au point O.

e Construction de (Cy) et (Cy) ( voir figurc).

PARTIE B
nelN, I, —f T (x) dx

1. VxelR f,,(x) > 0 donc ¥ xe [0;1], fulx) 2 0.
Par_conséquent I, # 0.

! xZn
- E N*, ln = d,
2 n J;J r—_il o 8

0<x<1
=0 <]
— 1 <142 €2

-:](W(-\r
J*“ J

[(2nf::\{_ ] l {[ixn:’:';—];

1
,:I § —
(2n+1>\f 2l

dx < fu,x” dx

=Q.

D'apreés le théoréme des gendarmes lim I, = 0.

I—¢+ @0

4. a. fpestdécroissantesur [0 ;1]
YV xe [a, ; Gl

fo (@) <o () < fo(a)
f "fol@m)dx < j “fx)dx < f " (@
: 140 ;!




[ aﬁl- ailﬁl (aﬂl) < f mj(lJ(x)dx < [ l:!i*l_ a, lfo(a:)
or a,—-a, =02, J

Donc 0,2/ (1) < J‘amja(x)cir < 0,2f5 (a).

I
b. fo(x) ‘\[ﬁ-{}
0,98 < £,(0,2) < 0,99
0,92 < f,(0,4) < 0,93
0,85 < £0,6) <0,86
0,78 < £,(0,8) < 0,79
0,70 < fp(1) < 0,71

I
o= [ filx) dx
0
0,2 04 ~ 0,6 0,8 I
= (Prwyds+ [“poax+ [“rmdc+ [ ficods +f S
0 0,2 04 0,6 0.2

0,2 [A(1) + £6(0,8) + fo(0,6) + f6(0,4) + £(0,2)] <. 1o < 0,2 [£(0,8) +fo(0,6)
+ fo(0,4) + £o(0,2) + fo(0)]

0,2 x 4,23 <1, < 0,2 x 4,57

0,846 <1,<0,914

| xZﬂ 2
5. 4. ne [N, Im| 'J-_
I+x*

Posons Ux)=x"""'et V'(x) = \/%j

Ona: U(x)=(2n+1)x”; choisissons V(x) = Y, 1422 .
l .

Insy = [x””"\fl+xz]1 - f @n+1p2 1 +x* dx

= —f(Zn-i—l)x"' -(‘l\j=x2—ldx +2
=42 - (2n+1)[f\!— j;\/—aﬁr]

=2 = 21+ 1) (In+ 1#1)
V ne N, lm.'='\j§ -@n+ 1} ,+ _inl!)




b. 1 ='\ﬁ"(]°+l')
[ :"\ﬁ'“’l“"l'

21, ='}l§“'0
I ='§(‘\ﬁ' fo)

On sait que

R o e o e

0,846 <lo <0914

914 <-Jp< - 0,846
1414 <2 € 1,415
0,500<4/2— 1o < 0,569

0,25 < -;-(\[5-10) < 0,2845

0,25 < %(\[5-10) <0,29

- — - — e —— S

i e e e e e e e

B e e . e
B

———— - — + J

- -——-—-o‘-———-——— -— -

- dh W A W e W

o

|T4z E



= f‘” cosx dx = [sinx]":;3 = 325
VnelN*J f"’g (sinx)"cosx dx.

Pour n € N* posons u(x) = sinx

u'(x) = cosx

Alors (sin x)"cos x = /'(x) u/'(x).

Donc une primitive de la fonction x - #/"(x) '(x) est l1a fonction

t/li-l(x)

S p—
Ona:J, =—~{(sinx)’ ']0

2 5
B LY LB
Jo = 5 = O_H(JZEJ donc V ne N, J, a1\ 2 .
n3 Sinzx i /3
e “—'dx—f ‘as;dx
"’3 sin’x—1 3 _cos’x
cosx
= fﬁs —cosx dx

[—smx] 2 = 3@

!sm x! - [*B (sinx)"
n ) : n+2_ ln J- “‘f dx
COSX
0
x/3 sm x)'
= - O
oS (sm x —1)dx
x3 (sin x
_ 2
= cos“x dx
f COSX e

= fom (sin x)" cosx dx =-J,

)



_ﬂJ

|
Donc V ne N, L= 1=~ 757 ( /)

w3 sinXx
ll —_ e dx
. CcOSx

On pose u(x) = COSX,

. sinx _ —u'(x)
u'(x) =—smx donc Cosx T u(x)
/3 n/3
I, ___j % dx = [ln‘ u(x)l ]
0
1,=—(|n5—0) dott ;=12

Autre méthode :

x
cosx = 0052(2)

X X
=cos’y sin"5

=(COS§ - sinz)(coslc‘ + sin%)

—-\ﬁ (\/— 0032 \ﬁ smz)-\ﬁ (\(— oos2 \l— sm2)

T X

n
=9 (cos:2 cosy — siny sin> 4 ) (cos 5siny hcosy 5"‘2

D'ou V xe R, cos x = 2cos ("2"+'Z) sin (§+Z)

144 |
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b. Vxe[0;3 ] w(x)= ;2'-

cos( 4)
u'(x) __I_ | 1
ux) 2 % 2 X W X T
cos’(F+7) tan(5+7)
X =
[ | cos(i +z)
2F o Y. n
cos('2-+z) sin (5 +Z)
u'(x) I l _ 1
ux) 2 Xy . X T .  cosx
cos('z‘ +'4')sm(‘5 +Z)
d'oli fix) = —(%))'

Par conséquent une primitive de f'sur [0 ; 3’5 ] est

F:x—n lu(x), ol u(x)=tan (2 +

n3
C. Io—f E‘g;dx

7

[h(tan(z +:;))] i _

=ln[tar1(g +z )]

3 + +
doi  Iy= In (L‘\I_ ) car tan(a+b) = tflt;an;g:]bb

Ib=In ('\/g +2)
Ona:L, -], = —32& (d'aprés 1.b.)

Doil, =In (\[3 +2)- ﬁ

Ona: I, -1, =—31 (lL ) (d'aprés 1.b.)

Zﬂ_ﬁ
X7

2. T B

d'ot




i. (BC)//(PQ)
(BP) N (QC) = {A};

donc il existe une homothétie A transformant P en B et Q en C. Son centre est A.
2. a. Construction de B, et de C, (voir figure).

h
~ N
A
B

WIO|T|>
@]

B,
C|C

* B, est tel que (BQ) // (C B,) et B, € (AB) -
* C, esttel que (B C;) /(P C) et Cy € (AC).

b. sikestlerapport de halors AC = |k|AQ et BB, = || BP

or AQ =BP, donc AC = || BP =BB,

Par conséquent, AC = BB,.
3. RST est un triangle.
I et J sont deux points tels que :

(1) // (ST)
I €(SR)\{S;R}
J € (RT)

RJ =SI

146 |



a.

RST est isocele en R.
Soit I et J les milieux respectifs de [SR] et [RT].
On a bien :
() // (ST)
I € (SR)-{S;R}
J € (RT)
RJ=SI
Les points I et J sont des solutions au probléme posé.

b. RST est un triangle tel que RS # RT.

Soit S; un point de [RS) tel que SS; = RT.
Soit J le point de (RT) tel que (SJ) // (TS;).
Iest le point de (RS) tel que (17) // (ST).

Soit / 'homothétie telle que :

h
"

R
S

avec SS, =RT.

| X

S

D'aprés les premiéres questions, en prenant :
R pour A

J pour C

S pour B

[ pour B,

OnaSI= RJ

147 :



Partic A
1.

Continuité en 0

limxinx=10
, o xIn(x 10
hmf[.vr)=ln'n——,'f2 =0=£0) car % ~
=0 g *T lim(x +1)=1
x>0 >0 -0
donc f est continue & droite en 0.
Dérivabilité en 0
jimlnx=—c0
f(x) - . _Inx 50
limw = ]lm——i-—l =0 car I?U
o M i ® lim(x+1)=1
>0 x>0 0

donc f n'est pas dérivable droite en 0.
vxe0;+w[; 0= In(x)+x+ 1.

I
a. ¥VxeRY, ¢ (x) =+ l.
et 'Y xe R, o'(x)> 0 donc o est strictement croissante sur R%.

b. limp(x)=—« e lim ¢ (x)=+x.

1—0 I+t

>0
o est une fonction continue et strictement croissante sur ] ; +oof et

0 (]0; +oo[ ) =R, donc @ est une bijection de J0 ; +oo[ sur R

0c R, il existe par conséquent un urique réel B appartenanta ]0 ; reof
tel que @ (B) = 0.

Onag (0,27)=-0,04 et ¢(0,28)= 0,007

0 (0,27) x ¢ (0,28) < 0 donc P € 10,27 ;0,28[.

[ In(x) + 1](x + 1) —x In(x)
(x+ 1)

_ xIn(x)+In(x)+x+1-xInx)

B (x+ 1)

- donc ¥ x€ 0 ; +of, f(x)=ép—g#-

f'(x) a le méme signe que ¢(x).

n

a. Vxe]0;+of, f'(x)

148 |2
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I
b. ) =0
PB)=0 o nP)=-p-1

Done Py =2EB=D _

B+1 P
: A . SR
e G

d. Comme @(B) =0 et ¢ est continue et strictement croissante sur 0 al]

alors, ¥ xe 0 ;B[, p(x)< 0 et V xe 1B 5+oo[ @(x)> 0. Par suite fest

strictement décroissante sur ]0 ;B] et strictement croissante sur [B ;+oof.
d'ott le tableau de variation de £,

5 | a +m|
S'(x) ;f ? +

4o .
S B \ :

-=. -B /

4. Construction de (C) (voir figure).

- .3. = = & 2 & ate o r o oE & m o= ab - k= - s = -
2 : L) . .I . . L . :(((}‘)l‘
R B LIy '
‘l (] . L] —:.-_'..-'- L] L] L] - !
ST ; P B T
J . * . 1 * !
‘l L] . i L] 1
0\-’;—.;: : 0'.1: . (?"2
l - L) " L]




Partic B

1. a.

fest continue ct strictement croissante Sur [B+oo [ et A[Bs+oo[)=[-B;+wol.

f est donc une bijection de [ B ;+oof sur [~ Bitool.

l1€[ B ;+oof donc P'équation fx) = | admet une solution unique o dans

[ B s+ool.

[3:;41 <[ B+l
f3)=082etfid) =11
f3) <1 < fi9)

fétant strictement croissante, on a .

x In(x) ~1

b. Vxel0steol, AN=1 0 yay

Z. a.

= xIn(x)=x+1

o In(x)=1+;

. *_L .
- donc les équations flx)=1letx=¢e * sont équivalentcs.

X

Vxe]0stel ,g0) =3 €

ona:Vxe]0;to[ , gx)<0.
Par conséquent g est strictement décroissante sur ] 0 ;+oof.

xe[34 & 3 <x<4
1 1 1
& 3 %3
5 1 4
Lo .4 <1+x <3 '

la fonction exponentielle étant strictement croissante sur ] 0 ;o]

1l
eifl £ e rg e‘B o eﬂi < g,(x) < e-iﬂ.
=349 et =379 doi [™;e"]c [3:4]

-

d'ou V xe [3 ;4], g(x) € [3:4]

V xe [3 ;4] g‘(x)=-;1: elh}=—;1’rg(x)
or0<g(x)<4et %<% donc|g'(x)| <%

dou vxe[3:l, || <3. ‘

3 <o <4 cest-a-dirc a €3 4]

- T




N

Un =3
VneN, U, =gU,)

a. Up=3, U € [3 ;4). Supposons que pour un entier naturel n, Uy€e [3 ; 4]

et démontrons que U,,€ [3 ; 4).
Unii =g(Up) or V xe [3;4], g(x) e [3 ;4] donc si U,e (3 ; 4] alors
g(Un) € [3 ;4] c'est-a-dire U, € [3 ; 4] d'ot V ne N, U, e (3;4]

g est dérivable sur [3;4), o ¢ [3 1 4], Une[3 ;4] et V xe [3 ;4], lg’(x)l < %
donc ¥ ne N, | g(U,) - g(a)| < é— | U, -

U, - cxl d'aprés l'inégalité des accroissements finis.

I Um.l-*CLl < %

1+
En utilisant I'équivalence ¢ * =x < Sx) =1 (voir 1.b.), ona g(a) =q.
1
Démontrons par récurrence que V ne N, I U, - al < 7
Pourn=0|Uo -.a_l =|3 -a|

J<a<4 donc -4<—q<-3
~-1<3-a<0

doi|3-of <1.

1
U, - cx| < 55 et démontrons

Supposons que pour un éntier naturel »,

quc]U,m —al < leq

U, - al (d'apres 3.a)

dOl’lC,Uu-H _0'.| < % X%

doit |Upy - a < % .

Un+l ""al < -21-

Or

Donc Y ne [N,(U,,—a' ,<§1;;

lim (%)=o donc lim (U,)=a

N—+ 0 n-+o

U, est une valeur approchée de o 4 1072 prés si l U, - onl <1072

] -
U,,—al <§l;; , il suffit que 25 < 10 .

Comme

A
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B e om

27 >10?

nin222Inl0
21Inl0
n 2 In2
2Inl0
~ 59
in2 =~ 6,64 doncn 27
Partic C
L et

D'aprés A.3.d. , B> [;:I': et £[0; B[)=[-P;0 [ donc I'équation fx) = n, n'a pas

de solution dans '
£ est une bijection de [ B ;+oof sur [~ B ;4w [ et ne [-f ;+w[ donc il existe

un unique réel o, dans [ B ;+oo[ tel que fa,) = n.

2. a. flay)=n
o née' ¢’ ne
A)= g7 e g < donc—r g Sn
d'ou fle")< n

c'est-a-dire que fle”) < fla,) . fest strictement croissante sur ] 3 ;+oo[
donc ¢" € a, carn? 1 =>e'2e=e" 2.

o In(oy) -

b. flo,) = o, +1
a, In(a,) In(a,) m
=n <D =
aﬂ'i'l l+an oy
n
o In(a,)=—" (1 +a,)
&y
-&'l-(Ha,,)
& o,=e"
o
& o, = e xe"
% _ 2
< P =e
o, n
o — )=
In (en ) o, %
i ] ] n n
c. Vnel, o, ?2e >0 & 0<— <5 & 0<— <.
. n € o, e

. n p
lim (=5 )=0d'ol, d'aprés le théoréme des gendarmes, lim ("E' )=0

n=¥tm natam N

P ’ o
par conséquent lim In (e—: )= 0d'ol1 lim (-ﬂ-oi;;L )=1.
n—>+ m 1=+ e e

o, .
%y . )
( L )naive €St donc une suite qui converge vers 1.
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Sess:on de Remplacement 1997
Série C

1. a. Onremplace p par -1 et ¢ par —1 dans l'équation () et on obtient :
Hp-7q=-11+7=-4
donc (-1, ~1) est une solution de E.

b. {llp"7q="4 o lp+1)-7(g+)=0

11-1)-7(-1)=-4
= I+ =7(@+1).(™

Done 11 divise 7(g +1). Comme 11 et 7 sont premiers entre eux, alors -

d'aprés le théoréme de Gauss, 11 divise g + 1.

Par conséquent il existe k € Z tel que : g +1 = 11k,

On obtientg= -1+ 11k.

En remplagant dans la relation (*), g par -1 + 11k on obtlent p=-1+1k

D'ou les solutions de (E) sont les couples (-1 + 7k, ~1+11k) ol ke Z
2. a (F): xeZ,2x=3]7].

Calculons 2x suivant les classes de congruence modulo 7.

x [ 0] 112 ]314]51]6
f (221012 ]14]16([(1]13]S5

Par conséquent : 2x=3[7]1<> x=5[7] & Is€Z x=5+7s.
Se={5+7s,se Z}

(G): xel, 9x=4 [ll1].

Calculons 9x suivant les classes de congruence modulo 11.

10
2

x |01 ]2 13f[4]|]5(61|7] 8
% 10917513 ([1[10]8]¢6

9
4

Par conséquent Ox =4 [11] & x=9[11]
SdteZ/x=9+111

Swy={9+11t,te Z}
b. Les solutions du systéme sont les nombres qui sont & la fois solutions de

(F) et de (G).
=5+ 7
Cela rev%ent 4 résoudre {i,: 0 +] lst (s nel?;

=)



11¢-T5=-4
ce systéme sc raméned & |y = 5+ 7s

el 47k ot s=-1+11k kel

P |x=5+7Ts

=-2+77k _ . o
L‘Z szlulions du systéme sont les nombres entiers relatifs x qui s'écrivent :

y=-2477k aveck€ 4

I'urne. 1 y a 4 cas favorables 4 I'événement "obtenir

1. Ilya 10 boules dans I
une boule blanche", la probabilité de cet événement est alors :

_4 _2
PT10 " 5 o
2. Le résultat d'un tirage simultané de 2 boules est une combinaison de 2
éléments Earmi 10 est :
6
p=1-7¢7
Nombre de cas possibles : C|20 =45.

Illya Ci possibilités de tirer 2 boules blanches et Cg possibilités de tirer 2
&

bouies rouges,
g |
Nombre de cas favorables cg + c::‘; =15+6=21.

Par conséquent la probabilité de cet événement est p =% = I_7§
3. a. 1™ méthode : il s'agit d'un enchainement de 4 épreuves indépendantes
aboutissant a 2 issues.
S : "obtenir une boule blanche"

S : "obtenir une boule rouge"

2 -3
pS)=5 et p(S)=3% |
C'est un schéma de Bernoulli. La probabilité de tirer exactement 2
boules rouges est :

pary=2x (3 (2)

_6x9x4 216
T 625 625

- .\



La probabilité d'obtenir au moins une boule blanche est :

-1 .3.)‘_.2‘_1_4_
P=1-{5) 625

2° méthode : on considére qu'un résultat est un 4-uplet ; & chaque tirage il y
a 10 choix possibles. Donc le nombre de cas possibles est 10%,

Soit E I'événement, tirer 2 boules rouges exactement.

2 2 2
Cyx6"x4 _ 6x9x4

T

Ily a 6* possibilités de tirer uniquement des boules rouges 2 ['issue des

4 tirages. La probabilité de ['événement "aucune boule blanche” est -
6 \4
p= (‘1“6') - L'événement "tirer ay moins une boule blanche" est

I'événement contraire. Donc sa probabilité est ;
(), 3 _saa
P="\0) ~1-5=%s-

Partie A

l. Vxel0;+w], g’(x)=lnx+£§2' +1=Z%2 + Inx

2. Pour connaitre le signe de g'(x), calculons g"(x).

Ona g"(x)=;21 +%.

Vxel0;+o[, g"(x)>0.

-

Donc g’ est strictement croissante sur 10, +oo [.

Comme g’(1) = 0 on peut conclure que :

gx) <0< xe]0,I[

gx)>0 < x € 1,400

g =0 x =1

Alors, g est strictement décroissante sur 'intervalle 10 ;1] et strictement
croissante sur [1; +oo [.

D'oil le tableau de variation de g

| X

0 1 +o0

l | 8(x) — 0 +

| . R o./

=]



3. gadmet O pour minimum absolu ; donc pour toutx € ]0; +eo [, g(x) > 0.

Partic B
- lim 7 ="
. == o X=pr0A™
1. a. xl_irpm fix)= oo car o' g A0
X—p+00
lim x* Inx = 0
1 .\’;"0
b. » limAx)= l'm[(x2 Inx) ——]=o car |
x-1 R S
&0 X lim i
x—0 x—1

lim f{x) = A0) donc f est continue & droite en 0.
x=20

lim%r ~!

[ Inx

S . plnx

o .lgg}ﬂx)—!rlﬂ‘ll xzx—'l 1 car ‘llimxzzl
x>

li_r}_} fix) =f1) donc fest continue en 1
X

| 0 : li_l;r[l' xInx=0
. JX) = . *
é; llrri‘)i-l—'éL2 = Ilm[(x lnx)-—] =0 car 1
20 ¥ x20 %1 lim = =1
4 x—0 x—1

fest donc dérivable a droite en 0 et f'40)=0. La courbe (C) admet une
demi-tangente horizontale au point d'abscisse 0. - |

d. Soit (T) la tangente & (C) au point d'abscisse 1. Une équation de (T) est :

—

3 3
y='i(x—l)+l & y=5x-75

2 a Vaxe 0I[Ulli+l,
oo 2D x
f(x)— (x—l)’ ‘lnx-l-x_l

= (xfl 7 [(-2) Inx + (x-1) ]

= (xfl )2 ’ g(x)
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~

b.  Pour tout x ' ]0;1[ U]J1;+e0 [,
X
gx)>0et a‘:l-?'> 0 donc f'(x) > 0.
De plus fest continue en 1 et continue a droite en 0.
Donc fest strictement croissante sur [0, +oo [.

o x |0 1 > +00
f@lo o+ 2 +

+m
O NN

¢. 0<x<1= f0)<Ax)<A1)carfest strictement croissante, donc 0 < f{x) < 1.

d. voir figure a la fin du probléme.

Partie C
' 1
1 Iim(%—a)=0 et “m,(i +a)=1
1
e 22

alors A représente l'aire de la partie du plan délimitée par (C), I'axe des
abscisses et les droites d'équations x =0 et x = 1.

fn+l

1
2, a H',,(r)=!’(lnt—n+1 )+n+l = =l Int

4
H, est une primitive de ¢ - 7" In(f) définie sur ]0;4o0[.

1

b. L(a) =J2 f‘ln(t)dt=H,,(‘21" +a)—H,,('21' - o)
1

- -a

2
lim(%+a)=1
a >k
<2 _
: H — l’ _{:l_ l —l_.) — 1 3
0 = Mt (00547 ) =~ iy
; ] ]
donc hml H,,('i' +a)=—m
<2
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b.

N

hml(z—a)—()

l:lzi'z' ,

. ' 1 +1 — =
limy B = lim 2oy [ ne =57 120

1
d'ou lim H,,('i ~a)=0.
1

e
e

1 s,
Alors limI In(o) = - (—n-+l_)z * Par conséquent I, = - (7 )?

e r2 - § il .f_ﬂ
drolr =—(P+C+.. .+ o

A(a)=J2 élntdr =J'2 (—r’—t’—....—t”*‘+r_l
2 2

%m %«; -;-m
= 2intdt- Pintd-.. - Mlntd:+

L 1_ 1_
2(1 20. 2(;

L1+a

= () - (@) ....= Lyy(c0) +J1 £ o) dr.
la
2

e DiaprésB2, 0<fr<1.

1142

) In(¢) dr

|
J’ — Intdt
s

"2“—'.'1

Alors 0 < /' fly < pour tout  appartenant 4 ]0 ; 1]

i !
=+ 2
dod 0< 2% fnar < |27 % &

1_4 L
2 -



e  Soit F uno primitive de la fonction ¢+ " sur [0 ; +eo[.

|
- @

Llia
AlorsJ'2 (’a’l=F(%+a)—F(%—a).
Posonspoura.e’[o;%].G(u)=F(-é—+a)—F(%-—a)
—_— G'(a)=F‘(%+a)+F‘(%—a)
= (540 H5- o
1

1 1 b .
ae[o,z],d‘oﬁ 2+a.>Oet2+a.>0, 1

par conséquent G'() > 0. G est donc strictement croissante sur [0 '3 1
Alors : Vae[0,3 ], G(@) € G (3).

Clest-a-dire F(—%+ a) - F(%- a) < F(1) - F(0)

1 1
o 2‘“f’dx<J { dt
i 0

3~
1 1 |
dod 0 < szr"dr < Jﬂmfdt < J [ dt
I 0
E-a :j-ﬂ'.

1

. A+ Iya) t.... 4 Ly(a) = J2 mf‘f (t) dt d'aprés C.3.a.
1-a
D'oli le résultat
1
0 <A(@)+ Ia)+....+ I(a) < J r'ade
0
or l £ dt = [—1—{”']] =L
0 ml Jo ntl’
On obtient alors la conclusion demandée :

0 <A(x) + Iyo) +....+ I(c) <;_+I-T .




e ——

0 ... iinl ‘1_’.' ¢ !2&“} .rooo-" ]n{llgx} ) "l n+] e

°2%

; L .l f 5 1 )< 1
d'0u0<A"(§7+Zf ------ (ﬂ+2)2 i
| 1 ] 1 |
Ona lin:”[A-( 57'4-31 S SO +E;;j§-)5)] = 0 d'aprés le théoréme
des gendarmes. . 1
Dot A=lim (3{+Z§+ ...... +(n+2 )
n—4+< _ |
CURJUGIELS T e 4T DR T
d. 0r11_r:q(1+~2-5+3 i Sz (—n+—25i)_6
1 . 1 1 1 1 -
Par conséquent 1+‘2'!+:lﬂﬂ(§!+3§+'57+ ...... +W)=?’
]
d'oi:A=-’-:-—-l-§1r'
© S
A-——6"—4.

- (C)
1.5F (Ts)
l,Oxﬁ

L J
0,5

: >

IV SN Y N I VA U N S " W e A
-0,5 I / 0.5 f,o 1.5




Session de Juin 1998. |
Série C

1. Voir figure ci-dessous

\ e

\'N
2. a. Démontrons que r(M)=N.
‘ r est la rotation de centre A ct d'angle —% - On sait que {M}|=1(DC)n(AM)
L'image de la droite (AM) par 7 est la perpendiculaire éCfIr[) en A ;

B B RARSRE S Y R A B A St Vi mma o L e o T e g
\
@) \ -

g

L

r c'est-a-dire (AN). .
- L'image de la droite (AD) par r est la droite (AB) par définitipn de 7.

| (AD) est la perpendiculaire a (DC) en D. "

L Par conservation de I'orthogonalité, (AB) est la perpendiculaire en B a
"‘ I'image de (DC) par r.

: Or la perpendiculaire 4 (AB) en B est (BC). Donc l'image de In droite
I_ (DC) par r est la droite (BC). ' ‘

2 {M} =(DC) N (AM)

[ {r(M)} = (BC) N (AN) = {N} ,

b donc r(M)=N. _ PN

b. M)=N & (AM=ANet Mes( AM , AN )=-3),
donc AMN est un triangle rectangle et isocéle en A.

[y

[ ————— T I




S

AlA
D|O
.a. Soit ¢ le rapport de s

AO . OAD étant un triangle rectangle et isocéle en O,

Q=N

AD
onaAD=-\[§-ZAO.

AO 1 A2
Donc a.= = ="
Voo A3
Soit 6 Ia m&g/gprmc:pale de l'angle de s
0=Mes (AD, AO )—-—-

~Donc s est la similitude directe de centre A, de rapport 32@- et d'angle

de mesure principale - % .
b. ACB est un triangle rectangle et 1socéle indirect en B.
r'""‘\ i
Donc Mes (AC AB” )=~ F— ot < AC Par suite s(C) =B.
c. AMI estun m;lggf rectanglc et isocéle mdlrect enl.

DoncMm(m, Al )__% et m._lﬂ Par suite s(M) = 1.

d. Lorsque Mdécrit (DC), I décrit limage de (DC) par s, c'est-a-dire (OB).

. Uestarithmétique < V5 e N* s Unt1 = U, = Uy = Uy
Ona:aUm|=(a+l)U,,—-Un_1 < GU,H.I '"CU +Un Un-l

& ~Up)=Up=Uri
Donc U est arithmétique si, et swlemefl?sjrla =1 =

2. g#]
VHEN V, = Um-l"‘U
aV, = aUpy - aU,
av, "-(ﬂ‘*‘l)U U ,--aU
av, -U -Up,
5 Vnr.-a vn-'.l

-
mf

- -l




V est donc une suite géométrique de I‘ﬁlSOl’l - et de premier tcrmg-, Vo.
Vg*U[ Uo""l- =l. |

3. 8. Vo =U,- U,_,
vn—! = Un—l - Un-l

ooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooo

Vo+ Vi+.. .+ V2t V,,=U,- Uo (aprés addition membre 3 membre),

Up=Vo+Vi+...+V 2tV carU,=0

4
b. VnelN*, U, = Vo l

1._-.
- a
a-1 a
1 < I@Iim(-l—)"——-o
a a

a
< limU= a-1

U est donc convergente si lal >1.

4 a =2.U,,=2-5-,}:,- (daprés3.b.). - ... ™

Pour avoirlUp—-2l <107 ;ji suff't qu<=:2l <107~

——— e —

2:_, <10° & 275 g3

< @E-DIn2>3In10

3]1110
S P> In2 +1

< p>10,96 b
Donc le plus petit entier nature] p te] que l UP—-ZI <107 est 11,



PARTIE A

1.

a. f0)=4

lim x—4x +4=4=£0)

)

b. lim

o 70

fr'est pas dérivable & droite en
“une demi-tangente parallgle & l'axc des ordo

a Limitedefen +o

donc fest continue 4 droite en 0.

i _ + 44
M:limx 4'\!; 4 = lim(l__.._f.l-—)z_.co

x-0 .y A

X

0 mais ( C) admet au point d'abscisse (,
nnées.

lim f{x)=Ilim \f;('\f;c —4)+4=+w

X+ @0 X0,

2 Afx=2

b. Vxe]0;+oh[,f'(x)=l—\l; = NE

Fi0)=0 < x=4
fi(x)>0 & x>4

Fi(x) <0 & 0<x<4.

fest donc strictement décroissante sur [0 ; 4] et strictement croissante sur

[4 ; +oof.
Tableau de variation de f
X |0 ‘:’r + o0
= - 9 +
4 | + o0
e E
0

c. Tracé de (C) ; voir figure.

e



- /b gesteontinue ©t ctrictement croissante sur [4 ; +oo [ et

8([4;+o ) 105 +oo [
& est donc un vijection de [4;+oo[sur[0;+oo[
Vye[0;+oo[,3!xe[4;+oo[tc]quey=x-—4‘\f.; +4.
y=x—4'\ﬁ t4 o y=(‘\[.1-c—-2)2

© \fy=yx2car\x-20

& \x=+p+2

< x= (Vy+2)

S gl'0)=p+44fy +4,
donc I'application réciproque g™'de g est définie par :
g () =x+a\fx +4

b. (C)et(C" sont symétriques par rapport a la drojte d'équation y = x dans

le repére orthonormé O, 1, v).
Tracé de (C") ; (voir figure).
A -fly-g')]=0

S (y-xtanx —4) (y-x—a+3 -4)=90
=N y’v+x2-zxy—sx-3y+16=0

& x2+y2-2xy-—8x-8y+ 16=0
On a ainsi établi I'équivalence demandée.

M) e® o  bomly-glen-0

y=fx)ou y=g"' (x)
M e(C) U (C)
M e (H).

@ +5'~2ab—8a-8b+ 16 =0

b'+a ~2ba—8b-8a+16=0
e

La droite d'équation y = x est donc un axe de symétrie de (E). -

b. M @ e (E)

0 ¢80 880 ¢

S. Soit A I'aire de cette partie du plan.

A =j4 O - 4x +4) g
0

X 8 4

=[?'5”‘/;+4x]0

8.
A 3



partie B
{. a. Sotme]-2;2[et M(J;) ‘

—> (-m-2 == (x-—m-—Z)
’ On a: ABn (Z—m) et A.M y
X —_— —
M (v)e (Ds) <> det (AxM, AnBn ) = 0

x-2-m —m—2
y 2-m
= (x-2—m)(2—m)+y(m+2)=0

< y=-'-,mt-+—%x—-m+2

—
—

=

(Dm) :y=£’_”§_-%x—m+2
b. (An) :y=x-2m

_m2
M@e On (M) & {y"mﬂ""’””

y=x-2m

= L
mi2

e 1 1
d'ott T (Z (2‘*‘”!)2;2'(_2— m)’) )

—m+2=x-2met y=x-2m



C

(D») st la tangente & ( C) au point T signific que :

2

o fe= (x-2)
f(i‘ (m +2)’) (ﬂ*{%_ )2 car m> -2

_ (m—2 )2 _(2-m)
L2 ) 4

donc Tne (C). (1)

Tm e (C)
)22

e OnsaitqueVxe]0;+o[, f'(x)= 3%;;2

n_@_z

1 ((m +2)z) - n2.
2

De (1) et (2), on conclut que (D,,) est la tangente a(C) au point To.
®):y=-x

1 _ :
TJ)( 1) est un vecteur directeur de (3).

Hai (g) est le projeté orthogonal de T,, sur () si et seulement si :

 (H, € (8)
—.——-_)__)

THuO

l

| —zl-(m+2)2
Ona:T,H, 1 '
b —z(m—2)2

{Hme(ﬁ)
i
TE . =0

-

b=-a "
@ a-§0m2)*-b+ym-2) =

167 E
Tal 1% W\



—_— ”
Ay

ey ’2) '
HmAu\m >

3. m=Y

e

———) oo
H’B'( 2m)'
On a?A, =FB, = HuAu=H,B, =\[n’+4 .

> —>
e*F\n . FBy =—2m+2m=0.
Do A HB.F est un carré.

3
Bl/z (0, E)

o (Ty)=(AyBy, )

J A):x~y-1=0

. %1 = DN (dy).
o Hy, est le projeté orthogonal de Ty, sur (3).

Partie C

l. a. Pquuel-l(b)estlcpro;dcm'ﬂmgmm]ch()sur!adrmte("),ona:

Heb
> 1
HM.Tl)-*Oavec_u)

He b
Ona: {5

{HM. u =0

(_1) vecteur directeur de (3).

b——a X aa'
{(x—a) v-b)= me(y_b}

@



b=-a
el b= _

b"--(y x)
=

a=- (x-y)
<= a+ 2(«"-}’)"'2(}' x)

= a+bi=5(x‘5'yx +'2"(—y—-x:)

. z-iz
& a+ bi= 7

Donc le point H d'affixe z —21 2 estle projeté orthogonal de M sur (3).

z-iz

b. d(M,(8))=MH =|z—zy4|=| z- =
d(M,(8)) = Z+IZ
2. a |22 (= |z- @)

= |z+iE|2 = 4|z - (2+2:‘)|2- Pbsons z=x+ iy avec (x,y) eR?;

alors z+izZ=(x+iy)+i(x- iy)
=x+y+i(y +x)
et z—2+2i)= (x-2)+ i (y-2).

D'ou l zHEl = 4|z - (2+2f')|2

< (x+ )+ +x) = 4(x-2)" Hy -2)°
& P -2xy —8x-8y+16=0

SM C) €(E). Donc (E) est bien I'ensemble des points M dont I'affixe

= lz - (2-!-21')'

veﬁﬁe,z;‘




b.

z+HizZ
2

/

=|z-@+20)| <

<

d(M,(0)) =
d(M,(8))

dM,F)
(E) est donc la parabole de foyer F ( ; ) et de directrice (6) d'équation : y =,

dM, F)

1

o)
I

/

10

s

LY ]

/ /

(C)

A
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E)(AN\EN 11 Sessron de Remplacement 1998
ST G e e , "o . Série C

— EXERC\CE1 _..:

l.l a. Pour tout point M du plan,
A =Mez=1(z+iz)+i-]

- iy=%(x+iy+i(x—i_y))+i—l

Sxty=g(cty=2)+ix+y+2)
(x=1@+y-2)
&> 9 1
=5&+y+2)

.

%(x—y+2)=0
=2 '

1
L'i(x—y+2)=0

&Sx-y+2=0

L'ensemble des points M tels que AM) =M est la droite (D).
b. Déterminons les coordonnées de M'.

XY = 2Ok iyt it )i 1

f+iy=%-(x+y—2)+-‘-i(x+y+2)

x= —(x+y 2)

= 1 d'oll M'(%(x+y—2);—;'(x+y+2)),
y=5k+ty+2).

Démontrons mamtenant que M’ appartient & (D).
Ona'-(x+y 2)— (x+y+2)+2=—1—1+2=0

Ainsi, les coordonnées de M' vérifient I'équation de (D).
Donc M' appartient (D).
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A :,;-(JC'*'}’"'Z)
; M(xJ M’ ;
o« Onasdim’ zl(x+y+2) |

o
d'ot MM'
%a—y+@

y

( :] , un vecteur directeur de (D).

—> > ] I
Comme MM u :“E(x—}’+2) +5(x-y+2)
=0,

Soit u

'_—> 3 4 "
alors MM' est normal 4 la droite (D).

e Caractérisons géométriquement £,
A tout point M du plan , fassocie le point M' tel que :

{M' appartient a (D)

—
MM’ est normal a (D).
JSest donc la projection orthogonale sur la droite (D).

2. a. z-2 “"[22 —z—-iz-2i+2]

=-2 [z—iz=2(i-1)).
b. Pour tout point M du plan,

Me(E) & ,z—l, =-i— ’z—iE—2(i—l)!
= ,z—l] ==21 ‘z—z’, d'aprés 2.a.

< MF=%MM'

MF ]
dMD) " 2
(E) est donc I'eliipse de foyer F, de directrice associée (D) et
d'excentricité :}i g




. a

L'axe focal (4) est la perpendiculaire & (D) passant par F. Une équation de

(A)estdelaforme: x+y+c=0 car T;( : ), vecteur directeur de (D)
est un vecteur normal & (A).

1
(A) passeparF(O) ydonc:1+0+c=0soitc=-I.
Une équation cartésienne de (A) est donc : x + y— 1 = 0.
Vérifions que les points A et A' sont des points d'intersection de (A) et (E).
11 5
: + — = — — 3 Y = — —
@) :x+y=1=0  A(333);A(5:-3)

LN ~ 23 '
7 75~ 1=0donc e (4);5 -5~ 1=0donc A’ € (4).

c.

%i—ll-——%‘—lﬁl‘:lz@

111 l 1 . 1 S e 2
2 5 51 —1( 1')—2(1-—1)\ =Z|2—2: =§[1—:l =)2£d0n0AG(E)
5 3

' 45‘?"% g o 111|6-65|=%ll—f1=%é

j =—32- -] = ?Az@doncﬁ\' e (E).




. Construction des autres sommets B et B' .

Soit Q le centre de l'ellipse (E), (A") I'axe non focal de (E). Q est le
milieu du segment [AA'] B et B' sont les points d'intersection de l'axe
non focal (A") et du cercle de centre F et de rayon QA.

. Voir figure.

- = = =
. Ona:GA-GB+GC= 0
dod AG = AC - AB = BC (en utilisar.! I'égalité de Chasles)

.....).
G est I'image de A par la translation de vecteur BC.
Construction de G (voir figure).
Pour tout point M du plan,

—_— — — —
MA- MB+ MC= MG
_— — — — — — —> =
MA+ MB -2MC = MC+ CA+ MC+ CB -2MC
— -
= CA + CB

i
= 2C] (I étant le milieu du segment [AB]).
Pour tout point M du plan,

Me© o |- [

& MG=2CI

!

(C) est le cercle de centre G et de rayon 2CI.
Construction de (C), voir figure.

d'otl ;

—> —

Donc 3HA+HB 2HC— 0

Ona:3+1-2=2% 0,donc H est le barycentre des pomts pondérés
(A!3) ’ (le) et (C:_z)




Autre méthode : On peut justifier que les points pondérés (A,3)
- 1> —
(B,1) et (C,~2) admettent un barycentre K et que AK = - AB-AC et

conclure,
. CeE(3CAY+CB? = k.

ABC étant un triangle rectangle en A,
BC?= AB? +AC? = 4a? + ¢* = 54,
CeE, & 3a* + 54 = kd?

& 8a% =kd
, & k=8.
Pour £ =8, CeE;
3MA? +MB2-2MC? = 84
<> 3HA? +HB? 2ch +MH2= 84

1= — | g ‘=W =P
HA’=|  AB-AC =—AB +AC*— AB.AC

2 4
1 =2 AB 1 AC
=4 (4a’)+a’ -0 (AB.AC=0car AB L AC)
=24
- - —>
BH = BA + AH
o A xR
= —AB + EAB——AC
1= —

— —>
BH? = % AB?+ AC’*+AB.AC

=%(a’)+a’+0
=22
—  —>
CH = CA+AH
__> 1= —>
- —
=_-;-AB—AC
i 2 - —>
CH?= i AB?+4AC* -2AB.AC
=4l(4a2)+4a2 - o
=5d"
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3MA? +MB? —2MC’ = 84"

& 3(2a)! 24 _2(54%)+2MH* = 84"
o 6 +2d* 104" +¥2MH’ = 84"

o MH? = 5d°
SMH=x/5 -
Puisque Ce(T"), alors (I ) est le cercle de centre H et de rayon HC.
Construction de (') ; voir figure. : '

/‘.-—"'—-—-—-..
4 \(T)
B
[ 1 NI \
\ /!: \-\_\
1 ah (©)
/ o
N 7
N A b
o

o
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PARTIE A
i
L a VxeR, f'(x)=mr
 VxeR, f'(x)<0 car ¢*> 0. Onen déduit que fest strictement

| décroissante sur [R.
b. lim (1+e)=1car lim ¢ =0
i D'ol lim f(x)=1.
ko lim (1+e") =40 car lim &=+
D'od lim fx)=0.
X +o

Tableau de variation de f

x - ' + o0
S'&) -
ol T

0

¢ VxelR —xeRR.

b I 1
i * VEER MO0y = st

I+ +l4e"
(e 1+ €

R R -4 b g
1+ teT+]
=]
stk
= 2><2

Le point A est donc centre de symétrie de (C).
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3. Uneéquationde (N est:y=f '(0)x—0) +f(0)
Onaf(0)=3 et/'(0) =~ . Do une équation de (T) est :y = —Sx+d

4. a. Calculons ¢@'(x)
VxeR ¢@=-7 7@

_ 1
a+ey "4

_(_s‘.’.’_)’ l .
“\1+e) 22

(€7 1\(£Z |1
1+ 2 )0+ 2

I Caital Vil Cila.d ) B
T 41+
Dot : VxeR*,p'(x) <0et¢' sannuleen.

Conclusion : @ est strictement décroissante sur iR.

Puisque ¢ (0)=0, ona:
V x €l-;0[, 9x)> ¢ (0) = o(x)> 0.
Vxel0;+o[, o) <g(0)= o) <0.

b. Sur ]~ ,0[,(T) est au-dessus de (C) car o(x)>0
Sur 0, +o [, (T) est en dessous de (C) car e(x) <0

c. Tracéde(T)et(¥)

(D

If
/
il
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+ Partie B

1.

a.

T.,:P> P

—

M M'/ HM' = - AN
T_y est la symétrie orthogonale d'axe (0J).
Déterminons I'expression analytique de T,,.

Soit (x,) et (x',y') les coordonnées respectives de M et M'.
Le point H est donc de coordonnées (0,y).

x'=mx
0 : { ' »
R y=y
Démontrons que Tn(€) c (€,)
Soit M un point de (€) et M son image par T,
xl

Jalx) =1 (‘—' ) par définition

m
= flx) d'aprés (*)
=ycarM e (®)
= y' d'aprés (*)
D'od M’ appartient & (€,). Par suite T, (8)c (&n)
Démontrons réciproquement que (%) < T (@)

Soit M' un point de (4.). Il s'agit de démontrer qu'il existe un point M
de (€) tel que M' = T, (M).

Par hypothése, T, est une transformation (donc bijective), il existe un
point M du plan tel que T,,(M) = M".
Il reste & démontrer que M appartient & (#). On a :
7o) =7 ) aapres (0
= fu(x') par définition
=y' car M' € (%a)
= y d'aprés (*).

Par conséquent M appartient 2 (€). On en déduit que (€m) © T u(Gn).
Conclusion : T (€) = (Gm).

Remarque : on peut raisonner par équivalence car T,est bijective.

(8-1)=T.(®)

(%.1) est donc I'image de (@ ) par la symétrie orthogonale d'axe (0J).
Tracé de (4-,) (voir figure).
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2. Pourtout (A,m) € R xR*,

I\) = r‘ fulx) dx
A

xim

.

em- | Lt
S I L
-A

i

_]_., x/m

A m i
I.(A)= 2\ =m : Tte™™

=2 A - m In(1+e*™]%

=2 A - m[ In(1+ ¢ ™) - In (1+ e ™)
=2 A - m[ In(e ¥ (1+ ¢ ™) = In (1+ ¢ )]
=2A-mlnc™

A
=2A-m —— A
Im(A) est indépendant de m.

Partie C
1. a. VxeR, gx)=1-f'(x)
e
= ] +_—"i(] +&) >0
g est strictement croissante sur [R.

lim g(x)=-ocar lim x=-w et lim fix)=1

X -0 X=} - X=» — @0

lim g(x)=+co car lim x=+c et lim fix)=0.
X=d+ O X=>+m L~»+ o

C. g est continue et strictement croissante sur R,
g est donc une bijection de R sur g(R) qui est R.

L'équation g(x) = 0 admet donc une solution unique o. 1 s'en suit que
I'équation f{x) = x admet la solution unique .

1 !
8(3)=0,19>0,g(5)=~0,12<0

a. appartient alors & 'intervalle [i- . Ji 1.




2. a. fétant contmue stﬂctement décroussante

' ona: f([- "]) [f(z)f( )]

¢<9 = qfe<3
= 1+4fe <4
> J(3) >1

Ly o 1 _
() =1m

al->0 = e >
' = 1+ 2

= f(<3

par conséquent /([ 3331)€ [3:4],

1+€°)2 +2 e (1+
b. VxeR, f"x)= —er(+(3+:‘)f .

_ =& (1+&H2¢"
S (14

" (e'-1

1 1 ,
Par conséquent, V x ¢ [-4- ;-2-],‘f'(x) 2 0.

X

B [
Y

S"&) i

/') J(3)
1 —




' Vxe[;li;

. B
%L-—f'(%) <-re <13
A
__.-—e—-'"'"""_"
D'oﬁ:Vxe[i';% , If'(x)l < (1+e%)2
/)

Avec lg calculatrice, on a : 1+ e%)z ‘

1.1 vale 1

Dou:Vxe€ [Z;El’ If(")l“< 4
Autre méthode (sans calculatrice) .
. 7

On @t étudier la fonction a définic sur [1, +oo [ par:a(x)= (1+x%)2

A (l—x%
(1474’

1x
Vxe [l,4o[, d®)= 7
Vxel[l;+o[, a(x) < 0.
a est décroissante sur [1;+

d'(;fl - a(e) < a(l) =%

1
Conclusion: VxE€ [-i- ;-;— ],lf'(x)l <2

D'aprés ce qui précéde et Pinégalité des accroissements finis,ona:

veeldil1, @@l <7l

Comme f () = o d'aprés 1.c.,onale résultat demandé.

1

11
. Ona:Uy = Z;er[z;-z-]

Supposons que pour un entier naturel n, U,€ [-‘1—1-;:-12—]. Démontrons qué
1 1
Up € ["4': ’2']
1 1
Onaf(U,) e [Z_;-z-] d'apres 2.a.
. 1 1
Dou U, € [E;E]'

Conclusion : ¥V nelN, U, € [-}{;%]



4, a.

- 1
r.. Enutilisany 2 « | et ce qui précede, on a :'f(Un)_ OLI < ZlUn—ul-

VneN, | f(U,)- aI < i—lU,,Hal

doi :VneNN, Un+|""'al < -i-l U,,—a,

c OnaIUo-al < -21- --i-
IUh*Gl< %

1) 0+ 1 1
on—aI< (Z) caone[:‘-;-i-].
n+l

Supposons que pour un entier naturel I U, —al < (i’)

4
Ona:lU,,ﬂ— al < *}‘-IU,,—G.I d'aprés 3.b.

1) 72
Démontrons que l Unii— al < ( —) .

D0 |Upei - aff < %x(%) N

1\ 72
Upsy - Cl.l < (Z‘) .

|
Conclusion : ¥V neN, IU,, - oel& (Z) ;

n+l _
lim (%) = () car0<l<ld'oﬁlim U,=qa.
4 n=—++o

n-r+w

. 1 i -2 n+l 2
b. VneN, 1 S 107 = 4510
= (7+1) logd > 2

2
= mtl > g

:_b ">log4—l = 2,32

= n>2732
p=3.

mu
.
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'Série C

b i

F‘.

'L’orientation des angles est donnée par la figure de bae.

a. ona:
MtA"'MB
Mcs(MIA MIB )=

(ST F ]

< gt

0

8 ¢ ¢
?‘h
[
?

(bta)+i(b-a)

2




b. Par le méme procédé on obtient :
(ct+b)tic—b)

o #] 2 : |
(d+¢)+i(d-c) |
- z= 5 |
(a+d)}+i(a—4d)
= 2 :
. c+d-—b—a)+z‘(a+d-c_
2. Levcctturmapouraﬁ-‘xcz3"zl=( 2 =

o T —> __(a.+d—-b—c)+z‘(a+b_d x
" Le vecteur N;M, a pour affixe 24— 22 = > d)

MiM; =)z 21| =5 (e +d-b-a) +(@+d-c~b)

MMy =|z 5| =5 V@+d—b-cf +(a+b-d~c)

=% \I(a+d_b-c)2+(c+d—-a—b)2
i |

Par conséquen.MlMg =M;M,. Les segments [M;M;] et [M;M,]ontla |
méme longueu. |

Par ailleurs,

=

e v I | | 1 |
MM, .M;M=E(c+d—b~a)(a+deb—c)+z(a+b—c—d)(a+d—0-b]i
MM Ml\fir='!'(c+;d—b_ +d—b 1 TV *UE

M. MM =% a)a+d- “’c)"Z(C+d"a"bxa+d"b_c)'f

donc les sgments [M;M;] et [M,M, ] ont des supports perpendiculaires

I Pour toufpoint M du plan de coordonnées (x,y),
16

la distarge, de M & la droite (A) d'équation x-731-

_16
X 3 est

I 16 1 :
‘x-ﬂ— 3| 3x+6|9*l=dlstanceOMesf ég leﬁW-
Me(E) o 25(x2+y2)=(3x-16)2

itii 1
Groi6f =3
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I T Y @
(3»-16)2 T 25 TdaM@)y 5

3
oM

d(M, (8))
(E) est donc T'ellipse de foyer O, d'exccntrnclté et de directrice
associée (A)

=-3—
5

2. a. OM= -s-l 3x—16| ¢

pu15quex<l§- > 3x 16 <0 donc OM = -'(16-3x)

b. x=0M cosf
donc SOM = 16 — 30M cos6

; 16
Par suite OM = 5430050

N\ &
- —>
3. Onames(i ,OM') =0+x et M' e(E)

16 16
5+3cos(@+7m) 5 -3cosd

d'ott OM' =

_1l6 , __16
b. ona Olcosd = 3 d'ou OI 3e0sd

1 1 _6cosB _ 3cosh 2
OM OM 16 “* 16 ~—OI
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Part.ic A

1.. fik)=xe"
a. lim fi(x)=0 lim f(x)=-o

X =+ m X =p= 0

b. ff)=e~xe "=(lx)e"
Le signe f,'(x) dépend du signe de (l—x)
Alors fillx)=0x=1,
Ax)>0&x<],
AER<0ex> 1.
; est stricttment croissante sur ] — oo ; 1[ et strictement décroissante
sur ]1; + oo[.
On a le tableau de variation suivant :-

X —CCI

S'E) s

0 /

-0 0

|

c. La tangente & l'origine est la droite d'équation y = x.
- Tracé de (C, )

¥
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2.. 8 VxeR f/(x)=nx""e*—y'e*=x""" e * (n—x).
' Le signe de /,' dépend du signe de x™' (1 - x).
Le signe de x™' dépend de Ia parité de n.

*  sinestpair, n—1 est impair et le signe de X" est cclui de x.
On obtient le signe de £;'(x) dans le tableau

x -0 0 n +00
2 - 0 + +
n-x| + | + 0 _
S'(x) o 0.+ B L

Jn est strictement décroissante sur ]— o ; 0] et sur (1 ; +oof et £, est
strictement croissante sur [0 ; »].

* sinestimpair, 71 est pair donc ¥™' est toujours positif.
On peut donner le signe de £,'(x) dans le tableau.

x -0 0 +c0
X! + 0 + +

n—x % + 0 =
J.'(x) + 0 + 0 -

Jn est strictement croissante sur - o ; n[ et J» est strictement
décroissante sur [n ; + oo,

b. lim f(x)=0 lim f(x)=-o
X =+ 0 I =
x — 0 3 +00
3'(x) + 0 + 0 -
27

) i T~

c. Latangente & l'origine est la droite des abscisses. Courbe de (Cs), voir
figure & la fin du probléme.

a. La droite d'équation x = 1 est une droite paralléle 4 (OJ). M et M’ ont
la méme ordonnée et le milieu de [MM] se trouve sur la droite

x +
d'équation x = n. d'ott ) ~=p >x'=2n-x,




xX=2n-x
-Ona: { y=y
M’ a pour coordonnées (2n —x, y).
b. M#y))eC, © IM(x;y) e (C,)M =5,M)
& xX'=2n-xety =f{x)
& y=fi2n=)
donc (C',) est I'ensemble des points M(x,y) vérifiant y = f(2n —x).

c. Voir figure.
J’b' /a(t) dt est I'aire de la partie @ du plan comprise entre I'axe des
n

abscisses, la courbe (C,) et les droites d'équations x = n et x = 2n.
sin<x<2n alos0<2n—-x<n

n
J 2x(f) dt est Taire de la partie @' du plan telle que : @' = S,(P)
0

donc Jﬂ g dt= J)f,,(t) dt car une syméirie orthogonale conserve
0 0 :

4. a. x€10;n], h(x)=In(g(x)) - In (f(x)). ,
¢ Commex € ]0; n] alors f£;(x) *0. Donc f, est croissante sur J0 ; n].
0<x<n & f0) Xfilx) <fo(n)

& 0<f(x)<ne”.
Par conséquent f,(x) est strictement positif sur ]0 , z].
La fonction x i~ In (f(x)) est bien définie et dérivable sur ]0 ; n].

¢ Commex €]0 ; n] alors 2n — x € [n,2n[. Donc £, est strictement
décroissante sur [n ; 2n][. ’
0<x<n i n<2n—-x<2n
& fu2n) <fu2n-x) < fu(x)
= @Cn)fe? <g(x)<ne”
. est strictement positif sur ]0 ; n]. Alors la fonction x - In(gx(x)) est
définie et dérivable sur }0 ; n).
Par conséquent A, est définie et dérivable sur ]0 ; n].
Ona In{fy(x))=In(x"e ")=-x+ninx
In(gs(x)) = In(2n —xY' & @7 =— (2n—x) + nin(2n - x)
dou h(x)=2x-2n+nin(2n—x)—nlnx

-2 +4nx -2 .
I(ZH—X) r

n
n—x

Flx)=2 -

B_
X




- 2(x — n)?
T
x(2n - x)
sixe ]0;njalorsx(2n-x)>0  don h(x)<0
X 0 n
ha'(x) -

o) ||y 0

h, aﬂmet pour minimum 0 , par conséquent
Vxel0;n] h(x) 0.

b. Vxel0;n AMx>0 > In(gn(x)) > In(f,(x))

= 8n(*) 2 fo(x)
dodVxelo;nl,  £(x)< g
c. Vxel0;n], fi(x) < Znlx)

n n
ﬁmd<J&mm
0 0
n
or J gx(?) dt =J‘2"ﬁ,(t) dt, dot le résultat :
n

0

n 2n

V ne N*, J H@®adr < J. TAt)dt .
0 n

Partie B

X
Fu(X)=Jﬁ(t)dt.
0

L Fu) =1, (x) sur [ 0, +o0 [ orf,

(*) 20 pourx e [0,+ o[, par conséquent
Fn est croissante sur [0, + oo [,

2. a Fi(x)= f‘r e dt. Posons u(t)=t et Y(t)=e"
0

Ona w(f)=1; choisissons v(ty=—¢"

X

alors Fy(x) = [ &™) " J' e dt =[~teJ)—[e7]]
0

Fi) = x e~ 41



X X
i b. Fau@)=| fou(@)dr= j (" e dt
§ 0 0
Posons u(r)=1"" et v(1)=e¢"’

& Ona u«'(f) = (n+1)". Choisissons v(t)=—~¢"'

& ';4-3* bl

X X
S =[=t""e™"] ot +1)f t"e”' di
0

=x" e +(n+1) F, (x).
d'ott Fpyy (x) = (n+1) Fa(x) —fr1(x) .

-l

f 3. Pourn=1,F(x)=-xe™ =™+l =1 —(l+x) ™ = ]“‘3”’(]"'%)'
‘__ 3 La relation est vérifiée pour Fy(x).
h Supposons que pour tout entier 1, F,(x) = n![1- ¢ *(1+ = ‘*":'2)'::' +. ‘;l;ﬂT )].
é Ona F,y(x) = (n+1) Fo(x) —fani(x). y
qf =D 7l [1-¢ (1+ +2'+ ot l)] —xX"e
= () [1- e " (1+= +;:: +. ...+ (::ll)!)]

Donc la propriété est vraie pour F,+;(x).
¥
Par conséquent : Vn € N* F,(x) =n![l-¢ (1+ +§-+ +F)]'

4. a. lim F,(x)=n! car lim -{T—e""=0

X+ x>t
L I
b. “"(1+ +§:+ + ')<]
d' o F,,(x)< n!
3 Partie C
| Fi 1. F,(n)+|“"f, () dt = J"ir;(r) dt =F,(2n)
1 n 0

or F,(2n) < nl d'aprés B.4.b.
doi Fy(n)y+ J’"ﬁ, di < nl
n

2. Ona 0<fnﬁ(t) at <Jjnﬁ, () dt.
0 n

p
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2n i r" i
0<Fp (n) < 2Fn(n) < Fn(n) + f ﬁ:{\‘) df‘ ;’JL

“In.--"
. dou 0<2F, (")<”l ) o
alors 0 <Fn(n) < -'2 i
- 52 .
_n n o n n_
Rempla® ons F.(n) par mll-e" (1+ T +2, T =9
on obtient : r
- n' n! =
0<n'[l e“(1+'—+5,'+ ...... ;1'!')]&13—-
2 3
oy |
0<1- e”"(1+ +--+ ....... ;’;—te:a
2 nn n
e"<1+1'+2l+ .......... ;Jée.
2
x=3

' TS
7 I I AN
e ‘/l
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Session de Juin 1999

| D Série ¢

| 1. Soit 2 I'ensemble des résultats. £ est 'ensemble des 6 faces du dé.
a. Soit P(B) la probabilité d'avoir une face blanche.

S —

b. soit P(N) la probabilité d'avoir une face noire.

': ____ _
N
—

2. Soit E I'ensemble de résultats.
E=0*; donc card E = 6*.
a. Soit P; la probabilité d'avoir dans I'ordre B)N,B et B.
4x2x4x4 8
pl = ——'gz—— = §-l- .
b. Soit P, Ia probabilité d'avoir une seule face noire au cours des 4 lancers.

Cette face noire peut s'obtenir au 1%, 2°, 3° ou au 4° laricer,
8 32

Pp=dx — =2=.

81 81

c. Soit Py la probabilité d'avoir une face noire au 4° lancer.

6x6x6x2 1
P3=———‘—-=

6 3
3. neN*
Soit F 'ensemble des résultats
F =(Y"; donc card F =6"
a. la négation de "au moins une face blanche" est "aucune face blanche",

c'ect-3-dire "quatre faces noires". La probabilité de cet événement est : (ﬁjn

6
ay"
n

e

e R G e ot o

b. P,>099 < 1-@30,99
P —(-3%)" »-0,01

> -
’
| I i 'r
- ~




2)" <10-2
= (3) <10

& nlr@-) <-2In10

—2Inl0
In2 ~In3
2 In10
In3 ~In2
< n2 11,357,
Le plus petit entier naturel non nul » tel que P, > 0,99 ett 12.

S nP

S nl

b. H(x)=0 & x=¢
Hx)<0 & x>e
RFx)>0 ¢ 0< x<e.
h est donc strictement décroissante sur [e ; + oo [ st strictement
croissante sur ] 0 ; e].
Tableau de variation de 4 .

x 0 e . +00
H(x) + D - _

o 7 T~

c. Sur[l;e], A est strictement croissante. Donc
V xe[ 1e], k(1) < kx) < he)
~2<hm<o

h(x) < 0 donc In x < i.
|

e R



e
2, Vn e[NI,,‘:J x(In x)" dx

1
¢
a. I, =f x(In x)? dx
1 _
Posons u(x) = (In x) et v'(x) = x

Ona u'(x) m% Inx . Choisissons u(x) =-§- '

: ‘ s

I =[—§-{In x)i:, ) —-J. x Inx dx
1 |

e? e
== -1 rinxdr.
1

' e
Soit J =J xInx dx.
] .
Posons S(x) = In x et T'(x) = x

Ona: S’(x)=%; choisissons T(x) = _ﬁ_ |

¥ ¢ fex
J—-[ lnx]]- zdt

2
]
e? ¢
_?_[]1
_eét et
28R
_e 1 :
I
_é &
Onadom:Ig-—z.—‘!‘—4




e
b. Iul-l"'lﬂ =J‘ [x(lnx)”” “X(lﬂx)nldx
|

e
mJ x(Inx=1)(Inx)' dx < Ocarx e [l;¢], Inx - 1<0.
I

Donc la suite (I,,) est décroissante.
c. Vxell;e],x(Inx)'20doncl,>0.

La suitc (I,) est décroissante et minorée par 0 ; donc elle converge.

d. D'aprés 1.c
Vxell;e],0<Ihx< E

0<Mx<£
e

0 < (Inx)’ ‘(i’)

+

0<x(|nx)"<

!
donc 0 < x(lnx)"dx<J —-dx
|

X' ¢ o i
o<hs [ap), s T
: en+2 - ]
(n+2)ed"  (nt2)e"
& 1 o e T
< = )
Sl n+2  (n+2)e e £
& 1
: < -
o« 0<L<in C(nt2)* e
R A . TR o R
a2 T (328 =

d' aprés lc théoréme des gendarmes ; lim1,=0.

n=t+ao

0< I, <
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Partic A
PosonsP(z) s —(6+n3 )2+ +4R[3)z-6-3A[3

Soit a une solution réelle.

P(a) =0 a’~(6 + A3 )2 +H(11+ 43 Ja- 6 -3Af3 =0
[a’—6a2+11a-6=0 (1)

~\B+&\f3a-3\3=0 (2)

Résolvons P'tquation (2) :

~\BE+4B3a-3\3=0 & F-4a+3=0
& (@a-2)-1=0
& (a-2-1)(@-2+1)=0
< (a-3)(a-1)=0
& a=3oua=l
1 et 3 vérifient I'équation (1) donc let 3 sont les solutions réelles de
'équation P(z) = 0.
Ona P(z)=(z-1)(z-3) (az+b)
=(Z-4+3)(azt+b)
= az’ Hb - 4a)2 + (- 4b+3a)z + 3b
Par identification
(fa=1

b-4a=-(5+:£) {a=l

3a—4b = 11+ 4i < lo==2-43
3b=—6-34f3
P(z) = [z ! “‘r\{;){z 2-13)
PE)=0 < (z=louz=3 ouz=2+AH[3)
D'oit Se¢ = { 1;3; 2+nJ'5}

2. a I(1) ;A0) ; B2+ i3) _

1A—|3-]|-—
1B =|2+ /3 -1] =| 1+ 3] =2
AB =2+ 5 3] =|-1+ 3 | =2

IA=1B=AB .
Donc le triangle IAB est équilatéral.




b BC 343
- - '
BG = -3 BC donc les points B,C et G sont alignés,

Autre solution
Soit zy I'affixe d'un point M.,

26—z _ 11+4nf3-2-1f3
2c—2p -1-2 “'iﬁ

2g=25 _ 9+3Af3
Zc-2z3 -3-Af3
M - _3 |
2c—2p
mes (BC,BG) = xn ; donc les points B,C et G sont alignés.
v (T AN e
c. Vair figure.

1.
3. F (3) et EFG est un triangle équilatéral. E G) ; G ( 4 \fé) .
Soit G' le projeté orthogonal de G sur (OD). ‘
G' est le milieu du segment [EF]. T ,l.
ona xg =11 '
+
donc 11 =£E2—x5 :
d'ou xp=15 i

15 — ' bt
ity " S
Partie B : s
I a un Segment et son image par une homothétie ont des supports
parallgles. | I
Or seule la droite (TA) est parallele & 1a droite (EF).
Donc I'image du segment [IA] par h est le segment [EF] |
b. 8i A([IA]) = [EF] alors h(B) =G et on a les deux possibilités suivantes :

\

h h
a— Y
I [F 1 JE
A |E IAF
B |G B |G
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C.

Dans le preiier ¢os, la droie (IB) n'est pas paralléle a la droite (FG). En

—>(1 — (4 )
effet IB (\6) , FG (4\/5) et det(IB,FG) # 0. Donc la seule homothétie

qui transforme IAB en EFG est telle que :
h)=E ; h(A)=TF et K(B) = G.
Le droites (BG) et (IE) sont sécantes en C,

_ - =
Soilk I rapport de /. Les vecteurs IA et EF ayant le méme sens, £ est positif

EF=|'5-7,=
1A 5]

Ona:k= 4

Donc h est I'homothétie de centre C et de rapport 4.

2. h=hCA);r=r0, Y. f=hor.

a.

b.

3. a.

b.

ML T

Le rapport @ fest celui de 4 c'est-a-dire 4
L'angle de f'st celuider .

. Il a-done pou’f mesure %’3 ;

r(D=A A
r(A)=B donc r(IAB) = ABI

rB)=1 = IAB

or i(IAB) =EF5

donc f (IAB)=EFG

h™" a pour rapport ;1;-

Soit a le rapport de la similitude directe g
mesuréd'un coté e EFG 8§
mestreduncoté e 1aB ~ 2 4

h”'og est une similitude directe qui a pour rapport 1.

C'est donc un déplacement.

g(IAB) = EFG d'aprés I'énoncé. Or #”'(EFG) = IAB

donc 4 'ogTAB) = IAB

La seule translation qui laisse globalement invariant un triangle est Id,,
qui est une rotation. |

Donc /™'og est une rotation qui laisse globalement invariant le triangle IAB.
Les trois rotations qui laissent globalement invariant le triangle IAB sont :

* La rotation de centre O' et d'angle %’r—r c'est-a-dire r.,

. 2 e
*+ Larotation de centre O' et d'anglc __3_1t c'est-a-dire r~'.

¢+ L'identité de 9.
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¢. Wlog=ROUIRe {ld
¢ g = hoR
d'od g = hold,= h
ou g = hor =f

a1 d'aprds co qui préedio),

oug=hor'=y"
d. f'=hor
f* a pour rapport 4 et pour angle — 2K
f 3
4 ~ ) i
Il |F
A |G
B [E
Q [Q
K [K

a. K est le milieu de [IA}; son image K' est donc le milig de [FG] car une |
similitude directe conserve le milieu.
e N I
b. mes( QA ,QG ):—3— [2r]
=
E €[FA) Donc (FA,FG )= (FE, FG)

FEG est un triangle équilatéral de sens indirect. Don
=

mes (FA , FG) = mes (FE FG)=-§-
N\
vl =F  Sn

mes (FA , FG) =3 [2n]

T —————y S ——yr-

= +-23§ [2n]
=, =5
mes ( QA , QG )=mes (FA, FG) +  + 2kx
donc les points Q, F, A, G sont cocycliques.

C. On démontre de la méme maniére (voir b) que les points , F, KetK

?f sont cocycliques. '

1 d. Les deux cercles passant respectivement par Q, F, A, G et Q, F K, K
Sont sécants en Q et F or, F n'est pas invariant, donc € est le point

| d'intersection des deux cercles différents de F.
| s. E
On a: fl( i ) =G
:i J'(A)=E
t S'B)=F

i, q 201 | ‘ i P




Soit 2 = az + b I'écriture complexe associée a f".
Déterminons a et b

zg=azy + b

Zg = azy +b

I]+4r\ﬁ atb
=3a+b

2a=-4- 4;\/‘

a=-2- Ehﬁ
b=1|+4}\5 a

b= 13+6hﬁ

= (<2203 )z +13+6A3

. Lecentre Q' cef* a pour aﬁ'xe——._;

b 13+6Y3  (13+613)3 - 2n3) _ 75873
21

l—-a 3+243 9+4x3
75-8
“ 21
o -L_t (! 1
Fa
4 LY a
va @4V N
2 i Y \\ \,\
A i % ~~— Y% S
P o g i / N N\
| - ‘yK \
AP Vi ] \
[ /1~ ., / / LA \
B y 7P ¥E&
wd ,/?} p X
J /’/ / ] 4 ] \\
i - 7 ]
20z Zd B/ e N F
S| - <]
| § 1~ 7
& N A /
A N . » ’7" il
T 1 N 7 b
/w- i 3
\ 7
1 \\‘* »d ,Jr
\\ Hh’"-—-.. | et /
N i
X, /
N v y
< At
e P =
\_\4 -f'|’
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1. 4=1(7];4'=4[7];4=2[7]; 4=
Par conséquent,

si n=0[3] alors 4" = 1[7].

sin= 1[3] alors 4" = 4[7].

sin=2[3] alors 4" = 2[7].

1.

En conclusion, le reste de la division euclidienne de 4"

1 sin=0[3],
4sin=1[3],
2sin=2[3].

1999 =7 x 285 + 4
1999 = 4(7]

. 199912 = 41317

or 132 =0[3]

par 7 est :

'ar‘}est 1.

donc le reste de la division euclidienne de 1999'32

c Ap=123%4 123% 4 123% 4 123% 4y 3%
'123=7x 17+ 4 donc 123 =4[7]

par conséquent, - M
Ac=4'+ (4 + (@Y + @ + @y
1% cas : si k= 03] alors 4 = 17}

donc A*=1"+ 12+ 13 4144 1°[7]
Ae=5(7).

2% cas si k = 1[3] alors 4 =43]
donc A, = 4' + 42 4 43 +44+45[7]
A;EG[?] .

3% cas si k= 23] alors 4* = 2[7]

donc Ay = 2" + 2 4 93 +24 4+ 25(7)
Ac=6[7) |



Le reste de la division euclidienne de A, par 7 est :
o - S5 k=[]
o &sik=1[3]ouk=2[3].

1. fi®x)=x-nlnx

lim f(x)=lim (x-nlnx) =+
x—=0 x=0

x>0 x>0
. Inx
lim  f£(x) = lim x(l-g“x—')=+°°
X=tm e R
car lim l—nx--"=(]
X =+
- : n
2. Vxel0;+of, j;,'(x)-——-l—';
_x-n,
x

3. fix)=0 <&  x=n
fix)<0 <& 0<x<n
x)>0 &  x>n
Ja est donc strictement décroissante sur ]0; n]; et strictement croissante
sur [n ; +ool.
Tableau de variation de f.

X 0
fr'(x) — l

+ 00
Ja(x) ™ n(1-In(n))—T" R

L

nO——u -

4. fa est continue et strictement décroissante sur J0 ; nf, et
Ja (105 n0) =In(1~In (n)) ; +oo[
J réalise donc une bijection de 10 ; n[ sur Jn(1-In (n)) ; +oof

0 appartient 4 I'intervalle [n(1-In (%)) ; +oo[ car n(1-In (n)) est strictement
négatif pour tout »# supérienr ou égal 4 3.

Donc I'équation x € 10 ; n[, £;(x) = 0 admet yne unique solution a,,.




Si(1)=1

ﬁ,(e)=e—netc—n<0

donc /(1) x fu(e) <0

pal' suitc 1< a,<e

‘I

6. _ﬂ,ﬂ(am-l) =0
Ay — (1 +1) In(@ni)) =0
apn = (n +1) In(@nsy) _ )74
Ji@n1) = Qur =1 (an11) VS N
=(n+1) In(ap) -nIn @,,) “—
=(n +1-n) In (@n;)
= In (apy)

In(@ns1) = fil@n1)

bed

|

. f;;(am-l) - f;:(an) =ﬁ!(an+l) C'ar_ﬁ,(a,,) = 0
d'apres 5., an € ]1; e[ d'oti In(a,.,) >0
par conséquent .ﬁi(aml) >.f;r(au) carj},(a,,ﬂ) =In (gnﬂ)
d'ou a,, <a,
La suite (a,) est donc décroissante.
) 1
8. La suite (a,) est décroissante et minorée par |, denc elle est convergente.

9. DaprésS. 1<a,<e orf(a,)=0= a,— nin(a,)
c'est-a-dire a, = n In(a,)
donc 1 <ag,<e
1<nin(a,)<e

I e
- <In(a,) <—
n (an) n

i0. G; <In(a,) <% ) < e"<qg, <’

=lim £ =0

n=+w

. | 1
e"=1car lim -—
n—+o ns+e

lim " = |im

LR -]

donc lim g, = 1 (d'aprés le théoréme des gendarmes).
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PARTIE A

1. Une similitude directe conserve le rapport des distanccs ct 'angle orienté.
Par suite I'image du carré OIKJ par S est le carré OI'K'A

2. Construction des points O, I, J, K, I', K’ (vonr figure).

3. Les points I, J et A sont alignés. Donc leurs images I', A’ et A sont alignés
car une similitude directe conserve l'alignement.

4, S
Vel
O|O
I 1A
I|r
K|K
AlA

La similitude directe conserve le rapport des distances. Donc

OA' _ AKX

OA AK°

Démontrer que OA' = A'K' revient & démontrer que

OA= AK

La droite (IJ) est un axe fle symétrie du carré O T K J.

C'est ia médiairice du segment [O K]. A appartient a la droite (1J) donc
AO =AK. |

Par conséquent OA' =A'K',

Partie B

1. K a pour couple de coordonnées (1;1) donc l'affixe z, de K est 1+ i
2. soit (x,) le couple de cocrdonnées de A dans le repére (O,1,)).

— ((x— — (-
Z(5) 3 ()
¥y 1
— —>
Ac(l]) < det(IA,I1)=0
& x-1+y=0
& y=1l-x
a=x+iy
= x+i (1-x)

ia+1=ix-(l-x)+1
ia +1= x(1+i)




3

L.

Un argument de 1+i est 7. Un argument du réel non nul x est 0 ou +r selon

BN

e signe de x.
(x#0 car A#J) ; par suite un argument de x(1+) mt% o %’E 'est—é—dire-g ou ---3-4E .

Dongc il existe un argument de ia+1 dans la paire
n _-37

33 r

Considérons la symétrie orthogonale S, d'axe (1J].

Say
4
O|K

J 1]
AlA

-
Ona (OJ,0A) = — (KJ,KA)

5,

= (KA ,KJ)

car une symétrie orthogonale transforme un angleorient¢ en son opposé.

_}
Le vecteur image du complexe a — (1+i) est KA.,

-5 = — — - —
(OLKA ) = (JK,KA) (car OI = JK)

N ,
S5 S
(JK,KJ) + (KJ,KA)

D

Pating

= (%) (KAKJ)

N
o~ = —>

= () «(0J,0A)

S’

P e T e <
= () H0J,0A) « OI,0A)

P

—> —>
= (n) + (O1,0J) (OI,0A)

- —> P14
mes ( OI,LKA) En+§-—a [2x]
Ea-’zf-a[zn]
E—%—apﬂ



donc — -’25 _ o est un argument du nombre complexe a —(1+ ).

PARTIE C

{. SO)=0etSU)=A.
Lécriture complexe de S est : z t=z+pou t € C*
Cna: |
0=0+p p=0
{a=t(f)+pc° {=—r‘a
doncz'=—-iaz.

2. K'=S§(K)
K = ia (1+i)
A'=S(A)

a=-—1Ii

L a
s u=k-(1t)
= —ia (1+§) = (1)
=(1+i) (= ia-1)
=—(1+i) (ia+ 1)

f 19 T

arg (¥) =3 +7 +Z 2]
< ou
arg () s-’i‘— +7 —-3:1’3 (2]

arg (u) = 323 (27]

ou

arg ()= 5 [27]

arg ()= 5[]
donc z est un imaginaire pur.
= y=da-k
= — id® + ia (1+i)
= — ia (a— (1+0))




n n
arg(v)E—'i' 4"(1—-5 ~ o [2n]

arg (v) = — 1 [2n]
donc v est un nombre réel,

b.  estun imaginaire pur donc (KK') L (OI), .
v est un nombre réel donc (K'A") // (OI) donc (KK) L (K'AY),

par conséquent les vecteurs KK' et K'A’ sont orthogonaux.
4. On sait que (KI) L(OI) et que (KK") L(OI)
Donc les droites (KI) et (KK') sont confondues. Par sconséquent les points
K, K' et I sont alignés. .

On sait d'aprés 3.a. que les vecteurs KK' et K'A' sont orthogonaux, c'est-
a-dire que les droites (KK") et (K'A") sont perpendiculaires en K'. Donc K’
est le projeté orthogonal de A' sur la droite (KK') c'est-a«dire sur la droite (KD).

5. Construction de A'
On sait :
- daprés A.3. que A' € (AI") .
— d'aprés C.4. que (A')K") L (KK")
A’ est donc l'intersection de la droite (AI') et de la perpendiculaire a Ia
droite (KK') en K'. -

= ]
K'A'

6. On sait d'aprés A 4. que OA™="AK" donc

M =]
d(A',(IK))
donc A’ appartient a la parabole de foyer O et de directrice (IK).

c'est-a-dire

PARTIE D

I Laxe focal de (T) est la perpendiculaire & la droite (IK) passant par O
cest-a-dire (O). |
Le sommet de la parabole est le milieu du segment [O1].

ddJ,o

dO(K) T
donc J e (T),

[209 ] S

b
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Construction de (I")

.Q\
A' K!
A \
\ K
¥ I'
L
i
47
ol
(T) !
|~
/.J" [
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=1-(g(0)-g(-1))

4

Calcul de K
coS X

VxeR, (gosin)(x)=g(sinx)xcosx= T 7
= cosx x g'(sin(x))
. = (gosin)'(x)

d'ou K = [(gosin(x)]"y
= (gosin)( g) — (gosin)(0)
= g(1) - g(0)
yi

I. 1l yadans l'urne, 5 boules rouges et 10 boules blanches. Le nombre de cas
possibles est donc C ]4 s

C/=1365.

L'événement A est réalisé si on tire 2 boules rouges parmi 5 et 2 boules
blanches parmi 10.

Le nombre de cas favorables & A est donc Cg X C!%

5 . d
ijClO-—4SD

_ 450 _ 30 )
P(A)=T1365 = 9 :

1l est plus aisé de calculer la probabilité de B en passant par le calcul de celle de B.
i’: est I'événement : "n'obtenir aucune boule blanche"; c'est-a-dire "obtenir 4 boules
rouges".

Le nombre de cas favorables a B est C;.

Ci=5.
— 5 1
P(B)",lzss T 273
P(B) = 1 - P(B)
_ 212 I




PB) = 573
9T
T273

Le nombre de cas possibles est C;n

C2 3n(3n-1)

3In 2
On obtient deux boules de méme couleur en obtenant soit 2 boules
rouges parmi n soit 2 boules blanches parmi2n».

Le nombre de cas favorables a la réalisation decet événement est C + Czn

n(n-1) " 2n(2n -1)
D

C;+ Cz"n =" >
2 2 _ n(n=1)2n2n-1)
Cn+C2n = 5
_ n(5n ~3)
2
2 a2
C+C
dioit : P, = ——==* PR
G ~
3" . “H“‘""“—a._k
__5n-3
3(3n-1)

P, étant une probabilité, alors elle est inférieuriou égale a 1
La suite (P,)» >, est donc majorée par 1.

Sens de variation de (Pp)r »2

Considérons la fonction f dérivable sur [2 ;+oo| et définie par :

_ 5x-3
7O =360

Vxe[2 o[, f'(x)=

12 __ 4
9(3x —1)* 3(3x -1)
Vxe[2,+o [, f'(x)>0. :
Jfest donc strictement croissante. Par conséquent,
Vnel, n22, fntl)>fin);
c'est-a-dire P,,; > P,,.
La suite (P,), » 2 est donc strictement croissante.
Autre méthode : on peut étudier le signe de P,y ~ Py
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¢. La suite (P,), > est croissante et majorée donc elle converge.

lim P,=lim Ax)
='lim 2t
x—)+m3(3x—1)
5

— &
— —

PARTIE A

1.

' On désigne par zy l'affixe d'un point M et par z» celle d'un vecteur ¥/,

MoM,
v =1
k T e TP R Y
msS (MM, ,M|M, ) =arg Zvy— Mg ) {2x]

=arg(~)  [2n]

d'ol arg(%;) =0 2a] (1)

- —>
” M,le =r| MM, ” = vll =r|vo|
N 136 =r (2)

de (1) et (2), on déduit que :% =re'®

Donc v= vore’

Par conséquent v;= re'°

car yp= 1.




0. mes (Mo oM MMy arg (22) o
s 0 [2x].
D'oi arg (%):9 2r] (3)
Or M:-PJI:, =r| M::,_ﬁ, ,donc d
|y,,| =r|v,,_';| et par suite :11 =r (4)

De (3) et (4) on déduit que : -i’—— =re'®
-1

On conclut que v, = re '%y,_,.

La suite (2,) est une suite géométrique de raison re

b. Ona:VnreN, v,=re' ™y
=r"e'"® car =1

3. Voir figure.

Partic B
1. 2p=0car M, =0
uw= 1 donc z, -z =1
Par conséquent z, =1
v = re'®
= z3—zy donc z;=z,+re'®
z,= 1+re'®

2, Uh=Zp—2,
vﬁ“l = zn_ Zn...I
un-z = z”-] — Z,,_z




4,

En goutant meir oo 0 ...oioo
Zn =VO+ z}z +ttou-o+yjj—l

z , et la somme de »n termes consécutifs d'une suite géométrique de premier
, on a donc :

terme let de raison re'®

Tt [fem}"

. "1 s ol dessus, on obtient :
Vn 2l

Vnzl, z,.= —— car@e R-{kn, keZ}
I_’ﬂeina
T l-re®
]_r)reine
& 2T T pe® .
1 Pe'n®
T lere’® T 1-pe'®
. 1 ’,.em'e
dou.z,,—l_re,-e——l_refe
b
] Y
vent - =
par conséquent | z, - l]—re’el

Ona lim /=0 car 0<r<l,doi:

H =+0

]

re'®

lim =0.

n—=3+m

Zn

b. Ona:lim |z,—o|=0 daprésd.a.

nore

c'est-a-dire Iim

Ja-o

ﬂ. VRE N*, Z,,.= ZH_OJ

rnefn,e
|—re'®
b ' " rn—lel(n-l)ﬁ
. Z,=rée |- '
n l_re:B

= re’ y A

Posons @ = re®

, @ est non nul.

2

s~ ot

16 [3




1 existe donc un nombre complexe non nul a tel que :
YnelN¥ 2, =az

Dc lléga'ité z'ﬂ =a z'l"'-l ,ona z,—w= re’a( Zp-1 — m) leﬁfest la
similitude directe de centre Q, de rapport r et d'angle 0. Cette similitude
transforme M,..; en M,,.

Il
e
|
. /—"\!
N —
+
oy
5]
S

]

\2
. ]
B 1 1.
I—2+2z)
_ b
I_1.
2 2
=1+

o = 1+ ; donc Q(1,1).

n
_ 4
De l'égalit¢ AM,.;) = M, , on déduit que le triangle QM, M, est
. rectangle isocéle en M et dc sens direct. _

fest la similitude directe de centre Q d'affixe 1+7, de rapporté et d'angle

’
i — -

e e L



Mg

M;

S

Bl

M,

B

.Ml .

Mg

Ms
M;
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. Me@®) o [MA+MB=[MC+MDI|

lomi [|= [m) |
o  Mi=MJ

(E,) est la médiatrice du segment [1J].

2. G appartient a la médiatrice de [AD], donc GA =GD.
G appartient a la médiatrice de [BC], donc GB =GC.
Alors GA* + GB? = GD* + GC2.

3. a. G e (E;) donc (E,) est non vide.

b. M e (E,)

=

t 890

¢

MA? + MB?= Mc2 + MD’

(MI+IA) +(M[+IB) -(MJ +.iC)+(MJ+JD)
2 M+ 1A+ IB’—ZMJ’:JC’H’D’

2
2(M12 MJI) _D.C__AZB .

(MI+MJ). T = 1 (DC’-— ABY)

B
'



— — |
& IMO. JI =;:-(DC2—ABZ)

_ —> | 2 2
< OM. 1 =2 (DC*~ ABY)
— —

Par conségquent 1J .OM est une constante réelle.

. e A4 | &
Comme G € (E;), on peut aussi écrire 1J. OG ='8-ﬂ)C‘— AB?)

- = = >
AlorsM e(E,) &  11.OM= 11.0G

- - —
=3 1J (OM-0G) =0

-ty =
= J.GM =0

—y —p
M e (E;) < 1J.GM = 0. La droite (GM) est donc perpendiculaire a la
droite ().
Par c%nséqumt (E2) est la perpendiculaire & la droite (1)) passant par le
point G.




1 fennl = VB o] VB doifiren] =|remzy

3.

l'_Jl

gz =020 _i(2+5) . @ g
ZCL‘L—-ZB 5+ 50 ~—2+Si —z—-cosz+zsm§'.

. le__ ZBI = lzc— ZBl < AB = BC. Donc ABC est un triangle isocéle en B,

Zp—2 x —

fsf 8 —> —
Un argument de o est ¢gala 5. Donc une mesure de l'angle ( BC,BA)

est égalc a !‘2_ . Par conséquent ABC est un triangle rectangle en B,

On peut donc conclure que ABC est un triangle isocéle et fectangle enB.

a. S
~—
AlA |
B|C . \ :
, AC AC _
LerapportdeS&stégalaAB, AB —\ﬁ.
. o —

—> —
L'angle de S est €gal a 'angle (AB, AC) ;

zc—zp 3+Ti 294290 . T,. . .N
zB—zA_S-I*Zi— 29 —I+z—\ﬁ(cos4+:smz)'

A

. rralew o Py
d'ott Mes (AB,)AC) =g

S est donc 1a similitude directe de centre A , de rapport \ﬁ et d'angle% ’

b. §
"

esll@llvelip2
O >

AC = AB\J2 . Or AB =BC, puisque ABC est un triangle isocéle.

Le segment [CE] est I'image du segment [BC] par la similitude S, on
peut écrire alors que CE = BC\[2 . D'oit CE = AB\2 = AC.

Le triangle ACE est un triangle isocéle en C.

T m
Comme S est une similitude directe d'angle ik on en déduit que
e

- — g
mes (AC , AE) =7 -




X

n C ou les angles a la base mesurent p

ACE est donc un triangle isocéle €

ACE est donc un triangle rectangle. , )
D'od ACE est un triangle isocéle rectangle en C. De la méme fagon, on

peut montrer que AEF est un triangle isocéle rectangle en C.
Cela permet la construction des points E et F.

S

i
Ay 1A
A A
A, | A
Ay Ay
Ay | As
Ani | An
An A
: | Za, — 22 =| zc-z,\l = AC ='\FS§ ‘

R = 2ay - 2] =2 - 2 =BC = AC =53

. A A, A;est letriangle ACE. On a montré qu'il est isocéle rectangle en C.

D'aprés la similitude directe S :

Zans — Za = (Zan — 22 € = (1 + 1) (2an — Z)

d'olt Zary = Zan T Zan— 24 = (1 + 1) (Zan — Za)
Zanel = Zan = 1 (Zan — Za)
—_

' —_— —> '
alors | Zam1 ~ 2| =|2as — 2| et mes( AA, AvAna) =7

- ce qui démontre que AA, = A, Apy et (AA L AsAni)

AA,A,. est un triangle isocéle et rectangle en A,.

Ry =| Zamst — Zan| = AnAui = A Ar =2 A Ay =\2 A,
car AA,_; A, est un triangle isocéle en Ap.

R, ='\ﬁRn-l-

" Par suite, R, = \ﬁRH. D'olt (Ri)n e pe €St Suite géométrique de raison '\ﬁ

(R 1) nene €St Suite géométrique de raison /2 dont le premier terme
R, vaut “\] 29.
D'od R, =R ({2 )"

R,=\B2)7 .



PARTIE A

i a lim /&) =0car lim % =0

X=—b+ o0 X =pt+ 00
limf(x) =~ carlim 1-x=+w et lim &' = +oo
X =p— ) X ~p— X =>4+ 00

b. VieR f'(x)=e""*~xe"™*=(1-x) ¢~
Le signe de f'(x) dépend du signe de 1-x car ¢'* > 0

rel + o0
| . |
P / \
— w | ’ 0
¢. Tracé de (%)
Voir figure.
' 2." @ g(x) #xl e“—:l

- six € ] —0 ;0] alors g(x) =-x €'~
six e [0; 1] alors g(x)=x &'~
six e [1;+oo[ alors gx)=xe""
b. SurI'intervalle [ 0; 1], (%) = (@) car g (x) = fx).
Sur fintervalle ]- co ; 0], (%) est le symétrique de (%)) par rapport & | 'axe
des abscisses car g(x) = —f(x).
¢ Vxe[l,+o[, H(x)=(1+x) &". Alors V x €[l,+ [, #(x)> 0.
Donc 4 est strictement croissante sur cet intervallé.




e (0)-0
lim Mu"" lim-e' " *=~¢,

x 0 X =0
d'o 2 est dérivable & gaucheen O ctona g, (0)=-ec.

R(x) ~g(0) _ . -
= lim e "= ¢,

lim

(% tﬁ ’ \-&0
don g est dérivable & droiteen O on a g (0)=e.gn 'est pas dérivable en 0
car 8 8 (O) *8 I.|(0)
e g()=1L
e o
llnl M: ]im xe I
¥ X= x=1 * =]

posons = x —| ,alors
. g-g) L (u+De'-1 _ . N . e'—l
lim l = lim (_ ) = lime"+——=2 car lim—— = 1.
x;ol X = ] ;00 u . u—->0 u—0

g est dérivable a droite de l Lt ga(1)=2.
glx) —g(l) _ hmxe"

lim
x X x=r x—1

posons u =1-x
"
hmM—l = lim L—IO—‘-?——— Ime“+—-—]-=0 car hm——l- 1.

.r-vl n-»O =0

g est donc dérivable & gaucheen 1 et gy (1)=0
g 1) =gy(l)doncg n'est pas dérivable en 1.

. —
g'(x)
' 400
g(x)

f. Voir figure.




partic B

n

.. € 2
lim fn (x)= lim -;-nxe

X t+@ X+ U=+

nxy __ 2 - L
=0 car limnxe "*= limue =9

1.

3. lim fn (x)=—c0 car lim "(l"x\)=+ooct lim e* = + oo,

lim L&) - lime"™ Y=+
oy X Aeh =09

donc (¥,) admet une branche parabolique de direction o).

3. a. VxeR, fi'(x)=e """ — nxe "1=9
= (l-nx ) e """
b. Le signe de f7'(x) dépend du signe de 1- nx

o1
H(X)=0 &six= o
, o1
f,‘,(x)>0,<:>51x<n,

f(x) <0 <::>six>%;

d'ou le tableau de variation

X — 00 1/?1 + o0
fr'(x) 4 0 -
_1_ en-jl
n
%) / \
— 0

C. fx)=x o x(1-e""?)=0
T & x=00u 9=
< x=0oun(l-x)=0
& x=0oux=1
S ={0,1}
d. D'aprés 3.c, £,(0) = 0 et /(1) =1 donc les courbes (@) passent par les
points 0(0,0) et A(1,1).
b I () ~fix) = x 5 1)
e o150 >
& 1=-x>0
’ <> x<] ‘




[ x — o0 0 1 + o0
X - 0 . *

e -1 a8 e 0 -

(%) —fol) - 0+ 0 -

Sur ]"’ o0, 0[ U]|,+°9[ (%*l) est en dessous de (@n )
Sur J0 ;10 (%) €5t au-dessus de (%, ).
(%)) €t (&) 5€ coupent en 0(0,0) et A1, 1).

5. Tracé de (%)

o o
6. a. I(a)= | )‘},(x)dx=J" x & dx
J0 0

Posons u(x) =x et J(x)=¢&"™

Ona #(x)= 1; choisissons #{(x)=— %r A,

a
O o Y
- 0

I{o) = l-‘:-:- e"‘""—_;l; e"("":l:

= 2 -0y _ 1 a0-ey ]
nen ?e" +?€".

b. lim L{o)= ;':'53",

A +@
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PARTIE A
1. Rapportons le plan P 4 un repére orthonormé (O,L,)).

Soit@={Mx)‘59’/0<x<1et0<y< 12}

X
Pour tout point M (y) de @,

0< x<1 0<x<|
M@e@@ . 10y = 0<y

V< 1= X +)2< ]
J
D
Jo est I'aire d'un quart du disque unité.
0 I

-

Yo=7%

¥

2. Soit u la fonction définie sur [0;1] par u(x) =1- x°

Ona:Vx €01, x\1-# =2 (2917

i
1, !
=-75 w(®)[ux) *
Une primitive sur [0;1] de la fonction x - x4/1- x* est donc la fonction
X -z (1-x2) g

1 1
OnadoncJ, = Jx‘\fl-xzdx =_.|:§(1_.x2)3'2]0
0

4 I
'

J|=



1
I, = J (1= n 1-x* dx
0
|
{'mmj TR s
0 0

=Jo—Jdi
n 1
43
Posons fix) = (1-xpnf1-x" et (C,) sa représentation graphique dang |¢ ;.
orthonormé (O,1,9)- repere
fest positive sur [0;1]

donc I, est l'aire de la partie du plan comprise e
I'axe des abscisses et les droite (C))-

s d'équation x = Detx=1.

1
3. a. V nec IN*, Jn+1".[n = x"(x -1 ]"x2 dx.
0

Vxel[0;1],x"(x1 1-x* <0
doti : V n € N¥ Jon < J, (positivité de l'intégrale).
Donc la suite (Jn) nen® est décroissante.
b. Vxel0;1], x"\[1-* > 0 donc J, > 0.
La suite (J, Jn e, €tant décroissante et minorée par 0, converge,

‘ 1 1
VneN*1, =J \1-¢ dx-—J 122 dx = Io-l,.
0 0

| La suite (I,) nene €St donc convergente car (J,) n ey« l'est.
4. a. Pour tout nombre réel x de I'intervalle [0 ;1] et pour tout 7 de N *
0<x<] =>0<PE<] ’
—_-1<=x*<0
=0<1-¥< 1
—0<l-¥*<lorx' >0
donc 0 < x"/1-* <x";
1
par conséquent 0 < J, < J' x "dx
3 0

1
1
b. J x"dx=;——,nonco.gn<_i_ -

0 +1 n+l
: 1
De plus ,I,Tm;-'*'_l =0. D'ol ’I,iinm J,=0

Sachant que Vn e N*, 1, =J,-J,,onalimI, '"-Jo:lr"
" —p4c0 4




Partie B
1. a. Vxel[0;lf, ﬂx):-%(l_x:!)yz‘

vx=x\1-x  (voirl.] )
|
b. Vu23, ), =J o \Jl_xzdx
0

. _
=J % xA1- x% dy
0

posons u(x) =x"""; et J(x)=x\[1- 22,

ol — Lo n-2 A e M 1
Ona < u'(x)=(n-1)x ,ChOlSlSSOﬂSv(x)——-i(l—xz)'\,]_.xz.

1 2 il '
1, = [_ 24 (- x)\1-x :|+—”3,—1~ﬁ X (1= \1- 2 dx

n—1

1 1
= [Jo f"lel—xidx—Jo X\ 1= dx ]

-n-1
—’.%— [n-2-1Ja]donc 3),=(n-1)J, , — (n-1)J,

I

. @Gtn-1J, =@ -1)],
douVn23, m+2)l,=(n-11J,,.

] ;
;;=2,12=J A \1-xdx
0

Posons u(x) =x et /(x)=x1-x.
Ona: u'(x)=1; choisissons (x) = —%(l— AJ1-2.

1
Jz=|:—31-x(l—x2)\/l—x2:| +ljl (l-—xz)'\flmxidx
0o 3),
=%(JI N -Jl 2= dx)
0 0 -

3.]2 =Jo=J 2
4], =Jo. Par conséquent la formule est vraie pour n =2 .
/




.,.l’:_l.j
2. Yn»22,l -y n-l

_ 2L
_ 2p-3
sz-z 2}3 ‘J?J"""
3 ..............
J4 =EJ1
|
5= Z Jo
1 3 2p-3 2p-1
jzp:ZXGX ....... 2p 2p+2 0
C1x3 % x(2p-3) 2p-1) T
4%6%......x(2pX2p+2) 4
On démontre de méme que :
. _ 2xA4x6X...... x(2p)
VpeN* Jpa=3,607 ... x(2p+3)

Remarque : les démonstrations peuvent étre faites par récurrence,

Loa f(K)=r((K) G
Ket J étant les milicux respectifs
de [AB] et [AC],
._-_) l
ona KJ = 2]
(Droites des milieux )
Donc #(K) = J.

_-} ]
BC . [




1JAK est un carré direct donc Mes (ﬁ ) .;..’.2". et U=IK

Par suite 1(J) =K.
Do AK) =K.
g(d) = K1)
= {(K) car (J)= K.
=] car ((K) =] d'aprés ce qui précéde.
b. La composée d'une rotation d'angle non nul o et d'une translation est
une rotation d'angle . .

Par conséquent, fest la rotation de centre K. et d'angle = ;
g est la rotation de centre J et d'angle% )

2. a. f'estlarotation de centre K et d'angle _-’% ,
La somme des angles de /™' et de g étant nulle, gof ' est une translation.

— 1
b. OnaKA=-2-BA

- 1=
Ki =-AC

8

. Cy THO
IJAK est un carré direct, donc Mes(KA , K1) =— 5

KA=KI

T

—_ —>
{Mes (KA,KI)=-

(S TE]

Donc f(A)=1.
Déterminons g(I).

LSy
Ona JI = JC et Mes(J1 ,JC)=5.

Donc g(I) =C

Par conséquent gof '(A)=C

- —»
L gof ! est donc Ia translation de vecteur AC.

3. Daprés 2.b., f'(A)=Idonc Al = A
(KN.L(13) ators AKD) L A1J)

donc (KA) L f1J)
f1Y) est 1a perpendiculaire & (KA) en A, c'est-a-dire (AC).

e




— —
4. a. [gof '(M) =Mz]<>[MM, = AC ]

_}
car gof~" est la translation de vecteur AC.

b. Me(lJ) = M, € (AC) car f{lJ) = (AC) d'apres 3.
—_ —
= M,, M,, A et C sont alignés car M|M, = AC d'aprés 4.a. .

M,, M,, A et C sont alignés = M, e(AC)
= M e (1J) car f{1J) = (AC) et f bijective.
Puisque M n'apparticnt pas a (1J) alors M, My, A et C sont non alignés

) — —
d'aprés 4.b. Et puisque MM, = AC, alprs A CM,M, est un parallélogramme.

oo PROBLEME XX

1. Etude d'une fonction auxiliaire
a. Vtel[0;+of, g@)=-1+2¢"
g0=0 o -1+2¢%=0
1

t=-2-ln2

L
g0)>0 & -1+2¢%'>0
- 1

-2
e ">~
2

2

1

<> 0<t<l]n2
o t>51n2

gt <0

: : : 1 .
g est strictement croissante sur l'intervalle [0 ; 5 In2] et strictement

décroissante sur l'intervalle [% In2 ; +oo [

lim g(f) =—co car lim(1-f)=-o et lime ¥ =0.

{—>ied =40 (—+m

b. g est continue et strictement croissante sur l'intervalle ]0 ; %— In2],

g(]O : -lln2]) =]10; %—% In2].
i

0 n'appartient pas & l'intervalle ] 0 ;%—Eln 2] , I'équation g(x) = 0

n'admet donc pas de solution dans l'intervalle ] 0 ;l --%ln 2[.

(22§



g est continue et strictement décroissante sur [ l]nz ; tof , g réalise

une bijection de [- n2, ‘too [ sur l'intervalle |- ; —-]-ln 2].

0 appartient & l'intervalle | -oo ; 2 3 ln2j, done I'équation g(x) = 0

admet une unique solution a dans I'intervallc [-2- In2 ; +eof,

In2 n__] i <] In2
8(%52) =332 s =7, ¢ (52 gy <o
Donc '112?: <axl

c. Vie[04o[,gN=0& =0 our=oq)
Ve [0t ,(g()>0¢> fe]0;al)

v 1e[0,+of, (g(t)<0~::> tela;+o[)
d. g0,79) = 0,004

g(O,B) ~ - 0,0019

g(0,79 )xg(0,8) <0

Donc: 0,79 € a < 0,8
5. Sens de variation de f

VrelOsol f109=( )" -1 (@ -1y e
= X - x ] n
_('U I)m[ey i e xy]

- (823'.1.'_])—”2 eﬂx [l_c—-?!x _;l,l

— (25 _1y\IR Ux .]_)
(e™-1)y"e g(x-

Vxe]0;+o],
] —
=0 & g1)=0
& t=a
X
<~ 1':'!’
o

x>0 < g(l}‘o




SM)<0 & 1sg
X

& 0<x<—1-'
a

. ; l .
Donc fest strictement croissante sur [ o + oo [ et strictement décroissante

1
0~
sur [ ,q]
3. Limite de fen 0.
a. Vx>0, In(fx)= ann:-P%In(e""“r -1)

= lnx+5|_'ln e (1- %))
= lnx+:l-+%ln(]—e'm)
=;];(xlnx+l)+-;-ln (1- ).

: .1
b. lim(xInx +1)=1etlim—=+o
x;}{) x—0

d'oir fim~ (xln x +1) = + oo
x-;bo X
on a également :
lim(1- ) =1 car lim e* =0
x?{l 4 —»+wm
d'ous lim(In(1-e"*)) =0.
10

Conclusion : limInflx) = + w et donc limf{x) =+ .

x—0 x=0
4. Etudede fen+
a. Soite:[0;1] —> R

t 5 é-et-l

Ve [0;1], ¢'()=¢€-e

Vi<, e<e dob: @' <0, il sensuit que @ est décroissante sur [0;1]

@ (0)=0; donc V¢ € [0;1], @(f) < @(0) = 0.

Il vient que : Vre [0;1 ], e'—1 < te

Vte [0;1],¢ > 1donce-1>0.

On déduit que : Ve [0;1],0<e'-1 <te

m‘
. Vs



b. Vue [0;1],04'[“
0

or I"(e' ~1)dt = [e' - z]'(; =¢" —<(ut1)
0

u
J fedt = e%
0

dou:Vuel[0l],0<e" —(u+ 1)(%2—

u
(¢'-1)dr < J tedt
0

(.*:tlaaalors'\?'ue[0;1],z‘r+]<e“'<]-4~u+e--;i
c. Vx=»2, [ﬂx)]—zx X (e¥ -1)-2x

2
Vx»2, 0< < donc € [0,1] d'aprés ce qui précede :

2 ]
2
1+ = < o < ]+ +—xi—

2
sth(e -1<= +_1T et donc 2x < x*(e?* -1) < 2x+2e

et alors 0 < x 2 (e ¥ —1) —2x < 2e on conclut que :
vx>2, O0<[x)]'-2x<2e
_[foF —2x
d Vx22, fxX)-ox)= Fx) 125
ona:V x € ]J0; +oof, fix) #0 donc :
on conclut d'aprés 4.c. que : Vx 22, f(x) 2 ¢(x)
De lim /2x = + oo, on déduit que
Xt
lim f{x) =+ oo (limite par comparaison ).
X—p4a0

5. a. Tableau de variation de f.

x |o 1%0,, 106
fo'(x) <k 0 —
+ 00 i . too
\ ! / 1
Sfx) I:I e fEo) = 2,485.




b.

Courbe de f

7

6

\




. a. Pourn pair;

(F-1>0;
donc Vit e[-151],J,»0

b. Pourn impair; )
(' = 1)"u le m&me signe quo £ - 1.
OrViee[-131], A-1<0,
Donc J, 0.

' J.l (F—])"df “Jn (rz';.])"d; +J‘l(f1_|)ndr
-1 < 0

Posons u =t alors du = - df.

On aJ.Ul(tz- Y dt=- J.u(u’ - 1) a‘m=f|{u2 ~ 1) du;
- | 0

1
donc),=2| (F-1)du.
0

» D'aprés 2,,
Jn“?fl dt=2[1)) =2(1-0)=2
0
Ju=2 J
'Jl=2fl (l"-—|)df=2[‘§'—f]]'=2(~l-_]_0}
0 3
0
.l;"—‘i

I,= 2f' ( =1)%dr = f[ (-2 A+ 1)t =2[-5‘f-§ﬂ+:}
0 0

1 2
2Ag-5+1-0)
16

J;‘:"—"

15




4. nelN*.
Posons u(f) = (F-1)" et #(H)=1;
Ona u'(t)=2n(f-1)""t. Choisissons «1)=1.

Ainsi, %1,. =J1 (?-1)"at
0
2= A=D1y -2 J' -1y P
0
=0-2n J' -1 (P-1+1) i
D

=2 I (R () L (e
0

= -2nU‘i(l‘—-1)" ar+ | (@@= )
0 0

1, .1
=-2n (*2‘],,-!-5],._,)

1
E Jn= —H Jn -n Jﬂ-—l

& G+ ml=—Aln

o 1-}2-2!1]":_"}*[
<:>J,,=l;_32%.l,,_|
S. D'aprés4.,ona:
]F—%Jo =-—% car Jo=2




6. D'aprés 4., on a successivement

JyBmm—=] 3\

llllllllllllllllllllll

En multipliant membrca‘amembreoesnégalités, on obticnt simpliflca
] = (=2)"xnx{n —1)x...xI1x2 apres simplifictjon
T @nH)x2n~1)x... x5 x3 _

Orn(n-1)x..x1=p

(=1)"x n! x 2"
Ix 5 xx... x(2n+1)

D'ott J, =




1.

Soit 0 l'angle de la similitide directe S.
comme S

AlO
00

Il

car le rectangle OHKL est de sens direct :
Donc langle de B cst — E

Par hypothése , hsmlcs(@’)et(@') de centres respectifSE et F, passcrttparO.

De plus la drojte (EF) est la médiatrice du segment [OK ]. D'ou EO = EK et
FO =FK.

On en déduit que K appartient aux cercles (%) et (@')
Donc (€)(€¢')={O; K} .

3. Yonc [OA] et [OO7 sont respectivement des diamétres des cercles (€) et (€").

%it Q le centre de S.
Riisque : S

Q| o
Al O
CHIKS

(QA) | (©20)

(©0)](Q0)

alys (Q0) L (QA) et (Q0') L (Q0) car — = est I'angle de S. On en déduit

2
qu: Q) € (8)n(€').
Payconséquent 02 = O ou Q =K (d'aprés 2.).
Oest pas invariant par S. [l s'ensuit que Q= K,
Dac le centre de S est le point K.

m’
e 1t|-rtl.l‘




4. Happartient & (OA) eti la perpendiculaire 3 (OA) passant
Donc S(H) appartient 3 (00 image de (0A) ) passan par K,

iculai . par 8. S(M) appartient 4 |
perpendiculaire & (00') passant par S(K) , cest-4-dire (LK), Do SE)=L
Soit c le rapport de S 3 .

Comme | ’§‘a
[k
H|L

alorsa=%‘0rl(l,=H0=2L0etKH=LU i
2L0

Dlou o = 10 - 2,
Le rapport de S est donc 2,
5. Comme
{S(A) =0
S(K)=K
S(0)=0',

alors I'image de (%) par S est le cercle ( @'). Par conséquen limage du
centre de (®) par S est le centre de (%), C'est-adire F.

6. Les points K, M, O et M’ sont cocycliques, donc
N -

— —> — —
2(KM,KM' ) = 2(OM,0M") (1) .
Comme M ¢ (OH),M' e (OL) et (OH) L (OL), alors
~
— —
2Mes(OM,OM")Y =1,
g N
De plus Mes(KM,KS(M) = -

-

&

S

-
- ——>

Alors 2Mes(KM,KS(M)) = :
S~ e

d'oit 2(0M,0M") = 2(KM,KSM))

" -
— —> - —>
De I'égalité (1) on déduit 2(KM,KM' ) = 2(KM,KS(M)).

D'oti S(M) appartient & (KM).

| 241
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Puisque Me(AH) et (AH)= (OH), alors S(M) appartient 4 (OL) image de
(AH) par S.

Ainsl S(M) appartient 3 (KM") N (OL ) = {M'}.
Par conséquent S(M) = M.

ee PROBLEME | ‘XY

’ Partie A
1. Limitedehen+
G lim(l+;15) =let lim(~2Ix) = -co.
X

I=¢tra —-ptan

D'oli lim Mx)=-,

X=p4a0
Limite de 4 & drpite en 0.
. 1 ;
Ona: lim(l +?) =+ et lim (-2lnx) = +oo, d'ou lim A(x) = +eo,
50 =0 =0

2, Vxe 04w, Hx)= —f’: —%

=_2Sl?+£2.

3. Vxe]0;+eo[, A(x)<0.
| h est continueet strictement décroissante sur 0 ;+w[. A{]0; +o[)=R.
h est donc um bijection de ]J0 ;+ oof sur R.
Comme 0 appartient a R, alors I'équation & (x) = 0 admet une solution
unique xo dars J0 ; + oo [.
k(1) = 2 donc (1) >h(x,). h est strictement décroissante sur ]0 ; + « [. On en
déduit que 1< x, c'est-a-dire xp €]1 ; +o0 [.
; Par conséquent I'équation x€]0 ; +m [, h(x) = 0 admet une unique solution x,
7" dans l'intervalle ]1 ; +o [.

- TRl s, T

a T




4.

h(xo) = U et /1 est strictement décrojss,
hx)=0&x=x

h(x) > 0 <= x€]0 ; xqf

h(x) < 0 <> x€] xq ; +oof

PARTIE B

1.

2,

3.

Limite de g en + o

Ona:Vxe]0;+o [, glx)=x2[]=|ny+J , Inx
- + 2y

i ]={l i Inx _ . s

TL;; , hm e =0etlimlnx=+ o

x I=4+m I3+

d'ou lim g(x)=- o,

Limite de g a droite en ()

Vxe J0;+0 [, g(x) =2 - % Inx +] +inx.
Ona:lim ¥ Inx =0 et lim (x"'+1+]nx)=_m

=0 B
d'odt lim g(x)= -,
-0
>0

Vxe ]0; 4o [, g'(x) = 2x ( l-—lnx)—-§+-]-
X
=x[2- 2Ins - & +;‘f]

=x[2—21nx-l'i?l]
l
=x[]+—x—2-—-21n.r]
gx) = x h(x)

On a : g(xg) = xo*(1- Inxg) + 1+Inx.
De plus h(xo) = 0, d'aprés la question 3. de la partie A.

]
]+._. -
2 "2]“1’0-0

0
1 1
< e e
nXxg 3 {2]

nte sur ]0 5 4+ [ ;dl

ou

e ey §. e mr— =
. L ¥ | -

e e =
-; i
- -

—— &
Ap -



4.

3.

doi glxn)= x3 (1=~ o7 ¢ 1 +3 4=

2xg 2 2xi
T RN
.r.;,(z Zx%)+2+2.rﬁ
2
i), gie e b
7272 &
2
:x—u+1+_l.2_
2 2% 5
d'oli g(xq)> 0

Vxe ]0; 1 [, g(x) est du signe de h (x).
Or d'aprés la partic A.4 , on a & (x)>0. D'ou Vxec]0; 1, g(x)>0.
g cst continue et strictement croissante sur Pintervalle J0; 1] g(]0; 1[)=]—<0;2[.
g réalisc donc une bijection de J0 ;1[ sur }—<o; 2][.
0e]- o ; 2 [ donc I'dquation g(x) = 0 admet une solution unique x, dans ]0;1[.
a. D'apréslapartieAd,ona:
V¥xe]0 ; xo[ , #(x) >0, donc g’ (x) >0
Vxe] xo;+o0[ , A(x)< 0, donc gi(x) <0
h(xo) = 0, donc g'(xo) = 0.
Donc g est strictement croissante sur ]0 ; Xo) et strictement décroissante sur ]x ;
+o0 [. On peut résumer ces résultats dans le tableau suivant :

X 0 X ] Xo X3  beo
2(x) + 0 ~
g(xo)
el RN
8) 0 7 e
— o / - Q0

Comme g(x)) = 0 avec x| € 10 ;1 ct g(x;) = 0 avee x; €]xo; +oo [, alors :
Vxe ]0; xi[Ulx;; +o [, g(x) <0

{Vxe 1% ; X, g&)>0
Vxe {x;x}, g(x)=0.

b. Ona g(0,3) = -0,005; g(0,4) = -0,4 ; g(3,3) = 0,08 ; g3,4) = - 0,36.
On déduit du sens de variation de g obtenue & In question précédente que .
g(03)<0etg (0,4)> 0, doncx, € 10,3 ; 0,4[.
g(33)>0etg (3,4)<0 ,doncx; € 13,3 ;3.4[

-, y




PARTIE C

1. Continuité de fa droite en 0
limxInx=0et lim (I +x1) =1, d'od lim ) = 0

X=+0
500 =0 5%

L]

Comme lim f{x) = £0) , alors fest continue & droite en 0,

10
>0

Dérivabilité de f a droite en
S M) -f0) I
V:LG]U,‘*“’C’[. x=0 _l'*'.?

: e A . x_ 0
Ona :limlnx=-0 ;dou III'IIM =

x=0

- 00,

x-+ 0 ?
0 E’?ﬂu

Donc fn'est pas dérivable & droite en 0.

2. Limite de fen +
2

Vxel0;+oof, flx)= ‘ﬁ;l—:—x=
. x . Inx
Onlim Tap=tetlin ZEs0

d'ot lim fx)=0

J=p+aD
On en déduit que la droite d'équation y= 0 es| asymptote a la courbe
représentative de f,

(Inx+ 1)1 +x%) =2 x(x Inx)

J Vxel0;+o[, f'x) =

(1 +x%)
10) = Inx+ I+,r1(|lnf:25\2:2 -2x’ lnx
o - £zt s
£ = "‘J“"E','iﬁ)l thr

Donc f'(x) = (_Ig_&gL)r

| 274"5,_'5



4. Comme (1 +x')"> 0 alors f'(x) a le méme signe que g(x).
"~ Tl résulte dc la question 5.a de la partie B. que::
Vxel0;x[ulxn teol, [®)<0

Vxe] xixl f'(x)>0

Vxe {x;x}, f')=0

Tableau de variationde f :

X 0 X X2 4+

S| - 0 + 0 -

0 fix2)

d \ /‘ \

fx1) b 0

5. Sia est une solution de I'équation g(x) = 0, alors a vérifie:
d(1-ha)+tl+ha=0
oo -dlna+ 1+na=0
o (1-a)ha=-1-0o
_al+]
o Ina= (12-]

6. Sio est solution de I'équation gx)=0,ona:
2
_ ot
A =75 o1

a!

-
Doncsia €10; 1[, alors fla) <0.
Siae]l ;+co[,alorsﬂa):>0.
Commex, € ]0;1[, alorsona fix))<0
et comme x3 € J1 5+ alors on a : fixz) > 0.
7. R1)=0.D'aprés le tableau de variation de f et compte tenu du signe de f{x))
ct flxz) , on déduit que : Vx €10 ; 1[, fix)<0
Vxell;+o[, Ax)>0
f)=0

Tracé de (%) : voir figure.




PARTIED

1. a Viell;+o[,£<1+A<27
: 1 1 |
done 37 < 77 7

xmf_d _[lntz]x
b, , =12 )y

(In x)?

o —

- 11 1
c. Ve>1,ona:53Sy 5 <y

D'otr en multipliant par le nombre réel positif fIn, on obtient :
Int Ins
Vi>1,57 SADST

Alors V te]l ; +oof, j _d’t <J‘ ﬂf)d.f(J.x |de“
1 1
Aveox> 1, on obtient : 7 (inx)? <F(x) <3 (ndf dapris D.Lb;

_comme lim %(ln x)’ =+, alors lim F(x)=+

X—4 + o0 XI=p+D0

ona:V¥x>1,— (Inx) HE)-"J.-]-G&Z
4 '\]} 2\

Puisque lim Ine 0, alors lim ﬂfl =0

—+o NX I-++@

a
2. Vae]0 ;1[,tp(0.)=J. tintde.
1

a. Intégrons par parties.

o Posons u(f) =Int et J/'(f)=". '

1 {
Ona () o Choisissons /(f) = 2




i o
b. ¢(a)= glnf] ; -Jh% dl.

- |

2, 2
| 3G
o ] ]
='§'(—§-+Ina)+—
lim tp(a)=lim( (-5 +lnn'.)+l) lim (:‘uj-i-i[na-{»‘l)
a-+0 a0 4) qao\ 4 2 4

I -
=3 car lim o Ino. = 0.
.t:bO

c. Vee[0;1],1<147<2;
d'm‘]-l- <—'—;<1.

tine _ |
tlnt S —F<-“"r carf Int <0.

pour 0<a<¢<],ona:

‘ 1 tint tlnt
J’ flnfd£<J T_ﬁ}'d(

I
J ﬂ"—‘-‘-'::H: j i“t%amj ¢n ¢ dr
(0
(0 d
=>J ml.;ar <J i"t}d <J tInt dr
1 |

::>-§ p(a) € F(a) < ¢(a).

- 1
comme lim (o) =7 l ,alors & 1 < lim F(a) €~
4 8 4

u—rO g;.oo

Comme f est continue sur [0 ; + a [, la fonction F définie par :

F(x)= J'I (9 dt , est la primitive de fsur ]0 ; + oo [, qui s'annule en 1.
1 .

Donc ¥V x € ]0; o[, F'(x) =f(x) .

D'aprés la partie C.7,0n a :

Fi(x)<0x e ]0;1[

F'(x)>0<>x €]l ; +oof

F'(x) =0 ¢ x =1




Tableau de variation de F

X 0 e

= =

F'(x) -

+
F() \1/,,,+m

5, Allure de la courbe représentative de F

VT
1
2 (Cr
4 L /
1 \ //V
3
I T
1 : F
/
/
\J/

’
ey L T g Tkl

o
2



. a‘

Se I'ensemble solution de (E).
Soit x un nombre réel.
ixe Sg & (&)3_'_(1_8‘-)(&)2 - (231-41')(:'-1:)'_3 +24i=¢
& -+ (1- 8i)(~x*) - 23ix + 4x-3+2j=
& (=X +4x-3) + i(~r+8x2 23, +24)=7
& —x+4x-3=0et —*+8x? ~23x 424 =
Résolvons I'équation —x* + 4x-3-q.
On a une solution édvidente, | ; l'autre solution est 3,

fo—y

1 n'est pas solution de I'équation —x3+812:2'3x+24 =,

! )

On déduit que I'équation (E) admet une seule solution imaginaire pure, 3;.

Effectuons la division euclidienne de
2+(1-80) 2°~(23+41) z- 3424i par z - 3;
2+ (1-8i)2 - (23+4i) z —3+24; z-3i
- 7+3i 2 K 1~5i)z+(-8-7)
(1450) 2 - (23+4i) 2 ~3424;
~(1-50) 2+ (1543) 2
(-8-i) z-3424;
(8 +1)z-24i+3
0

:J

On déduit que 2’+(1-8/) 2~(23+4i) 7 —3424; = (@-3) (Z*(1-5i)z ~8-1)

L'équation (E) est donc équivalente 4 ;
z=-3i=0 ou_zz-i-(]—Sr')z-— 8-i=0
Résolvons I'équation 224(1-57) z—8-i = ¢
A= (1-51)*~4(~8-i) = 1-25-10; + 32+4;
A=8-6i o

[251
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2.

a,

Cherchons les racines carrées de A : b
Soit § une racine carrée de A.
8=x+iy, ol (xp)e R.

8 =2~ '+ 2ixy, |8 =2+ y?
lal=10 .

X+ =10
=A o {X¥*-)'=8
<{

Onobtientx=3ety=—-loux=-3ety=1.
Les racines carrées de A sont les nombres complexes 3 —iet —3 + .
Les solutions de I'équation z* +(1-5i)z -8 —i= 0

ST
sont: = 1_52'__32 = 142 et
~145i-3+]
LS L

On en déduit Sg = {3i,1+2i,-2+3i}.
Notons z,, zp, Zc et zg les affixes respectives des points A,B,C,G.
G est le barycentre des points A,B,C affectés des coefTicients respectifs

2-2etl.
' —> - —
Donc GA=-2BA+CA
— = —
GB=1AB+CB
- . = =
GC=2AC-2BC=2AB
— —>
On en déduit les affixes respectives z 51, 28 et zg¢ des vecteurs GA,GB et
__}
& O
z51==2(za ~ zp) +zp—zc = — Zatlzg—2c
i
=] —2i+6i+2-3i = 1+f=xﬁ(cosﬁ+ ising )=\2e*
zz3=2z—2a) t 28— 2c =328 — 225 2¢;
¥ 4
=Qj—2-4i+2-3i= 2fzz(cos.12‘-+fsin-g-)=2e'f
2zt = 2(zc —2a) ~22c — 28) = 2Za —2a);
3 o 13x
=2(i- I)=2\]§[cos (+;’5)+:s.n(+1-)]agxﬁ et .

252 |1



b. Onendcuut .. :
Zah = ‘\ﬁ e"}za
e =V2e oy
Zak,zGh et zg¢ sont donc des termes d'unc suite géometrique de

- lﬁ
raisonf2e *.
c. Ona: z3-z5= 2e'f(zh— 2g)
i
Zc—2g= 29*(23 ~ zg)
La transformation complexe défini = 7
mplexe définie par 2-zg=+f2¢ ¢ (z- zq)

est celle de la simil“_ae directe de centre G, de rappert /2 et d'angle % :
Cette similitude transforme A en B et B en C,

L.

a. " Désignons par S la symétrie orthogonale d'axe (AB). .-
Onale tablcag de correspondance suivant : Tt

7N ~

Ala a

B|B

C|D

Or S est un antidéplacement et ABC un triangle équilatéral direct
Donc ABD est un triangle équilatéral indirect. '

On en déduit que : |

r (D) =r(n(D))=ry(B)=B.

b. Ona:r, est une rotation d'angle z :

; . 2n
r; st une rotation d'anglaT

: T, 2%
donc r,0 r; est une rotation d'angle 3 + 3o

c'est-3-dire une symétric centrale.
Or r (D) = B ; donc r est la symétric centrale de centre €, milieu de [BD].

=y B




Si M = Qalors M = M' et les points M, N et M’ sont alignés
SiM = A alors M =N et les points M, N et M' sont alignés.
Supposons dans la suiteque M = Q et M 2A
OnaalorsM#NetM# M .

D'aprés I'égalité de Chasles, on a :
ey

O - I
(MQ,MA) = (MQ,MN) + (MN,MA)
- ] — -
or MQ =5 MM car Q est milicu du segment [MM] ;
Ady . SN - —
donc (MQ,MA) = (MM',MN) + (MN,MA).
Les pomts.‘lﬁ:\N et M sont alignés si, ct seulement si, mes (MM',MN)=0 [x].

Or Mes(MN,MA) =3 [2n] car r(M)=N ;

g
Donc M, N et M sont alignés si, et seulement si, Mes (MQBI}A) E% [=].
N
. . —
OnsanquerumnbledcspomthelsqueM&s(MQMA)E%[n] estle

cercle (I') fomé des deux arcs capables d'extrémités Q et A et de
mesurcs respectives % et - —2;5 . On déduit de cette étude que I'ensemble
des points M tels que M;N et M' saient alignés est ie cercle (T') tout entier,

b. On sait que ADB est un triangle équilatéral direct et que Q est le milieu

—> —> — = 1
donc Mes (DB DA) = Mes (D£3,DA )EE [2x].

On en déduit que D appartient (T').

(T') est donc le cercle circonscrit au triangle ADQ rectangle en Q.

D'oti [AD] est un diamétre de (). | -

On sait que le triangle ADC est rectangle en {) et que le triangle ADI est
rectangle en .

| Done les poinis A,D,Q et I sont cocycliques.

‘ On en déduit que I appartient & (T).

?
{
h_',‘,‘_‘— e " - T x TR

= - B R ———






PARTIE A

1. & One Vzel-l ,+m[gin)=(l4x)f(x)* A}
= jein(i4x)carfe }
On en déduit que g st e primitive de & mar |- 4o |
b. VIEJ—I,‘*Wi{'
£'(x) (143} - gi(x}
ﬁ‘{I)“’ (14%)
14x)h(a) ~ gl
(14x)
2 (14x)h(x) - (14x)f{x}
(14x)’
_ h(x) - fi(x)

jox

ol . |
(147) 7,70+ fi(x) = Kx)

On en déduit que f, ext {lemomt de J
. o x 14wl

2» ‘ VA O ]"I .‘ﬂi -l“! !é"
= ].nq.-!-m

142
Inendeduit qu a=leth= |
b soit H la primitive sar |- | sani de & gu: Yesnule en O

- k]
Dna Vacl-l v Ha)= [ UL
v

T
- i {ivemion ]
Je

- nj’ m{l+n
&

c.mmrm:kj" in( 1 + )i par imégration par parties.
R

Posons w(r) = In(1+7) & AN =1
Ons u‘{r}--a—!_}}chcisim iN)=1

E



. (x = x_ (x_I_
Ona: Lln(lﬂ)dr [¢ In(1+0)7 - J' T dt

= xIn(1+x) —-J."-ﬁ-_}- dt
0

D'aprés la question 2.a.,0n a :
{
Vie]-1; 40, 7= = 1-—-

Donc = dt =J""dt— x——l-dt

X
1+1
0 0 0
=X [lﬂ(l'**r)]g =x =In(1+x),
On en déduit que : Vxe ]-1 ; +oof ,
H(x) =x + xIn(1+x) = x + In(1+x)
= (1+x)In(1+x).
Les primitives sur ]~1 ;+ [ de la fonction 4 sont donc les fonctions de
la forme x = (1+x) In(1+x) +¢ ol ¢ est un nombre réel.

3. De l'étude qui précéde, on déduit que J est l'ensemble des fonctions

g . ;
x> In(1+x) + —— ol ¢ est un nombre réel.

I+x

Partic B

1.

a.

Déterminons la limite de f; en +oo,

Ona: lim -£—=0et lim In(x+1) =+ :

. I=++m x+] X+ @
donc lim f(x) = +co.
I+ +w

Déterminons la limite de f; en 1 suivant les valeurs de k.
Ona:lim In(x+1)=-c

x;i-l
.k {+oo sik>0
lim —= ,
rso XF1 (—00si k<0
On en déduit que :
pourk <0 lim fi(x)=- oo,
|

X— -

Supposons cﬁzc k=0. l
Ona: Vxe ]-1; +oof, fi(x) = In(+1);
donc lim fi(x) = - oo, .

= =] 4
-

257 | i



Supposons que k> 0.

Ona: Vxe J-1; 4w, figx) = EXIHEL D,
lim (x+1)In(x+1)=0 ;
-1
donc lim (x +1) In(x+1) -+ k = k et par suite lim fi(x) =+ o0,
o= x= =l
k
» Vxe] 1 +m[ﬁ(x) l+x (l+x)? l
l+x—k
Ty
_x=(k=1)
(1+x)

On déduit que f7(x) a le méme signe que x —(k-1)
Vxe ]-1; +o[, (Fx)=0 & x=k-1).
- Vxe ]-1; 4=, (fx)>0 < x>k-1).
Vxe ]-1; o, (F(x)<0 <> x<k-1).
Donc : .
Pourk<0,ona: x-(k-1)>0
Pourk>0,ona: Vxe J-1 ; k-1[, x=(k-1) <0
Vxe 1 k-1 ;+o[, x -(k=1)>0.
On déduit que ;
pour k €0, fi'(x) > 0 pour tout x élément de ]-1; +oo[ ; d'ou f; est
strictement croissante sur -1 ; +o[ ;
pourk>0,ona: -
Vxe ]-1; &=1[ £i'(x)<0;
Vxe Jk~1; +of A(x)>0;
d'od f; est strictement décroissante sur ]-1; k—1] et strictement

croissante sur [k -1 ; +oof.
On déduit de cette étudc le tableau de variation de /; suivant les valeurs de £.

- k<0 k>0

x | -1 . +00 x -1 k-1 +00

ro@ -~ -+ GOl - 0+

reoff | ol N




¢. Tracé de (%.), (%) ct (4,).

s ;
: :
\ 5 (%) L

(7))

a.

Qn-2(?) est la somme des (n —1) premiers termes de la suite
géométrique de raison —{ et de premler terme 1, avec r# 1.

n-1 1\ |
Donc Q,.5(¢) = 1‘(] +? = ll)_ﬂ M .

On déduit de la question précédente que :
i 22 1 (=177
VieR\(-1},1-t+ 2+, +(-1)"2 7 =T D

L.: _ 1y rr-lf_-]_
7> I=t+ 2+ . H=-1Y" 24 () e

Soit x un élément de [0 ;1 ].
D'aprés la question b. on a :
f'l
|

" .]_= + R D P TR LY. B
v:e[o,x],w =224 .+ (-1)" 2 (=1) Tt
En intégrant chacun des deux membres, on a :

f T-F?“"'f (1=t 474 A a4ty (g
0

I

4

f
w




_fi !.J. e - il " - e
[in(1+ )T = [: ¥ .-.'(-lr’x,,_l]oﬂ—l) 'fomdf
In(l+x) x—%zf_f P(-!)""’x-—--f( 1y -E—]-dr
0

Sl P -1y {ﬁm

{ (.x)ﬂﬂ-l sixe0;1)

cp(0)=l
a. Soitx un élément de,0 ; 1].
Ona:V!¢[0x)
0<t
1 < |+
]
1+1'»:'1
9 o n
]Hc{' i
On er/éduit que :
ol "
Vxed;ll, J’ tht(J‘ ' dt.
b.
i 1 4t = [.C-]xu.f..
- On.ajof dlt = Pt

| x0x<1;
donl <X <1 et par conséquent 0 <’%<-:—1

on duit que :
. x (!
v :[0;1], 'f 1+rd‘<;;




c. daprés2.c,ona:
Ve (0311 J600) = Py () H=1)" ‘j o

Ji(8) = Pr= (—1)'*'f =
; i "
| fyyPoi0)] = % dt

i {:—l

J 1+tdr carJ- ——]+tdf>0
: 1,

|/se)-Pri(®)] < daprés 3.,

1 1
i n <f0(x) = Pn—l(x) < n
pour x élément de J0 ;1] ,ona:

Sl Pl L
nx
e __”'JL2 —
nx<tp(x) x <nx'

d. Ona:Vxe]0;l]

-1 X 1

— —-+ +., 2 x” <—,
— <e@-( s el
en intégrant sur [-;; ;1], on n obtient :
| 2
N a1 g f (-3 +. -i-(—l)""f <~ dx
nx
lin J 1n I/n lln

1 i 2.2 75
- [, < | o= 450 ] <L),
1 l

;l;'ln-'-l;<f:‘r ¢ (x) dx -~ (S,,(l) —S,,(;)) <-—;;ln;

f‘ 0 (x)dx+-:;|nf; +s,.@ < S, (1) et

l/n
| 11 1
S,(1) < j Q) de == I+, ).
I/n



Onencédun ¢

f‘ v(x)dr+—ln:-;+8 (n) <5.(1)<f

I/n

@o(x) dx- ! ln -4 S,C)
I/n

Partic C
I. One:Vaxe J1;4oo], 8:(‘?) '*"i;'i' l“x+ﬁ-z;
_ 1=
I+x
=1
I+x
= /o(x).

Supposons que s € N*, on a :

, . ]
Vxe 11 ; +oof , g:(x) +-l-§=-i:;ct démontrons que :

2
VIE ]I 'H:O[, gml(x) f.g.T n#
Ona:Vzxe ]I+,

8ne1(x) "57(-1')'*' (-1 )z"xz"**( Jyrian 4l
8l Ty =B H —‘i"'—-+(—1)*"*‘xml

xlu!
—g,,(x)-i-xz" 2 4 rl-l

org,,(x)'“]';a; _lx_i’ a'aprés [' hypothése de récurrence ;
X
done gun(x) + 51— =7=- T Ton
4 X1 — (14x) X2 422
I+x I+x
I e e e i i
l+x I+x

Yot 0 1 .
&n1(x) + T4x l+x+l+x 1+x =f).

On endéduit que : 2
VneN* Vxe]l;+o[, f&'(x)”g..(x)+l—+"

=




2.
a. Ona:VreN Vxelo: 1,

0<x

1< 1+x

1

T

xzn

<x¥ carx¥>

(1+x)
donc:Vx e [0;1], f—bl-cxz"
I+x '

b. Ona:Vneﬂz\ln*,Vxe [0;1],

. f_&" !
donc.ocj' x+1dx<f0x?"dx

x+1 2n+]
3. D'aprés la question 1. on a :

a. VneN*, Vxe ]l ; +oof, S'(x) = g.(x) +..*.’.2"_.‘

donc : Vne N* f ) dx = J’ Gox)dx + J

]
ocfx dx € ——

A - £(0)= J [1=x + 32+ +( 1)2""#‘)]dx+flx dx
l+x
2 X x
1 iy 1\ 4
S(l)= [x +3+ 1) e J l+x

'fa(t)-—l—z’,+—+ H-o

H)=U,+ dx



b. Ona:

0< l 32-1 dx<——l— d'aprés 2.b. ;
1+x 2n+l ’

12

donc :I.ij l+xdx 0.
0

: I 2

On déduit que lim U, =lim I:ja(])-—J T—;:de] = fo(1)

n =0 n =»+o 0

o
—

In2.
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