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PREFACE

Vu les difficultés que pose I’enseignement des mathématiques selon I’ Approche Pédagogique par
Competence, je me suis donner le devoir de concevoir un manuel pouvant régler en partie les problémes
posés par I’enseignement des mathématiques qui joue un role essentiel dans la préparation des jeunes au
défi de I’avenir. La COLLECTION LA PRIORITE DE GODATH que je propose aujourd’hui aux éléves
de I’enseignement secondaire du Bénin est le fruit des enseignants qui n’ont ménagé aucun effort pour ma
formation.

Elle a pour objectif :

> L’harmonisation de la pédagogie mathématique et la mise a la disposition des éleveset des
enseignants un manuel de qualité tenant compte du milieu socioculturel en tant que supportet véhicule
privilégie des concepts mathématiques.

> L’acquisition par les éléves des bases d’une formation mathématique-solidéqui leur
permettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypotheses et de les valider ownon a 1’épreuve
des faits ou du raisonnement, de recourir aux modeéles mathématiques qu’ils connaissent et de dégager
une conclusion.

Les ouvrages de la COLLECTION LAPRIORITE DE GODATHyédigée par GOSSOU Daniel
Théophile, Professeur Adjoint de mathématiques, Ancien étudiant de 13 Eeole Normale Supérieure de
Natitingou, s’appuie sur I’environnement des éléves pour les motiver,tes faire agir, les amener a
comprendre et a agir de nouveaux. de manieres autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les
méthodes pédagogiques préconisées ont été systématiquementexpérimentés dans plusieurs colléges et
lycée du BENIN avant que ne soit entreprises les rédactiens.définitives. Conformément & ma conception
de I’enseignement des mathématiques, je n’ai pas voulu présenter les séquences d’apprentissage sous
formes d’exposé théorique mais comme des séanCes‘d¢ travail au cours desquelles des activités de calcul,
de dessin, de lecture des documents sont mis.eneere/pour solliciter et provoquer constamment la
participation active des éleves.

La structure du document se présente-comme suit pour permettre I’assimilation des notions étudiées.
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J exprime ta gratitude aux différents ministres chargés de 1’éducation en république du Bénin ainsi
qu’aux.nspecteurs, conseillers pédagogiques, le départementde mathématique a I’'UAC, I’institut de
mathématiques et de sciences physiques de Dangbo et 1I’école normale supérieure de Natitingou, qui par
leurs compréhensions, leurs encouragements et leur soutien constant tant moral que matériel, m’ont
permis de réaliser ces ouvrages dans les meilleures conditions possibles.

Enfin, j’espere que ce manuel répondra au mieux a I’attente et aux besoins des utilisateurs
(enseignants et apprenants) afin d’en améliorer les prochaines éditions. J’accueillerai avec reconnaissance
les remarques, les critiques et les suggestions qu’ils voudront me faire et par avance, je les en remercie
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STRUCTURE: DU DOCUMENT

1. Evaluations diagnostiques
2. Cours
.3. Maitrise du cours
4. Fiches de travaux dirigés
5. Exercices d’entrainement
.6. Evaluation ponctuelle d’étape
.7. Quelques problemes

.8. Evaluations sommatives
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EVALUATIONS DIAGNOSTIQUES

SEQUENCE D’APPRENTISSAGE N°1 : ORTHOGONALITE DANS I’ESPACE

Evaluation n°1: Durée : 5 minutes
Evaluation n°2 : Durée : 5 minutes
Evaluation n°3 : Durée : 10 minutes
Evaluation n°4 : Durée : 10 minutes
Evaluation n°5 :Durée : 25 minutes

SEQUENCE D’APPRENTISSAGE N°2 : SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Evaluation n°1: Durée : 10 minutes
Evaluation n°2 : Durée : 15 minutes
Evaluation n°3 : Durée : 30 minutes
Evaluation n°4 : Durée : 30 minutes
Evaluation n°5 : Durée : 15 minutes
SEQUENCE D’APPRENTISSAGE N°3 : VECTEURS DE L’ESPACE

Evaluation n°1: Durée : 20 minutes
Evaluation n°2 : Durée : 20 minut€s
Evaluation n°3 : Durée : 15 mumntes
Evaluation n°4 : Durée : 1540unutes

SEQUENCE I’APPRENTISSAGE N°4 : PRODUIT SCALAIRE

Evaluation n°1: Diirée : 10 minutes
Evaluation n°2%Barée : 10 minutes
Evaluation4$3 ¥ Durée : 15 minutes
Evaluattorxny™4 : Durée : 20 minutes

SEQUENCE D’APPRENTISSAGE N°5 : GEOMETRIE ANALYTIQUE DE L’ESPACE

Evaluation n°1: Durée : 10 minutes
Evaluation n°2 : Durée : 25 minutes
Evaluation n°3 : Durée : 10 minutes
Evaluation n°4 : Durée : 15 minutes
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SEQUENCE D°APPRENTISSAGE N1: ORTHOGONALITE DANS LESPAGE

Evaluation n°l1

Définis avec figure a I’appuie
1°) Deux droites paralleles

2°) Deux droites coplanaires

3°) Deux droites perpendiculaires

Ewvaluation n°2 .

1°) Définis

-a) Droites et plan perpendiculaires

-b) Droites et plan paralléles

-c) Plan perpendiculaires

2°) Définis de deux manieres différents deux plans paralleles.

Evaluation n°3

1°) Represente un cube ABCDEFGH en perspective cavaliere
2°) Trouve dans cette représentation

-a) Deux droites perpendiculaires

-b) Deux droites coplanaires

-¢) Une droite et un plan paralléles

-d) Une droite et un plan perpendiculaire

-e) Deux plan paralléles

-f) Deux plans perpendiculaires

Evaluation n°<4

Réponds par vrai ou faux aux affirmations\stiivantes :

A, : Dans I’espace si deux droites sent/paralléles, toute droite perpendiculaires a 1’un est perpendiculaire a
’autre.

A, : Dans ’espace si deux dreites'sont paralléles, tout plans perpendiculaires a 1’une est perpendiculaire a
I’autre

As : Dans I’espace si deux-droites sont paralleles, toute droites paralleles a ’une est parallele a 1’autre.

A, : Dans I’espace si ung droites est perpendiculaires a un plan alors elle est perpendiculaires a toutes les
droites de ce plan:

As : Dans I’espace si une droites est paralleles a un plan alors elle est paralleles a toutes les droites de ce
plan.

Ag : Sideux-plans sont paralléles, toute droite perpendiculaire a I'un est perpendiculaires a 1’autre.

A, :(Si'déux plans sont perpendiculaires, toute droite paralléles a I'un est perpendiculaires a 1’autre.

Ag.: Deux plans perpendiculaires a un méme plan sont perpendiculaires

Evaluation n°S

On considére un cube ABCDEFGH d’aréte a avec a € R}

1°) Représente ce cube en perspective cavaliére.

2°) Démontre que les droites (AC) et (EG) sont paralléles.

3°) Démontre que les droites (AH) et (BG) sont coplanaires.

4°) Démontre que la droite (BF) est perpendiculaire au plan (ABC).
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5°) Démontre que les plans (ADH) et (BCG) sont paralléles.
6°) Démontre que le quadrilatére DBFH est un rectangle.
7°) Calcule le périmétre du triangle DBF en fonction de a.

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N;2: SYTEMES.D:EQUATIONS LINEAIRES

Ewvaluation n°l

Résous dans R les équations suivantes.

(E)): x+1=2(E,):6x=6(E3):3x—1=5
(Ey):x—3=3x—7(Es): x2—1=0(Eg) :4x*=9
Ewvaluation n°2

Résous dans R les équations suivantes.
(El): x+1=x—3(E2):2x—3=2(x_§)(E3):x2+1=0
(Ey) :3x*+1=28(Es): x* —4=x—2(E): (x* —2x+ D) 78— D +x* -1

Ewvaluation n°3

Résous dansR? les systémes d’équations suivants :

(2x+y—1=0 _{2|x|+y2—1=0_ _{x2+y2=13_ _{x2+y2:13.
(Sl)'{x—3y—4=0’(52)' |x|—3y2—4=0’(53)' x+y=-1  (Sa): x—y=-5"

(x2+y?=13 | (x2—y?=5, Nx? —y? =13, (x2—y?=13
COR SR E A COTE (s o1 L ARl I G

Evaluation n°4d

Résous dansR? les systémes d*¢quations suivants :

x> +y=6 2|lx] -y =0 x—(y—12=-8

S :{ S :{ (S :{ :
(S1) 2x% + 3y =2 ©2) 131 + 4y = 10+ ¥ 4x +3(y —1)2 =31
1 3 1
(5)-{2""””:8-(5)- Virafy+1=3 o) heiTe T
Bl A2 =5 Var 43y v 1=13 T T | e LY
1-x y+2 2

Evaluuation n°S

Pour‘assister a un spectacle, la famille Tchikaya composée de deux adultes et de trois enfants a payé 9500
F CFA. Madame Wemba accompagnée de ses quatre enfants ont payé 8500 F CFA. Détermine le prix
d’un billet d’entrée pour un adulte et celui d’un billet d’entrée pour un petit.

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N°3: VECTEURS.DE L'ESPACE

Evaluation n°1l
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Soit U et v deux vecteurs non nuls de directions distinctes.
1°) Trouve une écriture simplifiée de chacun des vecteurs suivants.

di=2(3i—9)+3(30-29) ;
b=3(su+20)+4(31-39) ;
i=-2(Gu+i)-3(Gu+:0)
2-a) Justifie que les vecteurs u et v forment une base.

-b) Détermine dans cette base les cordonnées des a, beté.
-c) Parmi les couples suivants, détermine ceux qui sont des bases. (@,b) , (@,¢) et (b, ¢)

Evaluation n°=>

Soit p un vecteur non nul et x un nombre réel.

On considére les vecteurs u et v définis par: i = (2x + 1)p et v = (3x — 6)p"
1°) Détermine les vecteurs ¥ + v, u — v et 31 — 2v en fonction de p

2°) Détermine 1’ensemble des nombres réels xpour lesquels :

-a) u est le vecteur nul.

-b) v est le vecteur nul.

-C) (x + 6)u + (x + 1)¥ est le vecteur nul.

Evaluation n°3

Soit ABCD un parallélogramme de centre O. On désigne)par P le milieu de [AB] et par G ’intersection
des droites (BD) et (CP).
1°) Démontre que G est le centre de gravité du triangle ABC.

2°) Ecris le vecteur CD comme combinaisen. [inéaire des vecteurs AC et BC.
3°) Démontre que 34G — 248 — AD-=\0"

Evaluation n°d

ABC est un triangle. On ¢onsigere les points | et G définis par :
v | est le milieudu'segment [BC]

v 4G = %ﬂ
1°) Fais une figure.

2-a) ExprimeGe6 'en fonction de AC et BC.
-b) Défermine les coordonnées de G dans le repére (B, C, A)
-c) Détermine les coordonnées de G dans le repére (4, B, C)

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'4: PRODUIT SCALAIRE

Evaluation n°l1

On considere la figure suivante ou AB mesure 5cm.
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A
1°) Calcule DC.

2°) Calcule AB.AC ; AB.AE ; AB.AD ; AD.DC

Evaluation n°2=

Soit u et ¥ deux vecteurs

On pose : a = mes (U, D).

1°) Dans le cas ou |||l = 2V3,||9]| =3, a = % calculer %. 7.
2°) Dans lecasou u.v = %,a = %", ||| = 2, calculer]|?]|.

3°) Dans lecasotu.v = 3, ||ul| = 2, ||[7]| = 32£ déterminer|a|.

Ewvaluation n°3

ABC est un triangle quelconque et on désignespar [AA’] la médiane relative au coté [BC].
2
1°) Démontre que AB? + AC? = 24A'A+ -Bg—

—_ —— 2
2°) Démontre que AB.AC = AA'*NS B—Z—

3°) Démontre que BC? = AB*AC? — 2AB. ACcosBAC

Evaluationun’d

Dans un plan rapperte»a un repére orthonormé, on considere les points A(1;3), B(—2; 1)et C(5; —3)
1°) Calcule Jes fangueurs AB, AC et BC.

2°) Calcule les,mesures en degré de chacun des trois angles du triangle ABC.

3° Caleule.les longueurs des médianes de ce triangle.

4°) Caleule la hauteur relative au coté [BC]

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE.N/4: GEQNETRIE ANALYTIQUE. DE L'ESPACE

Evaluation n°1l

On considere la droite (A) d’équation cartésienne x + 2y —3 = 0
1°) Précise un vecteur normal a(A) et un vecteur directeur de (A).
2°) Donne repere de(A).
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3°) Ecris de deux maniéres différentes une représentation paramétrique de(A).

Evaluation n°2

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,7, j)et on considére les points A(—1;3) et B(2;1).
1°) Démontre que les points A et B détermine une droite notée (D).

2°) Donne un repere de (D).

3°) Détermine un vecteur normal a (D).

4°) Ecris de deux manicres différentes I’équation cartésienne de (D).

5°) Calcule la distance du point K(1; 1) a la droite (D) puis conclus.

Ewvaluation n°3
Résous dans Z puis dans Rles systémes suivants :

(x—2y+z+1=0 (x—2y+2z—-4=0
(Sl)'{x+y+z—2=0 eJt(SZ)'{x—y—Zz—1=O

Evaluation n°<4d

On considere les systemes suivants :

x=1+t x=3—-1-3u
(Sl):{yzl—t ,t ER et (52):{ y =21+ 3u 46, uye R?
z=—-1+2t z=2-—2A

1°) Etablis entre X, y et z une relation indépendante de t au niveau du systeme (S;).

2°) Etablis entre x, y et z une relation indépendante de A et u au niveau du systeme (S,).
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COURS PRESENTE SELON A.P.C.

SEQUENCE D’APPRENTISSAGE N°1: ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE

Activité 1 : Droites orthogonales

Activité 2 : Droites et plans perpendiculaires

Activité 3 : Plans perpendiculaires

Activité 4 : Projections orthogonales

Activité 5 : Calcul de distances

SEQUENCE I’APPRENTISSAGE N°2 : SYSTEMES D’EQUATIONS EINEAIRES

Activité 1 : Déhmitions et exemples

Activité 2 : Représentations mitiales

Activité 3 : Etude de la méthode du Pivot de Gauss.

Activité 4 : Systemes dérivés

SEQUENCE D’APPRENTISSAGE N°3 : VECTEURS PIVL’ESPACE

Activité 1 : Notion de vecteurs de 'espace

Actvité 2 : Opérations sur les vecteurs

Activité 3 : Vecteurs colinéaires - vecteursCoplanaires

Activité 4 : Caractérisations vectorielleg*dedroites et de plan
Activité b : Bases et reperes

SEQUENCE D’APPRENTISSAGE'N°4 : PRODUIT SCALAIRE

Activité 1 : Définition

Activité 2 : Propriétés

Activité 3 : Utihsation=du produit scalaire

SEQUENCE D’APPRENTISSAGE N°5 : GEOMETRIE ANALYTIQUE DE I’ESPACE

Activité 1 ;Atude analytique d’un plan

Activité 2 : Btde analytique d’une droite

Actmaté 3% Positions relatives de droites et de plans
Activité 4 : Calculs de distances
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Situation de depart

Texte : Une discussion autour du dessin d’une armoire

Coffi est éléve de la premiére. Son tuteur Fako lui demande d’aller retirer auprés du menuisier 1’armoire
qu’il a commandée, pour y ranger ses habits. Il dessine le plan de I’armoire sur une feuille de papier qu’il
remet a Coffi pour faciliter I’identification chez le menuisier. Voici le plan de cette armoire.

Gl /D C
H i P : D
|
K.l _NL_
-~ -
- | e
L | b
| M I
| !
|
|
Fl ] . _ B
/_,f
E A

Des camarades de coffi ont vu ce dessin. L’un d’eux affirme qu’on peut y trouver des traces de droites
dont les paralléles sont perpendiculaires dang*urrméme plan. Un autre affirme : « Le point A permet de
repérer n’importe quel point de I’espace ;4] suffit de connaitre la distance AS ». Non, rétorque un autre «
la distance AS seule ne suffit pas ; il faut connaitre aussi le sens de A vers S sur la droite (AS)». Jean, qui
jusque — la n’est pas intervenu posetaguestion suivante a ses camarades « S’agit — il des coordonnées
géographiques d’un point ?»

Tache : Tu vas te construife te‘eonnaissances nouvelles en mathématiques ; pour cela,
Activité 0 : Brainstorming

Consigne :
Lis attentivement le texte de la situation de départ et exprime les idées et questions qu’il t’inspire.

Jean I’un des cdmarades de Coffi a des difficultés relatives au sens, repérage etc.

seence daparentissanen':Orthogonalte dans ospace

En examinant le dessin de I’armoire, Coffi et certains de ses camarades ont reconnu des positions
relatives des droites et des plans qu’ils avaient étudiées en quatriéme et seconde. Ils décident de revoir ces
notions en exploitant ce dessin. Mais Ils ne se rappellent plus exactement les définitions et les propriétés
qui permettent de résoudre facilement les exercices relatifs a ces notions.
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Tache : Tu vas aider Coffi et ses camarades a travers les activités suivantes.

Activité 1: Droites orthogonales
Activité 1.1 : Définition
Activité 1.1.1 : Enoncé
Consigne

1°) En examinant attentivement le dessin de la situation de départ trouve deux droites (D1) et (D-) telles
que (D1) / (AB) et (D2) / (EH) ou (D1) et (D2) sont perpendiculaires.
2°) Donne deux autres exemples de droites orthogonales en utilisant le dessin.
3°) Recopie et complete la définition suivante en utilisant perpendiculaires et paralléles. puis-présente une
illustration schématique et donne la notation.

Deux droites de I’espace sont orthogonales lorsque les............... a ces droites,passant par un
point donné sont............... dans le plan qu’elles définissent

Activité 1.1.2 : Points de remarques
Consigne

.1°) Réponds par vrai ou faux aux affirmations suivantes
> Deux droites orthogonales sont perpendiculaires
» Deux droites perpendiculaires sont orthogonales
2°) Démontre que deux droites perpendiculaires sont orthogonales
3°) Donne deux exemples de droites orthogonales et non\perpendiculaires en utilisant le dessin de la
situation de départ.
4°) Donne & présent la définition de deux droites perpendiculaires

Activité 1.2 : Propriétés

Activité 1.2.1 : Enoncés

Activité 1.2.1.1 : Propriété 1

Consigne

(D1) et (D2) sont deux droites orth@gonales et (A) une droite paralléle & (D1)

1°) Fais une figure

2-a) Justifie qu’il existe deux droites perpendiculaires (A;) et (A,) telle que I’une soit paralléle a (A).
-b) Déduis- en que (A) estorthogonale a (Dz).

.3°) Présente 1’énoncé dela propriété P1 que tu viens de démontrer puis écris son déductogramme

Activité 1.2.192\; Proprieté 2
Consigne

(D1) et (D2) somt deux droites paralléles et (A) une droite orthogonale a (D1)

.1°) Edisune tigure

.2-a)ustrfie qu’il existe deux droites perpendiculaires (A;) et (A,) telles que 1’une soit paralléle a (D2)
-b) Déduis-en que (A) est orthogonale a (D2)

.3°) Présente 1’énoncé de la propriété P> que tu viens de démontrer puis écris son déductogramme

Activité 1.2.2 : Evaluation formative

Consigne

ABCDEFGH est un cube. I et J sont les milieux respectifs des segments[AF]et[CF].
.1°) Justifie que AFC est un triangle équilatéral

2-a) Démontre que la droite (CI) est perpendiculaire a la droite (AF)
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-b) Déduis-en que les droites (CI) et (DG) sont orthogonales
3-a) Justifie que la droite (1J) est paralléle a la droite (AC)
-b) Déduis-en que les droites (1J) et (BD) sont orthogonales

Activité 2 : Droite et plans orthogonaux
Activité 2 .1 : Définition
Consigne

En t’aidant de tes acquis et des résultats de 1’évaluation formative précédente, définis une droite et un
plan orthogonaux

Activité 2.2 : Propriétes fondamentales
Consigne

Recopie puis complete les propriétés suivantes en utilisant : plan, une unique droite, ununigué plan,
orthogonale, une droite, deus droites sécantes

P3 : Etant donné un point A et un plan (P), il existe............ passant par A et ... ...} P)
P4 : Etant donné un point A et une droite (D), il existe.......... passant par A et % 5 (D)
P, est orthogonale a un plan lorsqu’elle est orthogonale a ..... .} de ce plan

Activité 2.3 : Propriétés

Activité 2.3.1 : Propriéte 1

Consigne :

Soit (D1) et (D2) sont deux droites paralleles et (P) un plan pectpendiculaire a (D)

.1°) Fais une figure

.2-a) Justifie qu’il existe deux droites sécantes (A,) et.(Ag) qui sont orthogonales a (D1)
-b) Déduis-en que (D) est orthogonale a (P)

.3°) Présente la propriété Ps que tu viens de démontrer puis écris son déductogramme

Activité 2.3.2 : Propriéte 2

Consigne

Soit (P) et (Q) deux plans paralleles\et(D) une droite orthogonale a (P)

.1°) Fais une figure

2-a) Justifie qu’il existe deux~dreifes sécantes (A;) et (A,) de (P) qui sont orthogonales a (D)
-b) Justifie qu’il existe deux‘droites sécantes (A';) et (A’,) telles que (A,) / (A'y) et (Ay) / (A',)
-c) Déduis des questiens_a-et b que la droite (D) est orthogonale au plan (Q)

.3°) Présente 1’énoriecnde la propriété P7 que tu viens de démontrer puis déduis son déductogramme

Activité 2.33): Propriété 3

Consigne

Soit (De)oet¢D2) deux droites orthogonales a un méme plan (P).

.1°) Fais une figure

2\S0it"A un point de (Dy) et (D:’) une droite passant par A et parall¢le a (D1)

-a) En t’aidant des propriétés précédentes, justifie que les droites (D1) et (D1”) sont confondues

-b) Déduis-en que (D1) et (D2) sont paralléles

.3°) Présente 1’énoncé de la propriété Pg que tu viens de démontrer puis déduis —en son déductogramme

Activité 2.3.4 : Propriété 4
Consigne

Soit (P) et (Q) deux plans orthogonaux a une méme droite (D)
.1°) Fais une figure
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.2°) Soit A un point de (P) et (P”) un plan passant par A et parall¢le a (P)

-a) En t’aidant des propriétés précédentes, justifie que les plans (P) et (P’) sont confondus

-b) Déduis-en que (P) et (Q) sont paralleles

3) Présente 1’énoncé de la propriété Pg que tu viens de démontrer puis écris son déductogramme.

Activité 2.3.5 : Propriété 5

Consigne

Soit (D) une droite orthogonale a un plan (P) et (A) une droite orthogonale a (D)

.1°) Fais une figure

.2°) Précise la position relative de la droite (A) et du plan (P)

.3°) Présente 1’énoncé de la propriété P1o que tu viens d’admettre puis déduis son déductogramme

Activité 2.4 : Evaluation formative

Consigne
ABCDEFGH est un cube, I le centre du carré BCGF et J le milieu du segment [GH]

1-a) Démontre que la droite (FC) est orthogonale au plan (ABG)
-b) Déduis-en que les droites (BH) et (FC) sont orthogonales
2-a) Démontre que la droite (BH) est orthogonale au plan (ACF)
-b) Déduis-en que les droites (BH) et (Al) sont perpendiculaires
3°) Démontre que le triangle AlJ est rectangle en |

Activité 3 : Plans perpendiculaires
Activité 3.1 : Définition
En utilisant tes acquis de quatrieme, définis deux planS'perpendiculaires

Activité 3.2 : Evaluation formative

Consigne

Soit ABCD un tétraedre régulier, | et J sont lesymilieux respectifs des segments [AB]et[CD]
.1°) Démontre que les plans (ICD) et (ABE€)'sont orthogonaux

.2°) Démontre que les plans (ICD).etNJAB) sont orthogonaux

Activité 4 : Projections-Qrthogonales

Activité 4.1 : Projections,orthogonales sur un plan

Activité 4 .1.1 : Définition

Consigne 1

.1°) Recopie pdis compléte la définition suivante en utilisant droite et plan

On appelle.projection orthogonale sur un plan (P) et 1’on note p 1’application qui a tout point M de
I’espace«associ€ le point M’, I’intersection............. avecC.......... passant par M et
orthogonale..................

.22) Bonne une illustration graphique de cette définition en utilisant un point et son image

Activité 4.1.2 : Propriétés

Consigne

Soit p la projection orthogonale sur un plan (P)

Recopie puis compléte les propriétés suivantes : un singleton, une droite, le plan lui-méme, est
orthogonale, n’est pas orthogonale, sont parall¢les, ne sont pas paralleles tout en illustrant chaque
propriété par un schéma
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.1°) L’ensemble des points invariants (points fixes) par une projection orthogonale sur un plan

= 0) N si (D) est pas orthogonale a (P)

3°) Si A et B sont deux points d’images respectifs A’ et B’ par la projection orthogonale p le segment
[AB] a pour image par p

-a) [A'B] 1 .ccuvnnn....

D) {A} st

-c) De plus A’B’ = AB si la droite (AB) et (P) sont...... et A’B’<AB si la droite (AB) et (P) sont=>"......
4°) L’image du milieu d’un segment par une projection orthogonale sur un plan (P) dont lestipport
........... est le milieu du segment image

Activité 4.2 : Projections orthogonales sur une droite

Activité 4.2.1 : Definition

Consigne

Recopie puis complete la définition suivante en utilisant droite, plan et espace

On appelle projection orthogonale sur une droite (D) I’application quiafoutM de .......... Associe le
point d’intersection M’ de ......... ] AU orthogonale a . .~ N, . y.0.... passant par M

Activite 4.2.2 : Propriétés

Consigne

Recopie puis complete les propriétés suivantes en utilisant-droite, un singleton, est orthogonale, n’est
pas orthogonale

Soit p une projection orthogonale sur une droitg. (D)

.1°) L’ensemble des points invariants par p @St ==-%.7.........o.....

.2°) L’image par p d’une droite orthogonale,a'(D) est .............

.3°) L’image d’une droite non orthogonal&axD) est...............

4°) L’image du milieu d’un segmentdent’le support......... a (D) est le milieu de I’image de ce segment

Activité 4 .3 : Evaluation farmative
ABCDEFGH est un pavé dfoityepose sur la face ABCD et le plan vu de face est (ABE). | et J sont les
milieux respectifs des segments [AE]et[EF]. On désigne par p; la projection orthogonale sur la droite
(AB)
.1-a)) Précise I’enSemple des points invariants par p,
-b) Déterming 1’image de chacun des points E , F, G, H ; | et J par p:
2) On désighexparp2 la projection orthogonale sur le plan (ABC).
-a) Détermine I image par p, des points A, B, CetD
-b) Détermine I’image par p,des points E, F, I et J noté respectivement E’, F, I’ et J’
-¢) Détermine I’image par p, des segments [ET]et[I]]
-d) ‘Bétermine la nature de I’image par p, du triangle EI1J

Activité 4.3 : Calcul de distance

Activité 4.3.1 : Distance d’un point a un plan

Consigne :

En utilisant tes acquis, recopie puis compléte la definition suivante :

(P) est un plan et A est un point de 1’espace. On appelle distance du point A au plan (P) notée d (A ; P) la
distance AH ou H est le point................... de (P) avec la droite passant par Aet .................. a (P).
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Activité 4.3.2 : Distance d’un point a une droite
Consigne
En utilisant tes acquis, recopie puis compléte la définition suivante :

(D) est une droite et A est un point de I’espace. On appelle distance du point A a la droite (D), notée d
(A; D), ladistance AH ou H est le point ......... de (D) avec le plan passant par Aet............ a (D).

Activité 4.3.3 : Evaluation formative
Consigne

ABCDEFGH est un cube d’aréte a ou a est un nombre réel strictement positif.
1°) Démontre que la droite (FC) est orthogonale au plan (ABG).

2°) Calcule en fonction de ala distance du point C au plan (ABG).

3°) Calcule en fonction de a la distance du point C a la droite (EF).

4°) Quelle est la distance du point H au plan (ABG) ?

Fin de [apprentissage

018 el

Ve o apnrenfssa 2 yemes d e

Les principales matiéres qui sont entrées dams,la fabrication de I’armoire sont le bois, le clou et le vitre.
Sur le marché, le bois est vendu en madriérleselou en sachet et le vitre en métre carré. Les contraintes du
marché exigent au menuisier les possibilités de choix suivantes :

v S’il choisit trois madriers, gifgsachets, et deux métres carrés, li dépense 17750F

v S’il choisit deux madriets, quatre sachetset trois métres carrés il dépense 18100F.

v S’il choisit quatre madrier$, trois sachets et deux métres carrés il dépense 18950F.
Sachant la confection de 1’armoire nécessite deux madriers, un sachet de clous et deux métres carrés de
vitre, le menuisier veut connaitre le prix d’un madrier de bois, d’un sachet de clou et d’un métre carré de
vitre afin de connaitre.Ja\dépense nécessaire relative aux principales matieres qui entrent dans la
fabrication de 1’drmoire. Confronté a des difficultés, il sollicite ton aide.
Tache : Tuvasaider le menuisier travers les activités suivantes.
Activité(l :'Définitions et exemples
Consigne
Emutilisant tes acquis, définis :
1°NJhe équation linéaire dans R3puis propose trois exemples
2°) Définis un systéme d’équations linéaires dans R3puis propose trois exemples.

Activité 2 : Représentations initiales
Consigne

1°) Traduis les hypothéses de relatives aux contraintes du marché par un systeme de trois équations a trois
inconnues.

2°) Résous ce systeme.

EXTRAIT DE LA COLLECTION LA PRIORITE DE GODATH : SA1. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE Page 19



3-a) Précise le prix de chaque matiére premiére.
-b) Calcule alors la dépense du menuisier relative a la fabrication de 1’armoire.

Activité 3 :Etude de la méthode du Pivot de Gauss.
On considére le systeme d’équations linéaires suivant.
x—5y—7z=2
) :{5x+3y+z=-10
3x+y—2z=-7
On se propose de résoudre ce systéme par la méthode du Pivot de Gauss. Pour cela,

Activité 3.1 : Résolution d’un systéme échelonne.

Consigne :
x—5y—7z=73
Résous dans R? le systéme (s){ —7y —9z =3
z=2

Activité 3.2 : Mise en ceuvre de la méthode du pivot de Gauss
EXposé :
Pour résoudre un systeme de trois équations a trois inconnues par laéthode du pivot de Gauss.
> On élimine la variable x dans les deux derniéres équations,avee‘combinaison de la premiere
équation et on obtient un nouveau systéme (S’).
» On élimine la variable y dans la derniére équation du Systeme (S’) avec combinaison des deux
dernieres équations du systéme (S) et on obtientwnssystéme échelonné directement a résoudre.
Consigne :
1°) En appliquant les instructions de cet exposé.détermine le systéme échelonné qui dérive du systeme de
I’activité 2-2-2-1
2°) Déduis les solutions de ce systéme en4 aidant de Iactivité 2-2-2-2-1

Activité 3.3: Evaluation formative
Consigne :

En utilisant la méthode du pivet de gauss, résous le systéme suivant :
2x—3y+z=6

(S):{x—2y—-2z=1
3x+y+z=3

Activité 3.4.~ Wtilisation de la méthode du pivot de Gauss : résolution de probléme.
Consigne<

Le plan gst mytii d’un repére orthonormé. Détermine une équation cartésienne du cercle passant par les
points A(=2; 8); (6; 8) et C (4; 4)

ACtiVité 4 : Systemes dérives
Activité 4.1 : Exemple de résolution d’un systeme de trois equations a deux
inconnues.

Consigne

On se propose de résoudre dans R? les systémes suivants :
x+y=2 x+y=2

(Sp): 2x—y=1 et (S): 2x—y=1
x+2y=0 x—y=0
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1-a) Forme a partir du systeme (S1) le nombre de systemes de deux équations a deux inconnues possibles.
-b) Résous au choix un des systémes obtenus.
-¢) Vérifie I’autre équation ne se trouvant pas dans le systéme choisi en utilisant les solutions du
systéeme choisi.
-d) Le systéme (S1) admet — il de solutions dans R??
-¢) Propose alors un retenons pour la résolution d’un systéme de trois équations a deux inconnues.
2°) En utilisant le retenons ci — dessus, résous le systeme (S2)

Activité 4.2 : Exemple de résolution d’un systéme de deux équations a trois inconnues
Consigne

On se propose de résoudre le systéme suivant : (S) ;{Zx +5y—6z=38

x+y—6z=1

1°) En considérant I’une des trois inconnues comme parametre réel, résous ce systéme devenu désormais
un systeme de deux équations a deux inconnues.

2°) Propose un retenons pour la résolution d’un tel systéme.

Fin de [ anprentissage

Sequence o aparenfssane 'S Veteurs e espace

Jean I’un des camarades de Coffi a des diffietilté€s y€latives au sens, repérage etc.
TAache : Tu vas ’aider a travers les actiVités suivantes

Activitél : Notion de vecteurs de1’espace
Activitél.1l : Caractérisation d’un vecteur

Consigne

.1°) En utilisant tes acquisydonne les caractéristiques d’un vecteur
.2°) En prenant des caraetéristiques de ton choix, représente un vecteur

.3°) En examinantle dessin de I’armoire, donne les caractéristiques des vecteurs AB et AE

Activité 142,: Rropriété

Consigne

.1°) Recapie et compléte la propriété suivante en utilisant unique point M et représentant

PQur tedt point O et pour tout vecteur i de ’espace, il existe un ........... tel que OM = . On dit que le
vecteur OM et ............... du vecteur U

.2) En examinant attentivement le dessin de I’armoire,
-a) donne deux représentants du vecteur EB.
-b) donne trois représentants du vecteur AB.

Activité 2 : Opeérations sur les vecteurs
Activité 2.1 : Définitions
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Consigne

.1°) Recopie puis compléte les définitions suivantes en utilisant u + Vet ku

Soit /A’ensemble des vecteurs de 1’espace.

D1 : On appelle somme de deux vecteurs de 1’espace toute application de 77X 77 dans 77 ‘qui aux
vecteurs uet v associe le vecteur..............

D> : On appelle produit d’un vecteur de I’espace par un nombre réel toute application de Rx 7dans 7 -
qui a tout vecteur u associe le vecteur.........

Activité 2.2 : Propriétés

Consigne

En utilisant tes acquis, recopie puis compléte les propriétés suivantes

Pour tous vecteurs 1, v et W de I’ensemble des vecteurs de ’espace et pour tous nombres kéels A ety on
a:

Prid+v= ..o Ps: MU +7V) =i,
Po:(u+v)+wW=............ Pe:lu=.........ccoooviiiinnin.
Ps:(A+wid =............ Pzl =............

Pa :Mu) =i Ps:lu+7|l=.ccceeennnn.

.2°) Recopie puis compléte la propriété suivante puis reconnais cette pfopriété
Pour tous points A, B et C de I’espace, on a AB+BC=..........

Activité 3 : Vecteurs colinéaires-vecteurs coplanaires
Activité 3.1 : Définitions

Consigne

Recopie puis complete les définitions suivantes enditilisant coplanaires, vecteur nul, méme direction, non
coplanaires

D1 : Deux vecteurs de 1’espace sont dits colinéditéslorsque 'un d’eux est ............. ou lorsque les deux
vecteurs ont..........

D : On dit que trois vecteurs i, ¥ et w'de\’espace sont dits.......... si étant donné un point O de ’espace
et les points A, B et C définis par 04", OB = B et OC = W, les points O, A, B et C sont................
D3 : On dit que trois vecteurs ;¥ et de I’espace sont dits.......... si étant donné un point O de I’espace

et les points A, B et C définispacDA = 7, OB =B et OC = w, les points O, A, B et C sont................

Activité 3.2 : Propriétes

Consigne

Recopie puis complete les propriétés suivantes en utilisant (0, 0,0), combinaison linéaires

Soit U, U et W trais vecteurs de I’ensemble 7 des vecteurs de I’espace et , 8,y des nombres réels.

P1 : Si u'etw sont non colinéaires, alors 1, v et w sont coplanaires si et seulement si w est...... de U etv
P2 ;% et W sont coplanaires si et seulement s’il existe........ de ces trois vecteurs égale aux vecteurs nuls
sans que ses coefficients soient tous nuls.

Ps :, ¥ et w sont non coplanaires si et seulement si le seul triplet («, 8,y) de nombres réels tels que

atl+ BU+yW=0eSteceeeeerennnns

Activité 3.3 ; Evaluation Formative

Consigne

ABCDEFGH e cube et on pose :

st u
AB = 1,4AD =7,AE k,_’ [+kD=T1+]+ketw=T—-7+k
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.1°) Justifie que les vecteurs 7, Jet k sont non coplanaires
.2-a) Exprime v et w en fonction de u et J
-b) Déduis — en que les vecteurs u, v et w sont coplanaires

:3°) Démontre que les vecteurs 7, T+ et 7+ J + k sont non coplanaires.

Activité4 : Caractérisations vectorielles de droites et de plans de I’espace
Consigne

A, B et C sont trois points non alignés de I’espace et M un point quelconque de 1’espace
.1°) Démontre que [M € (AB)] < (3a € R,AM = aAR)

.2°) Démontre que [M € (ABC)] & (El(a,ﬁ) € RZ/ZI\_/f = aAB + ,[?TC)

Activité 5 : Bases et reperes

Activité 5.1 : Définition

Consigne

On rappelle que deux vecteurs non colinéaires définissent une base du plan et undriplet composé de deux
vecteurs non colinéaires et d’un point du plan est un repére du plan.

En t’aidant de ce rappel et de tes connaissances définis

1°) Une base de I’espace.

2°) Une base orthonormée de I’espace.

3°) Un repere de I’espace.

4°) Un repére orthonorme.

Activité 5. 2: Propriété

Consigne

L’espace est rapporté au repére (0,1, f, E)

I, J et K sont des points de I’espace tels que0F =1, 0] = J,0K = k et % un vecteur quelconque de
I’ensemble des vecteurs de /tels que pour teut point M de 1’espace, on a : OM =1

1°) On suppose que M appartient a ld droite (OK).

Démontre qu’il existe un seul triplet'(ab,c) de nombres réels tel qued = al + bj + ck

2°) On suppose que M appartientiau plan (O1J).

Démontre qu’il existe un.setl thiplet (a,b,c) de nombres réels tel que % = ai + b + ck

3°) On suppose maintefiantique M n’appartient ni a la droite (OK), ni au plan (O1J) .

-a) Justifie que la droite (A) passant par M et paralléle a (OK) est sécante au plan (OIJ) en un point P.
-b) Justifie que l€ planypassant par M et paralléle a (O1J) est sécant a la droite (OK) en un point Q.
-¢) Démontre'qiil existe un seul triplet (a,b,c) de nombres réels & = al + bj + ck

4°) Dédui§ de‘tout ce qui précéde 1’énoncé de la propriété que tu viens de démontrer.

Fin de | annrentissage

oeqienee dapprenisae 1'% Produt sealaie

Le produit scalaire est un outil de calcul vectoriel faisant partir des principes utilisés par I’ingénieur PIKO
dans la réalisation du pont de Codji. Reed, un fils de I’ingénieur PIKO en terminale scientifique n’arrive
pas a comprendre 1’utilité des produits scalaires dans la réalisation d’un pont.
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Téche : Tu vas aider Reed a travers les activités suivantes.
Activité 1 : Définition

Activité 1.1. : Enoncé

Consigne

Recopie puis complete les définitions suivantes en utilisant nul et non nul.
U et vsont deux vecteurs et A, B, C des points tels que AB=TUetAC =

On appelle produit scalaire des vecteurs i et v et on note i . v le nombre réel défini par :

v U. ¥ =0sil’undes vecteurs L ou U est .........
v u.v = ||9||. ||u]lcosBAC si et seulement si U et Usont.......

Activité 1.2 : Conséquences immeédiates de la définition
Consigne :

U et vsont deux vecteurs non nuls.
1-a) Démontre que u? = ||]|?
-b) Déduis — en que ||i|| = Vu?
2°) Démontre que (U.7 = 0) & (ULlD)

Activité 1.3 : Evaluation formative
Consigne

On consideére les vecteurs i, ¥ et W tels que ||d|| = V2,

171l = 2 et Wl = 2V2,mes(i, B) = =, mes (i, w) 23

- —

Calcule 4%, u.v, u.w,v.w

Activité 2 : Propriétés

Activité 2.1 : Propriétés algéebrigues
Consigne

U, U et w sont trois vecteurs et k ut nombre réel.
1-a) Démontre que U. ¥ = V. U

-b) Démontre que (ku). v = w\(kv) = k(U. V)
2°) Démontre les propriétés suivantes :
P;:u.(v+ w) =u@dyuw
Py:(U+ D)W =uNv+ v.w
Ps:(u+ )2 =\ul? + |19]1? + 2u. 7 = ||u + 9||?
Ps :(u — ©)2=Mill* + I9]1* — 2u. ¥ = [|u

P, (i = %)@+ v) = |[ull* - I7]1?

Activite 2.2 : Propriété analytique
NB* On applique cette propriété dans le cas ol la base est orthonormée

Consigne

On considére une base orthonormée (7,7, k) et les vecteurs #(x, y, z) et B(x’,y’, z")

1-a) Exprime % et  en fonction de 7, J et k
-b) Démontre que U . ¥ = xx' + yy' + zz'

-c) Déduis — en que ||| = \/x? + y? + z2

2°) On désigne par A(x,, 4,24) et B(xp, 5, 25) dans le repére orthonormé (0,77, k)

EXTRAIT DE LA COLLECTION LA PRIORITE DE GODATH : SA1. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE

Page 24



Démontre que AB =/ (xg — x4)2 + (Vg — y4)? + (25 — 24)2.ul o0 ul désigne 1’unité de longueur.

Activité 2.3 : Evaluation formative

Consigne

On considére dans une base orthonormée (é,, €, €;)les vecteurs a(0; 3; 4)
b(—4;0; —3),2(—1; 0; 0)et les points P(—1; 1: —1) et Q(2: 1: 1)

1°) Calcule ||dll, ||b||et PQ

2°) Calcule @5 ,d.¢,a.(b—¢),(@+5) ,(@—b) et (d+b)(d—b)

Activité 3 : Utilisation du produit scalaire
Activité 3.1: Equation cartésienne d’une sphére.
Activité 3.1.1. : Propriétes

Consigne

L’espace est muni du repére orthonormé (O, 7,7, E).

On désigne par (S) la sphére de centre Q(a, b, c) et de rayon.

1°) Démontre que pour tout point M (x, y, z) de I’espace,
Me®)]e[(x—a)*+(y—Db)?+(z—c)?=r?

2-a) Démontre que la relation (x — a)? + (y — b)? + (z — ¢)? =r2peut s’écrire sous la forme x? +
yi+z2+ax+By+yz+86=0

-b) Déduis — en les formules permettant de déterminer le rayon etles coordonnées du centre d’une sphére
dont on connaitre son équation cartésienne.

Activité 3.1.2 : Evaluation formative
Consigne

L’espace est muni du repére orthonormé (O;.0)y; E)

On considere les points A(3; —1; 0), B(1;'S;'8) et ’ensemble (I") défini par : (T') = {M(x,y,z)es/ x* +
y2+2z2-2x+4y—-5=0

1°) Détermine 1’équation cartésienn€ de la sphére de diamétre [AB].

2°) Démontre que 1’ensemble (1) est une sphére dont tu préciseras les éléments caractéristiques.

Activité 3.2 : Equation cartésienne de plan
Activité 3.2.1 : Propriétés
Consigne

A et B sont deux/distincts de I’espace.
En utilisant t&S ¢onnaissances, reconnais les ensembles suivants.

1°) (T-est Fensemble des points M de I’espace tels que AM. AB = 0
2°).(L,)\est I’ensemble des points M de I’espace tels que AM = BM

Activité 3.2.2 : Evaluation formative
Consigne

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O, 7,7, k) et on considére les points
A(1; —2;3) et B(—3;1; —2).

On considere les ensembles (T;) et (T',) définis par :

(T,) est ’ensemble des points M de I’espace tels que AM.AB = 0

(T,) est I’ensemble des points M de I’espace tels que AM = BM
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Détermine 1’équation cartésienne de (TIy) et (I3).

Activité 3.3 : Positions relatives d’une sphére et d’un plan
Consigne

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O, 7,7, k) et on considére la sphére (S) de centre 1(2; —1;1)
et de rayon r = 3cm et le plan (P) d’équation cartésienne x — 2y + 2z + 3 = 0.

1°) On deésigne par H le projeté orthogonal de | sur le plan (P).

-a) Calcule la distance du point I au plan (P).

-b) Compare IH et r

-c) Déduis — en la nature et les éléments caractéristiques de (P)N(S)

2°) En t’inspirant de la question 1, détermine 1’intersection de la sphére et du plan dans les-cas sutvants :
) (P):ix+y+z—4=0cet (S):x2+y2+22+2y—4z+2=0

<€) (P):x—2y+z+1=0et (S):x?>+y?>+2z24+6y—4z+9=0

Activité 3.4 : Positions relatives d’une sphére et d’une droite

Consigne

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O, 7,7, k) et on considére lasphgte (S) de centre I(—1;2 ;1)
et de rayon r = 3cm. (A) est la droite de repere (4,u) ot A(2; —3¢M.etu(1;5; —3)

1°) On désigne par H le projeté orthogonal de I sur la droite (A).

-a) Détermine une équation cartésienne du plan passant par Létorthogonal a la droite (A)

-b) Détermine les coordonnées du point H.

-c) Calcule la distance du point | a la droite (A)

-d) Compare IH et r puis déduis — en I’intersection de'la droite (A) et de la sphere (S).

2°) En t’inspirant des questions précédentes, dét¢rming’l’intersection de la droite (A) et de la sphére (S)
dans les cas suivants :

-a) (A) a pour repére (A, ©) ou A(1;2; ~1)etu(1;1;1) puis (S) apourcentre I[(—1;0;3) etr =3

-b) (A) a pour repere (A, 1) ol A(Lsp2y. +1) et u(1;1; 1) puis (S) a pour centre I(—1;0;3) et r =
2V6.

Activité 3.5 : Positigns relatives de deux spheres
Consigne

1°) En utilisant tes acquis, présentes les propriétes caractérisant les différentes positions relatives deux
cercles de centres distincts Q et (' et de rayons respectifs r et 1.

2°) L espace éspuni d’un repére orthonormé (O, 7,7, k) . En utilisant ces propriétés détermine
I’intersection/de deux spheéres (S) et (S*) dans les cas suivants :

) A2 1;1),0'(-2; =5; =3),r= V3etr' =3V3

-DNQ(T; 0;-1),Q'(1; 2; 1), r =+v2etr' =1

) Q(-2;1;-1),Q'(-3; -1; 1),r=3etr' =2

Activité 3.6 : Exemple d’étude de ligne de niveaux

Consigne

Soit dans I’espace & deux points A et B. On considére I’application f de &lans R, qui, a tout point M de
&, associe le nombre réel positif f(M) = 2MA? + MB?. G est le point de I’espace défini par :
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4G = 175

1°) Vérifie que 2GA+GB=0

2°) Démontre que f(G) = EAB2

3°) Démontre que f(M) = 3MG? + §ABZ.

4°) Démontre que f présente un minimum sur & a préciser.

5°) Détermine la nature et les €léments caractéristiques de I’ensemble (I') des points M de I’espace tels
que f(M) =72 et AB = 6cm

6°) En t’inspirant des questions précédentes, résous dans ’espace & les équations géométriques suivantes
ou AB = 5cm

(E)) : MA?> + MB? = 25

(Ey) : —3MA? + MB? = 37,5

(E3) : —MA? —3MB? = -20

Fin de | anprentissage

ORNGE gt Coamere e e esaoe

Dans cette séquence Aziz un camarade de Coffi se propose d’étudier analytiquement les droites et les
plans de I’espace a travers une série d’activités que Son professeur de mathématiques lui a proposées

Tache:Tu vas mener cette étude a la placefle-Aziz a travers les résultats de ces différentes activités

Activité 1 : Etude Analytique d*un,plan
Activité 1.1 : Représentatiop\paramétrique
Activité 1.1.1: Deéfinitions

Activité 1.1.1.1: Reperede-plan

Consigne

Soit 1 et ¥ deux vectélirs'de 1’espaces (. ) un plan de ’espaces et Mo de ’espaces.

En utilisant tes acquis recopie puis complétes la définition suivante en utilisant point ;

vecteurs directetrs triplet

On appelle.repere-du plan (.~) le ...... (M,,u, 7)ol sont des .......... etMoun ...... du plan (. ).

Actjvités1.1.1.2 : Représentation paramétrique
Consigne

L’espace est rapporté au repere (O, 7,7, ?). On considere le point M, (x,; y,; Z,) de ce repére et les
vecteurs ii(a, b, c) et #(a’, b'c')de labase (7,7,k) ot a, b, ¢, a’, b'et ¢’ sont des nombres réels et le plan
() de repere (M,, U, V).

1°) Soit M(x, y, z) un point de I’espace.

-a) Démontre que [Me (. )]=[3(a, B) € R?/MoM = aii + ]

-b) Déduis — en I’expression de x, y et z en fonction de a, b,c,a’,b’,c’, a, B, x4, yo et zysous forme de
systeme.
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2°) Dis ce que représente ce systeme pour le plan (.%)
3°) Définis alors la représentation paramétrique d’un plan

Activité 1.1.2 : Evaluation formative
Consigne

L’espace est rapporté au repére (O, 7,7, k)
On considere les points A ( -1,2,1), B(-2,-3 ,2) C(1,-1,1) et I’ensemble E définis par:
x=2t—r+1
y=—-t+3 (t,7) € R?
z=r
1-a) Justifie que les points A, B et C déterminent un plan (Q).
-b) Donne un repére de ce plan.
-¢) Ecris un systéme d’équations paramétriques du plan (Q).
2°) Détermine la nature de I’ensemble E.

Activité 1.2. Equation cartésienne d’un plan.
Activité 1.2. 1 : Vecteur normal a un plan
Activité 1.2.1.1 : Deéfinition

Consigne

Soit U et vdeux vecteurs directeurs d’un plan (P) et 7iun vecteut\dé Jespace.
En utilisant tes connaissances relatives a la notion de droite€t planorthogonaux définis un vecteur normal
(orthogonal) a un plan.

Activité 1.2.1.2 : Point de remarques

Consigne

En utilisant tes connaissances, recopie puis_eompléte les points de remarque suivants :
Ru7i est un vecteur normal a un plan (P)si‘et’seulement si il est vecteur directeur d’une droite

R2 : Sin est un vecteur normal aun'plan (P) et M, N sont des points de (P) , alors 7 est ...... a MN.
Rs Un plan possede.......... de, vecteur normaux tous colinéaires

Activite 1.2.1.3 : Propriétés
Consigne :

1°) Soit A uppoint de I’espace et 7iun vecteur de I’ensemble de vecteur de I’espace.
Démontre(qu*il existe un plan et un seul passant par A et de vecteur normal 7.
2°) Soit(PY-un plan ,7 un vecteur normal a (P ) et A un pointde (P ).

Démontre que pour tout M de I’espace, on a:[M € (P)] & AM | 7.

Activité 1-2-1-4 : Evaluation formative
Consigne

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 7,7, k)et on considére les
vecteursu(—2; 1;2) et v(—1;3; 1)

1°) Démontre que les vecteursii et vdirigent un plan noté (P).

2°) Détermine trois vecteurs normaux aux plan (P).
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Activité 1.2.2: Equation cartésienne d’un plan.
Activité 1.2.2.1: Propriété

Consigne

L’espaces et mini d’un repére orthonormé (O, 7,7, E)

1°) Soit (P) le plan de I’espace passant par A,(x,; Vo; Z,) et de vecteur normal 7i(a, b, ¢) ou a, b, ¢ sont
des nombres réels non tous nuls.Démontre que pour tout point M(x,y, z) de I’espace, on a:[M € (P)] &
(AdeR/ax+by+cz+d=0).

2°) Soit a, b et ¢ des nombres réels tel (a, b, c) # (0; 0; 0). Recopie puis compléte les propriétés
suivantes en utilisant I’équation cartésienne et équation.

P1 : Tout plan de vecteurs normal#i(a, b,c) aune ........ dela formeax +by+cz+d =,
P2 : Toute............. de la forme ax + by + cz+d =0est .......... d’un plan de vecteur mlormal
n(a,b,c)

Activité 1. 2.2.2 : Evaluation formative

Consigne

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 1, J, E) et on considereJeplan (P ) passant par A(2;1; 0)
et de vecteur normal 72(a, b, ¢) et I’ensemble (Q) d’équation cartésienne2x —3y +z—1 =0

1°) Détermine une équation cartésienne de ( P).

2°) Justifie que (Q) est un plan

Activité 1.3 : Représentation paramétrique et\eguation cartésienne.

Consigne
L’espace est rapporté a un repére orthonormé (Oy, E). On considere les plans(P ) et ( Q ) définis par :

x=2t—q+1
(P)dy=p+q—-2(p,geER?et(Q): £+2y)—32z+5=0
z=3q+q+3

1°) Détermine une équation cartésienne.de’(P).
2°) Détermine une représentation paramétrique de (Q)

Activité 1.4. : Distance d%umn point a un plan

Activité 1.4.1. : Propriété

Consigne

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 7,7, k)

Soit (P) le plan d3équation cartésienne ax + by + cz +d = 0 et M,(x,; ¥,; Z,) un point de I’espace ou
(a, b, c)«&(0,0,0).

On sepropese d’établir la formule permettant de calculer la distance du point Mo au plan (P). Pour cela,
on‘désigne par H(x, y, z) le projeté orthogonal de Mo sur le plan (P)

1°)'Démontre que ||M,H|| x lI7|l = |M, H.7|

2°) Démontre que M, H.7 = —(ax, + by, + cz, + d)

3°) Déduis-en I’expression de la distance du point Mo au plan (P).

Activité 1.4.2. Evaluation formative
Consigne
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L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 1, J, E). On considere les plans (P) et (Q) et le point A
xX=214+2u+2

définis par: (P): 2x — 2y +z—5=0, (Q):{y = 31 , (A, ) € R%et A(1;-2;1)
Z=—U

1°) Calcule la distance du point A au plan (p)

2°) Calcule la distance du point A au plan (Q)

Activité 2: Etude analytique d’une droite

Activité 2.1: Représentation paramétrique d’une droite
Activité 2.1.1 : Définitions

Activité 2.1.1.1 : Repeére d’une droite

Consigne

En utilisant tes acquis, récopie puis complete la définiion suivante en utilisant point, Vecteur directeur,
couple.

Soit % un vecteur de I’espaces,(A)une droite de I’espace et Mo un point de Léspace’.

On appelle repere de la droite (A)le .....outlestun ............ et Mo un .. .4.de la droite (A)

Activité 2.1.1.2 : Représentation paramétrique

Consigne

L’espace est rapporté au repere (O, 7,7, E). On considere le pinthM, (x,; ¥,; Z,) de ce repére et le
vecteurti(a, b, c)de la base (7,7, E) ou a, b et ¢ sont des9dmbres réels et le plan (A) de repere (M,, i).
1°) Soit M(x, y, z) un point de I’espace.

-a) Démontre que [Me(A)]=[3t € R /MM = ¢t

-b) Déduis — en I’expression de x, y et z en fenetion’ de a, b, c, t, x,, y, et z,S0us forme de systéme.

2°) Dis ce que représente ce systeme pourda droite (A)
3°) Définis alors la représentation paramétrigue d’une droite.

Activité 2.1.2 : Evaluation

Consigne

L’espace est rapporté au repéte)(O, 7,7, ﬁ). On considere les points A(1;2;-1),B(-1;-1;1),C(2; -
xX=-2+t

3;1) et ’ensemble (A)définis par :jy = —2t, te€R
z=2

1-a) Donne un<eépere de la droite (AB)
-b) Déterntige un systéme de d’équation paramétrique de la droite (AB)
2°) Détermine la nature de (A)

ACtivité 2.2 : Systeme d’équations cartésiennes
Activité 2.2.1 : Définition
Consigne

On rappelle qu’une droite dans I’espace est I’intersection de deux plans. On désigne par (A) la droite
d’intersection des plans (P) et (Q)

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 1, 7, ﬁ) ou les plans (P) et (Q) ont pour équations
respectives ax + by + cz+d =0eta'x+b'y +c'z+d" =0.
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1°) En t’aidant de ce rappel et de tes connaissances définis le systéme d’équations cartésiennes d’une
droite.
2°) Donne trois exemples d’un systéme d’équations cartésiennes d’une droite.

Activité 2.2.2: Propriétés

Consigne
Recopie puis complete les propriétés suivantes en utilisant systéme droite et plan.
Pi: Toute ......... de I’espace est caractérisée par un ...... de deux équations cartésiennes de ......... de la
forme {ax+ by +cz +d=o0
ax+ by +cz+d =o

Pr:siax+by+cz+d=0eta'x+b'y+c'z+d = 0sont des équations cartésiennes de.deux
ax+ by +cz +d=o
ax+ by +cz+d=o
................. d’intersection de ces deux ..............

................. sécants alors { estun ............d’équations cartésiennes de la

Activité 2.2.3 : Evaluation formative

Consigne

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 1, J, E) et on considere, [€s systemes
. . (x+2y+2z—4=0 (x—=2y+z—-1=50_; (x+z=-3=0
suivants :(S1) '{x—y+22— 1=0 ; (S2) '{—x+2y—Z+3 =\’ (83)'{—X+y+22—= 0

Détermine parmi ces systémes ceux qui sont des systémesid’équations cartésiennes d’une droite.

Activité 2.3 : Représentation paramétrique et systéme d’équations cartésiennes.

Consigne

L’espace est rapporté a un repere orthonormé(0, 7,7, E)et on considére la droite (A,) de représentation

x=2t—1
paramétrique {y = —t + 3,t € R etla droite (A,) d e systéme d’équations cartésiennes
z=t+2

x+2y+2z—4=0
'{x—y+22—1=0
1°)Détermine un syst€ed’équation cartésienne de(A;).
2°) Détermine une‘représentation paramétrique de(A,).

Activité 3% Positions relatives de droites et de plans de ’espace.
Activité 8.2 Positions relatives de deux droites

Activité 3.1.1 Propriétes

Consigne

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 1, J, E) et on considere les droite (A) et (A’) de repéres
respectifs (4,u) et (B, V)

1°) En utilisant tes acquis, rappelle les différentes positions relatives de deux droites de I’espace.

2°) En utilisant les points A et B puis les vecteurs u et ¥ recopie puis compléte les propriétés suivantes
caractérisant chacune des différentes positions énumérées ci — dessus.

P1: (A) et (A”) sont paralleles si et SEUICMENT ST ........ccoeveriverieiiieieereseeseee e e ree e e

P2 : (A) et (A”) sont sécants Si et SEUIEMENt ST ......euuiviniititiiiiit e
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P3: (A) et (A”) sont coplanaires si et SeUlement Si .............coovieiriiniiriiiniiiinienananns
P4 : (A) et (A”) sont non coplanaires si et seulementsi ...........coooviiiiiiiiiiiiiiinen,
Ps : (A) et (A”) sont orthogonales Si et seulementsi ..............coooiiiiiiiiiiiiiie,

Activité 3.1.2 : Evaluation formative

Consigne

On considere les droites (A;), (A,) et (A3) de représentations paramétriques respectives :
{x =3 {x =2p x=1

y=1+t,(teR)3y=2—-4p;(p€ER);iy=1-2r ,(r €R)

z= -2t z=2-2p z=—-1+4+4r
1°) Démontre que les droites (A;) et (As)sont strictement paralléles
2°) Démontre que les droites (A,) et (A3)sont sécants en point A dont on calculera les eoardonnées.
3-a) Démontre que les droites (A;) et (A,) sont non coplanaires.

-b) Démontre que les droites (A,) et (A,) sont orthogonales.

Activité 3-2 : Positions relatives de deux plans

Activité 3-2-1 : Propriétés

Consigne

L’espace est rapporté a un repére orthonormé(O, 7,7, k). On cansidere le plan (P) passant par A et de

vecteur normalfi et le plan (P’) passant par B et de vecteur hoxmal n

1°) En utilisant tes acquis énumeére les différentes positidns.relatives de deux plans.

2°) Recopie puis compléte les propriétés suivantes caracterisant chacune des différentes positions
relatives énumérées ci-dessus.

P1:Si#ietn sontcolinéaires alors (P) et (P2 SOME™ ...t
P2: SIAB.7 # 0 et AB.7 % 0alors (P) (P WEONE .. .eeeveeeeoee oo,
P3: SiAB.7 = 0 et AB.n’ = 0 alors RICEIP) SONE L.veiiii e,
Pa: Sifi et n' ne sont pas colinéaifes alers (P) et (P?) SONt .........coiiiiniiiiiii e,
Ps: Si#i.n' = 0 sont colinéaifes alors (P) €t (P”) SONE .\evesiee e

Activité 3.2.2 : Evaluation formative
Consigne

L’espace est xapporté a un repére orthonormé (O, 1, J, E) On considere les plans (P) et (Q) d’équation
cartésienne-respecCtive : 2x + y+2z—6=0et2x —2y —z+3 =0
1-a) Démontre que les plans (P) et (Q) sont sécants et détermine une représentation paramétrique de leur
droite'd’intersection (A)

4b) Démontre que les plans (P) et (Q) sont perpendiculaires.
2°) Détermine une représentation paramétrique du plan (1) passant par le point A(0; 2; 1) et paralléle
au plan (P).

Activité 3.3 : Positions relatives d’une droite et d’un plan
Activité 3.3.1 : Propriétés

Activité 3.3.1.1 : Rappels

Consigne

Etant donnés une droite (A) et un plan (P)
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En utilisant tes acquis, éenumere les différentes positions relatives d’une droite et d’un plan.

Activité 3.3.1.2 : Enoncé n°1

Consigne

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 7,7, k). On considére la droite (A) de repére (4, %) et le
plan (P) passant par B et de vecteur normal n

Recopie puis compléte les propriétés suivantes caractérisant chacune des différentes positions relatives
énumerées ci-dessus.

P1:Si%.n’ = 0 alors la droite (A) et 1€ plan (P) SONt «..eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee o
P2: Sit.7i = 0 et AB.7 # 0 la droite (A) et le plan (P) SONt AlOTS.........vvveveeeeeeeeeeeeee s ey

Ps: Siti.7i = 0 et AB.7 = 0 alors la droite (A) et le plan (P) SONt «....vvvveveee o
Ps:Siu.7 # 0 ladroite (A) etleplan (P)sont ............cooeiiiininnn..

Activité 3.3.1.3 : Enonce n°2

Consigne

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O, 7,7, k). On considérelaroite (A) de repére (4, %) et le
plan (P) de repére (B, U, W)

Recopies puis compléte les propriétés suivantes caractérisant chacure.des différentes positions éenumérées
dans I’activité 3.3.1.1

P1: Si 1, U et w sont coplanaires alors la droite (A) et le plAMNPPSONt ........ovvviviviiiiiiieiiiieen,

P2 : Si 4, ¥ et wsont coplanaires puisAEB, ¥ et w sont nol taplanaires alors la droite (A) et le plan (P) sont

P4 : Si 1, U et wsont non coplanaires alorsta'droite (A) etle plan (P)sont ..................cceeven..
Ps : Siu, ¥ et w sont non coplanaires puis«est orthogonale av et a walors la droite (A) et le plan (P) sont

Activité 3.3.2 : Evaluation formative
Consigne

L’espace est rapporté-am tepere (O, 7,7, k). On considére les droites (A,) et (A,)de représentations
paramétriques respéctives :

X=2—2p x=1—71

N y=2p/Ap€R) 3§ y=2-2r ,(r €R)etleplan d’équation cartésienne 2x +y + 2z + 4 =
z=2—3p z=1+2r

0

1°).Démontre que la droite (A1) et le plan (P) sont sécants en un point A dont on déterminer a les
cordonnées

2°) Démontre que la droite (A>) et le plan (P) sont strictement paralléles.

3°) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A) passant par A et orthogonal au plan (P).
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SEQUENCE D'APPRENTISSAGE.N;1: ORTHOGONALITE.DANS LESPACE

Exexcice 1:

On se propose de démontrer la propriété suivante :

Si deux droites dans I’espace sont orthogonales alors toute droite parallele est orthogonale a ’autre.
1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice 2= :

On se propose de démontrer la propriéteé suivante :

Si deux droites dans I’espace sont paralleles alors toute droite orthogonale a 1’une est orth¢gonales a
’autre.

1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice 3:

On considere la propriété suivante :

Etant donné un point A et un plan (P), il existe une unique droite passant,par A et orthogonale a (P).
1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice 4 :

On considere la propriété suivante :

Etant donné un point A et une droite (D) plan , ileXiste un unique plan passant par A et orthogonale a
(D).

1°) Traduis cette propriété en langage mathématigques

2°) Démontre cette propriété.

Exercice S:

On considere la propriété suivante :

Si une droite est orthogonale aun-plan alors elle est orthogonale a toute a toutes les droites de ce plan.
1°) Traduis cette propriété.en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriste.

ExexrcicCe 6 :

On considere Ja propriété suivante :

Si deux dreites’de 1’espace sont paralleles alors tout plan orthogonal a I’une est orthogonal a I’autre
1°) Txaduis-cette propriété en langage mathématiques

2%)"Démontre cette propriété.

Exerxrcice'7:

On considere la propriété suivante :

Si deux plans sont paralleles alors toute droite orthogonale a I’un est orthogonale a 1’autre.
1°) Traduis cette propriéte en langage mathematiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice S:
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On considere la propriété suivante :

Si deux droites de I’espace sont orthogonales a un méme plan alors elles sont paralléles.
1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice 9:

On considere la propriété suivante :

Si deux plans sont orthogonaux a une méme droites alors ils sont paralleles.
1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice 10:

On considere la propriété suivante :

Si deux plans sont perpendiculaires alors tout plan paralleles a I’un est perpendiculaire a 1’autre.
1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'3: VECTEURS.DE LESPACE

Exerxrcice 1:

A, B, C et D sont quatre points distincts de I’espace.

1°) Démontre que (AB = CD) < (AC = BD)

2°) Démontre que (AB = CD) < (AD et BC).dnthéme milieu
3°) Démontre que (AD et BC) ont méme mifiell & (AC = BD).

Exerxrcice 2 :

Pour tous vecteurs i, ¥, w et W gtspalirtous nombres réels A, u«, g
1°) Démontre que U + v = ¥ U

2°) Démontre que (U + V) Fw=u + (T+ W)

3°) Démontre que (A + wu =AU + uu

4°) Démontre que A (BT = AU + AV

5°) Démontre que.N(p) = (A X w)u

6°) Démontre gue L. X" = U

7°) Démontee gue || + vl < [l + 11911

8°) Démontre gue |[A:ll = [A[lI4II

Exerxrcice 3:

Soit A un point de I’espace et i un vecteur de I’ensemble des vecteurs de I’espace. On se propose de
démontrer que I’ensemble des points M de ’espace tels que AM = Afi ou A est un nombre réel est la
droite de repére (4, [i)

1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exexrcice 4k :
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Soit A un point de I’espace et [i et ¥ deux vecteurs non colinéaires de ’ensemble w des vecteurs de

I’espace. On se propose de démontrer que 1’ensemble des points M de I’espace tels que AM = All +
uv ou A et u sont des nombres réels est un plan de I’espace

1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice S
On se propose de démontrer que les trois énoncés suivants sont équivalents

[ ] E = C_D)

e [AD] et [BC] ont méme milieu

e AC = BD pour cela,
1°) Démontre que (ﬁ = ﬁ) = ([AD] et [BC] ont le méme milieu)
2°) Démontre que ([AD] et [BC] ont le méme milieu) = (AC = BD)
3°) Démontre que (AC = BD) = (AB = CD)
4°) Déduis des questions 1, 2 et 3 que les trois énoncés sont équivalents.

Exerxrcice 6:
Soit ji, ¥ et W trois vecteurs de 1’espace tels que ji et ¥ sont non coplahaires
1°) Démontre queg, v et w sont coplanaires si et seulement si,

Exexcice '7:

Soit ji, U et W trois vecteurs de ’ensemble w des vectetrs'de 1’espace. On se propose de démontrer quei,
U et w sont coplanaires si et seulement si il existe.tine cembinaison linéaires de ces vecteurs égal au
vecteurs nul. Sans que ces coefficients soient teus-nuyls.

1°) Traduis cette propriété en langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice S:

Soit ji, ¥ et w trois vecteurs de Rensemble des vecteurs de I’espace. On se propose de démontrer que
U, U et w sont non coplanaires,Si.et seulement si le seul triplet (c<, 8, < ) de nombre réels tels que « u +
Bi+oc W = 0 est le triplet (OO ; O).

1°) Traduis cette propriéte én langage mathématiques

2°) Démontre cette propriété.

Exercice 9:

Soit (7, s ﬁ) trois vecteurs non coplanaires. On se propose de démontrer que pour tout vecteur u de
I’ensemble™w des vecteurs de 1’espace, il existe un seul triplet (x, y , z ) de nombres réels tels que U =
xU+5F zk.

1°)Fraduis cette propriéte en langage mathematiques

2°) Démontre cette propriété.

Exerxrcice 10:
Soit (z, 7, k) une base de w, 2 un nombre réels Soit % et & deux vecteurs. On se propose de démontrer que

si(x,y,z)et v (x’,y,z )alors (UetV)(x+x’,y+y’,z+2")et A <%>
Az
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1°) Traduis ces propriétés en langage mathématiques
2°) Démontre ces propriétés.

Exerxrcice 11:
Soit A, B et C trois points non alignés de I’espace.

1°) Démontrer que si M est le milieu de [AB] alors M (

XatXp . YAtYB . ZA+ZB)
2’ 2 o2 7
; L . +xg+ + +zp+
2°) Démontre que G est le centre de gravité du triangle ABC alors G (ZA—=E2%¢, YaTYB+Yc, ZATZBT Fey

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'4:-PRODUIT-SCALAIRE

Exercice 1:

Soit 1, ¥, W trois vecteurs de I’ensembles des vecteurs de 1’espace.

1°) Démontre que U. v = V. 1.

2°) Démontreque u. (W+w) =u.U + U. W

3°) Démontre que (U + ¥).W = U.W + v.w

4°) Démontre que pour tout nombre réels k (ku).v = (. (kV) = k (. 7).

Exerxrcice = :

L’espace est raporté au repére orthonormées (0, 7,7, k) et oft cansidére dans la base (7,7, k) les vecteurs
U(x,y,z) et ¥'(x',y',z") puis dans le repére (0,7, 7, k)Nés-points A (x,, Ya Za) €t B ( xp, ¥, Zp)
1°) Démontre que U . v = xx' + yy' + zZ'

2-a) Démontre i .U = |||

-b) Déduis-en que |||l = /x% + y? + z2

3°) Démontre que |[AB|| = /(x5 — x2)2R(V8 — Ya)? + (25 — 24)?

Exerxrcice 3:

Soit U et U deux vecteurs de 1€space

1°) Démontre (U || ¥) (W% = ||Jull. |17l

2°) Démontre que U L g (@ .V = 0)

3-a)Démontre que paantout vecteurs U et v de I’espace , on a: ||u + ?|| < ||ul| + ||7]|
-b) Démontre queas\L' v ||u + vl = ||l + ||7]]

Exercice 4 :

Soit U et B,deUX vecteurs de ’espace

1°) Démontre que (4 + V). (U + v) = |[ul|? + ||9]|?> — 2u.
29 Démontre que (i — ¥). (U — ¥) = |[u]|? + ||9]|?> — 2u.
3°)>émontre que (i + ¥). (U — ¥) = |[ul]|? = ||¥]|>.

OEQUENGE. D'APPRENTISSAGE.N/%; GEQNETRIE ANALYTIQUE DE L'ESPACE

Exerxrcice 1:
Soit A un point de ’espace et 71 un vecteur non nul de I’ensemble w des vecteurs de ’espace.
Démontre qu’il existe un plan et un seul passant par A et de vecteurs normal 7.

S
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Exercice 2 :

Soit (P) un plan, 7 un vecteur normale a (P) et A un point de (P). On se propose de démontre que pour
tout point M de I’espace appartient a (P)si et seulement si (Zl\_/f 17

1°) Traduis cette propriété en langage mathématique

2°) Démontre cette propriété

Exerxrcice 3:

Soit a, b et ¢ des nombres reels tels que (a,b,c) # (0; 0; 0).

1°) Démontre que tout plan de vecteur normal 7i(a, b, ¢) a une équation de la forme ax + by cz*+d = O
ou d est un nombre réel.

2°) Démontre que toute équation de forme ax + by cz + d = O est I’équation cartésienpe d’unplan de
vecteur normal 7(a, b, ¢).

Exexrcice 4 :

Soit A (xo, Yo Zp ) un point de I’espace et (P) le plan d’équation cartésiennea, s#'b,+ ¢, +d = 0.
axox Dyo*hczo +d

VMa?¢b?+c?

Démontre que la distance du point A au plan (P) est: d (4, (P)) =

Exexrcice S
Soita, b, c,d;a’,b’, ¢’ etd” des nombres réels tels que (a,B,oN#"(0; O; 0).
1°) Démontre que toute droite de I’espace est caractérisé pdr un systéme d’équations cartésienne de plans
ay +by+ ¢, +d =0.
de la forme{ |, , ] ,
{ax+by+ c',+d =0.
2°) Démontre que si a, + by+ ¢, +d = 0 et _al, #p',+ ', + d' = 0 sont des équations de deux plans
ccants. al ay + by,+ ¢, +d = 0.
n r ,
secants, afors a', + b'y+ c',+d = 0:
de ces deux plans.

estwin,systéme d’équation cartésienne de la droite d’intersection

Soit (D) et (D) deux droites-deN’éspaces de repére respectifs (4, u) et (B, V)
1°) Démontre que [(1 | ¥)| [(D) I (D")]V (D) = (D")
@ »)(D) I (D)
A€ (D) = (D)n (D) =
AB =X U+ B = D)n (D) =
U+ v

2°) Démontre que

3°) Démontre quge

~

U+ v

4°) Déman
) Démantreyque +X i + 7 = (D) N (D') = (non coplanaires)

ézl

\.

Exerxrcice '7:
Soit (D) une droite de repére (4, %) et (P)un plan passant par B de vecteur normal.

1°) Démontre que {Au n=0 _ pyn(p)=

Sk
l3l
I+

AB.

0
2°) Démontre que{ 00 = (D) c (P)

3°) Démontre que . 0= (D)N(P) +
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Exexrcice S :
Soit (D) une droite de repére (4, 1) et (P) un plan de repere (B, ¥, W ).
U, v w coplanaires

1°) Démontre que {—, _ __ . =>D)n(P)=
AB, v,w coplanaires

) U, v w coplanaires
2°) Démontre que {—, _ _, . = (D) c (P
AB, v,w coplanaires

3°) Démontre que (i, v et W noncoplanaires ) = (D) n (P) #
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OEQUENCE DAPPRENTIOAGEN'Y: ORTHOGONALITE DANS.LESPACE

Fiche N1 Droltes orthogonales

Exexrcice 1

Soit ABCDEFGH un cube. On désigne par I, J, M, N, O et P les milieux respectifs de [AB], [BC], [ER],
[FG], [GH] et [HE].

1°) Dresse la liste des droites du plan (ADH) passant par deux points de la figure et orthogonale,ala
droite (NP).

2°) Dresse la liste des droites du plan (EFG) passant par deux points de la figure et orthogonale a la droite

(19).
Exerxrcice 2

Soit un tétraédre ABCD tel que AC = BD. I,],K et L sont les milieux respectifs des segments [AB],
[BC], [CD] et [DA].

1-a) Démontre que les droites (AC) et (LK) sont paralléles.

-b) Démontre que LK = %AC

2-a) Démontre que les droites (1J) et (AC) sont paralleles,

-b) Démontre que I] = %AC

3°) Déduis des questions 1 et 2 que IJKL est un pafallelegramme.

4-a) Démontre que IL = LK

-b) Déduis — en que IJKL est un parallélogramme particulier a préciser.

-c) Démontre que les droites (IK) et (JL) Sent perpendiculaires.

Exexrcice 3

Soit ABCDEFGH un cube 4 axéte’a ou a est un nombre réel strictement positif.
I, J et K désigne les miligux respectifs des segments [AB], [GH] et [EF].

1-a) Démontre les quadrilateres EKBI et JKBC sont des parallélogrammes.

-b) Déduis — en gye EJCJ est un parallélogramme particulier a préciser.

-¢) Calcule lesdongueurs des diagonales du parallélogramme EICJ.

2°) Démontregue les droites (1J) et (EC) sont perpendiculaires.

3°) Dénmfentrerque les droites (AH) et (EC) sont orthogonales.

Fohe N 2:Drotes f olens orhogonau

Exerxrcice 1:

Soit ABCD un rectangle de centre O. On admet qu’il existe qu’il existe un point S de ’espace €quidistant
des points A, B, C et D.

1°) Démontre que les droites (OS) et (AC) sont perpendiculaires.

2°) Démontre que les droites (OS) et (BD) sont perpendiculaires.
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3°) Déduis des questions précédentes que la droite (OS) est orthogonale au plan (ABC).

Exexrcice 2 :

Soit ABCD un tétraédre régulier. I, J et K sont les milieux respectifs des arétes [BC], [DC] et [BD].
1°) Démontre que la droite (KJ) est orthogonale au plan (AID)
2°) Démontre que les droites (KJ) et (AD) sont orthogonales.

Exexrcice 3

Soit ABCD un pave droit.

1-a) Démontre que la droite (BC) est orthogonale au plan (ABE).

-b) Démontre que le triangle EBC est rectangle en B.

2°) On suppose ue le triangle EBG est rectangle en B.

-a) Démontre que la droite (EB) est orthogonale au plan (BCG).

-b) Déduis — en que la droite (EB) est perpendiculaire a la droite (FB).

Exexrcice 4

ABCDEFGH est un cube.

1-a) Démontre que la droite (EG) est orthogonale au plan (FBD):
-b) Déduis — en que les droites (EG) et (DF) sont orthog@nales.
2-a) Démontre que la droite (BG) est orthogonale auflan (ECD).
-b) Déduis — en que les droites (BG) et (DF) sont-orthogonales.
3°) On désigne par | le centre de la face BCGK.

-a) Démontre que les droites (HJ) et (FC) sonpperpendiculaires.
-b) Déduis — en que les droites (DE) et (HJ)sont orthogonales.

Fiche V'3 Plans nerpendlicaleires

Exexrcice 1.:

ABCDEFGH est un‘cuibe.

1-a) Démontrequea droite (EF) est orthogonale au plan (BCG).
-b) Déduis <en que les plans (CEF) et (ABG) sont perpendiculaires.
2°) Démontre, que les plans (HBF) et (AEG) sont perpendiculaires.

Exexrcice 2

Soit ABCD un tétraedre régulier. On désigne par I, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [AC]
et [BC].
1°) Démontre que les plans (ICD) et (ABC) sont perpendiculaires.
2°) Démontre que les plans (JBD) et (ABC) sont perpendiculaires.
3-a) Démontre que la droite (IK) est orthogonale au plan (JBD).
-b) Déduis — en que les plans (IKD) et (JBD) sont perpendiculaires.
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Exexrcice 3

Soit (.7) un plan, A et B deux points distincts de (. ), ( ©) le cercle de diamétre [AB] inclus dans (.7, C un
point de ( ~) distinct de A et B, (“~) la droite orthogonale a (. /) en A, D un point de (~) distinct de A.
1°) Fais une figure.

2°) Démontre que les droites (BC) et (CD) sont perpendiculaires.

3°) Démontre que les plans (DAC) et (DBC) sont perpendiculaires.

4-a) Dans le plan (ADC), on désigne par | le projeté orthogonal de A sur la droite (DC). Démontre'gue-la
droite (Al) est orthogonale au plan (BCD).

-b) Dans le plan (ADB), on désigne par J le projeté orthogonal de A sur la droite (DB). Démontreque la
triangle AlJ est rectangle.

-c) Démontre que les points B, C, | et J sont cocycliques.

Fiche N'4: Projections orthogonales

Exexrcice 1

Soit ABCDEFGH un cube.
On désigne par p, la projection orthogonale sur le plan,(ABE€) et par p, la projection orthogonale sur la
droite (AB).
1-a) Détermine les images des points E, B et G par..py-
-b) Détermine la nature du triangle EBG.
-¢) Détermine la nature de I’'image par p,{du‘triangle EBG.
-d) Compare la mesure de 1’angle EBG (et'eehle de son projeté orthogonal sur le plan (ABC).
2-a) Détermine les images des pointS\Dy.Het E par p,.
-b) Démontre que les points C, G'et F'ont la méme image puis précise cette image.
-c) Déduis — en I’image du trtangle CGF par p,.

Exexrcice 2

Soit ABCD un tétraedee yégulier.

On désigne par.Q e projeté orthogonal de A sur le plan (BCD).

1°) Détermipe la(nature de chacun des triangles OAC, OAB et OAD.

2°) Démontre‘que O est le centre du cercle circonscrit au triangle BCD.

3-a) Calculesa longueur OB en fonction de la mesure a du coté du tétraédre.
-h){Déduis — en la longueur AO.
-¢) Galcule le volume de ce tétraédre en fonction de a.

Exerxrcice 3:

Soit SABC un tétraedre tel que les triangles ACS et ABS sont rectangles en S. H désigne le projeté
orthogonal de S sur le plan (ABC).

1°) Justifie que la droite (SH) est orthogonale a la droite (BC).

2°) Démontre que la droite (SA) est orthogonale a la droite (BC).

3-a) Démontre que la droite (BC) est orthogonale au plan (SAH).
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-b) Déduis — en que la droite (AH) est perpendiculaire a la droite (BC).

OEQUENCE D'APPRENTISSAGE N : SYTENES D'EQUATION LINEAIRES

Fiche N'1: Resolution de systemes d'equations linaires

Exexrcice 1

Résous par la méthode du pivot de Gauss les systémes d’équations linéaires suivants :

3x+2y—z=3 2x—y+z=-2 x—y+3z=7
(Sl):{x—y+52=8 ;(Sz):{Zy—3Z=—2 ;(53):{2x+3y—22=1;
2x+4y—z=-1 4x +y+5z=28 X +z =4

Exexrcice 2

Reésous par la méthode du pivot de Gauss les systémes d’équations linéaires suivants :

x+4y—z=-7 3x+y+z=17 2x+y+3z=12
(51):{3x—y+z=0 ;(52):{—2x—y+32=—13;(53):{4x—y+4z=3
2x+y+z=-1 2x—4y+z=-12 x+2y—z=28

Exexrcice 3

Z2e+3y+z=19
1°) Résous dans R3 le systeme (S) défini gar {x + 2y —3z=-20
—2x—y+z=7

2°) Déduis — en la résolution de chacun des systémes suivants :

2x2+3y?+2z2=19 2x +3y? +2z2 =19
(S1)<x? +2y? — 322 = =20% (5,)4x + 2y? — 322 = -20;
—2x% —y? + A= —2x—y*+z2=7
(4+x—x2)+%+(2+ 1)2 =19
44+x—-x%"\ —10y+2

(S3) —3(z+ 1) = —20

2 y-2
(xz—x—4)—%+(z+1)2=7

Fiche N'2: Resolution de nrohlemes d'equations lingaires

Exexrcice 1

Trois nombres sont tels que :

v Leur somme est égale a 22.
v La somme des valeurs absolues de ces trois nombres est égale 82

EXTRAIT DE LA COLLECTION LA PRIORITE DE GODATH : SA1. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE Page 45



v Deux de ces trois nombres sont opposés.
Détermine ces nombres.

Exexcice 2

Un nombre de trois chiffres augmente de 540 lorsqu’on permute les deux chiffres de gauche ; il diminue
de 27 lorsqu’on permute les deux chiffres de droites. La somme des chiffres de ce nombre est 15.
Détermine ce nombre.

Exexrcice 3

Voici trois montages réalises avec un générateur de force électromotrice de 30V et de résistance-interne
inconnue R avec deux conducteurs de résistances R, et R,. Un ampéremetre indique a chaque fois
I’intensité.

E |= 30V E =30V E=30V
g j =
R
& o &
s I — —
| I | |
R, R, R, R,
Montage 1 Montage 2 Montage 3

Calcule R, R, et R,
Exerxrcice 4.

Une ménagere se rend au marché et achéte des'bananes, des mangues et des ananas dont les prix a 1’unité
sont respectivement 25F, 60F et 80F. Ellec@chete au total 12 fruits pour une somme de 640F.
Détermine le nombre de fruits de chaque variété achetée.

Exexrcice S

Trois joueurs J;, J, et J3jouent un jeu d’argent. Chaque partie a un perdant et deux gagnants. Le perdant
donne de I’argent a chaque gagnant de sorte que chaque gagnant double la somme qu’il possédait avant la
partie. Trois parties sontjouées. J; perd la premiére partie, J, la seconde et J; la troisieme. Apres ces trois
parties, chaquejoueur possede 24Euros. Détermine la mise initiale de chaque joueur.

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'3: VEGTEURS.DE L'ESPACE

Fiche N'1:.Calculs vectoriels

Exerxrcice 1

Dans un tétraedre ABCD, on désignen par A'B'C'D' les centres de gravites respectives des
trianglesBCD, ACD,ABD , ABC.

1°) Montre que 4B + AC + AD = 344’
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2°) Montre que le vecteur AA + CC+DD' =0 .
3°) En désignant par M un point quelconque de I’espace, montre que les vecteurs

MA + MB + MC + MD + et MA' + MB' + MC' + MD' sont égaux.

Exerxrcice 2

ABCD est un tétraédre. | et J sont les milieux respectifs de [CD] et [BC] et G est le centre de gravité du
triangle BCD.

1°) Simplifier chacune des expressions suivantes :

a) sAB +AC ; b) SAC +AD.

2°) On rappelle que GB = 2IG.

-a) Déduis-en que GA + AB = 214 + 24G.
-b) Exprime AB + 241 en fonction de AG.

-c) Déduis en que AB + AC + AD = 34G.

Exexrcice 3 ct5/page 141 : Livre CAM.

Soit ABCD un tétraedre, On considére les points 1,/, K, L tels que :

Al = 4B; 4j = 14¢; DK = 1DC ; DL = 1 DB.

1°) Démontrer que IJKL est un parallélogramme.

2°) Soit M et N les points tel que : DM = gD_C) et DN = %D? Démontrer que IJMN est un trapéze.
3°) Démontre que AB + CD = AD + CB.

4°) Soit S le point tel que : CS = 4B + CD.

-a) Vérifier que les segments [AS] et [BD] ont méme,milieu.

-b) On désigne par P et Q les milieux respectifsde fBD] et [AC]. Démontrer que AB + CD = 2QP.

Fiche N'2: Vectaurs colineaires - vecteurs coplanalres

Exexrcice 1

On donne un cube ABCPA*B’C’D’

1°) En utilisant les sommets du cube, nommez deux vecteurs colinéaires, deux vecteurs non colinéaires,
trois vecteurs coplanaires, trois vecteurs non coplanaires,

2°) Les vectéurs?d’'B’ ,B'C’, DB sont-ils coplanaires ?

3°) construis [&point E tel que AE = C'D’ + %ﬁ.

4°) $oit'k Te milieu du segment [BC']. Détermine les nombres réels a et B pour que I’on puisse
édrireEF = aAB + BCC'.

Exexrcice 2
Les points A,B,C,D on pour coordonnées respectives (2;—-1; 3),(1;4;-2),(5;2;1),(0;7;1).
1-a) Démontre que ABCD est un tétraedre.
-b) Détermine les coordonnées du point G, centre de ce tétraédre.
2-a) Calculer les coordonnés du milieu | de segment [BC] et du milieu J de [AD].
-b) Vérifier que le point G est le milieu du segment[I/].
3-a) Calculer les coordonnées du point G4, centre de gravité du triangle BCD.
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-b) Déduis en les coordonnées des vecteurs AG;.
4°) Montrez que les points A,G,G; sont alignés puis détermine le nombre réels k tel que A—)G1 = k.AG

Exexrcice 3

On donne un cube ABCDEFGH. On désigne par | le milieu de [AE] et par J le milieu de [CF].

1°) Déterminer la position du centre L du tétraédre AEFC.

2°) Que représente le point L pour le segment [I]] ?

3°) Soit K le milieu de[AC]. Démontre que la droite (KL) passe par le milieu[EF].

4-a) soit () le centre de gravité du triangle AEF. Démontrez que L appartient a la droite (CQ).
-b) Déduis — en la position de L sur le segment [C Q] .

5°) Soit Q' le centre de gravité du triangle ACF. Démontre que les points B, Q' et H sont alighés.

6°) Détermine le nombre réela pour que le point H soit le centre du tétraedre ABFC.

Fiche N'3 : Caracterisations vectorielles de. droites ebde plans

Exexrcice 1

A et B sont deux points distincts de 1’espace et I le point défini par : 314218 = 0
1-a) Exprime 14 en fonction de 4B puis construis I.
-b) Justifie que les points A, B et | sont alignés.
2°) Donne un repere de la droite (A) définie par les points AB €t I
3°) Soit M un point de (4).
-a) Justifie qu’il existe un nombre réel t tel que AM =tdB.
-b) Déduis — en I’existence d’un nombre réel y tekque TM = yAB.
-c) Précise alors une représentation paramétrigde dejla droite (A)

Exexrcice 2
A, B et C sont trois points non alignéside’espace et G le point défini par : 2GA—3GE +5GC =0
1-a) Justifie que les points A, B, C.et Dysont coplanaires.
-b) Déduis — en deux nombre\reels x et y tels que AG = xAB + yﬁ.
-¢) Donne un repere du plaf(P) défini par les points A, B et C.
2°) Soit M un point du plan (P).
-a) Justifie qu’il existe deux nombres réels a et S tels que AM = aAB + BTC..
-b) Déduis — en deux hombres réels p et q tel que GM = pAB + gAC..
-c) Précise alersdine représentation paramétrique du plan (P).

Exexrcice 3
L’espade ‘est rapporté a un repére (O,Y,f, E) et on considere les points A(—1;3;2),B(2;1; —2) etla

x=1-2t
droite (A) de représentation paramétrique {y = 2+ 2t ,t € R
z==-1+t

1-a) Détermine une représentation paramétrique de la droite (AB).
-b) Détermine les coordonnées du point d’intersection de la droite (AB) et du plan de repére (0,7,7).
2-a) Donne un repere de la droite (A).

-b) Parmi les points M, (—4; % ; g) M, (% ; S ;= g) et M, (—% ; % ; —%) détermine celui ou ceux

qui appartient ou appartiennent a la droite (A).
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Exexrcice 4

L’espace est rapporté & un repére (0,1,7, k) et on considére le plan de repére (4, i, #) oll A(=1; 3;4),
u(-1;3;2) et v(2;-1; 3).

1°) Détermine une représentation param »trique du plan (P).

2°) Détermine les coordonnées du point d’intersection du plan (P) et de 1’axe des abscisses.

3°) Parmi les points M, (1; 1; %) M, (—1; 28

o ;2) et M;(11; —27; 1), détermine celui ou ceux qui
appartient ou appartiennent au plan (P).

Fiche N'4: Bases ef reperes

Exexrcice 1

On consideére les vecteurs % et Bdéfinis par: % et B:1 = — 2] + 3k-et{th= —41+] — 2k.

1°) Etudie la colinéarité de ces deux vecteurs.

2°) Calcule les nombres réels a et B pour que le vecteur de coordonnée (a, 4, B) soit colinéaire a v.

3°) Calcule les nombres réels a et b pour que le vecteur de coardenriée (a, b, 5) soit colinéaire a u + v.

Exexrcice 2

—

Les vecteurs u , v w sont définis par les coordonnées ™u(—2;1;3)v(3;-2;1),w(1;—4;5).
1°) Calcule les coordonnées des vecteurs U + ¥V, U &0 %~ 27, U + 2v — 3w.

2°) Calcule les nombres réels a et 8 pour que le'vecteur (6 ; a ; B) soit colonéaire a u.

3°) Détermine trois nombres réels a, b, c<poux que le vecteur (=5; —7; 16)puisse s’écrire
au + bv + cw.

Exexrcice 3

Le repére (0,77, k ) est orthegonal. On donne les points A (—2; 1;3),B (1;0;2)et C (3;1;—4).
1°) Calcule les coordonnées de’chacun des vecteurs AB, AC, BC dans la base(Z7, k).
2°) Calcule les coordemnées des points 1, ], K, milieux respectifs des segments [AB], [AC], [BC].

3°) Calcule la noxmende-chacun des vecteurs AB,AC,BC.
4°) Calcule les@istances AK, BJ et Cl.

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'4:PRODUIT.SCALAIRE

Fiche N>1: Definition du Produit-Scalaire

Exexrcice 1

ABCDEFGH est un cube d’aréte Scm et de centre O. On désigne par I le centre de la face BCGF.

1-a) Calcule la longueur AF.
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-b) Déduis — en celle de ClI.

2°) Calcule les produits scalaires AB.AD, AB.AC, EG.AC, AF.HC, 0C.0B, IC.AH, 01.EG

Exexcice 2

On considere un tétraedre regulier ABCD dont les arétes ont pour longueur a avec a € R}.

1-a) Calcule les produits scalaires AB.AD, AB.CD,
-b) Déduis — en que les arétes [AB] et [CD] ont des supports orthogonaux.
2°) Soit E et F les milieux respectifs des arétes [AD] et [BC]

-a) Démontre que EF = %(Zﬁ +DC)
-b) Déduis — en la distance EF.
3-a) Calcule les produits scalaires EF. AD, EF.BC,
-b) Déduis — en que la droite (EF) est perpendiculaire aux droites (AD) et (BC):
4°) Soit G le milieu de [EF].
-a) Démontre que DG = i(m + DB + DC)
-b) Déduis — en la distance DG.
-c) Démontre que la droite (DG) est orthogonale au plan (ABC).

Exexrcice 3

On considere un triangle ABC rectangle et isocéle eniAxtehque AB = a avec a € R%. On désigne par (A)
la perpendiculaire en B au plan (ABC) et D un poifitde™~(A).tel que BD = a. Soit R un point de (AD)

défini par AR = xAD et S un point de la droite (BC) tel que RS = y?ﬁ.
1°) Détermine x et y pour que la droite (RS) Soit perpendiculaire aux droites (AD) et (BC).

2°) Détermine x et y pour que la draite (RS) soit perpendiculaire au plan (ADC).

Fiche:N:2:.Utilisation du Produit-Scalaire

Exexrciced

Soit A et B dedXypoints distincts de 1’espace tel que AB = a avec a € R}. et f ’application de ’espace
dans R qui, & tout-point M, associe le nombre réel f(M) = —3MA? + 5MB2. On désigne par G le point
de I’espaceitel que —3GA + 5GB = 0.
1-a)Exprime GA et GB en fonction de AB

‘b) Déduis — en GA et GB en fonction de a
2-a) Démontre que f(M) = 2MG? — 3GA? + 5GB?

-b) Déduis — en I’expression de f(M) en fonction de MG et a

-c) Détermine suivant les valeurs de al’ensemble des points M de I’espace tels que f(M) = 457a + 15

3°) On pose : AB = 6¢cm.

Détermine 1’ensemble des points M de ’espace tels que I’application g de 1’espace dans R définie par
g(M) = —3MA? + MB? = -5
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Exexrcice 2

A et B sont deux points distincts de 1’espace et on considére 1’application h de ’espace dans R qui, a tout
point M associe le nombre réel h(M) = MA. MB et le point | milieu du segment [AB].
1-a) Démontre que h(M) = M0? — %AB2
-b) Déduis — en que h(M) est minimum lorsque M est en O.
2°) On suppose maintenant que h est I’application d’une droite (£)dans R qui , a tout point M de la

droite (2)associe le nombre réel h(M) = MA. MB. Démontre qu’il existe un point O’ de (2)pdur feqUel
h présente un minimum.
3°) A, B, C sont trois points de I’espace. Résous dans 1’espace E les équations géométriques ‘suivantes :

-a) MA.(MB + MC) =5

-b) (MA + MB).(MB —MC) =5

Exexrcice 3

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O,1,7, k ).

1°) Ecris une équation cartésienne de la sphére de centre Q(=1,8,'0) et de rayon r = /2

2°) Ecris une équation cartésienne de la sphére de centre Q(3%, —2; 1) et passant par le point
A(2;-4;3)

3°) Ecris une équation cartésienne de la sphére de diametre’ [AB] ou A(3; —5;7) et B(1; —3;9)

4°) Ecris une équation cartésienne de la sphére définig par les quatre points A(0; 4;—1),B(—2; 4;—5),
C(1;1;-5)etD(1; 0;—-4)

5°) Détermine les éléments caractéristiques-de’laSphére d’équation x2 + y2 + z2 — 2x + 4y — 6z —
39=0

OEQUENCE 'APPRENTISSAGEN.4; GEQNETRIE.ANALYTIQUEDE LESPAGE

Fiche N.1: Equations cartesiennes

Exexcicel

1°). Détermine une équation cartésienne des plans de repéres(0,1,7), (0,7, E) et (0,7, E)
2°)\Détermine une équation cartésienne des plans de repéres (4,7,7), (4,7, k) et (4,7,k) avec A(1;2;3)
3°) D2termine 1’équation cartésienne du plan (ABC) ou A(—2;0;0),B(0;3;0) et C(0;0;4)

Exexrcice 2

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0,7, 7, E) et on consideére les
points A(1; 2; 3),B(—2;0; 0), C(0; 3; 0)etD(0; 0; 4).

EXTRAIT DE LA COLLECTION LA PRIORITE DE GODATH : SA1. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE Page 51



1°) Détermine un systéme d’équation cartésienne de chacune des droites de reperes (4,7), (4,)) et (A, ﬁ)
2°) Détermine une équation cartésienne du plan (BCD).

Exexrcice 3

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0,7, 7, E) et on considére les points Soit le
point A(—1; 3;—=5),B(2;—1;1) etles vecteurs u(2; —5;2),v(=3;5;2) et w(1; 0;—2).
1-a) Détermine un vecteur 7 orthogonal a 1 et a ¥.

-b) Déduis — en une équation cartésienne du plan de repére (4,u, v)
2x+z—-5=0

t un systéme d’équations cartésienne d’une droit reper:
2x+y+z—4=Oesu systéme d’équations cartésienne d’une droite de repere

2°) Démontre que {
(B,w)

xX=2z2+3=0

3°) Détermine un repere de la droite (D) qui a pour systéme d’équations cartésienne {x +y—2=0

Exexrcice 4

Soit ABCDEFGH un cube. I, J et K sont les milieux respectifs des arétes [AB], [AD] et [AE].

Onpose: AB =1, AD = ¥ et AE = w.

1°) Détermine une équation cartésienne du plan (1JK) dans le xepereA4, i, v, w) et

2°) Détermine un systéme d’équations cartésiennes de chacune des droites (1)), (IK) et (JK) dans le repére
(A,u,v,w).

Fiche N2 Representations parametriques

Exexrcicel

L’espace est rapporté a un repéte orthonormé (0,7,7, E) :
1°) Détermine une représentation.parametrique de chacune axe du repére .
2°) Détermine une représentation paramétrique de chacun des plans de repéres (0,%,), (0,7, E) et

(0,7,k).

Exercice 2

L’espace &st rapporté a un repére orthonormé (0,7, 7, E) . On considere le point A(1; —3;2) et les
vectewsu =1 —j+ 2k, B=7—Jetw =]+ 2k.

1) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A) de repére (4, ).

2°) Détermine une représentation paramétrique du plan (P) de repére (4, v, w).

3°) Détermine un systeme d’équation cartésienne de la droite (A).

4°) Détermine une équation cartésienne du plan (P).

Exexrcice 3
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L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0,7, 7, E)) . On considere le point A(1; —3;2) la droite

x =3+ 2a

(A) de représentation paramétrique { y = 2 + @ ou a € R et le plan (P) de représentation paramétrique
z=—-1—-a«a

x=2—u+3p

y=1+pu—2pol(up) €R?

z==2u—p

1°) Donne un repere de la droite et du plan

2°) Détermine un systéme d’équations cartésiennes de la droite (A)

3°) Détermine une équation cartésienne du plan (P).

4°) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A") passant par A et perpendiculaire-alrplan

(P).

Exercice 4

L’espace est rapporté a un repere orthonormé (0,?,f, E) . On considere le point A(1%,*3 ; 2) la droite
x—y—2z2+3=0
x+y+z—-2=0
cartésiennes respectives : x —z+2=0;2x—y+3z+1=0et 2x* 3y +8=0.

1°) Détermine une représentation paramétrique de chacun des plans((P), (Q) et (R).

2°) Détermine une représentation de la droite (A).

3°) Détermine une représentation paramétrique du plan (S) passant-par A et orthogonal a la droite (A).
x=22+3=0
nt+y—2=0

Fiche N°3 : Postions relativesde troites et de plans de [espace

Exerxrcice 1

(A) de systéme d’équations cartésiennes { et les plans (@))\(Q) et (R) d’équations

4°) Détermine un repére de la droite (D) qui a pour systéme d’équations cartésiennes{

L’espace est rapporté a un repére 6rthonormé (0, 7,7, E) . On considere les droites(A,), (4,), (A3) et

(A,) définies par :

0y Xilz_zx)\ AER).; (A )-{X+y_z_6= @)Y A3 =0, )-{2X+y= :
1 y—1+3}\( X 2 2x—y—z+1=0""3" xt+z=1 By _22=0

z=—-1-—

1°) Démontre que.es'deux droites (A,) et (A,)sont sécantes en un point dont on déterminera les

coordonnées.

2-a) Démontre que les droites (A3) et (A,) sont strictement paralléles.

-b) Détekmine.tine équation cartésienne du plan déterminépar les deux droites

Exercice 2
x+y—2z+1=0

Soit{(D) la droite qui a pour systéme d’équation cartésienne {x 2y +z74+1=0

et (P) le plan de

x=u+p
représentation paramétrique { ¥y = 2 — u (u, p) € R?
z—1-2p

Démontre que (D)et (P) sont sécants en un point dont on déterminera les cordonnées

Exexrcice 3
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x=—14+2A+0p
Soit (P) et (P’) les plans de représentations paramétriques respectives{ y=1+2A—p ,( (A, WER?) et
z=1—-2A4+p
x=2—-—a—2f3
y=1+a—-B,(a,p) ER?
z=2a—f
1°) Détermine une équation cartésienne de chacun des plans (P) et (P’).
2-a) Démontre que ces deux plans sont sécants.
-b) Détermine une représentation paramétrique de leur droite d’intersection

Exexrcice 4

Soit (P) le plan d’équation cartésienne x — 2y + 2z = 6

1°) Détermine une representation paramétrique de la droite d’intersection (A) de ce-plan avec le plan de
repere (0,1,7).

2°) Détermine une équation cartésienne du plan (P’) perpendiculaire a (P) et\contenant (A).

Fiche N4 Famille de ofes efde lansde [espace

Exexrcice 1

Le plan est muni d’un repére orthonormal (0, 1,7 ).€t on considére la famille de droites (D,,,) d’équation :
2m—-1Dx+ (3—m)y —7m+ 6 = 0 ou m est.un parametre réel.

1°) Détermine le nombre réel pour que :

-a) (D,,) soit parall¢le a I’axe des absciss€s,

-b) (D,,,) soit paralléle a I’axe des ordonnées:

-C) (D,,) passe par le point de coordennces (—1;1)

-d) (D,,,) soit paralléle a la droite & €quation 2x + 3y —1 =0

-e) (D,;,) soit orthogonale a la\droite d’équation 3x + 4y = 0

2°) Démontre que toutes les'draites (D,,,) passent par un point fixe A dont on déterminera les
coordonnées.

3°) Détermine m paur quie’le coefficient directeur de (D,,,) soit égal a un nombre réel p. On discutera
suivant les valeurs,dep.

4°) Toute draite/passant par A est une droite de (D,,)?

Exexcice 2

Le plah\eést muni d’un repére orthonormal (0,7, ) et on considére les droites (D,,,) et (A,,) d’équations
respectives :
m+2)x+B-2m)y+3m—-8=0et(9IMm—3)x+10m —-8(y —8m —2 =0)
1-a) Démontre que toutes les droites (D,,,) passent par un point fixe A dont on déterminera les
coordonnées.

-b) Démontre que toutes les droites (4,,) passent par un point fixe B dont on déterminera les
coordonnées.
2°) Existe —t — il des valeurs de m pour lesquelles (D,,) = (A,,)
3°) Etudie suivant les valeurs de m ’ensemble (D,,)N (4,,).
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Exexrcice 3

L’espace est muni d’un repére orthonormal (0,77, k ) et on consideére la famille de plans (B,,)
d’équation : 2m — D)x + (3 —m)y + (m + 1)z — 2m — 1 = 0 ou m est un parameétre réel.
1°) Détermine le nombre réel pour que :

-a) (By,) soit parallele au plan de repére (0,1,7).

-b) (P,,) soit paralléle au plan de repére (0,7,k ).

-c) (B,,) soit perpendiculaire au plan de repere (0,7,7).

-d) (B,,) soit parall¢le au plan d’équation 2x +3y +z—1 =10

-e) (B,,) soit perpendiculaire au plan d’équation 3x + 4y = 0

2°) Démontre que tous les plans (B,,) passent par une droite fixe (A) dont on déterminefa une
représentation paramétrique.

3°) Détermine m pour qu’un vecteur normal a (B,,) soit égal au vecteur ¥(—1, 2,4)

4°) Détermine m pour qu’un vecteur normal a (B,,) soit orthogonale au vecteur'#(+1, 2,4).
5°) Détermine m pour qu’un vecteur normal a (B,,) soit colinéaire au vectelx B(*>1, 2, 4).

6-a) Toute droite paralléle a (A) est une droite de (B,,)?
-b) Toute droite orthogonale a (A) est une droite de (B,,)?

Exerxrcice 4

L’espace est muni d’un repére orthonormal (0,7,7, k ) et op consideére la famille de plans (B,) et (Q,)
d’équations respectives :
m+2)x+B-2m)y—-C2m+3)z+m—-5=0et(Mm—-3)x+(10m—-8)y+mz—m+2=0
1-a) Démontre que toutes les plans (B,,) passent par une droite fixe (A) dont on déterminera une
représentation paramétrique.

-b) Démontre que toutes les plans (B, )\passent par une droite fixe (A") dont on déterminera une
représentation paramétrique.
-c) Détermine la position relative dey(A) et (A")
2°) Existe — t — il des valeursdewy pour lesquelles (B,,) = (Q,,)
3°) Etudie suivant les valeurs'de m 1’ensemble (B,,) N (Q,)-
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SEQUENCE D'APPRENTISSAGE.N1: ORTHOGONALITE. DANS LESPACE

Exexrcice 1

ABCDEFGH est un cube.

1-a) Démontre que la droite (CH) est orthogonale est orthogonale au plan (ADG).
-b) Démontre que les plans (CHE) et (ADG) sont perpendiculaires.

2°) Démontre que (ACE) et (BDH) sont perpendiculaires.

Exexrcice 2

ABCDEFGH est un cube d’arréte a, a€ R’ avec | milieu de [AB] et J le centre de la face GCGF.
1-a) Démontre que ABGH est un rectangle

-b) Exprime les dimensions de ce rectangle en fonction de a.
2°) Démontre que IJH est un triangle rectangle.

Exerxrcice 3

EFGHIJKL est un cube

Démontre que :

1°) La droite (HL) est orthogonale au plan (EFG)
2°) Les droites (LH) et (FG) sont paralleles

3°) Les droites (HL) et (EG) sont orthogonales
4°) Les plans (JKG) et (LIE) sont paralleles

Exerxrcice 4

SABC est un tétraédre régulier.

M et N sont les milieux respectifs des segments [SA] et[BC]

1-a) Démontre que la droite (SA) gst orthogonale au plan MBC

-b) Déduis-en que la droite (SA) est orthogonale a la droite (BC)

2°) Démontre que la droites(MN) est orthogonale a chacune des droites (SA) et (BC)

Exexrcice S5

ABCD est un tétraedre régulier, [AH] est la hauteur issue de A dans le triangle ACD.
1°) Montre.que (BH) est la hauteur issue de B dans le triangle BCD.
2-a) ‘Demontre que la droite (CD) est orthogonale au plan (BAH).

-b).Déduis-en que les droites (CD) et (AB) sont orthogonales.

Exexrcice 6

Dans un plan (P) on considére un losange ABCD. On désigne par O le point d’intersection (AC) et (BD)
et par (A) la droite orthogonale a (P) en O.

Soit S un point de (A) distinct de O.

1°) Montre que la droite (AC) est orthogonale aux droites (SB) et (SD).
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2°) Montre que la droite (BD) est orthogonale aux droites (SA) et (SC).
3°) Montre que les plans (SBD) et (SAC) sont perpendiculaires.

Exexrcice 7

ABCDEFGH est un cube. I et J sont les centres respectifs des deux carrés ABCD et EFGH
1°) Démontre que la droite (1J) est orthogonale aux plans (ABC) et (EFG)
2°) Démontre que les plans (AEC) et (BDF) sont perpendiculaires.

Exexrcice S

ABCDEFGH est un cube de centre O et I, J, K, L les milieux respectifs des arétes[BC], [CG], |EF]et [AE].
1°) Démontre que la droite (10) est orthogonale aux droites (AD) et (KL) aux droites (AR)yet (KL)
2-a) Démontre que la droite (BG) est orthogonale au plan (EFC).
-b) Déduis-en que les droites (1J) et (EC) sont orthogonales
3°) Construis le projeté orthogonal du point L sur le plan (EFC)
4°) Construis le projeté orthogonal du point L sur la droite (BG)

Exexrcice 9

ABCDEFGH est un cube, I le centre du carré BCGF et J le ailieu’du segment [GH]
1-a) Démontre que la droite (FC) est orthogonale au plan’ABG
-b) Déduis-en que les droites (BH) et (FC) sont orthogenalés
2-a) Démontre que la droite (BH) est orthogonale.awplan (ACF)
-b) Déduis-en que les droites (BH) et (Al) sont perpendiculaires
3°) Démontre que le triangle AlJ est rectangleren.

Exexrcice 10

ABCD est un tétraedre et I, J, K,4.)M\sont les milieux respectifs des

segments[AB], [BC], [CD], [DA], fAC}et [BD]. On suppose que AB = CD et AC =BD
1°) Démontre que les quadrilateres IJKL et MLNG sont des losanges

2°) Démontre que la draite.(JL) est orthogonale au plan IKM

3°) Démontre que la droite (JL) est orthogonale aux droites (BC) et (AD)

Exerxrcicell

Soit ABCD unrtetraedre régulier, | et J les milieux respectifs de [AB] et [CD]
1°) Dénfentrerque les plans (ICD) et (JAB) sont perpendiculaires.

2°) Démantre que le plan ICD est perpendiculaire aux plans (ABC) et (ABD)
3%) Démontre que le plan (JAB) est perpendiculaire aux plans (ACD) et (BCD)

Exexrcice 122

ABCD est un tétraédre régulier. | est le milieu de [AB] et J le milieu de [CD].

1°) Démontre que la droite (CD) est perpendiculaire au plan (ABJ).

2°) Démontre que les droites (CD) et (AB) sont orthogonales.

3°) Démontre que la droite (1J) est perpendiculaire commune aux droites (AB) est (CD).
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Exexrcice 13

BCD est un triangle quelconque. Soit (A) la perpendiculaire en B au plan (BCD) et A un pont de (A)
distinct de B. Dans le plan (ACD), on désigne par H le projeté orthogonal de A sur la droite (CD).
1-a) Démontre que la droite (CD) est perpendiculaire au plan (ABH).
-b) Déduis — en que les droites (BH) et (CD) sont perpendiculaires.
2°) Soit K le projeté orthogonal de B sur le plan (ACD). Démontre que les points A, K et H sont alignés.

Exexrcice 14

ABCDEFGH est un cube.

1°) Démontre que les plans (AFH) et (BDG) sont paralléles.

2°) Démontre que la droite (EC) est perpendiculaire aux plans (AFH) et (BDG).

3°) La droite (EC) rencontre le plan (AFH) en un point I. Démontre que | est le eéntre de gravité du
triangle AFH.

Exexrcice 15

Soit BCD un triangle quelconque et H I’orthocentre de ce triangle, On désigne par (A) la perpendiculaire
en H au plan (BCD) et A un point de (A) distinct de H.

1°) Démontre que deux arétes du tétraedre ABCD sontorthegonales.

2°) Démontre que 1’orthocentre de chacune des faces du tétraédre ABCD est le projeté orthogonal sur
cette face du sommet opposé du tétraedre.

Exerxrcice 16

OPQR est un tétra¢dre régulier d’arrétera. MPet N sont les milieux respectifs des segments [OP] et [QR]
1-a) Démontre que (QR) est orthogenale-a (PON)
-b) Déduis-en que (PQR) est perpendiculaire (PON)
2°) Démontre que (POQ) estperpendiculaire a (QRM)
3°) Justifie que MN = E;Em

Exexrcice 1%7

SABC est uftétraedre régulier et O le centre de gravité du triangle ABC. | et J désignent les milieux
respectifs des)arétes [BC] et [AB].

1°) Faisune figure.

2%) Démontre que la droite (BC) est orthogonale au plan (SOI).

3°) Démontre que la droite (BA) est orthogonale au plan (SOJ).

4°) Démontre que le segment [SO] est une hauteur du tétraédre.

Exexrcice1lS

On considere un tétraedre tel que SC = AB, la droite (SC) est orthogonale au plan (ABC) et la droite
(AB) est orthogonale au plan (SAC). I et J sont les milieux respectifs des segments [BS] et [AC].
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1°) Démontre que JB = JS.

2°) Démontre que le segment [1J] est une hauteur du triangle BJS.
3°) Démontre que le segment [1J] est une hauteur du triangle AIC.
4°) Enonce la propriété de la droite (1J).

Exexrcice 19

Dans un plan (P), on considere un triangle ABC isocéle en C. M est un point milieu du segment [AB}. (2
) est une droite passant par le point C et orthogonale au plan (P) et S un point de (&)distinct de C:

1°) Fais une figure.

2°) Démontre que les droites (CM) et (AB) sont perpendiculaires.

3°) Démontre que les droites (CS) et (AB) sont orthogonales.

4°) Démontre que les droites (SM) et (AB) sont perpendiculaires.

Exexrcice 20

ABCDEFGH est un parallélepipede rectangle tel que AB = 10cm ; AD~=3em et DH = 5cm. | est un
point milieu du segment [DC]. Les faces ABCD et EFGH sont oppaSées:
1°) Fais une figure.
2°) Démontre que le triangle FHI est rectangle en H.
3-a) Calcule les longueurs El, Gl et GE.
-b) Déduis — en que les droites (IE) et (1G) sont perpendiculaires.
4°) Démontre que la droite (IG) est orthogonale auglan. (HEI).

Exerxrcice 21

Soit ABCDEFGH un cube avec AB = _10cn. Les points | et J sont les milieux respectifs des arétes [DH]
et [BF].
1°) Démontre que IJ = DB puisicalcule 1J
2°) On appelle O le point dzntersection du plan (AEG) et de la droite (1J). Calcule OC.
3°) Démontre que le triarigle 1QC est rectangle en O.
4-a) Démontre que le‘triangle 10G est rectangle.
-b) Déduis — en la position relative de la droite (1J) et du plan (AEG).
5°) Calcule le xolume de la pyramide de sommet | et de base AEGC.

Exercice 22

Projeetion orthogonales d’un angle droit. On considére dans un repere Q, deux droites perpendiculaires

A et-D, sécantes en O, un plan P non perpendiculaire au plan Q et la projection orthogonal P de I’espace
sur le plan P, soit A un point de A, B un point de D, et O’, A’, B’ les images respectives des points O,A, B
par la projection p.

1°) On suppose dans cette question que la droite (OA) est paralléle au plan p. Montrez que (OA) est
perpendiculaire au plan projetant D. Déduisez-en que les droites (O’A’) et (O’B’) sont perpendiculaire
dans le plan p. Vous venez de démontrez une propriété importante : si un angle droit a un coté paralléle a
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un plan p et 'autre c6té non perpendiculaire a P, son image par la projection orthogonale sur p est un
angle droit.

2°) On suppose maintenant que les droites (O’A’) et (O’B’) sont perpendiculaires dans P, Montrez que, si
la droite (OB) n’est pas parall¢le a P, alors la droite (OA) est perpendiculaire au plan OO’ B ; déduisez-en
que (OA) est parallele a P. Vous venez de démontrez que si un angle droit se projette orthogonalement sur
un plan P suivant un angle droit, un de ses cotés au moins est paralléle au plan P.

Exexrcice 23

. On considere un plan P, une droite A contenue dans P et un point A qui n’appartient pas a P,_Soient H
I’image de A par la projection orthogonale sur P et K I’image de A par la projection orthogonale sur A.

1°) A quelle condition les points H et K sont-ils confondus ?
2°) Montre que, si H et K sont distincts, la droite (HK) est perpendiculaire a A dans [e/plan Q.
Exerxrcice 24

On considere un plan P, une droite A contenue dans P et un point A qdw’appartient pas a P. Soient H
I’image de A par la projection orthogonale sur P et K I’image de H paraprojection orthogonale sur A.
Montrez que la droite (AK) est perpendiculaire a A dans le plan‘défini par A et le point A.

Exerxrcice 25

On considére deux plans P et P’ sécants suivants une droite /A, et un point A qui n’appartient ni a P ni a
P’. Détermine une droite qui passe par A, coupe A‘ebse projette orthogonalement sur P et sur P’ suivant
deux droites orthogonales.

Exerxrcice 26

On considére un plan P, un point A du,plan et un point S qui n’appartient pas au plan. On suppose que la
droite (AS) n’est pas perpendiculaite 3P Soit M un point variable au plan P.

1° Montre que, si le triangle SAMest rectangle en A, le point M décrit une droite A que vous précisere.
2° Montre que, si le trianggle SAM est rectangle en M, le point M décrit un cercle que vous préciserez.
3°Montre que, si ledriangle SAM est rectangle en S, le point M décrit une droite que vous préciserez.

Exercice'Z27

Soient P un“plan &t p la projection orthogonale de I’espace sur P. L’image par p d’un triangle ABC est un triangle
A’B’C’ ;

1°)Montré que 1’image par p du centre d’inertie G du triangle ABC est le centre d’inertie G’ du triangle A’B’C”.

2°) A”quelle condition I’image par p de orthocentre H du triangle ABC est-elle I’orthocentre H’ du triangle
A’B’C’?

Exexrcice 2S

Soient P un plan et p la projection orthogonale de I’espace sur P. L’image P d’un carré¢ ABCD est un quadrilatére
A’B’C’D’.
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1°) Montre que A’B’C’D’ est un parallélogramme.
2°) A quelle condition le parallélogramme A’B’C’D’ est —il un rectangle ?
3°) A quelle condition le parallélogramme A’B’C’D’ est —il un losange ?

Exexcice 29

On considere un triangle ABC, la droite A perpendiculaire en A au plan ABC et un point S variable sur la
droite A.Soient B’ et E les pieds des perpendiculaires menées de B a (AC) et (CS), C’ et F les pieds des
perpendiculaires menées de C a (BA) et (BS).

1°) Montre que la droite (B’E) est perpendiculaire a (SC) et que (C’'F) est perpendiculaire a (SB):

2°) Montre que I’orthocentre K du triangle SBC est I’image de 1’orthocentre H du triangle ABCpar la
projection orthogonale sur le plan SBC.

3°) Montre que, lorsque S décrit A, chacun des points E, F, K décrit un cercle dont vous\précCiserez le plan
et un diamétre.

Exexrcice 30O

On considere un cercle ¢, un diametre (AB) de ce cercle, la droite A perpendiculaire en A au plan du
cercle, un point fixe S de A et un point variable M de .

1°) Montre que le triangle SBM est rectangle en M et que les plans SA»et SBM sont perpendiculaires.
2°) Le plan qui passe par A et qui est perpendiculaire a la droite (SB).Coupe respectivement (SB) et (SM) en E et
en F. Montre que le triangle AFE est rectangle en F et que, lors que Mrdécrit -7, le point F décrit un cercle dont tu
préciseras le plan et le diametre.

Exexrcice 31

Soient un plan P et deux droites A et A’ perpendicul@ires, & P, qui percent ce plan en A et en A’. On considére
une demi-droite Ax dont le support est perpendiculaire a A et telle que la mesure de I’angle A’ Ax soit 45
degrés. Soient M un point variable sur A’€t,FHN¢ pied de la perpendiculaire menées de M au support de
Ax.

1°) Montre que le point H reste fixe lorsque que M décrit A’.

2°) Soient Q le plan perpendiculaire.en’A a la droite (AA’) et M’ le ou la droite (MH) perce le plan Q.
Montre que H est le milieu du‘segment[M, M'], et que, si M décrit A’, le point M décrit une droite que tu
préciseras.

OEQUENGE D'APPRENTISSAGE N'2: SYSTENES.D'EQUATIONS.LINEAIRES

Exexrcice 1
Résous les systemes suivants :

{2x+3y—52=—11 { x—2y+z=-5 x+2y+3z=-2 x—2y =12
a) C){

4x+y—2z=—-8 b){—x+y+2z=-4 2x+3y—z=-1 d){ y—2z=42
X—2y+z=-2 2x—y—z=5 Ix+y+2z=1 2x+z=4+2

Exexrcice 2
Résous les systemes suivants :
2x —3y+5z=0 x+y+z=1 x—2y+3z=4
(Sl):{3x—5y+22=1 (Sz):{2x+3y+62=3 (Sg):{—4x—5y+7z=1
2x —5y+3z=2 2x—9y+12z=0 2x+y—2z=9
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45x —2y—10z=0 :{4x + 5y — 20z = -2 8x —4y+3z=-5

x+y+z=1 x+y+z=2 S5x+2y—-3z=1
(Sa) { (Ss) { (Se) {
3x+5y—2z=6 —3x+5y+5z=4 2x —5y+4z=—-6

Exerxrcice 3
Résous les systemes suivants :

(2x+5y—6z=28 x+y+z=0 (—3x—-5y+2z=-1
(Sl)'{x+y—6z=0 (82){ —-3y=0 (83)'{—3x—5y+z=—2
x+y+z=1 x++y+z=0 x—2y+z=0
(Sa) {x+2y+32=2 (S5):{2x—5y+22=0 (Se):{3x+y—22=2
x—y—2z=-1 x—8y—z=0 S5x =3y =2
Exexrcice 4
Résous les systémes suivants :
2 3 13 7
;me i tya- 8 3Vx+4fy=1
(S1) 1 & f (S2): {7, 4 (S1):
—+— — =36 5vVx +2,/y =~3
x—1 y+2 2x+1 y-3
5x? +4y =21 Vx+4fy=21
(59| (55):
4x* +y? = 8 +[ 8
(T R + 14t =
x+3  y+2 z_ (x y? Z—1_1 )1 2 _
D RIS 2 /3 1 Xty x43y+l
(56)-<x+3+y+2 Z— (S7): \/;+y2+ — =4 A(38) 2 3
4 9 1 AL 01 x+y | x+3y+1
\x+3  y+2  z 27 Vx oy z-1 X {2
[~ |x+1 y_—2 2z-1
2|5 -3+ [ = 0
(89){ x+1 +2|y 2|_ Zz 1|_2
\ 3 x+1| 5|y 2|+422 1|__4

Exercice S
Résous suivant les valeurs du paranietre réel m les systemes suivants :

mx+y=1 X+ my=2 (mx—y=5
(SD): { x—y=3 (32) { —y=3 (83)'{mx+(m—3)y=1
_(x+y=m fm+Dx—-(m—-1)y=2
(84)_{ —my = mé (5)'{3x—5y=—2

my =1 Cm—-1Dx+@Bm+2)y=m+4
(S6) - {(5 m)x »3y =11 — (57) {(m —Dx+2my =2
: 3% 5
(S8): {4x + (m+7)y =15

Exercice 6

Unhomme, sa femme et leur fils sont assis a la méme table. Le pere dit : « La somme de nos ages est

65 ». La mére dit & son fils : « je quatre fois plus &gés que toi ». Le fils dit & son pere : « Dans 16 ans seras
deux fois plus agé que moi ». Détermine 1’4ge de chacun d’eux.

Exerxrcice'7

1°) Détermine la parabole (P) d’équation y = ax? + bx + ¢ dans les cas suivants :

-a) (P) passe par les points A(1; 0); B(—1; 1) et C(2; 3)

-b) (P) passe par les points A(—4; 0); B(0; 0) et C(3; 4)

-C) (P) passe par les points A(1; 1); B(2; 3) et C(2; 4)
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2°) Que constates — tu dans le dernier cas ?

Exerxrcice 8

Trois fréres ont acheté un objet a 100F. Le troisiéme fils dit qu’il pourrait le payer seul si le second lui
donnait la moiti¢ de I’argent qu’il a. Le second dit si I’ainé lui donnait le tiers de son argent, il paierait
1’objet seul. Enfin, ’ainé ne demande que le quart de 1’argent du 3¢ fils pour payer 1’objet seul.
Combien chacun avait-il d’argent ?

Exexrcice O

Une ménagere se rend au marché et achéte des bananes, des mangues et des ananas dont les prix & I*unité
sont respectivement 25F, 60F et 80F. Elle achéte un total de 12 fruits pour une somme de 640F
Détermine le nombre de fruits de chaque variété.

Exercice 10
Un éleveur de poulets doit fournir journellement a chacun de ses volatils une alimeftation contenant
quatre produits indispensables A, B, C et D. Chaque poulet doit absorber tous l€S,jours au moins 75
grammes de A, 30 grammes de B, 10 grammes de C et 20 grammes de D. SukJle marché, il existe deux
aliments tout préparés P et Q , contenant respectivement :

v Pour P : 50% de A, 10% de B, 20% de C

v Pour Q : 30% de A, 20% de B, 40% de D
Dans quelle portion doit — on acheter les produits P et Q pour réalises I’alimentation des poulets dans les
conditions les meilleures et aux meilleures prix :
1°) Sachant que P et Q sont vendus au méme prix ?
2°) Sachant que P est deux fois plus cher que Q ?
3°) Sachant que Q est deux fois plus cher que P ?

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'3; VECTEURS.DE L'ESPACE

Exexrcice 1

ABCD est un tétraédre.

1°) Construis les points E.et R tels que AE = AB + CD et AF = AC + BD.
2°) Démontre que D est Ie'milieu de [EF].

3°) Démontre que-EE <=2BC.

Exexrcice 2

ABCDEFGH"est un cube de centre O.

On pose-AB= 7, AD = B et AE = w.

19)-Exprifne les vecteurs BG, CH, 0G, FD et CE en fonction de 7, Bet w.

2°)"eonstruis les points 1, J et K tels que : Al = %(Ti+ D) +w, 4] = %(Ti+v_v’) +Det AK =

~(F+W) + 1.

Exexrcice 3

ABCDEFGH est un pavé. Précise dans chacun des cas suivants si les valeurs sont coplanaires ou non.
1°) 4B, DB, EG ;

2°)AE, AG,FE —FG ;
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3°) DH,CF,AD — 4B ;

4°) AC, DF, FE — HE.

Exercice 4

Soit 7,7,k trois vecteurs non coplanaires.

Démontre que les vecteurs suivants sont coplanaires.
19747; j+ketk+7.

2°)2i—7; 2] —ket2k —1.

3)7—7; J—ketk—1.

Exerxrcice S

Soit ABCD un tétraédre et I, J, K et L les milieux respectifs de [AB], [BC], [CD] et [DA].
Onpose: AB =1, AC = Bet AD = w.

1°) Donne deux points de chacune des droites :

(D1) (I,u —w), (D2)(J,u +w), (D3)(L,u + v — w).

2-a) Détermine en fonction de &, vet w un couple de vecteurs directeurs de“ehacun des plans (AJK),
(BKL), (CIK) et (DJL).

-b) Démontre que les points 1, J, K et L sont coplanaires.

-c) Détermine un repére du plan (P) contenant les points I, J, K etL.

Exerxrcice 6

Soit les vecteurs (=2 ; 3; —4), B(1; —1;1)et W(0 ;43 —2) dans la base (7,7, k).

1°) Calcule les coordonnées des vecteurs p, get 7 définis par :p = U — 20 + w ;

q=2u+v—-w; r=uUu—7v+2w.

2°) Démontre que u; ¥ et w sont coplanaires.

Exexcice 7

Soit les vecteurs Soit les vecteurs (=251, 0), #(2;0; —1)et w(0; 1; —2) dans la base (7,7, E).

1°) Démontre que (i; v; W) est ungbase.

2°) Détermine les coordonnées.de.Z, 7, k dans la base (%; 7; ).

3°) Un vecteur d a pour codrdonnées (2 ; —1; 3) dans la base (Z,7, E). Détermine les coordonnées de a
dans la base (u; 7; w).

4°) Un vecteur b a pour goordonnée (—3; 2; 4) dans la base(u; v; w). Détermine les coordonnées de b
dans la base (34, ).

Exercice 8
Soit A(25:=1; 1); B(—1; 1; 3)etC G -2; 0) dans le repere(0,7,, k).
19)"Caloule les coordonnées de chacun des vecteurs ABetAC d ns la base (3,7, k).

2°) Demontre que les points A, B et C sont alignés.
3°) Détermine les coordonnées du point D tel que DA = —3DE.

Exexcice 9

Soit les points A(0; 1; 0),B(=1; 0; —1),C(1; 4; 0) et D(=3; 2; —5) dans le repére (0,17, k).
1°) Calcule les coordonnées de chacun des vecteurs AB, AC et AD dans la base (7,7, k).

2°) Calcule les coordonnées du vecteurs 5ABet 2AC dans la base (7,7, E).
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3°) Déduis en que les points A, B, C et D sont coplanaires.

Exerxrcice 10

Soit les points A(—1; 2; —3),B(0; 2; —1) et C(—1; 1; 0)dans le repére orthonormé(0,,j, k).
1°) Place les points A, B et C sur une figure.

2°) Calcule les coordonnées de chacun des vecteurs AB, BC et CA dans la base (7,7, k).

3°) Calcule les coordonnées des points I, J et K milieux respectifs de [BC], [CA] et [AB].
4°) Calcule les coordonnées du point G, centre de gravité du triangle ABC.

Exercice 11

Soit ABCDEFGH un pavé droit.

On désigne par 1, J, K, L, M et N les centres respectifs des parallélogrammes ABCD, EFGHMNABFG,
DCGH, ADHE et BCGF et par O le centre de ce pave.

1°) Démontre que les droites (1J), (KL), (MN) sont concourantes en O.

2°) Démontre que O est le centre de chacun des parallélogrammes ACGE et BDHF.

3°) Détermine les coordonnées de O dans le repéere.

-a) (A, AB, AD, AE)
-b) (A, 4B, AC, AG)

Exexcice 122

Dans un repere de 1’espace, on donne A(2; 1; 3); B(—1;.2%5),C(—2; =3; 1) et D(—=5; =2; 3).
1°) Démontre que ces points sont les sommets d’un parallélogzamme.

2°) Détermine les coordonnees de P pour que ABCP saitwn.parallélogramme.

3°) Détermine les coordonnees de Q pour que ABQP 'soityun parallélogramme.

Exexrcice 13

On donne trois vecteurs non coplanaires us; Bietw-de longueurs respectives 3cm, 2cm, 1cm. Soit A un
point de 1’espace.

1°) Construis £ = AB = V2u; p =BC=N3¥; § = CD = 5w.
2°) Détermine le vecteur £ + p + G
3°) Construis le vecteur k défini par : k=—20+3

<N

5
+-w
2

Exexrcice 144

L’espace est rapporté'au répere (0,7, 7, %) et on considére les points A(1; 2; 3),
B(—1; 3;3)et(—2; 1; 4).

1°) Existe-t-il des points d’abscisse 3 alignés avec A et B ?

2°) Existett-il'des points d’ordonnées 5 alignés avec A et B ?

3°) Détermine deux points coplanaires avec A, B et C.

4°). Détermine un point d’abscisse 0 et d’ordonnée 1 coplanaires avec A, B et C.

Exexrcice 15

L’espace est rapporté au repére orthonormé (0, 7,7, E)

On considere les points A(1; 0; 1),B(2; 1; 3) et C(3; 2;5) dans ce repere et les vecteurs
U(1; 2;-1); w'(=2; —4;2); $(3;1;0) etv(1; —3;2) dans la base (3,7, k).

1°) Montre que U et ' sont colinéaires.

2°) Montre que i et Pne sont pas colinéaires.

3°) Montre que i, ¥ et v’ sont coplanaires.
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4°) Montre que A, B et C sont alignés.

Exerxrcice 16

Soit ABCD un tétraedre régulier (AB = AC = AD = BC = BD = CD)

1°) Dans le repére de I’espace (4; AB; AC; AD ), déterminer les coordonnées de A, B, C et D.

2°) Soit I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des cotés [AB], [AC], [AD], [BD], [CD] et [BC].
Déterminer les coordonnées de ces six points.

3°) Soit G défini par GA + GB + GC + GD = 0.

Déterminer les coordonnées de G.

4°) Déterminer les coordonnées des milieux des segments [IM], [NK] et [LJ]. Que peut-on ep~congltre ?

Exexrcice 17

On considere les vecteurs % et Bdéfinispar: % et ¥:% =7 — 2j + 3k et ¥ = —49+4] — 2k.

1°) Etudie la colinéarité de ces deux vecteurs.

2°) Calcule les nombres réels a et B pour que le vecteur de coordonnée (a;% '8y soit colinéaire a v.

3°) Calcule les nombres réels a et b pour que le vecteur de coordonnée.(a¢h;,5) soit colinéaire a u + v.

Exercice 18

—

Les vecteurs u , v w sont définis par les coordonnées : 1 (—2 ;4 73)v(3;—-2;1),w(1;—4;5).
1°) Calcule les coordonnées des vecteurs U + U, U — ¥V ; — 27U, UN+ 2v — 3w.

2°) Calcule les nombres réels a et 8 pour que le vecteu\(6.; a ; B) soit colonéaire a u.

3°) Détermine trois nombres réels a, b,c pour quedeneeteur (—5; —7; 16)puisse s’écrire
au + bv + cw.

Exexrcice 19

Le repére (0,77, k ) est orthogonal. Ori.donhe les points A (—2; 1;3),B (1;0;2)et C (3;1;—4).
1°) Calcule les coordonnées de chaeun.des vecteurs AB, AC, BC dans la base(Z7, k).
2°) Calcule les coordonnées des+points 1, ], K, milieux respectifs des segments [AB], [AC], [BC].

3°) Calcule la norme de chactm'des vecteurs AB, AC, BC.
4°) Calcule les distances‘AK,"BJ et Cl.

Exexrcice 20

SoitA(0; 1; 0), B{—1;0; —1) ,C(1; 4; 0) et D(—3; 2; —5) des points de 1’espace muni du repére
orthonormié (0v%, 7, k).

1°) Calcute les coordonnées de chacun des vecteurs AB, AC, AD et 5AB + 2AC dans la base (7, J, k).
29) Deduis — en que les points A, B, C et D sont coplanaires.

3°)"Pétermine une représentation de la droite (AB) et de chacun des plans (ABC) et (BCD) puis dis ton
constat.

Exexrcice 21

Soit A(—1;2;—3), B(0;2;—1) et C(—1;1;0) dans le repére orthonormé (0,7, 7, k) de I’espace.
1°) Calcule les coordonnées des chacun des vecteurs AB, BC et CA dans labase (7, 7, k).

2°) Détermine les coordonnées des points I, J et K milieux respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].
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3°) Détermine les coordonnées du point G, centre de gravité du triangle ABC.
4-a) Détermine une représentation paramétrique de la droite (1J) et du plan (ABC).

-b) Déduis — en un systéme d’équations cartésiennes de la droite (1J) et une équation du plan (ABC).

Exexcice 22

On définit les vecteurs i et ¥ par : il = 7 — 2] + 3k et ¥ = —47 +j — 2k dans labase (7, j, k).
1°) Etudie la colinéarité des vecteurs i et v.

2°) Détermine les nombres réels a et B pour que le vecteur w(a; 4; B) soit colinéaire a v.

3°) Détermine les nombres réels a et b pour que le vecteur X(a; b; 5) soit colinéaire a i + v.

Exerxrcice Z3
1°) p, q et r sont des nombres réels. Résous dansR3 le systéme (S) d’inconnue (x, y, z)\défifi par :
2x—y+p=0
—2x+z+q=0
—-y+2z+r=0
Soit 1i(—2; 1;0), #(2; 0; —1) et W(0; 1; —2) dans la base (7, , k).
2°) Démontre que (U, U, W ) est une base de I’ensemble des vecteurs d€'V espace.
3°) Calcule les coordonnées des vecteurs i, J et k dans cette base,
4°) Soit d(—2; 1; 3) un vecteur de la base (7, j, k). Déterminé\Jés coordonnées de @ dans la
base( u,v,w )
5°) Soit b(—1; —3; 2) un vecteur de la base (u,v,w),Détermine ses coordonnées dans la base
@, 7, k).

Exerxrcice 24

ABCDEFGH est un cube, | est le milieG de $AD], J le milieu de[BC] , K le milieu de [FG].
1°) Montre que A, |, G et K sont coplanaires.
2°) Montre que (AK) est paralléle ad plan (IHJ).

Exexrcice 25

ABCDEFGH est un\parallélépipéde. | est le milieu de[AC], J le milieu de [FH].
1°) Montre quey = DH.

2°) Montre gue la droite ( BJ) est paralléle au plan (ACH).

3°) Montre quéla droite (DJ) coupe le plan (ACH) au point O, milieu de [JD].

Exerxrcice 26

ABEDE est une pyramide dont la base BCDE est un rectangle.

1°) M est un point de ’aréte [AC].

-a) Trouve I’intersection de la pyramide avec le plan qui passe par M et qui est dirigé par les
vecteursBC et BE.

-b) Trouve ’intersection de la pyramide avec le plan qui passe par M et qui est dirigé par les

vecteursAD et AE.
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2°) | et J sont deux points de la face (ABC) tels que (1J) n’est pas paralléle a (BC). K est un point de la
face (ADE). Trouvez I’intersection du plan (IJK) avec chacune des faces de la pyramide.

Exexcice 27

Dans I’espace orienté muni d’un repére orthonormé (0, 1,7, E), on considére les points

A(2;1; -1); B(=2;4; 3); C(10; 4;—1) puis dans la base (7, j, k), les vecteurs

1(—=2,1,2)et $(1,3,-3).

1°) Montre que 1 et ¥ ne sont pas colinéaires.

2°) Donne un systéme d’équations paramétriques du plan P passant par A et de vecteurs directeursu et v.
3°) Les points B et C appartiennent — ilsa P ?

4°) Détermine la position relative de P et de la droite (D) passant par E(1;1; 1) et de vecteurs directeur
w(l;1;1).

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'4: PRODUIT-SCALAIRE

Exerxrcice 1

L’espace E est muni d’un repére orthonormé (0, 7,7, k). On dohnelés points :
A(-1;1;-1),B(0;1;0),C(2;1;1).

1°) Calcule les produits scalaires : AB.AC ; BA.BC<J)._CA.CB.

2°) Détermine une valeur approchée, en degré, des angles ZBAC ; CBA ; ACB.

Exerxrcice =

L’espace E est muni d’un repére orthondtmé.(0, 7, k).

1°) Détermine les coordonnées des pointssAyB, C, D tel que AJOIBCKD soit un cube.
2°) Détermine le centre Q) de ce cubg:

3°) Calculer le produit scalaire QANQB.

4°) Déterminer une valeur approchée, en dégrée, de 1’angle AQB.

Exexrcice 3

U et U sont deux vebteurs de I’ensemble des vecteurs de ’espace w.
Donne une expression’plus simple de chacun des nombres réels suivants :
1°) Il + o)l — o117 ; 3) llull® — 61. v + 99|

2°) llu +0lI%%2u . v; (4) Id + 20|17 —||9]|?

Exerxrcice 4

Le'plan est muni d’un repére orthonormé (0,1, 7, E). Dans chacun des cas suivants, calcule le produit
scalaire dans les cas suivants :

1°) 4 (1;5;3) et ¥(0;4;—-1)

2°) 4 (7;9;0) et uet v (—1;2;—4)

3°) U (—2;-2;—1)et ¥(3;5;7)

4°) 4 (5;0;1) et ¥(—2;8;0)

Exexrcice S
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Dans chacun des cas suivants, détermine les coordonnées d’un vecteur normal au plan P :
1P:2x+y—4z=0
2°)P:3x—-5y+2z—-1=0

3)P:x+y=0
4°YP:x—z+1=0
5)P:x=-1

Exercice 6

L’espace E est muni d’un repére orthonormé direct (0,7, , E) On considere les points :
A(1;2;1),B(2;3;2); C(2;0;2).

1°) Vérifie que les vecteurs ABet AC sont orthogonaux.

2°) Trouve les vecteurs u et ¥ tels que :

i Soit unitaire, colinéaire & AB et de méme sens que AB ; ¥ soit unitaire, colinéaire 3 AC*et de méme sens
que AC.

3° Trouver le vecteur unitaire w tel que (U, ¥, w ) soit une base orthonormée, Quelle est ’extrémité du
représentant d’origine A de w. Quelles est I’extrémité D du représentant dZorigine A dew

Exexcice'7

L’espace E est muni de la base orthonormé (0,7, 7, E).

1°) Détermine un vecteur normal au plan déterminé par les points
A2;-1;1);B(1;0;-2); C(3;4; D).

2°) Trouve ’aire du triangle ABC.

Exercice S

L’ensemble W est muni de la base orthonorme<(Ty; k). On donne les vecteurs % (0; 3; 2)et3(5; 0; 2).

1°) Vérifie que u et v sont non colinéaires;

2°) Détermine un vecteur non nul 7 qui\soif ‘erthogonal aux vecteurietv.

3°) Montre qu’un vecteur w de W.gst/erthogonal au vecteur etv si et seulement si, il est colinéaire a7.

Exexrcice O9

AB et AC sont deux vecteursitels que AB = 3 ; AC =5 et mesBAC = z.
1°) CalculeAB.AC ; AB:C4 et BA.CA

2°) ABC est un triangle-rectangle en B avec AB=5etBC =3
Détermine ABXAC AB.BC et BC.CA

Exexrcice 10

Calcule (@ + )2 ; (@ — D)% @+ D). (@ — D) ; 4% (=70 + D). (ga).

Exerxrcice 11

1°) 4 etv sont deux vecteurs

a.) Développe (i + V).

b) Déduis en que U.7 = %(llﬁ.ﬁll —1al? = 1911%).
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2°) ABCD est un parallélogramme. En utilisant la formule précédente, démontre queﬁ.ﬁ =
%(ACZ — AB? — AD?).

Exerxrcice 122
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; 7, j ) et on considere les points
A(2;5); B(6; —5);C(1; 0) et les vecteurs i , ¥ et w dans la base (7; ;) définis par u(-3; 1) ;
D(—V2 ;1) et W(V2Z ; 2).
1°) Calcule u.v ; u.w ; v.w.
2-a) Calcule AB.AC .
-b) Détermine AB, AC et BC.
-c) Détermine cosA et une valeur approchée de la mesure de I’angle BAC.
3-a) Rappelle la définition d’un cercle.
-b) (C) désigne le cercle de centre K(a ; b) et de rayon R.
Démontre que I’équation de (C) est sous la forme x? + y2 + ax + By +y = 0.
-c) Détermine une équation cartésienne du cercle (C) de diametre [AC].
-d) Détermine le centre et le rayon du cercle (C’) d’équation x? + y2 — 6x 8y = 0.

Exexcice 13
L’unité de longueur est le centimétre.

2L

Dans le cube représenté ci-dessous, on considére les vecteurs i< %AD ;=
repére (4, 7, j,k) les points M(4; 1; 4) et N(4 ; 4 ; 1)
1°) Prouve que (A, [ E) est un repere orthonorméypuis’place les points M et N.
2-a)Calcule les coordonnées des vecteurs FM, MN,“EN puis les longueurs FM, MN et FN.
-b) Détermine la nature du triangle MFN.
3°) On note O le milieu de [MN].
-a) Démontre que les droites (FO) et (MN),Sent perpendiculaires.
-b) On note a la mesure en degré de“E MO
e Calcule cosa.
e Déduis en une valeunapprochée d’un mesure de chaque angle du triangle MFN.

ABet k = iﬁ et dans le

NI

Exexrcice 14

Soit (7, J,k ) uneBage.de I’espace.
1°) Dans chacun,dés cas suivants, démontre que (%, U, W ) est une base de I’espace puis puis précise si
elle est direete ou indirecte.

-a)ﬁ(\/%;\/%;O) ; 13(\/%; —\/%;0) ; w(0;0; —1).

AN N 1 2 2 — 2 2 1
-b)u(- holt -) ; 17(—-; - —) ; W(—- P -)-
3)" 3" 3 3 3 3 33" 8
2°\Dans chacun des cas suivants, détermine un vecteur w tel que (i ; v ; W) soit une base orthonormé
directe de W.

-a) i = 2 (T + 8] — 4k)et ¥ = - (—47 + 4] — 7k)
-b)ﬁ:%(ﬂf) et 6=%(?+j—§)

Exexrcice 15

L’ espace est muni d’un repére orthonormé (O ; T; J; k).
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1°) Dans chacun des cas chacun des cas suivants, vérifie que les points A, B et C détermine un plan puis
détermine 1’équation cartésienne de ce plan.

-a)A(-1;1;1); B(1; -1; 1); €C(1;1; -1)

-b) A(2; 1;0); B(—=3;0; 2); C(0; 5; —1).

2°) Dans chacun des cas suivant, dis si les points A, B, C et D sont coplanaires.

-a)A(1; 2;0); B(0; 6;2); C(—1;0; —6); D(1; 3; 1).

-b)A(1;2;1); B(2;1;1); C(0; =1;1); D(2;4;1)

-c)A(0;1;1); B(1;0;0); C(—1;2;1); D(0; 1; 2).

ExercicelS6

Soit ABCD un tétraedre régulier d’aréte 1, I le milieu de [AB] et J le projeté orthogonale de (sur.le plan
(BCD).

1°) Démontre que 1’ensemble des points M du plan (BCD) tels que MA? + MB? = 1 eshl¢)eercle de
centre J passant par B

2°) Détermine, suivant le nombre réel k, la nature de I’ensemble des points M duplan’(BCD) tels que
MA? + MB? = k.

3°) Démontre que la fonction qui, a tout point M du plan (BCD), associe‘le’nombre réel MA? + MB?
prend sa valeur minimale au point J.

OEQUENGE DAPPRENTISOAGE.N,3: GEQNETRIE ANALYTIQUE DE LESPACE

Exerxrcice 1

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, L7, k) €t on considere les plans A(g) ,
3

B(_"z) etC ( : ).Détermine une équation<cartéstenne du plan passant par le point C et orthogonale a la
1 -5

droite (AB).

Exexrcice 2

L’espace est muni d’un repéteorthonormé (0,7,7, k) et on n considére les points

()0 (3)ere (3}
1 1 —1
1°) Détermine uneg-equation cartésienne du plan (ABC).

2°) Déterminedine éguation du plan passant par O et parallele au plan (ABC).

Exexrcice 3

L’espace.est muni d’un repére orthonormé (0, 1,7, E)

1°) Détermine le nombre réel k pour que le plan (P, ) d’équation cartésienne 2x — y + z — k = 0 passe
par I€ point A de coordonnées (—2;0; —4).

2°) Démontre que les plans (P;) sont paralléles entre eux.

Exercice 4

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,7, 7, E)

Soit (P) le plan d’équation cartésienne 2x —y + 3z — 6 = 0.

1°) Détermine trois points de (P) dont les coordonnées (x, y, z) sont des nombres entiers relatifs.
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2°) Place ces points sur une figure.

Exexrcice S

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, 1,7, k)

Détermine un systéme d’équations cartésiennes de la droite passant par les points A(Z%) et B (%)
2 3

Exexrcice 6

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,?,f, E) et on considere les points A(%) etB (%)
1 2

1°) Détermine un systéme d’équations cartésiennes de la droite (AB).
2°) Détermine les coordonnées des points d’intersection de (AB) avec chacun des plans de réperes

0,2.7),(0.7,k),(0,k,7).

Exexrcice 7

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,7, ], E)
1°) Détermine une représentation paramétrique de chacune des droites (OA), (OB) et (AB).
2°) Détermine une représentation paramétrique du plan (OAB).

Exerxrcice S8

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, 1,7, E).Détermine Refisemble des points M (fz) tels que :

Z

x=-3+2A x =-=3+21
1°){y=1+/1 (A €R) 294 y=1+21 (A&RY).
z=-1 z=-1

Exerxrcice 9.

L’espace est muni d’un repére orthonormé. (037, k )et on considére le plan (P) de représentation

x=-1-31
paramétrique {y =—1-22+2(A). € R?).
z=1+46u

1°) Détermine les coordonnéesides points d’intersections de (P) avec les axes du repere.
2°) Détermine une équation‘cartesienne de (P).

Exexrcice 1O

L’espace est mufii'd’un repére orthonormé (0, 1,7, k) et on considére la droite (D) de représentation

X =—5+ 31
paramétrique{ y=5—-414 (1€R).
z=-15+122

1°).\érifie que les points A(_lz) et B (_13) appartient a la droite (D).
-3 9
2°) 'Betermine les coordonnées des points M; et M, de la droite (D) tels que : AM; = AM, = 13.

Exexrcicell

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,7, 7, E) et on considére le plan (P) de représentation
x=—-14+21—p
paramétrique{ y=—-1+p ((4,n) €R2).
z=2+4+21—-2p
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1°) Démontre que les points A(g) : B(_Zz) et C (_13) appartiennent au plan (P).
1 5 1

2°) Détermine A et u pour que le point de parametre A et p soit le centre de gravité du triangle ABC.

Exexrcice 12

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, [ E) et on considére les pointSA( 3 )B(_f) etC (_02>
-1 0 3

puis le plan (P) d’équation cartésienne 3x — 4y + 6 = 0.
1°) Calcule la distance du point A au plan (P ).

2-a) Détermine une équation cartésienne de 1’ensemble des points M <§> tels que MB = MC.
VA

-b) Détermine la nature de cet ensemble.

Exerxrcice 13
L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, [ E) et on considere le plan (P)de plan d’équation

.~ . . . & x—y=0
cartésienne x + 4y — z — 4 = 0, la droite (D) de systéme d’équations cartesiennes {y _327 —0

points A(%) : B((l’) et C (8)
0 0 1

1°) Détermine un point M de (D) tel que : d (M, (P)) = 2.
2°) Calcule la distance du point O au plan (ABC).

et les

Exerxrcice 14
L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, 7,7, E) et'enrconsidere les plans(P;)et (P,) d’équations
cartésiennes repectivesx + y+z =0et x + y =24+ 1 = 0 et les droites (D, )et (D) les droites de

X A=K xX=2-2nu
représentations paramétriques respectives{y =, (x€ R)et { y=1-—p (u€R).
Z = 7 = —u

1-a) Démontre que (P,)et (P,) sont sécants
-b) Détermine une représentationparaniétrique de leur droite d’intersections.
2°) Démontre que (D;)et (D) Sontmon coplanaires.
3°) Détermine une équationcCartésienne du plan (P) contenant (D,) et parallele a (D;).

Exerxrcice XS
L’espace est mupi’d*witrepére orthonormé (0, 1,7, k) et on considére les droites (D) et (D’) de

x=2-31 x=24+n
représentations paramétriques respectives: 4 y=5—1 (41 € R) et{ y=1+p (LER).
z=-3+421 z=-1-p

1°) Démontre que (D) et (D’)sont sécants.
2%)-Détermine une équation cartésienne du plan déterminé par ces deux droites.

Exercice 16

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,7, 7, E) et on considére le plan (P) d’équation

cartésiennex + y + z = 0.

1°) Détermine une équation cartesienne du plan passant par le point A(fl) et parallele a (P).
2

2-a) Détermine une représentation de la droite (D) passant par A et orthogonale a (P).
-b) Déterminele point d’intersection de (D) et (P).
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Exexrcice 17

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,7, ], E) . Soit (P) le plan d’équation x —y + 3 = 0 et (D)
. . . ), . L. x—z—2=0

la droite qui a pour systeme d’équations CarteSIenneS{Zx +y—324+41=0.

1°) Démontre que (D) est paralléle a (P).

2°) Détermine une équation cartésienne du plan (I1) contenant (D) et perpendiculaire a (P).

3°) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A), intersection de (P) et (Q).

Exexrcice1lS

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0,17, k) et on considére la droite (D) de représghtatioh

- x=-1+1 xEy+2z—-3=0
paramétrique{ y = 3 — 21 (A € R) et (D’) la droite qui a pour systéme d’équation { ¥y—z=0
z=—-1+4+341 '

1°) Démontre que ces droites ne sont pas coplanaires.
2°) Détermine une équation cartésienne du plan (P) contenant (D) et paralléles ay(D").

Exexrcice 19

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0, 7,7, E) et on considere la\droite (D) qui a pour systeme
x—y+z=0

d’équations cartésiennes '{x +y—z=0.

1°) Détermine un systéme d’équations cartésiennes de la_(\D") passant par le point A( 3 ) et paralléle a
-3

(D).

2°) Détermine une équation cartésienne du plan (P).centenant (D) et (D).

Exerxrcice 2O

L’espace est muni d’un repére orthonormé (O, 1,7, E)
Soit (P) plan de repére (4, u, ¥), ol A<_21) U <_13) , U (31) puis (D) et (D’) les droites de systémes
0 2 3

x—2y+z+1=0 t{ x+y+z=0

d’équations cartésiennes respeetives: { X+y+z=0 Xx+2y+3z=6.

1°) Détermine I’intersection de (P) et (D)

2°) Détermine une.équation cartésienne du plan (Q) passant par le point A(%) et orthogonale a (D).
3

3°) Déterminedintcrsection de (Q) et (D’).

4°) Détermine* ‘intersection de (P) et (Q).

Exercice 21
Liespaet est muni d’un repére orthonormé (0, 1,7, %) Soit (P) le plan d’équation 2x + 3y +z+ 1 =0,

x=1+21+p
(P’) le plan de représentation paramétrique { y=2—-2+u ,((4u) € R?) et (D) et (D) les droites qui
z=—-A-5u

. . . 4x—-y—z+2=0 =
ont respectivement pour systeme d’équations cartésiennes { xy —yz _ZZ —o. et {xx+_y 2-; 1: 0.0
1°) Etudie la postion relative des plans (P) et (Q).
2°) Etudie la position relative des droites (D) et (D) .

3°) Détermine I’intersection de (P) et (Q) puis de (D) et (D’).
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SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N°1
ORTHOGONALITE DANS L'ESPACE

Evaluation ponctuelle o'etape '

Contexte
Le buffer de GOHOU Michel a la forme d’un cube ABCDEFGH d’aréte a avec a € R}, représenté ci —
dessous.

H G

Intéressé par le dessin, Adissa le fils de
() GOHOU, professeur de mathéematiques
E — F au lycee la comedie se propose de
controler le niveau de mitrise de certaines
connaissances relatives a 'orthogonalité

] dans I'espace dans une classe de premiere
. scientifique.

e o Tache : Tu vas subir ce controle en tant
il et B qu'éléve en premiére scientifique en
- - répondant aux questions suivantes

A I B

1-a) Démontre que la droite (FC) est orthogonale au plan (ABG).

-b) Déduis — en que les plans (ABG).et(EFC) sont perpendiculaires.
2-a) Démontre que le quadrilatere ABGH est un rectangle.

-b) Exprime en fonction de.aes\dimensions du rectangle ABGH.

-¢) Calcule I’aire de la surfaceydu domaine délimité par ce rectangle.
3-a) Démontre que 1JHestwun triangle rectangle.

-b) Calcule I’aire de\a sutface du domaine délimité par ce triangle.

Evaluation ponctuelle o'etape 2

Contexte

Pour installer le mat d’un nouveau collége, le directeur de ce collége a consulté un géometre de la place et
ce dernier lui a proposé le plan ci — dessous.
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(D)

La droite (1)) est l'axe du drapean

Le point O est le centre du cercle (%)
délimitant la zone de ceinture de 'axe.

A est un point extérieur an cercle (%)

Les droites (AB) et (AC) sont tangentes
au cercle (# ) respectivement en B et C.

On rappelle que la droite (D) est
perpendiculaire au plan (P).

Tache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes.

1°) Démontre que les plans (SBO) et (SAB) sont perpendiculaires.

2°) Démontre que les plans (SCO) et (SAC) sont perpendiculaires.

3°) Démontre que les droites (SA) et (BC) sont orthogonales.

4°) Démontre que les plans (SAO) et (SBC) sont perpendicufaires:

5°) Détermine I’image de chacun des points A, B et C pat la prejection orthogonale sur la droite (D).

Evaluation ponctuelle detape n's

Contexte
Pour évaluer ses €éleves d’une premicse-C, leur professeur leur présente une situation a traduire sous forme
de figure puis répondre a certaines ‘guestions relatives a la figure. La situation se présente comme suit :
Dans un plan (P), construis unYosange ABCD de centre O. On désigne par (A) la droite passant par O et
perpendiculaire au plan (P) et .S un point de (A) distinct de O.
Tache : Pour ton évaludtion, tu vas traduire cette situation en une figure puis répondre aux questions a la
place des éleves de.ce professeur.
1°) Fais la figures
2-a) Démontre'que (AC) et (SB) sont orthogonales.

-b) Démentre gue (AC) et (SD) sont orthogonales.
3-a) Demantre que (BD) et (SA) sont orthogonales.

-b)(Démontre que (BD) et (SC) sont orthogonales.
4%) Démontre que les plans (SAC) et (SAD) sont perpendiculaires.

Evaluation ponctuelle defape n'

Contexte
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ABCDEFGH est un cube. I, J et K sont les milieux respectifs des arétes [AB], [BF] et [FG].Toli se
propose de fabriquer a partir de ce cube un polygone régulier dont certains sommets sonty les points I, J
et K. Trés vite, Toli est confronté a des difficultés.
Tache : Tu vas aider Toli a travers les questions suivantes :
1°) Représente ce cube en perspective cavaliére avec les points I, J et K.
2°) Démontre que I, J et K déterminent un plan (P).
3-a) Démontre que IC = JC = KC
-b) Démontre que IE = JE = KE
-c) Démontre que le plan (P) est le plan médiateur du segment [EC]
4°) Démontre que la section du cube par le plan (P) est un hexagone régulier.

Evaluation ponctuelle detape n'd

Contexte
ABCD est un rectangle d’un plan (P). (A) est la droite perpendiculaire@auplan (P) en C et (A) la
perpendiculaire a (P) en D. M et N sont des points de 1’espace appatténant respectivement aux droites (A)
et (A") telles que les droites ((AN) et (BM) soient orthogonales,
Tache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes.
1°) Réalise une figure.
2-a) Démontre que la droite (AB) est perpendiculaire au'plan (BMC).
-b) Déduis — en la position relative des droites (AB) &t (BM).
3-a) Démontre que la droite (BM) est perpendicufaire au plan (ABN).
-b) Déduis — en que la droite (AN) est perpendieuldire au plan (ABM).
4°) Détermine la nature de chacun des triangles ABN, ABM, AMN et BMN.

Evaluation ponctuelle o'etape '

Contexte

Lors d’un conttole rigoureux en mathématique dans les séries scientifiques, les apprenants d’une
premiere C.ont ¢t€ soumis a une évaluation ponctuelle d’étape dont le sujet se présente comme suit. :
PQRSTHVWjest un cube d’arréte 5cm avec un point A du segment [TW] et B le centre de la face SRVW
puisen designe par p la projection orthogonale sur la droite (SV).

Téache’: Pour ton évaluation tu vas répondre aux questions suivantes.
1°) Définis clairement :
-a) Droite et plan orthogonaux
-b) plans perpendiculaires
-c) Projection orthogonale sur une droite
2°) Fais une représentation en perspective cavaliére du cube puis place les points A et B.
3-a) Démontre que la droite (SV) est orthogonale au plan (TQR).
-b) Déduis — en que
v Les plans (QRW) et (UVS) sont perpendiculaires
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v Ladroite (SV) est orthogonale a la droite (AB)
4-a) Précise 1’ensemble des points invariants par p.
-b) Détermine p(A) , p(T) ,p(Q) ,p(W) et p(R).

Evaluation ponctuelle defape n'

Contexte Le trophée des nanties
Le trophée des nanties est en or et a la forme d’un tétra¢dre régulier ABCD. Intéresse par la copfiguration
de ce trophée, Godath se propose de I’exploiter pour contrdler le niveau de maitrise de conndissaneee
relatives a I’orthogonalité dans I’espace chez les €éleves d’une premicre scientifique. Pour gela, fl désigne
par | et J les milieux respectifs des segments [AB] et [CD] et pose les questions suivantes.
1°) Fais une figure.
2°) Démontre que la droite (AB) est perpendiculaire au plan (ICD).
3-a) Démontre que les plans (ICD) et (ABC) sont perpendiculaires.
-b) Démontre que les plans (ICD) et (ABD) sont perpendiculaires.
4-a) Démontre que les plans (JAD) et (ABC) sont perpendiculaires.
-b) Démontre que les plans (JAD) et (BCD) sont perpendiculaires.
5°) Démontre que les arétes opposées du tétraédre sont orthogonales.

Tache : Pour ton évaluation tu vas répondre aux questions alagtace des éléves de ce professeur.

SEQUENCE D'APPRENTISSAGEN®2:

SYSTEMES D'EQUATIONS LINEAIRES

Evaluation ponctuelle d'etape n'

Contexte

Pour ravitailler sa'houtique en biscuits, la jeune commercante Patricia achete trois types de biscuits :
biscuitssalées; biscuits sucrés et biscuits chocola. Dans un premier temps, elle a acheté 40 biscuits salés,
40biscuitsSuckés et 25 biscuits chocolas a 5000F. Dans un deuxiéme, elle achéte 35 biscuits salés, 25
biscuitssucrés’et 30 biscuits chocolas 5125F.

Enfin elle.a payer 20 biscuits salées 35 biscuits surcrés et 40 biscuits chocolas & 6250F. Du retour du
marché&?Patricia a des difficultés pour faire le point a sa Maman par ce qu’elle a oublié le prix unitaire de
chaque type de biscuits

Tache : Tu vas aider Patricia a connaitre prix unitaire de chaque type de biscuitsen répondant aux
questions suivantes :

8x + 6y + 5z = 1000
1°) Résous dans R3le systéme {7x + 5y + 6z = 1025
4x + 7y + 8z = 1250
2-a) Traduis le probleme relatif aux biscuits par un systéme de trois équations a trois inconnus
-b) Déduis-en le prix unitaire de chaque biscuits
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Evaluation ponctuelle o'efane n'2

Contexte

Détermine un nombre entier naturel de trois chiffres sachant que :
v La somme de ses chiffres est égale 12
v Sil’on permute le chiffre des certaines et celui dizaines, le nombre augmente de 90.
v Si on permute le chiffre des unités et celui des dizaines, le nombre augmente de 9.

Evaluation ponctuelle d'etane '3

Contexte
Détermine un nombre entier naturel de quatre chiffres sachant que :
v Lasomme de ses chiffres est 14
v SiI’on permute le chiffre des dizaines et celui des milliemes.le nombre démunie de 4950
v" Le chiffre des milliémes est le triple de celui des centaineg
v Le nombre est divisible par 5 mais pas divisible par 10,

Evaluation ponctuelle d'efapen'd

Contexte

1°) Résous dans R3le systéme suivantes,
x+2y—z=28 2x = +e= 10

(51):{2x +y+2z=-2 (52):{96 +8y=4z=0
x+y+3y=-6 xdy+z=15

2°) Déduis-en la résolution de ehagun des systémes suivants :
\/x+2+2|y—1|—2+1=8 2x% — |y| 4 22 = 10

(S2): 2\/x+2+|y—1|2i—1=—2 (S):{x? +3|y| — 422 = 0

Evaluation ponctuelle d’etape n's

Trois capitaux C;, C, et C5; dont la somme est égale a 320 000F sont respectivement placées a des taux
d’intéréts annuel de 6%; 5% et 4% pendant un an. L’intérét du capitale dépose a 6% depasse de 1500F
celui du capitale dépose & 5%; I’intérét du capitale dépose 5% depasse de 3000F celui du capitale dépose
a4%.

1°) Traduis ces hypothéses par un systéeme de trois équations a trois inconnues

2°) Résous ce systeme
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3°) Déduis — enles valeurs de Cy, C, et Cs.

SEQUNCE D'APPRENTISSAGE N°3:

VECTEURS DE L'ESPACE

Evaluation ponctuelle d'etape n't

Contexte

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0; 1,7, E) et on considere les points A B\et,C de

coordonnées respectives (1; 0; 1),(2; 1; 3),(3; 2; 5). Soit dans la base (?,f, E) les vecteurs i,
W, %, de coordonnées respectives (1; 2; —=1); (=2; —4; 2); (3; 1,0)N\1; —3; 2)
T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre qux questions suivantes.
1-a) Montre que U et ' sont colinéaires
-b) Montre que w’et v ne sont pas collinaires

-c) Montre que U, v et v sont coplanaires
2°) Montre que les points A, B et C sont alignés
3°) Soit P le plan passant par A et de vecteur directeurs, et v.
4°) Soit (P") le plan passant par B et de vecteur difestéwr, ' et . Que peux — tu dire des plans
(P)et(P)?
5°) Détermine les points d’intersections des4lans(P) et (P’) avec les axes du repere.
6°) Détermine les intersections des plans (®) et’(P’) avec le plan passant par O et de vecteur directeurs

0AetOC

Evaluation ponctuelle detapen'?

Contexte

L’espace est mupi‘d*uirrepére orthonormé (0; 7,7, E) et on considere les points 4, B, C et Dde

coordonnées respectives (1; 2;-3); (3; 1;-1),(1;2;3)et (0; 1;1)

T ache  Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes.

1-a) Montre_gue ces trois points déterminent un plan (P).
-b)MBonne un systeme d’équations paramétriques de (P).

24a) Donne un systéme d’équations paramétriques de la droite (A) passant par D et paralléle a (AB).
-b)-Détermine les coordonnées de E tel que ABED soit un paralléelogramme.

3°) Détermine les points d’intersections de (P) avec les axes du repére

4°) Détermine I’intersection de (P) et de la droite (OD)

Evaluation ponctuelle detapen’s
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Contexte

L’espace est muni d’un repére orthonormé (0; 7,7, k). On considére dans ce repére les points

A(2;1; =1):B(=2;4;3); C(10; 4; —1) et dans labase (7,7, k) les vecteurs #(—2; 1;2)

et v(1;3;-3)

T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes.

1°) Montre que 4 et ¥ ne sont pas collinaires

2°) Donne un systéme d’équations paramétriques du plan (P) passant par A et de vecteur directeur U et V.
3°) Les points B et C appartiennent — ils a (P)

4°) Détermine la position relative de (P) et de la droite (D) passant par le point E (1; 1; 1) et de veCteur
directeur w (1; 1; 1).

Evaluation ponctuelle détape n'4

Contexte

Soient 4, B, C et D quatre points non coplanaires et E tel que BDCE soit un‘parallélogramme. Soient
B’,C’,D’ les milieux de [AB], [AC] et [AD]. Soient | le milieu [BE].

T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes.

1°) Montre que les droites (EB) et (C’D’) sont paralleles.

2°) Les droites (BC”) et (ID”) sont — elles sécantes ou non coplanaires ?

3°) Que peut — on dire des plans (B'C’D’") et (BCD) ?

4°) On méne par le point B’ une droite paralléle a la droite)(ED). Détermine I’ intersection de cette
parallele avec le plan (ACD).

5°) On considére le repére (4, AB, AC, AD).

1°) Donne les coordonnées des différents points-de-la figure dans ce repére.

2°) Démontre analytiqguement les résultatsdes.guestions 1, 2, 3 et 4.

Evaluation ponctuelle detapen's

Contexte
On considere un tétraedre ABCD et les points E et F, milieux respectifs des segments [CD] et [AB].

T ache Pourton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes.
1°) DéfinigsaNaide d’égalités vectorielles les points G, H et I centres de gravités des triangles ABC, ABD
et ABE.
2°) Mentre que les points E, G, H et | appartiennent au plan (FDC).
34a) Montre que G, H et | sont alignés.
-by-Montre que (GI) et (DC) sont paralleles.
-c) Calcule GH et Gl en fonction de DC.

4-a) Donne les coordonnées des points de la figure relativement au repere (4, AB, AC, E).
-b) Démontre analytiqguement les résultats du 1,2 et 3.
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SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N°4

PRODUIT SCALAIRE

Evaluation ponctuelle defape.n'

Contexte :

On considére un cube ABCDEFGH de centre O et d’aréte a avec a € R%. On désigne par k4.6t Kles
points définis par : 41 = %Zﬁ; JC = —%Zﬁ et KB + KF = 0.

T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes :

1°) Reéalise une figure en perspective cavaliére ou le cube est posé sur la face ABCD\et de la face ABEF
est situé dans le plan verticale de face. Puis place les points I,J et K.

2-a) Donne la valeur des produits scalaires suivant : AE,AD,AE, AB

-b) Déduis-en les valeurs des produits scalaires AE, BD et AE, 1]

3°) Calcule en fonction de a les longueurs des cotés du triangle 1JK.

4°) Calcule le volume du tétraedre 1JKB

5-a) Représente en perspective le solide obtenu apres avoir ghleyeice tétraédre

-b) Calcule son aire totale de deux maniéres différentes.

Evaluation ponctuelle detape 2

Contexte:

On considére une pyramide a base carfeede coté a ou a est un nombre réel strictement positif. L arréte
[SA] de longueur a est la hauteur dela pyramide.

Tache :

Pour ton évaluation, tu vas'épondre aux questions suivantes :

1°) Démontre que les dreites (SC)et (BD) sont orthogonales

2°) On coupe la pyramidepar le plan contenant (BD) et orthogonales en E a la droite (SC).

-a) Représente lafigukeen perspective cavaliére.

-b) Fais I’épuré,de 1& figure en prenant ABCD comme plan horizontale et un plan parallele a (SAC)
frontal.

3°) CalctleJes longueurs des cotés et les mesures des angles du triangle BDE.

Evaluation ponctuelle defape '3

Contexte :

On considere un tétraedre regulier ABCD dont les arrétes ont pour longueur a ou a un nombre réel
strictement positif. On désigne par E, F et G les milieux respectifs des segments[AD], [BC] et [EF].
T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes :

1-a) Calcule les produits scalaires AB.AC ,AB,AD et AB.CD

EXTRAIT DE LA COLLECTION LA PRIORITE DE GODATH : SA1. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE Page 84



-b) Déduis-en la positive relative des droites (AB) et (CD).
2-a) Démontre que EF = %(E + ﬁ)
-b) Déduis — en la longueur EF
3-a) Calcule les produits scalaires EF.AD et EF .BC
-b) Déduis-en que le droite (EF) est perpendiculaire aux droite (AD) et (BC)
4-a3) Démontre que DG = %(m’ +DB + D_5)
-b) Déduis-en que la longueur DG.
-¢c) Montre que la droite (DG) est orthogonale au plan (ABC).

Evaluation ponctuelle detape n'd

Contexte:

On considere dans I’espace E un triangle ABC et son centre de gravité G et par Ideymilieu de [BC]. On
désigne par f ’application de ’espace dans R, définie par f(M) = MA? +'MB>+ MC?. On pose AB =
3cm; AC = 4cm; BC = 5cm

T ache : Pourton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes :

1-a) Démontre les égalités vectorielles suivantes :

AG = - (AB +AC)

BG = - (BA+BC)

CG = 3 (CA+CB)

2-a) Calcule AB? + AC? en fonction de Al? et{de*BE?

-b) Déduis-en la valeur de AG?

-c) Détermine alors les valeurs de BG? et/deC &>

3°) Démontre que f admet un minimum a-preciser.

4°) Détermine I’ensemble des pointsM.de"’espace tels que f(M) = AB? + AC? + BC?.

Evaluation ponctuelle defape '

Contexte :

On considére dans Respace I’application dans R définie par f (M) = —3MA? + 5MB? et le point K tel
que —KA #SKBv= 0. On se propose de déterminer dans le cas ou AB = %cm I’ensemble T des points
M de Lespace'tels que f(M) = 43 ou a € R}.

T ache : Tuvas répondre aux questions suivantes.

1% Exprime les vecteurs AK et BK en fonction de AB

2°) Calcule f(K)

3°) Démontre que f admet un extremum a préciser.

4°) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de (I).

Evaluation ponctuelle detape.n's
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Contexte:
On considere dans 1’espace les applications f et g de I’espace dans R définies par : f(M) =
MA.MB et g(M) = (MA — 2MB).(2MA — MC )ou 4; B et C sont des points de 1’espace
T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes :
1-a) Démontre que f(M) = M0O? — iAB2

-b) Déduis — en que f admet un minimum a préciser
2-a) Démontre que g(M) est indépendant des points A ;B et C.

-b) Démontre qu’il existe un point P de I’espace tel que g(M) = —MP? + i j?

-c) Déduis — en que g admet un maximum a préciser O, I et J sont des points de 1’espace tels quenO est le
milieu de [AB],1A — 2IBE = 0 et 2JA — JC = 0.

Evaluation ponctuelle detapen'T

Contexte :
On consideére dans 1’espace deux points A et B et 1’application h de 1’espace dans R tel que pour tout

point M de I’espace, ona: h(M) = AB.AM. On se propose de détérntiner 1’ensemble (I') des points M
de I’espace tels que h(M) = Kou K est un nombre réel donné. Rouf c€ela ; on désigne par H le projeté
orthogonale de M sur la droite (AB).

T ache : Réponds aux questions suivantes

1°) Démontre que h(M) = AB X AH

2°) Donne alors ’expression de AH

3°) Détermine alors la nature et les éléments caractéristiques de (T).

4°) On donne maintenant AB = 5c¢m et on ¢onsidere I’application g de ’espace dans R définies
parg(M) = MA? — MB2.

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N°5:

GEOMETRIE ANALYTIQUE DE L'’ESPACE

Evaliation ponctuelle detanen’

Contexte :

Daiis’I’espace muni d’un repére orthonormé(0, 7,7, k), on considére les points :
A(5;-5;2); B(—1;1;0); C(0;1;2)etD(6; 6; —1)et le vecteur i(—2;3;1)
T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes :
1-a) Détermine la nature du triangle BCD puis calcule son aire.
2-a) Prouve que 71 est un vecteur normal du plan (BCD).
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (BCD).
3-a) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A) passant par A et orthogonale au plan
(BCD).
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-b) Détermine les coordonnées du point d’intersection H du plan (BCD) et de la droite (A)
-c) Déduis — en le volume du tétraedre ABCD.

Evaluation ponctuelle detane n

Contexte :

L’espace est muni d’un repére orthonormé(0, 7,7, k) et on considére les points :
A(1;-2;1); B(2;3;2)et C(2;0;2)etles droites (A)et (A") définies par :

x=t+1 o L
Ay =—t+2, tER (A):——=2="=
z=2t+3

T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes :
1°) Vérifie les vecteurs AB et AC sont orthogonaux.
2°) Trouve deux vecteurs unitaires u et v respectivement colinéaires et de méme‘séns que AB et AC .
3-a) Détermine une représentation parametrique de chacune des droites (AB)ety(AC) puis du plan (ABC).
-b) Déduis-en une équation cartésienne du plan (ABC).
4-a) Démontre que les droites (A)et (A') sont strictement paralléles
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (Q) contenant(A)et~(A").

-c) Détermine (Q) n (ABC)
1
Contexte :

Dans I’espace rapporté au repére orthoneré (0, 7, 7, k), on considére les points :

S |

A(1;0;1); B(0;1;2)et C(1; —270)et la plan (P) d’équation3x —2y +z—2 =10
T ache : Pour ton évaluation, tu'vas répondre aux questions suivantes.
1-a) Vérifie que A € (P)
-b) Calcule la distance du p@int A-au plan (P)
-c) Détermine les coordonnées du projeté orthogonale H du point A sur le plan (P).
2-a) Prouve que les points,A, B et C ne sont pas alignés

-b) Ecris une représentation paramétrique du plan (ABC).

-c) Déduis — emyl’équation cartésienne du plan (ABC).
3-a) Démontre.que les plans (P) et (ABC) sont perpendiculaires

-b) Donne I’infersection des plans (P) et (ABC) puis caractérise — le.

Evaliation ponctuelle detape n'd

Contexte :
Dans I’espace muni d’un repére orthonormé(0, 7,7, k), on considére les points :

v/
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A(2;6;6); B(—2;—4;—4);C(—1;7;—4) et D(3;7;4) et le plan (P) de representation paramétrique
x =3+x =30

{y = 2 o« +3B ou « et 8 sont des nombres réels et la droite (A) de systeme d’équation cartésiennes

zZ=2—

x+y—z—3=0

{x —y+3z+3=0

T ache : Pour ton évaluation, tu es invité (e) répondre aux questions suivantes :

1°) Détermine une équation cartésienne de la sphére (S) passant par les points A, B, C et D puis précise

ses éléments caractéristiques

2°) Détermine une équation cartésienne du plan (P).

3°) Détermine une représentation paramétrique de (A).

4°) Détermine les ensembles suivants

-a) (P) N (4)

-b) (S) N (B)

-€) (S) N (4)

-d) ($) N (P) N (D).

Evaluation ponctuelle detape.n’s

Contexte :

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé (0, 1, J, E), on considére :
v Le plan (P) d’équation x — 2y —2 =0
v" Leplan (Q) d’équation 2x + y —z + 5 =.0

X =-1-«x
v Ladroite(A) de représentation parametrique {y = x€ R
z =1+«

T ache : Pour ton évaluation, tu vasyépondre aux questions suivantes :
1-a) étudie la position relative des plans<P) et (Q).
-b) Caractérise(P) n (Q) = (B.
2-a) Démontre (A) est incluse.dans (P)
-b) Etudie la position de. (A)\et de (Q).
-c) Etudie la positiop-de(A) et (D).
3°) Détermine uneéguation cartésienne du plan (R) contenant (A) et perpendiculaire a (P).

Evaluation ponctuelle defape '

Contexte:

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0, 7,7, k) et on considére :
x+y=0
y—3z+14=0
v' La famille (B,,) d’équation cartésienne : (2 —m)x+ (1 +m)y+(2m—-1)z+2+m=0
T ache : Pour ton évaluation, tu vas répondre aux questions suivantes :
1°) Justifie que pour tout nombres réels m, (B,,) est un plan de 1’espace.
2°) Démontre que tous les plans (B,,) contiennent une droite (D) que tu caractériseras.

v Ladroite (A) de systéme d’équations cartésienne {
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3-a) Détermine un repere de (A)
-b) Etudie la position relative de (A) et (Py).
-c) Détermine (A) n (D)
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QUELQUED PROBLENED
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SEQUENCE D'APPRENTISSAGE.N'1: ORTHOGONALITE.DANS LESPACE

Probleme 1

Soit ABCD un tétraédre régulier d’aréte de longueur a ou a est un ombre réel strictement positif.
I, J, K et L sont les milieux respectifs des arétes [BC], [AD], [AB] et [DC].
1-a) Calcule les longueurs ID et 1A en fonction de a.
-b) Déduis — en la nature du tringle ADI.
2°) Démontre que la droite (1J) est orthogonale a la droite (AD).
3°) Démontre que la droite (1J) est orthogonale a la droite (BC).
4°) Calcule la longueur 1J en fonction de a.
5°) Démontre que I] = Kl
6-a) Démontre que les droites (IL) et (JK) sont paralléles.
-b) Démontre que IL = Jk = ]JL
-c) Déduis de la question a que les points I, J, K et L sont coplanaires.
-d) Déduis des questions précédentes la nature du quadrilatére 1JKL
7°) Les droites (1J) et (LK) se coupent en O. Calcule la longueur OA eh fonction de a
8-a) démontre que O est équidistant des points A, B, C et D.
-b) Déduis — en le centre et le rayon de la sphére circonscrite au tétraedre ABCD.

Probleme 2

ABCDEFGH est un cube d’arréte a, a€ R} et on d€sigue par I le point d’intersection de (AH) et (DE).
1-a) Démontre que les plans (AGI) et (DEG) sont-perpendiculaires.
-b) Démontre I’intersection de ces deux plafs.
2°) Soit A’ le projeté orthogonale de A sun(GI)
-a) Démontre que A’ est le projeté orthogonale de A sur le plan (DEG).
-b) Démontre que dans le plan (AGH) Iestriangles AA’I et GHI sont semblables.
-c) Exprime en fonction de a la‘distance du point A au plan (DEG).

-d) Démontre que A’ = § 16
-e) Démontre que les plans (AFC) et (DEG) sont paralleles puis exprime la distance de ces deux plans en

fonction de a.
3°) Soit J le milieudeyDG] et C’ le projeté orthogonale du point C sur le plan (DEG)
-a) Démontr€, que C’ appartient a (EJ) et JC* = % E]
-b) Déterming’l’image de la droite (AC) par la projection orthogonale sur le plan (DEG). Cette image est-
elle parallele a (AC) ? Justifie ta réponse.
49)°Seit)K le centre de gravité du triangle DEG.
-a) Démontre que K appartient a (BH) et que K est le projeté orthogonal commun des points B et H sur le
plan DEG.
-b) Exprime en fonction de a la distance du point B au plan (DEC) et celle du point H a ce plan.
5-a) Détermine le projeté orthogonal du point F sur le plan DEG
-b)Exprime en fonction de a la distance du point F au plan (DEG)

Probleme 3
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Soit ABCDEFGH un cube d’aréte de longueur a ou a est un nombre réel strictement positif et O le centre
du carré ABCD. Soit I le milieu du segment [BC] .
1-a) Démontre que le quadrilatére EBCH est un parallélogramme puis place le point O’, centre de ce
parallélogramme.

-b) Calcule BE en fonction de a.

-c) Déduis des questions précédentes EBCH est un parallélogramme particuler a préciser.

-d) Déduis de la question ¢ que les droites (Ce) et (BH) sont orthogonales.
2-a) Démontre que les droites (OO’) et AE sont parall¢les.

-b) Déduis — en que la droite (OO’) est orthogonale au plan (ABC).
3°) on considére la projection orthogonale p sur le plan (ABC).
-a) Détermine p(0"),p(B)et p(C).
-b) Détermine p(B0O'C)
-C) Peux — tu affirmer que le projeté orthogonal d’un angle non droit n’est jamais un angle«droit.
4°) On appelle a la mesure de 1’angle en degré de 1’angle BO'C.
-a) Démontre que les droites (O’I) et (EB) sont paralléles.

a

-b) Déduis — en que mesCEB = >

-c) Calcule tan% puis déduis — en une valeur approchée de « a 101 prés,par défaut.

Probleme 4
ABC est un triangle rectangle en A tel que AB = a et BC =,2gbU @ est un nombre réel strictement

positif. H est le point [AC] tel que CH = % Sur une demi — droite [Hz) perpendiculaire en H au plan du

triangle ABC, on considére le point S tel que I’angle LSA%St droit.

1-a) Démontre que les faces du tétraedre SABC sofpdes-triangles rectangles.
-b) Calcule en fonction de a la longueur de chacune des arétes de ce tétraédre.
-c) Calcule I’aire de la surface totale de ce4¢traedre.

2°) On désigne par | et J les milieux respectifs des segments [SA] et [BC].

-a) Montre que la droite (1J) est perpendiculaire a (Bc) et a (SA).

-b) Calcule IB, IC et 1J en fonction, de a.

3-a) Montre que le triangle SJA est rectangle.

-b) Déduis — en que le triangle AJH est rectangle en J.

4-3) Détermine le centre.de la'sphére circonscrite au tétraedre SABC.
-b) Détermine le centre\de la sphére circonscrite au tétraedre SHJA.
-c) Evalue le rapport,des volumes de ces deux sphéres.

Probleme S

Dan§ tm plan (P), le point I est le milieu d’un segment [AB]. J est un point de la droite perpendiculaire en
I au plan (P). C et D sont deux de la droite perpendiculaire en J au plan (ABJ) tels que JC = JD.
1°) Montre que la droite (AB) est perpendiculaire au plan (CID).
2°) Démontre que les plans (ABC) et (ABD) sont perpendiculaires au plan (CID).
3°) Démontre que les plans (ACD) et (BCD) son perpendiculaires au plan (ABJ).
4°) On projette orthogonalement les points A, B, C et D sur un plan (P’) parallele au plan(P). les projetés
sont notés respectivement A’, B’, C’ et D’. Détermine la nature du quadrilatere A’B’C’D’.
5-a) Montre que CA = CB = DA = DB

-b) La distance AB étant fixée. Détermine la valeur de 1J et celle de JC pour que le tétraédre ABCD soit
un tétraédre régulier ( c’est —a — dire un tétraédre dont toutes les arétes ont la méme longueur ).
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Probleme &

ABCD est un carré de centre O et de c6té a ou a est un nombre réel strictement positif. [Aa) [BB), [Cy)
et [D&) sont des demi — droites perpendiculaires au plan (ABC) respectivement en A, B, C et D et situées
d’un méme c6té du plan. Sur la demi — droite [Aa) on choisit le point A’ tel que 0A’ = a et sur [Cy) le
point C’ tel que A'C’ = 2a.
1-a) Calcule CC’ en fonction de a

-b) Détermine la nature du triangle A’C’O

-c) Démontre que la droite (A’C’) est perpendiculaire au plan (DA’B).
2°) B’ est un point de [Bf) est D’ est un point de [D&) et on pose : BB’ = x et DD' = y ou &.et.y sont
des nombres réels strictement positifs.
-a) Détermine une condition portant sur les nombres réels x , y et a pour que les points A’3B’ , C’ et D’
soient coplanaires.
-b) Montre dans ce cas que A’B’C’D’ est un parallélogramme.
3°) determine la valeur de x pour laquelle
-a) Le plan (A’B’C’) passe par le point D.
-b) Le parallélogramme A’B’C’D’ est un losange.
-¢) Le parallélogramme A’B’C’D’ est un rectangle.

Probléeme 7
ABCD est un tétraedre tels que BCD soit un triangle équilatéral et BC = BD = CD = AB = 4cm.
La droite (AB) est orthogonale au plan (BCD). M est un point variable du segment [BC]. On pose : BM =
x (en centimeétre). Le plan passant par M et Paralléle.aux droites (AB) et (CD) coupe (BD) en N, (AD)
en P et (AC) en Q. On se place dans le cas ou M fest distinct des points B et C.
1°) Démontre que le quadrilatére MNPQ estun-parallélogramme.
2°) Démontre que les droites (QM) et (MN),sent perpendiculaires.
3-a) Exprime MN en fonction de x.

-b) Exprime MQ en fonction de x.

-¢) Exprime I’aire de la surface dodomaine délimité par le parallélogramme MNPQ en fonction de x.
4°) On consideére la fonction ntmérique de variable réelle définie sur ’intervalle [0 ; 4] par :

f(x) = 4x — x?

-a) Démontre qu’il existewin nombre réel a tels que pour tout x de [0;4], f(x) < «
-b) Déduis — en la position”du point M sur le segment [BC] pour que ’aire du parallélogramme MNPQ
soit maximale.
-c) Calcule cefte aire dans cette condition.

Probleme S

(&) est un cercle de centre O, de rayon r et de diametre [AB] inclus dans le plan (P).
v' [Ax) et [By) sont deux demi — tangentes au cercle ( €).
v Cest un point de [Ax) et D un point de [By) tels que (CD) soit tangente en un point M au cercle
(%).
1°) Fais une figure que tu completeras au fur et a mesure de 1’évolution du probleme.
2-a) Démontre que les triangles CAM et DBM sont isocéles.
-b) Démontre que le triangle COD est rectangle.
-¢) Démontre que AC X BD = r?
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3°) On suppose que CD = 52_r

-a) Exprime en fonction de r les longueurs AC, BD, AM et BM.
-b) Exprime en fonction de r I’aire de la surface du domaine délimité par le trapéze ACDB.
4°) On désigne par (A) la perpendiculaire en O au plan (P) et S le point de (A) distinct de O.
-a) Démontre que la droite (CD) et le plan (SOM) sont orthogonaux.
-b) Démontre que les plans SOC) et (SOD) sont perpendiculaires.
5-a) Démontre que le plan (SAB) est perpendiculaire aux plans (SAC) et (SBD).

-b) Construis I’intersection des plans (SAC) et (SBD).

-c) Construis la droite perpendiculaire aux droites (Ax) et (SB).

6°) On suppose que SO = rv3 et AC = 2r.
-a) Exprime en fonction de r la distance du point O au plan (SCD).
-b) Exprime en fonction de r I’aire de la surface totale et le volume de la pyramide SACRB;

Probleme 9
Dans un plan, on considere le cercle ( 2 )de centre O et de rayon r. Soit [AB]'unydiamétre de (&) et M
un point de (¢ )distinct de A et B. On désigne par (A) la perpendiculairé.en\Brau plan (P) et S le point de
(8).
1°) Fais une figure que tu compléteras au fur et a mesure de 1’évaelutien’du probléme.
2-a) Démontre que SMA est un triangle rectangle.

-b) Démontre que le plan (SMA) et le plan défini par la droite (A) et le point M sont perpendiculaires.
3°) Soit C le projeté orthogonal du point M sur la droite'(AB).
-a) Démontre que les droites (MC) et (AS) sont orthogonales.
-b) Démontre que le plan (SMC) et le plan défini_parla droite (A) et le point A sont perpendiculaires.
4°) Soit D le projeté orthogonal du point B sura-droite (SM).
-a) Détermine la position du point D dansdé,cas’ou S et B sont confondus.
-b) Trouve I’ensemble des points décrit\pax D lorsque S décrit la droite (A) puis construis cet ensemble.
5°) On suppose que (BM) est un cotéd*un hexagone régulier inscrit dans le cercle ( € )et que SB = BM
-a) Exprime en fonction de r le xolufe du tétraédre SABM.
-b) D étant le projeté orthogenahdu point B sur la droite (SM). Exprime en fonction de r le volume du
tétraédre ABSD et la distance.du point S au plan (ABD).

Probleme 1O

On considere untetcaedre ABCD. Soit M un point de ]BC[. Par M, on méne le plan (P) paralléle a (AB)
et (CD). Le.plani(P) est sécant aux droites (BD), (AD) et (AC) respectivement en N, P et Q.

Partie A..\Onsuppose que le tétraedre ABCD posséde les propriétés suivantes :{AB(:BL;C L= (CCD D)= @
1°) Démontre que MNPQ est un rectangle.

29,00 pose BM = x

-a) Exprime I’aire S du rectangle MNPQ en fonction de a et x.

-b) On considere la fonction f définie par :

f-10.a[ ——=1R
X b—»5§

2
Détermine la position du point M du segment ]BC[ pour que S soit égale a 3%
Partie B : On suppose que le tétraédre ABCD est régulier.
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Soit a la mesure du c6té. On désigne par K et L les milieux respectifs des cotes [AB] et [CD].
3-a) Démontre que la droite (AB) est orthogonale au plan (CKD).
-b) Déduis — en que les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.
4°) Démontre que la droite (KL) est orthogonale au plan (MNP).
5°) On pose : BM = x
-a) Exprime en fonction de a et x le volume V de la pyramide KMNPQ
-b) On considere la fonction g définie par :

g:]0:a[——=1R
X p— V

3
Détermine la position du point M sur le segment ]BC[ pour que le volume V soit égal a %E

Probleme 11

SABC est un tétraédre tel que :
v' ABC est un triangle équilatéral inscrit dans un cercle (&) de centre @ et de’rayon r et (P) désigne
le plan contenant ce cercle.
v" Ladroite (SO) est orthogonale au plan (P).
v S0=r
Soit A’, B’ et C’ les points tels que :

A’ € [AS] et SA' = §SA :B' € [BS] et SB’ = %53 . C' € [€SYebsSC' = gsc
1°) Construis la droite d’intersection du plan (A’B’C”) avec le plan (P).
2°) Dans le plan (P), on trace la droite (A) passant pat O.et,paralléle a la droite (AB).
Démontre que le plan défini par (A) et le point C.éstle'plan médiateur du segment [SC].
3-a) Démontre que les plans (SAH) et (SBC) sentperpendiculaires.
-b) Démontre que la droite (A’E) est orthogonale'au plan (SBC).
4°) Exprime en fonction der :
-a) la distance du point A’ au plan (SB’€’)\
-b) le volume du tétracdre SA’B’C?
-¢) le volume du solide ABCAB’C*

Probleme 12

Soit (P) un plan, A et-Bdeux points distincts de (P) , (Z”) le cercle de diamétre [AB] inclus dans (P) , C
un point de (2) distinet'de A et B, (2) la droite orthogonale a (P) en A, D un point de (£) distinct de
A.

()

NN
\g}

A B

|
|
P I C

1°) Démontre que les droites (BC) et (CD) sont perpendiculaires.
2°) Démontre que les plans (DAC) et (DBC) sont perpendiculaires.
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3-a) Dans le plan (ADC), soit | le projeté orthogonal de A sur la droite (DC).Démontre que la droite (Al)
est orthogonal au plan (BCD).

-b) Dans le plan (ADB), soit J le projeté orthogonal de A sur la droite (DB). Démontre que le triangle
AlJ est rectangle.

-c) Démontre que les points B, C, | et J sont cocycliques.

Probléeme 13

Soit SABC un tétraedre tel que les triangles SAB, SAC et SBC sont rectangles en S, H le projeté
orthogonal du point S sur le plan (ABC).

1°) Démontre que H est orthocentre du triangle ABC.

2°) Démontre que les angles du triangle ABC sont aigus (On pourra utiliser le théoréme DAL Kashi).
3°) Dans le triangle ABC, A’, B’ et C’ désignent respectivement les pieds des hauteurs issues/des
sommets A, B et C. Quelles est la nature des triangles ASA’, BSB’ et SCS’ ?

4°) Démontre que : aire (BHC) = ‘;—Z x aire(BSC).

5°) Ecris des égalités analogues relatives aux aires des triangles AHB et ASB\d unh¢ part, AHC et ASC
d’autre part.

1 1 1 1

SH2 ~ SA2 ' sB? = sc?'
(On pourra exprimer le volume du tétraedre de deux fagons différentes)

6°) Démontre que :

Probleme 14
Soit ABCD un tétraedre. On désigne par A’ B’, C’, D’ les projetés orthogonaux respectifs des points A ,B
,C et D sur les plans (BCD), (ACD), (ABD), (ABQ).On_suppose que A’ estl’orthocentre du triangle BCD.
1-a) Démontre que le plan (ABA’) est orthogonal.aJa.droite (DC).

-b) Déduis — en les droites (AB) et (DC) sorit orthogonales.
2-a) Démontre que les droites (AC) et (BB)ysont orthogonales

-b) Démontre que les droites (AD) et (BC) Sont orthogonales.
3°) Démontre que B’, C’, D’ sont des‘orthocentres respectifs des triangles ACD, ABD, ABC.
4°) Démontre que les droites (A%A’),BB”), (CC’) et (DD’) sont concourantes en un point H. H est appelé
orthocentre du tétraedre. Seuls lesitétraédres orthocentriques ont un orthocentre.

ProblemeaAS

Soit (P ) un plan,© un*point n’appartenant pas a (P ), H le projeté orthogonale de O sur (P) et A un point
de (P ) distinct{de HySoit (D1) et (D2) deux droites distincts de (P) passant par A et ne passant pas par H.
Les droites.0rthogonales en O au plan définies par O (D1) d’une part, O et (D-), d’autre part coupent
respectivement le plan (P) en M; et M,.

1°) Démentre que les points M; et M, sont distincts.

2%)Démontre que la droite (OA) est orthogonale au plan(OM;M,).

3°) Démontre que la droite (AH) est perpendiculaire a la droite (M; M,).

4°) On désigne par A’ le point d’intersection des droites (AH) et (M;M,).

-a) Détermine la nature du triangle AOA’

-b) Trouve une relation liant OH, AH, et A’H.

5°) La droite (M, H) coupe (D2) en B et la droite (M,H) coupe (D 1) en C.

-a) Démontre que H est orthocentre du triangle ABC.

-b) Démontre que les droites (BC) et (M; M,) sont paralleles.
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6°) Sur quel ensemble se déplacent les points M; et M, lorsque les droites (D1) et (D2) varient dans (P)

Probleme 16

SABC est un tétraédre tel que la droite (SA) est orthogonale au plan (ABC). M est un point de ’aréte [AB].
On pose: SA =4cm; AB =3cm; BC = 4cmet AC = 5cm.
1°) Démontre que la base du tétraedre est un triangle rectangle.
2°) Démontre que la face SAB est un triangle rectangle.
3°) Un plan (P) passant pr le point M et orthogonale a la droite (AB) coupe les arétes [SB], [SC] etJAB]
respectivement en I, J et K.
-a) Démontre que les droites (IM) et (JK) sont paralleles.
-b) Démontre que les droites (KM) et (AB) sont orthogonales.
-c) Déduis — en que les droites (KM) et (1J) sont paralléles.
-d) Construis les points I, J et K puis détermine la nature du quadrilatere IMKJ.
4°) On pose : BM = x
-a) Représente en vraie grandeur les triangles SAB et ABC.
-b) Calcule IM et MK en fonction de x
5-a) Calcule I’aire de la surface du domaine délimité par le rectanglelViKJ en fonction de x
-b) On désigne par f la fonction qui a x associe cette aire. A 1’aide de-la calculatrice, représente la
fonction f sur ’intervalle [0 ; 3]
-c) Déduis — en une valeur approchée du maximum de f.
-d) Calcule x pour que IMKJ soit un carré

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'3: VEGTEURS.DE L'ESPACE

Probleme 1

On désigne par R = (0,17, I_c)) unyrepére orthonormal de 1’espace et par ABCDEFGH un cube. Les points
A, E,F,H ont pour coordonngées respectives : (1;1;3); (1;1;1); (1;3;1); (—1;1;1).
(On vérifiera que A, E, FsHasont bien les sommets d’un cube.)
1-a) Que sais — tu des\wetteurs AD et EH ?
-b) Calcule les.e@ordonnées du vecteur ﬁ, puis celle du point D.
2-a) Calculefes.coerdonnées des vecteurs EA et EF.
-b) Déduis —€en les coordonnées du vecteur EB puis celle du point B.
3-a)Cemparez les vecteurs FG et EH.
“b) Déduis — en les coordonnées de FG, puis celle du point G.

4°) En écrivant EC comme somme de trois vecteurs connus, Calcule les coordonnées du vecteur EC, puis
celle du point C.
5°) Déterminent les coordonnées du centre | du cube ABCDEFGH.

Probleme 2

Les points 4, B, C, D ont pour coordonnées respectives : (2;—1;3),(1;4;—-2),(5;2;1),et(0;7;1).
1°) G est le point de ’espace vérifiant GA+GB+GC+GD=0
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-a) Démontre qu’il existe trois nombres réels p, q et r tels que AG = pﬁ + qﬁ +7AD
-b) Détermine les coordonnées de chacun des vecteurs AB , AC , AD.
-c) Déduis — en les coordonnees de du point G.
2°) Détermine les coordonnées du point G, centre du parallélogramme ABCD.
3-a) Calcule les coordonnées du milieu I de [BC] et du milieu J de [AD].
-b) Vérifie que le point G est le milieu du segment[I]].
4-a) Calcule les coordonnées du point G, centre de gravité du triangle BCD
-b) Déduis — en les coordonnées du vecteurs AG, .
5-a) Montre que les points 4, G, G, sont alignés.
-b) Calcule le nombre réels k tel que A_G: = kAG.

Probleme 3

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0,7, 7, E)
On considere les points A(1;2;3), B(—1;3;3),C(—2;1;4).
1-a) Existe —t —il des points d’abscisse 3 alignés avec A et B ?
-b) Existe —t—il des points d’ordonnées 5 alignés avec A et B ?
-c) Détermine deux points coplanaires avec A, B et C.
d) Déterminer un point d’abscisse 0 et d’ordonnées 1 coplanairés aveec A, B et C.

2- a) les vecteurs E, AC , BC définissent — ils une base de *ensemble des vecteurs de ’espace.
-b) les vecteurs ﬁ, TC, A0 définissent — ils une base de)l’ensemble des vecteurs de I’espace.
—c) Donne dans cette base les coordonnées des vecteurs BC, 0B, CO.

3°) On considére les vecteurs 1, E’), 13,7 de coordennées respectives

(1;2; -1); (=25-4; 2); (3;1; 0) et @;=3%2).

-a) Montre que u, W’ sont colinéaires

-b) Montre que %, ¥ ne sont pas colinéaires:

-c) Montre que U, U et v sont coplanéaires

Probleme 4

L’espace est rapporté\a un repére orthonormé (0,7,7, E)

Soit A, B, C trois peints de coordonnées respectives (1;2,;—3),(3;1;—-1) et (1; 2;3).

1°) Montre gug €es trois points déterminent un plan P.

2°) Donneun, Systeme d’€équations paramétrique de P.

3°) SQItD(0; 1; 1) un point de I’espace.

-a)'Denner un systeme d’équation paramétriques de la droite A passant par D et paralléle a (AB).
-b)'‘Bétermine les coordonnées de E tel que ABED soit un parallélogramme.

4°) Détermine les points d’intersection de P avec les axes du repere.

5°) Détermine I’intersection de P et de la droite (OD).

Probleme S

On considere le cube ABCDA’B’C’D’et on désigne par | le milieu du segment [B'C] ; I’espace est rapporté
au repere (A, A’'B'A'D’, A74).
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1°) Quelles sont les coordonnées des points A, B*, C’, C ?

2°) Quelles sont les coordonnées des vecteurs (A’B’A’C7, A’C) dans la base A’B'A'D’, A’A ?
3°) Précise pourquoi (A'B'A’C’, A’C) est une base de I’espace.

4°) Calcule les coordonnées des vecteurs A'A et A'I dans la base(4A’B’, A’C",A'C).

5°) Quelles sont les coordonnées des points A, D’, D dans le repére (A,A’B’,A’C’,A’C) ?

Probleme 6

Soient A, B, C et D quatre points non coplanaires et E tel que BDCE soit un parallélogramme.

On désigne par B’, C’, D’ les milieux de [AB], [AC] et [AD]. Soit | le milieu de [BE].

1°) Montre que les droites (EB) et (C’D’) sont paralleles.

2°) Les droites (BC’) et (ID’) sont — elles sécantes ou non coplanaires ?

3°) Que peut — on dire des plans (B’C’D’) et (BCD) ?

4°) On trace par B’ la droite parallele a (ED). Détermine son intersection avec I€ plan(ACD).

5°) On considére le repére (4, AB, AC, AD ). Donne les coordonnées des différent points de la figure.

Probléeme 7

Soit ABCD un tétraedre, E le milieu de [CD] et F le milieu de [4B{.
1-a) Définir a I’aide d’égalité vectorielles les points G, H etd céntre de gravité des triangles ABC, ABD
et ABE.
-b) Montre que les points E, G, H et | appartiennentauplan FDC.
-¢) Montre G, H et | sont alignés et que (GI) et (DC) sent paralléles.
-d) Calcule GH et Gl en fonction de DC.
2-a) Donne les coordonner des points de la-figure-relativement au repére (A, AB, AC, E).
-b) Démontre analytiquement les résultats‘de la question 1.

Probleme S

Soit (1,7, E) un repere de I’eSpace-Les points A, B, 1, J sont définies par leurs coordonnées :
A(1;1;0); B(—1;2;51)»I1(0;0; 1); J(1; —1; 0). On définit les points A’, B’, A”, B” de la fagon
suivante : 1A' = Al; JA%= A'J; IB = BI; JB" = B'J.
1-a) Que représente le point | pour le segment [AA'] ?

-b) Calcule lés ¢oordonnées de A’.
2-a) Calcute 1escoordonnées de B’, A’, B” puis celles des vecteurs AA” et BB".

-b) Quelle relation existe —t — ils entre AA" et BB ?
3°).@n'désigne par M un point quelconque, de coordonneées (X, y, z). Soit M’ et M” les points tel que | est
miliey de [MM"'] et J milieu de[M'M""]. Calcule les coordonnées (x’,y’,z") de M’ et (x”,y"”,2z") de M” en
fonction de x, y, z.
4-a). Calcule les coordonnées du vecteur MM

-b) Montre que ce vecteur s’exprime simplement en fonction du Vecteur]_f.
5°) Soit C le point de coordonnées (1; 2; 3). Soit C’ et C” les points tels que | est milieu de [CC'] et J le
milieu de [C'C"']. Utilise les résultats de la question précédente pour calculer directement les coordonnées
du point C” (sans connaitre celle de C’).
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Probleme 9

On désigne par (0,17, ﬁ) un repere orthonormal de I’espace et par ABCDEFGH un cube. Les points A, E,
F, H ont pour coordonnées respectives : (1;1;3); (1;1;1); (1;3;1); (—1;1;1).
(On vérifiera que A, E, F, H sont bien les sommets d’un cube.)
1-a) Que sais — tu des vecteurs AD et EH?
-b) Calcule les coordonnées des vecteur AD, puis celles du point D.

2°) Calcule les coordonnées des vecteurs EA et EF. Déduis — en les coordonnées de FG, puis celle du
point B.

3-a) Compare les vecteurs FG et EH.
-b) Déduis — en les coordonnées du vecteur FG, puis celle du point G.

4°) En écrivant EC comme somme de trois vecteurs connus, calcule les coordonnées du(vectetr EC, puis
celle du point C.
5°) Quelle sont les coordonnées du centre | du cube ABCDEFGH ?

Probleme 10

Dans un cube ABCDEFGH on désigne par J le milieu de [AB] et par Névpoint tel que FA = 3FI. Soit K
I’intersection des segments [BI] et [FI].
1°) Montre que KA + 2KF = 3K] et que KA + KB = 2K
2°) Démontre que AK + BK + 2FK = 0
3°) On considere le point L défini par : AL + BL+AGL%2FL =0
-a) Exprime le vecteur LA + LB + 2LFen fonctién delkK.
-b) Définis la position du point L
4-a) Montre que les droites (JL) et (CF) sant Seécantes en un point M.
-b) Précise la position du point M sur le Segment[CF].

Probleme 11

On donne un cube ABCDEFGH. On désigne par | le milieu de [AE], par J le milieu de [CF].
1-a) Justifie que AEFE.est™tin tétraedre.
-b) Détermine la4pesition du centre de gravité de ce tétraédre.
2°) Que représente™e point L pour le segment [I]] ?
3°) Soit K lemilieu de[AC]. Démontre que la droite (KL) passe par le milieu de [EF].
4°) SoitQ\e centre de gravité du triangle AEF. Démontre que L appartient a la droite (C Q) puis précise
la positignide L sur le segment [CQ] ?
5%) Seit)Q’ le centre de gravité du triangle ACF. Démontre que les points B, Q', H alignés.

6° Cdlcule le nombre réel a pour que le point H tel que AH + aBH + CH + FH = 0

Probleme 12

Le repére (0,7,7], E) est orthonormal. On donne les points A (—=2; 1; 3),B(1; 0; 2),C (3;1;—4).
1°) Calcule les coordonnées des vecteurs AB, AC, BC dans la base (Z,], K).

2°) Calcule les coordonnées des milieux I, J, K des segments [AB], [AC], [BC].

3°) Calcule la norme de chacun des vecteursAB, AC, BC.
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4°) Quelle est la distance du point A au milieu K de [BC] ?
5°) Calcule également la distance de B a J, puis la distance de C a .

Probleme 13

Soit ABCD un rectangle tel que AB = 8 et BC =5,

L’unité étant le centimétre. Les E, F, G, H sont définies par : AE = ZE; FB = EB—C), CG =
%C_ﬁ; DH = %m

1°) Placer sur une figure les points A, B, C, D, E, F, G, G.

2°) Justifie que ( A, AE, AD) est un repére

3°) Détermine les coordonnées du point B dans le repere ( 4, AE, ﬁ) ?

4°) Détermineles coordonnées du point G dans le repere ( 4, AE, ﬁ) ?

5-a) Détermine les coordonnées des pointsE, F, H dans le repére ( 4, AE, AD),
-b) Démontre que le quadrilatere EFGH est un parallélogramme.

Probleme 14

ABCD est un carré et les triangles AEB et BCF sont équilatéraux.

1°) Justifie que (4, AD, AB) est un repére.

2°) Exprime les vecteurs AE et AF en fonction des vecteursABet>AD.

3°) Détermine les coordonnées des points D, E , F dans le repére”( 4, AB, AD) ?

4°) Calcule les coordonnées des vecteurs DE et DF daris.ta-base (ﬁ, ﬁ).

5°) Calcule le nombre réel k tel que DF = kDE. Q@ en“d¢duis — tu pour les points D, E, F ?

Probleme 15

On considere un tétraedre ABCD. On dgsigne par I, J, K, L, M, N les milieux des arétes
[AB],[AC],[AD], [BC], [CD], [DB].

On se propose de déterminer le ceqtre'de gravité G de ce tétraédre.

1°) Traduis par une égalité vectorielle le fait que G soit le centre de gravité du tétraedre ABCD.

2°) Démontre que G est le milieb-des segments [IM], [IN] et [KL].

3°) Exprime le vecteur AG-en fonction des vecteurs AB, AC, AD.

4°) On désigne par.Gile‘centre de gravité du triangle BCD.

-a) Démontre qué‘GAM 3GG, = 0

-b) Déduis —enla position du point G sur le segment[AG,].

5°) On désigne,par G, le centre de gravité du triangle ACD, par G5 celui du triangle ABD, par G, celui du
trianglesABC. Que pouvez-vous dire des quatre segments [AG,], [BG,], [CG3][DG,] ?

6°)-Enonce une propriété relative aux segments joignant les milieux de deux arétes opposées d’un
tétracdre et aux segments joignant I’un des sommets d’un tétra¢dre au centre de gravité de la face opposée
a ce sommet.

Probleme 16

Les points A ,B, C,D ont pour coordonnées respectives (2;—1; 3),(1; 4; —2),(5; 2; 1),(0; 7; 1)
1°) Démontre que ABCD est un tétraédre.
2°) Détermine les coordonnées du point G, centre de gravité du tétraédre ABCD
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3-a) Calcule les coordonnées du milieu | de [BC] et du milieu J de [AD].
-b) Vérifie que le point G est le milieu du segment[I]].
4-a) Calcule les coordonnées du points G,,centre de gravité du triangle BCD.

-b) Déduis — en les coordonnées du vecteur AG, .
5-a) Montre que les points A, G, 51 sont alignés.
-b) Détermine le nombre réel k tel que 4G, = kAG.

Probleme 1’7

On donne un tétraedre ABCD.

On considere les points E, F et G définis par : BE = %?5, AF = %ﬁ et AG = gﬁ + %R + 574_5
1°) Démontre que G appartient au segment [EF] puis précise sa position sur ce segment.

2°) Les points | et J sont définis par BI = %Ezf etDJ = gD—C).

-a) Montre que les points E, F, I, J sont coplanaires.

-b) Détermine I’intersection des segments [EF] et [I]] ?

Probleme 18

On donne un plan P passant par A et de vecteurs directeursi et ., wie droite D passant par B et de
vecteur directeur ¥ et un point C. On donne :

A(1;-3;4),B(=1; —=2;1); C(=2; =3; 3);U50s.—1); W/(3;2;-4); #(3;-1;2).

Existe —t — il un bipoint [MM'] tel que M appartient @ BM’ appartienne a D et que C soit le milieu de
[MM']

Probleme 19

ABCD est un tétraédre.

1-a) Pour quelle valeur du nombreAk existe —t-il un point M tel que MA+kMC =02
-b) Ou se trouve le point M lorsqueyk = 0 ? lorsque k = 1 ?

-c) Lorsque k # —1, exprifie,le-vecteur AM en fonction du vecteur AC.

2-a) Etudie la fonction fudéfinie sur R — {—1} par f(k) = L

1

-b) Déduis — en que ¥ (k) prend toutes les valeurs réelles, g;cepté la valeur 1.

-C) Quel est Lentisemble décrit par le point M tel que MA +kMC =0 lorsque k décrit ’ensemble
R—{-1}2
3°) On suppose’k += —1. M et N sont les points tels que MA +kMC =0et NB+kND =0.
—a) Mentre'que les vecteurs MN, AB et CDsont coplanaires.
-b) Que’peux —tu dire alors de la droite (MN) ?
4°) O est milieu du segment [MN]. On propose de trouver ’ensemble * décrit par le point O lors que k
décrit I’ensemble R — {—1}. On désigne par | le milieu de [AB].
-a) Ce point est-il une position particuliére de O ?
-b) Exprime le vecteur IM en fonction des vecteurs I4 et IC, puis le vecteur IN en fonction des vecteurs
IB et ID. Déduisez-en une expression du vecteur 10.
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Probleme 20O

ABCDEFGH est un cube, I et J sont les centres des faces (ABCD) et (BCGF). M est le centre de gravité
du triangle BEG. Nous nous proposons de demontrer les deux résultats suivants :

[R1] : (1J) est parallele a (AF).

[R2] : Les points D, M, F sont alignés.

Partie A

1°) En travaillant la relation de Chasles, montre que Ij= %ﬁ puis conclus
2-a) Démontre que, FE + FE + FG = 3FM.
-b) Reconnais le vecteur FE +FE .
-c) Utilise le rectangle ADGF pour justifier l’égalitéF—E) +FE + FG =FD.
-d) Déduis — enque les vecteurs FD + FM sont colinéaires puis conclus.
Partie B
On consideére le repére (E; EF,EH,EA).
3-a) Détermine les coordonnées des pointsE, F, H, A, B, G,DetC ?
-b) Détermine les coordonnées des points | et J ?
4-a) Calcule les coordonnées des vecteurs 1] et AF.
-b) Déduis — enque ces vecteurs sont colinéaires et conclus
5-a) Calcule les coordonnées du point M.
-b) Calcule les coordonnées des vecteurs FD et FM.
-c) Déduisez-en que les points D, M , F sont alignés.

Probleme 21

On considére un cube ABCDEFGH d’aféte’q ou a € R%. M, N et P sont les points définis par :
GM = iﬁ; EN = iﬁ; BP = i?ﬁ. I"et J sont les milieux respectifs de [AB] et [HG].
1°) Montre que MN = Ci et NBE.=JC.
2°) Montre que la section dig cube‘par le plan (MNP) est un pentagone MNPQR dont les sommets Q et R
sont les milieux respectifsde PBC] et [CG].
3-a) Calcule en fonctionde a les longueurs des c6tés du pentagone MNPQR.
-b) Montre que M <= 20R et PM = av/2.
-c) Calcule les,angles du pentagone.

Probléme 2

ABCD A’B’C’D’ est un parallélépipede rectangle.
1-a)-Pourquoi les diagonales [AC'] et [A'C] sont-elles sécantes ?
-b) On note O leur point d’intersection. Expliquez pourquoi O est le milieu de chaque diagonale.
2°) On pose @ = A0C.On se propose de calculer cos a en fonction des dimensions a = AA’,b = AD,c =
CD du parallélépipede. Pour cela, on considere le repére orthonormal (4; 17,7, E) tel que : AAT = al, AD =
bj,AB = ck.
-a) Quelles sont, dans ce repere, les coordonnées des points A, A’ C’, O ?
a’- b? —c?
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-b) Montre que cos a =




-c) Montre que lorsque le parallélépipéde ABCD A’B’C’D’ est un cube, cos a, donc I’angle «, est
indépendant des dimensions du cube. Quelles est alors la valeur de cet angle ?
-d) Démontre le résultat obtenu en b) sans utiliser de coordonnées.

Probleme 23

ABCD est un tétraédre, E et F sont les points tels que ED = 4B et EF = CB; 1,],K,L, M, N sont les
milieux respectifs de [AB], [BC], [CD], [DE], [EF], [FA]. Le but de I’exercice est de démontrer que 1€$
points I,/,K,L, M et N sont coplanaires. Pour cela, on va démontrer que chacun des points L, M, N ‘est
dans le plan (IJK). (Les points I, J, K déterminent bien un plan car ils ne sont pas alignés).
1-a)Prouve que FA = DC.

-b) Qu’en résulte — t — ilpour le quadrilatere FACD ?
2-a) Prouve que 1L = 2JK.

-b) Déduis — en que L appartient au plan (1JK).
3-a) Prouve que IM =2JK —1J.

-b) Déduis — en que M appartient au plan (1JK).
4°) En exprimant le vecteur IN en fonction des vecteurs Ij et JK, mentre que N appartient au plan (1JK).
5°) Que peux — tu dire des points I,J,K,L,M et N ?.

Probleme 24

ABCD est un tétraedre I, J, K, L, M, N sont les milieux respectifs de[AB], [CD], [AC], [BD],[AD], [BC].
1-a) Montre que INJM est un parallélogramme.
-b) Déduis — enque [I]] et [MN] ont méme milieu-O.
2 -a) Justifie que : 04 + OB + 0C + 0D,
-b) Dis ce que représente le point O poux le tétraedre ABCD.
-¢) Montre que O est aussi le miliehde [KL].
3°) On note P le centre de gravit¢ du triangle BCD. En utilisant l’égalitéP_B> +PC + PD = 0, montre que

A0 = zﬁ. Le point est dopessut_Ja droite (AP).
4°)Précise la position despoirits Q et R tels que BO = 2B( et C0 = =CR.

SEQUENCE D'APPRENTISSAGE N'4: PRODUIT-SCALAIRE

Prdobléme 1
SoittABCD un tétraédre régulier d’arétes 1. On désigne par G le centre de gravité de ce tétraedre et par
A'BJC’, D’ les centres de gravités respectifs des triangles BCD, ACD, ABD, ABC.
1-a) Démontre qu’il existe une sphere (X) de centre G, passant par les points A, B, C et D.
-b) Détermine le nombre réel k pour que (%) soit I’ensemble des points M tels que :
MA? + MB? + MC? + MD? = k.(X) est appelé sphére circonscrite au tétraédre ABCD.
2-a) Démontre qu’il existe une sphere (2”) de centre G, passant par les points A’, B’,C’ et D’.
-b) Détermine les intersections de (£)avec chacun des plans (BCD), (ACD), (ABD) et (ABC).
-c) Détermine le nombre réel k” pour que (£’) soit I’ensemble des points M tels que :
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MA? + MB? + MC? + MD? = k'.(Z") est appelé sphére inscrite au tétraédre ABCD.

Probleme =
Soit ABCD un tétraedre et I, J, K, L, M les milieux respectifs des segments
[AB],[AC],[AD], [BC], [BD]. A étant un nombre réel, on considere les points P et Q tels que : AP =
AAB et CQ = ACD.
1-a) Démontre que : PQ = (1 — 1) AC + ABD.
-b) Déduis — en que (PQ) est paralléle a (IKL).
2°) On désigne par O le milieu de [PQ].
-a) Démonte que : AB + CD = 2JM.
-b) Etablis la relation :JO = M puis précise I’ensemble des points O quand A décrit R*?
-c) Déduis — en que pour tout point O du segment [JM], il existe un point P de [AB] et tn-point Q de
[CD] tels que O soit le milieu de [PQ] .

Probleme 3

Soit ABCD un tétraédre régulier. On pose : AB = 7, AC =J, AD = k«On'désigne par 1, J et K les points
définies par : AI = %?, Af = %7_) et AK = %E.

1°) Détermine, en fonction de 7, et k un couple de vecteurs dirgeteurs du plan (1JK).

2°) Démontre que la droite (CD) et le plan (IJK) sont sécants‘en tin point E, que 1’on déterminera en
exprimant AE en fonction de 7,7, k.

3°) Soit F le point défini par : BF = 2BD. Démontte que’le point F appartient au plan (1JK).

4°) Soit G le point défini par 1G = 2I] . Démontre que G est le point d’intersection des droites (BC) et
(EF).

Probleme 4
Soit ABCD un tétraédre tel que la‘dpoite (AB) est perpendiculaire au plan (BCD) et le triangle BCD n’est
pas rectangle. On désigne par-€ et F les projetés orthogonaux respectifs de D sur les droites (BC) et (AC).
1-a) Démontrer que : AC.DE.=AC.DF =0
-b) Déduis — en que la'draite (AC) est orthogonale au plan (DEF).
2°) Soit | et J les orthecentres respectifs des triangles BCD et ACD.
-a) Démontre qué “AC. I = AD.1] = 0
-b) Déduis «en‘que la droite (1J) est orthogonale au plan (ACD).

Probleme S

Soit 'ABCD un tétracdre régulier d’aréte 1. On désigne par H le centre de gravité du triangle BCD et par G
le point défini par : 4G = - (AB + AC + AD)

1°) Démontre que G est le milieu de [AH].

2°) On désigne par (Z) I’ensemble des points M de I’espace tels que : 3MA% + MB? + MC? + MD? = 3.
Démontre que (Z) est une sphere passant par A.

3°) Détermine I’intersection de (X ) et du plan (BCD).

4°) On désigne par (I') ’ensemble des points M de ’espace tels que : MB? + MC? + MD? — 3MA? = 1.
Démontrer que (') est un plan qui coupe les arrétes [AB], [AC] et [AD] en leurs milieux,
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5°) Détermine I’intersection de (Z) et de (T).

Probleme &

Soit SABC un tétraedre dont la face ABC est un triangle équilatéral de coté 1 et dont les faces SAB et
SAC sont des triangles rectangles et isoceles en A.

1°) Calcule une valeur approchée des angles du triangle SBC.

2°) Soit H le projeté orthogonale du point A sur le plan (SBC).

-a) Démontre qu’il existe un nombre réel 1 tel que : AH = AS + A (SB + SC).

-b) Exprime2 en fonction du produit scalaire AH. SB.

-c) Calcule le produit scalaire SC.BH. Le point H est — ilorthocentre du triangle SBC ?
3°) Démontre que H est le centre du cercle circonscrit au triangle SBC.

Probleme 7
Soit ABCD un tétraédre.

1-a) Détermine 1’ensemble (') des points M tels que : (MB + MC + MD ), (MA > MD) = 0.
-b) Détermine I’ensemble (Z) des points M tels que : (MB + MC + MB).(MA + MD) = 0.

2°) L’espace est muni d’un repére orthonormé. On donne : A ( 2 ),B ( % ),C (%) ,D (3’)
=1 21 0 1

Déterminer une équation cartésienne de (I') et une équation cart€sienne de ().

Exercice 8

L’espace est muni d’un repére orthonormé direct(O%. G J; k ).

Soit les points A(—4; 6; —1); B(1; 2; 2),\e{=1; 4; 3); D(1; 2; 1).

1°) Montre que ABC est un triangle puis calculeVaire de la surface délimitée par ce triangle.

2-a) Calcule la distance du point D au ptan /ABC.
-b) Déduis — en que ABCD est untgtraedre puis calcule son volume.

3°) On désigne par P le projeté orthogonal du point D sur la droite (AB).

-a) Détermine les coordonnées,de.P.

-b) Calcule la distance du p6int, D-a la droite (AB).

4-a) Détermine les coordonnées d’un point E de I’espace tels que ABEC soit un parallélogramme.
-b) Détermine ’aire(de,la surface délimitée par ce parallélogramme.

5-a) Détermine un, veeteUr unitaire u colinéaire a AB

-b) Détermirfe lin Vecteur unitaire % colinéaire a AC
-c) Déterming un vecteur w tel que w soit orthogonal aii et a v .
-d) Vérifie.que w est un vecteur unitaire.

- > —>

-e)(Démontre que (U, v, w)une base orthonorme.
6.).0n"désigne par | et J les points de I’espace tels que Al =BA et Bj = %ﬁ.
-a) Justifie que 2I1A—-1B =0 etﬁ + 3]_5 =0
-b) Détermine 1’ensemble des points M de I’espace tels que (ZW — MB) || (MB + 3MC).

OEQUENGE DUAPPRENTISOAGE.N,3: GEQNETRIE. ANALYTIQUE DE LESPACE
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Problemel

On considére dans 1’espace lespoint A(1;1;—-1),B(1; 2;-1)C(0;1;1)etN(—=1; 0;1).
1-a) Démontre que les points A, B et C définissent un plan noté (P)
-b) Détermine une équation cartésienne (P)
2-a) Etudie la position du point N par rapport au plan (P)
-b) Calcule la distance du point N au plan (P)
3°) Détermine les coordonnées du point (D) pour DBCA soit un parallélogramme.

Probleme 2

On considére dans les plans (P) et (Q) d’équation respective 2x + 3y +z =0 ; x — 6y ~2Z%5=0

x=t
puis la droite (A) de représentation paramétrique :jy =t—1 ,(t € R)
z=-=2t+2

1°) Détermine 1’équation cartésienne du plan ( R) passant par les point A(1; 04, 2) et’perpendiculaire du
plan (P)
2-a) Etudie la position du point B(—1; 3; 0) par rapport & la droite (4.
-b) Détermine 1’équation cartésienne du plan (P)passant par le point Béet contenant la droite (A)
3-a) Démontre que les plans (P) et (Q) sont sécants.
-b) Détermine leur intersection (D)
4°) Détermine (Q) N (A)
5°) Détermine 1’équation cartésienne du plan médiateur{L}).du segment [AB]

Probleme 3

L’espace est rapporté a un repére orthonosme (0, 1,7, E) on considére les plans (P),(Q) et (R) d’équation
respective 2x —3y+z—-1=0,34A24y+2z2-1=0x—-y+z—-1=0
1-a) Démontre que les plans (P).et(Q) Sont sécants
-b) Ecris une représentation_paramétrique de la droite (A)definie par (A)=(P) N (Q)
2-a) Démontre que (A)est structement paralléle au plan ( R)
-b) Etudie la position.dirpeint A(—1; —1; 0) par rapport a la droite (A)
3°) Détermine les ceordonnées du point H, projeté orthogonal du point A sur le plan (R)

Probleme 4

L’espade st rapporté a un repére orthonormé (0,7,7, E) on considere les droites(D,), (D,) et (D3)

x=2t+1 x=4a+1 x =3B
définiespar: (D;) 3y =3t—1 ,(te R); (D) {y=6a+5 ,(aER) (D3):4 y=12B , (BER)
z=—t+4 Z=—-20+3 z=-3+4

1-a) Justifie que les droites (D,) et (D,) sont strictement paralléles

-b) Détermine une équation cartésienne du plan (P1) contenant les droites (D1)et (D2)
2-a) Prouve que les droites (D1) et (D3) sont sécantes.

-b) Détermine une équation cartésienne du plan (P2) définies par les droites (D1) et (D3)

Probleme S
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Dans I’espaces muni d’un repere orthonormé (0, 1,7, E) on considere le plan (P) d’équation 2x — 3y +

4z —3 = 0 et les point A(— f)et B (i)
3 1
1°) Trouve une équation cartésienne du plan

-8) (Py) passant par A et parallele a (P)

-b) (P,) passant par les points A et B perpendiculaire a(P)

2) Détermine un systeme équation paramétrique des droites (D1) et (D2) intersection respectives
-a) des plans (P,) et (P)

-b) des plans (P;) et (P,).

Probleme &

L’espace E est muni d’un repére orthonormé (O,T,f, E) A tout réel m, on associe le plan (B,)
d’équation :(m?+m)x+ 2Cm+3)y+ (m?*-1)z—4m—-1=0

Démontre qu’il existe un unique point A appartenant a tous les plans (B,,)

Détermine m pour que :

(P,,) passent par I’origine du repére

(B,,) passent par le point de cordonnées (1;0;1)

(Py,) passent par le point de cordonnées (1;1;0)

(B, soient paralleles a une droite de vecteurs directeur u "u (1,2~

(P,,) soient perpendiculaire au plan d’équation x + y + 3z =5=0

Probleme 7

L’espaces E est muni d’un repére orthonormé (0, Y, E) soit deux plan (P) et(Q) d’équations cartésienne
respectives : x — 2y +z =0et-x+y+Z =0

1°) Démontre que les plans (P) et (Q) sontsécants

2°) Détermine les coordonnées du pointMau plans (P) et (Q) et situé dans le plan d’équation x = 1

3°) Détermine les coordonnées dugoimt™ commun au plan (P) et (Q) et situé dans le plan d’équation
y=0

4°) Détermine une représentation-paramétrique des plans (P) et (Q).

5°) Détermine représentation paramétrique de 1’intersection (A) des plans (P) et (Q)

Probleme'S

L’espaces Est uni d’un repére orthonormé (0,7,7, E) on considere (P,) et (Q,,) d’équation
respectives (mv=1)x+2y—z+2=0etx + my+ (m—1)z+ 1 = 0 ou m est un parameétre réel.
1°) Démontre quelle que soit la valeur de m ces deux plans sont sécants
2-a) Retermine les valeurs de m pour lesquelles ces deux plans sont perpendiculaires

-b)-Détermine dans ce cas une représentation paramétrique de leurs droites d’intersection
3°) Dans cette question, on suppose que m = 2 et on désigne par (P) le plan (P,) et par (P’) le plan (Q,)
-a)Démontre que 1’ensemble des points équidistants de ces deux plans est la réunion de deux plans
perpendiculaire (Q) et (Q")
-b) Soit A(0; 1; —3) un point de I’espace. Calcule d(4, (Q)) et d (4, (Q"))
-c) Déduis — en la distances du point A a la droite d’intersection des plans (Q) et (Q")

Probleme O
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Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (0, 1,7, ﬁ)on considere les plans (P) et (Q) d’équations
cartésiennes respectives :x — 2y % z + % =0;x—2y +3z—-2=0
1°) Vérifie que les plans (P) et (Q) sont sécants

2°) Soit (D) la droite d’intersection des plans (P) et (Q) détermine une représentation paramétrique de (D)
3°) Détermine une équation cartésienne du plan (R) passant par A(1; —1; 0) et perpendiculaires aux plan

Q) et (P)
4-a) Etudie la position du point A par rapport aux plan(Q)
-b) Calcule la distance du point A au plan (Q)

Probleme 10

L’espace est rapporté a un repére orthonormé (O,T,f, ig) On considere les droites (D,) et’(D,) de

X =—-«a x=2-2t
représentations paramétriques respectives : { y=a ,(aeR)etiy=1—-t ¢t €R)
Z= zZ = —%

1°) Démontre que les droites (D;) et (D,) sont non coplanaires.
2°) Détermine une équation cartésienne du plan (P) contenant la droite D, ) et parallele a la droite (D;).
3°) Soit le point K(—1; 0; —1) de I’espace. Calcule la distance.du point K a la droite (D).

Probleme 11

Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (O,T,f, ﬁ), On considere les points

AQ3; —=5;1),B(0;2;4) et le vecteur U(1 ; 2.5=1)

1°) Soit (D) la droite de repére (4, u).

-a) Détermine une représentation paramétriguéyde la droite (D).

-b) Détermine les coordonnées du point\C de la droite (D) d’ordonnées nulle.

-c) Détermine les coordonnées dugeint’N de la droite (D) dont I’abscisse est égale a 1I’ordonnée.
2°) Soit (P) le plan d’équation,cartésienne 2x — 3y + z — 10 = 0.

-a) Calcule la distance du pgint A-au plan (P).

-b) Démontre que la droite (AB) et le plan (P) sont sécants en un point K dont tu détermineras les
coordonnées.

3°) Soit (Q) le plaf passant par les points A et B et perpendiculaires au plan (P). On désigne par (A) la
droite d’interséctiomvdes plans (P) et (Q).

-a) Détermine’une équation cartésienne de (Q).

-b) Donne‘ung représentation paramétrique de (A).

4°) oittespoints E(2; —1; —4) ,F(1; 0; =3)et G(1; 2; 1).

-a). Démontre que les points E, F et G détermine un unique plan ( R ) dont un vecteur normal est .
-b) Déduis — en que les points A, E, F et G sont non coplanaires puis conclus.

Probleme 12

Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (O,i’,j’, E) On considere les points
A0;1;-2),B(—-1;0;-1),€(0;-5; =5),D(2;0;—-2),E(1; —4; —6),la droite (A,) dont un

EXTRAIT DE LA COLLECTION LA PRIORITE DE GODATH : SA1. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE Page 109



systéme d’équation cartésienne est %ﬂ = —y + 1 = —z et ladroite (A,) dont une représentation

X = —a
paramétrique est { y=a ,(ad €R)
Z=Q

1-a) Démontre que les points A, B et C définissent un plan (P) et un seul.
-b) Détermine une équation cartésienne de (P).
-c¢) Calcule I’aire du triangle ABC.
2°) Démontre que le quadrilatere ABCE est un rectangle.
3-a) Donne un repeére de chacune des droites (A,) et (A,).
-b) démontre que les droites (A;) et (A,) sont non coplanaires.
4°) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A) passant par le point D et perpendieulaire
au plan (P).
5°) On désigne par H le projeté orthogonal du point D sur le plan (P).
-a) Détermine les coordonnées de H.
-b) Calcule la distance du point D au plan (P) puis conclus.
-c) Calcule le volume du tétraedre ABCD.

Probléeme 13
Dans I’espace muni d’un repére orthonormé (0, € , €, , €5), On eonsidere les points
A(1;0;0),B(0;1;1),c(0;-1; -1),D(—1;1;-1).
1-a) Calcule I’aire de la surface du domaine délimité par le triangle ABC.
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (ABG).
-¢) Vérifie que le point D n’appartient pas au plan{ABC).
2-a) Détermine un systéme d’équations cartésiennes de la droite (A) passant par D et perpendiculaire au
plan (ABC).
-b) Détermine les coordonnées du point & intersection H de la droite (A) e du plan (ABC).
-c) Déduis — en la distance du point D'au‘plan (ABC).
3°) Calcule le volume du tétraedre ABCD.
4-a) Détermine une représentation paramétrique du plan médiateur noté (P) du segment [AB].
-b) Détermine un systémed*€quation cartésienne de la droite d’intersection (A") des plans (ABC) et (P).
-c) Déduis — en une représentation paramétrique de la droite (A").

Probleme 14

Dans I’espac¢e’muni d’un repére orthonormé (0, €, , €, , €5), On considere les points
A(5; =5,2)B(-1;1;0),C(0;1; 2),D(6;6;—1).
1°) Détermine la nature du triangle BCD puis calcule I’ire du domaine délimité par ce triangle.
24a) Preuve que le vecteur 71(—2 ; 3 ; 1)est un vecteur normal du plan (BCD).
-b) Déduis — en une équation cartésienne du plan (BCD).
3°) Détermine une représentation paramétrique de la droite (D) passant par le point A et perpendiculaire
au plan (BCD).
4°) Détermine les coordonnées du point H, intersection de la droite (D) et du plan (BCD).
5°) Déduis de la question 5 le volume du tétraédre ABCD.

Probleme 15
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L’espace est rapporté a un repére orthonormé (0,7,7, E) On donne les points
A(—=1;2;3),B(—1;2; —2) et C(—3;0;4) et on désigne par | le point défini par : Al = Sﬁ
1-a) Détermine les coordonnées de I.
-b) Vérifie que 2I4 + 3IB = 0
2°) Soit (D) ’ensemble des points M de I’espace tels que (ZMA + 3MB) Il (MA - MC). Démontre que
(D) est une droite dont tu donneras un repere.

x=-1-2a
3°) Soit (A) la droite de représentation paramétrique { y =2 — 2a , (a € R)
z=—-2+4+a

-a) Démontre que (A) et (D) sont strictement paralléles.

-b) Détermine une équation cartésienne du plan (P) déterminé par ses deux droites.
4°) Soit (Q) le plan d’équation cartésienne x + y = 0 et le point K(1;2;0).

-a) Démontre que les plans (P) et (Q) sont perpendiculaires.

-b) Calcule la distance du point K a chacun des plans (P) et (Q).

-¢) Déduis — en la distance du point K a leur droite d’intersection

Probleme 16

Dans I’espace rapporté a un repere orthonormé (0 7;J; E).On considere les points
A(l;2;-1)etB(2;1;1)

1°) Détermine une équation cartésienne du plan (Q) passantpar A et perpendiculaire a la droite (AB).

2°) Soit (By,) le plan d’équation x + y + m — 3 = 0 0t est un parametre réel.

-a) Prouve que la droite (AB) est paralléle au plan.(By).

-b) Pour quelle valeur de m la droite (AB) est'—€ll¢"incluse dans le plan (P,,) ?

-c) Démontre que le plan (B,,) est perpendiculaire au plan (Q).

3°) Soit B’ le projeté orthogonale de B sur{2,,) et A’ le projeté orthogonale de A sur (B,,). Détermine les
valeurs de m pour que ABB’A’ soituncarré.

Probleme 17

Dans ’espace (") orienté ™uni d’un repére orthonormée direct (0 T; J; E) , On considere un cube
ABCDEFGH tel que A8 =7; AD =J; AE = ket 04 = —=37+] — 2k
1-a) DémontreqQue MABGH est un parallélogramme
-b) Déduis ~en queﬁ —~BG-HG=0
2°) On_désigne par K, le centre de gravité du triangle ABH ;
(0) E\M.€ E/ (—MA + MB + MH).(—2MA + MB + MH) = 0}
(=M € E/ (—MA + MB + MH) | (MA + MB + MH)}
-a)Démontre que (A) est une droite dont tu préciseras un repere.
-b) Démontre que (o) est un plan dont tu préciseras un vecteur normal.

3-a) Détermine dans le repére (0 7;7; E) les coordonnées des points A,B,H, G et K.
-b) Détermine une équation cartésienne de (o) et une représentation paramétrique de (A).
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4°) On considere les droites (D) et (D,) définies par : (D;)

x=t—2
y =t+2(t €IR): et (Dz):xT“=yT‘3=_z
z=t—1

Puis le plan (Q,) d’équation cartésienne (Q;):x+y+z+1=0

-a) Démontre que les droites (D;) et (D,) sont sécantes.

-b) Donne une équation cartésienne du plan (Q,) contenant (D,) et (D).

-c) Démontre (Q4) L (Q,)

5-a) Détermine 1’équation cartésienne du plan (Q3) contenant les points O et A et orthogonale a (Qy)
-b) Détermine un repére de (Q,)N (Qs).

6°) On désigne par L le projeté orthogonale de O sur (Q;)

-a) Détermine une représentation parametrique de la droite (OL).

-b) Détermine les coordonnées du point L.

7-a) Démontre que AOBG est un tétraedre.
-b) Détermine le volume de OABG.

Probleme 1S

L’espace est muni d’un repére orthonormé ( 0 T;J; E) d’unité 2 ém. On considére les points
A(1;-1;1),B(2;—-2; =3), C(—2; 0;3) etlesplans :(P)\2x+#3y —z—4=0et (P'):3x — 2y +
52—6=0
1-a) Justifie que les plans (P) et (P") sont sécants.
-b) Détermine une représentation paramétrique defa (2)) intersection de (P) et (P")
-c) Détermine une équation cartésienne du plan‘\¢@)passant par A et orthogonale de (P) et (P")
-d) Calcule la distance de A a (2)
2-a) Détermine les coordonnées du pont.I'igtersection de la droite (AB) et du plan (P) puis du point J
intersection de (AB) et (P")
-b) Calcule le volume du tétraédee ONC.
3-a) Justifie que les points A, B'et Cidéfinissent un plan (R) dont tu donneras une équation cartésienne.
-b) Calcule I’aire du triangle'ABC.
4°) Détermine (P)N(QYNA(R)

Probleme 1D

L’espace estfufj d’un repére orthonormé direct (0 7;7; k). On donne les points
A(1;-2:1),B(0;1;2),C(1;3;4) et D(5;1;3). (D) et (P) sont respectivement 1’ensembles des
Doints WX, y, ) tel que (D;) : {x + - 5= Vet (P):AM.TD = 1.
1), Determine la nature et un repere de (D;).
2°) Détermine une équation cartésienne de (P) et précise sa nature
3-a) Démontre que les points A, B et C ne sont pas alignées et détermine une équation cartésienne du
(ABC).

-b) Déduis — en que les points A, B, C et D sont non coplanaires.

-c) Calcule le volume du tétraedre ABCD.

-d) Détermine une représentation paramétrique de la hauteur (A) issue de D du tétraédre.
4°) Détermine les coordonnées du point E pour que le quadruplet ABCE soit un parallélogramme.

EXTRAIT DE LA COLLECTION LA PRIORITE DE GODATH : SA1. ORTHOGONALITE DANS L’ESPACE Page 112



5°) Prouve que les droites (A) et (D,) sont non coplanaires.

6°) Soit ( D’) la droite de systéme d’équations cartésiennes : % =y=-z—1

Détermine une équation cartésienne du plan (Q) parall¢le a la droite (D), orthogonale au plan (ABC) et
contenant le point O.

Probleme 20O

L’espace /‘est muni d’un repére orthonormé (0 7;7; k). On considére les plans (P,,) et (Qp)
d’équations respectives : (m—1)x+2y —z+2=0;x+my+ (m—1)z+ 1 = 0 oum est up
parameétre réel.

1°) Démontre que quelle que soit la valeur de m, ces plans sont sécants.

2°) Détermine les valeurs de m pour lesquelles ces deux plans sont perpendiculaires. Détermine’dans cas
une représentation paramétrique de leur droite d’intersection.

3°) On suppose dans cette question que m = 2. On désigne par (P) le plan (P,) et{P%) le plan (Q,)
correspondant a m = 2.

-a) Démontre que 1I’ensemble des points équidistants de (P) et (P’) est la réunjonde deux plans
perpendiculaires(Q) et (Q").

-b) Calcule la distance du point A(0; 1; —3) a chacun des plans (Q) €t )X Q?).

-c) Déduis — en la distance du point A a la droite d’intersection de.(Q)‘et(Q").

Probleme 21

L’espace ‘est muni d’un repére orthonormé ( 0,u ; vi\wh..
On considére les plans (P) et (P*) d’équations cartésiennes respectives : 2x —y + 2z —5 =0 et 2x +
2y—z—4=0
1°) Preouve que les plans (P) et (P’) sont pexpendiculaires.
2°) Calcule la distance du point A(1 ; 2; 1) achacun des plans (P) et (P’). Déduis — en la distance du
point A a la droite (D), intersection de (P) &t(P’).
3-a) Détermine un systeéme d’équatiohs paramétriques de la droite (D).
-b) Détermine par ses coordonnées;, le point M de la droite (D) pour lequel la distance AM est minimale.

Probleme 222

Dans I’espace * rapperté a un repere orthonormé (0, ; ¥; w), on donne les points

A(l; —1;2) et B¢-1;1; —2)

1°) Donne une représentation paramétrique de la droite (AB).

2°) Soit (R) le'plan passant par A et perpendiculaire a la droite (AB) et (Q) le plan dont une équation
carésienpeest: x —y+2z+6 =0

-a).Détermine une équation cartésienne du plan (P).

-b)\Veérifie que le point B appartient au plan (Q).

-c) Vérifie que les plans (P) et (Q) sont paralléles.

3°) On considere la sphére (S) tangente en B au plan (Q) et dont ’intersection avec le plan (P) est le
cercle de centre A et de rayon 2+/3. On désigne par | le centre de la sphére (S) et par (a; b;c) les
coordonnées de I.

-a) Prouve que le point | appartient a la droite (AB).

-b) Déduis—enque b = —a et c = 2a

-c) Démontre que 142 — IB? = 12 et déduis—enque a — b + 2c = 3
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-d) Détermine alors les coordonnées du point | et écris une équation cartésienne de la sphére (S).

Probleme 23

Dans I’espace «‘est muni d’un repére orthonormé (0 7;J; k), On consideére les points

A(% = ;%),B(% = ;%),6(1;0;3) et () = {M € E/ (2MA + 3MB) Il 0C}
1°) Soit G le point défini par : AG = %E

-a) Détermine les coordonnées du point G.

-b) Démontre que 2GA+3GB =0

-c) Prouve alors que (T') est une droite dont tu détermineras une représentation paramétrique:

2-a) Démontre que les vecteurs 04 et OB sont orthogonaux et unitaires.

-b) Détermine le vecteur i pour que le triplet de vecteurs (52 0B, 1‘1) soit une base orthonormée.
-c) Détermine une équation cartésienne du plan (OAB).

Probleme 24

Dans I’espace +%est muni d’un repére orthonormé (0 7;7: k), On considére les plans (P,) et (P,)
d’équations respectives : x —y+z—2=0ety+z+ 1 = 0. Qfi, sSuppose que (P3) est un plan dont un
repére est (R, Uy, Uy) OUR(0; 1;2),u4;(1;0; =1 et u,(I; D).
1-a) Démontre que les plans (P;) et (P,) sont perpendiculaires.
-b) Détermine une représentation paramétrique de la dreite (D, ) intersection des plans (P;) et (P,).
2°) Démontre que les droites (D) et (D,) sont non€oplandires avec (D) avec la droite de repere (S; u)
ouS(1;1;1)etu(1;2; —3)
3-a) Déduis — en une équation cartésienne dusplan,(Q) contenant la droite (D,) et paralléle & (D;).
-b) Détermine une représentation paramétrique’de (Q).
4-a) Détermine un vecteur v,, unitaire ét celinéaire a 1, et un vecteur ¥,, unitaire et colinéaire a u,
-b) Détermine un vecteur unitaire~Py/orthogonal a v, eta v,.
5°) Justifie que (v, U,, U3) est une Base orthonormée.
6-a) Détermine la distance duspeint S au plan (P;) puis au plan (P,).
-b) Déduis — en la distance dypoint S a la droite ((D;).

Probleme 25

(P) est le pland’équation cartésienne : x — 2y — 2z + 3 = 0. Soit A et B deux points distincts de
I’espace.

1-a) On-suppase que la droite (AB) et le plan ( P ) ne sont pas orthogonaux. Démontre qu’il existe un
unique,plan (1) passant par A, B et perpendiculairesa (P ).

4
-b) ®On donne : A(;) et B(_Sz). Détermine une équation cartésienne de (l1).
0

2°) On suppose que la droite (AB) et le plan ( P ) sont orthogonaux.
-a) Démontre que tout plan (1) passant par A et B est perpendiculaire a (P ).

4
-b) Soit A(;) et B(§> Démontre que tout plan (I1) a une équation cartésienne de la forme : A(2x +y —
0

12) + u(2x + z—10) = 0, 0t (4, u) € R2.
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Probleme 26

1 0
(D) et (D ) sont les droites de repére respectifs (4,u) et (B, ¥ ) avec : A( —12>, B(%) U (i) , U (%)
— 4

1-a) Détermine une représentation paramétrique de (D) et (D).
-b) Démontre que ces droites sont non coplanaires.
2-a) Démontre qu’il existe un unique point I de (D) et un unique point J de (D’) tels que la droite (1J) soit
perpendiculaire aux droite (D ) et (D).
-b) Détermine les coordonnées de ces deux points.
3°) Soit M et N deux points respectifs de (D ) et (D"). On pose : IM=ai et]N = B.
-a) Calculer MN2en fonction de « et S.
-b) Déduis — en que la valeur minimale de la distance MN est obtenue lorsque M est en | ef'N.ep J. 1l est
appelé distance entre les droites (D) et (D").

Probleme 27
2 -3
On considere les points A(—Ol), B(g) ,C (—01) et D (8)
4

0

1°) Vérifie que les arétes opposees du tétraedre ABCD sont orthogonale$ deux a deux.
2-a) Calcule les coordonnées des vecteurs DA, DB et DC

-b) Déduis — en les coordonnées des vecteurs 71, 11, et 113 normatix respectivement des plans (DBC),
(DCA) et (DAB).
3°) Détermine une représentation parametrique des hautetirs (4AA”), (BB’) et (CC’) du tétraedre ABCD.
4-a) Démontre que les droites (AA"), (BB’) et (CC").passent par un point H appartenant a la droite de
repére (O, 75).

-b) Déduis — en que les hauteurs de ce tétragdre-sont concourantes.

Probleme 2S

(1] 0
Soit ABCD un tétraédre tel que : A<Z) B<_22> ,C ((2)) et D (_04)-
0 0

1°) Soit I, J, K les milieux respectifs des arétes [AB] , [AC], [AD] et (Py),(P,),( P3) les plans
médiateurs respectifs de ces arrétes.

-a) Calcule les coordenngés'des points I , J, K puis des vecteurs AB, AC, AD

-b) Détermine ung-€guation cartésienne de (P;), (P), (Ps).

-¢c) Démontre que ces plans ont un seul point commun Q, dont on calculera les coordonnées

2°)Démontre guex est le centre d’une sphére qui passe par les sommets A,B, C et D du tétraédre dont on
calculera le_rayon.
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VALUATIONS SOMMATIVES
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SUJET1

Contexte : Un cadeau d’anniversaire
Le jour de son anniversaire Egnon, éleve en premiére C recoit de son papa, professeur de mathématiques,

un cadeau dont I’emballage a la forme d’un cube ABCDEFGH d’arréte de longueur %E aveca € Rj}.

H G

A B
A la vue de I’emballage, Egnon interroge son papa sur son cofitenu €t ce dernier lui répond qu’a
I’intérieur de I’emballage se trouve un objet qui présente son‘ead€au et qui a la forme d’un pentagone de

sommets M, N, P, Q et R tels que GM = %G?; EN = %E_F’; BP = %Eﬁl’; {0} = (PQ)N(BC)et {R} =
(MR)N(GC). Sidéré par ces informations , Egnon-décide’de déterminer la position précise des points Q et
R situés a I’intérieur de I’emballage avant méme'deJ*ouvrir puis d’en comprendre les notions
géometriques utilisées pour réaliser cet emballage;

Tache : Tues invité (e) & aider Egnon dans sa‘Quéte en résoudre les trois problémes ci-aprés.

Probléeme 1 :
1°) Dis si les propositions suivantes'sont vraies ou fausses puis justifie ta réponse dans le cas ou la
proposition est fausse
-a) Si deux plans sont paralléles, tout plan sécant a I’un est sécant a I’autre et les droites d’intersections
sont paralléles.
-b) Si une droite est\perpendiculaire a un plan, alors elle est perpendiculaire a toute droite de ce plan.
2-a) Réalise unefigure du cube ABCDEFGH en prenant a = 4v/2cm puis place les points M, N et P ainsi
que les pointS. 0%, et 0, milieux respectifs de [AB] et [GH]
-b) Justifie qu&NM = 0, C
-c) On_désigne par (A) la droite d’intersection des plans (MNP) et (ABC). Démontre que (A) est paralléle
a (MN) ‘et passe par le point P.
-d)NDéduis — enque (A) passe par le milieu du segment [BC] puis précise la position du point Q
3-a) En désignant par (A”) la droite d’intersection des plans (MNP) et (HCG), démontre aussi que (A") est
parallele a (NP) et passe par le point M.

-b) Déduis — en que (A”) passe par le milieu du segment [CG] puis précise la position du point R.

Probléme 2:
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Egnon considere le tétracdre BDEG obtenu a partir du cube ABCDEFGH d’aréte de longueur aTﬁ

aveca € R}.
4-a) Justifie que le tétraédre BDEG est un tétraédre régulier de longueuraveca(a € R%) puis place sur ce
tétraedre les points I, J, K et L tels que :

vl et Jsont les milieux respectifs de [BG] et [EG]

v' Ket L sont les centres de gravités respectifs des triangles BDE et DEG.

B

-b) Démontre que les droites (BG) et (KL) sont paralléles.
5°) Justifie que ’aire de la surface du domaine délimité par le\quadrilatere BGLK est ¥ a? en unité

d’aire.

6-a) Démontre que le point K est le projeté orthogehal‘de’ G sur le plan (BDE) ?
-b) Que représente le point L pour le point B surde,plan (DEG) ?

7-a) Démontre que pour tout point X du plan(IKL);ona: XD = XE
-b) Déduis — enque les droites (KJ) et (1K) sont'non coplanaires.
-c) Calcule la distance du point J a la droite*(DE).

Probleme 3 :
Egnon considére a nouveau le tube ABCDEFGH ainsi que les points Q et M tels que Q est le milieu du
segment [BC] et GM = i-G_I-T puis il pose : 7 = AB; ] = AE et k = AD.

H G
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8-a) Les vecteurs AB, BF et GM sont-ils coplanaires ?

-b) Démontre que les vecteurs 7, et k sont non coplanaires.

«c)Onposed =7; B= [+ jetw =1+ ]+ k. Démontre que les vecteurs , ¥ et w sont non
coplanaires.
9-a) O et S sont deux points de I’emballage tels que A0 = %Xﬁ + %ZZ') et AS = %TC + %E Démontre
que (0S) Il (BD).

-b) Démontre que le vecteur @ = 2TC + 2TB — TH — 3TGest colinéaire & QM.

G T TTELL TR

SOUOJET

Contexte : Lacage de Dotou.

Pour élever sa petite tourterelle attrapé dans le champ de mais de son pésefDotou a construit une cage
ayant la forme d’un cube ABCDEFGH d’arréte de longueur a. La s¢lidité de la cage est renforcée a
I’intérieur par une tige d’extrémités I et G comme 1’indique la figupe i< dessous et sur laquelle Dotou a
placé la mangeoire de sa tourterelle au point A’ projeté orthogonahde A sur (1G) ou | est le point
d’intersection des droites (AH) et (DE). Emerveillé par la beauté’de cette cage, Steph, le grand frére de
Dotou éléve en 1% C, s’est intéressé a la position de la fhangeoire sur le segment [IG] et décide d’en
savoir davantage.

E F
//I
1
l
..'—.1-.' |l‘ll B
n, L
"\._\Ill |
L
P T~
£t el
! ﬁ},L _______ _r::,G
r -
¢
-
D C

Tache : Tues invité (e) & accompagner Steph dans ces différents quétes a travers la résolution des trois
probléemes suivants :

Probléme 1l
1-a) Démontre que pour tout point M de la droite (GH), le triangle DAM est rectangle.
-b) Déduis — enla nature du quadrilatere ADGF.
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2°) Démontre que les plans (AGI) et (DEG) sont perpendiculaires puis précise leur intersection.
3-a) Démontre que A’ est le projeté orthogonal du point A sur le plan (DEG).

-b) Démontre que dans le plan (AGI), les deux triangles AA’I et GHI sont semblables.

-c) Exprime en fonction de a la distance du point A au plan (DEG).

-d) Justifie alors que 14’ = %IG.

Probléme 2

Afin de déterminer la position de certains points de la cage par leurs coordonnées, Steph munit 1’espd¢e
du repére (4, AB, 4D, AE)

4°) Fais une figure du cube ABCDEFGH puis place le point O, milieu du segment [AB] et les.poitts’P et
Qtels que: AP—=’§E et BQ = iﬁf.

5-a) Détermine les coordonnées des points O, P,Q et G puis celles des celles des vecteurs OP et GO

-b) Déduis — enque les points O, P, Q et G sont coplanaires.
6°) Détermine les coordonnées de X, point d’intersection du plan (OPQ) et deda droite (AB).

Probleme 3

Inquiet quant a place de la mangeoire de la tourterelle, Steph décide d€,proposer a son jeune frere Dotou
une autre cage de forme tétraédrique ABCD dans laquelle la mangeQire, Sera placé au point O projeté
orthogonal de A sur la plan (BCD) comme I’indique la figure cii—desSous.

A

7°) Démontre que O gStle,centre du cercle circonscrit au triangle BCD si AB = AC = AD.

8°) Démontre que OeSt-le centre du cercle inscrit dans le triangle BCD si les distances respectives du
point A aux drgites(BC), (CD) et (DB) sont égales.

9°) Démontfe que O est I’orthocentre du triangle BCD si les droites (AB), (AC) et (AD) sont deux a deux
perpendiculaires

10°) Quereprésenterait le point O pour le triangle BCD si BC = CD = DB ?

Contexte :
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Pour mieux conserve sa récolte, un agriculteur a sollicité I’aide d’un technicien pour la réalisation d’un
grenier. Ce technicien lui a fait un plan dont une représentation est faite ci-dessous.

5
xf|
b
d [
! I
R I
fd_d__l.f' 0 - -
E : F
I
|
I
I
D/L _______ | _ _ _|C
’,"J h::‘_‘a-..—"_"-d_
.:_'___,.-_'__'__,—o- DIHH"'\-
A B

Informations

ABCDEFGH est un cube. SEFGH est une pyramide réguliere t€ Semmet S John est un enfant de cet
agriculteur et est en 1 scientifique. Quand il a vu cette représentation, il a voulu s’appliquer sur
quelques notions acquises au cours de I’année.

Tache : Tu vas aider John dans son évaluation en résolvant les trois problémes suivants.

Probléeme 1 :
John a d’abord considéré p et p’ les projections,orthogonales respectives sur le plan (ACG) et sur la
droite (EG).
1-a) Détermine les images par P des‘pgints A, B, C,D, E, F, G, H, Set O.
-b) Déduis — en les images par P de{AD], [AE], [SE], [SO]
2-a) Détermine les images par'R 'des points B, C,EF, G, H, Set O’.
-b) Déduis — en les images'pah p’ de (BDE) ; [HF], (DFB).

Probléeme 2\
John veut aussi eonnaitre les coordonnées de certains points de la figure relativement a un repére donné.
3-a) Justifie guede quadruplet (C, D, B, G) est un repére de 1’espace.

-b) Déterming Jes coordonnées des points A, B, C, E, F, G, H, S et O dans le repere (C, D, B, G).

4°) Ongonhe’le point M tels que AC = — %GW et les vecteurs i et pavec i = EF — %ﬁ, D= %ﬁ +

1—= \ . , - N
EAC. Détermine les coordonnées de M, u et v

5-a) Le triplet (ﬁﬁ, ﬁ) est —il une base de 1’espace ? Justifie ta réponse
-b) Construis le vecteur AT tel que AT = %ﬁ +HG

Probléme 3
6-a) Précise la nature des triangles SEG et SHF.
-b) Justifie que O est le milieu des segments[HF] et [EG].
7°) Démontre que la droite (SD) est orthogonale au plan (EFG).
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8°) Démontre que la droite (SO) est orthogonale a la droite (AD).
9°) Démontre que les plans (SEF) et (ADH) sont perpendiculaires.

SUJIJET 4

Contexte : Décoration artistique
M. Acapéo est un artiste décorateur. Il doit réaliser pour un client le motif dont le dessin est représenté i
— dessous.

()

J

N_—

I
|
| C
|

Le client a indiquer que sur le motif : (P) est un plan, A et B deux points distincts de (P) ; (Z") le cercle
de diamétre [AB] inclus dans {R) %\ C un point de ( C) distinct de A et B, (D) la droite orthogonale a (P) en
A et D un point de (D) distinct'de A. De passage dans I’atelier, Ashley, fille de M. Acapéo et éléve en 1°"
C, s’est intéressé aux differentes formes du motif a réaliser et décide d’en savoir davantage.

Tache : Tu es invitg (e )\aaccompagner Ashley dans ses différents quétes en résolvant les trois
problémes suivaants :

Problémes 1:

1°) Démontrerque les droites (BC) et (CD) sont perpendiculaires.

2°) Démantre que les plans (DAC) et (DBC) sont perpendiculaires.

39) Dans le plan (ADC), | désigne le projeté orthogonal A sur (DC). Demontre que la droite (Al) est
orthogonale au plan (BCD)

4°) Dans le plan (ADB) , J désigne le projeté orthogonal de A sur la droite (DB). Démontre que le triangle
AlJ est rectangle.

5°) Démontre que les points B, C, | et J sont cocycliques

Probléme 2
D’un motif a un autre Ashley découvre dans I’atelier un autre motif qui a la forme d’un tétracdre ABCD
tel que le point O est le projeté orthogonal de A sur le plan (BCD) comme 1’indique la figure ci — apres:
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5°) Démontre que O est le centre du cercle circonscrit au triangle BCD si AB = AC = AD.

6°) Démontre que O est le centre du cercle inscrit dans le triangle BCD si les distances respectives du
point A aux droites (BC) (CD) et (DB) sont egales.

7°) Démontre que O est orthocentre du triangle BCD si les droites (AB), (AC) et (AD) sont deux a deux
perpendiculaires.

Probleme 3

Pour réaliser les différentes parties d’un motif M. Acapéo utilise un dispositif ayant la forme d’un cube
ABCDEFGH représenté par la figure ci — dessoussur le quelle il pose le tableau devant comporter le\metif
a réaliser. Le point | est le milieu du segment [AC] et on désigne par O le projeté orthogonal du-peint A
sur le plan (EBD).

8°) Démontre que O appartient a la perpendiculaire a la droite (DB) passant par E

9°) Calcule :

a) La distance du point F a la droite (AC)

b) La distance du point F a la droite (AG)

10°) Calcule :

a) La distance du point F au plan (EGC)

b) La distance du point F au plan (EBG)

11°) Calcule la distance des droites (BD) et (FC).

SUJETS

Contexte : Construction d’ungrenier moderne.

Pour conserver sa récolte, le vieux TOGBE{grand cultivateur de la commune de Dogbo désire construire
un grenier EFGHIJKL tel que : EF =" EB= 1m et EI = 2m. Sa fille Bella en premiére scientifique lui
propose le plan ci — dessousou la tQiture a la forme d’une pyramide réguliere de hauteur 1m. Tres
émerveillé, son pére lui confiealars la conduite des travaux de construction. Bella doit donc utiliser ses
connaissances mathematiques'pour reussir sa tache. Le plan (ABC) permet de diviser le grenier en deux
compartiments cubiques tde méme volume ; la partie supérieure doit recevoir des réserves de semences.
Pour I’éclairage, des fampes sont fixés M, N, P et R milieux respectifs des segments

[AB], [AD], [AI] et {BC}-Un appareil de sécurité est placé en un point T(1 ; 1; —2) dans le repére

(A,M, N, P).

Tache : Tiwas aider Bella a réussir ce chef d’ceuvre en résolvant les problémes suivants :

Probléeme 1:
14a) Justifie que la droite (AE) est orthogonale aux droites (AB) et (AD).
-byDéduis — enque (AE) L (IJL)puis (AE) L (MN).
-c) Démontre que le quadrilatére IEGK est un rectangle.
2-a) Démontre que (AB) L (ED)et (ED) L (ABG).
-b) Déduis — enque les plans (DCF) et (ABG) sont perpendiculaires.
3-a) Démontre que (BK) L (DC]) et (BK) L (NPR)
-b) Déduis — enla position relative des plans (DCJ) et (NPR).

Probléme 2
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Afin de mieux positionner certains supports, elle utilise ses notion de projections et désigne par p et q les
projections orthogonales respectives sur le plan (HEF) et sur la droite (AK).
4-a) Démontre que (SO) L (HF) et (SO) L (EG).
-b) Déduis —en que p (S) = 0.
5-a) Détermine en te justifiant p(G) ; p(J) et p(M).
-b) Précise I’ensemble des points invariants par p.
6-a) Démontre que (DI) L (ABK)et (BI) L (ADK)
-b) Déduis — enque(AK) L (BDI).
-¢) Justifie que les plans (MNP) et (BDI) sont paralléles.
-d) Enonce alors le programme de construction du point P’ = q (P).

Probleme 3
Par ailleurs, elle doit identifier le point T et déterminer la position de certains points panletrs
intersections.
7-a) Quand dit — onqu’un triplet de vecteur (i, ¥, w) est une base de 1’ensemble”WV des vecteurs de
I’espace ?
-b) Justifie que (A, M, N, P) est un repére de 1’espace puis déduis — en urie base’de W.
8-a) Détermine dans ce repeére, les coordonnées de chacun des points AMBN\C/ E, G, K, Set O.
-b) Identifie la position de T sachant qu’il est un point de la figure!
9-a) Détermine les coordonnées de chacun des vecteurs JS, Pl ef\FQ.
-b) Démontre que ]S+ 6PI — FO = 0 et déduis-en queles.vecteurs 7S, Pl et FO sont coplanaires.
10-a) Détermine les coordonnées des vecteurs IC; JA et\JL dans la base (ﬁ, AN, ﬁ”).
-b) Calcule les produits scalaires : IC. JA et IC. JL.
-¢) Déduis — enque la droite (IC) est orthogonalésau ptan (AJL).
-d) Que représente le vecteur C pour le plan (AJL) ?
Fn 111

SUJETG6

Contexte. Viabilisation d’un terrain.

Monsieur Coedjaa acheté un terrain a Abomey-Calavi. Apres le lotissement de sa zone, il s’adresse a
Monsieur (Boniun ingénieur architecte urbaniste. Pour viabiliser le terrain. M. Boni lui propose la
construetien=d’un rez — de — chausséeayant la forme de la figure ci-dessous. ABCDEFGH et ABCD
A’B2C*D? sont des cubes. AB = a (a € R}). Técle, une fille de M. Codja se propose d’étudier quelques
configUrations du plan proposé a son pere.

Tache : Tu vas te mettre a la place de Técle et résoudre les trois problémes suivants :

Probléme 1 :
1-a) Justifie que (GE) L (HF)
-b) Démontre que (GE) L (DH)
-c) Déduis-en que (DF) L (EG)
2°) Démontre que les plans (AFG) et (BEH) sont perpendiculaires.
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Probléme 2
Le compartiment ABCD A’B’C’D’ sera le grand salon dans lequel M. Boni a prévu I’installer au point H,
le projeté orthogonal de B sur la droite (AC’) une décoration I’lumineuse qui sera suspendu au
plafond.Tecle se demande : quelle est la longueur du segment [AH] ? Elle munit I’espace du repére
orthonormé (D'7, 7, k) tel que :
i=2DD;j=-D'Cet k==DA
3°) Détermine dans ce repere les coordonnées de tous les sommets du cube ABCD A'B’C’D’.
4-a) Justifie que BH.AC' =0

-b) Ecris une relation entre x ,y , z et a a partie de I’égalit¢ BH.AC' = 00U (x, v,z ) est lectriplét de
coordonnées de H.

-c) Justifie que AH = 214C’ (A € R) puis détermine les coordonnées de H en fonction tle’a et A.
-d) Déduis de tout ce qui précéde la valeur de A, puis les coordonnées de H.

5-a) Prouve que les vecteurs A'H et AC’ sont orthogonaux.
-b) Déduis — enla projeté orthogonal de A’ sur (AC).

Probléme 3:

Técle muni I’espace a nouveau d’un repére orthonormé (0; 1,7, E). L'ee’quatre cotés de la cléture de ce
x=3+t-3t

terrain sont des plans dont I’un est le plan (P;) de représentatiomparamétrique : | y = 2t +3t’ (t;t) €
z=2-12t

R? et un autre est le plan

(P,) d’équation cartésienne : 2x + y + 2z — 4 = O

6°) Détermine une équation cartésienne de (P,):

2x+2y+3z—-12=0
2x+y+2z—4=90

détermine une représentation parameétrigue\de cette droite.

7°) Démontre que { est ih systéme d’équation cartésienne d’une droite (D), puis

x=-5+4+3t
8°) Soit (A) la droite de représentation paramétriqguey y =5-—4t (t € R)
z=-15+4+12t

-a) Vérifie que les points A7(—2;1; —3) et B(1; —3;9) appartient a la droite (A).
-b) Déterminer les coordennées des points M, et M, de la droite (A) tels que AM; = AM, = 1.

SUIETZ

Contexte :

A I’approche des fétes de fin d’année, Ashley éléve en classe de 1°® C, se propose d’utiliser ses
connaissances en mathématiques pour ¢laborer un plan d’achalandage de la boutique vente de portables
de son pere afin d’attirer plus de clients. Dans 1’¢élaborations du plan, Ashley représente la boutique par un
cube ABCDEFGH dans I’espace rapporté a un repere orthonormé (O ; 1,7, E) et suggére que les portables
de haute gamme soient disposée dans la partie de la boutique contenue dans le plan (P) d’équation
cartésienne x + y + z + 1 = 0; les portables chinetoques soient disposees dans la partie de la boutique
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contenue dans le plan (Q) passant par les points I(1; 2; 3),J(2; 1; 2) et contenant la droite (A) de

+1 12
y_—z "%t que les portables torcouvissor soient disposés dans

la partie de la boutique contenue dans le plan (R) de représentation paramétrique :
x=—-1+a+p
y=a+p (ap)€R?
z=1+p
Hein !!! S’écria son pére aprés avoir pris connaissances du plan, puis il désire en savoir davantage sur les
intentions de sa fille Ashley.

Tache : Tu es invité ( e) aider Ashley a apporter plus de précision a son pére a travers la résolution tles
trois problemes suivants

\ ’ . , e x—=7
systéme d’équations cartésiennes - =

Probléeme 1 :
1°) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A)
2-a) Vérifie que I € (4)
-b) Démontre que les droites (A) et (1J) sont sécantes.
-c) Détermine une équation cartésienne de (Q).
3-a) Démontre que les plans (P) et ( R) sont perpendiculaires
-b) On pose(D) = (P) N ( R). Détermine un repere de (D)
4°) Détermine si possible la partie de la boutique contenant a la foisNes)portables de haute gamme,
chinetoques et torcouvissor.

Probléme 2
Pour la décoration de la boutique, Ashley a prévu étoffer, les parties de la boutique contenues dans les
plans (P :(m—Dx+2y—z+2=0et (Qp)rx*¥my+(m—-1)z+1=0avecm e R
respectivement de guirlandes et de veilleuses
5-a) Démontre que vm € R, les plans (B,,)-€t:(Q.,) sont sécants

-b) Pour quelle (s) valeur ( s) de m les plaas (B,,) et (Q,,) sont — ils perpendiculaires ?
6°) Démontre que I’ensemble des pointsM)jde 1’espace équidistants de (P,) et (Q) est la réunion de deux
plans perpendiculaires (T') et (T”)
7°) Calcule la distance d ( J, (I}, et¥a distance d ( J, (T'))puis déduis — en la distance du point J & la
droite d’intersection (") et<(T¥)

Probleme3:

En réalité dans ledepere orthonorme(O L, ], k) le cube ABCDEFGH représentant la boutique est tel que
les sommets AGE , Fret H ont pour coordonnées respectives :
(1; 15 3)5N35715 1)5 (1535 Det (1515 1)
8°) Détermine les coordonnees des autres sommets D, B, G et C du cube
9-a)(Calcule les produits scalaires DB.AG et DE.AG
4b) Déduis — enque la droite (AG) et le plan (BDE) sont perpendiculaire en un point S
10°y"Démontre que S est le centre de gravité du triangle BDE.

SUJETS
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Contexte : Larefondation au Bénin.

Dans son programme de développement, le gouvernement béninois décide de construire une grande
institution financiere dans la région de Cov¢. Les travaux sont confiés a 1’ingénieur Dramane qui en fait
une maquette au chef d’ceuvre comme représentée ci- dessous suivi de quelques informations utiles.

H G

A B
Cette institution a une forme cubique de 2,5 m d’aréte.

A la vue de cette maquette, Toni fils ainé de I’ingénieur décide de.g2appuyer sur les connaissances
géomeétriques acquises en classe mais il rencontre certaines difficultés.

Tache : Tu es invité(e) a trouver des solutions aux préaceupations de Toni en résolvant les problémes
suivant.

Probleme 1l
1-a) Démontre que la droite (CH) est orthogonalg) est orthogonale au plan (ADG).

-b) Démontre que les plans (CHE) et (ARG) sont perpendiculaires.
2°) Démontre que les plans (ACE) et(BBH) sont perpendiculaires.

Probleme 2
La construction de la bangue.étant achevée, le Maire de la région de Cove décide de sécuriser les lieux en
placant 3 agents de sécurités a des points stratégiques P, Q et R tels que
AP = 24B ; E —44D) 6t RC = 2CG. Une caméra de surveillance sera installée au milieu M du
segment [AE].
L’espace ocglipée par 1’ensemble est muni du repere orthonormal (A, AB,AD, ﬁ)
3°) DétermineMes coordonnees des points C, D, F et G dans ce repére.
4°) Détermine une équation paramétrique du plan (DFG).
5%)-Vkérifie le résultat de la question 1.
6-a).Démontre que le point R a pour coordonnées (1 ;1 ; 2).
-b) Démontre que les points P, Q et R ne sont pas alignés.
7-a) Détermine la nature du triangle PQR puis calcule son aire.
-b) Calcule la distance du point M a la droite (BC).
8°) Démontre qu’une équation cartésienne du plan (PQR) est : 4x + 2y +z —8 = 0.

Probléme 3
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A T’extérieur de la banque, I’espace PQRE est réservée au guichet automatique et le point K est le projeté
orthogonal du point E sur le plan (PQR).
1-a) Justifie que E n’appartient pas au plan (PQR).

-b) Démontre que le guichet automatique a une forme tétraédrique.
2-a) Détermine une représentation paramétrique de la droite (EK).

-b) Déterminer les coordonnées de K.
3-a) Calcule la distance du point E au plan (PQR).

-b) Détermine le nombres de personnes que peut contenir ce guichet sachant qu’une personne occupe un
espace de 56,25 dm3.

G T TTELL TR

SUJETOD

Contexte : Aménagement du territoire

Dans le projet d’aménagement de son territoire, un pays africain a préyw,d€ censtruire un tour dans sa
capitale économique et de fortifier la citadelle de la ville. Coffi, I’ingénieur invité a cet effet, a muni
I’espace d’un repére orthonormé dans lequel deux points P et K aht.peur triplet de coordonnées respectifs
(2;-1;3)et(1;-3; —2).

En fait, la présidence de la république et la citadelle de la-ville'sont assimilés respectivement aux points P
et K. La tour a la forme d’un tétracdre BENI a la cime“hduquel sera cachée une puissante caméra de
surveillance. Pour des mesures de sécurité, certaines constructions de la ville seront détruites. L ’ingénieur
désigne par (I'1) I’ensemble de ces constructions ‘et-précise que (I;) est I’ensemble des points M tel que
PM.PE = 0 puis donne les points B, E, N et G définis par :B(1; —2;3), E(1; 0;1), N(0; —3; 3) et
BG = 2BE — 4BN. La caméra pourra accéder parfaitement & tous les points M du plan vérifiant
I’ensemble (T,): ||MB + 2ME — 4MNJ|.= 10.

Lors d’une de ces recherches sur Fintemaet, Falim un éléve en classe de Tle D a découvert ces
informations et décide d’en percer le'secret.

"Tache : Tuvas aidér Falim en résolvant les trois problémes suivants. L unité de longueur est le
décamétre.

Problemeéel
1-a) Déterming4a nature de (T,).
-b) VérifieqQue'les points B et N appartiennent a (T;).
2-a) Démontre’que GB + 2GE — 4GN = 0
-b) Béduis — en la nature de (T3,)
3-a) Détermine les coordonnées du point G.
-b).Déduis — en que (T,) est inclus dans (T).
4-a) Etudie la position du point K par rapport a I’ensemble (T}).
-b) Déduis — en que la citadelle n’est pas dans la méme z6ne plane que la présidence.
-c) Calcule alors la distance qui separe la citadelle de la zone présidentielle.
-d) Donne une représentation paramétrique de la von rectiligne qui relie la présidence a la citadelle.

Probleme &
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En réalite, le radar est situé a un point R(1; 1; 1) par lequel passe une plaque électrique. Cette plaque
est matérialisée par un plan (P;) perpendiculaire a la droite (KG) et le sommet de la tour BENI est le
pointI(1;3;9).
5°) Détermine une équation cartésienne du plan (P;).
6-b) Détermine I’intersection de (P;) et de (Ty).
-b) Caractérise I’intersection de (P;) et de (I}).
7°) Détermine I’intersection de (P;) et de (T3,).
8-a) Détermine la distance du point | au plan (BEN) puis déduis en la hauteur H de la tour en décametre.
-b) Calcule en dm? I’aire de la surface du domaine délimité par le triangle BEN.
-c) Détermine en dm?3 le volume de la tour.

Probleme 3

Soit ABCD un tétraedre régulier d’aréte de longueur a ou a est un ombre réel strictement positif.
I, J, K et L sont les milieux respectifs des arétes [BC], [AD], [AB] et [DC].
9-a) Calcule les longueurs ID et IA en fonction de a.

-b) Déduis — en la nature du tringle ADI.
10°) Démontre que la droite (1J) est orthogonale a la droite (AD).
11°) Démontre que la droite (1J) est orthogonale a la droite (BC).
12°) Calcule la longueur 1J en fonction de a.
13°) Démontre que I] = Kl
14-a) Démontre que les droites (IL) et (JK) sont paralleles.

-b) Démontre que IL = Jk = JL

-c) Déduis de la question a que les points I, J, K et.isont'coplanaires.

-d) Déduis des questions précédentes la nature du guadrilatere 1JKL
15°) Les droites (1J) et (LK) se coupent en O..€alcule la longueur OA en fonction de a
16-a) démontre que O est équidistant des points)A, B, C et D.

-b) Déduis — en le centre et le rayon déMasphére circonscrite au tétraédre ABCD.

SUJET 10

Contexte:

Lors de lajourné€ béninoise des arts et culture, I’'un des objets d’art exposé par ’artiste “’Ben’’ a la forme
d’un cube ABCDEFGH. Un jeu de lumicre est placé en un point I sur le segment [GH]. Le point J est
I’interseetion du plan (ACI) et de la droite (EH), le point K est milieu de [BC]. Le solide FACIJ est
ddstiné.a contenir de I’eau. Deux ouvertures O1 et Oz sont prévues respectivement sur les plans (IGC) et
(AJG). Un visiteur frangais voulant acheter cet objet souhaite connaitre le volume de 1’eau que peut
contenir le solide FACIJ et demande I’emplacement exact des points Oz et Oz. L’espace est muni d’un

repeére orthonormé(4; AB; AD; AE ) et on désigne par R le projeté orthogonal de I sur (AC) avec |

G ;1 1). Ben a fait appel a son enfant Yvon en premiere C pour I’aider a répondre au visiteur.

Tache : Tu es invité(e) a agir a la place de Yvon a trouver des solutions aux préoccupations de Ben en
résolvant les trois problémes suivant.
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Probleme 1
1-a) Preécise les coordonnées de chacun des points C, F, E, H et G.
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (ACI).
-¢) Détermine un systéme d’équations cartésiennes de la droite (EH).

-d) Déduis en qu’on a J (0; %; 1).
2-a) Justifie que (1J) et (AC) sont paralléles.
-b) Calcule les distances 1J et AC.

-¢) Quelle est la nature du quadrilatere ACIJ.
3-a) Justifie les affirmations suivantes :

e AR = kZZ'); k eR

e IRAC=0

, . . N 2 2
-b) Déduis en alors le réel k ou R (gF 3 0).
4°) Calcule alors :
-a) L’aire de ACIJ

-b) La distance de F au plan (ACI).
-¢) Le volume de I’eau que peut contenir le solide FACHJ.

Probleme 2
Les points 0,et 0, sont définis de la maniere suivante :
_— 1/— —
v 041 = (Gl +CI)
v 0, est le milieu du segment [JG].

M désigne un point quelconque de I’espace.
5°) Détermine les coordonnées des points O; et O

6-a) Démontre que 20,/ — 0,G — 0,C = 0
-b) Déduis — en quev = 2MI — MG — MG ‘st un vecteur constant et que ||7]] =

5

3

7°) Détermine I’ensemble (I'1) des points M'de ’espace tels que ||2W — MG — W|| = ||v]|.
8°) Détermine 1’équation cartésienng\de’ensemble (I'2) des points M de ’espace tel que

5% + 376 = |[¥5 + 7c]).

Probleme 3

Pour assurer la sécuritéde Ia salle d’explosion, un panneau solaire assimilable a un plan (Q) d’équation
cartésienne y + z=\0"

9°) Démontre gue (Q) = (DCF)

10°) On considere dans ce plan (P), les points P, Q et K tel que K soit le milieu de [PQ]. L est un point de
la droite,perpendiculaire en K au plan (Q). R et S sont deux points de la droite perpendiculaire en L au
plan (PQk).tels que RL = LS.

9%)-Montre que la droite (PQ) est perpendiculaire au plan (RKS).

10%)_Démontre que les plans (PQR) et (PQS) sont perpendiculaires au plan (RKS).

11°) Démontre que les plans (PRS) et (QRS) sont perpendiculaires au plan (PQL).
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SUJET 11

Contexte Test

Achiri de poisson est un professeur au Lycée Paris Sud en France. Apres des séries de travaux d’échange
de connaissance avec ses apprenants, il décide de connaitre le degré d’assimilation de ses apprenants en
leurs proposant ce qui suit intitulé test.

Tache : Tu es invité(e) a jouer le role de ses apprenants en résolvant les trois problémes suivants.

Probléme 1

L’espace est muni d’un repére orthonormal (O ; T; J; k ).

1-a) Démontre que les points A(1; 2; =3); B(—=3; 1; 4) et C(2; 6; —1) déterminentwn\plan.
-b) Vérifie qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est 2x —y +z + 3 = 0.

2-a) Détermine un systéme d’équation paramétrique de la droite (D) passant par I{-5y; 9 ; 4) et

perpendiculaire a (ABC).
-b) Détermine les coordonnées de J, le projeté orthogonal de I sur le plan (ABC):
-c) Déduis en les distances du point I au plan (ABC).

3-a) Détermine les coordonnées du barycentre G des points pondérés @y 2)5 (B; —1); (C; 1).
-b) Prouve que 2MA — MB + MC = 2MG.

-c.) Déduis — en I’ensemble (I'3) des ponts M de I’espace tel que ]IZEél> — MB + FC” =221

Probleme 2
L’espace est muni d’un repére orthonormal (O ; T; J; K ). Soit (P1) et (P2) les plans d’équations
cartésiennes respectives—2x + y+z—6=0 et\» 2y +4z—-9=0.
4°) Montre que (P1) et (P2) sont perpendiculaires.
5°) Soit (A) la droite d’intersection de (P1) et\(P2)Montre qu’une représentation paramétrique de (A) est :
x=—-7+2t
y=-8+3t ; teR
z=1t
3°) Soit M un point de (A) de paramgtre t et A de coordonnée A(—9; —4; —1).
-a) Vérifie que A n’appartieatyti,a)(P1) ni a (P2).
-b) Exprimer AM? en fonction,de t.
6°) Soit f la fonctiondéfigie sur R par f(t) = 2t2 — 2t + 3.

2
-a) Vérifie que pour teut nombre réel t, f(t) = 2 (t - %) + g
-b) Déduis wenMe point M pour que la distance AM soit minimale, on désigne ce point par I.

7-a) Soit (Q) leplan orthogonal a (A) passssant par A. Détermine une équation cartésienne de (Q).
-b) Démaontre que le point | est le projeté orthogonal de A sur (4).

Pyrobleme 3

Dans un cube ABCDEFGH d’arréte de longueur 1. On désigne par I et J les milieux respectifs des
segments [AB] et [GH]. Le point K est le centre de la face (BCGF). Les calculs seront effectués dans le

repére orthonormal (4; AB; AD; AE).
8-a) Justifie que les points B, H, G, D, F, J et | ont pour coordonnées dans le repere
(A; AB; AD ; AE)B(1; 0; 0).H(0; 1; 1); G(1; 1; 1); F(1; 0; 1); 1(%;0;0)

;](%;1;1) ; D(0; 1; 0).
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-b) Démontrer que le quadrilatére DIFG est un parallélogramme.

-c) Etablis que DIFG est un losange et montre que 1’aire de ce losange est égale a g.

SZ AR AR R RN RN RRRR NN

SUJET 1

Contexte : Un jeu d’éleves.

Sur le dispositif schématisé du document, une cible est placée en un point S, sommet d’gnépyramide
réguli¢re a base carrée. ABCDEFGH est un cube d’arréte 1(unité de longueur 1cm).

L’espace est rapporté au systéme de points (A ; B ; D ; E).

Un jeu consiste a tirer une balla d’une machine et essayer d’atteindre la cible, Or’a;supposé que les
trajectoires de toutes balles tirées sont des droites et dépendent de certains,parametres que le joueur fait
entrer dans sa machine. Trois éleves de premiére C Emmanuel, Alice gt ©Ctave ont fait chacun un essai
sans succes.

La trajectoire de la balle tirée par Emmanuel est la droite (D1) de<teprésentation paramétrique (S) (voir
support). Celle de la balle tirée par Alice est la droite (D2) de.Systente d’équation cartésienne le systéme
(S?). Enfin, Octave a tiré une balle dont la trajectoire est la droite”(D3) passant par K et L. (voir support).
Kokou, un autre éléve en Terminale D, qui veut aussi fairg<un essai se demande comment s’y prendre
pour atteindre S.

Supporxt:

x=—-2+a
S):ly=1+2a (aeR);(s');szy—zL:% ; K(—=4,1,1et L(2,5,3).
z=4-2

e O estle centre du carré ABCD?
e (O’ estle centre du carré EFGH.

"Tache : Tu vas aider Kokou a atteindre la cible en résolvant les trois problémes suivants.

Probleme 1
1-a) Montre que (A ; B+ B TE) est un repere orthonormé de (- ) noté R
-b) Détermine les-caordonnées A;B;C;D;E;F;G;H;O.
2°) Donne un k€péreyde chacune des droites (D1) ; (D2) et (Ds).
3-a) Démantre-que (D1) et (D2) sont strictement paralléles.
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (P1) contenant (D1) et (D>).
4-a) Démontre que (D1) et (D3) sont sécantes en un point | dont on précisera ses coordonnées.
4b) Détermine une équation cartésienne du plan (Q) contenant ces droites.
-c)"Déduis en une représentation paramétrique de (Q).
5°) Trouve une représentation paramétrique puis une équation cartésienne du plan ( ] ) contenant (D2)et
perpendiculaire a (D3).
6-a) Montre que V M € (/“ Yona: MA + MB + MC + MD = 4MO et GM — CM = GC
-b) En déduire que I’ensemble (T ) des points M de () tels que :
(m +MB + MC + MD). (GM - CM) = 0 est un plan que I’on caractérisera.
-c) Déterminer et caractérisé les ensembles suivants :
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(A)= {M € (E)/(MA + MB + MC + MD)A(GM — CM) = 0}
(D2) = {M € (E)/||MA + MB + MC + MD|| = 4||GM — CM||}

Probleme 2
Kokou découvre une information pouvant 1’aider a atteindre la cible : les plans (SEF) et (SGH) sont
perpendiculaires.
7-a) Ecris un vecteur normal & chacun des deux plans (SEF) et (SEG).
-b) On pose:ﬁ=ﬁ+a§ avec 0S = a0S; a > 1.
Ecris en fonction de a les coordonnées du point S.
-c) Montrer que I’information conduit a la résolution d’une équation du second degré d’inconmnue ‘.
Prouver alors que a = %et déduis les coordonnées de S.
8°) Kokou décide alors de donner pour trajectoire a la balle, la droite (A) perpendiculaire ausplan (FCH) et
passant par le point N(1; 2).
-a) Ecris une représentation paramétrique de la droite (A).
-b) Prouver que la cible est atteinte.

Probleme 3

9°) Ecris une équation cartésienne du plan (FCH).

10-a) Calcule I’aire du triangle FCH en cm?.
-b) Montre que FCHD est un tétraédre et calculer en cm? son‘volume V.
-c) Déduis — enla distance du point G au plan (FCH).

SUJETI13
Contexte : Le porc sec.

Dans le souci de désengorger le'portyCotonou, le président de la république a pris I’initiative de faire
construire un mouvement pere,Sec a Parakou. Dossou un ingénieur des travaux publics a gagné 1’appel
d’offre pour exécuter une\partie de ces travaux. Il propose la maquette suivante qui est la salle
administrative représentée par le cube ABCDEFBH d’arrétes 3m ci- dessous. | milieu du segment [GH]
et J le centre du carré BOGF.

Dans I’espace.grienté ( -~ ), on considére le repére orthonormé(A; AB; AD; ﬁ) Dans I’étude des
aspects mathématiques de ces travaux, Dossou rencontre d’énormes difficultés.

Tache«. Fuwas aider Dossou a travers la résolution des problemes suivant.
Probleme 1

1°WDgtermine les coordonnées des points E, I, J dans le repere (A; AB; AD; ﬁ)
-a) Donne une équation cartésienne du plan (ELJ).

-b) Justifie que AEIJ est un tétraédre et calcule son volume.

3°) Détermine une équation cartésienne du plan médiateur du segment [1J].

4°) Soit (I ) ’ensemble des points M’ de I’espace tels que

(MB + MC + MF + MG )A(MG + MH) = 0.

-a) Démontre que MB + MC + MF + MG = 4M] et MG + MH = 2MI.

-b) Déduis en que (") est une droite (D) dont donnera un repere.
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5°) Soit (A) la droite dont un systéme d’équation cartésienne est x — % ===

-a) Les droites (D) et (A) sont elles coplanaires ?
-b) Calcule la distance du point A a la droite (A).
6°) Détermine 1’ensemble (Q) des points M de ’espace tels que

|4MG — 4HM || — ||MB + MC + MF + MG| = o.

Probléeme 2
L espace rapporté & un repére orthonormé(4; AB; AD; A—E)) K est un point de I’espace défini par ;
4K = 1 (4B + AC).
4
7°) On désigne par M un point quelconque de I’espace.
-a) Démontre que 2KA + KB + KG = 0
-b) Montre que le vecteur V = 2MA — MB — MC est indépendant de M et de norme 3+/5.
-¢) Détermine I’ensemble () des points M de 1’espace tels que ||—2MZ — MB — W“ = ||I7||

x =2
8°) Soit la droite (D1) de systéme d’équations cartésiennes{y_—l _ —z+1 et (D?) ladroite de représentation
-2 3
x=1
paramétrique{y =48 +2 (f €R).
z=6F+1

-a) Montre que (D) et (D>) sont strictement paralleles.
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (R) les conténant.

Probléme 3

En réalité le cube se trouve dans repére orthonormé £Q“71; J; k ) ou le point A est repéré comme suit :
04 = — —j + 6k. On considére le point L défini par : AL = %(E +4C)

10-a) Détermine les coordonnées des points A, B; C et L dans ce repére.

-b) Démontre que pour tout point M de(l’8space : 3MA + MB + MC = 5MG.

11°) Soit (P) I’ensemble des points<{VMde.I"espace tel que(3m + MB + MC). (MA — MB) = 0.

-a) Démontre que (P) est un plan doqt on donnera les éléments caractéristiques (un point et un vecteur
normal a (P).

-b) Démontre qu’une équation ¢artésienne de (P) est 2x —y —5z+ 7 = 0.

12°) Donne une représentation paramétrique de (A) orthogonal a (P) et passant par P(—1; 1; 2).
14°) Soit P’ le projetesorthogonal de P sur (P).

-a) Détermine lg$ toordonnées de P’.
-b) Calcule la-distance du point P au plan (P).

SUJET 14
Contexte : Lcs giteaux de la journée culturelle.

Dans le cadre de ces activités culturelles, la section “’cuisine’’ a confectionné des gateaux qu’elle se
propose de mettre a la vente. Pour des raisons d’hygiene, ces gateaux sont exposés dans une boite en
plexiglas représentée par le cube ABCDEFGH d’arréte 1m ci-dessous représente.
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| est le centre de la face BCGF.
J le milieu du segment [BC].
Les gateaux couverts de chocolats sont rangés dans le solide de base HFC obtenu en reliant le point A a
chacun des sommets de HFC.
Par ailleurs, un plan (P) sert de séparation dans la salle de vente. Ariane, éléve en classe de Terminale D,
membre de cette section est trés émerveillé par cette prouesse. Elle y reconnait certaines configurations
étudiées.
Tache : Tu vas résoudre les trois problemes ci-aprés pour te rendre compte des concepts mathématiques
qui se cachent derriére.
Probleme 1
Onpose i = AB; j= ADetk = AE.
1°) Montre que (A ; 3; J; k ) est un repére orthonorme.
2°) On désigne par u un vecteur directeur de la perpendiculaire commune aux droites (FH)et (FC).
-a) Montre queu a pour coordonnées(—1; —1; —1).
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (HFC).
-¢) Calcule la distance du point A au plan (HFC).
3-a) Justifie que le solide AHFC est un tétraédre de base HFC.
-b) Calcule le volume de ce solide.
-¢) Montre que les droites (AH) et (FC) sont orthogonales.

Probléme 2

On considére le point G défini par : 4G = (AB + AC),

4°) On désigne par M un point de I’espace.

-a) Démontre que 246G +BG+CG=0

-b) Montre que le vecteur V = 2MA — MB —.M&.est indépendant de M et de norme égale & /5.

-c) Détermine I’ensemble (I" ) des points M deyespace tels que||2m +MB + W” = 5||I7||2

5°)On désigne par (I;,) I’ensemble des'points M de 1’espace tels que”ZW +mMB +m W” = m||l7||

-a) Montre que A appartient a (I,,9
-b) Détermine suivant les valeufs dusparametre réel m la nature et les éléments caractéristiques de (T,,).

Probleme 3

6°) Soit L(—1; 2; D) W€L; —6; —1) et S(2; 2; 2) trois points du plan (P).

-a) Donne une équation cartésienne de (P).

-b) Détermine unexeprésentation paramétrique de la droite (A) perpendiculaire au plan (P) et passant par
le point T(24~3%. —5) puis détermine les coordonnées du point K intersection de la droite (A) et du plan
(P).

7°) Soit(Dy)1a droite de systéeme d’équations cartésiennesxT+1 = yT_Z = —z et (D) la droite de

x=-1-2t
représentation paramétrique y =2 — 2t (t € R).
z==-2+t

-a) Montre que (D1) et (D2) sont strictement paralléles.

-b) Détermine une équation cartésienne du plan (Q) les contenant.

8°) On désigne par | le point de coordonnées (—3;0; —1) et I’ son projeté orthogonal sur la droite (D1)
-a) Montre que le point | appartient a la droite (D2).

-b) Détermine 1’équation cartésienne du plan (Q) passant par I et orthogonal a la droite (D).

-c) Déduis — en les coordonnées du point I.
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-d) Calcule alors la distance du point I & la droite (D1)
-e) Précise la distance des droites (D1) et (D2).

SUJET15

"Lexte : Féte de fin d’année
Pour les manifestations de la féte de fin de I’année 2012, ANANI a décideé ses invités dans son‘jardin.
Consulté pour aménager le jardin, le technicien Dossou a prévu :

e [’installation, au centre du jardin, des guirlandes suivant une ligne (C) situé¢ dafis lesplan (EFG)
telque E(1; 2; 1); F(3; —1; 1) et G(—1; 0; 2) dans un repére orthopetmé (O ; 3; J; k ) de
I’espace ;

e Lacréation d’une cuisine occasionnelle cachée par trois contre plaqués situ¢s dans les plans ;

(P1) ; (P2) et (P3) tels que dans (O ; ; J; k) (P1) 22x + y + z — 5. =05
(P2) :x + 2y — z— 2 = 0 ; (P3) contient la droite (D) de systéme parametrigque

x=1+4+a«a
y =2+ 2a «a € Ret (Ps3) perpendiculaire a (P1).
z=1—-«a

Ali se pose des questions sur la pertinence de son plan d’aménagement.
Tache : Tu vas aider Ali dans ses préoccupations en résolyvant les trois problémes suivants.

Probleme 1
1-a) Justifie que (EFG) est bien un plan puis détermine une équation cartésienne de ce plan.
-b) Ecris une équation cartésienne du plan<(R3).
-c) Verifier que (EFG) et (P2) sont sécantss
-d) Démontrer que (P2) et (P3) sont gerpendiculaires.
3-a) Démontrer que I’intersection‘dés trois plans (EFG) ; (P2) et (P3) est réduite a un point N dont on
précisera les coordonnées.
-b) Le point N appartient-il (D) ?

Probleme 2=
Dossou a trouvé que,laligne des guirlandes (C) est constituée par les points M de 1’espace tel
que(2ME + MF\+\WMG).(ME + MF + 2MG) = 0 et considére les points H est K définis par :
EH = L (EF% £6) et G = 1 (G + GF).

4 4
4-a3) Démentre que 2EH + FH + GH = O et EK + FK + 2GK = 0
-b)Dérontre que 2ME + MF + MG = 4MH et que ME + MF + 2MG = 4MK.

-c) Détermine les coordonnées de chacun des points H et K.
-d) Démontre que (C) est une sphére dont on précisera les coordonnées du centre et son rayon.

Probleme 3
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Pour la construction d’un autre batiment Dossou considére les points
A(2; 1; 3); B(—3; —1; 7)etC(3; 2; 1) et ladroite (A) d’équation paramétrique
x=-74+2t
y = -3t (t € R).
z=4+4+t
6-a) Démontre que les points A, B et C ne sont pas alignés.
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (ABC).
7-a) Précise un repére (K, i ) de (A).
-b) Détermine les coordonnées du point S de (A) d’abscisse -1.
-c) Détermine les coordonnées du point | de (A) dont I’abscisse est égale a 1’ordonnée.
-d) Ecris un systéme d’équation cartésienne de (A).

-e) Soit la droite (A”) définie par : —x = ? = -2z + 4.

i) Précise un repére de (4%).

ii) Prouve que (A’) et (A) sont strictement paralléles.

8-a) Démontre que (A) est orthogonal au plan (ABC).

On note H le point d’intersection de (A) et de (ABC). Détermine les coordonfées'de H.

-b) Calcule la distance du point C & la droite (A) et au plan (P).

-c) Calcule I’aire du triangle ABC.

9°) On considére les plans (P) et (Q) d’équation respectives (P) : 3 -y z+2 =0
Q:—-2x—4y+2z+1=0.

-a) Ecris une équation paramétrique de (P).

-b) Démontre que (P) et (Q) sont perpendiculaires.

-¢) On désigne par (D’) la droite d’intersection de (P) et (Q):-Détermine une équation cartésienne de (D’).
-d) Détermine une équation cartésienne du plan (R);orthogonal a (P) et a (Q) et passant par B.
-e) Détermine une équation cartésienne de (R) Q{(B)'(Q).

SUJET1E

Contexte “Gonstruction de boutique

L’entrepriseide 1" ingénieur John a gagné un marché apres avis d’appel d’offres pour construire des
boutiques témoinssde YONASA dans des villages. Les boutiques sans toiture ont la forme d’un cube
ABCDEFGH.
Jolidon, urréeleve en Terminale D, résidant dans 1’un de ces villages, cherche a connaitre les principes
mathématiques qui ont favorisé de telles constructions
Jolidon, est aussi sollicité par I’ingénieur John pour I’aider a déterminer entre autres les ensembles (E1) et
(Ep) des’points M de I’espace vérifiant respectivement :

(2MA + 2MC — MH)AAB = 0 et (~MA + 2MC — MH).(—2MA — 2MC + MH) = 0. Ot K est un
point de ’espace défini par : HK = %(m + HC) K est le barycentre des points pondérés (A, 2) ; (C, 2) et
(H, 1).

Tache : A linstar de Jolidon, tu es invité(e) a aider pour la résolution des trois problémes suivants.

Probleme 1
1°) Détermine les coordonnées des points A, B, C, D, E, F, G et H dans le repére (4, DA, DC, DH).
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2°) | désigne le milieu du segment [GH] et J le centre du carré BCGF. Détermine les coordonnées des
points I, J et K dans le méme repére.
3-a) Justifie que les points A, E, I, J sont les sommets d’un tétrac¢dre.
-b) Calcule le volume du tétraédre AEIJ.
4-a) Détermine 1’ensemble (E1) puis donne une représentation paramétrique de (Ea1).
-b) Détermine 1’ensemble (E2) puis donne une équation cartésienne de (E>).
-¢) Détermine I’intersection de (E1) et (E2).

Probléeme 2

Une étude est initiée pour choisir le site du village de TODAN. Il s’agit du site pour abriter la boatigue-de
I’ONASA. La majorité des populations du village est située sur une droite identifiée (D) et la-pesition du
site Mo doit étre a une distance raisonnable de (D). Ainsi, John muni I’espace d’un repére orthonormé (O ;

T; J; k) puis considere les droites

x=1+t " )
D):ijy=2-t (tER) et(D):—==="—
z=3+12t

5.) Démontre que les droites (D) et (D’) sont strictement paralléles.

6.) Détermine une équation cartésienne du plan (P) contenant les droites4{D)et(D’).

7.a) Détermine une équation cartésienne du plan (Q) passant par le point’S(1; 2; —1) et orthogonal a
(D) puis déduis en une représentation paramétrique du plan (Q).

b) Donne un repére de la droite (D) puis déduis — en la distance’de’M;, (0; 1; —1) a (D).

Probleme 3

Dans I’espace orienter muni d’un repére (O ; 3; J; k ), 00'€onsideére le point A(L ; 1 ; 1) et les plans (P) et
(Q) d’équations respectives x + y+z —1 =0 et€<xo+y — 2z —4 = 0.
1.a) Démontre que les plans (P) et (Q) sont perpendiculaires.
b) Donner un repére de leur droite d’interseetion (A).
2-a) Le point A appartient —il & (A) ?
-b) Calculer la distance du point A aladroite (A).
3.) Soit (D) la droite passant par A-et'gerpendiculaire au plan (P).
-a) Détermine une représentation patamétrique de (D).
-b) En déduire les coordonnées‘duypoint H, projeté orthogonal du point A sur (P).
4°) Soit (R) le plan passant par A et perpendiculaires aux plans (P) et (Q).
-a) Détermine une équationicartesienne du plan (R).
-b) Détermine (P) A(Q) N (R).
-¢) Démontre que RenSemble des points M de I’espace tels que d(M, (R)) = /2 est la réunion de deux
plans (R1) et(R%) que I’on précisera.

SUJTET17
Texte:
Taka, originaire de Bounkombé, aprés sa formation en architecture, a decidé de moderniser la
construction des ‘’Tatas’’(maison) dans sa région fabrique une maquette dont la représentation est faite ci
— dessous.
Cette maquette est un cube ABCDEFGH surmonté d’une pyramide réguliere SEFGH telle que SI = AB.
Mica, éléve en classe de Terminale D est allé voir TAKA et lui demande des informations relatives a la
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réalisation de la maquette. Celui-ci lui précise que dans un repere orthonormé direct de 1’espace on a
B(2;0;1);C(2;1;1); D(1;1;1); E(1;0; 2); F(2;0; 2).

Mica se demande comment trouver les coordonnées des autres points dans ce repére et décide de
connaitre les positions relatives de certains plans et droites.

A

Téache : Tu vas aider Mica dans ses préoccupations en résolvant les trois problemes Suivants.

Probleme 1
1°) Vérifieque A(1; 0; 1); G(2; 1; 2)et H(1; 1; 3).
2-a) Démontre que les points C, H et A ne sont pas alignés.
-b) Déduis en une représentation paramétrique de (ACH) puis u veetéur normal a ce plan.
3°) Détermine une représentation paramétrique de la droite (I1B),
4°) Déduis en I’intersection du plan (ACH) et de la droite (IB),

Probleme 2
x=1-t—f

On considere le plan (Q) de représentation paramétrique {y =t t,f)eER
z=2+f

1°) Démontre que (Q) = (BED).

2°) Prouver que la droite (IC) est strictement'paralléle au plan (Q).

3°) Détermine une équation cartésiering~du plan (BEC).

4°) Démontrer que (SCD) et (Q).sont secant et détermine un repere de (SCD) n (Q).
5°) Prouver que les droites (EC).et (FD) sont sécantes et détermine leur intersection.

Probleme3
Mica veut connaitrg le velume du solide BCDE et une mesure en degré de 1’angle CEB.
1°) Démontre qué\BCDE est un tétraedre.
2°) Déterming“l@hauteur relative au sommet D dans ce tétraédre.
3°) Détermine 13aire du triangle BCE. Déduis — enle volume de BCDE.
4°) On,considere dans R* le systéme de quatre équations linéaires a quatre inconnues x, y, zett. (S):
Xhyt+tz+t=2
Xy —z+t=-—4
—8x+4y+2z+t=-7
3x—2y+z=1
-a) Résous le systeme (S) par la méthode de Pivot de GAUSS.
-b) Détermine les coefficients réels a, b, ¢ et d de la fonction numérique f définie sur R parf(x) = ax3 +
bx? + cx + d sachant que la courbe représentative de F tracée dans un repére orthonormé (0,7, ) passe
par les points A(1; 2); B(—1; —4); D(—2; —7) et admet en son point d’abscisse -1un coefficient
directeur égal a 1.
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Sujet 1S

Contexte

La société OLUWA s’occupe de la vente des portables G.S.M. Pour la féte de fin d’année, elle décidé
d’embellir sa boutique. A cet effet, le chargé de marketing fait construire, en plexiglas transparentdeux.
solides, 1’un en forme d’un cbe et ’autre en forme d’un tétraédre destiné a contenir des portables.de
marque Samsung. Il choisit en outre de réaliser des décorations lumineuses sur le solide compertant les
portables de marque Nokia. La décoration assimilable & un fil passera par les points U et*VAgu V est le
centre du carré NOSR et U le milieu du segment [RN] comme I’indique la figure ci — dessous.

T S

‘.?

M N

Intéressé par ce dispositif, un profess€urta exploité pour contrdler le niveau de maitrise des
connaissances relatives a la premi€re situation d’apprentissage chez ses éléves d’une premicre
scientifique.

Tache : Tu vas subir ce«contrdle en tant qu’éléve de la premiére scientifique en résolvant
rigoureusement les preblemes suivants.

Probleme'l

1-a) Démontre que la droite (RO) est orthogonale au plan (MNS).
-b) Dédulis —en que le triangle MVR est rectangle.
-c¢) Détermine I’image du point M par la projection orthogonale sur la droite (RO).
-d)\Démontre que les droites (QS) et (PR) sont orthogonales.
2-a) Démontre que la droite (PO) est orthogonale au plan (MQT).
-b) Déduis — en que les plans (MQT) et (POU) sont perpendiculaires.

Probleme &

Le tétraedre utilisé pour sécuriser les portables Samsung est un tétraédre ABCD tel que (AB) et (CD) sont
orthogonales et (AD) et BC) sont orthogonales. Un point H est une hauteur du triangle BCD.
3-a) Démontre que le plan (ABH) est orthogonal a la droite (CD).
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-b) Démontre que (AH) est une hauteur du triangle (ACD).
4°) Démontre que la hauteur (Al) du triangle ABH a son support orthogonal au plan (BCD).
5°) Démontre que (DI) est une hauteur du triangle (BCD).
6°) On se place maintenant dans le cas ou le tétraedre ABCD est régulier et on désigne par K et L les
milieux respectifs des segments [AB] et [BC].
-a) Démontre que la droite (AB) est orthogonale au plan (KCD).
-b) Démontre que le plan (KCD) est perpendiculaire aux plans (ABC) et (ABD).
-c) Démontre que le plan (LAD) est perpendiculaire aux plans (ABC) et (BCD).
-d) Démontre que les arétes opposées du tétraédre sont orthogonales.

Probleme 3

En réalité le dispositif qui permet de sécuriser les portables de marque Nokia est réalisé\danssu repére
orthonormé (07,7, k) ot le point M est défini par : OM = —37 + 4] — k et on congitiére les vecteurs

1‘1@ ; % ; g) etﬁ(o; g ; —g) dans la base (1,7, k).
7-a) Détermine dans ce repere les coordonnées de chacun des points O, P Qv et'R’
-b) Détermine une équation cartésienne du plan (PQR).
-c) Déduis — en une représentation paramétrique de la droite (MT):
8-a) Démontre que les vecteurs 1 et ¥ sont orthogonaux et de nofme'd.

—N

-b) Déduis — en un vecteur w pour que le triplet de vecteurs.(&,/%, W) soit une base orthonormée.
-c) Détermine dans cette base les coordonnées du vecteur OP.

S VT DKEERPTR Tt
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