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n Barycentre de points pondéres

Activités d'introduction

La loi d'Archiméde

A B

1.a. Gest le point d'équilibre lorsque 15 X GA=5 X GB.
De plus:2 =AB = GA + GBdonc GB =2 - GA.
Ainsi, GA vérifie I'équation : 15X GA=5 X (2 - GA) ;

soit: 15GA =10 — 5GA < 20GA =10 <> GA = % =0,5.

Le point G doit étre placé sur la perche a une distance
du point A égale a 0,5 métre.

_— 1] — 1 —

0,5

b, < GA=1BA=-128
FA———+———+— 4 4
A G B G_B>:%A_B>

2
Ainsi 3GA + 58):5(0:3 etb=1).
2. a. G’ étant le point déquilibre, il vérifie I'égalité
15X G’A=m X G'B, ou m désigne la masse du seau
fixé en B.

Deplus:G'A=08et2=AB=G'A+G'B.
Par conséquent, GB=2-G'A=2-0,8=1,2.
On obtient alors I'équation: 15x0,8=mx 1,2;

soitm=_12%08 _ 10 |eseaufixé en B pese 10 kg.
b' A Ir Bll
<«“——r<—>

0,8 1,2
G'A=08;G'B=1,2etAB=2.
Ainsi, G'A= 2 ABet G'B= 3 AB.

5 5

GA=-2 A8
Comme G’ €[AB],{ 5_)

G'B=3AB.

()]

-

Ainsi,3GA+2GB=0.(a’=3etb =2)

Quelques propriétés du barycentre

1.a. D'aprés la relation de Chasles :

-

0=aGA + b(G_A)+A_>):(a+b)G_A)+ bAB

donc (a + b)@\): _bAB. Les vecteurs GA et AB sont
donc colinéaires.

b.Commea+b¢0,G_A>:

_b A—B>
a+b
Les points A, B, G sont alignés.
2. a. D’apres la relation de Chasles :
0 =a(GO + OA) + b(GO + OB)
= (a+b)§)+a54>+bo_§.

Ainsi,commea+b¢0,0_(>5: 9 _OA+ b OB.
a+b a+b

En outre, deux vecteurs sont égaux, si et seulement si,
ils ont les mémes coordonnées. Par conséquent :

a b ax, +bx
X . =X—== X . = A B
© % g+b ? a+b a+bb

a b ay, +
Ve =y Yo s T

b. D’aprés ce qui précede,
commea=3,b=-2,a+b=1,0na:

1 1
X =3X -+ (2)X(-=)=1+1=2.
g 3 TEAXE)

Y.=3X1+(-2)x0=3

Barycentre partiel

1. On observe que les points G et H sont confondus.
2.a.aGA + bGB + cGC = 0.

b.aGA + bG'B= 0.

¢. En utilisant la relation de Chasles dans la premiere
alGG” + G’&+ b(GE)’+ G’B_))+ chf 0

soit (i;l— b)Gi+ aG’A+bG'B+ c(£>: 0 .
OraG’A+bG'B=—0donc (a+ b)GG" + cGC= 0.
d. On en déduit alors, comme (a + b) + ¢ =0, que G est
le barycentre des points pondérés (G*, a + b) et (C, ).

ligne de niveau
1.a.ME(&,) < MA.MA-MB.MB=3

— — —_— —

< (MG + GA) - (MG + GA) — (MG + GB)- (MG + GB)
=3

< (MG + 2MG . GA + GA?) — (MG? + 2MG . GB + GB?)
=3

Cargo 1" C/S — Livre du Professeur



n Barycentre de points pondérés

< 2MG - (GA - GB) + GA’ - GB? = 3.
De pIus G est Ie m|I|eu de [AB] (donc GA? - GB? =

etGA-GB=GA+BG=BAd' aprés la relation de
Chasles.

On en déduit alors que: M € (%3) <
b. D’aprés la relation de Chasles :
ME(€) < MG.BA=3 < (MH+HG).BA=

=
2

0)

—

MG.

BA

N |W

3
2

w

< MH.BA+HG.BA=2
3

N

@/Wil.B_A>+%: @/W)-I.B_A)=O

H B

Savoir-faire

El a.-a+b=0,doncle barycentre des points
pondérés (A, 0,1) et (B, —0,1) n'existe pas.

b.a+b=7+(-3)=4=%0,donc les points pondérés
(A, 7) et (B, -3) admettent un unique barycentre G.

De plus, 7GA-3GB = 0.

Par la relation de Chasles, 7GA - 3(@+/TB) =

4GA = 3AB < GA = % AB.
GW

B

0;

; D'aprés la relation de Chasles,
2MP =3(MP + PN)

< MP+3PN=0< MP-3NP= 0.
Comme 1+ (-3) =0, P=bary{(M, 1), (N, -3)}
« Puis, comme k=5 # 0, P =bary{(M, 5), (N, -15)}.

HacG-= bary{(A, 2), (B, -4), (C, 1)}
R+(-4)+1=-1=0).

Par définition 2GA - 4GB + GC = 0.

En utilisant la relation de Chasles deux fois :
2GA-4(GA+AB)+GA+AC= 0,

~GA - 4AB + AC = 0, soit GA = AC - 4AB.
{U:A_C)— 4AB

GA= .

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

BA=9

w

donc HG =

Q=

kol—‘

HG.BA=3
2

N

. Me (&)< MH.BA=0
< Me YD oud est la prependiculaire passant par H
a la droite (AB).

2.ME (&) < MA* - MB? =0
< MA?= MB* < MA = MB
(MA >0 et MB > 0)

< Me D ou D est la médiatrice du segment [AB].

b. G =bary{(A, 6),(B,3),(C,3)}(6+3+3=12=0).
Par définition, 6G A + 3G B+ 3G'C = 0.

Ainsi, en utilisant la relation de Chasles deux fois :
6GA+3(GA+AB) +3(GA+AC) =0

< 12G'A=3BA+3CA

= G_/>4 = lB_A>+ %C_A>

1ca
4

U:lBA
4

d.

m

GA




Barycentre de points pondérés n

8 1 a. D’ apres Ia relatlon de Chasles, o)

—

3GH+2(HG+GK) 0< GH+2GK=
Ainsi, G = bary{(H, 1), (K, 2)} (1 +2=0).
b. GH + 2GK = 0.

g
0

H K
El a.Comme 4+ (-1) + (-2) = 1 % 0, le barycentre G
des points pondérés (A, 4), (B, -1), (C, —2) existe et est

unique.
b. Les coordonnées du point Gsont:

X,=4X0+(-1) x5+ (- ( )
Y, = 4% (-1)+ (- 1)x‘3‘+(
XG:_5+g:_§
5 5
4 _ 1
=—4—_=—_.
Vs 33
il Par définition du barycentre G :
_3XX+2XX, _3+2,
=2l e =
5 5
_ 33Xy +2Xy, = -3+,
¢ 5 5
{10:3+2xF {XF=Z
<= <= 2
0=-3+2y, yF=%.

IE comme (-0,5) + (-0,5) = -1 # 0, le barycentre,
noté H, des points pondérés (B, -0,5) et (C, -0,5) existe
et est unique. Ainsi, d’'apres le barycentre partiel :

G =bary{(A, 5), (B, -0,5), (C, -0,5)}

G =bary{(A, 5), (H, (-0,5) + (-0,5))}

Enercices d’entrainement

Barycentre de deux points pondérés

i a. 3,7+ (-3)=0,7 #0. Donc oui.

b4+(\/_) ( ) 0. Donc non.
3
C. 5+\/_——5+5—0.Doncnon.
d.l+§:§:1¢0.Doncoui.
6 6 6
i b.etd.

19 3I—TF>+I-TE>= 6.Donca.

G = bary{(A, 5), (H, -1)}.

I Comme2+(-1)=1=0et2+3=5%0,les
barycentres, notés respectivement E et F, des points
pondérés (A, 2) et (B, —1) et respectivement (C, 2) et
(D, 3) existent et sont uniques.

Ainsi, d'aprés le barycentre partiel :

G =bary{(A, 2), (B,-1),(C, 2), (D, 3)}

G = bary{(E, (2 + (-1))), (F, 2 + 3)}

G =bary{(E, 1), (F, 5)}.

iE . 0On cherche ab b, c trois nombres reels tels que:
a+b+c#0etaGA+bGB+cGC= 0.

« On sait que = bary{(B, 1), (C, 1)} car I milieu de [BC].
Ainsi, le barycentre partiel permet d’écrire que::
G =bary{(A, 2), (, 1)}

G= baryAZ(B )(C )car% 1

+1=1,
2

1

« On vérifie que 2 + 3 1

+—-=3=0.
2

i . Comme a =b =1, d’apres la propriété du
paragraphe 5.b., on note G = bary{(A, 1), (B, 1)}, clest
le milieu de [AB].
100 - GA? -
2
«Comme AB=3,GA=GB=

GBZL

6 _

Onnote a =

=41.

« Par conséquent, comme o > 0, 'ensemble cherché
est le cercle de centre G et de rayon v41.

A G B
GA+GB=0
b'.................
A B G
~GA+2GB=0
GA+2AB=0

Cargo 1" C/S — Livre du Professeur



n Barycentre de points pondérés

A G B

_GA-2GB= 0< GA+2GB= 0.

d.I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A G B

%541%(?3’: 0 < GA+2GB= 0.

il a.AM +4MB= 0 < —-MA + 4MB = 0.
Donc M = bary{(A, -1), (B, 4)}. (-1 + 4 = 0).
b. BM = 7MA <> 7MA + MB = 0.

Donc M = bary{(A, 7), (B, )} (7 + (1) 2 0).

c. % MA - MB = 0.
Donc M = bary{(4, %) (8,-1)) (% +(=1)£0).

d.3MB + MA + MB= 0 < 4MB + MA = 0.
Donc M = bary{(A, 1), (B,4)} (1 +4=0).

[ a.Comme 3 + (-4) = -1 #0, G existe.
Par définition : 3GA — 4GB = 0.

En utilisant la relation de Chasles :
3GA-4(GA+AB)= 0« -GA-4AB=0
= A_G>= 4A_B>.

A B G

b. Comme -1 +5=4 %0, G existe.
Par définition : ~GA + 5GB = 0.
En utilisant la relation de Chasles :
~GA +5(GA+AB)= 0 < 4GA +5AB= 0
< AB=2 AB.
4

A B G
¢. Comme 7 + (-7) = 0, G n'existe pas.
d. Comme 1 + % = % =10, Gexiste.

2

Par définition : %G_A>+ §(TB>: 6 soit GA + 2GB = 0.

En utilisant la relation de Chasles :
GA+2(GA+AB)= 0 < 3GA+2AB=0
< AG= % AB.

A G B

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

e. Comme (-5) + (-10) =-15 # 0, G existe.

Par définition : ~5GA — 10GB = 6, soit GA + 2GB = 0.
On retrouve le point G de la question d.

f.Comme 0,5 + (-=3) =-2,5 # 0, G existe.

Par définition, 0,5GA — 3GB = 0.

En utilisant la relation de Chasles :

0,5GA - 3(GA + AB) =0 <> -2,5GA - 3AB =0

< AG= g AB,

A B G

23y désigne un point du plan. D'aprés la relation de
Chasles :

aMA + bMB = aMA + b(MA + AB)
= (a + b) MA + bAB = bAB.

2 a.GB=-2GA < 2GA + GB=0.

a=2etb=1.
b. 5GA = GB <> 5GA - GB = 0.
a=5etb=-1.
¢.GA + GB =0. a=b=1.
d. %:4% donc 3GA - 4GB =0.
GB=3BA
a=3etb=-4.
25| Dispositif 1
{MXCA:3M><CB©{CA:3CB (carM>0)
Ce[AB] Ce[AB]
©§+3§=6©a=%ﬁ
A C B
Dispositif 2
{3M><CA=2M><CB©{3CA=2CB (carM > 0)
Ce[AB] Ce[AB]
©3c7\>+2c_§:6©c_>:§ﬁ
m 1 1 1 1 150
A ¢ ¢ 8
6 2

{MXAC: 150 x CB
Ce[AB].
2

Donc M =150 % c soit M =50 kg.

-8-



Barycentre de points pondérés n

i a.Par définition, d'une part 2GE-3GF=0
et—3EH + 2FH = 0.

En utilisant la relation de Chasles, on a:
«2GE-3(GE+GF)= 0

< -GE=3EF < EG = 3EF

«—3EH+2FH= 0

< -3(EF+FH)+2FH= 0

= —3E_F)— FH = 6

< FH=-3EF=3FE.

b. Les points E, F et G sont alignés d'une part, et

d’autre part, les points E, F et H sont alignés. Ainsi,
les points E, F, G, H sont alignés.

Bl a. Par définition du barycentre, _GA+5GB = 0.
En utilisant la relation de Chasles :

(GO + OA) +5(GO + 0OB) = 0
< 4GO-0A+50B=0
®40_(>5:—ﬁ+5(ﬁ

Onaalors:
0G = }}(—(ﬁ+5ﬁ
b. Ainsi :
= _1 4\_>
X.=Xge= é_l( xA+5xB)— 4(1 +5x% 5) 2
. 1 _7
Ye=VYoec= 4_1( Y, +5y,) 4( 3+5><2) 4
29PN Pardéﬁnition:3ﬁ—20?= 0.
Ainsi, d'apres I'égalité de Chasles :
3QR-2(QR+RS)= 0
@@?:2@
Q\
R S

b.30R-205= 0« 3 QR -Q5 = 0
<30R -2Q5 =0
< Q=bary{(R’, 3),(S",-2)} 3 + (~2) 2 0).

Barycentre de trois ou quatre points

Bl a.1+3+ (-4) =0. Donc non.

1 + (—1) :l+ (—l) # 0. Donc oui.
3 2712 2
c.0,2+0,2+(-2x0,2)=0.Donc non.

d. /7 -3 -4 = 0. Donc oui.

b.1+
4

— >

Ell a.AB-4AD +5AC= 0
donc A =bary{(B, 1), (C,5), (D, -4)} (1 + 5 + (-4) = 0).
b. A =bary{(B, 2), (C, 10), (D, -8)}.

EE 2EG=3EF-2EH
< 2EG-3EF+2EH=0
donc E = bary{(G, 2), (F,-3), (H,2)} 2+ (-3) + 2= 0).

EE G est le centre de gravité du triangle ABC, donc
A=bary{(A, 1),(8,1),(C 1)}

EZ a.Ona:3EP+2FP-2GP = 0.

Comme 3 + 1 + (-2) =2 # 0, le barycentre (noté P)
des points pondérés (E, 3), (F, 1) et (G, -2) existe et
est unique.

b. Par définition : 3Q_E>+ @?: 0 3+1=0).
En utilisant la relation de Chasles :
3QE+QE+EF=0< QE= % FE.

F Q
¢. - D'apres le barycentre partiel :
P =bary{(E, 3), (F, 1), (G, -2)}
P=bary{(Q,3 + 1), (G, -2)}
P =bary{(Q, 4), (G, -2)}.
Donc 4P_Q>— 2PG= 0
« En utilisant la relation de Chasles, on a:
2PQ- (PQ+QG) = 0 = PQ= QG < QP =-QG.

FE .3AI-BI+2C/= 0« 3JA—IB+2IC= 0
< I=bary{(A, 3), (B,-1), (C,2)} B3 + (=1) + 2= 0).

+ On note H = bary{(A, 3), (B,-1)}
(existecar3+ (-1)=2=0).

« D'apres le barycentre partiel, ona:
I=bary{(A, 3), (B, -1), (C, 2)}
I=bary{(H, 3+ (-1), (C, 2)}
I=bary{(H, 2), (C, 2)}

I est donc le milieu de [HC].

Cargo 1" C/S — Livre du Professeur



n Barycentre de points pondérés

« Construisons d’abord le point H. D’apres la relation 39)0 D’aprés le barycentre partiel :

deChasles: G = bary{(4, 3), (8,-1), (C, 3), (D, -1}
< 2HA-AB= 0« HA= % AB. G = bary{(, 2), U, )

c ot {/=bary{(4, 3), (8, -1)}

{J=bary{(C,3),(D,-1)} (3+(-1) = 0).
| « Construction des pomts letJ:
B 3A_IB=0<3A_IA-AB=0
A c»ZIA:AB@W—EAB
H ldem: JC=1 CD

E[8 M désigne un point du plan. D'aprés la relation D . C /
de Chasles : G
aMA + bMB + cMC

-

= a(MG + GA) + b(MG + GB) + (MG + GC) . .

=(a+ b+ MG + aGA + bGB + cGC. A . B
OrG:biry{(A,£) (8,b) b), (c 0 + On place G milieu de [1J].
donc a@+ bCﬁ+ ch O, .
donc aMA + bMB + cMC = (a + b+ c)MG.

a. Comme ABCD est un parallélogramme :
DA +DC=DB <> DA-DB+DC=0

EXl D’aprés la relation de Chasles : < D=bary{(A,1),(B,-1), (C N} (1 +(-1)+1=1=0).
aMA + bMB + cMC b. / est le milieu de [DC], donc ID + IC = 0.

— aMA + b(MA + AB) + c(MA + A0 E_n)utlis)arlt la rela_tif)nif CfEs)Iei:

= (a+ b+ )MA + bAB + cAC = bAB + cAC. D+IC=0 «IA+AD+iC=0

< IA+BC+IC=0

EL] a. Par déjnitioEt Iarilatiin deﬁChasIes : (AD = BO)
_IA+4B=0< -IA+4(A+AB)=0 S IATBAICHIC=0
<3A+4AB=0<IA=-2 2B < IA=IB+2IC=0
YT 3 o I=bary{(A 1), B,~1) (C, 2} (1 + (<1) + 2 =2 % 0).
b. Par définition et la relation de Chasles : a. G est I |sobarycentre des points A, B, C. Donc
2JC+JD=0<2JC+IC+CD=0 GA+GB+GC 0.

« En utilisant la relation de Chasles :
GA + (ﬁ+,r8)+ (Cﬁ+f) =0
<3GA+AB+AC=0
=3GA+24AA =0

=3JC=-CD«JC= 1 DC.

3.
¢. « Par le barycentre partiel :
G =bary{(A, -1), (B,4), (G, 2), (D, 1)}
G =bary{(, (-1)+4),(J,2+ 1)} -
G =bary{(,3), U, 3)} (A" milieu de [B(]).

« G est donc le milieu de [1J]. ) Idenﬁour Edelix autres.
D J C b.:3GA + 2AA” =0, donc les points G, A, A" sont

' ! ' ! alignés.

.3GB+2BB = 6, donc les points G, B, B” sont alignés.
A G -3GC +2CC =0, donc les points G, C, C" sont
alignés.

B . (AA"), (BB) et (CC") sont les trois médianes du

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur -10 -



Barycentre de points pondérés n

triangle ABC. D'aprés la question b., GE (AA"), G
(BB") et G € (CC"). G est donc l'intersection des trois
médianes : c’est le centre de gravité du triangle ABC.

2 On cherche G tel que 2GA +3GB + 4GC = 0.
+On note H = bary{(A, 2), (B, 3)}.

Alors par définition et d'aprés la relation de Chasles :
2HA +3HB =0

< 2HA +3(HA +AB)=0

< 5HA+3AB=0

o HA= % BA

« D'apres le barycentre partiel, ona:

G =bary{(A, 2), (B, 3), (C, 4)}

G = bary{(H, 2 + 5), (C, 4)}
G = bary{(H, 5), (C, 4)}.

- On écrit alors 5GH + 4GC = 0.
D'apreés la relation de Chasles :

5GH + 4(GH + HO) =0
< 9GH+4HC=0
©G_’H=‘§‘c_/-7.

[% . L estle milieu de [AK] donc L = bary{(4, 2}, (K, 2)}.

« K milieu de [BC] donc K = bary{(B, 1), (C, 1)}.

« Ainsi, par le barycentre partiel :
L =bary{(A, 2), (B, 1), (C, 1)}.

M am _15X2+18Xx1+17X3_ 99

=22=16,5
2+1+3 6
Alia 16,5 de moyenne.
b. c.
A CcC ME B
| | | e oIseye 1]
16 1718
0 5 10 15 20

d.Onposea=2,b=1etc=3.LepointC
représente la note 15.

Le point D représente la note 18.

Le point E represente la note 17.

On aalors : 2MC + MD + 3ME =0.
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5 a.Parle barycentre partiel, comme
I'=bary{(A, 1), (B, 1)},

J=bary{(B, 1), (C, 1)},

K= bary{(C, 1), (D, 1)},

L =bary{(D, 1), (A, 1)},

(car ce sont les milieux des segments associés), on a:
« G =bary{(A, 1),(B,1),(C1),(D, 1)}

G= bary{(,2), 2)}

« G =bary{(A, 1), (D, 1),(C1),(B, 1)}

G=  bary{(L,?2), 2)}.

b. Comme G =bary{(/, 2), (K, 2)}, G € (IK) et comme G
= bary{(L, 2), U, 2)}, G € (LJ). Donc les diagonales de
IJKL se coupent en G et c'est le milieu de [IK] et de [LJ].

« Comme les diagonales du quadrilatéere [JKJ se
coupent en leur milieu, c'est un parallélogramme.

(K,
(C
Y,
)

a.Ona:
{MG_A>+ M,GB=0
M.GA + MGB =0
En utilisant la relation de Chasles, on a:
{M?A+M4GT\+/\T%)=6
M_GA + M(GA + AB) =0
- {(M +M)GA =M BA
(M, + M)GA = MBA
orM.>0etM>0
M+M, _M,+M

donc

: M
<M (M, +M)=MM+M,)
< MM, +MM =M +MM,
< M =MM,

donc M =VM ,(carM > 0).
b.- VM, OetM “;M2>o

Ainsi, comparer ces deux nombres revient a
comparer leurs carrés :

(- (P2 2 <

12

M2+ 2M M. + M 2
MIMZ_ 1 ) 2
4
1(M12+M22)

1
= M1M2 - §M1M2 -

__M2- 2/\/121/\/1 M2 __ M =M
donc (VMM )2 < (M +M)

12

donc \/M1M < M, ;Mz .

¢. Le choix de la marchande n'est donc pas équitable.

Cargo 1" C/S — Livre du Professeur
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Ligne de niveau

Bl a=b=1etk=2.
On note G = bary{(A, 1), (B, 1)} et on pose
Ol:2—GA2—GBZ'
1+1

Ainsi, comme G milieu de [AB] avecAB=2,0na:
2-12-12 _2-2

2 -2
Comme a. =0, I'ensemble cherché est le point G.
Donc réponse c.

=0.

7 a. Par définition et en utilisant la relation de
Chasles :

4A-IB=0 < 4A-IA-AB=0
@3/T=ﬁ

b. M désigne un point du plan. On a, d’'aprés la
relation de Chasles :

4AM - BM = 4(Al + IM) - (B + IM)
— 4AI- Bl + 3IM=3IM

——

=0
car | =bary{(4, 1), (B, -1)}.
c.||[4AM - BM|| = 3AB < ||3IM]| = 3AB
< 3IM=3AB
< IM=AB
< Me%€I(l;AB)
(voir figure au a.)

7 a. Par définition et en utilisant la relation de
Chasles :

KA -2KB = 0 < KA - 2(KA+ AB) = 0
o KA = ZA—B).
b. Par définition et en utilisant la relation de Chasles :
—3LC+2LD= 0« -3LC+2(LC+ CD) = 0
< -IC+2CD= 6

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

< [C=2CD.

c. M désigne un point du plan.

« AM - 2BM = (AK + KM) - 2(BK + KM)
= AK - 2BK - KM = KM

—

«—3CM + 2DM = -3(CL + LM) + 2(DL + LM)
=_3CL+2DL-IM=-IM

=0
d. ||AM - 2BM|| = ||-3CM + 2DM||
< [|=KM|| = [|-LM]|
< KM=ILM
< M e D oudD est la médiatrice du segment [KL].

HU 1.a.0n note K = bary{(A, 1), (B, 4)}.

Ona:KA+4KB=0

< 5KA+4AB= 0

c)/W:‘g‘ﬁ

Puis par le barycentre partiel, / = bary{(K, 5), (C, -1)}.

Ona:5K-IC=0

@5/71/7)—/(_5:6

< IK=1KC

b.Ona:4

JA+3JB=0 < JA+3UA+AB) =0
< 4JA+3AB=0

< AJ=3 8.
4 2
9
/ K
J
g C

-12 -



Barycentre de points pondérés n

c.||AM + 4BM — CM|| = ||MA + 3MB||
< [|4iM]| = ||4IM]
< IM=IM
< Me D oudD est la médiatrice du segment [LJ].
2..0n pose I’ =bary{(A, 5), (B,-1), (C,-2)},
K= bary{(A, 5), (B,-1)}.
Ona:5KA-KB=0 < 4KA=AB
et5/A-I'B-2'C=0 «<4I'K-2IC=0
< 20'K-T'K- K_C')= 6
< 'K=KC
On note J” le milieu du segment [AB]. _
Ainsi, ||[5AM — BM - 2CM|| = ||MA + MB|
< [[2I'M]| = |[20°M]|
< I'M=JM
< MeD ou Y est la médiatrice du segment [/°J7].

Bl a=b=1.0nnote G= bary{(A, 1), (B, 1)}, soit G le
milieu de [AB].
4 - GA? - GB?

T+1

2 2
a=4-2-2 :—‘5‘:—2<o

a.0n posea =

2
Donc I'ensemble est vide.

2
20-(2)'x2
b. On pose a = 2
1+1

20-2

2 _15
2 4
Donc I'ensemble est le cercle de centre G et de rayon
VTS,

2

a=

Se tester

EE 1. Faux ; 2.Vrai; 3. Faux; 4. Vrai; 5. Vrai.

2 1. Faux. AG = 1R)© 3AG=AC.
D’apres la relation de Chasles :

3AG —(AG +GC) =0 <> 2AG-GC=0
= 2Cﬁ+ ?26

< G=bhary{(4, 2), (C, 1)}

2. Vrai. F est le milieu de [BC] donc F=bary {(B, 1), (C, 1)}.
Ainsi, d'apres le barycentre partiel,

E=bary{(A, 2),(B,1),(C 1)}

E=bary{(A, 2), (F, 2)}

et E est le milieu de [AF].

2,5cm 2,5cm

2 On note G le milieu de [AB].Ona:
MA? - MB?* =1
< (MG + GA) . (MG + GA) - (MG + GB) . (MG + GB) = 1
< (MG +2MG . GA + GA?) - (MG* + 2MG . GB + GB?) = 1
< 2MG.(GA-GB)=1
= ZIW; . BT4>= 1.
On note H le point de la droite (AB) tel que 2HG .BA=1.
Alors :
MA? = MB*=1 < 2(MH + HG) .BA=1

< 2MH .BA+2HG .BA=1

= 2/\7?'/ . BT4>= 0

= /\W-/ . BT4>= 0
Donc I'ensemble des points M est la droite &
perpendiculaire a la droite (AB) passant par H.

)

G |H

3.Faux. 3RE=GE

3RE—(GR+RE) =0 <> 2RE— GR =0

= 2ﬁ+ R_G>= 6

< R=bary{(E, 2), (G, 1)}

4.Vrai. EF = 2F_T.>D’aprés la relation de Chasles :
EF— 2(FE+ET) =0 <> EF + 2EF - 2ET=0

< 3EF-2ET= 6

< E=bary{(F, 3), (T, -2)}.

5.Vrai.Danscecas,a=b=1etk=10.0nnote Gle
k - GK? - GL?

milieu de [LK]. On pose a =
1+1
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n Barycentre de points pondérés

Comme a > 0, I'ensemble des points M du plan tels
que MK* + ML*=10 est le cercle de centre G et de
rayonV4=2.

B 1.c.:2.b.;3.a.;4.a.

5 1.b. D'aprés le barycentre partiel,on a:

G = bary {(Al _5)1 (BI 5)! (Cl 3)}°

G =bary{(A,-5), (H,5+ 3)}.

G =bary{(A, -5), (H, 8)}.

ou H=bary{(8,5), (C, 3)}.

« Ainsi, G = bary {(A,1 ), (H, - g)} par multiplication
par k (homogénéité du barycentre).

2. ¢. On observe que : DC=2CG < DC+2GC=0.

exercices d'approfondissement

Xl Concours de droites
a.G=Dbary{(A, 2),(B,1),(C, 3)}
» Montrons que / = bary{(A, 2), (B, 1)}.
Par définition, 3AI=AB.
Donc par la relation de Chasles :
3AI- (Al +1B)= 0« 2AI-IB= 0
= 2W+ /F)= 6
< [=bary{(A, 2), (B, 1)}.
« Montrons que J = bary{(B, 1), (C, 3)}.
Par définition, 4CJ=CB.
Donc par la relation de Chasles :
4CJ-(CJ+JB)= 0« 3C/-JB=0
«<3JC+JB=0
< J=bhary{(B, 1), (C, 3)}.
« Montrons que K = bary{(A, 2), (C, 3)}.
Par définition, 5CK = 2CA.
Donc par la relation de Chasles :
5CK-2(CK+KA)= 0« 3CK-2KA= 0
< 3KC+2KA= 0
< K=bary{(A, 2), (C, 3)}.
« On utilise alors la propriété du barycentre partiel :
G =bary{(A, 2), (B, 1), (C, 3)}

G=bary{ (/,3), (C,3)}

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

D’apreés la relation de Chasles,
DC+2GC=0<3GC+DG=0

= 3&— CTD)= 6

< G=bary{(C 3), (D, -1}

3. b. - Fétant le milieu de [DC],
F=bary{(D, 3), (C, 3)}.

Ainsi, par la propriété du barycentre partiel,
H = bary {(E, 5), (F, 6)}.

H=bary{(E, 5), (D, 3), (C, 3)}.

4. a. On cherche un nombre réel a tel que
1+(-1)+a=0 et DA —DB +aDC = 0.

Or, comme ABCD est un rectangle,

DA +DC=DB.

Ainsi, DA — DB +DC= Oeta=1.

puis G = bary{(A, 2), (B, 1), (C, 3)}

G=Dbary{(A, 2), (, 4)}
et enfin, G =bary{(B, 1), (4, 2), (C, 3)}

G=bary{(B, 1), (K, 5)}
b. Ainsi, (G € (IC)
Ge(A))
G (BK)
Ces trois droites sont donc concourantes (en G).

£ Points alignés
a. Par définition :

3CQ CA Donc d'apres la relation de Chasles :
3CO-(CQ+QA)=0

i eis
< 2QC+QA=0

< Q=bary{(A,1),(C,2}(@a=1etb=2).
b. - Comme R est le milieu de [AB], (ﬁ + (ﬁ: 2@
(propriété du parallélogramme).

« Comme Cestle le milieu de [PB], QP + QB = 2QC soit
QP=-0B+2QC (proprlete du parallélogramme).
c.-QP= —QB + ZQC (d’ d'apres b.)

= QP = QB QA (d' apres a.)
= QP = —ZQR (d’ dapres b.)
< QP+2QR=0
< Q=bary{(P, 1), (R, 2)}.
« Les points Q, P, R sont donc alignés.
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& Lieu de points et paramétre

1.a.G,_existe si et seulement sim?+(2m-3) 0.
On remarque que:
m*+(2m-3)=m?*+2m-3=(m-1)(m + 3).
Ainsi, G_existe, si et seulement si, m € R\{1; -3}.

b. m désigne un nombre de R\{1; - 3} et M un point
duplan:

Alors par la relation de Chasles et la définition de G _,
ona:

m? MA + (2m-3) MB
=mMG_+G_A)+(2m-3)(MG_+G B)
:(m2+2m—3)/\%>m+m2(5—m,47+(2m—3)@?
=(Mm*+2m- 3)/\76)m
(car G, =bay{(A; m?), (B;2m - 3)}.

On obtient alors :

ME (€ ) < ||(m*+2m -3)MG _|| = AB

< |m?+2m -3|MG_=AB.

<MEe(€,)

= MG :L(carm:ﬂetmi%)
" |m?+2m = 3|

emedls,; A )

™" |m?+2m - 3|
2.-Pourm=2,|m*+2m-3|=[22+2%x2-3|=5
doncL: 2.
|[m?+2m - 3|
(&) est donc le cercle de centre G, = bary{(A; 4), (B; 1)}
et de rayon 2 cm.

(&)
2cm
U I I

A B

Pourm=3,|m?*+2m-3|=|32+2x3-3|=12
doncL:m: 2.

Im?>+2m-3] 12 6
(&) est donc le cercle de centre G, = bary{(A; 9), (B; 3)}

et derayon % cm.

(&)

3
25 cm

O
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[l Cercleinscrit dans un triangle

1. a. D'aprés la relation de Chasles et la définition de
I:

(a+ b+ c)Al = bAB + cAC

or(a+b+c)=0donc

Al=— b _Ap+__ ¢ AC
a+b+c a+b+c
+ Ainsi, comme P et Q sont r@ecti_v)ement les points

de [AB] et [AC] tels que Al = AP + AQ, il suit que
AF-_b 75

at+b+c

AQ=_—C __AC
at+b+c

Par conséquent :

|AP]| = —2—||AB|| = —2*—=—°__||AC]|
a+b+c a+b+c a+b+c
=[|AQ]]

b. - Par construction, le quadrilatére AQIP est un
parallélogramme. Comme de plus, ||AP|| = ||AQ]|, c'est
un losange.

« Ainsi, la diagonale (A/) est aussi la bissectrice de
I'angle BAC.

Le point / appartient donc a la bissectrice de I'angle
BAC.

2.-Soient P" et Q’ les points respectifs des segments
[BA] et [B(] tels que BP’ +BQ =8I,

De la méme manieére,

comme (a + b + c)ﬁz aBA + cB_C>, on montre que /
appartient a la bissectrice de I'angle ABC.

« Par conséquent, | appartient a deux bissectrices,
donc cest le centre du cercle inscrit dans le triangle
ABC.

[ Centres d'inertie
1.a.(P,) est de forme rectangle.

Son centre d'inertie, noté /, est le centre de ses diago-
nales.

Samassem est5x3Xx1x10,5x 10%=157,5x107°.
(%) est de forme triangle.

Son centre d'inertie, noté |, est le centre de gravité du
triangle ABC.

Sa masse m, est 2X5

X 1%19,3%x10%=96,5x 107

b. Le centre d'inertie, noté /, de la plaque (%) estalors:
I="bary{(l, m)), (L, m)}.
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2, 4
>
4 9
3
>

2 2, " ]
- P est de forme rectangle.

Son centre d'inertie, noté /, est le centre de ses dia-
gonales.
Samasse, m est4x4x1x10Xx 10°=16x 107,

- P, est de forme rectangle.
m,=1x(@4+2x3)x10x10°
m,=10x10x 10

m,=10"

«Donc/=bary{(l, m), (L, m,)}.

(£ Centre d'inertie et isobarycentre

a. Dans le triangle ABC, (MN) est la droite passant
par les milieux des c6tés [AB] et [AC], elle est donc
paralléle a la droite (BC). Ainsi, le quadrilatere MNCB
est un trapeze

b. Le triangle ABC peut étre considéré comme la
juxtaposition de deux plaques homogenes : le
triangle AMN et le trapeze MNCB.

On désigne par J et K les centres d'inertie respectifs
des tiangles AMN et ABC, c'est-a-dire leur centre de
gravité, et par G le centre d'inertie du trapéze MNCB.
Le triangle AMN est I'image du triangle ABC par

I'hnomothétie h de centre A et de rapport %
Aire(AMN) 1 Aire(AMN) 1

Aire(ABC) 4 Aire(MNCB) 3’
Les plaques AMN, ABC et MNBC sont homogeénes,
donc leurs masses sont proportionnelles a leurs aires.
Donc K est le barycentre des points pondérés (J, 1) et
(G, 3).
Ona:AJ=3AG =4AK. (1)
Soit A' le milieu de [B(] :
ﬁz%ﬁz%b@l/\_@ et/\_J):%/W:%(@)+A_C)).

en remplacant dans (1), on obtient :

4 — 1,-— -—=

3/E>=§(AB+/TC’)—E(AB+A

©rc-;:%(ﬁ+m 2)

c. Lisobarycentre / des points M, N, C et B est tel que :

Al=—
4

1%—>—>—>

(AM+AN+AB+ A
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_4(2AB+AC+AB+/Y)
_é% —>
- 8(AB+AC). 3)
d.Gi=_"b ﬁdoncGA:‘ b ‘BA.
a+b a+

Or, |a| > |b| lorsque :
-1e'cas:a>b>0;danscecas,| b I: b <l,
donc Gest plus proche de 4. a4 tbl a+b
-Zecas:a<b<0;danscecas,| b I: ol %
donc G est plus proche de A. a+bl |af+|b]
«3%cas:a<0,b>0;dans ce cas, <0,
donc Gest plus prochede A. ¢ +b
«4¢cas:a>0,b<0;dans ce cas, b <0,

a+b

donc G est plus proche de A.

(E Position du barycentre
Par définition de G, on a aGA + bGB = 0.
a.-Sia:O,anrsb;tOetCﬁ: 0.

Donc G=B.
-Sib:O,anrsa:tOet@\): 0.
Donc G=A.
b.Commea+b¢0,@\): b BA.
a+b

Ona0< < 1,donc G €[AB]

a+b
c. Si a et b sont de signe opposé, alors G € (AB)\[AB].

(! Orthocentre
a. - Dans le triangle ABA" rectangleen A", ona:

M~ AA’
tan(ABC) = ——.
AB
Puis, dans le triangle AA'Crectangleen A", on a

tan(B/(_'z\L\) = A—A'.
A'C

De plus, A" € [BC].
Ainsi, AA' = A'Btan(ABC) = A'Ctan(BCA)

orA'B/e\tA'C sont de sens contraire ; tan(A/BE) >0et
tan(BCA) > 0,

d'oti tan(BCA)A'C + tan(ABO)A'B = .
+ On procéde de méme pour B' et pour C.
b. Chaque angle B/A\C,A/B?_'etA/(_'\B est dans ]0 ; g[

donc tan(&?C) >0, tan(/@) >0 et tan(/@) > 0.
Par conséquent, tan(A/B?_') + tan(tﬁ\\(_') + tan(A/C\B) = 0.
D'ou l'existence de K.
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c. Par le barycentre partiel :
- K = bary{(A, tan(BAQ)), (8, tan(ABC)), (C, tan(ABC)}

K = bary{(A, tan(BAC)), (A", tan(ABC) + tan(ACB)}
#0

doncKeE (AA).

«ldem K& (BB), K€ (CC).

d. (AA), (BB’) et (CC’) désignent les trois hauteurs
du triangle ABC. H désigne l'orthocentre. Or d'apres

la question c., K est le point de concours de ces trois
droites. Ainsi, H =K.

(5 Des démonstrations
1.a.Comme a + b =0, G existe.
b. Pour tout point M du plan:
aMA? + bMB? = a(MG + GA)* + b(MG + GB)?
= a(MG? + 2MG . GA + GA?) + b(MG* + 2MG . GB + GB?)
= (a+ b)MG? + 2MG . (aGA + bGB) + aGA? + bGB,
OraGA + bGB= 0 (car G =bary{(A, a), (B, b)})
Donc aMA? + bMB? = (a + b)MG? + aGA? + bGB?
Ainsi :
Me (€, < aMA’ + bMB* = k

< (a+bMG* + aGA? + bGB* =k

@MGz:h—aGAZ—bGBZ (cara + b #0).
a+b
C. Posonscl:k_aGAz_bGB2 .
a+b

+1*" cas:a <0.Alors (€,) est I'ensemble vide.
+2°cas:a>0.(¢é)) estle cercle de centre G et de
rayon V.
*3°cas:a=0.AinsiMEE == MG=0=M=0G.
(€,) est I'ensemble formé par l'unique point G.
2, a. Pour tout point M du plan:
MA? - MB? = (MG + GAY? - (MG + GB)?
= (MG? + 2MG . GA + GA?) - (MG? + 2MG . GB + GB?)
= 2MG . (GA - GB) + GA? - GB?
=2MG.BA  (carGA=GB)
=2AB . GM.
b.M€E (€,) « MA*-MB*=k’
= ZA_B). @)/I =k’
< 2AB.(GH+HM) =k’
< 2AB.GH+2AB.HM =k
©2A—B).a')/+2A—B>.m/l:k'
< AB.HM=0.
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c. (€,) est la droite passant par H perpendiculaire a la
droite (AB).

(1] Uneligne de niveau
1.a.
Z(W—/\7§+/\7(>_')(ZXA—XB+XC—2x;2yA—yB+yC—2y)
et MD + ZME(XD +2X.-3X; Y, + 2, - 3y).
Ainsi, M € (€)
= 12=(2x, - x, + X - 2x)(x, + 2x,. - 3x)
+(2Y, =Y+ Y =29y, + 2y, - 3Y)
= 12 =6x? +x[=2(x, + 2x,) - 3(2x, - x, + x )]
+ (X, + 2x)(2x, - x, + x ) + % +y[=2(y, +2y,)
-3(2y, ~ Y, +yc)] + (yD +2y)Q2y, -Y, +yC)
<X+ +x[—%(xD +2x) +1/2 (x, = x .= 2x))]

+ y[—% (v, +2y) + %(yB -y =2y,

=2+ (XD+2XE)(X3_XC_2XA) + (yD+ ZyE)(yB_yC— 2yA)

6

(a:xB—xc—ZxA

2
b= X, + 2xE
Posons 3
| c=Ys Y=,
2
\d=Yot 2y,
3

Ainsi,
Me (€)= x*+y*+(a@-b)x+(c-dy=2+ab+cd

b.ME (&) = (x- L) 4 [y A=Cf

=2+ab+cd+

(b-a)+(d-c)
4

Olr(b—a)2+(d—c)2Jr (ab +cd) x 4

4 4
_b’+a+d*+*+2ab+2cd

4
(b+a)+(c+d)?

4
V(b + a)? + (c + d)?

2 7

b-a)? d-c)?
Me (€ X — +y- =X’
(&) = (- 222 4 [y-4=<]

(€) est donc le cercle de centre Q( b-a ; d—c) et
derayonr. 2

>0

donc en posantr =

2.a.Comme2+(-1)+1=2=0et1+2=3=%0,les
barycentres G, et G, existent.
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b. Pour tout point M du plan, d'apreés la relation de
Chasles :

- 2MA - MB + MC = 2MG, + 2GA— G B+ G,C = 2MG,

-0
-/\71)3+2/WE:3/\762+G_27)+C7275:3/W62

=0
- Ainsi, M € (€) < 2MG, .3MG, = 12 < MG, . MG, = 2.
c. D'apres la relation de Chasles,
MG, .MG, = (MH + HG ) + (MH + HG))
=MH?+MH . (HG, + HG,) + HG, . HG,

O¢

=MH - HG? ca {

=—HG
GG}

= MH, - 1

Par conséquent,

GG/
ME(%)@/VIG /VIG =2 MH*=2+

<> M est sur le cercle de centre H et de rayon

2
2+GG
\j 4

Problémes

69 Ligne de niveau: MA _

1.k<0;(€,) estl'ensemble vide.
2.k=0:M€E(€) < MA=0.Donc € ={A}.
3.k=1.M€e€(€,) < MA=MB.Donc ¢ estla
médiatrice du segment [AB].

4.k>0etk=0.

a.Me (%k) < MA = kMB < MA? = kXMB?

b. 1+ (-k?) #0cark>0etk=#1doncG existe et est

unique.

c. MA? - k*MB? = (MG + GAY? -
= (1 - KYMG? + 2MG . (GA -

K2(MG + GB)?

k2GB) + GA? — k2GB?

=0

Donc M€ (€)) = (1 - K)MG* = k’GB* - GA*.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

[¥i Produit scalaire et ligne de niveau

a. Pour tout point M du plan:

MA .MB = (MI + IAY . (MI + IB)
=MP+MI.(A+IB)+IA.IB

= 0 car / milieu de [AB]
= MP - IA2
2 4
Ainsi, M€ (€,) < MA . MB =k

e MP=k+2B

b..-1° cas: k+AB >0;

4
(€,) est le cercle de centre | et de rayon Vk + Af .

AB?

.2°cas: k=- (€ ,) est réduit au point /.

AB?

.3°cas: k< - T; (%k) =@ (ensemble vide).

(] Prise d'initiative

a. G=bary{(A, 1), (I, 3)}; I =bary{(C, 2), (B, 1)}
donc G = bary{(A, 1), (C, 2), (B, 1)}.

b. On note G" milieu de [AB].

Alors : G = bary{(G, 2), (C, 2)} d'apres la propriété
du barycentre partiel. Donc G milieu de (G'C) ;
donc G" € (CG). Or G € (AB) par définition de G’,
donc G"=H; H est le milieu de [AB].

k’GB? - GA?

d.Me(‘é)@MG2 o k#1,k>0.
Ainsi : kGBZ—szA <0, (¢ ,) estl'ensemble vide
. k*GB* - GA? _
oS % >0, (€) est le cercle de centre
G et de rayon %

e.AB=4cm.
«Pour k=0,5; G=bary{(A, 1), (B, -025)}

donc GA - 0,25@2 OetAG= 0,25 AB = lﬂi

1-0,25 3

Donc AG = %AB = % cm.

De méme, BG = gAB = ? cm.
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Barycentre de points pondérés n

5[0,

insi_[KGB" = GA” _
1-K2 1-0,25 3

(%05) est donc le cercle de centre G et de rayon % cm.

« Pour k=3 ; G=bary{(A, 1), (B, -9)}

— 9—> 09— 9
AG=—AB==AB.DoncAG==
donc s 3 onc 5 cm

De méme, BG = %AB. Donc BG = % cm

Ainsi / k'GB* - GA” _
1-k?

(€,) est donc le cercle de centre G et de rayon 1,5 cm.

=1,5>0.

£l Barycentre et aires
1.a. {aire(ABC) _h XZBC f

aire(AA'B) =

hxAB
2

donc 2ire(ABO) aire(ABC) _ h _ aire(AA'B) 8 A C

BC 2 AB
nc aire(AA'B) _ A'B
aire(ABC)  BC
b.A €[BClet A" =bary{B, AC), (C,A'B)}.
BA =AB «BC
En effet:

CT‘\)’ =£X C?

BC
BC &
_ AC
SOitA"CXBA"'=-A'Bx CA’

doncﬂlﬁ':lf:—
AB

< ACxAB+ABXAC= 0.

aire(AA'B)

aire(ABC)

al.re(AA’C)>< BC.

aire(ABC)

% BO), ’alre(AAC)
0, (G e(ABO)

¢.Onsaitque A'B= x BC.

De la méme maniere, A'C =

aire(AA'B)
ire(ABC)

BC

re(ABC)

Donc A" =bary{(B, x BO)L

En multipliant parh— #0, parhomogénéité

du barycentre,on a:
A" =bary{(B, aire(AA"()), (C, aire(AA"B))}.

2. a. D’aprés le lemme des proportions, appliqué
dans les triangles AA'Cavec M€ [AA"],on a:
aire(AMC) _ MA'

aire(AAC)  pAA"

-19-

Ecrit dans le triangle AA’'Bavec M €[AA],ona:
aire(A'MB) _ MA'
aire(AAB)  AA"
Donc aire(AA'B) = ﬂalre(A’MA)
MA'

etaire(AA'C) = AAT aire(A’MQ).
MA'

De plus, d'aprés le 1.:
A" =bary{(B, aire(AA"()), (C, aire(AA"B))} donc par
homogénéité : (A_A’¢ 0)

MA'
A" = bary{(B, aire(A"MQ)), (C, aire(A’MB))}.
De plus,
aire(MAB) = aire(ABA’)
aire(MAC) = aire(ACA") -

—aire(A’MB)
re(A’MC)

aire(MAB) = [AA' - 1) aire(A"'MB)
MA'

aire(MAC) = (ﬂ - 1) aire(A’MQ).
MA'

Donc par homogénéité, (k = AA 1 » 0), on ale
résultat MA'

b. Méme raisonnement.

¢. « G=bary{(A, aire(BMC)), (C, aire(AMB)), (B, aire(AMC))}
= bary{(B’, aire(BMC) + aire(AMB)), (B, aire(AMC))}

donc G € (BB)).

+ G =bary{(A, aire(BMQ)), (B, aire(AMC)), (C, aire(AMB))}

G = bary{(A, aire(BMC()), (A", aire(AMC) + aire(AMB))}

donc G € (AA).

«AinsiG=(AA" )N

doncM=G.

(BB").OrM = (AA") N (BB")

il Centre d'inertie et barycentre

1.m =2xnx5x5x107

m, = 0,25m

m,=2xnx10°x5x 102 =n=4m..

On note / le centre d'inertie des plaques de masses
m, etm, etde centres O, et O,.On aalors:

M0, + m0; = § = 4i0] +10;= 6 = 0]= 100,
2. m=nx9x1x8=72n
m,=nXx1x1x8=8m=9m,.

a./=bary{(0, ;72n), (O, ; -8m)}

Par exemple, a=72met 3 =-8n
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n Barycentre de points pondérés

b.90]-0]=0<801=00,
@E:—lo_)o.
8

1 2

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

iZ Le croissant d'or

a. Le disque de centre O est la réunion du croissant
et du disque de centre O Dong, G est le barycentre
de (0, 1) et (O, -r).

Ona:r20_5’+(1 —rZ)O_G)=6.
)
O'(1-r;0)etO(0;0)doncG (7r; O).
T1+r

b. La condition est réalisée lorsque I'abscisse de G
est:1-2r.

-r
=1-2r=>r+r-1=0.
1+r
De plus, r est positif ; donc:r= ml -'2-\/5 .
1 2 V541 .
Remarque : —= = nombre d'or).
q PR 5 ( )
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E Trigonometrie

Activités d’introduction

Tangente a un cercle

On conjecture que mes ((jé\), O_>B) =2 mes (M/I), A_B>)

—

2. M€ (1) < 2 mes (AM, AQ) =

< 2mes (AM, AB) + 2 mes (AB, AO) = . (1)
Le triangle OAB est isocéle car les segments [OA] et
[OB] sont des rayons du cercle.

D'oli : mes (OA, OB) = 11 — 2mes (AB, AO). (2)
Les éqgalités (1) et (2) entrainent :

mes ((74), T& =2 mes (/W’, AT?)

Formules d’addition
1. aﬂ/l@s(a) ; sin (a)) ; N(cos(b) ; sin(b)).
b. (OM, ON) = a - b.
c. OM. ON = OM x ON x cos(a - b) = cos(a - b)
OM.ON = cos(a)cos(b) + sin(a) sin(b).
2. a. cos(—b) = cos(b) et sin(- b) = - sin(b).

b. cos(a + b) = cos(a - (- b))
= cos(a)cos(- b) - sin(a) sin(- b)
= cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b).

C. cos.(E b)—sm (b) etsm(— b)—cos(b)

d.sin(a - b—cosg— - )—cos( —a+b)
n

|
2 -ty -1

sin(a)cos(b) — cos(a)sin(b).

a) sin(b)

sin(a + b) =cos(g —-(a+b) ) =cos(g —a—b)

= cos(g - a)cos(— b) - sin(g - a)sin(— b)

=sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b).

Mmesures de grandes distancﬁ.s

_DC_h _bc__h

a.tan (B)_BC_}' b. tan (a)_AC_10+X'
c. h=xtan(B) eth=(10 + x)tan(cr)

= h - 10tan(a).

tan (o)
.., h-10tan(a) . .
A|n5|h——an ) tan(B) qui donne:
h=-10 tan(a) tan(p)

tan(B) - tan (o)
On en déduit h = 55m.

y sin(a)sin(B) _ sin(a)sin(P)
sin(B-o) sin(B)cos(a) — cos(B)sin(cx)
sin(a )sin(B)
cos(a)sin(P) tan(a) tan(P)

sin(B)cos(a) — cos(B)sin(cx) - tan(B) - tan (o)
cos(a)sin(B)

lignes trigonomeétriques d’angles
moitié
1. a. cos(2x) = cos(x + x) = cos(x)cos(x) — sin(x)sin(x)
= cos?(x) — sin?(x).

b. cos(2x) =2 cos*(x) - 1 = cos(x) = \/@

car cos(x) > 0.

cos (2x) = 1 - 2sin2(x) <> sin(x) = 12052

carsin(x) > 0.
1+ cos(ﬂ) 141
2 3

z.a.cos(g):\/ )

2 2
3
bcos(ﬁ 1+C;S(E)_ 1+7:\/m§
2 2
_v3
etsm(i): 1_C§S(g)— 1 27 = 2;\5.
canft)- 8|2 i

2 0 2 2
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E Trigonométrie

Saveir-faire
Fl a.(ACAB =-o:b.BAAO) =c—T: S|n(x+2?7T = sin(x, cos(2")+cos( )S|n(23")
¢.(CA BA)=-a. =~ Lsinp + ﬁcos(x).
:>>>_5TI_ f>\—>_ m 4_n _ 4n 4n
(BA,AC)—F,(CD,CA)——ﬁ- sm(x+ 3 =sin(x cos( )+cos )sm(3)
@ _4n.8n._2m :—lsin(x)—gcos(x).
3'3 3 D'ou A=0.
_ 3n 5n
[ ax=y 2"]03"7—2"-7 16 a.S:{—%+k2n;%+k2naveckeZ}.
bxséy[2n]car7?n—5?n¢k2n b.S:{g+k2n;23—”+k2naveckEZ}.
37n 25n Ll
2M 221 . .S={—+k kEZ}.
C.XZ y[2n] car 12 12) Zzk2m (d 4 mavec
d.x= y[2n]car37?"—6n+% mS:]§+k2n;2?"+k2n[,kEZ.

V2 V2 o
10 a.x=%+k2n,keZ. iE a-TCOS(X)—75|n(x)_1

b.x = _% +k2m kET. < cos(%) cos(x) — sin(%) sin(x) =1

©cos(x+£):—1 ©x+%:n+k2n,kEZ.

A= cos(n + l) + 2cos(l - n) + cos(2n - l)
) 4 4 S= {3I+k2naveckEZ}

a=-2o[ ) 2oy 2
2 b. On multiplie 'équation par ~=. Ainsi,
[E sin2x)=1-0,36=0,64. X+ =30 kon ke
- cos(x+l):—ﬂ© 4 4
Orxe [—;n] = sin(x) =0, 8. 4 2 m 37
2 x+::—7+k2n,kEZ
4
[EA—SIH +SIn(X+—)+S|n(X+?1T S={%+k2n;n+k2naveck€Z}.
Exercices d’entrainement
Angles orientés %_%Jr?_m”?:?’xz,”?
11m 13 257
I "6 ' 6 ' 6 Trois autres mesures : 2, —5?"et 2;—"
[l a., b, c.ete. Ex—7+k2n =
A a.mes (AC AB) =T z b. mes (CB. CA)= - z Mn<x<12me 1< 4 My kan< 12m
— 37mn k2 41n 37 K 41
c. mes (AB, CB) = ——dmes(BAAC)——— ©T< TS <5 S <§
3 3 k est un nombre entier, donc k = 5.
[ La mesure principale de % est égale a %car: Ainsi, x = T +5%2n= ﬂ_
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Trigonométrie E

24 x:%+k2n,kEZ.

—4n<x<4n©—4n<%+k2n<4n

_49n <k2m 47"@—@<k<—7.
12 12 24 24
k est un nombre entier,donc-2 < k< 1.

Amsme{ 47n . 23m . m 2511}

12712 712 12

25 1.mes(7,?=—% +k2m ke Z.
2.a.mes (f—\v =TI

b.(G,-0) =@, +7,-v).

==
mes (U, - v

—mesﬁ+mes(\7—ﬂ=—+n=—.

Donc mes (U, —\7) 6 My kon ke Z.

26 a-meS(U/,W)L%; b.mes(V,M:—g;

c.mes(—/ﬁ,\V)z—S?"; dmes(v,2L7)=—%,

e. mes (7, 3v) :%; f. mes (=31, 2v) = —5?".
H a. @)= @)+ V0 <0=0 0+ .
Ainsi, (V. 0) = — (@, V).

b. 0, V) =00 +@-V+v.0)=11+@ -V +n

o —

=(d, - V).
Cov =0+ @v=n+@v.

b. mes (@@: 0

c. mes (2/4?), —B?)) =
—_——

d. mes (—/EﬁOMOB) =

e. mes @ =

f. mes (A_O>LY)>) =

29 a.mes(gjs_jzz?"' b.mes(57>B_C)>:—%'

c. mes (.WCT\) =I. d. mes (SA AB) 56".

()

P
—

30 a.mes(@)CD):n b. mes(D_B),ITL\)):%;

C. mes (DC CB) = 58" d. mes (BC,DA) = /T

-23-

E
b. mes (AD, AC) :§+ k2mkeZ,
mes (AC, AB) :—%+ k2m k € Z et
mes (/?D,,TB):ﬂ+k2n, keZ.
<D apres la relation de Chasles,
(AD,AE) = (AD,AB) + (AB,AE) et donc
mes (AD,AE) mes (AD,H?)) + mes (ﬁ?)ﬂ'))
=TT_T=o.

e
Ainsi mes (AD, AF) = k 211, k € Z.
d. Les points A, D et E sont alignés dans cet ordre.

b. mes (w 3;;
d. mes (BA CD) 0;

. mes (AD, 0B) = 3:

EE a.mg@/ﬁ:—
c.mes(O_f\,A_C))=n;

e

e. mes (A_B>,D_C>):0;

EEl Pour construire le triangle, il est préférable de

connaitre une mesure de l'angle (BA, BO.
La relation de Chasles donne:

e e e

(BA,BO) = (BA,CA) + (CA,BO).
Ainsi, mes (BA, BC) = (BA,CA) + (CA,BC)
n_2n__m

3,3 3
Le triangle ABC est donc équilatéral.

Angles associés

EZ a. Faux: cos(m — a) = — cos(a).

b. Vrai.
c. Faux :tan (m- o) = - tan (o).
S a2l —p- T,

6 6
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E Trigonométrie

cos (5?" :—g, sin(s?" :%et tan(%):—g, sinz(%)_ 1—c;)s(%) ) 2_4\/5’5"1(%): %
b./m =4+ T 2-2
6 6 m

coS(E):‘ﬁ, sin (1 =—lettan(7_n):ﬁ. o (§) 242

6 2 6 2 6 3 5 o
C.%Tﬂzn_% [E a. COS(12) cos?—z)
cos %T"):—g,sin(%T :gettan(%T" =-1 = ( )cos(2)+sm( 3 )S'”(%);
3o ol B8
cos(%n =_Y2 sm(sn)——ﬂettan(sf) 1. 5'”(?1) n(23n 2)
EE 1. cos¥(a +S|n( )=1< cos¥ )+ 0,16 =1. :sin(23")cos( )+C°S(23 )sm(ﬁ)
Ainsi cos(a :—\/Wcaroce]— n] donc cos(a) < 0. Sn(?g) gx %—(—%)x 72: \/71-\/3
2.a.cos(m—a)=+0,84; b.sin(M+a)=-0,4; o cos(7") cos(n _)__ (.:;_121 _ \/7;\/5
¢. cos(- o) =—+/0, 84; d.sin(?—a):—\/m; 5|n(7") Sm( _5_11) " _) Ve
e.tan (a ):—@' f.tan(n+a)=—@. 12 ELE

04 04 C. cos(S—7T cos(n—ﬂ)=—cos(ﬂ):—ﬁ.
EX 1. cos?(a) + sin¥(a) = 1©Sin2(a)+l=1. ; 6 6 16 2
Ainsi sin(o. )——gcarae]—n ;—g], doncsin(a) < 0. Sm( 611) sin(n—%) :sin(%) 3
2.a.sin(n—a)=—ﬁ' b.cos(n+a)=%; m . sz( ) 1- cosz( ) 1- 1+\/_
“ sin(%—a)——? _10-2V5 2V5 . ; O, sm( )>0 donc:
B A= cos (x) ; B=-2cos(x); . >
C=-cos(x) —sin(x) ; D = cos(x) — sin(x). sm(g) V10 42\/_
& E=0;F=0;G=0. bcos(—) 2cosz( ) 1—%.
AU 1. - cos(t) — cos(t) + cos(t) = — cos(t). \/7 V5
2. —sin(t) + sin(t) + sin(t) = sin(t). Sm(Zn) 2$|n(5)cos(5) 10-25 1+4
3. — cos(t) + cos(t) — cos(t) = — cos(t). _V10+ 2\/_
4
2 —5-1
Formules de transformation « cos(_) 2cosz( ") =
B cos| )= V2008 o ) 206, | )= 1-cosf) =1 - (PR
12 4 12 4 6+2V5 _ 10-2V5
tan(%z_g-"%. =1- 0 16
’ Doncsm(45") “1022\5.
n

B cos1)-- +C;’S(4):2+4ﬁ, oI ZETZ | dm) - 10245

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur
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Trigonométrie E

45 cos(3a) = cos(2a + a)
= cos(2a)cos(a) — sin(2a)sin(a)
= (2cos?*(a) — 1)cos(a) — 2sin(a)cos(a)sin(a)
= 4cos?(a) — 3cos(a).
sin(3a) = sin (2a + a) = sin (2a)cos(a) + cos(2a)sin(a)
= 2sin(a)cos(a)cos(a) + 1 — 2sin*(a)sin(a)

= 3sin(a) — 4 sin®(a).
A a. sin(a) = /0, 84 et tan (B) :g.
b. sin(2a + B = sin (2a)cos(B) + cos(2a)sin(p)

= 2sin(a)cos(a)cos(P) —

=210,84%0,4%0,6-

=0, 480,84 + 0, 544.
cos(o + 2P) = cos(a)cos(2pB) - sin (a)sin(2[)

= cos(a)(2cos?(B) — 1) — sin(a)2sin(B)cos(B)

=0,4%x(2%0,36-1)-+0,84%x2x%x0,8%0,6
=0,96+0,84-0,112.

(2cos?(a) - 1)sin(B)
(2x0,16-1)0, 8

i a. cos¥(a) = 1+cos(2a) _ %, cos(a) = %,
sin(a) = g et tan (a) = /3.

5 14cos(2a) _
b. cos?(a) = 5 - 0, 6, cos(a) = -0, 6,

sin(a) =0, 4 et tan (a) = - \/@)

7 a.cos(2a)=2cos(a)-1=2%(-0,6)2-1=-0,28;
=2sin(a)cos(a) -1=2x%x(-0,8) x (-0, 6)
=0, 96.
Y=1-2sin*(a)=1-2x(0,2)?=0,92;
2x0,2x%x4/0,96 =0, 39.

sin(2a)

b. cos(2a

sin(2a) = 2 sin(a)cos(a) =

Equations trigonométriques
X a. ——et— b. ——et7—’T .- 3MeD
4 6 6 4 4

Nota : dans Ies exercices suivants, k est un nombre
entier relatif.

50 a.S:{—%+k2n;%+k2n};
b.S:{£+k2n;5—"+k2n};
6 6

¢.S= {ﬂ+kn}.
4
Hl a.5= { +k2m; +k2n};
3 3

b.5={£+kzn;5_"+kzn};
6 6

—25-—

c.S:{5n+k2n
6

d.Sz{ 3 4 kom: ——+k2n}
4 4

;7n+k2n};
6

B a. sin(x) = i%,

5:{_ﬂ+k2n;—5—"+k2n;ﬂ+k2n;5—"+k2n}.
6 6 6 6
b. cos(x) =+ \/2§
S:{—ﬂ+k2n;—5—"+k2n;ﬂ+k2n;5—n+k2n}.
6 6 6 6

m2x=n+k2n©x=%+kn.
Dans[m;5n],S= {3" 5”,7H,9H}-

2 2 2 2

13”+k211

15
x—z—nzn—ﬂ+k2n X= 22—"+k2n.
3 5 15

Dans[—2n;2n],5={_8_";_1711; 13m. 2211}'
15 15 15 15

B a. cos(3x) = cos(m - x).

3x=mnm-x+k2n x=T4 kI
< 4 2
3x=-m+x+k2n x=—%+kn
Dans[-2m; ],
5:{_7_11._5_"._3_"._£.£.3_n._3_n._£.£}
4" 4" 4" 4°4" 4" 2" 2"2)

b. sin(2x + %) =sin(-x).

2+ =—x+k2n x=-"T_4kTL
4 = 12 3

2X + %:n+x+k2n

Dans [411: 6] 5={19n.55n,63n,71n}
7 7 4 7 12 ’ 12 ’ 12 .

C. cos %— 3x) = cos(2x).

_3n 22+ k2m.
4

M _3x=2x+k2n x=TL 421
2 = 10 5
T _3yx=—2x+k2m x=T 42k
2 2
5= { Fk2T. "+2kn}

10 5 2

H a.A= 49, A > 0, donc deux racines, X = —% et
X =-4.
2

b.S :{ 3 Ay 2k 3 +2kn}
S,= @,car—1 < cos(x) < 1.
cS—;.
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E Trigonométrie

57 cos(x) = % oucos(x)=-1,doncS = {g n}.

V3

TSin(X) =

V2
2
= cos(3)cos( )+sm(3)sm( )—cos(%)

58 a.%cos(x) +

= cos(x - %) = cos(%)

V.

@\/_ 2 Gnzy =2

cos(3x) ——ssin —_—
2 2

= cos(3x + —) = cos( 3;)

3x+£:3—
= 4 4
n

] a. cos(x)

cos(y) + sin (x)sin(y)
= cos(x)cos(y) — sin(x)sin(y)
< 2sin(x

(x)sin(y) =

b.x=0+kn etyquelconque ouy=0+km
et x quelconque.

i a. cos(2 X —) = cos(7") = g
b. cos(2x) = cos(z)

="y kom
= 4 =
2x:—%+k2n

x=Tqkn
8
x=-T4+km.
8

Babila a oublié de diviser k2m par 2.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Inéquations trigonométriques

[E a.

T\
S
b.
e
0 V2
2
N
6

[F a.S= [—E ;ﬂ] modulo 2m.
3 3

w3

b.s=|T. Bl modulo 2m.

i
N

c¢.S= [3" 5" modulo 2m.

3_n/
>

4 /_72
e

4

|—\
/ w
o=

N
._/

NPVAN

-26-



Trigonométrie H

d.S= ]5—"; m[ modulo 2.
6 6

om 1 n
6 2 6
/ 0
e.S= ]" 2"[ ]3",5—" modulo 2.
o i
3
0
& /
3

5m

4

64 sin(x) = cos(x) < x = % + k.

sin(x) — cos(x) < 0 = sin(x) < cos(x)

Donc S = [—3—" ; ﬂ] modulo 2m.
44

Se tester

[ 1.vrai ;2.Vrai; 3. Faux; 4. Vrai; 5. Vrai ; 6. Faux.

(£ 1.Vrai. Les points sont alignés et A est entre Bet C.

2. Faux. cos(g + x) = cos(%) cos(x) - sin(g) sin(x)

_1 _V3 .
= 2cos(x) 5 sin(x)

67 ]2" 4"[modulo 2m.

[ a.sin 1 (sm(x —ﬂ)(sm +Q)
2 2
b. m 3m 5w 7n
O 4 4 4 T
. | |
sm(x)—T -0 + 0 _ _
. 2
sm(x)+% + + 0 - 0 +
| |
h [ -0+o-0+0 -
c.S= [0 ﬂ] 3. 5” [7" 271].
66 Il 21 4n 5n
O 3 3 3 3 1
1 —2cos(x) - (I) + + (I) -
0,5 + cos(x) + + 0 0 + +
-0+ 0 -0+ 0 -
s=Joslu]2m 4nf o, o]
31 7 13"3 3

:
g

4, Faux.S= {%+ kn}.

-27 -

3.Vrai.S = {— Iy okm: Ty 2kn}.
4 4

il 1.b.+2.b.+3.c.+4.c.+5.b.
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E Trigonométrie

—_
il 1. c.En effet (AB, AC) est de sens indirect.

COS(Z?TT .

3.b. X— sin(x) Léquation s‘écrit X> + X-2=0.
Elle a deux solutions: -2 et 1.
=—2 qui est impossible ou sin(x) = 1.

2.b. 0 7" =1+ 27, Ainsi, cos(7")
5 5

Ainsi on a sin(x)

4, c. Le maximum de la fonction cosinus étant égal
a 1, 'équation donnée implique que cos(x) = 1 et
cos(3x) =1.

S={0+ k2m}

exercices d'approfondissement

iZ Droites paralléles, perpendiculaires

mes (u,, u,) =mes(u,, u)+mes(u, u,)
__Tm_6m_
7 7
Ainsi, (D,) //(D,).
mes (U, U,) =mes (U, u,) +mes(u,, U,)
7 14 14 2

Ainsi, (D,) L (D,).

2

% Une formule de transformation

p+q _p-q

2 2 2 2

Ainsi :

sin(p) = sin(p ‘5 q)cos(p ; q) + sin(p ; q)cos(p ; q)
et

sin(g) = sin(p ‘5 q)cos(p ; q) - sin(p ; q)cos(p ; q).
En additionnant les deux égalités, on obtient :

= Zsin(p ; q)cos(p ; q).

2sin(2x)cos(x) ;

sin(p) + sin(q)

b. sin(x) + sin(3x) =
sin(2x) + sin(4x) = 2sin(3x)cos(x).

C. sin(x) + sin (2x) + sin(3x) + sin(4x)

= 2sin(2x)cos(x) + 2sin(3x)cos(x) (résultats du b.)
= 2[sin(2x) + sin(3x)]cos(x)

= 2[5|n(5X cos )]cos (x).

Lensemble des solutions de I'¢quation est donc :

S:{£+kn;n+4kn;—n+4kn;2k";—2k"+4k"}.
2 5 5 5

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

| S~—

o |3

iZ! Une équation du troisieme degré
1.2.2¢-17X+7X+8=0.
b. On conjecture que X,=1est solution de (E).
Eneffet,2x1*°-17x12+7x1+8=0.
. (X=1)(2X*-15X-8).
d. Trois racines: X, =1, X, = —let X,=8.
2

2. - sin(x) = 1 a pour solutions x:g+ 2km;
«sin(x) = —% a pour solutions x = —%+ 2kmou
x=-214 2km;

6
« sin(x) = 8 n'a pas de solution.

Finalement, S = { +2km: Ly 2k ——+2kn}
2 6 6

£ Une égalité
a. cos(3x) =4 cos’(x) — 3 cos(x)
sin(3x) = 3 sin(x) — 4sin3(x).
sin(3x) cos(3x) sin(3x) — cos(3x)
* sin(x) ~ cos(x) —  sin(x)cos(x)
[3sin(x) — 4 sin(x)]cos(x) —[(4 cos*(x) — 3cos(x)]sin(x)

sin(x)cos(x)
3sin(x)cos(x) — 4sin(x)cos(x) — 4cos*(x)sin(x) + 3cos(x)sin(x)
- sin(x)cos(x)
— 4sin (x)cos(x)[sin?(x) + cos?(x)]
sin(x)cos(x)

6sin(x)cos(x)

=2.
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Trigonométrie E

iZd Triangle équilatéral inscrit dans un carré

a.
A
6_
5
. D N C
3
2 |
M
1
1 A B
1 1 0 1 1 1 1 1 1 I>
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
_‘|_
-2

On conjecture que CM est égale a 0,7 fois le coté du
carré.

b.C(M=x.AB=a.

Dans le triangle AMB, AM?> = AB? + MB* = @* + (a - x)*.
Dans le triangle CMN, MN? = CM? + CN? = 2CM?* =2 X2,
Ainsi, @’ + (a-x)>=2x* = x>+ 2ax - 2a*=0.

Le discriminant de cette équation est égal a 12a°.
L'équation a donc deux racines :

-2a+V12a?

x1=f:a(—1 ++/3) et
2:_20+ ”2“2:0(_1 -\3).

X, est négative et ne peut étre une longueur, la seule
solution est donc x,.
¢. Dans le triangle AMB :

AB=a,BM=a-a(-1++3)=a2-3),

AM =x\2=a(-1+ 32 =a(6 - 2).
De plus, mes BAM = mes BAD — mes MAN — mes NAD
_ T
12 A
—| =sin(BAM
sm( ) sin( )= M \/5—\/7
_Q-V3(/B+\2 _ VB-V2

4

4

cos|- 1 cos(BAM) = \/_+\/_
(3=

M V6-v2 4

iZi Equation trigonométrique

On pose X = sin(x).
On obtient: - 2X*+ X+ 6=0.

Cette équation a deux solutions : — %et 2.

-29-

Ces deux nombres ne sont pasdans[—-1; 1],
I'équation de départ n'a donc pas de solution.

i Une suite de doubles

sin(4x) _ 2sin(2x)cos(2X)  4sin(x)cos(x)cos(2x)
“4sin(x)  4sin(x) 4sin(x)

sin(8x) 25in(4x)cos(4x)= sin(4x) cos(4 x)

* 8sin(x) 8sin(x) 4sin(x) ’

Le résultat du a. permet de conclure.

sin(16x)

16sin(x)’

Méme démonstration que pour le b. en remarquant
que 16x =2 X 8x.

€. cos(x)cos(2x)cos(4x)cos(8x) =

d. Pour tout nombre entier naturel n > 1
sin(2"*x)

2"+sin(x)

£ Construction de points

€os(x)cos(2x)....cos(2"x) =

—_ T T

2.a. mes(BA, BE) = mes (BA, AC) + mes (AC, CD)
Q
+ mes (CD, BE)

__ M in;_19m_5m_3m-76m-5m _ _78m
4 312 12 12
n
——611—2.

Ainsi, les droites (AB) et (BE) sont perpendiculaires.

b. Le point E est donc le point d'intersection de la droite
(AC) et de la perpendiculaire a (AB) passant par B.

(Il Ensembles de points
a. A B

1 1
L @
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E Trigonométrie

b. sinx)=1a poursolutionsx:%+ 2km;

. 1 .
sin(x) = Ea pour solutions x = g + km

A B oux= 5?" + 2km. On retrouve bien les solutions du 1.

[E Mesures d'angles orientés

== T 7N T n
a. mes(CA, CD) =2 t3= 1 ; b. mes(CD, DA) = - o
N 311 = i
C. c. mes (BC, CA) = R d. mes(AB, CD) = ﬁ;
T 21 == 71
e. mes (BC, DB) = ER f. mes(AD, BC) =5
A B [ Plusieurs méthodes de résolution

Méthode 1

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HP n

| ' JAVAAY.

(1] Equation trigonométrique

EN

1.0et % Méthode 2

2. a. sin(x) + cos(x) = sin(x) + V1 - sin’(x). a. cos(x) = sin(2 x) < cos(x) = 2sin(x)cos(x)
b. X appartient a l'intervalle [-1; 1]. < cos(x)(2 sin(x) = 1) = 0.
(5©sin(x)+\/1—sin2(x)=1©X+m:1. momomo5m

Ainsiv1 —X=1-X bS={- i35 6 =5

¢. En élevant au carré et en réduisant I'équation, on Méthode 3

obtientT:TZ)(2 —2X=0qui a pour solutions 0 et 1. a. cos(x) = sin(2x) <= cos(x) = cos( -2 x)
d.S:{E}' x=1 -2 x+ 2km x:£+—
3.5={0}. o) 2 o) 0 3
4.S={0+2kn;%+2kn}. X=—(g—2X)+2kﬂ X=—3+2kﬂ-
5. Il suffit de multiplier I'équation (E) par —-. On retrouve les solutions de la méthode 2.

(F) = cos(x - E) = cos(ﬂ).
4 4 5 Droites paralléles, perpendiculaires
(E') ale méme ensemble de solutions que (E).

a.b.c

(F Calcul formel F

nnm s5n E
1.a.5= {6 2% } i
p.s—{- 111, 3n, _Im,m.m_sm) 5
R 6'6'2" 6) 5 f

m

c.sz{m;s—"; 17”} 3 ¢
2.0n pose X = sin(x). Léquation s'écrit : -
2% -3X+1=0. : 6
Cette nouvelle équation a deux solutions : 1 et —. A B

2
Cargo 1 C/S - Livre du Professeur -30-



Trigonométrie E

/>
d. - mes (CD AE) = «mes (CF, AE) =0.
Les droites (CD) et (AE) sont perpendiculaires.
Les droites (CF) et (AE) sont paralléles.

I Unefractionden
a. On teste quelques valeurs de n telles que

os[ ) =, V2L

16 .On trouven=12.

b. cos(2x) = 2cos?(x) — 1 :2><2M+—2\/§)_1 =
—cos(ﬂ) 16
= o)

c. Ainsi, 2x= —Dou x—l

T 6 12

[¥i Une inéquation du second degré
a.le[-1;1L.(F):2X-3X+1<0.

1
b. (E') a pour solution S = 5; 11.

¢. cos(x) = 1 a pour solutions x =0 + 2k ;

1 .
cos(x) = ~ apour solutions :

V3
2

x=£+2krroux=5—n+2kn.
3 3
m 5n
0 3 3 21
cos(x) -1 (I) - - - (I)
1
COS(X)—E + (l) + (l) - |+
B | 0 -0 -0+0-
. mn 5n
A|n5|,5—[0,3]u[3 ,211[.
Inéquation quotient
1-cos(x) >0car—1< coslx) < 1.

Ainsi le quotient est du signe de 0, 5 + cos(x).

0, 5 + cos(x )<0©xe]23n 43"[modulo 2.

T Une rotation

a.x=rcos(a), y =rsin(a).

o X'= cos(%)rcos (o) = sin(%)rsin (o)
y'= sin(%)rcos(oc) + cos(g)rsin (o)
x'= rcos(a + g)

y'= rsin(a + g)

=
c.mes (O, OM") =a +—.

-31-

fll Charge d'une batterie : .
a. 124/2sin (1)>12 < sin(t)> —= < sin(t)> —2.
b V2 2

3n n
4 | TN\.4
V2

]n 3n

£l Une équation du second degré

1.a.(E)<i>§x2 V2 x —g

={1-v2;1+2}.
\/§x—l=0©x2—

=0=x*-2x-1=0.

2V3x-1=0.

b. (E) = lXZ—

S:{2+\/%;—2+\/§}.2
2.A=4sin%(a) + 4 cos*(a) =4.
A >0, (E) a donc deux solutions.
sin(a) +1 }

cos(a)

I

_ {Sin(a) -1

cos(a)

EE Alignement?

On peut conjecturer avec GeoGebra que la distance
x=AM=1,19.
\2

Dans le triangle ACE, AE = CE = bR
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E Trigonométrie

Dans le triangle ABD,

BD= 3sm(?—2 3cos(12) 3cos 131 2) 3:‘/_ +13)
AD=3 cos(?z) 3 sm(u) 3sm(g 2)
= %(—1 +3)

Le théoréme de Thalés donne:
ME CE X AE CE

MDD~ BD = x+AD_ BD
_CExXAD+AExBD  CE(AD + BD)

BD - CE ~ BD-CE
3\/6 1,19
T14+337 T
Problémes
[ Théoréme de Ptolémée
a.etd. y
B
i
B
(04
A 0 D

. DC AC
b. sin(a) = D et cos(a) = D
DC = AD sin(a) et AC = AD cos(a).

. BD AB
c.sin(B) = ADet cos(P) = D

BD = AD sin(B) et AB = AD cos(p).
e. Le triangle HOC est isocele en O donc
mesHOC = % mesBOC.

Les angles BAC et BOC interceptent le méme arc,

donc mesBAC = % mesBOC.
Ainsi, mesHOC = mesBAC = B-oa.
f. Dans le triangle HOC, rectangle en H,

1
—BC
—~  HC 2 BC
sin(HOC) = oc - lAD—AD.
2

g. sin(B — a) = sin(B)cos(a) — cos(B)sin(c). Ainsi
BC BD AC AB DC

AD ~ AD “'AD ~ AD * AD"

En multipliant par AD?, on obtient I'égalité traduisant

le théoréme de Ptolémée.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

fE Logique

C'est la troisieme affirmation qui est vraie.
En effet,ona:

cos(2a) = 2cos(a) < 2 cos’(a) — 1 = 2cos(a).

On pose X = cos(a).

L'équation s'écritalors 2 X>-2X-1=0.

—3 etX = 1+43
2 2 2

cos(a) = X, n'a pas de solution car X >1.

. 1
Elle a deux solutions X =

Lensemble des nombres a tels que cos(a) = ﬂ
sont les solutions de I'équation de départ.
] Distance maximale

P 9,P-q P+q p-q
1.p= > etg= 5 Ty
Ainsi,

_ P-q P-q\. (PtQq
cos(p) = cos( )cos( ) sm( > )sm ( 5 )
et
cos(q) = cos(p * q)cos(p q) + sm( )sm (p * q)'

En additionnant les deux égalités, on obtient :

cos(p)+cos(q):2cos(p q)cos(p q)

2. a. Le triangle de sommets A et M et dont le milieu
de I'hypoténuse est le point O est rectangle en A car
il est inscrit dans un cercle et un de ses c6tés est un

MA
diameétre du cercle. Ainsi cos(AMO) = cos(a) = R
On démontre de méme que MB = 2 Rcos([3).

b. MA + MB = 2R(cos(c) + cos(f3))
=2R cos( 5 B)cos( B)

3. Les angles inscrits dans un cercle qui interceptent
le méme/a\rc sont de méme mesure. C'est le cas des
angles AMB qui ont donc tous pour mesure o. + 3
quelle que soit la position du point M.

4. D’apres la question 2.b., la variation de MA + MB

ne dépend donc plus que de cos( ) qui est
maximal s'il est égal a 1.

5. cos(TB) =1< o=
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Trigonométrie E

b. Triangle ABC:

—~ 21m —~~ 21 —~~ T
mesABC = 5 5 et mesBAC = 5
Triangle ABD:
mes/ﬁB\D = % mesl-fé\T) = % et mes/@ = 3?11
Trlangle BDC
mesBDC = = E et mesBCD = 2—"

5

¢. Les tria ngles ADB et DCB sont respectivement
isocelesen Deten B.

d. Dans le triangle ADB, le point H est |la hauteur
issue de D. Dans le triangle HBD, on a :

1
BH 248 AB.
BD ~ BC  2x
AB = 2XCOS(§).
e. On procéde de maniére identique dans le triangle

BKC pour obtenir: CD = 2XCOS(2?H).

cos(HBD)

f. BC = BD = AD (triangles isoceles).

2
BC=AD=AB-(D < x= 2xcos( ) 2 xcos( n)
PALl 1 >
5 ) 2’
Les triangles ABC et BCD ont leurs angles de méme
mesure, ils sont donc semblables.

AB  BC
Ainsi: BC= D Onaalors:

ABX(CD=BC < 2XCOS(E) X 2xcos(2?n) = X

v cosDeos 2 =1

Ainsi cos(g) cos(

g.(a+b)-(a-b)*=(a?+2ab+ b’ - (a?- 2ab + b?)
=4qb.

o2+ o2 -l - oo 2

-scofll

os{g) +cost s = (3 +axg =2

Ainsi cos( g | + cos(z?n) = g

ol -l coffrof %)

< 2cos( ) —(1++/5). D'ou, cos(g) = 1(1 +/5).

- cos()- cos(s) )+ cos{Z) + cosf 2 = -1+ 2
N 2cos( =) =%( 1+15).
Dot cos(z?) E %(— 1+45).

X! Droite de Simson

_— e
1. Les angles (CA, CB) et (DA, DB) sont inscrits dans
le cercle et interceptent le méme arc. Ils sont donc
égaux a la moitié de I'angle au centre qui intercepte
le méme arc.

e T
Ainsi 2(CA, CB) = 2(DA, DB).

2. a. Les triangles CQM et CRM sont respectivement
rectangles en Q et R. Ils ont la méme hypoténuse
et sont donc inscrits dans le méme cercle. Ainsi les
points C, Q, R et M sont cocycliques.

D'ots 2(RM, RQ) = 2(CM, CQ).

b. c. Démonstrations analogues au a.
— T~

= == — —
d. 2(RP, RQ) = 2(RP, RM) + 2(RM, RQ)

— 2(RM, RP) + 2(RM, RQ)

—_— . T

— 2(AM, AP) + 2(CM, CQ)
= - 2(AM, AB) + 2(CM, CB) = 0.

Ainsi les points R, P et Q sont alignés.
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B Géometrie analytique du plan

Activités d’introduction

Uecteur normal a une droite
l.et2.a.etc.

= \N W B U

\ 4

N

2.b. m6 ;4) et M/T(x + 3, y) sont colinéaires si, et
seulement si, 6y — 4(x+ 3) =0d'ou -4x+ 6y - 12 =0.
(AB) a pour équation -2x+ 3y -6 =0.

€. n=2;3).n+u=-2x3+3x2=0.

Donc n et u sont orthogonaux.

X=-3+t
3.a. M(x; ) € (AB) = {y: i,

b. AM(=3 + 3t-(=3) ; 2t — 0) donc AM (3t; 2t) et n (-2 ; 3).
Ainsi AM+n =3t x (<2) + 2t x 3 =0.
Donc AM et n'sont orthogonaux.

avecte R

4. a. U_n) vecteur non nul n est dit normal & une droite
(2) si n est orthogonal a tout vecteur directeur de (2).

b. Il en existe une infinité (tous ceux qui sont non nuls
et colinéaires avec n). Par exemple n' (-4;6) et n" (2;
-3).

Droite définie par un point
et un vecteur normal
1.a.0n venﬁefaalementqueAB n=0, queA_)_) 0
etqueAE n=0.
b. On constate que les points A, B, C et E sont alignés.
¢ AMen=0< (x—1)x3 +(y-2)x(-2)=0

< 3x-2y+1=0.

d.3x-2y+1=0estl'équation d' une d droite : la droite

(AB). EIIe a pour vecteur directeur AB( 2 ; -3) donc
aussi U = BA(2 3).

2.a. AB-n'=-2x (-6) + (-3) x4 =0.Donc n'est un
vecteur normal a la droite (AB).
b. AM+n'=0<> (x—1)X (=6) + (y—2) x4 =0

< -6x+4y-2=0

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

< -23x+2y-1)=0
<3x+2y-1=0.
I s'agit bien de la méme droite.

Dlstance d'un point a une droite
1.a. n(1 2) est un vecteur normal a (2)

et||n]| = VIZ+ 22 =+5.

i M . .
Ainsi, v= E n est un vecteur unitaire et normal a (2).

1 2
5 )
b. AB-v= AH -v'= ||AH]| x ||v[|=AH x 1 = AH (car AH
etv sont colinéaires et de méme sens).
c. H(=2;3).
2

d./@)-7=8><\/1_+1><\/_ \/——Zx/_doncAH 215.

5
2.a. HA+n=(x,~x)xa+(y,~y,)xb
=ax,+by,—ax,-by,
=ax,+by,tc
car H e (d) donc ax,+ byH+ c=0
donc-ax,-by,=c

b. HA «n = + HA x ||n]| car HA et n sont colinéaires.

= HA  ||n].
A= HA=] _ lax,+by,+
’ ||| Va’ + b?

Equation paramétrique d'un cercle

1. On conjecture que le point M décrit le cercle A(1; 2)
et de rayon 2. On conjecture que le point N décrit le
cercle de centre A(1; -2) et de rayon 4.
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Géométrie analytique du plan B

2.a. Aﬁ(Zcos(t) ; 2sin(t)) et AN(4cos(t) ; 4sin(t)).
b. AM =+/(2cos(t))? + (2sin(t))? = V4(cos’t + sin’t)
=\4=2.

De méme, AN = 4.

Savoir-faire

M(x;y); (D) dg’signe la droite passant par A et de
vecteur normal n.

B Me(@)<AM-n=0
< X+1)x3+(y-5x%x(-2)=0
<3x+3-2y+10=0
<3x-2y+13=0.

Une équation cartésienne de () est: 3x— 2y + 13 =0.

—

B Mec(@) «AM-n =

y
= (x-3) % 3

+(y-0) x %:0
4

7
©3x—7+5y—0

=15 X%X—15x7+15 X%y:O.

< 35x- 105+ 12y =0.

Une équation cartésienne de (2) est :
35x+12y-105=0.

—

3 Me (D) «AM.n =0
< X-1)x0+(y+1)x6=0
< 6y+6=0
<y+1=0.

Une équation cartésienne de () est:y =-1.

(7] M(x;y)
«(h) déﬂne la hauteur issue de A, de vecteur
normal BC.
Me (h,) < AM+BC=0
SX-T)X(1-7)+(y-4)x(-2-2)=0
< —-6(x-1)-4(y-4)=0
< -6x+6-4y+16=0
< 6x+4y-22=0
< 3x+2y-11=0.
Une équation cartésienne de (h1) est:3x+2y-11=0.

- (h) déﬂne la hauteur issue de B, de vecteur

normal AC.

Me (h) < BM-AC=0
SX-7)x(1-1N+({y-2)x(-2-4)=0
< 0x-7)-6(y—-2)=0
sSy=2

—-35—

¢. AM =2 < M appartient au cercle de centre A et de
rayon 2.

AN = 4 < N appartient au cercle de centre A et de
rayon 4.

Une équation cartésienne de (h,) est:y = 2.

- (h)) déﬂne la hauteur issue de C, de vecteur

normal AB.

ME (h,) < CM-AB=0.
Ssxk-1NT7-1+{y+2)(2-4)=0
<6(x-1)-2(y+2)=0
< 6bx-6-2y-4=0
< 3x-y-5=0.

Une équation cartésienne de (h,) est:3x-y-5=0.

E1 (2) d'équation 3x+y -7 = 0 a pour vecteur
normal 7(3 ;1) et vecteur directeur;(1 ;=3).
Mx:y)E QD) = AM-u=0
S KX-0)XxT+(y-1)x
< x-3y+3=0.
Une équation cartésienne de (A) est: x—3y+ 3 =0.

(-3)=0

il @)a pour équation normale :
3 4 1

- +
N e N e N

=0

.3 4 1
Soit X~ 5y+ S =0.

B 0 , 2 .
V1 + 62 \/1+62y V1 + 62
1 6 2
BB TR

[E AB(6-0;-2—-3)s0itAB(6;-5)

AB est un vecteur directeur de (AB), donc F(S ;6) est
un vecteur normal de la droite (AB).

||nl| = V25 + 36 = V6T. s 6
Un vecteur unitaire normal de (AB) est n’ (ﬁ’ﬁ)

M(x;y);
MeE (AB) < AM «n'=0

Soit =0.

5 6
©(X_O)Xﬁ+(y_3)xﬁ:0
5 6 18

©\/6_1X+\/ﬁy_\/ﬁ:0

Une équation normale de (AB) est :
5 6 18

er Ve Ve
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B Géométrie analytique du plan

Xx=5+ 2 cos(t)
14 {y: 1+ 2sin(t)

E R=0A=V(3+2)?%+(-1)2=26.
x =2+ /26 cos(t)
{y=1 +126 sin(t)

,avecteR.

,avectER.

Enercices d’entrainement

Othogonalité et droites

iEl - Droite (AB) : vecteur directeur u (-4 ; -2) ;
vecteur normal H)(Z i —=4).

« Droite (AC) : vecteur directeurﬁ(z ;=5);
vecteur normal F(S :2).

i a.

BD)

Y

AQ)

—

b. Droite (AB) : vecteur directeur u(3; 1) ;

vecteur normal E)(1 ;=3).

—

Droite (AC):  vecteur directeur u(-3; 3);

vecteur normal n(3; 3).

Droite (AD) : vecteur directeur u(3;-2);

—

vecteur normal n(2; 3).

—

Droite (BD):  vecteur directeur u(0; -3);

—

vecteur normal n(3; 0).

IE a. Vecteurs normauxde (d) :E (5:;-2)
n,(-5;2)
Vecteurs directeurs de (d.) :Z (2:5)
u,(-2;-5)
b. Mé ; - (l ) (1,
. Mémes notations n, 7 ;3] et n, > ;=3
— 1 — 1
u, (3,—5) etu, (— E)
¢. Mémes notations n, (1;0) etQ; (-1;0)
u, (0;1) et u, 0;-1.
d. Mémes notations n, (0;1)et n, 0;-1)
u (1;0)etu, (-1;0).
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I 3 +3y2-6x+6y-42=0
<302 -2) +3(y* + 2y) =42
< 3(x-12-3+3(y+1)7?-3=42
< 3(x-1)*+3(y+1)*=48
< (X=-12+(y+1)2=16.
Centre Q(1;-1), rayon R=+16=4.
Représentation paramétrique :
x=1+4 cos(t)
{y: -1 +4sin(t)

,avectER.

gﬂ (d) passe par B(1; -4), a pour vecteur normal
n(3;?2).

(g’) passe par A(—4 ; -3), a pour vecteur normal
n(1;5).

Fil (d) a pour vecteur normal n (4 ;6) ;

@)’)_a) pour vecteur normal 57(3 i=2);
nen=4x3+6x(-2)=12-12=0.
(d) et (d') sont perpendiculaires.

B2 (d) a pour vecteur directe_u)r u(6;-4).

(d) a pour vecteur directeur v’ (3; -2).
dét(u,u)=6x(-2)-3x(-4)=-12+12=0
donc (d) et (d') sont paralléles.

cartésiennes ne sont pas proportionnelles.
2(2x+3y-7)=2%x0< 4x+6y-14=0.

EE (d) a pour vecteur directe_)urﬂli; 1).

(d") a pour vecteur directeur u'=AB (6 ; —18).
U-U=3x6+1x(-18)=0

donc (d) et (d') sont perpendiculaires.

24N

a pour vecteur directeurU)(1 :3).
our vecteur directeur u' (6 ; -2).

—_~
Q
[«V)

I o <=

i3 a.(d)a pourvecteurdire(leurﬁﬁ ;q).
(d,) a pour vecteur directeur u, (-2; 3).

(d) est perpendiculaire a (d,) si et seulement si,
Ut =0 1x(-2)+ax(-3)=0

< -2-3a=0
2

<>d=-7.

|

b. (d,) a pour vecteur directeura)2 (3;-2).

soit1x(—2)—ax3:0®—2—3g=0

>d=-7.

3

-36-

(d) et (d") ne sont pas confondues car leurs équations

6 - 6 =0, donc (d) et (d') sont perpendiculaires.

(d) est paralléle a (d,) si et seulement si dét (Uj U;) =0



Géométrie analytique du plan B

i (d)a pour vecteur normal ﬁ(z :=1).

n est un vecteur directeur de (A) perpendiculaire a (d).
Représentation paramétrique de (4) :

x=1+2t

{y=4—t

,avecteER.

B M (x;y).
ME (D) =AM -n=0
S X-3)xT+(y-4)x%x(-3)=0
<Xx-3-3y+12=0
< x-3y+9=0
équation cartésienne de (9).

I a.BC(-2;-2).
(d) : droite passant par A, de vecteur normal BC.
M(x;y);
Me (d) < AM-BC=0
< (x-3)%(-2)+(y-0) x
< -2X+6-2y=0
< x+y-3=0.
b.CD (-2 ;-6).
(d') : droite passant par B, de vecteur normal CD.
ME (d) <> BM-CD =0
< (X-1)X%(-2)+(y—-4) x
< -2X+2-6y+24=0
< -2x-6y+26=0
< x+3y-13=0.

(-2)=0

(~6) =0

B (2)a pourvecteurnormalﬁ)ﬂ ; —4)

|nl| =T+ 16 =17.

3 - 3 -
Donc —= n et ——= n sont deux vecteurs normaux a
V17 V17

(2) de norme 3.
"\W17' 17 2\\7"\"7"

Ell Coordonnées des différents points :
E(5;1),F(1;5),G(6;10),H(16;10) et /(19; 1).

e

a.(EF): ETVI>(X—5;y1);E (-4;4);
dét (EM, EF) =0 < 4 (x—5) - (~4)(y - 1)=0
< 4x-20+4y-4=0
< 4x+4y-24=0
< Xx+y-6=0.
(FG): FG(5;5); FM(x—1;y~-5).
M€ (FG) <> dét (FM, FG) = 0
< (xX=1)X5-5%(y-5)=0
<x-1-y+5=0
< x-y+4=0.

-37-

(GH): GH(10;0); GM (x—6; y - 10).
(GM) droite horizontale d'équation y = 10.
(

—_—

HI): HI(3;-9); HM (x - 16 ; y — 10).
M€E (HI) < dét(HM, Hl) = 0

< -9x-16)-3(y-10)=0

< 3x-48+y-10=0

< 3x+y-58=0.
Les vecteurs directeurs sont tous non perpendi-
culaires deux a deux, donc il n'y a pas de droites
paralleles.

EF+FG=-4X5+4x5=0.
(EF) et (FG) sont perpendiculaires.
b. La nouvelle trajectoire est (HJ) avec HJ colinéaire
a EF.
Ja pour coordonnées (19 y), Hi (3 ;y—10).
det (HJ, EF)=0 < 3x4-(y—10) x (-4) =0
< 12+4y-40=0
< 4y-28=0
sy=7.
Ja pour coordonnées (19 ; 7).

Ell a.AB(1;-4) et AC (-5 ; -6).

dét (AB, AC) = 1 X (-6) - (~4) X (~5)
=-6-20
=-26.

dét (AB, AQ) = 0. Les vecteurs AB et AC ne sont pas
colinéaires, les points A, B et C ne sont pas alignés.

b. (h,) : hauteur issue de A.
(hB):hauteurissue de B.
(hc):hauteurissue de C.
Mx;y);
Me (h) < AM+BC=0
< (x-3) X (-6) + (y-5) %
< -6x+18-2y+10=0
< 6x+2y-28=0
< 3x+y-14=0.

Meh) < BM-AC=0
= Kx-4)(=5)+(-1)(-6)=0
< —5x+20-6y+6=0
< -5X—-6y+26=0
< 5x+6y—-26=0.

Me(h) < CM-AB=0
SX+2)XxT+(y+1)x(-4)=0
< Xx+2-4-4=0
< x-4y-2=0.

(-2)=0.
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B Géométrie analytique du plan

EE Coordonnées des points A(3;-6),B(0;9)
etC(-9;0).
a.ﬁ(—_’; ;15);
Mx;y):ME (h) < CM+AB=0
< (X+9)x(-3)+
< -3x=27+15y=0
< x-5y+9=0

b. On détermine une équation cartésienne de (h ),

hauteurissue de A :
BC(-9;-9);
ME (h) < AM+BC=0
< (X-3)%(-9)+ (y+6)x
< X-3+y+6=0
< x+y+3=0.
H point d'intersection de (h) et (hc) a pour
coordonnées (x; y) tels que :

{x—5y+9=0 {X:Sy—9
<

(-9)=0

X+y+3=0 5/-9+y+3=0
x=5y-9 y=1

<= <=
6y=06 x=-4

DoncH (-4;1).

EE a. U, est associ€ a la droite rouge.
U, est associ€ a la droite bleue.

b. £ : valeur de U, pour /=0
doncE=4,5YV.

U2:Rlpourl1:I:O,S;UZ:SdoncR:L—;Z:mQ.

Pour A’: I=1;U=E-rl
soit43=45-rx1<r=45-43=0,2Q.
¢. Le point de fonctionnement est le point
d’intersection des deux droites.

Son abscisse vaut /. Son ordonnée vaut U,
d.Calcul:4,5-0,2 % l,=10x1,

4,
«102/,=45<1 = 1052 ~ 0,44 A.

Puis U, = 10X |, = 4,4V,

Equation normale de droite

2 a.2x-y+4=0

a=2>1;an'est pas de la forme cos 6.

Ce n'est pas une équation normale de droite.
b.03x+15y+2=0.

b=1,5>1;bnest pas de la forme sin 6.

Ce n'est pas une équation normale de droite.
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(y—0)x 15=0

35 1 4 5
TRy,

équation normale de (d).

=0 est une autre

36 2x-y+4=0.
a. H)(Z ;—1) est normal a (d).

TRE
_>( 1)et -2 1
u,
N ANy
b. Les deux équations normales de (d) sont :
2 1 4 —0et—2 -2 1 4 0
—=Xx-—=y+—==0e —=y-—==0.
BT T T
— — 1 —
E a.n(-1:2):u=-—=n
[Inll
Donc U(ﬁ E) unitaire et normal a (2,).
M(x;y)
Me(@)©A_>M u=0.
1 2
) X \/§)+ y+2)xﬁ:o
-1 5 2 4
=X+ =+ + ==
=V \/§ NEaRE
-1 9
+—==0
=V fy 5
equatlon normale de (92,).
b.3x-4y+1=0.
1
On multiplie I'quation par —————— \/32+(_42 3
, 3 4 1
Equation normale de (2,) : -x-—y+-=0.

5 5 5

ET a.n (5;2) est normal a (2,).

— 1 —
n =—-n.
t il
(5 2
n1(ﬁ;ﬁ) est unitaire et normal a (@3).
M(x;y);

+—— -——= =0
=29 29 V2o
équation normale de (2,).

— ——

=AB(6; 3) dirige (Z,).
(3 ;—6) est normal a (2,).

:lcr

—-38-



Géométrie analytique du plan B

l

— —

n1—||j|n n (\/_ \/_)or\/E:S\/?.

=i

1
\/_ V57"
(x;y);
(D) =AM n =0
1 2
E(X+2)—E(y—0)
1 2 2 o
B

équation normale de ().

§§

=0

<=

<=

EE (@,) passe par A2 ; 5) et est dirigée paru(1; -1).

Mx;y);

ME (D) < dét(AM,u) =0
<-1x(x-2)-1(-5=0
<-x-y+7=0.

Une équation normale de (9,) est
1 1 7
=0.

R L)

Distance d’un point a une droite

T+3%x2+1|
M a.dia, (@) =1 F3x201 - 2
\/1+9 \/W

3x(=1)-2x(1,5]_ |—3‘3|=i
Vo +4 ERNIE)

Al a.l’équation est une équation normale donc :

d(A, (d)) = ‘1x3+§x 2‘ ‘——\/_ 2‘

=|—5 —\/§|:3+\/§.

b. Lequatlon est une équation normale donc:

=l s 7w

b.d(A, (d)) =

X4+

® a.d (A, (2)):Iéquation de (D) est une équation
normale, donc:

1 3
d(A,(9)):‘1x—+£+1‘:£ L2_3+3
2 2 2 2 2
2x(-2)-5x1+ 11| _[F9+1] _ 2
b.d(A, (2)) =] _ 2
A V4 +25 V29 29
L x4-rx(2) 1‘ ‘231‘
dAng—2X_3X_+_+3+
c.d(A D) — — =
—+— f_
4 9 36
16 22
~3 3TV

—-39-—

a. Equation de (d).
Mx;y); o
Me (d) < dét(AM,u)=0
< —2(x-1)-1(y—0) =
< -2X+2-y=0
< 2X+y-2=0
2 1 2
RV A

équation normale de (d).

=0

b.d 5. () = 2 ] 3 2|_|8—5|_3
.d (B, —\/§x+\/§x——\/§— =7
[ Equation de (BC) : BC (3 ; -8);
Mx;y);
M & (BC) < dét (BM, BO) =0

< -8(x+1)-3(y-5)=

< -8x-8-3y+15=0

< 8x+3y-7=0.

8x1+3x(-2)-7| _[8-6-7
d(A, (B0) = L2
V64 +9 V73
_|—5|_ 5
T 73 VT3

() passe par B (3;-1), a pour vecteur
directeurLT(1 :2).
Equation de () :
Mx;y); R
Me (D) < dét(BM,u) =0
<2x-3)-(y+1)=
< 2X-6-y-1=0

< 2x-y-7=0.
_|2x2-(-2-7] _4+2-7] 1
d (A, (D)) — —F %

A a. ;(cos(70°) ; sin(70°)) est un vecteur directeur
unitaire de (OB).
b.0(0;0)€(0B); M(x;y);
M € (0B) = dét (OM, u) =
<> sin(70°) x - cos(70°) y=0
équation normale de (OB).

C. 7(—cos(65°) ; sin(65°)) est un vecteur directeur
unitaire de (AB).
ME (AB) < dét (AM, v) =0
<> sin(65°)(x — 3) + cos(65°) y=0
<> sin(65°) x + cos(65°) y — 3 sin(65°) =0
équation normale de (AB).
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B Géométrie analytique du plan

d.B(x;y); Cercles
B < (0B) - sin(70) x— cos(70) y=0

{ € (AB) {sin(65) X+ cos(65) y = 3 sin(65)

cos(70) Xx=6+ /3 cos(t)

=— y avecteR.
sin(70) {y=—2+\/§sin(t)

Q(5;-3);R=2.

in(65 cos(70) 65] y =3 x sin(65
[sin( )xsin(70)+cos ]y =3 xsin(65)

Hl (x-4)2+y*=6=1/6%alors: Q(4;0) et R= /6.

B 3 X sin(65) x sin(70) 4446
Y= Sin(65)cos(70) + cos(65)sin(70) {X_ o cos(a) avecaER.
cos(70) 3 X sin(65) X sin(70) y=6sin(a)
B 5|n(70) sin(65)cos(70) + cos(65)sin(70) b
3 X sin(65) x sin(70) Gl R=AB= \/5+1 3y

= 5in(65)cos(70) + cos(65)sin(70) " =V36+T16=52=4x13=2V13.

=-14+2 cos(a
B a pour coordonnées (x, ; y,) soit environ (17,8 ; 21,7). { - 2\/\/__ aveca €R.
3sin(a
e. (OA) a pour équation normale: y=0.
d(B; (OA) = ly,|~21.7 km. 2 Q milieu de [AB].
2+8 1-5
[%! Propriété du cours X, T =5Yy= 5 =2

a. Si ax + by + ¢ = 0 est une équation de droite alors
n(a; b) estnormal a (2).

—

;ci(;): cos(0) ; b =sin(B) ; v (cos() ; sin(B)) est normal AB= \/(8 Pt (C5-12=\36536=T2=6V2.

R= —AB.
2

De plus ||v]| = cos? 6 + sin? 6 = 1. v est unitaire. X=5+ 62 cos(a) aveca € R.
b A y=-2+6v2sin(a)
(D) E Q(1;0);R=
+(y- ) FPeoxX-2+1+y*=9
H < X’ -2x+y*=8.

(AH) est perpendiculaire a (2) donc:

— - s> 2 a.Représentation paramétrique de (€)
AH =+ ||AH|| - v (v unitaire).

A(=2;3);B(2;1).

Soit M (x; ly)etMe(Q(Zg). N R=AB=V(2+2?+(1-32=v16+4 =+20=2+5.
u[ = |(x-x) cos +(y - y,) sin(6)]. = 94
De plus |AM u|—|AH+HM) X=24 2050050 e qer,
y=3+2/5sin(a)
_ |ﬂ-l>- U+ 0| car HM L. 0 b. (¢,) de diametre [AB]. Centre Q milieu de [AB].
= |AH - U] = ||AF|| = AH. XQ:_22+2—0y 3;” 2.
Donc AH = |(x - x,) cos(8) + (y - y,) sin(6)| AB R
¢.Onsaitque d(A; (2)) =AH R2:7:E =15.
aveca e R.

=|(x-x,) cos(B) + (y - y,) sin(8). x =5 cos(a)
On va choisir un point m de (2). {y= 2 + /5 sin(a)
Pour H point de (&) de coordonnées (x,,; y,),ona:
x,, cos(0) +y,,sin(8) + k=0.
Puis d(A, (2)) =AH

= |(x,, = x,) cos(8) + (y, - y,) sin(6)|

B a.x+y’-6x-2y=7
< KX=-3P%-9+(y-12-1=7

= |-x, cos(6) - y, sin(6) - K| < X=3P+(y-172=17
=[x, cos(6) + y, sin(0) + k|. Centre Q(3; 1) ; rayon R=+/17.
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Géométrie analytique du plan B

D'ou la représentation paramétrique :
x=3++/17 cos(q)
y=1++17sin(a)
b.x*+y*+3x+8y+12=0
32 9
X+=| - =+ ({y+4)?2-16+12=0
@( 2) 2ty

aveca € R.

3)2 9 25
X+ = +y+4)P=44+"=—"—.
~| 2) v+4) 4 4
Centre Q (- =;-4);rayon R = 5 = 2.
4 2
x:—i+£cos(a)
2 2 aveca €R.
y=-4+ %sin(a)
X +y*+8x+6y+17=0
< X+4)P2-16+(y+3)*-9+17=0

< (x+4)P2+(y+3)72=8.
Centre Q(-4;-3) ; rayon R=+/8 = 21/2.
Représentation paramétrique :
x=—4 + 242 cos(a)
{y: -3+ 242 sin(a)

aveca e R.

] a. (ﬁ(a + Rcos(t)—a; b+ Rsin(t)-b)
donc 97(R cos(t), R sin( ))
On pose LT(cos(t) ; sin(t)) ; u est non nul car llul =1
alors QA =R u. QA dirige (QA), donc u dlrlge (QA).
b. n(sin(t) ; - cos(t)) est orthogonal a u, donc normal
3 (QA) et n est unitaire car ||ET| =1.
¢. (T) passe par A et est dirigée par n.
M(xc; y) ; ME (T) <> dét(AM, n) = 0.
Or ATW(X— (a + Rcos(t) ; y — (b + Rsin(t)).
Donc dét (M/I), r?)) =0
<> —cos(t)(x — a — Rcos(t)) - sin(t)(y — b — Rsin(t)) =0
<> —x cos(t) + acos(t) + Rcos?(t) — ysin(t) + bsin(t)

+ Rsin%(t) =0
<> cos(t) « x + sin(t)y — (acos(t) + bsin(t) + R) =0
équation cartésienne de (7).

[ a.A(-5;1) et B(1;-2); Qest le milieu de [AB].
1+ (-r) 1

-5+1
X, = > =-2ety,= > :—2.
R:lAB:l\/1+5)2+(—2—1)2:%\/36+9

1 3\/‘
2\/4__ 2

Représentation paramétrique de (%) :

3v5

X=-2+ ——cos(t)
2

3\/_
22

avecte R.

y=- =—=sin(t)

b.(T) tangenteﬂcercle au point A : passe par A, de
vecteur normal AB(6 ; -3).
My
Me(TA) < AM-AB=0
< 6(x+5)+(-3)(y-1)=0
< 6x+30-3y+3=0
< 6x-3y+33=0
< 2X-y+11=0
équation cartésienne de (T,).
(T;) tangente au cercle au point B: passe par B, de
vecteur normal AB.
MeE (TB) < BM+-AB=0
<6(x-1)-3(y+2) =
< 6x-6-3y-6=0
< 6x-3y-12=0
< 2x-y-4=0
équation cartésienne de (T).

T a. diA (@) = 3X4+2X2+10]_ [12+4+10)
26 Vo+4 V13
=ﬁ=zm.
b. € a pour centre A et pour rayon R = d(A, (d)).
=4+ 2y/13 cos(a) veca e R,

X
{y: 2 + 2413 sin(a)

2x2-1+3] 6
.dA,@ - Y = =
EE a.d(A (2) N NG

b. 522 ;—1) est un vecteur normal a (2).
1 .
E(Z ;=1) = n, est un vecteur unitaire normal a ().
A
*
/H/

B

B(-1;1) es_t) un poigtge (2) alors (2) a pour vecteur
directeur u(1;2) (U=n =0).

Représentation paramétrique de (9) :
x=-1+t
{y: 1+ 2t
H est I'unique point de (2) tel quem =0
1(=-1+t-2)+2(1+2t-1)=0
<t-3+2%x2t=0

outeR.

®5t—3=0©t=%

donc x ——1+i:—§etyH_1+2xi:%
H

-2:4)
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B Géométrie analytique du plan

¢. () a pour centre A etrayon R=AH=d(A; (2))
x-x)+{y-y)=R
o (=27 4+ (y—1) = 356
X -AX+44+y -2y+1=

—4x+y - 2y+5—35—6
<X+ y -4x- 2y—%—0.

36
5
0

] a.x2+y?—12x+6y-5=0
< (X-6)*-36+(y+3)?*-9-5=0
< (x-6)2+(y+3)?=50

donc Q(6; -3) et R = /50 = 5+/2.

6-(=3)+1]_ 10
V2 V2
donc (2) est tangente a (6).

¢. Point de contact /.

b.d(R;(2)) =

Représentation paramétrique de (92) :

X-y+1 =O;A(—1_;)O)€(@);

vecteur directeur u(1; 1);

x=-1+t

-

I est 'unique point de (2) tel quelﬁ u=0
S IX(-1+t-6)+1%x(t+3)=0
< -7+t+t+3=0

avecteR.

< 2t=7-3=4
=st=2
alors {X =-1+2=1 Ainsi, I(1; 2).
y,=2
~-4x2+5x3-31|_ 24
Ea.d(();chzl =—=3,75.
V16 + 25 VAT
d(Q; d) < R. Deux points d’intersection.
2+18-31| _
b.d(Q; (d) = | =1,81.
V1436 \/_7
d(Q; (d)) > V2. Pas de point d’ mtersection.
€.dQ;(d)="28+24-26| _ 7 g

V49 + 64 \/113

d(Q; (d)) > 2. Pas de point d'intersection.

[E a.R=0A=V4+(-3)=5.

Equation cartésienne de (&) : (x—4)? + (y + 3)*= 25
x> —8x+y*+6y=0.

b. AB=V(5-4)+ (4 +3)

=\V1+49=+50=52.

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

. (€’) de diamétre [AB]. Le centre de (€”) est Q,
milieu de [AB].

4+5 o9 -3+4 10(9 1)
%= ‘\/_E’yﬂ‘ 2 27\
- AB_5 2_ 5 )

R'= > =73 —\Erayonde(%).
Equation cartésienne de (€”) :

9\2 12 (5
(‘5 +(y‘ 5) :(ﬁ)

81 1 25

-9+—+ +—==

SH N Y =
82 50

4y -9x-y+ ——-—=0

< X+y-9%-y 4 4

<X +y-9%-y+8=0
équation cartésienne de (¢").

d.Mx;y); M€ (€) N (€)
(x> +y* -9 -y+8=0
<>
(X’ +y*-8x+6y=0
-x-7y+8=0

X +y?-8x+6y=0
(x=8-7y
(8-7y)*+y*-8(8-7y) + 6y (L)

(L,-L)

Onrésout (L))
64— 112y + 49y* + y> — 64 + 56y + 6y =0

< 502 -50y=0

<y -y=0

<yly-1)=0

<y=00uy=1
Siy=0alorsx=8-7x0=38.
Siy=Tlalorsx=8-7x1=1.
D’apres la figure, on identifie I(1; 1) et J(8 ; 0).
e./ (resp. J) appartient au cercle de diametre [AB],

doncle trlangle ABI (resp ABJ) est rectangle en/
(resp.J), d'ou Al-BI=0 (resp. AJ-BJ= 0).

f. Les tangentes a (%) issues de B sont les droites (B/)

et (BJ), de vecteur normal respectif Alet AJ.

(7)) tangente issue de B passant par /:

M(x;y);

ME (T ) <BM+Al=0
SKX-5Xx(1-4+({y-4x(1+3)=0
< -3x+15+4y-16=0
< -3x+4y-1=0

< 3x-4y+1=0  équationde (7).

—4) -



Géométrie analytique du plan B

(7)) tangente issue de B passant par J:

Mix;y);

ME (T ) < BM « AJ=0
< KX-5+8-4)+ (-4 x%x(0+3)=0
< 4x-20+3y-12=0
< 4x+3y-32=0 équationde (7).

(B x> +y?—4x+2y=3
< KX=-2P-4+({y+1)-1=3
< (X-22+(y+1)2=8
Centre Q(2; 1), rayon R=+/8 = 2V/2.

. _|2+1+1|_4_ _
d(Q; (D)) = =2\2=R.
(Q;(2)) — 5

se tester

[ 1.Faux;2.Vrai; 3. Vrai: 4. Vrai; 5. Vrai ; 6. Faux.

M3 1.Faux.(d) a pour vecteur directeur L7(1 ;=3);
/@)(2 ;1)

AD+ U=2x14(=3) X (=1)=5%0

AO et u ne sont pas orthogonaux.

2. Faux. Rayon de (%) :

R=0A=(4+2)? +(3-1)? = v/40 = 2+/10.

0B =(-3 — 4)> +(4 — 3 = \/49+1=/50.

QB =R.

3. Faux. Le centre est Q(4 ; 3).

Représentation paramétrique de (¥) :
X =4+ 40cos(t)
{y =3+ 40sin(t)

4. Vrai. Un point de (d) est A(-2; 1).

SoitM (x; y), M€ (d) < dét(AM,u)=0

avecteR.

< -3(x+2)-(y-1)=0
< -3x-y-5=0
< 3x+y+5=0.
Uge équa:ion norrsnale de (d) est:
mx+my+m:0
5. Faux.

@)(7 ;—1) donc V(1 ; —%) dirige (BQ).

d(Q; (2)) =R, donc () est tangente a (€) en A,
unique point d’intersection de (2) et (¥).

A est aussi le projeté orthogonal de Q sur (92).
Représentation paramétrique de (@ 1 (D) passe par
B(0; 1) et a pour vecteur directeur u(1; 1).

x=t
D'ou
=1+t

A est déterminé par QM- u=0
< (t-2)xT+(1+t+1)x1=0
<t-2+t+2=0
< 2t=0
< t=0.
DoncA=B;A(0;1).

avecteR.

—

Soit E(-=10; 5) ; alors BE(13; 1).

dét(BE )= —-x13-1==29 40,
7 7

BE et v ne sont pas colinéaires. E n‘appartient pas a
(BQ).

3 1.b.;2.c.;3.a.;4.b.;5.b.
[ 1. c. Le centre de (®) est Q milieu de [AB], donc

Q(2;-6).
Le rayon de (%) estR = %AB.

AB= \/(5+1)2 +(=10+2)2 =36+ 64 =100 =10
doncR=>5.

Zﬁ.c. La tangente a (%) en / a pour vecteur normal
Ql (-4;-3).
Soit M (x;y), IM+ QI=0 < —4(x+2)-3(y+9) =0
< —4x—-3y—-35=0
< 4x+3y+35=0.

d)):|4><2+3><3+35|

3.b.dU, (
s
_[8+9+35_52
5 5

dy, (d) =10,4.
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B Géométrie analytique du plan

exercices d'approfondissement

(] Droites paralléles

a. @)(1 i 3).

Représentation paramétrique de (OB) :
x=t
b

B' doit vé@)er /@:’et A'B sont colinéaires,

soit dét (AB,A'B) =0.0n a B'(t; 3t).

AB(t-4;3t); AB(-6; 3)

donc3(t-4)-(-6)x3t=0<3t-12+18t=0

< 21t-12=0

Lo12_4

7 21 7
7' 17)

avecteR.

8l

b.-C(x;y);O_/é\):B_C)@{

Donc C(5; 3).
«C(x;y)

oi=gee] 7

53 12)

AR
c. « Equation de (AB') : soit M(x ; y) ,ﬁ(; y E)

-24 12).

Donc C’(

Soit AB| 2%
Me(AB’)<:det(m,/@>’) 0
©%(x 4)+ 24(y 0)=0
@12x—48+24y 0
e x-4+2y=0

< Xx+2y-4=0
équation de (AB’).

. Equation de (A'B) : A'B(=6 : 3).

dét (A ’/VI A’B) 0<=3x-7)+6(y-0)=
<3x-21+6y=0
< x+2y-7=0.
équation de (A'B)

- Equation de (CC) ; CC’(% -5; A2 3

sthC’( 8 _—79) ’

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

-9 18
0e —(x-5-—(-3)=0
7(x ) 7(y )

< -9(x-5)-18(y-3)=0

< -9x+45-18y+54=0

< Xx+2y-5-6=0

< X+ 2y—11=0équation de (CC).
d. D'apres les trois équations obtenues 77(1 ;2) estun
vecteur normal a (AB’), (A’'B) et (CC'), donc ces trois
droites sont paralléles.

dét(CM, CC) =

@ Droites concourantes
a.-OA(4;0); 0A'(9;0)

donc OA'= % OA

O, Aet A'sont alignés et A’ (OA).
-0B(1;3); 0B'(-3;-9).

OB’ =-308, de méme B’ (OB).

— —= (4=x-1

b.C(x;y); OA=BC < O=y-3
x=5
< y:3

— 9=x+3

C'( y)'OA’:B’C’ch:y_Ir9
6

Ainsi, C(5;3) et C'(6;-9).
c. - Equation de (AB)
AB'(-3-4;-9-0) donc AB'(-7 ; -9).
Soit M(x;y);
Me (AB') < dét(AM, AB) =0
< KX-4)x(-9)+7(y-0)=
< -9%+36+7y=0
< 9x-T7y-36=0
- Equation de (A'B)
AB(1-9;3-0)donc AB(-8;3).
Me (AB) <= dét(A 'M A'B) 0
< (x-9)X3+8(y-0)=0

équation de (AB’)

< 3x+8y—-27=0 équation de (A'B).
- Equation de (CC))
CC(1;-12).

Me (CC') = dét(CM ; CC) =
< -12(x-5)-1(y-3)=
< -12X+60-y+3=0
< 12x+y-63=0 équation de (CC).
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Géométrie analytique du plan B

1 a*-1
9x-T7y-36=0 sty _
d.MeUB) N A8 =1 Y S (-a)x—+(y-0)x———=0
3X—27+8y:0 1 -1
Ox 7y 36 @EX—1+ y=0
©{9x+ 24y =381 < x+Va*-1y-a=0  équation de (Al).
~31y=36-81=-45 (L,-L) Equation de la tangente (AJ) :
lox + 24y =81 ME(AJ)c»AM 0J=0
2
y-5.% = -a)xt+ (-0 x [FL) <0
-31
<
9x+24><——81 e x-Va*-1y-a=0 equatlonde(AJ).
gy= 81 %X31 - 24 x45 _ 1431 i Orthocentre et hyperbole
159 3125 31 a. Equation de (h,) :
ETAEL M(x;y);
I(E 45 est le point d'intersection de (AB’) et (A’B). Me (h) < MM-MM,=0
31 " 31 1 1
On vérifie: < (x=x,)(x,~x,) (y__)(x__x_)zo
159 45 %5
4 __ X, = X
12x = + 1% - 63 = (12X 159 +45 - 63X 31] o b))+ - P
2 1 3 X XX
_ 1_ 0 30 M
31 L T
Donc /€ (CC). =X X)[( x)-ly- )XX]—O
Les trois droites (A'B), (AB) et (CC') sont concourantes X, =X, 20
111
159 45 exmx =)=
en/(31 31 3 ( x3)x1x2
o x—— y-x,+ 1 _
il Tangente a un cercle issue d’un point XX XXX,
a. On cherche les points M(x; y) appartenant & (&) equation cartésienne de (h,).
tels que OM + MA =0. 1 1 1
b.Me()n(h)<y=—etx-—y-x, =
| X XX, XXX,
o 2 VR B IS
XX, X XXX, 3
x#0sinon M & (%) 1
J ©x2+( —x3)x——=
1 2X3 . )f'l .
Onax(@-x +y(0-y)=0< ax—x-y2=0. S?jﬁlirffr_wi%oe“ une solution évidente
M est un point de (%) donc x*+ y> = 1. XX, XX,
1 _
lresteax—1=0<x=— : : c. La 2° racine du trinéme vérifie X' x x, = X—1
2 2 _ 21 y2—1____“4 _ 1”2
OnaalorsxX*+y’=1<y =1-x=1 poiaipe >0 donc x' =
a’-1 17273
NYERLELN ;
. . . . Alors | F =X XX, .
Les points d’mtersectlon des tangentes issues de A XXX,
avec (%) sont /(_ va ) ot J(1 a’- ) d. En changeant les roles de x, ; x, et x,,
squati RV B _
b. Equation de la tangente (Al): équation de (h,) :x - x2x3y o XXX,
Mocyys équation de (h,) : x - Ly—x2+ =
Me Al) <« AM-0I=0 XX XXXy
Ona :i+x1 - X, +L =0donc /€ (h,)

1723

— 45—
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B Géométrie analytique du plan

+Xx,- X, + :Odoncle(hz).

X1XZX3 X1X2X3
I est un point d'intersection des trois hauteurs du
triangle MM, M,, cC’est l'orthocentre du triangle

23
MMM..

(2 Triangle délimité par trois droites
<Al y);
Ac(d)n(d) e TV >=0
X-2y-4=0
(y=5-x
X-2(5-x)-4=0
y=5-x
x-10+2x-4=0

3x=14
<
y=5-x

_14
3
14 _1

5__—_
y=27737773

<

X+y-5=0

<=
2x-y-2=0
y=5-x

<=
2x-(5-x)-2=0

2X-5+x-2=0
<
=5-X

2x-y-2=0
x-2y-4=0
y=2x-2
<=
xX—(2x-2)-4=0
y=2x-2) x=0
i =4
X=-2x+4-4=0 y=-2

ced)n(d,) < {

c(o

b.BC = \/o-—)+(z__)2= %J,ﬁ: 245

9 9

3
Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

. Mix;y) .
Me (D) <CM-AB=0
= -0 x[Z-2)+ y+2(-7)=o0
©?7x+ (y+2)=0
@—x+y+2 0
e x-y-2=0 (2)

d.E(x;0)etEE(D)doncx-0-2=0<=x=2.
E(2;0).

e. F projeté orthogonal de E sur la droite (d.).
(d,) est dirigée par u{(1;2).

Représentation paramétrique de (d.) :

{Xz t avecteR.

y=-2+2t

et (d,) passe par /(0 ; -2).

F est I'unique point de (d,) vérifiant EF-u=0.
Soit(t-2)x1+(-2+2t-0)x2=0
@l‘—2—4+4t—0<i>51‘—6@1‘:é

F(g 2+2><6)50|tF(§ g)
‘ ‘8 25
f.d(F;(d)) = \/5 \/f 5\/_

tZ Famille de droites
a. (2) a pour vecteur directeuru(-1; 2).
(A ) a pour vecteur directeur v_(m;m-2)
(D)// () = dét(u~v )=0
<-1m-2)-2xm=0
<-m+2-2m=0
<-3m+2=0
m=-_.
=173
b.(2) L) <=u-v =0
<-m+2m-2)=0
<-m+2m-4=0
<m-4=0
< m=4.

iZ! Représentation paramétrique de droites
a.(d) passe| parA et a pour vecteur directeur
ui2; 1) caru-n=0.
D'ou la représentation paramétrique de (d,) :

x=0+2t soit =2t
y=2+t y=2+t

D a pourabscissex=2alorsy=2+1=3donct=1.

avecte R.
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Géométrie analytique du plan B

D(2;3).
b. (d,) a pour vecteur normal n’(1:1) donc pour
vecteur directeur u’(1; -1).
Représentation paramétrique de (d.) :
{x: -1+t

y=-t
Cd'abscissex=1donct=2ety=-2.
c(1;-2).
¢. » Droite (AC) équation cartésienne

— —_—

AC(1-0;-2-2); AC(1;-4); M(x;y);
ME (AQ) < dét (AM: AQ) =0
< -4(x-0)-1(y-2)=0
< 4x-y+2=0
<4x+y-2=0.

avecte R.

« Droite (BD) équation cartésienne.

BD(2+1;3-0);BD(3;3);
Me (BD) < dét(BM; BD)=0
< 3(x+1)-3(y-0)=0
<x+1-y=0
< x-y+1=0.
« Ainsi, le point /(x; y) cherché est ;
4x+y-2=0
x-y+1=0

y=x+1 {y:x+1
<

IE(AC)n(BD)c»{

< 3

Ix+x+1-2=0 5x-1=0

X= 41
5
1 6
=—+1="
y=13 5

Donc/ (% ; %)

Q

153 Bissectrices de deux droites
a. Equation cartésienne de (2).

—

(2') a pour vecteur directeurAB(-2 ; -1).
Soit M(x; y).
ME (') < dét(AM ;AB) =0
<-1x+1)+2y-1)=0
< -x-1+2y-2=0
< -X+2y-3=0
< Xx-2y+3=0 équationde (2).

I(x;y).

, 2x-y=0
IE(@)H(@)@{X_2y+3=0
©{x—4x+3=o ©{—3x+3:o ‘i’{y:z
Donc /(1 2).

2X - 1
b. d =J_X[=_2 _
1 NG \/§| x-y|
-2y+3 1
d =2 = |x-2y+3
2 5 \/§|X y+ 3|

c.d =d < |2x-y|=|x-2y+3|
{2x—yzx—2y+3
ou2x-y=—(x—-2y+3).
Cas1:2x-y=x-2y+3<x+y-3=0
équation d’une droite ().
Cas2:2x-y=—x+2y-3<3x-3y+3=0
<x-y+1=0 équation d'une droite (A).

EZ Triangles tracés dans un cercle
a. (AB) = (Al) ; Al (=2 +3; -3 - 5) donc Al (1 ; -8).
Equation cartésienne de (AB) :
Mix;y);
Me (AB) < dét(AM, Al) =0

< -8(x+3)-1(y-5=0

< -8x-24-y+5=0

< 8x+y+19=0 équationde (AB).
(A'B’) est la perpendiculaire a (A/) passant par /.
Donc Al est un vecteur normal de (A'B).
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M(x;y);
ME AB) = IM-AI=0

< 1XKx+2)-8(y+3)=0

e x+2-8y-24=0

< Xx-8y—-22=0 équation de (A'B).
b. Equation cartésienne de (&).
R=0A=+9+25=1/34
x*+y?>=34,

2 2
B(x; y) vérifie {§X++};/:- 31‘; ~0
y=-19-8x
= {x2+ (19 + 8x)2 = 34
2+ (194 8x)? =34 <= x>+ 361 + 304x + 64x°= 34
< 65x+304x+ 327 =0

abscisse de A

. 327 327 _ -109
2¢racine -3 XxX=—"——<x=
65 ' 3x65 65
(=-1,68)

-109 -363
=-19-8x [~ ="222 (= -5,58).
y 8 (65) 65 )

Donc B ﬂ;ﬂ)_

65 65

¢. Coordonnées de A’et B'; M(x; y).

, X*+ y’=34
Me ()N (AB) = {x—8y—22:O

1™ racine x=-3

Xx=8y+22
= {(8y +22)2+ y=34.
Ona:
(8y+22)2 + y’=34 < 64 y*+ 352y + 484 + y* =34
< 65 y’+ 352y +450=0.
-176 V1726 -176 1726

2 racines )2 =?+ 65 ety2 ZF 65

alors x, =8y, + 22 —E+—\/1 726

X,=8y,+22= 2_8 1726.
2 65 65

Surlafigure x, < x,

doncA’(65 685\/W =176 @)
p(2+ 2 yT735, =128 @ )

d. A”est Ie milieu de [AA I
XA,,=%—% 1726.

yA,,:%—# 1726.

Cargo 1 C/S- Livre du Professeur

87 =539
Al +—\/1 726, ——+ —\/1 726
(130 65 130 130

ﬁ(? +—\/1 726 187 +—\/1 726)

On veut prouver Al et BB”orthogonaux.
130 A" = u(-87 + 81726 ; 539 + V1 726)
65BB = v{131 + 81726 ; 187 + 1 726)
= (-87 + 8\1726)(131 + 81 726)
+ (=539 +/1726)(187 + /1 726)

=-87x131+(8%x131-8x%x87)\/1726+ 1726
+64x1726-539 % 187 + (187 = 539)\/1726 + 1726

=-11397+352y1726 + 110464 - 100 793
-352\1726+1726

=0.

Donc U et v sont orthogonaux soit A et BB’ sont

orthogonaux. Donc (/A") est la hauteur issue de / dans
le triangle IBB..

tZl Vecteurs directeurs des bissectrices
a. (D) // (D) si et seulement si:

nla: b) et n{d’; b')sont colinéaires, soit dét (n’: n")
soitab’'-a'b=0.

Donc (2) et (2') sont sécantes si et seulement si
ab'-a'b=0.
b.d(M;9)=IaX—H)metd(M;9')=]MML

0,

@+ 0 Va7 + "
dM: D) =dM: ' lax + by + | _|a’
C d( @) d( @)© m arz+b:2

< \a?+ b7 |ax+ by + | =Va? + b? [a'x+ b’y + C|

- {\/aQ + b7 (ax+ by + ¢) =a> + b? (a’x + b’y + C)
ouva?+b?(ax+ by +c) =—Ja? + b? (ax + by + ¢).

A:Eq.On pose:y=+a’+ b’ ety =+a? + b?
(Ya-vya)x+(yb-yb)y+(yc-yc)=0

N:Eq.(y'a+ya)x+(y'b+yb)y+(yc+yc)=0.

On vérifie (Ya-vya’;yb-yb') = (0;0).

Onaf(a;b)=(0;0)et(a’;b)=(0;0)doncy>0ety>0.
Ya-ya'=0 a=y'va

{v’b -yp'=0 % { b'=yb

alorsab’'-a'b = aby’V - aby’V =0, ce qui contredit

I'nypothése () et (2') sont sécantes.

D'ou (yYa-vya';y'b-yb’) = (0;0).

Ona(ya-ya)x+(yb-yb)y+(yc-yc)=0est

I'équation cartésienne d'une des bissectrices (A) par

exemple).
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De mémesi(ya+ya =0 a=-yvya

{y’b +yo'=0 < { b'=-y'b.
Onaalorsab’-a’b=- y’vab + y’Yab =0,
ce qui estimpossible.
Donc (y'a + ya')x + (y'b + yb')y + (y'c + yc) = 0 est
I'équation cartésienne d’une des bissectrices (A) par
exemple).

d. r71(y’a —vya’; y'b -yb’) est un vecteur normal a (4).

n,(y'a+ya’;y'b +yb’) est un vecteur normal a (4).

n -n, =(ya-ya)ya+ya)+yb-yb)yb+yb)
=(y'a)* - (ya')* + (y'b)* - (yb')?
=(a?+b?)a*-(a*>+ bHa? + (a? + b?)b?

- (a*+ b?)b"
=a’a* + b”?a* - a’a’? - b’a? + a*b* + b'*b?
—a*b? - b?
=0.
Donc (4) et (&) sont perpendiculaires.

e. Equation de (2) : ax+ by + ¢ =0,

alors u_(b; -a) ou U.(~b ; a) donc vecteur unitaire.

i g
Va2 + b2 ' a* + b?

—

1 1

. —d
Va7 + 67 ' + b7
72 e v (2 79)
Yy ¥ Y v
Soitw=U+vetw=u-v.

Wb b, (@, a)

y vy oy

ouw= #(y'b +yb's —(V'a+ya)

et de méme \7(

— —
onaw-n, =0.
w est un vecteur directeur de (&).

—b b a a —

Wi —-=;=-—Jouw'=—(y'b-yb';ya' -vya).
(Y Y YV VY Yy

Ona Wen = 0 donc W’)est un vecteur directeur de

1

(A).

iZ] Bissectrices d'un triangle

— —_— —

a.AB(-16;-12); AC(9;-12); BC(25; 0).

M(x; y).

ME (AB) < dét(AM;AB)=0
<3(x-4)-4(y-7)=0
<3x-12-4y+28=0

< 3x-4y+16=0 équation cartésienne
de (AB)

— 49—

=

p

m

ME (AC) < dét(AM : AQ) =0

< -12(x-4)-9(y-7)=0
< 4(x-4)+3(y-7)=0
< 4x-16+3y-21=0
< 4x+3y-37=0 équation cartésienne
de (AQ).
ME (BQ) < dét(BM ; BO) =0
< 0(x+12)-25(y+5)=0

<y+5=0 équation cartésienne
de (BC).
b. d(w; (AB) = AL L3 ay416
Ax+ 3y -37 1
dM; (40) =X =371 114y 3, 37
W0 =" 5iTs  ~ 5 It 3y-3]

dM; (AB)) =dM; (AQ)) <> [3x— 4y + 16| = |4x + 3y - 37|
3x-4y+16=4x+3y-37
ou3x-4y+16=-4x-3y+37
"x+ 7y-53=0

ou7x-y+16-37=0
7x-y-21=0(1)
oux+7y-53=0(2)
La bissectrice intérieure de//4\a une équation de la
forme y=ax+5aveca>0.

<>

<

Donc elle a pour équation :
7x-y-21=0<y=7x-21 (d).
N

1
¢. Bissectrices de B :

d(M; (AB)) = d(M ; (BC)) ©%|3x—4y+ 16| :J%Sl

<| 3x—4y+16| =5y +5|
3x-4y+16=5(y+5)
ou3x-4y+16=-5(y+5)
3x-4y+16=5y+25
ou3x-4y+16=-5y-25
‘3x—9y—9:0
ou3x+y+41=0

<=
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B Géométrie analytique du plan

x-3y-3=0(1)
= {ou 3x+y+41=0(2)
Bissectrice intérieure de 2?\: d’équationx-3y-3=0
(d). R
Bissectrice de C:

dM; (AC)) = dM; (BQ)) =
<|4x+3y—-37|=5|y+ 5]
4x+3y-37=5(y+5)
ou4x+3y-37=-5(y+5)
<4x+ 3y—-37=5y+25
ou4x+3y-37=-5y-25
<4x—2y—62=0
oudx+8y-12=0
2x-y-31=0(1)
oux+2y-3=0(2).

l|4x+ 3y-37|=|y+5]|

<

Vs
D’aprés la figure, la bissectrice intérieure de C a une
équation de laformey=ax+boua<0.

Donc bissectrice d'équation x + 2y -3 =0 (d,).

d. On cherche le point /(x ; y) tel que :

{y:7x—21
x-3y-3=0

{y=7x—21 {y:7x—21

le(d)N(d) <

1 2

“x-21x+63-3=0 < |-20x+60=0

- {x: 3
y=0

On vérifie/€(d,):3+2x0-3=0.

Les trois bissectrices intérieures sont concourantes

enl(3;0).

e.d(, (AB)) = d(l, (AQ))
d(l, (B0)) = |0+ 5| =

1(3;0).

=d(l, (BC)

iZ] Cercle tangent a une droite donnée
a. A estle point de (2) d'abscisse -1.
x,=-1+tdonct=0;alorsy, =-1etA(-1;-1).

(AQ) est la perpendiculaire a (2) passant par A. ()
est dirigée paru(1 ; -3).
Soit M(x; y).
ME (AQ)< AM + U'=0
<1Kx+1)-3(y+1)=0
<x-3y+1-3=0
<> x—3y—2=0£¢&quation cartésienne de (AQ).

b. On sait que le triangle AOA’ est rectangle en O car
inscrit dans le cercle de diamétre [AA’].

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

Ax;y)
OA-OA'=0< -1xx~-1 xXy=0
< -x-y=0
< X=-y.
De plus (AA") = (AQ) donc les coordonnées de A’

vérifient I'équation de (AQ).
{X—3y—2=0 {x+3x—2=0 {4x=2
< <
X=-y X=-y

A’(% ; —%)

¢. On veut une représentation paramétrique de ().

Le centre Q) est le milieu de [AA"], le rayon R vaut ; AA.

xQ:(—1+%) %——%.
AI:\/(% )2+(_5+1) \/4 4 \/7 \F

i

l V10 cos(t)
D'ou (%). 4 4 ,avecteR.
= _3 + V10 sin(t)
V=74 T,

représentation paramétrique de (6).

[l Cercles tangents a deux droites données

a.n(4:-3) est normal a (2) et a (2"), donc les droites
(D) et (2') sont paralléles.

b.

Les centres des cercles tangents simultanément a ()
et (2') sont situés sur une droite paralléle a (2) et
(2'), située a égale distance de (2) et (2').

. Mix;y); dM, (2)) = dM, (2)).

o 14x=3y+2[ _ [4x—3y-23
5 5
< |4x -3y + 2| = |4x -3y - 23|

{4x—3y+2:4x—3y—23
= loudx-3y+2=-4x+3y+23
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Géométrie analytique du plan B

{2 =-23 impossible
< lou 8x-6y—-21=0
< 8x-6y—-21=0  équation cartésienne

de la droite (7).

(1] Tangentes a un cercle
a. Représentation paramétrique de (%).

{x: 3+ 4cos(t)

y=-2+4sin(tf."* reR.

Soit M un point de (€) de paramétre t, alors

QM = 4 (cos(t) T+ sin(t) ).

(OM) a pour vecteur directeur \7:(cos(t), sin(t)).

La tangente a (%) en M de vecteur directeuru(1; 1)
vérifie :

V. U'=0 < cos(t) +sin(t) =0 < sin(t) = —cos(t).
On sait que cos*(t) + sin?(t) = 1 donc 2cos*(t) = 1 et

cos?(t) =

5
cos(t) =%et sin(t) = —g
Ona
ou cos(t) = —ﬂ etsin(t) = ﬂ
2 2
Donct= ——ou t=— 3m

4°
x:3+4xg:3+2\/§
Pourtz—% A

y:—2+4(—§):—2—2\/§

(x=3-242
Pourt=— 4 A{y:—2+2\/§

AB+2v2;-2-2V2) et A(3-2v2; -2 + 2\2).
b.n(1;-1) estnormal a u(1;1).
(d,) tangentea (€) en A:
Mix;y):ME (d) < n~AM=0
< 1(x- 3- 2V2) - (y+2+2V2)=
S X-y-3-212-2-2y2=0
@X—y—5—4\/§:O

@ix—ly—i—4=0
V2O N2 N2, T
équation normale de (d)).

(d)) tangente a (€) en A’:

Me(d) <n+AM=0
S Tx=-3+2/2)-1(y+2-2V2) =
S X-3+22-y-2+2y2=0

3m

-51-

eX-y-5+4/2=0
©LX_Ly_i
V2O 27 2

équation normale de (d.).

+4=0

¢.BetB.On cherche M de parametre tde (%) tel que
QMet n’sont colinéaires, soit det(QM n)=0

< 3x4cos(t)-1x4sin(t)=0

< sin(t) = /3 cos(t).

De plus cos?(t) + sin%(t) = 1 < cos?(t) + 3 cos?(t) = 1

< cos’(t) = l < cos(t) = ; ou cos(t) = -

Si cos(t) =

N|a|

1 .
alors sin(t) =

5 (t)

x:3+4><;:3+2:5

y:—2+4><\/2§:—2+2\/§.
B(5;-2+23).

Si cos(t) = -

~ |3

1 .

alors sin(t) = -
5 in(t)
x:3+4x(—l):3—2:1

y——2+4><(—£_—2—2\/§.

B'(1;-2-243).
d.(d") tangente a () en B.
Me(d) < n-BM=0
= 1x-5+3(y+2-2V3)=
e x-5+3y+2V3-6=0
< x+1By+2/3-11=0.
(d') tangente a (€) en B.
Me(d) «n-BM=0
S 1x=-1)+3y+2+2\3)=
< x-1+3y+2y3+6=0
< x+\3y+5+2V/3=0.

[E Cercle tangent a deux droites
a.(2,) a pour vecteur normalr_ﬂ(—1 ;' 5)
(2,) a pour vecteur directeuru_;(S 0 1)

—>

n.u,=-1x5+5x1=0,donc (D) et () sont
paralléles.

b. Q(x; 0) ; Q vérifie d(Q, (2,)) = d(Q, (2,)).
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B Géométrie analytique du plan

|x+5%x0-4| |x+4|
= 7% =%
(2,) passe par A(8;-8) ; M(x;y);
ME (D) <AM-MM=0
< -1x-8)+5(y+8)=0
< -Xx+8+5y+40=0
< -X+5y+48=0
équation cartésienne de (@2).
_ |x—48
Donc d(Q), (2)) = 56
d(Q, () =d(@, (D,) < |x+ 4] = |x- 48|
X+ 4 =x-48 impossible
= {oux+4:—x+ 48
< 2X=44 < x=22.
Donc Q(22;0).

do, @) =12+4 _

R=da, @)%

Donc représentation paramétrique de (%) :

x =22 + /26 cos(t)
=26 sin(t)

¢. Méme étude mais avec Q'(2; y).

Soitd(Q, (2))

,avecteR.

dQ (@)= _|-2+5y-4|=_1 |6-5
26| y -4 26| yl

1 \/_ \/—
dQ; (D) = %kz + 5y + 48| = \/12_6|46 + 5y

donc d(Q); (2,)) =d(Q; (2)))
6 — 5y =46 + 5y
= {ou 6 — 5y = —46 — 5y impossible

< 10y=-40 <y=-4.
Alors Q'(2; -4).
R=d(Q,(D,) = |6-5x(-4)] = 1|6+ 20|
26 26
=1/26.

Equation cartésienne de (€") :

(x=202+(y+4)2=26<x-4+4+ y+8y+16=26
< X+ y-4x+8y-6=0
équation cartésienne de (¢”).

[E Cerclestangents

a. On cherche le centre Q de(®).

X+ Y+ 2x+4y-27=0
< KX+1)2-1T+(y+22?-4-27=0
< X+1)2+(y+2)=32

donc Q(-1;-2) et R=1/32 =42.

Cargo 1" C/S- Livre du Professeur

(") a pour centre )'(5 ; 4) et rayon R'= /8 = 2+/2.
QQ'=V5E+ 17+ @ +27=72=62.
R+R=4/2+2V2=6V2=00Q.

Il y a un seul point d'intersection, (€) et (") sont
donc tangents.

b. (A) tangente commune a () et (€”).

/

QQ'est un vecteur normal 3 ).
I point d'intersection de (¥) et (€"), vérifie :

—_— R —_—— ——
Ql= —0Q0";Q0'(6; 6), donc:
QY]]

R 42
=X +—=X6=-1+—=<X6=-1+4=3
X, =X, 6\/§X 6\/§x

R 42
=yQ+—F—=X6=-2+—=X6=2.
Y=Yt e 6\2
Ainsi, I(3; 2).
M(x;y);

Me (B) = IM-QQ'=0
< 6(x-3)+6(y-2)=0
<x-3+y-2=0

e x+y-5=0 Equation de (A).

c.A(10;y);
A€ (A)donc10+y-5=0< y=-5.DoncA(10;-5).

Equation cartésienne de (") :
(x=5)*+(y-52=8 < x+ y*~ 10x-8y=-33.
J(x;y) vérifie O'J = /8 et JA=IA.
OrlA’=(10-3)*+(-5-2)*=7?+7?=98.
OnaJA2=(x-10)>+ (y+5)>=98

< X*+ ¥~ 20x+ 10y + 125=98

< X4+ Y- 20x + 10y = -27.

, x>+ y*—10x - 8y=-33
On résout {x2+ V= 20x+ 10y = 27
{10x—18y=—6 (L,-L,—L)
=V y2p 12 _
X+ y*=20x+ 10y =-27
{5x—9y:—3
=) 2 12 —
X+ y*=20x+ 10y =-27
3.9
=——+4—
=TT

(—% + %y)2 +ye 20(—% +%y)) +10y=-27
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Géométrie analytique du plan B

9 54 81

—-—y+ ’+ y*4+12-36y + 10y =-27

25 95V T s VT Y y+ 10y
-26y

9 54 81

—-—y+_——y+y=-26y+39=0

25 55 YT y y*- 26y

984 — 704y + 106 y’=0

492 -352y+53y’=0

On sait que y = 2 est solution.

L'autre solution vérifie 2 x y = —— 492 246

- 53°
3,9,246 _411

Puisx=-—=+=
5 5 53 53°
DoncJ(4H 246)
53 " 53
Equation de la deuxiéme tangente soit la droite (AJ) :
411 246
Al -10;=—+5
Al 1055 +5)
dét(AM, AJ) =0
246 411
e (x —10)(§+5) v+ 5)(¥—1o) 0
511 4515 119
< X =0

- +

53 53 53

< 511x+119y-4515=0
< 73x+17y-645=0.

[ Calcul de distances non accessibles

a. M1(O; 16,7); M2(40 ;30); N1(0 :=5,6) ; N2(40 :=10).

- Equation cartésienne de (AM) =(MM.)
M.M,(40; 13,3); M(x; y)
ME (M M) <> dét (MM, M M) =0
< 133(x-0)-(y-16,7)x40=0
<> 13,3x- 40y + 668 = 0.
- Equation cartésienne de (ANZ) = (N1N2)
NN (40 ; -4,4)
MEWNM,) < dét(NM, NN)=0
< xX(-44)-(y+56)x40=0
< —4,4x-40y—-224=0
< 4,4x+ 40y + 224 =0.
b.A€ MM, n (N,N,)
13,3x—40y + 668 =0
4,4x+ 40y +224=0
17,7x+892=0 LT+L2— L1
4,4x+40y+224=0
_ 892 _
17,7

< 1
_224-44x
Y= 40 ¥

A(x; y) vérifie {

< 3

el

x=-50,4
= {y: ~0,06.
Normalement on devrait trouver y = 0 pour avoir
I'alignement de A, O et B.

Conclusion : A(-50,4 ; 0) ; la largeur de la riviere est
d'environ 50 m.

85 Tangentes a une parabole

2x
y=f)=2etf
a.y=1fx) 5 e (x) = 5
Equation de (T ) :y="Fla)x-a)+f(a)
_ ( ) aZ 5 2 aZ
y=alx-a)+ 5 —a)z( a@+2 ==
ouencoreax—y—%:o

2

Equation de (T,): bx - y—b—:
(T)L(T)<n(a;-1)Ln(b;-1)<ab+1=0
sb=— (onaimposé a = 0).
Donc b est unique.
b. Le point/ (x; y) est tel que :

2

ax—y—a—:O

2
Ia = (Ta) N T(b) < bz
bx - y——:O
( @ @
ax-y-—=0 ax-y-—=0
= Zaz b2 < zaz_bz
\(a—b)x ?——:0 (a-b)x- 5 =0
a’ a’
ax-y-—=0 ax-y-—=0
= Ca-biare >
a-b)a+b) _a+
\(a—b)x—f—o X= 5
¢. On reprend le résultat précédent.
x=a+bety aX_a_Zza(a+b)_a_2=a_b
2 2 2 2 2
a+b ab
Ainsi, I( i )
: a—l ax(—l)
d.Puisqueb=-—, | a; a
a 2 2
at-1_ 1
Donc/ J——
onc a( 2 )

Donc lorsque a décrit R*, les points /_décrivent la

droite d'équation y = - ;
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Problémes

fIi Collision de particules
a.ME(d) < dét(AM, ;v) =0

1

< 1XKx-3)-1x(y-1)=0
<Xx-y-3+1=0

<x-y-2=0 équation de (d).
b.ME (d) < dét(BM, ; v,) =0
o 1+ 1)- 2(y 5)=

< -x-1-2y+10=0
< x+2y-11=0 équation de (dz).

(r)_x—3:tx1 X=3+t
CUlly-1=tx1 Tly=1+t
+1=tx2 =-1+2t
(I'Z): X ®{;:6—t avect>0

-6=tx(-1)
d. Soit M (x; y) point de parametre t de (F1).
Alorsx=3 +tety=1+t.
Xx-y-2=0CB+1)-(1+10
doncMe(d1).
Soit M (x; y) de paramétre tde (I').
Alorsx=-1+2tety=6-t
=1T+20)+26-)-11=-1+2t+12-2t-11=0
doncMeE(d).

Onabien () C(d)et(l)C(d).

2
. x-y-2=0
e.llx;y) € (d)N(d) < {x+ 2y-11=0
y=x-2 3x-15=0
‘©{x+2x—4—11=0 c{y=x—2

x=5
©{y=5—2:3

Donc /(5; 3).

avect > 0.

~2=2-2=0

f.M1(t1)(3+t'1+t)
3+t—5 t=2
—_ 1
M1(t1)_l©{1+t—3 {q:z
M.(2)=1
M[t) (-1+2t;6-t)
{—1+2t2:5 {2t—+6
6-t,=3 t =3
aesten/a I’instantt =2,etBesten/alinstant t,=3.

=t = 3.

Donc les particules a et B ne peuvent pas étre au
méme endroit au méme instant.

g. Nouvelle représentation paramétrique de (d,) :

X=X+ 2t
avecte R*,

yo—t
+2t=5
Il faut, pourt=2 < {;(O N
,~t=3
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X, +4=5 5-4=1
“ly-2=3 ©{y—3+2 5
DonC|IfautB(1 5).

(¥ Famille de droites

-1 (Da)

-2

1.(2):-x+2y-6=0;(2,)x+4y=0;Ml(x;y).
-X+2y-6=0
x+4y=0
{6y—6:0
= x=-4y
y=1
N
Donc /(-4 ; 1) est le point d'intersection de (90) etde
(2)).

2
2. F doit étre point d'intersection de toutes les droites
donc en particulier de (D) et(2) dou F=1.
Réciproquement soit F(—4 ; 1) vérifions que F € (2 ).
M-x-+2+m)x1+3m-6
=-4m+4+2+m+3m-6
=-4m+6+4m-6
=0.
Donc F(-4 ; 1) appartient a toutes les droites (< ).
3.°A(-5;0)

Me(@o)n@)@{

2

L+L,—L

AE(QZm)@(m—1)(—5)+(2+m)0+3m—6=0
< -5m+5+3m-6=0
<-2m-1=0
>mMm=-——

AE(D ).

«B(1;4)

BE(@ )= mMm-1)x1+2+m)x4+3m-6=0
<m-1+8+4m+3m-6=0
<8m+1=0
<i>m:—l

Be (9 ;).

8
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«C(2;-7)

Ce(@)=mMm-1)x2+Q2+m)(-7)+3m-6=0
<2m-2-14-7m+3m-6=0
<-2m-22=0
<m=-11

ce(@,).

4.a. M(x,;y,)E(D )
< m-1)x,+@2+m)y, +3m-6=0
e mkx, +y,+3)-x,+2y,-6=0

©m(xM+yM+3)=XM—2yM+6.
X,—2y, +6

Six +y +3200nam="1"YuT>
MM X, +y,+3

b. Six, +y,+ 3 =0alors il n'existe pas de valeur de

m telle que M€ (2 ). Ces points M sont alors situés

sur la droite (A) d'équation x+y + 3 =0.

5.a.Equationde (2 ):

(m- 1)x+(2 +m)y+ 3m-6=0.

Soitu_ (2+m;1-m);(peut- onav0|ru =0?
2+m=0 m=-2

{1 —m 0 ©{

donc u 20 et (D ) @ pour vecteur directeur :

(2 +m 1-m).

b. (2 ) paralleleil’:i\xe des abscisses si, et

seulementsi, dét(u ,1)=0<=1-m=0<=m=1.

Seule (2,) est paralléle a I'axe des abscisses.

impossible),

. (QZm) paralléle a I'axe des ordonnées si, et
seulement si dét(u—;,f) =0<2+m=0<=m=-2.
Seule (Z_ ) est parallele a I'axe des ordonnées.
«(2,) parallele a (d) d'équation y = x + 1.

(d) a pour vecteur directeur v(1 1)
det(u v) 0=R2+m-(1-m=0

<2+m-1+m=0

< 2m=-1

om=-1,

2

Seule (2 ) est paralléle a (d).

2
Famille de cercles
1.+ y’+4x-8y-5=0
< (X+2)°-4+(y-4°-16-5=0
< (X+2)2+(y-4)=25
doncQ(-2;4)etR=>5.
X+ y*-16x+2y-35=0
< (x-8)-64+(y+1)?-1-35=0
< (x-8)2+(y+1)2=100
doncQ’(8;-1) et R'=10.

2. M(x;y)
MeE (8) N (E)
{x2+ y+4x-8y-5=0
X+ y>=16x+2y—-35=0

20x-10y+30=0

U+ y+4x-8y-5=0

©‘2x—y+3:0 (L,-L,—L)
X+ y+4x-8y-5=0
y=2x+3

U+ (2x+3)2 +4x-82x+3)-5=0
y=2x+3

U+ 4+ 12X+ 9 +4x— 16x-24-5=0

5%-20=0e X =4<x=20ux=-2.
12;7)etJ(=2;-1).

3.a.kER,

(OM?-R) + k(O'M?>-(R')H) =0
IvérifieQ/l=RetQ'I=R'dou0+kx0=0.
JvérifieQJ=RetQ)'J=R'dou0+kx0=0.

Pour tout kréel, I € (E,) et J € (E,).
b.M(x;y);ME(Ek)c>
(x+2)+(y-4)2-25 +k((x-8)*+ (y+1)*-100)=0
< (X*+ ¥+ 4x—8y - 5) + k(x*+ y*- 16x+2y—35)=0.

¢.Sik=-1,ona:

X+ Yy +4x-8x-5-x- y*+16x-2y+35=0

< 20x-10y+30=0

< 2X-y+3=0

Equation d’une droite passant par / et J donc cest (1)
(E) = (L).

d.Sik=-1

Me (E) = (1 + k0*+y?) + (4 - 16k)x + (-8 + 2k)y
-5-35k=0

41-4k)  2(k-4). -501+7k

2 2 — =
cxEyE 1+k X+1+ky 1+k 0
a:4(1_4k);8:2(k_4)-y:_5(1+7k)

1+k T+k ' 1+k
X+ y+oax+By+y=0

©(x+%)2—‘f+(y+ g)z E+y 0

©(x+%)2+(y+%)2—(j:—[f:+y=0

Ensemble non vide car contenant / et J donc
BZ

— + —-y>0.

4 4 Y

C'est un cercle, dont on connait deux points : / et J.
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B Géométrie analytique du plan

8
22.0-%-5)
_4(1-4k) 2(k-4)

1+k etB 1+k
_a_ (4k—1)t B 4-k

27 1+k 2T 14k

24k-1) 4-k
Q 1+k ' 1+k)'
b. (@ passe par A(8; -1) et est dirigée par u(-10; 5)
ouv(=2;1).
— = (2(4k-1) 2(4k-1)
det (A, Vi = (1 7 - 8] x 1+ (5 P 1)
8k-2 8k-2
= -8 2
1+k * 1+k *
:8k—2+8—2k—6(1+k):6k+6—6—6k:0
1+k 1+k '
Donc Q, € (4).
=8-1
c.Soit{X 810t (avect=0carM = A)
y=-1+5t

M(x; y) est un point de (4) distinct de A.

:8k—2
1+k
4k

On cherche k €R tel que

1+k
@{(8—10t)(1 + k) =8k -

(=1+50(1+k=4-k
@{8—10t+(8—10t—8)k=—2
-14+5t+(-1+5t+1)k=4

Cargo 1 C/S- Livre du Professeur

{—10tk=—2—8+10t
=

Stk=4+1-5t
po10+100 _—t+1 1
-10t t t
@ —
po 55t 1
5t t

Tout point de (4) distinct de A est un centre Q, avec
k = 1? — 1 ou t est le paramétre identifiant le point de

(8) dans la représentation paramétrique de ().

d. Lensemble des O, pour k € R\{-1} est (A) privée
de A.

5. a. (I est le cercle passant par / et J de centre w et
derayonr.

Doncw/=wJ=r.

Ainsi w appartient a la médiatrice de [1J]
OrQl=QJ=RcarletJappartiennent a ().

De méme, Q'1=Q'J=R.

Q et ' sont aussi sur la médiatrice de [1J]

donc la médiatrice de [LJ] est la droite (QQ')

etw € (QQ)).

b. Si w =Q; alors (') est le cercle passant par / et J et
de centre Q'donc (IN = (€");A=0, u= 1 convient.
CSiw=Q, Q'=A(8;-1).

Comme w € (A) et w = A, alors, d'aprés le 4. c., w est
un point Q, avec ke R\{-1}.

Alors (E,) est un cercle de centre w passant par / et J
donc (E) = (I') et 'équation de (E,) (lorsque k= -1)
est;

10¢ + y* + 4x— 8y — 5) + k(x> + y> - 16x + 2y — 35) = 0.
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ﬂ Transformations du plan

Activités dintroduction

Photographie
1. | Hauteur en cm 2,4 10 15 | 20
Largeur en cm 3,6 | 15 |22,5| 30
rapport de 'nomothétie 4,17 16,25 |8,33
10 15
2.a._ #—.
3 4
b. Le format papier utilisé estdu 10 x 13 oudu 11,5 x 15.

En effet, ? ~3,33 et% = 3,25 qui sont des nombres

assez proches, ainsi que pour l'autre format.
3.

e

Pavage

« Le pavé 1 a pour image le pavé 2 par une translation ;
«le pavé 1 a pour image le pavé 3 par une rotation;
«le pavé 1 a pour image le pavé 5 par une translation ;
«le pavé 2 a pour image le pavé 5 par une translation ;
- le pavé 3 a pour image le pavé 2 par une rotation.

fAire d’un quadrilatére intersection
de deux carrés

1. f. On conjecture que l'aire de la partie hachurée est
égale au quart de l'aire de ABCD.

Savoirfaire

E] Le centre de 'homothétie est le point d'intersec-

tion des médianes (centre de gravité) du triangle ABC.

Le rapport est —%.

-57-—

Manuel pages 53 a 72

2. a. r désigne la rotation de centre E et d'angle de
mesure g

r(C) = B car les diagonales d’un carré sont perpendicu-
laires et EC = EB. De méme r(B) = A.

Ainsi r([CB]) = [BA].

(EJ) L (E]). De plus, J € [CB] d'ou r(J) € [BAL.

Ainsir(J)) =1.

b. r(ECJ) = EBI. Une rotation est une isométrie qui

conserve donc les longueurs. Ainsi les triangles ECJ et
EBI sont isométriques.

c. Aire EIBJ = Aire EBI + Aire EBJ
= Aire ECJ + Aire EBJ

— Aire EBC = - Aire ABCD.

d. Quelle que soit la position du point F, l'aire du
quadrilatere EIBJ est égale au quart de l'aire du carré
ABCD.

Des triangles et des cercles
1. a. hest 'homothétie de centre A et de rapport 2.

2AE=ABet 2AF =ACdonc h(E) =Bet h(F) =C. De
plus, h (A) =A.

On en déduit que h(AEF) = ABC.
b. Les triangles ont leurs angles égaux deux a deux .

EF BC

2.a. (E BO) d — =,

a. (EF)//( )oncEA A8

.BC EF T,

OrEA=EB,dou—-—=—=-".

' YABTEB T,
Demémegzﬁzi
AC FC 1

¢. ABC rectangle en Adonc BC:=AB* + AC?

< BC= (?BC)2 + (%BC)Z S rr=r’+rl
2 2

h est 'homothétie de centre A et de rapport 2.

h (B) = C ainsi I'image de (BB') est la droite paralléle
passant par C.

De méme, Iimage de (CC') est la droite paralléle pas-
sant par B.
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ﬂ Transformations du plan

Limage de leur point d'intersection G est donc D.
A, Get D sont donc alignés .
De plus G € (AA), ainsi A, A'et D sont alignés .

K2 h est I'homothétie de centre | milieu de [AB] et de
rapport % h (M) =aG.

Limage d’un cercle par une homothétie est un cercle.

Le lieu cherché est donc le cercle de centre h(O) = O’

et de rayon égal au tiers du rayon de (¥).
o 1= o

L'agalité IOI:E 10 donne la position de O..

I a. Le rapport de h est égal a % X (=3)= —%.

b. Les points A, A" et O sont alignés et O € (BC). On en

déduit I'emplacement du point O.

A

K] a. Le rapport de h est égal a % x2=1.donchest
o

la translation de vecteur CB.

b A" A

iH Le lieu du point B est la droite (A’) symétrique
de la droite (A) par rapport a la droite (D).

[Ela. (AB) // (CD) doncss ,, 0’5, =1L OU U= 2A
(H projeté orthogonal de A sur (CD)) ;

b. (AB) et (AC) sont sécantes en A donc Sus O Sug =1

=

. — =
(r rotation de centre A et d'angle 2 (AB, AC) ;

ifA1.a. ()

A ] B

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Pars,,0s,:

«les points A, B, C, D et O ont pour images respectives
C,D,A BetO;

- les segments [AB] et [CD] ont pour images respec-
tives les segments [CD] et [AB] ;

« le carré ABCD est sa propre image.

b.s,, 05, estlasymétrie de centre O.

2.a.pars,,0S,:

«les points A, B, & D et O ont pour images respectives
B, B, C,Cet O'ou B, C' et O’ sont les symétriques res-
pectifs de A, D et O par rapport a la droite (BC).;

« les segments [AB] et [CD] ont pour images respec-
tives les segments [BBT] et [CCT;

« le carré ABCD a pour image le carré BB'C'C.
H
b. S50 © S €St la translation de vecteur AB.

il a. Les six triangles sont équilatéraux et ils ont deux
cOtés qui sont des rayons du cercle donc de méme
longueur. Ainsi ils sont isométriques.

b. - La rotation de centre O et d'angle T transforme
OAB en OBC; 3

« la symétrie de centre O transforme OAB en OED ;

« la symétrie d’axe la médiatrice de [AF] transforme
OAB en OFF.

iHa.b.c
-

C'%er
d. Symétrie de centre O intersection des segments
[AA"] et [CC"].

Al a. b. |

image par hot

1 a. Les angles des triangles étant tous égaus, ils
sont semblables.

b. s =ho ravec hhomothétie de centre A et de rapport
\/; et r rotation de centre A et d'angle de mesure %
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Transformations du plan ﬂ

tuercices d'entrainement
Homothéties

22|

~_A 8

A4 a. Homothétie : b. translation ; ¢. homothétie ;
d. homothétie.

25 . AC = ~3ABdonc Cest I'image de B par 'homothé-
tie de centre A et de rapport -3 ;

— 1= . -
+AB = —?ACdonc Bestl'image de Cpar I'homothétie
de centre A et de rapport —%;

- BC = 4BA donc C est I'image de A par 'homothétie
de centre B et de rapport 4.

M a.

b. J est le centre de gravité car il est a l'intersection
des médianes (B/) et (CJ).

¢. C’'est 'homothétie de centre / et de rapport 3.

FX1 Le lieu est le cercle de centre le milieu de [AB] et de
rayon égal a %AB.

- 59—

FT] Dans les trois cas, le point Q est le centre de I'ho-
mothétie cherchée.

a.

EOnaﬁ’)z%D_/Z\,a-':%B_)etA_)F:%a.

Ainsi, il existe un homothétie, de rapport % qui trans-

forme [AD] en [FE], [AB] en [FG] et [AC] en [FA], et donc
qui transforme Aen F,Ben Get Cen E.

Donc les droites (AF), (BG) et (DE) sont concourantes
en le centre de cette homothétie.

€l a. La composée de deux homothéties de centres
différents est une homothétie si le produit des rap-
port s est différent de 1. Ainsi h’o h est une homothé-
tie de rapport -2.
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ﬂ Transformations du plan

¢. Le centre est sur la droite (CC"). Le rapport étant
s ~— 2=
égala-2,0na QC" = gCC".

Efl a. Le produit des rapport s est égal a 1.
b.

B

. 4
¢. Le vecteur de la translation est le vecteur CC".

EH a. Le produit des rapport s est égal & -1, donc il
s'agit d'un symétrie centrale.

b. cr
®
B
A C c'
°
choh—sdonA_) iA. De plus E):—%tﬁAmm
- 11— 1,—= = 1—= 1= 3=
Al=—AA"= —(AB+BA) = -AB+—AB = —AB.
2 2 2 4 4

EE] h désigne I'homothétie de centre A qui transforme
Gen D. (GE)//(DB) donc h ((GE)) = (DB) et h (E) = B.

Limage d’un parallélogramme par h est un parallélo-
gramme, donc h (AEFG) = ABCD.
Ainsi h (F) = C. donc les points A, F et Csont alignés .

7 h est 'homothétie de centre le centre du cercle et

de rapport 1000 _ 5
400 2-
Isométries

1 a. t=. s ; b.Identité ; c. rotation de centre A et
e — .
d’angle 2(AB, AC) ; d. translation .

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

] a. Déplacement ; b. antidéplacement ; c. antidé-
placement ; d. déplacement .

£l a. ODC; b. OBC; c. ADB, BCD et ADC.

38 t; 05, estun antidéplacement donc une symétrie
orthogonale par rapport a une droite (D”).

(D) (D)

N =
£l

(D)

fla.f=s,;b.;g=s,;¢.h=t.
A1, c

2.a.s, .. ; b.s

(BB) ' (cc ')

c. rotation de centre G et d'angle de mesure 2?";
d. rotation de centre G et d'angle de mesure —2?".

A1 r désigne la rotation de centre A et d’angle de me-
sure %
«r(B)=Cetr(B)=C. Ainsi r((BB)) = (CC)

« Les droites (BB) et (CC") sont donc perpendiculaires.
De plus, r étant une isométrie, BB'= CC'.

Mla.AA'=BB'; AB'=AB +BB'=BC+ (CC'=BC’,
mesAAB =1 — mesBAC = - 23”.
mesBBC = A|n5| AAB'=BBC.

Les triangles AAB’ et B'BC” ont un angle de méme
mesure car les droites (4) et (A) sont paralléles, donc
les angles alterne-interne ABC et DCB sont de méme
mesure. Les triangles AAB’ et B'BC’ sont isométriques.

On procéderait de méme avec le triangle A'CC:
b. On en déduit que AB'= A'C' = B'C. Ainsi le triangle
A'B'C est équilatéral.

] Les triangles ABF et CDE ont un angle de méme
mesure compris entre deux c6tés égaux. lIs sont iso-
métriques. Ainsi AF = DE.
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Transformations du plan ﬂ

b. O est le milieu de [AC] ; donc OA = OC.
OAM = OCN car ils sont alterne-interne.
AOM = NOC car ils sont opposés par le sommet.

Les triangles OMA et ONC ont un c6té égal compris
entre deux angles de méme mesure. lls sont isomé-
triques. Ainsi AM = NC.

M a.CB=ABetBE = BG.

mes(C/BB = mes(C/lﬁ) + mes(A/BB = %+ mes(A/BB
et

mes(A/BE) = mes(A/BB + mes(ﬁ?@) = mes(A/Bl\E) +g
Ainsi CBE = ABG.

Les triangles ABG et CBE ont un angle de méme me-

sure compris entre deux cOtés égaux. lls sont isomé-
triques.

b. r désigne la rotation de centre B et d'angle de me-

sureﬂ
2

r(C) =Aetr(E) =G. Ainsir ((CE)) = (AG) .
Les droites (CE) et (AG) sont donc perpendiculaires.

o

ﬁ"
0

b. Les triangles ABD et AEF ont un c6té égal compris
entre deux angles de méme mesure . lls sont isomé-
triques.

-61-

M1 1.a.eth.

*‘\ B
¢. On conjecture que le lieu des points N est le cercle

de centre milieu de [OD] et de rayon égal a la moitié
du cercle initial.

2.a. 0N = MH et OM = OD car ce sont deux rayons
DON = OMH car ils sont alterne-interne.

Les triangles ODN et OMH ont un angle de méme me-
sure compris entre deux cOtés égaux. s sont isomé-
triques.

b. On en déduit que I'angle OND est droit. Le triangle
rectangle ODN est donc inscrit dans un cercle de dia-
meétre son hypoténuse [OD].

c. Le cercle est décrit en entier et cela vient confirmer
la conjecture.

M a.

b. La transformation est I'homothétie de rapport 2 et
de centre le point E tel que EA = AB.

] r est la rotation de centre A et d’angle de mesure
m

5 .
h est 'homothétie de centre A et de rapport %

50 FX

image par f

image par g : i

image par gof

\/
) AN
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ﬂ Transformations du plan

b. gofest la composée de la symétrie de centre B et
de 'homothétie de centre B et de rapport 4.

Ta.s ((48) =B ; b. rapport_%
c.mes(AB.BO) = - 1 = 3m. dmese_?’—n

4 4 4
Ha. AD DE _AE _15.

"AB BC AC
Les triangles ABC et ADE ont leurs cOtés proportion-
nels. Ils sont semblables.

b. Les angles correspondants sont donc égaux. Ainsi
BAC = EAD et la droite(AE) est la bissectrice de I'angle
BAD.

—> x—3x—2
1AM —3AM©{
—3y 4
, N ——1+x o (X'=3x-3
'=1+y, =3y-3

@ a.AG=5v2; AE =510 ; AF = 5+/5.
AG GF AF \2
"ACTCETAE= 2
Les triangles CEA et GFA ont leurs c6tés proportion-
nels. lls sont semblables.
¢. Les angles correspondants sont égaux. Ainsi :
GAF = AC = G/ﬁ+%ﬁ4?:,4/c?+%ﬁ:%D/A\ﬁ

donc les angles DAG et EAF ont la méme bissectrice.

[ a.

~

b. Al = DH=%AB;AB:AD; mes BAT=mes ADH = .
Les triangles ABI et ADH ont un angle de méme me-
sure compris entre deux cOtés égaux. lls sont isomé-
triques.

¢. On en déduit que mes BIA = mes AHD.

De plus, mes KAI'= mes HAD.

Les triangles AIK et ADH ont deux angles de méme
mesure . lIs sont semblables.
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d. Par conséquent, le troisieme angle a la méme me-
mes(A/DT-I)
(BI) et (AH) sont perpendiculaires.

sure. Ainsi mes(ﬁ(l\): = gdonc les droites

[ a. mes AIB = mes BAC et mes IBA = mes CBA.
Les triangles ABl et ABC ont deux angles de méme
mesure. lIs sont semblables.

b. Rapport de similitude : ﬁg 32 =4/2.

H a.

b. Les angles JAD et CBI sont inscrits dans le cercle et
interceptent le méme arc CD . Ils sont donc égaux.
De plus I'angle AlD est commun aux deux triangles.

Les triangles ADI et BC/ ont deux angles de méme me-
sure . lls sont semblables.

Ha.

b. L'angle de la rotation a pour mesure —g.

¢. Le rapport de I'homothétie est égal a 3 car son
centre E est situé sur (AC) et sur (B'D) ou r(B) =B..

-62 -



Transformations du plan ﬂ

Se tester

71 1. Vrai ; 2. Faux ; 3. Vrai ; 4. Vrai ; 5. Faux : 6. Vrai ;
7. Vrai.

[ 1. Faux : il faudrait que I'angle mesure —23—".

2. Vrai : si h désigne 'homothétie de centre C et de

rapport % h(B) = A'et h (A) = B'. Ainsi h([AB)) = [AB]

et donc A'B':%AB.

3. Vrai : leurs trois angles sont respectivement de

A 1Ll
meme mesure : g

4. Vrai: mes(A/’G\B’) = mes(B/’G\O = mes(C/’G\A’) = 2n
et GA' = GB' = GC. 3

Exercices d’approfondissement

(%] Calcul d’une distance ce par rapport a un cercle
1.a. Les angles EBC et CDE sont inscrits dans le cercle
etinterceptent le méme arc CE, donc ils sont de méme
mesure.

De plus I'angle CAE est commun aux deux triangles .

Les triangles ABE et ADC ont deux angles de méme
mesure . lls sont semblables.

b.Onadonc 28 = AE . ABx AC=AD X AE.

AD AC
2.0n note Jle point d'intersection de la diagonale [AC]
et du cercle (situé dans le demi-cercle contenant K).

A= %(AC— 4) =%(4\/§— 4)=202-2.

Al =+/20 = 2+/5.

En appliquant les résultats du 1., on obtient :

AJXAC= AKX Al <5 AK =PI X AC_ (212 =242
Al 2V5

[ Usinage

a.

- 63 -

5.Vrai:carBC=AC;BC=AC
et mes (B/’C\B’) =mes (@') =

M1.a.;2.b.;3.a.;4.b.; 5. c.

[H1.a.Les es triangles ont des angles de méme mesure.
En effet, ICG = ACB et [IC = BAC
IC IC
2.b.BC= D —~034A BC=
\34.Donc—— BC= 73 insi 034
3. ¢. Les triangles sont semblables. Il existe donc une
similitude qui les échange. Or une similitude conserve
les milieux. Comme l'image de [J(] est [B(], Iimage du
milieu de [JC] est le milieu de [BC].
BC _ V34
4.b.— .
IC 2

b. Le triangle AA'C est rectangle en C car il est inscrit
dans le cercle de diametre [AAT.
Ainsi mes ACA’ = mes AHB.
mes AAC = mes ABC car ces deux angles sont inscrits
dans le cercle et interceptent le méme arc.
Les triangles AHB et AA'C ont deux angles de méme
mesure . lIs sont semblables.

AA"_ AC ABx AC

AT an STy TR

[ Centres de similitudes
a. G F

b. mes BQC = mes CQE car ce sont deux angles droits.

CEQ est I'angle complémentaire de I'angle ECQ dans
le triangle CQE et de I'angle EBC dans le triangle CEB.
Ainsi mes ECQ = mes EBC = mes QBC.

Les triangles CQE et CQB ont deux angles de méme
mesure. lls sont semblables.

¢. Le rapport de h est égal a 2 et I'angle de r est de
i

mesure .
2
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ﬂ Transformations du plan

d.s"=h"or’ ou h’est 'homothétie de centre Q et de
rapport % et r’ est la rotation de centre Q) et d’angle

m
de mesure -5

[T] Alignement

a. ABCD est un carré donc la droite (AC) est la média-
trice du segment[BD].

Le triangle GBD est équilatéral donc GB=GD ; de plus,
AB = AD, donc la droite (AG) est la médiatrice du seg-
ment [BD].

Ainsi G, A et Csont alignés .
b. r désigne la rotation de centre B et d’angle de me-

sure —g. r(G) =D, r(A)=Eetr(C)=F.
Une rotation conserve I'alignement. Donc les points

G, A et C alignés ont pour image les points D, E et F
alignés .

[l Composées de symétries centrales
a.lmagedeB:s,05,(B) =s,(B)=A.doncs 05, = t-..

BA.

BA

—_—>
b.s,osB—sMoch) to=tm < (M=

Ainsi M est le milieu de [CD].

N =

71 Parallélisme
a.etc.

b.0'/=0/-00'=3-1=2doncle point | appartient
au cercle(®”).

d. La transformation qui transforme le cercle (€) en le

cercle (") est'homothétie h de centre/ et de rapport
2

3

e. Limage par h du point M du cercle (%) est un point
du cercle (€”) et de la droite (IM). Ainsi h (M) =M.

De méme h (N) =N".

Par conséquent, h((MN)) = (M'N’)

Limage par une homothétie est une droite parallele.
On en déduit que (MN) // (M'N').
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[T] Perpendicularité
a. Le rapport de h est égal a 2.

b. restla rotation de centre A et d'angle de mesure %
c. r((AM)) = (B'C’) . Ainsi (AM) L (B'C)).

d. ho r([AM]) =[B'C’]. Le rapport de h est égal a 2 donc
B'C'=2AM.

tl] Centre d’une rotation
a.

b. OB’PA’ est un parallélogramme (c6tés opposés pa-
ralleles) donc OA'= PB'.

Le triangle B’PB est isocele en B'donc PB'= BB'.

Ainsi OA'=BB'.

¢.r((OA) = (BB) et A€ (OA") donc r (A) € (BB)).

De plus I'image du segment [AQ] est un segment de
méme longueur de la droite (BB) et d’extrémité B.
doncr(A)=0.

d. Le centre Q est le point d'intersection des média-
trices des segments [OB] et [OA] c'est-a-dire le centre
du cercle circonscrit au triangle OAB.

t2l Homothéties dans un trapéze
a.
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Transformations du plan ﬂ

- Une homothétie transforme une droite en une droite
paralléle. De plus, h(A) = B donc h((AC)) = (d,) ou (d.)
est la paralléle a (AC) passant par B.

« h(A) = B et (AD) // (BC) donc h(D) = C.

En reprenant le raisonnement ci-dessus, on montre
que (d,) est a droite parallele a (BD) passant par C.

b. /€ (BD) et h ((BD)) = (d,), donc h (1) € (d).
IE€ (AQ eth((AQ) =(d ), donch (N E(d) .

Ainsi h(l) est le point d'intersection des droites (d,) et
(d)).donch(l)=JetO,let)sontalignés.

¢. h(B) est le point d'intersection des droites (AB) et
(d).

2

h(C) est le point d'intersection des droites (DC) et (d).

(] Barycentres et lieux de points
1.

1—

2. A= EAM' I est donc I'image de M par I'homothétie
de centre A et de rapport %

— - = 5 e e S R
3.-GA+2GB+GM =0 < 2GI - IA+2IB+IM =0
- _—>

— — —> — N
< 2G/ =-2IB+ MA < 2GI = 2Bl + 2IA
— — —  —
< 2Gl =2BAdonc G = AB.
H
G est donc Iimage de / par la translation de vecteur AB.
4, a. Le point | décrit le cercle de centre le milieu de
[AB] et de rayon %

b. Le point G décrit le cercle de centre Q tel que
= 1= AB
BQ = EAB et de rayon e

¢. Le point / décrit la médiatrice de [AB].

d. Le point G décrit la g;oite_perpendiculaire a (AB)
passant par C telle que BC = AB.

t£] Une transformation du plan
—> 3= = =3 = 3—
1.a. MM’:EMG+GA+GB+GC:E G
—> 1— 1=—
< GM' = EMG = _EGM
fest donc 'homothétie de centre G et de rapport —l.

b. Limage du triangle ABC est le triangle AB'C.
- 1= = 1= — 1—
En effet, AB'=——AB; B’ =~ BCet AC'=—_AC.
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—> — 11— 1= 11— 1=
2. MM = —-MA+—MA + —AB+—MA + —A
2 2 2 2
:l(ﬂ?)hﬁ‘)
2 1,—= —
fest donc la translation de vecteurE(AB + AC).

—> — = > = —>
3.MM’ = (k+ 1)MG + GA + GB + GC = (k+ 1)MG
—> —> —>
< GM’ = kMG = —kGM.
fest donc I'homothétie de centre G et de rapport —k.

tZ1 Un probléme de construction
a. h([BP]) = [BAI; h ([PQ]) = [AQ].

BP = PQ donc le point Q appartient au cercle de centre
P et de rayon BP. Son image Q'appartient a l'image du
cercle qui est le cercle de centre A, image de P, et de
rayon AB.

b. Une homothétie transforme une droite en une
droite paralléle donc (Q'C')//(QQ).

CC'Q'R est un parallélogramme donc CR = CQ.
Orh([CQD) =I[C"QTeth([BP]) =[BA].

De plus, CQ = BP donc C'Q'= BA.

Finalement CR = AB.

(BC) = (CC") et CC'Q'R parallélogramme entrainent que
(Q'R)//(BQ). Ainsi le point Q" appartient a la droite pa-
ralléle a la droite (BC) passant par R.

c.+ Tracer le cercle de centre A et de rayon AB.

« Construire le point R de la demi-droite [AC) tel que
CR=AB.

« Construire le point Q intersection du cercle et de la
paralléle a (BC) passant parR.

« Construire le point Qintersection de la droite (BQ') et
de la droite (AQ).

- Construire le point P intersection de la droite (AB) et
de la parallele a la droite (BC) passant par Q.

A La droite d’Euler
a.h(A)=A;h(BY=Beth(C)=C.

— — — — —>
En effet, AB=2AB'; AC=2A'C'et BC = 2B'C’

b. La hauteur issue de A'dans le triangle AB'C est per-
pendiculaire a (B'C") donc (BC) en A’. Or A'est le milieu
de [BC]. Donc cette hauteur est la médiatrice de [B(],
la droite (OA’). Limage de la hauteur (OA’) par h est la
hauteur du triangle ABC issue de A.

De méme pour les droites (OB’) et (OC).
c. Ainsi h (0) = H.

d. Les points G, O et H sont donc alignés puisqu'un
point, son image par un homothétie et le centre de
cette homothétie sont alignés.
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ﬂ Transformations du plan

tf] La courbe du dragon
1" étape

2¢ étape

3¢ étape

4¢ étape

Problémes

tf] Regle de Dostor

a. Les deux triangles ont deux angles de méme me-
sure. lls sont donc semblables.

ED FD _ EF
bo k - E - R - E.
¢. Le produit en croix donne :
ABXFD=ACXED <> ABXFD-ACXED=0.
En élevant au carré, on obtient :
AB> X FD*+ AC2 X ED*> -2 ABX FD X ACX ED =0
< AB*X FD? + AC* X ED*> = 2AB X FD X AC X ED.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

{2 Cerf-volant

a. Les droites(AC) et (BD) sont sécantes en un point /
donc la composée des deux symétries est la rotation

=

- —
de centre /et d'angle de mesure : mes(/B, IA) =—.

I3 o

En effet 'angle mes(AIB) = 3 mes(BA) m

= 2— = 6'
b. Les droites (AB) et (CD) sont sécantes en un point J
donc la composée des deux symétries est la rotation

de centre J et d'angle de mesure % En effet I'angle

A =— - A == — = —,
mes(AJC) 3 mes(CAJ) 37376
c. (AD) est la médiatrice de [BC].

or, s(AD)(A) =A, s(AD)(B) =Cet S(AD)(D) =D,

donc S(AD)(AB) =((AQ)) et S(AD)(CD) =((BD)).

Ainsi, le point J, intersection de (AB) et (CD), a pour
image par Suo) le point /, intersection de (AC) et (BD).

Donc (AD) est aussi la médiatrice de [1J].
Le triangle AlJ est donc isocele en A et comme il pos-

s
sede un angle de mesureg (I'angle IAJ), c'est qu'il est
équilatéral.

d.BC?2=AB*+ AC?; EF* = ED* + FD*.
e.BC? X EF* = AB?> X ED? + AB? X FD?> + AC?> X ED?

+ AC? X FD?
< BCXEFP=AB*X ED*+ 2 AB X FD x AC X ED

+ AC? X FD?
< BC X EF? = (AB X ED + AC X FD)>.
AinsiBCX EF=ABXED+ACXFD.
f. Les cotés « homologues » sont les cotés qui sont

images I'un de l'autre par la similitude qui échange
les deux triangles.
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Transformations du plan ﬂ

] Droite de Newton

2. a.Llimage de (BJ) par h est la droite paralléle a(BJ)
passant par C, donc (CD).

Limage de (CD) par h’est la droite paralléle a (CD) pas-
sant par F, donc (FI'). Ainsi h’o h(BJ') = (FI").

b. Limage de (DJ') par h’est la droite parallele a (DJ)
passant par F, donc (EB).

Limage de (EB) par h est la droite paralléle a (EB) pas-
sant par C, donc (C'). Ainsi ho h'(DJ) = (CT").

¢. Les deux homothéties ayant le méme centre, elles-
sont commutatives.

Le point J' est l'intersection des droites (BJ) et (D)), il
a donc pour image par h’o h le point intersection des
droites (FI') et (CI') c'est a dire le point /!
d.h"oh(J)=I'doncA, I'’et J'sont alignés .

3.a.BEDJ est un parallélogramme donc J est le milieu
des diagonales. Ainsi E &€ (J')).

De méme E € (KI). De plus, E € (Al).

Ainsi les droites (Al), (JY) et (KI') sont concourantes.

b. Les points /, J et K sont les images respectives des
points A, I'et J' par 'homothétie de centre E et de rap-
port 2.

¢. Limage par une homothétie d’'une droite est une
droite paralléle : A, I’ et J' sont alignés donc leurs
images /, J et K sont alignées.

fI] Reconnaitre des transformations
1.a.eth.
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—

— e —
.fQ)=0Q< 0A-20B=0 < AQ=2AB.
donc le point Q existe et est unique.
—> —> —> 5
d. MA -2M'B+3M'M = 0.
— — —> 9
< 2MQ+0A-20B+30M =0

—> 1— — 33—
= QM’=EQA—QB+ 2QM

—> 3— —>
= OM' = §QM (carQA—-20B=0).

e.fest doncl'homothétie de centre Q et de rapport %

2.a.eth.

— — — -
C.2MA—2MB+3M'M =0
—_— ) —
MM’ =—BA.

3 >
d. g est la translation de vecteur EBA'

3.a.eth.

— — - = 9

< —40A—-3AB—-3AC+AD =
— 3—m 33— 1=

<= 0A = —ZAB —ZA + —AD.

Donc le point O existe et est unique.
—> _— s — —>
d. MM’ = MA-3MB-3MC + MD
—_— = = — - = —>
< MO+ OM’= OA—-30B—-30C+ 0D —4MO
—> —>
< OM’ = 50M.
h est donc I'homothétie de centre O et de rapport 5.
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ﬂ Transformations du plan

1l Démonstration d’un théoréme

1.a. Les points 0, CetAsont alignés donc les vecteurs d. Une homothétie conserve les milieux, donc h(/) = J
OC et OA sont colinéaires. Il existe donc un réel k non et les points O, / et J sont alignés.

nul tel que OC = kOA. 2. a. h’ désigne 'homothétie de centre O’ qui trans-
b. A’= Cd'apres I'égalité ci-dessus. forme AenD.

¢. Limage par h de la droite (AB) est la parallele a (AB) En procédant comme a la question 1,ona h'(B) =C,
passant par C, donc (CD). Ainsi B'E€ (CD). h (I = J'et les points O; | et J sont alignés.

De plus B’ € (OB) puisqu'un point, son image et le | b, Ce théoréme est démontré aux questions 1. d et
centre d'une homothétie sont alignés. Ainsi B’ est le 2.a.

point d'intersection de (CD) et (OB), donc B'=D.
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E Droites et plans de l'espace

Activités dintroduction

Représentation en perspective
cavaliere [Rappel)

Théoreme du toit

1. a. Les droites sont paralléles, elles sont donc copla-
naires. Ainsi il existe un plan (P,) les contenant.

b. Les droites semblent paralléles.
2.a. A€ (P)carAe (d)et(d)C (P,).

A€ (P)carAe (Det (A) C(P).

b. Les plans (P)) et (P,) se coupent suivant une droite
qui ne peut étre que (d,). AinsiA€ (d,).

c. Le point A appartient aux deux droites (d,) et (d,)
qui sont paralléles. C'est impossible.

d. Uhypothese de départ est fausse. Ainsi les droites
(d et (A)sont paralleles.

Intersection d’une pyramide
par un plan

1.

- 69—

Manuel pages 73 a 88

2.a.M& (AB) donc M & (ABC).

N € (BC) Donc N € (ABQ).

Ainsi (MN) C (ABC).

On démontre de méme que (MN) C (EFG).

Ainsi la droite (MN) est l'intersection lorsquelle existe,
des deux plans (EFG) et (ABC).

b. Il faut que (EF)//(AB) et(FG)//(BC).

Dans un cube

1.a. Les faces AEFB et AEHD sont des carrés donc :
(AE) L (EH) et (AE) L (EF).
b. La droite (AE) est orthogonale a deux droites sé-

cantes du plan (EFG), elle est donc orthogonale au
plan.

¢. On en déduit que (AE) est orthogonale a toute
droite du plan (EFG) et en particulier a (El). Ainsi le
triangle AE/ est rectangle en E.

2. a. Le plan (AE]) contient la droite (AE) qui est ortho-
gonale au plan (EFG). Ainsi les deux plans sont per-
pendiculaires.

b. (HF) L (EG) car les diagonales d’un carré sont per-
pendiculaires.

(HF) L (AE) car (AE) est orthogonale au plan (EFG).
Ainsi la droite (HF) est orthogonale a deux droites
sécantes du plan (AEl), elle est donc orthogonale au
plan.

¢. On en déduit que (HF) est orthogonale a toute
droite du plan (AE/) et en particulier a(Al).

3. a. (El) // (AC) donc les points A, C, E et ] sont copla-
naires. Les droites (A/) et (EC) ne sont pas paralleles si-
non /serait confondu avec G. Elles sont donc sécantes.

b. Dans le repére (A,i2 A_C) /ﬁ)

-
/W(f;neti’(ﬁ;—n.
2

?x\/i+1x(—1):0. o« \

Ainsi les droites
(Al) et (EC) sont
perpendiculaires.
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B Droites et plans de l'espace

Savoir-faire

El- (AB) // (HG) ; « (HD) // (FB) ;
+ (CA) et (GB) non coplanaires ;
+ (AG) et (HD) non coplanaires.

La droite (SO) est orthogonale au plan de base
donc a toute droite du plan de base.

Ainsi (SO) L (AQ).
Ea.

b. (IJ) //(AB). Or (AB) L (AD) et (AB) L (AE).

Donc (IJ) L (AD) et (IJ) L (AE). Ainsi la droite (IJ)) est
orthogonale a deux droites sécantes du plan (ADE) ;
elle est donc orthogonale a ce plan.

¢. (BE) L (AF) car ce sont les diagonales du carré ABFE.
(BE) L (AD) car la droite (AD) est orthogonale au plan
(ABF).

Ainsi la droite (BE) est orthogonale a deux droites sé-

cantes du plan (ADG) ; elle est donc orthogonale a ce
plan.

d. (DE) L (AH) car ce sont les diagonales du carré
ADHE. Donc (DE) L (JK) car (UK) //(AH).

De plus (1J) L (DE) car (1J) L (ADE).

Ainsi la droite (DE) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (/JK) ; elle est donc orthogonale a ce
plan.
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b. Le triangle ABC est équilatéral donc la droite (C/) est
a la fois médiane et hauteur. Ainsi (Cl) L (AB).

c. Le triangle D est équilatéral donc la droite (DI) est a
la fois médiane et hauteur. Ainsi (DI) L (AB).

d. La droite (AB) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (/CD) ; elle est donc orthogonale a ce
plan.

Comme le plan (/CD) coupe [AB] en son milieu /, on en
déduit que (/CD) est le plan médiateur de [AB].

il a. (FA) L (AB) et(EA) L (AD), donc (EA) L (ABD).
Or (ABD) = (ABC), ainsi (EA) L (ABC). Le plan (EAQC)
contient une droite orthogonale au plan (ABC). Le
plan (EAC) est donc perpendiculaire au plan (ABC).

b. (BF) L (EFG) donc (BF) L (EG). De plus (HF) L (EG).
Le plan (EGC) contient une droite orthogonale au plan
(BFH). Le plan (EGC) est donc perpendiculaire au plan
(BFH).

¢. (AE) L (EHF) donc (AE) L (HF). De plus (HF) L (EG).
Le plan (AHF) contient une droite orthogonale au plan
(ACE). Le plan (AHF) est donc perpendiculaire au plan
(ACE).
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Droites et plans de l'espace B

Enercices d’entrainement

Droites et plans orthogonaux

iH a. (BO), (AD), (FG), (EH), (AE), (HD), (FB) et (GC).
c. (BC) et (AE).

b. (ADE) et (BFC).
iH a.

b..(d) L (ABC) donc (d) est orthogonale a toute droite
du plan (ABC) donc en particulier a (BC).

+ (AB) L (OC) car (OC) est une hauteur du triangle ABC.
(AB) L (MO) Car (MO) est orthogonale au plan (ABC).

Ainsi la droite (AB) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (MOC). Elle est orthogonale a ce plan.
Or (MC) C (MOC). On en déduit que (AB) L (MC).

Ha. b. - (AB)//(HG);
H ¢ (A L(BO);

* (AG) L (HF);

« (HF) et (BG) non coplanaires.
c.- (AB)//(EFG);

« (AE) L (EFG);

« (HF) L (AGQ);

« (CE) et (FGH) sécants.

D C

A B

iH a. (BO)//(EF) et (AB) L (BC) donc (AB) L (EF).
b. (EB) L (BC) et (EB) L (BA) donc (EB) L (ABC).
Or (FC) //(EB). Ainsi (FC) L (ABC).

I a. - (M) L (EF) car (M) = (MK), (EF) = (FK) et FKMP
est un carré.

« (AE)//(MI) car (AE) //(FB)//(KI) et (MI) = (KI).

+ (FC) et (M) ne sont pas coplanaires car elles appar-
tiennent a des faces opposées du cube BIJCFKLG.

b. «(MI) C (ABF) car (AE) //(MI) et | € (AB).

« (MI) L (ABQ) car (MI) L (L)) et (MI) L (IB).

« (MI) L (EFG) car (MI) L (ABC) et (ABC) // (EFG).

if a. Le triangle ABC est isocéle de sommet C. Ainsi la
médiane (C/) est aussi hauteur issue de C.

Donc (Cl) L (AB).
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De méme dans le triangle D : (DI) L (AB).

Ainsi la droite (AB) est orthogonale a deux droites
sécantes du plan (ICD) ; elle est donc orthogonale au
plan.

b. La droite (AB) est orthogonale a toute droite du
plan (/CD) donc en particulier a la droite (CD).

i a. (1J) //(AD) et (AC) L (AD) donc (IJ) L (AQ).

b. (BE) L (ABC) car la droite (BE) est orthogonale a
deux droites sécantes du plan (ABC) : (AB) et (BC).

c. (U) //(AD)//(BE) et (BE) L (ABC) donc (IJ) L (ABC).

d. La droite (I)) est orthogonale a toute droite du plan
(ABC) donc en particulier a la droite (/B).

iE] a. (CG) //(HD) et (HD) L (EH) donc (CG) L (EH).
(AB) L (AD) et (AB) L (AE) donc (AB) L (ADE).

Or (EH) C (ADE). Ainsi (EH) L (AB).

b. (EF) et (HD) ne sont pas coplanaires car elles appar-

tiennent aux deux bases du prisme et elles ne sont
pas paralléles.

c. (HD) L (DA) et (HD) L (DC) car les faces latérales du
prisme sont des rectangles.

Ainsi la droite (HD) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (ABC). Elle est orthogonale a ce plan.

H1 a. Le triangle AFC est équilatéral car ses cotés sont
les diagonales de faces du cube. Donc la médiane (C/)
est aussi la hauteur issue de C. Ainsi (Cl) L (AF).

De plus (AF) //(DG). On en déduit que (C/) L (DG).
b. Le théoreme des milieux appliqué au triangle AFC
donne (1J) //(AC).

(AC) L (BD) car les diagonales d’un carré sont perpen-
diculaires.

Ainsi (1J) L (BD).

A1,
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B Droites et plans de l'espace

2.a. (HE) L (EA) et (HE) L (EF) donc (HE) L (AFE).
Or (EB) C (AFE). Ainsi (HE) L (EB).

b. Les droites (GE) et (EB) ne sont pas perpendiculaires.
¢. (HE) L (FA) car (HE) L (AFE).

d. La droite (EG) est incluse dans la face opposée a la
face (ABQ). Les deux faces étant paralléles, (EG) //(ABC).

e. (AC) L (DB) car les diagonales d’'un carré sont per-
pendiculaires.

(AE) L (DB) car (AE) L (ADB). Ainsi (DB) L (ACE).

Or (EAG) = (ACE). ll en résulte (DB) L (EAG).

f. Les points H et B sont de part et d'autre du plan mé-
diateur (EGC). Ainsi la droite (HB) coupe le plan (EGC).
3.a. (J)//(EB)//(HC) et (HC) C (BCH) donc (1J) //(BCH).
b. Les quatre points /, J, B et F sont coplanaires et les
droites (IJ) et (BF) ne sont pas paralleles sinon Jappar-
tiendrait a I'aréte (AE), donc elles sont sécantes.

¢. (BF) C (DBF) donc la droite (1)) est sécante au plan
(DBF).

b. Les triangles IGC et IFE sont isométriques.

Donc IC = [E. Ainsi le point / appartient au plan média-
teur de[CE].

De méme pour les points J et K.

Le plan IJK est donc le plan médiateur de [CE]. Ainsi la
droite (CE) est orthogonale au plan (LJK).

¢. La droite (IB) est orthogonale au plan (BCD) donc a
toute droite de ce plan. Ainsi (IB) L (BC). Le théoreme
de Pythagore appliqué au triangle /IBC permet de cal-
culer JK en fonction du coté du carré.

On calcule de méme les longueurs IJ et IK pour
conclure que le triangle LJK est équilatéral.

Hla.c.
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b. Les deux plans ont un point commun 4, ils ne sont-
donc pas paralléles.

d. Le point cherché est le point d'intersection / de la
droite (BC) et de la paralléle a la droite (HF) passant
par A.

Plans perpendiculaires

23 a. - (BCF), (ABF), (ADH) et (DCH).

« (HDF), (ABC) et (EHF).

« (AFG), (ABF) et (DCH).

b. Si (HBC) L (ABC), (HBC) serait confondu avec (FBC)
qui est perpendiculaire a (ABC) et qui le coupe suivant
la droite (BC). Ce qui est faux car le point F n'appar-
tient pas au plan (HBC).

4 1. a. Les triangles ADC et BCD sont équilatéraux.
Les médianes sont donc également hauteurs.

Ainsi (AJ) L (CD) et (BJ) L (CD).

b. Le plan (CDA) contient la droite (CD) qui est ortho-
gonale au plan (ABJ). Ces deux plans sont donc per-
pendiculaires.

2. Les faces perpendiculaires au plan (CD/) sont (ABC)
et (ABD).

3. a. Le plan (CD/) contient la droite (CD) qui est or-
thogonale au plan (ABJ). Ces deux plans sont donc
perpendiculaires.

b. (ABJ)N(CDI) = (LJ).

A11. Le plan (MAB) contient la droite (MB) qui est or-
thogonale au plan (ABC). Ainsi les plans (ABC)et (MAB)
sont perpendiculaires.

2.a. (AC) L (AB) car le triangle ABC est rectangle en A.
(AC) L (MB) car la droite (MB) est orthogonale au plan
(ABC) qui contient la droite (AC).

b. Le plan (MAC) contient la droite (AC) qui est ortho-
gonale au plan (MAB). Ainsi les plans (MAC) et (MAB)
sont perpendiculaires.

27F}
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Droites et plans de l'espace B

b. Le triangle MOH est rectangle en H.
Ainsi HM? + HO?* = OM>.

ME (S) < OM=r.

Donc HM? + d* =2 < HM =P - d*.

A11. a. Les plans (ABC) et (BEH) sont sécants suivant
la droite (BO).

b. Le plan (AEG) contient la droite (AE) qui est ortho-
gonale au plan (ABC). Ainsi les plans (ABC) et (AEG)
sont perpendiculaires.

2.a.

b. Les droites (AD) et (MN) sont sécantes. Or la pre-
miére appartient au plan (AEH) et la deuxiéeme au plan
(P). Ces deux plans sont donc sécants.

¢. Les droites (BC) et (MN) sont sécantes. Or lapremiére
appartient au plan (BCG) et la deuxiéme au plan (P).
Ces deux plans sont donc sécants.

d. (AEH)//(BCG). Les droites d'intersection avec un
troisieme plan (P) sont donc paralléles.

1.

A)

2. a. Les deux plans ont un point commun M et ne
sont pas confondus, ils sont donc sécants.

b. La droite (MN) est paralléle a la droite (DF) et donc
a la droite (AC). Le théoreme de Thalés appliqué au

triangle ABC donne BN = %BC.
3.b. (MP) //(AD) et donc (MP) L (ABC).
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Le plan (MNP) contient la droite (MP) qui est orthogo-
nale au plan (ABC). Ces deux plans sont donc perpen-
diculaires.

ELD 1. (AL)N(BCD) = (IJ).

2.a.NeA)=Ne Al)etM & (Al) =Me (Al))
doncM, N, I et Jsont coplanaires.

b. P € (AIJ)N(BCD) et (AI))N(BCD) = (1)) donc P & (1J).

Efl a. Par construction (IK) C (BCD). De plus K € (A))
et (AJ) C (AlJ). Donc K€ (AlJ).

Finalement (/K) = (ALJ)N(BCD,).

b. Le point A est commun aux deux plans.

M e (IK) = Me (Al)) et M € (BD) = M & (ABD).
Donc (AM) = (AL))N(ABD).

EEl« (ABF) L (AEH); - (EFG) et (ABC) sécants ;
«(EGC) L (BHD).

£E] a. AM, HF et AH sont des diagonales de carrés iso-
métriques. Donc elles sont de méme longueur. Ainsi
le triangle AFH est équilatéral.

b. AC = AF donc A appartient au plan médiateur de
[CF].

De méme GC = GF donc G appartient au plan média-
teur de [CF].

On démontre de méme que A et G appartiennent au
plan médiateur de [CH].

¢. La droite (CF) est orthogonale au plan (AGF) donc
(CF) L (AG). De méme, (CH) L (AG). Ainsi la droite
AG) est orthogonale a deux droites sécantes du plan
CFH). Elle est donc orthogonale a ce plan.

—_

A a. La droite (SO) est orthogonale au plan (ABC)
donc a toute droite de ce plan et en particulier (CB).

b. (CB) L (SO) et (CB) L (Ol) donc (CB) L (SOI). Le plan
(S0)) contient la droite (SO) qui est perpendiculaire au
plan (ABC). Donc (50I) L (ABC).

c. (P) L (ABCQ).

EH a. Le point B est commun aux plans (BAl) et (BCD).

Comme ils ont un point commun et qu'ils ne sont pas
confondus, on en déduit qu'ils sont sécants.

b. (Al) et (CD) sont coplanaires et sécantes.

¢. Le point d'intersection J de ces deux droites appar-
tient aux deux plans dans lesquels elles sont incluses.

d. (BA)N(BCD) = (BJ).

B a. (FCI) L (ABC) ; b. (FCI) et (H) sont sécants ;
c. (AGL) L (DC)).
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B Droites et plans de l'espace

Se tester

£ 1. Vrai ; 2. Faux ; 3. Vrai; 4. Vrai ; 5. Vrai ; 6. Faux ;
7. Vrai.

£ 1. Vrai. (SH) L (ABC) donc la droite (SH) est ortho-

gonale a toute droite du plan (ABC) donc en particu-
lier a la droite (HA).

2. Faux. (SH) L (ABC) donc (SH) L (BC).

3. Vrai. Le plan (SHA) contient la droite (SH) orthogo-
nale au plan (ABC).

4, Faux. Les droites (AD) et (BC) sont sécantes.

exercices d’approfondissement

b. (OP) L (AOC) et (Ol) C (AOC). Donc (OP) L (OIl). On
démontre de méme que (0Q) L (Ol).

¢. La droite (Ol) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (OPQ), elle est donc orthogonale a ce
plan.

d. Or la droite (OR) est orthogonale au plan (OPQ). Les
droites (O) et (OR) ayant un point commun, elles sont
confondues. Ainsi les points O, / et R sontalignés.

™ a. Le point O est équidistant des points / et J, donc
il appartient au plan (P,) médiateur de [/J]. De méme
Oappartienta (P)).

b. M € (P,) donc M est équidistant de /et J.

Ainsi MI = MJ.

M &€ (P2) donc M est équidistant de Jet K.

Ainsi MJ = MK.

¢.(A)C(P)= () L()et(d) C(P)= (D)L UK.

1 2
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ff1.a.;2.¢c.;3.b.;4.b.;5.c.

A1 1. c. Car les points O et A sont communs aux deux
plans.

2. a. Car le plan (S0A) contient la droite (SO) orthogo-
nale au plan (ABC).

3. a. Car le plan (SBD) contient la droite (BD) orthogo-
nale aux deux droites (AC) et (SO) du plan (SAC).

4, c. (50) L (ABC) donc la droite (SO) est orthogonale
a toute droite du plan (ABC) donc en particulier a la
droite (CD).

Ainsi la droite (A) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (IJK). Donc (4) L (JK).

] a. La droite (SH) est orthogonale au plan (ABC).
Donc tout plan qui la contient est perpendiculaire au
plan (ABC).

b. Les trois plans contiennent la droite (SH), donc ils
sont perpendiculaires au plan (ABC).

¢. La droite (SA) est perpendiculaire aux deux droites
(SB)et (SC) du plan (SBQ). Elle est donc orthogonale a
ce plan.

d. (SA) L (ABC) = (SA) L (BQ)

et (SH) L (ABC) = (SH) L (BQ).

Ainsi la droite (BC) est orthogonale a deux droites sé-
cantes du plan (SAH). Donc (BC) L (SAH).

e. (BC) L (SAH) = (BC) L (AH). Donc la droite( AH) est
la hauteur issue de A du triangle ABC.

On démontre de méme que (BH) et (CH) sont des hau-
teurs.

™ 1. a. Cest le théoréme du toit qui permet de dire
que l'intersection des plans (LJK) et (BCD) est la paral-
lele a (CD) passant par J.

b.
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Droites et plans de l'espace B

a. Les droites (AD) et (BC) sont des génératrices du
cylindre. Elles sont donc paralléles.

b. On note x la longueur OC. Le théoréme de Thales
donne I’égalité:@:@¢>mz){‘Ir 10
BC OC 9 X
_ BC

<x=90.

tan(a) —&z 0,1. Ainsi a = 6°.

M a.c.

b. (IJK)N(ABC) = (JM).
3. La section du tétraédre est le quadrilatére MIJK.

b. D'apres le théoréme du toit, l'intersection cherchée
est la paralléle a (d) passant par le point /.

M a.

b. Lintersection est la paralléle a (/J) passant par A.

¢. La trace de la section sur le plan (AlJ) est contenue
dans la paralléle précédente.

d. La section est un trapeze.

] a. (CD) L (AB) et (CD) L (BH) donc (CD) L (ABH).

Ainsi le plan (BCD) contient une droite orthogonale
a deux droites sécantes du plan (ABH). Donc (BCD) L
(ABH,).

De méme pour le plan (ADH).

b. (BD) L (AH) et (BD) L (CH). Donc (BCD) L (ACH).
Ainsi (AC) L (BD).

i a. Si(d) //(P), alors (P) L (BCD) et donc (AD) //(BCD),
ce qui est faux.

b.0 € (P) = OA=0D.
De plus, tout point de (d) est équidistant de B, Cet D
grace au théoreme de Pythagore.

Ainsi O est équidistant de A, B, Cet D.
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B Droites et plans de l'espace

B a. ASCT est un losange donc ses diagonales sont
perpendiculaires. Ainsi (50) L (AC).

SBD est un triangle isocéle en S. Ainsi (SO) L (BD).

La droite (SO) est orthogonale a deux droites sécantes
du plan (P). Elle est donc orthogonale a ce plan.

b. ABCD est un parallélogramme car O est le milieu de
ses diagonales.

ff1.a.Dansle triangle FCH, M est le milieu de [FH] et
J le milieu de [FC]. Le théoréme de Thalés permet de
dire que (M) //(CH).

b. Démonstration analogue au 1. a. dans le triangle
ACH.

¢. Par transitivité, (JM) //(NL).

2. UM)//(NL) = (UM)//(NKL).

On peut démontrer de maniere analogue que :

(L) //(LK) = (1J) //(NKL). Ainsi le plan (IJM) contient
deux droites sécantes paralléles au plan (NKL). Donc
(UM) //(NKL).

3. Le plan (MNK) contient la droite (MN) qui est per-
pendiculaire aux droites (/K) et (LJ) du plan (UK).

Ainsi (UK) L (MNK).

fE a. UK)//(AM) = (JK)//(P) = (UK) L (d").
Or (IK) //(d"). Donc (JK) L (IK), le triangle LJK est rec-
tangle en K.

b. Le lieu est le plan médiateur du segment[AB].

4 1. a. La droite (DH) est orthogonale aux deux
droites (HE) et (HG) sécantes du plan (HGE). Elle est
donc orthogonale a ce plan.

b. (HI) C (HGE) donc (HI) L (HD).
¢. HII'D est un rectangle car ses cOtés opposés sont

de méme longueur et ses angles sont droits car
ABCDEFGH est un cube.

d. (II') //(HD) et (HD) C (AHE). Donc (II') //(AHE).
2. a. Le théoreme de Thales dans le triangle EGH
donne JM = %HG. De méme, dans le triangle ADB, on

alJ' M= %AB. Or AB=HG. On en déduit que JM = J'M.
b. JMMJ est un parallélogramme car il a deux cOtés
JMet J'M' paralleles et de méme longueur. De plus,
(JM) //(HG) et la droite (HG) est orthogonale au plan
(AHE). On en déduit que la droite (JM) est orthogonale
au plan (AHE), donc a la droite (MM'). Le quadrilatéere
JMMJ est un parallélogramme qui a un angle droit.
C’est donc un rectangle.

¢. Les cOtés opposés d’un rectangle sont paralléles.
Donc (JJ) //(MM’). Comme (MM') C (AHE), on en dé-
duit que (JJ) //(AHE).

3. Il suffit de projeter orthogonalement K et K’ respec-
tivement sur [FG] et[BC].
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4, a. Le théoreme des milieux appliqué au triangle
AED assure que PM = lﬁ). De méme, dans le triangle

— = > —>
EHD, on a MP =—_HD. Ainsi MP = PM".
b. La projection orthogonale conserve lesmilieux.

¢. En utilisant une méthode analogue , on peut dé-
montrer que R, S et T se projettent orthogonalement
en P. Ainsi P, Q, R, S et T sontalignés.

5. Les points / et I sont les points d'intersection des
diagonales des faces supérieure et inférieure du cube.
lls appartiennent donc aux deux surfaces.

Lintersection contient d’autres points car par exemple
la droite (KK') a ses points K et K’ de part et d'autre de

la deuxiéme surface réglée.

3 1% cas : (d) et (d') sont coplanaires

1. a. Quand deux droites sont paralléles, toute per-
pendiculaire a 'une est perpendiculaire a l'autre.

b. Si on trace deux droites perpendiculaires a (d) et a
(d"), la figure obtenue en joignant les points d'inter-
section est un quadrilatére qui a quatre angles droits.
C'est donc un rectangle et donc ses cotés opposés
sont de méme longueur.

2. a. Si deux droites sont perpendiculaires, toute per-
pendiculaire a 'une est parallele a I'autre (car (d) et
(d") sont coplanaires).

b. Il n'y a donc pas de perpendiculaire commune aux
deux droites.

3.a.Si(d) //(d"), comme (d) L (d”) on en déduirait
que (d) L (d)) ce qui contredit I'énoncé.

b. Si I'angle ACB est droit alors (d)//(d") ce qui contre-
dit 'énoncé.

¢. Il n’y a donc pas de perpendiculaire commune aux
deux droites.

2¢ cas :(d) et (d') ne sont pas coplanaires

a. Le plan (P) est celui contenant (d) et la paralléle a
(d") passant par un point quelconque de (d).

Le plan (P’) est celui contenant (d’) et une perpendi-
culaire a (P).

b. Si (d)//(P) alors (d) est paralléle a la droite d'inter-
section des deux plans et donc a (d’). Contradiction.
¢.(d") est orthogonale a (P) donc a toute droite de (P),
donc en particulier a (d).

Comme (d)//(P) , on en déduit que (d”) L (d).

d. La droite orthogonale a un plan en un point est
unique. Ainsi (d") est unique.

Cas général :

Lorsque deux droites ne sont pas coplanaires, elles
ont une perpendiculaire commune unique. Lors-
gu'elles sont coplanaires, elles en ont une infinité si
elles sont paralléles et aucune sinon.
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Uecteurs

et produit scalaire dans l'espace

Activités dintroduction

Vecteurs de l'espace

1.a.eth.
| G
N P
22
3B %B_C) + éﬁ
B — . |
152
2
2.a. b.etc.
H G
F
E
2— | K
JAEL o ﬂ |
iy : M
2
" 2 B
3

d. Le point K appartient a la face ABFE.
Le point L appartient a l'aréte [DH].
—_— o > > > 1= —= —
3.a.DH=DA+AL+LH=DA+_AE+AD +1L
— — 1=—=> — 2
=DA+AD+EDH+LH.

—

T 1= = . 1= — . —
Ainsi DH = EDH + LH soit EDH = LH soit DH = 2LH.

Manuel pages 89 a 106

b. C'est le sommet H.
- 5 = - = - s > >
BC + BA + BF = (BC + BA) + BF = BD + BF = BH.

Uecteurs colinéaires, coplanaires
1.a.w=i0,2w'=AB et -2w'= CD.
b. Dans le plan (ABC) : (AB) // (DC) donc A_B) et D_)Cco—
linéaires.
Dans le triangle ABD, | et O sont des milieux de deux
c6tés donc (/0) // (AB) donc IO et AB sont colinéaires.

. .= 2 - e s . — L
Alni)l 10, AB et CD sont colinéaires et donc w, 2w et
—2w sont aussi colinéaires.

— — —>
2.a.0=BC vV=DBetw=10.

b. Dans le plan (ABC)

2 ~>. 3 =g =2 T R
«DB=DC+ CB=2I0+ (-B(C) et ainsiv=2w - u.
52 Y- =2 g ..o - —
«BC=BD+ DC=-DB+ 2I0 et ainsiu=-v+2w.

Se reperer

1. a. A se trouve a 300 m vers l'est et 100 m au nord
de O et a la méme altitude de 0, c’est-a-dire au bord
de la mer.

b. P(100;350; 100)
¢.B(-50;-50;0) et £(-200; 0;-100).
2. b. Dans ce plan, E'(-200; 0) et B(-50; -50)
donc E'B=+/[-50 - (-200)]2 + (-50 — 0)2
=+/1507 + (=50)°
=+/25000 = 50V/10.

€. F soyio B donc EB=v100%+ (50v/10)
=+/35000.

100

La distance entre le bateau et
3 I'épave est d’environ 187 m.

3. Non, car sur le graphique, la distance observée
entre les deux points ne tient pas compte de la pro-
fondeur.
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g Vecteurs et produit scalaire dans l'espace

4, Fichier Editer Affichage Options Outils Fenétre Aide

]| ALl D Ol e 4

) Algébre @ ) Graphique 3D

® R =(-100, -50, -25)
® E =(-200, 0, -100)
® B =(-50, -50, 0)
@ BE =187.08

@ RE =134.63

Saisie:‘

" produits scalaires dans les plans de 'espace

1. ABCD est un tétraedre régulier donc toutes les faces

sont des triangles équilatéraux.

Ainsi (HD) hauteur du triangle BCD donc (HD) est aussi
une médiane et donc H est le milieu de [B(].

Dans le triangle ABC, H milieu de [BC] donc (AH) mé-
diane du triangle ABC mais aussi hauteur.

Ainsi (AH) L (BC).

—_ =
AC+BC=HCxBC=2x4=8.
2.a.-Dansle plan (BCD);

« Dans le plan (BCD) ;

« Dans le plan (ABK).

OrHD =&+ 2= 25 et OD = %HD.

Ainsi BD + OD = 2\/_>< ><2\/_—

37
AB - AK = AB x AK.

Or AK = BK = HD = 2+/5. Cela signifie que ABK est un
triangle isocéle en K donc K’ est le milieu de [AB].

T i —— 4
A|n5|AB-AK=AK’-AK=4><E= 8.

3.a.Dans le plan (BCD), (BC) L (HD) donc

Dans le plan (ABC) (BC)J_(AH) donc BC+ AH = 0.
— = = —_ > > >
b.BC-AD=BC- (AH+HD) BC+AH +BC-«HD

- >
b.CD-BC=CDxKC=4x(-2)=-8. =0+0=0.
BD-0D =HD x OD. c. Les droites (BC) et (AD) sont orthogonales.
Savoir-faire
H H G I 7= 1 A¢ et AC = EC. Ainsi I/ = L EC.
— =
. Les vecteurs IJ et EG sont colinéaires.
F
K\’(‘ Hﬁiﬁ+_)F_G)etF_D)=I¥+§)I+I-TL))=—ﬁ)—I%)+I-Tb.
D C Ainsi EG et FD sont non colinéaires.
A B a. AC+HF AC+DB A/+/J+JC+E/’+/T+J§’
C_l)(=B_A)+15>4+lﬁ=§4)+l(5>4+A_E)) (IA+ID) (JC+JB)+2/J
2 2 2 = —(EA) + FB + 2/J = 2IJ.
- 1= = 1=
=BA+ —DE=CD+ —DE. S5 1= 1—
2 2 b.lJ= EA + 2HF donc IJ AC et AF sont coplanaires.

K est le centre de la face ADHE.
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Uecteurs et produit scalaire dans l'espace ﬂ

KEla.Dansle triangle HKG, J et K milieux de deux cotés
- = = =
donc 2JK = BH soit JK = EBH'

- = . —
I&)BC i)EH doncB,C EetH sorﬂ)cog!analres donc BC,

BE et B_I-)I sont cgglanaires. Or JK et BH sont colinéaires
donc BC, BE et JK sont coplanaires.

i1 0 est le centre du cube donc O est aussi le centre
du rectangle ABGH. Autrement dit O isobarycentre de
A B, GetH.

De plus K milieu de [HG] donc K isobarycentre de H et
G et de méme L isobarycentre de A et B.

Ainsi {(H, 1), (G, 1)} = (K, 2) et {(A, 1), (B, )} = (L, 2) et
donc{(K, 2), (L, 2)}= (O, 4) donc O, L et K alignés.

E.0-vV(5:0;-5); Q20+vV(1:3:2);
e 30-V(=3:-4:-1).

— 23 12 4 6
AB(-6;2; 3doncAB———.
A8 (- ) 551 55" 5
OnnoteC(x;y;z)doncBC(x+4;y—5;z—1).
X+4:—£ X:—£

5 5

Ainsi{ ,_5-4 = =2
y=2=75 y="75

6 1

z-1=-_ z=-—_.

5

5
Finalement C(-6,4;5,8;-0,2).

[H a. G, isobarycentre de A, Bet C
donc G, =bary{(A, /), (B, 1), (C, )}.

AinsixG1:%(xA+xB+xc):%><12:4.
R 1 11 1 5
Demémey =_—X-11=-—etz =_-X5=7.
Y =3 3 3 3
afe- 13}
3°3
1 1
b'XGzzm(_XA+2XB+4XC):§X35:7'
DemémeyG:—x(—40):—8et262:%x17:%.
17
G7; 8?)

Enercices d’entrainement

Vecteurs de l'espace

i a.AB = DC = HG = EF ;
- o = —
EH=FG=BC=AD;

- = o
EG=AC=IL;
—> 1=
HC= EML EB.

i a.AB-BH=AB- (BF + FH) = AB - BF + AB « FH
— — R —
=0+AB+BD=0+ABx BA=-a%

e T e i T U
b.AD<BH=AD+(BA+AH)=AD+-BA+AD-A

=0+ADxAD=d
T I s
¢.AJ+BH=(AB+B)J)- BH=AB BH+BJ BH
:—az+BJ><BG:—a2+m2/_xa\/§
=-a’+a*=0.
- — - > > =
d.AG+-BH= (AB+BG) BH=AB-BH+BG-B
=-a+ (2?2 =d

iF] DF = DA + DC + DH
1= 1 = 1 =
=axXx—DA+ax—DC+ax—DH.
a a a
H
Ainsi DF (a; a; a).
— > > = - — 1=
IK:IH+HE+EK:—1/2HF+HE+2E
T~
—(HD + DC)

1= = —= 1
——E(DA+DC)+DA+2

— — 1=
=—DA+0DC - EHD'

N | —

Ainsi K ﬂ;o;—ﬂ).
2 2

o T B 1= =
GK:GF+FK:DA+EFA:DA+
— 1= 1=
=DA- —DC- —DH.
2 2
PR ﬂ. _a
Ainsi GK(a - 2)

%(c_z’) +AD)

b.ﬁ-‘-l?):ax%+a><0+ax(—— =
D_F)-@)(:axa+a><(—£)+ax(—ﬂ)
2 2

=a2+2x(—‘§):o_

Ainsi (DF) L (IK), (DF) L (GK) et (IK) et (GK) sont deux
droites sécantes du plan (/GK) donc (DF) L (IGK).
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ﬂ Uecteurs et produit scalaire dans l'espace

(e}
A
Il
S
X
| + X
(w)
S
|
X

H
=
+
m
+
o
ol ﬂ:l

&l Rl
T + m
| SR
+ +
&S

an o
>
Il
U

>
=
l +
QD
()
Il
>
"1
+

()
+
()
la 8l
I« |l
ol Ql
Q_ —

- > = - 9 —
+IC+ Gl +ID=2GI+0=2Gl.
vité de BCD, cela S|gn|ﬁe que
donc GB + ZG/— 0 donc GB= 2GI

tre r

Q

1T H
[N -Y)
N

1S 8

Al

n o
o
=+
e
()
+
+ o
S

n

—> —> —
Me & MA+ MC= MB+ BA+ MD+ DC
—_— > >
= MB+ MD+ BA+ DC. N
Or ABCD gst un parall¢logramme, donc AB= DC. |
Ainsi MA+ MC= MB+ MD+ BA+ AB= MB + MD.

Démonstration de la réciproque
- — o
Avec M_)z Di;n a _PA ipC =DB+ DD
doncD_Q:D_B;+O+AD
donc DC = AB donc ABCD est un parallélogramme.

-

M a. MA + MB=Mi + IA + Mi + iB= 2M] + 0. (/ milieu
de [AB]).
— —> —_ s > —
MC+ MD =2MJ + JC+ JD = 2MJ.

_ s — —> — —
b. MA+MB MC+MD©2MI 2MJ
@MI-MJ@ IM JM@IM JI+IM© 0 JI
Or ABCD non coplanaire donc / # J donc % 0.
Ainsi, il nfexiste pas de M de l'espace tel que
MA + MB =MC + MD.
L'ensemble cherché est donc I'ensemble vide.

 a.
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- = = o - s | - =
b.-0C=0/+0J < (0J+J()=0/+0J <= JC=0I
< 0ICJ parallélogramme.
e e - =
«Deméme, OA=0J+ 0K <= JA=0K
< OKAJ parallélogramme.
- = = - =
+ OB = 0K + Ol < IB= OK < OKBI parallélogramme.
I e - = >
«05=0/+0J+0K< 05=0C+ OK
e e A U - > >
< 0C+(C5=0C+0B-0l<(C5=0B+10
]
< (5 =1IB < IBSC parallélogramme.
I e - = = -
«05=0/+0J+0K< 0C+(C5=0C+ (0A-0)J)
- > -
<> =0A+J0=C=JA
< JASC parallélogramme.
¢. OICJKBSA forment un parallélépipéde.

Vecteurs colinéaires, coplanaires

1. 0ui; «Non; «Non; - Non.
B].0ui;  +Non; - Oui; « Non.
M.EA;  -HD; - DK; -FB.
il (EH);  «(EHG);  «(EF); - (L);
< (KL); « (AEQ).

- 2 -

FE i =AB - 2BC + CA=AB + 2CB + CA = CA+ AB + 2CB
— —
=3(B=-3BC.
[l existe k = -3 tel que i = kBC donc i et BC sont coli-
néaires.

— - = 2
EE2£A+4EB 5EC-ED=0
— — — = = o
< 2FA + 4FA + 4AB - 5EA - 5AC—EA—AD =0
— = o
< 4AB-5AC-AD=0

Ainsi il existe un couple k et k'tel que AD = kAB + KAC
donc AD, AB et AC sont coplanaires. Cela signifie que
A, B, C et D sont coplanaires.

-

a.+ CB = 2JI = -21": Tvecteur directeur de (CB).

- > -
«AB=AD + DB =k - J'; k - Jest un vecteur directeur
de (AB).

e
« DC= DB + BC =+ 21 2T Jlest un vecteur directeur
de (DC)

—

“AC=AB+BC=k — 7+ 27 7T+ K est un vecteur
dlrecteur de (AQ).
b.- AB et BC sont un couple de vecteurs directeurs du
plan (ABC) donc k - — J’et 2r'forment un couple de vec-
teurs directeurs de (ABC).

—> —
- De méme, BC et CD soit 2i’et —27"+ J'forment un
couple de vecteurs directeurs du plan (BCD).
R - = 9 9

«De méme, AB et AD soit k —J’et k forment un couple
de vecteurs directeurs du plan (ABD).

-80-



Uecteurs et produit scalaire dans l'espace ﬂ

— — -
- De méme, DC et AC soit 27"~ et 27"~ '+ k forment un
couple de vecteurs directeurs du plan (ADC).

Eda.

—

Ainsi il existe k = By tel que IL = k(BC + AD) donc L et

_> _) . ’ .
BC + AD sont colinéaires.

- 1= = 1= - —>
¢.lJ=—BCet KL=—BCdonclJ=KL.
. I I .
Ainsi IfKL et AL sont coplanaires.

d. K et L sont les milieux de [BD] et [DC] donc ﬂ)et B_C)
sont colinéaires.

—
Donc KL et BJ sont des vecteurs directeurs de (ABC).

Par contre, A € (ABC) et K & (ABC) donc ﬁ(non direc-
teur de (ABCQ).

- =
Ainsi KA, KC et BJ ne sont pas coplanaires.

Ba.  H E
_)
E 34— Ttk
_)
. o
A ‘:‘:::"—"

_’
b.7, et k ne sont pas coplanaires puisque (A ; 7]}
forme le plan (ABC) et (AE) est une droite orthogonale
au plan (ABC) donc k ne peut pas étre une combinai-
son linéaire de et .
_)
¢. Non puisque k ne peut pas sexprimer en fonction
deTet]
_}
d. Les vecteurs 7+ et T+ J+ k sont des vecteurs direc-
teurs du plan (ACG). Or T'n'est pas un vecteur directeur

de ce plan, donc ces trois vecteurs ne sont pas copla-
naires.

-81-

B 1. a. SE est un_combinajson linéaire de SB et SC
donc les vecteurs SE, SB et SC sont colinéaires et ainsi
S, E, Bet Csont coplanaires.

3 3 12
b.BE=BS+SE=BS+ 3B+ 15C= ( -1)5 +15¢

R 4
—

— —
—*SB + fSC =—(BS+5C) = fBC.
47 4 4 4
. . H H . 7
Ainsi BE et BC sont alignés.
2.a.Commeau1.a.$, F, Bet Csont des points copla-

naires.

b. On conjecture que quelle que soit la valeur de p, les
points B, F et Csont alignés.

¢. Pour un réel p non nul,
2 2 2 52, pP- 1= 1=
BF=BS+SF=BS+ P SB+ES
=2.p-133 l—) p- p—>+l

SB +

—

B+

RSN

BS+50) = BC

p _, _,Pb
Ainsi BF et BC sont colinéaires et donc B, F et C sont
alignés.

_1

—

Repérage

B C(1;1;0);AH(0;1;1);G(1;1;1);DG(1;0;1).

S5;-15-1).

=g
5

<, &
S
|
N
<L
+

‘_\ j=g )
S
I <1

= N
®

R

b./@)ﬂ ;0;2);B_C)(—1 ;=1 ;);C_A)(0;1
H
C||[AB|P=12+02+22=5;
— —
||BC||?> =3 et ||CA||>=10.
ABC n'est pas rectangle puisque CA? = AB* + BC2.

d.f-1 i ; ;),J(—1;%;—%)etK(—%;Z;—Z).

;=3).
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Ma.(0A) L (OC)donch_jDememe/J_keth_k
1
_) = — = |— = — =
Deplus||/||—||4OA|| |4|||OA|| 4><OA 1.

A - 7
De méme ||7|| =1et|lk]|=1.
_}
(O; 7,7, k) est un repére orthonormé.

b. ) G 0(0;0;0);A4;0;0);

L p B(4;4;0);C(0;4;0);

E E(4;0;4);F(4;4;4);
o ! G(0;4;4);H(0;0;4).
e c 12;4;2);K@4;0;1)

Kx etl(2,5;0;4).

A B

ci|/ﬁ|2—4 27+ (0-47+(1-2)=21.

IIL][2 = (2,5 - 2)7 + (0 - 4)? + (0 - 4) + (4 - 2)2 = 20,25.

ILKI[2 = (4 - 2,51 + (0= 02 + (1 - 4) = 11,25.

IKL est quelcongue car il n'a pas deux c6tés de méme
longueur et ||/K|| # ||IL||> + ||LK]|* donc il n'est pas rec-
tangle.

H AB(-3;1;2)et (D (-3;1;2).
H
Ainsi AB = CD donc ABDC est un parallélogramme.

—

M AB(1:3:-9) et AC(-13;-39;117).
— —
Ainsi AC=-13AB donc A, B et C sont alignés.

Ma.0C(1;2;7), 204 (-2;2;4)et 308 (3;0; 3). Ainsi
20A+30B(1;2;7)etdonc20A +30B=0C.

b_)aé estune @)mbirgison linéaire des vecteurs 5)4 et
OB donc OC, OA, et OB sont des vecteurs coplanaires
etalors O, A, B et Csont des points coplanaires.
— —
1;0;5),AC(-2;-2;-2)etDE(-4;-2;8).

M a. AB (-
e — -4=-x-2y
b. DE=xAB+yAC<{_» =-2y

8=>5x-2y

—4=-—x-2 x=2
<:>y:1 < y:1
8=5x-2 X=2.

Ce systéme admet un unique couple solution (2 ; 1)
donc DE = 2AB + AC.

- — —
¢. Les vecteurs DE, AB et AC sont coplanaires donc (DE)
est incluse dans le plan (ABC).

—

M a.Dans le repere (A ;ﬂ?), A_C), AD):

1.,. 0.2 7l 1.4.2
I(E,O,O)etL(O,O,?))donclL 2,0,3).
=S 5 5 = —
AJ=AB+BJ=AB+ 2/3BC.

— —_ 1 2
Or AB(1:0:0) et BC(=1: 1 'O)doncﬂ(—;g;o).
12 12
A|n5|.l(§,§,0) tu( I o)

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

PuisD(0;0;1),C(0;1:;0) ethllleude [DC]
1 a
doncK(O — —) Ainsi IK( b 5 2)

b. Voyonsgl il existe_un triplet de réels non tous nuls
tels que xIL + yIK + zIJ = 0.

Cherchons a résoudre le systeme suivant :

11 11
L S P LV SV P
76 X7 6
12 1.3
2y+3z—0 = zZ= 2y><2
2 1 ]
3x+2y—0 X= 2y><2
X:—é )(:—i
d i
ol z=-3 < z=—§y
4 4
103y 1 1(3
2y -y 320 |o=0
2( 4y) 2 6( 4y)

-
Avecy=4,x=-3etz=-3.DonclJ,IKetIL sont copla-
naires.

Barycentre

A a. G =bary{(4,3), (D, 3)}.
b. G milieu de [AD].

M a. G(1 +2(-1)+3(2) . 1+2(1)+3(0) .1 +2(O)+3(3))

I !

1+2+3 1+2+3 1T+2+3
50|tG— -

6 2 3
b G,( 2(1)+3(=1)- 2(2).—2(1)+3(1)—2(0).—2(1)+3(0)—2(3))
) 2+3-2 ' -243-2 " -2+3-2
soit G'(9; -1 8).
c/(——z) d.H(2;2;7)

3'3'3

Mla.l= bary {(A, 1), (B, 1)} et J=Dbary {(B, 1), (C, 1)}

b. K=bary{(A, 1), (B, 1), (B, 1), (C, 1), (H, 1)}
=bary{(/,2), , 2), (H, 1)}

Et ainsi, pour tout pomt M de l'espace,

SMK = 2M] + 2MJ + 1MH

etpourM =/, SIK— 2/J+ 1IH.
Ainsi/, J, K et H sont coplanaires.

Bla.G=bary{(4,1),(8,1),(C1), (D, 1)}
= bary{(A, 1), (H, 3)}.
b.G =bary{(A,1),(8,1),(C,1),(D, 1)}
=bary{(/, 2), U, 2)}.

fH a. / milieu de [SO] donc I = bary{(S, 4), (O, 4)}.
Or O centre du carré ABCD

donc O =bary{(A, 1), (B, 1),(C, 1), (D, 1)}
donc/=bary{(s, 4), (A, 1), (8, 1),(C, 1), (D, )}
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b.A0;0

etC(1; l;l;l.
44 2

Ainsi E= bary{( ,—i), (

b.A_>F=%R©A -

A|n5| FB =

FB et CE sont donc colinéaires et les droites (FB) et (CE)

sont paralléles.

Produit scalaire

E-A_B)-ﬂ))=0;

—_ > — —

«AB-AC=AB X AB=a?;

—_ o > >

*AB-HD=AB-EA=0;

—_ 5 >

-AB~HG:AB-AB:az,

—_ s > >

«AB-DG=AB-AF=ABxAB= a’;
—_ o — —

«AB+BA=ABXBA=ax(-a)=-a%

55 T 7:3><2+1><(—1)+(—5)><0:5.
L) - o
e2U3v=(2X%x3)xXUu-v=6x5=30.
- 1- ( 1)(1))(_’ - 5
—Ue—_v=(- v=-—_.
s /U=,

X(B+2)+1x0+(-5)%x(-5+0)

M a.AB-AC=ABx AB = (AB) = 16.

=40.

-83 -

—_ = = = —_ = = =
AB<AC=AB-(AB+B(C)=AB-AB+AB-B
AB*+0=AB*=16.
— —> —_ = — >
b. BE - KL = (BA+ AE) « (KJ + JL
—_ D o s s s = —
=BA<KJ+BA-JL+AE-KJ+ AE-J
—_ = = — — —
=0+BA-AE+AE-AD + AE- A
=AF=1.
—_ s =D = >
EF-E :EF-(EI+IL+LJ)
_)
=E EI+EF IL+EF LJ

—FFx ;EF+O+EF - EA
1

_lgp_g,
)

1

>

Puisque le triangle ABD est équilatéral et ainsi [/D] est
une médiane mais aussi une hauteur.

Ea.-@-A_D):ABxAI:%ABZ:

- — ] R , .
«AB-AC= 7 Méme démonstration.

i s - T

b.AB+-CD=AB+(CA+AD)=AB-CA+AB-A

l
o 2
|

+
Ainsi (1)) L (AB).

Ma.AB=V(5-(-3)2+(3-2)+
AC=(1-(=3))*+(=5-2)2+ (-

— —
b.AB(8;1;4)etAC(4;-7;-4):
AB-AC=32- -7-16=9.

— — — = =
c¢.AB- AC—||AB||><||AC||><cos (AB, AC)

/\

©9—9><9><cos(AB,AC)

a2 ]

AB, AC) = 9
Ainsi mes (AB AQ) =

>

< (os (A

1,5 rad.

oo , 0.
59]{ j, k) base orthonormée de I'espace donc il existe
un unlque trlplet de reels (a,b,0)

telqueu al+bj+Ck
=
Pwsu I—(al+bj+Ck) «i=ai-i+0+0=a.
-5 o ) - o -
Demémeu-j=0+0bj-j+0=betuk=ck-k=
5 9 997 5 99 o9 9 -5
Finalementu=(us+i) i+ (u«j)j+ (usk) k.

1l
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Ma.u-v=3x3+4x0+(-5)x (-3) = 24;
_)
||u||—\/32+42 (-5)2=1+/50;
5707+ 3Pt
||u+v||—\/3+3) (4+ 02+ (-5-312=1/1T6.
b.u- v-||u||><||v||><cos W, Vﬁ
< 24 =+/50 x /18 X cos u,\7§
< cos ( U_ﬁ 24
V50 x 18
=53 24 == 4
< cos (u,v)= —c»cos(u v)= 5
mes (u, v)=0,6 rad.
Fa.. SG- AH=(SA+ AG)- AH
- — - =
= SA. AH+ AG+ A
A A+ 2Kk 2B
B 2 3 2
- 1= 1, =2 = —
:HAoiA +§(A +BK) - AB
a_a 1 1= =3
- X+ AB+_BK- A
2 2 33 3B
2 2
~O 4 LBKx AB x cos[ T
4 3 3 3
2 2
__a_ a +axax( 1)
4 3 3 2
2 2 2
__a.a_a_,
4 3 12

- — — —
¢« SG+ AJ=(SA+ AG)- AJ
e e
=SA. AJ+ AG+ AJ=0. (De méme).
b. D’apres a., (5G) L (AH) et (SG) L (A))

donc (SG) est orthogonale a deux droites sécantes
(AH) et (AJ) incluses dans le plan (ABC). Ainsi (SG) est
orthogonale au plan (ABC).

[EAB :2;-1), AC(=2;1;0), AD(1;2;5).
:1 ><(—2)+2><1+(—1)><0:0;
1X1+2%X2+(-1)x5=0;

ACe AD=-2%x1+1x2+0x5=0.

Ainsi (AB) L (AQ), (AB) L (AD) et (AC) L (AD).

Cela signifie que le tétraedre ABCD est trirectangle en
A.

sl
13l %L

Se tester

[ 1. Vrai; 2. Vrai ; 3. Vrai; 4. Faux ; 5. Faux.

—

T3 1. Faux. AB+ AC = AB X AB =
—_ = = — —> s o o
2. Vrai. AB-AG=AB+(AF + FG)=AB-AF + AB+ F
— —
= AB. AF.
— —

3. Vrai. AH + CF = AH - DE= 0.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

1 _[ABXAC

%_gx(f)xAD
1192 (1% ) VNG V)
:;x\“ +22 4 1)>;\/( V+1+0 s
=5
o101 11
F1.a u(ﬁ 2,0),v\/§, 2,0)
2

V2002
1

—=X0+-—=%x0+0x0=0.

\2 2

q

LV, W) est une base orthonormée.

B H &6 He“( S

1 1 1
nl= —+—+—:1; B YA
117l \/3 sy =1ilsl \/6 e

1 1
et||lt||=\=-+-=1.
=2+

-5 o 1 2 1 -5 5 1
res

— + =O; . =0+7_
Ji8 Vg Tyig '

S 2 1 _ 3
V2 V12 12

(r;s;t) n'est pas orthonormée.

o
El

Ma.C(1;1;0);N(b;b;0)donc CN(b-1;b-1;0).
B(1;0;0);S(0;b;b)donc BS(-1;b;b).
b. (CN) et (BS) sont orthogonales

@(_'_l\)I-B_S)ZO

S b-XEN)+bB-1NXb+0xb=0

< -b+1+b°-b=0

<b*-20+1=0

< (b-1?=0<b=1.
Mais dans le cas ou b =1, les deux cubes sont confon-
dus et N=C.Doncil n'y a pas de droite (CN).
Ainsi, cela n'est pas possible.

— > s —

—_ s > =
4. Faux. AG « HF = (AE + EG) « HF = AE « HF + EG - HF
=0+ 0=0.Ainsi (AG) L (HF).
- = - D D 2 5 D >
AG « DH = (AE +EG) « DH=AE « DH + EG « DH
=AE? + 0 =@ Ainsi (AC) L (DH).
- =
5.Faux. BD « BH = BD x BD = (av2)* = 2a>.
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o

— — = =
Or BD - BH = BD x BH x cos(BD ; BH)
< 202 = 2a x \Ja? + (vV2a)? x cos(BD : BF)

T

2a? (B_) B_))
< —=—"—=1c0s(BD;
V2a+3a
,\/i _/)-> . . — m
= 7 = cos(BD ; BH). Ainsi mes(BD ; BH) # Z[Zn].
6. Faux.
- — - = — =
AG+HB =(AC+ CG) -+ (HD + DB)

—_ s s D S > = —>
=AC-HD+AC-DB+ CG+HD + CG+DB
=0+0+(-a)+0
=-a°

M 1.b;2.a:3.c;4.b;5.c.

— —
T11.b.AB(2;0;1) etAC(-3;-2;2).
. . H . Ve . Y ﬁ . H H
Ainsi « AB non colinéaire a AC puisque AB # KAC ;
— L= . - —
« AB non orthogonal a AC puisque AB+ AC# 0.
— - 5 >
2.¢.AD(7;2;0)donc2AB-AC-AD(0;0;0).

Exercices d’approfondissement

7] Calcul vectoriel
1.a.b. E

- = — —
2.a.AC+BD = (Al+IC + (B + D)
- S = —
=Al+BlI+IC+1
-2 = =
=0+/1C+1
- =
=IC+]1
— — —
b.AG=1,5AC+ 0,5BD
- =5 5 - =
< Al+1G=AC+0,5(AC + BD)
- > — - —
< IG=IA+AC+0,5(IC+ID)
- = —> —>
< [/G=I/C+0,5/C+0,5ID

—> —' —>
< 1G=1,5/IC+0,5ID.
On peut en déduire que G € (ICD) ou que les points /,
C, D et G sont coplanaires.
3. Lintersection entre les plans (ABC) et (ICD) est la

droite (/C). Donc la droite (DG) incluse dans le plan
(ICD) coupe le plan (ABC) la ou elle coupe (/C).

3. ¢.- A, Bet Csont non alignés puisque AB non coli-
néaire a AC (1.).

- D'apres 2., il existe un triplet de nombres réels
(2;-1;-1)telque 2AB-AC-AD=0

— —  —
soit AD = 2AB - AC.
Ainsi A, B, Cet D sont coplanaires.

4. b. /E’(—z ;0,0).On cherche x, y et z tels que
— — — o
XAB+yAC+zAE=0.
2x-3y-2z=0
Onrésouty Ox-2y+0z=0
Ix+2y+9z=0
2X=2z z=0
x=-9z x=0.
Ce systeme admet une unique solution (0;0; 0).
Les points sont non coplanaires.

- =
5. a. FK et FD sont des représentants de vecteurs qui
n’utilisent que 3 points donc ils sont coplanaires.

Ainsi l'intersection de la droite (DG) et de la droite (/C)
est le point E cherché.

il Une droite et un plan
e T v
1.HI=HK+ KJ+ JI=KG + KJ + GC
- > > > =
=KJ+ KG + GC=KJ + KC.
— — —
2. D’apres 1., HI, KJ et KC sont coplanaires. Or les

points H et | n‘appartient pas au plan (KJC) donc (HI)
est parallele au plan (KJC).

t2l Ensemble des barycentres de trois points

1.a.M=bary {(A, a), (B, b), (C, c)} telsquea+b+c=0.
—> —> —

Ainsi aMA + bMB + cMC=0

— >

—> —> — o
< aMA + b(MA + AB) + c(MA+ AC) =0
_)
0

—> —_—  —>
< (@a+b+IMA+bAB+ cAC=
—> b — c —
= AM = AB + AC.
a+b+c a+b+c
ﬁ

—_— —
b. D’aprés a., les vecteurs AM, AB et AC de méme
origine A sont coplanaires, et donc A, M, B et C sont
coplanaires (A méme origine).

¢. Tous les barycentres de trois points appartiennent
au plan défini par ses trois points.

2. a. N € (ABC) donc 2 l'aide de la base (A8, AC) du
plan (ABQ), il existe un unique couple de réels (x ; y)
tels que AN = xAB + yAC.

— — — — T - —
b. AN = XAB + yAC <> AN = x(AN + NB) + y(AN + NC)
_’

— — —
< (1-x-y)NA+xNB+yNC=0
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Or1-x-y+x+y=1(#0)doncN est le barycentre
du systeme {(A, 1-x—y), (8, 1), (C, 1)}.

c. Tout point appartenant a un plan défini a l'aide de
trois points non alignés peut étre considéré comme
barycentre de ces trois points.

3. A, Bet Csont trois points non alignés.

Il existe trois nombres a, betctelsquea+b+c#0
et M barycentre de {(4, a), (B, b), (C, 0)} = M € (ABC).

tA Colinéarité et base

1. ABCD tétraéd_r)egoncﬁx B, C et D sont non copla-
naires et donc AB, AC et AD sont non coplanaires.

e e T S 3 —
2.a.JL=JB+BL=—CB+kAD

2
1 1—= 1= 1= —>
:—CA+EA +kAD:EA _5A + kA
T~ S
b./IK =IB+BK=IA+AB+C
T= = = = — 1=
:EDA+AB—A =AB-A _EA

H H . Ve .
c. IKet JL colinéaires
. . Ve _) H
<> il existe un réel t non nul tel que IK=tJL.
<> il existe un réel t non nul tel que :

76~ A¢- 1 2= (176~ 12¢ + kA
<:>(1 —%t),@)+(—1 +%t)A_C)+(—%—kt)/@):6
(1-1t=0
2

1 X e e X
<4 —1+5t:0 puisque AB, AC et AD non coplanaires

1 k=0
72

(t=2
t:—lk. Ainsik:—l.
\ 2 4

t£] Avec un logiciel
1.1+(1-m+C2m-1)+(1-m)=2.
Pour tout m € R, la somme des coefficients est non
nulle donc G_ existe.
2. c. On peut conjecturer que le lieu décrit par G _
quand m décrit R est une droite.
3.a.G,=bary{(£,1),(8,1),(G,-1),(D, 1)}

=bary{(£, 1), (8,1), (D, 1), (G, -1)}

= bary{(, 3), (G, -1)}.

— —

ﬁ
Ainsi BGOI—GA—A =0

0

|
|
!
|w
!
!
|

—AC+AO. +OA+AE=AC+AE=AC+ (G =AG.

2 2
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—

—> - = —> -
Ainsi 2G A+ 3AI -AG=2G A et 2G A =0.
G, et Asont confondus.

b. G, = bary{(, 3), (G, -1)} donc G, = A, I et G sont ali-
gnés.

4.G, =bary{(£, 1), (8,0), (G, 1), (D, 0)}
=bary{(E, 1), (G, 1)
=bary{(0,,2)}=0..
5.a.G_=bary{(£1),(8,1-m),(G,2m-1),(D, 1 - m)}
=bary{(£, 1), (G, 2m - 1),(0,, 2 - 2m)
G_=bary{(£ 1), (G, 1), (G, 2m-2),(0,, 2 - 2m)}

G =bary{(0,2),(G,2m-2),(0, 2-2m)}.
Ainsi, pour tout point M de l'espace,

—> —> —> —>
2MG_=2MO, + (2m - 2)MG + (2 - 2m)MO,.
—> — —

Avec M=A, 2AG = 2A0, + (2m - 2)AG + (2 - 2m)AO

m

—> —> - —>
< AG =A0, + (m-1)AG+ (1 -m)AO
— ST — 2 —>
< AG =A0,+0,0,+ (m-1A0,+(m-10,G _,
+(1-m)A ,
— — —> —
< AG_ =(1+m-1+1-m)AO,+ 0,0, +(m-1)0,G
—_— = —> —>
< AG_=A0,+0,0,+(m-1)0,G
—> — —> —_— —>
< AG_=A0,+0,0,+(m-1)(0,C+CG)
— = —> —>
< AG_=A0,+ 0,0, +(m-1)A0, + (m-1)CG
— — —> —
< AG_=mAO0,+ 0,0, + (m-1)CG
— —> —>
< AG_=mAO0,+m0,0,
—> —>
< AG,=mAO,.

b.D'aprés5.a.A, G _etO, sontalignés donclorsque m
décrit R, G, décrit (AO,). Ainsi I'ensemble des points
G, estladroite (AO,).

6.a.A, G _etO, sontalignés donck, A, G_et O sont
coplanaires.

b. Dans ce cas G_ € (El) et G_ € (AO,). Ainsi G_ est le
point d'intersection de (AO,) et (EI).

Or (El) = (EO,) donc G_ est le point d'intersection de
(AO1) et (EOz). OrA0,0,E estun rectangle donc G, est

le milieu des diagonales doncm = %

71 Repére fondamental
1.a. D
J
L C
A /K
/
B
b.il=iA+AL="BA=12D="'8D
e T2 T2 T2



Uecteurs et produit scalaire dans l'espace ﬂ

A = 12 .. .> = .
De méme KJ = EBD' Ainsi IL = KJ donc ILJK parallélo-

gramme donc [/J] et [LK] ont le méme milieu.

e T 1= 1= 1=
PuisIM=IB+ BM = EAB + 5BD = EAD'
. — 11— 3 —
De méme NJ = EAD' Ainsi IM = NJ donc IMJN est un
parallélogramme et [LJ] et [MN] ont le méme milieu.
Finalement [1J], [KL] et [MN] ont le méme milieu, O.
- s > >
c¢.OA+0B+0C+ 0D
e A - =3
=0l+IA+0I+IB+ OJ+JC+OJ+JD
— — —
=20l + 2OJ =2(0l+ OJ)
e
Or O milieu de [1J] donc OI + 0J=0.
e R e
AinsiOA+ OB+ 0OC+ 0D = 0.
2.D'aprés 1. c., Oisobarycentre des points A, B, Cet D
— 2
donc4A0=AB + AC+ AD

2 13 1= 1=
soit AO = —AB + —AC + ZAD'

Ainsi O(Z g %)

3.a. -/ milieu de [AB] donc / = bary{(A, 1), (8, 1)}.

——

— — — v = e {
Ainsi 20/ = 10A + 10B donc 20/ = OA + OA + AB
donc O =0A + \AB=-'a8-1a¢- 12D+ 128
n = —, = - — _ L
on¢ 2 4T T
T3 1= 1=
« K milieu de [BC] donc K= bary{(8, 1), (C, 1)}.
- o - 5 —
Ainsi20K=0B+0C=20A+AB+A
-2 1= 1= == =
=——AB-—AC-—AD+AB+A
2 2 2
1= 1= 1=
=—AB+—AC-—AD.
2 2 2
1= 1= 1=
Ainsi OK——AB —AC-—AD.
4 4 4
M m|I|e de [BD] donc M = bary{(B, 1), (D, 1)}
- = - S
A|n5|20M B+0OD=20A+AB+A
g 12 12
2 2 2
1 1= 1=
A|n5|OM AB——AC+ZAD

b. O milieu de [MN] et N & (MIK) donc O & (MIK).
O, M, et Ksont des pomts non coplanaires.

H
Ainsi (O; OI; OK, OM) est un repére de l'espace.
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xc—xA:—Z

XA=1
Donc { %o =X =~2 ainsi <> Xz =
X,—X,=0 ] x.=-1
X, +x,+x.+x,=0dapréeslel.c. \ x,=-1
fyc yA_z yA:_1
De plus, Vo= Yy=0 ainsi «{ V8=
Yo=YV, = Y=
U/A+y3+yc+yp_0 yD:_1
fzc—zAi zA:_—1
Enfin, {% =%~ ainsi «»{ 2=
z,-2,= zC:—1
\Z,+2,+2.+2,=0 z,=1

— — —>
Finalement, dans le repére (O ; O, OK, OM),
A(1;=-1;-1),B(1;1;1),C=1;1;-1)etD(=1;-1;1).

i Analytique ou vectoriel
1.a.A(1;1;1),B(1;1;0),E0;1;1),D(1;0;1).
lisobarycentre de G, Cet B

0+1+1.0+0+1 0+40+0) (2.1,
doncl( 3 ; 3 ; ) I( 0)
Jisobarycentre de G, Cet H

0+1+0 0+0+0 0+0+1
doncJ( 3 ; 3 ; 3 )J(— 0; §)
= 1T 1
N 1;0;-1
b. 1J( 3773 3)etDG( 0;-1)
doncIJ_:D_):—lx(—U (l)x0+lx(—1)
13 : 3 3
=—-—=0.
3 3
H
Puis FC(1;-1;0)
- 1 N, 1o
donclJ-FC—1x(—3)+(—1)><(—3)+3><0—0.

Finalement (1)) est perpendiculaire a (DG) et a (FC).
1 1
2.a.D' t, U|-—);,——;
a.D'une par _( 3) 3
— — —>
GC(1;0;0), GF(0;1;0)etGH(0;0;1),

1
-3 E) d'ou I'égalité.

(G_C>+G_F)—G_I-I))oGD=§GC-G_D)+%G_F)-@)

1 1 1
=— —X0-—GHXxGH
3GC><GC+3><0 3G X G

A
?) ; d'autre part

donc —l(G_C)+ (F)— @))(— %)

b.JI-G

=l

Al

I
wﬁ\\jw\—‘ Il I |‘|
+ =l o]

[
()
+

— 1 GCxGC+ I GFxFG- Yt x0=

1
3 3 3 3
On en conclut que (1)) est perpendiculaire a

(FO).

-1-o.

3
(DG) et a
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ﬂ Uecteurs et produit scalaire dans l'espace

i1 Surfaces de niveau
Partie A
1. fiM) = MA? + MB?

a. MA® + M8 = WA +/le2
— —
WP+ 20T IR+ A2+ ME + 20T+ 1B + /B
— 2MP + 207 (A +IB) + (AZ—B)2 + (@)2

>
2
—2MIZ+AZB+2MI-0 mpe + A8

2

—

(MI+I 24+ (Ml + IB)?
_)

b. - MA? + MB? = 44,5
MA + MB = 90 <> 2MP. + Af —445
5

©2MI2+?:44,5©MI2=16©MI:4

(MI>0)
< M appartient a la sphére de centre / et de rayon 4.
« MA*+ MB*=12,5

52

MA2+MBZ—125©2MI2—125—?©MI2—0
s> M=

«MA?2+ MB*>=2,5
MA? + MB*=2,5 < MI? = -5 < M n'existe pas.
Donc cet ensemble est vide.
. MA? + MB? = k < MP = k‘;2'5.
Sik>125 alorsk_ﬁ > 0doncMI = k- 12’5.

2
Ainsi si k > 12,5 alors M appartient a la sphere de

centre / et de rayon \/k—212,5

2. f(M) = 2MA? + 3MB2
—>
a. 2MA? + 3MB2 2MA2 + 3MB?
—>

= Z(MG + GA) + 3(MG + GB)?
— = — —> - s —
= 2[MG*+ GA? + 2MG - GA] + 3[MG? + GB* + 2MG - GB]
—
=5MG? + 2GA? + 3GB* + 2MG(2GA + 3GB).
— o
Or G = bary{(A, 2), (B, 3)} cela signifie 2GA +3GB = 0.

Ainsi 2MA? + 3MB? = 5MG* + 2GA? + 3GB*.

b. G = bary{(A, 2), (B, 3)}donc ZGA + 3GB = O

L= — — 33—
soit 5AG = 3AB et donc AG = gAB.

Comme AB=5,AG=3etGB=2.
« D’aprés 2. a., 2MA* + 3MB*=75
< 5MG? + 2GA* + 3GB*=75
< 5MG*+18+12=75
< MG*=9
< MG =3 (MG >0).

Ainsi M appartient a la sphére de centre G de rayon 3.

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur

« D'apres 2. a., 2MA* + 3MB* =30
< 5MG* + 2GA* + 3GB* =30
< 5MG*=0
< MG=0.
AinsiM =G.
« D'aprés 2. a., 2MA? + 3MB?* =10 < 5MG* = -20.
Ainsi M n'existe pas et cet ensemble est vide.

Partie B
l.a+b=0.

— = — =
a. aMA? + bMB? = a(MG + GA)* + b(MG + GB)?

—>

—(a+ b)MG2 + aGA2 +bGB' +2 MG -

—

=(a+ b)MG2 + aGA2 + bGB2 2MG «
= (a + b)MG? + aGA? + bGB.

b. aMA? + bMB? = k
< (a+ b) MG* + aGA* + bGB* = k
o MG = k - aGA? - bGB2
a+b
Ainsi si k > aGA* + bGB? alors () est une sphére de
_ 2 _ 2
k- aGA* - bGB et sinon (/)
+b K

—a/\TG>2+ZaM_G) G_A>+aGA2+b GZ+2b/\TG>-GB+bGB2
( b

centre G et de rayon
est vide.

2.a+b=0
a.aMA* + bMB? =k
< aMA? - aMB? =

< MA*-MB? =

k(cara+b=0<-a=0)
Z(a non nul).
b. MA? - MB? = /\/lA2 /Wa’2 = (MA + MB) - (MA - MB)

= 2M/- BA.
En effet, I milieu de [AB] donc/—bary{(A 1), (B 1)}
et donc pour tout point M de I'espace 2MI'= MA + MB.

cMe (ﬂ ) < aMA? + bMB? =
<MA?2 - MB? =

kaveca+b=0

Kaveca;to
— — k

©2MI-BA:Eaveca¢0
— —  k

@IM-AB:%aveca;tO.

< IHXAB= 2’; avec a # 0 ou H est le projeté ortho-
gonal de M sur (AB)
< IH= LAB aveca #0.

2a

. k. k
HEI[B):IH=—-—,;SiHE[IA) :IH=-——.

o 5] 10a o ) 10a

Ainsi M appartient au plan perpendiculaire a (AB) pas-

sant par le point H € (AB) et défini comme ci-dessus.
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tx] Coordonnées sphériques

Partie A
1.a. Dans le plan (xQOy) :
m
y -
L n
0 X

En utilisant la trigonométrie, on obtient tanB = Y
X
Dans le plan(OmM) :

] - \
(P ,.¢,.¢,,,¢,.;.,
e F
O m
En utilisant la trigonométrie, on obtient cosg = %

b. D'aprés les figures précédentes, r> = Om? + mM?

< r=0m’+zZ2etOm*=x*+ y~

Ainsirr=x*+y*+ 22 < r=\x*+y2+ 2% (r> 0).
r=\x’+y*+ 2

On a bien :si M(x; y ; 2) alors { 8 =tan™ (%)
¢ =cos™ (%)

2.SiM(r;0; @) alors dans le plan (OMz), en utilisant la
. - V4 . Om

trigonométrie : cosg = Loz r cos@ et sing = e

< Om =r sing. Puis dans le plan (Oxy), en utilisant la

trigonométrie : cos6 = OLm < Xx=¢0s0x0m

< x=rcos 0 sin eetsinG:Lc»y:Om X sin ©

< y=rsinBsing. Om

Partie B

1. rest le rayon de la terre donc r = 6 000.

2.0 et ¢ correspondent a la latitude et a la longitude.

/ B

méridien _|
de Greenwich

équateur
3.r=6000,0=9°et @ = 13°donc, d'apres A. 2.,
Xx=6000 X sin 13 X cos 9 x=1333
{y:6000><sin 13 Xsin9 soit {y:ZH
z=6000x cos 13 z=5846
Conakry a pour coordonnées cartésiennes :
(1333;211;5 846).
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ﬂ Geometrie analytique de l'espace

Activités dintroduction

Des plans particuliers
1aA(OOOB(1OO)C(11OI(1 ;0)

et J( )
b. La cote de ces cing points est nulle ainsi (ABC) :
z=0.

C.(ABE):y=0;(ADE):x=0; (EFG): z=1.
2.a.Dans (A;/ﬁ,A_B), (AQ):y=x
b.E£(0;0; 1) doncy,=x..

G(1;1 '1)doncyG:x

O milieu de [AG] donc O( ety, =X,

2'2' 2
Ainsi E, G, O ont des coordonnées qui vérifient la rela-
tiondu 2. a.

Cette relation ne peut pas caractériser une droite car
ces trois points ne sont pas alignés.

c. A E, Get Cforment un rectangle doncils sont copla-
naires et O est le milieu de [AG] donc O est coplanaire
avecA, E, GetC.

PourA:y, =x, et pour C:y_=x_donc ces cinq points
ont des coordonnées qui vérifient la relation du 2. a.

Une sphére dans un repére
orthonormé de 'espace

l.aMe(¥) <= OM=5.
b.OM=+(x-1)2+(y-2)*+ (z-3)?
doncV(x-1)2+(y-2)*+ (z-3)*=5.
2.a.X+y +22-2X+4y+62-2=0

S X-1P2-14+(y+2°-4+z+3)-

< X-1)024+(+2)7+(z+3)72=4
Par identification,a=1,=-2,y=-3etR=4.
b.X*+y*+22-2x+4y+6z-2=0

< X-1)0 4+ (+2)7+(z+3)72=4

@ =17+ - (2P + z- (3 =4

9-2=0

< QO'M=4.

< M appartient a la sphére de centre M de rayon 4.
32 9 1

c.( —5) Z+(y+1)—1+(z— ) +4=0
3 02 2

©( _5) +(y+1)? +(z—5) =

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Manuel pages 107 a 122

Or une somme de carrés ne peut pas étre négative
donc il n'existe pas de triplet (x; y ; z) vérifiant la der-
niére égalité. Ce n'est donc pas I'équation cartésienne
d’une sphére.

Une droite dans un repére
de lespace

1.a./Vl(1 =2;0 ;M (=1;-1;-1);M(-3;0;-2);
3.1 ..

m,,o; {0i-5i- 5) etM (5;-4;2).

bMM( 2;1;-1);,MM,(-4;2;-2);

— 1 —

T, - ,2;—5) et MV (4;-2;2).

Ainsi MOM2 = Z/WVI>1 donc les points M, M, et M, sont
alignés.

1 ——= .
MM ~ MM, donc les points M, M, et MOI5 sont

0 1/2 2
alignés.
—— — .
MM_, = -2M M. donc les points M, M. et M_, sont
alignés.
Finalement My M, M, M, etM_ sont alignés.
c. (€) semble étre la droite de I'espace qui passe par
M, etM..

— — —
d.- M,C(-4;2;-2) et M C=2MM, donc M, M, et C
sont alignés.
« Résolution du systeme

1-2t=-3 t=2
{ -2+t=0 < { t=2

-t=-2 t=2

[l existe un réel t égal a 2 tel que C(1 - 2t; -2 +1t; 1)
donc CE (¢€). (Remarque: C=M.,))

e. Lensemble des points de la droite (MM.,) ont des
coordonnées qui peuvent sécrire (1-2t;-2+t;-t).

2aPourt€[RMM( 2t—1;—2+t+2;—t)
50|tMM(2tt )etMM(2;1;—1).
A|n5|tMM /WVI>

b. Les points M, sont alignés avec M et M, donc M, €
MM,).

c. M(t) dans le repére (M, ; M_O/VI>1) donc MM = t/\/l_ol\/l>1
x—1—t( 2) x,=1-2t
donciy —(-2)=t(1) < yM——2+t
z, -0=t(-1) z,=-t
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d.-Lorsquet&[0;1]:

0Lt 0Lt 0Lt
donc donc donc
-1<x, <1 2<y,<3 -1<2,<0.

Ainsi (¥ ) semble étre un segment.
«Lorsque t E[0; +oof :

t>0doncx, <1,y,>2etz, <O0.
Ainsi (¥,) semble étre une demi-droite.

Projeté orthogonal sur un plan

1. a. (D) L (P) donc un vecteur normal de () est
aussi directeur de (90).

n°(1;2;-1) est un vecteur normal de (%) et directeur
de (99).

x=1t+2
Ainsi (D) :{y=2t+2 outeR.
z=-1t+3
b.H&E (9) dong(AH)_f (9p) donc AF vecteur directeur
de (9) et donc n et AH colinéaires.
xH=1t+2
He (D) y,=2t+2
“lHew@) z,=-t+3
X, +2y,-2,+4=0
XH=1'+2
©<yH:2t+2
zH=—t+3
\(t+2)+22t+2)-(-t+3)+4=0
(XH=”'+2 t=—%
5
y,=2t+2 X, =
{7 " 62 @H(%;—%;%).
z,=-t+3 sz_g
25
6t+7=0 ZH:?
Savoir-faire

Ela.AB(2:3:0) et AC(2:0: 4).

XX 1 =X mais ¥ X 1 ;z:yA?doncA_B> et AC sont non
colinéaires donc A, B, C non alignés, ils forment un
plan.
n(a;b; c) vecteur normal de (ABC) donc
{ﬁ@)zo - {2a+3b:0

n.AC=0 a+4c=0.
Prenonsa=6,dansce casb=-4etc=-3.
n(6; -4 ; -3) vecteur normal de (ABC)
donc (ABC):6x—-4y-3z+d=00oudER.
De plus A € (ABC) donc6x -2+ d=0doncd=12.
Finalement (ABC) : 6x -4y —3z+12=0.
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2. a. (AH) L (%) donc (AH) orthogonale a toute droite
contenue dans (%), en particulier (AH) L (HM). Ainsi
AHM triangle rectangle en H.

b. D’aprés Pythagore AM? = AH? + HM?.
Donc si M = H, HM? > 0 et donc AM? > AH?

Ainsi AH est la plus petite longueur entre le point A et
tous les points du plan ().

3.a.n(a; b: o) est un vecteur directeur de (AH) donc
X, =at+x,
y,=bt+y,
z, =ct+z,

outeR.

Ainsi a(at+xA) + b(bt+yA) + c(ct+zA) +d=0
< tl@+b’+c)+ax, +by, +cz,+d=0
et= ", =2 md (b g cari 20,
a+b+c
—-a’x,—bay, — caz, - ad + (a* + b* + AA)x,
a+b>+c

Et donc X, =

de méme:

PPOHIYy= ’ ’ 24 2( Y,
a+b’+c

vty = ~9X,—bey,~Cz —cd+(@+b’+C)z,

! a+b+c

b. Dans le repére orthonormé,
— 2 2 2
AH =+, -x )2+, -y)+(z,-2)
:\/(—azxA—abyA—aczA—ad)H(—abe—bZ ,—bez, - bd)’ + (-acx, - bey, -z, - cd)’
(@®+ b+ )
En développant et en réduisant on a bien :

lax, + by, + cz, + d|-

AH =
Var+ b2+ 2

-

[ 4 a.ﬁ(a;b;c)telqueﬁ).U:Oetﬁ).v=0.
Ainsi {Za—5b+2c:0 )
-3a+5b+2c=0
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On choisitc=-1etdonca=-4etb=-2.

ni-4;-2;-1)
b.ME (P) < AM .7 =0
S X+ +(-3)x(=2)+(Z+5)x(-1)=0
< -4x-2y-z-3=0.
. x=1+t
HaMeE@ U< {y=-3-t avectER.
zZ=2+2t
. x=1+t+0t
b.ME@;v,w) < {y=-3-t+1t
z=2+0t+2t
avecteR, t"ER.
Fla.3x,+2y,+62,-6=6+0+0-6=0.

3x,+2y,+62,-6=0+6+0-6=0.
3x.+2y,+62,-6=0+0+6+6=0.
Ainsi (ABC) a pour équation cartésienne
3x+2y+6z2-6=0.

b. La hauteur issue de O du tétraédre OABC est la dis-
tance de O au plan (ABC).

Or d(0: (ABO)) = 3xX0+2Xx0+6x0-6| _

s e R R

gd ‘unité.
7

Ainsi la hauteur issue de O est égale a

Enercices d’entrainement

Equation cartésienne

Ma.n2;:-6:2):b.n(-1:3:2):¢.n(0:0:1).

i Un vecteur normal est B_C>(—5 ;—4;-5) doncle plan
a une équation cartésienne du type:

-5x-4y-5z+d=0.

Or A appartient a ce plandonc-5-8- 15+ d =0 soit
d = 28. Une équation cartésienne de ce plan est :
-5x-4y-5z+28=0.

i a. CentreO(1,3, -2);r,=V16=4.
b. Centre O,(-1;-5;3);r,=2.

C. CentreO3(O,0,O),r3—\/_—1.
i (x-1)

. - -
18 _a.,—_2x?: X-mais —2y_# ydonc u et v ne sont pas
colinéaires.
b.n(a;b;c)esttelquen Lietn LV
n.i=0 (-2a+3b+6c=0 a=-5¢

+y+4P+@z+1)=3%

- -

n.v=0 a+5c=0
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i - Un vecteur directeur deLS) estu(=2:1;
vecteur directeur de ($") est v(4; -1 3).

X=X (-2)= X>Mais y-X X (-2) ¢y7donc U etV ne sont pas
colinéaires. Donc (QD) et (¥') ne sont pas paralleles.

« (D) et (9') sont sécantes lorsqu'il existe t et t' tels
que:

-3)etun

1-2t=4t'+6 t:—2t'—§
) +t= _t'_ﬁ c'est-a-dire t=—t'— 19
3 13

~3t=3t" t=—t'-—

3

ce qui est impossible.
Donc (%) et (%) ne sont pas sécantes.

A Un vecteur normal dg(@’) est 3(1 :3;2) etun vec-
teur normal de (%) estn’(3; 1;-3).

Orn.N"=1x3+3x1+2x(-3)=6-6=0.
Ainsin L n” et donc (%) L ().

{E] Un vecteur directeur de (%) est u(=2:2;
vecteur normal de (P) estn(2: 1:2).
Orn.U=-2%x2+2X1+(-3)x2=-4+2-6=-8.
Ainsi 11 et U ne sont pas orthogonaux donc (%) et ()
ne sont pas paralléles et donc (%) et (P) sont sécants.

-3) etun

Avecc=3onaa=-15etb=-16;n(-15;-16;3).
c. (0; U, v) a une équation cartésienne du type :

- 15x-16y + 32+ d=0avecd un réel.
Or0€(0;u,v¥)donc0-0+0+d=0doncd=0.
Ainsi (O; U, V) : —15x — 16y + 3z =0.

19] /ﬁ(3 ; 1, 2) est un vecteur normal de ce plan donc
une équation cartésienne est du type :
3x+y+2z+d=0.

De plus / milieu de [AB] est tel que I(—%;—%A)

etil appartient a ce plan donc—i—1+ 8+d=0
2 2
<d=-3.

Ainsi le plan médiateur de [AB] a pour équation carté-
sienne3x+y+2y-3=0.

A1 Comme (P) // (), ces deux plans ont les mémes
vecteurs normaux donc n(2 -3 ; -7) vecteur normal
de (%) est aussi un vecteur normal de (9P).

Ainsi une équation cartésienne de (%) est du type
2x-3y+7z+d=0.
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Or A(-2;-4; 3) appartient a (%) donc:
-44+12+21+d=0<=d=-29
Ainsi (P): 2x-3y+7z-29=0.

21 -3;2) est un vecteur normal de (%) mais il est

de norme \/ +(=32+ (2)=14.
1 - .
Le vecteur —=n a pour norme 1 puisque
N p puisq
fllﬁll =1
Ainsi = 0 est I'équation

rr/rr

normale du plan ().

—>

— MP 4+ 1A%+ 2MI X JA X cos M ; 14
De méme ||MB|? = ||M + iB[? = ||MT - IAT|
= (M - [A) . (Ml - [A) = MP —2M . IA + IA?
= MP + IA2 = 2MI x IA X cos (M ; IA).

b. VA . MB =0
<> 1WA + B[ [|WA]P - W8] = 0

< ||]2MI|[ = M2 = 142 = 2MI ¢ 1A % cos (MI ; IA) - MPP

—>

— 1A%+ 2MI < IA X cos (Ml ; IA) =0
< 2MP-2/A*=0

< MP = 1A donc IM = %AB.

Ainsi (¥) est la sphére de centre | de rayon AB soit
celle de diameétre [AB]. 2

c. D’apreés a. et b., cet ensemble de points est aussi la
sphere de centre | milieu de [AB] et de rayon AZ—B
Oorl(-1;1;1)

et AB=+(1+3)7+(0-2)7+ (-3 -5)?=84=221.
Ainsi cet ensemble a pour équation cartésienne

X+ 12+ (- 12+ (z-1)?2= (212

Ba.for - (1) - 3 - (B + - 20-

sl ) +ly-2) +e-27=0r

C'est donc une équation cartésienne de la sphere de

rayon 3 et de centre Q(—% ; %; 2).

b.x+1)2-1+(-22-4+(z+3)*-
< KX=-(=N)2+-22+z-(-3))*=0
C'est donc le point Q'(-1;2; -3).

9+14=0

—-03 -

1 1 1 1
(X=3P-9+(y-—)P-—+@Z+2)P-—+10=0
c (x-3) (v 2) 2 (z 2) 4
LTI PO Y S S RY SN
= (x=3)2+( 2)+(z 2) 5

Cest I'ensemble vide.

A a. Cestle plan passant par O(0; 0; 0) et de vecteur
normal (2 1:0).
b.(x—4)2—16+(y+1)2—£+(z—3)2—9=0

4
= -4 - (-2 + @-3p= 1
Ces

t la sphére de centre Q(4 ; ; 3) et de rayon

é‘
Al
.\O

3x=2z
(3x)’=(22)><= 4 ou
3x=-27

\QN

W =47<
3x-2z=0
ou
3x+2z=0.
C'est la réunion du plan passant par O(0; 0; 0) et de
vecteur normal ,3,0;-2) et du plan passant par
0(0;0;0) etde vecteur normal i ,3,0;2).

d.(x+1)2-1 +(y+—) —%+(z+3)2—9:K

pelp-(3 viar=e

SiK< —% :ensemble vide.

k=_% uni i 3.

SiK=- A :I'unique p0|ntA(—1, X 3).

SiK> —A;Tg: la sphére de centre A et de rayon \/K+ %
M a.AB=+(1-37+ (-3 +57+(7-1)=44=2V11.

I milieu de [AB] anrs 1(2;-4;4).

Ainsi (¥) a pour équation cartésienne

(X=22+(y+ 4?2+ (z-4) = (11)

b. (?) tangent a () en A donc AB est un vecteur nor-
mal de (%). OrAB( 2;2,6)

donc (P):-2x+2y+6z+d=0.

De plusA € (P)
donc-2x3+2Xx(-5)+6x(1)+d=0soitd=10.
Finalement (%) : —2x+ 2y + 6z + 10 =0.

EI1 Un rayon de cette sphére est :
Al=y(1-32+2-42+(3B-5?2=+12.

A|n5|°l/——><n><\/_3 16y/12 .

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur



ﬂ Géométrie analytique de l'espace

Représentations paramétriques

Fa. (A;u)avecA(0:1:3)etu(2;-2;4).
b. (A;U)avecA(2;0;4) et u(1;-3;1).
c.(A;0)avecAB3;-1;0)etu(-1;1;2).
d.(A;U)avecA(-2;0;3)etu(1;5;0).

x=1+2t
Mla.{y=3t avectE R.
z=1-t
x=3-2t
b.{y=5 avectER.
z=2+t
x=3-2t
Ciy=-1+t avectE R.
z=-2+3t

29] U_(>—1 ;1;0) et I??—1 ;0; 1) sont deux vecteurs non
coplanaires et directeurs du plan (LJK).

x=1-t-t
Ainsi qy=t

z=t
est une représentation paramétrique du plan (UJK).

avectERett'€R

, CPBH2x1+2x(=3) -1 1
T die; 3= VIZ¥ 22422 49 3
x=-1+t
Al a.{y=2-t avectER.
z=1-2t

b.Six=0alorst=1.Puisavect=1,y=1etz=-1.
Ainsi B &€ (d).

c. Cette représentatiorl)indique que cette droite a
pour repere (B;ﬂ avecv(2;-2;-4).

- - - . s .
On remarque que v = 2u donc U et v sont colinéaires.
Nous pouvons donc dire que (d) admet aussi cette re-
présentation paramétrique.

A a. Parlecture A(1:1:1)etB(2:3:2). Ainsi:

x=t Xx=2t
(OA):{y=t avectER, (OB):{y=3t avectER
z=t z=2t
x=1+t
et(AB): {y=1+2t avectER.
z=1+t
xX=t+2t
b. (OAB) :{y=t+3t" avectcRett' €R.
z=t+2t

Ea.r_fﬂ ;2;2)etﬁ)'(1 i=1;2).
b. x. = x.. mais y.# y.. donc netn’ ne sont pas coli-
néaires.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

c.xA+2yA+22A—4:2+2—4:O,doncAE(97’).
X —yA+22A—1:—1+2—1:0,doncA€(@>’).

A
d.U.n=2x1+0x2-1x2=0doncu Ln.

U.n"=2x1+0x(-1)-1x2=0doncu Ln".

e.u L ndonc uvecteur directeur de (P) et de méme u
vecteur directeur de (% ). Puis A est un point commun
a ces deux plans. Ainsi (%) et (") se couperl)t en une
droite passant par A et de vecteur directeur u.

DoncsiM(x;y;z) € (A;u) alors

{M(x;y;z)e(@) soit{x+2y+2z_4:0
Mx;y;z) E(P) X-y+2z-1=0.

<y

Xx=2t
f.(A;U):{y=1 avectER.
z=1-t
- Parlecture A (2;3;0),8,(0; 1;2) donc
x=2-2t
(D):{y=3-2t avectER.
z=2t
- Parlecture A(2;0;3)etB,(0; 1;3)donc
X ==-2t
(D):{y=1+t avecteR.
z=3

EH a.u(1;-1;0) et v(1;0;-1) sont deux vecteurs
directeurs de (%). Donc (1, V) est une base de ().
b.A(0; 1; 1) estun pointde (?). (Avect=t"=0)
c.Avect=1ett'=1onobtientx=2,y=0etz=0.
Ainsi B(2;0; 0) est un autre point de ().

Puis U + V(2; -1; 1) et i - (0 ; —1; 1) sont des vec-
teurs directeurs de (%) et ils ne sont pas colinéaires.
Ainsi (B; U + V, U — V) est un repére de (P).

X=2+2t
(P):jy=-t-t avectERett' €ER.
Z=-t+t

Fd1.a.y=4-2x-2z Ainsiy=4-2t -2t
x=t

b. (@’):{y:4—2t—2t'
z=t

2.a.Six=1,y=0etz="1alors2x+y-2z-4=0.

Donc A(1;0; 1) est un point de (%).

b.1(2; 1;2) vecteur normal de ()

Si U:ga ;b ; ¢) est un vecteur directeur de (%) alors
U.n=0soit2a+b+2c=0.Sia=2,b=2alorsc=-3.

Ainsi U(2; 2 ; -3) est un vecteur directeur de ().

De méme avec ¥(d ; e ; f) est un vecteur directeur de
(@P).

Sia=5,b=0alors c = -5. Ainsi V(5 ; 0 ; -5) vecteur
directeur de (9).

avecteRett' eR.
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c. Puis Vet U ne sont pas colinéaires donc (A ; u, V) est
un repere de () et

x=142t+5t
(P):{y=2t avecteERett' €R.
z=1-3t-5t

3.a.0nadéjaA(1;0;1)puisB(2;0;0)etC(-1;4;1)
sont des points appartenant a ().

b.AB(1;0;-1) et AC(-2; 4 ; 0) sont des vecteurs non
colinéaires et directeurs de ().

x=1+t-2t
y=4t
z=1-t

Ainsi () : avecteRett'eR.

fH a.A(3:0:2),u(1:2:-2) etv(-3:3:0).
X=3+t-3t
y=2t+3t
z=2-2t

c.z:2—2t©—%z+1 =t

b. (PP): avecteRett' eR.

y=2t+3t @y:Z(—%z+1)+3t'
Sy+z-2=3t

@t’:ly+lz—£.
3 3 31 1 1 2
d.x=3+t-3t ©X=3+(1 —EZ)—3(§y+§Z—§)

<> x=3+1 —%z—y—z+2
©x+y+%z—6:0.

Ainsi (@):x+y+%z—6:0.

Position relative

£ a. Le vecteur 3(1_;) -1 2) est un vecteur directeur
de (99) et le vecteur V(-2 ; =1 ; 1) est un vecteur direc-
teurde (9°).

X= =2 X x>mais y.# -2 X y-donc U et v ne sont pas
colinéaires et donc (%) et (%) ne sont pas paralléles.
b. Si (%) et (9%') sont sécantes, alors il existe t et A tels
que:

t+3=-2A+1 7\=—%t—1
—t+2=-A c'est-a-dire A=t-2
2t=A-1 A=2t+1

ce qui estimpossible.
Donc (%) et (&) ne sont pas sécantes.

il a. u(-2 ; 1; 3) est un vecteur directeur de (&) et
n(2:-1:-3) est un vecteur normal de ().

-

U.n=-2x2+1x(-1)+3x(-3)=-14.-14 7 0 donc
u et n ne sont pas orthogonaux et donc (%) et (%) ne
sont pas paralléles.

—-05—

b. Est-ce que I € (D) ?
-1=1-2t<t=1.Etainsiy=-1etz=3.
Donc /€ (9).

Est-ceque /€ (P)?
2X(-1)-(-1)-3%x3+10=-2+1-9+10=0.
Donc/ &€ (P).

Finalement (%) et (%) sont sécants en /.

M n(1;-3;2)etn’(2;1;7) sont, respectivement des
vecteurs normaux de (P) et (P").
Orx.=2xx.maisy. =2 Xy.doncri etn nesont pas
colinéaires donc (P) et (P’) ne sont pas paralléles.

gl a. u(-1; 2; 3) est un vecteur directeur de (%) et
n(3;-1; 2) est un vecteur normal de (%).

X-= -3 X xﬁmais Vo # -3 X yﬁdonc n et U ne sont pas
colinéaires et donc () et (&) ne sont pas perpendi-
culaires.
Puis-1x3+2x(-1)+3x2=-3-2+6=1.

12 0 donc n et U ne sont pas orthogonaux donc (%)
et (%) ne sont pas paralléles.
Finalement (99) et (%P) sont sécants.
X=-t+2
b.Mx;y;2) €(D) < jy=2t
z=3t-1
etMx;y;2)€(P) <= 3x-y+2z-1=0.
Ainsi M(x; y ; z) appartient a (&) et a (P)
X=-t+2
=2t
= Jz/=3r—1
3x-y+2z-1=0.
c3(-t+2)-2)+2B3t-1)-1=0
< -3t+6-2t+6t-2-1=0
< t=-3.
Etainsix=-(-3)+2=5y=2x(-3)=-6
etz=3x(-3)-1=-10.
M(5;-6;-10) est le point d'intersection de (%) et ().

Ma.n@:-2:2)et ﬁ’(%; —% ; —1) sont, respective-

ment, des vecteurs normaux de (%) et ().

Z,=-2 Xz, Mais X.# -2 X X donc netn nesont pas
colinéaires donc (%) et () ne sont paralléles, donc
ils sont sécants.

R 1
PU|s4x§—2x(—§)+2x(—1)

donc (P) L (PP).

b. M(x;y; z) appartient a (P) et (")
4x-2y+27-6=0

<11

1
2x-‘y-7z=0
3¥73Y77

_4,2

2=0
3 3
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c.Enposantz=touteER.

4x-2y=6-2t
M(x;y; z) est solution du systéeme < %x— %y: t
z=t
y=2x+1t-3 x=-4t+3
S iXx-(2x+t-3)=3t={y=-7t+3 teER.
z=t z=t
d. La droite (A) est I'ensemble des points M(x ; y ; 2)
x=-4t+3
telsque{y=-7t+3 avectER.
z=t

™ a. L7(2;4;—3) et U’(T ; 3, —2) sont, respectivement,
des vecteurs directeurs de (%) et (9°).

X-=2 X X. mais y-# 2 X y_ donc U et U’ ne sont pas
colinéaires donc (2) et (%) ne sont pas paralléles.
U.U=2%x1+4%x3-3%x(-2)=2+12+6=20.
20=0doncu ety nesont pas orthogonaux donc (%)
et (2") non plus.

b. c.SiM(x;y; z) appartient a (%) et a (%°) alors

2t-1=A+6 20—-7 =\
4t=3\-1 <14t=3Q2t-7)-1
—3t+5=-2\+2 -3t+5=-2(2t-7)) +2
A=2t-7
©{—2t=—22 ©{i‘_=1115
t=11 N

d. Avec t =11, on obtient M(21 ; 44 ; -28). Ce point M
est le point d'intersection de (%) et (%°).

M a.ete.
H P G
: - L/, >
Q N F
K D C
S
A 'I B

- —

b. ABCDEFGH est un pavé droit donc ATL AJLLAJLA
et AK LAl

Puis, ||,HT| = ||1A_B>|| =1 x6=1de méme||A_J>|| =Tet
AK|=1. © 6

Ainsi (A ,/?I,A_], ﬁ() est un repére orthonormé.
c.-I(1;0;0)etJO;1;0)donc J(-1;1;0).

Ainsil) i=-1x2+1x2+0x9=0
G(6;4;2)donch_>(5;4;2).
AinsiiG.T=5x2+4%2+2x(-9)=18-18=0.
nest donc orthogop)al a deux vecteurs non colinéaires
du plan (1JG) donc n est un vecteur normal de (1JG).

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

+ Une équation du type 2x + 2y - 9z 4+ d = 0 est une
équation cartésienne de (1JG).
Puis / € (JG) donc:
2X1+2%x0-9%x0+d=0<=d=-2.
Ainsi (UG) : 2x+ 2y -9z-2=0.
d.B(6;0;0)etF(6;0;2)doncBF(0;0;2)donc(BF)a
pour représentation paramétrique
x=6+0t
y=0+0t
z=0+2t
M(x;y; z) est l'intersection de (?) et (¥) <
2x+2y-9z-2=0

avecteR.

X=6
y=0
z=2t
X=06 X=6
y=0 y=0
S {2X6+2Xx0-9x2t-2=0 < t:1—8
z=2t ,=20
18

M(6 :0; E) est le point d'intersection de (BF) et (1JG).

e. On trace (1) [IJ]; (2) [IN] tel que N intersection de
(IL) et (EF) ; (3) la parallele a [1/] passant par N avec P
intersection de cette parallele avec (HG) ; (4) la paral-
lele a [IN] passant par P avec Q intersection de (HD) et
cette paralléle.

La section est le polygone JQPN.

2xX0+0+2x2=4
M1.a.{2x0+4+2x0=4
2X2+0+2%x0=4

donc (ABC): 2x+y + 2z=4.
2><0+0+2><0—4| 4 4
b.d(0; (AB =| =—==—_
(_>( ) V22412422 Vo 3
2.a.BC(2;-4;0) est un vecteur normal de (%?) donc
(P):2x-4y+0z+d=0avecdER.

DeplusAE€ (P)donc2x0-4x0+0+d=0<d=0.
Ainsi (P) : 2x -4y =0.

b. M(x ; y ; z) appartient a (P) et a (ABC) si et seule-
ment si

=t
{2x+y+ 2z=4 _ {)}(/: 2t

2x-4y=0 2X Q20 +t+2z=4
x=2t
y=t avecteR.
e 5
z=-_"1t+2
2
(A) a pour représentation paramétrique :
x=2t
{y =t avectE R.
z=-2,5t+2
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A étant un point commun a ces deux plans, A € (4) et
(4) étant incluse dans (), elle est orthogonale a (AB).
Ainsi (A) est la hauteur issue de A dans ABC.

3. a. / milieu de [AC] donc / 0+2 O+0 ; Z;O

2 2
soit/(1;0;1).
Est-ceque /€ (A)?
1=tdoncy=4-4x1=0etz=1.Ainsi/E(A").
Est-ceque BE(A')?
O=tdoncy=4-4x0=4etz=0.AinsiBEA’).
Donc (A”) est bien la médiane issue de B dans ABC.
b. AB=+/(0-0)>+ (4- 02+ (0-2)’=+20=2+/5.
AC=+(2-07+(0-02+(0-27=8=2+2.
BC=+(2-0)>+(0-4)*+ (0-0)>=+20=2+5.
Ainsi ABC est isocele en B.

4. H appartient a (A) et a (A) donc

t=2t t=2t t=2t
4-4t=t = {4-8t' =t =1{4=9t

t=-25t"+2 2t =-2,5t"+2 4,5t"=2
09
- T4 Ainsi H(4,5;-14;4,5).
t= 9 H est le centre de gravité de ABC.
2

14040 0+1+0 0+0+]1
lﬁa.-G( s 3 3

—> —

),AB(=1;1;0) et AC(-1;0;1).

- 1 1 1
AB=—— AC=—— ~=0.
0G 3+3+0 OetOG C= 3+O+3 0

Ainsi OG est orthogonal a deux vecteurs directeurs
non colinéaires du plan (ABC) donc (OG) L (ABQ).

Se Tester

M2 1.Vrai; 2. Faux ; 3. Faux ; 4. Vrai ; 5. Faux.

A11.Faux.1+2—-(-1)-1=3.0r3=0doncl'équation
Xx+y—-2z-1=0n'est pas celle du plan (ABC) puisque
les coordonnées de A ne vérifient pas cette équation.
2. Faux. Si n(1: 1; —1) était un vecteur normal de ce
plan, alors il serait colinéaire a tout vecteur normal de
ce plan. Mais il n'est pas colinéaire au vecteur normal
n'(1;-2:0) du plan d'équation doncx+y-z+d=0.
3.Faux.-1=14+2t<-2=2t<=-1=t

Et5|t——1alorsy 3etz=3.0ry, =3etz, =2donc
M (@

—97-—

b. FB'(—Z :2:0) et /?’C'(—Z :0; 3) sont deux vecteurs
non colinéaires et directeurs du plan (A'B°C’).
Puisi. AB =3x(-2)+3x2+2x0=0
etn. AC =3%(-2)+3x0+2x3=0.
Ainsi n est bien un vecteur normal de (A’B°C’) donc
(AB'C):3x+3y+2z+d=00udER.
OrA°€(A'B'C)donc3x2+3x0+2x0+d=0
< d=-6.Ainsi (A'B'C’):3x+3y+2z-6=0.
C - A_C>(—1 ; 0; 1) donc une représentation paramé-
trique de la droite (AC) est :
x=-1t+1
y=0t+0
z=1t+0
+K(x;y;z) appartienta (AQ)eta (A'B'C) =
x=-t xX=-t
y=0 y=0
z=t z=t
3x+3y+2z-6=0 -3t+0+2t-6=0
t=-6
xX=6
y=0
Z=-6
Donc K(6;0; -6).
d.+3x0+3%x4+2x(-3)-
doncLE (A'B'C).
«Puis BL(O; 3;_;3) el)BC(O ;=1;1). Ainsi—3BC=BL.Cela
signifie que BC et BL sont colinéaires donc que B, C et
L sont alignés et donc L € (BC).

« (ABQ) et (AB'C) sont deux plans secants suivant la
dr0|te( K). De plus, AB(-1;1;0) etA'B( 2:2;0)donc
AB et AB' sont colinéaires.

(AB) C (ABQ); (A'B) C(A'B'C’) (AB)// (A'B’); (LK) in-
tersection de (ABC) et (A'B'C’), donc, d'apres le théo-
réme du toit (AB) // (A'B") // (LK).

avectER.

6=0+12-6-6=0

4. Faux.X*+x+y*+y+22+z+1=0
L SN ISR

s e f w4 lz+ ) ==

5.Vrai.Lasphéredecentre/(1;0;-2) etderayonR=+/5
a pour équation cartésienne :

X=12+y*+ (z+ 20 =5

c'est-a-direx* - 2x+ 1+ y*+22+4z+4=5

soit x>+ y*+ 22— 2x+ 4z =0.
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6.Faux.BB'(2:-5:5) et n(-1:3:-1).

X, =-2xx.mais y., #-2 X y~donc BB et i ne sont
B8~ = B8 NG

pas colinéaires et donc (BB") n'est pas orthogonal au

plan déquation donnée.

M1.c.;2.a.;3.b.

F11.b.: (%) L (%) doncn(1:1;-3) est un vecteur
normal de (%?) mais aussi directeur de (99). Or seul le

exercices d’approfondissement

1 Droites coplanaires

« Un repére de la droite (%) peut étre (A ; 17) ou
A4:5:-3)etu(1; ~2;3). Unrepere de (%) est (B; V)
avecB(1;11;-4)etv(3;-6;1).

X>=3 X X, y.-=3 X y.mais z.# 3 x z.donc U et V ne
sont pas colinéaires donc (%) et (%) ne sont pas pa-

ralléles.
« Si (D) et (@) sont sécantes en M(x; y; z) alors
{4+t=3t’+1 {t=3t’—3
5-2t=-6t"+11 <35-2(3t"-3)=-6t"+11
-3+3t=t'-4 -3+3(3t"-3)=t'-4
{t:3t'—4
<{11-6t"=-6t"+11
-12+9t'=t'-4
t=3t"-3 t'=1
©{8t’:8 ©{t:0.

Ainsi () et (%) sont sécantes en M(4 ; 5 ; -3) donc il
existe un unique plan contenant (%) et (%").

«Ceplan contient le poi_r)lt M_()4 ;5;-3) etapourcouple
de vecteurs directeurs u et v.

Recherche d’un vecteur n(a ; b : ¢) tels que nliuet

niv.

{Q.LZ=0 @{1xa—2xb+3xc=0
n.v=0 3Xa-6xb+1xc=0
Avecb=1ona:

{a—2+3c:0 @{0:2—3c @{C=0
3a-6+¢c=0 32-30)-6+c=0 a=2.

Ainsi n(2: 1:0) et une équation cartésienne du plan
cherché est du type 2x+y+ 0z+d=0avecd € R.

Et M(4;5;-3) appartient a ce plan donc:
2X4+5+0x%x(-3)+d=0soitd=-13.

Finalementlepland’équationcartésienne2x+y-13=0
contient les droites (%) et (%°).

A Droites et barycentre
a. G bary{(A, 1), (M, 2)} donc

vecteur directeu_)r de la droite proposée en réponse b.
est colinéaire a n.
1+ (-2)-3x0+4] 3
S NPT VT
3. (x=1P2+(y+2)P2+(z-0)?=3?
SX-2X+1+y +4y+4+22=9
S X+y+22-2+4y=4.

2.¢c.:dA: (9P))

XG:_I+2(XA+XM) xG:%(1+2t—1)
yc:”j(YﬁyM) soit yG:%(—1+t+1)
zG:1+2(zA+zM) ze:%(Z— )

X ==t

G

< y6=%t avectER.

1. 2
=+
%7733

b. Lorsque M décrit la droite (%), t décrit 'ensemble R
et donc G décrit la droite (%) de représentation para-

x=£t
métrique y:%t avec tER. (€)= ().

1,2
Z=-_t+%
3 3

f%] Positions relatives de droites

a. Les points A(1;0; 1) et 8(1 ;%; 0) appartiennent

a (9" donc ,@)(O ; 1 ; —1) est un vecteur directeur de
. 2

(@)
Les pomts C(3;0;2)etD(3;1;0)appartiennent a (%)
donc CD(0; 1;-2) est un vecteur directeur de (%).
Or AB x 2 = (D cela signifie que AB et CD sont coli-
néaires et donc (%) et (9”) sont paralléles.
b. Les points A(1;0; 1) et £(0 ; 2 ; 2) appartiennent
a (9" donc AE(-1; 2 ; 1) est un vecteur directeur de
(@).

x=1-t
Ainsi (97): iy=0+2t avectER

z=1+t

x=1

et(9"): y:0+%t' avect' eR.

z=1-t
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Géométrie analytique de l'espace ﬂ

AB et AE ne sont pas colinéaires donc (%) et (9) ne
sont pas paralléles et A est un point commun a (%)
et (27 donc (D°) et (D) sont sécantes en A(1;0; 1).
C.« (%) // (%") et (9D") et (D) sont sécantes donc (&)
et (2°) ne sont pas paralléles.

« Sont elles sécantes ?

Si elles sont sécantes en M(x; y ; z) alors

3=1-t t=-2

{O+t':2t soit {t’:—4

2-2t'=1+t 2-2X(-4)=1+(-2)
t=-2

soit {t'=—4
10=-1.

Ce systéme n'a pas de solution. Ainsi (%) et (%) ne
sont pas sécantes.

Finalement (9) et (2°) sont non paralléles et non sé-
cantes donc elles sont non coplanaires.

Comme de plus CD.AE=0, elles sont orthogonales.

4 Distance d’un point a une droite

1.+ AB(2;0;-1).et AC(0; 1; 1). Puis z, = ~Z,, mais

Y % Y donc AB et AC ne sont pas colinéaires donc

(ABC) est un plan.

«n(a; b; c) est un vecteur normal du plan (ABC) donc

{2><a+0><b—1><c:0 {Za:c
O0Xa+1xb+1xc=0 -b=c

Avec c =4,a=2etb=—-4 Ainsin(2; -4 ; 4) est un

vecteur normal de (ABQ) et il existe un réel d tel que

(ABC):2x-4y+4z+d=0.

OrA(1;2; 2) appartient a (ABC) donc

2X1-4%x2+4x%x2+d=0soitd=-2.

Ainsi (ABC): 2x-4y+4z-2=00ux-2y+2z-1=0.

2.a. 711(1 ;=2:2)et 32(1 ;=3 2) sont, respectivement,

des vecteurs normaux de (%) et ().

Orxn_1>: 1 XX mais y.#1 Xy donc 77’1 et 71’2 ne sont

pas colinéaires donc () et (P’) ne sont pas paralléles

et sont donc sécants.

b. (?) et (ABC) ont une équation cartésienne iden-

tique donc ils sont égaux. Ainsi C € (P).

Puis1-3x3+2x3+2=1-9+6+2=0donc

ce ().

C est un point appartenant aux deux plans, il appar-

tient é leur droite d'intersection (A).

cu. n =2Xx1+0x(-2)+(-1)x2=0doncu Ln

doncu vecteur directeur de ().

u.n2:2>< 140X (-3) + (=1) X 2 = 0 donc U vecteur

directeur de (%°).

Ainsi U vecteur directeur de (A).

x=1+2t

y=3 avecteER.

z=3-t

1

d.(Q):

—-909—

XM:2k+1
¥, =0k+3
zM=—1k+3.

1=k +1).
U=0©2k><2+1><0+( k+1)x(-1)=0

< 4k+k-1=0=k=

Ainsi AM 1 U si et seulement si k =
b.Sik= falorsM(f ﬂ)

et AM = \/( ~1f -2+ (154 2

:1/—+1+—:,/—:%.
25 25 25 5

[1-2x2+2x2-1]_ 0

4.a.AH= =—=0.
a T+ 212
AN = [1-3x2+2%x2+2|
V124 (=3)2+ 22 \/_
b. (AH") L (%?")donc (AH") L (H'M) donc AH M triangle

rectangle en H donc H™ appartient au cercle de dia-
metre [AM].

De méme, (AH) L (%) donc (AH) L (HM) donc AHM
triangle rectangle en H donc H appartient au cercle
de diametre [AM].

Dansl'espace, si/estle milieude [AM], IA=IM=IH=IH"
donc H, H’, M et A sont sur la sphére de centre / ou de
rayon [AM] que l'on note ().

c. (AH) L (%) donc AH et ﬁ sont colinéaires

@—1—1xk
donc AH = kn 1y,~-2=-2Xk oukER
z—2 2xk

. X, =k+1
soit Jy, =-2k+2 aveckER.
z,= 2k + 2
DeplusHE(P)donck+1-2(-2k+2)+2(2k+2)-1=0
donc 9k =0donck=0.

Ainsi H(1; 2; 2). On remarque que H=A.

De méme (AH') L (%") donc AH = k71,
X, —1=1xk
1 y,-2=-3xk" aveck'€R.

zH,—2:2><k'

PuisH € (%)
donc (k" + 1) —=3(-3k"+2) + 2(2k" + 2) + 2 = 0 donc
1

14k’ =-1donck = -——.
14
13 31 26)

AinsiH’ (ﬁ ﬁ ﬁ

d. Puisque A = H, les points A, M, H' (et donc H) sont
nécessairement coplanaires.
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[ Plans perpendiculaires et fonction
1.a.n°(1;2;0) est un vecteur normal de (P").
- -,

n.n"=-2x1+1x2+5x0=0doncn Ln’
et (%) L (9.

b. - Montrons que B appartient aux deux plans.
-14+2%x4-7=-1+8-7=0doncBE (P").
PUIS BA(2 -6;2) ettelsque:

BA n= 2><( 2)+ (- 6)><1 +2X5=-4-6+10=0.
Donc BA 1 n donc BA vecteur directeur de () et
comme A € (%), B aussi.

- Montrons que i est un vecteur directeur des deux
plans.

LZ.H:ZX(—Z)_>+(—1)><1 +1x5=-4-1+5=0donc
U L netainsi u est directeur de (P).

2X1+(-1)x2+1x0=2-2=0donc U est un vec-
teur directeur de (9°).

Ainsi 4" est un vecteur directeur de la droite d'inter-
section de (P) et (') et donc de (90).

c. Equation cartésienne de (%) :
Elle estdutype-2x+y+5z+d=00udER.
A€ (P)donc-2x1+(-2)+5x1+d=0<d=-1.

Ainsi () : -2x+y+5z-1=0 etalors
“2X5+(-2)+5x(-1)-1] _
dc; (@ :l
Gy V(=22 + 12+ 52 \/E
_18v30 _ 3+30
30 5 '
5+2x(-2)-7| _ 65
d(C; (% | === ——
(€ @0= 12+22+02 \/§ 5

2.a.M=v(1+2t-52+ 3 -t+2)2+(t+ 1)
=42 -16t+16+25-10t+ 2+ 2+ 2t + 1
=612 — 24t + 42

b.f:t+— V61> - 24t + 42.
f est définie lorsque 6t> — 24t + 42 > 0.

Or 6t> — 24t + 42 est une expression du second de-
gré dont A = -432, négatif, donc 6t> — 24t + 42 est du
signe de 6, positif, sur R.

Ainsi f est définie sur R.

Cette fonction étant une fonction racine carrée, elle
est dérivable ou 6t* — 24t + 42 > 0, c'est-a-dire pour
teERet

(61"~ 24t +42) _ 12t-24 _6t-12
2612 -24t+42 2+/6t2-24t+ 42 f(t)

f(t)=

Deplus6t-12>0<6t>12 < t> 2.
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Ainsi sur ]-oo ; 2], f'(t) < 0 et donc f décroissante sur
[2; +oo[, f(t) > 0 et donc fcroissante ; fadmet donc un
minimum en 2 qui vaut 3+/2.

¢. Ce minimum est la plus petite valeur de CM lorsque
M se déplace sur la droite de représentation paramé-

x=1+2t
trique{y=3-t avectER.
z=t

[ Spheére circonscrite a un tétraédre
1.a.

b. B, C et D appartiennent au plan (O ; 7, jJ alors que A
n‘appartient pas a ce plan donc les quatre points sont
non coplanaires et ABCD est un tétraedre.

¢. | milieu de [AB] donc / 0+2 ; 0-2 ; 4+0
11;-1:2). 2 2 2
DemémeJ(0;1;2)etK(-2;0;?2).

) soit

d. (%) est médiateur de [AB] donc/ € (P,) et AB est
un vecteur normal de (97’ ).

AB(2;-2; 4)donc(97’1).2x 2y-4z+d=0o0udER.
[(1;-1;2)donc2x1-2X%(-1)-4%x2+d=0<d=4.
(97)1):2x—2y—4z+4:0.

De méme (P):2y-4z+6=0et(P,):-4x-4z=0.

e. Q(x; y; z) appartient aux trois plans lorsque
2x-2y-4z+4=0
2y-4z+6=0
-4x-4z=0

2(-2)-2(2z-3)-4z+4=0 z=1
<>{y=2z-3 <>1y=-1
X=-z x=-1

Les trois plans n'ont qu'un seul point commun
Q(-1;-1;1).

2.a.0€(P,)doncAQ=0B;0&(P,)doncAQ=0QC;
Qe (@’3) doncAQ=QD;doncAQ=08=QC=QD.
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Ainsi la sphére de centre Q) et de rayon QA passe par
A, B, CetD.

b. QA=+(0-(-1)7+(0-(=1)+ @4 -1)7=+11.
Ainsi (F): (x= (1) + (y = (=1)*+ (2= 1) =11
sOit () :(x+ 1)+ (y+ 1)+ (z- 1)2:11.

¥ Intersection de deux sphéres

1. -4x+y -dy+22+2z=7
< X-2P-4+(y-22-4+@2+1)P2-1=7
< (X=2+(y-2+(@z-(-1))*=16.
(¥) est la sphére de centre Q(2 ; 2 ; 1) et de rayon
Vi6=4.

X*=-8x+y’—6y+2z2+2z=-13
< X-402-16+(y -3 -9+ (@+1)-1
< (x-4P2+(y-3)+z-(-1)*=16.
(") est la sphere de centre Q'(4;3;-1)
et de rayon \16 = 4.
2.00 =+(4-2)+(3-2)?
=V4+1+0=1/5,

R+ R =8doncR+ R >QQ donc (¥) et (¥) sont
sécantes.

-10

+(=1-(=1))

.a.Me(F)doncOM =4 etME (¥°) donc Q'M = 4.

Ainsi, QM = Q'M et M appartient au plan médiateur

de MM.

b. Le point M(x; y ; 2) vérifie :

X=22+(y-22+(@z+1)32=16

{(x—4)2+ (y-3P2+z+1)=16
x=22+(y-22+(@z+1)2=16

‘i’{(x—z)z— (X— 4+ (y— 27— (y—3)2=0
x=22+(y-2P%+z+1)2=16

©{X2—4x+4—x2+8x—16+y2—4y+4—y2+6y—9:0
X=22+(y-22+(@z+1)2=16

©{4x+ =17

Donc le point M est situé a l'intersection de la sphére (¥)

et du plan (%) d'équation 4x + 2y = 17 ; il est donc bien
situé sur un cercle.

-Onnotel(x;;y,; ) ;il est situé a la fois dans le plan (%) et
sur la droite (QQ)'"). Donc:
ax +2y =17
X=2+2t
y=2+t
z=-1

Ainsil(3;%;—1).

avectcR (ona (Y))‘(Z :1:0)).

(Remarque :/est le milieu de [QQ'].)
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« Le triangle QIM est rectangle en | donc, d'apres le théo-

reme de Pythagore, QM2 QF +IM2,

donc IM? =47 - (\/2_) = T

Ains, le rayon de ce cercle estIM = \/3_9

c. QML.OM = QLOM = QI x QM':\/fx\E: %

4. a. Le milieu/de [QQ'] a pour coordonnées (3 ;%; —1).

De plus, (ﬁ‘@ ; 1, 0) est un vecteur normal de ce plan
médiateur (@Q). Il a donc pour équation 2x+y+d=0.

OrlE(@)donc2><3+2 +d=0d'o ud——%

Ainsi, (@) a pour équation 2x +y — % =0.

b.Q € (QQ") et (ﬁ est un vecteur directeur de (QQ"),

donc sa représentation paramétrique est :
X=2+2t
y=2+t
z=-1

avectER.

1 Plans bissecteurs

a.- r_1)(1 02 -2) et ﬁ'(z ;=1;2) sont des vecteurs nor-
maux de (P) et (9.

X->= 2 X X-mais y# 2 X y_donc netn’ ne sont pas
colinéaires et donc () et (%) ne sont pas paralleles
donc ils sont sécants.

NN =1X242X(-1)+(-2)x2=2-2-4=-4
n.n #0donc (P) et (P’) ne sont pas perpendicu-
laires.

b. M€ (€) < dM; (P) =dM; (7))
- X+2y-2z-1 |2x- y+22+1|
VIZ+ 22+ (222 2+ (1) + 2

@|x+2y—22—1|—|2x—y+22+1|

< jou
X+2y-22-1=-(2x-y+2z+1)
{—x+3y—4z—2:0

{x+ 2y-27-1=2x-y+2z+1

< {o0u
3x+3y=0.

€. —x + 3y — 4z - 2 = 0 est une équation cartésienne
du plan de vecteur normal 77’”(—1 ; 3; —4) passant par
A(1;1;0).

3x + 3y = 0 est une équation cartésienne du plan de
vecteur normal ¥(3 ; 3 ; 0) passant par 0(0; 0; 0).
Donc (€) est la réunion de ces deux plans.

(€) est la réunion de ces deux plans.
Deplusi.Vv=-1x3+3x1+(-4)x0=0doncu LV
et donc les deux plans sont perpendiculaires.
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ff1 Ensembles de points
1.

\/

2.G=Dbary{(0, 1), (A, 2), (B,3)}
1X0+2x6+3%0
1+2+3

doncx =
G(22:3; 0)

3. MO + 2MA + 3B = 6MG
donc(m+2m+3/ﬁ).mz6?.?.
Ainsi M est tel queM_G>.M_C>:O
< 2-x)0-x)+B-y0-y)+(0-
X -2X+y*-3y+22-4z=0
X +y +722-2x-3y-4z=0

=2ety =3etz.=0.

2)4-2=0
2+(y—%)2+(z—2)2—1—%—4:0

2+(y_%) +(z-22= 29

4
Cet ensemble est donc une sphére.

< (x-

(¥) a pour centre 0(1 ;%; 2) et pour rayon \/5_9

4, x =0 est une équation du plan (Oyz).
n_,
V12
spheére (&) sont sécants en un cercle.

Ce cercle a pour équation y? + 2 -3y -4z=0

(y——) +(z-2)= 245

Ce cercle a pour centre /(

d(Q, (0yz)) = ;1 <7 donc le plan (Oyz) et la

2) et rayon 2
5.a.G0* + 2GA’ - 3GB* = (22 +32+09) + 2((4)2
+(=3)2+(0)) - 3((-2)* + (=3)* + (0)?)
=13+ 2(25) - 3(13) = 24.
Donc G € (9P).
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b.-/\ﬁ(Z—xB—y;—z)
etMG.U=Q2-X)%X2+B-y) X (=3)+(-2) X0
=-2X+4+3y-9=-2x+3y-5.
« MO? + 2MA? - 3MB? = 24
S X+ +22+2(6 -7+ (-y)?
+(=2)) = 3((=x)* + (6 - y)* + (
S X+ Y + 224+ 72- 248X+ 2 + 27
+272-3x>- 108 + 36y - 3y* - 32> =
< -36-24x+36y =24
< -24x+36y-60=0
< -2X+3y-5=0
L'équivalence est prouvée. () est le plan d'équation
-2x+3y-5=0.

-7)9) =24

24

] Un tétraédre dans un cube

—

1.a.Ff(1;0;1)etD(0;1;0)donc FD(-1;1;-1).

1;
Pws/( ;0; O)etJ(O — 1)donclJ( %,%,1)&
K( ;—;O)donclK(%;%;O).
Ainsi FD’.| T %—1=OetFﬁ>.Il_(>=—%+%+0=O.

Le vecteur FD est donc normal au plan (JK) et donc
(FD) L (LJK).

b. FD est un vecteur normal de (JK) donc une équa-
tion cartésienne de (IJK) est-x+y—-z+d=0oudER.

Or l(%; 0; 0) appartient a ce plandoncd = %

Finalement (UK) : -x+y -z + % =0.

x=1-t
2. (FD):3y = avectER.
z=1-t
x=1-t

3. Résolvons J V= ¢
z=1-t
—x+y—z+E:0
1 1

Onobtient—(1-t)+t-(1-t)+—=0<=t=—.

2

Ainsix:l,y:letz:l.

2 2 2
4.IK.IJ:—Z+Z+0:OdoncIKJ_lJetalnS|IJK
triangle rectangle en /.

A =l><lj><IK:l>< 1+1+1>< 1+1+0
k9 2 4 4 4 4
_V3

4
— 1 1 1
M= = ——
3 ( 2 2 2
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x—%—%t
6.(l): y:%t avecteR
z=t
x=1
etﬁ)(o;%;%)donc(KL): y=%+%t’
z—%t’

Problémes

[l Programmation linéaire
Partie A

Si x, y et z représente le nombre de m* des marchan-
dises M., M, et M, alors

« X, y et z sont des grandeurs positives ;
- la capacité maximale est 10 m*doncx+y+2z< 10;

« la charge maximale est 5 t donc x + %y+ %z <5.

Partie B

1.a.(P,) et (0;):
E(O;ﬁdoncy=0etz=0puisAE(%)doncz: 10.

A(10;0;0).

(P)et(0;)):

(0;ﬁdoncx=0etz:0puisBE(97>1)doncy: 10.

B(0;10;0).

() et (0;k):

CE(O;I?)doncx=0ety=Opuis CE(Q])1)doncz: 10.

C(0;0;10).

b.De méme D(5;0;0), E(0;20;0) et F(0;0;10).

2. Le plan (ABC) est égal au plan (%.) et le plan (DEF)
est égal au plan (%).
Ainsi (P.) et (O ; 1, /7 sont sécants en (AB) et (P.) et
O;i ﬁsont sécants en (DE).
Lintersection de ces deux droites est le pomt d'inter-
section des trois plans (ABC), (DEF) et (O; lﬁ
=10-10t
(AB): <y:0+ 10t
z=0+0t
x=5-5¢t
(DE): {y=0+20t
z=0+0t

10-10t=5-5¢t
Résolvons {10t = 20t

0=0

avecte R.

avect' eR.
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1 1
———t=1
2 2
et ainsi l:l+lt @{t:_1
2 2 2 t'=-2
t:lt'
2

Finalement (1)) et (KL) sont sécantes en P(1 ;= %; —1)'

t=2t t=2t =1
10-20t"=5-5¢t 5=15t t=§
Le point G(? 23—0 0) est le point d'intersection des

plans (ABC), (DEF) et (0; 7 JJ.
3 Les points M(x ; y ; z) sont telsque x > 0, y >

>0, x+y+z<10etx+0,25y+ 0,52 < 5 donc Ies
coordonnees de ces points sont les triplets solutions
du systéeme de la partie A.

Partie C

e. Les points M(x; y ; z) qui appartiennent au polyedre
ODGBC et au demi-espace de frontiére (%,) contenant
0 ont des coordonnées qui vérifient le systéme du A
estx+y+2z< 14,

soit 1 000x + 1 000y + 2 000z < 14 000.

Les points M(x; y ; z) ont les coordonnées qui sont so-
lutions des contraintes du transporteur.

[H] Perpendiculaire commune a deux droites
Partie A

1. U et Vsont non collnealres puisque (%) et (%) sont
non coplanaires. Donc (t, V) est une base d un plan et
ainsi il existe un vecteur orthogonal a U et a v, il suffit
de prendre un vecteur normal au plan défini précé-
demment.

2. Ces deux plans sont non paralleles puisque U et V
ne sont pas coplanaires avec w w donc |Is sont sécants
suivant une droite de vecteur directeur w.

3.(A) est_l)a droite d'intersection de (P) e
vecteur w est un vecteur directeur de (A).

Orw L G donc (A) L (%) etw L Vdonc (A) L (%).
4, On utilise un raisonnement par I'absurde.
On suppose qu'il existe une autre droite (A distincte

t (P ") doncle
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de () de vecteur directeur w' perpendiculaire a la fois
a (D) etad).

On auraitalors 4. W= v. W =0

donc (&) serait perpendiculaire au plan ().

Ainsi w et W' seraient colinéaires car (A) et () seraient
paralléles.

Comme l'intersection de deux plans est une droite
unique, c'est que (4) et (A') sont confondues. Donc la
droite (A) est unique.

Partie B

.MM . HH = (MA + HH + HM) . HH'
=MH.HH +HH? + HM . HH'

H et H" appartiennent a (A) donc HH' vecteur direc-
teur de (A).

De méme MH vecteur directeur de (99) et M'H™ vec-
teur directeur de (%°).

Ainsi/W’w /W-/> 0+HH?+0=HH".

2. MM = MM’ M= (MH+/-W+W).(/W/’+/W+/—W")
—HH?+ (MH+HM?+2MH. HH + 2HH". HM'

—HH2+ (MH+HM)? +2 %0+ 2X0.
Or (MH + H'M")? > 0 donc MM? > HH? et comme MM’

et HH' sont des longueurs, MM' > HH: Ainsi, HH'est la plus
courte distance entre (<) et (9)).

Partie C

1.+x,=2 X x.mais y,# 2 X y.donc U et v ne sont pas
colinéaires donc (QD) et (%) non paralléles.
e
- Voyons si i, Vet AB sont coplanaires. AB(-5;-2; 1).
Cherchons s'ils eX|ste trois réels a, b et ¢ non tous nuls
tels que au + bv + cAB=0.

{ax1+b><2+c><(

<1{2a+b-2c=0
-a+c¢c=0

5)
ax2+bx1+cx(-2)
axX(=1)+bx0+cx1=

a=c b=0
<1{2b-4c=0 ={c=0
b=0 a=0
Ainsi U, Vet AB ne sont pas coplanaires et donc (%) et

(%) ne sont pas coplanaires.
2.-Wlx;y;2).

- -

0 a+2b-5c=0
0
0

W.g:O o [X+2y-2=0 y=-2x
W.v=0 2x+y=0 -3x=z

Enprenantx=1,y=-2etz=-3.
w(1;-2;-3) est un des vecteurs orthogonaux a v et v.

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur

«n(a;b;c) est orthogonal a wet i

{a+2b—c:0

a-2b-3c=0
Avec b=1eta=—4on obtientn(-4; 1;-2).
Ainsi (P):—4x+y+-2z+d=0avecd ER.
OrA€(P)doncd=15.
Finalement (%) : —2x+y -2z+ 15=0.
-Demémen’(a’; b ;c’) tel que:
{a'—Zb'—3c':0
2a°+b'=0

Aveca’ =-3 et b’ =6 on obtient n'(-3;6;-5).
Ainsi (P"):-3x+6y+ -5z+d =0avecd €ER.
OrB&E (PPA)doncd'=1.
Et (P):-3x+6y+ -5z+1=0.

-4x+y-2z+15=0
3.a.M(x;y;2) € (A) =

-3x+6y+ -5z+1=0.

x=t
< {y=4t+2z-15
-3t+6(4t+2z-15)-5z+1=0
x=t x=t
oly=4t+27-15 < {y=4t+2z-15
21t+7z-89=0 = _3t4 82
7
R
o {y=2+ avectER.
=—3t+Q
7
b. - H point d'intersection de (%) et (A) donc
t:4+t t':_l
2+ Bozyor - 7
80 t=2
Bt+—=1-t 7
7
Ainsi H(E E, §).
77" 7
+ On procéde de méme avec H” point d'intersection de
(@) et (A) et on trouve H(Z—5 % 2)

« Ainsi d((9) ; (97)) = HH'
BB

4 .23 36 \/_
x]49 49 49 7
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quuations, inéquations, systemes

Activités dintroduction

Manuel pages 123 a 140

[l Discriminant

s e 8-
DonCD:;a9t5=—a(2ba)2+c:—b2;:ac
bes (200 4]

2.a.f:y.<0etA>0;
f,y,>0etA<0;

f,:y,=0etA=0.

b. f, : deux solutions ; f, : pas de solution;
f, : unesolution.

3.A>0:deuxsolutions;: A< 0:pas de solution;
A =0:une solution.

4, La conjecture reste valable.

) Ssomme et produit des racines
1. Les deux nombres sont égauxa 12 et 17.

X+y=29
2.. {xy: 204

" peinture

b. Dans I'équation (1) y =29 - x.
€. X(29-x) =204 < x*-29x+ 204 = 0.

La vérification se fait en développant le deuxiéme

membre de I'égalité.

(x—14,5%-6,25=(x-14,5-2,5)(x- 14,5+ 2,5)
=(x-17)x-12).

Ce qui valide la conjecture du 1.b.

<1 Résolution de systemes

X=7+3y x=7+3y
1'a'{2x—y:4 ‘1’{ 27+3y)—y=4

x=7+3y x=1
b="s g O
La solution du systéme (S) est donc (1 ;- 2).

2x-6y=14 5y=-10 y=-2 y=-2
b.{ZX—,V=4 ©{2X—y=4© {ZX—y=‘7 {x=1 ’

La solution du systeme (S) est donc (1; - 2).
{x—y—z=—4 {x—y—z=—4
2.{3y+3z=9 <13y+3z=9
-y+2z=0 9z=9
La solution du systeme (S') estdonc (- 1;2;1).

1. a. Cette inéquation est la traduction de la contrainte sur le chargement qui ne doit pas dépasser 300 kg.

>2
>5
quation : 6 000x + 20 000y < 200 000 que l'on simplifie en : 3x + 10 y < 100.

2.

b. x et y sont des entiers naturels. Et ona : {;

3. a. On ne peut acheter que des pots entiers.

. De plus la contrainte sur la somme totale se traduit par I'iné-

b. - Lartisan peut commander les deux quantités - maximum de potsde 10 kg : 16 ; - maximum de pots de 25 kg : 9.
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ﬂ tquations, inéquations, systemes

Savair-faire

Ela.A=9,9>0deux racinesx, =—-2etx,=1.
b. A =0, une racine X, = 3.
¢.A=-55,-55<0pasderacine.

d. A =25,9 > 0 deux racines x,=-letx,= g.

w

A a. 2 + 3x - 2 a deux racinesx, =-2etx, =

1
1 2
Ainsi, 2x* +3x-2 = Z(X—E)(X +2).

4x? + 10x—6adeuxracinesx1 =-3etx,=

1
1 2
Ainsi, 4x + 10x— 6 = 4( ——)(x +3),
2

X+2
2(x+3)°
1 P (-2) = P(3) = 0. Ainsi -2 et 3 sont solutions de (E).
b.P(x)=(x+2)(x-3)x>+x+7).

L'ensemble des solutions de (E) est: { -2 ;3 } car le
discriminant de x* + x + 7 est négatif.

b. Lorsque x¢%etx¢—3,0(x) =

Ha.Px)=(-4)(x2-9).
b.P(x)=(x-2)(x+2)(x-3)(x+3).
Ma.x=-1 ;P:%doncx=%.
b.x1:2;5:—3doncx2:—5.

Ma.S:]—oo;—HU]%;+oo[.b.5:[R.

iH Les résultatts sont des valeurs approchées car une
lecture graphique est approximative.

a.5=0;b.5={-0,3;3,3};
¢.5=1-0,82;1,82[;d.S=0.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

mllfaut_que:x+1 > 0,doncquex €1-1;+ ool.
W+l=x=x+1=X=x-x-1=0(E"

A =5 ;I'équation (E") a donc deux solutions :

X, :1_2\/§_et x2=1+2\/§.
b.S=1]-00;x [Ulx,;+ o[ M]-1;+ o[

=11 x[Ulx,;+ el

2xX-y=-1 4x-2y=-2 5x=5

ma’{x+2{/=7 ©{x+2;)//=7 {x+2y=7
@{x:1

y=3.
La solution du systéme est donc (1; 3).

X+3y=2 X==-3y+2
b'{3x+§y:—1 ©{3x+2yy:—1

{x:—3y+2 @{x:—3y+2©{x:—1

3(=3y+2)+2y=-1 -Ty=-7 y=1.

La solution du systeme est donc (- 1;1).

[ﬂa.D:g _21‘:5><2—2><(—1):12.

D = 0 donc le systeme est bien un systeme de Cramer.
17 -1

DX_2 ) =17%x2-2%x(-1)=36et
5 17

Dy—2 2‘—5><2—2><17——24.

Ainsi la solution du systéme est le couple :

(%;%):(3;—2).

-2 3
b.D—‘3 ) =-5%X2-3%x2=-13.
D # 0 donc le systéme est bien un systeme de Cramer.
2 3
DX—10 ) =2x2-10x3=-26et
-2 2
D, = 3 10——2><1O—3><2——26.
Ainsi la solution du systeme est le couple :
-26  -26
——]=(2;2).
(—13 —13) 2:2)

X+y+3z=11 x+y+3z=11
a9 2x-y+z=4 <= 4-3y-5z=-18
-X+y=-3 2y+2z=8
X+y+3z=11
< 3-3y-5z=-18
4z=-12

Ainsi la solution du systeme est: (1;1; 3).
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tquations, inéquations, systemes B

xty+z=1 xty+z=1
b.{2x—y+z=-3 —3y—z=-5
—X+y-z=1 2y=2

Ainsi la solution du systeme est: (- 2; 1; 2).

Ala. xetydésignentles deux nombres cherchés, x> .

X+y=21

x et y sont solution du systéeme (S) {XZ )2 =105,

y=21- {y: 21-
b'(5)©{x2—(21—x)2:105© 42x — 441 =105
Les deux nombres cherchés sont donc 13 et 8.

Enercices d’entrainement

Equations du second degré

AP adeuxracines -3 et-1.
Ainsi P, (x) = (x+ 1)(x + 3).
P,auneracine 2.

Ainsi P,(x) = —(x - 2)%.

¥l A = 13, A > 0 donc deux solutions;
A =5,A>0doncdeux solutions ;

A =-23, A <0donc pas de solution ;
A =0 donc une solution.

Ala.Px)=0x+1)(x+2);b.P(X) =2x+ 1)

Ma.A=9,A>0doncS={2;1};
b.A=-3,A<0doncS=0;
c.A=41,A>OdoncS={_3_m'_3+m};

4 4
d.A=0doncS={3}.

b. Pas de solution ;

A a. Deux solutions ;

¢. Pas de solution; d. Une solution.
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27 P(x):x2+x+5><—;et1
Px)=2x*+x-3 Pas de racine

Px)=5x>+x+1 -let3
P(x) = % +;x 3 «—2et1
Px)=x*-2x-3 Pas de racine
PX)=-x>-x+2 -3et2
28] Signedea | Signede A | Nombre de racines
a. + + 2
b. - - 0
C. + nul 1
Hla.P(2)=0,P(X)=(x-2)(x+3)etx,=-3;
b.P (1) =0, P(X) = (x+ 1)(- 2x+3) etx, =>;
1 1 1.
(5) ( 5)(2x—2) etx,=1;
P(3) = )=(x-V3)x-1)etx,=1.
Ema P(X)=x(x+1);x,=0;x,=-1;

P(x) = \/_x 2\/_x+2 = l,x2

3
PX)=-4(x-1)? ;x1=x2=1,
d.P( )=x(x-9);x,=0;x,=9.

w

Wa.s={-3:3}ib.s=-3:55e5=0;d.5=- 2}

Ea.S:{—EH}.
b.P,(x)=P,(x) & 2¢-x-1=0< (2x+1)(x-1)=0.
Les solutions sont donc x, = —%et x,=1.
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ﬂ tquations, inéquations, systemes

EE] A désigne laire totale.

A =2nR? + 2nRH = 6R? + 90R.

A =600 < 6R>*+ 90R =600 < R*+ 15R- 100 = 0.
L'équation a deux solutions -20 et 5.

Les dimensions devant étre positives, le rayon R est
donc égala 5 cm.

Ainsi le volume Vseraégala V=nR*H=1125cm’.

Somme et produit des racines

3
Ha.x = 1,S=5doncx2=

I

I

1
2
b.x =2, P:_2—3_doncx2 = —%
¢.x,=2,5=4doncx,=2;
d.x,=1P= —%doncxzz —%.
£H a. Les deux nombres cherchés sont 4 et 6 car ils
sont solutions de I'équation : x> — 10x + 24 =0;

b. Les deux nombres cherchés sont -5 et 2 car ils sont
solutions de I'équation : x> + 3x - 10=0.

£l La largeur et la longueur du rectangle sont 4 et 5
car elles sont solutions de I'¢quation : x> - 9x+ 20 = 0.

EM a. (X+y)2=X2+y2+2xy=%Ts+2 X (= 3) =%,
1 1
b. 51 :—S_OU 5225.
x et y sont donc solutions des équations :
X+ x-3=00ux-1x-3=0.
2 2

Les couples solutions sont alors :

-2 3 )

Inéquations du second degré

e

a. 1
X — o0 5 1 + oo
P.(x) + 0 -0 +

b X — oo -1 + oo
P.(x) - 0 -

C |y oo -4
P.(x) - 0 + 0 -

d X — o0 + oo
P.(x) +

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

Ma.S=]-oo; 1[u]— +oo
b.S=0;
S:[S \/W;SH/@];

dS— ] 5- \/W[ ]5+\/W [
Ma.P,(x)>0 b.P,(x)>0;

[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP ﬂ

R

c.P(x) >Osixe]1 ;3[;

[NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD MP ml

Px)<0six&EJ-oo; 1[U [ =+

[NORHAL FLOTT AUTD REEL RAD HP n
b—.—.iﬁ
INORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE HMP

4

Ala.(x-32-16<0 < x-6x-7<0;5=1-1;7[;
b.-7¢%+x<1<-7¥%+x-1<0;S=R;

C12>X+1x<= xX*+11x-12<0;5=1-12;1[;

d.2X%+9%-14>x-4< 2x*+8-10>0;

S=]-00;=5[U]1;+0o[;

ex(x 2)<9-2x<=x*-9<0;5=1-3;3[;
fx+1DX-5 <X+ 1Nx+2) =< x*+9%+7>0;

s] 9\/_[]9+\/_ [

d.P(x)>0.

MHa.P, (x)>P,(x) < 2x* - 4x+%>0
hetfof
b.Sur]— 1[ ]3+oo[

1

sur bX 3[ (€)) est au-dessous de (%) ; () et (€)

) estau-dessus de () ;
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tquations, inéquations, systemes ﬂ

se coupent en deux points d'abscisses %et %

[
\ /

Hla.R(x)=1250x.
b. B(x) = R(x) — C(x) = - 2x* + 750x — 50 000.
¢. B(50) =-17 500 ; B(100) = 5 000 ; B(300) = -5 000.
Pour une production de 50 et 300 produits, I'artisan
enregistre une perte, alors que pour une production
de 100 produits, il réalise un bénéfice.
d.B(x) >0 < - 2x*+750x-50000>0;
s_|750- 50165 750 + 501/65

4 ' 4 '
L'artisan doit fabriquer entre 87 et 288 objets pour ré-
aliser un bénéfice.

M1.a.m=-2; b.m=-0,1; am=2.

Equations se ramenant au second degré
Ma.P(-1)=0.

b. L'équation x> — 2x + 4 = 0 n'a pas de solution. Ainsi
(E) n'a qu'une solution : —1.

M1 2 est solution évidente car :
4%x23-3%x22-5%x2-10=32-12-10-10=0.
Ainsi 4x3 — 3x> — 5x— 10 = (x — 2)(4x* + 5x + 5).
L'équation 4x*> + 5x + 5 =0n'a pas de solution, donc la
seule solution est : 2.

M a. P(x) = (x + 1)Qx).

b. x>+ 1=0n'a pas de solution ;

Q(x) =0 n'a pas de solution.

Finalement I'équation P(x) = 0 n'a pas de solution.

] a. Il suffit de développer (E').
b. (E") < X*—2X+1=0a pour unique solution X,=1.
c.xz—x—Z:X0 < x2—-x—3=0.
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Cette équation a deux solutions :
X, = 1 _z\/ﬁ etx,= ! +2\/ﬁ.
ma.x1 = —letx2 =2.

b. x> = x, n'a pas de solution car un carré est toujours
positif.

x? =, a deux solutions —v2 et V2.

¢. On pose X = x2. Ainsi
2X—3x*—-2=0<2X*-3X-2=0.

Les résultats du a. et du b. permettent de déterminer
les solutions de I'équation qui sont donc —+/2 et /2.

Mla.x>—10x+9=(x—1)(x—-9).
b. P(x) = (x> — 1)(x>* = 9).
cCPX)=Kx—1X+1DXx-=3)(x+3).

Elx+% —2=0<x*+1-2x=0.

Ainsi (E) a pour solution : 1.

fH 'équation — X2 + 5X — 7 = 0 n'a pas de racine, la
courbe (%) correspond donc au polynéme P,

Les autres équations ont des racines,

et comme P (0) = -6 la courbe (&) correspond donc

au polynéme P, et la courbe (&) correspond donc au
polynéme P..

Equations/Inéquations irrationnelles
Fla.S=@car—3<0;b.S={-1};¢c.S={8}.

F1S=18;+ ol.

fla.D=@doncS=0;

b.D:[;;+oo[.

VX+2=Vy2x-3 <= x+2=2x—3 < x=5.
Ainsi S = {5}.

i a. Le trindme X2 + x + 5 n'a pas de racine, il est donc
toujours positif. Ainsi D = R.

W +x+5<5 e X +x+5<25 < xX+x-20<0.
S=1-5;41.

b.D:[;;+oo[.

W<V2x=3 < x<2x—3 < x>3:5=13;+ .

1 a. Le trindme x> — 5x + 6 a deux racines : 2 et 3. Il est
positif six €] —o0;2[U13; + oo[.

o . 1
Le trindme 4x%> + 4x + 1 a une seule racine : -3 Il est
donc toujours positif ou nul.

Ainsi:D=]—00;2[U]3;+ol.
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ﬂ tquations, inéquations, systemes

b. X* = 5x+6 = VA + 4x + 1 =8m — 20.
S X-5x+6=4+4x+1<3x¥+9%-5=0. Dy:m2_1 —mm+4:(m_ (=m+4) —2m
Deux racines : x, :_9% “141etx2 :_9% “141. =-m’+3m-—4.

Ainsi la solution du systéeme est le couple :

x, €E Detx, € D. AinsiS={x, ; x}. (8m—20,—m2+3m—4)

. o s e m>—=9 ' m?—-9
Systémes linéaires
. . —4 -2\ (42
> c.Slm:ZIecouplesolutlonest(fs;fs:(E;E).
Eﬂa.D:1 3 =7.:7 #0donc une seule solution. I
2x+3y—-5z=-11 2x+3y—-5z=-11
b.D=‘1 2‘=0_ Fa.{ax+y-22=-8 <« {55-8z=-14
2 4 X=2y+z=-2 7y—7z=-7
11 . 2x+3y—5z=-11 x=-1
c.D—‘1 1‘—2.2;1:Odoncuneseulesolutlon. @{Sy—Sz:—M @{yzz
|2 _ . X—2y+z=-5 X=2y+z=-5
ED—‘1 3‘—5.5:tOdoncuneseulesolutlon. b.[—x+y+22=—4 @{—y+3z:—9
2Xx—y—z=5 3y—3z=15
x =13 y 11 y
Ainsi la solution du systéme est le couple : e {—y +3z=-9 e {y -
10 -5 6z=-12 z=-2
(7;7):(2;—1).
55
y<—-2x+5 )
<—X*+4x
Ma y<—-05x+3 b })/(>3
“1x>0 T >0
y>0 y=5

4

\
2
1

T 1
fa.D :‘ 13 ‘ =2:2 % 0donc une seule solution.

1T 1 1T 1
Ainsi la solution du systéme est le couple :
4 -2
—;—=(2;-=1).
5i5)=@:i-n
2 1
P

On ne peut appliquer la méthode de Cramer.
[ Les nombres g, b et ¢ sont solution du systéeme:

E1.a.Lorsquem:3,(S)©{22X+22yi3 a+b+c=10
X+2y=1 100c + 10b + a = 100a + 106 + ¢ + 297
3 # 1 donc le systeme n'a pas de solution. 100a+10b+c=100b+10c+a—117
b.Lorsquem:1,(S)<i>{4y:3 a+b+c=10 a+b+c=10
2x=3 <1499a-99¢c=-297 <{a-c=-3
. . 3.3 99a —90b —9c=-117 1Ma—-10b-c=-13
Le systeme a donc pour solution le couple (— ; —).
~1 —(m— 24 c-3+b+c=10 b+2c=13
m-1 -(m-5) .
2.a.D= 2 m-1 =Mm-=17%+2(m-=05) <{g=c-3 ={a=c-3
=m?-09. Mc—33-10b-c=-13 \c-b=2
m#-—3 a=2
D¢O©{m¢3. o lp=3
m —-(m-5) €=>.

b.D =

X

=m(m—1)+(-m+4)(m-15) Ainsi le nombre cherché est 235.

-m+4 m-1
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tquations, inéquations, systemes ﬂ

Se tester

3 1. Vrai; 2. Vrai ; 3. Faux ; 4. Faux ; 5. Vrai ; 6. Faux ;
7. Vrai.

%2 1. Vrai. A = 1. Deux solutions : X, 3_1 :let
341 4 2
X, = =1.
4 1
2.Faux. 2x* —3x+ 1= Z(X—E)(X— 1).

3.Faux. ) +x—6)=(x—2)(x + 3).

4. Vrai. Trindbme du signe de —a = -1 a l'intérieur des
racines.

. 13 7
5.Vra|.D—‘5 1

6. Faux La solution est le couple : (— 2; 3).

‘:13X1—5 X7 ==22.

exercices d"approfondissement

il Danger : inéquation

1.a. Le trinébme a deux racines : x, = 10_3\/%
et X2 :M
3
X —00 an X2 +°°
32 —20x+7 + (:) _ (:) N
b. D = R\{6}.
2 —
()= 3x—20x+7 > 0.
X—6
X —° X1 6 X2 + oo
xX—6 _ _ 0 + N
3*-20x+7| + 0 - -0 4
PW) S B
S:[X1,6[U[X2,+oo[
2.a.D=R\{-2;2}.
-4 + 0 - 0 4
' 1 X+ 5

C.I©X2—4_1<0 X2_4 \O‘

a miadiien £ —2 2 \/§ + o0
xX—4 + + 0 - 0 4+ N
XS - 0+ + + 0 -

0 - (:) + - + (:) .

Ainsi, S =]—c0; —\/5] U 12;=2[ U [/5 ; + o].
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M1.b.2.a.3.b.4.a.5.¢.6.b.

M1.ccar®>-6x12+11x1-6=0.

2.a.car(x—T)(x*—=5x+6)=x*—5x2+ 6x — x>+ 5x— 6
=x—-6x*+11x—6.

3.b.carx* - 5x+ 6 =0adeuxracines:2 et 3.

4. b. Trinbme du signe de —a = -1 a l'intérieur des ra-
cines.
5. c. car le trinbme x> — 5x + 6 change de signe en 2.
(Pour détailler cette réponse, on peut dresser un ta-
bleau de signes.)
6.a.carPx)<11x—6 < x*—6x2<0

< x*(x—6)<0.

t2l Somme = produit
a.x=2ety=2.
b.(E):x*—mx+m=0.
¢A=m>-4m.

+si0 <m< 4, pasde solution,
«sim=0,unesolutionx=y=0,

«sim=4,unesolutionx=y=2,
m—+/A

«sim < 0oum >4, deuxsolutions x =

m + A
S

(] Signe d’un polynéme du troisieme degré

a. NIJRHRL FLOTT AUTOD REEL DEGRE HP

ety=

On conjecture que P(x) < 0 lorsque x < 6,8 (environ) ;

que P(x) =0 lorsque x=6,8;
que P(x) > 0 lorsque x < 6,8 (environ).
b.x,=1.
¢ P(x)=(x—1)(x*+ 6x—6).
d. x, =—3-+15 etx,=-3+15
X —oo X, X, 1 + o0
x=1 - - -0 +
X +6x—6 + 0 - 0 + +
P() -0 + 0 - 0 |+
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ﬂ tquations, inéquations, systemes

La conjecture du a. (lecture imprécise) est invalidée
par le calcul.

{£] Paramétre et intersection
a.

On conjecture que:

«lorsque k < -5,1 il n'y a pas de point d'intersection ;
«lorsque k=-5,1ilya un unique point d'intersection;
«lorsque k > -5,1 il y a deux points d'intersection ;
b.f(x) =g(x) & 2+ 7x+1—-k=0.
A=49-8(1—k) =41+8k.

Sik<— ‘131 , aucun point d'intersection ;
. 41 . . .
sik= ~g un point d'intersection ;
. 41 . " .
sik> ~g deux points d'intersection.

24 Inéquation

a. Qadeuxracines — 3 et —%.
bo X —00 —5 +OO
P(x) + Q +
1
X —0oo -3 2 + oo
0 - 0

Qlx) +
c.S:]—3;—;[.

i Deux nombres inconnus

x désigne I'un des nombres, |'autre est donc l.
L'énoncé se traduit par I'équation (E) :

( 1)2 5, 1 , 1 5, 1

X+—| +X+—=7T<X+2+—+X+—=7

X X2 X2 X2
< 2x*=5x2+2=0.
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On pose X = x*Ainsi (E) < 2X>* - 5X+2=0.

Cette équation a deux solutions :l et 2.
Finalement, on obtient quatre solutions :

xE{—ﬁ;—\k;Ji;\/ﬁ}.

tf] Equation inconnue
1.A=5m*-14m + 1.
2.a.A=1< m(Bm-14)=0.

Orm;tO,doncmz%.

b. (E) a deux solutions X, = —% etx, = —%.

3.A<0<=mE 7_5\/H;7+5\/ﬂ )
-m+1—-v5m*=14m+1
4.a.x1:
2m
—m+1+5m*—14m+1
etx, = .
2m

b. Les deux solutions sont — 1 et %

t& Vitesse d’un avion
L _ 630 . _ 630
aller V=100 ! "retour V+ 1‘?0 630
bty + by = 16 <2 630+ ) =16
- 1260V 16
12 -10000 '

< 1,62-1260V—-16000=0.
c¢. A =1300?%; (E) adonc deux solutions :
V, = =12,5 (non valable car la vitesse est positive) et
V, = 800.
La vitesse de I'avion serait donc de 800 km/h.

] Un carreau

A oree = X2 41100 — (10 — 2x)2] = —3x + 40 X.
A =100—-A_, .. =3x*—40x+100.

<A < 6x—80x+100>0.

blanche
colorée blanche
. . 20— 510
Le trinbme a deux racines : x, = =y =

etx. = Mzng.

2

1,4

Oro<x<10,doncx&[0;x].

tf] Carrés et cubes des racines
1.a.A=29;A>0.
b.S5=3,P=-5.

2.a. (x, +x) =x+Xx7+2X, X,.
b.x?+x?=5-2P=19.
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tquations, inéquations, systemes ﬂ

3.a.(x, + xz)3 = xf + xz3 + 3x12x2+ 3x1x22.
b.x’+x} =$-35P=72.
3- \/_ 3+429
2 2 :
Vérifier ensuite les résultats précédents avec ces va-
leurs.

4x—

[T Une ficelle

a.0n pose AC=x.

Le théoreme de Pythagore se traduit par :

132=x2+ (20 — x)? < 2x* —40x + 231 =0.

Le discriminant est négatif (A = -2 096), donc cette
équation n'a pas de solution. Il est donc impossible
de tendre la ficelle de maniere a ce que le triangle soit
rectangle.

b. [ désigne la longueur de la ficelle.

En procédant de maniere analogue au a., on obtient
I'équation : 2x*> — 2Ix + [* — 169 = 0.

A=1352-4/]

A>0 < 1<+338 = <132

La longueur de la ficelle doit donc étre inférieure a
13+/2 cm (soit environ 18,4 cm).

[l Un pavé

1.V=abc;A=2(ab+ac+bc);L=4(a+b+c).

2.a.PX)=x*—(a+b+c)x?

L A

b. P(x) = x* —sz +EX_ V.
—39x*+284x—420=0 (E).

c.a, betcsontlesracines deP.

3.a.x,=2.

b.(E) & (x—2)(x*—37x+210)=0

< (x—2)(x=7)(x—30)=0.

¢. Les dimensions du pavé sont donc 2 cm, 7 cm et
30 cm.

+ (ab + ac + bc)x — abc.

fH Des équations irrationnelles
a.(EYX+X-6=0.

b.X,=—3,X,=2.

¢.Vx=-3 estimpossible; Vx=2 = x=4.

Finalement, S = {4}.

2.a.(F)X*+X-2=0.

b.X,=—2,X,=1.

C.Vx—1=-2estimpossible;Vx—1=1=x=2.

Finalement, S = {2}.
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fE] Point sur la courbe

a. A milieu de [MM'] donc
X+ x'

{3= {x':6—x
2 <=
3:Z+Z y.:5x—5_
2 X-2
5x-5 —x-1
b.M'& (€ "=f(x' =
€)=y (X)©x—2 -X+4
< 27-12x+11=0.
c. Cette équation a deux solutions : X, —ﬂet
_6+1\14 /
27 2 :
-8-14
d.f
(x,)= 23 ©

Une histoire de boules
LaV, =V _ _v_ =91

interieur boule

b.V,, = 200mR A"
2.2.912m=200nR — SR> <> B~ 150R + 684 =0,

c.(E) = (R-6)(R*+6R—114)=0.
d. Deux solutions R =-3- V123 et R,=-3+ V123.
R>0.DoncR=R,=8,09.

Le rayon de la deuxieme boule est donc environ
8,09 cm.

-8+1/14

) = s

[ Systeme 2 x 3
n[(X+2y=5-z
a.(S){ -2X+y=—-3+2z
1 2 .
b.D= 51 = 5.5 =% 0donc une seule solution.
5-z 1 1 5-z
D = 3427 3 ‘—18—52etDy— B _3+22—7.
Ainsi la solution du systéeme (S') est le couple :
(18—52 _1)
5 's5FI
¢. L'ensemble des solutions de (S) est alors :
18-5z 7 .
,f,z) ,avecz € R.
5 5
[ Bassin

a.d,, d, etd, désignent les débits respectifs des trois
robinets et V le volume du bassin.

+ e
d +d, 20
Le tableau se traduit par le systéeme: d,+d,= %
v

d+d,=
12°
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ﬂ tquations, inéquations, systemes

f¥1 Un circuit électrique

Calcul de la résistance équivalente des résistances
montées en paralléle :

1 1, 1 _ x+5 B

2(x+ 3)

=—+ = <R = .

Req 2 x+3 2(x+3) “  X+5

Il en résulte I'équation :

2§(X_|_+53)+x=4,5 < 2x+3) +x(x+5) = 4,50+ 5)

< X2 +2,5x-16,5=0.
L'équation a deux solutions : x, =— 5,5 et x, = 3.

La valeur de la résistance étant un nombre positif, elle
estégalea3 Q.

Problémes

fT] Une méthode de résolution babylonienne
la.u=1,u=1,u=2etu, =2

1 1 (1++2)2-1
b.u +u,- =1+v2- =
T U+, V2 T+v2  1+42
:2+2\/§:
1+42 ’

cEleoxr-ax-1=0;:A=c2+4=8.
E') adeuxsolutions: 1—+v2et1++v2=x,.

2.Pourc:—3:u1:—§,u:2,u:ﬁetu :@_
272 43 4 42
(E') a deux solutions : -3 _zm et =3 +2\/ﬁ.
Pourc=0:u,=-0,u,=0,u,=Tetu,=1.

(E") a deux solutions: —1 et 1.
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Systéeme 4 x 4

X+y+z+t=6
2X—y+3z—t=5 -
X=3y+z+2t=-1
3Xx+2y—-z-t=4

X+y+z+t=6
-3y+z-3t=-7
4y +t=-7
—y—4z-4t=-14

(X+y+z+t=6 X+y+z+t=6

©<—3y+z—3t:—7 -3y+z-3t=-7
4y +t=-7 4y +t=-7
-y—4z-4t=-14 —13y —16t=-42

(X+y+z+t=6 X+y+z+t=6

- —3y+z-3t=-7 -3y+z-3t=-7
\—dy+t=—7 Ay +t=—7
—77y=—154 =2
(x=1
z=2

Y t=1
y=2.

ff] Réservoir

d désigne le débit du deuxieme tuyau et t le temps de
remplissage lorsque I'on utilise les deux tuyaux.
L'énoncé se traduit par le systeme::
{(15 + d)t = 1400 - {15t+ dt=1400
d(t+30)=1400 dt +30d = 1400
{t: 2d
2d*+30d-1400=0.

Deux solutions pour d: -35 et 20.
Le débit étant positif, il ést égal a 20 litres par minute.

S={(1;2;2; 1)}

3.a.0n pose X = x>

3 9 13 V13

Uy= 20Uy = U= et = =

(') a deux solutions : 3 _;/ﬁ et> +2\/ﬁ.

Ainsi on obtientx2 = > _;/ﬁ etx2=3 +2\/ﬁ.

3_;/ﬁ < 0.Finalement, I'équation a deux solutions :
_\/3+2\/ﬁ et\/3+2\/ﬁ.

b. On pose X = Vx.

u, =%, u2=%, u3=% et u4:\/2§(E') adeuxsolutions:
1-v5 1445
2 2
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tquations, inéquations, systemes ﬂ

Ainsi on obtient vx = | _2\/3 etyx=" +2\/§
1-45
2

< 0. Finalement, I'équation a une solution :

(1+\/§)2:3+\/§
2 2

£l Un probléme chinois

1. Grace a la feuille de calcul, étirée jusqu'a la ligne
251, on conjecture que la réponse au probléeme est
x=250.

2. a. Le théoréme de Thalés donne I'égalité :

1775 x+34

X
& 1775Xx20==—X (x+ 34
X 20 o X+ 34)

2
© x*+34x-71000=0
b.A=344+4x71000=285156=534%.

~34-534

L'équation a donc deux solutions : =—284

ot 34934 _ocg

La dimension du c6té de la ville devant étre positive,
la seule réponse est qu'elle mesure 250 pas de coté.

fH Systeme avec paramétre

1 {yijf(()) = {z=—y

VT x=1.
X+y+z=1

DoncS={1;y;-ylavecy € R.
1 1 1.1

X+ _y+_z=— 1
2 27 2 4 x+3y+3z=—
1.3 3 _1 2
24X+ y+-z=— 4
2 27 2 4 1
1 X+y+z=—
X+y+z=— 2
2
vl x=l
& 2 & 2
y+z=0. z=-y
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DoncS:{%;y;—y}avecyE R.

—X+2y+2z=1 2y+2z=3
3.—x=-2 S x=2
X+y+z=2 y+z=0
impossible, donc S n'a pas de solution.
4.a.(1) @2a2x:3a2—a@x:%.
b.2)ox=1-a.
ex=22"1_1_go30d-1=2-22
2a

©2a*+a-1=0.
Cette équation a deux solutions: — 1 et %

5. Finalement, le systéme n'a pas de solution sia = 0
eta# % et une infinité de solutions sinon.

fE] Triangle dans un carré
1. On conjecture que l'aire du triangle CMM' est égale
a9lorsquex=1,8.

On conjecture que l'aire du triangle CMM' est supé-
rieure au quart de l'aire du carré lorsque 1,8 < x < 6
(environ).

2.a.x€ [0 ;6]

b. A(x) = Aire . — Aire, —Aire, . —Aire,
2 _ _ 2

—36- X _66=X)_6(6=X_ X ¢
2 2 2 2

cAX) =9 —x*+12x—18=0.

Cette équation a deux solutions :

X, =6—-32etx,=6+3V2.

Le nombre x doit étre inférieur a 6, donc la seule solu-
tion admissible est x..

d.S=[6-3v2;6].
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ﬂ Géneralites sur les applications

Activités dintroduction

Restriction d’une fonction

D a.

x |-351-20] O 10 | 30 | 50 | 80 | 100 | 400 | 500
f(x) | 210 |142,5| 105 | 943 | 80 | 70,9 | 62,1 |58 |398| 38

-
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650

(2) a. On retrouve sur ce graphique quelques points
du tableau précédent :

« pour une distance x =0 m, la nuisance sonore est de
f(0)=105dB;

« pour une distance x = 30 m, la nuisance sonore est
de f(30)=80dB;

« pour une distance x = 400 m, ma nuisance sonore
est de f(400) = 40 dB.

b. g est définie sur l'intervalle [0 ; 500].

¢. On cherche x tel que g(x) = 50.

4500 4500

x+60 0T xre0 X

< 20x+1200=4500 < 20x=3300 < x = 165.

A 165 m, la nuisance sonore d’une éolienne corres-
pond a celle d’'un micro-ondes.

glx) =50 =30+

Composition de fonctions
D 2,=10;+[,2,=R.
@ [0; +oo[ L [0; +0o[ - I> R
x = fx) = Vx — g(f(x) = g(Vx) =Vx - 1.
(3) a. Car il faut que g(x) > 0 pour pouvoir écrire
f(g(x)).
b.[1;+oo[ I [0;+o0o[ f> R
x—gx)=x-1—f(gx)) =f(x-1)=+x-1.
¢.On constate quegof=fog.
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Manuel pages 141 a 158

Surjection, injection, bijection

®

a. 10 ©) b. - Lorsque m=0,
9 m possede un seul
8 antécédent par f:
7 x=0.
‘: «Lorsquem >0, m
i possede deux antécé-
3 dents par f:
5 x=—-/metx=Vm.
1
N
-4-3-2-1 101 2 3 4
-1
-2
a NG b. - Lorsque m <0,
9 m ne posséde aucun
8 antécédent par g.
7
6 « Lorsque m =0,
. m possede un seul
4 antécédent parg:
3 X= 0
2 « Lorsque m >0,
1 m possede un seul
0 4rd .
2351 o1 2 3 a  antécédentparg:
-1 x=+/m.
-2

(3) Pour tout m > 0, m posséde un unique antécé-
dent par h : x = v/m, donc h est injective et surjective.
h est donc bijective.

fonction associée a une fonction
usuelle

MDa.ac

< (€) et (‘69) sont
symétriques par rapport
a I'axe des ordonnées.
d.. (‘“6,,) et (%h) sont
symétriques par rapport
a l'axe des abscisses.
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Généralités sur les applications ﬂ

@a.ac.

8

6 (Cy,

4 (€)
2

0

4 2/0 2/4 6 8

2

4

6

-8

+(€) estIimage de (€) par la translation de vecteur
u(a;b).

Savoir-faire

E] a. A chaque nombre entier naturel n, u associé le
nombre entier naturel 3n.
Donc u est une application de N vers N.

b. En tant que fonction, u est une application. Son en-
semble de départ est R et son ensemble d'arrivée est
R.

C. u est une application du plan dans lui-méme qui,
a tout point M du plan associe son symétrique M’ par
rapportal.

Aa. .= R\{-1}et QZ R, donc f et g ne sont pas
égales.
x-Dx+1)

Pour tout x = -1, f(x) =
xX+1

=x-1et,
_x=Tpourx>1

gi) _{—x+ 1 pour< 1.

Ainsi, f et g sont égales sur [1; +oo[.

b. Lensemble de définition de h est R.

L'ensemble de définition de i est R\{-1}.

Donc les fonctions h et i ne sont pas égales, sauf pour
x>0, c'est-a-dire sur [0 ; +ool.

Ela.xe2;71;2<x<7

S4Lx+2L 9=>l< !

3 3

o
=
Mm
S
o
N>
~
=
n N
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Kl a. limage de]
D'ou le schéma :
gof:1-3;+eo[ £510; +0o[ - IR

—3; +oo[ par fest]0; +ool.

| 5
X T3 —gofl)= X+3°
b. Limage de ]0; +oo[ par g est ]0 ; +ool.
D'ou le schéma:
fog:10; 4ol -L510; 400 [ LR
X — X — fog(x) \/)_(5_'_3

i a. Pour tout bde [0; 3], b admet au plus un antécé-
dent par f (toute droite d’équation y = b coupe (€) au
plus une fois). Donc f est injective.

b. Pour tout b de [0; 3], b admet au moins un antécé-
dent par f (toute droite d'équation y = b coupe (€) au
moins une fois). Donc f est surjective.

¢. Pour tout b de [0 ; 3], b admet exactement un anté-
cédent ade [-2; 7] par f (toute droite déquationy =b
coupe () exactement une fois). Donc f est bijective.
12 p est une applica-

tion du plan (&)
vers (2).

a. Pour tout point M’ de (9), il existe une infinité d’an-
técédents de M’ par p (tous les points situés sur la
droite perpendiculaire a (2) passant par M').

Donc p n'est pas injective.
b. Pour tout point M'de (2), il existe une infinité (donc
au moins un) d’antécédents de M’ par p.

Donc p est surjective.
¢. p n'est pas injective, elle n'est donc pas bijective.

15 (f'g ) est I'image de la courbe représentative de la
fonctlon racine carrée par la translation de vecteur
u4;3).

i - Pour tout xde R, g(x) = f(x + 1) - 2.
- Pour tout x de R, h(x) = f(=x).
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ﬂ Géneralités sur les applications

Enercices d’entrainement

Notion d'application

if g n'est pas une application car a un point M du
plan, elle associe deux points H et H' du plan.

M a. f([AB])=[DCl.  b.f([AB]) = [CDI.

i fest le prolongement de g sur R.
fest le prolongement de h sur R.
h est la restriction de fa[4; 8].

A C'est une application de I'ensemble () des points
du plan vers R.

21 F}

(2)

(2)
@a,)

M

b. Cette relation n'est pas une application car a un
point M de (9), elle fait correspondre une droite,
c'est-a-dire une infinité de points de ().

FE] On peut conjecturer que f= g sur [2; +oo[, f=h
sur[-1;1].

Eg:xn—>g(x)=—%x—1.

AASixe[1;3],alors [x-1|=x-1et|3-x]=—x+3,
doncg:[1;3]—R
X > -x+5.

A3 a. Pour tout xde R,
gx)=4x*+12x-7;
h(x) =4x*+12x-7.

b. Non, car elles n‘ont pas le méme ensemble de dé-
part ou le méme ensemble d’arrivée.

Hf=g="¢.
Image, image réciproque
M a.f([0;0,6])=[0;1].
f(I-1;01)=1[0;1].
f(10; 1) =[-2;1].

f(01;2) =[-22;-2].
f([0;1)=[-2;-1,61U[-1;0,6].
fU(-2;2)=[-22;1].
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M a. s ([AB]) = [A'BT];

b. s ((AQ) = (A'C);

.5 ([BCD) =[B'C1;s((BC)) = (B'C') ; ou A; B, C'sont les
symétriques de A, B, C par rapport au point L.

Mla.-3<x<4<-20<

-5x <15
= -19< f(x) < 16.

Donc f([-3;4]) =[-19; 16].
De la méme fagon, on trouve que:

b. f([=3:4]) = [0 32].
an_[ 5. 4

. f([=3:4]) = [—2 , —5].

d. f([=3: 4]) = [-250 ; 16].

Mla.1<fl<2e1<3x-4<2

5K 3x<6<:>§<x<2.
Donc £'([1:2]) = [5 2]

b.1<fX)K2<=1

Donc f-([1;2])=10; 1].
d1<f<2eo1K

Donc FY([1;2]) =

ma f([-5;50)=1[1;74].

SR )

b. - g([2; +oo[) = [0 +ool. -g.,([0;4]) =13;7].
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i a. p((P) = (D).

b. p((4)) = {H} ou H est le point d'intersection de (A) et
de (2).

C.

p~'([AB]) est la zone colorée en gris (bords compris).

Composition d’applications

EEla. gof(x) = (2x+ 3)%

b.gof(x)=2x*+3.

c.90f(x):2><(x1

d.gof(x)=5x% (V3x+5)*-5=15x+ 20.

fMa.f(R) =

bfof(x) (5x—1)—1—25x 6.
f(R) =R.

fof(x) -3(-3x+4)+4=9x-8.

Ed1.gof(x)=-2ax+3a+b

etfog(x)=—2ax+-2b+3.
2.gof(x)=fogx) = 3a+b=-2b+3<=a+b=1.
Le couple (2; -1) convient.

fda.-A=[-1; +oo[.

« f(A) =f([-1; +oo) = [0; +oo[ = B.

b. g(B) = g([0; +oo) = [-1; +ool.

c.gof:[-1;4o0[+—[0; 400+ [1; 4oof
x+— f(x)=Vx+1—gof(x)=3x+2.

fla.-A=R.
«f(A) =f(R) =[-1; +oo[ =B.
b. g(B) = g([-1; +eo[) = [0; 6].
c.gof:R+—[-1; 4[> [5;6]

1
22+ 1

x—fx)=2x*-1+—gof(x) = +5.

Efa.eth. M, =s,0p(M,)

M, =s,0p(M)
M’3 = Slop(M3)
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N’1 =po s,(N )
le =po S/(Nz)
N, N’3 :pos,(N)

ma.smB)os(AB):ld
b. tﬁo tﬂ;): tﬁ
C.SAOSAZId@)

2

1
Ta.hog =773

Lensemble de définition de ho g est R.

_ 1
b.hof(x)= 13

Lensemble de définition de h o fest R\{é}.
c.hogof(x)=h(1+4(-2x+1)?)
_ 1 _ 1
1442+ 1242 A2+ 1243
Lensemble de définition de hogofest R.
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ﬂ Géneralités sur les applications

Injection - Surjection - Bijection

Al (1) Application surjective.
(2) Ce n'est pas une application.
(3) Application bijective.

(4) Application injective.

P Cette application est injective et surjective.
C'est une bijection de N dans [.

43| f, est bijective caron lit que f([-1; 1]) = [-3; 3], et
que tout y de [-3 ; 3] posséde un unique antécédent
xdans [-1;1].

M a.PourA=[1:3]etB=10;1], festune injection,
mais pas une surjection.

b. Pour A=[-2; 2] et B=1[1; 2], f est une surjection,
mais pas une injection.
c.PourA=[1;2]etB=][1;2], festune bijection.

A a. Pour A = [0 ; +oo[ et B = R, g est une injection
mais pas une surjection.

b.Pour A=R et B=[1;+ec[, g est une surjection mais
pas une injection.

c.Pour A=[0; +oo[ et B=[1; +oo[, g est une bijection.

Ala.PourA=[0; 1] et B=[-1;2], h est une injection
mais pas une surjection.

b. Pour A=[-1;4] et B=[0; 2], h est une surjection
mais pas une injection.

¢.PourA= [% 5] et B=[0; 7], h est une bijection.

1 1.a.Puisquefeststrictement décroissante sur[a; b],
f(la; b]) = [f(b); f(a)]l = B.

b..f([a; b]) =[f(b);f(a)], et pour tout y de [f(b) ; f(a)],
il existe un unique antécédent de y par f, donc f est
bijective.

Pour démontrer ceci, on peut raisonner par I'absurde :
supposons que y ait deux antécédents distincts x, et
X, par favec X, X, €la; b] et, sans perdre de générali-
té, x, <x,.Dans ce cas, f(x1) = f(xz) =y, ce qui contredit
le fait que f est strictement décroissante sur [a ; b].

2. On procede de la méme facon avec f strictement
croissante.

A - u(N) = N*,
« Soit k € N*, on cherche /' ou les antécédent(s) de k
paru:

k:g+1avecnpair

k=u(n)
n+1

k= avec n impair

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

n=2(k-1) avec n pair

n =2k -1 avec nimpair
dong, a tout k de N*, on peut associer un unique an-
técédent n par u.
u est donc injective et surjective de N sur N*,

M11.0na:

Donc, fest une application de E x E vers E.
2. fest surjective et non injective.

i1 Soit £~ la réciproque de la bijection f.
Ona:fof=f= (fof)of'=fof"doncf=Id.
Fonctions associées

Gl a9, =R (f+g0=-3x+13.

b. QZW =R, (fx g)(x) =-10x*+ 5x + 30.

C. QZf_g =R, (f-g)x)=7x-7.

d.2, =R\ {2, (;)(x) _ 243

5+ 10
&P p=[-3 40|, (VAW = V2T 3.
f. D =1-o;2], (Vg)(x) = V=5x+10.

F1.9,=10; +0o[ D, =[0; +oL.
2.2.9,, =10;+e,

(F+g)(x) = 3x + Vx = 3x =3x + (1 = V/3)Vx.
b.9fXg=[O;+oo[,

(Fx g)(x) = (2x + VX)(x = V3x)
=2 - 23X + xx - x\/3
=22+ xx(1 = 24/3) = x+/3.
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Généralités sur les applications ﬂ

€Dy, 15, =05 +eol, 1 1.a.gof(x) = —f(x).
(F+v39)(x) = 3(2x + VX) + V3(x - V3x) b. 8
=6x+ 3Vx+xv3-3Vx =6x+x\3
=(6 +3)x. 6
m a.J —R\{l'1} (i)(x)_ZXZ7+'| 4 (Cf)
LT G T3 Akt
1T () = 1
b‘@f]z’Jr [’(g)(x)_(zx—WW‘ 0
-4 -2 4 6 8
3 a. Pour tout x de R, )
(af + bg)(x) = alx + 1)* + b(x — 2)°
=ax*+ (3a + b)x* + (3a — 4b)x +(a + 4b). -4
Par identification:a=1et b =-3. 6 (Cgof)
b2, =, =RQ.[ L Jo=E+T
W -3¢/ -3(x-2y 8
3 a. “le,) 2.a.foglx) = f(-x)
5 (Cy) b. 9
4 8
7
’ (Crug) 6
fog
2 5 (Cy)
1 4
3
0
2 -1 o 1 2/ 3 4 5
-1
0
> —5—4-3——11 1 3 45
3 -2
-3
-4
3.a.gof og(x) =-f(-x).
b.
b.
6
(Cy)
4
-6 -4 f2 4 6
-2
-4
4 (Cgo,foy -6
-8
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ﬂ Géneralités sur les applications

{la. l a.

X -5 -2 -1 3 X -1 1 4 5
8 4 1 2

glx) _3 / \ . glx) \ p / \_3

b. b.

X -3 1 2 5 X Py 0 3 4
0 3 3 4

h(x) \ . / \_8 hix) \ | / \_1

c).( -5 1 2 5 c)‘( 1 3 6 7

3 0 5 6
| _ \_4 _ 00 S~ 3 T TN |

Fl a.gof(x)=f(x) +c;
fogx)=f(x+c);gofogx)=Fflx+c)+c.
b.

(Cgofog)

-30

Se tester

31 1. Vrai; 2. Faux; 3. Vrai; 4. Faux ; 5. Vrai ; 6. Faux.

fH 1. Vrai. En effet, pour tout x de R, h(x) = x2 > 0.
2.Faux.Eneffet, -5 < hix) <4 -5<x* <4
SIKX<4dse -2<x<L 2.

3. Faux. En effet, pour -1 € R n'admet aucun antécé-
dent par h, donc h n’est pas une surjection, donc n'est
pas une bijection de [0 ; +oo[ vers R.

4. Faux.En effet 2, =92, N 99\{)(6 99/g(x) =0}
g
donc P, = [0+ o[\ {3}.
g
5. Vrai. En effet, foho g(x) = (x - 3)* + 2.
F 1.a;2.b;3.b;4.b.
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[ 1.b. En effet, u n'est pas injective car, par exemple
au chiffre des unités 2, correspond une infinité de
nombres entiers naturels (2;12;22;...).

2 adonc plus d’'un antécédent par u.

u est surjective car a tout chiffre des unités corres-
pondent au moins (et méme une infinité) de nombres
entiers naturels ayant ce chiffre pour unité.

2.b.Eneffet, -1 <x<8=0<x+1<9
S0 W+1<322<L2+x+1<5
S2<LfX) <5 fx)e[2;5L

3.c. En effet, sion poseg: x +— Vx,

alors f(x) = g(x —(-1)) + 2.

4. b. - En effet, pour tout x de [-1 ; +oof,

hoioglx)=h oi(x+1)=h(x+1)=+x+1+2.
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Exercices d’approfondissement

73 Al'aide de fonctions usuelles
Il existe plusieurs réponses possibles
a.f=uov owavec

1 2
U:XF—5X+7;,ViX— —; W:X+— X
X

b.f=uovowavec
U:x—3x-5;vix—x*;w:x—x+1.
c.f=uovowavec

1
Uu:x—x-10;vixr——;w:x—x+4.

X
d.f=uovowavec
Uix—Ix+3:vix— X, wixr— x—-2.

[T Retrouver une expression
a.f(x)=2x+1.

=5x -
¢. Zhof= [—l; +oo[.

Pour tout x de @hof, hof(x) = 5v2x -2.

[¥] Résolution graphique
1.a.Pourtoutxde R,
alx—b)*+ c=ax*-2abx+ab?* +c,

par identification avec f(x) = x> + 4x,
a=1 a=1
on trouve {-2ab=4 c'est-a-dire {b=-2.
ab? +c=0 c=-4

b. (€) est obtenue par translation de la courbe de la
fonctlon carré, par le vecteur ul-2 ; -4).

c.et2.a.

A N

u

((‘Dpv

w b

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
| 0 ‘L
-8 -7 -6 -5 % -3 -2 -1 01
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b. Graphiquement,

-g( x) =5 lorsquex=-5oux=1
+g(x) > 5 lorsque x € ]—oo; —5[U]1 +ool.
.g(x) = 5 & |x+2)2-4|=

(:){ X+2)?2-4=5 pour(x+2)
—x+2 +4 =5 pour (x +2)* -
={i

X+2)?=9pour(x+2)?>>4
+2)>=-1 pour (x + 2)? <4 (impossible)
Sx+2=30ux+2=-3avecx&E[-oo;-4]U[0; +oo[
S x=Toux=-5avecx&EJ-o0;-4]U[0; +ool.

-4>0
-4<0

3. Résolution graphique

w

Par le calcul, on trouve que:
a.f)=1ox=-2-50ux=-2++/5.
b.gx)=1<=x=-2-V/50ux=-2++5
oux=-3oux=-1.

[T] Composées
a.SoitxER-{0; 1},

f, estune bijectionetf "= f ;
f, est une bijectionetf, "= £ ;

f,estune bijectionetf," = f;

f, estune bijectionetf, ' = f,;
f, estune bijectionetf "= f_;
f.estune bijectionetf "= f.
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ﬂ Géneralités sur les applications

b. o> ¥ f f f f f ¢. Pour tout point M(x ; y) du plan, son image par la
! : f1 f2 f3 f4 f5 f6 symétrie orthogonale d’axe (A) d'équation y = x, est le
1 1 2 3 4 5 6 point M'(y ; x).
7 L/ L S IS0 S Or, M(x;y) E(€) &y =gx)
f, f, f, f, f, f, f, sy=\Jl-¥*y=1-x
flE | f [ f | f | Ff|f Sx=1-yex=yi-y
4 4 5 6 1 2 3 .
f f f f 7 r r donc le point M'(y ; x) € (“69).
f5 f5 f4 fz f3 f6 f1 Ainsi (“69) est symétrique par rapport a (4).
6 6 3 4 2 1 5 3.a. Pour tout x de R \{1},
o ) X+2 N
Involution x—1 _X+242(x-1) _ 3x

1.+ Soient g, b dans A, si f(a) = f(b),
alors f(fla)) = f(f(b)) et donca = b.
Donc fest injective.

« Soity € A, si f(x) =y alors f(f(x)) = f(y) donc x = f(y).

go9W) X+2-(x=1) R

Tx+2
1

x-1
Donc g est une involution de R\ {1} vers R\ {1}.

b.

Donc il existe un antécédent (ici x) a tout nombre y de C,)
A.Donc f est surjective. ¢ g
Ainsi, fest bijective et f' =f. 6 y=x
5
2.a.Pourtoutxde[0; 1], 4
gogl) =11-(WT=x =VT-([T=x¥) = V¥ = x. ;
Donc g estinvolution de [0; 1]1dans [0; 1]. 5
b. 1
0
y=2x -6 -5 -4 -3 -2 01 2 3 4 5 6 7 8 9
(Cy) X
1 -2
-3
-4
-5
-6
< Mx;y) € (‘69)
Syx-1)=x+2xy-y=x+2
Sxy-x=y+2x(y-1)=y+2
0
; i @x:y&f@/w'(y;x)e(%g).
Ainsi, (%g) est symétrique par rapport a (4).
tl] Opérations sur les fonctions
« Expression des fonctions f+ g, fx g et -2f + 3g: « Expression de la fonction fog:
X —o0 0 2 4o | |x —o0 -1-3 0 T+/3  +oo
| | |
f(x) X (:) X é:l -2x g(x) X2+ 2x % X2+ 2x (I) 2x % -2x
| I |
g(x) X2+ 2x (:) 2x ‘:‘- 2x gix) -2 + (I) - —|2 - (I) +
| | I | I
(f+9)x) 2+ 0 X+ 8 0 (Flght)| -2g900 4 (g 0 (g 4 -29(x)
| | I
(fFxg)(x) X+ 2%° (:) 23 1:6 —4x? fog(x) | —2x*-4x (IJ X'+ 4x3 + 4x? (I) 4x? lll 4x
| [
(-2f+3g)(x)| x*+6x (I) -2x2 + 6x ‘Il 10x
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Généralités sur les applications ﬂ

Problémes

t2l Un résultat surprenant

1. fest une application, donc chancun des n éléments
de E a exactement une image dans F par f.

a. Sifestinjective, alors les nimages dans F par f sont
distinctes deux a deux, doncn < p.

b. Si f est surjective, alors chacun des p éléments de f
est I'image d'au moins un élément de £, doncn > p.

c. Si f est bijective, alors f est a la fois injective et sur-
jective,doncnpetn>p=n=p.

d. Si fest injective et n = p, alors les n images deux a
deux distinctes dans F par f sont les n éléments de F.
On en déduit que f est surjective, dont bijective.

e. Si f est surjective et n = p, alors chacune des p élé-
ments de F par f a exactement un antécédent dans
E par f; donc f est injective. On en déduit que f est
bijective.

2.a.Soienta, bdans N,

p(a) = p(b) & 2a = 2b < a = b donc p est une bi-
jection de N sur I'ensemble & des nombres entiers
naturels pairs.

b. Puisqu’a chaque élément de N correspond un
unique élément de & et réciproquement, ces deux
ensembles contiennent le méme nombre d’éléments.

t2 Fonction réciproque

1. Pour tout point M(x; y), le point M'(y ; x) est le symé-
trique de M par rapport a (A).

2.a.-F:R—R

X—2x-5

f(R) = R, de plus, soity € R tel que y = 2x - 5 clest-

a-dire x = y42- 5, ainsi, tout y de R admet un unique

antécédent parf.
festdonc bijectiveetf': R+— R
x—f(x) = yEs
+g:R*— R* 2

X+ X
g(R*) = R*, de plus, soit y € R* tel que y = x?, c'est-
a-dire x = Vy (x € R*), ainsi, tout y de R* admet un
unique antécédent par g.
g estdonc bijectiveet g :R*— R*

x— g7 (x) = Vx.
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On constate que (€f) et (61) sont symétrique par
rapport a (4), tout comme (%”g) et (%9-1).

Mx;y)E(6) =y=Ffx) >y=2x-5
@x=%=>/w(f1(y);y)e«gf)

S My; () E(Er)
ou M’ est le symétrique de M par rapport a (4).
Mx;y) € (%g) Sy=gk) o y=x
S x=\y & MFy);y) E(E,)
S My; () € (Eg)
ou M’ est le symétrique de M par rapport a (4).

3.a.-l<x<5<:>l<l<5
5 5 x
2232 1¢9
5 x 5 X

< h(x) E]—%;9].
DoncB:]—%;Q].

b. - De plus, soityEBtquuey=§— 1,

C'est-a-dire x = 2 y ainsi, tout y de B admet un
unique antécédent par h. h est donc bijective.
3 1
h1- 2. L
h ] 5 ’9]'_>[5 ’5[
2

x—h'x)=—"—
y+1
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ﬂ Géneralités sur les applications

@) (a)

f est une fonction bijective de A vers B, de fonction
réciproque .
Mix;y) €E(En) < M(F'(y);y) €E(E5

S My; £'(y)) € (1) ou M est le sy-
métrique de M par rapport a (4).

(%] Bijection réciproque

1.f:E—F

x+— y = f(x) est bijective

doncf':F—E

y+— x=1f"(y) est bijective

car f'(F) = E et tout x de E posséde un unique antécé-
denty par .

2. On suppose que fo g = id. ('autre cas se traite de
facon similaire). ¢

fog=id,:F+d Evs F

y—=gly)— fogly) =flg(y) =y.

Ainsi, g(y) est 'antécédent de y par f,doncg =f".
3..r'estlarotation de centre A et de mesure d’'angle

_I rad.
3

-t est la translation de vecteur BA.
-5, " estla symétrique centrale de centre A:S, =S5,
* S, estlasymétrique orthogonale d'axe (4) :
— -1
S(A) - S(A) :

« h" est 'hnomothétie de centre B et de rapport %
4.a.(hog)of=ho(gof).
b. - gofestune application de E vers G.

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur

Pourtouta,bdeE,gof(a)=gof(b)
= f(a) = f(b) (car g est injective)
= a = b (car festinjective).
Donc g o fest injective.
« f(E) = F (car f est surjective)
et g(F) = G (car g est surjective)
donc gof(E) =g(F) = G, donc g o fest surjective.
+gofestdonc bijective de E vers G.
+ On vérifie (voir question 1.) que
(goflo(flog™)=id.
Ainsi, (gof)'=f'og™.
c.-h o h, est'nomothétie de centre O et de rapport
k, X k..

- h. 7" est'hnomothétie de centre O et de rapport kl
1

i , s 1
- h " est'hnomothétie de centre O et de rapport R

«(h,0h,)-1 estI'homothétie de centre O et de rapéort
1

k xk,

d--18<x<0=02<x+2<2

=3 <L<10<:>O<f(x)<9,
X+ 2

doncf([-1,8;00) =1[0;9].

De plus, tout y de [0 ; 9[ posséde un seul antécédent
par f, donc f est bijective.
0<x<9IS0<VXx<9Ie 1< g(x) <10,
doncg([0;90) =[1; 10L.

De plus, tout y de [1; 10[ posséde un seul antécédent
par g, donc g est bijective.

of1:[0;9[—[-1,8:0[

xn—>—2+i.

X+1
«g':[1;10[—[0; 9]
Xl—>(X_1)2

3 1
«gof:[-1,8;0[+— [1;10[
x—1+3 2 -1.

X+ 2
s(gofy'=flog’:[1;10[+—[-1,8;0[
xv—>—2+#.

x-3)

X- +1

3
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m Llimites et continuiteé

Activités d'introduction

Manuel pages 159 a 174

Approche intuitive de la notion de limite en un point

l.a./y 1-0,001| -0,01 | -0,1 0,1 0,001 | 0,999 0,99 1,01 1,001 1,0001
f(x) -1 |-1,009|-1,089 | -0,891 | —0,998 | -0,0005 | —0,005 | —0,0049 | —0,00049 | —0,000049
b. Lorsque x tend vers 0 (respectivement vers 1), f(x) b.:gx) >A<=x-2< % (carx-2>0,A>0etla

tend vers -1 (respectivement 0).

On dit que la limite de f(x) quand x tend vers 0 (res-
pectivement vers 1) est égale a —1 (respectivement 0).

On noteXILrp x)=-1 (respectivementJLrp (x)=0).
2. a. - Lorsque x se rapproche de 2 par valeurs supé-
rieures, g(x) devient un grand nombre positif.

« Lorsque x se rapproche de 2 par valeurs inférieures,
g(x) devient un grand nombre négatif.

fonction inverse est décroissante sur ]0 ; +oo[)
1

< x<K l\+2©0<x 2<

PourtoutA >0, il existen >0
n=>g(x) > A).

Ainsi, des que x est suffisamment proche de 2 (supé-
rieura 2), g(x) €E[A; +ool.
Donc I}an g(x) = +oo.

x>2

(n —Ztel que |v-2| <

Approche intuitive de la notion de limite a Uinfini

1. c. Lorsque x devient de plus en plus grand, g(x) se
rapproche de 1.

2.a.h(x)>A}©{ 2—3>A©{X2>A+3
x>0 x>0 x>0
x>VA+3(carA+3>0).

b. - Pour tout A > 0, il existe B> 0 (B=+/A + 3) tel que:
(x>B= h(x) > A).
« Ainsi dés que x est suffisamment grand, h(x) E[A ; +oo].
DoncXILrpw h(x) = +oo

Limites et représentations graphiques

1. a.XILer f(x) = +oo b.XILrpwg(x) =-
cXILrpW h(x) = +o0 d.XIi_)ngmi(x) = +4oo
e.JLanf (x) =—c0 f.)(ILQ g(x) = +o0

g.lim h(x) = +eo . lim 7(x) = —co.

XILanf(x)—+oo
2.3l glx) = —oo
X—>+oo

On ne peut pas donner |Irp°°(f+ g)(X) car « +oo —oo » st
une forme indéterminée.

lim f(x) = 4o

e dX +oo
= 400

donc par produit){ILrpw(fx h)(X)= +oo.

I|m f( ) = —o0

I|m h( ) = —o0
On ne peut pas donner X'Lrﬂo
forme indéterminée.

limi(x) = —o0
{Jlm glx) =

f oo
—(x) car « — »est une

(e o]
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On ne peut pas donner I|m (/ + g)(x) car «—oo+o0 » est
une forme indéterminéé.”
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m limites et continuité

Notion de continuité

1.a. - fest continue sur R.

¥
Cr
-2 -1 o 3
- g n'est pas continue en 2.
® C.ﬁ'
7
]
5
4
2
1
-2 -1 0 3

« h n'est pas continue en -1.

-

-1

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

« k est continue sur R.

b. - fest continue sur R.

« k est continue sur R.

b.

- g et h ne sont pas continues sur R.

2.a.F(0)=0;E(-1,5=-2;E(1)=1etEH3)=1.

L2

-2 -1 0 1

x>n x<n

Xx<n x>n

et E n'est pas continue en n.

-128 -

¢. n désigne un nombre entier relatif.
. IJ@HE(X) =E(n) et lxiT,,E(X) =n-1.

g

«Comme IXi[an(x) % I);LnnE(x), on ne peut déﬁnir)l(i_r)r} E(x),



limites et continuité m

Savoir-faire

El SoitA> 0.
fX)EJA; +o[ = f(X) >A =

< 3>A(X-4),carx>4

3
. 4>A

©§+4>X2
A
3
—+4>x
N y

Ainsi, des que x est suffisamment proche de 4 (supé-
rieur a 4) f(x) €]A; +oo[. Donc I)Emf(x) = oo,

x>4

A soit A < 0.
F) E]—oo Al = flX) <A <> —— <A
X+ 2

< 7>Ax+2)carx< -2

©%<x+2carA<O.
7

S ——-2<X
A

Ainsi, dés que x est suffisamment proche de -2 (infé-
rieura -2), f(x) € J-o0; Al.
Donc I)jmzf(x) = —oo,

X<=2

Fla.limx=-o

X—> -0 ‘I

etlim-4x*+1 :Xlim

X—>—-00

Donc par produit,)erlof(x) = +oo,

b. Pour tout x de R\{0} :
X 1
Fo) = no 1
X2 (1 + ;) X(1 +F)

«lim x = -cc et I|m (1 + —) =1, donc par produit :

X—> -0

lim x(1 + ;) = —oo,

X—> -0

« Puis, par passage a l'inverse : lim f(x) =
X—> -0

Euercices d’entrainement

Limite en un point
Ha.1:b.3;¢c.-m;d.1.

17k [E[\jof(x) =-—oo et I)ngof(x) =400 ;

x>0 x<0
« lim g (x) = —co et lim f(x) = +oo;
x—0 x—0
x<0 x>0

«lim h(x) = +oo; o limi(x) = -3.
x—=0 x—=0
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Ela. IXiLnO3 =3et [Ein01 +1/x =1 donc par passage du

guotient IXiLnOf(x) =

x2(1 —i+l2
b.Pour tout x de R\{0}, f(x) = #
2
1- i_i_lz X(2+x2
fg=_ * %
2+l

lim (1 ——+—)—1 etI|m2+l—2donc par quo-

X—>+oo X—>+o0

X—+oo

tient,ona:limf(x) :%.

il - Pour toutx ER, [sin(¥)| < 1, pwsiz sin(x)] < 2.

« Ainsi, pour tout x de R\{0}, | f(x)| < <l

. Commexlim 2 0, le théoreme des gendarmes

i x|
montre que lim | f(x)| = 0, donc lim f(x) =
X—> 400 X—>to0

i a.f(0)=0+sin(0)=0
b. - fest continue en 0, si et seulement si :
I)Lmof(x) =1£(0).Or:

Xx<0
IXiLrlof(x) = IX@O(T —-cosx)=1-cos0=1-1=0=1(0).
x<0 Xx<0

Par conséquent, f est continue en 0.

« De plus, f est continue sur R\{0} comme somme de
fonctions continues sur R\{0}.

fest donc continue sur R.

[E-Iigwx—1:0+etIiLan—1:2—1:1
x>1 x> 1

donc, par quotient, I|m g =+o &R

x>1
Donc g n'est pas prolongeable par continuité en 0.

Ma. (F) > 100 etx > 1) < (51 100etx>1)
©( S 20etx> 1)< (x— 10 etx> 1)
< 1<xK 1+i

20

Sur l'intervalle 11 ; e [, I'inéquation f(x) > 100 admet

poursolutlons]1 1+ 210
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m limites et continuité

b.(f(x)>Aetx>1)©( > >Aetx>1)
1 A 5
©(X—1>Eetx>1)©(x_1<ZetX>1)
5
1T<xg< 1+
<= ‘A

Sur l'intervalle ]1 ; +oo[, linéquation f(x) > A admet

pour solutions ]1 i1 +%]

¢.Pour tout A > 0, il existen >0 (r] :%)
telqueVx€E]1;1+n],flx) >A
Par conséquent, I)Lm1f(x) = +oo,

x>1
[Ha. lim (x-3)=0*
donc par passage au quotient, I|m
b. lim |x-1|=0*

donc par passage au quotient, lim >
=1 x=1|

« Pour tout x de R, |cos(x)| < 1 donc |x cos(x)| < |x]-
. Par le théoreme de gendarmes, I|m x cos (x) =0.

2
= +oo0,
3 (x-3)

I|m\/)—( \/—etllm (x=5)= Odoncparquotlent,
. x=5
l)!Lns Vx =0.
Eﬂlerp X+3=4 etXILrp x—1=0, donc par quotient,
lim X+3 —
=1 x—1

21] a. lim (x+3)=5etlim (x-2) = -5.
b. On remarque que

—oo 2 +o0
[
x-2 - 0 +
Ainsi, lim (x—2) =0 et lim (x - 2) = 0*.
X—2 X—2
X<2 x>2
¢. On remarque que

X —00 -3 +o0

I
x+3 - 0 +

Ainsi, I)Ern_gx +3)
d Xx<-3 x>-3

=0"etlim §X+

X —-—

e.. IXian(x— 2)(x+3)=0"et IXian(x— 2)(x + 3) =0*.
Xx<2 x>2
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Ainsi, par passage a l'inverse :
lim f(x) = —oo0 et lim f(x) = +oo.
X—2 xX—2

x<2 x>2
. I)Ern_gx— 2)x+3)=0%et I)ELn_3(X -2)x+3)=0".
Xx<-3 x>-3

Ainsi, par passage a l'inverse :

lim f(x) = +o0 et lim f(x) = —oo.

X =3 X =3

Xx<-3 x>-3

Aa.limx+1=limx*+1=2,
x =1 x —>-1

Xx<-1 x>-1

donclim £ =1im £() = .
x —-1 x —-1 2
x<-1 x>-1
b. . I)Emzx— 2=0et IXianx+ 2 =4, donc par quotient
X<2 Xx<2
limf(x)=-
X—2

X<2
. [ganx -2=0"et I)Emzx + 2 =4, donc par quotient

Xx>2 x>2

lim f(x) = +oo.

x—2

x>2

C.elim 2t ] :letlimx:O*, donc par quotient
x=>0 x4 4 x—>0
x<0 x<0

lim f(x) = -0

X—)

x<0

TS o R .

. I)Lo 4 "4 et [ginox— 0*, donc par quotient

x>0 x>0

I)Emf(x)=+oo

x>0

d.. Ilmx2 025etI|mx 0,5 =0, donc par quotient
x<05 x<05

I|mf(x):—oo.

x<05

Ilmx2 025etI|mx 0,5 = 0%, donc par quotient

.x>05 x>05
lim f(x) = +oo.
x—05

x>05

- limge-5="22-5-20
X< 502
etlxigqséxz—sz“xzs—s:zo.

‘x>5/2 .
«lim2x-5=0"etlim2x-5=0"
Xx—5/2 x—5/2
X< o5
« Ainsi, par quotient :

lim h(x) = —oo et lim h(x) = +oo.
X—5/2 x—5/2
Xx<512 x>5/2

Limite a l'infini

2 lim £

= +oo ;Xlim f(x) =—o0;

lim g(x) = —eo; lim g(x) = +oo;

)Ji_)rpwh(x) = +oo ;XlLrth(x) = +o0,
XILrpwi x)=0 ;XIerlo i(x)=0.
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limites et continuité m

A3 a. b. (A main levée)

\\

L y

<t

¢. Comme lim f(x)

im f(x) = +eo et pour tout x de R, g(x) >
f(x), lim g(x) ="+oo

i € désigne un réel strictement positif.

a.Six> % alors 0 < % < € car la fonction inverse est
décroissante sur ]0 ; +oo[.
Ainsi, 1 —e < h(x) < 1+ ¢, ce qui implique que h(x) €.

b. Pour toute >0, |IeX|steA>O(A——)telquer>A
hx)€11-€;1 +¢l.

Par conséquent, lim h(x) =

(x+4) _ -5
x+4

-1 x+4 (x-1)-
-1 =Xt X
Ha.f x+4 x+4 x+4
b.(|f(x) -1 <eetx>0)
(~e<fx)-1<eetx>0)

©(%<x+4etx 0)
(x>——4etx O)

¢. Pour tout € > 0, I|EXISteBE|R(B—* 4)te| que
Vx>B|f(x)-1|<e
A|n5|,XI|_)rp°°|f x)-1=0 doncXIi_)rpmf(x) =1.

A a. lim 2x%2 = 3 = +oo,

X—>+o0

b. lim4x + 5= -0

X—>-00

C. Iim( —1)2—+oo
d.Jim 7x 1 = —eo donclim N [7x = 1] = +oo.

X—> -0

e. Ilmi—OdoncI|m7+§ 7.

X—>+to0 ¥ X—>too

f||m£—0—|lm donclim 2 %=0.
X=0 X X—>-o0x? X0 X X

A lim x - 5 = —e donc par quotient, I|m 3 =0.
parq 5

X—> -0
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Calcul de limites et comparaisons

Ema.xliﬂ\ f(x) = 4oo;
c.XILnOw f(x)=cosm=-1;

b. lim f(x) = +oo;
X—>+o0

£l a. On remarque que)}Lanf(x) =—o0 etJLang(x) =0.
Donc par somme,)(lm(f+ g)(x) = —c0,

b. On remarque queXILrQ fix)=3 etXILnO1 glx) =

Donc par produit,XILrTOm (fX g)(x) = +oo.

c. On remarque que lim f(x) =+ et lim g(x) = 0.
Donconnepeut pas dlrectement caIcuIer lim (f>< g)(x):
c’est une forme indéterminée.

d. Comme I|m f(x) =3 et lim g(x) = +oo, lim i(x) =0
par quotieAit.” =t =g

A a. Pour tout xde R, — cos x > -1
et0<2+cosx<3.

X
. 1 1
Ainsi, x —cosx > x-1et ——— > — (passage a
linverse). 2+cosx 3
Par conséquent, f(x) > 1 pour tout x > 1.
x-1 — oo
X—>to0 1
¢. Comme pour x > 1, f(x) > x — — par comparaison,
lim £(x) = +oo. 3
X—>+o0
in (3x)] 1
a.Pourtoutxde R, |g(x)| = [sin (
& 1904 X+1 S x+1

car,VaE€R, [sin(a)| < a.

1 .
b. - Comme lim = 0, par comparaison,
x=teox? 41

X'LTJQ x)|=0, 50|tXILrpwg(x) =0.
Commexlmloﬁ =0, par comparaison,
XILm lgix)| =0, 50|tXILm gix)=0.

34| XILrp 56-1=-1 EtXILT X+ 2=2,donc par quotient

lim 5-1__1
0 x42 2

+lim x — 2 = —oo et lim x?> = +o0, donc par produit

X—> -0 X—> -0

lim (x = 2)x? = —oo.

X—> -0

4 1. a. Pour tout x de R\{0},
f(x) =4x2 X 1+ 4x* %

—4x2(1 +i+%)

L ygex 3
4x2
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m limites et continuité

1 3 14 ooty < 9
b. lim 4x* = +e0; lim —© =lim —~- =0 et ax ax T oax! oax
X=>oo o 4y x>t 42 =X n n n
lim (14 +2) =1 TS S S
X400 4x  4x? me memJ mem
¢. Donc parprodmtXILrpDOf(X) = oo, - a . L L. | L9
2.1im 4x* = +oo; lim - = lim i—Oet «lim aX ax " ax -
X x>0 Ay x> 4x2 Xx—to b b b
Iim( +l+i)—1 donc par produit lim f(x) = +oo T+t it
xel g gl T o ' b, b X" bx"
donc par quotient lim P _ lim gnﬁ.
a. lim 5x° + 1 = +oo et lim 3x+2 = +eo. x=>t0Q(x) x~teb X"
On ne peut donc pas deduwe I|m f( ) : C'est une forme 1+ a ., + 4.4 . .a
indéterminée. ' ax U ax oax
b. Pour tout x € R\{0}, b.im, b b b 1
1 1 T+-P=lg =0
X2(5 + ;) 5+ ; me mem b Xm
f(x)= =X . P(x) ax'
2 2 donc par quotient Ilm——lim A
3+e) 3+t bard Q) = b x
1 1
!}D}m; =0 donCXILrIL,S +7=5 Ef] a. « Pour tout x de R\{0},
Ilmg—OdoncI|m3+£—3 1 f():—4x3+5——4x3(1+_8x)
o X 5+— 1
2 .
- On obtient alors par quotient : lim X :g. i ~4¢ = +eoetlim 1 + o 5 =1, donc par produit
3 +% Iim () = +oo. 1
- Comme de plus lim x = +eo, par produit - lim —4x¢* = lim 1+ 7 =1, donc par produit
XILnP f(X) = +oo. XILngwf(x) = —oo,
b. - Pour tout x de R\{0},
E¥1 1. a. - Pour tout x de R\{0}, comme a_# 0, _7 T
o n f(x)—fx4+x2—x—x4(f+7—f3).
P(x):ax"[1+%+ +9X —GL] - o
p aan Gan GnX" .X||_)m°ox4 :)JLrIr‘]wX“ = +4oo
a a .7 (701 7
=ax’ 1+ T e S Lt nN_7
[ a X a Xn " a Xn e1:)(“—>rr]o<>( ) X|—>+°°(2 + X2 X3) 2
im 21 o = Im—ap_ |,m£g_ 0 donc parprodmtXILn_Lf(x) = lim f(x) = +eo.
x=te g X x=>deoq XM X g X"
donc Iim[1 N a ., PR < R <M B c.-PourtolJAtfxde R\{0}, »
==l g x ax"-! ax _X2(7+ 1) 1.4
2 2
« Ainsi, par produit, lim P(x )—||max". fog=_ X " 1, X
X—>+o0 X—>4o0 N 1 ) 2x : 1
2¢\1+ - +
=lim ——=li 9o — ( 2x? 2x?
x> g X X*%anx”‘ x> q X" . _ _4
donc lim : +—aﬁ+—aéL =1. 'XILrQo(1 _7) _XanDw(1 - )_1
X—>-o0 ax ax ax" _ 1
Ainsi, par prodwt,XILm P(x )—XILm ax. etxlm,(1 +7) =lim (1 ol =T
2. a. « Pour tout x de R\{0}, comme a #0et bm:tO: 1_# 1_#
X X
a x'! Donc par quotient, lim =lim =1.
CIHX”[1+L+...+£1%+—G¢L parq xem1 1 x—>+oo1 1
PX) ax’ ax' ax + 52 + 52
Qlx) X! bX b
b x"|1 +m7+ e 1 1
[ b X" b x" " b x" - De plus, Ilrgo—zx —XILrpm—ZX_O.
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limites et continuité m

« Ainsi par produit :)(ILrQOf(x) :)(ILrpmf(x) =
1

5x? —
d. Pour tout x de R\{0}: f(x) = x(—1 + X )
2-x
1 1
5% 1 +—
x| 5xt 5x¢
=x|-1+ =x|-1-5 |
YER 2
—X —x3+ +—x3
1 1
14+— 1
) 5x% . 5x*
«lim =i =1
X—> -0 2 X—> 40 2
e e
1 1
donclim|-1-5x X4] =lim|-1-5% Sx“]
X—>-00 2 X—> 400 2
1 +73 1 +73
—X —-X
=-1-5X1=-6.

+ Ainsi par produit,JLrQOf(x) =XILrQ°x X (—6) = +o0
etX“_HLf () =)(ILn+1wx X (—6) = —oo.

£ a. - Pour tout x de R\{0},

1 1
51— o) - L
f(x):75—5x>< 5;(.
X6(1 +;) 1 +;
1- 17
X'me X =1 EtlerTl,SX_ —oo, donc par produit
1+
X°
){Imef(x) = —oo,
1
— 1L
b. Pour toutxde R\{0}, f(x) = -3x (1 3 + WIS
«lim (1 +—) =1et lim-3x° = —oo,
X—>+00 3x° X—>+400
donc par prodmt)}mf(x) = —oo,
¢. - Pour tout x de R\{0},
—415+1) 15+1
X
flx)= s
X +1
=) 3
« Ainsi, lim (x) = 1_ =1.
"x= 400 1
xx1 1

d. - Pour tout x de R\{0}, X _
3+x 3
X X (— + 1)
X
Ainsi, lim - =1.
X=>=3 4 X
«Comme de pIus,XILm —7X° = 400, par somme,
XIerlo f(X) = +oo.
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A1 . Pour tout x de R, x2+4

- Pour tout x de R : Vx? + 4 > x par croissance de la
fonction racine carrée.

Ainsi, comme |im x = +eo, par comparaison,

limvx2+4

X—>+oo

« Pour tout x de R VX +4 > -x
Ainsi,JLm Vx? + 4 = +oo par comparaison.

Ala.lim (X2 + 1) =40 et lim (x> + 4) =

X—>+o0 X—>+oo

Or lim v/x = +oo

X—> 400
donc I|m \/x2 = +o0 et I|m \/x2
Nous ne pouvons pas deduwe dlrectement
lim V2 + 1 —+/x? + 4 car C’est une forme indéterminée.

X—>+oo

b. Pour tout x de [0 ; +oof,
m_\/ﬁz(\/xz +1-VE+ DX+ 1+V2+4)

X+1+x*+4

(W1 - (W +4)P (P4 1) - (¢ +4)
WEHT++4 R+ T+X+4

-3
T+t 4
C. CommeXIier\/x2 +1 =XIirDm\/x2 + 4 = 400, par somme,
Iirp VE+ T+ +4=+
X—>+oo

Puis par quotient,

limVx2+1-/x2+ I|m
Xt X=X 4+ 1+ \/x2

M a. Pour tout x de R,

|5cos(x)+3x|<5|cos )| + 3]x| <5+3|x| (carvaER,
2¢ +1 122 + 1] 2¢+1
|cos(@)| < 1).
b. CalculdellmM
x>t 2x% 4+ 1
« Pour tout xde ]0; +oo[ :

3x (—+ 1) 1+
543 _ 5+3x _ _ 3 3x
2¢4+1 2¢+1 1 2X 1’

21 +3 T+

. 3x 3
«lim =1 et lim —=0, donc par produit
X—>+o00 1 X400 Dy
T+
2x?
5+3Jx _ —0.
X—>+°°2x2+1
Calcul de lim w
X0 2x? + 1
« Pour tout xde ]-oo; 0[ :

-34¥iw4) 1>
5+3x]  5-3x _ -3x _3 3x
2¢+1 22+1 2x 1

231+ 1+

( ﬁ) 2x?
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m limites et continuité

5
«lim X:1etlim—i:0,
X= e x=-o ¥
1+
2x?
donc par produit |Im$23m 0.
C lim jlﬂ =0
X—>00 Dx2
)
5cos(x) +3x| _ 5+ 3x
Or pour tout x de IR,0<| :
P S22+ T2+

Le théoreme des gendarmes assure donc que

5cos(x) + 3x — 0, soit 5cos(x) + 3x _
2>+ 1 )&—)+°°) 2>+ 1

— -0

X—> oo
—> —o0)

] On remarque que lim (x-1) =
=0.

donclim
X=teox —

De plus, sia#0, alors

. . b . .
lim (ax + b) = lim ax(1 + —) = lim ax = signe (a) X eo.
X—>+o0 X—>+o0 ax X—>+oo

Ainsi, pour que | Iim 1 F(X ) # oo il faut que a=0.

Puis,XIim =lim

X—>+oo

Donc b =3.

X- 1

M.g9(0)=-1<b=-1.

« De plus, pour tout x de R\{0} :
o XX C

X+2

2><(1+—)

Ainsi, pour tout cde R,

cx? . C
lim > =lim =C.
X—>—00 X +2 X—>—00 2

« En outre, sia =0,

alors lim (ax—-1) =lim ax(1 - L) = signe (a) X (—oo).
X—>-c0 X—>-c0 ax

DoncJLm (ax—1) # oo si et seulement sia=0.

« Par conséquent, pour tout x de R,

2

X
=-1+
gu) X2 +2

Continuité

™3 1. a. fest continue sur .

b. f n'est pas continue sur /.
2. a. fn'est pas continue sur /.
b. fest continue sur /.

3. a.fest continue sur /.

b. f est continue sur /.
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et-1+ C:JLrgog(x) =1,doncc=2.

e limfo)=lim(2x-3)=2%x0-3=-3.
x—=0 x—=0

x>0 x>0
im0 =lim (3)=-3.
x<0 x<0
« Ainsi, comme I)Eren0 f(x) = I)Eg\o f(x) = -3 = f(0), f est

. 0 0
continueen0. * X

« De plus, fest continue en tout point x de R\{0}, donc
f est continue sur R.

M- limgx) =limx2=12=1
x—1 x—1
x>1 x>1
etlimgx)=lim(2-x)=2-1=1
x—1 x—1
x<1 x<1
donc Ijgw]g(x) = I)Emg(x) =1=¢g(1)
x> 1 x<1

donc g est continue en 1.

. I)E_)mog(x) = I)LmO(Z -x)=2-0=0=¢(0)
x>0 x>0
etlim gt =lim, ==
x<0 x<0
Comme I)Lmog(x) #¢(0), g n'est pas continue en 0.
x<0

+ g n'étant pas continue en 0, g n'est pas continue sur
R.

« g est une fonction polynéme sur [1; +eo[, donc conti-
nue sur [1; +ool.

Al a.
5 (avec p=2)
45
g " (avecp=1)
35 -
=
3 -
25 P =
7
2 Fs
(-",fl 1.5
\\1 / / Lo
05
3 0 1 2 3 4 5
0.5
=1

Pour ces trois valeurs de p, h n'est pas continue en 1.

b.limh(x)=limx*=12=1
x—1 x—1

x<1 x<1
et Iximh(x) = Ixim1(x+p) =T1+p=h(1).
x> 1 x> 1

Donc h est continue en 1 si et seulement si :

lim h(x) = h(1) =lim h(x)

x—1 x—1

x<1 x>1

c'est-a-dire si I)mh(x)
N . . X<‘| .

c'est-a-dire si et seulement sip = 0.

=h(1)soitsi1=1+p
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limites et continuité m

] a. Pour tout x de R\{0},
[f(x)| = xzsin(1)‘ <X X ’sin(1)’ < X
X X

carVa€eR,|sin(a)| < 1.
b. Commexlim x*=0etVx=0,0<|f(x)| <X

d’apreés le théoréme des gendarmes, on en déduit que
lim |f(x)| = 0, soit lim f(x) =

x=>0 x—0

[ CommeJLrpwf(x) est finie, on peut prolonger f par
continuité en 0 en posant f(0) :XILanf(x) =

Se tester

1 1. Vrai. 2. Faux. 3. Faux. 4. Faux. 5. Faux.

£ 1. Faux. 3X(1 4) 1 _4
3x-4 _ 3x 3% 3x
-5 '
Gi-3) -
-4 X
Comme lim x_1_ 1, par produit, lim 3)(_4:3.
X—>*>°1 5 1 X=X =5
2. Vrai. X

13sin(x) | 3 3
< <4—

She+s |[Sxee3S

Comme lim 3 0, par le théoréme des gendarmes

Pour tout x de R\{0}: 0 <

X—+to0 x2

onalim 325|n( )‘ =0, puis Iian(X):o
x=teo |x2 4+ 3 x=>teox? 3

3. Vrai.

-[ELn1(x+2):1 +2=3et [ELn1(x—1):0*,
x> 1 x> 1

. .oX+2
donc par quotient, I)§m1— = oo,
e X_

x>1
« De plus, Iim 3x=3,

x>1

donc par somme, I|m (3x X 2) = oo,
x>1

4, Faux.

I)mf(x) =2=f(1)et I)jmf(x) =3=f(1).

x<1 x>1
Donc f n'est pas continue en 1, donc f n'est pas conti-
nue sur[1;3].

5. Faux.

. I)§_>m3g(x) = Ixim3(x— 1)=3-1=2%9(3)
x>3 xX>3

QLnag(x) = [ELn3(6 -x)=6-3=3=¢(3).

X<3 x<3

Donc f n'est pas continue en 3.
Donc f n'est pas continue sur R.
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i1 a. Pour tout x de [0 ; +oo[ \{1},

g(X) \/)—(_1 \/—+1 (\/)—()2_12
X=-Dx+1)  x=1Ex+1)
O x=1 B 1
X=1x+1) Vx+1
. 1 11
R L R P RS

Ainsi, g est Frolongeable par continuité en 1 en po-

santg(1) = >

Fl1.a.;2.c.;3.b.; 4.c.

1. a. - Pour tout x de R\{0},

50x (14 ) 14
5Xx+1 _ 5/ 5 5x
X2 =1 1 1

2 _ _
ex(1+) T+
SR
. CommeJLnj)o 1X =7= 1 etJLnlo;: 0, par produit,
1 +72
X
lim 5)2(+1 =0.
Xm0 x4 — 1

= Ainsi, lim g(x) = lim f(x) =

X—>—0

2. b. Pour tout x de R\{0},
—x3><( 4 +i+ 1)

A +5-x _ -x =X
2436 +4
X 3% X (1+1+fq
3x 3x°
NI
1 =X =X
=-_-X
e h 1
3 3x

4> +5-x3 1

donclim ——F"F 2= ——,
x>=x?+3x°+4 3
C.«lim h(x) =lim sm(x) = sin(l) = V2
X— /4 x—> /4 4 2
x>n/4 x>n/4
etlim h(x) =lim \fg \f Y< _h
X—> n/4 X— 11/4
x<n/4 x<n/4
Ainsi, lim h(x) = h(ﬂ) =lim h(x).
x— /4 4 x— /4
x>/4 X< /4

Donc h est continue en %
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m limites et continuité

.|XiLnoh(x): =h(0 )etllmh —hmw/—x \f—xo 0. donc h n'est pas continue sur R.
X<0 x>0 o0 « Pour tout x € [1; +oo[, h(x) = sin(x).
Ainsi, Ijmoh(x) # h(0) et h n'est pas continue en 0, h est donc continue sur [1 ; ool

x>0

Exercices d’approfondissement

[ Fonction polynéme et fonction inverse X'L’Ilo VX + 1= +oo,
« Pour tout x de [R\{O}, comme a #0, « Ainsi, on ne peut conclure directement car « A
f(x) =ax2(1 + 2. ¢ ) est une forme indéterminée. e
ax> Seri c doof -
Ainsi, commeXILm( +7+L)_1 + On écrit pour tout x de JO ; +oo[ : :
. i ax  ax . 5% _ 3y 1 \/)—(X(SXX\/)—(—3\/)—(+ \/_)
lim f(x) = signe (a) X (+oo) C'est-a-dire : XT—oX+ 1 _ X
o _ Vx+ 1 N (1 L)
Iimf(x):{+oos!a>0 XX +\/)_(
oy (esia<o, 5x><\/>—(—3\/)—(+\})_(
- Par passage a l'inverse, pour tout a # O,JLngm gix)=0. = .
(x—>o) 1 +i
9 Formes indéterminées _ 1 Vx
1.a. - Pour tout x de R\{0}, - De plus, lim 1 + W !
f(x):3x2(1+3i+§). etXILrPMSXX\/)_(—3\/)_(+\}_ = lim Vxx (5x-3) + f
Ainsi, comme I|m 3x2 = +o0 et ||m (1 +— + 31 =1 = +oo (car ILm VX = 400 et ILm (5x = 3) = +00).
dU|tI|m f( )= X o ' +Wz
par pro +o0, _
. X7 T Par conséquent, par quotient lim X3+ +o0,
’J'_mo‘/)_‘ + 1= +oo donc par passage a l'inverse, x>t X+ 1
Jim gl = b. - Pour tout x de R\{0},
b. On ne peut pas déduire dlrectementXILan(fx g)(x) © X (1 +£)
car « +oo X 0 » est une forme indéterminée. X+2 _ = (1 L2 2
C.+ Pour tout x de 0 ; +oof, X X?
1 Comme I|mx— —co et lim (1 +—) =1, par produit
ey OO ) m, , :
X+ X
(Fx g)) === lim XF 2
Vx+ 1 \/)—(x(1+i) am= .
Vx XILm 3x% =1 =400,
3xx Vx+ \/)—(+T « On ne peut donc pas conclure directement car
= X « (—=0) + (+00) » est une forme indéterminée.
1+ 1 « On écrit pour tout x de R\{0},
1 W X3+2+32 1 +2+3 1
clim 14+ —==1:1im3x X Vx = +o0 ; lim Vx = +oo 52 T EXT X’ =
X— o0 \/)_( X— o0 X— o0 — 3 x (1 +L+L 1 )
2
et lim—— —O,donclim(3x><\/)_(+\/)—(+i):+oo 3x 3 3x
x=to0[x X400 Vx 1 2 1 . )
) ) OrI|m(1+—+— —|=Tet lim3x*=+
Ainsi, par quotlent,XILer(fx g)(x) = +oo. X0 3x* 3 2 X=o
2. a. - Pour tout x de IR\{O}, donc par produit, I|m 2 +3x> =1 = +oo.
1
2 [ T Z
5% =3x+1=>5x (1 s T 5x2) f¥] Etude d'une fonction rationnelle
a.On remarque que:
Ainsi, dellm(1——x+—)—1etxll_)mSX2 +o0, ON (L2)-3x(2)-10=4+6-10=0
déduit que lim 5x* — 3x+1 = +oo. et52-3x5-10=25-15-10=0.

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur -136 -



limites et continuité m

Ainsi, le polyndme x? — 3x - 10 a pour racines -2 et 5.
24y

En outre, la fraction rationnelle X+Xx-6_ est défi-

x> -3x-10

nie si et seulement six?-3x-10=0.
Ainsi, f(x) est défini si et seulement si x & R\{-2; 5}.

b.Onremarquequed’aprésa., pourtoutxde R\{-2; 5},

X+x-6
fX)=——.
) x*-3x-10
24y
Cx+2) f =X X6
x-5
24y
donca(x+2)+b+c(x+2)=x +x-6
X-5 xX-5
Ainsi pour x = -2, on obtient :
2P+ (2)-6_-4_4
(=2)-5 -7 7
 (x-5)f(x) = X+x-6
X+ 2
_ 24y
donca(x—5)+M+c:w.
X+2 X+ 2
Ainsi, pour x =5, on obtient
_5+5-6_24
542 7
6 3 2 24
« Enfin, f(0) =——==et f(0 =
nfin, f(0) =7y =5 etf0)=a+2 -5
5 7 35 35
Et on a pour tout x de R\{-2; 5}
4 24
fx)=1+ ! + / )
X+2 x-5
24
c.-lim(1+ ):1+ﬁxi:1—ﬁ:49‘24
X—- X_S 7 —7 49 49
_25
49°
X | —o0 -2 +oo
X+2 | - 0 +

Ainsi, lim (x—2)=0"etlim (x-2) =0".
X— -] X— -]

X<-2 4 X>-2 4
Par suite, I|m = —o0 etllm2 = +oo,
X— -2 X—> -
e X+ 2 o X+2

Puis par somme,)!er]zf(x) =-ooetlim f( ) = +oo,

X—>-2

X<-2 x>-2
4
d Iim(1+ u ):1+—xl:1+i:§.
X—5 X+2 7 7 49 49
X | —oo 5 +o0
x-5 | - 0 +

-137 -

Ainsi, lim (x-5)=0"et lim (x - 5) =0*.
X—5 X—5

Xx<5 Xx>5

24 24
Par suite, )I(irr; = —oo et )I(ln} = o0,
X<5 X=>5 s X~ -5

Puis par somme,xlm f(x) =—c0 etxliirg f(x) = +oo.

X<5 Xx>5

4 24
e lim 1o =0=lim
b Xt oo X3
Ainsi, lim f(x) =
X—>+o0
f ko
o
T~

02 8 7 B8 5 4 N2 3 T 4 5 6 7 8 9 fo 11 12 13 14

b b A bW Lol 4w ouw s oo

] Le théoréeme des gendarmes
a. Pourtoutx>0:
-1 <sin(dx) <1< -2<2sin(4x) <2
< -1<1+2sin(4x) < 3.
De plus, V x>0, 1+ 2v/x > 0, donc:
-1 < 1+ 2sin(4x) 3
T+2Vx © 1+20x 142V’
b.lim 1 + F2Vx= Jlim 1 2v/x = + oo donc par quotient,

3
lim
x=ieo ] +2\/)—( =i, 1+2Vx

Ainsi, I'inégalité précédente et le théoréme des gen-

1 +25|n(4x)
+ 24X

darmes impliquent que | I|m

] Limite ou pas de limite ?

a.-Comme V a €ER, |cos(a)| < 1, on a pour tout x de

R\{0}, [F(x)] = 3|x] x |cos(52)‘ < 3|x].

« Ainsi, pour tout x de R\{0}, 0 < | f(x)| < 3JX|

et lim 3|x| = 0, donc par le théoréme des gendarmes,
I|m |f )| =0, soit lim (x) = 0.

X—>+oo X—> 00

b. - Pour tout k de Z : g(2km) = cos(2km) =1

et g(an + g) = cos(an + g): cos(%) =0.

« Supposons que g(x) admette une limite quand x
tend vers +<o. Notons la .
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Alors comme I|m 2kn +o0 et I|m 2km + 5 = +o0, ON
aurait : kez kez

. YT E _
;JLng(Zk") ={ —kILrpwg(Zlm + 2) donc1=0!
Ce qui est impossible.
Donc g(x) n'admet pas de limite quand k tend vers +oo.

[T Expression conjuguée
a. Pour tout x > 0.

fX) = (Wx+1-1x+1+1) (\/x+1) 12
x(Wx+1+1) x(Wx+1 +1
X+1-1 _ _
x(Wx+1+1) x(\/x+1+1) \/x+1+1'

b.-JLrp\/x+1=\/O+1=\/T=1
doncJLrE]\/x+1+1:1+1:2.

. . . 1
- Ainsi, par quotient, lim f(x) = lim —.

i par quotint fm f =im,_e——

x>0

. Iximof(x) =0="7(0).

x<0

c¢. Comme Iximof(x)

x>0

fn'est donc pas continue sur R.

= % # £(0), fn'est pas continueen 0;

1l De droles de limites

a. On rappelle que pour tout x ER, |x| = xsix > 0 et
x| =—xsix<O0.
VX>O,J§1=§=1
Ainsi :
Vx<0,m:_—xz—1.
X X
Par conséquent :
I|mJ—l—I|m1—1etI|mJ—l—I|m 1) =-1.
X—>too x X—> X0 ¥ x—>+oo
b. Pour toutx >0,
XZ_I_2_X=(\/x2+2—x)(\/x2+2+x):( X*+2)* - X
X+ 2 +x VE+2+x
X+2-x 2
\/x2 2+x X H+24x

« De plus, I|m \/x +2=+4c0 etllmx +o0,

X—> 40

Par consequent, par somme,Xller\/x2 2+ X=+4o0;
puis par quotient,

lim (Vx2+2 - —I|m
x;«»‘ \/)_(2_+x

i e |

limf(x)=1,limf(x)=1,limf(x)=
X—>—-00 X—>to0 X—>T1/2
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[H] Vitesse instantanée
1. a. La vitesse instantanée a l'instant 2 est égale

31im x(2+h) —x(2)'

h=0 h
-Pourh¢0X(2+h)_x(2)_(2+h)2+(2+h)+1_7
' h B h
2 _ 2
:4+4h+h +2+h 6:h +5h:h+5.

h h
- Ainsi,fim X2+ =X _ iy 4 5) = 5,
b Pourh¢0X(S+h)_x(5)—(5+h)2+(5+h)+1_31
. , = P
2 _ 2
:25+10h+h ;5+h+1 31:h +h11h:h+”'
Ainsi, lim W:ILm(h+11)—11
2.a. On cherchet € Rtel que Imw 13.

Pour h =0, w

_th+t)+h+t)+1-(t 2+t +1)

h
_h+2ht +t2+t +h-1-t7-t -1
h
2
_+@t+Dh (2;+1)h h+2t +1.
doncllm £’=‘%‘Q—Ilm(h+2t+1) 2t + 1.
On obtient I'équation :
13-1
2t +1=13=1t = <t,=6.
b.On cherche t ERtquuellmW—1 05,
soit 2, +1=1,05 < £, =2 =1 = 0,025,

(%] A partir de la définition

Supposons qu'il existe a € [0 ; +oo[ tel que f(a) < 0.
« Comme fest décroissante sur [0; + o[,V x > aq,
flx) < f(a).

«De pIus,JLrpwf(x) =

Donc de la relation « ¥ x > a, f(x)
que 0 < f(a). Ce qui est absurde.
Par conséquent, V a € [0; +o[, f(a) > 0

< f(a) », on déduit

Conjecturer, puis démontrer
a.ll semble que:
+o0, I|m f( ) = —oo,

X=>T/2
X>1/2 X<m2

b. < Pourtoutxde R :

“ToosxgLlTex-1<x+cosx<1+x

+ On en déduit, d'une part que, pour x > g
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commex-+>0ona: X x—1 <flx) 1+X.
2 m m
X—— X——
2 2
Ainsi, comme lim T+x _ Tetlim mil =1,
X—>+oo .n. X—> 400 Tl-
X—— X——
2 2

d’apreés le théoréme des gendarmes, on a :Xlirp flx)=

, m m
« D'autre part, pour x < 5 commex—E <0,0ona:

x-1 > f(X) > 1+x.
m m
X—— X——
2 2
Et on en déduit de la méme maniere queXILm fx)=1.
c.-On remarquequelim (x+cosx):£+cos( )=g

«De pIus,XILrQZ( —%) 0+etXILT( ——):Oi

x> X<

Ainsi, par quotient,on a:
lim f( ) = +oo et IXimmf(x) = —oo,

X—>T12
x>7f2 X<

1 Encadrements

1. a. Pour tout x de R\{0}, -1 < —sin(1/x) < 1

@2—1<2—sin(%)<2+1

®1<2—sin(%)<3.
Ai ',l 1 <1,
w 3 \2—sin()1()\

la fonction x — % étant décroissante sur ] ; +ool.

Et finalement, pour tout x > 0 :% < flx) < x.

. X

b. De méme, pourtoutx<0: = > f(x) > x.

¢. » En utilisant les deux encadrements précédents,
. X L

commexllrp X :Xllry 3 =0, le théoreme des gendarmes

assure que | Iim flx)=

«Comme f(x) > X ~—pourx>0, etI|m§—+oo, par com-

3
paralson, I|m f(x) +oo,

><

« Comme f(x) < <3 pourx<O0et| lim E: —oo, par com-

paralson lim f( ) = —oo.
2.:De Ia méme maniéere, pour x =0

1
1o

2- cos(%)

<1

Ainsi, pour x>0 % glx) < x
X

et pourx<0,x < glx) < 3

Jim o=

« Par conséquent :

O;XILang() 400 ; lim g(x) = —co.

X—)—oo

[T] Fonction partie entiére
1. En'est pas continue sur R (voir Activité 4, question 2).
2.a.-Pourx€]0; 1, Vx €10, 1[.

Donc E(Wx)=0etf(x)=0
« Pour tout x> 0:Vx < \/_ donc —— ! < E(\/)—().
W x
1 RN
«Comme I}Toﬁ_ +o00, par comparaison, I)@Of(x) = oo,
x>0 x>0

« Ainsi, f n'est pas prolongeable par continuité en 0.
b..Pourx>1:0<E(WX) < Vx+1<x+1

1 1 2
xS

.2 A
« Comme lim == =0, le théoreme des gendarmes as-
X—)+oo1,X

donc0 < flX) K—

sure que lim f(x) =
X—>to0

(] Prolongement par continuité

fest continue sur ]—oo; O, sur]0; 2[ et ]2 ; +oo[.

« Continuité en 2

limf(x) =lim(5x-1) =

X—12 X—12

x>2 x>2

etlimf(x) =lim (x* + bx)
X—2 X—2

X<2 Xx>2
donc fest continue en 2, si et seulementsi, 4 +2b =09,

c'est-a-dire sib = % = 2.

5x2-1=9

=4+2b

« Continuitéen 0
Ixiglof(x) = Iximoaxﬂ +xX2+x-1=a-1
x<0 Xx<0
et lim f(x) = lim (x* + ix) =0

x=0 x=0 2

x>0 x>0
donc f est continue en 0, si et seulementsi,a-1=0,
Cest-a-diresia=1.
« Conclusion

5x-1six>2

fdéfinie par: f(x) =<{x*+ §XS|O<X<2
VI+X2+x-1six<0

est continue sur R.

[T Les deux cercles

a.Lesdroites (P,0,) et (P,0,) sont paralléles. Les points
S,P,P,d'unepartetS, 0, 0, d'autre part sont alignés.
Le théoreme de Thalés permet d'écrire que :

0,5
2 0P éDeplusOS 0,5~

6).
0,5 0p, (r+6)
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. 0,5 6

Ainsi : m 7@[’05 6(05 r— 6)
< 60,5-r05S=6r+36
=05 6*36

b. IriLn66r+ 36=72et l,iL“66 -r=0*

r<6 r<6

ainsi, par quotient, Irim6 0,5 = +eo.

Problémes

i1 Un algorithme
1.

NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n

2.a.Pourx>2:

_X-3x-6 1

fx) - glx) = 2x+2) 2( - 1)
(F=3x-6)—(x—1)2x+2)
B 2(x+2)

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

(7] Limite de %quand xtend vers 0
OAXMP 1 xsin(x) .

la.d = _ ,

a ,Q{1 ) 3

A, =X om="%x12. o= ATxOA _tan(x) x 1
2 2 2 S

ord, <, <g3,donc%(x)<§<tar;(x)

d'ol sin(x) < x < tan(x).

b. Puisque x € ]O [ sin(x) > 0 donc, en divisant

I'encadrement precedent par sin(x) :

1< .x <ta.n(x)d,0l\”< 'x < 1
sin(x) — sin(x) sin(x) ~ cos(x)
et cos(x) < S”;((X) <1
C I)jm cos(x) =1et I)Lmo1 =1 donc, d’aprés
x>0 x>0
sin(x)
le théoreme des gendarmes, I|m =1.
x>0 X
a. lim S _ iy 3 S0 _3
x>0 2x x=0 2 3x 2
x>0 x>0
1 5x 1
b. lim = lim = x— =—,
X*05|n(5) x>05 " sin(5x) 5
x> x>0
c. lim tan(x) = lim sin(x) X ! =1.
x>0 x x=0  x cos(x)
x>0 x>0
d. lim X,COS(X) |ml _4X xcos(x):l.
X0 sin(4x) X904 sin(4x) 4

(C=3x-6)-(*=2x+1)(x+2)
2(x+2)
=-3X-6-[X+ 22 -2 -4x+x+ 2]
2(x+2)

_ 3x-6+3x-2 4
242 x+2

4
x+2

donc g(x) — fix) =

b. lim x + 2 = 4+ donc lim g(x) - f(x) = 0.
X—>fo0 X—>Foo

3. a. Lalgorithme permet de déterminer, par un
nombre réel positif a donné, la valeur entiere de x a

. 4
artir de laquelle <a.
P q X+2
b. - Pour a =-0,01, il affiche -1

>0>-0,01.

carvx> 4
X+ 2
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« Pour a =0,001, il affiche 3 998.

En effet : $> 0,001 <> x+2 < 4000 < x < 3 998,
« Pour a =107, il affiche 399 998.

En effet: $> 1075 <> x+2 < 400000 <> x < 399 998.

til Majoration et minoration

= +oo et |lim

X—>+oo

1.lim (X2 + x)

X—>+oo

lim f(x) =

X—>+oo

2

——) =0 donc, par somme,
X

+o0,

2.lim(x*+x)=0etlim (—g) = —oco doONc par somme
x—0 x>0\ x

x>0
im0~

x>0

x>0
_oo'

X+x)x-2 xX+x-2
X x
On cherche a et b réels tels que :

2.a.Pourx>0:f(x)=

X+x2-2=Kx-1)0*+ax+0b).
Ona:
x=-NM+ax+b)=x*+ax*+bx-x*-ax-0b
=x3+xa-1)+x(b-a)-b
Ainsi, par identification :
{a—1=1 - {0:2
b-a=0 b=2.
Onadoncf(x) = x=T)P) avec P(x) =x2+ 2x + 2.
b.<PourxdeR:
X+1P+1=x+2X+T1+1=x2+2x+2=P(x)
«Pourxdel0;1]:
Flx) = (x=1PKX) _ x=1)k+1)? 4 =1
X X X
———
<0

1)

donc f(x) < (-

, C'est-a-dire f(x) < 1

X X
-IIsufﬁtque:1—%<—104
1
— < -10001
x
1
—>10001
X
P
~ 10001
Donca = convient.
10001 <™
¢. - Pourtout xde [2; +oo[ :
x—£—1 _ X —x-2 _ x+MNx=-2)
X X X
doncx—£—1 Odoncx—g 1
X X

~141 -

« Ainsi, pour tout x de [2 ; +oo[, f(X) >
« Il suffit que x> > 10, donc x > 10°
Donc 3 = 10% convient.

>xX2+1>x.

i Histoire d'aires
a. - Le triangle HMP est rectangle en H.

Ainsi: S() MHXHP

« Dans le triangle rectangle OMHen H,on a:

_MH_ _OH _
= oM™ MH et cos(x) = oM™ OH

+Dans le triangle OMP rectangle en M,
om_ 1,
OP OP

« Ainsi, HP = 0P - OH =

sin(x)

cos(x) = cOP=

cos(x)’
1T _1-cos? (x)
cos(x) cosk) = cos(x)
_ sin?(x) sin3(x)

tS.(x) = .
cos(x) 0 2cos(x)
b. - Le triangle NIP est rectangle en /.
IP < NI

2
HP -

Ainsi, Sz(x) =

«IP=HP-HI= (Ol = OH) = HP - 1 + cos(x)

_ 1 - cos(x)

—cos(x) — 1+ cos(x) = cosl)

cos(x)

« Les droites (MH) et (NI) sont paralléles.

Le théoreme de Thalés assure que :

1-cos(x)
~cos(x)
sin*(x)
cos(x)

- cos(x)

NI IP

MH  HP

NI

_ _ 1-cos(x)
sin(x) B

sin?(x)

1 —cos(x)
sin(x)

. (1 =cos(x)?
Ainsi, 3, = 2 sin(x) cos(x)’

=0et le) 2cos(x) = 1 donc par quotient

<= NI=

C.. IX@O sin? (x)
Iy 5,0 =
rapproche de 0.

0. Quand x se rapproche de 0, l'aire S, (x) se

. IXimmgin3 (x)=1et Iim 2 cos(x) =
x<n/2

IlmS()

x—=>12 1

0* donc par quotient
x<n/2

+o0, Quand x se rapproche de— IalreS( )

devient infiniment grande.
ik
d.-. Pouer]O, 2[,

5.0 sind(x)
S,(x)  2cos(x)
(1-cos’(x))* _

(1-cos(x))?

2sin(x) cos(x) _ (sin®(x))?
(1-cos(x))? (1 - cos(x))>
((1 —cos(x))(1 + cos(x)))\2
1 - cos(x)

=(1+cos(x))>.
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S (x
I|m = —[im (1 + cos(x))?=22=4
x=>0§ (x) x=0
x>0 2 x>0

. X .
etlim =lim12=1.
x=>12 S (x) x—12
x<nf 2 X<1/2

e.-Pouer]O;% :

S
sm:zmxsm.
2 S (X) 1
lim S (1) 5, 1 donc par produit
0 1 5() 4 par p
I)ETOSZ(X) =0. Quand x se rapproche de 0, l'aire S,(x) se
0
?Spproche de 0.
S, .
XILrE/ZS1( X) = X—>/T5051( » = 1 donc par produit
X< X<
XILnn] S.(x) = +e0. Quand x se rapproche de; Iaire S,(x)

X<1/2

devient infiniment grande.

(%] Position relative

1. f(x) est défini, si et seulement si, x* + x -2 = 0.
Onremarque que: x>+ x—-2=(x-1)(x + 2).

Ainsi, f(x) est défini, si et seulement si, x & R\{-2; 1}.
2.a. - Pourtout xde R\{1;-2;0}:

L I B W 4
X x X X X x
f) = 2 = 1 2
21+ T+—-=
( X X X X
Ainsi, lim f(x) = —co et lim f(x) = +oo.
X—> -0 X—>+oo
b.
X —oo -2 1 +o0
[

x—1 - - 0 +
X+2 - 0 4 +
|
X+x-2 + 0 - 0 +
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Ilmx3 X -4x+5=-8-4+8+5=1

X—-2

I|mx +x-2= Oetllmx +x-2=0"

X— -2
x>-2 x< 2

Donc IiLn_f(x) =-oo et llim f( ) = 400,

xX— -2

x>—2 X<-2
Ilmx3 —-4x+5=1
I|mx2+x 2= 0+et||mx2+x 2=0".
x> 1 x<1

Donc lim f(x) = +eo et lim f(x) = —co.

x>1 x<1

3., G- 4x+5 | X+x-2
-0 +xX2-2x) | x-2
-2X*-2x+5

— (-2%2 - 2x + 4)
1

1

x21+x— 2

X+x-2
(x—2) estdu signe de x* + x - 2.

Donc f(x)
b.f(x)-(x-2)=
Donc f(x) -

HORHAL FLOTT AUTO REEL DEGRE HP n

Ainsi, f(x) - (x—2) >0lorsquexE]-o0; -2[U]1; + oo [
et dans ce cas, (%f) est située au-dessus de (A) ;

f(x) - (x—=2) =0 lorsque x =-2 ou x = 1, ce qui n'est
pas possible car f est définie sur R\{-2; 1};

=x-2+ (a=1=cetb=-2).

f(x) - (x-2) <0lorsque x&]-2; 1[ et dans ce cas, (&)
est située au-dessous de (A).
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m Dérivée d'une fonction

Activités dintroduction

Nombre dérivé, définition graphique
1.a.eth.

¢. Lorsque M se rapproche de A, (AM) se rapproche de
latangenteen Aa (€)).

d. On conjecture que f(0) = 2.
2. - On conjecture que (1) = 0.
« On conjecture que f/(2) =-2.

Nombre dérivé, définition
algébrique
-h>+h
h

b.limm=1.
h—0

La position limite de la droite (AM) est la droite de
coefficient directeur 1 tangente a la courbe de f.
[-(a +h)*+ 2(a + h)] - (-a*+ 2a)
h
_ -h*-a*-2ah+2a+2h+d*-2a
B h

=—h-2a+2.

l.a.m= =—h+1.

2.a.m=

_—=h?’-2ah+2h

B h
b.limm=2-2a.
La ’i)—f)osition limite de la droite (AM) est la droite de
coefficient directeur 2-2a tangente a la courbe def.
3.a‘.f(a+h)— f(a) _ 3(a+h)+1-Ba+1) =3

h h

Or lim (3) = 3. Donc f est dérivable en a et le nombre

h—0
dérivé de fen aest f' (a) = 3.

b gla+h)—-gla) _ (a+h)?=3-(a*-3) _ h*+2h
) h h h
=h+2a

~143 -

Manuel pages 175 a 192

Or I’jmo(h + 2 a) =2 a. Donc g est dérivable en a et le
nombre dérivé de gen aest g'(a) = 2a.

Vitesse moyenne, vitesse

instantanee
1 24
1.—xX981xt*=12 2=
5 981xt = 9.81
24
t:\/ ~1,56s.
R FYY >
2.y=d_12 ~7,67 m/s.
t 1,56
3.a.M:lx9,81(h+2).
h 2
b. lim - x 9,81(h + 2) = 9,81 m/s.
h—0 2

¢. En mathématiques, on parle de dérivée deden 1.
d(125+h)—d(1,25) 1

d. =—x9,81(h + 2,5).
h 5 ( )

lim % % 9,81(h + 2,5) = 12,26 m/s.

h—0

p, 40156 +h) —=d(1.56) _ 1 g0y h4312).

h 2
lim % % 9.81(h +3,12) = 15,30 m/s.
h—0

lien entre variation d’une fonction
et signe de sa dérivée

1.f(-2)=3;f0)=-0,5;f1)=0;f(2) =2
2.a.]-2;-0,75[ U]1;2,5[;1-0,75;1[.

b.

X -2 -0,75 1 2,5

['x) + 0 - 0 4
0.2 1,9

4

w | N

4 /
-1.5 -0.4
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m Dérivée d'une fonction

Savoir-faire

A a. Calcul du taux d'accroissement de f entre 2 et
2+h
fQ+h—-f2)  Q2+h>*-(2° h+6h*+12h
h a h B h
=h*+6h+12.

Or I’i]m (> +6h + 12) = 12. Donc fest dérivable en 2 et
— 0
le nombre dérivé de fen 2 est f(2) = 12.

b. Equation de la tangente au point d’abscisse 2.
y=Ff2)x—-2)+f(2)=12(x-2)+8=12x—-16.

BHa.r(1)=0;b.f(2)=2.

Ha fla+h)—f(a) _ (a+h)*-(a)?
’ B h

3 2 2
lim (h? + 3ah + 3a?) = 3a*

h—0
fest dérivable en a pour tout ade R et f(a) = 3a*

Ainsi la fonction dérivée de f est la fonction f* définie
sur R par f(x) = 3x°.

gla+h—gla a+h-Ja_  a+h-a
b. h " h hWa+h++a)
_ 1

" Jat+h+va

. 1 1
lim = .
N oVath+va  2va

g est dérivable en a pour tout a de ]0 + oof et
(a) =

g'la) = e

Ainsi la fonction dérivée de g est la fonction g’définie

sur]0 + oo[ parg(x) = L.

2x
T 1
pflath-fla_(a+h? a _a-(a+h?
h h ha? (h + a)?
_ —h-2a
"~ @ (h+a)
lim -h-2a :—2a:—72.
—oa’*th+a)? a @
fest dérivable en a pour tout ade [R* etf(a)= ;—3,

Ainsi la fonction dérivée de fest la fonction ' définie
* 7 _2.
sur R parf(x):?

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

) =14y —3 - T P S
Ma.f(x)=14x-3;  b.fx) RN
) = S Sy Sy~ 13
¢.f(x) = 2\/)_(, d.f(x) 5-20
L i) — . L) — X2+ 4x
e.f (x) =10(2x—1)*; f.f.(x) 12

i a. La fonction fest dérivable sur R comme somme
de fonctions dérivables.

Ainsi f(x) = — 2x + 2.

Donc f(x) >0 xE] —oo; 1[.

La fonction f est donc croissante sur ] — o 1[ et dé-
croissante sur] 1 + ool.

b. La fonction g est dérivable sur R comme quotient
de fonctions dérivables.

12x
(2 +x%)?
Doncg’x) > 0< x€10; +oo[.

Ainsi g'(x) =

La fonction g est donc croissante sur ]O ; + oo et dé-
croissante sur ]—oo ; O[.

i La fonction fest dérivable sur R comme somme de
fonctions dérivables.

Ainsi f(x) =3x>~3=3(x>~=1)=3Kx—1)(x+1).

x -3 -1 1 3
J'®

+ 0 -0 +
3 19
ad \ v
fx) / /
4
-17 -1

fadmet un minimum local égal a =1 pour x =1 et un
maximum local égal a 3 pour x=1.

Sur [-3; 3], le maximum global est égal a 19 et le mi-
nimum global a -17.

i La fonction utilisée est la fonction cube. 2,03 est
proche de 2.

L'approximation affine au voisinage de 2 sécrit :
fxX)=f2Q)x—2)+f(2)=12(x—2)+8=12x— 16.
Ainsi 2,03°~12x 2,03 - 16 = 8,36.
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Dérivée d'une fonction m

Enercices d’entrainement

Ha.f(1)=-3;b.y=—3x+1,5.

mf(—1 +h)—f(=1) _(=1+h)— (1)
h h
_h-3m2+3h
B h

=h’+3h+3.
lim(h>-3h+3)=3.

h—0
Ainsi fest dérivable en -1 et f(—1) =3.

d
12
n
10
9
s

C
6
5

D
4
3,
2
f
1
o
2 1 o 1 2 3 X 5 3 7 3 \ T i k) 5]

-1

(©p

BIA:y=—4x+3;B:y=3;C:y=2x.

Ma. [x 0 1 2 3 4
f(x) 0 5 25 0 5
f(x) 1 0 4 0 11

b.f(a)=0poura=1eta=3.
f(a)>0sur[0;1[U]13;4].
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23 fQ+h-f2)_1-h—(-1)_ -h _ 1
h h h(1-h) 1+h

IimL):L

h—o\1+h

Ainsi fest dérivableen2 et f(2) =1.
b f(O+h) —f(1) _ J3+h-43
' h Bl h

_ 1
T3+ h+43
lim _1 = 1
o3+ h++/3 2¢3
Ainsi fest dérivableen 1etf'(1) =

1

_ﬁ.
— 2. 2
fO+N=FO)_(2h+1)-1_ah'+4h_,, .
h h h
lim (4h + 4) = 4.

h—0

Ainsi fest dérivable en 0 et 7 '(0) = 4.

A4 a. Sommet (0 ; -5).
f(A+h) —f(1) _2(1+h)*-5-(-3) _ 2h? + 4h

b. h B h h
=2h + 4.

lim (2h + 4) = 4.

h—0

Ainsi fest dérivableen 1 et f'(1) = 4.
c.EquationdeT, :y=4x—-7.
f(2+h)—-f(2) _ 2(2+ h)>-5-3 _ 2h?+ 8h

d. h h h
=2h + 8.

lim (2h + 8) = 8.

h—0

Ainsi fest dérivable en 2 et f(2) = 8.
EquationdeT,:y=8x-13.

e. HORMAL FLOTT AUTD REEL DEGRE HP n

\_|

£ Equation de la tangente au point d'abscisse —1:
y=3x+2.

E Le nombre dérivé a gauche de 1 est égal a 2a.
Le nombre dérivé a droite de 1 est égal a 3.

Ainsi, il faut que a = % et b peut étre quelconque.
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m Dérivée d'une fonction

Tl a f(h) —f(0) _ (h—3)*-(-27)
’ h h
_ h*-9h*+27h-27 + 27
B h
=h?-9h + 27.

b.lim (h*-9h + 27) =27
h—0
Ainsi fest dérivable en 0 et f(0) = 27.

Al f(x) = 3x— 4x+ 3 ; < g'(x) = 2x— %x.
’ , 1
Al fx)=2x+ —— 2\/_ -g(x):1+;.
- ) = —Vx+ ZMX zz‘v?; g =4x+1
-11 -1
3 fl = ,' ° { =
&l - F0) = 5P g =",
-3
fx) =8(2x+1 «g'lx) = .
& U 9= =3
EHa. f(x) = 3x* + 6x — 9.
b. Equation de la tangente au point d'abscisse 1:
y=-3.
¢. Léquation f(x) = 0 a deux solutions : -3 et 1.
Les points ou la tangente est horizontale sont :
A(1;-3) et B(-3;29).
mf(a+h) —f(a) _mla+h) +p—(ma+p) :ﬂh:m_
h h h
lim (m) =m.
h—0

Ainsi fest dérivable en tout nombre réel a et f(a) = m.

EH Expression 1: f(x) = x*—
1+x

2x + 3 donc f/(x) = 3x*— 2.

Expression 2 : f(x) = —
1(1-x) - (-

A+x) 2
(1-x)7? -

donc f(x) = "ot T

I a. f(x) !

(1 +x)?
Equation de la tangente au point d’abscisse 0: y = x.

. 2
b. Etude du signe de f(x) —x= X _x=X

1+x T+x
Sur]-1; +eo[, f(x) —x < 0.
Donc la courbe est au-dessous de sa tangente.
(&

1
X)
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1M+x)-x2x) _ 1-x°

Ta-fo0 =" =1
b.Equation de la tangente au point d’abscisse 2 :
yo 3416

25 25°

¢. Léquation f(x) = 0 a deux solutions : -1 et 1.
Les points ou la tangente est horizontale sont :

Al-1 ;—%) et81 %)

EE 1. f, a pour dérivée f';
f,a pour dérivée f' ;
f,a pour dérivée f.
, b3-x)-(-1)(a+bx) 3b+a
2.a.f(x) = = .
= e (3-xp
. f(x) = .
b. f(x) B x?
c.Pourf,a=1etb=0;pourf,a=1etb=1;pourf,
a=0etb=1.

EF] a désigne un nombre réel de l'intervalle /.
T— (u+v)(a+h)—(u+v)a)
- h
_ul@+h)+v(a+h)-
h

u(a)—v(a)

_ u(a+h)—u(a) + v(ia+h)—v(a)
h h '
Or u est dérivable en g,
ul@+h)—-u (a)) —v@)
h

(v (a+h)—v (a))

h
Ainsi lim (T)=u’(a) + v'(a).
h—0
On en déduit que u + v est dérivable en a et que

(u+v)(@=u'(a+via).

donc lim (
h—0

De méme, lim
h—0

Ma.T= (uv)(a + h)— (uv)(a)
) h
_ula+h)via+h)-
h
b. En développant l'expression proposée, le résultat
est immédiat.

c. u est dérivable en g,

u(a)v (a)

donc lim (w) =u'(a).
h—0 h
De méme, lim (M) =v'(a)
h—0 h
De plus, lim (v(a+ h)) =v(a).

h—0

Ainsi, Ihim (M) =v(a)u'(a) + u(a)v’(a).
-0

On en déduit que uv est dérivable en a et que

(uv) (a)=u'(a)v (a) + v (a)u(a).
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Dérivée d'une fonction m

sn_—3R2x=1)  —-6x+3 _
m‘I'f(X)_()(Z—X—Z)Z_(XZ—X—Z)Z' - = !
3 1 I A
2.a.f(x)= = + . 1
xX=-2)x+1) x-2 x+1 \
bf’()— -1 1 Jx) X
T o2 ey
c -1 N 1 =—(x+1)2+(x—2)2
=22 (x+1? (x=23x+1)?
m X 0
_—X=2x=1+x-4x+4_ —6x+3 i = S
(x—2)2(x+1)? (x—x—2)* -

v
Ma.f(x\)=3x—6x+1. 19 /

b.Equation de la tangente au point d'abscisse 2 :

y=x-3
c. Etude du signe de f(x)— (x— 3). 48 p ] 0 T
Six=2oux=-1,lacourbe et la tangente coincident. re) - 0+ 0 - 0 +
Sur]—1;2[U]2;+ o[, f(x) — (x— 3) > 0. Donc la courbe B
est au-dessus de sa tangente. \ A \ 4
Sur J—oo ; =1[, f (x) — (x— 3) < 0. Donc la courbe est e (/ Q /
au-dessous de sa tangente. 1 1
M f(x) = 2x + 1.
Ha. X 18 0 32 . 1
f'x) - 0+ 0 - 0 + ! I D]
4 4 fx) - 0 +
PN / N\ / RN /’
* ‘ I~ 4
2L
4
b.
X -1 3 )
(%) + 0 - 0 4+ fx) = .
A Tf=4 0

< v : _

g / \4 / oo —
o

B(&Y / /

yor 1 Wxxix 3
B F(x) = Vx +x 2\/)_(—\/)—(+ > —2\/)_(.

X 0
m ' +

: - v
f'(.\‘ ) - 0 + f(.\' ) /
\ o

0
e N /

-3 fH a. f(x) = 3x2 + 6x = 3x(x + 2).

M a. f'(x) > 0 donc fest croissante sur R.

b. Sur ]% + oo[, f’(x) > 0 donc f est croissante ;

sur ]— oo ; %[ f'(x) < 0 donc f est décroissante.
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m Dérivée d'une fonction

b. ;

0 +

X

fx) 7 +

N

¢.ll'y a deux tangentes horizontales aux points
A(=2;3)etB(0;-1).

d. Equation de la tangente au point d’abscisse 1:
y=9x—6.

e

|
Wlolw

F a. f(x) = 4x3— 3x% = x*(4x— 3).

b.

X 0 %

f(x) - 0 - 0 +
256

4 a. L'équation x> + 1 = 0 n'a pas de solution. Ainsi la

fonction est définie sur R.

y 2x(x2+ 1) — x%(2x) 2x
b. f(x) = = :
W X2+ 1)2 (X2+1)2
X 0
[(x) - 0 +
N\ v

Jx) \\\* /

3 Maximum égal & 1 atteint pour x=1oux = -2 et

minimum égal a -3 atteintpour x=—10oux=2.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

L'(x) - 0+ 0 - 0 +

o \\ /4 \\* /4

Maximum local en 0. Minima locaux en -2 et 2.

£¥ Minima locaux : =14 et =3 ; minimum global : —14.
Maxima locaux:2; 11 et 15 ; maximum global : 15.

I F(x) = 2x — 2.
X 1
I'(x) - 0 +
’ v
N\
\.
F[E9) \‘ /
4

Minimum égal a 4 atteint pour x=1.
g'X) =3x%-3=301)

X -1 1
J'(x) + 0 - 0 +

5
4 <
J) // \. /
/ * s

Maximum égal a 2 atteint pour x = —1 et minimum
égal a -2 atteint pour x=1.

y 2x(x2=1) — x*(2x) -2x
f(x) = = .
= (21 (x2-1)
X -1 0 1
J'(x) + 0
v

Jx) / \\ Q

Donc fadmet un maximum égal a 0 et atteint pour x=0.

M a. B(x) = R(x)— C(x) = —2x3+ 15x% + 300x — 100.
b. B'(x) = — 6x% + 30x+ 300 = 3(=2x? + 10x+ 100).

X 0 10 50
B'(x) + 0
< 2400 N

B(x) / \
4
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Dérivée d'une fonction m

¢. Pour obtenir un bénéfice maximal, il faut que x=10.
Il faut donc fabriquer 10 000 chargeurs.

B(10) = 2 400.

31 1. fsemble croissante sur [-10; 10].

2.a.f(x) = 3x*- 0,03 =3(x2-0,01).
x .10 -0, 0,1 10
['x) + 0 - 0 +

19 /4 * /4

b. La conjecture est donc fausse.

3. Maximum égal a 0,002 atteint pour x =—0,1 et mini-
mum égal a -0,002 atteint pour x=0,1.

Ha.f 4(x> + 3)— 2x(4x+1):—4x2—2x+12
(x> +3)? (x2+3)2 °
x 4 -2 % 4
J'x) -0+ 0

1% \

3
2

¢. Minimum global égal a -1 atteint pour x = — 2.

b. Maximum global égal a g atteint pour x =

Ha.
m saAisal PLETT GIFE WPTL BEQER Wi n

FEMETRE
Xmi = =i
Fagxad
ABrage]
Wmimm =43
LT T
Yarad=lo
argan]
ad=, ORI E

Pt Trace=l, DEDEDEDEDEDEDE

On conjecture que f admet un minimum égal a —40
environ et atteint pour x = 3.

b. f'(x) = 3x>— 3x—18.
c. x -4 2 3 4
f'x) 0 +
Jx) / \ /
16 40 5

d. Minimum égal a —40,5 atteint pour x = 3.
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Rx+DXx+2)=-10%+x+2)

B0 = (x+ 2)°
_ X°+4x _ x(x+4)
C(x+2? 0 (x+27
X -1 0 1
i) - 0+
2 4
; <3
J[EY) /
4
1

Minimum local et global égal a 1 atteint pour x = 0.
Maximum global égal a 2 atteint pour x = — 1.

230 230 \, 52900R
Li(R) = -P(R) =R 2 ,
Ha.itR) =7 pi PRI= (10+R (10 + R)?
2 __

b. p(R) 52900010 + R~ 52 900[2R(10 + )]
(10+R)*

(104R) - 2R 10-R
—5290010+RI=2R _ 5594 .
(10+R)3 (10+R)?
R 0 10
P'(R)

P(R) / 4 \ Q4

¢. La puissance P est donc maximale pour une résis-
tanceR=10etP(10) =1 322,5.

M3 f'(x) = 3ax? + 2bx — 2.
f(-1)=0<3a-2b-2=0;

f-1)=2< -a+b-2-3=-2<-a+b-3=0.
Le systéeme obtenu a pour solutions:a=8etb=11.

Ma.f 1.9

=f((0)(x—0)+ f(0) = —x + 1.
(1 +x)?’
b. 0,992 =1 — 0,008 ; ainsi ! =f(—0,008)
0,992
1
+1=1
et donc 0992 = =~ —(-0,008) ,008.

¢. La calculatrice donne 1,008064. Lapproximation est
donc trés bonne.

Ma.e f)=214+x);:f0)=2x—=0+1=2+1;
f(X)=3(1+x)2;fX)=3x—0)+1=3x+1;

o) — 1 1
.f(x)_ZW f(x)~2(x 0)+1= 2x+1
O R SO ~_
-f(x)—(H_X)Z, fX)==-1x—0)+1=—-x+1.

b.A=(1+0,005%=1+2x0,005=1,01;
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m Dérivée d'une fonction

B=(1-0,003)>=1+ 3 x(-0,003) = 0,991;

C=+v1-0,004=1+ % % (—=0,004) = 0,998 ;
1

D = m =1- 0,007 = 0,993
_ 2+xX
[ flx) = I
v (1T+x)*=21+x)Q2+x) _ -3-x
Fl = (14 T 00

Orf(0)=-3etf(0) =2,
doncfix)=—3(x—0)+2=-3x+2.

N =1(0,001) =—3(0,001) + 2 = 1,997.

Se tester

1 1. Vrai ; 2. Vrai; 3. Faux; 4. Vrai ; 5. Faux ; 6. Vrai;
7. Faux.

£ 1. Vrai car f'(x) > 0.
2. Faux.car f'(x) > 0.
3. Vrai.f'(3) = 2.

4, Faux car f'(x) > 0 et donc le coefficient directeur de
la tangente ne peut étre égal a-1.

4, Vrai car f'(x) s'annule en 1 et change de signe.
5.Fauxcarf(0)>f(3).

tF11.a;2.¢;3.b4.c;5.c

1. ¢.f(x) =203x—4) +3(2x—5) = 12x — 23.

exercices d’approfondissement

A Parabole
a.f(x)=ax*+ bx+c.

Par lecture graphique, f(—1,5) =f(1,5) =0 et f(0) = 9.
On en déduit un systeme d’inconnues g, b et c. Ainsi,

fix) = —4x> + 9.
b. S(x) =f(x) + x=—4x* + x+ 9.

SX)==8x+1;Sx)=0< x= 1 e,t dans ce cas,
1\ _

f(g) — 143,

tf] Une inégalité

a.fx)=n1+x"""=n=n[(1+x"'=1].
Surf0;+oo [, T4+x3> 1= (1+x)""1 > 1. Ainsif(x) > 0.
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b. f(0) = 11—0 —0,1etf(0) =5,
doncfix)=0,1x—0)+5=0,1x+5

V25,02 =(0,02) = 0,1(0,02) + 5 = 5,002.

A la calculatrice, on trouve 125,02 = 5,0019996.

oy 202+ 1) —2x(2x) =202 -1)
2.a.f(x)= X2+ 1) = e
3.a.f(x) = 2x.

X 0
e +

-0
59 \* / 7

4.b.fX)=2(1+x);fx)=2x—=0)+1=2x+1.
5.a.f(x)=3x*—2x—1.

X

) < 0 - 0 o+

Donc sur]1; +oof, f(x) > 0 et f est croissante.

X 0 +o0

I'x) 0 +

v

0

Ainsi f(x) > 0etdonc (1 +x)" > 1+ nx.

c. Equation de la tangente au point d’abscisse 0: y = 0.
Or fix) > 0, donc la courbe de f est au-dessus de la
tangente.

21 Deux maniéres de dériver
a.- (X=1P2x+ 30 =0 -3x2+3x-1)(4x* + 12x + 9)
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Dérivée d'une fonction m

=4x° 4+ 12x* + 9x3 — 12x* — 36x3 — 27x2 + 12X° + 36X?
-27x-4x*-12x-9

=4x° - 15x3 + 5x* + 15x - 9.

« f(x) = 20x* — 45x* + 10x + 15.

b.5(x-1)?(2x+ 1)(2x + 3)
=(xX*-2x+ 1)(4x*+ 6x + 2x + 3)
=(5x2 - 10x + 5)(4x> + 8x + 3)

= 20x* + 40x3 + 15x? — 40x3 — 80x2 — 30x + 20x?
+40x+ 15

=200~ 45, + 10x+ 15
= ).

3 =122x+3)2+4(x-1)3(2x+3)
=30 -2x+1)(4x*+12x+9)
+ 403 -3x*+3x-1)(2x + 3)
=(B3x*-6x+3)4x*+12x+9)
+(Ax3-12¢+12x-4)(2x + 3)
=12x*+ 363 + 27x2 - 24x3 — 72x* = 54x + 12x°
+36x + 27 + 8x* + 123 — 24x3- 36x?
+ 24x* 4+ 36x -8x - 12
=20x* - 45x% + 10x + 15 = f'(x).

c. Létape 3 peut servir a étudier le signe de f'(x) et
donc les variations de f.

i1 Colit marginal
1.a.C(100) =101 000; C(101) =101 099.
b. C(101) — C(100) = 99.
2. Cm(x) =Clx+1)-Clx)

=[2000 + 100(x + 1) - 0,001(x + 1)?]

- [2000 + 100x — 0,001x%]
=2000+ 100x + 100 - 0,001x 2 - 0,002x —0,001
—-2000 - 100x + 0,001

=99,999 — 0,002x
Cm(x) =99,999 — 0,002x; C'(x) = 100 — 0,002x.
3.a. ('(x) =100 - 0,002x, donc C'(x)-C (x) =0,001;
b.C(100) —C_(100)=0,001.

tf] Rectangle ou carré ?
On note Z la largeur du rectangle.

XXZ =100 < £ =%
100

Ainsi P0) = 20x-+ £) = 2[x + M)
X

b.P) =2(1-12) =2~ ]%)

X2
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X 10
['x) - 0o+

<

19 \* /

La fonction P admet donc un minimum pour x = 10,
ce qui donne une largeur égale a 10. Le rectangle est
donc carré.

fI] Minimum global

2 X+ -1

Lafly=1- S5 =" =0

b.

X -1+V2
I +

-0
fx) \* / 7

Donc fadmet un minimum en x = -1 + /2.

2.a.b.
2 mx?+2mx+m-2
3.a.f(x)=m- =
) (x+ 1) (x+1)?
L'équation f'(x) = 0 n'a qu'une solution positive :
X = -2m ++8m

! 2m

X, =1 @\/8m:4m©8m:16m2©m:%

[l Une fonction bornée

a. x> + 2x + 5 n'a pas de racine car A < 0, donc f est
définie sur R.

Jim f(x) = im f(x) = 0.
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m Dérivée d'une fonction

NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n

4(x* + 2x—3)

b. ) = (2 +2x+5)?

X -00 -3 1 +o0

) + 0 - 0
4! <’
i / \A v
0 -1

Minimum global égal a -1 atteint pour x = 1 et maxi-
mum global égal a 1 atteint pour x = -3.

+

[H Tangente de direction donnée

_ 2 _
a.f,(x)=(4x+m)(x+3) 12x2+mx—7)
(x + 3)?
=2x2+12x+3m+7
(x+3)?

b.f'(—1):l©3m_3:l©m:i

4 4 4 3

1 3m+7 1 10
of'O = - —_— = =——
C () 3@ 9 3(:)m 3

[E] Tangente perpendiculaire
(D,) a pour équation y=—x+ 2 eta donc -1 pour coef-
ficient directeur.
Fx) = (2x+mx-1)=-10+mx+1)
(x=1)

X =2x-m-1

S x=1)2
(D,) a pour coefficient directeur f'(2) = -m — 1.
(D)) et (D,) sont perpendiculaires si :
m=-ND=1N=-T)<m=-2.

[ Vitesse moyenne

1. On note d la distance entre les deux villes. L'équa-
tion horaire se traduit par:

d d_2d _100x

——+ =" ov= .

50 x v x+50
5000

2.a.vix) = .

2V =t s0p
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x 0 90

v'(x) +

450

> 7
V(x) /

0

b. Le maximum est d’environ 64,3 km/h. Il est donc
impossible d'atteindre 75 km/h.

¢. La vitesse maximale est atteinte pour x =90 et elle

est de 4;—0 km/h.

[ Distance entre deux courbes
a.b.

(o)

()

On conjecture que la longueur MN est maximale pour
x=1.
2.a.hX)=—xX+x>+x+2;h'X)=-3+2x+1.

x 0 % 1 2

h'(x) - 0 + 0 -
2 3
\ ol \
hi{x) /
. <
27

b. Maximum global atteint pour x = 1.

[T] Etude d'un signe

1. NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP I:I
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Dérivée d'une fonction m

2.a.P'(x) =3x—4x+ 1.

x 0 % 1 4

1) + 0 - 0 o+

_ 131 31
4
\_/

27
J /4
s
P est croissante sur [1;4]et0 & [-5;31]doncily a
une valeur d'annulation dans cet intervalle.

NORMAL FLOTT AUTOD REEL DEGRE HMP
APP SUR + POUR aTbl

RS ST SIS Y SN SUSY NN ST
(00 ~J ~J 0" O" U U1 O O G L)

c.24<a<2,5.
d. X 0 a 4
P(x) - 0 +
f] Un probléme d'optimisation
2 —
a. (D= VX+T;t() = VX4+ L 48".
b. t'(x) = —X 1 x4
) 42 +1 8  8YxX+1
_ 3x2 -1
82+ 1(2x+ V2 + 1)
X 0 % 4
fx 0 +

9 \‘ / ¥

¢. Le temps minimum est atteint lorsque
1

(D= Wl =~ 0,577 km et dans ce cas,
1\.3+43 _ _ .
t(ﬁ) =783 - 0,72 h =43 min.

Fonction polynéme du quatriéme degré

a. NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n
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b. P’ (x) =4 x>+ 6 x> 24 x + 14.
P'X)=12xX+12x—24=12 (x* + x— 2).
C.

x -5 2 1 5
P + 0 - 0 o+
54 544
<
P / \ v
e
216 0
d x 3.5 5

[T] Tangente passant par l'origine

a. NORMAL FLOTT AUTOD REEL DEGRE MP n

3
(x—2)*
cy= 3 X+—m2—2m+2
Ym0 w2
d. Pour que la tangente passe par l'origine, il faut que
-m?>-2m+2
(m—2)?
Deux solutions :

m=-1-+3;T :y=

b. f'(x) =

=0, soit—-m*—2m+2=0.

1 )
4+ 23 X

1
423 ©
fIl Approximation affine
a.f’ (x) =8x;g(x) =160x—1597.
b. e(x) = 4x>— 160x + 1 600 = 4(x — 20)>.
¢.f{20,001) = 1 603,160 004 ; g(20,001) = 1 603,16 ;
e(20,001) = 0,000 004.
¢.f(20,000001) =1 603,16 ; g(20,000 001) = 1 603,16 ;

€(20,000 001) = 4x 10~ " : erreur commise par la cal-
culatrice.

Le probléeme est di aux arrondis d'affichage.

m=—1++3;T:y=

fT] Diamétre d'une bille

1. Le diamétre du verre est de 10 cm,
donc0 < d< 20.
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m Dérivée d'une fonction

3
Volume de I'eau : 501 ; volume de la bille ng

Volume dans le deuxiéme cas:

nd® 5
?+50n 25nd < &® —150d + 300 = 0.

2.a.f"(x) =3x>— 150 = 3(x >— 50).
x 0 V50 10
I -0+
300 200
<
Jx) /
4 _
300- 100 V50

f est décroissante sur [0 ; v/50]. De plus f(0) > 0 et
f(\/50) < 0. Ainsi I'équation f(x) = 0 a une unique solu-
tion dans [0;10].

c.a=2,05.
3. Le diameétre de la bille est environ égal a 2,05cm.

fH Tangentes paralléles

a.f'(x) = —%_; g'(x) =4x—6.
—Xl:4x—6©4x3—6x2+120
b4( )—6( J'+1=0.

43— 6x>+1= (x— %)(4x2— 4x —2).

Il'y a trois valeurs de x pour lesquelles les tangentes
1 1-v3  1+43
sont paralléles : > 5 et >

fE] Tangentes communes a deux courbes
1.

2.a.fx)

b.g'(x) =
Par identification, on obtient le systéme.

=2x—4;y=Q2a-4)x—-a*+3.

2x+2;y=(2b+ 2)x— b*—
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Prolongement par continuité

a.g2)=3<4a+2b-7=3<2a+b=>5.
b.f(x)=2x—1;9g(x) = 2ax + b.

f(2)=g'(2) < 3=4a+b.

ca=-1;b=7.

d. On trace (€1) et (€g) et on observe que les deux
coincident en A et possédent une tangente commune
en ce point.

fH Deux points, une méme tangente
1.fX)=— 43 +4x + 1.

a.y=x

b.f(x)=1< -4 +4x=0 < — 4x(x>—
[l'y a trois solutions: —-1;0et 1.

Mais pour x =1, I'équation de la tangente est: y =x + 1.
Pour x = 0, I'équation de la tangente est celle de (T) :
y =X
2.a.f(x)—f'(m)

1)=0.

—4¢ 4+ 4x 4+ 4m? — 4m.

—40=m* —x+m)
—4x-mK+mx+m?—1).
b.f(x)—f(m=0=x=mouxX*+mx+m?*-1=0.
Or x # m. Ainsi I'équation x> + mx + m> — 1 = 0 doit
avoir au moins une solution.

c.A>O=>—3m2+4>O:—\/§<m<\/§.

i Relativité
1 1 1-vJ1-h
1. fO+N=fO)_ 1-h VT _ +T-h
h h h
_1-1-h_ 12— (1-h)
hWT=h =~ hT=h(1+1-
1
T VT=h(1++T=h)

Doncllm 1 l
AN\V1T+h(1+1+h)! 27

Ainsi fest dérivable en 0 et f(0) =
b. f( ) ~5X+ 1.

1
2

2. Pour des vitesses v trés inférieures a celle de la lu-

miere, Vst proche de 0, donc x = v est proche de 0.
Ainsi, d%pres le 1.b., ¢

C

E=(fx)—1)mc* = %xmc2 = %mvz.
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Dérivée d'une fonction m

Problémes

f¥] La « sorciere d'Agnesi »
1.

2. a. Equation du cercle : x> + (y — 2)* = 4.

X;=m=>(y,— 2)>=4—m?. Ainsi, on a deux solutions :

Y,=2—VA-m’ety,=2+\4-m’

, _" _ 2
b. Equation de la droite (OB) : y = Wx.
hsy =AM
Ve < 2+Va—m
Wy Ty —y — 4m
c.yD—yB—2+\/4—m ,XD—XC—m.
-128x
3.a.f(X)=——————.
) (X2 +16)?
X 0
[

+ 0 -
4
w | 7N\

b. Maximum global égal a 4 atteint pour x=0.
C.
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ff] Méthode d’Euler
Partie A
1.a.M(0;1); b.y=-2x+1.
2.a.M.(0,50); b.y=-1,75x+0,875.
3.a.M(1,-0,875); b.y=-0,875.
a.M (1,5, -0,875); b.y=3,25x-5,7.
a.M,(2,08); b.y=8x-15,..
4,

25

(Cy)
2 4
1.5
MO
4
0.5

Partie B
a.etd.

14 15 16 17 18 19 20 21

b. En cellule A4, on a saisi la formule « =A3+1 ».
En cellule B4, on a saisi la formule « =A4*$BS$1 ».
¢. En cellule C4, on a saisi la formule

« =C3+B4*(3*B4/A2-B4-2 ».
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[E ttude de fonctions usuelles

Activités d'introduction

Fonction paire — fonction impaire
1.a.M'(-x;y). b. M"(—x; -y).

S L R V)
7\# . 4%1 - :l- = '
! —1— -
1 |
- i of & X 2
S i S (
« M'(=x; f(-x)).
() = (1),
b. A . (‘G]
T [ T ::7:[- = i |
I
T
- | { * |
i f =t
] e |
M !
« M"(=x; f(=x)).
o f(=x) =-f (x).

Symeétrie d’une courbe par rapport
a un point
1. a. La courbe (¢) semble symétrique par rapport au
point A(2; 1).

bPour% <hg 3ona2+; <2+hg2+3

doncé 2+h < 5a|n5|2+hE[2 Slet2+he& 9.

<Si2+he % alors:
—soit2+heE [—1 %] cest-a-dire-1<2+h< 3.

2’
—%<—2—h<1;4—%<4—2—h<4+1;

N [

<2-h<g5,donc2-hey;
—>soit2+h€[§;5], c’est—é—dire%<2+h<5;

E
2[
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-5<-2-h<g-

Manuel pages 193a 210

;_1 <2_h<il

4-5<4-2-h<4- 5

donc2-heE 9.
c.+M'(1;0)carA(2; 1) doit étre le milieu de [MM'] ;
M'(6 2);
M'(2 1;1 2-f(2+h)).
d. (€) est symétrique par rapporta A(2; 1).
siM' € (6), cest-a-diresi,f(2-h)=2-f(2+h);
c'est-a-diresif(2—h)+f(2+h) =
2, a. 9 est symétrique par rapport a a a condition

gue, pour tout nombre réel h tel que a+ h € 9, on
aa-he9p.

b. Pour tout htel quea+ h&e %,
fla-h)+f(a+h) —b
5 .

Asymptotes paralléles aux axes
du repére
1. a. On conjecture que:
Schéma 1 'Iimf( )— ;
Schéma 2 : I|m f(x)
Schéma 3: I|m f(x)
Schéma 4 : I|m f(x)

X—)oo

b. @ | /\u ' ‘ @
| b
P VAR
—H (6 /a=_1 1\]; i >
O \|
0 17/,M = \(%a)‘

Cette courbe (€) ne
posséde pas

N[

Cette courbe (6) possede
une asymptote en +oo
d’équation y = 2. d’asymptote en +oo,

HENEEE @W’M\‘
Ve e

: (6) a4-3 o] 1
af2

Cette courbe (€) possede
une asymptote en +co
d’équationy =-1.

Cette courbe (€) possede
une asymptote en +eo
d’équationy = 1.
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ttude de fonctions usuelles [E

Une courbe (€) représentative d'une fonction f pos-
sede, en +oo, une asymptote déquation y = b lorsque
)I(immf(x) =b.

2. a.On conjecture que:

Schéma 1 )I(lm f(x)=—o0;

Schéma 2 :)I(mx f(x)=+4oo;

Schéma 3 !{I_f)T;I x)=f(2)=4;

Schéma 4 :)I(ig]3f (x) = —0 et )I(im3f(x) = oo,

x<-3 x>-3

P / \,
1 on a3 \1 >
\(f@)'

M 0]

AR AREE N

Cette courbe (€) possede  Cette courbe (€) posséde
une asymptote en 1 une asymptote en -1
déquationx=1. déquation x =-1.

‘ ® @

\(@)}M\‘
I
\M p 1 -
@) a3 ol 1
# as2 »

N '
masia

Cette courbe (6) ne posséde Cette courbe (€) possede

pas asymptote en 2. une asymptote en -3
d’équation x = -3.

Une courbe (€) représentative d'une fonction f pos-

séde, en g, une asymptote d’‘équation x = a lorsque :

LimJ f(x) =—o0 Ou que IXLma f(x) = +oo.

Les fonctions cosinus et sinus

1.a.ac.
0 mA2 ™ 3/2 2m STy 2 1

//2 —2m 32 Bl -2

d. On conjecture que:

« la fonction cosinus est paire ;

« la fonction cosinus est périodique de période 21 ;
- le tableau de variation sur [0 ; 1] est le suivant :

-157 -

X 0 n

-1

2. Le domaine de définition de la fonction cosinus est
R.

« R est symétrique par rapport a zéro ;

pour tout x de R, f (—x) = cos (—x) = cos (x) = f (x).
Donc f est paire.

«Pourtoutxde R, x+2nER;

de plus, f (x + 2m) = cos (x + 2m) = cos (x) = f (x).
Donc f est périodique de période 2m.

« Puisque, pour tout x de R, f'(x) = - sin (x), pour tout
xde[0;n], f'(x)=-sin(x)<0;

donc f est décroissante sur [0 ; .

De plus, f(0) = cos (0) = 1 et f () = cos (m) =-1.
D'ou le tableau de variation ci-dessus.

3.

On conjecture que :

« la fonction sinus est impaire ;

« la fonction sinus est périodique de période 2 ;
« le tableau de variation sur [0 ; m] est le suivant :

X 0

n
2
1

inx / \ 0

0

2. Le domaine de définition de la fonction sinus est [R.
« R est symétrique par rapport a zéro ;

pour tout x de R, f (—x) = sin (=x) = = sin (x) = —f (x).
Donc f est impaire.

«PourtoutxdeR, x+2mneR;

de plus f (x + 2m) = sin (x + 2m) = sin (x) = f (x).

Donc f est périodique de période 2m.

« Puisque, pour tout x de R, f'(x) = cos (x), pour tout x
de [0; ], f'(x) = cos (x).
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[E ttude de fonctions usuelles

Or, cos (x) >
sur [O ] et cos (x) < 0 pour x € [%
decr0|ssante sur [E;H]'

> 0 pour x € [0; /2], donc f est croissante
; n], donc f est

Savoir-faire

E]l R est symétrique par rapport a zéro.

Pour tout xde R, f(=x) = 2(-x)* + 1 = -2x* + 1 donc
f(=x) = f(x) et f(—=x) #—f (x).

f n'est ni paire, ni impaire.

A [-1; 1] est symétrique par rapport a zéro.
Pour toutxde [-1, 1], g(-x) = (—x)* -3 =x* -3 = (x).
f est paire.

E R est symétrique par rapport a zéro.
Pour tout x de R, f (-x) = 5(-x)> — (x) =
f(=x) = f(x) et f (—x) = —f (x).

f n'est ni paire, ni impaire.

5x? + x, donc

I R\{0} est symétrique par rapport a zéro.

Pour tout x de R\{O}, f(=x) = 3(=x) -

f(=x) =~ (x). X
f est impaire.

=-3x+ 1 donc
X

E2 Pour tout nombre réel h tel que2+h€&[-2;6],0n
a -2<2+h<6; -6<-2-h<2;

4-6<4-2-h<g<4+2; -2<2-h<6,
donc2-h&[-2;6].

De plus,
fQ-h)=Q2-h-23+5=(-h)*+5=-h>+5
etfQ+h)=Q2+h-2>3+5=h>+5.

fQ-h)+f2+h) _-P+5+h+5 _5

2 2 '
Finalement, (6) est symétrique par rapport au point
A(2;5).

Ainsi,

1 Pour tout nombre réel h tel que -3 + h€[-6; 0], on

a: -6<-3+h<0; <3-hg6;
-6+0<-6+3-hg-6+6; -6<-3-h<0
donc-3-h&E[-6;0].
De plus,

_ 3 _ 3 _3
M= G s~y he

3 3

tf(-3+h)=——-=—
etf(=3+h) (-3+h+3)* h?
Ainsi, f(-3-h)=f(-3 + h),

Finalement, (6) est symétrique par rapport a la droite
(A) déquation x = -3.
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De plus, f(0) = sin (0) = 0 et f (m) = sin (m) = 0.
D'ou le tableau de variation ci-dessus.

i lim f(x) = —o et lim f (x)
§<3 §>3

x = 3 est asymptote a (€).

A lim f () = lim 2% = 7 et lim £ (x) = 7, donc (A)

X—>-00 X—>to0 ) X—>+o0

= +o0, donc (A) déquation

d’équation y = 7 est asymptote a (€) en —oo et en +oo,

B lim £ (x) = lim =% = -1 et lim f (x)

X— -0 X—> -0 X
d’équation y = —1 est asymptote a (€) en —oo et en
+o0,

= -1, donc (A)

i1 a. On conjecture que (A) est asymptote oblique a
(‘6) en +oo.

b. lim f (x) - (~x + 3) =lim 7-x

X oo X=ieo X+ 3
_x2 _
— lim x 7-x +(x 3)(x +3)
X=ie X+ 3 X+3

+x-3

i 7-x*+x*-9
=|lim————=2—==

X=de x4+ 3
Ainsi, (4) d'équation y =
a (€) en +oo,

-x + 3 est asymptote oblique

Ha.SixER,alorsx+nER.
Pour tout x de R,

f(x+m) —cos( (x+m+ )
f(x+m) —cos(2x+2n+ )

f(x+m=cos (2X+§).
Ainsi, f (x +m) = f (x).
f est périodique de période .
b..Sixe R,alorsx+£€ R.
- Pourtout xde R,

2m\ _ 2n
g(x+?) =5 cos (3(x+ )—n)
2n 2n
g(x+?) 5 cos (3x+3 x? n)
g(x+2?") =5cos(3x+2m-m)
g(x + 2—") =5cos (3x-m)
Ainsi, g|x + 2?") =g(x)

g est périodique de période 2?"
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c.-SixeER,alorsx+ 10m e R.

« Pour tout xde R, h(x + 10m) = —sin (%
hix-+ 10m) = - sin (X + 127 4 3)
575

h(x + 10m) = - sin (§+2n+3):—sin (§+3).

Ainsi, h(x + 10m) = h(x).
h est périodique de période 10.

fHa.-SixER,alorsx+mER.
« Pour tout x de R,

f(x + 2m) = 3 cos (2(x + ) —g)
=3 cos (2x+2n—§)

=3cos (2x- E)
=f(x).
fest donc périodique de période .

b. Pour tout x de R, f'(x) = -3 x 2 sin (ZX‘ g)
=-6sin (2x- ).

f'(x) > 0 lorsque sin (Zx— %) <0,

c'est-a-dire lorsque -1 < 2x—g< 0;
m m m m
—-nL<2X<0+—; —<Xx< =

Exercices d’entrainement

Parité, périodicité
Bl @ festnil'un, nilautre. @ fest paire.
@ fest paire. @ fest paire.

® fest nil'un, ni l'autre. ® fest impaire.

iF] @ g est périodique de période 2.
@ g n'est pas périodique.

@ g est périodique de période 3.

@ g n'est pas périodique.

d11. a.

+3)

n

ou lorsque m < 2x — 3 L 2m; §+n<2x<§+2n;
21 M
3 S S5

JE——

De méme f'(x) < 0 lorsque sin (2x — g) > 0, clest-a-

direlorsque0<2x—g<n; g+0<2x<n+g;
m 4n m 2
SS2X< —<x<
3SYS3 6 SX<3
D’ou le tableau de variation :
X 0 m 2n m
? %
f'(x) + (I) - (I) +
3 3
i / / 2
X
3 3
5 _
b. | x 5 4 -2 0 4 5
3
w NS
-2—>-2 0 -2 —>-2
2.a
b. | x 5 4 2 2 4 5
2—»2 3
f(x) \ / \
-3 -2—»-2
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A a. Dans le cas ol fest paire :

_{2x+Tpourx>0
f(X)_{—2x+1 pour x < 0.

b. Dans le cas ou f est impaire :

_{2x+1pourx>0
f(x)_{Zx—1 pour x < 0

A a. Dans le cas ol fest paire :
(—4x-5sixE[-3;-1]
3six&[-1;0]
3sixe[0;1]
\(4x-5sixe(1;3].

b. Dans le cas ou f est impaire :
(4x+5sixE[-3;-1]
3sixe[-1;0]
-3sixe[0; 1]
\4x-5sixe(1;3].

f(x) =<

f(x)=+

FE] « La fonction carré f: x — x2.

Son domaine de définition R est centré en zéro. De
plus, pour tout x de R, f (—x) = (—x)? = x> = f (x), donc
f est paire.

- La fonction cube f: x — X.

Son domaine de définition R est centré en zéro. De
plus, pour tout xde R, f (—x) = (-x)* = —x3 = -f (x), donc
f est impaire.

- La fonction racine carrée f: x — +/x.
Son domaine de définition [0 ; +eo[ n'est pas centré en
zéro, donc f n'est ni paire, ni impaire.
L 1
« La fonction inverse f: x — —.
X

Son domaine de définition R* =]—oc0; O[ U ]0 ; +oo[ est
centré en zéro.

De plus, pour tout x de R*, f (-x) = LI —f (x),
donc fest impaire.
« La fonction valeur absolue f: x +— |x|.

Son domaine de définition R est centré en zéro.

De plus, pour tout de x de R, f (—x) = |-x| = |x| = f (x),
donc fest paire.

a. 9 = R* est centré en zéro.
Pour tout x de R*,

f(=x)=(-x) - (2) =-X+ % =—f (x). festimpaire.

b. % = R est centré en zéro.

Pour tout xde R,

f(=x) = -4(-x)* + (-x) = 4x* - x = —f (x). f est impaire.
¢. 9 = R est centré en zéro.

Pour tout x de R,

f(=x) =3(—x)?+ 1=3x2+ 1 =f(x). fest paire.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

d 9= IR\{%} n'est pas centré en zéro, donc f est ni

paire, ni impaire.

e. % = R est centré en zéro.

Pour tout xde R,
f(=x)=5(=xP-(=x)+1==-5x3+x+1,

donc f (—x) # f (x), f n'est pas paire et f (-x) = —f (x),
f n'est pas impaire.

f. 9 = R* est centré en zéro.

Pour tout x de R*,
flon =301 =31 321 Goncfin 2 (),
-X —X X

fn'est pas paire et f (—x) = —f (x), f n’est pas impaire.

g. Y = R est centré en zéro.

Pour tout x de R,

f(=x) = (=x) |(=x)| = =x |x| = —f (x). f est impaire.

h. % = R est centré en zéro.

Pourtout)ide IF{, "
2|(=x) 2|x

f — = = =

(=) (=x)?+1 x*+1

f (x). fest paire.

A3 . La fonction cosinus f: x — cos x.

9 = R est centré en zéro.

Pour tout xde R, f (—x) = cos (—x) = cos x = f (x).

f est paire.

- La fonction sinus f: x — sin x.

9 = R est centré en zéro.

Pour tout x de R, f (=x) = sin (=x) = = sin x = =f (x).
f est impaire.

- La fonction tangente f: x +— tan x.

9 = R\{% +kn/ke Z} est centré en zéro.

Pour tout x et 3, f (—x) = > (=) _ _sinx _ —tanx
cos (—x) CoS X

=—f (x). festimpaire.

A a. fest paire ; b. fest impaire ; c. f est paire ;
d. fest ni paire, niimpaire ; e. f est ni paire, niimpaire ;
f. festimpaire ; g. f est paire ; h. fest paire.

F¥] a.m est la plus petite période de f.

b. Tous les multiples (non nul) de m sont des périodes
def:2m, 3m, 4m...

28|
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] « Pour tout xde R, x + 2 € R et cos (x + 2m) = cos X.

Donc la fonction cosinus est périodique de période
2.

« Pourtout xde R, x + 2m € R et sin (x + 2m) = sin x.
Donc la fonction sinus est périodique de période 2m.

-Pourtoutx¢%+kn,kEZ,x+n¢g+k'n,k'EZet

sin(x+m —sinx
tan (x+ 1) = ( ) =
cos(x+m —cosx

Donc la fonction tangente est périodique de période m.

=tanx.

Eﬂa.ébf: R.Pourtoutxde R, x+mER
etf(x +m) =sin®(x + m) = [sin (x + m)]?> = (- sin x)?
=sin’x doncf (x + m = f(x).
f est périodique de période .
b.%.=R.Pourtoutxde R, x+2n€R
etf(x+2m) =x+ 2m + cos (x + 2m) = x + 21 + CoS X
= f(x).
f n'est pas périodique de période 2.
¢.,=R\{J +n kEZ}
Pour tout x de &, x + % ¢ 9, donc f n'est pas pério-
dique de période %
d. % =R.Pourtoutxde R, x+meR
etf(x+m) = cos®(x + m) = (cos (x + 2))?
= (—cos(x))? =cos?(x) = f (x).
f est périodique de période .
e. %, = R.Pourtout x de R,X+£E R
m . S
etf(x+§) =1-sin (3(x+ 3)) =1-sin(3x+n)
=1+sin3x=f(x).

f n'est pas périodique de période g

f.QDf: R. Pour tout x de [R,x+£€ R et

f(x+%) j (x+%)2—4cos (4(x+%))
= x+%) -4 cos (4x +m)
= (x+%) + 4 cos 4x # f (x).
fn'est pas périodique de période %

g.%,.=[R.Pourtoutxde R, x +8mER et

f(x+8m= cosz(%) = COSZ% + n)
= [cos (% + n)]2 = [— cos (%)]2: cosz(i) =f(x).

f est périodique de période 4.
m
h.9, =R\ +km ke Z}.

Pour toutxde %, x + mE %,

etf(x+m=sin (2(x+m)) + tan (x +m)
=sin (2x + 2mn) + tan (x +m)
=sin 2x +tan x =1 (x).

fest périodique de période m.

Ell © Vrai. Pour toutxde @, x + TE D,
doncx+m+nm=x+2n€EY
etf(x+2m=Ffx+mn+m=Ff(x+mn)="Ff(x).

Donc fest périodique de période 2m.

@ Faux, par exemple, la fonction cosinus est pério-
dique de période 2m, mais n'est pas périodique de
période .

@ Faux, par exemple la fonction sinus est périodique
de période 2m et impaire, mais n'est pas périodique
de période .

EH a. fest périodique de période 2?"
b. g est périodique de période 10.

2
c. h est périodique de période "?

d. i est périodique de période 12m.

EE] a. Par exemple, f: x +—> cos (2x).
b. Par exemple, f: x +— sin (4x).

Symétrie d'une courbe

Dans chacun des cas, on note A, B' et M' les symé-
triques des points A, B et M.

a.A'(1;-3),B(-4;-5), M'(—x; -y).
b.A'(1;3),B'(-4;5), M'(—x; y).
c.A(3;1),B(-2;-1),M2-x;4-y)

et =
d.A'(7;3),B'(2;5),M©6-x;y)

X+x _3

car il faut que

car il faut que

350} (6,) est symétrique par rapportau point/et (6))
est symétrique par rapport a la droite (A) déquation x
=1.

@ (€,) est symétrique par rapport a la droite (4)

1
d’équation x = % et (6,) est symétrique par rapport

au point A(-2;1).

36
a. x | -2 -1 3 7 8
7 1
FX) \ 0o \
_1/ 7
b. | x [-2 ~1 3 7 8 |
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fto 7\_1 /O\_1 yd 7

1 a.Pourtouth =0, si2+h€9b,a|or52—h€§25et

1
3+ 34
fR-h) +fQ2+h) _ | ) | h) _6_5
2 2 2
(6) est donc symétrique par rapport a Q(2 ; 3).
b. Pour touth#0,si-2 + h & %, alors -2 - h & 9 et
fR-h)+fQ+h) _ChP+1+P+1_2
2 2 2
(6) est donc symétrique par rapporta Q(-2; 1).
c. Pourtout hde R tel que m+ h €[0; 2n], cC'est-a-dire
ogsnm+hg2n;-n<hgn-n<-hgm;
ognm-hg2n

ot f(m-h)+f(m+h) _ 3sin(m—h) -5+ 3sin(m+h) -
2 2
_3sinh-5-3sinh-5 __10 _
2 2 '

(6) est donc symétrique par rapport a Q(r ; =5).

ffla.Pourtouthde Rtelque 1+hER,ona1-hER
etf(1+h)=5h*+3etf(1-h)=5(-h)?+3
doncf(1+h)=Ff(1-h).

(6) est donc symétrique par rapport a (A) déquation
x=1.

b. Pour tout hde Rtelque -3+ hER,
ona-3-h&€Retf(-3+h)=|2(-3+h)+6|=|2h|
etf(-3-h)=1|2(-3-h) +6|=|-2h| =|2h|,

doncf (-3 +h)=f(-3-h).

(6) est donc symétrique par rapport a (A) déquation
x=-3.

C. Pourtouthde[Ritelquen+h€[TT 3"
n 3n _E n
y STHh< =5y <h<y

n mTm 3m

) STh<Zy<m=h<5

f(m+h)=5cos (2(m+ h)) =5 cos (2m + 2h) =5 cos (2h)
etf(m—h)=5cos (2(m—h)) =5 cos (2x — 2h)

=5 cos (-2h) =5 cos (2h),

doncf(m+h)=f(m-h).

(6) est donc symétrique par rapport a (A) d'équation
X=T.

Ef] a. On conjecture que la courbe (6) représentée est
symétrique par rapport au point I(% ; 0).

b.% =R\{0; 1}.

Pourtouthde[R{teIquel+h;t0,etl+h¢1,ona
hi—leth;tldoncl—h;tOetl—h:t1.
2 2 2 2
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f(—+h): L L S I

—+h 1—(%+h) %+h
etf(l]h): LI ! SR N ,
Toh 1—(1 h) %—h %+h

2
oloncf(1 +h)= (—-h)
Cela valide la conjecture émise au a.

A1 On utilise des démonstrations analogues a celles
des exercices 38 et 39 pour justifier que :

a. (6) est symétrique par rapport a (A) déquation x=-1.
b. (6) est symétrique par rapport a (A) d'équation
xX=-3.

c. (6) est symétrique par rapport a (A) déquation
X=-3.

d. (6) est symétrique par rapport a (A) déquation x=1.

Asymptote a une courbe

Al - Les asymptotes a la courbe (‘6,) ont pour équa-
tionsy=1etx=-2.

- Les asymptotes a la courbe (6,) ont pour équations
y=-Tetx=1.

M. DeJLrpr(x) =2, on déduit que la droite déquation

y =2 est asymptote a (6) en —co.
. DeXILrp3 f (x) = 4+o0, on déduit que la droite d'équation

x =-3 est asymptote a (6).
%] . Les asymptotes a la courbe (‘6,) ont pour équa-

tionsy=x+1letx=-1.
- Les asymptotes a la courbe (6,) ont pour équations

y:—%x+ letx=2.

m. De lim f (x) — (2x + 1) = 0, on déduit que la droite
d’équation y = 2x + 1 est asymptote a (€) en —co.

. De)JLrpmf(x) —x—-4=0, on déduit que la droite d'équa-
tion y = x + 4 est asymptote a (€) en +oo.

45 A x=A

y,

-" R E————— /,
- v
#
/
I
i A i AL i )
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46| XILm fix)=2 etJLrpwf(x) = 2, donc la droite d’équa-
tion y = 2 est asymptote a la courbe de fen - et en
+o0,

. lem f(x) = -0 et I}m f (x) = 4+o0, donc la droite d'équa-

x<1 x>1
tion x =1 est asymptote a la courbe de f.

2
M a. lim X = —co: lim f(x) = 400 : lim £ (x) = —oo
X—>-00 ) — 3 X—>+4o0 x—§3
et im f (x) = +oo. *
Xx>3

Donc la droite d'équation x = 3 est asymptote a la
courbe.

b.lim =0;lim——=
ol + 1| X+ 1) Ix+1]
les droites d'équations y = 0 et x =—1 sont asymptotes
a la courbe.

0; Iirq =+o0,doNnC
X—-

. 5
c. lim
X=2 X =2

d’équations y =0 et x = 2 sont asymptotes a la courbe.

=+ oo et)JLrpr(x) = 0, donc les droites

™ Pour tout x = 0,

2 _
2= oy 3)=2x-34 1 —(2x=3)= 1,
X X X

Or, lim 1o 0 et lim 1o 0, donc la droite d’équation
X—>to0 x

X—>-00 X

y = 2x - 3 est asymptote a la courbe en —oo et en +co,

Ml a. Pour toutx ER, f(x) - (-3x+ 5) = X2
Or,XIim X2 = 4o etXIirp X* = 400, donc (A) n'est asymp-

tote a (‘@) ni en —oo, Ni en +oo.

b. Pour tout x = -1,

f(x)—(x+1):x2+2x+7 Cx+1N)x+1)
xX+1 x+1

:x2+2x+7—x2—2x—1 _ 6
X+ 1 x+1

Or, lim 6 =0etlim 6 =0, donc (A) est asymp-
X=eox 41 X=teox + 1

tote a (€) en —oo et en +oo.
c. Pour toutx = -2,

2 _ _
f(x)—(3x+7):w—(3x+7)

3x*=13x-10-(3x-7)(x-2)

X+ 2
_ 3x-13x-10-3x*+x+ 14 _ 14
X+2 X+2

. 14 . 14
Or, lim ——=0etlim ——= 10, donc (A) est asymp-
X—=>-o) 4 ) X—=toox + ) ( ) y p

tote a (‘) en —oo et en +oo.

i1 a. Dans le cas ou fest paire, pour tout x de &,
f(=x) =f(x), donc

-163 -

lim £ (x) = (~2x+ 1) = lim f (=x) - (2(-x) + 1)
' = lim f() - (-2x+1) = 0.
Donc la droite d'équation y = —2x + 1 est asymptote
a () en —oo,
b. Dans le cas ou fest impaire, pour tout x de %,
f(=x) = —f (x), donc
Ii_)nlof(x) —(2x-=1) Z,Ji_)nlo_ [F (%) = (=2x + 1)]
' = Jim — [f (=) = (2(-X) + 1)]
= lim - [f () - (2x+ )] = 0.
Donc la droite d’équation y = 2x — 1 est asymptote a
(6) en —oo.

Fonctions polynomes
m a. | X —o0 0 400
+o0 +oo
1
3

—00

£ Dans chacun des cas, on étudie le signe de la déri-
vée f afin d’en déduire les variations de f.

On complete le tableau de variation grace aux limites
aux bornes de I'ensemble de définition. Grace a la cal-
culatrice, on utilise un tableau de valeurs pour tracer
la courbe représentative de f dans un repére.

a.Pourtoutxde R, f(x) =4x - 3.

3
X —o0 2 +oo
F1(0) -0 4
+o0 +o0
f(x)
1
8
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¥ a. - R est centré en zéro.
« Pour tout x de R,

o | oo 3 too | | F(=X)=02(-x2) +0,4=0,2¢ + 0,4 = f (x), donc f est
2 paire.
f'(x) + (:) - b. fest croissante sur [0 ; +eo[ et décroissante sur ]-oo; 0].
9 .fx)=01x+1<02¢-0,1x-06=0
4 A =0,49 =0,7% les solutions de cette équation sont
w | \ (20107 T3 0107 )
—oo —oo 2x0,2 2 2 2x0.2

f(x)=085etf(x)=1,2.
Les points d'intersection de (6) et (A) sont A(2; 1,2) et
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 B(—é ; 0’85).

2

X ) =1

£1x) -0+

w |olo- =

—0Q

F.A(-2;5) €(6) = ax (-2’ +bx (-2) +c=5
<4a-2b+c=5.

2 35 3 25 2 1L s -1 05 720 05 1 15 2 5 3 35 2 .B(z;_3) E ((6) = aX 22+ bX 2 +c:_3

<4a+2b+c=-3.

- La tangente en B a (€) est paralléle a (Oy),

doncf'(2)=0.
d. Pour tout xde R, f'(x) =x* - 4. Orf'2Q)=0<2ax2+b=0
. . On doit donc résoudre le systeme :
f'(x) + 0 - 0 + 4a-2b+c=5
13 +o0 4a+2b+c=-3

/3 4a+b=0 :
f a=—
(x) 19 )

ce qui donne, apres calculs{ ¢ = —»

c=-1
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Ainsi, (€) a pour équation y = %xz -2x-1.

i a. Pour tout xde R, g(x) = {f(x) lorsque f (x) > 0
—f (x) lorsque f (x) < 0.
5

(Cy)

oL, N W N

8 9 10

b. Pour tout x de R, |x]> = x?,

donc g(x) = — x| + 2|x| = f (|x]).

Ainsi, pour tout x > 0, g(x) =f(x) et puisque g est paire,
on en déduit (Cég) sur l'intervalle ]—oo ; 0].

- A-3;-1)€(®)
<ax(-3P+bx(-32+cx(-3)+d=-1
< -27a+9b-3c+d=1
B(1;-1E@®)<a+b+c+d=-1.
«00;00€(6)=>d=0.
- La tangente en B a (6€) est paralléle a (Oy), donc
f'(1)=0.
Or,f'1)=0<=3ax1*+2bx1+c=0
<3a+2b+c=0.

-165-

On doit donc résoudre le systeme :

-27a+9b-3c+d=-1
a+b+c+d=-1

d=0
3a+2b+c=0
0l
3
_1
ce qui donne, aprés calculs 3
5
c=-—
3
d=0
- e 1, 1,5
« Ainsi, (€) a pourequatlony—g +§x _EX'

f% a. Pour tout x de R,

X=3)x-Nx+2)=x=3)0-x+2x-2)
=(x-3)x*+x-2)
=X+ x-2x-3x*-3x+6
=x3-2x*-5x+6.

b. Pourtoutxde R, f'(x) = x> - 2x* - 5x + 6.

On utilise la réponse au a. pour déterminer le signe
de f'(x) et en déduire les variations de f.

X —oo -2 1 3 +o0
x-3 - - - (I) +
x-=1 - - 0 + +
X+2 - (IJ + + +
f'(x) - (:) + (|) - (l) +

+o0 49 +o0

12
f(x) \_35/ \5 /
3 3

c.

()

TN

005 1 1.5 2 25335 4
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Fa. | x

—00

0

o= N W »~ U

T

01 2 3 456 7 8

b. | x —oo0 0
f i
(x) /
3

C 7
©)7
5
4
3
2
1
O

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 234567
1
-2
-3
-4

C X —00 “+oo
+oco +oo
0 0
()

5
4
3
2
1

0 ]

-7 6 -5-4-3-2-1101 2 3 4 5 6

-1
-2
-3
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d. |x —o0 2 +oo
‘ 3 +oo
(X) \_oo \3
8 ©)
7
6
5
4
—_— 3
2
1
0
-5 -4 -3-2-1 0112 3 4 5 6 7 g
-1
&
59 %
X —oo 1 +o0
3
f'ix) =
x) - 1) + +
+oo 2
f
(x) 5 / _oo/

OHNK’!C\\IW

—
O
N
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X —oo 3 +o0

!
-6
d‘
X —oo 1 +o0
2
v —b - -
W= 1)
; 2 +o0
(x) \—oo \2

-9-8-7-6-5-4-3-2-1\01 2 3 456 7 89

2
3
-4
-5

{1 a. Pour tout x # 2,
b _alx-2)+b _ ax-2a+b

a+ = ’
X-2 X-2 X-2
par identification avec f (x), on trouve que
{a =2 donc { a=2
-2a+b=3 b=7.

b.:limf(x)=limf(x)=2;

X—>-00 X—>+4o0

o lim f(x) = —o0 et lim f (x) = +oo,

X—>2 X—>2

X<2 x>2
donc les droites (A) d’équation y = 2 et (A') d’équation
x =2 sont asymptotes a (‘6).
C. - Le point d'intersection / de ces asymptotes (4) et
(A) a pour coordonnées (2 ; 2).
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-Pourtoutx¢2,f(2—h):2+letf(2+h):2+1,

—h h
f(2-h) 42' f2+h) = 2, ce qui prouve que [ est

centre de symétrie de (6).

donc

1 a.Pourtoutx =1,
b _alk-1N+b_ ax-a+b

a+ = :
x-1 x-1 x-1
par identification avec h(x), on trouve que
{a =2 donc { a=2
-a+b=-5 b=-3.

+lim g(x) = lim gx) = 2;

. I)Em g(x) = +oo et I)m g(x) = —oo, donc les droites (4)
x<1 x>1

d’équation y = 2 et (A) d’équation x = 1 sont asymp-

totes a (€).

- Le point d'intersection / de ces asymptotes (4) et ()

a pour coordonnées (1; 2).

« Pourtoutx =1,

g(1 —h)=2—_3—hetg(1 +h)=2—%,
donc U —h)-|2-g(1 +h _ 2, ce qui prouve que / est

centre de symétrie de (6).
b. Pour tout x # -3,
b _alx+6)+b_2ax+6a+b

I

2X+6  2X+6 2X+6
par identification avec h(x), on trouve que
1
2a=1 =—
{ a donc {a 2
6a+b=4 b=1.
«lim h(x) = lim h(x) = l;
X—>—00 X—>+o0 2

o lim h(x) = —o et I)Emgh(x) = +oo, donc les droites (A)

§<_i3_3 Xx>-3
d’équationy = 1 et (A') d'équation x = -3 sont asymp-
totes a (6).
- Le point d'intersection / de ces asymptotes (4) et ()

a pour coordonnées (—3 %)
« Pour tout x = -3,

N A R 1.1
h(-3-h) = 5 + h eth(-3+h) 5 + b
h(-3-h)+h(-3+h) _1
donc 5 =
centre de symétrie de (6).

ce qui prouve que / est

A a.Le domaine de définition de f est QD,= R\{2}.
o [im £ (x) = +o0, lim f (x) = —oo,

X—>+o0 X—>-o0

I)m f(X) = +oo, IXianf(x) = —oo,

X<2 Xx>2
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« Pour tout x de R\{2}.
Fix) = (2x-4)(x-2)-(*-4x+ 1) x 1
- (x-2)
oy X —4x+7
f'(x) —7()(_ o)

On étudie le signe de x* — 4x + 7 a 'aide du discrimi-
nant A =-12 < 0.0n en déduit le tableau de variation
def.

X —o0 2 +o0
f'(x) +

+
f(x) . / . /

(On peut également montrer que la droite d'équation
y = x — 2 est asymptote oblique a (€) en - et en
+00).

—+oo

3 4 5 6 7 8 9 1.

b. - Le domaine de définition de f est R\{3}.

o lim f (x) = +oo, lim f (x) = —oo,
X—> o0 X—>-00
IiLn3f(x) = —oo, Iian f(X) = +oo.
;<3 §>3
« Pour tout x de [R\{3},
. 18x(x-3) - (9%*-1) x 1
fl(x) =
x) (X 3)’
Ox? - 54x + 1
flx)=—"—"——"—7"F"—
W= 3y
On étudie le signe de 9x*> — 54x + 1 a l'aide du discri-
minant A =2 880 > 0 les racines de 9x? — 54x + 1 sont
X =54—\/2880 <3etx =54+\/2880 53
! 18 2 18
On en déduit le tableau de variation de f.
X —oo X, 3 X, +o0
f'(x) 0 0
=-0,34 +o00

\ /+oo

f(x,) = 108,34

f(x) _oo/ \_w

(On peut également montrer que la droite d'équation
y =9x + 27 est asymptote a (‘6) en —oo et en +o0).
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180 x =3

(@)
160 -
140
120

100

Y3257 8 6 - 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
-20
-40
-60
-80

-100

fE a. Pour tout x de R\{-2},
¢ _(ax+b)x+2)+c

ax+b+ =
X+2 X+2
_ax*+Qa+b)x+2b+c
X+2

Par identification avec f (x), on obtient le systeme

a+1 a=1
{Za +b=1 dontlessolutions sont { b=-1

2b+c=3 c=5.
Ainsi, pour toutx = -2, f(x) =x-1+ L.

X+2
b. - I)Lm_zf (X) = —oo et I)!g\_ f (x) = +oo, donc la droite
X<-2 x>-2

d'équation x = -2 est asymptote a (‘€ ).
olim(f(x) = (x-=1)) =lim =0

X—>—o0 X—>-00 X 4 2

etlimx (f(x) = (x-2)) =lim
X—>+o0 X—=teo x 4 )

d’équation y = x - 2 est asymptote oblique a (€) en
—oo et en +oo,

=0, donc la droite

T - T S I I S T

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.4

-0.6

-0.8
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ST ~ w ES «

| | | ' |
& N ~ -

[H - Pour fetf,:
a.%,=R. fest de période m et est paire.

Donc, on peut réduire l'intervalle d'étude a [0 ; E].
' . 2
f'(x) = -2 sin 2x.

teurﬂ)(—%;o).

+Pourgetg, :

a. ng =R ; g est de période 2n et est impaire. Donc,
on peut réduire l'intervalle d'étude a [O ; g]
g'(x) = 3 cos 3x.

w =

w

g'(x) 3 + - -

9| / \ .

b. ((691) est I'image de (<€g) par la translation de vec-
teur E)( E; 3).
4

—|o|od

-169 -

3 (Cq)

(C!/) /\
/ v -/ 2 0 /2 x
-0,
-1

M a. %,=Rest centré en 0.
Pour tout x de R, f(—x) = 2sin(=x) + sin(2(=x))
=-2sin(x) + sin(-2x)
= -2sinx — sin2x
= —f(x) donc f est impaire.
Pourtoutxde R, x + 2m € R.
De plus, f{x + 2m) = 2sin(x + 2m) + sin(2(x + 2m))
= 2sinx + sin(2x + 4m)
= 2sinx + sin2x = f(x) donc f est pé-
riodique de période 2m.
On peut donc restreindre I'étude a l'intevalle [0 ; m].
b. Pour tout x de R, f'(x) = 2cosx + 2cos2x
=2cosx + 2(2cos’x — 1)
= 2cosx + 4cos’x - 2.
Or 2(1 + cosx)(2cosx — 1) = (2 + 2cosx)(2cosx — 1)
=4cosx — 2 + 4cos’x — 2cosx
= 2cosx + 4cos’x — 2 = f(x).

C.
X 0 m m
3
f') |4 + 0 - 0
3v3
f / !
ol 0 0
d. Courbe ().
A
A\ /N /|
Ny 1/ /
| .
IRV E:
/ \l U
[ a. Pour tout t > 0,
21 . 2n
. X1(t + ?) =0,2 sin (3(t + ?))
=0,2sin (2t + 2m)
=0,2sin (3t)
=X,(¢t).
Cargo 1 C/S - Livre du Professeur
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Donc X, est périodique de période 2?"
m_ ; m_n
X+ ) =015sin (4t + 7))
=0,155in (4t+ 2 —g)
= 0,15 sin (4t—g)
=X,(1)
Donc X, est périodique de période L
2
b. Pour tout t > 0,
-X1'(t) =0,6 cos (3t)
- X,(t) = 0,6 cos (4t - g)

D'ou les tableaux de variation sur [0 ; m].

. n 1 o
t 6 2 3 m
X '(t) + 0 - 0 + 0 -

0,2 0,2
X, @) 0/ \_0’2/ \0

Se tester

1. Vrai ; 2. Vrai; 3. Faux ; 4. Vrai ; 5. Vrai; 6. Vrai ;
7.Vrai.

71 1. Faux. En effet, 'ensemble de définition P, def
n'est pas centré en zéro.

2. Faux. En effet, pour tout x = -2, f'(x) = > donc

(x+2)
f'(x) < 0. fest donc décroissante sur ]—oo ; =2[.
3. Vrai. En effet, pour tout x # 2,

5 3(x+2) 5 3x+6-5_ 3x+1

CX+2 x+2  x+2  x+2 X+2
=f(x).
. 3x24+1 7
4. Vrai.Eneffet, fQ)=—">"—"—="
! D=5 "4
-5 5
etf'(2) = =——
@) (2+2)? 16
Ainsi, la tangente a (‘€) au point d'abscisse 2 a pour
, . 5 7 . 5 19
=-—x-2)+— =——X+—.
équation y 16(x ) 450|ty 16X 3

5. Vrai. En effet, pour tout h de Rtel que -2+ hE€ %,
ona-2+h<-2ou-2+h>-2donch<0ouh>0,
donc-2-h>-20u-2-h<-2donc-2-heE P, et
3(k2-h)+1 _-5-3h _5+3h

fe2-h = = =
3 _3(=2+h)+1_-5+3h
fl=2+h = 2+h+2  h
5+3h -5+3h
h T h
Doncf(—Z—h)+f(—2+h): _3

2 2
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0 n n 3n
t 4 2 4 m
X'(t) + 0 - 0 + 0 -

0 /2
-0.05
-0.1
-0.15

6. Vrai. En effet, Iianf (x) =3 et Iianf (x) = 3, donc la
droite d’équationxy =3 est asymxptote a (@) en —oo et

en +oo0, De plus, I)Em_zf(x) =+ ooet IXim_2f (X) = —e0, donc

Xx>-2

-2
la droite d’équatixc;n x = -2 est asymptote a (‘6).
@11.c.;2.b.;3.c.;4.a.;5.a.

t2l 1. a. En effet, on observe sur le graphique que
A(0; -3) appartient a la courbe, donc f (0) = -3. Cette
condition ne convient que pour la réponse a.

2. a.Eneffet, R est centré en zéro et, pour tout xde R,

f(x) =-1-2cos (2x) (car sin (a - %) =-cosa.)

Ainsi, f(=x) = =1 -2 cos (2(=x)) = =1 -2 cos (-2x)
donc f(=x) =-=1-2 cos (2x) = (x).
3. c. En effet, pour tout h de R tel que % +heER,on
a % -hERet
m . il il .
f(z—h)=—1 +2sin (Z(Z_h)_i) =-1-2sin(2h)
m . m m .
etf(z+h):—1 +2sin (2(Z+h)_5):_1 +25sin (2h).
f(ﬂ—h)+f(ﬂ+h)
4 4
Donc, 5 =-1.
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Exercices d’approfondissement

i Centre de symétrie
a.PourtoutxdeR, f'(x) =x>-2x-8.
b. On étudie le signe de f '(x) grace au discriminant
(A=36>0;x =-2etx,=4).
x |4 -2 4 6
f'(x) + 0 -

0 +
11 =31
f \ / 3
(x) 1 Y
3

¢. Le minimum de fest -25, il est atteint pourx=4;le
maximum de fest 11, il est atteint pour x =-2.

-35

o 114(=25)
B T T
«Pourtouthde Rtelque 1+ h&[-4;6],0na
4<1+h<6;-5<h<5;-5€-h<5;
-4<1-hg6donc1-h&E[-4;6]
etf(1—h):%(1—h)3—(1—h)2—8(1—h)+

£(1 +h):%(1 TR - (1 +hp—8(1 +h)+§.

Ainsi, en développant les expressions, on trouve que

f(1-h)+f(1+h)
2

centre de symétrie de (6).

=-7.

w |

= -7, ce qui prouve que /(1 ; -7) est

[F] Rentabilité d’un article
1. Le prixde revient de n articles est 750 000 + 1 200n.

Onadonc:r=1 200+m
2. a. l'ensemble de déﬁnitiorzl de la fonction r est R*;
r est dérivable sur R*.

750 000

Ona:r':xw— - >
X

=171 -

b. (6) est la représentation graphique de r sur
[500; 1 500].

(®)
2400,
=2000
2000 Y
16001
1200l : : |
500 600 800 1200 1500

937,5
3. On doit avoir : r < 2 000. Donc n > 937,5.

Le nombre minimum d’articles a produire, pour que
I'entreprise soit rentable est de 938 articles.

4, L'entreprise est rentable lorsque la droite déqua-
tion y =2 000 est au-dessus de la courbe (€).

tZ1 Périmétre minimal
1. a. R* est centré en zéro.
« Pour tout x de R¥,
P ="t (X == -x=- L x)=-PW)
-X X
donc & est impaire.
b. - I)Em0 P(x)= —oo et I);m0 P(x) = 400, donc la droite
x<0 x>0
d’équation x = 0 (I'axe des ordonnées) est asymptote
a la courbe représentative de .
o lim P(x) — x = lim 1_ 0 et lim %(x) - x = 0, donc
X—> -0 X—>-0 ) X—>+o0

la droite d’équation y = x est asymptote oblique a la
courbe représentative de % en —co est en +oo,

2_
c. Pour tout x de R*, P'(x) = —% +1="% 2 ! , donc
P'(x) = (x- 1)(2x+ 1)-
b%
X —00 -1 0 1 +o0
X—1 - - -0 +
x+1 - 0 + + +
X + + 0 + +
P'(x) + - - +
-2 +o0 +o0
P00 / \- \2 /

lim 9 (x) = —oo et lim %P (x) = +oo.
X—>to0

X—>—-00
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d. Du tableau de variation, on déduit que 2 est le mi-
nimum de % sur J0 ; +oo[ et qu'il est atteint pour x = 1.

2.a.0L=xetOP= % donc l'aire du rectangle OLMN

eﬂmﬂ:OLxOP:xx%:1.

b. Le périmétre du rectangle OLMN est :
mm:zx«n+om:2x@+ij:2x@uy

Or, P est minimal lorsque % est minimal donc lorsque
x=1.

Ainsi, le périmétre minimal du rectangle OLMN est at-
teint lorsque x =1 et il est alors égal a P(1) = 4.

i Méme dénominateur

1. a. - R est centré en zéro.

« Pour tout xde R,

f(-x)= (_;;(2 = xz)i = f (x), donc f est paire.
« R est centré en zéro.

« Pour tout xde R,

-X =X
A +1 2+1
« R est centré en zéro.
«Pour tout xde R,
h(=x)= 1 1

) +1 X+1
2

g(-x)= -g(x), donc g est impaire.

h(x), donc h est paire.

=1etlim =1, donc la droite

Xt X2 4

b. ¢ lim

x=eo X2 41
d’équation y = 1 est asymptote a la courbe de fen —eo
et en +oo,

=0etlim ;
x=teox? 41

lim =0, donc la droite d’équa-

x=ox? 4 1
tion y = 0 est asymptote a la courbe de g en —co et en
+o0,

=0etlim

«lim ;
X=to? +

x==ox? 4
tion y = 0 est asymptote a la courbe de h en —co et en
+o0,

c. On utilise les réponses au a. et au b. pour en dé-
duire que (‘6,) est la courbe représentative de f, (6))

cellede h et (<€3) celledeg.
d. - Pourtoutxde R,

. X0+ 1) = x3(2x) 2x
f'(x) = = .
X 0+ 1)2 02+ 1)

f'(x) est donc du signe de 2x.

=0, donc la droite d'équa-

X —o0 0 +o0
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« Pour tout x de R,

v 102+ 1) =-x(2x) . 1-x°
90="te 1 wer
g'(x) est donc du signe de 1 - X%

—oo -1
[

g'(x) - 0 +

|
0
gix) \ _l /
2

« Pourtout xde R,

N‘_l—O—_\

.

vy —2X : . B

h'(x) = T h'(x) est donc du signe de -2x.
X —0o 400
h'(x) + -

- oo

h(x) O/ \ .

2. a. Les courbes (6.) et (6,) sont symétriques par

rapport au point I(O;E)'

En effet, pour tout M(x ; f (x)) € (€,)
et pour tout M'(~x ; h(-x)) € (‘€,), | est le milieu de
Xyt Xy _x+(= )=0

[MM'] car 5 5 =X,

X2 N 1
ot Ju Y _ ) +h(X) _ ¢ 41 () +1
2 2 b)

X2 1 X241
:x2+1 x2+1:x2+1 :l_
2 2 2

Donc M' est le symétrique de M par rapporta /.
b. Les courbes (<€1) et (<62) sont symétriques par rap-

port a la droite (A) déquation y = % En effet, pour

tout N(x; f(x)) € (‘€,) et pour tout N'(x ; h(x)) € (€.), le
milieu de [NN'] appartient a (), car

XXy _XEX Y Yy 0 +hi
2 2 2 2
X N 1

_xX+1T X +1 1

= ; =

Or, le point P(x;%) e (N).
Donc N' est le symétrique de N par rapport a ().
il Aire et périmeétre
i
1. a. Pour tout x de [0, 2],

A(x) = cos x X sin x et P(x) = 2 X (cos x + sin x).

-172 -



ttude de fonctions usuelles [E

b. PourtouthdeRtelque%+h€[0;%],ona:

n n n n

0<z+h<5;—z<h<zi
n m, m_ moonm_ i
_Z<_h<21 0<4 h<21 4 he[olz]l

et&d(%+h)=cos(%+h)xsin (%+h)
sil ~h) =13 - (3 +0)

:cos(g—(%+h))xsin(g—(%+h))
=sin(%+h)xcos(%+h).
Donc (™ + h| = (" - ).
o el
@‘(%+h):2x(cos(%+h)+sin(%+h))

o5 -h =25 -3+
=2X (sin (% + h) + Cos (%+ h))
Donc 9]’(% + h) = 9)(% - h).
Ce qui prouve que (A) est un axe de symétrie des
courbes (€ et ((6@).
2. Pour tout x de [O ; %]

HA'(x) = = sin x X sin X + COS X X COS X = COS%X — Sin’x
donc A'(x) = cos 2x.

P'(x) =2 X (= sin x + cos x).

D'ou les tableaux de variation.

i m
x| 4 >
A'(x) + (:) -
1
4 / ’ \
(X) 0 0
i m
x| . >
P'(x) £0 -
P(x)
2 / 2

Aire et périmetre atteignent leur maximum lorsque

i
X=—.
4

£l Une fonction trigonométrique
1.a.% =R.
b. - R est centré en zéro.

« Pourtout xde R,
f(=x) = 2 sin (=x) + sin (2(=x)) = =2 sin x — sin 2x
=—f (x), donc f est impaire.
« De plus, pour tout x de R,
f(x+ 2m) = 2 sin (x + 2m) + sin (2(x + 2m))
=2sinx + sin (2x + 4m)
=2sinx+sin 2x
= f(x), donc f est périodique de période 2m.
2. a. Pour tout xde R, d'une part:
f'(x) =2 cos x + 2 cos 2x
=2cosx+2(2cos*x-1)
=2(2 cos’x + cos x— 1) ; et, d'autre part :
2(2cosx—1)(cosx+1)=2(2 cos’x+ 2 cosx—cosx—1)
2(2 cos’x + cos x - 1).

D'ou I'égalité.
b.
0 n
X 3 m
[
2cosx—1 + 0 -
cosx+ 1 + +
f'(x) + (I) -
3v3
X
x) 0 0
30

m o 5m/2 3n

2.5
-3
-3.5

if] Les boites de lait

1. a. La fonction fest un polyndme, son ensemble de
dérivabilité est R.

Ona:f'(x)=6(x-5)(x-15).
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b. (4) : y = 450x.

C | x 5 10 15 20
f(x) 1000 500 0 1000
1000 >
900

o | |/ |
| L/ /

w| \ /

500 /

o | \
o | \

a0 | /

w | N

/ \

0O 2 4 6 8 10 12 14 16

d. L'équation admet trois solutions : 10 — 5v/3 ; 10 et
10 4+ 54/3.

2. a. et b. L'unité de longueur étant le cm, la boite a
pour dimensions x, 15 — x, 30 — 2x et pour volume :
V(%) =x(15 = x)(30 — 2x) = V'(x) = 2x® — 60x> + 450x.

Pour x =10, on obtient un volume de:
Y =10x5x%10=500 cm?.

c.D’apresl'étude précédente,”V estmaximal pourx=5,
la boite a alors un volume de 1 L.

d. Pour réaliser des boites de 500 cm?, le fabriquant
peut attribuer a x la valeur 10 - 5+/3 ou 10.

Il préférera sans doute prendre x = 10 et se faciliter
ainsi la construction.

tf] Résolutions d’équations

1.a.A= % >0, donc I'équation X2 +%X—%: 0admet
deux solutions X, = -1 et X, = %

b. On pose X = cos x.

Les solutions de I'équation cos®x + 1 CoS X — L 0
sont données par : 2 2
cosx=X,cosx=-1doncx=-moux=m;

et

1 T m
cosx=X,cosx=—doncx=-—_oux=-—_.

2 3 3
mom
33
2. On procéde comme précédemment en posant
X=sinx.

Les solutions de (E) sont donc -, — .
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18 20

Les solutions de I'équation 2X2 + (4 — v/3)X-2y/3=0
sont(A=16+8V3+3=(4++/3)2>0)
X _4+V3+4+\3 _ 3

! 4 2

—4+V3-4_+3 _
4
Lessolutionsdel'équation 2 sin2x+ (4—+/3)sinx-2/3=0
sont données par :

et X2 = -2.

sinx=X sinx—idoncx—ﬂoux—z—”'
v 2 3 3
et sinx =X, sin x = -2 qui n'a pas de solution.

Les solutions de (F) sont donc g et ZTH

[Tl La bonne fonction homographique
a.ll faut que:

)I(ig} f(x) =—-c00u )I(ig; f(X) = +oo,

or)I(iLn{f(x) =—oco0U !{erlf(x) = +o0, doncc=-3.
etque:

)I(iglof(x) =2o0uU )I(imwf(x) =2,

or)I(ianf (x)=aou )I(iglof(x) =g,donca=2.

« Pour tout x = -3,

vy 2x=3)-(2x+b) :—6—b
M= gy (-3
Pour que la tangente a (‘€) au point d'abscisse 5 soit

parallele a la droite d‘équation y = -2x + 1, il faut que
-6-b -6-b

f'(5) = -2 soi =-2; 22 =2:b=2.

(5) soit (5-3) 2 b
Ainsi, pour tout x = 3, f (x) = M.

xX-3

b.

X —oo 3 +o0

f'(x) - -

-2

flo \ -2

C.

y=2x+H1

9 10 1

(T5)

[l Modéliser grace aux fonctions

1. < Pour tout x de [60; 120],
f'(x) =-45,2 x 0,02 sin (0,02x - 1,7)
f'(x) =-0,904 sin (0,02x - 1,7).
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Or,sin (0,02x-1,7) >0lorsque 0<0,02x— 1,7 <m, C'est-

a-dire 1,7 < 0,02x <1+ 1,7 donc 85 < x < "+ 117
m+1,7 0,02
orl —_—— = 242.
0,02
D'ou le tableau de variation :
60 85 120
[
f'(x) + (l) _

45,2
Fed 39,67 / \ 34,57

« Pour tout x de [60 ; 120],
g'(x) =0,00105x* - 0,2152x + 10,70554.
A =0,001347772 > 0, donc les solutions de I'équation

g'(x) sont:
0,2152 -+/A 0,2152 + /A
= ——=85etx =————=120.

X172 %0,00105 %= 2% 0,00105
D'ou le tableau de variation :

X 60 x, =85 x,=120

[
g'(x) + 0 -

(Les résultats sont arrondis a l'unité.)
2. a. Selon les deux modeles, le pourcentage semble
avoir été maximal en 1985.

b. - Selon le modéle 1, le pourcentage en I'an 2000
était £(100) = 43,18 %.

+ Selon le modeéle 2, le pourcentage en I'an 2000 était
g(100) = 43,054 %.

3.a.f(113)= 38,3 % et g(113) = 39,3 %.

Le deuxieme modele semble mieux adapté.

b. Selon le deuxieme modeéle, le pourcentage attein-
drait g(120), soit 39 % en 2020.

fH Centre et axe, fonction et dérivée

a. Si Q(a; b) est centre de symétrie de (), c’est que,
fla-x)+f(a+x)

pour tout x de R, = b, donc (en dé-

—f'la-x)+f'(a+x)
2

rivant a gauche et a droite), =0,

c'est-a-dire f'(a + x) =f'(a - x).
Ainsi, (A) d’équation x = a est axe de symétrie de (€").

b. Si (A) d'équation x = a est axe de symétrie de (€),

c'est que, pour tout xde R, f(a + x) = f (a - x), donc

(en dérivant a gauche et a droite), f'(a + x) = —f'(a - x),

f'la-x)+f'(a+x)
2

centre de symétrie de (€").

dong, =0, ainsi, le point Q(a; 0) est
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fE] La bonne fonction cubique
a.°A2;10)E(€) = 22+ax22+bx2+c=10
<4a+2b+c=2.
+g'2Q)=0<3%x2°+2ax2+b=0
<4a+b=-12.

- La tangente (7) a (6) au point d'abscisse 3 a pour
équation y = g'(3)(x — 3) + g(3).
Or,g3)=3*+ax3*+bx3+c=9a+3b+c+27,et
g'(3)=3x3*+2ax3+b=6a+b+27.
Ainsi,y=(6a+b+27)(x-3)+9a+3b+c+27.
Or,B(0;2)& (T

<2=(6a+b+27)(0-3)+9a+3b+c+27

<2=-18a-3b-81+9a+3b+c+27

< 9ag-c=-56.

On doit donc résoudre le systeme :

4a+2b+c=2
4a+b=-12
9a - c=-56,
a=-6
ce qui, aprés calculs, donne {p =12
c=2.

Ainsi, la fonction g a pour expression :
gx) =x—6x>+ 12x + 2.

b. Pour tout x de R,

=10.

Ainsi, le point A(2 ; 10) est centre de symétrie de (‘6).
c. Pour tout xde R,

g'(x) =3x-12x+ 12 =3(x - 2)?

On déduit le tableau de variation :

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur
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Problémes

i Différentes écritures
Partie A

1. a. Pour tout x # —CCI,

B _akk-y)+B _ax—-ay+f

a+
X-y X-y X-y
a _b
etf(x)= ax+3 = ¢ dc'
) xed
c C
Ainsi, il y a égalité lorsque :
a a
a=— a=—
C c
—ay+B=[z cest-a-dire {B= bc;ab'
-_d __d
Y=7¢ Y=7¢

b. XILm fix)=a etJLrI\Wf(x) = a donc la droite d'équa-

tion y = a est asymptote horizontale a (€) en —eo et

en +oo,

. IX@V f(x) =0 et Lmy f (x) = oo donc la droite déquation
X<y x>y

x =Y est asymptote a (6).
c. + Pour tout h de R tel que h =0,
fly-h) :a+£etf(y+h) =G+E,

-h h
donc V=h) +2f(v +h) _
Donc le point /(y ; a) est centre de symétrie de (6).
I C yl C'

d. . Lorsque = bc-ab > 0, le tableau de variation
defest: ¢

X —oo Y +o0

a +oo

« Lorsque B = bc-ab < 0, le tableau de variation de
fest: ¢

X —oo Y +o0

f(x) . / " . / )

2. a.-Lesdroites déquation y =2 et x =5 sont asymp-
totesa (6,) donca=2ety=>5.

A(2;3)€(%,) doncf (2) = 3 clest-a-dire 2 + B =3,
soit p =-3. 3 2-5

Ainsi, pour tout x # 5, f (x) =2 + 5"

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

b. Le point /(-1 ; -1) est centre de symétrie de (6)
donca=-1ety=-1.
+B(-3;-2) (%6, doncf(-3)=-2,

B

c'est-a-dire -1 + =-2,50it=2.
-3+1 5
Ainsi, pour tout x = -1, £, (x) = -1+ ——
. xX+1
Partie B

1. a. Pour tout x # —%,

a, b ¢
=X+ =X+
f(x)_ax2+bx+c:d d d.
e e
dX+E) X+E
Ainsi,a‘:g,b':Z,c':éld':_z.

b. Pour tout x # d’,
Y =(le+[3)(x—6)+ Y

GX+B+X—6 x=0 x-0
2 _
_a*+ (B (J((S)x+y/x_(S
x-6

a=da a=da
Ainsi, | P=00=b" cost-3-dire | B=0"+ad

Y=¢ Y=¢

o=d' 6=d.
C.elimf(x) - (ax+B) =lim =0

X—> -0 X—=-o0 ¥ 6

etJLngwf () - (ax + B) = lim =0, donc la droite

x>t X — §

d’équation y = ax + est asymptote oblique a (€¢) en
—co et en +oo,
. Ijgwéf(x) =oo et I)ngéf(x) = o0, donc la droite déquation

x<0 x>0
x =& est asymptote a (6).
d. - Le point d'intersection de ces deux asymptotes
est le point /(x,; y) tel que :

y=ax + {x =6
{x::G : donc y;:06+[3.
« Pour tout h de R tel que h =0,

HG—M:aw—h%+B+f%

mﬂ6+m:a®+m+ﬁ+%
A6 h) + A6 +h)
2

donc =ad+p.

Donc le point /(6 ; ad + P) est centre de symétrie de
(6).

2. - Les droites déquation x =1 ety = %x + % sont

asymptotes a (€), donc, d'aprésle 1.¢c.,a=—, B = %,

1
S5=1. 2
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«Le point A(3;4) € (6) donc f(3) =4,

c’est—é—direlx3+§+ Y =4,douy=2.
2 2°3-19 "3,

L'équation de (‘6) est doncy = %x + By + 1

[ Coincée entre deux droites
Partie A
1.+ R est centré en zéro.
« Pour tout xde R, f (=x) = —x + cos? (—x)
Donc f(-x) = f (x) et f (=x) = —f (x).
f n'est ni paire, ni impaire.
2. La fonction x — cos’x est périodique de période
m; mais la fonction x — x n'est pas périodique, donc f
n'est pas périodique.
3.a.Pourtoutxde R,
fix+m) =x+m+cos?(x+m)

=X+ 1+ (- cos x)?

= X+ T + COS°X

=f(x)+m
b. D’apreés le a., pour tout x de R,
fxX)=f(x+m-

ALnsi, (L) est obtenue en translatant (F1) du vecteur
i+ mj.

= —X + COS?X.

Partie B

1.a.PourtoutxdeR,-1 << cosx< 1,donc0<<cos’x< 1,
ainsix<fx) <x+1.

b.-Jerlof( X) < I|mx+ 1=-o0 doncXImef( X) = —oo.
«lim £(x) >

¢. La courbe (%6) est coincée entre les droites d’équa-
tiony=xety=x+1.

2. Pour (QDO) N (6), il faut résoudre I'équation :

0 d'ou x = g + km,

Ilmx— +o0, donc lim f (x) = +oo.
X—>to0 X—>to0

X + cos’x = x, C'est-a-dire cos’x =
avecke /.
Les coordonnées des points d'intersection de (%) et

de (‘@) sontdonc: (—+kn —+kn) avecke /.

- Pour (%,) N (6), il faut résoudre I'équation :
X + cos’x = x + 1, c'est-a-dire cos’x = 1, d'ou x = km,
avecke /.

Les coordonnées des points d'intersection de (%,) et
de (‘@) sontdonc: (km; 1+ kn), aveckE Z.

3. Pour tout x de [0 ; ],

f() X + COS X X cos X, donc
f'(x) =1+ cos x (= sin x) + (= sin x) cos x
f'(x)=1-2cosxsinx

f'(x)=1-sin 2x.

Flix) = 0,@1:sin2xc>2x:g+2kn,kez
x:%+kn,kEZ

=177 -

< X= % (puisqu’on travaille dans [0 ; m]).

D'ou le tableau de variation de f:

0 n
X 4 m
f'(x) + Q +
m+1
f(x) - —
1
4,
0 n n n n
X 6 4 3 2
m 3 1 21
= | | =+ =
Flx) RIS E 3
PEEREES
X 3 4 6 m
2m 1|3m  1|5m 3
— |t ==+
f(x) 344264”+1
5.a.eth.
4 (D) J(C
3
(Do)
2
A
-2m -3m/2 -1 -TT 0 ™/ 2 T 3m/2 2T S5t/
-1
-2
-3

[T] Fonctions polynomes de degré 3
Partie A

1.a.Pour (€):a°-3b=-2<0;
pour(<62):az—3b:13>0;
pour (6.):a°-3b=1>0;
pour (6,):a>-3b=-5<0.

b. On conjecture que:

« lorsque a* - 3b > 0, la fonction est croissante, puis
décroissante puis croissante ;

«lorsque a* — 3b < 0, la fonction est croissante.

2. a. Premiere équation

/

I~/
/]
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Deuxiéme équation

Troisieme équation
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b. Ces trois cas (a12—3b1 =1> O;azz—3b2:—9 <0;

2= 3b, =16 > 0) confirment la conjecture émise au
1.b.
Partie B

1.)(|i_)rg° f(x)=—-o0 etXIi_)anf (X) = +oo.

2. Pour tout xde R, f'(x) = 3x* + 2ax + b.

On étudie le signe de f'(x) a I'aide du discriminant :

A=(2a)?-4x3xb
A=4a*-12b
A =4(a*-3b).

«Lorsque A <0 (c'est-a-dire lorsque a>-3b<0),f'(x) >0
pour tout x de R et fest croissante sur R.
«Lorsque A=0(c'est-a-direlorsque a>*-3b=0),f'(x)=0
. . -2a a
si, et seulement si, x = =—-—
2X%X3 3

f'(x) > 0 pour tout x de R et f croissante sur R.

«Lorsque A >0 (c'est-a-dire lorsque a*-3b>0),f'(x)=0

si, et seulement si,x:‘z"6‘\/Z —206+\/E

(=x,).
f'(x) < 0 pour tout x de [x,;x] et f'(x) > 0 pour tout x
de]-oo; x,[U]lx,; +ool.
festdonc croissante sur]—oo; x [ et sur ]x, ; +oo[ et fest
décroissante sur [x, ; x,].
3. Pour tout hde R,

a a 3 a 2 a
££—3 —h)_(—3 ~h) +a(—3 ~h) +b(—3 -

f(-§+h) -

Apres calculs, on trouve que
f(—% - h)+ f(—% + h) _ f(_ﬂ).
2 3

Ce qui montre que le point l( 3 f( 3 )) est centre de

(=x)oux=

h)+c

(—%+ h)3 + a(—%+ h)2 + b(—%+ h) +c

symétrie de (“6) dans un repére.

Partie C

1.f(a) =a®+aa® + ba + ¢

etf'(a) =30”+2aa + b donc (A ) a pour équation
y=(30?+2aa+b)(x-a)+a*+aa’+ba+c
y=(30?+2aa+ b)x-2a*-aa*+c
2.a.-Pourtoutxde R,

g'x) =f'(x) - f'(a) et g"(x) = f"(x).

« Pour tout xde R, g"(x) = 6x + 2a, donc g"(x) > 0 pour
tout x de [_g; +°°T

et g"(x) < 0 pour tout x de ]—oo ; —%[.

g' est donc croissante sur [—
SUr |—oo, —g .

a ..
3 ; +o<>[ et décroissante
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b. g'(a) = f'(a) - f '(a) = 0, donc a est solution de
I'équation g'(x) = 0.

+ g'(x) = (x — a)(Ax + B) (car g(x) est un polynéme de
degré 2 dont a est racine).

g'(x) = Ax*> + (—0A + B)x — aB.

Or,g'x)=f'(x) - f'(a)

g'(x) =3x*+ 2ax+ b -3a*-2aa-b

g'(x) = 3x* + 2ax + (=302 - 2aq).

A=3

-0A+B=2a
-aB=-3a’- 2aa

Par identification, on obtient :

A=3
B=2a+3a
. B -2a-3a
A =——= .
insi, B A 3
L. a\s
+ On vérifie que g(B) = 4(0( + E) )

dbU{

c. D’apres ce qui précéde, pour tout x de R,
g'(x) =3(x-a)x-P).

Donc g'(x) < 0 pour x situé entre a et B et g'(x) > 0
ailleurs.

d.-Lorsquea>—%,B<a:

2 +
a . -
3

0
I

<
|
8
o4 ™

9t /\ /

Ainsi, pour tout x situé « autour de a », g(x

-Lorsquea=—§,[3:a:

X —oo a= B +o0
g'(x) + 0 +

/
gb) |0

Ainsi, pour toutx < a,g(x) <0
et pour tout x > a, g(x) > 0.

~Lorsquea<—%,ﬁ>a:

X —o0 a - % B +o0
g'(x) + (:) - (:) +
0

Ainsi, pour tout x situé « autour de a », g(x) < 0.

3. La position relative de (‘€) et de (A ) se déduit du
signe de f (x) — [f '(a)(x — a) + f (a)], c'est-a-dire du
signe de g(x).
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Ainsi :
«lorsque a > —g, (“6) est situé au-dessus de a);

«lorsque a= 3 (‘@) est situé au-dessous de (Aa) pour

x < aetau-dessus de (A ) pour x > a.

«lorsque a < —%, (“6) est situé au-dessous de A,).

[¥] Distances d’un point a des tangentes
Partie A
1. R est centré en zéro.

«Pour tout xde R,
(=3P +2(-x) -xX*-2x
f(-x) = - = —f(x).
=) 2+ (—x)? 2+x* (X)
Donc fest impaire.

2.a.A=80> 0, les solutions sont donc X = —
:—4—2\/§etX2:—4+ 24/5.
b. En posant X = x?, on retrouve I'équation du 2. a.
Ainsi, soit x2 =X, quin‘apas de solution car X, <0, soit
x> =X, C'est-a-dire

x=-V2V5-4oux=12/5-4.

8 -+/80
2

3. a.Pourtout xde R,
Fix) = (3x2=2)2+x3) - (3= 2x) X 2x
(2 +x%)?
Fi(x) = 3XA+6X2—2x* — 4 — 2 + 4x2
(2 +x%)?
oy X+8¢% -4
P ="y

b. En développant et en simplifiant :
(X = V25 - 4)(x + V2v/5 — 4)(x2 + 4 + 2/5), on retrouve
x* + 8x* — 4 comme affiché.

c. On déduit le tableau de variation de f de la factori-
sation ci-dessus.

X —00

—Vhﬁ—4

+ 0 - 0 +
f(x) e /G\_q/v+oo

aveca=f(—\y2/5-4)=" 2:/5 - 425 - 6).

V215-4 +oo

2V5-2
d. - Pour tout xde R, V5
4 x2+x)-4x xX*-2x

x|1- = = =f(x
( 2+x° 2+x° 24+x° X
Jimf(x) —x=lim—2% =0

X—> -0 )(—)—002+X2

etlimf(x) —x = lim —4x =0,

X—>+oo X—)—oo2+X2

donc la droite (A) d'équation y = x est asymptote a (6)
en —co et en +oo,
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Partie B
1.-f'(x) =0 < x=—\2V5 -4 oux=125-4.

Ainsi, (T) et (T') tangentes a (6) aux points d’abscisses
—\24/5 — 4 et V/24/5 — 4 ont pour équations y = a et

y=-a.
xX'+8x’-4

=1 XTX -5

W=T=" 0y

<X +8x-4=02+x)?

<X +80-4=4+4"+x

<4x*-8=0

e x=2<x=—2oux=12.

Or, f(—V2) =0, f(+/2) = 0, donc (5) et (S') tangentes a

() aux points d’abscisses —/2 et 12 ont pour équa-

tionsy=x++2ety=x-+2.

2.

Partie C

1x2-1x4| 2
1-(A):X—y:0,doncd(A;(A)):J—l:7.
2.a.(5):x-y++2=0,donc VIZ+ (=12 2

Cen  [1Xx2-1x4+42] _ 2-42
d(A;(S) = Iy A
() :x-y—-+2=0,donc
dm,wnznx2—1x4—vﬂ:2+v§

' V124 (=1)? V2
b.Dua.,ondédli}t_que .

| 2442 2-42
d((S); (5) = 2 2o

2.
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Activités d'introduction

Fonction et suite
1.a.eth.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

c. Les point M_ont pour ordonnée f(n) = 5 - P

2.a.Pourtoutxde[0;+ oo[, f(X) =————=>0,
x+1)

donc fest croissante sur [0 ; + ool.

b. Comme, pour tout n de N, n < n + 1 et que f est

cr0|ssantesur[0 + oo, on en déduit que f(n) < fin+ 1).
C. I|m f( ) =
d. XILanu —5
Représentation graphique
de suites et conjectures

1.a.eth.

4t 0 1 2 3 4 5 ] 7 8 ¢ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

¢. On conjecture que:

+ la suite (/) est croissante sur N et nanlo [ =1;

« la suite (Ln) est décroissante sur N et nllmw L=1;
+ la suite (a ) est constante.

2.-PourtoutndeN,/ 1—1:1— ! -1+ !
n+lon n+2 n+1
—(n+1)+(n+2): 1
(n+M{n+2) n+Mn+2)
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Manuel pages 211 a 228

1
or———
(n+Mn+2)
croissante sur N.

> 0donc In+1 > /ndonc la suite (ln) est

De plus, lim L:Odonc lim /[ =1.
n—=+eo ) 4+ Nn—>+too N

«PourtoutndeN, L 1_L:n+2_n+1
n+ " on+1 n
_n(n+2)—(n+1)2_ -1
nin+1) nin+1)
Or - <0,doncl <L donclasuite (L) estdé-
n(n+'|) n+1 n n
croissante sur N.
Deplusn+1—1+letllml—0doncI|mL-1
n  n—ten
«PourtoutndeN, a :(1— ! )xn+1
n n+1 n
_(n+1—1 n+1
= X
n+1 n
n n+1
= X =1.
n+1 n

Donc la suite (a ) est constante égale a 1.

Ainsi,nlin+1 (@)=1.

3. Lorsque n tend vers + oo, l'aire du rectangle R_reste
constante égalea 1.

Suite géometrique
1.Pourtoutndel, PV =PV,

1 1 1
z'a'P‘ZZ;V1:E;P2:4;VZZZ;P5:8;V3:§;
1 1
P,=16;V,=—;P,=32;V.=—__.
4 4 16 5 32

b. On conjecture que P =2"et V = %
¢. On conjecture que '7ILn+1an: + oo et JL@mVn: 0.
d.P =256 < 2"=256 < n=38.

e V= 1 1 1T _ 1
g 512 2 512

< 2"=512<n=09.

Suite arithmétique et somme
de termes consécutifs
1.a.PourtoutndeN, u

b. Pourtoutnde N, u_
croissante sur N.

n+1_un =3.

,,—u_>0,donclasuite (u ) est
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cu=-4;u=-1;

5

2.
n u_n
0 2
1 5
2 8
3 11
4 14
5 17
6 20
7 23
8 26
9 29
10 32
11 35
12 38
13 41
14 44
15 47
16 50
17 53
18 56
19 59
20 62

Savoir-faire

ﬂa.u0=0;u1=1'u 2

u—O

—u==;u = :
3'°2 57T 9n+3

b,uozz;u1:\/§;u2:\/ﬁ;un“:\/n2+5n+8.

Somme

15
26
40
57
77
100
126
155
187
222
260
301
345
392
442
495
551
610
672

n+1

_2n-2

’n+1 n+2'
1

du=1;u :l;u :l,u —

0 o272 57t n2+2n+2
Ha.u=4;u=-8;u  =(-2)"*2
bu-1 U—\/E;un =v1++/n.
cu—\/_u—\/— =vn+1.

13

Ba.u1=5;u2 e
b. etc.

Uy

3 4
Uy Uz Ug

Ela.PourtoutndeN,n+1>0etn+2>0,

doncun>0>—1.
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En cellule B, il faut saisir la formule : « =B2+3 ».
3. a. Cette somme contient 21 termes.

b. S,=2+5+...4+59+62

+ 5,=62+58+...+5+2

2520:64+64+...+64+64

64

C. Ainsi, 25, =21x 64 dou S, —21><7_21><32
—672.
4.PourtoutndeN,S = (”‘H)(z""":"’”)

De plus,n+1<n+2,doncu <1.
Ainsi (u ) est bornée par-1et1.
b. 1 méthode - Pour tout nde N,
_n+2 n+1_ 1

1T i3 n+2  (n+2)n+3)
doncu . >u_ et(u)estcroissante sur N.

2¢ méthode — festlafonction définie sur R*
+1
fi —.Ai toutndeN, u =fi
par f(x) = x+2 insi, pour toutnde N, u_=f(n).

1
(x+2)?
Donc f est croissante sur R* et (un) est croissante sur
N.

3¢ méthode - On sait que pour toutnde N, u > 0.
n+2

“n+1:n+3:n+2xn+2:n2+4n+4
u n+1 n+3 n+1 n*+4n+3

n+2
donc u .. >u_et(u)estcroissante sur N.

Pour tout xde R*, f(x) = > 0.

, .n
¢ limu = lim —=1;(u ) converge vers 1.

N—+4c0 N n—+teo n

i Pour tout nde N, -1 < sin(n) < 1.
Donc -2 < 2sin(n )<2et -5<u < -2,

La suite (u ) est donc bornée par -5 et -2.

il PourtoutndeN,u —-u =3u -u =2u.
n+1 n n n n

Oru <Odoncu . <u.

La suite (u ) est donc décroissante sur N.
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m Suites numeriques

A a. ) est arithmétique de raison 5 et de premier
terme u,=5.

s . 2 .
b. (u) est géométrique de raison 3 et de premier

termeu,=1.
C. (u ) nest ni arithmétique ni géométrique.

d. (u) est géométrique de raison % et de premier

terme u,=5.
e. (u ) n'est ni arithmétique ni géométrique.

f. (u) est géométrique de raison 1 et de premier

terme u, = 1.

Euercices d’entrainement

Suites : représentation et propriétés

1 1 1 1
ma.u1:m=5,u2:§;u3zz.
b.u=u-0=1u=u-1=0;u,=0-2=-2
C u1:(—1)2:1; ,= (-1 4:1;u3:1
d.ou =u,+ (-1 0=2+1=3;
u=u-+E=1N"=3-1=2;u,=u.+(-1?=3

ik a. Pour tout nombre réel xona -1 < sinx < 1 donc

—1<sm('17n)<1.

b.u =sin ((n +48)") =sin (% + 211) =sin % =u.

18 (u ) semble étre décroissante et converger vers 2.

] Faux ; Faux ; Faux.

A1 «lim 3 iim—3  —jmltx3
X—=tox 4+ 5§ x—>+oox(1+£ n—>+eo y ('I+é)
X X

=0x3= Odonchmu-O

n—+o0

«lim (-3x+2) =-co donc limu = —oo.
X—>fo0 Nn—s+too N

Al a.u=u+2x0+1=1;u,=4;u,=9;u,=16;
u,=25.
b. Conjecture :u_=n’.

Ma.u,=3u,+2u,=9+2=11;u,=33+6=39;
u,=139; u, = 495.

b.u =

u,=——;u,=

1 1
=_u,=_; —;
1MM+1) 272 632 1274 20
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E1.u,=u,+(50-2) x (-2) =-95.
v,=v,x (3] "= 001562
2.a.5=u+u,+... +Uy
(50-3+1)(u,+u)

S= 5
s (50-3+1N)(u,+u,)
2
5= 48(‘952+ CD) _ 5304,
b.S=v,+v +...+v
1 8
- (5)
§'=2X =3,984375.
-1
2
B a.u,=354x10".  b.u, =229326.

4 a. (u ) admet un majorant : 5.
(n2>0:>—n2<0:>5 n*< 5).

1
b.5<un<1.

u_l:n+1_l:2n+2—(n+2): n
"2 n+2 2 2(n+2) 2h+2)~
etu —-1=——<0.
n n+2
C.2<u <4.Eneffetu, =4etu, =2
d.-2<u <2
En effet - <cos(3) < ldonc-2K 2cos(n3n)<2.

Ha.u,,, -u=-30+1)+5-(3n+5=-3<0

donc (u ) est décroissante.

_n+3 n+2 -1
b.u - = < 0donc
ner e = n+2 n+1 M+2n+1)
(u ) est décroissante.
C.u,=sin(0)-3=-3,u,=- 2u——3etu3:—4donc

(u ) n'est ni croissante ni decr0|ssante
d.u . -u=Vn+1-+n
_(n+1=-VnGEn+1++n)

N \/n+ +\/—
_n
_\/Fﬂ/— \/Fﬂ/_
M a. (u ) diverge vers —oo.
A2-2) -2
b. i 2xX-5 _ . xh X 2
dim Sy =m S =i =3
x(3+—) 3+~
1 X
donclimu =—.
n—+oo 3
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Suites numeriques [E

1 (=1 1
= x /
n n n

c. -1 < (_1)n< [

Ilml_Oetllmi—Odoncllmu =0.

n—>+eo ) n—te N
d.limVx+3=+4xcarlimx+3=+wetlimyx=

X—>+oo X— o0 X—> 400
donclimu = +oo.

Ntoo N
2n+1 -1

a.u-1=—"—"——>0etu -3=—-<0
& n+1 7~ n n+1
doncu >Tetu <3.
b.-1< cos(3 )<1 -3 3cos(3n)<3

n

donc—3+2\3cos( ) <3+2

F a. Si (u ) désigne une suite croissante de premier
terme u, alors pourtoutn >0,onau, >u,alors(u )
est minorée par u,.

b. En raisonnant de la méme maniére, on montre que
(u ) est majorée par son premier terme.

o 2X X
Ela'f(x)'2\/x2+3_\/x2+3

donc f est croissante sur [0 ; +ool.
Oru = f(n) sur N donc (un) est croissante sur N elle est

donc minorée par u, = /3.

ma n+1

u < u .Doncla suite(u ) est croissante sur N.
n n

n+1

u u
b. 2t < Tdonc—"*xu >1xu_ (caru <O0)et
u u

u. > > u . Donc la swte( ) est décroissante sur N.

> 0pourx&[0;+of,

< 1donc Z*‘ Xu <1xu (caru >0)et

Efl Conjectures :
(€n) est décroissante et tend vers 0 ; (L) est croissante
et tend vers + ; (g ) est croissante et tend vers 1.

Suites arithmétiques

2 . - .
EH a. u. ,-u = 3 donc (u ) est arithmétique de rai-
son —.
3 7
b.u0=1 JU=2;U,=— U — U # U, — U, donc (u ) n'est

pas arithmétique.

C. (u ) n'est pas arithmétique : u,=2;u,=-2;u,=-4.

d. (u ) est arithmétique de raisonu_  —u = —%.

e.u_ . —u_ =netnnest pas une constante donc (u)
n+1 n n

n'est pas arithmétique.
f. (u ) est arithmétique de raison -3.

Ela. 10 - 6 =6 — 2 donc 2 ; 6 et 10 sont trois termes
consécutifs d’'une suite arithmétique de raison 4.
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b.Non.n+u-n=4etn-(n-3)=3.
¢. Oui, de raison x.

X+1-(2x+1)=xet2x+1-(x+1)

Ma.u,=u,+20r="1+20x2=41,

u +u
b.u +u +.. +uy =" x21=21x21=441.

u-u _
Ha.u,=u,+5rr= 95 s 10-2_38

5 5
32 22
b.u0+4r=u4,u0:u4—4r:2—?:—?.
— u0+u9 —
u,+u+... +u9—Tx10—28.
Eﬂun=u0+nr,n=gq;—u&=%:41.
M a.
25
i (\q;‘uo)
= \*\x(\l\;\ul)
(25 us)
L ;\\
05 \ (?\;Ua)
T @)
0 1 2 3 s 5
05 (5;’&0)
-1

b. Ils sont alignés.

Notons A1(1 ; u1), A2(2 ; uz), A3(3 ; u3), A4(4 ; u4)

A_1'Zz =A_1A: =’Eﬁ4(‘I ;_%)

Suites géométriques

fa.u ,,=3"""=3x3"=3u_donc (u) est géomé-
trique de raison 3.

b.u .= % u_donc (u ) est géométrique de raison %

u, 5 U, 13 U, U .
. 1="et—2=—";—1%—-2donc (u) n'est pas géo-
u, 2 u, 5"’ u, n pasg

métrique.

d. (u ) n'est pas géométrique.

e.u . =-u_donc(u)est géométrique de raison —1.
n+1 n n

£ a. Oui car _?6 =12 (de raison -2).

L
b. Oui pour n =0, et non pourn & N*,n—zi: Q.
5. 2 5

c.);:l(:x:z.Ouipourx:Z.
2 Ty _ 3
ma.u6:uoxq6:3x(—) = e

2
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[E Suites numeriques

1—17 1_17

b.u+u +...+u =u X (2)—3>< (2)
-1 1
2 2

1 6x127 381

:6(1_128)= >1<28 =64

u
ma.u6:u4><qz,q2:2,q:—\/§carq:u—5<0.

4
_yox 90T
LU =UyX g—1

cu,tu A+

_3.2"-1_3 32421
27 V2-1 2 2-17

M u =u,x2",2"=256,n=8.

_NUU

Hla. lim ¥ lim (3)n:+oo.

N—>+400 QN n—>4eol )

b. lim - = fim = (;): .

N—=+4e)N  n—+teo
n+2

—=lim2x(5)' =0

¢ lim

N—+eo 3
aim 2% =l ()" + (3)) =0

Ma.v  =u,  -1=

Donc (v ) est une suite géométrique de raison %

b.v =v, X (%) =5x% (l)n,

5
1 1
u=v+1=5x_-+1= +1.
5 5n 1
c. (v ) est géométrique de ralson—doncllmv =0et
Jim =1

Compléments sur les suites arithmétiques
et géométriques

M Sir<0alors (u ) est décroissante et si r >
(u n) est croissante.

Msio< g < 1alors (un) est décroissante et sig > 1
alors (u ) est croissante.

> 0 alors

1 a. Elle semble arithmétique de raison %

b. Elle semble géométrique de raison %

c. Elle ne semble ni arithmétique ni géométrique.
d. Elle semble arithmétique de raison —1.

M1u =u+(n-Nr=5+2(n-1)=2n+3.

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

u +u u+u +n-"r
2.a.5 ="' _—"xn=—"—1 Xn
n 2 2
:10+22(n_1)><n:(n+4)n.
b7 =N 4T T =1donc(T) est

arithmétique de raison 1.

E1u=u-2x0+5=8,u,=11;u,=12.
2. (u ) n'est pas arithmétique :u, - u,=1#u,-u,.

3.vn J=u o -u
=u 1—2(n+1)+5 (u -2n+)5)
:unﬂ—un—z—vn—z.
donc (v ) est arithmétique de raison -2.
V. +Vv
4.a.5 = " x(n+1)= y X (n+1)
=5-nh+1)
=-n’+4n+5.
b.Sn:unH—uo,unH:u0+5n:—n2+4n+8.
cu =-(n-1)7°+4n-1)+8=-n"+6n+3.
40 N
Eﬂ1.u1:1,u2—§,u3—?.

2. (u ) n'est ni arithmétique ni géométrique :

u u
_ _ Yy 2
U, —u,#u,- U, et 3 =2,

uZ u1
3 B 3 1 3 1 1
R B e S R SR Y
_1, 2321
_3(un_ ) 3Vn
Donc (v ) est géométrique de raison %
1\ 3 1\
b.Vn=VOX(§) =—§X(§) et
v+ 2 =2kl 42
1\n+1
1‘(5)
CV,+V, +...+Vv =V X
1
1-—
3
1\n+1
_3_(3 9 [y 2 9, 3 1y
T2 2 __4(1_(3) )__4+4X(3)'
3
d.u0+u1+...+un:v0+%+v1+%+...+vn+%
:v0+v1+...+vn+%(n+1)
o 1\n+1 3
—2(1—(§) )+E(n+1)
=33 )
4 2 4 \3
_.3,3.3 1
4 2 4 3"
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Suites numeriques [E

A1 1. Choix 1:1 320 000 + 70 000 = 1 390 000.

Choix 2: 1320000 + %X 1320000 =1 386 000.

2.0, =a +70000,b  =b +mb =1,05b .

3.a. Choix 1:16 350 000, choix 2: 16 602 818,15.

Nombre d'années Choix 1 Choix 2
0 1320000 1320000
1 1390000 1386000
2 1460000 1455300
3 1530000 1528065
4 1600000 1604468,25
5 ] 1670000 | 1684691,663
6 1740000 1768926,246
7 1810000 1857372,558
8 1880000 1950241,186
9 1950000 2047753,245
10 2020000 2150140,907

b. Choix 2.
¢. Le choix 2 est plus avantageux s'il sS'engage pour au
moins 5 ans.

Htla.u=-2;u=-3;u,=-2;u,=1.
b. (u ) n'est ni arithmétique ni géométrique :
u,—u,zu,-u, et U 4
u2 ul
2a.v . =u ,-u . =u_ +2n+1)-3-
—unH—u +2—v + 2.
donc (v ) est une suite arlthmethue de raison 2.

(u +2n-3)

V. +Vv
b.v0+v1+...+vn71=%xn
v,+v. +(n-1)x2
= 5 X n
:(v0+n—1)n:(n—4)n.
On en déduit un—uO:(n—4)n
etu =(n-4n+u,=n"-4n+1.

F1.u LU= U+ pr U+ qr=2u + (p+qr
=2u +(p+q)r—u +pr+u +q'r
=u, +u

2.vVv =v xrva xrq:v XV Xrrta

pq 0 0 0 0
:voxvoxr"“?:vorf’xvor‘?:v,xv,.
P q

4 On désigne par r la raison de la suite cherchée.
Ona:x=y-retz=y+r doncyetrsontlessolutions
du systeme::

{(y—r)+y+(y+r)=9
y=n*+y*+(y+nr*=59

3y=9 y=3
‘i’{sy 2421 =59 ‘i’{ﬂ:m
Sir=4,ona:(x,y,2=(-1,3,7).

Sir=-4,ona:(x,y,2=(7;3;-1).
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1 2u +1
Ha.v  =—= ’l’J :2+l:2+vn

n+1 n n

donc (v ) est arithmétique de raison 2.

b.vn—v0+n><2—1+2n,un:l:

v 1+2n
cI|mV—+ooetI|mu—I|m— 0.
—>+oov
mau:n+1—n: n+1 B n
T nn+1) nin+1) nn+1)
1 1
n n+1
b.S =1-——
n+1
cI|mS—1
n—>+oo
1.
Y=z

26
24
22
2 (Cf)
18 -

16
1.4
12

P

0.6
0.4
02

)
1
|
|
|
|
!
I
|
T
|
1
|
|
|
'
I
&

B e e T, RS

Up

.2 Uz Ug

2

2. Conjectures : (u ) est croissante etnlim u=2.

3.f(x):x<:>x:%x+1@lx:1©x:2.
4.a.v. .=u . -2= lu +1—2—lu —1—1(u -2)
n n 2 n 2 2 n
1
=—v.
2 n

Donc (vn) est une suite géométrique de raison %

b.v =v, X (%)n =-2X (%)n

etun:vn+2:—2><(%)n+2.
c.un+1—un=—2><(%)n+1+2 ZX(%)H—Z

:—2><(%)"”+2 ( )—2><( - —+1)

= 1y > 0. Donc la suite (u ) est croissante.
2 n

(1 . L
,,l'lﬂo (5) =0 doncJLrpm—Z X (2) +2=2.
1. u ., —u =2"et2"n'est pas une constante donc

(un) n'est pas arithmétique.
2.v =u_ ., —u =2"donc(v) estune suite géomé-
trique de raison 2 et de premier terme v, = 1.
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[E Suites numeriques

n+1 _
3.a.5:v><2 ! =2"*t1-1,
2-1
b S _un+1 U U"+1—1
doncun+1:5n+1:2"“—1 +1=2"+1
u=S +1=2"-1T+1=2"

c.limu =1lim2"= +oo.
N—>+4e0 N n—>teo

[ a. S, est la somme de termes consécutifs d’'une
suite arithmétique :

5, =110 5 100=101x 50 =5050.

b. Posonsu =1etu =99,u =u +nXx2,
donc99=1+2netn=49.

Donc $, =22 5 50 =2 500.

¢c. Posons u,=14etu =-66,u =u +nx (-=5)
donc-66=14-5netn=16.

Donc53=14_66><17=—26><17=—442.
211 ‘I "
Ma.s =1x%— S =2-1=2047.
s o 1X(EI"=1 _(3)"-1_-3"-1_3"+1
T2 -3-1 —4 -4 4
=44 287
16 _ 16 _ 25
(S :35><3 1:3 3 =21523 239.
3 3-1 2
2u +3
-1 u+4
a.v — n+1 — n
m n+1 un+1+3 2un+3+3
u+4
2u +3-u -4
3 u+4
_Zun+3+3un+12
u+4
u -1 1
—V .
5u +15 57
v .= ;v donc (v )estgeometrlquederalson%
—y o[ = (1)
b.vn—vox(s) _SX(S)'
u -1
v==""—<uv +3v=u-1<(1-v)u =1+3v,
n u +3 nn n n n n n

n

1+
"l-v. 1 (1
n 1=

7X7

EM

143w 57015
1_(1
5715
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c.u =—3©1+i(l)n=—3+§(l)n©1:—3,ce
n 515 515
qui est impossible.
[H1.a.5,-¢5,=1+q+...+q - @+ +...+@+q"*)
:'I_qn+1.
'I_qn+1
b.D'aprésa.(1-g)S =1-¢"*'doncS = g

2.a.u,=u,Xq,u,=u,Xq etu =u xq".
b.s =u(1+g+¢+...+g") doncs =uS .
'I_qn+1

n 0 ‘I_q :

_Aan+1 _9n+1
3.v+Vv. +...+V =v17q=3><L
0 1 n 0 1_q 1_2

2n+1_1
=3(2"*1-1).
51 ( )

=3X

[E] La droite est la représentation graphique de la

fonction f définie sur R par f (x) = lx +1.

finNN+f(n+1)

Xnh+1-n
5 ( )

Donc u =

1 1 5
—n+1+—(n+D+1 n+>
(il
- 2
1

+

NS
Ao

2

n+ 5 n 5 1
4+ = —-—+4==—etparconsé-
2 T4 TP

quent (u ) est une suite arithmétique de raison %

Ainsi, U, ,—u =

[ a. Notons u_le nombre de personnes recevant l'in-
formation a la n*™ minute. (u ) est une suite géomé-
trique de raison 2 et de premler termeu = 1.

Le nombre de personnes qui connaissent l'informa-
tion...

«au boutde 2 minutes:1+2+4=7,

- au bout de 3 minutes:7 + 8 =15,

«au bout de 6 minutes: 15+ 16 + 32 + 64 = 127.

n+1_1

b.u0+u1+...+u :u0x7:2"”—1.
n 2-1
€.2"""-1>8000000< 2"""> 8000001
©2n>%n>22

donc on peut mettre au courant les 8 millions de per-
sonnes en seulement 22 minutes.

- 186 -



Suites numeriques [E

Se tester

3 1. Faux ; 2. Vrai ; 3. Faux ; 4. Faux ; 5. Vrai ; 6. Faux ;

7. Faux; 7. Vrai.

2x0+7 7 2xX1+7 9
EﬂLFaux.uO:()T:Eet%:ﬁ:E
doncu, <u,

2. Vrai.JLerf (x) :leer 2;(_:'27 = X'Lrﬂo %: 2
donc nlmo u =2
2n+7 2n+7 n+2 3n+9
3.Vraiw = 12 _ n+2 The2 _n+2
no2n+7 2n+7 2n+4 3
n+2 n+2 n+2 n+2

_3n+9xn+2_3n+9
T n+2 3 3

w —wn:n+1+3—(n+3):1 donc(wn)estune

n+1

suite arithmétique de raison 3.

4, Vrai. Voir la réponse a la question 3.

2%X3+7 13
5. Faux. v, = f(vo) = f(3) =3T=?et v,=3
doncv1<v0.

6. Faux. limw = lim (n + 3) = +oo.
X—>400 N xX—4o0

1.a.;2.c.;3.b.;4.a.;5.c

exercices d'approfondissement

[T] Somme et produit de suites
l.aaw .—-w =u . +v _—-U -V

n+ n n+1 n+1 n n
_un+1_un+vn+ _vn’orun+1_un>0
etv v >0

n+1 - n
donc w .. —w_ >0et(w ) estcroissante.

1
1

1

b. Si (u ) et (v ) sont deux suites arithmétiques de rai-
sons respectives ret r’

alors w . ,-w =u . +Vv

n+1 - un - vn
:un+1—un+vn+1—vn:r+r’.
Donc la suite (w ) est arithmétique de raison r + .
2.Si(u ) et (v ) sont deux suites géométriques de rai-
sons respectives g et g’
alors tn+1 = un+1vn+1 = qunq Vn = qq unvn = qq tn'
Donc la suite (t ) est géométrique de raison gg.

1
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-2 -2
u =

1.a. En effet, u = -
i "o n+1)2+2 n*+2

n+1_

_ 2 2 -2Am+2)+2(n’+2n+3)
n+2n+3 n*+2 (N+2n+3)(N*+2)
4dn+ 2

(N +2n+3)(n*+2)°
Or, pour toutnde N, onan > 0, par conséquent n? +
2n+3>0,n*+2> O0etu +2> Odoncu, . —u > 0.
2. a. En effet, pout tout nde N, ona (-1)" > -1
doncn+(-1)"> n-1.
Or lim n —1= +eo donc nli_)r?wn + (=1)" = +oo,

n—>+oo
2\n
- (g)
3.b.Eneffet,Sn:u0>< =5x%

2 1
3 3

:3x5x(1—(§)n):15x(1—(g)n).

Or lim (é)nzo (car -1 <§< 1) doncJL@an: 15.

X—> 40

4, c. En effet, pout tout n deN, -1 < sinn <1
donc2-1<2+sinn<2+1,

donc 0 < 1< 2+ sinn < 3, par conséquent
1 1 1 1 1

17 24sinn > 3"~ 2+sinn” 3
3

donc3x1> >3><l

2+sinn 3
cest-a-dire3>u > 1.

il Encadrement du terme général

‘U >099 < Z‘; >0,99 < n—1>099n+1,98

< 0,01n>2,98 < n > 298.

e-1<2 =>n-1<n+2= n
tout n de N. n+2
-n0=299 convient.

<1< 1,01 pour

il Suite et calculatrice
n+1+2 n+2

(n+13+(n+1)?* n+n?
n+3)P+n)-n+2)[n+ 132+ (n+1)7
[N+ 12+ (n+ 1)+ n%

_ —(2r+10n*+12n+4)
T 0+ 1)+ (n+ DA + n?
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[E Suites numeriques

2 2
X1+~ 1T+~
X+2 . X . X

b. lim T, =i =lim — X =0
X—>toox> + X X—> o0 2 1 X—>to0 x 1
1+— 1T+—
X

Donclim u=0.

n—4oc0

¢. On effectue quelques essais et on trouve : n = 33.

tF] Suites arithmétiques et géométriques
1.Poura=0,u = b pour tout n de N*. Donc (un) est
constante sur N* et sa limite est b.

Poura=1,u  =u +b,donc(u) est arithmétique
de raison b.

Sib=0alors u = u, donc la suite est constante et
égale a u,;

Si b > 0alors (u ) est croissante et tend vers +oo.

n

Sib < 0alors (u) est décroissante et tend vers -co.

n

2.ax+b=x<b=(1-ax<x=

1-a
3. a est l'abscisse du point d'intersection des deux
droites.
4.Pouru,=q,0nau, =q,u,=aq,..., par conséquent
u_=a.Donc (u ) est constante et converge vers a.

5.a.v . =u  -a=au +b-a=au +(1-a)a-a
=a(u -a)=av.

Donc (v ) est une suite géométrique de raison a.

b.vn—voxa"—(uo—a)xa”

u=v+a=(u,-a)xa+a.

C. (u ) est convergente pour -1 < a < 1, sa limite est

alors égale a a.

[E] Un paradoxe de Zénon
1. d 8; d 4; d 2.

_ (1)
2.d —d etd =d x(z) = (5"
3. a. On conjecture que: JL@NSH =16.

1\n+1

R fy)
2

:16—16x(5

b.S =8
n+1

. 1

lim (—) =0donclimS =16.

n—>+oo n—>+oo

4.5 =16 < -16 % (%) " 0 ce qui est impossible.

i1 Suite arithmético-géométrique
1.Dans le repére (O, 1, J), on trace les droites (A) et ()

d'équations respectives y =xety = %x -3.

On construit u,
figure.

u, u, u, et u, comme indiqué sur la

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur

J+ @)

Usuy Us uy u ) uy

(@)

/é
2.a. VneN¥

1 1 1
un+1 _un: Eun_3)_ (Eun—1 _3) :E
b. Soit (v ) la suite définie pour tout entier naturel n
nonnulpar:v =u -u

(un - un_1).

n-1°

(v ) est une suite géométrique de raison % et de pre-
mier termev, =u, —u,=->5.

Donc:VneN*u  -u=v =- S(l)n.

! 2
c.VneN,u . -u <0;dong lasuite (u )est décrois-
sante.
3.a.VneN¥
1 1 1
%+6=(5u4—ﬂ+6=5uM+3=54%4+®.

b. Soit (w ) la suite définie pour tout entier naturel n
nonnulpar:w =u +6. 1
La suite (w ) est une suite géométrique de raison 3 et
de premier terme w,=u,+6=10.
On en déduit que pour tout entier naturel n,on a:
1\n
u+6=(u,+ 6)(5) .
climu =-6.
N—>4e0 N

i Conjecture et démonstration
1.Vne N*,un:u,H +

10n+1 -

9 9 9
2.0na:u,=01+—> ,u,=u+-S;u,=u+-;
102" 2 103" 3 104

9
Su=u__+ .
n n-1 'Ion +1
En additionnant membre a membre les n égalités, on

11 1
obtient:u =0,1+9—+—+... + )
ent-4, 102 T 10° 107+

Entre parenthéses, on a la somme de n termes de la

suite géométrique de raison 11—0 et de premier terme

107 L

9 10"
Donc:u =01+—-x———=0,1+0,1(1 -
“ 10? 1_L ( 10")
—02-- .10
4 10n+1
3. 0n en déduit que : ,,l_imo“n =0,2.
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i1 Suites emmélées

1.a.u _2u,+v, i;V:Q;u:2u+v:E;
3 3" 372 3 9

_ﬂ.

v,= g '

b. Conjectures : (u ) est une suite croissante et (v ) est
décroissante et convergent toutes deux vers %

2Uu +v. U +2v
2.a.S =u +v ="r—n4"n A
n+1 n+1 n+1 3 3

=u +v =5
Donc la suite (S ) est constante et égalea S, = 3.
2u+v. u+2v. u-v
n+1 n+1 Vn+1 = 3 - 3 = 3
= l(u -v)= Ip
3 n n 3 n
Donc la suite (D) est géométrique de raison % et de
premier terme D = -1.

’|n
S +D 50+Do><(§)
bS+D=20,u="-—""=_____ 7~
n n n n 2 2
'In
30
2
‘|n
S-D 3+(§)
S-D =2v,v =—2—2"=
n n n n 2 2
.1 3
3’,,"_)@00(5) =0donc Ilmu —nlmov _E'
{21 Suite auxiliaire
ay 1., 7., .13 19 25
oy 20T 2r 2T e g

b. Conjecture : (v ) est une suite arithmétique de rai-
son 3.

VUL % o I SV I SV
e un+1 un n !
VvV =V +3n:l+3ndoncu: 1 = 2 .
no0 2 o 1+6n
5+3n

tf] Avec paramétre
1.a.Sia=0[2nm], alorsVn €N, u="1,; (un) est une
suite constante.

b.Sia=mn[2n],alorsVn €N, u = (=" (un) est une
suite alternée (= 1;1;-1;1;..).

c.Sia= g [n], alorsV n € N, u=0; (un) est la suite
nulle.

2. Si a est différent des valeurs précédentes, alors (u )
est une suite géométrique de raison cosa tel que :

0<|cosa|<1;donc:limu =0.
N—>+4eo N
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tf] Nombres entiers impairs

Notons u, le premier entier impair de cette somme de
termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison
2 et de premier terme u,.

u+u u+u+2x99
%x100:17600,%

u,+99=176
u,=77.Les nombres sont:77,79,81, ...,

=17 600,

77 +2x99.

[T] Le meilleur choix
« Le premier choix rapporte

101 + 100 + 64 % 64 = 8 480.

64 ‘I

=2%-1.

« Le second choix rapporte 1 X 22 ]

« Le choix le plus intéressant est de loin le second.

f1l Suites extraites

1.a.f(x) 3

=x<5+ 3 =X =x-5
X+ 1 X+ 1

<3=Kx+1)x-5<x*-4x-8=0
_4+448
2

@X:4+24\/§©X=2+2\/§.

carx > 0.

b. f'(x) = -3/(x + 1)> < 0, donc f est strictement dé-
croissante sur [0 ; +[.
c.-Pourx<a,f(x) >f(a)doncf(x) >a
f(f (x)) < f(a) ainsi f(f (x)) < a.

«Pourx > a, f(x) < f(a)doncf(x) <
f(f (x ))>f( )yainsi f(f (x)) > a.
2. Conjecture : (u ) n'est ni croissante ni décroissante.
3. a. Conjectures : (v ) est croissante et (w ) est dé-
croissante.
b. Conjecture : Les deux suites ont la méme limite
a=2+23.

(car fla) =0);

a (car fla) = a);

fH Le meilleur placement
1. a. On pose : C; =1 000 000 ; 'intérét annuel est
0,065 x C, C'est-a- dlre 65 000 F.

C, :C0+65000:1 065 000;

C,=C, +65000=1130000;
(,=C,+65000=1195000.

b Pour tout entier naturel n tel que n >
C =C _, +65000.

Dong, (C) est une suite arithmétique de premier
terme 1 000 000 et de raison 65 000.

2.a.0na:D,=1065000;D,=1134225;
D,=1207950.

b Pour tout entier naturel n tel que n >
D =D_ x1,065.

>2,0na:

>2,0na:
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[E Suites numeriques

Donc, (Dn) est une suite géométrique de premier
terme 1 000 000 et de raison 1,065.

3.0na:vneN,C =1000000+65000n;
donc: C,,=1650 000.

vneN,D =1000000x 1,065";
donc:D, = 1877 137.

[E] Les points sur une spirale

1.a.u0:16;u1:16x\/1§=8\/§;u2:8\/2_><\}jzg;

1
Uu,=8x——==4v2.
,=8x 5 =412
b.vneN*u =u
géomeétrique de premier terme 16 et de raison i.

V2

n-1

xiz ; dong, (u ) est une suite

VneN,un:16x(\/1§)n;donc:'1ILn+1mun:O.

~ W2l
V2-1"
16
——=16(v2+1).
g = 16024 )
3.a.a0:%><(u1)2:64;a1:%x(uz)2:32;

2.a.VneN* A A =u; 1\
1-(5)
donc:s =u +u,+..+u =16X

On en déduit que ;}Iir+n s =

1 1
a2=5><(u3)2=16;a3=5><(u4)2=8.

b.VneN*a :lxa ;
n 2 n-1

métrique de premier terme 64 et de raison l.

dong, (an) est une suite géo-

VneN,a =64x (%)n;donc :Jimooanzo.
cVneN, o =128X [1 —(%)n];donc :,!L”?mon: 128.

[ Un paradoxe de Zénon
Les distances successives, exprimées en métres, sépa-
rant Achille de la tortue sont:100;10;1;0,1;

0,01;0,001;...

Ces distances forment une suite géométrique de rai-
son 0,1 et de premier terme u,= 100.

Le terme général de cette suite est : u,=100x (0,1)".
La somme des n premiers termes de cette suite est :

1-(0,1)" 1000
=1 = — n,
s =100 x -0 9 X [1-(0,1)1

On en déduit :

« la limite de cette suite est 0, donc Achille rattrappera
la tortue;

1000

« la limite de s est
111,111...m.

, donc il aura alors parcouru
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fH Carrés coloriés

1. Chaque étape consiste a découper un ou plusieurs
carrés non hachurés en 9 carrés égaux et a en hachu-
rer 1 sur les 9. Donc, aprés chaque découpage, le coté
du carré est divisé par 3.

On en déduit:

R . . . a1
- apres 1 découpage, il reste 8 carrés de cOtés 3 non
hachurés ;

- apres 2 découpages, il reste 8 x 8, c’'est-a-dire 8% car-
, N ,

rés de cotes;non hachurés ;

- aprés 3 découpages, il reste 82 x 8, c'est-a-dire 83 car-
, N ,

rés de cotés 3 non hachurés...

Dong, siaprés n — 1 découpages, il reste 8™ carrés de

cOtés non hachurés, alors aprés n découpages,

3n—1

il reste 8" x 8, c'est-a-dire 8" carrés carrés de cotés
1 1
- x ,
3 3n—1

On en déduit que pour tout entier naturel n non nul,

o] ,
c'est-a-dire 3 non hachurés.

R . . . N
aprés n découpages, il reste 8" carrés de cotés ;non
hachurés.

1 3
a,= —82x(%)2:1—82x% g,
a,=1-8x(f=1-8x =27
12
b.VnEN*,an=1—8”><(?)
:1—8"><312n=1—(%)".

c.lima =1.
N—>teo N

[T] Bassins et fuites
a. La contenance de B, a la fin du 30° jour est :

20
50— < %30 =49,994 m>,

100 000 m
Celle de B, est:
50><1_70’931=500(1 -0,9) =48,1m?3

1-0,9 ' '
b.— 29 —250000

20

100 000

donc B, sera vidé a la fin du 250 000° jour.

B, ne se videra jamais : a la fin du n® jour sa conte-
nance sera de 500 x 0,9" qui n'est nulle que lorsque n
tend vers l'infini.
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[Tl Etude d’une épidémie doncC =( x0,7"=5000x0,7".
a.C =C- 30 C=07C, b.JLr?an = 0 donc I'épidémie tend a disparaitre.
Problémes
Evolution du nombre d'abonnés b.D’aprés5.a.onaf <a{'et{’=Cdonc{'=¢=aq.
1. =0,8u + 2 000.

Unss Un 6( ) —©n > 7.Doncu ,<a<gv, estunen-
2.0,8x+ 2000 = x < 0,2x =2 000 < x = 10 000. 128
3.a.v_=u_ -10000=0,8u - 8000 cadrement d’'amplitude ﬁ

=0,8(u, ~10000) = 0,8v .

Donc la suite(v,) est géométrique de raison 0,8. 1 Demi-vie de l'iode 131

8,3

b.Jimoovn =0 car (v ) est géométrique de raison 0,8. au, ,=u,- 100 J00 Un=0217u,,
c.u =v +10000 doncJLr?wun =10 000 ce qui signifie u =u,x0917"=1000000 x 0,917".
que le nombre de clients de cet opérateur se stabilise- D'ou lim u_ = 0, par conséquent la quantité d'iode
. n—+oo
ra aux alentours de 10 000 clients. tend a disparaitre. (Elle disparaitra le jour ou la valeur
de u_devient plus petite que 1).
[T] Suites adjacentes b.u = %“o < u,x0,917"= %“o < 0,917"= %

1./ ) =3+ 2x+1etf'(x) >0surR

(A=-8 <0et3>0), donc fest croissante sur R. A un jour prés, la demi-vie du noyau d'iode est de

8 jours.
2.f(0)=-1<0etf(1)=2>0doncf(0)<f(@) <f(1) |
doul0<ax<1. - ) )
Car fest strictement croissante sur R. 91 Mythologie et mathématiques
U +v U +v 1.a.5oitu_le nombre de cercles apres n divisions ; on
3.a.Sif(” ”)>O,Wn+1=vn+1—un+1 ”2 U a:vneN,u =2"
1 1 Pour tout entier naturel n, la somme des diamétres
=5 (v -u)= 3 w. de ces 2" cercles est égale a 2 ; de plus, ces diameétres
. 1
u-+v sont égaux.Donc:VneN,r =—.
Sif( n——n nH:%(vn—un):%wn. g noon
1 b. (r ) est une suite géométrique de premier terme est
Donc (w ) est une suite géométrique de raison 7 1 et de raison 1 Ona n||_)m r =0.
1)\n T\ (1 .
b-Wn=Wo><(5) =1 X(j) =(§ »doncfim w, =0. 2.a.VneN,an=2”><n[(E) ] = ?
u+v
4., Si f( . ”) >0alorsu_ ,—u =u -u =0 (a ) est une suite géométrique de premier terme m et
. 1
u+v de raison —.
Si (-2 2
U +v v —u b.Ona:lima =0.
alorsu, , —u, =—"> "=y, =" "> 0 !
Donc (u ) est croissante. fH Point fixe ;
On montre de la méme facon que (v) est décrois- | T.a.fl)=x<7- 12 X T =x-7
sante. o 6=x+2x-7) = x-5x-8=0
5.a. PourtoutnENonaf(un)<O<f(vn), 54,57
flu)<fla)<f(v) @Xzz\/_ carx>0.

doncu <a<v,parconséquent £ <a< €. ) ‘
b. f'(x) = 6/(x + 2)*> > 0 donc f est strictement crois-
De pIusnILryw(vn -u)=0dapres 3.b.donc €'~ € =0. sante sur [0 ; +oo[.
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2. - On conjecture que : pour u, € [0; al, la suite (u) « De méme, on conjecture que pour u, € la; +oo[, la

est croissante et converge vers a. suite (u ) est décroissante et converge vers a.
i L, 3.a.Pouru,€[0;al,u €[0;al, doncf(u)>u,
u .. >u_.Donc la suite (u ) est croissante.
/ b. Pouru Ela; +of,u €la;+%[, doncf(u) <u

et u_ . <u_.Donclasuite (u ) est décroissante.
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Activités d'introduction

Diagrammes et tableaux

a double-entrée

1.a.

| Achats de mangues |

1.a.

Achats d’ananas

@s)

Nombre total de clients : 57

Achat de mangues )
Oui | Non | Total
Achat d'ananas
Oui 0 14 14
Non 21 22 43
Total 21 36 57

b. 22 clients n'ont acheté ni mangues, ni ananas.

2. a. Parmiles 25 clients ayant acheté des mangues, 8
ont aussi acheté des ananas, donc 17 (17 =25 - 8) ont

acheté des mangues mais pas d’ananas.

b.

| Achats de mangues : 25 |

| Achats d'ananas: 19 |

17

27

| Nombre total de clients : 63

Achat de mangues .
Oui | Non | Total
Achat d’ananas
Oui 8 11 19
Non 17 27 44
Total 25 38 63
¢. 27 clients n'ont acheté ni mangues, ni ananas. 2.a.
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Manuel pages 229 a 242

Arbres et nombre de choix

Plats

Desserts Boissons
B

1

N

w

EN

v

N

w

N

)

N

w

N

w

N

w

EN

%)

N

2

w N - w N w

N

AN NN N N

o 0 O 0 0 0 O 0 0 0 0 T 0 OO0 0 O 0 0 OO O O 0 0 W T 0 O O

%)

b.1l'ya30 (2 x 3 x5) menus possibles.

3 | 5]

Plats

Desserts Boissons

— Nombre total de choix:2 x 3 x5 =30.
b. Il'y a 30 menus possibles.
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m Dénombrement

pruplets et arrangements

@ p-uplets : lettres distinctes ou non
lLa.| 4 | 4 | 4 |

1 lettre 2¢lettre 3¢ lettre
— Nombre de choix : 4* = 64.

b. Il y a 64 mots possibles de 3 lettres distinctes ou
non, choisies dans I'ensemble E.

2. | 5 | 5 | 5 |
1 lettre  2¢lettre 3¢ lettre
— Nombre de choix : 5° = 125.

Ily a 125 mots possibles de 3 lettres distinctes ou non,
choisies dans I'ensemble F.

3. | n | n | | n |
1 lettre 2¢lettre pe lettre
— Nombre de choix : n?

Il'y a n?” mots possibles de p lettres distinctes ou non,
choisies parmi n lettres.

Arrangements : lettres distinctes
l.a.| 4 | 3 |

1 lettre  2¢ lettre
— Nombre de choix:4 x 3 =12.

b. [l y a 12 mots possibles de 2 lettres distinctes choi-
sies dans I'ensemble E.

2.2 5 | 4 | 3 |
1 lettre 2¢lettre 3¢ lettre
— Nombre de choix : 5 x 4 x 3 =60.

Savoir-faire

Elon peut utiliser un tableau a double-entrée (ou un
diagramme) pour répondre.

. Sport
ndividuel Oui Non Total
Sport
collectif
Oui 17 36=53-17 53
Non 8=25-17 | 23=59-36 |31=84-53
Total 25 59=84-25 84

23 éléves interrogés ne pratiquent ni sport individuel,
ni sport collectif.

HBZ={2;4;6;8;10;12;14},Bs={3;6;9;12;15},
85:{5;10;15},87:{7;14}.
B, B, B, B, ne forment pas une partition de E car, par

exemple, B,NB,={6;12} donc B,NB, = @.
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Il'y a 60 mots possibles de 3 lettres distinctes choisies
dans I'ensemble G.

b. | 6 | 5 | 4 | 3 |
1 lettre 2¢lettre 3¢lettre 4¢lettre
— Nombre de choix: 6 X 5 x 4 x 3 =360.
[l'y a 360 mots possibles de 4 lettres distinctes choi-
sies dans I'ensemble H.
3. | n | n-1 | n-2 | n-3 | n-4 |
1% lettre 2¢lettre 3¢lettre 4¢lettre 5°lettre
— Nombre de choix:
nxn-1xn-2)x0n-3)x(n-4)
llyan(n-1)(n-2)(n-3)(n-4) mots de 5 lettres dis-
tinctes choisies dans I'ensemble /.

La notation factorielle
et les permutations
l.a.+11=1;+31=6;+5/=120; 6! = 720.
b. Pour toutnde N,
nN=nxn-1)xNn-2)x...x3x2x1

N—— —_— —
n'=nx (n=1)!
nl=nx(n-1)!
2. | 4 | 3 | 2 | 1 |

choix @ choix @ choix @ choix @

— Nombre de choix:4x3x2x1=4!

Les quatre collegues de travail ont 4! (c'est-a-dire 24)
facons différents de s'asseoir.

Kl Pour chaque chiffre, il y a 10 choix : de 0 a 9. Ainsi :
| 10 | 10 | 10 | 10 |
1¢ choix 2°choix 3°choix 4¢choix
— Nombre total de choix : 10*= 10 000.
[l'y a donc 10 000 codes possibles.

ElA=6!=720;8=7!=5040.

mL s | 4 | 3 | 2 | 1 |
1*rang 2°rang 3°rang 4°rang 5°rang

— Nombre total de choix:5x4 x3x2x1=5!=120.

La bibliothécaire peut ranger ces livres de 120 fagons
différentes.

mlL 5 | 4 | 3 |
1©place 2¢place 3¢place
— Nombre total de choix: 5 x 4 x 3 = A} = 60.

Ces voitures peuvent se ranger de 60 fagons possibles.
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Dénombrement m

iH On choisit 5 personnes parmi 8, sans répétition et
sans que l'ordre des personnes n‘ait d'importance.

C; = 56. On peut constituer 56 équipes différentes.

6! 6! 6x5x4
cA2= === =30.
i 6 (6-2) 4 4!

Exercices d’entrainement

Cardinal d'un ensemble, partition

i a.Card E=11.
b. Card E = 26.
c.Card E=8.

18 E\B

W

AUB

if] a. Exemple de partition de F & deux sous-en-
sembles A et B.

A={a;b;h},B={c;d;e;f;g}
b. Exemple de partition de E a trois sous-ensembles
A BetC.

A={b;d},B={a;c;g} C={e;f; h}

¢. Exemple de partition de £ a sept sous-ensembles
AaG.

A={a;b}, B={c}, C={d}, D={e}, E={f}, F={g}, G=1{h}.

A1 a.

Anglais
Oui Non Total
Espagnol
Qui 15=22-7 7=10-3 |22=50-28
Non 25=28-3 3 28
Total 40 10=50-40 50
b.
4 N
15 Espagnol : 22
5 , pag
3
AN
Anglais : 40
Na /

Total : 50
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LCim 100 _ 10! _10X9x8X7X6!
1041(10-4)! 4l6! 416!
_10x9%x8X7 10Xx3X3x4x2X7
B 4! T 4x3x2x1
=10x3x7=210.

E Q désigne l'ensemble des personnes ayant enten-
dula publicitéa 15 h;

S désigne I'ensemble des personnes ayant entendu la
publicité a 16 h.

D’aprés I'énoncé, Card Q = 21 400 ; Card S = 24 800 et
Card (QN S)=4600.

D’apres le cours.
Card(QUS)=CardQ+CardS-Card (QN S)

Card (QU S) = 21400 + 24 800 - 4 600

Card (Q U S) =41 600.

Ainsi, 41 600 personnes ont entendu cette publicité a
15houal6h.

B P(E) = {0 ;{0}; {1};{2};10;1};{0;2};{1; 2}; Es.
Card P(E)=23=8.

EE] P(E) ={@;{A}; {B};{C}; {D}; {A; B} ; {A; &} ; {A; D};
{B;C};{B;D};{C;D};{A;B;C};{A;C;D};{A;B; D};
{B;C;D};E} Card P(E)=2*=16.

Ha.A,={2;4;6;8;10;12}, A,
{5;10}, A, ={7}.

b. A, AL A, A ne forment pas une partition de E car,
par exemple, A, M A, ={6;12},doncA,NA, = @.

={3:6;9;12},A, =

Fa.B,=1{6;21},B,=1{4;16;64}, B,={10; 25},
B7:{7; 14; 21}
b. Les ensembles B, B, B et B ne forment pas une

partition de E car, par exemple, B, N B, ={21}, donc
B,NB, 0.

Produit cartésien, p-uplets

Hla.ExF={(A;1);(A;2);(A;3);(B;1);(B;2);(B;3)}.
b.E><F><E—{(A 1:A) :(A:1:B):(A:2:A):(A;2;
B);(A;3;A);(A;3;B);( ,1,A) (B;1;B);( ;
(B;2;B);(B;3;A);(B;3;B).

CFxE={(1;A);(2;A);3;A);(1;B);(2;B);(3;B)}.

)
); ( ;
B;2;A);

Hl.-Card (ExF)=2x3=6;
cCard (EXFXE)=2%x3%x2=12;
«Card (FP)=2"=32;
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«Card (F)=3*=81;
Card (2 xFP)=2*%x3*=108;
cCard (BxXF)=23%x3*=72.

i a. & possede 12 éléments.

b.Z={A:1;a);B;1;a);A;2; 0d); ;
a);B;3;a);(A;1;b);(B;1;b); ( 2,b),(B,2,b),
(A;3;b);(B;3;b)}.

] a. Voicitrois exemples de résultats: (F; 3; P), (F; 4; F),
(P;1;P).

b.Il'y a 16 résultats possibles. (2 x 4 x 2 = 16).

il - (A;AE&et(C;D)EE.

Card &=4*=32.
(A;A;AA)E&et(B;C;A;0)E 8.

Card &=4=128.
(A;AAAAAAAAAEEet(A;B;C;D;A;
B;C;D;A;B)E&.

Card &°=41°= 1048 576.

g1 [ 10choix | 10 choix | | 10 choix |
1¢ chiffre  2¢ chiffre 8¢ chiffre
— Nombre total de choix : 108 = 100 000 000.

Il'y a cent millions numéros de téléphone possibles.

EH a. Avec les lettres A, B, C, D, on peut former 4° mots
de cinq lettres distinctes ou non, c'est-a-dire 1 024
mots.

b. Avec les lettres A, B, C, D, E, F, G, H, on peut former
8° mots de cinq lettres distinctes ou non, c'est-a-dire
32 768 mots.

EE] L'enfant dispose de 7 couleurs différentes et trois
cases a colorier, il peut donc colorier le drapeau de 73,
c'est-a-dire 343 facons différentes.

Notation factorielle, permutations

A «31=6;+5/=120;6! = 720.

£3 A la calculatrice, on trouve :

+9!=362880;12!=479001600; 13!=6 227 020 800.

£l a. L'arbre contient 6 branches, il y a donc 6 cas pos-
sibles.

b. 'y a 4!, c’est-a-dire 24 cas possibles.
c.lly a 6!, c’est-a-dire 120 cas possibles.

Ma A= _12x11x10!

10| 101 =12x11=132;
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151 15x14!

B= =15;
1417 14l
|
c=20 _20x19X18 _ 55, 19— 380,
18! 18!

b. PourtoutndeN,n > 2,
enl=nx((n-1)

enl=nx(n-1)x(n-2)!

EL] « Faux, par exemple pourn=3:
2x31=2x6=12et(2x3)!=6!=720.
- Faux, par exemple pourn=3:
321=91=362880et3! x31=6x6=36.
- Faux, par exemple pourn=3:
2X34+1=6+1=6+1=7
et(2x3+ 1)=7!=5040.

fa.(A;B:C:D)et(D;:B;A;C sont deux exemples
de permutations de E.

[l'y a 4!, c'est-a-dire 24 permutations possibles.

b.(-3;1;-1;0;-2;1;2)et(0;1;2;-3;-2;-1) sont
deux exemples de permutations de E.

Il'y a 6!, c'est-a-dire 720 permutations possibles.

A1y a 8!, clest-a-dire 40 320 positions de départ pos-
sibles.

Al a. lly a 8!, clest-a-dire 40 320 facons différentes de
garer 8 voitures dans 8 places de parking.

b. En considérant qu'une neuvieme voiture « fan-
téme » se gare sur la place vide, cela revient a consi-
dérer les permutations a 9 éléments.

Il'y a donc 9!, c'est-a-dire 362 880 facons de garer ces
voitures.

Arrangements, combinaisons

| |
ma.oA;T(?’i'])l!:;i:
'A::(4£—L2)! :1_12
T E!3)! =§i=6°‘
| |
b.-C; = 1!('33; 0= |1!3§! -
'Cj:2!(44i N 2?2! =6
oo S _ s .o

5 31(5-3)1 312
1 A la calculatrice, on trouve :

a.-A>=95040; -A’=17297280;
b..C=56; «C2=210;

- A2=210.
-(/2=125970.
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m a. 1" case

Ainsi, il y a 12 cas possibles (cela correspond au
nombre d'arrangements A?).

b. - Dans cette situation, il y a A}, C'est-a-dire 24 cas
possibles.

« Dans cette situation, ily a ASZ, c'est-a-dire 20 cas pos-
sibles.

Mllya A2, clest-a-dire 127 512 000 classements pos-
sibles.

n! n!
«PourtoutndeN, C°= = =1
& "oOln-0) 1xn!

n! n! n!
etC"= = = =1.
" pln-n)! nlO' n'x1
Ainsi, C°=(".

«Pour tous n, p de N tels que p < n, =

(n-p= n! = n! .
ete” (n-plin-(n-pI'  (n-p)p!

Ainsi, ij: C’;‘P.

Se tester

11 1. Faux; 2. Vrai ; 3. Faux ; 4. Faux ; 5. Vrai ; 6. Vrai.

&1 Tous les choix seffectuent sans répétitions (on ne
prend pas plusieurs fois le méme éléve) et sans tenir
compte de l'ordre. On dénombre donc des combinai-
sons.

1.Vrai. En effet, ily a C,
possibles.

2. Faux. En effet, Card (F®) = 15 = 11 390 625 et en
choisissant 6 éléves parmi les filles, on peut constituer
C$, c'est-a-dire 5 005 équipes différentes de filles.

15/
Or, Card (F°) = C°.

3. Vrai. En effet, le nombre de garcons est 17 (32 - 15).
Il'y adonc C¢, c'est-a-dire 12 376 équipes différentes
de garcons.

c'est-a-dire 906 192 équipes
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« Pour tous n, p de N tels que p < n,
nxn-1x...xn-p+1)

_nxXMm-1)X...X(n-p+1)x(n-p)X...xX2X1

(h-p)x...x2x1

n!
(n-p)t’
] a.Triangle de Pascal :

aNPlo 12 3 4 5 6
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

b. D'apres les coefficients calculés au a.
«(@a+ by =a+5a*+10a°b? + 10a%b® + 5ab* + b ;
«(a+ b)=a®+ 6a°b + 15a*b* + 20a°b® + 15a%b*

+ 6ab’ + b°.

A Lentraineur choisit 3 joueurs parmi 15 joueurs,
sans répétitions et sans tenir compte de l'ordre, on
dénombre donc des combinaisons.

Lentraineur peut faire C.}, c'est-a-dire 455 équipes
différentes.

] Le controleur choisit 4 objets parmi 100 objets,

sans répétitions et sans tenir compte de l'ordre, on
dénombre donc des combinaisons.

Le contréleur peut faire C i, C'est-a-dire 3 921 225
choix différents.

4, Vrai. En effet, on choisit successivement 3 filles
parmi 15 filles et 3 garcons parmi 17 garcons. Il y a
donc C}x C 2, c'est-a-dire 309 400 équipes différentes

17!
comptant autant de filles que de garcons.

f1.c.;2.a.:3.b.:4.a.

£ 1. a. En effet, on dénombre des p-listes.

| 5choix | 5choix | 5choix | 5choix | 5choix |
1¢ chiffre 2¢ chiffre 3¢ chiffre 4¢chiffre 5¢ chiffre

— Nombre total de choix : 5°.

2. b. En effet, on dénombre des permutations.

| 5choix | 4choix | 3choix | 2choix | 1choix |
1¢ chiffre 2¢ chiffre 3¢ chiffre 4¢chiffre 5¢ chiffre

— Nombre total de choix:5x4x3x2x1=5!
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3. b. En effet, on dénombre des arrangements.

| 8choix | 7choix | 6choix | 5choix | 4choix |
1 chiffre 2¢chiffre 3¢ chiffre 4¢ chiffre 5¢ chiffre

— Nombre total de choix: 8 X7 x6 X 5x 4 =A".

Exnercices d’approfondissement

71 Nombre d’atomes dans I’'Univers

1
=5x%x10%.
2x10%

Ainsi, il y a environ 5 X 10 atomes dans un gramme
de matiere.

b.2x 103 x5x%x10%2=10".
Ainsi, le Soleil contient environ 10°” atomes.
¢. 100 000 000 000 x 10°7 = 10°%8.

Ainsi, notre galaxie, la Voie Lactée, contient environ
10% atomes.

2. 1000 000 000 000 x 10% = 108,
Ainsi, I'Univers contient environ 10%° atomes.

1.a.

[ Distinguer les cas
... | Tenircompte | Dans une liste,
Sﬁpg'gton de l'ordre | des répétitions
P'| dans uneliste | sont possibles
p-uplet de E Non Oui Oui
Permutation Oui .
Oui Non
deE n=p
Arrangement Oui .
apélémentsde £ p<n Oui Non
Combinaison Oui Non Non
apélémentsde £ p<n

3 Démontrer une propriété
Pour tous n, pde Ntelsque 0 < p <n,

P _ (nh=1) (h-=1)
Gt - 1) - -1 T i 1) -l
_ (h=1 (n-=1)
“(p=Mn=-p)!  plin-p-1)
_ pX((-=-1) (n=p)x(n-=1)
CpX(p-Din-p!  ptn-p)x(n-p-1)
=p><(n—1)!+(n—p)><(n—1)!
p!(n-p)! p! (n-p)!
_pxX(=-MN+(-p)x(n-1)
- p!(n-p)
_pxX(h=-MN+nx(n-N-px(n-1)
- p!(n-p)!
_ nx(-1)t _ n! —c
p! (n-p)! p! (n-p)! "
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4. a. En effet, on dénombre des combinaisons de
3 fruits choisis parmi 8 fruits. Il y a C, c'est-a-dire
56 choix possibles.

1 Art

1.a.llya (], cest-a-dire 230 300 résultats possibles.

b.llya C;z X Czé, c'est-a-dire 87 318 résultats possibles.
¢. + Lune des quatre ceuvres est celle d'une femme :

3 .y )
() X C;résultats possibles.

« Deux des quatre ceuvres sont celles de femmes (voir
la réponse au b.). C2 x C.2 résultats possibles.

« Trois des quatre ceuvres sont celles de femmes :

C x C; résultats possibles.

« Les quatre ceuvres sont celles de femmes : C} résul-
tats possibles.

Ainsi,ilya 222985 résultats possibles pour lesquels au
moins une des quatre ceuvres est celle d’'une femme.
(X C+ X+ X C+ C=222985).
Remarque : On peut également résoudre cette ques-
tion en soustrayant a tous les résultats possibles (CS‘(‘)),
les résultats pour lesquels les quatre ceuvres sont
celles de gargons (C}}).

On abien C} - C: =222 985.

2.a.llyaA., cest-a-dire 5 527 200 résultats possibles.
b. Les classements suivant le sexe sont (F, F, G, G),
(Fl GI FI G)I (Fl Gl GI F)I (Gl Fl Fl G)I (Gl Gl FI F)I (Gl Fl Gl F)I
soit 6 classements.

Ilyadonc6xA2 XAz, cest-a-dire 2095 632 résultats
possibles.

¢. On peut, par exemple, utiliser la remarque précé-
dente.

Il'y a donc A2 — A}, clest-a-dire 5 351 640 résultats
possibles.

[T Répartition des éleves

Pour répondre aux questions posées, on peut réaliser
un diagramme comme ci-dessous.

Dans ce diagramme :
« Les nombres en noir sont donnés pour I'énoncé ;

« Les nombres en gris sont déduits tres simplement a
partir des nombres en noir;

+ Si on pose x le nombre de garcons qui apprennent
les deux langues, alors on a I'égalité suivante (qui
porte sur le nombre de garcons) :
24=(14-x)+x+(11=-x)+2

doncx =3.
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+ Les nombres en contour sont déduits tres simple-
ment en utilisant x et les autres nombres.

Filles: 16

Gargons : 24

/
[
Anglais Anglais
filles: 12 garcons: 14
Anglais/: 26
| Anglais’: 26| -
/
Arabe
garcons: 11
/ 2 |Arabe:17

| Nombre d'éleves : 40 |

a. 4 filles suivent les deux cours de langue.
b. 2 filles ne suivent aucune de ces deux matiéres.

i1 Plus grand que I'Univers

Ces personnes peuvent se placer de 60!, c'est-a-dire
environ 8,3 x 10®' facons de se placer.

Remarque : 8,3 x 108" > 10%°, donc ces 80 personnes
ont environ 83 fois plus de fagcons de se placer qu'il
existe d'atomes dans I'Univers (voir exercice 55).

7] Bindme de Newton

a. plo 1 2 3 4 5 6 7
n
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
Ainsi,
(@a+ b)Y =da +7a% + 21a°b? + 35a*b® + 35a°b*
+21a?b®> + 7abs + b’.
b.(1+x)7=1+7x+21x*+ 35x3 + 35x* + 21x°
+ 7x6+ X
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(T=-Xx7=1-7x+21x>-35x3+35x* - 21x° + 7x° - X'.

1 Distribution de cahiers

a. Si chaque enfant recoit un cahier, alors, il y a 3!
c'est-a-dire 6 facons de distribuer les cahiers.

b. Si chaque enfant peut recevoir entre 0 et 3 cahiers,
alors, on peut utiliser un arbre.

(En gris : le nombre de cahiers recus par I'enfant).

0 3

1 2

0 2 1
3 0

0 2

1 1 1
2 0

2 0 1
— 0
3 0 0

Ainsi, il y a 10 distributions possibles.

[ Déplacement d’un pion

a. Pour aller de la case A a la case B, il faut effectuer
trois déplacements : deux déplacements horizontaux
et un déplacement vertical.

On peut s'aider d'un arbre pour dénombrer le nombre
de déplacements.

1" dépl. 2¢ dépl. 3¢ dépl. 4edépl. 5°dépl.
H H v v
H v
v
H — H
H v
H
V—" —y -
v H H
v

H
H
v< v v H
v H H H

[l'y a donc dix déplacements possibles.

b. Pour aller de la case B a la case C, il faut effectuer
deux déplacements horizontaux et trois déplace-
ments verticaux.

En procédant de méme, on trouve qu'il y a dix dépla-
cements possibles.
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Problémes

%] Courses de chevaux
1. a. Avec 18 chevaux au départ,ilya:
« A2, cC'est-a-dire 4 896 tiercés dans l'ordre possibles ;

187
« C3, Clest-a-dire 816 tiercés dans le désordre pos-

.18
sibles.

b. Avec n chevaux au départ.
~A}=mﬁgn=nXM—1bdn—E.

Il'y an(n—-1)(n-2)tiercés dans l'ordre possibles.
s nt _nx(n-1)x(n-2)

" 3l (n-3)! 6
IIy(_ﬂn><(n—1)><(n—2)

sibles.

2. Pour le quarté :

a. Avec 20 chevaux au départ :

- A)\=116 280 quartés dans l'ordre possibles ;

- () =4 845 quartés dans le désordre possibles.
b. Avec n chevaux au départ :

tiercés dans le désordre pos-

nt .
cAl= (=4 =nX(n-1)x(n-2)x(n-3)quartés
dans l'ordre possibles ;

. nt  nx{h-1)x((n-2)x(n-3)

= = uar-
" 4 (n-4) 24 q
tés dans le désordre possibles.
Pour la quinté :
a. Avec 20 chevaux au départ :
- A; =1860 480 quintés dans l'ordre possibles ;
- C; =15 504 quintés dans le désordre possibles.
b. Avec n chevaux au départ :
n!
A=
" (n-5)!
quintés dans l'ordre possibles.
.Co= n! :nx(n—1)><(n—2)x(n—3)><(n—4)
" 51(n-5)! 120
quintés dans le désordre possibles.

=nXNn-1XMN-2)xXNn-3)x(n-4)

[ Dénombrement d’anagrammes

1.a.+Le mot «mari»a 4!, c'est-a-dire 24 anagrammes.
« Le mot « sortie » a 5!, c'est-a-dire 120 anagrammes.
«Le mot«afrique»a 7!, c'est-a-dire 5040 anagrammes.
b. Un mot a n lettres distinctes a n! anagrammes.

2.a.Un mot de 4 lettres distinctes a 4!, c'est-a-dire 24
anagrammes.

b. - Les anagrammes du mot « aida » sont : aida, adia,
adai, aiad, aaid, aadi, daai, daia, diaa, iaad, iada, idaa.

|
«llyena 12, c'est-a-dire %
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« Les anagrammes du mot « mere » sont : mere, mree,
meer, eemr, eerm, emer, emre, erem, erme, reme,
reem, rmee.

!
Il'y en a 12, c’est-a-dire %

- Les anagrammes du mot « epee » sont : epee, eepe,
eeep, peee.

!
Il'y en a 4, c'est-a-dire %

3.a.-Les anagrammes du mot « bebes » sont : bebes,
bebse, besbe, beseb, beebs, beesb, bbees, bbese,
bbsee, bseeb, bsebe, bsbee, ebebs, ebesb, ebbes,
ebbse, ebsbe, ebseb, esbbe, esbeb, esebb, eebbs,
eebsb, eesbb, sebeb, sebbe, seebb, sbbee, sbebe,
sbeeb.
-

«ll'y en a 30, c'est-a-dire ——.

212!
b. - Les anagrammes du mot « semee » sont : semee,
seeme, seeem, smeee, meees, meese, mesee, mseee,

emees, emese, emsee, eemes, eemse, eesme, eesem,
eeesm, eeems, eseem, eseme, esmee.

I
[l'y en a 20, c’est-a-dire %

- Les anagrammes du mot « creee » sont : creee, ceree,
ceere, ceeer, reeec, reece, recee, rceee, eceer, ecere,
ecree, ercee, erece, ereec, eecre, eecer, eerce, eerec,
eeecr, eeerc.

!
Il'y en a 20, c’est-a-dire %

4. a. - Le mot « partirait » possede 8 lettres, dont 3
lettres reprises deux fois.

212121
« Le mot « engendree » possede 9 lettres dont 1 lettre
reprise deux fois et une lettre reprise quatre fois.

Ila donc =7!=5 040 anagrammes.

9
Ila donc Sl 7 560 anagrammes.

« Le mot « parallele » posséde 9 lettres dont 2 lettres
reprises deux fois et une lettre reprise trois fois.

9

212131
b. Un mot de n lettres contenant k_ fois une lettre et

[la donc =15 120 anagrammes.

k!k)
n!

c. Il faut k, + k, + k, < n et un tel nombre a AT
anagrammes. 111 s

k, fois une autre lettre posséde anagrammes.
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7 Les dates d’anniversaires

1.a. On dénombre une liste de 23 dates d’anniversaire
dans laquelle des répétitions sont possibles (p-uplets).

1 personne 2° personne 23¢ personne

| 365choix | 365choix | ... | 365choix |

C.

A B C D E F G H |

] Nombre de personnes du
groupe

Pourcentage de chance qu'au
2 |moins deux personnes soient 2,71 11,69 25,29 41,14 | 50,73 | 56,87| 70,63| 81,44
nées le méme jour

— Au total, il y a 365 X 365 X ... X 365 = 365% pos-
sibilités.

b. Dans ce cas, il n'y a pas de répétition possible.

1 personne 2¢ personne 23¢ personne
| 365choix | 364choix | ... | 365-22choix |
— Autotal, il ya 365 x 364 X ... X (365 - 22)
365!

=222 A% possibilités.
365-23) =P
¢. Le contraire est : « Aucune personne n'est née le
méme jour qu’une autre. » (Voir le b.)

d. Dans un groupe de 23 personnes, les chances qu'il
y en ait au moins deux qui soient nées le méme jour

B A8
sont: 3857 A » 100 = 50,73 %,

3653
2. a. En reprenant le méme raisonnement, on trouve

n
365" et Asgs.
b. En reprenant le méme raisonnement, on trouve :

365"7—/‘365><100=(1—@)><100-
365" 3

65"

2

Les dates d'anniversaire

50
40
30
20
10
-
5 10 15 20 23 25 30 35

Nombre de personnes du groupe

Pourcentage de chance qu'au moins deux personnes soient nées le méme jour

3. Groupe 1 Il y a environ 47,57 % de chances qu'au
moins deux personnes soient nées le méme jour.

Groupe 2 |l y a environ 53,83 % de chances qu'au
moins deux personnes soient nées le méme jour.
Groupe 3 Ily aenviron 77,5 % de chances qu’au moins
deux personnes soient nées le méme jour.
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[E Statistique

Manuel pages 243 a 256

Activités ¢’introduction

Série statistique présentée sous forme de classes

1. Classe de plus grand effectif : [38 ; 43[. Classe modale : [38 ; 43[.

2.a. | (lasse [23; 28] [28;33[ [33;38[ [38;43[ [43 ;48] (48 ;53]
Centre de classe 25,5 30,5 35,5 40,5 45,5 50,5
Effectif 3 4 5 20 14 3

b. Moyenne : x = 3x255+...+3x50,5 ~40,3.

49
Courbe des effectifs cumulés, des fréquences cumulées

1. Classe [23; 28] [28;33[ [33;38[ [38;43[ [43; 48[ [48; 53]
Effectif 3 4 5 20 14 3
ECC 3 7 12 32 46 49
FCC 0,06 0,14 0,24 0,65 0,94 1

2.-Onlitdans les ECCque le numéro 3. 1007 0000 = o croissante (en %)

du pays est 25, c’est donc le Kenya. 90 1

- Il s'agit de la classe [38 ; 43][. 80

70
60
50
40
30
20
10
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Séries statistiques a deux caracteres

1., 2.b.et3.a.
185

180
185
180
175
170

165

168—

155

156
145

4 5 52 54 56 58 60 62 64 66 63 70 72 74 76 T8 8O 82 84 86

-202-

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur



Statistique [E

- 59+62+...+71
2.a.x= 10

165+ 174+...+174
y= 10

3.b. (M M,) est la droite d'équationy =ax + b

=68,9.

=172,5.

Ims=Im _171-165_ 6 _1
XM5—X/\//, 71-59 12 2

et Yy, = 0%, + b

aveca=

donc165:%x159+bd’01‘1b=135,5.

Ainsi, (M,M,) y = x+1355.

Saveir-faire
Hi.a.
Classe [1;2[ [2:3] [3;5] [5;8[
Eff. 7 8 4 6
Fred. 1 7 00818 _o032| % —016|8 —024
25 25 25 25
FCC 7 15 19 1
—=0,28|—==06|-—==0,76
25 25 25
n=7+8+4+6=25
b.

s T e T IR

0.2

0.0
0

2 3 6 B 10
Médiane par zoom 2,68.

2.a.Centredesclasses:1,5;2,5;4;6,5
c_7XxX15+8X25+4Xx4+6X6,5_855 _

b. x = =3,42.

25 25

-203 -

¢.» Pour une masse de 80 kg :

y= %80 +135,5 =175,5. La taille serait de 175,5 cm.

« Pour une taille de 145 cm ; 145 :%x+ 135,5

donc x = 19. La masse serait de 19 kg.

d. « Pour une masse de 70 kg :

y= %70 + 135,5 = 165,5. La taille serait de 165,5 cm.

« Pour une taille de 1770 cm ; 170 =%x+ 135,5

donc x = 69. La masse serait de 69 kg.

Ela. Classe [1;3[ | [3;5[ | [5;6[ | [6;7I
Centre 7 4 5,5 6,5
des classes
Effectif 15 12 6 2

b. La classe de plus grand effectif est la classe [1; 3[

Le mode est 2.
:15><2+12><4+6><5,5+2><6,5: 124

X = 3,54,
15+12+6+2 35
V= 15X (2=3,54)2+ 12 X (4—3,54)2+ 6 X (5,5=3,54)* + 2 x (6,5 - 3,54)*
B 35
_ 78,68 _ 2.25.
35
o=V=1p5.
Ha.
5 T
A I S R R
A I S R
1+ X% -
I I U A N S
23 =3 c;> 2 4 6
b.}:w:l:0125
4 4
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j= 1-1+4+2 :g:w
4 4
Donc:G(0,25;1,5)
c Somme
x |=3|-110]5 1
y, | 11| 4|2 6
x| 9] 10|25] 35
yf 1 1 16 | 4 22
xy |3 1]0|10] 8
Covx, =2 -1 6 _13_ 1625
4 4 4 8
35 (1 139
_7 — =3,6875
=7~ [, =
:Cov( ,Y) —Ex 16 _ 26 ~019

V) 8 7 139 139
b=y-a.x=15-0,19x0,25= 145

Equation de la droite de régression linéaire de y en x :
y=0,19x+ 1,45

d.r = 0,31. Un ajustement linéaire n'est pas vraiment
approprié.

a.

| O O SO OUS SRS OT R S SO SR
x><:

Enercices d’entrainement

5+7+10+14+18+22+26 _ 102

b.x= ; =y = 14,57
;/: 3,61+3,70+3,75+3,85+3,90+4,05+4,12
7
_ 26,98 ~ 385
7
Somme

X | 5 7 0 | 14 | 18 | 22 26 102
y, | 361370 375|385 390|405 412 | 269
X2 | 25 | 49 | 100 | 196 | 324 | 484 | 676 1854

y? |13,03[13,69 14,06 | 14382 |1521| 164 | 17,97 | 104,194
Xy (1805|259 | 37,5 | 53,9 | 70,2 | 89,1 | 107,12 | 401,77
x=14,6 G(14,6 ; 3,85)
y=3,85 r=0,993
c.Cov(X, Y) = 4017'77 -14,6%x3,85=1,19

W _ 1854 854—14,62251,7
a~—vo,023

b=3,85-0,023 x 14,6 = 3,51

y=0,023x + 3,51

d. Pour x = 30 on évalue y = 0,023 x 30 + 3,51 =
4,2 kg.

Séries statistiques présentées sous forme de classes

K2 a. Effectif total : 23 ;
amplitude des classes:2-2-2-2-2;
classe modale: [4;6[;
23

—=11,5

5 classe médiane [4; 6].

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

b. Effectif total : 27 ;

amplitude des classes:2-3-2-1-2;
classes modales:[2;5[et[5;7[;

27

—=135

5 classe médiane [5; 7],

car elle contient le 14¢ individu.
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] Histogramme b.

Ha.
Classe | [10;20[ | [20;30[ | [30;40[ | [40;50[
Effectif 4 10 1 6

b. Effectif total : 21=10+1+10

Classe médiane [20; 30[

- 4xX154+10%x25+1%x35+6x45

Moyenne x =
y 21
:£229,3.
21
m Classe |[0;40[ |[40;80[|[80;120[|[120;160[|[160;200[
Effectif 10 20 45 15 20

ia. [0;10[ | [10;20[|[20;30[ | [30;40[ | [40;50[

Effectif 5 10 15 20 5
5Xx5+10x15+15%x25+20X35+5%45

Classe

Classe modale [80; 120[
Effectif total : 110

i1 a. Effectif total : 40 = 20 + 20
Classe médiane [4 ; 6]
- 10X14+4%x3+12X54+8%x7+6X%X9
Moyenne x =
40
_ 192 24

=148
40 5

b. Effectif total : 37 =18+ 1+ 18

Classe médiane [3; 6[

4x05+10x2+12%x45+8x7+3%x10 _
37 B

A a. Classe médiane [1; 2[

x=0,2%05+05%x15+0,1x4+0,05%x6+0,15%7,5

=2,675.
b. Classe médiane [10; 11]

X= 44.

Moyenne :
)—(:5><4+15><6,5+22><9+28><10,5+30><13
100
=9,995.

iE] a. Leffectif total est 20 =10 + 10

La classe médiane est [4; 6].

Les effectifs par classes sont:3-4-5-6-2
)—(:3><1+4><3+5><5+6><8+2><11 =55,

20
b. Effectif total 40 =20 + 20

La classe médiane est [3; 5[.

Les effectifs par classes sont:2-13-8-14-3
2X054+13%x154+8x4+14x6+3%75
40

X=

=3,975.

-205-

b.x=
55
- % ~ 26,8,
Ha.
Classe | [0;10[ |[10;20[|[20;30[|[30;40[ |[40;50[|[50;60]
Effectif 5 15 10 0 5 20
b.)—(:5><5+15><15+10><25+0><35+5><45+20><55
55
- % ~ 33,18,
[E a. |Classe [155;160[ | [160; 165[ | [165; 170[
Effectifs 4 10 10
ECC 4 14 24
FCC 10 % 35% 60 %
Classe [170;175[ | [175;180[ | [180;185[
Effectifs 6 6 4
ECC 30 36 40
FCC 75 % 90 % 100 %

b. La médiane correspondant a une fréquence cu-
mulée croissante de 50 % se trouve dans la classe
[165;170][.

A (170; 60)

50

(165}, 35

\

m

Ons’intéresse au segment liant les points de coordon-
nées (165 ;35) et (170 ; 60).

Pente du segment:a= 60-35 = 35 =
170-165 5
50-35
=7 15=7m-7X%x 165
m-165
< 7/m=15+7 X165
15
& m="+165<m=167,14
C.
Centre
de classe 157,5/162,5(167,5{172,5(177,5|182,5
Effectif 4 |10 | 10| 6 6 4
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_4x157,5+10x162,5+10X167,5+6x172,5+6x177,5+4x182,5 _ 6760

=169.

x|

iH a. Effectif total n = 240.
b.

A
80

40

70

60

50

40

30

20

10

0]

0

5 10

1

5

20

25

»
'

30 35

d. Valeur approchée de la médiane par zoom : m = 23,3

i a. Effectif total : 600.

Moyenne:  x

40

Classe médiane: [8; 10[.

50x3+102%X5+84x7+204%x9+110x12+50x%x 17

600

b.

0.9 b AT

07|t d i ]

0.5

03 bbb A

[ 1) A S U UG A0 S SUY SO SO SO SUS SO U SN SUUUUt SUE-SUUNS SO ORI

0.0

-3 ESUUR S S SO U SUU0SJUUUE OO Y 0L SUUOR HUUN SUUPLSUUOESUOUR SUUN SUUTE OO OO SOONE SO
ol bbb r o ]

(1)) et et herert rced vy éetre e bere ererteces Feveireres enetrers e v pereeered feret Poc

¢. Graphique par zoom m = 8,62

012 3 456 7 8 91011121314 1516 17 18 19 20

=8,76.

d. La classe [10; 14[ correspond a une fréquence cu-
mulée comprise entre 73,3 % et 91,7 %, ou a un ef-
fectif cumulé croissant compris entre 440 et 550. On
raisonne avec les effectifs.
550 % 0,75 =450
Le segment correspondant limité par les points
M(10; 440) et M'(14; 550) a une pente:

_550-440_110 _ . ¢

14-10 4

Pour une note n = 12,3 on obtient l'effectif
V=0 g5y = 27,5 % 2,3 + 440 = 503,25.
12,3-10
503,25 correspond a 83,4 % de la population testée.
Létudiant a raison.

M= 126040 _ o _[2685520
6 000 6000
Al a. |Classe [0:50 | [5:8[ | [8;10[ | [10;12]
Effectif 6 12 17 15
Centre 25 | 65 9 1
de classe

Ecart moyen :

o _6x[25-822]+12x65-8,22]+17x|9-822+15x|11-8,22| _ 10992

-212=12,57.

n=6+12+17+15=50
)_(:ﬂ’—VS,ZZ

50
Y x*=3736,5.

m

50

4

:6><2,52+12><6,52+17><92+15><112
50

Cargo 1" C/S - Livre du Professeur

-822’=

3736,5
5

= 2,1984.
50

-8,222=17,16.
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0=1V=268.

b. | Classe [10;14 | [14;18[ | [18;20] | [20;22]
Effectif 11 20 32 15
Centre de la classe 12 16 19 21

Effectif totaln=11+20+32+15=78.

Y= 1MTx12420X16+32%x 194+ 15X 21 _ 1375 ~17.63.

) 78
Ecart moyen :

78

o =1 X[12-17,63|+20x[16-17,63| +32x[19-17,63| + 15X |21-17,63| _ 188,92

= 242.

m 78 78
2 2 2 2
V= 11x12°4+20%x 16 7-;32><19 +15 % 21 17632 = 24 871 17632 =8,
o=V=28.
ma. Classe [0;4] [4:70 [7;10[ [10;13[ [13;17]
Effectif 334 96 51 12 7
Centre de la classe 2 5,5 8,5 11,5 15
Effectif totaln =334 +96+ 51+ 12+ 7 =500
- 334%x24+96Xx55+51%x85+12x115+7%x15 18725
X = = =3,745.
) 500 500
Ecart moyen:
e = (334 x |2 -3,745| + 96 x |5,5 — 3,745| + 51 x |8,5—3,745| + 12 X 11,5 - 3,745| + 7 x |15 - 3,745|)
m 500
1 165,66
=—"—=172733,
500
2 2 2 2 2
V= 334X 2°+96 % 5,5+ 51x8,5°+12%x11,5+7 %15 3,745 = 11 086,75 3745 ~ 8148
500
donco=+V=2,85.
b. Classe [25; 28] [28;31] [31;34] [34;37] [37;40[ [40;43[ [43; 46
Effectif 8 20 57 99 81 27 8
Centre de la classe 26,5 29,5 32,5 35,5 38,5 41,5 44,5

Effectif total : n =300

8X26,5+20x29,5+57x32,5+99x355+81x385+27x41,5+8x44,5 _ 10764

X=

Ecart moyen :
o _B1265-3588] + 20 29,5~ 35,88| + 57x 32,5 - 35,88+ 99 x[35.5 ~ 3588] + 81 x 38,5 - 35,88| + 27 x |41535,88] + 8 x 445 - 35.8)

300

300

= 35,88.

m 300
865,84
=270 ~ ) 89
300
v:(8 X 26,52 + 20 X 29,52 4+ 57 X 32,52+ 99 X 35,52 + 81 X 38,52 +27 X 41,5% + 8 X 44,52)
300
390 399
=—272°>72 __ 35882~ 13,9556,
300

0=V =374

-207 -

- 35,882
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— 99x%10°
Ha. x="50s
x=4722h.

9
b.v=20X10"_ 553125411053
39115
0=V =149,1 en min = 0,82 h.

_ 2926
Bx="g
166 148
52
0=+V=537.

A a.
A

= 253,0998 = 253,1 min

= 56,27 ;

V= - 56,272 = 28,84.

13 :
12

1"

10

9
8
7
6
5
4
3
2
1
Q

0 2 3 4

b. Classe modale [2; 3[.

w

\/

C | Effectif 7 13 8

Centredelaclasse | 1,5 2,5 3,5

4,5

A a.

14 A Effectif

12

10

8
6
4
2
0

145 150 155 160 165 170 175 180 185

»
>

)—(:7><1,5+13><2,5+8><3,5+2><4,5 _80

30 30
= 2,667.
2 2 2 2
yo /X15°+13X25°+8X3,5°+2X4,5 26672
30
235,5
=——"—-267*=0,73
30
0=V=085
d. ECC 7 20 28 30
Classe médiane [2; 3[
20-7
Pente du segment:a = 54 - 13.
Médianeazﬁz 13« 8=13(m-2)
m-2

<8=13m-13x%x2
< 13m=8+26=34
©m=3—4= 2,6
13
Médiane calculée 2,6.

b. Deux classes modales [165; 170[ et [170; 175]

Centrede | 150 180

la classe

157,5|162,5|167,5|172,5

Effectif 3 5 6 8 8 6

Effectif total : 36.

-~ 3x150+5%157,5+6%x162,5+8x167,5+8%172,5+6%x180 6012,50
X= ™ =" 36 =~ 167,014
2 2 2 2 2 2
Yo 3X150°+5x 175,57 +6 X 162,5° + 8 x 167,5 + 8 X 172,546 X 180 _167’0142:1006868,75_167’012
36 36
V = 74,389. o0=+V=8,65.
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36F -

3afb

320

30

28]

261

2af

22

20

18

161

LY B

12

10F -

o N 2 o o
T T T T

La médiane se situe dans la classe [165; 170[
Pente:a:%: 1,6.
ECC:3/8/14/22

a= 18-14 _ 4
m-165 m-165

170 175 180 185

:1,624:1,6m—165><1,6$m:%+165:167,5.

I

Ajustement linéaire d’une série statistique a deux caractéres

26F%

12 T T T T T T T T T T
T

of i

G i

S

afon

3l

y| B

1k

0D 5‘ 1|D 1|5 2|D 25 36 3|5 4ID 4|5 56 55
b.}:5+20+27+40+52:28,8

5

)7=3+4+75+10+8=6,4
Donc:G(28,8;6,4).

-209 -

£¥] a. Figure 1.

b.)—(:2+4+65+8+10 P

- 10+14+13+22+ 21
y: 5 =
Donc:G(6; 16).
ma.}:%:m

7
y= % — 24,857

Donc:G(14;24,86.)

1924 14x%= 73,143

16

b. Cov(X, Y) =

V(X) = 1‘;84 - 142=16.

c.a=SVXY) 45y

A%
b=y -ax=88,86.

Equation de la droite de régression de y en x :
y=-4,57x + 88,86.
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ma.;:%zng

y= 1716 245,14
Donc: G(132,3;245,1).
189578

b. Cov(X, Y) = 975 % 1716 _
7 7 7

146385  (975)
= —( ; ) ~1511,63.

VIX) =

a=CVXY) _ 447

S
b=y-ax=289588

y=-4,67x + 895,88
d. On calcule les valeurs y?
y?

289 444
204 304
110 889
36 100
13689
4225

441

659 092

659 092
7

= -0,98 proche de 1.

Total

Alors V(Y) =

L Covix,v)
VIX) VIY)

Donc I'ajustement affine est pertinent.

-7 062,33

- (1 771 6)2 ~ 34.060,98.

Ell a.
5.0

31 ) I o SO SN O: SR USSR

15

A5

0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

b.i:¥=o,336 V=

Donc: G(0,336; 3,28).
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0.50

5,901

c. Cov(t,v) =
_0,6034

-0,34 x 3,88 = 0,078

W(t) = 0,0078

D'ou : v = 10,036t - 0,092.
d.Ona:g=10.

£l a.
54

N N A
B N S N T S
BN S I A
4 SN R S S N
sl L ,,,,,,,,, ,,,,,,,,

af — — —

460

501,6
10

-55x%50,16 = 6,18

b. x

==""=55 y= =50,16
10 y

Cov(X, V) = 2820,6

10
Vi) =19 55 g95

== ) b=y - ax=46,04

V) g
Donc:y =0,749x + 46,04.
¢. Lannée 2020 sera repérée par x = 16.
Alors:y=0,749 X 16 + 46,04 = 58,024.
D'ou l'estimation : 58,0 % de population urbaine en
2020.

EH a.
7.0

X
: & : : : :

X : | : |

3.0
0
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b.X=55 y=2061 _ 546y
10
Cov(X,Y) = % ~ 30813
VOO = % _552=825
Cov(X, Y) - -
a=SV%Y) 4361 p=y—ax~3076.
ViX) Y

D'ou I'équation : y = 0,361x + 3,076

Se tester

8] 1.Vrai; 2. Vrai; 3. Faux ; 4. Faux ; 5. Faux.

EF 1. Faux. On a la répartition en classes suivante :

Classe |[20;25[|[25;30[|[30;35[|[35;40[|[40;45]
Effectif 6 8 12 3 1
La classe modale est la classe [ 30; 35 [.
2. Vrai.
o 6X225+8%x275+12%325+3%x375+1x425
6+8+12+3+1
=30.

3.Faux.30=15+15.6 + 8 = 14. La classe médiane est
la classe [ 30;35 [. Donc la valeur médiane est stricte-
ment supérieure a 30.

4. Vrai.

Exercices d’approfondissement

£l Exploiter un histogramme

¢. Estimation en 2016 pourx=12:

y=0,361x12+ 3,076 = 7,408.

Estimation des dépenses en 2012 : 7,41 millions de
dollars.

Estimation en 2020 pourx =16

y=0,361x16+ 3,076 = 8,852.

Estimation des dépenses en 2020 : 8,85 millions de
dollars.

_ 6X225'+8x27,5+12X325°+3 X375 +1x 425"

2
30 30

4
= 26,25.

0=126,25=5,12=5,1.

f31.c.;2.b.; 3.c.

M1 x= 50+ 100 + 150 + 200 + 250+ 300
. . - 6

- 28+25+22+2+16+15

y= 6 .

Cov(X,Y) Cov(X,Y) -39,17 _
= = ~ —5,37x1073,

VX o%(X) 85,392

b=y—-ax=3,04.

3. a.Pourx=500, on calcule :

y=-5,37x10"3x 500 + 3,04 = 0,355=0,36.

=175.

2.c.a=

a | Note [0;2[ | [2;40 | [4;6[ | [6;8[ |[8;10[|[10;12[|[12;14[|[14;16[ |[16;18[|[18;20[
ECC 5 15 30 60 125 175 185 190 195 200
Effectif 5 10 15 30 65 50 10 5 5 5

b.

e —

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
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¢.» Nombre de candidats ayant une note supérieure ou égale a 10:50 + 10 + 3 X 5 =75. Soit : % =0,375.
37,5 % des candidats ont une note supérieure ou égale a 10.
« Nombre de candidats ayant une note entre 12 et 16 exclu: 10 + 5 = 15. Soit : %: 0,075.

7,5 % des candidats ont une note entre 12 et 16 exclu.

d. Moyenne :

5><1+10><3+15><5+30><7+65><9+50><11+10><13+5><15+5><17+5><19:
200

X= 92.

V= 19320
200

0 = 3,46.

-9,22=11,96.

EL] Population féminine au Sénégal

199 975
—————=24,62. V = 342,565.
8122 6 342,565

b. Effectif total n =8 122 (en milliers) =4 011 +4011. La médiane est dans la classe [10 ; 20[

Détermination de la médiane : recherche de I'équation du segment joignant A(10; 2 194) a B(20;4 019)
a:4019—2 194: 1825

a. Moyenne:m= 0=18,5.

~1825
10 10
Mediane M: 201 =2194_ o 105 sm—10)=1817 = M=—13"__ _ 1996
M=10 182,5+ 10

¢. La moitié des femmes aurait un age inférieur ou égal a 19,96, alors que I'dge moyen sera de 24,62.
L'affirmation est vraie.

Nombre de femmes ayant au moins 50 ans : 486 + 278 + 124 + 34 + 3 = 925.

89127252 = 0,114 soit 11,4 % de la population. Un cinquiéme fait 20 %, |'affirmation est fausse.

Ef] Classes d’amplitudes différentes

Classe [28;30[ [52;54]
Centre de la classe 29 31 33 35 37 39 | 41 43 45 47 49 51 53
Effectif 3 31 23 45 98 137 | 155 | 158 | 91 51 24 10 2
n =800
2nx,=32916
Ynx?*=1367000 doncx = 32916 = 41,15
i 800
V=15,84
o0 = 3,98.
b. Nouveau regroupement :
Classe [28;32[ | [32;36] | [36;40[ | [40;44] | [48;48[ | [48;52[ | [52;54]
Centre de la classe 30 34 38 42 46 50 53
Effectif 6 68 235 313 142 34 2
Inx.= 32906
- 32906
Nouvelle moyenne x' = =41,13
y 800

Nouvelle variance V' = 16,33
Nouvel écart-type o’ = 4,04.
¢. Si on se contente de valeurs approchées au dixieme, les résultats sont similaires.
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A1 Fréquences cumulées croissantes
1.

1.0+
073)| MU N N N R N NP7 B —
]
06l ]
0.5]
04 b i
03k |

0.1+

0.0
0

2.n=104=52+52
28+ 14=42
28+14+16=58
La médiane se trouve dans la classe [4 ; 5].
Equation du segment joignant A(4 ; 42) et B(5 ; 58) :
58 -42
a= =16
5-4

50-42

=a=16 < 8=16m-64
m-4

< 16m=8+64
©m:Bz4,5.

16
3. a. On utilise le segment joignant M(2 ; 28) a
A(4;42)

_42-28 14 _

a, 7.
2 2
Pourx:3,yvériﬁeJ’3‘—228:7 <y-28=7

< y=35.

35 % des individus ont une modalité inférieure a 3.
b.x=3donnef=35%:5,3 estdans la classe[5; 6[.
On utilise le segment joignant B(5 ; 58) a M_(6 ; 70)
a = 70-58 _ 12

2 6-5

V=38 1) y=58412x03=616

53-5
et61,6 —35=26,6.
Donc 26,6 % des individus ont une modalité comprise
entre 3 et 5,3.
c. 100 - 61,6 = 38,4 %. 38,4 % des individus ont une
modalité supérieure a 5,3.

4.5 nx =477;n=104doncx= """ ~ 459

104
V=5,78etoc=24.
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A1 Ajustement non linéaire

L L S A S N S B B S S B s B

0

HEeosC T aeat, i
: DX

00 i é é tll 5 é ';’ é é1I01t1.1‘21I31I41‘51‘61I?1‘81I92I021
a. Un ajustement linéaire ne semble pas approprié.

b. Valeurs du caractére Z:

[0,303 | 1,667 | 0,095 | 0,769 | 0,769 0,455 0,2| 0,125
10,5560,5]0,833]1,111]

WB——r——7 T T T T T T T T T T
L7fi : :

16f

15f-
14l
1.3} -
12b
11f
1.0}
09|
o8l
0.7}
06f
05}
04
03|
0.2} -
0.1 5 i
0.0

012 3 456 7 8 9101112 13141516 17 18 19 20 21

c. Cov(X,Z) = 2,373

a,=0,078

b, = 0,027

z=0,078x+ 0,027

d.r = CoviX, V) _ -0,71 assez éloigné de 1.

v V) VIy)

_ CoviX,2) _ 0,99; la régression linéaire est per-

"= ooV

tinente pour les caractéres X et Z.

™ Controle de qualité
a.x=99,0625
VV=9,144 donc o = 3,02
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b. Condition numéro 3:

— T T T T T X-0=576etx+0=6,22

TS R S S R — x-0=[57;58[etx+0=[62;63[
] e S et S S R i B R M1()_(—0,f1) appartient au segment limité par
sl S AI57;9375) et B(58;19,5)
G S e 19929375 401 95 done £ 2375 _ 01,25
B T e B S e s e e s 1 0,1 576-5,6
0.5 Lot doncf =101,25x 0,16+ 9,375 =15,45
) I T N M1’()_(+ o, ") appartient au segment limité par
o3l I A1’(6,2 ; 81,75) et B1’(6,3 ; 90,75)
. . 5 5 ‘ 5 : ‘ 9 f'—81,75
R a'= —~—=90donc +—~= =90
oali Ao 6,22-6,2
s donc f'= 81,75 +90 x 0,02 = 83,55

88 90 92 94 96 98 100 102 104 106 108 f'1’_f1 :83’55 _ 15’45 :68’1.
€.X—0 = 99,06 3,02 = 96,04 La troisieme condition est vérifiée.

X+ 0=99,06 + 3,02 = 102,08

La valeur x — o est dans l'intervalle [96 ; 98], et x + O Condition numéro 4:

dans [102; 104[. X—-20=15,53 etx+20 = 6,45

On utilise les deux segments de la courbe x-20=[55;56[etx+20=[64;65[

de fréquences cumulées croissantes pour déterminer MZ()_(— 20, f)) appartient au segment limité par
f, correspondant a x, = x - 0 et f, correspondant A,(55;1,375) et B(5,6;3,375)

ax,=x+o0. 2 f-1375

Le premier segment est limité par A (96 ; 15) a,= 01 20 donc 52,53 55 20
et5,(98;36). donc f, = 1,375 +20 x 0,03 = 1,975,

36-15

Pente du 1¢ segment : a, = =105 M, (x + 20, f,') appartient au segment limité par

f-15 _. A(6,4;95,75) et B,'(6,5 ; 98,88)

anrs)_( o_og_ %
) /= 98889575 510 FI-0575_ 4 4
=f =a,(x-0-96)+15=10,5(96,04 - 96) + 15 2 0,1 6,45 - 6,4
=15,42. doncf/=9575+31,3%0,05=97,315
Le second segment est limité par A,(102 ; 84) f)—f,=97,315-1,975=9534.
et B,(104;94,5) La quatriéme condition est vérifiée.
Pente du second segment : a, = 4>-84 _ 5,25 .
104 -102 Condition numéro 5 :

alors f, = a,(x + 0~ 102) + 84 X-30=53etx+30 =668

=5,25(102,08 - 102) + 84 = 84,42. Pour X — 30 on connait f, = 0,125
d.f,~f,=84,42-1542=69> 68, x+30=[67;68l o
Donc la chaine fonctionne correctement. M, (x+30,£) appartient au segment limité par

A,(6,6;99,75) et B/(6,7 ; 99,88).
Testsa 1, 2 ou 3 sigmas - _

43| g /= 99889575 5 £/-9975 4
a.n =800 3 0,1 6,68 -6,6
x=5,99 doncf/=99,75+ 1,3 x 0,08 = 99,854
0=0,228=0,23 f,-f,=99,854-0,125=99,729.
b. La condition sur x est vérifiée. La cinquiéme condition est vérifiée.
La condition sur o est vérifiée. Toutes les exigences de qualité sont satisfaites.

Cargo 1 C/S - Livre du Professeur —-214 -



Statistique [E

™ Interpolation et prévisions
1.

7 caractére Y en fonction de I'année
T T T T T T

caractére Z en fonction de I'année
T T T T T T

17000 |
15000
14000
13000
12000+
11000
10000
9000
8000 -
7000 -
6000 | . S —— e
5000 -
4000 -
3000 -

1000

2.a. x=550ety=3,60
Cov(X,Y)=4,914 et V(X) = 8,25
alorsa=0,596et b = 0,322

Une équation de la droite de régression linéaire de y
enxest:y=0,596x+ 0,322

b. Lannée 2020 est repérée parx =17
alorsy=0,596 x 17 + 0,322 = 10,454

En 2020, on prévoit que 10,45 % de la population uti-
lisera Internet.

4. a.

caractére Z en fonction du caractere Y

L X " e B SO s t 4 ESSSPRPIN |
11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

3. a.0n limite les données aux valeurs de rang X > 6.
Alorsx'=8etZ=9662,6 Cov(X,Z2) =7 9784 et
V(X)=2 a'=39892 b =-22251

Une équation de la droite de régression linéaire de z
en x pour les données de 2009 a 2013 est :
z=3989x - 22 251.

b. Pour x = 17 on calcule z=3 989 x 17 — 22 251 =
45 562.

On prévoit qu'en 2020, 45 562 personnes auront un
acces Internet haute vitesse.

17000
16000
15000
14000 R
13000
12000

11000 |

10000 |

9000}

8000 -

6000 |
5000} -
4000} S—
3000}
2000}

1000

3.8 39 4.0 4.1 4.2 43 44 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0

-215-

5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6.0 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5
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b.y' =5,05et-Z=9662,6

Cov(Y,Z2) =5 164,27 et V(Y) = 0,855

a’=6041,4

b"=-208343

Une équation de la droite de régression linéaire de z
en y pour les données de 2009 a 2013 est :
z=6041y-20834

c.Poury=100na

z=6041x10-20834=39576

On estime que lorsque 39 576 personnes auront un
acces Internet haute vitesse, 10 % de la population
utilisera Internet.
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_ CovX, Y)

S.a.r, = ~ 0,997
& Lov = WO VIY)
Cov(X’, Z2)
= LovX,Z) _ 993
e \VXIViZ)
= Cov(Y’, Z) _ 9s3

"= V)

On note X, Y' et Z'les données restreintes aux années
2009 a 2013.

Les trois coefficients de corrélation linéaire sont
proches de 1, on peut conclure que les réponses don-
nées aux questions 2.b., 3.b. et 4.c. sont pertinentes
et fiables.
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