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Préface

Cher (e) éléve,
Ce livre d'exercices de mathématiques est déstiné aux éléves de a premiére
année baccalauréat branche sciences mathématiques (BIOF-.
|l traite 'ensemble du programme du premier semestre.
Il a été préparé pour vous aider a:
- Maitriser et développer les connaissances.
Acquérir la rigueur nécessaire a la réussite aux controles continus.
- Se préparer de fagon adéquate et continue a poursuivre les études en
terminale dans les meilleures conditions.
Ce livre contient |es chapitres suivants:
1- Notions de logique 2- Ensembles 3- Applications
4- Généralités sur les fonctions 5- Suites numériques 6- Barycentre
7- Produit scalaire 8- Trigonométrie 9- Rotation
Le contenu de chaque chapitre est congu de |a fagon suivante:

Des résumés de cours organisés suivant chague paragraphe.

Des exercices préparatoires pour mieux aborder le programme et en faire
un point de départ pour I'élaboration d'une base solide en la matiére.

Des exercices classés, ordonnés et progressifs de chague partie du
cours,

Des exercices de renfocement et de synthése pour I'enrichissement
personnel; ils combinent méthodes, outils et contenus mathématiques.
Nous souhaitons vivement que ce livre réponde a vos attentes et participe
a votre réussite au baccalauréat...

Les auteurs



‘_ _ / Notions de logique v« '
e Résumé

Définitions (1): Tout énoncé mathématique qui a un sens qui est soit vral
soit faux est appelé proposition mathématique.
Une proposition est notée par une lettre par exemple: p.g ... A8 , etc,
- La valeur de vérité d'une proposition p est soit: «vraien, soit «faussen,

Définition (2):
On note wnon p»ou« p»ouw p »lanégation d'une proposition p, c'est-3-
dire |a proposition qui est vraie si p est fausse, et fausse si p estvraie.

Définition (3):
» Laconjonctionde p et g estla proposition notée: « p et g », ouw p A gn (selit:

p et g) etqui est vraie lorsque les propasitions p et ¢ sont simultanément
vraies.

= Ladisjonction de p et g estla proposition notée: « p ou g» ouk pV g» (se it

p ou g etquiest fausse lorsque les propositions p et g sontsimultanément
fausses.

Définition (4):

Soit p et ¢ deux propositions.

Uimplication de g par p, notée p = g, selit « p implique g » est vraie si et
seulement si p et g sontvraies ousi p est fausse.

Remarque: 5i p est vraie et ¢ est fausse alors p = ¢ et fausse; on dit que le
vrai n'implique jamais le faux.

Définition (5):

- Deux propositions p et ¢ sont dites équivalentes (On dit aussi «p est
équivalente 4 g), et on note p <= glorsquon a: (p = g et g « p) est vRIE
lorsque p et g sont simultanément vraies ou simultanément fausses.
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'FZ Les quantificateurs

Définition:

On appelle fonction propositionnelle tout énoncé mathématique contenant
une ou plusieurs variables appartenant a un ensemble £ et qui devient une
proposition & chaque fois qu'on remplace la variable {ou les variables) par un
élément (ou des éléments) de £

Une fonction propositionnelle est notée généralement Alx), Bix), plx),

wAXY), Blxy), . Alxy, . BtC.

- Pour tout élément x de 'ensemble £, ona Alx) est vraie, on écrit:
(vxe E): Alx).

Lesymbole ¥ se lit «pour touts ou uquel que soit» et est appelé quantificateur
universel.
- |l existe au moins un élément x de I'ensemble £ qui vérifie A(x),

on écrit: (Ix e E) ; Alx).
- Le symbole 3 se lit «il existe au moins» ou tout simplement «il existes
et est appelé quantificateur existentiel.
- Le symbole 31 se lit «il existe un unique....» ou «il existe un seul....»

a-Lanégation dela proposition « (Vx € E) ; p(x)»est (Ax € £) ; non plx)n
Clest-d-dire: (vx € Ekplx) e (3 € E)plx)
b-La négation de la proposition « (3x € E)plx) » est (Vx & E) inon p(x)»

Cest-a-dire: (Ax € E)iplx) « (Va € £)p(x)

el.uslolslogiquu

Définitions: Toute proposition construite i partir d'autres propositions
liées entre elles par des connecteurs et qui est vraie indépendamment des
prapositions qui la composent, est une lol logique.

Notions de logique
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Les lois logiques les plus utiles:

Commutativité: Associativité:
(perg)es(qet p) ((petgletr)e(petlqerr)
(pou q) e (g ou P l(p owg)onr) e (poy (qour))
{peg)e=s(ge=p)

Distributivité: Lois de Morgan:
petigour)e(perq)ou (petr) lpé! :,a')e: poug ;
poulgetr)=(ponq) et (pour) (poug)epetq
Contraposée:

Uimplication (g = p) est appelée contraposée de I'implication (p = ) et
onal(p=glelg=p).

[Exercice £

Donner la négation de chacune des propositions suivantes puis déterminer sa
valeur de vérité:

_’ 2
1)-P: R
2) Q: va+1<3.
I R:VIeQ.
4)5:NcZ.

| Exercice &3

Soit x € H. Donner la négation des propositions suivantes:
1) Piux<—5»,

2) Qinl Sx <4,
I R:ex=loux<—2n,

[ Exercice 23

Soit x, v et : des nombres réels. Donner la négation des propositions
suivantes:

1) Piez>x0usS—y»
2)J:z<x<yn
) R:al Sx<2ety>3n

[ Exercice £ 1)

Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes:

1)(/16+/235=/16+25)et -3¢N 4 /3>3—=/3#/2+1

S‘Nmuemue



2)/5>20u-V3eN 5)(aeN): @ =1esa=1

36 [T 7 :adelN eN
3)((y§)=8§)=y5eQ i bl

| Exercice £

Ecrire les propositions suivantes en utilisant les quantificateurs et les
connecteurs logiques: :

1) #: |l existe au moins un nombre réel a tel que pour tout réel x positif
ona:asx.

2) (0 Pour tous réels a et b ona: (a+ b)' = dab.

3) R: Pour tout réel x Il existe un unique entier relatif p tel que: p = x.

4) §: Tout nombre entier naturel divisible par 4 estun nombre pair.

5) T': Pour tout réel strictement positif £, il existe au moins un nombre réel &
strictement positif tel que pour tout réel x,siona: |x—1]<a

X 1
N TP
AL IE] 2

[Exercice 3
Ecrire 4 I'aide des quantificateurs les propositions sulvantes:
1) Le carré de tout réel est positif.
2) Certains réels sont strictement supérieurs & leur carre.
3) Aucun entier naturel n'est supérieur ou égal a tous les autres.
4) Il existe un entier naturel multiple de tous les autres.
S} Entre deux réels distincts, il existe un rationnel. (au sens large)
6) Etant donné trois réels, il y en a, au moins deux de méme signe.
| Exercice &
Ecrire la négation de chacune des propositions suivantes en utilisant des
quantificateurs et des connecteurs logiques:
1) P:Pourtout nombre réel strictement positif £ , il existe un nombre rationnel
strictement positif g telque: 0 < g <&,
2) O: Pour tout nombre réel x,ona: x° <0,
3] R: Pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel m tel que pour tout
entier naturel p ona: p <m implique p<n+1.

| Exercice &3

Donner la négation de chacune des propositions suivantes puis donner leur
valeur de vérité:

1) Pi(vxeR): VX +15x
2) Q:(3pel); pi=2

Notions de logique . 7



3) R: (Vae RNVbER) ; 2a°+ 2 = (a+ b)*
4) S:(xeR)NIyeN) ; x+y=12
SIT:(vxeQ)3neZ) ; el
Donner la négation de chacune des propositions suivantes puis donner (g
valeur de vérité: i
1) P:(IxeR)(vyeR) : x+y>0.

2) Q:(VxeR)NIyeR); x+y>0.

) R:(xeR)(vyeR) ; ¥ >x.

4) §: (Ve >0)(3a >0) : |x| <e = |x*| <& . (ol x estun réel)
| Exercice S0%

(Lois de MORGAN - Négation d'une implication)

1) Montrer en utilisant la table de vérité que:

a- (poug)e=(petq).

b-(petg)e=(poug).

2) a- Montrer que: (p = gq) e= (p ougq).

b- En déduire que: (p == q ) = (pet q).

| Exercice $38

En utilisant les lois de MORGAN et la négation d'une implication, donner |3
négation des propositions suivantes:

1) P:(vx€R) ; (x=00ux=0)

2) Q:(IxeR) ; (x*>5etxel)

3) R: (VxeR)(VyER) ; loyl=xy = (x+y)' 22"+,
4)S:(vaeR);(aeZ)=acl.

5) T: (Ve > 0)38 > 0) ; (VxeR) : [x|< B=| 77| <a.
| Exercice £F3

Donner la négation de chacune des propositions suivantes:

1) P: (vxeR)(3yeR) ; x+y>1.

2)Q:(3xeR); x-1< 37 =X

3) R: (V(@h) €R?) 5 § > 0e=ab> 0.

. - y+1 =g
4}3:(3(x‘.y;zJER):5'21=""3' ='25 .

8 { Notions de logique



EEEE 13

1) Montrer que: (vx € B} ; - +x—-1<0.
2) On cansideére la proposition 1 (Vy & R)(3AxeR); —xX +x—
a- Déterminer la négation de la proposition /.
b- En déduire que la proposition /* est fausse.

1=y

| Exercice U1
On considére la proposition:
P:(vxeR)IyeR): y¥-3oy'+ 2 =1
1) La proposition P est-elle vraie? justifier votre réponse.

2) Déterminer la négation de la proposition F'.

| Exercice U

On considére les deux propositions sujvantes:
(P):(AxeR’) ; vVl+x= v_—] e
2

| B 2

1) Donner la négation de chacune des propositions / et (J.

(@): (vyeRN3IxeR) ; <y.

2) a- Montrer que la proposition P est vraie et que la proposition () est
fausse.
b- Donner la valeur de vérité de la proposition:
tR}:(H‘N: RilvxeR) ; i f‘; = \:] ;’(lV.\’E ) R 5!
2 V14
3) On considére la proposition: (S): (7 = Q) == () .
a- Donner la négation de la proposition §.
b- Donner la valeur de vérité de la proposition (5).

EHEEY 16
Soit f la fonction définie sur & par: flx) = Ja'+1—1.

-):

-

On considére les propositions suivantes:
P(Wiah e R) : (fla)=fb) =sa=b).
Q:(vyeRNIxeR) ; y=flx).
R:(vaeR)IBeR); fifl=a.

1} a- Résoudre dans R I'équation: f(x) = 1.
b- Donner la négation de 7.

¢ La proposition / est-elle vraie? justifier votre réponse.

Notions de logique



2) a- Résoudre dans & I'équation: f(x) = a ol a & |—oc; — 1].
b- Donner la négation de la proposition (.
¢- Donner la valeur de vérité de chacune des propositions Qetp,

| Exercice SV

Soit p, ¢ et r trois propositions. Montrer que toutes les Propositions suj
sont des lois logiques.

Npetp=q))=4q.
2) (p = q) =[(p et r) = (q et £)].

Vantey

3) (p == q) = |(p ou r) = (g ou r)].

1) Soit p, g et r trois propositions.

Montrer que: [p = (g ou r)] = [(p et g) = r].
2) Montrer que: (V(@:b) € R') ; (ab=0s¢=a=0o0u b=0).
1) Soit p, g et r trois propositions,

Montrer que:

a-[p et (g oures|ipet g oulpetr).

b- [p ou (g et r)] = [(p ou ¢) et (p ou r)].

2) a- Développer (x — 1){y—2).

b- Résoudre |e systéme suivant:
Jxy—y+2-2%x=0

(8): 3
) {_\:\' —(y+x+y=0

L Solutions AN,

[Exercice £3
» La négation de |a proposition:
Pig g # % » est |a proposition P : « j - % »

« Puisque la proposition P : « :} = g » est fausse car: 4 X3 #9% 2,
Alors la proposition P est vraie, _
|« La négation de la proposition (J: « 4+ | < 3» est la proposition {J :
wyd+1=3»
« Puisque: 4 + | < 3 clest-a-dire 4/5 < 3 (car 5 < 9) alors la proposition
Q estvraie.

10 ‘ Motions de logique



. La négation de la proposition R: « V2 € (v estla proposition K :
“ vrz 2 Cz »
« Puisque v2 est un nombre irrationnel (Démonstration:
voir paragraphe du raisonnement par I'absurde) alors v 2 # (O, donc
la proposition K est fausse. = J
La négation de la proposition §: «M © Z» est |a proposition § : « Ne¢gZs,
« Puisque tout entier naturel est un entier relatif, alors on a: 1 € Z, donc
la proposition § est vraie,
Exercice &35
Soit x un nombre réel,
La négation de |a proposition £: « x =— 5» est la proposition:
Piax D=5
On peut exprimer la proposition 0: «l =x < 4»npar: «x =1 et x < 4»,
donc la négation de la proposition (J est la proposition Q:ax<loux=4n
La négation de |a proposition R:«x = | ou x < — 2» est la proposition R
rax<letx2—2n
[Exercice £8
SoitxeR,yeERetzeR.
La négation de |a proposition F:«z > x ou z =— y» est la proposition
Piaz=xetz>—ynquelonpeutécrire: P:e—y<z=<xn
71 La négation de la proposition (J: «z < x < v » est la proposition (J :
€ZZX 0UX> YN
' La négation de la proposition R:«l <x < 2 et ¥ > 3» est la proposition
Rivx<loux=2ouy=3ins

[Exercice &)

La proposition: « (416 + 425 = 16 + 25) et ~3 & N est une proposition
fausse car [une des deux propositions est fausse a savoir: 16 + 25 = 16+ 25
ona: y16 +25 =9 et /16 +25 = /41
puisque: 9 # /41 alors {16+ 25 # 16 425 .

' La proposition: y'5 > 2 ou ~J/3 e N estune proposition vraie car 'une
des deux propositions est vraie i savoir; 'S > 2 {car (y5) > (2)°).

3 ¥ 6 (A 6 Yy
La proposition: ((\,I 5 ] = 5] == /5 € U estune proposition fausse car

. /6 /6y
la propesition: \!{ 5 € Q est fausse et la proposition (\: g} = g est vraie

Nations de logigue 8 11



puisqu’on sait que le vrai n'implique pas le faux.

La proposition: V3is3—=32 ﬁ_ﬁ' 1 est une proposition vraie car |
deux propositions: ﬁ >3 et \ﬁ 442+ 1 sont fausses, puisqu'on sajt q:r:
le faux implique le faux.

Soit a € I; La proposition: @’ = | <= a = | est une proposition Vraie car.

f=l= =1
S la] =i
—a=1(carac )
~ Soit a € Z. La proposition: a’ € N <= a € N est fausse car si on prend
parexemple: a=—1,0na: @' € ¥ mais a¢ M.

[Exercice £3
Ecrivons les propositions suivantes en utilisant les quantificateurs et les
connecteurs logigues:

1 P:(FaeRk(vxeR') ;a<x.
Q:(vaeR)VbeER) ; (a+ b) = dab
on peut lécrire: (V(a:b) € BY) ; (a+b)' = dab
R:(vxeR)(3peZ); psx.
S:(vneN) 4|n=2|n.
T:(ve>0)(3a>0);: (VxeR) :|x—1]|<ca= _t_-'i = 5 <€

| Exercice £

Ecrivons a |'aide des quantificateurs les propositions:
(vxeR) : x=0.
(IxeR): x>x.
(vneN)3peN) :n<p.
(ImeNylvpeN) ; pin.
(Vi eR) : x<y=(32€Q) ; xSz=y,
(VvixyeR):; x»»=0ouaz=00uyz=0.
| Exercice &)
Ecrivons la négation des propositions en utilisant des quantificateurs et des connec

teurs logiques.
P:(vee R )k(39€0”) : 0<q<e
sanégation P est:(Fe e R )i(vqe Q) 1 g=¢€ou qg=0.

QO:(vxeR): X' <0.

12 ¢ Notions de logique



sanégation @ est: (v e B) ; &' =0.
SR (yneN)EAmeN) ; (VpeN); p<m=p<ntl.
sanégation R est:
(GneN)vme N)sEpeN); p<metpzntl.
[Exercice &1
Donnons la négation de chacune des propositions puis donnons leur valeur
de vérité:

Puisque: |x|= x alors x < yx'+ 1.

pob: (VxER) ; V1+x° > x.
Q:(3p € Z)p’ = 2; Sanégation O est: (Yp e Z)ip’ # 2.

La proposition () est faussecar: p' =2 =sp = V2 ou p=—y2.

Puisque v2 £ Z et —y/2 ¢ Z alors (Vp e Z) ; p’ £ 2.

Donc () estvrale d'ol la proposition () est fausse.
R:(VaeR)(YbeER) ; 2a°+ 2b° = (a+ b)’.

Sanégation R est: (Jae R)(Fb e R) ; 2a°+ 2b* <(a+ b)'.

La proposition R est vraie car: Pour tous réels a et b on a:

@’ +b' = 2ab donc: 24"+ 2b' = a’ + b* + 2ab,

Clest-a-dire; 2a°+ 20" = (a+ b)),

Dlol: (VaeR)(WheR) ; 2a'+ 26 = (a+ b)Y,

I 8:(xeR)FyeN) ; x+y=12.

Sanégation § est: (Yae Rli(vye M) ; x+y# 12,

La proposition § est vraie car il suffit de prendre x = 3 et ¥ =9 par exemple.

ST (vxeQhEne Linke Z.

Sa négation 7" est: (v & Q)i(vn e Z)inx ¢ Z.

La proposition 7" est vrale car pour tout x & O, il suffit de prendre n = () et
onobtient nx =0 et 1 & Z,

Notions de logique | 13



Donnons la négation de chacune des propositions puis donnons leyr valeyy de

veérité.

P:(IeRi(VyeR) : x+y>0.
P:(vxeR)FyeR); x+y=0.

La proposition P est vraie, car pour tout réel x, il suffit de prendre y
on obtient (0 < 0, donc la proposition P est fausse.

2) 0: (WxeR)N3IYER) ; x+3>0.

Q:(eRk(VYER) ; x+y=0.
La proposition () est vraie, car pour tout réel x, il suffit de prendre

y=—x+1etonobtient] >0,

) R: (IxeR)i(vyeR) ; » >x.
R:(vxeR)3veR); ¥ =x.

—xet

La proposition R est vraie carsionprend x ==1,ona: (Wye R) : v >~

qui est une proposition vraie.

11 5: (Ve >0)(3a >0) : |x|<a=s|x'|<e;(ouxeER)
§:(3e>0k{va>0): |x|<a et]xi|ze.

La proposition S estvraie, car il suffit de prendre @ = Ve, ona:
(ve >0):(3a >0 x| <y& =|xf <&

| Exercice §T3

. a- Montrons que: (poug) e (p et q).
On a la table de vérité suivante:

P
1
1
0
0

q
0
1
0
1

pougq
]

0
0
1

petg
0
0
0
1

On déduit du tableau que les propositions « poug » et a p et g »ontles
mémes valeurs de vérité, donc elles sont équivalentes.
Dotz (pang)e=(petq).

b- Montrons que: (pefq) e (p oug).

14 | Notions de logigue



Ona:

r q P
1 | 0
| 0 0
] | 1
0 0 !

pelg
0

1
|
1

poouyg
0

1
|
|

De méme que a- on deéduit du tableau que: (pef g )= (p ot q).

1 a- Montrons que: (p = q) e (p o q)

On a:
P q
1 |
| 0
1] |
V] 0

1

pooud
I
1]
I
1

p==q

. R

On déduit du tableau que les propositions: « p == gnet« p ou g»
ont les mémes valeurs de vérité, donc elles sont équivalentes, d'ol:

(p == q) e (p ougq).

b- Déduisons que: (p = g ) == (pet q).

Ona:lp—=q)=(poug).
Donc: (p=—q)e=(p oug)

= (pet q) (D'aprés les lois de MORGAN)

Donnons Iﬁ négation des propositions suivantes:

=

P -

i(VxER) i x=0o0ux=0)
(IxeR) : (x<Detx>0)

(IxeR) ; (> SetxeZ)
(VxeR) ; (¥ <S5o0uxgZ)
t(VxeRKVYER) : |xy|=xy = (x4 )7 22+ 3
HIERKFER) : [xy|=ay et (x+ )7 <’ +y'

:(VaER) ; (FEZ) = (aeZ)

Rappel:
La négationde P == ¢
est: (Petgq])

Notions de logique = 15



5:(3aeR):d€Zetad i
T:(va>0)38>0) s (VxeR) ; lxl<B=| - 5| <a
T:(32>0K(VB>0) (FER) ; [xI<B et| 15|20
| Exercice §¥1
Donnons la négation des propositions suivantes:
:(Vxe€R)EyeER) ; x+y>1
P:(IxeR)(vyeR) x+y=1
0:(3xeR): x

Rappel:
.”=°'?‘_-?pouq

a-

< xle =x
0:(vxeR); x—l>x+l ou .'t+l >x
R: (Vb)) e BY) ; B >0emab>0
On peut écrire R comme suit:

(V(@b) €R?) ; ((§ >0 =ab>0) et (ab>0— & >0]}
c'est-a-dire: (V(a:b) € R”) ; ((b <0 ouab>0) et (ab=<0ouf >0).
Donc sa négation est |a proposition R :

(@Fab)eR?) : ((§ >0 et ab=0) ou (ab > 0 et § <0),
D’aprés les lois de MORGAN.
$: BluypeRrR) "2;] =y—;'] E ig—z
Que l'on peut écrire comme suit:
By eR') ; [& = L;-! P et O 2_5"2]
Donc sa négation est |a pmposmon Sis
(Vixy)eR) (—— LS4 3 ou x; ! #';"—"EJ
D'apres les lois de MORGAN.
1) Montrons que: (Yx€R) : —x*+x—1<0.
Le discriminant A du trindme —x* +x—l est A =—3.
Puisque « =— 1 alors ¢ < 0, donc: (VxeR) ; —x'+x—1<0.
2) a- Déterminons la négation de F.
Ona: P:(vyeR)(ExeR) - x+tx—1=y,

16 i Notions de logique



sanégationest P i (Iye RN(VxeR) ; —x +x— 1<y,

b- On a: d'aprés la question a-: (Vx e R) ; —x' +x—1<0.
Donc en prennant y = 0 dans la proposition /.

La proposition I est vraie, par suite la proposition £ est fausse.

11 Déterminons la valeur de vérité de la propaosition 7:

ona: P:(vxeR)N3yeR) i ¥ —-3xy'+ 2= 1.

Soit x & B, cherchons si on peut trouver toujours y en fonction de x pour
que |'égalité soit vraie.

Ona: ¥ =3 +2v' =1 em y'(1 —3x) =1 —2x° (o).

Sion prend x = i , l'égalité (+) devient: () = % ce qui est impossible, donc

pour x = _!‘ I n'y a pas de valeur de y qui vérifie I'égalité ().

Dol la proposition P est fausse,

2) La négation de la proposition P est la propasition P :
(xeRKVyeR); ¥ -3+ 2 # 1

1] Donnons la négation de chacune des propositions Pet (:
f " 1
P): (3x yiyltx=— 7
*(P):(AxeR’) ; y1+x o
Sanégationest: (P): (vxe B') ; 1 +x # —,.L:
: yl+x

* @: (vyeRKIVER) ; 775r <

Sa négation est: (0 ): (Iy e Rli(vx e R) ; i fx’ Sy,
2} a- » Montrons que la proposition (P) est vraie.
La propasition (#) est vraie si on remarque que x = () vérifie (P).
Sinon on peut résoudre I'équation: 1 +x = b .
X Yl+x
Eneffet: Soit x >~ 1, ona: 1 +x = v"l"':.{r = (T+xr=1
e=xtl =1

= x =0
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Donclitexi:vl+x—"_.'-l-'+x-

« Montrons que la proposition () est fausse.
Pour cela, il suffit de montrer que la proposition O est vraie.
Ona: (vxeRB) ;' +x+1>0,carA<Deta=1.
Donc (VxeR) ; x>—-(x'+1)
Cest-a-dire: (vx € E) ; .\}T >=1.(car x'+ 1 >0)
D'ol: si on prend ¥ =— 1 dans la proposition (J , cette derniére sera vraie,
par suite la proposition () est fausse.
b Donnons la valeur de vérité de la proposition R.
Ona: (R):
(@reRi(vseR): 7 2y)=((vxeR) i Vi+x# y -11+ = )
C'est-a-dire: |a proposition (R) est: 0 — P .
Puisque () estvraie et P est fausse alors |'implication est fausse car le vrai
n'implique pas le faux.
31 a- Donnons la négation de la proposition §.
Ona: (P=Q)= Qe (P=0)ou @ Rappel:
m(i"‘_zau.Q}auQ (p=q)e(pougq)
e=(PerQ)ou @
Donc: la négation de la proposition § est:
P=01=0=(PeQ)ouQ
e (PouQ)er Q
Dloli: S: (P ou() et Q.
b- Déterminons la valeur de vérité de 5.
Ona: P estfausse et () est fausse donc (P ou () est fausse d'ol la propo-

sition § est fausse, par suite (5) est une proposition vraie.
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[Exercice £

11 a- Résolvons dans 1, I'équation flx) = 1.
Soit x& R ona: f(x) = | e Jx'+1-1=1

= v‘r r +1=2

e+ 1=4

=x=1

=X = \1(3 ou x=—y3
ponc: § = {313}
b- Donnons la négation de la proposition F:
ona: P: (Viab) e B ): (fla) = fb) = a=b).
Clest-a-dire: P; (Viwbh) € B') ; (fla) # f(b) ou a = h).
Sanégationest P: (A(a:h) € B ); (fla) = fla) et a# b).
¢- La proposition P est fausse, car la proposition I est vraie en effet: On a
d'aprés a-; 3 et —y3 sont les solutions de I'équation: flx) = 1, cela signifie
que: fy3)=f1—y3)=1 mais V3 #—y3.
2} a- Résolvons dans &, I'équation: f(x) = a, avec a € |—oc; — 1].
Soit xeR,ona: flxl=aesyx'+1-1=a

e y/x'+ 1 =a+ | impossible

car: (VxER) : yx'+1 > Oetona:a+1<0,
Donc I'équation: f(x) = a n'a pas de solutions dans B, d'oli; § = ¢,
b- Donnons la négation de la proposition ()
Ona: O: (vwwe RN eR) ; flx)=y.
Sanégationest: 0 : (3y e Ri(vxe B) 1 flx) #y.
¢- = Donnons la valeur de vérité de la proposition (2.
On a d'apres la question précédente I'équation f(x) = a avec a <— | n'a pas
solutions dans R, donc si on prend par exemple vy =— |,

ona |'bquation f(x) =~ | n‘a pas de solutions dans ¥ cela signifie que:
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(vxeR): fl#- L
Donc le proposition 0z (3y € R(Vx € R) 1 f(x) # ¥ estvrale et par suite
la proposition (0 est fausse.
« Donnons la valeur de vérité de la proposition K.
soit @ € B, existet-il £ € R telque f(8) =a?
Ona: ﬂﬂ]=ae=oJFE—I =a
=/ tli=atl
e fi=(a+1)V-1=a +2a

es =\ +2a ou f=—\a'+2a

donc 'équation f(#) = @ ol A est l'inconnue admet deux solutions dans &
d'ols la proposition R: (Ve e B )(38 € B) ; flB) = @) estvraie,
[Exercice £0 3
Maontrons que les propositions suivantes sont des lois logiques.
1lpetip=gl=gq.
On a:

Pl a | P=4q [peaip=yg)] [pea(p=g)l=yq
L..| 1 1
Q. | 0 | ) 1
1 0 _ I
1 0 1

o - O -

0

Donc la proposition [ p et (p = g)] == 4 est une loi logique
2) (p=q)=|(p et r) = (g et r)].

P q r P=4q | petr | qetr
1 1 1 1 1 1
1 1 0 T P
1 0 1 0 1 0
1 0 0 PR TR ol 0
0 Piad [ 1 Ol ol
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0
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0 0 0 1 0 0

(petr)e=s(qetr) (p=sgq)e=|(petr)=iget ]
1

1
| 1
0 1
1 |
| 1
1 1
| 1
| 1

Donc la proposition (p == ) == [(p et r) = (q et r)] est une loi logique.
) De la méme fagon, on montre que la proposition: (p == g) = [(p ou

4) == (g ou r)] est une loi logigue.

[Ecercice 41

1) Montrons que: [ p = (¢ ou r)] e=[(p et g) = r].
Ona: (p == (g ou r)) <= (p ou (g ou r)}

e= (p oug) ou r

m[;;-é.r f}} our

=2 (petq)=r
1 Montrons que: (V(a;h) € R) : (ah=0esa=00ub=0).
Pour cela, on va montrer les deux implications.
Ona:a=0oub=0=sab=0 estune proposition vraie.
- Montrons que: (ab = 0 et a # 0) == b = 0. en utilisant le résultat de |a
question 1)
carilah =0 =s(a=00ub=0)) ea(ab=0et a# 0)msb=0.
Supposons que: ab = ) et g # 0,
Ona: ab=() = ji-(am =10 (car a # 0)

=3 h=()

Donc: ab =0 ws a=0ou b =0,
Dlobi: (V(a:h) € B) ; (ab=0 e a=00ub=0).
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[Exercice 208

1} a- Montrons que: [p et (g ou n]e=[(p et g) ou (p et r)] en utilisang o,
tables de vérité. :
p g r petq petr qour p et{qour) (pet Fhou(p g r
I [ I 1 | I 1

B
1 [1]0] 1 0 1 1 1
t|lol1] o 1 1 1 1
i|o6]0] o 0 0 0 0
o1 1] o0 0 1 0 0
0|10 0 0 1 0 0
0[O0l © 0 1 0 0
ololo| o 0 0 0 0

Lés propositions « p et (g ou r)» et «[(p et g) ou (p et r)] ont les mémes
valeurs de vérité quelles que soient les valeurs des propositions p, ¢ et r,
Donc elles sont équivalentes.
b- De laméme fagon, on montre que: [ p ou (g et r)] == [(p ou ¢) et (p ou )],
2) a- Développons: (x— 1)(y— 2).
Ona:(x—y—2)=xy—2x—y+2.
b- Résolvons le systéme (5):
: xy—y+2-x=0 x=1y=2)=0
e [S}:{_v-x: -E.\‘i+ Dx+y=0°" l_\'x" - f_\'-’ + l:\'-r_v =0
{.\.’= louwy=2

=+ x+y=0

D'aprés |a loi de |a distributivité, le systéme (5) équivaut a:

nlx =l b
(5')'{)'-{_»-"+|>+,\'=U had {"'""[lr'—mmz:u
i . Jx=1 L Jy=2
Signifie que: !S‘LI}"—— y+1=0 ou (8:): [lt‘ B

x=1 x=1 x=1
Done: (8):4 . .
onc: (5) I}"'l\'+1=!!.=ll}-— 1y =0 ‘__‘{,\‘=I
k y=12 y=2
Sl ¥
&t (S2) {2.\.‘"‘5,\.’+2=f}.=.{{1r—1;[;—1]:0
y=2
= 1

X=Foux=2
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(0'aprés la lol de la distributivité)

o
4
—_—
- =
| (0]
o b
o
=
——
- e
ol
(X8 51

1 i
Dlot I'ensemble des solutions du systeme (5) est: [t 151 :;( 3:2 )c (2:2) }

Raisonnement par contre-exemple
Exercices
Montrer que la proposition : (vx e B) ; x' = 5x+ 6 > 0 estune proposition
fausse.
| Exercice £48
On considére |a fonction f définie sur B par: flxi=x"—x+ 1.
Montrer que la fonction f est ni paire ni impaire.

[ Exercice £73

Montrer que la proposition P : (Wx & B) ; 3cosx # 2sin'x estune
proposition fausse.

Montrons que la proposition : (vx &€ ) ; 1" = Sx+6 > 0 est une proposi-
tion fausse.
"! 1§ 'lﬁ i

Poul.t—g_ona:(g): 5(§:|+6; 4 —":; +6-—b~‘_l‘ =—:1

Donc 5 ne vérifie pas I'inéquation x* — Sx+6 > 0,
D'ois la proposition (Vx & B) ; &' = 51+ 6 > 0 est une proposition fausse.
Rappel :

Soit [ une fonction numérique définie sur son ensemble de définition [,
(vxeD); —xeb

- f estune fonction paire siona:
pRire:s! (VX e D) i fl-x) = flx)

- n'est pas une fonction paire si: (v € D) ; (~x & D ou fl-x) # f(x))
(VxeD): —-x€D

. (Vx€e D) : fl—x) == flx)

- f n'est pas une fonction impaire si: (Ive D), (~x & D

ou f(=x) #=f(x))

- [ est une fonction impaire sl on a :
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i r
Ona: f(x)=x'—x+ 1 pourtout X*& R.
-Ona: f(=1)=3¢et fi1)= 1 donc fi1) hfl=1)
D'oli: f n'est pas une fonction paire.
-Ona; fi—1) #-f(1), donc [ n'est pas une fonction impaire.

D'oii : f est une fonction ni paire ni impaire.

[Exercice £33

Montrons que la proposition P : (¥x € R ; 3cosx # 2sin'x est une propo.
sition fausse.
Pour cela, on va montrer que sa négation P : (v € B) : 3cosx = 2sin'y
est une proposition vraie.
Soit x& R, ona: 2sin’x = 3cosx e= 2(] —cos'x) = 3cosx

=2 2cos’x+3cosx—2=0

e= (2cosx— 1)lcosx+2)=0

= cosx = ,1, ou cosx=—2
Puisque (Yx€ B) ; — 1 < cosx < | alors cos X =—2 estfausse,

Puisque (dx € B )icosx = .], est une proposition vraie car il suffit de prendre
x= g alors |a proposition : P :(3x € B);2sin"x = 3cosx est une proposi-
tion, vraie donc la proposition P est fausse

P Raisonnements

Raisonnement par implication - Raisonnement déductif

- Pour montrer que p = g estvraie, on suppose que p est vraie et on montre
que ¢ est vraie

- le raisonnement déductif est basé sur la lol logique suivante:
(petip=q)=q),

C'est-a-dire, siona:( p estvrale et (p = g) est vrale-, alors on en déduit gue

g est vraie.
Exercices
eP . Dy |
Montrer que pour tout x € ¥ : |, 1] ¢ ]) s () < | -;:_ 5 : <7
Montrer que pour tout (x;¥) E B ona: x4y =] —=s|x+y|=v2.
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[ Exerclce £33
solt x & K.
1) Montrer que : (Vk & M) ; xf
2)Endédulreque: (Wne ') ; T +x+x'+ 172 (2x + )X,

[Exercice £13

Montrer que pour tout (x;y) & B, ona:

L
‘f.l.

1 - 1 2y
(Ix|< setly-2|<5)=1< =

1) Montrerque: (Vvae R") ; a+ é
2) Soit x et p deux nombres réels strictement positifs.

<5,
X
=2

Montrerque: &' —x'+x=p—x'=2p—1.

E%

Montrons que pour tout x € B, ona : [x— 1] < | 5 _i"xd-lJ(]

SolleR,ona:Lt-][.:§.=.,-E'.<x_§<.1
=-a!,'<\‘(5’:
- | <2¢<3
2+l <4et0<x—-1<2
1 1 EPR R i
d-“lt*l(:e“""\ 1<2
oax=1
"'(J‘-:'“I'kl

_.,|1H||<I
Donc: (VxeR) ;|x=1]< 1“"|‘n Il”I

Exercice 478

Montrans que pour tout (x:y) de B, ona: v +v' = | lx+ylsy2.
Solt (xi3) € R, Ona; (x = y)" 2 0 v x* 4 ¥V=2u20

s ] =2y 20 fcar x' + ¥ = |)

- 2ry < |

=ty Yy sty 4|
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= (x ) =2 (car ¥y =1)
= x+y)7 <42
=:|:\'+)'[S\."E

Donc: (V(xy e R) ' +y =1 —|x+yl<y2

[Exercice 24

Soit xe R™". i
1) Montrons que ; (YA€ 1) ; &'+ > =2.

Soit ke N;

Ona: [ x——-- )>0=al\x)+(—--)—"\v‘ I—; =0
—x+h-220

Donc: (vke ) ; x ‘LZE.

7) » Déduisons que: (Yne ') ; 1 +x+x"+ -+ = (2v+ Da".

SoitnelM ;0na:
I¥x+xX+ e+ =l+x++ -+ 2"+

BTN A IR 1. 1 T
_x(i_.+.‘_ Rl a8 G )
On a : d'aprés la question 1) : 1).,
nfr
x’+]—_.22
x
¥+l>2

En ajoutant membre a membre ces inégalités, ou obtient :

x+I +x +il_--+~-+:{ 4% I F=2n.
Donc : x+l+r+§—+ sk +1-+1?:2n+|.

D'ou: x* (x’r-_l‘; +x +_:—_.+---+x‘+ : +1)P.’t2n+ Dx,

Parsuite: (Wn € IN7) ; (1 +x+xX+ - +x") = (2n+ 1)x".

Montrons que tout (x;v) de E',ona:
2y
(Ix1< 4 etly-2I< 2)=1< SRS
Soit (xy)E R, ona: [x|< et|y— 2I<2=u‘-é <x<i
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1 1
—Ey=2%
[ 2 & —<I-et3( <5
rednty B G d pakG netat
=l <y—x<3etd<2y<5
o T
— g < yog<letd<y<s
2y

msl(y_x<5 g

panc: Pourtout (x;y) € R’,nna:(lxlci et]y—zlc-%]: 1< -1

1

1) Montrons que : (Ya € R™) ; a+ ;= 2 Voir exercice n"25

<5

21 Soit x et p deux réels strictement positifs.

Montronsque: &' —x'+x=p=sx'=2p— 1.

Supposonsque: X' —x' +x=p, montronsque : x' + 1= 2p.

Ona:x'+ 1=+ 1=+ D'+ 1)

£+ 1
X

Xix'-x'+tx)= [ : + '_'I‘_)lpl =[x+ {, }p
Ona: x > 0 donc d'aprés la question 1), ona: x + i =2
signifie que ; (x + : ]p = 2p.Parsuite: x*+ 12 2p.

Dot (¥x 20) ; (¥p >0} X' —x'tx=p=x'=2p—1.

Raisonnements par équivalences successives

Si(Aes ) et (Bies By) et (Bieo By) et ..(B.esB) alors Aes B (Les
équivalences successives)

Si les équivalences sulvantes (Aes ) et (H e ) et (B B) et
«.|#, +s B) sont tous vraies et la proposition A est vraie, alors la proposition
B estvraje,

_ Exercices
Montrer que : (vx e R):1 — ) »2 0
yi+x
[ Exercice £13
Montrer que : (vx e R)iy it :‘ MBS Vx
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Soit ke Z
)
Montrer que ; ‘_f+k?r(—.1 G -* lake{—l 0;1}

| Exercice £33

Montrer que pour tous x et y de l'intervalle ) B

x+ty+2/x=1y—-1)>2

[ Exercice £55
iy X T Y T

1) Montrer que : (¥(xy) (R ) -rj Y5 vy

2) En déduire que : (1 +/3)1 +/5)1+y15) = 8415

Soit (x;y) € B 3

Montrer que : yx— 1 +2\,-")‘—-$ = xz_\ ex=2ety=8§
| sotac®:

Montrer que : |ﬂ—2]E3't-) 1 <

3 It
Soitac R

Montrerque: |ga—2|< <2

| Exercice 673
Montrons que : (Yx & B);1 = S
vl+x
Soit x€R ;ona:|—— ‘;u.,-l. ]
1T J1+x

efl+x =1
sl+r=z]
ex =0
Puisque la proposition x° = () est vraie alors la proposition | -
est vraie,
Donc: (vxe R);1 - = =220
vi+x
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[Exercice 2L}

Montrons que : (¥x & R');

SGRXER':OI‘la' J'rxf*'x"_'l;"'/ “'—k+l;\f

R
5

axX+3x+]125x
el(x—=1F20
pulsque la proposition (x = 1) = 0 est vraie alors la pmposﬂinn

TF T
| "*;""'l =4/ x estvrale. Donc: (vx & B'): \}" 3’ 1 >y

2
soit k € Z, montrons gue ; 5 +k:re[—-- = Ie-kE{ 1;0;1}
Soit k & Z, onales équivalences suivantes :

2 _asx], _®w 2n St
£ +kn E|— 33 ]aa 3ﬁ 3 +kr < 3

ske{-10:1cark e Z)
Donc : 3 +k.'rF_| 3 3 |wke{ 101}

[Exercice £

Montrons que : (V€ Jl; + o) (vpe Jet celixt v 200x = 1y~ 1) 2
Soit v et ¥ deux éléments de I'intervalle JI; + <[, ona:
xty+2/x=1y~1)>2 ex+ty+2/ax—Dy-D-2>0

wx= 1+ 2/x—1/y—1+y=1>0

e (Yx—1+/y=17>0
Puisque: (yx =1+ vy~ 1) 20 estvraie et yx— 1 + Yy=1#0
estvralecar x > | et y > 1 donc la proposition vx — 1 4y — 1 > 0 estvrale.
Do s (Vx € Jl + o J(wy & Jls# ao[) i+ v+ 24 (x— Diy— 1) >2

[Eercice 9

1) Montrons que : (V(xiy) € B™); :?‘_;J!’. Ve
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- . x+y

Soit x et y deux réels positifs, on a : "“i 2>y exty> W
exty=2/is 0
eWx=yy¥>q

Puisque la proposition (yx = Vy) 2 0 estvraie alors la proposition

xz =/ xy estvrale donc: (V(xy) e R 2. & 3,, Xy
<) Déduction :

En appliquant Ia quem'nn 1) pour:let 3 ;let s etlet /15,
5, L5 S 7 o LIS

on obtient : ~— 5"~ B‘v’m =5 'vS et ?wl‘i
En multipliant membre a membre ces megahtés, on obnent it
+y/ - +v
it L vS 1 15; 3% 5 %15
2 2
Donc: (1 +43)(1 +V-5J(1 +4/15)= 8415

Soit (xy)eR /x=1lety=4
+ v

Montrons que ; yx— 1 +2,/y— 4-x———ux—2et'r=

On a les équivalences suivantes :

vx—1+1\}"4— 2}”2\'.!_]“'4\u\' d=x+y
ox—2/x—1+y—4/y—-4=0
ax—1-2yx—1+1+y—4—4/y—4+4=0
olx—1-1)+(/y—4-2F=0

ﬁ{v’i—“l—l=ﬂ
Jy—-4-2=0

ﬁ{x=2

y=5

| Exercice £75

Soit @ € B, montrons que : I:.l—-zl*:3 al-: I—- <

0 2
Soit @ € B, on a les équivalences suivantes :

L
6
la-2|s%o-2<4-2<2
4oh s
23 3
ed<ia<k

sSa=<
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eh=3g+2=10

el
®10=3+2"06

; 220 1t
ponc: (Va € c{}:{!u— 2= f e STys S 6}

Raisonnement par contraposée
Uimplication (g = p ) est appelée la contraposée de I'implication p = g, et
onai (p=glelg=p) Lo
Pour montrer que p =» ¢ est vraie il suffit de monter que (¢ = p ) est vraie

Exercices
[ Exerclce £
Ecrire la contraposée de chacune des implications suivantes et les démontrer
SotnelN,xeRetyveR
1. n est un nombre premier == n = 2 ou n estimpair
2x#0=2x#0et y#0
ax#Ey=a(x+1y=1)#E-1)y+1)

Montrer que: (Vxe R—{-1}): x+# '13 - ,\'3:I el

[ Exercice £78

5oit @ et b deux nombres réels non nuls tels que : b # 2a.
Montrer que : jy # ,l‘u = g:_:_':: 7 i

| Exerclce £13

Soit x, v et z des nombres réels.

Montrer que: (x + v = z) a(_\' = k ou ys ! }

52
| Exercice £7
Montrer que : (MXeR ) x# 1=V +2=Vx # 1)

On pose: /= |-ao; — 2
1) Montrer que: (va & [){(vh e |) vabta+bh >0
2) En utilisant e raisonnement par contraposée montrer que:

(VaeIxvbel); (@)= (grigts # 5 bEls)]
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Rappel : Le raisonnement par contraposée se base sur 'équivalence sul '

b Vanta .
(p=qlelg=p) e
SotneN':xeR;yeR
1) » La contraposée de |'implication : n est un nombre premier - = 4 o
“0up

estimpair, est 'implication: n # 2 et n pair = n n'est pas un nombre Premig
= Démontrons la derniére implication s
Ona:n#2etnestpair=3keM/n=2ketk#letk#n

=kdvisenetk# letk+#n

= 1 n'est pas premier.
Donc : n est un nombre premier = n =2 ou n est impair.
2) » La contraposée de I'implication xv # 0 = (x # 0 et y # 0) est I'implica-
tion:(x=0ouy=10) =av=0
* Démontrons la derniére implication :
Ona:si x=0alors xy=0 etsi y=20 alors xy =10
donc: (x=0ouy=0)=xy=0Dol:xy#0=x#0et y£0
3) » La contraposée de l'implication : x # y = (x+ Dy = D #{x— 10y +1)
est l'implication: (x+ Diy— 1D =(x-1(y+ D) =x=v
* Démontrons |a derniére implication :
Ona: X+ D@ -D=k—-1DF+D=xy—x+y=1=x3+x—y-1

= 2x =2y

=X=y
Donc: x#Fy=(x+1x—-D#Ex-1)xy+1)

(Exercice -3

Montrons que : (Vx € R—{~1});x# } = t‘?f] #1
En utilisant le raisonnement par contraposée, c'est-a-dire :
montrons que :(vx e B~ {—1}); ‘_':"‘1 =lmx= -[,
. : Mg 2
soit xe R—{-1},ona: \::‘;‘1 =l=3x=x+1
= 2x=|
=a_l:‘:'1,
S LU, S S (K - g 1
Donc: (vxeR-{-1}: 7 =l=x=5

Dol : (Y € R—{‘I}J;xf'% =’13!+J'r"[ #1
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soit @ et b deux nombres réels non nuls tels que : b # 2a

Montrons que : b # [l; = '%:;z-j: * % en utilisant le raisonnement par

contraposée, C'est-a-dire : montrons que : gf 2%;'- =~§- =b= %u

ona: S22 =% w3(a+2b)=2(2a~b)
= 3a+6b=4a-2h
=a=8b

qb=§]‘a

+
ponc: b # 1];4- q":l';': ¥ ‘%
[Exercice &1 3
Soit x, v et ¢ des nombres réels
Montrons que : (x+y < z)= {x < 5 Zouys 5 z) en utilisant le raisonne-
ment par contraposée, c'est-i-dire : montrons que :

(-\‘ > "_13-'- ety >'i':)w{x+ y>z)

Ona:

| Exercice £1.3

Montrons que : (Vx e R hx # | = y2x+ 2 —Jx # 1)
en utilisant le posée, c'est-a-dire : montrons que:
(VaeR):(Vix+2-Jx=1=x=1)
Soit x€R*,ona: y2x+2 —yx=l=y2x+t2=y/x+1
=2 +2=(/x+1¥
=20+ 2=x+2vx +1

t par la c

2x-2/x+1=0
='(\-'!..1:—lf=‘[|
==

mix=]

Notions de logique [y 33



Donc : leER’):(v'ixTi—y’§= 1=x=1)
Dob: (vxeR)i(x#1=y2xt 2-Jx#1)

[ Exercice £
Montrans que: (Ya€ I)(YbET) ;abtath >0
Soit a et b deux éléments de [:Ona: [aEI=.,{a+1 ==
bhel b1 <=1
={—((:+ 1)1
—(b+1)>1
=(a+1)b+1)>1
=ab+a+b+1>|
=sab+a+b>0
. - wla: = 1) B |
Montrons que: Y(a:b) € I*, l(aibb)i’(a’ Y2a+2 £ F+3h 2 }]
Utilisations le raisonnement par contraposée
Soit {a:b) € F ,on a:

o= Fiapis —abta +2ab+2a+2b+2=

ab'+2ab+2a+ b +2b+2
= ab’—da'b+b' —a' =0
—sablb—a)+(b—a)lb+a)=0
= (b—allab+a+b)=0
—b—a=0carab+a+b>0)

=a=bh
Donc, d'aprés le raiso t par contraposée , on a:
X ! oot e e M
Mablen (@b = o Tl # i )

Raisonnement par disjonction des cas

Lorsque on veut monter une implication de la forme (p ou g) = r ;on utilise
alors la loi logique suivante: [(p ou g) =] = ((p = r)etlg = r))

C’est-a-dire on distingue deux cas: -

1er cas: supposer gue p est vraie, et montrer que r est vraie

2éme cas: Supposer.que 4 est vraie, et montrer que r est vraie
Généralement on a la I5 logique suivante:

[(A: o As 0t Av ot .. 0w As) = B] & (4, = B)) et (A, = B) et...et (A, = B))
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Exercices
[Exercice £33

Montrer que pour tout n € N, ona: dln’ ou dln’ =1

[Exercice £33

Résoudre dans B I'équation (1) : 2 =|x=3|-4=0

[ Exercice £2]

i 1 2lx+1|—-y=4
Résoudre dans B le systéme suivant : i | [

|x+2|+2y=6

1) Etudier le signe de la fonction u définie sur ]—em; - 1 ulo; + x| par:
ux)=2x+1+2/x +x

2)Montrerque: (Vx € R)iyx' +2x+2 >x+1

T

Montrons que pour tout n & N : 4|n’ ou 4|n" =1

en utilisant un raisonement par disjonction des cas .

Soit n e M

-1* cas : supposons que n est pair

Ona:n estpairdonc: (3ke N)in= 2k

Clest-a-dire : n° = 4k" d'oli n° est un multiple de 4 (car k' € N et par suite :
4|n'

- 2'™ cas : supposons quen est impair

Ona: n estimpairdonc: (3ke N)/n =2k +1

Clest-a-dire: n' — | = 4" + 4k =4k + k)

d'ol n* — | est un multiple de 4 (car k* + k & I ) et par suite : 4ln" — 1.
Conclusion : 4|n’ ou 4|n° — 1 pourtout ne N
| Exercice £73

Résolvons dans B I'équation (1): 2v' —|x—3|-4=0

Pour résoudre |'équation (1), il faut I'écrire sans le symbole de la valeur abso-
lue, pour cela, on va distinguer deux cas.

“1Meas:x 23
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panscecasona:[x—3|=x=3et I'équation devient : 2x° —x — |
son discriminant est: & = 9 etses solutionssont: X = 1 et x. = __!!_
Puisque X, < 3 et x: < 3 alors I'équation n'a pas de solutions dans ca o

donc l'ensemble des solutions de I'équation dans ce cas est : § = ¢

-2™eas: xS 3.
Dans cecasona: |x—3|=—(x—3) etl'équation devient: 2x' + x— 7 §

son discriminant est A = 57 et ses solutions sont :

LT T B T

Ona: x = 1,63 et x. =— 2,13 (utiliser la calculatrice-

donc: x < 3 et & < 3 d'oli 'ensemble des solutions de I'équation dans ce
ek \-'Jg_ -] = \'5_?

casest: §; = [ e T }

Conclusion: L'ensemble des solutions de I'équation (1) est: § =S US, = g,

| Exercice /23

Résolvons dans &' le systéme suivant : 2xt1|-y=4

|x+2]+2v=6
Lexistence des deux expressions |x+ 1| et |x + 2| nous raméne a distinguer
trois cas pour résoudre ce systeme asavoir: x<—2; -2<=sx<—1|
etx=-1.
On utilisera la méthode de CRAMER dans les trois cas
=1%casix <=2
Danscecas,ona: x+2 <0 et x+ 1 =0 etle systtme devient :

I_N"Hn_y:4 Cest-a-dire; |2XFy=—6
~(x+2)+2y=6 s

==10

Ona::i:lf _12|=—5;.&.=|:: _]2 =20 et d.:‘? ::
Donc:x=%‘=—4ety=%i=2
Puisque: x ==4 et —d =2 alors: § = {(—4.2)}
s2oasi—lsxSs=1
Danscecasona:x+2>0etx+1<(ptle systéme devient:
ety=-6
{x+2y=4
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SEL[ER Auee e =|2“’|=M
o"a’A=|i ll—:&,d.— d 2 16 et A, B

|ii
ponc: X = & ’=—“j' ety= ‘A

ona: x:-5'33 cest-a-dire : x|~ 2 -1]

donc le systéme n'a pas de solutions dans ce cas d'oli; §: = ¢
~gmecas: x2— |

panscecas,onaix+2=20etx+120 et le systéme devient : {

P S =|22|=
Oﬂa:n-l1 Il—S.{B.-“1 1‘-3&!1‘.\. |4 6
_ﬁ. 6

i _Al__g_ A s

x=y=1
x+2y=4

Puisque : 5? 1 alors \E[-I +u-;[ donc: §. = l(——)]
pou: 5= sUsus, ={(-4:2)(%:$)}

[Exercice LTH

1) Etudions le signe de la fonction i définie sur |—ao; — 1]u[0; + |

par: i(x) =2x+ 1+2/x +x

Méthode:

- Pour étudier le signe B + A, on utilise le raisonnement par disjonction des

as:

sSiAz0alors VB+AZ0.

Sl A<Oalors yB+A=BA

celuide 2 - A", YAna

- De méme, pour étudier le signe de B — A

*SiA<0alors yB-AZ0, .

*SIA>0alors: VB~ A= -{-’---_-""-’ et dans ce cas le signe de v # — A est

celuide B A", YRk

Soit x € |-e0; = 1JU[0; # o[, ona: 26+ 12 0 00 x4

~1%cas: € [0; + oo done 2x+ 1 > 0 etparsuite: 2x+ 142y +x > 0

d'ob: (Vx e [0: + ) ulx) > 0

;}2“‘ €as: X € |00~ 1], 0na: 2+ 1 < 0 doncon utilise le conjugué,
na;

nlx) = 2‘fxx+\_+th+l]_4l\‘ ) = (254 1)} 3 =
2y t+\-{1t+l) ..\ul.' Fx—(2x+1)

et dans ce cas le signe de /B + A est
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puisque 2x + 1 < 0 alors —(2x+1) > 0 c'est-a-dire:

3y +x—(2x+1)>0.Donc: u(x) <0 drois: (Vx & J=oei = 1)y <
Conclusion : (Vx € |oei— 1] ulx) <0 et ¥x € [0: + el sut) > g,

41 Montrons que : (Vx € R)ivx'+
Méthode 1: On utilise le raisonnement par disjonction des cas :

w+2>a+!

soit xR, ona: V¥ +2x+2 sxtlefr+a+2—(x+1)>9

_19cas: x+ 1 <0 clest-d-dire: ~(x+1)=0

donc: X+ 2x+2—-(x+1)>0

Dot (Yx € J—oo:— 1) i/X + 20+ 2= (x+ 1) > 0 (1)

car VX' +2x+2 > 0 pourtout x€ R,

Z2mecas: v+ 120 cest-a-dire: —(x+1)=0

On utilise le conjugué:ona:

T TP 142+ 2

T 2- G+ )=
v

puisque x+ 120 et yx' +2x+2 > 0 alors X' + 2+ 2+ (x + 1) > 0

£ b b 1

T+ 2+(xt 1) Y2+ (x4 )

donc: X' +2x+2—(x+1) > 0,dou:
(vxe[-1i+x[:iVx+2x+2=(x+1)>0(2)

Par suite, de (1) et (2), on déduit que : (Vx € B);y/x + 2x+2 > x+ |
Méthode 2:Ona: (vxe R);lx+1|zx+1(1)
etona:(VxeR) ;X" + 2 +2>x" +2x+ 1

cest-d-dire: (VXER); ¥ +2x+2> (x+1)°

donc: (VxeR):y/x+2x+2>(x+1] (2)

de (1) et (2), on déduitque: (Vx e R);yx +2x+2 > x+ 1

{car yx+ 1) =|x+1]).

Raisonnement par I'absurde

Pour monter qu'une proposition p est vraie, on suppose que p est vraie,
et par implications successives on aboutit 3 une contradiction, Donc est
fausse, et par conséquent p est vraie.

Exercices
| Exercice £13

Mentrer que: (¥n € M), 6 ne divise pas 2n+ |1
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£n utilisant le ralsonnement par l'absurde, montrer que le systéme suivant :
) i 4 >3 e/

(§k{3y— 223 n'a pas de solutions dans B
it

y—z52

1) Montrer par 'absurde que : V20
2) Soit @ et b deux nombres rationnels tels que a # b

atby2
Montrer que : N 40
| Exercice £1.3
1) Montrer que : (vn € N): :::_ ; €N
2) Montrer que : (v & N):y/n'+ 5n+ 8N
[ Exercice £

Soit « € B, montrer par I'absurde que : ((ve > 0);|a|< &)= a=0.

Exercice £13

Maontrons par I‘absurde que 6 ne divise pas 2n + 11 quel que soit I'entier
naturel n.

On suppose qu'il existe n, € ¥ tel que 6|2m, + 11

Puisque 2|6 et 6]2m, + 11 alors 2|2n, + 11 ce qui est impossible car
2n,+ 11 est un nombre impair.

Eneffet: 2n,+ 11=2(m+ 5)+1=2p+ lavec p=nm+5et peN.
Donc la supposition est fausse, d'ol 6 ne divise pas 21+ 11 pour tout n & N,
Erercice 19

Mantrons par l'absurde, que le systeme (S5) n'a pa de solutions dans &'.

On suppose qu'il existe (x,; v.:z.) de B’ vérifiant le systéme, c'est-a-

24—3%> 3
dire: {3y —-2x23

h-us2
Ona: 2

~3u>3 donc en ajoutant membre & membre ces deux inégali-
I =2623

tés et aprés simplification, on obtient : ». — 2 > 3 et cela est contradictoire
(Sila>berc=d)alors a+ ¢ >d)
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jame inéquation du systéme : ¥, — & = 2.

avec latr %
Donc la supposition est fausse d'oll le systéme n'a pas de solutions dans g

[Exercice £13

1) Montrons par 'absurde que v2 & U :

Supposons que : v2 € Q =
Ona: /2e€Qe«(3peN)E3geN)V2= "
avec 7 est une fraction irréductible, c'est-a-dire que le plus grand ¢ o

diviseur de p et g estégalal.
Ona:, 2= :; ap=y2yg
wp =2 (1)
donc p’ est un nombre pair et par suite p est un nombre pair (car P ne pey
pas étre un nombre impair).
Ona: p est pair donc p s'écritsous la forme : 2k ol ke 1",
Ona:daprés (1): p’ = 2q signifie que : 4k° = 2¢°
Cest-a-dire: ' =2k
donc g est un nombre pair et par suite ¢ est un nombre pair.
Finalement, ona p et g sont deux nombres pairs, ce qui est contradictoire

avec le fait que la fraction g est irréductible, donc la suppaosition est fausse
doir: 2 & Q.
2Ona:acQ;beQeta#b. i
+by2 |
Montrons par I'absurde que : Ll €Q:
vy2+1

a+by2

W2 _ a_+b‘,§
/241 € U .On pose

7 =ravecre )
vZ+1 P

Supposons que @

a+ b‘,"'l'

J2+1 =reatby2=r(/2+1)

Ona:
- .‘:\a'l. -n2=r-a

o 2b-r=r—ga
Montrons par 'absurde que b —r # 0 c'est-a-dire b # r

+ iy ]
Supposonsque: b=r,ona: h=re a-"“"‘l‘ "
va
sa+b/2=b/2+b
ea=h

ce qui est contradictoire avec le fait que: a # b
donc la supposition est fausse d'ot: b # r
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a+h2 _ o S
parsuite ona ;fi-;'l—-ruv"Z(b :) r=a (%
wy2= =4 b Aol
puisque r, a et b sont des nombres rationnels alors b %€ Q donc

/2 € Q cequl est impossible car y2 £ d'aprés la question 1).

s a+b/2
Sana f?i;_ € ) estune proposition fausse d'ol : Bl Q.

[Exercice £1Y

11 Montrons par 'absurde que : (¥n & N): ;’:—}_—%éﬂ

Suppnsons qu il existe un entier naturel n, tel que : At :la eN

Ona: -_,-ID;'Z'ENau..+2|m+ | .Pulsque n + 2 >!L.+ lalors m+1=0
Clest-d-dire n. == 1 ce qui est contradittoire aue: le fait que n. € N, donc
la supposition est fausse d'oli: (Wn € N] l &N

2| Montrons par l'absurde que (v e N, M EETE + &g"\

Supposons qu'il existe un entier naturel n, tel que : nitSnt+seN
Ona:(nd+5m+8)—(n+2F=n+4

Puisque o+ 4 > 0 alors (e +2) < ni+ Sn, + 8

Done: m+2 < yni+Sn+8 (1)

D'autre part,ona: (m+ 3) = (ni + Sn,+8) = + |

Puisque .+ 1 > 0 alors ni + Sm+ 8 < (n, + 3)°

donc ni+Sm+ 8 <o+ 3 (2)

De (1) et (2), on dédult que : m+ 2 < i+ Snc+ 8 < o+ 3

La derniére proposition est fausse car il n'existe aucun entier naturel com-
pris strictement entre deux entiers naturels consécutifs. Donc la supposition

Vni 45+ 8 € N est fausse, D'oli: (Vi € N), Vil + 5, + 8N

[Exercice 78

Soit a & B, montrons par 'absurde que : (Ve > 0);lal < el ma=10:
Ona:((ve > 0);|a| < &) et montrans que a = (

Supposons que a # (), on prend ; & = ;
Ona: & > 0, donc par hypothise, ona: |la| < &

c'est-a-dire || < igl signifie que: | < },_ (car |a| > 0) ce qui est impossi-
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ble. donc la supposition a # ( est fausse et par suiteon a :
((ve> 0)ila|<8)=a=0
Raisonnement par récurrence
Pour mantrer qu‘une proposition p(n) quidépend de n est vraje Pour
entier naturel # ol 1 = M, on suit les étapes suivantes: ouy
1) Initialisation: Vérifier que pln) est vraie pour n =, (pour |a Premie

élément)

2) Hérédité: Supposer que p(n) est vraie pour n et montrer que pn) eq
vraie pour 1+ 1

C'est-3-dire montrer que pour tout entier naturel n tel que n =y, sana
pln)=pln+1). 4
3) Conclusion: daprés le principe de récurrence on: (V.= n,) ; pln) ey
vraie.

Exercices
Montrer par récurrence que
1) n'=n est un multiple de 6 pour tout n € 4.

2) 3* — | estun multiple de 4 pour tout n € ¥,

3) 9divise 4"+ 6n— 1 pourtout ne N,

4) 11 divise 3"+ 2" " pourtout n € ",

Montrer que 47" — 1 est divisible par 15 pour tout entier naturel n.

1) Montrer par récurrence que le nombre 2" — | est un multiple de 7 pour

tout ne .

2) En déduire que le nombre 2°* — 4 est un multiple de 7 pour tout entier
naturel n.

Montrer par récurrence que le nombre 37*'+ 4" — 2(— 1) est un multiple

de 5 pour tout n € N
| Exercice &3
Pour tout n € [, on définit les deux propriétés suivantes
F. : 3 divise 4" — | et (0, : 3 divise 4"+ 1.
1-Montrerquepour n €N P = P et O, = Q...
2- Montrer que P, est vrale pourtout n e I,
3- A-t-on (), estvraie pourtout ne I ?
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pontrer par récurrence que - n(n D@n 4 1)
1) (vn € NP +2 +. 2 X

Y ' {;:_tn-rl})"
2) (vnE NP+t = ) )

1454 .+ (2n+ D)=+ 1).
3 (vne )il
(nt+1)(n+2)

lllwac?..1;|X1‘,+3x_1+_ax4‘___+“m+“:nn )

Montrer par récurrence que : i I :
(wne N {I}1:Ix2+2x.{+“_1-u_lx"_l ;

Montrer par récurrence que ;
1 | nin+3)

-~ I .

wmeN)iaxstaxaxa P g D+ 2) T A+ Dt D)
1) Montrer que : (Y & ) idn 2(n+ 1),

2) a- Montrer par récurrence que : (Vne ') 4" =n'.

b- En déduire que (vne M) 4" = n

Montrer par récurrence que : W € M —{0;1:2:3} ;0" = 2°

Montrer par récurrence que : (Yn € N):3" > 2n.

[ Exercice {38

1) Montrer par récurrence que : (Yne M)l +a) = | +ne ol a € R™
2) En déduire que : (Vne IN); 3" 2 n2"'

3) En déduire que : (Y e M)l +n)" = 20"
Exercice £1)

Montrons par récurrence que n' —n est un multiple de 6 pour tout n € N :
* Initialisation : pour n = 0,ona: n' —n = 0 et 0 est un multiple de 6.
*Hérédité : soit n & I, supposons que n' — n est un multiple de 6
cest-a-dire: (3k € M)/ n'— n = 6k et montrons que (n+ 1) — (n + 1) est
un multiple de 6,
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Ona:(n+1) =+ =n'+30"+3n+1 )|

=n'+3n+2n

=n'—n+3n'+3n

= 6k + 3n(n + 1) (d'aprésl'hypothése de récurrency
Puisque n(n + 1) estun nombre pair alors : (Bpel)nn+)=12,
Donc: (n+ 1) = (n+1) =6k + 6p = 6(k +p)
Puisque k+p € N alors (n+1)'=(n+ 1) estun multiple de &
d'oli Ia propriété est vraie pour n+ 1.
sconclusion : - La propriété est vraie pour n = 0

- La proposition (1) = #(n + 1) est vraie pour tout ne Iy

Donc d'aprés le principe de récurrence, ' — n estun multiple de 6 pour toy
neN.
3) Montrons par récurrence que 3 — | est un multiple de 4 pourtout n € 1 ;
» Initialisation : Pour n=0,0na 3" — 1 = 0 et 0 est un multiple de 4.
» Hérédité : Soit n & N, supposons que 3 — 1 est un multiple de 4 cest-a.
dire: (3k € )/ 3" — 1 = 4k etmontrons que 3°*""' — | est un multiple de 4,

Ona:3"'"=1=3"%x9~-1
=(1+4k)X9—1 (car 3" —1=4k)
=36k+8
=4(9%+2)

Puisque 9% +2 € N alors 3" = | est un multiple de 4.

D'ou la propriété est vraie pour n + 1.
» Conclusion : - La propriété est vraie pour n = ().

- La proposition : Pin) = P(n + 1) est vraie pour tout n © N.
Donc d'aprés le principe de récurrence, 3 — | est un multiple de 4 pour tout
neN.
3] Montrons par récurrence que 9 divise 4° + 6 — | pour tout n & 1.
» Initialisation : pour 1= 0 ona: 4°+6 % ()— | = () et 0 est un multiple de 9.
= Hérédité : Soit n = N, supposons que 4° + 6n — | est un multi-
ple de 9, c'est-a-dire : (3k € ) / 4"+ 6n— | = 9% et montrons que
47" +6(n+ 1)~ | est un multiple de 9.
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gnai 4t sl )= 1= A%+ 6n+ 5= 49k~ 6n+ 1)+ 6n+ 5
=36k~ 24n+ 4+ 6n+ 5
=9(dk~2n+ 1)
(daprés I'hypothése de récurrence-
pulsque 4= 2n+ 1 eN;carkeN;neNetdk-3n+120
(4 +en+ SEN et 4! +ont 5= 9{dk—3n+ 1))
alors 47 +6(n+ 1) — 1 estun multiple de 9, donc la propriété est vraie
pour it L
« Conclusions : - La propriété est vrale pour 1 = 0.
-La proposition ; P(n) = Pin + 1) estvraie pourtout ne IN.

Dponc, d'aprés le principe de récurrence, 4°+ 6n — | est un multiple de 9
pourtout n € N,
1) Montrons par récurrence que 11 divise 3 + 2 " pourtout ne N ¢
« Initialisation : Pour n=1ona 3"+ 2" =942 = || et 11 est un
multiple de 11,
« Hérédité : Soit n € ', supposons que 3 + 2" * st un multiple de 11
clest-3-dire (3k € M) /3" + 2% " = |1k et montrons que 3"+ 25"
est un multiple de 11,
Ona 3t gsetlicd — 3350 - 2% 95064

=9X(11k—2""+ 2" "x64

=00k — 9 X 2" '+ 64 X 2™

= 00k + 2™ (64 = 9)

= (99K + 55X 2%%) = 11(0k+ 5% 2%
Puisque 9k + 5% 2% " & N alors 3" 4+ 2%/ et un multiple de 11,
donc la propriété est vraie pour n+4 1,
* Conclusion : - La propriété est vraie pour n = 1.

- La proposition : #(n) = P(n + 1) est vraie pour tout n & N".

Donc, d'aprés le principe de récurrence, 3 + 2% * est un multiple de 11
pourtout ne N,

Exercice £70

Montrons par récurrence que 47" — | est divisible par 15 pour tout n € N,
* Initialisation : Pour n =0, 0na 4°"""' = | = 16~ 1 = 15 et 15 est un multi-
ple de 15,
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«Hérédité - Soit 1 € N, supposons que 47" — 1 est un multiple g ¢ Cey

adire: (ke N) /42— 1= 15k et montrons que : 477*!1* _ estun

multiple de 15.
Ona: ginisi_ | =g 4*—]
— 16(15k+ 1)~ 1 (d'apresI'hypothése de récurre.“_.e]
=16%15%Xk+15
= 15016k + 1)
Puisque 16k + 1 & N alors 4°*""** = 1 est un multiple de 15, donc Ia pro.
priété est vraie pour n + 1.
« Conclusion : - La propriété est vraie pour n = 0,
- La proposition : P(n) = P(n+ 1) est vraie pour tout ne Iy,
Done, d'aprés le principe de récurrence : 4" — 1 est divisible par 15 poyr
tout n € N,
| Exercice {73
Montrons par récurrence que le nombre 2 — 1 est un multiple de 7 pour
tout ne N,
* Initialisation : Pour n =0, 0na: 2" =1 = 0 et 0 est un multiple de 7.
* Héredité : Soit n € N, supposons que 2™ — 1 est un multiple de 7, clests
dire: (3k € N) /3" — 1= Tk et montronsque 2" — | est un multiple de7.
Ona: 2™ =1 =2"x2'—|
=§(Tk+1)—1 (d'aprés 'hypothese de récurrence)
=8X7xXk+7

=T(8k+1)
Puisque 8k + 1 € I alors 2" — 1 est un multiple de 7 donc la propriété

estvraiepour n+ [,
* Conclusions : - La propriété est vraie pour n= 0

- La proposition P(n) = ’T’{n + 1) est vraie pour tout n € N.
Donc, d'aprés le principe de récurrence, 2* — | est un multiple de 7 pour tout
neN.

| Déduction

Soit nEN,ona: 2" —4=2"x2"—4=4(2"—1|)
Daprés la question 1, 0n a 2" — | est un multiple de 7 quelque soit I'entrier
naturel n, donc 4 X (2" — 1) estaussi un multiple de 7. D'os 2" — 4 est
un multiple de 7 quel que soit 'entier naturel 1.

46 (| Notions de logique



Montrons par récurrence que le nombre 37! 4 47" = 2(= 1)" estun multi-

rtout n & M.
f‘rn?tiea:s::il;n: pour n=0,0na: 3" +4"' = 2(=1)'=3+4~ 2=5et
5 est un multiple de 5. :
JHerédité : Soit n & I, supposons que 3t 4 41— 2(— )" est un multiple
des, Cesta-dire s (Bk e N) /3% #4**! = 2(= 1)7 = 5k et montrons que
gussiiet g gt = 2(=1)*"! estun multiple de 5.
onara™ pg g (= e P R 4 A+ 2(= 1)
=0(Sk—d4' +2(- 1))+ x4 +2(= 1)
=45k—9X 4"+ IB(= 1)+ 4 x4+ 2(- 1)
= 45k—SXx 4" +20(—1)*
= §5{0k— 4" +4 x (- 1))

(d'aprés |'hypothese de récurrence-
Posons k' = 9k — 4™+ 4 X(=1).
etona: k' = (Sk—4"")+4(k+(=1))
comme Sk—4"' =0 et dlk+ (= 1)) =0 alors k' € N
Pulsque: 9k — 4"+ 4 x(— 1)" € N alors 37"+ 47" = 2(= 1)*"' est
un multiple de 5, donc la propriété est vraie pour n+ 1.
*iConclusion ;- La propriété est vraie pour n = 0
- La proposition Pin) = P(n+ 1) estvraie pour tout n & [N,
Donc, d'aprés 'hypothése de récurrence, le nombre 37 + 47" = 2(— 1)" est
un multiple de 5 pour tout n & M.
|Exercice £78
' Montrons que : (Yn € N); P = P et 0. = 0.,
* Soit n € N, supposons que F. est vraie c'est-a-dire :
(3k € M) /4" = 1 = 3k et montrons que F.., est vraie
Ona:4"'— | =4x4'— 1=4%(3k+1)— 1= 12k+3=3(4k+ 1)
Puisque 4k + 1 & I alors 3 divise 4" — 1 , donc la propriété .., estvraie,
d'oli 'implication P. = .., estvraie pour tout n € 1.
*Soit n & N, supposons que (). estvrale c'est-a-dire: (3k & N')/4" + 1 = 3k
etmontrons que (.., est vraie,
Ona:d™'+ 1=4"+4-3=4x(4"+1)-3
= 3(dk- 1)

Notions de logique

47



Puisque 4k — | & N alors 3 divise 4" + 1, donc la propriété ),
d'ots 'implication Q. = (., estvraie pour tout n € I,

2 Montrons par récurrence que P, est vraie pourtout n e Iy |

» Initialisation: Pour n = ), ona: 4' — | = 0 et 3 divise 0.

* Heérédité: On a: d'aprés 1) I'implication £, = F.. est vraie poyr tout

n & N, donc d'aprés le principe de récurrence, la propriété £, agt Vraie pg,,,
tout ne N.

4] A-t-on (. estvraie pour tout n€ N ?

Pour n=0,0na: 4"+ 1 =2 et3 ne divise pas 2, donc |a propriété n'eg e
vérifée pour n = () et par suite (J. n'est pas vraie pour tout n & I .

RSt Vralg.

1] Montrons par récurrence que:
(VnEe N\ +2 4. +pp =0T ﬁ i
X(1+ 1)><(2 X1+1) _

« Initialisation: Pour n=1,ona: I°=1 Et
* Hérédité: Soit n € V" ; supposons que:

P42+ spis I'ii'f__l_‘]'st_z_"__ﬂ ) et montrons que:

P42+t (o 1= DO D) _ (n+ Dt 2)an43)

Ona: 1427+ +(a+ 1P =142+ +ni+(n+1}
_ =£!£+_3E3.ﬂ+.l!ﬂ,,+|y
(dfapres Mhypothése de récurrence)

=+ (22820 4,4 p))

=(a+ 12ttt 6)_(n+1 1(2r£ +7n+6)

Dautre part, ona: (n+2)(2n+3) = 20 +3n+4dn+6 = 2 + Tn + 6

Donc: 1*+ 22+ Bl o Sy (n+1Mn+2)02n+3)
D'oll la propriété est vraie pour n + |

= Conclusion : - La propriété est vraje pour n= |
- Uimplication P{n) = P(n+ 1) est vraie pour tout n € IV’
Donc,d‘aprésiepmldpederécumm,ma:

(VeN); P+2+ +p= M%[M
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(vneN), 1"+ 2'+....+n'=("—("f—u)'

.,nmalisann:Pourn=l,ona:1'=let(lﬂfﬁ) =1 ; )
+1

. Hérédité: Solt n € N', supposons que: 1"+ 2"+ ..+’ = (MT")'

et montrons que:

pe2+atint |1’=[ij)‘

P4 1) =142+ _+n'+(nt 1)

= El‘ﬂ:—iy $(n+ 1y (donet Phypothése deré
= (4 +net)= e 1y (FEA)
Lt 1¥ne 2 (G ) +2))
Donc la propriété est vrale pour n+ |
« Conclusion: - La propriété est vraie pour n = 1
- Uimplication P(n) = P(n+ 1) est vrale pour tout n € N'.

Donc, d'aprés le principe de récurrence , on a:

(vneNXI'+2'+_.+n' =(ﬂ(—"§£)‘
3! Montrons par récurrence que:
(vneNj1+3+5+. . +(2n+1)=(n+1)
s Initialisation: Pour n=1,ona: 2x1+1=3etl1+3=(1+1/=4
* Hérédité: Soit n € ', supposonsque: 1 +3+5+ _ +(2n+1)=(n+1f
etmentronsque: | +3+5+ .. +(2a+1)+1)=(n+2)
Ona: [ +3+5+..+(2(n+ 1)+ 1)=1+3+5+ . +(2n+3)

=1+3+5+ .. +(2n+1)+(2n+3)

(d'aprés I'hypothése de récurrence) _ m”—

J| Montrons par récurrence gue:

ona: 't

=n+2n+1+2n+3
=n+4n+4=(n+2)

Donc la propirété est vraie pour n + |

* Conclusion: - La propriété est vraie pour n = |

- Limplication P{n)=s P(n+ 1) estvraie pour tout n € [N

Donc; d'aprés le principe de récurrence , on a:

(VneNk1+3+5+  +(2n+1)=(n+1)

41 Montrons par récurrence que:
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nlnt1 }(,H 2)

I(l'l-ll
« Initialisation: Pour n = 1, ona: | X(1+1)=2et +2) =2

« Hérédité: Soit n € 1", supposons que:

+1)(n+2)
1%2+2x3+ . . +nlnt 1= -’!{5—3-)-(-" — et montrons que:

{v‘nEN'},Ix2+2x3+3x4+...+n[n+1]‘

1%2+2%3+.+nt at2)= {8 =L ;;)(—" 8

On a:
1%2x2%3+ .+t )n+2)=1x242%34+ .. +nlnt+ 1) +(n+1)(,
(nflJ(rr*..)

+ IIJ

+(n+1)(n+2)

(d'aprés I'hypothése de récurrem:e}
=(n+n+2)(5 +1

Donc la propirété est vraie pour n+ 1.

» Conclusion ; - La propriété est vraie pour n = |

}=(n+ll{ 2)(n+3)

- Uimplication P{n) = P(n+ 1) est vraie pour tout n e N
Donc, d'aprés le principe de récurrence , on a:
(VneNk1x242+3+ +nln+1)=—
Mantrons bar récurrence que:

(vne N'\{1 }H:( > g;+____+ SIS

1
n=1"n n
* Initialisation: Pour n = 2 on a: _Zi_lx'l‘ ]2 tl— %=£'
* Hérédité: Soit ne N"\ {1} , supposons que:
1351
lxi+2 1+ +1£I -—l—-l-etmontronsque:
B 2T 1 1 1
o B e s g e
Ona
Lol  ETV SR S | | 1
IXs+gxg+ +ﬂ><ﬂ+l-!x2-+2x3-+,_+n_1-xi-+” rps

Damlaprop;iétéestvraiepwr n+1
‘Cmdu_s_lon:llapmp'riétéestvraie pour n=2
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o P(n) == Pln + 1) estvraie pour tout n tel que n =2

(jmplicatio
ponc, d'aprés le principe de récurrence , on a:
) B
|\anN\“}“x%+2 3+ =i AT A
Montrons par récurrence que:
M N 1) A3 = 2 = nin+3)
(vnel hxz At axa%ad T T qln+1)n+2) an+1Nn+2)

+ |nitialisation: Pour n = 1, on a: 'I"f%_*"i =
1x(1+3) _ 4 =

earni+2) 246
« Hérédité: Soit n € ' , supposons que:

S e ey Bl e o 05
[_'KEKH+2X3X4+""""+n(u+1}(ﬂ+2) 4+ 1n+2)

&t montrons que:
(n+1)Mn+4)

(n F)(n+2)n+3) a(n+2)n+3)

1 1
x2%3 T axax4 "

MR ) Y PRSI £ 2 D= P P i P EEy r
B Jln‘:“:;ln”v:i *{a% 1in+ 3Hne ) (d3preshypothése de récurrence)
T dine |H'nl- W) ratar+e)
= T 2 s + fat e ome 4}

Ona:n'+6n+m+d=n"+n"+5n"+5n+dn+4

=n'(n+ 1)+ 5nln+1)+d(n+1)

=(n+ 1)’ +5n+4)

=(n+ 1)n+ 1n+d)=(n+1)(n+4)
Done: {5355 + 344+ (n+1)n 2 3 4' f:,: 1:1};:.14:'
D'oii la propriété est vrale pour i + |

* Conclusion: - La propriété est vrale pour n = |
-Uimplication P(n) == Pln+ 1) estvraie pour tout n & N

Donc, d'apres le principe de !a récurrence , on a:
nin+ 3)

I e b e A = EEES T 1 :
(YneN): it asei g ot s FD) = A+ DD

Motions de logique © 51



11 Montrons que: (V11 € N)dn' = (n+1)

eN ,ona ar—=(n+ 1 =d4n’ = +2n+1)
=3nt=2n-1
=(n—=1)3n+1)

Soit n

puisque n € ", cest-a-dire n >l,alors(n—1)Z0et3n+] > B
4= (n+ 1) dob, (Vn € N)dn' 2 (n+ 1)

31 3- Montrons pa récurrence que: (Yn € IN'): 4" = o’

« Initialisation: Pour n=1,0na: 4'=4 et (1Y = 1 donc: 4' = (1§

« Hérédité: Soit n € N ; supposons que: 4° = n’ et montrons que:

4= (n+ 1)
On a: d'aprés ['hypothése de récurence: 4° = n* donc:
4> = dxd 24
— 4™ =(n+1) ,ardn’ =(n+1).

d'aprés [a question précédente, donc I'implication Pln) = Pln + 1)
estvraie.

* Conclusion: - La propriété est vraie pour n = 1

- Uimplication P(n) =s P{n+ 1) est vraie pour tout n& N'

Donc, d'aprés le principe de récurrence, on a: 4" = n* pour tout n € Ii".
b- Déduction:

Ona: (VneN'); 4"=n' etpour n=0,0na: 4° = (0) cest-a-dire 1 20
Donc; (YneN):dn=n',
| Exercice £

Montrons par récurrence que: (Vne N \{0,1,2,3}) ; n* < 2°

* Initialisation: Pour n =4, 0na 4= 16 et 2° = 16 done 4° < 2*

* Hérédité: Soit n e N1{0,1,2,3} , supposons que: n° = 2" et montrons
que: (n+1f <2

onarn S2 =2 <2 (1)
Il suffit de montrer que: (n+ 1 f < 25°

Ona: 2w’ —~(n+1f =n'=2,~ =nln-2)-1
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on a: n24—’[:f:az
—n(n—zl?li
= nln—2}—127
ponc: (n+ 17 = 2n° (2)
pe (1) et (2], on déduit gue: (n+ 11 < 2", donc la propriété est vraie pour
ntl
+ Conclusion - La propriété est vrale pour n = 4.
- Uimplication P(n) == P(n+ 1) est vraie pour tout 1 & N \{0,1,2,3}, donc,
d'aprés le principe de récurrence, ona: vne N\{0,1,2.3} ; ' =2°.

[Exercice £

Montrons que récurrence que: (vne N);3" > 2n
» Initialisation: Pour n = 0,0ona: 3 =l et 2% 0=0donc: 3* > 2 X0
+ Hérédité : Soit n € N, supposons: 3" > 2n et montrons que:
3> 2n+1)
Ona: 3=3Xx3"=3+3+13"
Puisque: 3" > 2n (d'aprés I'hypothése de récurrence)et 3" = l et 3" = 1,
alors 3" > 2n+1+1
Clest-a-dire 3" > 2(n+ 1) , donc |a propriété est vrale pour n+ 1.
* Conclusion: - La propriété est vraie pour n = 0
- Limplication P(n) == P(n + 1) est vraie pour tout n & N,
donc d'aprés le principe de récurrence
ona: 3" > 2n pourtout ne M.
(Exercice {9
11 Montrons par récurrence que: (Vn e M) (1 +a)f = | 4+ na etou @ e R
* Initialisation: Pour n= 0 ona (1 +a)'= | et | 4+ 0a = | donc:
(1+a)=1+0a
* Hérédité: Soit n & N |, supposons que: (1 +a) = | + na et mantrons que:
+al'z1+(n+l)a
Ona: (l+afz1+pa—s(l+al'20+nadli+a) (carl+a>0)
—s(l+al'zl+natatna
=l +al=1+(n+ a+tna (1
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s atna=1+(n+Da (2)

ana20= 1+
o +af"'zl+n+1)a

Donc de (1) et (2), on déduit que: (1

Donc la propriété est vraie pour 11+ 1.

« Conclusion: - La propriéte est vraie pour n =0
_Uimplication Pln) = P(n+ 1) est vraie pour tout 5 & 1y

Donc, d'aprés le principe de récurrence , on a:

(YneN);(1+a)=1+na

Cette inégalité s'appelle: Inégalité de Bernouilli

2| » Déduisons que: (V11 & N):3 =z p2™

1

Soit ne M ,ona: 3'3-:1"‘..—-’%.2";,-
1

=(3)2n

-=-(1 + -,} = '-.'n
En appliguant I'inégalité de la question prér.édente eten prenant « = .I‘ ,on

a:['|+ >1+!,n don:{l*ai -,n

D'oll I'équivalence: 3" = n2"" o=-[| +£—) > % n estvraie et [1 + i ] > -!,-n
est vraie, par suite: (Wn & 1) ;3" = n2"*

3] » Déduction:

Soit n € N’ ; en remplagant @ par L dans l'inégalité de la question 1), on

; LYy ; i : -
obtient: {l + H] Z1+n % Clest-a-dire: {"; L | = 2 done: (4_1_;___]_! >3

Dloli: (n+ 1) 2 2" Parsuite: (Wne N');(n+1) =20,

. Exercices de synthése

Mentrer que par récurrence que:
(vneN);1'+2+ +nt= nln+1)(2n+ 1)(3n' +3n—1)
30

Montrer par récurrence que:

o 13 2 n
(vneN); gestaset i +—20 _ nlnt b
EX3E3X5 TG —I)XI2n+I} T 20+
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ar récurrence que:

ntrer P
1 cx 1 x3% 5%, x(2n=1)=(n+1)n+2)% .An+n)

(wneN)2

soit a un réel positif, 5
1) Montrer que: (vneN'\{1}):;(+a) 2 1 +tna+——5 a’

. " 1 1
2)Montrer que: (vn & 17\ {1 b1+ 2'"] = !4{”_:1.]

Exercice £

Montrer par récurrence que: (vn € N'\ {1,2,3}):3" =

 Exercice £73

soit x et v deux réels strictement positifs,

Aln=1)n=2)
6

Montrer que: (Wn € N') ; (x+y) =27 x"+ )
Soit n un entier naturel
Montrer que si (2 + 1) est un carré parfait, alors n + | est la somme de
deux carrés parfaits.
Montrer que:
(VxeR)ix'—a*+x'—x'+x'—x+ 3 >0

(On pourra étudier lescas: x <0 ; 0 <x< letx=1)

Soit a,b et ¢ des nombres réels telsque: ab+bc+ca=3eta+bh+c=35

Montrer que: —1 < ¢ = |33

(Exercice 418

1) On suppose que pour tout entier naturel 1, il existe un unique entier na-
turel p telque: n=3poun=3p+loun=3p+2

Montrer que le nombre nin’ + 5) est un multiple de 3 pour tout entier natu-
rel i,

2) Montrer par récurrence que le nombre nln’ + 5) est un multiple de 3
pour tout entier naturel,
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(xgy=r'+x#Y+y)

(v(xpER)S
1) Montrer que :;(|a+,l,[:laH“’hﬂ’ﬂ-'i?ﬁ]

2) a- Montrer Que: ((vla,b) E B
b- En déduire que:
(vlabic)ER) (la—bl
[ Exercice £23
soit a.b et ¢ trols nombres réels
—1)(be = ac—1)

=|a_{|+|f—bh¢=-35('£bou b=c=gq,

de lintervalle Jo:1[.

On pose: A =lab
1 -1

1) Vérifier que: a%r ﬁ(n - b]("’ = )[r o )

2) Montrer que: A<D : |
3) En déduire que: -1£+-},—+F+abc<a+b+c+ i

| Exercice 1

Soit x et ¥ deuxncmhresréeisteisque:lxis ;l,_ et]y|<1

Montrer que: |4x'y—y—x|< lg

| Exercice £,

Soit a.b,c et d des entiers naturels tels que: 1<a<b<e<d

L 0 e N ey L
Montrer que: b*c"d*‘ d =94

[Erercice 113

Soit ne N

Montrer que si 3n+ | est un carré parfait alors n + | est |la somme de trois
carrés parfaits.

[Erercice 28

Soit a et b deux nombres réels strictement positifs.

_a+ 5
Le nombre m = 3 est appelé la moyenne arithmétique des deux nom-
bresaeth,
le no:bre § =+ ub est appelé la moyenne géométrique des deux nombres
aeth.
Le nombre /i = i 2

— est appelé lam i
1 oyenne harmoniqu: m-
s b L EE que des deux no
-
2

lenombre g = 4+ E
v est appelé la moyenne quadratique des deux nom-
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pres @ et b.
1) Montrer que :
2) Soit @, b et ¢ de:

h=g=m=q
< nombres réels strictement positifs.
Montrer que :

7 ab ,‘.u+b " ( ”1+l >4
(n ‘“flJ“,: P @ FEE=T14 ;3 u+’|a .‘;}

I gl
Tl i{]>h+|’"l|:ﬂ+bt‘;]""9

R T T i P

#) fa+ Bib+ e+ a) = Rabe ;f’?] =T < 525

o b iied) 10 Sthe o Shsieid
o 1 ttlsg

 Exercice £

1) Montrer que : (va € Jl; + =[] uu_-'l >4

2) Montrer que : ¥ (a:h) € (J: + "|.|; : ;,a_. o ”_. ’ Sl

| Exercice £11

Soit x et y deux nombres réelstelsque: | x = let v =1
Montrerque: /T— ' + /1= y' < 21~ {*32)

[Gercice 8

Soit @ et b deux nombre réels strictement positifs tels que: a + b= |

1

Montrer que : {l oy

J(1+ bl:l =(1+29500neN.
Onnote lasomme: a,+ a; +a + ... +a. par:ﬁu

olia € IR pourtout i € {1;2;. ;n} I
Vécriture : Zu s'écrit i:a, ou '2:: AL IR

* Propriétés |I:Iu svrnhoI; E .

1) P = lZu_ 2) 2 + hl;z‘!a + Eh
(@13 =S, | (@) Yla = na

1) On pose : S=2%
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a- Vérifier que : 8 = E_ln +1-h
. _nln+ 1)

b- En déduire que: 5= "5

c-Caleuler: 7, = E{’h- et = 2’1

d- Cakuler?'—'l+"’+3+ +n—l+n+n—l+.,,+2+]_

k+1) =K+ 430+ 1

2) En utilisant I'égalite : {
_nlnt I:zn + 1) pourtout n e N°.

Montrer que : §, = Ek
+1)
3) Montrer que : §, = E& ‘= [’”" 1 ] pour tout i & N

4) a- Vérifier que : Zia__ —a)=da,-a,

; P e e ¥

b- Vérifier que: 7 ) e g lpourtout neN.
’ I | 2 1
"E"déd“'mq"e',z_.ktk+ )

5) Soit g un élémentde JR*— {I}et ne NN

Onpose: § = E q'
 Calculer 5 — g5 puis en déduire que : 5§ = 1 I"‘_“ ; :

* Calculer lasomme: §' =g "+g¢™"'+...+q'oume INetn>m.

* On note le produit a%a.Xa,X..Xa. par: [a

Le nombre na s'écrit f]a ou n“. ou...

* Propriétés :
(0 [Tat = ([Ta)([Te) ; ) 1A =2Tla
(ﬂﬂ_u:u' i [4}na=l_lld_

T gt gk
1) a- Vérifier que : [] @ =4 OUa € IR pourtoutie {0;1;2: an—1}
b-Endéuuimque;'ﬂm Hen
2) On pose: P = ncmf |

En utilisant la formule : cosg = 5020
2Zsno
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Mantrer que : P= sinx .
2+ sin( 51

3) vérifier que : _r!fl =i

1) Montrer par récurrence que: (vae N*\ {1} k2" =(n—1)2"=n2""+1
1%3X5%.. %20 ~1

* (W Ny -] 3 = al.-r
2) Montrer par récurrence que: (va e Nk AxAX6% %) = finEl

1
1) Montrer que: (va € J0; + x[ka+ ;=2

2) Soit x un nombre réel strictement positif tel que x # 1

_ e
Montrer que: L =y Z(l+2n)x" ;00 neN’

 Exercice 13

Montrer par récurrence que:

(vne N)(1+ 55;-(1,--,(—1-)?{1 + g3rar) X X1+ 2”1 i J22n+3

Soit [ une fonction définie sur & et vérifiant les deux conditions suivantes :
[EIJ:G&E Rkfth=a-1

(20(¥(xy) € RO)flx+ )+ x4 y= (flx) + x)( f(») + ¥)
1} a- Montrer que : (vx € B); fix) +x = 0 (Remarque que: ; +3=x)

b- En utilisant le raisonnement par I'absurde, montrer que :

(vxeR): flx)+x>0

- Montrer que : f10) =1
2}a-Montrer que : (vx e B); fi-x) ~x = m%‘_\_
b- Montrer que : (vn & Z)(vx & B): finx) + ne = 00 + x|
€ En déduire que : (vye Z); fix) =a'—x

Pour tout réel , il existe un unique entier relatif n telque : 1 = v <n + |
Le nombre n est appelé la partie du nombre réel x et note £(x) etona:
M ERMEW < v < Em+1
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Exemples &

EUB)s raritsE<a | SELAST2@R=2S= L3¢y

Remarque : (vx e ZLEx) =x
1) a- Montrer que : (¥n € N):EWw+1)=n
b- Déterminer E[,n’ + 4n) oliz n € N
2) a- Vérifier que : (vx € Rix—-1<Elx)=x
b- Montrer que : (vx & RX(3r e[0:1[)ix=E() +r
3)a- Montrer que: ¥ (mp) € Z'int1>pesn=p
b- Montrer que: ¥ (xy) € Rijx <y = Elx) = E(y)
4) a-Montrer que: (vxeRX(¥peZ)Elx+p)=EX+p (1)
b-Montrer que: (2)¥ (xiy) € R*; E(x +y) = E(x) + E(y)
(@A) lxy) € R Elx +y) € E() +E(y) + |
5) Montrer que ; (4) (vn € N'k{vx € R); 5( 55;—“5?] = E(x)
6)a- Montrer que : (5) (vx € IRLE(X) + Elx + é; = EQ@y)
b- Déterminer la valeur de la somme : E El 5‘2?: : | en fonction de » et de x.

7) Résoudre dans R les équations suivantes :

m EH5Y=-2 : @ eev=x-1
@ ElL)=3 D@ E@WHx—1=x
Montrer par récurrence que : (¥n e ;‘i"r:i‘,(—l?k" = (=1 ’!?:‘?: L
I -

| Exercice £}

Montrer par récurrence que : (Yne N') -.z':ks‘ =
=

| Exercice £.3

Montrer que 31"+ 51"+ Tn estun multiple de 15 pour tout entier naturel.

W

Montrons par récurrence que:
(Ve NEI+2F 4 nt= E—"L*_“.‘lﬂ_tj%}_(ﬁgisn_—_ll

S+(n—1)5"
16
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X2XK3IX5
. intialisation: Pour 1= 1, ona: I*=1 X 253%2 =1,

ponc la propriété est vraie pour n = 1.
Hérédité: Soit n & N' , supposons que:

PO nln+1)(2n+1)3n'+3n=1) et montrons que:
'+ -

(n+ 1)(»+2)(2u+3}%g+ 1/ +3(n+1)-1)

P2ttt nb )=
ona: 1+ 2+ (nk 1) =42+t +(nt 1)
_nln+ l)(2n+3[)(3n’+3\n-—l}+(n+”.
0
(D'aprés Ihypothese de récurrence)
(it Illn(ln'l- 1)(3n° +;1.:1— I)+3{](n+])’]

=(n+ l,[ {24 £ )P4 3= H00" + o 30 + 1) ]

(g = ,I ' + 9n' mi—_yﬁ.-‘ip.olﬂiln_‘ﬂ?ﬂﬂ. +30 l

+ + + +
s l)lﬁn 39" __%%ﬂ__l}‘)n 30
D'autre part, on a:
(a4 2020 +3)3{n+ 1F +3n+ 1= 10=1(20"+ Tn + 6N3n" &+ 9n + 5}

=fin"+ |Ba"+ (00" + 210"+ 6dn" + 350 + |Ha' + Sdn = 30
="+ 390" + 9n’ + B9 + 30
Denc la propriété est vraie pour n + 1. D'ou d'aprés le principe de récurren-

ce,ona: (Wne N1+ 2%+ .. +n'= n(n+]}{2n+l}l3n‘+3n—l]

Exercice ££4

Montrons par récurrence que:

3 N 2t n nint1)
¥ e oo i e Rl ek
("EN}:IX3+3X5+"‘+(Z:;-I)X(2M+I] 202n+1)
* Initialisation: Pour n = 1,0na —-*3' ; et lzxg ’_l;‘

Donc la propriété est vraie pour 1 = 1
* Hérédité: Soit n & N, supposons que:
__l.i._+~_3.’_..+ % " _ . nlnt1)
X3 T3XS5 T aa—-1)an+1) 202n+1)
Pl o (nt1) (n41)n+2)
etmontrons que: [%3 T 3%x5 T Gar1)2n+3) . 2(2n+3)
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o ¥ (nt+ 1) Vit e e TR L )
[*tyEet. -,‘; S iana3) - 1%3° 3% (Qn= 1N+ 1)~ Qnd 1)2n 3y
satl) o i+l
= 3am+ 1) (2n+ K20+ 3)

Diaprés Iypothése derécurrence. — 221 (44 221

) (24 Snt2
=+ { 2(2n+ 3} ]

ntl [tz.n +1)n+2))_ (n+ Lin+ 2)
il 3@Ea+3) 2+ 3)

Donc la propriété est vraie pour n+ 1.

* Conclusion: D aprés le principe de ré:urrence on a:
_ nln+1)

2
W"Fl']‘]xs %5 - +(2n—l){2n+l) 22n+1)

| Exercice £73

Montrons par récurrence que:

(vne N2 x1x3x5x_ x(2n=1)=(n+ 1 n+2)X..xX(n+n)
* Initialisation: Pour n =1 ,ona: 2'X1=2et1+1=2

Donc la propriété est vraie pour n = |

= Hérédité: Soit n € N’ ; supposons que:

X1X3IXS5X X (20— 1)=(n+1)n+2)x . X(n+tn)

et montrons que:

29X 1x3x5X. . X(2n+1)=(n+2)n+3)% .(2n+2)

Ona:

27X I X3XRSX . X(2n+ 1) =22 X I X3IXSX .. X(2n— 1)]*(2n+1)

Sy i

=2(n+1)n+2)x .. %(2n)) % (2n+1)
=(2n+20n+2)n+3)%..x(2n)x(2n +1)
=(n+2)n+3)x . x(2n)%(2n+ 1)(2n +2)

Donc la propriété est vraie pour n+ 1.

* Conclusion: D'aprés le principe de récurrence , on a:

(Yne N'E2'X1X3X5x. . x(2n—1)=(n+1)(n+2)x . X 2n

| Exercice {3}

Soit & un nombre réel strictement positif f
"' Montrons par récurrence que: (vae N'\{1}:(1 +af = | + na + "-‘-’-"3_7‘]']""

« Initialisation: Pour n=2,0na: (1l +a)f =1 +2a + &
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a1+ 2a+ 2“ | 4 2a+ o cestadire: (1 + &) = 1 + 2a + ---—2-—-—

donc la propriété est vraie pour n = 2.

+ Héredité: Soit n € MN'\{1}, supposons que:
nin—1) , I

(|+a)f =1 +na+""5 @ etmontrons que:

(1+ar*= 14+ a+ alpt1) o

onai (| +al = | +na+ "Mz' Do alt+ari=0 +a]{| +na+ -"("2-‘- g

{on a multiplié les deux membres de I'inégalité par (1 +a))

(n—1) iln— :
=l +ay' 2 1 4+ " ", ! a' f(z+mz‘+’("i, Uaf
(n+ -

(1 4ar*2 14 (4 Do+ WD nln 1) 4
D'autre part, on a:

; + - +
1+in+ a+ "{"2 ”:z'+ ”‘"2 D> +in+ la+ ‘_'_"["‘2 Dy

car -’-'(-'!2_ a0

R s nln+l) , . o -
Donc: (1+af™ = 1+(n+1a+ 5 @', d'ou la propriété est vraie
pour n+ 1
* Conclusion: D'aprés le principe de récurrence , on a:

(vne N\{1)); tl+{.rT“"1+na+"(" 1,

Montrons que: (Yne 1"\ {1}); (I + .,"] > 8{”_
Soit ne N\ {1} ;onpose: a= -,l" donc ¢ € B
Enappliquant le résultat de la question 1), on obtient:
Ly 1 { =1) o " LY. 3 -
* 2:1} ?:1+u( )+ " " . (21 ) C'est-a-dire: (l + 2'"_} =5+ ’-18"-]--

Puisque; 3 +2-1 _3 ) GREN : 50 H If o- |
ok T 2+Hn 8n - 8 8n S(l“

dors:(1 4 o f > L (13— L)oour(vne N = {11;(1+ 2 ) 2 H(13- L

Montrons par récurrence que: (vne N \{1,2,3});3 > ‘.'*L"_‘_ls)':_";:'-_.].

* Infialsation, Pour 1 = 4, ona: 3= 81 et X3 X2 = 4 et §124
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donc la propriété est vraie pour n =4
f. ns =1)n—
« Herédité: Soit n € N'\{1,2,3}, supposons que: 3" = 3"-"———2—)

et montrons que: 3*'= nla=1)n+1)

Ona:.ﬁ"‘:ﬂ"—_lg-(-’:*gl—al’-xrzwn—-‘lgl(r‘ﬁ
wis 3nln=1)(n—=2)
I e s
Il suffit de montrer que: 3n(n = 1)(n=2)=nln— 1)(n + 1) c'est-a-dire:
3n-2)zn+l
Eneffet: 3(1—2)—(n+1)=3n—6-n—1=20-7=2(n~])
Puisque 71 = 4 alors 2(»—-})20 signifie que: 3(n—2)=n+1

Donc 3=
» Conclusion: D'aprés le principe de récurrence , on a:

(vneN\{1,2.3)) ; 32 2a=lin=2)

"t"-lﬁ](nﬂj , d'ol |a propriété est vrale pour n + |

| Exercice £73

Montrons par récurrence que:

(nelN);x+yr<2'(x+y)

« Initialisation: Pour n =1, ona: (x+yf=x+yet 2°(x' +)') = x +y.

Donc la propriété est vraie pour n = 1

* Hérédité: Soit n€ ", supposons que: (x+ yJ < 2" (x"+ ') et mon-

trons que: (x+ 3™ < 2°(x* + )

Ona: (x+yf =27 +y ) = (x+ ¥)x(x +yy <27 (¢ + y) x(x+¥)

(car x+y > 0) = (x+yV* 22 (x +y ) x(x+y)

Il suffit de montrer que: 2* ' (x" +y")(x + v) < 2° (x"" 4 y*)

Clest -a-dire: (2" +yMx+y) < 20" +y)

En effet:

2(x™ + ") = (2" + ¥ Wx+ y)) = 2 + 2yt —xyt —
ST =y~
=x{x—y)—y'(x~y)
=x=y)(z'~y)
=fx—y)fx—y){x"+x”y+._.+x)'"+n"'"l
=x—yf sy + . Ay
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x>0 ety>0alors (x—yf20 et X txy+ . +y" >0

Fu[’que: .1 U
done: (x+ Yt a4y ) , d'oli la propriété est vrale pour n + |
pemarque: SI xet y sont deux réels strictement positifs alors x — y et x*— ¥

ontle méme signe (Cest-a-dire (x— y)x"— y) = 0)
« Conclusion: D'aprés le principe de récurrence , on a:
(vnelN');(xtyr =27 (x" +y")

Rappel:
=y =(e= ) v+ L)

[Bxercice L1

Soit # un entier naturel tel que 2n + | est un carré parfait.
Montrons que n + | est la somme de deux carrés parfaits.
Ona: 2n + 1 est un carré parfait donc Il existe un entier naturel p tel que:
2n+1=p .
Puisque: 2n+ | estimpair alors p* est impair donc p est un nombre impair
que I'on peut écrire sous la forme: 2k + 1 ol k& N
Dol: 2n+1=p"=(2k+ 1) =4k +4k+1,
Signifie que: n = 2&" + 2k
donc:n 1 =2+ 2k b 1=K+ + 2k + 1= (k+ 17+ K.
Dol i1+ | est la somme de deux carrés parfaits.
[Exercice 7%
Montrons que: (vxe B);x' —x'+x'—x'+4 —x+ i >0
en distinguant trols cas.
cas: x< 0
Ona: x<0=ax'~x'+x'—x'+x'-x20
= -+t =t -xt %2%
Puisque % >iiglorst: &t =¥t X — 'yt = % >0
Donc: (Vx & ]-a0;0]) ; x'—x'+ a'— ¥+ X = x+ i >0
Prcas: 0<x<1
Ona: ' —x' 43— '+ ¥ = x + i =3 (¥ =2+ =x)+ (= x)+ i
Ona: .\"—x"_'{x— 1 —L—
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Ona: 0< ¥ <1 et0<xt<1 donc0Sx(x—x)< et
05x‘lx-x‘)<i—et0‘x—a‘<%

d‘uﬁ:—1-<x{x —x)<0et— éx‘(f—x]‘EDBt—l;‘(x’—xsu
Par sommation, on a: ——(x{f )+ —x)+H(F-x)=<0

Cestadire: — <x - +x'—x-¥-x<0

Dou: (vxel0.1]); ¥ K= +x—x+3 >0

recasix=1;0na: x2 1l —=x'2xretx' 2x' et =x
== +x-C+x—-x=0

D’OI'.I:(V::E[I:+wl]:x‘—x‘+x'—x'+f—x+%>{]

| Exercice £11]

Ona: a.b et ¢ sont des nombres réels tels que: ab+be+ca =3

etatbh+e=S5

Montrons que: —l <¢< 13

3
0na:la+b+r:S _fatb=5-¢
ab+bc+ca=13 [ b=3—cla+b)
_,{ +h=5=¢
ab=3—¢(5-¢)
-=["+"’=5" )
ab=c'—5¢+3

Puisque les réels a,b et ¢ verifient le systme (1), alors a et b sont solution’
de 'équation: X' ~(5—c)X +(c" ~5c+3)=0

et par conséquent, le distriminant A de cette équation est positif.
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gnarA=(5—cF =4l =5c+3)
=25- 10c+ ¢! —de* + 20012
==3¢'+ 10c + 13
ftudions le signe de A
Calculons son discriminant 4, : Ona: A, = 100+ 156 = 256 et ses solu-
tionssont: c;=—1 et &;="%
puisque A =0 :clestadire: =3c'+10c+1320

alors =1 SesS=

[Exercice 431

+ Montrons que le nombre n(n’ + 5) est un multiple de 3 pour tout entier

naturel n,

On utilisera e raisonnement par disjonction des cas:

~1"cas:n = 3p

ona: nln' +5)=3p(9p' +5)=3k o k=p(9p° +5) et ke N

Donc n(n'+5) est un multiple de 3.

=2™cas; n=3p+1

Ona: ninw'+ 5)=(3p+ 1)(9p" + 6p+6)=3(3p+ 1)3p'+ 2p+ 2)
=3 ol k'=0Cp+ 1)3p'+2p+2)erk’eN

Donc nin’ + 5) est un multiple de 3

*3™cas:n=3p+2

Ona: nln'+5)=(3p+2)(9p" + 12p 4 9)
=3(3p+2)(3p +4p +3) = 3k"

oU k" =(3p+2)(3p* +dp+3) et k" e N

Donc nln’ + 5) est un multiple de 3.

D'ol dans tous les cas, n(n' + 5) est un multiple de 3

Par suite n(n' + 5) est un multiple de 3 pour tout 11 € 1N

Montrons par récurrence que le nombre nln’ + 5) est un multiple de 3

Pourtout n e N,

* Initfalisation: Pour i = 0, on a: 0(0° + 5) = 0 et 0 est un multiple de 3,

donc la propriété est vrale pour 1 =0

* Hérédité: Sait n & N, supposons que n(n’ + 5) estun multiple de 3 Cest-a-

dire; (3k & N)/n(n* + 5) = 3k et montrons que (n+ 1)((n+ 17 +5) est un
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multiple de 3
Ona: (n+ 1)((n+ 1)+ 5)=(n+ 1)n'+ 20+ 1+ 3)
=n(n’+5)+ 20 +n+n't2n+6

=3+ 3+ 3+ 6=3k+n'+n+2)= w
(D'aprés I'hypothése de récurrence)

Donc |a propriété est vraie pour n + |
* Conclusion: D'aprés le principe de récurrence, le nombre n(n’ + 5) ast yp

multiple de 3 pour tout n € N

[ Exercice 473

11 Montrons que: (¥(xy) € BY) (x # y = x"+x # y' +y) en utilisant |e

rai par conti g

Soit (x;¥) € B* ; montrons que: X' +x=y"+y—=x=y

Ona: X'+x'=y'+y—a'—y+x—y=0
=(x—yN2+xy+y+1)=0
=(x-y}{(x+%)’+%y'+ l)=0

mx-y=ﬂ(rar(x+§)‘+ _43-;'+ 1 )0)

=— =Y.
Donc: (V(Gy) ERY) ;x#y=x’+x#£y'+y
2] a-Montrons que: (Y(aib) € B) ; (la+bl=|a|+|b|e=ab=0)
en utilisant le raisc par équivalences sucessives,
Soit (a;b) € B'.Ona: [a+b|=|a|+|b| s (la+ b} =(|a|+|b]}
e=la+bf =a'+2|ab|+ ¥
e ab =|ah|
=ab=10
Donc: Y(ab)e R ; la+ b|=|a|+|b|esab>0
b- Déduction: Soit (a;b;¢) & B
Montrons que: |a—h|=|a~c|+1b-r|=aa£csb oub<c<a
On a d'aprés a-: }x+y|=|x|+|y|a—xy20
Onpose: x=a~-¢ ety=c~b,ona:x+y=a—b
Donc: [B”b|=|ﬂ—¢'|+|b"l‘-‘IM|a-H=[a~r|+IC'—b|
e==la=c)le—b)=0
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_{a—cztl il {a—cso

—-bz0 —-b=0
- w[dSc
bs¢ c<h

emh<c=g ouas=c=sh

ponc:
Wabe)eRY(la=bl=|a=cl+|c—bllema<csh oub=c=a

* Veérifions que: "E ( ;)(b“— C‘—)

' Montrons que: A < 1]

Puisque 0<a<1,0<bh<letO<e<lalorsab<],ac<]l
ethe<ldonciab—1<0,ac—1<0etbc—1<0

Siginifie que: (ab— 1){ac— 1)(be— 1)< 0.D00: A <0

* Déduction:
Ona: A< 0etabe >0 done o < 0doi: (a=))b-1)e-1)<o
eepuisque: (a—f)(b—L)e=L)=ape+ Lo f+t—(avnrer k)

i!ors:abr+£_+-}j+lg <a+.u+,-+5})-é

|Exercice 678
Rappel:

Soit (x;v) & B’ tels que: le'_i; et]y|<1 lab| = alx|5]
Montronsque:iﬂlx*_\-—_v—xh:-ig la=bl<l|al|+|b]|
Ona: [4x'y —y— x| =| y(dx' ~ 1)~ x| . Donc: [4x'y =y~ x| =[yll4x' = 1|+ x|
Puisque: |y < 1 alors [yflde = 1] < dx* = 1]

D'ais; |4.t')'—}'—,\‘f“_:l‘i.t'—||+|.tfclr.'|.ti5£ donc 43’ — 1 <0

Parsuite |dx’ — 1|+ |x| =~ dx’ + | x|+ 1 == 4(Ix| %)H

1
etcomme ~4(| x|~ 4 ) < 0 alors [4x'~ 1|+ x| = {7

Ains; By gy |.?
i [dx'y y .\-I'Em
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» Montrons que s ¥ (up) € N (1= p =1 2p+ (1)
soit: (mp) € N° .ona.n)p.:-u—p?n
e n-pr e’
=n—pzl

enzptl
Nnc:(n)pwn"“pwl] a

. 31 1, LA 1=
Montrons que : +b+ it abed =1
oit a, b, ¢ et d desentiers naturels qui vérifient : 1 <a < b <e<d.

En utilisant la propriété (1}, ona:a = nbzyhezdetd=5
(Parexemple: b >a = 2 e b>2=b23eta>l=azl)
azl
Onadonc: | <ca<h<c<d = b=
; c=4
dz5
(S |
a = 4
R |
= o Setahm"" 120
121
G
i<s
[Bedsbebsiededed
abed = 120
K +-=r*=|'*:f*ablrd— 120

eti%s—} id‘w:|<n<b<(<d,l+t_+! 1 LT

Ul G

| Exercice £/°3

* On va procéder a un raisonnement par disjonction des cas :

Soit n € ", on suppose que le nombre 3n + | est un carré parfait donc
(3ae N'):3n+1=4¢" et montrons que n+ | est la somme de trois carrés
parfaits.

Ona: Agr) € NxN,a= 3¢+ rolr e {0;1:2} d'aprés le théoreme deld
division euclidienne dans 1N
puisque: 3n = a’ — | alors3dwiselenombre o’ — | donc: r # Dol r = lou’ =
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preasi =1 5 ‘
n“:,-.-3q+|dunc:a'=9q +64+ 1
M.a.dlre:3u+3=9r,i’+6q+]d'OI'.l:n+l =37 +2q+1
Pirsume:n+l=*?:+'l':"'(fl+lf

ainsiz n+ 1 estlasomme de trois carrés parfaits.

Pcasir=2 - , ;
gnaza=3g+2donc: @ =9¢ +12q+4,dol:3In+3=09¢"+129+6
cestadire: n+1 =3¢ +dg+2 =g +(g+ 1) +{g+ 1)

ponc: i+ 1 estla somme de trois carrés parfaits.

plou pour tout n € N, ona:si 3n+ | estun carré parfait,

slors : n+ | estla somme de trols carrés parfaits.

[Exercice S04
Montrons que : (Ya > 0)(vb >0) Jab < ‘f'-}-”-
* On va utiliser le rai: t par équivalences successives :

“.*2.2 > Jab es a+ b2 2/alb
—a+b-2/a/b =0
= (fa-J/b)r=0
Puisque la proposition (/a — /&) = 0 est vraie.
alors : 4 ;-ﬁ = ab est une proposition vrale donc: g < m
Dois: (Va >0)(vh >0) Jab < 958
Remarque : cette propriété est vraiesi b = Oeta = 0
" Sl
*Ona: ¢ e b A "t ® .f, (d'aprés I'inégalité m = )
Bonc: 12 < Jab diob: h < ¢
4
. a’ b
Montrons que : m < ¢
On va utiliser le raisonnement par équivalences successives :
er_fn:»“-; 2 = "';b-'
la+ b)) . a'+ b’
i A ¢

2
e= g+ 2ab+ b’ = 2a’ + 2b*
= 0 =g~ 2ab+ b’
= la=0720
:"IW""" 1a proposition (a— b)' = 0 estvraie alors m < ¢
Meim < gdou: h < g=m=gq
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21 Soit a, b et ¢ trois riombres strictement positifs,
1>2

{1) Montrons que : & +
L e— i
Dna:a;--"- > .-ax-}; (car:m < gldoncia+ =2
. b oo ath
(2) Montrons que : a-‘:—b < 82

Ona: .i._z = "—t&{car:himl

a

lab . a+b gy 4P a+h

m"“h’ih": 3 R |

31 Montrons que: (a + bJ”,— + :,’ z4

lI)rul:-l-—2 ‘q'}b
1,

a

Donc:2 x

L ]

<@+ bl +}) cestadre:las nil+ ) za

4| Montrons que: (a + b + r]{é— - ?Ij + f_} 29

onazasbeofbe frf=tefelefetreritis!
=3+'ﬁ+3]+1t+;]+[‘:*:

etona:(vx e pi+of) i x+ }r‘zz

I}mc:‘:+;22;{‘{+;21et';+ﬂ:32

D'Oil!{a&b.q.;]{i.‘ ;_,+|l;]?q

%) Montrons que: a-’-‘f--ﬁ + b’f =4t sl *-;’- te

ab a+ b
a+h= 4
’ dobe bt
Onadapreés (2): i”(S 1
o a+c
atc= 4
En aj bre 3 bre ces inégalités, on obtient :
ab be ar a+h+rc
a+btbrctora™ + YN
a+b=2/ab
BjOna:m = gdonc:dy 4 o> 2 /j
c+az2/ar

n‘uwmnw



gn multipliant membre a membre ces inégalités, on obtient :
@+ s+ o)+ a) = Rabe

mpu|;que:a“+ b= 2ab >0 (cari(a - b)' = 0)

I«
alors: G pt = 2ab l
[8)on adaprés (7): a; i 5 = g ot Puisque a+ b > 0

b +b_1fa e
“H.na:.‘l g4 21 Putsque 2#} = 1.‘.\' MJJ ;" }
b 1 1
aors: S+ < 35+ 3)
a+b L 1(1_ 1
a'+ b’ "Zu"b'i
b+

A

(9)Onadaprés (8): %, o = -th . i]

a+c 11
atv¢d = [ +

En ajoutant membre 3 membre ces inégalités, on obtient:

av b bt L atre o1 1]
d+ TR T at ¥ b = atste
(10) Montrons que : “_.‘T L, "‘:: 154

a4+l b+l
P ] 0~ [af+ 1l b+
Ona: ) = b X g learim 2 2)

Puisque: [a'# 1 b+ 1 _ fa'+ 1 L
Vb - = .-1 b
o | o)
=7 ‘u+ “”.‘l + b

Comme: (44 1| = 1] cfal+ 1 B+ T 5y
e{u+u:|_zer1bub] 2 alors: J9tt x 2 2

@il biel
Donc ; TR S Lk o LOW 1ok, < e
2 . 2 Dou: bt o 4
1150it a un élément de I'intervalle 1: + o

Montrons que : @' =X

[
n utilisant le raisonnement par équivalences successives.
Ona:a> | cestaedire: a— 1> 0
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B “.:._1 S4emai=da—4
e ai-da+ 420
= @-2F=z0

puisque la proposition (a — 2)° = 0 est vraie alors : Eg;_l = 4 est une pro.

position vraie.

Donc: (va e i+ =) ; a_a_‘_l =4

2) Soit a et b deux éléments de l'intervalle JI; + o

Montrons que 5 —[ + -JL— = 8

Ona:(vxelR’ HV}E.‘R s x+y=' 2yxy

(D'aprés l'exercice précédent sur les moyennes)

Pulsque.b_lmel—lzualnrs-b-,.+_.Ll._2vfb__] b

oy bt .'
c'est-a-dire: m+ = B

-.]x

etona d’aprh |a question 1) : —-"—=—1 = d etaussi: b"b:_f >4

. bl
Donc : - x-b——- = 16 c'est-a-dire : b_ Re=r 216

 }

Dfm‘.u:‘ T —"-’—f > 4 parsuite: ’]+ &'t”‘l' >3

Dloi:

e ¥ S | Tre
fte; /1 -3+ /11—y ' 5
Par su ¥+ -y SZ‘.I [ T,\_'}
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» deux nombre réels strictement positifs tels que : atb=letneN

sotaet 2 ath
gnatva=0:vh=0 1‘;; Sy
rx

nb u+b: ab
- .“‘7400 =

A
Safom

ponc: ¥a >0 Yb >0

cest-a-dire : nlﬁ =24

prautre partona : [1 + J}{E . !j.}= 14 ;‘ . _,JI . u.l-_;,.

puisque: ¥x = 0 3 Wy 2 0§ S = ,-'.ty
1 | ?
b s [ Ll vestadie: L4 Lz2/ ]
Alors : - =ya b ‘at T b= atht
. 1 1 4| |
Donc: (1 + u‘]“ E J'J =5l % 2\ ab t b

Ona: ' = 4 donc : -I - =40, :’est—a-dire;u,lb_ = (292

donc: [p > 20 D'ol'.l:[l + e )z 1e2x2:4 @
Ansi:(L+ )1+ ) = a4 2
| Exercice £78
 Onpose:§ = 3k
a-Vérifions que : § = Z':(u + 1=k
O"a:.i:(ﬂ+ 1=B=n+n=1+(=2)+.+2+1
= 142434 40— DEn=3k=5
b- Déduisons que: s = "("-; 1 (On utilisera les propriétés du symbole 37 )
0"3:25_=Zk+§':(n+1—n=}:u+n+x—n=2':cu+n=um+n
"~ =
Donc: § = n.t.r.-.;. L))
& Caleulons : 7 = 2{2;,— + et =32%
ONa: 7= 3@kt 1) =23k + 31 = 25, +(n+ HX1

=aln+l+in+1)=(n+1p
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= 2k=23k=285=n(+1)
[Th) )

d- Calculons :
Ona:T=(1+243+. +n—l+n)t(n-1+.+2+1)

Ainsi: 1;=§k+§_‘;k=(§;t+§k)—n=2§l—n=ntu+ N—n=pyt
Donc: Ti=n'

2rona: (k+1)=k+3+3k+1

Donc: 3]k + |1'=§k'+3gk=+ 32& + 3
C'eﬁ-é-dire;g[k +1)'= 'z':lk'+ 35,4+ 35 4 n

Pulsque:lzliiw 2=2743+ 0+ (n+ 1)

#2243+ L+ 0+ (n+ 1) =1

n

=2k’+(u+ -1

alors |‘.n+l]‘—-]_35+”+"__35+3nln2+|}

Donc: 35, = (n+ 1) = (1 +n)— ﬂ'i 1

4/ Montrons que: 5, = 31k ' = ["(""‘ ”I pourtout ne N,
(Voir exercice 55)

'1 a- Veérifions que : -E'(am ~a)=ua-a
=t

ona: 30, ~a)=Fa, -4,
= O
=lata+_ +q )= et ta )
Satatota ta-a-a-.-a ,=a-g
B BB I S 1
b-Ona: 4 ~EtT=KEFD) ~KEFD)
17 1
Done: g =k - ¢4l
c-Déduction:Ona: 3. L %1 1 | 1
Dy S -piy)=1-1.

On prend: a, = 7’;
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5|-sqlth[m'..{l})etr:E IN".Ona:§= i_:_,,-
.:'est-&-dlm:S=I+q+q’+_‘_+q.-.+q.dm:
qsuq+q‘+q‘+,.,+q-'-
Dol S—q8 =1 =g, clestadire: S(1—g)=1-¢""
puisque : ¢ # 1alors: §= I"]'--;";—”danc;l oy l—f—}q—
-L‘al:u!onslasomme‘s*—q-+q-—a+ b ol >

1=g=t
OnaiS =gl +q+qi+. tg =g ( )
(Remarquer que 1 = 1 + 1 estle nombre de t ﬂElasomn-ues';_

m

b- Déduction : ﬁ(“ k) 1'[("'+ ')

>< x%x%x ":-_I,-Xn_'?'l—"
(On pourra poser a, = k, donc : n: a.‘.,{' = :,‘f =n)
“1En utilisant la propriété (1) et puisque : cosa = ’.;:;?r.)
alors: p = H\“*{ 21:.. }= f] ; ﬂn(
& =2 nl31)
Donc: P, = st x]] i ) o0 A= gk x 2

s sin(}‘ \ln{ ¥ )
HOna: a"xa® = g*'"
Ona;nn-zﬁ,x",x“,,_lxu.:u..,.,, .
=a** " (carl + 24 . +n= '7‘-{"-!,* A
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[Exercice L1

1) Soitn € IN tel que:n = 2
Montrons par récurrence que: (vneh-—{1}): Zk’ =020
«Pour n=2,o0na: k2t =1 x2''=1
et(2-1)x2°-2x2+1=1
Donc la propriété est vraie pour /1 = 2
Soit n & IN et n 2 2, supposons que : Ek"' T= = D20 = n2eiygy

etmantrunsque:z':u' = ganst =+ 120+ 1

Ona: }:nz~-2x2~+nz-'-tu N2 —n2 '+ 1+n2
-(n—i]"'+i
Dautrepart,ona: n2™' —(a+ 1)2°+1=2nx2"=(n+ 1)2"+ |
=(2n—n—1)2"+1
=(n-1)2"+1
Donc: k2 1= n2 = (n+ D274 1
. Concl‘l.;s‘ion : - La propriété est vraie pour n = 2
- l'implication P(n)= Pln+ 1) estvraie pour n € N:

Donc:(¥neNetp=2) Eﬂ'=(n—ili'—n2‘ 131 et
7 On pﬂs!:{VﬂEN')P'-]—‘2‘};"7‘-5—*56—:(!3”2;”

1
Vin+ |

Montrons par récurrence que : (¥n & IN') P <

* Initialisation : Pour n =l ona: P = ;

etona: ;ri—lrl- = ;.'; = :{—, , donc la propriété est vraie pour n = 1.

= Hérédité : Soit n € IN", supposons que : P s Eanl_ et montrons que:
il I__aﬁ«;;[-j-“—lc'esté—dlre P < _,3..;!;_4

ona: 2, = xz'l:ts:ﬁli.[ :"z; l):;i"z; Yopx )

Puisque : P, = 7I—alors: P x %""'Lé < (hf_}_"",l}___l.

2n+ 1
S—=ar
c'est-a-dire: £, SRS
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T 0 Sl 71
isulfitde montrer Qe o an v 1 ~ e

cest-a-dire: (2n + D/In+4s @2+ 23+ 1
ona: ((mnmw)‘-:4n'+4n+man+4|—:zn’+zsn-+|9n+4

ponc: (@n+ D/ +4)" < (@2n+2)/3n 1)

Dod: (2n+ D3+ 4 < @n+ 1)/3n+ 1

NSl o Ldonc:r, < 1
cesta-dia @+ 223+ 1  J3n+ o Vin+ 4

«Conclusion: (¥ne ') P < sl d'aprés le principe de récurrence.

Van+1
[Exercice £70

. oy e
| 1Soita € J; + =|, montrons que : a + e

Ona:¥ixy € () + o-o|]’:-"—£—=v- =y
1 1
i N -
Donc: "—2—‘\‘- 2 ‘_"'a * ‘—11 c'est-a-dire : u_ 4 > ldonc:a+ 1 =2

.J:Scitxeh:ivuu[telque:.t#IetnEN

e )
Ona:l+x+x+ . +xt= -l-i'x—x—

Sl e _ r,
Danc; -—l-f"' =142+ 004 L+ 200+ (0 L0 L ™)

=”":EI" + x,'—-] 5 L 1)+ x s+ x)
(R P (= SR I (S Y

oo 25 s )

Onadaprés1): vk e {1,2,..n}ix' + f-, > 2 donc: ?_,“{x + :.] 2 2:

!tona:l'a! = Zu‘Donc:E[x' + k)= .

D'”:gl{xw L)+ 12 204 1. puisque: &t 2 0

"mlx'[ZlJW xl.]+ I] = (2n+ 1)x* Donc: l—r—f: = (14 2n)x*
el
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[Exercice £ 3 :
On pose : ik = ]1[1 2 2‘—:_—;)
Montrons que: (vn € NIU. = 2n % 3
« Initialisation : Pour n=1,0na: .
w=Tife ) =01 043 =8
etona: § = Sk;r:ﬁai:-asl. donc |a propriété est vraie pour - |,

« Hérédité : Soit n & N "
Supposons que ! u. = 2n + Jetmontronsque i, = 2n+ §
Ona: “‘"l-i(“'zﬁ‘f) rI(l‘* +'i)(1+2[n+u+|)

="-K(I+z,.—+-§}=“(ﬁ—i)

2u+4] Z[2«'1- 4)*

Puisque: i = 2n+ 3alors:u. x o e

I suffit de montrer que : %’:%‘3]— 2+ 5

Ona:(2n+4f=4n'+16n+16et(2n+5)2n+3)=4n"+ 16n+15

Donc: (2n+ 4)° > (2n + 5)(2n + 3), dob: ZE A > 254

Pa""'im:"'*:?,,"_:_}} 2 n+ §,cest-adire;w., = In+ 5.
= Conclusion : - La propriété est vraie pour n = |
- Limplication #(n) nP(n+ 1) est vraie pour tout n & N °,

Donc:{vn € IN'); l'”l + 5 _l, = 2n + 3,d'aprésle principe de récurrence.

| Exercice £

1) a- Montrons que : (¥x & Rhflx) +x >0
Soit x & ¥, on remplace dans la relation (2) x et y par le nombre 5 eton

obtient: /(3 + §)+ §+ § = (3 « /(3] + 3)
Crest-a-dire : i)+ x= 3]+ g)’ donc: (vx € IR):f(x) + x = 0
b- Montrons que : (vx& B); fix) +x>0
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on utiliserd e raisonnement par l'absurde.
nsque: (2 € R): flo) +x=0
SOt XE R, d'aprés la relation (2} on a:
fotlx= o)t xt (x—x)= () + x)(flx=-xw)+x—x):

= (fixi) + %) (f(x = %) + x — ;)= 0

fir+x
ponc: (vx € IREf(x) + x= 0 d'od: A1)+ 1=0, cest-a-dire:a=0,
e qui est contradictoire s a # 0 donc: (vxe B); fix) +x >0

¢ Montrons que & /{0) = 1

on remplace dans la relation (2] x et y par le nombre O et on obtient :
f0)=(s10)) donc: f(0)(1-f(0))=0

pulsque : f{0)+0 > 0 c'est-a-dire : f{0) > D alors: | —/(0)=0donc: f{0)=1

2l a<Montrons que : (Vx € IR fi— x) — x = ,ﬁx!lf -
Soit x & ¥, on remplace y par —x dans la relation (2) et on obtient :
M0)+ 0= fat(=x))+x+(=x)=(fA=x)—x)( fAx)+ x)

T () . e e
Puisque: f{0)=ler f(x)+x > Dalors: (vxe B); fi-x)—x TOTF

b-Montrons que : (vp e Z)Nvx e RB): flnx) + nx = [flx) + x]
*soitxeR;
+ Initialisation : Pour n=0,0na: fl0)+0=let(flx)+x) =1
Donc la propriéteé est vraie pour n = 0.
* Hérédité : - Soit n & N, supposons que : flny) + ny = {ﬂ.rl u]‘
etmontrons que : f{(n+1)x)+(n+ 1)x = |ﬂ.t_! +.t]'"
D"a"ﬂ[n‘ Ux)+(n+ D= flax+x)+ ne+ x
= (M) + nx)( flx) + x)
=)+ x) (fix) + x) (d'aprés 'hypothese de
= (s +x)" récurrence)
Donc la propriété est vrale pour n + 1,
D'ol d'aprés le principe de récurrence, on a :
(vne Nl(vxe B )+ nx =|J'Lrl +x]'
*Soitnez - (clesta-dire:n < Dol:neZ)
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Ona: finx) + me= ,7('—'_.:::)7- = .
puisque : —n & N alors: A=no)—nx=(flx)+x)

donc : flnx) +nx= (ﬂ!llﬂ!r =(ftx)+)
Dot (vn e Z)(vx & Rhflme) +nx =[fx+x]

¢- Déduction :

ona: (vneZlvxe Rkflnx)+ nx = [flo+ x]

Pour x = 1,0na: (wne Zhfin) +a=(f0+1] =(a= 1+ 1) (dapres 2) b.)
="

Donc:(¥n € Z Vifim = a*—n,dob: (vx € Zhflx)=a'—x

Ya-Ona: (vneNin <+l <n+2n+1
Donc: (vneN):in</m+1<n+ 1 Dou: (vne NXE(Wn +1)=n

b-Soitne N°

Ona:n'+2n+l1<n’+dncarn=1=2n22
=2n>1
=4n>2n+1

=n'+dn>n*+2n+1)

etona:n +dn<ni+dn+ddonc:(n+1) <ni+dn<(n+2f
Dloli:n+1<Vn'+4n <n+2signifieque: E(/n* + 4n)=n + 1
a-Soitxe R,
Ona: Eix) < x<Elx)+ 1 donc: Elx) < xet x < E(x)+ 1d'ol: Elx) = x
et x— 1 < F(x), cest-d-dire: x - 1 <E(x) < x.
b-Soit xR,
Ona: Elx) <x<Efx)+ 1.Donc:0 < x— E(x) <1
Onpose : r=x-Efx)
Donc : x = E(x)+r et < r <1dob: (vxe RN 3re[0:1])ix = B 47
3) a- Soit: (mp)EZ*
n+ 1>pean—p>-1 (o n—peZ)
e n-pz0
.-.ul_'p
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Mc:["("i.ﬂ)EZ hnzpesntl>p)

p-Soit (vy) € B

'onli."“EUH let Eix) = x

gy = Elx) = x<y<Ely) + 1
= E(x) <EM + 1
= Ex) < EQ)

poir: (¥(xy) € B\ <y = Ex) < E(y)
a-SotxeRetpel

panc:
(car Elx)e Zet E(y) € Z)

Ona: E() < x <E(x)+ ldonc:(p+ Elx)) € x+p<(p+ Elx))+ |
puisque : p+ Elx) € Z alors: Elx+p) = E(x)+p

ponc:{vx € Rh(vp € Z)E(x+p) = Ex)+p (1)

b-Soit ey eR:,onatx+y<Elx+y)+let E(x) sxetE(y) <y
Donc:x+y<E(x+y)+let E(x)+ EG) < x+ ¥

doi: E(x)+E(y) < E(x+3)+1

Par suite et d'aprés 3) a-ona: E(x) + Eiv) < E(x + y)

Doli: ¥(xy) € IRV E(x) + Ely) < Elx+ ¥ (2)
Jr<EX) + 1
y<E + 1

Donc: x+y< E(x)+E(y)+2et Fix+y) <x+ v

dol: Elx+y) < F(x)+E(y)+2

etE(x+ ¥ =x+y

Parsulte : E(x + y) < E(x) + E(y) + 1
Done: ¥(xy) & IR E(x+ y) < E() 4 Ely) + | (3)
“SotxeRetne N
Montrons que ; F| ":'{:'“j = Elx)
Ona: k) < x w nE(x) < nx
= nllx) < Elnx) (d'aprés 3) b-)

- F I (nx)
Elx) = -

= B < B E4) (dapres 3) b)
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i . < plE(
Puisque : £(x) < x et une proposition vraie alors ; E(x) < g[ E _}q ] (Rai

sonnement déductif-
Rappel : Ralsonnement déductif : [p et (n = g)] > ¢ signifie que si Pest
une proposition vraie et (p = ¢) est une proposition vraie alors o gg dui

d'aprés la définition de l'implication que ¢ est une proposition vraje,
Diautre partona; £lnx) £ Mdﬂl‘lt:g‘%@g Sx

D'aprés la question 3) a-on a : E[E%‘—]] = Efx)

Done: £(EM) - gy (g)

5la-Soit x € B, (On utilisera le raisonnement par disjonction des cas)
Onadaprés2)b): 3r € [0:1fix = E(x) + r

Ona: 2x = 2E(x) + 2r donc: E(2x) = 26(x) + E(2¢)

Btona: B0 +£(x+ )= B0+ E(Ew +r+.1) = 2600+ £+ 1)
1™cas:0 < r <?'_-;
Ona:0<2r<iet]sr+<idou: Efr+ J)=E@n=0

Par suite: £0) + Blx + 1) = 266 = £(20

clest-ddire: £ + Efx+ )= £y

2 e 31 Sr<liOna:l <2r<2et] < s %cg d'oli: E(2r)=1
etE(r + -_,I}z 1

par suite : E2x)=28(x)+ 1 et £y 4 Elx+ ;j= 2E(x) + 1
Signifie que : E(x) + E[x + 211 = E(2x)
Dlois: (vx € IRLE) + E[x + %j: E(2x) (5)
b-Soitk & {0:1;.;n} et xe R,

84 f Notions de logique



an? E(’sfﬁ%‘.] = E(T&'i i %)

- ;;[ 2:") = .f;“' 5t * ) (d'aprés la relation (5))

pone : 2£( 21.- Z{ ("} an- )] "( ] "(z--) Ex)= ‘r(_"]

- Resalvans dans ¥ les équa'dans
q;]néwlvonsléquanon .*[ 3 ) =—2

soit x€ R:E(*5 i e

-4 S x—]1<=2
-3 Sy 1
m:s:[- J-'.IE
* (2] Résolvons I'équation : £(2x) = x|
Ona:Eidx)=x-lemx-]<2r<xetx—1eZ
e x-1<2retxeletx<l
e=— 1 SxetxeZ et x<0
=-1<x<0etxeZ
= x==1
Donc:5={-1}.
(3) Résalvons I'équation : P{ I‘] =3
* Uensemble de définition de I'équation est D = R ":
Soit x & D.cn:n:g{;‘}= R L <4
g <x'= ;
Donc: § = i;l * :
W Ew+ x—1 =x, en utilisant le raisonnement par disjonction des cas :

aasix— | = 0 clest-a-dire: x = |

Ed 4 lx—1l=x em Fix) 4+ x- 1= x
= Flx) =
es x e [1:2
V™easix - | < 0 cest-d-dire: x < |
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Em+lx-llesre EQ)+1-x=%
e Elx)=
= x— 1 = x<xetx—1eZ
e 0<x < letxel
- x= lcux:%

Donc: § = [I;ziu[{g}

[Exercice £}

Montrons que par récurrence que : (Wi & N'); i(— 1YE=(=-1r ".(".21". 1)

* [nitialisation :

Pour n=0,0na: Z( E=0et(— ero(0+I)

= 0, donc la pro-

priété est vraie pour n = 0.
* Hérédité : Soit n € N
Supposons que: 2. (— 11k =(=1)'x @

et montrons que : E( 1= (=10 x(n+ll{n+*)

Ona: EFl?k’=(£(*l?k:)+l—l)""(n+ 1y

=(-1Fx ”"‘ 21 | (17 (n+ 1) (D'aprés Phypothise
de récurrence)
= ey - 2EED) (e gy ey
=(_|)--'{.2Mf§‘“"_"”)
=l-1r"(!!+1_x:’-%'L“:ﬁ})
=;-ﬂ~(£ﬂ§.ﬂl‘]
Donc |a propriété est vraie pour n + 1, d'ou d'aprés le principe de la récur-
rence, ona:
(VneN}:gt-lrf = (-1yx2nt1)
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Montrons que par récurrence que :

PRV~ 5+(4n—1)5""
(wvneN J:§k5'= CE
+ Initialisation :
pour =1,
S ) s+{Ax1-1)5 RO _
ona:ZkS'-=l>¢S =5et % =305

ponc la propriété est vraie pour 1 = 1.

+ Héredité : Soit n € N

& o S4(4n—1)5""
supposon;querzk,i = Hlﬁ -

gt montrons que : 'i‘ik.ﬁ' _ S+ (4ln +Ift}_ 1)5**

_ 5+(4n+3)5
= 6
ona: Jks' = (Tks' =)+ (n+1)5"
=l =l

=S —1)5"
16

_S+@n—1).5""+16(n+1)5""
16

+(n+1).5""

_ 545" (dn—1+16n+16)
16
_S+5(20n+15)
16
_ 545 (dn+3)
16
(Daprés I'ypothése de récurrence)
Donc la Propriété est vrale pour n + 1, d'ol d’aprés le principe de |a récur-

fe : N . 5+(4n—1)5"
nce,ona‘(v,,eg,“:;kljlv__ A —

Notions de logique © 87



Montrons que 3" + Sn'+ 7n st un multiple de 15 pour tout entjer Nature,
Initialisation : Pour n =0, 0na: 3(0)' +5(0)'+7x0=0

et 0 est un multiple de 115, donc la propriété est vraie pour n = ()

« Hérédité : soit n & N

Supposons que 3n' + 5n'+ Tn est un multiple de 15 cest-3-dire -

(3k € Nj3n'+ 50" +7n = 15k
Montrons que : 3(n+1)"+5(n+ 1)'+ 7(n + 1) est un multiple de 15,

Ona:(n+1)=n"+3n'+3n+1

et
i+ 1= (n+ 1)’ X(n+ 1)
=(n"+3n'+3n+ D+ 20+ 1)
=2t n'+ 30t + 60"+ 307+ 30’4 60+ 3nt i 4 2p s 1
=n'+5n'+ 10n'+ 100° + 50+ |
Donc :
It 14 Sta+ 10"+ Tin+ 1= 3n"+ 150"+ 3in'+ M’ = [Sn+ 34 Sn'4 152" % 150+ 5+ Tae T
=30+ Sn'+ Tw s 150"+ 308’ + 430+ J0n 4 1S
= 15k IS0+ 20+ 3+ 204 1)
= 15€ ou '

SR IS MR
Dol: (3K € NE3(n+ 1)'+5(n+ 1)'+ 7(n+ 1) = 15¢
par suite la propriété est vraie pour n + |
Donce d'aprés e principe de |3 recurrence, le nombre 3n’ + Su' + 7n est divi-
sible par 15 pour tout entier naturel n
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/ Les ensembles 2
A _Résumé |

g9 Inclusion et égalité de deux ensembles :

»5oit A et B deux parties d'un ensemble £,

spnditque A est inclus dans B sl chague élément de A est un élément de

§, onnote A C B.

Ansi: ACBes VXEAXED

ouencore: ACHBes (VxEE)xEA=xER)

tA=ResACBetBCA

{=Bes(VxEE)NxEAesxER)

Remarques :

1) A n'est pas inclus dans B (AZB) = (3x € AlxEB).

2) ¢ C £ (£ estun ensemble quelcongue)

3 ACA.

"_i Ensembles des parties d’un ensemble :

*Soit E un ensemble.

On appelle ensemble des parties de [, et on note #(£), I'ensemble des
sous-ensembles de F .

Cest-a-dire : P(E) = {A/A C E}

Ainsi: AEP(E)es ACE

Remarques :

N ¢ePE) et Ec P(E)

Y {$}cP(E)

NaeF e {a) e PlE)

Propositions 1 :

Soit A, B et C trois parties d'un ensemble .
USiAcBet BoCalors: ACC.
H(AcBet BcA)es A= B,
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une partie d’un ensemble .

9 Le complémentaire d’

» Soit A une partie d'un ensemble £.
Lensemble {x e_..f:'i,\-EA} est appelé le complémentaire de 4 dans E ot
lenote: C: ou A.
Ainsi: x € A e= x€A . ouencore: x € A < y&A
Propositions 2 :
Soit A et B deux parties d'un ensemble F.
1) CF=E;Ci=¢;Ci=A.
20 ACBesBCA.
Exercices
| Exercice £8
Déterminer en extension les ensembles suivants :
A= ll\ eNi&

B= -:.‘ eZl2x-1]< f}

c={xe]-3
D={{xv)e
| Exercice £

Déterminer en extension I'ensemble suivant :

E={(xy) e Z /X + xy— 2y =— 5}

| Exercice &1

1) 5oit les deux ensembles -

E={xe R/ _\-—; :‘J : F={xeB/|2x—1]|> 2}
- Montrer E=| -‘.9|

a ntrer que : £ "33

b- Mont'e!que:‘— = ],f F

2) Déterminer l'ensemble : A = IJ.\' w/
|* E &

Soit les deux ensembles - 4 = {h ik € _'_'} et .:.':i } "‘,’— kel

ol

90 { Les ensembles



1) wontrer Gué ¢ ACE.

2] Aton A=E?

on consideére J'ensemble suivant : A = [I‘ + ; - xl1 fay)e N'x I‘-I'}

1
1) Montrer que & 0FA etque: 5 €A,
2) Montrer que : A © Jo:1].

soit A, # et [ trois ensembles.
Montrerquesi ACHet BcDet DcAalors: A=B=D.

[Exercice &8

i i | geaegl L1 _ 1
On considére l'ensemble suivant : F={(uy)e Z"xZ ek 5
1)a- Vérifierque : (V(xiy) € Z' X Zh(xy) EE e (x— 5)(y—5) =25
b- Déterminer en extension I'ensemble £,
2) Soit A une partie de 'ensemble £ telle que: A ={(10;10).(6:30)}
Déterminer PP(A).

 Exercice £33

On considére les ensembles A et A définis par:
A={(¥-2x+2ix)Mxell; + [} et B={(x1+J/x=1)xe[l;: +=[}
Montrerque: A= 4.

[ Eercice £

.

On considére les ensembles £ et F tels gue :
E={{x:yx+ 1)xel-l:+x[} et F={(x'-Lx)ixeR'}

Montrer que: £ = F

: 2
Sait -’=[| fi" Ixe e{l
3
1) Montrer que : '~ &/ ot 2¢/.
2) Montrer que : /[~ 1:1].

3) N'Euntrer que: (¥ye[-1:1]); (ke R);y= i ‘1“",— et en déduire que :
I=[-11]. :
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Soit (a:b) € R telque: a < b.
Montrer que : [ab]={tb+(1 = Dalt €[0:1]}

On considere |'ensemble suivant:
E={x+y2/xy)eZxZ et x’ =2 =1}

1) Montrer que : E # ¢ et que: DEE.

2) Soit a et b deux éléments de £,

Montrer que : .,Il eEFetabeE.

3) Soit « un élément de F telque: a=x+ vy 2 et (xy)e

"

NxZ.

Montrerque: a > |l == v > (),

m:rm—_m

Déterminons en extension les ensembles suivants :

= w rl'.'.lr."'ﬁ }
vA l"rE"'f -1 ©Z
SstxeN,ona; £=20+6 _(x—=1F+5
X x—1
=.t—l+;_—_'1'
Donc: ¥ —2r+6 3 _c7
-] CLe=_TEL
e=x—1/5
=(x-1)e{-5- 1:1;5)

= xe{-4:0:2:6}

Comme x & N alors : A ={0:2:6)

—=x=0oux=
Dots: 8= {0;1) s yx=liarzez)
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,c=|;e]-‘§:x[1x =-2§L+£££;(k5 z)]

ona: ceCes(GheL)x= 241 T ot xef-g-.:r{

" o
qons: - F < <t <Frf e
1

ﬂ\l-.l
a»

&5 )
14 4
__3" <k< -3

mmekelalurs ke{-4i-3%-2.—10:1}
_E.A.5%. 2:: Il:r

etdonc: € '[ F 1260 120 ]

W p={xy) e Ni iy —4y’"12}

soit (x:y) € N*

ona: X =4y =12en (x—2y)(x+2y)=12 etona: x—2y<x+2y

Zy= | x=2y=2 x—2y=3
Donc ‘”lnz,w 12 m[x+2y=ﬁ ou (S)lx+2_y=4

1|l 2 ,‘H Iz;dl:rh: le systéme (1) n'admet pas de solution dans IN°.
2 =§ x=4
x+2y= 6 y=1
unlﬁ? ; donc | éme (3) n'admet de solution dans IN°
¥ Hoy=d onc le systeme (3) n'admet pas de solution dans f
Dot: D ={(4:1)}
focercice £ 19
Déterminons en extension I'ensemble suivant :
=[x EZ X+ - 2 =-5]
Soit (xy) un élémentde Z X Z, ona:
6y € E ems & 4 3y — 2yl =—
= (2 =y )+ (xy—y') =—
o= (x=y)x+y)+ylx—y)==5
== (x—y)x+2y)=-5

i gk NPy x=y=-1 [.t—yzs
"[x+2y:‘5°u{l+2}"'i Mlx+2y=5 el e
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- (r=—lety=—2)oulx==2ety=2)ou (x=1e=y=11

ou{x=3ety=—2)
ponc: E = {(= 1 = 2h(= 2121203 = 2)}

[Exercice £
a-Ona:E= {ER}": % %]

Montrons que : £ = [_ -T'?]

aiesg

Soit xe K, ona: xEE-—l.\- 4|€§
—3s<x-3<3

ﬁ-%Sng—

R

Donc:£=|-;:%|
b-Ona: F={xeR/2x-1]> 2}
Montrons que : I—m:*f}cF
SoithI-cn:'-%[,ma:xekm;—%l=x<—]§
= Ir<—1
mx=1<—2
=|2x—1]|>2
Donc:]-—w:-%lc.'-” it

0na:A=[xERf%—sx—;..:.}

Soit yER,ona: xEA = %

=€ s~ 1[U[3; + o]
Donc: A!:]——w:_ [[U[3:+m[

M'Iﬁmumhlu



W.,‘:{%—Hﬂkez}
E.—-’[-‘%‘l"’k{"kaZI
mntmnsque:ACE

g,“eR.ona:xeﬁntakeznx=%+k”
~(EkeZ)x=5+5 % +ix

w(ﬂkE}’.”x: g _g‘*kﬂ
T (3k—1)r
2—+——3._.

(ke Z)x="1
S eZ)x=F +5E ik =%-1etk €2)
=sxeE
ponc: (VxER)xEA=xEE
Doz ACE
Aton E=AT

ona: FeEet SeA
Eneffet: silexiste k€ Z : § = % +kx
Alors: k= ; ce qui est absurde et par suite, on a seulement A € F c'est-a-
dre: ACEet A#£E,
e £3
Montrons que : 0 & A en utilisant le raisonnement par |'absurde,
Onsuppose que : 0 & A
Ona:0€d e Iy e N XN/ 4+ 4 - L=0
=3y e NN T2 g
=3I eN"xNix+y=1

Pulsque : (xiy) & "X " alors : x = 1 et y = 1, Cesta-dire : x + y = 2, ce
Qui est contradictolre avec le fait que: x+y=1.
Done: g ¢ 4

.Mnmq“: % ci
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b ) et
Ona.%EAmES(xy]EN XN.”_”"__':W'T

] e |
= @A) eN XNH—}},—:;*

=@y eN xN)/2x+2y-—xy=2
= (3lxy) eN XN)x2-MN+2(y—2)+4=2
= EENeN XN)/x-20-2)=2

Pour x = 3et y=4,0na laderniére proposition est vraie, donc la propositian

]5 € A estvraie.

Do } € 4

2| Montrons que: A © 1]

|| suffit de montrer que : (Ml e N xXN):0< 1?4. L &
Soit (x;¥) un élémentde N"xN", ona: L l e
Puisque: xe N et ye M alors:x = lety > I, donc:x+ vy =2
Dol : x+y> 1 clest-d-dire: x+y—1>0etxy >0

Ainsiz 1 + i- J-5:.0(11

D’au‘treparl.nna.l_ (’% e rl_v}= _{}_‘-_xx: y+l_ xly— “,\'; =1
_b=-Dk-1
N xy

Puisque: xEN" et ye N alorsix— 1 = 0ety—- 120
L= Dy = 1) T PR B

Donc: = T Eu,d‘nu.x+}.— X < 1{2)

Par suite, de (1) et (2), on déduit que :

(V) EN'XN) 1 0< p+ 1 -3 <1

Donc: A c i)

| Exercice £33

Soit A, B et D troisensembles,si ACBet BcDet DCA.

ACB

Ona:{ € donc: ACD
Bech

Ona: AcDetDcAdolu: A=D
etona: ACHBet BCD cestadire: AcHet BC A
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m.a:sﬂparsulte: A=8B=D.

e
goit (1;3) un élément de Z’x ¥ ,ona:
}c]

ek = 3+ ek

es Sx+ Sy—axy=10

e X(5 = ¥4+ 50y~ 5)+25=0

e (y— 5)(5-x)==25

s (x— 5)(y—5)=25
ponc: (VW € Z' XZ) ; (my) €E = (x—5)(y—5)=125
b i en ion I'ensemble E:

0On a d'aprés la question précédente : x— 5 et y— 5 sont d

wﬂﬁ;msque PV EZ XE) iy EE e (x = 5)(y—5) =25

es diviseurs du

nombre 25 dans I'ensemble Z et pour faciliter I'obtention des éléments £, on

se sert du tableau ci-dessous :

= 1 5 25 l 1 5 -25
y-5 25 5 1 25 5 £l

| =« 6 10 30 4 0 -20

— = ==

| ¥ 30 10 6 -20 0 4
“-“-‘m
impossible

Done : £ = {(6;30);(10; 10); (30:6); (4; — 20);(— 20:4)}

 Déterminons . /1A):

Ona: Ad) = {d:{(10: 100} {(6:300): A

Montrons que: 4 = g

Pour cela, on montre que : A ¢ A et & © A

Montrons que AcC B

Soitxe [y, + x|, ona:

W= 204 213 = (2 184 Lix) = (x= 1)+ L1+ x= 1)

= (= 1+ 1+ = )= (= DF+ L1+ /= 10)

=(te=1+ b1+ /=D +1-1)
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En posant y = (¥~ 1¥+1,0naty €[l + mI_EE“

= 2vt 2= Osl+ - DetGil+/y-1€ER
Donc: (vx & [1: + of) s (3 = 2x 4 2ix) € Bdol:AcC R
Montrons que BC €

soit xe[l;+=[,ona: _
l+dr=D=(1+/a-1-20+ /5= D+ %1+ /x— )

Enposanty= 1+ /x— l,ona:y € [l + x|
etinl+/x— = (= 20+ Zy)et(y' = 2y + 2iy) € A
Done: (¥x € [+ o) s (w1 +yx— 1) € A, d'obi: B C A, parsuite: 4=

[Exercice £

Pour montrer que E = F, il suffit de montrerque: EC F et Fc |,

» Montrons que : EC F

Soit xe[-li+of,ona: (ayx+ 1) =((vx+1) = 1;yx+1)
donc: (xyx+1)EF

Doii: (Vxe[-L+x|);(xyx+1)eF

Parsuite: ECF (1)

* Montronsque: FC K

Soit x& R, onpose: y=x'~1,0na: ye[-1: + x|

et (¥ — L;x)=(y/y+1) donc: (n/y+1)eE
clest-a-dire: (x'— Lix) € E D'oli: (Vx e R'): (x'— ix) € £
Parsuite: FCE (2)

De (1) et (2), on en déduit que: E=F.

[ Exercice ST8

0na:f={[Tz";;!xER}

' = Montrons que : 2&[

Soit xe R;
Ona: T%=2Mx=x:+[
—»f—x+1=u
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(e discriminant dex’—x+lest:A=-3etA<0.
oanc: (VX € R]:? # .{‘zf'i' et par suite : 2¢&/

2
+ Montrons que f:,_ el

/2 2,

priste-t-l x de R tel que: Y= (B )
: V2 _ 2 h I
solt xER;0na: T TR G T

=+ 1=2/2x

ey —2y2x+1=0

pour léquation ' —2y2x+1=0,0na: A=8-4=4

1&2"’2 2W2-2 _ -

Donc: X = 5 =y2+leta:= 3 =J2-1

Ainsi : (I € RJF 2 - i’tx et par suite : ‘-'izz—e I

* Montrons que [ [—1:1]:

g .
Soitae/,donc: (Ixe R):a i e
ag[~l:l]e=-1<5a<1

2x
. (
= 1_“ 1

____|_1
= 2x|=x+1
= 0<x —2|x|+1
=0=<(x|-1)

etcomme (|x|—=1) =0, alors: a [~ 1:1]

Donc: Ya e /; g e|-1:1] Cesta-dire: [c[~1:1]
2x

1 Soit v ==h e =
YE[=1;1], existe-t-il x € R tel que: v T

Ona: 2x 5
bk T+4 =y Ix=y+ux’

=i - ty=0
S y=0 alors : =0
ij?ﬂarors:ﬁ=4_4y:=4“_)r-}
°°“"'“=*I<yﬁlalars AZz0

Dol: (3 e R)/y = T2
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Ainsi: (vye[=1;1]) ¢ B ER)Y= li'tx:

etparsuite: [-1;1]€

etcommeona: [c[-1:1]

Alors: I=[=1:1].

Soit (a:b) € B’ telque: a < b.

Montrons que : [a:b]={tb+(1 = Da/t €[0:1 It

» Soit x € [a:b].

Ona: xelable=sa<x=<h
e=0=x—a<b-a

—=0<3=2<1 (arb-a>0)

Posons =4 —, on a bien :
x=a+th—ta

Donc: x=(1—=rla+th

Ainsi: x€{b+(1—1ta/re[0:1]}
Donc: [ab]c {rb+ (1 —tdalr=[0;1]}
o Soit y € {th+(1 = t)air[0:1]}
Donc: A e[kl];y=tb+{1-1)a
ona:y—a=th—ta=1lb—a)

1e(0;1] et (b—adi=x-a s

comme b—a>0ett=0alors: t{b—a)=0
Donc: y—a =0 cest-a-dire: y=a
ona:y—b=th+(1-tla—b
=(1-ta=(1—t)b
=({l-tla—b)
Ona:l-r=z0eta—-b<0
Donc: (1 —tHa—b)=0
Ainsi: ¥ — b < 0 clest-a-dire: y<bh
Dot : @ < y < b clest-3-dire: v € [a;b]
Par suite : {th+(1 = rait€[0;1]} ¢ [a:h]
p'oi: [ab]={b+(1 = tlai[0;1]}.
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. Montrons Que : E+4 ¢
gnaz1 € E pour X= lety=0
a0 eZXxZ et (1F=2(0Y =1,donc: E # ¢
+ Montrons que : 0 ¢ E en utilisant le raisonnement par I'absurde.
supposons que : beE
ona:0EEe= AN ELXLix+yW2=0etx'-2y'=1
siy=0alors: x=0car:x+ ¥, 2 = (), donc la condition x' — 2y° = | n'est
mﬁnﬁée,
.Sy # 0alors: : =~y 2 etcela est impossible
ar ! e G et —v2€Q donc dans les deux cas, Il n'existe aucun couple (x:y) de
IXZ quivérifie:x+ y/2 = 0et x' =2y = 1 dou: 0 ¢ F
Soit a et b deux élémentsde F telsque:a=x+ y,/ 2 eth=x"+ v, Jet

r=ly=letx"-2y'=lavec: (v €ZXZ et(x;y)eZxZ .

sonazl._ L . =
T x+y/2 x+y/2)x-y/2)
x—y/2 T
=3 _)‘2)_. =x—y2 [canx'—2y'=1)

Enposant: x, = x et v, =—y,ona:p=x+n/2avecup € ZxZ

Bxi~ 2yi=x'— 2(— y)'= x* - 2y'= | donc: {1‘ eE
*Onaian= (x4 W+ Y/ D=+ V2 + X9/ 2+ 20

= la'+ 29 + (o' + xy)y2
Puisque : (v + iy +xWEZXZ

et e poidimnoes . gy o o e Y
4 2301 = 20" + 20 = x4 = 20y - ey - 2yt
= x' et -2y =iy - 2

Donc:u..': ek i
“Soit 4 un Elémentde £ telque:a=x+ y/2 etlny) e NxZ

M""“""-"Blilue: a>] s y>0
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Ona:a>l

2/2xy > 1 (car x* — 2y = 1)

N x 14+ 4 2va

= d4y* + 2/ 2xy >0

2./ 3y(x+ 29 >0

= Ly -
s 272 ya >0
=y 20 (cara>1)
Réciproguement,ona: y >0 = y = 1 car y € Z)
= yW2 2,

=X+ ¥W22y2 (carxeN)

2a2,/2

=a>l fcarv2 >1)

Donc:a>1 e= ¥ >0
Q Intersection - Réunion de deux ensembles :

Soit A et f deux ensembles.
Uintersection des ensembles 4 et B, notée AN H est I'ensemble

{xIx€ Aet x € B}.

Ainsi: xEANBe—xEAetxch.
La réunion des ensembles 4 et B, notée AUR est l'ensembi

{xixeAouxeB}.

Ainsi: xEAUB=xeAouxeH.

Propriétés :

Soit 4, B et ( trois parties d'un ensemble [

) ANB=BnAet Aug=pguA.

2) (ANBINC=AN(BNC) et (AUB)uC=Au(BULC)

3) ANA=¢ et AUA=E.

d) And=det AUg=4

5) ANE=Aet AUE=E

6) Distributivité :
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An(BUC) (AnBIulANC)
AulBnC) =LA uBin(AuC)

7) Lols de Morgan :
AnB=AuB
AUB=ANSB

Remarques :

NAnBCAet ANBC B
NAcCAUBet BCAUB
JXcY=Xu¥=YetXny=Xx

JANB=Aes ACH
\UB=BesACH

9 Différence de deux ensembles :

+ ladifférence des ensembles A et A dans cetordre, notée A'\A est définie
par: XEA\B e x € A et xR

Propriétés :

Soit A et # deux parties d'un ensemble £.

NA\B={xeEIxEA et xc R} ouencore A\B=ANE.
QA={A\B)U(ANSE)

3) E\A=2A

o Produit cartésien :

Soit £ et | deux ensembles non vides.

Le produit cartésien des ensembles [ et [, noté £ x F est 'ensemble des
touples (x;v) telsque x & F et v & F

*IXY)EEXF s (xEF et yEF).

*EXF={{xy)/xeE et yeF}.

deméme: X FxG={(xyiz)ixeE et ye F et z€G}.

EXFxG et I'ensemble des triplets (x:yi2) tels que : xEE; yEF et
SEG,
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Remarques :

1) £ X E senote E et EXEXE senote E' et w__"?_”__t_:; St uoks 5
(neN-{1}

£ est l'ensemble des n-uplets (xixa..x) ou x EElie {20,

2) EXF= qﬁes:E douF=¢.

Exercices

Déterminer les ensembles E et F tels que:
ENF={2;34} et EUF={1;2:314:5} et 1E€F\E et SEE\F,

On considére les ensembles A et A tels que :

A= I +‘—'-mka:IelB | *-'—’;ﬁue?}

Montrerque: ANB=¢

On considére les ensembles E et F définis par :
km

n :
£={2 *—.‘.‘kﬂake.‘letF IIU s IkeZ I
Montrerque: EnF=E
 Exercice £13
Soit les deux ensembles : A = [R: 1 tke :{} et B= { ﬁm‘ 1 ImeZ
1) Vérifierque: BNl # ¢
2) Montrerque: ANA=¢
Soit A, B et C les trols ensembles suivants :

A={ZE +drnez

|

c={F+unez}

S AR

+ 2tk e Z}

1) Montrerque: ANB=¢
2) Montrerque: AUB=(
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ot As .&':t ¢ les trois ensembles suivants :
T LA e

{5+% ezl

g5+ ez}

r4§+fﬁez]

1) Montrer que : ACB
2) Montrer que : BnC=¢

[Exercice £L]
soit £ et I les deux ensembles définis par :

x -

P:[_ln_'.".ﬁ _?'l'-_-?.] et F = le:ZF?:ijFZ}

1)a-Soit xe Z

Montrer que : (x € £ e=s (x—1)/6)
b-Endéduire E en extension.

2) Determiner F' en extension.

3) Déterminer ENF .

[NB: a/b cest-a-dire a divise b)

| Exercice £l
Dét les ensembles suivants :
NA=Z\N

2 B=R\[0:1]

vl 3]z

Exercice 31

Soit A et B deux parties d'un ensemble .
Simplifier X 1Y et Z sachant que ;
YX=(AnB)u(A\B)

Yr=au(p\a)

3) Z=A\ANE)
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[Exercice £

Ona:EnFc EetEnFC F,donc: {234} C Eet{23:4} c
Etona:l & F\E,signifieque:l ¢ Fetl € EUF, donc:1 e g
Etona:s ¢ E\F, signifieque: 5 ¢ FetS € EUF, donc:S e f
Dloir: E = {1.2.3.4} et F={2.3.4.5}
Sionvérifiecesrésultats,ontrouveque: E N F = {2.3.4)etFuF= {23 i)
etl & FFets ¢ E\F.

Montronsque: AN B =&
soit xER,ona:xeAnNB—=xeAetxe B

= {3‘. edix= TII + 2?‘ }

f e
Et{il"E?.fx—'g"gn}
W o)y ERL Y 3 s
— @k e TN E+ BE = T4 2

()

Tfeny o
=@k ezyE -4 =1

= Gkk) € Z)k—K =3

La proposition (3(k:k" ) e ZVk—k" = 3 est une proposition fausse, donc|

n'existe aucun réel x quivérifie: x € AnB,dol: ANB= .
|Exercice £T3

Montronsque: EnF = E

Pour cela, il suffit de montrer que: E C F (car: ENF=E e E C F)

Soit x& X,ona: xEH:-r.:ike}iJ.rx-":F-:krr

= 2
= (3k e Dix =15+ + 2Un
- 2 c
= (EteDix= !% g 24 imm

Enposant: k' =2+ 10k

Ona:keldoi:kKeZ

donc:xeF= (K eZiix= I'jfl - k-;'-:
axeF
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panc: (V3 € RixeFE=x€eF,clesta-dire: F C F,parsuite: EnF=E.

; BnN#£4¢
feins QU8 Smtl_5+1

mnmarquequepourm=l,nna: 3 = 3 =2
m:zeﬂetzr_—'r‘Isignifieque:ZGBnl"a,
pod: A0 N#¢

|| Montrons que AnB :¢
ona:AcGetBcQ
wtreQ,ona:xeANf=xedetxel

s(3ke Z)e=2F1

et(Amel)ix= 3 gl

=(3Ikim) e f{:"l.‘"‘i- s d— s,

= (Ik:m) € Z7)/6k +3=20m+ 4

= (3kim) € Z°)12(3k— 10m) =1

= (k;m) € Z°)/3k — 10m = %
Pusque: me Z et ke Z alors: (3k— 10m)e Z

et "I-gE?f. donc la derniére proposition est fausse et par suite, il nexiste aucun
fationnel qui appartient a l'ensemble AN &, d'oli: ANB=¢.

- Montrons que: ANB=¢
Ona: ACR, BcRet CCR.
SoitxeR,ona: xeANBsxcAetxeh
Sap
= (k€ Z)lx =45 + 2k
et (W € Z)x="F+W'x

w27 T 3
o (kK € Z) FF+ 2k = 3+ 2Km

o (A(kK) € Z)k—K =4
Pulsque: k& Z et k' € Z alors: (k— k') € Z etona: %EZ.

Donc la derniére proportion est fausse, ce qui veut dire qu'il n'existe aucun
fombre réel qui appartient a Il'ensemble ANB dot: ANB=¢.
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2 Montrons que: AUB=C
Pour cela, on montre que : AUBcCetCCAUR.
» Montrons que: AUBC C

Soit xER,ona: xEAUB=xEAOUXESR

2
=(kel)x= 3+ 2%n

ou (3 € Z)x="F +2'x

~@eZ)n=Frix

ou (ke Z)ix= 2{‘— +hkw
Enposant: ki =2kou k. =2%"+laveckeZeth eZ
donc: xEAUB=xeEC
Dloli: AUBCC
* Montronsque: CCAUHR
SoitxER,ona:xeC=(kel)x= 3{" + kT
On va distinguer deux cas :
lercas: k estpair.
k estpair= 3k' € Z/k= 2k
Etdonc: x= 2% + k' dou: xe A
2éme cas : k impair
k estimpair= 3k € Z/k = 24" + |

etdonc: x= g;"" Hok+ Dr=E b rtr=Z sz
doi:xe 8
En conclusion, ona: xEC=xcAouxc f
=XEAUB
D'ou: CCAUR
Parsuite: AUB=C
| Exercice £T1

. Montronsque: Ac B
Soit xER,ona: xeA=(HeZ)y= H"‘%T'
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a@eZx=5+E+41

w(@EkeZ)x=7 2“‘;”‘7

gnpasant:k'=2(k+ ”,Orla:x=':‘r ,_k(‘:_r avee N EZ
ponc: xE 8

u'oﬁ:lv'xERl:,thi = x € B, signifieque: ACH

. Montrons que : BNC = @

sotyreR,ona: xeBNC=xeBetxel

s(Ekez)x=F+ 4%

et(W eZ)x=F+ 57

~@kk) ey F + 1 E =T 4 k2
o

¥eZ i___k_' I
= (kK e =13
=K eL)k-k =5

Ona:keZ etk €Z donc: k—k €7 et S#Z.
d'oli : la derniére proposition est fausse, par suite, il n'existe aucun nombre
réel appartenant & l'ensemble 8 C.

Donc: BNC=¢.
[Exercice §T3
*'Montrons que : (x € F e=s (x—1)]6)

SoitxeZ, ona: xek m———‘{—r—:z

&LZI_‘_i'.f’ cZ

o= | — '—'6"" el

A t'— TEZ

wax—1]6
Donc: (Vx € Z);x € F e (x— 1)]6
b-Déduisons £ en extension:
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Daprésa),ona: x € Ee=(x— 16
—=(x—1)e{-6— 32— 1;1;2:3:6}
—xef-5— 2 - 150;2;3: 4,7}
00n::£={“5:—2:-'l:0:2:3:4:7}
2 Déterminons F en extension:

x—1
soit xeZ,ona: xEF e -7 €L

Eojde

&=
=1+ x—f‘-‘j' eZ
es(x—=T7)[6
em(x—TVEe{-6;— 23— 2:— 1;1:2:3:6}
= xe4{1:4:5:6:8:9;10;13}

Donc: F={1:4:5:6:8:9:10:13}

* Déterminons ENF:

On ad'aprés ce qui précéde: ENF=¢

lExercice £1]
1! Déterminans A:
Ona: A=Z\N={xeZhgN}={-1;-2:-3;..}

Donc: A=Z
7| Déterminons B: B .._A
Ona: B=R\[0:1] = {xe Rixel0:1[} / ' "
=l 0fufl: + =] A\B B\
Déterminons C': o X

c=[-33)\z={xe[-3:3] ez}

={xe|-3:3|xt-1axp0uxs 1}

Donc: C=|-%:— 1[u]-1;olu]o;1[u]|;%l il C=[_%;%l— {(-1:0:1}-
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. gimplifions X
=(AnBlulANB)=(AnBIU(ANE)
=An(BUB)=ANE=A (car ACE)

pna: X

© simplifions ¥
ona: F=AU(B\A)=AU(BNA)=(AUB)N(AUA)
=(AUBINE=AUB (car AUBCE)

simplifions ./ :
ona: Z=ANANB)=An(AnB)=An(AuB)
=(AnA)U(ANB)=¢guU(AnB)=ANB

Exercices de synthése
Soit 4, B et (" trois parties d'un ensemble [ . Simplifier.
NAnMAuB qAav(BnAud]n|Auians]
JAVANE) SIAUBIN(BNCIN(CUA)
J[Aviandna
| xercice #23

Soit A et B deux parties d'un ensemble £

1)a-Montrerque: A € B e= BUA=E
b-Endéduireque: A C B es ANB=¢

Y Montrerque: ANB = AUK o= A= B

Cece 2

Soit A, B et ¢ trois parties d'un ensemble £.

1) Montrer que : (A\#) U (A\C) = A\ (BN C)

2) Montrer que - (AW = (ABNC=(ANC)\B

3)Montrer que: AU (BN(AUCH = AUBNC)

8 Montrer que: AN (BU (AN C) = AN (BUC)

Sot A, B et ¢ trois parties d'un ensemble £. Simplifier.
Yantium 2)ANBNIBUC

Les ensembles = 111



YUnBUANE NANBVANB U@ gy

S)AUBNCUA) glanBnnolua
Soit A, B et ¢ trois parties d'un ensemble F telles que: Anpg - 4 ncey
BA=CA

Montrer que: B=C.

Soit A, B et C trois parties d'un ensemble E.

1) Montrerque: A C C = AUBN O =(AUBInC

2) Montrerque: (ANC# et BNC=¢)=A-B# ¢

3) Montrerque: AUB=ANCe BCcACC

) Montrerque: (ANB=ANCet AUB=AUC) e= B=C
| Exercice §1:3

Soit A et B deux ensembles non vides.

1) Montrerque: A C B e P(A)C P(B)

2) Montrer que :

a- P(ANB) = P(A)nP(B) b- P(A)UP(B) C P(AUB)

3) At-on PIAUB)=PA)UP(B)?
| Exercice ¢18

Soit A, B et ( trois parties d'un ensemble E.

Bc
1) Montre 3 =A=
] rgue [(‘=A\B A=RuUC
AnNB=AncC
2) Montrer que: {— =fl=C
S [a\nﬂ=.4nt':'3 c

[ Exercice €13

Soit 4 et A deux parties d'un ensemble E.
Onpose: AAB=(AUB)\(ANE)
1}Montrerque:A£B=lA\EJU(B\AJ

2) Déterminer: AAA; AAF ; Addet ANA.
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mmnsidéff fensemble : /. —{xl B/ x+1 <r} ol r estun paramétre réel

grictement positif.

1) comment doit-on choisir le réel r pour que l'on ait: I ¢ ]» é: ;J?

2) Comment doit-on choisir le réel » pour que l'on ait: /. 1 }~ ;g = §?

soit a et b deux nombres réelstelsque:a # b

On considére les ensembles :
A={xeRix'+2ax+b=0}et B={xe Rix*+2bx+a=0}
1)soit x € R, montrerque :x € ANP = x= ;.

2 Montrerque: ANE # & = a+ b= ;

Montrerque: ANB = = a+ b # - ;

Soit A, B, C et D des parties d'un ensemble £, tellesque: AnH=Cnp
aCubD=FetCc AetDc 8.

Montrerque: A=C et H=D.

On considére I'ensemble /= {1;2; 3;a;b:c:d }.

Aet B deux parties de £ telles que: A = {1:2:3} et B = {@bicid}

1) Déterminer en extension les ensembles ; AXA et AxE.

2 Résoudre dans 'ensemble . /1) les équations suivantes:

TXNA= 4 ccAUX=#R
b-Aux=4 d-AnX={1,2,ab}
Soit

A et B deux parties d'un ensemble £ .
Résoudre dans |- ble . AE), I'dg tANX=8

Soit A et deux parties d'un ensemble .
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1) Déterminer une condition suffisante pour qu'un élément X de . Af; Vérifig

AUuX=8.
2) Déterminer dans ce cas les solutions de I'équation : AU X = B dang Ar

| Exercice £73

Soit A et B deux parties d'un ensemble E tellesque:C c A c p
AUX=p
Ank=p¢

Montrer que : (\A) U C est 'unique solution du systéme (5) dans /1),

| Exercice £

soit A={(mn')/ineN}et B={(2mn)ine N}.

ble . /1E), le systéme suivant : (5}

On considére dans I

Déterminer AN H.

*) Simplifions A n (A U B):

Ona:Ac AuB,donc:AnN(AUR) = A

2| Simplifions A U (4 N B):

Ona:(AnB) c A,donc: AUIANE) = A

| Simplifions [A U (A n B)]n 8:

Ona:Au(ANS) = A (daprés2)), donc: [AUMANA|NB=ANE
Simplifions A U{[Bn(AuB]n[AuanB]:

Ona:BniAuB)=Rear:Bc AUB

Etona: AulAnBl=Acar:AnBc A

Donc:[BnAuBn[AutAnB]=ana

Dol: AU([BniAumnfAuAnB])=AuAnB) = A

Car: AnNfB c A

+ Simplifions (AUBI N (BN C)nicu A):

Ona: AuBNBNONCUA = BnON[AUB) N AU

=@BnonfAuBno)]

=8ncC
fcar BnCc (AulBnay)
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5 Montrons que : ACH e BUA=E
onsuppose que: A C Heton montrerque : BUA = E
Gazhc FetAc £, donc: BUA € E (1)
mmuemenl:Soit xek.
m,gux:as:solt xeE Boux g B
giye Balors:x € BuA
gx¢Balors:x @ Alcar: A C B), signifieque:x € A
M:lEHUA
poudanslesdeuxcasona:x € F = x € AUA
parsuite: F € BUA(2)
de(l)et(2) onen déduitque: BuA=F
Onsuppose gue : B U A = F eton montrer que: A © 8
Sitxed,onaixe A=wxeE
=xeEBUA (car £ = BUA)
2XE8 (car x & A)
Doncpourtout x €A, ona: x € B, signifieque: A c B
Dol:AC B es BUA=E

b-Déduction : #
0Na:ACRes BUA=E

ws BUA=F

e Bnd=¢

e ANfH=¢

Oone: A ¢ B e AN = ¢
2 Mnntmnsqug-: ANB=AUB v A=R
MAA=BwAnB=AUB=A=5
SUPpOsOns que : A i = AU A et montrons que s A= A
s‘meE'“"aiI EAmxeAul

»XEANB

= x € R
Doﬂt:,»\cg
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3xEB=XxEAUB

eton
=xEANB
=xE€EA
Donc:BC A
Doli: A=8

Parsuite: ANB=AUH &= A=8.

11 Montrons que : (A\B) U (A\0) = ABNO

Ona:(ABUARG=ANBUAND
=ANBUD
=AN(BNO
=AUBNC)

2] Montrons que : (4\8)\ (A\C) = (A\BINC= (AN O\B

Ona:(A\B)\ (A0 = (AnB\ANO
=(AnBINAND)
=(AnBInAuO
=AnBnAUANEND
=dulAnBnC)

=AnBnC
' Pulsque: ANBnC=MANnCNB=(AnC)\B
etAnBnC=(MAnBNC=(ABNC
Alors : (A\B)\ (A0 = ABINC=(ANC\B
2 Montronsque: AUBNIALC) = AUBNC)

Ona:AUBNUUC)=AUBINn[AulAuO)]
=AUBNMAUC) (car AUAUEC) =AUC)
=AUBNO)

Denc: AUBNIAUC) = AUBNC)
4 Montronsque: ANBUANC) = AN(BUD)

Ona:ANBUMANO=MAnBIU[An(An0)]
=ANBUIANC
=AnBUQ (ar:An(AnO)=AnC)

Donc: AN(BUANO)=An(BuC).
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1| simplifions An(Au Bk

.:.a.n::‘tuﬂl:(anmumnm
=pulAngl
=Anf

on

w;,q.nlé‘liUB!:Anﬂ

gjshnpnrlons,—mnﬂwun:

na:AnBn@BUC =An[Bn@EuUC]
=An[BnBUEBNO)]
=AnlBuwno]

pusque: BUIANC) = Bear: (AN C) € Balors: ANBN(BUC)=ANB

3 simplifions (A N B) U (A 0 B):

Ona:ANBIVANB =AN(BUB =ANE=A

ar:BuB=FetAnE=Adonc: (ANBIUIANA = A

4] simplifions (AN B U (AN B) u (A n B):

Onadaprés3): (ANBIUANE = A

Donc: (ANBIUMANA UANE = AUANE)

=AU Nn{Aul
= EN(AUB) (car: AUA = E)
=AUR {car: (AUB C E)

Donc: (ANMUMANBIUANE = AUR

31 simplifions (A U ) 1 (C U A):

Ona:AuBi=Ank

Donc: (AUBN(CUM = AnBINGAUO

Ona:(AnB) ¢ A;donc: (AnH) c AuC

B’oﬂ:f-lnmn(.‘lUO:AnH

Par suite : (4 U gy (Cud = And

1 Simplifions [AAmn@ano]ua:

mafﬂnﬂzﬁur;et;l.m'.— Aul

Pone: A8 0 (AT = Ghu By 0 Ru D)
=AUBNO
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Dloli: [(AnB n(AnO)Jud=AUENTHUA
= (AUAUBNO
=EUBn0
=F

Puisque : E = dalors: [AnB n(AnOJua=¢.

[Exercice 7%

Montronsque: B=C

A

Pour cela, on montreque: B € CetC c B B 5o} R
Soit x € B, on a deux cas :
Soitx e B\doux e BNA \ N

b }\
-Six e BAalors:x € CA, - »

HA y

signifieque:x € C A

-Six € AnBalors: x € AnC, signifie que: x € C
Doncdans lesdeuxcasona:x e C,dol: (VxE E);xE B ax e
C'est-a-dire : B C C et on montre de |la méme fagon que : C C B par suite :
B=C.
iMontronsque: AC C= AUBNCO =(AUBINC
Onsupposeque: A C Cetonmontreque: AUBN O = (AURINC
Ona: AuBnO =(AuBIniAuQ)

=(AUBNC (ardcC=AUC=C)
ZiMontronsque:(ANC # detBnC=9) = AH # ¢
Ona:AnNC# ¢=m(EdneFincdetn e
Puisque:x € CetBnC=dalors:x ¢ B
Donc:x & Aetx ¢ B, signifieque: x € A\ B, dol: A B # &
Parsuite :(ANC # getBNC=¢) = AH # ¢
3l Montronsque: AUB=ANC = HBcAcC
'Oﬂa:HCz\aa\uH-—-.—\etAC('=An(‘=_.'|.
Donc: AUB=ANC

'Ona:{"“ AuB

AUB=Anc > BcAnC()
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su‘|I:_,|_.'\|‘_',‘C Al2)

delil'd’m' onendéduitque: A C A
ANGCEC

pantrepArtON 3| g ane

aonazAcAVB@)

do(3let {4, onen déduitque: A C C

= AUB CC(3)

M;nc."lc{'
wwi:e:.-tu.‘i:,-‘m(,‘-:-ﬂc,tc(‘
.lmntronsque:mnﬂ=f\n(.'etzl.u3=;lu(‘)mB:f_'
AnB=AnC
'-'”"“h(.ﬁ{fnu.‘r:ﬂ.u{‘
wimontronsque: (ANA=ANCet AUB=AUC) = B=C
Soit 1 € 8, on adeux cas:
SotvE AOUX E A
lercas:x € A
Ona:xefetxeA)=x€ AN
= XxEANC (car: AnB=ANC)
mxel
Zemecas: v @ A
Ona:(xefetxgA)mxe AUR
=xEAUCetx g A
= xEC
Danslesdeux casona:(vx € F) s x e B =x e C, signifieque: 8 ¢
D¢ la méme fagon, on montre que : ¢ © B
Donc: B=C, parsuite 1 (ANB=ANCet AUB=AUC) es B=C

DMontrons que : A ¢ B es P(A) C PLB)
*Supposons que A ¢ et montrons que P(A)C P(R).
s‘”tXE‘PM::ona: XeEP(A)=XCA
=XCh (car A C B)
= XeP(B)
Donc: A c B P(A) c P(B)
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« Supposans que P(A) C P(B) et montrans que A C B,
Soit xeA,ona: xeA={x}cA
:{X}Ef’[f\)
= {x}e P(B) (car P(A) c P(B))
={x}cB
axER
Donc: P(A)C P(B)=ACB.
Conclusion: A C B e P(A)C P(B)
7} a- Montrons que : P(ANB)=P(AINP(R)
Ona: AnBcAet ANBCH
Donc: P(ANB)CP(A) et P(ANB)C P(B) (d'apres 1))
D'oli: P(ANB)C P(AINP(B) (1)
Soit X telque: X € P(AINP(B)
Ona: XeP(A)INP(B)= X e P(A) et X P(B)

=XCAetXCHB
=»XCANB

=XeP(ANB)

Donc: PAINP(B)C P(ANB) (2)

De (1) et (2), on en déduit que : PIANB) = PlAINP(B)
b- Montrons que : P(A)UP(B)C PIAUE)

Ona: AcAUBet BC AUB,

donc: P(A)C P(AUB) et P(B)C P(AUB)

dou: P(A)UP(B)c P(AUB)

3) Contre exemple:Soit A={1}et B={alola#l
Ona: PA)UP(B)={¢,{1 }.{a}}

et AUB ={lia} donc: P(AUB) = {d:{1 k{ak{l;a}}
Dol : PIAUB)# P(A)UP(B)

|Exercice

BcA
1) Montrons 5 = i
| Montrons que {C=A\B=”‘ BUC

Ona: BCAetC=A\B
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¢=BuU(A\B)
=BUlANE)
=(BuAIN(BUB)
=(BUAINE
=HUA (car BUACE)
=A(car BC A)
pout(BcAetC=A\B)= A=BUC

ANB=ANC . _ .
2|Montrons QUe & | v p g T8

ponc: BU

[anB=AnC o AT

0""lan}i:.it'nc‘m(AnB)U{_AnB} (AnC)U(ANnC)
= BnlAUA)=Cn(AUA)
=BNE=CNE

=8=C car BCE et CCFE)

1)Montrons que : AA B =(A\B)U(A\B)

Ona: AAB=(AUB)\(ANB)
=(AUB)N(ANE)
=(AuB)N(AUB)
=(ANA)UANB) U(BNAIU(BNE)
=gulAnBlu(BnA)ug
=(AnB)U(BNA)

=(A\B)U(B\A)
e AAA=(AUAI\(ANA) * ou d'aprés 1)
=A\A=¢ AAA=(AVA)U(ALA)
s AAE=(AUENN(ANE) =dup
=E\A = &
=ENnA

=A fcar ACE)
*Abd=(Aug)\(Ang)

=A\¢

=A
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s AAA=(AUANANA)=E\G=E
[Exercice £79
1 Déterminons r pour que: /. C }v.,..,

SOI'{XER,O"B.fo.c:t x+ 1 <r
e=—-r<x+1<r

e —r—l<x<r—1

oonc: L= Fr-tir—1f

Dloli: ), © ].,.,1.=._;<_r_ letr—1<3
.=.r<-,1,-el.ar-c2
a=-0<r<§lcarr>0]

|
& Wt o 1 . 2

Donc pour que: /. I—1 3 Jlfautque:r e *] 21
2| Déterminons r pour que: 1. N I- 3 2| =&

Ona:!,n]-l:ﬂzt@a}-r—l:r— [n
=r-1S- .I,ou-r- 1 2%
== luur'_i—z

.:,-:_|=¢

Puisquer:-ﬂalars:!.n]»%;;i: P e 0<r= ;

1

1) Soit x€ B, montronsque:x € ANE = x = 5
Ona:xeEAnNf=xec Aetxe B
=+ dax+ b=0etx'+ 2bx+a= 10
= lax+ b—2x—a=0
= 2elg - b)) — (g~ b) =

= la—b2x-1)=0
=2—1=0 (cara # b)
nx:%
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1
w::x!&ﬂﬂﬂ'ax:z I
ntrnnsque.':lnﬂ o asb=- !

2 Mo

ma___my;*aa{inﬁR)f.z-c;‘ihﬂ
.-..r,=£ (D'aprés la question 1))
sxit2anthb=10 et x. = 2
sy rath=0
=>¢.|'+i'}=—‘lll

M;;,J_n.{t;tﬁ)wﬂ+b=—i 1

JMontronsque: ANA = e a+ b #— i
On ad'aprés la question précédente : ANH # § = a+ bh=— :
etpar contraposée, ona:a + b # — i s ANB=¢
Resteamontrerque: ANB=o¢ = a+ b # - ‘II
On utilise le raisonnement par contraposée,
cest-3-dire, on montre que : a + b =— 1 =AnNB # ¢
Supposons que :a + b = — _: etmontronsque: ANH # ¢
cest-3-dire, montrons qu'il existe x € ANB
St xER,ona:x € ANB=x'+2ax+ b=0etx' +2bx+a=10
< '+ vla+ bl + (a+ b) = 0 (En addition-

nant les deux égalités membre & membre)

o xé - é; - II =0fcara+ b=~ :l

- X = ! etx=— _: (Aprés résolution de
Itquation) -
Donc: An g 4 b
Doliigs p=— ‘ll s ANH # &
Parsuite:,lnﬁ:@, o hp-1
Ainsi: A g - [ Yy — i

Montrons que: A=CetB=0D

On a d'apras les énoncés : ¢ ¢ A et D ¢ B, done il suffit de montrer que :
ACCetp ¢ D
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« Montrons que : A © €
Soit xEF,ona:xEA=XE E(car A C E)

s xECUD(@rCUD=E)

»xECOUXED
~Six & C alors clest vérifié.
-Six & Dalors x € B (car P € B)
Donc:xe AnBdol:x e CnD(carAng= Cn D), parsuite: x & ¢
Donc:(vxEE); xEA=XE C,signifieque: A C C
On déduitque: A=C
* Montrons que : B € D
Soit xeE,ona:XxEB=x€E

=xECUD

=x€CouxeD
-Si x € D alors c'est verifié.
-SixeCalors:xcAalors: A=C,dol:x€ AnB,ainsi:xeCnd
(car: AnB=CnD)
Parsuite:x € D
Donc:(¥x € E) ; x € B = x € D, signifieque: 8 Cc D
D'ol: B=D
1) Déterminons en extension AXA et AXH
Ona: AXA ={(1:1),(1:2).(1:3),(2: 1),(2:2),(2:3).(3: 1),(3; 2).(3: it
etona:
AXB = {(1iah (10, (100, (L) (2:), (2:5), (20, (2idd), (Braad, (3i), (30 (D)
2) a- Résolvons dans l'ensemble P(£) I'équation : XN A = A
Soit XEP(E),ona: XNA=AesAcC X

e X=AUC tel que & Pin)
Donc: §4n = {AUCIC € AiB))
b- Résolvons dans I'ensemble P(£) I'équation: A U X = A
Soit YEP(E),ona:AUX=A e XC A
= X £ .14
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ponc: SAw = - A
gesplvons dans 'ensemble P(£) 'équation: ALUX = B
[}

S‘J“,Ef-(g],ona:dux= B=sAcCBetXch

puisque: A ¢ B alors I'équation proposée n'admet pas de solutions dans #(£),
donc: S an = L}

d- Résolvons dans l'ensemble . /() I'équation: A n X = {1,2.a.b}

st xeP(E)ona: AnX={l.2.a.b} = {l.2.a.b} c Aet{l.2.ab} c X
puisque : {1.2,a,b} ¢ A alors I'équation proposée n‘admet pas de solutions
dans PUE), donc: S = &

Résolvons dans P(F) I'équation AN X = B

soit Ye PLE), telque: ANX = #

L'égalité AnX = Bimpligue que : # C A, donc on distinguera deux cas :
1" Cas:si: B ¢ Aalors: AnX = B n'est pas véri-

fié quel que soit X de P(E)

Donc: San= ¢ B A
2™ Cas:si: B © A alors dans ce cas, ona:

AnK=BesX=HUC tel que C € PICT

Donc: San = {BUCIC € ACDH}

I/ Déterminons une condition suffisante pour que Iéquation admette des so-

lutions dans P(£):

SotXeP(E), telque: AUX = B

Uégalité AuX =8 implique que : A C B et

1" C B, donc pour que X soit solution de I'dqua- A c

tion, il suffit que : A ¢ B

Dol la condition suffisante pour que I'équation

3dmette des solutions dans (£) est: A ¢ &

’; Déterminans [es solutions de I'équation A U X = K dans #(E), sachant que
condition: A ¢ B est vérifice.

SOt XEP(E), ona: AUX = B es X = CFUCIC € AA)

Done: 5, {ciuaic e 7An)
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[Exercice £74

Soit X une solution du systéme dans : P(E)
{a ux=8 [xe{®Baurye s}
=3
AnX=C  |xe{cuzz e ABWY

=Xxe{Bauvnye Avln{cuzz e 7B\ )
Déterminons |'intersection des deux derniers ensembles,

Soit X un élément de cette intersection, ona: (3Y & . AAN/X = (8 0) 4
(3Z e ABANIX=CUZ

Signifie que: (BAIUY=CUZ
Puisque: CN (A\A) = ¢alors: Y= CetZ=B\A

Donc : (AA) U € est le seul élément appartenant a l'intersection des deux en.
sembles, d'oll : (B\A) U C est I'unique solution du systéme (5).

| Exercice £73
Déterminons ANA:
Soit (xy)eNxN,ona:
(xy)EANB=(xy)leAet(xy)eR
= 3n € N/(xy) = (mn’)
et 3p e N/(x:y) = (2p:p)

=(3mple N‘){x =2 et {‘\' =2p

_\l:n: _‘b:p

= (3(mp) € }5)["?_3"

n =p.
=(3mpleN )20’ =n et n=p
=(3(mp)e N)n(2n—1)=0 ean=p
=(3mp)e N n=00un= ;) etn=p
=n=0 (ear -IIE-'N}!T. p=0
=(xy) = (0;0)

Donc: An8 ={(0:0)}.
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Les applications ME-

|

I8 B péfinition:
=

soit et FF deux ensembles non vides.

¢ . Festuneapplicationde E dans F si:(vx € E) ; (Aly € Flly = fix)
ou: (¥{mx) € ED i (x=x" = fix) fix' 1)
) ¢;oité de deux applications:
soit fE = F et g:G - H deux applications.

o (E=Geat F=H et (VxEE); fx)=glx)

'\3 Image directe - Image indirecte d'une partie:

Soft fF — F une applicationet A c EetB C F
* flll={fix)ixe A};ona: flA)CF

fAi={y e FI(3x € A) ; y=f(x)}; fiP)= ¢
b- fiB) = !A € Eifix) e HI' sxEf(Bles fix)ER

F

Exercices
| Exercice £1
30t f Iapplication de I'ensemble {1;2:3:4} dans |ui-méme définie par :
fih=4, f(2)=1, f3) =2 et fd)=2.
1) Déterminer f{A) lorsque A = {1:2}: A = {4}.
2 Déterminer f(A) lorsque A ={1;2}; A={3} et A={4}.

Eiercice £3

>9t [ I'application définie de B dans R par f(x) = x°.

1) Déterminer MA) lorsque A ={—1;0;1} et A =[-3;3]
Y Déterminer f(A) lorsque A ={1}:4=[1:2] et A=[-1:0(
3

Soj 0 N
1“ f Tapplication définie de [0: + ~| dans R par f(x) =x"+2.
]Montrerq.,e: [0 + oof) = [2: + exl

2
]Montmrque: Al6; 11]) =[2:3]
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On considere 'application: R~ R
xeex=2x
1) Montrer que : f(R)=[-1;+ x|

2) Déterminer _,'I'({D:B}) et jl'([.?:S]).

On considere 'application: %~ &

1) Montrer que : f{E)=[2;+ x|

2) Déterminer f[24/5; + c<l).

Montrer que les applications f et g sont égales dans chacun des cas suivants ;

an o S -
y £}5:5-R ; 2555 -»
sinx + 1 ..+ - 7. 58
X wé;qx_ = T—sinx
3) £lo:1]-R ; a) g:|o:1] - R
Nae—fiey 2
yitx—yl—x A =L
Ao X Atx+l-x
Soit [ une application de E dans F et A et B deux parties de F.
Montrer que :

1)ACE = ,-"m: c f'(fi}

2) fAUB) = f(A) US(B)

3) fANB) = fA) N (B)
[Eeercice £ 3

Seit f une application de F dans F et A et B deux parties de I
Montrer que :

1) A C B = f(A) C f(B)
2) fIAUB) = flA) U f(B)
3) fIAN B) C fIA) N f(B)
a) f(A) - [(B) C f(A— B)
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PN Solutions S

ma;;;={|:2;3:4}
1) Déterminons flA)
gna: A={l:2}et fll)=4'et fi2)=1.Donc: flA)={1:4}
ona:A= {4}}et fi4)=2 Donc: flA)={2}
3| Déterminons f(A):
sona: A={1:2}
Soit ¥ € E,ona: XEflA)e=flx) €A
e flx) €{1:2}
e fix)=1ou fix) =2
e=x=2oux=3oux=4
Donc: f1A) = {2:3:4)
eOna: A={3}
Sult:E.‘:‘,onat.tE};!.-U&——-Jf.t]e A
= flx) € {3}
e flx)=3
Pubsque ; (Vx & E); fix) # 3 alors: fid)=¢
*Ona: A={4}
SoitxeEF,ona: xEflA) ess flx)EA
s flx) € {4)

o flv) =4

e x|
Bonc: fiA)={1}
fvreR). flx) = x
HDéterminons f(A):
*Ona: 4={- Log1} et fi=1)=f1)=1let fi0)=0
Bonic: £(4) = {0:1)
*Ona; =[-33]
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Soit x€R,ona:x€Ae=—3=x=3
.:-05):’59
mﬂx)e[!];ﬂ

Dunc:ﬂA]=[0:?1

2) Déterminons f(A):

«ona: A={1}

Soit xe B,ona: xEflA)e=fl) €A
e=flx)=1
==l
=x=loux=—1

Donc: fiA) ={-1:1}

«Ona: A=[1:2] ;

soit xER,0na: xEf(A) e flx) € A
—1<flx) <2
L B
=1<|x]</2
—=—y2<x<-loul Sx<42

ponc: fA)=[~v2: - 1]ul1:y2]

=0Ona: A=[-1;0

SuithR.una:.rEi[Ah:ﬂ.ﬂE.—\
=1=flx)<0
=—-1=x <0

Cette derniére proposition est impossible, donc: f(A) = ¢.

(vxelh+x[): fixi=x"+2

1) Montrons que : f1[0; + =) =[2: + [

soit xe[0:+ x|, ona: x> 0=x>0
=x+222

=flx)e[2:+ x|
Donc: fl0: + ) cl2: + [ (1)
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wpmnement:sdt ye[2:+ ], existe-tiil x & [0; + o[ tel que:
=y
g::ﬂﬂ=,"'="‘:+z=-"
=mxi=y—2
mx=yy-20ux=—/y-2
pussque’s ¥ y—2 =0 alors I'bquation f(x) = y admet une solution unique
_‘d.m|u-_+=:[,dorlc: ve flo:+x[).
doi: [+l 0+ ] (2)
De (1) et (2), on déduit que : f([0: + o) = [2: + |
2 Montrons que : f[6,11]) = [2:3]
sot xe[0:+ ol ona: x e f((6:11]) e= flx) €[6:11]
=6Sx+2<11
. =4=x=9
: —2<|x]<3
=2=x=3(car x=0)

Donc: A[6.11]) =[2:3]

¥xeR): fix) =x'— 2x
1/ Montrons que : fIR)=[-1: + x|
SotxeR,ona: fix)=x'-2w=(x—1V—1
Puisque: (Vx e R);(x— 1) = 0 cest-a-dire: (vx e B):(x—1F—12—1
dlors: (vx e R); flx) =— |
Ponc: fIR) [~ 1:+ ac| (1)
*Montrons que : [~ 1; + | /(%)
Soit y €[~ 1:+ o[, existe-tiil v € R tel que: flx) =y
Ona: fl)=yes(x=1F—1=y
=(x—1V=y+1
eslx=1|=/y+1
eax—1 =,,',\- Floux—1=—y/y+1
x=yy+rl+loux=—yy+1+1
Nﬂtréquaﬁon fix) = y admet au moins une solution dans X,
Bonc: (vy & [~ 1; + o[ ki(3x € R)/f(x) = v signifieque: [~ 1; + <[ € fIR) (2)

Les applications . 131



De (1) et (2), on déduit que : fIR)=[-1:+ =]
2) * Déterminons f({0:3}):

Soit xe B,ona: xEﬁ{U:B}lmﬂ‘\‘]E {0;3}
e flx}=0ou flx)=3
=(xr¥-2x=0)ou (¥ -2y =17)
s=lx=0oux=2)oulx'~22-3=y
. -=(x=0mx=2}ou(;:-—1(",1:3!
Donc: f({0:3}) = {=1:0;2;3}
= Déterminons }I[Z:SII:
Soit x € R, ona: x & fl[2;5]) = fix) €[2:5]
=2=x—-2x<S$
= Résolvons I'inéquation : &' — 2x = 2
On résout 'équation: ©' = 2x—2=0
Son discriminant A est 12; ses solutions sont = x, = 1-V3etzi=1+,3
Donc: ¥~ 22— 22 0emx e ool —3]Ull +V3: + x|
Dot s § = Jss:1 - 3]l +3; + |
* Résolvons I'inéquation : 1" — 2v < §
On résout l'équation: x' = 2x—=5=10
Son discriminant A est:24; ses solutionssont: x. = | —y6 et x. = 1 +,6
Donc: v~ 2~ 35 < O emx el —y6:1 +6]
Do 5:=[1-y6:1+6]
Par suite : x & f([2:5]) e ¥ — 25220 8t ¥~ 2 -5 <0
=X E5MNS:
=xell= Vet -G lult+ /30 + /6]
Finalement : f([2;5])=[1-y6:1-y3|ull +/3:1 + 6]
(vxeR): fix)=¥+3
1) Montrans que : fIR)=[2; + [
Soit rER,0na: v'>0nyis gy
=y 422

= fla) a2+ xl
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s ﬂg)c[z + ol (1)
ve: |2+ | C/(R)
;uv E |’ N ,,.,[ I'équation f(x) =y admet-elle des solutions dans K7
= - = ¥
a fi) =y Vv b
5 =rtd=y
=X '-.\‘ —4
=¥ -4 0ux ==yy -4
ponc [éguation fix) = ¥ admet au moins une solution dans ¥ d'ol :
vefIR), ainsi: [2:+ o] ©AIR) (2)
sarsuite de (1) et (2), on déduit que : fiR) =2+
speterminons f([245;+ ce[):
st s B, ona: xe fl[2V5: + ml) = flx) €245 +
e flx) =245
= \'x‘ +4= 2\"5
e=x+4220
e=x =16
eax>24do0ux=—4

e X € |mooi =4 ]ul4: + |

Donc : J‘:'ilv"s_:+-n|l= Joo; = AUl + |

ULes applications f et g ont le méme ensemble de départ qui est

}"ggl etle méme ensemble d'arrivée qui est 2, reste 3 vérifier siona:
(wxe I"":’.r':g'l}iﬂ!l = gx)

s'““"-'i‘g:gl.ona:

fin=Sinxt @ _ 0+ sina)(l—siny) _ 1-sin'y cos't

b cosxll = sinx) cosxll — siny)  cosall — sinx)
= CosY
1= sinx = 8}

:m vxe |18 s = g
"""'Hﬂpllcaﬁnns [ et g sont égales.
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2) Les applications | et g ontle méme ensemble de départ quj est
J0:1] et le méme ensemble darrivée qui est R, reste a vérifier sj op a:
(vxe]o1]): fix) = glx).

Soit x e J0:1], ona:

R (= _A)( |+x+\'1;‘
J= ;\l\l+r+\|—1) "
T L o W 2
T i x+i—x)  V1tx+Vl-x &)

Donc: (¥x e |0;1]); fix) = g(x)

Dol : les applications [ et g sont égales.

|Exercicel ]

1)Montrons que: A € 8 =fl,-1.1 c f(B)

On suppose que : A C # et on montre que : J"M.} C _:’I(E)

Soit x un élément de £ tel que: x € f(A)

Ona:x Efltpn w fix) E A

Puisque: A C Bet fix) € Aalors: fix) € B signifie que: x € f(8)

Donc:(vx € Ekx € fliA} = x € f(B)yd'ol : f[rH C le:

2) Montrons que : fl.-\ UB) = flA) U fB)

Soit x un élémentde £,ona:x ¢ fi.-t UB) e flx) € AUB
= flx) € Aou fix) € B
e x € flA) oux € f(#)
= x € flA) US(B)

Donc: (vx € Eklx € flAUB) e x & flA U B, dod -

SUAUB = f(A) U fiB)

3) Montrons que : (4 1 B) = f(A) 1 f(B)

Soit x un élémentde £, ona:x e fANE) e fx) € ANA

e= fix) € Aet flx) € B
e x & f(A) et x € f(H)
%) . ; x € flA) N fiB)
Donc: (vx € Elx € fIANE) eu y e SN fiB))

Diois: fIANB) = fiA) i fiB),
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que:ACB= JIA) © fiB)

fMortrens
A € /i et on montre que : [(A) © f(8)

onsuppose aue :
g y un élément de £ tel que: y € (A)

ona:y € f(A) o= (3x € Ay = flx)
P A ¢ petx € Aalors: x € H,donc: f(x) & f(R), cest-a-dire: y € f(B)
pol: (¥ € Fry € flA) = v € f(B) par suite : f(A) C f(B)
Fnalement : Ac B = fiA) C fB)
1) Montrons que : /(A L H) = f(A) ufim
wOna A C AuBet B ¢ AU A, doncd'aprés la question précédente :
b € fiay B et fil) © flAUB)d'ol: fA)US(B) C flAUB) (1)
wioit v un élément de F telque: vy € fAU )
Onazy € fIAUB) e (Ix € AUB)y = flx)
Montrons que : ¥ € f(A)ou ¥ € f(B)
lecasoll v € fid)ou ¥y € f(B) alors y £ fi{A) U f(B)
Supposons que 1 ¥ @ f(A), cest-a-dire : (vz € Aky # f(2)
Ona:y=flx) donc:x & A
Dol:x e AUBetx ¢ Asignifieque: x € B c'est-a-dire: f(x) & f(8) donc:
YEfIH) D'oli: ¥y € f(A) U f(B) par suite :
Deméme si y & fTA); on montre de la méme maniére que ¥y € flA)
doly € f(A) u sl
MY E Py € IAUB) = v € f(A)USR) Ainsiz SIAUB) © fA)UFB) (2)
Bonc de (1) et (2), on déduit que : (A U B) = FIA) U f(B)
I Montrons que : (A 1 B) ¢ £(A) 1 /()
MaiAnBcaetang c B, donc d'aprés la premiére question, on a :
:;‘:q:-‘” CfA) et f(ANR) c f(B).Donc: fANB) C f(A)NS(B)
ntrans que: f(A) — fiB) C f(A - B)
*Sait 3 un Elément de / tel que: v & f(A) — /()
?;:a-"‘f': JA) - f(B) e y € fiA et y & [(B)
PYESIA) e (3x € A)ly = flx)
U:y=flx) ety ¢ (i) alors: x ¢ B donc:(3x € A~ Bliy=flx)

A—B=A\B
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Cesta-dires y € fid — B dou: ¥y € FEY €S = F(B) = y & yiy - )
Par suite: fl4) — f(B) c fid— B).

e Application Injective - Application surjective - Application biject;

Soit £ F — F une application.
a- [ estune application injective si et seulement si:
(v iex') € B (x#x = fla) # f1x)
ou: f estune applicabion injective si et seulement si :
(WinxIeE) : (flix)=flix )= x=x")
b- f est une application surjective si et seulement si ;
(vyeFliEve Bfy=flxou: IE)=F
© f estune application bijective si et seulement si : [ est injective et
surjective.
f est une application bijective si et seulement si:
(¥y € F): (3lx € E)iy= fix)
Remarque :
Toute application bijective admet une bijection réciproque notée f
¥ = (lﬂm1 J\ = (v}
x€E lv e F

et définie de F sur F telle que 7!
etona: [of = id, et fof ' = id,

Soit [ I'application définie par: £ [1:+ =| —[2; + ={
T—xr—=2x+3

1) Montrer que l'application f est injective.

2) Montrer que |‘application [ est surjective.

3) En deduire que I'application f est bijective et définir sa bijectVe
réciproque.

Sait f I’ i S & e
it f Vapplication définie par - FR—{=1}—&

243

RS2

1) Montrer que l'application [ estinjective,
2) Montrer que I'application [ n'est pas surjective,
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mwml'&pp“ﬁﬂon 1 définie par: fi[1: % s| — [~ 1; + x|

Xx—x—=2J/x

varifieraue s (v e [l + e|): fix)={/x =1V -1

gmntm que I'application [ est bijective et déterminer sa bijection
reciprogue.
on considére lapplication [ définie par : FR-{2} —R~{1}

st

Montrer que | est bijective et déterminer sa bijection réciprogue.

E;—m—ﬁ

1) Montrons que l'application [ est injective :
Sit a et b deux éléments de I'intervalle [1; + | tels que fla) = fib), mon-
tronsque: a = h.
Ona: fla)=flb)=a'—2a+3=b"-2b+3

= (a=1F+2=(b—1F+2

»la~1Y=(h-1F

|t = H=lb=1]|

mia=1=h~1(cara=letb21)

my=h
Done: Wia:h) e ([1: + [V fla)=fiB) s a=b
Dol f est une application injective
2 Montrons que l'application [ est surjective
%oty un élément de Vintervalle | 2; + |, montrons que I'équation fix) = y
met au moins une solution dans lintervalle |1; + x| .
Ona: fiy) =y -2y ti=y

e lx— |y =y-2

ws | x= ]| =y y=12

e x—]=/y—-2oux—|==yy—-1
Puisaye s /.
“Ue 'y ~2 > () alors: x = 1 +4y - 2 estune solution de

I
Covation f(x) ¥ qui appartient  I'intervalle [1; + «[, donc :
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(vyel2: + el ells+ oD fx) =y
Do [ estune application surjective.
3) Déduction : On a I'application f estalafois injective ot surje cive, b
elle est bijective et sa bijection réciprogue est Fapplication définje par .
02+ oo] —[15+ |
x— 1+y/x—2

1) Montrons que l'application [ estinjective :
Soit a et b deux éléments de 'ensemble R — {1} tels que : f(a) = fiby,
montrons que: a = b.
Ona: fla) = f(b)» 223 = 263
=(2a+3)b+1)=(a+1)26+3)
=2ab+2a+3b+3=2ab+3a+2b+3
=a=b
Donc: V{agb)e(R—{-1}V; fla)=flb) sa=b
D'od [ est une application injective.
2] Montrons que [ n'est pas surjective :
Clest-a-dire, montrons que : (3w € R)/(vx e R—{-1}): flx) # %
Méthode 1:
ona: oy - S} - L2
Puisque : WxER—{—]}):x+ 1 #0
Alors: (vxe R—{-1}); fi) £ 2
Donc 2 n'a pas d'antécédents par Fapplication .
D'ol: [ n'est pas surjective.
Méthode 2:
Cherchons un élément y, de R tel que 'équation f(x) = y n'a pas de solt-
tion dans R —{—1}.

1
+1

=2+
X

ﬁ):+3=x»+»
"'2{2—)5)‘;)\_3(.)
DQDC:S!'},:ZM[.}M:G=_I



et impossible donc I'équation f(x} = 2 n'a pas de solutions dans I'en-
enbe R-{-1}etpar conséquent 2 n'a pas d'antécédents par f.

yod / estpas surjective.
11 erlfions que : (vx e[l +ocl): fix) =(Vx=1r—1
ﬂxEli:*m[.ona f=x—20x=(VxV - 2J/x+1-1
=(yx—1y -1

ponc ¢ tvxe i+l O =(Vx—1)~1
3| Montrons que l‘application [ est bijective :
soit v un élément de l'intervalle | 1; + [, montrons que I'équation
flxd = v admet une solution unique dans l'intervalle [1: + =] .
oa: =y (x=1)-1=y

=fx—1Y=y+1

e |x—1]=y+1

=yx—1=yy+1louyx—1=—yy+1

ey =1+yy+1ouyr=1-yy+1
pusque L +yy+1=1et1—yy+1<lalors: x=(1+,y+1) etdonc
féquation f(x) = y admet une solution unique dans l'intervalle [1; + x| qui
st.x=(y/y+1+1), d'ols f estune application bijective de [1; + x| sur
[+ o],
*3abijection réciproque est définie par: '3[~ 1; + mo| — [1; +

oo (Yxt1 417

Montrons que I'application f est bijective :
sa? Y€ R—{1}, montrons que I¢quation /(x) = y admet une solution
Unigue dans l'intervalle B — {2}.

Ona: fix) =y e ft-é- =y

e=mxt ] =xy—2y
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SR .3
Deplusona:x—2=-'!_—1"3— =1

f Slfﬂab}s:x—zgnc‘estﬁa-dire: xER—{2}.

Danc I'équation f(x) = v admet une solution unique dans l'ensemble

RE—{2} quiest: x= —L-+—f d'oli : f est une application bijective g,

R-{2}sur R—-{1}.
= Sa bijection réciproque est définiepar: f "R — {1} — R — {2}
2x+ 1
X — .I:‘—]“

Soit f I'application définie de & dans R par: f(x) = % !
1) Résoudre dans B I'équation: f(x) = 0; [ est-elle injective?
2) Montrer que: (Vx € B) ; fix) 2—1; [ est-elle surjective?

[Euercice .}

On considére Iapplication : fR—{-1} - R

+

- e S
L e
1) Montrerque : (vxe B—{-1}) : fim <1
2) f est-elle surjective?

 Exercice . 15

On considére I'application : £[0: + x| - B

VX

x+1

1) Soit ¥ et ¥’ deux éléments de [0, + |;

Montrer quesi flx)=flx') alors x=x" ou ' = 1.

2) f est-elle injective?

On considére les ensembles A et & tels que - A =[0:2] et 8=[-35]-
1) Mantrer quesi:x € Aalors: (x' + 2r - 3) &

X

2) On considére lapplication: (4 . g

X x4 22— 3

Montrer gue / est bijective et déterminer sa bijection réciproque /-
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Vx=2
genterque: (ve €[0: #=l)i 1 < 5 <1
on considere fapplication : £[0: + =[ — [ 1:1
yx—2
x4 2

yetrer que Tapplication / est bijective et déterminer sa bijection réciprogue f'.

bl

X -

mpm-?'-p""
v+ | et

mmnmrqm.-si‘vr F alors : 3
1) On considére application: ;'a T ;
. 2x -l‘l

X = &
i) Montrer que |/ est bijective et déterminer sa bijection réciproque .

b) Déterminer ;f‘ 39 [|

On considére l'application: f[— 1: + af — [~ 1:+ «f
‘ x—x'4+ 2r
1) Montrer que f est un application injective.
2| Determiner |'image réciproque de ['intervalle [3: + | par I'application f.
3} Montrer que / est bijective et déterminer /' (x) pour tout x & |~ I: + .

On considére I'application ; £R — B
X=x'+x+2
Ya-Montrer que : (vx e B) 1 fi— 1 —x) = flx);
b-En déduire que l'app{i:amn | n'est pas injective.
2 Résoudre dans R I'équation ; fix) = - 1 et en déduire que f n'est pas
Surjective,
3 Montrer que : /(1) - |1 4 :\.I

(s,

On considare Fapplication : £[1; + «f = |2+ =

1
X

Mm""‘!"t f est une bijection et déterminer sa bijection réciproque.

X=X+
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On considére 'application : FRxRE-R
(x¥) == 26— ¥
1) Montrer que V'application f n'est pas injective.
2) a- Soit ¢ un nombre réel, vérifierque : flleN =1;
b- En déduire que I'application f est surjective,
3)a-Soit A ={1;— 2}, déterminer flAX A).

b- Déterminer I'ensemble A,

On considére I'application : £ — 1
ne—=n+(—1)

Montrer que I'application [ est injective.

On considére |'application : £I x M -1
(mp) — 2°.(1+ 2p)
Montrer que I'application f estinjective.

On consideére lapplication : £1N" — I
ne=n—n
1) Montrer que [ est injective.
2) a- Montrer que pour tout n de ", fin) est un nombre pair;
b- En déduire que I'application f n'est pas surjective.

On considére lapplication: R - B
x—=x'+x'+x
1) a- Montrer que: (¥(xy) € B ; x'+ (1 +y)x+ 1 +y+y' >0
b-En déduite_que I'application f est injective.
2) Déterminer f{[3; + x|}

1) Montrer que si x appartient 3 l'intervalle [2; + =[ alors : x4
appartient a l'intervalle [1; 2]
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dore l'application : £z 4 o] ~[1:2]

[ 1
‘_‘_xiv’x—d
x

fapplication f est bijective et déterminer sa bijection réciprogue.

ﬂmconsi

ontrer Que

mmmidéﬂ‘ fapplication: iR - R

xeex'— '~ 4
1) Déterminer fi{~4}), f est-elle une application injective?
2) Déterminer JUR), [ est-elle une application surjective?

on considére les applications [ et g définies par :
Hleal [+ ol etgld oof < [1:4 of
= l4+yx=1 X xi—2x+2
1) Déterminer les applications fog et gof . Que peut-on conclure?
1) Montrer que l'application [ est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

On considére les applications f et ¢ définiespar: f£; 4+ o - } =]
et o - 04 oof xen g

x
e ke

v X
1) Déterminer I'application fog.
2) Montrer que Fapplication f est bijective et déterminer sa bijection récproque.

On considére I'application : Flii + o - i3]
xee fx+2-Jx-1
Y Montrer que I'application / est injective.
AMontrer que : 1([1; + o) = piy/3]
3 En déduire que f est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

Eetp deux ensembles non vides et [ une application de £ dans F.
A : 5 e :
stune partie de et 1 est une partie de F.

3 i
IMontrer que : f{ /() - 1 1 js
Montrer que 41 J®) = fn B
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Soit E et F deux ensembles non vides.

On considére les applications suvantes: fE - FetgF . p telles que - A
1) Montrer que I'application f est surjective, =i,
2) Montrer que : (gof J(E)=gl(F).

Soit [ une application de F dans F.
1) Montrerque : (VB & AFLA B ¢ B
2] Montrer que: [ est surjective si et seulement si:(vp = AEA fimy) - 5

Soit [ une application de £ dans F.
1) Montrer que: {¥A € JIE)LA © 1 f(A))
2) Montrer que - f est injective si et seulement si : (w4 A 1A)) = 4

On considére I'application : £V =N . I
Ey)—=x+y)i+y
Montrer que 'application / est injective,

e solutions AN
Yy

1) * Résolvons dans ® |'équation flx) = 0:
Soit xER,ona: flx)=0 e X = II =10
x4

e x' = | =

=x=loug=—]
Donc: §={-1:1}
*Ona: AI)=fl~1)="0et1 £— 1, donc [ n'estpas injective.
2} Montrons que : (vx & B) L fix) ==

Soit vER, ona: fixp+ | =2 : el |‘I +1 _ 2% :
Pea oF i .
Puisque: 2v- = et ¥+ 13 0 alors - 2% [z 0, Cest-3-dire: [+ 129
L R
Donc:(¥aeRi; firyz—)
*Ona:{vxe R : fix) 21 donc LRI [t =

Dot :(yeR) 1 flx)¢—2 (-2 par exemple)
Ainsi le nombre -2 n'a pas d'antécédents par I'application f et par suite /
nest pas surjective
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“mﬂmnsque:fvu—' B-{-1h: f<1
ity un élément de l'ensemble 2 ~{-1},ona:

T i TR S M L
= 1= 3T+ x'+2x+1] P+ X+ &+IP
=1 lors: flx)—1 < 0, c'est-a-dire : <
pisaue s 75y <0 @ N flx) <1

m:l“xeﬁ-{' 1 fi<

3 [ estelle surjective?

opa:lvxER-{—”] s f< donc: AR-{-1Hc ||
M:ivlek-l‘-lh : fix) # 2 (2 par exemple)

Dol 2 n'a pas d'antécédents par I'application f et par suite I'application f
nest pas surjective.

1) Soit x et x' deux éléments de [0; + <[, tels que : fix) = f(x"), et mon-
tronsque: x =x" ou xx = 1.

ona: i) =)= ¥ = f’:l
=+ IWx—(x+ V' =0
sxVx—x'x' —tx —vxy=0
By Wy —vx) = =vx)=0
s (VX =V =1 =0
wyX =vax=00u,/x'-1=0
+ VX =X ouy A 1
ox' =rouax'=|

0one: flx) = fix) = (5= ¥ 6U £ = 1)

1) [ estelle injective?

Onprend x = 4 et v - ;.on a:fid) ;'et fl L: 1 { cestadire:

5

"”‘f—ﬂ'iLelnna:-l ¢ i

Danc / nest pas injective.

= A, montrons que: (v’ + 2v- 31 € 0
nao <y s s 4et0 S 2w <4

e B
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Donc:=3 < x'+ 2x— 3 < §,cestadire: (x'+ 2x—3) e g
2) Montrons que f est bijective :
soit v € B, montrons que 'équation f(x) =y admet une solution unique
dans A.
Ona: fixl=yesx’+ i =3=y
=+ i+ l=y+4
es (x+ 1V=y+ 4
=|x+ll=/y+4
- X == I+..)'--inu,r=— 1- '_\-+ 4
Ona:-1-,/y-4<0
et-3<y<Sem | <y+4<9

Vv

es ]S fy+4=3
em0S-1+y+rd =2
Donc I'égquation f(x) = v admet une solution unique dans A qui est:
1+ fy+d
D'oit: (¥y € B).(3lx € A)/fix) = ¥
Par suite f est bijective de A sur 8.
Ona: fixl=y = f¥)=x
= fiy==1 +"_\-+ 4
Donc la bijection réciproque ' de f est définie par:
f:B - A

x=-—=l+ix+4

[Exercice_ 3

o) § -3
1) Vérifions que : (vx e [0+ =) ; —1 22X "= <
vx+2
Soitse[bi+ x| ona: X2 _Jx-24,/x+2_ 2u
JXx¥2 yx+2 Jx+2
b bl
: Y —3 yx=2=(
Puisque: =*%_ = Dalors: * 5= = 4 | > 0 cest-a-dire:~ 1 < + :{
JX4+2 vx+12 v X
x— 2 -2
Btopa:ti—=_j-vX-2-J/x-2_ -4
vx+2 T+ 2 yx 42
<1(2)

Puisque : = <0alars; 2=
X+ 2 X3

talba

~ 1 <0 cest-a-dire: Y2~
vE+
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s g)et(2)ondeéduitque: — 1 < '{,:_:: 24

-2
N R '%Ti"
1 Montrons que f* est bijective :

soit y un élément de I'intervalle [~ 1: 1|, montrons que I'équation fix) = y
smet une solution unique dans l'intervalle [05 + ol

) = lr-‘T.z.=
mivml—yw/;+2 »
e fx—2=y(/x+2)
s (X (1= ) =2y+ 2
P el ?.Iy+y2

zf_*f fcar ((vy € 110 s 2(}£2) = o

Donc léquation f(x) = y admet une solution unigue dans l'intervalle
+ ol quiesta 2 2)

[ wlqunes':.{]_ y]

Dob: (vy € [ 1;1]), (Atx € [0; + o) iflx) = ¥

Parsuite [ est bijective de [0; + aof sur [~ 1:1].

-y X=

HON: fla) = y s fii3) = x

s () = ",*_*)2
Donc ; fu]— L[ [0 4 oo
22+ 2)
I-x

e

) |
]Smef-‘ montrons que : 2:_+ Le £ ob B= P+
n“*l”l' i lr+|-2u4 5

Py x—2
€1 X> 2 alors x - 2>ildonl: 5,;0
Doy, 2 4 4
y x-2 ~ 220, parsuite 2¥ ’2' > 2 signifie que :
M
ontrons que f est bijectlue.
Styep

1r+l cE

+Montrons que I'équation f(x) = ¥ admet une solution unique
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dans E.

Ona: fl=y e 2 1oy
ﬁl\'?l= —3.\'
= xy—=2=2y+1

2\'1'1

= X=

Y=
Puisque : v & F alors: ‘-;f-f-zl €F
Done 'équation f(x) = ¥ admet une solution unique dans » quiest: 2+
Dlol: (¥y € £).(3x € E)fflx) = ¥ .
Par suite [ est bijective de F sur [,

Etona: fix)=ye= fiyi=x

= f{y)= 2V+1|
Donc: f “F « E {Remarguer que: ' = f)
x+1
-l

b- Déterminons jﬂlz;o I‘:
Soit x un élément de l'intervalle [2: + x|, ona:

. i 4
rEfMl59 =< flxr sy
9.
a;s;‘_‘geo
T 241
":-‘,:'je't“;‘_*.lfq
Eton va ] o 2x4 ] = 5
Vs S T = - S g 2earx—2>0)

-a\‘.—l?-

S S92t | S9r- 18 (arx—2>0)

19

= 5Ly
Donc: A = ﬂ‘:gb e 1,? zg< b
il 3

b 1916

<o)

o1} [24]



| Mantrons que [ estune application injective:
wtxety deux dléments de [ 1: + =[ tels que: flx)=f(y)
gma: fl0 =) = &' F 2= yTH 2y
wmxi+2x+ =yt 2yt
alet 1P =+1)
x4l vl
psquei v = — lety=— lalorsix4 L2 Dety+ 1 20
Donc: flx) = fly) = x4 L=y |
“w X=Yy
oo s (vinyd @ (= 1+ =[) ) & fix) = fly) = x =y, par suite [ est injective..
10éterminons S([3: + af):
st ve[-Li+ol,onatx € fl%+ xf) e x 2 - Lot fix) & [+ =
e X 2=-letyis x=320
s x> letly— x4+ 3) =0
2= letlxs—3oux21)
= € (1 + =
Danc : ﬂl3:+ =|)=[1: + =]
#IMontrons que | est bijective ;
30t v un élément de Iintervalle |- 1: + ~[, montrans que I'équation
Jix1 =y admet une solution unique dans l'intervalle | S
003: f1) = y om 174 2y = y
=Xt et l=y+ |
= x4+ 1V=yv+1

=ix+ =yl

= x=—+yvs loux==1=Jr+1l

: ‘ ‘
:W"“‘| “y¥+1=-let-1+ y+ | =~ |alors/'équation
1= ¥ admet une solution unique dans Fintervalle |- 1; + ~| quiest :

‘I’.}tt_

vy e - 14 alki@w e [ 1+ <o =y
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Etona: f(£) =y e [ ) =x
s ) == 1+ [y+1
Dot f -1+ o] - [-1i+ =]

xe=ladxtl
1) a-Montrons que : (Vx € R) 3 fl-=1-x) =f(x) ol flx)= x4 x4
Soit x€ R,ona:
f-1=2)=(-1-xf+(-1-x)+2=x+2x+1-x—1+2 =Xt xb2e gy
Donc:(vxeR) ; fli— 1 —x)=Jlx)
b) Déduction :
Pour x = 0, on a d'aprés la question précédente f{—1) = f(0) et —1 ¢ ¢,
donc S nest pas injective.

2) = Résol dans B I'équation : f(x) =-
Soit x un nombre réel, ona: ﬁx}=~i eaxitxt2= '_]‘
ees x* tx+§ =—3
(s3] =
Puisque I'équation : [x + ,},i - — 2 nadmet pas de solutions dans R, alors

I'équation : fix)= - _‘1 n‘admet pas de solutions dans &, donc: § = 4
* Déduction :

Ona:(¥xeR) : flx) # —_t‘ donc le nombre - 1 n'a pas d'antécédents par
Fapplication f.

Dol I'application [ n'est pas surjective.
3) Montrons que : f(R) = r: + u:]

= Soit x un nombre réel, on a:

R =x+x+2= {x+2} 4.3 (,+ 7

é ta
Puisque : (x + 2} = Oalors:[x + 2) 4§ = | cestadire: 17§
donc: 10 € [T + |

Dob:(VxeR) ; f{.ﬂEH; i ml par suite : [(R) H‘ 4 m[
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+ Montrons que: [} + ml cf(R)

it yun ¢lément de I:’E' + ml. montrons que : y & f(#)

ma:yE!tR]-{ixER}.fy:j(x]
by, SRR A i'équati:)n Jfix) = y admet au moins une solution dans .
ona:y=[x) e l.\.’+ %) + : =y
e v+ i],= e I
mx=—£+.lr-.3 oux=— i_‘-?_:

ponc: (vye| i+ uul).ta:e Rify = f(x) dois: l;’-; +¢e[CﬂR]

Parsuite: f(R) -;mel_

*Montrons que |'application [ est bijective:
Soit y un élément de l'intervalle [2: + [, montrons que I'équation
Jix) =y admet une solution unique dans I'intervalle [I1: + =[.
Ona: ﬂx}=ye=.ox+-_|i =y
= -xp+1=0

o= %") ~dr+1=0

Ona: -?*\-’.__\_"—4 e

¢ 2
I - + wi=q
’un’que.,\. = 2 (cCest-ddire : y — 2 = () alors 3 3
ﬂom;"",‘y:_ : Sy
D3utre pary P ek i () 3_1‘_‘___ i
f : 2 l ;

feary 49 s
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e
nguug:y'-lbﬂainrs‘ R
1

vestadire: T2 Y =2

— <)
4

Donc 'équation f{x) = v admet une solution unique dans lintervale
+ /-4

[1: + | quiest: A 3

Dob: (v € [2+ x[L{3x € [l + x|} /f(x) = ¥ signifie que f est une apyi.

eation hijective de [1: + xf sur[2i + =[.

o Puisque ; flx) = y e= [y} = x _
e piy =T v; —~A

Alors: [ F I R | P |

x+xi—4
X - 3

1) Montrons que I'application f n'est pas injective

Ona: fl(0:0))=0et f1(1;2)) =0 donc: f0;0)) = f1L1:21)
mais (0;0) # (1:2) d'olt f n'est pas injective,

2} a- Vérifions que : flirr)) =1

SoitteR

Ona: flle))=u—1=1

b- Déduction :

Montrons que : (Yz & R)L(3(xy) & R fllxy) ==

Soit z un nombre réel, on prend : (x:4) = (z:2)

Donc: fllxy))=filzz)) ==
Donc l'application  est surjective.

3] a- Déterminons flTA X A):

Ona: A¥A= {11k~ 20(- 210t- 2. - 2)}

puisque: ML= 1; flll:-2))=4; fi(-2:1))=—5 et

Al-2-2)=-2
alors: flAxA)={1:4;-5; -2}
b- Déterminons f({1}) :
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st (y) un dlément de B', ona: vy € A o= ey = 1
- 2= y=1]

= y= 2r= |

gone: {1} = {2 Dix e R}

femarque : Soit 71 un entier naturel.
W8 pestpairalors: fln) =n+ 1 donc: f(n) estimpair.
5 i estimpair alors: f(n) =n — | donc: fin) est pair.
done n et fln) n'ont pas la méme parité.
Montrans que l'application [ est injective.
Soit m et n deux éléments de [ tels que : f{m) = fin)
Ona: [im) = fin) donc : flm) et fin) ontla méme parité,
Dot :si fim) = fn) alors m et n ont la méme parité (d'aprés la remargue
pracédente),
ONas fin) = fm) = p4 (= 1" =m+ ()"
ma=m=1=1y={=1)
*Sim et n sont pairsalors : (— )" —(—1) =0 donc: m = n.
*5im et n sont impairs alors : (— 11" —(~ 17 = 0 donc: m = n.
Dol: fin)= fim) == n—m=0
» n=m

Parsuite : (V(nm) e N1 ¢ fin) = fim) = n=m, ainsl [ estinjective.

gy

l"k."lln:msquel'as'.m;}lll:atmn f est injective
Soit (11, et {mig) deux éléments de I % N tels que : fT(n:p)) = flmeg))
Montrans que : (mp) = (myq)
Ona: [t SCmqhi = 20 (2p+ 1) =2%(2q+ 1)
*SUpposONs que ¢ 1 > it (Cest-d-dire - m e )
::‘=1"-‘.-u D= 2524 1) eme 2 =024 D= 24 1

SQUE: 24+ | st un nambre impair alors : 2° *(2p + 1) est aussiun
"ombre impair, co qui est impossible car 2* * est pair dong: 2° " (2p+ 1)
“Staussi pair,
Bonc: <y (1)

.5
YPROsOns que ; i < (c'ost-a-dire nm e N)
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Onai2t(2p+ N=27(2+ D= 2720+ )= 2p 4 |

pulsque : 2p+ 1 estun nombre impair alors : 2° (2 + 1) est -
bre impair, ce qui est impossible. -
Donc: n=m (2)

d'ots de (1) et (2), on en déduit que : m = n

. =2= (2
parsuite: |2 P VS22 95 11 =254
n=m
=p=yq

Donc: n=m et p=q cest-a-dire: (n:p)=(mq).
d'ot (V((n,p) € W) ¥lm.g) € M) fAln:p)) = Almig)) = (mip) = (mig)
par suite [ estinjective

1) Montrons que I'application [ est injective :
Soit m et n deux éléments de 1" tels que : fin) = flm).
Ona: fiml=flml=n'-n=m'-m
2n'=mi=(n—m)=0
s{n=miin*+nm+m’)—(n=m)=0
= (n=m)(n*+am+m'—1)=0
=n—m=0oun‘+nmm+m—1=0
Puisque:n = letm = lalors:n’' + wm + m* = 3 cest-d-dire :
m+mm+mt=1 22
donc:n’ + nm+m" — 1 # 0
D'ol: f(n) = fim) = n=m
Par suite : (¥{mm € (N : fln=flm)=n=m
Par conséquent, f estinjective,
2) a- Montrons que f(n) est pair pour tout ne N :
Solt ne N, ona: fin)=nln'=1)=nln—1n+1)
= 5i n est pairalors : nln’ = 1) est un nombre pair,
c'est-a-dire : fin) est un nombre pair.
» Si n estimpairalors: i+ | est un nombre pair.
donc: nin+ 1)(n~ 1) est un nombre pair, c'est-a-dire f(n) estun s
pair.
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s fln) estun nombre pair pour tout n & N°.
) Déduction :

pourtout n € N, ona: [f(n) est un nombre pair.
gonc: (vn€ N3 flm) 41
Dot 1n'a pas d'antécédents par l'application [, par suite f n'est pas sur-

Jective.
tja-Montrons que : (V(xiy) € B) ; 2+ (1 +ylx+ 14y +y >0
Sait & et v deux nombres réels, ona:

b H 1
eettene=(en 52) - (152 < e+ 152 Jos e
Ponc:x’+ (L+¥x+ 1+ y+ 5= (x-l- I_;y}"'_ _ltljy-' +2y+3)
Puisque fe discriminant du trindme 3y + 2y + 3 est le nombre: A = 32
hhrs:!)"'+2y+3>ﬂdonc:(x+ 1-;-}’) + i:.\yw Iy + ¥') >0
sgnifieque: (V(xy) ERY) ; X'+ (1 +ylx+1+y+y' >0
b- Déduction :

Soit x et y deux nombres réels tels que : flx) = f1v),

Montrons que x=y

Onac fix)=fly) mx' 4 x' bx =yt vty
ax!—yltxt=y'tx—y=0
= X=»ix' txpty)+ix=yilxry)tix=yI=0
= =y (x*+xy+ " Hxhy+1)=0
2 (=P x4 Dy el =0

donc:: f(x) I ex—y=0oux +x(p+ 1)+ +y+1=0

Puisque ; ' Faly+ 1) 4y 4+ v+ 1> 0 cesta-dire :

F4il+ vy Lt gy 0

Nors: i) fy) = x = yidonc: (Vi ERY) ¢ )= ) wx=y

1]

U f est une application Injective.
I Déterminons /([3; 4 af):

Soi
% un nombre réel, ona:
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x e f{[3:+ ) e sty € [3: 4 ]
—flx} =3
= flx) = f11)
waflxl— A1) 20
- it xtbx— == =0
= X 14— "+ x=]1=0
s fx= I Hx'+2x+3) =0
sax=120
S N |
-—-_\r;ll;o -;J.

Miﬂh:"-‘hll—']l:- |

1) Seit x un élément de Iintervalle [ 2. + «f.

Mommque.—“-:"“- [1:2]

Ona:Stlx—4 _ o T, [T |
X L 1 V x

P&ﬂ!que:‘l—:';‘)_oalurs'.lu.l— 3 = ldonc; ¥4 /x4

x =1y
Etona:| - :_. c:dnnr.:. 1 - ‘4' < | c'est-a-dire : | + 1= ;" <2
d’au':-_"‘!‘.-“"“’.-:z{z]
Parsute, de (1) et (2Jona:1 = Y+ X =4 _,

~ 2
2) Montrons que f est bijective sona: g1y)= ¥ Vx'—4

Soit y un élément de I'intervalle [1:2[, montrons que 'équation fix) =
admet une solution unique dans l'intervalle [2: + [,

-

Onas[)=y e Ta Jhiz oy =y
k. & . -
'.I e g 1
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fy2=-1 2=
Etona: =2 __ <p
V¥2 =y
2 2=
X2 —y) ? S 32—
_ )
 erral i
Puisque:" 2=V > oalons:

- e
,-?2 -y /32 =2
Done I'équation f(x) = ¥ admet une solution unigue dans lintervalle
N 2
L+ L
|2 + | qui est T
Dol (vy & [1:2])(3x & [2: ¢ =[}/ftx) = y, par suite f estune bijection
de lintervalle [2; + | sur intervalle [1:2].
Etona: fix)= y &= [ iyl =x
Xy) = _.2,_._

b WETFECE )]

Donc: f:[1:2] - 2+ =

X -

1) Déterminons fi—a1):
Soit x un nombre réel, ona:x & fI{—4}) o= flxi=- 4
L L ]

o= x'— Ari={}

——
J (2 — x}

s g x? - 3)=0
e x's0oUsi=73
e x=lOour=,3oux=—3
1 = X € {0:. - .‘}
ponc: fi{-4}) = {o./ 3~ 3}
wOna: fl0) =—4 et f(,3) =— 4 donc: fil) = f(3)
Mais 0 # /3 done l'application / n'est pas injective.
2) Déterminons (i)
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Soit x un nombre réel, ona:
ﬂ:]—x‘—jx--t (x-"") 4=(: ‘1]__

Puisque : ||l,1.': E f' = Dalors: (x’ B ;) - zf = %5

Cesta-dire s f(x) = — 2 donc: flx) € l~ 25+

D'ob: (VxeR) : f(x)el—z;f-':**ml signlﬁeque:ﬂk)cl—%‘s.”ml (1)
= Montrons que : | - 3: + :vl cfiR)

Soit ¥ un nombre réel de l'intervalle I"ZTS‘. + ml » montrons que |'éguation
flx)= y admet au moins une solution dans R.
Ona:y=_,f(1-]¢=»1_r:—-3’ —25 =9

= {x‘ - } =y+ 35-
-3 fay + 25
=l f=d 25
Sl Wr—s
I ;43_1- 25 o= 3 g_‘?‘*
: 3+ /4y +25
Puisque : Bt "2" = S >0 alors Péquation : x* = — Vz"!
| fa% fay+ 25
admet deux solutions distinctes dans R quisent: /- 2
I3+ Jav+ 25

5
Donc : [Vyr: |—245;* ::I}.{it & Riifix) = y signifie que : |-24 e "‘-‘ cima

Dol de (1) et (2), on déduit que : f(R) = |— 245— + u;[

1) = Déterminons fog et gof :
Soit x un élément de lintervalle [1; + =,
Oona:tfog)ix) = figixh)

=14 Jelx) = 1= 14 [xi=2x 41

=V J= 10 = 142~ =1 x~1=X
Donc: (fog)lx) = x pour tout x de I'intervalle [1; + =|.
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(gaN () = k)

fond = () = 2(0) 42

(4 /x=D =204 /x=T)+2

| e A [T (R SR o e

ponc: (gof)(x) = x pour tout x de I'intervalle [1; + «[.
parsulte s fog[1: 4+ ml — [+ et pof{ls + =] =1+ oo
X x X oo X
+ Déduction ; fog = gof = idy.
1) Montrons que I'application [ est bijective :
%ait y un nombre réel de l'intervalle [1; + [, montrons que I'équation
/ix) = y admet une solution unique dans l'intervalle [I; + =|.
Ona:y=flx) e | + Sx=T=y
x—1=y—1
—x—-l=(- 1)
ex=yl— 2y 4+ 2
e=x=(y— 1)+ 1
Puisque:(y — 1)7 + 1 = 1 alors 'équation f(x) = ¥ admet une solu-
Bion unique dans I'intervalle [1; + [ quiest: g(y) =y~ 2y + 2, donc:
e [+ )3t €[5+ [ )iftx) = v signifie que lapplication f est
bijective, :
BONa:y = f(x) o [ Yy) = &
- ) =yt = 2y 2
Done: £ 501 4 oef o {14 x|
Xenigh=2¢ 4 2

PRemarquer que 7' = 2)

]Ntuﬂ'ﬁl’lons S .
S

" X un élément de Fintervalle J: + [, ona
Lo L TR (N (S () o

(3 Lx))’ 1
x

nﬂm (og)ix) = 1~ x pour tout x del'intervalle b + x|,
!ﬂxkr”q B e[
Rl =%
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2) Montrons que [ est une application bijective :
Soit ¥ un nombre réel de l'intervalle |- «: I, montrons que I'équatiy
n

Jix) = y admet une solution unique dans l'intervalle }).

r-.-,l_
Ona:iy= fix) es y= 1~ xl

PR |
A
o = s Ol o b
Ji= Jyli=2
Puisque : ﬁ'l_ »0et {—1_- <0 alors I'équation fix) = v admet une
vi=y ¥

v

solution unique dans l'intervalle : + x| quiest:

Etona:y=flx) = [ =x 4
e iy = =
Ji=13
Donc: f i bl — P+ x|
1
et -

1) Montrons gue [ est une application injective:

Soit ¥ et y deux éléments de Fintervalle [1: + =[ tels que: J(x)=/U]
Montrons que @ x = ¥
Ona: flx)=fiy) svx+2=vx—1={y+2-
avxt2—=yyt2=vx—1—yy-I
=Y. X=X
" X ;
VX2 4y yt2
|

Ve+24/y+2 vx=1

va=l+yy=|
I
» (x—¥) 3

\
Pulsque: y+ 25y — | = Detx+ 23x— | > Dalors: x* =

=]

5 q X

et y+2>/y-l.donciyx+ 2

est-a-dire: )
x

],tl
L L
Jx+ 2 el Sx=d+fy=1

2afx =1+ ¢S
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w,x-yﬂ]alnsl: x=y

psite: (¥(xiy) €1+ )5 00 = f(3) = x =y . Donc: 1 estinjective.

. montrons que : f([1: + wf) = piv3]

soit x un elément de l'intervalle [t + =,

Wad2)-(a—nr_ 3
Vax+2+4/x-1 Jx+2+/x—1

pnat flx) =y X+ 2- |'(-\‘ 1=

pusque:x > lalors:ix— L= ODetx+ 2= 3donc:/x~ 120

wiri2 Aol /x 2+ x=12/3
1 1 . 3 3
rig &~y = . c'est-a-dire : - < =
e ey ey e rrzevdx—1_ 43
Donc: fix)=v3
ftona: - 3 >0,donc: flx)>0dob:0<flx) =43

Arr24dx—1
prsute: (vx € [1: 4+ oof) ; f00) € i3 |signifieque: f([1: + ~[) ¢ b 3]
*Soit ¥ un élément de l'intervalle ;. 3
Montrons que : (3x & [1: + x[)/y = flx)
Onaiy=fix) e y= x4 2=Jx—1
i

O 7 EE S T gy (P SO —
e+ d+dx=1

[ T l=‘1

¥
. Xk 2=yjx=]=y
ML.‘fjl'x;.... : B )
VE+ 24 ==
x=1 v
2/x+2 -\'&"\
f 4 ¥
-.h-l-.\_ L]

x= 1= 1 : )
- \::[\’1-;.’, .'l
K=i!_§'|}gf-2'
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Donc: y = flx) e= x:II + 3[% _"_]'

Puisque: | + iﬁ_ 4}!‘ = Lalors: (3x € [1: 4 o)y = sy
signifie que : v € fl[1; + =|)

ponc: (vy € /3 ]3¢ € [1: + =[)iy = ftx)

Donc: ;73]  fllls + =) (2)

Dol de (1) et (2), on déduit que : f{[1: + o[} = ;3]

|| Déduction :

On a l'application f estinjective et surjective car: f([1; + x[) = h;‘.-'}]_
Donc [ est bijective.

Etona:y=flx) e=s ) =x

= =1+ i[i—y}l
Done: f ':lﬂ:v"31—|1:+oui :
x—=1+ }ili -.\‘)’
| Exercice £V
Montrons que : f f()) = B £(E)

Soit ¥ un élément de fU:Im}.

Ona:y e AfiB) e (3 € f) 1y = fix)

etona:lx € f(B) e fix) € Bl ety = fix) & f(E)

Donc: v € Bety e f(E)signifieque: y € BN fIE)

Dou: (vy & Fily € £(/B) = y € BS(E)

par suite: A f(B)) © B f(E) (1)

» Soit y un élément de B N f(E).

Ona:y € BNflE) «=(y € Bety € f(E))

etona:y € flE) «= (3x € E)ly= flx)

Donc: y = flx) et y.& Bsignifieque: fix) € B %
Donc: x & f(B), dou: f(x) & fl/(B) cest-andire: y = [(x) € Ao
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“mmepbeanﬂpayﬁﬂﬁm
gnitieque s B nEr  fm) @) .
Jolde (1)t (2), on déduit que : j{f{m) = BN f(E)
| Montrons Gue ¢ }{A nfB) = 1 n e
JSait v un élément de ﬂf A n}'wﬂ.
mazy e flAnf®) e (2 € anj@)iy = fi)
aonask EANJ(B) v x & Aetx € f(A)
= flx) € flA)et f(x) € B
sgnifieque: y € Bety € flA) cest-a-dire: y & flA) N8
ponc: (s € Fly € flanfd) = y e s n &
voi: A0 f(8)) c fA) N B
*Soit ¥ un élément de f(4) N A.
Onaiye flAINB <= y € flAlety € B
gona.y & f(A) e (3x € A)fy = flx)
Donc: y= fix) € A signifie que : x € f{h‘l
Doli:x & Aet x e f(8) signifie que s x & A 1 /(B signifie que :
Y=fx)e flAn )
Bonc: (vy & Ky € fA N B = v & Aan/w)
Oolis S 8 ¢ {4 /() (2) et par suite : A4 0 fiB) = a0 8
oercice £

Montrong que l'application [ est surjective, c'est-d-dire :
e Aace By = 00

*S0t y un élément de F, on a ¢ est une application de £ dans E.
°°"==m: €K

|:mm"'"':"‘='JE()‘}.¢!|:cn'|:: flxd=flgly)) = fog(y)

%:‘Wh Jog = id, alors ; { fog)(y) = id, (y) = y, donc: flx}=y
VY € F)(Er e E) iy = st
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21 Montrons que : (gof )(E) = g(F)

* Soit y un élémentde E,ona:y € (goN)(E) = (3¢ & E)ly =

Roflx)
= (Ix E)ly = 8l t))

=2 {af(l} = ff.'f}j.fy: i
=y € g(fEy) I

Donc: ((gof )(E) = g(f(E))) et puisque f est surjective alors : f(f) = F
D'ou: (gof ME) = g(F)
| Exercice £70
Soit B un élément de . /1F).
1) Montrons que : fl7®) c B
Soit ¥ un élémentde F, tel que: v Eﬂfr‘ml
Ona:y Eﬁ.f[ﬂ]] = {_iv [ ftB)h‘y: fix)etona:x € fiB) = fix) €8
Donc: fix) € Het y=flx) signifieque:y € §
Donc:(¥y € Fry e Af(B)) = ye B
parsuite: Al 7(B)) ¢ 8 dou:(ve e ARkdsm) c B
2) On suppose gue |'application f est surjective.
Montrons que : (v8 & AFLA @) = B
Soit B un élément de /{F),

On a d'aprés |a question précédente : f f(&)) ¢ B (1) et montrons BHEs
B cfsm)

Soit y un élémentde B,ona: B c F et f estsurjective donc:

(3x € E)ly= fix)

D'oli: ¥=flx) et y € B signifie que : flx) € B cest-a-dire 1 X € 18
Donc: fix) & £ ((B)) Cest-adire: v & A s(m)

Parsuite: (vy € Friv e 8 = y € fl f(8)] Cest-a-dire: 8 ¢ Aral@
De (1) et (2), on déduit que : B = A /(1)) .
Dlotisi f est une application surjective alors pour tout & de /17 il
fifan =8
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ansuppose que : (VB € AR re) =
Mantrons que ¢ [ est surjective. :

maiF € _AF), donc d'aprés 'hypothése, ona: f(f(F)) = F

puisque: [I[H = [ alors: f(E) =} donc f est sur!el:tive.

parsulte : si pour tout élément de . AF) tel que : f(f(B) = B, alors: f est
surjective.

iercice £1)

{S0lt A un élément de . /1E), montrons que : A © f{ flA))

Soit x un élément de £ telque: x & A

Ona: fis) € fiA) dene: x € fS(A)

Dobiivx €E), xEAwxE J'l,f{m] signifie que : A < f{ f(A))
Denc: (vA & AELA € fIf(A)

* On suppose que |'application [ est injective.

Mantrons que : (VA € AE): A = f(f(A)

Soit A un élément de . /TE).

*Onadaprés la question précédente, A © f( f(4)) (1) et montrons que :
VAN c A

Solt x un élément de £ tel que:x € fl fia)

0N3ix & /(£(1)) &= f(x) € f(A) etona:

8 € J(A) s (30 € AVifix) = fla)

Puisque f est injective alors : fix)=fla)=x=a

Bone: x & A d'oii s (vx & E) x € flfiA)) = x & A

“&fie que : 1( 1)) ¢ A (2)

Ol et (2), on deduit que: fifiA) = A

Parsuite sj 1 oy injective alars pour tout élément A de /t£), ona:
MA) = 4

.
M:‘““Pmse que : (vA € ZE); flfiM) = A
trons que I'application f est injective.

4 et b deux éléments de £ tels que: fla)=flb)
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ona: {b} = {a et {a} = f(f{a})
Puisque : fla)=f(b) alors : ﬂf({b})} =,.‘I({f{u)}}
Donc: {b} = {a} signifieque: a=b
D'oli: (¥ (a:b) € E7) if(a) = f(h) = a = b signifie que: f st injectiye.

| Exercice £13
Montrons que l'application f est injective:
Soit (x;y) et (z:r) deux éléments de V"X " tels que : f{(x;y)) =fllzm
Oona: fln)=flzn)=x+y)+y=(z+n"+;
*Onsupposeque: x+ty<ztr.Ona:x+y<ztresxty+|s

Donc:iz+ £)° = (x+ ¥+ 1) signifie que :

G+ 2+ +y+(2x+y+ 1)
(car (x4 y+ 15 = (x+yF+ 2x+ )+ 1)
Clest-adire: (z+ N +rzx+ ¥+ y+(2x+y+ 140
Donc: flizn) = flley))+ e+ v+ 1 + 1)
D'oi : fl{zn) > fixy)) et cela est contradictoire avec le fait que :
flxy)) =flz1)
etparsuiteona:x+ vy = z+ (1)
*Onsupposeque: x+y>z+7
Ona:x+y>c+fesx+y>z4 4+ Ldonc:(x+ y:=izs sl
Clest-a-dire: (x+ ¥} = (z+ 0+ t+ 2241+ 1)
Clest-d-dire:(x+ W'+ y 2 (z+ 0+ t4+ (224 1+ 14
signifieque: fllsy) = fllz)+ 22+ 1+ 1 + ¥
Donc: fl{x:v)) > fl{z1)) et cela est contradictoire avec le fait que:
Ay =Mzn).
Parsuite: x + v < z+ 1(2)
Donc de (1) et {2), on déduit que: x+y=z+1
Puisque: (x+yF +y=(z+¢V +ralors: y=1 etdonc: ¥ =%
Ainsi : (xy)=(z1)
Finalement : (Y (xy)l(zn e N % N'): flly) =flizn) = 31 = 57
que 'application f estinjective.

1 signfe
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_J‘.
numeériques ME
| Résumé |

onction majorée - Fonction minarée - Fonction bornée - Comparaison
onctions - Extrémus d'une fonction

j _ / Généralités sur les fonctions

Fi
de deux f

5oit { une fonction numérique définie sur un intervalle /.

onditque f est une fonction majorée sur [ s'il existe un réel M tel que
paut tout élément x de [,ona: f(x) =M
atrementdit: f est majorée sur [ si: (AM e RE(ve e l); flx) =M
onditque [ est une fonction minorée sur [ s'il existe un réel m tel que
pour tout élément x de [, ona: flx)=m
Agtrement dit: [ est minorée sur [ si: (m e Rh(vx e f): fix) = m

On dit que [ est une fonction bornée sur [ si elle est a la fois majorée et
minorée sur [,
proposition : f est bornée sur [ es (Fke B k(v e )] fix) | < &

a-Soit f et g deux fonctions numériques définies respectivement sur leur
ensemble de définition [, et D),.
Ona: f= g signifieque: (D, =D, et (¥x€ D,); flx) = glx))

It»So:t [ et g deux fonctions numériques définies sur un intervalle [/ de
&;0na;

1= g signifie que : (Wx & 1); fix) < glx)
“f2 g signifie que : (vx & 1); flx) = glx)

Exercices
mﬁ;
;:'t_". lafonction définie sur & par: flx) =x'— 3x.
; Yerifier que £ est une fonction Iimpaire.
aj“M&.JnrrErun f(1) est le minimum de | sur l'intervalie [0+ =|.
Ve déduire que : (va |=o; 00 flx) < 2.

Soi !
* 1 12 fanction définie par: fix) =x— |l —=y2x—3.

1 pa . ;
5 Mﬂermmer ) I'ensemble de définition de la fonction [ .
[ONrer que f(2) est le minimum absolu de f sur D.

Spit 2
!l fonction définie sur B par: flx)=ayvl tx =
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1) Montrer que : (vx € R); flx) = !_,:

2) ,l, est-il un maximum pour la fonction [ ?

Soit f Ia fonction définie par: flx) =x—1+x' +2x+ 3,
1) Déterminer ) 'ensemble de définition de f.
2) Montrer que : (vx e R); flx) > —2.

| Exercice &
Soit f la fonction définie par: f(x) = x — 4 —x'.
1) a- Déterminer [) I'ensemble de définition de la fonction f .
b- Résoudre dans E |'équation suivante : f(x) =— 2,2,
2) Montrer que —24 2 est la valeur minimale absolue de [ sur ),

| Exercice 48

Soit f la fonction définie par: flx) = ‘,‘:_I 5
1) Déterminer D l'ensemble de définition de f.
2) Montrer que ; (Vx € |-m: — Zli:ﬂxl =343,

(Exercice &8

Soit f la fonction définie par: f(x) = .r—!ii.t_l.
Al

1) Déterminer D I'ensemble de définition de f.
2) Montrer gue la fonction f est bornée sur D).

Comparer les fonctions suivantes dans chacun des cas suivants :
1) fix)=x'—3x"+x+1let glx)=10x+6.
oy X2
2} flx)= e
3) fli=yx +2x et glx)=x+1.

B . Solutions Sl

etglx)=x+2.

1| Vérifions gue f est une fonction impaire.

Soit x€R;ona: —xeR, ;
et fl—=x}=(—xl=3(-x)=—x+3%m=—(x—3)=—f1x)
pPonc: (Yx€R);—xeRet fl-x)=—/(x)

D'oli : [ estune fonction impaire.
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1 3 Montrons que f(1) est le minimum de / sur lintervalle [0; + o :

;oll  un Blément de I'intervalle [0; + a[, ona:

=S = P=3r+2=x'—1-3x+3=(x= INx'+x+1)-3(x=1)
=(x— N +x—2)=(x—1F(x+2)

puisque x = 0 alors : (x— 1 Flx+2)= 0 cest-a-dire: fix)—f(1)=0.

ponc: [0 = f(1)d'oi; f(1)estle minimum de f sur [0+ =[

parsuite : (vx €[0:+ ) : flx) = (1),

b- Déduction :
Sait 1 un élément de l'intervalle |-oe:0)], ona:

yelm=x20
= fl=x)Z fll)
ofl-x)2-2
==flx)2-2 (car [ estimpaire)
= fix) <2
Donc; (vx € |=a0;0]); flx) < 2.
Déterminons ) I'ensemble de définition de | :
StreR ona:xEDe=s 2x—320
= 2x>3

(D'aprés 2)a))

3
=X

Donc: = I;—_ + ml -
“IMontrons que f(2) est le minimum absolu de fosur D:
On doit montrer que : (vx & D) fix) =f(2)

|3 .
s““*&[j'.*u:l,ona_: x=1>0et fix)~f(2)=x—1-y2x-3
Puisque: (x— 1 — (V2x = 3f = x'— dx+ 4 = (x- 2) et (x—2F = 0.
Hors: (V2x—3F <(x— 1 donc: VZx—3<=x-1
Cotadive: x— | —y/3v—3 > 0 par suites f(x) ~f(2) =0
Yol (vx & 1), flx) = 1(2)

;:bnhm;que{v.te R):flx) =
Y unélémentde ®,ona:
I e fite- 2=

Jix) x4+ =~ E = eyl x‘) 2=l !Jl:h':+ 1= 2ul+a)

Joer 1= 2w e = N

|
3t
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Ona:(vxeR);— (|.-‘l+x =x)'< 0 Donc: (Vx & B). flx) <

i
2 Solt xER; ona.1+x > = T+% > |4 2
=yT+¥>x
ﬂv’ﬁ—x_"'.\“)[)
Donc: (Vx € R) 11 +x" —x # O Clest-a-dire: (vx e B)- }‘(;\jg

Diou: ]2 n'est pas un maximum de la fonction f.

(Exercice ')

1) Déterminons D I'ensemble de définition de f: ol flx)= | TR
Soit x un élémentde E;ona: xEDes x'+2x+32 ()
S +H+1+220
e=(x+1F+220
Ona:(¥xeB):{x+1)+220donc: xEDesxe R Dot: D=8,
7} Mentrons que: (vx e B); flx) > —2:
Soit xe R;ona: fl)+2=x+1+x +2x+3
Puisque: X' +2x+3=(x+ 1+ 2et({x+1/+2>(x+ 1)
alors: ¥ +2x+3>(x+1) donc:yx +2x+ 3 > |x+ 1]
Ona:|x+1|=—(x+1)donc:yx +2x +3 >—(x+1)
Clestd-dire :y/x' + 2x+3 +(x+1) > 0.Donc: flx)+2> 0
D'ol: (Yx e D); flx) >—2
| Exercice 438

.r _-:
1| a-Déterminons D 'ensemble de définition de f:ol flx)=x—v4~1
Soit x un élémentde B ;ona: xe PDesd—x' =0

=x<4
= |x|=2
=—1Zxs2
Donc: D=[-2;2].
b- Résolvons dans 2, 'équation: f(x) =— 242.
L'équation est définie sur D, Soit x & D, ona:
f(XJ__2y20=0v4—\.‘ —\'+2\..
Puisque s —2 < x <2 alors: 2y2 —2 < x+2y/2 =242 42
Clest-a-dire : x+242 > U5
donc: fix) =—2y2 s (Y3 =2) = (x+2/27
e 2 +dx T H4=0
e 2x42) =0

- x=—y2

170‘ andralités sur les fi éri




i s={=v2}
" Mantrons aue =22 est la valeur minimale absolue de f sur D).
sona: JI-v2)==2W2 et =2 €D
2 5ait 4 Un élément de I'intervalle [-2:2],0na:
ot o (b 2BY (=3
= = Tt e e SV S AS= R
fal+ V2= x4 22 '_‘_1 S W E R
L wWhan2+4 _ Ax+y2F
Txt22+vJi-x  x+22+/i-x
puisque s 2x + J2¥=0et x+ 224+/4-¥ >0,
=3 2x+y2) = Dttacth dive s 55
alors : xmxﬁ = 0 C'est-a-dire : flx)+2v2 = 0.
Donc: (¥x € D) flx) 2= 242
finalement —2y2 est la valeur minimale absolue de f sur [ car:

f=V2)==2/2 et(vxeD); f(x)=—2\2.
[Exercice

| Déterminons [ I'ensemble de définition de la fonction f:0b el =y '-';_—:.
Soit & un élément de R;ona: ye Dewx+ 2400 x20
wex#—2ax (x+2)20
st # -2t af{x+2)20
—tx = 2ot X € | = 2]+ ]
v X € et = 2] 005 + =]
Done: ) = |~ ooy~ 2] L]0 + ] .
! Montrons que (v & |- oo = 2[): f(x) = 343
Soit x un élément de |'intervalle |- —2;0na:
& = e =27 +
3 jz e 5 -7y — 54
Vil =adim X — 37w AL - L Tt
ATEy o AR Vit e it e (i )
:::“W’ "3 estune racine du polynéme x' — 274 ~ 54,
DI 200- 54 = (x+ 3)x' = 3x— 18) = (x + 3F(x~ 6)
Donc : =33 — (k43 (x-6)
lxw!]{\.'xi: +q'21) -
Oha: (x4 3)(x~6)< 0 car x <—2 et t.t'+‘.’](\;‘l-xi‘;, 5 +\"if)¢ 0
Pt IO o caspidire; f0)-3V3 20
o/

Vi
06 ot = 2} 1) 2 345

=13 =
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1) Déterminons [ I'ensemble de définition de la fonction fiob
Soit x un élémentde R, ona: xEDes x> 0 ; ﬂ-"""-ff'dé
L
= x e |04 o
Donc: D=0+ ol {
21 Montrons que la fonction f est bornée sur D
Soit xED,ona: Ex)<x<Exl+1=0<x-Fx)<|
x—Elx) |
22163 KR
v X ¥
= 0 < fix) < L
¥

- ()<

*Si x=lalors: f(1)=0 s
*Si 0 <x < 1alors E(x) =0 donc: flx) = =yxDoli: 0 < fix) <
+Si x> 1alors: x> | donc: :r <1 DO‘IEJ‘ 0=flx)< |

Y
cela signifie que la fonction f est majorée par 1 et minorée par 0, donc elle

est bornée.
iona: D,=D,=R
Soit x unélémentde B, ona: fx)-glx)=x'— 3 +x+1-(10x+6)

=x'~-3—9%—5
On remarque que -1 est une racine du polyndme x' — 3x" — 9x — 5.
En utilisant la division euclidienne du polynéme x' — 3x’ —9x — 5 sur £+ 1,
on trouve ;
=3 0x—5=(x+ ¥ —4x—3) et on a : ¥ —4x—5=(x+1)x=3
donc: fix)—glx) =(x+1V(x—5) ;
Ona: fl—1}—g(—1)=0donc: fl—1)= g(—1) de méme f(5)=gl8)
et (Vx & J-2:5]); fix) < glx) et (vx e[5;+ =) flx) = glx)-
Ziona: D, =R—-{-L:1}et D,=R.
Soit x un élémentde [J, ona:

i I =44
i) = glx) = -"‘_J’_II‘ ~(x+2)=(x+ Zl[r-"' —1)=(x+ 2 - il
Tableau de signe de fix) — gix):
x —mo -2 -1 1 +eo
T+ -0+ + +
£—1 . + 0 - 0 +
Jx)—glx), - 0 + = +

Done: f < g sur chacun des intervalles |- — 2] et |- 1:1[.
f = g sur chacun des intervalles [—2; — 1 et JI; + =]
3) Déterminons D, :

1?2‘ 4 s ke ;




unélémentde B, 0N3: v e ) cox'+ 2020
e x(x+2)>0

e x & |- 2]U[0; 4

Solt ¥

pone: Dy = =i = 2]uf0: + o

vona: D, = B.Soit x unélémentde D;, ona:

gl x€]-mi—2], on a: glx) < 0 donc : flx)—g(x) > 0 (car f(x)=0).

ixel0i+=l,ona: glx) > 0, donc:

£+ x—lx+ 1) _ -1

e+ 2 +(x+ 1) Y+ 2ot (x+1)
1

VX' + 2 +(x+1)

firl=gler=yx+22—=(x+1)

pulsque: va' +2x +{x+ 1) > 0 alors : <0
Cest-a-dire : f(x) = glx) < 0
Dou: f< g surlintervalle |0; + x| et f> g sur l'intervalle J—oc; — 2].

o Variations d’une fonction

|

Soit / une fonction numérique définie sur un intervalle [ inclus
dans son ensemble de définition.
* [ eststrictement croissante sur l'intervalle / si et seulement si:
Wln) € F) 5 (x, < x; == flx) < fix.))
* [ eststrictement décroissante sur I'intervalle [ sl et seulement si :
¥(xix) € £)i(x € 2= flx) > fix:))
* f est constante sur l'intervalle | si et seulement i :
Wi e F): flx) = flx:)

* On peut également étudier la monotonie d'une fonction f

sL.”- unintervalle /, en étudiant le signe du taux d'accroissement flx)—flx)
oU X et x. sont deux réels distincts de /.
*Ondit que f est strictement monotone sur / si elle est soit strictement
Croissante sur [, soit strictement décraissante sur /.

Q Parité et sens de variations

X

!' IS Soit f une fonction numérique dont l'ensemble de définition [,
st. Wme“_'q“@ par rapport a zéro.
t I unintervalle de B* inclus dans [, et ! le symétrique de / par rap-
Port 3 zérg,
S
SIf estune fonction paire, alors:
/ eststrictement croissante sur [, si et seulement sl f est strictement
eCroissante sur 1
c‘r."““”mmenldéctnissan!e sur {,slet seulement si f est strictement
folssante sy I,
i
f est une fonction impaire, alors / a la méme monotonie sur les deux
'ntel'\faﬁles fetrl.
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. Exercices
| Exercice &1
Soit f la fonction définie par: f(x)=y/x'— 2.

1) a) Déterminer [ l'ensemble de définition de f.
b) Etudier la parité de la fonction f.

2) Etudier la monotonie de f sur ).

Soit f la fonction définie par: flx) =x' + it v
1) Montrer que f est une fonction paire.

2) Erudier la monotonie de f sur chacun des intervalles J0:1] et [1:+ |
3) En déduire le tableau de variations de [,

Soit f la fonction définie sur 2 par: f(x) = — I: =
Y B

1) a- Vérifier que f est une fonction impaire.
b- Montrer que: (WVxe R):— 1 < flx) < 1
2) a- Montrer que: (Vx € B):(flx)f =1~ 1 i_‘_:
b- Etudier la monotonie de f sur B.
Soit f la fonction définie par: fix) =x+y/x —x.
1) a- Déterminer [) 'ensemble de définition de f.
b- Montrer que : (wx € |—=:0]): fix) < % D
2) a- Soit x et v deux éléments distincts de [,
Montrer que : o) :ﬂ y) _ ﬂx} +ﬂ”? - :
*=¥ VE—x+{y =y catiort
b- Etudier la monotonie de f sur [ et dresser son tableau de varia
¢- En déduire que : (Vx € |-ac:0]): 0 = flx) < 5
mﬁ.b - -
Soit f la fonction définie par: f(x) = x‘%’f_l:‘r :'] .
1) a- Déterminer D Vensemble de définition de la fonction /-
b- Montrerque : (vxe B’ )1 <filx) < 2. I
2) On considére la fonction g définie par: glx) = ": Tl
a- Vérifier que: (Yx & D) fix) = | +(g(x))

: {er le siEN®
b- Déterminer la monotonie de |a fonction g sur [ puis étudier ¢
de g sur D.
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¢duire la monotonie de a fonction f sur chacun des intervalles [1; + o[

3 End
]t et l-a0s—1[.
y x
<ait / la fonction définie sur B par: fix) = | |!+
1) vérifier que f est une fonction paire. ‘lxl

2) 2 Montrer que ; (vxeR):(flx)=1+ i+
b. En déduire que : (Yx € B):0 < (fla)) < 2.
& Montrer que 2 est la valeur maximale absolue de f.
3)a-Solt x et v deux éléments distincts de 27
(S =) _ 200 —ay)
Xy T+ )
b- En déduire la monotonie de / sur ® et dresser son tableau de variations.

Montrer que

solt f la fanction définie sur B par: fix)=x+yx +x+1.

1)a-Montrer que : (vx € R]:|.t+ 5 l-c JeFx+1.

b-Montrer que : (Vx & R); fix) »— é

ja-Sait ¥ et y deux nombres réels distincts;

f r] S0 _
“ o

b-En déduire que la fonction f est strictement croissante sur X.

3|5eit g la fonction numérique définie sur B par: gix) =1-x'

On considére dans 'ensemble 2, I'quation ; (£): flx) = gix)

# Verifier que 0 est une solution de I'equation (£).

b-Montrer que 0 est 'unigue solution de I'équation (F).

Mantrer que :

Soit f Fal’onmnn définie par: f(x) = e +-m

Ya-Déterminer suivant les valeurs du paramétre m, 'ensemble de définition

4 la fonction .

Virifier que £ est une fonction impaire.

M" Suppose que m > 0,

strig ontrer que f est strictement décrolssante sur intervalle [ym; + x| et
tement croissante sur Vintervalle [0;y/m].

b
Montrer que ; (VxeR);0<flx) = L.
,,m

«
"En dédire que - (vxeR);| fx)| < 2‘”"
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1?5‘ lités sur les foncti érl

|| a- Déterminons D l'ensemble de définition de fiou

§ ; ; Ax) =y
Seit xunréel,ona: yeposy—2>0
=t =2
e |x|

&= x € |- — V2] U[V2; + ]
Donc: D= 1-.:\9: -2 IU{\.-"-Z.: + x|
b- Etudions la parité de f:
Soit x&D,ona: —x& D etpourtout x de D,ona:
f=x)=V(-x¥ -2 =J/x¥-2=7fx)
Donc: f est une fonction paire.
2 Etudions la monotonie de f sur [):

Puisque [ est une fonction paire alors il suffit d'étudier sa monotonie sur
I'intervalle [y2; + .

Soit x et y deux élén:lents de l'intervalle [y 2; + o] telsque: x <y.
Ona:x<y=sx <y

=0Sx—2<y—2

= /Fa< /=2

= fix) < fly)
Donc f est strictement croissante sur l'intervalle [v2: + ==l

Puisque f est paire, donc elle inverse la monotonie sur Iintervalle i
-=:—+2], alors f est strictement décroissante sur lintervalle J-o—v2

1 5
1) Montrons que f est une fonction paire. ol flx) = * ] -
o pnar—xcR &
La fonction f est définie sur ', donc pour tout x & =, 0N~
ona:

_ﬂ--r|=t—.rr~l-:-

I=a 2 - fix) Donc f estune fonction paire.
- < b E

[x] }l]c‘ll 4
; ; ) 7 0: J
7| Etudions la monotonie de f sur chacun des intervalles |

Soit x et v deux éléments de B telsque: x # ¥, 0N a: i .;‘l
2 - 2 3 - =X .”.'
fixd—Avl= | *:f—'v + “,i=!t—,-lt_r- y oy x) x
fe)=Ry) __ - 2
Donc : x—y =2ty ——s

« Monotonie de [ sur lintervalle J0:1]:




: u<x£l_,{0<x+)‘<2 {car x#y )
i ’Inm-gl 0<xy<l
' D<xty<?
ﬂ{—-z-- <=2
v

=2Xxty— ‘2‘
sonclafonction / eststrictement décroissante sur l'intervalle Jo:1].
+ Monotonie de [ sur lintervalle [1; + =[:

.t?l,‘.\‘.\"z

y21

<0

ona: (carx#y)

x>

x+y>2
-
2 2

— “..)‘ > -
2
sxty= i:\- >0
Denc la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle [1: + ].
1/ Déduction : La fonction f est paire signifie qu'elle inverse la monotonie sur
deux intervalles symétriques par rapport a 'origine 0, donc [ est strictement
woissante sur Iintervalle [—1;0[ et strictement décroissante sur l'intervalle
Fei—1].
* Tableau de variations de f:
X —=-1 ] 1 4o

f
3 <3

Ty

* 3 Verifions que f est une fonction impaire: Ona: D = 2.

St 1ER, ona: ~xe B estr fl-x)= ET = f o= - flx)
Banc  est une fanction impaire. X T
&-Montrons que : (vx e Rli-l<fixi<!
Soit x un élémentde B, ona: | fix)]= l X |._. .'.‘.‘l.:
Py ! T yi+x Vvitx i

sq“e:|r +1>x' alors: T+x > y/x' Cestadire: y1+x > x|
done; | x|

% Vi+g <1signifieque: | fix)] < 100 (va e Bhi= 1 <Jflx) < 1

ia. )
Montrons que ; (vx & R); (i) = 1 - {4

*un nombre réel, on a ; - 3
(1) = () = s F =17 Lok
Vvit+x

x
1+x I3 L x
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Donc:(Vx e R):(fla))f=1— 'i'-_-'_]T
b- Etudions la monotonie de f sur 12
Puisque |a fonction f estimpaire alors il suffit d'étudie

I'intervalle [0; + =] . " 53 Monotonie
Soit x et y deux éléments de I'intervalle
Ona:x<y=x <y

=1+ <14y

10; + 2| tels que:xcy,

g L5 e UL
1+y ~ 1+x

=1= <1-

=it
1+x°
= (flx) < (f6))
= | flx)| < | fiy)]
Puisque: fix)=0et fly)=0(car x=0 et y = 0)
Alors: x < y = f(x) < fly) Donc: (w(xy) e ([0; + el F) i x < v fx) < M3
D'oit la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [0; + | et
puisque f est impaire donc conserve la méme monotonie sur l'intervalle
-=:0], par suite f est strictement croissante sur .

| Exercice §73

a- Déterminons [ I'ensemble de définitionde f:ou flx)=x+yx %
Soit x unnombre réel,ona: xEDemx —x =0

L X{_‘{ -1)=0
— 01+ =l
Donc: D =|-oe;0]Ul1; + 2e] = x€}eolul
b- Montrons que (¥x € |-=:0]); flx) < .13 3 : =
Soit x un réel de l'intervalle |-~:0],ona: flx)— 5 =x~ 2 HyE

|
Puisque : x° —t—{t—- )——- alors: 0 < x° —t<["‘3)
1

e L
14y

Donc : v x' _“\{t"’%}: Cest-a-dire : /X —x<lx—'2!

Etona: x < () donc: x—.‘,-(tlduu.!x |"‘(-"‘%)

<0

Par suite : /&' —x < — (.'X—']JI'.ES(*HdII'E Je—x+x=7 <

1
Donc: f(x)— 5 < 0 Do (vx € J-asi0); f¥) < 3 -

i &"L'_fl!l = ;ﬂxl_,ﬂﬂ' A
a- Montrons que it s ?..,_y =
Soit x et ¥ deuxéiémentsde D telsque: x# y,0na: Ly

fER—fly)=x+/E—x—y=Jy —y=x- >’+,f’—x+\fJ
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=|:—yl(£§%%ﬂ)= - 2 )yf_—ly)

(x) = fly) (x)+ =k
Nm:[V(.K:_\‘lG D)ilx #)’)1"!' ;___J;{_J',_ e VL"J"' Jy,_}

-+ Etudions la monotonie de f sur lintervalle J-m;0]:
soit v et v deux éléments de I'intervalle J-=:0] tels que : x # ¥.

IO<F L o+ <1

Ona:
ﬂ.vl<5
=l fly)=1 <0
£ et W 7 e . S+ fl =1
stonatyx x+v'ry y>ﬂ,dunc.v@_x+wff_y<ﬂ

Cest-a-dire : 'ﬂ!_:—:‘% < 0. Donclafonction [ eststrictement décroissante

wrlintervalle |-oc;0].

+ Etudions la monotonie de f sur l'intervalle [1; + =[:

Soit x et y deux éléments de I'intervalle [1; + | tels que: x#y.
Ona:x2lax—x=0

sy —x=0

nax+v".\"Tx2 1

=flx)=1
etpuisque fly) > 0 alors:--.f

) VR —x 4y =)
Cest-a-dire: ﬂxx—_—‘;ty! > (), done f eststrictementcroissantesurlintervalle
[+ [, par suite fe tableau de variations de f est le suivant :
X - 0 1 +o

i
0 1

© Déduction : La fonction f est strictement décroissante sur I'intervalle
0], donc s x < 0 = f(x) = f(0)

~ S flx) =0

Doi: ('vx’ a-pr#.s le tableau de variations: ¥x € |- ;0] flx) = 0

oo ! €J-ci0)): fx) 2 0
M35 (v e - i0)); flx) < § (daprés 1b).

Bone: (vy & l=i00):0 = fix) < %
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[Exercice £t 1

1} a- Déterminer D) I'ensemble de définition de f: ol f1x)

=_2047
Soit x€R,ona: xEDes ¥+ 2x+1£0 *ihasdy
e x+1Y#0
X F— ]

Donc: D= |-es = 1{ul-1; + .
b- Montrons que: (Vx e 2');1 < f(x) = 2:

P42 F— 2y -
Soit xeR,ona: flx)— 1= 2t 2 - =2 2ot 1 _ Axsll

(x—1) X u+l CH2HT T (S
Puisque : -{' T 20,alors: flx)=1 (1)
. P s o P )
D'autre partona: 2 — fiy)=2 P E s rr R P “;
Puisque : = i iy 20 (carxe R )alors: fl <2 (2)

De (1) et (2) on déduitque: (vx e B ):1 = flx) =2

2) a-Vérifions que : (Wx & D): flx) = 1 +(g(x))
Solt x un élémentde 2 —{—1},

=v'k)
onal+lgtt)l—l+{ +l} t:+21
€500 € ) ) S o I

= = fix)
(x+1) X+l

Done: (vxe R—{~1});: flx) = 1 +(glx)¥
b- Déterminons la monotonie de g sur D¢

. - -
SothD.ana.g{ﬂ:x -l oxtl=2_

= =] 4- _*-'I
x+l + X "
Donc le tableau de variations de |a fonction g est le suivant :
X — -1 + oo

&

= Tableau de signe de la fonction g

x - =1 1 -+
x+1 - 0 + +

A ol - - g *
x=1 + . +
et 2

ponc:e gx) = 0si xe ey = 1[U1; + ]

= ]—I;ll
e g1 <05l ¥E
¢- Déduction de [a monotaonie de f:
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stonie de f surintervalle [1: + oo :
coit y et ¥ deux éléments de l'intervalle [1; + <[ tels que: x < y,
R x<y= g(x) < gly) [car g eststrictement croissante sur [1:+ a[)
= (g2 < (g(y)) (car ¥x e[l + o[ g(x) 2 0)
o 1 +(gla)) < 1 +{gly)r
= flx) < fly)
Done [ est strictement crolssante sur l'intervalle [1; + x|
«Monotonie de [ sur l'intervalle =11
soit x et v deux éléments de l'intervalle |- 1:1] telsque : x < ¥,
ona: v <y = glx) < gly) car g est strictement croissante sur |- 1:1])
algla)) > (gly))  fear vxe|-1:1)igx) = 0)
= 1 +(g(x)F > | +(2(y))
= f{x) > fly)
Donc f est strictement décroissante sur l'intervalle |- 1:1].
*Manatonie de f sur I'intervalle |- oc;— 1[:
Soit x et y deux éléments de I'intervalle ]—ac: — 1] telsque: x < v,
mna; x<ym=plx) < ply) (car g est strictement croissante sur |-oc; = 1[)
= (glx)f < (gly)Y (car ¥x & |—m:—1]:glx) > 0)
= 1+ (p(x)) < 1+ (g(y))
= flx) < fly)
Bonc [ est strictement croissante sur l'intervalle |—=c; = 1].

gy

" Vérifions que f est une fonction paire;: ol

+ Mon!

St x € R ona: ke 1—'|'1 |x]+ 1
R, —xeERet: p-yx)=-LA o =2l l =
fi=x) I*l-t\‘ e fx)

Done : (YxeR):—xeR et fl— ll_ﬂ\hnou; est une fonction paire.

1a.

'3 Montrons que (vy & Rhlfix)y=1+ | +\
Soit x yn elément de B, on a:

':‘fx]r:(i-lf__l,j__l_l 2]+ e 2xl L 2xl
Don vli+x x+1 S T | X'

c: "F’,\‘ET{ . 21\]
b'Did Loy = l+t,\ o

Uttion

So x|+1
'ti‘unrél!”(ona‘ Vi+a' > 0et|x|+1>0,donc: "|E'l+;=')"
Qs A
tadire: fx) > g (1)
s i i fooicth i .181




Etona:

(y-2=1+-22_o_ 2], -~ ;f‘

* x|+ =
L+x [+ D <ty

X

1=
) I+
Puisque: —([x|= 1/ <0 et 1+x" > 0 alors: _“-]11:-,1-)- <

Clest-a-dire : (f(x))' <2 (2). De (1) et (2) on en déduit que ; 0 < ( fiy)f <,
Dol (VxER):0 < (flx)) <2 5
¢- Montraons que V2 est la valeur maximale absolue de i il
sOna: fi=4=/2
* Soit x un réel,‘o? a: 0 <(f(x)) <2 donc: (fix)) <2
Clest-a-dire : | f(x)| <42
Puisque : fix) > 0 alors: fix) = V2 Donc: (va e R); fix) <42
D'ou : \.2 est la valeur maximale absolue de f.
51a- Montrons que : (W(xy) (R Fhix#y)iona:
Y= 200 -x)
x—y (1+2°)1+y)
Soit x et y deux éléments de X' telsque: x # y,ona;
. - 2| x| Naulls® B2,
Y=y =1+ =-1- 7% Y o 1+x 1+
= 2(_;_: + xF=y—x " 1_(-" __J‘)_“ - n)

T+o+y)  a+x+y)
Donc: Y — () _ 20 —xy)

XY T+ + ¥

b- Etudions la monotonie de f sur 2: .
[ est une fonction paire donc il suffit d'étudier sa monotonie sur R -l
« Déterminons la monotonie de f sur chacun des intervalles [1: + o[ &t Iw‘;_
Soit x et v deux éléments de l'intervalle [1: + x| telsque: Fyon:
{le ] (car x # y)

vz 1

=1—xy<0

2 2(1 —xy) isque
Ona:l+x + L A=xy) g puls
na:l ?Uetl ¥ :-uaanc‘“ 270 45

)¥ =1 fiv) :
lf_i:_‘y.f L} SRR _:lx:_{r,r

: 20-2)
et fix) +fly) > 0 alors le signe de ﬂxi__{.l)! est celul de ;4 )l +y

d,orl.c:ﬂ-‘:):'ﬂ'v] <0
D'oti: [ est étrictement décroissante sur l'intervalle [1: + ool
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pisque / est paire donc elle inverse la monotonie sur l'intervalle |-oc; = 1]
Sors [ est strictement crolssante sur l'intervalle |- ;= 1]
,néterminons [a monotonie de f sur chacun des intervalles [0; 1]et[-1:0]:
it v et y deux éléments de l'intervalle [0:1] tels que s x # v,
ona: {os.\-st”w“
o<y=<l
=l=xy>0
L
(14201 +¥)
(%) = fly)
- A ) _f.yix 5:0

>0

ear fix) + fly) > 0)Donc la fonction f est strictement croissante sur
tintervalle [0:1].

Etpuisque [ est paire alors f est strictement décroissante sur l'intervalle
[=L:0).

* Tableau de variations de f:

X -ac

s,

‘- Montrons que: (v & ) :|x+-|j | <Jrdxtl:

%itx un élément de R, ona: s 3
(Vo' +x+ '1)’*( xt g =t xti-wi-x- .11 =4
Done « (Vv rs 1> (|x+ é “:D'OI:I: v’}”"“" 1 >|x+ 5 [
:"“ilVXGH):lx+-§-|<«?+x¥"1"
Montrons que: (v & R):f)>— '5 ob flx)=x+yx¥+x+1

S«txunélémentde R,ona;: [x+ H‘:-(JH;}

Py e o T
(‘.Iwue"&w*"’i5!-\'+!;|alm:s’x’+l‘+1 >—-{x+%}
Stdire; VFE 3 +Ha= % Done: (Yx ER): fix) >— ;
L)

Montrons que - ) s f =y
0 que: (¥(xy) e R)(x# y) ¢ SO0 o p e O e )

N

griques | 183

éralités sur les



f=fy)=xt/xtxF Ty =y +y+ 1 =x—y+ /Fravi
r+x+1_‘.2_.y_l L] \"._'F;;'ﬁ
AZET TS
V' +x+l+\\-+)-+'|
SPTRL5 ), ur Dad Came) SRl €0, L 200 o)
v +tx+l+y+y+i

+y+
=R OSEE T T —
: yxiFat Uy +y1

=x—y+

VXt xt l-_‘,‘.,‘__‘1

=g_‘—_\.)("f +.\'+li\g'_+|r+1.-rr+v+l):“_‘ y]{ W+ iyl i-...:
VEERELH Yyt Vit x+ 14y syel
Done: (¥(xy) € B):lx#y);ona: f"" ﬁ" B L5311 6254 B

b- Déduction: Vb Ty ey
Soit x et v deux élémentsde X telsque: x # v, ona:
d'aprés la question 1)bjona: flx) > — -l- et fly)>—
donc: fix)+fly}> — 1 cest-a-dire : }lx}+ﬂ3"!+ 1>
etona: yxX +x+1l+yy+y+1>0
donc: —— _ﬂ.r)i‘f()'L >0 D'ol: ﬂﬂ:f}ll >0
+x+l+,\ +y+1 x=Y

Ainsi f est strictement croissante sur 2. '
1) a-Vérifions que le nombre 0 est une solution de |'éguation (E): flx) =51
Ona: fl0)=1 et g(0)=1 donc: f(0) = g(0), cela signifie que lenome!
est une solution de I'equation (F).
b- Montrons que le nombre 0 est 'unique solution de (£): gt
On 2 lafonction x——x’ est strictement décroissante sur X, donc on
quela fonction g est strictement décroissante sur = . .
On ala fonction f est strictement croissante sur 2 etla fonction &
strictement décroissante sur =, donc :
s x> 0= flx)> fl0) et glx) < g(0)

=flx)>letglx)<l

=glx) <1 < fix)
Clest-a-dire : (vx & J0; + o) flx) # g(x).
* x < 0= flx) < flO) et glx) > g(0)

= fix) < 1et gix)>1

= flx) <1 < glx)
Clest-a-dire : (Vx & J0; 4+ =[); flx) #£ glx). runiaue
Dloi: (¥x € B): f1x) # g(x), cela signifie que le nombre 0 est!
solution de I'équation (£).

1
2
0
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el )
. 2-Déterminons D. I ble de définition de f : ol ﬂx)-"'!'i
wtyER ona XE D, &= x"+m # 0 On a trois cas:
qercas: sl m > 0 alors D. = R
_gemecasisim =0 alors [ = R »
_emecast sl m < 0 alors D = R\ {y=m,==m}
b-Vérifions que [ est une fonction impaire.
Laproposition: "Vx & L. 1 —x & 1. est toujours vraie quel que soitla
valeur du paramétre m .
etonapour tout x de D, @ fl-x)= l—x.}-"i e im =~ fix)
Dene [ estune fonction impaire.
110n suppose que m > 0
a-tudionsla monotoniede / surchacundesintervalles [0:ym ] et[ym; + <[ .
Soit x et y deux réels de ['intervalle [0; + x| tels que x # y.
Ona:

m

- Yy _xytam—xy—ym _ mlx—y)—xix-y)
=L)= v +.’" Tyem (@ smlly +m) (X miy+ m)
_ x=ylm-xy)
Tl *mlfv-+ m)
ﬂﬂ_ﬂv} _m=xy
=y m)y +m)

"Monotonie de f sur I'intervalle [y m: + = .
On a; {x'e- Imo s larx#y)
¥Zm
= m=xy<10
Puisque; [y’ +mly +m) >0 alors ﬂ':_‘“l <0
?"“‘ I est strictement décroissante sur lintervalle [y m: + =/ .
tonie de S sur l'intervalle [0:y/'m] .
[(' Sxsym
Osy<im
=sm=xy >0

== Xy <m

Pui ke
984 (' 4 )y 4 ) > 0 alors J_’!-‘;_{}-"J >0
Dan,
€ f est strictement croissante sur I'intervalle [0;ym ]
ontrons que: (vy & R');0<sflx)s

Suitxeg

2 'm
sona: x=0etx'+m>0 (car m > 0}
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Cest-a-dire 20 Donc f(x)>0

it
D'autre part on a:
. *+ -2 ¥
L8 g e Ll S m=2ymx _ (x=/mf
2ym ° 2ym xtm

2ymix'+ m)
Puisque: (x —/mY =0 et ym(x'+m) > 0 alors - !

ﬂ )< =y m
= -

2m
Parsuite: (Wxe ®') :0<flx)<

2y mix’ + )

= JUx) = 0 0gne

2vm
¢- Déduction:

-SixeR" alors0=f(x) =< : done| flx)| =
2ym

2ym
-SixeR alors —xeR' donc:
0<fl-x)<
2ym
cest-a-dire: 0 <—flx) < :,-l- |car f estimpaire)
m
1

dotiz - = flx) =0 parsuite: | flx)]<
2ym

Ainsi: (vxe B):| fix)] = !

2ym

2ym

. : nes
Monotonie de la col ée de deux foncti onoto

Soit f et g deux fonctions définies respectivement st ]
intervalles [ et J tels que < Pour tout
x€lona fix)eJ .1
«Si f est strictement crossante sur / et g strictement croissante 4
alors la fonction zof est strictement croissante sur /. . psur ]
*5i f eststrictement décrofssante sur [ et g strictement décroissant
alors la fonction zof est strictement croissante sur /. g suf
*Si f eststrictement croissante sur / et g strictement décroissant
alors la fonction gof est strictement décroissante sur /. e ST /
=S| [ eststrictement décroissante sur [ et g strictement eroissan
alors la fonction gof est strictement décroissante sur /.

_ Exercices
| Exercice U
: - =3
Soit f la fonction définie par: f(x) = i\_ T
1) Montrer que: (Vx & R);—3 < f(x) < ;
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1) Montrer que S=vouobulx)=x* etvix)= 5 15
3)n déduire |e tableau de variations de la fonction f.

[Eercice £

soit / lafonction définie par: flx) =
1)a- Déterminer [ I'ensemble de définition de /.

b- Montrer que : (vx & [2); ; sfix)<1

1) On considére les deux fonctions u et v définies par:

x+1

x+3

a- Donner le tableau de variations de chacune des fonctions u et v,

wal=x"—dx+5 et vix)=

b-En utilisant les variations des fonctions u et v , étudier les variations de

lafonction f sur chacun des intervalles |-=c:2] et [2:+=[ .

Exercice £CH

Sait f la fonction définie par: flx) = [x]

Xk

1)a- Déterminer [ I'ensemble de définition de | .

b-Etudier la parité de I

2 Montrer que la fonction [ est strictement décroissante sur l'intervalle
i+ | puis en déduire sa monotonie sur 'intervalle |—=c:0[ .

3Montrer que: (v € J0; + ) ; 0 <flx) < | S

4501t 4 lafanction définie surl'intervalle J0: + [ par: glx) = : :-.': : l
3-Montrer que: (vx & |0: + [} ; glx)=(fof Nx) Sl
b-En déduire la monotonie de |a fonction g sur l'intervalle J0: + [ .

:“:Jt; la fanction définie par: flx)= I\_i i
i resser le tableau de variations de f . .
e dans un repére orthonarmé, la courbe représentative de Ia fonction £

Soit ¢ et h deus fonctions définies par:

Ha)=ypi 4 2 et hix)= ::".‘:l:.:
X
:: ::mm""e’ D l'ensemble de définition de la fonction fi
g Du:“** que: (vxe D);hix) = (gof)x)
Ner e tableau de variations de la fonction .
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Soit f et g deux fonctions numériques définies

par: flx)=x'—2x+2 et glx)=x/x

1) a- Déterminer [ 'ensemble de définition de la fonction g

b- Montrer que la fonction g est strictement croissante sur )

¢ En déduire que: g([0:1]) c[0;1] et gl[1: +=[) c [1: + ]

2) Déterminer les variations de la fonction f.

3) En utilisant les variations de chacune des fonctions f et g, étudier s
variations de la fonction h définie sur B par: hix)=x'— 25 x+2

Soit [ et g deux fonctions numériques définies par:
fla)=x"—4dx+let g(x)=
1) Montrer que: fIR) =[-3: 42 :r.:[
2) Montrer que la fonction g est strictement décroissante sur 'intervalle J0:+ |
3) Soit /i la fonction numérique définie sur l'intervalle Jo: + x| par:
h(x) == J—'-_-“-.."' +1
a- Vérifier que: (vx e |0, +=[) ; hlx) = fog(x)
b- Donner le tableau de variations de la fonction /.
¢ Montrer que: (Vxe[l;+=[);—2=<h(x)< L.
IR Solutions S
| i ) =3
1] Montrons que: (¥x € R);—3 < flx) < 5 ol flX)= 37+

x—3 —
Soit x un nombre réel, ona: flx)+3 =557 3=

2 + 1
Puisgue :,_:x.,. e 0 alors fix)+ 3> 0 donc flx)=—3
D’autre part on a: ., =fix)= !, = 1‘,_4.3| e 2{2‘?4 1)
Puisque 5{1\?"1- [j > 0 alors -~ﬂxj > 0 donc f{x) < }:'\H i
Dloii: (vxeR): —3sflx) < _l, ob ulx)=x" et v(x)= 3¢ +1
71 Mantrons que = vou _ youle!
Solt.tunnum:reréel,ona:ﬂxl—- ;.13! = 2‘::::);31 = Wuta)= !

ponc (vx € B): flx) = voulx)
%1 Déduction:- Tableau de variations de u:
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ribleau de variations de v:
5| @ =4 xl
"

“sur lntervalle |- ac;0)

Lafonction i est strictement décroissante sur l'intervalle |-=:0] et on a:
(¥re 0] iulx) =0

ot la fonction v est strictement croissante sur I'intervalle [0; + [ donc
la fonction [ est strictement décroissante sur intervalle |-=:0] .
“Surl'intervalle [0: + acf

la fonction u est strictement croissante sur l'intervalle [0:+ x| et on a:
(¥xe0;+ =[)ulx) > 0 et la fonction v est strictement croissante sur
lntervalle [0: + x| ,

Donclafonction f est strictement croissante sur ['intervalle [0; + x|
“Tableau de variations de la fonction [ .

X — oo 0 Foo

! ==

m
~4x+ 6

..:.Déterminons D I'ensemble de définition de f.o0 flx) = “‘ ety
Xunréel,ona: xe HDesx —dv+8£0
% iq::! le discriminant du trindme ' — 4x + 8 est le nombre A == 16 alors
b *8#£0Donc: xeEDesxER Dol D=F.
Smm:’"’ que: (vxeD); ; <<
réel, ona:
ﬂ-‘t]“!:: o _-_111-{1_1_ Mgyt 6—x+d4x=8 _

Putsqy, AR xX—dx+8 &
© ¥~ 4x+8 > 0 car le discriminant du tringme x' — 4x + 8 est

)

pre)
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strictement négatif et le coefficient de A est strictement POSitif algr

=2 D
= ay g <0 Cestadire flx)=1<0 dnnc S1¥) <1 (2) etong

_l_x—deir 6 BT 2af Bk 10— iy
Six) 2T Y¥—4x+8 2 2 _4x+s)‘h‘ =
X =Ay-pdir (x—2)

T 2¥-4x+8) 22X —dx+ s'i
F‘mso:]ue(\—2)‘>i}e'k2{.xJ 4x+ 8) > 0 alors 57 2(\ 21

PV
+8) =
c'est-a-dire ﬂx}—- Gduncﬂg)>7 (2)

D'ou de (1) et (2) on déduit que: '2" sfixn<1
Par suite: (vx e B): 12 Sflx)y<1

a- * Tableau de variations de la fonction u

: Pour tout réel x, on
ulx)=1x(x=2F+1
Puisque 1 > 0 alors le tableau de variations de la fonction i estle suvant:

X4 c=T00 2 + o

s 1

+1 = -3
* Tableau de variations dea fonction v:0n a: w(x) = 51 et 0. =R\(7

= =71
Pour tout x de [, ,ona: r(x):xtiaz =

i jart
Puisque —2 < 0 alors le tableau de variations de la fonction ¥ pst le su

=1+

x |-=oo =8 +oo
i

b- ftudions les variations de la fonction f : Pour tout réel x , 0 & |
flx) = r—4x+6 _ [¥—4x+5)+1 _ ulx)+1 =1-[rrf,\"n=“"m“

X—4x+8 (¥—4x+5)+3 ux)+3

* Monotonie de f sur l'intervalle |- ;2] : 2] doné

On a lafonction u est strictement décroissante sur l'intervalle free &
x<2=ulx)=ul2)

= u(x)=1
cest-a-dire ul|-2;2]) € [1; + 2| Onadone:

« La fonction # est strictement décrolssante sur |—o: 2]
o ull=m2] e[+ )
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, afanction v est strictement crolssante sur [1; 4]
pou; La fonction f=von est strictement décroissante sur l'intervalle
Jra 2].
' Monﬂlcrlle de f surl'intervalle [2; + [
gnalafonction u est strictement croissante sur l'intervalle [2:+ ]
done: X2 2 = ulx) = u(2)
=su(x)21
cestadire s ul[2: + ocl) € [15+ =]
0On a done:
+afonction i est strictement croissante sur l'intervalle [2; + x|
ol el e[1;+ |
+ ¢ eststrictement croissante sur ['intervalle [1; + x| .
Dolilafonction f= veu est strictement croissante sur Iintervalle [2; + =| .

[Excrcice £T3
#Déterminons D 'ensemble de définition de f:ol flx)= x—l‘;lt

WitreR,ona: *ED =X +x#£0 ‘
e xlx’+1)£0
e x 0

donc D= b

b-Etudions |a parité de f

SitxER ,ona —xe R' et:

fox)= =% LxL.__;i-f.l. =—r3)

+'I —X)  —a—x
Donc: (vy e Ril-xe R‘,; fi-x) =~ flx)) D'oll f est une fonction impaire.
* Montrons que [ est strictement décroissante sur l'intervalle J0; + |

o (e i )i f1x) = t|+|t eSS

Soit 1 et ¥ deux réels de I'intervalle J0; + | telsque x <y, ona:
X<y=a0 <41 <yHl
=y fep e =
=¥+1 <S¥E1
= fly) < ﬂxl
I:Iéq f""‘ﬂaﬂ [ est strictement décrolssante sur Vintervalle J0; +oef .

la
n f £st strictement décroissante sur lintervalle J0; + o[ et f estune
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fonction impaire donc f est strictement décroissante suri'intemau,}.

1) Montrons que: (Vx € J0:+=[);0 < fla) < | =
Sait x un élément de I'intervalle J0: + oo| ,ona: flx)= |

Ona: flx) > 0 ,dautrepart,ona: x > D= x"+1 > b

— 4y !
= flx)< 1

Donc: (¥x & J0;+2[):0 < flx) < 1

4) a- Montrons que: (¥x € J0; + =|): g(x) = ( fof )(x)

Soit x un élément de l'intervalle |0: + <[ ,ona:

(fof ) x) = fifix)) = ‘ﬁ_‘_)l.‘___ = 1 = {z+1}

— 1 e
oyt
r+a+1 _
=x+2c+2 8
Donc: (¥x & Jo:+ocf), glx) = fof Mx)
b- Déduction:

Ona [ eststrictement décroissante sur I'intervalle Jo: + x|
et fU0;+ =[)c ]+ [ (car vx € ]0; 4+ 2] ;0 < flx) < 1) |
Donc la fonction g = fof est strictement croissante sur Vintervalle i + =

|Exercice £7.3

1) a- Tableau de variations de la fonction /.ol flx)= | f: I
Ona: D=R-{-1}. I
Pourtout v D ,ona; ;{,;-_‘:1 - ‘;:?l =1+
Puisque —1 < 0 alors f eststrictement croissante sur chacun de
| il et Fr+al,

Tableau de variations de |,

s intervalés

g~
=
b3
I
=]

=
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21a-Déterminons [):
3 +
onahle)= 0y :
sotxunréel,ona:  xeDes(x+1V#0
e=x+1#0
e=x#—1
=rxeER- {' | I
Donc: D=R—{-1}
b-Vérifions que: (vx € D); h(x) = (gofNa) ol gla) =y + Tvet fxl= ooy
Soit x€ D ,ona: |
(800 = g(flx) = (A + 20 = (o3 1) + 351
SR -G, S I - o 0 SR Y
Gy Y ar 1y Gk dy
Donc (vx & D) ; bl x) = (gof N x)
¢ Tableau de variations de la fonction /i :
Pourtout x € B, ona: gla)=x'+2¢= I X(xh1F =1
Pulsque | > 0 alors I fonction g est strictement décroissante sur
tervalie |-, - 1] et strictement croissante sut fintervalie [~ 1+ ~[ .
T'M“Udevnriaﬂom de g,

x ] | +oc

[ oty
.
.'}"“"Momede I sur J- oy — |
- eststrictement eroissante sur 'intervalle |-=: = il
oUm e i+ | (Daprés la courbe de f)
¥ &ststrictement croissante sur lintervalle |1+ =

lfonction & = yof eststrictement croissante sur intervalle J-ee;=1[7%
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» Réésolvons I'équation: fx =— 1
K==y =—1
=x=—x—1
= X=—F

* Monotonie de h sur l- k- é I
= [ eststrictement croissante sur l'intervalle |- 1: — l ]
)

. j(\— e 12-]) C |=oe:— 1] (D'aprés la courbe de f

+ ¢ est strictement décroissante sur l'intervalle |~~~ 1]

Donc la fonction h = gof est strictement décroissante sur 'intervalle ]— I; —!1
* Monotonie de h sur l- 12 o rx.l

* f eststrictement croissante sur l'intervalle |— Ill' + 'w,‘

. j([— ; - ml) cl-1:4 x| (D'apréslacourbe de [}

* ¢ eststrictement croissante sur l'intervalle -1+ S

it i
Donc la fonction it = gof est strictement croissante sur lintervalle !‘ 3 -"4
Par suite le tableau de variations de la fonction /i est:

(Exercice 29

W
1) a- Déterminons /) l'ensemble de définition de la fonction £
glx)=xix

| Soit xER ,ona: xePDenx>()
e |
ponc D =[0:+ x|
b- Montrons que la fonction g est strictement croissante suf Pi ¢
Soit x et v deux éléments de I'intervalle [0; + =| telsque X i
Ona: x< _\-=:1US‘“"- vy
0D=x<y
= XX <y
= glx) < ply)

v o f‘[ “
Donc la fonction g est strictement crolssante sur I'intervalle [o:
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péduction: Soit x un élément de I'intervalle [0:1] on a:
I

u&-[u;i]-u()é,t's I
= gl0) < glx) = gll)
=0=glx)=1 (car g est strictement croissante sur 2" )

ponc (vx €[0:1 D5 gx) € [0:1] . 00b g([0: 1)) [0:1]

creflit =l =2 x21
s g(x) = gll) (car geststrictement crolssante sur[1; + x| )

= glx) = |

done (vx € |1+ oe] kgla) & 1+ x|

ol gllli+m]) o 1+ =]

2| Déterminons les variations de la fonction f.

Fourtoutréel x ,ona: flx)=x'—2x+2=(x- 1T+, doncle tableau
devariations de [ est le suivant:

x |~ 1 +o

! 5

3 Btudions les variations de 4 sur I'intervalle [0: + [ .
1afonction i est definie sur B° etona pourtout v de B :

W)= - 2x/x+ 2 = (xvx)= 2{xvx) + 2=(glx)y — 2p(x)+ 2
b M) = (fog)n)

Monotanie de / sur Fintervalle [0:1):0n a:
"4 ststrictement croissante sur I'intervalle [0:1]
:“ll['i Ihe[o:1) (Dapresia question 1) ¢))
D:n::::)ﬁﬂgment décroissante sur l'intervalle [0:1] .
5 netion /i = fug est strictement décroissante sur l'intervalle [o:1] .
. rnnutnnle de i surl'intervalie [1: + |
i ! eststrictement croissante sur I'intervalle [1:+ o
.:'[I: tal)e (g4 |

! :‘ “'itle_menl croissante sur l'intervalle |1 + x|

Afonction /i = fog est strictement croissante sur l'ntervalie [1; + x| .

1
Montrons que /(1) = [—3i +-o0]
Yuntéel, ona; fly)=ai= 4 1= (x'—drt 4)-3=(x-2V -3
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Puisque (x—2) =0 alors (x=2)' ~3 >~ 3 donc fx)>- 3
Dot (Yx € R); flx) =-3 clest -a-dire: (Vx & R); flx) e (=34 o
Parsuite: fIR)c -3+ (1)
= Montrons que: |—3; + 2| C fIR)
Clest-a-dire: (Vy e[-3i+ <[k(@ve R); flx)=y
Soit y un élément de I'intervalle [—3: + «| , montrons que I'équation
flx) =y admet au moins une solution dans 2.
Ona: flx)=yesl(x—2Y-3=y
e=(x=2=y+3

r
e=sax—2=y

+3o0ux—2 ==yy+3
emx=2+yy+3oux=2-yy+3
Donc: (Vy &€[=3:+ e[ h(Ix € R)iftx) =y Dloliz [-3i+ e[ c AR (2)
Par suite de (1) et (2) on déduit que: fIR)=|-3:+ | .
7)Montrons que lafonction g est strictement décroissante sur [intervalie 1o+l
Soit x et y deux éléments de l'intervalle J0: 4+ o] telsque x < y,ona
x<_\‘=sl}<\-x~: vy

< 3

b =1
VX vy

= g(x) > ply)

Donc: Y{xy) e (J0: + sl ) x < v = glx) > gly)
D'ols la fonction g est strictement déeroissante sur J0: + el .

11a- Vérifions que (vx & [0: + [} hl(x) = ( fog)(x)
Soit x un élément de I'intervalle |0: + x| , ona:

-

) i ; A - 2
(fog)x) = flg(x)) = (glx)f — 4glx)+ 1 = (” ] e
1= dyxt ¥ pix
clo Aol Al
X alx X x

ponc: (Wx & J0: + =) hlx) = fog)(x)
b- Tableau de variations de la fonction hi:
- Tableau de variations de la fonction g.

x 0 ‘!1 +o

e 2
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i de variations de la fonction !

“Tablea!
'ermgi x,ona: flx)=1x(x=2) =3, doncle tableau de variations
delafonction f est: L S
x| = 2 e
’ =]
o aln) =2 e o =2
o-o\-";.'=-%
ek

Donc: 0 € xS ;l‘— = glx)= g( % ) (car g est decroissante sur J0; + s
= plx)=2
Dol x(]ﬂ:%—l] cl2:+
Parsuite. - La fonction g est strictement décroissante sur |IJ: _1 ’
ﬂlﬂali]] cl2i+ x|
“lafonction f est strictement croissante sur [2; + x| .
Donc i = fog est strictement décroissante sur 'intervalle ]n.- L l :
P R
- glx) <2
Denc: R[I.‘; it 'x[}c |=e:2] Par suite:
“Lafonction & est strictement décroissante sur H it "‘l
.:IHH “"l)c J~os:2]
fonction £ est strictement décroissante sur |-:2]
%&:;‘:;M est strictement croissante sur |'intervalle “ B 'L[
au de variations de la fonction /i est le suivant:

+oc

x |0 3
f B |
“Montre
oS Que: (v € [1; + col);— 2 < h(¥) < 1
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* La fonction /i est strictement croissante sur Iintervalle [|; + &l
Donc: x= 1 = hlx)=h(1) :

= h(x)=-2 (1)
* Soit x un élément de I'intervalle [1; + | ,ona:

e el B —Avat )
Puisque: x = 1 alors —4yx + 1 <=3 donc —4y x+1 < 0
Clest-a-dire:  fi(x) < 1 (2)
D'olide (1) et (2), on déduit que: —2 < hlx) < |
Parsuite: (Vxe[l;+oc]):—2<h(x) <1

Soit f la fonction définie par: flx) = 1 %"
1) a- Montrer que: (¥x € B) ;| flx)|< 1
b- Montrer que f est une fonction impaire.
2) a-Soit x et v deux nombres réels distincts.
—~fly 201 —xy)

Montrer que: ﬂ-’%‘_f‘"'] =0+ % ¥) i
b- En déduire la monotonie de f sur chacun des intervalles [0:1] etfl:F
et dresser son tableau de variations.
3) Soit g et /i deux fonctions définies par:
|x +1]

1+x pnitan®
a- Déterminer la monotonie de la fnn:.tion & surson ensemble de.—df :inlﬂn
tracer sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O 141
b- Déterminer graphiquement g([— 1;0]) et g([0:+ =) -
c- Vérifier que: (vx € E); hix) = gofix)
d- Dresser le tableau de variations de la fonction /.

| Exercice 7

Soit f la fonction numérique définie par: f(x) = 3x — 0¥ %" it
1) a- Déterminer [ 'ensemble de définition de la fonction /-

b- Montrer que: (vxe[l;+x[); flx)=8 =
2) On considére la fonction numérique g définie par: glx) =y

a- Dresser le tableau de variations de la fonction g£.

glx)=yx+1 et hix)=
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- Tracer dans un repére orthonormé ((% 3/ ) , Ia courbe représentative de la
fonction ¢ et déterminer graphiquement gll1:2]) et pl[2:+]) .

¢ Déterminer la fonction polynéme /i du second degré telle que:
(vrell:t w[): fix) = hoglx) , puis étudier les variations de la fonction f.

[bercice 223

soit f la fonction numérique définlesur B par; flx)=x"+x"+x
1)a-Montrer que: (V(xiy) € R') ; x'+x(1+y)+y' +y+12>0
b-Montrer que la fonction [ est strictement croissante sur B
¢ Montrer que I'équation fTx) = 3 admet au plus une soltution dans .
2) On considére la fonction numérique g définie sur lintervalle |-ac; 10]
par: glx) =10 —x
a Etudier les variations de la fonction g sur llintervalle |-=:10] .
b-Endéduire que I'équation flx) = g(x) admetune solutionuniguedans 2.
3) On considére la fonction numérique h définie sur l'intervalle J0; + [
L+x+4x

X \".\.'
¥ Vérifier que: (vx € 0; + oc[); h(x) =_,‘r I‘_ )

NE

par:hix) =

b-En déduire la monotonie de la fonction / sur l'intervalle Joi+ e .

oerdce 78

Soit £ 1a fonction numérique définie par: flx)=x+2-x+2

13- Déterminer D I'ensemble de définition da la fonction f.

b-Montrer que: (vx e D); fix) 2~ _I:

& Résoudre dans l'ensemble [ I'équation: flx) =2

2) Soit et 1 deux fonctions numériques définies par:

Mx)=x—y o Wx)=yx+2

:a:l:d:r les variations de la fonction v sur son ensemble de iéfnil‘im et
% tourbe représentative dans un repére orthonormé (Ck157 ).
(‘;ifﬂmlnergraphiquement :{l == I ]] et l”z . ‘I} 7

¢v¢r:;:r le tableau de variations de i

iy raue: (vae D); fix) = (uov)x). -

tudier |y monotonie de |a fonction f surchacun deslntv.‘n.rarresl e _{]

u[”}:-hx‘.l .
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On considére 'application: fi[1;+ | — B
L m—x—1=2ya=T

1) a- Déterminer f({0})

b- En déduire que I'application f n'est pas injective.

2) Soit u et v deux fonctions numériques définies par:

wWx)=x'—2x et v(x)=yx—-1

a- Verifier que: (vx € [1;+ oe[): flx) = (nov)(x) .

b- Dresser le tableau de variations de la fonction f.

¢- En déduire que I'application f n'est pas surjective.

[Exercice 13

Soit f la fonction numérique définie par: flx) =yx — 2v+2

1) a- Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f.

b- Montrer que: (Wx & D); f(2—x) = fix)

2) Etudier la monotonie de la fonction f sur D.

3) Soit g la restriction de la fonction f a l'intervalle [ = [15+ ol g
Montrer g est une bijection de [ sur [ et déterminer sa bijection
réciproque.

4) Soit i la fonction numérique définie sur l'intervalle [~ 15+ =] par

Mx)=+x+3-2Jx+1 .
Etudier la monotonie de la fonction h sur I'intervalle [~ 1: + o]
On considére la fonction f définie par: flx) =yx+2 v L 1
1) a- Déterminer D I'ensemble de définition de la fonction f .
b- Montrer que: (Vx € D):0 < flx) =43 .
2) a- Montrer que:
,, ) ”q_ Ry 1 = : \._||
(Mixy)eD):x#y; x—y —{\_‘ T3yt 2 Jx= 1+
b- En déduire la monotonie de la fonction f sur D). g -
3) a- Montrer que I'application f définie de D dans 2 est injective.
b- Montrer que I'application f:D — |0:4/3] est bijective.
x+—flx) B fix) = L
4) Montrer que 2 est I'unique solution de I'éguation: x € = : 10 8

ax+ 1 -1 F
5) Soit ¢ la fonction numérique définle par; g(x) = ;

WE
a- Déterminer 1), l'ensemble de définition de la fonction £
b- Vérifier que: (Yxe D,); glx) :_;{ L)

c- Dresser le tableau de variations de |a fonction g.
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I Solution:

|| 2- Montrons que: (Vx & R):|flx) =1
Q.: y un élément de B , on a:
a2zl

] _—(@=2x[+1) __(x|=1}
|ﬂ‘”_|=|l_+x" R

’ I+x LT
(|x]=1y
IS0 .3 il
T4 =~ 0

tasta-dire: | flx)|— 1 <0, donc (vx e B);| flx)|< 1
b Montrons que [ est une fonction impaire.

N 2{—x) 2x _
stx€Rona: —xER et S-x)=7 "5 :_Ij.r == flx)

puisque —(lx|= 1Y <0 et | +x" > 0alars

donc: (Vi€ R);—x€ R et fl—x)=—flx) d'ob [ estune fonction
impaire.
Zla-Soit x et y deux nombres réels distincts, montrons que:
Ax)-fy) _ 201 —xy)
=y 1+ +y)
. S 2% 2y 2x+xy'=y—yx')
Il Sl e e () (e
= 2Ax—y—x{x—y) _ 2x—yNl— 2ay)
(1 + 21+ ) T+ 200 +y)
Bonc: (¥ (xy) & 7y LX) —AY) _ 201 —xy)
kY (1+x° )1 +y)

b Déduction;
;nMﬂnotcnlede f sur lintervalle [1;+ | :
" X et v deux éléments distincts de I'intervalle [1; + ~[ , ona:

>
2 =y > | (car x £ v)
¥ :
Pkac 1+ I-xy <o
Sque (14 y1)() +v) >0
2(1 -, :
ok ) fx) '{‘ y) < {0 ,donc [ est

. 42 + 37 < 0 Clest-a-dire: =

nnfﬂent décroissante sur lintervalle [1: + | .

: Iotome de [ sur Vintervalle [0;1] :

i “t ¥ deux éléments distincts de intervalle [0:1] ,ona:
Sx<

lgyo, =0< |
o ) | (car x# v)

=l=-xy>0
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: 4h 201 — xy)
Puisque (1 +x")(1 + ") > 0 alors A +x)14y) >0
donc [ est strictement croissante sur lintervalle [0;1] .
= Tableau de variations de la fonction [ :

La fonction f esti

paire et stric t décroi sur l'intervalle
[1; + x| donc f eststrictement décroissante sur I'intervalle |- 1] et

ona [ estimpaire et strictement croissante sur l'intervalle [0;1] donc /
est strictement croissante sur I'intervalle [~ 1;0] .

Le tableau de variations de [ est le suivant:

x —m -1 1
i

3} a- » Variations de la fonction g:

Ona: Dg=[-1;:+ =| et g eststrictement croissante sur Dg.

« Courbe de la fonction g: Tableau de quelques valeurs de
glx) 0 1 2

o x

b- Déterminons graphiquement g([—1;0]) er g([0; + =]}
ona: gll- 0D ={gx)/—1=x=0}=[0:1]

et gll0:+ =) = {glx)/ x= 0} = [1; + =

o Vérifions que: (Vx € R); hix) = (gof )(x)

Soit x un réel, on a:

(go)x) = e() = V) + 1=/ 2 +1

52, [ =
_\/I"*‘t?'.-.t_ Gr1y _ v 1) _ lxt M=t
3 FH1 o NooRl o Prl. yxtl
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ponc: (VX E R):hix) = (gof )x)

4 Tableau de varlations de la fonction h

_onadaprés la question 1) a) : (Ve B);| flx)| = |

cesvadire: (vx € R): flx) €[~ 1:1] done fIR)c[~1:1]

_gna: » La fonction [ est strictement décroissante sur chacun des
itervalles [1:+ o[ et J-ooi 1] .

i+l el- 1] et Al —1lc[-1:0]

+(afonction g est strictement croissante sur l'intervalle [~ I; 1].

pone la fonction & = gaf est strictement décroissante sur chacun des
intervalles |-oo;— 1] et [1; + o] .

-Ona: * Lafonction f est strictement croissante sur lintervalle [~ 1:1] .
-t cl-1:1]

*lafonction g est strictement croissante sur I'intervalle [—1:1] .

Doncla fonction /i = gof est strictement croissante sur l'intervalle [~ 1:1] .
Dioli e tableau de variations de la fonction & est le suivant:

X -= = | | + 00
V2

h )

0 -

o 9

1a. * N f
Ja-Déterminans 1) rensemble de définition de /ot flx) = 3x~ 6/x— 1 +8
SO x un réel, on a: x ¢ ) ews x 120

P |

e x € |15+ o

:o»; D=1+ g
':"""““““wv (v e 1+ al); fla) = 8
* un élément de lintervalle [1; + ~| , ona:

Ao)= 8= 3 /7= = 3(x - 2/F= D)= 3x— 1 - 2/x= 1+ 1)
it Ayx—1-1)
EUVx=T - 10> 0 donc: f{x) 8 > 0Dob:(Vxe [+ wl); Ax)= 8

Ya. interval

o Tableay de variations de 8

B D=1 4 | etlafonction g eststrictement croissante surl lle
| done:
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g
0
b- Courbe de la fonction g: Tableau de quelques valeurs de g:

e L0
N[ |1 ounfiies

gl o| 1|2

¥

« Déterminons g{[1;2]) et g([2; +=[) :

-gll2) ={glx)1 <x <2} ={0:1]

- g2+ Dy ={g0 1 x =2} = [1:+ =]
¢- » Déterminons le polynéme /i:
Soit x un élément de lintervalle [I; + <[ ,ona: flx)= hog(x) = hig&)
Onpose: v = glx) cest-3-dire y = yx—=1 dong: x=y*1 il
DoUi(y) = flx) = 3x— 6/x— 1+ 8 =3y + )= 6y +8 =3 ~@"
Par suite , /i est la fonction numérique définie sur B par:fi(x) = 3 —6e?
« Etudions les variations de la fonction f . Pour tout réel x , on a:

hx)= 3¢ —6x+ 11 =3(xX— 2+ 1)-3+ 11 = 3{x— ||-+_ﬁ lle

Puisque 3 > 0 alors la fonction /i est strictement croissante sut ffintenv?
[1:+ | et strictement décroissante sur l'intervalle J—o<i 1]

x | —~ea 1 +oo

-
| h
il 1 g
-ona glx)=lesx—1=1

- y=7
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paiISxs2 =5 g(1) = plx) < g(2) (car g estcroissante)

= 0<glx)<1
Cost-a-dire: (vxell:2])iglv e [0:1] cela signifie que: ell:2hefo:] .
ol L2 fonction g est strictement croissante sur l'intervalle [1:2]
«glzhelo:n]
+(a fanction /i est strictement décroissante sur I'intervalle [0:1]
par suite la fonction f= hog est strictement décroissante sur I'intervalle
2]
frona; » La fonction g est strictement croissante sur l'intervalle [2; + o[
vl =) 1+ e |
+Lafonction /i est strictement croissante sur I'intervalle [1; + =
Par la suite la fonction f= fiog est strictement croissante sur I'intervalle
R

1a-Montrons que: (V(x;y) € B')ix'+x(l +y)+y +y+1>0
Soit y un nombre réel, on considére le polynéme p.(x) définie par:
plx)=x"+x(l +y)+y'+y+1
02 px) estun trinéme de degré 2, donc son signe dépend du signe de son
diseriminant A .
u“"'15=fl +y =4y + y+ 1= 1+2+y—4y'—4y—4
==Y'-2y-3
{“‘wll?hdixriminant du trinéme — 3y’ — 2y — 3 est —32 alors
% ~2y~3 <0 Cest-a-dire A < 0, donc le discriminant du trinéme
73 est negatif, drous 72 (x) < 0 parsulte: X' +x(l 4+ y)+y +y+1 >0
:ﬂ”nht X € R, Finalement: (v(xy)e B, v +xll +3)+ v +y+1>0)
Méthade: Soit x et v deux nombres réels, on a:

'+ 3 1+ vy +yy I1+yY 1.4 .

W)= (x4 L “(I :"\: = |x+ -5 ) - g+ y+ 1)

Done: 3 x
Tl )+ ' g4y -[.\'4 | _\} vyt 1A+ y+]

+ 1
PR
& —.{\+I:".|:+J‘ti_\'*2_\*.”
;i“e e discriminant du trionéme 3y + 2y + 3 est —32 alors
Vou. (2}“‘] >0 et (_\, I :’." } >0donc X' +x(1+¥)+¥+y+1 >0
B VBN ERY) 1+ x(14y)+yity+1 >0

"trons que f est strictement croissante sur &.
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Soit x et y deux nombres réels distincts , on a:

) -fy)=x+x+x—y' =y —y=x'—p+x =yt x—y
=(x— ) +xy+y ) Hx—yNx+y)+x—y
=(x—yNt+xy+y' +xty+1)=(x—ylx +x(y+ Dy 4y4q)

Donc: flx)—fly)

x—y

Puisque: ' +x(1 +y)+y +y+1 >0 alors f(xl :{U) >0

donc [ est strictement croissante sur ., -

¢~ Résolvons dans R I'équation flx) =3

Soit x un nombre réel, on a:

fR)=3eax+tx+x=3

=x+xly+1)+y+y+1

=t +x—3=0
=r—-1+xX-1+x—-1=0
e=(x= D+ x+ D+(x=Da+D+x-1=0
em{x— I+ 24+ 3)=0
e=x=loux'+2x+3=0
Uéquation x* + 2x + 3 = 0 n‘admet pas de solution dans K car son
discriminant est négatif (A =—8) ,donc: flx)=3esx=1
D'ols 'équation f(x) = 3 admet 1 comme unique solution dans .
2} 3 Etudions les variations de la fonction £ sur I'intervalle I— = 10]
Soit x et y deux réels de I'intervalle J—=c;10] telsque x <y ,ona
X<y=—x>—¥%
= 10-x> 10~y
—/10—x > /10—y
= g(x) > gy)
Done: (vx,y e |—:rr.10}]:.t < y==glx) > gly)
D'ols la fonction g est strictement décroissante sur I'intervalle |- 10} ]
b- Déduction: Léquation flx) = g(x) est définie sur Fintervalle |~ 10
-Ona: fl1)=g(1) =3 donc le nambre 1 est une solution de réquation
Slx)=glx).
-On a: la fonction g est strictement décroissante sur 'intervalle
la fonction [ est strictement croissante sur &
donc: x < | == f(x) < f(1) et g(x) > g(1)
== flx) < 3et glx) > 3
= flx) <3< glx)
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DW(VIE ]—w:|[) 3 Slx) # pilx)
ceasignifie que I'équation f{x) = g(x) n'admet pas de solutions dans
rotervalle |- i1 [
Pautre part, on a: 1< x< 10 =a f{1) < flx)et g(l) > glx)
w3 < flx)et3 > glx)
—s plx) < 3 < f(x)
ponc (¥x € ;10 |); flx) # #(x) cela signifie que I'équation f(x)= g(x)
sadmet pas de solution dans I'intervalle ]1:10] .
pod I'équation /{x) = g(x) admet 1 comme unique solution dans
fintervalle |-oc; 10] et par suite dans R
31a Vérifions que: (vx & J0; + oo ; hix) =j( Jl; )
%it x un élément de I'intervalle J0: + | , ona:
! 0 P I P i el il 1B E TR
)= (=] + [=) + == b+ = : =}
)1-'1] vx) (J,r) v oxfx ¥ Jx xx ()
Donc: (vx & J0:+ ool ) s h(x) =j( 1 )
Vx
b-Déduction: On considére la fonction u définie sur I'intervalle J0; + |
parulx) = !

fonction ', Vx est strictement croissante sur lintervalle J0; + x| ,
dncla fonction « est strictement décroissante sur Fintervalle J0; + |
lRrana: = fou Donc:

.uhnmo" it est strictement décroissante sur I'intervalle J0; + oo|

Wit fy e g

*fonction /' est strictement croissante sur B .

Dogy :
b1h fonction j = Jou est strictement décroissante sur l'intervalle
o |

L + ’
: f‘élmmnons Dol flx)=x+2—yx+2
Ml ona: ve paxt2n0

oxs>—2
TOns que ; (vy e D); flix) 2- ;
I
Un réel go l'intervalle |- oc; — 2] ;ona:

.207
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o0+ 5= (w2 - VxF 2+ = (¥ 2 - 4
Puisque : (vxe[-2:+ ml!:{\-’i +2- _!!] =0 alors :

(vxe|-21+ <)) flx) 3—%
¢- Résolvons dans D I'equation : flx) =2
Soit x un élément de I'intervalle [~ 2; + x|, ona:

fO=2ex—yx+2=0e1x20 wx'-x-2=00rx>0

ox+Dx-2)=0erx20

ex=—loux=2eaxz20
Donc l'ensemble de solutions de I'équation fix) = 2 est {2},
2)a- Variations de la fonction v :
- La fonction v est strictement croissante sur |'intervalle [~ 2; + ~|
- Tableau de variations de la fonction v :

x | =2 +oo
¥ lg
- Courbe représentative de la fonction v :

b- Déterminons r[i— L= 1]} et v{|- I‘. + :-:1_]
Ona: \'[1—2:- 1]]—‘-{01“&1: rl:['}: +,,;[]—.I§;+'x[
¢~ Tableau de variations de la fonction u :

Pour tout réel x,ona: ulx) = (,r— },‘ )'\— _11




figns que : (VX E D) ; f(x) = novix)

;i unréel de Vintervalle [~2: + [, ona;

i) = () =l x+ D=(x+2V=Jx+2=x+2-x+2=f)
ponc: (v,\-e|—2: +ex|) s flx) = (wov)(x)
frudions la monotonie de la fonction f :

,”|'|mrvalle['2:—4 . 7
. est strictement croissante sur l'intervalle I—2'— ; I
.(afonction v esl 5 |

"il'l" }I]‘ = [ll.' 5 I (d'aprés2) b- )

s fonction i est strictement décroissante sur l'intervalle [u: ; I

poncla fonction [ est strictement décroissante sur I'intervalle [— 25 = 37 ]
vurfintervalle [~ 1 + o]

lafonction v est strictement croissante sur l'intervalle {— I + :;[

..il~% .'fu:[}=|%,'—: + ::.[ (d'aprés2) b-)
-Lafenction u est strictement croissante sur l'intervalle { -],: + x‘l
Doncla fonction f est strictement croissante sur I'intervalle |— I:* x[

l)"DéllEl‘l'l:!inuns l'ensemble fltlli}!
R YEMM{0N e x|l + x| et fix)=0
wxe[li+ xler/x—1G/x-1-2)=0
exe[l;+oler(x=loux=35)
s ewx=loux=35
o} ={1;5}
Déduction -
D:;:': |Ia' Question précédente, ona: f({0})={1.3) signifie que:
“\’érili::. f(5) =0 Pulsque | # 5 alors f n'est pas injective.
s i Sque: (Wx & [l + of): fla) = (uovdin)
el de 'intervalle [1; + ~|, ona:
il;‘:t x_— 1= 2J/%=1 = (v(n)) = 2v(x) = ulvlx)) = (wov)(x)
b “""‘II:*"‘J[J:J"L\‘! = {uoviix)
sle tableau de variations de /
ihe tout dfabord le tableau de variations de chacune des fonctions i et v
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Les fonctions i et v sont deux fonctions usuelles, donc leyrs tableg,
ux
variations sont : de

sOna:(vix)=lex=2)et(lsx<2a0<vix)<1)

donc: v{[1:2]) € [0; 1] Puisque : * v eststrictement croissante sur l'intervalle [|
* vlz2h efon].

* u est strictement décroissante sur l'intervalle [0:1].

Alors la fonction = uov est strictement décroissante sur |'intervalle [1;2]
Ona:x22ev(x) > 1 cequisignifie que : v([2; +ac) c[1; + =]
Puisque : * v est strictement croissante sur I'intervalle [2: + ~|
[+ =D e+ ]

* u est strictement croissante sur l'intervalle [1; + [

alors la fonction f= uov est strictement croissante sur l'intervalle [2:4]
+ Tableau de variations de f:

ST oo e
1 -

c- Déduction : On a d’ apres !e tableau de variations de la fonction | f:

a
vx € [1: + x| flx) 2= 1, cela signifie que le nombre -2 (par exemple)
pas d'antécédent par 'application f donc f n'est pas surjective.

1) a- Déterminons [ I'ensemble de définition de la fonction foU
flx)=vx'-2x+2

soit x un nombre réel, ona:

XEDax—2x+220

e(x=1y+120
elx—1F 22—

=R
D
La derniére proposition est vrale pour tout nombre réel . don¢
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sque: (Yx€R) f(2-x) = f(x)
g un nombre réel, ona:
,'(!—rl=v"(i—xl'- 22-x)+2=Va4—dx+x—4+2x+2
=/r-2x+2=Jx)
ponc: (vx € R)1 /2 -x)=flx)
1 fudions la monotenie de la fonction f sur R
onconsidére les fonctions « et v définies par :
(weeR):ut) = Vx et (Vxe R)ivx) =x'—2x+2
na: (vx € R): f(x) = uov(x) et (Vx € R)ivlx) = (x— 1)° + 1
Donc les tableaux de variations de u et v sont :

X |~oo 1 +oo
v
v .‘1
x |0 +oo
-
u
o

“Onalafonction v est strictement croissante sur I'intervalle [+ |
el + =) (1 + oo| et la fonction u est strictement croissante sur
lintervalle [1; + oof donc Ia fonction [ est strictement croissante sur
lntervalle [I; + q,l

"0nala fonction v est strictement décroissante sur I'intervalle |—cc;1] et
o 1)) ¢ (J1; + a]) etlafonction i eststric roi surl'intervalle
li+ x|, donelaf tion [ eststric décroi lintervalle |-=e; 1].

)|

h;.,“_‘o"tm"-" que g est une bijection de | sur / et déterminons sa

Ection réciproque g ' :

::'::il un élément de Vintervalle [1; + o|, existe-t-il un unique élément x
Mervalle [1; + oof tel que glx) = y?

VEN Sy w22 =y
olx—1) =y~
alx=1|=/y=i
Y sx=yy— T+ loux=—yy—1+I
l:?u: :d- =1 i+ ] et 14y — 1 €[l 4+ '.?Inrs .I'équation
Iy Jy:e: une unique solution dans I'intervalle / quiest:
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Donc g est une bijection de [ sur [ et sa bijection réciproque £l
définiepar: g ':f —1
x—{FT 41

4) Etudions la monotonie de la fonction h sur l'intervalle |- + ool ;
Soit x un réel de l'intervalle [1; + x|, ona:

b= fx+3- 20571 = Jx¥ - 203 172

= fly/x+ 1) = flt(x)) = ( fok)x)
ou { est la fonction numérique définie par : (Vx & [~ 1: + =) : t(x)

= \:t*“]

x -1 0 Fo |

( 1
st —
Ona: ) =1lesyx+1=1

e=x =10

Donc, on va étudier la monotonie de la fonction /i sur chacun des intervalles
[=1:0] et [0;+ =[.
- Monotonie de i sur l'intervalle [=1:0] :
La fonction [ est strictement croissante sur lintervalle [~ 1:0] et
t[-1:0]) c [0:1] etlafonction f est strictement décroissante sur

I'intervalle [0:1] doncla fonction ki est strictement décroissante suf
lintervalle [—1:0[.

- Monotonie de /i sur I'intervalle [0; + = :
La fonction { est strictement croissante sur 'intervalle [0; + x| et
0[0; + x[) c [1: + x| etlafonction / est strictement croissante suf

I'intervalle [1; + x| donc la fonction /i est strictement croissante sur
lintervalle [0; + o,

1) a- Déterminons 1) l'ensemble de définition de la fonction [
ona: flx)=yx+2-J/x-1
Soit x un nombre réel,ona: XEDeax+220erax— 170
e=x2-2etxw]
x|l
donc: D =[1;+ .
b- Montrons que : (Yx € D):0 < f(x) < y3
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hdyites Y e P R R —yx—INdx+ 2+ Jx=1)
‘.f(.\'l=“"r""2 ¥ (Yx+2+yx-1)

3
=hri+ Vs

paa: (¥x
i panana;xe[];-l-m[ =x+223e0x-120

= \."r.\' +2+ \r';_— 12 i.’i_

1 3
SR —
SVat2a+/a-1 0 3
3

e <3

 Vat2+yx—1
onc: (vae[li +acl): flX) V3 Dol (VxE D)0 < flx) <3

1Ja-Montrons que: :

mntdeb,ony: il e ey e

E[|;+m[);\.’x_+i+.r"£- I>0Donc: (vxe[li+ =) fix) >0

(vixy)e D)ilx a!yk‘ﬁ-ﬂ;-‘;:w = !

F ] = g
VET2+yy+2 WJx—1+/y—1}

5ot x et v deux réels de I'intervalle [1; + [ telsque : x # v, ona:

f=fiy)= x4 2=Jx=T1=yy+ 2+ Jy=1=(/x+ 2= A+ =lvxa- 1= ¢y=1)

. b 2 g Ly
var2+yy+1  Jx=1+Jv-1
Sl B st
’}{.;.z.,-‘.g ,-u--l*\.\r—I]
Dane - (v Mol by} ¢ SISO e ) ' —
My e D) i(xpy) ; 14 e~ S T i e

b Déduisons la monoatonie de [ sur [
%ot x et y deux réels de Vintervalle [1; + x| telsque: x # v, ona:

4213 g r p
[r425 I L ¥a+23 =1

|4‘ P f
At bl B ' BT
w24y 2= L+ y— 1 >0(carx éy)
Al Ol sy
Y+ 24y +2 JVx=14+/y=1
- L0 PASL <0
Bane ¢ i

Yo p, SStstrictement décrolssante sur Fintervalle [1: + ~[.
ke trons que f est une application injective de [) dans ¥ :
By * ¥ deux réels de Vintervalle [1: + | tels que x # ¥

tl’)\luu '
By SRy

i y"m T1x) < fy) donc f(x) # /)

alors f(x) > f(y) donc f(x) # /(¥
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Donc (v(xy) € D);(x #y) = f(x) # 7(3) et parsuite f estyne
application injective de D vers R.

b- Montrons que f est bijective de D sur |0;y/3] :
Il suffit de montrer que f est une application surjective de vers | r3]
Soit y un élément de I'intervalle ]0: J‘_’.],_ﬂtiste—t-‘ll un élément y dp gm
que fx)=y?0na: )=y es/x+2—x—1 =y
nv!.\:_i'z = JX-_ 1+y
ex+2=x—1+y+2y/x—1
e 2y/x—1=3 -y (
E F—y car y#0 )
(=] v".f_ 1= Z_V)
_fa=y¥
ox= 3 +1
(3-yr
4y +1=1
Donc: (vy e J0:/3D:i( Ax el + =) flx) =y
Dol : f estune bijection de D sur Jo:v3l. i
4) Montrons que 2 est Funique solution de Féquation (F) : x € R; flx) = v
Lensemble de définition de I'équation est lintervalle [1; + o
Ona: f(2)=1et é (2)' = 1 donc 2 est une solution de I'équation (£).
On suppose que I'équation (F) admet une autre solution @ différente de 2
(@ #2)
Ona:Seita>2oua<2
-Sig>2alorsona:a>2= ka') ,',m‘

= fla) > f(2) i
s <2 [afammmmwf

Ona: xell;+ o] car

Ce qui est contradictoire
De méme on montre qu'il y  contradiction dans le cas @ < 2, don¢
I'équation () admet 2 comme solution unigue.

5} a- Déterminons D, I'ensemble de définition de la fonction & *
Yax+1-V1-x

ona: glx)= 7

- >0
Soit x un nombreréel, ona: xe D, es2x+1=0et]—x=0etx
) etx=letx>0

e x € J0;1] Donc: D, = J0;1).

b- Viérifions que : (Vx e D,); g(x) =}{i)
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]rH] ona:
== \fl+lr =%
l]-‘ X 2 ¥ ‘ * k'l'x
porc: (v € J0: 1) i 2 (0) =A% )
Drﬂ“"’ e tableau de varlatlons de la fonction g :
o (vrER) X E]D: e ! T Ell+ef
v et v deux éléments de lintervalle J0; 1] tels que: x < y ;ona:

Y s |
x<
\'Jnx)y

gty uné éférrlent de

ot

1 1
“’f(_t ) <A ¥ ] (car [ est décroissante sur
= glx) < g(y) [1: 4=l )

Donc: la fonction g est strictement croissante sur l'intervalle J0;1]
Tableau de variations de la fonction g :
X ﬂ 1
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Soit n, un élémentde M. Onpose: /={n e Nin=n}
1) Définition et notations :
a- Définition :

Toute fonction numeérique u définie de 'ensemble 7 vers 2 est appelée suite
numeérique.
b- Notations et vocabulaires :
* Lasuite u estnotée ()  ou (u ) ou toutsimplement (i ).
» U'image de n par la suite (u ) est notée u .
* Les nombres u;u;u; .. et u_sont appelés les termes de la suite (|,
* u_est appelé le terme général de la suite ().

2) Manotonie d’une suite :
Soit (u,) une suite définiesur /= {neN/n=n}, ona:
1- = {La suite () est croissante) e (Voel)in, = u.
= (La suite (u ) est strictement croissante) e (Yn e [)in > u.
2- » (La suite (u_) est décroissante) e (VY€ [)iu, <u.
* (La suite (u_) est strictement décroissante) e= (¥ e [)iu, < i
3- » (La suite (4 ) est constante) e (VYa e !)iu,, =u,.
* Autrement dit : (u ) est constante - (3k e Bl(vnel)0 = k.
Si une suite est croissante ou décroissante, on dit gu'elle est monotane.

3) Suite bornée :

Soit (u,) une suite définiesur /= {ne Nin=n}.

* La suite (u_) est majorée e (IM e R)(vne l)iu =M
« Lasuite (i ) est minorée e= (Ime Bl(vnel)iu =m

« La suite (u_ ) est bornée si elle est 4 la fois majorée et minoree:

: : 5 : : on terme
On dit qu‘une suite (i) est définie par une expression explicite, st
général u_est donné en fonction de n. =3
ls = L]
Exemples: 1) (vaeN)u =n'=2n+3 2) (Ve N = i'”"- "
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sultes rbgurrentes :

suite qui est définie par son premier terme et par une relation entre u_
. estappelée une suite récurrente.
“"'wm qui est définie par ses deux premiers termes et par une relation
it est aussi appelée une suite récurrente,

ptre i b, etu,,
1:‘#.’1“(“"5 Nlw, =u+3
Yu=liu=2 et(vneN)u, =u, +u

péterminer les trols premiers termes de chacune des suites (u,), (v,) et (w,)
teles que :
=y ﬁ: | pour tout 1 de M.
b-v =2nv'n—1 pourtout nde N ",
¢w, = 1%2%3% . %n pour tout n de (N "—{1}).
=1y

1=

m'-_-:‘-,l:nE Netn=5)

Déterminer les trois premiers termes des suites (), (v.). (w,), (a,) et (b,) tels
que:

Wlvme Ny = : r_l,

Ylwe r;"{l}];\"z\rl—E

ﬂlvuch:n'_= nxas

§lvne Ne-filia=1+2434 +n

| N
HlveN Vb =1x2+42x3+3x4+ +nlntl)

- %) 1a suite numérique définie par : u, = 2 et (¥n € M) it = 2.7 3%
) Caleyler i, u et

Y
Qleer ., en fonction de « .

Sai
) a suite numérique définie par: o =2 eta = . "
ler et 8
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2) a- Ecrire a_, en fonction de a .
b- Ecrire a,, en fonctionde a, .

3) Montrer par récurrence que : (Vn e M )ia, > 0

Etudier la monotonie de la suite numérique (u,) dans chacun des cas Suivants «

1) (¥YneN)iu, =3n+7 2)(Vvne N)iu,=—5n
3)(vneN)u=2" 4](V:|E?1'):i:_="f_l

Soit (u,), (v,) et (w,) les suites numériques définies par :
(vneN)iu =1+ ,'1. +3'|:+---‘ :

v,=let(vneN)v, = /d4v +2
w

w,=3et(vheN)w = e 2" 53

1) Etudier la monotonie de la suite (u ).

2) Montrer par récurrence que la suite (v ) est strictement croissante.

3) a-) Montrer par récurrence que : (vn e M)iw > 0

b- Etudier la monotonie de la suite (w ).
u=a;acR

Soit (1) la suite numérique définie par : 2

(vneN)u, =543

=
+
P

1) Montrer que la suite (1 ) est croissante,

2) Montrer que si & = 1 alors la suite (i ) est constante.

: 5 P Eais =1 2n+3
Soit (u,) la suite numérique définie par: (vne N)in, = "5
Montrerque: (Yne M) 2 <y < 3,

On considére les suites numériques (i), (v,) et (w.) définies par

ey =2et(vaeN)u, =-|,tu.+[j

sy, =2et(vael)iv, =/ +6
y = I
ew=let(vnelN)iw =2 G
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ontrer par récurrence que : (Ve N)iu > |
! ontrer par récurrence que:(vne N)i0<v <3
:]'me, par récurrence gue : (vneN);l<w, <43

oncensidere 1a suite (u,) définie par : u = ; et(vneN' )i, =(u-1)+1

) Caleuler i, etu,.

1) Montrer par récurrence que : (Yne N )il <u, <2

: ® . s =2

sot (s ) la sulte numérique définie par : - i
(vneN)iu,, =55

1) Calculer u, et u,.

2 Montrer que : (Ve N )iu, > 0

3)Etudier la monotonie de la suite (u ).

Yasy 1 sy 2
= et en déduire que :

(vneN)iu <sx(§f

4 Montrer que : (Vi e N°);

On considére la suite (1) définie par : u, = 1 et (¥ne N, =(1+u)yu,

1) Caleuler i et .

YMantrer que s (Vi e N):u, > 1

Y¥erfer que : (vm & N):u,, > 1 +u_ et en déduire la monotonie de la sute (u,).

Sait (u,) Ia suite numérique définie par : u, = !. et (Vne N, =u yu,

Wealeuler , gy, .

::h'“"" Par récurrence que ; (vne M) 0 <u, < 5
tudier la monotonie de la suite (u,).

Soit h 2
() 1 suite numérique définie par : (vie N "), = =

Im
ontrer que : (v e N ). ",, ! “-I::I .

YEn e
" déduire que : (v ¢ 1y 9: "" 51

Yy
dier la Monotonie de la suite (i ).
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Soit (u, ) la suite numérique définie par :
(vne I-i'!:u.=%+-] Lz +q k'é")i'j oty XZXJI.X -
1) Caleuler u,, u, et u,. p
2) Etudier la monotanie de la suite (i ).
3) Montrer que : (vne 1 —{1}):iu <1 +5— - 21_ 4 2'_
4) Montrer par récurrence que : (vne 1 —{1]);1+ LS e e

en déduire que :(¥ne N —{1}):u <2

Soit (u_) et (v,) les suites numériques définies par :
=1v,=2et(VREeN)iu =yiv. etv = M

Onadmetque (Yne Nhw=0et .= 0 i

1) Calculer 1, et v,

2) Montrer par récurrence que : (¥ne N )iu < v,

3) Montrer que la suite (u ) est croissante.

4) Montrer que la suite (v ) est décroissante.

[ Exercice —°%

Soit (1) la suite numeérique définie par:u = O et(vne N)iu  =u

1) a- Montrer que : (Wne N):|u.| < E, muc{u.+ -1, ] <1

b- Montrer par récurrence que : (¥ne N ): u <

pj—

2) Etudier la monotonie de la suite (u ).

3) Montrer gue : (Vi & M) + !} = [u. + l }

Soit (u,) |2 suite numérique définie par :
= 35I ‘
Wi+5u +10 pourtout ne N
Mu—1)

1) Montrer que : (¥ne N)iu >5

W, A =

2) Montrer que |a suite (i ) est strictement décroissante.
3) a- Montrerque : (vne N);u_ —-5< ||t'r|"v 5)

b- Endéduire que : (¥ne )iy ~5< 2 "llgljlf
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e =3

witls) 12 suite numérique définie par :
{ 7
um[rerquer["ﬂ!:.?-}'.u_)_ (1 =ui)u-2)
;},mntrerque:[vne N)iw, —u = m
b-Etudier 12 manotonie de la suite (u, ), en déduire qu'elle est bornée.

§)a-Montrer que (vneN);0<u, —2< _ll[u, 2)

b-En déduire que : (Vne N)i0 < —2 < f_“

[
-
)
+
E-l

On considére la suite (u ) définie par : u, = ; i(vneN)u,, =
1) Calculer u, et u,.
2 Montrer par récurrence que : (Vne M)iu < |

L=
2+/2+2u,
b-Montrerque : (vne N):l—u < -IAII =I5

c-En déduire que : (i & )11~ u < 5o

S soutions

Déterminons les trojs premiers termes de chacune des suites suivantes:
*Chacune des suites proposées est définie par une expression explicite.
*0na: N.=

Ha-Montrer que : (Wne M)l —u,

! ek
B Ya+]  REN
que n e N, alors les trois premiers termes de la suite (1, ) sont u, u etu
fona: ; 0 i T4l
i-.'"_\I'H-lzu CHEYTFT VT 2
ANy = 2 a
= =, 2 Vi
Wity 133

s trois premiers termes de la suite (u ) sont:

>
=0, =% ety = ‘:‘

~lineN*
", alors les trols premiers termes de la sulte (1) sont v, v, et .

2

-":.‘..'l—[.—"". =2xavi=1=dety,=2x33-1 =6y
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Donc les trois premiers termes de la suite (1) sont: v =, y = 4 s

\ i o
cOna:w =1x2x3% . xn;ne(N —{1}). i
Puisque n € (IN° —{1}), alors : le premier terme de la suite () est

etona:w, =1%2=2, (onaremplacé n par 2)

w=1 x2x3=6,{on aremplacé n par 3)
i

etw, =1%2%x3x4=24
A

= 3 Fl ey
Donc les trois premiers termes de la suite (w, ) sont : w,

(=1J

d-Ona:t{=———,neNetnz5
" vWn—4

=2, w,=6et W=,

Puisque n € I et n = 5, alors le premier terme de la suite (1) est ¢,

(=1 =1 - 1 3
! =ﬁ———=_1: Jar = XE
Shonaly IS5~ ESye—a vz 2
e\ = T
etf‘=-(--}-)—= _.l ¥3
V-4 v3 3 .
Donc les trois premiers termes de la suite (1 jsont:f, == 1,1, = ‘_,-
1 H
etr S { Rappel
Soit m e N
simestpairalors- (=17 =1
sineﬂimmuralnrs:‘_lr=_|

[Exercice_~ 3

Déterminons les trois premiers termes de chacune des suites (1), (v, [CAL

(a)et(b):
1)Ona:(vneN)iu, = “ i q.donc les trois premiers termes sont
n+1 _ 1 1+1_2 _2+1_3
LTl s e L et o B St - R
2)ona:(vneN " —{1}):v=va-2,

donc les trois premiers termes de la suite (v ) sont: v, =v 2~
v, =v3—1 —let\—\.l—‘—\z
I)ona:(vaeN)iw=nx2"

Puisque n & !, alors les trois premiers termes de la suite (,) sont:

=0X%X2=0;w=1%x2'=2¢etw,=2%x2"=8
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e N )= 142434t

yne (N —={1}); alors les trois premiers termes de la suite (a,) sont :
a, _1{1”.;—&9(“ —!+2+3+4— 10

‘,|+2=3'

J
s:ﬁr;a:tnc—N Jib, = 1X242x3+3%xd+_ +nln+1)

pusque n € 3, alors les trois premiers termes sont : b, b et b,
‘gnl.k= |xz=2 A .‘};= I1%2+2x3=8,

“=|x"+ 'lx'!+3><~l— 20

wits trois premlers termes de la suite (b ) sont: b =2, b, =Bet b =20,

[brercice =

A Caleulons u, u, et u:
Ona:u=2etu, =2u+3"*
+Sionremplace n par 0 dans la relation w.., = 2u. + 3", on obtient :

N, =2, +30

ctestadire:y =2y +3°=2%2+1=

*Sion remplace n par 1 dans la relation u = 2u, + 3", on obtient :
L= +3'=2x5+3

(ené—dlre u=13

"'anla:e n par 2 dans la relation «_, = 2u_+ 3, on obtient :
=2y 43

“‘“‘i-dh‘e‘. M=2%X13+9=235

g =5 u=13etu =35

I Calculons u,., en fonction de u :

Salt i = N.
0“"" e I 1]
Sg
"Templace i par (n + 1),onobtient:u,_ , =2, +3"

::;a dire : U, =2u, +3* etpuisque:n, =2u +3
b= 2(3:;'»3-“ 3
=du+2x3°+3
Sdu+3+(2+3)

"o =4u +5%3 pourtout ne M.
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[Exercice 3

Ja. +1

() estdéfiniepar:a =2eta =" ip=2
1) Calculons a, et a,.
Si on remplace n successivement par 2 et 3 dans I'sgalité o - 2l )
obtient a, et a,. 5 ‘ Ll

T N e e e | da,¥1 IXS5+L 4

g e = RERET S L = L 23

*Ona:a, a 3 ;eta b= =

7 23 +
Doncia =5eta ="5. i

2) a- Exprimons a_, en fonction de a_:

Si on remplace n par n + | dans I'égalité (1), on obtient : = LA
1

3a + a.
Clest-a-direza,, = —
= 3.t 3a +1 30 +1
b- Exprimons a_, en fonctiondea_ :Ona:a, =~ R Ry
: ’ 9a, t3t+a a,
- cest-a-dire:a, =~ a =l x S, 1

3) Montrons par récurrence que : (Vne I ")ia >0
» Initialisation : Pour n=lona:a =2et2 >0
Donc : a, > 0 (La propriété est vraie pour n = 0)

* Hérédité :Soitne N *

Supposons que a_ > 0 et montrons que a,_ > 0
Puisque: o, > O alors: (3g, +1>0eta >0)

) A i+l
Donc : 3“;; L, Cest-a-dire : . >0, par suite La propriété est vrai¢ pour 1
= Conclusion:

D'aprés le principe de la récurrence, on a: (v & 1)ja, > 0

Etudions la monotonie de la suite (u_) dans chacun des cas sulvants:

1) (u,) est définle par: (vneN);u, =3n+7

1=
. +7=3""
Soitne N,onaiu —u=(3n+ 1)+ 7)-(3n+7)=3nt3+7

Puisque 3 >0 alorsu,  —u, >0
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ur tout & 11
2 u, po

" ot (1 estsrictement crolssante.
asute

1 :!eﬁidéﬁnle par: (vneN)iu,==5n
;;,'.E\' onazu,, —t,==5(n+1)=51==5;Puisque —5 <0 alors:

(ENkL, ~ S 01 d'ot la suite (u_) est strictement décraissante.
Jtasuite (i) est définiepar: (vme N)iu =2+

l.mmode:

@tn€EN, o = = 2 =2=2(2-1)= 2"

sonc-u,, > 0 d'oil la suite (u ] est strictement croissante.
fappel:

S0 | une sulte telle que ©

ylvne N> 0

o552 L alors la suite (1) est croissante.

1 "l'l' = | alors la suite () est décroissante.

UvneN)im <0

B “l;,__ 2 | alors la suite (1) est décroissante

It %’, = | alors fa suite (u) est croissante.

™ méthode :

WtneNona: iy, > 0 et ”:'r‘ > 1 fcar M2 =2)

N .
Doila suite () est strictement croissante.

1
1) est définie par : (vn o N)iu, = "r‘l i
Rtne N, g n+l o _ (n+1)=nln+2)
LONa: L, — g, = = o ! +*
» e R (n+ 1n+2)
= i+ 2r == 1
(n+ 1Mn+2) (n+ in+2)
o
i.mque H¥ne N); | 1 alors ; la suite {1 ) est strictement

“Oissante, Tlnd e+ 2)

g
f 95 la monotanie de chacune des suites suivantes:
LH .
twe.{];u‘= | +2_1| _'_21_ sy "I‘
"E€N,ona. -
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e S | i L S Lol
TRk e "+2'+2"'_{'+2'"+'i"'+--‘ !

3+)* 5k
Donc: . = u, + 21". Dol s ey — = i:!'i'i et puisque : 2] >0
alors la suite (i) est strictement croissante.
2) Montrons que |a suite (v, ) est strictement croissante :
*Ona:(vreN)iv, =4 +2
Utilisons le raisonnement par récurrence.
- Initialisation :Ona:v,= lety, =, 4, +2 =46

Donc: v, > v, (La propriété est vraie pour n = (),
- Hérédité : Soit n e 1
Supposons que : V.., > v, et montrons que V... > .,
Vaor 2V = 4w, 24w,
= 4v, + 2 24w, + 2
= ydn.,+ 2 )\4\'.‘* 2
Remarquer que tous les termes de la suite (v.) sont positifs.
Or:Vdn, +2=voetdn+2=w,
Donc: v..: > v, (La propriété est vraie pour n+ 1).
Conclusion:
Doii: (Vne N);v. > w
La suite est donc strictement croissante.
3) a- Montrons par récurrence que (vane N )iw, > 0:
Ona:w =3et(VneN)w,. = “,_+‘1_;'. ¥s
» |nitialisation: Pour n =0, ona:w,=3et 3> 0
Denc: w. > 0 (La propriété est vraie pour n = ().
Hérédité: Soit n e N.
Supposons que w. > () et montrons que w,., > 0
Puisque w. > 0 alors: w.+2"+5>0
Donc: - -;‘5‘; 15 > 0C'est-a-dire: w.., > 0 (Lapropriétéestvraiepour ntl)
Conclusion: (¥ne N)iw >0
b- Etudions la monotonie de la suite (. ):
* 1" méthode :

Ona: (¥ne 1) iw. >0, on peut donc comparer le quotient ““ al
Soitne N.Ona:

;l'.. = w2755 etpuisque: w, >0 et 2"> 0
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. — .I.. 2 4 I
L k245> 1 done: 3 5074 s
Wl ¢ Jet(vaeN)iw >0
Mc;n;.queﬂl ja suite (w_ ) est strictement décroissante.
\pime méthode : l
{ e TS S o N
e N W = W= iR “'_w'(w.+2' S-IJ

apuisque W, > 0 et 2° > 0 alors w.. = w. <0
fonc - W — W, < 0 pour tout ne N.
fod  la suite (w ) est strictenent décroissante.

oecce S 3

1 Montrons que |a suite (i ) est croissante ol . = g et
50 5
L=y gu + %— pourtout ne N
- FIMORIC R TN
B + gy 3 s 31’1.. 3
2=y 2 .
Bonc: by = = i — ;I;fu.*- ;; == R Ak
, 2 ;
= %(u:—zlr.i- D= glu=-17
2 y
fthusque: £~ 1F = 0 alors ., — 1. = 0
m e =2 0 pour tout & .
“hsuite (1 ) est croissante.

I A d a
onlrens que si & = | alors la suite (i) est constante en utilisant le raison-
Tement par récurrence.

L P 2 x
. k=lety,, = Jul- L+ 2 et montrons que: (vn & M) = |
tialgatig, . LSRR
I“"*’"‘lan-—|;| =
3 k s = onc la propriété pour n = 0
."er?ﬂilé‘- prop P
ReN, 5 S
i Upposons que . = | et montons que .., = L.

la : 2
) Auestion (1), ona: u,., — i, = Sl = 1Y
Pllsgup, |, _ 92, . =8
= 1alors: y,,,— 1 = -1 =0 doli: . =1
USion o - i

O, o Yaprés jo principe de récurrence: (vn e )i = 1
tat
©:1a suite (1) est constante.
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Montrons que : (Vi e 11):2 <u < 3ol = ;;:5-:[3
lére méthode : Soit n e I,
sOnavi—2= 20500 5 _ 1

et puisque : 'n%'f >0 alors: i, — 2 > 0Clest-a-dire : 1. > 2 (1)
vonasd=p=3—2ntd _ _n

n+tl ~ ntl

et puisque : "--E-l- =0 alors: 3 — . = 0 Clest-a-dire: u. < 3 (2)
De (1) et (2) on en déduitque: (vne M) 2 <. < 3

2éme méthode :

SoitneN,ona: u.= %= %-‘- 2+ nj T
donc: u, > 2 car T_L‘“-l‘ >0

etpuisque n=0alors:n+ 121

d'ou: I;T < lparsuite: 2+ "—-1—1 < 3c'est-a-dire: . =3

par conséquent: (VvneN):2<u.<3

1}Montrons que : (¥ne W ):u > 1
*Ona:u=2et(vaeN)u, = éiu,'"l!
- Initialisation :
Pourn=0,ona:m=2et2>1
Donc : u. > | (La propriété est vraie pour n = 0)
*» Hérédité : Soitne N,
Supposons que . > | et montrons que .., > 1.
Ona:.>l=um+1>2
=.!z-{u,+1l> !, x2
= Uy > 1 .
(La propriété est vraie pour n + ).
Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vn e 1) > |
2)Montrons que (Yn e N):0 < v, < 3:
Ona:v,=2etv...=y6+n
* Initialisation :
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pur=0,0n2: n,=2et0<2<3
gonc: 2€ W < 3 d'oli la propriété est vraie pour n = ().

 Herédité :

switne N
wpposons que 0 <1, < 3 et montrons que 0 < v,., < 3.

pa:0<<I=6<6+r <9

a6 <6+ <9

26 <., <3
et puisque 0 < V6 alors 0 < v.., < 3.
la propriété est vrale pour n+ 1.
+Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Yane 1 ):0 < v, < 3
iIMontrons que : (Yne N )il <w <43
Ona:w=let(vne N)iw, =2—§+IH_‘
*Initialisation :
Purn=0,0na:w,=1let]1<1<,3.Donc:l<w<v3
lapropriété est vraie pour n = ().
* Hérédité ;
Soitne N,
Sopposons quel < <3 etmontronsque | <w,  <y3
Ma:lsw <3 3€2+w <2+43

I =zl |

..Zi\-j ﬁl‘n'_‘ 3

3
-
L
+
-

<.1‘3\3
T 2443
N (2+v3)
G a7
!

<w.n=y3 i Carl<§

Bpronris s
OPriété agy vraie pour n+ 1,

"
Contiuslon; d B

aprés le principe de récurrence, (vn € M)l S w. Sy
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1) Calculons u, et u,:
*Ona:mw= ;— et(vne N, =(u=1Y+1

e e T | P
donc: e =(u—1F+1=y+1dol:w=7
'n-=llt:-1)?*I=('i-—l).+l={-%

2) Montrons par récurrence que : (Wne 19°): 1 <u < 2
* Initialisation :

()
("

Pour n=1l,ona:u=5etl<5<2
Donc: | < u, < 2 (La propriété est vraie pour n = 1).
* Heérédité :
Soitne N.
Supposons que | < i, < 2 et montrons que | < .., < 2.
Ona:l<u<2=0<u-1<1
=20<(u—-1<1
=21<{m-1Y+1<2
=l 4ung2

Donc : si |a propriété est vraie pour n alors elle est vraie pour n+ 1.
= Conclusion: d'apres le principe de récurrence, (vne N )il <, < 2

w=2
Ona: ( & U,
_VnE.:l'.u_,.=3n+1
1) Caleulons u et u :
F T | S =
0"3'“'_}3({)4-1 =2etu=
2] Montrons que (vn e N)ou > 0:

__
Ixi+1

pa|—

2
3

Utilisons le raisonnement par récurrence.
* Initialisation :

Pour n=0,ona:m=2et2>0

Donc : i, > 0 (1a propriété est vraie pour n = ()
* Hérédité :
Soit ne N.
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pposons que i, > () et montrons 3:1& st >0,
gna: > Oet n+1>0done: Tty >0

Cest-a-dire : e > 0

(apropriéte est vraie pour n + 1.,

+ Conclusion: d'aprés le principe de récurrence : (¥n € 1) :n, > 0.
1) trudions la monotonie de la suite (u,):

Satne M.
i R o i ( I |J__ ~3n
(TRl Rt privy St Gl U & Py N

3
Puisque : i > 0 et n +"| =0

Mors ¢ .. — i, = 0, done (¥n e Nku.., = u. , et par conséguant,
Donc la suite (1, ) est décroissante

4 * Montrons que (vpe N * ] -?_: :
Sotne N,

ey = et Jllgey b
D021ty n+qdonc: = 3n+1

#puisque: n e N alors: n = ldonc: 3n+ 1 = ddoi: Jh'|+ 7= ;
1

4

*Déduisons que : (vn e N') i < sX(_iI ]

1" méthode :

Utiisons le raisonnement par récurrence,

* Initialisatign -

Purn=1,0na: 1;.‘29:8( }—"’et"‘f

Farconséquent : (vn e N °); ul_‘,. =

Done: gy < g x{ ) (La propriété est vraie pour 1 = 1).
*Heréditg ,
Sair neN

Sy
Prosons que i, < 3( ] et montrons que iL. = 8{ l

fortsia Question précédente, ona : ' < ‘Il et > 0.

o : q|; .y

oy, 4 .
e I'hypothese de récurrence, ona: u, = 8 X{}' ) .
ity < ) 1 '

Squsy xax(}iJ
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La propriété est vraie pour n+ 1.

* Conclusion: d'apres le principe de récurrence, (vne 17}, < s‘ _"],

2™ méthode :

Ona:(vkeN'); "I'f"' < 13 (1)

On remplace le nombre k successivementpar:1,2,3, .., n— | dans Iind.

galité (1), on obtient : :‘;‘
L]
[
1y
u,

1A

o dafm e e

“"' S% (Remarquer que:(vn & 1), > 0)

En multipliant membre @ membre les inégalités précédentes, on trouve :
e g Uy Uy gl oty o Lo 1 !
e o g = 4 % 4 o

n=1 facteurs
donc: : S(U Id'ui.l'. W< u x[}‘ } .etpuisque sw=2=8 "E_I ]
alors: w. = 8% L x{;“} Cest-a-dire: 1. = 8§ X( -]l )

[Excrcice 3

Ona:u=let(vneN)u, =(1+ )y,
1} Calculons u, et u :

*Ona:u=0+uhi=2etu=0(1+u)m=232
2) Montrons par récurrence que (vn e M) = I:
* Initialisation :

Pourn=0,ona:m=1etl>1

Donc: w. = |

* Hérédité ;

Soit ne M.

Supposens que i, = | et montrons que : .., = |

Ona:uzl=(+u=2et/u=1)

=+ uhu =2

={+uhu=1
= ey = |
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(3 propriété est vrale pour 1+ 1.
+ Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vne 1) u > |

]lemSQUE{VnEN];u__Ig 1 4u,:
switneN. :
gnasine =l +uu et 1+u.#£0

o I+.|r. Vi i
stpulsque : . = | alors : Vi =1dou: ].‘.;." >

Parsuite s i = 1+ 1

+ Déduction :

Pusque:(¥ane N)iw, =1+ Alors: (VvneNjiu, —u 2120
Donc : La suite (u ) est strictement croissante.

Errcice -3

1 .
Ona:u=setw, =uyuineN
1 Caleulons , et i :

Onace w =, y/u ‘-"é'\--'l: g

C=

Bonc : 1y = 4 et =

V'8
8

¥ Montrons Par récurrence que : (vne N);0<u < Iv
*Initialisation ; :
:LIFN"H} ona: =%et(1‘~‘!{ ;Donc:(lﬁu."_ﬁ!;

Propriété est yraje pour n= 0.

* Herédirg 501 neN,

50N que () <y, < .l, et montrons que 0 = ., = J—'
|
Ona. 0=y =
na-ﬂSu_S-%-n z

v2
0=yu =

a0y

= 0= wyn =

LY PRt

0SS Y

®hlisque . V2
Aue; 4 '55 alors: 0 <., = l
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La propriété est vraie pour n+ 1.

= Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Yn e [):0 <, <
3) Etudions la monotonie de la suite (u): i
1** méthode : Soit n & N.

Ona: it = i, et . #0 donc: "I'.,' =V,

et puisque : u, < & alors Vi, < "';1 <ldou: %ot <

et puisque : (Vn € N):u, > 0, alors |a suite (u,) est strictement décroissante.
24 méthode : oy — i = eyt — 1t = (V1. — 1)

etpuisque: u. > 0 et yu, < 1 (car u, < 1)

Alors ; . — #. < 0. Donc la suite (u_) est strictement décroissante

| Exercice £ 3

Ona:u, = % =neN
vn

1) Montrons que (Yne N '}:“,;" =\" n4+ﬂl ¥
sotneN. .., i
2
Jn+ 1 gt 'n 2yn 4n in
Ona: dett = Ll JERE e A IR, LG kSR
i Zr Jn+1" 2 Vn+1 v+l UEER
vn
Donc:(vn e ]‘i'};“:' =y n-':’l
2) Déduisons que (vn e N‘}-,“;l" > 1
PR [ qn
Soitne N.Ona % Vgl :
[_4n S I T N | M g =
Cumpamsvn+1e‘l:l.,Ona.(v_.“_l}-l—n;l 1= 5+l
: I 3n—1 ; Sdn Y
t . edl + -
etpuisque n e N', alors: S >0dou: (/4 ) 120

P [ 4 "
par suite : |/ nf] > 1, C'est-a-dire : "h_ > 1
Donc: (vne N ‘];ul'." >1
3) Erudions la monotonie de la suite (u,):

Ona:(VneN)iu>0et "';:' >1
Donc: (Vne N k., >u,

et par conséquent |a suite () est strictement croissante.
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e B 1 |
'|'+]>(2+1X2X3+"‘+IXZXJX..,X;!

1\ alculons i, , etu:

1
cw=letiy=71+t
Ona 4 1

|
e h

1 '
w=ltixa*ix2ax3 =2 %6
;|-!m|on; la monotonie de la suite (u_):
sotneN.

. | L |
Onaiu =+ Y-t ixaxax o xa

ol N 8 g
elu.-.-(l+]>;g+‘-‘+|x1x3x...xn)+l)<2_*3

- 1
done: ey =y, + —
e TR 3% KA+ 1)
ol g~ gy =k
TS X 2x3x X(nt 1)
# puisque 1 >0

1x2x3%_ x(n+1)
Mors ity =, > 0; donc (Vi e N):w.., 1,
Parconséquent la suite (u,) est strictement croissante.
Montrons que (vn e '~ {1}) i1 < | + ‘i* +2I i
Pisque : e (1 {1 alors:n=2

o0 IX2XIX . X > I X2XIX2X X2
T ERERLR NG
=1 fune eer =1} flscteurs

day -
P:"'-"‘Z"JX._,Xn>IK2"pourtuutuu“?"“
r . .
sdite :(vk & N* — {11). |:<H<l'x ”‘5,.'
o IXAX., 2
: sy P ey |
2,0na: T%X7 <73
PoUr k=3, 0na: % Jl.' <
PUCES dionai b <
- - -
- - -

1
X . . X(n+1)

.
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1 1
Pour k=M, 0N3: [%3x3x% . ><J|‘2"

Par addition membre 4 membre les inégalités précédentes, on obtiant .

1 sls 1=" 5 <l 1l 1
T T £ I e I R
1 e - 1)
donc |+_5<'2'+1x2x1+ + X‘zx_._x;|i‘l+2+2:+...+
1
Cestadire: w1+ 5495 4.+ 300
4) Montrons par récurrence que:
(vneN ~{1])il +h+ v+ +gir =25
* [nitialisation :

R L3 el
Pourn=2,ona:1+-._,-—-2-et2-1-2.don:l+2;.—_ 5
La propriété est vraie pour n = 1.

* Hérédité :
soit ne (M —={1})
Supposunsque.I+2-+:,l-,-+...+2!.=2—§'!-
etmcntmnsque:1+%+£;+ +2_ +2|-.=2—._3
2
e
T
La propriété est donc vraie pour n+ 1.~
= Conclusion: d'aprés le principe de récurrence,
(vneN={1hit+ 3+ 4450 =25

Déduction :
Soit ne (N ={1}),

1 1y [
l.'J:'\a::.l.-f_Cl+:,:+-2-5+_“-o-2.,|§1|+.?_+2_.+...+,JI =& "

)
donc: . =2— .,I ; et puisque : ,; ->0,alors: 2— 7 <=

dol: Yne(N {1} ;u <2

Rappel:

Slasbeth<c)alons:g<e
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Wty

pik= =2 et(vaeN)iu,, =/uy, ety =5

 Caleulons i, ety:
= \r'E-E - \.ﬁ_x 2= ‘.-'E

fna:®
7/ Montrons par récurrence que : (i e N)u <
+|nitialisation :
prn=0ona:u=lety=2et1<2.Donc:it<w
L3 propriété est vraie pour i = (.

v Hérédité :

stneN.

Supposons que : . = V. et MONtrons que : .., = V..,

VY, "'4.‘.'_2.1‘: '__ ( -;;_ -._'
00at e 1= e = & 2‘ 2tV - (¥

2

— v =
kL i)

etpuisque : (@- 20 alors : Voo = ey = 0 Clest-d-dire : i, = v,
laproprieté est donc vraie pour n+ 1;

+ Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (¥ne N)iw <.
#IMeontrons que la suite (i ) est croissante:

SitneN

O = = Vigw, = 1= ialyv = Vi)

Hpulsque s w, < v, alors: Vi < 4y

Bone: |y, Vi 2 0d'ol i, — i = 0 (car yi = 0)d'ob: (vne N)iw < w.
Preonséquent fa suite (u ) est croissante.

i
Mentons que la suite (v,) est décroissante:
St neN
b LR, 3T _ =
fpy Hy oES TSy
Isque ; gy, < v, alors: 1, — v, < 0, done v — 1w <0,

dai
EN):v,., <., Donc ; la suite (v, ) est décroissante.

T
i, !le{fVﬂEN];u_H=":.,u._}'

Has Mg,
PHeons que : (v & N):[n.| < = 0 ({r.-_*é} <l

Suites numériques . 237



Soit ne N
Ona:la.l«:%:,—:‘,'- << é
=o(}(ir.+%'<l
~0<(utdf<t
Done (wne N):lu, < ; :0({".+ é-)’<i.
b- Montrons par récurrence que : (vn € N):|u | < é:
* Initilisation :
Pourn=U,ona:uu=ﬂet|ﬂ|<-]'2- donc:|u..|<-é
La propriété est vraie pour n = 0.
* Hérédité : Soit n € I

Supposons que |ie.| < 13 et montrons que |i,. | < i

Ona:lul< Ii =0< (u. + li) < | (d'aprés la question précédente)
etona: i, = 1w+ i - _I‘ = (n.+ ;):— 12

et puisque : 0 < (u.+ ; ): <1

Alofs:—:l_,- ({u.+ %]_12 < é— Clest-a-dire : —'5 < avi < ;‘

Donc: 1., | < i: . La propriété est donc vraie pour n+ 1;

* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vne N):|u, | < ;
2) Etudions la monotonie de la suite (u_):

Soit ne N

ONa: fawi — W= 15+ 1, — ; — = ul- _Ii

et puisque |u.| < _t-! alors : u < _I.‘ donc : ui — ‘l‘ <0

Dol (¥n & 1) u,, <u :lasuite (i) est donc strictement décroissante:
3) Montrons que : (¥n & N)u + ; = [u__ + Iz}

Utilisons le raisonnement par récurrence.

= nitialisation :

1

%
Pour n=0,0na:2" =1 donc:[m+ ;) =t 5

La propriété est vraie pour 11 = (),
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Jpiredite -
atnell |

Gpposons que : oty = [m. + i ) et montrons que :

T p— x I
b._‘_%:{"_f-%] 0nacie =ty

1y - 1y
donc: lesr + ']! =uitut L =(“'+ 2) :[(“’+ ;) f=(“°+ 2J
lar2'x2= 2"''), La propriété est donc vraie pour 1+ 1.
s(Conclusion: d'aprés le principe de récurrence,
o
(vne N);u+ i =(u.,+%)

aeicice

O L kW
Dnatu.="g etu = u-1)

! Montrans par récurrence que : (vn e N)iu, >5
*ninalisation :

Fourn=10,0na: w = ‘g] et ;‘ >5
Done; u, >5
L propriété est vraie pour n = 0.
*Hérédits -
Sotne N
$9posons que : 1, > 5 et montrons que: i >5.
Onaiy, - §= Wit Sut 10 o wi+Sut 10— 15w+ 15
3w~ 1) 3w~ 1)
= 10w+ 25 (w—5)
-1 3w—1)

o saue: 3(u,~ 5)' > 0et 3(ua— 1) >0
“Cony estvraie pour 4 1, .
sion: d'aprés le principe de récurrence, (vn e N)iu >S5
. o"tons que la suite (u,) est décraissante:

"EN: - = w4 S+ 10 3ui— 3u,— ui— Su,— 10
i i - 1) 3w, — 1)
_ 2ui— 8~ 10 _ (u.— 5)2u 2)
ty, M~ 1) 3w~ 1)
ey, >5,alors: i, — 50, 2u,+2> 0 et 3w—1)>0.
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alors : i — e >0 done i, <. pourtout n € N,
D'ols |a suite (i) est strictement décroissante.
3)a- Montrons que : (vne N)iu, —5< f',)-{u_ —5)

Soit ne M

Ona: e =

Donc "!:}._I—_"i Comparons : _5” et Il\

Ona']— =5 _ 3u —3-]0:1.+5l] 47— Tu,
10 3w 1) -1 Mu—1)

Puisque la suite (u_) est décroissante, alors: (Yn & M) < 5! (car . < u)
et d'aprés |a question précédente : u. = 5.

donc: S =u < il dot: 3{u.—1)>0 (1) et Tu. < -"—);il

et puisque : 7-55——]- < 47 alors : T, = 47

Parsuite: 47— Tu.= 0 (2)

po ) T (5,

de (1) ethlzi on:n_d:duﬂ que: 14 =1 = 0

c'est-a-dire : =1 =T

par suite : :E-(" _s:rj < ID'M. 5) (car w.— 5 > 0)

Donc: (vneEN): w..—5= l—lﬁlm— 5)

b- Déduisons que (vne N )iu — 5= 6 x{lli,,} :

Ona:{vmeN)u -5< 10“' - 5) (a).Donc :

-5)

*Pourm=0,ona:0<uy—5=< ]—]ﬁ{u —5) (car (vne N):0 <.

sPourm=l,ona:0<u:—5< m—lu-—S]

*Pourm= 2,0na: Dcu-—iﬁju(u‘ij
- - - -
- - - -
- - - -
. - - -

sPourm=n—1l,0na(<y~5=< -1-1{-1-[". = 5)
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multipliant les termes des inégalités précédentes membre & membre, et
i

wg;}mp'liﬁﬂﬁﬂl‘l, onobtient: 0 <u, — 5 < iIﬂ ® Ilr} 3, X l'll] *(pe— 5)
L e ————

n fixtrurs
fappel: )
”W*munm le nombre de termes consécutifs de 1 & 11, c'est donc :
n=t+l=n

VE
o k-5 <(15 T (3-3)
[THALL T H 5‘-"{|I(}]hxg’

[iserice - 3 o

raiu=3etu, =2+ meN

1) Montrons que : (¥n € Im’j;;_ »2

Utlisons un raisonnement par récurrence.
+Initalisation
Poorn=0,0na:m=3et3>2

Donc:m > 2

\apropriété est vraie pour n = 0.

* Heredita :

Soit e 1§

S4pposons que u. > 2 et montrans que : i.. > 2.
Ona:u, =2+ '-"-l_;z donc: . —2= u_u-__l

!
e =25 0 C'est-a-dire ; 1., >

et puisque: u: > 0 et > 2

t

1 propriété est vraie pour n+ 1.
*Lo I 0 N
"clusion: daprés le principe de récurrence, (vn & 1¥) x> 2

(1 =u)u -~ 2]_

1
lanntmns que (Yne N)iu,, —u, &

neN
002 by gy = g = 2 = = 2) i3y
" i
= (= 1 (= 2X =)
(&, 2)( ul = I) = u
Bone: v, N, = A=t =2)
b ™

dions 1a monotonie de la suite (i)
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Soit e N, onal e — U=
et puisque : i, > 2 alors: . —2 > 0 et 1=ui <0 (carul> 4> 1)
donc: w. — i, < 0 pourtout n &€ 1.

D'oil |a suite (u,) est strictement décroissante.

+ Déduisons que la suite (i ) est bornee:

Puisque |a suite (1) est décroissante, alors elle est majorée par son premier
terme; (Yne Nl < w

Clest-3-dire: (Yne N):uw = 3 etpuisqgue :(vne N); w > 2

Alors : (¥n € N):2 < u. = 3donc la suite (u.) est bornée.

3) a- Montrons que: (¥neN):0<u, —2< .Ii[u_ =2)

Soit ne N,ona:(vneN)w>2

donc: i, > 2 d'oli: e — 2 > 0,

Ona:u.a—2= "f:'?’ ; et puisque w., > 2 alors, w. > 4; donc: ! < :

"l
-
Dol : -“'—u_-"" < -l'lu.-ll test-a-dire : .., —2 < _Ii{u. —2)

Par conséquent: (vne N):0 < w. -2 < ;I;'[m— 2)
b- Déduisons que (vae N).0 <u -2 <{i]

Utilisons le raisonnement par récurrence (on peut aussi utiliser un raisonne:
ment analogue au raisonnement de l'exercice 18 question 3)b)).
= Initialisation :

Pour n=0,0na:u—2=1 EI{LJ =let0<l=1
Don::n<::.~25”1}

La propriété est vraie pour n = (),

* Hérédité : Soit ne N,

Ly

Supposans que 0 < &, — 2 S[l | et montrons que: 0 <t 2 '-"[.I-

Puisque: {} < . — 2'5”1I }

1 i
alors: 0 < 4‘1L_2J‘S{J4—J et puisque : 0 < .. — 2 < .:.“" -2)
Alors: 0 <., =2 < ;{"‘-2}‘5[}1,]"'

Donc: 0 < tiye—2 -5{:!‘)-.
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1é est vraie pour n+ 1.
, conclusion: d'apres le principe de récurrence, (vne N):0 <u 2 < ( 5]’

m

zgt{\ﬂll‘ N)iu, I‘f2+lu

Onaid, =
1) Calculons u, et u,:
v =Lyari=1
Onaie =3 ==Y 2
...;.-5\-"2*211. = 11,12'*2:-;3 \.’II2+\J(3

3) Montrons par récurrence que (va e N):u < 1t
+ Ininalisation :
Purn=0,0na: u = % et ; < ldonc: i < |
Lapropriété est vraie pour n = (),
*Hérédité : Soit n e N
Supposons que w, < | et montrons que : .., < |
Ona:i, <) =2, <2

=, + 2 <4

=2+ 2 <2

- 3V2u+ 2 <1

P llayy <2
Lpropriéte est vraie pour n + 1,
*Conclusion: drapres le principe de récurrence, (Vne N)iu, < |

33 Montr, I =u
ns que (vne N): | - _ x
que (Vne N)il—u, 2424,
Sait 224 2
"EN,ona:l um'-l-.l,‘iil 2y, = Y5 =
(2-y2+2u)(2+y2+2) 4-2-2u
22+ ‘um] 22+ 2+ 2u,)
2(1 - u) ",

= 2!2 z ‘__-: + .’,u_} 24 ‘.z + 2,

%:E\fuq N)il—¢ 1-u

24242
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b- Montrons que (¥n € I

il
|t W 3 B I T
l=u

Soit neN,ona:l-u, = 3+,/2+2u

1

+v2+ 2

etpuisque:2+\.3"-'31!.>23|0I'S:1 < l,

1—u,

donc:
2442+ 2,

< I,H — i) fcar 1= > 0)
D'oli: | — et < }.il ~u.) pourtout ne M
1

¢- Déduisons que (Vne M):l—u =5

Ona:(vrell):0<l—un, = .|,|_I —u ) (1)

En plagant n successi tpar0,1,2, .., (n— 1) dans (1), on obtient
|es inégalités suivantes :

0<t-u<i-w)
ﬂcl-u:'r'-lll—uf
0<l—u= .I.il—u.r

D<l~u= -i,il = lta-1)
En multipliant les inégalités précédentes membre 3 membre et apres simet
fication on obtient ;
{\<i'u.‘_’-,>‘—i.3< yll—w)

ur

Donc: 0 < I-n,<“u:|.{l—lﬁ[carn = !'.)
]

Dob:(vreN);0<l—y =<

Suites arithmétiques - Suites géométriques :

onpose: I ={ne Min=n) telque n estun élément donné dans =
Soit (. ) une suite définie sur [,
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suite arithmétique I Suite géométrique |

: Définitions

, () st une suite arithmétique s"II | * (1) est une suite géométrique s'il

e un réel T tel que pour tout élé- | existe un réel ¢ tel que pour tout élé- |

s ment it de [,

ot s =M ona: i, = gu.

\ 1 est appelé  ralson de la suite (). | * ¢ estappelé : raison de a suite _1_'_:_1_. ). |

Expression de (i. en fonction de n |

el iw=wtnr siI=N) |« (¥nel)in=wXxqg (si1=N)
wrigpleliw=u+n=phr e ¥lmpleliu=uxq""

Somme des termes consécutifs

: 1—a
ehtntiet 'J.‘,='":“u..+u.l et tu* _+u=u I—?q RN |
=N e |
wi=N) Gotw) | #t et tw ‘-yl‘E_ dga )
tnatorn=(r-p+ 1) i q
+(as particulier ¢ = Cas particulier : |—5,-"
e e nlan+1) I+gtg+.tq=-g = iq#l
Mayenne arithmétique : ' Moyenne géométrigue : |
sivmep)y et s(vneD X we:= ()

* Si (1) est positive, alors :
(Vne )it =it Xt

Temarque ;
*lenembre de termes consécutifs de i, 3 . ol n>pestin—p+ 1.

‘la
somme des termes consécutifs dune suite arithménque est :
omibre g termes) « (17 terme de la somme + demier terme de la somime)
- e

iu w0
Mme des termes consécutifs d'une suite géométrique de ralson ¢ est:

i =
) x 'T:',':" pa#l

—

"er les suites arithmériques parmi les suites suivantes :

Efinie par: 11, = 2 + 4

a) Stdéfinie par. y, =
Sstdefinie par; g, = - let(vne N)ia., =a—35

tambre de termes
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4) (b.) estdéfiniepar: by=—let (vne N):ib.., + b, =3

Soit (u.) la suite arithmétique de premier terme u, =~ 10 et de raison , - 3
1) Calculer us et thw. :
2) Calculer lasomme 5= u + i + s + o+t

| Exercice o=3

1) Soit (i1,) la suite arithmétique de premier terme u. et de raison r.
a- Calculer 1, et w sachantque:w =3 et r=—2,

b- Calculer r et u; sachantque: u. = 0 et u;, =— 16.
c- Calculer u, sachantque: u;=—2 et w4+ .= 6.
d- Calculer en fonction de n le nombre (1. — ..,) sachant que: r=2.

2) Calculer lasomme: S =1 + ‘2 + 1; + 154 g P 3?‘? + 70 (justifier)

[Exercice 73

Soit (i) la suite numérigue définie par: .= 2 et (vn e M), = 2;'

o
On considére la suite numérique (v,) définie par: (Yo e M);w = I ‘I
1) Caleuler w, u:, vs €t w.

2) Calculer v.., — v, pourtout n de N, en déduire la nature de la suite (v.).
3) Déterminer v. puis &, en fonctionde n.

[ Exercice 23

Soit (1) une suite numérique et 5. = u, + u + i, + ... + u. la somme de ses
premiers termes.
On suppose que : (Vne N'); 5. = gn -1
1) Calculer les termes : u,, u. et u;.
2) a- Ecrire . en fonction de n.
b- En déduire que (u.) est une suite arithmétique.

'8

Soit (1) une suite arithmétique de premier terme w, et de raison -
Onpose: S=u+u+uw+ .+ iy
Calculer r puis u, sachant que : w, =—9 et § = 420.

< L B I = g tels
Soit (1) une suite arithmétique de raison r et de premier terme te a

que:a#0etr#0.
Onpose: S.=w+m+w+ . +u, (n#0)
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eux entiers naturels non nuls (avec n # m).

nd
w;“:’:'“"“ s.=8.es(ntm—1)rt+2a=0
u{.\deduw que: §. = SmwSea=0

+ onsidere es suites (i) et (v.) définies par

y=let(¥n€ Nt =3 +‘"i-“_ et v, = 5a .

uul:uler o et Ve,

1iMontrer que ja suite {v.) est une suite arithmétique de raison 5 -

) Doaner v puis u. en fonction de n.

Y Galeuler en fonction de nln = B) la somme §, = v+ + v+ v

[lercice £ 3

st et (v,) lessuites définies par: u. = let (Va e 1) ., = ;u. - 3.|..
#n=1"u.

1 Calculer les termes @, i: et v,

Y Montrer que (v,) est une suite arithmétique de raison r=-3.

Yjkcsire v. en fonction de n, en déduire que : (Wn e N)uw = 1_,'-”'l
#iCalculer en fonction de 11 la somme 5. = v, + v+ 1+

gy

S:nlu,llasulled,éﬂnie par:w.=2et(Vne N)iw. = w1
Onpose: v, = 4w =7 paurtout ne N
Yaleuler : 4y, et 4, ,
Ubontrer que (v.) est une suite arithmétique de raison r = 1.
’]:::;:e ¥, en fonction de n puis en déduire u. en fonction de 1.
l];r_,km la monotonie de la suite (11.).

uler la somme : § =y, + ntnt..tes

4 domi

Lo y
Imlerlasomme:'r: 4 ey Fot oo

wi—1
, . + it
& ) Ia sujte définie par : 1, = ‘!! et(vane N')i. = 1” " ;,
“ ¥ = mu. pour tout n de IN°
lI:’l’mler: % :

Vet
#7que {1,) est une suite arithmétique.
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3) Ecrire v. en fonction de n et en déduire que: (Ve [77) ;= | _ |

+ ne
4) Calculer en fonction de n la somme : 5= L+ 2w+ 3u 4 4 :w
2 r

Déterminer les suites géométriques, parmi les suites suivantes .
1) (u,) est définie par: (¥n e M)iw =3%2°

2) (v.) estdéfinie par: (Wne N):iv.=(=1)

3) (a.) est définie par: (vne€ N)ia. = 2n

4) (b,) est définie par: (vne N)ib.=yn

| Exercice -4

Soit (v.) une suite géométrique de raison ¢ telle que : v, = S et v, = |0,
1) Calculer v et vi..
2) Calculer lasomme: S= v, + v+ ..+
(Exercice 3
Soit (1) la suite géométrique de premier terme i, et de raison .
1) Caleuler w, et u, sachantque: u. = l6 et g =
2) Calculer u. et u, sachantque: u, = 3 et g =—
3) Calculer w, sachantque: u-= 18, w=2et g > 0.
4) Calculer la somme 8. = w.+w +u. + .+ u, (en fonction de n), sachant
que:m=letg=35.
[ Exercice - 3

\ Soit (u.) la suite numérigue définie par : . = — ; B ey = T
On admet que i,., pourtout ne N
1) Montrer que : (Wne Niw # 2

i, + -
2)Onpose: v, = 1:— — pourtout ne M.

1
%
=

e
a- Montrer que (1.) est une suite géométrique dont on deéterminé™

raison.
b- Exprimer v, puis i. en fonction de n.

. p =4,
Soit (1.} une suite arithmétique de raison r = 3 et de premier ‘E’"‘e,f'; e
Montrer que : 1, Ir. et 1., sont dans cet ordre des termes COT!SECU“
suite géométrique,
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) les suites définies par :
o (e €t (¥ ol

M S :
gedet(Vn€ N) s =8=707 etw=1 =%,
J ortrer que : (vneN) : 2<u <4,
3 Montrer que la suite (i) est strictement croissante; en déduire que
'.'uEi‘“'-u‘l-Jc'j‘ 4
ja-Montrer que : (V21 € N) i d=tw, S 5=

boEn déduire que : (v e M) 4w -_:(g } )
#)a-Mantrer (1.) est une suite géométrique dont déterminera la raison.
s.Denner v, en fonctionde n, endéduireque: (Wne N) | w = x ;.,’*.4; 55
8, 9 =t

o Cakuler en fonction de # la somme §. = 2 w—2"
jEsercice 3
Sot i) et (v.) les suites définies par :
w=let(Yne M) e =1+2Vw) et vu=1+vu:

Ya-Caleuler les termes w,, ti:, v et .

b-Montrer que: (Yne M) : w = 1.

«tudier la monotonie de la suite (i),
UMantrer que (1) est une suite géométrique en précisant |a raison.
xprimer 1, en fonction de 1.
HGlculer en fonction de n,lasomme: S, = E\ [/

2

:‘1'1&] 1a suite définie par: i, = 2 et (vae M) i = -
: Gileuler los termes : i, et u..
I"“mu’ernue: (YneN): u > 1.

- Montrer que ; (YneEN) : i —v21 ¢ :' =2l
:Mum'"mrré:urren:e que:z(vne M) : l—v2l=( :1_ L) lw=v2
En_“:?""" une valeur approchée du nombre v2 310~ 5
) ) 1asuite numérique définie par : (v € M) § 2= Tl :
ref 9ue (1.) est une suite géométrique dont on déterminera la raison
Premier terme,
Ner ., en fonction de n.
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Déterminons les suites arithmétiques.

1)ona:(vneN) ; u,=2n+4.

Donc bt — =02+ N+ 4)—(2n+ )=+ 2+4-2y-g=3
Donc (i) est une suite arithmétique de raison r = 2,

2) Est-ce que (v.) est une suite arithmétique?

Ona:(veeN) ; v.=n/n.

eOna:w=0,1n=1etv=22
sOna:v—w=letwn—wn=2y2-1

Comme: v;— v, # v — W, alors la suite (v.) n'est pas arithmétique.

3) Est-ce que |a suite (a.) est arithmétique?

Ona:a=1et(vneN); a. =a.—5.

bonc (WVneN) ; a..,—a.=—5.

D'oll la suite (a.) est arithmétique de raison r =— 5.

4) Est-ce que (h.) est une suite arithmétique?

—let(vneN); b..+b.=y3.
Ona:h=—1;h=y3-b=y3+let b:=y/3-bh=y/3-V3-1="1
Doncb—b.=2+/3 et bh,—bh=—2—-3 .

Puisque : b, — by # b;— b alors la suite (b.) n'est pas une suite arithmétique.
1) Calculons i et b .
(1) est une suite arithmétique de raison r = 3 et de premier terme
w==10.Donc kx=w+ 20X r=— 10+ 20x3= 50
et thw= W+ 100r=— 10+ 100 x 3 = 290
2] Caleulons la somme § = w4 + -+ 4ty
Rappel :
La somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est égale 4
(nombre de harmes',‘lpnn:rnin:-r terme + dernier terme |

2

le nombre de termes de la somme § est 100—0+ 1 = 101.
Rappel : Le nombre de termes de u, & u, est n—p+ 1.

Donc §= 101( #4751 ) = |(:|{‘”—’-;2°-“)= 101 X 140 = 14140
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estune suite arithmétique de premier terme wu, et de rayon r.
T s i et u sachantque 1 =3 et r=-2,
hmétique de raison r

psque (1) st une suite arit fogock
y,.,:u.—r=3—(‘2}=5Hih=u.+?r Ppe
ﬁ.‘=3+?x{—2). = u, +(n—pr
cotidire == 11,

pCalculons et i sachant que ;= 0 et u: =— 16.

psque () est une suite arithmétique de raison r.

«Mors i = i+ 8r, donc r=""£"' ={“;tlﬁ =2,

aOnat i = +6r.
ponc i = ity — br =— 16 — 6% 2 c'est-a-dire: u, =— 28,
eCalculons uy sachant que w: =—2 et ws+ . = 6.
lire methode : Puisque s = i + 8r, et w, = u, — Tr, alors o+ = 2w+ r,
cestadire 6 =2X(—2)+r.
Bonc r= 10, et puisque u, = u: — 2r,
#ors == 2 — 20, c'est-a-dire u. =— 22.
2eme méthode ;
&) estune suite arithmétique de raison r.
0wy = 4 105 1, = WwHSriw=us+2retuntim==6
{H- =wm+ 2r
N+ 100) + (4~ ) = 6

D'aa:|"2""‘+2’ s Su,+ 10r=— 10
dtsr=g oA, L ior=12
Par i R
c:urte[s“d 10r) = (41, + 107) == 10 — 12 finalement u, == 22.
Iculons en fonction de n le nombre . = s
ue (i,

) est une suite arithmétique de raison r.
Mass =t + (30 + 2)=(n+ 3)r= . +(2n- 1NX2
b~ =dn-12,

 klons a somme - 1 + S+l ldy M7 4 70.

B : 3 2

8 sm_l‘“"__!s;';ﬂ::l.i] Elu.=léi.
i i ¥ 347 _ 3
Marque que: UW=w=w—u=m—p==70- ; =35

1emes de cette somme sont des termes consécutifs d'une suite arithme-
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tique (i) de premier terme u, = | et de raison r = : 3
Doncu.=u,,+nr=l+%n. ;
Déterminons n sachant u. = 70
u.=70:=]+;n='m

—n=69

=n=23Ix5=115
Donc t: = 70 et = '3;? (Vérifier ce résultat).
Calculons § = w. + o+ 1+ - + s o (1) est une suite arithmétique de
raison r = : et de premier terme ..

Le nombre des termes de . a i, est 116.

5 o+ e
ponc §= 116x( L4 ) = 116(14570) = 4118
Oona:w=2et(vaeN): (u..=
1) Calculons i, it:, v €t v .

= == k]
e S e

: e ot et LR |
SO e B i
Pl (TP ) R
R e e T
24
. ) P el
ik S P ITT E  ad
o IO
i T S B
3
2) Caleulons v.., — v. et déduisons la nature de (v.).
Soit ne M.
Ona: |
. N | PR | . 1 ] B & o
o Tl P T AR WO O 1 R L
()
i,
B
STFm oL
Donc (Yne ) : vi..—wn=1. 1

Dfol la suite (v.) estarithmétique de raison r = | et de premier terme ¥ = 3

3) Déterminons u. puis un en fonction de n.
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pustue (1
|
L _dn+l
M}I "‘-*""%‘*" ]
&ia I_=|;|-_-"—e=-1+u.—,
= th. =7 |
| - LS 2= 3n
ponc = Fy 4 1 L TR 1+ 3n
)

2-3n
pob: (v € N) & =53,

e

1) Caleulons u, t: et ui.

ma:(vmeN) ; Si=mtuw+mt -+,
ach=u;Ss=wmtwet Si=wmtutu.
Dob: =5 ;=8 —w et u1,=25 —w +u).
orivneN") ; 5.=%n—u:‘

xs=3-1=3,5=3x2-2=1le
L-ng 3—125 gz_z.

5 3 B Rt
Farconséquent ; W=y -1—2=—!,-etn.-—§—(-."'j]—‘~__;-

Ya-Expression de u. en fonction de 1.
Ona:

WREN') ; 8= i+ ut syt oo+ i = (it + tts+ iyt oo+ 1 R ®

= Seith ts
M:“‘=3-‘S< = S-n—u"—-i{u— n+m=1
=
B 1"‘;! = 2n+§+" - 2n+1

Far
“ﬂieuuent AvneN") ; w.=—2n+ 3 ,
“erminons 1a nature de la suite (it.).

sm,.E
1 Te=0
T -~"'m+ D+ 7+ m—-Lt=-2m—2+ -2-+2u; y=—2
nh(lh'.] st une suite ar!thmétique de premier terme u, =5 etde raison

r=oy
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Remarque :
Toute suite (1) qui s'écrit sous la forme w. = an + b est une suijte arithmeg

que de raison r=a.

(11.) est une suite arithmétique de premier terme w, et de raison r,
Déterminons r sachant que 1, =— 9 et § = 420,
ona:S=ututut--tin.

Donc 420 = 35( 51
Oruu=uu+24r=—9+24r, et = we— 10r=—9-10r.

Donc 420 = 35 :E;&fztkf! 1

D'oli: 420 = 35 % (=9 + Tr). Par suite 12 =—9+7r,

Conclusion: r= -2-;-- =3etuw=tp— 10r=—9-30=—39

[Exercice /3

(1) est une suite arithmétique de raison r # 0 et de premier terme . =a
(@a#0).
1) Montronsque S.= 8§, e (n+m—1)r+2a=0 (ob m £ n).
Ona:S.=u+u+--+u,

= n( Ugrt e ] ; (car (1.) est une suite arithmétique de raison r}.

>

etona: S.= wt u+ et ot e = ml LS -')

Ona:w =w+n—Dr=a+(n—Dretu.,=a+(m-1r.
(2 - +(m—

Borc S r_:._L‘_tiq_ I}r)’e‘ S-:miz.-: u;: 1ir) (1)

D'oli: S.=S. = n(2a+(n—1)r)=m(2a + (m— 1)r)
e 2na+nin—1)r=2ma+mim—1)r
= 2aln—m)+rintn—1)—mim—1)=0
= 2aln=m)+rlw’ —m' —(n—m)) =0
&= 2aln—m)+rlin—min+m)—(n—m)=0
= 2aln—m)+riln—m)in+m—1))=0
e=m-—m2a+rin+m—1)=0

et puisque 1 # m, alors 2a+ rin+m—1)=0

Donc: S.=S.e=(n+m—1jr+2a=0.
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4 sque:.';‘.=.5‘.=;.___:o_ i
O a+n+m—1
Mr&gxlilé(l}nna:.‘a....—(n+m;(__ dlEs _;{).

s 20t (mtn— L)r=0.

od=
2a+(ntm—1)r _
T | =0
+intm-—
s (1 +m]2u——‘-'-'—2-'" br _ 0

= Sua=0

ercce 2.3

Calculons 1 et V.
o -0
Oue:e =33 35, =3
[ 1—11 =1
2IMontrons que (v,) est une suite arithmétique.
StneN. _20+27w)
=] 1 — 2+ 2%, _ 2(1+2"w)
B gt ;.‘.{'_ Wl A
2+ 2%,
N .
""lr.
Dey == dd2The 1 _ 2y |
! Y 2 R LT 2y, 2

Yo la suite (1.) est arithmétique de raison r = l et de premier terme 1. = 1.
Déterminons v. puis u. en fonction de 1.

Pisaue (v, est une suite arithmétique de raison r = -I, et de premier terme
=L 2

o=y 41 %2
Donc (- N voppaifS
A 5=,
'tha‘-‘.‘___ 1
-
MH.:‘.— = 1 9

Ty = » ("+ 2] = -j-'["—+ 2

LU MneN) . = 2...(_% 5
A ?
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4) Calculons la somme S, .

SoitneN ; n=8.

ona Si=wtwtuettw,

et puisque (v.) est une suite arithmétique et le nombre de terme dela
somme 5, estn—8+1=n-T7.

.+
Alors s.—m—?)(‘ ve),
.
Or v.=— :,.---- ,donc v = -8—2--‘-‘- =5
n+2
S* T =Nt 12)
X 3

alors: S,=(n—TNX—5

[Exercice 3

Ona:w=1let(YneN); ., = ;‘h‘.— ‘I et v =3""u,.
1) Caleulons w,, u: et w.

Ona:s u,=

2) Montrons que (v.) est une suite arithmétique de raison r =~ 3
Soit ne N.
Ona:vy., —vw=3"w.,—3"u,= 3" (3u.., — 1)
; o ) P oG
=31 (s(hi gr) - )= (- ) == F =3

Donc (¥ne M) ; v, —w,=—3. -
D'oil Ia suite (v.) est arithmétique de raison r =— 3 et de premier terme |
3) » Déterminons v. en fonction de n. e

i - i 4
Ona: (v.) est une suite arithmétique de raison r =— 3 et de premier ¢
w=3.
Donc v, =w,+nr=3-3n.
= Déduisons 1. en fonction de n.
Ona:vw.=3"u.

Ve _3—3n_3(-n)

7 3ol Tl
Dob: (VneN) ; w=

Donc u. =

_n
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me 5. = Et‘. .
cdaulons 12 50T i

) estune suite arithmétique.

jasuite LV
sombre de termes delasomme S, estn+1-0+1=n+2.
e ; %
Mg::wzl(l“?“!).etpuisqoe ve=3etv..=3-3(n+1)=—3n.
(n+2)(3-3n)
m5l=—' - 2 .
3u,—1 2
pnaiu=2et (vneN) ;i =" W=7
{Caleulons u, et V..
3u 5.
Dnatuw=", 3
B) il

Ea-1 21
1/Montrons que (v.) est une suite arithmétique.

StneN.

Ko 2D 20+
R = =T A= ] " “Bu—l-u—1 2u—-1D
MZI'--=‘F+-I

2 B
o < i 2o s

Arsute (Yn € N)iv.., — 1.= 1. et par conséguent, (v.) est une suite arith-
"éque de raison r = | et de premier terme 1. = 2.

"a-Bxprimons v. en fonction de n.

B2 (1. est une suite arithmétique de raison £ = | et de premier terme v
e (vne N) ;

=2

W=vtar.
UWI'Vne}{] C=24+n.

L}

Deduisons . en fonction de n.

Btnen.

ol oo 2 =
I"h:'i.'l-'l.t!om::n,-I:\'-'.lil't:lui"-:--.”_3+"+I

¥ uite
(v 0., =n0t4
neN) ; u, e

i
+Glulons la somme § = 1, + 1, 4 v+ <+ Vi
iy,
(V) est une syite arithmétique.
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Donc §= (29— n+n(i'—"} etpuisque v, =2 et v =204 3 3,

ATOBS=30X-§—=15X33—495A

b- Calculons la somme T"= -4-—1 oo % [+t ‘_4_‘.1 2

0na:T=2d_" §:ln'—lx2 zz:n.—l

a=y o

etpuisque: (VkEI) ; w= ";-2_ [ -Alors T'= 22-,.. =28 = 2x495
Donc T'=990.

Ecercice 28

- + nu,
Ona:uw = E_. et(VvneN') : uen= ]nff , et v, = nu, pour tout n e N
1) Calculons s, v et v:.
1
1+
+u 2
()na'rl—l‘:I —5 =1
-r-=iu.-=-]-,- 01—2:4—256 ;
2) Montrons que (v.) est une suite anlhmenque
Soit me N". "
Ona; v..,—v,=(n+ Dty —ni. = (n+ ]]1 "'1" — it
=l+nu.—n=1
Donc (¥neN) ; vy—w=1

ot |
=

D'ois la suite (v.) est arithmétique de raison r = | et de premier terme ¥
3) Exprimons v, en fonction de n.

i T ST : = | ison
On a (v.) et une suite arithmétique de premier terme v, = 3 et de raiso

R - 1 . . Y. i
Donc: v.= v+ (n—1)r= 5 +n—1.D'ol (Yn € N):w="12

= Déduisons i, en fonction de n.

Soit ne N°.

Ona:w= nn. I
Bonc #, = 'u 2.-12; L- %:: 2In Dotz (vneN) i =17 2n"

4) Caleulons la somme § = lu, + 2u, + 3u, + -+« + Ntk
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e sy
m,-_[uehi..im. vi. Donc ?__},

) est une suite arithmétique, alors

apnae (% 1o Zi=1]
(4o 201

fut i A AR rerld - el &
i:ll’]+“{ 5 )—n 3 i laarvi=oetvn=""5-)
ceta-dire: 5= ’5

rEMTEe
we(vn €N 5=

sterminons les suites géomeétriques parmi les suites proposées.

11w est définie par . = 3 X 2%,

SnEN; e = IX2"' = (IXND)K2= 20,

Dt (u,) est une suite géométrique de raison ¢ = 2. (On peut calculer %‘— )
Iix)estdéhnie par (Yne M) ; vu=(=1)".

SteeN,onav, #0 et l—;_ == Rt 1.

Jonc 11,) est une suite géométrique de raison ¢ =— 1.

Senmontre que (Vi € ) w., = qu. ol g est un réel qui ne dépond pas
#1,3lors (1) est une suite géométrique de raison ¢-

H0na: () est définie par: (Vne N) ; a. = 2n.

Bee =0, a=2,g,=4eta,=6

Rate : # : alors la suite (a.) n'est pas géométrigue.

H1b) est définie par : (v & N): b=yn.

Raib=0, p = L, b:=y2 et b, =3,

Rpuisque P by .y
Piique 2o b. + alors |a suite (b,) n'est pas géométrigue.

est une suite Béométrique telle que 1. = 5 et v = 10.
lons v, g

H.sq”e v est une suite géométrique, alors v, = v Xg' etsa raison ¢
e g=Y._10

w5 =2,donc: vi=wxg'= 5%2'=80

= 2
b= VX ghtea Rappe

= 80x 2= 5120 =Xt
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2)Calculons la somme § = ot vit i+ e +w,
Puisque (v.) est une suite géométrique de raison q # 1, alors:

1_ 1ol
S=w L-— Or1.,—5etqr‘—l,rlr.‘m:'T—ﬁlI 5 -512‘-”

Dol 5= 10235

On a: (u.) est une suite géométrique de premier terme 1, et de raison q.
1)Calculons w, et us sachant que w, = 16 et g = é

Ona:w=uXq'= Iﬁ><(%]l= letwm=mxg'=1 x(;‘] ~
2)Calculons u et u, sachantque u, =3 et g =—2

Ona:w=uXqg =3%(-2)'=—24

eliin=uXqg =—24%(—2)" = 768

3)Calculons u, sachant que u-= 18, =2 et g > 0.

Ona:u=u g Doncg'= ‘-t =75 =9.Dbu: g =3

et puisque ¢ > 0 alors g =3 .
i 2 2 2v3
x LR R T
Ona:wm=wmxXgq doncu = /3 33 9
4)Calculons la somme §. sachantque . = l et g = 5.

Puisque (1.) est une suite géométrique alors:

1_‘5'_?'
Eu. s, = o
le nombre de termes de cette somme est (n— 0+ 1) =n+ 1.
R I'l-—qr; 1155 =3 =1 et =5}

%
Ona: u.=—% et . = = pourtout n € N

1)Montrons que (¥n e ) ; u. # 2.
Utilisons un raisonnement par récurrence.
* [nitialisation :

~Pourn=10;0na: u =—%— et _% #2,
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willa propriété est vraie pour n = 0).

pede

tnel.
§pposons que Ui # 2 et montrons que (.., # 2.

2 __a=i4= ?.u. +2 _,02-u
pratke =25 41 =1 ]

apuisque 1. # 2alors 2— . # 0. Donc Wy — 2 # 0.
Bod: e # 2 (la propriété est vraie pour n + ).
+conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Vn & 1) © w. # 2.

! 1
yona: (vneN) : vo=12a.

+Mantrons que (v.) est une suite géométrique.

st L=

StneEN, v == —o =

fonc ¥, --é X Voo
Dol la suite (v.) est géométrique de raison g = —-l-; et de premier terme

*Exrimons 1. en fonction de 1.

Psque (v.) est une suite géomeétrique,

dors .=y, x g7 = 7(— ) pour tout n de 1.
*Déterminons 4. en fonction de .

Ong: y,= s +1

n—3 =in=—2n=u+1
== 1+ 2w
=l = 1)= 1+ 2,
1+ 2w, ;(car v, # | pourtout n € )

L ’ o +2 —'I\ )
A

==

MW”EN):H +${><( él

x(-3) -1

g =
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Ona (u.) est une suite arithmetique de raison » = 3 et de premier terme |,
Montrons que 1, i: et i sont des termes consécutifs d'une suite mm&;:
Pour cela, il suffit de vérifier que: w, X 1y, = s -
Calculons us et . Ona:tw =4, et =w+4r=4+4x3= 15

ety =w+20r=4+20%3 = 64.

Donc i X i = 4 X 64 = 256, et ui = 16° = 256,

Dol : 1 Xty = Ui,

Par suite u, u: et s sont dans cet ordre des termes consécutifs d'une suite géo.
métrique.
(Exercice 3

Ona:w=3et(vaeN): . =8§- “_"'f:,. ety = :::'; 3

1) Montrons que (Yn € 1) ; 2 <u, < 4.

Utilisons un raisonnement par récurrence.

= Initialisation :

sPourn=0onan.-=3et2<3<4,

Donc 2 < u, < 4 d'ol la propriété est vraie pour n = 0.

* Hérediteé :

*Soitne N,

Supposons que 2 < . < 3 et montrons que 2 < (.-, < 4.
Ona:2<um<4=4<u.+2<6

Donc la propriété est vraie pour n+ 1.

» Conclusion: d'aprés le principe de récurrence (vn & 1) 1 2 <4 © 4:
2) * Montrons que |a suite (i) est croissante.
Soit ne IN.

Ona:i.,— =48~ _ —uit 6u.— 8

28 .
TN u+2
Or les solutions de I'équation —X° +6X -8 =0.
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o1 4 (utiliser e discriminant A pour déterminer ces solutions),
M_xuﬁ)(*s:— (X-2)X—-4)=(X-2)(4-X)
_ (= 2)(4 — )
JuVAEN) § lan = U= 4 3T
gww-'ez‘“'< 4,alors u, +2>0, u.-2>0etd-u. >0,
ponc (¥n € N) &t — 1 > 0. Par conséquent la suite («,) est strictement
oisante.
+ Deduisons que (vne N) e i 7= 2 i
susque (1) est croissante, alors (i) est minorée par son premier terme,
donc: (Wn € N) 3 =t
ponc: (v & N) ;= 3.D'0; . + 2 = 5.Parconséquent(vn e N); :.F.l+ 7S ;

1a-Montrons que (Ve N) ; 4 —m.., = ‘: (4-w).

seacK. 24 du—B+24 _ —4u + 16
i o AT 0T S5 T, T

Oz d = = 4= 8+ 200 = R i T T o)

0on¢ 4= 1tyei = 45:;;'),etpuisque "‘11 E; et4(4—u) >0,

4d-n -
o L.+_‘!zi) = 4(45“!&}' . Clest-a-dire 4 — .., = ; (4-m).

Vi (vne N) ; 4=y, < (-
b-Deduisons que (Wn e N) ; -1—u.<(:]--

B2 (ke N) ;0 <d—w S T@A-w). (1)
Eremplacant & successivement par 0,1,2, - ,n — ldans I'négalité (1) on obtient.

O<d—m= ;H—u..'i
0<d—u = :{4—u.l

U<4—u-‘:—‘;t4-n_-l

2 0<d-w<d@-u)
"Splant membre & membre s inégalités précédentes, et apres simplifi-
qhmmn\‘.!t:t'iern: D<q—y, < ‘% x ‘é 3 455 :.14 — 1)

lie :
ombre de facteurs est égal au nombre de termes de 1 @ u. ou bien de
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s, & .-, c'estdonc n)
Et puisque u, = 3, alors (Vvne M) : 4 — 5. S(%)

4) a- Montrons que (v,) est une suite géométrique,
Soitne I, ona:v.= t=4

=
oy 4w~ 4)
Doncv...=:‘:: --%= —”'21;2——: :‘*"’1 =dl-q) ,
8- wFz 2 6'“‘: 51 6 (u=2) "™
Donc (VvneE M) ; v.., = %\

D'ou (v.) est une suite géométrique de raison g = -“; et de premier terms

St e, et
avecwm = —5 = L

b- Déduisons v, puis u. en fonction de n.

B y 2 :
* Puisque (v.) est une suite géométrique de raison g = 3 et de premier

oA
terme v, =— L. Alors v. = w, X g" =—( 3 ] .
etona: vy, = 5%; = v, —2v, = i, — 4

= Ve = 2v.— 4
= iLivn—1)=2v,—4
Hear (¥neN)in #1)

=2
n =4 _a—=2 2 =
Ona:(vaeN); w= :._;_2 “w—2 u—2 ; . B
S TR -7 T P =T ATE
Donc: ;=5 =1~ v,.D'ol: &, = ZHI- 5= Zt[ v) L : B

me &
de la som
Or (v.) est une suite géométrique et le nombre de termes

' L-g' g Qs
alors S.=n—w =, etona v= 3etgd=3

2y 2¥).
1=13 v =
donc: S, = "+%]_—(~3%i' Donc (vne M) i 5 =n+2| (3
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p=let(vneN): =0 +2J0) et (vneN) ; v=1+/u,.
3

m g
jculons My, tz, V5 et .

» Gl AL -
::,“-u.=(l+ W) =01+2)y=9,
gl 24y = (1 +2%3) =49,
*=1+\l'lll-=’.

gz 1+ = 1479 =4.
t-umirunsque{vue N);wz1.
Jfiisons le raisonnement par récurrence.
+ Innalisation
wiurn=0,ona:w=1letl=1.
Donc e = 1.
La propriété est vraie pour n =0
v Heredité :
ssotneN.
Supposons que i, = | et montrons que .., = 1.
tha:w> 1=y, 21
=2/i=2
= 1+2/u,23
=(l+2/n)z9=1
=l 21
Bonc:La propriété est vrale pour 1+ 1.
* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence , (vne M) ;w = 1.
“Eudions la monotonie de fa suite (..
Stne N,
= (1 + Vit )= (1 + Vi) = Vi = V. = (1 4 Vi) — v
=1+ 2/u - \-.n.\ =1+ Ju,
“Psque | + Vit > 0, alors la suite (v,) est strictement croissante
H Montrons que (1) est une suite géométrique.
Sae,
Ona;

W= L = 141+ 2V = 1+ 1+ 2/ = 2+ 2V
=214+ V) = 2w,
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Donc (Vn e M) ; v =2v..

D'ow, la suite (v.) est géométrique de raison ¢ = 2 et de Premier terme
=2,

3) Exprimons w. en fonctions de .

Ona: (v.) est une suite geéométrique de raison g =
=2

2 etde premier terme

Donc v, = wg"=2%x2"=2"",
et puisque v, = 1 + Ju,, alors i, = v, — 1.
Donc . =(v,— 1V . D'%it: (vne N) ; uw,= (27 = 1)
4) Calculons la somme S, = E Vit
oy
Puisque v.= 1 + V. alors i =v.— 1.
Donc: 5. = 2= 2 (wu—1)=Dwn- 21 = Zr, —{n+1)
et puisque (v.) est une suite géomeétrique, alors:
3 I—qg* 1 =2 "
e )y s = 2(2"' =)= 2" =2
;:un w\T=g 2 == 1202 =2
Donc §5.=2"'—2—-n—1.
Doii: (vneN) ; 5,=2""—-n—-13.
5 L+ 2
Ona:i=2et(VneN) ., =2 1
1) Calculons u, et i..

: Wt 4
Ona.-u.—ﬂl_+| =3
4
ST i 0 ()
T | ;+1 7

2) Montrons que (Yn e IN) ; w. > 1.

Utilisons le raisonnement par récurrence.

« |nitialisation

sPour n=0;ona:uw.=2et2>1.

Donc & > 1. (La propriété est vraie pour n = ()
* Hérédité :

s Soit n e N,

266 d suites numériques



> | et montrons que u,., > |.

5upposons que 1.
e

1 méthod v &

onaz it~ 1= 05

ponc fie = 1 > 0, cest-a-dire u. > 1.

ponc la propriété est vraie pour n + 1]
méthode :

r u,+ 2

gu, > 0 alors u,+ 2 > u, + 1. Donc e

el 1
TR et puisque u, > 0 alors P (i

1> 1, cest-a-dire u,., > 1.

« Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vae N ) : u, > 1
3)a-Montrons que (Vn € N) ;5 [, =2 < “2 Iu -42].
satne N.
I T_ F=tt2 5 ut2- V2i— 2
AL EL e S AT o I = ]
=£l;“__2_1'5':.f2_1r_2_ “_\ZJN- V201 -42)
T w1l
= 0=y2)u~
w1
Done |u 2[_|_ yZl]u.
st = o T [carlf.*l)l]j
.’2_] -
=Ygt le=v2@ar1-y2 <)
. I =
Pour montrer que [.., — 2| < ‘-2 -I-Iu.—\-2|.
Isuffit de montrer que < ".! .
Onsaitque: (vne N) ; u. > I,
Donc u, + o 1 1
1> 2004 n+1 <2
X ;- =
Pat conséquent u.l+ V2 = M- VZ1< (v2 Ij__ln._ V2
Gr(\2- Me.—y2]5 0.

Dﬂntfh'uchj thaoy — \.21<‘2—;_||n.—v3|‘
Mﬁn?mnsparrécurrem:eque' i

e, . i ,2|((v2 I]ln =
hihl!lsation

& = _ Feite 1
ﬂ.nna:Iu..—‘.*2|=2—‘.-'2_.,t(" 5 I)Iu..—y'3|=2~v.‘!,
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etpuisque 2—2 <2-/2.
= 2= =
Alors |u,— 2 lE( 3 ) liww— 2.
La propriété est vraie pour n = 0.,
* Hérédité :
Soit ne 1. =
Supposons que |u. — 2 | < ( * 23“ l-) lus =2

et montrons que |w., —y2|< ( y2 — 1
Seitne . h
D'aprés la question 3) a)ona: [, —y2 | < Y2 |

iif.-— \:2‘.

L V2l
et d'aprés l'hypothése de récurrenceona:
lue. 1<(—---— =31
‘7) N .
Donc -—'-—'|u. V2l '-2-—| ("—2—}']ilf—\2| (2)

fo—
Car \_-_2 I > (0, de (1) et (2) on en déduit que :

liees=v21 < —73_—|} |.— 2 . (La propriété est vraie pour n + 1),
Remarque:* (a<betb<cl=—a<c
e g <b=—a<h. (les réciprogue sont fausses)
* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, !
(YneN) ; lu— llf(l?‘—;—l ) lue—v21

¢- Déterminons une \.raleur appro:her de v2 al0"’

puisque |v2 — .| <[+ 5 )|n -
-1 y

alors . est une valeur approchée de 2 a ( ) |1, — /2| pres,
et pour que i, soit une valeur approchée 3 10
Iisufﬁtque( )|n.-u2]’lﬂ'tnl
Alaide de la calr.ulatrl:e, on détermine le plus  Rappel:

t
petit entier n qui vérifie silx— a| < r alors @ es g

x
Finégalité (a), Cest-a-dire n = 5. une valeur approchée 4¢

r pres
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proche cle V2 310" est . etona u = 130

m“mnleurap ‘E 99 -
J0n3: (wneMN) i w= ‘+
5 Montrons que (w.) est une suite géométrique.
g,nneN . .E
ohal el W+ /3* ’ X
i i précéde, ona ., —y2 = ~/2)u.~2)
adaprés ce qui precede, bt W ) r
galculons e+ v 2.
i+ 2 o et 2+ \-.2 e+ \;'-2
h"l‘ +1+"2' W+t _
ull+‘21+ V2014 2) _ fl+‘.-_'z)(",+_}.’z}
ot 1 w1
= V2) .- v2) 5 :
—ll.+ o R’ — 2 1=y
L TVE Ty 2
R TNt VD) 14V2 w2 1
w+tl

Do (¥neN) ; v = 1
¥ -9

far conséquent la suite (v.) est géométrigue de raison g = : _,_"‘.% etde
b -

5 -7 311 =3 —J3
promier terme y, = W —¥2 _2=v2 _ w20 =y2) _1-y2
wety2 2+y2 J2(1+y2) 1442

b-Déterminons 1, en fonction de .

Pulsque (v.) i i ni=y2 i
«) est une suite géométrique de raison ¢ = 1%/2 et de premier
= Y-
lerme , = 1=y2
ok

: LAY - ()
Ona:y = M—v2

s+ - J3
nt 20=°!i'.l VZve=m—y2

Nots (vne N) ; v, =, Xg'=

W=l ==y 2V, —y2
= (v, = IJ———\-\. v2

2—y2v _ J2H42V

puisque #1 Icar ‘2 ;t 1) alors . = =Y = =,
2+ 2( ‘%
(1= =]
1+,/3 ] -Donc (vnelN); u=— l \fl i

1++2
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On considére la suite (i,) définie par : (v & N):w=3

1) Calculer les termes : 1, et .. 2‘ ik
2) Etudier la monotonie de la suite (1.).
3) Montrer que: (vpe N’ —{1}) : L e |

/'p=1 p  2p/p°

4) En déduire que: (Vne N') : 1Su,<3-2,
Soit (1.) la suite numérique définie par: u. = |
9

et (vnelN); u., = fiu,—-(l]n"—u— 13
1) Calculer u, et u..
2) On pose v, = u, + é n, neN.

a- Montrer que (v.) est une suite géométrique.

b- Exprimer v, puis u. en fonction de n.

y = o, nn+t1N2a+1)
c- Montrer par récurrcnce que: (Vne MN7) ; Ek' = 6 .
—

d- Calculer en fonction de n la somme: 5. = Eu. .

i i i H . T+ .
e et (vneN) ; wn = :l +4 3 h —4&
1) Montrerque (Yne ) : 0 <u < 3.

2) a- Vérifier que .., — . =—i--f. 1+uw— .‘!][.,-'I +u,+3 ).

b- En déduire la monotonie de la suite (i.).
3)Onpose .=y1+uw—2:nel.
a- Montrer que (v,) est une suite ggométrigue en précisant 53 raisan-
b- Exprimer u. en fonction de .
c- Calculer la somme §,= 31+ 1.
| Exercice £ L
Soit (1) la suite numérique définie par: &, = 1 et (¥n € ) & ter = 110
1) Montrer que : (Yne N) : w. > 0.
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gsolt L un nombre réel strictement positif qui vérifie ( = ll i
D‘t!fﬂ'liﬂer 0.

. Montrer que : (vneN);

- Montrer par récurrence que : (Vn & N] .-t < [ A

I w=0;u=1
(¥n

ot (1) la suite numérique définie par : €N) ; tees =3t — 2u,

oo .—HCZ =8}

gnpose v, = I ~ 4. pour tout #1 de N.

1) Montrer que (1) est une suite géometrigue de raison 2 et en déduire v.
enfonction de n.

Yonpose S, =vit vttt (neN')

Cakuler 8. puls en déduire «, en fonction de n.

Sait i), |\'.'l et (w.) les suites numériques définies par :

'a=-|;1':.=51,' g \'.:M.‘_‘:::Il'.ﬂll'.z'l::l" ; (neN).

] w
ST M s nE N

1 Montrer (1) est une suite géométrique.

Y Montrer que (.) est une suite arithmétique.

YEndéduire que (vne M) : u, = 2"—.'. l 3

m

%0t i) Ia suite définie par: {”" = g
(YneN) =17 +1

2

1 Cateylar u et i,

lll-Momrerpar récurrence que: (vne N) ; 1 <w. < ;
b Etudier |3 monotonie de la suite (i.)

¥ Montrer que (v ¢ N): 0 <ttor— 1 < S 1)

b
En déduire que (WnelN);uw—1< .,!'-':

inn
() 1a Suite numérique définie par: 1 = I et (vn e M) ;
=2, + n+3
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On pose v. = u,—n ; pour tout n & N
1) a- Montrer que (v.) est une suite géomeétrique

b- En déduire que (Vne M) ; u. = (% ) +n

2) Montrer que ; i“‘ = 4953 -3 % [ ‘_; Tw
rerd 3/

[Exercice 2113
Soit (u.) la suite définiepar: s =1 ; =3 et (vne ') :
ooy = ‘ll-a’u. —{a—1)i.. ol a est un nombre réel.
On considére |a suite (v.) définie par: (¥vne M) ; vo=u,— .,
1) On suppose que a = 2.
a- Montrer que la suite (1.) est constante
b- En déduire que la suite (i) est arithmétique en précisant sa raison
2) On suppose que g =— 2
a- Montrer que (v,) est une suite géométrique
b- Exprimer v. etla somme 5. = v, +w + ..+ v. en fonction de n

¢- En déduire que: (vne N)iu, = s F_-fél
S s
Soit (u.) la suite définie par i, = 1 et (Yn € N ) iu = 53—
1) Calculer u; et u,
2) Soit (v.) la suite définie par (vne ') v. = ‘}'

Montrer que (Vn e IN'); v = 3u,— |
3) Soit (w.) la suite définie par w. = v. - %,n elN’
a- Déterminer w. en fonction de ».

b- En déduire v, puis ., en fonction de n.

| Exercice L3
On considére la suite numérique (u.) définie par:
w=3Jm=3

W = :_‘-‘-u... - éu.: nel
1) Calculer u; et i
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onpose ¥ =t~ % i, pour tout i de 1.
$ Mantrer gue (v.) est une suite géométrique dont on déterminera la
r
terme.
o et le premier _ \ . i
er v, enfonction de 1, en déduire que (vn & M., = Ju+ ( £ }‘

Jeul
e {%Jn pour ne N

3) On pose s -
2 Montrer que (w,) est une suite arith

e

dont on détermi la

raison 2y
p-En déduire que (Wn € M) = I'S } (n+2)

[Exercice £

=lu=2
st (1) la suite numérique définie par: i

n i
(vn € Nlttes = 5l —'!; .

1)a- Caleuler les termes: u; et 1,
b- Est-ce que la suite (i) est arithmétique ? géométrique? (justifier)
2)a-Monter que: (Vo € M (it — )it = 1) 2 0
b- En déduire la monotonie de la suite (1.).
)soit (v.) la suite numérique définie par: (v € Nhv. = ., —w
#Montrer que (v,) est une suite géométrique dont on déterminera la
faison et le premier terme
b-Ecrire v. en fonction de
¢ En déduire u, en fonction de n .
§) Mantrer que la suite (i) est bornée parlet3

=t

O considére la suite (u.) définie par: us = 0 et (vi e Nk =y ==
1 Caleuler jog termes u, et ..

Ua-Montrer par récurrence que (Vi e Nk = 2n—|
!:;-:n déduire que la suite (i) est décroissante.

Pose: v.= 24 4 4n—6 pour tout n de M.
Montrer que (v,) est une sulte géométrique de ralson ¢ = é .
l"EI'NK‘cIuIn.-que (VneN)iu=3-2n-3( .I! F
leren fonction de n la somme: 5. = i+ i+ i+ il
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On considére la suite (u.) définie par: 1, = 2 ot

(Vne M. = ;(u. —4n-1)

On pose: v. = u,+n— 1 pourtout n de 1.

1) Montrer que (v.) est une suite géométrique.

2) Ecrire v. en fonction de n et en déduire w, en fonction de n,
3) Calculer en fonction de n la somme §. = iu..

[Exercice 29
Soit (1) la suite numérique définie par u, = |
et (vne N )i, = "—_I;_] (3nie. +4n—2)
1) Calculer w,
2) Montrer que (vne ') >=2
3) Etudier la monotone de la suite (1)
4) On pose v, = nlu, +2) pour n € I’
a- Montrer gue (v.) est une suite géométrique dont on determinera
la raison g et le premier terme.
b- Déterminer u, en fonction de n.

¢- Calculer la somme suivante: 5. = 2 ki,
-y

[Exercice /-3

3
On considére la suite (1) définie par: (Yn € [T k. = 5
lany
T

Pour tout n de 1", on pose v. =
1) Montrer que: (¥n & N'kw. = 3[1 - "i i ,1
> >R

2) Montrer que pour tout entier naturel n tel que n = 7;0na: 1=
3) En déduire que pour tout entier naturel n tel que n = 7; 003
VX u X XL X vy =27 s puis w. = 27 X

. nt2ou

1 2 £ L] = W hitiens = 3(g+ 1)
On considére la suite (i.) définie par: . = 5 et (¥n € N1 2n
e PN

Pour tout n de 1N, on pose v. = "7 - det

] A onction
1) Montrer que (y.) estune suite géométrique, et en déduire i &0 f
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5 i 41
ﬂ..uuntrerque: (vne N —{1})2 > n(n2 ) -
b Vérifier que Iinégalité (1) est vraie pour n = |

By 2
¢ En déduire que: (Vvne N0 < u < 2

3 Calculer en fonction de a1 le produit 2 = v Xy XX . Xy (ne N).

soit () la suite définie par: . = 2

(v € Nkt = it 3(n2+ R T 2)

1) Caleuler les termes: uy et i;.

1)a-Montrer que: (Yn & N)u, > "1 T
b Montrer que la suite (i.) est décroissante.

3)Soit (v.) la suite numérique définie par: (Vn e N)v, = u, — = ‘E_ i
aMontrer que (v.) est une suite géométrigue.
b-En déduire u, en fonction de n.

4) On pose S, =2m,pour tout n élément de M.

e
ontrer que (vn € N5, > 3 — 3 (4]
Cercce 3
On considére la suite (1.) définie par: i = |
VA E N}y =— 14+ S+ (i +17.
1) Montrer que: (Ve Nhu, = 1
Y Montrer que la suite (u,) est strictement croissante.
31Pour tout n de N, onpose v. = (u. + 1.
*Montrer que (v,) estune suite arithmétique dont on déterminera la raison.

L .
Exprimer u, en fonction de 1.

o"“‘“‘idére 1a suite (u,) définie par: u. = 2 et (Vn € M) = V64
|
l: Montrgr Par récurrence que: (Vne NE0 < u < 3.

&Mnn!rerque: (VneN)X0<3—w, < _]‘(3 - U,)

b
i““’(’dl.lil‘eﬂ;ue: (Ve N).0 <3-u< (;r

suites numériques [ 275



3) On pose §, = E(S—m) et 7. ‘-‘Eu.
a- Montrer que; (Yn e N0 < §, < g(l —(—;H

b- En déduire un encadrement de la somme 1. en fonction de n

[Eercice 9

On considére la suite (u.) définie par: 1, = ], et (¥ne Nk, = ““ﬂ 1
1) Montrer que: (Yn e Nku, > 0 b
i~ 1

P S

a- Calculer v,.; en fonction de v, en déduire v. en fonction de n.

2) Soit (v.) la suite définie par: v. =

b- Déterminer u. en fonction de n.

| Exercice (53

On considére la suite (u.) définie par: . = v6 et (¥n e M., = \ :u +2
1) Montrer que la suite (i) est minorée par v5.
2) Montrer que la suite (1) est décroissante et en déduire que:
(vne :"”:\.'g = \:f;‘ .

3) Pour tout n de I ,onpose: v, = — 5

a- Montrer que (v.) est une suite géométrique de raison : .

b- Exprimer v. en fonction de n et en déduire u. en fcnttinl_l:\ de n.
4) Calculer en fonction de 1, la somme S, sachant que: 5. = ;u:u-'v

[ Exercice X

. w=0etum=1
Solt (1) la suite définie par: >

(VvneNkw.,= E';'h‘---. - tl; s
On pose v. = lyey — ;u etw.= 3w
1) a- Montrer que !1:.J est une suite géométrique, puis déterminer Vs €0
fonction de n

b- Montrer que (w,) et une suite arithmétigue.

¢- En déduire u. en fonctionde n.
2) a- Montrer que (Vn e N'k0 < ., < % e

b- En déduire que (vn € N0 < u, < (2]
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fa suite (1i.) définie par: 1= L et (Vi€ N, = 3::;.-'
uwwque: (yneNK0<u =1 g
uMuﬂW‘We la suite (1,

3)a-Montrer que: (¥n € Nitto € ; 0.

e

ot

) est décroissante.

b En déduire que: (%n & Nkt S(i—]‘

ot ) et (1) les suites définies par: :
w=2;n=let(vhne i"Fk{ir..; = H%i-"""‘" =% 3‘; ,'l
1) Caleuler u, et v,
B Caleuler g = Veos €F l:: en fonction de w. et v..
3)endeduire u. et v. en fonction de n.
S0t (u) et (v,) les suites numériques definies par:
|n=l ut [1‘.212
I¥ne Nk 3wy = u, + 2v. (vin € N ) dvee, =, + 3w,
Fourtout n de 1", on pose w. = v. — i et £, = 3u. + 8y,
1 Montrer que la suite (w.) est géométrique en précisant sa raison.
YEndéduire w. en fonction de n et que: (V€ Nk < v
3| Montrer que la suite (1.) est constante.
43 Montrer que la suite () est strictement croissante, et Ia suite (v,) est
drctement décroissante.
b-Déterminer 1., et u, en fonction de 1.

ey

U Montrer que- {V.\‘E ]01“’0 i ‘.:‘\' i ‘I"

|
2 . . =a € |04
10n “onsidére |a suite (u.) définie par: |“ e | 4[

~y s
(Vne Nk, =175,
2

Montrer que: (Wne N0 < u, < _'1
M
ontrer que la suite (11.) est strictement, décoissante.

&M
ontrer que: (v e Nt < ?-j-n.
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d) En déduire que: (Vn € N )., < {% }.a

[Exercice £

1) Montrer que (vx € J0; 151 —x < 1— _',. 1

x<
V1+x
2) On considére la suite (i) définie par:

=1 ROV (< |
u..—zet[\fn(:N):u.—(l 2’?];1_‘
Calculer u, en fonction de n.

3) On pose (Vane N)v, = u.vn+1 et w.=u,n

a- Montrer que la suite (v.) est strictement décroissante et que:

_ e 1
Vi o THE
(vne N )u. N e

b- Montrer que la suite (w.) est strictement croissante et que:

(Vne N>

4yn"
Ona: (VneNyu=3 1
v kv
1) Calculons les termes u; et u; . ; H
d 1 1 I V2 A%

S, o T VRS () SRS
Onau=d  =lewn=3 r=1r+3/ 4

2) Etudions la monotonie de la suite (u.)

Soit ne N, ona:

A = ]
Sk Skfk (n+1)/ntd = kY "
= 1
(n+ 1)Yn+1 -
. t croissant®:
et puisque it > 0 alors Ia suite (1) est strictemen
(n+1)Wn+1

it
=

= 1 1 7
3) Mont v, e . i
) Montrons que (vp e N'— {1}k Jp—1 Jp 20VP

Soit pe N telque p# 1
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_")(vp+v' 1)
S +lot)

Vpdp

REG

a1 < Vpdone [p=1+/p < 2/p et (px/p=T < /5"

mubﬂ!l!l I X~ S

e e P
Wp o p-1+0p © P pxp-1
i. - ] e 9 I:__ .
2p P T Vp=1+yp " JpxJp-1

[en multipliant les inégalités précédentes membre 4 membre)

Cest-a-dire _I_:_ -

T I |

e \-"p—l Vp
e (vp € N'—{1}): 7 e
-! Ve 2pip

4 Déduisons que: (YneE W k1 <w <3+ ﬁ-

lJ"i"f’.ﬂE""—{l})'——-- > _1
P=1 yp  2p/p
pour p=2;ona: I——-I, Saal -
V2 T 2(242)
1 1 1

PUrp=3.ona: S=——to>_—1_

V2 V3 T 2(343)

Pourp=4;ona; b —L 5 1

v \"‘l )

Pourp=p ;ona; —l S . |

7 =
V=1 n = 2{nyn)

h -
#ddition membre 3 membre et aprés simplification,
obtent |~ L L 1 1 1
vn 2( 38 et }

242 " 3/3 n'n
Gonez_ 2 >E q
- > 2 1
doti | +2 — > =p |
g Vn .l:x\r.(“"' 1\|)
Stidire 3 2 s

Far consa [ 3
uent (Ve N'jy, < 3~ i et puisque n € N alors n = |
Al
= (car n=vn=nlyn-1)
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(=]

dotr L < -1 parsuite ——
T d

par conséquent (Vn e M hu. <3 - % (1)

<_._.2_
n

__::.I.—

a N
d 3——-F=<3-=
g onc 3 .

=]

et puisque u, = 1 + L,, i ZL% alors u.= 1 (2)
2v2 nyn

De (1) et (2) on en déduit que: (Yne Nkl <u =3 - 2
[Exercice 11

e 2 g
Ona: ue=1et(vne Nhi,= iu.— é—n’ -n-
1) Calculons u; et u;

2 "
0na:u,=-'§u°—-é><n‘-n-5=-g

i 3
2)Ona: v =u+ %‘ﬂ ,ne N

a) Montrons que (v.) est une suite géométrigue
Soit ne N

2 1 | 3
{.‘lna:v..,=u..-+]'(n+l)'=--n r —u-’—li‘"‘ﬁ"‘w"

2
%ll’."‘l‘r{ = {n. -,HI 3\',

donc (¥ne Mkv..=

.-ra

d'ol la suite (v.) est geumétrlque de raison g =

% et de premier terme
|

b) Exprimons v, puis . en fonction de .

= lentidon: 5 .
Ona:v.=v.xg = '3"] et puisque v, = u, + 5o alors i =¥ 3

e 2
donc (vne M =] -

+1)
I 1 1M2n
) Montrons par récurrence que: (vn & [ }:Z k= 6

sl
. (1 +1)02+1) _
* Initialisation: pour n =1 ona: 1°= | et 1L I =1
donc la propriété est vraie pour n = |
* Héridité: Soit n & 17’

A + D,
Supposons que Ek‘ = nin “‘ e <l)) et montrons que
ey

Din+ D20+ D+ 1) _ (n+ 1)nt+2)2n+3)
at22lat D2 1) (at INnd



ml:ik-= ):“:k’+ (n+ I)’=‘ LS 12?{; 1) +(n+ 17

=(n+ l}[
apuisque (n+2)(2n+3) =20 +Tn+ 6
i . (n+1)n+202n+3)
p= it

fonc: la propriété est vraie pour n + |
+Conclusion: d'aprés le principe de récurrence,

(Ve N'):ik‘ _nln+ I_f]_':2n+ 1)
¢ Caleulons la somme S, = z.:u.
ma: (Ve N = {% }. é S

dnuzu.

e

ﬁngm:;{ [ ] } n(n*ﬂl!:ﬁl!

Ona: =0

(¥n & Ny, =14 V1 )
1.I
U:l"n“ll'bns que: (Vn & | H}" <3
; 005 le raisonnement par récurrence
Mialisation

Bur =
"=0ona y=pero<0<3
U'-‘“.—‘

01.11
Propriété est yraie pour 1 = 0
"dl!é

n ;
&N Supposons que () < i, < 3 et montrons gue 0 = fe ©

B340 $0)- 15

3
2)’
UrE[ 3._ _1{| j tz&‘:

m2n+ 1+ 6(n+ 1)]_ (n+ 1020+ Tn+6)
6 = A% IX2n + Tn+ 6)

f

n{n*IJ{"u*Il

<3
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Oha:p<y,<3=1<l+u.<4
=12/1+1, 52
q"l‘i‘l.f..
TRET

+
et puisque 1 = i et .= (1 + \1 e ) =lalorsl =u., =3

donc la propiété est vraie pour n + l

» Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Yne Ml < . <3

2) a) Vérifions que i, — 1, =— %(\-‘ﬁ_u. - 2)(\;"‘& +u, + % ]

Soit ne M iy

Ona: ||...—¢r.=ll+ '.];E) “1l-w=1+ ]1-"' + 1 +u—-1—u
= !‘ = in.+\.-’1+ 18

Comparons — [\-l“’h‘.‘Z](\.l .t %} et 1 - iu,‘h'l + 1,

posons X =— "{\- 1+ - 2)(1,] +u, + 2)

3
ona: X=—-3(Vi+u'+3/itu-2/i+u-%)
A3 N A e S AT
done: X =— {1+ w+(5-2MiFu - §)=-3(- - F/TFwtu
=}+\-|+J.—-iu.

donc X = L +1+u— j:u. = tlaay ~ ils

C'est-a-dire que: 1., — 1. =— if\ 1+ —2)({] +u, + % )

b) Déduisans la monotonie de la suite (.)

Soit ne 1§
Dna:I‘E\'-1+n.52[l:arlEu.S3]et —4 <0
donc \."..I. +u, — 2<0 et y’r]-It-,g, + % =0 ,donc (Vne N): e = U= z0
d'oll la suite (u.) est croissante.
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j)ona: v =yl +w—2,pourneN
a) Montrons que (v.) est une suite géométrique.
el e
e J+u Y
0na: voy = V1 + ttoy = 2= I+(l+ ---2--"J—]—2

=1+ “r'-;""—z-- "(I+2*"_2= YW+ u-2)=1y

donc (VnE Nkvi = 5 va

d'ols (v.) est une suite géométrique de raison g = :It et de premier terme
w=yl+w—2=-1

b) Exprimons «. en fonction de n.

Ona: (v,) est une suite géométrique de raison g = _1-! et de premier terme
w=—1

donc v, = ¥ X g" =— ( ;j = ;I et puisque v, = Ji+w -2

alors v, +2=/1+u donc | 4w =(v+2)

dob w.=(v.+27-1= (2 = .-j r — 1 et par conséquent:

(Vne Ny, = (2-- 11 )' -1

<) Calculons la somme 5. = 2,41+ u,
e

Ona: (Wke NJiv=y1+m—2doncy1+u=vn+2

4ol YT+ u =2 (n+2)=2n+22

e pord o T
Le nombre de termes de cette somme est #— 0+ 1 = n+ 1 et puisque (v.)
estun suite géométrique,

o o .
alors: Lv‘l i =w I| _t_fq +2(n+1) I?appel.
. {l)--u Ya=aln—p+1)
dm B — e
clv'l-ﬂu.—-'—i = +2n+2

==

doi: §, = 2n+2- 2(1 - {é ).} . Par conséquent 8§, = 2n + :I

1) Montrons que: (Vne Nju >0 3
a suite (u,) est définie par s = 1 et (¥ € Nkt = 75
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Utilisons le raisonnement par récurrence
+ Initialisation
Pour n=0 ona: .=l et 1> Odonc e > 0
La propriété est vraie pour 1 =0
* Héredite:
Soit ne M
Supossons que, i, > () et montrons que it.; > 0
Uu>0=untl>1
=u+12>0
= u-]+ 1 >0
done: i > 0
La propriété est vraie pour n + 1
» Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (Yn e Mhw > 0
2} a) Déterminons ( sachant que (= § i(
Onat=iilest+i-1=0

1+
A=1+4=5

—1—J5 -1 5 -
':!::nl:E=--|-.,‘5 oul= 1+45 1

= et puisque ¢ > 0 alors { = '
- 2
b) Montrons que: (v &€ Nhju..— €| < Fw— ¢
Soit ne N

Oﬂatium—il:i-] -l--i‘-.-—rle':puisque FZILI

+i{—1- le— .l
ators: e~ 1= 3t~ el = [ s 6 1 1+ ufi+
I "
[+ w1+l
etcomme u., > 0 ,alors | +u. > | donc: i lu | <1
Calculons 1 + ¢ *

/5-1 _1+5 ;
[+f=1+2 5= 2\. dunc:n«;l:‘sfl
Vi+1 3o 1
Y5 > 5 dod :

252 f1+1]

Par conséquent |u.., — 0] < | — | x %

etona: : % et | done:

(. 1 <5
1+ i+ +ul

donc (¥n & N)lw.. —t| < -%—Iu.—il
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¢) Montrons par récurrence que (vn € N)jju, — (| < ( :;'—)
« |nitialisation:

pour n =0 ,ona: i~ ﬂ:‘l - -‘{52_ |_|=|3‘.11‘_§'= 3_‘—2_y's

v

! 3 o
et(%):letpuisque .25 c[_agmsm_”(‘[%)
» Hérédité:
: 1 [ ,[2 E e
sit n € 1N supposons que | — 0] < 3I et montrons que| i..., t‘|<{-3-]'
2 »
ona: i — 0 < gl =] {lielln.—.'lf.[g] 2)

2 2 -
de (1) et (2) on en déduit que: |i.,— | < § xfg)‘ done |1 — ”Q:%_] :
d'oli la propriété est vraie pour n + | par conséguent:

» Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vn € N )iju. — 1] < [ g]‘

Ecercice 278

Ona: {fk =0etu=1 et V, = fi., — it. pourtout n de N
(Vne N}t = 3u.— 201,

1) Montrons que (v.) est une suite géométrique.
Soitne N
ONa: Vs = oo = Uos = 3oy — 206 = ey = 20ty — 1)
donc (Vn € N);v,., = 2w,
d'oll (1.) est une suite géométrique de raison ¢ = 2 et de premier terme
WE—y=
Déduisons v, en fonction de n.
Ona: v, =y, Xg"=1%2" donc(vneNkv=2"
30na: S =t +wt g
Caleulons . en déduire . en fonction de n
* (1) est une suite géométrique de raison ¢ = 2 et de premier terme 1% = 1
donc §, =y, x | 4
=g
dois §, = 11"_.?_-;. = 2" — | d'autre partona: (Vp € NEv, = e —
POUr =D onar 1=~
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pour p= lona: w=i—

pour p=2ona: v; = iy~ lh

. . .

. . .

pour p=n=10n3 Vo1 =l ~ Uas

Par addition membre 3 membre, et aprés simplification on obtient

8, = .~ ta, et puisque 5. = 2"— l et u, =0 alors (Vn e Nlu, = 2"~ |

(Exercice/ 3
Ona: l"ez— L= 1

2
{ 1 | et w, = ':'
lu...;=|r.u- 41:..HEN¢'I Ve = tlan = 5 e .

1) Montrons que (v,) est une suite géométrique
Soit ne M

Ona: Ve = lez — %u... = Uany— L = _12 Hasy =

e

donc (vne Nkv= ]-! Ve

R

d'ois (v.) est suite géométrique de raison ¢ = !, et de premier terme
W= ],Ji'c: 1

2) Montrons que (w.) est suite arithmétique

Soit neld, ona: wau—w. = ':’I - "" et puisque V.., = _I? Va
alors w.., —w, = 21\',:"' - "‘ donc we., —w, = 2‘-'"“.__ b

Oor V, = My — -I_|H. = 2”"3,- L

d'olt 2u.., — u, = 2v, par conséguent w.., — w, = 2. _ 2

Vo
donc (w.) est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme

3) Déduisons . en fonction de n
Soit ne N

| &= U, = v.w. et puisque (v,) estune suite géometrique =
[w.) est une suite arithmétrique
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alors v = 1% 4"= (3] = etw.=wrnr=—1+2
donc 1, = (=1 +2n) X 21 dol (Vme Nju, = 2—"231
[Exercice £170

Ona: its = ;— et (Vne Nhui=(w—17+1

1) Calculons u, et i
Ona:u.=(u«-l)‘+l={%—])’+I:i-

:f;=(m—l}‘+l=(i -|J’+1:i;

2) a) Montrons par récurrence que: (¥n e Nkl <u < g
* |nitialisation
=3 323 3
Pour u=l)una:u,‘—2 et <3 < 3 dan:l(n.‘_iz-
La propriété est vraie pour n = ()
* Hérédité
Soit ne M
Supposons que | <, = ; et montrons que | <u., = g S
Soitne I
Ona:l<u, <y —0<u-1%4
=0<(n-1F=< l

= 1 <(u,— 1)+ 1=

A s
1|

et puisque 3 < i alors | <lu,— 1F+1 ; Clest-a-dire | <u... =
donc (vne N}l <u, < ;

b) Etudions la monotonie de la suite (i)

soit ne N, on a;

Y=t = (= 1P 4+ 1= 1= (= 1F = (= 1) = (. — D= 2)
€tpuisque | < i, < ': alors . —1=0etu.—2<0

Donc (i & 1); i.., — u, < 0 ; par conséquent la suite (1.) est decroissante
3)a) Montrons que: (vn € M0 <ty — 1 < é(n‘. - 1)

Sotne N ;o — 1= (- 1) = (.~ 1w—1)

Etpuisque | <u. < 3 alors 0 < 1 < é

fonc 0 <(y, — I}(n.-— 1)< l-:u.- 1) (car w.— 1 >0)
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d'oll tte — | S%lu,— 1) et comme (¥n € N, > 1 alors it,., — | >0
dob: (Wne N0 <wn— 1 = 1f(u..- 1)

b) Déduisons que (Vi€ MN)u—1< :,}.-.
ona: (Vpe N0 <=1 = '%{u.-‘ 1)
pour p=Oona: 0 <u— 1 = lz-(uc— 1)
pour p= lona: 0 <w— 1 = -!i(ur 1)

pour p=2ona: 0 <uy— 1 < 5{“:” 1)

- - -
- - -
. . .
pour p=n—lona: 0 <u—1=< -}-ln..- 1)

Pour le produit membre a membre et aprés simplification, on obtient:
D<uw—1= -},?x i M %{u,— 1)
N TIRRECA

done 0 <.~ 1= (5)(3 - 1) drou (vn € )0 <ie— 1 = 51

Ona: o= 1et (¥n & N3 =21 +n+3 et v, =i, —n pourtout n de N

1) a) Montrons que (v.) est une suite géomeétrique
Soit ne N

2 2 £
ONna: vy = ity = (0 + l!=[-§u.+ :Ign* l}—u- 1=3Fu.~ 3"

2 2
= _T;-iu.*nl= 3%

donc (¥ne Nkvi.= 5w

(Y

d'oli (v.) est une suite géométrique de raison ¢ = l; et de premier terme
==

b) Déduisons que: (vn & 1w, = % I| +n

-
puisque (v.) est une suite géométrique alors v, = 1, X ¢" = [ 3 }

et puisgue r.=u.-nalorsn.=;-_+_-1=(%-}‘+n

288 ‘ Suites numériques



2) Caleuler zu. =

onn:gm—z §.+* 2(

+
orl+2+3+..+tn= "["2 1)

avec g # |

ol ) |
etl+g+qgt..tq'= ’:f_l

{ )!m 1

2 3) —1 99

s S = A3 —4 (9_g+ 1)
0y

done: 3o = 4950+ 3~ 3x( 3" = 4953 - 3%(3)

[Exercice £ 7]

Ona:w=1;m=3et (¥neNlw..= Efu'u.—!a- ity et v = tt,— b s

=3(1-(3)7)+ 99x50

1)On suppose que a = 2
a) Montrons que (v,) est une suite constante

Soit ne N*
ONa: Vous = touy — I, €L loey = _!‘ X 8= (2= 1)tey = 20 = ttesy
dONE Yooy = 2t = Moy — Ue = Mo — oy = ¥, dOU (¥nE N'hives =

par conséquent ; (1.) est une suite constante.

b) Déduisons que la suite () est arithmétique.
-=i'.=-'|r.—u,.==.'—u,‘=,,..= == My e

doi (Vi & M), w.

Cest-a-dire {VHE Nlite— =2

=32

Par suite (i.) est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier
terme g, = |

Rappel:

$a=2alors (Vn e N )ity = 20— thes

o i -
donc y, = e Tl L g (14,) est une suite arithmétique

3on Suppose que g =— 2 donc t.., =— 20k + 3l
3 Montrans que (v,) une suite géometrique
Soit n & 1y
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ONa: y., = oy — it == 26+ 3ttyr— e == 3t + 3ttas
=— M= ttr) =—3va
donc: (Vi € W), v, =— 3,
d'olr (v.) est une suite géométrique de raison ¢ =— 3 et de premier terme
WS =2
a) Exprimons v, en fonction de n
(v.) est une suite géométrique de raison g = — 3 et de premier terme v, = 2,
donc v, = wm X gt = 2% (3"
» Calculons S, = v, +u+ +vi(neN)
ona: §.= \\'1__‘5‘ =3} '(4' 3
b) Déduisons u, en fonction de n

ona: VkEN ; w=m— .,

donc 5. = = (2—37' pour tout n de N

pour k=1lona: v, =~ ils
pour k=2 ona: vi= 1~

pour k=3 ona: vi= iy~ It
. . .

pour k=p ona: v. = i~ I,

Par addition membre 3 membre et aprés simplification, on obtient
wntuto .t

. = roos < 1—(=3r
donc S, =~ | (car ue= 1)d'ol: . =S, +1=—5 "~ +1
par conséquent (Vn & N ku, = 3= (Zh E) 4

= LPour n=0,onaum=1
3-(-3)
El; (,, )

—(=3) 3-(-3r
=lal1'.‘r.<.|-‘.-,=3 i-,- 3) donc (vne Njuw.=" {2

(Exercice /3

Ona:w=1et(¥neN') u.,= 3‘:'"
1) Calculons u; et u,

Sl e iYL Y
On a: i, = 3—‘". —2
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2) On pose: . = l;',; «MEN
Montrons que (Vi € I jiv., = 31— |
soit ne 1’

onal Ve = [ 0= T

Clest a dire: Vo = 3 ;_"” = J > : =3n-1

donc (Wn e N kv = 30— 1

3) On pose w, = v, ~ é

a) Calculons w. en fonction de n

Soit me N

Ona: W = o — 5 = (Br— )= 5= 30~ 3 =3(n-§)
donc (vn & N7 )i = 3[\'. = :!,']= 3w,

d'ols (w.) est une suite géométrique de raison g = 3

et de premier terme w;, = v, — i = l!‘; - lz = 5

done w, = w, X ¢ ' d'oli w, = i x(3r"

b) Déduisons v, en fonction de .

Ona: w, =y, — é done: v, = w, + é = ;:X_‘."v ]_, = %U"‘ 1)
* Déduisons w. en fonction de n

Ona; y, = -I:_ =, = ;I,-' (car v. # 0) donc u. = -],.-_t;’ -+ m

dolt (vn & 1" k. =

ocrcice Y

Ona: y, = J;u=3eti,= 1"--' ~ 3’"‘ iineN)
1) Caleulons u; et u, .

2. ___6
3 E] T 3+3

0“37",:;;‘.—;,‘.ﬂ:'{xlﬁ—gx}:?

-4 4 2
=3 _ _4.8 4 )
I gm= 3x3 qxi— 9
2 On pose v, = Hasy = glr- ineEN
3 Montrans que (v,) est une suite géométrique
Soit & 1y

Sultes numériques . 291



4
Oona: Van = Uaez ™ %u--; = _T“"l =

%u. = %u.... = %-u... = g U,

P plitE s D A~ 2

= F{ = F)= 30

donc (¥n &€ N}y = 2 I
d'ol (v.) est une suite geométrique de raison q = § et de premier terme
m=m—%m=l
b) Calculons v, en fonction de n:
*0na (v.) estune suite géométrique,

donc v, =vsXg" =1 x(%‘)..d'oil (VneNkv.= (2- }

3
B 2 2 2 2y
* Déduction: on a: ¥, =t = J Mo ONCT ooy = Vo H 00 = Jl { 3 }
3)0On pose w, = (i }'n., pour n €
a) Montrons que (w.) est une suite arithmétique.
Soitne N
On a: Way ‘= —) {7
}" ( 1 (d "aprés la question 2) b)

3
donc w..; = l) 1+ % d'oit (Vne N)w=w+ 3 3—
par cnnsequent la suite (w.) est arithmétique de raison r = 3 et de premier

terme w: =( )Il’-,— 3
b) Déduisons que: (¥n & Nk —{ ‘] (n+2)

puisque (w.) est une suite arithmétique de raison r =

et de premier
terme w. =3

(10

=3

alors wo=wotar=3+3

I-Jal

Iy
xin+2) or u'.={'1}lt-
24
doﬂc:u.=i§-}u,=
Ona:we=letu=2et(vne Niu
1jCalculons u, et u,

st

9yt =
} %En*.’.Jd'm'.lf‘:mt::”:n..'——[:}_i (n+2)

Ona: u, = gm -4
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p) la suite (i.) est-elle arithmétique? Est-elle géométrique?

ona: s = I.u.=2etu,=§-

et puisque i — iy # 1t~ s, alors la suite (u,) n'est pas arithmeétique
et puisque :: # fﬂ-.alors la suite (1)

nest pas géométrique.

2) a) Montrons que: (Yot € N (e = )it = 10.,) = 0

soit ne N,

0N 3: Hass — Mot = gu... = én.- Upe; = éu.., - .].!u. = -%(n..‘ - )
et puisque 5 >0, alors ;= s €t ., — i ont le méme signe

(o bien (a: = theey Wity — 1) = !,l:r... ~uJ)
et puisgue %l’u..k =i,f 2 0 alors (theey = ity Nitooy = 1) = 0

done (itovs = tees Nttosy = 1) = 0 pour tout n de M.
b) Déduisons la monotonie de la suite (1.) {utilisons le raisonnement par
récurrence) /
* Initialisation
Onaw,=1etuy=2donc u = u,
* Hérédite
Soit ne N
Supposons qQUe . = . et MONtrons que it.: = i
Si bty = 1, alors it — 1 = 0 et puisque (it = e it — 1) = 0
alors .., — gy, = 0
donc [ propriété est vraie pour i+ |
* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence , (Vn € N)itee = u.; doncla
Suite (1) est croissante
3 on pose v, = ., —u, s nEN
3] Montrons que (1.} est une suite géométrique
Solt 1€ N, on a1 veay = lleos = theer = : o= -lz-u, — by = ]3'“‘" = '!_ru-
1

Ve = }, (ttoar = 1) = 3 ¥
donc (v, & N)ivy: = ; Va

1 :
dol la suite (v.) est géométrique de raison ¢ = 5 et de premier terme
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e=th—lo=1

b) Déterminons v. en fonction de 1.

puisque (v.) est une suite géometrique

alors o =wXg" =1 X( ll } = ll donc (Vn € Mkv, =
¢) Déduisons u. en fonction de n.

Ona: vy = U=

1
5

Voz = Heq— laa

. . .
. . .
. . .
W=~

Vo =l I

Vo=l e

Par addition membre a membre et apres simplification, on obtient:
..... TV = =l

donc i, = (¥ + v, + 13+ ..+ v,y ) + 1. et puisque (v.) est une suite géome-
trique

alors u, = ~tus o w=1letu,=1

+
—
I
[

(1= %)+ 1 done: (vne N)zw=3-3
4) Montrons que la suite (u.) est bornée

- -
Ona:(VreNhu=3- .,-1_, et puisque .‘.’I'I_ >0 alors 3— 5.1 <3

donc ., <3 et puisque (i) est croissante alors, (Wn & M )it = 1

Clest-a-dire (¥n € ) ;1. = | par conséquent (vpe Ikl = u. < 3

Ona:we=0et(¥neN)n.,.= -lzn. -n= é
1) Calculons u; et u,.
Ona: = %m— ; =—-|2-
w= iu.—l—%::f
2) a) Montrons que (Yne Nhw 22— 20— |
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gtilisons le raisonnement par récurrence

« Intialisation

pourn=0ona: e =0et 0=-2x0)—]

donc la propriété est vraie pour n = ()

« Héredité

soit ne N

Supposons que . =~ 2n — | et montrons que .., =~ 2(n+ 1)~ |
Cest-a-dire w.., =—2n—13

ona: i — (20— 3)= én,- n—;+2u+3= ;m+n+5

2
= ;(u.>2n+ 1)+:2

etpuisque i, =~ 2n— 1 et 2= 0 alors é(rf.+2n+ 1N+220
Cest-d-dire ttey =—2n—3

d'ol la propriété est vraie pour n + |

* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vae N) i w=—2n— 1
b} Déduisons que la suite (u,) est décroissante

Soit ne N

Ona: iy — u, = Izn,.—n— 5 = u.=‘5!1-‘"‘ i =
etpuisque u.+2n+ 1 = 0 alors (Ve N); st — . =0

donc la suite (u,) est décroissante.

3 Onpose v, = 2u, +4n — 6

) Montrons que (1.) est une suite géométrique.

Soitne N,

Ona: v = 2+ 4(n+ 1)-6=u—2n—1+4n+t4-6=w+2n-3

{wt2n+1)
2

= %{Iu.-* dn—6)= }_-u
donc (Vi & N)ivuy = S
ﬂh)hm (v) est geométrique de raison § = ,l‘! et de premier terme =—6
= LY
b) Pédulsnrls que: (Vane N =3-2n- 5{ 3 )
Puisque (v.) est une suite géométrique
alors 4, - VX g =—6X (!’ )‘ et puisque: ¥, = 2.+ 4n-6

LY.
e ;h’.—‘hnb)* _I-!\ 2nt+ 3= 5"{"’}(2) i
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1
done (vn e N\ =3-21-3%(3]
3) Calculons la somme 5,

Ona: S, =ttt .t

Clest-a-dire S.=iu. avec i, =3—2k—3 x(‘z)'
donc: §.= 2(3— 2U— 3)((%]'): i:g_ 22!:-— 32(:1"}‘

+1)
or ¥3=3(n+1)=3n+3 eth.—HH Y. k2

[ L .1- ae] 2
o« Sl4T -1+ 5 oo 07 2B -7

donc: §,= In+3-2X% n_l_n;_ll_ 3 Xf-(l = { U)

=3+ 3-nin+ D-6+6x(3) "= 2m-n-3+6x(}]

[Exercice 7

Ona; =2 et(vne Nku..= %-m.—-tn- etw=w+n—1
1) Montrons que (v.) est une suite géométrique

Soitne N

ONa: v =t + (n+ D= 1= S —dn— D+ (n+ 1)1

=%u,-4n-1--‘-n=lu.+-1 L=

1.
sn-3 st gn-g=gletn- =350

tn|—

donc (¥ne Nkv.,= l;\'.

5 & -_-l
dois (v.) est suite géometrique que de raison ¢ = = et de premier terme ¥
2) Exprimons v. puis u. en fonction de n.
* puisque (v.) est une suite géométrique, alors v. = va X ¢ = [ 5 I
sOnawv.=u+n—1
donc .= v.—n+1 ={_]§}'—n+ 1 d'ol (vn e 1”:"-‘{; )= :

3) Calculons la somme S.= Y u,

Ona: S.=-z:;u.=§[(-1§].:ak+ 1]=§(%).*§k+§|
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w37~ - 305

"l —%— (
3 + P
BREST R = ﬂ"fl_] ety 1=n+l
donc: { =
ao + )
5= 30-(4)7)- 05 Do ne 1= 3= Ix(d) - for-fnrne
9

v -li(é)— 'Iz'(n‘- )

ona:u,=1et(vne Nku.,=

1) Caleulons i

Ona:u, = l-_f; |-!3m +4-2)= ; x5=

2) Montrons que: (Yn & N ku, >—2

* Initialisation

Pourp=1,ona:u=letl>=2

donc i, >—2

* Hérédite

Soit me IN”

Supposans que, 1. >— 2 et montrons que t.; >~ 2
3mi+dn—2+2m+2

: = 1 — )4 = —
Ona: i+ 2= g (3me + 4n—2)+2 A

N L
ot I{SRH."'-in 2)

[

3nlu, + 2)
n+l
et puisque u. >~ 2 alors u. +2 > 0

Cest-a-dire .., + 2 =

9on¢ t,.. +2 > 0 (car: n.?;:_i 5 0] d'ott e >=2

=N —2
* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence,, (vneNku>-2
3) Etudions la monotonie de la suite (i)
e (3n—(n+ Du+4n =2
ona: ey~ g, = "-—+l— (3t dn=2)— .= =
(2n- i+ 20n—1) _ (2n= Dt 2)
2 n+ 1 ntl

®Puisque 1, +2 > 0 et 201> 0 [car n=1)
alors (yy N)ittors = 11 210
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d'oli la suite (u.) est croissante

4)0n pose v, = nlu, +2kne ¥’

a) Montrons que (1) est une suite géométrique.

Soit ne M’

ona: Ve =(n+ 1t +2) ettt +2= 3nli. +2)

n+l
(n+ !_}:.3_*![{_'5- ) i) =3
d'ois (Vn € Nkve, = 3v.

donc: v, =

par suite (v.) est une suite géométrique de raison ¢ = 3 et de premier
terme v, = 1w+ 2) =3

b) Déterminons . en fonction de n.
Soit ne N

Ona: v, = nlu.+2) donc ‘;" =u,+2dod u.= L, =2

et puisque (v.) est une suite géométrigue de raison g = 3 et de premier
terme v, =3

alors v, =wuX g '=3x3"'=3 donc u, = -
d'oit (¥ne N = ;2"

Calculons en fonction de n la somme §, = Eku.

2
n 7

On a: ‘\"=Ek"‘: i&.x 1"__;‘2;* i 2(3! — %)= z‘:_‘-_zef\
- - - = i
=3x 1i'__"'33' = ln{”;_- b ‘;_13'— 1=n{n+1)
donc: (Yn e N)S. = 3(3’— L} =nin+1)

Ona: (Vvne N'ku 3 Yes
N'ruw.= w ety = .

1) Montro Niw= —=de )
) ns que (Yne Nk, SII "+|)

Soit ne N’ i
Ona: , _ ten . FIY _ 3 41 ]
e | (P e <% _1ln+l “:*I nt ]
w
donc (vne N }'1.—1{I =1 T y

2)Montrons que (VneE N kn=>7 ca y. > 2



soit n€ N telque n=7
Dna:u??=an+|=.‘:8

1 |
=+ 158

1 7
=1-0¥1 23

='(1 _nj 1 )‘}(11‘:;)r
—afi= b 2ax()

i

1
n+1
3) Déduisons que: (Vne Nkn= T = wnXuXuX Xy, =277

Ona: (VkeNk(k=zT =wn=12)

et puisque 13128 = 2 alors: 3(] = }I 22 donc: (YneNkv. 22

l w2
donc; ;"= 2
Ver 2 2
Par produi bre & bre on obtient:

VX Xy X . Xy, > 2°7; (le nombre de termes de 1, @ V. est
=T -1+1=p-7)

donc (Ve N)in > 7 = vy X1y X X1y = 277

* Montrons que: (Ve Min =7 — . = 2" X

ma (vke N'ky, = ullr:l
XXX, Xy, 22

dong ot o b ey o Mo 5 2ot ilod n2T)
> 2" ol n=
i N X e S i

30"es simplification , on obtient: :: -2
i
OUt = 44, % 277 (car u, >0)

Par conséquent (v & N)i(n > 7 = w2 27" X i)
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Exercice LG

+ g
Ona; u,=112- et(vne Nk = -2;'74_—2[ j ety = ”-I-i-l- pour tout i de N

1) = Montrons que (v.) est une suite géométrique

5 (n+2) 1

o i O . M _ 1
Soit n € N:ona: v 1R+2 At 0 Tt = InsT= 3
done: (Yn€ Mhve = 5 v

1
d'ol (v.) est une suite geometnque de raison g = 5
et de premier terme v, = iy 2 .Déduisons v. puis it. en fonction de n
1
ona: (VneNkw=w Xq olg=yet =7

: ity
donc (YneN)v.= (5. j et puisque v. = 55

Ly

ak:rsu.=ln+l!7=v.={_n&1_lx[_--

donc (Vnel Uu.—ln*—l]x{{,—‘]m

2) a) Montrons que (vne M = {1}s2" = "{"; 1)

Utilisons le raisonnement par récurrence

7R A ai 202+1)
* Initialisation: Pour n=2 ona 2" =§ et 5 =3
2+ 1)
et puisque 8 = 3 alors 2" = i2-, L
» Hérédité: Soit ne N"~ {1}
o nln+1) e (n+1)n+2)
Supposons que 2 = =5 et montrons que 2" = 2

Ona 2™ = "t";-u donc: 2% 2" =nin+1)
Clest-a-dire 2" = nln+ 1)

pour montrer que 2" = nt) 2" +2)

: { 2
1l suffit de montrer que n(p+1)= " ”2(" +2)

Ona: 2nln+ 1)~ (n+1)n+2)=(n+1)n-2)

et puisque n = 2 alors 2nln+1)=(n+ 1)(n+2)

dongc: 27 = L -1-1[3"+2:-., {
2 wintl

* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (wn e - {110,277
b) Vérification pour n = |
Pourn=1lona: 2'" =4 et 10.+1)

3~ = letpuisque 4 > |
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alors linégalité (1) est vrale pour n = 1.

par conséquent; (Yne N j2" > "—‘";- 1
<2

¢) Déduisons que: (Yn & 17710 < n
daprés la question: on a: i, = (n + |;x J‘ pourtout ne N

+
cesta dire u, = "32--.»-.'I ;donc w, > 0
soit n e M’

Ona: 2" =" "(" ) donc: ,!q < n{n2+ll d'ol "-’_{-.I = i::::i
par conséquent: i =

Conclusion: (Wn e N )0 < u. < f‘:

3)Calculons le produit p. = v Xy Xy X Xy

Ona .= [é )"i pour tout n de N

done: v, Xy Xy, X . Xy, = ; x{% J: x{,'l, l.x‘—- x{;l, ]"' = { 12.)""" S

asiiael

(3

dou: (vn € N),p. =(5) :

Exercice /73 i ]

Ona: u, =2 et (Vi€ Nkt = gu. + “”i T PES))

3 5
1)3) Calculons u, et i, On a: 1, = Ii”-' vg- tls =3
| 2 Ey =
I = ‘“."q' ls'q
Montrons que: (vn & M lu > "i i
Ublisons le raisonnement par récurrence
. rnlnah,amn
|
Pour =0 anas =2 et 2 > :IIH donc i > 5
* Hérédita
Soit & 1y | |
"€ 1N} supposons que w, > | et montrans Que ey =y 43
Onya, | 5 1 S
tigmekiraies (2 3 B
5 3n+2) 3Hn+nt2) ntl
dane g, . | i 2 I
4 33-(" ‘Er:+ Hn+1Mn+2)
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; : (n+2)+2n+1)-1
Clest a dire: oy = At Dnt2)
3(n+1)

donc thwy > 5 In+ 1)n+2)

d'oll ey > “41', 2

= Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (vn € N)u, > = l i
2) a) Montrons que la suite (u,) est décroissante.

Soit ne M.
Ona:
R et “2 e 1 ___111‘ 1 "
Mo T R T T e D D T 302 T (ak D )
SalarD=1 |=_1 2n+l
_3ltu+lltu+21 24 -‘ltn*i)(n'ﬂ 2""

2. 1 ' 1 N
donc st — 1, < 3l'n'4- 1 u.]et puisque w, > n+ 1 Pourtout n de I

alors n]+1 = 1t. < 0 donc My — 1, < 0,

donc la suite (i.) est strictement décroissante
3)Ona: (vne Nkv, = u- e B

a) Montrons que (v.) est une suite géométrique.
Soitne N

Ona: vou = feoy — !--.,—= 1u.+- 2 = ! = '11‘
n+2" 3 n+2) 3n+1)n+2) nT=
) An+1)—1-3(n+1) _1 —2—n
et An+ 1)n+ 2) = 3%t aE )t 2)
=l (nt2) 5 Il It l
3% 3n+ N+ 2) ~ 3™ n+1

donc (¥n e N),v., = ;\-.

d'oll lasuite (1.) est géométrique de raison q= !‘ et de premier terme

b) Déduison u. en fonction de n

Ona:v,=wXg = f; } et puisque v, = i, —
=¥ TR | 1

alors u. |.+"+] T

4] Montrons que (Yne N)s, > 5 ] [;J

> & Ry
Ona: 5. = Eu. etu._(l]'

1
n+1

<105
k+1
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3 73 4 ; {1y :
s S0 ebr w001 40
ﬁgk-%l =1 +£- +:I;+""+;'_%I

|

etpuisque | =
=

2= n+1

Lo 1
3= n+l

e

ntl =atl
8 | 1 1 1 Sea 4
dnm§k+1?;i1:]+r;-,;|+..,.+ﬂ+ldoulz-:k+]2tn+“xn”

(01 oo
e : I Ly
Cesta-dire 3 ;| = | par conséquent 5.?-3{1 _(3) J+1

1

Cestadire 5.> 3 — 1 x (L)

Ona: i, = | et (¥ € Nty =— 1 +4/5+ {1+ 1)

1) Montrons que: (i & N = |

Utilisons le raisonnement par récurrence

* Initialisation: Pour 51 = 0, ona: w = 1 et 1 = 1 donc i = |

* Hérédité: soit e

SUpPOsons que u, > | et montrons que it = |

D 3 | i 122
= (. + 1V =4
= 5+(w+ 129
=5+ (u+1) =3
=5+ + 1 -122
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et puisque 2 = | alors . 2 1
» Conclusion: d'aprés le principe de récurrence ,(Vn € 1), = |
2) Montrons que |a suite (u.) est croissante
1** méthode:
Soitne N
s == 1+ 5+, + 1T doit (it + 17 =5+ (u, + 17 (%)
parsuite (4. + 1Y — (1. + 17 = 5 et puisque 5 > 0
alors (o + 1 = (1, + 1
donc ity | Z u+ 1 fcar tos+ 1> 0 et + 1 > 0)done . >
d'ol la suite (i) est strictement croissante.
2*™ méthode:
Soitne N
Onaith—th=v5++ 17— 1—u
posons X = it — .
onar x= L3 E 1T =G + I__}[__t's_+_('n.+ 1 + (et 1]
Vit + 1+ (m+1)
=St 1P (u+ 1) _ 5

S+t 1Y +(w+1) S+ (+ 1) +u+ 1
et puisque u.+1 >0, yS+(+1) > 0et 5> 0 alors X > 0

Cest-a-dire ... > u. donc la suite (i) est strictement croissante
3a)Ona: (vne Nkw.=(w+1T

Mantrons gue (v.) est une suite arithmétique
Soit ne N

Ona vea =W = (s + 1) = (. + 1}
etdaprés (*Jona: (i, +1F =5+(u+ 17
done (it + 17 (. + 17 = 5 Cest-a-dire v, — v, = 5

d'ou la suite (v.) est arithmétique de raisan r = 5 et de premier terme
ve=(u+1y=4

b) Exprimons . en fonction de n

Ona: v.= v +nr=4+Sn et puisque v, = (u, + 1)
alors i+ 1=y, donc .= Vi — 1 = Sn 4 |
d'ol (Wn € Njiw.=5n+4 -1
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ona: o= 2 et (Yn€ N)u..=/6+u
1) Montrons que: (¥n & 10 < u, < 3
Utilisons le raisonnement par récurrence
« Initialisation
pourn=0;ona: . =2et0<2<3 donc: 00 < . <3
« Hérédité
Soit n € M
Supposons que 2 < (. < 3 et montrons que 2 < ., < 3
Ona:2 <y <3=—8<6+u,<9
=242 <6+u <3
et puisque 2 < 242 alors 2 < 1., < 3
* Conclusion: d'aprés le principe de récurrence, (¥n & 12 < . < 3

2} a) Montrons que: (Yne N):0 < 3= ., < ;13— i)

Soitne N
* Puisque 3 > u. alors 3—w, > 0 = )

r (3—=y6+ul3+y6+uw) 3=u
Ona:3— g, =3—J6+u = =  t——— = —

# SeefioTl 3+ 6+ u ityo+u
Or3+y6+u > 3 (car 6+ 1w > 0)donc . -*f!
3+yb+u ¥
dob —378 o L5 IHES
E /3w < 33— car 3w 0)

Par conséquent (Yne M) ;0 < 3 i < _I‘U ~ tla)
b Déduisons que: 0 < 3~ < | !‘ |

ona:(Whke N0 < 3— i, < %‘3-:1’.'
donc: )
*Pour k=0:0na0< 3y <

|
i

*Pour k= 1:0na 0 < - ‘!}l.'t- w)
3

"Pour k=2:0na 0 < 3—u < (3~
L - -
. - -
. - -
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Pour k=n—lona:0<3—u, < -13-(3—u.d

Par produit membre a membre et apreés simplification, on obtient:
0<3-u < Fxbx.xi3-w)

donc 0 < 3—u. <( ) {car uo=2) d'ols (vne M):0 < 3—y, < [1‘)
3)Ona: §. —Z(3—u.)et]‘" Zlh

a) Mantrons que (¥ne M);0 < §, < = ( ( ”

Ona: (VkeNK0 <3y, \{;-}I

et puisque: !
(1 SRS SY(LONRY 1Y e BEFTORTY)

alors: 0 < 2(3 -u) < :3,'{1 —[ I‘n
donc: (vne Nj0 <5, < 3(1-(1))

3
b) Déduisons un encadrement de 7,

ona:0 <5, < 3(1-(} ]}ces:ad.reUaZn w<3(1-(3f
dnnc:i](;?i—?_:ﬂ. 30-(3))

dou —(3(1- 1)< Eu—z‘,sa 0

par suite: 21- 31 -(4))< g;., < Zl:ﬁ

et puisque :Z;;;. =T et z':; =3n alors 3n— (1 (1)) < 7 < 3
Euercice §

Ons: . = _'_! et (vne N, = %fu.d- L)

1) Montrons que (W e Ny, = 0
* Initialisation:

Pour n=0,0na: =1 et |

3>0 donc: 1 > 0
* Hérédité:
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soit ne N

Si . > 0 alors u, +

« Conclusion: d'aprés le principe de récurrence , (Vn € N, > 0
=l

2)Onpose v. = "

a) * Calculons Vau: en fonction de v.

- > 0 done: M > ()

Soitne N

ona: i — L= i_(m+ [ = %(H. 2u, + U éf_;:]_
L 1w+ 1)

etunt 1= 3t o

: tty — 1
donc: Ve = 7

doli: (v e NYvia=vi
* Déterminons v, en fonction de
Méthode:
(v,) N'est ni une suite arithmétique ni une suite géométrique.
Caleulons certains termes de (1), pour conjecturer la relation qui
qui determine le terme général de la suite (v.).

1
oz =l f =3

=(wy=(-1)

ey =) -4
=4 =4 =)

On remay = 1By
rque que Vg ( 3 )
1

W =( - g}’ I ( |‘ )" ety :_-{_;)ron peut conjecturer: v, = ( = },-

Montraong ce résultat par récurrence
* Initialisation
*
Pour =0 on a: ‘-,z( U {car 2*=1)
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*» Hérédité: Soit n & 1N

Supposons que v, = (—%)’ £t montrons que 1., = (—
ona: Ve =i

et puisque r.=(—%;)r alors: v.., = ([' }?.')r)l iy {_ % )m

donc (¥ne N)v. = (L%)
b) Déterminans u. en fonction de n

soit ne N ¥
ona: Vs = '—';'I' o=t ==
st l=u(l—-w)
i 'i_*‘ vl. (car v. # 1)
L4
donc: u. = — 7w
1-(-4)
Ona: =16 et (vne Nhu., =,/ :.tu 2

11 Montrons que la suite (u.) est minorée par v §
Utilisons le raisonnement par récurrence

* Initialisation

Pour n=0o0na: i, =v6 et y6 =5 donc: >S5
= Hérédite

Soitne N

SUpposONs que 1. = ,'S et montrons que K., = 1 5

ONa > V5 e ul>§

—3u>3

—3u+2>s
s

=y Ewm+2z5

— ey 2§ 5
Donc: (Vn & Nku, 25

2] Montrons que la suite (i) est décroissante
Soit ne N

m‘mm



".:Jr_ul+z._'f (V'S"‘“‘Z &)(\;3-::!4-2“,_)

\.;u + 2+ i,

SN
Fuit2-u 10-2  _  2A5-ud)

\.-gui+‘.‘+n. [ s—iu +2+n.} 5\.-'3-,,,'4-21-;;,
etpuisque . = v 5 alors wl = S alors S—wi<0 et \'-sj-u3+2+u. >0
d'ol .., = u. = 0 par conséquent la suite (i) est décroissante
+ Déduction
Puisque la sulte (1.) est décrolssante alors (Ya e N < .
done (vne N)iw = 6 et puisque (vne N);u 2 /5
alors (Vn & NNS < <y6
Yona vu=ul—5§

a) Montrons que (v,) est une suite géométrique

Soit me N

'“‘11-...=ui,—5={\ 3‘:{‘*"].—5= gn:+ 2=75
5&.‘3— 3 {ud = 5)—'5'v

donc (vn & Nkvy,., = —

d'oil (1.) est une suite génmétrlque de raison g = 3 et de premier terme

W= ui—=5=1 (car u.= y6)

b) Exprimons v. puis «. en fonction de n

ona; \'.=v.xq'=(31. et puisque v, =wi-5

dlors = v, + 5 =‘_"(-§-) + S donc (Vn€ N)iw.=y { " 5

qtalﬁ\ﬂcmlasornmes zu

Ona: s.ﬂf:

uoety= u.—S

= -
donc: §, = Ep'd- 5= 2.-.4-25 =¥y [-l' _qa +5(n+1)
e '] (B

3 et
Qﬁ"‘ztﬂq-g—duncs _1_1_53I_+|u"+5
]_5 Ll ]
em{vneﬁ);&n‘—;(l—-(%r'u]f|[ln45 100+ :.——ix( )

ummﬁw.m



ona: [w=0etw=1
(Vn e N)ity: = % o= 11) o

et on pose: V. = .y — -lq-u. et w.=3"u.

1) a) Montrons que (v.) est une suite géométrique
Soit ne M

7
ONa: Vo = laes = };u... 2 iu.‘.— (])u = }‘u..\

e b Yo bu)

donc (vne Niv., = ]3'.

d'ois (v.) est une suite géométrique de raison g = L et de premier terme
Ve= 1~ U= 1 )

* Déduction:

ona: v, = v Xg" ={g]

b) Montrons que (w.) est une suite arithmétique

Soit ne N

ona: Waa— Wa = 3" — 30, = 3"‘(;1..‘ 3 :l,‘n.)

et puisque L., — I‘ L=V, etv,= l;)
alors wo., —w, = 3"‘><{ ; ] =3

donc (w.) est une suite arithmétique de raison r = 3 et de premier terme
} wo=Pu=0

c) Déduisons u. en fonction de n.

Soit ne N ,ona w, = 3w, donc u, = ‘;
et puisque (w.) est une suite arithmétique de raison r = 3 et de premier
terme w, =0

3
cest-a-dire (Vne Ny, = 2

3
2) a) Montrons que: (Ve N'):0 < .,

Soit n un élément de N’

+
Oona: e = '"3;1 (car u. = ;;.'-l]

alors w. = ws+nr = 3n d'ob (vn e N = L

= %u.

2o ddin cnkd | An—p=1 _ g1
donc Fh~ o = 331 PoET—n = =
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1

et puisque 11 € 1" alors "—;-- =0 d'ou -32-". =l 20
par conséquent (vne N ju,., < %h‘.
b) Déduisons que: (¥n & 170 < . S(%—)ﬂ

ona: (Wke N'LO <t = %n.

donc
sPour k=1 ;0na: ﬂ<m52n,
sPour k=2 ;0na: 0<u=s5m
sPour k = 3;0na: 0<u= -‘3'".
. . .
- - -
- - -

*Pourk=n—-1;ona: 0<u< %u..

Sion multiplie les inégalités précédentes membre 3 membre et aprés simpli-
fication .

On obtient 0 < g, < 1{ x % x ,,.gu.

o 1 fartrny

‘ B 5
et puisque 1, = 1 alors (vne N0 < u. < (;J

bercice

Ona:w =1 et (vne N, = ji'"{

1) Montrons que (vn e N):0 < < 1

* Initialisation: Pour n = 0 ona: ie=1et 0 < 1 <1
done () < y, < |

* Hérédite

Soit n e 17

SUpposons que 0 < 1, < | et montrons que: 0 < it 1

Ona: ., > g carul >0et3+u:>0
®ona: T ] ) ] o e 3
i v ui 3+m 3t L

tPuisque -3 > 0 alors 1 -

:°"°= o = | d'oli: 0 < it < 1
rconséquent (v e M0 < 1. < |

St
34w~

Suites numériques . 311



2) Montrons que la suite (1) est decroissante

soit ne M

Méthode 1:

Ona: .'.'J::’.: TE":T ;: =% :.u"' etona: D<u, <let3I<3+uicy
donc 0 < <1 et l A<l

3 = if... i
dol 0 {3—+—,-E ]'3 1 par suite 0 < TR 1
donc la suite (u.) est décroissante
Méthode 2: = ok (.= 3= ) _ —tlii—u.+3)
AT

-u.{_(_;._.--;-)u';j ' =

et puisque . > 0 et [u.— lel*' l;;l >0etu+3>0alors: e —w=0
donc (1.) est une suite décroissante
3)a) Montrons que: (Y & N )ik, =

Soitne N

=l
= g

d'apres la guestion précédente (Méthode 1)
Ona: ";:’ = 1‘ donc: i = 1‘:.: (car w. > 0) d'ot: (¥n & Nl
b) Déduisons que (vn & M . '5{ ; )

Utilisons le raisonnement par récurrence

* Initialisation

-—‘lu.
3

Pour n=10,0n Ju—‘-let{;]‘: letl=<1donc u“_{ ]
= Hérédité:

Soit ne M

Supposons que i.., < ;] et montrons que ... < | a }
Ona: u.; = guv. et u,-;<i;%"]l donc: :;..;S(%]X{
Clest-a-dire: u.-.i[:l‘ ]m doli: (Yne Nk, = H )

[Exercice/-

3

".
Ona:w=2,vw=1 et{vne Nl:[u“ v
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1) Calculons 1, et vi
& ._I_‘a .= 4
onat = 3 4y,

A

W= Gry 3

H. H
2) Caleulons ., = Vs et |I en fonction de u. + v,
Soit n & N ] 3 ] ‘]
- - Ve _Mi—ve _ =
onasthes = Vet = T L Ty, W
[T

By Bt Ve iy

et Vasi v, { ]
.+ v.

3} Déterminons u, et v. en fonction de n
Ona: (Vo & Nt = Vouy = e — v,
donc (VrE NJitta = Vo = tlyy = ¥y = . St~ Vo= 1

dol (Vvne N — v = |

etona: (Yne M) I:—I = f“"} -“‘\‘:“

(Vérifier ce résultat par récurrence)
donc {u. -—w=1

e
d'olt (i, = v. + 1
Bl _ e
5 2
Cest-d-dire lu. =+l
1 _ 4
1+ =2

1 i
°’|+;I-'-:2Y .]_:2._|
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Onas lu‘=1 ;{r‘=12
(vne Nkt =u+2v. (vaneNkdvi, = u,+ 3w,
W, = v.— U, et .= 3u,+8v, pour tout n de N
1) Montrons que la suite (w.) est géométrique:
Soit n €N ;0N 32 Wy = Veur = Mo = (L i, + 1 Wyl = ( :" o+ % 1'.]

1 | b avo b
gt 3= ]2(1. u,) = i3 W
Puisque: (Vn & N liw.: = |12 w, alors la suite (w.) est géométrique de
raison g = -]-!2- et de premier terme
w=wn—-m=12-1=11
2) » Déduisons w. en fonction de n.
On a: (w.) est une suite géométrique de premier terme w, = 11 et de raison
-
-1 Ly 1 .
donc: w.= wix g = 11x({5 ) dotr (vne Nyw.= i = 11X12
* Montrons que v. = u.
Ona: w.= 1i21., et llzl‘ > 0 donc v, —u, > 0 (car w, = v, — ti.)
dol (Yne Niuw < v,
3) Montrons que la suite (1.) est constante
tneN ona: 3
Soitne N’ ;ona: et = 3ty + By = 3(|3n. + § I’-)+ ﬂ(_li .ty "'}

=ttt 2v,+ 2.+ 6v, = 3, + Bv.= Ih
ona: (Vne N' )t =1,

donc la suite (1,) est constante , eton a: (vn e M)t = 1= 99

4) a) Mentrons que la suite (i,) est croissante et que (v.) est décroissante
eSoitneN',ona: en— .= ;u..i %v. — Uy = %(\'- - iha)
et puisque v, > i,

alors (Ve N )ittt > 0

donc la suite (i) est strictement croissante

eSoitne N ;ona: v, -y, = !‘ w _: Vo V= L!u— ve)
et puisque v, > . ,alors (Yne N' v, —w < 0
donc la suite (v,) est strictement décroissante

314  suites numériques



b) Déterminons i, et v, en fonction de n

ona: [w, SV Ur s {Sw. = v, — 3u,
1= 3u, + By, 1. = 8By, + 3u,

= 3w, +L=1lv,

.. 1
=av.—”w.+”t.
et puisque w.=i]2£. et =99
00 e s ) 3
3“"'_llxll"+|lx99'9+]2"
et puisque w. = v, — i, alors L = v.—w.

- = M | et 3
doncu.—9+12.: 127 9 12"

par conséquent: (Ve N)u, =9 - lzs- Tety,=9+ 32'3"

1} Montrons que; (\fx € IU: Jll [):0 < I_—x':'t" < l
Soit x un nombre réel:

: < | 1
una,l]<.t<.4 = () <x' < 16

<20 <000<K < g
.-uf‘cgl—)_x";lrmx':f\']lﬁ
= 1<y llfqgr:tlxx‘tllb
2 () < ¥ Xy 'hm§’<;'f.
sl < x = \l

= -2 ~ 14 ~ 4

donc [v:(-_ I();ll);n <7 ";", < _l‘

2} on 3. |,“-_ 4 ol d € h},l

(v, CH

ne N g

a) Montrons que: (Vne N0 < w < 1
Utilisons 1o raisonnement par récurrence
* Initialisatior,
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Pourn=0onaw=a et <a< i donc 0 < ue < 4I1
» Hérédité

Soit n € 14 : Supposons que 0 < 1. < 3‘ et montrons que 0 < j.., < ‘ll
< : o] -]
daprés la questionljona: 0 <u. < gy = 0< =75 < 4
1
OF lhwy = ]_-%‘.Eiﬂ donc 0 < u, < _]; =0< i, < _,l‘
d'ob (Vne ME0 < u < ;‘,
b) Montrons que la suite (i.) est strictement décroissante
Soit ne MM /
[’ My _

on a: ey = =2 done st =z {car u. # 0)
or0<m<teti<—t <Sdoncoc <

4 1-2m =7 ==

2 y

d'ols 0 < "I‘E.‘ < 7 etcomme 5 < 1, alors (Vne NX0 < b 1)
par conséquent la suite (u.) est strictement décroissnte.
) Montrons que (¥n & M., < % i,
Soit n € I : daprés (*Jona: (0 < ':‘;" < %

3 s 5
donc i < . (car w. > 0)d'ots (vn € Mhu < S0
d) Déduisons que: (¥ne M., < {% ].a
ona: (Vke Nk < w.y < ?-j u, donc:

' pour k=0,0na: 0 <y, < %u‘
pour k=1ona: 0 <y < %u.
pour k=2ona: 0 < y, < %u_-
- - -
. . .

pour k=n—lona << %u..
pour k=nona: ) < u., < %-“,
Si.on multiplie les inégalités préced bre 3 membre on obtient

0 < sy < %,—X%x___x%.x“‘

e
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le nombre de facteurs est le nombre de termes de t; & . ou biende s &

., Cest i) 3
donc 0 < s ‘S( 3')-0' (car u, = a)

1| Montrons que: (Vx & Jostii=x <1~ %x < —
soit x & J0:1] ¥
ona:(l'ax'il-——»—l“_:‘.t‘-’ﬂ
—t1-4x<1
Dom::]—!,,\' > 0
-l:omparcnsl—al,,tet\,l—x:
2 ., e 2 e
A 1—%x] - (1-3F 1+gx—x—l1+x
Ona:l[—gl-}—‘,]_“-: zl] \_ = "I ——
B (I-ix]-h.l'x (l-z.tJ"'\rl'x
{l—éx)i,l-.r

et puisque : _]i-.t" >0etl— l,\ sQetyl-x>0

ilm:(l—-!-,_x}) J=x (1) |
Comparons les deux nombres positifs (1- g x) et Jl+x :

Etudions le signe de : A = [ .1+_ [ }: i {1 iy ér l
v

. I
1—-x-1—gx—gxr+tx+a
e 2 o 3 4
ona"4_,\-4|_{l+l\'"v‘f]" 1
1. :
:‘;gv\ff_i- _ ¥(3=x)
(x+ 1) 4(x+ 1)

etpuisque: 4(x+1)> et 3-x>0etx >0
M”":-"-"“I’D"C:i [ f:-{i— I,d
Jx+1/ &
doii: 1+ e P gx (2) (car ces deux nombres sont positifs).
L' -
B e

de (1) et (2) on en déduit que : (Vx € J0.1):0 < L=l X R

1
HOna:y =1 et(vne Ny s = (1 =25 J
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Calculons i, en fonction de n:

B e (el ., - 2k
Ona:{VkEN);u.—(l Zk]u..cestadlre.(vkeN).",_ 2kl"n
Donc : ;
sPour k=lona: =75l

sPour k=2 ona: u;= ih‘.

*Pour k=3 ona: u,= gu;
. . .
- - -
- - -
sPourk=n—lona:y, = %‘:_%
«Pour k=nona: u.= _2_:52_;_1_“- .
Si on multipli brear bre les égalités précédentes et on simplifie, on
obtient :
u,= 12 : x3x . x 2"2; L

, oy JIXIXSXTR K= ]
Donc: (Yne N')iw =55 4 koxax xon %2
Rappel:

aXa; Xa X .. %da, senote : nm-

Donc: (vne N')ju, = 2n2k—l

3jona:v=uyn+tl et w=wuyn (ne M)
a) » Montrons que (v.) est strictement décroissante :

Soit ne N,
Ona: v, = o n+ 2=(1-
i ( 2(n+|})"“/"+2

donc :

ey 1 \ys : ynt

Vi — Ve [I-zm*”:lvuvzu_—u..'nvl wyn Z(I I(nl‘“ Jnt2

f === 1 / 1
"""‘:li Hn+ 1)~ faxz | %Vt 2l=o05D 'I'niI]
ntl 2
A 4 2 |
et d'aprés la 1ére question, ona: (vx e J0;1]) ; [ = éx) < A rx'

et comme '-lL] € J0:1], pour tout n de N .
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|—--x -
" \/l+n 2 3

| | It
Cest-a-dire 1 — 50 1y~ 7 i <0, etpuisque uy'n+2 > 0.

yi+3 +1
dors (Ve N) ;v —w < 0.
ponc (v.) est une suite strictement décroissante,
« Déduisons que : (Vo e N') ; w < : 'II r
Puisque (v.) est strictement décroissante,
alors (Yne N°) 3 v <.
Oru.—u.y"n’rletv..—z Donc (vne N°) : w < nl_+-l'
b) Montrons que la suite (w.) est strictement croussarlte
Soitne N.
Ona: wai— W, = tyn+ 1 —myn= [l = 2(.&]+ ”}\.'-n* li.— u.y/n
oty - | [, O Vn
=unt '{' T+ 1) Jpt 1)
e | RN =,
= u/nt |(|._ 2+ 1) Voa+ I)
ik s 1 | I T
= tyn+ l(l— X+ V1 aF |J
or(veeoit]) : Vi—x < 1-3x,

etpuisque 1 1 €10:1] pour tout n de N,

abnrs‘(.ﬁ ~.-:il <|—:l,_x"i|_
Donc | - }.’ x "l i —\-"I1 - '“I_ i > 0.DU: wey —wa > 0,
Par conséquent la suite (w.) est strictement croissante.
* Déduisons que:(vreN') ;> !
44n

P %
Uisque (w.) est strictement croissante,

| =h
Aors (Ve N') 5w = w, ot v = v/ et w = uy1 =(1 2 ]“= 4

Donc ./ > 1 Do ; 1.

P 4. n’
r conséquent (vn e N°) ; w > 2=
v
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arycentre dans le plan %

; Barycentre de deux points pondérés

1- Point pondéré

Soit A un point du plan et @ un nombre réel. Le couple ( A:a) s'appelle yn
point pondéré, et le réel a s'appelle la masse du point A (on dit aussi que e
point A est affecté du coefficient a ).

Propriété et définition

Soit (A:a) et (B:b) deux points pondérés du plan tels que a + b
|l existe un unique point G vérifiant : aGA + bGH =0,

Le point G s'appelle le barycentre des points pondérés ( A;a) et ().

a) Homogénéité :

*5i G estle barycentre de (A:a); (B:b) alors (7 est aussi le barycentre o&
(Azka); (B:kb) pour tout réel k non nul.

* le barycentre ne change pas si on multiplie ou on divise ses coefficients par
un méme nombre réel non nul.

Pour la démonstration, remarquer que pour tout k de = on a°
aGA+ bGH = 0 e=s (ka)GA + (kb)GH
b) Propriété caractéristique :
Propriété

i}

Soit (A:a) et (B:b) deux points pondérés du plan telsque: a+h# U
G estle barycentre des deux points pondérés (A:a);(B:b)
si et seulement si pour tout point M duplanona s aMA + bMH

¥ Barycentre de trois points pondérés

Propriété et définition

Soit (Asa); (Bih) et (C:c) trois points pondérés tels que : a * 0+ 07
I existe un et un seul point G vérifiant : aGA + hGH + ¢GC = 0+

* Le point G s'appelle le barycentre des points pondérés (Aid)i |
(Ciel.

Cas particulier : ( isobarycentre

B:b) ¢

e)
; .} et (3
Sia = b = ¢, alors le barycentre des points pondérés (Aia); | H;b) &
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est appelé ['lsobarycentre des points A; B et €, Cest |e centre de gravité
du triangle ABC (dans le cas o les points A; A et (' ne sont pas alignés).
propriété de I'homogénéité

s G est le barycentre des points pondérés (A:a): (B:b) et (C:¢) alors,
pour tout réel k non nul; € est aussi le barycentre des points pondérés
(Acka); (B:kb) et (Cike).

Propriété caractéristique

Sait (Aia); (B:h) et (Cic) despoints pondérésduplantelsque a + b+ ¢ # 0

et (; un point du plan.

(i estlebarycentredespointspondérés ( A:a); (B:h) et () si,etseulement

si, pour tout point M du plan ona: aMA + bME + cMC = (a+ b+ e )MG

Conséquence :

Pour .H; A, dans la propriété caractéristigue, on obtient
T ‘] T A T

AC= b5 AB+ i AC

Cette relation permet la construction du point ;.

Associativité du barycentre

Soit (A:a); (H:b) et (C;¢) des points pondérés du plan tels que :
atbte#Oeta+h#0

S1 G est le barycentre des points (A;a); (B:b) et (Cic) et H est le bary-
centre des points ( A:a)

et(#;b), alors 7 estle barycentre des points (H:a + b} et (Cic).

E) Coordonnées du barycentre

), soit (Aza); (B:b) ; (Cielet (D;d)

Le plan est rapporté & un repére ((J: 1
des points pondérés et Alx:v.): Blxsw); Clxsw) et Dixays).
a) Coordonnées du barycentre de deux points pondérés
S5i 6 ast e barycentre des points pondérés (Aia)et (H:h), alors les
_ax,+bx
- a+h
avs + by,
Ye="a%b
b) Coordonnées du barycentre de trols points pondérés
51 G est le barycentre des paints pondérés (Aza); (Bib) et (Cic), alors les

oordonnées de (; sont :

ax, + by + cx
Xa = +h+or
© : a I
90rdonnées du point ¢ sont : avy + byt o
) a+b+e
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Exercices

Soit A et B deux points distincts du plan.

Déterminer dans le cas oli c'est possible, deux nombres réels a et b tels gy
le point G soit le barycentre du systeme pondéré {(A:a),(B;h)} dans chacy
des cas suivants :

1) AB +4BG = 3GA 2) A estle milieu du segment [ /1G]

- —y 1 = T S
3 (V3-2)GA+ - GB = 0 @ BG=-3A8

Montrer que le point ( est le barycentre des points F et [ affectés a deux
coefficients a déterminer dans chacun des cas suivants :

; ; : G F E
y 4 § {2 {

F G
3) 1

k 1

Soit A, & et C trois points distincts tels que A est le barycentre des points
pondéres (B;2) et ((;3).

1) Déterminer deux réels & et A tels que @ + § = 1 et que le point § soitle
barycentre des points pondérés (A:a) et (C:8).

2) Déterminer deux réels x et v tels que x +y =— 2 et que le paint C soitle
barycentre des points pondérés (H;x) et (A:v).

Soit E et F deux paints distincts du plan et ( est le barycentre des polits
pondérés (F:— 1) et (F;4). |
Soit H le barycentre des points pondérés (I:. 3 } et (Fix) telsque X 773"
Déterminer la valeur de x dans les deux cas suivants :

1) H et G sont confondus.

2) HG = 2FF .

Soit ABC' un triangle,

Construire le point & dans chacun des cas suivants :
1) ¢
2)G
)G

est le barycentre des points pondéré (A:1), (8:2) et (Ci1)-
est le centre de gravité du triangle ABC . \
est le barycentre des points pondérés (A4;54), (B:— 36) et (€ ik
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soit ABCD un quadrilatére.

péterminer chacun des ensembles dans les cas suivants :
1) £ est 'ensemble des points M du plan qui vérifient :
15T - 30 | = | MC+ WD .

2} £. est'ensemble des points M du plan qui vérifient :
[2NA+ MB = MC || = | MA+ MB - 2MC |,

3) £, est 'ensemble des points M du plan qui vérifient :
4) E, est'ensemble des points M du plan qui vérifient :
VS|MA-3MB+ MC+ aMD | < 6.

5) £, est l'ensemble des points M du plan qui vérifient :

En s'inspirant de la figure, déterminer dans chacun des cas suivants, les nom-
bres a, b et ¢ pour que le point G soit le barycentre des points pondérés
(Aa), (B;b) et (Cic).

-

+
T.

K
figure 1 figure 2 & figure 3

En s'inspirant de la figure, déterminer dans chacun des cas suivants, les nom-
bres a, b, ¢ et & pour que le point G soit le barycentre des points pondérés
Wia), (B:b), (Cic) et (D:d).

B A

b H c

: s
figure 1 D t C figure 2
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| Exercice 2.1 )
Le plan est rapporté au repére (013 ).
On considére les points : A(1;2), B(— 3:2) et C(2:4),
1) Déterminer les coordonnées du point G le barycentre des points pondéres
(Azl), (B;—3) et (G1).
2) Soit G, le barycentre des points pondérés (A;3m + 1), (B: — 2m—3) o
(C;=m+3) obmeR.
a- Vérifier que le point G.. existe pour tout réel m.
b- Déterminer les coordonnees du point (., en fonction de m,
- En déduire 'ensemble des points G. lorsque m varie dans =,

Soit A, B et C trois points du plan,

On consideére |a transformation T du plan qui a chaque point M on lui associe
le point M’ tel que :

MM™ = TMA - 2MB - MC .

1) Soit G le barycentre des points pondérés (A;7), (B;— 2) et ((5- 1),
Montrer que: T(G) = (.

2) En écrivant GM" en fonction de GM , déterminer la nature de la transfor-
mation T et ses éléments caractéristiques.

Soit E, F et H trois points du plan.

On considére la transformation T du plan qui @ chaque point M on lui associe
le point M’ tel que : MM = 4MF — MF — MH .

Montrer que T est une symétrie centrale.

Exercices de synthése

- - n
ABCD est un parallélogramme, | est le milieu du segment [BC] et "
nombre réel,

Soit G le barycentre des points pondérés (A:4), (B; —m) et (C:ml.
1) Construire le point G dans le cas ou m = 4.

2) a-Ecrire AG en fonction de HC et .

b- Déterminer /m pour que G soit le milieu du segment l-‘w}'
3) On suppose dans cette question quem#4etm#—4.
Soit H le barycentre des points pondérés (A:4) et (8;— m),
et K le barycentre des points pondérés (A:4) et (Cim)
Mantrer que les points [, H et K sont alignes
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ABCD est un paraliélogramme. / est le milieu du segment [AD], £ est e
centre de gravité du triangle ACD, K estle milieu du segment [E8] et F est
e point défini par la relation : Al = 4BF .

1) Montrer que K est le barycentre des points pondérés (4:1), (: 3, (Cc:1)
et (1),

2} Montrer que les points [, F et K sont alignés,
3) Soit [ le barycentre des points pondérés (A; 1) et (8:3) et M est le milieu
du segment [CD].

Montrer que les points [, K et M sont alignés,

| Exercice STH

Soit AHC" un triangle.

On considére les points (1.1, K et 7 tels que:

-4Ag =

- 1 estle milieu du segment [ AC]

- R est le projeté du point 0 sur (A8) parallélement a (HC)

- G estle barycentre des points pondérés (A;3), (B:1) et (C:1)

1) Vérifier que le point (7 est le barycentre des points pondérés (A;3) et
c:1)

2) En déduire que les points B.G et (J sont alignés.

3} a- Montrer que; AR = _'“w

b-En déduire que: G & (CR)

4) Montrer que les droites (CR), (BQ) et (A7) son G concourantes.

Soit ABC' un triangle,
On considére les points K,/.J et ( tels que:
- K estle miliey du segment [A#]
“ABl-BC =7

AT =307

G estle barycentre des points pondérés (A:3) , (8 3) et (C31)

lMcntrer que le point [ est le barycentre des points A et ( affectés a des
“oefficients a déterminer.

Montrer que le point J est le barycentre des points A et (" affectés a des

“oefficients 4 déterminer.

3 Montrer que fes droites (Al), (BJ) et (CK) sont concourantes
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4) Soit H le barycentre des points pondérés (A:3) , (B:3) et (€52) ot g "
barycentre des points pondérés

(B:3) et (C:2).

Montrer que les droites (1), (CK) et (AL) sont concourantes,

Soit ABDC un parallelogramme.

On considére les points J,1,1" et K tels que:
- J estle milieu du segment [AC]

~Al= %_LB‘ -~ Al'= ],",:\'b; - AIKJ est un parallélogramme.
1) Mon‘trer que les droites (BJ) et (C7) se coupent au point G barycentre
des points ponderes (A:1), (B:2) et (Ci1)

2) a- Montrer que le point D est le barycentre des points A.H et (7 affectésa
des coefficients a déterminer.

b- Montrer que le point K est le barycentre des points A A et ( affectésa
des coefficients & déterminer. 5

c- En deduire chacun des vecteurs GIJ et GK en fonction des vecteurs G,
GH et GC .

d- En utilisant les résultats précédants, mantrer que les droites (C/), (B7) et
(DK) sont concourantes.,

3) Montrer que les points (;,[) et " sont alignés.

Soit ABCD un parallélogramme,

I est le milieu du segment [BC] et £ est le point défini par la relation:
BE =kAB ob ke B,

Les droites (/D) et (AC) se coupent
au point F,

Les droites (EF) et (AC) se coupent
au point ;.

1) Montrer que le peint # est le bary-
centre des

points A et I affectés 3 des coeffi-
cients a déterminer.

2) Sait H le symétrique du point [ par rapport au polnt €.
a- Montrer que le paint / est le milieu du segment [Af/]. 4
b- En déduire que le point F est le centre de gravité du triangle ADH -
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3)a- Montrer que le point G est le barycentre des points pondérés (A:k) ,
(1), (D:k) et (Hik).

b- Montrer gue le peint € est le barycentre des points & et ¢ affectés 3 des
coefficients a déterminer. -

¢ En déduire la valeur du rapport E’g en fonction de k.

[Exercice £1:3

Soit ABCD un parallélogramme.
On considére les points /.0 et & dé- % —F———"
finis par:

AP=3AF ; AR=JAD et PORA
est un parallélogramme. | o

1) a- Montrer que le point P est le ba-

rycentre des points A et A affectés a | SIS . '

des coefficients a déterminer.

b- Montrer que le point R est le barycentre des points A et 1) affectés & des
coefficients a déterminer,

2} Soit [ le point d'intersection des droites (R et (DF).

Montrer que le point [ est le barycentre des points 4.5 et D affectés a des
coefficients a déterminer,

3] Montrer que le point () est le barycentre des points pondérés (A:—S)
(B:8) et (1:9),

4) En déduire que () est le milieu du segment [(7] et que les droites (CQ) ,
(BR) et (DP) sont concourantes.

ABC estun triangle.
On associe 3 chaque nombre réel m, le point (. barycentre des points pon-
dérés (4:2) A Bim) et (C—m)
Sait O le milieu du segment [HC].
1) Déterminer (A), l'ensemble des points G. lorsque m varie dans 2.
2)a. Construire (i, et ¢
"On suppose que m # 2 et m #- 2
Soit ;. un paint de (A) distinct des points A, et G
“Montrer qua 1a droite (#G.) coupe la droite (AC) en un point [ et que la

:""“" (CG.) coupe la droite (AB) en un point J.
L4
e plan est rapporté au repére (AL AR AC).
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a- Déterminer les coordonnées des points [ et J.

b- En déduire que les points O,/ et J sont alignés.

¢- Déterminer deux nombres réels a et b pour que le point () soit |e barycen.
tre des points pondérés (L:a) et (J;b)

— W
[Exercice £ '

Pour déterminer deux nombres réels a et b tels que G soit le barycentre des
points pondérés (A;a) et (B:b) il suffit d'établir une relation de I'une des deus
formes :

aGA+bGE =0 aveca+b # 0 ou aAG+bBG =0 avec a+ b # 0.
1)s0Ona: AB+4BG = 3GA donc: AG+GE +4BG -3GA =0
Clest-a-dire :4AG + 3BG = 0.

Puisque 4+ 3 # 0 alors le point (i est le barycentre des points pondérés
(A:4) et (B:3) donc: a=4 et h= 3.

« Construction du point G :

S T
G est le barycentre des points pondérés (A;4) et (8;3) donc: AG = 748,
A O B

————

7/ 0na A estlemilieu du segment [BG] donc AG + AH =0,

d'ol: AG+AG+GHE =10 cest-a-dire: 24G — BG = 0.

Par suite G est le barycentre des points pondérés (A:2) et (F;— 1) (@7
2+(-1#0)donc:a=2eth=-1,

* Construction du point (5 :

—_——
(6 A B
5jona: (V3-2)GA+ -\ GE=0 (+
i B2 )
et (Vi-2)+ b= W3=2/3+2)+1 _ -] +1
J3+2 V342 Jy3i+2 eul
Donc il n'existe aucun point G vérifiant la relation (*) et par sulte, on N ;
pas trouver les deux réels g et /.

0.

) «Ona: BG =—2AF donc: 3HG + 248 =
cest-a-dire : 3BG + 240+ 2GH = () .
D'ou: 2AG+BG=1.
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parsuite (7 est le barycentre des points pondérés (A.2) et (#:1) (car 2 + | #0).
» Construction du point (7 :

B o A

|| D'aprés la lecture de la figure, on déduit que -

EG= 3 EF Cest-a-dire: 96G— SEF =0,

donc : 9 G~ SEG - 5GF =10,

doi; 4EG+ SFG =10,

Ainsi G est le barycentre des points pondérés (F:4) et (F.5).
7| D'aprés la lecture de la figure, on déduit que :

GF = 2GE donc: SGF— 2GE=0.

D'oli 7 est le barycentre des points pondérés (E; — 2) et (51,
/| D'aprés la lecture de la figure, on déduit que :

¥ E 5

3 -4
k

o i T TR
GE= 3GF cestadire: SGE - 5GF =0.
Donc GG est le barycentre des points pondérés (£;8) et (£ 5).

! Déterminons les réels @ et A telsque @+ f = | etque B soit le barycen-
e des points pondérés (A:a) et (C:f).

Ona: A estle barycentre des points pondérés (8:2) et (€23),

donc: 24K + 3¢ = § cest-a-dire : 240 + (AT +BC) =10,

d0b: SAH— 3¢9 = (5, cela signifie que le paint A est le barycentre des points
Pondérés (4:5) et (=3}
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Ona:S+(—3)=2,cherchons @ et f telsque: @+ =1 et que soitle
barycentre des points pondérés (A:a) et (C:4).
D'aprés la propriété de I'homogénéité du barycentre, on a B est auss| bary.
centre des points pondérés (A:5k) et (C:—3k) ou k€ &',
Onpose: @ =Sk et §=—3k
Onaa+f=1le=5k-3=1

=2k=1

c=|k=12

Donc:u=get£=—‘;_ o

D'ou: B est aussi barycentre des points pondérés {."l: Z } et [(': = ; ].
2) Déterminons les réels x et v telsque x+ vy == 2 etque C soit le barycen-
tre des points pondérés (A:v) et (B:x).

Ona: A estle barycentre des points pondérés (H;2) et ((33),

donc: 2AH + 3AC = (1 cest-a-dire: 2(AC+ CH )+ 3AC = 0,

Ona:—2+5=3, cherchons x et y tels que x +¥

=—2 et ( estle bary
centre des points (A:v) et (H:x).

D'apréss |a propriété de 'homogénéité du barycentre, ona C est aussile bary
centre des points pondérés (A:5k) et (B:— 2kl ol ke K.
Onpose: x=—2k et v=5k.

Ona:x+y=—2wm—2k+5k=-2

D'oﬁ.-x=‘§ el)-=—13”.

. 2w ( 4
Ainsi C est le barycentre des points pondérés [ A: - I_:'! ) et (8: 3 )

1] Déterminons la valeur de x telle que: G =H .

Ona: G estle barycentre de (£: — 1) et (F:4) donc G est aussi le barycen™®
de (£:%) et (F:~ ) (D'apres a propriété de Ihomogénéité).

Puisque H estle barycentre de | £; ]‘ } et (Fx) ol x #~ 1; '
a!ors:f:'=”=ox=—:;. ] I

2} Déterminons la valeur de x pour que I'on ait : HG = 2EF . A
Ona: G estle barycentre des points (; — 1) et (F:4) donc: FO = 3 EF
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ot 1 est le barycentre des points { F U et (Fix) donc: Fff= —* _FF.

1
L e = dEE_ X . (4 ;O e x+ 5
pois: FG— EH = 3 EF e BF=(3 -2 )eF. 3
A Eil
Cest-a-dire : HG = ;:: ; EF .

Kinsi: G = 2BF e 3554 =

e v +d=18x+06
= |Sx==2

(%]

===

ra Lahd

Donc: HG = 2EF e x =— i

[Euercice 4%

1| Construisons le barycentre des points pondérés (4:1), (8:2) et (C:1).
Méthode 1 : Utiliser |'associativité du barycentre.

Onremarque que les points A et ( sont affectés au méme coefficient, donc /
le milieu du segment [ AC| est le barycentre des points (4;1) et (C:1).
Puisque G est le barycentre des points pondérés (4: 1), (C:1) et (B:2), alors
d'aprés I'associativité du barycentre.

G estle barycentre des points pondérés (/:2) et (8:2).

Puisque les points [ et B sont affectés au méme coefficient, alors le point
est le milieu du segment [ /]; d'ols la construction du paint (7.

Méthode 2 : Utiliser une relation vec-

torielle,

- Utiliser la définition du barycentre:

Ona: AG+2BG+ G =0 e

AG'+ 2BX+ 240G + CA+AC =0
=4AC=2iH+AC.

Bonc:: 4G'= | A+ _ll A €
* Utiliser Ia propriété caractéristique

4 barycentre en remplagant A par A par exemple.

G est le barycentre des points pondérés (A:1), (B:2) et (Ci1),
93prés 1a propriété caractéristique du barycentre de trois points, on a
WMe ) ; (1 424+ MG = M + 2ME+ M.

wn

donc
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En prenant M=A,ona: 4AG = 8B +AC,

donc: AG = %TE?%X(".

. Cnnstruisnﬁs le point G le centred A
gravité du triangle ABC.

Méthode 1 : Le centre de gravité d'un

triangle est le point d'intersection des

médianes. !

Rappel : La médiane d'un triangle est
|a droite qui passe par |'un de ses som-
mets et par le milieu du segment op-
posé 3 ce sommet. ]

Pour construire le point (;, il suffit de construire deux médianes.
Méthode 2 : Utiliser le barycentre.

(r est le centre de gravité du triangle
ABC signifie que (7 est le barycentre

A

(A:1), (B:1) et (Ci1) donc
AG= 3 AH+ 3.‘T .

On peut aussi utiliser 'associativité du By
barycentre en considérant le point A’
le milieu du segment | BC).

Donc: AG = _:}-;.T\',-i',

Construisons le point G, le bary-
centre des points pondérés (A4;54),
(B; = 36) et (C:6).

Simplifions les coefficients des points pondérés :

On remarque que : r};‘ =9, _-g{’ =—6 et 2 =

- o int
D'apres la propriété de I'nomogénéité, on a (5 est le barycentre des poit
pondérés (A4:9), (B;—6) et (C:1).

Donc: AG =5 _hﬁﬁ* TAH+ ,J_:’ FTAC =- '?!x'nih _Iif'l"-

D'ol la construction du peint (7, srds
Remarque : Pour construire le point G le barycentre des points pond®
(A:9), (B:—6) et (C:1) on peut auss| utiliser ;

- Uassociativité du barycentre une seule fois

-3
Soit  le barycentre de (4:9), (8; - 6) donc G est le barycentre 9¢ o
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et (Ci1).

par suite, Bg construit le point /f en utilisant la relation :
WM=—gygAB=-2A8.

puis on construit le point G en utilisant la relation ; (¢ = j .

. 'associativité du barycentre deux fois :

soit 1 |e barycentre (A;9) et (B~ 6) et soit K le barycentre de (4:9) et
;1.

Donc d'aprés I'associativité du barycentre, ona :

(; est le barycentre de (/;3), (C1) et G est le barycentre de (K;10) et
(B:—6).

D'oli: G £ (CH) et G (BK).

Ainsi ; (7 est le point d'intersection des droites (HA) et (CH).

|Exercice &
1] Déterminons £ = {Me PIIMA-3MB | =1MC+ND |} :
-Soit (7 le barycentre des points (A:1) et (8;— 3) {car =3+ | #0).
Donc d'aprés la propriété caractéristigue du barycentre on a
MA - 37 =— 2MG .
-5ait K le barycentre des points (C;1) et (1:1) (K est le milieu du segment
[en]).
Donc : MC'+ M7 = 20K .
Ona: M e F e | MA—30H | = | MC+ MIT |
e=s |- 2MC | =[20K° |
e MGG = 2MK
s MG = MK
Dol £, est la médiatrice du segment [GK].
‘' Déterminons I'ensemble F. :
“Simplifions la somme : 244+ A6~ M.
Soit G, le barycentre des points (A:2), (8;1) et (C;— 1) (car 2+ 1 = 1 # 0),
Donc diapras 1o propriété caractéristique du barycentre, on a :
M4 NI - Nt = 28165
“Simplifions la somme : A/ + M ~ 20"
Ona:j+)-)- 0, donc ces points pondérés n'admettent pas de barycen-
'€, mais an peut considérer le barycentre des points (A:1) et (A1) ou (A1)
et i)
Soit 1 1o barycentre des points (A: 1) et (B:1).
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Donc: MA +MB=2MI .
Ona: MA+ME-2MC = 2Mi+2CM = 20T .
Dlot: M € E: o= | 2MA + MB - 3C | = | MA+ MB - 2MC" |
P Hzfii‘?;'. ! = '2(_'!5
e MG, =Cl
Donc E. estle cercle de centre G, et de rayon (1.
1) Déterminons l'ensemble E. :
- Simplifions la somme : 3MA — 2MH + MC",
Soit (5. le barycentre des points (A:3), (B:—2) et (Ci1) (car 3-2+1#0),
donc:
3MA — 2MB + MC = 2MG .
Ona: MeE, e (3k € B)/3MA - 2MH + MC = k.BC
= (3k e R)/2MG: = kBC
e (3 e R)NG: = § BC

Donc E, estla droite passant par le point G- et paralléle a la droite (BC).
4 Déterminons l'ensemble F, :

- Simplifions la somme : MA — 3MB + MC + 4MD .
Soit G. le barycentre des points pondérés (A; 1), (8; — 3), (€3 1) et (D:4) (@
1=3+1+44#0),donc: MA— 3MB + MC + 4MD = 3MG .

=3<[3MG.|<6
=3I<IMG, <6
= 1<MG <2

Donc E, est la partie du plan limitée par les deux cercles de centre Gi & -
rayons respectifs 1 et 2.

5! Déterminons E. :
- Simplifions le somme : MA + M8 - 3Mc" .

N . r
Soit G le barycentre des points pondérés (A:1), (B;1) et (C:=3) (@
1+1-3+#0),donc:

- Simplifions la somme : 2MA — M.

i ol
Soit K le barycentre des points pondérés (A;2) et (€;— 1) (ear 27 4]
donc: 2MA - MC = MK .
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ona: M€ Ev e | MA+MB - 3MC | > | 265 - 3 |
e |-ME 1= | MK |
o= MG = MK

ponc F. est le demi-plan fermé

[Exercice &

] X 0
figure 1
Dans cette figure, on a : AG = ; AK , donc 2G4+ GK =G,
Cest-a-dire (7 est le barycentre des points pondérés (4;2), (K:1),
Ona K est le milieu du segment [BC|, donc K est le barycentre des points
fs:i}et {(':5 ) (car ]2 + ; =1).
D'oll (& est le barycentre des points pondérés (4:2), (H: _I-!J et ({‘;é ;

=

figure 2
Dans cette figure, on a : K est le barycentre des points pondérés (A:4) et
(B:2) etona  est le milieu du segment [ KC], donc G est le barycentre des
Points pondérés (K:6) et (C:6), d'ol G est le barycentre des points pondérés
A4, (8;2) et (C:6).
Cest-3-dire G est le barycentre de (A;2), (B;1) et (C:3).
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Dans cette figure, on a : G est le barycentre des points pondéras (B:1) o
(K:3) et K est le barycentre des points pondérés (A; — 2) et ((:4) (On peyy
utiliser la relation : AK = 2AC ).

Déterminons un réel k tel que K est le barycentre des points Pondérgs
(A: = 2K) et (C:dk) et =2k + 4k = 3.

Ona:—2k+4k=3esk=73.

Donc K est le barycentre des points pondérés (A; — 3) et ((:6).

D'ou et d'aprés l'associativité du barycentre, on a (7 est le barycentre des
points pondérés (A; = 3), (B 1) et (C36).

[Exercice &9
On a K est |e barycentre des points (A;1)
et (B:2) et H est le barycentre des points
(C;1) et (D;2).
Puisque G est le milleu du segment |HA|
alors G est le barycentre des points (H:3)
et (K:3).
Donc G est le barycentre des points (A: 1),
(B:2), (C:1) et (D;2),
On a K est le barycentre des points
(A:2) et (B:1) et H est le barycentre
des points ((;3) et (D:2) et G est le ba-
rycentre des points (K;2) et (1:4) (1)
- Déterminons le réel & tel que : K soit le
barycentre des points pondérés (A:2k) et
(B:k) avec 2k+ k=12,
Ona:2k+k=2 k= %
Donc K est aussi baw:ent-re des points
pondérés 41 ) et {H;‘;' ) @
4

i
fona: 3+3=2)

figure 2

: aE : F déres
- Déterminons le réel i tel que : I soit le barycentre des points poR
(C33h) et (D:2h) avec 3h+ 2 = 4.
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ona:3h+2h =4 e 5h=4
- fy = g

ponc H est Ie barycentre des points pondérés (C; '2) ht { 9%) (3)

fona: 152 +5 =4)

De (1), (2) et (3), on déduit que le point G est le barycentre des points pondé-

w(x3). (53),(¢12) (o)

[Exercice &

1) Déterminons les coordonnées du point (7 le barycentre des points pondé-
rés (A; 1), (B: = 3) et (C:1)

_m=intx 14942
; _I"‘|+t—3:+1 =
0:%: =3ty _2-6+4
BEFEn 1T -1 0
Donc: G(— 12;0).

2} a- Vérifions que le point (7. existe pour tout m de 2.

(7. existe si et seulement si la somme des coefficients est non nulle.
Ona: Gm+ 1)+ (=2m=3)+(-m+3)=1.

Donc (. existe quel que soit |a valeur de m.

b- Déterminons les coordonnées du point ...

1, = Bmt+ Dx4(=2m =3 +(—m+ Ix
On:d Gm+ D+ (=2m=-31+{-m+3)
'I‘, _ Gm+ Dy +(=2m-3)y.+{=m+3)y.
i Bm+ D+ (=2m=3)+(-m+3)

=(Gm+1)-3(-2m—=3)+2{(-m+3

Cost-3-dj
. {J =203m+ D+2(=2m=3)+4(-m+3)

Donc : [\r =Tm+ 16
Ye==2m+8

00l : G.(Tm + 16~ 2m + 8).
& Déduisons I'ensemble des puinls (i lorsque m varie dans £,

. +32
Ong. 1% =Tm+16 = 14m+ 32
\‘=—2m+s:e“ad'm ‘f {56
d
one: 2+ Ty, — 88 = 0.
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D'ot 'ensemble des points (. lorsque m varie dans i est la drojte déqu;
tion: 2x+Ty—88=0.

1) Montrons que T(G) = G
On pose T(G) =G
Ona: GG = 7GA - 2GB - GC
Puisque le point G est le barycentre des points pondérés (A:;7) , (B;—2) g
(€= 1) alors on a:
TGA-2GE-GC=0
Donc: GG =0 clest-a-dire G' =G
D'ou: TG)=G
2 Ecrivons GM en fonction de GM
Puisque G est le barycentre des points pondérés (A;7) ; (B:-21 &t
(C;—1) alors d'aprés la propriété caratéristique du barycentre on a
4AMG = TMA - 2MB - MC
Donc: TIM) =M’ e MM = 4MG
= MG+ GM = 4MG
= GM'=-3GM
- Nature de la transformation T:
Ona: (WMEP) ; TIM)=M « GM=-3GM signifie que la transforma-
tion T est I'homothétie de centre (G et de rapport -3.
[Exercice 218
Montrons que T est une symétrie centrale.
Soit (G le barycentre des points pondérés (F:4) , (F,— 1) et (i~ 1)
Pour tout point M du plan, on a: 4ME — MEF — MH = 2MG .
Donc: TIM)=M' e MM = 48F - MF- 3
= M= 2NC
e MG+ CM" = 20T
wa G = BIEF
&= (G est le milieu du segment [MM'])

—_—

M G M

o
Puisque le point G est fixe (ne dépend pas de M ) , alors la transformat
est la symétrie centrale de centre (;,
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[Exercice S74

1| Construction du point (; dans le cas ol m = 4
Ona G estle barycentre des points (A:4) , (#;~4) et (:4)
ponc: AG = = A+ g-ﬁ'(":_ AF+AC=B0

puisque BC' = AD car AHCD estun parallélogramme alors
WG=AD dou: G=p

G=D C
" a-Ecrivons AG en fonction de BC et m,
Ona G est le barycentre des points (A:4) , (B; —m) et (C:m)
Done: AG = " A + TAC= "_;' (BA+AC)
Dol: AG="pe
b-Déterminons m pour que G soit le milieu du segment [AD)].
Ona: AG =1 BC et puisque AD = BC alors AC = TAD .
Donc: (G est le milieu du segment [AD]) e AG = é.-T!_)'

m:
i

SV

=m=2
D0l G est le milieu du seg [AD] si et seul
" Montrans que les points [,H et K sont alignés,
Ona: K estle barycentre des points (A:4) et (Cim) et
H estle barycentre des points (A:4) et (B —m).
Cest-a-dire 1 est aussi barycentre des points (A: —4) et (B.m).
“Sim=0alors A= 4f et A=K donc =K dob
s points 7,47, sont alignés (car deux points sont toujours alignés)
“Sim# 0 alors 1 est le barycentre des points (A.m) et (Cim)

Stdonc / st e barycentre des points: (A:d) er (Cim) et (A;—4) er (B;m)
Kid+m) (dm—4)

Boi / egt le barycentre des points (K:4 +m) et (F4 —m)
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(ard+m#0Oetd—m # 0), par suite les points I.I1 et K sont alignas,
En résumé , les points [, H et K sont alignés pour tout m de R\{~4: A

2 .
1) Montrons que K est le barycentre des points pondérés (A:1), ( B3),
(C;1) et (D:1).

Ona: E estle centre de gravité du triangle ACD donc F est le barycentredes
points (A1), (C:1) et (D;1)

Ona: K est le milieu du segment [ BE] donc K est le barycentre des points
(B:3) et (E:3)

D'olt K estle barycentre des points (A:1), (C:1) , (D:1) et (B:3).

2} Montrons que les points [.K et F sont alignés.

Ona: AD = 4BF donc BC = 4BF (car AD = BC)

D'ol: BF + FC— 4BF = (7 Clest-a-dire: FC + 3FA=10.

Donc F est le barycentre des points (C;1) et (H:3).

Puisque / estle barycentre des points (A:1) et (% 1) et K estle bar\'\‘-erf'l"
despoints (A:1), (D:1), (C:1) et (B:3) alors K estle bﬂr\’fe""edewmn“
(1:2) et (F.4)

donc les points 1K et F sont alignés.

3| Montrons que les points [ K et M sont alingés.

Ona K estle barycentre des points (A:1), (C31), (£%1) et (B:3)

ntré des
Puisque M est le milieu du segment [CD] alors M est le barye®

i 1) et (B3
points (C:1) et (D:1) etona L est e barycentre des points (A: i}l iiuited”
i ac Passocld
donc K est le barycentre des points (M;2) et ([;4) (D'aprés 'ass0¢
barycentre |, d'ou les points K,1 et M sont alignés,
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[ercice U

1| vérifions que (J est le barycentre des points (4:3) et ((:])

ana: 4A0 = AC donc AJ = ‘Itd_('= i i FAC

poli O est le barycentre des points (A:3) et i),

on peut aussi utiliser la relation de Chasles et la définition du barycentre:
Af=AC= A+ g =10

21 Déduisons que les points #,G et () sont alignés.

Ona @ est le barycentre des points (A;3) , (#:1) et (C:1) etona () estle
barycentre des points (A;3) et (1) donc d'aprés I'associativité du barycen-
tre, on a: G est le barycentre des points (#;1) et ((:4) d'oi:

Gelbg).

Par suite les points B,(; et {J sont alignés.

i1a- Montrons que: AR = 1 AH
Rappel: La projection conserve le coefficient de colinéarité de deux vecteurs.

On considére la projection p sur la droite (AR) , parallélement a la droite
(BC).

Ona; plA)=A, p(C)=# et p(Q)=R et AT= ;I‘.v_'-(:’ et la projection p
canserve e coefficient de colinéarité de deux vecteurs donc AR = i A .
Remargque: On peut utiliser le théoréme de Thales.

b- Déduisons que: G & (CR).

Ona: AR~} A donc: 44K~ AR~ RE=10

Cest-a-dire: 3AR+ BR = (.

D' R est e barycentre des points (4:3) et (#:1),

Puisque G est le barycentre des points (A:3), (B:1) et (C:1)

#ors G est le barycentre des points (R;4) et (C:1) dapres lassociativité du
barycentre. D'ois G & (CR).

“I Montrons |as droites (CR), (#(Q) et (Al) sont concourantes.

Ona: G & (BQ) (d'apréslaquestion2)etona G & (CR) (d'apréslaquestion " ib-),
il suffit de montrer que: G & (Al).

Pusque 1 est le milleu du segment [BC], alors [ est le barycentre (8:1) et
() etona (7 estle barycentre des points (A:3), (B:1) et (C:1) donc G est
e barycentre des points (A:3) et (£:2) (daprés J'associativité du barycentre).
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D'o: G € (Al et par suite les droites (A7), (CR) et (BQ) sont CONCourante
au point G,

1) Montrons que [ est le barycentre des points I et C
Ona: 4B/-BC=10 donc 4BI-BI-IC=10.

C'est-a-dire: 387+ CT =0 d'ol I estle barycentre des points pondérés (8:3)
et (G;1).

2] Montrons que J est le barycentre des points A et .

Ona: 4CF = 3CA donc 4CT-3CT-3JA=10.

Clest-a-dire; (J+3AT=( dou J est le barycentre des points pondérés
(Cy1) et (A:3).

3) Montrons que les droites (Al], (BJ) et (CK) sont concourantes.

Ona: G est le barycentre des points (A:3), (B:3) et ((31).

Puisque [ estle barycentre des points ({3 1) et (8:3) alors G est le barycen:
tre des points (A;3) et (1:4),

donc Ge(Al) (1),

D'autre part, on a J est le barycentre des points ((1) et (A:3).

Donc G estle barycentre (B;3) et (J;4), donc G € (BJ) (2)

+0na K estle milieu du segment [AB] donc K est le barycentre des pain's
(A:3) et (B:3) et puisque G est le barycentre des points (A:3), (B3 et
(C:1) alors G est le barycentre des points (K:6) et (C:1) donc

Ge(CK) (3).

D'ol: De (1) , (2) et (3), on déduit que les droites (A7), (A7) et (CK) i
concourantes au point (r.

4) Montrons que les droites (1J) , (CK) et (AL) sont concourantes.
-Ona: L estle barycentre des points (H;3) et ((:2) et / estle bamenl::
des points (A:3), (B:3) et (C;2) done H est le barycentre des points (4
et (L;5) dou M e(AL) (4)

-Ona: K estle barycentre des points (A:3) et (#:3) et /i estle barV"Ts
des paints (A:3), (B:3) et ((:2) donc M est le barycentre des points (K
et ((:2) d'ois H e (CK) (5). tre
-Ona: [ estle barycentre des points (f;3) et (1) et J estle baryce®
des points (A:3) et (¢31),

1 le
Puisque # estle barycentre des points (A:3) , (#;3) et (C:2) alor® g5
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parycentre des points (A4:3),(8:3), (C;1) et (C:1) donc # est le barycentre
des points (;4) et (£:4) d'ols H = (1]) ().

pe (4), (5) et (6) on déduit que les droites (AL) , (CK) et (1) sont concou-
rantes au point H.

1) Mantrons que les droites (HJ) et (C7) se coupenten (7.

-Ona @ estle barycentre des points (A: 1), (8;2) et (C:1).

Puisque J/ est le milieu du segment [AC] alors J est le barycentre des points
(A:1) et (€:1), donc d'aprés I'associativité du barycentre, on a: (+ est le ba-
fycentre des points (/;2) et (#:2) ,d'ob G &(8J) (1).

“Ona; Af= ‘%m donc: 34T = 2(AT+1H).

Cest-a-dire: AT+ 287 =07

d'oli 1 est le barycentre des paints (A; 1) et (8:2).

Puisque G est le barycentre des points (A:1) , (8:2) et (31D,

3lors G est le barycentre de ([:3) et (€31) donc G € (€7) (2).

De (1) et (2}, on déduit que les droites (8/) et (C) se coupent au point (7.
#}a- Montrons que le point [ est le barycentre des points A, B et C affectés
4 des coefficients 4 déterminer. L

On a: ABDC est un parallélogramme , donc: DH+DC= DA dob:
DE+DC- b=,

Puisque: |+ — | # (1 alors 1) est le barycentre des points (A: = 1), (81)
ey,

b Montrons que le point K est le barycentre des points A.5 et C affectésa

des coefficients 4 déterminer.
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Ona: AIKJ estun parallélogramme donc: KT = /A

diou: KA+AT=TA

puisque: JA = 5 CA et AT= _%;FGB- alors KA + %-',.ﬁi" = é cA
donc: 6KA +4AH = 3CA

Clest-a-dire: 6KA + 44K + 4KB = 3CK + 3KA
dol: AK —4BK-3CK =10

Puisque: 1 =4 =3 # 0 alors K est le barycentre des points (A: 1), (f; -y
et(C:—-3).

- Ecrivons G et GK en fonction des vecteurs G , GH et GC©.

-0na: K estle barycentre des points (A:1) , (B —4) et (¢~ 3)

donc, d'apres la propriété caractéristique du barycentre , on a pour tout point
M du plan:

MA—4MB-3MC=(1—4-3)MK

En remplagant M par (7, on obtient:

GA—4GB - 3GC =-6GK

Donc: GK =~ GA + $GB + 5GC

-0Ona D estle barycentre des points (A: =1}, (B:1) et (C:1)

Done d'aprés la propriété caractéristique du barycentre , on a pour tout point
M duplan:
~MA+ME+MC=MD
Enremplagant M par G, on obtient : GD =— GA + GH + GC .
d- Montrons que les droites (C'/) , (BJ) et (DK ) sont concourantes.
D'aprés la question 1) , on a les droites (C7) et (#/) sont concourantes 3
point (5.
Il suffit de montrer que G & (DK )
Ona: GA+2GA+GC=0
eton a: 6GK =~ GA + 4GB + 3GC
—2GD = 2GA - 2GA - 2GC

t bre 3 membre ces deux égalité
6GK—2GD = GA+ 26 +GC =0

En additi

on obtient:

Done: GIJ =3GK cest-a-dire: G & (DK)

D'ols les droites (C1) , (81) et (DK) sont concourantes au point G
#1 Montrons que les points (,[) et I’ sont alignés.

344 ‘ Barycentre dans le plan



puisque (7 estle barycentre des points:

(1) =5 (B2) et (C:1)
Alors (& estle barvcenslre des points: I
{f‘l:_” (r’|.2! fﬂ.” (,@:” et ((:1)
ponc (7 est le barycentre des points:

(A= 1) et (1) @ (CG1) e (A:2) o (B:1)
e e — e
(1) et (r:3)
D'oli (7 est le barycentre des points pondérés ([;1) et (£':3)
cest-a-dire ; € (DI') , par suite les points . et I" sont alignés.

[Exercice 10

11 Montrons que le point B est le barycentre des points A et F affectés a
des coefficients & déterminer.

Ona: BE = kAH donc BE+kBA=0

Puisque k > () alors 1 + & # 0, donc B est le barycentre des points (E:1)
et (Ask).

}a- Montrons que le point / est le milieu du segment [AH].

Ona Jf estle symétrique du point [ par rapport au point ('

donc: CH = DC et puisque DC = AH alors AB = CI

donc ABHC est un parallélogramme, d'ou ses diagonales [AH] et [BC] ont
le méme milieu,

Ona [ estle milieu de [HC'| , donc [ est le milieu de [AH].

b- Déduisons que le point F est le centre de gravite du triangle ADH .
Ona: / estle milleu de [ Af7] et ¢ est e milieu de [D#] done (D7) et
(AC) sont des médianes du triangle ADH et puisqu'elles se coupent au
Point I, alors [ est le centre de gravité du triangle ADI.

#13- Montrons que  est le barycentre des points (4:k), (E:1), (D:k) et
(H:k),

Soit ' |e barycentre des points (A:k) , (E:1) (D:k) et (k)
(G existe car: & + 1 + &+ k £ 0).
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Puisque B est le barycentre des points (E:1) et (Bik) et C estle
barycentre des points (D:k) et (H:k) (car C estle milieu de [ D11]) alors
est le barycentre des points (B:1 + &) et ((:2k) @ (D'aprés l'associativitg i
barycentre) donc G’ € (BC) (1)

D'autre part ,on a F est le barycentre des points (A:k) ; (D:k) et (H:4)
(car F est le centre de gravité du triangle ADIH ).

Puisque G’ est le barycentre des points (Aik) , (k) ; (FLE) et (F:1) alors
G' est le barycentre des points (F:3k) et (E:1) done ' & (EF) (2).

De (1) et (2) on déduit que: " = G car G est le point d'intersection des
droites (BC') et (EF), donc (& est le barycentre des points (A:L) |, (F:1),
(k) et (H:k).

b- Montrons que le point (; est le barycentre des points [ et (" affectésa
des coefficients a déterminer.

D'aprés ladonnée @ , et (G = (7, on déduit que (& est le barycentre des
points (B:1+ k) et (C2k)

¢- Déduisons en fonction de & la valeur de E’j,. .

Ona G estle barycentre des points (H:1 + k) et (C:2k)
donc: 24GC+(1 +KIGE=0
Cestadire: GC=— 2 ag

-a-dire: GC=—""5~GB

voi: Ge='3KGB (car Lk >0
Parsuite: GC _ 1+k
GB = 3k

(Exercice £

11a- Montrons que P est le barycentre des points A et A affectés 3 des
coeffecients a déterminer.

Ona: AF= iﬁ' donc 3AP - 2AF =]
d'o: AP+ 2BP =0 (En utilisant la relation de chasles).
Done P est le barycentre des points (A:1) et (/:2)

b-Montrons que X est le barycentre des points A et [ affectésd des
coefficients a déterminer,
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ona: AR = 3!‘” donc R est le barycentre des points (A:1) et (D:3).
7) Montrons que 1 est le barycentre des points A » B et D affectés 3 des
coefficients a déterminer,
Ona [ estle point d'intersection des droites (%) et (DP).
ona: £ estle barycentre des points (A:1) et (H:2) et R estle barycentre
des points (A; 1) et (D;3)
Considérons le point  , le barycentre des points (A: 1), (#:2) et (D:3).
D'aprés l'associativité du barycentre , on a:

- (s est le barycentre des points (F;3) et ([;3) donc G £ (PD)
et- (G est le baycentre des points (R;4) et (#:2) donc G € (H#R)
Cela signifie que (7 est le point d'intersection des droites (PD) et (BR) donc
G=1.
D'ols [ est le barycentre des points (A; 1), (8:2) et (1:3).
31 Montrons que le point () est le barycentre des points (A: = 5), (B:8) et
(D:9).
On a: PORA est un parallélogramme donc: OF + 0F = 04
cest-a-dire: QR+ QP - QA =1
Cela signifie que () est le barycentre des points (R.1), (P 1) et (A~ 1 )
‘!OI’II:}Q est le barycentre des points (A: — 1), [ A4: I; I f-‘?i_% ). "'-'.I; } et
(2:3).
En multipliant les coefficients par 12, on obtient :
0 est le barycentre des points (A: — 12}, (A:4), (8:8), (A3) et ([X9).
D'l ) est le barycentre des points (A:— 5}, (B:8) et (D:9).
41* Montrons que () est le milieu du segment ler].
Pulsque €3 = CH + €' (car ABCD est un parallélogramme) alors C est
e barycentre des points (A: 1), (8:~ 1) et (D:~ 1) clestadire C estle
barycentre des points (A:6) , (B:—6) et (D;—6)

Pulsque J est jo barycentre des points (A: 1), (8:2) et (D3] et (0 estle

baryeentre das points (A: — 5), (#:8) et (D:9) alors O estle barycentre
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des points (4= 6) , (A1), (B:6), (B:2) , (D36) , et (D;3)

Cest-a-dire () est le barycentre des points (1:6) et (C36) donc () est o
milieu du segment [C1] .

* Déduction: - On a  est le milieu du segment [C7] donc 1 € (CQ) et 1 oy

le point d'intersection des droites (BR) et (DF) , donc les droites (((0) et
(BR) et (DP) sont concourantesen /.

Exercice STH

1) Déterminons (A)

Ona G. estle barycentre des points pondérés (A;2) , (Bim) et (¢ - m)
donc: AG. = % Al — ’; AC

done: AG. = 1A

Puisque -’f prend toutes les valeurs dans B, alors 'ensemble des points (.
lorsque m varie dans B est

la droite (A} qui passe par le point A et paralléle & la droite (HC).

2) a- Construisons les points G, et (G .

-Casol m =2, G. estle barycentre des points (4:2) , (B:2) et ((:—2),
donc AG. = CH

-Casollm=-12:AG,=~CH

b-Ona:m#2etm#-2et

G.e(A)-{A.G.G )} Y

Montrons que (B(.) coupe (AC) en

un point / et la droite (('G.) coupe
(AB) en un point J .

Ona: AG. = 2 CH donc
(CB) ¥/ AG.)

Puisque m # 2 et m #— 2 alors | '; | # 1 done AG. # CB d'ois (BG-) G
(AC) se coupent en un point | .

De méme (CG5.) et (ARB) se coupent en un point J .
(voir les deux figures)
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[ B
1) On considére le repére (A: AH:AC)
a Déterminons les coordonnés des points [ et J.
*Ona: A(0;0), B(1;:0) et C(0;1)
* [ estle point d'intersection des droites (AC) et (BG.)
* (. est le barycentre des points (A:2) , (H:m) et (C;—m)
donc: [y, = 2utmp=my

2, +mys— my
yo= 2T o

ME o

* Hx:¥) € (AC) &= x = 0 ((AC) est 'axe des ordonnées donc (AC)kx =0)
« Hy) €(BG.) e=s det (BF 1 BGZ) = 0

m
5 1

X1 =0

y=0-%-0
=-Px-1)-y(F-1)=0

e mx+y(m—21-m=0

-
Hxiy) e (AC)N(BG.) e [¥ =0
my+ylm=21—-m= 0
x=0
=
|‘- = m'f_,- (carm # 2)

Done (0,5

“ 4 estle point d'intersection de (AB) et (CG.)
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J(xy) E(AB) == y = 0 ((AB) est 'axe des abscisses donc (AB): y = 0)
Ona: J(aiy) €(CG.) = det (E7:€Gm) = 0
x-0  5-0 o
<=3 m =
y-1 =%
(-2 1)e-B-1)=0
es(m+2)x+my=m

Donc: J(x;y) € (AB)N(CG.) e [¥ =0
(m+2)x+my=m

Donc J{ m+2 0} (car m #-12)
b- Déduisons que les points )./ et J sont alignés
Ona O est le milieu du segment | BC| donc:
X + X1
P s N8
{ 2 dou of5: %)
W==3%=3
m
2

Ona;ﬁf{ et m{m+2 5—5}

bzl
Donc: det (OF : OF) ‘-% 3} (,,,—'1 2)[":2"

=1 _({_m L m %
4 lm“4 ztm—z} 20m+2) "}
__2m-mim+2)—mim-2) _ —2m+2m
2(m' —4) T 2m'—4)
D'ols det (OF;07 ) = 0 par suite les points 0,/ et J sont alignés.

=0

¢- Déterminons a et b pour que le point () sait le barycentre des points
pondérés (fa) et (J:b)

On a: () est le barycentre des points (1) et (/:h) (avec a + b # 0)

[‘,:%Ltﬁm “xn""’{_-n'-‘:z}
Donc arkp c'est-a-dire a+h 2
1 L= @ithy (=
i at+b gm_2}+bxl]_|
ath. 2

350 ' Barycentre dans le plan



2bm_

m+3 et

cest-a-dire:

o 2bm _ 2am_
Dol w32 m-2
m+2

parsuite: b= m—2)“ (carm#2 et m#-2

Donc ) est le barycentre des points pondérés () et (J; ™52 4)
! tm=-29
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roduit scalaire dans le plan %4 "

6 Expression analytique du produit scalaire - Distance en

Norme d'un vecteur :

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (05 1737).

Soit w(x:v) et v(x';y') deux vecteurs du plan; Alx;v.) et Blx,v,) deux
points du plan.

- Le produit scalaire des vecteurs i et v est donné par : .1
(appelée expression analytique du produit scalaire).

- La norme du vecteur 1 est donnée par: |1 |

'+ vy

YHA =X 1Y

- La distance entre deux points A et B est donnée par:
AB =y (xs — 2] + (3= )

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct ((%; ¢
Soit u et v deux vecteurs non nuls, ona:

eiln: 1.V I iy det(u:v)
coshusy ) =s=3—s=3 ; sinluiv )= 5= T
F.Hr]’(u\'.' |u!|\l\'

e Inégalité de Cauchy Schwarz :

» Pour tous vecteurs i et v duplan,ona: fu+vi<]af+Ivi
* Il y a égalité dans le cas ol i et v sont colinéaires et de méme sens.

"o Inégalité triangulaire :

= Pour tous vecteurs & et v du plan, ona: |1 |
* Il'y a égalité dans le cas ol i et v sont colinéaires.

I ]v

Exercices

Le plan est muni d'un repére orthonormé ((: 157 ).
1) Calculer w.v, [u | et |V | dans chacun des cas suivants :
a-il—1:3) et #(4:-2)

4)

b- u(5:0) et v(3
e uly/2 + 1,43 2) et vl(y342:/2 1)
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2) Caleuler AB; AC et BC, puis AB.AC de deux faons différentes dans
chacun des cas suivants :

a-A(=2:1), B(3:0) et (_f{— 1;2)

b All:1), B(2+V3:/3) et C(6: - 4)

[Erercice &1

(0:1:]) est un repére orthonormé direct.

On considére les vecteurs et les points suivants :

H30), v=—4T+4f, All:1), B(2+/3:/3) et Cl6; - 4).

1) Calculer cos(if;v ) et sin(ii:v ) et en déduire une mesure de I'angle orien-
(v ).

2) Déterminer une mesure de 'angle orienté [ AB;ACT ),

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0: /).

Soit a; b; ¢ et d des nombres réels strictement positifs,
On considére les vecteurs 1 (v azy'b) ; F[' 1k :'-!;'i: wiab) ; xld—ba—c).
ya ol s
1) En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz avec « et v, montrer que :
B
l‘u+h'l!_';!‘-+b_]f‘4 Wi

2) En appliquant I'inégalité de Cauchy Schwarz avec w et x .

L lad—be) _ Ve lh—dF
Montrer que : FETY <{g=—cYy+(b—d)
3} En utilisant I'inégalité triangulaire, montrer que :

Ja+yal +(b+yb) sya+b+Ja+h
. 3 1 3
On considare les points : A %5 15 et 8l 34 ).

1) Montrer que le triangle OAB est rectangle isocéle.
2) Caleuler [0,
3) En déduire que: (7:04 ) .(T;I“"-‘l

), Bld4:3), €(3:4) et D(1:2) et soit Ile

Dl:l Considére les points : Al2;
:"“ﬂ‘u du segment | AC']
I Montrer que ABCD est un rectangle

Y Caleuler cos( 51
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Wm

1)a- u(=1:3) et v{4; - 2) :
suv=(=1)x4+3x(=2)=-10 «[al=Vi-1)+3 =10
o [VIl=vVa+(=2F = 20 = 2,5
b- 1(5:0) et v(3:4) :
siv=15 «lil=s *Ivl=vot+ie=5
culV2+ 1/3-2) et v(y3+2:/2-1):
cuv=0(2+ 13 +2)+(/3-2)0y2-1)
=V6+2/2+/3+2+/6-3-2/2+2=4+2/6
Aal=V2+ 17 +(3-2) =10+ 2/2 - 473
IV I=VE+ 2+ (2 - 1) =VI0- 272 4473
2)a- A(=2:1), B(3:0) et C(—1:2):
Ona: AB(S:— 1); AC(1:1); BC(—4:2)
Donc:e AB=,25+1 =26
*AC=2 et BC=y16+4=2/5
Calculons AFAC de deux fagons :
*ABAC=(5X1)+(-1)x1=4
« ABAC=11AB + AC - | AF - AC F)

HaB + ac - pev)
= é|25+2—2(}]=4
b- A1), B(2+3:,/3) et C(6: — 4)-
Ona: AB(1 +y3:/3~1); AC(s: - 5) ; BC4—-y3:—4-43)
Donc:e AB=y(1+\V3F+(/A— 1 =/a+4=2/2
*AC=V25+25=5/2
* BC=y4-y3y +(4+,3) = /38
Calculons ABAC de deuy fagons :
* ABAC=(1+y3)x5+(/3—1)%( Si=10
« ABAC = 5[4!;-‘ +AC' - Bt = ‘!,_Is+5u— 38]=10
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1) Calculons msf;:-;_: ):

Ona: wl3:0) et i7(—4:4J,dnnc: V=3 X(—4)+0x4=—-12
alil=v37 =3 et IVl=-4y+(ay = 4,2

.y wlZ - T4

""’""C""{":"):uﬁuxnr-fsx,;\‘j_“ A 3

+ Calculons sin{if:v ) :

- [3 4] _
ona.dc.l(n.\:'—‘n 4 12
e (EEy o dediiv) 12
Donc : sinlu:v) la vl 3x4.2
* Déduction :
V2
ona: cos(u:v }—— 2 et sin(i:r ) =" W

et puisque : n:ue.-( 3_%7 )= cos(z - i J=—cos§-=-
. = /9

et sm(---- )— sin(x - ‘I J=singy =15

Alors: (v ) = 3"[2,.]

2) Déterminons une mesure de Iangle orienté | ABAC):

Ona: AllL;1) ; s B2+3:3) et Cl6:—4)

Donc: AF(1 +y3:y3 — 1) et AC(S;— 5)

Ona: AB=|AH |=(1+,3) +(/3 -1V =y8=242

& AC=|AC | = /(Y +(-5) =542

et AFAC=(1 +yAIXS+(I—1)%(-5)=10

etduu,m:;,_(-r]: 1+V3 5 ’:_5_5\_‘_5‘_“5—-- 1043
3

3-1 -5

Dan, e\ _ ABAC _ | |
c: m\(m,u}— A% AT = 37ixsx3 2

in( AT ) ~ 1043 3
et sin AFT¢7) = det{ AFAC = 104/ L

W AFAC ) = AT TS % B 3

I

Puisque cos(~7 )= ], et sin(~§

fangle orjente [A!f ac).

J=— %3 ators: ~ % est une mesure de
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|Exercice £ 1

On considére les vecteurs ii(yaiv'b), F( ‘};. j;') et wla:b) dans le plan

vectoriel muni d'une base orthonormé (17).
1) Montrons que V(a;b) € (R"f Ha+t b)[lE + %,)2 4:

Ona: lul—-ya+bethﬂ“ het'luﬂ—\u

Ja Vb
Donc d'aprés I'inégalité c de F_auchy schwarz, ona: [ | <[la |V

Clest-a-dire: ya+b. \a' i }, >3

Dol : (.s:-i-b)(I )>4pour':ousu>0elb>()
2} Montrons que

Yiabicd) eRXRXEXR: £+-%;--- <la—cV +(b~-

On considére les vecteurs wia;b) et X(d — bia—¢)
Ona:|xw|=lald—b)+bla—c)|=|ad - be|
et|wliFl=va' +b x\la=cV +(b—d)

Donc : d'aprés I'inégalité de Cauchy Schwarz, ona:

IEw|=iR izl =lad-be |+ B x g =cF+{b—dV = (ad=bef sla'+ 8 Wia—cT +b=dl

Puisque:a# Oeth# Oalors: a + & # 0, donc:
lad = beY
pe i <la—eF+(b—df

3)En appliquant I'inégalité triangulaire aux vecteurs 1 et w,ona:

Iw+alsiwi+lal
Puisque: w+ila+ya:b+yb) alars: fw+i|=yla+ya) +(b+yh]
etona: lul=va+bet|wl=yVa+¥

Donc: \(d‘t—\,al 11!;4—.};]

| Exercice/ |7 y
"‘[ 1-1)&8({.:-";},

3 i
1)Ona: OAl ‘3‘-:,]_,- i ;o8 L. - ‘2‘1' )

2

\.u b+ya +¥

o , el .,

Donc: OA=|0A | =, : : =Iet()ﬂ=|fm||—\.-}1"4 ]
V3 s

et OF0B="5 x5+} x{——z--J 0 signifie que OA L OF .
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ona: OA =08 et (0A) L (ORB), donc le triangle OAB est isocéle rectangle
en 0: -
2 Caleulons | OA 2

Ona: OTT(J;IE) et {(1:0)

ponc : OA.L = "—23

3) Déduisons que (T:04 )= ’; 2r)

ona: cos(T:08) = lTlf;?{t‘Jﬂ = "'-_;? (arlfl=l0A1=1
e det(T:0A) _ ! B e

ﬂsin{i10r1]=-l-i__F|(M-l= g I =1

Puisque : cos s = “:23 etsinf = Iz alors : (T:0K ) = 12zl

[Erercice

1) Montrons que ABCD estun rectangle en utilisant deux méthodes:

Tout d'abord, il faut montrer que ABCL estun paraliélogramme.

Ona: AH(2:2) et DC(2:2).

Done: A = DC d'oit : ABCD est un paraliélogramme (2)-

Méthode 1: Montrons que : (AB) L (AD)

Ona: AH(2:2) et AD(-1i1)

Donc: ABAD =2 x(=1)+2x(1)=0

Doli: (AB) L(AD) (2)

Par suite de (1) et (2), on conclut que ABCD estun rectangle.

Méthode 2: Montrons que es diagonales [AC] et IRD] ont la méme
longueur.

Ona: AC(1:3) donc: AC =|AC 1=V 1 “’ = .IIJ

€ BI(-3; - 1) donc: BD = |G i=v9+! =410

Doz Ac = 5D (3)

Par suite de (1) et (3), on conclut que ABCD estu
2) Caleulons cos 1H:1C )

Ona: A¢T(1;3) et DH(3;1)et [milie :
Done: [ 1 = 4 D Y A= DFAC= 4049732

n rectangle.

u des segments [AC] et [BD]
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i L)

etona: IB= HEB =t etlC= ;

A = o) i (I 2 GV ion

D'ou : cos(TB:IC ) = e Jio  vio 1073
3

5

Vecteur normal a une droite :

Le plan est muni d'un repére orthonormé (v ).

+ On appelle vecteur normal a une droite (), tout vecteur non nul n
orthogonal & un vecteur directeur de (D).

« 51 (D) est une droite d'équation ax + by +c = () avec (a;b) # (0;0),

alors le vecteur n(a:b) est un vecteur normal a (1), et iu(—bia) estun
vecteur directeur de (D).

* Si (A) estune droite passant par un

"
point A et de vecteur normal 1 , alors [ " (D)
(A)={MePIAM =0},

Distance d'un point 2 une droite :

Le plan est muni d'un repére orthonormé (05737 ).

Soit (D) une droite du plan et A({x.:v.) un point du plan.

* On appelle distance du point A 2 la droite (D), la plus petite distance
entre le point A et tous les points de (D) notée di{ A:(D)).

* La distance du point A & la droite (1) est la distance entre le point A €t
son projeté orthogonal /{ sur la droite (1) : d(A:(D)) = AH .

= Si 1D} a pour équation

* A
ax+ by +c =0 avec (a:b) £ (0;0) :
: : (D)
Alors : d(A:(D))= 1% T by el el B N e—
ya +b o H

Le plan est rapporté a un repére orthonormé ((); r-:_f ).

1) Déterminer un vecteur normal  la droite () dans chacun des €33
suivants :

a-(DE3x=2v+1=0 b-(Dr—x+(/3—1)y+v2 0
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e (Dry =—g,\'+2 d-(Dhx=-5
e- (D) passe par les points A(2; - 3) et #(~1:5).
t(D)r3y=7
2) Soit (A) une droite de vecteur directeur w3 -4),
2- Déterminer le vecteur unitaire a1 normal 3 (A) dont les coordonnées sont

négatives.
b- Déterminer le vecteur n; normal a (A) de norme 2, colinéaire 3 n. et de

sens contraires,
[ Exercice 27

Déterminer une équation de la droite (1)) dans chacun des cas suivants :
2 (D) passe par le point A(—4:3) et de vecteur normal (5;— 2).
b- (1) passe par le point A(—1; — 2) et paralléle 4 |a droite
(Arx-3y+1=0,

¢ (D) passe par le point A(2; — 5) et perpendiculaire a la droite
(Ak=2x+5y—3=0.

d- (D) est la médiatrice du segment |AB], oi A(3:2) et B(L:5).

e (D) est la hauteur issue du point B du triangle ABC oz Al4:1);
B(=3;7) et C(—1:-5).

Calculer la distance du paint A 3 la droite (A} dans chacun des cas suivants :
A -1 et (Ax2x+y—5=0

b-A(-2:4) et (A)y = %r—!

e A(V23) et (A y =

g "'(lig Et (Akx=—y2

& A(2:3) et (A) = (BC) avec B(6:1) et C(1;=5)

P 5olutions

Ua-onga- (DY 3x—2v+1=0
Bone:; 7i(3; — 2) est un vecteur normal 4 la droite (12).
B-0na: (D) —x+(y3— 1)y +¢2=0
Donc: ji(—1:,/3 — 1) st un vecteur normal a la droite (D).
“Ona:(pyy= —:'\+ 3 clest-a-dire: Sx+2y—4 = 0
N Ai(5:2) est un vecteur normal  la droite (D).
®ona: (D) x =—/5 cest-a-dire: x+v5= 0
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Donc: i1(1:0) est un vecteur normal a la droite (D),

e- (D) passe par les points : A(2; = 3) et B(=1:5), done AH(~3;8) et
vecteur directeur de la droite (D)

Dol : 1(8:3) est un vecteur normal a la droite (1),

f-0Ona:(D)3y="7 cest-a-dire: 3y—7=0

Donc: 1(0;3) est un vecteur normal a la droite (1),

2)3-0na: (A) est une droite de vecteur directeur u(3; — 4).

Donc : nl—4:— 3) est un vecteur normal a la droite (A).

D'ols le vecteur normal unitaire 11, a la droite (A) est : H((I T l I } test
a-dire : i':-.( i ) { W est unitaire signifie que [w | =1 )

b-Soit : - (x;v) le vecteur normal & la droite (A}, de norme 2, colinéaire &
(A) et de sens contraires.

Ona: 16 9 ”
¥ VasTtaga =< (lal=2
{in:|=1 VR N P |
Bee®)m=an (rn—l sf.l—.g.lrzln k 3 -':G K G ':“
_ y=—%a y==%a
Puisque: & < O alors: @ =—-2 k
_38
=%
Donc: 3
y=2
.—~[8. 6
Dol i i:| 513 )

2-Ona: (D) passe par le point A(—4:3) et de vecteur normal n(5: —2
donc une équation cartésienne de la droite (D) s'écrit sous la forme :
Sx=2y+c=0

Ona: Al—-l,flieim-:.an;-

2%(3)+e=0esc=26
Donc: (D):5x =2y + 26 =

b-Ona: (D) passe par e nolm Al=1:-2) et paralléle a la droite (A

d'éguation : x— 3y + 1 = 0, done une équation cartésienne de (D) 5 “derit
souslaforme: x—3v+c=0

Ona: .‘li-]:—lieiﬂye_,-l-;.ﬁ,-.‘.TD:H.=_5
Donc: (Dhx—=3v—5=0

¢ Ona: (D) passe par le point A(2; — 5) et perpendiculaire a 12 droite
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(A}~ 2x+ 5y — 3= 0, donc le vecteur directeur (~5; ~ 2) dela droite
{A) est un vecteur normal a la dorme (1) d'ols une équation cartésienne de
(D) sécrit sous forme: —5x=2y+c=10

ona: Az =5)E(D)e=—10+10+c=0e=r¢=0

ponc: (D)—Sx=2y=0

d-Ona: (D) estla médiatrice du segment [A#), donc (1) passe par le
milieu / du segment [Af] et perpendiculaire 4 la droite ( AB) c'est-a-dire le

vecteur A est un vecteur normal a la droite ([2). G

Ona: J{l;-% ) et Af(-2:3)

Soit M(x:v) un point du plan, A [ #

ona: f:‘.?(x— Ziv— ;J (o

Donc: Mxy) € (D) ems IMAH = 0 ema - 2(x-2) + 1rv-%1=0—-1t+33-€- -3
13

Donc: (D) 2x — 3y + 3 =0

e-Ona: ([) estla hauteur issue du point B, donc le vecteur AC(—5;—6)
estun vecteur normal  la droite (D). \
D'oli une équation cartésienne de la droite (D)

sécritsous la forme : —Sx—6y+c =0
Ona:Bl-3:7)e(D) e 15-42+c=0e=c=17 L
Donc: (D) 5x+6y—27=0

0na: A(3;—1) et (Ak2x+y—35=0
[2xc+w—5] _le=1-5|_,

Donc: d(A;(A)) = ey
; JI2y +i1) V3 :
b-Ona: A(-2:4) et (Aky= ;-Y- 1 Cest-a-dire: x—3y—=3=10
=12 17| _ V170
Donc : d(A(A)) = |-2-12-31_ I = 10

JIy+(=3) vI0

©O0na: A(y2:3) et (A} y =5 cestadire; ¥+5=0
Done ; (a;(a)) = 343! - g
V¥

dona; Al g] et (A) x =—y2 clesta-dire: Xy 2=0

Done: df 4i(A)) = [1 f+'3 (b ey
vty
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e-Ona: A(2:3) et (A)=(BC) avec B(6:1) et C(1;-5)

Déterminons une équation cartésienne de la droite (HC).

Ona: BC(=5;— 6) est un vecteur directeur de la droite (BC), donc une
équation de la droite (BC) s'écrit sous la forme : —6x+ Sy+ ¢ = (),
Ona: B(6:1)e(BC)e=—36+5+c=0e=c=3]

Donc: (BCk6x—5y—31=0

Sl s 60— SX =31 34 34461
Dol : d(A:(BC)) J67+(=5) V61 6l

a Equation cartésienne d'un cercle :

* Soit Q(a:h) un point du plan et R un nombre réel strictement positif
(R> D).

-Le cercle (¢ ) de centre £ et de rayon R est I'ensemble des points M du
plan tels que : QM =R,

-Lle cercle (¢ ) a pour équation : (x —a) +(y = b)Y
Xy —2ax—2y+a+ B -R=0

= R qui s'écrit aussi:

* Soit A et B deux points distincts du plan.

-Lle cercle (¢ ) de diamétre | AB] est I'ensemble des points M du plan tels
que AM.BM = 0.

- Le cercle (¢ ) de diametre | AB] a pour équation :
(x—xMx=x)+(y—y)y=m)=0

Q Représentation paramétrique d'un cercle :

Soit () le cercle de centre Q(a;b) et de rayon R,

: x=a+ Reosf : : tri
Le systeme ; ‘ %" 10 € R est une représentation paramétriau®
y = b+ Rsinfl

du cercle (7 ).

!.e plan est muni d'un repére orthonormé ((); (] ).

(Exercice Y

Déterminer une équation du cercle (# ) dans chacun des cas suivants:
1) (7 ) estde centre ©(—2:1) et de rayon 3.

2) (#) estde centre Q(3:5) et passant par le point [(1:2).
3) () estde diamétre [AB] ou A(3;—2) et B(1;4).
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péterminer 'ensemble £ des points M{x;y) qui verifient I'égalité dans

chacun des cas suivants :

Yoty -+ -2=0 Xy —brtdy+ 13 =0

Pr+y —6p+7=0 ) X'ty +hx+ 211 =0

1) Donner une représentation paramétrique du cercle (~ ) dans chacun des

cas sulvants :

a- (/) a pour équation : x°" + "~ 3x - 2/2y- :1" =0

b- (7 ) a pour centre /{~y3:4) et passe par le point /(2:3).

2) Déterminer  I'ensemble £ des points M xy)  qui

vérifient le systeme dans chacun  des cas  suivants:
¥=y3+3cosa N =05

av{'r':—é*_\!\inh‘ a€R b-{

m%

Déterminons une équation du cercle (¢ ) dans chacun des cas suivants :
1(7) est de centre (—2:1) et de rayon '3 :

Soit M(x;y) un point du plan,ona:

m"—.‘l!'[! Jems QM = 3 e QU = e (x + 2V 4 (y= I =Femr' +¥ +du-2y+ 2=0
Donc: x' 4 y' 4 4y — 2y 4 2 = () est une équation cartésienne du cercle (¢ ).
2(7 ) est de centre £(3:5) et passant par le point /(1:2):

lerayonde () est: k= Q/ =1 -3/ +(2-5) =ya+9 =13

Soit M(x;¥) un point du plan, on a:

Puisque () est e cercle de centre Q(3;5) etde rayon r =13 alors (<)

2 Pour équation réduite (x — 3) + (v~ $) =13’

Do M{xiy) € (¢ ) e ' + 37— 6~ 10y +21 =0

~ 10y + 21 = 0 estuneéquationcartésienneducercle ().

HeR

y=5+sinfl"

Donc; ' 4 V= 6x
(7 ) est de diameétre | Af] ol A(3:— 2] et Hil:4): .
Méthode 1: Le cercle (+ ) de diametre [A#] a pour équation :
(x “x N - )t {y—wly—yl=0
Cest-d-dire ; (y - a—1)+(y+2Ny-4=0

NC: X' 43" — gy — 2y— 5 = 0 estune équation cartesi :
Méthodea 3. Le cercle (¢ ) de diamétre [AB] a pour centre le milieu du
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segment [AB] clest-a-dire Q(2:1) et pour rayon :
e Sala L
AR _ JO=3Y+(+2) _ V40 _ o
. - 2 3= Skl

Soit M(x;¥) un point du plan, ona:
Mxy)€(F)e=(x =27 +(y— 1V - 10=0e= X" +y —dx—2y-5=
Donc: (¢ kx+y —dx—2y—-5=0

Déterminons 'ensemble E des points Mix:v) dans chacun des cas suivants -
1) Soit M(x;y) un point du plan, ona:
Mxy)EEe=x+y —2x+2y—2=0cmax’—2x+y' +2y-2=0
=1 -1+ = 1-2=0 e {x— 1TV +H{y+ 1V =4 =(2)
Donc: E est le cercle de centre © (1; — 1) et de rayon 2.
2) Soit M(x:¥) un pointdu plan,ona:
Mxy)EF e +y -6y +T=0e=s(x—0F+(y=3F=9+7=0
={x-0F+(y—3y=2=(y2)
Donc: E estle cercle de centre ©,(0;3) etderayon v2.
3) Soit M{x:v) un point du plan, ona:
MixviEEeay +y

bx+qy+13=Desx' —Gx+y +4y+13=0

emlx=3-9+(y+2F=4+13=0eslz—3F -9 +(y+2

e x=AF+ily+ 2 =0 e ix— 3

Donc: E = {Q(3 - 2)}

=0 et (y+2f=0emx=3 et y="4

via;b) € R

4) Soit M(x;v) un point du plan, ona: a+hb=0esa=0eth=0

Mixy)EEma X+ ¥ +6x+2y+ 11 =0esx’+6x+y +2y+11=0
= (x+3F =9 +(y+ 1 =1+ 11= 0 e (x +3F +(y+ 17 =71
La derniére égalité est impossible, donc: F = ¢

1) Détermi une repré
des cas suivants ;

? un
p étrique du cercle (¢ ) dans chac

2- Déterminons le centre et le rayon du cercle (7 )
Ona:

o e 3
ME(C)m ¥+ ~2-2/0y~F =0 emx’ - 24y - 2/2y-§ =0

) 1 s =(y5)
""(x_%r"'z‘[!‘\'—l)l—ﬁ—i=0=—.-[.t—g}"(_\"\'2j R 3
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. ] r v
ponc: (# ) @ pour centre le point Q(Z:Y.zj R
D'oi ; une représentation paramétrique du cercle () gst -

lx_ 3+ /5 cosfl BER
y=y2+y5sind
b- (¢ ) a pour centre le paint /(-3:4) etapour rayon :
R=U=VQ2+V3)+(-1F =8+ 4/3=2y2+,3
Donc une représentation paramétrique du cercle (7 ) est:
[, =—y3 + 22+ /3 cosh R
y=4+2yV2+y/3sind A
2| Déterminons I'ensemble & dans chacun des cas suivants :
@ Soit M(x:y) un point du plan,ona:

=y3+3oma 3 = | ; \
Mixyie E ..,l‘_ -5 +3aina [T € R lx=y31+[y+ 3] = 9lcos’a +sin'a) = 9 =(3)
Donc les points M(x;y) décrivent le cercle (# ) de centre Q[ 3; - ; | et de
rayon 3.
Laréciproque est vrale: Si M(x.y) € « (£.3)alors M e E
b-Soit M(x:y) un point du plan, ona:

x = cosl HeR
y=5+sinf

s {x—0F+(y=5F=cos’f+sin’f=1=(1}

Mxy)EE e ‘

Doncles points M(x; y) décriventlecercle (# ) decentre Q(0:5) etderayon 1.

Intérieur et extérieur d’un cercle :

Solt () un cercle de centre Q et de rayon K. Soit M un point du plan.
"M estsurle cercle (v ) st QM =R,

"M esta Fintérieur du cercle (¢ ) si QM < R.

" M est 3 Vextérieur du cercle (+ ) st QM > R.

A
a =

ne"“fqun:
SH(7) est o cercle de centre Q(a;b) etde rayon R, (R >0} alors =]
* (M(x;y) esta intérieur du cercle (¢ ) e= ((x=a) +y 3‘: b R-I-
*(M(x:y) est & Pextérieur du cercle (#) = ((x=al +H{y=bF> R
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Positions relatives d'une droite et d'un cercl

Soit (¢ ) un cercle de centre § etde rayon K.
Soit (D) une droite du plan. On pose : d = d(£;(D)).
-Si d < R, alors la droite (D) coupe le cercle (# ) en deux points distincts,

-Si d = R, alors la droite (D) est tangente au cercle (¢ ):(D)n (< )

{A}.

-Si d > R, alors la droite (1)) est & l'extérieur du cercle (¢ k(D)N(7 )= ¢,

Equation de la tangente 3 un cercle en un point :

Soit (¥ ) un cercle de centre ) et de rayon R, et soit A un point de (¥ ).
Soit (T') la tangente au cercle (# ) au point A.
s ME(T)e=s AMAG =0

* Une équation de la tangente (T') est donnée par :

(x=xulxs—xa) +H{y—y )= w) =0

Exercices

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0: 77 ).

1) S0it (¢ ) le cercle de centre Q(3; — 4) et de rayon 2.

Parmi les points suivants, préciser ceux qui sont sur le cercle; ceux quI sl
a Vintérieur de (), et ceux qui sont a lextérieur de (7 )+ Al2:

B(4;-3); C(—V2:42

2
v2iv2) et E(y5;:-2),

" t B ¥ n
2) Déterminer graphiquement, I'ensemble des points M(x:y) dans chacy
des cas suivants :

x ty—2y2x+y+1<0

b-x'+y' +x 3_‘.'*-5 >0
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péterminer la position relative de la droite (1)) et dy cercle (¢') dans
chacun des cas suivants :

YDrx+2y—1=0et (7 X +y+ 26y 6=0
P(Drx—2y+t2=0et (Cfx'+y —8e+2y+8=0
3(Pr—2x+2y+5=0et (¢ hdx'+ 4y’ +dx—By-27=0

1) Donner une équation de la tangente (T') au cercle (¢ ) au point
Al2-2;—4) ol (#) a pour équation: ¥ + ¥—dx+10y+26=0.
2) Montrer que les axes de coordonnées sont tangents au cercle ()
d'équation: x' +y —6x— 6y +9=10

3) Donner les équations des tangentes au cercle (¢ | passant par le point
H2;1) oli (# ') a pour équation:x' +v' —dx+ 6y +9 =10

e

1) (') est un cercle de centre Q(3;: —4) etderayon R =y2.
* Pour le point A(!: = ):

f : [RA) V3 4
Dna:»m=\{_1—3: +{_4+ 5) =5 et 5 <y2
Donc: AQ < R; le point A est donc & l'intérieur de (¢ ).
* Pour le point B(4; — 3):
Ona: 4O =2 =R donc: Bel(r)
*Pourle point ((—,2:1/2):
Ona: Q- V29 4+ 142, donc: €2 > R; le point (" est donc a l'extérieur
ducnrch(, ).
*Pourle point £(,/5; - 2):
Ona: Q- V18 =645, donc: QF > R; le point E est donc i l'extérieur
ducerclp (/.
2)a- Déterminons 'ensemble £ des points M(x:y) du plan tels que :
Ty -2/2x+y+1<0 SRy WNES
MIX.'_}-J( E e x4y =22x+y+1<0 = (x—=y2)+(y 3,] <

/5
. | = ¥
Donc . E |Edlsqug ouvert de centre nt‘ 2 ] et de rayon r 2
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Cest-a-dire les points situés a l'intérieur du cercle (7 ) de centre
/s

ﬂ(ﬁ: —%) etderayon r="5 .
b- Déterminons I'ensemble [ des points M(x;y) du plan tels que :
x‘+y’+.t-3y+-%- >0

3 3 1 1y 3y
Mlxy)EE e X +y +x=3y+ 5> 0-:»(x+ 2) +(,-— 2] 59
Donc: E: estl'ensemble des points du plan situés a I'extérieur du cercle
(#) de centre I(—!z:g_] etderayon r=y2.

|Exercice SEY

Déterminons |a position relative de la droite (D) et le cercle (¢ ).
1) Déterminons d'abord le centre et le rayon du cercle (¢ ):
Xy +l—6y—6=0ea(x+1)+(y—3F =16
Donc: Q(—1:3) estle centre de (7 ) et R = 4 son rayon.
- Calculons d(Q:(D)) ol (Dkx+2y—=1=0

|-1+6—1]_ 1
dQu(D)) ="— s =g

Comme 45 < 4 alors: d(Q:(D)) < R
{

Donc la droite coupe le cercle () en deux points distincts,

2] Déterminons le centre et le rayon de (# ):

Xy -8+l +8=0e=(x—4)+(y+1V=9

Donc: () estle cercle de centre £2(4: — 1) et de rayon R = 3.

- Calculons d(C:(D)) ol (Dkx—29+2=0

ina:dlQ(D)) = 4+2+2]_ 8 , et comme - > 3, alors
vi+d V5 5

d(Q:(D)) > R donc |a droite (D) se trouve a I'extérieur du cercle (7 )
clest-a-dire: (¢ )n(D)=¢.
3] Déterminons le centre et le rayon de (< |:

. 2 I {
A+ 4V + 4By~ 2T =0 es £ + x4 _3‘._-47 =0 e x4 3) +13

1¥
| > e i A
Donc: (¢ ) estle cercle de centre Qf - E,-_| | etderayon R =8 = =¥

- Calculons d(:(D)) ob (DY = 2x+2y+5=0
|-2x(-3)+@xn+s| o
di(D) =" = = =8 =242
vd+4 V8 )2
et comme d(:(D)) = R, alors la droite (/2) est tangente au cercle L7 1~
(D)et (¥ ) se coupent en un seul point.
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e 24y —dx+10y+26= 0c=a|‘x—2)"+().+5y._.3=‘(3~:
ponc : _I_;l{z; —5) estle centre du cercle (). m{"}} . ur(“ o
R=1/3 estson rayon -1

ona: AQ=AT =43 donc Ae(r)

+ Equation de la tangente (1) & (#) au point A(2—2: ~4):
Mxy) € () oo AN AT = 0 eos 2 (x =24 y2) = (34 4) = 0 s {22~ 2/2 + 2=y~ 4 =0
ponc: (T)V2x—y—-2-2/2=0

2 Montrons que les axes de coordonnées sont tangents au cercle (#):
ona:(r px’ 4y —6x—6y+9=0donc(¢): (x-3F+(y-3F=3"

d'oll le centre de () est Q(3;3), son rayon est & = 3.

comme d((Ox)) = 3 = R et d(C:(0y)) =3 = R, alors les axes de
coordonnées sont tangents au cercle (¢ ).

< Déterminons les tangents a (7 ) passant par [(2;1):

ona:(¢ ) x' +y' —dx+6y+9=0donc (¢ ):(x—2F +(y+3f =4=2"

* Remarquer d’abord que le point / n'appartient pas au cercle (# ) (on peut
vérifier que [ est a I'extérieurde (7 )).

* Le centre du cercle (# ) est Q(2;— 3), son rayon est R = 2.

Soit (T') une tangente a () passant par le point /.

(Thax+ by + ¢ = 0 avec (a:b) # (0;0)

A1) Ee(T) e 2at+b=—¢

Donc une équation de (1) sécrit: ax +hy—2a~b=0

*(T) est tangente 3 (~ ) si et seulement si d(€:(7)) =

=D 4lb|
Or, d(Q(7)) = |2u 1?} = bu‘ f’l = "l;!_,
v

y+d

dQUT)) = 3 s 4|b| = 3@’ + b’ = TH" =9
"-T h oua=-

= 4=
7 o

*Pour g =¥ ?h on obtient : (7% 1-‘!&”"‘_ b-b=0
On peut remplacer b par n'importe quelle valeur non nulle.
Par exemple : = 3,7
Onobtient : (7). 7x + 3y/7y — 14~ 3 7 =0
é - .‘ hx +hyt =3
Fy+14- 37 =0.

?bb{)

*Pour g =— Y1 p. on obtient : (7

]
Pour b = 37, on obtient : ()= Tx +3¥
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o peericesaEsyRtiEsen
(Beercice . 3

On considére les points A(2:1), B(l:—2) et C(-1;2)

1) a- Déterminer une équation cartésienne de la droite (HC)

b- Montrer que le triangle ABC' est rectangle isocéle en A

2) a- Déterminer une équation cartésienne du cercle (C ') circonserit au
triangle ABC.

b- Montrer que la droite (A) d'équation: x+ 2y + 5 = 0 est tangente au
cercle (') puis déterminer les coordonnées du point F, le point de contact
de (C) avec (A).

3) a- Déterminer les coordonnées du point [ le point d'intersection de (A)
et (BC).

b- Montrer que I'équation de la deuxieme tangente (A,) au cercle (C) qui
passepar F est: 1lx—2y—25=10

On considére les points £(1,2) et D(—=2;—2)

1) Déterminer une équation cartésienne du cercle () de centre £ et qui
passe par le point [,

2) On considére les points A(—3;5) et B(5;—1).

Vérifier que [ AB] est un diamétre du cercle (C').

3) Soit (A) la droite d'équation: 4x— 3¥ +27=10

Montrer que (A} est tangente au cercle (") en A

4) Déterminer une équation cartésienne de la tangente (1) au cercle (C)au
point £,

5) Vérifier que les tangentes (A) et (1) au cercle (') se coupent au point
I=6:1).

6) a- Calculer les distances 2D et Q/f

b- Calculer les produits scalaires: B4 B et QA QF

¢ Calculer det(BA:BD ) et det((A:QF)

7) Montrer que les angles orientés ( B4, B ) et (07 )
ont méme mesure modulo 27,

(Eercice /9

: " jent
Déterminer une équation du cercle (C°) telle que son centre appafuenm
a la droite d'équation: 2x + y = () et les droites () et (1:) d‘éq“a”[‘;‘]
respectives: 4x — 3y — 30 = () et 4x— 3y + 10 = 0 sont tangentes a
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on considére les points A(—1;~ 1), B(3;~ 1), ¢(1: -1 +2/3) et
E0;—1+3/3).

1) Donner une équation cartésienne du cercle (C') de centre A et de rayon
r=4

2) a- Vérifier que les paints /# et € appartiennent au cercle (C') et que le
point [ se trouve a l'extérieur de (7).

b- Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par le point
E etorthogonale a la droite (BC)

¢ Montrer que la droite (1) est tangente a (C') au point F(-3;— 1 +2,3).
3) a- Construire le cercle (), la droite (BC) et la droite (D)

b Montrer que: FC FH = AF —F

On considére les points A(l; — 1), B(4;2) et C(1;5)

1) a- Montrer que les points A,/ et (' ne sont pas alignés.

b- Déterminer une équation cartésienne du cercle (I") passant par les paints
ABetC.

2)a- Vérifier que le point £(— 1; — 1) se trouve & l'extérieur du cercle (I').
b-Déterminer une équation cartésienne de chacune des tangentes 3 (I')
Passant par le point [

On considére le triangle ABC tel que A(1:2) etles droites définies par les
équations:

I+ 2y = () et Bx + Sy — | = () respectivement |a hauteur et la médiane du
triangle ABC' passant par le point C.

1) Déterminer les coordonnées du point €.

2) Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB)

3) Déterminer les coordonnées du point /, milieu du segment [AB] eten
déduire les coordonnées du point 5.

9) Galculer Ia distance du point €  la droite (AB)

S)Soit (A) 1a droite d'équation: 3x + 2y = 0
Montrer que le nombre MA’ — MH' est const
la droite (A 3

Eﬂﬂx‘

On considére les points A(2;0) , B(-2:0) et a(x:3)

ant quel que soit le paint M de
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1) Soit D le point du plan défini par: A = AB + AC

a- Déterminer les coordonnées du point D.

b- Déterminer une équation cartésienne de/lg‘::lmite (AD)

¢ Soit @ une mesure de |'angle orienté {)‘;5-.}1'3' ).

Calculer cosa et sina et en déduire la valeur de @ .

d- Calculer I'aire du triangle ABD.

e- Déterminer une équation cartésienne de la hauteur du triangle ABD qui
passe par le point B.

f- Calculer de deux fagons différentes la distance du point B a la droite (AD)
2) Soit (A) 'ensemble des points M du plan tels que:

(1:BM.CM =AM

b- On pose: M(x:v). Calculer AEAC puis AM AD en fonction de x et y.
¢- En déduire que (A) est une droite dont on déterminera une équation
cartésienne.

3) a- Montrer que les droites (A} et ( AD) sont orthogonales

b- Calculer la distance du point A a la droite (A).

[ Ecercice 229

On considére le cercle (') de centre Q(—2;2) et de rayon 5 et les points
Al=4:1) et B(-2:0)

1) Déterminer une équation cartésienne du cercle (C)

2) a- vérifier que le point A appartient au cercle (C)

b- Déterminer une équation cartésienne de la droite (1) tangente au cercle
(Clen A.

3) a- Déterminer une équation cartésienne de la droite (QA).

b- Déterminer une équation cartésienne de la droite (A) passant par le point
B et orthogonale 3 la droite (QA4) .

¢- Déterminer les coordonnées du point | |, intersection de (A) et (QA)-
4) a- Montrer que le triangle JQF est rectangle

K 3 - jangle
b- Déterminer une équation cartésienne du cercle () circoncrit au triané
Q8.

- Etudier l'intersection de (€} ot (D).

P R
5) Résoudre graphiquement le systame: ()]* *2° =~ 4%* 4y
x+y+4=2 0
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on considére les points A(2:— 1), Bl—4;~3) et (] - 3)

1)a- Caleuler ABAC

b Caleuler cos( AHAC) et sin (ABAC) et en déduire une mesure de
P

tangle orienté (AF:AC)

2)Soit (A) la droite passant par le point # et orthogonale 2 la droite (AC).

2 Déterminer une équation cartésienne de la droite (A)

b- Calculer la distance du point A a la droite (A)

3)Soit (C) le cercle de diamétre [AH].

aMontrer que: x' + ¥’ + 2x + 4y — 5 = ) est une équation cartésienne du

cercle (') .

b- Montrer que la droite (A’) d'équation: x— 3y + 5 = 0 est tangente au

cercle (C).

4) a- Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) la médiatrice du

segment [AC]

b-Déterminer une équation cartésienne du cercle (I”) gui passe par les

points A et C' et dont le centre appartient  la droite (/)') d'équation:

Z-y=0.

Soit (+.) Fensemble des points M{x:¥)
tels que: (1) +y* — 4(m+ 2)x—2(m— 1)y +10m+9=0
90 m est un paramétre réel.
1) Montrer que Fensemble () est un cercle quelque soit le réel m
2) Montrer qu'il existe un seul cercle parmi tous les cercles () qui passe
Par le point A(1:2) dont on déterminera le centre et le rayon. :
3} Existe-t-il un cercle parmi tous les cercles (=) , dont le centre 3pparhent 3
Faxe des ordonnées?
“Existe-til un cercle parmi tous les cercles (<
epere?
4 Déterminer I'ensemble des centres des cercles (<
s”%"“ des cercles (/..) de rayon r = 67
Existe-t.il des cercles (+.) de rayon r, 00 7€
Existe St i| des points du plan (#) qui n'apparnent
Parmi les cercles (+.)?
f que tous les cercles (=) pa

) de centre () origine du

) lorsque m varie dans
R"?

ent 3 aucun cercie

ssent par deux points fixes lett.
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9) Déterminer les cercles () tangents a la droite (A) d'équation:
xty—4= 0.
Soit ABCD un carré de centre O, de cotéa (a € R™) , et M un point du
segment [AC].

I et J sont les projetés orthogonaux respectifs du point M sur | AB] et
[BC].

Ont veut déterminer la nature
du triangle ()1 de deux fagons
différentes:

Méthode géométrique

1) a- Montrer que: OF OF = OM.OF
b- Que peut-on conclure pour les
droites (OF) et (0J)?

2) En utilisant le théoréme d'Al Khashi
dans les triangles (JC et AOK,
montrer que: (U = (O puisen
déduire la nature du triangle OIJ .

Méthode analytique:
En considérant le repére (A; 1)) ou: i = Li’d’f et j= LN)-: montrer QUE
le triangle OIJ est rectangle isocéle en 0.

Soit ABCD un carré tel que: AR = 2cm

1) Déterminer les réels a,b et ¢ pour que A soit le barycentre du systeme
pondéré {(D;a),(B,b).(C.c)}

2) Déterminer (+ ) I'ensemble des points M tels que:
MC MB + MC.MD ~ MC* = 0 puis construire (#).

Soit A et B deux points du plan tels que AB = 4.

Soit / le milieu du segment [AB] et & un vecteur tel que: i 1= 2
Déterminer chacun des ensembles suivants:
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£={M € (P)/MA.ME = 0} E={Me(P/MA - MB = 2)
AB =2} Ec={Me(P)MA'+ MB' = 10}

MB = 4} E={Me(P)/ -3 <AM B < 5}

E={Me(P)MN —ME =0} E={Me(P) -2<Ali<12)

On considére dans le plan (), le triangle isocéle ABC en A tel que:
AB=AC=3a et BC=2alaeR")

soit (7 le barycentre du systeme pondéré {(A:1),(8: — 1),(C:3]}

Onpose: g{M) = MA' — MB' + 3IMC* pour tout point M du plan

1) Montrer que pour tout point M du plan, on a: g(M) = 3MG +g(G)

2 Montrer que g((7) = 2a°

3) Déterminer (- ) I'ensemble des points M du plan tels que: g( M) = 504"

Soit ABC' un triangle tel que AB = AC =5 et BC =6 etsoit G le

barycentre du systéme pondéré {(A:2),(8:3)(C3)}

1) Calculer ABAC et AG.

2)0n considére I'application / définie du plan (7) dans 2 par:

SIM) = 2MB MC + MC M5 + MAME

a Montrer que: f{ M) = 4MG + f1GG) pour tout point M du plan

b-Déterminer et représenter I'ensemble (- ) des points M du plan tels que:
M) =fA)

©Déterminer et représenter l'ensemble (A) des points M du plan tels que:

(4MA — 30— 3ME) (205 — M- MCT) = 0

Soit ABC' un triangle équilatéral et / le point défini par: Af=2CH . (On

Pose: Al = 4)

UExprimer A’ , 19" et IC* enfonctionde a. :

2) Déterminer les nombres @, 8 et ¥ pour que le point 1 soit le barycentre

dusysteme pondéré {(Aza)(B.AMCY))

q_o"' considére 'ensemble (I7) tel que: -

)= (s e (P)IMA? + 2MB — 2MC* = ka'} 00 ;:..

*Déterminer [a valeur du réel  pour que 8 € (1) IR
Montrer dans ce cas que (1) est un cercle tel que les droites (4

(48) 14 sant tangentes.

R
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[ Exercice $13)
1) a- Déterminons une équation cartésienne de la droite (BC)
Ona: BC(-2:4)
Soit M(x;¥) un point du plan, on a:
o

M(xiy) € (BC) e= det(BMBC) = 0 m‘:: . By \-c 0

e dlx—1)+2Uv+2)=0es dx+2y=0
Donc: 2x + v = () est une équation cartésienne de (BC').
b- Montrons que le triangle ABC est rectangle isocéle en A

Pour montrer que le triangle ABC est rectangle isocéle en A, il suffit de
montrer que: AR = AC et ABAC =0

ona: AB(-1;-3) et AC(-3:1)

Donc: AB=]AB=vV(=1Y+(=37 =10 et

AC=IACI=y(-37+(17 =\10

et ABAC=(-1)%(-3)+(-3)x(1)=3-3=0

Donc AB=AC et ABAC =0

D'ols ABC est un triangle rectangle isocéle en A.

2}a- Déterminons une équation cartésienne du cercle (C)

Letriangle ABC est rectangle en A , donc le cercle (C') circonscrit au
triangle ABC est le cercle de centre £) milieu du segment [ BC] et de rayon
= h:_:: (car |BC] est un diamétre du cercle (C)).
Ona: 9(0:0) cestadire: Q=0 et r= B0 = VAT10 _ 5
Done une équation cartésienne du cercle (C') est: ¥ + ¥ = 5

b- Montrons que la droite (A) est tangente a ().
Galculons d((%(A)).
ona: d(0:(A))= 13! 3

7 s = =yi=
Jays@y s T
Donc (A est tangente au cercle ((').

= Détermi les coord du point E:

E est le point d'intersection de (C') avec (A) , donc le couple
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des coordannées du point £ est la solution du systeme: [¥ +3' =5
r+2y=_5
AHy=5 L [(5+2F+y=5_ [sP+20y420=0
t2ps=d. Lxe—2-35 x==2%-5
m[)‘+4}-+4=0m[(r2f:ﬂq T
x=~2y-35 x==2%-5 |y=-2
Donc (—1: —2) est le couple des coordennées du point £

Ona:

3] a- Déterminons les coordonnées du point F :
F est le point d'intersection des deux droites (A) et (HC) , donc le couple

des coordonnées du point F est la solution du systéme: {1‘ ty=0
x+2y==35
I‘,=_.|_U
ona: [2X+Y=0 ﬁ{-—{v- 0+y=0_1¥="73
- " i 2
x+2y=—5 |x=-2y-5 x=z§’-—s=_§-

Donc [g — l_,?) est le couple des coordonnées du point F.
b-Montrons que / se trouve a Vextérieur de ().

i - T
Ona: OF = /2 + 100 = 315
o
Puisque '5“3'i > /5 alors OF > r donc le point F se trouve 3 'extérieur du
tercle ((7),
On sait que par tout point qui se trouve & |
seulement deux droites tangentes a ce cercle: )
Dans cette question, on a la droite (A) passe par le paint F .et tal?seme
aucercle (¢}, donc il suffit de montrer que la droite (4,) dequanon:
Hx— 2y~ 25 = ) passe par le point / ettangente 3 (€).

d'un cercle, p

Ona:

55,20 = 35— V6=
Ma~2y,-35= 1% § —2x(-If)-25=F+F -25=2-2=0
Done £ e(a,)

|_15"'"" = 25 = !‘ =v5=r
JiiF+(-2) 125 58
Done (A,) est la deuxiéme tangente au cercle (€') qui passe par F.

®ona: d(0(A,) =
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1) Déterminons une équation cartésienne du cercle (C).

(C) est le cercle de centre Q(1;2) et qui passe par le point [

donc son rayon r est QD

ona: 00(-3;—4) donc r= QD =J(=3Y +(-4Y =5

D'ols une équation cartésienne du cercle (C) est:

(x— 1Y +(y—2Y =(5) Cest-a-dire: x¥' +y —2x—4y—20=0

2) Vérifions que | AB] est un diamétre du cercle (C).

| AB) est un diamétre du cercle (') si Q est le milieu du segment [ AR et

On a: le milieu du segment [ AB] a pour couple de coordonnées

(x; ;x. z L ; y_.) cest-a-dire (1:2) donc Q est le milieu du segment [ AB].
etona: AH(8, - 6) donc: AZB X M; 35 120 =r
D'ois [AB] est un diamétre du cercle ().
3) Montrons que (A) esttangente a (') en A:
Ona: 4x,— 3y, +27 = 4% (-3) - 3(5)+ 27 =

12-15+27=0

Donc Ae(A)

e‘lona:d(fl:(:l'.':‘_MI‘:I 3yu+21| |4XI_3X2+27| 25 =3
V(4)y +(=3)

Donc d(Q;(A))=r et Ac(C) et Ac(A)

D'ol (A) esttangeﬂtea (Clen A

4) Déterminans une éq cartési dela te (1) a (C) aupoint D

Ona: O0(—3; -

- 4) est un vecteur normal  la droite (T') , donc une
équation cartésienne de (T')

s'écrit sous laforme: —3x—4y+c=0olce R
Ona: D(-2;-2)E(T) e 6+8+c=Dese=—14
Donc: 3x +4y 4 14 = 0 est une équation cartésienne de la droite (T)-
5) Montrons que: (T)N(A) = {1} ot 1{—6;1)
On résout le systeme suivant: |4 — 3y =27

Ic+dy=—14

378 ' Produit scalaire dans le plan



4:=3.s :
ma:A=Ia 4 |— I(:+9—2.5.donca#ﬂd.oﬁl”mémmmun
systéme de CRAMER
=27 -3

etona: |il.:|_|‘1 i e 108 - 42 =~ 150

|4 -27|__ N
ot A.~}3 _MI— 56+ 81 =25

Ag: =150 d,_25=|

Donc: x = 7 ilaiia T ot 6 ety= A =25
Dol /{—6:1) est le point d'intersection des deux droites (A) et (T)
6l a- Caleulons BD et Qf

Ona: BO(-7;— 1) donc: B0 =|BD | = (=77 +(1] =450 = 5y2
etona: QF(—7:— 1) donc: Q= 5,2

b-« Calculons BA.BI

Ona: BA(-8;6) et BO(-7;~ 1)

Donc: BABL = (—8) x(-7)+(6)x(—1)=56—6=50

* Calculons O4.QF

Ona: QF(~7: - 1) et QA(—4:3)

Donc: OA.QOF = (—4)x(~7)+(3)x(~1)=28-3=15

¢ = Calculons det(BA:B0)
-7

J:SNZ-—SU
-1

Ona: det( 54 417) -_‘ ‘(8
3

* Galeulons det (QA7Q7)
Ona: det(QA;07) = = _”T'“"?'I 3

: .
! Montrons que les angles {.’bf.?;ﬁ ) et (@107 ) ont la méme mesure
(modulo 27 ) :
*Ona: cos( B 57 )~ BABD sg _i2
Ona: cos(BABD ) = k5 g = 10 % 5¢2 2
deW(BABD) _ 50 =5

® sin( A, 807) = D = Tox ST
I)K!I'I-C: {J,",{;f”j) = ?rl?--'fl ’
V=

. : o) AR L R
O cos(QA: 1) - sﬁtﬂ{! SExsyaa s
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e 2
et sin(QA; miﬁgﬁ%’?—’ sxm =12

ponc: (G007 ) = %llﬂ']
Dol (BA,BD )= (Q:QF )[2x]

[ Exercice 574
Soit © le centre du cercle (C) ; on pose Q(a:b)
Ona: Q appartient 4 la droite d’équation: 2x+y = (0 ,donc 2a+ b = ()
C'est-3-dire: b =—2a ,d'ol Qla; — 2a)

Puisque les droites (1) et (D) sont tangentes au cercle (C'),
alors: d(:(D,)) = d(:(Dy))

l4a+6a—30| _|4a+6a+ 10|
C'est-a-dire:

J1649  J16+9
D'ou:

dQUD)) =dQ (D)) em 2g-3|=2a+l|lesa-3=a+ louwa—3 d=jesa

Par suite le point Q(1; — 2) est le centre du cercle (C)
- Calculons R le rayon du cercle (C)
Ona: R=d(Q(D))=2]1-3|=4

- Dé s l'équation cartésienne de (C):
Ona [« Jestle cercle de centre Q(]; - 2) etde rayon R =4
Donc:

Une équation du cercle est(x — 1F +(y+ 2F = 16 clest-a-dire:
Xy -Ixtdy—11=0

Donc: x'+ ¥ — 2x+ 4y— 11 = 0 est une équation cartésienne du cercle (C)
1] Déterminons une équation cartésienne du cercle ().

Une équation cartésienne du cercle (C') de centre A(— 1;— 1) etde @y°"
r=4est: (x+1F+{y+1F =(4Y

Que 'on peut écrire aussi sous la forme: < + ' + 2x + 2y — 14 = 0
2) a- = Viérifions que les points B et (" appartiennent a (C).

Ona: AB=|AF | = /(4 +(0Y =16 = 4 = r donc B (C)

et AC=IZE"I=¢'?§)‘H§7§? =Ja+12 =4=r donc C(C)
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_yérifions que le point £ se trouve a l'extérieur de (¢7),

ona: AE(1:3y3) donc AE =[AF]= /i +27= /28 = 2,7

Puisque 247 > 4 cest-a-dire AE > r alorsle point £ se trouve 3 Fextérieur

duccercle (C).

b- Déterminons une équation de la droite (1))

soit M(x;y) un point du plan, ona: EM{x;y+1-13,3) et BC(-2:2/3)

Dong: MIxy) € (D) wes EM B = 0 0ma— 25+ 243y + 1 - 11} = Dma 1= Tp= A 49=0

Donc x—y/3 ¥+ 9 — 3 = 0 est une équation cartésienne de la droite (D).

¢- Montrons que la droite () est tangente au cercle (('):

I=1+/3+9-y3]| _ 8
Jy+(-43) V4

Donc la droite (1)) est tangente au cercle (C) et par suite, la droite (D)

coupe le cercle (C°) en un seul point.

- Vérifions que le point # est e paint de contact de (') avec (D).

On a: :

13y +9-/3=—3-3(-1 +2/3)49-3=-3+/3-6+9-y3=0

donc F (D) T

etona: AF=[AF ]=4(-2) +(2/3) =416 =4 donc FE(C)

D'oii a droite () est tangente au cercle (C) au paint £

=4=r

Ona: diA: (D))=

32
e L
\}
N
14 X
paf, [ A
| ul }\ﬂ\
"'\ I \&
b 1

(7(1; — /3) et EF(3:~3v3) B
Done ECFR= 349 =12 ,dautre partona: AE= ;;
[n'aw&le a)), par suite , on a: AE" ~A=2§716= 12

Yol ECEF= AR~ 1.
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[Exercice /3

1) a- Montrons que les points A, B et C ne sont pas alignés,

= T 30
Ona: AB(3:3) et AC(0;6) et det{AB:AC) = 3 ﬁ‘: 18

donc det(AH;AC) # 0 d'oli les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires
et par suite, les points A,# et (' ne sont pas alignés,

b- Déterminons une équation cartésienne du cercle (7).

Le cercle est circonscrit au triangle ABC, donc £ le centre du cercle (') est

le point d'intersection des médiatrices des segments [AB][AC] et [BC] et
sonrayon R est QA (QB ou QC).

Pour déterminer les coordonnées de €, il suffit de déterminer le point
d'intersection de deux médiatrices seulement.

+ Soit (A;) lamédiatrice dusegment [ AB] et I est le milieu du segment [AB].
Ona: AB(3:3) et I(;II]

On a: AH(3;3) est un vecteur normal 3 la suite (A,) donc une équation
cartésienne de (A,) s'écrit sous la forme: 3x+ 3y +e =10

Ona: I[i:‘lz-)E{ﬁaJm I':‘,‘)' + 3 +te=0ec=—9

Donc: (AJ:x+y—3=0

* Soit (A.) la médiatrice du segment [AC] et J est le milieu du segment
[Ac].

Ona: AC(0:6) et J(1;2).
Soit M{x;¥) un point du plan , on a:
M(xiy) € (A,) s THAC= 0 e=s (x— 1) X 0+ (y—2) X6 = 0 ey~ 270
Donc: (A:)y—=2=0.
- Déterminons les coordonnées de Q.
sz:.:;_v;e(a.m{a,.;nI-‘* y=3=0 ="t

y=2=0 y=2
Donc Q(1:2) est le centre du cercle (I').

- Déterminons R le rayon du cercle (I").
Ona: QA(0; - 3) donc R= QA = 1G5 |=y(-3y =3

Par suite une équation cartésienne du cercle (I") est:
(x=1F+(y—2y=(3y
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Que f'on peut écrire sous la forme: x* +y' ~ 2y~ 4y -4 = ¢

2) a- Vérifions que le point [ se trouve a l'extérieur de (I).

ona: QF(-2; - 3) donc QF = [QF | = /(-2 + (-3} = /i3

puisque 13 > 3 Cest-a-dire QF > R alors le point £ se trouve 3

Yextérieur du cercle (I7).

b- Déterminons une équation cartésienne de chacune des tangentes au

cercle (I") passant par le point £.

Soit (A) une droite tangente au cercle (I”) et qui passe par £ et soit:

ax + by + ¢ = 0 une équation de (A) avec (a;b) # (0;0).

Ona: E€(A) donc: —a—b+¢=0 cestadirec=a+b.

Donc I'équation de (A) s'écrit sous la forme: ax + by +a+b = 0(*%)

Ona:

[ (A) est tangente au cercle (I'})

la+2b+a+h| _
Ja' + b

e 4 + 95 + 12ab = 9a’ + 9b' = 5@’ — 12ab = 0 e=> a{5a— 126) = 0

= d(Q:(A)) =3 3|20+ 36| =3/ + b

esa=0oua= 152b

Donc on obtient une équation cartésienne de chacune des deux tangents en
remplacant dans (*):
12 i 0

Y*1=0({car b #0)et Txty+ g =

1) Déterminans les coordonnées du point €

Onala hauteur et la médiane du triangle ABC données p t toutes les

deux par le point (', donc € est leur point d'intersection donc le couple des

, fex+5y=1
ordonnées du point € est la solution du systéme: 3
x+2y=0
15
- 5y = 8 x=1 =
Ona; [Bx+5y=1_, KrlS: l”l ?‘ (_1[1_23
Ix+2y=10 y=—3% y=—3x y=

Donc (2; - 3) est le couple des coordonnées du point C.

#)Dév une éguation cartési de la droite (AB).

Ona: 3x+ 2y = 0 est 'équation de la droite (A.), la hauteur du triangle
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ABC issue du point C', donc

7(3;2) est un vecteur normal a (Ac).

Puisque (A:) est orthogonale a (AB) alors 1 est un vecteur directeur de |3
droite (AB).

Soit M{x:y) un point du plan, ona: AM{(x— 1,y = 2)

Donc:

o |x=1 3
MEMB!..—.-!:IUU,Mnu.».-'l:_' 1 _l:m--:l.x 1= 3y =2) = 0ems 2x— Iy + g u
D'ol: 2x— 3y + 4 = 0 est une équation cartésienne de la droite (Af).

31 Déterminons les coordonnées du point /.

La médiane du triangle ABC issue du point C est la droite (1)) qui passe

par les points [ et ' ol | estle milieu du segment [ AB], donc [ estle

point d'intersection des droites (D) et (AB), d'ol le couple des

coordonnées du point [ est [a solution du systéme: Bx+5y=1
&kx—-3y=—4

Ona: A =‘g _5‘\=- 24— 10 =- 34 donc A # 0, d'ol le systéme admet

une seule solution:

= i I - | B 1
5"|.nst:|ue.mr—‘__4 _3\_ 17 et Ay = 3 _4l=_34
e —é;-__l_-'r.—._] ._a)'_—3-‘l_
Alors: x = A s ey=g =3 =1

Donc: I{_—'.Ii;l}
* Déduction:
Ona: 201 = OA + 08 = OF = 20/ - O&
Puisque: OA(1:2) et 5/(';-:])
alors: y=—1-1=-2ety,=2-2=0
Clest-3-dire: (—2;0) est le couple des coordonnées de #
4 Caleulons d(Ci(AR)).
Ona: (ABE2x—3y+4=0 et C(2:-3)
done: d(Ci(AB)) =12X2=3x(=3)+4] _ 17
Vvd+9 V13

D'ou: d(c:(AB)) = 1A
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¢ Montrons que le nombre MA*— MA'" est constant quelque soit e point
A de (A).

soit M(x;y) un point de la droite (A), on a:

ME(A) e 3x+2y=0e= y =—§'x

Donc: M(.t:— g_t)

ftona:

MAT = MB = MA" = MB* = (MA— MB ) (MA + MF) = BA (M4 + M#) = 2057 B
Pulsque: ]?}'{—i -x;1+ ;t] et BA(3;2)

Nors: 2MT BA =(—1 - 2x) X 3+(2+3x)x2=-3-6x+4+6x= |
Donc: (VM E(A)): MA*—MB' = 1.

!' a- Déterminons le couple de coordonnées du point D :

On pose Dix;y).

Ona: AB(-4:0), AC(1:3) et AD(x— 2:5);

donc AB + AC(— 3;3):

doii: x~2=—3 et y=3;car AD=AB+AC

cesta-dire: x =— ] et y = 3.

Ainsi: D(—1.3)

b Déterminons une équation cartésienne de la droite (AD).

Solt M(x:y) un point du plan, on a: AM(x— 2:y) et AD(=3:3)

ME (AD) e=s dot (AN AD) = 0

2 -3

=0
!
= 3(x—2)+3y=0

J,\' -
L]
¥

=xty=2=0
Done y 4+ ¥ =2 = () est une équation cartésienne de la droite (AD].
& * Caleulons cose et sing :
Onga: Irﬂj:f\ﬁ) = al:ﬂ'l‘ g
5.2 det(AD:AB)
Done . cos g = ’;};)xj\‘l‘lin et sina =355 1B
Plsaue AD(~ 3:3) et AH(—4:0) alors:
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f
2 ' 12
donc : cosa‘-——;z- =Y etsing=—5% =

e 12/2

« Déduction:
NG J
Ona: cosa = 2" et sing = 2 et puisque co@ll 2

alors @ = -4-[2:1] Cest-a-dire: (AD;AB) = 4 Tl2x).

d- Calculons I'aire du triangle .-\BD

Ona:§= -—AB X ADsinA = 2 AB % AD X |sin(AD; AB) |,
Donc: §= 2 X4x3,2% 52- =6

e- Déterminons |'équation de la hauteur du triangle ABD qui passe par le
point B,

Soit (A,) la hauteur du triangle ABD qui passe par B.
Soit M(x;y) un point du plan, on a : BM(x + 2;3).
Puisque (As) L (AD) alors le vecteur AD(— 3;3) est un vecteur normal ala
droite (A,), donc:
Me(A,) e BMLAD = 0
e=—3(x+2)+3y=0
=x=y+2=0
Donc x— y+ 2 = () est une équation cartésienne de la hauteur (A.).
f- Calculons d(B:(AD)) par deux méthodes.
Méthode 1:
Soit I le projeté orthogonale du point # sur la droite (AD).
Ona: d{A:(AD)) = BH et puisque : sina = i1

AR alors
BH=ABxs|na=4x"-§—=g‘.2;
donc: d(B:(AD)) =22,
Méthode 2 :
Ona:r;w):x+y—2=0e18(—2'ﬂ}
I=2+0-2| _

Donc: d(B:(AD)) = —l= B = 9.f

) T J2 =242,
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2 2-Montrons que : ANLAD = ABAC,
Soit M un pointduplan, ona: M€ (A) e BM.OM = Auf .
Pulsque :
BMOM = (AM — AB).(AM - AC) = Aar - AM.(AB + AC)+ ABAC
=AM’ = AM.AD + ABAC (car AB+AC = AD ).
Alors: M € (A) &= AM° — AMAD + ABAC = AM
e AM.AD = ABAC

b- Calculons ABAC et AM.AD
+ Caleulons ABLAC,
Ona: AB(—4;0) et AC(1;3).
Donc: ABAC = (—ax 1)+ (0x3)=—4.
* Calculons AMLAD .
Ona: AD(- 3:3) et AM(x— 2:y).
Donc: AMAD =—3(x—2)+ 3y =—3x+3y+6
¢ Déduction ;
Soit M(x;y) un point du plan, ona:
ME (A) s BRLOM = AV

e AM.AD = ABAC

e =3y +3y+6=—4

== +3y+10=0

Donc (A) est Ja droite d'équation ; —3x+ 3y +10=0.
" @ Montrons que : (A) L (AD).

Ona: AG(- 3:3) est un vecteur directeur de la droite (AD);
ELU(=3; - 3) est un vecteur directeur de [a droite (A).
Puisque ; i AT = (— 3)x (~3) + () X (=3) =9 -9 =0.
Alors : if 1 A5, done (A) L (AD).

5 Calculons d(:(A)).

Ona: (A):— 3y + 3y + 10 = 0 et A(2:0).

Donc . 5

: < ~3x2+43x0+10]_ 4 __2y2

o)) = SRt 0] |3 X2ER SR =
J=3 43 v
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| Exercice £33
| Déterminons une équation cartésienne du cercle ((').
Soit M(x;y) un point du plan, ona QM (x+ 2,y —2).
Donc M € (C) = QM =45
= QM =5
=R+ +-20=35
=Xty +dx—4y+3=0
Donc x' + ¥ + dx — 4y + 3 = 0 est une équation cartésienne du cercle ()
2| a-Vérifions que : A € (() :
Ona: A(—4;1), donc
P+ +dx—dnm+3=16+1-16—4+3=0;
donc A ()
b- Déterminons une équation cartésienne de la tangente (1) & () au point A
Soit M(x;y) un point du plan, ona: AC(2:1) et AM(x+4:v— 1),
Donc: M€ (D) e AMAATI =0
= +HX2+(-1X1=0

Donc: 2x + T’iﬁ‘v”:(} ()
onc: 2x+y+7=0 est o

. \ i
une équation cartésienne de |a droite (D) / Q .|
tangente au cercle (C) en A, \
*| a- Déterminons une équation =
cartésienne de la droite (QA4).
Puisque (QA) L (D) et (- 1;2) est

un vecteur directeur de la droite (D), alors i est un vecteur normal 13
droite (Q4),

Donc une équation cartésienne de (Q4) s'écrit sous la forme :
—x+2y+c=0olceR,
Ona: A€S(AQ) e=—x,+ 2y, +c =10
e 4+24+c=0
=e=—6
Donc: x =2y +6 = 0 est une équation cartésienne de la droite e
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b- Déterminons une équation cartésienne de la droite (A).
ona: (A) L (QA) et (D) L (QA) donc (A) 7 (D),
D'oli une équation cartésienne de |a droite (A) s'écrit sous la forme -
+y+c=0olcER.
ona: BE(A) e 2y +yute =10
e=—4+ec=0
e=r=4
Donc: 2x + v+ 4 = () est une équation cartésienne de (A).
¢ Déterminons les coordonnées du point /.
On pose [{a;h),ona:

-2b+6=0
[e(A)n a=2
= tn““J1t_.{2:‘.!+.‘7+4=n
o= a=2b—6
4)‘)'-|2+b1—.|,=

{a = 2.‘: =

a=

ok

1!}
Done: /(- 14, s

a-Vérifions que QA est un triangle rectangle.
Ona:(AQ) L (A) et (A)N(AQ) = {1} et BE(A)
donc (19) L (18) c'est-a-dire : LI = 0.
D'oli la triangle /Q2 est rectangle en /-
b- Déterminons une équation cartésienne du cercle (C7).
Puisque fe triangle I est rectangle en 1, alors le cercle circonscrit au
tiangle [Q7 est |e cercle de diamétre [QB].
Solt Mix:¥) un point du plan, ona: OMix+ 2oy -
Pone: At e (C) s ONLBM = 0
e (x+ 2V +yy-2)=0

+4x—=2v+4=0
uation cartésienne de (€7).

2) et BN(x+ 2iy).

=x'ty
DU x4y 4 gy — 2y + 4 = 0 estune €
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¢- Etudions I'intersection de (") avec (D).

Ona: ¥+y+dx—2y+4=0e= (x+2)+(y—1)" =1,
Donc Q,(— 2;1) est e centre du cercle (C") et r = | son rayon;
etona: (D) :2x+y+7=10,donc:

2oty t7|_|=4+1+7]_ 4 _ 445
d(@: D) =7 ‘5 =5

Puisque '_1\5_5 > | alors d(§2:(D)) > r'; donc (CIN(D) = ¢,

5] Résolvons graphiguement le systéme (5.
Soit M(x;¥) un point du plan,ona:

X+y S—4x+4y-3 XHy+dx—4y+3<0
2ty +4>0 Flax+y+4=0

Donc I'ensemble des solutions du systéme (5) est 'ensemble des points
Mix:y) situés & I'intérieur du cercle (C) et se trouvent dans le demi-plan
|positif) de bord la droite (A) et qui contient le point ().

\(A)

1} a-Calculons ABAC .

Ona: AB(—6;—2) et AC(— 1:—2).

Donc: ABAC = (= 6) X (= 1)+ (- 2) X (- 2) = 6+ 4 = 10.
b- » Calculons cos{i_ﬁ_:h:ﬂ

Ona: AB=[AB|=\(=6)+(=2)" = /40 = 2/10;

et AC=|ACH=y=1y+ (=27 =,5.

Donc: m[iﬁi‘] - rﬁgﬁm 10
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+ Caleulons sin{ A AC )(
-l e i |
ana:dﬂh\ﬁ:m‘}:’_2 _2’=12—z=1u,
=y et (AR AT) 10 )
:sin(ABAC) = it = —tD . = ¥
e IABLIACT ™ 2/iox/5 ~ 2
« Déduction : .
ona: cos( A AC) = ‘22 et sin( A AC) = ‘-,2
T /2 - : F £
Pulsque l.'(lS':i = ‘Z et sin x= ‘22 alors ] est la mesure principale de
Iangle orienté (ABAC) cesta-dire : (AB:AC) = :'TI 2x].
7| a- Déterminons une équation cartésienne de la droite (A).
Puisque (A) L (AC) alors AC(— 1; — 2} est un vecteur normal & la
droite (A), donc une équation cartésienne de (A) s'écrit sous la forme :
-x—2ytc=0olceR,
On3: Be(A)es—xi—2vatc=0
=4+6+c=0
w=c==10
D'oli: x+ 2y + 10 est une équation cartésienne de (A).
b-Calculons o( A:(A)). )
: 2-2+10| _ 1045
Onas did:(A))= ¥t 2t 10[2-2+10] =2/3.
AN ="ir+ or 5 2
' a- Déterminons une équation cartésienne du cercle (€.
Soit M(x:y) un point du plan, ona : AM(x— 2y + 1) et BM(x+diy+3).
Donc: M€ (C) e=s AM.BM = 0
= (x—Dx+ A+t DE+EI=0
—aty 2ty —5=0
Donc: x' 4 4 4 2y 4 4y — § = () est une équation cartésienne du cercle ().
b- Montrons que (A') est tangente au cercle (C).
Onga: { Xyt . » ;_."n ] est e couple des coordonnées du point £, le centre
ducercle () ((C) est de diametre [AF]).
Cest-d-dire ; Q(— 1; - 2). /

AR _ 2410 _ 4
l“ﬂ\fcﬂducer:[e((‘Jest:R=('2""2 Uk
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Ona: d(Q;(A)) =" lx“—33“+ 5| |_.ﬁ_‘?_+__§_l_

(1)'+l—‘i) Y10 I(] =y10 =R,
Donc la droite (A') est tangente au cercle (C).

a- Déterminons une équation cartésienne de la droite (1)
Ona (—~- = 2) est le couple des coordonnées du point [, milieu du segment
[AC] et ACT(- 1;-2).
(D) est la médiatrice du segment [AC| donc: (D) L (AC) et [ & (D),
Soit M(x;v) un pointdu plan,ona: ]:\1(,t - ‘},:_\- + 2.),
Donc: M(x;y) € (D) e= IMAC =0 )
= (x-3)en+o+ax-2=0
m—x—zy+-'i -4=0
=x+2y+ ; =0
Donc: x+ 2y + g = () est une équation
cartésienne de la droite (D).

b- Déterminons une équation cartésienne du
cercle (7).

Soit ©:(a;b) le centre du cercle (I').

On ales points A et C appartiennent au cercle (I") donc QA = Q.C
c'est-a-dire que £, appartient a la médiatrice du segment |,-1.(‘! c'est-a-dire !
Qe donr.:uflb*?, =0.

Ona aussi: Q, € (D) donc: 2a—bh=0.

Dois : n.em}r-.w'1=.|'”3"’ T 3 =10
2a—h=0
b=2a

a+4z.-+' =0

{ -3
h=—1

Donc : ﬂ.{—:—: - 1] est le centre du cercle (I7).

e ¢
Le rayon du cercle (I') est:Q.A=\.{2+,l,)+(— 1+1)' =73

392 { Produit scalaire dans le plan



soit M(x;y) un paint du plan, ona:
S
.'-fE(l"]ewﬂ.M= 5

~QM=¥

-=(x+£-):+()-+“:= 345

=Xty Ha+2y-5=0
ponc: x' +y' +x+ 2y~ 5= est une équation cartésienne du cercle (I").
[Exercice £78
! Montrons que (") est un cercle pour tout m € K.
Soit m € H et M(x;y) un point du plan,ona:
MM E(F) e x’' + v —dim+ 2x=2(m—=1y+ l0m+9=0
e (x=2(m+2)f +{y=(m=DF=4(m+2V = (m—1y+10m+9 =0
es(x=2(m+2) +(y=(m=1)F =Sm' +4m +8
Puisque (vme R) ; Sm'+4m+8> 0 (car A<Oeta>0)
Alors, pour tout nombre réel m on a (7.) est un cercle de centre
Q.(2m+ 4:m— 1) etde rayon r. =y Sm’ +dm+ 8
I Montrons qu'il existe un cercle (7.) passant par le point A(l;2).
Soitme K, ona:
Al2) € (VL) s 1 +4—4(m+ 2 —4(m— 1D+ 10m+9= 0
= 2m+10=0

e=m==35

Donc A(1;2) & (¢ ) et par suite (¢ +) estleseul cercle passant par le point

A parmi les cercles ().
' * Déterminons m pour que : Q.(2m + dim -~ 1) le centre du cercle (7.}
appartient a N(0;]).
Done - Q.e D{”;}] = xg. =0
e 2m+4=0
-y ==2
Doisfe cercle (¢ .) est le seul cercle parmi
Ppartient i 'axe des ordonnées.
* Béterminons pour que O soitle centre d'un cel

es cercles (¢..) dont le centre
rele (7).
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Soit me€ K;ona:
D.=0esxa.=0et yo.=0

Im+4=0
1lm-1=0
[m=—2

=1
m=1

Ceci est impossible, donc il n'existe aucun cercle (7 .) dont le centre est ()
l'origine du repére.

4 Déterminons 'ensemble des centres Q...

Soit me %, ona: Q.(2m+ 4:m— 1) estle centre du cercle (#.) donc:

{;"‘ : :i 14 c'est-a-dire (). appartient a la droite (A) définie par sa
0. =
représentation

o x=4+2m - 5
paramétrique ; v fm € B et chaque point de la droite (A) estun

centre d'un cercle (7.}, donc I'ensemble des centres Q. est la droite (A)
d'équation: y= 1, x—3.

5) Déterminons n; pourque: r.= 6.

Sait m € 2, le rayon du cercle (7.) est: r.=y/Sm° + 4m + 8.
Donc:r.=6esSm +4m—28=0. 14
Le discriminant de 'équation est : A = 576 et ses solutions sont 2 et — 5+
d'o les cercles (¢..) dont le rayon est 6 sont: (#.) et (¢ 14).

) Déterminons m pour que : 1., = r ol r est un réel strictement positif
donné.

Soit me K et re B donné.

Ona:n=res5m'+dm+8=r
=Sm'+dm+8—-r=10

Le discriminant de I'équation est: A = 4(5/° — 36).

2 645 de
Ona:-Si:0<r< ; alors A < 0, donc il n'existe aucun cercle (7
rayon r dans ce cas,

_ 645 p . nret
-Sir="¢" alors A= 0,doncil existe un seul cercle () de rayo
Cestle cercle (1),

J

6y5 t 8
-Sir> =5 alors A > 0, donc il existe deux cercles (¢..) de rayon 28
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et m. = :2 -'_55_';_ 5

7) Déterminons les points du plan qui n'appartiennent 4 aucun cercle (7)
Soit Ala:h) un pointduplanet me ¥, ona:
Ae(f)esa’ +b' —4(m+2)a-2(m-1)b+ l0m+9=(

e (=da—=20+10m=8Ba-2b-a-b' -9 @

=

sont: (7.) et (7.) avec:m, =

|

~2+57 -3
5

Pour que le point A n'appartienne a aucun cercle (7. il faut que I'éguation
® du premier degré en m n'admette pas de solutions dans 2

h o |m4a—26+10=0
gesth-dis: {Ru ~2b-d=b-9#0

Les solutions du systeme : {;:f ;hgf ;_.I_“;?g =0 sont:(2:1) et

(4.4; = 3,8) donc les points Ala;b) qui n‘appartiennent a aucun cercle (¥.)

sonttelsque: bh=5~2a avec a # 2 et a# 4.4.

5/ Montrons que tous les points (¢.) passent par deux points fixes.

Soit Afa:b) un point de 'espaceet m € ¥, ona:

AE(F) =2 (—4a—2b+10)m=8a—2b—w —b —9.

Tous les cercles () passent par le point A siet seulement si:

s : {_""_2’” 10=0 (5 secrit: {"’;5' A
8a—-2h-a'—b'-9=0 la—4F +(6—2a) =8

ma deuxiéme équation du systéme s'écrit Sa°— 320+ 44 = 0

Daprés la question 7), les solutions du systéme (5) sont : (2:1) et

,4:-3,8),

Donc tous les cercles () passent par les deux points /(2 1) et J(3.

% Déterminans les cercles (7.) tangents & la droite (A)-

Soit m un nombre réel, on a: Q. (2m+ dim — Let &=

®{(A) est tangent & (#.)) &= d(Q(B) =1
oty =4l

4:—3,.8).

Sm'+ 10m+9

= "
v2
[3m—1 | = ‘:"Sm: +4m+ 8
[ = 2
s (IM—1V = 3(Sm’+dm+8)
et lAm 15=0

= lutions sont :
Le discriminant de [‘équation est: & = 136 et ses 50
M==74 /30 et my=—T7-v3.
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Donc les cercles (.) et (¥..) sont les seuls cercles tangents a la droite (A)
parmi les cercles (7.).

Méthode géométrique

| a- Montrons que : O1.O] = OM.OH .

O10J = (OM + MI).(OB + BI ) = OM.OB + OM.BJ + ML.OBE + MI.B]
=OM.OE + OMBI + JEOB + JBB] (car M = JB)
= OM.OB + BI.(OM + BO + JB) = OM.OB + BIJM = OM.OB car

BILIM = 0((8)) L (JM))

Donc : OLOJ = OM.OE.

b- Déduction :

Ona: OLOJ = OMOE et puisque (OM) L (OB) (car ABCD est un carré)

alors OM.OB = 0 donc OL.OJ = 0,

d'ou (OI) L (O).

* Montrons que : Of = OJ.

- En appliquant le théoréme d'AL Kashi dans le triangle OJC,ona:

OF = CF + CO° = 2CT % €O X cos(JCO).

- En appliguant le théoréme d’AL Kashi dans le triangle ACQf, ona:

OF = AQ" + AF = 2A0 X Al X cos([A0).

Puisque : JCO = [AO = 7 et A0= €0, alors :

OF = OF = (Al = CIY(AI+ CI + 2 €O(CT - Al = (Al - C)(a =y 2A0)
lcar V2A0 = a)

=0
= Nature du triangle O1J :

Ona: (0N L(OS)y et OF = ,doncle triangle OfJ est isocele rectangleen 0.
Méthode analytique :

On considére le repére (A:7:]) tel que 7= L.;“g et = i.-\'ﬁ_
Ona:[71=07l=1et 77=0,doncle repére (A:7;]) estun repére
orthonormé.

? a
Dans le repére, ona: A(0:0), B(a:0), D(0:a), Claza) et Ol ‘5= 2 )-
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L'équation réduite de la droite (AC) est: y =y,

onpose : Mmim) ou m €[0:a] (car Me[AC)),

ona: I estle projeté orthogonal de M sur [AB] donc J(m:0),

et J estle projeté orthogonal de M sur [BC] donc J(a:m).

ponc: OF =/ (m - ‘;} +fg}: etof=, {'a—-gf r{:}:--“._;]",
dest-a-dire: Of = O/,

et O10T = (m~ § )x § +(~§ )x(m-%)=0.

Dol : OF = OJ et () L (C)), par suite le triangle 0L/ est un triangle
isocéle rectangle en (J.

' Montrons que A est le barycentre des points #, C et [ :

Puisque ABCD est un carré alors ABCD est un parallélogramme, donc :
AB+AD = AC cest-a-dire: AB+AD-AC=0

D'oii: A est le barycentre du systéme pondéré {(B:1).(D:1)(C:— | 1}
wecia=1,b=letc=-1.

*/ » Déterminons (7 ):

Seoit M un point du plan,ona: A .
ME (7'} oms MENIC + NCND - T = 0 = MC.(MB+ MD - MC) =0
Puisque A est le barycentre du systéme {(8; 1(2: M€~ 1}

alors: MA + M - MC = MA (car 1+1-1=1)
Donc: M e (s ) es MOCMA=0

Dol : (¢ ) est le cercle de diamétre [AC] clesta-dire
tirconscrit au carré ABCD.

() estle cercle

(r)

prodult scalaire dans le plan a 397



« Déterminons I'ensemble £, ©

Soit M un point du plan.

Ona: MeE = MAME=0.

Donc I'ensemble F, est le cercle de diamétre [AB].
« Déterminons I'ensemble E; :

Soit M un point du plan.

Ona: MEE, = AMAB =2

> AH.AH = 2 (ol H est le projeté orthogonal de M surla

droite (AB) ).
Puisque les vecteurs AH et AB sont colinéaires et ont le méme sens (car
AHAE > 0),
alors: AHAB=2 e AHXAB =2
A
—= AH= AB

= AH = % (car AB=4)
Doncl'ensemble E; estladroite orthogonale a ladroite (AR) au point # défini
par: AH= ,"m (car AH = IT AB=4 et AH et AB ont le méme sens)

* Déterminons K, :
Soit M un point du plan.
Ona: MEE, — MAME =4
o= (VT + IR) (MI + T6) = 4 (ou bien H==TA)
= MF+MLIIA+B)+1AIB =4
= MF—IA' =4 (car [A+IE=0)
= MF- L AR =4
= MF=8
—=M=2/2
= Me r{12/2)

398 | Produit scalaire dans le plan



ponc F, estle cercle de centre / et de rayon 2,3 .

+ Déterminons £ :
soit M un point du plan.
Ona: MEE, &= MA'— M =
= MA=MH
Donc l'ensemble F est la médiatrice du segment [A).
+ Déterminons £ :
Soit M un point du plan,
Ona: MeE e MA'~MB =2
= (MA+MB).(MA - MB) =2
o= 2MILBA = 2 (car / est le milieu du segment [A8])
e [HAB = | (o0 H estle projeté orthogonal du point M surla

droite (48)). E,
Puisque [H et AE sont |
colinéaires et de méme sens alors : B |t A
MEFE, e IHX AB =1 T SRS
== 5
—=IH=5

Donc I'ensemble £, est la droite orthogonale  la droite (AB) au point H du
segment [/A] tel que : /H = _." g
* Déterminons f, :
Soit M un point du plan.
Ona: Me Ey o= MA® + MB = 10 -
s 2MP + L AB = 10 (D'apres le théoréme de la médiane)
s IMF = 10— 8§
o= MI' =1
= Me ;1)
Bonc £, est le cercle de centre [ etde rayon 1.
* Déterminans £ ;
Soit M un point du plan.

Ona: M e Fy a3 < AMBM =5 :
es—3 M-y Al < 5 (voir la solution de E)

o= | SMPS9

e | SMI<=3
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Donc E: est l'ensemble des points M situés entre les deux cercles () ot

() de centre [ etderayon 1 et3 respectifs.

« Déterminons Ei :

Soit M un point du plan.

Pour le vecteur i tel que [ | = 2, il existe un unigue point (' tel que

u=AC.

Ona: MeE es—2<AMa<12

=—-2<AMAC=12

es—2 < AHAC < 12 (ol H est le projeté orthogonal de A

sur (AC)).
-2 < AHAC<0o0u 0 < AHAC = 12

-5i =2 < AH.AC < 0 alors Al et AC sont colinéaires et de sens contraires

et —AH X AC 2- 2 clesta-dire AH = 1 (car AC=]u | = 2),

Soit J le point défini par: AJ =— }, AC,ona: Hel[AS].

Donc le ruban (A.) limité par les droites (d) et (d.) orthogonales a (AC)

aux points A et J respectivement.

-5i 0 < AHAC < 12 alors les vecteurs AH et AC sont colinéaires etde

méme sens et AN X AC < 12 cest-d-dire AH< 6.

Soit K le point défini par: AK = 3AC,ona: He[AK].

Donc 'ensemble des points M du plan tel que 0 < ANLi = 12 est le ruban

(A.) limité par les droites (d:) et (d,) orthogonales a (AC) auxpoints J et &

Conclusion : £, est la réunion des deux rubans (A,) et (A.) Cest-a-dire [

ruban limité par les droites (d.) et (d.) orthogonales 3 (AC) et passant par
les points J et K respectivement.
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[Exercice£13

1 Montrons que : (YM € (P)) : g(M) =3MG' +4(G),

soit M un point du plan,ona:

(M) = MA' = MB’ + 3MC* = (MG +GAY - (VG +GBY + 3(MG + GCF

= 3MG’ + IMG(GA - GB + 3GC) + 2(6)

puisque 7 est le barycentre du systeme pondéré {(A:1),(8: - 1),(C:3)},
alors: GA—GB+3GC =10.

Dot : g(M) = 3MG"+ ¢(G) pour tout point M du plan (P).

71 Montrons que : g{() = 2a’,

Ona: glA) = JAG" + g(G) donc : g(G) = glA) - 3AG".

Diautre parton a : g(A) == AR + 3AC" == 94"+ 27¢° = 18a°.
-Calculons AG :

Ona: AG =— " A+ AC donc: AG' = -5!, AB +AC - % ABAC,
etona: ABAC = ziw +AC —iju-;(')a +9a' ~ 4a") = Ta’.

Dol: A =a'+9a" — 3 -a’ !'6

Parsuite : g(G) = 18a” — I16a” = 20 .
1) Déterminons I'ensemble (#7].
Soit M un point du plan, ona:
ME (7) e g (M) = 504"
= IMG’ + g(G) = S0a
= IMG* + 20" = 50a
= MG’ = 164’
= MG = 4a
Donc (#) est le cercle de centre G et de rayon 4a.

e 3

iI* Caleulons AB.AC :
Ona: g —(A_(‘ ABY = AC'+ A8’ - 2ABAC.

Donc ABAC = ’:43 +AC - BC)= 51154- 25-360=7
Dou: AFAC = 7.

* Gleulons A¢ -
Ma G el barycentre du systéme pondéré {(A:2),
Donc: 45 = 3(AB +AC).

(B:3NIC3)}
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Dotz AG = 5 (AB + AC' + 2ABAC) = g (25+25+2x7) =9,

Ainsi: AG=3.

) a- Montrons que : (YM € (P)) & f(M) = 4MG' + f(G).

Soit M un pointduplanona:

F(M) = 2MBMC + MCMA + MAMB
= 2(MG +GB).(MG + GC) + (MG + GC).(MG + GR) + (MG + GA).IMC + 6
= 2[ MG’ + MG.(GE + GC) + GEGC]+ MG + MG(GC+ GA) + GCGA

+ MG+ MG.GA + GB)+ GAGH
= MG + MG.(3GC + 3GH + 2GK) + 2GEGC + GCGA + GAGE

= 4MG* + f(G) (car: 2GA + 3GB + 3GC = 0)
Donc: (YM € (P)) ; fIM) = 4MG' +f(G).

b- Déterminons l'ensemble des points M tes que : fIM) = f(A).
Ona: flA) = 4AG +f(G).
Soit M un point du plan,ona:
M) = flA) == AMG + fIG) = 4AG" + AIG)
=ME=AG=3
= Me riG3)
Donc I'ensemble des points M
tel que fIM) = f(A) est le cercle (¢)
de centre G et de rayon 3.
Construction de () :
: Déterminons I'ensemble (A)
Soit M un pointdu plan,ona:
2V - MB - §C = 2MA — (VB + MC) = 2MA — 2M] (o / est le miliey
du segment [BC])
donc 2MA - MEB - MC = 21A
Soit K le barycentre du systéme pondéré {(A:14),(8; — 3).(C: — 3}
Ona: [4MA - 3MB — 30T = 8MK .
Donc: M € (A) e (14MA — 388 - 3MC) . (2MK — MB - MC) = 0
= 8MK2[A=0
= (MK) 1 (14) o (AN
Dol (A) est la droite passant par le point K et orthogonale a I3 droite 1
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1 exprimons JA®, IB° et IC” en fonction de a.
.ona: Al =2CB donc AP = 4CB' = 4¢’ car: pC = a, d'ol JA'= 44’
Al=2CH)
= Sa' ~ 4BC X BAcos(ABC) = 5a’ ~ 40’ % § = 30" (car: ABC = 1)
ponc: IR = 3a’.
Ona: 1 =(IA+ ACY = 5a' + 4CBCA = 5¢'+ 20 = Tur .
Déterminons les réels @, A et ¥ pour que le point | soit barycentre du
wsteme {(Ai@), (B:8),(Cir)}.
Ona: Al =2CB = A[-2CT-2IB=10
e Al+2B[-2CT=0
Puisque : 1 +2 — 2 # 0 alors le point [ est le barycentre des points
pondérés {(A; 1),(8:2).(C: — 2)}.
Onprend: ¢=1, f=2ety=-1.
a- Déterminons |a valeur de k pourque:B & (I'.
Ona: B e () e BA' + 2BH — 2BC = ka'
= ka' =—a’
= k=—1
Donc le point B appartient 4 I' ble (I') siet
B-On prend : k =~ | et montrons que (I) est un cercle tangent aux droites

I tsi k==1.

(AB) et (AC),
Ona:g=- 1 donc B e ().
Soit M un point du plan,ona:
ME (1) e MA* + 2MBF — 2MC =~ )
= (MI+TA ) + 2(MI +TB) - M+ IC) =—d w i
o= M + 2MIL(TA + 216 - 2[C) + A7+ 2B - 2AC =—a _
Ona: IX + 21 — 2C° = § car / estle barycentre du systéme pondeéré
(n.8:2), ;- 2,
Bona: 47 + 2R — 20C = 4a’ (dapres |a question 1)-
Done : Af € (I') e I = 30"
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Me(l) e MI=ay3 (cara>0)
= Me ALay3)
Donc (T) est le cercle de centre / et de rayon ay/3.
* Montrons que le droite (AB) est tangente a (I')
Ona: AV =4a', AR =« et [F =3a" donc: AB* + B = [A*,
D'ols le triangle ABI est rectangle en B.

Ona: (AB) L (IB) et B () et I estle centre du cercle (I") donc la droite
(AH) est tangente a (I") au point B.

* Montrons que la droite (AC) est tangente 3 (I').
Soit F le projeté orthogonal de I sur la droite (AC) .

Ona: Al = 2CB donc (A 7 (BC) d'ob ABC = IAB (Angles alternes
internes).

Puisque BAC = ABC = :{ alors [AF = 7 — JAC = 17 |car A€[FC])
Donc JAF = [AB cest-3-dire la demi-droite [A/) estIa bissectrice de langle
FAB.

Par suite le point 7 est équidistant (se trouve 4 la méme distance) aux demi-
droites [ AR) et [AF).

Donc: [F = IB=ay3 donc Fe fll.ay3) et (IF) L (AC).

D'ol la droite (AC) est tangente au cercle (") au point F.
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| cos| E x| = sinx
% : T
cos(—x) = cosx cos| 5 + x| =— sinx | cos(® — x) =— cosx
[ cosl T + x) =— cosx
sinl—x) sinx sin 1'1[ — x| = cosx
2 sinl 7T - = sinx
tanl=x) tanx \|r1:;1[ 4 x|=cosx | sin(®+ x)=— sinx
¥ tanl® + x) = tanx
sinlx + k27l = sinv; k €2 N [ | e 1
tan| 5 Tanx tan(f — x) =— 1anx

tanlx + k) = tanx ik ¢

cosacosh —singsing

cos{2a) = cos’a —sin‘a Salafb)=
ws(2a) = 2cos’a— 1 = | — 2sin'd cosla—b) = cosacosh +sit sin
sinla = 2sinacosa 2
8 + noe ) cos 2d il +b) =sinacosh + cosasind
ks ! \: 4 Dsina =
21 sinla — b) = sinacosd —&
tan 2 2tuna
- 1= tan‘a 3
» ] anida ol=
acos 4 M I ) i s
i x+ bsing = Ja’ + b coslx— @ ok v ok
vt tanla—#)= T+ ana tank
Cosg a__ at sind
Ja' + b |
g cog b ll"""" B4 costa—#] 2 1 3
; s
MNusinh {ll...\l.; L b} = cos ] X . ’ :
na cos b b 4 sinla = b Z & :

}g‘;r.,.., T

“SSaxinh <inla - 8]

}{sinta+ &
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5| . PRIE \
1) En écrivant : %—12‘ = ? + El ,calculer cosl—z- et :-m 2 puis en déduire 1“1[%72(]

3TE

2) a- Calculer cos =5~ et sm-- (Remarquer que : 3n

=T — —}
Tu n m & n
b- En écrivant : o A 3 calculer cos 12 et sin 5

1Z
1) En utilisant : cos & 1 et sin 3— calculer cos T et sin &

8 5
2) En déduire ms‘—“ ,sms—1t et cm?—n

8 8 8
Mantrer que pour tout nombre réel x,ona:
1) cos3x = 4cos'x — Icosx
2) sin3x = 3sinx — 4sin'x

3) cosdx = cos'y — 6eos'xsin'x + sin'x

1) Soit x un nombre réel.
Calculer cos‘x en focntion de cos 2x et cos 4x

IR
2) Endéduire la valeurde A: A = cos'| ¢7’_| + o8 H_TE] + cos*| ;H-. cos' [

[Excrcice £

1) Vérfierque: WL - & _ T TN _ 1 _ 51

24 245747 24
P
2) En déduire que : 2 5in & gip LITE T et 243 gin I = sinTy
sin 4xm 54 —.f.zn12 2sin 4-.”1,,4 siny

3) Montrer que ; 165in—-~ sin20 7 \m.,—4\u1|.!—f 1

[Remar, SL_W T
e = 13
Soit x un nombre réel,

Ecrire sous forme de produit, les deux expressions suivantes :
A= cosx + cos2x + cos 3x + cos 4x
B = sinx + sin 2x + sin 3x + sin 4x
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transformer les produits suivants en sommes :
A= cﬂs(\’ ~ —]ms[w ﬂ]
B= sm(x + - }sm{r - 'j'
C= Cm(ﬁ\xhﬂnl?x}
D= siu[lr = !}]msflx + %J

[ Exercice &3

1) Montrer que : cos[% ’ -V3 Hin(-]%} = 2sin( g—)l] )

]C{}N{ ﬁ;] = %sln!g) 2)

sin{'l*

1) En déduire que l___ 2 .4
e 4 >
e-m: 1—3) co.xl: _]J'; )

Onpose: P = L‘O&%Cosl- ets= ‘-°5'E % C"S‘Tn
1} Montrer que : §+ 2P =0

2} €n calculant : sin{ %) % P, déduire que: P = :4_1 etS= 5

k™

X I
3) Déterminer la valeur de chacun des nombres ms% etcos g

1} Mentrer que : (vx & IR): L{}st5t1=|.'ﬂ\\ilﬁc05t-’U;m\*ﬁ
2 Montrer que : (vx & IR):1 — cos(Sx) = (1 — cosx) (dcos’x + 20085 = 0
n:lH{\ *1;—I=D

3)En déduire que : cos 3.: est une solution d& I'équatio

n =
Buls calculer cos 2—“ et cos g T et cosy T (Remarquer QUe : 3 = ‘

Soil
Y ;ﬂ"‘ et y deux nombres réels.
ontrer que : sin'(x + ¥) =

s
Al 0it 2 un nombre réel tel que: ¥ + ¥ * £
ONtrer que : cos’y + cos’y + 2C0SXYCOSY cosz = I-

cos'x + cos’y — 2C0SX COSY coslx + ¥

= Tt
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| Exercice 2L

Soit @ un nombre réel. 3 1k
Montrer que : sind. ces(-— - cr.} sin[? - 0.) = Esm_m

 Exercice SE3

Soit & un nombre réel appartenant a l'intervalle |r: an

Caleuler tan %,

.\

Soit o et |3 deux nombres de l'intervalle P! ﬂ[ tels que : tuna =
t sin
etsinP = l)
1) Ca!cu1e! tan 2. 2) En déduire que : a + 2 = :[
1) Montrer que : (Vx € IR);cos3x = cosx. (4 cos’x — 3)

2) a) Soit x un nombre réel tel que : . ¢ Zix i + kT

Montrer que : cos|x — —ﬁcns[ - 1]:

b) £n déduire que : cos & cos 2% cos 4T - 1

) En déduire que Cos. cos 5. cos g 5

Soit @ un nombre réel de I'intervalle I— ’.}: I}I

Mont ; /iL+sing  T—gna _ .,

lontrer que YT=sing ~y TFsing = 2tana

Soit @ un nombre réel,

1) Montrer quesia & . : 1 ! a=v2

3 P alurs.‘ I+ cosa ¥ 1= costt e
2} Montrer quesi @ IJ."‘f,l . i I 2
2’ aiurs._‘ sin‘a T costa T sinla

3) Montrer que si @ < t’z‘ni alors:
v+ cos20 + V1 - cos2a + 2 (cosix + sin@) = 2/ 2sina
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2 _ 1

:

b1

1}!@!@ntr‘erque:::o.'u5 €08 %y ; I
n

7) En déduire que i cosi- —c0se =5

3) Caleuler cos 3 T et cos -5
n

1
4) Montrer que : sin ¢ = t 10+ 2,

n.m_4m+ 6m _ 10m _ 5S¢
R st Ge e ey
Done : u}s[?—%]: cos %+ %:
3 /3 3
= cos% cos% - sin%sin 1; "’:,é e e é x —2‘-
Clest-a-dire : cmsn ‘/6 = ‘/2
Etona: sm' 12 ] = sm‘ L4 %ﬁ
5 f3 /3
= %m\ E + cosgsin % %x -".T“ + “; * JT“
Dﬁﬂtlsin[ '— /24 +.£
Ona: gy % _ ] fb+ /2
1 cos St 6 - ,'}
2
Doncitan(ST) _ V34 1_ (/3+ 1) =
m' 12)_ A= _"_2..._.. =2+/3
£, a- S ~
Q"a-t%t‘,ﬂjz cos(m — %‘}: — cos &L = — 11:3
et in(3W = =
s:nt“—}‘ \m(n: L JT] = \m’_{ ,_-’:’
b-Ong. In i
reos{ ) = pog(3T _ T
[ h cos( = (|]
s a5
= tD\[--—}C{N 2 + ~m3TK\m &= _Jz_l ® i:z' + ‘;1: x—i—

Dnn:rcug{_'ll'lzt_)z ~/6+ /3
i
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; 2 /3
- Sin(g‘%]cos%—— cm%sm% =42 x _‘/i__ L
+ 2
Donc sm(:{%. = 6zf
¥
1+c
1)0Ona:cos (-IE = (car: cos'(a) 1+ cos(2a)y
/2
1+ %2
Puisque : oosT = ﬁ alors : cos’ [3-) — ZZ
_2+42
= 4
,I’—'-
eonaQ <% <%donc.ms‘%‘_} >0, d'oli: cus[%] SEA RS L = t V2
Ona:sin[£}= 255"[&,“’9(%1 (car: sin(2a) = 2sin(a)cos(a))

in| &
Dol : sm{lnl—:lﬂjll

sm[_,‘! ; _2—./5

Donc : sin’ [ 1) = s
one ; sin hi]' 4505‘%] =y 4

Puisque : sin - >0 alors : s‘m[%i = -3.3_'_;_; 2

iz 2
Méthode 2: sin::%'] = l‘_cos;@ = i;i 2-

2 o b = 7§
(Car: sin'(a) = F—_ﬂzﬁtlmi

)

Puisque : sin% >0 a10rs:sin1%}: “%
7| Déduction:

- L‘OS[%] = cus[i’;ns—_ﬁ = cgs[% = % 2 sin[%'] It E%Zi
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.m{%]=sm(4n+n)#sm( %=T

JCC

.ms{ )-—cus(n g)——mss

[oeccice N

. Montrons que : (Vx & IR); cos(3x) = 4 cos’ (x) — 3 cos(x)
sit v& B, on a: cos(3x) = cos(x+2x)
= cos(x)cos(2x) — sin(x)sin(2x)
= cos(x)(2cos’(x) — 1) — sin(x) (2 sin(x) cos (x))
= (2cos'(x) — cosx) — 2sin’(x) cos (x)
= (2 cos’(x) — cosx) — 2(1 — cos’(x)) cos (x)
= 2cos'(x) — coslx) — 2 cos(x) + 2 cos’(x)
= 4cos’(x) — 3cosix)
?I Montrons que: (Vx € [R) : sin(3x) = 3sinx— 4sin'(x)
Soit x€ R, on a: sin(3x) = sin(x + 2x)
= sinxcos(2x) + cosxsin(2x)
= sin(x)cos(2x) + 2 cos’(x)sinx
= sin{x)(1 — 2sin*(x)) + 2(1 — sin*(x)sin(x))
= sin(x) — 2 sin’(x) + 2sinx — 2 sin’(x)
= 3sin(x) — 4sin’(x)

" Montrons que: (Vx € IR) ; cos (4x) = cos'x — 6 cos’ (x)sin’(x) + sin‘x
Sot x€ R, on a:

“08(4x) = cos(x + 3x)

€osx cos (3x) — sinxsin(3x)

= cosx(4cos'x — 3cosx) — sinx(3sinx — 4sin'x)
4cos'x — 3cos’x — 3sin'y + 4sin‘y

4 2 3 -3 <k .
€0sx + 3cos’x(cos'x — 1) — 3sin'x (1 — sin’x) + sin'x
4 ] .3 3. .
€os'x — 3Jcos’xsin’y — 3sin’xcos’x + sin'y

n

ot F N 1 .
COS'x — 6cos’ysin'y + sin'y
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| Exercice &'

! cos(2a)

1)0na:(Ya € IR),cos’la) = IL-_.;-—
cos(20) |
Donc : cos'(x) = {mﬁ'{xl}'=(l-—t-;—~’

4
4 2cos(20) + cos'(2r) _ 1 +2008(20) + ! L‘Ga(-h}

4

_ 2+ 4cos(20) + 1+ cos(4y)
- g

Dloi: cos'(x) = § + $cos(2x) + Los(4v)
2 Déduction:
* Onremplace x par % et on obtient :

cos [-§] -—+ —co:.l“)+ scos{ }_ %
* On remplace x par %‘ et on obtient:

cos'(3)= 3 i‘m‘m}* msi.,"'l g "fz%

* D'autre partona: cns‘{%‘_} Lo oo {ﬂ =

cos'l:‘%‘—]_—. cos‘!r; -%
{car: (cos*(T — o) = (cos(nm - @))* = (- cosa)' = cos'a
Do A = cos'(§)+ cos’(3F) + cos’(3E) 4 cos?(7E)

Z;(i_‘f_ﬁl"_ff, 2(3=2 Zfl 3

[ Exercice £

1) E_n_2an-m_1|
i:!!na2 34 = It

S
Etonaaussi: £ _ 5T _ 12n- St _ In
I ¥ Hot, et
“! Deduction : $
e lin :
Dna.lsnn(24] {-4—) Zsm(%&]sin %_1_151

= 25“1(24):05 —4) sin(z x ‘:fl e "“{I’%)
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gona: Zsln(-ﬂ—)sm( J Zsln[ }sm( 24)
- ZSln( ]{.m[ = sin{z x %]

= sin(37)
yonpose: A = 16sin Jf |sin 57 sin( 77 Jsin( L
Ona:A= 4{““(14)““" T)) 2sin(3F Jsin( 75
Daprés a question (2); A sécrit: A = 4sin[ 3 Jsin( 5
o AT
onc: 4 = 2(2cos( 5 Jsin( & || = 2sin(2 x & = 2sin(E) = 2x
Dol: A=1

Ererice %

SitxeR:
*Enappliquant la relation suivante :

eosp + cosq = st{L;"f’mﬁ{p—EQ]
On obtient les égalités suivantes :

A={eos(y) 4 €0s(3x)) + (cos(2v) + cos(4x)
A= 2m{3‘ + A)L.os{.’..\

‘J+ "ur»(‘h-‘*""‘ 4‘\(_--1

A= zm(lx)r:ou(tl-r 2 cos(3x) cos (x)
A= Zeosix) ( cos (2v) 4 cos(3x))

A= 2e0s 1) cos( 24 20 o3 2¢)
"""C“\(Jrlcm. Sx )m.,{ )

= |
" 3Bpliquant 1y relation suivante : (2)sinp + sing = 2sin| 25 2 )cos| L5 |
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On obtient les égalités suivantes :
B = (sinx + sin(3x)) + (sin2x + sindx)

- 2+ & 4x — 2
(3 e 275) 2502 8 en{ 552
2sin(2x) cosx + 2sin 3xcos(x)

2 cosx(sin (2x) + sin(3x))

& lcos.t(z sin[i‘f_"'z_?—!)ws(h > 2x n

1

]

= 4cmxsin(%)msl%]
EmY 7

- Enappliquant la relation : cosacosh = %{cosm 4+ b) + cosla — b))
On obtient: A = 4 (cos(20) + cos| 2| = Heos (20 - 3

|car: ms;gI£ s cos(ﬂ -%] S cos{-{‘ =—5)

- En appliquant la relation : sinasinb = — %lcos(a + by — cosla— b))
On obtient: B = sin(x+ %]Siﬂ(l — 4'3_‘

=-L ::-::.sl_:ﬂ—cue;(ifl ]

_%[cos(m s(2n *_n
=—vi(cos[2.tl = cos(%n

1
=—7|cos(2x) + -lj-"

- En appliquant la relation : sinacosh = %lsin(u + b) + sin(a — b))
On obtient: ' = sin(7x) cos(3x)

= S(sin(100) + sin(4x))
-En appliquant |a relation : cosasind = %(sintu + b)— sinla - b))

Onobtient: 0= cos[_Zx + %]‘—‘iﬂ{h - %} = %[sin(dxl - siu{%’]]

= $(sin(ax) ~ 1)
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Jon:cos{ ) ~ 3sin( ) = 2{ cos( ) - Esin( )

= 2(51:1 ms-ﬂ-— cos L sml—g-

= 25](1[3— — i’g,
= ?.sin(:mlg 7is

Donc:ms(l%]— ﬁsin('%) = Zsin(%] (1)
Etona: 2sin| i’%}cns{ T’%] = sin(z X 11%
= slnt%—]
Donc: sin(% )ws(% ) = %sin( g) (2) (car: 2sinxcosx = sin(2x))
' Déduction :
s i a8 Los{]s] 35mflsj

sm[w] coq[]s] s1n{ls}f-‘05! 18

25’"{6]

De (1) et(2); 7' devient :T =

QSi"{%J

Puisaue : sin(7%) £ 0 (car: 0 < T <m)alors: T= = clest-d-dire: T'=4
9 9

=
s:m';s:_)+ cos[3“]= 2::{.15[—1;\‘—“'51i -m(-’—z—i)— Zcos( ]cu:.l |
&Flllsqug mﬁ( )" coes(l’r. - —) == cosj'gx-

i 2l

(]

cm(?)cmad.re §=-2P donc: S+2P=0
“lona. sm(—s.)xp_qm( }m( }ws(_m) Zsm(Zn msl )

ar .
“Sinacosq = ‘fsm(lu) (*))etona: cas(%":) =— cos(T
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Donc: sin{lts‘] Xb== %Sinlggim(%ﬂl =g %(%Mn(isgn

)

=l
Puisque : siu(‘%[] = sin(ﬂ - %) = sin%
<sin(T =— Lgn(T i n in T
Alors‘sm[—s-]xP-— 4sm{5]tetr.uu:stn..na(l <5 <m alors sin §#0
dunc‘.P:—:]i—
Etona: S+2P=0donc: 5=

b=

Sllnnpme:a:m(%‘]elb=cm(3Tﬂ}
Onadapreslaquestionl) S=a+ b= %etP: ab=— :li

Donc a et b sont les solutions de I'équation : x* — Sx + P = 0, c'est-a-dire les

’ ; . 3 s 1=v5

solutions de I'équation : X" — %x - i = (quisont: x, = — _:
_1+45

etx.= )

; 3
Puisque : cos% >0 (car 0 <% <%I et cus'%t <0 (car % ('-SL <m)
Alorsta = cosd = 521 eth=cos3L = 1=/5

5 a 5 F
1) Soit x€ B, ona:
cos(5x) = cos(4x + x)
= cosxcos4dx — sinxsindx
= cosx(2cos(2x) — 1) — sinx(2sin 2xcos 2x)

= = E - . i i = | —cosd
Rappel : cos(2a) = 2cos’a— 1 ; sin(2a) = 2sinacosa et sin‘a =1 ¢0

Donc: cos(5x) = cosx(2(2cos’x — 1)' — 1) — 4sin‘xeosx(2cosx = 1)
= cosx|(8cos's — Scos’x + 1) — 4(1 — cos'x) (2605% ~ ol
= cosx{8cos'x — Beos'x + 1 — 12cos’x + Beos'x + 4
D'oli: cos(5x) = cosx(16cos'y — 20cos'x + 5)
2} On pose = cosx

Vérifierque: (a+b+ef =4 + b+ ¢ + 2ab + 2ac + 2be).
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onac(l = (4F 4 20— 1= (L= (161" + 4 + | + 161~ 4t — 8r')
= (1= 00166+ 160 — 4 — 41+ 1)
=— 161"+ 201" - 5t + 1
=1-t(16r' = 20 + 5)
ponc en remplagant [ par cosx, on obtient :
(1 - cosx)(dcos’x + 2cosx — 1)° = 1 — cos(5x)
jjona:l - cos(s.-}%t’: 1= cos(2m)=0
DDHU!] - ms[-z—“”[-lws"‘;“} - zcmf-z—mj - Ib- = 0 et puisgue | — ms!gﬂ“ 0

alors : d cos” {2“]4- 21:0:.(2“]— F=.0 ﬁgmﬁequems[ }estune
solution de I'équation : 4x' + 2x— 1 =0 .0nales solunons de I'équation
w+2—1=0sont:x, = 1-1-}—5 i = = Lt ;ﬁ

2 - 5
Puisque : D<2;[ 5 alars:cos[%) >0 dnnc:cm{%]: —!i—[-

Etona:cos’(a) = 1+ ctha}

: | + cos
mm:m.[%) (s) 3+f a+]é /5

Puisque : COS(‘E) >0 alors: cus[E |= S

.

or:(5v 1) =642 JS)ona: \m,i >0(car:ﬂ<% <m)

2./5 8 &
ﬂsmf ]— I—wa{’;')_ e 9_*m 2= lil,‘:__s
Dag - \m[ﬂ}__ TR "\.rS
Ona.

ws,fm] T W\t— = ——} = cos 2‘ m-.(ﬁ + am?xmf
__\/_TI L Ao 78 .1

+4 10-2/5x L

Bonc . cos( X | /i +/15+ /10— 2/5
3] ——— .S.!‘_ it

1)
Montrons que :sin’(x + y) =

on = cos'x + cos'y— 2cosxcosycosix + y)
3 sin(y 4 ) =

sinxcosy + SIn Y cosx
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Donc:sin'(x + y) = (sinxcosy + sinycosx)’

]

sin‘xcos’y + 2sinxcosysinycosx + sin'ycos’x

(1 — cos’x)cos’y + 2sinxcosysinycosx + (1 — cos’y) cos’y
sin(x + y) = cos’y — cos’xcos’y + 2sinxcosysinycosx + cos’x — cosyeos'y
= cos’y + cos’x — 2cos’xeos’y + 2sinxcos ysinycosy
= cos’x + cos’y — 2cosxcosy(cosxcosy — sinxsiny)
Puisque: cos(x+ y) = cosxcosy — sinxsiny
Alors : sin’(x + ¥) = cos’x + cos’y — 2cosxcosy cos(x + y)
2) Montrons que : cos’x + cos’y + 2 cosxcosycosz = |
Ona:x+y+z="Ndonc:x+y="1M~-2z

D'ol d'aprés |e résultat de question 1), on a :
sin’ (7T — z) = sin'(x + ¥)

= cos'x + cos’y — 2cosxcosycos(T — z)
Puisque : cos(Tt — 2) =~ coszetsin(f — z) = sinz et sin’z = 1 — cos’z
Alors: 1 — cos'z = cos'x + cos’y + 2cosxcosycosz

Signifie que : cos’x + cos’y + cos’z + 2cosxcosycosz = 1

Soit @ un nombre réel.
Onpose: A= sinu_ms{%- -~ G).sin{% < a_)
Montrons que : A = };s‘mh

Ona:sina.cosh = %(s’lnfu + b) + sin(a — b))

A

{

a4+ 2-q

Puisque : TR

Wiy Wi

— - +a

L}

R oA
>iE A

Ak"s”‘i"(l;' = a]"“”‘{% -al= %{_sin!’—{ ~2a) + siu%—}
= %{c-':eaZcr.+ i): A(Zun20+ N

Donc: A = sin(a) x %{20082[[ +1)= ‘%(ZSinumszﬂ + sinat)
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n wpliquant |a formule précédente, ona:
anetcos 20 = %[sana + sin(— a)) = %{sinBt:r. ~ sinot)
Cest-a-dire : 2sinccos 2t = sin 30 — sina

ponc: A = fl—{sinju ~ sin@ + sin@) = %sin?«u

peccice s =

- Calculons tan %:
3N vasra-dire: L <@ 3% tan s
nna.n<u<~2—c’estad1re. 7 <T<% ,donc.lan4 =0, g
En appliguant les formules : cos'a = 1—1—-5';_,?3—2‘: et sin‘a= l‘_—__cégs_ﬁ pour
tout e B, P —
o sin"‘j I—-cosg o ,']—cos'.:,'-'
Dna:t:m'1= —t =& danc:[an_‘.i.: [——&
cos” l+1:os2 {1+ cos3
-Caleulons cos % 3
Onaseos'® = 1+ cosa o | P S 114
¥ 3 etcn.‘.2<0,car.—f<2<_‘,
I'_i_
1=z B I3
Donczcos® =— [ltcoset oo, 0@ [~ 5 __ [fl1__ /5
[ 7] V ) .dnu.cus_.,_— i A o
s suite:
[ o5 -
g - I.”_* S _3x5_[6+/) _5+/5_/f541
(1-43 {5=/A"1"2 275 2

1 Caleulans 1, 2pB:

Ona: coy fa

o NP+ sin'B = 1 cesta-dire s cosB = 1~ sin'p

Uisque ; () n
<p <3

alors : cos B >0, donc: cosPp = /T — sin'B.
B o
isinfl = /:_5 donc: cos P = r.-'l ~ ﬁ) = --:'ﬁ
v
Yolitanp_ sinp /0

wsp= /%3 =3

P‘"Suite- ; 2tan 2
.lllnz[i:_—_ln _lT:}

=t i
I_i
]
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2) Déduction :

3
tan @ + tan2 . B + 3
Ona: tan(0t + 2B) T —roag done: tan{a + 2p) = ?_%;_ =

Doz a + 2p = —+k1t avec ke
Puisque: 0 <2P <T et tan2P >0 alors: 0 <2 <%

Etona: 0 <a <% donc:0<a+ 2B <m

3

Par suite : 0 <~4—+J‘m<n = - % <k <=} parsuite: k=0,
Donc:a + 2f =%

1)50it xe R.

Montrons que : cos 3x = cosx.(4 cos’x— 3)
Ona: cos3x = cos(2x +x)
= cos(2x)cosx — sinl2x)sinx
Puisque : cos2x = 2cos'x — | et sin2x = 2sinxcosx
Alors : cos3x = (2cos’x — 1)cosx — 2sin’xcosx
=(2cos’x — 1)cosx — 21 — cos’x)cosx
=(2cos’x = 1 = 2 + 2cos’x)cosx = (4 cos’x — 3)cosx
Donc: {¥x € IR);cosdx = cosx.dcos's — 3)

2)a- Montrons que :{.m( L2 )w,[ N __j ;‘r:::::

Ona l‘ﬂﬁl:-\‘ —= ’H = m\\'{.mf.:— + ting‘-unx

3
= é“i"-‘i-‘t + ‘.-,‘} sinx = !}‘_Ctlh‘.\' + JAsinx)

T n
et cos|x + _T] = Cﬂeﬁ.\.‘cusl; - sm-"iam,\'

1 ‘.’]

= Fcosx — Ysiny = 1 (cosx — /Isinx)
2 2
Donc :

cos|x — %5‘505‘-" + %“]= %'msx + J/Isinx)(cosx = /Isinx]

A v 3 | — 3(1 — cos )
3 'cos'x — 3sin'x) = 4&(» %

- l( -
i 4cos’y — 3)
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o+ cos 3x = (d.cos’x ~ 3)mxetcnsxr‘0tcar:.t#%+km‘kez;

n 3x
Jors A cos’x — 3= 99*3" done cos|x — T Tleosix+ &)= :‘:ﬁx
p- Déduction :
Pour X = %, on a d'aprés |a question précédente :
(<2
+E)= sl
wslg' j)mt 3 4casg

Signifie que: r.‘osz;t.conﬂ" rgj-j‘;—,dou cos% ..ﬂ-‘;—-'-t u)s-g!': a!-

brercice £

Soit @ un nombre réel de l'intervalle I— ’,t: ‘3{

Ona:l-sina>0etl + sina >0

Donc: /1+sina _ /T—sina _vI+sina +1-sna
Vi-sing "V i +sina ~ Yl—sin@ vI+sag
_1+sina—(]l —sina} _ 2sina
V1—sin (@ ~ Veos'a
_ 2sina
= cosa (car cosa >0)
= Jlan@

Dlags ; I+ sina _ [1=sina

= 1 xR
2 o o
"= sma y 1 Y- N lana pour tout a de l'intervalle I» A .‘[.

1I5|mg € pinf,ona:

!, ! = 1= cosa+ | + cosax
Lo cos@ (| — cosal(l + cosa)
2
T 1= cos {ai
2
©sin )
Pisae : i, >0 alors ; I S
’ V14 cosa " | = cosax  sing
lJ"'“‘1: f 1
Vi eosa * I= lmu X sing = /2
Usayy
L} 13
€ ]» 2:UI,una;
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1 1 cos ‘o +sin o |

Sin () T cos (@)  cos (a)sin (@)  (cosasin@)’  (2Zcos@sing)’

Puisque : — 1t < 2a <0, alors : sin(2a) <0

P T N Ml
Vosin @ cos O sin 2@

Donc:
3)Soit: g e l’:‘-_ul,ona:l — cos(2a) = 2sin () et | + cos(2a) = 2cos {a)
Puisque : costt <0 et sina >0 alors :

JT+ cos(2a) + /T = cos(2a) =— /2 cosa + /2 sina

Done: 1+ cos2a + .1 - cos2a + v 2(cosa + sina) = 2,/ 2sina
[Exercice 1

1) On pose: A = ms[!;-ﬁxm{':”

Sineos @ = .I,_sinila:l

sin % 5% A= ﬁln|nrm5|:n'|cm|"“+

% i [21'““ "nl

1

4:,"1( i J—4aln{lt— 5’
D-oi;:s.in[nixd= sml:’s"-'-l Puisque :sin| T | # Oalors: A = .1,
D'ol: msfn,cml:zn|=i
2) Déduisons que : w;{ 5|— cos| ;‘I '
Or!a:—ms['- )= cos|m — ‘-“J: '|31£|

5 [ |

Donc: cns:S! ms{ 'ﬂ‘]_cmr'ﬂ% ms{‘u}—"{;ns( ]cm( } L g
D'ou : tmln|—:ta;.| 5 ;-,I,
3) Calculons msl’:] et cosl!zsﬁ|

On pose : 4 = cu@’“;ew— cos| “?

D“a:“";‘%;( <-2-don::0<oos{ 5"](:\:35{?](1

1
i - b=
D'oi: 0 < b <a<letonadapresi)et2):| ’1 2
ah = y
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I R )|
ponc:id=""4 eth=""
@ria=b+ et ab’+26—1=0)

J5+ 1
4

.5
et crr.\[zgj =3l

Iy _
signifie que u:s[ 5 ’ 4
. ({7 :
.‘]Monlmnsque:sm{ﬂiﬁ “1. 10+2/5 -/3/5-1))

Ona:.\iﬂl_qu \.I'II . {351[) 1] (‘54 [}' V104245

) -sn(25 ) - 3F) - (o)

£ ca(2) b 2)

V3l ] V10324 - 1(Vio+2/5 -v3(v5-1))

9 uations trigonométriques

1) Equation du type:

soit a un nombre réel. On considére |'équation: ([ :cosx = a

*Si:la| > 1, alors I'équation () n'admet aucune solution.

»Si:la| < 1, alors il existe un réel x. tel que: @ = cosx. d'ois les solutions

dans R de I'équation () sont les réels x = x. + 2k7 ou x =— x. + 2kx ol
keZ.

2) kgquations du type :
Soit a un nombre réel,

On considare I'équation: (E:): sinx = a

bSi| . ; SN "
Sila>1, alors I'équation ( k) n'admet aucune solution.
b S < g i i
¢ 1A= 1, alors il existe un réel x, tel que: @ = sinx,, donc les solu-
of be ; i ;
ns dans B de I'équation ( /2.) sont les nombres réels x = x. + 2k7 ou
Y=r-x%+UrolkeR
3 Equations du type : 1
Soit ¢ |
e Unnombre réel. On considére I'équation: (F,):tanx = a
Cxiste un réel x, tel que: @ = tanx,,00 X, ¢ | Z. 'Tl

les ) 2
o utions dans R de I'équation () sont les nombres réels: x, + kr ol
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Résoudre dans B, puis dans I'intervalle |- ma], chacune des équations suivantes;

1) 2cosx =1 g)sin2x=1

2) /3 + 2sinx =0 10) cos5x=—1

3) tanx+v3 =0 11) 2sin(3x)—=1=0

4) cosx +sinx =0 12) 2 cos{2x - ’:]+ 1=0
5) 3sinx — J 3cosx = 0 13}.'ism[2 -3+ 1=0
5]r.-osL2:+-§-'|+cns{x+2-l=u 14) 2 sin|1x + }1—.3:0
7) cosIx=10

15) V2 cos(2nx - =1
8) sinj2x + 21: 0

Résoudre dans ¥ les eguations suivantes :
1) 3(1 = sinx) = 1 + cos 2x
3} sinx+sin2x+sinix =0
S} cos'x + sin‘x'= cos4dx

2) /2cos 2x = cosx + sinx
4) sinx +gin3x + cosx + cos 3y =0
6) 2sin'x — cos2x — sinx =0

Résouodre dans R, les équations suivantes :
1) 2sin’x = sinx 6) cos 5x + sinSx =  2sin13x
2) 2cos*x + (2 = V3)eosx— /3 =0 7)2cosdx + /Isinx + cosx=0
3)4sin‘x+ 211 - /3 )cosx+ /3 =4 B) 2cos'x+cos5x =1

1 { ks _ /3
4) :'n's”'"i‘u_‘ Jtanx=,3+ 1

T
9) (sin2x + 4 3cos2x) — 5= cos{2v - ¢
5) 3—4sin’x = 2cosx(4sin‘x—3)

1) Factoriser les expressions : sin 5x — sin 3x et sin5x + sin 3x.
2) Montrer que : (vx € B ); sin"5x — sin"3x = sin 2x.sin 8x R
3) En déduire les solutions de I'équation : 2sin"Sx + cos6x — 1 = 01X ==

Solt @ un nombre de l'intervalle }] %I tel que: sing = £4—_ .
/5
1) a) Montrer que : cosct = !/"“;—W etque: cos2d = Ii‘ =
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b) vérifier que O est une solution de I'équation : cos4x = sinx .

7)) Résoudre dans I'intervalle P) %

b) En déduire la valeur de o.

, I'équation : cosdx — sinx =0

on considére dans R I'équation : (E)sin3x + sin2x = 0

1) Résoudre dans l'intervalle |- 71,7t | Iéquation (£).

2)a) Montrer que : (Vx € [R) ; sin3x = sinx(dcos’x — 1).

b} En déduire que I'équation () est équivalente a |'équation :

sinx(dcos’s + 2cosx— 1)= 0

¢) Déduire de ce qui précéde les solutions de ['équation
deos’x + 2cosx— 1=10

3} Résoudre dans B |'équation 4X° + 2X — | = 0, et en déduire les valeurs

v
exactes de cos % 4CO8 -‘-‘,;1

On considére dans 2 I'équation: [El:tmti% — x|+ [:mi% +x|=2/2
1) Déterminer 1) I'ensemble de définition de I'équation (£).

Za)Montrer que : (vx € IR) ; cos2x = lmsl'% - .\'Icu‘:{-% + x|
5

cos 2x

b En déduire que : (vx & D) ; “"“1'4]1 —x)+ t:mi% +x)=

3) Résoudre dans 2 I'équation (k).

1Soit x un nombre réel,

3 Montrer que : sinx — /3 cosx = 2sin(x - %)

b En déduire que : 1 — ! (sinx — /3cosx) = cosf2x - 2:;1

al Lol

2 = .
l“-éml.l::lre dans R I'8quation: (sinx — /3ecosx) = 2 - /

m
. ontrer que pour tout réel x de l'intervalle Il’l. ‘3‘[
a: =

e
Y1+ sin2xy =~ cosx — siny

U Résoudre dans | in

Intervalle Irr_ =5 [, I'équation : cos|x — %j = coslit — 3x)

3En *
déduire jos solutions de I'équation : T +sin2x — V2 cosdv =0 ; xe ]n. ‘31[
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 Exercice - ,/_f_

1) a) Montrer que © c:xﬁ =1 b) Calculer : sin jn et tan

2 12:
2) Résoudre dans R les équation suivantes:

a) (V3 + 1cosx+ (/3 — l)sinx— 2=0(1)

it _,_ o

| Exercice 2=

1) Soit x un réel de l'intervalle Iu I on pose : Alx) =

+ sinx
sinx

i

a) Vérifier que : (cosx + sinx) = l + sin2x
b) Montrer que : Alx) =

=X puis en déduire que: !\.{ } 1+/2

— lanx
2) On considére dans B quuation:{.‘:’}: cosx — (42 — 1)sinx = 1

a) Montrer que I'équation (F) est équivalente a I'équation :

cos{x + %} = t.‘osg

c) Montrer que : Alx) = } 2 X puis en déduire que : t:m’é R

b} Résoudre dans B I'équation (E).

1) Déterminer [ I'ensemble des nombres réels x tels que : cosx + sinx # 0

2) On consideére dans |' ble I I'équati
== 3(1 - sinxcosx)
a) Montrer que : (E) es — = = 1 — sinxcosx
SINX + CosSx

b) On pose : r = cosx + sinx
Montrerque: (E) <= '~ 314+ 2= 10
€} En déduire les solutions de I'équation (k) dans D).

1) Résolvons I'equation (£ ) 2 cosx = 1+
Soit xe R,ona:

Ona:2cosx=1 e or}sx:;

0=00$X=L'n$1.:-
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[x=’3‘-+2m ez
ou
x=—§+2kﬂ' kel

-

ponc l'ensemble des solutions de I'équation (E,) dans B est:

s=[¥ + 2k € f}ul’; +2kr£:kr_2}
ot lensemble de ses solutions dans l'intervalle | m: 7 |est: § = [ -3i3
2) Résolvons I'équation (£): /3 + 2sinx =0
soit xe B, ona:/3 + 2sinx = 0 = siny=—

v3
2
3 ™ T
s sinx = 5m{—3]
Ix=—§+zm: keZ
e ou

.t-—-:r+1:+2ht: keZ

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (/) dans B est :

S={-F + 2k €2} {47 + 2k €2

etlensemble de ses solutions dans I'intervalle |- ;7| est : § = [ 33“: - ’;I
3] Résolvons I'équation (E)): 3tanx++3 =0

S0it x un élément de I'ensemble B — {; +kr:k e f}

i f '3
Ona: 3tany + V3=0e= lanx=— V;"
- [
e=s lanx = I.dl‘l( 6 )
t.—..;x=—§ +krik€Z
Done
ensemble des solutions de I'équation (£.) dans Rest:
I={.n
[‘ h Ak (-‘Z}
et
£nsemble de ses solutions dans lintervalle }- 7t; 7t est : § - I— 5 5;‘ 3

4) vt
Résolvons 'équation (£,): cosx + sinx = 0:

Soit x ¢ R,ona:
Ong.
33008+ Sinx = () es cosx = sinx

o3 COSX = ms{’,‘ n-)
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|x=%+x+ AR kEZ

=1{ ou
_;=-’25—x+:m 1 keZ
= u=-T+an:kez
- x=- ’_: +hkmik el
Donc 'ensemble des solutions de I'équation (£,) dans R est:
s={-E+amik ez}
et l'ensemble de ses solutions dans lintervalle |-t ]est: 5= |- 7 -‘“}

I G |
5) Résolvons 'équation (E,): 3sinx — , 3cosx = 0:

Soit x € R, ona:3sinx -y 3cosx = 0 e siny = “" COSX

Puisque : cosy = 0 == x= % 4 km;k e Zet sln(%+k]’!_\]=t' 1
Alors les nombres ff + km p;ur tout k € Z, ne sont pas des solutions de
I'équation (£.). 3

On peut considérer que : x # ’; + k@ c'est-a-dire : cosx # 0
Donc: (E)} e= tanx = /3

3
e |nn.t=tam1;-
=x=R+in:kez
L ble des solutions de I'équation (£.) dans B est:

5= [2 + kT ik EZI et I'ensemble de ses solutions dans I'intervalle |- e

s losntm
estis=[-5mx)

&) Résolvons I'équation (£); cos|2x + Jf | 4 cos|x +

%)= 0
SoitxeR,ona:

]
m[h’ T‘.it'}""“‘tx*'%}: Uﬁum{lt*— ;‘} =- cn.u{x-*— 2]

ﬂ=‘t‘0:[1t+§-!‘-c&:s{ﬂ—1_2’
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lx+3=§-(?-x+m kel

3
- [
2+ §=-Ftx+ 2 ; keZ
[h:’; Um: keZ
L ol

x=—TF+um ; keZ

x'—“+-2§-7§:ke?i

x=- ?n+1kﬂ kel

Donc l'ensemble des solutions de I'équation (£.) dans E est:
L [ 2;‘“ ik F_z} { g“ + 2km:k ez} et 'ensemble de ses solutions

% s [TEOR. L
danslmbervaile}—lt-ﬂ]“t‘s‘{ﬁ 6- z]

T|Résolvons I'équation (F.): cos 3x =
Soit xER,0na:eos3x = 0 e 3x = ’,‘ +km:k €Z
s X = b + k{‘.k (A
Donc l'ensemble des solutions de 'équation (£:) dans & est:
e P
: = [& ) 1k rZ}
et lensemble de ses solutions dans I'intervalle }- ;7] est:

W SR, Sm T, _n}

‘_l(l L S St A )

#iRésolvons équation (£): sin(2x + T = 0:

& s

txe - s

YER, ona: S|n(2.\+§]=ﬂl—‘11+§ =g +kmkeZ
- X = -J;‘;r kx'kc

Do,
& ‘;l:tnsernbte des solutions de I'équation (£,) dans ¥ est:
o l s * &g-l EZ
fen
semble de ses solutions dans I'intervalle |- :7 | est:

h‘[' Tg T_Ir 1St
16716° 16

arque:
Que: on peut résoudre I'équation précédente en utilisant 'équivalence
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suivante: sinX = 0 e X = kx (kEZ
9) Résolvons I'équation ([.):sin2x = 1+
Soit xER,ona:sin2x =1 &= Xx

+ 2km:k €Z
- = :: + k:k €Z

Donc 'ensemble des solutions de 'équation (E.) dans K est:
s={% + ik ez}
et I'ensemble de ses solutions dans l'intervalle |- ;7] est: § = {’_{ - 'T ]
10} Résolvons 'équation (£, ) cosSx =~ 1:
Soit xER,ona cosSx=— 1 e= Sx= N + UMk €2

- X = 5 2?"‘5 €eZ
Donc 'ensemble des solutions de I'équation (E,,) dans K est:
§= l"; et ;ls“!:k cZ
et 'ensemble de ses solutions dans l'intervalle |- ;7] est:

o B T e )

5‘[" R 5'“!
11) Résolvons I'équaticn (£, ): 2sin(3x)— 1= 0:

Soit x€ R, ona: sin3x = § e sindx = sin %
x= "g +2%r kel

- ol
‘ir-,. -‘T+2kfr ke Z

x— ::‘ Zk:r kel
=’| u.r.!

2""” kel

Donc I'ensemble des solutions de quualion U: ) dans B est:

E= l::i & 21.31!._,._ r—'z}u[?: T 1ﬁﬂ:lc € Z' et I'ensemble de ses solutions

dans I'intervalle |- n: cg=m 3, Nm Smo 17w, TR
Fma)est: s & T8~ IR Te 18~ 18

12) Résolvons I'équation (£ ):2 cos|2x — T J+ 1

: o n !
SalthR.ona.lcu.-.{_zx—slt|_{1g=ﬂ;m-(2x ﬁ} 4

u-oms{.’.x 5) cm-t‘
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lu_.gz?’;‘-;m;u_z lx—'ﬁfem keZ
sl OM o
|2x-’5(:"2';[*m;k(-}i ]x —;gum:lr-?.
ponc lensemble des solutions de I'équation (£..)dans ¥ est:
g[”"+knke7] { +kﬂi(—Z’

et fensemble de ses solutions dans l'intervalle |- 7.7 | est:

- im._17m, TIm 23m
=136° 30’ 30" 30

13)Résolvons Iéquation (E,): /2sin|§ — 3x| + 1= 0:

SoithR,ona:./zsin(’T‘- 3:]+ 1=0 e sin(F - 3x)=-

2
2

— sinf? x| = s|n1 :j

'l}—.h——- +2UR : kEZ
= {ou
’;-u:u&f*:in:hz
1R, 24z )
|.\' 84 3 ,‘{'l{
&= { o

3 2 -
P+ ez

Bone fensemble des solutions de l'équation (F,) dans R est:
§-ln -
[H i 2"_!‘H;l.-l.ﬂ'l.ll ‘“T ' ”‘"t(!l
1Y
ensemble de ses solutions dans Iintervalle |- min ] est:
S IR 6T 45y n 25% 81
67w . Mx 25n 8in
MR ORET R R4 8d
14 .
sm]l“'h"""““s'é‘lu-'mon ) .\m[nn ’:] Ji=o0:
xe
R,ona: Islrl{l!,rl “} 0 oo .\m{}u ' gl ‘;
e \m{r(t f I'l] hll‘t‘:}
T
3

I:Luif FUR ; kEZ
,m#‘: cn-Ti2n  kez
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w1 e
|x_]2+2k heZ

=1 ol
\x: S+ kez
Donc 'ensemble des solutions de I'équation (E,.) dans & est;
5= {11,2 + 2k EZ] u{ }5,_, + 2k k EZI et l'ensemble de ses solutions dans
e xalons- (-5 - 53]
15) Résolvons équation (£, J: |2 cos|2nx — & |

_—
Soit x€ R, ona: /7 cos|2mx - ’.:J: 1 e cos|2mx — T.H: L
-mcus{2rlx— {E-l|=4.mi§1
Izm-—%ﬂ'— F2UT 5 ke
=1 ou
am-F=-F+2un ke’
[ =tk i keZ
{-"-'_1‘=' o
x=ggtkikeZ

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (£,) dans & est:

5= {2.4 Lkk @z] 'lelia +Eib c._zl et l'ensemble de ses solutions dans
lintervalle |- m. 1] est:

v:{-“-s-— 4l 17.7.31.55, 71 _ 47, 23 1,25.49.73

2 2T S Y A5 ¥ 7 G 7 Gl 7 Ul 7 e ¥ £ 7 O 7 U ¥ | I‘._;I :
Pour déterminer ces solutions, on part de 'encadrement : — 1t < ag T K= x
puis, on obtient les valeurs de & telles que : k & {—3; — 2; — 1:0:1:2} (de

méme pour les nombres .‘14 + k).

1) Résol!

dans B, I'éq 12 3(1 —sinx) = 1 + cos 2x
SoitxE R, ona:cos2x= | — 2sin'x

Donc: 3(1 —sinx) = 1+ cos 2¢ es 3(1 —sinx) = 2(1 —sin'x)

e= 3(1 —sinx) = 2(1 — sinx) (1 +sinx)
&= (1 —sinx)(l = 2sinx) = 0

e= sinx = | ousiny = %
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puisque : sinx = 1 &= x= zzr + AUm kel

: el
amx:%mSlﬂ.Y: sin & .
_.l;= igl+ %n:keZoux= 6 +2krr:k&‘2)

ancl'erlsemble des solutions de ['‘équation est :
;={1§.+ 2k ez}u{-’g + 24Tk ez}u{z"ﬁE + 24wk ez]
1/ Résolvons |'équation V2 cos 2x = cosx + sinx:
soitxe€R,ona:cosx + sinxy =2 —‘/—icasx + ﬁs]nl’
Y = B

= ﬁ[cos%—cos.t + sin %-sinx}

= 2cas{.t - %F
Donc: ,Zcos 2x = cosx + sinx e= cos2x = cus[x— %]

Ilr=.t— ’} +2%x ; kel

= {ou
=—x+T+2%r 1 keZ

-t

Bonc iEi’l!@rﬂble des solutions de |'équation est :
S=1-%+ 2t kezlul '“'AEZ}

3
IRésolvons 'equation sinx + sin 2x + sin3x = 0

Soit g
T“€R,ona:sindx + siny = 2sin(2 3% ¥ "u!si——;’— = 25in 2% cosx
Don
€ sinx -+ sin 2+ in 3x = 0 e sin 2x + "‘-m 2vcosx =10
=3 (] +2cosx)sin2x =0

e COSY =— 1 ousin2y =10
’ulique:sinzt: 0 e 2v=tm:keZ
—x= !‘{i;k (-

o .
fosx = % =3 COSX = COS 2-5’[-
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=+ unikez

= ou

x=—2 4 2kmikeZ
Alors I'ensemble des solutions de I'équation est :
s={&; kez fu{ZE+ 2m: kezju { “+zkn;kez]
4) Résolvons I'équation sinx + sin3x + cosx +cos3x =0
Soit xe R,ona:
sin3x + sinx = 2&iu(3x§ x]cos(hi X

)= 25in2x cosx

cosx + cos3x = lcos(k—;-—"}coslsiz_—x): 205 2x cosx

Donc I'équation équivaut 3 : (cos 2x + sin 2x). cosx = 0 signifie que :
cosx =0 ou cos2x+sin2x = 0.

Etona:cosx=0=ox:-‘;,: +kaikel

Et: cos2x +sin2x = Om\-‘f’.cus(?_\‘- ': )= 0

=n-F=5+irikeZ

=x= 3—§‘—+"é‘ keZ

Donc I'ensemble des solutions de I'équation est :
s={E+imikez Jo{3E+ ke 2]
5) Résolvons I'éguation ( £' ):cos'x + sin'x = cos 4x:
Soit x & B, ona: (cos'x + sin‘x) = cos'x + sin‘x + 2sin’x cos’x
Puisque : cos'x + sin'x = 1 alors: cos’x + sin'x = | — 2sin‘xcos'x
Etona: sin2x = 2sinxcosx donc : sin‘xcos’y = %sin"lt
D'ol: cos'x + sin'x= 1 — é—sin"lr
Etona: cosdx = cos(2 % 2x) = 1 — 2sin'2x
Par suite I'équation (E') équivauta: | — %sin"l\' =1- 2sin"2x
c'est-a-dire : sin‘2x = 0 c'est-a-dire : sin2¢ =0
Ona:sin2x=0¢= 2x=ka:ke?

e=x= *2’ =7
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. z Tol L km i
mrgnsemble des solutions de I'équation est : § = [ 5 k EZ}
§| Résolvons I'équation 2 sin’x — cos 2x —sinx = 0:
gitxe€R,onazcos2x=1- 2sin’x
ponc: 2sin'x — €08 2x — sinx = 0 &= — sinx(1 — 2sin’x) — cos2x=0

= — sinxcos2x — cos2x =0

= cos 2x(sinx+ 1)=0

e cos2x = 0 ou sinx =— |
Hona:cos2x = 0 &= 2x = 12[+ ik eZ
_ M km.

= X= 4+“§'.kEz
Risinx=—l s x=—F + Umk€Z
Donc l'ensemble des solutions de I'équation est :
R km | T el
$ {4*T—*€Z}u[—§+un.x“]

oercce =9

! Résolvons dans B I'équation (& ): 2sin’x = sinx:
Yt x€ R, 0na: 25inx = sinx e 2sin*x — sinx =0
e sinx(2sinx — 1) =0
e sinx = 0 ou sinx = ‘!_
e By a0
x =+ 2kn skeZ
s (v = kmk eZ)ou | ou
x=x—2+ 2t ; kEZ
- :
Fensemble des solutions de I'équation (£) dans R est:
8= fhi.t
{*“"‘/}U iI'[ + 2ETC € ‘.‘]ul Sy ik €Z
2 :
M‘*’Mns dans R I'équation (£ 2cos ‘x4 (2 eosx — V3= 0:
*ER, onpose: X = cosx
auation (s 1) devient: 2X° 4 (2 - /3)X - /3=10

di -
*riminant de cette équationest A =T+ 4,3 (2 4 43), etles
\tions sont: -1 et . 3
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|
(X1

Donc: (E) = cosx=— loucosy="
[x=f;: + 2 keZ
e (x= T+ kMK Ez}Du] ol

x=—%+2r i keZ
Donc ' ble des solutions de I'équation (F.) dans 2 est:

§={n+ Ymk eZ}u{f + 2mk EZI u{- 2 + Umk €Z

3) Résolvons dans 2 I'squation (E): 4sin“x + 2(1 — y3)cosx +, 3 = 4
Soit xER,0Na: () e 4(1 - cosx) + 2(1 — V3)eosx + /3 =4

e — doosix+ 21 = V3easx + V3= 0
On pose: X = cosx, I'équation (E,) devient: —4X* + 2(1 — 31X+ ,3=0
Le discriminant réduit de cette équationest: A = 4+ 2, 3 = (1 +, 3I:,el
ses solutions sont: ; et—?-,iu

Donc: (E) = cosx = },oucmxz- ‘,3

l.\'='-§-+2kﬁ:£t=_?‘. [1-=-5€'-?+2k:;kei-f
== |{oy ou | an
\.\'=-'7_';'—+2k..7:k62 x=—3%F 4 2 ; keZ

D'oli 'ensemble solutions de 'équation (£,) est:
S {_!_g + 2k Gz}u{’; + 2k ez}-_:{- -‘;‘ + kT k r_-zi U ﬁf‘ + 2k e-.z|

4) Résol dans 2 I'équation: (£} |

ks (1 =/3)anx=1+3
Soit x & 2, I'squation (E,) est définie si et seulement si: x # 5 + A%/K e
Soit x un élément de - g - |72[ + kT k c—_Zl.

Ona:(E) e tan'x + (1 - /3 1y L = 4 an'x
+ 3tanx - /3 = Dcar o
On pose X = tanx, féquation (£,) devient: X + (1 — /3)X -y 3=0

Le discriminant de cette équation est: A= 4 + 2,3 = (1 + /3] etses
solutions sont: -1 et '3,

Donc: (E) e tunx =~ | ou tanx = /3
= |x=— T4+ kmik ezlou(x="3“+b‘fi’\"5x]
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Ces nombres appartiennent tous a & ——{g +hknike Z}

donc l'ensemble des solutions de 'éguation (£,) est :

§= 4+k1rkez}u| +kxkez]

5 Résolvons dans B I'équation ; (£.):3 — 4sin'x = 2cosx(4sin’x — 3)
soit xER,ona:(F) < (3= 4sin’x)(1 + 2Zcosx) = 0

= |:‘-2'} - sian '.,-3 + sinx|(1 + 2cosx) = 0

TSR i 1 T /3

= SNy = 5~ OU Cosy =— ;, Oou siny = — .
T 42 keZ [,r= —IZ + 2z ; keZ

ou 4 o

x=2 s ckez

o
Ly o%kn kel

l.\'=—'g+l'k}r i keZ

ou s on

x=“3“+mr.-kez

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (£,) est:

$={T+ smre 2} 3 + simne zjul-5 + urkez)
4z -

o4z ke 2 u{ =07 + sk e z}u{F + suri e 2)

slﬁésolvons dans & l'équation (E): cosSx+sinSy =2 sin 13y

Soit x & § K,ona:cos5x + sinsy =, 2cos{sx - & 1 )

Don:;”;_) == cos|Sx — E] = sinl3x
e cos|5x - fj: cu&llg - 13x)

fsx~ =513+ 2 kez
oun
S~ F=-Z 4 13+ Ur 1heZ
l":i";iJ'kg 1/

== {ou

2 kr

x= 12+ keZ
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Donc 'ensemble des solutions de I'équation (F.) est:
ki
S_{-—-+ ik eZ] {32 ) ez}

7) Résolvons dans R I'équation (E£): 2cos3x + J3sinx + cosx = 0
i (3si = 2t“;3 sinx + .'umx.)— Zcoes{;_ I}
Soit x € R,ona:/3sinx + cosx = 2|5 2 = x
Donc: (E) e= cos3x = cos|nt — (x— |
|3x——x+i’-"- +2kn s kel
={ou
x=x— 45 + 2w s kel
B I ¢ SR
‘I—- 3 o 2 s kel
= Bu
2
X 3 +kn 1 kel

Done I’ ble des solutions de I'équation (E;) est:
s={3+ " ezbu|-ZF + imk ez}

8) Résol dans R l'équation: (K, ):2cos'x + cosSx = |
Soit xER,ona: 2cos’x— 1 = cos2x

Donc: (E) e= cos2x 4+ cosix =0
= COS8 3% = cos(TT — 2%)

[sx=n-2+2%un ; keZ
o
Sx=-N+2x+2UR : k€ Z

2k i
1=1 7 kel

o
ckeZ

Donc I'ensemble des solutions de I'équation (F,) est :
S H‘ + 3‘!}“:!« EZ}UI—’; + 1";‘;& cZ
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g}ﬂésalvons dans H I'équation :
r 2 ﬂ
(£); sin2x + V3cos2x) — 5= cos|2x - &)

) B I n
sin2x| _fco;bcm.anuﬁ

sta€ R onat
gaze+ [icos2v = 275 cos 2w 4 ; sin2e| = 2cos(26 - %)
Donc: (E) e= [Zn.‘us[Zx— g]i - 5= cosf!x - gi
e s]cos‘{lt— :]‘— L‘m{lx— g]— 5=0
Onpose: X = cm‘h - g:l et I'équation devient : 4X° ~ X —5=10.

lediscriminant de I'équation est : A = 81 et ses solutions sont : -1 et j;’ ,

puisque:—1 = X < L alors: X=—1
. I T _ 5
donc: (E) e cos(2x - E)l=—1 car 3 >1
—u-F=n+unkeZ
-=-x=¥-1,,T+£1t:k eZ

Donc 'ensemble des solutions de I'équation (E,) est:

_ |7z -,.—7|
= 12 + kmk 4

U-Factorisons sin $x — sin 3x :

3ppliquant la formule : sina — sinb = 2 cos( 4L sin( 952 pour tout
“€ERetheR. N Cl

Ona: gin sy — sin3x = 2 cos4xsiny

“Factorisons gip Sx +sindx:

fn ppliquant la formule : sina + sinb = lsin{ “—-?;——h !cus[i}—"f] pour tout
“ERetheRr, 4 s

Ona; Sin Sx + sin 3x = 2sin4x. cos 2v

z}.Montm"s que : (Wx & JR);sin'Sx — sin’3x = sin 2vsin 8x
it *€R,ona: sin’Sx — sin“3x = (sin Sx — sin 3x) (sin 5x + sin3x)

On obics 4,
Obtient o aprés laquestion précédente :
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sin’Sx — sin’3x = (2cos4xsinx) (2sindxcosx) = (2sinxcosx) (2 sin 4y cos 4x)
En appliquant la formule : 2sinacosa = sin2a pourtout g & B .

Ona: 2sinxcosx = sin2x et 2sindxcos4x = sin8x

Donc : sin’Sx — sin’3x = sin 2vsin8x

D'olr: (¥x € IR);sin’5x — sin"3x = sin 2vsin8x

3) Déduction : Soit x€ B, ona:cosbx = cos(2 x 3x) = | — 2sin'3x
clest-3-dire ; cosfix — | =— 2sin’3x
Donc : 25in‘5x + cos6x — 1 = 2sin’Sx — 2 sin‘3x = 2(sin"5x — sin’3x)

= 2sin 2xsin 8x
Dol : 25in5x + cos6x — 1 = (0 e=s 2sin2vsinSy = 0
= sin2y= 0 ou sinfx =0
Puisque:sin2x=0 e Zx=kn:k € Z
—x= ez

et sin&x:ﬂo:o&x_kn.kEZ

=y= %;kez
Alors ' ble des solutions de I'équati :s:[f‘}‘-:kEZ]u[iT“:kEZ!
| Exercice ——
=
1}a- Montrons que : cost = -LIMT“‘—'E
Ona:cos'a + sin‘a = 1 clest-a-dire : cos’a = | — sin‘cL.
Puisque : Dcac“

,alors: cosa > 0); donc : cosa = /1 — sin @

etona: smcr.—‘/_ ,dgn;

vy /5—1 [—6-2/5_ [l6-6+2/5_JN
mu"u'll_[T] =/1- 5 23 ,r'E‘—iJ 2 /5 {1

15

o+

- Montrons que : cos 2a = L'_‘E i

Ona:cos2a = | — 2sin'a et sing = Sl

Donc : coslcr...l—z{[._s'.l 6—".[5 |+£
b- Vérifions que o est une solution deléquanon cos -lx = sinx
Ona:cosda = 2cos™2a — letcos2a = ! +4|/5
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SR ) S Y S 1 G TIIOOT
m:m4u=2(’7[‘)"* gk e s Ty

gl - cos 40 = '/54‘ L ot sino = &4_1 par suite : cos4a = sin@
Ponc @ estune solution de I'équation : cos4x = sinx.

. " — " b9
1)a Résolvons |'équation cos 4x = sinx dans l'intervalle '?l

soit x un élément de ['intervalle }J. ﬂ

ardr = siny = cos4x = cos| = — x|

T 4x+2%mikeZ)
B S .

oux=—¢+73 kel

tlx.)

nlr

=]
ik
m
5

gona: 0<TA+HL Lo ocl+dk<Sethe’
m—i <k<lekeZ
=k=0

etona: U<-—E+-2-§;E<§ e=0<—1+4k<3earkeZ

L=

= % < k< 1et k € Z impossible
Donc l'ensemble des solutions de I'équation cos 4x = sinx dans Iintervalle
Mo 5=}
b Déduction -
F"'i‘““-'ﬁiil'-Esl.ur'resulution de l'équation cos4x = sinx et € }"%l' etona;

i
1% 'unique solution de cette équation dans l'intervalle }2) 3;"'[ alors:a = ]%

u_kﬁulvcns dans I'intervalle |-, 7t | Iéquation (£): sin3x + sin2y = 0
TER,
M2 ginay + 5in2% = 0 e= sin3x = sin(—2x)
= (=< 4 UAMLEZ
ou 3x=—2x+2kxikeZ)
Du""'?r!sen‘m .c-—at.t=::+2k:r;k\‘s?, ou x =
e des solutions de I'équation () est:

S es 2m 4 2n _ 4%
L) [n'“'S's' 5 5}

;‘%rr ke Z)
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2) a- Montrons que : sin 3x = sin(4cos’x— 1)
Soit xR, ona;sindx= sin 2x cosx + cos 2xsinx
= 2sinx.cos’x + (2 cos'x— 1).sinx
= sinx.{2cos’x + 2 cos’x — 1) = sinx.(4 cos'x - 1)
Donc: (vx € IR);sin3x = sinx (4cos *x — 1)
b- Déduction :
Soit xe R,ona:
sin3x + sin2x = 0 < sinx(4cos'x — 1) + 2sinxcosx = 0
> sinx{4cos’x + 2cosx— 1)=0
Donc I'équation () est équivalente a I'équation ;
sinx(4cos’x + 2cosx — 1)= 0
- Déduction : Soit x € B, on a d'aprés la question précédente :
sin3x + sin2x = 0 < sinx(4cos’x + 2cosx — 1) =0
e sinx= Ooudcos’x + 2cosx — 1 =0
etona: sinx=0esx=kr;kel
D'aprés la question 1) les solutions de I'équation 4 cos'x + 2cosx — 1 =0
sont les nombres : H‘Tﬂ'lk eZ
(Vérifier que kn/k € Z n'est pas solution de I'équation
4eos’x + 2cosx— 1= 0)
3) Résolvons I'équation : (FE4X° + 2X — 1= 0
Le discriminant réduit de cette équationest: A'= 1 + 4= 5

s,

ses solutions sont : — ,l;_ﬁ et 2..|_‘1__
- Déduction : En posant X = cosx, I'équation 4 cos'x + 2cosx — 1 = 0 dé-
vient 4X"+ 2X — 1 =0

’ — - o T
D'aprés ce qui précade, on a: cosx = _I._:..-/?’ oU COSX = 1 i /5

Et on a les solutions de I'équation 4cos’x + 2cosx — | = 0 appartenant
[0.7]sont - 2;‘ et 41,

5

Dna:()(?;[ <%. et%c“’—;‘ <:|_etm,‘3§‘f[_ >netc::s§5£ <0.
a1k S an _-1-/5

Donc: cos 5= 7 Tt cos =5 = s
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wtx€R,ona:xe Des

1 péterminons [ ’
’ 4 xt 5tk kel x4 vka; keZ
=l
x# g thr keZ

A tx# S Hkm kel

gooc: D= IR - [{2—‘ + kT ; k ez] T km; k ez”

1la-Montrons que : cos 2x = Ecos(%—x)ms(:c+x)

Daprés la formule suivante :

Vlmb) € R'; cosa cosh = %[umi(u + b) + cos(a— b)]

Ona:

wftfolf - Yl Bl
= %IWS% + cus(—lx}l= El’.‘ﬂ.’i?.!

Bonc: (Vx € IR) ; cos 2x = st(% —1}0‘5(% +x)
b-Déduction -
SitxeD, ona:

ml%'1}+lm}(§—+x}_ sin(a‘-—t un{a—-{x}

t‘(’ﬁ(" - .(} m(“ -l-.\'}
sirl(f - .llcm(_’;;x) _+ ei'm{%[- + t]c’m{g - r}
oos(-“'—‘ - x}m(ﬁ + x)

Nil‘l{4 x+ Ty x] Zsm} 2
= = Tos2x  cosix

n L NS
b o)
Ivons I'équation (£) dans D:
txep Jona:

TR R

Bonc: (v ¢ D), tuu("

= cog 2x = {;‘5

c-ac(wlt—l:ﬂs%'
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l;,=-‘l;~+2k:r keZ

= 1{ou
11t=—’—:-+2kfr kel

|x=%-+kzr kel
e={ou
l.t= TSH +kt kel
Donc I'ensemble des solutions de I'équation (E) est:
s={Z+imikezjul-Temm ik ez}
1) a- Montrons que ; sinx — /3 cosx = ?.sin(x —l;)
Soit xe ¥, ona:
sinx - /3cosx = 2|,-1_-smx = @mx!: ll:oos—";;-sin.\' - sln%—mui = 2sin|x -
Cest-a-dire ; siny — /3cosx = Zsin[x - %]
b- Déduction : )
Ona:l - %lsi.nx— Jicosx) =1 - i-(hi.n{x— %n = 1= .".sin-'[_t-
En utilisant la formule : | — 2sin'a = cos2a pourtout a € B, ona:
1- lsin:{x - %): I:DS[.’_‘.'( - 1—3"]): cus(?,x— %Ei
Donc:1— :l.,:isinx— J3cosx) = cos{2x - %H
2) Résolvons dans 2 |'équation : (sinx — 3 cosx) =22
Soit xE B, ona:l — _I:E(sinx — J3cosx) = cos|2x - 27":}
équivauta: 2 — (sinx — /3cosx) = zms{lg = %‘]

équivauta: (sinx — /3cosx) = 2 - st{l\'— %ﬂ)

Donc : [sinx — /Recosxl =2~ /3 e 2 - 2cos| 2% — %’1 =2-42
mms:h—gar—(’: J;-:..mg
Ty F.:E‘...;u-;; kel

& {on
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x'ljl— +kr; kel

<= jou
x=3E+ixikeZ
ponc l'ensemble des solutions de ['équation (£) est :

s—[““+hl::kez} [3§+iﬂ AEZ}

1) Montrons que : /1 + sin2x =— cosx — sinx

Soit x un réel dans l'intervalle 37":

Ona:sin2x = 2sinxcosx etcos'x + sinx = |

Donc: 1 + sin2x = cos'x + 2sinx cosx + sin'x = (cosx + sinx)’

Dod: /1 + sin2x = /(cosx + sinx)” = lcosx + sinx|

Puisque : T <x <3T“ alors: cosx <0 et sinx <0

Donc : cosx + sinx <0. Dol ; lcosx + sinx]=— (cosx + sinx)
Parsuire:[‘v'_t € ]7(377"'[) : /T+ sin2x =— cosx — sinx
2) Résolvons I'équation : T < x < 3—“— : cm x—-5 ) = cos{m — 3x)

Soit x un réel de I'intervalle ITE.SKI ona:

"_'-Tl =g—-3x+2r 1 kel
m"'-"_ "a ) = coslr — 3x) =1 ou
‘: =—x+Xx+t2UrkeZ
5T * -
= ok "2' kel

ol

L= T+ kr keZ
Délerrnmons les solutions qui appartiennent a l'intervalle Ir[ "TE[
o, [* TR fiscsenhcag

kez keZ

8 8
keEZ

- k=2

{11 <k <9
=y
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n<3E 3T [8<3 4 8k<12
et 8 oy
* |lkezZ €Z
5 9
= [E sksg
k=1
Donc I'ensemble des solutions de I'équation : cos(x = %) = cos(m — 3x)
dans I'interva'.lel'l[ [est S= [“'-'T- 21m

3) Déduction : Soit x un réel de 'intervalle ]n 3%‘-[, ona:

J1 4+ sin2x =— cosx — sinx
Donc: /1 + sin2x — /2cos3x = 0 e= — cosx — sinx — /2cos3x = 0

e cosx + sinx = — /2 cos3x

V2 2 )

Puisque : cosx +sinx = ﬁ(-i—cosx . !;:‘-sinx

v ﬁ(nm%msx+sinx%sinx) =2 coe;(x- g]
Nﬂﬁiﬁ+sinlx~/imslx=0=oﬁms(x——-) — /2 cos3x

= cos[x— 1—[): — cos3x
P cos(:\' - E‘) = cos(m — 3x)

3
Donc I'ensemble des solutions de I'équation proposée est : § = lix 21%

816
[Exercice 3

1) a-Montrons que : cos-l%- Jg:‘ﬁ-_cna i3 = 4’:]_23“ § = g

Done : E‘m-l'z - Dus("’- ): cos%cus%_— + sinfsina—[- = f—;'/

b- Calculer -.mTz-et:an 3

Ona: sml—z E -cin(g— -_)= SinEcns% & sin-%ms’.: = '/(’ /2
sin [

etuna:tan-l--z—z(';l].% %"‘_y’% (/6 /2) /—} -4‘1.@' _2-/3

2)a-Résolvons dans R I'équation (1):(v3 + 1)cosx+ (3 — Dsinx— 2= 7

SoitxeR,ona:
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(fis Ilousx-l‘(ﬁ’ sing — 2= 0 &= (/3 + Heosx+ (/3 - 1)sinx=2
o= (/6 + /2)cosx + (/6 - /2)sinx = 2,/2
e (464 )y (6 ) 2

=3 COS iicﬂ.‘-‘l’ + smi—z-smx = DNZ
= ms(x - %J = m%

x—f5=%+2%x ; keZ

=3 | O

x__x . .
06 i 4+2i'}f.kEz

=T +2ux ; keZ
= 1 Ou
x=—-"6-r +2%r ; keZ

Donc I'ensemble des solutions de |'équation (1) est :
S={?3!+ AT s k ez}u{—?‘-i- 24T 5 k ez]

1+ 3 tanx - (2-/3)

b-Résolvons dans R I'équation (2) : e

Léquation (2) est définie si et seulement si :(.t # i—f +kr ke ?.)
#/3— tanx # 0. Etona: v3 —tanx = 0 e=s tanx = 3

= lanx = l:m‘;r

e x= ,‘ +ikr i kel

Bonc équation est définie sur I'ensemble D tel que :
D= IR ([ + kT RE?IU{S VAR k€ 1”

Soit X un élément de D,ona:

1
-+ tanx
l+Buny A7 -I|\6 +tanx Sl 2,
3~tanx _ I B o
1 'ql.mt 1 lll'l6 Al
Dcn : I—+ “'{. 3 ) anE
S B e e L tan(x + %) = tan ]}
+hkn keZ

== X+ 2 2
Eikw;keZ

=T
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Donc I'ensemble des solutions de I'équation (2) est :
s={-&+n:kez}

1) - Vérifions que : (cosx + sin) = 1 +sin2x

Ona:(cosx + sinx) = cos'x + 2sinxcosxy + sin'x
Puisque : cos’x + sin'x = 1 et sin2x = 2sinxcosx alors :
(cosx + sinx)' = 1+ sin2x

b-Ona:0 = xc%donc:msxmetsinx =20
c'est-a-dire : cosx + sinx >0 d'oli: cosx +sinx # 0

Donc: Alx) = 08X + sinx _ (cosx + sinx)’

1+ sin2x
COSX — sinx &

" (cosx — sinx){cosx + sinx)  cosx — sin'x

Puisque 1cos 2x = cos'x — sin‘x alors :A(y) = 1+ sin2x
COS 2%
- Déduction :

n V2
+ sin 14 %5
Ora .-1{ __4_= 7 2+ 2 J2(/Z%+1) s
e A
cOna:0 < x <Z donc: cosx >0 c'est-a-dire : cosx # 0
Done: Alx) = 08x + sinx _ cosx(l + tanx) |

Soex = + lanx
—SnX cogxll - 12 ~ 1 — tanx
- Déduction : v
14nl
OnaA“— c S N W e
[ :I """‘2 'l l.lrlEM.ﬂf: 1+ tan §
“""[ J' I = || +r\||n|]1m -
Al
mlunn-= |H| .
AR+
Em““""‘%l‘fﬁ#Idonc:u..,.g.. /2 3 I, L
2+ /2 J20/24 1) J24+1

Z)a-50it x= B, ona: c,,s%_ £0
Danc: cos(x + B| = ool r
1 3} 0053— L= u]s.\ms}:— — sinxsin ﬁ m’i:{

i g0 : i3
= u:l.\-ﬂ-fcns.\‘ — {an .’gt.““_\-' - CoS g

== chsx — tu.rl—g-si:lx = |
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frona: wn-ﬁ- /i— l donc :
tn!{x‘f .F}- c"‘ﬁ e cosx — (/2 — 1)sinx = |
- Résolvons I'équation (£): cosx — (2= 1sinx= 1

soit x€ R, ona:cosx — (/2= lsinx= | = cos[x+ &)= cos ¥

x+£§.::’§.+2k;r;kex x=2%rx kel
() o {1 ol - ’

I =—%+2ur i keZ A==FtUx;kEZ
Done ' ble des solutions de I'équation (F) est:

s={2n : ke z}u{-B+ 2n : ke 2}

Exercice £13

‘| Déterminons I'ensemble [ des réels x tels que : cosx +sinx # 0
Résolvons dans, I'équation : cosx + sinx = 0
Ona:

COSX + 8inx = 0 e=s COSN =~ siny
mmm,t:a)s{%r\'i
ea(r=-F-x+2miez)ou(x=F +x+ 2Ur k)
Q== ’_,' + UMk eZ
- K= E + kmk e Z
00c 2 cosx 4 sinx # 0 e=s x € IR !l} + kT k EZI
"W-fhm—[ Trimkez|

_s; Montrons que : ” ) o i ! oy = 1~ sinxcosx
LX un dlément de 1), ona

(oo

X+ : £ . y
sinx) = cog'y + Jeos asiny + 3cosxsin'x + sin'x

= cos'x + sin'x + 3 cosysinylcosx + sinx)

N ; J E . 1 . .
' LOS X sin'x = (cosx + sinx)' — 3cosxsina(cosx + sinx)
ol ;
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sin'y + cos'x + 2 _ (cosx + sinx) — 3sinxcosx(siny + cosx) + 2

Sinx + cosx SN e08
= (sinx + cosx) — 3sinxcosx + m
= sin'x 4+ cos’x + 2sinxcosx — Isinxcosx + ﬁr’i}%&:ﬁ
=1 - sinxcosx + Shx +2 COSN

Donc: (F) ¢= 1 — sinxcosx + ——

2
7 Sinx + cosx

—=—— = 3{] — sinxcosx)
h'll'l" + COosX

= 2 - 2sinxcosy
o Ty 1 = sinxcosx
b- Montrons que : (E) ess ' =31 +2=10

On pose I = sinx +cosx, ona: (cosx + sinx) = cos’x + sin’x + 2sinxcosy

= | + 2sinxcosx

Donc: £ = 1+ 2sinxcosx .D'oli : sinxcosx = ,],—f - %

Par suite, ona: (E e SIS ;
te,ona:(F) = g | — sinxcosx

{10 ) E I |
=p=1-(3f-3)
e Y
=r-3+2=0
c- Déduisons les solutions de I'équation (F):
Soit xED,ona:(F) e —31+2=
==+ 1-2)=

=I=louf+t—-2=0
(On remarque que 1 est une solution évidente de 'équation : ' — 3+ 2~ 2
puis on factorise par t— 1),
Puisque 'équation : £+ 1— 2 = ) admet deux solutions : £, = | et f: =" =
Alors: (E) esr=1our=-2

cest-d-dire : (E) e= (cosx + sinx = | ou cosx + sinx =— 2
{car: t = cosx + sinx)

Puisque :
Cosx + sinx = ﬁ[ézcosx-f l}sinx] = ﬁ{cos%cﬂs_\: . sin%-!*i“"'}
= /Zcos(x~ %)
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alors : cosx + sinx = 1 e= /2 cos(x Trzltil e

m|_ /2
s cos(x— i = 5
> L'f}sr‘" s %;— ‘.(}"?11-
( K__ T . o1
e (x-F=—Z 4 %nou

x~F =%+ 2dnkeZ)

es(x=2kmkeZowx=%5+2knkeZ

bonc: 5= {J + 2km;k € 2} U{2hmik € 2)

- /A of =t L4
elona:cosx + sinyx=— 2 e ‘.rr?_corui.\ - TJ =—2
/ \ i
= CO8[x - '§J=—u1
Impossible car : (Wx & IR); — 1 < cos|x — 3: < let—/2 < 1

Donc: S, = ¢ puisque: 5, c Det S, = d.Alors: S=SUS = §

6 Inéquations trigonométriques

sinx=a  sinx<a

Larésolution de ce type d'inéquations se fait sur le cercle trigonométrique.
Exemple:

Résolvons dans [0; 2] I'inéquation: sinx = ], = h,
Ona; ! —\ulf = sin(x - r:i "k '.”.I-.J
Solt M le point du cercle trigonométrique E] | 10,
(7) ayant pour abscisse

N | /
Curviligne principale 7, figure 1\" /
Soit A

le point du cercle trigonométrique
(%) ayant pour abscisse curviligne principale

Les solutions de I'inéquation sinx > !

‘J

Prises entre ‘; et 5(" ; soit les points “du cercle (# ) situés sur l'arc rouge
[voir flglilre 1). Danc I'ensemble des solutions dans [0:27] de I’ inéguation
Snx> 2 agp o [z, 57
S = [&.57

2 [5:%

S
e

sont les abscisses curvilignes com-
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2 inéquations: cosXx = aclcosx < a

Exemple: _m\f\isure 3
Résolvons dans |- 77 I'inéquation: M3
Iy =
d #3 S & IR e L (8
cosx > Y5 .Ona; Y5= = cos - = cos( 4) T
On considére les points M( % ) et M'(— 7 ) du
P (4) (%) P

cercle trigonométrique (1 ). L
Les solutions de I'inéguation cosx = V2 sont les
abscisses curvilignes comprises entre — = et 7 des points de (¢ ) situés sur

I'arc rouge (voir figure 3). Donc § = I XA ]

tanx=a  tanx<a

La résolution de ce type d'inéquation se base sur le cercle trigonomeétrique.
Exemple :

Résolvons dans }— x 32- [ I'inéquation:
tanx = |

Ona:lzian:i =tan{z+ %)

Enutilisantlafigure (1); 'ensemble des solutions

ok figure (1)
dans ]— o _:[ de l'inéquation tanx > 1 est:

S‘_—[f._i;glu Sz 3x

40
Exercices
Résoudre dans lintervalle 7, les inéquations suivantes :
1];—.[-1:-._1::| Manx+ 120 2)/- T‘l 2sinxcosx <— 3800
3Ni=|- l cosx - tanx 3 0
2s5inx — /3 0 4)7=[-m3n]; J2cosx— 1

5) 1= --,Jll' 2sin2x < 3

6) /= [0:m]): /2sin[x— §| !
7= I— 2? 4 2cus|:4x—

fﬂ—lw
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3”"_ Toanm|: cos(';]_cns[: - 1:]' z0

1A

9”5[- E’E] J3tan(2x + ’,ﬂ -1
10)/=[-m2m) : dsin’x — (2 — 2/3)cosx <4 - /3
Hi= IJ;:MJ s — deos'x + (2/2 — 2)sinx— /2 + 4 <0
[Exercice £73
)

1) Montrer que : (vx € IR} 1 + sin8x = 2;.'05"{4,1 =4,

Nj—

2] Résoudre dans l'intervalle I— % % ]I'inéqualinn : cos’ [4x — %) <

| Exercice ££8

On considére dans E I'équation : (£): 2cos'x — /3sin2x — 1 = 0
1)a) Montrer que : 2 cos'x — /3sin2x — 1 = Ems[ll' + ‘%?
b) Résoudre dans R, I'équation (£).

2| Résoudre dans I'intervalle J— % % ] I'inéquation :

deos'y — fBsin2e— 120

Résolvons dans l'intervalle
I = [~ m:3m| l'inéquation:

tan

(1): V3tanx+ 1 =0

Soit xE/,telque:x # F 4 kn

avec j e

Ona:

J3mnx+ 1 2 0 o= lanx = = ¥ ‘3
{ o -

at tanxy =— “; e LNy = f:. + kv

En utilisant le cercle trigpnométique
(observer les arcs colorés), on dé-

duit que l'ensemble des solutions
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de 'inéquation sur I'intervalle |- 7 37 | est:

5= l—ﬂ:. < %lul— %%[ U[éggz%ll U[!-?:%El UIIE-'!: 311[
2) Résolvons dans l'intervalle [ = [- n; %l

I'inéquation : (1) 2sinxcosx <—  3sinx

Soit x& [, ona: 2sinxcosy <— , 3sinx e sinx(2cosx + ,/3) <0

* Le tableau de signe de sin(x)sur l'intervalle I— b S ]est:

[ x |-2n - 0 ‘Il
| S —— .‘;.J:
| sinx § + % - § + |
J2cosx+ J3=0 . e
E\Ol‘la‘LEf m[x_-.--é nux_._..ﬁ.]
2cosx + 43 >0 = ii’3
Ona: - v yad, COSX > 1—
x €l rel
n ST, T
AT [‘2"“ '(:"I”l"h"" «l
-3n .
2 Donc le tableau de signe de 2cosx + , 3 est:

sinx(2cosx + J3)
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plaislensemble de solutions de I'inéguation sinx (2 cosx +

|- 2n:F est: R T

4 Résolvons dans lintervalle / = I . 2nll’mequatmn (#:

sitxel, ona:
linéquation (/.) est définie si et seulement si : sinx # -?3

p
Ona: siny= "23 &=y SINX = sin 1;‘

Ix=§v2kn:ks:?:

on
_r:n—=,f+2m;ke'z:

V' 3) <0 sur l'inter-

cosX__ 5 g
siny — '3

Lensemble des solutions de I'équation sinx = ‘,3 sur l'intervalle I~ f:zrr‘est:

§= l n.n
Donc I'méquatiun (1)
est définie sur f - {1} 2% '

* Signe de 2sinx — /3 sur [ = I— ’,‘:Enf

Dna:[zsin.t -v320 _ Jsinx 3‘{‘
xel Ry i

xel

o= X E ]‘. 3

D
on¢ le tableau de signe de 2sinx - , 3 est:

]'( l'l 13'[

?1_¥4L

')
Bhe de cosx sur ['intervalle / = [— .’2‘.-:::].

. _‘_1 §

n
2 2 1
cosx % ‘:’ - % +
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D'oli le signe du quotient <%

~ surl'intervalle [ est:

2sinx— 3
% T T a n
- 3 2 3
COSX ¢ * | * el .
2sinx - 3 0o+ ke z
cosx . i
25inx — /3 l : ¥ |

Par suite 'ensemble de solutions de Inéquation  €0%%

3 = 0 sur l'inter-
valle m]est S= i I ]’ﬂ 3—'“] | }

-5
“| Résalvons dans l'intervalle [ = [~ 7t 31| I'inéguation: (£,): "‘:" X -‘]
¥ & COSX —
* Uinéquation est définie si et seulement si:, 2cosy — | # Detx # & + kxn

3

aveck e Z

=0

Résolvons I'équation , 2 cosx — 1 = 0:

Soit x&/,0na:2cosx~ 1= 0 e cosx = "-2-2

-
&= CoSX = cos g

- T ke?d
I.\.’— 4+1kn kel

ol

x:—-‘: +2%r s keE
Lensemble de solutions de I'équation , 2 cosx — |
o _T. . In 9n
[-m:3n]est: { i

D'oli I'inéquation (1,) est définie sur: J - {_ LT ‘;‘:

= 0 sur l'intervalle

n, 3w, 7w 9 5T
P Xl O R
* Résolvons I'inéquation (7,):

* Signe de : tanx - /3 sur intervalle J :

. &5 nnSn'irr
Soitxe/ l 20373

-Ona:tunx—;3=0-_—-;mnx=tun§

mx=f'-’-+k:r;kt=2

.,,”E[hlzr 7,

AR IEL (carx € )
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_ona:tany — /3 >0 e tanx >‘x’3
. . m.n 4m. 3w 'Hz 51:
wxe |2 Folru l:‘zl

*signe de: V2 cosx — 1 sur I'intervalle /5]

soit xE [

/
Ona:v/2cosx— 1 20 &= cosx >‘-22

. . 91
s }‘4'4 Y

n

4
n Zm_
—RK 0

*Tableau de signe de 1Y ~ V3
J2cosx -1

_::ﬂnn4ﬂ=:‘1"~:
S | - S TN S IR I

N n

T ?ni' 1]

D, TG o
one l'ensemble des solutions de I'inéquation ";“" =
Valle t est: v2cosx— 1

| N T nm
; 2|uh._ u[j 5
“émivons dans l'intervalle / = [ L. 1t | I'inéquation (1): 2sin2x < /3
Soj
Rxer s0npose; X = 2v,donc: X € [-m, 2n]

= 0 sur 'inter-

im 3m Tn. Tn O, St
3‘2'“]4'.\ ‘”]4‘ 2
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o, Psinlx /3 _ Jsnx <%
xel ~T S XS 28

WXE[—-.-I;-‘_‘-IUP—?’;‘-:ZT:I

' L I 1
o ve[-5g]o[Fa]

]

Donc 'ensemble des solutions de I'inéquation (1.) dans l'intervalle / est:
T 4

s=[- 35 |o[%:n) _

&) Résolvons dans l'intervalle [ = [0: 7], I'inéquation : (7} 2 sin{x — gll >

i il T k1 A n.n
Soit xel,ona: X=x— -E,donc.XEi— ﬁ'i—l

]
. K sinX = %=
ona:{.!sm[x AR T 3
xel —ggxs-‘:‘
T in
- T SXsy
=Wy X
Donc l'er ble des solutions de |'inéquation ([.) dans l'intervalle [ est:
5= An Tn
S=%g

7) Résolvons dans I'intervalle | = [— g‘ i:fll‘iv\écu.mtic.m
(Fy:2cos(4x~ B} - 150
Soit €/, onpose: X =4y~ T, donc:-m < X < 5;—‘

. |
0na7{lmsl‘h_ 3)- L G2

3
xel -n-sx-s:?
@—?(X(I;
Lhe LER I
3<4.\' 3‘3
- [J<x<’-6'-
Donc | ble des solutions de I'inéquation (/;) dans I'intervalle / est:

§= P;El

8] Résolvons dans I'intervalle | = ’— f,f:lx |1'inéquatlon:
I.ﬂ}.cosllﬂ.cusl_; - 1:] =0
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mxekona:-%‘ﬁgsﬁet"%sg_"’f
X
£ R |
Xeo
Neos(X] >0 &
-Ona: [2] St ex<n

xel 4
--Fcx<d
n
2

Sx<n

= X=T

Etona:lws{i': o
xelf

cos¥ >0
Ona: Cm[I_ _P)O
_f!.<rc3“
xel N 4
PR
u—"‘g‘é_%.:%
c_—.)—l-,'(“:-\"(“{:
s s¥=0
ftona: ‘-‘“!i 5 1:]:(] = 5
-0 Sl
xe 2.7 e
i y=_,ou}' ’2:
i ’,‘our i

Doncle tableay de signe du produit cos|} . cos [i 5

Fid = :_!g!onpcsex::gvet

fl':] sur lintervalle /:

t‘llh’t"" - :t ]

m«.[zi ms‘.t ] + -
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Donc l'ensemble des solutions de I'inéquation (1,) dans l'intervalle [ est;
§ =[_.'-'2-‘- -3“111[11 2]

“| Résolvons dans l'intervalle = I— 153 Ilmequallonu.} /3 tan(2x +

||"\

* Ensemble de définition :
Linéquation (1,) est définie si et seulement si ;
+%# % +kmavec ke Z
Cest-a-dire: x # I"z + “;‘ avec ke Z; i

* Résolvans |'inéquation (1.): s ‘.
Soithf—{ —?{,E]ll-ré+"§{efmak=l} :

ouk=-1) " A
Onpose:x=.’_r+§-, :

donc: -, <X<mavecX # 5 s

a‘l‘.\lnn{h-- }':—I |

eel-5-18)

On

< 3K
r—:—‘}c?.z:r’;g‘—gougt:l\w’; =%
n i n e R
- < - = | <
S-qpXS-Fouex sy

Donc 'ensemble des solutions de 'inéquation (/,) dans I'intervalle | est:
5= 5%, u .1
12° Yliz'a

| Résalvons dans l'intervalle / = [ 7t; 25t | Iinéquation (1.):
Soit xel,ona:(l) e 4(1 - cos'x) — (2 - 2/3)cosx <4 -

o= 4oos’x + (2~ 2/3)cosx - /3 >0

; )
On pose : X = cosx, I'inéquation (1) devient: 4X° + (2 — 2/3X — 3 >
Le discriminant de I'équation 4x° + (2 - 2/3)X - /3 = Dest:
A=16+8/3=1(2+2/3): et ses solutions sont: — 1 et 23
Donc:dX* + (2 - 2/2)X - /330 ¥ <o ], ouX ).-_23
1

/3
= COSX <— 5 OUcosx >y
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puisque 'ensemble des solutions de I'inéquation cosx <— ; dans l'intervalle

i.;;zn]est: § = [— ;= 2;“' U F;I: 4;‘[ et 'ensemble des solutions de

i ; i by 2E T 2
[inéquation cosx > -2--3 dans I'intervalle |- 7 21 | est 15 = J’i&‘ 3 UI 6 .an

Alors l'ensemble des solutions de I'inéquation (/.) dans l'intervalle [~ m; 27 | est:

s:l-ﬂ; = 2%

Soitxef,

M (L) e — 4(1 = sin’x) + (2/2 = 2)sinx -

oL

== 4sin‘x + (2/2

n.n
31Y 66

* ' Résolvons dans I'intervalle 7 = ]~ ’;‘.‘ln

u ]2_?:43"1 U lli‘nzlﬂ

2)sinx ~- V2 <0

I'inéguation ([, ):

Vv2+4<0

Onpase : X = siny, Finéquation (1) : 4N’ + (2//2 — X — 2 <0

Lediscriminant duy polynéme 4X°" + (2, 2 -

4

st ses solutions sont ; .,

Donc .
Wiy (275

V= NX=2<0 om -

=124+8/2=(2+2/22

3

nd

= xe 52 u]

v2est:

51 Sm

o v foan]
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Donc 'ensemble des solutions de |'inéquation
57T, ST .
(1) est: §= ]-% %[U l_ﬁ_'_*i"lu 1 A .311‘1

: e 4 )
1} Montrons que : | +sin8x = 2cos (‘L\' 3
Soit x € &, en utilisant la formule : 2cos’a = 1 + cos 2a pour tout u e B,
Ona:

2«:05’!_4. - %]: 1+ cos‘314.t—- %]]: 1+ cos(8x — %]: 1 + sin8x

Donc: (¥x € IR);1 + sin8x = 2cos’ 41—%1 .
I'inéguation : cos’ (-l.\' ﬁ } =3

. |8

2| Résolvons dans l'intervalle I- %g
_n
4

Soit x & —%.%l.ona:cos‘{i\- ) < :1_,— e 2cos’[4x — %f =1
= | + sin8y =1
Puisque : — st%ﬁ— T <8< sindx =0

n

8
sinBx <=0 S
alors:{_ﬂssxsﬂml—ﬂ S8 <0Oou 8x=m)
m(-—%sxsooux—‘%)

~ n
Donc l'ensemble des solutions de I'inéquation est : § = ITﬂ 0 IU | B }

|Exercice £
11a- Montrons que : 2cos’x — /3 sin2x — | = 2':05{1'*‘ f;[)
Soit xE R, ona: cos2x = 2 cogiy — 1, donc :
2cos’x — /3si = i ! cos i l‘lr
SiN2x — | = cos2x — /3sin2x = Z!E;:m 2% — H5sin
= 2{_0081\‘@5%‘ ~ sin2xsin ’{] = 2cos(2x + rﬂ
D'oli: (Yx € IR), 2 cos’x — V3 sin2x
b- Résolvons I'équation (E).
SoitxeR,

= 1= Zcos(h‘+ %)

462  caleul trigonométrique



ond: 2cos’x — J/3sin2x — 1 =0 &= 2cos|2x + -’,H -0

t=32¥+£=

3 %+kmk€-z

kTt
- X = 12 +5 s=kez
ponc 'ensemble des solutions de I'équation (£) est: 5§ = { —n; T keZ }
7| Résolvons dans l'intervalle !— ;.; : 3- ]|Inéquat10n:
2eos'x—y3sin2x— 120

{‘-ﬂ;%', ona:2cos’y — /Isin2x — 1 2 0 s cos2v + %} =0

Soit x &

et-—%SxS%c—-—a(IEZx+1;-~<,ﬂ

=0

[<)
o
2
g
3
=
v

Puisque 3 mﬂ‘_:?_x-rgsg
051\'4—%5!{ =
—_tey<
TG ST

=

dors: 2cos'x ~ /Isin2 — 1 2 0 e - FE <x<
Donc l'ensemble des solutions de I'inéquation est : [

ki
6

|

L

Exercices de synthése

Solt le polyname ; P(x)=8x"—6x— 1
13n

On pose ; o= cmﬁ b = cos ?} ete=cos'y

HMontrer que ies nombres a, b et ¢ sont racines du polyndme (x).
2En dédujre la valeur de chacun des nombres suivants :

A= cos T g - cos m cnsl'tﬁ

9 9
b= t‘osg + cos -':f + 08 I'};T
" 3 I _ 1in
C= msg.crm? + uusg.cnsl‘jﬂ + €08 - COS

So|
et B deux reels différents de & T+ kmavec k €2.
1
% et tan B sant les solutions de l'équation: x € IR: x° + px + ¢ = Davecq # 1.
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1) Montrer que : tan (@ + P) = 7 ?—-1-

=lg=107

2) Montrer que : cos (0 + B) = 57 (7 0

3) En déduire que :
sin{a + P) + psinte + B).cosla + P)+ geos (o + B = ¢

| Exercice £7:3

Soit a et B deux réels différents de 1t + 2km avec k € Z,
Onpose:a=sina + sinP et b= cosa + cosp

B Zsin‘ & ; ﬂ}
1) Montrer que ; t:mq,‘ + tan 5= i ﬂ x a-p
K me.[ ; ]+ms‘ 5 :|
ca_ o+ p
2) Montrer que : E= t.m[ 3 ’
3) Montrer que : tan% + tnng =
Simplifier les expressions suivantes :

1)A= l-.m[:: + g'l.l :D:E-q 2)B=

4a
a + b’ + 2b

leosia — |
2tan(% — asin’{ T + al
4 4
3) C= cos’la + PB) + cos{a — f) — cos 2atcos 23

4) p= SING + sin 3¢ + sin Sa
COS@ + 0530 + cos S

| Exercice £1.3

: , =y 3 2 4r
ABC estun triangle d'angles A; B et C de mesures respectives g.' “-;t ety
Onpose: a=BC; h=AC et ¢ = AB.
1) Montrer que : 2¢os & = b

i

2) Montrer que : cos ’; .cos 2.}‘ cos 4.;‘ =k

5) = sing + sin3a + sin Sa + sin7a
" T cosd + cos 3o + cosSa + cos Td

B
Montrer que : (1) sjn-’:} sin I;T sin 3_‘?_ sin 4;: = 1‘6

(2) cos s ,_m?.;l_ms :“?.crrs";; - ll(:
13) .I‘!*’ MZ;: + "“"4(? + cmﬁ;l.‘ + cm&a;l -0
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pour tout X € K, on pose ; glx) = sindxsinx + sin 2xsinx
1) Montrer que : (Vix & IR) : gix) = sin2xsin3x
1) Résoudre dans I'intervalle [0.7|Vinéquation : g(x) > 0

3)a) Vérifier que : g %) = sin 2 sin 4T

b)Soit ABC un triangle tel que : BAC = 4 et ABC =

Onpose BC =a, AC= b et A# = ¢. Montrer que : I g

a b
[Exercice £39)

Pour tout nombre réel x, on pose : Alx) = cos{fx)— 5cos(2v)

2n
7
g

¢

1)a) Montrer que : (Vx € E); cos(6x) — cos(2v) =— 4 sin” (2x ). cos(2x)
b) En déduire que : (vx € B); A(x) == 4 cos(2x)(1 + sin’ (2x))
2J2) Résoudre dans I'intervalle |- 1. 7| I'équation : A(x) = 0.

b) Résoudre dans I'intervalle ]g ‘}‘[ I'inéquation: A (x) = 0.

Pour tout nombre réel x, on pose : A(x) = 2cos'x — cosx + 2sinx — 2sin'y.
1)a) Montrer que pour tout nombre réel x,ona:

snx — sin'y = stin 2ycosx et 2cos'x — cosx = cos 2xcosy

bIEn déduire que : (v € IR)A (x) = /2 cos|2x - T ) cosx

% Résoudre dans R I'équation : A(x) = 0

¥ Montrer que : vy & I Ef ’; A = 0.

Soit f |5 fenction numérique définie par :
N =(/34 /3costy + (/2 — /3)sin'x + 2sinxcosx
1 g
I Montrer que:(Vx € IRV = /3cos 2y + sin2x + /2
2) Caleyy) ) 137 )

r S3E) et o[- F)

3 .
4: Montrer que - (vy IR)Y.f(x) = 2cos(2x - 2! +/2
a . §
i ) Résoudre dans X I'équation flx) = 0 etreprésenter ses salutions surle
le trigonomatrique.
b M
) Résoudre dans I'intervalle [0, 7t | linéquation ; f(x) < 0
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[Eercice 73

Pour tout nombre réel x on pose: A(x) = /3sindx — 8sin'xcos'x
1) Résoudre dans B, 'équation: 2cosx—1=10

2) a) Montrer que : (¥x € IR} 1 — cosdx = 8sin'x cns_‘_\'
b) En déduire que : (Vx € IRk AIX) = Zcus{«l,\' - %] -1
3) a) Résoudre dans B, 'équation Alx)=0.

b) Résoudre dans l'intervalle 1— %—E ]I'lnéquation Alx) < 0.

1) Montrer que pour tout réel x,ona:

s T : oy D | 7 | o

sin|x - E|+ sin3x= 2sm(21 - 'E}LO&(.Y - fJ

2) Résoudre dans |'équation : sinx + 2sin3x — /3cosx = 0

3) Résoudre dans l'intervalle ’D%[ I'inéquation :sinx + 2sindx — /3cosx < 0.

Soit | la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
Ay 1 — cosdx
fix) = sin2x

1) a) Déterminer [ 'ensemble de définition de la fonction f.

b} Vérifier que f estimpaire etque:(vx € D); fim — x) =— fix).
2) a) Montrer que : (¥x € D); flx) = tanx

b) Résoudre dans l'intervalle })%l I'inéquation : flx) > 1.

| Exercice £78

Pour tout nombre réel x, on pose : P(x) = sin2x + cos 2x — | + sinx — cOs¥
1) a) Montrer que : (Vx € B);sin2x + cos 2x — 1 = 2sinx(cosx — sinx)
b} Mantrer que: cosx — sinx = /2 c:)s‘x + E :_ pour tout réel x.

<) En déduire que : P(x) = /2(2sinx - 1)cos|x + lj :| pour tout réel x.
2) Résoudre dans 'intervalle [0, 27 | I'équation : P(x) = 0.
3) Résoudre dans I'intervalle [0, 21 | inéquation P(x) < 0.

Pour tout nombre réel x, on pose : A(x) = cos 3x + 2 cosxsin 2x — 3sin¥
1) a) Montrer que : (¥x € B);cos3x = cosx(4 cos’'x — 3)
b) En déduire que : (Vx € R); A(x) = (cosx + sinx)(4 cos’x = 3)
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] pésoudre dans  Iéquation : A(x) = 0.
) Résoudre dans l'intervalle [0, 7] Finéquation : A(x) < 0.

y|Résoudre dans R, les équations suivantes :(£ :sin(7x) = sin(x) = sin(3x)
(Eheos(20) — (/3 + 4)eosx + 1 =— 2,73, puis donner les solutions de
féquation (E:) dans 'intervalle [0:27 ).

1 Résoudre dans X, I'équation: (£ ):mcosx —sinx =m+ |

Discuter suivant les valeurs du parametre m.

bercice £

#ésoudre dans l'intervalle [0; 27| Iinéquation : -1 <1 (1)

COSX  smx

1)50it x un nombre réel.

Montrer que : cos®x + sin’x = 3 + 2 cosdx.

ool

3
8

YRésoudre dans R I'équation : cos'2x + sin‘2y = 1

T
3 Résoudre dans I— !,[ 0 ’I'inéquatian: cos'x + sin'x =
USoita un réel de lintervalle ;.

Montrer que pour tout entier naturel 1, ona:
g co (2

s

=

- Feeig)
alcos(da)..cos (2 a) = '“,"_t_' &
- sina

1 -
1€ deéduire I valeur du produit : cos |rfr +PO8; -1’?t L 4|§ e TE

ey SCltionS

Onpose ; x — cost
Hlx) = Beos't — Geast — |
= dcos’r— 3cost) - |
= 2cost{dcos’r— 1)~ |
= Zeost(2cog' — | + 2cos'r—2)~ |
= 2eost(cos(24) ~ 2sin') - 1
= 2cosreos 21— 2 cosrsintsing) - |
= eosteos 21 — singsin2e) - 1
= 2%5(3:) —
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2cos3f—= 1= 0 &= cosdi = ;

e 3=T+kmoud=-F +idr(k€Z)

n, k2n T, _2.%::

==+ 5 P our=—7 (ke )

Pour:f= 1‘} + k%"’,una:
-Pour k=0,ona:t= ’.;
Donc: cos-’; est une solution de I'équation P(x) =0

-Pour k=1l,0na:t= Tg.

Donc: cos '!;t, est une solution de I'équation Plx) = 0.

-Pour k=2,ona:r= I%}K

Donc : cos -11“ est une solution de I'équation P(x) = 0

Par suite, les nombres a, b et ¢ sont des solutions de I'équation P(x)= 0 et

puisque deg P = 3, alors I'éguation P(x) = 0 a pour ensemble de solutions :
§={a.b,c}.

2) Déduisons les valeursde A, B et (:
Soit xE€ B, ona: Plx)=8lx—alx—b)lx—c)

=8 —(a+blx+ab)x—¢)

=8x'~ 8la+ b+ e’ +8lab + be + calx — Sabe
etona: Plx)=8x"-6x—1

a+b+e=10

Donc: {8 (ub + be + ac) =— 6
— 8abc=— 1
a+b+e=10

Doti: ub+br+m'=—i
u!v':‘li

A=1

Par suite : ;;;5

c=-3
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]
i Montrons que : tin (a+ P)= ff£ i

gna:tana et tan P sont les solutions de 'équation : & +px+¢ = 0 donc:

une + tanp=—p

unattanp = ¢
o = l.u:o‘.+ tan f3 2 = Tl
puisque : tan (et + P) = n@ tan P’ alors : tanfet + B) = |
¢ cos? N 1 ] ST et |
10na:cos (o + ) T+unt@+ P, P @-D'+p
g—1°

/| Déduction :
Onpose: A = sin ‘(o + P) + psin(a + Pleos(a + B) + goos (o + B)

Ona: A= cos (o + |3Hl:m oo+ P)+ pran(a+ B+ g)

Done: 4 { O
A= p’ +(f."‘]}‘ (q- ‘+r;—l+"']
o gl pitpilg- Ilffflff-l-"]
pi+ig-1y g—1)°

| .
=pirg=nplitl-D )=¢

Donc: sin (ot + B) + psinfee + B).cos(a + P) + goos (o + Pi=g

fercce £

“olla i o e I:" \1!1[,’
Li( J ; t }_ [Cli Lﬁ(miEl

sin{?]ms{ g] + ms[‘;fsinl ‘g|

<in|§:|

t'n:itg]mn\'[ EJ

i} "'“l 2 + 'Ih
‘-lé(cus[u:f + gl’ . cuslg' - E]J
Jsil![u ;_ BJ

g ::m.[u': BJ+ ms‘u_

)
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el
Done : luﬂti] # mlE] ml‘_x_‘%_ma- cns(u' % B)

2

2) Montrons que : B = :an(—— ]
sy (R0 )ale)
B a+msﬂ [u_zb_] {_}P]

s ’“"(Elp} (a+ﬁ.]

o ;G_:E
) Montrons que:m[%}+ um{p_] =i 1& 57

s dlah 4(sin@ + sinp)
a v b+ 2b

2+ 2cosla — P+ 2(cosa+ cosP)
2(sina + sinf)

T 1+ cos(@— P) + costt + cosP
4smtu+ﬂ]cns‘“ ﬁ}
lmt—-plh"ms':a*ﬂl [q B}

260(058) (@) w(®
‘ b}+cm[°’+ﬁ} l.|||[2]1l.|1|:3:|
[ Exercice £7/]

Remarque : Ces expressions seront simplifiées dans leur ensemble de défini-
tion, c'est pour cela que le réel o est pris dans 'ensemble de définition.
1) Simplifions |'expression A:

cna-’1'_!£l.'3..“=?_m_s_{i_-._a-!= __Z*i*';{g_ %'
e sin{%— - 0.] 25:.:1(11- - %-]ms(g = ";'

ST SN IR CU—— !
Y - (g-g) (38
Donc:zl:um(ﬂ: “}xlgﬂ:i{:u-l
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igmaliﬂans l'expression B:

o Zeos¥a)— | X
Itan(ﬂ- - O‘.Jsm [ + ﬂl
cos (20)

21.111[4_— GJmﬁ (l‘t —_{-ﬂ +_uH
cos(2a)
Zmn(‘-_f - a}cos’{’_{ - af
Lol eostlo
Zsin[% - u)cm{? - al
= cos2a)
sin(i(!}- -u])
_cos(2@) _ cos2a
B o

AIsimplifions 'expression ¢':
Ona:
856+ )+ cos’a - B) = (cos@cosP - sinasinP)’ + (cosacosP + sinasinP)
= 2{cos'acos'P + sin‘asin’f)
Dautre part:
2a)con (2B) = (cos'a ~ sin‘a) (cos'P ~ sin'P)
= cos'acos'P 4 sin'asin’P — cos'asin’P - sin’@cos’p
Bonc: ¢ = cos‘@eos P+ sin‘asin' P+ ms"ua.in'ﬂ +sin’aeos’p
Ysim = lcos @ + sin'a)(cos P+ sin'B) =
plifions Fexpression [
315N 4 sin3ee 4 sin Se = sin 3+ (sine + sin Sa)
= sin3a + 2sindacos(2a)
= sin(3a) (] + 2cos(2a))

o
feosa 4 CON SC) 4 cos 3 = 2 cos doecos 2+ cos (3a)
= cos(3a)(l + 2cos(2a))
D°"° [ = SN + sin 3a 4+ sin Sa sinp v sing = 2an( L5 foon| £ 4)
COS@ + cos 3a + cos Sa £ ~

- Sinda(] + 2cos(2a))
cosda(l + 2cos(2a))

conp s oy = 2om| i 4 ""'.J‘ +4)

= tan(3at)
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5) Simplifions I'expression F:

Ona:sing + sin7d = 2sindd cos 3o

et:sin3d + sin50 = 2sindocos@

Donc: sina + sin3a + sin5a + sin7a = 2sin(4a) ( cos 3a + cosa)
De la méme fagon on trouve:

COSQ + cos 30 + cos 5@ + cosTa = 2cos(4a)(cos 3e + cosat)
Dol : E = wan(4a)

[Exercice 3

1) Montrons que : Ecus{’.}'l = i’

Ona: 5"“[_111'] = siul,z-}_z] 5 2sin|J )eos( T
a v b " b

Donc:f' ,\ln[.;}t‘m{ﬂ :“ﬁ ‘[H“ <’§ * sm{ﬂ] 40|

sin| %) 5
2) Montrons que : L‘Os{; L‘(!.sz? ws“.}‘ :{
sin[zf[] sinf'ml 25in 2 cos 21
(o i 0 =g W oy i
b ¢ c
Donc : L = 2::;.-;[3.}”
. (4m
Etona: € _ sl e Y
sin 7|

D'OI'.Itcox Jcm{ )m(‘!n} la x —n_;, p L‘ON{-I-;I}
P FL A
e e )

:\in{ ;l]

g 4)-

1 sirn{“—}rl
:-ax W
sm(-?)
Puisque:si|1[3’-‘-]= xin[!‘l:-r 1.“7— sinl:gfet sin[’-}] 0

e N | e |
Alors : a:sjtus 7 eSS =— g
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an 3n an _ 3

+ Montrons que : (1) sin ™ 9" -sin S sin = sin = = 6
ona:sinasinh =— 2[:09&1 + b) = cosla - b)|

At ! {ne37) kA T
Uonc:smgsng-[ =- 2-{(.0:( 5 = r:m.fg”—~ 2[2 ~ cosg )

i3 (T 3

puisque : sin( 3F | = sl;l( 5=,
Alors : sin ¢ sm",;(sm'(itsin“;: === 3 [lﬁm e cmgsin 'g‘}
Etona:sinacosh = ;{sjn(rx + b) + sinla — b))

Bon-::smgsinzgl sin = 9 sln";[ - "4' [.I,qn'm - I{\JM ]'+ \1!1{31””

2
=— '-83 [sin 4-“- — sin SJT - ‘EJJ
Or:smPnﬁz 5]n1n = 4;(] - 4;(_
D'od : sin( ™ | sin( 27 |in (37 | cin (4] _ _ /3 J3}_.3
i ) { Jam[ ]»lnl: J=—%g {o- 2']"I6
Dol : (1) sin T 5jp 27 4 _ 3
1 951!1 \||1 9 sin R o
* Montran: : G S N 7 | S |
9 sque: (2) m.sg -COs . 008 - cos g = o
Pose: A = ¢ 5 cos 2 9 s.u\"?
Donc : 4,y T ¢
sin 9 X A= |:.u|n § c0s E]lms "";‘ o5 -l‘;l‘
Ll [2:,

e 2 [-"'“t' Lﬂb{ n |:|L[IN

= 1sm: o |cos| '"t]

= Rsinl{ 9
ftong. . 8%
A T = sin{m ~ §) = sin§ etsin 4 0 donc: A~ |
Ulsque ; o 370
i ““1 ' ‘-'"*’: = 1, alors : cos g cos 29!'{ cos ‘9 cos 4.:‘ Ii@

Ontro | F
NS que: (3) 5 + msﬂ*nlw t,oa[ )+ cos(§ o)+ ..-n5|5;‘] =0

On
icosp 4 posg = 2¢os(P3 ©)cos(P5-4)

Done .
one m(in’ i cm{ﬁnj £ 1‘“"(“}‘?‘”[’1‘:]
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o 4] s 8 = 2 o )
o= s (2) - cos( 5+ (o) + ()
~ L o2 () 45
puisve o 4F) s ) = 260§ s )
< 20 s~ 4) = 2cu( ()
ors + 8=+ e 2 e B )

'-1-'-'-4msl )wb( 9 )ms( 9 } 4[;] =0
(car: A= s}
| Exercice £1}
1] Montrons que : (vx € IR) ; g(x) = sin2xysin 3¢
Soit x € ®,ona: gix) = sinx(sindx + sin2x)
= _<ir|x‘25inl‘i-"-'-+2 h]cm‘[“_z lz”

sinx(2sin 3x cosx)
sin3x (2sinxcosx)

sin 3x.sin 2x
Done : (¥x € IR) g (x) = sin2xsin3x

2) Résolvons dans I'intervalle [0: 7] 'inéquation : g(x) > 0 =
T T T n b3
[ x |o : -

T3 B B ————
CEsE= i—_};‘_i _%1

Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation glx) = 0 dans fintervalle
i e T .27

[o:m]est: 5= }J fl u |2 5 l

3} a- Vérifions que : g| ’.}] = sin 1—;’; sin ‘%"

Ona: g{ T—H = sin 2—}I sin 375 = sin(g;—[ )sin(‘ﬂ: ~ %‘) = sin( 2:;-: .}sin( 4-;‘ )
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() s (2 s )

Tapwlt |
pMontrons que £, + 5 =
D 5
si:l{‘:-;t] smr".;-r" xm{’.}} N, |
Gapose: k= —g"= b =t el (D'aprés les relations du sinus

4ans un triangle) donc: ka = sin(“-ff J kb = :iin{ 2-;1' ] et ke = sin(‘; J
puisque : J.(I;) - .-iiuf zfjsinl:“;rl alors :

2 o
m:".?sjn? + sin 2;[ sin!} = e.in[“;-{ I|.s|u|:'1.}t )

Donc: K'ae+ k' be = k' ba, c'est-a-dire : ac + be = ab

et |

hei= Al | =
! abe’ signifie que ; b e

Dos: .:;i_ 4 abe —
!/a-Montrons que : (Vx € B); cos(6x) — cos(2x) =— 4sin’(2x). cos(2x)
Sitxe B,
Enappliquant la formule : cosa — cosb = — Zsin(%"}_isi“'[ﬂ_}‘!3
Paurtout ye R et he B,
Ona: cos(6x) — cos(2x) =— 2sin(4x).sin(2x)
Puisque ; sin(4x) = sin(2 x 2x) = 2sin(2x). cos(2x)
Rors : cos(6x) — cos(2x) =— 4sin’ (2x). cos(2x)
00hE: (v & IR);cos (6x) — cos(2x) =— 4sin'(2x)cos(29)
b Déduction 1Soit xe R;ona:
Al = {cos(6y) — c0s(2x)) — 4cos(2x) = — 4sin'(2x) cos(2x) — 4cos(2x)
== deos (2%)(sin*(20) + 1)
zu.;;‘fm € IRYA () = — dcos (2x)(sin’(2x) + 1)

solvons da
sﬂl.rr_-‘_

Dong

ns l'intervalle |-t nt| I'équation Alx) = 0:
Fn,

My Aly
=0 e - deos(20)(1 + sin(2x)) = 0

== cos(2x) = O ou | +sin’(2x)=0
= 20=" 4tk e 7 (Car: 1 +sin’(2x) > 0)
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Puisque: x € |-, [, alors :cos(2x) = 0 e= X € {3"_' £ ?4t A _3_11]

Donc 'ensemble des solutions de I'équation dans I'intervalle - |

est: §= {%_3‘.3! i % k- 3Tﬂ|

b- Résolvons dans I'intervalle IE E]!‘inéquatiun TADZ0

Smtlr:l6 3 |ona: 1 +sin’(2x) > 0, donc :

Alx) = 0 e=s — dcos(2x)(1 + sin’(2v)) =
= — 4cos(2x) = 0
= co5(2x) = 0

Donc I'ensemble des solutions de 'inéquation : § = 1%‘ 31 I.

4
[Exercice 47§
1} a- Montrons que : sinx — sin'x = ;—sin 2xcosx
Soit x€ B, ona: sin2y = 2sinxcosx, donc: %sinll'cosx = SINXCOSX
etona: cos'x = | —sin'x donc:
‘sl;sin 2Zxcosx = sinx(1 — sin’x) = sinx — sin'x
“Montrons que : 2cos'x — cosx = cos 2xcosx pour tout réel x.
Ona:cos2x=2cos'x— | donc:
cos{2x).cosx = (2cos’x — 1)cosx = 2cos'x — cosx
b- Deduction :
Soit x& X ,ona:
Alx)= (2cos'x — cosx) + 2(sinx — sin'x) = cos 2xcosx + sin2yeosy

= (cos 2x + sin 2x) cosx
Puisque :

cos2x + sin2x = ./—‘ COGIX+ 'g—zsinz.\'}: ﬁims - cos 2x + sin 4-.|u x|
=ﬁms{l¥—%
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pors s Alx) = ./ims‘lx — %—)cou donc :

718 e
(ix € IREAW) = ﬁcos(Zx - j]cnsx
;| Résolvons dans &, l'équation: A(x)=0
QLAE B,ona:Alx) =0 e /fcns(?.t - %)casx =0
P cos(?_t‘ - 2—1]= 0ou cosx=0

ftona: .mx=0o=-x=32;-+k1t:ke?l
ccos(20- %) =0 = 20~ E=E ik ez
3n , kn

- X = R + T:k eZ
Donc l'ensemble des solutions de I'équation Alx)= () dans ¥ est:

5:{%+ kr: k Ez}u{%+ kTe. ez}

3| Montrons que (Vx = —'g—% D Alx)=0

Puisque cosx > 0 sur I'intervalle l— g’"} ]alors le signe de Alx) est celui
T I

de cos 2y - ona ~Esx<clem-Tonc]

Ponc: cos{2x — ) > 0 drou: (v € [- 33 D:M,\') > 0.

1) = =
Montrons que : S = A cos 2y +sin2x + 2
Soit x & & - ; pan oy
YER,ona: flx) = (/2 + 3)eos’y + (/2 — /3)sin'y + 2sinxcosx
= 2(cos’ + sin'x) + /3 (cos’x — sin'x) + sin2v
= /2 + /3(cos 2x) + sin2x
(T = /3cos2x + sin2x + /2
Q05X 4 ginty y - ra - %
4 Y+ sin'y = 1 et cos’y — sin'y = cos 2¢ et 2sinxcosy = sin2x)
| Caleyigng _,( .31?5) e/ 13m )
Ona 11y - g /et 5 )
bon ""’ =V3cos2x +sin2x + /3
C: 3 .
) S eos T) ¢ ia(78)+ 5 = icos(om+ T sinfom + F) 2
Y"‘““!“ + :,‘I ¥ \m{n' + :‘} tf2= '.".lcm-‘r:- -\mg + /3

=.,f3.\!'¥. !’?,__Q-
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orous: f{378) = Lfi—_-&
f-58) = Jaeos|2 (55 sfa(- 5+ /2
ml:x(—m"})- cos|~ l3"“] = 'os{”“)-— ws(ln + K): cos % =
sin(l x(—lm])— sm{—"ﬂ - ]: sin ~-] == qin%.—z_ %
Dnnc:/{-lm) SIxs +'—l!+l"=1+|/_
2 Montrons que : flx) = 2:.-«:-.»(._\"- 2 )+\ 2
fix)= /3cos2x¢ + sin2x + /2 = 2‘—‘/;{:05?.1‘ + —:l,sin?.r_] +/2
= Zlcos%ms?.t + sin%smh]-'- 2= Zcos{zx- %}+ /2
Donc: (Vx & B): f(x) = 2cos(2x - %}4‘ V2
“| a- Résolvons dans E, 'équation : flx)= 0:
Soit x=e E,ona:
fi=0 = 2cos|2x - )+ /2= 0
= cos[?_x—- -E-}-—-— %
= ms[?.x—- %J: “'5!3Tn]
- [;_r_ 1;, oy 34& + 2w ou 2% — g 2 -’:T + 2kTikE Ef]
-=»(x=—%i+moux= 1z +k;r:klzz}’.)

24

Donc I'ensemble des solutions de I'équation f(x) = 0 dans H est:
ln
{ 4+ ke (-:!;] i__ffi + kit:k {;g}

- Représentons les solutions de I'équation sur le cercle trisunamétrique:

Un_Lan-n_ ¢ g

LSRR et
In_-8m4m s
L LR T Sl i
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4f 2
,.;.f-:-+f!+2kﬂ
UR . 7+ 2un

e e X o K
Pour représenter % on repr % puis 15 puis 57 en utilisant

labissectrice d'un angle.

lesnombres LQI—;E + ki ol k € Z sont les abscisses currilignes de deux

points diamétralement opposés sur le cercle trigonométrique aussi pour
s nombres — Z‘} +kretkeZ.

bRésolvans I'lnéquation f(x) < 0 dans lintervalle [0, 7 |:

$tre(0.n]: f(x) < 0 oms 2cos(2x - %' +4/2<0

.'-',

e cos(2v ~ 2] =
“"Dose: N=2y- n
[{]

3 n
!'l{[l_nl._,u <30 1
=0 <2 <2 \jl
PR < 3 B !
6 8 &1 (4] E
' 0
wf -
N’“ i=J2 o n
g
s o cosX < o2 i AL
I“-'|u,ﬂ| o 2 : 3
X e |_.“.:-_.|.!ﬂ. s
6" 6 4
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Les images des solutions de l'inéquation cos X = — —‘gg sont re-
présentées par |'arc coloré sur le cercle trigonomeétrique.
cosX < — %

M <y <3
PO ST kel vhakatalr
6 6
in e SR
oy v = 6 = 1
in n ;oD AE
=rt+ T S = 1 + 6
lin 17n
=3 --4- =x S Tf
Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation flx) =0
dans l'intervalle [0, 1t | est: § = 111;[%1
1) Résolvons dans , I'squation : 2cosx— 1 =0
Soit xe R,ona:
2eosx—1=0 e ctssx-%— Cm‘f
= .\'=-— +2UrikeZoux= '; +2%nkeZ)
Donc I’ensernbie des solutlons de I'inéquation est :
5= +"k1t£€2u——+7mkczi

2la- Montrons que: 1 —cosdx = 8sin"ycos'x

Soitxe R.

En appliquant la formule : 1 — cos2a = 2sin‘a pourtout ¢ € B, ona:
1= cosdx =1 —cos(2x2x) = 2sin'2x ot puisque : sin 2x = 2sinx.cosx
Alors : | — cosdx = 8sin'x.cos'x

Donc: (¥x € IRk — cosdx = Bsin‘xcos'y.

b- Déduction :

Soit x& R, ona: A(x) = /Isindx — Bsin'veos's

JIsindx + L-mh -1

]

‘zmsnh + sm-lx] ]

= 21:0531.'054:1 sinTsind.\'i— I

]

Ztasldx - 1"{] -1
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o (vx € TREAG) = 2cos(4x - T ;
,,..nésolvonsdans R, I'équation : A(x)=0

ki k €Z ou M—j—%+2kzr;kel)

=(x=£2l;kel ou x=%+k7”:k€Z)

donc fensemble des solutions de 'équation A(x) =0 est:
m, km. km. }
S-[6+ 2 1k eZ}u{ 2 kE€Z

b-Résolvons I'inéquation A(x) < 0 dans Fintervalle [—% %],
Sitxe ——-37 ,ona: A(x) £0 = cos(u—%)— % <0.
Tableau de’s B _ Loy [EE]
3u de'signe de cos(4x 3) 5 sur I'intervalle 63
_n i n
I x 6 0 6 3
X=4x- T _ _ n
3 T 3 3 _”J
cos(4x— y_ 1 _ ¢ . (# R !
21 i J
Len,
semble des solutions de I'inéquation est: § = [—E OIUI%% I
s
-N
[
-5 0
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1) Montrons que : s'ln( - %) +sin3x = 2sin (?.t - !65) cos(:c + g)
Soit x € R, en appliquant la formule suivante :

(W(a:h) € R);sina + sinb = zsm(a+b) (a;,,)

T SRS
oo u)=-s-3

Dnn::sinlx - %) + sindx= Zs‘m[?.x - %—]mﬁ(—x - ~)

Ona:

= 25in[2:~ -E-}cos(x + %)
D'olr:(Vx € fR),sin(x— %)4- sin3x = Esin[h— %)ms(x + :}

2) Résolvons dans R I'équation : sinx + 2sin3x — /3 cosx = 0
SoitxeR,ona:

sinx — /3 cosx = Il%sinx - /zsmsx} = Ztsinxms%- — cosxsin g] = ?_sin{.\' — 1;)
Donc: sinx + 2sin3x — /3cosx = 0 e 2sin3x + Zs}n(x - %] =1

< sin3x + 5in(x— g): 0

e 2sin(2x — cos(x + )= 0

6
msin(?.x— E):tlnu
Luc.(x+6) 0
plﬂsque:—sin{lr—% =()c_a]‘4-—%—.kﬂ;k(— Z
knt
e—ox_lz 5 k EZ

etum{_x+g)—ﬂs.u|¥ =X

e x= 3 + ki ke L
Alors l'ensemble des solutions de I'équation est :

S={%+"‘T":k52} [3 ";‘kcz]
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ﬁmm |r|néqu3t[on ssinx + 2sin3x— ﬁ cosx=0

#;E[ﬂ 'f[; ona: .
w+ 2sin3x — J/3cosx = 0 = sm{Zx-— %—)m(x-g. %.} <0

.Tableau de signe de sin (Zx = —] sur 'intervalle [0 2[

i . 0 5 3
[ = 20 o 0 3z
sin{?.t = %-) = 4 3%
-Tableau de signe de cos(x + %) sur l'intervalle [0. %[
LT FH

e ] 1)

“Tebleau de signe de sm(l\ Jcnsi x+ &) sur lintervalle [0. %—[

6
___ ouasi B ; %f-
"“!.1‘ = ;E:Icus[.t + .'-'1} Ny é %
Donc, 5
lensemble des solutions de I'inéquation est : § = ID l,,] I%I- %—l

Y-Déterminons D:
m":R 'ONa:ix €D e sin2v# 0
SN2y = ) oy Xx=kn:k eZ

—x=4 rez

Do
L:: O=m- (&, ik ez}
entrons Que f estimpaire :
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PwrtouthD ona:-xe D

—=cos(=2x%) _1-— 2. - [l—cos2y). .
et fi= x):' sin(— 2x) ——sil::b ( sin2x ]_ =S

Donc: f est une fonction impaire.

- Montrons que : (¥x € D); fll — x) =— f(x)

Soit x& D, ona:sin(2(m — x)) = sin(2w — 2x) = sin{~ 2x) =~ sin(2y)
Et puisque : sin 2x # 0 alors : sin{2(11 — x)) # O cest-d-dire: T — x & D
Donc:

1—cos{2(m—x)) _  [1-cos(2m— 2x)
T —X) —sin2x ==| sin2x i indyi i

D'ou: (vx € D); f(mt — x) =— flx).

L= m-l\
sin2x

- fx)

2)a- Montrons que : (Vx € D); f(x) = tanx
Soit x& D, ona: sin2x = 2sinx.cosx et cos2x = 1 — 2sin’x
clest-a-dire : 2sin"x = 1 — cos 2x

ik O o, W . 111 o A | T, g :
Et puisque : sinx # O alors: f(x) = Femxeosx — Cosx — Lanx
Donc: (Vx € D); flx) = tanx,

b- Résolvons l'inéquation : flx] > | dans 'intervalle }7%’

Il.%- et M{%} un point du cercle

trigonométrique. B

Soit x £

Ona: lan% = 1, donc les solutions
de I'inéquation: tanx > | sont les abscisses

currilignes des points appartenant a l'arc B
orienté MB.

Donc I'ensemble des solutions de
AACNE < ok LT o L
I'inéguation dans I'intervalle }1 2[ est.!?. 5 I

1}a- Montrons que : sin 2x + cos 2x — 1 = 2sinx(cosx — sinx)

Soit x € B, ona: sin{2x) = 2sinxcosx et cos{2x) = 1 — 2sin’(x)
Clest-a-dire : cos(2x) - 1 =— 2sin’ (x)

Donc : sinl2x) + cos(2x) — | = 2sinxcosx — 2sin’(x)

= 2sinx{cosx - sinx)
D'oii; (¥x € B):sin2x+ cos 2x — | = 2sinx{cosx — sinx)
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X I n
b-Montrons que : (v € IR);cosx —sinx = ﬁ‘m(Jr * TJ
sitxe R ona:

.:ma:

cosx — sinx =

= ﬁms[,\' + %—J

ponc: (Vx € IR); cosx — sinx = /icos[x + %]
¢- Déduction :
Soit xe K,ona:
Plx) = (sin2x + cos2x — 1) — (cosx — sinx)
= 2sinx(cosx — sinx) — (cosx — sinx) = (cosx — sinx)(2sinx — 1)

/E(—‘/zzcos.t L gsinxj = ﬁ(cos%wsx - sin%sinx)

= ﬁcos[x + %)(ZSi"x - 1)
Donc: (¥x € IR); P(x) = /2 (2sinx — l)r.'oei{x + %]
7] Résolvons dans I'intervalle [0, 27 ] I'équation: P(x) = 0.
WlelO.z‘n:], ona:P(x)=0 = /2(2sinx — llcos{:f . §,= 0

e sinx = —,lroucusfr+ %J: 0

_sx

Btona: siny = % e x=goux=¢

bis

6
“msl-\‘+%‘—)=ﬂ=ox+%z% ux-é—%!'-‘-.g!
n
E)

o

ST

e X=Foux= g

Ln
)

Donc I'a I 5“}
l-:l T .

nsemble des solutions de I'équation est : § = {%

=

3
 Résolvons dans Fintervalle [0,27 | Finéquation: P(x) <
Soit x & (o, 2| ona: Ply) = 2./5{5in,\' - 1],—]&‘05[.\ + %H

-T B
ableay de signe de cns[.\‘ + %J sur I'intervalle [0, 27t |
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- Tableau de signe de sinx — %:

x ‘0 n

: 1
sinx — 5 l

=
%{/’\é‘

2
‘! A

- Tableau de signe de P(x) sur [0,27]:

1
]« % & %

e
EAERTNENE

Donc I'ensemble des solutions de I'inéquation est :

s g5 e

o4l

1) a- Montrons que : (¥x € B):cos 3x = cosx(4 cos’x — 3)
Soit x € B, ona: cos3x= cos(x+ 2x) = cosxcos 2x — sinx.sin 2x
Puisque : cos 2x = 2 cos'x — let sin2x = 2sinxcosx
Alors :cos3x = (2cos'x — 1 Jcosx — 2sin‘xcosx

=(2cos'x — 1)eosx— 2(1 — cos'x) cosx

=(2cos’x— 1 -2+ 2cos’x) cosx = (4 cos’x — 3)cosx
Donc: (¥x € [R);cos3x = (4cos'x — 3)cosx
b- Déduction :
Soit x € B, ona: sin2x = 2sinx. cosx
Donc : 2sin2x.cosx — 3sinx = 4 cos’x.sinx— 3 sinx = (4 cos'x — 3)sin¥
D'oli : Alx) = cos3x + 2cosx sin2x = Isinx = (4 cos’x — 3)cosx + (4 cosx 3)sins
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prsuite - (V& € R); Ax) = (cosx + sinx)(4 cos’x - 3)

2) a Résolvons dans R l'équation: A(x)=0

witxeR,ona: A(x) = 0 = (cosx + sinx)(4cos’x — 3) =0

& cosx + sinx= Ooudcos’x— 3=10

= COSX + sir;x: 0 ou cosx =— 5-ou
cosx = %=

ftona :®cosx + sinx = 0 = 2cos(x— %)z 0

® cosx = ijfc:cosx=cos
x=% +2%urmikeZ

= tou

x=-§+2!ur;k€l

.cosxz—gmcos.\':cos%

m““’s% ce(:——sT"‘+2l<1r k€Zou x—5”+2k7! Le/)

Donc l'ensemble des solutions de I'équation A(x)= 0 dans R est:
$={3 4 imik e Z}u{— + UMk ez}u{—E + UMk € z}
{ +2k1tk€Z} { "‘+2mkez}
b
Résolvons dans intervalle |0, 7 ] rinéquation : A(x) < 0.
Soi
txe o, Mlona: A = ZCOS(X - ?)(4cos'x— 3).

“Tableay, de signe de cos(x _ _)
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- Tableau de signe de 4.cos’(x)— 3:
Ona:dcos'x— 3 = 0 &= cos'x < %

3
o= lcosl < ¥5

m-—<:.usx€4:

Donc:
x I n ST
‘0 6 6 _it
; |
4eos(x)—3 | + # - é +
- Tableau de signe de A(x):
( x: 0 sn n ]

& 3n 7t

6 4 6

\ Alx) :I + + - é + ¢
S

Donc I ble des solutions de I'inéquation est :

1) Résolvons dans B, l'équation (E ): sin(7x) = sin(x) = sin{3x)
Ona: sin7x — sinx = 2cos4xsin3x
Donc: (E) e= sin3x(2cos(dx) — 1)= 0

== sindx = 0 0u cos(4x) = 1
@ sindx=0e= x=km:lkeZ) i

—x=Tikez)
[-tx= ’jt +k2n:lkeZ)
@ Cosdx = -1, =3
4x= —=;+k21t (keZ)
c=-_\f-|.z ki oux=-— l"-{,+""2 ;(kE?:‘
Donc I'ensemble des solutions de 'équation (F,) dans 2 est:

$={k—§—‘-;l EZ]U[IF2-+ !‘%:-;k Ez}u[:l_;l_ 4 .tzx;:k EZ}
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; dans B puis dans [0:21] 'équation (E.):
wws(?-x)'"(ﬁ"‘ 4)cos(x)+ 1=-243
gna: | +cos(2x) = 2cos’x
gonc: (E) o= 2c0s°x — dcosx — /3cosx + 2/3=10
o= 2cosx(cosx — 2) = /3(cosx~ 2)=0
e (2cosx— /3 ){cosx— 2)=0
e COSX = "—;3 (car —1 = cosx < 1)
- X = g + k2w ou x=—-§—+k2fr:{kEZ)
e g n1ln
ﬂ'uu..‘.-.;.|={ﬁ. (3 }
1 Résolvons dans B, I'équation : (Flmcosx —sinx=m+ 1

Onpose: £ = tan(5 | avec : x # 7 + 24m pour tout k€ Z

2 |
1+ I+ r
Dans quels cas les nombres x = 1 + 247 sont des solutions de (F):

Ona:siny = {f" et cosx =

Ona:(vk €Z);cos(m + 2km) =— 1 et sinlmw + 2km) = 0

lesnombres x = 11 + 2km sont solutionsde (E)es —m=m + 1 ‘
; = m=- ;

“lercasig = 1

3 2

£quation devient — il,m.-x - sinx = 1, clest-a-dire : cosx+ 2sinx+1=0

Ona:sinx = 35'"'!;(‘0&'; etl + cosx = Zcosf-_‘,|
%N 1+ cosy 4 2sinx = 0 chs{g”cos{g}+ ."!sin{‘}”: 0
= om{;): ﬂou;m(§j+ Zsin[’z'}= 0
o= (F= T +amt €Zoutan(§)=-1
- or—-a.\‘:!l+2.k1tou%=a+k:r:kEZ
e itang =} et-T <a <o)

;:20+3k;7;;‘@z = (x = 7+ k2m:k €Z) ou
linq,:‘_%_
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Donc l'ensemble des solutions de I'inéquation est () dans ce cas est :
S={m+ kmk eZu{2a + 2%mk €2}
‘telque :tana =— et~ % <a <0
-2éme cas:m #— é
Dans ce cas les nombres 1t + 2km avec k €Z ne sont pas des solutions de
V'équation (F):
On peut donc poser : = tm( ;}
Donc:(E) e= (2m+ 1+ 2t+ 1 =0
A=4-4(2m+ 1)=— 8m

"o sim > 0 alors : A <0 donc I'équation (¥) n'a pas de solutions dans R.
esim=0alors: r==1,donc: tan(3} =~ 1,dot: § =— T+ kmik €2,
Cestandire: x=—5 +2kx k€ Z Parsute: s = |- T + 2kwk <2}
sesim<0,alors: A>0,donc:t = = I; ‘:_}2"' eth="— 12;""1_'12"'
Ona: 3l € ]» ’,j.’z‘-[;uma: fnetdla, e |> ‘;”15| sanet, =,
Donc: (£) e tan§ = tand ou tan = tands

= J=wiknouF=atin (keZ)

e x=20+ noux=2a.+2UR (keZ)
D'oli: § = {2a, + 2%m/ik € Z} u{20: + 2knik €Z)}

* Ensemble de définition de l'inéquation: ----!ﬁ- <TnE X E [0:27 ]
Soit x € [0:2x |;

Linéquation est définie si et seulement si : sinx # 0 et cosx # 0

Ona:sinX=0 e x=kT e x = -2'%1' keZ
co:n'=0¢=x=-§ +hT e x = u—"‘;-”—“:ke?.

Donc: cosx =0 oUsing = () e x = -‘%‘;(k eZ)

Sur [0:27 | les solutions sont O;%m: -3-2’5 et 2w

Dloit: cosx # 0 ousinx # 0 e=s x # Mk £2)
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mele de définition de I'équation (1) est :

rhﬁu}rflUlﬂ o Pfoon]

,tisolvons dans D) I'inéquation (1):

(1) o= o7~ sinz <0
! %Es:::ix <0

V2 V2 )

o Cosx = sinx = fz( 5 cosx— "5 sinx
=Ji(sin;‘-msx—mszsin.t)=ﬁsm(%—x)

Donc : sinx — cosx = vrisin(;—%;)

Sitx e D,ona: (1) e m!u_ s'ii!i'i <0

sinx — cosx <0
cosxsinx

fz sln(x - ]
— <0
2sm(?-ﬂ

- ™
Sll'l(x o ]
4
sinze 0

*Sgne de sin2v sur lintervalle [0:2m]:
una:‘siuzx=(] &= kmk € Z)

O<x<2r " lo<x<2r

ﬁ{x= kf’:(keZ)

0<x=<2r
R, oo "'*‘5{0 ;_"JT'_?TK:ZN]
L[],
2 |p !:
Sin 2y &
Sne g Mn{x:

E) sur l'intervalle [0; 27 |:

b, .
“Sinl o
n{x 4.)=ersx-§-=.km(kez)

x=T timkeZ)



x n s
n n
x=g =g 4] n

lsintx—a-‘-n !

lﬂ X — 4)
- Signe de —hED M I'intervalle [0; 2 |

n n s G e
B [} 5 5 T L ; ‘_r;“
sml: = J - + + + 6 -
l sin 2x + + R + + 5
3 |
\ sinfx — "__ . + _ * _ —I +
sm(2n) | |

D'ol les solutions de I'inéquation (1) dans Iintervalle [0:27 | est :
_boallx ], I57.3n

o= plo oo %]

1) Montrons que : cos'x + sin'x = % + %cosl!x.

[Rappel: Y(a:b) € B ;la+ b) = a'+ b' + 3abla+ b)).

Ona: (cos’x + sin’x)' = cos'x + sin‘x + 3 cos’xsin’x(cos’x + sin’x)

Puisque : cos’x + sin‘x = | alors : cos'xsin"x = 1 — 3cos xsin’x

Etona:sinxcosxy = %sm?x donc : sin‘xcos'x = zsm’lt et en appliquant
la formule : sin‘a = f“ — cos2a) pourtou‘t ae R, ona:

Clna:z-sm"?.x= §(I — cosdx) = 3—_ ,a_m.gx

Donc : cos’x + sin‘x = l—%+%cns&x=%+%msdx
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:ﬁ;gohmns [équation : cos' 2x + sin‘x = %-g'

witx€R,ona: cos'2x +sin"2x = %+%cm4x,
Dot €08'2x + sin‘2x = {%ﬁ§+%m4x=]1%
= cosh:%

flona: cosBx = If = cosdx = c.-os—:,tE

e (tx=-F 4 un:keZ oudx=F +2hr ke Z)
ﬁ(x=%+%:kEZoux= %+%—:k62)
Donc I'ensemble de solutions de I'équation est : .
58 e W 0 | -,
5'{12 ) .tez}u{ 7+t .keZ}

I|Résolvons I'inéquation : cos’(2x) + sin’(2x) < 1—-';;

Sitye|-Z S e R SRS L ) s
XE Z.U.Ona‘wsx+sin.\‘_16m§+sms¢t_m
o= cosdr+ L <0
“Tableau de signe de cos 4x + %: '
x T e n
o TF SR
] )\-_:4,\:_ - 27 4{1_1711 o |
_2\1\1'% __+ E - § -

Bonc 'ensemble de solutions de
Fing, 3
Quation e :_-zl_rg A 5]_
st: S c et
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(Exercice 28

1)Soit a e]o%{
Montrons par récurrence gue :

(vn € N); cos(a)cos 2a)eos(da)...cos(2+a) = S2ta)

(2"*'a) _ sin(2a) _

“kina ~ 2sina oMY

(car : sin(2a) = 2sina.cosa), donc la propriété est vraie pour p = ().

* Hérédité :

= |nitialisation : pour n = 0, ona: %

Soit n € M, supposons que :

oy — Sin{2°* 'a)
cos (@) cos(2a) cos (4a) ..cos(2%a) = TR

et montrons que : cos(a) cos (2a) cos (4a)...cos (2*a) cos (2 'q) = Sn(2° " ‘a)

2% sina
D'aprés 'hypothése de récurrence, ona:
oy sin(2%* 'a)
cosa. cos 2a. cosda.. cos(2%a) = 7% Ging
Donc : cosacos 2cos 44...cos (2%a) cos (2++ q) = 0S(2°" 'a)sin(2*"'a)

2°*5ina
!,sm[Z x2*"'a)
2**'sina

_ sin(2***a)
~ 2*'%in{a)

J» Conclusion :

(¥n € IN):(cosacos 2acosda...cos(27a)) = sin(2°*'a)
2*"'sing
2) Déduisons la valeur du produit :

P = cos| FE’ |m:\| lﬁ ]cns' 1?]‘:0‘!?1}

Onprend:a= IT.E, et n= 3, on obtient :

T\ - [161T | 1
sin[2¢ %) . sin| i mrl{l‘: — ”.} q
T

E'tu'nl,”} 3 lbsin[ﬁ: 3 I{:sill{ll.‘?} 1
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9 __ Rotation dans le plan. &

o Rotation et rotation réciproque

1- Rotation :

a) Définition :

Soit £ un point du plan orienté positivement et @

un nombre réel.

La rotation de centre £} et d'angle @ est la transfor-

mation qui laisse le point £ invariant et qui a tout

point M (distinct de £2) associe le point M" défini

par: QM = QM et (OM: QM ) = a[2x].

b) Notation :

* La rotation r de centre £ et d'angle @ est notée

Q;a).

*5i M" est I'image de M par |a rotation r, on dit

que la rotation transforme M en M’ et on note

M) =M

¢) Remarques :

® La rotation r(Q:a) est la méme que la rotation

Qi+ 2Ux) o k € Z.

* La rotation r(Q:7) est la symétrie centrale de

tentre O

;;a rotation r(Q;2x) = I, est la transformation
finie par r(M) = M pour tout point M du plan.

)

Déﬂﬂilinn:
oL : :
4 rotation reciproque de la rotation de centre r

et o',
dangle « et Ia rotation de centre Q et d'angle
=,

!Ln £ .
'eciproque de la rotation r est notée r '

0

M

) est un point inva
riant, c'est-a-dire I'ima

ge de ()} est lui-méme,
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3- Propriétés :

Propriété 1 : Conservation de la distance :

Soit r une rotation, A et B deux points du plan.
Sir(A)=A"et r(B)= R alors: AB=A'B'".
Propriété 2 :

Soit r une rotation d'angle @. A et B deux points
distincts.

sir(A) = A'etr(B) = B alors: (AH:A'B) = a[2x].

Propriété 3: Conservation des mesures des angles
orientés

Soit A, B et C et D quatre points du plan tels que :
A# B et C# D et r une rotation.

Si r(A)=A"; r(B)=8; r(O=C" et r(iD)=D
alors: (AB:CD ) =(AB:CD")

' Exercices d’application
Dans tous les exercices, le plan est orienté positivement
Soit ABC untriangle tel que la mesure principale de I'angle orienté (aB:AC)

est positif. On construit 3 'extérieur de ce triangle deux triangles équilatéraux
MAB et NAC.

Montrer que : NB = MC.

So:rt OARB et OCD deux triangles rectangles isocéles en O tels que:
(OA:0FB ) = "37 27 et (OC:0D0 ) = ‘:.-ill:r]
Montrer que : AC = BD et (AC) L (BD)

[Exercice £19

Soit ABCD un parallélogramme. On construit a l'extérieur de ce parallélo-
gramme :

le carré BEFC et le triangle rectangle isocéle JAH en / tels que:

Soit r la rotation de centre et dangle ; .
Montrer que : r(D)=E.
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On considére dans le plan orienté un triangle AHC rectangle isocéle de som-
met C tel que : (CA:CH ) = §[2x]

soit / le milieu du segment [A8] et £ le point du plan tel que : C est le mi-
lieu du segment [ BE].

On considére la rotation r de centre / et d'angle —% ]

1) Montrer que : r{A) = C et riC) = 8

2)Soit F I'image du point £ par la rotation 7.

a-Montrer que : ( BC:BF ) =— :zr [27]

b- Déterminer la nature du quadrilatére ACFB.

[Eercice 48

Soit ABC un triangle équilatéral tel que : [ AB:AC ) = -’37—[2:1'}

Soit [ le symétrique du point A par rapport au point B.

On désigne par r la rotation qui transforme C en B et transforme A en D.
1) Construire le point £) centre de la rotation r et déterminer son angle.

2) Montrer que ABQC est un quadrilatére inscriptible.

e 1

Soit ABC un triangle tel que la mesure principale de I'angle (ABAC) e
positif.

On construit a I'extérieur de ce triangle, les triangles ABD et ACE quisontrec-
tangles isoceles en A tels que : (AD:AH ) = ‘;[2:] et (ACGAE ) = ’;[2:1'].
I et J sontles milieux respectifs des segments [DC] et [ BE].

1) Montrer que : DC = RE et (DC) L (BE).

2) Montrer que le triangle AZJ est rectangle isocéle en A.

Soit ABCD un carré tel que: (AB:AD) = 5l2x
Soit M un point quelcongue de la droite (CD). ( M distinct de C etde D).

ladroite qui passe par A et qui est perpendiculaire a la droite (AM) coupe la
droite (BC) en A .

Soit 7 la rotation de centre A et qui transforme D) en &.

Y Montrer que : r((DC)) = (BC)

2)a- Montrer que : r(M) = N

b-En déduire que le triangle AMN est rectangle isocéle.
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Soit ABC un triangle rectangle isocéle en A tel que: Ul_ffzi?) = ‘E-[IR}
Soit I le milieu du segment [BC] et r la rotation de centre / et d'angle ‘; ;
1) a- Déterminer r(A) et r(C).

b- Déterminer 'image de la droite (BC) par la rotation r.,

2) Soit £ et F deux points du plan tels que : AE = %)t_(.’ et B = %B‘A‘.
Montrer que le triangle EFI est rectangle isocéle.

Soit ABCD un carré de centre (J tel que: (,".I?-z\ﬁ" = 5{21’.’1

I et J sont deux points du plan tels que : B/ = % BC et T = % co.

On désigne par £ le point d'intersection des droites (Al) et (CD) etpar F le
point d'intersection des droites (AD) et (BJ).

Montrer que : (A7) L (EF).

Soit ABCD un carré de centre O tel que : (04:08 ) = ; [27]

I et J sont deux points tels que : » | est le barycentre des points pondérés
(A:3) et (B:1).

= J estle barycentre des points pondérés (8:3) et (C:1).

On considére le point K tel que le triangle KA/ soit isocéle et

1) Montrer que le point O appartient 3 la médiatrice du segment [//].
2) Montrer que le triangle AKJ est rectangle isocéle.

| Exercice £19

Soit ABC un triangle équilatéral inscrit dans un cercle (¢ ) tel que :
(AB:AC) = :;‘{Zrl

Soit M un pointde I'arc AC quine contient paslepoint # (M distinctde Aet
de C), et soit [ le point qui appartient au segment [ MB] tel que : IM = AM .
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1) Montrer que le triangle AIM est équilatéral.
2) On considére la rotation r de centre Aetd'angle % .
- Déterminer r(B) et rif).

b- En déduire que : MA + MC = MB

[Exercice ST

Montrons que NB = MC:

w___v
Soit & une mesure de |'angle (ABAC) telle que: a € |0:x|
Considérons la rotation de centre A et dangle 5
* Puisque |e triangle AME est équilatéral direct,
AM = AB
(AM:AB) = F{2x]
Clest-a-dire : r(M) =
* Et puisque le triangle ACN est équilatéral direct,

{A{‘ = AN
alors +

alors :

(AC:AN )= T [2x

Cest-d-dire : r(C) = N
® puisque la rotation conserve la distance et r(M) = B et r(C) = N,
alors: BN = Mc.

Exercice £

Montrons que AC = BD et (AC) L (BD):
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c B

D A

On a: OAB et OCD sont deux triangles rectangles isoceles de sommet com
mun 0.

Ceci nous conduit a considérer la rotation r de centre () et d'angle :

: 0A=0B 0c=0D
* Pulsque : \(5X.08 ) = Z12x) * |(0T:0D ) = §lox

alors: riA)=HB et riC)=D

et puisque la rotation conserve la distance,
alors: AC = BD

Comme I’anglne de la rotation est ‘i-,r et r(A)=8 et p(C)=D, alors :
(AC:BD) =522

ce qui signifie que (AC) L (BD).

Montrons que riD) = E:

Ona: (1A:18) = 2[ “]festadare rA) =8
IA=1IB
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o0 r estla rotation de centre / et dangle 7 .
‘spit 1)’ le point tel que: r(D) =D,

rD) =0
M3 A) =8

ot (AD:BD" ) = %[22!] (2) (‘5 est l'angle de la rotation).

et comme ADCH est un parallélogramme,

alors: AD =BC parsuite; AD=BC

donc (2) devient (BC,BD” ) = 5[2x] et (1) devient : BC =B
or BCFE estun carré,

(BC:BE ) = 5 (2x]

BC=BE

*Ona: BC = BE et BC = BD'

donc: BE = BD' (3) ,

setona: (BE:BD" ) = (BE-BC )+ (BC:BD" ) (d'aprésla relation de Chasles).
et puisque : ( BE:BC ) =— ’27 [27] et (BC:BD" ) = ‘g-[l:.'l

alors: (BEZBD™) = 0[27] (8)

de (3) et (4) on en déduit que D' = £.

Donc: i) = E

,donc: AD = BD' (1) (La rotation conserve les distances)

donc : |

1) Montrons que r(A) = C et r(() = B:

Soit r la rotation de centre / et d'angle -':2" o F
Puisque le triangle ABC est rectangle lsocéle
desommet C et / milieu du segment [A4),

alors JAC et JBC sont deux triangles rectan-
Bles isocéles de sommet /.

Ilnm::
A=jc Ic=18 [
{H:R']E—-‘g-{:x]“ [}(ﬂ*ﬁ?ﬁ)z'%lml ‘E

dob: )= et ric) =B
5 <L
Oh‘ Montrons que ( BC:BF ) =—4 [2x]:
N r(E) = £ et 1(C) = B et langle de la rotation est o 7
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donc (E_!:_*._lﬁ:'] = %121*']

et puisque C est le milieu de [BE].

alors: BC = CE

donc: (BC:BF) E‘%[Z?ﬂ

b- Déterminons la nature du quadrilatére ACFH:
Puisque : (E;F}E-%IZJT] alors : (BC) L (BF) (1)
et puisque le triangle BCA est rectangleen .

alors : (BC) L(CA) (2)

de (1) et (2) on en déduit que : (BF)//(CA) (a)
etpuisque: r(E) =F et r(C) =B

alors : EC = FH (La rotation conserve |a distance).

et comme C est le milieu de [AE]

alors: CE = CA

donc: CA=FB (b)

d'ol : de (a) et (b) on en déduit que ACFB est un parallélogramme.
1) » Construisons le point £ :
Ona:rfA)=Detr(C)=8

alors: QA4 = QD et QC = Q8

donc £ appartient a la médiatrice du segment
[AD] et a la médiatrice du segment [BC].
D'oli : |a construction du point

= Déterminons I'angle de la rotation r:

Soit @ I'angle de la rotation r.

Puisgue r(A) =D et r(C) = 8.

et puisque : B est le milieu du segment [AD],
alors: DE=HA =— AB donc: (AC:— AB) = e|2r]
et comme (AC: - AB ) = (AC:AB )+ x [27])

=% +xl2x]

= 2;1-' [2x]
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"p;.rwnséquent %E est une mesure de angle de la rotation r.
7)Montrons que e quadrilatére ABQC est inscrit dans un cerele (inscriptible)

soit () le cercle circonscrit au triangle ABC.

Montrons que : 2 & ()

ona: r(C) =B, donc: (QC0F ) = 23.75 [27]

Cest-a-dire : BQC = _2;r

et puisque : ABC = %

alors: BQC + ABC =7

donc le point © appartient au cercle (¢ ) d'oll ABQC est un quadrilatére
inscriptible.

ercice 3

1) Montrons que DC = BE et (DC) L(BE):

lestriangles ABD et ACE sont deux triangles rectangles en A.
Ceci Nous conduit i considérer la rotation r de centre A et d'angle :2( "
AD = AR
Puisque : {, - = :
R [(AI):.-l.H'i T(ax)?o0rs: D) =B
AC = AE
(AC:AE) = & [2n) ¥

Ona:r(D) =5 et r(C) = E

tpuisque ; s1r(C) = F




donc: DC = BE (1) (La rotation conserve la distance) et la mesure de l'angle

(DC:BE ) estla mesure de l'angle de la rotation r.
d'ols: (ﬁ = i; [27] (2
d'ols; (1) et (2) on en déduit que et DC = BE et (DC) L (BE).
2) Montrons que le triangle AL/ est rectangle isocéle en A:
ona: r([DC) =[rD)rC)]

=[BE] (I'image d'un segment par une rotation est un segment)
Puisque / est e milieu du segment | )C] et la rotation conserve le milieu d'un
segment , alors r(/) est le milieu du segment | BF].
Donc: ri)=J

Al=AJ

Par suite : [T’J_A_f = ::' [27

Donc le triangle ALV est rectangle isocéle en A.

Exercicet ]

1) Montrons que r{{DC)) = (BC):

S/

.

NG

M

ona: (AF:AD)=% [2z) et AB=AD

donc: [m:)ﬁ);—-‘; [27) et AD = AB

et puisque r est la rotation de centre A et transforme D en 8,

alors r est la rotation d'angle — ; etdecentre A.

Clest-a-dire : r = r{ A; - ‘27 )

L'image de la droite ([)C") par la rotation r est la droite qui passe par riD) et
perpendiculaire a |a droite (DC) (car I'angle de la rotation r est ‘)37 )-
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etpuisque (D) = B et (BC) L (DC)
alors : r{(DC)) = (BC)
2)a- Montrons que riM) = N:
posons M" = riM)
ona: r((DC))=(BC) et ME(DC)
donc: r(M) € (BC)
Clest-a-dire: M" € (BC)
et puisque : r(M) =M, alors : "W:.W;}E—-— [27]
Cest-a-dire : M’ appartient a la droite (A) passant par A et perpendiculaire
ala droite (AM).
Par conséquent : M’ € (A)N(AC)
or: (A)=(AN)
dol: M" € (AN)N(BC)
Clest-a-dire : M’ =
donc: r(M)=N
;nt:é:d :E:‘TI: N signifie que : et
; NAGAN ) =—2 [2x]

"s
Donc le triangle AMN est rectangle isocéle en A.

ercice s S

1) a- Déterminons r(A) et r(C):

Puisque : ABC est un triangle rectangle en A et [ est

le milieu du segment | HC]. \ i
Alors: IA = 1B = IC Lo

et puisque le triangle AHC est isocéle de sommet A A Y
et [ est le milieu de [ A

alors (AZ) est la médiatrice du segment 8],
donc; (/17 )= & % [2x] et (IC3IR) = 5 [2x],

o . |IA=1B IC = IA
|RIB) = % [27) © |(IT377) = F [27)
Par suite : r(A) = B et 1(C) = A.
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b- Déterminons I'image de la droite (') par la rotation r:
Ona:ri€C)=AetriD=1

donc: r{(C1)) =(Al)

et puisque : (C7) = (BC) (car [ €(BC))

alors: r((BC)Y) = (Al

2) Montrons que le triangle EIF est rectangle isocéle :
Posons : r(E) = E'

Ona: r(A)=B et r(C)=A et r(E) = E' et AE= 3AC
alors: BE™= 3 BA (car la rotation conserve le coefficient de colinéarité)

Ona: BE = %H et B =§H

donc: BE = BF

dou: E'=F

par conséquent : r(E) = F
IE=IF

Par suijte : \(K‘f}?) = g (2]

Donc le triangle EIF est rectangle isocéle de sommet 1.
Montrons que (AJ) L (EF):
Soit r la rotation de centre O et d'angle z.

Ona: ARCD est un carré de centre () et (I@A_ﬁ] = g- [2:r|
donc: rlA)= 8.

Posons r(l) = I’

506 d Rotation dans le plan



ona:r(B)=C, r(C)=Detr(l)=1I"et B = %FC',
et puisque la rotation conserve le coefficient de la colinéarité,
2 =
lalors: C1™= 5 CD
2 =
or; CI"=5CD
ponc: CF = CT
doli: I' =/
par conséquent : r(f) =/
Ona: r(A) = B; r(l) = J etlangle de la rotation est z,

donc : (A?Hf} = g-flxl
dot: (A7) L(BJ)
et puisque: (Af) = (AE) (car [E(AE))

et (BJ7)=(FJ) (car F(BJ))
alors: (AE) L (FT)
donc : (FJ) est une hauteur du triangle AEF issuede F,
dautre partona: (EJ) L (AF)
donc: (£J) est une hauteur du triangle AEF issue de F
etpuisque : (EJ)N(FI)=J
alors J est I'intersection des hauteurs du triangle AEF.
Donc la hauteur du triangle AFF issue de A passe par le point J,
dot: (AJ) L (EF)

1)Montrons que le point O appartient a la médiatrice du segment [ [/]:
Ona: ABCD un carré de centre O et (OX:08 ) = & [2x].

Ceci nous conduit  choisir la rotation ¢ de centre () et d’angle 727 ;
OA=0B

- OB=0C
et puisque : (0B:0¢) = -§-|2:r]'a1°'s T BY=C.

€tpuisque : / est le barycentre des points pondérés : (A:3) et (#:1) et fa
Totation conserve le barycentre de deux points,
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alors : r(/) est le barycentre des points pon- D !
dérés (r(A):3) et (r(B).1). ‘

Clest-a-dire : r(/) estle barycentre des points 4
pondérés (B;3) et (C:1).

(4]
donc : rif) =J (car J est le barycentre des J

points pondérés (B;3) et (C;1)). 4 / J
Ona: r(l)=J donc: O = 0OJ ' \ (
Par conséquent () appartient 3 la médiatrice \:

du segment [1/].

2) Montrons que le triangle AKJ est rectangle isocéle:

Soit r’ la rotation de centre K et d'angle ’27 -

Ona: KB=KI et (KB:KT) = g [27]

donc: r'(B) =1

Posons: r'(N=J"

Puisque la rotation r’ conserve la distance, et I'angle de r* est égal a ; ,
alors: BI =11 et (BF: 107 ) = ‘; {27

et puisque : Al = 411 AB et BT = ‘%ﬁf’ et AB = BC (car [ estle barycentre

des points pondérés (A;3) et (H:1) et J estle barycentre des points pondé-
rés (B:3) et (C:1)).

alors: Al=BJ

donc: L' = Al

et puisque: (A7) L (IA)

alors: (BIGIA ) = g [2x]

Ona: (JA:107 ) = (IA:BT ) + (BI:17")|2x] (Relation de Chasles)
donc: (I4:107)=-5 + 75 [2x]

do: (14177 ) = 0[27]

Par conséquent les vecteurs [A et [/” sont colinéaires et de méme sens et
comme L' =[A.

alors: J = A

donc: riJ) = A
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KJ= KA
dou: (kKA ) = § [27])
par conséquent le triangle AKJ est rectangle isocéle de sommet K.
1) Montrons que le triangle AIM est équilatéral:
oOna: IA = IM, donc le triangle AIM estiso- A
céle de sommet M . -

- Les angles AMI et ACH interceptent le

méme arc AH

donc : (MA:MI ) = (GA:CB ) [2x] Y &

et puisque le triangle ABC est équilatéral. \\
alors : (CA:CA) = 5 [2x "

dous: (VL4 MT ) = '{ [2x]

Ona:letriangle AM/ estisocéle et 'un de ses angles mesure !-:- '
donc le triangle AM/ est équilatéral.

Z}a- Déterminons r(/) et r(B):

Soit r |a rotation de centre A et d'angle ; "
3 Al = AC Al =AM
¥ (AFAT) = T [2x] ©* [(ARAM ) = - [2x]

Alors: riB)=Cetrih=M.

0

b- Déduisons que MA + MC = MB

Ona: /e [BM], done: BM = IB + IM (1)

€ona: riB)=Cetri)=M.

Alors : [l = Mc' (2) (La rotation conserve la distance)
©tpuisque le triangle A/M est équilatéral,

alors; fAf = MA (3)

de (1), (2) et (3) on en déduit que : MA + MC = IM + IB = BA
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1= Composée de deux rotations :

Soit r(Q;a) et r'(Q':¢’) deux rotations d’angles non nuls.

»si Q= Q' alors r'or est la rotation de centre ( et d'angle « + @’
etona: ror' =r'or.

ssiQ#Q et ((Vhe Z):ata # 2k) alors r'or est une rotation d'an-
glea+a'.

s5i Q=0 et @+a =0[27]alors r'or estlatranslation de vecteur Q0"
tel que Q' = r'or{Q)=r'(Q).

2- Decomposition d'une rotation en produit de de v

* La composée de deux symétries axiales d'axe (D) et (1 ) qui se cuupent
en un point £ est une rotation de centre £ et d'angle 207 ) tel que: d

est un vecteur directeur de la droite (1) et v est un vecteur directeur de
la droite (D).

* Toute rotation de centre £ peut se décomposer en deux symétries axiales,
ayant des axes qui se coupent au point .

" Exercices d’application
Soit A et B deux points d'un cercle (¢ ) de centre ().
On considére un point M du cercle (7 ) distinct de A et 8.
Les droites (D) et (1)) sont respectivement les médiatrices des
[AM] et [BM].
1) Déterminer la nature de la transformation 5,08 (ol S et S. sontles
symétries axiales d'axes respectifs (1) et ([)')).
2) Déterminer la nature de S w05 ..

3) Soit (7 le centre de gravité du triangle ABM .

On désigne par A’; B et M’ les images respectives des points A; B et M
par Sii08u.

Déterminer Sm08:(G).
| Exercice E
On considére dans le plan orienté le carré EFGH de centre O tel que :

(OH.0F ) = g [2:]. 1 estle symétrique de E par rapporta F.
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« 1, estla rotation de centre f{ etdangle ‘% :

« 11 est la rotation de centre F etd'angle 7.

« 1, est la rotation de centre (7 et d'angle g .

Montrer que ri0r:0n est une translation dont on déterminera le vecteur.

| Exercice 403
Soit ABC' un triangle tel que : (AB:AC ) = Al27]etque: D< B < 3;: .
On construit a l'extérieur de ce triangle, les carrés AHIB; BDEC; ACFG et
les parallélogrammes BIJ/D et CEKF .
Soit () le centre du carré BDEC et (A) la droite passant par () et paralléle a
la droite (BC).
1) Faire une figure.

2)Soit f latranslationdevecteur BD et r larotationdecentre B etd'angle ‘27 s

a- Donner la nature de chacune des transformations 5105, et Sux05. en
précisant leurs éléments caractéristiques.

b- Déterminer la nature de ror.
¢- Déterminer tor(A), en déduire la nature du triangle AQJ .
3) a- Montrer que le triangle OAK est rectangle isocéle.

b- En déduire que le triangle AKJ est rectangle isocéle en A.

[Erercice 413

On considére dans le plan orienté un triangle ASC tel que la mesure
principale de I'angle ( AH;AC ) est positif.

On construit a 'extérieur de ce triangle les triangles rectangles isocéles (), BC
et O.AB tels que :

(0.C.08)= 72( [27] et (0.B:0:4 ) = 5 [27]

Soit O le milieu du segment [AC]. ¥

On désigne par 7 la rotation de centre O, et d'angle 4 et 7 la rotation de
tentre O. et d'angle 'g ¥ 5

1) Quelle est I''mage du point ¢ par la transformation r:0r ?
2) Déterminer fa nature de la transformation 7 o7 .

3) Montrer que le triangle 00, (). est rectangle isocéle (Décomposer # et r.
N produit de symétries axiales convenables).
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L Solutions S

1) Déterminons la nature de la transformation 5,08 ..

Ona: (D)N(D) ={0} ot O estle centre du cercle ().

Donc 8,05, estla rotation de centre O et d'angle 2 2(O107) ot £ et J
sont respectivement les milieux des seg-

ments [AM] et [BM], S

etona:

(OF:07) = (OL.OM) + (OM:0T)[27],

et puisque le triangle OAM est isocéle
de sommet O et (Of) est la médiatrice
du segment [AM] alors, [OF) est une

AT il /M
bissectrice de I'angle AOM . \ /

Donc {—[()_I]_10r\d['l-¢. (D)
de méme (ONM:0T ) = (07,08 )[27].

Par suite : 201,01 ) = (OA;01 ) + (0708 ) + (01,01 )[27]
ol ) + (01,08 )[27]
=(0OA;08 |27
Donc 08 est la rotation de centre A et dangle (OA:0H ).
!| Déterminons la nature de S.u.08 .. .
Les axes (AM) et (BM) se coupenten M,

alors S.ua05. est la rotation de centre Af et d'angle 3(,\-1 M)

Puisque [’ﬁf\- MEB _} est un angle inscrit associé a I'angle au centre AOH,

alors 2(MA:ME ) = (0408 )[27).

Par conséquent : 5., 05 ... estla rotation de centre A et d'angle [0 LOn ).
Déterminens 'image du point G par 5. .05 .

Posons S, 05. = r ol r estla rotation de centre () et d'angle (OA:08).

Ona: rfA)=A", riB)=H et riMI = M",

et puisque  est le centre de gravite du triangle A et la rotation conserve
le centre de gravité d'un triangle,

alors r((G) = G’ qui est le centre de gravite du triangle A'A'M".
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(Exercice SR

Montrons que 710r0r: est une translation.
Ona:n=riFx)etn —rf(..z)

et puisque £ # G alors ror est une rotation dangle x + % —-—— . [Car
a+5 # 2kx), =

etona: rolron) est la composée de
deux rotations qui n‘ont pas le méme
centre (vérifier ce résultat).

I

Et puisque % + %‘1 =2z (k = 1) alors 5
rior:or; est une translation.

* Déterminons le vecteur de translation.

Posons t = ror:0n. G F
Ona:n= r{H:-‘ZT-). r=rFx)

etn= r((:':-?z‘:).

Le triangle J/GE est rectangle isocéle H

de sommet G (car FI=FF =FG,

FeIG] et (FG) L (ED).

b GE = _}f
one \(GEGT) = Tl
D'ols: n(E) =1,
et pulsque {l FI. I:j x[2x] alors n() = E

HE = HG
€t puisque | (i) = Flax) BSMAI= O

Par suite : 1(£) = nonon(k)
= non((n(E))
= nonll
= ninin)
= n(E)
=06
Done 1() = ¢;
D'l ¢ st fa translation de vecteur EG.
Cest-a-dire 1 = frp,
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[Exercice 419

1) figure

(a)

G H
21 a- = Déterminons la nature de Ss08...
Ona: (A) estla médiatrice du segment [BD].
Donc : $2085x(B) = Sa(Ss.(B))
= 5.(B)
i D e
et puisque (A) 7 (BC) alors Sy08,. estla translation de vecteur BD .
D'oll 55,05, =t ol ¢ estla translation de vecteur BI .
= Déterminons la nature de S.. 05 .
Ona:les axes (BFE) et (8C) se coupenten 8.
est la rotation le centre # et dangle 2( BE:BC ).
C)=Z{2x].

Alors S...05, estla rotation d'angle 'j{ et de centre .
b- Déterminons la nature de for.
Ona: tor = (5205)0(508)
= 5.0( 5. 05) 05
= 5208 (car Su08a0 = 1)
et puisque (A) et (BE) se coupenten (),

alors $.085. est la rotation de centre () et d'angle 2(OB:0M) ol M estle
milieu de [BD)].
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gt puisque 2(0F;0M ) = (08,00 )[27]
= ‘;IZ.T]
alors 5,054 est la rotation d’angle ?zr etde centre (J.
Cest-a-dire tor = r{0; 5 ).
¢- Déterminons tor(A).
Ona: tor(A) = 1(r(A)),
et puisque r estla rotation de centre 4, etd'angle 5 3 T alors riA) =1 {il vient
du fait que BA = BI et (BA:BI) = ’TI"r]}
Donc tor(A) = ({r(A)) =t} =J.
Car ¢ est |a translation de vecteur BD et BD = 1J.

D'ou : ror(A) =

* Déduisions la nature du triangle ACJ.
Ona:ror= r((} } et ror(A)=1J,
O0A=0J

(OR:01) = -‘}[2:]

Par conséquent le triangle AV est rectangle isocéle de sommet (.

alors

11 a- Montrons que le triangle OAK est rectangle isocéle.

Ona: KF=EC=DB.

Done F est I'image de K par la translation de vecteur DE .

Posons (' = .

Ona:r(K)=F,

etona: CF = CA et (CF:(A) = ‘::[.'!}'l

Done A est I'image de [ par |a rotation de centre " et d'angle g .
Posons ' = »(C1 5 ).

Ona: /()= :\,"

Done r'or' (K) = rir (K) = r' (F) = A,

elona: S..08.:=r(C:3)=r"

Sac08, =1, i

Dong /gy = (Sl 05 ) 0 Sises 051} = S 0 Siner uSn YoSia= Si08a
tpuisque ((C) et (A) se coupenten O,
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alors .08, est la rotation de centre O et d'angle 2(OM;0B ), (M est e
milieu de [BD])

alors 2(OM;0D ) = %[hl.

Par conséquent :

r'ot’ est |a rotation de centre () et d'angle "2‘- :

or r'or’ (K)=A.

Donc OK = OA et (OK;0A ) = -‘:_.:—[le‘

D'ol la triangle OKA est rectangle isocéle de sommet ().

b- Déduisons que le triangle AKJ est rectangle isocéle de sommet A.
Ona: f}'{ﬁ{)z(ﬁ:ﬁ}ﬂm:m)[u],

et puisque le triangle A(QJ est rectangle isocéle de sommet () alors
(m:m} = %[erl de méme, le triangle AOK est rectangle isocéle de som-
met O, donc: (AG:AK) = “{[Z:r]

Par suite (AT, AK ) = % + ﬁ—[lﬂ],
Clest-a-dire (AT:AK) = 5 [27] (1)

dans les triangles rectangles isocéles OAJ et JAK, on a: AJ=y20A et
AK =20A.

Danc AJ=AK (2)

d'ou de (1) et (2) on en déduit que le triangle AJK est rectangle isocéleen A.

|| Déterminons I'image de €' par la transformation ror .
Soit n = r{O.:%—:l etn= r{O;:%].

0C=08
Ona: \(5C.o8)=%[2r]
alors n(C) =B
O.B=0:A
etona: \(G:5:0:A ) = 5 (271]
alors n(B)=A
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ponc r:on(C) = ro(n(C)) = r(B) = A.

Dot ron(C)=A.

2] Déterminons la nature de r;on.

onar=r(0:5) et r:(O::-g-).

puisque 5 + 7 # 2kr et 0, # 0.,

alors r;on est la symétrie centrale qui transforme € en A.

Donc le centre de cette symétrie est le point O milieu du segment [AC],

1) Montrons que le triangle ()0, (); est un triangle rectangle isocéle.
Décomposons chacune des rotations r; et r: en deux symétries axiales.

* Soit (D) et (A) deuxdroites quise coupenten (). tellesque r: = 8,054 (1)
* Choisissons (1)) telle que (') et (A) secoupenten O, et . = 54,05, (2)
* Puisque r.on = S, ol 5. est la symétrie centrale de centre (J,

alors (85084 )0(85408:)=S..

Donc S..,0(854:054,)08 5 = 5.,

c'est-a-dire §,05 = So (car S.05. = L).

D'ols (D) et (D') se coupenten O, (3)

de (1),(2) et (3) on en déduit que :

* (A) passe par les points () et (.

* (D') passe par les points O et 0.

* (D) passe par les points () et ..

Cest-a-dire (A) = (0,0:), (D) = (00:) et (D') = (00,).

Donc 1, = 54,05, =8
et n=85,05

€t puisque r, est une rotation d'angle :zr et de centre O,

OSto0) s
0N

et 11 est une rotation d'angle g etde centre ().
Alors 2(0.050.0) = g[.”..!r] (a)

et 2(0‘33:6.6:) = ‘; (b)

de (a) et (b) on en déduit que :

(6:0:6:6) = g[lrr],et (0,6:0,0;) = %[2?&'1.
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Par suite le triangle (0, 0. est isocéle de somment () ayant deux angles qui
mesurent chacun 'z 2

Donc le triangle OO, (. est rectangle isocéle de sommet ().

" Exercices de synthése
(Brercice 213

Soit ABCD un carré de centre O tel que (OA:0B ) = ’512:: !

I et J sont respectivement les milieux des segments [OC] et [OD].
Montrer que BI = CJ et (BI) L(CJ).

| Exercice £v /3
Soit ABC un triangle rectangle isocéle de sommet A tel que ( AB; AC ) = g[.‘-‘:rl
et [ estle milieu du segment [BC). g
On considére la rotation r de centre / et d'angle 2‘ .
1) Montrer r(A) =B et r(C) = A.
2) Soit (") le cercle de centre C et qui passe par le point [ .
a- Construire le cercle (I} image du cercle (I") par la rotation r.

b- Le cercle (I") coupe le segment [AC] en £, etle cercle (™) coupe le seg-
ment [AB] en F.

Montrer que r(E) = F.

| Exercice 1.1

Soit ABCD un carré de centre O tel que (AB;AD) = 5 [2x].
Soit [ le point défini par Al = kAD ol & est un nombre réel non nul.
La droite passant par [J et perpendiculaire 3 la droite (/C') coupe (AB) en J.

1) Montrer que la droite ([0J) est 'image de la droite (/C) par une rotation de
centre (J en précisant son angle.

2) a- En déduire que r(f) = J.

b- Exprimer Bl en fonction de BA .

Soit ABC un triangle équilatéral tel que (AB;AC) = *11 [27].

Soit / le milieu du segment [HC'] et D le point défini par [0 = ;1 Al
V3

1) Montrer que A8 = [D.
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2) Soit la rotation gui transforme A en [ et transforme B en [J.

a- Déterminer I'angle de la rotation r,

b- Construire le centre £ de la rotation r.

3) On pose r(C) = C".

Montrer que le triangle /DC" est équilatéral puis construire le point .

[Exercice £18
ABCD est un carré de centre () tel que f:_ﬁ AD)= "_-;[ .
Soit r le rotation de centre A et d'angle ° 'j 1
1) Construire les points M, N et P images respectives des points &, C et D
par la rotation r.
2] Montrer que le triangle MNP est rectangle isocéle.
3) Montrer que (AN) L (MP).
4) Soit [ le point d'intersection des droites (AN) et (MP).
Montrer que r(0)) = [, en déduire la nature du triangle OAJ.

Exercice £38

Soit ABCD un carré de centre | tel que [AB:AD) = 5[2] et r la rotation
dangle -4 =

T

5 etdecentre A.

On désigne par 5 la symétrie centrale de centre /.

1) Soit M un point du plan distinct des points # et N tel que #, soit le milieu
du segment [MN].

Onpose r(M)=E, SIM)=F, riN) =G et SIN) = H.

1) Faire une figure convenable.

2) Soit f la transformation définie par = Sor.

- Déterminer la nature de f.

b- Déterminer SR, en déduire les éléments caractéristiques de f .

©En déduire que # est 'unique point qui vérifie r(#) = S(8).

3} a- Montrer que le point ) est le milieu des segments [£G] et [HF] et que
ER= e

b- Déterminer une mesure de l'angle { l‘f'(d;:-FlT ).

©En déduire la nature du quadrilatére EFGI .

4) Déterminer I'ensemble des points M pour lesquelles le coté du carré ABCD
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et le coté du carré EFGH , ont la méme longueur.

W)Réciproquement, soit EFGH uncarrédecentre D telque ( EF; EH ) = ‘;_" |2x].
1) Montrer qu'il existe un point M du plan qui vérifie r '(£) = § '(F) = M et
qu'il existe un point N duplantelque r '(G)=S§"'(HI = N.

| Vous pouvez utiliser la rotation r' de centre D) et dangle ‘;‘— ik

2) Montrer que B est le milieu du segment | MN]. ¥

A ___Solutions S
)

Montrons que Bl = CJ et (BI) L(CT).
Soit r la rotation le centre O et d'an-

e D o
gle ‘:—1 :

OB S 0¢ J A1
Ona:1(oB:0¢) = §l2x] /.
donc riB)=C, ,.-"".U

0C=0D ]

etona: {(5s = E 2] A B
donc r(iC)=D,

et puisque / est le milieu du segment [OC] et la rotation conserve le milieu
alors r(1) est le milieu du segment [r(0)r(C)]

Cest-a-dire r(/) est le milieu du segment [OD].

Donc r(l) =J (car J estle milieu du segment [(JDH,
Ona:ril=Jetr(B)=C.

e Fis
Donc BI'= CJ (la rotation conserve la distance) et { BL:CT) = %[‘.’f!] (car 5
est I'angle de |a rotation r).

Finalement BI = CJ et (B) L (CJ).
1] Montrons que r(A) =B et r(C) = A,

Ona ABC estun triangle rectangle isocéle de sommet A et [ estle milleu de
I'hypoténuse [BC].

Donc /A =1B =1, (TA.IB) = 5 [27] et (IC:1A) = 5 [27] (car (AD) estune
hauteur du triangle ABC.

Doli: riA) =B et r(iC) = A.
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2 a-figure

puisque r(C) = A.

Alors l'image du cercle (I') de centre ¢ ()
et de rayon C/ estle cercle (I'") de cen-

tre r{C’) et de rayon €. ¢
or r(iC) = A.

ponc (') est le cercle de centre A et de |
rayon CI (voir figure). .‘:’l \

b- Montrons que r(E) = F . 1 :\ 5
ona: r[AC]) = [r(A)r(C)]. A F
ponc ri[AC]) =[BA],

etona r([")=(I") (r’)
etpuisque E € ([AC]n(I)).

Alors r(E) e (F{{AC] N r(T)),

cest-a-dire r(k) € ([AB]N(T7)).

Or (") coupe [AR] en F.

Donc r(E)=F,
1 Montrons que r((/C)) = (DJ) ol r est une rotation de centre (. !
5 ac=0b n: ) e,

n2:1(6¢:0p) = -’:,_TIZ:.'
Donc r(€) = ) ol r est la rotation de |
tentre (J et d'angle 'r_-,' 5

Puisque r(C)= D alors I'image de la !
droite (/) par la rotation r est la droite

(4) passant par 1) et perpendiculaire |
la droite (/). e : e
Comme I'unique droite passant 1) et per-

Pendiculaire a (/¢") est la droite (DJ).

Done (A) = (1),

Par conséquent r((1C)) = (D)

Ol r est la rotation de centre O et d'angle "2! .

Rotation dans le plan & 521



7) Déduisons que r(I) =.J et exprimons BJ en fonction de BA

OA= 0B
eOna: l(ﬁﬁ] = _5{[231 donc r(A) =8,

0D = 0A
etona: \((ﬁi(ﬁ} s glzﬁl donc r(D)=A.

Par suite r((AD)) = (BA),

et puisque [ € ((ADYN(IO)) alors riD) € (F(ADY) N HUICI)),

Clest-a-dire r(/) € (BAYN(DJ).

or (BAYN (DI ={J}.

Donc r(l)=J.

sOna:riA)=8, riD)=A, ri=J et Al=kAD.

Et puisque |a rotation conserve le coefficient de colinéairté, alors BI = kBA .

[Exercice ST
1| Montrons que AB = [D.
Ona: D= 2_; Al,donc ID = -%-I Al
Dans le trian;;lé rectangle AIB -r_l:n-a:{rm est une médiane, médiatrice et hau-
teur, et bissectrice de I'angle BAC o
etona: ::}; = cu.».’-(‘; donc M=.-130052 = ‘23 AB.
Do : ID= 2 x Y2 AB = AB.
2} Déterminr;n_s une«mesure de l'angle de la rotation r.
Ona:r(A)=letr(iB)=D.

Soit @ une mesure de |'angle de la ro-
tation r.

ona: (ABID) = a[27],

et puisque [0 = 2 A et 2 5 0.
Alors les vecteurs"lﬁ et .-\i‘s?:nt coli-
néaires et de méme sens

par suite (AE:Al) = af27]

etona: (ABAl) = -]_T{ﬁ:XC}[b{L

Donc (AB:Al) = g[z:].

(D) D
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par conséquent & = %fz:r].

% est une mesure de |'angle de la rotation r.

p- Construisons le centre £ de la rotation 7.

ona: r(A)=1[etr(B)=D.

ponc QA = Qf et Q8 = QD.

Dot Q) appartient a la médiatrice (A) dusegment [ A/] et 4 la médiatrice (D)
du segment [BD].

(Voir construction).

1| Montrons que le triangle JDC" est équilatéral.

Ona: r(A)=1I, r(B)=Detr(iC)=C",

et la rotation r conserve la mesure de I'angle orienté.

Alors (AB;AC) = (I;1C )[27).

ponc (IG:IC) = §(27] ().

Ona: [D= AR etl IC" = AC (la rotation conserve la distance).

Et puisque AB = AC alors ID = IC"  (2), alors

de (1) et (2) on en déduit que le triangle /1) est équilatéral.

D'ols la construction point .
[Exercice £1)}

*| Construisons les points M, N et P tels que : riB) =M, riC)=N 4
ry=p,

Ona: r=r(,\;3{}_
Oonc: s r(B) = M e AB = AM et (AB;AM ) = §[21].
*1(C) =N = AC = AN

et{z'\_(f:i\"ﬂ)z-‘%[lrr}‘ N,
S HD)= P s AD = AP AR )
D C
et (AD;AP) = Tl2x). AR ey ‘
Donc |as triangles ABM, ACN et Y oo ,r\ |
ADP sont équilatéraux. P S LN
Dol la constryction, \ / \ |
I Montr, i / N B
ons que le triangle MNP est A B

"ectangle isocale .
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Ona:riB)=Metr(C)=NetrD)=P.
Donc BC=MN, CD= NP et BD = MP.
(Car la rotation conserve la distance)

et puisque BC = CD alors MN =NP (1)

On sait que la rotation conserve la mesure de I'angle orienté.

Donc (CB:CB) = (NP:NM )[27],

et puisque (CD:CB) = ‘; 2]

Nors (NB:NM) = F[27], ()

de (1) et (2) on en déduit que le triangle MNP est rectangle isocéle en N,
31 Montrons que (AN) L (MP).

Puisque r(A)=A, r(B)=M, riC)=N et riD)=P.
Alars r((AC)) = (AN) et r((BD)) = (MP).

Ona: (AC) L (BD) (diagonales d'un carré) et la rotation conserve l'orthogo-
nalité.

Donc r((AC)) L r((BD)).

C'est-a-dire (AN) L (MP).

1) Montrons que ri(()) = [, et déduisons la nature du triangle OAl.

*0na: r{{AC)) = (AN) et r((BD)) = (MP),

et puisque O € (ACIN(BD).

Alors r(()) € (AN) N(MP),

et puisque (AN N(MP) ={1}.

Alors r(() =1.

* Déduction.

A0 = Al

(AG:AT) = Jg[;’!m’]'
Donc le triangle OAS est équilatéral.

Puisque r((J) = [ alors
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1) Constructions -
2) a- Déterminons la nature de f ou
f=Sor.

Ona: & estla symétrie centrale de
centre [, donc § est la rotation de i
centre [ etd'angle

et r est la rotation de centre A et
d'angle fzr "

et comme % + 7 # 2k,

alors Sor est une rotation d'angle
i
i
b- Déterminons f(B) et déduisons les éléments caractéristiques de f.
Ona: f(B) = Sor(R)
= S(riB))
=8(D)
= B (car I milieu de [BD]).
Donc f(B) = B.
D'oll f est la rotation de centre & et d'angle -'1;-7- -
€~ Déduisons que A est l'unique point vérifiant r(8) = S(8).
Ona: r(B)=D et S(8) = D, donc r(B) = S(B).
Soit B un autre point qui vérifie (&) = S(').
Ona:r(B') = S(B') —s Sor(#) = SoS(8),
etpuisque Sor = f et S0 = Id.
Rlors f(8') = 1,
et puisque f est une rotation, alors elle admet un seul point invariant, cest
Son centre A,
Done ' = .
D "
onc B est l'unique point qui vérifie r(B) = S(B).
 Montrons que le point [ est le milieu des segments [EG] et [HF] et
e EG = jyp,
Ong- -
Na:r(M)=E, r(N)=G et r(B) =D,
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et puisque B est le milieu du segment [MN].

Alors r(B) est le milieu du segment [EG], (Car la rotation conserve le mi-
lieu).

Par conséquent [ est le milieu du segment [EG].

Donc S(M)=F, SINN=H et S(B)=D,

et puisque B est le milieu du segment [ MN] et la symétrie centrale conserve
le milieu.

Alors D est le milieu du segment | HF].

Par conséquent le point A est le milieu des segments [HE] et [EG).
-Ona: r(M)=E et r(N)= G donc MN = EG (a)

(La rotation conserve la distance).

sEtona: SIM)=F et S(N) = H donc MN = HF (b)

(La symétrie centrale conserve |a distance)

de (a) et (b) on en déduit que HF = EG.

b- Déterminons une mesure de l'angle ll_"(r F I”

Ona:r= r{A;’: ).

Doncr' = rl A ‘; :l ou r ' estla rotation réciproque de r.
Etona: § estlarotation d'angle 7 etde centre /.

Sor' est la rotation dangle &- ; = ‘5 et de centre D, car
Sor (D) =8(r"(D))=8(B)=D.

Ona:= Sor (E)=8(r'(E))=8M)=F.

[Car riM)=Ee=r'(E)=M).

Donc Sor '(E)=F

etona: Sor (G)=S(r'(G)=85N)=H.

Donc Sor '(G)=H,

et puisque '-; est iangle de la rotation Sor .

Alors (EG:FI) = Zlax).

c- Déterminons la nature du quadrilatére FFGH .

- Puisque les diagonales [EG] et [FH] ont le méme milieu, alors EFGH est
un parallélogramme,

- et puisque EG = FH et (EG) L (FH).
On en déduit que EFGH est un carré,
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11 Déterminons 'ensemble des points M .

Ona:lecoté du carré ABCD et le coté du carré EFGH ont méme longueur
i et seulement si les diagonales [BD] et [ 1] ont méme longueur.
Clest-a-dire FIf = 8D.

puisque FH ;f:’f.:\( et B0 = MN et B estle milieude [MN].
Alors BM =5~ = BI.

Posons Bl = R donc BM = R.

l'ensemble des points M tels que ABCD et EFGH soient isométrique est le
cercle (#) de centre A et de rayon R = BI.

1| Montrons qu'il existe un point M telque: r (E)=5"'(F)=M.

ona:r'=rlA;— ;;r ),
et Sor '(DY=58(r"(D))=5(B)=D
Donc D est un point variant par I'application Sor ' :

= § est|a rotation de centre [ etd'angle 7 (car §=5.).
* r ' estlarotation d'angle — :,‘- i
Donc Sor ' est la rotation d’angle = +(— : )=% etdecentre D.
Notons r' = Sor ' o r' = r(D; - ).
puisque D est le milieu des diagonales ;5] et [FG] alors D est le centre
ducarré EFGH .
Done [I)l'.Ijr) = f“:;r :
et puisque DE = DF,
Alors (k)= F,
cesta-dire Sor '(F) = F .

Donc SoSor ' (£) = S(F).

Dol : r'(E) = S(F) car So§ = 1.

Posons S(f) = At

Donc il existe un point M tel que r'(E) = S (F) = M.

i IPar le méme raisonnement on montre qu'il existe un paint N tel que
Fo=s'n=nN.

* Montrons que B est le milieu du segment [ MN].
::'“f r'E)=M, r'(G)=Netr'(D)=8,

I Puisque D est le milieu du segment | EG| et la rotation conserve le milieu,
al

c.:" (D) est le milieu du segment |r '(E)r '(G)].

Sta-dire B estle milieu du segment [MA'].
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