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PREFACE

Le présent manuel est le résultat d:un t'ravail collectif réalisé par les ensci.gnants-(‘:h.erc\:heurs
de I'Institut de Recherches Mathématiques (IRMA). Il répond au souci du Mlmstere: de
I'Education Nationale et de la Recherche Scientifique de Cfite-d’lv_oire de mettre a la
disposition des enseignants et des é_léves un outil de travail fonctionnel et adapté au
contexte socio-culturel ivoirien et africain.

Son élaboration repose sur de nombreuses expérimentations réalisées dans des classes
témoins réparties sur l'ensemble du territoire afin de tenir compte des variantes
socio-culturelles et des modes de perception et de compréhension des concepts
fondamentaux. Par ailleurs, des comparaisons enrichissantes ont été également réalisées
avec d’autres pays africains francophones et anglophones engagés dans des recherches
similaires.

A travers son contenu, son support didactique, ses illustrations et sa présentation, ce
manuel, destiné aux classes de Premiére D, se propose d’atteindre trois objectifs essentiels :

e Le premier consiste, compte tenu de I’hétérogénéité du niveau et de la formation des
éleves accédant aux classes de Premiére D, & mettre ’accent sur les notions de base
indispensables pour une bonne assimilation des programmes de mathématiques et de
sciences physiques du second cycle.

o Le second vise a rendre moins abstrait et par conséquent plus vivant I’enseignement
des mathématiques en établissant dans la mesure du possible une relation permanente entre
les concepts, les méthodes de démonstration et leurs applications dans le vécu quotidien
des éléves.

o Le troisieéme objectif est d’offrir aux él¢ves et aux maitres un instrument qui permette,
d’une part, la transmission et I’acquisition graduelles du contenu du programme et, d’autre
part, I"auto-entrainement des éléves grice a des exercices progressifs et des problémes
variés capables de tester en permanence le niveau de compréhension et de maitrise des
notions fondamentales.

Nous sommes conscients que malgré 'importance de I'effort consenti par les auteurs de
¢¢ manuel des imperfections demeurent que nous demandons & tous les utilisateurs de
nous signaler afin de pouvoir y apporter les améliorations qui s’imposent & 1’occasion des
Prochaines éditions.

L'IRMA est ouvert a toute contribution susceptible d’enrichir le contenu et la forme des
Manuels de sa collection.

SALIOU TOURE
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PROGRAMME DE PREMIERE D

I — ALGEBRE
1. Applications . -
— Applications injectives, surjectives, bijectives, applications réciproques.
— Applications égales sur un ensemble.
Composition des applications.
— Restriction d’une application a un ensemble.
Image directe, image réciproque.

2. Equations, inéquations, systéemes

— Fonctions polyndmes du second degré. Forme canonique.

— Equations du second degré (utilisation du discriminant). :

— Signe de f(x) suivant les valeurs de x, f désignant une fonction polynome du 2™ degré.

— Inéquations du 2" degré.

— Somme et produit des solutions d’une équation du second degré.
Applications.

— Egluations et systémes d’équations du 1°" degré dans R? et étude sur des exemples dans
R

— Problémes se ramenant 3 la résolution d’équations, d'inéquations et de systémes.

II — ANALYSE

1. Fonctions numériques et représentations graphiques

- — Comparaisons de deux fonctions numériques.

— Opérations sur les fonctions numérigues.

— Parité, périodicité d’une fonction. Eléments de symétrie de la courbe représentative
d’une fonction. Recherche et utilisation d’'un ensemble d’étude.

— Représentation graphique des fonctions sinus, cosinus.

— Etant donné une fonction f, étude sur des exemples, des fonctions :

x — f(x—a); x — f(x)+b;
x —> f(kx); X — kf(x),
x — |fx0)];

a, b, k étant des constantes numériques.
Application a la représentation graphique de quelques fonctions.
— Représentation graphique de 1'application réciproque d'une bijection donnée.

2. Suites numériques
— Diverses déterminations d’une suite.
Représentation graphique d'une suite.
— Comparaison de suites.
— Suites monotones; notion de convergence d'une suite.
— Initiation au raisonnement par récurrence.
— Problemes se ramenant a I’étude de suites arithmétiques ou géométriques.

3. Limite, continuité, dérivation d’une fonction numérique

— Limite et continuité d’une fonction en un point. (On admettra les théorémes classiques
sur les limites. ) :

L
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Fonctions dérivables en un point, nombre dérivé.

Interprétation géométrique du nombre dérivé; équation de la tangente en un point de
la courbe représentative d’une fonction.

Régles de dérivation de la somme, du produit, du quotient de fonctions dérivables en
un point, d’une fonction de la forme x — f(ax+b).

Fonctions dérivables sur un intervalle; fonction dérivée.

Enoncé du théoréme donnant le sens de variation d’une fonction f dérivable sur un
intervalle, & partir du signe de f'(x).

Extension de la notion de limite. Notion d’asymptotes paralléles aux axes.

4. Etude et représentation graphique de quelques fonctions
— Fonctions polynomes.
— Fonctions rationnelles.

Notion d’asymptote oblique.

— Fonction tangente. _ '
— Utilisation de la représentation graphique pour la résolution d’équations du type :

et d’'inéquations du type :

{f(x}=3{x);
f(x)=g(x).

Activités ) .
— Approximation des zéros d’une fonction par la méthode de dichotomie.

5. Primitives de fonctions usuelles _
— Primitives des fonctions usuelles : mondomes, sinus, cosinus,

X — 3:—" avec nEN-{1}.

111 — STATISTIQUE
— Variance, écart-type.

Distribution statistique normale.

— Comparaison de quelques distributions statistiques expérimentales & une distribution

normale.

IV — GEOMETRIE
1. Géométrie du plan

Angles inscrits, polygones réguliers.
Relations métriques dans le triangle :

a bﬂ=_cH:2R

sin E=sin B sinC

S=% b sl

a’=c?+ b?—2bc cos A.

Applications du produit scalaire et du barycentre (Recherche de lieux géométriques).

— Trigonométrie.

e Mesures d’un angle orienté. . . R
e Définition et représentation graphique des fonctions sinus et cosinus de R vers IR.
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e Formules usuelles de transformations trigonométriques.
e Résolution d’équations et d’inéquations des types :

sinx=a; cos x=4a,;
sin x <a; cos x<a;
acos x+bsinx+c=0;

d’équations et d’inéquations s'y ramenant.
— Similitudes (figures semblables).
— Utilisation des transformations pour la résolution de problémes variés.
— A partir d’exemples, recherche de la représentation analytique de translations, de
symétries centrales, de symétries orthogonales, d’homothéties.

2. Géométrie de l’espace‘i_i_..,-

— Orthogonalité.

— Projections orthogonales sur un plan, sur une droite.

— Solides usuels : . ) _ .
parallélépipéde, cube, tétraédre, prisme, pyramide, cylindre, cone de révolution, sphere.

(On admettra les formules des aires et des volumes de ces solides.)
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PLAN DE L’OUVRAGE

ANALYSE GEOMETRIE

Fonctions et applications Figures inscrites dans un cercle
Relations métriques dans un triangle

Suites numériques

Fonctions polynomes du
second degré

Equations et inéquations Trigonométrie
du second degré

Systéme d’équations et

dinéqations. dans, B® st B Transformations du plan

Limite et continuité Représentation analytique
Dérivation d’une transformation du plan

Continuité et dérivabilité

sur un intervalle Les polyedres

Extension de la notion

de limite

Etude de fonctions L’orthogonalité dans I’espace

l;Primitive d’une fonction

La sphere

‘ Statistiques
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1 Fonctions et applications

Lecon 1 : GENERALITES
Lecon 2 : FONCTIONS NUMERIQUES : OPERATIONS ET COMPARA
IQUES : ISON
Legon 3 : QUELQUES PROPRIETES GEOMETRIQUES
DES REPRESENTATIONS GRAPHIQUES

1 Geénéralités

Rappelons que la donnée

__ d’un ensemble A, appelé ensemble de départ,

__ d’un ensemble B, appelé ensemble d’arrivée,

— d’un procédé qui a chaque élément de A associe 0 ou 1 élément de B,
permet de déterminer une fonction f de A vers B.

L’ensemble des éléments x de A auxquels est associ¢ un élément de B est appelé

I'ensemble de définition de f.

Cet ensemble est souvent noté Dy,
Une application de A dans B est une fonction de A vers B dont I’ensemble de

définition est égal a A.
Par exemple, pour A =R et B=R,
] associer le nombre réel Vx & chaque élément x de R,
ne rien associer aux éléments de R—R.
est un procédé qui a chaque ¢élément de R associe 0 ou 1 élément de R.
Notons [ la fonction de R vers R correspondante.
De méme, pour A=R et B=R,
I associer le nombre réel \/x 4 chaque élément x de [0, 1]
ne rien associer aux éléments de R—[0, 1]
est un autre procédé qui a chaque élément de R associe 0 ou 1 élément de R.
Notons g la fonction de R vers R correspondante.
us montrent que des notations telles que

f:R— R g:R— R
x — Vx x — Vx

sont incomplétes. Il faut préciser que D;=R, et D, =[0, 1.

Cependant, pour f, on peut omettre d'indiquer que D;=R.. = |
En effet, suivant la convention habituelle, si I'ensemble de définition n est pas
précisé, il est sous-entendu qu'il est I'ensemble de tous les éléments x de

I'ensemble de départ tels que I'« expression f(x)» ait un Sens.

Les exemples ci-dess

1
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Analyse 1™ D

—

1] Image directe, image réciproque

L'image directe et I'image réciproque d’un ensemble par une application, définies
en classe de Seconde, peuvent aussi étre définies dans le cas d’une fonction.

Définition

Soit une fonction f de I'ensemble A vers I'ensemble B, d’ensemble de définition
Dy, et une partie X de A.

On appelle image directe (ou simplement image) de X par f I’ensemble des
images par f de tous les éléments de X N D;.

L’image de X par f est notée f(X). On peut donc écrire
f(X)={f(x)|xex N D}

ou encore fX)={yeB|3xexnD, y=fx)}

L’ensemble f(X) est vide si et seulement si XND=.

L’ensemble f(Dy) est appelé ensemble image de la fonction f.
On remarque que f(X)=f(D,) pour toute partic X de A contenant Dy.

Exemple
Cherchons I'image des intervalles [3, 4] et [2, 3] par la fonction
f:R— R
1
X R

L’ensemble de définition de f est R—{2).
Pour tout élément x de R—{2}, on a:

xE[3,4] == 3=x</4
<= Isx-2<2 (justifier)
1 1
LIENS R
<> >3 5>—5 I (justifier)
1
<> Es-;f(x)al,

L’image de [3, 4] par f est donc I’intervalle [%, 1].
Pour tout élément x de R—{2}, on a aussi :
XE[2,3] <= 2<x<3
<> 0<x-2=<1 (justifier)

1 e
<=> la}_—z (justifier)
<> f(x)=1.

L’image de [2, 3] par f est donc I'intervalle [1, —[.
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1/ Fonctions et applications

Ces résultats sont illustrés par les figures 1 oli (Cy) est la représentation graphique
de f dans le plan muni d’un repére orthonormé.

A
1 l¢
1
2 I
. | e 3 3 o —9
Fig. 1
Exercice Soit la fonction f : R — R
1
X — —.

|x|
a) Quel est '’ensemble de définition de f?

b) Représenter graphiquement f dans le plan muni d’un repére
orthonormé.

c¢) Trouver I'image de [—2, 1] par f a I'aide de la représentation
graphique, puis vérifier ce résultat par le calcul.

Définition

Soit une fonction f de I'’ensemble A vers I’ensemble B et une partie Y de B.
On appelle image réciproque de Y par f I'ensemble des antécédents par f de
tous les éléments de Y.

Un élément x de 1'ensemble de départ A appartient donc a I'image réciproque de
Y par f si et seulement si :

xE Df et f(x)E Y.
L’image réciproque de Y peut étre vide, méme si Y n’est pas vide.

Exemple
Calculons I'image réciproque de l'intervalle [1, 2] par la fonction
f:R— R c
1 {4 "
X — 5.
X

L’ensemble de définition de f est R*. L’image réciproque de [1, 2] par f est

L] " 5 l

I'ensemble des x appartenant a2 R* tels que 15;5:%2.
_ 3
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Analyse 1™ D

Pour tout élément x de R*, on a :

_ 1 1 E
£ X e 2

e

x2-1

<~ [xz__.-'o et

&2

o ffr)e-

=

et

0] Giasiifien)

(x+1)x - l)sﬂ]

1 1
<> xE]+— ——]U[—-—-,—»[ et xel[-1,1]].
[ V2l V2
: 1
L’image réciproque de [1, 2] par f est donc [—1, —-——}U[—-ﬂ, 1].
prag par / v21 W72
Ce résultat est illustré par la figure 2.
(€
2——
I
I
I
s e B i
|
I
'
to
o | -
1 1
V2

Exercices

|
|
|
2

Fig. 2

1) Soit I'application f: [-2,4] — 'R
{ Vxe[-2,0[ f(x)=0

Vx€[0,2] f(x)=x*
Vx€]2, 4] flx)=x.

a) Représenter graphiquement f dans le plan muni d’un repére
orthonormé.

b) Utiliser cette représentation graphique pour trouver llmage
réciproque par f de chacun des ensembles suivants :

telle que :

{o}, {4 2.4, 1451
2) Soit la fonction f: R — R
% g B,
X =i
Calculer I'image réciproque de [0, 4] par .
e y O
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I/ Fonctions et applications

2) Egalité de deux fonctions

Nous rappelons le critére d’égalité de deux fonctions.

Soit f et g deux fonctions de I'ensemble A vers I'ensemble B, d’ensembles de
définition respectifs Dy et D,.

szDg

VxeD, f(x)=g(x).

f=g équivaut a {

Remarquons que si f et g sont deux applications de 1’ensemble A dans I’ensemble

B, alors
f=g <> Vx€EA flx)=g(x).
Exercices E Dans chacun des cas suivants, les deux fonctions considérées
sont-elles égales? Justifier votre réponse.
%a)f:{—z,l,zl}—»IR g:{—2,1,4}—-+[F23
x
é x — Vx X >~
by f:R— R g:R— R
. i i x(x+1)
x — x+1 X — = -
{0.1,-2} — R g:{0,1,-2} — R
é /3 } 2 x*+1
X —> — X — -
E X b
¢ d) f et g sont deux fonctions de R vers R telles que
; D,=D, et [(D)=g(D,).

Les fonctions f et g de I’exercice b‘) ci-dessus ne sont pas égales (elles n’f}r}t pas
le méme ensemble de définition), mais on a cegendant f(x)=g(x) pour tout clerqent
x de R*. On dit que les fonctions f et g coincident sur R*, conformément & la
définition suivante, déj introduite en classe de Seconde.

Définition

Soit les fonctions f: A — B et g: E — F, et un sous-ensemble C de
D,N D,. On dit que f et g coincident sur C si

VxeC f(x)=g(x).

Exercices 1) Soit la fonction f: R — R
x — [2x=1]+[1-x].
Trouver une fonction g, différente de f, qui coincide avec f sur

- 1
; I'intervalle [i’ 1].
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Analyse 1™ D

2) Soit les fonctions

f:R— R g:R—
x+1 x+1
x—2 x~-2'

5 Trouver un ensemble A4 sur lequel f et g coincident et te] que
$ f(x)# g(x) pour tout élément x de D,— A,

3) Composition de fonctions
a) Rappelons ce qu'est la composée de deux fonctions.

Définition

Soit trois ensembles 4, B, C et deux fonctions
fitA— B g:B— (C

admettant respectivement D; et D, pour ensemble de définition.
On appelle composée de f par ¢ 1a fonction de A vers C, notée gof,
d’ensemble de définition D tel que

D={x€eD,|f(x)eD,),
définie par :
VXED (gof)x)=g(f(x)).

Il résulte de cette définition que si f est une application de A dans B et si g est
une application de B dans C, alors gof est I'application de A dans C définie par

VXEA (gof)x)=g(f(x)).

Exercice Soit les fonctions
f:R— R g:R— R
1 _
X — X — __X 5
X x-—9

Trouver les ensembles de définition des fonctions [, & gof et fog.
Calculer g(f(x)) et f(g(x)).
b) Propriété

Soit les ensembles A, B, C, D et les applications
ftA— B, ¢g:B—C h:C— D,
Les applications ho(gof) et (hog)of, toutes deux de A dans D, sont égales.

En effet, pour tout élément x de A, ona:
(holgoN)(x)=h((gof)x))=h(g(f(x))),
((hog)of)(x)=(hog)(f(x))=h(g(f(x))).

On peut donc, sans aucune ambiguité, écrire hog of au lieu de ho(gof) ou de
(hog)of. :
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1/Fonctions et applications

¢) Représentation graphique de la composée de deux fonctions
Activité préparatoire

Le plan est muni d’un repére (O, I, J). :
On consideére la figure 3 ou les droites (A,) et (A.) sont respectivement
les représentations graphiques des deux fonctions

ftR—R g:R— R

x — 2x x — —x+4.
A (45)
7(4)
/
V4
/
B s
rd
(a,) /
/
e
/
/7
/
Vd
/J
/
/
rd
P
It/ \
/
j L Ak
Ao} 3 i
s |
d 1
4 |
/
i D
E

Fig. 3

On note (A) la droite d’équation y =x.

a) Sachant que A est le point de coordonnées (3, 0), calculer les
coordonnées des points B, C, D et E de la figure 3.

Expliquer pourquoi E est le point de coordonnées (3, (g of)(3)).
Remarquons que pour construire le point E, on a utilisé les représentations
graphiques (A;) et (A,), mais aussi la droite (A) d’équation y =x.

b) Construire par le méme procédé I'image de 3 par la fonction fog.

Soit f et g deux fonctions quelconques de R vers R, de représentations graphiques
respectives (Cy) et (C,) dans le plan muni d’un repére (O, I, J) (figure 4).

Soit aussi un nombre réel x en lequel la fonction gof est définie.

Comme dans I’activité ci-dessus, on peut construire simplement ’image de x par
gof, a partir des courbes (Cy), (C,) et de la droite (A) d’équation y =x.

5
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Analyse I™ D

A
(Cy) (4)
B A
g(f{x})i-——-E/ ID
J+
: (C,)
o Al | ; -
X f(x)
Fig. 4

Par le point A de coordonnées (x, 0), on trace la parallele 3 (OJ); elle coupe
(Cy) au point B de coordonnées (x, f(x)).
Par B on trace la paralléle & (OF); elle coupe (A) au point C de coordonnées

(f(x), f(x)).

Par C on trace la parallele a (OJ) qui coupe (C,) au point D de coordonnées

(f(x), g(f(x))).

Finalement, on trace par D la paralléle a (OI) qui coupe (AB) au point E de

coordonnées (x, g (f(x))).
Le point E est donc le point d’abscisse x de la représentation graphique de gof.

Ce procédé permet de construire point par point la représentation graphique de
gof. |
Exercice % Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
Soit les fonctions
f: R— R g R— R
X — 2x-1 X — X2,

Construire les représentations graphiques de f et de g et, par la
méthode ci-dessus, celle de fog.

d) Décomposition de fonctions

Certaines fonctions, dites élémentaires, ont été étudiées en Seconde et leurs
représentations graphiques sont connues. Il s’agit des fonctions de R vers R

ivantes :

suivantes I T A A W
x — ax (a€R) x|~—-+§
X — x? x — Vx
x — x°.
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1/Fonctions et applications

Pour représenter graphiquement une fonction f, il peut étre utile de la décomposer
en fonctions élémentaires, c’est-a-dire d'écrire f comme la composée de deux ou
plusieurs fonctions élémentaires.

On utilise alors le procédé de construction de la représentation graphique d'une
composée.

Exemple
Soit la fonction f : R — R

x |—>-5x2.

On peut écrire f=hog, ot g et h sont les fonctions élémentaires

g:R— R h:R— R

1
X —> x° X — 7 X

La représentation graphique de f est construite, figure 5, a l'aide de la
représentation graphique de g, celle de k et aussi de la droite d’équation y =x.

A

—— i ——— — - —— —— T ————— i ———— —

&

sy

e —————

———— i —— . —— ——— -

|
1

PP [ ——
|

Fig. 5
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Analyse 1™ D

Exercice § Soit la fonction f : R — R
X — Vx+1.

Représenter graphiquement f aprés I’avoir écrite comme la composée
de deux fonctions élémentaires.

4) Restriction d’une application
Exemple introductif

L’application f : R — R

¢ 1—x?
' 2
est représentée graphiquement par (Cy), figure 6, relativement a un repére
orthonormé.
A A
(c"\,)~ (C,)
= o \ = "/o\‘t -
Fig. 7
Fig. 6

Supposons que 'unité soit le kilométre et qu’un obus, tiré du point de
coordonnées (—1, 0), se déplace le long de (Cy) pour aller exploser au
point de coordonnées (I, 0).

La trajectoire de I'obus ne correspond cependant pas a la représentation
graphique de f.

Elle correspond seulement 2 une partie de (C;); cette partie est la
représentation graphique (C,) (figure 7) de I’application

g:[-1,1] — R
1—x?
2

Il n’y a en effet aucun sens physique & étudier la position de I’obus pour
des x n’appartenant pas a [—1, 1].

L’application g, dont la représentation graphique est une partie de celle
de f, est appelée la restriction de f a [—1, 1].

X —

Définition

Soit une application f de I'ensemble A dans I'ensemble B et une partie X de A.
On appelle restriction de f @ X 'application de X dans B, notée fix,

définie par : VXEX (fixNx)=[(x).

10
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Exercices Soit I'application f : [R-{2} — R
(r=2)

Ix-2|

a) Construire la représentation graphique de f dans le plan muni
d’un repére orthonormé.

b} Quelle est la restriction de f a chacun des ensembles suivants :

g J<, 2L 12, -0, 13,4, R,—{2}?

X F—F

5) Applications bijectives, injectives et surjectives

a) Applications bijectives (rappel)

Définition

Une application f de I’ensemble A dans I'ensemble B est appelée application
bijective, ou bijection, si tout élément de B posséde, dans A, un unique

antécédent par f.

b) Applications injectives

Exemple introductif
Considérons I'application f : R* — R
1
X —> —.
X
Cherchons, pour chaque élément b de I'ensemble d'arrivée R, les

antécédents de b par f.
Cela revient & résoudre, pour chaque nombre réel b, I’équation

x ER¥%, l=.ib.
x

Si b appartient & R_, ’équation n’admet aucune solution.

Si b appartient 2 R*, I'équation admet la solution unique B

L’application f n’est donc pas bijective puisque les éléments de R_ n’ont
aucun antécédent.

Cependant, si un élément de R posséde un antécédent, il est unique.
Tout élément de R posséde donc 0 ou 1| antécédent par f.

On dit que f est une application injective.

Définition

Une gpplicatim_" f de I'ensemble A dans I'ensemble B est appelée application
injective, ou injection, si tout élément de B posséde, dans A, 0 ou | antécedent

par f.

Soit une application f de I'ensemble A dans I’ensemble B, ou A et B sont des
parties 1de R, et considérons la représentation graphique (Cy) de f dans le plan
muni d'un repére (O, I, J).

11
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On remarque que I'application f estinjective si et seulement si toute droite paralléle
a (OI) coupe (C;) en zéro ou un point (voir figures 8). -

A A (&)

J' J'-l-
1 } ~f-
e > . / 3 4
[ est injective f n'est pas injective f n’est pas injective
Fig. 8
Exemple
L’application f : R, — R est-elle injective?

X —> 2x°+43

Pour chaque élément b de I’ensemble d’arrivée R, cherchons les antécédents de
b par f ou, ce qui revient au méme, les solutions de I'équation

x€R,, 2x*+3=p.
Cette équation est équivalente 2 I’équation

x€R,, x2=b—2_-§.
Si b =3, 'équation admet la solution unique 1/9—52
Si b <3, I’équation n’a pas de solution,

Par conséquent, chaque élément b de R posséde 0 ou 1 antécédent par f; f est
donc injective.

Théoréme

Une appliczs}tion f de I’ensemble A dans I'’ensemble B est injective si et
seulement si

YUEA VveA fl)=f(v) = u=uo.

Démonstration

e Supposons d’abord que f soit injective et considérons deux éléments u et v de
A tels que f(u)=f(v).

Montrons que u =p.

Dans ce but, posons : y=f(u)=f(v).

Alors, u et v sont des antécédents de y.

81:, [ étant injective, y possede un unique antécédent.
ou: =y,
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o Réciproquement, supposons que la proposition
YueA VYveEA flu)=f(v) => u=v
soi} vraie et montrons que f est injective.
Soit z un élément de B.
Ou bien z n’a aucun antécédent.

Ou bien z a un antécédent u et, dans ce cas, il faut montrer que u est I'unique
antécédent de z.

Supposons que v soit aussi un antécédent de z. _

Alors f(u)= f(v) et, puisque la proposition ci-dessus est vrai¢, on conclut que u =v.
D’ou f est injective.

Exercice % Utiliser le théoréme ci-dessus pour montrer que I'application

fiR, — R
3 x — 2x*+3

est injective et que ’application
n’est pas injective.

c¢) Applications surjectives

Définition

Une application f de 'ensemble A dans I’ensemble B est appelée application
surjective, ou surjection, si tout élément de B posséde, dans A, un ou plusieurs
antécédents par f.

Cette définition peut étre reformulée comme suit.

Une application f : A — B est surjective si et seulement si
VYyeB 3JIx€A y=f(x).

Soit une application f de I’ensemble A dans I'ensemble B, oll A et B sont des
parties de R, et considérons la représentation graphique (C;) de f dans le plan
muni d’un repere (O, I, J).

On remarque que I'application f est surjective si et seulement si toute droite
d’équation y = b, ol b appartient & B, coupe (Cy) en un ou plusieurs points (voir
figures 9).

- —

I
|
|
L — =
|
I
1
I
'
I
1
|
|
1

f est surjective Fig. 9 [ n'est pas surjective

13
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Exemple

Les applications f:R — R et g:R — R, sont-elles
' X — x° X — x?

surjectives?
Considérons d’abord I'application f.

Pour chaque élément b de I'ensemble d’arrivée R, il faut voir si b posséde des
antécédents par f ou, ce qui revient au méme, si I’équation

x€R, x*=

posséde des solutions.

Or cette équation n'admet aucune solution lorsque b appartient a R*.

Cela signifie que les éléments de R* n'ont aucun antécédent par f et, par
conséquent, [ n’est pas surjective.

Par contre, cette équation admet toujours deux solutions, VB et —Vb, si b
appartient a R* et une solution unique, 0, st b =0.

Cela montre que tous les éléments de I'ensemble d’arrivée R, de g possédent un
ou plusieurs antécédents par g.

Dol g est surjective.

d) Le théoréme suivant est une conséquence immédiate des définitions
précédentes.

Théoreme

Une application est bijective si et seulement si elle est a la fois injective et
surjective.

Dans la pratique, pour vérifier si une application est injective, surjective ou
bijective, on peut procéder comme suit.

Soit une application f de I'ensemble A dans I’ensemble B.
Etant donné un élément quelconque b de B, on considére I’équation

(E) x€EA, flx)=b.

Si, pour chaque élément b de B, I’équation ( E) posséde :
e zéro ou une solution, alors f est injective;

e une ou plusieurs solutions, alors f est surjective;

e une solution unique, alors f est bijective.

Exercices 1) Montrer que I'application [: [-1, -[ — R, est une
X — Vx+1
bijection.
2) L’application f:R- {—I} — R est-elle  injective?
2x—1
X pb—r
% x+1
surjective?
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6 Application réciproque d’une bijection
Activité préparatoire
Considérons I'équation
(x, YJERxXR, 2x—-y+3=0.
Exprimons y en fonction de x : y=2x+3.

Exprimons x en fonction de y : x =yT_3.
a) Montrer que les applications
f:R— R et g:R— R
-3
X — 2x+3 y — (. 5
sont des bijections.

b) Calculer, pour chaque nombre réel x et chaque nombre réel y, les
images g(f(x)) et f(g(y)). En déduire ce que sont les applications gof
et fog.

¢) Le plan étant muni d’un repére orthonormé (O, I, J), construire les
représentations graphiques de f et g, aprés avoir réécrit g sous la forme

afin d’éviter toute confusion entre les abscisses et les ordonnées.

d) Vérifier que les représentations graphiques de f et g sont symétriques
I'une de 'autre par rapport a la droite d’équation y =x.

Dans I'activité ci-dessus on observe que, pour chaque nombre réel y, g(y) est

'unique antécédent de y par f et que, pour chaque nombre réel x, f(x) est 'unique
antécédent de x par g.

Pour cette raison, on dit que g est I’application réciproque de f et que f est
I’application réciproque de g.

Définition

Soit une bijection f de ’ensemble A sur I'ensemble B. On appelle application
réciproque de f 1'application de B dans A, notée f7', qui a chaque élément de
B associe son unique antécédent par f.

L’application f~': B —> A est donc caractérisée par

¥YxEA Vy€ERB [lly)=x <= f(x)=y.
Théoréeme

Soit une bijection f de I'’ensemble A sur I'ensemble B.
Alors :

a) L’application réciproque f~' de f est une bijection de B sur A;
b) f est I'application réciproque de la bijection f™';

¢) f~'of est I'application identique de A et fof™' est I'application identique
de B.

15
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Démonstration
L équivalence
VxEA Vy€EBRB [y)=x == flx)=y

montre que chaque élément x de A posséde un unique antécédent, f(x), par f7.
Par conséquent, f~' est une bijection de B sur A et f est I’application réciproque

de f~'.
La méme équivalence montre aussi que :

VxeA ['(f(x))=x,
vyeB f(f7'(y))=y

Les applications f~'of et fof™' sont donc respectivement les applications
identiques de A et de B.

Exercices $ Soit 'application g : R, — R

1+x2
X — )
2
a) Pour chaque nombre réel y, résoudre I'équation
I +x?
x€ER, 5 =Y.

$

i b) Utiliser le a) pour montrer que g est injective et pour déterminer
I’ensemble image g(R,) de g.

E ¢) Montrer que I'application f : R, — g(R,) est bijective.

I +x?

§ 2

d) Préciser ce qu'est I'application réciproque f~' de f.

X =

Représentation graphique d’une application réciproque

Soit A et B deux parties de R et f une bijection de A sur B.
Notons respectivement G et G’ les graphes de f et f~'.

On a: G={(I,P)EAKBIF=f(I)}-

On a aussi : G'={(y, X)EBXAlx=17"(y)}
={(y, x)EB x Aly=f(x)}
={(y, 0)|(x, Y)EG}.

Soit (€) et (€') les représentations graphiques respectives de f et f7! dans le
plan muni d’un repére orthonormé (O, I, J) (figure 10).

(C) est I'ensemble des points M du plan dont le couple (x, y) des coordonnées
appartient a G.

Puisque G'={(y, x)|(x, y)EG},

(€ est I'ensemble des points M' du plan dont le couple (y, x) des coordonnées
est tel que (x, y) appartient a G.
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Xo p—m

Fig. 10 Fig. 11

Or, le repére étant orthonormé et M, étant le point du plan de coordonnées (xp, yo)
(figure 11), le symétrique de M, par rapport a la droite d’équation y=x est le
point M| de coordonnées (y,, Xo). (Justifier)
Par conséquent, (C') est I'image de (C), et (C) est I'image de (C'), par la
symeétrie orthogonale d’axe d’équation y=x.

On a donc établi le résultat suivant :

Le plan étant muni d’un repére orthonormé, les représentations graphiques d’une
bijection d’une partie de R sur une partic de R et de I'application réciproque
sont symétriques I'une de I’autre par rapport a la droite d’équation y = x.

Exercices Le plan est muni d’un repere orthonormé.

a) Représenter graphiquement la bijection f : R, — [%, —>[

1+ x2
5 2

b) Utiliser le résultat ci-dessus pour représenter graphiquement
I’application réciproque f~'.

X —

2 Fonctions numeériques :
Opérations et comparaison

Une fonction numérique est une fonction d'un ensemble quelconque vers
I'ensemble R des nombres réels.
Cependant :

Lorsque nous parlerons d’une fonction numérique dans la suite de cet ouvrage,
il sera toujours sous-entendu qu'il s’agit d’une fonction de R vers R.

17
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Pour toute fonction numérique f d’ensemble de définition [, on peut considérer
I'application associée
g Dy —¥ R
x +—> f(x).
Réciproquement, D étant une partie de R et ¢ une application de D dans R, on
peut considérer la fonction
f:R— R
x — @(x),
d’ensemble de définition D.

. P - » - = 3
Se donner une fonction numérique revient donc a se dw_:mner une a,pphcatm,n d’une
partie de R dans R; nous utiliserons la méme notation pour désigner I'une ou

I’autre.

1) Opérations sur les fonctions numériques
a) Somme de deux fonctions

Définition

Soit f et g deux fonctions numériques d’ensembles de définition 'respectifs Dy

et D,.
On appelle somme de f et g la fonction numérique notée f+ g,

d’ensemble de définition D;ND,,
définie par : YxeDND, (f+g)x)=f(x)+g(x).

Soit @ un nombre réel. o
Dans le cas particulier ou g est 'application constante

g:R— R
X — a,
on écrit f+a au lieu de f+g.

Exemple
Calculons la somme des fonctions
f:R— R e g:R— R
I

X |t = X — L
X X ]
On a D;=R*, D,=R-{1};
Vx€D,ND, f(x)+g(x)=—+ ——
x x-—1
_ 2x — 1
x(x—=1)
La somme de f et g est donc la fonction
f+g:R— R
v — 2=}
o x(x—=1Y

dont I'ensemble de définition D,N D, est R—{0, 1}.
18
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Représentation graphique de la somme de deux fonctions

Soit (C;) et (C,) les représentations graphiques de deux fonctions numériques f
et g dans le plan muni d’un repére (O, I, J).

Soit x, un élément de D,ND,. '
La droite (A) d’équation x =x, coupe (OI), (Cy) et (C,) respectivement aux

points A, B et C (figure 12).

A
(a) ()

(f+e)Nxp) gm———m——— — = oM

2(xp)g—————————
J4 /
" A‘_
9] 7 / X
Fig. 12

Construisons sur la droite (A) le point M tel que
BM= AC.

Ona: | AM=AB+ BM

= f(xo) + g(x) = (f + g)(Xo).
Le point M a pour coordonnées (Xo, (f+£)(xo)); c’est donc le point d’abscisse
x, de la représentation graphique de f+g.
Ce procédé permet de construire point par point la représentation graphique de
fte.
Exercice § Représenter graphiquement la somme des fonctions

¢ fiR— R et g:R— R
|

3 x — Vx xl—»2—5x.

B
(&)
C/
[4]

b) Produit de deux fonctions

Définition

,_ .
Soit f et g deux fonctions numériques d’ensembles de définition respectifs Dy

et D,.
On appelle produit de f et g la fonction numérique notée fg,

d’ensemble de définition D,ND,,
définie par : vxeD,ND, (fg)x)=f(x)g(x). J

19
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Soit @ un nombre réel.
Dans le cas particulier oll g est I’application constante

g:R— R

X —r a,

on écrit af au lieu de fg.
Lorsque a=—1, on écrit —f au lieu de (—1)f et on dit que —f est la fonction
opposée de f. _
Si f et g sont deux fonctions numériques quelconques, on écrit f—g au lieu de

Fri-g),
Exemple
Calculons le produit des fonctions
f:R— R et g:R— R
2
% — Vi1 - e
Ona: D;=[1, 5[, D,=11,-l;
VxeD,ND, f(x)gx)=Vx—1 i |
=x*+1 -

Le produit de f et g est donc la fonction
fe :R— R
x —> x*+1,

dont I’ensemble de définition D,ND, est ]1, —[.

Définition

Soit un élément n de IN* et une fonction numérique f, d’ensemble de
définition Dy. .

On appelle n®™ puissance de f la fonction numérique notée f",

d’ensemble de définition Dy,

définie par : YxED; f(x)=(f(x))"

¢) Quotient de deux fonctions

Définition

Soit f et g deux fonctions numériques d’ensembles de définition respectifs D
et D,.
On appelle quotient de f par g la fonction numérique notée =

d’ensemble de définition D tel que
' D=Dfﬂ{xEDg|g(.r)¢0},

f f(x)

définie par : VxED (E) (1)=10s-

20
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Dans le cas particulier ol f est I'application constante
f:R— R
x — 1,

P | )
on écrit — au lieu de I
4

4 1 ’
On dit que E est I’inverse de g.

Pour toutes fonctions numériques f et g, on a :

3
£ fg'
Exemple
Soit les fonctions f : R — R et g:R— R
Vx—-3(x—4)
X — Vx-3 X —> - 10 .

Calculons le quotient de f par g.

Les ensembles de définition de f et g sont
D,=[3,~[ et D,=[3,~[—-{10}.

Un élément x de D, vérifie g(x)=0 si et seulement si x=3 ou x=4.
L’ensemble de définition D de ;—: est donc
D =D;N{x€&D,|g(x)#0}
=[3, >[N(3, >[—{3, 4, 10})
=13, »[—{4, 10}.
Pour tout élément x de D, on a:

fx) g x=10  _x-10
g(x) * Vx—3(x—4) x—4

Finalement, le quotient de f par g est la fonction

-j—r:IR—)-IR

g
Hx—l(l
* x—4’

d’ensemble de définition égal & 13, [ —{4, 10}.

Exercice Soit les fonctions f : R — R et g:R— R
x+1 2x

X — — X — —,

X — x+1

Calculer les fonctions f+g, 2f—g, (2f—g)’, fg et Ef

Dans chaque cas, on précisera I’ensemble de définition.
21.
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2) Comparaison de fonctions numériques
a) Comparaison de deux applications définies sur un méme ensemble

Définition

Soit A une partie de R et soit f, g deux applications de A dans R.
On dit que f est inférieure a g, et on écrit f<g, si:

VxeEA flx)<g(x).

Remarque. Lorsque f est inférieure 4 g, on dit aussi que g est supérieure af, et
on écrit aussi g={,

Notons (Cy) et (C,) les représentations graphiques respectives de f et g dans le
plan muni d’un repere (O, I, J). .
Soit x, un élément quelconque de A et notons respectivement P et Q les points
d’intersection de la droite d'équation x =x, avec (C;) et (C,) (figure 13).

Fig. 13

On voit que f est inférieure & g si et seulement si pour chaque élément x, de A,
le point P est situé «sous» le point Q.
Exemple
Soit les applications f:R — R et g:R — R
X H— X X — x2+x. .
L’application f est inférieure a g puisque, pour tout nombre réel x, on a
x < x?+x (justifier), c’est-a-dire f(x)=g(x) (figure 14).

(C,)
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b) Comparaison de deux fonctions numériques

Définition

Soit deux fonctions numériques f et g, d’ensembles de définition respectifs Dy
et D,.

Soit A une partie de D,ND,.

On dit que f est inférieure a.g sur A si:

YxeA f(x)=g(x).

Remarque. Lorsque f est inférieure 4 g sur A, on dit aussi que g est supérieure
a f sur A.

1l résulte de cette définition que f est inférieure & g sur A si et seulement si la
restriction de f a A est inférieure a la restriction de g a A.

Notons (C;) et (C,) les représentations graphiques respectives de f et g dans le
plan muni d’un repere (O, I, J).

On voit que f est inférieure a2 g sur A si et seulement si chaque point de la
courbe (), dont I’abscisse appartient a A, est situé «sous» le point de méme
abscisse de la courbe (C,).

Exemple

Soit les fonctions f:R — R et g: R — R

x —> x° X — —.

Montrons que f est inférieure a g sur ]0, 1] et que f est supérieure a g
sur ] <, 0[ et sur [1, [ (figure 15).

(Cy)

Fig. 15
23
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Observons d'abord que pour tout élément x de ]« O[, on a f(x)=g(x) puisque

f(x)=0 et g(x)=<0.
La fonction f est donc supérieure a g sur ]<, O[.

Etudions ensuite le signe de f(x)— g(x) lorsque x appartient a 10, —[. _
Remarquons que, pour tout élément x de ]0, —[, f(x)—g(x) a le méme signe

1 g
que x (x’—-;), c¢'est-a-dire que x* — 1.
Or X=1=(x-D*+x+1)

et, de plus :
Vx€10, ~[ x*+x+1=0 (somme de nombres positifs).

Par conséquent, f(x)—g(x) a le méme signe que x—1 lorsque x appartient a
10, —[.

" D'ou : .
— si x&10, 1], alors f(x)—g(x)=<0, et donc f(x)<g(x);
— si xE€[1, > [, alors f(x)—g(x)=0, et donc f(x)=g(x).
Cela signifie que f est inférieure a g sur 10, 1] et que f est supérieure a g sur
[1, »[.

c) Fonctions majorées, minorées, bornées

Définition

Une fonction numérique f, d’ensemble de définition Dy, est dite majorée (resp.
minorée) par le nombre réel a si
VxeD;, f(x)sa (resp. f(x)=a).

Remarques

e La fonction f est majorée (resp. minorée) par a si et seulement si a est un
majorant (resp. minorant) de I’ensemble image f(Dy).

e Si f est majorée (resp. minorée) par a, f est aussi majorée (resp. minorée) par
tout nombre réel supérieur (resp. inférieur) a a.

Soit ( C,) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repére (O, I, J).
La fonction f est majorée (resp. minorée) par le nombre réel a si et seulement
si la courbe (C;) est située «en dessous» (resp. «au-dessus»). de la droite

d’équation y =a (figures 16).

A [}

a /W

o

§ €3t majorée par o 2 est minorée par
Fig. 16 / R

|

24
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Exemples

La fonction f : R — R est majorée par 5
x — 5-x*

et la fonctiong : R — R est minorée par 0.
x — |x|

Définition

Une fonction numérique f est dite majorée (resp. minorée) s’il existe un nombre
réel a tel que f soit majorée (resp. mmoree) par a.
Une fonction numérique est dite bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Exemple
Montrons que la fonction f : R — R est bornée.
x — V1-x?
L'ensemble de définition de f est I’ensemble des nombres réels x tels que 1—x*=0;
d’ou Dy=[-1,1] (vérifier).
D’autre part, pour tout nombre réel x, on a successivement :
x2=0,
-x*=0,
1-x*<1.

Pour tout élément x de D;, on a donc
0<s1-x?=<1,
et ensuite 0=V1-x%=1,

puisque la fonction x +—— Vx est strictement croissante.
La fonction f étant minorée par 0 et majorée par 1, elle est bornée.

Exercice Soit la fonction f : R — R ,

a) Trouver des nombres réels a et b tels que
VxR x*-2x+4=(x—a)*+b.
h) En déduire que f est une fonction bornée.

X —

Définition

Une fonction numérique f est dite positive (resp. négative) si elle est minorée
(resp. majorée) par 0.

Exemples

La fonction f : R — R est positive
x — x?

et la fonction g : R — R est négative.
x — —Vx
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Définition

Soit une fonction numérique f et une partie A de son ensemble de définition.
On dit que [ est majorée (resp. minoré, bornée, positive, négative) sur A si la
restriction de f &4 A est majorée (resp. minorée, bornée, positive, négative).

Exemple

La fonction f: R — R est positive sur [—1, 1]
x — |—x?

et est négative sur ]«, —1JU[I, = [ (voir figure 17).

A

)

o ,\ -

Fig. 17

3 Quelques propriétés géométriques
des représentations graphiques

Dans toute cette partie 3, le plan est supposé muni d’un repérq (O I, J) et nous
considérons une fonction numérique f d'ensemble de définition D, et de

représentation graphique (Cy). .
Rappelons que le graphe G, de f est défini par

G;={(x, y)]xED; et y=f(x)}.
A partir de f, nous construirons d’autres fonctions, notées g ou h. Les notations

D,, D,, (C,), (C,) et G,, G, seront bien siir utilisées pour désigner les ensembles
de définition, les représentations graphiques et les graphes des fonctions g et h.

1) Fonctions paires
Etant donné la fonction numérique f, on considére la fonction
g:R— R
x — f(—x)

d’ensemble de définition D, tel que Dg={xEP|—xEDf}.
26
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On a successivement :
G, ={(u, v)|uED, et v=g(u)}

={(u, v)| —u€Djetv =f(—u)}

={(—x, y)|x €Dy et y=f(x)} (poser x=—u et y=1v)

={(=x, )|(x, Y)EG,}.
(Gy) est I’ensemble des points M du plan dont le couple (x, y) des coordonnées
appartient a G;.
pUiSque Gg = {(_xs J’)l(x, }’)E Gf}:

(C,) est ’ensemble des points M’ du plan dont le couple (—x, y) des coordonnées
est tel que (x, y) appartient a Gy.

A
My Yo M,
I+
t o
=Xn O I Xo
Fig. 18

Supposons que le repére (O, I, J) soit orthogonal. o

Dans ce cas, M, étant le point du plan de coordonnées (xo, Yo), le symeétrique de
M, par rapport a la droite (OJ) est le point Mg de coordonnées (—Xo, Yo)
(figure 18).

Par conséquent, (C,) est I'image de (C)), et (C) est 'image de (C,), par la
symétrie orthogonale d’axe (OJ) (figure 19).

T____ ((?J) (fff]:(el_.)
71/ om e (N
|

1“_...————-

=
T e —— —

Fig. 19 Fig. 20

Le cas particulier ou (C;)=(C,) correspond a la situation ou (Cy) est son propre
symétrique par rapport a la droite (OJ) (figure 20).

Par conséquent, pour que la droite (OJ) soit un axe de symétrie pour la courbe

(Cy), il faut et il suffit que (€;)=(C,) ou, ce qui revient au meme, que f=g

Conclusion. La droite (OJ) est un axe de symétrie pour (C;) si et seulement si :
VxeD;, —x€D; et flx)=f(—x)
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Définition

Une fonction numérique f est dite paire si
VxeD, -x€D; et f(x)=f(—x).

D’ apres ce qui précéde, la fonction f est paire si et seulement si, queI que soit
le repere orthogonal (O, I, J), la droite (OJ) est un axe de symétrie pour la
représentation graphique de f.

Exemple

Lafonction f:R — IR est paire car D, =R
X — x2

et car pour tout nombre réel x, on a :

f—x)=(—x)=x*=f(x).

Exercices Parmi les fonctions suivantes de R vers R, indiquer celles qui sont
paires et celles qui ne le sont pas :

x — x|, xr— %}, x> 3x*+5,

2—
g xr—»xll, x — x2+x.
X {

2) Fonctions impaires

Etant donné la fonction numérique f, on considére la fonction
h: R— R
X — —f(—x)
d’ensemble de définition D, tel que D, ={xEIFZ|-x ED;}.
En examinant comme plus haut les graphes de f et h, on obtient :

G}, :{{_xg _J’)l(-‘-': y)EGf}‘

A
M
Yo - o
’,’
—Xo -
’,-l"" o ID
’rl'
—¥o
Mg
Fig. 21

Or, le repére (O, I, J) étant quelconque, et M, étant le point du plan de
coordonnées (x,, vo), le symétrique de M, par rapport au point O est le point M}
de coordonnées (—x,, —y,) (figure 21).

Par conséquent, (C,) est I'image de (Cy), et (Cy) est I'image de (C,), par la
symétrie centrale de centre O (figure 22).
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A |

(Cy)=(Cy)

—-X

Fig. 22 Fig. 23

Le cas particulier ol (G,)=(C,) correspond i la situation ou (C;) est son propre
symétrique par rapport au point O (figure 23).

Par conséquent, pour que le point O soit un centre de symétrie pour la courbe
(Cp), il faut et il suffit que (C;)=(C,) ou, ce qui revient au méme, que f=h.

Conclusion. Le point O est un centre de symétrie pour (Cy) si et seulement si:
VxED; -xED; et [(x)= —f(—x).

Définition

Une fonction numérique f est dite impaire si
VxeD;, —x€D; et f(—=x)=—f(x).

D’aprés ce qui précéde, la fonction f est impaire si et seulement si, quel que soit
le repére (O, I, J), le point O est un centre de symétrie pour la représentation

graphique de f.

Exemple
La fonction f:R — R (figure 23) est impaire
x — x*
car D;=R et car, pour tout nombre réel x, on a:

f(=x)=(—x)=—x"=—f(x).

Exercice Parmi les fonctions suivantes de R vers R, indiquer celles qui sont
impaires et celles qui ne le sont pas :

X — X, X F— x*4+x, x+— Tx°
x*+3
3x

X — xl——r"xlxl.
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3) Fonction x — f(x—a)+b
Activité préparatoire
Le plan est muni d’un repére (O, I, J).
a) Construire la représentation graphique (C,) de la fonction
f[:R— R
X — '\/.;
b) Construire la représentation graphique (C,) de la fonction
g:R— R
X — f(x-2).
(Ecrire ¢ comme la composée de deux fonctions élémentaires et utiliser
le procédé de construction de la représentation graphique d’une composée. )
Vérifier que (C,) est I'image de () par une translation. Laquelle?
¢) Construire la représentation graphique (G, ) de la fonction
h : lR — IR
X — g(x)+3.
Vérifier que () est I'image de (C,) par une translation. Laquelle?
En déduire que (C,) est I'image de (Cy) par une translation. Laquelle?

Le plan est muni d’un repére quelconque (O, I, J).
Soit deux nombres réels a et b.
Etant donné une fonction numérique f, on considére la fonction

g:R— R
X+ fix—a)+b
d’ensemble de définition D, tel que D, ={xER|x-a€D,).

On veut étudier le lien existant entre la représentation graphique (C;) de fetla
représentation graphique (C,) de g.

On a:
G, ={(u, v)|uED, et v=g[u)}
={l'u, v)lu—a€EDetv=flu—a)+b}
={{x+a, y+b)[xED, ety=f(x)} (poser x=u—aety=v-5)
={fx+a, y+b}ll’x. y}EGf}.
A
. yotb i
b
e
%
Yo M,
: =
] Xiy Xt a
Fig. 24
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Notons w le vecteur de coordonnées (a, b):
w =aOI +bOJ.

M, étant le point du plan de coordonnées (xo, ¥,), I'image de M, par la translation
de vecteur w est le point M§ de coordonnées (xq,+a, yo+ b) (figure 24).

Conclusion. (@, ) est 'image de (C,) par la translation de vecteur # de coordonnées
(a, b) (figure 25).

>~
Fig. 25
Exercice Soit la fonctiong : R — R
i X — x*+4x+9,
a) Trouver deux nombres réels a et b tels que
VxER glx)=(x—a)+b.
b) Utiliser la représentation graphique de la fonction
f:R— R
X — x*
i et la conclusion ci-dessus pour obtenir la représentation graphique
de g.

4) Axe de symétrie d’'une représentation graphique

Le repére (O, I, J) étant supposé orthogonal, on considére la représentation
graphique (C;) d’une fonction numérique f. :
Soit a un nombre réel et notons (A) la droite d’équation x=a. .
On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que la droite (A) soit un
axe de symétrie pour (C)).
Considérons la translation ¢ qui applique le point A de coordonnées («, 0) sur le
point O.
C’est la translation de vecteur AO de coordonnées (—a, 0) (figure 26).
Or, si (A) est un axe de symétrie pour (), alors (A) est un axe de symetrie
pour {(C;), et réciproquement (justifier).
Mais t(A)=(0J) et, d’aprés le paragraphe précédent, t(Cy) est la l’ePfese“m“O“
graphique de la fonction x —— f(x + a).

31

Scanned by CamScanner



Analyse 1™ D

(4) @)

|
|
HEy) }
|
|

|
1 g
o I alA

Fig. 26 !

D’autre part, le repere étant orthogonal, on sait que (OJ) est un axe de symétrie
pour f(C) si et seulement si la fonction x — f(x +a) est paire.

Conclusion. Le repére étant orthogonal, la droite d’équation x =« est un axe de
syl_'nétrie pour la courbe (C;) si et seulement si la fonction x —— f(x +a) est

paire.
Exemple
Le plan étant muni d’un repére orthogonal, vérifions que la droite (A)
d’équation x = “F est un axe de symétrie pour la représentation graphique
(C;) de la fonction f:R— R
X — 3x*+5x—1.
11 faut vérifier que la fonctiong : R — R est paire.
9
— -=.
X f (.r g

Or, pour tout nombre réel x, on a :

3(1)=f(x—g)

il os)-

37
o 7 Rt
=3x TR
5 | , 37
D’ou : VxeR g{—x)=3(—x)—ﬁ
37
o v Rl
3x T
=g(x).

La fonction g étant paire, on conclut que (A) est un axe de symétrie pour (Cy).

Exercice g Le plan étant muni d'un repére orthogonal, vérifier que la droite
d’équation x=3 est un axe de symétric pour la représentation
graphique de la fonction

f:R— R
x*—=6x+10

xl—-—*—m—.
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5) Centre de symétrie d’une représentation graphique

Le repére (O, I, J) étant quelconque, on considére la représentation graphique
(8!) d’une fonction numérique f.

Soit M le point du plan de coordonnées (a, B).

On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que le point M soit un
centre de symétrie pour (C;). :

La translation ¢ qui applique le point M sur le point O est la translation de vecteur
MO de coordonnées (—a, —8) (figure 27).

A (Cp)

(e

= S

(9] \
Fig. 27

Or, si M est un centre de symétrie pour ( C;), alors t(M) est un centre de symétrie
pour {(C;), et réciproquement (justifier).

Mais ¢(M) est le point O, et on sait que ¢(C;) est la représentation graphique de
la fonction x — f(x+a)- 6.

D’autre part, on sait que O est un centre de symétrie pour #(C;) si et seulement
si 1a fonction x — f(x + a)— B est impaire.

Conclusion. Le repére étant quelconque, le point M de coordonnées (a, B) est
un centre de symétrie pour la courbe (C;) si et seulement si la fonction
x — f(x+a)— B est impaire.

Exemple

Le plan étant muni d’un repére quelconque, vérifions que le point M de
coordonnées (3, 1) est un centre de symétrie pour la représentation
graphique (C;) de la fonction

fiR— R
x+2
X — .
x—3
Il faut vérifier que la fonctiong : R — R est impaire.

x — f(x+3)-1
Or, D;=R~{3} et, par conséquent : D,={x€R|x+3eD;}
={xeR|x+3+#3}
=R*.
Pour tout élément x de R*, ona: g(x)=f(x+3)—1
_(x+3)+2
(x+3)-3
#
.
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La fonction g est impaire car, si x appartient 3 D,, alors —x appartient aussi a

D, etona: 5
gl=x)=—
5

=——=—g(x).

>~ 8x)

Exercice ¢ Le plan étant muni d'un repére quelconque, vérifier que le point de
coordonnées (2, —5) est un centre de symétrie pour la représentation

graphique de la fonction

g:R— R
X — x>—6x2+12x—13.

6) Fonction x — |f(x)|
a) Représentation graphique de la fonction opposée

Le plan étant muni d’un repére orthogonal, on considére une fonction numérique
f et sa représentation graphique (C,).

La fonction opposée —f : R — R
x > —f(x)

a méme ensemble de définition que f; de plus :
G_y={(x, —f(x))|xED/}
={(x, =»)|(x, y)EG}.

Or, M, étant le point du plan de coordonnées (xq, yy), le symétrique de M, par
rapport & la droite (OI) est le point M de coordonnées (x,, —y,) (figure 28).

A
Yo My
j-l-
L .
O f Xa
—¥a My
Fig. 28

La représentation graphique de —f est donc I'image de celle de f par la symétrie
orthogonale d’axe (Of) (figure 29).

A (€.,

(Cy)

Fig. 29
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b) Fonction valeur absolue

Définition

Soit une fonction numérique f d’ensemble de définition D;. )
On appelle fonction valeur absolue de f la fonction numérique notee If],
d’ensemble de définition Dy,

définie par : vxeD; |flx)=]f(x)|.

Le plan étant muni d’un repére orthogonal, nous montrons comment obtenir la
représentation graphique de |f| a partir de celle de f.

On distingue trois cas.

1" cas : f est positive.

Alors |f| =1 et la représentation graphique de [f| est celle de f.

2° cas : f est négative.

Alors |f| =—f et la représentation graphique de |f| est I'image de celle de f par
la symétrie orthogonale d’axe (OF).

3¢ cas : f n’est ni positive ni négative.
Dans ce cas, on considére les ensembles A et B tels que
A={xeD,|f(x)=0}, B ={x € D;|f(x)=<0}.

Soit (C.) la représentation graphique de la restriction de f a A et (C_) celle de
la restriction de f a B.

Comme |f| coincide avec f sur A, la représentation graphique de la restriction
de |f| 2 A est(C,). '

Comme |f| coincide avec —f sur B, la représentation graphique de la restriction
de |f| 2 B est I'image (C!) de (C_) par la symétrie orthogonale d’axe (OI).
Par conséquent, la représentation graphique de |f| est (C.)U(€') (figure 30).

A Représentation graphique de f A Représentation graphique de U|
(Cy) (C)
(Cy)
1
B !
= w - ¢ e .
’ \_/ A=A LA, \ 7
N ”

(C) (C,)=(C)HU(C,)

(&) (C2)

Fig. 30

Exercice i Soit les fonctions f:R — R et g:R — R

X — — x — 1—x%
g X

% Représenter graphiquement les fonctions ]f| et |g| relativement a
un repere orthonormé.
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Exercices

1 !{1}. On considére dans le plan 7 la figure
suivante :

(a)
/ (GO
(D)
7

A B

Soit g l'application de () dans & qui a tout
point M de {(C) associe son projeté sur la
droite (D), parallélement a la droite (A).
Déterminer graphiquement :

— l'image du cercle (G) par q;
— l'image réciproque du peint & par g;
— l'image réciproque du segment [AB] par gq.

2 (1). Soit I'application
f:R— R
X — [2x—1]+ |x+3|-1.
Trouver :
a) I'image par f de l'intervalle [—1, 1];

b) I'image
15, = {.

réeciproque par f de lintervalle

3 (1). On considére dans le plan T la figure
suivante :
(Dyr)

(c) M

A tout point M du cercle (@), on fait
correspondre, s'il existe, le point M’ tel que ;

M'E(AB)N (D) 00 (Dy) est la tangente en M
au cercle (C).
On a ainsi défini une fonction f de () vers 7.

a) Quel est 'ensemble de définition de 7

b) Determiner I'image réciproque du point P
par [

¢) Quel est I'ensemble image de f7?

d) Quel est I'image réciproque de la demi-
droite [PQ) ?

4 {1). Soit la fonction

f:l-m.«w]— R
X — sin x.

Déterminer graphiquement :

1
— I'image réciproque de 3 par f;
; s V31
— l'image réciproque de ~ 5’3 par f.

5 (1). On considére dans le plan & le triangle
OAB, rectangle en O, tel que OA=08 et
AB=1.

A tout point M de [AB], on fait correspondre
le nombre réel OM. On a ainsi défini une
fonction f de 7 vers R.

a) Quel est I'ensemble de définition de f?
b} Trouver I'image par f du point A; du point
H milieu de [AB].

¢) Soit C un point quelconque de [AH].
Posons HC = «x.

Exprimer en fonction de x !'image du point
par f. En déduire I'image du segment [AH)
par f.

d) Quel est I'ensemble image de ?

6 (1). Trouver trois transformations planes
égales a la symétrie de centre /.

7 (1). Les fonctions f et g sont-elles égales
dans chacun des cas suivants?

ajf:R— R g:R— R
" x=1 . x¥—x24+x—1
X% -1 B x4—1
bYf:R — R g:R— R
x+1 VxZTrax +1
X Pt — X — ——
[x+1] x+1
c})f:R— R g:R— R
1 2 1
i i
x x=1 x
X — X =/
1 1 1
1—— ——
x x—1 x
ﬁ(‘ﬂ {1). Soit deux fonctions
f:R— R
X _2x—1
x+1 X
g R— R
= —x24+ mx +1
' x(x +1)

Déterminer m pour que f et g soient égales.
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9 (1). Les fonctions

f:]-m ] — R
x — (sin x +cos x)?

g:]-ma] — R
x —+ 142 sin x cos x

sont-elles égales?

10 (1). Les fonctions

f:R— R g:R— R
x3-1 =
X — =1 X — x4+ x+1.

coincident-elles sur R—{1}?

& wal
\k 11 (1). Soit un nombre réel m et les fonctions
, h t:R— R g R— R
x — x° X — mx.

Trouver un ensemble E sur lequel f et g
coincident et tel que f(x)# g(x) pour tout
élément x de R-E,

12 (1). Trouver les ensembles de définition
des fonctions f, g, go/ et fog, puis calculer
(gofi{x) et (fog)(x) danc chacun des cas
suivants :

a)f:-R— R g:R— R
1 x -1
X — — X —
X x+3
b)t:R— R g:R— R
X — x? X — Vx-—1
-¢)f:R— R g:R— R
X 1 . —_ x+1
x2—1 (x=1)Vx+1
df:R—R g:R— R
x+1 2x -1
X i
2x—1 x+1

13 (1). Dans le plan § muni d'un repére
orthonormé (0, 1, J), on considére la figure
suivante : = £

(4,)

(ﬂ;) J

N4

e (A,) et (A,) sont les représentations graphi-
ques de deux fonctions affines f et g.

e (A) est la droite d'équation y=x.
a) Montrer que gof est une fonction affine.

b) Représenter la fonction

gol

graphiguement

14 (1). Soitla fonction f: R — R
Vx

X — —.
x
a) Trouver deux fonctions élémentaires h et g

telles que f=hog.

b) Représenter graphiquement f a 'aide de la
représentation graphique de h, celle de g et
la droite d’équation y=x.

15 (1). Soit les fonctions

f:R— R g:R— R
1
X — 2x—1 X — —
x=3
hR— R

X — x2-=2,

Trouver les ensembles de définition des fone-
tions hogof et gohof
Calculer (hogof)(x) et (gohof)(x).

16 (1). Soitla fonction/: R — R
1
(x—1)*

Trouver trois fonctions élementaires g, i et r
telles que f=rchog.

17 (1). Dans le plan § muni d'un repére
orthonormeé (O, /, J), on considére la figure
suivante :

1

n-----
filem

-
A

u'i

e (C;) est la représentation graphique de la
fonction 7 d'ensemble de définition [a, b].

e (Cy) est la représentation graphique de la
fonction g d'ensemble de définition [c, d].

e (A) est la droite d'équation y=x.
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a) Déterminer graphiquement I'ensemble de
définition de fog.

b) 1 appartient-il @ D;,,? Si oui, déterminer
graphiguement son image par fogq.

18 (1). Soit la tfonction

f:R— R
| %3]
X —r —+1,
x

Quelle est la restriction de f & chacun des

ensembles suivants :
R*, R, [-1,1)-{0}?

19 (1). Rep'ré,senter graphiqu-ement la restric-
tion a [—3.3) de chacune des applications

suivantes : f,'R — R .
X — X-E(x) -
rzzu:e-—-" R
X — E(x3%)
f:R— R
x — x—E(x)
fq:R_* [R

x — E(|x]).

20 (1). Soit la fonction
f:-R— R
x =1
[x| -1
a) Quelle est Ia restriction de f & chacun des
ensembles suivants :
R*-{1}, R -{-1}?
b) Soit g la restriction de f a ]—1, 0].
g est-elle injective?

X b

21 (1). Soit deux ensembles
A={a, b} et B={x y z}.

a) Quel est le nombre d'applications injectives
de A dans B? Citez-les.

b) Quelles sont toutes les applications bijecti-
ves de B sur lui-méme?

22 (1). Parmi les applications suivantes, les-
quelles sont injectives? surjectives? bijectives?

f, : R* — R*
-1
g
f, . R* — R*
[x3]
x
fy : [_fl f] — [~1, 1]

X — sin x

X

1'4 P'——"‘z
X — E(x)
f: R* — R—{1}
x+1
p—r ——
u"ﬁ P'—""P
X UIX]
f?:[N-*-—r[N
X — 3
fa:z_)'z

X +1
2

x
si x est pair, fa(x)zg
si x est impair, fg(x)=

23 (1). A et B étant deux ensembles non
vides, soit 7 une application de A dans-B.
On désigne par i, I'application identique de A.
Démontrer que :

S'il existe une application g de B dans A telle
que gof=1, alors

« { est injective
e+ g est surjective.
24 (1). A est un ensemble non vide. Soit f et

g deux applications de A dans A.
Démaontrer que ;

a) Si gof est surjective alors g est surjective.
b) Si gof est injective alors f est injective,
25 (1). Parmi les applications suivantes, les-
quelles sont injectives? surjectives? bijectives?
|‘1 H R —e Rz
x — (2x+1, x—3)
fz i PE — R
{x, y) — 2x -3y +1
fa 5 RE — Rz
(x, y) — (x—y, x +y)
26 (1). Soit I'application .
f:R? — R?
{x. ¥) — (ax + by, cx + dy)
ou a, b, ¢, d sont des nombres réels donnés.
A quelle condition sur a, b, ¢, el d, f est-elle
bijective?
27 (1). Soit I'application
f:R-{1} — R-{2}
2x-3

x=1

Démontrer que [ est bijective. Déterminer son
application réciproque .
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_

28 (1). Soit I'application
1
f: [——.—r‘[ — R*
2

a)1Démontrer que [ est bijective. Déterminer
=,
b) Construire la courbe représentative de !

dans le plan muni d'un repére orthgnorme.
En déduire celle de .

29 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (O, 1, J).

Soit deux droites (D) et (A) d'équations respec-
tives y =2x+1 et y=x. Trouver une équation
de la droite (D), image de (D) par la symétrie
orthaogonale d'axe (A).

30 (1). Soit I'application

f:[-1,1] — [-1,1]"

X — x5

Donner la représentation graphique de f relati-
vement & un repére orthonormé (G, 1, J).
Vérifier, a l'aide de cette représentation
graphique, que f est bijective. Tracer la
représentation graphique de son application
réciprogue.

31 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, I, J).

Soit l'application f de [-3,1] dans [-1, 3]
définie par sa représentation graphique

[AB]JU[BC].

3710

2

—
— =

a) Soit x un élément de [-3. 1]. Calculer f{x).
b) Montrer que f est bijective. Déterminer /=,

?}1.(:on5truire la représentation graphique de

b 32 (1). Soit deux applications
Fi R —sf=tv] @ 2[=T o] —o [<3,]
T X — x7-1 X — 2x—1.

a) Montrer que f, g et gof sont bijectiu;es.
-1

b) Déterminer 7', g™, f'og™" et (gof)~".
Comparer f~'og~"' et (gof)™".

¢) Cas général ~—

Soit f et g deux bijections de R sur R.
Démaontrer que :

1) si gof=ig alors g=f""et f=g~".

2) gof est bijective et (gofy '=f""og™".

;5:‘; 33 (2). Soit les fonctions

I:R— R g R— R
2x+1
X b—r 2x—1 X —
x—1
h:R— R

X — x2—1.

a) Déterminer les fonctions h{f+g) et Af + hg.
Verifier gu'elles sont égales.

b) Cas genéral
Soit trois fonctions r, s et t de R vers R.
Démontrer que :

ris+t)=rs+rt

- 34 (2). Soit la fonction

f:R— R
x—3
X ;
2x +1

a) Déterminer les fonctions f+1, f—1,
(F+1)(7=1).

b) Verifier que :
(f+1)(f=1)=f-1.
¢} Cas géenéral

Soit g une fonction de R vers R d’'ensemble
de définition D,. Démontrer que :

(g+1)(g—1)=g%-1.
35 (2). Déterminer I'inverse de la fonction f et

son ensemble de définition dans chacun des
cas suivants :

a)f:R— R
x2—-2x-3
X —
x+2
byf:R — R
xt=1
3 TP, S
x| 3
e)f:R— R

X — |2x 41| =(x+2).

i
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36 (2). f et g sont deux fonctions de R vers R.
. f

Déterminer f+g, 2/ -3g, fg et — dans chacun
g

des cas suivants :
alf:-R— R

X p—

x—-1
g R—R /
x(x—1) A
x+1

b} {I-R— R.
-4x

x2—4
g:R— R
[x|(x=2)
x+2
R— R

1
1+—

X +—

X

cy I:

f:R — R g:R— R
2x+1 x—3
G x=1
h:R— R
X — x° o

a) Déterminer
{(foh)+{goh)
Vérifier qu'elles sont egales.

b) Déterminer les fonctions ho(f+g) et
(haf)+(hog). Sont-elles égales?

¢) Cas général
Soit trois fonctions 7, s et t de R vers R.

Démontrer que
(f+g)oh=(loh)+(goh)

les fonctions (ftgloh et

38 (2). Soit deux applications
f:R— R g:R— R
x — |x]? x — xZ.
Comparer f et g sur chacun des ensembles
suivants :

[-1.0]., [=, —1], [—1,1].

39 (2). Soit deux fonctions

f:R— R g:R— R
x—1 ¥+3
X ok ox+1

a) Comparer [ et g sur chacun des ensembles
suivants :

-l |-

2, P

2 L 2
b} Résoudre I'inéquation :

1
X E[_E' D]. fix)=gl(x).

7{\40 (2). Parmi les fonctions suivantes, lesquel-
les sont minorées? majorees? bornées?

f1 :R —r n
1
X L] [
I E{xj N ‘;1'['\.1_?_ 1;I‘-r\-‘-i“'--qll
L:R— R "
-2
X
X*+5
fHh:R* — R
x+1
X —
X
f,;:R-—F R
X — 2x%—x+1
x2+1
X —
X+ 3
fs:[10, -] — R 2

X t—> —24=+—.
X X

41 {2). Soit la fonction

f'R— R
X — 2x—1.

Montrer que, étant donné un nombre réel
quelconque M, il existe au moins un nombre
réel x tel que f{x)=M. La fonction f est-elle
majorée?

42 (2). Méme question pour chacune des
fonctions suivantes :

a)I:R— R rﬂ-"
1 a!::""1'
XI—*F
byg:R— R

X — x%4+2x
c)h:R— R
2x
x+1
dy rrR— R

X F—

X — X+ 1.
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43 (2). Montrer que:

1 R

a) Si x=2, alors |- 1+—+—
X

=

1
T
b) Vx€[0,3] |x2—4|=5]|x-2|.

c) Si |x-2|<1, alors |[x?—x-2|<4]|x-2|
Vx-1 1

x—1 2

d) ¥xeR*-{1}

5%|x-1pl

44 (3). Soit la fonction

iI'-R— R
X — x2—2x.

a) Déterminer les fonctions suivantes :

g R— R F:R— R

x —= f{—x) x — —{(x)
rrR— R s:R— R

x — f(x+1)+2 x — |#(x)]
t:R— R

¥ — —f({—-x).
b) Donner la représentation graphique de f
dans le plan muni d'un repére orthenorme
(0, 1, J).
En déduire celle de chacune des fonctions g,
h, t r, 5 & l'aide de transformations simples.

45 (3). Soit la fanction

f:R— R
tzx—S
x—-3

a) Déterminer I'ensemble de définition O, de f
et deux nombres réels a et b tels que:

a
VYxeD, f(x)=——7+0b.
0=

b) Dans le plan muni d'un repére (O, 1, J),
montrer que la représentation graphique (C/)
de f est I'image de (C,), représentation graphi-
que de g:R= R
1
X — -,

b 4

par une translation que I'on déterminera.
Construire (Cy), puis en déduire (Cy)

46 (3). Dans le plan muni d'un repére ortho-
normé (0, /, J), a l'aide de la représentation
graphique de la fonction ’

f:-R— R
X Xs.
construire celle de chacune des fonctions
suivantes :
fy: R— R

X — X241

rz:IR-‘—""* TR

x — (x=1)(x?+x+1)
fs:ﬂ'—> R

X — x2+3x24+3x+1
fd:ﬁ_* R

X — x?=3x7+3x+2.

47 (3). Parmi les fonctions de R vers R
suivantes, indiquer celles qui sont paires,
celles qui sont impaires et celles qui ne sont
ni paires ni impaires.

£, x — x2E (| x|)
ty: x — |E(x)]
|x3+1|
Vx¥+2
forx — |x+ V]| =[x = V]|
1 1
x—2_x+2
2x3+4x
[x+1]+[x=1]"

f3:% —

i‘s:x:

fo: x —

48 (3). Le plan est muni d'un repére orthogo-
nal (O, !, J). Vérifier gque la représentation
graphique de chacune des fonctions suivantes

admet pour axe de symétrie la droite
d'équation x =a.
f:R— R a=i
¥ — x*—4x>+6x%—4x+2
3
‘R— R O
g a 2
X — 2x2+3x+1
h:R— R a=3
1
X P ax et

49 (3). Le plan est muni d'un repére (O, [, J).
Vérifier que la représentation graphique de
chacune des fonctions suivantes admet pour
centre de symétrie le point de coordonnées
(a, b).

f'R — P2
o ua (@ b)=(3. 4)
x—3
g:R— R
e+ )V AT 2(x 1]+ 1)
' [x+1]+1
(a, b)=(-1,2)
h:R— R 5
(x—1)(x2+x~1) ( 3)
' L by=|1,=).
2x2—dx +1 QB 2
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50 (3). Le plan &ant muni d'un repére ortho-
gonal (O, 1, J), soit ((') la courbe reprasentative
d'une fonction / de R vors R, d'onsemble do
définition D. Soit (A) la droile d'équation x = a.
Démontrer que (A) est un axe do symdirie do
{C') si et seulemont si

Vx€D H2a—x)-1{x)=0

51 {3). Lo plan étant muni d'un repére
(O, I, J), soil () la courbe représentative d'une
fonction / de R vers R, d'ensemble de
délinition D. Soit A le point do coordonnées
{a, b}, Démontrer que A est un centre de
symdtrie de (V) si et seulement si:

VxcD f{2a—x)+ f{x)=2b.

Problemes

52 Le plan J est muni d'un repére orthonormd
(C, 1 J).
Soit quatra points el lours coordonntes |
A(3, 3), B(5,5), C({7,3) el D(5, 1).
1) Démontrer que ABCD est un carré et que
(AD) et (BC) sonl paralléles a la droite
d'équation y = —x.
2) Soit f/ la fonclion de B vers R dont la
représentalion graphique dans le repére
(0.1 J) est [ABlU[BC].
a) Quel est I'ensemble de délinition O, do [/?
Quel est I'ensemble image de /? En déduire
que [ esl bornée.
b) Pour tout élément x de D;, calculer f{x) ot
(fof){x). Que peut-on conclure?
3) Soit p la fonction de J vers [, d'ensemble
de définitian
D, =[AB]U[BCIU[CD]U[DA],
telle que :
YMeED, p(M)=M
ol M’ est le projeté orthogonal de M sur (Of).
Soit g l'application de ' dans [ définie par
YMeES g(M)=M
o0 M’ est I'image du poinl M par la projection
sur (B80) suivanl la droite d'dquation y=-—x,

a) Déterminer les ensombles de définition des
deux fonctions gop el poq.

b) Quelle est I'image par qop de chacun des
ensembles suivants :

[AB]), [AC), [AD), (BCJU[DC), D,?

¢) Quelle est I'image réciproque par qop du
segment [B80]7

d) Déterminer I'ensemble image de pog.

53 Soit la fonction

iR — R
x2 41

X

X —

1) Montrer que la représentation graphique
{¢) de ! dans le repére (O, /[, J) admet un
cenlre de symélrie.

2) Soil D, I'ensemble de définition de [ Mon-
rerque s yyep, |fx)|=2.
En déduire I'ensemble des solutions du sys-
léme d'inéqualions :

xeER, =-2<f{x)<2

3) Monlrer que :
VxeR;, fix)=x
VYxeR*, KHx)<x.
4) Montrer que :
YMER 3IxeR* M</ix).
En déduire que f n'est pas majorée. f est-elle
minorée? Juslifier,

5) A l'aide des représentations graphiques des
deux fonctions élémentaires :

g:R— R et h:R— R

1

Xl——-*; X X

donner la représentalion graphique de /.

54 Dans le plan muni d'un repére orthonorme
(O, 1, J), soil () 'ensemble des points M dont
les cooardonnées (x, y) vorilient le systéme de
contrainlas suivant :

x+y+1=0
) (x, yYERE {
() (xn) FAL L0,
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<N

1) Construire ().

2) On considére e
I'application

f(€¢) — R )
N — [a(A M.

Soit x I'abscisse d'un point N de (C).

a) Exprimer {(N) en fonction de x.

b) Montrer que f est majorée par 18.

¢) Calculer x pour que f(N) soit égal & 18.

55 Partie A
Soit la fonction f: R — R
X — —2x*+xZ7+3x+1.

point A(—1,0) et

1) f est-elle paire? impaire?
2) On considére deux fonctions :
g R— R
1
X —> E[r’(x}+f{—x)]
et h:R— R
1
X — E[![X)L.‘[-—x)].

a) Calculer g(x) et h{x).

b) Vérifier que g est paire et A est impaire.
c) Vérifier que f=g+#h.

Partie B

1) Soit une fonction ¢ de R vers R, d'ensemble
de définition D, tel que: quel que soit le
nombre réel x, si x appartient a O, alors —x
appartient a D,.

On considére les fonctions :

r:R— R
X —> %[r{x}+t(—x)]
s:R—R '

X — %[t(x)—-f[—x)].
Montrer que :
a) r est paire;
b) s est impaire;
c) t=r+s.
2) Application
Dans chacun des cas Ssuivants, ¢ étant une

fonction donnée, trouver deux fonctions p et
g de R vers R telles que :

e p soit paire;

& g soit impaire;
* p=p+q.

a) v:R— R

X fp—

2x -1

X

bhYe:R— R
*+2x+1

x2+1
cde:R— R
1
X — 'V]x+1|+;

d)e: R — R
X — x—E(x).

X P—F

56 Soit f une application de I'ensemble A dans
I'ensemble A.

On désigne par i, 'application identique de A.
On dit que f est involutive lorsque fof=i,.
1) Montrer que si { est involutive alors :
a) f est bijective;
b) f est égale a 17",
2) Application 1
Soit I'application
g:R-{1} — R-{1}
x+3
x—1
a) Déterminer gog. En déduire que g est
involutive.
Quelle est son application réciproque g~ '?

b) Dans un repére orthonormé {Q, [, J), cons-
truire la représentation graphique de g et celle
de g7 .

Démontrer que ces deux représentations gra-
phigues' admettent la droite d'équation y=x
comme axe de symétrie.

3) Application 2

Soit 'applicaticn

h:R2— R2

N

(S ( 3 +4 4x+3 )
X, — -—= X — = = .
¥ gX Y ightgX
A l'aide des résultats du 1), montrer que A est
bijective puis en déduire h~".

4) Application 3
Soit § un point du plan . On considére
I'application ¢ de #—{S} dans 7—{5} qui, a
chaque point M associe le point M’ tel que :
{ M, S, M’ soient alignés,
SM'-SM =2.

Démontrer que t est involutive. En déduire 7.
5) Soit 'application
r:R; — R:

1
X — —

Vx
Déterminer ror. L'application r est-elle
involutive? Peut-on conclure que r n'est pas
bijective?
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“}é, 5§57 Soit la fonction
f:R— R

3
X —» —.
X
1) Représenter graphiquement la fonction f
dans un repére orthonormé (O, /, J); soit (C))
cette représentation graphique. Montrer que
(C() admet un centre de symétrie.

2) Soit la fonction

g R— R
2x -1
X — i
x—2

On désigne par O, I'ensemble de définition
de g.

Montrer que (C,) est I'image de (Cy) par une
transiation. Laquelle?
Construire (G,). Vérifier que (C;) admet le
point de coordennées (2, 2) comme centre de
syméetrie.
3) On considére la fonction

h:R— R
2 x| -1
|x|-2"
a) Quel est I'ensemble de définition de h?
Etudier la parité de h.
b) A l'aide de (C4) construire la représentation
graphique de h dans le repére (O, /, J).

¢) Résoudre :

X

a) Déterminer deux nombres réels a et b tels — Féquation :
que : i x€R, h(x)=—1.
VXED, 9{"323"')(___2- — Le systéme d'inéquations :
- r
b) Soit (C,) 1a représentation graphique de g xR, 15;3(,(]53_
dans le repére (O, I, J). 2
= 2
T~
Sl ™ " ,/
gy e e " e ': r’ ; L—-.___‘
L e (

THEME D'ETUDE

fonctions élémentaires

Programme de construction, point par point, de la représentation graphique de guelques
(sans utiliser de tableau de valeurs).

Le plan est muni d'un repére orthonorme
(O, I, J). (A) est la droite d'équation y=x.

1) Fonction x —> x?

Soit (D) la droite d'équation x=1 et a un
nombre réel quelcongue.

Considérons sur (O/) le point A d'abscisse «;
la droite paralléle a (OJ) passant par A coupe
(A) en B (a, a); la droite paralléle a (Q.*}
passant par B coupe (D) en C; a); la dro_ute
(OC), d'équation y =ax coupe (AB) au point
M de coordonnées (e, a?). M est le point
d'abscisse o de la représentation graphique de

la fonction x — xZ%. _
Utiliser cette méthode pour construire

10 points de la représentation graphique de la
fonction x —+ x2.

e
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1
2) Fonction x — =

Soit (D) et (D'), les droites d'équations respec-
tives x=1 et y=1, et soit « un nombre réel
non nul.

Considérons sur (Of) le point A d'abscisse a;
la droite parallele a (OJ) passant par A coupe
(D) en B(a,1); la droite (08), d'équation

1 1

y=—1x, coupe (D) en 0(1.—); la droite
v 4 o

paralléle 4 (Ol) passant par C coupe (AB) au

1
point M de coordonnées (a, -—).
i 4

M est le point d’abscisse a de la représenta-

1
tion graphique de la fonction x —r 3
a) Utiliser cette méthode pour construire

10 points de la représentation graphique de la

1
foncticn x —s- ;.

b) Essayer de faire la construction en prenant
a=0.

3) Fonction x — Vx

Soit (P) la parabole d’équation y =x? et & un
nombre réel positif. Considérons sur (Of) le
point A d'abscisse «; la droite paralléle a (OJ)
passant par A coupe (A) en Bla, «); la droite
paralléle a (O!) passant par B coupe (P) en
C(Va; @); la droite paralléle a (OJ) passant
par C coupe (A) en E(V’E. «); la droite
paralléle & (Of) passant par £ coupe (AB) au
point M de coordonnées (a, Va).

M est le point d'abscisse a de la représenta-
tion graphique de la fonction x — Vx.

a) Utiliser cette méthode pour construire
10 points de la représentation graphique de la
fonction x — Vx.

b) Essayer de faire la construction avec a
strictement négatif.

+

—+ -+ : ¢

SR 0 S N S
r Raad LRsk

LTl

Tt

Lt

T

sropr ot

‘-~ W
AN i

S EERe s i

-
q
RS B

Programme de construction, point par point, de la représentation graphique des fonctions gef,

t+g, -1 fg, l —’Z
g g
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Etant donné les représentations graphiques (C;) et (Cg4) de deux fonctions numériques f et g dans
le plan muni d'un repére orthonormé (O, J), comment construire, point par point, les

1 f
représentations graphiques des fonctions gof, f+g, -/, fg, = E?

— Pour la fonction composée gof : voir page 7.
— Pour la fonction somme f+g : voir page 19.
— Pour la fonction opposée —f : voir page 34.

Il nous reste a présenter les programmes de construction des représentations graphiques de /g,

1 f
—,et—,
a

1) Produit fg

Soit (A) la droite d'équation y=x
Soit a@ un élément quelconque de
D;N D, . Partant du point A(e, 0), on
construit les points B(w, gla)) et
e, glep). =00
La droite (OC) admet y=g(a):x K_e“,
pour équation. On construit e
ensuite les points D{a, fla)),
E(Ha), fla)), F(fla), gla)fla)) et
M(a, f(a) g(a)).

Le point M est le point d'abscisse
e de la représentation graphique
de fg.

prece i Ry T
| H

e

Application ) ) ]
Donner un programme de construction, point par point, de la représentation graphique de chacune
des fonctions suivantes :

K—e XVE X — V% x — @2x-1)x2

1
2) Inverse —
g

Soit @ un nombre réel quelconque tel que gla)#0.
Partant du point A(e, 0), on construit les points Ble, gla)), Clg(a), gla)) et D{g(a), 1).

1
La droite {OD) admet y=g— X pour équation.

()

: 1 1
On construit ensuite les points E (1. -—) et M (a. —)
gla) gla)

1
Le pcint M est le point d'abscisse « de la représentation graphique de 5

Question : (€,) coupe (O!) au point A d’abscisse agn. La construction précédente peut-elle se faire
a partir de a =ap?

46

Scanned by CamScanner
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Application .
Donner un programme de construction, point par point, de la représentation graphique de chacune
des fonctions suivantes : 1 1 1
Xb— — X+ —; X :
x? X 2x +1

f
3) Quotient —
g

Soit a un élément guelconque de D,N D, tel que gla)#0.
Partant du point A{x, 0), on construit les points Bla, g(«)), Clg(«), gla)) et D{g{«), 1).

il
i R e
__'I' | | ¥ ;f-,l.- I
S L S 1 -
e
D L k(-._.: ;
JRENE RRERENS ,"-a,;/.;_...!: -
B A4 ! ﬁ]/ ::.'i':
biz] A A

; 1
La droite (OD) admet y=gTj X pour éqguation.
o

On construit ensuite les points E(a. /). F(f(a). e, 6(Ha), 53 et 11(a, 22),

Le point M est le point d'abscisse « de la représentation graphique de
g
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Application . ’
Donner un programme de construction, point par point, de la représentation graphique de chacune
des fonctions suivantes :
x2 Vx 2x-3
X H —_ =, X .
2x+1 x? x+2

Programme de construction, point par point, de la représentation graphique des fonctions
X +— x"(nEN).

Observer les figures ci-dessous. Donner un programme de construction, point par point, de la
représentation graphique de la fonction x — x7{n €N).

A A
i
'
1
|
e
|
[ i a’
l -
i
i
|
i o
! -
I 4’:1'
i L /
all-q-{e
[|
1) o
Iy
:rl,' & .
(0
] | '
[] L
a’Fri
11, .
i 1\
' +
2] | y T
Ay v Y i
l‘.l' ]
11”.,‘: £ \
o 1l
0’”;{!/ as
I Hf..r 'y
o
T =
- 7
o
a>0
a<(

Placer sur chacune des deux figures les points de coordonnées (a, 1), (a, a), {a, a®), (a, &), etc

Programme de construction, point par point, de la représentation graphique des fonctions
‘X — x7 " (nEN).
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Observer les figures ci-dessous. Donner un programme de construction, point par point, de la
représentation graphique de la fonction x —- x~ " (neEMN).
'
Ct:.
|
\
1
\
1 4
% _
? >
Cto a-—-Z
T e e >
o ”f ao
a-"z ————————————— - e I
S Ved A
S| it o g et
a-4——————--r’—#—’— —_—= 0
-~ - -
f’,’ =T e - l—."
” /”‘_.— o
/,’:".-—’ A
Pl
g
Fo -
o
0 1 o
a-l
a=>0
a—l
a:s
a <0
’ . -1 -2 -3
Placer sur chacune des deux figures les points de coordonnées (a, 1), (e, a™7), (@, a™), (@, a™), etec.
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2 Suites numériques

Lecon 1 : DEFINITION ET REPRESENTATION GRAPHIQUE D’UNE SUITE
NUMERIQUE

Lecon 2 : DEMONSTRATION PAR RECURRENCE

Lecon 3 : PROPRIETES DES SUITES NUMERIQUES

Lecon 4 : CONVERGENCE DES SUITES NUMERIQUES

Lecon 5 : PROBLEMES CONCRETS

1 Définition et représentation graphique
d’une suite numérique

1) Rappels

Définition

On appelle suite numérigue toute fonction de N vers R.

Une telle suite est dite finie ou infinie suivant que son ensemble de définition
est une partie finie ou infinie de N.

Remarque. Se donner une suite numérique revient a se donner une application
d'une partie de N dans R.

Exercices 1) Le tonnage total de café produit annuellement par la Cote
d’Ivoire, entre 1977 et 1983, est indiqué sur le diagramme, figure 1.

Posons L={neN|1977=n=<1983}.

3 Ce diagramme permet de définir une application f de L dans R.
Que valent f(1977)? f(1980)? f(1983)?
La suite f est-elle finie ou infinie?

2) A ghaque élément n de N, on associe le reste de la division de
cet ¢lément par 7.

Par exemple ! 0— 0
| — 1
12 — 5.
On définit ainsi une application ¢ de N dans R.
Calculer g(3), g(7), g(25), g(107).
La suite g est-elle finie ou infinie?
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pit 400---‘;mi:_llio.r::s 'd'e'ilc'hirlnes’f—jm;--.-- £

1
I
[

—350 - -
_._25(}_,.____ o
2001

__15_0____'_ ELfol i A sl

PRPP A TN PR TS it

1977 | 1978 1979 1980 .1981 , 1982 1983
| H '

-~

Fig. 1

Soit une suite numérique f : N — R, d’ensemble de définition L.

L’image f(n) d’un élément n de L est généralement notée par une lettre affectée
de l'indice n, par exemple u,.

On dit que u, est le terme d’indice n de la suite.
La suite f se note alors (u,),e; Ou, simplement, (u).

Exercice Soit la suite numérique (u,),en définie par
n-1

YneEN u,= .

" ni+1

Calculer Hg, Uy, Uy, U3, Uz, Hy72.

Rappelons qu’une suite peut étre définie :
— par une formule explicite, comme dans le cas de I'exercice ci-dessus;

— par la donnée d’un terme (généralement celui d’indice le plus petit) et d’une
formule de récurrence, comme dans les exercices ci-apres.

Exercices Calculer les termes d’indices 1, 2, 3, 4 et 5 de chacune des suites
numériques suivantes, définies par une formule de récurrence :

'a) {uﬂ—_]: b) {Un:_z,
VYneN u,,+.:u,,+%. YneN v,.,=vi.

¢) {wo=—5, d) {x,=l,
E vrneN w,,,,l=1wn+2. Ve N* x,,+,=x,,+l.
S 3 n
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2) Représentation graphique d’une suite numérique

a) Une suite numérique (u,),cr peut étre représentée graphiquement de deux
maniéres différentes : '
— Le plan étant muni d'un repére (O, I, J), la représentation graphique de (,),¢,

dans le plan est sa représentation graphique en tant que fonction. o
C’est donc I’ensemble des points du plan de coordonnées (n, u,), ou n déerit L.

— Etant donné une droite munie d’un repére (O, I'), on peut aussi représenter

les termes de la suite sur cette droite. ) ) i , _
Pour chaque élément n de L, le terme u, est représenté par le point d’abscisse

u, de la droite (OF).

Exemple
Soit la suite (u,),en+, définie par

Vn €N¥ u,,=1+§.

Le plan étant muni d’un repére (O, I, J), représentons cette suite dans le
plan et sur la droite (OI).

Calculons :
5 3 7 4
[!.-_—3, u2=2, H;-_—g, H4=§, szg, HE,=-3',
Sur la figure 2, nous avons placé les points de coordonnées
(1, ), (2, uz), ...
et nous avons donc obtenu la représentation graphique de la suite (u,),ene dans

le plan. o _
Il s’agit bien siir d’une représentation partielle, a cause des limites du papier.

Uy = o= o e o [ -T
|
________ ) S
Ujed =—— == T l 1
e e N——— S ——
Sl e e . o i | i e i L 3
Hq."'""" ’,—— o —— - HA=————— -, ——— r————-- :} _______ e ———— _T
" 7 | | | | '
’ +J l ! I ! | |
e I | | | 1 !
I | | ' | '
1 I H | r '
| | [ [ I :
I
-’I ! 1 f : 1 >
o 1 2 3 4 5 6
Fig. 2
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Remarquons que la suite considérée est la restriction 2 N* de I'application
f:R¥* — R
2
X — 14—,
X
Notons (C;) la représentation graphique de f.

La représentation graphique de (u,).en+ dans le plan est formée des points
d'intersection de (C;) avec les droites d’équation

x=1,x=2, x=3, ... (figure 3).

(e

e e ——— ———

e s il
-t
———t

I
|
|
[
|
|

3

PO = o ] o ——

Fig. 3

Pour obtenir la représentation graphique de la suite (u,),en+ sur la droite (OI),
il suffit d’y placer les points d’abscisse u,, #,, ...

Signalons qu'un procédé géométrique simple permet d'obtenir la représentation
graphique de la suite sur la droite (Of) a partir de sa représentation dans le plan.
Ce procédé est illustré par la figure 4, ou (A) désigne la droite d’équation y =x.

A

I

i i g

[
[

P

B et o e S 1

—
—

:l.:::::'_'_-::_

N
e

" ' o ad
J‘z

=
-
=
-
e
bal
F-.
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Exercice Soit la suite (u,),ens, définie par

VneN* u, =(—1)"-l--
n

Le plan étant muni d’un repére (O, I, J), représenter cette suite
dans le plan et sur la droite (OF).

b) La représentation graphique de certaines suites numériques, définies par une
formule de récurrence, peut s’obtenir sans calculer les termes de la suite.

Activités préparatoires

54

1) Soit la suite (u,),en définie par
Hﬂ: C l,

YhneN u,,,,,:% u, +3.

Remarquons que la formule de récurrence s’écrit
VrneN u,,,=g(u,),
: W 1
ou la fonction numérique g est définie par g(x}=§ x+3.

Observons la figure 5. '
Nous y avons construit la représentation graphique (C,) de g et la droite

(A) d’équation y = x.

— i —— —
S —— i — i — —

(4)

e e — — e ——— —
e T AR e e o — e e — i ———
e T S — —— -

-al

iy —— i —
e T TR L s e e e S S ——— — —

&
]
e
-
=
[
b~

=
s

/
¢

Fig. 5

Apres avoir placé sur la droite (OF) le point d’abscisse lig, NOUS ¥ avons
placé successivement les points d'abscisse u,, Uy, ...

Ces points (sauf u,) ont été obtenus par un procédé géométrique, sans
effectuer aucun calcul.

A T'aide de la figure 5, expliquer la méthode utilisée.
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2 [Suites numériques

2) Soit la suite numérique (v, ), s définie par

U():l
YneN v,,,=(n+1)v,.

Existe-t-il une fonction numérique g telle que
VHEN Un+|=g(vn)?

Soit une suite numérique (u,),en, définie par la donnée de u, et d’'une formule
de récurrence.

On suppose qu’il existe une fonction numérique g telle que la formule de
récurrence puisse s'écrire :

vneN un+l=g(un}-

Cette suite peut alors étre représentée sans aucun calcul si 1’on connait la
représentation graphique de g. .
Soit, en effet, la représentation graphique (C,) de g relativement a un repere
(O, I, J) et (A) la droite d’équation y=x (figure 6).

A
(G
(A)
. B
n+1 ] IC
l I
| |
I |
| I
]
|
I i
J | i
.
Al Dl
o 1 -
Fig. 6

Soit n un élément de N.
Montrons comment construire sur la droite (OI) le point d'abscisse u,,,,
connaissant le point A d’abscisse u,.

Par A on trace la parallele a (OJ); elle coupe (C,) au point B de coordonnées

{uﬂl uni-l}i pUhque ull-l—! =g(ﬂn }‘ i
Par B on trace la parallele a (OF); elle coupe (A) au point C de coordonnées

(urH-i: III’{ﬂ-i-])*
Finalement, la paralléle 4 (OJ) passant par C coupe la droite (O!) au point D
cherché, c’est-a-dire celur d'abscisse w,, .

En utilisant successivement cette méthode pour n =0, 1, 2, ..., on représente sur
la droite (OI) les termes u,, u,, u;, ... de la suite considéree.
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Le plan étant muni d'un repére (O, I, J) représenter sur la droite

Exercices ?
; (OI), et sans les calculer, les termes d’indices 0 4 5 de chacune des

suites numériques cl-dessous :
a) {un=6,
1
VrneN 41 =5 Une

b)

v,=2,
YneN wv,,,=-2v,+5.

YeeEN w,, =w,+2.

VYneN x,,+,=I+L.

L4

2 Démonstration par récurrence

56

Un nouveau type de raisonnement ou de démonstration, dit par récurrence, est
présenté ici au moyen de trois exemples. '

Exemple 1
La suite numérique (¥,),en, définie par

HO‘-_]j
My |
VYrneN u,., =35 Uy +3,

est représentée graphiquement a la figure 5.
Sur cette figure, on constate que les nombres up, & us sont tous strictement

inférieurs 2 6, ce qui se vérific immédiatement par le calcul.
D’aprés cette méme figure, il semble que I'inégalité u, <6 est vraie méme si
I'indice n est supérieur & 5. :
D’ou la question : la proposition
P,: u,<6

est-elle vraie pour tout élément n de N?
Ce qui précéde rend plausible une réponse affirmative mais ne peut pas étre
considéré comme une justification.
Pour démontrer que :

YrneEN P, est vraie,

on peut procéder comme suit.

17 étape. On vérifie que la proposition P, est vraic : u,<6.
(On sait que les propositions P; a4 Ps sont vraies aussi, mais cela n’est pas utile

pour la suite de la démonstration.)
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R . P - . Il s
§ e{:r:lape. On montre que si la proposition P, est vraie pour un certain élément n
e N, alors la proposition P, ., est vraie aussi.

Or, si P, est vraie, ¢’est-a-dire si u, <6,

1
alors 5""<3’
d l
.donc 5 Un +3<6,
donc

U, 41 <6, C’est-a-dire P,,, est vraie.
Conclusion. La proposition P, est vraie et, si la proposition P, est vraie, la
proposition P,,, I’est aussi.

Il en résulte que la proposition P; est vraie, donc la proposition P, I'est aussi,
puis la proposition P; et ainsi de suite.

Finalement, la proposition P, est vraie pour tout élément n de IN.
On dit que la propriété
VrneN u,<6

a été démontrée par récurrence, ou encore, par récurrence Sur n.

Exemple 2
Démontrons par récurrence sur 4 que :

VnEN n®*+2n est divisible par 3.

Pour chaque élément n de N, notons P, la proposition :
n*+2n est divisible par 3.
17 étape. Pour n=0, on a: n*+2n=0.
La proposition
P, : 0 est divisible par 3
est une proposition vraie.
2¢ étape. Montrons que si la proposition P, est vraie pour un certain €lément n
de N, alors la proposition
P,.,: (n+1P+2(n+1) est divisible par 3
est vraie aussl.
Or : (n+1P+2(n+1)=n*+3n*+3n+1)+2n+2
=(n*+2n)+3(n*+n+1).

Puisque : n*>+2n est divisible par 3 (P, étant supposée vraie),
3(n*+n+1) est divisible par 3,

on conclut que
(n+1Y+2(n+1) est aussi divisible par 3.
La proposition P, ., est donc vraie.
Conclusion. La proposition P, est vraie et, si la proposition P, est vraie, la

proposition P, ., I'est aussi.
La proposition P, est donc vraie pour tout élément n de N.
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Exemple 3

Soit deux nombres réels non nuls a et b et considérons la suite (u, ),ep définie par

{ Hy=d,
vneN u,.,=bu,

On cherche a définir cette suite par une formule explicite.

Dans ce but, on calcule les premiers termes de la suite :

u,=buy,=ab,
u;=bu, = ab?,
Uy = bu,=ab’.
En remarquant que I’on a aussi
Uy=a = ab®,

il semble que la suite peut étre définie par la formule explicite :

VneN u,=ab"

Démontrons par récurrence que cette supposition est exacte.

Pour chaque élément n de N, notons P, la proposition :

u,=ab".

1™ étape. On sait déja que P, est vraie,

2° étape. Montrons que si la proposition P, est vraie pour un certain élément n

de N, alors la proposition
Pﬂ+| : H"+|=abrl+l

est vraie aussi.

Or,ona: u, =ab" (P, étant supposée vraie),
U, .1 =bu, (définition de la suite).
D’ou Uy =blab")=ab"*',

ce qui signifie que la proposition P,,, est vraie.

Conclusion. La proposition P, est vraic pour tout élément n de N.

Exercice 2 Démontrer par récurrence que :

3 YneN 2"z=n+1.

3 Propriétés des suites numériques

Une suite numérique €tant une fonction de N vers R, on peut lui appliquer les
définitions et propriétés déja rencontrées dans le cadre général des fonctions

numériques. Ainsi ;
58
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Définitions

On dit qu'une suite numérique (u,),, est
— majorée (resp. minorée) par le nombre réel o si
VneEL wu,<a (resp. u,=a);

— _m:{jorée (resp. minorée) s'il existe un nombre réel « tel que la suite soit
majoree (resp. minorée) par a;

— bornée si elle est a la fois majorée et minorée;

— positive (resp. négative) si elle est minorée (resp. majorée) par 0, c’est-a-dire
si

VYneEL u,=0 (resp. u,<0);
— croissante (resp. décroissante) si
VmEL YnEL m<n =—> u,<u, (resp. un=1u,);
— Strictement croissante (resp. strictement décroissante) si
VmeL VhnelL m<n =>» u,<u, (resp. u,>1u,).

Exemples

1) La suite (u,),en, définie par
Hg= _1,

VYneN um_,:% u, +3,

est majorée par 6 (et donc aussi par tous les nombres réels supérieurs a
6). Une démonstration par récurrence a été donnée a ’exemple 1, page 56.

2) La suite (2").en €st minorée par 1 (justifier); elle est donc positive.

3) La suite (;) est minorée par 0 et majorée par 1 (justifier); elle
neEN*

est donc bornée et positive.

; | S b _ S
4) La suite (_F) est minoree par —1 et majorée par 0 (justifier);
nEN*

elle est donc bornée et négative.

5) La suite (n?),en est évidlemment minorée par 0.

Montrons qu’elle njest pas majorée, comme le suggere d’ailleurs sa
représentation graphique dans le plan (figure 7).
Or, pour tout nombre réel positif «, il existe un nombre entier n tel que

n>Ve
(par exemple : n=E (Va)+1),

donc tel que n*>ea.

Par conséquent, aucun nombre réel « n’est un majorant de la suite
{HZ)HEN = ] .

Cette suite n’est donc pas majorée.
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Fig. 7

Exercices 1) Montrer que la suite (u,),en définie par
n—2

graphiquement.

YnelN

U, =

2n—1
n’est pas positive et que la suite (u,),en—{o, 1} €St positive.
2) La suite (—2n),en est-elle majorée? minorée? Justifier et illustrer

3) Démontrer que la suite (v,),en définie par
v, =5n-3

n’est pas majorée.

VrneN

4) Démontrer que la suite (2"),cn n’est pas majorée.

On utilisera le résultat suivant :

Vrhe

N 2"=n+1 (exercice, page 58).

Pour vérifier, au moyen de la définition, si une suite numérique (u,),cp est
croissante ou décroissante, il faut examiner tous les couples

(u,,, t,) tels que mEN, n€N et m<n,

Le théoréme suivant fournit une méthode pratique pour vérifier si une suite est
croissante ou décroissante, car il nous dit qu’il suffit d'examiner les couples

(u,, U,+,) ot n décrit N.

Théoréme

i YneN

Une suite numérique (#,).en €St croissante (resp. décroissante) si et seulement

Uy < Upyy (TSP, Uy = Uy ).
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Démonstration

Nous considérons le cas d’une suite croissante (le cas d’une suite décroissante
se traite de la méme facon).

Soit la proposition

P:YneEN u,<u,,.
Nous devons prouver que la suite (,).en €St croissante si et seulement si la
proposition P est vraie.

e Supposons que la suite soit croissante, _
Alors, pour tout élément n de N, on a u, <u,,,, puisque n<n+1.
La proposition P est donc vraie dans ce cas.

e Réciproquement, supposons que la proposition P soit vraie et montrons que la
suite est croissante.
Il faut prouver que

YmeN VYneN m<n =—> Un=1U,
ou, ce qui revient au méme,
vmeN VpeN* u,<u,.p.
Soit m un élément quelconque de N et montrons par récurrence sur p que :
VpEN* U, <u,.p.
17 étape. L'inégalité u,, <u,,,, est vraie pour p=1, puisque la proposition P est
supposée vraie.
2¢ étape. Montrons que si I'inégalité u,, <u,,,, est vraie pour un certain élément
p de N*, alors I'inégalité
um = H.ri'i +{p+1)
est vraie aussi.

Or: de Upm = “rﬂ-!-p
et de Upvp = Uim+pr+ (proposition P),
on déduit : Up S Uy s p i1

Conclusion. L'inégalité u,, <u,,., est vraie pour tout élément p de N*.

La conclusion ci-dessus est vraie quel que soit le choix de I'élément m de N et,
par conséquent, la suite (u,).en €5t croissante.

En remplacant les inégalités par des inégalités strictes dans la démonstration
précédente, on obtient le résultat suivant.

Théoréeme

Une suite numérique (u,),en €St strictement croissante (resp. strictement
décroissante) si et seulement si

YneN u,<u,. (resp. u,>u,,,).

Remarque. Les deux théorémes ci-dessus restent vrais si I'ensemble des indices,
N, est remplacé par N* ou, plus généralement, par un ensemble L tel que

L={neN|n=ny},
ol n, est un élément de N.
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Exemples

1) La suite (l) est strictement décroissante puisque
n/ pene
1 1

ke
YneN n}n+1'

2) La suite (u,).en définie par
=1,

]
vneN u,-,+]=_-§'un)

n’est ni croissante ni décroissante puisque
1 1

up=1, w=-35 "=z

3) La figure 5 suggére que la suite (u,),en définie par
o=-1,

1
YneN u,,+.=§ u, +3,

est strictement croissante.
Montrons que cela est exact en vérifiant par récurrence que

YheN u,<iu,.s-
e L’inégalité u, <u,., est vraie pour n =0, puisque u,=—1 et u, =3

o Si I'inégalité u, <u,,, est vraie pour un certain élément n de N,
I'inégalité u,,;<u,., est vraie aussi.

En effet, st u, <u,.i,

1 1
r = Y= iy
alors 5 5 Un+i
1 1
donc —u, +3<z by +3,
2 2
donc Uiy < Upyis.

e La suite (u,).en €st donc strictement croissante.

Exercice ¢ Soit la suite (#,),en définie par
2

n
EN =—
Yn u, o

et posons L=IN—{O, 1, 2}.

a) Démontrer que
YhEL n*>2n+1.

b) Utiliser le a) pour montrer que la suite (i, ), ;. €St strictement
croissante.

c) Utiliser le b) pour montrer que la suite (u, ),y €St bornée.

L i ol Gt o
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4 Convergence des suites numeériques

a) Distance sur R (rappel)

Sur une droite munie d'un repére (O, I), considérons le point A d’abscisse a et
le point B d’abscisse b (figure 8).

} {? 4 b - } } {J ? L
0 A ! B Fig. 8 0 I B A

On sait que la longueur du segment [AB], ou la distance entre les points A et
B, est le nombre réel |a—b]|.

Etant donné deux nombres réels quelconques a et b, il est donc naturel de définir
la distance entre a et b comme étant le nombre réel positif |a -b|.

Cette distance est respectivement égale a 0, b —a ou a—b suivant que a = b,
a<b ou a=bh.

b) Définitions
Exemple introductif
Soit la suite (u,),en- définie par

1
VnEN*  u,=2+(-1)"—.

Calculons I'arrondi d’ordre 4 de u, pour quelques valeurs de n :

n |1 2 3 4 3 6 19 20 | .. 99 100

w, [ 1] 2.5 | 1.6666 | 2,25 |18 21666 | ... | 1,9473 | 2,05] ... | 1,9898 | 2,01

Représentons les termes u; & U, Sur une droite munie d’un repére (O, I)

(figure 9) :
4 N et . : >
1 2 3
"?‘// ( \““a
ty Wy Fig. 9
11 semble que la distance entre les nombres u, et 2, c’est-a-dire
L1
- | —2] = |(=1)"
1
H ¥

devient aussi petite que I'on veut lorsque n est de plus en plus grand.
On a, en effet (arrondis d’ordre 4) :

no 1] 2 3 a | s £ || 10 20 ... 99 IO(T'
lu,-2|| 1]05] 03333 [025]02] 01666 | ... [ 0,0526 | 0,05 | ... | 0,0101 0.01|
63
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Cependant, on ne peut pas tirer de conclusion aprés avoir seulement
examiné un nombre fini de termes de la suite.

La distance |u, — 2| devient-elle vraiment aussi petite que I'on veut lorsque
I'on donne a n des valeurs de plus en plus grandes?
Est-il vrai que I'on a, par exemple,

|, — 2] <0,001
pour tout n suffisamment grand?

1
Rappelons que |u, —2| =— et observons que

VneN* —i—-::0,0DI <> n>1000.
D’ou :

YrEN* n>1000 — |u,—2|<0,001.
On vérifie de méme que :

YneEN* n>10° — [u,-2|<107
Existe-t-il aussi un élément k de N* tel que

YREN* n>k — |u,—-2[<1071"7

Plus généralement, étant donné un élément quelconque ¢ de R¥, existe-t-il
un élément k de IN* tel que

YheEN* n>k = |u,—2|<s?
Or, on a:

VneN* l<:—: < n:»l.
H E

D’ou : I
YneN* el o |u, —2| <e.

1 5 ; ; i .
Le nombre — n’est pas nécessairement entier, mais il existe un nombre
£

. 1 1
entier k tel que k.:?-'; (par exemple : k=E (;)+ 1).

Pour un tel k, on a :
VneN* n>k => ]u,. —2|<:s.
Comme pour tout nombre réel € strictement positif (aussi petit soit-il), le

choix d’un tel k est possible, on dit que le nombre 2 est la limite de la
suite (4, )nene, OU que cette suite converge vers 2.

Définition

Soit (u,),, une suite numérique infinie et a un nombre réel.

On dit que a est la limite de la suite (u,),er, OU encore que cette suite converge
vers a, Si:

Pour tout nombre réel £ strictement positif, il existe un nombre entier positif
k tel que

VneEL n>k —> |u,—al<e.
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Scanned by CamScanner



2 /Suites numériques

Remarques.

e Intuitivement, dire que a est la limite de la suite (u,).c. signifie que la distance
entre u, et g devient aussi petite que I'on veut lorsque n est de plus en plus grand.

° 01} démontre et nous admettrons que si une suite posséde une limite, elle n’en
possede qu'une seule.

Définition

On dit qu’une suite infinie converge, ou est convergente, s'il existe un nombre
reel a tel que cette suite converge vers a.

Si un tel nombre réel n’existe pas, on dit que la suite diverge ou est divergente.

¢) Quelques exemples de suites convergeant vers 0

D’aprés la définition, une suite numérique infinie (u,),=; converge vers 0 si et
seulement si :

Pour tout nombre réel ¢ strictement positif, il existe un nombre entier positif &
tel que

VneEL n>k = |u,|<e.
Exemple 1

Dans I'exemple introductif, nous avons observé que pour tout nombre réel e
strictement positif, il existe un nombre entier positif &k tel que

YneN* n>k = %'(E.

o il
Cela signifie que la suite (;) converge vers 0.
neMN*

Exemple 2
Soit p un élément de N*. On sait que :
YnEN* n=sn’.

D’ou : 11
VneN* —;5-— :
n? n
Comme la suite (l) converge vers 0, I'inégalité ci-dessus implique que la
H HEN‘
suite (L) converge aussi vers 0 (justifier).
np neiN*
Exemple 3 ,
Montrons que la suite (T) converge vers 0.
R’ nent o
Soit £ un nombre réel strictement positif.
Ona:

[ I
VhEN* —=<e <> Vn>-
Vn £

1

<> n>-.
£
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: 1
Choisissons un nombre entier k tel que k=—.

£
On a:
1
YheEN* n>k =—> —=e¢.
Vn
) 1
La suite (-—~) converge donc vers 0.
‘\/E neN*
Exemple 4
Soit la suite (%) , ou b est un nombre entier tel que b =2.
neEMN

Vérifier par récurrence sur n que :

VvheN b">n.
D’ou :

1
YneN* — <—l- :

Comme la suite (E) converge vers (0, l'inégalité ci-dessus implique que la
neEMN*

bh
Retenons :

. I . e
suite (--) converge aussi vers O (justifier).
nEnN*

Soit p un élément de N* et b un élément de N—{0, 1}. Les suites

(o G & &)

neMN* neENN* nelN* neEMN

convergent vers 0.

d) Quelques exemples de suites convergentes et de suites divergentes
e Soit une suite numérique infinie (u,),c; €t un nombre réel a.
Le résultat suivant est une conséquence immédiate de la définition de limite :
S’il existe une suite (v,),e,. convergeant vers 0 telle que
Ynel fun = a|' =U,,
alors la suite (u,),c; converge vers a.

Plus généralement :

S’il existe une suite (v, )., convergeant vers 0, un nombre réel A et un
nombre entier positif n, tels que

VnelL n>n, => |H,.—a|$z\‘u,,,
alors la suite (u,),e, converge vers d.

Ces résultats et la connaissance de quelques suites convergeant vers ( permettent

d’étudier la convergence de certaines suites sans recourir explicitement a la
définition.
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Exemple 1

Soit la suite (u,),en+ définie par
YneN* u,=1 +%.
On a: |
VneN* 'Hn—']'=;.

. . 1 ;
Puisque la suite (;) converge vers 0, la suite (u,),ene cOnverge vers 1.
neEN*

Exemple 2
Soit la suite (u,),en définie par
YneN u,= I :
n+1
Ona: i
* -
vheN* |u,| —y
<k
<—.

; ; 1 :
Puisque la suite (—) converge vers 0, la suite (u,),.en converge vers 0.
nEN*

Exemple 3
Soit la suite (u,),en définie par
2n*+
VYneN u,= nz 1.
n°+1
On a: —_— _AePaD-1_, 1
ne TR YT R+
1
2=
1
|u,.—2]—n2+].
D’ou :

1

n’

YneN* |u,-2|s
) : 1 .
Puisque la suite = converge vers 0, la suite (u,),.en converge vers 2.
neEN

Exemple 4
Montrons que la suite (u,),en, définie par

u.;]‘—_]:,
{VHEEN u,,+,=—;- u, +3,

converge vers 6, comme le suggere d’ailleurs la figure 5.
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Calculons d’abord la différence 6 — u, pour quelques valeurs de n :

6—uo=7;
6-::126—-%=%;
6-u2=6—1?7=;%;
6—u3=6—%=%.

- 7 Il -
Il semble donc que I'on ait 6 — u, =5= pour tout élément n de N.

Montrer par récurrence sur n que ce résultat est exact. .
La suite considérée peut donc étre définie par la formule explicite :

YvrneN u, =6—21n.
D’ou :
7
VHEN Iun—6]=ﬁ.

. 1 ,
Comme la suite (2—,,) converge vers 0, la suite (u,),en converge vers 6.
nelN

¢ On démontre et nous admettrons le résultat suivant.

Toute suite convergente est bornée.

Ce résultat implique que toute suite non bornée est divergente (car si elle
convergeait, elle serait bornée).

Exemples

Vérifier que chacune des suites ci-dessous n’est pas majorée, donc n’est
pas bornée : :

(n)news (nz)nEN: (ns)newy (\/H)"Ew, (zn}newv
Toutes ces suites sont donc divergentes.
Signalons qu’il existe des suites bornées qui sont divergentes.

Exemple
La suite (u,),epn définie par ,
YneN u,=(—-1)"

est une suite bornée (minorée par —1, majorée par 1),
Nous admettrons qu’elle est divergente.

Exercices 1) Soit a un nombre réel et la suite constante (u,),cn définie par
vheN u,=a.
Montrer que cette suite converge vers a.
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2) Montrer que la suite (u,),cns, définie par

VneN* u,,=2+(—1)"--3-'-

V'

converge vers 2.

3) Montrer que la suite (u,),cpns, définie par

VnelN* u,,:sn:B ;

converge vers S.
4) Montrer que les suites (#,),.en €t (9,),en définies par

YneN u,=2n-1,
VneN v,=n>-2,

PPN SPAP AP P P P R F el i

sont divergentes.

5 Problemes concrets

Probléme 1

Un pays préte au pays X la somme de dix milliards de francs CFA a des
conditions trés intéressantes.

Le pays X ne payera aucun intérét et il remboursera sa dette en cinquante
versements effectués a des dates convenues, chaque versement (sauf le
premier) étant égal au précédent augmenté d’un million de francs CFA.
a) Désignons par u, le montant du n*™ versement effectué par le pays X.
Définir la suite (#,)ner, ot L={1,2,3, ...,50}, par une formule de
récurrence.
b) Exprimer u, en fonction de u, et de n.
c¢) Soit £ le montant des 50 versements (c’est-a-dire, la somme prétée).
Montrer que :
3 =50u,+(1+2+...+49)10°
=501, + 1225 x 10°.

d) En déduire le montant du premier versement et, ensuite, le montant
des autres versements.

a) Chaque versement (sauf le premier) étant égal au précédent augmenté d’un
million de francs CFA, on a :

vneL —{50} u,.,=u,+10°.
69
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b) On a successivement :

uy=u, +0x10°,

wy =, +1x 105,

U=ty +10°= 1, +2 x 10°,

U=ty + 10°= 1, +3 % 10°,
etc.
Il semble donc que :

vneL u,=u+(n—1)10°%
Montrons, par récurrence sur n, qu’il en est ainsl.
o L'égalité u, =u,+(n—1)10° est vraie pour n=1.
e Si I’égalité u, = u,+(n—1)10° est vraic pour un certain élément n de L —{50},
I’égalité u,,,=u,+nx 10° est vraie aussi.
En effet, des égalités

w,=u,+(n—110° et sy, =u,+10°
on déduit :
U, =u+(n— 1)10°+ 10°
=u,+nx 108,

e Il est donc vrai que

YnEL wu,=u+(n—1)10%
On a donc bien exprimé u, en fonction de u, et de n.

¢) En additionnant membre & membre les cinquante égalités
U= iy,
u, = u, + 108,
wy=u, +2% 10,
He=ty +3 %108,

.......................

Uso= U, +49 x 10°,
on obtient :
S=u,tu+...+50
=50u,+(1+2+3+...+49)10°

Pour simplifier le ca]cu]ﬁde la somme S des nombres entiers 1 a 49, on additionne
membre a2 membre les égalités

S=|1|[+|2|+]|3|+...+|47|+|48]|+]49],
S=|49|+ 48|+ |47 |+...+| 3 |+ 2 |[+[ ][,

et on obtient :
28=(1+49)+(2+48)+(3+47)+ ... +(47+3)+ (48 +2)+(49+1)
=50+50+50+...+50+50+50 (49 fois)
=49 x 50 = 2450,
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D’ou §=1225 et, par conséquent :
S =500, + 1225 x 105,
d) De I’égalité ci-dessus, on déduit :
u,=2_ 1225 x 10°
50
_10°-1225x 10°
B 50
= 175 500 000.
Connaissant u,, on peut a présent calculer chacun des 49 autres versements :
u, = u, + 10°= 176 500 000,
uy = u, +2 % 10°= 177500 000,

----------------------------

tiso = 1ty +49 X 10° =224 500 000.

Probléme 2

Suite & la découverte de pétrole dans une région, on estime qu’en 1990
la production sera de 300000 tonnes et qu’ensuite, chaque année, la

o x

production sera supérieure de 12 % a celle de I’année précédente.

a) Définir par la donnée de u, et d'une formule de récurrence une suite
(u, ).cn telle que :

Si le rythme d’accroissement prévu se maintient jusqu’a I’année 1990+ n,
u, est égal a la production en pétrole de I'année 1950+ n.

b) Définir la suite (i,),en par une formule explicite.
¢) Quelle est la production de pétrole prévue pour I’année 1995?

d) En admettant que les réserves de pétrole soient suffisantes et que le
rythme d’accroissement se maintienne le temps nécessaire, en quelle année
peut-on estimer que la production annuelle dépassera 600000 tonnes?
Quelle sera alors la quantité totale de pétrole produite depuis 19907

a) Si u est la production en pétrole d’une année donnée et si le rythme
d’accroissement s’est maintenu, la production v de I'année suivante est
12

=i+ —
V=U 100 I

= (] +]—2) u
100
=1,12 % u.
La suite (#,).en cherchée peut donc étre définie comme suit :
1, = 300000,
{ YneEN u,.,=1,12Xu,.

b) On a successivement :
u,=1,12 X 1y,

w, = 1,12 X u, =(1,12)uo,
etc. uy=1,12 X u, =(1,12)’uo,
71
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Démontrer, par récurrence sur n, que la suite (4,).en est définie par Ja formule
explicite :
YneN u,=(1,12)"u,.

(C’est d’ailleurs un cas particulier de I’exemple 3, page 58.)

¢) La production de pétrole prévue pour I’année 1995 est donc :
us=(1,12Yu,
=528702 (approximativement).
d) Chercher en quelle année la production annuelle dépassera 600000 tonnes
revient a chercher le plus petit nombre entier n tel que u, = 600000.

Or, on a u,=600000 si et seulement si (1,12)"u;=>600000 ou, encore, si et
seulement si
(1,12)"=2.

En calculant successivement (1,12)%, (1,12), ..., on constate que le nombre cherché

est 7.
C’est donc en 1997 que la production annuelle dépassera 600000 tonnes.

Pour répondre & la derniére question, il faut calculer la quantité totale T de pétrole
produite de 1990 a 1997.
Ona:

T=u0+u1+ s+ ... + Uq
= uo+(1,12)u0+ (1,12 o+ ... +(1,12) g
= uo[ 1+ 1,12+ (1,120 + ...+ (1,12)'].

Posons : S=1+1,12+(1,122+... +(1,12).
Pour simplifier le calcul de S, on additionne membre & membre les égalités

S=1+4[1,12]+ (1,127 ] + ...+ [{(1,12)°| + [(1,12)" |,
~1,12x 8= - |1,12] - [(LI2F| —... - [(1,12)°] = [(1,12) | = (1,12)%,

et on obtient ;
S—-1,12x8=1-(1,12)®

ou encore
1,181 ;
S= %—- = 12,3 (approximativement).
Finalement :
T = HoS
= 3690000 tonnes.

o
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Exercices

1 (1). Les notes de Mathématique du premier
semestre de l'année scolaire d'un éléve sont
indiquees dans le tableau suivant :

12 o8 14 11 12 9

13 13 06 14 10 15

Ces notes
comment?

définissent-elles une suite?

2 (1). L'organigramme suivant, avec la donnée
du terme u,, définit une suite :

lire
I,

calculer
3

Uy 1= _'5" Mn+3

A |

afficher

Hps

Y

remplacer
n par n+1

|

Calculer les 5 premiers termes de cette suite
sachant que u,=-1.

3 (1). Observer le dessin suivant :

Ce sont des triangles équilatéraux. La mesure
du coté du triangle A,8,C, est égale a 10, celle
de A.B.C, est égale a4 5, celle de A385C; est

égale a g et ainsi de suite. Chaque mesure du

cbté d'un triangle (sauf le premier) est la moitié
de celle du triangle qui précede. Les mesures
des aires des triangles ABC,, A.;B,C;,
A3BaC,, ... définissent-elles une  suite?
Comment?

4 (1). Calculer les 5 premiers termes de cha-
cune des suites ci-dessous définies de maniére
explicite :

1) VneN Up=(—1)"n2+1
2) ¥neN =vn+1-2"
5n%—n+2

3) ¥vneEN-{0, 1 =

) Vn {0.1} v, e

4) VneN u,=[2n-=1|+n?
1 1

5) ¥neN* un=1+—+—+...+l.
2 3 n

5 (1). Calculer les 5 premiers termes de cha-
cune des suites ci-dessous définies par une
formule de récurrence :

1) [ Ug=-2

{VnEIN Upsr=u2—1
2} [ Ug=-5

{VnEIN u,.+1=%u,,+n
3) [ u.=1

{VnEEN' Uner=ltp] =+

n

4) [ ug=

{VnEN wae e
5) [ up=1, u;=2

{ YneEN Unez=2Un—3Up.4.

6 (1). Le plan étant muni d'un repére ortho-
norme (Q, /, J), représenter sur la droite (O)
les 5 premiers termes, sans les calculer, de

chacune des suites ci-dessous, définies par
une formule de récurrence :

1)

{VnEIN u,,+1=13u,,+2
2) [ Ug=-2

{VnEIN um,——‘-
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3) [ Up=1
{ YneN u,,+1=—% u, +3
4) Uo=1—
{ 8
vneN Upar =V,
5) [ ug=
{ YneN Upr1=2u,—2.
7 (2). Soit la suite (u,).en définie explicite-
ment par :
tg=1
{Vnell\l‘ Ua=1X2x ... Xn

Pour chaque élément n de N, le nombre u,
ainsi défini est généralement noté nl, ce qui
se lit factorielle n.

a) Calcuter 11, 2!, .., 10!
b) Démontrer par récurrence sur n que :
vneN-{0,1,2, 3} nl>2"

8 (2). Démontrer par récurrence sur n que:

1) ¥neEN 2+4+46+...+2n=n{n+1)
2) ¥neN: 2422423+, 427 =2(2"—1)
3) vneN Y i=Z(n+1)
=1 2
L 1
4) YnelN* E .r'2=§ nin+1)(2n +1)
i=1
5) ¥YneEN VxeR* (1+x)"=1+nx.
9 (3). Les suites ci-dessous  sont-elles
positives, négatives? Justifier.
1) ¥nEN U, =n’-n
2) ¥neN u,=1-n?
3) ¥neN" Up=2n—1
e = —-n+
4y vneN-{0,1} u, Fra ey
(=1
5) ¥neN Up =
) " n+2
Uo:_1
o {
} YneEN U,,.;.1=U,,+1
7) { U0="1
—U,+1
VneEN Uppy = .
Upn
10 (3). Les suites ci-dessous sont-elles
majorées, minorées, bornées? Justifier.
1) ¥YneN u,={n—-1)%-2
2) YneN prgt
: n+1

3) ¥nEN Up=n!
2n?-1
4) ¥vneN* Up=—"3
1 2
5) vneN Up=14zn
a) {u0=—3
1
YnelN Un+1=—§ u,
7) U[]:_z
[V eN L +1
1 == Up +—.
L S 2

11 (3). Les suites ci-dessous sont-elles crois-
santes, décroissantes? Justifier.

1) VneN* u,=n?>-2n+5
2n -1
2y ¥neEN Up= %
n+1
1
3) YyneN-{o, 1} Un=—5—
4) vYneEN u,=(—2)"
5) ¥neEN u,=n*-n?+n
6) {u°=—1
vneN un+1=§ U,
7) {uc.:T
2
YneEN Un+1=un+1.

L

12 (4). Soit la suite (U,),en définie par :

YneN u,=——mr
n—1
a) Montrer que :
vneN-{0,1,2} n-1>Vh

b) En déduire que
convergente.

la suite (U,)pen ©st

13 (4). Soit la suite (v,),en- définie par :
YneN* n—1.
a) Montrer que :

vneN'-{1} Vhn —1>% V.

Vp =

b) En déduire que la suite (v,),en- N'est pas
convergente.

14 (4). Les suites ci-dessous sont-elles con-
vergentes, divergentes? Justifier.

1) vneN u,=2n-1

74
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i

2yvneEN L.r,,=3n+1
n+3
YneN U,=——
3) vn "+
4) vneN u,=VnZ+2n+1
1-n?
5) YneN* U= pe:
_1 n
B) VnEN un={ 2)
vVin-1
7YvneN-{1} wu,=
n-=1
Un=6 2
8 e
]{VnEIN Kot g Hlo
UD:1
g Upsr=Up—1
) [VnE[N !
=0
10) [vonew M4y =0+ ln:
15 (3). Soit la suite (u,),ewn definie par:
n2
¥YneEN u,=—.
n!
Posons /=N-{0, 1}.
a) Démontrer que :
YneEl nf>n+1.

b) Utiliser le a) pour montrer que la suite
(U.)ne, est strictement décroissante.

¢) Utiliser le b) pour montrer que la suite
(Un)nen €St bornée.

16 (4). Soit la suite (u,),en définie par
—1+1 + L +..+ .
Up = Z 42 dii 4n'

1) Montrer par récurrence sur n que :

4 1
Un=§ 1_‘1—;;:? .

2) La suite (u,),en est-elle :

¥YneN

YneN

a) majorée? minorée? bornée?
b) croissante? décroissante?
¢) convergente? divergente?

17 (3). Soit la suite (¥,).en définie par

{ Ug=w {GEIR}

1
vneEN u,-,+1=2un—§.
Déterminer « pour que la suite (Un)sen SOIt
une suite constante.

18 (3). Soit la suite (u,),en définie par:

y=a (aER")

{ (-1)"
VneN v, =——.
n

a) Calculer les 5 premiers termes de la suite
(”ﬂ)nEIN-
b) Démontrer que

Ynel Uy =&, Ugpnez= &,

1 1

Ugps1=—, Ugp43z= =
o

¢) En déduire que la suite (¢,),en &5t bornée.

Problemes

19 Soit la suite (u,),en définie par
{a ER*)

[ U0=ff
Upp1= VU,

vneN

1) Etudier, selon les valeurs de a, le sens de
variation de la suite (U, )nen-
2) Supposons que « =3 et posons

YneN v,=u,-1.

Vi1

Vn

a) Exprimer en fonction de u,. En

déduire que
Vasr 1

v, 2

vYneN

b) Démontrer que :

1
VneN vn{S(z—n).

En déduire que la suite (Un),en cOnNverge.
Quelle est sa limite?
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20 Suite de Fibonacci
Soit la suite (U,),en définie par

g =10,

{ uy= 1,

YnelN*

a) Calculer les 10 premiers termes de la sulite.

Up 1= Up_q + Up.

b) Montrer que la suite {u,)}hen Vérifie la
proprieté suivante :

vneN-{o, 1)

¢) Montrer que la suite (¢,),en 5t croissante
et que :

vneN-{0,1, 2, 3, 4}
En déduire que la suite (u,) est divergente.

Uppr*lUpqq— UE = (_1)n'

Up=.

21 Soit la suite (u,),en définie par :
1

:3_""

YneEN u,

1) Montrer que :
vYneN

Uni1 £

k

e

oll k¥ est un nombre réel qu'on déterminera.
En déduire le sens de variation de la suite

(Un)nen-

2) On considére la suite (5,).en définie par:
YneEN S,=ug+ui+..+U,.

a) Que!l est le sens de variation de la suite

(Sn:'nEN?

b) Exprimer S,-kS,, puis S,, en fonction

de n.

¢) Montrer que la suite (S,),en coONverge

3
vers —.
2

22 Soit I'ensemble des figures construites de
la maniére suivante :

Cp est un cercle de rayon r

C, est un carré inscrit dans Cg

C. est le cercle inscrit dans C,

C5 est un carré inscrit dans C;

... et ainsi de suite. On obtient :

YneN*
YneEN
YneN*
1) Soit la suite (p,).en definie par :
YnelN
a) Calculer po. p1, P2, Pa. Pa.
b) Montrer que :
] YnEN p,i=kp,
o0 k est un nombre réel qu'on déterminera.

C, est inscrit dans C,_4
C., est un cercle
C,n-1 €5t un carré.

p, est le périmétre du cercle Ci,.

¢} Exprimer p, en fonction de r et .
Montrer que la suite {p,l.en cOnverge.
d) Montrer que la suite {s,),en définie par :
YneN s,=po+pi+...TPn
est convergente. Déterminer sa limite.
2) Soit la suite (g,),en- definie par :
YneN* g, estle périmétre du carré Cy,_y.
a) Calculer g4, g2, Ga. G4, Gs-
b) Montrer que :
VneN* Qn+1 = kg,
o0 k est le nombre réel trouvé plus haut.

¢) Exprimer g, en fonction de r et n.
Montrer que Ia suite (@,).en- CONverge.

d) Montrer que la suite (¢,),en- définie par
VheN" t.=q+ge+..+49,
est convergente. Déterminer sa limite.
23 On considére la suite de terme geénéral u,
définie par:
Ug= 10
{ YneN' 4u,=u,_,+12.
1) Calculer uy, us et Us.

2) Pour tout élément n de N on pose:
vV, =u,—4.
Démantrer que la suite de terme général v,
verifie ;

YneEN

Vn+|=z vn.

Calculer v, en fonction de n. En déduire u,.

3) On pose S,=ug+ Uy +..+U,.
Calculer S, en fonction de n.

D’'aprés Bac. Série D, 1982 (Cdte d’lvoire).
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24 Soit la suite f de N dans R définie par

{VmElN YnEN 5f(m+n)=Ffm)-Hn) (1)
f(1)=3.

1) Ecrire I'égalité (1) lorsque m=0et n=1.

En déduire la valeur de f{0).

Ecrire I'égalité (1) lorsque m=n=1.

En deduire la valeur de f(2). Calculer f(3), puis
f(4).

2) Calculer f(n +1) en fonction de f(n).
Montrer que f vérifie :

YneN f(n+1)=kf{n)
oU k est un nombre réel qu'on déterminera.

3) Etudier le sens de variation de f et sa
COnVEl’gence.

D'apres Bac. Série A, 1982 (Cote-d’lvoire).

25 Soit l'application f de [0, 3] dans [0, 3]
définie par:

Yxe[0, 1] f(x)=3x
¥xe]1,2] flx)=-x+4
¥YxE]12,3] f(x)=-2x+6.

1) Tracer la représentation graphique de f
relativement a un repére orthonormé du plan.

2) Soit (uy)nen 12 suite numérique définie par :

up=2 et VneEWN u . =Fu,).
a) Calculer uy et us.
b) Montrer que la suite (U,)pen  est
convergente.
3) Soit (v,)aen la suite numérique définie par :
v°=:13 et YneEN v,.=fv,)

a) Calculer vy, vz, Va, V4 &1 Vs

b) Montrer

convergente.

Probatoire D,. Session de remplacement 1984
(Cote d'lvoire).

que la suite (v,)pen ©St

26 Soit (a, b) un couple de nombres réels tels
que 0<a<bh.
On pose :

up=a, Vo=1b,
YnEN u,1=VUsv,

U, + v,
Vhs1 = 2 .

Montrer que :

1) VneN u,>0 et v,>0.

1 —
2) ¥reN V,,+1—U,,+1=§(VUn_ ""n)z-

En déduire que 0<u, <v,.

u, +v,
3) VneEN u,=Vu,v, et "2 T<v,.
En déduire que la suite (u,),en ©st croissante
et que la suite (v,),en e5t décroissante.
4) ¥YneN*

Vn—1= -1 T
Vo= Up =—2'_'"+ Up 13— Vg _q¥p_1.

En déduire que :
YneEN*
Va—1~ Upn—1
2
Vn— Ug
2!‘!
En déduire que la suite (w,),en définie par
YneEN w,=v,— U,

Vp— U=

5) ¥neEN 0=<v,—u,<

est convergente. Quelle est sa limite?

27 Soit la suite (u,),en définie par
(e €RY)

{ Uo‘:ﬂ
1
YnelN Upyi= u,,+§.

1) A l'aide des représentations graphiques des
deux droites d'éguations respectives y=x et

1 . ; ; ;
y= x+5, relativement & un repére orthonormé

(O, I, J), représenter sur la droite (Of) les sept
premiers termes de la suite (U,)pen Sans les
calculer.

2) Montrer que :

a) La suite (u,),en est strictement croissante
et strictement positive.

1
b:‘ ¥YneN Un=a+§n.
En déduire que la suite (u,),en est divergente.
3) Soit la suite (V,),en définie par :

1

Vo=—.

Un

vneN

a) Démontrer que la suite (v, ),en €5t stricte-
ment décroissante.

b) Exprimer v, en fonction de n et a.
Montrer que la suile (v,),en converge vers 0.

4) Soit la suite (w,),en définie par:

1-u?
YnEN w,=—73%"
u?

Exprimer w, en fonction de n et a.
Montrer que la suite (w,),n cONvErge.
Déterminer sa limite.
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28 Soit la suite (U,),en définie par :

3
B
2
VneN* U1 =

—u,+3°

1) Calculer les 10 premiers termes de la suite
{un}nEN‘-

2) Montrer que :

a) La suite (U,)pen- €5t majorée par 2 et
minorée par 1.

b) La  suite
décroissante.

3) Soit la suite {v,),cn- définie par :

(Updnenw= €St strictement

=1
VnEN' v,=—t—.
—u, +2
a) Montrer que : ,
¥YneN* v,,+,=§ V.

b) Exprimer v, en fonction de n.
En déduire que la suite {(v,),en- cCONverge.
Quelle est sa limite?

4) Exprimer u, en fonction de v,, puis en
fonction de n. Montrer que la suite {Up)aen
converge vers 1.

29 Soit la suite (v,),en définie par

{ Up= |
1
VHEN Un.*1=:?"u,1+1-

1) A l'aide des représentations graphiques des
deux droites d'équations respectives y=x et

1 5
y=§x+1, relativement & un repére ortho-

normé (O, I, J), représenter sur la droite (O/)
les cing premiers termes de la suite (Up)nen
sans les calculer,

2) Montrer que :

a) La suite (u,),en est majorée par 2.

b) La suite (u,),en €St Strictement croissante.

3) Soit (v,)aen la suite numérique définie par
vneN

a) Calculer les cing premiers termes de la suite
("'n}nEN-

b) Montrer que la suite (v,) est strictement
négative,

c) Pour tout élément n de N, calculer

v, =u, —2.

Va1

. . v"
En déduire que la suite (v,),en peut étre
définie par : { Vo= —3

1
VnEN Vﬂ+|=§ Vﬂ.

d) Maontrer que :
3
vneEN Vh = —E.
En déduire que la suite (U,),en cONVErge.
Calculer sa limite.

30 EFFI place dans une boite des piéces de
5F, 10F, 25 F, 50 F.

On appelle respectivement sy, S5z, Sa, S4 les
sommes correspondant aux piéces de 5F,
{10 F, 25 F et 50 F; on constate que la diffé-
rence entre deux sommes consécutives est
toujours la méme. Il y a 30 piéces de 10 F dans
la boite et la somme totale dans celle-ci est
1350 F.

Déterminer le nombre de piéces de 5 F, de 25 F
et de 50 F.

31 Une ville comptait 1500000 habitants au
1¢" Janvier 1980. On admet que la population
s'accroit chaque année de 10 % de la popula-
tion de [Il'année précédente. On pose
po=1500000; p, est le nombre d'habitants au
1" Janvier 1981; p,est le nombre d'habitants
au 1°7 Janvier de I'année 1980+ n, (n €N).

1) Quel était le nombre d'habitants de cette
vile le 1% Janvier 19817 le 1% Janvier 19827
Quel sera son nombre d'habitants le 1 Janvier
19837

2) Montrer que la suite po, P1. ... Pn verifie la
propriété suivante ;

VnEN pas=kp,
ol k est un nombre réel qu'on déterminera.

3) Quel sera le nombre d'habitants de cette
ville le 1% Janvier 19897

D'aprés Probatoire G.G, - 1982 (Cote d'lvoire).

32 Seri a hérité de son pére une cacaoyére
de dix hectares dans une forét d'un kilométre
carreé.

Seri décide d'étendre sa plantation jusqu’a la
mise en valeur de toute la forét en défrichant
deux hectares la premiére année et, chacune
des années suivantes, en défrichant un hectare
de plus gque l'année précédente.

1) Quelle est la superficie défrichée au cours
de la deuxiéme année, troisieme année, ...,
n'*™® année?

2) Quelle est la superficie de la plantation au
bout d'une année, de deux années, trois
années, ..., 1 années?

3) En combien d'années, la forét sera-t-elle
entiérement défrichée?
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33 Un planteur place a la banque, pendant
10 ans, un capital de 100000 francs a intéréts
composés : le capital est augmenté a la fin de
chaque année des intéréts qu'il a produits
durant celle-ci et c'est ce nouveau capital qui
détermine les intéréts de l'année suivante.

Le taux annuel d'intérét est de 4 %,

1) Donner le capital du planteur au bout d'un
an, de deux ans,

2) Soit ¢ le capital initial et ¢, le capital au
bout de n années. Les capitaux successifs
déterminent une suite (¢,),c.. Préciser

I'ensemble L et définir la suite (¢,),e. par une
formule de récurrence.

3) Définir la suite (c,)nee par une formule
explicite,

4) A la fin de la dixiéme année, la banque
accorde une prime égale a la somme des
intéréts produits durant ces 10 ans,

Une autre bangue propose au planteur un taux
de 8 %, mais n'accorde pas de prime.

Est-il plus avantageux pour le planteur de
placer son argent pendant 10 ans a la premiére
banque ou & la seconde?

THEME D'ETUDE N° 1

Etude grahique des suites —
n+— a" ou a€ER".
) A 'y
a’ “‘s’ﬁ.
= Y ;
a®
a4t - a’ / / :;
\ ﬂ/" \\\ , a° /// 3
ﬂ.n ----- R a
a7 AN T -1 7 0 : =7 "
3 a’
a’ //1._._ a’ \.\
AT NN
~— : ) . p
i
' ./
—l<a<0 O<a<l
—
a<-—1
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En utilisant la méthode de construction point par point de la représentation graphique des fonctions
x — x" (n€N),
on obtient la représentation graphique de la suite {a"),en dans chacun des cas suivants :
a<-1; —-1<a<0; 0<a<i1; a>1
Dans chaque cas :
— dire si la suite est monotone {croissante ou décroissante);
— dire si la suite est majorée, si elle est minorée, si elle est bornée;
— dire si la suite est positive, si elle est négative;
— dire si la suite est convergente ou divergente.
i
a’---4—=
I
!
|
I
]
i
I
L}
]
I
[ ]
L]
i
|
]
1
|
|
f]
]
!
az .-'.1:--
] rr
Iy
'
"y
[ ]
[
[ -{'+
(N 3
ilLs
o
[
(B I
! j’ 'y
I
ﬂo:i ,"
!
.r-"’
0 ] a e
a>1
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Etude graphique des suites

f:N— R
nr— a " ol acR%

En utilisant la méthode de construction point par point de la représentation graphique des
fonctions x — x~" (n€N), donner la représentation graphique de la suite (2 ")qen dans
chacun des cas suivants :

a<-1; -1<a<0; O0<a<l; a>1.

Etudier graphiquement cette suite.

THEME D’ETUDE N° 2

SUITES ET CALCULATRICES

L'étude d'une suite peut conduire au calcul numérique de plusieurs termes. L'emploi d'une
calculatrice est alors commode. |l est important dans ce cas d'organiser ce calcul pour avoir, selon
la calculatrice dont on dispose, les manipulations les plus simples possibles.

1. Suites définies par une formule de récurrence

1.1. Exemple 1.:
On considére la suite { tg=1

2
VYrneEN u = —5 u, +2.

Si nous savons calculer un terme en manipulant une certaine séquence de touches, il suffira, aprés
avoir lu le terme cherché, de répéter cette sequence pour obtenir le terme suivant.

Ceci peut se schématiser sur un organigramme par une « boucle ».

“w |+

H, =+ Hy

calcul de u, 4, y

Hp s

Analysons le calcul permettant d’obtenir u,,; en le décomposant de plus en plus finement pour
obtenir pratiquement la séquence de touches a manipuler sur la calculatrice.

|u,,| u

6

éucbu él_l

o
Dél_léu é U

oy

I Uy 4 l LPes |

]

81

Scanned by CamScanner



Analyse 1™ D

——
—

a) Calculatrice simple . .
Au dernier stade, chaque opérateur correspond & I'emploi d'une seule touche «opératoire » de la

calculatrice (+: X; +/—; —; :: V ..). )
Le calcul de u,., fait intervenir, aprés avoir entré u,, la sequence de touches suivante :

X & EEHE B EE

— Calculer les dix premiers termes de la suite.
— Quelle remarque peut-on faire?

b) Calculatrice programmable
Sur une telle calculatrice, la séquence de touches a répé
alors de «lancer » la calculatrice en appuyant sur une touche spéciale sou
« Stop ») car elle permet de faire démarrer le programme Ou de l'arréter.
Chaque instruction se note sur un «pas de programme ». (Les pas sont numérotés 00, 01, 02, ...)

Exemple sur Tl 57

ter peut s'enregistrer (programme). Il suffit
vent notée R/S («Run»,

FPAS INSTRUCTION COMMENTAIRES

00 LBL 00 On reconnait du pas 01 au pas 08 la séquence de touches
01 x précédente.

02 2 Le stop du pas 09 arréte la calculatrice et permet de
03 +/— lire le résultat sur I'écran.

04 : Le pas 00 est une «étiquette» permettant d'appeler la
05 3 séquence qui suit.

06 + Le pas 10 donne l'ordre a la calculatrice de retrouver
o7 2 I'étiquette 00 (LBL 00) et d'effectuer le programme

08 = qui suit, donc de recommencer.

09 STOP

10 GTO 00

1.2. Exemple 2 :
Soit la suite { V=2

1 3
Vnr—:-INI Vne1=3 v"+v_,,'

Analysons le calcul de Vv, Un organigramme pourrait étre le suivant :

Un

—®
—®

[

LY

Le schéma de calcul n'est plus séquentiel. -
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Iy aura c]eux «entrées » du nombre v,, d'ol la nécessité d'une mémoire. Nous noterons la mise
en mémoire STO (de l'anglais «Stock»). La touche correspondante de la calculatrice peut étre
STO, M, M+.

Il faudra rappeler ce nombre de la mémoire. Nous noterons ce rappel RCL (de I'anglais « Recall »}.
La touche correspondante peut étre RCL, RM.

Le calcul peut se schématiser ainsi :

- Mémoire

a) Calculatrice simpie :
On pourra avoir la séquence suivante :

[s70] (3] [ [ret] [ [rec] [ [ (2] [

b) Calculatrice programmable :
Sur une Tl 57 le programme pourrait étre le suivant :

PAS INSTRUCTIONS COMMENTAIRES

00 LBL 00 Une calculatrice programmable possédant plusieurs mémoires,
o1 5TO 00 celles-ci sont numérotés.

02 3 Au pas 01, STO 00 signifie «stocker le nombre en
03 : mémoire 0».

04 RCL 00 -Au pas 04, RCL 00 signifie «rappeler le nombre de
05 + la mémoire O».

06 RCL 00

07 =

08 ;

09 2

10 =

11 STOP

12 GTO 00

c) Aclivités

_ Calculer les premiers termes de la suite en s'arrétant dés que deux termes ont la méme écriture
sur le cadran.

— Combien de termes avez-vous calculés?

_ Les résultats obtenus donnent I'idée d'une suite convergente. En admettant que cette limite
existe, donner une valeur approchée la plus précise possible de la limite de cette suite.

— Les calculs des termes v, et v, donnent :

Vs = 1,?5
va=1,7321428.
De quels chiffres pouvez-vous étre sr pour I'écriture de la limite cherchée?
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2. Suites définies par une formule explicite

Considérons la suite (u,),en délinie par :

v N _2n-1
e Un=3n+1

Une premiére remarque s'impose par comparaison avec les exemples précédents.

Exemples précédents Exemple actuel

P S
e
--- =

E ol -
]

Ici, un terme quelconque ne sert plus d'«entrée» pour le calcul du terme suivant comme pour les
suites définies par récurrence. Il faudra chaque fois entrer le naturel n pour calculer le terme
d'indice n.

a) Calculatrice normale

Un schéma de calcul de u, peut étre le schéma ci-dessous.

3
]
ro

La formule de calcul et la double entrée du naturel n nécessite une mémoire :
— soit pour stocker un des termes du quotient (le naturel n étant rentré une seconde fois)

[entrer o] [x] [3] [+] [1] [ [s70] [entrer n] [<] [2] [ [1] [5] [2] [Ret] [H

Peut-on trouver une séquence de touches permettant de calculer en premier le numérateur?
Quel est le programme de calcul le plus «intéressant »?

— 50it pour stocker I'entier n en ulilisant une calculatrice avec parenthésage

Lentrer ] [sT0] [(] [Rec] [x] [2] [ [1] LI (] [d [red] ] (2] (4 (3] (] B

] est intéressan_t. lorsque c'est possible de transformer la formule de calcul pour arriver a un
schéma séguentiel.

Montrer que l'on a :

5
YneEN un=g—- S .
3 3n+1
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D'ol le schéma ci-contre

ﬁ‘ﬁ‘l’:‘;.;ﬂ

500

[ ]
et un calcul ne nécessitant plus de mémoire avec la séquence de touches suivantes

[eater n] [ (&) B [ (& [wv] [] [5) [ [8) (o] [ T2 L 3 5]

b) Calculatrice programmable
L'entrée nécessaire de n au début de la séquence de calcul compligue le programme. Il faut prévoir :

— I'appel de l'indice n,
— le calcul de u, et la lecture du résultat,

— le calcul de l'indice suivant avant de recommencer, ce calcul'se faisant bien sdr a partir de

I'anc‘len tndice " /‘ﬂ\

calculer u, calculer n+1

Y

lire u,

On a bien siir un ordre obligatoire entre les deux séquences de calcul :
— 19 : calcul de u,,
— 22 . calcul de n+1. Pourquoi?

De plus, ce programme nécessite une mémoire pour stocker n et pouvoir, aprés le calcul de u,,
rappeler n pour le calcul de n+1.
On pourrait schématiser ainsi ce programme :

]

lire u,

Icalculer n+ I

]
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Le programme sur Tl 57 sera

PAS INSTRUCTIONS COMMENTAIRES

00 LBL 00 Etiquette permettant de recommencer.

01 5TO 00 L'entier n est stocké dans la mémoire 00,

02 *

03 3

04 1

05 =

g? INV Du pas 02 au pas 14, on retrouve le calcul de u,.

x

08 5

09 +f=-

10 +

11 2

12 "

13 3

14 =

15 R/S L'arrét au pas 15 permet de lire le résultat.

16 RCL 00 Au pas 16, on rappelle I'ancien indice n.

17 + Du pas 17 au pas 19, on calcule l'indice suivant n +1.
1B 1

19 =

20 GTO 00 Au pas 20, le renvoi a I'étiquette 00 permet de recommencer.

Ceci permet de calculer les termes I'un aprés 'autre. L'arrét au pas 15 donne le temps de recopier
les termes. On peut avec une telle calculatrice lire le rang du terme avant de lire le terme lui-méme.
Ceci pourrait s’obtenir en intercalant entre le pas 01 et le pas 02 (début du calcul de w,) un arrét.
Cet arrét devient le pas 02, le reste etant décale.

Pour ne pas avoir a relancer deux fois la calculatrice, aprés la lecture du rang puis aprés celle du
terme, on peut utiliser pour lire le rang la touche PAUSE au lieu de la touche R/S. La calculatrice
s'arréte un temps assez bref, pour permettre de lire le résultat, puis redémarre sans qu'on ait
besoin d'appuyer sur une touche.

c) Activités

— Calculer les premiers termes de la suite en s’arrétant dés que deux termes ont la méme écriture
sur le cadran.

— En admettant que cette suite ait une limite, donner une valeur approchee la plus précise possible
de cette limite.

Théme d'étude proposé par Claude Mathieu (S.D.E.A.C.P.).
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3 Fonctions polynomes
, du second degré
Equations et inéquations

du second degré

Lecon 1: VARIATION ET REPRESENTATION GRAPHIQUE
D’UNE FONCTION POLYNOME DU SECOND DEGRE

Legon 2 : EQUATIONS DU SECOND DEGRE

Lécon 3 : SIGNE DES VALEURS D'UNE FONCTION POLYNOME
DU SECOND DEGRE

Legon 4 : DEPENDANCE D’UN PARAMETRE

Lecon 5 : EQUATIONS ET INEQUATIONS SE RAMENANT AU SECOND
DEGRE

Lecon 6 : QUELQUES PROBLEMES SE RAMENANT AU SECOND DEGRE

Soit la fonction polynéme
f:R— R

X — ax"+a,_x"'+...tax+a,
Par abus d’écriture, le polyndme associé a cette fonction polyndme sera noté
ax"+a, X '+..+ax+a

ou, simplement, f(x). i _
Rappelons que si a, #0, le polyndme f(x) est dit de degré n.
Par extension, on dit aussi que f est une fonction polyndme de degré n.

1 Variation et représentation graphique
d’une fonction polyndome du second degré

Quelques exemples de fonctions polyndmes du second degré ont été présentés en
classe de Seconde.

En particulier, la fonction x — x* a été étudice; elle est représentée
graphiquement, figure 1, relativement 4 un repére orthogonal (O, I, J).

Il a été montré que la fonction x > x? est strictement décroissante sur R_ et
strictement croissante sur R,.
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3 L o
[T S ——-.

%)
I
o

Fig. 1

Elle atteint donc son minimum en 0, ol elle prend la valeur 0. .
Observons aussi que cette fonction est paire et, par conséquent, la droite (OJ)
est un axe de symétrie pour sa représentation graphique.

a) On se propose d’étudier maintenant, dans le cas général, la fonction polynéme
du second degré
f:R— R
x — ax’+bx+c.
Les nombres réels a, b et ¢ sont quelconques, mais a est supposé non nul pour

que f soit du second degré.
L’ensemble de définition de f est évidemment R.

Transformons comme suit I'écriture du polyndme f(x) :

f(x)=a (x2+§x+£)
e[t

) n 3 b\* b*-4ac
D, ! f(x)-—a[(x+2a) 4a* ]

On dit que
2 [(x_}_i)"_bz—étac]
2a 4a*

est la forme canonique du polynéme f(x).

. B b?—4ac
En pﬂsant a——% et 'B=_T’

cette forme canonique s’écrit plus simplement a[(x— a)2+B].
La fonction f vérifie donc :

VxER f(x)=a[(x-a)+8].

Scanned by CamScanner



3/Fonctions polynémes - Equations et inéquations du second degré

Pour I'étude de f, on distingue deux cas.

1 cas : a>0.

Pour tous les nombres réels u et v tels que o <u<w, on a successivement :
I=su—a<v—a,
(u—a)<(v-a), (x —> x? est strictement croissante sur R.)
(u—al+B<(v—a)l+5,
al[(u—eyP+pl<al(v—al+8] (car a>0),
flu)<f(v).
La fonction f est donc strictement croissante sur I'intervalle [a, —[.
Pour tous les nombres réels u et v tels que u<v<ua, il vient successivement :
u—a<v—a<0,
(v—a)<(u—a)?, (x —> x? est strictement décroissante sur R_)
(v—al+B<(u—a)+8,
a[(v = a:)2+ﬁ]<a [(u —a:)2+,6’] (car a>0),
flv)<f(u).

La fonction f est donc strictement décroissante sur I'intervalle ]«, al.

Pour a >0, on obtient donc le tableau de variation suivant.

a>0
X -~ o —
f(x) b, ap S, B

Ce tableau montre que f(a), égal a af, est le minimum de f sur R.

2¢ cas : a<0.

Comme ci-dessus, on vérifie (faites-le) que pour a <0, le tableau de variation de
f est

a<(

x |+— a —

f(x) pa ap N

Ce tableau montre que f(a), égal a ap, est le maximum de f sur R.
89
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Définitions

Le plan étant muni d’un repére (O, I, J), la représentation graphique ( C;) d’une
fonction polynéme du second degré

f:R— R (a#0)

X — ax*+bx+c

est une courbe appelée parabole.
On dit aussi que (C;) est la parabole d'équation y =ax*+ bx + c, relativement
au repere (O, I, J). .
Si le repére est orthogonal, le point S du plan de coordonnées (e, ap),
correspondant au minimum (@ >0) ou au maximum (a <0) de f, est appelé le

sommet de la parabole (Cy).

]

Observons que si le repére est orthogonal, la droite d’équation x =« est un axe

de symétrie pour la parabole (Cy). . -
En effet, d’aprés le chapitre 1 (page 26), il faut vérifier que la fonction

g:R— R
X — f(x+a)

est paire.
Or, cela est vrai puisque pour tout nombre réel x, on a
gx)=f(x+a)
=a[(x+a—-aP+8]

=a(x*+8)
et donc aussi g(—x)=a[(-x)*+8]
=a(x’+B)
= g(x).

Exemple

Représentons graphiquement la fonction
f:R— R

X —> x*—4x+3

dans le plan muni d’un repére orthonormé.

La forme canonique du polyndme f(x) est (x —2)2—1.
Le tableau de variation de f est donc

X e 2 _—

fix) ~. | -1]

Le point S de coordonnées (2, —1) est le sommet de la parabole (C;) et la droite
d’équation x =2 est un axe de symétrie pour (C;).
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Calculons f(x) pour quelques valeurs de x ;

X -1 {01 2 [3]4]5

fx)l 8 [3l0] -1 |o0f[3]38

On peut a présent tracer la parabole (C;) : voir figure 2.

Exercices

b) Propriété

?

— e — ————

£

-1 o\
—p—— - q

Fig. 2

Soit les fonctions polynémes du second degré f,, f5, f5 et f, définies
respectivement par

fix)=x*+3x-4, f(x)=—x*—2x+3,
Hl)=x*+x+1, fox)=—4x"+4x - 1.
Pour chacune de ces fonctions :
a) Ecrire le polyndme associé sous forme canonique;
b) Donner le tableau de variation;

¢) Construire relativement a un repere orthonormé (O, I, J) la

parabole représentant la fonction et donner les coordonnées du
sommet;

.d) Calculer les abscisses des points d’intersection éventuels de la
parabole représentative avec la droite (O, I).

Le plan étant muni d’un repére (O, I, J), la parabole (P) d’équation
y=ax*+bx+c, (a+#0), est I'image par une translation de la parabole (P’)
d’équation y = ax?.
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Considérons, en effet, les fonctions polynémes f et g définies par

fx)=ax® et gx)=ax*+bx+ec.

Posant
2_
a = *‘% et B= —24—{;&:
on sait que
gx)=a[(x—a)l+B]
=a(x—a)+ap.
D’ou : g(x)=f(x —a)+ap.

Un résultat du chapitre 1 (fonction x — f(x—a)+b, page 30). permet de
conclure que la parabole (P), représentation graphique de g, est I'image de la
parabole (P'), représentation graphique de f, par la translation de vecteur

a O + ap OJ.
Exemple

Le plan étant muni d’un repére orthonormé (O, I, J), on considére la
parabole (P) d’équation y=2x>—12x+19.
Ona:2x2—12x+19=2(x-3)P+1.

La parabole (P) est donc I'image de g, parabole (P') d’équation y =2x’
par la translation de vecteur W tel que w =301 +OJ (figure 3). '

A
(P)
(P)

|

T}
) e

Fip. 3

Comme toutes les paraboles d’équation
y=ax*+bx+c (a#0)

peuvent s’obtenir par une translation A partir des paraboles d’équation du
;ype y=ax® (a#0), quelques paraboles de ce type sont dessinées a la
1gure 4.
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A

ﬂyzzxz
2

¥=-2,2

Fig. 4

2 Equations du second degré

1) Recherche des solutions d’une équation du second degré

Soit a, b, ¢ des nombres réels, a €tant non nul.

Considérons ’équation, dite du second degré :
(E) x€R, ax*+bx+c=0.

n polynome

f:R— R

On peut lui associer la fonctio
X — ax*+bx+c.

Les solutions de (E) sont les zéros de f.
Ecrivons f(x) sous forme canonique :

b\? bz—4ac]
f=a(x+g;) -]
Posons : -
A= b%—4ac. »
( 93
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On dit que A est le discriminant de I'équation (E) ou de la fonction f.

On a:
rmel (e 2) -]

Pour I'étude des solutions de I'équation (E ), on distingue trois cas.

I cas : A>0.
Comme A=(\/E)2, le polyndome f(x) se factorise sous la forme

el ) e+ 2)- )

ou encore
A =C]

L’équation (E) admet donc deux solutions différentes x’ et x":

-b—-VA g0 +VA
2a

(voir figures 5)

Sous forme factorisée, f(x) peut encore s’'écrire :

flx)=a(x—x")x—x").

A A
(C))
X ) X -
a=>0et A>0 Fig. 5 a<0et A=0
2¢ cas : A=0. . 5 52
Cette fois, ona: flx)=a (x +£) ;

L’équation (E) posséde donc une seule solution x’:

x'=—-— (voir figures 6),

94
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et le polyndme f(x) se factorise comme suit :

f(x)=alx—x").

{ef) f
\ e

b

a>0et A=0 Fig. 6 a<QetA=0

Observons que si 'on remplace A par zéro dans les égalités
-b—-VA , —-b+VA
:—, x T er——
2a 2a

r

X

du 1°T cas, on obtient :

e
C’est pourquoi, lorsque A=0, on dit souvent que I’équation (E) admet deux
solutions égales (ou confondues).

3¢ cas : A<0.
L’équation (E) s’écrit :
by A
xER, (x +§—£) —m.

Le premier membre de 1'équation est positif quel que soit le nombre réel x, tandis

que le second membre est strictement _négatif._ ' '
L’équation (E) n’a donc aucune solution (voir flgures_'f') et, par conséquent, le
polynéme f(x) ne peut pas s’écrire comme le produit de deux polynomes du

premier degré.

f A
0

\ (c) -

(Cy)

a>0et A<O Fig. 7 a<0et A<0
95
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Résumé

Equal_ion (E): x€R, ax*+bx+c¢c=0 (a#0).
Fonction polyndme f: x +— ax*+bx+c.
Discriminant : A= b?-4ac.

G Solutions de (E) -
Discriminant il seros.Ae I Forme factorisée de f(x)

=‘b“V’E, xu=,_b_+\i_ﬁ fix)=a(x—x")x—x")

A> 4

¢ * 2a 2a

A=0 ,t'=—2—b£ f(x)=a(x-x'y
A<0 pas de solution

Exercices ! Utiliser l]a méthode du discriminant, c’est-a-dire le tableau ci-dessus,
pour calculer les solutions des équations suivantes :
a) x€R, —-x*+2x+3=0; b)x€ER, x*-2V3x+3=0;
: ¢) x€ER, x*+3x+4=0; d) x€R, 2x*-3x+1=0.
¢ Dans chaque cas factoriser, si possible, le polynéme f(x) corres-
s pondant.

La méthode du discriminant permet de résoudre n’importe quelle équation du
second degré. Il y a cependant des «cas évidents» ou il n'est pas raisonnable

d’utiliser cette méthode.

Résoudre les équations suivantes sans utiliser la méthode du
discriminant :

a) x€R, x*-9=0; b) xR, x*+3=0;

c) x€R, (x-3y-4=0; d) xeR, 3x*+5x=0;

e) xR, x2=2V3x+3=0.

Exercices

2) Somme, produit et signe des solutions d'une équation du second degré

96

On considére a nouveau I’équation
(E) x€R, ax’*+bx+c=0 (a#0).

Soit A son discriminant.
Si A=0, on sait que I'équation (E') possede deux solutions x’ et x” (distinctes ou
égales suivant que A>0 ou A=0):
_—b-VA , -b+VA
—.—, x =—-

2a 2a
En additionnant et multipliant membre 2 membre, on obtient :

t

x'+x"= a x'x'==—,
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On peut donc énoncer le résultat suivant.

Théoréme 1

Si l'{aquation : xER, ax*+bx+c=0 (a#0)
possede deux solutions (distinctes ou non), la somme S et le produit P de ces
solutions vérifient b

§S=-2, p=%,
a

a

Exemple
Considérons 1'équation

x€R, ax*+bx+c=0 (a#0)

et supposons que a +b +c=0.
On vérifie que 1 est une solution de cette équation.

La seconde solution, évidemment égale au produit des solutions, est donc
c

a
En particulier, I'équation: x€R, 2x*-3x+1=0

5 1
admet les solutions 1 et 5.

Exercices Vérifier a ’aide du discriminant si les équations suivantes possedent

§

E des solutions et, lorsque c’est le cas, trouver la somme et le produit
E de ces solutions en utilisant le théoréme 1.
:
5
LY

a) xER, 5x>-9x+4=0; b) x€R, -2x*+17x+5=0;
c) xER, 4x?-4x+1=0; d) x€R, 2x*-3x+4=0.

Théoréme 2

Soit I’équation : x€R, ax*+bx+c=0 (a#0)

b e
et posons S=--—, P=—.
a a

(Attention : S et P ne sont la somme et le produit des solutions qué si ces
solutions existent.)
Alors :

a) Si P<0, I'équation posséde deux solutions de signes contraires;
b) Si P=0, I’équation admet 0 et S pour solutions;

¢) Si P>0 et A=0, I'équation posséde deux solutions, distinctes ou non, de
méme signe que S.

—

Démonstration

a) Si P<0, les nombres a et ¢ sont de signes contraires et leur produit ac est
strictement négatif. i . itif
Mais alors A est la somme du nombre positif b* et du nombre strictement positi
—4ac.

97
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Dol A est strictement positif et 1’équation posséde deux solutions différentes.
leur produit P est strictement

Ces deux solutions sont de signes contraires car
négatif.

b) Si P=0, alors ¢ =0 et I'équation se réduit a

x€R, ax*+bx=0.
Le nombre 0 est donc solution et, par conséquent, l'autre solution est égale a la
somme S des solutions.

¢) Si A=0, I’équation posséde des solutions et
est strictement positif, elles sont de mémes signes, a savi

51 le produnt P de ces solutions
oir celui de leur somme S.

Exercices § Utiliser le théoreme 2 pour déterminer le signe des solutions, si elles
existent, de chacune des équations suivantes :

a) x€ER, 2x*-3x-V7=0; b) x€R, 3x*-7x=0;
c) xeR, x2+5V2x+3=0; d) xE€R, xz—(\/2_+\/§)x+\/go

3) Recherche de deux nombres réels connaissant leur somme et leur produit

98

Exemple introductif
On cherche la longueur L et la largeur / d un rectangle dont le périmétre

vaut 36 m et dont la surface mesure 45 m?.
On cherche donc des nombres réels L et [ tels que

L+1=18 et L 1=45.
Si de tels nombres L et [ existent, ils sont les solutions de I’équation
xeR, (x—L)x-1)=0

qui peut s’écrire
xeR, xX*—(L+Dx+LI1=0

ou encore
xeR, x*—18x+45=0.

Vérifier que cette équation admet les solutions 3 et 15,
La somme et le produit des nombres 3 et 15 étant respectivement égaux

4 18 et 45, on conclut que L=15m et /=3 m,
Plus généralement, étant donnés des nombres réels S et P, on cherche deux
nombres réels x; et x, tels que
x+x=5 e xx:=P
Si de tels nombres x, et x, existent, ils sont les solutions de 1’équation
xER, (x—x)x-x3)=0

qui peut s’écrire
xER, =0 +x)x+x,x,=0
ou encore
x€R, x*-Sx+P=0.

e Supposons que le discriminant A de ¢ 2
soit positif. ette équation du second degré (A= S*“—4P)
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Alors I'équation posséde deux solutions, distinctes ou non.

]?‘apr_és le théoréme 1, on sait que la somme et le produit des solutions de cette
€quation sont respectivement égaux a S et P.

Les nombres x, et x, cherchés existent donc et sont les solutions de 1’équation
ci-dessus.

o Si A est strictement négatif, I'équation ci-dessus n’a pas de solution. _
Dans ce cas, il n'existe pas de nombres réels x, et x, de somme S et de produit P.
On a donc établi le résultat suivant :

Theéoreme 3

Etant donnés des nombres réels S et P, il existe deux nombres réels x; et x,.
de somme S et de produit P si et seulement si S*—4P=0. _
Lorsque c’est le cas, les nombres x, et x, sont les solutions de 1'équation

x€R, x*-Sx+P=0.

Remarques

e Si S est donné, I'’ensemble des nombres réels P pour lesquels il existe des

nombres réels x, et x, de somme S et de produit P est ’ensemble des nombres
2

réels P tels que PE.T.
2

Le plus grand nombre P possible est donc égal & e

Dans ce cas, A=0 et X =X =5

e De méme si P est un nombre positif donné, I’ensemble des nombres positifs S
pour lesquels il existe des nombres x, et x, de somme S et de produit P est

I’ensemble des nombres positifs S tels que S*=4P, ou encore tels que S=2VP.
Le plus petit nombre positif S possible est donc égal a 2VP.
Dans ce cas, A=0 et x,=x,=VP.

Exemple 1

On cherche les dimensions d'un rectangle dont le périmétre vaut 48 cm
et dont I'aire est la plus grande possible.

On cherche donc deux nombres L et | de somme égale a 24 et dont le
produit est le plus grand possible.

D’aprés ce qui précéde, on sait qu’il faut prendre L =/ =%. Il s’agit donc

d’un carré de 12 cm de coté.

Exemple 2

On cherche les dimensions d’un rectangle dont I'aire mesure 36 cm® et
dont le périmétre est le plus petit possible,

On cherche donc deux nombres L et [ de produit égal a 36 et dont Ia
somme est la plus petite possible. _
D’aprés ce qui précéde, on sait qu'il faut prendre L=1=36. 1l s’agit
donc d’un carré de 6 cm de coté,

99
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Exercices

1) Trouver deux nombres réels dont la somme est —5 et dont le

2) La somme des ages de Koffi et Claude est éga[g a2 _
Si Koffi avait § ans de plus et Claude 3 ans de moins, Koffi serait
plus igé que Claude et le produit de leurs Ages serait égal a 168.
Quels sont les Ages de Koffi et Claude?

y
4
i produit est —14.
3
3

3 Signe des valeurs d’une fonction polynome

100

du second degré

a) Soit a, b, et ¢ des nombres réels, a étant non nul.

Considérons la fonction polynome
f:R— R

x — ax*+bx+c.

Soit A le discriminant de f: A=b*—4ac.

On veut étudier le signe du nombre f(x) suivant les valeurs de x.

1¢ cas : A>=0.

La fonction polyndme f posséde deux zéros distincts x” et x”, et f(x) se factorise

comme suit :

f(x)=a(x—x")x—x").

En convenant que x' désigne le plus petit des deux zéros, on obtient le tableau

suivant :
X x" —
X - + + +
x—x" = = 0 +
(x —x")x—x") + = 0 4
signe signe signe
fx) o e | O | i

Vx & Ix 2
f(x")=f(x")=0.

Conclusion : { VxEJ«, xTUIx", =[

Ce résultat est illustré par les figures 5.

2° cas: A=0.

f(x) a le signe de a;
f(x)a le signe de —a;

La fonction polyndme f a un seul zéro x', et f(x) se factorise comme suit :

f(x)=a(x—x")
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Conclusion :
vxeR-{x'}  f(x)ale signe de a;
{ f(x")=0.
Ce tésultat est illustré par les figures 6.

3¢ cas : A<0.
On écrit f(x) sous forme canonique :

fer=alfer3z) 2]

2 A . ”
Puisque A est strictement négatif, (x +2%) v est strictement positif quel que

soit le nombre réel x.
Conclusion : Vx€R  f(x) a le signe de a.
Ce résultat est illustré par les figures 7.

Résumé

Soit 1a fonction polyndme f: R — R

x —> ax’+bx+c (a#0).
Quel que soit le nombre réel x, le nombre flx) a toujours le signe de g, sauf
si x est un zéro de f, auquel cas f(x)=0, ou si x est strictement compris entre
les zéros éventuels de f, auquel cas f(x) a le signe de —a.

Exemples

Etudions le signe des valeurs des fonctions polyndmes fi, fa, f5 et fa,
définies respectivement par :

fl(x)=2x2—3x+1, fz(.‘[)=x2_2x+2,
fi(x)=x*=2x+1, filx)=—x*+x—5.

o1 b
e La fonction f, posséde deux zeros, 5 et 1, et le coefficient de x? est 2. D’olr :

VxE]*—,%[U]l,—r[ 2x°=3x+1>0;

; VIE]%,I[ 2x-3x+1<0;

)

=)=f(1)=0.

7(5)=10

Remarque. L'ensemble des solutions de I’inéquation
' x€R, 2x*-3x+1=0

est donc : ]*—, %]U[l. —.

e La fonction f, n’a aucun zéro et le coefficient de x* est 1. Dot :
VxeR x*-2x+2>0.
101
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e On remarque que fy(x)=(x— 1)’ et, par conséquent :
vxeR-{1} x*-2x+1>0;
f(1)=0.
e La fonction f; n'a aucun zéro et le coefficient de x% est —1. D'ou :
vxeR -—-x*+x-5<0.

a) xR, 2x*+5x-3=0;
b) x€R, x*-2x+4=0;
c) x€ER, 4x*—4x+1>0;
d) x€R, x*—4x-5<0.
¢ Dans chaque cas, on fera une vérification graphique.

Exercices g Résoudre les inéquations suivantes, dites du second degré :
<
&

b) Le théoréme suivant permet de situer un nombre réel donné par rapport aux

zéros d’une fonction polyndme du second degré.
Comme précédemment, lorsqu’une telle fonction posséde deux zéros (distincts ou

non), x' et x”, on convient que x'=x".

Théoréme 4

Soit la fonction polynéme f : R — R
x — ax?+bx+c (a#0)

et soit & un nombre réel.
a) Si af(e)<0, alors f posséde deux zéros x' et x" tels que

< a<xt
b) Supposons que af(a)>0 et que f posséde deux zéros x’ et x" (distincts ou
non). Alors :

b ¥ |13
g —— == aA<X =X,

2a

b r ir
a>—— —> X=sx<a

2a

Démonstration

a) Supposons que af(a)<0; f(a) a donc le signe de —a.
D’aprés notre étude du signe des valeurs d’une fonction polyndme du second

degré, il en résulte que f posséde deux zéros x’ et x" tels que
xX'<a<x'.
b) Supposons que af(a)>0; fla) a donc le signe de a.

Supposons aussi que f posséde des zéros x' et x” (distincts ou non).
D’aprés notre étude du signe des valeurs d'une fonction polyndme du second

degré, on a :

a<x'sx" Jou| x'sx"<a.
D’autre part, on a XX
x'= =x",
2
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et on sait que

x'+x"
= ——  (théoréme 1).
2 2a ( )

' "
",

. b
Si a<——, alors a< =x"; dou: a<x'sx"

2a

r N

. b X .
Si a> 33’ alors a > 5 =zx'; dou: x'sx'<a.

Exemples

Situons le nombre —3 par rapport aux zéros éventuels (sans les calculer)
des fonctions polynomes f et g définies par

f(x)=6x*+23x—18, g(x)=3x?—20x+12.

Comme f(—3)=—33, ona 6f(—3)<0 et f a deux zéros x' et x" tels que x'< -3 <x".
Les coefficients a, b et ¢ valent respectivement 3, —20 et 12 dans le cas de g.
On a g(—3)=99 et 3g(—-3)>0.

Le discriminant de g étant égal & 256, la fonction g a deux zéros x’ et x".

b 10 10
b e iy i T f— <_ i
D’autre part, 573 et -3 3

Do : —3<x'<x".

Exercices Situer les nombres —4, 0 et 3 par rapport aux zéros évcntucls’ (sans
les calculer) des fonctions polynémes f,, f,, fi et f,, définies
respectivement par

E filx)=2x—x—10, foi(x)=x*+21x+108,
g fx)=2x2-3x+65, fulx)=x>—(3V5—4)x—125.

4 Dépendance d’'un parametre

Exemple 1

. Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J).

On considére I'ensemble des fonctions polynomes du second degré dont
la parabole représentative admet le point O pour sommet.

Pour déterminer la forme générale de ces fonctions, on remarque d'abord
que pour n’importe quelle fonction polynome du second degré f, il existe
des nombres réels a, &« et 8, a étant non nul, tels que

VxR f(x)=a[(x-a)+8].

Les coordonnées du sommet de la parabole représentant f sont (a, aB).
Le point O est donc le sommet de cette parabole si et seulement si a =0

et B=0.
La forme générale des: fonctions considérées est donc
fi:R— R
X — ax*
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ou a est un nombre réel non nul arbitraire (quelques-unes de ces fonctions

sont représentées a la figure 4). : . ‘
Le nombre réel a qui permet de décrire toutes les fonctions considérées

est appelé parameéire. .
On dit aussi que la fonction f, dépend du parametre a.

Exemple 2

104

Le plan est muni d’un repére orthogonal (0, L J).
Soit (P) la parabole représentant la fonction f:R— R.

x +— x2
On veut déterminer la forme générale des fonctions dont la représentation
graphique est I'image de (P) par une translation correspondant au vecteur
nul ou & un vecteur directeur de la droite (A) d’équation y =2x.
Soit ## le vecteur nul ou un vecteur directeur de (A).
Il existe un nombre réel m tel que i =m0l +2mOlJ.
D’aprés le chapitre 1 (page 30), on sait que I’image de (P) par la translation
de vecteur i est la représentation graphique de la fonction

x — f(x—m)+2m, c'esta-dire, x —> (x—m)’+2m.
La forme générale des fonctions considérées est donc
fn:R— R
x — (x—m)*+2m

ol m est un nombre réel arbitraire (voir figure 8).
Comme dans I’exemple précédent, on dit que la fonction f, dépend du

paramétre m.

. A (4)
W
L
"
\
=
e
Lo
Nt
W
™
24—
|
—2 |
L
i I 0 | -
W |
& I
X [
=
\ [
= |
[
|
|
]
_____ b —4
Fig. 8
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Remarques

e On peut aussi considérer des équations, des inéquatiqns, des systéemes de
contraintes, etc., qui dépendent d’un parametre (voir chapitre 4).

e L’ensemble des fonctions polyndmes du second degré, c’est-a-dire des fonctions
de forme générale

f:R— R
X —r ax®+bx+c (a#0)
est un ensemble de fonctions décrites au moyen de trois parametres : a, b et c.

Exercice résolu

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).
On considére les fonctions polynomes f,, et g, définies par

fa(X)=x2=2mx +m?*+2m, g.(x)=mx?,

et dépendant du paramétre m, ce dernier désignant un nombre réel
quelconque.
Pour tout nombre réel m, on pose: h,=fn+8n-

a) Calculer £, (x).

b) Reconnaitre les fonctions f,, g, et h_,, c’est-a-dire les fonctions f,, et
Z2» pour m=0 et la fonction h,, pour m=-1.

c¢) Construire la représentation graphique de h_,.

d) Déterminer, suivant les valeurs du paramétre m, le nombre de points
‘d’intersection de la représentation graphique (C,,) de h,, avec la droite
(OI).

e) Situer le point O par rapport aux points d’intersection ci-dessus.
a) On a:

P (X) = fin(X) + gm(X)

=(x*=2mx +m?+2m)+ mx?

=(m+1)x*=2mx +m*+2m.
b) Pour tout nombre réel x, on a:

fo(x)=x%  go(x)=0, h_y(x)=2x—1.

go est donc la fonction constante 0 et h_, est une fonction affine.
¢) La fonction h_, vérifie h_,(x)= —x*+4x pour tout nombre réel x.
Sa représentation graphique est donnée a la figure 9.

d) Le nombre de points d’intersection de (C, ) avec (OI) est le nombre de
solutions de I'équation

(E) x€R, m+1¥-2mx+m*+2m=0.
Cette équation dépend du paramétre m. ) )
C’est une équation du second degré, sauf pour m = —1, auquel cas I'équation se
réduit a
x€ER, 2x-1=0
1
et admet 5 pour unique solution.
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L’intersection de (C_,), (la droite d’équation y=2x—1), et de (OI) est formée

du seul point de coordonnées (%, 0) (figure 10).

4 A

S G g

b
F-y

—— i —— qL-——-——-—-————

Fig. 9 Fig. 10

Supposons a présent | m # —1.

Calculons le discriminant A de I’équation (E):
A=(-2m)yP—4(m+1)(m*+2m)
=4dm?’—4(m+1)m(m+2)
=dm[m—(m+1)(m+2)]
=—4m(m*+2m+2).

Pour étudier le signe de A suivant les valeurs de m, il faut d’abord étudier celui

de m?>+2m +2.
Or, le discriminant de la fonction polyndme du second degré

mi— m*+2m+2

étant égal a —4, il résulte de I’étude du signe des valeurs d’une telle fonction que
YmER m*+2m+2>0.

On obtient donc le tableau de signe suivant :

m -« -1 0 -
—4m + + + 0 -
m*+2m+2 + + + + +
A + KR + | o | -
=
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Par conséquent, pour m# —1, on a:

— Si m >0, alors A<0 et ’équation (E) n’a aucune solution; I'intersection de
la parabole (C,,) et de (OI) est I'ensemble vide (figure 11).

— Si m=0, alors A=0 et I’équation (E) a une seule solution égale a 0;
Iintersection de la parabole (C,) et de (OI) est formée du seul point O (figure 12).

A A
(Cr)
(Co)
- -
m>0 m=0
Fig. 11 Fig. 12

— Si m<0, alors A>0 et I’équation (E) posséde deux solutions distinctes x’ et
x” (dépendant de m); I'intersection de la parabole (C,,) et de (OI) est formée
du point M de coordonnées (x’, 0) et du point N de coordonnées (x”, 0).

L’étude de la position du point O par rapport aux points M et N est faite
ci-dessous.

¢) Supposons x’'<x" (cas ot m <0 et m#—1).
Etudier la position du point O par rapport aux points M et N revient a situer le
nombre 0 par rapport a x’ et x".
Pour ce faire, on a le choix entre les théorémes 2 et 4.
Utilisons, par exemple, le théoréme 2.
Il faut étudier le signe des nombres P et S tels que
m(m+2) _ 2m

B= m+1 m+1’

Les tableaux suivants donnent les signes de P et S suivant les valeurs de m.

m 4= -2 -1 0 - m «~ -1 0 -
m |- -|-|=-|-|0]+ om | - | - |-]0] +
m+1 | —-|~-|-|0]|+]|+]|+ m+1| — | 0|+ |+] +
Y
m+2 | =10 |+|+ |+]|F]|+ S Y - [o] +
) N
P = | @ |+ =18 | *
N

On combine le théoréme 2 et ces tableaux et on obtient :

— Si m< -2, alors P<0 et, par conséquent, x' <0<x".
107
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Comme S>0et S=x'+x", on a x">—x', ce qui signifie que x’ est plus proche

de 0 que x".
D’ou : OE[MN] et OM<ON (figure 13).
A
M 0 5 ] N -
x' —X X
(.0 Fig. 13
m<<—=2
(OM <ON)

— Sim=-2, alors P=0 et §=4, ce qui implique que x'=0 et x"=4.

D’ol : M=0 et ON=4 (figure9).

— Si —2<m<-1, alors P>0 et §>0, ce qui implique 0<x’<x".
D’ou : M€E[ON] (figure 14).

A
M N
o x’ xH >
(€,) Fig. 14
—2<m<-1

— Si —1<m <0, alors P<0 et, par conséquent, x'<0<x".

Comme S<0et S=x"+x" on a x"<—x', ce qui signifiec que x" est plus proche
de 0 que x'.

D’ou: OE[MN] et ON <OM (figure 15).

Tous ces résultats sont résumés dans le tableau suivant.
Dans ce tableau, x’ et x" (x"=x") sont les solutions, distinctes ou non, de I’équation
108
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{ eﬂl )

Fig. 15

—1<m<0
{(ON <OM)

(E) pour m# —1, et M,N sont les points d’intersection de (C,,) avec (OI), M
étant d’abscisse x' et N d’abscisse x”.

m | A|S|P| signede x' et x" position de M et N par rapport 2 O
-+ + pas de solution pas de point d’intersection
0 |0]|0]O x'=x"=0 M=N=0
+ |- - x'<i<x"<—x' O€E[MN], ON<OM
A . : =4 ; . ;
-1 /// solution : 1/2 oint d'intersection : d'abscisse 1/2
ZzZ7Z > | P /
+ [+ |+ 0<x'<x" M €[ON]
-2 16|04 x'=0, x"=4 M =0, ON=4
s el <0< —x'<x" O€[MN], OM <ON
!
Exercices 1) Soit I’équation

(E) x€R, x*-2mx+2m*-m-2=0

dépendant du parameétre m.
Déterminer le nombre de solutions de cette équation suivant les

valeurs de m et indiquer le signe de ces solutions lorsqu’elles
existent.
2) Représenter graphiquement la fonction
f:R— R
x — —x*+3x
relativement a4 un repére orthonormé.

En s'aidant de cette représentation graphique, déterminer suivant les
valeurs de m le nombre de solutions de 1'équation

x€[1;3], ~x*+3x-m=0.

L NE N S N S N S
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5 Equations et inéquations
se ramenant au second degré

L'ensemble des solutions d’'une équation ou inéquation (E) est noté S(E).

1) Equations bicarrées
On appelle équation bicarrée toute équation de la forme
(E) x€R, ax*+bx’+c=0
ou a, b et ¢ sont des nombres réels, a étant non nul.
Pour résoudre une telle équation, on introduit la fonction polynéme f telle que

f(y)=ay*+by+ec
ainsi que I’équation auxiliaire

(E) yeR, ay*+by+c=0.
On dit que I’équation (E') est la résolvante de 1'équation bicarrée (E).
Pour tout nombre réel x, on a
ax*+ bx*+ ¢ = f(x?)
et, par conséquent, I’équation (E) peut s’écrire
x€R, f(xH)=0.
D’ol : S(E)={xeR|x*€S(E"}.

Au lieu de continuer la discussion dans le cas général, on va envisager les différents
cas possibles au moyen de quelques exemples.

Exemple 1
Résolvons I’équation bicarrée
(E) x€R, 2x*-3x*+1=0.
(E') yeR, 2y*-3y+1=0.
1

Comme S(E’)= {E’ l}, ona:

S(E)= {xE[R|x2=% ou x?= I}

2 ¥ 2 * ] .

Remarque. f(y)=2y*—3y+1 peut s’écrire sous la forme :

|
fn=2(y-3) -,
Le polyndme 2x*—3x*+1 se factorise donc comme suit :
2x*=3x*+1=f(x?)
_af2_ 1\, 2
2(x 2){.1: +1)

VA ( V3

=2(x—T) (x +-§-—-)(x— (x +1).

La résolvante s’écrit :
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Exemple 2
Résolvons I'équation bicarrée
(E) x€R, x*+2x*-15=0.
La résolvante s’écrit :
(E') y€ER, y*+2y-15=0.
Comme S(E')={—5, 3}, on a:
S(E)={x€R|x*=-5 ou x*=3}
_{xeR|x*=3)
{3, V3).
Remarque. f(y)=y*+2y—15 peut s’écrire sous la forme :
fy)=(y+5)y-3).
Le polyndme x*+2x*—15 se factorise donc comme suit :
x*+2x2—15=f(x*)
=(x*+5)(x*-3)
=(x*+5)(x = V3)(x +V3).
Exemple 3
Résolvons I'équation bicarrée
(E) x€R, x*+3x*+2=0.
La résolvante s’écrit :
(E") ye€ER, y24+3y+2=0.
Comme S(E")={-1, -2}, on a S(E)=0.
Remarque. f(y)=y*+3y+2 peut s’écrire sous la forme :
' f)=(y+1)(y+2).
Le polyndme x*+3x*+2 se factorise donc comme suit :
x+3x2+2=f(x?)
=(x?+ 1)(x* +2).
Exemple 4
Résolvons I’équation bicarrée
(E) xeR, x*-2x*+1=0.

On a immédiatement :
x'=2x*+1=(x*-1)?

=(x=1D(x+1)>
D’oi S(E)={-1,1}.
Exemple 5
Résolvons 1'équation bicarrée

(E) x€R, x'+2x*+1=0.
On a immédiatement :

x4 4232+ 1=(x2+1)%
D’ou : S(E)=0.
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Exemple 6
Résolvons 1’équation bicarrée

(E) x€R, +x2+1=0.
La résolvante s’écrit :
(EY y€ER, y*+y+1=0.
On a S(E")=( et, par conséquent, S(E)=2.
Remarque. f(y)=y*+y+1 ne peut pas s’écrire comme le produit de deux

polynémes du premier degré.
Le polynéme x*+ x*+1 peut néanmoins se factoriser comme suit :

X HI=(x*+2x2+1)— x?
=(x>+ 1) -x?
=[x+ 1)-x][(x*+1)+x]
=(x?—x+1)(x*+x+1).
Exercices Résoudre les équations suivantes et factoriser le polynome figurant
: au premier membre de I’équation.

a) xR, x*-3x*-28=0;

b) xeR, x*-5x*+6=0;

c) x€ER, 4x*+20x?+21=0.

2) Equations irrationnelles simples

112

Il s’agit d’équations du type
xeR, Vf(x)=g(x)
ol f et g sont des fonctions polynémes de degré 0, 1 ou 2.

On rappelle I'équivalence :
VacR, VbER, a=b <= a’=>b>

Exemple 1
Résolvons I’équation

(E) x€eR, V3i—-x=x-1.

L’ensemble de validité de (E) est ] <, 3].
Toute solution de (E) vérifie V3—-x=x—1, donc aussi x—1=0 et, par
conséquent, appartient a [1, —[.
Toute solution de (E) appartient donc a ]J<«, 3]N[1, = [, c'est-a-dire a [1, 3].
Cela montre que I’équation (E) a les mémes solutions que I'équation
x€[1,3], V3-x=x-1.
Compte tenu du rappel ci-dessus, cette derniére équation est équivalente a chacune
des équations suivantes :
x€[1,3], 3—x=(x—1)
3—x=x2=-2x+1
xt=x-2=0.
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Les solutions de I'équation: x€R, x>—x—-2=0 sont —1 et 2.
Comme —1¢&[1, 3] et 2€[1, 3], on conclut que S(E)={2}.

Exemple 2
Résolvons I'équation
(E) x€R, V25-x*=—-x-T.
L’ensemble de validité de (E) est formé des nombres réels x tels que 25— x*=0;
il est donc égal a [—5, 5] (justifier).
Toute solution de (E) vérifie —x —7=0 et appartient donc a ], —7].
Comme [-§5, 5]N ] <, —71=&, on conclut que S(E)=.

Exercices ¢ Résoudre les équations suivantes :
a) xR, V2x-3=x+4;
b) x€ER, V-2x*+3x+5=x;
¢) xER, V2x¥T+5x+9=x-3;
d) xeR, V3-x’=x?-1.

3) Inéquations irrationnelles simples
11 s’agit d’inéquations de 1'un des types

x€R, Vi(x)<gx) (ou Vf(x)<g(x))
x€R, g(x)sVf(x) (ou g(x)<Vf(x))
ou f et g sont des fonctions polynémes de degré 0, 1 ou 2.

On rappelle que la fonction x — x? est strictement croissante sur R, et que,
par conséquent :

YacR, VbeER, as<sb <> a’<bh?
a<b <= a’<b?
Exemple 1
Résolvons I'inéquation

(I) x€R, V3i—-xsx-1.

L’ensemble de validité de (I) est ] <, 3].

Toute solution de (I) vérifie V3 —x<x—1, donc aussi x — 1 =0 et, par conséquent,
appartient a [1, —>[.
Toute solution de (I') appartient donc a [1, 3].

Cela montre que I'inéquation (I) a les mémes solutions que I'inéquation
x€[1,3], V3i-x=sx-1.

Compte tenu du rappel ci;dcssus, cette derniére inéquation est équivalente a
chacune des inéquations suivantes :

xe[1,3], 3—x<(x—1)
3—xsx?-2x+1
x*—x-2=<0.
113
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L’ensemble des solutions de I'inéquation : xER, x*—x—-2<0 est
]+, —11U[2, = [ (justifier).

D’ou (voir figure 16) : o= ? t : :{1
S(N=(1+«, -11U[2, - [)NI1, 3] rulvil S A . A
=[2, 3]. -
Exemple 2 Fig. 16

Résolvons I'inéquation

(I) x€R, Vx*+2x<x+1.

L’ensemble de validité de (I) est I'ensemble des nombres réels x tels que
x*+2x=0; il est donc égal a 1<, —2JU[0, — [ (justifier).

Toute solution de (I) vérifie x +1>0 et, par conséquent, appartient a ]—1, —»[.
Toute solution de () appartient donc & l'intersection de ]<, —2]JU[0, = [ et
1-1, = [, c’est-a-dire a [0, - [ (figure 17).

Cela montre que I'inéquation (I) a les mémes solutions que I'inéquation

x€[0, [, Vx*+2x<x+1.

Cette derniére inéquation est équivalente 2

I

.N
I

=

chacune des inéquations suivantes : -2 -1 90
$ —a !
xE[0, >[, x*+2x<(x+1) F
X2 +2x<x2+2x+1 v
Fig. 17

0x <1.

L’ensemble des solutions de I'inéquation : xE€[0, »[, Ox<1 est [0, —[.
D'Oﬁ : S(I)t[ﬂ,—>[

Exemple 3
Résolvons I'inéquation

(I) xR, Vx+lI=x-5.

L’ens;n}bie de validité A de (I) est [—1, —»[.

Tout élément x de A tel que x —5<0 est évidemment solution de ().

Comme ANJ«, 5[ =[-1, 5[ (figure 18), tous les éléments de [—1, 5[ sont des
solutions de (I).

Cam{nc AN[S, »[ =[5, - (figure 19), les autres solutions de (I) sont les
solutions de I'inéquation

(I") x€[5->[, Vx+l=x-5.

=7 5 = 5

E— d = 1

=4 5 -1 5

t e 4 -

——t 5 S
Fig. I8 Fig. 19
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L’inéquation (I') est équivalente 2 chacune des inéquations suivantes : |
x€[5, [, x+1=(x-5)
x+1=x*—10x +25
x2=11x+24=<0.

L’ensemble des solutions de I'inéquation : x€R, x*—11x+24<0 est [3, 8]
(justifier).

D’ou (voir figure 20) :

3 s :
S =[5, -~[N[3, 8] :
3 5 8
=[5, 8]. . ‘ :
Finalement: S(I)=[—1, S[ULS, 8] 5 :
=[~-1, 8].
Fig. 20

Exemple 4
Résolvons I'inéquation

(I x€ER, Vx*-8x+4>x-2.

L’ensemble de validité A de (J) est formé des nombres réels x tels que
x*—8x+4=0; d'ou

A=J, 4-2V3]U[4+2V3, [  (justifier).
Tout élément x de A tel que x —2<0 est évidemment solution de ([).
Comme 4—2V3<2<4+2V3, on.a ANJ<, 2[ = ]«, 4—2V3] (figure 21).

=33

-

4+ 203 4—2V3

.
o

- 12

4+g\ﬁ

& hJ e o}
At

1
T

&=
v

.

Fig. 21 Fig. 22

Par conséquent, tous les éléments de |<, 4—2V/3] sont des solutions de ().
Comme ANI[2, —+[:[4+2\/§, —[ (figure 22), les autres solutions de (I) sont
les solutions de I'inéquation

(I x€[4+2V3, -], VxI-8x+4>x-2.

L’inéquation (I') est équivalente a chacune des inéquations suivantes :

xE[4+2V3, »[, x*-8x+4>(x-2)
x*—8x+4>x*—4x+4

4x <0
x <0.
D’ob : S =2.
Finalement : S()=]+«, 4 —2\/§]U S
= ]«, 4-2V3],
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Exercices { Résoudre les inéquations suivantes :
a) x€R, Vix+[l=4-1x;
by x€R, Vx*-9<x-9;
c) x€R, V2x—-1-x=-3;
d) xeR, Vx*+x+1>2x-5.

Quelques problémes
seé ramenant au second degré

Probléme 1

Un héritage, qui s’éléve a 20250000 francs, doit étre partagé également
entre un certain nombre de personnes.

Trois héritiers viennent a étre exclus et, par ce fait, la part de chacun
des autres est augmentée de 562 500 francs.
Combien y avait-il d’héritiers?

Soit x le nombre d’héritiers.
La part de chacun avant 'exclusion de trois héritiers est égale a

20250000

—
La part de chacun aprés I'exclusion de trois héritiers est égale 2

20250000

=3

Le nombre x est donc solution de chacune des équations équivalentes suivantes :

2025000
xeNe-{3}, 220000, 50 5o 20250000
X xX—3
20250000 (x —3)+ 562 500 x(x ~ 3)=20250 000 x
x?=3x—-108=0.
En résolvant la derniére équation, on trouve que le nombre d’héritiers (avant
exclusion) est égal a 12.

Probléme 2

Un électromoteur l_i’, ayant pour caractéristiques e et r, alimente un résistor
de résistance R (figure 23).

Pour quelle valeur de R la puissance I |

débitée dans le résistor est-elle maximale? |

Exprimer cette puissance maximale en
fonction de ¢ et r.

Fig. 23
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3/Fonctions polynémes - Equations et inéquations du second degré

Soit I I'intensité du courant.

; ¢
On sait que : = _
E R+r
On sait aussi que la puissance P débitée dans le résistor est :
P=RI?
( e \? e’
== R ) pr 2 .
RE17 Ryars!
R
r2
P est maximale lorsque le dénominateur est minimal, c’est-a-dire lorsque R +§
est minimal.
2 2
: r., r ;s
Or, le produit de R et ? étant la constante r*, la somme de R et — est minimale
2
r : : G
lorsque R =— (voir les remarques suivant le théoreme 3).

R

2
L’égalité R =% implique R*=r?, et donc aussi R =r (car R >0 et r>0).

La puissance débitée dans le résistor est donc maximale lorsque R =r.
La puissance maximale P,.. débitée dans le résistor de résistance r est:

e \V é*
P (757) =5
Probléeme 3

Soit un demi-cercle (C) de diamétre [AB], de rayon r.

Soit H un point du segment [AB].

Soit M le point d’intersection de (C) et de la droite perpendiculaire a
(AB) en H.

On pose : AH =1x.

a) Exprimer HM en fonction de r et x.
b) Soit I'application f : [0, 2r] — R
x — HM?2

Etudier le sens de variation de f et donner sa représentation graphique
relativement a un repére orthogonal.

¢) Déterminer la position du point H sur [AB] pour que HM? soit égal
.3 5
azr.

a) Considérons la figure 24.
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Analyse 1™ D

Ona:
HA=x, HB=2r-zx.

Dans le triangle rectangle AMB, on a :
: HM?*=HAx HB
=x(2r—x)=—x*+2nrx
D'ou :
HM =V-x*+2rx  (0=x=<2r).
b) L'application f : [0, 2r] — R considérée est donc définie par
fx)=—=x*+2m.
Ecrivons f(x) sous forme canonique :
fix)==[(x=ry-r].

Le tableau de variation de f est donc :

X 0 r 2r
e T U I ol Bl I

La représentalian_ graphique (C;) de f est donnée a la figure 25.
(C;) est une partie de la parabole d’équation y = —x2+2rx.

- --.———p————.__.r-——

2r '

P e m e o o e

Fig. 25

3
. - JER A : . " 5
¢) On voit que HM g7 osiet seulement si x est solution de I'équation

XE[0,2r], =x*+2rx =§ r,

Cette équation est équivalente 4 I’équation
(E) x€[0,2r), 4x*-8mx+3r72=0.
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3/Fonctions polynémes - Equations et inéquations du second degré

Les solutions x’ et x" de (E) sont :

x'—.g_{__lrz—:
8 2
._8r+VI16r* 3r
8 2

Soit O le milieu du diamétre [AB].
On a donc HM 2=§- r* lorsque :

X ==, c'est-a-dire lorsque H est le milieu de [AO];

W=
~

x=—, Cc'est-a-direlorsque H est le milieu de [OB].

D]

Probléme 4

Un générateur de force électro-motrice ¢=9 V, de résistance interne
r=1,5 ), alimente un circuit électrique passif.

B |, A
I

_——F
LY

g

circuit extérieur Fig. 26
1) Exprimer en fonction de I'intensité i du courant dans le générateur la
puissance utile P, du générateur.
2) a) Représenter graphiquement la fonction f: i — P,.

Echelles : 1 ¢cm ... 1 A,
lcm ... 10 W,

N.B. : L’intensité maximale est I'intensité du courant de court-circuit.

b) Pour quelle valeur de i la puissance utile est-elle maximale?
Calculer cette puissance utile.

D’aprés Probatoire 1983 (Cote-d'Ivoire).
1) Notons : (usp =u,

el
Ona:u=ri—e.

. . . . €
D’ot #=<0 si et seulement si 0<i<-.
r

- - rJ - - " - e - -
L’intensité du courant de court-circuit est égale a = c'est-a-dire 6 A.

La puissance utile P, du générateur est :

P,=—ui
=—(ri—e)i
= —1,5i%+9i.
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2)a)Ona: f:(0,6] — R

i —> —1,5i%+9i.

Tableau de variation de f.

i 0 3 6

fiy\ o | 2 (B3s|/1] 0

Représentation graphique de f.

A

35— ————————

b) P, est maximale lorsque i=3 A.

iy — s

Fig. 27

Cette puissance maximale est égale 2 13,5 W.

Exercices

1 (1). Ecrire sous forme canonique :

a) 2x%—x +1

b) —x*>+3x+4

c) x?-2V3x+4

d) V2x2+x =3,

2 (1). Etudier le sens de variation et donner la

représentation graphique de chacune des
fonctions suivantes :

a) fj:R— R
.
X P+ —X"4=Xx+-—
2" "2
b]fzilﬂ——)—
X —

¢) f:R — R
X — |—x?+x+12|
d) f4:R— R
X — x?+2|x|

E') f_r,:R —_— IR
X — 9x%—12x+ 4
f} fs: R e IR
X — (2x—812+1.
3 (1). Soit la fonction
f:R— R
X —+ ax®+x+2.

Déterminer a pour que f soit croissante sur
1+ 2] et décroissante sur [2, =

4 (1). Soit la fonction

"R — R
X — x2—4x+1.

a) Construire la représentation graphique (G))
de / dans un repére (0, |, J).

b) Définir explicitement la fonction g dont la
représentation graphique (Cy) dans le méme
repere (O, [, J) est I'image de (€,) par la

. _[=2
translation de vecteur o 3 ) Construire (Cq).
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3/Fonctions polynémes - Equations et inéquations du second degré

5 (1). Soit la fonction
f:R— R
X — x2-2x-3.
1) Etudier le sens de variation de f et représen-

ter graphiquement f dans un repére ortho-
normé (O, I, J).

2) En déduire la représentation graphique de
chacune des fonctions suivantes :
ayh:R— R

X — x2-2x+45
b) L:R— R

X — (x+1P-2(x+1)-1
C) fa ‘R— R

X — (x=12+2(x—-1)-4
d) f,:R — R

X — x2+2|x|-3
e) f5 . R m— R

X — 4x2—4x-3.

6 (2). Résoudre les équations suiva'ntes:

a) xe€R, 2x2-15x+28=0
x2 4x 12

b) xER, ———4+-S=0

)i 3 5 25

¢) xER, 2x2+3|x|-5=0

d) xeR, V2x2-(1+V2)x+1=0

e) xER, —-x?2+(V3-2)x+2V3=0
fy xR, 2x%-0,7x+0,06=0
g) xR, —2x2-3x+5=|x-1].

7 (2). Méme question :

a) x€R, x*+x2—6x=0

b) xER, (x —3)(2x +1)=(x — V3)(x + V3)

c) x€R, (2x— 12 +(x —3)?
—(x+1x=-N=2x+1)(x-1)+8

d) xER, x(x—1F+2(x—1)(x+3)+8-8x=0

e) xER, 2x =12+ (x—3)%+2x=-4x+11,

8 (2). Méme question :

1 x 11-x
2} #SF, x—2+x+2=x2—4
b) xR, x+x—35=3+%
axen, HELE
d) x€R, %ﬂ)

-

x—1 2 x+1
= =2F

x+1 x-1 x—1

x+3 x+2 x2-75

X+2 x+3 xZ+5x+6

e) xeR,

f) xeR,

9 (2). Soit I'équation
(E) x€R, x?+(a—c)x—ac—b*=0.

dépendant des paramétres a, b et. c.
Montrer que (E) admet toujours deux
solutions, distinctes ou non.

10 (2) Factoriser :
a) 2x?+5x-3
1 V3
b) X2+(\/§—§)X—?
c) 225x2-60x +4
d) 2,12x2+3,24x -2
e) x2=(V3-V2)x—V6
f) (x=1)2(x+3)+2(x—1)(x +2)2.

11 (2). Déterminer m pour que 1 soit une
solution de chacune des équations suivantes.
Trouver l'autre solution.

a) xR, mx>-(2m+1)x+2=0
b) x€ER, (M+N1x?-2mx+5=0
¢) x€R, (M*+1)x*+3(m-1)x+m=0.

12 (2). Déterminer m pour que —1 s0it une
solution de chacune des équations suivantes.
Trouver |'autre solution.

\'.
a) xeR, (@m-1)x2-2mx+5=0".
+1

b) x€R, (m )xz—(2m+1)x—9=0

c) xER, x2+(2m*-m+2)x+m+5=0.
13 (2). Soit I'équation :

(E) xER, ax*+2x+¢=0

ol a€[-2,2]-{0} et c€[-2, 2).

Dans un repére orthonormé {0, /, J), on consi-
dére le point M de coordonnées (a, ¢). Trouver
I'ensemble des points M dans chacun des cas
suivants ;

a) (E) admet deux solutions confondues;
b) (E) admet 0 comme solution;

¢) (E) admet 2 comme solution;

d) (E) admet 0 et 2 comme solutions.
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14 (2). Scit I'équation

(E) x€R, x2-2x+m=0
dépendant du paramétre m.

1) Résoudre I'équation (E).

2) Dans le cas ol (E) admet des solutions x’
et x", exprimer en fonction de m :

1, A
e) —+—
x X

1 1
F #+ xn?'

a) x'+x"

b) X“?+ xﬂ'? d)

15 (2). Résoudre les systémes d’équations
suivants :

+y=-—
s (o yere, T
s Xy =-2
+ v =
b) (xyyere, {1V eys
xy=2
xt+y=5
c) (x. y)ER?, [
) (X ¥) i
4
x+y=§
d) (x, y)ERE, 1
X}"=§
16 (2). Méme question :
24 2
a) (x, y)ER?, [x P2
xy=-2
L y1ER?, y x
b) (x, y) X2+ 2 =20
S pt=17
. YJER?, {X
¢) (x, y) Xy =2
2 2
v x
, Y)ER?,
d) (x. ¥) e
x—y=2
, Y)ER?, [
e} (x y) Ao

17 (2). Former une équation du second degré
admettant x' et x" comme sclutions dans
chacun des cas suivants :

a) x’=2, x"=-3;
2-2 242
b) x'= , x'= ;
3 3
p_2 u__1.
c)x-s.x- e

18 (2). Soit I'équation
(E) x€R, 2x?-5x+¢=0

dépendant du paramétre c.
Déterminer ¢ dans chacun des cas suivants :

1) (E) admet deux solutions distinctes;

2) (E) admet deux solutions de signes.
contraires;

3) (E) admet deux solutions strictement
positives;

4) (E) admet une sclution nulle.

Déduire des questions précédentes le nombre
de solutions de I'équation

(E") yeR, 2y®-5|y|+c=0.

19 (2). a) Trouver deux éléments consécutifs
de Z dont le produit dépasse la somme de

19 unités.

b) Trouver deux eéléments consécutifs de Z
dont la somme des carrés est égale & 145,

20 (2). Soit deux points A et B, d'abscisses
respectives —3 et 4, sur une droite graduée de
repére (O, 1). Trouver des points M, N, P sur
cette! droite tels que :

a) MA-MB=AB;
b) NAZ+ NB2=AB?;
c) PA2=PB-AB.

21 (2). Trouver les mesures des trois cotés
d’'un triangle rectangle sachant que ces mesu-
res sont ftrois nombres entiers naturels
consécutifs.

2; (2). Koffi a acheté des cahiers pour 1500 F.
S'il en avait eu deux de plus pour ce méme
prix, chacun cofterait 125 F de moins.
Combien de cahiers Koffi a-t-il acheté?

23 (2). Partager 20 en deux parties telles que
la somme de leurs cubes soit égale a 2240.

24 (2). Calculer les mesures des cotés d'un
triangle rectangle dont le périmétre mesur
24 m et I'aire 24 m2. e

25 (2). Soit: un cercle (C) de rayon égal 3
2,5cm,

un diamétre [BC)] de ce cercle,

une droite (A) paralléle a (BC), située

de (BC), . a——
A un des points d'intersection de (€C) et (A),
H le projeté orthogonal de A sur (BC).
Calculer H8 et HC.
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26 (3). Etudier le signe des valeurs des fonc-
tions polynémes f, a f,, définies respective-
ment par :

a) H{x)=x2-7x+6

b) fx)=—x%2+4x+5 ~+
c) Ialx)=-2x>+x-8
d) fi(x)=4x?-28x +49.

27 (3). Résoudre les inéquations suivantes :
a) xeR, -3x?+2x+5=0

b) xeR, x*-5x+7<0

c) xeR, 3x2—x-2>0

d) xeR, —-5x%2+4x-1<0

e) xER, 49x?-42x+9<=0

f) xER, —-81x%+18x—1<0.

28 (3). Méme question :

a) xeR, x®-2x?-15x=>0
b) x€R, (x?-2x-3)(x®-5x+4)=0
2x2-7x+5
ceR, —m =
€) x x2=2x g
2z
X“—x—4
d) xeR, >2
) 2x2—-x-3
2 1
e) xeR, —--——<1
X x=-1
—if -2
fi xeR, e =f.x
x—3 x-—1

- 29 (3). Construire la représentation graphique
de la fonction

f-R— R
X —r x2+4x -5,

En déduire l'ensemble des solutions de cha-
cune des inéquations suivantes :

a) x€R, x*+4x-5<0
b) x€ER, x*>+4x+3>0
c) x€R, x?+4|x|-5=0,

30 (4). Scit I'équation
(E) xER,

dépendant du paramétre m.
Trouver m pour que (E) ait deux solutions
appartenant a l'intervalle [-2, 3].

¥ -2mx+m-3=0

31 (4). Soit I'équation
(E) x€R, x*-2x+m=0
dépendant du paramétre m.

Situer le nombre 2 par rapport aux solutions
éventuelles de I'équation (E).

32 (4). Construire un triangle ABC el que
AB=AC et BC=AH =a ou H est le pied de

triangle un rectangle ayant deux de ses
sommets sur [BC] et les autres sur [AB] et
[AC], de fagon que Ja diagonale ait une

36 (5). Résoudre les équations suivantes :

38 (5). Résoudre l'équation

la hauteur issue du sommet A et a est un
nombre donné. Comment inscrire dans ce

longueur donnée d?
Application numérique .

a=5(encm), d= (en cm).

5V10
4

33 (5). Résoudre les équations suivantes :

a) x€R, 2x*-51x?+15=0

b) xER, x*—15x*-16=0

¢) xER, 4x*-20x?+25=0.

34 (5). Résoudre I'équation
xeR, x*+2x2+m=0
dependant du paramétre m.

35 (5). Factoriser les polyndmes suivants :
a) f{x)=2x*-5x2+2

b) f{x)=x-8x?-9

c) fa(x)=x*+5x2+4.

a) xeR, x+V2x-1=2

by xeR, 1+V3x*—-2x—-1=x
c) x€ER, V-x?+4x+5=x-6
d) x€R, VxZ+1-2x+1=0.

37 (5). Soit I'équation
' x€R, x%-bx+2=0

dépendant du paramétre b.
Déterminer b pour que I'une des solutions de
I'équation soit le double de I'autre.

x€ER, VxZ+2=x-m

dépendant du paramétre m.

39 (5). Soit un demi-cercle (C) de diamétre
(BC], de rayon 4,5 (en cm), et la tangente (4)
a (C) passant par B. Trouver un point A de
{C) tel que :

AC+AD =11 (en cm),
ol D est le projeté orthogonal de A sur (A).
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i 40 (5). Résoudre les inéquations suivantes :

d) xeR, V2x-5>x-4

a) xER, x+v2x+2<3 1
. R, =VaxT—x—-5=x+1
b) xER, V=IxTTxTi<x—5 Bk ge et SRR
c) xeR, 2Vx(x-3)<2x-3 fy xER, VxZ+1+2x-5>0.
Problem
41 Soit M un point du segment [AB] de Posons :

longueur a. D'un méme coté de la droite (A8)
on construit les triangles rectangles isocéles
AMP et BMQ d'hypothénuses respectives [AM]
et [BM). Posons x =AM et y=8M.

1) Déterminer x et y pour que PO=%.

2) Daterminer x et y pour que la mesure de

7a
l'aire du quadrilatére ABQP soil égale 2 TR

42 Soit la fonction

f:R— R
X —+ —2x¥+3x+5.
1) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique (&) dans un
repére orthonormé (O, /, J). Calculer les coor-
donnees des points d'intersection A et B de
(C,) et (ON).
2) On trace la droite (D), d'équation y =5 par
rapport au repére (O, [, J); cette droite coupe
(C,) en deux points M et N.
Posons :
{P}=(amn(BN); {Q}=(AN)N(BM).
a) Montrer que (PQ) est paralliéle a (OJ).
b) Calculer les coordonnées de P et Q.

c¢) Montrer que P et @ sont symétriques par
rapport au sommet § de {C).
3) Soit une droite (A) d'équation y=m

{m €R) relativement au repére (Q, I, J).
a) En s'aidant de la représentation graphique
(Cy), donner le noembre de poinis d'intersection

de (A) et (€,), suivant les valeurs du paramétre
m.

b) On suppose que (A) coupe (%) en deux
points, éventuellement confondus, £ et F

{K}=(4E)N(BF), {L}=(AF)N(BE).

Exprimer les coordonnées de K et L en
fonction de m.

Montrer que K et L sont symélriques par
rapport au sommet S de (). Trouver
I'ensemble décrit par le point K et celui décrit

49
par le point L lorsque m décrit ]0. E]'

43 Scit un carré ABCD de coté a et M un
point du segment [AB]. La droite passant par
M et paralléle & (AC) coupe (BC) en N.

Soit MNPQ le rectangle tel gue P et O
appartiennent respectivement aux droites {(CD)
et (DA).

1) Faire un programme de construction du
rectangle MNP(Q.

2) On pose AM=x.

a) Montrer que le périmétre de MNPQ est
constant lorsque M décrit 14B][.

b) Exprimer la mesure de l'aire du rectangle
MNFPQ en fonction de a et x.

¢} Déterminer x pour que cette mesure soit la
plus grande possible.
Calculer cette plus grande mesure.

3) On considére I'application

f:10,a]l — R
X — 8

ou S désigne la mesure de I'aire du rectangle
MNPQ,

a) Etudier le sens de variation de f et donner
sa repreésentation graphique dans un repére
orthogonal (Q, {, J).

82
b) Calculer x lorsque S=~4—.
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4) On considére l'application

g:10,al — R
X — X

ou I désigne la mesure de l'aire du disque de
diamétre [MP].

a) Etudier le sens de variation de g et donner

sa représentation graphique dans le repére
(0. L0

b) C_alculer X pour que % soit la plus petite
possible. Calculer cette plus petite valeur de T,

44 Dans le plan muni d'un repére orthonormé
(O, I, J). on considére deux points A(0; 4) et
B(4; 4).

M étant un point de la droite (O) et H
I'orthocentre du triangle AMB, on pose OM= x.

1) Exprimer les coordonnées du point H en
fonction de x.

2) Lorsque M décrit la droite (Of), H décrit
une partie (E) du plan.
Construire (E).

3) Déterminer graphiquement le point M tel
que AH=ASB.

4) Exprimer AH en fonction de x.
Determiner x pour que AH =O0OM.

45 Le plan est muni d’'un repére orthonormé
(O, 1. J).
Soit la fonction

ln: R— R

X — (x—my2+m

dépendant du paramétre m.
On deésigne par (P,) sa représentation
graphique.

1) Construire {Pg) et (P,).

2) Déterminer m pour que (P,) passe par le
point A(3; 3).

3) On désigne par S, le sommet de (P,,). Quel
est I'ensemble des points S, lorsque m décrit
R?

4) Déterminer, suivant les valeurs du parame-

tre m, le nombre de points d'intersection de
(P,) et de la droite (Of).

5) Déterminer m pour que (P,) coupe la droite
(Of) en deux points distincts M et N et que O
appartienne au segment [MN].

46 Le plan est muni d'un repére orthonormeé
(O, 1 J).
Soit la fonction
f:R— R
X — ax?+bx+c
ou acR", beER et ceR.
La représentation graphique (P) de f passe par

le point A(0, 2) et admet la droite {A) d’'équation
X =2 pour axe de symétrie.

1) Calculer c. Exprimer b en fonction de a,
puis f(x) en fonction de x et a.

2) Suivant les valeurs de a :

a) déterminer le nombre de points d'inter-
section de (P) et de la droite (O/);

b) situer le point O par rapport aux points
d'intersection ci-dessus.

3) On désigne par 5 le sommet de (P) et par
K le milieu du segment [SA].

a) Quel est I'ensemble décrit par le point K
lorsque a décrit R*?

b) Déterminer a pour que SA=2V2.
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4 Systemes d’équations
et d’inequations
dans R et R

Lecon 1: SYSTEMES D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE DANS R? ET R

Lecon 2 : SYSTEMES D’INEQUATIONS DU PREMIER DEGRE DANS R?

Lecon 3 : QUELQUES PROBLEMES SE RAMENANT A LA RESOLUTION D’UN
SYSTEME DE CONTRAINTES

En classe de Seconde, deux méthodes de résolution d’un systéme d’équations ou
d’inéquations dans R? et R’ ont été présentées : méthode de substitution, de
combinaison.

Dans ce chapitre, ces méthodes sont utilisées pour résoudre quelques systémes
d’équations ou d’inéquations dépendant d’'un ou plusieurs paramétres.
L’ensemble des solutions d’un systéme (X) d’équations ou d’inéquations est noté

S(Z).

1 Systemes d’équations | .
du premier degré dans R et R

Théoréme de combinaison (Rappel)

Soit f et g deux applications d’un ensemble A dans R.
k et k' étant des nombres réels non nuls, les systémes

f(x)=0 f(x)=0

giy=0 < *E4 {kf(x)+k'g(x)=0

xEA,{

sont équivalents.

Remarque. Pour étudier un systéme d’équations dépendant d’un paramétre, il faut
généra_]ement considérer plusieurs cas, correspondant a différentes valeurs du
paramétre.

Afin de limiter le nombre de cas & envisager, il est utile de remarquer que le
théoréme de combinaison est encore vrai lorsque k est nul (vérifier).
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4/Systémes d’'équations et d’inéquations dans R? et R?

Exemple 1

Le plan est muni d'un repére (O, I, J).

Soit le point A de coordonnées (2, 1) et la droite (D) d’équation
2x-3y+4=0.

(A) étant une droite quelconque passant par A, on veut calculer les

coordonnées du point d’intersection, s’il existe, des droites (D) et (A)
(figure 1).

(D)

Fig. 1

Soit @ un nombre réel.
Une équation de la droite (A) passant par A et de coefficient directeur a est
y—l=a(x-2)
ou encore
ax—y—2a+1=0.

Soit M un point du plan de coordonnées (x, y).
Le point M appartient & I'intersection de (D) et (A) si et seulement si (x, y) est

solution du systeme d’équations
Ix—3y+4=
® @yer, (TS0 8

ax—y—2a+1=0 (F).

Le systeme (Z) dépend du paramétre a.
On va résoudre ce systéme par la méthode de combinaison.

Formons la combinaison —(E)+3(F):

-2x+3y—4=0 —(E)
Jax—3y—6a+3=0 3(F)

(Ba-2)x+0y—6a—1=0 —(E)+3(F).

Le systeme (X) est équivalent & chacun des systémes suivants :
2x—3y+4=0
ver, | '
(%, ) (3a—2)x —6a—1=0,
2x =3y +4=0
(] 2 ]
&l XIER {(3a—2)x=6a+1.
On distingue deux cas.
2
}zr - =—
cas . a 3
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Si 3a—2=0, c’est-a-dire si a zg, (") est le systéme

2x—3y+4=0
2
(% JYER Lu=5 (F')

L’équation (F') ne posséde aucune solution.
D’ol : S(2)=0.

Cela signifie que les droites (D) et (A) sont paralléles et disjointes (figure 2).

T (D)

(a)

Fig. 2

. 2
2° cas . aaﬁ3.

Si3a—2#0, c’est-a-dire si a ;é% , (2') est successivement équivalent aux systémes

suivants :
( 2x—3y+4=0,
2
(x, y)ER?, ﬁ xﬁﬁﬂ”
=
: 3a A -
26a+lﬂ3y+4=0, (a)
J 3a—2
_6a+1

“\\\\

| *T3a-2 I

8a -2 ////:
/

Y=3a-2'
_ba+1
T3a-2"

« _[f6a+1 8a-2
Dious 2= {(Sa -2 3a —2)}'

! A L d - t(6.:::+I 8a-2
Les droites (D) et (A) sont donc sécantes e 302" 3a -2

X
Fig. 3

) est le couple des

coordonnées de leur point d’intersection (figure 3).
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4/Systémes d’équations et d’inéquations dans R* et R?

En résumé :

positions relatives coordonnées du point
e 5(2) de (D) et (A) d’intersection
a?& {(6a+1 sa—z)} — (6a+1 8a—2)
3| 1\3a-2"3a-2 S 3a-2"3a-2
2 5 _—y
a =3 %) paralléles et disjointes

Exemple 2
Résolvons le systéme

®) (x, ner, |

ol m est un parametre.

Utilisons la méthode de substitution. _
Le systéeme () est équivalent a chacun des systemes suivants :

(x yeR, |

x+my—1=0,
mx+y+2m-3=0,

x =1-—my,
m(l—my)+y+2m-=3=0,
x=1—my,

(Z) (x, y)ER, {(m +1)(m—1Dy=3@m-1).

On distingue trois cas.

1" cas: m#—1 et m#1.

Si (m+1)m—1)#0, c’est-a-dire si m#—1 et m#1, (') est successivement
équivalent aux systémes suivants :

x=1-my,
(x, Y)ER, {y= 3(m—1)

(m+1)(m-1)’

( 3

| TS
3

y_ +]}
_1=2m

4'M*_mdrl’
_ 3

Yo mn

\

D’ou :

8E1= {(lm_f':] ’ m-:- l)} '

2¢cas : m=-—1.
Sim=-1, (') est le systéeme
129
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: x=1+y,
(x, y)ER?, [0y=_6.

D’oll : | SZ)=3.
3°cas: m=1.
Si m=1, (2') est le systeme

@ yer, {17

0y=0 (E)
L’ensemble des solutions de 1’équation (E) est R

Par conséquent, le systeme (Z") est équivalent a I’équation
(I, };)EIRZS x=1_.}"

S(Z) est donc I’ensemble des couples (1 —r, r) ot r décrit R.

En résumé :

m S(Z)
1-2m 3
mz =1 el {(m+l’m+l)}
m=-—1 7]
m=1 ‘{(l—r, r)|rer}

Ces résultats sont illustrés par les figures 4. "

Le plan est muni d’un repére (O, I, J).
On considére la droite (D) d’équation : x +my —1=0,
la droite (A) d’équation : mx+y+2m—3=0.

o 1 :

3

l :
(D) W S -
N~
(D)
ol 1 -
(8)

m=0, $(2)={(1, 3)). m=2, $(£)={(-1, }.
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(D)

(4)
(A)

(D)

VA5 -
i

m=-1, S(£)=0@. m=1, S(£)={(1-r, r)|reR}.
Fig. 4
Exercice | Résoudre le systeme
\
s mx+y—1=
¢ (x, y)ER, { V=0,
) Bm+5)x+(m—-1)y+2=0,
1 ou m est un parametre.
Exemple 3

Résolvons le systéme
mx+2y+m=0 (E)
(2) (x, y)ER?,, {2x+my—-m=0 (F)
Sx+y+1=0 (G)

ol m est un parameétre.
Les solutions du systéme (Z) sont les solutions du systéme

, ,  [mx+2y+m=0,
(2') (x, Y)ER, {Zx+my—m=0,

qui vérifient I'équation (G).
Résolvons (2') par la méthode de substitution.
Le systéme (2') est équivalent & chacun des systémes suivants :

—mx—-m
y_"'z_v
(x, y)ER?, o — m
2x+m ——2-———m =),

-mx—m
(Z") (x, y)ER?, {J' o
2+m)2—-m)x=m(2+m).
131
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On- distingue trois cas.

I*"cas : m# =2 et m#2.
Si(2+m)2—-m)#0, c’est-a-dire si m # —2 et m #2, (2") est équivalent a chacun
des systémes suivants :

2—m
(x, y)ER?, < y 2 ’

_om

LA T

_ —m

) y 2—m’
e m

T 2-m

D’ou : S(E')={(—m— ;m—)}

2—-m’'2—m

Le couple (m—, -2-:3%) est solution de I’équation (G) si et seulement si m est
solution de I’équation '
m —m
—{- + +1=0.
meR—{-2,2}, S;—+5——+1=0

Vérifier que cette équation admet la solution unique -3

Le couple ( = , 5 ) est donc solution de () si et seulement s1 m = _%_
2-m’2-m 3

3o (e 24
Lorsque m = 3,0113 T —m ' —m 1'3)
Par conséquent,

_.si m= —%, on a: S(Z)={(—;1£, 5)},
— si mE[R—{—2, 2, —%}, ona: S(Z)=3.

2¢ cas : m=-2.
Si m=-2, (") est le systéme
(x, y)ER? {y:x+l (E")

0x=0 (F')
L’ensemble des solutions de (F’) est R* et, par conséquent, (Z") est équivalent
a I'équation
(x, y)ER?, y=x+1.
Le systeme (2) est finalement équivalent au systéme
=x+1 (E"
x, y)ER?, {y .
(x. y) Sx+y+1=0 (G)
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Vérifier que S(E)={(

3¢ cas :

m=2,

+3)

Si m=2, (2") est le systéme

(x, y)ER?, [

y=—-x-1
Ox=8

(E")
(F")

L’ensemble des solutions de (F") est I’ensemble vide.
On conclut que S(Z)=.

En résumé :

m S(Z)
-3 i)
ner[[(£3)
m#—2 et m#—% &

Ces résultats sont illustrés par les figures S.

Le plan est muni d’un repére (O, I, J).
On considére la droite (D,) d’équation
la droite (D,) d’équation
la droite (D,) d’équation :

(Ds)

y
/{D.)

A

/4

(@]

L o

(D,), (D) et (Dy) sont

concourantes au point

4y

de coordonnées (

tmx+2y+m=0,
1 2x+my—m=0,

Sx+y+1=0.

fDJ]\

] g =

m=-2

(D,) et (D,) sont confondues

et sont coupées par (D,)
12

au point de coordonnées (_5 3-)
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(Dy)

(D,) (D;)

A Fig. 5

(Dy)

(D,) et {D,) sont paralléles

m=2

et disjointes.

(D;) coupe (D;) et (D) en

Exercice

0
\
\
\
\
5
\
4
5

P B i e al at

Exemple 4
Résolvons le systéme

(D)), (D4) et (Dy) sont sécantes
deux points distincts. deux i deux.

Considérons le systéme (Z) de '’exemple 3.

a) Existe-t-il un nombre réel m tel que les droites (D), (D,) et
(D,) soient paralléles deux a deux?

b) Résoudre (Z) en cherchant les solutions du systéme
E)
x, y)ER?, {(

qui vérifient I’équation (F).

(m+1}x—y+z—-1=0 (E)

(Z) (x5 2)ER, {2I+}’+Z=0 (F)

ol m est un paramétre.
On utilise la méthode de combinaison.

Le systéme () est équivalent a chacun des systémes suivants :

(Z)

(m+3)x+2z-1=0 (E)+(F)

3
(L)’vZ}ElR, {2x+_}'+z=ﬂ (F)

(m+3)x=1-2z,

(x, y, 2)ER?, {y:-ZJ:—z
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4/Systémes d’équations et d’inéquations dans R? et R?

On distingue deux cas.
1¢ cas : m# -3.

Si m+3#0, c’est-a- dlre si m#—3, (2') est équivalent & chacun des systemes
suivants :

F

___I—Zz
m+3’

(x, ¥, 2)ER?,

o & _f(1-2r (1-m)r-2
oal § S(Z)_{(m +3°  m+3 ,r)

2°cas : m=-3.

Si m=-3, (') est équivalent & chacun des systémes suivants :

(x, y, 2)ER’, {zelhzz’
y=-2x-1,
_1
=5
.
y=-2x 3
Tt ; S(z)={(r Fn, 1)]:51}2}
2’2
En résume :
m S(Z)
. 1=2r (I—m)r—2
me =3 {(m+3’ m+3 ,r) rEER]
_ -1 1
=3 {(r 2u-3, 2)|rEIR}

Exercice ¢ Résoudre le systtme (2) de Iexcmple 4 en commengant par
remarquer que (2) est équivalent au systéme

(x. % 2)ERY, {EE;—(F).
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Exemple §
Résolvons, par la méthode de Gauss, le systeme
x+y—2z=3 (E)
(2)  (xy 2)ER, {mx+}'+4z=0 (F)
2x+y+(m—4)z=2 (G)

ou m est un paramétre réel.
Rappelons que la méthode de Gauss consiste a chercher un systéme équivalent a
(Z) qui soit du type

x+by+cz=d,
(x, y, 2)ER?, y+c'z=4d',

Un tel systeme est dit friangulaire.
Pour ce faire, on va éliminer x dans (F), x et y dans (G).

Le théoréme de combinaison (et sa remarque, page 126), nous apprend que les
systemes

(E)
(F)

sont équivalents {(méme si m =0), et aussi que les systémes

(E) s J(E)
(G) et (x,y 2)ER’, {E(E)—(G)

(E)

et (x5 2)ER, {(F)—m(E)

(x, ¥, 2)ER?, {

(x, y, 2)ER’, {
sont équivalents.

Le systeme (Z) est donc équivalent au systéme

x+y—-2z2=3 (E)
(x, v, 2)ER?, (1-m)y+(@d+2m)z=-3m (F)-m(E)
y—mz=4 2(E)-(G)

et donc aussi au systéme suivant, obtenu par permutation des deux derniéres
équations :

x+y=2z=3 (E)
(Z') (x, y, 2)ER?, { y—mz=4 (F")
(l-m)y+(4d+2m)z=-3m (G"

On va éliminer y dans (G').

Le systeme (2') est équivalent an systéme

x+y—2z=3 (E)
(Z) (x, v, 2)ER?, y—mz=4 (F) |
(m+1)m-4)z=—(m—-4) (1-m)F)—(G")

(méme sim=1)

On distingue trois cas.

1" cas : m#—1 et m+#4.

Si (m+1)(m—4)#0, cest-a-dire si m#—1 et m#4, () est équivalent au
systeme
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x+y—2z=3,

(x, y, 2)ER?, y—mz=4,
-1
z—m+]

-3 3Im+4 -1
IySraes i S(E)_{(m+l’ m+1’ m+])}'
2°cas : m=-1.

Si m=-1, (") est le systéme

x+y-2z=3,
(x, y, 2)ER?, y+z=4,
0z =5.
Dot : SZ)=.
3¢ cas : m =4,
Si m=4, (Z') est le systéeme
xX+y—2z=3,
(x, y, 2)ER?, y—4z=4,
0z=0.

Vérifier que S(2)={(-2r-1, 4r +4, r)|reR}.

En résumé :

m S(2)

-3 3m+4 -1
-1 4 {( , , )}
nr et me m+1" m+1 " m+1

m=-—1 (%))
m=4 {(=2r-1, 4r +4, n|reRr}

Résoudre, par la méthode de Gauss, le systéme
x+y+kz=k,

Exercice ?
:
§ (x, y, 2)ER’, {x+ky+z=1,
1Y
4
-

kx+y+z=k,
ou k est un paramétre.
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2 Systémes d’inéquations
du premier degré dans R

Exemple 1
: Représentons graphiquement I’ensemble des solutions du systéme
d’inéquations
2x =3y +7=0,
2
(2) (% IER, {3x+2y—4-'§0.

Le plan étant muni d’un repére (O, I, J), on considére la droite (D) d’équation
2x =3y +7=0 (figure 6).

"1 e 4
2 3
(D) (A)

Fig. 6

On remarque que les coordonnées (0, 0) du point O vérifient I'inéquation
(x, y)ER?, 2x-3y+7=0.

On hachure perpendiculairement 4 (D) la région du plan formée des points dont
les coordonnées ne vérifient pas cette inéquation.

On considére ensuite la droite (A) d’équation 3x +2y—4=0.

Les coordonnées du point O vérifient I'inéquation

(x, )ER?, 3x+2y-4=<0,

On hachure perpendiculairement 4 (A) la région du plan formée des points dont

les coordonnées ne vérifient pas cette inéquation. )

L’ensemble des solutions du systéme (£) est représenté par la partie non hachurée

du plan.

Les inégalilé.s de (2) étant non strictes, les points des demi-droites [AB) et

EIA(E‘%)de la figure 6 appartiennent 2 la représentation de I'ensemble des solutions
e :
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Exercice | Représenter graphiquement I’ensemble des solutions du systéme
¢ d’'inéquations
) 2x—-1<0,
Y
\ 2 -x+2y+4=0,
: (% IERY, 13057
3 2x —y+3<0.

Exemple 2

Etant donné deux nombres réels quelconques a et b, cherchons I'ensemble
des couples (x, y) de nombres réels tels que

asx+ysh.
Cela revient a résoudre le systéme d’inéquations

® xeR, |

ou a et b sont deux paramétres.
On distingue trois cas.

x+y=a,
x+ysbh,

1 cas : b<a.
Dans ce cas, S(Z)=.
2°cas : a=b.
(Z) est alors équivalent a I’équation

(x, ER?, x+y=aq.
D’oi SE)={(t, a-D)|teR}.
3¢ cas: a<bh.

Dans le plan muni d'un repére (O, I, J), on considére la droite (D) d’équation
x+y=a.

On hachure la partie du plan formée des points dont le couple des coordonnées
n’est pas solution de I'inéquation

(x, YJER*®, x+y=a.
Pour ce faire, on remarque que :
— le point O appartient A la région hachurée si a>0;
— le point O n’appartient pas a la région hachurée si a<0;

— le point de coordonnées (—1, 0) appartient & la région hachurée si a =0.
Cela est illustré par les figures 7.

Fig. 7
A A A
(D) (D)
a
il 0 a
77 - = > v 0 =
// (D) //*
/ [/
/ /\
a>0 a=0 a<0
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On considére ensuite la droite (A) d'équation x +y = b.
On hachure la partie du plan formée des points dont le couple des coordoennées

n'est pas solution de I'inéquation
(x, y)ER?, x+y=b.

Cela est illustré par les figures 8.

b=>0 b=0 b <0
Fig. B

Finalement, quels que soient les nombres réels a et b tels que a <b, ’ensemble
des solutions de () est représenté par la partic non hachurée du plan (figure 9),
c’est-a-dire la bande fermée de bords D et (A).

Fig. 9

Exemple 3
Soit le segment [AB] de longueur 2.
Cherchons I'ensemble des couples (x, y) de nombres réels tels que x et
y soient les longueurs de deux cdtés d’un triangle admettant le segment
[AB] pour troisiéme coté (figure 10).

Etant donné un couple (x, y) de nombres réels, on sait qu'un tel triangle existe
si et seulement st (x, y) est solution du systéme

N\ x>0,
X -~ Ay
7N ) x, er, {170
A B ' |x—y|<2,
Fig. 10 X+y>2,
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Or, pour tout élément (x,y) de R? on a |x—y|<2 si et seulement si
=2y =d.

Le systeme (Z) est donc équivalent au systéme

x>0,
y>0,

(x, y)ER?, {x-y-2<0,
x=y+2>0,
x+y-=-2>0.

Vérifier que I'ensemble des solutions de () est représenté par la partie non
hachurée du plan, figure 11.

Fig. 11

Les inégalités de (Z) étant strictes, les points des deux demi-droites et du segment
bordant la région non hachurée n'appartiennent pas i la représentation graphique
de S(Z).

Soit le systéme d’inéquations

| (x ner, |

ol m est un paramétre réel.

Exercice
mx—2y—-1=0,
-2x+my+4<(,

a) Représenter graphiquement I’ensemble des solutions de (£) dans
chacun des cas suivants :

m=0, m=-2, m=2.

b) Trouver I’ensemble des nombres réels m tels que (-3, 1) soit
une solution de ().

R o al N S S N R R

141

Scanned by CamScanner



Analyse 1™ D

3 AQuelques problémes se ramenant
a la résolution d’un systéme de contraintes

1) Parabole passant par trois points donnés

Exemple

Le plan étant muni d'un repére (O, I, J), déterminons la ou les paraboles
d’équation y = ax?+ bx + ¢ passant par les trois points
A(l, =2), B(-1.0), C{2,3}
Soit la parabole (P) d'équation y =ax®+ bx +c. ‘
Les points A, B et C appartiennent & (F) st et seulement si1 (a, b, ¢) est solution
du systéme d’équations
at+b+c=-2,
(2) (a, b, )ER?, a—-b+c=0,
4a+2b+c=3.

Vérifier que S{E)‘-‘{{?, —1; —3)}-
La parabole d’équation y=2x*—x—3 est donc la seule parabole répondant a Ia
question (figure 12).

A

B —

Fig. 12

i e e e T e

2) Problemes d’intersection

Exemple

Le plan est muni d'un repere (O, I, J). _

Soit la parabole (P) d'équation y=x"—-2x-3 et la droite (D) de
coefficient directeur quelconque m et passant par le point A(2, -35).
Etudions les points d’intersection de (P) et de (D) suivant les valeurs du

parametre m.
142
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Une équation de (D) est y +5=m(x —2), ou encore
y=mx—2m-5.

Les coordonnées des points d’intersection de (P) et (D), s'ils existent, sont les
solutions du systéme d’équations

=x*-2x-3
» 2 {}’ X »
(2) . FIERS, y=mx—2m-35.

Vérifier que (Z) est équivalent & chacun des systémes suivants :

5 [mx—2m—-5=x"-2%¥-3,
(x, )ER, [y=mx—2m—5,
*—(m+2)x+2m+2=0,
{ y=mx—2m-5.
Résolvons I’équation du second degré :
(E) x€R, xX*-(m+2)x+2m+2=0.

Son discriminant A est m®—4m — 4.
Le polyndme du second degré m?—4m —4 posséde deux zéros, 2—2V2 et

2+2V2.

On distingue deux cas.

1 cas : me R-2V2,2+2V7.

Dans ce cas, on a A<0 et I’équation (E) n’a aucune solution.
D'ou $(Z)=O et, par conséquent, (P)N(D)={.

2¢ cas : me |+, 2-2V2Ju[2+2V2, »[.

Dans ce cas, on a A=0 et I'équation (E) a deux solutions, distinctes ou
confondues, x’ et x” telles que

, m+2-Vm*—4m-—4 , M+2+Vm?*—4m —4
3 = , X'= ;
- 2 2
Vérifier que S(E)={(x’, mx'—2m-=25), (x", mx"—-2m —S)}.

La parabole (P) et la droite (D) ont donc deux points d’intersection, distincts ou
confondus; ce sont les points de coordonnées :

(m +2—-Vm*—4dm—-4 m?*-2m- ]0—me2—4m—4)

2 2 ’
(rn+2+\/m2ﬂ4mv4 mz—Zm—lOwLmez—élm—d)
2 ’ 2 '

Cas particuliers.

Vérifier que si

e m=2-2V2, Pintersection de (P) et (D) est réduite au seul point de
coordonnées (2-V2, —1-2V2);

e m=2+2V?2, lintersection de (P) et (D) est réduite au seul point de

coordonnées (2+ V2, —1 +2V2).
Ces résultats sont illustrés par les figures 13.

143

Scanned by CamScanner



Analyse 1™ D

S =

-_— o o T w e o e —— -

Exercices

AT FTATTEEEETTTTTETTFTFIFrr

144

A
(P) (P) ety S
|
I
B
o 2+V2 -
m=2-2V2 m=24+2V2
Fig. 13
(r) (P)
r. T
_3
2

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, J).

Soit (C,) et (C,) deux parties du plan. ' N
Construire (C,) et (C,) et calculer les coordonnées des €léments de

(C,)N(C;) dans chacun des cas suivants :

a) (C,) admet pour équation : y=2x*—x+5,
(C,) admet pour équation : y=—x*+4x +3;

b) (C)): x*+y*=4,
(G,): y=x*+1;

¢) (Cy): (x=2F+(y+1) =4,
(Cy): x+y—1=0;
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Y d)(C)): xP=2x+yr+4y—4=0,
E (C): mx—-y+1-m=0,

ou m est un paramétre réel.

3) Un probléme de chimie

Probatoire 1981 (Cote-d'lvoire)

Un mélange de méthane, d’acétyléne et d’oxygeéne est mtrodmt dans un
eudiomeétre. Le melangﬁ: initial occupe un volume V =70cm’. Aprés
passage de I'étincelle c]ectnque et retour aux conditions normales il reste
dans I’eudiométre 30 cm® de dioxyde de carbone et 10 cm® d’oxygéne.
Quelle était la composition du mélange initial?

Puisqu'il reste de I'oxygéne a la fin de I’expérience, les combustions des deux
hydrocarbures ont été complétes : il s’est formé du dioxyde de carbone et de
I'eau sous forme de vapeur qui a été condensée ensuite.

Rappelons que dans des conditions données de température et de pression, les
volumes de corps purs gazeux sont dans le méme rapport que les moles

correspondantes.
Or, on a

CH4 + 202 T COz + ZHEO,

ce qui signifie qu'une mole de méthane (CH,) et deux moles d’oxygéne donnent
une mole de dioxyde de carbone (CO,) (et deux moles d’eau).

D’aprés le rappel ci-dessus, le mélange d’un volume x de méthane et d'un volume
2x d’oxygéne donne un volume x de dioxyde de carbone.

De méme, puisque

C2H1+§ 0, —» 2C0O, + H,0,

le mélange d’un volume y d’acétylene (C,H,) et d'un volume% y d’oxygeéne donne

un volume 2y de dioxyde de carbone.

Soit [ x le volume de méthane, dans le mélange initial,
y le volume d’acétyléne,
z le volume d’'oxygéne,

Ona:
— volume du mélange initial : x+y+z2=70:
— volume du dioxyde de carbone produit : x+2y =30;

— volume des réactifs : X+2x+y +§ y =60.
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Le systéme d’équations

x+y+z=70,
(x, v, 2)ER?, x +2y =30,
7
3x +§ y =60,

admet la solution unique (6, 12, 52). :
Le mélange initial était donc composé de 6 cm® de méthane, 12 cm” d’acétyléne
et 52 cm® d'oxygene.

4) Un probléme de programmation linéaire

146

~ e Le nombre de

Un avion doit apporter des couvertures et du matériel médical dans une
zone sinistrée.
Les couvertures sont emballées en paquets de 150 kg chacun, le matériel
médical en caisses pesant 50 kg chacune.
Le chargement de I'avion doit comporter au minimum 300 kg de
couvertures et 200 kg de matériel médical.
D’autre part, la charge maximum de ’avion est 3000 kg.
Enfin, on veut que le nombre de paquets de couvertures soit au moins le
double du nombre de caisses de matériel médical. Déterminer graphique-
ment le (ou les) chargement(s) de I’avion correspondant a un poids total
maximum.

D’apres International Baccalaureate

Subsidiary Level Mathematical Sudies

Feb. 79

On désigne par x le nombre de paquets de couvertures et par y le nombre de
caisses de matériel médical.

o Evidemment : x €N*, y €N*,
e Chaque paquet de couvertures pése 150 kg et le chargement de I'avion doit
comporter au minimum 300 kg de couvertures.

D’ol : 150x =300,
c’est-a-dire : x=2.

¢ Chaque caisse de matériel médical pese 50 kg et le chargement de I'avion doit
comporter au minimum 200 kg de matériel médical.

D’ou : 50y =200,
c’est-a-dire : y=4,

e La charge maximum de I'avion est 3000 kg.
D’ou : 150x + 50y <3 000,
c’est-a-dire : Ix + y=60.

paquets de couvertures est au moins le double du nombre de
caisses de matériel médical.

DGU. x;zy
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Le couple (x, y) cherché doit donc étre solution du systéme de contraintes :
x=2,

y =4,

3x 4+ y <60,

x=2y.

L’ensemble des solutions de () est représenté, figure 14, par I'ensemble des
points noirs et rouges de la région du plan non hachurée.

Le point rouge a pour coordonnées (18; 6).

Pour ce point, la charge de I'avion est maximum.
Ce point correspond 2 la solution cherchée :

18 paquets de couvertures,
6 caisses de médicaments.

(2) (x, y)e N* x N*,

il e memr
= ==y —— —
i I ——— S S

o - -——— e ——

...
=
-
L% )
-
L™
=
s
=
i
b

=
Y

Fig. 14
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E

xercices

1 (1). Résoudre les systémes suivants :
1) {x, y)ER2, (3x+2y= 2
2x—3y=

x+3y-—1
—3x+y 7
5

2) (x, y)ER?,
3) (x. y)ER?,

4) (x, y)ER?,

9x—3y=-2.
Dans chaque cas, interpréter graphlquement le
résultat trouveé,

2 {(1). Résoudre les systémes :

1 2 2
1) (x, y)ER?, | =—==-=
) (% ¥) X y a3

3 1 1

—_————_—= ——

X ¥ 2

x+1 y+1 2x+y
2) (x, y)ER?, = =

3 (1). Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Soit 4 points A2, 1), B(—1,3), C(-3,0) et
D(4, —1). Calculer les coordonnées du point
d'intersection des droites (AC) et (BD).

4 (1). Résoudre les systémes suivants dépen-
dant de deux paramétres a et b :
1) (x, yJER?, [x+y=a
x—y=b
¥

X
2 — — T
2) (x, y)ER?, {a+b 1

ax—by=2
3) (x, y)ER?, {ax+by=1

bx+ay=-2
4) (x, y)ER?, [x+ay=b

bx+y=-—a.

5 (1). Soit un segment [MN] de longueur € et
P un point du segment tel que

PM
—=k 4 (k€ERZ).

PN
Calculer PM et PN.

6 (1). Soit le systeme

2x—y=1

x+ay=0
a

(XI V)E Hz'

dépendant du paramétre a
Déterminer a pour que le systéme admette une

solution unique.
Quelle est cette solution?

7 (1). Méme question pour chacun des systé-
mes suivants :
1) (x, y)ER?, (x+y=a
x—2y=2
ax+y=a’
2) (x, y)ER?, (x—-y=2
x+y=a
(2+2)x+(a—2)y=>5a.

8 (1). Soit le systéme

(x. y)ERC, {mx —-2y=m

Ax—-(m+1)y=1
dépendant du paramétre m.
Déterminer m pour que le systéme admette

une solution unique (x, y) et que la valeur de
¥y scit le double de celle de x.

9 (1). Soit le systéme
2mx—-(2n+mly=4

2
(2) e NERS, [(m—n)x+my=2

dépendant de deux paramétres m et n.

a) Déterminer m et n pour que le couple
(2, —3) soit solution du systéeme (Z).

b) Le couple {—1, 2} est-il solution du systéme
(=)?

10 (1). Résoudre les systémes suivants,
dépendant du paramétre m :

Xx=(m+1ly+m=0

1) (x, y)ERE, [
) =3x+my+1=0

2) (x. y)ER? [mx~3y+rn—2=0
' —2x+{m+1)y=0.

11 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, 1 J).

Soit les points A(—1, 0) et B(2, 0).

(A) étant une droite quelconque passant par A
ot (D) la droite passant par B et perpendicu-
laire & (A), calculer les coordonnées du point
d'intersection des droites (A) et (D).
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Note : On pourra prendre le coefficient direc-
teur a de (A) comme paramétre.

12 (1). Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Soit la droite (D) d'équation

—-X+2y+5=0.

(A) étant une droite passant par 0, calculer les
coordonnées du point d'intersection, s'il existe,
des droites (D) et (A).

13 (1). Le plan est muni d'un repére (0O, I, J)
Soit la droite (D) d'équation

mx—y+m+2=0,
dépendant du parameétre m.

a) Montrer que (D) passe par un point fixe A
lorsque m décrit R.

b) Déterminer m pour que (D) et la droite (A)
d'équation y = x soient sécantes. Calculer les
coordonnées de leur point d'intersection.

14 (1). Soit un carré ABCD de coté a et un
point M du segment JAB). Sur la demi-droite
[BA) on prend un point N tel que BN =2AM.
Soit P le point d'intersection des droites (DM)
et (CN), et £ le projeté orthogonal de P sur
(DC). On pose AM =¢.

a) Exprimer DE et EP en fonction de a et ¢£.

b) Trouver I'ensemble décrit par le point P
lorsque M décrit JAB).

15 (1). Résoudre les systémes suivants ;

1) (x, v, 2)ER?, [3x+6y—-2z=1
X+2y—z=2

2) (x, v, 2)ER?, (2x-y+z=-3
3x42y—-z=10

—x+3y+2z=-1

3) (x,y,2)ER? (2x+y—-z=1
—3x4+2y+z=-5
{x—y+222
3x—-2y—-22=5
x+y+z=0
—-3x+2y+z=-1
2x -3y +2z=5
4x —y—2z=1.

4) (x, y, 2)ER?,

16 (1). Résoudre le systéme ;

(x, y, z)ER?,

—— — T —

17 (1). Résoudre les systémes :

1) (x, y. 2)ER?, {"=_=_
2x—3y+z=3

a (X _Y_Z
2) (x, v, Z)ER?, {a ==

x+y+z=8§
o0 a, b, ¢ et § sont des paramétres.

18 (1). Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).

1) Déterminer le (ou les) parabole(s)
d'équation y=ax’+bx+c passant par les
trois peoints A(1, 2}, B(—1, 0) et C(-2, 7).

2) Existe-t-il une parabole d'équation
y=ax®+Bx+y

passant par les trois points M(1, —1), N(2, —3)
et P(—1, 3)?

19 (1). Résoudre les systémes suivants dépen-
dant du paramétre m :

1) (x, v, 2)ER?, Xx—y+2z2=0
mx+y+z=1
x+2y—-z=2

2) (x, v, 2)ERE, x+2my+z=1
x—2y—z=2
—2x+y—-mz=2.

20 (1). Une fontaine remplit un bassin en 3 h,
une autre en 4 h et une troisieme en 5 h. Elles
coulent pendant 1 h et il manque 13 hl pour
que le bassin soit rempli.

a) Quelle est la capacité du bassin?

b) Quelle est le débit {en hl/h) de chaque
fontaine?

21 (1). Soit la fonction

fn:R— R
X — mx2-2(m+1)x-3m
dépendant du paramétre m, et (P,) sa repré-
sentation graphique dans un repére (O, I, J).
Montrer que (P,,) passe par deux points fixes
A et B lorsque m décrit I'ensemble R. Calculer
les coordonnées de ces points.

22 (1). Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Soit {€,)} et (C,) deux parties du plan.
Construire (,) et (C,) et calculer les coordon-
nées des éléments de (C)N{Cs) dans chacun
des cas suivants ;

1) {(€,) admet pour équation: y=2x2+x-3;
(C,) admet pour équation: y=—-2{x—1).

2) (¢,) admet pour équation : y=gzv2x+1;
C,) admet pour équation : y=-2x*+x+7.
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23 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, f, J).

Soit la droite (D) d'équation x +y—3=0, et la
parabole (P,,) d'équation y = x*+ x + m depen-
dant du parameétre m.

Etudier les points d'intersection de (Pn) et (D)
suivant les valeurs du paramétre m.

24 (1). Méme question pour la droite (D)
d'équation x—y+2=0 et le cercle (Cm)
d'équation x?+y2—2x-2y+2=m? dépen-
dant du paramétre réel m.

25 (1). Méme question pour le cercle (C)
d'équation (x —1)2+ (y — 3)?> =1 et la droite (D)
d'équation mx—y=0, dépendant du
paramétre m.

26 (2). Résoudre graphiquement le systeme
suivant :
x=0

(x, y)ER?, y=0
D=2x+3y<5.

27 (2). Résoudre graphiquement chacune des
inéquations suivantes :

1) (x, y)ER?, (2x—y+2)(x+y—4)<0;

2) (x, )ER?,  (x—y)x+y)y—-2)=0;

3) (x, ER?, (x—2y+4P<(2x+y—1)>

28 (2). Résoudre graphiquement les

systémes :

1) (x, y)ER?, [(x—y)(x+2y)<0
x+y—2=<0

2x—y
2) (x, y)ER?, — =0
) (X ¥) { T

x+y+3>0.
29 (2). Yao Emmanuel veut acheter au moins
8 timbres de 100 F et au moins 6 timbres de
125 F.
Combien de timbres de chaque catégorie
peut-il demander, sachant qu'il a 2000 F?

30 (2). Le plan étant muni d'un repére
(O, 1, J), considérons les 3 points A(-1, 1),
B(2, 2) et C(1, -2).

M étant le point du plan de coordonnées (x, y),
former un systéme d’inéquations dont
I'ensemble des solutions est celui des couples
(x, y) correspondant aux points M situés 3
« I'intérieur » du triangle ABC.

31 (2). Soit un carré ABCD de co6té a. Trouver

I'ensemble des couples (x, y) de nombre réels
tels que x et y soient les longueurs de deux

cotés d'un triangle admettant
— le segment [DC] pour troisiéme cote,

— un point M & «lintérieur» du carre ABCD
pour troisiéme sommet.

32 (2). Scit la fonction
f: RR— R
(x, ¥Y) = x+ )

et le systéeme

x>0

(Z) (x, y)ER? y=0
2x+y<=4
2x + 5y =10,

a) Représenter graphiquement I'ensemble
S5(Z) des solutions systéme (Z).

b) Trouver graphiquement le maximum sur
S(Z) de Ia fonction £

Donner un élément de S(Z) en lequel ce
maximum est atteint.

33 (2). Soit la fonction
f: N2 — N

(x, ) —> x+2y
et le systéme
0<=x<6
O=y=7
6x +5y=30
x+3y=12.

(Z) (x, y)EN?,

a) Représenter graphiquement I'ensemble

S(Z) des solutions de ().

b) Trouver graphiquement le minimum suf
S(Z) de la fonction /. Donner tous les éléments
de S(Z) en lesquels ce minimum est atteint.
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Problemes

34 Une machine fabrique trois produits diffé-
rents A, B et C. La fabrication d’'une unité du
produit A nécessite 5 h de travail, du produit
B nécessite 3 h de travail et du produit C

: .
nécessite §h de travail. On veut que cette

machine donne 100 unités de ces produits
pendant 100 heures de travail. Parmi ces
100 unités combien d'unités de chaque produit
peut-on envisager?

35 Soit I'équation
(E) x€ER, ax?+bx+b=0
ou acR* et beR.

Le plan étant muni d'un repére orthonormé
(O, I, J), on considére le point M de coordon-
nées (a, ). Trouver I'ensemble des points M
dans chacun des cas suivants :

1) (E) admet deux solutions distinctes;
2) (E)} admet deux solutions confondues;

3) (E}) admet deux solutions de signes
cocontraires;

4) (E) admet deux solutions strictement
positives;

5) (E) admet deux solutions strictement
négatives.

36 Le plan est muni d’'un repére (O, I, J).

On considére la parabole (P,) d'équation
y =—mx?+(m+2)x, dépendant du paramétre
non nul m.

1) Montrer que (P,) passe par deux points
fixes A et B lorsque m décrit R*. Calculer les
coordonnées de ces points.

2) Tracer (P_;) et (Pa2).

3) m étant le parametre consideré pré-
cédemment, on considére la parabole (Q,)
d'équation y=ax®+bx + ¢ passant par trois
points C(—1, —-2), D{2, 4) et E(1,2+2m).

a) Exprimer a, b et ¢ en fonction de m.

b) Montrer que, quelque soit m, (Q,) coupe
(O1) en deux points distincts M et N. Vérifier
que le produit OM x ON est constant lorsque
m décrit R*. Calculer m pour que MN soit
égale a 2V6.

¢) Déterminer, pour chaque valeur de m, la
transformation du plan pour laquelle (P,,) a
pour image la parabole (Q,,).

Tracer (Q_,) et (Q;) & I'aide de (P_,) et (P,).

37 Le plan est muni d'un repére {0, 1, J).
On considére la fonction

f:R— R
x — x2+3x

1) Etudier le sens de variation de / et cons-
truire sa représentation graphique (£).

2) Calculer les coordonnées des points
d'intersection de (P) et de la droite (D)
d'équation x +y +3=0.

3) Soit la droite (A,) d'équation
x+y—m=0,

dépendant du parametre m.
Etudier les points d'intersection de (P) et (An)
suivant les valeurs du paramétre m.

4) On désigne par M et N les points
d'intersection, s’ils existent, de (P) et (A,)
Calculer les coordonnées du milieu K du
segment [MN]. Trouver I'ensemble décrit par
le point K lorsque m décrit R.

38 Soit le systéeme

e
(Em)  (x, y)ER?, [" "

2x+y+1=<0,

1) Montrer que pour tout élément m de R, le
systéme (E.,) admet le couple {0, —4) comme
solution.

2) Dans chacun des cas suivants, peut-on
trouver une valeur du paramétre m pour que
le systéme donné admette comme solution(s) :

a) le couple (-1, =5)7
b) les couples (1, —86) et (=2, —12)7
c) les couples (1, —3) et (—4, 12)?

3) Résoudre chacun des systémes (Ep) et (E,)
et, dans chague cas, interpréter graphiquement
le resultat trouve.

1
4) Montrer que, pour m= ~3 le systéme (E,,)

a le méme ensemble de
I'équation :

(x, y)ER?, y-mx2+4=0.
5) Résoudre le systéme :

(F)  (x.y)ER?,

solutions que

y+% x2+4=0
2|x|+y+1=0.

39 Soit deux systémes
(Em) (X, NER? | x2+y2-m?=0

V3x+y-2m=0

.
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V§x+y—2m=0

(%)x+y—(m +3)}=0

dépendant du paramétre m, supposé stricte-
ment positif.

':Fm)' (x! ].")Enz,

1) a) Résoudre le systéme (E,,) et, a I'aide d'un
repere orthonormé (0, 1, J) du plan, donner
une interprétation graphique du résultat trouvé.

V3 1
b) Calculer m pour que le couple (—:2— -2—) soit

solution du systéme (E,).

¢) Soit M un point du plan dont le couple des
coordonnées est sclution du systéme (En).
Trouver l'ensemble décrit par le peoint M
lorsque m décrit R*.

2) a) Vérifier que, quel que soit m, le couple
(V3, 3) est solution de la deuxiéme équation
du systeme (F,,).

b) Résoudre le systéme (F,) et donner une
interprétation graphique du résultat trouve.

¢} Lorsque (F,) admet une solution unigue,
on désigne par N le point ayant cette soluticn
pour couple de coordonnées.

Trouver l'ensemble décrit par le peint N
lorsque m décrit R%.

3) Dans le plan muni du repére orthonormé
(O, 1, J), on considére :

— le cercle (Cp,) d'équation
X2 +y2-m2=0;
— la droite (0,,) d'équation
V3x + y=2m=0;
— la droite (A,,) déquation

(%)x+y-—(m +3)=0.

a) Pour chaque wvaleur du paramétre m,
déduire de ce qui précéde un programme de
construction de {C,,), (D) et {A,) sans faire
aucun calcul.
b) Dans quel cas le systéme

x2+y?-m2=0

(x, ER?, | V3x+y-2m=0

(\%)Hy-(m +3)=0

admet-il une solution?

40 Le plan est muni d'un repére orthonormé

(0, LJ). .
Soit (€) le cercle d'équation

x2—-8x+y?—-12y +26=0.

1) a) Déterminer le centre et le rayon de (C).
Construire (C).

b) Calculer les coordonnées des points
d'intersection de (C) et la droite (OJ).

2) Construire les tangentes & (C) passant par
0.

a) Donner un programme de construction de
ces tangentes.

b) Calculer les coordonnées 'des points de
contact.

¢) Donner les équations de ces tangentes.

3) Soit la droite (D) d'équation
’ y—mx=0

dépendant du paramétre réel m.
Etudier les points d'intersection de (C) et (D,,)
suivant les valeurs du paramétre m.

4} On désigne par M et N les points
d'intersection, s'ils existent, de (C) et (D,,), et
K le milieu de [MN].

a) Deéterminer graphiquement I'ensemble (I)
décrit par le point K lorsque m décrit R.

b) Calculer les coordonnées du point K. En
déduire, par calcul, I'ensemble (T).

41 Monsieur X dispose a une période donnée
de 15 hectares de terre et de 40 journées de
travail. Il peut produire du produit A ou du
produit B. La production d'un hectare de
produit A nécessite 4 journées de travail et
procure un revenu de 1200 F; la production
d'un hectare de produit 8 nécessite 2 journées
de travail et procure un revenu de 800 F.

1) Combien d'hectares de produit A et
d’hectares de produit -8, Monsieur X doit-il
produire pour maximiser son revenu total?

2) Monsieur X, pour des raisons personnelles,
loue a Monsieur Y I'ensemble des ressources
(terre et travail) dont il dispose. 1l veut
minimiser le colt total de la location de
maniére qu'il ne soit pas perdant.

Quel prix de location pour chaque hectare de
terre et celui pour chaque journée de travail,
Monsieur X doit-il proposer a Monsieur Y?
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Limites

et continuité

Dérivation

Legon 1: LIMITES ET CONTINUITE
Lecon 2 : DERIVATION

1 Limites et continuité

1) Introduction a la notion de limite d’une fonction en un point

a) Exemple

Soit la fonction f : R — R

x—Vx

x—1"

Son ensemble de définition D; est R,

A l'aide d’une calculatrice, calculons larrondl d’ordre 6 de f(x) pour quelques

valeurs de x «proches» de 1 :

X

X 0,9 0,99 0,999 0,9999 1
fx) | 0486833 0,498 744 0,499 875 0,499 987 7///
X 1,0001 1,001 1,01 1,1
fx) | 0,500013 0,500 125 0,501 244 0,511912

Il semble que la distance entre f(x) et % devient aussi petite que I’on veut lorsque

x est de plus en plus proche de 1.
Cette impression est confirmée par la figure 1 ou :

e (Cy) est la représentation graphique de f;

|
e la longueur des segments rouges est la distance entre f(x) et 5 pour des nombres

X de plus en plus proches de 1.
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(Cy)

|-

————— -
—— - —
—— e o =
- o ——
—— e wm wm . -
——— —— — —
——
—— i ——
—— -
- — -
—— -
— ———— — ——
e L p——

Fig. |
On dit que 1 est la limite de f(x) lorsque x tend vers 1, et on é€crit :

2 1
}i_l'_ﬂl f(X)-_-E-

entre f(x)

fIxJ-%

Afin de préciser la notion de limite, calculons la distance

t -
il

Pour tout élément x de D;, on a

x=Vx 1_2(x-Vx) x-1I

x=1 2 2(x-1) 2(x-1)
=x—2vﬁ+1
2(x—1)
__ (Vx-1p
2(Va—1)(Va+1)
_ Vx-1 :
S 2(Vx+1)
(Vx—=1)(Vx+1)
2(Vx+1)
x-1
C2(Va+1)f
x—\/;:__lﬁl
x—=1 2
_ Ix—l[
2(Vx+1)

Nous désirons comparer la distance entre f(x) et % et celle entre x et 1.
On a successivement (justifier) :
YxeR, Vx+1=1,
(Vx+1)=1,
2(Vx+1)=2,

Par conséquent :

-4
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1 1
_— s,
2(Vx+1) 2

ES TS

2(Vx+1P 2
1 -1
f(x)_§|£|_x_2_|_

Dou: VxE€D,

5 T x-1]
Il résulte de cette derniere inégalite que si 5 < 0,01 alors

1 g
f(x)—§'<0,01.

1
D’oli : VxeD, |x-1[<0,02 = [f(x)-3|<0,0L

De méme :

1
vxeD; [x-1]<0,002 = |f(x)—3|<0,001,
|
|x-1]<0,0002 = |f(x)-5|<0,0001.

Plus généralement, donnons-nous un nombre réel strictement positif quelconque &.

.

Lx=1] ]

2

<E.

S <g, alors :

Dod: Vx€D, [x—1|<2e =

f(x)—%|<s-

On a donc montré que, quel que soit le nombre réel ¢ strictement positif (aussi
petit soit-il), on peut trouver un nombre réel o strictement positif tel que

f(x)—%

Ceci est la traduction en langage mathématique du fait que la distance entre f(x)

VxED, [x-1|<a => B,

et % devient aussi petite que 'on veut lorsque x est de plus en plus proche de 1.

b) Limite d’une fonction en un point

Soit une fonction numérique £, d’ensemble de définition Dy, et deux nombres réels
a et/

On dit que [ est la limite de f(x) lorsque x tend vers a, ou que [ est la limite de
f au point a, si la distance entre f(x) et I devient aussi petite que I’on veut lorsque
x, ¢lément de Dy, est de plus en plus proche de a.

En langage mathématique, cela se traduit par :

Quel que soit le nombre réel ¢ strictement positif, on peut trouver un
nombre réel e strictement positif tel que

VXED, |[x-a|<a == ]f(x)—1]<e.
On écrit : lim f(x)=! ou lim f=1.
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Remarque

La fonction f peut étre définie ou non définie au point a. .
Cependant, nous ne parlerons de la limite de f au point a que s’il existe un

intervalle I contenant a tel que I—{a}CD;.

Cette condition est satisfaite si et seulement si il exist:e un r’lpmbre réel r stric’temept
positif tel que I'un au moins des intervalles (ou union d’intervalles), représentés

en rouge sur la figure 2, soit contenu dans D;.

4 . ..

& 1 o
a-r a atr a=r a atr

o

a—r

a-+tr

o
oe
=]
+
.|

1~

Fig. 2

On démontre et nous admettrons que :

Si une fonction numérique posséde une limite en un point, elle ne posséde pas
d’autre limite en ce point.

¢) Limites et approximation

e On voudrait calculer une valeur approchée de 7% & 10~* prés.

Pour résoudre ce probléme, on essaie de déterminer un nombre réel « strictement
positif tel que :

si x est une valeur approchée de 7 a a-prés (|x—a|<a), alors x2 est une
valeur approchée de #* a 107* prés (|x>= 72| <1074).

— Observer que :  VxER |xX*—72|=|x+=| |x-n|.
— Vérifierque :  VxER [x-7|<l =— |x+7|<8.
— Vérifier que : VxeR |x-7|<] — lx2~wzl<8]x—7r|.
— Trouver un élément o de R¥ tel que :
VXER |x-7|<a = |x2-#?|<10-,

— Choisir une valeur approchée de 7 & a-prés et en déduire une valeur approchée
de =% a 107° prés.

% Plﬂug généralement,*élanl donné un élément quelconque ¢ de R*, peut-on trouver
un élément o de RY tel que: si x est une valeur approchée de 7 & a-prés
(|x—=|<a), alors x* est une valeur approchée de =2 & e-prés (|x?— 72| <e)?

Cette question posée en termes d’approximation peut aussi &tre posée comme suit
en termes de limite : #~ est-il la limite au point = de la fonction numérique f
définie par f(x)=x??
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Afin de répondre a cette question, donnons-nous un élément quelconque ¢ de R%.
On sait que :

VxeR |x-7|<l = |f(x)—=?| <8|x—=|.
Par conséquent, tout nombre réel x tel que
|:c—1r|<1 et 8,x—-n-|<a
vérifie : '
|f(x)— 72| <8|x— 7| <e.

Donc, posant « =min {l, g}, on a:

VxeR |x—'.=r|<a D ]f(x)—'n'2|<s.

Conclusion : lim f(x)= =

X =+ 7

A / (Cp)

—— o  —

[ —
- -

—— i ——

- - ——

—— i ——— —

—— . ——
—— e T = = = = =
- —— o = = am
- — - — - — -

g

Fig. 3

(?n «voit» sur la figure 3 que la distance entre f(x) et o> devient aussi petite que
I'on veut lorsque x est de plus en plus proche de .

2) Opérations sur les limites

Soit ¢ un nombre réel et considérons les fonctions

fiR— R et g:R— R
X — ¢ X — X

Observons que, quel que soit le nombre réel a, on a :

lim f(x)=¢, lim g(x)=a.
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Cela peut encore s’écrire :

lim ¢=¢, lim x=a.

X=qa X =il

On démontre et nous admettrons le théoréme suivant.

Théoréme 1

Soit f et g deux fonctions numériques possédant une limite au point a.
On suppose qu'il existe un intervalle I contenant a tel que I —{a}CD;ND,.
Alors f+g et fg possédent une limite au point @ et on a :

lim (f+g)=Ilim f+]lim g,

liln fg=( Ii:n )( Iizn g).
f

Si la limite de g au point a est non nulle, E posséde une limite au point a et

on a:

lim f
lim L

lim g

En particulier :

Soit ¢ un nombre réel.
Si la fonction numérique f possede une limite au point a, alors :

lim (f+¢)=lim f+¢, lim¢f=c lim f;

a

.1 1
lim -=—— pourvu que lim f#0.

”f]imf 3

Les résultats concernant la limite de la somme et du produit de deux fonctions
se généralisent au cas d’un nombre fini quelconque de fonctions.
En particulier :

Soit n un élément de IN*.
Si la fonction numérique f posséde une limite au point a, alors :

lim f“=( lim f)
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Exemples
a) Pour tout nombre réel a et tout élément n de IN*, on a :
lim x"=a".
x—=+d

b) lim (3x2—5x +4)=lim (3x?)+ lim (=5x)+ lim 4

X =2 X =2 x-—=+2 x—2

=3 lim x2-5 lim x+4

x—2 =2

=3.22-5:2+4=6.
fiin (x?—3x+1)]

x——1

¢) lim (x2+l)(x2—3x+l)=[ lim (x2+l)][

x—=—1

=[(-12+1][(-17?-3(=1)+1]

x=—1

__ =10.
: 2 5 2 .
d) lim—-=(2x-1y=-zlim 2x—-1)
x—+3 3 3J¢—*3
27.. 3 250
= 3 [im @e-n]'=-5~
. B
ey SR
¢) lim 2x—l: =0.
x= ! lim (2x—1)

x =1

3) Continuité d’une fonction en un point

On démontre et nous admettrons le théoréme suivant.

Théoréme 2

Si la fonction numérique f est définie au point a et posséde une limite en ce

point, alors : lim f=f(a).

Soit une fonctior} numérique f, d’ensemble de définition Dy, et un élément a de D; .
On suppose qu’il existe un intervalle I contenant a et contenu dans Dy.

Si Ia limite de f au point a existe (et est donc égale & f(a)), on dit que la fonction
[ est continue au point a.

Si la limite de f au point a n’existe pas, on dit que f est discontinue au point a.

Théoréeme 3

Toute fonction polyndme est continue en tout point de IRJ
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Démonstration

Soitf:R— R
X bx"+b,_x" '+ ... +bx+b

une fonction polyndme.
Pour tout nombre réel a, on a :

lim f(x)=b, lim x"+b,_; lim x""'+...+b, lim x+b,

X—a X —+a x—+da x—+a
=ba"+b,_,a""'+...+ba+b
= f(a).

La fonction f est donc continue en tout point a de R.

Théoréme 4

Toute fonction rationnelle est continue en tout point de son ensemble de
définition.

Démonstration
Soit f et g deux fonctions polynémes et notons 4 la fonction rationnelle o

L’ensemble de définition D, de h est formé de tous les nombres réels a tels que

gla)#0.
Pour tout élément a de D,, on a:

La fonction # est donc continue en tout point a de D,,.

On démontre et nous admettrons le théoréme suivant.

Théoreme 5

Les fonctions numériques suivantes sont continues en tout point de leur
ensemble de définition :

x+— |x[, x+— Vx, x+—sinx, x— cosux

Calculer les limites :

a) lim (x*+VXx);

X4

Exercices

b) lim (=3x>+x+7)xVx;

AT TSTETTTR T Frr,

X =+ 4
2 .
. X‘—x+1-5s + 2
¢) lim mx2 Ccos® x
Xx—=0 (3x—1)
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4) Limite d’une restriction

Le théoreme suivant résulte immédiatement de la définition de limite.

Théoréme 6

Soit une fonction numérique g, la restriction f de g a une partie A de son
ensemble de définition et un nombre réel a.
On suppose qu’il existe un intervalle I contenant a tel que I—{a}CA.

Si g posséde une limite / au point a, alors ! est aussi la limite de f au point a.

Exem pfe |

Calculons la limite au point 2 de la fonction f : R —> R
x*+3x—10

X —
x—2

L’ensemble de définition de f est R—{2}.
On a: lim (x—2)=0.

x=+2

Le théoréme 1 ne peut donc pas étre utilisé ici.
Remarquons que 2 est un zéro de x — x*+3x — 10; par conséquent, le polyndme
x2+3x—10 est divisible par x —2.

Pour tout élément x de R—{2}, on a:

_(x=2)x+5)
flx)= )
=x+35.
f est donc la restriction a R—{Z} de ’applicationg : R — R
X — x+5.
Puisque lim g(x)=7, on conclut que : lim f(x)=7.
x—+2 x—+2
Exemple 2
Calculons la limite au point 1 de ]a fonction f : R — R
5 X—Vx
x—1

L’ensemble de définition de f est R, —{1}.

Puisque lim (x-1)=0,

x—

on ne peut pas utiliser le théoréme 1.
Pour tout élément x de R, —{1}, on a :
Vi(Vx—1)

= e 1)
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_ Vx
Vx+1
f est donc la restriction a IR+—{]} de la fonction x —— =
X
1] , - ]
D’ou: lim f(x)=r.
x = 2
Exercices é Calculer les limites suivantes :
S x2-9 . o x24+2x-3 . x*+2x
$ lim ,  lim ————, lim :
t x—+=3 X 3 x—1 X - 1 x—+0
. i x—3 i 3x%+4x + 1 firs x2—1
1 ’
; xljg x2=3x" sy XxI-x-2 e, (%= 1

5) Activités : Limite a gauche, limite a droite

Exemple introductif
Soit la fonction numérique f définie par
'y VxEJ«, I[ flx)=x?
{ vxe[l, —»[ f(x)=x+1 (figure 4).
(¢

Fig. 4
On note g la restriction de f a ]«, I[ et h la restriction de f & 11, —[.
Comme g est aussi la restriction a J«, I[ de la fonction x x2, il
résulte du théoréme 6 que
lim g(x)=lim x*=1.
x =1 x|
De méme, comme h est aussi la restriction & ]1, -[ de la fonction
x —> x+1,0na
lim Ai(x)=lim (x+1)=2.
x—+1 x = |

La limite de f au point 1 n’existe pas car, sinon, on aurait

lim f(x)=Ilim g(x)=1,

x =1 x=— 1

hm f(x)=lim h(x)=2,

x-| x= |

contrairement a 'unicité de la limite.
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Compte tenu de la définition de g et A, il est naturel de noter :

lim f(x) la limite de g au point 1,
x—=1
x=1

lim f(x) la limite de k au point 1.
x—1
x>

Ces limites s’appellent respectivement limite d gauche et limite a droite
de f au point 1.

Plus généralement :

Soit une fonction numérique f, d’ensemble de définition D;, et un nombre réel a.
La limite éventuelle, au point a, de la restriction de f & D;N ]« a[ est notée

lim f(x)

X==q
X<ga

et est appelée limite a gauche de f au point a.

De méme, la limite éventuelle, au point a, de la restriction de f a DyN Ja, —[ est
notée

lim f(x)

X —= {1
x>=a

et est appelée limite a droite de f au point a.

Théoréme 7 (admis)

Soit une fonction numérique f et un nombre réel a.
On suppose qu’il existe un élément r de R¥ tel que :

Ja-r, a+r[—{a}CD,.
1¢" cas : f n’est pas définie en a.

La limite de f au point a existe et est égale a [ si et seulement si la limite &
gauche et la limite a droite de f au point a existent et sont toutes deux égales
al

2¢ cas : [ est définie en a.

La limite de f au point a existe (c’est-a-dire : f est continue au point a) si et
seulement si la limite a gauche et la limite a droite de f au point a existent et
sont toutes deux égales a f(a).
(Pour rappel : voir théoréme 2.)

Afin de pouvoir traiter complétement les exemples qui suivent, nous admettrons
encore le résultat (intuitivement évident) suivant :

Si dgux fonctions numériques coincident sur un intervalle ouvert et si I'une est
continue en un point de I'intervalle, I'autre I'est aussi.

163

Scanned by CamScanner



Analyse 1" D

164

I+, al, la, =[, R.)
Exemple |
Etudions la continuité de la fonction numérique f, définie par
{‘delR_ f(x)=—x
Vx ER* f{x}=\/3_c. (figure 5)

o Etudions d’abord la continuité au point 0.

On a:
'} lim f(x)=lim (—x)=0,
i x=0

lim f(x)=lim Vx=
x—0 x =0
=0

(€)

Fig. 5

Comme f(0)=0, on conclut que f est continue au point 0.

(On appelle intervalle ouvert tout intervalle de I'un des types suivants ; ]a, b,

e D’autre part, f est continue en tout point de I'intervalle ouvert R* car elle
coincide sur cet intervalle avec la fonction x — —x, continue en tout point de R.
f est aussi continue en tout point de l'intervalle ouvert R* car elle coincide sur

cet intervalle avec la fonction x — Vx, continue en tout point de R,.

e La fonction f est donc continue en tout point de R.

Exemple 2
Etudlons la continuité de la fonctlon numérique f, définie par

VxE]4— Il flx)=1
) Yxell, [ f(x) =£

1
f(”:f' (figure 6).
A e Ona: lim f(x)=Ilim 1=1,
] I Ilel e
é
= T\ fim B, e,
o L . x—1 x—1X
2 : 1 x>]
' ;
0 1 -
Fig. 6

f est discontinue au point 1.

i 1 ; . .
- Mais f(l)=5 et, par conséquent, la limite de f au point 1 n’existe pas, ¢’est-a-dire,
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e f est continue en tout point de I'intervalle ouvert <, 1[ car elle coincide sur
cet intervalle avec la fonction x —— 1, continue en tout point de R.
[/ est continue en tout point de "intervalle ouvert ]1, »[ car elle coincide sur cet

. ! 1 . .
intervalle avec la fonction x — —, continue en tout point de R*.
X

e [ est donc continue en tout point de R—{1} et discontinue au point 1.

Remarque. f n’a pas de limite au point 1 mais, par contre, la restriction de f i
R~{1} poss¢de une limite au point 1, égale a 1.
Exemple 3

Etudions la continuité de la fonction numérique f, définie par
{VxE]-«—, —1[ f(x)=x*+4x+3

Vxe[-1,»[ f(x)=x>. (figure 7)
A e Ona: lim f(x)= lim (x*+4x+3)=0,
xx::ll et
(Cy) lim f(x)= lim x*=-1.
ot o
"-.2 -1
N L]
I
—-——-t—1
Fig. 7

La limite a gauche et la limite a droite de f au point —1 étant différentes, la
fonction f n’a pas de limite au point —1 (la restriction de f a IR—{—]} n'en n’a
pas non plus).

f est donc discontinue au point 1.

e f est continue en tout point de I'intervalle ouvert ]<, —1[ car elle coincide sur
cet intervalle avec la fonction x — x*+4x +3, continue en tout point de R.
f est continue en tout point de lintervalle ouvert 1-1, - car elle coincide sur
cet intervalle avec la fonction x —— x*, continue en tout point de R,

e [ est donc continue en tout point de IR—{~—'I} et discontinue au point —1.

Exercices § 1) Soit la fonction f : R — R
3 x — |x].
E — Représenter graphiquement la fonction f,
E — Calculer la limite a gauche et la limite & droite de f au point 0.
E — La fonction f admet-elle une limite au point 0?
S — FEtudier la continuité de f.
E 2) Soit les fonctions f:R — R et g:R — R
E X — E—, X 2+ ]
: X [x]
\ — Représenter graphiquement f et g.
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f(a) §=—mmm ==

— Calculer la limite A gauche et la limite & droite de f et g au point 0,
— Les fonctions f et g admettent-elles une limite au point 0?

— Etudier la continuité de f et g.

3) Soit les fonctions numériques f et g, définies respectivement par

2z
—4 )
{ vxeR-{2} f(x)='§___2, {'v‘xe]f-, A glx)=x-1,
f(2)=4, Vx€[2,-»[ g(x)=2.
Représenter graphiquement f et g et étudier leur continuité.

4) Pour chacune des fonctions f représentées graphiquement par les
figures 8, préciser quelle est la limite de f au point a et, si celle-ci
n’existe pas, préciser quelles sont la limite a gauche et la limite a
droite de f au point a.

Lorsque la fonction considérée est définie au point a, dire si elle
est continue ou discontinue en ce point.

1
1
1
)
|
: (Cr)
1
|
1

!
|
1
I
i
!
I
1
|
I
—
a

[ est définie en a

—_— _.a -

f n’est pas définie en a

(Cr)

f est définie en a
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|
|
|
|
* -
a

f n'est pas définie en a

Fig. 8
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2 Deéerivation

1) Coefficient directeur d’'une droite (rappels)

Le plan est muni d'un repére (O, I, J).
a) Soit la droite (D) d’équation
ax+by+c=0, avec (a, b)#(0, 0).

a C L] L .
3 x—E est aussi une équation de (D).

Le nombre —g est appelé coefficient directeur de (D).

e Si b#0, alors y=—

- : - a .
u (—b, a) est un vecteur directeur de (D); ¥ (1, _,_) est donc aussi un vecteur

b
directeur de (D).
Le coefficient directeur de (D) est donc la seconde coordonnée du vecteur

directeur de (D) dont la premiére coordonnée est égale a 1.

e Si b=0, alors a#0 et x= —-E est une équation de (D).

La droite (D) est paralléle a (OJ) et on ne définit pas le coefficient directeur de

(D).
Tous les vecteurs directeurs de (D) ont leur premiére coordonnée égale a 0.

1) Quel est le coefficient directeur (s'il existe) de chacune des droites
d’équations respectives :

a) 2x—-6y+5=0; b) x-2=0;
c¢) 3y+4=0; d) Sx+3y—-1=0,
e) —x+2y+4=0; f) y=-4x+5.

2) Posons { =OI et j =0J.

Exercices .
K
Y
b ]
L]
LY
L]
N
h |
%
[
]
E Quel est le coefficient directeur (s’il existe) de chacune des droites
L]
L]
5
]
\
5
L)
]
L]
L]
5
L)
5
5
L]
5

passant par le point O et admettant respectivement pour vecteur
directeur :

a) Zf—f; b) ~5i; c) 4ﬁ
3) Soit les droites (D) et (D') passant par le point A(3, 4) et de

.. . . 2 :
coefficients directeurs respectifs 2 et -3 Placer les points B et C

de facon que AB et AC soient respectivement les vecteurs de
coordonnées (1, 2) et (3, —2). Construire les droites (D) et (D’).

b) Etant donné un point A(x,, y4) et un nombre réel m, on cherche une équation
de la droite (D) passant par A et de coefficient directeur m.
Soit M(x, y) un point quelconque du plan.

Puisque i (1, m) est un vecteur directeur de (D), on a :
Me(D) <= dét(AM, it )=0.
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- - 1
Or : dét(AM, ii )= lx i l
Y—ya m
=m(x—X,)—(y— Ya)-
Une équation de (D) est donc :

y—yA=m(x'—.¥A).

1) Donner une équation de la droite passant par le point A(-2,7)
et de coefficient directeur /3.

2) Donner une équation de la droite passant par le point A(S, 3) et
paralléle & la droite d’équation 3x—2y+7=0.

¢) Etant donné deux points A(x,, y4) ¢t B(xs, yg), on veut déterminer le
coefficient directeur de la droite (AR), lorsque celle-ci n’est pas paralléle a (OJ)

(c’est-a-dire, lorsque x,. # xg ).

Le vecteur AB, de coordonnées (xg— X4, Yp — ¥a), st un vecteur directeur de
(AB).

Le vecteur de coordonnées (l,

Exercices

v gt e e ]

Yo — ¥Ya

Xp —Xp
Le coefficient directeur de (AB) est donc :

) est aussi un vecteur directeur de (AB).

Fig. 9
Exercices } Calculer le coefficient directeur (s’il existe) des droites (AB), (CD)
E et (EF), sachant que :
; A(-4, 3), B(5, 8);
3 c(-1, 2), D(-1,7),
2 E(0, -3), = F(3, -3).

d) La figure 10 donne une idée des différentes positions d'une droite passant par
O, non paralléle a (OJ), en fonction de son coefficient directeur a.
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La droite passant par O et de coefficient directeur a admet y = ax pour équation.
Remarquons que a est aussi I'ordonnée du point d’abscisse ] de la droite

d’équation y = ax.

Fig. 10

2) Deérivabilité d’'une fonction en un point

a) Exemples introductifs

Exemple I
Soit (Cy) la représentation graphique de la fonction
f:R— R
%

relativement 51‘ un repere orthonormé (O, I, J).
Soit M un point quelconque de (Cy), d’abscisse non nulle x.

La droite (OM) admet @ pour coefficient directeur (justifier).
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. x) ..
On a: Iim M= lim x=0.

. x—=0 X . a—+0
Examinons la figure 11. . de ol |
Lorsque x est de plus en plus «proche» de 0, le point M est de plus en plus

«proche » du point O; la droite (OM) «tourne » autour du point O et devient de

plus en plus «proche» de la droite (OI). . '
Intuitivement, on dit que la droite (OI), passant par O et de coefficient directeur

lim fx) (égale a 0)
x—0 X
est la «position limite» de la droite (OM ) lorsque x tend vers 0.
A
N R R — ,
M
fx)$==m mm - —m—mm— = ==

VAN N

(€))

[ R, .

] i i i e Y

Fig. 11

Exemple 2
Le plan étant muni d'un repére orthonormé(0, I, J), considérons le demi-cercle

(C) d’équation
x2+y?=25, avec y=0.

(C) est la représentation graphique de la fonction
ftR— R
X — V25-x?,
dont I’ensemble de définition est [—5, 5].
170

Scanned by CamScanner



5/Limites et continuité - Dérivation

A
/tD)
, M
A
: I
| 1 |
l l v
| |
| * t
I 1
: r | :
j : £ ()
1 1 I
: | tJ = :
1 ]
: - L
: : L.
t t i
-5 -3 0 x 5
Fig. 12

Soit A le point de (C) de coordonnées (—3, 4).
Soit M un point quelconque de (C), d’abscisse x différente de —3.
Les coordonnées de M sont (x, f(x)).

La droite (AM) admet f(i—)__(%g—) pour coefficient directeur (justifier).
. Jx)—J(—3)

x—(-3)
Pour tout élément x de [-3, S]—{—3}, on a successivement :

f(x)=f(=3) VI25-x2-4
x=(=3) xX+3

(V=R 4)(VI =R +4)
C (x+3)(V25—x2+4)
_ 9 =x?
C(x+3)(V25—x2+4)
. (G+x)3-x)
C(x+3)(V25—x2+4)
_ 3=
V25— xP44

Nous admettrons que la fonction f est continue en tout point de son ensemble
de définition.

Calculons la limite au point —3 de la fonction x 1
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D’ou :

) -f=3)_ o 3-x

linza x—(-3)  x—-3 V25-x*+4
Loy 3
V25— (-3¢ +4 4

o ; 3
Considérons la droite (D) passant par A et de coefficient directeur 7

On «voit» sur la figure 12 que, lorsque x est dq plus en pIU§ «proche» de -3,
le point M est de plus en plus «proche» du point A; la droite (AM) «tourne »
autour du point A et devient de plus en plus «proche» de la droite (D).

La droite (D) passant par A et de coefficient directeur
est la «position limite» de la droite (AM) lorsque x tend vers —3.
i (1, 3—) est un vecteur directeur de (D) et OA est le vecteur de coordonnées
(=3,4); d’ou :
it -0OA4 =0.

La droite (D) est donc perpendiculaire a la droite (OA).
Par conséquent, la droite (D) est la tangente au point A au demi-cercle (C).

Remarque
Soit A(a, f(a)) un point de (C) tel que a €1-5, 5[.

Soit M(x, f(x)) un point quelconque de (C) tel que x #a.
La droite (AM) admet M

Comme ci-dessus, on peut montrer que la droite (D) passant par A et de coefficient

fx)—f(a)
X—1

pour coefficient directeur.

directeur lim
X=+a

Ceci n‘est' pas valable ior‘sque a=-5 ou a=35 car, dans ce cas, la tangente a

(C) au point A est paralléle a (OJ) et n’a donc pas de coefficient directeur,

est la tangente a4 (C) au point A.

b) Définitions

Le p]-al'f est muni d'un repére (O, I, J).
Cong:deronls une fonction numérique f, d’ensemble de définition D, et sa
représentation graphique (C;) (figure 13).

Soit @ un élément de D, et supposons qu’il existe un intervalle contenant a et
contenu dans D,

Soit A(a, f(a)) le point d’abscisse a de (Cy).
Soit M (x, f(x)) un point quelconque de (Cy), d'abscisse x différente de a.

: f(x)=f(a
La droite (AM) admet T x—ga _ Pour coefficient directeur (justifier).
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f(x)

AB=x-a

Ta BM= f(x)~f(a)

Fig. 13

Intuitivement, lorsque x tend vers a, la droite (AM) «tourne» autour du point
A et devient de plus en plus «proche» de la droite (D) passant par A et de
coefficient directeur
. x)—
i )~ f(a)
XxX—a

X=+4a

(pourvu que cette limite existe).

- Définitions

On dit que la fonction numérique f est dérivable au point a si elle est définie
en a et si la fonction

f(x)-f(a)

X—da

X >

admet une limite au point a.
Cette limite est notée f'(a) et est appelée le nombre dérivé de f au point a.

La droite passant par le point A(a, f(a)) et de coefficient directeur f'(a) est
appelée la tangente au point A a la courbe (C)).

Une équation de la tangente au point 4 i (C;) est (justifier) :

[ y—fa)=f(a)(x—a).

Exercices ) — Le plan étant muni d’un repére orthonormé, construire la
E représentation graphique (Cy) de la fonction

b f:R— R

5 X — x*-2x-3.
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— Calculer le nombre dérivé de f en chacun des points : 0, 1, 2, %

— Construire les tangentes a (C;) respectivement aux points

d’abscisses 0, 1, 2 et 5

— Donner une équation de ces tangentes.

[2F B oW B oW L B LV R ]

3) Fonctions dérivées

174

Définition

Soit une fonction numérique f d’ensemble de définition D;.
Posons :

D={x€D;|f est dérivable au point x}.

La fonction numérique, d’ensemble de définition D, qui & chaque élément x
de D fait correspondre le nombre dérivé f(x) de f au point x est notée f' et
est appelée la fonction dérivée de [ ou, simplement, la dérivée de f.

Exemple 1

Soit un nombre réel ¢ et la fonction constante f : R — R
X — ¢

Soit @ un nombre réel.
On a successivement :

fx)-fa)_c—c_,
x—d x—a

o T TEI=1E)_
x—a X—a

e f est dérivable au point a et f'(a)=0.

e VxeR-{a}

Toute fonction constante f est dérivable en tout point a de R et :
YaeR f(a)=0.

La fonction dérivée de la fonction constante f est la fonction
ffiR— R
X — 0,
Exemple 2

Soitla fonction f: R — R et un nombre réel a.
X — x

On a successivement :

e VxeR-{a) f(";:f“’=i‘:g=1;

f
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e lim f(.’f)"f{a)=

X—a X—a
e f est dérivable au point a et f'(a)=1.

&

La fonction f:R —— R est dérivable en tout point a de R et :
X —r X

VaeR f'(a)=1.

La fonction dérivée de f est la fonction f/ : R — R
X — L

Exemple 3

Soit la fonction f:[R —— R et un nombre réel a.
x — x° '

On a successivement :

f(x)=fa) _x*=a’

e VxER-{a} — =
=(x—a)(x+a)=x+a;
xX—a
e lim ‘Ma—)=lim (x+a)=2a;
x—+a x—a X—ga

e f est dérivable au point a et f'(a)=2a.

La fonction f : IR —— R est dérivable en tout point a de R et :
X — x?

YaeR f'(a)=2a.

La fonction dérivée de f est la fonction f' : R — R
X — 2x,

Exemple 4

Soit la fonction f:[R —— R et un nombre réel a.
x — x°

On a successivement :

e YxeR—-{a} fx)-fla)_x-a’
x—a x—a
_(x—a)x*+ax+a?)
B x—a
=x’+ax+a?
¥
. 3{{1%?—2: lim (fjJE2+ax+a2)=3az;

e f est dérivable au point a et f(a)=3a>.
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Lafonction f:R — R est dérivable en tout point a de R et :
X — X’

YaeR f(a)=3a%

La fonction dérivée de f est la fonction f/ : R — R
x — 3x2,

Considérons, figure 14, la représentation graphique (Cy) de f.
A

Repére orthogonal
Or=2.01

— Vérifier que la droite (OI) est la tangente a (C;) au point O,
On voit que (C;) «traverse» sa tangente au point O,

Pour cette raison, on dit que O est un point d’inflexion de la courbe (C)).
— Construire les tangentes a ( C;) respectivement aux points d’abscisses —2 et —1.

— Donner une équation de la tangente 3 (C;) au point A (%. -:;)

Exemple 5

Soit la fonction f : R — R

1
X F——» -,
X

Son ensemble de définition est R*.
176
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Etant donné un élément a de R*, on a successivement :
1 1

fix)-f(a)_x a

o YxER*—{a} pons: p-
a-x
zax(x—a)
I -
= =
o lim £E21B) g 1
— —a x—+a ax a

1

e f est dérivable au point a et f(a)= bt

La fonction f:R — R est dérivable en tout point a de R* et :
]

X —
X

VaeR* f(a)= —51—2.

La fonction dérivée de f est la fonction f : R — R
1
X ;f
Considérons, figure 15, la représentation graphique (C;) de f.

|

Repére orthonormé

— Construire les tangentes a ( ;) respectivement aux points d’abscisses —2, 1

et 2.
— Donner une équation de ces tangentes.
177
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Exemple 6

Soit la fonction f : R — R
X — ‘\/;
Son ensemble de définition est R,. _
Etant donné un élément a de R*, on a successivement :

fx)-fla) _Vx-Va

o VxR, —{a} ~—a T
| __ Vx-Va
(Vx—=Va)(Vx+Va)
1
CVx+Va
e lim M=]im ! :

x—a X—a rwa VZ+Va 2Vd

e f est dérivable au point a et fi(a)= :

2Va

La fonction f : R — R est dérivable en tout point a de R¥ et :

X — Vx
YaeR* f(a)=

1
2Va

Nous admettrons que f n’est pas dérivable au point 0.
La fonction dérivée de f est donc la fonction

f:R— R

1
X — ——

2Vx

Considérons, figure 16, la représentation graphique (Cy) de f.

Repére orthonormé

AR Ry ——— [fnf]

Fig. 16

Y

b - ———-—

1
|
1]
1

— Construire les tangentes & (C,) respectivement aux points d’abscisses 1 et 4.

— Donner une équation de ces tangentes.
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Exemple 7

On démontre et nous admettrons que :

Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables en tout point ¢ de R et :

VacR sin a=cos a
cos’ @ = —sin 4.

Par conséquent :
— La dérivée de la fonction sinus est la fonction cosinus.
— La dérivée de la fonction cosinus est 'opposée de la fonction sinus.

Construire les représentations graphiques des fonctions sinus et cosinus et tracer
les tangentes & ces courbes aux points d’abscisses respectives :
l m w
-, —=, 0, = et m.

*

4) Lien entre dérivabilité et continuité
On démontre et nous admettrons que :

Si une fonction numérique est dérivable en un point, elle est continue en ce
point.

Par contre, une fonction continue en un point n’est pas nécessairement dérivable
en ce point.

Exemple _
Soit la fonction f : R — R (figure 17).
X — |X
A
(Cp)
0 -
Fig. 17

On sait que f est continue en tout point de R et, en particulier, au

point 0.
Cependant, f n’est pas dérivable au point 0.

En effet, la fonction x — w n’admet pas de limite au point 0,

puisque :
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. x)—f(0 . |x . =X

e lim M:hm u: Iim —.=—l;
x—=0 X—U x—+0 X x—+0 X
x<0 x<0 x<0
. x)—f(0) .. |x . X

® llm M:Ilm _,__|=hm -—=1'
x>0 x=0 x>0

5) Opérations sur les fonctions dérivables en un point

a) On démontre et nous admettrons le théoréme suivant.

Théoréme 1

Soit f et g deux fonctions numériques dérivables au point a.
On suppose qu’il existe un intervalle I contenant a tel que IcbDND,.
Alors f+g et fg sont dérivables au point a et :

(f+g)(a)=f(a)+g'(a),
(feY(a)=f(a)g(a)+f(a)g'(a).

En particulier :

Soit ¢ un nombre réel.
Si la fonction numérique f est dérivable au point a, alors la fonction cf Iest
ausst et on a :

(cfY(a)=cf(a).

.+ Exemple 1

Calculons la dérivée de la fonction f : R — R
x — x*+Vx,

L’ensemble de définition de f est R,.
f est la somme des fonctions g:R— R e h:R— R
X — x2 x — V.

Soit a un élément de R*, .
On sait que g et h sont dérivables au point a et que

1
2Va
D’aprés le théoréme 1, f est dérivable au point a et

f(a)=g'(a)+h'(a)
=2a+ I

2Va

f n’est pas dérivable au point 0, sinon la fonction h, égale & f— g, le serait aussi.

g'la)y=2a, h'(a)=
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La fonction dérivée de f est donc la fonction f': R — R

1
X — 2x+ ;
2Vx
Remarque. Dans la pratique, on écrit directement :
Yx€RY f(x)=g'(x)+h'(x)
1
=2x+——.
2Vx
Exemple 2 '

I Calculons la dérivée de la fonction f : R — R
x — x> cos x.
!’/
Soit les fonctions g:R— R et h:R — R
x — x° X —> COS X.

f est le produit de g et h.
Soit @ un nombre réel quelconque.
g et h sont dérivables au point a et :

g'(a)=3a% h'(a)= —sin a.

D’apreés le théoréme 1, f est dérivable au point a et :
f(a)=g'(a)h(a)+g(a)h'(a)

=3a’ cos a — a’ sin a.

La fonction dérivée de f est la fonction f': R — R
x +— 3x% cos x— x> sin x.

Remargue. Dans la pratique, on écrit directement :
VXER f(x)=g'(x)h(x)+g(x)h'(x)
=3x* cos x — x> sin x.

Exercices Calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions numériques f

définies par :

1
a) f(x)=x3+;,
b) f(x)=x(x*+4);
¢) f(x)=sin x cos x;
d) f(x)=5Vx;
€) f(x)=§;

) f(x)=7(x*-1);
g) f(x)=2x-3x*+6x-17.

b) f étant une fonction numérique dérivable au point a, on déduit du théoréme 1
que f? est dérivable au point a et que

(f*Y(a)=2f(a)f(a).
Plus généralgment, on a le résultat suivant.
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Théoréme 2

Soit n un élément de N*—{1}.

Si la fonction numérique f cst dérivable au pmmm&la fonctmn fr est
dérivable au point a et on a

(f"}'(a)= nf""'(a)f'(a).

Démonstration.

On démontre ce résultat par récurrence sur n.

e Le résultat est vrai pour n=2 car, comme observé ci-dessus, c’est un cas
particulier du théoréme 1.

e Soit n un élément de N*—{1} et supposons que /" soit dérivable au point a et
que

(f"Y(a)=nf"""(a)f(a).
Montrons que, dans ce cas, /"' est aussi dérivable au point a et que
(f"*Y(@)=(n+ 1)f"(a)f (a).

Or, puisque f"*'=f"-f, il résulte du théoréme 1 que f**' est dérivable au point
a et que :

(f"*"Y(a)=(f"Y(a)f(a)+f*(a)f (a)
=nf""'(a)f (a)f(a)+ f"(a)f (a)
=nf"(a)f'(a)+ f'(a)f'(a)
=(n+ Df"(a)f(a).

e Le théoréme 2 est donc démontré.

- En particulier :

Soit n un élément de N*—{1}.
La fonction f:R — R est dérivable en tout point a de R et :
X — x"

YacR f(a)=na""".

La fonction dérivée de f est donc la fonction f' : R — R

X — nx"7!,
Exercices Calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions numériques f
définies par ,
..: -v’ -y - r "_" J:—‘ J
a) f(x)=x" A FAls oy

b) flx)= 2].r ~5x7+ 2x%— 3
c) f(x)=(x*-3x+ 1'%
d) f(x)=sin® x cos? x.

¢) On démontre et nous admettrons le théoréeme suivant.
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Théoreme 3

Soit f et g deux fonctions numériques dérivables au point a.
On suppose qu’il existe un intervalle I contenant a tel que ICD/ND,.

Si g(a)#0, alors é:- est dérivable au point g et on a :

(I)(a)zf(a)g(a)—f(a)g (a)

g [g(a)P?
~ Exemple
Calculons la dérivée de la fonction f: R — R
C3x%+1)
(Sx~4) 2.
L’ensemble de définition de f est R— [g}
Soit les fonctions g : R — R et h:R— R
X — 3x%+1 X — 5x—4.
[ est le quotient de g par A. -
Soit a un élément de I}:{—{;—;}. = P

g et h sont dérivables au point a et :
g'la)=6a, h'(a)=5.

D’aprés le théoréme 3, f est dérivable au point a et :

f,{a)=g'(a)h(a)—g(a)h (ﬂ)

h(a)
_6a(S5a—4)-(3a*+1)5
B (5a —4)
_154>~24a-5
(5a -4y
La fonction dérivée de f est la fonction f' : R — R
15x*~24x -5
(5x —4)

Remarque. Dans la pratique, on écrit directement *

VxeR- [i} f’(x)-:g'(x)h(x)_B(X)h'(x)

5 [h(x)P
_15x%=24x -5
~ (5x—4)

183
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Exercices Calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions numériques f
définies par :
Sx?

a) fixy=1—>3

3

b) fx)=——;

0 =222

Préciser, dans chaque cas, les ensembles de définition de f et de f*.

P i i i i i O g g o b

Un cas particulier du théoréme 3

Si la fonction numérique g est dérivable au point a et si g(a)#0, alors E est
dérivable au point a et on a :

(&) @ -tor

En déduire que :

: 1 e ,
— La fonction x +— —, (neN*), est dérivable en tout point de R* et sa

h

n+l*

X

dérivée est la fonction x — —

) 1 , . '
— La fonction x —> —= est dérivable en tout point de R* et sa dérivée est

Vx
1

2xVx

la fonction x — —

Exercices Calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions numériques f

définies par :

i), Joxisges

q
&
LY
; .
: x*+3x-2
by S =2a— 14—
— - | 4+ —
§ Fi=a 4x*+ 1
b |
¢ €) fx)=—m—-.
N xVx
. Préciser, dans chaque cas, les ensembles de définition de f et f'.

d) On démontre et nous admettrons le résultat suivant.
184 '

Scanned by CamScanner



5/Limites et continuité - Dérivation

Théoréme 4

Soit des nombres réels a, ¢ et d, une fonction numérique g et la fonction
numérique f définie par

fx)=glcx +d).
Si g est dérivable au point ca +d, alors f est dérivable au point a et :
flla)=cg'(ca +d).

Exemple

Calculons la dérivée de la fonction f : R — R
x — cos(=3x+2).

Soit la fonction g : R — R
X — COS X.

Ona: YxER f(x)=g(-3x+2).

Soit @ un nombre réel quelconque.

g est dérivable en tout point x de R et g'(x)=-sin x; en particulier, g est
dérivable au point —3a +2 et

g'(=3a+2)=-sin(-3a+2).
D’apres le théoréme 4, f est dérivable au point a et
f(a)=-3g'(-3a+2)
=3 sin(-3a+2)."
La dérivée de f est donc la fonction f': R — R
X > 3sin(—=3x+2).

Remarque. Dans la pratique, on écrit directement :
Vx€R f(x)=-3[-sin(-3x+2)]
=3 sin(—3x +2).

Calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions numériques f
définies par :

Exercices

\

z

&

<

2 4 fods
\ Vix—17
:

:

L

L]

;

b) f(x)=sin(—-2x + 10);
¢) f(x)=cos 7x sin(—3x+1);
d) f(x)=cos’(5x—1).

e) Le tableau récapitulatif suivant donne la fonction dérivée de quelques fonctions
simples. . :
Pour calculer la dérivée d'autres fonctions, définies au moyen de ces fonctions
simples, on utilise les théorémes 1 a 4 ci-dessus.
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Analyse 1™ D

f est dérivabl v
est définie est dérivable ;
f().’) f sur en tout point de f().')
" R 0
% R 1
x", (neN+*-{1}) R _nx!
ik R R* -2
" . X
1 n
= (nENY) R R -
er‘ R+ R* L
* 2Vx
1 1
i A |R$ |R* =
i * * 2xVx
sin x R R cos X
cos x R —sin x
Exercices
1 (1). Calculer les limite_s Suivantes : 2 (1). Méme question
a) i 2x2 ~
,_l."lz( X2=3x +1). ~ a) xlimz (2x% = x +1)(3x3 - 2x2 + 5).
b) lim_(—V3x3-
x-,"\/i( KRN ). b) lim (=5x2+ x)(=3x3+4),
N o=y
¢) lim, (—Ex‘—2x2+3x—1), T -
x—3\ 4 €) lim = (x—1)%-x2+5),
K= =33
. 2 1 5 |
d) lim_ | —-=x34—-x2— =
s _f( S 3’“’7)' d) lim | (x2-2x +3)(— x2+4)°.
X =
o
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5/Limites et continuité - Dérivation

3 (1). Méme question :

) -2x+3
a) lim R
x—=—-1 X+5
. —A3x2492x-1
b) lim —————
x—2 51"4
y —-5x +1
¢) lim ~——m———,
X3 —-2x +4x =1
=3x2+2x+5
dy lim —— —

e o NB =gy

4 (1). Calculer les limites suivantes :

a) lim (cos x —sin? x).

X =

-1
by lim ——,
x—=03+C0S X

¢) lim (2 cos x—3 sin x +1).
xX=-i
2 i i
Ay T R a8 ¥
x—-3s8in x+2 cos x
5 (1). Soit la fonction

f:R— R
X = cos 2x —=sin 2x +1.

a) Montrer que :
YxER f(x)=2 cos x(cos x—sin x).

b) Calculer : I'rrr;“ f(x).

X—g

6 (1). Calculer les limites suivantes :
2

2 xl-l..nls x+5"

By i it
gow =1 XE= =D

c) lim M
x—2 X2=Tx+10

a) i
k1 X°=2x+1

T . N
xw—1 X2+ x%+4x +4

sl

a3 X+ x%2—Bx’

7 (1). M&me question ;

{8 (1). Soit deux fonctions

b) lim Vx-13

xl-;a x2—x-6

4 i (\G—2J(\/§+1]‘
X—4 x—4

d) lim i:gfiil
¥ =1 x=1

a) Déterminer/la fonction fg.
b) On considére la fonction numérique h
définie par
{VxEIR-*{E} h(x)=(fg)(x)
h(2)=3.

Etudier la continuité de la fonction h au point
2.

9 (1). Soit la fonction numérique f définie par

{VXEIR—{—:!, 2} f[x}=|i:j-:—42
f(~2)=1f(2)=4.

Quel est I'ensemble de définition D, de f?
! est-elle continue en tout point de 0,7

10 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, /, J).

Calculer e coefficient directeur de la droite (A)
dans chacun des cas suivants :

a) une équation de la droite (A) est
=3x+2y+1=0;

b) (A) admet & (=1, 3) pour vecteur directeur;

c) (&) passe par les points A(=1, 2) et B(4, 1);

d) (A) est paralléle a la droite d'équation

-x+V2y =0,

e) (A) est perpendiculaire & la droite
d'équation y=—-2x+5,

11 {2). Le plan est muni d'un repére (O, I, J).
Placer le point A(1,2). Tracer chacune des
droites (A,), {Az)., (A3) passant par le point A
et admettant respectivement pour coefficient

35
directeur les nombres -—5. . et 0.

12 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, I, J). )
Placer le point A(4, 3). On considére la droite
(A) passant par A et admettant m pour
coefficient directeur (m est un paramétre).
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Analyse 1™ D

1) Donner, en fonction de m, une équation de
la droite (A).

2) Determiner I'ensemble des valeurs prises
par le paramétre m dans chacun des cas
suivants :

a) (A) passe par le point J;

b) {A) est sécante en B & la droite (O), le
point 8 étant choisi tel que la mesure de |'aire
du triangle (AB!) soit égale a 9;

¢} (A) est sécante en C & (OI) et sécante en
D a (0J), les points C et D étant choisis tels
que A soit le milieu de [CD].

d) (A) est sécante en E a {Of) et sécante en
F a (0J), les points E et F étant choisis tels
que la mesure de l'aire du triangle OEF soit

e s
egale a —.
g 2

13 (2). Soitlafonction/:R — R
x — x4

1) a étant un nombre réel, calculer

fix)— fa)
xX—a
f{x)— f(a)
x—a

(xeR~-{a}),

=

puis lim
X =7
2) Ecrire une équation de la tangente 2 la
representation graphique de f au point
d'abscisse —1. Tracer cette tangente.

14 (2). Mémes questions 1) et 2) qu'au n® 13
pour la fonction

g:R— R
x=1
x+2

15 (2). Soit la fonction

" f:R— R
1
X b F
En utilisant fa définition de la dérivabilité d'une
fonction, démontrer que la fonction [ est
dérivable en tout point a non nul.

16 (2). Soit la fonction

f'R— R
xr——-—x’v’;.

a) Montrer que / est dérivable au point 0.
b) Calculer la fonction dérivée de f.

17 {2). On considére deux fonctions numéri-
ques f s;t g dérivables au point a. On suppose
qu'il existe un intervalle / contenant a tel que

fco,ND, (D, et D, sont respectivement les
ensembles de définition de f et g).

1) a) Montrer que, pour tout élément x de
OnND,-{a}, ona:

fg(x) - fg(a) _{f(x)—f(a)

g{ng{XJ—g{a) fa).
X—a X—a X—a
b) Calculer lim To(x) - fg(a)
X @ X =4

¢) En déduire que la fonction fg est dérivable
au point a et que
(fgy(a)=1(a)gla)+f(a)g'(a).
2) Montrer que la fonction f+ g est dérivable
au point a et que
(f+g)(ay=1(a)+g'a)

s Dans les exercices 18 & 26, déterminer la
fonction dérivée de chacune des fonctions

données et préciser son ensemble de
définition.

18(2.a)H:R— R
X — 2x+3.

b) :R — R
X — 3:2—§x+2.
c) R — R
X — §x3—2x2+x—1.
d) fh: R— R
X — x(3x*-2x2+5)
19 (2). a) f, 'R — R
- X — (x —3)(3x2—2x +1).
b) fz ' |R — |R
X - {x—1)(x +2)(2x - 5).
c) 3:1R — R ¢
X — (x=2)(-x+3)%
d) f4:R— R

X — (x2—4)(x +2)—(x — 5)%.

20(2). a) L, R— R
1
"'x_s.
by L:R— R
1
x2—x=2
C) n'a:ﬂ —— R
g S
(2x — 1)
d) f4: R — R
-4
(x = 1)%(x +3)
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e
21 (2) a) f:R — R \'?{ 25 (2)-a) f,: R — R
X —> 2X 41—, g o X — 2 sin (3x_1’)
_3 G—;I h-'l-.-}r 3
b) £, R — R e AT +cos(-—x+7—r)
X — X%+ 2 ‘-’\{ . N o
' 2x -1 ) b) L:R— R
¢) fa:R—R \S‘) X — sin® (—Ex +—E)
X — 3x%+2x— z
(x +1} ¢) f:R— R
-4
d) fs:R— R N xr——--——f-l-r-‘—%.
x (x— 172+ 3 \“;" — 2 cos 2x—V3
(2x=1) / d) f.:R—> R
: sin 2x
22 (2). a) , :R — R X in? x—1
Ix -1
X — - i
x+35° 26 (2). a) f:R— R
b) £, R — R T
g i 2x2—=3x+1 X A
2x-1 BY £, R — R
' ¢) fh:R— R . x=2
X = _22:'_12 VZx+1
i P ¢y fs: R— R
& d)f,:R— R x2 -
5x2=2x+1 X b—r VX +2—
X — — x+2
X“+x-6
d) fy - R— R
3
™ 23 (2). a) f,:R—+ R £ PR
\ (x +3)(2x—1)° , .
X — _T{_‘ 27 (2). Donner une équation de la tangente a
= X la représentation graphique de la fonction £, au
b) L,:R— R point d'abscisse &, dans chacun des cas
2x2—5 suivants :
X — —————
(x =1)P(2x +5) ayf:R—R a=-2
¢) f:R— R 2x—3
, 2x—1 X +1
Xl——r(x+1)"x4_1. ]
2x x2—2x X — 3x3-2x3+x-1
X b— + .
x—3 x*-4x+3 c) f:R— R a=1
x2-2x+1
24 (2). a) f,:R— R X x—5
x — sin® x cos x. -
b) f:R — R d)f:R— R a=z
x — 2 sin x cos® x. Sl
¢) h:R— R X — =
sin x +cos? x cos(x——)
X — — 3
sin x
. ¢
d) fs:R— R 28 (2). Le plan est muni d'un repére (O, I J)-
g VA GOSR Soit la fonction f : R — R
sin X +cos x x — x2\V/x.

189

Scanned by CamScanner



Analyse 1" D

Montrer que la droite (OJ) est tangente en O
a la représentation graphique de f.

29 (2). Le plan est muni d'un repére (O, I, J).
Soitla fonction f : R — R

1
X b =
x

On désigne par representation

graphique.
1) Construire (JC).

(J6) sa

2) Soit M un point de {X) d'abscisse a.

La tangente (A) a (JC) au point M es! sécante
aux droites (Of) et {OJ) respectivement en A
et B.

a) Trouver une équation de (A).

b) Exprimer en fonction de a les coordonnées
des points A et B.

¢) Montrer que M est le milieu de [AB]

30 (2). Le plan est muni d'un repére (0, /, J).
Soit la fonction f: R — R
X — x2.

On désigne par (P) sa représentation

graphigue,
a) Construire {FP).

b) Soit M un point de (P), distinct de O. La
tangente a (P) au point M est sécante aux
droites {Q/) et (OJ), respectivement en A et B.
Montrer que A est le milieu de [MB].

31 (2). Soit la fonction

f: [R — JR
X — 2x3—x?+2x—4.

a) Montrer que la représentation graphique de
f dans un repére (O, /-J) admet deux tangen-
tes de coefficient directeur 6.

b) Donner une éguation de chacune de ces
tangentes.

32 (2). Le plan est muni d'un repére (O, /, J).
Soit la fonction

Im:R— R
X — mx2-2(2m—1)x+4m
dépendant du paramétre m.
On désigne par (P,) sa
graphique.

représentation

a}_Montrer que (P,) passe par un méme
point A lorsque m deécrit R. Calculer les
coordonnées de A.

b) Montrer que (P,) est tangente au poin't Aa
une méme droite (A) lorsque m décrit R.
Trouver une équation de (4).

33 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, 1, J).
Soit deux fonctions

f:R— R g:R— R
1

X b— — ¥ — 2x%-3x+2.

x
On désigne respectivement par (Cy) et (Cp)
leurs représentations graphiques.

a) Montrer que (C;) et (C,) ont un unigue point
commun A. Calculer ses coordonnées.

b) Montrer que les tangentes respectives a (C,)
et (C,) au point A sont perpendiculaires.

34 (2). Le plan est muni d'un repére (O, 1, J).
Soit la fonction

f:R— R
X — ax?+bx+c¢

ol (a. b, c)ER*"xRxR.

On désigne par (P) sa
graphigue.

On suppose que (P) passe par le point A{0Q, 4)
et que la tangente a (P) au point B(2, —1) est
paralléle a la droite (Of).

représentation

a) Determiner a, b et c.

b) Tracer (P) et les tangentes a (P) respective-
ment aux points A et B.

¢) Calculer les coordonnées du
d'intersection de ces tangentes.

point

35 (2). Le plan est muni d'un repére (O, I, J).

1) On considére la parabole (P) d'équation
y=ax®+bx+c (a#0) et la droite (A)
d'équation y=a'x +b".

Montrer qu'une condition nécessaire et suffi-
sante pour que (&) soit tangente a (P) est

(b—a‘')®—4a(c-b')=0.
2} Application
On considére la parabole (P) d'équation y = x*

et le point A(2, 2). Soit (A) la droite passant
par A et de coefficlent directeur m.

a) Exprimer en fonction de m une équation
de (A).

b) Calculer m pour que (A) soit tangente a (P).

190

Scanned by CamScanner




S/Limites et continuité - Dérivation

Problemes

36 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, 1 J).
Soit I'application f: ]—1, If — R

X —+ x+E(x).
1) Tracer la représentation graphique (Cy) de 1.
2) Etudier la dérivabilité de f au point 0.
3) Déterminer la fonction dérivée de f.

4) Soit la fonctiong : R — R
X — f2(x).

a) Quel est I'ensemble de définition de g?

b) Tracer la représentation graphique (C,)
de g.

¢) Montrer que g est dérivable au point 0.
d) Déterminer la fonction dérivée de g.
e) Donner une équation de la tangente a (Cq)

! 1
au peint d'abscisse ——2-. Construire cette

tangente.

37 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, 1, J).
Soit la fonction f: R — R

X —= Xx%—2x,
1) Tracer la représentation graphique (G;) de f.
2) Déterminer la fonction dérivée ' de f et
construire sa représentation graphique (C,).

3) Montrer que (Cy) et (C;) sont sécantes en
deux points dont on déterminera les
coordonnges.

4) On désigne par A et B les points
d'intersection de (G,) et (G,).

a) Construire les tangentes a (C,), respective-
ment aux points A et B.

b) Calculer les coordonnées du point
d'intersection de ces tangentes.

5) Soit la fonction g : R — R
X — flx+1)+1.

a) Quel est I'ensemble de définition de aq?
b) Construire (C,).

¢) Déterminer la fonction dérivée g' de g.

38 Le plan est muni d'un repére (0, |, J).
Soit la fonction f : R — R

ax+b
X+c

X F—

ou (a, b, c)eR2.

On désigne par (JC) sa représentation
graphique.
On suppose que (J) passe par le point

1 2
A(—‘l, E) et que la tangente & (JC) au point

3 7 .
B (1. _5) admet ~3 pour coefficient
directeur.
1) Déterminer a, b et ¢.

2) Construire (JC). Vérifier que le point (3, 2)
est un centre de symétrie de (JC).

3) a) Trouver le coefficient directeur de Ia
tangente a (JC) au point A. )

b) Calculer les coordonnées du point
d'intersection des tangentes a (.J¢) respective-
ment aux points A et B.

4) Montrer que (JC) admet deux tangentes de
coefficient directeur —-7. Construire ces
tangentes.

5) Soit (4) la droite passant par le point ( et
admettant m, (m#0), pour coefficient
directeur.

a) Suivant les valeurs prises par m, étudier le
nombre de points communs a (JC) et (4).

b) Dans le cas o0 (A) est sécante a () en
deux points M et N, montrer que les tangentes
a (JC), respectivement en ces points, sont
paralléles.

39 * On considére un rectangle ABCD tel que
AB=2 et AD=1.

Soit M un point du segment [AB]. Posons
AM = x.

Exprimer en fonction de x :
a) la somme MD?+ MC?:

£) le produit MD?x MC?2,
** Le plan est muni d'un repére erthonormé
(O, 1 J).

1) Soit la fonction

f-R— R
X — MD?+ MC?

(x =AM et M E[AB])).
a) Quel est I'ensemble de définition de 77
b) Tracer la représentation graphique {C,) de f.

c) Tracer les tangentes & (C;) aux points
d'abscisses respectives 0 et 2. Calculer les
coordonnées du point d'intersection de ces
tangentes.
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2) Soit la fonction
g:R—R

X — MD?%x MC?
(x =AM et M €[AB)).
a) Quelle est la fonction dérivée g’ de g?
b) Résoudre I'équation

x€ER, g'{x)=0.
¢) Montrer que les points R(0, 5) et §(2,5)

appartiennent a la représentation graphique
(Cy) de g.

d) Donner une équation de chacune des
tangentes a (€,) aux points A et 5.

40 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, 1, J).
On désigne par (P) la représentation graphique
de la fonction
f:R— R
X — (x+2)2

1) Construire (P).

2) On congidére le point A(—1, —2). Soit (4) Ia
droite passant par A et admettant m pour
coefficient directeur.

a) Suivant les valeurs prises par m, étudier le
nombre de points d’intersection de (P) et (A).

b) Montrer gu'il existe deux droites (44) et (43)
passant par A et tangentes & (P). Calculer les
coordonnées des points de contact.

3) Soit Q(a, B) un point du plan et (D) une
droite passant par { et de coefficient direc-
teur n.

a) Exprimer en fonction de a, 8 et n une
équation de (D).

b) A quelle condition sur «, 8 et n, (D) est-elle
tangente a (P)? (Utiliser I'exercice 35).

¢) Trouver I'ensemble des points Q(a, B) tels
qu'il existe deux droites perpendiculaires en
et tangentes & {P).
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6 Continuité et dérivabilité
*sur un intervalle

Extension de la

notion de limite

Lecon 1: CQNTINUITE SUR UN INTERVALLE
Lecon 2 : DERIVABILITE SUR UN INTERVALLE
Lecon 3 : EXTENSION DE LA NOTION DE LIMITE

1 Continuité sur un intervalle

a) Définition

Considérons les fonctions f, g et h respectivement définies par leurs représenta-
tions graphiques (Cy), (C,) et (&) (figure 1).

Nous nous intéressons au comportement de ces fonctions sur I'intervalle [a, b].
On constate graphiquement que :

e f n’est pas définie au point ¢ de [a, b];

e g est définie en tout point de [a, b] mais est discontinue au point ¢ de [a, b];
e h est continue en tout point de [a, b].

T—
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Définition

Une fonction numérique est dite continue sur un intervalle I si elle est continue
en tout point de I.

b) Une propriété des fonctions continues sur un intervalle
Considérons & nouveau la fonction g de la figure 1.
Soit A un élément de [a, g(c)[.

On constate graphiquement que la droite (D) d’équation y=A n’a aucun point
commun avec (C,).
Cela signifie que I’équation
xEla, b], glx)=2A
n'a aucune solution.

Dans le théoréme ci-dessous, nous admettrons que cette situation ne peut pas se
produire lorsque la fonction est continue sur [a, b].

Considérons, par exemple, la fonction & continue sur [a, b] (figure 1).

Soit A un nombre réel quelconque compris entre h(a) et h(b).

On constate graphiquement que la droite (D) d’équation y = A est sécante a (C),).
Cela signifie que I'équation

xE[a, b]l, h(x)=A
admet des solutions.

Théoreme des valeurs intermédiaires (admis)

Si la fonction numérique f est continue sur [a, b] alors, pour tout nombre
réel A compris entre f(a) et f(b), il existe un élément ¢ de [a, b] tel que

flc)=A.

Exercice Soit la fonction polynome f définie par
f(x)=5x"7+2x"0—x +1.

Calculer f(—1) et f(0).
En déduire que I’équation

x€ER, 5x¥7+2xV—x+1=0
admet au moins une solution appartenant a ]-1, 0f.
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2 Dérivabilité sur un intervalle

1) Fonctions dérivables sur un intervalle

Définition

Une fonction numérique est dite dérivable sur un intervalle I si elle est dérivable
en tout point de I.

On sait qu'une fonction dérivable en un point est continue en ce point.

Par conséquent, une fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet
intervalle.

Exemples

Il résulte des régles de dérivation de la somme, du produit et du quotient
de fonctions dérivables en un point que :

— toute fonction polynome est dérivable sur R;

— toute fonction rationnelle est dérivable en tout point de son ensemble

de définition et, par conséquent, sur tout intervalle contenu dans son
ensemble de définition.

2) Dérivées et sens de variation d’une fonction
a) Rappels

Soit une fonction numérique f et un intervalle I contenu dans I’ensemble de
définition de f.

On dit que :

”

e f est croissante sur I si:

Vuel YveEl u<v => f(u)<f(v),
e [ est strictement croissante sur I si:

Vuel Yvel u<v = flu)<f(v);
e [ est décroissante sur I si:

Yuel Yvel u<v =—> f(u)=f(v):
o [ est strictement décroissante sur I si :

Vuel Yvel u<v = f[flu)>f(v).

b) Considérations graphiques

Soit, figure 2, la représentation graphique (C;) d’une fonction numérique f,
dérivable et croissante sur un intervalle I, )
Nous avons tracé quelques tangentes 2 (C;) en des points dont I'abscisse appartient
al '

On constate que, f étant croissante sur I, toutes ces ta'ngenuj,s sont « mclmeggs »
de fagon que leur coefficient directeur soit positif (revoir la figure 10, page 169).
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Fig. 2

Fig. 3
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Cela signifie que f'(a) est positif pour tout élément a de I ou, encore, que la
fonction dérivée f' est positive sur I,

De méme, si une fonction numérique f est dérivable et décroissante sur un
intervalle I, on constate (figure 3) que la fonction dérivée f' est négative sur I,

- ¢) Sens de variation d’une fonction

On démontre et nous admettrons les théorémes suivants.

Théoreme 1

Soit une fonction numérique f dérivable sur un intervalle I.
Alors :

e f est croissante sur I si et seulement si f' est positive sur I;
o f est décroissante sur I si et seulement si f* est négative sur [;
e f est constante sur I si et seulement f’ est nulle en tout point de I

Théoréme 2

Soit une fonction numérique f dérivable sur un intervalle I.
Alors :

° [VxEI fl(x)= {]] = f est strictement croissante sur I;
o [VxEI f(x)<0] = f est strictement décroissante sur I.

Remarque. Si f est strictement croissante sur I, il résulte du théoréme 1 que f'
est positive sur I; il peut cependant exister des éléments a de I tels que fi(a)=0.
Par exemple, on sait que la fonction x ——> x* est dérivable et strictement
croissante sur R et, cependant, son nombre dérivé au point 0 est nul.

Exemple 1

Etudions le sens de variation de la fonction
f:R— R
X — x’=3x2—12x+3.
f est dérivable sur R et on a :
YxeR fi(x)=3x*-6x-12.
Les zéros de la fonction polyndme du second degré f' sont 1—V/5 et 1+V/5.

D’ou :
ot Vx €<, 1=V fi(x)>0;
VXEN-V5, 1+V5[  fi(x)<0:;
VxE+VS, - fi(x)>0,
On obtient donc le tableau de signe suivant :
x|« 1-V5 1+v/5 -
fi(x) + 0 - 0 +
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Par conséquent, f est croissante sur 1<, 1—V/3[, décroissante sur [1—-V5, 1+/5]
et croissante sur [1+V53, —[.

On obtient donc le tableau de variation suivant :

X . 1-V/5 1+V5 —
f(x) A —1+10V5 | N\ | -11-10V5 |
On peut combiner les deux tableaux en un seul :
X -« 1-v5 1+vV5 -
fi(x) 4 0 = 0
f(x) Il —11+10V5 | N\ | -11-10v5 |
Exemple 2
Etudions le sens de variation de la fonction
f:R—-— R
X — %)
(x—1)(x=2)

L’ensemble de définition de f est R—{1, 2}.
La dérivée [’ se calcule plus simplement en remarquant d’abord que :

flx)=

x—3

VJCER—{I,Q} m

f est dérivable en tout point de R—{1,2} et on a:
(x2=3x+2)—(x—3)2x—3)

vxeR-{1,2} fi(x)= (2—3x+2)
=X +6x-7
C(x =1 (x-2)

Puisque (x —1)*(x —2)*>0 lorsque x est différent de 1 et de 2, le signe de f/(x)
est celui de —x?>+6x—7.

On obtient le tableau suivant (vérifier) :

198

x - | 3-V2 2 3+V2 -
-x*+6x—7 < S (e 0 + |+ | + = )
fi(x) - :////4 - %'+ N
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Exercices | Etudier le sens de variation des fonctions numériques f et g définies

par :
f(x)= —x —%x —x°+5;
X
g(x)=(x_1)2-

3) Maximums et minimums relatifs
a) Rappels

Soit une fonction numérique f et une partic A de son ensemble de définition. _
Rappelons qu'un nombre réel M est appelé le maximum de f sur A si
M =max f(A), c’est-a-dire si :

o MEf(A);
e VxXEA M=f(x).

Lorsque M est le maximum de f sur A et ¢ est un élément de A tel que f(¢)=M,
on dit que f atteint son maximum sur A en c.

On définit de méme le minimum m de f sur A et les éléments ¢ de A en lesquels
ce minimum est atteint.

Exercices Soit les fonctions

f:R— R g:R— R
X — —x*+4x X > |—x¥+4x|
! h:R— R
X — —|—x2+4x|.

— Vérifier que les courbes {C}) (C,) et (C,) de la figure 4 sont
respectivement les représentations graphlques de f, g et h.

— Indiquer, s’ils existent, le maximum et le minimum de chacune
de ces fonctions : sur R, sur [0, 4], sur [0, 2].

— En quels points sont-ils atteints?

A A [
0 2 4 -
1
- : :
; ] 1
| ]
1 ]
T L P i -
0 2 4\ 0 2 4
Fig. 4
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b) Considérations graphiques

Soit la fonction numérique f dont la représentation graphique (C;) est donnée par
la figure 5,
Son ensemble de définition D, est I'intervalle [a, b].

A

(Cy)

[ T T pe—
P‘.-— - —
Ll R ——

\J

[~ e
el RPN
== -
,:I P ——— o ———

-

~
~

Nl

Fig. 5

e f(a) est le minimum de f sur Dj.
e f(cy) et f(cs) sont tous deux le maximum de f sur Dy.

e f(¢,) n’est ni le maximum ni le minimum de f sur D;.

Cependant, il existe un intervalle ouvert L contenant ¢, tel que f(c,) soit le
maximum de f sur L NDy; par exemple : L =]a, ¢;l.

On dit que f admet un maximum relatif en c,.

e f(csy), f(cy) et f(b) ne sont ni le maximum ni le minimum de f sur D,

Vérifier qu’il existe des intervalles ouverts L, M, N contenant respectivement ¢,
cs et b tels que f(c,), f(c,) et f(b) soient respectivement le minimum de f sur |,
LﬂDj, Man et NI"ID!.

On dit que f admet un minimum relatif en c,, ¢, et b.

¢} Définition

Soit une fonction numérique f et un élément ¢ de son ensemble de
définition D;. ) . . . N

On dit que f admet un maximum relatif (resp. minimum relatif) en ¢ §’il existe
un intervalle ouvert L contenant ¢ tel que f(¢) soit le maximum (resp. minimum)

de f sur LND,.

Remarques

e On dit que f admet un extremum relatif en ¢ si f admet un maximum relatif
ou un minimum relatif en c.

e Si f(c) est le maximum (resp. minimum) de f sur Dy, alors f admet un maximum
(resp. minimum) relatif en c.
La réciproque est fausse : voir la figure 5.

Exercice g Déterminer les maximums et minimums relatifs des fonctions f, g et
h représentées graphiquement par les figures 4.
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d) Recherche des extremums relatifs

¢ Examinons a nouveau la figure 5.

On observe qu’en chaque point de (C;), d’abscisse différente de a et b,

correspondant & un extremum relatif de f, la tangente a (C,) est parali¢le a la
droite des abscisses.

Le nombre dérivé de f en ¢,, c,, c3, ¢4 €t c5 est donc nul.

On démontre et nous admettrons le résultat suivant.

Soit une fonction numérique f dérivable sur un intervalle ouvert I.
Si f admet un extremum relatif en un élément ¢ de I, alors f(¢)=0.

Cependant, si un élément ¢ de I vérifie f'(c¢)=0, f n’admet pas nécessairement
un extremum relatif en c.

Considérons, par exemple, la fonction f : R — R A
X — x° P
(figure 6). )
On a f(0)=0, bien que f n'admette pas d’extremum -
relatif en O. 0
Fig. 6

e Soit une fonction numérique f, dérivable sur un intervalle ouvert I, et un élément
¢ de I tel que f'(c)=0.

Pour vérifier si f admet un maximum ou un minimum relatif en ¢, on utilisera le
tableau de variation de f.

Par exemple, un tableau de variation tel que

5 c
x a c b /Ne,)
fi(x) + 0 - :
f(x) 21 fle) | N _i! » Fig. 7

permet de conclure que f admet un maximum relatif en ¢ (justifier).
Un tableau de variation tel que

A
b'e a c b
C ((J,')
f(x) 1o |+ \~/
]
f(x) N fe) | 7 $—. Blad

permet de conclure que f admet un minimum relatif en ¢ (justifier).
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Un tableau de variation tel que

'\
X a ¢ b (Cy)
C
f'(x) 0 |t ;
f(x) l&c‘l_’ 15 i »  Fig.9
ou tel que
X a c b ’
fi(x) - 0 |- |
]
1
f(x) "““ﬂf.l_ﬂ C,L »  Fig. 10

permet de conclure que f n'admet pas d’extremum relatif en ¢ (justifier).

Remarquons que dans les deux derniers cas, la représentation graphique (C;) de
f «traverse» au point d’abscisse ¢ sa tangente en ce point.

On dit que ¢ est une abscisse d’inflexion ou que le point C de (Cy), d’abscisse
¢, est un point d'inflexion.

En résumé :

Si f* s’annule en ¢ en changeant de signe, f admet un extremum relatif en c.
Si f* s’annule en ¢ sans changer de signe, ¢ est une abscisse d’inflexion.

Exercices Dans les exemples | et 2, page 197, nous avons obtenu le tableau de
variation de deux fonctions.
En quels points ces fonctions admettent-elles un maximum relatif?
¢ un minimum relatif?

4) Activités : Points d’inflexion

e Soit une fonction numérique f, dérivable sur un intervalle ouvert I, et un élément
c de L

Soit (Cy) la représentation graphique de f relativement & un repére du plan et soit
C le point de (C,) d'abscisse c.

Nous dirons (intuitivement) que c est une abscisse d'inflexion, ou que C est un
point d’inflexion, si (C;) «traverse » en C sa tangente en ce point (figures 11 et 12).

Nous avons vu que si f* s’annule en ¢ sans changer de signe, alors ¢ est une
abscisse d’inflexion.

Dans ce cas, comme f'(c)=0, la tangente & (/) au point C est paralléle 3 la
droite des abscisses.

Il existe cependant des points d'inflexion en lesquels la tangente n'est pas paralléle
a la droite des abscisses.
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e Considérons la figure 11, olt ¢ est une abscisse d’inflexion et ou la tangente en
C n’est pas nécessairement parallele a la droite des abscisses.

A

b e - —

§—————— -

=]
=]
b

Y

ol T ————

L™

|
}
|
|
|
|
[
1
]
|
1
|
|
b

2

Th———————m—————-

I
]
[
I
1
|
|
|
|
:
c

=
™

Fig. 11

Compléter les deux lignes suivantes en y remplacant les pointillés par les symboles
< ou = (revorir la figure 10, page 169) :

fi(ay)...f(az)...f(a5)...f(c);
f(€)..f(B1)-..f(Br)..f(by).

Compléter ensuite le tableau de variation de f' ci-dessous :

X

C

fi(x)

f(c)

Répondre aux mémes questions en considérant cette fois la figure 12.

T

- -

P == = —————

Bl e e = m e = = ==

D= s e e m. - —————-

fant
Y e p—

o
-
"
o

r

Fig. 12
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Dans les deux cas, on conclut que f* admet un extremum relatif en c.
e On démontre et nous admettrons le résultat suivant.

Soit une fonction numérique f dérivable sur un intervalle ouvert I et un élément

¢ de L
Alors, ¢ est une abscisse d'inflexion si et seulement si f' admet un extremum

relatif en c.

En particulier, f* désignant la dérivée de f’, on peut énoncer :

Si f et f' sont dérivables sur I'intervalle ouvert I et si I’élément ¢ de I est une
abscisse d’inflexion, alors f"(¢)=0.

Remarque. Si ¢ appartient a I et f'(c)=0, f n’admet pas nécessairement un
extremum relatif au point ¢ et, par conséquent, ¢ n'est pas nécessairement une
abscisse d’inflexion.

Exemple
Etudions et représentons graphiquement la fonction
f:-R— R

x — x*(x-3).
— Ensemble de définition de f: R.
— La fonction polyndme f est dérivable, donc continue, sur R.
On a:

¥YxeR  fi(x)=3x*—6x
=3x(x—2).

0 et 2 sont les solutions de I’équation : xER, f(x)=0.
— Tableau de variation de f :

X ks 0 2 —

fi(x) +1 0 - 0 | +
f(x) 10 g -4 |

f admet un maximum relatif en 0 et un minimum relatif en 2.
— Tableau de valeurs de f :

X -1 0 1 2 3

f(x) —4 0 -2 -4 0

|| i
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— Représentation graphique (C;) de f.

Pour construire la représentation graphique de f nous pouvons prendre :
Xmin="1;  Yma=—%
7

-

xmaxzis ymaxzj-

Un repére orthogonal (O, I, J) tel que OI=2-0J peut étre choisi pour cette
construction.

— Tracer les tangentes a (C;) aux points d'abscisses 0 et 2.

— D’aprés la courbe (C), il semble que f posséde un point d'inflexion dont
I'abscisse appartient 2 10, 2[

Or: VxER  f(x)=6x—-6

=6(x—1).
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Le tableau de variation de f' est donc :

X “ 1 -
f(x) = 0 +
f(x) /1 =31\

Cela montre que 1 est la seule abscisse d’inflexion.
Tracer la tangente & (C;) au point d’abscisse 1.

3 Extension de la notion de limite

1) Limites infinies

a) Exemple

Soit la fonction f : R — R
- 1

(x—1)¥

— Ensemble de définition de f: R—{1}.

— La fonction rationnelle f est dérivable, donc continue, en tout point de [R-—{I}.

Ona:

X F—r

=2
(x=1)*

vxeR-{1} f(x)=

— Tableau de variation de f :

x | = 1 -

f(x) + W =
fx) /D

— Un tableau de valeurs de f :

X -2 -1 0 = 1

Vétll

b | a2
]
L2
-9

Lo |
o

f(x)

O —
]
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— Pour construire la représentation graphique (C;) de f, nous pouvons-.prendre :
Xmin = _2: xmaxzds Yn'linzo'

Le tableau de valeurs montre que si I’on veut représenter f sur [—2, 4], il faut
choisir y,..=4.

Le choix y..,=4 permet-il de représenter f sur [—2, 4]?

Pour répondre a cette question, calculons f(x) pour quelques valeurs de x
3 pl’OCl’ltS» de 1:

x  |1-102 [1-10° | 1=10"" | 1=10-%] 1
L

X 10° 1018 10% T Z

f(x) %

x 14107 {1+107% | 1+10°° | 1+1073
f(x) 10%° 10 10 108

Ce nouveau tableau montre que 4 est une valeur beaucoup trop petite pour y,,.,

et que, de toute fagon, il faut renoncer a représenter f sur I'intervalle [—2, 4]
tout entier.

Nous choisirons néanmoins y...=4, ce qui signifie que nous obtiendrons la

représentation graphique de f sur [—2, %]U[%, 4] (figure 14).

—vap

—
H Rag R

[as
38
-
4
3T
T

La représentation graphique de f et, surtout, le second tableau de valeurs de f
suggerent que les nombres f(x) deviennent aussi grands que I'on veut lorsque x
est de plus en plus proche de 1.

Nous’allo)nS vérifier que cette supposition est vraie tout en lui donnant un sens
mathématique précis.

Est-il vrai, par exemple, que f(x)>10" lorsque x est assez proche de 1?
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On a successivement :

1
(x—1Y)
< (x—1)<1071%
<> [x-1|<107%,
D’ol : Vx€D, |x-1|<107® = f(x)>10'%,
De méme :

> 1010

VxeD;, f(x)>10"" <=

VXED, |x—1[<1073%° — f(x)>10'0%,

Plus généralement, donnons-nous un nombre réel r strictement positif.
On a successivement :

v

VxeD;, f(x)>r <= >r

]
(x—1y

1
— 2 -—
<> (x-—-1) <r

<> ]x-l[<i.
r

D'oi : ViED, [|x-1|<—= — fx)>r.

\/;,

On a donc montré que, quel que soit le nombre réel r strictement positif (aussi
grand soit-il), on peut trouver un nombre réel o strictement positif tel que

Vx €Dy ]x—1[<a => f(x)>r.
Ceci est la traduction en langage mathématique du fait que f(x) devient aussi
grand que I’on veut lorsque x est de plus en plus proche de 1.
On dit que +% (plus I'infini) est la limite de f(x) lorsque x tend vers 1, ou que

4+ est la limite de f au point 1.
On écrit :

lim f(x)=+% ou Ilimf=+4w,
x==1 I

Remarque. Le symbole +o désigne un « objet » qui n’est pas un nombre réel; on
convient que + est strictement supérieur a tous les nombres réels.

b) Exemple
Soit la fonctiong : R — R
X > W (figure 15).

En procédant comme ci-dessus, on montre que les nombres g(x) deviennent
négatifs et de valeur absolue aussi grande que I'on veut lorsque x est de plus en
plus proche de 1. ]
Plus précisément, on montre que quel que soit le nombre réel s strictement négatif
(aussi grand soit-il en valeur absolue), on peut trouver un nombre réel a strictement
positif tel que

VxED, |x-1|<a = gx)<s.

e
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On dit que — (moins I'infini) est la limite de
— est la limite de g au point 1.
On écrit :

&(x) lorsque x tend vers 1, ou que

lim g{x)=—-= ou limg=—co,
1

X =1

Remarque. Le symbole —« désigne un «objet» qui n’est ni un nombre réel ni
+; on convient que —e est strictement inférieur & tous les nombres réels.

¢) Vocabulaire, notations et remarques
e Soit une fonction numérique f et un nombre réel a.

S’il existe un intervalle I contenant a tel que I —{a}CD,, on peut définir, comme
ci-dessus, ce que signifie :

lim f(x)=+4+w, lim f(x)=—co,

X == X—a

e Une limite est dite finie si elle est égale & un nombre réel,
Elle est dite infinie si elle est égale & +% ou & —w.

e On peut montrer que si une fonction posséde une limite en un point, finie ou
infinie, elle ne posséde pas d’autre limite en ce point.

e On peut montrer qu'une fonction n'a jamais de limite infinie en un point ot
elle est définie.

e Afin d’uniformiser les notations, les symboles +o et — remplaceront
désormais les fleches dans les écritures des intervalles non bornés.
Par exemple, étant donné un nombre réel @, on écrira :

]J=c0, a] au lieu de ], al;
Ja, +e[ au lieu de Ja, —[.
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d) Limite & gauche et limite 2 droite infinies

Soit une fonction numérique f, d’ensemble de définition Dy, et un nombre réel a.
Lorsque la restriction de f & D;N]—, a[ admet + (resp. —o) pour llm!’te au
point a, on dit que += (resp. —=) est la limite a gauche de f au point a et on écrit :

lim f(x)=+c (resp. lim f(x)=—=).

De méme, lorsque la restriction de f a D;N]a, +[ E{.dl‘l:let e (resp. —o) pour
limite au point a, on dit que +« (resp. —«) est la limite a droite de f au point
a et on écrit : _ ‘

lim f(x)=+w (resp. lim f(x)=—=).

X =4 X —d
X=a x>a

Exemple
Soit la fonction f : R —> R.

oy -J‘; (figure 16).
Vérifier que :

.1 i
Iim — =+, |lim —=—o,
,x-—-ﬂ.x x—bﬂx
x=0 x<0

A

(Cy)
-
(9]

Fig. 16

On démontre et nous admettrons le résultat suivant.

Soit une fonctiop numérique f et un nombre réel ¢ n’appartenant pas & Dy.
On suppose qu’il existe un élément r de R¥ tel que :

la—=r, a +r[~{a}CD,.

On a alors :
lim f(x)=+4+0 <= lim f(x)=lim f(x)= +c;
X =+ i X== X=—=+q
X<<q X=a

lim f(x)=- <= lim f(x)=lim f(x)= —co.

X—+a X== {I X == g

x=da X>a
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¢) Asymptotes verticales

Soit une fonction numérique f et sa représentation graphique (C;) dans le plan
muni d’un repére (O, I, J). '

Lorsque f posséde, au point a, une limite & gauche ou une limite a droite infinie,
on dit que la droite d’équation x =a est une asymptote verticale a (Cy).

Exemples . .
— La droite d'équation x =1 est une asymptote verticale & la représenta-

: ; 1 -1

tion graphique i i
graphiq des fonctions x - et X =17

(figures 14 et 15).

— La droite d’équation x =0 est une asymptote verticale a la représenta-

tion graphique de la fonction x +—- % (figure 16).

2) Limites a Pinfini

a) Soit la fonction f: R — R
2x+1

¥
Son ensemble de définition est R*.

¢,

sl
Y

Fig. 17

La représentation graphique de f (figure 17) suggére que la distance entre f(x) et
2 devient aussi petite que I'on veut lorsque x est de plus en plus grand.
Cette impression est confirmée par le calcul :

x 10 1000 1000000 1000000000

f(x) 2,1 2,001 2,000001 2,000 000001

Etant donné un nombre réel strictement positif £, montrons que 'on a |f(x)—2| <&
lorsque x est suffisamment grand.
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Observons d’abord que' : ;
VXED, f(x)-2= (z +;)—2
_1
-

: 1 . -
Si x>—, x est strictement positif et on a :
E

;-(q, ff(x)—2l=£.

; 1
Doi: Vx€D; x>; —_— ff(x}—2[<:£.
Ainsi, quel que soit le nombre réel £ strictement positif (aussi petit soit-il), on
peut trouver un nombre réel r strictement positif tel que
VxeD, x>r = |f(x)-2|<s.

Ceci est la traduction en langage mathématique du fait que la distance entre f(x)
et 2 devient aussi petite que I'on veut lorsque x est de plus en plus grand.

On dit que 2 est la limite de f(x) lorsque x tend vers +, ou que 2 est la limite

de fa +.
On écrit: lim f(x)=2 ou limf=2.
X=r +® 4
b) Considérons & nouveau la fonction
f:R— R
2x +1
g !

D’aprés sa représentation graphique (figure 17), il semble que la distance entre
f(x) et 2 devient aussi petite que 'on veut lorsque x, négatif, a une valeur absolue
de plus en plus grande.

Comme ci-dessus, on montre que quel que soit le nombre réel ¢ strictement
positif, on peut trouver un nombre réel s strictement négatif tel que

VxeD;, x<s => |f(x)-2|<e.
On dit que 2 est la limite de f(x) lorsque x tend vers —, ou que 2 est la limite
de fa —=.
On écrit : lim f(x)=2 ou limf=2.

X =t =2

c¢) Soit une fonction numérique f et supposons qu’il existe un nombre réel a

tel que : Ja, +=[CD;. tel que : |-, a[ CD,.
On peut alors définir ce que On peut alors définir ce que
signifie : signifie :
lim f(x)=I, (I€R), lim f(x)=1, (1€R),
X —+ 4 X - —@
lim f(x)=+e, lim f(x)=+e,
lim f(x)=—eo, lim f(x)=—o.
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Le cas des limites finies a été traité sur les exemples.
Pour les autres cas signalons, par exemple, que I'écriture

lim f(x)=+o»

X——m

signifie, intuitivement, que f(x) devient aussi grand que I’on veut lorsque x, négatif,
a une valeur absolue de plus en plus grande.

Exemples
e Soit un nombre réel ¢ et la fonction constante f : R — R
X — c.
Vérifier que : lim f(x)=¢, lim f(x)=c.
X 4o X =+ —mm
Cela peut encore s’écrire :
lim c=c, lim c¢=c.
X ==+ o X =+—on
o Vérifier que : lim x=+0», lim x=-—o;
3 X = G0 X —— o
lim x*=+4c, lim x?=+o,

X = o0 X ——tn

d) Asymptotes horizontales

Soit une fonction numérique f et sa représentation graphique (Cy) dans le plan
muni d’un repére (O, I, J).

Lorsque f a une limite finie / 8 —= ou a +w, on dit que la droite d’équation
y=1 est une asymptote horizontale a (Cy).

Exemples
— La droite d’équation y=2 est une asymptote horizontale & la

représentation graphique de la fonction x — e (figure 17).
x

— Observons que lim l=0 et lim %=D (figure 16).

X —=—m X =+ + oo

La droite d’équaton y=0 est donc une asymptote horizontale & la

représentation graphique de la fonction x —— l

X
Afin d'interpréter géométriquement cette définition considérons, figure 18, une
fonction f telle que lim f(x)=1, ({€R).

X —++wm

Soit M un point quelconque de (Cy), d’abscisse x, et soit M’ le point de méme
abscisse de I’asymptote horizontale d’équation y=1.
Dans le cas de la figure 18, on a : |

d(M, M")=f(x)— 1.

D’ou ;
lim d(M, M')=1-1=0. |
X —= +ca _— N
1 M
La distance entre M et M’ a donc pour — -
limite zéro lorsque x tend vers +c. Fig. 18 &
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3) Opérations sur les limites

Soit deux fonctions numériques f et g, d’ensembles de définition respectifs Dy et

D,.

Le symbole a désigne soit un nombre réel, soit +®ou —w,

On suppose que f et g possédent chacune une limite, finie ou infinie, lorsque x
tend vers a.

On démontre et nous admettrons que si les limites de f et g sont finies, les
résultats du théoréme 1, page 158, concernant la limite de f+g, fg et g, sont

€ncore Vvrais pour a =+ ou g = —»,

Exemple 1
; 3.2 ; .1 o
lim (5__4.__2_): Im 5-3 lim —+2( lim —)
X —++o X X

X =+t X ==+t x—4m X

=5—-3x0+2x0%=5.

Par contre, lorsque les limites de f et g ne sont pas toutes deux finies et que a
est, soit un nombre réel, soit +w ou —, on utilise les résultats des trois tableaux
ci-dessous, que nous admettrons.

(Dans le cas ol a est un nombre réel, on suppose qu'il existe un intervalle /

contenant a tel que I -{a}CD,ND,.)

Limite d’une somme

Si f a pour limite et si g a pour limite alors f+ g a pour limite
+0o0 I, ot lERU{+=} +o0
— o I, ot IERU{-} —o

Remarque. On ne peut pas énoncer de régle pour le calcul de la limite de f+g
dans le cas ot I'une des deux fonctions a pour limite +< et 'autre —co.

En effet, dans une telle situation, la limite de f+g peut étre égale & un nombre
réel quelconque, ou a +© ou —®, ou ne pas exister.

Par exemple, étant donné un nombre réel ¢ et les fonctions numériques

f:x+—— x+cetg:x —> —x,0na:

lim f(x)=+¢e, lim g(x)=—co:

X = +w X = o0

lim (f+g)x)= lim ¢=c.

X =4 X =4

Exemples 2

' 2 .
e lim (x"'+3—--—-)=+m car [ lim x*=+oo,
X

X w4 X =+ 4 &0

lifi (3—3):1
K=t X
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o lim (x*+x+1)=+cw,car ( lim x?=+4c,
X = 4o X ==+ oo

lim (x+1)=+w,

X -—++4xm

o Le tableau limite d’une somme ne permet pas de calculer la limite de
X > x*+x+13a —oo, car -

lim x*=+m,

Xx—+—o

lim (x+1)=—oo,
X ot — a0
C’est le tableau limite d’un produit qui, par le choix d'une écriture
appropriée de x>+ x+ 1, va nous permettre de calculer cette limite.

Limite d’un produit

Si f a pour limite et si g a pour limite alors fg a pour limite
+o0 (resp. —) l, ol !E[Rﬁu{+m} + o (resp. —w)
+o (resp. —w) I, ot IER*U{-=] —o (resp. +«)

Remarque. On ne peut pas énoncer de régle pour le calcul de la limite de fg dans
le cas ou I'une des deux fonctions a une limite infinie et ’autre une limite nulle.

En effet, dans une telle situation, la limite de fg peut étre égale a un nombre réel
quelconque, ou & +0o ou —e, ou ne pas exister.

Par exemple, étant donné un élément ¢ de R* et les fonctions numériques

1
f:xl—»cxetg:xl—s—}-,ona:

lim f(x)=+e, lim g(x)=0;

X —++m X =r+op

lim (fg)x)= lim c=c.

X —=+to X+
Exemple 3
Revenons au calcul de la limite de x —— x>+ x+1 4 —o,
On a
I |
Vx ER* x?+x+1=x2(l+—+—2);
X x
lim x%=+e,
y 1 1
lim (l +—+—,)= 1.
Rorpiil X x
D’ou
lim (x2+x+1)=+w,

X =%=—00
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216

Limite de I’inverse

1 ;
: foad i alors — a pour limite
Si g a pour limite et s1 =
+o ou —o 0

0 VxEDg—{a} g(x)=>0 + o

0 VxEDg—-{a} g(x)<0 —
Remarques ;
e La limite de g se calcule en observant que : fr=f§'

e Dans le tableau ci-dessus, la condition

¥xeD,—{a}

— dans le cas on a€R,

Vx€la—r a+rN(D,—{a})

— dans le cas o a=+o,
Vx€lr, +o[ND,
— dans le cas ol a=—o,

VxE]-oo, —r[ND,

Exemple 4

g(x)>0 (resp. g(x)<0)
peut étre remplacée par la condition moins restrictive suivante :
Il existe un nombre réel r strictement positif tel que

g(x)>0 (resp. g(x)<0);

2(x)>0 (resp. g(x)<0);

Soit n un élément de N* et étudions :

e On sait que lim x=+w et lim x=-—o,

X=—w+m X = — 0

En utilisant le tableau limite d’un produit, on obtient :

g(x)>0 (resp. g(x)<0).

— les limites a —o et & +o des fonctions x — x" et x —> F;

— la limite au point 0 de la fonction x ——- Pt

lim x?=+0o, lim x*= lim x%:x=+co;

X —++o X =4

lim x*=+4o, lim x*= lim x

X =

X —o X = -

Plus généralement, on montre par récurrence sur n que :

X — 4o

2

s Y = —00,

lim x" =40,

Iim x"=

X = 4 oo X = —

{+w si n est pair,
—o si n est impair.
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z .1 .1 . :
e On a deja observé que lim —=0et lim —=0, ce qui résulte aussi du tableau

X =400 x X = —00 x

limite de Pinverse.

1 1\" L4
Comme o (;) ,» on en déduit que :

lim in=0, lim i:fi).

n
x—-+mx X —= —on

e Comme lim x"=0et[VxeR%* x">0], il résulte du tableau limite de inverse

x=—=0
x=0
que : :
lim = +oo,
x—=0 X
x>0

e Supposons n impair

Comme lim x"=0 et [Vx€R* x"<0], il résulte du tableau limite de I’inverse

x—+0Q
x=0

que : 1
x=0X
x<0

e Supposons n pair

Comme lim x"=0 et [YxER* x">0], il résulte du tableau limite de I’inverse

x=+0
que :

T |
lim — =+,
x=0X

4) Limites des fonctions polynémes et rationnelles
a) Limites a I’infini
Exemple 1
Calculons : lim (—3x+5).

X =+ —co

Puisque lim (—3)=-3 et lim x=-—oo, il résulte du tableau limite d’un produit

X = —o0 X =t =

que Ilim (—3x)=+w=.

X = =

Puisque lim §5=5, il résulte du tableau limite d’une somme que lim (—3x+5)

X = — o6

=+m_

X e =00
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Exemple 2
Calculons : lim (2x2-3x+1).

X = 00

On ne peut pas utiliser le tableau limite d’une somme car :

lim 2x=+w, lim (-3x+1)=—oo,

X == 4o X=+ 4w

On observe alors que pour tout élément x de R*, on a:

3.1
2_ —4 2 —_—— p—
2x*=3x+1=2x (1 2x+2x2)'

: 1 : 3 Iy
Comme Ilim —=0,ona: lim (1 ﬂ"'ﬁ)_l'

Il résulte donc du tableau limite d’un produit que

== 4o x K== 40

lim (2x*-3x+1)= lim 2x*=+0.

Exemple 3
Calculons : lim b= '
x—= +w_3x + l
En écrivant
2x—3 1
Gl e e

et en remarquant que

fim Ge=T=ww.
e M b R e

pas conclure (le tableau limite d’un produit ne pouvant étre utilisé).

=0 (car lim (—3x+1)=—co), on ne peut

X == o

On observe alors que pour tout élément x de R— {0, %}, on a:

3 3
2x—3_2x(] E) Zl_ﬂ

—Ix+1 - :
R N

3x Ix
Or: lim =1.
,1'—-+ml_.I_
Ix
D'ou: lim =3 —-E

X == +00 —3x+1: 3l

Exemple 4

. 5x3+xT—x+1
| Calculons : lim 3
X — —0 X —X+2
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Pour tout élément x de R*, on a :

1 1 1
3 B S T T
S5x* + x? —x+1 = (1+Sx 5x? +Sx)

—x+2
I X (1_l+2)
X x

1+ 1 1 + 1
5x  5x* 5x°
5x A
1 2
1-=4+=
x x?

lim SxX3+xt—x+1

D’ou :

= lim Sx=-w

X — — a0

Exercices Calculer les limites suivantes :

lim x*=3x2+1 i 2x—1 lim 7
X = Wx +2 2— ’ X =+ o —x2+1, x—+ = X —21' +]
Cas genéral

En procédant comme dans les exemples ci-dessus, on démontre les résultats
suivants.

Soit f et g deux fonctions polyndmes définies respectivement par
flx)= ax? +a, xP7'+ ... +a;x +a,,
8(x)=bx " +b,_ x4+ ...+ bx+b,,

et supposons que a, et b, soient non nuls
Alors :

lim f(x)= lim a,x”,
X = o X =+ 4o
4
lim @ lim ZeX :
X =t g(x) X ==+ quq
et de méme pour x - —oo,

Exercices La représentation graphique de chacune des fonctions suivantes
admet-elle une asymptote horizontale & — et 4 +0?

3 —2ul . 2x*=5 2x2+1

} 1-x| L& . ¥ .
% 4x*+x—-2 Tx*=2x*+x—1 & x—3

b) Limite d’une fonction rationnelle en un point o elle n’est pas définie

En un point ou elle n’est pas définie, une fonction rationnelle peut admettre
e une limite finie :
lim x*+12x - 15

o o = lim (x—3)=-8;

X =+ —5
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e une limite infinie :

.
Iim —=+0o;

e une limite @ gauche et une limite a droite infinies et différentes :

.1 .1

lim ===, |im —=+o.
x=0X =0 X

x-<0 x=0

Le cas des limites finies a été traité au chapitre §.

Exemple 1
Etudions la limite au point 2 de la fonction
f1R— R
i x+1

T (x=2P(x+3)

L’ensemble de définition de f est R—{-3, 2}.
Remarquons que :

+1 1
VxeER-{-3,2 =2
{ I (E) x+3 (x=2)
Ona:
lim 25 =3,
¥x—2 X + 3 5,
lim G2y = T car lim (x—27=0 et [VvxeR-{2} (x—-2)7>0].
Dol : lim f(x)= 4+,
x—=2
cI;a }c}rmte d’équation x=2 est une asymptote verticale i la représentation graphique
e f.
Exemple 2
Etudions la limite au point —3 de la fonction
f:R— R
x+1
X —>r

(x=2Y(x+3)

Remarquons que :
x+] 1

——

(x—-2P x+3

vxeR-{-3,2} f(x)=
On a:
lim x+1 __2_
i3 (x=2F 28
: 1
m —==-,car lim (x+3)=0et[VxE]-o, =3[ x+3<0];

e | x+ x— —13
x<-—3 x==3

: 1 _
xlinjsx—3=+w, car XIEJ (x+3)=0et[VxE]-3, +o[ x+3>0]
x=>=3 x>—3
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D’ou
; g x+1 1
— — = + s

Jim_f(x)= lim (x-2Px+3
x<=3 x==3

; . x+1 1
Jm = Im e
x>=3 x>-3

La fonction f n'a donc pas de limite au point —3, mais une limite & gauche et
une limite a droite infinies et différentes.

La droite d’équation x=-3 est une asymptote verticale 4 la représentation
graphique de f.

Exercices Déterminer les asymptotes verticales 2 la représentation graphique

de chacune des fonctions suivantes :
(x+1)?
x24+x-2

3x—1

X
—_— " X > > :
3x*4+5x -2

x+7

Exercices

1 (1). On considére I'équation ;
(E) x€R, x®-3x+5=0

etlafonctionf: R — R
X — x%=3x+5.

a) Calculer f(-4) et f(—2). En déduire que
I"équation (E) admet au .moins une solution
appartenant a 1-4, -2[.

b) Calculer #(—3). L’équation (E) admet-elle au

moins une solution appartenant a ]-3, —=2[?
Justifier.

¢) L'intervalle ]—g —2[ contient-il au moins
une sclution de (£)? Justifier.
2 (1). On considére I'équation :

(E) x€R, 21x*+x*+11x24+x-10=0.

1
Montrer que I'intervalle ]-.1[ contient au
moins une solution de (E).
3 (1). On considére I'équation

(E) XER, x5-3x 3+ x2+x4+m+1=0

dépendant dy paramétre m.
Montrer que :

?' M E[-3, -1] alors Vintervalle [-1, 0] con-
'8Nt au moins une solution de (E).

_-___-_-_—_—-—__

o Dans les exercices 4 & 11, utiliser la dérivée

pour étudier le sens de variation de chacune
des fonctions considérées.

4 (2). a) fy:

b) f>:

c) fa

d) iy

5 (2). a) f,

b) fp:

c) 1y

d) fy:

:R— R

P-——rlR

R—-—hR

R— R
X —r 5x2=3x+1

R— R

1 -
X b+ — X" -
3

X —s —2x241

X — (3x=1){x+5).

1
X — — x3—x+1
R— R

5
X — x3+§ x2—2x +1

R— R
X — 2x3—x2+x-5

R— R
X — x*—6x2+12x-8.
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6(2.a)H:R—R b) f:R — R
X — (x—1P+(x—1)2-5 % x+3
b) t,: R — R x2—4
—1)3 —
X — (2x—1P+2x—-1 ¢) £, : R R
c)f3 ' R— R x—=1
X —r 2x*+ x2—x?2—9x +1 * =% =5
d}h:ﬁ——»:? d) f,:R — R
X — — x5=16x +1. sy R
S 2x%+x—-3
7().a#:R—R , 11 (El-aifﬁﬂ—*“zﬂ
X — {(—3x+1)2x-1 il
{ ) ( ) e
b) f,: R — R
X — (x+3P3(x=1)+x2+6x+9 b) f,b: R — R
. 2
B iR B WP Sucia
X — (x—2)(x +2)2(2x — 1) % X2
d]h:ﬂ———a-ﬂ C]fg:ﬂ'—PR
X — xT4+2x54+ x4+ x-10. —2x2+2x+3
X — —————
i e =
8(2). a)f,:R— R d) fs:R — R 3
2x—3 (x—1)
X b —
e x + 1)(x-2)
b) f: R —» R—s 12 (2). Soit la fonction
X — f[:R— R
3x-2 X — (M+1)x2-2x+3
c) fs: R R 5 dependant du parameétre m,
g =2 Déterminer I'ensemble des nombres réel m tels
—-x+2 que :
) L:R—R a) f admet un extremum relatif;
p—— —22+?x b) f admet un extrgmum relatif au point 2;
e
¢} f admet un maximum.
9(2.a)fh:R— R 13 (2). Soit la fonction
X — X+ +i 1:R— R
x—2 X —r x3—mx?+x-2
b) 1R — R ) dépendant du paramétre m.
. 2x +x—1 Déterminer I'ensemble des nombres réels m
i RS tels que :
¢) f: R — R a) f est strictement croissante sur R;
2 .
X — 2:’ - b) f admet deux extremums relatifs.
d) 1. : R R 1 14 {2). Soit la fonction f : R — ﬁx+3
X x+;. M= 2x -1
dépendant du paraméire m.
Déterminer I'ensemble des nombres réels m
10 (2). a) ,: R— R tels que / soit strictement croissante sur
x 1
X —_— e
R xZ=x+1 ]2'_*['
o
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15 (2). Soitla fonction f: R — R
x2=mx+2
X —

x.—.
dépendant du paramétre m. g
Déterminer I'ensemble des nombres réels m
tels que f n'admette pas d'extremum.

16 (2). Soitla fonction f : R — R

(m+1)x-2
5 2 2x-3
X*=2x—
dépendant du paramétre m.

Déterminer I'ensemble des nombres réels m
tels que [ admette des extremums.

17 (2). Soit la fonction

f:R— R
X — ax?+bx+c,

Déterminer a, b et ¢ sachant que f admet 2
comme extremum relatif en 1 et que la
tangente & sa représentation graphique au

point d’abscisse 2 admet —3 comme coefficient
directeur.

18 (2). Soit la fonction
f:R— R

x — ax?+bx+c

Déterminer a, b et ¢ sachant que 7 admet en
=1 et 1 deux extremums relatifs respective-
ment égaux a 5 et —3. Parmi ces extremums
lequel est le maximum relatif?

19 (2). Soit la fonction
f:R— R
x — (x—aP+(x-bP+(x-c)
dépendant des lrois parameétres a, b et ¢.
a) Etudier le sens de variation de 7.
b) Montrer que / admet un minimum relatif.
Exprimer ce minimum en fonction de a, b et ¢.

+ Dans les exercices 20 et 23 étudier, suivant
les valeurs du paramétre m, le sens de variation
de chacune des fonctions considérées.

20 2. /:R — R
X — (m=1)x*=2mx +3.

21 (2. /:R— R
X — x3+x24+(m+1)x-3.

-

22 (2. f:R — R i
mx+2

x+m’
23 2.f:R — R ® s

@m +1)x +5m +7
X+m+3

X —

X p—

.= Exercices 26 a 29:;:

24 (2). Soit la fonction
f:R— R

X — sin (25+§).
a) Montrer que
¥xeR flx+7)=1Fx).
Que peut-on conclure?
b) Etudier le sens de variation de f sur

33

25 (2). Soitla fonction f: R — R <
X — —2 CcOos 3X.

a) Montrer que f est une fonction périodique

- 2n
de periode —.
3

b) Etudier le sens de variation de f sur [D. 2?17]

Calculer les limites

proposées.

26 (3). a) lim (x*-3x2—x+5).

e

b) lim (=5x%-2x+x+1).

Ko —m

c) lim (x5-2x3+5).

X —

d) lim (—x*+4x3-3x2+2).

X -t

2x—-3
3). li :
47122 x-.l.n:m x+4
—bx+2

b) lim :
xA=—3

= —cm

: 2
e) lim ——,
x——x X—3

@) i —x+1
Im :
x—tw 2—3x

3x2-2x+1

NN Mo
’ S5x -4
o) I eei—a
& i —x2+2x+1_
AT T S |
o xP=3x%+x—1
d) xk"j., x2-2x-3
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)

i 2x 3x—1)
im
N o 400 .l'z 1 X+5

i ( -1 2.1"‘)+5)
e) x—:-nlau x2+ xt+1/

x
d) lim (x+%).

X—- —=

29 (3). a) lim (5+x

N = =00

e Exercices 30 a 33 : Calculer la limite a
gauche et la limite A& droite au point a de
chacune des fonctions f considérées.

so3.a)f,:R— R- a=2;
2x—1 :
X - & & -
X2 S
: 2
by R — R a=-“§:
~5x +1
X
3x+2
¢y 3:R— R a=-2
5
X — —
2+ x
V2
d}fqﬂ—*ﬂ E=—T.
\/5—3):
X
V2x +1
1
31 (3). a) h:R — R a=z
AxZ—x+1
% 2x—-1
b) £,:R — R a=5;
5x3+2x -5
X |
—x+5
4
c) h:R— R a=z
4+ x3-2x"
o 3x-—4
2
d) f4:ﬁ_"n a=g+
x%42x2-1
x —2+5x
32 (3. ayf{:R—R a=-1;
2x+5
X b ———
{x—=2){x +1)
b_] fz:ﬂ—l‘n 323:
—-5x+1

| —{)." = 3:'2

C:I' f:;:IR—*R a8=-2:
2x -1
X b—_ 4
d) f,: R — R a=-3.
‘ x?—4x+2
| —-x?2-2x+3
33 {3] a} f,:lFi — R a—_--‘]:
2x+5
X i) (x +9)
b) fz:lﬂ—rlﬂ a=—2:
‘ X2+ x -1
T (x+2P(x-3)
c) fg:ﬂ—-—ﬂ . a=3;
x—4
X — —3 5
x1—2x<—5x+6
d) ,:R — R a=1.
1
X — X+
x—1

34 (3). Calculer les limites suivantes :

(x = 2)°(x +1) g
) e —2x 79 ta
b) lim {x—-2}{x+1) {x—2)x+1)

e (x—2F(x -3) ,L; (x —2P(x~3)

X2

x*=3x2+3x—1

¢) lim ;
}X—-'l X2—2X+1
x2+x-2 x2+x-2
d) lim ———— lim e
et X2=2x+1' x—=1 X"=2x+1
- | x=>=1

35 (3). Trouver les asymptotes verticales et
horizontales éventuelles a la représentation

graphique de chacune des fonctions
suivanies ;
a)fi ' R— R
2x —1
X
x+2
5—x
X =

3
O}f;.R—+|R

7
X p—t —

X
dl f‘:n—hn

oI
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6/Continuité et dérivabilité - Notion de limite

36 (3). Méme question :
a)h:R— R
2
(x —2)(x +3)
b) L,:R — R
I {(x=1)(x+2)
X°—4x+4
C] fa R — R
2x%—-@x
x3—1
Yy R— R
x?+3x—4
X s —
x2—x—-6

37 (3). Méme question :

1
xr—-+x+-—2
x

b) f,: R — R
2x?-3x—1
Xx—=2

X —

c) h:R— R
X — Jr-—-1+i
x+3
d)f,:R— R
x2+1

X — &
x%—1

Problemes

38 On considere une feuille de carton de
forme carrée ABCD dont la mesure du cété
est égale a ¢, :

Aux quatre coins de cette feuille on enléve un
carré dont la mesure du c6té est égale 4 x.
Par pliage, on obtient ensuite une bolte
rectangulaire sans cauvercle.

1) Exprimer en fonction de £ et de x le
volume V de la boite.

2) Spitla fonction f . R — R
X — V

A

B
x:% % |

Z 7
D

(x est la mesure du coté des carrés enlevés).
@) Quel est I'ensemble de définition de 7

b) Etudier le sens de variation de f et donner
son tableau de variation.

¢) En déduire la valeur de x en laquelle V est
maximum,

Calculer cette mesure de V.

39 On considére un cercle (€) de centre O et
de rayon R.

Soit ABCD wun rectangle inscrit dans (C).
Posons BC =x.

1) Exprimer, en fonction de R et de x, la
mesure § de l'aire du rectangle ABCD.

2) Soit la fonctionf : R — R

X — §2
{(x = BC).
A B
()
(@]
- X
D C

a) Quel est I'ensemble de définition de £?

b) Etudier le sens de variation de f et donner
le tableau de variatlion de /.
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¢) En déduire la valeur de x en laquelle S est
maximale. Quelle est cette valeur maximale?
Construire ABCD correspondant a cette valeur.

3) Calculer x pour que § soit égale & A2V2.
Construire ABCD correspondant & chaque
valeur trouvée de x.

40 Soit la fonction

f:R— R
x — x*+px+q (pER, gER)

telle que [/ admette des extremums en —1 et
1; I'extremum de f en —1 est égal a 4.

1) Déterminer p et q.

2) Etudier le sens de variation de f Donner
son tableau de variation.

3) On considére la fonction

a) Quel est I'ensemble de définition de g?

b) Calculer lim g(x}).
2

X o -

¢) Etudier le sens de variation de g. Donner
son tableau de variation.

41 Soit la fonction

f 232 — ﬂ?
x2—(m+1)x-3

X —2

dépendant du parameétre m.
1) On suppese que m=—1.
a) Calculer la fonction dérivée f'.

b) Etudier le sens de variation de f.
c) Calculer les limites suivantes :

fim f({x); lim f{x); lim f(x); lim f{x).
B o o —a = X2 X2
X2 x>=2
d} Donner le tableau de variation de f.
2} On suppose que m=1,
a) Etudier le sens de variation de /.
b)) Donner le tableau de variation de f.
3) m étant un paramétre réel,

a) étudier le sens de variation de f et donner
le tableau de variation correspondant;

b) retrouver les tableaux de variation de f
obtenus aux questions 1} et 2),

¢) donner le tableau de variation de / lorsque
m=-2.

4) Vérifier que, pour tout élément m de R, la
représentation graphique de f° admet une
asymptote verticale et une asymptote
horizontale. Quelles sont ces asymptotes?

42 Le plan est muni d’'un repére orthonormé
(O, 1 J).
Soit la fonction f : R — R
; 2x2+x—1
X — —
x—1
1) a) Que!l est I'ensemble de définition de ?
b) Trouver la fonction dérivee f' de [
¢) Etudier le sens de variation de /.

d) Déterminer les extremums relatifs éventuels
de f.

e) Calculer les limites suivantes :
lim f{x): lim #(x); lim f{x); lim f(x).
X o—se O X =3 X =1 Care, |
x=1 x>=1

f) Donner le tableau de variation de /.

g) Trouver les asymptotes verticales et hori-
zontales éventuelles A la représentation graphi-
que de 7

f) Compiéter le tableau suivant :

5 3 1 1
<8 =2 = =g |l b
X 2 2 2| 2| 2
f{x)
5 7 9
x |1 2] 2 {al £1al2]s
2 2 2

1) 7/

2) Tracer la représentation graphique de f.

3) Résoudre I'équation

oxtx -1
x -1 -

x€R, m

dépendant du paramétre m.
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7 Etude de fonctions

Lecon 1 : EXEMPLES D’ETUDE DE FONCTIONS

Lecon 2 : EXEMPLES DE RESOLUTION GRAPHIQUE D’EQUATIONS ET
D’INEQUATIONS

Lecon 3 : ACTIVITES : RESOLUTION D’EQUATIONS PAR DICHOTOMIE
Legon 4 : PROBLEMES CONCRETS

1 Exemples d’étude de fonctions

1) Fonctions polyndmes

Exemple 1

Fonction f: R — R
X — x?=2x-3.

e Ensemble de définition : R.

e La fonction polynéme f est dérivable, donc continue, sur R.
On a:

VxER f(x)=2x-2.
1 est I'unique solution de I'équation : x ER, fi(x)=0.

e lim f(x)= lim x*=+o;

X 4= X—+ 4@

lim f(x)= lim x%*=+ece,

X == =00 X == = o

e Tableau de variation de f :

X —co 1 + oo

f(x) - 0 ¥

f(x) oo~ | 4| —~ 4o

f admet un minimum relatif en 1, ou elle prend la valeur —4.
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Remarque. Observer que dans le tableau de variation de f:

— les fleches « et — de la premiére ligne ont été remplacées par les symboles
— et +o (afin d’uniformiser les notations); :

— les limites &4 —= et +o de f ont été indiquées.

¢ Un tableau de valeurs de f:

X -2 = 0 1 2 3 4

f(x) ] 0 =3 -4 =3 0|5

e Pour construire la représentation graphique (C,) de f (parabole), nous pouvons
prendre :

Xmin = '_‘2- Ymin= _4;
Xmax = 4; Yiax. ™3
un repere orthonormé (O, I, J).

y Fig. 1
Remarque. Le repére étant orthogonal (en fait, orthonormé), la droite d’'équation
x=1 est un axe de symétrie pour (Cy).
On le démontre en vérifiant que la fonction x — f(x + 1) est paire (faités-le).
228
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7/Etude de fonctions

Exercice Etudier et représenter graphiquement la fonction

f:R— R
X —> —x?=3x +4.

P

Exemple 2

Fonction f : R — R
X — 2x°—5x*—4x +3.

e Ensemble de définition : R,

e La fonction polynéme f est dérivable, donc continue, sur R.
Ona:

VxER fi(x)=6x>—10x —4.

. ; ) ) I
Vérifier que les solutions de I'équation : xER, f(x)=0 sont —= et 2.

3

e lim f(x)= lim 2x’=+w;
lim f(x)= lim 2x*=—oo,
e Tableau de variation de f :

— o0 —-1- 2 + o

* 3
f(x) + 0 - 10|+
f(x) =B ™ % ~|-9— 4+

. ; | S 100
f admet un maximum relatif en ~3 ou elle prend la valeur 27
f admet un minimum relatif en 2, ou elle prend la valeur -9.
o Recherche des solutions de l'équation : x€R, f(x)=0.
Vérifier que f(—1)=0.
Le polyndome f(x) est donc divisible par (x + 1).
Effectuer la division; on obtient :

f(x)=2x*=Tx+3)x +1).

- L o s ‘ 3 l
Vérifier que les solutions de I'équation : x ER, f(x)=0 sont —1, 5 et 3

229
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e Un tableau de valeurs de f

-
t~ 1l e e
o =
« |9
b
—]
|
-y =
= o
— | =
[
I — Y
—
| o
LBl =
| |
—
= rhn.u

W
P

f, nous pouvons prendre

ique (C;) de

tation graph

csen

ire la repré

constru

e Pour

4-0J.

—_—

I, J) tel que OI

¥

thogonal (O

un repere or
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Remarques

— Vérifier que le point A de coordonnées (%, —15%?) est le seul point d’inflexion
de (C?;)
. i 5\ 143 49
— Vérifier que : VxR ( +-)+—_: 3 _
q flx A 2x c

En déduire que la fonction x —» f(:c +%)+1;—43 est impaire.

Par conséquent, A est un centre de symétrie pour (Cy).

Exercices a) Etudier et représenter graphiquement les fonctions polynémes f,

g et h définies respectivement par :

flx)=x-4dx,

gx)=—-x*+2x*-2x +1,

h(x)=x>+3x*—4,
b) Vérifier que les points de coordonnées (0, 0), G %) et(—1, —-2)
sont un point d’inflexion et un centre de symétrie, respectivement
pour (Cy), (C,) et (C,).

TIPS FETPFIFrrrr.

Exemple 3

Fonctionf: R — R

X — %(x—l)’(x +2).

e Ensemble de définition : R.

e La fonction polynéme f est dérivable, donc continue, sur R.
On a:

VxeR f’(x)=%(x—l}z(x+2}2+§(x—l}3(x+2)

% (x — 1) (x +2)(5x +4),

=

4
Les solutions de I’équation : xER, f(x)=0 sont -2, -3 et 1.
Lorsque x # 1, le signe de f(x) est celui de (x +2)5x +4).

i ; 1
¢ lim f(x)= lim = x’=+4om;

X ==t X =+ 400 2

lim f(x)= lim lx5=—m_

A wmin x--mz
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e Tableau de variation de f :

X — 0 -2 —g 1 Fo0
f'(x] + 0 = 0 + 0 +

, 4
(—4,2 est une valeur approchée de f(—g)).
f admet un maximum relatif en =2, ou clle prend la valeur 0.
i . 4 S
f admet un minimum relatif en -5 ot elle prend approximativement la valeur

—4,2.
[ est une abscisse d'inflexion, la tangente correspondante étant paralléle a la droite
des abscisses.

e Un tableau de valeurs de f :

5 3 4 1 | 3
X —E -2 —5 -1 E 5 0 E 1 i 2
f(x) 0 —4 -2 0 8
Arrondi
d’ordre 2| —5,36 -1,95 —-4.20|-3,80 -0,39 0,77
de f(x)

o Pour construire la représentation graphique (Cy) de f, nous pouvons prendre
(figure 3) :

Xmin= _'2_; ymin=_6;

Xmax=2;  Ymax=8;
un repére (0, I, J) tel que OI=2-0J.

-4-V6 -4
Remargue. On peut montrer que 5 et ;\/E sont des abscisses
d’inflexion.
Exercice Etudier et représenter graphiquement la fonction

f R — R
X — 2x'=-3x?+5.

L ot
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2) Fonctions rationnelles L-HJ
du type x — prry (c #0)

Lorsque le polyndme ax+b n'est pas divisible par cx+d, la représentation
graphique d’une telle fonction est une courbe appelée hyperbole.

Exemple

Fonction f: R — R
2x+3

b el |

233
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e Ensemble de définition : R—{1}.

e La fonction rationnelle f est dérivable, donc continue, en tout point de R-{1}.

On a:
, 20x—-1D-(2x+3)
vxeR-{1} f(x)= TR
-5
(-1
Dol : vxeR-{1} fi(x)<0.
e lim f(x)= lim i—x=2;
2x

lim f(x)= lm ?=2.

X —e —@x X = — o

La droite d'équation y=2 est une asymptote horizontale a la représentation
graphique de f.

e Ona:

lim (2x +3)=35;

x=1

lim x+=~m, car lim (x—1)=0 et [VxE]-w, I[ x-1<0];
-1;::':':' J‘:.J:::'PII
lim Ll=+m, car lim (x—1)=0 et [VxE]l, +oof x-— I.‘>()].
o e
D’on :

lim f(x)= lim {2x+3)x—:—m;

x—1 x— -

x=] x=1

lim f(x)= lim (2x+3)$z+m.

x— 1 x=1

x>=1 x>1
La droite d’équation x = | est une asymptote verticale i la représentation graphique
de f.
e Tableau de variation de f:
X — o | + oo
s
f(x) 5 / &
) | 2 —  -e /4 to o~ 2
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Remarque. Observer que dans le tableau de variation de f, on a indiqué :

— les limites a —« et & +« de f;
— la limite & gauche et la limite a droite de f au point 1.

e Un tableau de valeurs de f :

3 !
_s|ogl o3 |9 f 23] 1 6
x | =s|-4|-3|-2|-5|-1]0| z [1|2]|3]4]5
7 3|1 I 144 o | 1113
f‘”a‘zs"‘z‘B‘?/7z'§?3
7

e Pour construire la représentation graphique (C;) de f (hyperbole), nous pouvons
prendre :

xmin:_S; yminzﬂs;
Xmax = 6; Ymax= 13

un repére orthonormé (O, I, J).
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—

3) Fonctions rationnelles du type x |

236

Remarquons que f ayant au point 1 une limite a gauche et une Iimitg‘z‘a droite
infinies, nous n’obtiendrons pas la representation graphique de f sur P'intervalle

I
[-5, 6] tout entier, mais seulement sur [—.5, EI-] U2, 6].

Remarques.

e Daprés la figure 4, le point A de coordonnées (1, 2) semble étre un centre de
symétrie pour (C;). _

Vérifier qu'il en est bien ainsi en montrant que la fonction x —— f(x+1)—2 est
impaire.

e Soit (A) et (A") les droites passant par A et respectivement paralléles aux droites
d’équations y=x et y= —x.

Trouver une équation de (A) et une équation de (A').

D'aprés la figure 4, les droites (A) et (A’) semblent étre des axes de symétrie
pour (Cy).

Vérifions qu’il en est bien ainsi (le repére étant orthonorme).

Notons s la symétrie orthogonale d’axe (A).

Etant donnés deux points M(x, y) et M'(x’, y') du plan, montrer que

x =yl

y'=x+1.

En déduire que si M appartient 4 (C,), alors s(M) appartient aussi a (Cy).
Cela signifie que (A) est un axe de symétrie pour (C;).
Montrer de méme que (A’) est un axe de symétrie pour (Cy).

M'=s(M) <= {

a) Etudier et représenter graphiquement, relativement & un repére
orthonormé, la fonction

Exercice

f:R— R
x—=1
3-2x

Sy,

X —

b i 31
b) Montrer que le point de coordonnées (5, —5) est un centre de
symétrie pour (Cy).

¢) Tracer les droites d’équations y=x—-2 et y=—x+1 et montrer
qu’elles sont des axes de symétrie pour (C,).

L]
&
N
L
§
5
¢
)
3
y
g
L
L]
&
L]
;
ax’+bx+c

dx+e ’

Lorsque le polyndme ax®+ bx + ¢ n'est pas divisible par dx + ¢, la représentation
graphique d’une telle fonction est aussi appelée hyperbole.

(a #0, d#0)

Exemple 1

Fonction f : R — R
=xx
> - _

Xt
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¢ Ensemble de définition : R*.

Ona:

VxeER¥* f(x)=—x+1 +§.

e La fonction rationnelle f est dérivable, donc continue, en tout point de R*.

Ona:
2
vYxeR* f'(;c)=_1_F
__x2+2
= e
Dol : VxER* f(x)<0.
ol
o lim f(x)= lim ——= lim (-x)=—o;
lim f(x)= lim = lim (—x)=+w,
e Ona:
Iim (—x+1)=1;
x=0
.2 .2
lim —=—¢, |lim —=+,,
x—+0X =0 X
x=0 x=0
D’ol

lim f(x)=—w, lim f(x)=+¢=,

x—=0

x=<0

x—0
x>0

La droite d’équation x=0 est une asymptote verticale a la représentation graphique

de f.

e Tableau de variation de f :

e Un tableau de valeurs de f:

X — o 0 + oo
] / -
fi(x) = Z/é
f(x) + o T - /+°° T —c0
2l

o2 !
i | ea | g |t] 2L | <2 L 2| 3| s
X S 3 2 ] 5 S 0 3 |
oo | B | g ol 2| B8, 0| 2|28
NI Ay 2 | 7 /j 2 3 |~ 3

237

Scanned by CamScanner



Analyse 1™ D

e Pour construire la représentation graphique (C;) de f (hyperbole), nous pouvons
prendre :
xmin=-5; yminz—d;
xl'l'lax=5'; ymax:6;

un repére orthonormé (O, I, J).

i
L
it |

3 Rt
II'

i

-::-1 B G
.-TJ '
b aas

|

f

- e
T

Fig. 5

e Notion d’asymptote oblique
” - 2 b - rd -
L'écriture f(x)= —x+1+— suggére de considérer la droite (A) d’équation

y=—x+ 1 (figure 5).
Soit x un élément quelconque de R* (resp. R*) et notons M et M’ les points
d'abscisse x de (C;) et de (A).

On a:
d(M, M")=f(x)-(-x+1)|
2
-7
Or:

lim W_ lim E=(] (resp. lim -,—r— lim -E— D).

X == + o2 X == +oo £ — X = =0
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Par conséquent, la distance entre M et M’ a pour limite zéro lorsque x tend vers
+0o (resp. —o).

On dit que la droite (A) est une asymptote oblique a (C)).

Remarque. Daprés la figure 5, il semble que le point J, point d’intersection des
asymptotes a (Cy), soit un centre de symétrie pour (C,).

Vérifier qu’il en est bien ainsi en montrant que la fonction x —— f(x)—1 est
impaire.

Exemple 2

Fontionf:R — R
2x2+3x +1
| x+2
e Ensemble de définition : R—{-2}.
E) La fonction rationnelle f est dérivable, donc continue, en tout point de IR—{—Z}.
na:
(x +2)(4x+3)—(2x" +3x+1)
v e (x)=
xeR { 2} f'(x) G127
_2x*+8x+5
o (x+2)
Vérifier que les solutions de I’équation: xR, f(x)=0 sont :L;ﬂ et
-4+6
B
Lorsque x #—2, le signe de f'(x) est celui de 2x2+8x +5.
2
o lim fx)= lim 2= fim 2x=+m;
X == 4o x—= +w X—+ +=
2
i = fim 2= it D=,
e On a:
lim (2x*+3x+1)=3;
X-+ =2
lim -]—=—w, car lim (x+2)=0et[VxE]-w, —2[ x+2<0];
x—+—2 x+2 Xx—+ =2
xe==2 x<=2
lim — =+, car lim (x+2)=0 et [Vx€]-2, +[ x+2>0]
x= =2 X +2 X =2
x>==1 x=>=2
D’ou : 1
ot 0 I, @S D
x ==2 xX<i—2
lim f(x)= lim (2x2+3x+1)L=+oc=.
X—> =2 X =2 x+2
X==2 x==7
239
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La droite d’équation x=-2 est une asymptole verticale 2 la représentation
graphique de f.

e Tableau de variation de f :

-4-6 ~4+V6
. e b 42 = i
2 2
f(x) + 0 . i 0 +

7
fix) | —o Al-5-2v6 |\ —m/%+m N =5+2V6 | 24 e

5 6, ol elle prend la valeur —5—2V6.

f admet un maximum relatif en

i g : —4+v6
f admet un minimum relatif en =g ot elle prend la valeur -5+ 2V6.

e Un tableau de valeurs de f :

~4-V6 5 9
X -6 | -5 | -4 5 <3 | == | =x | <4
7
flx) 4§ ~12 —321 —-5-2v6 | -10 | —12 —3—-25 ///
7 3 -4+V6 | 1
it il it al o I RN RS L RS L
>
f(x}/ Dle |olssaveln (S| a2 2 | L
/ £ 2 4| s |2
/]
Les arrondis d’ordre 2 de 4‘%\@ ~5-2/6, —_4;\)@ et —5+2v6 sont

respectivement : —3,22; —9,90; —0,78; —0,10.

¢ Pour construire la représentation graphique (C,) de f (hyperbole), nous pouvons
prendre :

xrll'iin= _6; Ynin= _Ig;
x"]ilx:ld; ymnn:B;
_un repére orthogonal (O, I, J) tel que OI =201
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o Asymptote oblique

Effectuons la division du polyndme 2x>+3x+1 par le polyndme x +2.
On obtient :

2x*+3x+1=(x+2)2x - 1)+3.
D’ou :
VxeER-{-2} fx)=2x-1 +--3—.
x+2
Notons (A) la droite d’équation y=2x— 1 (figure 6).

Soit x un élément quelconque de IR-{—Z} et notons respectivement M et M’ les
points d’abscisse x de (C;) et de (A).
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Montrer que :

lim d(M, M)=0, lim d(M, M')=0.

X+ += X —+ —

La droite (A) est une asymptote oblique a (Cy).
Montrer que le point d'intersection A des asymptotes est un centre de symétrie

pour (Cy).

F

tudier et représenter graphiquement la fonction
f:R— R
y x*=2x+3

Exercice N
L9

y

y

LY

: 3

- 1—x
L]

5

\

0

Montrer que le point d'intersection des asymptotes est un centre de
symétrie pour la représentation graphique de f.

4) Autres fonctions rationnelles

242

a) Exemples

Exemple 1

Fonctionf: R — R
4x

x2+1

X >

¢ Ensemble de définition : R.

o La fonction rationnelle f est dérivable, donc continue, sur R.

Ona: 7 ,
VrER ot g X5+ 1)—2x
' A
] ~x?
= ——
(x*+1)*
Les solutions de I’équation : xER, f(x)=0 sont —1 et 1.

Le signe de f'(x) est celui de | — x2,

e lim f(x)= lim ij—;= lim i=(};

X = += J"‘F"'""x x—r+abx
i . 4x ) 4
lim f(x)= lim == lim —-=0.
X = —oo X =+ —@m x-—mx

La droite d’équation y=0 est une asymptote horizontale a la représentation
graphique de f.
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e Tableau de variation de f :

X — o w] 1 + 0

f(x) - lof{ +]0])| -

flx) 0 =y | =2 T 2 T 0

f admet un minimum relatif en —1, ol elle prend la valeur —2.
f admet un maximum relatif en 1, ol clle prend la valeur 2.

o La fonction f est impaire (vérifier).

Il suffit donc de considérer un tableau de valeurs de f ol ’'on ne donne 2 x que
des valeurs positives.

1 3
Py e 7
x 0 5 1 5 2 3 4 5 6
24 16 10 24 14
Arrondi
d’ordre 2 1,85 094 | 0,77 | 0,65 | 0,56
de f(x)

e Pour construire la représentation graphique (C;) de f, nous pouvons prendre :
Yamn=—7F Fmn=—23
Xoax=Ti  Ymax=2}
un repére orthonormé (O, I, J).

AT et s e :
i 1 i AL :.. 1
_ B e
it it ) it ] i it Mg Bl A & TS
EA LIS L |
i e i
i1 S T Fa R
s . 4 &
| g

Remargue. Vérifier que :
o 8x(x*=3)
VxeR [(x)= T

243
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Le tableau de variation de f' est donc :
X -V3 0 V3
fi(x) | - 0 + | 0| - 0

1
f(x) | ™~ _}. T4 [T~ -—5 =

f* admet un extremum relatif en —V/3, 0 et V3.
-3, 0 et V3 sont donc des abscisses d’inflexion.

Exemple 2

Fonction f: R — R 5

X — .
xi-1

o Ensemble de définition : R—{—1, 1}.

e La fonction rationnelle f est dérivable, donc continue, en tout point de
R—{-1, 1}.

Ona:

32— 1)—x3(2x)

- (%= 1)

_x¥(x*=3)

A

Les solutions de I'équation : x ER, f(x)=0 sont —V3, 0 et /3.

Lorsque x¢&{—1, 0, 1} le signe de f(x) est celui de x>—3.

vxeR—{-1, 1} fi(x)

3
. X .
e lim f(x)= lim i Iim x=+o;

X =4 oo X X —++wm

sl
Iim f(x)= lim == IIm x=-w,

X —— X = —t= X = — o
e Vérifier que :

lim f(x)=—c, lim f(x)=+0;
x—+—] X=—]

x=-1 x>=—=1

lim fix)=—e, lim f(x)=+ow,

x -] F |
x=1 x>

Les ’droite§ d’équations x=—1 et x=1 sont des asymptotes verticales a la
representation graphique de f,
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e Tableau de variation de f :

x | - -3 ~1 1
f(x) + 0 - '//// -10 = ///“ i 0
L~
fx)| = 7 %\ﬁ "“--L"m////+m__ 0 — % +oo Ty 3—;@ T+

V3 + o0

/. T
. : . -3V3
f admet un maximum relatif en —\/3, ot elle prend la valeur 7
3V3
f admet un minimum relatif en V3, ot elle prend la valeur 5

0 est une abscisse d’inflexion, la tangente correspondante étant paralléle  la droite
des abscisses.

e La fonction f est impaire (vérifier). .
11 suffit donc de considérer un tableau de valeurs de f ou 'on ne donne a x que
des valeurs positives.

3V3 .
Remarquons que les arrondis d’ordre 2 de V3 et de T\/_ sont respectivement
1,73 et 2,60.

x ol o5 | 075 09 1] 11| V3| 2 3 4 5

Arrondi 2
d’ordre 2| 0| —0,17 | —0,96 | —3,84 [/} 6,34 | 2,60 | 2,67 3,38 | 4,27 [ 5,21 6,17
de fix) %

e Pour construire la représentation graphique (C;) de f, nous pouvons prendre
(figure 8) :

xminz_ﬁ; Youin==1;

Xmax = 0; Ymax =715

un repere orthonormé (O, I, J).
e Asymptote oblique
Remarquons que : x> =(x*=1)x+x.
D’ol : vxeR-{-1, 1} f(.r):x+xzx_1
Vérifier que la droite (A) d’équation y =x est une asymptote oblique a (C)).

b) Asymptotes obliques
e Division euclidienne de polynémes.

En classe de Seconde, on a vu comment diviser un polyndme par un polyndéme
du premier degré; le reste est un polyndme constant.

Le méme procédé permet de diviser un polynéme par un polyndme non constant

Q(x); le reste est le polyndme nul ou un polyndme de degré strictement inférieur
a celuil de Q(x).

245
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Par exemple :

5

x2+x
x+3

1

+Xx

2

+4x

+x2 —5x)
+ 6x
—(3x% +3x

3

%2
—(x

2

-1
- 15)
3x +14

3x

ie que

f

i

ign

Cela s

SNx+3)+3x+14

o

2

+x—1=(x

x* +4x?

sous la forme :

2%~ 1

*+4x

o ) ) &
¢crire la fonction rationnelle x —

et permet d

gy

—

X

Ix+14
+x+5

X

X = Xh 3%
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e Asympiotes obliques : cas général.

Soit une fonction numérique f, d’ensemble de définition Dy, et de représentation
graphique ( C,) relativement 3 un repere (O, I, J).

Supposons qu'il existe des nombres réels a et b et une fonction numérique ¢ tels
que :

VxeD, flx)=ax+b+¢(x),
lim @(x)=0 (resp. lim qp(:c}:(l).

On dit alors que la droite (A) d’équation y=ax+b est une asymptote (CpH)
en+® (resp. en —om),

Lorsque I'on a en méme temps

lim @(x)=0 et lim ¢o(x)=0,

on dit simplement que (A) est une asymptote a (Cy).

Lorsque @=0, on parle d’asymptote horizontale et,

lorsque a#0, on parle
d’asymptote obligue.
Soit respectivement M et M’ les points d’abscisse x de (Cy) et de (A) (revoir
les figures 5, 6 et 8).
Ona:

d(M,M")= [f(x)~(ax + b)]
= |e(x)).

Or, d’aprés la définition de limite, ¢ a une limite nulle & +oo (resp. —) si et
seulement si !.;o a une limite nulle & +o (resp. —w),
La condition

X—w o0

lim ¢(x)=0 (resp. lim qp(x)=0)

X—> —

signifie donc que la distance entre M et M' a pour limite zéro lorsque x tend
vers +o (resp. —o).

e Asymptotes obliques : cas des fonctions rationnelles.

Soit deux fonctions polyndmes P et Q dont les degrés respectifs sont notés d°

P
et d° Q.
Considérons la fonction rationnelle f définie par
_ P(x)
i Qx)

— Lorsque d° P=d° Q,
la fonction f posséde une asymptote horizontale.

On la découvre en calculant la limite de fa+0 et i —oo.
— Lorsque d° P=(d° Q)+1,

le quotient du polyndéme P(x) par le polyndme Q(x) est un polyndme du premier
degré cax+b (a+#0).
a droite d'équation y=ax+ b est une asymptote oblique a (Cy).
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Cette affirmation sera a vérifier dans chaque cas ou cette situation se présentera.
— Lorsque d° P=(d° Q)+2, . = )
le quotient du polyndme P(x) par le polyndme Q(x) est un polynome de degré
supérieur a 2. . 3 .

Nous admettrons que, dans ce cas, aucune droite n’est asymptote horizontale oy
oblique 2 (C).

Exemple

Soit la fonction rationnelle f : R — R
X +4xt+x—1

* x*+x—5
-1-v21 —-1+V2]
Son ensemble de définition D, est : !R—{ 5 ] 5 }
En divisant le polyndme x*+4x*+x—1 par x*+x—5, on obtient :
3x+ 14
VIEDI f{X}—I+3+m—5.
+
Puisque lim —?,I—M: lim E=|I),
X = o “+I'—5 X — 4=
+14
lim 321x T 1 E—{'},

la droite d’équation y =x +3 est une asymptote oblique a (Cy).

Exercices Etudier et représenter graphiquement les fonctions
E f:R— R et g:R— R
X - X
§ T T

5) Les fonctions tangentes et cotangentes

a) Fonction tangente

La fonction tangente, notée «tan», est la fonction de R vers R, définie par
SIn X

tan x = .
CcOs X

e Ensemble de définition D de la fonction tangente :
D=R—-{x€R|cos x=0}

=|R—{%r+k1r kEZ}.

L’ensemble D est représenté en noir sur la figure 9 :
Pour chaque élément k de Z, posons :

E,‘:]kn#%’, m«-g[.
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57 3w m T in 57 in
' 2 2 2 0 2 2 2 2
by ——ygy— % i & - r— o—— s o »
D s T, R R e S S
E._ E-, E., E, E, E, E,

Fig. 9

Les intervalles E, sont représentés sur la figure 9.
On remarque que D est la réunion des intervalles E,.
Pour chaque élément x de D, on dit que tan x est la tangente du nombre réel x.

e Vérifier que la fonction tangente est impaire.

o Les fonctions sinus et cosinus étant dérivables sur R, la fonction tangente est
dérivable, donc continue, en tout point de D.

Ona:
oD g iR
cOs* x
1
T cosix

D’ou : Vx€D tan' x>0.
e Vérifier que :

VxeD tan(x + 7 )=tan x

tan(x — s)=tan x
VxED VkeZ tan(x+kmr)=tan x.
La fonction tangente est périodique, de période 7.
e Le plan étant muni d’un repére (O, I, J), notons :

fi 1a restriction a E, de la fonction tangente (kE€Z);
(Cy) la représentation graphique de f, (kEZ).

La représentation graphique de la fonction tangente est la réunion de tous les (C,).

D’autre part, étant donné un élément k de Z et un nombre réel x, on a
successivement :

XEE, = kﬂ—g<x<kw+%r

< —c<x—kn<Z
2 2
<> x—kw€EE,.
Puisque tan x =tan(x — k), I'application f, : E, — R est telle que :
Vx€E,  filx)=folx— km).
D’apres le chapitre 1, page 30, cela montre que
(Ci)=1(Cy),
ou {, est la translation de vecteur km-Ol.

Pour obtenir la représentation graphique de la fonction tangente, il suffit donc

y . . . . ™ m
d’étudier cette fonction sur E,, c’est-a-dire sur ]—— -

220
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e Ona:
lim sin x=1, lim sinx=-1;
x—+7 X =+ =7
- - W -
lim =+, car lim cos x=0 et (VxE€|0, | cos x>0);
x-=3 CO5 X e g 2
x<5F x<3
: 1 . ™
lim =—o, car lim cosx=0et (Vx€|-=,0] cosx>0).
xr— —§ COS X x—+ =7 2
x>=F x>=%
D’ou :
lim tan x = lim sin x = +o00;
x=7 x§ cos X
x=<% x<§
lim tan x= lim sin x =—o00,
x== =5 X+ =7 COsS X
x>—% x>-3
: gE T T ’
Les droites d’équations x=§ et x= ~3 sont des asymptotes verticales.
e Tableau de variation de la fonction tangente sur ]—5, 7] -
5 o T
2 2
tan' x : +
tan x -0 ____ 74
e Un tableau de valeurs de la fonction tangente sur ]—-;—r, -275[ :
4 2| ml ® |g|l ® @] @&
3 4 6 6 4 3
tan x V3 | -1 -? 0 \’TG 1| V3

* Représentation graphique de la fonction tangente sur ]—g,g[ (repere
orthonormé) :
250
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Fig. 10

¢ Représentation graphique de la fonction tangente (repére orthonormé) :

A
Ji T Im Sar T
A 2 2 2
i S 3w e 0 Lt 23
2 i 2 2
Fig. 11

Les droites d’équation x =%+ kar, ( kEZ), sont des asymptotes verticales.

b) Fonction cotangente

La fonction cotangente, notée «cotan», est la fonction de R vers R, définie par

COS X
cotan x =— .
sin x

e Ensemble de définition E de la fonction cotangente :
E =R-{x€R]|sin x=0}
~R-{kr | kEZ).
251
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o La fonction cotangente est dérivable, donc continue,

en tout point de E.

On a: )
, —sin? x —cos* x
nx= -
YxeE cota SlI'I2 X
B —1
sin® x’

¢ Observons que :
coS X

sin x

. v
Sin (-Z'—X)
ar
COSs (E_X)

——_Sin—(—%j=—tan x—2).
P (+-3)

COs (I '—E

e Le plan étant muni d’un repére orthogonal (O, I, J), notons respectivement
(C)), (C;) et (€) les représentations graphiques des fonctions tangente,

VxEE cotan x=

i
X — tan (x ——) et cotangente.

2
On a
(C)=HC)) et (C)=s(C,),

ol ¢ et s désignent respectivement la translation de vecteur %T(Tf et la symétrie

orthogonale d’axe (OI).
e Construire la représentation graphique de la fonction cotangente & partir de
celle de la fonction tangente.

2 Exemples de résolution graphique d’équations et

252

d’inéquations
Exemple 1
Soit les fonctions f : R — R et g:R— R
X+3 2 ,
X — X — =x“—3.
x—1 3

— Etudions les fonctions f et g et représentons-les graphiquement
relativement 3 un méme repére orthonormé (O, I, J)-
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I x€eR,

— Résolvons graphiquement 1'inéquation

— Résolvons graphiquement, puis algébriquement, I’équation

(E) x€R,

2 x+3
ix 3 x-1
% x43

3x 3 x_1>0.

e Nous ne donnons que quelques indications concernant I’étude des fonctions f
et g; faites-en une étude plus détaillée.

Fonction f

D,=R-{1}.

Fonction g

D,=R.

_4 4
vxeR—{1} f'(x}=(xM1)2. YXER g'(x)=3x.
X — 1 + o X —w 0 + 0
f(x) Z % g g'(x) o L] =
f(x) 1 =% _m/j‘Fm T | g(x) 4o s |-3| — +=

Représentation graphique de f :
hyperbole (Cy).

Représentatin graphique de g :

Fig. 12
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o L’équation (E) est équivalente a I'équation

2.2 5 X3
xeR, ix 3—}(_1

c’est-a-dire a 1I’équation
x€R, g(x)=f(x).
Sur la figure 12, on remarque que (C;) coupe (C,) en trois points A, B, C

d’abscisses respectives —2, 0, 3.
L’ensemble S(E) des solutions de (E) est donc :

S(E)={-2,0, 3}.

e Résolvons I'équation (E) algébriquement.

L’ensemble de validité de (E) est R—{1}.
L’équation (E) a donc les mémes solutions que I’équation

2 x+3
xeR-{1}, =x*-3= .
{ } 3 x—1
Cette dernieére équation est successivement équivalente 4 chacune des équations

suivantes :
xeR—{1}, (-3% x3—3)(x— 1)=x+3

32- x3—§ x*—4x=0
X’—x2—6x=0
x(x2—x—6)=0.

Vérifier que les solutions de la derniére équation sont : —2, 0, 3.

Dol : S(E)={-2, 0, 3}.

e L’inéquation (I) est équivalente a I’inéquation
x+3
x—1

xER, §x2—3>

c’est-a-dire a I'inéquation
xER, g(x)>f(x).
Sur la figure 12, on voit que I'ensemble S(I) des solutions de (1) est:
SU)=]-o, =2[U]0, 1[U]3, +.

Exemple 2
Soit la fonction f : R — R
4x—3
2x +3°

.~ Etudions la fonction f et représentons-la_graphiquement relativement
geu? repere orthonormé (0, I, J); notons ( ;) la représentation graphique
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: . . m . X
— Soit (D) la droite d’équation y:mx+§-2—+2, relativement au repére

(O, I, J) (m est un paramétre). )
Montrons que pour tout nombre réel m, la droite (D) passe par le point

A de coordonnées (—%, 2).

— Etudions graphiquement, suivant les valeurs de m, le nombre de points
d’intersection de (Cy) et de (D).

— Résolvons, suivant les valeurs de m, I’équation
4x -3 Im

(E) x€R, 2x+3=mx+-5-+2.
e On a:
n-e-{-3)
VIER_{"%} f”)=u;fwﬁ
3

X — 0 - = + o

2
f(x) + W ¥

f(x) 2 — 4w 7/// -0 T ]

Représentation graphique de f : hyperbole (C;), figure 13.

o L’équation de (D) peut s’écrire

3
-2= +=).
Y= Sem (x 2)
3 : 4 )
Pour tout nombre réel m, le couple (—5, 2) est solution de I’équation de (D) et,

par conséquent, la droite (D) passe par le point A.
e Remarquons que m est le coefficient directeur de (D).

Si m appartient a ]—c, O[, (D) est contenue dans la partie non hachurée du plan
(figure 13), et est sécante a (C;) en deux points symétriques par rapport a A.

Sim =0, (D) est une asymptote horizontale (d’équation y =2} a (C,); I'intersection
de (D) et (C;) est ’ensemble vide,

Si m appartient a 10, + [, (D) est contenue dans la partie hachurée du plan et
Iintersection de (D) et (C;) est ’ensemble vide.

e Les solutions éventuelles de I’équation

4x -3 Im
= 4+ —42
2x +3 = 2

sont les abscisses des points d’intersection de (D) et (C).

(E) x€R,
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(C))

7.
Z

(D)

Fig. 13

7

1z

.

D’aprés ce qui précéde, on sait que :
— sime€]-=, 0[, (E) a deux solutions distinctes;
— si m€[0, +« [, (E) n’a pas de solution.

Nous allons retrouver ces résultats algébriquement et calculer les solutions
lorsqu’elles existent.

e L’ensemble de validité de (E) est IR-{—%}.

L’équation (E) a donc les mémes solutions que chacune des deux équations
équivalentes suivantes :

3
xER_{_E}' 4x—3=(mx+%+2)(2x+3)

xER—{—%}. Amx*+ 12mx +9m + 18 =0.

- - " 3
Vérifier que = n'est pas solution de I'équation

(E') x€R, 4mx®*+12mx+9m+18=0.

Scanned by CamScanner



7/Etude de fonctions

Par conséquent, les équations (E) et (E’) sont équivalentes.
Si m =0, I'équation (E’) se réduit a

x€R, 0-x+18=0
et n'admet donc aucune solution.

Si m#0, (E') est une équation du second degré.
Etudions le discriminant A de I'équation (E’) (m #0).
Ona:
A=(12my—44m)9m + 18)
= —288m.
Si m>0, alors A<0 et I'équation (E’) n’a pas de solution.

St m <0, alors A>0 et I'équation (E’) posséde deux solutions x’ et x” telles que :
x,=—3m—3\! —-2m x”_—3m+3\f—2m

2m ’ 2m

Conclusion :

Soit S(E) I’ensemble des solutions de (E).
=3Im-3V-2m —3m +3V—2m}.

2m 2m

— Simeg]—=, ([, S{E)={
— SimeJ[0, +e[, S(E)=0.

Exercice Soit la fonction f: R — R
x+1
2(x—2)
a) Construire la représentation graphique (C;) de f relativement 2
un repére orthonormé (O, I, J).

X

b) Montrer qu’il existe deux points de (C;) en lesquels la tangente

5 , g wow
a4 (C;) a un cocfficient directeur égal a 5

Donner une équation de chacune de ces tangentes.

- 3 LY
¢) Soit la droite (D) d’équation y = 5 X + m (m est un paramétre).

Etudier et discuter graphiquement, suivant les valeurs de m, le
nombre de points d’intersection de (D) et (C)).

d) Résoudre et discuter, suivant les valeurs de m, I'équation

_{iz —Ex-f-,”
2{x—2) 2 '

xER,
¢) Notons A I'ecnsemble des nombres réels m tels que (D) soit
sécante i () en deux points distincts M" et M".
Déterminer I'ensemble décrit par le point milieu K du segment
[M'M"] lorsque m décrit A.

PSR N P NP o R S oF G o I  aF a E V F  aF ¥ ¥ Al aF e e e et et e
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Exemple 3
Etant donné un nombre réel a, étudions graphiquement I'équation
(E) x€ER, tan x = a.

Nous en déduirons une condition nécessaire et suffisante pour que deux
nombres réels u et v vérifient tan & =tan v.

e L’ensemble de validité de (E) est I'ensemble de définition de la fonction
%’ + qu]kEZ}.

Considérons, figure 14, la représentation graphique (C) de la fonction tangente.
Soit aussi la droite (A) d’équation y =a.

tangente, c'est-a-dire ; IR—{

ol J ) NN )Y

VAWAWAN WATNA WA
0 2 2 2 2
_m _om 3z S ‘:f e
2 2 7 2
()
Fig. 14
: i T T . ‘
On voit sur la figure 14 que ]_E’ f[ contient une et une seule solution de (E);

notons « cette solution.

On voit aussi que chaque intervalle ]qu—--;—r, kar +%T[, (kEZ), contient une et

une seule solution de (E).
Or:

o +k-rrE]k7r—-g, qu+g[ et tan(a+kw)=tan a=a.

@ + kar est donc I'unique solution de (E) appartenant a I'intervalle
|t -2, kr+3, (k).

L’ensemble S(E) des solutions de (E) est donc :

lS{E}={a+k¢rlkEZ}

ol a est I'unique solution de (E) appartenant a ]—g g[
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o u étant une solution quelconque de (E), vérifier que 'on a aussi :
S(E)={u+kr|keZ}.
En déduire que :

Deux nombres réels u et v en lesquels la fonction tangente est définie vérifient
tan i =tan v si et seulement si il existe un élément k de Z tel que

u=uv-+km.

Exemple 4
Résolvons graphiquement, puis algébriquement, 1’équation
(E) x€[-2m w], tanx= -3,

o Considérons la figure 15, olt (€) est la représentation graphique de la fonction
tangente sur ’intervalle [—2, 7] et ou (A) est la droite d’équation y = /3,

A
I+
_én 27
3 3 . 3 ™
27 R | o 1 7 | -
2 | | 2 |
| | |
| | |
i | I
| | i
(4) ' [ -3 !
| ! /

Fig. 15

La droite (A) coupe (C) en trois points; leurs abscisses sont les soluti
On sait que (tableau de valeurs, page 250) : utions de (E).

(-5

D’apres la figure 15, on a donc :

siEr={-3. -7,
3 3* 3
e Afin de retrouver ce résultat algébriquement, remarquons d’abord que :
S(E)={~§+kw|kez}m[—zw, .
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Or, étant donné un élément quelconque k de Z, on a:

—2ﬂ$—%r+k7r£']'? <> ;j—ZHERTTE%T-l-?T

—5—135 kear 54_7:'
3 3
<~ ke{-1,0,1}.
En donnant a k les valeurs —1, 0, 1, on obtient les solutions :

4ar T 2w

BT R
Exemple 5

Résolvons graphiquement chacune des deux inéquations :

(I xe{_zw, %’] tan x=1;

(I'Y x€[-m =], tanx<V3.
e Soit () la représentation graphique de la fonction tangente sur I’intervalle
[-—211', g] et (A) la droite d’équation y =1 (figure 16).

(A) /
I ] I
I 3w : T : r
—27 l "2 -7 I B VI |3
fh 37 o7 -
T # 4 4
()
Fig. 16

La droite (A) coupe (C) en trois points dont les abscisses sont les solutions de
I'équation : xE[—Zw, E], tan x=1.

2
y g . I 37 o
Vérifier que ces solutions sont ;: — —

T
La figure 16 montre que I’ensemble S(f) des solutions de 'inéquation (I) est:

[T 3af [ 3= _of [x 7
Bk~ 4° 2[U[ 4 2[“[4’2['
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e Soit (C’) la représentation graphique de la fonction tangente sur Pintervalle
[—m, 7] et (A) la droite d’équation y=V3 (figure 17).

A

(A") | Vi ]
| |
| |
| J+ |
| |
| 1
HE: e
— i 2 0 I 2 L
2 K -
- 3
(e
Fig. 17

La droite (A') coupe (') en deux points dont les abscisses sont les solutions de
I’équation : x E[—, 7], tan x =V3.

 pr g 27
Vérifier que ces solutions sont : =TT

La figure 17 montre que I’ensemble S(I') des solutions de I'inéquation (I') est :

2 i

say=[-= -F{v]-5.3.

1) Résoudre graphiquement, puis algébriquement, chacune des deux
équations suivantes :

Exercices

= —EEE] t'mxz—j'
¥ 2'2) - g

xE]—J—;, 277], tan x=—1+V2.

x€[-m, 7], tan x< ——=;

xE]—%ﬁ, 271'[, tan x > 0.

3) Résoudre I'inéquation :

N
¢
§
1
§
4§
§
&
F
2
§
5
L
5 2) Résoudre graphiquement chacune des deux inéquations suivantes :
:
.
L]
4
{
4
{
4
N
:
N xe€R, tanx>1.
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3 Activités : Résolution d’équations par dichotomie

Exemple
Résolvons I’équation
(E) x€R, x*+x*-x+1=0.

a) Cette équation n’admet pas de solution évidente.
Etudions et représentons graphiquement la fonction
f:-R— R
X — X*+x*—x+1.
D,r = [R,
VxeR fi(x)=3x*+2x-1

=3(x+1)(x—1);

Ona:

3
1
g - == - o
o 1 3 +
fi(x) + 0 — 0 +
f(x) | —o —7| 2 [ ™~ 5—3- —7 4o

Représentation graphique (C;) de f:

Fig. 18
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b) La représentation graphique de f montre que I’équation (E) admet une solution
unique.

Pour démontrer que (E) posséde une solution unique, on peut procéder comme
sut.

e Observons que :

(=2y=-1, [=D)=2.

Puisque f(—-2)<0<f(—1), le théoré¢me des valeurs intermédiaires (page 194) nous
apprend que (E') posséde au moins une solution appartenant & ]-2, —1[.

¢ Puisque YxEJ]-e, —1[ f(x)>0,

f est strictement croissante sur ]—w —1[ (théoréme 2, page 197).
Par conséquent, la restriction de f & ]—oo —1[ est injective (Jusnfu:r)
L’équation (E) ne peut donc pas avoir deux solutions appartenant a ]J—e, —1I[.

o D’aprés le tableau de variation de f, on a :

VxE[-1, +»[  f(x)>0.
L'équation (E) n’a donc pas de solution appartenant 2 [—1, +oo[.

e On conclut que (E) posséde une solution unique; notons-la c.
Cette solution appartient a ]-2, —1[.

¢) A présent, nous allons déterminer un encadrement de la solution ¢ par deux
nombres décimaux consécutifs d'ordre 3.

e On cherche d’abord a encadrer ¢ par deux nombres entiers consécutifs :

-2<e<~].
e On sait que : f(=2)<0<f(—1).
A I'aide d'une calculatrice, calculons une valeur approchée de f(— 2), f(-1,9),
f(—1,8), ... et arrétons-nous dés que I'on observe un changement de signe.
X =2 —1.9 -1.8
fix) | =1 | —0,349 | 0,2080

Puisque f(—1,9)<0<f(—1,8), il résulte du théoréme des valeurs intermédiaires
que —1,9<c<-1.8.

1-1,9; —1,8[ est un encadrement de ¢ par deux nombres décimaux consécutifs
d'ordre 1. i
e Calculons une valeur approchée de f(—19), f(—1,89), f(—1,88),... et
arrétons-nous dés que I’on observe un changement de signe.
x -1,9 -1,89 | —-1,8 | —-1.87 | —1,8 | —1,85 | —1,84 | —1,83
f(x) -0,34% | -0,2891|-0,2302 | -0,1723 | -0,1152 | —=0,0591 | —0,0039 | 0,0504

Puisque f(—1,84)<0<f(—1,83), il résulte du théoréme des valeurs intermédiaires
que —1,84<c¢<-1,83.

1-1,84; —

1,83[ est un encadrement de ¢ par deux nombres décimaux consécutifs
d’ordre 2.
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e,

o Calculons une valeur approchée de f(—1,84), f(—1,839), f(—1838), ... ¢
arrétons-nous dés que I'on observe un changement de signe.

x | -184 | 1,839

f(x) | —0,0039 | 0,0015

Puisque f(—1,84)<0<f(—1,839), il résulte du théoreme des valeurs intermédiaires
que —1,84<c<-1,839.
]—1,84; —1,839[ est un encadrement de ¢ par deux nombres décimaux consécutifs

d'ordre 3.
Par conséquent :

—1,84 est 'approximation décimale par défaut, d’ordre 3, de la solution ¢ de (E);
—1,839 est I'approximation décimale par excés, d’ordre 3, de la solution ¢ de (E).

Lorsque I’on a encadré par la méthode ci-dessus la ou les solutions d’une équation,
~on dit que I'on a résolu I’équation par dichotomie.

1) Montrer que I'équation
x€R, x*+x-3=0

admet une solution unique et donner un encadrement de la solution
par deux nombres décimaux consécutifs d’ordre 2.

2) Montrer que I’équation
xER, 2x°+3x*—-12x+6=0

admet trois solutions et, pour chaque solution, donner un encadre-
ment par deux nombres décimaux consécutifs d’ordre 2.

Exercices

3
:
%
:
§

4 Problemes concrets

Probleme [

Quelles dimensions doit avoir une boite cylindrique fermée de deux litres
pour que sa fabrication exige le moins de tole possible (c’est-a-dire pour
que son aire totale soit minimale)? L’épaisseur de la tole sera négligée.

Notons respectivement x et h (en dm), S (en dm?)
et V (en dm’) le rayon de la base, la hauteur,
I’aire totale et le volume de la boite (figure 19).

V

—
-

B
— —

—T———-.-—-—

-
o
=
e}
]
3
3 <
Il
2w
-\\
H
®)
|
]

\
/

Fig. 19
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L’aire totale peut donc s’exprimer comme suit en fonction de x :
S =2mxh + 2mx*

2z
=2mx — +2mx?
X
4
=—+2mx%.
X
Etudions I’application S : 10, +o[ — R
4 2
X — ;+21rx /
S est dérivable sur 10, +c[ et :

Vx€]0, +oof S'(x)= —%+4m¢

4o [ , 1
1)

Le tableau de variation de S est :

X O _31_ +co
Vo
S'(x) /// - 0 +
) 1
S(x) to s |5(3 )| — 4o
/ "z
/
L’aire totale est minimale lorsque x =-;-—.
vV
Pour cette valeur de x, on a :
2
I
2
== (Vap
m
2
=3—=2X.
Vo

L’aire totale de la boite est donc minimale lorsque le rayon de la base est égal
B

'\:f/.;-

; la hauteur de la boite est alors égale a deux fois le rayon de la base.

Probléme 2

Un é]ectromot*.;ur E, de caractéristiques e et r, alimente un résistor de
resistance x (figure 20).
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On sait qiie la puissance P débitée dans le résistor est :

pe e’x | — II}
(x+r)
On se propose d’étudier 1’application
P:R, — R
e’x %
K e m Fig. 20
et de la représenter graphiquement dans le cas ol ¢ =50 (en volts) et r=4
(en ohms).
L’application P est dérivable sur R, et :
, eXx+r)—2e*x(x+r)
VxeR, P(x)= —
_eX(x+r)r—x)
- (x+r)
Tableau de variation de P :
X 0 r +co
2
Pyl S|+ o] -
r
ez
P(x) 0 e T ~ 0

2
- - » - - e
Remarquons que la puissance P est maximale, et égale a s lorsque x=r.

On retrouve ainsi un résultat déja obtenu au Probléme 2, page 116.

Dans le cas ot ¢ =50 et r=4, o;a: e —
Vxelr, x-(x+4]2.

Representahon graphique de P . |
3! Pu[]ssaﬂcc (en: waus_} t:_a it s ek el pta st st U 1

epm%er '_': H
LT

' stm;u:c I.‘cn thrsj"i

Tcprr}aenle L {1

.J'i'f il
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QOuest

La puissance P est maximale, et égale a 156,25 (en watts), lorsque x =4.

Probleme 3

La figure 22 illustre le trajet de deux trains partant en méme temps, I'un
du point M et l'autre du point N, distants de 200 km.

Le premier train va de I'Est vers 1'QOuest a la vitesse de 80 km/h.

Le second train va du Sud vers le Nord & la vitesse de 100 km/h.
Calculons la distance minimale des deux trains aprés le départ.

Nord
J4
N| ~
R ]

N hil E N (] N‘I] ]

T st 0 T J T

200 km
Sud
Fig. 22

Fig. 23

Considérons la figure 23, ol ’on a choisi un repére orthonormé (0, I, J), I'unité
représentant 100 km.

Soit ¢ le temps écoulé (en heures) depuis le départ des deux trains.
Soit M, et N, les positions respectives des deux trains a l'instant ¢.
On a: MM,=08t et NN,=tL.

Les coordonnées du point M, sont : (2—0,8¢; 0).

Les coordonnées du point N, sont : (0, f).

Les coordonnées du vecteur M,N, sont donc : (0,8t —2; ¢).

D’ou : (MN,*=(0,8t—27+1¢2
=1,641* -3 2t +4.

Or, la fonction x — \/;c étant strictement croissante sur R,, la distance M,N,
entre M, et N, est minimale lorsque son carré (M,N,)? est minimal.

Etudions la fonction f:R, — R
t — 1,6417-32¢+4,

Ona: ViER, f(t)=328t-32.
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Tableau de variation de f :

40
s +
t 0 Y N
fayl -32 | - 0 +

() 4 N f(:-—u) A e

. 40\ _ 40\* _ (ﬂ)
B f(ﬂ)"’“(‘u) S
=2.439;
40
f(ﬁ)—l,ﬁﬂz.

La distance minimale des deux trains est donc 156,2 km.

Exercices
e Dans les exercices 1 a 7, étudier le sens de 4 (1. a) /H:R— R
variation et tracer la représentation graphique, 2x2+2x -1
relativement & un repére orthonormé (O, 1/, J). R R T TRE
. P 2x -1
de chacune des fonctions considérées :
_ B) :R — R
1(1).a H:R—R 4
X — Ax?+2x -5, x'_bx_2+x+3‘
bt fhh:R — R ¢)Kh:R— R
X — —2x3+3x2+12x. ' b
c) 3:R— R A Y
A—x?+x=1.
X — x'—x%+x _ @) fi:R — R
d) 4R — R 4x2 -1
¥ —= x¥4+ x2—5x 43, X .
x—2
2(1).a),:R— R
X — xt—0ox2_3
b) R —+ R BiAbL B W
X — (x+13(x-2). e Ll
: (x +3)°
3(1)a)/,:R— R by fh:R— R
— —-2x+3 X
x+2 ' Sl L
ViR — B ¢) f3:R — R
1 x+1
X — 1-— ’ — e
x—2 o Y ex—2
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d} fd_:R—_'—F‘ m
1 1
x x+1

6(1) a] f1:ﬂ—}-R
x%—4
x+17

b) fz:lR — R

X — 2+X—3.
¢) ,:R — R
2x2—-3x -5
x24x—-2°
d) f,:R — R
1 X

X — W
x—1 x+1

7(1).af:R— R

4

x :
x4

by :R— R
x*+1
X —— 5,
x3—1

8 (1). Le plan est muni d'un repére (O, I, J).
ax+b

Déterminer I'h rbol ‘équation y=
erminer I'hyperbole d’éq ycx+d

3
passant par les trois points A(T: _5)'

1
B (-1; Z) et C(2; —5).
Construire cette hyperbole.
9 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (O, f, J).

1) On considére la fonction f : R — R
ax+b

x+c

X

ol (a, b, c)ER®.
Soit (G,) la représentation graphique de f.
Déterminer a, b et ¢ pour que :

— les droites d'équations respectives x=-1
et y =2 soient des asymptotes a (Cy),

~— la tangente a () au point d'abscisse 1 soit

parallele a la droite d'équation y = —x.
Construire ().

2) En s'aidant de (C,), construire la représenta-
tien graphique de la fonction

g:R— R
2{x| +6

X Fxr-i-'l.

10 (1). Soit la fonction f: R — R
X — x>+px+2

ol pER.

On désigne par {C) la représentation gfap‘hi-
que de f dans le plan muni d'un repere
orthonormeé {0, I, J).

1) Montrer que le point (0,2} est un centre
de symétrie pour ().

2) Déterminer p pour que la droite (O) soit
tangente a (C), puis construire (C).

11 {1). Le plan est muni d'un repére ortho-
norme (O, /, J).
Soit la fonction f : R — R

X — x2+x.

1) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique {Cy).

2) En s'aidant de (C,) construire la représenta-
tion graphique de chacune des fonctions
suivantes :

g:R— R

x — |x*+x]|

eth:R—R

x — |x3|+]|x|.

12 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (0O, 1, J).
Soit la fonction f : R — R

; 1
X —+ ax+b+—
X

ol (a, b)ER?,

1) Déterminer a et b pour que la représenta-
tion graphique (CG,) de f passe par le point

V2
A(T; V72 - 1) et que la tangente & {C,) au
point A soit paralléle a la droite (O1).

2) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire (C)).

13 (1}. Le plan est muni d'un repére orthogo-
nal (O, I J).

Soit la fonction f, | R — R

mx+1
X b

x+m

o0 m est un paramétre.

1) Quel est I'ensemble de définition de f,?
2) a) Calculer m pour que f,,(2)=—-3.

b) Avec la valeur trouvée A de m, étudier le

sens de variation de /, et tracer sa représenta-
tion graphique.

3) a) a el 8 élant deux nombres réels donnés,
calculer m pour que f,(a)=28.
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____-_‘__—-_-'-

—————

b) En déduire que, lorsque m décrit
R-{-1. 1},

la représentation graphique (C,,) de [, passe
par deux points A et B, indépendants de m,
dont on déterminera les coordonnées.

14 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, I, J).

1) Soit la fonction f : R — R
- x%—4x +2

Xx=3
et (CG;) sa représentation graphique.
a) Etudier le sens de variation de f

Xt

b) Trouver les asymptotes a (Cy).

¢) Montrer que le point £2(3, 2) est centre de
symetrie pour (C)).

2) Soit la fonction numérique g définie par :
¥xE]— =, 2] g{x)=2x-2

VxE1]2, +oof g(x)=|#x)|.
a) Donner I'ensemble de définition de g.

b) Construire la représentation graphique (&)
de g. (On ne demande pas d'étudier la
fonction g.)

15 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (Q, I, J).
Soit la fonction £, : R — R
mx?—4
X b—r ——
X<—m
et soit (C,) la représentation graphique de f,.

1) Donner, suivant les valeurs du paramétre m,
I'ensemble de définition de f,.

2) Montrer que, quelque soit m, f, est paire.

3) Etudier, suivant les valeurs de m, le sens de
variation de f,,.

4) Construire (C,) dans chacun des cas
suivants :

am=-2;, c)m=1;
b)Yy m=2; d) m=23.
16 (1). Le plan est muni d'un repére ortho-

norme (O, 1, J).
On considére la fonction

/‘R— R
x2-2x+5
2(x—1)
et sa représentation graphique (I).
1) Quel est I'ensemble de définition D, de f?
2) Etudier le sens de variation de f.

X —r

3) a) Démontrer que la droite d’équation
1
Y=3 (x=1)
est une asymptote & la courbe (). Etudier la
position de (I') par rapport & cette asymptote.
b) Préciser la deuxiéme asymptote de (I).

4) Construire (T').

5) Démeontrer que le point f{1, 0) est un centre
de symétrie pour (I').

D’aprés : Probatoire série D, session Juin 1985.
Cote d'lvoire.

17 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, I, J).
Soit la fonction

f:-R— R
X — x3-3x2+2.

1) Etudier le sens de variation de f.
2) Tracer la représentation graphique (&) de .
3} Utiliser (C,) pour résoudre graphiquement
I’équation

x€ER, x®-3x?+2-m=0
dépendant du paramétre m.

18 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-

normeé (O, I, J).
Soit deux fonctions

f:R— R g:R— R
T - 1 2x —1
X b—r =X +7x—=— i
3 3 x+3

1) Etudier le sens de variation de chacune des
fonctions f et g.

2) Tracer dans le méme repére (O, I, J) les
representations graphiques respectives (Gy) et
(Cg) des fonctions f et g.

3) Calculer les coordonnées des points com-
muns a (Cy) et (C,).

19 (2). Mémes questions 1), 2) et 3) qu'a
I'exercice 18 pour les fonctions

r-R— R et g:R— R
—-x+1

X

X — ¥3—A4x +3 X —

20 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, I, J).
On considére deux fonctions

f:R— R g:R— R
ok 2 H—»gx"'+-—x~1
T w2 % R
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——

e —

1) a) Etudier le sens de variation de chacune
des fonctions f et g.

b) Tracer la représentation graphique (JC) de
f et la représentation graphique (P) de ¢ dans
le repére (O, 1, J).

2) a) Calculer les coordonnées des points
communs & (JC) et (P).

b) Montrer que (JX) et (P) ont la méme
tangente (A) & l'un de ces points communs.
Tracer (A).

c) Montrer qu'il existe une droite (A"), autre

que (A), parallele & (A) et tangente a ().
Donner une équation de (A").

21 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, I, J).

Soit la fonction f : R — R
X — (x2-3x+1)%
1) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique (C).
2) Montrer que (C) admet la droite d'équation

x=§ comme axe de symeétrie.

3) Soit (A) la tangente a (C) au point A
d'abscisse 2.

a) Denner une équation de (A);

b) Déterminer les coordonnées des points
communs a (C) et (A).

22 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, [, J).
Soit la fonction f : R — R

X — x3—x2
1) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique (Cy).
2) Soitla fonctiong : R — R

X —r é'n‘X2

ol a est un paramétre. _
Soit (C,) la représentation graphique de g.
Déterminer, suivant les valeurs de &, le nombre
de points communs a (&) et (Cy).

23 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (0, /, J).
Soit 1a fonction fn :R— R

(m+1)x -2
mx +1

dépendant du paramétre m.

1) On suppose que m=1.

a) Etudier le sens de variation de

b) Tracer la représentation graphique (C;) de
!1.

¢} Utiliser (C,) pour résoudre graphiquement
I'équation :
xeR, fi{x)=A (AER).
2) On suppose que m=-2,
a) Etudier le sens de variation de f_,.

b) Tracer la représentation graphique (C_,) de
fig:

c) Calculer les coordonnées des points com-
muns a (Cy) et (C_,).

1
3) Démontrer que lorsque m décrit R_[_E]'

la représentation graphique (C,,) de f, passe
par deux peints indépendants de m.

24 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normeé (O, /, J).
Soit la fonction f 'R — R

b's
X b— —,
X =2
1) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique (G,).

2) Soit (D) la droite d’équation 2x -5y +9=0.
Construire (D). Calculer les coordonnées des
points d’intersection de (D) et (C).
3) On considére l'inéquation :

2

X 9
E) xeER, ——<—=yx+-,
(£) X - Sx 5

a) Résoudre graphiquement |'inéquation (E).
b) Résoudre (E) par le calcul.

25 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, /, J).
Soitla fonction f: R — R

x=2
2x+1

1) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique (G,). Donner
une équation de chaque asymptote a ().

2) Montrer que le point d'intersection des
asymptotes & (C,) est un centre de symétrie
pour (C)).

3) Soit (D) la droite de coefficient directeur m
11
et passant par le point A(——, -).
P p pol 2%
a) Avant tout calcul prévoir, d'aprés le
graphique, le nombre de points de (G, )N(D)
lorsque m est strictement négatif.
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b) Donner une équation de (D).

¢) Calculer le nombre de points de (C)N(D)
lorsque m appartient a R:.

26 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, I, J}.
Soit la fonction f : R — R

x2+2x-3

X — ;
x=2

On désigne par D, I'ensemble de déﬁ‘niiion de
f et par (C,) sa représentation graphique.

1) a) Etudier le sens de variation de /.
b) Préciser I'asymptote verticale a (Cy).
¢) Déterminer I'asymptote oblique a (Cy).
d) Construire (C).

2) Montrer que le point d'intersection ’dgs
asymptotes & (Cy) est un centre de symetrie
pour (C)).

3) Résoudre graphiquement I'éguation

x2+2x—3

-_m
Xx—2

ol m est un paramétre.

xER,

27 (2). on considére la fonction f de R vers
R, ainsi définie :

flx)= :
(x) 1+ x?2

1) Déterminer I'ensemble de définition de f et
en étudier la parité. Montrer que la proposition
suivante est vraie :

YxeR f(x)>0.

2) Déterminer le sens de variation de f.
Montrer que 1 est maximum de f sur R.

3) Dans un repére orthonormé (O, 1 J) ou
I'unité de longueur est le centimétre :

— placer les points de coordonnées (x, f(x))
ou x prend les valeurs :

113
324
— en déduire un tracé de la représentation

graphique de f lorsque x est élément de
l'intervalle [-3, 3].

4} Suivant les valeurs du nombre réel k,
resoudre par le calcul I'équation :

L =k
1+x2

D'aprés : Concours d'accés au Collége du
« MONDE UNI» 1985 — Cbte d'lvoire.

0 1, 2, 3.

xeR,

28 (2). Le plan est muni d'un repére orthg-
normé (O, I, .
Soit la fonction

f*R— R
x2+1
x-

X

1) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique (Cy).

2) En s'aidant de (C ) construire la représenta-
tion graphique (CJy) de la fonction |f].
3} En s’aidant de (C|). résoudre graphique-
ment I'équation

x€ER, x2—m|x|+1=0
oll m est un paramétre.
29 (2). Le plan est muni d'un repére ortho-

normé (O, [, J).
Soit la fonction

fZIR — |R
t[:rﬁ'—'l]2
x2+1°

1) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique.

2) Etudier graphiquement, suivant les valeurs
de m, le nombre et le signe des solutions de
I'équation

(E) xER, (1—m)x%2—2x+1-m=0.

30 (2). Soit I'équation
(E) xeER, x*-m(x—1)+4=0
dépendant du parameétre m.

1) Montrer que 1 n'est pas une solution de (E).

2) Trouver une fonction numérique / telle que
I'équation

(EY xeR, f(x)=m
ait les mémes solutions que (E).

3) Etudier le sens de variation de f et cons-
truire sa représentation graphique (G,) relative-
ment & un repére orthonormé (O, I, J).

4) a) En s'aidant de (C,), donner gyivant les
valeurs du paramétre m, le nombre de solu-
tions de I'équation (E).

b) Résoudre (E) lorsque m =12.
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\, 31 (2). Le plan est muni d'un repére orthogo-
{Aal (O, 1, J).
“ ‘Soit la fonction

) flR——hR

. ki
X F— sm(—2x+g).
1)} a) Montrer que f est une fonction périodi-
que de période . '

b) Soit f' l1a fonction dérivée de f.
On considére I'équation

(E} x€[0, 7], f'(x)=0.

Montrer que (E) admet les deux solutions : —
5
et —?-T.
6
c) Etudier le signe de cos(—Zx +g) dans
chacun des cas suivants :
[ wr] T 511'] [Sﬂ' ]
x€|0,—|; xE|=, —|; xe|—, = |.
3 3 6 6
d) En déduire le sens de variation de Ia
restriction a [0, #] de la fonction £. Donner son
tableau de variation. Calculer f{0) et f'(=).
» €) On considére I'équation _
(F) x€[0, ), f(x)=0.

¢ -
Montrer que (F) admet les deux solutions :

Tr " 7w

12 ¢ 12

f) Donner un tableau de valeurs de f, ..

2) Construire la représentation graphique de
flio. =y

En déduire celle de la fonction f.

3) Résoudre graphiquement
ar 1
a) I'inéquation : XE[—E. |, f(ix)= =5

b) I'équation : x E[—=, «), f{x)=m, ol m est
un paramétre.

32 (2), Le plan est muni d'un repére orthogo-
nal (O, I, J).

Soit la fonction
f:R —_— R

X — ; (3x+w)
2003 2)

1) En s’inspirant de I'exercice (30) :

a) Etudier le sens de variation de f sur
: 2w

I'intervalle 0.? ;

b) construire la représentation graphique de,
flro. %5

c) construire la représentation graphique de £.

2) Résoudre graphiquement I'inéquation :

V2

XE[—m, 7], f{x)ET.

33 (4). Quelles dimensions doit avoir une
boite fermée d'un litre en forme de parallélépi-
pede rectangle 4 base carrée, pour que son
aire totale soit minimale?

F—————— e

34 (4). On considére un triangle équilatéral
ABC dont la mesure du c6té est égale a 5 cm.
On inscrit dans ce triangle un rectangle MNPQ
(voir figure ci-dessous). Posons BQ = x. Calcu-
ler x pour que la mesure de I'aire du rectangle
MNPQ soit maximale. Quelle est cette mesure?

A
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P s

—————

35 (4). Le directeur d'une salle de thée‘ltrg
d'Ottawa a remarqué qu'a 8 dollars la place, il
pouvait compter sur 500 spectateurs et que
chaque baisse de 0,50 dollar lui amenait
100 personnes de plus. Combien doit-il faire
payer la place pour obtenir un revenu
maximal?

(D'aprés le Petit Archiméde n® 53-54.)

36 (4). Le plan est muni d'un repére ortho-
normé (O, 1, J).

Placer les 4 points A(1, 2), B(2, 3), C(—1, 1) et
D(3, 4).

Soit G l'isobarycentre des points A, B, C et D.

1) Calculer les coordonnées de G.

2) Soit (A,) la droite de coelficient directeur
m passant par G. ;
Donner en fonction de m une équation.de (A,,).

3) Soit Ay, By, Cy et Dy les quatre points de
(4,,) tels que les abscisses de ces points soient
respectivement égales a celles des points A,
8, CetD.
Posons :

5= A1A2+ 815‘2-[- C-| CE+ D'DQ.
a) Exprimer S en fonction de m.
b) Calculer m pour que S soit minimale.

¢) Soit (A,) la droite correspondant a la valeur
A de m trouvée dans b). Tracer {A,).

Problemes

' 37 Soit la fonction numérique F définie par
x2-2x+2
fx)=——,
x=1
Soit (') sa representation graphique dans un
repére orthonormé (O, /, J) (unité ;: 2 cm).

A. 1) Montrer que la courbe (€) admet
2 asymptotes.

2) Etudier les variations de /.

3) Déterminer une équation de la tangente a
la courbe (C) au point d'abscisse 3. La cons-
truire dans (O, /, J) ainsi que la courbe () et
ses deux asymptotes.

B. Soit la fonction numérique g,, définie par
Im(x)=(-m+2)x2+2(m-1)x -2,

ol m est un parameétre réel.

Soi[ (I';) sa représentation graphique dans le
repére (O, /, J).

1) Construire dans (O, I, J) les courbes (I';) et
(T3) correspondantam =2 et m = § Déterminer
les coordonnées de leurs points d'intersection.

2) Montrer que toutes les courbes (T'm) passent

par deux points dont les coordonnées sont
indépendantes de m.

3) m étant différent de 2, calculer les coordon-
nées du sommet S,, de (I',,). c'est-a-dire du

point ol la tangente a (T',,,) est paralléle A I'axe
des abscisses et montrer que SLE(C).

4) On désigne par (D,) la droite d'égquation

y=x+p, p étant un paramétre reel.

Soit M et N les points d'intersection de (I3)

et (D,) lorsqu'ils existent, et soit K le milieu

du segment [MN).

Déterminer I'ensemble décrit par K lorsque p

décrit R.

D'aprés : Probatoire série D. Session Juin 1982.
Cote d’lvoire.

38 On considére la fonction

fm :R— R
8-2m?

x—-2m

X — 2x—-m+

ou m est un parameétre.

Soit (€,) la représentation graphique de fn
dans un plan rapporté a un repére orthonormé
(0] 1),

A. 1) Etudier le sens de variation de la fonction
fy correspondant a m=0.

2) Montrer que la courbe (Cp) représentanl_.‘o
admet un centre de symétrie et que la droile
d'équation y =2x est asymptote a (Cg).

3) Représenter ().

4) Utiliser la courbe () pour discuter
I'existence et le signe des solutions de
I'équation

xER, 2x2-kx+8=0
dépendant du paramétre k.
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L

B. On se place maintenant dans le cas général.
1) Quel est I'ensemble de définition de f,,?

2) Pour quelles valeurs de m la fonction f,
est-elle strictement monotone dans chaque
intervalle ou elle est définie?

3) Pour quelles valeurs de m la fonction f,
a-t-elle un maximum relatif et un minimum
relatif?

4) Montrer que (C,,) admet le point (2m, 3m)
pour centre de symétrie.

5) Soit My un point du plan de coordonnées
(xg. ¥o) et soit E I'ensemble des nombres réels
m tels que (C,,) passe par M.

a) Discuter suivant la position du point M, le
nombre d’éléments de E.

b) Peut-on en déduire que, lorsque m décrit

R, toutes les courbes (C,,) ont certains points
communs?

D'aprés : Probatoire série D. Session de rem-
placement 1983.

Céte d'lvoire.

39 Soit m un nombre réel différent de 0 et de
2. Le plan est rapporté a un repére orthonormeé
(0, 1, J).

Les deux courbes pourront étre tracées avec
deux couleurs différentes.

A. Soit la fonction f,, : R — R
mx+1
S —mx+1-m
et soit (C,,) sa représentation graphique dans
le repére (O, I, J).

1) Donner I'ensemble de définition D, de f.

X F

2) Montrer que (C,) admet la méme asymptote
horizontale lorsque m décrit R—{0, 2}.

3) Montrer que (C,,) passe par le méme point
1
P(—-é, 1) lorsque m décrit R—{0, 2}.

4) Déterminer m pour que la tangente en P a
(C,,) soit parallele & la droite d'équation
y=-2x.

5) On prend m=-2. Etudier le sens de
variation de f_,. Construire (C.2).

B. Soit la fonction g : R — R
4-|2x +3|

|2x + 3]

et soit (G) sa représentation graphique dans
le repére (O, 1, J).

1) Donner I'ensemble de définition D, de g.

X —»

3
2) Montrer que la droite d’équation x = —— est
un axe de symétrie de {G).

"

3) Montrer que, quel que soit le nombre réel
3
X appartenant a ]_E' +cn[ ona:

g(x)=1_a(x).

4) Sans autres calculs, déduire des deux

questions précédentes une construction de

(G).

D’aprés : Probatoire série B. Session Juin 1984.
Cate d’lvoire.

40 Le plan est muni d'un repére orthonormé
(O, 1, ).

1)} Soit la fonction f: R — R
X — x{3-x)

et soit (P) la représentation graphique de
dans le repére (O, I, J).

a) Etudier le sens de variation de .

b) Donner une équation de la tangente a (P)
au point d'abscisse 0 et une équation de la
tangente 4 (P} au point d'abscisse 3.

¢) Construire (P) et les tangentes précédentes.
2) Soit la fonction g :R — R
x%—3x

x—1
et soit {C) la représentation graphique de g
dans le repere (O, 1, J).

a) Montrer que (C) admet deux asymptotes.
b) Etudier le sens de variation de g.

¢) Montrer que le point d'intersection des
deux asymptotes est centre de symétrie pour
(C).

d) Donner une eéquation de la tangente a (C)
au point d'abscisse 0, puis une équation de la
tangente & (C) au point d'abscisse 3.

e) Construire (€), les asymptotes et les tan-
gentes précédentes.

X p—

3) Soit la fonction
h:R— R

2 2

-5x +6— |x2—3x]).
— 2{1_X}(x X |x2-3x])
a) Donner l'ensemble de définition de h.
Résoudre :

— l'équation: x€R, x?-4x+3=0;
— linéquation ; x€R, x2-3x=0.

b) Exprimer h(x) suivant les valeurs de x sans
utiliser le symbole valeur absolue.

¢) Sans autres calculs, en tenant compte des
résultats qui précédent et en utilisant une
couleur différente de celles utilisées pour
construire (P) et (), représenter graphique-
ment h dans le repere (O, I, J).
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D'aprés : Probatoire série D. Session Juin 1984,
Cote d'lvoire.

41 A. 1) Résoudre les équations suivantes :
a) x€ER, x*-7x+6=0;
b) x€ER, x"-7x2+6=0.

2) Factoriser le polyndme x*—7x2+6 et cher-
cher son signe suivant les valeurs de x.

B. Soit la fonctionf:R — R

x¥-2x

; x2-3

et soit (C) sa représentation graphique dans

un plan rapporté a un repére orthonormé
(0. 1, J).

1) Quel est I'ensemble de définition D de f?

2) Montrer que f est impaire. Etudier le sens
de variation de f.

X

3) Montrer que 14 courbe () admet trois
asymptotes.

Donner une équation de la tangente (T) a (G)
au point d'abscisse zéro.

4) Tracer {T), les asymptotes a (C) et la courbe
(C).
5) Discuter graphiquement, suivant les valeurs

du paramétre réel m, le nombre et le signe des
solutions de I'équation

x€R, x*—-mx?-2x+3m=0.

D'aprés : Probatoire série D. Session de rem-
placement 1984. Céte d'lvoire.

42 Soit f la fonction de R vers R telle que :
YxER f(x)=x?-3x2

1) Etudier les variations de f. Tracer sur du
papier millimétré, la représentation graphique
(C,) de [ relativement a un repére orthonormé
(0, 1. J).

Préciser les abscisses des points d'intersection
de (C,) avec I'axe des abscisses.

2) Don_ner une équation des tangentes a (G,)
aux points od (C,) coupe I'axe des abscisses.
3) Soit la fonction g : R — R

x — |x*-3x2|.
Utitise:r (€4) pour construire la représentation
graphique (C;) de g relativement au repére
(O, L ).
4) Soit la fonction h : R — R

X — [x3| - 3x2,
@) Montrer que h est une fonction paire,

b) Comparer les restrictions defetdehaR,.

Construire la représentation i
_ graphique (C;) de
h relativement au repére (O, 1, J). BHsE)

5) Discuter graphiquement, selon les valeurs
du nombre réel k, du nombre des solutions de
I'équation :

x€ER, (gix)—k) (h{x)-kK)=0.
D'aprés : Probatoire série [D,. Session Juin
1984. Cote d'lvoire.

43 Le plan & est rapporté au repére ortho-
normé (O, {, J).

1) Trouver les nombres réels b et ¢ tels que
la fonction polynéme définie par f(x)=x2+
bx + ¢ vérifie les conditions suivantes :

=5 ot #(-)=o

1
2) On considére le point F(—E' —5) et Ia

11
droite (A) dont une équation est y+—2—==l1

a) Soit p la projection orthogonale sur la
droite (A).

M etant un point quelconque de ¥ calculer en
fonction des coordonnées x et y de M la
distance d(M, p(M)).

b) Montrer que I'ensemble (&) des points
Mix, y) de T tels que :

d*(M, F)y=d?*M, p(M))
est la parabole dont une équation est
y=x%+x-5.
3) Etudier la fonction numérique g telle que :
YxeR glx})=x%+x-5.

Représenter graphiquement (£) (O/ =1 en cm).
On précisera les points A et B de (&)
d’'abscisses respectives 1 et —3 ainsi que les
points C et D, intersection de (&) avec la droite
(O1) (C désigne le point d'abscisse positive).

On donne V21=48.

4) a) Trouver une équation de la tangente (T)
a (&) au point d'abscisse —2.

b) Soit {E}=(T)N(A). Trouver une équation de
la droite (T') orthogonale a (T) et passant par

E. (T") est-elle tangente a (£)?

¢) Tracer (T) et (T).
5) Soit h la fonction numérique définie par
h:x+— [x2+x-5].

a) Sans faire I'étude de h, dresser le tableau
des variations de h & partir de celui de g.

b) Discuter, suivant les valeurs du paramétre
réel m, du nombre des solutions de I'équation :

x€R, hi{x)=m.

D’aprés : Probatoire série D,.
remplacement 1984, Céte d'lvoire.

Session de
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Legon 1: PRIMITIVES
Legon 2 : CALCUL D’AIRES

1 Primitives

a) Activités préparatoires

Activité 1

Calculer la dérivée des fonctions numériques suivantes :

2

X x+1)

?+x fLix — ( > )
n 2

(x 23) -2X  faix —> costx

—sin? x fo: x —> tan® x
1

cos? x°

Sur ces exemples, quel lien voyez-vous entre deux fonctions admettant la méme

fiix —
fi:x —
fs:x —r
fr:x —>
dérivée?
Activité 2

Pour chacune des fonctions numériques f ci-dessous, trouver une ou plusieurs
fonctions F, dérivables sur I'intervalle I, telles que :

— 3,
—r X,

x
X
1 X — x4,
X
X

L e T e T

1
:XI—-?—'%,
X

— x"(n E[N*),
— 3x*—x+1, I=R;

Yxe€Il F'(x)=f(x).

I=R;
I=R;
I=R;

I=R;

I=]-c,0 ou I=]0, +oof;
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1

fix — el I=1-«,0[ ou I=]0, +[;

—
e

- xln(new—{l}}, I=]~, 0 ou I=10, +e[;

fix r—-a»—l— I=10, +=[;

T,
DX — 2x3+i, I=10, +x[;
Vx
:x —>sinx, I=R;
— cosx, I=R;
1
cos® x’

- e
=

I=|-Z4km, Z4ka| (kE2).

b) Primitives d’une fonction

Définitions

Soit un intervalle I et deux applications f et F de I dans R.
On dit que F est une primitive de f si F est dérivable sur ] et F'=.

Plus généralement :

Soit f et F deux fonctions numériques dont les ensembles de définition
contiennent I'intervalle I.

On dit que F est une primitive de f sur I si F est dérivable sur I et si:
Vxel F'(x)=f(x).

Exemples
e L'application F : R — R
3
X
— —
* 3
est une primitive de I'application f : R — R
x — x°.
e Lafonction F:R — R
1
X — ——
X
est une primitive, sur R* et sur R*, de la fonction
f:R— R
1
X F—¥>oTs
X

On démontre et nous admettrons le résultat suivant.
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Théoréme 1

Toute fonction numérique continue sur un intervalle posséde des primitives sur
cet intervalle.

Si deux fonctions considérées dans I’activité 1 ont méme dérivée, on constate
qu’'elles ne différent que par une fonction constante. :
Par exemple, les fonctions f, et f; ont l]a méme dérivée x —— sin 2x et elles
vérifient :

VxeR fix)=f(x)+1.

Plus généralement, on a le résultat suivant :

Théoreme 2

Soit un intervalle I, une application f de I dans R et une primitive F de_ f
Une application G de I dans R est une primitive de f si et seulement si il
existe un nombre réel C tel que : p)

Vxel G(x)=F(x)+C

Démonstration
S'il existe un nombre réel C tel que
Vxel G(x)=F(x)+C,

alors G est dérivable sur I et on a: _
VYxel G'(x)=F'(x)=f(x).

Par conséquent, G est une primitive de f.

Réciproquement, si G est une primitive de f, alors G— F est dérivable sur I et
ona:
Vx€I (G-F)(x)=G"(x)-F'(x)
=f(x)—f(x)=0.

D’apreés le théoréme 1, page 197, G — F est constante sur I,
Il existe donc un nombre réel C tel que :

Vx€l G(x)=F(x)+C

Exemple

Cherchons toutes les primitives de I’application f : R} — R

1
X —* —
X2

L’application F ; R¥ — R est une primitive de f.

1
X —> ——
X
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D’aprés le théoréme 2, 'ensemble des primitives de f est I’ensemble de toutes
les applications G de la forme
G:R¥ — R
1
x — ——+0C,

X
ou C est un nombre réel quelconque.
On dit aussi que les fonctions x — —-x—+ C, ou C est un nombre réel

. 1
quelconque, sont les primitives sur RY de la fonction x — s

2 1 . ;
De méme, les fonctions x —> ——+C, ou C est un nombre réel quelconque,
X

- . s 1
sont les primitives sur R* de la fonction x — =

Remarque. Le théoréme 2 n'est plus vrai lorsque I n’est pas un intervalle.
Soit, en effet, I'application f : R* — R

X — .
Les applications G : R* — R, ol C est un nombre réel quelconque,

X — —+l-+C
X

ont toutes une dérivée égale a f.
Il v a cependant d’autres applications de R* dans R qui ont cette propriété.

Par exemple, 'application H : R* —- R (figure 1), définie par

{VxE{Rf H(x)= —-xl-+1,
VxeR*¥ H(x)= —;1c~+2,

n’est aucune des applications G ci-dessus et vérifie : Vx€R* H'(x)=f(x).
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Le tableau ci-dessous donne les primitives de quelques fonctions simples; la
vérification est immédiate a partir des regles de dérivation.

Fonctions f Primitives de f sur l'intervalle
x — a(aeR) x — ax+C R
n+1
x > x"(n €N¥) X t— —4C R
n+1
1 -1
it * : — (). +co
rromEe-{l}) | pr et ]=, 0] ou 10, +oof
1
X —r — x +— 2Vx+C 10, +eo[
Vx
X —> cos X X — sinx+C R
X > sinx x — —cosx+C R
1 7 T
-— —+ eZ
EEE X+ tanx+C ] 2+k1r,2 qu[(k )
1
£ s x — —cotan x +C Jkw, m+ kw[ (kEZ)

¢) Calcul des primitives

Les trois théorémes qui suivent sont la traduction de certaines régles de dérivation
dans le langage des primitives.

Théoreme 3

Si F et G sont des primitives respectives des fonctions f et g sur I'intervalle

I, alors pour tous nombres réels a et b, aF + bG est une primitive de af + bg
sur I.

Exemple
3

) X ; ; i
Puisque x —- £} et x —— sin x sont respectivement des primitives sur

: 2
R de x — x? et x — cos x, la fonction x —> §x3—5 sin x est une

primitive sur R de la fonction x —> 2x*—5 cos x.

Théoréme 4

Soit une fonction numérique f dérivable sur I'intervalle I.
Alors :

n+1

® 57 °st une primitive de f*f" sur I (nEN¥);

— ¥

(n—1)f"" est une primitive de +; sur

f.!‘l

e si f(x)#0 pour tout élément x de I,
I(neN:-{1}).

e
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Exemples
# o . L S R
x — cos x est la dérivée de x +—— sIn X, d’ou :

4 ) 3 .
SIN_X est une primitive de x > SIn° X COS X SUI R;

e X

= o e 0s X
o X > = est une primitive de x o sur Yk, o+ kal,
(keZ).

Théoréeme 5

Soit a et b deux nombres réels, a étant non'nul. '
Si F est une primitive de la fonction f sur Iintervalle I, alors la fonction

X — -:;F{ax+b)

est une primitive de la fonction
x — flax+b)

sur Pintervalle J tel que J={xER|ax+b €& I}.

Exemples
e x — sin x est une primitive de x —— cos x sur R.

X b—> % sin (3:( —%T) est donc une primitive de x —— cos (3x _HTE) surR.”

e x — 2Vx est une primitive de x —> % sur J0, +oo[.
X

1 ]5 [
— sur |-, 9|
3x =5 3

X

2
X — 5 V3x —5 est donc une primitive de x —

Exercices Déterminer toutes les primitives de chacune des fonctions f
ci-dessous sur un ou plusieurs intervalles que I'on précisera.

fix — 4x3-3x2+1

fix — x? !

T xF 1)
fix — Qx—1)}x*-x+3)
fix — (B3x—1)
) 10x -3
il (5x>=3x+1)
. 2x
I (xX*+1)
3 2 |
f:x — — x4
2 (x+1y Narl
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fix — 2
Vi-x
f:x +— sin(7x—3)
3 | |
f: cos’(2x +1)
tan’x
fex cos’x

f:x — (cos® x+cos® x+1)sin x.

2 Calcul d’aires

1) Introduction

Le plan étant muni d’un repére orthogonal (O, I, J), considérons la représentation
graphique () d’une fonction positive. _
Certains problémes se raménent au calcul de la mesure de I'aire de la partie du
plan limitée par la courbe (), la droite (OI) et deux droites paralleles a la droite
(OJ) (figure 2).

(C)

Exemple

Un ressort est fixé par une de ses extrémités et, a4 I'autre extrémité, est
attachée une masse pouvant étre déplacée.

—

Z

—

Fig. 3

Le ressort et la masse sont représentés sur une droite munie d’un repere
(O, I) (figure 3). e
La position d'équilibre de la masse et choisie pour origine O du repere.
Si, un opérateur déplagant la masse, le ressort s’allonge d’une longueur x
(figure 4), I'intensité de la force f exercée par I'opérateur est proportion-
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nelle & I'allongement du ressort; elle est donc égale a Kx, ou la constante
strictement positive K s’appelle la raideur du ressort.

| 000000000000 ] H—=
- o

Fig. 4

N

Complétons le repére (O, I) en un repére orthogonal (O, I, J) du plan.
Un raisonnement de physique élémentaire permet de montrer que le travail
W effectué par la force exercée par I'opérateur pour déplacer la masse
du point O au point M, d’abscisse x,,, est égal & la mesure de I'aire de
la partie du plan limitée par (figure 5):

— la représentation graphique (C) de la fonction x — Kx,

— la droite (OI),

— les droites d’équations x =0 et x =x,,.

'
(C)

Sy -

Dol : W=% Kx i

Dans I'exemple ci-dessus, le calcul de la mesure de I'aire ne présente aucune
difficulté et il en est de méme si (C) est la représentation graphique d’une fonction
affine par intervalles.

La situation se complique si (C) est la représentation graphique d’une fonction
quelconque.

Cependant, ainsi que nous allons le voir, la notion de primitive permet de résoudre
ce probleme dans beaucoup de cas.

2) Utilisation des primitives

284

E‘i‘) gC]’it une application f:[a, b] — R, continue, croissante et positive sur
a, b).

Soit (€) la représentation graphique de f relativement A un repé
‘ pere orthogonal
(0, I, J) (figure 6). :

Pour chaque élément x de [a, b], notons (A,) la droite passant par le point de
coordonnées (x, 0) et parallele a (OJ).
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Soit I'application S : [a, b] — R, définie par |

e S(a)=0;

s VYXE]a, b] {S(x] est la mesure de |'aire de la partie du plan
limitée par (C), (OI), (A,) et (A,).

% )

T )

Fig. 6

Nous nous proposons de montrer que :

S est une primitive de f.

Etant donné un élément quelconque ¢ de [a, b], nous devons donc montrer que
S est dérivable au point ¢ et que S'(¢)=f(c).

e Soit x un élément de ], b].
Sur la figure 7, on remarque que :

e S(x)—S(c) est la mesure de I'aire de la partie du plan comprise entre (C),
(OI), (A.) et (A,)

o (x —¢)f(c) est la mesure de I'aire du rectangle ABCD;
e (x—c)f(x) est la mesure de I'aire du rectangle ABEF.

A
x> ] X=0
D
Jt JT
A l A
O 1 a c x b O I a >
S(x)—S(c) est la mesure S(c)— S(x) est la mesurr
de I'aire hachurée Fig. 7 de I'aire hachurée Fig. 8
D’ou
- A=S(x)=-S(c)=s(x—-c)f(x),
(x — e)f(c) = S(x) - S(e)< (x = ©)f(x) P
ou encore : f(e) T f(_x}
S‘(I) S(c) *
__--—---'-':
fle)= fx). e
285
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e Soit x un élément de [a, c[ (figure 8). S(x)= S(c)
Comme ci-dessus, on montre que : f(x) T f(e)
S(x)—S(c) — i
f(x)ﬁ-—(*%_—c(—ﬂfﬁc)- Fig. 10

o Par conséquent, pour tout élément x de [a, b]—{c}, la distance entre

S(x%%‘ﬂ et f(c) est inférieure a la distance entre f(x) et f(c):

S(x)—8(c)

X—ac

—fe)| < |f(x)—fle)l.

f étant continue au point ¢, on a lim f(x)=f(c); il résulte immédiatement de la

X =+

définition de limite que 'on a aussi :

lim S(x)—S{c)=
xX—c

fle).
Cela signifie que S est dérivable au point ¢ et que S'(¢)=f(c).
S est donc bien une primitive de f.

b) Soit @ et B deux nombres réels tels que a<a<pB<b.
Le résultat ci-dessus permet de calculer simplement la mesure & de I'aire de la
partie du plan limitée par (C), (OI), (A,) et (Ap), (figure 11).

A
(€)

of 1 a «a B b

a est la mesure de
I'aire hachurée Fig. 11

On a évidemment : @ =S5(8)- S(a).

%egenf_ant, dans cette égalité, on peut remplacer S par une primitive quelconque
e f.

En effet, d’aprés le théoréme 2, il existe un nombre réel C tel que :
Vx€la, b] S(x)=F(x)+C.
D’ol :
a=58(B)-S(a)
=F(B)+C-F(a)-C
=F(B)—F(a)
Le symbole [ F(x)]? est souvent utilisé pour noter la différence F(B)— F(a).

'lI‘out Ce qui précéde est encore vrai (quelques inégalités changeant de sens) dans
e cas ou f est décroissante au lieu de croissante.
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On a-donc obtenu le résultat suivant :

Théoréme 6

Soit une application f de [a, b] dans R, continue, positive et croissante ou
décroissante sur [a, b].

Soit @ et B deux nombres réels tels que as<sa<<g=<b.

Soit (C) la représentation graphique de f relativement a un repére orthogonal
(0, L, J).

La mesure & de l'aire de la partie du plan limitée par (C), (OI) et les droites
d’équations x =« et x =8 peut s’écrire

a=[Fx)]?

ou F est une primitive quelconque de f.

Remarque. On peut montrer que le théoréme 6 est encore vrai si f n’est ni
croissante ni décroissante.

Exercices Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J).
Représenter graphiquement chacune des parties du plan décrites
ci-dessous, puis calculer la mesure des aires correspondantes :

a) L’alre de la partie du plan limitée par la courbe d’équation
y=x>+x* la droite (OI) et les droites d’équations x=1 et x=2:

b) L'aire de la partie du plan limitée par (OI), (OJ) et Ia
représentation graphique de la restriction a [0, E] de la fonction
cosinus; 2

¢) L'aire de la partle du plan limitée par les deux paraboles
d’équations y =5x* et y=x*+1, et par la droite (OJ).

Pl W W W LF s b i

Exercices

Dans les exercices 1 & 8 déterminer toutes les 2(1)ayf,:R— R
primitives de chacune des fonctions X = 2x(x2-1)"°
considérées, sur un ou plusieurs intervalles
que l'on précisera. by h:R— R
2+ 3 i, 7
1) 8)f:R— R X — (3x*+1){x*+x—-1)
X — 5x7—3x%24+4x -7 ¢) hb: R— R
b),:R— R X = (xZ+3x - 1)*2x +3)
xr——-(2x+1:l(x-2] d) .’4:R—*R
¢) f3:R— R X — (2x +1)'5.
X — (—x+3(2x-1)
d}f,,:I'R—pI:? , A(Na)h:R— R
I——r-sx ?x +2x +1. XI——!-F—F
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b) 1,:R— R ¢) fi:R— R
2 x2 5N X
A% —x X cos® x
¢) - R— R d]f4R—+P 1
x2+2x—1 X +——= COS x(sin3 X+ )
X 5 sin® x
:-R— R ;
d) fs:R b4 8 (1).a):R— 533 -
i e X —* -
+2 cos|—3x +§ :
4().a)fi:R—R b) f»:R — R
x,__,,__s.x_ x — sin 3x cos® 3x
(x®+1)? ¢) f::R — R _
b) ,:R— R cos(2x+—)
2{x—1) 5 4
(x2—2x +5)* sin3(2x+~7—r)
__2 .
d) f4: R— R
X 2x— 1) 5 i 5
d)fs:R— R ) 25|n2(3x——)
X o e
(—x+1)° 9 (1). Démontrer le théoréme suivant :
5(1). a) ,:R— R Si I'application f de [lintervalle ! da‘ns R
3 2 e posséde des primitives, alors pour tout élement
% K=l xo de [ et tout nombre réel o, il existe une et
b) f,: R R une seule primitive F de f telle que Fxp)=«a.
2 - *
3x3—4x2+5 Application
X} - Soit la fonction f :R — R
- R X — x3-2x%4x-1.
c : e
s i 3 —1+ a) Trouver toutes les primitives de £
(2x +1) b) Déterminer la primitive F de f telle que
d) f,:R— R X F(-1)=2.
X 1 —3x°+6x —x. 10 (1). Soitla fonctionf: R — R
(x2-1) x — cos? x.
a) Vérifier que :
6(1)a)fh:R—R ) 1 ,
-3 ¥YxER cos® x==cos 2x +—.
X b— — 2 2
Vi b) Déterminer toutes les primitives de f.
by f: R — ?V(— ¢) Déterminer la primitive de f qui s'annule au
X — ___X poinl 0.
x
11 (1). Soit la fonctionf: R — R
c) a:R— R 1 x — sin® x.
. e Déterminer la primitive de f qui s'annule au
V-2x+1 e
dyf,:R— R . F‘O'm]-
£ e 12 (1). Soit la fonction f : R — R
ex+3 & x — cos? x.
7(1).a)fL:R ~ R a) Montrer que : 1
X — sin x cos® x vxER cos’ x=§+%c054x+5 cos 2x.
b) f-:R — R . B
x =+ sin® x cos x b) Déterminer toutes les primitives de /.
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13 (1). Rappelons que pour tous nombres
réels a et b, on a:

1 1
cos acosb =§ cos(a +b}+§ cos(a—b).

Application :
Soitla fonction f : R — R

X — co0s 3x cos 2x.
a) Montrer que :

1 1
YxeR r{x)=§ cos 5x +§ cos x.

b) Déterminer toutes les primitives de f.

14 (1). Soitla fonction f : R — R
X — sin 5x sin 3x.
Déterminer toutes les primitives de f.

15 (1). Déterminer toutes les primitives de
chacune des fanctions suivantes ;
3] f:-R— R

X +— sin 4x cos 3x.
BYg:R — R

X — cos® 2x—cos x sin 3x.
e Dans les exercices 16 a 22 le plan est muni
d'un repére orthonorme (G, 1, J).
16 (2). Soitla fonction f: R — R

X — x2—2x41.

Calculer la mesure de l'aire de la partie du

plan limitée par la représentation graphique de
f, la droite (Ol) et la droite (OJ).

17 {2). Soitla fonction f : R — R
X — x3+1.
a) Tracer la représentation graphique (C) de f.

b) Calculer la mesure de I'aire de la partie du
plan limitée par (€), la droite (O/) et les deux
droites d'équations respectives x=0 et x =1.

18 (2). Sur la figure ci-dessous, (C) est la
parabole d'équation

y=ax*+bx+c¢

—————————
[y P ————

passant par les trois points :
15
2) B(——:~) et C{0; 2).
A(1:2) 22 (0; 2)

Calculer la mesure de l'aire de la partie
hachurée du plan.

19 (2). Sur la figure ci-dessous :

A
(€)
ol v “cigmima -4
1
1
]
I
|
I
' -
] 5
! 1
' |
| :
S ‘- I ]
| ] '
1 ]
I ] ]
' . I -
-2 -1 0 3
2

e A, B et C sont les trois points de coordon-
nees respectives

3 9)

==l {17 =2, 4)

(2 i ) et | )

e (C) est la parabole d'équation y = x2
Calculer la mesure de laire de la partie
hachuree du plan.

20 (2). Soit la fonction f : R — R i

(x + 1)2'
a) Tracer la représentation graphique (C) de f.

b} Calculer la mesure de l'aire de la partie du
plan limitée par (C), la droite (O/) et les deux

, 1 1
droites d'equations respectives x = -3 et x =§.

21 (2). Soitlafonction f:R — R
X — mx?+1

dépendant du paramétre m (meR}).

On désigne par @ la mesure de l'aire de la
partie du plan limitée par la représentation
graphique de /, la droite (Ol), la droite (OJ) et
la droite d'équation x =1.

Calculer m sachant que g =4,

22 (2). Soit deux fonctions

f:R— R e g:R— R

X — x°2 X — x5
Calculer la mesure de l'aire de la partie du
plan limitée par les représentations graphiques

de / et g, la droite (OJ) et la droite d'équation
x=2.
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Statistiqpes

Lecon 1: CARACTERISTIQUES DE DISPERSION
Lecon 2 : DISTRIBUTION STATISTIQUE NORMALE

1

Caractéristiques de dispersion

1) Notion de dispersion

290

Activités préparatoires

1) On considére deux ensembles A et B de crayons (figure 1).

A

U6

b
W

Fig. |

L’ensemble A contient quatre crayons de longueurs respectives :
6cm, 20cm, 7cm, 3cm.
L’ensemble B contient quatre crayons de longueurs respectives :
8cm, 7,5cm, 8cm, 8,5cm.

Comparer les moyennes arithmétiques des longueurs de ces deux
ensembles de crayons.
Que peut-on conclure?
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2) Les salaires mensuels de cing employés sont respectivement de
30000, 35000, 40000, 45000, 800000 francs.

— Calculer la moyenne arithmétique de leurs salaires.

— Cette moyenne est-elle «représentative » des salaires?

3) Les notes obtenues par deux éléves aux cing premiers devoirs surveillés
de mathématique sont respectivement :

éleve A 9 |10 8 8 | 7,5

éleve B 3 8 135120 8

— Déterminer le mode, la médiane et la moyenne arithmétique de chacune
des deux distributions statistiques définies par ces deux suites de notes.
Que constate-t-on?

— Les deux distributions peuvent-elles étre considérées comme
identiques?

Dans la suite, I’activité préparatoire 3) sera utilisée comme exemple et simplement
appelée activité 3.

Les deux distributions de I’activité 3 ont une moyenne arithmétique égale & 8,5
une médiane égale a 8 et un mode égal a 8.

Pourtant, intuitivement, les notes de I’éléve A sont moins «dispersées » que celles
de I’éleve B.

Cela montre que les caractéristiques de position (mode: n}édiane, movyenne
arithmétique) ne suffisent pas a décrire completement une distribution statistique.

Nous allons définir d’autres caractéristiques, appelées caractéristiques de
dispersion. _

Avant de définir ces nouvelles caractéristiques rappelons, au moyen de I'activité 3,
le vocabulaire des statistiques introduit en classe de Seconde.

Dans le cas des notes obtenues par I’éleve A :

— la population est ’ensemble E, des cinq devoirs faits par I'éleve A;

— le caractére est I’application f, qui, & chaque devoir, associe la note obtenue
(c’est un caractére quantitatif);

{— les moda!i'ze’s sont les notes obtenues; l'ensemble F, des modalités est
1.5, 809108

— P'effectif d’une modalité est le nombre d’antécédents de cette modalité par f,;

— la distribution statistique associée au caractére f, est I'application g, qui, a
chaque modalité, associe son effectif;

— la série statistique est le graphe de g,.

Tout cela est illustré par la figure 2.

Remarque. On aurait pu choisir [0; 20] pour ensemble des modalités et, dans ce

cas, chaque modalité n’appartenant pas a {7,5; 8; 9; 10} aurait un effectif nul.
291
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Fig. 2

Ajoutons la définition suivante :

La suite (9; 10; 8; 8; 7,5) des notes obtenues par I'éléve A est appelée la suite
des valeurs observées.

Lorsque I'on veut considérer tous les termes de la suite des valeurs observées,
c’est-a-dire toutes les modalités, chacune de celles-ci étant répétée autant de fm:r
que son effectif l'indigue, on parle des valeurs observées au lieu des modalités.

Exercice § Donner les diagrammes représentant le caractére f, et la distribution
g» définis par le tableau des notes obtenues par I’éléve B.

2) Caractéristiques de dispersion

292

a) Etendue

Rangeons dans I'ordre croissant les valeurs observées dans chacune des deux
distributions statistiques de I’activité 3.

éleve A (75| 8 | 8 | 9| 10

éleve B 3 135] 8 8 | 20

Dans la premiére distribution, les valeurs observées varient de 7,5 a 10; ’amplitude
de I'intervalle de variation et égale a 2,5 (10—7,5=2,5). ) <
L’amplitude de I'intervalle de variation de la deuxiéme distribution est égale a 17
(20-3=17).

Ces amplitudes s’appellent étendue de la distribution correspondante.

En général :

Définition

On appelle étendue d’une distribution statistique, associée a un caractére
quantitatif, la différence entre la plus grande et la plus petite valeur observée.

En ce qui concerne I’activité 3, on voit qu'il y a une grande différence entre les
deux étendues des distributions étudiées.
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L’étendue d’une distribution statistique est facile a évaluer, mais elle dépend
uniquement des valeurs observées extrémes.

Si I'étendue est petite, les valeurs observées se concentrent autour de la moyenne
arithmétique. )
Mais, si I’étendue est grande, on ne peut pas conclure que les valeurs obsefvees
sont «dispersées » sans faire une étude des valeurs situées entre les deux extremes.

Exemple

La distribution statistique définie par le tableau

modalités 1 9 |10] 11 |19

effectifs 1 4 8 3 1

a une grande étendue, égale a 18, mais les valeurs observées situées entre
les extrémes se «concentrent» autour de la moyenne arithmétique,
approximativement égale a 9,94,

b) Variance et écart-type

Revenons a I’activité 3 et, pour chaque distribution, calculons 1’écart de chaque
valeur observée a la moyenne arithmétique.

e 7.5-8.5 8-8,5 8—8,5 9-8,5 10-28,5

éleve A —— —_— —— —_— kel
-1 —0,5 —-0,5 0,5 1,5

. 3—-8,5 3,5-8,5 8§—-8,5 8—8,5 20— 8.5
- 5,5 -5 -0,5 —0,5 11,5

Calculons ensuite, pour chaque distribution, la moyenne arithmétique des écarts :

éleve A : é[(—1)+(—0,5)+(#0,5)+0,5+ 1,5]=0;

éleve B : %[(—5,5)+(~5)+(—o,5)+(—0,5)+ 11,5]=0.

Dans les deux cas, les écarts positifs et les écarts négatifs se compensent.
La moyenne arithmétique des écarts algébriques ne permet donc pas de comparer
les dispersions de deux distributions.

Par contre, la moyenne arithmétique de la valeur absolue des écarts, appelée écart
moyen absolu, permet de comparer les dispersions.

Exercice Calculer I’écart moyen absolu de chacune des deux distributions de
I'activité 3.
L’écart moyen absolu le plus grand correspond-il & la suite des notes
la plus «dispersée »?

Cepgndant, I’expérience nous apprend que les valeurs absolues sont difficiles a
manipuler.

Nous allons définir maintenant la caractéristique de dispersion la plus utilisée : la
variance.
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Pour chacun des éleves A et B, calculons le carré de I’écart de chaque valeyr
observée i la moyenne arithmétique.

éleve A I 0,25 | 0,25 | 0,25 2,25

éleve B | 30,25 | 25 0,25 | 0,25 | 132,25

Calculons aussi- les moyennes arithmétiques de ces carres :

éleve A : % [1+0,25+0,25+0,25+2,25]1=0,8;

éléve B : é [30,25+25+ 0,25+ 0,25 + 132,25] = 37,6.

Les résultats obtenus, 0,8 et 37,6, sont appelés la variance de la distribution
correspondante.

En général :

Définition

On appelle variance d’une distribution statistique, associée & un caractere
quantitatif, la moyenne arithmétique des carrés des écarts des valeurs observées
a la moyenne arithmétique de cette distribution.

Cette nouvelle caractéristique permet d’apprécier la dispersion des valeurs

observées autour de la meyenne.

Plus la variance est grande, plus les écarts sont grands entre certaines valeurs
observées et la moyenne arithmétique de toutes les valeurs observées.

Dans [1'activité 3, les notes de I’éleve A s’écartent moins de leur moyenne
arithmétique que celles de I'éléve B.

Question. Que peut-on dire des valeurs observées si la variance est nulle?

Dans beaucoup de cas, les valeurs observées s’expriment au moyen d'une unité.
Par exemple, dans P'activité préparatoire 1, I'unité est le cm et, par conséquent,
la variance s’exprime en cm?.

On obtient une caractéristique de dispersion s’exprimant dans la méme unité que
les valeurs observées en prenant la racine carrée de la variance.

Définition

On appelle écart-type d’une distribution statistique, associée a un caractére
quantitatif, la racine carrée de sa variance.

La dispersion d’une distribution statistique est aussi bien mesurée par son

écart-type que par sa variance. 4
];)ans le cas des éleves A et B de I'activité 3, des valeurs approchées des
ecarts-types sont respectivement 0,89 et 6,13.
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3) Calcul de la variance et de I'écart-type
Considérons une distribution statistique dont la suite des valeurs observées est

N (J’n}’z, LEEE) yN)
et dont les modalités sont :

x, d'effectif n,, x, d’effectif n,, ..., x, d’'effectif n,.

La suite (y,, ¥2, ..., yn) est donc formée, a I'ordre prés, de n, fois le nombre x,,
n, fois le nombre x,, ..., n, fois le nombre x,.

Notons respectivement X, V et ¢ la moyenne arithmétique, la variance et
I’écart-type de la distribution considérée.

Suivant que I'on considére les valeurs observées ou les modalités, on a :

= | N = * 1] .

X=— X=— n,x,-(N= n,)
N &Y N2 2,

Vek S (5-%F | V=i 3 nix-X7
N 5 ' e

Y o=V

Exemple 1

Calculons la variance et I’écart-type de la distribution statistique définie
par la suite des valeurs observées suivante :

1 2 8 8 1 6 6 17 6.
e En utilisant les valeurs observées.

Moyenne arithmétique :
v 1T2+8+8+1+6+6+746

| = 5 5.
Variance :
V=“ — 5P +(2-52+(8-5P+(8=5)+(1 —5)2+(6—5)2~{~(6—5)2+(7—5)2+(6—5)2
9
66 F
=3=7,33 (arrondi d’ordre 2).
Ecart-type : o'=\/T/=2,71 (arrondi d’ordre 2).

e En utilisant les modalités.

Les modalités sont : 1 d’effectif 2, 2 d’effectif 1, 6 d’effectif 3,
7 d’effectif 1, 8 d’effectif 2.

2X14243%x6+7+2x%x8
9
V=2(l ~~5)’+(2—5)*’+3(6—.’5)2-+ﬂ(7—5)2+2(8—5)2

9
=7,33 (arrondi d'ordre 2);

o =2,71 (arrondi d’ordre 2).

Ona: X=
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Exemple 2

Les salaires horaires, en centaines de francs, de trente employés sont
répartis comme suit :

salaires horaires 4 515516 1657 |9

nombre d’employés 6 (10 5 |33 |2 1

Calculons la moyenne arithmétique et I’écart-type de Ia distribution
statistique correspondant & ce tableau.

Pour le calcul de cette moyenne et de cet écart-type, on peut organiser le travail
de la fagon suivante :

salaires nombre
horaires d'employés — e i
nx; x—-X (xi—X) i x; -Xp
X; n;
4 6 24 —1.4 1,96 11,76
5 10 50 -0,4 0,16 1,60
5,5 5 27,5 0,1 0,01 0,05
6 3 18 0,6 0,36 1,08
6,5 3 19,5 1,1 1,21 3,63
7 2 14 1,6 2,56 5,12
9 1 9 3,6 12,96 12,96
30 162 36,20
36,20
N =30 - V=121
162 2 I
5?=—33=5,4 a=VV=1,10
Exemple 3
Suite 2 un examen de statistique, les notes X (sur 100) obtenues par les
€leves ont été regroupées en sept classes et ont donné le tableau suivant :
résultats nombres d'éléves
25=s X <35 2
5= X <45 3
45=X <55 5
35=X <65 8
65=X <75 7
T5=X <85 4
BS=X<95 l
30
Calculons la moyenne arithmétique et I’écart-type de cette distribution.
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Les classes [25; 35[, [35; 45[, ... sont respectivement notées Cy, C,, ...
L'organisation du calcul est la méme que celle de I'exemple précédent.
On prend comme modalité x; le centre de la classe C..

intervalles — nombres
de notes d'éléves
Hnx; X — X (x.- s J_(}z ni(x; = f}z
Ci ( xil H;
cenire .
(classes) iiZs- haates (effectifs)
[25: 35] 30 2 &0 -30,33 919,908 9 1839,8178
[35; 45[ 40 3 120 || —20,33 413,3089 1239,9267
[45; 55[ 50 5 250 -10,33 106,7089 533,544 5
[55; 65[ 60 8 480 || — 0,33 0,1089 08712
[65; 75( 70 7 490 9.67 93,5089 654,5623
[75; 85 80 4 320 19.67 386,9089 1547.6356
[85; 95] 50 I o0 29,67 880,3089 880,308 5
30 1810 6 696,666 6
N=30 v =6—696‘666 8 =7223,22
30
— 1810
X=¥‘—-6ﬂ.33 o=VV=1494

4) Formule pratique pour le calcul de la variance

Soit une distribution statistique de moyenne X, admettant
{{xls nl): (x2| ”'2)! LE ] (xka ”k)}
pour série statistique.

K
Soit N I'effectif total, c’est-d-dire : N =2, n,.

On a successivement :

K
=% 2 [H;XEz_znixif+ nl'“)?.’z]

=

k
S onx2=2X 3, nx+ X2 Y

1 i=1 i=|

n,-x;z-"ZY(Nf)+ N..?z]

k
2 nX; - N.f?z].
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On obtient finalement :

k

V_Nz', nx; :— X2.

Exemple

Revenons a I'exemple 2, page 296, et calcu]on_s la variance de cette
distribution statistique en appliquant la formule ci-dessus.

salaires nombre
horaires d’employés nx; X B
X; 1
4 6 24 16 96
5 10 50 25 250
5,5 5 27,5 30,25 151,25
6 3 18 36 108
6,5 3 19,5 42,25 126,75
7 2 14 49 98
9 1 9 81 81
30 162 911
N=30 V—ﬂl—(SeﬂF
X= 13& =54 =1,21
o=1,10
Exercice Calculer la variance et I'écart-type de la distribution statistique de

I’exemple 3, page 296, en utilisant la formule
k

1 o
V=_ n. I_2_____X2.
N;Z:, &

5) Changement de variable

Soit une distribution statistique admettant
{(‘xl! Inl)v (xiﬁ n?.)l ray (*xki n.l.}}
pour série slatistique.

Les modalités x,, ..., x. étant notées au moyen de la lettre x, le caractére
correspondant sera noté JX.

Cela explique la notation X utilisée pour la moyenne arithmétique.
Par abus de langage, le caractére X est souvent appelé variable statistique.
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Dans certains cas, étant donné des nombres réels a et b, il est utile d’effectuer
le «changement de variable »

U=aX +b.
Cela signifie que l'on considére la nouvelle variable statistique U telle que
U =¢oX, I'application affine ¢ étant définie par ¢(x)=ax +b.
Les modalités de la distribution statistique associée 2 U sont donc les
w=ax;+b (i€{l,2, .., k}).
Plus précisément, la série statistique correspondante est
' {Guyy 1), (s, 1), ey (it M)}

Les distributions-associées a X et U ont donc le méme effectif total N :
k
N = E n,-.
i=1
D’aprés un théoréme vu en Seconde, la moyenne arithmétique U de la distribution
statistique associée a U est
U=¢(X)=aX+b.

On désire déterminer le lien existant entre les variances Vi et Vi, des distributions
associées respectivement a X et a U.

Remarquons d’abord que
u;— U=(ax;+b)—(aX+b)
=a(x-X) (i€{l,2, ..., k}).

k
D’ol : VU=—}{;Z n; (u;— Uy
i=1
" | Ek‘, na®(x— X))
N i=1 l '
» 1< AT
=a* gl n(x;—X)
— ﬂ2 Vx.
Conclusion. Les variables statistiques X et U étant liées par 1'égalité
U=aX +b,
ona:
U=aX+b,
VU == az‘/x.
Exemple
Soit une série statistique {(x,, n), ..., (Xe, Mg )}.

On peut simplifier le calcul de la variance V en effectuant le changcment
de vagiable U=X-A, oll A est une constante proche de la médiane.
D’aprés la formule du changement de variable, on a: Vy,=V.
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D'ou :

J""

2 12
V= ni;~— U=,

1
N 5

il

avec k

— |
=x.—A, U=—), nu,.
I; ; N iz:l it
Revenons & I'exemple 2, page 296, et calculons la variance au moyen du
changement de variable ci-dessus, en prenant pour A la médiane égale

a3
X n=x—A n; il u3 n3
4 ~1 6 -6 I 6
5 0 10 0 0 0
5,5 0,5 5 2,5 0,25 1,25
6 1 3 3 | 3
6,5 1,5 3 4,5 2,25 6,75
7 2 2 4 4 8
9 4 1 4 16 16
30 12 41
4]
N =30 V=—== 0,4 2
30 (04)
— ]2
30 =
o=1,10
Exercice Considérons, comme a I'exemple 3, page 296, une variable statistique
X dont les modalités sont regroupées en classes Cy, ..., C,
d’effectifs respectifs n,, ..., n,.
Notons x; le centre de la classe C,.
On sait que le probléme se traite comme si Xy, ..., X, €taient les
modalités, d’effectifs respectifs n,, ..., n,.
Supposons que toutes les classes C, aient la méme amplitude
(longueur) C.
A étant une constante (proche de la médiane), on considére le
changement de variable U=X;A.
a) Montrer que la variance V correspondant a3 X s'écrit
.[1 < ==
V= C-[E *EI nd — Uz].
avec i
,'_A —— I l
U == ol U=~N—2_:| ;.

b) Recalculer la variance de I'exemple 3, page 296, en prenant pour
A la médiane égale a 60.
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6) Variable centrée réduite

Soit une distribution statistique, associée a la variable statistique X, et admettant
{(-‘-’1, ny), (xz, 1), ..oy (X "k)}
pour série statistique.

La moyenne arithmétique, la variance et I’écart-type de cette distribution sont
notés respectivement X, V, et oy.
Considérons le changement de variable

X-X

Ox

7=

et posons z.-=x"g_X (i€{1,2, ..., k}).
X

La distribution statistique associée a la variable statistique Z admet

{(Zl’ nl)’ (ZZ! ﬂg), Sy (Zh nk)}

pour série statistique.

Soit respectivement Z, V, et o, la moyenne arithmétique, la variance et I’écart-type
de cette nouvelle distribution.

Les formules de changement de variable donnent :

f:X_X=O’
Ox
1 o’
Vz =3 Vx=‘—§= 1,
er TOx
O'Z:'].

On dit que Z est la variable centrée réduite associée a la variable statistique X.

On parle aussi de distribution statistique centrée réduite et de série statistique
centrée réduite.

Conclusion. La distribution statistique centrée réduite associée a une distribution
statistique a une moyenne arithmétique égale a 0 et un écart-type égal a 1.

Exemple

Aprés deux tests de niveau en mathématique et en frangais, les moyennes

arithmétiques et les écarts-type des distributions des notes sont donnés
par le tableau suivant ;

s gcarts-type
arithmétiques P
mathématiques 76 10
| frangais 82 16

Un éléve ayant présenté les deux tests a obtenu la note 84 en mathématique
et 90 en francais.

Dans quelle discipline est-il relativement plus doué?
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Soit X (resp. X') la variable statistique qui, & chaque éleve, fait correspondre s,

note de mathématique (resp. francais). o .
Afin de «rendre comparables» la note de mathématique et celle de frangais d'up

éleve donné, on utilise les variables centrées réduites Z et Z' assocides

respectivement a X et X':
_X-76 Z,=X’—82

7=

10 ° 16
Par rapport aux distributions centrées réduites correspondantes, les notes de I’éléve
considéré
84 en mathématique, 90 en francais,
deviennent
- : 90— 82 ;
ijzo,s en mathématique, T =0,5 en francais.

On peut donc conclure que I'éléve est relativement plus doué en mathématique
qu’en francgais.

2 Distribution statistique normale

1) Différents types de courbes des fréquences
Activités préparatoires

1) Soit une distribution statistique dont les modalités sont regroupées en
classes de méme amplitude et dont I’histogramme est la figure 3.

Soit C, D, E, F, G les milieux des c6tés supérieurs des rectangles.
Considérons aussi, sur la droite (MS), les points A et B tels que AM et
= SB soient égaux a la moitié de I"amplitude commune des classes.

En joignant les points A, C, D, E, F, G, B on obtient le polygone
ACDEFGB, appelé polygone des fréquences (ou des effectifs) de la
distribution considérée.

Montrer que I'aire de ce polygone est égale i I’aire de I’histogramme.
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2) Les salaires mensuels (unité : 10000 francs) de 50 ouvriers d'une usine
sont présentés dans le tableau suivant :

1 - 6 - 14 - 6 -8 - 9 .11 - 16 - 15 - 17
9 - 10 - 4 - 7 -2 - 12 - 7 -13 -11 - 11
o -1 - 11 - 12 -6 - 8 - 3 - 10 - 10 - 9
4 - 15 - 13 - 10 - 4 - 9 - 3 . 9 . 7 . 9
- 13 - 12 - 10 - 5 9 4 - 8 - 16 - 6

L
— Dresser un tableau des effectifs et des fréquences en distribuant les
salaires en les cing classes d’amplitude 4 :

(0; 40, [4;8(, [8 12(, [12;16[, [16, 20].

— Dresser un tableau des effectifs et des fréquences en distribuant les
salaires en les dix classes d’amplitude 2 :

[0;20, [2;4[, (4;6[, [6;8[, [8;10[, [10;12[,
[12; 14[, [14; 16[, [16; 18[, [18;20].

— Construire dans un méme repére I’histogramme et le polygone des
fréquences relatifs a chacun des deux regroupements.

3) Les éleves des cing classes de 3° d’un collége ont fait le méme devoir
de mathématique.

Les notes obtenues par les éléves sont présentées dans le tableau suivant :

6-5-7-2-12-3-16-8-14-2-13-9-15-1-17-7
3¥4-13-17-16-19-4-10-14-5-18-2-14-1-17-3
11-16-2-18-1-13-8-3-18-16-16-18-5-11-15

1-6-10-1-7-8-2-10-9-5-15-5-11-3-13.2
Pl ] ol e B g BeFoFufaPBalodaloq-.08
§=9-8uF Jusaf-FuTcT-8-8=0:10-47

10-11-10-6-12-7-8-13-9-9-14-8-15-7-3-15
3¥,/6-13-4-14-6-12-8-12-9-14-7-15-7-15-18-16
17-14-14-20-15-14-15-9-15-17-5-18- 14 - 17

14-1-10-16-3-12-14-18-5-20-19-17-9-15-16
3,|8-13-17-7-17-14-6-18-13-11-17-16-16-13 -20

18-17-15-20-16-18-19-18-17-15-17-16-11-16
17 - 17

6-10-12-11-12-14-11-6-12-14-12-11-12-9-10
sl 12-15-11-15-13-9-15-12-19-8-12-10-12-11-10
12-7-11-10-12-11-10-10-15-10-13-12-10-12- 15

— Pour chaque classe de 3°, dresser un tableau des effectifs et des
fréquences en distribuant les notes en les six classes :

[0; 6(, [6; 10(, [10; 12[, [12; 14[, [14; 16[, [16; 20].

— Construire I'histogramme de chaque distribution relativement & ce
groupement.

& 303

Scanned by CamScanner



Analyse 1™ D

nces sont utilisés pour représenter
d’une distribution statistique,

tte répartition.
s de quelques distributions

L’histogramme et le polygone dc{s fréque
graphiquement la répartition des fréquences
Ils donnent une fagon simple de visualiser ce
Les figures 4 ci-dessous présentent les histogramme

statistiques souvent rencontrées :

[~ . L,
2207 % % %
7z 77 77
7 7, 2%
%7577 %%%%% %0
a) symétrique b) biaisée i droite c) biaisée & gauche

2 7 2 7

%% 7 7 %

227 77 Z/m77
%242 %4 %% 9%

A 7/
d)en J, moyotoréz €) en {i'é::ginsns;i[:: flen U

7
%7

£2) uniforme
Fig. 4

NN

SRR

En partant d’un histogramme d’une distribution statistique donnée, on obtient le
polygone des fréquences correspondant (voir I'activité préparatoire 1). '
Ce polygone se rapproche d'une «courbe réguliére » lorsque le nombre de classes
est suffisamment grand.

On peut le constater dans l'activité 2 en comparant les deux polygones des
fréquences obtenus :
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Si le nombre de classes devient de plus en plus g_rand, les d,ifférenteg formels;rdbg:
histogrammes des figures 4 prennent respectivement I’allure des co

suivantes :
a) b) c)
d) e) f)

g)

Fig. 6

Pour chaque distribution statistique représentée par I’'une des «courbes réguliéres

et continues » ci-dessus (courbe des fréquences) la variable statistique peut prendre
pour valeurs tous les nombres réels.

Chaque distribution statistique représentée par une courbe des fréquences continue

est une distribution théorigue car elle exige que la population que I’on veut analyser
soit un ensemble infini.

I est tres utile de définir et d’étudier un certain nombre de distributions théoriques.

Parmi les distributions théoriques les plus importantes, nous allons considérer la
distribution dite normale (ou de Laplace-Gauss).

La courbe des fréquences d’une telle distribution est en forme de cloche, comme
a la figure 6, a).

Remargue. Le mot «normal » utilisé ci-dessus est un terme mathématique auquel
il ne faut pas donner la signification du langage courant.

La distribution normale n’est pas «plus normale» ou «moins anormale » qu’une
autre distribution.

2) Distribution statistique normale
a) Activités préparatoires

On demande & 50 enfants de lancer chacun une bille vers un trou situé a

5 métres de. distance et on mesure la distance, en centimétres, entre le
trou et la bille de chacun des enfants.
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Les distances obtenues figurent dans le tableau suivant :

16-1 - 88-12 -10,5-15 -12 -18 -143-13
38-7 -11 -17 -143-145- 5 -19 -24 -203

68- 99-10 -136-168-16 -103- 9,1- 8,5-14
13 -136-10,7-11,2-103-139-174-11 - 9 - 82
11,8-13,5-159-16 -11 -12 -152-148-16,5-128

— Dresser un tableau des effectifs en distribuant les résultats en les huit
classes :

[0,5; 3,5(, [3,5;6,5[, [6,5; 9,5, [9,5; 12,5[ [12,5; 15,5[,
[15,5; 18,51, [18,5; 21,5[, [21,5; 24,5].
Construire un histogramme représentant cette distribution, relativement au

regroupement considéré.
Que peut-on dire de la forme de cet histogramme?

— Calculer la moyenne arithmétique et I’écart-type.
— Indiquer sur I’histogramme la fréquence (en pourcentage) de chaque

classe.

effectifs
154
144 N
R

30% | 25 o
74 /
/ 14 % 16 %
2-.-
L~ ~
14 4% 4% .
2% 2% modalitds
0,5 35 65 9,5 125 155 185 21,5 245

Fig. 7

On obtient un histogramme 2 peu prés symétrique et le polygone des fréquences
ressemble a une courbe en forme de cloche (figure 7).

La fréquence (en pourcentage) de chague classe est indiquée dans chaque rectangle
de I'histogramme.
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La moyenne arithmétique X est égale a 12,56.

L'écart-type vaut approximativement 4. . o .
L’amplitude de chaque classe de moda]ités_ est donc a peu pres égale a 0,75 X o.
En prenant 12,5 comme moyenne arithmétique, on peut exprimer les bornes des
classes en fonction de X et o comme suit :

4
05 3.5 6,5 9,:5 12{,5 |s£5 IB;’S 21 55 2 :.s
f—' I X-2125¢0 X-150 X-0,75q x| X+0,750 X+1,50 X+2.250 x+‘ Ia
' - I |
| 0750 I | :
[ I I |
|
| 1,5¢ - | I
™ - | |
: ! 2250 | [
Fig. 8 IJ =] |
| 3er |

———

Lo |

Le polygone des fréquences ressemblant 2 une courbe en :for{nc flc cloche, nous
allons comparer la distribution statistique étudiée 2 la distribution normale de
méme moyenne arithmétique 12,5 et de méme écart-type 4.

Nous admettrons que la figure 10 est la courbe des fréquences de la distribution
normale considérée.

Distribution étudiée Distribution normale
moyenne : 12,56 moyenne : 12,5
écart-type : 4 écart-type : 4
histogramme : courbe des fréquences :
R
o ®
&
5
i R
< x
v 3
1= <[]
] ' ' .
o 14 ERE
RsRRl wilE
|
| L5o = | | 1,50 : : l|
\ | po——- I
1 2250 i | i : |
i la——— L 2250 :
Fig. 9 | 'l Fig. 10 | oy
: 3o | 3a !
| g

Sur les figures ci-dessus, on remarque que chaque classe de la distribution étudice
a a peu pres la méme fréquence pour chacune des deux distributions.

307

Scanned by CamScanner



Analyse 1™ D

_____'—I—.
Plus précisément :
intervalle fréquence
distribution étudiée distribution normale
[X-30; X-2.250( 2 % 1,09 %
[X-2,250; X— 1,50 4% 5,46 %
[X-1,5¢; X-0,750] 14 % 15,98 %
[X-0,750; X[ 30 % 27,34 %
[X; X+0,75¢( 28 % 27,34 %
[X+0,750; X+1,50( 16 % 15,98 %
[X+1,50; X+2,250] 4% 5,46 %
[X+2.25¢; X+30[ 2% 1,09 %

Conclusion. La distribution statistique normale de moyenne 12,5 et d’écart-type 4
peut étre considérée comme une bonne approximation de la distribution étudiée.

b) Courbe des fréquences d’une distribution normale

Soit u un nombre réel et o un nombre réel strictement positif.
La distribution statistique normale de moyenne u et d'écart-type o est, par
définition, associée a la courbe «en cloche» de la figure 11.

13,59 %
2,15%

34,13% | 34,13 %

13,59 %

2.15%

!

T ——

3er

i

A

Fig. 11

Cette courbe, dite courbe des fréquences, est la représentation graphique,
relativement a un repére orthogonal, d’une fonction numérique bien précise, mais
nous n’avons pas encore le moyen de définir cette fonction.
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Les pourcentages indiqués sur la figure 11 signifient que :

— la fréquence de chacun des intervalles [p —o, ul et [p, p+ol est égale
a 34,13 %;

— la fréquence de chacun des intervalles [p—20, p—ol et [+, p+2ol
est égale a 13,59 %;

— efc.

Plus généralement, étant donné un intervalle quelconque [xi, X[, avec x; <xz,
la fréquence de cet intervalle est le rapport, en pourcentage, entre I’aire hachuree

5 la figure 12 et I'aire totale comprise entre la courbe des fréquences et la droite
des abscisses (aire hachurée a la figure 13).

|

Fig. 12 = Fig. 13
|
1

Or, la fonction définissant la courbe des fréquences est choisie pour que |’aire
totale soit égale a 1.

Par conséquent, si ’aire hachurée 2 la figure 12 est, par exemple, égale a 0,3056,
la fréquence de I'intervalle [x,, x,[ est égale a 30,56 %.

Des tables permettent de calculer les aires en question, du moins dans le cas de
la distribution normale centrée réduite (de moyenne 0 et d’écart-type 1).
Nous reviendrons sur ce calcul des aires plus loin.

Signalons quelques propriétés de la courbe des fréquences d’une distribution
normale.

Ces propriétés «se voient» sur la figure 11.

e Cette courbe est la représentation graphique d'une fonction continue est positive.
e Elle est symétrique par rapport a la droite d’équation x = p.
e Elle posséde un maximum au point d’abscisse p.

e Elle admet la droite d’équation y =0 pour asymptote horizontale.

Précisons aussi que I'allure de la courbe, en forme de cloche, dépend de
I’écart-type o.
Par exemple, les courbes (C,) et (C,) de la figure 14 sont les courbes des

fréquences de deux distributions normales ayant le méme écart-type o, mais des
moyennes respectivement égales a 11 et 18.

=]
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e

Les courbes (C;) et (C,) sont superposables; plus précisément, il existe une

translation transformant (C,) en (C>).

Les courbes (C;) et (C,) de la figure 15 sont les qourl';)f:s des fréquences de deux
distributions normales de méme moyenne p, mais d’écarts-type respectivement

égaux a 5 et 10.

Fig. 15

g ) TR e

Les courbes (C;) et (C,) ne sont pas superposables.

¢) Utilisation de la table de la distribution normale centrée réduite

e Considérons la courbe des fréquences de la distribution normale centrée réduite,
c’est-a-dire de moyenne 0 et d'écart-type 1 (figure 16).

Pour chaque nombre réel «, nous notons A(a) I'aire de la partie du plan comprise
entre la courbe des fréquences, la droite (OT), la droite (OJ) et la droite d’équation
x =a (aire hachurée, figure 16).

La courbe des fréquences étant symétrique par rapport a la droite (OJ), on a

fi 17) :
( 1gure ) YVacER A(a):A(-—O_’).

{I;atta;bég, page 311, nous donne A(a) pour certaines valeurs de a comprises entre
et 3,99,

Par exemple : A(2,79)=0,4974.
On a donc auss;j : A(=2,79)=0,4974.

D’autre part, on a déja signalé que [’aire de la partie du plan comprise entre la
courbe des fréquences et la droite (OI) est égale a 1.

L’aire de la partie du plan comprise entre la courbe des fréquences et les
demi-droites [O]) et [OJ) est donc égale 4 0,5 (figure 18).

4 4

A(-a) Ala)
7 J:

mlit iy -

<
ey
R
Y
!
=]
o
R4
Y

aire hachurée =0,5

Fig. 16
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AIRES
limitées par la
COURBE NORMALE
CENTREE REDUITE

0 1 2 3 4 a 6 7 8 3

0,0000 0,0040 0,0800 00,0120 0,0160 0,0199 0,0239 10,0279 0,0319 0,0359
0,0398 0,0438 10,0478 0,0517 0,0557 0,0596 0,0636 0,0675 0,0714 0,0754
0,0793 00832 0,0871 0,0910 0,0948 0,0987 0,1026 0,1064 0,1103 0,1141
0,1179 0,1217 90,1255 0,1293 0,1331 0,1368 0,1406 0,1443 0,1480 10,1517
0,1554 0,1591 0,1628 0,1664 0,1700 0,1736 0,1772 0,1808 0,1844 10,1879

0,1915 0,1950 0,1985 0,2019 0,2054 0,2088 0,2123 0,2157 0,2190 10,2224
0,2258 0,2291 0,2324 10,2357 10,2389 0,2422 0,2454 0,2486 02518 0,2549
0,2580 0,2612 02642 0,2673 0,2704 0,2734 0,2764 0,2794 10,2823 10,2852
0,2881 0,2910 0,2939 0,2967 10,2996 0,3023 0,3051 0,3078 0,3106 0,3133
0,3159 0,3186 03212 03238 0,3264 0,3289 0,3315 0,3340 0,3365 0,3389

0,3413 0,3438 0,3461 0,3485 0,3508 03531 0,3554 03577 0,3599 03621
0,3643 0,3665 0,3686 0,3708 0,3729 0,3749 10,3770 0,3790 0,3810 10,3830
0,3849 10,3869 0,3888 10,3907 0,3925 0,3944 03962 0,3980 10,3997 10,4015
0,4032 0,4049 0,4066 0,4082 0,4099 04115 04131 04147 04162 04177
0,4192 10,4207 10,4222 0,4236 0,4251 0,4265 0,4279 0,4292 0,4306 0,4319

0,4332 0,4345 0,4357 10,4370 0,4382 0,4394 0,4406 0,4418 0,4429 0,4441
0,4452 0,4463 04474 00,4484 10,4495 0,4505 0,4515 0,4525 10,4535 0,4545
0,4554 0,4564 0,4573 0,4582 0,4591 0,4599 0,4608 0,4616 04625 04633
0,4641 0,4649 0,4656 0,4664 0,4671 0,4678 0,4686 04693 0,4699 04706
04713 0,4719 0,4726 04732 04738 04744 0,4750 04756 04761 0,4767

04772 04778 0,4783 0,4788 10,4793 0,4798 0,4803 0,4808 0,4812 0,4817
0,4821 0,4826 0,4830 0,4834 0,4838 0,4842 0,4846 0,4850 0,4854 04857
0,4861 0,4864 0,4868 0,4871 0,4875 0,4878 10,4881 10,4884 04887 0,4890
0,4893 10,4896 10,4898 0,4901 0,4904 0,4906 0,4909 04911 04913 04916
0,4918 0,4920 0,4922 0,4925 0,4927 0,4929 0,4931 04932 0,4934 10,4936

0,4938 0,4940 0,4941 0,4943 0,49%45 0,4946 10,4948 10,4949 04951 10,4952
0,4953 0,4955 0,4956 0,4957 0,4959 0,4960 0,4961 0,4962 10,4963 0,49%64
0,4965 0,4966 0,4967 0,4968 0,4969 0,4970 0,4971 0,4972 04973 0,4974
0,4974 0,4975 0,4976 0,4977 0,4977 0,4978 0,4979 0,4979 04980 0,4981
0,4981 0,4982 0,4982 0,4983 0,4984 0,4984 0,4985 0,4985 0,4986 0,4986

0,4987 0,4987 10,4987 0,4988 0,4988 0,4989 0,4989 0,4989 0,4920 04990
0,4990 0,4991 10,4991 0,4991 0,4992 0,4992 0,4992 0,4992 04993 04993
0,4993 0,4993 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4994 0,4995 0,4995 04995
0,4995 10,4995 0,4995 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4996 0,4997
0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 0,4997 04997 0,4997 0,4998

0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 0,4998 10,4998 0,4998
0,4998 04998 04999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4599 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999
0,4999 00,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 0,4999 04999 0,4999 0,4999
0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000 0,5000
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Cependant, la table nous donne :
A(3,9)=0,5 (figure 19).

)

Fig. 19

0 3,9

aire hachurée=0,5

L’écriture A(3,9)=0,5 signifie seulement que 0,5 est une valeur approchée de
A(3,9) qui, en reahtc est strictement inférieur a 0,5.

Autrement dit, la cllfference entre les aires hachurées aux flgures 18 et 19 etant
suffisamment petite, on peut la négliger et la considérer comme étant égale a 0.

On peut donc écrire que
Va€[3,9; +x[ A(a)=0,5.
Exemple
Calculons la fréquence des intervalles
[0,71; 1,57[, [-0,51;2,32[, [—4,7; —1,44]
pour la distribution normale centrée réduite.

% M Flg M (C}
il .
7

0,71 1,57 -0,51 -4, —1,44

La fréquence de [Iintervalle [0,71; 1,57 correspond a I’aire hachurée a la
figure 20(a).
Cette aire est égale a
A(1,57)— A(0,71)=0,4418-0,2612
=0,1806.

La fréquence de [0,71; 1,57[ est donc égale a 18,06 %.

De méme, la fréquence de I’intervalle [—0,51; 2,32[ correspond a l'aire hachurée
a la figure 20(b).
Cette aire est égale a
A(—=0,51)+ A(2,32)= A(0,51)+ A(2,32)
=0,1950+0,4898
=(),684 8.
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La fréquence de [—0,51; 2,32[ est donc égale a 68,48 %.

Finalement, la fréquence de I'intervalle [—4,7; —1,44[ correspond a I’aire hachurée
a la figure 20(c).
Cette aire est égale a

A(-4,)— A(—1,44)= A(4,7)— A(1,44)
=0,5-0,4251
=0,0749.

La fréquence de [—4,7; —1,44[ est donc égale a 7,49 %.

e Lorsque la distribution normale considérée n’est pas centrée réduite, on s’y
raméne par un changement de variable. S
Plus précisément, notons X la variable statistique de la distribution normale de

moyenne p et d’écart-type o, et notons Z celle de la distribution normale centrée
réduite.

Nous admettrons que
X—p

¥

=

a
comme dans le cas des variables statistiques définies sur un ensemble fini.

Etant donné des nombres réels x, x,, x,, et posant

zzxaﬂ‘ Z]=x:aﬂf’ 22:)"20’#
on voit que I'on a
X s=x<x
si et seulement si
31S1<2;.

Cela signifie que D'intervalle [x,, x,[ a la méme fréquence pour la distribution

normale de moyenne p et d’écart-type ¢ que lintervalle [z,, z,[ pour la
distribution normale centrée réduite.

Exemple i

La distribution des tailles (en centimétres) des éléves d’un lycée est

assimilée a une distribution statistique normale de moyenne arithmétique
140 et d’écart-type 15.

Q6uel es?t le pourcentage des éléves ayant une taille comprise entre 130 et
165 cm?

Le pourcentage des éléves ayant une taille comprise entre 130 et 165 cm est la

fréquence de I'intervalle [130; 165[ pour la distribution normale de moyenne 140
et d’écart-type 15.

En passant a la distribution normale centrée réduite, les nombres

x,=130 et x,=165
deviennent

_130-140 _165— 140 _

Le pourcentage cherché est donc aussi la fréquence de I'intervalle [—0,67; 1[ pour
la distribution normale centrée réduite.

3
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Cette fréquence correspond a ['aire :

A(-0,67)+ A(1)=A(0,67)+ A(1)
=0,2486+0,3413
=0,5899.

Le pourcentage des éléves ayant une taille comprise entre 130 et 165 cm est donc
(approximativement) égal a 58,99 %.

Exercice La distribution des diamétres (en centimétres) des tuyaux fabriqués
par une usine est assimilée a une distribution statistique normale de

moyenne 7,5 et d’écart-type 0,5. '
Quel est le pourcentage des tuyaux ayant un diameétre :

— compris entre 7 et 8 cm?
— mesurant au moins 8,5 cm?
— mesurant au plus 6,3 cm?

Exercices

1 (1). Le taple_ap suivant donne, en millions de 3} On laisse de c6té le bénéfice exceptionnel
frarjcs, le bénéfice d'un magasin pour chaque du meis de Décembre.
mois de I'année 1984 (sauf le mois d'Aoqt, le

magasin etant fermé) : a) Trouver la moyenne, la médiane et le mode

de la nouvelle distribution statistique.

mois JIF|IM|A]|M b) Pensez-vous que ces trois caractéristiques
soient toutes «représentatives» de la nouvelle
bénéfices 21112212 distribution statistique?

¢) Quelle est I'étendue de la nouvelle distribu-
tion statistique? Quelle conclusion sur la

mois J JIS|IO|N| D dispersion des valeurs observées pouvez-vous
donner?
bénéfices 3|1 123|320
2 (1). On donne deux distributions statistiques
1) a) Quels sont la population et le caractére f et g dont les suites des valeurs observees
étudiés? sont respectivement
b) Quel est I'ensemble des modalités que I'on (%4, X2 oo xy) €t (Y1s You ooon Vma)
peut envisager? i i
) el dont les moyennes arithmétiques sont
¢) Quelles sont la distribution statistique et la respectivement X et Y.
Serie statistique associées au caractére étudié? On considére la distribution statistique h dont
2) a) Trouver la moyenne X, la médiane M, et la suite des valeurs observées est :
le mode M, de la distribution statistique, (X410 X3, oy Xpn V1) Y20 oo ¥a)-
b) Laquelle (ou lesquelles) des troi i 3t
; = $ caracteris- 1) Montrer que la moyenne arithmétique de la
tiques X, M, et My est (sont) la (les) plus ) e Y ':*I""X_+M?
“représentative(s) »? distribution statistique h est égale a TEM
¢) Quelle est I'étendue de Ia distribution
statistique? Pensez-vous que les valeurs obser- 2) Application
B vees solent «trés dispersées »? Pourquoi? Dans une classe, il y a 25 filles et 35 gargons.
314
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e ——

e

L'age moyen des filles est 12 ans et celui des 6 (1). On considére la distribution statistique
gargons est 13 ans. f définie par le tableau suivant :
Calculer I'Age moyen des éléves de la classe.
modalités
3 (1). On considére les 5 nombres : (x) 7|(8le|12|15 |18 |20
uy=2, uy;=5, us=8, us=11, us=14. 3
e"fn";'fs ol2lal1]|1]2]2
On pose : i
1.8 18
=7 2 ui == 2 |u;—1 Tableau (1)
5 i=1 5 i=1
1 5 1 5 . . o
a== 2 (=), ¥y==< 2 {u,— ). 1) Calculer la moyenne arithmétique X et
S i 5 =1 I'écart-type ax de la distribution statistique 1.

Calculer &, o, B et 7.
2) En multipliant chacune des modalités du
tableau (1) par un nombre strictement positif
m, on obtient la distribution statistique g
définie par le tableau suivant :

4 (1). On considére la suite des valeurs
observées :

5 55.1,1.4,4,2.3,3,2,4,2,7,8.

Calculer ; modalités 7m | am | om 12m
a) te (ou les) models); ()
b) la médiane; elf(ectlfs o o 3 1
¢) la moyenne arithmétique; ni)
d) I'étendue;
e) la variance, modalités
f) I'écart-type. (v,) 15m 18m 20m
5 (1). Mémes questions pour la série statis- effectifs 1 2 2
tigue suivante : ()
2 I
modalités olals |sl7] 9|10 Tableau {2)
(xi)
effectifs Exprimer en_fonction de m la moyenne
(m) 5210 |15(8(3 | 7 arithmétique Y et I'écart-type oy de la distribu-
tion statistique g.

3) En ajoutant un nombre réel p & chacune des modalités du tableau (2), on obtient la
distribution statistique h définie par le tableau suivant:

modalités

(z) Tm+p 8m+p 9m+p 12m+p 15m +p 18m+p 20m+p
effectifs |

(n,) 2 2 3 1 1 2 2

Tableau (3)

E.Xprimef en fonction de m et p la moyenne arithmétique Z et I'écart-type o> de la distribu-
tion statistique h.
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7 (1). On considére la distribution des prix des
articles d'un magasin. La moyenne arithméti-
que et I'écart-type de cette distribution sont
respectivement égaux a 38500 F et 5250 F.
Calculer la nouvelle moyenne arithmétique et
le nouve! écart-type de la distribution des prix
dans chacun des cas suivants :

a) chaque prix est diminué de 875 F;

b) chaque prix est diminué de 20 %.

B (1). On considére deux distributions statisti-
ques f, et f, ayant méme moyenne arithmétique
X. Les suites des valeurs observées sont
respectivement :

':X‘ln x2- sray xNJ et {}"1- YQI vasp }’N&)

On désigne par V, et V, les variances respecti-
ves de f, et f5.
On considére la distribution statistique / dont
la suite des valeurs observées est:

(X1 X2u coos Xy ¥1u Yo s Yow):
1) Montrer que la variance de [ est égale a

NV + NV,

- Ny+ N,
2) Application
Dans un centre d'examens, la moyenne et
I'écart-type des notes de mathématique selon
les deux correcteurs A et B sont presemes
dans le tableau suivant :

Nombre

de copies rl_\;‘lt?ye_r:pe Elcart-

corrigées AR ype
Correcteur A 200 9,80 4,5
Correcteur 8 180 9,80 6

Calculer I'écart-type des notes de mathémati-
que des 380 copies corrigées.

9 (1). Soit deux distributions statistiques f et
g dont les diagrammes en baton sont donnés
par les figures suivantes :

effectifs
(1§ Tt -

7 8 9 10 1l modalités

1) Calculer les moyennes arithmétiques X et ¥
respectives de f et g.

2) Calculer les écarts-types ox el oy respectifs

de fetg
Laquelle des deux distributions statistiques est

la plus dispersée?

10 (1). Coefficient de variation

Soit X et ox la moyenne arithmétiqgue et
I'écart-type d'une distribution statistique f dont
les valeurs observées sont positives.

On appelle coefficient de variation (ou coeffi-

;s a
cient de dispersion) de f le quotient —.
X

1) Calculer le coefficient de variation (I'écrire
en pourcentage) de chacune des distributions
statistiques définies par les tableaux suivants :

modalites | o | 49 [ 14 | 15 | 20
{Xl']
effectifs

2 5 1 2 2
(m)

Tableau (1)

modalités
Fi
(v 6 8 ?

effectifs
4 5 2 1
{m;)

2) Plus le coefficient de variation est petit plus
la distribution est homogéne.

Si le coefficient de variation d'une distribution
statistigue est inférieur & 15 % on dit que cette
distribution a une «bonne homogéngité ».

effectifs
g
I GRS e T
T e (e St
5 ________ [ | P ——
7 8 9 10 11 modalités
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Laquelle des deux distributions statistiques
définies par les tableaux (1) et (2) a une bonne

dans le tableau suivant :

homogénéité? Moyennes arithmétiques
Notag et édcarts-types
3) Application Langues oblenues des distributions
La moyenne et I'écart-type de la distribution par I'eleve des notes
de poids et la moyenne et |'écart-type de la
distribution de tailles des éléves d'une classe Moyennes | Ecarts-
sont présentés dans le tableau suivant : arithmétiques | types
: : Anglais 80 75 5
Poids | Tailles Espagnol T 75 10
(en kg) |(en cm) Italien 80 70 5
Moyenne arithmétique 60 150 Dans quelle langue |'éléve est-il relativement
' plus doué?
Ecart-type 5 25 ;
13 (1). Le tableau suivant donne les durées de
Les deux distributions ont-elles méme Via en hobires, redrolpacs on Biclasses, dun

homogénéité? Pourquoi?

11 (1). La distribution du nombre de télévi-
seurs vendus chaque jour, durant une semaine,
par le magasin A (resp. B) a une moyenne
arithmétique égale & 60 (resp. 80) et un écart-
type égal & 5 (resp. 10). Le mardi de cette
semaine, le magasin A (resp. B) vwvend
75 téléviseurs (resp. 100 téléviseurs).
Lequel des deux magasins a-t-il réalisé la
meilleure vente le mardi, comparativement a la
distribution de ses ventes de la semaine?

12 (1). Un eléve a présenté les trois tests de
niveau en Anglais, en Espagnol et en ltalien.
Les moyennes arithmétiques et les écarts-types
des distributions des notes pour les tests et
les notes obtenues par cet éléve sont présentes

ensemble de piles d'une méme marque pour

lampes de poches :

durée en heures X

nombres de piles

50=X <60
B0=X <70
T0=X <80
80=X <90
A0=X <100
100=X <110
110=X <120
120=X=130

10
15
35
40
30
20
15

5

Donner ;
a) la médiane

£) la moyenne arithmétique

¢) la variance

14 (1). Détermination d'une valeur approchée du mode dans la classe modale.

effectifs
M N
A ' ¥ T
\ ’
LY /
A /!
\‘ ’4"
d, N
K‘:‘\
LA R Y
' Il A
P Fi ' \\
i \
1 L]
i 1Y
L
i ‘\ 3
: Q
|
I
]
|
il !
]
]
: ! modalités
9] I ¢
- —
[

d) I'écart-type.
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Analyse 1™ D

La figure ci-dessus représente trois rectangles
de I'histogramme d'une distribution statistique
f dont les classes ont méme amplitude; le
rectangle central correspond & la classe

modale.
Soit K le point d’intersection de (NP) et (MQ)

{(voir la figure)
K’ le projeté orthogonal du point K sur

I'axe des modalités.
1) Montrer que
OK'=¢+ (

d, )
Xc

ou d,+dz
e ¢ est la borne inférieure de la classe modale;
e d, est la différence, en valeur absclue, entre
I'effectif de la classe modale et celui de la
classe précédente;
e o, est la différence, en valeur absolue, entre
I'effectif de la classe modale et celui de la
classe suivante;
e ¢ est I'amplitude commune des classes;
indication
Utiliser les deux triangles semblables KMP et
KON.

2) En prenant OK' pour valeur approchée du
mode de la distribution f, on peut écrire ;

d,
Mo=£€+ ( )x c .
0 d,+d, 2
M, désignant le mode de f.
Application

Suite & un devoir de Physique, les notes

cbtenues par 50 éléves sont représentées dans
le tableau suivant :

Notes 23|45 (|6 |7 |8

Nombre

Notes 9 |10 |11 [12]13 |14 |15

|—

Nombre
d'éléves

1014 |5 (3|2 |3 ]2

a) Trouver le mode M, de cette distribution de
notes.

B) Les notes sont ensuite regroupées en
quatre classes.

a) Compléter le tableau suivant ;

Classes de

(2; 6[ |[6; 10[ | [10; 14[| (14; 18]
notes

Nombre
d'éléves

b) Tracer 'histogramme.

c) Quelle est la classe modale?

d) Donner une valeur approchée de M, :
— a l'aide de I'histogramme;

— a I'aide de la formule (*).

Remarques

1) Vérifier que si dy=d,, alors OK' est égale
au centre de la classe modale.

2) La formule (*) sera utilisée dans le cas ouU
la distribution statistique a un mode unique et
ou on suppose que ce mode appartient & /a
classe modale lors du regroupement des
valeurs observées.

15 (1). Le diagramme suivant donne la réparti-

d'éléves tion de I'ensemble des éléves d'une école par
classe de tailles :

cffectifs
2244 mmc e e e
10— m e
B et e LT T TR yepap—
1224======ua -
8 SRR
L e el it EEET D SRy S -
pII L S YN SN S RS —— ————feeeea

|Tailles en cm
0f100 110 120 130 140 150 160 170 180
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9/Statistiques

Déterminer ;

1) La moyenne arithmétique, la médiane, la
classe modale et une valeur approchée du
mode au moyen de la formile (*) de I'exercice
14,

2) La variance et I'écart-type.

16 (2). La figure ci-dessous représente les
deux courbes des frequences de deux distribu-
tions normales de méme moyenne mais de
dispersions différentes.

Laquelle des deux est la plus dispersée?
Pourquoi?

17 (2). La courbe des fréquences (C,) repreé-
sente une distribution statistique normale de
moyenne arithmétique 15 et d'écart-type 2.
La courbe des fréquences (C,) représente une
distribution statistique normale de moyenne 20
et d'écart-type 4.

En utilisant 1a définition du «coefficient de

Variation » d'une distribution (exercice 10),

pensez-vous que les deux distributions ont
méme « homogénéité »? Pourquoi?

18 (2). Dans une distribution statistique nor-
male de moyenne 60 et d'écart-type 8, calculer
le pourcentage des mesures :

a) comprises entre 55 et 70;
b) comprises entre 45 et 50;

¢) supérieures a 75.

19 (2). La distribution des poids (en kg) des
éléves d'un collége est assimilée 4 une distri-
bution statistique normale de moyenne
arithmétique X et d'écart-type o. On sait que
les poids 35 et 42 correspondent respective-
ment aux valeurs —0,625 et 0,25 dans la
distribution normale centrée réduite.

Calculer X et .

20 (2). Dans une distribution statistique nor-
male de moyenne 85 et d'écart-type o, on sait
que B0 % des mesures sont supérieures i la
mesure 75.

Calculer :
a) l'écart-type o;

b) le pourcentage des mesures strictement
inférieures a 90.

21 (2). Dans une distribution statistique nor-
male de moyenne arithmétique X et d'écart-
type o, déterminer le nombre réel positif_k tel
que_le pourcentage des mesures entre X— kg
et X+ ko soit égal a 75 %.

22 (2). Dans une distribution statistique nor-
male de moyenne arithmétique X et d'écart-
type o, déterminer la borne inférieure a de
I'intervalle correspondant a 5% des mesures
extrémes situées a droite de la moyenne X
(figure ci-dessous).

.Y
S~y 5 %

=] -

23 (2). La distribution des notes & un examen
est assimilée 4 une distribution statistique
normale de moyenne arithmétique 70 et
d'écart-type 10. Selon les notes obtenues, les
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atudiants sont classés en cinq classes, Déterminer les intervalles correspondant
A, B, C. D et E de la fagon suivante : 4 chacune des classes A, B, C, D et E.
I5%
25 %
15 %
15 % 10 %

WMWW

E D C B A
24 (2). On a observé depuis de nombreuses a) superieur 2 6007
années que les résultats obtenus au test X b) strictement inférieur a 2507
utilisé par la plupart des universites d'un pays ¢) compris entre 300 et 7507
oAt :'Stré%t;est i‘:’!van: tUﬂ: 11{?[; normale. de 2) Quelle est la plus petite valeur du résultat
mayEnne Hra-Eear-ip ‘ obtenu par un étudiant pour figurer parmi les
1) Sur 10000 étudiants présentant ce test, 1000 étudiants ayant obtenus les résultats les
combien obtiendront un résultat : plus élevés?

Problemes

25 Une enquéte sur la migration du groupe Baoulé du Centre Bandama donne le tableau de

résultats suivants : STRUCTURES DE LA POPULATION MIGRANTE
Age Hommes % Femmes % Ensemble Y%
(H+F)
(0: 15[ 1370 25,4 1335 27.6 2705 26,5
[15; 30 1744 32,3 1608 33,3 3352 327
[30; 45 1281 23,7 1083 22,4 2364 23,2
(45; 60[ 747 13,8 615 12,7 1362 13.3
(60; 75( 259 4.8 184 4,0 443 4,3
Total 5401 53 4825 47 10226 100

{Source : «DE LA SAVANE A LA FORET » Institut de géographie tropicale, COTE D'IVOIRE.)

1) Etudier le tableau constitué des deux pre- 2) Etudier le tableau constitué des colonnes
miéres celonnes {(Age, Hommes). Quelle est la un, six, sept (Age, Ensemble, %) :
population étudiée? Quel est le caractére a) Quels sont la population et le caractére
étudié? Donner un histogramme représentant étudiés?
la distribution etudiée. Construire le polygone b) Donner le tableau des frequences
des effectifs correspondant. cumulees.
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3) Etudier le tableau constitué des colonnes
un, deux, quatre (Age, Hommes, Femmes).

Denner une représentation graphique appro-
priée de la situation.

4) Etudier le tableau complet dont la popula-

tion est l'ensemble des hommes et des
femmes.

a) Quel est le pourcentage des hommes agés
de 15 a 45 ans? celui des femmes de mémes
ages?

b) Quelle est la classe modale de
distribution?

¢) Calculer la  médiane,
arithmétique.

la

la moyenne

d) Calculer la variance et I'écart-type,

26 Une entreprise qui exploite un parc de taxis
a relevé pour 100 d'entre eux la distance (en
milliers de km) qu'ils avaient parcourue au

moment de leur revente. Cette étude a permis
de dresser le tableau suivant :

Classe Distance d parcourue Nombre

C (milliers de km) de taxis
n;
C, 775=d< 825 4
G 825=d< 875 10
Cs 875sd< 925 14
C, 925=d< 975 17
Cs 97.5=d<102,5 25
Ce 1025=d <1075 16
C; 1075=d<1125 7
C, 1125=d <1175 7

1) a) Quels sont la population et le caractére
étudiés?

b) Tracer un histogramme représentant cette
distribution statistique.

¢) Trouver la classe modale de cette distribu-
tion statistique.

2) Soit 1={1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8}. Pour tout i1,

on designe par x, le centre de la classe C; et
Par n; son effectif.

28 En prévision d'un défilé de majorettes, le
75 jeunes filles de son établissement.

I commence par mesurer leur taille. Les

© étudiée.

a) Quelle est la série stalistique étudiéa?

“b) Calculer la moyenne arithmétique X et Ia

variance V de cette série statistique (ou de Ia
distribution statistique etudiée).

3) On choisit 9 comme v

aleur approchée de
I'écart-type o de

la distribution statistique

Trouver graphiquement le nombre de taxis

ayant parcouruy une distance (en milliers de
km) comprise entre X— o et X+ o

D’aprés Probatoire D. Cote d'lvoire.
Session de remplacement, 1984,

27 Le tableau suivant représente les salaires
mensuels de 120 employés dans une

entreprise; ces salaires sont regroupés en huit
classes.

Salaires (en F)i Nombre d'ouvriers
[30000; 35000( 3
[35000; 40000[ 12
[40000; 45000] 17
(45000; 50000] 33
[50000; 55000] 25
[55000; 60000 15
(60000; 65000 12
[65000; 70000( 3

1) Quels sont :

a) la population et le caractére étudiés?

b) la distribution statistique et la série statisti-
que associées a ce caractére?

2) Tracer I'histogramme et le polygone des
fréquences.

3) Déterminer :
a) la médiane et la moyenne arithmétique X:
b} la variance et I'écart-type o.

4) Trouver graphiquement le nombre d'ou-
vriers ayant un salaire :

a) supérieur a X+20:
b) strictement inférieur a X-2¢.

professeur de gymnastique décide d'entrainer

résultats qu'il reléve sont les suivants ;

Taille (en cm) 80 | 86 | 88 | 90 | 9

92 | 93 | 94 | 95 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100
Effectit 1 1 1 2 2 3 4 4 4 5 6 4 3 5
Taille (en cm) 101 | 102 | 103 | 104 | 105 | 106 | 107 [ 108 | 109 | 110 | 112 [ 114 | 116 | 120
Effectif 4 3 3 3 3 3 2 2 2 1 1 1 1 1
L.
LIRSS
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—

Il regroupe ces éléves en 8 classes de tailles,
de 5c¢m d'amplitude. Chaque classe est un
intervalle fermé a la borne inférieure et ouvert
4 la borne supérieure. La derniére classe est
un intervalle ferme.

1) Tracer I'histogramme et le polygone des
effectifs.

2) Tracer le diagramme cumulatif de la distri-
bution des tailles.
Utiliser cette courbe pour:

a) Déterminer graphiguement une valeur
approchée de la médiane.
Vérifier par le calcul.

b) Déterminer graphiquement wune valeur
approchée du pourcentage des éléves qui ont
une taille comprise entre 80 et 95 cm.

3) A partir de cette étude, calculer la moyenne
arithmétique X et I'écart-type ¢ Situer sur
I'histogramme les deux mesures de tendance
centrale (moyenne et médiane).

4) Le professeur de gymnastique décide de
choisir les éléves ayant une taille comprise
entre X—-2¢ et X+ 20
Quelle est la proportion des éléves qul
défileront?
D'aprés : Probatoire D. Cote d'lvoire.
Session Juin 1984,

29 Suite & un devoir de mathématique, les
notes X (sur 100) obtenues par 100 éléves ont
été regroupées en huit classes et ont donné le
tableau suivant :

Résultats Nombres d’éléves
16 X <25 5
25X <35 4
35 X <45 9
45= X <55 25
55=X <65 35
65=X <75 10
75=X <85 6
85= X =95 6
100

1) a) Quels sont la population et le caractére
étudiés?

b) Tracer ['histogramme représentant cette
distribution statistique.

¢) Tracer le diagramme cumulatif de cette
distribution statistique.

2) Trouver une valeur approchée de la
meédiane :

a) a l'aide du diagramme cumulatif précédent;
b) par le calcul.

3) Calculer la moyenne arithmétique X et
I'écart-type o de la distribution statistique.

4) On appelle coefficient de variation de Ia

distribution statistique étudiée le quotient -‘i
X

a) Calculer, en pourcentage, ce coefficient de
variation.

b) La distribution a-t-elle  une bonne
homogénéité? (Voir exercice 10.)

30 Analyse de Johannsen sur des haricots
(1973) :
1) Il part d'un lot de graines achetées dans le

commerce et les pése au centigramme prés. Il
obtient les résultats suivants :

20 26 31| 36| 41| 46

Poids | 5 | 3 | a| al| al| a

(encg) | 55 | 30 | 35| 40| 45| 50

Nombre
degraines| 4 27

65 | 179 | 364 | 587

51 56 61 66 | 71 | 76| 81| 86
a a a a a | a & a
55 60 65 70 | 75 | 80| B5| 90

533 | 418 | 260 132 | 52 | 34 | 19| 2

Tableau 1

a) Calculer les fréquences de chacune des
classes.

b) Construire  I'histogramme
cette distribution.

c) Calculer la moyenne arithmétique X,

représentant

I'écart-type o, et le coefficient de variation Q
de cette distribution. Xy

2} Johannsen prend les 2 graines les plus
lourdes, les cultive et récolte les graines. Il en
prend 145 au hasard et les pése au centi-
gramme prés. |l obtient les résultats suivants :

36 41 46 51 56

Poids 3 a A a a

fenca) | 40| 45 | 50 | 355 | s0

Nombre
de graines 2 5 9 14 21

61 | 66 71| 76 | 81| 86
a a a a a a
65 | 70 | 75 | BO | 85| S0

222423175U

Tableau 2
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a) Calculer les fréquences de chacune des
classes.

b) Construire  I'histogramme  représentant
cette distribution (on chaoisira la méme échelle
que précédemment pour les modalités et pour
les fréquences).

¢) Calculer la moyenne arithmétique X,

Dy i .
I'écart-type o et le coefficient de variation :2
de cette distribution. Xp

3) Plus le coefficient de variation est grand
plus la distribution est dispersée. On remarque
que la distribution des poids des graines
représentés dans le tableau 2 est moins
dispersée que la premiére (définie par le
tableau 1). Acceptez-vous cette remarque?

31 La distribution des effectifs suivante repré-
sente la valeur maximale de la consommation
d'oxygéne, mesurée en laboratoire, chez qua-
rante enfants ;

Consommation d'oxygéne | Nombre
(ml/kg/mn)
0=X <34 2
4=X<38 3
3B=X <42 11
42=X <46 12
46=X <50 7
50= X <54 3
54=X=58 2

1) Tracer I'histogramme et le polygone des
effectifs.

2) Tracer le diagramme cumulatif.
Utiliser cette courbe pour :

a) Déterminer graphiquement une valeur
approchée de la médiane. Vérifier par le calcul.

b) Déterminer graphiquement une valeur
approchée du pourcentage des enfants qui
consomment une valeur maximale d’oxygéne
comprise entre 30 et 40 (en ml/kg/mn).

3) Calculer la moyenne arithmétique et I'écart-
type.

4) On suppose que la distribution des consom-
m:’itions d'oxygéne précédente peut étre assi-
milée & une distribution normale de moyenne
arithmétique 436 et d'écart-type 5,57. Calculer
le pourcentage des enfants consommant une
valeur maximale d'oxygéne comprise entre 30
€t 40 (en mi/kg/mn). Comparer ce résultat avec
celui de la partie b) de la deuxiéme question.

32 Une  machine fabrique 10000 tiges
Metalliques. On sait que la distribution des
tqnlles des tiges fabriquées est assimilée a une
dlgtribu!iun statistique normale de moyenne
arithmétique 160 mm et d'écart-type 1 mm,

Le prix de la fabrication de 1000 tiges est de
25000 F,

Une tige ayant une longueur comprise entre
157,5 mm et 162,5 mm est qualifiée «bonne ».
Une tige ayant une taille trop longue
(supérieure & 162,5 mm) peut-8tre modifiée
pour étre «bonne». Le prix supplémentaire
pour la modification d'une tige est de 12,50 F.
Une tige ayant une taille trop courte
(strictement inférieure @ 157,5 mm) doit étre
rejetée,

1) Quel est le nombre de tiges :
a) bonnes?

b) modifiées?

c) rejetées?

2) Quel est le prix total (fabrication et
modification) des 10000 tiges fabriquées?

3) Le prix de vente d'une tige est de 55 F. Quel
bénefice obtient-on?

33 I. La  distribution des tailles (en
centimétres) des éléves d'un lycée est assimi-
lee a une distribution statistique normale
d'écart-type 15 cm. 93,32 % des éléves ont une
taille supérieure 2 120 cm et 34 éléves ont une
taille supérieure a 1695 cm.

1) Quelle est la taille moyenne des éléves?

2) Quel est approximativement le nombre
d'éléves du lycée?

3) Combien d'éléves ont une taille strictement
inférieure a4 1125 cm.

Il. La distribution des poids (en kg) des éléves
de ce méme lycée est présentée dans le
tableau suivant :

classes des poids (kg) | fréquences (en %)

(30; 35] 1,15
[35; 40[ 5,50
[40; 45( 16

[45; 50 27,35
[50; 55] 27,35
[55; 60] 15,90
[60; 65[ 540
[65; 70] 1,35

1) Tracer :

a) I'histogramme de fréquences;

b) le diagramme cumulatif.

2) Déterminer graphiquement :

&) une valeur approchée de la médiane;

b) une valeur approchée du pourcentage des
éléeves ayant un poids strictement inférieur a
42,5 kg.

3) Trouver la moyenne arithmétique et I'écart-
type.
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