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SA N°1 : CONFIGURATIONS

DE L’ESPACE

Situation de départ:

Texte : Une discussion autour du dossier d'une armoire
Coffi est un éléve de la classe de 1ere. Son tuteur Fako lui
demande d’aller retirer aupres du menuisier I'armoire
qu’il a commandée, pour y ranger ses habits.

Il dessine le plan de I'armoire sur une feuille de papier
qu’il remet a Coffi pour faciliter I'identification chez le
menuisier. Voici le plan de cette armoire :

G 0 c
w2 n

NN
Py M’/ s

el
E’ A

Des camarades de Coffi ont vu ce dessin. L'un d’eux
affirme qu’on peut y trouver des traces de droites dont
les paralleles sont perpendiculaires dans un méme plan.
Un autre affirme : « le point A permet de repérer
n'importe quel point de I'espace ; il suffit de connaitre la
distance AS »/ Non, rétorque un autre « la distance
AS seule ne suffit pas, il faut connaitre aussi le sens de A
vers S sur la droite (AS) ». Un autre éléve apporte une
uance eg/l déclarant ; « encore faut-il que S soit distinct
e A ». Jean qui, jusque-la n’est pas intervenu pose la
uestion suivante a ses camarades « s’agit-il des
coordonnées géographiques d'un point ? ».
ache / Tu vas te construire de nouvelles connaissances
en mathématique. Pour cela, tu auras tout au long de la
situation d/apprentissage a :
‘ xpr/igZer ta perception de chacun des problemes

POSES ;

Analyser chacun des problémes posés ;
Mathématiser chacun des problémes posés ;

Opérer sur I'objet mathématique que tu as identifié
pour chaque probléme ;

Améliorer au besoin ta production.

Activité 0
is le texte de la situation de départ
2.[l\(Reformule la situation-probléme en tes propres
termes.
310 ormule toutes les idées ou questions que t'inspire
la situation de départ.
\\| Stratégie : Brainstorming

Séquence n°l : Droites orthogonales

Activité 1.1

Pour vérifier I'affirmation : « ...on peut y trouver des
traces de droites dont les paralleles sont
perpendiculaires dans un méme plan. », Coffi s’intéresse
aux droites (IA) et (LK) du pavé droit

ABFEIJKL du dessin de I'armoire.

1.1 Définition de deux droites orthogonales

Consigne 1.1.1 : Découverte

1. Identifie deux droites (D,) et (D,) perpendiculaires
respectivement paralléles aux droites (IA) et (LK)

Information

On dit que les droites (IA) et (LK) sont orthogonales et

on note (Al) 1 (LK).

2. Donne trois exemples de droites orthogonales sur le
dessin de l'armoire

3. Propose une définition de deux droites orthogonales
de I'espace.

Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC: 5min

Exploitation de résultats
(Dy) Il (AD)
(D) Il (LK)
(D,) perpendiculaire a (D,)

= {(IA) orthogonale a (LK)

Définition 1.1.1 : Droites orthogonales

Deux droites de 'espace (D;) et (D,) sont orthogonales
lorsque les paralléles a ces droites passant par un point
donné sont perpendiculaires dans le plan qu’elles
définissent. On note (D;) L(D,)

Remarque 1.1.1
e Deux droites perpendiculaires sont orthogonales.

e Deux droites orthogonales ne sont pas
nécessairement perpendiculaires.
e Deux droites orthogonales et sécantes sont

perpendiculaires.

Consigne 1.1.2

Donne deux exemples de droites orthogonales et non
perpendiculaires en utilisant le dessin.

Stratégie : TI : 3min TC : 5min

Remarque 1.1.2

e Dans l'espace on n’utilise pas le symbole L pour
traduire que deux droites sont perpendiculaires. Ce
symbole s’emploie entre deux droites pour traduire
I'orthogonalité.

e Dans l'espace, il n'y a pas de symbole pour traduire
la perpendicularité entre deux droites.

1.2 Propriétés de droites orthogonales

Consigne 1.1.3 : Propriété

(D;) et (D,) sont deux droites orthogonales, (A) Il (D).
1. Démontre que (A) orthogonale a (D,).

2. Tire une conclusion
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Stratégie: TI: 7min TG:3min TC: 10min

Propriété 1.1.1
Si deux droites de I’espace sont orthogonales, alors toute
droite parallele a 'une est orthogonale a l'autre.

(D1) L (Dy)
{m”wﬂzmnwa

Remarque 1.3

Si deux droites de I'espace sont orthogonales, toute
droite orthogonale a l'une n’est pas nécessairement
orthogonale a I'autre.

Exemple 1.1.1 : On considere le cube ABCDEFGH
suivant:

H G
Dans ce cube, les droites (DB) et (AC) sont orthogonales.
La droite (HF) est orthogonale a la droite (AC) mais elle
n’est pas orthogonale a la droite (DB).

Attention !

On ne dit pas:
Par exemple on ne dit pas: « (AB) perpendiculaire a (BC)
dans le rectangle ABCD » car les droites (AB) et (BC) ne
sont pas contenues dans le rectangle ABCD mais plutét
dans le plan support de ce rectangle. C’est donc un abus
de langage qui n’est pas toujours tolérable.

On peut dire par exemple :
Les droites (AB) et (BC) sont perpendiculaires car
ABCD est un rectangle.
Ou simplement
ABCD est un rectangle donc les droites (AB) et (BC) sont
perpendiculaires (le « donc » sous-entend qu’en
considérant le rectangle ABCD, les supports des cotés
consécutifs [AB] et [BC] sont perpendiculaires).

Consigne 1.1.4 : Approfondissement

On suppose que le compartiment LIJKHDCG de I'armoire

est un cube d’aréte de longueur 4cm.

1. Réalise une figure du compartiment LIJKHDCG a
I'aide du code G, 30) puis place les points Q et R
milieux respectifs des segments [LD] et [D]].

2. (a) Justifie que les droites (KI) et (GD) sont
paralléles.

(b) Justifie que les droites (QR) et (GD) sont
orthogonales en utilisant la définition.

3. Justifie que les droites (LH) et (K]) sont
orthogonales en utilisant une propriété du cours

Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 10min

ABCDEFGH est un pavé droit.

Justifie de deux manieres que les droites (AE) et (DC)
sont orthogonales.
Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:7min

Consigne 1.1.5

(D) et (D;) sont deux droites paralléles de l'espace,
(8)L (D).

1. Démontre que (A)L (D;).

2. Tire une conclusion.

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:5min

Propriété 1.1.2
Si deux droites de 'espace sont paralléles alors toute
droite orthogonale a I'une est orthogonale a I'autre.

(D) Il (D)
{1 ) = @+ @

Séquence n°2 : Droite et plan

orthogonaux

Activité 1.2

Cédric, un camarade de classe de Coffi sait depuis la
classe de 4eme que : "Une droite est perpendiculaire a
un plan lorsqu’elle est perpendiculaire a deux droites
sécantes de ce plan".

Ce résultat lui a été enseigné sous forme de définition. Il
se demande si une droite est perpendiculaire a un plan
lorsqu’elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce
plan.

Consigne 1.2.1

On considere le dessin de I'armoire. Une droite (D) est

telle que (D)L(BF), (D)L(AB) et (AB) et (BF) sont

sécantes dans le plan (ABF).

1. Trouve une droite (D) qui convient

Information

On dit que la droite (D) est orthogonale au plan (ABF)

2. Propose une définition d'une droite orthogonale a
un plan.

Stratégie : TI : 5Smin TC : 5min

Définition 1.2.1 : Droite orthogonale a un plan

Une droite et un plan sont orthogonaux ou

perpendiculaires lorsque la droite est orthogonale a

deux droites sécantes du plan.

A

(a)

(D1)
=

(D2) .
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Q) L (D2)
(D) N (D) = {A}
k(Dl) et (D,)contenues dans le plan (P)

Q) L (D)
J = (8) L (P)

Propriété 1.2.1
Si une droite est orthogonale a un plan, alors elle est
orthogonale a toute droite de ce plan.

‘(A)

pE
= E
|

{&i%=muw)

On considere le cube ABCDEFGH suivant :

H x
E E
D (o}
A
1. Démontre que la droite (AB) est orthogonale au plan

(FBO).
2. Démontre que la droite (FC) est orthogonale au plan
(ABG).

Consigne 1.2.2

1. Combien y a-t-il de droites passant par le point F et
perpendiculaire au plan (ABC) ?

2. Combien y a-t-il de plans passant par les points H et
orthogonaux a la droite (AD) ?

Stratégie : TI : 3min TC : 5min

Propriété 1.2.2

1. Parun point A de l'espace, il passe une droite unique
de l'espace perpendiculaire a un plan donné de
I'espace.

2. Par un point de l'espace, il passe un plan unique
orthogonal a une droite donnée de I'espace.

Consigne 1.2.3

(D;) et (D) sont deux droites paralléles. (P) est un plan
orthogonal a (D,).

Démontre que (P) est orthogonal a (D).

Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC: 7min

Propriété 1.2.3
Si deux droites sont paralleles alors tout plan orthogonal
al'une est orthogonal a I'autre

(D) I (D)
(1 05 = @+
Consigne 1.2.4
(Py) et (P,) sontdeux plans paralleles. (D) est une droite
orthogonale a (P;).

Démontre que (D) est orthogonal a (P,).
Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:7min

Propriété 1.2.4
Si deux plans sont paralleles alors toute droite
orthogonale a I'un est orthogonale a 'autre

P Il (Py)
{1 ) = @ L

Consigne 1.2.5
(D) et (D) sont deux droites perpendiculaires a un plan
(P). Soit I un point de la droite (D;) et (A) la droite
passant par | et paralléle a (D).
1. Justifie que la droite (A) est orthogonale au plan (P).
2. (@) Justifie que les droites (A) et (D;) sont
confondues.
(b) Déduis-en alors que les droites (D;) et (D,) sont
paralléles.
3. Que peux-tu conclure ?
Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:7min

Propriété 1.2.5

Si deux droites sont orthogonales a un méme plan alors

elles sont paralléles.

{Egg JJ: EI;; = (D1) | (D7)

Consigne 1.2.6

(Py) et (P,) sont deux plans perpendiculaire a une droite

(D). Soit I un point du plan (P;) et (P;) le plan passant

par I et parallele au plan (P,).

1. Justifie que (P3)L1(D).

2. () Justifie que les plans (P;) et (P3) sont confondus.
(b) Déduis-en que les plans (P;) et (P,) sont
paralleéles.

3. Que peux-tu conclure ?

Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:7min

Propriété 1.2.6
1. Si deux plans sont perpendiculaires a une méme
droite alors ils sont paralléles.

(P) L (D)
= (P) Il (P
Lo 1 0y = 0012
2. Si une droite (D) est perpendiculaire a un plan (P),
alors toute droite orthogonale a (D) est parallele a

(P).
{(D) L (P)

@1~ OI®

Consigne 1.2.7
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ABCD est un tétraédre régulier c’est-a-dire un tétraédre
dont toutes les faces sont des triangles équilatéraux, I et
] sont les milieux respectifs des segments [AB] et [CD]

1. Démontre que (AB) est perpendiculaire au plan
(ICD).

2. Démontre que (CD) est perpendiculaire au plan
(JAB).

3. Déduis-en que la droite (IJ) est perpendiculaire aux

deux droites (AB) et (CD).
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:5min

Exercice 1
Soit ABCDEFGH un cube.
H G
: g
E : F
K r
7 2 R C
A/ B

On désigne par [, ] et K les milieux respectifs des
segments [BF], [FG] et [AE]. Démontre que :

(a) (IK) est orthogonale au plan (ADE) ;

(b) (BE) est orthogonale au plan (ADG) ;

(c¢) (DE) est orthogonale au plan (IJK) ;

(d) (AC) et (BF) sont orthogonales ;

(e) (IK) et (CF) sont orthogonales ;

() (J) et (ED) sont orthogonales ;

Exercice 2

ABCD un tétraedre régulier d’aréte a.

1. SoitIle milieu du segment [CD].

Montre que le plan (AIB) est perpendiculaire a la
droite (CD).

Soit A’ le pied de la hauteur du triangle AIB issue du
sommet A.

(a) Montre que (AA") L(BCD).

(b) Quel est alors l'axe du cercle circonscrit au
triangle BCD ?

Calcule en fonction de a la distance AA’.

(a) Soit K le milieu [A"A], calcule en fonction de a, les
distances BK et KI ;

(b) Déduis-en que le triangle BKI est rectangle.
Soient E et F les milieux respectifs des segments [BC]
et [BD].

Montre que (EF) est 'axe du cercle circonscrit au
triangle BKI.

Activité 1.3

En considérant le plan de I'armoire, on considére :

le plan (P) passant par A et perpendiculaire a la
droite (LM) ;

la droite (D) passant par A et perpendiculaire au
plan (HDC).

Consigne 2.8

1. Identifie le plan (P) de l'activité 1.3.

2. Détermine (P)N(LM).

Information

On dit que la distance Al est la distance du point A a la

droite (LM).

3. Propose alors une définition de la distance d'un
point a une droite (D).

Stratégie: TI: 5Smin TG :3min TC:5min

Définition : Distance d’un point a une droite

(D) est une droite et A est un point de l'espace. On
appelle distance du point A a la droite (D), notée

d(4A; (D)), la distance AH ou H est le point d'intersection
de (D) avec le plan passant par A et perpendiculaire a

(D).
B
A
(D)
ZH
\
A€ (P)
(P)L (D) =d(4;((D))=4H
(P)n (D) = {H}
Consigne 2.9
1. Identifie la droite (D) de 'activité 1.3

2. Détermine (D)N(HDC).

Information

On dit que la distance AD est la distance du point A au

plan (HDC).

3. Propose alors une définition de la distance d'un
point a un plan (P).

Stratégie: TI: 5Smin TG :3min TC: 5min

Définition : Distance d’un point a un plan

(P) est un plan et A est un point de I'espace. On appelle
distance du point A au plan (P), notée d(A;(P)) la
distance AH ou H est le point d’intersection de (P) avec
la droite passant par A et perpendiculaire a (P).

I

(D)

(AH) L (P)

{(AH) n (P) = {H} d d(A; (P)) = AH
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Séquence n°3 : Plans perpendiculaires

Activité 1.4

En examinant le dessin de I’armoire, Adébola, une fille de
lére D reconnait deux plans perpendiculaires. Sa
camarade Lovia déclare en avoir oublié la définition.

Consigne 1.3.1

1. Démontre que la droite (MP) est perpendiculaire au
plan (ABE).

2. Trouve un plan (Q) qui contient la droite (MP).

Information

On dit que les plans (Q) et (ABE) sont perpendiculaires.

3. Propose une définition de deux plans
perpendiculaires.

Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:5min

Définition 1.3.1
Deux plans sont perpendiculaires lorsque 1'un contient
une droite orthogonale a I'autre.

Consigne 1.3.2 : Application

On suppose que le compartiment LIJKHDCG de 'armoire

est un cube

1. Démontre que les plans (LIJ) et (KID) sont
perpendiculaires.

2. Démontre que les plans (KCD) et (IHG) sont
perpendiculaires

Stratégie: TI: 5Smin TG:5min TC: 5min

Propriété 1.3.1

1. Si une droite est parallele a un plan et
perpendiculaire a un second plan, alors ces deux
plans sont perpendiculaires.

(D) Il (P1)
{(D) 1 (PZ) = (Pl) 1 (PZ)
2. Si une droite (D) et un plan (P) sont

perpendiculaires a un plan (P'), alors (D) est
paralléle a (P).

{(P) L (P")

(D) L (P")

3. Si deux plans sont perpendiculaires, tout plan
paralléle a I'un est perpendiculaire a I'autre.

(P) L (Py)
{(Pg) 1y = (P 4 (P2)

4. Un plan est perpendiculaire a deux plans sécants si
et seulement si il est perpendiculaire a leur droite
d’intersection.

(P1) N (Py) = (D)
(P) L (Py)
(P3) L (P)

= (D) I (P)

& (P3) 1L (D)

Remarque 1.3.1

1. Deux plans perpendiculaires a un méme troisiéme
ne sont pas nécessairement paralleles entre eux.

2. Si deux plans sont perpendiculaires, toute droite
parallele a l'un n’est pas nécessairement
orthogonale a l'autre. Il suffit de considérer leur
droite d’intersection.

Consigne 1.3.3 Approfondissement

On considére un trapéze ABCD tel que (AB) || (DC) et

(AB) L1(AD). Soit (D) la droite passant par A et

orthogonale au plan (ABCD). Soit E un point de la droite

(D) distinct du point A.

1. Fais une figure.

2. Démontre que (CD) L(ADE).

3. Soit H le projeté orthogonal de A sur (DE).
Démontre que (AH) L(CDE).

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Exercice 1

ABCDEFGH est un cube

1. (a) Justifie que (EA)L(FG).
(b) Justifie que (EF)L(FBC).

2. Justifie que (ABC) L(EAD).

3. Justifie que (DG) L(EBC).

Exercice 2

ABCDEFGH est un cube de centre O, P milieu de la face
carrée BCGF et les points I, ], K et L sont les milieux
respectifs des segments [BC], [CG], [EF] et [AE] comme

I'indique la figure suivante :

D C
A A gt
i \‘Q'J J
L ! Pt P
i SRR VA G
E K F

1. Démontre que la droite (OI) est orthogonale aux
droites (AD) et (KL).

2. (a) Démontre que la droite (BG) est orthogonale au
plan (EFC).
(b) Déduis-en que (IJ) L(EC).

3. (a) Justifie que (EC)II(PK).
(b) Déduis-en que (IJ) L(PK).

(c) Démontre que le triangle KPB est rectangle en P.

Exercice 3
ABCDEFGH est un cube. I le centre du carré BCGF et ]
milieu du segment [HG].
1. (a) Justifie (DH)L(ABC).
(b) Déduis-en que (DH)L(AC).
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2. Démontre que (BAG)L(ADE).

3. (a) Démontre que (BH)L(ACF).
(b) Déduis-en que les droites (BH) et (AI) sont
perpendiculaires.

4. TJustifie que le triangle Al] est rectangle en I.

Exercice 4

ABCDEFGH est un cube.

1. (a) Démontre que (EF)L(BG).
(b) Déduis-en que (EC) L(GB).

2. Prouve que la droite (EC) est perpendiculaire au
plan (BDG).
Indication : on pourra étudier la position relative de
la droite (BD) par rapport au plan (EAC).

Exercice 5
ABCD est un tétraédre tel que la droite (AD) est
orthogonale au plan (BCD). On désigne par H

I'orthocentre du triangle ABC.
A

B

Démontre que (DH) L(BC).

Exercice 6
SABC est un tétraedre régulier tel que les points [ et ]
sont les milieux respectifs des segments [AB] et [BC].

J

B ‘ =g
1. (a) Démontre que (AB)L(SCI) et (BC)L(SA)).
(b) Déduis-en que les (AB)L(SC) et (BC)L(SA).
2. Démontre que (SB) L(AQ).
3. Démontre que les plans (ABC) et (SI]).

Séquence n°1 : Projection

orthogonale sur un plan

Activité 1.5

Pour mieux comprendre les techniques utilisées par son
tuteur pour dessiner le plan de I'armoire, Coffj,
s’intéresse au procédé qui, a chaque point X de 'espace
associe le point d'intersection X' du plan (ABE) avec la
droite passant par X et perpendiculaire au plan (ABE).
Jean affirme que ce procédé est une application de
I'espace dans lui-méme et qu’il existe méme des points X
tels que X et X' soient confondus

Consigne 1.4.1

1. Le procédé tel que présenté est-il une application de
I'espace dans lui-méme?

Information

Cette application est appelée projection orthogonale sur

le plan (ABE).

2. Propose une définition d'une projection orthogonale
sur un plan.

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:5min

Définition 1.4.1 : Projection orthogonale sur un plan

La projection orthogonale sur un plan (P) est

I'application qui a tout point M de I'espace associe le

point M’, intersection de (P) avec la droite passant par

M et orthogonale a (P). Si p désigne cette projection, on

note p(M) = M’
1\4'){(

S

|
Consigne 1.4.2
On désigne par P la projection orthogonale sur le plan
(ABE).
1. (a) Détermine: P(A); P(B); P(E) et P((ABE)).
(b) Que constates-tu ?
2. (@) Justifie que (LH)L(ABE).
(b) Détermine P(H) ; P(L) et P((HL)).
(c) Que constates-tu ?
3. () Justifie que la droite (LD) n’est pas orthogonale
au plan (ABE).
(b) Détermine P([LD]) et P((LD)).
4. SoitI' et]' les milieux respectifs des segments [LD]
et [AE].
(a) Justifie que I’ est le milieu de [MP].
(b) Détermine (MP)N(AE).
(c) Détermine P(I").
(d) Que constates-tu ?
5. De toutes les questions précédentes, que peux-tu
retenir ?
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Définition 1.4.2 : Point invariant

(P) est un plan et P une projection orthogonale sur

(P), Mest un point quelconque de 'espace.

Si P(M) = M alors on dit que M est un point invariant
par P.

Propriété 1.4.1
L’ensemble des points invariants par une projection
orthogonale sur un plan est ce plan lui-méme
Propriété 1.4.2
Soit P la projection orthogonale sur un plan (P).
1. L’image d'une droite (D) par P est:
e une droite si (D) n’est pas orthogonale a (P)
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B P
A I
i e
A’ B

P
On a : (D) n’est pas orthogonale a (P) ; P(A)=4',
P(B)=B'et A" # B'alors; P((D))=(A'B")
e unsingleton si (D) est perpendiculaire a (P)

A

(D)

Ona: (D) L (P),;P(A)=A",P(B)=A"alorsP((D))={A"}

2. Si AetBsontdeux points d'images respectives A’ et
B' par P, le segment [AB] a pour image par P:

[A’B’] si (AB) n’est pas orthogonale a (P)

{A’} si (AB) est perpendiculaire a (P)
e A’B'=ABsi (AB)II(P)
e A'B’< ABsi (AB) et (P) sont non paralléles

3. L’image, par une projection orthogonale P, du milieu
d’'un segment dont le support est non orthogonal a
(P), estle milieu du segment image.

A I
| — #H—
A’ I B’
P
P([AB]) = [A'B']
P =T = I'milieude [A'B’]

I milieu de [AB]

Consigne 1.4.3 : Approfondissement

ABCDEFGH est un cube et K est le milieu du segment
[FC]. On désigne par g la projection orthogonale sur le
plan (EHG)

a) Détermine q(F), q(C) et q([EC])).

b) Détermine et construis 'image F' du point F par la
projection orthogonale sur le plan (ABG).

Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:5min

Séquence n°J : Projection

orthogonale

Activité 1.6

Donald, un éleve de cette classe de 1¢e D s’intéresse au
procédé qui, a chaque point X de I'espace associe le point
d’intersection X' de la droite (LI) avec le plan passant
par X et perpendiculaire a la droite (LI). Joél affirme que
ce procédé est une application de l'espace dans lui-
méme. Colombe, une éléve de la classe déclare qu’il
existe des points X tels que

X et X' soient confondus.

Consigne 1.5.1

1. Le procédé tel que présenté dans 'activité est-il une
application de I'espace dans lui-méme ?

Information

Cette application est appelée projection orthogonale sur

la droite (LI).

2. Propose une définition d'une projection orthogonale
sur une droite.

Stratégie : TI : 5min TC : 5min

Définition 1.5.1 : Projection orthogonale sur une droite

La projection orthogonale sur une droite (D) est

I'application qui a tout point M de 'espace associe le

point M’, intersection de (D) avec le plan passant par M

et orthogonale a (D). Si q désigne cette projection, on

note q(M)=M".

(D)

Z \QHV

Consigne 1.5.2
On désigne par P la projection orthogonale sur la droite
(LD).
1. (a) Détermine : P(L); P(I) et P((IL)).
(b) Que constates-tu ?
2. (a) Justifie que (BC)L(LI).
(b) Détermine P((BC))
(c) Que constates-tu ?
3. (@) Justifie que la droite (K]) n’est pas orthogonale a
la droite (LI).
(b) Détermine P ([K]]) et P((K))).
(c) Justifie que P(N)=M.
(d) Que constates-tu ?
4. De toutes les questions précédentes, que peux-tu
retenir ?
Stratégie: TI: 5Smin TG:5min TC: 10min

Propriété 1.5.1

Soit p la projection orthogonale sur une droite (D).

1. L’ensemble des points invariants par p est la droite
(D).

2. L’image par p d’une droite orthogonale a (D) est un
singleton.

3. L’image d'une droite non orthogonale a (D) est la
droite (D).
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4. L’image du milieu d'un segment dont le supportn’est
pas orthogonal a (D) est le milieu de I'image de ce
segment.

Consigne 1.5.3 : Approfondissement

ABCDEFGH est un cube. Le point I est centre du carré
BCGF. On désigne par q la projection orthogonale sur la
droite (DH) et par p la projection orthogonale sur le plan
(GFQ).

1. Détermine p(A); p(B);

p([BH]) etp((DO)).

2. Détermine q(G); q(F);

q([AC)).
Stratégie: TI: 5min TG:3min TC: 10min

p(I); p(D); p([AD]);

q([AED; q([BH]) et

ABCDEFGH est un cube. On désigne p, la projection
orthogonale sur le plan (EHG) et par p, la projection
orthogonale sur la droite (BF).
1. Deétermine py(4) ; p1(B) ; p1(F) ; p1(G) et p1 (H).
2. Trouve les images par p; de [AE]; [CF]; [AB] et [DB].
3. Onposep,(J) = K avec ] milieu de [DH].

Démontre que K est le milieu de [BF].

Séquence n°6 : Vecteurs de I'espace

Activité 1.6
Halim, un éléve de cette classe de 1ére D, se souvient de
la notion de vecteur et affirme :

« Le vecteur LN est une combinaison linéaire des
vecteurs AB et AE tandis que AL n’est pas une

combinaison linéaire de AF et AE».

Certains de ses camarades s’interrogent sur la notion de
combinaison linéaire et affirment n’avoir rien compris a
sa déclaration.

Consigne 1.6.1

Un vecteur de I'espace se définit de la méme manieére

qu'un vecteur du plan. On note W l’ensemble des

vecteurs de I'espace.

Détermine :

1. Les caractéristiques du vecteur AB.

2. Les caractéristiques d'un vecteur quelconque de
'espace

Stratégie : TI: 5min TC:5min

Définition 1.6.1
1. Un couple (4,B) de points distincts de l'espace

détermine un vecteur noté AB , caractérisé par:
(a) une direction : celle de la direction droite (AB).
(b) unsens:le sens de parcours de A vers B sur (AB).
(c) sanorme noté || 4B |l : celle du segment [AB].

2. Un couple (E, F) de points de I'espace détermine le
méme vecteur que (4, B) si et seulement si EF méme

direction, méme sens et méme longueur que AB.On
dit que (4, B) et (E,F) sont des représentants du

méme vecteur.
B

A/E/F

3. Pour tout point A de lespace, le couple
(A, A) détermine un vecteur appelé vecteur nul et

noté 0. Il n’a ni sens ni direction.
4. L’ensemble des vecteurs de 'espace est noté W.

Consigne 1.6.2
On considére le dessin de ’armoire.

1. (a) Sachant que LK=I], complete les égalités
suivantes : LI=.. W fj— KN etLi=.. fj
(b) Sachant que Li= K] complete les égalités
suivantes : I]— DC LK=..DC etI]— LK

2. Complete I'équivalence suivante LK—I_j =
LI=..K].

3. (@) Soit I' le milieu de [LD] et J' le milieu de [HI].
Sachant que LI=HD, justifie que les points I et J'
sont confondus.

(b) Sachant que [LD] et [HI] ont le méme milieu I’,

justifie que Li=HD.

(c) Complete I'équivalence suivante :

[LD] et [HI] ont le.....

4. En considérant le point L et le vecteur GC:

(a) Exprime LI en fonction de GC.

(b) Peut-on trouver un autre point S différent du
point I tel que LS=GC?

(c) Compléte la phrase suivante pour en faire une
propriété : « Pour tout point O et pour tout
vecteur i de 'espace, il existe un ............. point M
de I'espace tel que OM=1i »

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

LI=HD <

Propriété 1.6.1
Pour tous points 4, B, Cet Dde 'espace,ona:
1. AB=CD < AC=BD
2. AB=CD alors les segments [AD] et [BC] ont le
méme milieu.

Propriété 1.6.2
Pour tout point O et pour tout vecteur i de I'espace, il
existe un unique point M de I'espace tel que OM=i

Consigne 1.6.3

Observe attentivement le dessin de I'armoire.
1. Construis le parallélogramme ABFE.

2. Construis les vecteurs AB ; AE et AF.
Information
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Le vecteur AF est appelé la somme des vecteurs 4B et
AE.

3. Construis la somme des vecteurs LM et LK.

4. Propose une définition de la somme de deux
vecteurs.

Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC:5min

Définition 1.6.2 : Somme de deux vecteurs

Soit A un point du plan et soit i et ¥ deux vecteurs du
plan. On désigne par B et C les points du plan tels que
AB=1 et AC=%.

Soit D le point du plan tel que [BC] et [AD] aient le méme
milieu.

On appelle vecteur somme de U et v, le vecteur w tel que
w=AD. On note W=t+%.

w X
A B

Relation de Chasles
Pour tous points A, B et C du plan, on: AB+BC=AC.

Propriété 1.6.3

Pour tous vecteurs U, ¥ et w de W, ona:
1. u+v=v+i.
2. (U+v)+ w=u+@+w).

Consigne 1.6.4

Observe attentivement le dessin de 'armoire

1. Compléte I'égalité suivante : Li=..LM.
Information

On dit que le vecteur Ll estle produit du vecteur LM
par 2.

2. Construis le vecteur ES tel que ﬁzgﬁ

3. Détermine le produit du vecteur AB par O et le
produit du vecteur nul 0 par un nombre réel £.

4. Détermine le produit d’'un vecteur quelconque u
par 1.

Stratégie: TI: 5min TG:3min TC: 7min

Propriété 1.6.4

Pour tous vecteurs i et U de 'espace et pour tous réels a
etf,ona:

ati=0 < =0 ou a=0

1 X u=u.

(a+ B) u=ai+ Bu.

a (U+V)= ai+av.

a(Bv) = p(av)= afv.

Vi W

Définition 1.6.3 : Combinaison linéaire

Soit Uy, Uy,...., Uy, n vecteurs de 'espace.

On dit qu’un vecteur ¥ est combinaison linéaire des
vecteurs Uy, Uy,...., Uy lorsqu'il existe n réels ay, a,, ...,
@, tels que V=a, U+ a Uy + ...t A Uy,

Définition 1.6.4

Deux vecteurs 1 et v de l'espace sont dits colinéaires
lorsque I'un d’eux est le vecteur nul ou bien lorsque les
deux ont la méme direction ; c’est-a-dire s’il existe un
nombre réel B. U = Bv.

Définition 1.6.5

Trois vecteurs de I'espace sont coplanaires lorsque deux
d’entre eux sont colinéaires ou bien lorsque I'un d’eux
est une combinaison linéaire des deux autres.

Propriété 1.6.5

Soit 1, U et W trois vecteurs de l'espace tels que 1i=AB :

D=AC et w=AD.

e Les vecteurs U, U et w sont coplanaires si et
seulement si les points A, B, C et D sont
appartiennent a un méme plan.

e Les vecteurs U, U et w sont coplanaires si et
seulement si il existe au moins un triplet (a; B;Yv)
non nul de nombres réels tels que ati+B7+ yw=0.

e Les vecteurs 1, ¥ et W sont non coplanaires si et
seulement si I'unique triplet de nombre réel (a; §;v)
tels que ati+B 5+ yw=0 est le triplet (0, 0, 0).

Consigne 1.6.5 : Consolidation

On considere le compartiment ABFEIJKL de I'armoire

1. Lesvecteurs E, BF et 7]) sont-ils coplanaires ?

2. Démontre que les vecteurs AB, AE et Al sont non
coplanaires.

Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:5min

Consigne 1.6.6

A et B sont deux points distincts de I'espace, M un point
quelconque de 'espace.

Justifie que M € (AB) si et seulement si, il existe un
nombre réel k tel que : AM=KkAB.

Stratégie: TI: 5min TG :3min TC: 7min

Propriété 1.6.6

A et B sont deux points distincts de I'espace, M un point
quelconque de 'espace.

M € (AB) si et seulement si, il existe un nombre réel k
tel que: AM=KAB.

NB : La relation vectorielle AM=kAB avec k € R est la
caractérisation vectorielle de la droite (AB).
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Propriété 1.6.7
Soit A un point de ’espace et 1 un vecteur non nul de W.
La droite de repeére (4, %) estl’ensemble des points M de

I'espace tel que AM=k7i avec k € R

Consigne 1.6.7

A, B et Csont trois points non alignés de I'espace et M un
point quelconque de 'espace.

Démontre que M € (ABC) si et seulement si il existe

deux réels a et § tels que AM=aAB +Bﬁ.
Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC: 7min

Propriété 1.6.8

A, B et C sont trois points non alignés de I'espace et M un
point quelconque de 'espace.

M € (ABC) si et seulement si il existe deux réels a et 8
tels que AM=aAB +,8R.

NB La relation vectorielle AM=aAB +ﬁTCavec
(a; B) € R? est la caractérisation vectorielle du plan
(ABOQ).

Propriété 1.6.9

Soit A un point de I'espace, U et ¥ deux vecteurs non
colinéaires de W. Le plan de repére (A,u,v) est
I'ensemble des points M de I'espace tel que AM=aii +
B avec (a; B) € R?.

Consigne 1.6.8

Observe attentivement le dessin de 'armoire.

1. Justifie que les vecteurs AB, BF et BC sont non
coplanaires.

Information

Le triplet de vecteur (ﬁ, BF, ﬁ) est appelé base de

I’ensemble W des vecteurs de I'espace.

2. (a) Détermine le triplet (@, B, y) de nombres réels tel

que G_D)=aﬁ+ﬁﬁ+y3_(f.

(b) Peut-on trouver un autre triplet (x;y;z)#

(a,B,v) tel que GD=xAB+yBF+zBC ?

Recopie puis complete la phrase suivante pour en

faire une propriété : « Si 7, J et k sont trois vecteurs

de I'espace non coplanaires, alors pour tout vecteur

u de 'espace, il existe un ....... triplet (x;y;z) de

nombres réels tel que U=...7+..j+..k. »

Donne une définition d’'une base de 'ensemble W

des vecteurs de 'espace

Stratégie : TI: 5min TG:5min TC: 5min

4,

Propriété 1.6.10

Si1, J etk sont trois vecteurs de 'espace non coplanaires,
alors pour tout vecteur U de I'espace, il existe un unique

triplet (x; y; z) de nombres réels tel que Z=xi+y]+zk.

Définition 1.6.6
e Untripletde vecteurs non coplanaires est appelé une
base de 'ensemble W des vecteurs de I'espace.

Soit (7,7, k) une base de W, 7 un vecteur de W. Le
triplet (x;y;2) de nombres réels tel que

Ui=xT+yj+zk est appelé coordonnées du vecteur %

X
dans la base (7,7, E) On note u(x; y; z) ou i <y>
z
Soit M un point de I'espace tel que OM= xI+yj+zk.
Le triplet (x;y; z) est appelé coordonnées du point
M dans le repére (0,7, , k). Et on note M(x; y; z) ou

/()

Pour tout point O de I'espace et pour tout triplet (3,
7 E) de vecteurs non coplanaires, le quadruplet (0,
7, E) est appelé repere cartésien.

Le quadruplet (A, B, D, E) formé par quatre points
non coplanaires est aussi un repere de l'espace
appelé repére affine. Il se note aussi (4, AB,AD, ﬁ).
Dans le repere (0,7, 7, k) de I'espace, le point O est
appelé origine du repere.

Remarque 1.6.1

On détermine toujours les coordonnées d’un point
dans un repere donné de I'espace.

On détermine toujours les coordonnées d’un vecteur
dans une base donnée de W

Propriété 1.6.11
Soit U(x;y;z) et v(x';y’;2z") deux vecteurs dans une
méme base de W et f un nombre réel.
u=rex=xy=y,z=2"
x+x'
. (ﬂ+ﬁ)<y+y’)
z+2z'
Bx
o« (BW (ﬁY>
Bz

Consigne 1.6.9 : Approfondissement
ABCDEFGH est un cube. Soit I le centre du carré EFGH, ]
et K les milieux respectifs des segments [BF] et [GH].

1. Démontre que le quadruplet (E, DA, HG, ﬁ) estun
repére de I'espace.

2. Détermine dans ce repere les coordonnés de tous les
points du cube.

3. Détermine les coordonnés des vecteurs BK et I7

dans la base ( H—G), DA , ﬁ).
Stratégie: TI: 10min TG:5min TC: 15min

Exercice 1

ABCDEFGH est un cube. Les points I, ] et K sont les
milieux respectifs des segments [AB], [BC] et [HC].

On muni I'espace du repére (D,7, J, E) avec ,47= DA,
,f=%55 et 4k=DH.
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AL B
On donne les points R, U, T et Z tels que IJKR est un
parallélogramme ; DU=AD + gﬁ ; T_D)ng—D) — %E&f et
Z le centre de la face ADHE.
1. Justifie que les points D, B et T sont alignés.
2. (a) Justifie que le triplet (DA, DC , DH) est une

base.
(b) Détermine les coordonnées des points E, F et G

dans le repére (D, 7,7, k) puis dans le repére (D, D4,
DC,DH).

3. Détermine les coordonnées des points R, U et Z
dans le repére (D, 7,7, k).

Exercice 2
ABCDEFGH est un cube. M est le point tel que W=§ﬁl)

et N est le point tel que W%E.
1. Démontre que MN=EA4 + iﬁ?’

2. Les vecteurs EA, MN et HE sont -ils coplanaires ?

Exercice 3

ABCDEFGH est un cube.

1. Construis les points M et N tels que
BM=AB+AD+AE et AN=AB+BG.

2. Justifie que les points A, M et N sont alignés.

3. Les vecteurs 4G, EC et BF sont-ils coplanaires ?

4. Les vecteurs BD, BH et BF sont-ils coplanaires

Exercice 4

ABCDEFGH est un cube d’aréte de longueur 1m. Le point
[ du segment [AE], ] le centre de la face CDHG, K et L. dont
définis par ﬁ()zgﬁf et AL = gﬁ et T le milieu de [KL].
L’espace est muni du repére (4, AB,AD , E).
Détermine les coordonnées des points I et .
Justifie K (O;g; 1) etlL G;g; 1).

Détermine les coordonnées du points T.
Démontre que les points I, T et ] sont alignés.

Déduis-en que les points I, ], T, K et L sont
coplanaires.

SO .
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SA N°2 : ORGANISATION
DES DONNEES

Situation de départ :

Texte : Le meilleur tireur

Une société de surveillance organise de facon périodique
pour ses agents une séance d’entralnement au tir.
Chaque agent est soumis a un test a I'aide d'un dispositif
spécial construit a partir d'un carré de 8dm de c6té. Ce
dispositif génére de facon successive plusieurs carrés
concentriques tels que chaque sommet du carré a
construire soit sur un c6té du carré précédemment
construit et a une distance x de I'une des extrémités de
ce coté. A chaque agent, le dispositif construit selon sa
taille et son poids un nombre N donné de carrés dont il
doit atteindre au tir un certain nombre N'(N' < N).
Melon n’est ni gros ni grand mais trapu, il veut se
qualifier meilleur agent tireur de la société. Il consacre
plus de 12 heures a son travail et a I'entralnement. Il se
demande comment choisir la durée de chacune de ces
deux activités de facon que, en s’entrainant trois fois
plus que d’habitude, il travaille plus qu’il ne s’entraine. Il
se propose aussi d’étudier les principes mathématiques
de ce test. Pour cela il reléve dans les bases de données
de la société les poids et les tailles de certains de ses co-
équipiers. Il dresse le tableau suivant :

Poidsenkg(x) 55 68 62,5 62 68 68

Tailleencm (y) 165 177 174 168 165 171

Poidsenkg(x) 59 71 74 68 68 71

Tailleencm (y) 165 177 174 171 165 174

oidsenkg(x) 74 71 65 65 62 65

‘Tl‘ailleenc O 174 174 174 174 174 174

Poidsenkg(x) 68 71 65 74 74 71

Tailleencm (y) 168 171 174 168 177 174

Poidsenkg(x) 65 77 74 62 77 68

165 180 177 168 180 171

/
4che : Tu vas te construire de nouvelles connaissances
n mathématiques. Pour cela, tu auras tout au long de la
ituation d’apprentissage a :
rimer ta perception de chacun des problémes
posés;
nalyser chacun des problemes posés;
athématiser chacun des problemes posés;
pérer sur I'objet mathématique que tu as identifié
our chaque probléme;
méliorer au besoin ta production.

Activité 0
o |\Lis le texte de la situation de départ.

e Reformule le probleme ou la situation-probléme en
tes propres termes.

e Formule toutes les idées et questions que t'inspire la
situation

e Reconnais des situations similaires.

e Anticipe éventuellement sur la
probléeme.

réponse au

Séquence n°l : Equations et
inéquations dans R

1.1 Equations du second degré dans R

1.1.1 Polyndme du second degré
Activité 2.1
Dans le but de réaliser son dispositif d’entrainement,
Melon désire connaitre la valeur de x afin de construire
le second carré IJKL pour qu’il ait 20 dm? d’aire. Pour

cela, il fait le dessin suivant du dispositif :
B
[

8 dm

£
1 |
D T K ¢

Consigne 2.1.1 : Equation du second degré

1. (a) Calcule en fonction de x l'aire du second carré
IJKL.
(b) Justifie que x vérifie I'égalité suivante :
x?—8x+22=0.

2. Comment appelle-t-on une telle égalité ?

Stratégie: TI: 5Smin TG :3min TC: 7min

Définition 2.1.1 : Polynéme du second degré

e On appelle polyndme du second degré, tout
polynome P(x) pouvant s’écrire sous la forme
P(x)=ax?*+bx+c avec a € R* et (b; ¢) € R

e On appelle équation du second degré a une
inconnue, toute équation de la forme ax?+bx+c=0

Consigne 2.1.2 : Degré d'un polynéme

Donne le degré de chacun des polynémes ou équations
suivantes :

1. P(x)=x + 2x% — 4.

2. (Ey):1—2x+x*2=2+x(2 + xV/2).

3. (Ey):(m—1)x2+(2m? + 1)x+m+2=0.

Stratégie : T1 : 3min TC : 5min

1.1.2 Discriminant d'une équation du second
degré
Consigne 2.1.3
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On considere le polyndme du second degré
P(x)=ax?+bx+c avec a € R* et (b; ¢) € R
1. Démontre que Vx € R,

Pl s+ ) -5

2. Onpose A=b? — 4ac.
(a) Ecris P(x) en fonction de A.
A

Wl b 2
(b) Justifie que : P(x)=0< (x + Z) =2

4a?’
3. Résous l'équation P(x)=0 dans chacun des cas
suivants :
@A=0
(b)A<O
(00A>0
Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 10min

Définition 2.1.2 : Discriminant

On appelle discriminant, noté A, de 'équation du second
degré ax?+bx+c=0 (a € R* et (b;c) € R?), le réel
défini par A=b? — 4ac.

Méthode de résolution d'une équation du second degré
Soit I'équation du second degré (E) : ax?+bx+c=0.
Pour résoudre une équation (E), on peut procéder
comme suit :
e On calcule le discriminant A=b? — 4ac de I'équation
(E) ou du polynéme du second degré ax?+bx+c
e SiA < 0alorsl'équation (E) n'admet pas de solution
réelle.
OnadoncSg =0
Dans ce cas le cas le polyndme P(x)=ax?+bx+c
n’est pas factorisable.
e Si A =0 alors I'équation (E) admet une solution
double x telle que xy=— %.

On a donc SR={— %}

Dans ce cas la forme factorisée du polynome
P(x)=ax?+bx+c est:

P(x)=a(x —xy)?’=a (x + %)2.

e Si A> 0 alors I'équation (E) admet deux solutions

0 0 _b_ A _b A
distinctes x; et x, telles que : x;= 2a\/_ etxy;= ;2/_'
—-b—VA —-b+VA
On adonc SR={ \/_: +\/_}
2a 2a

Dans ce cas la forme factorisée du polyndme
P(x)=ax?+bx+cest: P(x)=a(x — x1)(x — x,)

Pe=a (x - =25) (r - 55

2a
Remarque 2.1.1

Soit (E) : ax?+bx+c=0 un équation du second degré
aveca € R* et (b; c) € R?.

Si le produit a X ¢ < 0 alors I'équation (E) admet
nécessairement deux solutions distinctes.

Consigne 2.1.4

1. Résous dans R chacune des équations suivantes :
(@) (E;) : 2x%+3x — 2=0.
(b) (E,) : 4x? —4x + 1=0.
(¢) (E3):2x%4+3x + 2=0

2. Factorise si possible
suivants :
(a) P(x)=2x2+3x — 2.
(b) Q(x)=4x% —4x + 1.
(¢) R(x)=2x%+3x + 2.

chacun des polynémes

Consigne 2.1.5

On considére I'équation (E,) : (m—2)x%+2(m—

1)x+m + 1=0 ou m est un parametre réel.

1. (a) Résous dans R I’équation (E;).
(b) Détermine la valeur de m pour que le réel
—2 soit solution de (E,;,).

2. Résous dans R I'équation (E,) en discutant
suivant les valeurs de m.

Stratégie : TI : 10min TC: 20min

Méthode de résolution d’une équation paramétrée
Pour résoudre une équation (E) : ax?+bx+c=0 ou l'un
aumoins des réels a ; b et c dépend d’'un paramétre réel,
on peut procéder comme suit :
e Onétudie éventuellement le cas ou I'équation (E) est
du premier degré c’est-a-dire le casou a = 0.
e Dans le cas ou I'équation (E) est du second degré
(casoua # 0),
v on calcule le discriminant A=b? —4ac de
I’équation (E) ;
v' on étudie le signe de A suivant les valeurs du
paramétre ;
v" on détermine enfin dans chaque cas le nombre
de solutions de I'’équation (E) et on détermine la
valeur de chacune de ces solutions.

Consigne 2.1.6 : Propriété

On désigne par x; et x, deux solutions distinctes de

'équation du second degré ax?+bx+c=0 (a € R* et

(b; ¢) € R?).0n désigne par S la somme de ces racines et

par P leur produit.

1. Rappelle I'expression de chacune des solutions
x, et x, en fonction de a, b et A.

2. Calcule SetP.

Stratégie: TI: 5min TG :3min TC: 5min

Propriété 2.1.1
Si x; et x, sont les solutions d’une équation du second
degré ax?+bx+c=0 (a € R* et (b; ¢) € R?), alors

b c
x1+x2=—a etx; Xx, = P

Consigne 2.1.7 : Consolidation
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1. On considére I'équation suivante : x? —3x —4=0. e Si A<O0 alors (E) n"admet pas de solution réelle
(a) Sachant que le réel 1 est une solution de cette donc pas d’étude de signe ;
equation, ('iete.rrrlune lautzre solution sans | , g; {A >0 lors (E) admet deux solutions distinctes
calculer le discriminant de x* —3x —4. P <0 _
(b) Vérifie la réponse de la question 1.(a) par calcul de szgne(;:ontralre;
du discriminant de x? —3x —4. . silp > 0l EY admet d Iuti .
2. Soit dans R I'équation 2x? —3x — 8=0. On désigne ! S f 0 alors (E) admet deux solutions opposées ;
par x; et x, les solutions de cstteléquation. Sans A>0
déterminer x; et x,, calcule A=x—1+z; B=xZ+xZet | o Si {P > 0 alors (E) admet deux solutions distinctes
C=x7+x3. osist‘i\?e;) ;
Stratégie: TI: 10min TC : 20min o %
e Si{P > 0 alors (E) admet deux solutions distinctes
Propriété 2.1.2 S<0
Si x4 et x, les solutions d’'une équation du second degré négatives ;

ax?+bx+c=0aveca € R* et (b, C) € RZ, alorslasomme | o Si {A =0 alors (E) admet une solution double

S=x;+x, et P=x; Xx, vérifient la relation x? — S<0

négative ;
Sx + P=0. e o
e Si { $>0 alors (E) admet une solution double
Retenons 2.1.1 : Détermination de deux réels connaissant positive ;
leur somme et leur produit _ A>0 _ )
Pour déterminer deux nombres réels connaissant leur | ® Si I; = (()) alors (E) admet deux solutions dont 'une
>

somme S et leur produit P, on peut résoudre I'équation
x? —Sx + P=0. Les solutions de cette équation

A>0
lorsqu’elles existent sont les deux nombres réels | , g; P = 0 alors (E) admet deux solutions dont I'une
recherchés. §<0

est nulle et 'autre est négative.

est nulle et 'autre est positive ;

Consigne 2.1.8 : Application
1. Détermine deux nombres réels dont la somme est | Consigne 2.1.10 : Consolidation

—5 etle produit est —126. Soit I'équation (Ey,) : (m — 2)x2+2(m + 2)x+m —3=0
2. Résous dans R le systeme d'équation | ,i . estun paramétre réel
2 2 — )
($): xT+y =12 1. Pour quelles valeurs de m, cette équation a deux
xy =2

3 D& . 1 di ) e e d racines distinctes de signes contraires.
- Détermine les dimensions un rectangle de | 5 poy,y quelles valeurs de m, cette équation a deux

o N ) . 2
périmetre 12 m et d aire 1 m-. . racines distinctes de signes négatifs.

4. Un rectangle peut-il avoir pour périmetre 6 m et Stratégie: TI: 7min TG:3min TC:15min

pour aire 4m?.

Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC:12min

Consigne 2.1.11
1. On désire résoudre dans R l'équation (E) :
—8t*+8t%+6=0. Pour cela on donne I'équation
(E") : —8x2+8x+6=0.

Consigne 2.1.9 (a) Résous dans R, I'équation (E").

Soit m un parameétre réel. On donne (E) : (b) En posant t? = x, justifie que I'équation (E)
(m+2)x? —(m+4)x+2—m=0 avec m # —2. devient une équation (E'') qui est
1. Etablis une relation indépendante du paramétre réel équivalente a I'équation (E') et déduis-en

m entre les racines x; et x, de (E). dans R les solutions de I'équation (E).

2. Déduis-en les racines doubles. 2. En posant Vt=x pour t =0, résous dans R
3. Détermine m pour que xl + xl = % 'équation (E;) : —8t+8/t+6=0.

Stratégie: TI: 7Tmin TG : 3r;1in ZTC . 12min 3. En posant |t|=x, résous dans R I’équation (E,) :

—8|t|*+8|t|+6=0.
Stratégie: TI: 10min TG:5min TC: 15min

Retenons 2.1.2
Soit I'équation du second degré (E) : x2+bx+c=0 avec
a € R* et (b; c) € R?

Méthode de résolution d’'une équation irrationnelle
Soit P(x) et Q(x) deux polynomes.

e Equation de la forme /P (x)=Q (x)
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P(x)=0
JP(X)=0(x) Qx)=0 ou
P(x) = [Q(0)]?

>0
= ={p Do

Equation de la forme /P (x)=,/Q(x)

P(x)=0
JPeO=/000) ={ Q) =0
P(x) = Q(x)

Equation de la forme \/P(x) = k; k € R
» Si k <0, alors cette équation n'admet pas de
solution ;
P(x)=0
Sik > 0,alorsona:/P(x)=k & {P((xx)): 2

Sik = 0,alors /P(x)=k & P(x)=0

Consigne 2.1.12 : Consolidation
Résous dans R, les équations irrationnelles suivantes :

(E):Vx+2=2—-3xet(E):Vx?—x—4=—x+7.

Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:12min

Activité 2.2

Pierre, ayant vu le dispositif d’entrainement de Melon se
demande comment choisir x pour que l'aire du carré
I[JKL soit égale au moins a deux fois celle du carré ABCD.

Consigne 2.1.13 : Découverte

1. Rappelle l'aire de chacun des carrés ABCD et IJKL.

2. Justifie a partir des informations de I'activité 2.2 que
x vérifie I'inégalité suivante : x> —8x —32> 0.
Comment appelle — t - on I'inégalité obtenue dans la
question 2 ?

Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC: 5min

3.

Définition 2.1.3 : Inéquation du second degré
On appelle inéquation du second degré a une inconnue,
toute inéquation de la forme : ax? + bx + ¢ < 0; ax?® +

bx+c<0;ax®?+bx+c >0;ax®?+bx+c >0 avec
a € R* et (b; c) € R?.

Consigne 2.1.14 : Etude de signe d’'un polynéme du

second degré

On considére le polynome du second degré défini par

P(x) = ax®+ bx + caveca # 0

1. Donne laforme factorisée de P(x) suivantle signe de
A

2. Etudie le signe de P(x) dans chaque cas en
complétant les phrases suivantes :

e SiA < 0alorslesigne de P(x) dépend de celui de ....

e SiA = 0 alors le signe de P(x) dépend de celui de ....

e Si A>0 alors l'équation P(x)=0 admet deux

solutions distinctes x; et x, telles que
P(x)=a(x —x;)(x — x3).Onadonc:

x —00 1 Ta o0
PP B S Y
T — T - - P+
(-w)e—z)| + P o+
P(x) ? 'f

On suppose que x; < x,

Propriété 2.1.3

Soit le polyndme du second degré P(x)=ax? + bx + ¢

avec a, b et ¢ des constante réelles et a # 0.

e Si A<O alors le polynome P(x) garde un signe
constant et son signe est celui de a, Vx € R.

Tableau de signe P(x)
r |—oo +oo
P(x) signe de a

Si A =0 alors le polyndme P(x) garde un signe
constant et son signe est celuide a, Vx € R — {%}
Tableau de signe P(x)

—b
2a

r | —oo “+oo

P(zx)

signe de a + stgne de a

Si A > 0 alors le polyndme P(x) a le signe suivant :

To “+oc

Jﬁ signe de a

Retenons 2.1.3

Pour résoudre dans R une inéquation du second degré
ax®+bx+c <0; ax?+bx+c<0; ax*+bx+c >0;
ax?+bx+c > 0aveca € R* et (b; c) € R? onseraméne
d’abord a l'étude de signe du polynome
P(x)= ax?+bx+c puis déduire 'ensemble des solutions
de I'une de ces inéquations.

T |[—oo o)

signe de a %}

Avecx; < x5

signe

P(ZB) de (—a)

Consigne 2.1.15 : Résolution d'une inéquation du second
degré

Résous dans R les inéquations suivantes :
(I):x?=2x—15>0 ; (I):—2x*—-x—-1<0 ;
(13):%x2 —x+1<0;(,):-2x2—x+1<0.
Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 15min

Méthode de résolution d'une inéquation irrationnelle
Soit P(x) et Q(x) deux polynomes.

Inéquation de la forme /P (x) < ./Q(x)
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P >0
VPG < V2@ < {pis Locy

Inéquation de la forme \/P(x) < Q(x)
P(x)=0
VP(X) = Q) =

Q(x)=0
P(x) = [Q(x)]?
Inéquation de la forme /P(x) = Q(x)
Q(x)=0

P(x)=0
V7@ 2 06 =005 < 0 o) = [
Inéquation de la forme \/P(x) = k; k € R
> Sik<0,/P(x)=ke P(x)=0;
_ P(x)=0
» Sik >0,alorsona:/P(x) >k @{P(x) > k2
» Sik =0,alors/P(x) > k< P(x) =20

Consigne 2.1.16 : Consolidation

Résous dans R les inéquations suivantes :
(I):V2x2 —x+ 6 <Vx —2;
(I):Vx2—3x—4—x<—1;(3):VxZ —x + 1 >9—x.

Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 15min

Propriété 2.1.4
Soit f(x)=ax?+bx+c un polynéme du second degré de
discriminant A = b? — 4ac > 0. On désigne par x; et x,
les racines de f(x) telles que x; < x,. Soit 8 un réel et
S =xq + x5.
La position du réel § par rapport aux racines x; et x, de
f(x) est déterminée de la facon suivante :
( A>0
Si af (B) < Oalorsxl <P <x
A>0
af(B) >0 alorsx; < x; < fB;
S-28<0
A>0
af(B) >0 alors f < x; < x5 ;
S—-28>0
A>0
af(f) =0alorsx; < fetx, =f
S-28<0
A>0
af(B) =Oalorsx; = fetx, > f
S=-28>0
Si A = 0 alors le polyndéme f(x) admet une racine
double x, et la comparaison est évidente.

Si

Si

Si

Si{

Consigne 2.1.17 : Réinvestissement

1. Ondonne le polynéme P(x)=4x% — 3x — 1.
Donne la position du réel 2 par rapport aux racines
de P(x) sans les déterminer

2. Soit (Ey,) : (6—m)x?+(3m+1)x —3—9m=0 avec m

un parametre réel.
Discute suivant les valeurs de m, la position du réel
1 par rapport aux solutions de I'équation (E,,,).

Activité 2.2 : Problemes conduisant a la résolution d'une
équation ou inéquation du second degré

A travers cette activité, il s’agira de résoudre des
problémes conduisant a la résolution d’'une équation ou
d’une inéquation du second degré.

Consigne 2.1.18 : Problémes conduisant a la résolution
d’une équation du second degré

La somme des carrés de trois nombres entiers naturels
consécutifs est 110.

Détermine ces entiers naturels.

Stratégie: TI: 5min TG:3min TC: 10min

Consigne 2.1.19 : Problémes conduisant a la résolution
d’une inéquation du second degré

”Aich-Lingerie” est une société qui fabrique des sous
vétement S et des draps D. La production journaliére de
l'usine est donnée par l'inégalité : S2+4S + 8D <2496.
Détermine le nombre maximum de sous-vétements que
cette usine peut produire en une journée de travail si elle
ne produit pas de draps.

Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC: 10min

Exercice 1
Résous dans R les équations et inéquations suivantes :

(Ey) : —x%+4x +5=0; (Bz) 13 x2+x+1=0; (E3)
x2+2x +5=0; (Ey) : (x*—5x+6)%—
(2x% — 5x + 1)?=0; (E5) :V3x2 —(14+V3)x +1=0
(1)) : =5x2+43x —2=>0; (1) —x%+4x +5>0;
(I3) : x% —8x +16> 0 ; ) : -2 5%
(Is) : Bx + 2)% < (x% + 6x + 2)2.

x x+1 — x2%+x

Exercice 2
Résous dans R les
irrationnelles suivantes :

(Ep) :V3x + 1=3—x; (E;) : 1+V3x%Z —2x — 1=x;
(E3) :Vx* —12x2 + 36=x; (E,):Vx —3+Vx —8=5;
(Es) : V2x +V6xZ + 1=x+1; (Eg) :WVx + 16 — Vx=2;
(E;): x? —6x —Vx2 — 6x — 3=5;
(I):V3x —4 < x+2; (1)
(I3) : Vx%2 —3x + 2 < V—x2 + 7x.

équations et inéquations

tx—5<+V3x—4 ;

Exercice 3
On considere l'équation (E,,) d’inconnue x et de
paramétre réel m :(E,,):(1-m)x?+(2m —3)x+m+1=0

1. (a) Détermine m pour que 2 soit une solution de
(Em).
(b) Résous (E;).

2. Onsuppose quem # 1.
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4,

(a) Calcule le discriminant A,, de (E,;,) puis étudie
son signe.

(b) Discute suivant les valeurs de m le nombre de
solutions de I'équation (E,,).

On désigne par x; et x, les solutions de (E,)

lorsqu’elles existent (x; < x,). Détermine les

valeurs de m pour que :

(a) x, et x, soit opposées.

(b) x; et x, soit de signes contraires.

(c) xq et x, soit de signes strictement négatifs.

Trouve une relation indépendant de m entre x; et x,.

Exercice 4

On considére le polynome P, de variable x défini par
P (x)=(2—m)x? —2mx+1 ou m est un paramétre réel.
On désigne par x; et x, les solutions de P, (x)=0
lorsqu’elles existent (x; < x5).

1. Résous dans R I'inéquation (1) : —x? — x+2<0.

2. Résous et discute suivantles valeurs de m, ’équation
P (x)=0.

3. Etudie suivant les valeurs de m le signe de x; et x,
lorsqu’elles existent.

4. Dans quels intervalles doit-on trouver les nombres
réels mtels que :
(@) x <xy,<—-17
(b)x; <—-1<x,7?

Exercice 5

On considére I'équation paramétrique (E,;,)

(m+1)x? —(m+3)x+3—m=0 ol m est un parameétre

réel.

1. Etudie suivantles valeurs de m I’existence et le signe

des racines x; et x, de (E,).

2. (a) Etablis entre les racines une relation
indépendante de m.
(b) Déduis - en la valeur de x, quand x;=—2.
3. Détermine m de fagon que I'on ait : 5x; =—3x,.
Exercice 6

Etudie la position du réel 3 par rapport aux racines de
I'équation (E,,) : (m —1)x? —(2m+2)x+m+2=0.

Activité 2.3
Trois agents de la société de surveillance : Melon, Jean et
Jacques décident de construire trois carrés distincts.

Jean veut que la somme de la longueur d’un c6té des
trois carrés soit égale a 12.

Melon veut que la somme de la longueur d’'un c6té de
son carré et du double de celle d'un coté du carré de
Jean diminuée de celle d’'un c6té du carré de Jacques
soit égale a 6.

Jacques quant a lui, veut que le double de lalongueur
d’'un c6té du carré de Melon augmenté de celle
d'un coté du carré de Jean soit égale au triple de
celle d'un coté de son carré diminué de 5.

Définition 2.1.4
d’équations linéaires a trois inconnues

Exemple: (5;):{x —2y—8z =5 et (52){

Ces trois agents se demandent donc la valeur a attribuer
a la longueur d'un c6té de chaque carré pour satisfaire
toutes ces conditions.

Equations linéaires et systéme

On appelle équation linéaire a trois inconnues x,
¥, Z, toute équation pouvant s’écrire sous la forme
ax+by+cz+d=0 aveca, b, c et d des constantes
réelles.

On appelle solution d’'une équation linéaire
ax+by+cz+d=0, tout triplet (a; $,y) de nombres
réels vérifiant cette équation.

On appelle systeme d’équations linéaires a trois
inconnues, tout systéme de n équations linéaires a

trois inconnues (n > 2).
x—3y+4z=1 X—y+7z=-3

2x+ty+z=—-4 Sx-y-z=2

Définition 2.1.5 : Systémes équivalents

Deux systemes linéaires sont dits équivalents si et
seulement si ils ont le méme ensemble de validité et le
méme ensemble de solution.

Propriété 2.1.5
On transforme un systeme en un systéeme équivalent si :

on change, dans toutes les équations, dans l'ordre
des inconnues sans changer les coefficients
associés.

on change deux lignes L; et L; (L; <> L;).

on remplace une ligne L; par une combinaison
linéaire des lignes L; et L; et on écrit L; «— aL;+pL;
(ad e R*et g € R).

Consigne 2.1.20 : Résolution d'un systeme linéaire de
trois équations a trois inconnues
1.

En désignant respectivement par x, y et z la longueur

du coté du carré de Melon, Jean et Jacques :

(a) Traduis chacune des informations ci-dessus par
une équation a trois inconnues : x, y et z.

(b) Déduis-en un systeme d’équations (S) vérifié par

x,yetz.
On donne le systtme (S;) suivant
x+y+z=12 (Ly)

($1)):ix+2y—z=6 (Ly)

2x+y—3z=-5 (L3)

(a) En remplagant L, et L; respectivement par les
opérations L, —L; et L;—2L,;, donne un
systeme (S,) équivalent au systeme (S;). (On
désignera par L, la ligne contenant la réponse de
I'opération L, — L, et par L% celle contenant la
réponse de I'opération L3 — 2L;.)
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(b)Justifie que le systéme (S,) équivalent au

systéme (S3) suivant
x+y+z=12 (L))
(83): y—2z=-6 (L2)
—7z=-35 (L%

(c) Déduis-en la valeur de z a partir de L3 puis celle
de y a partir de L), et celle de x a partir de L;.
(d) Déduis-en I'ensemble des solutions du systeme
(S
Information
Tu viens d’achever la résolution du systéme (S;) par la
méthode de pivot de Gauss.
3. En utilisant une technique similaire a celle

précédente, résous le systéme :
x+2y+z=8
)y x—y—z=-4
x+4y—5z=-6
Stratégie : TI : 10min TC: 20min

Vocabulaire - Notation

Dans le processus de résolution d'un systeme
d’équations linéaires, 'usage est d’appeler les équations
du systéme « lignes » et de désigner tout n’*™€ par (L,,).

Opérations élémentaires sur les lignes

Dans un systéme d’équations linéaires, on peut :

e permuter deux lignes L; et L; (i # j) du systéme.
Cette opération se note L; <= L; ;

e remplacer une ligne L; par al;. Cette opération se
note L; «— alL;, a étant un nombre réel non nul ;

e remplacer une ligne L; par une combinaison linéaire
aL;+pL; de L; et d'une autre équation L;. Cette
opération se note L; «— aL;+fL; (a € R* et f € R")

Propriété 2.1.6

On ne change pas les solutions d’un systeme d’équations
linéaires en permutant entre elles deux lignes de ce
systéme ou en multipliant une ligne de ce systéme par
un nombre réel non nul ou encore en ajoutant a une ligne
du systéme une combinaison des autres lignes du
systéme.

Méthode de Pivot de Gauss

La méthode de Pivot de Gauss consiste a utiliser les
opérations élémentaires précédentes pour transformer
un systéme (S) en un systéme triangulaire équivalent
(S") dont la résolution est aisée.

On procede comme suit :

1¢7¢étape :

On choisit une ligne L; dans laquelle le coefficient du
premiére inconnue est non nul et on la permute au
besoin avec L, (opération L, <> L;) puis on élimine la
premiére inconnue dans les autres ligne a 'aide de
l'opération L; «— aL;+fL; (@ € R* et f € R").
28mestape

On recommence le méme procédé pour la deuxieme
inconnue avec les lignes ne comportant plus la 1ére
inconnue puis ainsi de suite jusqu’a obtenir un systeme
triangulaire.

Retenons 2.1.4
e Unsysteme de p (p = 2) équations linéaires a n
inconnues (n = 2) est tout systéme de la forme
(A11X1 + A12Xp + -+ QX = by
Ap1X1 + Qg% + -+ AypXy = by
A31X1 + Q32X + +++ + AzpXy = b3
R . oules a;; et

\ap1X1 + ApyXy + -+ AppXy = by
les b; sont des constantes réelles.
e Un systeme est échelonné si et seulement si
al-j=0 ou1l S] <.
2x —3y+z=2
Exemple : {® + 2y + 3z = 1 est un systeme échelonné.
m+5y—4z=7
e Un systeme est triangulaire si et seulement si il est
échelonné et le nombre d’'inconnues est égal au
nombre d’équations.
2x—=3y+z—4t=3
m+2y+3z+3t=5
m+5z—4t=28
m+5t=3

Exemple est un systeme

triangulaire.

Consigne 2.1.21 : Réinvestissement

1. Résous dans R3, par la méthode du pivot de Gauss,
les systemes suivants :

2x+y—4z=0 x+y+z=3
(Sl):{ xX—y+2z=4 ; (SZ):{2x+y+z=1 ;
—x+3y+2z=7 X+5y—z=-4
x+y—z=2
(53):{2x—y+z=—1
—x+y—-z=7

2. (a) Résous dans R3 le systéme suivant d’inconnues
x+y+z+1=0

(x,y,2): (S):{Zx —y+3z=-8
—x+2y+z=-2
(b) Déduis-en I'ensemble des solutions dans R3 des

Ifx2+y—i2+z+1=0
systemes suivants : (S,): 2x2—y—i2+ 3z=-8;
x4+ fz=-2
y-2
(Vi+lyl+-+1=0
3
(SSJ:J 2Vx — |yl +3 =8

L—x/E+ 20yl +- = -2
Stratégie: TI: 10min TG:5min TC:20min
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Consigne 2.1.22 1. Une série statistique est I'ensemble des

1. Détermine un nombre de trois chiffres sachant que résultats d'une étude statistique, c’est-a-dire les
la somme de ces chiffres est égale a 6, le chiffre des valeurs prises par le caractére et leurs effectifs
unités est égale a la somme des chiffres des dizaines correspondants.

et des centaines. On note de plus que ce nombrelua | o
I'envers est égale au nombre cherché augmenté de
198.

2. Trois joueurs jouent ensemble. Elles conviennent
qu’a chaque partie, le perdant double I'avoir de centres d’une série regroupée en classes
chacun des deux autres joueurs. Apres trois parties

X : : 4. L'effectif d’'une classe [a; b|[ est le nombre
ou chacun en a perdu une, chaque joueur a un avoir b ST
de 2400 F d’individus de la population étudiée, dont les

modalités appartiennent a I'intervalle [a; b|.
5. Lafréquence d'une classe est le quotient de son

effectif par I'effectif total.

, b
6. Le centre d'une classe [a; b[ estle nombre c=%.

La densité d'une classe est le quotient de I'effectif
par 'amplitude de la classe.

3. Une série statistique des centres c’est la série
statistique discrete dont les modalités sont les

Quels étaient les avoirs initiaux ?

Séquence n°2 : Statistique 7. L'amplitude d’une classe [a; b| estle nombre b — a.

Retenons 2.2.1 : Histogramme des effectifs d'une série

statistique groupée
Une série statistique groupée est représentée par un
Activité 2.4 diagramme, appelé histogramme des effectifs. C’est un
Dans les bases de données de cette société de diagramme constitué de rectangles juxtaposés dont:
surveillance, les tailles en cm de certains co-équipiers o leslargeurs sont proportionnelles aux amplitudes
de Melon se présentent comme suit : des classes ;
165 177 174 168 165 171 e les hauteurs sont proportionnelles aux densités des
165 177 174 171 165 174 classes.
174 174 174 174 174 174 Ainsi, chaque rectangle a une aire proportionnelle a
168 171 174 168 177 174 I'effectif de la classe qu’il représente. L’histogramme

165 180 177 168 180 171 des fréquences se définit de maniére analogue.

Ainsi, la société vient de définir une série statistique
dont elle veut mesurer la dispersion des valeurs autour
de la moyenne.

Remarque

Lors de la construction de I'histogramme des effectifs
(resp. des fréquences), si les classes ont la méme
amplitude, les hauteurs des rectangles sont

Consigne 2.2.1
onsigne évidemment proportionnelles aux effectifs (resp. aux

1. Reproduis puis compléte le tableau suivant :

Classes | [165;170] | [170;175[ | [175;180[ | [180;185[ | Towml | | fréquences) des classes.

[a;b[

Effectif Consigne 2.2.2

) En référant au tableau obtenu a la consigne 2.1,

réponds aux questions suivantes :

1. Dresse le tableau des effectifs cumulés croissants

D) puis celui des effectifs cumulés décroissants de
cette série statistique.

2. Construis sur le méme graphique le polygone des

Densité effectifs cumulés croissants et décroissants de cette

série statistique.

Fréquence

Amplitude

o Stratégie : TI : 10min TC: 15min
e s Effectif . a+b T . . L, L,
Densité d = mplitude’ Amplitude b — a ; Centre Ci=— Définition 2.2.2 : Effectifs et fréquences cumulés

Soit a un nombre réel.

e On appelle effectif cumulé croissant d'une modalité
a le nombre d’individu dont I'effectif est inférieur

2. Construis I'histogramme de cette série.
3. Construis le polygone des effectifs de cette série

groupée en classes. PN "y
Stratégie : TC: 20min ou égal a cette modalité.

Définition 2.2.1
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On appelle effectif cumulé décroissant d’'une
modalité a le nombre d'individu dont 'effectif est
supérieur ou égal a cette modalité.

On appelle fréquence cumulée croissante de a, le
quotient de son effectif cumulé croissant par
I'effectif total ;

On appelle fréquence cumulée décroissante de a, le
quotient de son effectif cumulé décroissant par
I'effectif total.

Le polygone des effectifs cumulés croissants (resp
décroissant) est une ligne brisée joignant les points
ayant pour abscisse la borne supérieure (resp la
borne inferieure) de la classe et pour ordonnée
I'effectif cumulé de la classe.

Activité 2.5

On désire déterminer la classe modale, le mode, la
moyenne et la médiane de la série statistique des
centres étudiée dans 'activité 2.4

Consigne 2.2.3
1. Reproduis puis complete le tableau suivant :

Classe | [165;170[ | [170;175[ | [175;180[ | [180;185[ | Total

Effectif
n;

Densité
d

Centre

Ci

2. Quelle est la classe ayant le plus effectif ?
Information

Cette classe est appelée classe modale.

3. Quelle est le centre ayant la plus grande densité ?
Information

Ce centre est appelé mode

4. Calcule la moyenne x de cette série statistique en

4 : .
utilisant la formule f=2i=j—n‘:cl
i=1"
Stratégie : TI : 10min TC : 15min

Définition 2.2.3 : Classe modale et mode d'une série
statistique groupée

Pour une série groupée, on appelle :

o classe modale est la classe ayant la plus forte
densité ;

mode, le centre de toute classe ayant la plus forte
densité ;

Remarque

Lorsque les classes ont la méme amplitude, alors :

la classe modale est la classe ayant le plus grand
effectif (ou la plus grande fréquence)

le mode est le centre de toute classe ayant le plus
grand effectif (ou la plus grande fréquence).

Définition 2.2.4 : Moyenne d’une série statistique

groupée

On appelle moyenne d’une série statistique groupée

(c¢;; n;) défectif total N, le nombre réel x tel que

__Zfﬂnixci _ MyXC1NpXcyte Ny Xep
N ny+np+--4ny

classe de centre c; et p le nombre de classes.

Ou encore, szlefi X c; ou f; estla fréquence de la

classe de centre c;.

avec n; 'effectif de la

Consigne 2.2.4

1. En utilisant le graphe des polygones des effectifs
cumulés croissants et décroissants construit dans la
consigne 2.2, donne I'abscisse du point
d’intersection de ces deux polygones. (On fera une
projection orthogonale de ce point d'intersection
sur l'axe des abscisses et lire la valeur
correspondante).

Information

Cette valeur trouvée est appelée médiane

2. Retrouve cette valeur par la méthode
d’interpolation linéaire.

Stratégie : T : 5Smin TC : 5min

Définition 2.2.5 : Médiane - Classe médiane

La médiane M, d'une série statistique est la valeur telle

que 50% des valeurs de la série sont inférieures ou

égales a Me et 50% des valeurs de la série sont

supérieures ou égales a M,.

La classe médiane est la classe qui contient la médiane.

Méthode de détermination de la médiane d’une série
statistique

ATaide de la courbe (C) du polygone des effectifs
cumulés croissants ou décroissants, on détermine la
médiane d'une série statistique. En effet la médiane
est 'abscisse du point de I'effectif cumulé croissant
ou décroissant dont 'ordonnée est la moitié de
I'effectif total N.

La médiane peut aussi s’obtenir de maniére
graphique en prenant la valeur correspondant a
50% sur le polygone des fréquences cumulées
croissantes.

La valeur exacte de cette médiane se détermine par
interpolation linéaire : on utilise les points alignés
de I'un des polygones des effectifs cumulés.

La médiane est I'abscisse M, du point M de la

courbe (C), d’'ordonnée g Soit A(x4; y4) et
B(xg; yg) les extrémités du segment content le
point M (Me; g) Le coefficient directeur de la droite
(AM) est le méme que celui de la droite (AB) donc
ona:
N
2 YA _YB=Ya
Me—Xxa4 Xp—Xa

(%—yA)(xB—xA) .

S M, = Fx
e YB—YA 4

YM—YA_YB—YVA
XM—XA XB—XA
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Consigne 2.2.5 : Application
La taille des éleves d’une classe de 1¢ scientifique est
résumée dans le tableau suivant :

Taille t en cm Effectifs
[150; 160] 2
[160; 165] 7
[165;170] 10
[170;175] 6
[175; 180] 2
[180; 190] 3

1. Déterminer la classe modale ainsi que le mode de

cette série statistique.

2. Dresse le tableau des effectifs cumulés croissants de
cette série statistique en remplissant le tableau

suivant :

Taille t en cm Nombre d’éléves de
taille inférieure a t

150 0

160 2

165

170

175

180

190

3. Détermine les coordonnées des points A et B,
points extrémes du segment contenant le point

M(Me; g) puis détermine la médiane de cette

série statistique.
Stratégie: TI: 7min TG:3min TC: 15min

Activité 2.6
La société veut mesurer a présent la dispersion des
valeurs qu’elle a recueillies autour de la moyenne.

Définition 2.2.6 : Variance - Ecart-type

e On appelle variance d’une série statistique
groupée d’effectif total N, la variance de la série
(¢;;m;) des centres de classes associée.
La variance de la série (c;; n;) est le nombre réel
noté VV(x) défini par:
v (x)zzfﬂni;(ci—f)z ou V()= (E?ﬂ;zxcf) _ 52

e L'écart type de cette série est le réel, noté a(x)

tel que a(x) = {/V(x)

Consigne 2.2.6

Détermine la variance et I'écart-type de la série de la
série de I'activité de 2.4

Stratégie : TI: 5min TC: 10min

Séquence n°3 : Dénombrement

Activité 2.7 : Vocabulaire des ensembles

Pour évaluer sa chance de réussite a quelques jours de
la compétition, Melon décide de regrouper et d’analyser
les différents résultats de ses tirs pour les deux
derniéres séances d’entrainement. Il obtient la

représentation suivante :
«13

Consigne 2.3.1

1. (a) Dresse la liste des éléments de chacun des
ensembles A, B et E.
(b) Donne le nombre d’éléments de chacun des
ensembles A, B et E.

2. (a) Dresse la liste des éléments de E qui
appartiennent a A et n’appartenant pas a B.
(b) Dresse la liste des éléments de E qui
appartiennent a B et n’appartenant pas a pas a A.

3. (@) Quels sont les éléments de E qui appartiennent
alafoisaAetB?
(b) Quels sont les éléments de E qui appartiennent
al'un au moins des ensembles A et B ?

Stratégie: TI: 7min TG:3min TC: 10min

Exploitation des résultats

e L’ensemble A a 7 éléments. On dit que le cardinal de
I'ensemble A est 7 et on note : card A=7.

e L’ensemble des éléments de A n’appartenant pas a
B se note A—B et se lit « A moins B ». On a donc
A—B={1;4;12;15}

e L’ensemble des éléments appartenant a la fois a A
et a B se note A N Betselit«AinterB ». On a donc
AnB={3;7;10}

e L’ensemble des éléments appartenant a I'un au
moins des ensembles A et B se note AUB et se lit « A
union B ». On a donc
AuB={1;3;4,;6;7;8;10;11;12;14;15}

e Lesensembles{1;3;4;7}et{10;12;15}
constituent une partition de A car ils deux a deux
disjoints etona: {1;3;4;7}u{10;12;15}=A

Définition 2.3.1

1. Un ensemble est dit fini s’il est vide ou si on peut
compter tous ses éléments

2. On appelle cardinal d’'un ensemble fini A et on note
Card(A), le nombre d’éléments que contient
I'ensemble A.
e SiAestvide alors Card(4) = 0.
e SiA # (@ et A contient n éléments, alors

Card(A)=n

3. Unensemble infini est un ensemble qui n’est pas fini

Exemple:N,Z, Q,R

Remarque
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Dénombrer un ensemble fini A, c’est déterminer le
cardinal de A.

Définition 2.3.2

Soit A et B deux ensembles finis non vides.

o Ladifférence A — B est 'ensemble des éléments de
A n’appartenant pas a B.

e Ladifférence symétrique de A et B notée AAB, est la
réunion des différences A — B et B— A. On a donc
AAB=(A—-B)U(B—A)

e Unsous-ensemble de A est tout ensemble constitué
d’éléments de A.

e AetBsontdits disjoints lorsque leur intersection
estvide c’est-a-dire ANB =0

e Ondit que les parties de 'ensemble A forment une
partition de A si elles sont non vides, deux a deux
disjointes et leurs réunion est égale a A.

Propriété 2.3.1
Soit A et B deux ensembles non vides.

e AUB=(A—-B)U(ANB)U(B—-A)
e card(A — B)=card(A) — card(AN B)

Propriété 2.3.2

Soit E un ensemble fini et E;, E,, E3, ..., E,, des
ensembles formant une partition de E. On a:
Card(E)=Y[-, Card(E;)

Consigne 2.3.2 Cardinal de la réunion de deux parties

1. (a) En considérant la représentation de I'activité
2.7, donne le cardinal de chacun des ensembles : A,
B,ANnBetAUB.
(b) Calcule card(A)+card(B) — card(A N B) puis
compare-le a card(A U B)

2. SoitE et F deux ensembles finis.

Démontre que card(E U F)= card(E)+card(F) —

card(E N F) (Tu pourras écrire EU F=(E — F) U

(ENF)U(F—-E))

Stratégie : TI: 7min TC: 15min

Propriété 2.3.3

Soit A et B deux ensembles finis.

e Tout sous-ensemble d'un ensemble fini est un
ensemble fini.

e card(AVU B)=card(A)+card(B) — card(A N B)

e SiAc B, on appelle complémentaire de A dans B
I'ensemble des éléments de qui n’appartienne pas a
A.Onle note A ou C4.

e Pour toute partie A d'un ensemble finie E, ona:

e card(A) < card(B) etside plus
card(A)=card(B) alors A=B.

e card(A) + card(A) = card(E)

e Toute réunion finie d’ensembles finis est un
ensemble fini.

Consigne 2.3.3 : Consolidation
Sur 83 agents de cette société de surveillance, 62
s’entrainent au tir, 64 s’entralnent au grimpé et 48 font
les deux sports d’entrainement.
1. Détermine le nombre d’agents qui font au moins un
des deux sports d’entrainement.
2. Détermine le nombre d’agents qui :
(a) s’entralnent uniquement au tir.
(b) s’entralnent uniquement au grimpé.
(c) fontun seul sport d’entrainement.
(d) ne font aucun sport d’entrainement.
Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 15min

Activité 2.8

Pour accéder au test d’entrainement au tir,
chaque agent doit procéder au lancer a la fois de deux
dés de couleurs différentes : un rouge et un noir. Le dé
rouge a six faces numérotées de 1 a 6 et le dé noir a
quatre faces respectivement marquées avec les lettres a
; b; cetd. Le résultat d'un lancer est le couple formé
par le nombre et la lettre inscrits sur la face cachée de
chaque dé. L’agent qui obtient un couple formé d’un
nombre impair et d’'une voyelle accede directement au
test. On désigne par A I'’ensemble des nombres se
trouvant sur les faces du dé rouge et par B celui des
lettres se trouvant sur les faces du dé noir.

Consigne 2.3.4 : Produit cartésien de deux ensembles

finis

1. Ecris tous les couples de résultats possibles ; x
étant un élément de I'ensemble A et y un
élément de I'ensemble B. Pour cela, complete le
tableau suivant :

(x;y) a b c d
1 (1;a)
2 2;d)
3
4 (4;b)
5
6 (6;0)

Information : L’ensemble de ces couples se note : AXB.

2. (a) Donne card(A), card(B) et card(A X B).
(b) Calcule card(A) x card(B). Que constates-
tu?

Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC: 10min

Définition 2.3.3 : Produit cartésien de deux ensembles
finis
Soit A et B deux ensembles finis. On appelle produit
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cartésien de A par B, 'ensemble des couples (a; b) tel
quea € Aetb € B. Cet ensemble estnoté A X B et on
lit: « A croix B »

A X B={(a;b)/a € A; b € B}

Remarque

Soit A, B et C trois ensembles finis non vides.

e LorsqueA # BalorsAXB # B XA

o AXBXC={(a;b;c)/a€A;beBetceC(}

e Le produit cartésien de n ensembles finis non
videsE;; E,; ...; E,senote Ey X E; X .. X E,

Propriété 2.3.4

e Soit A et B deux ensembles finis non vides, on a :
card(A X B) = card(A) % card(B)

e SoitEj; E,;...; E,, nensembles finis non vides, on
a:

card(Ey X Ey X ... X Ep)=cardE; X cardE, X cardE,

e Soit E un ensemble non vide de n éléments et p
un entier naturel non nul.
Le produit cartésien E X E X E X ... X E est

p fois
noté EP eton a: card(E?)=(cardE)P=n?P

Consigne 2.3.5 Application

1. Un code comporte deux lettres distinctes suivies
d'un chiffre non nul. Combien peut-on former de
codes distincts ?

2. Une femme a dans sa garde-robe 4 jupes, 5
chemisiers et 3 vestes. Elle choisit au hasard une
jupe, un chemisier et une veste. De combien de
facons différentes peut-elle s’habiller ?

Stratégie: TI: 7min TG:3min TC: 12min

Consigne 2.3.6 : Découverte

On considere 'ensemble A={1;2;3 ;4 ;5 ;6}

1. Donne trois triplets constitués des éléments de
A deux a deux distincts ou non.

Information

On dit que ces triplets formés a partir des éléments de

A deux a deux distincts ou non sont des 3 — lites de

I'ensemble A

2. Combien de triplet d’éléments de A peux-tu
former au total ?

Définition 2.3.4 : p-listes ou p-uplets

Soit E un ensemble non vide et p un entier naturel non
nul.

On appelle p-liste(ou p-uplet) d’éléments de E, toute
suite (aq; ay; ...; ap) dep éléments de E deux a deux
distincts ou non

Exemple
Soit I'ensemble A={1 ;3 ;6 ;9}
e (3;9);(3;3);(1,;6)sontdes 2-listes de A

e (6;9;1);(1;1;3);(9;9;9) sontdes 3-listes
de A

e (1;1;1;3;6;9);(3;3;3;3;3;3);
(6;9;6;9;6;9) sont des 6-listes de A

Propriété 2.3.5

1. Soit E un ensemble non vide de n éléments
(cardE=n) et p un entier naturel.
Le nombre total de p-listes d’éléments de E est n?

2. Lenombre d’applications d'un ensemble a p
éléments vers un ensemble a n éléments est égal a
nP

Remarque

e Un tirage successif avec remise de p objets est une
p-liste.

e Dans un tirage successif avec remise, les objets ont
un ordre d’arrivée.

e Faire un tirage successif avec remise de p objets
revient a remplir p casiers sachant qu'un méme
objet peut étre répété.

Consigne 2.3.7 : Consolidation
1. Détermine le nombre de numéros a 08 chiffres
qu’on peut former sur un cadran de téléphone.
2. Combien de numéro a huit chiffres commencant
par 67 peut-on former sur un cadran de
téléphone ?
3. Combien peut-on former de numéros de
téléphone a 8 chiffres ne comportant pas le
chiffre 17
Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC: 10min

Activité 2.9

Pour diriger cette société de surveillance, 4 postes
doivent étre occupés par des agents. Suite a I'annonce,
10 volontaires se sont présentés pour ces 4 postes. Par
ailleurs, les régles imposent qu’un agent choisi doit
gérer un et un seul poste. Melon veut trouver alors le
nombre de bureaux possibles de 4 membres qu’on peut
former avec ces 10 volontaires.

Consigne 2.3.8 : Découverte

1. Détermine le nombre de possibilités qu’il y a pour
choisir :
(a) le premier membre de ce bureau ;
(b) le deuxieme membre de ce bureau ;
(c) le troisieme membre de ce bureau;
(d) le quatrieme membre de ce bureau.

2. Détermine alors le nombre de bureaux de 04
membres qu’on peut former.

Exploitation de résultats
e (e bureau constitué de 4 membres deux a deux
distincts choisi parmi les 10 volontaires est un
arrangement de 4 membres (ou encore un 4-
arrangement) de 'ensemble des 10 volontaires.
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Le nombre de bureaux possibles de représentant le
nombre de 4-arrangement possibles des 10
volontaires est 10X 9 X 8 X 7 et ce nombre se note
Af, etlu « arrangement de 4 dans 10 » ou « A, 10,

4 »

Définition 2.3.5
Soit E un ensemble non vide de n éléments et p un
entier naturel non nul tel que p < n.

On appelle arrangement de p éléments de E (ou p-

arrangement d’éléments de E), tout p-uplet d’éléments
de E deux a deux distincts.

Exemples :
Soit I'ensemble A={0; 1;3;6;9}

(3;9);(1;6); (9;1) sont des 2-arrangements
de A

(6;9;1);(0;1;3);(1;0;6) sontdes 3-
arrangements de A

(1; 1; 1; 3; 3; 9) n’est pas un 6-arrangements
de A car les éléments de A constituant ce
6-uplet ne sont pas deux a deux distincts.

Propriété 2.3.6

1.

Le nombre d’arrangements de p éléments d'un
ensemble a n éléments est noté Afl etlu«A4, n,
p»Ona:A=nn—1)(n-2)..n—p+1)
Exemple : A*=7x6Xx5%x4=840

2. mnetp étant des nombres entiers naturels tels que
1 < p < n,nombre d’injections d'un ensemble 4
de p éléments dans un ensemble E de n éléments
est égal a AD

Remarque

Un tirage successif sans remise de p objets est
un p-arrangement.

Dans un arrangement, les éléments sont ordonnés
et sont deux a deux distincts.

Le produit de p entiers naturels consécutifs dont le
plus grand est n est égal a AY.

Sip > n, il estimpossible de trouver p éléments
deux a deux distincts.

Consigne 2.3.9 : Application

Un groupe d'éleves de terminale constitue le bureau de
'association " Bal des Terms : le succés ". Ce bureau est
composé d'un président, d'un secrétaire et d'un
trésorier. Combien y a-t-il de bureaux possibles ? (il y a
24 éléves dans la classe)

Stratégie: TI: 5min TG:3min TC:5min

Définition 2.3.6

1.

Pour tout entier naturel n non nul, le produit
n xX(n —1)x(n —2) X..x3x2x1 est appelé
“factorielle n” et on note n!.

Exemple : 6!=6X5Xx4Xx3x2x1=720

2. Par convention 0! = 1.
Propriété 2.3.7
1. Soitn et p des nombres entiers naturels tels
quel <p<n.
e nl=nxMm-—1)!
p _ n
T (n-p)!
2. Par convention, A%=1 et AL=n.

Consigne 2.3.10 : Approfondissement

1 2 3
4 5 6
A B C

Le clavier ci-contre de 9 touches
permet de composer le code d’entrée
d’'un immeuble, a I'aide d’'une lettre
suivie d’'un nombre de 3 chiffres
distincts ou non.

5.

1. Combien de codes différents
peut-on former ?
Combien y a-t-il de codes sans le chiffre 1 ?
Combien y a-t-il de codes comportant au moins une
fois le chiffre 1 ?
Combien y a-t-il de codes comportant des chiffres
distincts ?
Combien y a-t-il de codes comportant au moins
deux chiffres identiques ?

Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 10min

Permutation

Consigne 2.3.11

En considérant la situation de I'activité 2.9 précédent,
détermine le nombre de bureaux qu’on peut former
s’ils doivent comporter 10 membres.

Stratégie: TI: 3min TG:3min TC: 5min

Exploitation des résultats
Ce bureau constitué de 10 membres deux a deux
distincts choisi parmi les 10 volontaires est une
permutation de 'ensemble des 10 volontaires.
Le nombre de bureaux possibles dans ce cas
représentant le nombre de permutations
possibles des 10 volontaires est :
Al3=10X9x8X7x6X5X4x3X2x1=3.628.800

Consigne 2.3.12 : Application
1.

Le groupe de 18 éléves d’une classe de premiére D
doit s'inscrire dans I'ordre au concours “ Miss
Mathématiques”. Il faut établir une liste de passage.
Combien y a-t-il de manieres de constituer cette
liste ?

Les nombres 4, —2 et 1 constituent la solution d'un
systeme de trois équations a trois inconnues.
Donner tous les triplets différents qui peuvent étre
la solution de ce systeme

Stratégie: TI: 5min TG :5min TC: 7min

Consigne 2.3.13
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1. Trouve tous les mots qui ont un sens ou non
que l'on puisse former avec toutes les lettre de
« CAS »

Information

Ces mots trouvés par permutation des lettres sont des

anagrammes du mot « CAS »

2. Trouve tous les mots qui ont un sens ou non
que l'on puisse former avec toutes les lettre de
« TATA »

Information

Ces mots trouvés par permutation des lettres sont des

anagrammes du mot « TATA »

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Exploitation des résultats

e Les mots CAS; CSA; ACS; ASC; SAC et SCA obtenus
par permutation des lettres sont les anagrammes
du mot « CAS ».

e Lemot« CAS » a 3 lettres distinctes et le nombre de
permutation qu’on peut avoir avec ces lettres est
3! = 6. Ceci explique pourquoi le nombre
d’anagramme du mot « CAS» vaut 6.

e Lesmots TATA; TTAA; TTAA; ATAT ; AATT et
AATT obtenus par permutation des lettres sont les
anagrammes du mot « TATA ».

o Lemot«TATA » a 4 lettres parmi lesquelles les
lettres T et A sont présentes 2 fois chacune. Dans ce
cas, une permutation entre les deux « T » ou les
deux « A » renvoi un méme mot. Ainsi, pour enlever

g ., 4
ces répétions, le nombre d’anagramme fait m=6

Définition 2.3.7 : Anagramme et le nombre d’anagramme

d’un mot

e On appelle anagramme d'un mot, tout mot formé
avec les lettres qui le composent.

e Le nombre d’anagramme d'un mot est alors le
nombre de mots différents ayant un sens ou non
qu’on peut former avec toutes les lettres de ce mot.
Si le mot est composé de n lettres deux a deux
distinctes, le nombre d’anagramme est n!

Mais si parmi ces n lettres, on a n, lettres
identiques ; n, autres lettres identiques; ...; n,

autres lettres identiques, alors le nombre

, n!
d’anagramme est: ———
nq!IXny!IX..Xnp!

Remarque

e Lenombre de permutation de n objets parmi
lesquels n, sont identiques ; n, autres sont
identiques; ...; n, sont identiques, est :

n!

nqIXny!x..Xny!

e Dans un tirage successif avec ou sans remise
d’objets, le nombre d’ordre d’arrivée des objets est
le nombre de permutations de ces objets.

Consigne 2.3.14 : Approfondissement

1. Combien y-a-t-il d’'anagrammes des mots
ANAGRAMME ; PATRICE et SPECTACULAIRES ?
2. Dans chacun des cas suivants, dénombrer les
anagrammes du mot PATRICE :
(a) commengant et finissant par une consonne ;
(b) commencant et finissant par une voyelle ;
(c) commencant par une consonne et finissant par
une voyelle ;
(d) commengant par une voyelle et finissant par
une consonne.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 16min

Activité 2.10

On considere 'ensemble E={a ;b,c ;d ;e}. On désire

trouver une formule permettant d’avoir le nombre tous

les sous-ensembles a 3 éléments de E qu’on peut

former.

Consigne 2.3.15

1. (a) Dresse la liste de tous les sous-ensembles a 4
éléments de E qu’on peut former.
(b) Combien sont-ils au total ?

2. Combien de 3-arrangements de E peut-on avoir

3

3. Calcule % et compare le résultat a celui du
résultat de la question 1.(b).

Stratégie: TI: 5Smin TG:5min TC: 10min

Exploitation des résultats
e Les sous-ensembles de E a 3 éléments formés sont
des combinaisons a 3 éléments (ou des 3-
combinaisons) de E.

o . AR
e Le nombre de 4-combinaisons possibles de E est 3—‘7

Ce nombre est noté C2 et se lit « combinaison de 3
dans 5 » ou tout simplement « C, 5, 3 »

Définition 2.3.8
Soit E un ensemble non vide de n éléments et p un
entier naturel telque 1 <p <n
On appelle combinaison de p éléments de E (ou p-
combinaison d’éléments de E), tout sous-ensemble de E
contenant p éléments.
Le nombre de combinaisons de p éléments d'un
ensemble a n éléments noté C? est tel que :

p AL

Tl pli(np)!
CP estlu “combinaison de p dans n”

A3 5x4x3
Exemple : C3="2=2""=
3l 3x2x1

Remarque

e Un tirage simultané de p objets est une p-
combinaison.

e Dans une combinaison, les éléments ne sont pas
ordonnés et sont deux a deux distincts.

Consigne 2.3.16 : Propriété
Soitn et p des entiers naturels tels que 1< p <n —1.
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Démontre que :
1. Ch=1etCl=1
2. Cl=netCll=n
3. ¢, P=CP
4. CP7l+cP_ =CP
Stratégie : TI : 7min TC: 15min
Propriété 2.3.9
Soit n et p des entiers naturels tels que 1< p <n -1
1. Cl=letCl=1
2. Cl=netCll=n
3. ¢, P=CP
4 CTII)—_11+CTI:—1=CTI;

Consigne 2.3.17 : Application
Dans une classe de 30 éléves dont 16 garcons, on veut
former un comité de 5 membres.
1. Combien de comités possibles peut-on former ?
2. Quel estle nombre de comité comportant :

(a) exactement 3 filles ?

(b) au plus 2 filles ?

(¢) au moins 1 gargons ?
Stratégie: TI: 10min TG:7min TC: 15min

Définition 2.3.9 : Triangle de Pascal

On appelle Triangle de Pascal un tableau a double
entrée dans lequel sont placés les C? ol p est le numéro
de la colonne et n le numéro de la ligne.

P
0 1 2 3 4 5 6 7
n

0 len=1

2 (C3=1|Cj=2/C;=1

Exemple :

(x + y)*=2p_ CyxPy"™ P
=CIxCy*+Cixty3+C2x2y2+C3x3y +Cixty°
=y*+4xy3+6x2y?+4x3y+x*

Consigne 2.3.18 : Consolidation

1. Développe, réduis et ordonne suivant les
puissances décroissantes de x le nombre (x + 1)°

2. (a) Résous dans N* I'équation :C3,+CZ,+C5,=387n
(b) Résous dans N I'équation : 2C2+6C3=9n

Stratégie: TI: 10min TG:7min TC:20min

Comment savoir sil’on doit utiliser des p-listes, des p-

arrangements ou des p-combinaisons ?

Quand faut-il utiliser des p-listes, des

arrangements, ou des combinaisons ?

Pour cela, on doit répondre aux questions

suivantes :

e Les éléments peuvent-ils étre répétés ?

e L’ordre des éléments est-il a prendre en
compte ?

Suivant les réponses obtenues aux questions ci-

dessus on a les cas suivants :

Criteres Possibilité de Les éléments
répétition des sont distincts
éléments

On tient compte | On utilise des On utilise des

de l'ordre p-listes p-arrangement

On ne tient pas On utilise des

compte de p-combinaison

'ordre

Dans le cas des tirages
Soit n et p deux entiers naturels :
Les tirages de p boules dans une urne qui contient
n, modélisent de nombreux probléemes
dénombrement . Le tableau ci-dessous dresse un

bilan des types de tirage.
3 los=1lci=3|ci=3|c3 -1 Modélisations Outils a utiliser Nombre de
tirages
0 _ 1 _ 2 __ . . .
4 [Ci=11C;=4Ci=6|Ci=4Ci=1 Tirage successif p-liste nP
. , . avec remise
5 |Ci=1|C;=5|Ci=10C}=10|Ci{=5 |[ci=1 ,
(I'ordre compte)
6 ICf=1|C{=6C2=15|C}=20|Ci=15CE=6|Ci=1 Tirage successif p-arrangement Aﬁ
sans remise
7 oet=1|ct=7|cz=21|CE =35|Ci=35|CE =21|CE =T|CT =1 ('ordre compte)
Tirage simultané p-combinaison ch
. I'ordre ne com
Triangle de Pascal (Fordre ne compte
pas)

Propriété 2.3.10

Soit a et b deux nombres réels et n un entier naturel
non nul.

(a+b)"=X3_ CPaPpnP

C’est la formule du binéme de Newton.

Les coefficients CP's’obtiennent a I'aide du triangle de
Pascal.

Propriété 2.3.11 : Nombre de parties d'un ensemble
Le nombre de parties d'un ensemble fini non vide de n
éléments est 2",

Remarque
Quand on utilise plusieurs arrangements ou
combinaisons, faut-il les additionner ou les multiplier ?
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Ceci dépend de la situation. Concretement :

e Siles différentes étapes sont reliées par la
conjonction "et " : on multiplie

e Siles différentes étapes sont reliées par la
conjonction "ou" : on additionne

Consigne 2.3.19 : Consolidation

Une urne contient 5 boules noires ; 7 boules vertes et 3
boules rouges, toutes indiscernables au toucher. On tire
au hasard 4 boules de cette urne.

1er cas : on suppose que les tirages s’effectuent
successivement sans remise

1. Détermine le nombre de tirages possibles.

2. Détermine le nombre de tirages comportant :

(a) 2 boules noires et 2 boules rouges.

(b) 2 boules noires et 2 boules rouges dans cet

ordre.

(c) exactement 3 boules vertes.

(d) une boule verte et 2 boules rouges.

(e) des boules unicolores.

(f) des boules de différentes couleurs.

(g) au moins 2 boules noires.

(h) au plus 3 boules vertes.

(i) 3 boules noires et 1 boule rouge dans cet ordre.
2&me cas ;: on suppose que les tirages s’effectuent
successivement avec remise
Reprends les mémes questions précédentes.
3eme cas: on suppose que les tirages s’effectuent
simultanément
Reprends les mémes questions précédentes.

Stratégie: TI: 15min TG:7min TC:20min

Exercice 1

Une classe de 30 éléves, 12 filles et 18 garcons, doit

élire un comité composé d’un président, un vice-

président et un secrétaire.

1. Combien de comités peut-on constituer ?

2. Combien de comités peut-on constituer sachant que
le secrétaire est une fille ?

3. Quel estle nombre de comités comprenant I'éleve X
?

4. Quel estle nombre de comités pour lesquels le
président est un gargon et le secrétaire une fille ?

5. Quel estle nombre de comités pour lesquels le
président et le vice-président sont de sexes
différents ?

Exercice 2
On constitue un groupe de 6 personnes choisies parmi
25 femmes et 32 hommes
1. De combien de fagons peut-on constituer ce groupe
de 6 personnes ?
2. Dans chacun des cas suivants, de combien de fagcons
peut-on constituer ce groupe avec :
(a) uniquement des hommes ;
(b) des personnes de méme sexe ;

(c) au moins une femme et au moins un homme.

Exercice 3
Combien de menus différents peut-on composer si on a
le choix entre 3 entrées, 2 plats et 4 desserts ?

Exercice 4
On tire successivement 4 boules d’un sac contenant
10 boules : 3 vertes et 7 jaunes.
Détermine le nombre de tirages permettant d’obtenir
1. le tirage est effectué avec remise.
(a) 4 boules jaunes ;
(b) 4 boules vertes ;
(c) 3 jaunes et 1 verte dans cet ordre ;
(d) 3 jaunes et une verte ;
(e) 2 jaunes et deux vertes dans cet ordre ;
(f) deux jaunes et deux vertes ;
(g) au moins 3 vertes ;
(h) au plus 3 jaunes.
2. le tirage est effectué sans remise. Reprendre les
questions précédentes

Exercice 5

Adoukeé et Adouni font partie d'un club de 18

personnes.

On veut constituer un bureau de 5 personnes

1. Quel estle nombre de bureaux possibles a former ?

2. Quel estle nombre de bureaux possibles ou
Adoukeé est présente ?

3. Adouké et Adouni ne pouvant pas se supporter,
quel est le nombre de bureaux ou Adouke et
Adouni ne se retrouvent pas ensemble ?

Exercice 6

On tire successivement 4 boules d'un sac contenant 10
boules : 3 vertes et 7 jaunes. Déterminer le nombre de
tirages permettant d’obtenir :

(a) 4 boules jaunes ;

(b) 4 boules vertes ;

(c) 3jauneset1 verte dans cet ordre ;

(d) 3 jaunes et une verte ;

(e) 2 jaunes et deux vertes dans cet ordre ;

(f) deuxjaunes et deux vertes ;

(g) au moins 3 vertes ;

(h) au plus 3 jaunes.

On distinguera deux cas suivant que le tirage est
effectué avec ou sans remise.

Exercice 7

Un tournoi sportif compte 8 équipes engagées. Chaque
équipe doit rencontrer toutes les autres une seule fois
Combien doit-on organiser de matchs ?

Exercice 8

Un sac contient 5 jetons verts (numérotés de 1 a 5) et 4

jetons rouges (numérotés de 1 a 4).

1. On tire successivement et au hasard 3 jetons du sac,
sans remettre le jeton tiré. Calculer le nombre de
possibilité :
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(a) de ne tirer que 3 jetons verts ; h:R — R _ wR— [-2;+oo[
(b) de ne tirer aucun jeton vert x+— Vx? —3x — 4 x+— x?—3x"
(c) de tirer au plus 2 jetons verts ;
(d) de tirer exactement 1 jeton vert. rR—-{1} - R—{2}

2. On tire simultanément et au hasard 3 jetons du sac. ¥ X3
Reprendre alors les questions 1.(a), 1.(b), 1.(c) et L. x-1 ] ]
1.(d). Stratégie: TI: 10min TG:7min TC: 15min

Consigne 2.4.2 : Restriction et prolongement
On considere les fonctions f et g définies par:
fiR->R ]—1; 4[> R

x2-1 etg' 1
— X —
e+ X=X

1. Détermine I'ensemble de définition de f et g.
2. Ecris f(x) sans le symbole de la valeur absolue.
3. Compare f(x) et g (x) pour tout réel x de
] —=1; +oo.
Stratégie: TI: 10min TG:7min TC: 15min

Séquence n°4 : Fonctions et applications

Définition 2.4.1 : Fonction et ensemble de définition d'une

fonction

1. On appelle fonction, toute correspondance f définie
d’un ensemble non vide A vers un ensemble non

vide B qui, a chaque élément de A associe au plus un
f:A->B

élément de I'ensemble B. On note : X f(x) Exploitation des résultats
avec A I'ensemble de départ et Best 'ensemble Pour toutx €] — 1; 4+oo[, f(x) = g(x). On dit que la
d’arrive. fonction g estla restriction de f sur | — 1; 400,

2. f étantune fonction définie de A vers B, on appelle | et f estle prolongement de g sur R.
ensemble de définition de f, généralement noté Dy,
I'ensemble des éléments de A qui ont une image par | Définition 2.4.2: Restriction et prolongement

f dans B. Soit f une fonction de A vers B ; E une partie non vide
Dy={x € A /f (x) existe dans B} de I'ensemble de définition de la
fonction f.
Retenons On appelle restriction a E de la fonction f, 'application
Soit P et Q deux fonctions polyndmes et Dy g de E dans B définie par g(x)=f(x). On note :
) PP . Py g:E—->B
I'ensemble de définition de f. f une fonction définie ,
, . fiA->R x— g(x) = f(x)
d’une partie Ade Rvers R: X — F(x) e gestunerestrictionde faE;
e Sif estsouslaforme f(x) = P(x),alorsona: * festunprolongementde g aA.
Dy={x € A /f(x) existe dans R} Exemple: o
’ P(x) Soit la fonction f de R vers R définie par: f(x)=x|x|.
* Sif estsouslaforme f(x) = @) alorsona: La restriction de f a] — o0; 0] est la fonction :
Dr={x € A/Q(x) # 0}. g:1= ;0] ? R et donc f est un prolongement de g a
e Sif estsouslaforme f(x) = /P(x),alorsona: R X ==X
Df={x€A/P(x)=0}. '
e Sif estsouslaforme f(x) = “QP(E:;), alorsona: Consigne 2.4.3 : Application
On considere les fonctions suivantes :
= >
Di={x €A /P(x) =0 etQ(xB(;:O}. fiR > R GR, — R :
i = . ; e
e Sif estsous laforme (x) W,alors ona: x— Jlx =3 X x =3
Dr={x € A/Q(x) > 0}. h:R — R
. PG x — [2x = 3| = |x + 4]
* Sifestsouslaforme (x) = ()’ alorsona: 1. Détermine le domaine de définition des fonctions f,
P(x) geth.
Di=ix € A/—=2=0 et #0 ¢t
s {x / o = ¢ ) } 2. Détermine la restriction de f :
(a) alintervalle |3 ;+oo[
Consigne 2.4.1 (b) alintervalle |—oo ;=3[
Détermine le domaine de définition des fonctions | 3. Démontre que f est un prolongementde g a R.
suivantes : 4. Détermine la restriction de h a [—4; %]
f:R=>R _ gR-{2 =R Stratégie: TI: 10min TG:7min TC:15min
s x2-x+3 . Vx+4
x x2-5x-12 X x2—9
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Consigne 2.4.4 : Comparaison de deux fonctions

On considere les fonctions suivantes :

fR->R g R->R

x—x2—x—-1 x— —x*+2x+1

1. Détermine le domaine de définition des fonctions f
etg.

2. Calcule f(x) — g(x) pour tout réel x.

3. (a) Etudie le signe de f(x) — g(x) sur R.
(b) Déduis-en la comparaison de f et g sur R.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 16min

Définition 2.4.3 : Comparaison de deux fonctions
Soit f et g deux fonctions de R vers R définies sur un
ensemble E.

e OnditquesurE, f est supérieure ou égalea g
lorsque pour tout x élément de E, f(x) = g(x).
Onnote:surE f>g.

e OnditquesurE, f estinférieure ou égale a g
lorsque pour tout x élément de E, f(x) < g (x).
Onnote:surE f < g.

e OnditquesurkE, f eststrictement supérieure a g
lorsque pour tout x élément de E, f(x) > g (x).
Onnote:surE f > g.

¢ OnditquesurkE, f eststrictement inférieure a g
lorsque pour tout x élémentde E, f(x) < g (x).
Onnote:surE f < g.

e Onditles fonctions f et g sont égales, lorsqu'’ils
ont méme domaine de définition s et pour
x € ,ona: f(x)=g(x).

Onnote:sur & f=g

Méthode de comparaison de deux fonctions

Soient f et g deux fonctions de la variable réelle
définie sur I. Pour comparer f et g sur I, on étudie le
signe de f(x) — g(x) surl.
e Sif(x)—g(x)>0Vxe€elalorsf > gsurl.
o Sif(x)—g(x)<O0Vxe€lalorsf < gsurl.
e Sif(x)—g(x)=0Vxe€lalorsf =gsurl

Interprétation géométrique

f et g sont deux fonctions de variables réelles définies

sur E et (C;) et (C;) leurs courbes représentatives

respectives.

e Sif > gsurE, alors on dit que la courbe (Cf) est au
dessus de la courbe (Cg) sur E;

e Sif < gsurE,alorsondit que la courbe (Cf) esten
dessous de la courbe (Cg) sur E ;

e Si f =g surE, alors on dit que les courbes (Cf) et
(Cg) se coupent en un point.

Définition 2.4.4 : Minorant, majorant d’une fonction
Soit f une fonction de R vers R définie sur un ensemble
E et A une partie de E.

e f estdite minorée sur I'’ensemble A si et
seulement si: Vx €A, 3m € R/ m < f(x). Dans
ce cas, le réel m est appelé minorant de f sur A.

e f estdite majorée sur '’ensemble A si et
seulementsi: Vx €A, IM € R/ f(x) < M. Dans
ce cas, le réel M est appelé majorant de f sur A.

e f estdite bornée surl’ensemble A si et
seulement si f est a la fois minorée et majorée
sur A c’est-a-dire que : Vx €A, 3(m; M) € R?/
m< f(x) < M.

Définition 2.4.5 :
fonction
Soit f une fonction de R vers R d’ensemble de
définition Dy et a un élément de Dy .
e Ondit que f admet un minimum relatif en a s'il
existe un intervalle ouvert K contenant a tel que
f (@) soitle minimum de f sur KN Dy.
Autrement
On dit que M est un maximum de la fonction f sur
un intervalle I si et seulement si, Vx € I, f(x) < M
et3Ixy €I/ f(x9)=M.
e Ondit que f admet un maximum relatif en a s’il
existe un intervalle ouvert K contenant a tel que
f (a) soitle maximum de f sur N Dy .

Autrement
On dit que m est un minimum de la fonction f sur
un intervalle I si et seulement si, Vx € [, m < f(x)
et3Ixy € I/ f(xg)=m.

e Ondit que f admet un extrémum relatif en a
lorsque f admet un minimum relatif ou un
maximum relatif en a.

Minimum, maximum relatifs d’'une

Consigne 2.4.5 : Consolidation
4x%+1
X242

Soit la fonction f définie de R vers R par fx)=

1. Justifie que Vx € R, f(x)=4— x2+2

2. () Justifie que Vx € R, f(x) < 4.
(b) Justifie que Vx € R, f(x) = %

3. Précise un minorant et un majorant de f et donne si
possible le minimum et le maximum de f.

4. Peut-on dire que f est bornée ?
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Définition 2.4.6 : Somme, produit et quotient de fonctions
Soit f et g des fonctions numériques d’ensemble de
définition respectif Dy et Dy,.

e On appelle somme de f et de g, la fonction
numérique : x ~ f(x) + g(x). Cette fonction est
notée f + g. Son ensemble de définition Dy, 4 est tel
que: Df+g=Df N Dg'

e On appelle produit de f et de g, la fonction
numérique : x — f(x) X g(x). Cette fonction est
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notée f g.Son ensemble de définition D¢, est tel que:
ng=Df N Dg.
On appelle quotient de f par g, la fonction

numérique : x = L&) (Cette fonction est notée 7 Son

gx)
ensemble de définition Dy, est tel que :

X€Dg g ={x€eDsnDy/g(x) + 0}

Consigne 2.4.6 : Composée de deux fonctions

Melon désire effectuer certaines opérations sur les
fonctions numériques a variable réelle. Pour cela, il
considere les fonctions suivantes :

f(x)=2x+1; g(x)=—3x2% et h(x)=—3(2x + 1)?

1. Compléte les tableaux suivants :

f\(\f\

z | f(x) g(x) h(z)
-1 F(-1) -1

0 (0) 0

2 £(2) 2

A £(8) 3

2. Déduis-en une comparaison de :
(@) glf(=1D]eth(=1)
(b) g[f (0)] et h(0)

(©) glf (B)] et h(B)
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Exploitation des résultats
On remarque que g[f(—1)] = h(—=1); g[f(0)] = h(0) et
glf(B)] = h(B) et donc pour tout réel x, g[f (x)]=h(x).
On dit que la fonction h est la composée de la fonction f
suivie de la fonction g.

Définition 2.4.7 : Composée de deux fonctions

A, B et C sont des parties non vides de R, f est
une fonction numérique de A vers B ayant Dy pour
ensemble de définition et g est une fonction numérique
de B vers C ayant D, pour ensemble de définition.

On appelle composée de f suivi de g la fonction
de Avers Cnotée g o f,lu« g rond f » et définie par
x = g[f(x)]. Son ensemble de définition D, est tel
que: x €EDgp = {x € Dp/f(x) € Dy}

Tllustration

gof

L

A C

Consigne 2.4.7 : Consolidation
On considére les fonctions suivantes :

f:R->R g R->R h:R-> R
2 ; 3x-2 X — x+1 et
X — x“+2 X = — 1
kR-R
x— Vx2—4
1. Détermine le domaine de définition de la fonction
x— (go ).

(b) Détermine une expression de (g o f)(x)
2. Calculehof;kof f+g;ghets.
Stratégie: Tl: 7min TG:7min TC: 16min

Retenons

Soit f une fonction définie de E vers F.

f estune application si chaque élément de E associe un
et un seul élément de F.

Autrement dit, une fonction est une application si et
seulement si son domaine de définition est égal a son
ensemble de départ.

Exemple :

E
a
b

0

F
1
2
3
4
5
6

f une application

Consigne 2.4.8 : Consolidation
On consideére les fonctions ci-dessous :
ffR=-{3}—R g:R—R LR — R

2x2+1 1
X — — 2
o ox x<+1
Vérifie si ces fonctions sont des applications

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

X —> X —>

Consigne 2.4.9 : Commutativité ou non de la composée
d’applications Associativité de la composée
d’applications

On considére les applications suivantes définies de R
x+1

vers Rpar: f(x)=x — 1; g(x)=3x? eth(x)——1

1. Détermine f o g et g o f puis compare-les.

2. Détermine fo(goh) et (fog)eh puis compare-
les.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 2.4.1
Soit les applications suivantes
g:B— Ceth:C—D.

: f:A— B;
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Les applicationsho (g o f) et (h o g) o f sont définies de
AversB(ho(gof):A— Det(hog)of:A— D)eton
atho(gef)=(hog)of=heogeof.

On dit que la composée des applications est associative

Remarque

geof # fog.O0n dit que la composée des applications
distinctes n’est pas commutative

geof =fogsifetgsontidentiques.

Propriété 2.4.2
Soit f une application
ensemble F.
On dit que f est injective (ou f est une injection),
lorsque tout élément de F a au plus un antécédent par f
dans E.
Autrement dit :
e f estinjective si et seulement si :
(V(xy,x2) € E? ona:xy # x; = f(x1) # f(x2))
Ou encore
e f estinjective si et seulement si :
(V(x1,x;) € E? ona: f(x))=f(x2) = x1=x;,

d’'un ensemble E vers un

Consigne 2.4.10 : Application
Montre que les fonctions suivantes sont des applications

fiR— {2} > R .
injectives : 3x+2 ;g. Ry = R;
x—2 X=X

Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 10min

Propriété 2.4.3

Soit f une application
ensemble F.

On dit que f est surjective (ou f est une surjection),
lorsque tout élément de F a au moins

un antécédent par f dans E.

f estsurjective © Vy € F,ax € E/f(x) =y

d’'un ensemble E vers un

Consigne 2.4.11 : Application
Montre que I'application suivante est surjective :
f:[-33]1 > R,
x +— V9 —x2
Stratégie: TI: 5Smin TG:3min TC: 7min

Propriété 2.4.4

Soit f une application
ensemble F.

On dit que f est bijective (ou f est une bijection),
lorsque tout élément de F a un unique antécédent par f
dans E.

f estbijective & Vy € F,Alx EE/f(x) =y

d’'un ensemble E vers un

Remarque

Soit f une application de E vers F

e f estbijective si et seulement si f est a la fois
injective et surjective.

e Si f est bijective, alors elle admet une bijection
réciproque notée f ! et est définie de F vers E.

e Sif estbijective, alors f(x)=y & x=f"1(y)

Consigne 2.4.12 : Application
On considere 'application suivante :

1 1
sl -
x+— —x%+x
Montre que I'application g est bijective puis définis sa
bijection réciproque g~ 1.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Consigne 2.4.13
frR\{=2} - R\{1}

On considere la fonction : x+1
X ==
x+2
1. Justifie que f est une application
2. Montre que 'application f est bijective puis définis
sa bijection réciproque f 1.
3. (a) Explicite (f o f~1)(x) pour tout x élément
d’un ensemble D, a préciser.
(b) Explicite (f =1 o f)(x) pour tout x élément
d’un ensemble D, a préciser.
Stratégie: TI: 10min TG:7min TC: 15min

Propriété 2.4.5
e Si f estune bijection d'un ensemble A sur un
ensemble B et f ~! sa bijection réciproque alors
f~ Yo f estl'application identique de Aet f o f1
est 'application identique de B.
Onnote f~lof=1Idsetfof1=1Idg
¢ E étant un ensemble non vide, on appelle
I'application identique de E, 'application x ~ x. Elle
est notée Idy :
IdE: E->E
XX
Remarque
Soit f une bijection de E vers F et g une application de F
vers E.
e Sifog=Idpougof =Idgalorsg=f"1(gestla
bijection réciproque de f)
e Ona:foldg=Idgpof=f

Consigne 2.4.14

Soit f une application de E vers F et g une application
de Fers G.

1. Démontre que si f et g sont injectives, alors g o f est
injective.

2. Démontre que si f et g sont surjectives, alors g o f
est surjective.
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3. Déduis-en que go f est bijective et montre que

(geof)™t=f"1og 1(On pourra montrer que (g o f)o

fteg™=ldg)

Stratégie : TI : 10min TC: 20min

Propriété 2.4.6

e Lacomposée de deux injections est une injection.

e La composée de deux surjections est une
surjection.

e La composée f o g de deux bijections f et g est
une bijection et sa bijection réciproque est
(foq =g tof™

e Si f est une bijection d'un ensemble A sur un
ensemble B et g une bijection de '’ensemble B sur
I'ensemble C, alors go f est une bijection de
I'ensemble A sur I'ensemble C.

Consigne 2.4.15 : Représentation graphique de la courbe
d’une fonction et de la courbe de sa réciproque
Le plan est muni d'un repere orthonormé (0, I, ]).
Soit f une bijection de E vers F; E et F étant des parties
de R et (A) la droite d’équation y=x. On désigne par
('G) et ('G”) les représentations graphiques respectives
de f et f~1. Soit les points A(a ; b) et A'(b; a).
1. (a) On suppose que a = b. Démontre que A et A’
sont symétriques par rapport a la droite (A).
(b) On suppose maintenant que a # b. Soit M(x; y)
un point du plan.
Démontre que M € (A) & MA=MB.
2. Démontre que A appartient a ('G) si et seulement si

A’ appartient a ('G’"). (On pourra utiliser f(x)=y &

x=f1(y).

3. Que peut-on dire alors de ('G) et ('G’) par rapporta
4)?

Stratégie: TI: 10min TG:7min TC: 15min

Propriété 2.4.7 : Représentation graphique de la courbe
d’une fonction et de la courbe de sa réciproque

Dans le plan muni d’un repeére orthonormé, les
représentations graphiques d’une bijection et de sa
réciproque sont symétriques par rapport a la droite
d’équation y=x.

La droite d’équation y = x est appelée la
premiére bissectrice

Consigne 2.4.16 : Consolidation

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, I, ]).

fiRy = Ry

x — x

1. Justifie que l'application f est bijective puis
détermine sa bijection réciproque f 1.

2. (a) Construis la courbe représentative (G) de f dans
le repére (O, [, ]).
(b) Déduis-en la construction sur le méme
graphique de la courbe représentative (G") de f 1.

Stratégie : TI : 10min TC: 15min

Soit I'application

Consigne 2.4.17 : Approfondissement
h:Ry - [l; +00[
Soit I'application 4 1
x— x+x + Z
1. Ecris l'application h comme La composée de deux
applications f et g.
2. (a) Montre que f est bijective et détermine sa
bijection réciproque.
(b) Montre que g est bijective et détermine sa
bijection réciproque.
(c) Déduis-en que h est une bijection de R, dans
E; +00[ et détermine sa bijection réciproque.
Stratégie: TI: 10min TG:7min TC: 15min

Consigne 2.4.18 : Image directe - Image réciproque

On considére I'application f définie de R vers R par
f(x)=—3x + 1 etl'ensemble A=[1;3].

1. Démontrequex € A & f(x) €] — 8; -2]
Information : On dit que | — 8; —2] est 'image directe de
[1; 3] par f et on note : f([l ; 3[)=] —8; 2]

2. Démontreque f(x) EA = x € ]—%; 0]

Information : On dit que ]_5; 0] est 'image réciproque
de [1; 3[ par f etonnote: f~1([1; 3[):]—2; 0]
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Définition 2.4.8 : Image directe — Image réciproque d’'un

ensemble par une application

Soit f une application de E vers F ; A et B deux ensembles

telsque Ac EetB c F.

e On appelle image directe de A par f, 'ensemble de
toutes les images des éléments de A par f. On la
note f(A) etona:

f(4) = {f(x) € F/x € A}

e On appelle image réciproque de B par f,
I’ensemble des antécédents par f de tous les
éléments de B. On lanote f~1(B) etona:

fH(B)={x € E/ f(x) € B}.

Remarque

La définition de I'image réciproque d’'un ensemble par

une application ne nécessite pas forcément la bijection

de cette application.

Propriété 2.4.8
Soit f une application d'un ensemble A vers un

ensemble B. f est surjective si et seulement si f (A)=B.

Consigne 2.4.19 : Consolidation

On considere les applications suivantes
f:]R—)]R g]R—)]R ) hR—>ﬂ§ )
; e x—
x—2x2—x" xr—x? =

1. Détermine I'image directe de [% ;1] par f.
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2. Détermine I'image réciproque de [1 ;4] par g.

3. (a) Montre que Vx € R — {—1}, h(x)=3— ﬁ
(b) Détermine h( ] — o0; —1]).

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Exercice 1

On  considére les applications suivantes
f:11; +oo[>]1; + o] g:11; +o[>]1; + oo
2 et \/}_'_1 2 et
1+
X — Tl X — (J}_l)
h: 11; +oo[]1; +oo
x — x?

1. Détermine f([2;4[]) et g~1({9}).

2. Montre que f est une bijection de ]1;+oo[ dans
]1; +oo[ et détermine sa bijection réciproque.

3. (a) Vérifie que Vx €]1; +oo[, g(x) = [f(x)]?.
(b) Déduis-en que g est une bijection de ]1;+oo[
dans |1; +oo[ et détermine sa bijection réciproque.

Exercice 2
1. Les applications suivantes sont-elles injectives,
surjectives ou bijectives ?

fN->N bh:Z—>Z gR-R
@ x—n+1 ( )x|—>n+1(c) x — x2
fR->R
2. On considere I'application 2x
X —

1+x2
() f est-elle injective ? Surjective ? Bijective ?
(b) Montre que f(R)=[—1;1].
(c) Montre que la restriction g de f a l'intervalle
[—1;1] est une bijection.

Exercice 3

1. Donner le domaine de définition ainsi que la forme
des fonctions fog, gof, fof et gog pour les
fonctions f et g définies de la fagon suivante :
(@) f(x)=2x* —x et g(x)=3x + 2.
(b) f(x)=1-x3et g(x)=§.
(©) f(x)=v2x +3etg(x)=x2+2

2. Donner le domaine de définition ainsi que la forme
des fonctions fg, g+ f, f/g et g/f pour les

fonctions f et g définies de la facon suivante :
(@) f(x)=2x? —x et g(x)=3x + 2.

(b) F(0)=1-x% et g(x)==.
(©) f(x)=v2x +3etg(x)=x>+2

3. Donner le domaine de définition ainsi que la forme
de la fonction f o g o h pour les fonctions f, g et h
définies de la facon suivante :
@) f(x)=x+1, g(x)=2xeth(x)=x —1.

(b) f(x)=vVx — 1, g(x)=x% + 2 eth(x)=x +3

Séquence n°J : Limites et continuités

Activité 2.11

Melon voudrait tracer une courbe qui permettra de voir
I’évolution de la longueur des deux carrés construit.
Pour cela il se rend il se rend compte qu’il a besoin des
notions de limite, de continuité et de dérivation afin de
bien construire cette courbe.

Consigne 2.5.1 : Découverte de la notion de limite et
continuité

On consideére la fonction suivante : fiRoR
x-2x+4
1. Détermine le domaine de définition Dy dela
fonction f.
2. Reproduis et compléte le tableau suivant :
X 2,99 | 2,999 3,001 3,002
f(x)

3. Pour x prenant des valeurs voisines de 3, f(x) est
proche de quelle valeur ?

4. Compare cette valeur trouvée dans la question n°3
af(3).

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Exploitation des résultats
e On constate que lorsque x prend dans Dy des
valeurs de plus en plus proches de 3, les images
f (x) se rapprochent de 10. On dit alors que le réel
10 estla limite de f en 3 et on écrit : }Cl_rg f(x)=10

ou lign =10
e Aussi, 2.3€ Dy et lirré f(x) = f(3) alors on dit que la
X—

fonction f est continue en 3.

Définition 2.5.1 : Limite d’'une fonction en un point

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle
I, contenant a, sauf peut-étre en a.

Dire que la fonction f admet le réel [ pour limite en

a, signifie intuitivement que f(x) peut étre rendu aussi
voisin que I'on veut de [, pourvu que x soit aussi voisin
de a. On note donc jlcl_rg f(x)=lou licrln f=l

Propriété 2.5.1 : Unicité de la limite

e Lorsqu’une fonction f est définie en a et admet une
limite en a, alors cette limite est égale a f(a).

e Lorsqu’une fonction admet une limite en a, alors
cette limite est unique.

Définition 2.5.2 : Continuité d'une fonction en un point
Une fonction est dite continue en x lorsqu’elle est
définie en x et admet une limite en x,,.

Autrement dit :

(f est continue en x¢) < (xo € Dy et ;LIE) f)=f(xp)

Consigne 2.5.2 : Consolidation

On considere les fonctions suivantes : f(x)=x2 —3x+2

2x2-2x+1
etg()="0—

Vérifie si les fonctions f et g sont continues en 1 et en
2.
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Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 10min Information : Dans ce(s) cas, on dit que la fonction f est
continue sur [—4;4].

Consigne 2.5.3 : Reconnaissance graphique d’'une 2. Lorsque la fonction f n’est pas continue, précise

fonction continue en un point I'abscisse x, d’un point ot le crayon est levé.

Dans chacun des cas suivants, la fonction f est Information : Dans ce cas on dit que la fonction f n’est

représentée sur I'intervalle [—4;4] par la courbe (C). pas continue en x,

5

Stratégie: TI: 5Smin TG :5min TC: 7min

Propriété 2.5.2

3 e Les fonctions élémentaires suivantes : x = k (k €
R);x = ax;x»x"(mMeEN); x> |x|;x - cosx;

x = sinx sont continues en tout point de R

1 . Lesfonctionst\/;;xHi;xHxin(nE

N*) sont continues en tout élément de leur
4 8 =z 4 0 1 2 3 4 ensemble de définition.

Propriété 2.5.3

La somme, le produit ou le quotient de deux
quelconques fonctions élémentaires définies ci-dessus
est continue en tout point de son ensemble de
définition

Propriété 2.5.4

Les fonctions polynomes, rationnelles, tangente et
cotangente sont continues en tout point de leur
ensemble de définition.

Propriété 2.5.5

Soit a un nombre réel ; K un intervalle ouvert
contenant a ; f une fonction définie sur K — {a} et non
définie en a.

Si g est une fonction continue en a qui coincide avec f
sur K — {a}, alors f admet une limite en a égale a g(a).

Consigne 2.5.4 : Consolidation
24
On considere les fonctions suivantes : f(x) =X ,:63 ° ;
3 gx)=x—2et h(x)=czzx.
] 1. Détermine les domaines de définitions des
fonctions f, g et h.
1 2. Justifie que h est continue sur son domaine de
définition.
3. (@) Justifie que les fonctions f et g coincident sur un
T TP ! 2 ? ¢ P intervalle que tu préciseras.
(b) Etudie la continuité de g en —3.
(c) Déduis-en 1im3f(x).
xX——
Stratégie: TI: 10min TG:7min TC: 15min
Propriété 2.5.6
Soit f et g deux fonctions ; a, [ et I’ des réels.
e Silim f(x)=letlim g(x)=I" alors
xX—-a x—-a
lim3[f(x) +g@)]=l+1'et lim3[f(x) X g)]=l x '
x—= xX—=
e Sideplus!’' # 0alors lim @=i, et lim L=l,
. x=agd®) U x-oag(x) 1
1. Indique dans quel(s) cas, la courbe (C) de la e Silim f(x)=letp € R, alors lim[Bf(x)]=B X L et
x—-a x—-a

fonction f peut-étre tracée sans lever le crayon.

lim[f (o) + B1=L+
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e Silim f(x)=lalors lim f™*(x)={",n € N*
xX—-a xXx—-a

Propriété 2.5.7
e Soit f et g deux fonctions définies sur un méme
intervalle I tel que f <gsur L. Silim f(x)=let
xX—-a

lim g(x)=["alorsl < I
xX—a

e Soit f, g et h trois fonctions définies sur un
intervalle I et telle que sur I on ait
f(x) =g(x¥)< h(x).
Si f et h admettent la méme limite [ en a, c’est-
a-dire 91(1_1)13 f(x) =9lci_r>1;11 h(x)=l alor g admet

également la méme limite [ en q, c’est-a-dire
lim g(x)=I. Cette propriété est connue sous le
xX—a

nom du théoréme des gendarmes

Consigne 2.5.5 : Consolidation
On considere les fonctions f et g définies sur R par:
f(x)=x?%sin(x) et g(x)=2x — sinx
1. Justifie que Vx € R, —x2? < f(x) < x% et

2x —1<g(x) <2x+1.
2. Déduis-en la limite de f en 0 et celle de g en +oo.
Stratégie : TI: 7min TG:7min TC: 10min

Propriété 2.5.8

e Lasomme de deux fonctions continues en a est une
fonction continue en a.

e Le produit de deux fonctions continues en a est une
fonction continue en a.

e Le quotient d'une fonction f continue en a par une
fonction g continue en a telle que g(a)#0, est une
fonction continue en a..

Consigne 2.5.6
On considere la fonction définie par :

f)=x?>+2x+1 six=>2
2_
flx) = 2xx+;;+2 six <2

1. Détermine le domaine de définition de f.
2. (a) Détermine lirr% f(x) pour x € [2; +oo].
X—

(b) Détermine lirr% f(x) pour x €] — oo; 2.
x—

(c) Compare les résultats obtenus dans les
questions 2.(a) et 2.(b).
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Exploitation des résultats

e Pourx € [2; +oo[, la limite de f(x) lorsque x tend
vers 2 est la limite de f a droite en 2 ou encore la
limite de f lorsque x tend vers 2 par valeurs
supérieures. On la note : Jl(l_r)r% f(x)ou chl_rg f(x)ou

x>2 >
xllgl+ f(x). Ainsi Jl(l_r)r% f(x)=9
x>2

e Pourx €] — o0; 2[, la limite de f(x) lorsque x tend
vers 2 est la limite de f a gauche en 2 ou encore la
limite de f lorsque x tend vers 2 par valeurs

inférieures. On la note : )161_1}% f(x)ou Jlcl_r)r% f(x)ou
x<2 <

lim f(x). Ainsi lim f(x)=2
X2~ X2
x<2

Définition 2.5.3 : Limite a gauche et limite a droite

Soit a et [ des nombres réels ; f une fonction
d’ensemble de définition Dy

e Ondit que f admet une limite a gauche en a égale a
L, lorsque la restriction de f a D N] — oo; a[ admet
en a une limite égale a [ et on note lim £ (x)=!

x<a
e Ondit que f admet une limite a droite en a égale a [,

lorsque la restriction de f a Dy N]a; +oo[ admet en
a une limite égale a [ et on note lim f(x)=!
x>a

Propriété 2.5.9

Soit a et [ des nombres réels ; f une fonction définie sur
un intervalle ouvert centré en a sauf éventuellement en
a.
Dans le cas ou f n’est pas définie en a, f admet une
limite [ en q, si et seulement si f admet en a une limite
a gauche et une limite a droite égale a [

Autrement dit :

Dans le cas ou f n’est pas définieen a ;

(limf) =1) = <lim f(x) = lim f(x) = l)
x—a x-a x-a

x<a x>a
Dans le cas ou f est définie en a, f admet une limite en
a, si et seulement si f admet en a une limite a gauche et
une limite a droite égale a f(a).
Autrement dit :

Dans le cas ou f estdéfinieen a ;

(limf () = f(@) = (;;ggf(x) = lim f(x) = f(a))

x<a x>a

Définition 2.5.3 : Continuité d'une fonction en un point
Soit a un nombre réel et f une fonction d’ensemble de
définition Dy
e f estcontinue a gauche en a si et seulement si
a € Dy et;cl_l)lgf(x) = f(a)
x<a
e f estcontinue a droite en a si et seulement si

a € Dy etlim f(x)=f(a)
x>a
e festcontinueen asietseulementsia € Dy et

lim f(x) = lim f(x) = f(a)

x<a x>a

Consigne 2.5.7 : Consolidation
On considere la fonctiong définie par
g(x) =2x*—-3x+2six<0

x24+2x et
+2x+4 i
six=0

g(x) =——

f(x)=9;2%1asix<0

f(x)=x—bsix>03avecab€R
f0)=1
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1. Etudie la continuité de g en 0.

2. Détermine les réels a et b pour que f soit continue
en 0.

Stratégie: TI: 7min TG:5min TC: 10min

Propriété 2.5.10
La fonction x ~ |x| (fonction « valeur absolue ») est
continue en tout élément de R.

Propriété 2.5.11

o Lasomme de deux fonctions continues en a est une
fonction continue en a.

e Le produit de deux fonctions continues en a est une
fonction continue en a.

e Le quotient d'une fonction f continue en a par une
fonction g continue en a telle que g(a) soit
différent de 0 est une fonction continue en a.

Définition 2.5.4 : Continuité d'une fonction sur un
intervalle
Soit f une fonction numérique définie sur un ensemble
D.

On dit que f est continue sur un intervalle
ouvert ] contenu dans D, si elle est continue en tout
point de .

Propriété 2.5.12

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle

[; aethbdeuxélémentsdel tels que a < b.

e f estcontinue sur l'intervalle ]a; b[si elle est
continue en tout point de l'intervalle.

e f estcontinue sur l'intervalle [a; b[ si elle est
continue a droite en a et continue sur l'intervalle
|la; bl.

e [ estcontinue sur l'intervalle Ja; b] si elle est
continue a gauche en b et continue sur l'intervalle
|la; bl.

e f estcontinue sur I'intervalle [a; b] si elle est
continue a droite en a ; continue a gauche en b et
continue sur l'intervalle ]a; b[.

Consigne 2.5.8
Melon s’intéresse a la courbe () de la fonction

1 . L
gx) =—Treprésentée ci-dessous.

1. Détermine le domaine de définition de g.
2. (a) Complete le tableau suivant :

x |—10"%| —107°| —10"*| 107¢| 107> | 107*

[€3)
(b) Que remarque-tu de la valeur de g(x) lorsque x
se rapproche de plus en plus de 0 ?

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Exploitation des résultats

e On constate que lorsque x prend dans D, des
valeurs de plus en plus proche de 0 et inférieures a
0, g(x) prend des valeurs négatives de plus en plus
grandes.
On dit donc que —oo est la limite de g(x) lorsque x
tend vers 0 par valeurs inférieures ou que —oo est la
limite de g(x) a gauche en 0 et on écrit
lim f(x) = —co.
x<0

e On constate que lorsque x prend dans D, des
valeurs de plus en plus proche de 0 et supérieurs a
0, g(x) prend des valeurs positives de plus en plus
grandes.
On dit donc que +oo est la limite de g(x) lorsque x
tend vers 0 par valeurs supérieurs ou que +oo est la
limite de g(x) a droite en 0 et on écrit
!ri_l;l(} f(x) =4+

x>0
Retenons
.1 .1
lim-=—o et lim-=+w
x-0x x-0x
x<0 x>0

Définition 2.5.5 : Limite infinie en un point
Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy, a un
nombre réel.
e Lorsque la restriction de f a Dy N] — oo; a[ admet
+00 (resp —oo) pour limite en a, on dit que
+00 (resp —) est la limite a gauche de f en a. On
écrit : lim f(x) = +oo (resp lim f(x) = —0)
x<a x<a
e Lorsque la restriction de f a Df N]a; +oo[ admet

+00 (resp —oo) pour limite en a, on dit que
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+00 (resp —) est la limite a droite de f en a. On
écrit : !lr}r&f(x) = 4o (resp ;ci_r)gf(x) = —o0)
x>a x>a

Interprétation géométrique
Le plan est muni d’un repére. Soit f une fonction de
représentation graphique (Cr) et a un nombre réel.
Si !rlg‘}f(x)=+oo ou — oo ou bien lim f(x)=4+ ou —
x>a x<a

Ou bien lim f(x) =+o0 ou — oo alors on dit que la

x—a
droite d’équation x = a est asymptote verticale a la
courbe (Cr).

Propriété 2.5.13
Soit a et b un nombre réel et n un entier naturel non
nul.

lim = 400 avec n un nombre pair ou impair
x-a (x—a)*
x>a 1 1
Exemple : lim——— = +o0 ; lim — = +o0
€ p € x—3 (x—3)2 + ! x—>—5x+5 +
x>3 x>-5

. 1 {—oo sin est impair
o —

lim—— = , i
24 (x-a)" +o0o si n est pair

Exemple : lim = —oo; lim = 400
emple: M -7 s am s
x<1 x<-1

b {—oosib<0

x>ax-a” +oosib >0
x>a 2
Exemple : lim —=—0o0
x—3 x-3
x>3

b {—oosib>0

x>ax-a  +oosib <0
x<a _s
Exemple : xl_l)llll = T®
x<—1
Propriété 2.5.14

Soit a et ] deux nombres réels, f et g des fonctions telles
que lim g(x) = L
x—-a
e Silim f(x) = +ooetl > 0 alorslim(fg)(x)=+o0
x—-a x—-a
e Silim f(x) = +ooetl < 0alorslim(fg)(x)=—o0
x-a x-a

e Silimf(x) = —ooetl> 0alorslim(fg)(x)=—o0
x—a xX—a

e Silimf(x) = —ocetl <O0alorslim(fg)(x)=+o0
x—a xX—a

Consigne 2.5.9 : Consolidation
Calcule les limites suivantes :

. 1 . . 2x+4
(a) }cl—rg (x—2)® (b) }cllg (x—4)3 (C) xllgll x+1
x<2 x>3 x>-1

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 7min

Consigne 2.5.10

On considere la fonction g(x) = %de représentation
graphique (Cy) dans un plan muni d’un repére
orthonormé (0,7, ))

1. Détermine le domaine de définition de g.

2. Complete le tableau suivant :

x —10000 | —1000 | —100 | 100 | 1000 | 10000

g(x)

3. Que constates-tu la valeur de g(x) lorsque x tend
vers les grandes valeurs négatives ?

4. Que constates-tu la valeur de g(x) lorsque x tend
vers des grandes valeurs positives ?

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Exploitation des résultats

e On constate que lorsque x prend dans D, de
grandes valeurs négatives, g(x) prend des
valeurs tres proche de 0.
On dit donc que 0 est le limite de g(x) lorsque
x tend vers —oo et on écrit : xEmw gx)=0

e On constate que lorsque x prend dans D, de
grandes valeurs positives, g(x) prend des
valeurs tres proche de 0.
On dit donc que 0 est le limite de g(x) lorsque
x tend vers +oo et on écrit : xl_i)l}loo gx)=0

Retenons

.1 .1
lim —=0et lim —=0
X—>—0 X X—>+o0o X
Interprétation géométrique
Le plan est muni d'un repere. Soit fune fonction de
représentation graphique (Cr) et bun nombre réel.

Lorsque liin f(x) = b (resp lim f(x) = b), ondit
X—+0o X—>—00

que la droite d’équation y = b est asymptote

horizontale a la courbe (Cr) au voisinage de +oo (resp

au voisinage de —o0)

Propriété 2.5.16
Soit n un entier naturel non nul et k un nombre réel.

lim k=k lim k=k
x>+ X—>—00
lim x =+ lim x = —
X—+00 X—>—00
lim x2 = +o0 lim x% = +o0
X—+ 00 X—>—00
lim x3 = +o0 lim x3 = —o
X—>+ 00 X—>—00
lim x" = 4o . n_( toosinestpair
x>+ llm X = - - .
X——00 —oo sin est impair
lim vx = +
X2+
1 1
lim —=0 lim —=0
X—-+o00 X xo>—0 X
li 1 0 li 1 0
im — = im —=
x—+o00 XM xo>—00 XM
Propriété 2.5.17

Soit f une fonction numérique.
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o S'il existe une fonction gtelle que f = g sur un
intervalle Ja; +oo[ et ligrn g(x) = +oo alors
x—40

lim f(x) = +o0

X—>+ 00
o S’il existe une fonction gtelle que f < g sur un
intervalle Ja; +00[ et lilP g(x) = —oo alors
X—>+ 00
lim f(x) =—
xX—+0oo

o S'il existe une fonction gtelle que f = g sur un
intervalle |—oo; a[ et lim g(x) = 4o alors
X—>—00
lim f(x) =+
X——00
e S'il existe une fonction gtelle que f < g sur un
intervalle |—oo; a[ et lim g(x) = —oo alors
X—>—00

lim f(x) =-

X——00

Consigne 2.5.11 : Consolidation
On considere les fonctions suivantes f(x)=x+cosx et

g(x)z% sinx
1. Démontre que Vx €]0; +oo],

x—1 Sx—cosxet—x—lzSxizsinxsxi2
2. Déduis-en xEwa(x) et xl_l)r_{loo g().
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Les tableaux suivants donnent les limites en x, des
. 1 . o
fonctions f +g;f X g etg connaissant les limites en x

des fonctions f et g.

Propriété 2.5.18 : Limite de la somme de deux fonctions
lim f(x) lim g(x) lim (f + g)(x)
X=Xg X—Xg X—Xg
l U L+7

+00 U +00

—o0 U —o0

EaCe) + 00 + oo

—Q0 —00 —Q0

400 —00 FI

FI = Forme Indéterminée

Propriété 2.5.19 : Limite du produit de deux fonctions

lim f(x) lim g(x) lim( f X g)(x)
X—=Xg X—=Xg xoxg
l I IxUl
+o0 U'" #0) {+oo sil'>0
—osil'<0
—00 'l #0) {—oo sil' >0
+oosil <0
+ o0 + o0 + 00
—00 —00 + 00
+ o0 —00 —00
—00 + o0 —00
+00 ou —0 0 FI

FI = Forme Indéterminée

Propriété 2.5.20 : Limite de l'inverse d'une fonction

' 1
Jim £ (x) lim (—) )
x-xo \f
1
l 7(1 # 0)
+00 ou — 0
Oetf(x)>0 +o0
Oet f(x) <0 —00
Propriété 2.5.21: Limite du produit de deux fonctions
. . /7
Jim f() Jlim 9(x) tim (£) )
XX
l U L
ll
+o0 U'(l" #0) {+oo sil' >0
—w0sil' <0
—0o0 U'd" +0) {—oo sil' >0
+oosil' <0
0 I'(l"#0) 0
l 0 00
0 0 FI
400 400 FI
+oo —0o0 FI
—o0 +oo FI

NB:
+00; en —oo et en x, par valeurs inférieures ou par
valeurs supérieures.

FI = Forme Indéterminée
Ces propriétés restent vraies pour les limites en

Remarque

Les propriétés précédentes ne couvrent pas tous les

cas.

On appelle forme indéterminée, les cas ou les propriétés
- dessous ne permettent pas de conclure.

Si lim f(x) =0et hm g(x) = 0alors lim e

XX X-x9 9 gx)
prend la forme 1ndeterm1ne g
Si lim f(x) =0et llm g(x) = 400 ou (—) alors
X—Xg
lim (f X g)(x) prend la forme indéterminée 0 x
X-Xg

(+90) ou 0 X (—o0).
Si lim f(x) = +o0ou—wet 11m g(x) = 4+ooou

X—Xg
—oo alors lim AC]
x—>x0 g(x)
— 00
ou—ou—ou—

—00

——vprend la forme mdetermme —

Si hm f(x) =+ et 11m g(x) = —oo ou bien

xX—X

lim f(x) = —coet llm g(x) = o0 alors llm (f +

X—Xg
g)(x) prend la forme 1ndeterm1nee (400 — 00)

Dans chacun des cas, il s’agira de rechercher
directement la limite éventuelle. Trouver, celle-ci
s’appelle lever I'indétermination.

Retenons
ier . 4. ., ()}
Au total, les différentes formes indéterminées sont : o

g ; 0 X 0o et —oo0 + (40) ou 00 + (—00). Lorsqu’on se
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retrouve dans I'un de ces cas, on procéde a des
transformations appropriées (factorisation, multiplier
le numérateur et le dénominateur d’une fraction par
I'expression conjuguée du numérateur ou du
dénominateur ou du numérateur et du dénominateur a
la fois, division euclidienne, etc) avant de pouvoir
déterminer les limites.

Remarque

e Pour calculer la limite en x, de g, il suffit de

1 R -
remarquer que g =f X 5 et d’utiliser les propriétés
précédentes.

e Pour déterminer la limite en x; d'une fraction

rationnelle g telle que f(xy) = g(xy) = 0, on peut

mettre (x — xy) en facteur au numérateur et au
dénominateur puis simplifier le numérateur et le
dénominateur de cette fraction par (x — xy) et
calculer la limite lorsque x tend vers x, de
I'expression obtenue apres simplification.

Retenons

IRI ORO estle ROI de RIO
ROI signifie Re';#o = 0;
RIO signifie “= = 0

IRI signifie T 0

ORO signifie mole0 =
Propriété 2.5.22
Silim g(x) = b (b = 0) et lim v/x = c alors
x-a x—b
lim/g(x) =c
X—a
(Valable aussi en o)
Autrement

Silim g(x) = betlim f(x) = calorslim(f o g)(x) = ¢
x-a x—-b x—a

(Valable aussi en o)

Consigne 2.5.12 : Consolidation
Calcule les limites suivantes :

2
-3x—4
Li=lim ( )
x——1 x+1

L,=lim (3x2 —5x—2)

x—2 x2—4
2x%2-3x+3 V2x+5-3
L3_chl—rg ( 9—x2 ) L4_)lcl—)2 ( x—2 )
V3x-3 xVxX—V/8
_}cl—>3 (\/x+1—2) _;lcl—>2 ( \/E—\/f)
Stratégie : TI : 15min TC: 30min

Propriété 2.5.23
e Lalimite al'infini d’'une fonction polyndme est égale
ala limite a I'infini de son monome de plus haut
degré
lim (@, x™ + ap_1x" 1 + -+ ayx + ag)= lim a, x™
X—>00 X—00

e s e pe e 1 . . P
e Lalimite a I'infini d'une fonction rationnelle s est

égale a celle du quotient du monéme de plus haut
degré de P par le monome de plus haut degré de Q.
li AnX"+ap_ 1 XV M tagxtay . apx™

v bpX+bp_1 x4 tbyx+by

x—00 bpx™

Consigne 2.5.13 : Consolidation
Calcule les limites suivantes :

L1= lim (—2x3 + 3x2% +2)

(2x2—3x+3)
X—+00 x—3

L;= lim
Le=lim (2x2—3x+3)

L,= lirP (Bx2—-3x+1)
xX—+00
. 2x%-3x+3
L4_xl—l>r—noo( 3—x3 )

L= Emm(x +Vx2 +3x—1)

x—o00 \ X2—3x+2
Vx2+1—x
L,=1 +2++Vx2—-3x+1)Lg= lim ( )
7 x—1>moo(x x x ) 8 x—1>+00 VxZ+1-2x
= — 2 —
Lo= lim (x —1- V2x% +3x — 1)
Stratégie : TI: 15min TC : 40min
Les limites remarquables des fonctions
trigonométriques
sinx . (sin(ax)
llm( )=1;11m(—>—
x-0 X x-0
tanx tan(ax)
(=) =1 (=) =
x-0 X
. (1—cosx — cos(ax
llm< ) ( ) 0
x-0 X x—>0
. (1—cosx - cos(ax) a?
i () =3 () =7
x-0 X 2

Consigne 2.5.14 : Consolidation
Calcule les limites suivantes

—lim (sinSx) —lim (taan)
_x—>0 sin3x _x—>0 tan5x
1—cosx sin2x
L —llm( ) L —llm( )
3 x—0 \3 sin2 X 4 x—0 sin2 X
Stratégie : TI : 10min TC: 20min

Exercice 1
Dans chacun des cas suivants, étudie la limite de la
fonction f en xo

1. f(x)= 2)Z,x =2

2. f(x)=—' =-2

3. f()_"+3“,x0=1
4. f(x)=——ﬁ;x0—2
5. f(x) = ~1x,=0

x(x 1) x

Exercice 2
On considére les fonctions f, g, h et u définies
fx)=x>+x+5six<2

it :
comme sul {f(x) —3x+1 six>2
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2. Etudie la continuité degen0;en —1;en —2eten
1.

o . _ x+4
{g(x)— x“+7 six<2 { h(x)—zX+3
3. Etudie la continuité de f en 0.

gx) = 3x+5 six>2 (p(x)= x2—x+a six>0
_ox%-1
{u(x)—ﬁ six>1

ux)=1six=1

] _ , o _ Séquence n°6 : Dérivation-Etude
1. Détermine le domaine de définition des fonctions f,

g, hetu.
2. Etudie la continuité de f et g en 2.
3. Etudie la continuité de h en 0 suivant les valeurs du

de fonction

nombre réel a.
Activité 2.12

Pour apprécier les chances de réussite de Melon, Pierre
se préoccupe d’étudier la variation du nombre N; des
carrés qu'il doit atteindre au tir par rapporta la

4. Détermine la valeur du nombre réel [ pour laquelle i
est continue en 1.

Exercice 3 o _ variation de sa distance x du dispositif. A cet effet, il
Calcule les limites suivantes : définit la fonction f de R vers R par f(x) = x% + 4 etil
_ 1 5
1—xl_1}r_n (= + 2%+ 1) 5 Lz—xl_l)rgloo(Zx —x+2) pose T (x)—f(x) @) avec 2 dam la distance maximale

L3— hm (—x +3x—2); L4= lim (—x6 -x+1) de chaque agent tlreur de son dispositif.

Ls= lim (\/x2 +x+1-x); L¢= lim (E(x))

x>+00 Xxotoo \ X Consigne 2.6.1 : Taux de variation d'une fonction et
L,= lim ( x2 +vVxt £ 5 — x) ;. Lg= lim (Cosx—l) dérivabilité en un point.

e o rt Xoto d X 1. Détermine le domaine de définition Dy de f.
L9—xﬂr+r1w( e ) ; Lio= 1_1)moo(\/x +1- \/E) 2. Détermine le domaine de définition D de la fonction
lx-2]\ . V3x=5-1 T,.
L11—}61_>2 ( x—2 ) ’ L1z _}cl_)z ( x2—4 ) 3. Détermine I'expression de T, pour tout x € D.
_ Vi-2x—v5) 2x?+x-1 4. Calcule lim T, (x).
Lis= lLrP ( x+2 ) ’ L14_xll>m1(x2+x+2) X2

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

VX+2—v4x+1-5Y X“—x—6
L15—}C1_)2 ( x+Vx+2-4 ) ’ L16_31¢1—rg (\/E—\/?T)
x=1+Vx?=1 VxZ+3+V2x2+7-5 Exploitation des résultats
Li7=lim oy Lig=lim B r— FO-£(2)
X3 X1 o Lafonction x » == ——=définie sur Dy — {2} est
appelée : fonction taux de variation de f en 2.
Exercice 4 . lin% % = 4 et4 € R; alors ondit que f est
X— -
Soit la fonction f définie sur D=[0 ;+oo[ par dérivable en 2. Le nombre réel 4 est appelé nombre
f(x) Vi +2—+x dérivé de f en 2 et on le note f'(2). Ainsi, f'(2)=4

Démontre que, pour tout xde D,on a:
f (x )—m. Deflnltlon 2.6.1 : Fonf:tlon taux de varlgt}o.n en un point
Dé ) tout x €10 400l 0< <2 Soit f une fonction d’ensemble de définition Dy.
emf)n fe que.po-ur outx €] ’ [ 0= /() < vx' | On appelle fonction taux de variation de f en , la
En déduire la limite de la fonction f en +oo. fonction notée T, et définie sur D; — {a} par:
_f)-f@
Exercice 5 Ta()=—s

Soit f(x)=vVx? —x—1

] o 1 Définition 2.6.1 : Dérivabilité en un point
Etudie la continuité de f en Seten 5.

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert A
contenant le nombre réel a.
Exercice 6 On dit que la fonction f est dérivable en a lorsque la

: i six<0 fonction x = 29 @ 3 4met une limite finie L en a.

Soit g(x)= X1 et r—a

x+Vx2+1six>0 Cette limite est notée f'(a) = l et est appelée : le
VaZ+1-1 . nombre dérivé de f en a.
_J—six#0

fx)= {
_f 0)=0 Interprétation géométrique

1. Détermine Dy et Dy. Le plan est muni d’'un repére. Soit f une fonction de

représentation graphique (Cy).
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Si f est dérivable en a, alors la courbe (Cf) admet au e Sif estdérivable a droite en x,, alors sa courbe
point M (a; f(a)) une tangente (T) dont le coefficient admet au point M(x,; f (x,)) une demi-tangente
directeur est f'(a). L’équation de cette tangente est : (Ta) de coefficient directeur f;(x,) définie par:
(M):y = f'(a)(x — a) + f(a) (T): {y fa (o) (x — x0) + f(x0)
X = Xg
Y
Consigne 2.6.2 : Consolidation )
fR-=R (Ty) s
On considere la fonction f définie par —-2x+8 %—\
X — b o
x=2 F(mo) ¢
1. Etudie la dérivabilité de f en —1. _ '
2. Donne une interprétation géométrique du it i
résultat obtenu. g :
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC:15min ¢ v

e Si f estdérivable a gauche et a droite en x, et
fg(xo) # f4(x0) alors le point M(xo; f (x0)) est
appelé point anguleux de la courbe (Cf)

Définition 2.6.2 : Dérivabilité a gauche - Dérivabilité a
droite
Soit f une fonction numérique, Dy son ensemble de

s , Y Ty (To)
définition et a un nombre réel. (Ty) ()
e Ondit que la fonction f est dérivable a gauche en a F(zo) /V\
si Dy contient un intervalle de la forme ]a — b; a] !
o i fOf@ _ |
avech € R} etlim————— = lavecl € R. Le i}
;Zg x—a O o T
nombre réel [ est appelé : nombre dérivé de f a
gauche en a et est noté f;(a). Doncona: fj(a)=L. e Lorsque la limite a gauche ou a droite en x, de la
e Ondit que la fonction f est dérivable a droite en a fonction x > LOTE) (¢ infinie, la fonction f n’est

iD i i 11 la fi ; ‘o
si Dy contient un intervalle de la forme [a; a + b pas dérivable en x,. Dans ce cas, la courbe (Cy)

* f(x) f( ) _ '
avech € R} etlim—=——"==1"avecl’ €R.Le admet au point M(x; f (%)) une demi-tangente
x>a .
nombre réel I’ est appele : nombre dérivé de f a verticale. FGO—f(xo) FGO—fxo)
droite en a et est noté f/;(a). Doncon a: fj(a)=1". v Silim —0_+°° oulim Too=_oo’
x<x0 X>Xxq
Propriété 2.6.1 alors la courbe (C;)admet au point M (xo; f(xo))
Soit f une fonction définie sur un intervalle K et a un une d_er)rcli-tangente verticale définie par :
élément de K. {y < f(J? )
f est dérivable en a si et seulement si f est dérivable a a 0 Y
gauche en a et a droite en a et les nombres dérivés a
gauche et a droite en a sont égaux. PP C—
Autrement dit : ¢
d bl li f(x) f(a) =1 f(x)_f(a) £ - ! (Cf)
(f estdérivableena) < | lim —— = lim———=|=f"(a) J !
< > — - .5
x<a x>a 0 _’L} To T
Interprétation géométrique
fGO—f(xo) _ fFG)—f(x0)
Soit f une fonction définie sur un intervalle X; x, un v Silim = x . oou lim xg T

élément de Ket (Cr) sa courbe représentative. x<x0
alors la courbe (Cf)admet au point M(xo; f(xo))

e Sif estdérivable a gauche en x, alors sa courbe ) ] o
une demi-tangente verticale définie par:

admet au point M(xo; f (x()) une demi-tangente

X = xo
(Tg) de coeff,icient directeur fg’(xo) définie par: {y > f(x0)
(T ): {y = fg (x0) (x — x¢) + f(x0) y (Cy) y
’ 3, %o \I W
fl@o)p---------- , o)y |
f(za) 7 7l |
O i Lo T O T T
T4
o 5 xo p
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Consigne 2.6.3 : Application
Soit g la fonction numérique de variable réelle définie
gx)=x+vV2x?+x six =0
ar
P g(x)zxﬁsix<0
1. Etudie la dérivabilité de g en 0.
2. Donne une interprétation géométrique des
résultats obtenus.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 2.6.2
Si une fonction est dérivable en un point, alors elle est
continue en ce point.

Remarque

La réciproque de cette propriété n’est pas toujours
vraie c’est-a-dire que : toute fonction continue en un
point n’est pas forcément dérivable en ce point.

Consigne 2.6.4 : Application

. . s fR-=R

On considere la fonction f définie par :
x - x|

Etudie la dérivabilité de f en 0.

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Définition 2.6.3 : Ensemble de dérivabilité d'une fonction
Soit f une fonction numérique d’ensemble de définition
Dy.

L’ensemble de dérivabilité de f est’ensemble des
nombres réels de Dy en lesquels la fonction f est
dérivable.

Définition 2.6.4 : Dérivabilité d'une fonction sur un

intervalle

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle

I; a et b deux éléments de I tels que a < b.

e Ondit que f est dérivable sur I'intervalle ]a; b|
lorsqu’elle est dérivable en tout point de l'intervalle
|la; bl.

e Ondit que f est dérivable sur l'intervalle [a; b[
lorsqu’elle est sur l'intervalle ]a; b[ et dérivable a
droite en a.

e Ondit que f est dérivable sur l'intervalle ]a; b]
lorsqu’elle est sur l'intervalle ]a; b[ et dérivable a
gauche en b.

e Ondit que f est dérivable sur l'intervalle [a; b]
lorsqu’elle est sur I'intervalle ]a; b[ ; dérivable a
droite en a et dérivable gauche en b.

Définition 2.6.5 : Fonction dérivée

Soit f une fonction dérivable sur un ensemble /.

On appelle fonction dérivée (ou dérivée premiere) de f,
la fonction notée f' définie de I vers R qui a chaque
élément x de /associe son nombre dérivé f'(x).
Propriété 2.6.3 : Dérivée des fonctions élémentaires

Fonction f Fonction Ensemble de
dérivée f’ dérivabilité
x k;keER x+— 0 R
x—ax;a€ER XxXea R
x> x";n€eEQ x - nx™ 1 {]Rsin>0
R sin<0
1 -1 R*
X — XV —
X x;
1. * - R*
xHx"'nEQ"' xn+1
1 .
x - x ‘o 10; +oo[
2+/x
X B sinx X - coSx R
X P coSx X P —sinx R
x v tanx x> 1+tan®x R\{§+kn;kez}

Ona:1+tan? x=—;
Cos“ Xx

Propriété 2.6.4

Soit [ un intervalle de R

e Toute fonction rationnelle est dérivable sur son
ensemble de définition.

e Toute fonction polynéme est dérivable en tout
point de son ensemble de définition.

e Sif estdérivablesurlet f(x) # 0Vx € I, alors |f]
est dérivable sur I.

o Sl existe xy € I tel que |f(x,| = 0, alors il faut
étudier la dérivabilité de |f| en x.

e Sif estdérivablesurlet f(x) > 0Vx € I, alors
\/7 est dérivable sur I.

o S’il existe x, € I tel que /f(xy) = 0, alors il faut

étudier la dérivabilité de \/]_f en x,

Propriété 2.6.5

e Lasomme de deux fonctions dérivables sur un
intervalle K est une fonction dérivable sur K.

e Le produit de deux fonctions dérivables sur un
intervalle K est une fonction dérivable sur K.

e Le quotient d'une fonction f dérivable sur un
intervalle K par une fonction g dérivable sur
l'intervalle K telle Vx € K, g(x) # 0 est une
fonction dérivable sur K.

Propriété 2.6.6 : Dérivées des fonctions usuelles
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K

Fonctions Dérivées
ku, k €ER ku'
u+v u +v'
uXv u' Xv+uxv'
1 u’
. iz
u u' xXv—uxv'
v 2
u", n € N*\{1} nxu xu"!
Vi w
avecu(x) > 0,vx €K 2\u
u(ax +b) aveca,b ER | au'(ax +b)
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Uov v'Xu' ov
sin(ax + b) acos(ax + b)
cos(ax + b) —asin(ax + b)

Consigne 2.6.5 : Consolidation
Dérive chacune des fonctions ci-dessous sur leurs
domaines de dérivabilité I

1. f(x)=4x® —2x*+x+2; I=R
4x—-3 2

2. flo= —5x+2 I'=R\ {E}
2x“—3x+1

3' f(x) - X242 ) I - R

4. f(x)=+vV3x%2—-2x+7; I=R

5. f(x) =(=3x2+4)V3x2—-2x+7; I=R

6. f(x)=(7x°-2x3-3x+1)3; I=R

7. f(x) =cos(—3x+1) I=R

Stratégie: TI: 10min TG:7min TC:25min

Consigne 2.6.6 : Dérivée seconde d'une fonction

On consideére la fonction f(x) = 6x7 + 3x? + x — 1
Détermine la dérivée seconde de f

Stratégie: TI: 3min TG:3min TC:5min

Définition 2.6.6 : Dérivée seconde d’une fonction

Soit f une fonction et I un intervalle.

e Sif estdérivable sur I, sa dérivée f' est appelée
dérivée premiére de f.

e Sif'estdérivable sur I, sa dérivée f'’ est appelée
dérivée seconde de f.

Retenons
L’étude du signe de la dérivée d’une fonction permet
d’étudier le sens de variation de cette fonction.

Propriété 2.6.7

Soit f une fonction dérivable sur un .intervalle ouvert

I.

e Sipourtoutx €1, f'(x) <0, alors f est
strictement décroissante sur [ ;

e Sipourtoutx €1, f'(x) > 0alors f est

strictement croissante sur [ ;
e Sipourtoutx €1, f'(x) = 0alors f est
constante sur I.

Remarque

Si la dérivée de la fonction garde un signe constant sur
un intervalle donné sauf peut-étre en un nombre fini de
points ou elle s’annule, alors la fonction est strictement
monotone sur cet intervalle.

Propriété 2.6.8 : Extrémum relatif d'une fonction
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle
la; b[ et xo un élément de |a; b|.
e Sif's’annule en x, et change de signe, alors f
admet un extrémum relatif (minimum relatif ou
maximum relatif) en x,.

v" Minimum relatif

. a xo b

re | - 6+

F() \ /
f(xo)

f (x0) estle minimum relatif de f sur I'intervalle ]a; b[

v' Maximum relatif

T a To b

F@ o+ g -
f(o)

f(x)

f (xp) estle maximum relatif de f sur l'intervalle ]a; b[

e Siladérivée premiere f’ s’annule sur I et ne change
pas de signe, et si la dérivée seconde f"' s’annule
tout en changeant de signe alors f admet un point
d’inflexion.

Retenons

Pour étudier le sens de variation d’'une fonction f on

suit les étapes suivantes :

e Déterminer I'ensemble de définition de f ;

e Etudier la continuité et la dérivabilité de f ;

e Déterminer sa fonction dérivée f';

e Etudier le signe de f' puis en-déduire le sens de
variation de f ;

Par contre, pour étudier les variations d'une fonction f

on suit les étapes suivantes :

e Déterminer 'ensemble de définition de f ;

e Déterminer les limites aux bornes de cet ensemble
de définition ;

e FEtudier la continuité et la dérivabilité de f;

e Déterminer sa fonction dérivée f';

e Etudier le signe de f' puis en-déduire le sens de
variation de f ;

e Dresser le tableau de variation de f.

Tableau de variation
Dans le tableau de variation, on récapitule suivant les
valeurs de x, le signe de la dérivée de la fonction
étudiée. On en déduit les différents intervalles de son
ensemble de définition (les intervalles non inclus dans
I'ensemble de définition sont en générale hachurés, et
les valeurs isolées pour lesquelles f n’est pas définie
sont symbolisées par une double barre verticale).

Consigne 2.6.7 : Consolidation
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Etudie les variations de chacune des fonctions ci-
dessous. On précisera dans chaque cas si possible les
extrémums de ces fonctions.

1. f(x)=x3—4x?2—3x+1.

3x+2
2. g(x) :zf—rf
2_
3. h(x) =22

Stratégie: TI: 10min TG:7min TC:25min

Exercice 1

1. Soitla fonction f(x)=x|x — 1|
f est-elle dérivable en 17

2. Soitla fonction g définie sur | — oo; 1] par
gx)=xv1-—-x
Etudie la dérivabilité de g en 1 puis donne une
interprétation géométrique du résultat obtenu.

Exercice 2
. . x%+x|+1

Soit la fonction f(x) = %

1. Etudie la continuité et la dérivabilité de f en —1 et
en 0.

2. Etudie les variations de f et dresse son tableau de
variation.

Exercice 3

Soit la fonction
{ fX)=x+Vx2+2x—3 six<-3
f(x) =x+VxZ+10x + 21 six>—-3
Etudie la dérivabilité de f en —3 puis donne une
interprétation géométrique des résultats obtenus.

Exercice 4
1. Pour chacune des fonctions suivantes déterminer sa
fonction dérivée :
(a) f(x):—gx5 + ix7 +2x+2
(b) f(x) = (x? —3x + 1)°
© f)=vV-2x3+x+1
x+4

@ () = (2%

—x+1
(e) f(x) = (=2x + 2)?(=5x + 4)°

) fO) =22

2. Soit (Cf) la courbe représentative de la fonction f
dans un repere orthonormé (0O, I, ]).
Ecrire une équation de la tangente a (Cf) au point
d’abscisse a.

(@) f(x)=x°—x>+1 a=1
(b) F0="2 a=0
Exercice 5

Soit la fonction h(x) = x3 — 3x
Détermine les extrémums de h

Exercice 6

(x+1)?

x242x"

1. Détermine les limites de g aux bornes de son
ensemble de définition.

2. Montre que g est dérivable et calculer g’ (x).

3. Dresse le tableau des variations de g.

Soit la fonction g définie par g(x) =

Exercice 7

Soit la fonction f définie par f(x) = ax3 + bx? + c ou

a, b et c sont des réels.

1. Calcule f'(x).

2. Détermine les réels a, b et ¢ sachant que f admet en
1 pour extrémum 0 et en—3 pour extrémum 2.

Séquence n°7 : Primitives

Activité 2.13

On considere la fonction f définie sur R par

f(x)=4x3 4 3x? + 3. On désire trouver les fonctions F
dérivables sur R telles que Vx € R, F'(x) = f(x).

Consigne 2.7.1 : Découverte-Définition

1. On considere la fonction g définie sur R par
g@)=x*+x3+3x + 2.
(a) Détermine g’ (x).
(b) Que constates-tu ?

2. Trouve une fonction h différente de la fonction g et
dérivable sur R telle que h'(x) = f(x).

3. Déduis-en alors la forme générale des fonctions F
dérivables sur R telles que Vx € R, F'(x)=f(x)

Stratégie: TI: 5Smin TG:5min TC: 10min

Exploitation des résultats

e Les fonctions g et h sont dérivable sur R et elles
sont telles que Vx € R, g’ (x)=f(x) et Vx € R,
h'(x)=f(x). On dit alors que les fonctions g et h
sont des primitives sur R de la fonction f.

e Les primitives sur R de la fonction f sont les
fonctions F qui sont sous la forme
F(x)=x*+x3+3x+k (k € R)

Définition 2.7.1 : Primitive d'une fonction

Soit f une fonction continue sur un intervalle /.

On appelle primitive de f sur I, toute fonction F de I
vers R dérivable sur I et telle que Vx € I, F'(x)=f(x)

Propriété 2.7.1
Toute fonction continue sur un intervalle I admet de
primitive sur L.

Propriété 2.7.2

Soit f une fonction admettant une primitive

particuliére F sur un intervalle K.

e Pour toute constante réelle ¢ la fonction x ~
F(x) + c est une primitive de f sur K.
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e Toute primitive de f sur K est de la forme x »
F(x)+c (c € R).

Consigne 2.7.2 Consolidation
Détermine une primitive de la fonction f sur l'intervalle
K dans chacun des cas suivants :

1. f(x) =x?
2. f(x)=—xb

K=R
K=R

Stratégie: TI: 5Smin TG:5min TC: 7min

Propriété 2.7.3

Soit f une fonction continue sur un intervalle &, x; un
nombre réel de K et y, un nombre réel. Il existe une

primitive et une seule de la fonction f sur K qui prend
la valeur y, en x (F(x9)=Yg)-

Consigne 2.7.3 : Application
Détermine la primitive F de la fonction f sur l'intervalle
K qui vérifie la condition indiquée :

1. f(x) =2x3
2. f(x)=—x?

K=R
K=R

F(1) =2
F(-1)=0

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Propriété 2.7.4

Si F et G sont des primitives respectives des fonctions f
et g sur un intervalle K alors pour tous nombres réels a
et b, la fonction (aF + bG) est une primitive de la

fonction (af + bg ) sur K

Consigne 2.7.4 : Application
Détermine une primitive de la fonction f sur I'intervalle

K indiqué.
f(x) =3x2+5

; K=R

Stratégie: TI: 3min TG:3min TC:5min

Propriété 2.7.5
Fonction f Primitive de F de f | f admet une
définie par : définie par : primitive sur :
f=a(a€ |Fx)=ax+k;ke R
R) R
= n+1
(o ) keR
1 — .
—— —_— . R
F)=2 Fo)=gymtks
meN"—{1}) | keR
feO=% F(x)=2Vx + k; 10; +oo[
¥ k €R
f(x)=cosx F(x)=sinx + k; R
keR
fe)=sinx F(x)=—cosx + k; R
keR
flx )—sz i(é)]R:—Cotanx+k o | R—{km; k € 7}
f)=—753 F(x)=tanx + k;; R—{Z+kmk e
Ccos k e R Z}

Consigne 2.7.5 : Consolidation
Détermine une primitive de la fonction f sur l'intervalle
K indiqué :

1. f(x)=4x3—§x2—6 K=R
2. f(x)=(-3x+2)(x*-1) K=R
3. f(x) = —2x—6Vx K =]0; +oo[
4. fr) =T K =]0; +oo
5. f(x)——7smx+5cosx+3 K=R

Stratégie: TI: 5Smin TG:5min TC: 10min

Séquence n°Y : Suites numériques

Définition 2.8.1 : Suite numérique
On appelle suite numérique toute fonction de N vers R

Notation et vocabulaire
Si E désigne 'ensemble de définition d’une suite
numérique U, on a les notations suivantes :
¢ Notation fonctionnelle
U:E->R
nw—U)
e Notation indicielle
U:E->R
nw~ U,
La suite numérique est notée (U,,),,cx Ou simplement
(U,,) si aucune confusion n’est a craindre.
U, ou U(n) est appelé terme d’indice n ou terme
général de la suite (U,).
Le n'®™€ terme de la suite est appelé terme de rang n.
Exemple : Soit (Uy,) ey la suite définie par U,, — 4n + 3

Remarque

Dans la pratique I'ensemble de définition E d'une suite
est’ensemble des nombres entiers naturels supérieurs
ou égaux a un nombre entier donné.

Définition 2.8.2
Une suite définie par une formule explicite est une suite
dont son terme général est fonction du rang n.

Exemples :
2n+1

e Soit (U,)nen la suite définie par U,, =

n
o Soit (},)nen la suite définie par 1}, = 2 G)

Consigne 2.8.1

On considere la suite (1},),,en définie par %

1. Détermine les quatre premiers de la suite (1},).
2. Détermine le 15¢me terme de la suite (1},).

Stratégie: TI: 5min TG :5min TC: 7min
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Définition 2.8.3

Une suite est définie par une formule de
récurrence lorsque le terme initial est connu et chaque
terme est fonction du terme précédent.
Exemples :

o  Soit (V;),en la suite définie par son premier
terme Vy = 3 etla formule V,,,; = %Vn eton
Vo =3

écrit: 1
{V%+1 =:§L%

U1 =3
e Soit (U,) la suite définie par {U _ Un+2
1T 43
Consigne 2.8.2 : Consolidation
UO =3

Soit (U,) la suite définie par {Un+1 _ %Un 1

1. Précise le domaine de définition de la suite (U,,).
2. Détermine les trois premiers termes de la suite

(Un).
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Méthode de représentation graphique
Pour représenter les termes d'une suite (u,,) définie
par une formule explicite, on peut procéder comme
suit:
e Onreprésente la courbe (Cf) de la fonction
f associée a la suite (u,)
¢ On détermine graphiquement uy, = f(0);

ur=f(Dsuz = f(2);u3 = f(3) etc

Consigne 2.8.3 : Consolidation

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0O, I, J). Soit

(uy) la suite définie sur N paru, = 2n+1

1. Détermine une fonction f telle que pour tout entier
naturel n, u, = f(n).

2. Dans un repére, trace la courbe représentative (Cf)
de f sur [0 ;4+oo[ et place uy, uq, u, et uz surle
graphique.

Stratégie : T : 7min TC: 15min

Méthode représentation graphique
Pour représenter les termes d’une suite (u,,) définie
par une formule de récurrence, on peut procéder
comme suit :
e Onreprésente (Cr), la courbe de la fonction f
associée a la suite (uy).

e Ontrace ladroite (A) : y = x (/a premiére
bissectrice)

e On marque uy, sur I'axe des abscisses (OI) ;

e On projette le point obtenu verticalement sur (Cf),
on projette ce nouveau point horizontalement
sur (A) et enfin on projette ce dernier point
obtenu verticalement sur (OI), on obtient u;.

e Refaire ce méme processus avec u; pour obtenir
Uy.

e Etainsi de suite...

Consigne 2.8.4 : Consolidation
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, I, J). Soit
Uy =3

(uy,) la suite définie sur N par {un+1 i gun P

1. Détermine une fonction f telle que pour tout
entier naturel n, u, 1 = f(u,).

2. Détermine les quatre premiers termes de la suite
(un)-

3. Dans un repeére, trace la droite (A) et la courbe
représentative (Cf) de f sur [0 ;+oo[ puis place
Ug, Uq, U et us sur le graphique.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Consigne 2.8.5 : Découverte
3n+2

Soit (U, )ney Une suite définie par u,, = Tre
1. (@) Justifie que Vn € N,% < Up.
(b) Que peux-tu conclure ?
2. (a)]ustifie que ¥n € N,u, < %
(b) Que peux-tu conclure ?
3. Quel conclusion peux-tu tirer a partir des réponses
des questions 1.(b) et 2.(b) ?
Stratégie : TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 2.8.1

Soit (U,)nep Une suite numérique.

e Lasuite (Uy)per estdite majorée siet seulement
si il existe un nombre réel M tel que pour tout n
élémentde E,ona U, < M.

e Lasuite (U,)neg est dite minorée si et
seulement si il existe un nombre réel m tel que
pour tout n élément de E, onam < U,,.

e Lasuite (Uy),eg est dite bornée si et seulement
si elle est a la fois majorée et minorée.

Consigne 2.8.6 : Consolidation
2n+1

n+3
La suite (U,,) est-elle majorée ? Minorée ? Bornée ?
Stratégie : TI: 7min TG:7min TC: 10min

Soit la suite (U, ),y définie par U,, =

Consigne 2.8.7 : Découverte
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On considere la suite (V},) ey définie par ;, = —3n + 4.
Montre que V1 —V,, <0

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Exploitation de résultats

Ona:vn € N,V,,; —V, < 0;alors on dit que la suite
(V) est strictement décroissante sur N

Définition 2.8.5 : Sens de variation d'une suite

numérique

Soit (U, )nep Une suite numérique

e Lasuite (U,),cf est croissante sur E si et seulement
si pour tous entiers naturels metn de E, on :
m<n= U, <U,.

e Lasuite (U,),eg est strictement croissante sur E si
et seulement si pour tous entiers naturels m et n de
E,on:m<n=U, <U,.

e La suite (U,),ep est décroissante sur E si et
seulement si pour tous entiers naturels m et n de E,
on:m<n=U,=U,.

e Lasuite (U,) ek est strictement décroissante sur E
si et seulement si pour tous entiers naturels m et n
deE,on:m<n= U, >U,.

e La suite (Up),eg est dite constante sur E si tous les
termes de la suite ont la méme valeur ; c’est-a-
dire pour toutnde E,ona:U,,1 = U,

e Lasuite (U,),ef est dite stationnaire sur E
lorsqu’elle est constante a partir d’'un certain rang.

e Lasuite (U,),ecr dite monotone lorsqu’elle est
croissante ou décroissante

Remarque : Comment étudier le sens de variation d’'une
suite
Soit (U,,) une suite définie sur N. Pour étudier le sens
de variation de (U,,), on peut procéder de I'une des
facons suivantes :
e Calculer et étudier le signe de la différence v,,,, — U,
v Sipour tout entier naturel n, U,;; — U, =0,
alors U, 41 = U, etdonc la suite (U,) est
croissante sur N.
Si pour tout entier natureln, U,,,.; — U, <0,
alors U, 41 < U, etdonc la suite (U,) est
décroissante sur N.
o Utiliser le sens de variation d’'une fonction
Si la suite (U,,) est telle que U,, = f(n) ou f estune
fonction numérique définie sur [0; +oo[ alors (U,)
et f ont méme sens de variation.
Un+1 3
T 1

n

v

e (Calculer et comparer

Lorsque les termes de la suite sont strictement
positifs,
v

Un+1

Si pour tout entier naturel n, = 1,alorsla

n

suite (U,,) est croissante.

. . U
v" Si pour tout entier naturel n, 3—“ < 1, alors la

n

suite (U,,) est décroissante.

Consigne 2.8.8 : Consolidation

On considere les suites (U, )nen €t (V)nen définies
2n+1

n+1
Etudie le sens de variation des suites (U,) et (I},)

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

respectivement par U, =n? + 2n —5etl, =

Définition 2.8.4 : Suite arithmétique

Une suite numérique (u,)neg est dite arithmétique si
et seulement si il existe un nombre réel r tel que pour
tout élémentndeE, ona:u, ;= u, +r.

Le nombre réel r est appelé raison de la suite (u,,).

Remarque

Pour démontrer qu’une suite est arithmétique, on peut
établir que pour tout entier n, la différence u,, 1 — u,
est égale a une constante. Cette constante est la raison
de la suite.

Remarque : Sens de variation d’une suite arithmétique
Soit r la raison d’une suite arithmétique (u,,).

e Sir > 0, alors la suite (u,) est croissante.

e Sir < 0,alors la suite (u,,) est décroissante.

Consigne 2.8.9 : Application

2
—7n + 5
est arithmétique dont tu préciseras la raison et le

premier terme.
Stratégie: TI: 5Smin TG:5min TC: 10min

Justifie que la suite (u,) définie sur N par u,

Propriété 2.8.2

e Soit (U, )ner une suite arithmétique de raison r et
de premier terme Uy, ona: U,=U, + (n — p)r

e Soit (U,),eg une suite arithmétique de raison r, on
a:vnkeEm>k),U,=U,+n—-k)r

Exemple:(u, ) ey €St une suite arithmétique de raison 4

U, = Uy +4n

us =uz +(5—3)4

Ug = Uy +(7—2)4

Consigne 2.8.10 : Consolidation

(Up)nen €St une suite arithmétique tel que ug = —5 et
uy5 = 37.

Détermine la raison r et le 1er terme de cette suite puis
détermine 'expression du terme générale de la suite
(Un).

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Propriété 2.8.3 : Somme des termes consécutifs d'une
suite arithmétique
Soit (1, ),en Une suite arithmétique.
e Soit S la somme des termes consécutifs u,,
Ugs1, Ugeo,--- Uy de la suite (u,).
S=uy; +tugyr tugy oot u,
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S:(n—a+1)(ua+un) un=u0><(%)n
2 2 s
(n — a + 1) estle nombre de terme de la somme S Us = Uz X (E)
avec n I'indice du dernier terme et a I'indice du 110
premier terme de la somme S ; Ugp = Uz X (E)
U, estle 1er terme de la somme S et u, son dernier
terme ; Consigne 2.8.13 : Consolidation
o Siug, uy, etu, sontles termes consécutifs d'une | (u,),ey est une suite arithmétique tel que u; = —8 et

. . o Ugtu,
suite arithmétique (u,), alorsona: u, = % ug = 27.
Détermine la raison r et le 1er terme de cette suite puis

Consigne 2.8.11 : Consolidation détermine l'expression du terme générale de la suite

Uy = (un).
Soit (U,) la suite numérique définie par {U ’ __-1. Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min
n+1 Up+2

On suppose que U,, # —1 et on pose 1}, = Uil Propriété 2.8.5 : Somme des termes consécutifs d'une
1. Démontre que (V},) est une suite arithmétique dont suite géométrique

tu préciseras la raison et le premier terme. Soit (un)nen une suite géométrique de raison g.
2. Exprime V, puis U, en fonction de n e Soit S la somme des termes consécutifs u,,
3. Calcule lasomme S;=V5+Vg+V,+..4V;,. Ugs1, Ugso,--- Up de la suite (u,).

(o) galculve Téorft[i/oide rlz/, la somme S=uy +Ugq +Ugsy+ _|_1un

= _n—a+
Stratégie:TI: 10min  TC:15min v Sig# LalorsS =u, (”Tq)
v Sig=1,alorsS=(n—-—a+ Du,
(n — a + 1) estle nombre de terme de la somme S
Définition 2.8.5 : Suite géométrique avec n I'indice du dernier terme et a I'indice du
Soit (uy,)neg Une suite numérique. premier terme de la somme S ;
La suite (u,) est dite géométrique s'il existe un nombre u, estle 1er terme de la somme S et u, son dernier
réel q tel que pour tout n élémentde E, on a : u, . 1=u,. terme ;
Le nombre réel q est appelé raison de la suite (u,). e Siug,, u, etu, sontles termes consécutifs d'une
suite géométrique (u,), alorsona:

Remarque ulz, =Ug X U,

Pour démontrer qu'une suite est géométrique, on peut
établir que pour tout entier n, le quotient 2 est égale | Consigne 2.8.14

tn Vy=0
)Y = = 0
a une constante. Cette constante est la raison de la suite. Soit (V,) la suite numérique définie par {V 3V, +2
n+1 —
Vi +2

Remarque : Sens de variation d’une suite arithmétique On pose t,, = Vat1
Soit g la raison d’une suite géométrique (uy,). ) Tovp-2 - _
e Siq > 1,alors lasuite (u,) est croissante. 1. Démontre que (t,) est une suite géométrique dont

e Si0 < q <1, alors lasuite (u,) est décroissante tu preciseras l‘f_’l raison et le premier terme.
2. Exprime t,, puis I}, en fonction de n

. ] - 3. Calcule la somme S;=t3+t,+t5+...+tqq.
Consigne 2.8.12 : Application 5n 4. Calcule en fonction de n, la somme
Soit (uy,)nen la suite définie par u,, = Py Sp=to+t;+t,+t,
Démontre que la suite (u,) est géométrique dont tu Stratégie: TI: 10min TG:7min TC:125min

préciseras la raison et le premier terme.

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 7min
Activité 2.14

Propriété 2.8.4 Melon désire étudier le comportement des suites (u,,)
P . . 5n+2
e Soit (Uy)pner une suite géométrique de raison g et | et (vy,), définies par u,=4n? + 2n — 1l et v, = :_4 )
de premier terme Uy, ona: Up=Up X ¢"7P lorsque n prend de grandes valeurs positives.
e Soit (Up),ep une suite géométrique de raison g, on
a:V¥nk €E(n>k), Uy =Ugxq"?P Consigne 2.8.15 : Convergence d’une suite
Exemple : (u,,) ey €St une suite géométrique de raison Calcule :
1
> a) lim u
2 @) lim u,
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(b) lim v,

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Exploitation des résultats

e lim u, =+o0, alors la suite (u,) n’est pas
n—-+oo

convergente : on dit que la suite (u,,) est divergente
e lim v,=5et5 € R, alors on dit que la suite (v,,)

n-—-+oo

estconvergenteetconvergevers5.

Définition 2.8.6 : Convergence d’une suite
e Une suite numérique est dite convergente si elle
admet une limite finie.
Autrement dit :
Une suite (u,) est dite convergente
lorsque lim u, = l€R

n—+oo
e Une suite numérique est dite divergente si elle n’est
pas convergente.

Consigne 2.8.16 : Consolidation

Soit (uy,)ney Une suite définie par u, = vy

Démontre que la suite (u,,) converge vers 0.
Stratégie: TI: 3min TG:3min TC:5min

Propriété 2.8.6
e Toute suite décroissante et minorée est
convergente.

Toute suite croissante et majorée est convergente.
e Toute suite décroissante et non minorée est

divergente.

e Toute suite croissante et non majorée est
divergente.

Propriété 2.8.7

Soit [ un nombre réel, f une fonction numérique, (u,)
la suite définie par u,, = f(n).

o Si hm f(x) =lalors llm u, =1
xX—+

o Si llrf f(x) =0 alors la su1te (u,) diverge.
X—>+00

Propriété 2.8.8
Soit g un nombre réel strictement positif.
e Si0<g<1lalors lim g"

n—)OO

e Sig>1lalors lim q" =4

n—-+oo

Consigne 2.8.17 : Consolidation

4n?-3

3n+1

1. (a) Détermine une fonction f définie sur [0; +oo[
telle que pour tout n, u,=f(n).
(b) Calculexgrllc>o f(x)

2. Déduis-en la convergence de la suite (uy,).
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Soit (u,,) une suite définie sur N par u,, =

Propriété 2.8.9 : Etude d'une suite

Etudier une suite numérique, c’est étudier :

e le sens de variation de la suite ;

e la minoration, la majoration (si nécessaire) ;
e la convergence.

Consigne 2.8.18 : Consolidation

On considere la fonction numérique f de la variable
3x+1

2x+4

réelle x définie sur I'intervalle I = [0; %] par f(x)=
1. (a) Etudie le sens de variation de f sur I.

(b) Démontre que Vx € I ; f(x) € I.
2. (Up)nen estlasuite numérique définie par:

{ uy =0
3up+1

u =

N+l ™ oy, +4

(a) Démontre quevn € N; u, € I.
(b) Etudie le sens de variation de (u,,).
(c) Déduis-en que la suite (u,) est convergente et
calcule sa limite.
Stratégie: TI: 10min TG:7min TC:25min

Exercice 1
uo = 0
_ —9uu+4 ;

Soit (u,,) la suite définie sur N par {
n+1 — 3

W

n = 1.0npose v, = u, —

1. Calcule uy ; u, et us.

2. Démontre que la suite (v,,) est géométrique dont tu
préciseras la raison et le premier terme.

3. Calcule v, puis u, en fonction de n.

4. (a)Calcule lim u,

n-+oo

(b) Déduis-en la convergence de la suite (u,;,).

Exercice 2

On considere les suites (u,) et (v,,) définies par

u,=3n-5etv,=-7n+2.

1. Etudie le sens de variation de chacune des suites
(uy) et (vn).

2. Montre que les suites (u,) et (v,;,) sont des suites
arithmétiques dont on précisera leurs raisons et
leurs premiers termes.

3. Calcule en fonction de n, S,, = ug+u+u+_ _
et Sp=vo+vi+v+__ _+v,

_tu,

Exercice 3

On considere la suite (v,,) définie par vy = 0 et

Upt1 = %Un + 3.0nposeu, = v, — 4.

1. Calcule les quatre premiers termes de la suite (v,,).

2. Montre que la suite (u,) est une suite géométrique
dont tu précisera la raison q et le premier terme.

3. Etudie la convergence des (u,,) puis de (v,).

4. Calcule S, = ug+u+u,+___+uy,.

5. Calcule lim S,

n—+oo
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SA N°3 : LIEUX
GEOMETRIQUES DANS LE
PLAN

Situation de départ

Texte : La sirene du lycée

C’est la rentrée. Les murs de fagade du lycée ont été
repeints. Des objets d’embellissement qui suscitent la
curiosité des éléves ont été placés a divers endroits de
I'établissement. L'un de ces objets a retenu I'attention
de Zoé, éleve en classe de 1ére. Cet objet est un disque
sur lequel est fixée une plaque transparente ayant la
forme d’un triangle équilatéral, inscrit dans sa bordure.
Au centre du disque est fixée une aiguille de longueur
égale au rayon du disque.

Cette aiguille est accolée a une autre plaque triangulaire
de méme nature dont les sommets coincidents avec les
milieux des cOtés de la premiére plaque. Un bouton
électrique fait tourner 'aiguille dans le plan du disque.
Celle-ci entraine dans sa course la petite plaque
triangulaire et déclenche aussitot la siréne du lycée.
Voici une représentation de la position de repos de
l'aiguille :

N

H’aiguill actionnée par le bouton, tourne dans le sens
contraire des aiguilles d’'une montre en émettant une
jolie brillance circulaire qui évolue régulierement a
partir du centre du disque vers son bord ; c’est-a-dire
que la/surface de la brillance évolue a vitesse constante
en fonction du temps. Quand on cesse d’appuyer sur le

—

houton, I'aiguille revient au repos en sens opposé et la
olie bril}/ance s’estompe.

Emerveillé par ce dispositif, Zoé se propose de
lechercher la variation du rayon de la brillance et le
apport qui lie les triangles du dispositif de la siréne.

‘\“ : Tu vas te construire de nouvelles connaissances
¢ “‘ athématiques. Pour cela, tu auras, tout au long de
aAS.Aa:

Exprimer ta perception de chacun des probléemes
POSES ;

|\Analyser chacun des probléemes ;

\0 pérer sur I'objet mathématique que tu as identifié
|\Dour chaque probléme ;

méliorer au besoin ta production.

Séquence n°l : Angles orientés et

leurs propriétés

Activité 3.1

L’aiguille actionnée par le bouton fait un écart angulaire
a avec sa position initiale puis revient en sens inverse
quand on cesse d’appuyer sur le bouton.

Z0é caractérise respectivement la position initiale et la
position finale de cette aiguille par les vecteurs

U et U puis désire étudier les propriétés géométriques
liées a cette situation apres I'avoir représenté. Voici une
représentation de cette situation :

1.1 Angle orienté — Mesure principale
Consigne 3.1.1
1. Donne deux écritures de I'angle orienté &.
2. Donne le sommet, le c6té origine et le c6té
extrémité de I'angle orienté &.
Stratégie: TI: 3min TG:3min TC: 5min

Définition 3.1.1 : Cercle trigonométrique

On appelle cercle trigonométrique, le cercle de rayon 1
(unité) et orienté dans le sens positif ou direct (sens
contraire a celui du déplacement des aiguilles d’'une
montre)

Remarque

Sur un cercle, il existe deux sens de parcours, un sens
positif ou direct et un sens négatif ou indirect. Par
convention, le sens positif est le sens contraire au sens
de déplacement des aiguilles d'une montre.

Définition 3.1.2 : Angle orienté
Soit i et ¥ deux vecteurs non nuls du plan. On appelle

angle orienté, le couple de deux vecteurs non nuls. Il se

note souvent ( 4; ¥ ) ou tout simplement (i ; ¥).

Définition 3.1.3 : Mesure d’un angle orienté

Lorsqu’on choisit un sens de déplacement sur tout
cercle du plan, on dit qu'on a orienté le plan. Il est
possible d’orienter le plan et d’utiliser le cercle
trigonométrique pour associer la mesure d’'un angle
entre deux vecteurs non nuls.

A cet effet, soit i et ¥ deux vecteurs non nuls. A partir
du centre O du cercle trigonométrique (C), il existe
deux points M et N du plan tels que OM= % et ON= .
On pose mesAOB = a.
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NP

Ainsi, 'angle orienté (U ; ¥) peut étre noté &. Les demi-
droites [OM) et [ON) coupent le cercle (C)
respectivement en A et B. Un représentant de I'angle
orienté @ est ([OM), [ON)) ou ([OA), [OB)). La longueur
[ sur le cercle (C) entre les points A et B va permettre
de définir la mesure de 'angle associé aux vecteurs U et
2

Dans ce contexte, on va appeler mesure de I'angle
orienté (i ; V), tout réel x = | + 2km ; avec k € Z. Ainsi,
a chaque valeur de 'entier k correspond une mesure de
I'angle orienté (i ; ¥). On convient donc que I'angle

orienté (U ; ¥) a une infinité de mesures

Remarque

De maniére informelle, le nombre kindique le nombre
de tour (du cercle trigonométrique) qui a été fait. En
pratique, nous allons souvent confondre un angle avec
I'une de ses mesures. Notons aussi que dans I'écriture
(u; V), 'ordre entre les vecteurs U et ¥ est important.

Définition 3.1.4 : Mesure principale d’'un angle orienté

Parmi les mesures [ + 2km; (k € Z), d'un angle
orienté (U ; ¥), il en existe une et une seule appartenant
a l'intervalle |—m; mr]. Cette mesure s’appelle la mesure
principale de I'angle orienté (U ; v).

Ainsi, si a est la mesure principale d'un angle
orienté, alors toutes les autres mesures de cet angle
sont de la forme a + 2km ; (k € Z).

Remarque

Le fait qu’il existe une infinité de nombres réels,
mesures d'un méme angle orienté ne permet pas de
donner une notation satisfaisante a ces mesures. On
7 - - b = . 7

écrira donc : « soit (i ; ¥) un angle orienté de mesure
a.»

Définition 3.1.5 : Congruence modulo

Deux mesures quelconques x et y sont des mesures
d’'un méme angle orienté si la différence x — y est un
multiple entier de 2r. On dit qu’elles sont congrues
modulo 2r. On note x = y[2m] et on lit: « x est congru a
y modulo 27. »

Ainsi,ona:x = y[2n]| 3k € Z/x =y + 2kn

Méthode de détermination de la mesure principale d’'un
angle orienté

Déterminer la mesure principale @ d’'un angle orienté &
dont une mesure x est connue consiste a écrire : @ =

X + 2km; k € Z et ¢ €] — m; ]. Cette écriture est
immeédiate.

Sinon, on détermine d’abord a I'aide de I'inégalité —m <
x + 2kn < m, la valeur de k puis on détermine a en
utilisant I'égalité a = x + 2km; k € Z.

Consigne 3.1.2 : Consolidation
Dans chacun des cas suivants, détermine la mesure

principale de 'angle orienté dont une mesure est x :

1. x = 1191 2.x=37—ﬂ 3. x = _20171'[
4 3 5
4.x =471 5.x = 1087 6.x=2?T”

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 3.1.1

e x estune mesure de I'angle orienté nul si et
seulement si il existe un nombre entier relatif k tel
que x = 2km; k € Z.

e x estune mesure de I'angle orienté plat si et
seulement si il existe un nombre entier relatif k tel
quex =+ 2kn;k€E€Z

e x estune mesure de I'angle orienté droit si et
seulement si il existe un nombre entier relatif k tel
quex=§+2k7r;k€Z

Définition 3.1.6

Soit @ et B deux angles orientés ; ([OA) ;[OB)) un

représentant de @ et; (JOB) ;[0C)) un représentant

de’ B et — B l'opposé de I'angle orienté PB.

e On appelle somme des angles orientés @ et B,
I'angle ¥ tel que }’/‘=(0_A) ; O_C)).

e On appelle différence des angles orientés @ et B,
I'angle orienté (@) + (- B)=a — PB.

Remarque

La mesure principale de la somme de deux angles
orientés n’est pas toujours égale a la somme des
mesures principales de ces angles.

Propriété 3.1.2 : Relation de Chasles

J—

Pour tous vecteurs nonnuls 4 ; v etw,ona: (u; )+

—

(; w)= (u; w). Cette relation est appelée : relation de
Chasles

—_—

),
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Consigne 3.1.3 : Propriété

—_ —_
Soitu, v u' et v’ quatre vecteurs et k un nombre réel.

Démontre que :

g
(U.U = (v;u

2. (u;v)=(u”;?7) @(ﬁ)=(ﬁ)
3. Sik>0alors(m)—(zm)=(ﬁ)

4, Slk<0alors(ku v) (1_1 kﬁ) ( Uu; )+7r
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 3.1.3
Pour tous vecteurs nonnuls %, ¥ u' et v’ et k un
nombre réel,on a:
S 7
v, v

55)(7) = ()

W) =—(9;u )+2km; (k € ).

°
~
gl

&l
<

¥

—
u

. (u;—v)=n+%

W B )+2km ; (k € ).

|
<l
A
gl
\

U0 )=n+ (U v)+2kn; (k € Z).
—

v

779)=(T7

)42k ; (k € 7).

De maniére générale, on a:
e Sik>0 alors( 131’73 )—( Tfk\ﬁ )=(i\ﬁ)
kv

/
y

_
ku

e Sik< 0alors,

(ki; 3 )= kv )=n+(%; v )+2kn; (k € )

v
kuw u
kv
o (ku;kv) = (U; V) +2km; (k € Z)
kv
v
0<k
v
kw / o
kv
k<0

Consigne 3.1.4 : Consolidation 1

On considere un carré ABCD de sens indirect et O est
le centre de ABCD. Détermine la mesure des angles
orientés suivants :

(45:20 ). (06 ¢ ). (2524 ) (¢B:0D )
(ﬁ);(?@)et(m’)
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Consigne 3.1.5 : Consolidation 2
Le plan orienté est muni du repére (O, 1,]). Surle

cercle ci-dessous, A, B et C sont les points tels que : E ;

51
—et—2 501ent les mesures principales respectives des

angles orientés : ( 0I; 0A ); ( OI; OB ) ( 0I; oc¢ )
L a3

O,

(%)B

-3

1. Détermine la mesure principale de chacun des
angles (ﬁ,ﬁf), (@,W) et(m;ﬁ).

a

i

2. Vérifie que (m, 5§) - (55,5? )=——
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min
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Séquence n°2 : Trigonométrie

Définition 3.2.1 : Sinus et cosinus d'un angle orienté

Soit un angle orienté (1:1’?3) dont une mesure est a et
soit M le point-image du réel a sur le cercle
trigonométrique (C). (C) estle cercle de centre O et de
rayon r = 1 dans le plan muni d'un repére orthonormé
(0; . Soit M, et M, les projetés orthogonaux de M
respectivement sur les droi‘rces (OD) et (O)).

M(cosa; sina)

e On appelle cosinus de (5,\13) ou de a, I'abscisse de
M et on note : cos( U; ¥ ) =cosa=0M;.

e On appelle sinus de (5,\13) ou de «, 'ordonnée
de M et on note : sin(u; v ) =sina=0M,.

Définition 3.2.2 : Tangente et cotangente d'un angle
orienté

Soit un angle orienté (i; ¥ ) dont une mesure est « et
soit M le point-image du réel a sur le cercle
trigonométrique (C). (C) estle cercle de centre O et de
rayon r = 1 dans le plan muni d'un repere orthonormé
(0; I; J). Soit M; et M, les projetés orthogonaux de M
respectivement sur les droites (OI) et (O]). On désigne
par T I'intersection des droites (OM) et (D).

3 T
A

(D)

M (cosa; sina)

e Si(U;¥)n’estpas droit, on appelle tangente de
( u; v ) ou de a, I'abscisse du point T dans le repére
(I; Tﬁ) de la droite (D) et on note :

tan(u; v ) =tana=IT.On a tana = ana

cosa

e Si( %7V )nestpas plat ou nul, la cotangente de

( U v ) ou de @ notée cotan( u;v ) ou cotana, est
cosa

donnée par cotana=

Ssina

Remarque

® cosq, sina, tana et cotana sont appelés lignes
trigonométriques de I'angle orienté de mesure a. Le
tableau ci-dessous indique les lignes
trigonométriques des angles remarquables

a(en degré) | 0 30° | 45° | 60° | 90°

180°

a(en rad) 0 T L L s
6 4 3 2
cosa 1 V3 | V2| 1|0 -1
2 | 2|2
sina 0 1 1231 0
2 | 2 | 2
tana 0 1 11|43 0
V3
V3

cotana 11 1o
. V3

e tann’est pas définie pour les nombres réels a de la
forme : a=%+kn aveck € Z.

e cotan n’est pas définie pour les nombres réels a de
la forme : a=n+km aveck € Z.

Consigne 3.2.1
On consideére le cercle trigonométrique suivant :
T
‘A
I
(D)
Démontre que :
(a) Va € R, cos? a + sin? a=1
T 2 o=
(b) Va € ]R{\{2 + kn}, 1+tan” a g

Propriété 3.2.1
¢ Pour tout nombre réel x et pour tout nombre
entier relatifk, on a:
e —1<sinx<let—1<cosx<1
e cos’x+sin?x=1
e cos(x+ 2km)=cosx
o sin(x + 2km)=sinx
o tan(x + km)=tanx
* Pour tout nombre réel x tel que cosx # 0 et pour
tout nombre entier relatif k, on a:

L)
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Signe de cosa et sina sur [0; 2]

stn

1
sitna > 0| sina >0
cosa < 0 €05 >0 N\ pri)
stno i
'+ 1032
—7; o a(:u.s-'(v ¢ 1’ " cos

sina < 0
cosa >0

sina < 0
cosax < 0

Ainsiona:

o Siae 0;;[, alors sina > 0 etcosa > 0;
o Siae g;n[,alorssina >0etcosa<0;

o Sia€|—m; —g[, alors sina < 0Oetcosa < 0;

o Siae —g;O[, alors sina < O et cosa > 0.

Consigne 3.2.2
, 5 3
1. Ondonne sinx = —avecx € ]E;—n]
13 2’ 2
Détermine cosx et tanx
2. Ondonne tanx=—+3 avecx € ]—%; 0[

Calcule cosx et sinx.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Consigne 3.2.3 : Propriété
On considere le cercle trigonométrique suivant :
7" T

T 3w

2 2

1. Démontre graphiquement que pour tout nombre
réelx,ona:

2. Démontre que pour tout
(a) tan(—x)=—tanx
(o) tan(r — x)=—tanx
T
(e) tan (E - x) =
Stratégie : TI : 15min

1
tanx’

Propriété 3.2.2

R/

< Pour tout nombre rée
(a) cos(—x)=cosx
(c) cos(m + x)=—cosx
(e) cos(m — x)=—cosx
T .
(g) cos (E + x)——smx
. T .
(i) cos (E - x)—smx
% Pourtout x # g+ km
() tan(—x)=—tanx
(o) tan(r — x)=—tanx

(e) tan (g - x) =

1
tanx’

Consigne 3.2.5 : Consolidati

1. Calcule:sin (%) ; COS

x¢%+kn;k€Z;ona:
(b) tan(m + x)=tanx

(d)tan(§+x)=— L

tanx

TC: 25min

lx,ona:
(b) sin(—x) = sinx
(d) sin(m + x)=—sinx
() sin(mr — x)=sinx
(h) sin (g + x)=cosx
(j) sin (% - x)=cosx
ik €Z;:ona:
(b) tan(m + x)=tanx

(d)tan(§+x)=— L

tanx

on

2017
(— . ") et tan

()

2. Ondonne cos(5m — x) = gavec x €]0; [

Calcule cosx ; sinx et tanx

3. Exprime I'expression A
et cosx.

suivante en fonction de sinx

A=sin (3771 + x) — cos(m + x)+sin(10m +

x)+cos(7m + x) —cos (1;—71 — x)

T V6+V2 . T V6—/2
4. Ondonne cos—= etsin— =
12 4 12 4
, , 7T . (71
Détermine cos e et sin ) (Tu remarqueras
71T T T
ue —=-—+—
que 5 =3 12)

Stratégie : TI: 15min

Activité 3.2

TC: 25min

On muni le plan d’un repere orthonormé (O;[;
). A et B sont deux points du cercle trigonométrique
(C); a et b sont deux nombres réels tels que

( ﬁf; OB )=ﬁ et ( ﬁf; 04 )=l3. On désire trouver
cos(a + b) ; cos(a— b) ; sin(a + b) et sin(a — b)
J

sina

sinb

(a) cos(—x)=cosx

(c) cos(m + x)=—cosx
(e) cos(m — x)=—cosx
(g) cos (g + x)=—sinx

(i) cos (g - x)=sinx

(b) sin(—x) = sinx
(d) sin(m + x)=—sinx
() sin(mr — x)=sinx
(h) sin (g + x)=cosx

(j) sin (% - x)=cosx

o cosa  cosb
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Ona: m(cosb; sinb) et Uﬁ(cosa; sina)

Consigne 3.2.6 : Propriété

1. (a) Calcule de deux maniéres différentes 0A.0B.
(b) Déduis-en I'expression de cos(a — b).

2. Trouve 'expression de cos(a + b). (Tu remarqueras
que a + b=a — (—b)).

3. (a) Rappel I'expression de cos (g — x).
(¢) En posant x = a — b, trouve 'expression de

sin(a — b).
4. Trouve l'expression de sin(a + b). (Tu remarqueras

que a + b=a — (—b)).
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 3.2.3 : Formule d’addition
Pour tous nombres réelsa etb,ona:

% cos(a + b)=cosa.cosb — sina.sinb
% cos(a — b)=cosa.cosb + sina.sinb
% sin(a + b)=sina.cosb + sinb.cosa
% sin(a — b)=sina.cosb — sinb.cosa
& tan(a + b)= tana+tanb

1-tana.tanb

o tana—tanb
0‘0

tan(a — b)=

1+tana.tanb

Consigne 3.2.7 : Consolidation

1. Exprime cos (E + x) en fonction de cox et de sinx.

2. () Calcule les valeurs exactes de cos ( ) et sin (1”2)

(Tu pourras exprlmer S en fonction de = 5 et de Z)
(b) Calcule cos (5 ) et sin (i:)
Démontre que pour toutréel x,ona:
. . 4m
sinx+sin (x + )+ sin (x + ?)=0.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Consigne 3.2.8 : Propriété
Démontre que pour toutréel a:

1. cos(2a)=cos? a — sin? a. (Tu remarqueras que
cos(2a) = cos(a + a))

2. cos(2a)=2cos?a — 1.

3. cos(2a)=1 - 2sin?a.

4. sin(2a) = 2sina. cosa.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Propriété 3.2.4 : Formule de duplication
Pour tout nombre réel x, on a:
cos(2x)=cos? x — sin® x
cos(2x)=2cos?x — 1
cos(2x)=1—2sin%x

sin(2x) = 2sinx. cosx

tan(Zx) — 2tanx

X3

S

X3

S

X3

¢

X3

S

X3

¢

1-tan2x

Propriété 3.2.5 : Formule de linéarisation
Pour tout nombre réel x, on a:

14+cos2x
% cos’x = ;
. 1—cos2x
% sin’x =
1—cos2x
% tan’x =
14+cos2x
Propriété 3.2.6
Pour tout nombre x #+ (2k + 1)w; k € Z,ona:
. 1—tan292—c
% COSX = ——%
* 1+tan292—c
. 2 tanZ
» Sinx =
* 1+tan292—c

Consigne 3.2.9 : Consolidation
Détermine la valeur exacte de cosg et sin g. (Tu pourras

T T
remarquer que - = 2 X §)
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 10min

Consigne 3.2.10 : Propriété

1. (a) En utilisant la formule d’addition, calcule
cos(a — b)+cos(a + b).

(b) Déduis-en une expression de cosa. cosb.
(a) En utilisant la formule d’addition, calcule
cos(a — b) — cos(a + b).

(b) Déduis-en une expression de sina. sinb
(a) En utilisant la formule d’addition, calcule
sin(a — b) + sin(a + b).

(b) Déduis-en une expression de sina. cosb.
En posant p=a+b et g=a — b dans les formules
précédemment établies, justifie que :

(a) cosp+cos g=2cos (p q) cos (pzq)

(b) cosp — cosq=—2sin (p q) sin (qu)
(c) sinp+sin g=2sin (p q) cos (qu)
(d) sinp —sin g=2sin (p q) cos (p+q)

2
Stratégie: TI: 10min TG: 7min TC:20min

Propriété 3.2.7
1. Pour tous nombresréelsaetb,ona:

% cosa.cosb = %[cos(a — b) + cos(a + b)]

%[cos(a —b) —cos(a+ b)]

% sina.cosb = %[sin(a + b) + sin(a — b)]
Pour tous nombres réels p et g, ona:

% cosp+cos q=2cos (pzq) cos (pzq)

% cosp — cos q=—2sin (p q) sin (p q)

% sin p+sin g=2sin (p q) cos (pzq) 2

< sina.sinb =

% sinp —sing=2sin (pzq) cos (pzq)
sin(p+
% tanp + tanq = ﬁ
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. . _ sin(p—q)

% tanp —tanq = cosposq

Consigne 3.2.11 : Consolidation 1

1. Transforme en une somme les expressions
suivantes : A= cos3x.sinx ; B=sin2x.sin3x et
C=cos5x.cos4x.

2. Transforme en un produit I'expression
D=sin3x+sin5x+sin7x+sin9x.

/ .. m . 5m ., 7m . 11m 1
3. Démontre que sin —sin—sin—sin—-=—
247 247247 24 16
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 20min

Consigne 3.2.12 : Consolidation 2
(a) Démontre que 2sin (g) [cos (g) + cos (37") +

S5m\]_ . 6T
cos (57)=sin ()
(b) Démontre que cos (g)+ cos (37ﬂ)+cos (57”) :§
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 3.2.8

% Pour tout nombre réel t € [—1; 1], il existe un
nombre réel a €] — m; ] tels que sina = t et
cosa = t.

< Pour tout nombre ¢, il existe un nombre a €

n_n[
2’2

Retenons

R/

% Equationdutypesinx =a;a €R
Soit I'équation (E) : sinx = a; a € R. Pour résoudre
I’équation (E), on peut procéder comme suit :
e Sia< —1oua > 1,alors!'équation (E)
n’admet pas de solution
e Sia € [—1;1], alors il existe un nombre réel b
tel que sinb = a et on a donc
sinx = a < sinx = sinb
< x=b+2kmoux=n — b+2kn;k €Z
% Equation du type cosx = b
Soit I'équation (E) : cosx = b ; b € R. Pour résoudre
I’équation (E), on peut procéder comme suit :
e Sib< —1oua > 1,alors!’équation (E)
n’admet pas de solution
e Sib €[—1;1], alors il existe un nombre réel a
tel que cosa = b et on a donc
cosx = b & cosx = cosa
= x=a+2knoux=—a+2kn;k€Z

Consigne 3.2.13 : Consolidation
Résous dans R puis dans [0; 7], les équations
suivantes :

(@) 2cosx =1 (b) cosx = —?

(c) sinx = \/75 (d) 2sin?x =1
Stratégie: TI: 10min TG:7min TC:20min

Retenons

SoitI’équation (E) : tanx = c; c € R.

L’équation (E) est définie si x # g +km; k € Z.

Pour tout nombre réel ¢ il existe un nombre réel S de
]—g;g[tel que tanfs = c¢.Onadonc:

tanx = ¢ © tanx = tanf
Sx=p+kn;keEZ

Consigne 3.2.14 : Consolidation
Résous dans R, I'équation tanx=—1
Stratégie: TI: 5min TG :5min TC: 7min

Consigne 3.2.15
On considere 'équation (E) : acosx+bsinx=c aveca; b
et c des réels. On désire résoudre I'équation (E). Pour
cela, on se trouve dans 'un des cas suivants :
1. (a)Sia # 0etb = 0, alors donne la nouvelle forme
de I’équation (E).
(b)Sia =0etb # 0, alors donne la nouvelle forme
de I'équation (E).
2. Sia#0etbh #0,alors:
(a) Justifie que :

. a b
acosx+bsinx=va? + b2 (— cosx + —
Va?+b? Va?+b?

(b) Prouve qu'’il existe un nombre réel S tel que

sinx).

cosfl = etsinf = puis déduis-en

a b
VaZ+b? VaZ+b?
la nouvelle expression de acosx+bsinx.
(c) Rappel la formule de cos(x; + x,) puis déduis-
en que acosx+bsinx=va? + b%cos(x — f8)
(d) Justifie que I'équation (E) est équivalente a
) s . . _ _ c
I'équation : cos(x — B) = N
Stratégie: TI: 10min TG: 7min TC:20min

Retenons : Méthode de résolution des équations du type

acosx+bsinx = c

On considere 'équation (E) : acosx+bsinx=c aveca; b

et ¢ des réels. Pour résoudre I'équation (E), on peut

procéder comme suit :

e Sia=0oub = 0,onseraméne a une équation du
typecosx =tousinx =k;teER;kER

e Sia+*+etb=0,alorsva?2+b2+0etona:

acosx+bsinx=c & ( cosx +

a

va?+b?
D sinx)— °

va2+bp? vaz+p?'
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2 2 . . . Ol
(\/aza+bz) (\/azb+bz) —1 alors il existe un nombre o Ovr’lxdét gue_§ eestDpalre si et seulement si :
réel B tel que cosf = \/ﬁ et sinﬂ=ﬁ. Onen { f(=x)=f(x)

e Ondit que f estimpaire si et seulement si :
{Vx €ED;—x€D

F(=3) = ~f ()

déduit donc que :

acosx+bsinx=c < (cosPcosx + sinfsinx)=———
a2 2
. e
et donc acosx+bsinx=c < cos(x — )=

Vaz+p?
On retrouve donc I’équation de la forme cost = q Remarque
(t=x—fetqg= \/ﬁ) qu’on sait déja résoudre. e La fonction cosinus est paire.
e Les fonctions sinus, tangente et cotangente sont
Consigne 3.2.16 : Consolidation Impalres. ) ] ] ) o
Résous dans R, les équations suivantes : e Si f estune fonction paire ou impaire, on choisit
7 ’ L 7 ' comme domaine d’étude 'ensemble E tel que

(Ey): ~ cosx + Esinx:7 et (E,) : cosx++/3sinx=1 E=D; NRyouE=Df NR_
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min e Lacourbe de f sur Dy dans un repéere orthonormé

est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées si
f est paire et symétrique par rapport a l'origine du
Retenons repere si f est impaire.
Soit a résoudre dans R une inéquation du type sinx = a _ o
e Sia < —1Tlinéquation est toujours vérifiée alors Consigne 3.2.18 : Consolidation
S=R. Le plan est muni d’'un repere orthogonal (0,], ]).
e Sia > 1, cette inéquation n’admet pas de solution 1. (a) Démontre que la fonction h définie de R vers R
alors S=¢ par h(x)=—2x* + 3x2 + 5 est paire.
(b) Que peux-tu dire de la droite (OJ]) par rapport a
la représentation graphique de h.
2. (a) Démontre que la fonction h définie de R vers R
3

e Sia = —1,l'inéquation devient sinx = —1
e Sia = 1,lI'inéquation devient sinx = 1
e Si—1<a <1, alorsonrésoutl’équation sinx= a.

Soit x; et x, les solutions de I'équation sinx = a, par g(x)=ﬁ estimpaire.
donc les solutions de I'inéquation sinx = a sont (b) Que peux-tu dire du point O par rapporta la
X1 < x < x,avecxy < X5. {eprésentation graphique de g.
3. Etudie la parité de la fonction f définies de R vers
Consigne 3.2.17 : Consolidation R, dans chacun des cas suivants : -
X2
(a) Résous dans [0 ;2x], 'inéquation cosx < ? @ fe)=x* -1 (b) fC) = Tx

© fx) ===

(b) Résous dans [—m ;r], 'inéquation sinx > — ﬁ.
2 Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

(c) Résous dans [— ;7], I'inéquation cos? x < %.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC:15min Définition 3.2.5 : Fonction périodique

Soit f une fonction d’ensemble de définition D et T un
nombre réel strictement positif.

Définition 3.2.3 : Fonctions sinus, cosinus, tangente, e T estune période de f si et seulement si :
cotangente {Vx ED;(x+T)€ED
e On appelle fonction sinus, la fonction notée sin fx+T)=f(x)
définie par 5% R-R e Laplus petite valeur de T telle que : Vx € D; (x +
X P sinx T) €D; f(x + T)=f(x), estla période de f.
e On appelle fonction cosinus, la fonction notée cos ) I )=1() P f
définie par €% R->R
par o cosx Remarque
e On appelle fonction tangente, la fonction notée tan e Les fonctions sinus et cosinus sont périodiques et
définie par tan: R = R. Son domaine de définition de perlo.des 2. Lo L.
X = tanx e La fonction tangente est périodique et de période 7.
1
est D=R — {5 +km k € Z}. e Les fonctions x = sin(ax + b) et x = cos(ax + b)
L - 2
e On appelle fonction cotangente, la fonction notée sont périodiques et de périodes T = FZ ;aveca €
cotan définie par cotan:R > R ¢ qomaine de R*etb € R.
A X — cotanx e Lafonction x = tan(ax + b) est périodique et de
définition est D=R — {km; k € Z}. o p 9
période T = Tl ;aveca € R*etbh € R.
Définition 3.2.4 : Fonction paire - Fonction impaire e Sif estune fonction périodique de période 7, on
Soit f une fonction d’ensemble de définition D. choisit comme domaine d’étude 'ensemble E tel
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que E=Df N [—g,g] ouE =D N [0;T].

Exercice 1
1. Résous dans [—m; ], les équations :
2
(a) cox = \/2——

(b) sinx = —\/2—5
() cosx =0

(d) sinx = -1

2. Résous dans [0; 27], les équations :
(a) cosx = —%
(b) sinx = —g

Exercice 2

, e 2 . 3
Résous dans [0; 27], 'inéquation cos2x < g

Résous dans [0; 2x], 'inéquation tanx > V3
3T

Résous dans R, I'inéquation sin (g) > sin (T)'
Résous dans R, I'inéquation v3cosx + sinx > 1.
Résous dans R, I'inéquation 4 cos? x —2(+/3 +

V2)cosx +/6 <0

i W

Séquence n°3 : Barycentre de deux,

trois ou quatre points pondérés

Définition 3.3.1

e On appelle point pondéré tout couple (4; a) ou A
est un point et a un nombre réel ; a est appelé
coefficient du point A.

e Soit (A; a) et (B; b) deux points pondérés tels que
a + b # 0. On appelle barycentre des points
pondérés (A; a) et (B; b) I'unique point G tel que :
aGA+bGB=0.

On note G=bar{(4, a), (B,b)} ou G=bar
et on lit G barycentre des points
pondérés (A,a) et (B,b).

A|B
alb

Remarque
Si A et B sont deux points distincts du plan,
G=bar{(A, a), (B, b)} signifie que G € (AB)

Définition 3.3.2 : Isobarycentre de deux points pondérés
e Soit G=bar{(4,a), (B,b)}.
Si a = b alors le point G est appelé
isobarycentre des points pondérés (4, a)
et (B, b).
e L’isobarycentre de deux points distincts A et B
est le milieu du segment [AB].

Propriété 3.3.1 : Homogénéité du barycentre

Le barycentre de deux points pondérés est inchangé
lorsqu’on multiplie tous les coefficients par un méme
nombre réel non nul

Si k € R* et G=bar{(4,a), (B,b)} alors

G=bar{(A, ka), (B, kb)}.

Remarque
A et B étant deux points distincts du plan, 'ensemble
des barycentres des points A et B est la droite (AB).

Consigne 3.3.1 : Consolidation

Dans chacun des cas suivants, justifie que le point H=
bar{(A,a), (B,b)} avec a et b deux réels que tu
préciseras :

(a) BA — 4BH=0

(b) AH=>4B

(c) AB — 2BH=34AH

Stratégie : TI: 7min TG:7min TC: 10min

Consigne 3.3.2 : Réduction de la somme aMA+bMB

Soit (A,a) et (B,b) deux points pondérés et M un point

du plan.

1. Sia+ b # 0, démontre que am+bm§:(a+b) MG
ou G= bar{(4, a), (B, b)}

2. Sia+ b = 0,démontre que le vecteur MA+bME est
indépendant du point M.

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Propriété 3.3.2 : Réduction de la somme aMA+bMB

Soit (A,a) et (B,b) deux points pondérés et M un point

du plan.

e Sia+ b #0,alors am+bmz(a+b) MG ou
G=bar{(4,a), (B,b)}

e Sia+ b = 0alors le vecteur aMA+bME est
indépendant du point M.

Consigne 3.3.3 : Consolidation

A, B, G et M sont quatre points du plan tels que
G= bar{(4,2),(B,4)}.

Trouve une expression réduite des vecteurs :
=2MA+4MB ; 5=MA — MB et W=MA + 2MB
Stratégie: TI: 3min TG:3min TC:5min

Consigne 3.3.4 : Propriété
Soit A et B deux points distincts du plan et
G= bar{(4,a), (B,b)}.

Démontre que AG=—_T1B et BG=—-BA
a+b a+b

Stratégie: TI: 5min TG :5min TC: 7min

Propriété 3.3.3
Soit A et B deux points distincts du plan.
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4G = -2 4B
G=bar{(4,a),(B,b)} ={__, P__
BG == EBA

On peut utiliser I'une de ces égalités vectorielles pour
construire le point G.

Propriété 3.3.4 : Coordonnées du barycentre
Le plan est muni du repére (0;7;]). A(xa; vg) et
B(xp; yg) sont deux distincts du plan.

__axXxg+bXxp
C A X6 = a+b
Si G= bar{(4, a), (B, b)} alors axya+bxyg
Y6 = a+b

Consigne 3.3.5 : Consolidation

Le plan est muni du repere (O, 1,]). On donne les
points E(3;4) et F(2;6). On désigne par G le barycentre
des points pondérés (E;1) et (F;3).

(a) Place les points E et F dans le repére (O, I, ]).

(b) Sans déterminer ses coordonnées, construis G.

(c) Détermine les coordonnées de G.

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Définition 3.3.3

Soit (A; a) ; (B; B) et (C,y) trois points pondérés
tels que @ + f+y # 0.

On appelle barycentre des points pondérés (A;
a); (B; B) et (C,y) T'unique point G tel que :
aﬁ)+ﬁﬁ+y6_€=6.
On note G=bar{(4, a), (B,B),(C,y)} ou
G=bar | A|B | C | etonlitG barycentre des points
a | B | y | pondérés (A; @) ; (B; B) et (Cy).

Remarque
Si A, B et C sont trois points distincts du plan,
G=bar{(A,a),(B,B),(C,y)} signifie que G € (ABC)

Définition 3.3.4 : Isobarycentre de deux points pondérés

e Soit G=bar{(4,a),(B,B), (C,y)}
Sia = b = c alors le point G est appelé
isobarycentre des points pondérés (A; ) ; (B;
B) et (Cy).

e L’isobarycentre de trois points distincts A, B et
est le centre de gravité du triangle ABC.

Propriété 3.3.5 : Homogénéité du barycentre

Le barycentre de trois points pondérés est inchangé
lorsqu’on multiplie tous les coefficients par un méme
nombre réel non nul

Sik € R* et G=bar{(4,a),(B,B),(C,y)} alors
G=bar{(4, ka), (B,kB), (C,ky)} .

Remarque

A, B et C étant trois points distincts du plan, I'’ensemble
des barycentres des points A, B et C est le plan (ABC).

Propriété 3.3.6 : Réduction de la somme

aMA+bMB+cMC

Soit (A, a) ; (B, b) et (C, ¢) points pondérés et M un

point du plan.

e Sia+b+c #0,alors aMA+bMB+cMC=(a+b+c) MG ol
G= bar{(4,a),(B,b), (C,c)}

e Sia+b+c=0 alors le vecteur aMA+bMB + cMC est
indépendant du point M.

Propriété 3.3.7
Soit A, B et C trois points distincts du plan.
(—» _ b _— Iod —_—
|AG - a+b+cAB + a+b+cAC
— a = c =
G=bar{(4,a),(B,b),(C,0)} & { BG = e BAY T BC
kc—d — a =7 b C—B)
a+b+c a+b+c

Propriété 3.3.8 : Coordonnées du barycentre
Le plan est muni du repére (0;7; ). A(x4; Vg) ;
B(xp;yg) et C(xc; yc)sont trois distincts du plan.

X = axxag+bXxp+cXxc
s G~ a+b+c
Si G= bar{(4, a), (B, b), (C,c)}alors XY A+bXYg+CXYC
Yo = a+b+c

Consigne 3.3.6 : Consolidation

Dans un repere du plan, on donne les points : A(3; —2),
B(4; 2) et C(5; 1).

Calcule les coordonnées :

1. du barycentre G de (A; 1) et (B; —2).

2. du barycentre G’ de (A; 1), (B; —2) et (C; 3).
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Propriété 3.3.9 : Barycentre partiel

Soit (A; @) ; (B; B) et (C,y) trois points pondérés tels
quea+ f+y+0eta+b #0.

Si G= bar{(4,a), (B,b),(C,c)} et
H=bar{(4, a), (B, b)} alors G= bar{(H,a + b),(C,c)}.H
est appelé barycentre partiel.

Autrement dit, le barycentre de plusieurs points
pondérés est inchangé lorsqu’on remplace certains
d’entre eux par leur barycentre partiel, affecté de la
somme de leurs coefficients, a condition que cette
somme soit non nulle.

Méthode

e Pour déterminer le barycentre de plusieurs points
pondérés, on peut remplacer certains d’entre eux
par leur barycentre partiel, affecté de la somme de
leurs coefficients, a conditions que cette somme soit
différente de zéro.

e Pour démontrer que trois points sont alignés, il
suffit de démontrer que I'un est barycentre des
deux autres.

e Pour démontrer que deux droites (I]) et (KL) sont
sécantes en un point G, on peut démontrer que G est
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a la fois barycentre des points I et ] et barycentre
des points K et L.

Consigne 3.3.7 : Consolidation 1

ABC est un triangle et ], ] et K les points tels que :

BI=\BC;Cj = CA et AK = 248

1. Exprime I comme barycentre de B et C, ] comme
barycentre de A et C ; K comme barycentre de A et B
affectés de coefficients a préciser.

2. Démontre que les droites (Al), (B]) et (CK) sont
concourantes.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Consigne 3.3.8 : Consolidation 2
H est le barycentre de (A,3) et (B,—2).
1. Construis le point H.

2. E et F sontles points tels que EH=2AH et FH=2BH.
Démontre que les points H, E et F sont alignés.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Consigne 3.3.9 : Consolidation 3

Soit A, B et C trois points non alignés et G le barycentre

de (A,—3), (B,1) et (C,1).

1. Construis G.

2. Démontre que A est le centre de gravité du triangle
GBC.

Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 7min

Exercice 1

A, B et C sont trois points d'une droite tels que :
AB=4cm, BC=2cm et AC=6cm.

1. Déterminer des réels a et b tels que C soit le
barycentre de (A, a) et (B, b).

2. Déterminer des réels b’ et ¢’ tels que A soitle
barycentre de (B, b") et (C, ¢').

3. Déterminer des réels a” et c” tels que B soit le
barycentre de (A, a’") et (C, ¢").

Exercice 2
ABC est un triangle du plan, B et C' sont les milieux
respectifs de [AC] et [AB]. D est le barycentre des points
pondérés (A; 3) et (B; 2), et G le barycentre des points
ponderes (A;3),(B; 2) et (C; 1).
Construis les points D et G.
2. Démontre que le point G est I'intersection des
droites (B'C") et (CD).
3. Ladroite (AG) coupe la droite (BC) en E.
Précise la position de E sur (BC).
4. M est un point quelconque du plan tel que
3AM+2AB=0.
(a) Place le point M.
(b) Détermine deux réels a et b pour que M soit
barycentre des points pondérés (4; a) et (B; b).

Exercice 3

ABC est un triangle. A est le milieu du segment [BC], E
est le point du segment [A'C] tel que ﬁ=%ﬁ, Festle

symétrique de A par rapport a B.

1. Exprimer E comme barycentre de B et C affectés de
coefficients a préciser.

2. Exprimer F comme barycentre de A et B affectés de
coefficients a préciser.

Exercice 4

Dans un repere du plan, on donne les points A(3;2) et
B(—1;4). G est le barycentre de (A,3) et (B,—2), et G’
est le barycentre de (A,-2) et (B,3).

1. Calculer les coordonnées de G et G'.

2. Vérifier que [AB] et [GG'] ont le méme milieu.

Séquence n°4 : Cercle dans le plan

Propriété 3.4.1

Dans un repere orthonormé, I'équation
cartésienne d’un cercle de centre Q(a; b) et de rayon r
est: (x — a)®?+(y — b)?=r?. Son expression
développée est de la forme x%+y%+ax+by+c=0 avec
a, b, c des réels.

Remarque
Le cercle (C) d’équation cartésienne

x24+y?+ax+by+c=0 a pour centre Q (_Z—a, _Tb) et pour

a2+b?
rayon r= <)

Définition 3.4.1 : Représentation paramétrique d’'un
cercle

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0;7;J).
e Soit (C) un cercle de centre O et de rayonr. Le

. X = rcos6
systeme {y — rsing (6 € R) est appelé
représentation paramétrique de (C) dans le repéere

©;7;7)
e Soit (C) un cercle de centre Q(a; b) et de rayon r. Le

. X =a+rcosO
systeme {y — b+ rsing (6 € R) est appelé

représentatlon paramétrique de (C) dans le repére
©;7;:7)

Exemples :
e L’ensemble des points M (x; y) du plan tels que

x%+y?=2 est le cercle de centre O et de rayon v/2.
Une représentation paramétrique de ce cercle est

x =+2cos0
0 € R).
{y = /2sinf ( )
e Lesysteme = 3\/?:6(_)59 (6 € R); estune
y = 3V/3sind

représentation paramétrique du cercle de centre
0(0;0) est de rayon 3v/3 et a pour équation
cartésienne x2+y2=27.
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xy _ 34:22561.;)1899 (6 € R); estune
représentation paramétrique du cercle de centre
A(—4;3) estde rayon 2 et a pour équation
cartésienne (x + 4)%+(y — 3)?=4.

e Lesystéme {

Consigne 3.4.1 : Consolidation 1

On considere deux cercles (C) et (C") d’équations
respectives : x2 + y2 — 5 =0 et 2x2+2y? — x+3y = 0.
1. Détermine une représentation paramétrique de (C).
2. Détermine une représentation paramétrique de (C").
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Consigne 3.4.2 : Consolidation 2

On considere le cercle (C) de représentation
x =5+ 7cos0

y =3+ 7sinf

Détermine une équation cartésienne de (C).
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC: 7min

paramétrique {

Propriété 3.4.2

Soit (C) le cercle d’équation x?+y%+ax+by+c=0 et
A(xg; yo) un point de (C).

Une équation cartésienne de la tangente a (C) en A est:

b
(T): xx0+y Yo (% + xo)+5 (¥ + o) +c=0

Consigne 3.4.3 : Consolidation

(C) est’ensemble des points M(x; y) tels que

x%+y? —8x+2y+8=0 et K(4; 2) un point du plan.

1. Justifie que (C) est un cercle dont tu préciseras le
centre et le rayon.

Justifie que le point K appartient a (C).

Détermine une équation cartésienne de la tangente
(T) au cercle (C) au point K.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

BN

Exercice 1

1. Donner une équation du cercle (C) de centre
A(2;—4) etderayon 3.

2. (D) estl’ensemble des points M(x, y) tels que : x2 +
y? —10x+4y + 23 =0
Quelle est la nature de (I') ? Donner ses éléments
caractéristiques.

Exercice 2
Les équations suivantes sont-elles des équations d'un
cercle ? si oui, préciser le centre et le rayon puis donne
une représentation paramétrique de ce cercle.

(a) x2+y? —2x+4y=20

(b) x2+y? —2x+4y+14=0

(©) x2+y?+4x —2y+5=0

(d) x2+y?% + x=0

Détermine une représentation paramétrique de (C).

Séquence n°J : Isométrie

Définition 3.5.1
Soit t la translation de vecteur 1. M est un point du plan

et M’ sonimage part.Ona:tz(M) = M' & i=MM’

Propriété 3.5.1

Soit f une application du plan dans lui-méme. f est une
translation si et seulement si pour tous points M et N
d’images respectives M’ et N’ par f ona: MN=M'N’

Définition 3.5.2

0 estun point du plan et k € R*.

On appelle homothétie de centre Q et de rapport k la
transformation, notée h(Q; k) qui a tout point M
associe le point M’ tel que QM=kQM

Propriété fondamentale
h(0, k) étant 'homothétie de centre O et de rapport k,
M’ et N’ les images respectives des points M et N par h,

alorsona: MN=kM'N’ aveck € R* — {1}

Définition 3.5.3

Soit (D) une droite du plan. On appelle symétrie

orthogonale d’axe (D) 'application du plan dans lui-

méme qui a tout point M associe le point M’ vérifiant :

1. SiMe(D) alors les points M et M’ sont confondus.

2. SiMg(D) alors (D) est la médiatrice du segment
[MM'].

Définition 3.5.4
Soient () un point du plan et f un nombre réel. On
appelle rotation r de centre () et d’angle 5 I'application
du plan dans lui-méme notée r(Q; ) qui a tout point
M du plan associe le point M’ vérifiant :
1. Qestinvariant par r c’'est-a-dire r(q,5)() = Q
2. SiM # Aalors:

, QM = OM
TapM) =M < {mes(m,m) =B+ 2km;k €L

Propriété 3.5.2
f estune rotation d’angle £ non nul si et seulement si,
pour tous points M et N distincts d’'images respectives

M'etN'.Onad MN = M'N’
et N'.Onadonc {mes(W;M’N'):ﬁ-l'kakEZ

Définition 3.5.5
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On appelle isométrie du plan toute application f du plan
dans lui-méme qui conserve la distance.

Soit M et N deux points du plan d’images respectives
M'etN'par fona: M'N' = MN.

Remarque
Les translations, les symétries orthogonales et les
rotations sont des isométries.

NI
w M
M M
0
N A
N —
“ N

translation to symétrie Sg

S SN
@A) X
L — "

M N

symétrie Sa rotation r(0,a)

Exemple :
Une homothétie de rapport 3 n’est pas une isométrie
car elle ne conserve pas les distances.

Consigne 3.5.1 : Conservation du produit scalaire

Soit f une isométrie, A, B, C trois points distincts

d’images respectives A’, B, C’ par f.

1. Exprimer AB. AC en fonction de AB2, AC? et BC2.
(On pourra utiliser 'expression du produit scalaire
UH= (1 T+ 12 =812 —1l 5 12))

2. Exprimer A'B’. A'C’ en fonction de A'B’?,
B'C'.

3. Endéduire queAB AC=AB’. A'C".
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

A'C'? et

Propriété 3.5.3 : Conservation du produit scalaire

Soit f une isométrie.

Pour tous points A, B, C, D d'images respectives A’, B’, C',
D’ par f,ona: AB.CD=A'B’.C'D".

On dit que les isométries conservent le produit scalaire

Consigne 3.5.2 : Conservation du barycentre

Soit f une isométrie. ABC est un triangle. On désigne

par I le milieu de [BC] et par G le centre de gravité du

triangle ABC. Soit A’, B’, C’, I et G’ les images respectives

des points A, B, C, I et G par f.

1. Démontrer que I’ est le milieu de [B'C’].

2. Démontrer que A'G’ = %A’I’

3. Endéduire que G’ est le centre de gravité du
triangle A'B'C’.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 3.5.4 : Conservation du barycentre

Soit f une isométrie, (4, a), (B, b), (C, c) des points
pondérés et A’, B, C' les images respectives des points
A, BetCpar f, G un point et G' son images par f.

G est le barycentre des points pondérés (4, a), (B, b),
(C,c) sietseulementsi G’ est le barycentre des points
pondérés (4',a), (B',b), (C',c).

On dit que les isométries conservent le barycentre

Propriété 3.5.5
Soit f une isométrie, A, B, C trois points distincts
d’'images respectives A’, B’, C’ par f.
e L’'image par f de la droite (AB) est la droite
(A’B").
e L’'image par f du segment [AB] estle
segment [A'B’].
e L’iomage par f de la demi-droite [AB) est la
demi-droite [A'B").

Remarque

On déduit de la propriété 1 que I'image d’'un ensemble
de points alignés par une isométrie est un ensemble de
points alignés.

On dit que les isométries conservent I'alignement

Propriété 3.5.6

Soit f une isométrie, ('G) un cercle de centre etde
rayon r et O’ I'image de O par f.

L’image par f du cercle (‘'G) est le cercle de centre O’ et
de rayonr.

Propriété 3.5.7 : Conservation des mesures d’angles
Soit f une isométrie, ABC un triangle et A’, B’ et C’ les
images respectives des points A, Bet Cpar f.On a:
mesBAC=mesB"A'C’

On dit que les isométries conservent les angles non-
orientés.

Remarque

On déduit de cette propriété que par une isométrie :

e les images de deux droites perpendiculaires sont
deux droites perpendiculaires ;

e lesimages de deux droites paralléles sont deux
droites paralleles.

On dit que les isométries conservent le parallélisme et

T'orthogonalité

Propriété 3.5.8

Soit f une isométrie, ABC un triangle et A’, B’ et C’ les
images respectives des points A, B et C par f.

Les triangles ABC et A’'B’C’ ont méme aire.

On dit que les isométries conservent l'aire des triangles
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Remarque

L’'image d'un cercle étant un cercle de méme rayon, les
isométries conservent aussi I'aire des cercles.

Plus généralement, on admettra que les isométries
conservent les aires.

Propriété 3.5.9
Toute isométrie conserve :
e l'alignement des points;
le parallélisme de droites ;
I'orthogonalité de droites ;
la mesure des angles ;
le barycentre de points pondérés ;
les longueurs ;
les aires.

Consigne 3.5.3
On donne les points A, B, C, A’, B, C’ tels que : AB=A’'B’,
BC=B’'C’ et CA=C’A’.

Sur cette figure, OAA’ et OBB’ sont des triangles

isoceles en O

1. Trouver trois isométries qui appliquent A sur A’.

2. Trouver deux isométries qui appliquent A sur A’ et
B surB'.

3. Parmi ces deux isométries, en trouver une qui, de
plus, applique C sur C’.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Propriété 3.5.10

ABC et A’'B’C’ sont deux triangles tels que : AB=A’B’,
BC=B’C’ et CA=C'A’.

Il existe une isométrie et une seule qui applique : A sur
A’,Bsur B’ et CsurC.

On dit que les sommets homologues de deux triangles
superposables déterminent une isométrie et une seule.

Consigne 5.4 : Consolidation

Les triangles ABC et A'B’C’ sont tels que : AB=A'B’,
BC=B'C’ et CA=C’A’. Ils déterminent 'isométrie i qui
applique A sur A’, B sur B’ et C sur C’.

Dans chacun des cas suivants, nommer cette isométrie.

A
(AB) || (A'B")
B (BO) || (B'C")
(AC) || (A'C)
AI
B C’
1%"cas
A
B=FB
c=cC'
B C
A!
2¢mera s
cC=c
A C e [AA]]
C € [BB']
B C B’
R A’
3 "cas

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Consigne 3.5.5

ABC et A’'B’C3.’ sont deux triangles tels que : AB=A'B’,
BC=B’C’ et CA=C'A’.

M étant un point quelconque du plan, construisez son
image par I'isométrie i qui applique : A sur A’, B sur B’
et Csur C'.

Stratégie: TI: 5Smin TG:5min TC: 10min

Parmi les isométries connues, on constate que
certaines, comme les translations conservent les angles
orientés, alors que d’autres, comme les symétries
orthogonales transforment tout angle orienté en son
opposé. Ces résultats conduisent a distinguer deux
sortes d’isométries.

Définition 3.5.6

e Undéplacement est une isométrie qui conserve les
angles orientés.

e Un antidéplacement est une isométrie qui
transforme tout angle orienté en son opposé.

Exemples :
1. Lestranslations, les symétries centrales, les
rotations sont des déplacements
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Les triangles ABC et A’'B’C’ sont orientés dans le
méme sens.
2. Les symétries orthogonales sont des
antidéplacements.
C C!
B B
A (A) A

Les triangles ABC et A'B’C’ sont orientés en
sens contraire.

Propriété 3.5.11

Soit f et g deux isométries du plan.

Si f et g sont des déplacements, alors g o f est un
déplacement.

Si f et g sont des antidéplacements, alors g o f est
un déplacement

Si f est déplacement et g un antidéplacement, alors
g o f etf o gsontdes antidéplacements.

Si f est un déplacement, alors f~! est un
déplacement.

Si f est un antidéplacement, alors f~! est un
antidéplacement.

Consigne 3.5.6 : Découverte
On donne le triangle ABC et le point O. h, est
I'homothétie de centre O et de rapport k; et h, est
I'homothétie de centre O et de rapport k, ; A1, By, C; les
images respectives des points A, B, C par h, et A’, B', C’
les images respectives des points A4, B, C; par h;.
1. Justifier que 04 = klkzm; OB’ = k1k25§ et

0C' = k.k,0C.

2. Justifier de méme que 04 = klkzﬁ ;OB =
klkzﬁ et m‘) = klkzﬁé_;
3. Déduisez une application du plan qui applique A sur

A’,Bsur B’ et CsurC.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Exploitation des résultats
La transformation h, o h; associe a tout point M le point
M’ tel que : oM’ = k1k20—1\7f est 'homothétie de centre O
et de rapport k 1k,
Propriété 3.5.12

La composée de deux homothéties de méme centre O et
de rapport k; et k,, est 'homothétie de centre O et
rapport k. k,

Remarque
h, et h, sont deux homothéties de rapports respectifs
k, et k, et de méme centre O.

1. hz ° h1:h1 o hz

2. Sikyk, = 1alors h, o hy estl’application identique.

3. Sikyk, = —1, alors h, o h; estla symétrie de centre
0.

Consigne 3.5.7 : Consolidation
On donne le triangle ABC et le point O. h, est
I’homothétie de centre O et de rapport 2 et h, est

) - 3
I'homothétie de centre O et de rapport — >

Construire I'image A’B’C’ du triangle ABC par h; o h,
Stratégie : TI: 7min TG:7min TC: 10min

Consigne 3.5.8 : Découverte

1 estla rotation de centre O et d’angle orienté (a7) et

1, est la rotation de centre O et d’angle orienté (&@;).

Soit M un point quelconque du plan et M' et M; deux

points du plan tels que r; (M)=M; et r,(M;)=M'.

1. Justifie que OM = OM'.

2. Justifie que mes (W, 0M’)=(6{])+ (@3).

3. Déduire une application du plan qui applique M sur
M’

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Exploitation des résultats
1, o 11 associe a tout point M le point M’ tel que :
oOM' = 0OM
{mes (oM, 0M") = @) + (@)

centre O et d’angle orienté (a7) + (@3).

est la rotation de

Propriété 3.5.13

La composée de deux rotations de méme centre O et
d’angles orientés (@7) et (@), est une rotation de
centre O et d’angle orienté (a7) + (@3).

Remarque
r; ety sont deux rotations de centre et d’angles
respectifs a et a'.

1. nor=ryomn

2. Si(@)+ (@)= (0), alors 1, o ry est 'application
identique.

3. Si(@)+ (az)= (%), alors r, o 1y estla symétrie de
centre O.

Consigne 3.5.9 : Consolidation
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On donne le triangle ABC, le point O. 1y est la rotation

A

de centre O et d’angle orienté (g) et r, estla rotation de

A

centre O et d’angle orienté (g) .

Construire I'image A’'B’C’ du triangle ABC par r; o 1y
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Consigne 3.5.10 : Découverte
h est 'homothétie de centre O et de rapport k et t la
translation de vecteur . Soit G un point invariant par
hotetG; = t(G).Onpose M; =t(M)etM' = h(M,).
1. Justifie que:

(a) MM; =i et OM’ = kOM,.

(b) Justifier que 0G = %ﬂ’

2. (a) Déduire que GM =kGM.
(b) Déduire une application du plan qui applique M
sur M’.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Exploitation des résultats
h o t associe a tout point M le point M’ tel que

GM’=kGM est 'homothétie de centre G et de rapport k.

Propriété 3.5.14

La composée d'une homothétie h de rapport non nul k
et d’'une translation ¢t est une homothétie hot outoh
de centre G et de rapport k ou G est un point invariant
parhotoupartoh.

Remarque
hot=toh

Consigne 3.5.11 : Consolidation

On donne le triangle ABC, le point O et le vecteur u. h
est 'homothétie de centre O et rapport 2 et t la
translation de vecteur u.

Construire I'image A’'B’C’ du triangle ABC par h o t.
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Propriété 3.5.15

h est une homothétie de centre K et de rapport k
différent de 1, O un point distinct de K.

Il existe deux translations t, et t, et une homothétie h’
de centre O et de rapport k telles que :
h=tioh'eth=h'ot,

Consigne 3.5.12 : Découverte

r est une rotation de centre O et d’angle orienté non
nul. t est une translation de vecteur 4. La rotation r et
la translation t sont des déplacements. Les composées
rotett orsontdes déplacements.

1. Justifier que r o t et t o r ne sont pas des
translations.

2. Endéduire quer ot ett o r sont des rotations.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Propriété 3.5.16
La composée d’'une rotation d’angle non nul (&) et
d’une translation est une rotation d’angle orienté (&).

Consigne 3.5.13 : Consolidation
On donne le triangle ABC, le point O et le vecteur u.

est la rotation de centre O et d’angle orienté (g) ettla

translation de vecteur u.
Construire I'image A’B’C’ du triangle ABC part o r.
Stratégie: TI: 5min TG:5min TC:7min

Propriété 3.5.17 : Décomposition d’'une rotation

r est une rotation de centre K et d’angle (&), O un point
distinct de K.

Il existe deux translations t, et t, et une rotation r’ de
centre O et d’angle (&) telles que :

r=r'ot etr=r'ot,.

Consigne 3.5.14 : Alignement de points
On considere le trapéze ABCD suivant :

e Kestle point
d’intersection des
droites (AD) et (BC)

ALy M 4 B
e (AB)I(DO)
e M milieu de [AB]
D { - I c® N milieu de [DC]

Démontrer que le milieu M de [AB], le milieu N de [DC]

et le point K sont alignés. Pour cela :

1. Justifier qu'il existe une homothétieh et une seule
qui transforme Aen D etBen C

2. Préciser le centre de cette homothétie.

3. Précise I'image du segment [AB] par h.

4. (a) Justifier que h(M) = N.
(b) Que peut-on conclure ?

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Consigne 3.5.15 : Egalité de distances

On considere un triangle quelconque ABC. Sur les cotés
[AB], [BC] et [CA], extérieurement, on construit les
triangles équilatéraux ABC’, BCA’ et CAB’. r; estla

rotation de centre A et d’angle orienté (AC’, Zﬁ) etr,

S

estla rotation de centre B et d’angle orienté (B_C_'7, ﬁ)

Démontrer que AA’=BB’=CC’. Pour cela:

1. Justifier que BB’=CC’. (Tu pourras chercher I'image
de [BB’] parry)

2. Justifier que AA’=CC’. (Tu pourras chercher I'image
de [AA’] par 1)
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3. Que peut-on conclure ?
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Exercice 1

On considere le carré ABCD de centre de symétrie 0. M,
N, P et Q sont les milieux respectifs des cotés [AB], [BC],
[CD] et [AD].

1. Démontrer que les triangles AMO et OPD sont
superposables.

Trouver une translation t et une rotation r de
centre P telle que f(4)=0, f(M)=P et f(0)=D dans
chacun des cas suivants :

2.

@ f=rot.
(b) f=tor.
Exercice 2

Démontrer que dans un triangle, 'orthocentre, le centre
de gravité et le centre du cercle circonscrit sont alignés.

Exercice 3

Les triangles ABC et DEF sont équilatéraux et
superposables.

Démontrer que les médiatrices de segments [AD], [BE]
et [CF] sont paralleles ou concourantes.

Séquence n°6 : Représentation
graphiques de fonctions et
transformations du plan

Consigne 3.6.1 : Découverte
Le plan est muni du repere (O, I, ]). f est une fonction

de représentation graphique (Cy) et définie par f(x) =
Vx et g est une fonction de représentation graphique
(C,) et définie par g(x) = Vx — 3+2.

1. Représenter dans le repere (0, ], ]) la courbe (Cf).
2. Placerle point 0’ (3, 2) puis tracer le vecteur
=301+20].

Représenter de nouveau la courbe (Cf) dans le
repére (0',1',]") avec (O'I") | (O et (O']") Il (O)).
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Exploitation des résultats
La courbe (Cf) de la fonction f dans le repére (0',I',]")

représente la courbe (Cg) de la fonction g dans le
repeére (0,1,]). La courbe (C;) est donc I'image de la
courbe (Cf) par la translation de vecteur =301+ 20_]).

Propriété 3.6.1

Le plan est muni du repere (O, I, ]). f est une fonction
de représentation graphique (Cf).

La représentation graphique de la fonction x = f(x —
a)+f est'image de (Cf) par la translation de vecteur

i=a0I+p0j.

Consigne 3.6.2 : Consolidation

Le plan muni du repere (0, I, ]). On considere la
représentation graphique (Cr) de la fonction f(x) = x?
et g estla fonction de représentation graphique (Cy) et
définie par g(x)=(x + 1)% — 2.

1. Représenter la courbe (Cr) dans le repere (O, L]).
2. Déduire la représentation de la courbe (Cy).
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

Consigne 3.6.3 : Découverte

Le plan est muni du repere orthogonal (O, ], ]). on

consideére les fonction f(x)=2x? et g(x)=2x% — 3x+2.

1. Tracer dans le repére (O, [, ]), la courbe
représentative (Cy) de la fonction f.

2. Mettre g(x) sous la forme a(x — a)?+p avec a et 8
des réels a préciser.

3. Placer le point A(a, B) puis tracer le vecteur
i=a0l+B0j.

4. Tracer de nouveau la courbe (Cf) dans le repére

(A, 1,]) avec (AI') Il (OI) et (A]") Il (O)).
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Exploitation des résultats
La courbe (Cy) de la fonction f dans le repére (0',1',]")
représente la courbe (C;) de la fonction g dans le
repére (O, 1,]). La courbe (Cg) est donc I'image de la

courbe (C;) par la translation de vecteur ﬁ=§0_i - %Uj

Propriété 3.6.2

Soit g la fonction polynéme du second degré définie par
g(x)=ax?*+bx+c.

La fonction g peut se mettre sous la forme g(x)=a(x —

2 __ b __ (b2—4ac)
@)+ faveca = o etB v
Dans le plan muni du repere (0O, I, ]), sa représentation

graphique est I'image par la translation de vecteur

17=a51>+ﬁ0_]), de la parabole d’équation y = ax?.

Exemple illustratif :
(Cr):y=ax?et (C;):y=a(x —a)* + B
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I
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I
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Les courbes (Cf) et (Cg) sont suplerposables.

Remarque

Dans le plan muni du repere orthogonal (O, I, ]), a étant
un nombre réel différent de zéro, la courbe d’équation
y = ax? est une parabole d’axe (0]) et de sommet O.

Consigne 3.6.4 : Consolidation

Le plan est muni du repere (O, L, ]).

Construire la représentation graphique de la fonction
polyndme f définie par f(x)=x2+6x+7.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

6.1.3 Représentations graphiques de
fonctions homographiques
Définition 3.6.1 : Fonction homographique
a et § étant des nombres réels et k un nombre réel
différent de zéro.
On appelle fonction homographique, toute fonction f de

R vers R définie par f(x) = ﬁ th

Remarque
Dans le plan muni du repére (0O, I, ]), k étant un nombre

réel différent de zéro, la courbe d’équation y = S est

une hyperbole de centre O.

Propriété 3.6.3

g estla fonction homographique définie par :
g)=——+p (a,f € Retk € R").

Dans le plan muni du repere (0O, |, ]), la représentation
graphique (Cg) de g est'image par la translation de

vecteur i=a0I+B0]J, de I'hyperbole d’équation y = S

Exemple illustratif :
(6)y =715 (G): 542

X

I~
— e = —

- o o ]

Consigne 3.6.5 : Consolidation
Don considére la fonction rationnelle suivante :

g(x)=_i:5. Le plan est muni du repére (0, I, ).
1. Justifier que g est une fonction homographique.

2. Construire sa représentation graphique (C,) dans le
plan muni du repéere (O, , ]).
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 10min

6.1.4 Représentations graphiques des fonctions
X —fx);x = f(=x);x = —f(=x)

Propriété 3.6.4
Le plan est muni du repere orthogonal (O, I, ]). f est
une fonction de représentation graphique (Cf).
e Lareprésentation graphique de la fonction x —
—f(x) estle symétrique de (Cf) par rapport a (OI).
La représentation graphique de la fonction x +~
—f (—x) estle symétrique de (C;) par rapport a O.
La représentation graphique de la fonction x +~
—f(x) estle symétrique de (Cf) par rapport a (OI).
Exemple illustratifs :

g:x = —f(x)
M

f(m%_/_}:\(—(@/

110 :

(O § :a:

-1 0 1 ? 3 4 5 6

|

|

1
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Consigne 3.6.6 : Consolidation

Le plan est muni du repere orthogonal (O, |, ]).
construire la représentation graphique de chacune des
fonctions suivantes f, g, h, de R vers R définie par:
fO)==(x—3)*; g(x)=V—x et h(x)= —V—x
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

6.1.5 Représentations graphiques des
fonctions x — |f(x)| etx — f(|x|)

Propriété 3.6.5
Le plan est muni du repére orthogonal (O, I, ]). f est
une fonction de représentation graphique (Cy).
e Lareprésentation graphique de la fonction x ~
|f (x)| est le symétrique de (Cy) par rapporta (OI)
avecy = 0.
La représentation graphique de la fonction x —
£ (Ix|) estle symétrique de (Cy) par rapporta (OI)

avecx = 0.
Exemple illustratifs :
—2x+2 —2x+2
() == et Gy =[5
4
3
2
147 (€4g)
I
-2 -1 00 1Tl 2. 3 4 5 6 7
-1 (€p) T

-x+1 -x+1

(Cf)_:y =~ et (Cg):y = >0
N
A 3
21
s 10
_'2 —I1 0 O 1 3 4 5
-1 (€9)

6.2 Propriétés géométriques des représentations
graphiques de fonctions
62.1 Fonction paires - Fonctions impaires -
Fonctions périodiques
Définition 3.6.2
Une fonction f de R vers R, d’ensemble de
définition Dy est dite :

e paire lorsque, pour tout x élément de Dy, —x € Dy et

f(=)=f ().

impaire lorsque, pour tout x élément de Dy, —x € Dy
et f(=x)=—f(x).

périodique o de période T si et seulement si Vx €
Df, (x +T) € Dy et f(x + T)=f(x).

Remarque

Etudier la parité d'une fonction, c’est chercher la
preuve que cette fonction est : soit paire, soit impaire,
soit ni paire ni impaire.

Remarque

Les fonctions x = cos(ax + b) et x = sin(ax + b)
2n

m.
La fonction x = tan(ax + b) est périodique de

o T — 1
période i

sont périodiques de période T =

Consigne 3.6.7 : Consolidation

1. Etudier la parité de la fonction f sur son ensemble
de définition dans chacun des cas suivants :
(@) f(x)=x3 + 3x.

x2+1

() g ()=
(c) h(x)=2x?>+x—3

Dans chacun des cas suivants, démontrer que la
fonction f est périodique de période T.

(@) f(x)=sin®x T =m.

(b) f(x)=cos? () T = 2m.

Donner une période de la fonction, dans chacun
des cas suivants.

(a) f(x)=cos (g + 2).
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(b) f(0)=sin (5x +5).
(©) f(x)=sinx + sinx2x.
Stratégie: TI: 10min TG:7min TC:20min

Définition 3.6.3
Soit (G) la courbe représentative de la fonction f dans
un plan muni d’'un repére orthonormé (0; 7, )) et Dy son
ensemble de définition. Soit A(xy, yo) un point du plan
et (A) la droite d’équation
x=a.

On dit que le point A(xq, ¥) est un centre de
symétrie pour la courbe (G) si et seulement si
{Vx € Df,(2x9 — x) € Dy

f@xo—2)+f(x)
—_— 2 =DXYo

On dit que la droite (A) : x = a est un axe de
symétrie de la courbe (G) si et seulement si
{Vx € Df,(2a—x) € Dy
fQRa—x)=f(x)

Consigne 3.6.8 : Consolidation
Le plan est muni d'un repére orthogonal

. g:R—R
0;1;]).Soit )
( D x+— 8x3—12x%+6x+9
2
f (x):%; (A) estla droite d’équation x = —3 et

. 1
le point A (E’ 10).
1. Montrer que la droite (A) est un axe de symétrie de
la courbe représentative de la fonction f.
2. Montrer que le point A est un centre de symétrie
pour la courbe représentative de la fonction g.
Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

Remarque

Un ensemble est dit symétrique par rapport a zéro si
chaque élément de cet ensemble a encore son opposé
dans cet ensemble.

Retenons : Plan d’étude d'une fonction

Pour étudier une fonction f, en 'absence de consignes

particuliéres, on peut adopter le plan suivant.

e Déterminer 'ensemble de définition de f

e Etudier au besoin la parité et la périodicité de f
puis en déduire un domaine d’étude de la fonction f

e Etudier la continuité et la dérivabilité de f en tout
point de son ensemble de définition ou en tout
point du domaine d’étude.

e Calculer la fonction dérivée f' de f et en déduire
son sens de variation.

e Dresser le tableau de variation de f.

e Etudier le comportementde f aux bornes de
I’ensemble d’étude et en déduire les éventuelles
asymptotes.

e Etudier la position relative de la courbe
représentative de f avec 'asymptote d’équation
y = ax+bDb si elle existe.

e Tracer la courbe représentative de f apres avoir
éventuellement dressé une table de valeurs.

Propriété 3.6.5 : Asymptote horizontale

Soit f une fonction de courbe représentative (Cf) eth
un nombre réel.

Lorsque xl_i)er f(x) =bou xl_i)r_noo f(x) = b, ondit que la
droite d’équation y = b est asymptote horizontale a
(Cf) au voisinage de +o0 ou de —oo.

Propriété 3.6.6 : Asymptote verticale

Soit f une fonction de courbe représentative (Cf) eta
un nombre réel.

Lorsque )lcl_r)rtll f(x) =+ ou chl_r)l;ll f(x) = —oo, on dit que

la droite d’équation x = a est asymptote verticale a

(Cr)-

Propriété 3.6.7 : Asymptote oblique
Soit f une fonction de courbe représentative (Cf), L)
la droite d’équation y = ax + b (a € R*, b € R).
e Lorsque xl_i)rfoo[f(x) —(ax+b)]=00u
xl_i)r_noo[f(x) — (ax + b)] = 0, on dit que la droite (A)

est une asymptote oblique a la courbe (Cf) au

voisinage de +o0 ou de —oo.

e Lorsque lim % =a (a € R et lim[f(x) —
X—00 X—00
ax] = b, b € R, on dit que la droite (A):y =ax + b
est une asymptote oblique a la courbe (C;) au

voisinage de +oo ou de —oo.

Propriété 3.6.8

Soit I une partie du domaine de définition de la fonction

f, (D) la droite d’équation y = ax + b et (Cs) la courbe

représentative de f.

e SivVxel, f(x)— (ax+ b) <0, alors on dit que la
courbe (Cr) est en dessous de la droite (D) sur
I'intervalle 1.

e SivVxe€el f(x)— (ax+ b) > 0, alors on dit que la
courbe (Cr) estau dessous de la droite (D) sur
'intervalle /.

e Sivx €l f(x)— (ax+ b) = 0, alors on dit que la
courbe (Cf) etla droite (D) se coupent en un point
d’abscisse x,.
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Consigne 3.6.9 : Consolidation
Dans chacun des cas suivants, étudier puis tracer la
courbe représentative de la fonction f dans un repere

orthonormé (0;1,)) :
@) f)=—g
(b) f(x )—Z*ﬁ
(©) f(x)=8x3 —12x% + 6x + 9.
(@) f(x) = V4 —x?

Stratégie : Tl : 15min

TC: 30min

Définition 3.6.4 : Zéro d’'une fonction
On appelle zéro d'une fonction f, tout nombre réel « tel

que f(a) = 0.

Propriété 3.6.9

Soit [ un intervalle ouvert contenant I'intervalle fermé
[a; b]. Si f est une fonction continue sur |, strictement
monotone sur [a; b] et telle que f(a) et f(b) sont de
signes contraires, alors f admet un zéro et un seul dans
I'intervalle ]a; b[.

Consigne 3.6.10 : Consolidation

Soit f la fonction définie par f(x)=x3

1. Montrer que f est continue sur R.

2. Démontrer que I'équation f(x)=0 admet une
solution unique a € [4, 5].

3. Déterminer un encadrement de @ a3 10~2 prés :
(a) par la méthode de balayage.
(b) Par la méthode de dichotomie.

Stratégie: TI: 7min TG:7min TC: 15min

—4x%4x -5

Propriété 3.6.10

Soit (C;) la courbe représentative d’une fonction f dans

un repere orthonormé (0;7,)) et Dy son ensemble de

définition.

e Si f estune fonction paire, on peut I'étudier sur le
domaine Dy N [0; +oo[ puis compléter sa courbe par
la symétrie d’axe (0;J) sur Dy.

e Si f estune fonction impaire, on peut I'étudier sur
le domaine Dy N [0; +oo[ puis compléter sa courbe
par la symétrie centrale de centre O sur Dy ;

e Sif estpériodique de période T, on I'étudier le
domaine D N [—g,g] ouDf N[0, T].

e Sif admetla droite d’équation x=a pour axe de
symétrie, on peut I'étudier sur le domaine
Ds N [a; +oo[ puis compléter sa courbe par la
symétrie d’axe (A ;) avec A(a, 0).

e Si f admetle point Q(a; b) pour centre de
symétrie, on peut I'étudier sur le domaine
Ds N [a; +oo[ puis compléter sa courbe par la
symétrie centrale de centre {1(a; b).

En résumé, si f est paire ou impaire et
périodique de période T, on peut réduire son domaine

d’étude a l'intervalle E=Df N [0; +o0[N [— g,g] ou
T T
E=D; n] —0;0]n [-3,3]-

Consigne 3.6.11 : Consolidation

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0; 7, ). On

considere la fonction f définie de R vers R par

f(x)=2sinx+cos2x.

1. Déterminer 'ensemble de définition de f.

2. (a) Montrer que f est périodique de période 2.
(b) Déduire un ensemble d’étude E de f.

3. (@) Montrer que f est dérivable sur R et que pour
toutréel x,on a: f'(x)=2cosx(1-2sinx).
(b) Etudier le sens de variation de f sur E puis
dresser son tableau de variation.

4. Tracer la courbe représentative (Cf) de f.

Stratégie : TI: 15min TC: 25min

Exercice 1
Construire la représentation graphique de la fonction f
de R vers R définie par: f(x)=(x + 1)3+1

Exercice 2

Etudier la parité de chacune des fonctions suivantes :
21x —3x

fe =2 go=20

le

u(x)=x3 —6x2 +12x—8.

Exercice 3

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, I, J). On
donne le point A(—1,4). f estla fonction définie par
f(x)=4x? — 5x et (C;) sa représentation graphique.
Déterminer la fonction g dont la représentation
graphique (Cy) est I'image de (Cf) par la symétrie
centrale de centre A.

Exercice 4

Le plan est muni d’un repére. (C;) et (C,) sontles
représentations graphiques des fonctions f et g
définies par f(x)=x%+6x —7 et g(x)=x2+8x —9.
Trouver un vecteur i tel que (Cr) soit I'image de (Cg)
par la translation de vecteur u.
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