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EXERCICE 1 (6 points)

Les questions sont indépendantes

1. Résoudre dans R

• X4 + 3X3 + 5X2 + 21X � 14 = 0

• X
1 + X

1+2 +
X

1+2+3 + ...+ X
1+2+3+...+4041 = 4041

2. Factoriser l’expression aX4 + bX2 + c suivant les signes de � = b2 � 4ac

3. (a) Démontrer de 2 manières différentes que :

nX

k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

(b) Soient x, y > 0 /x+ y = 1. Démontrer que :

(1 +
1

x
)(1 +

1

y
) � 9

4. (a) Soit le nombre ABCDE écrit en base 10 tel que ABCDE ⇥ 4 = EDCBA
Trouver ABDCE

(b) On a xy + yz + xz = 3xyz avec x, y, z 2 R
Démontrer que

x2y + y2z + z2x � 2(x+ y + z)� 3

5. Soit la fraction x continue défnie par
x = a+ 1

b+ 1

a+ 1
b+...

, a > 0 , b > 0

(a) Montrer que x est solution de l’équation bx2 � abx� a = 0

(b) En déduire sous forme de fraction continue de x dans les cas suivants :
i. x = 1 +

p
3
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ii. x = 3+
p
21

6

6. On considére P et Q deux polynômes de degrés respectifs n et q tels que pour tout x

P (x)Q(x) = 0

.

(a) Prouver que P admet au moins n+ 1 racines ou que Q admet au moins q + 1 racines.
(b) Soit f(x) = x+ |x| et g(x) = x� |x|.

f(x) et g(x) sont-elles des fonctions polynômes ?

7. Soit n un entier supérieur ou égal à 2 . Soient f1 et fn les fonctions définies sur IR � {0, 1}
par :
f1(x) = 1� 1

x et fn(x) = f1(fn�1(x)) .
Calculer f2022(2022)

8. Soit P (x) = x8n + x4n + 1 et Q(x) = x2n + xn + 1, 8n 2 N. Montrer que P (x) est divisible par
Q(x) 8n 2 N

9. Déterminer tous les polynômes P à coefficients réels vérifiant :
P (x2) = (x2 + 1)P (x) pour tout x 2 IR.

10. Soient a0, a1, ....., a2020 les coefficients du polynôme P (x) = (1 + x+ x2)1010.

(a) Déterminer la somme des coefficients du polynôme P (x)

(b) Démontrer que la somme S2020 = a0 + a1 + ...+ a2020 est un nombre impair

Exercice 2 (3 points)

1. On se propose de montrer par récurrence la proposition
Pn : Si n nombres réels strictement positifs a1, a2, . . . , an verifient a1a2 . . . an = 1, alors a1 +
a2 + · · ·+ an � n.
Pour ce faire, on suppose que la proposition Pn est vérifiée pour un certain n � 1, et on
considère n + 1 nombres réels strictement positifs a1, . . . , an+1 vérifiant a1a2 . . . an+1 = 1. On
supposera les ai rangés par ordre croissant, c’est-à-dire a1  · · ·  an.

(a) Montrer que a1  1 et an+1 � 1.

(b) On pose b1 = a1an+1. Montrer que b1 + a2 + a3 + · · ·+ an � n.

(c) En déduire que a1 + a2 + · · ·+ an+1 � n+ 1 + (an+1 � 1)(1� a1).

(d) En déduire que la proposition Pn+1 est vérifiée, puis conclure soigneusement.

2. On considère maintenant n nombres réels strictement positifs x1, . . . , xn. Montrer que

(x1 . . . xn)
1
n  x1 + · · ·+ xn

n
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(on pourra poser ak =
xk

(x1 . . . xn)
1
n

pour 1  k  n et utiliser la question précédente).

3. On considère enfin un nombre réel x > 0.

(a) Calculer (1⇥ x⇥ x2 ⇥ · · ·⇥ x2n)
1

2n+1

(b) Montrer que
xn

1 + x+ x2 + · · ·+ x2n
 1

2n+ 1

Problème 1 (5,5 points)

Partie A

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs, b non nul, on dit que b divise a ou que b est un
diviseur de a, on dit aussi que a est un multiple de b, s’il existe un entier relatif k tel que a = kb.
Notation : « b divise a » se note b/a
Exemple : (�2)/10 car 10 = (�5)⇥ (�2)

1. Soit a, b et c des entiers relatifs.

(a) montrer que 1, a, �1, �a sont des diviseurs de a.
(b) montrer que 0 est un multiple de a, si a 6= 0

(c) montrer que si b/a alors b/ac, b étant non nul.
(d) montrer que si b/c et c/a alors b/a, b étant différent de 0.
(e) on suppose que a et b sont non nuls.

Montrer que si b/a et a/b alors a = b ou a = �b

(f) montrer que si b/a et b/c alors, quels que soient les entiers relatif ↵ et �, b/(↵a+ �c).

2. Application
Soit n un entier naturel. On considère les entiers an = 2n+ 1 et cn = 3n+ 8

(a) Reproduire et remplir le tableau

n 5 6 100
Ensemble des diviseur communs de an et cn

(b) montrer que si d/an et d/cn alors d/13

(c) En déduire les diviseurs communs possibles de an et cn

Partie B

Définition : Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs.
On dit que a est congru à b modulo n lorsque n divise a� b.
Notation : « a congru à b modulo n » se note a ⌘ b [n]
Exemples :
35� 0 = 5⇥ 7 donc 35 ⌘ 0 [5] et 35 ⌘ 0 [7]
30 + 2 = 2⇥ 16 donc 30 ⌘ �2 [16] et 30 ⌘ �2 [2]
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1. Soit a, b, c et d des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.
Montrer que :

(a) a ⌘ a [n]

(b) Si a ⌘ b [n] alors b ⌘ a [n]

(c) n/a si et seulement si a ⌘ 0 [n]

(d) si a ⌘ b [n] et b ⌘ c [n] alors a ⌘ c [n]

(e) si a ⌘ b [n] et c ⌘ d [n] alors a+ c ⌘ b+ d [n] et ac ⌘ bd [n]

(f) Pour tout entier naturel p � 2, si a ⌘ b [n] alors ap ⌘ bp [n]

2. Application

(a) montrer que 35 ⌘ 1 [17] et 84 ⌘ �1[17]

(b) En déduire que 35228 + 84501 est un multiple de 17.
(c) montrer que pour tout entier naturel n, 5n � 1 est un multiple de 4.

Problème 2 (5,5 points): Fractions et pyramides égyptiennes

Pour représenter des nombres rationnels, dans l’Égypte antique, les lettrés utilisaient des in-
verses de nombres entiers naturels, qu’on appelle fractions égyptiennes (par exemple 1

2 ,
1
7 ,

1
42 sont des

fractions égyptiennes).

1. Déterminer si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse.

a- La somme de deux fractions égyptiennes quelconques est une fraction égyptienne.
b- Le produit de deux fractions égyptiennes quelconques est une fraction égyptienne.
c- Le quotient de deux fractions égyptiennes quelconques est une fraction égyptienne.

2. (a) Montrer que tout rationnel de ]0, 1[ admet une décomposition égyptienne est l’objet de
cette partie.

i. Soit x 2 Q\]0, 1[. 9m,n 2 N⇤/x = m
n et m < n.

Division euclidienne de n par m donne n = qm+ r où q 2 N et 0  r < m.
Montrer que x� 1

q+1 = m0

n0 avec n0 2 N⇤ et m0 2 {0, ...,m� r}.
ii. Démontrer donc que la propriété est vraie, 8x 2 Q\]0, 1[.
iii. Constatez que la démonstration précédente fourni un algorithme de décomposition.

Appliquer pour 5
17 ,

9
20 ,

1
8 ,

2
5 ,

9
10 .

(b) Donner deux décompositions égyptiennes de 1
2 . Que peut-on en déduire sur l’unicité de la

décomposition égyptienne d’un nombre rationnel x tel que 0 < x < 1 ?
NB :

• a divise b si 9p 2 Z tel que b = pa soit b
a = p où (a, b) 2 N⇤ ⇥ Z et p 2 Z.

• Propriété : Soit a et b deux entiers relatifs tel que b 6= 0. Il existe un unique couple

(q, r) de Z⇥N tel que a = bq + r avec 0  r < |b|.

-erreur

m' E {1, . . . _ ,
m }



6

Les nombres q et r s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division eu-
clidienne de a par b. Ainsi, faire la division euclidienne de a par b revient à trouver
(q, r).
b divise a ) r = 0 ) a = q.b
b ne divise pas a ) r 6= 0.

• Propriété : Toute suite d’entiers relatifs (Un) convergente est stationnaire.

• Propriété : Toute suite décroissante et minorée converge.

3. On appelle pyramide égyptienne, une pyramide régulière à base carrée dont les faces sont des
triangles isocèles, non équilatéraux, telle que :

• Les longueurs des arêtes sont des fractions égyptiennes ;
• La somme des longueurs des arêtes de la pyramide est une fraction égyptienne.

a- Montrer que la pyramide régulière SABCD à base carré ci-dessus, telle que AB = 1
30 et

SA = 1
20 , est une pyramide égyptienne.

Dans la suite de cette question, on considère une pyramide régulière SABCD à base carrée
de sommet S dont les faces latérales sont des triangles isocèles non équilatéraux et dont
les longueurs AB et SA sont des fractions égyptiennes.
Il existe donc deux entiers naturels non nuls p et q tels que AB = 1

p et SA = 1
q et on

suppose que p > q.
b- Justifier que si cette pyramide est une pyramide égyptienne alors p � 4 et q � 4.
c- Montrer que cette pyramide est une pyramide égyptienne si et seulement s’il existe un

entier naturel non nul n tel que n = pq
4p+4q .

d- En déduire que si p et q sont des nombres impairs, alors cette pyramide SABCD ne peut
pas être une pyramide égyptienne.



Exercice 1

1-
.
Rentrons dans 112

.

• ✗ 4+3×3 -15×2+21 ✗ - 14=0

⇐, ✗
"
+ ✗
'

(3×+7-2) +7-(3×-2)=0

E) ✗
"
+ ✗
' (3×-2)+7×2 -17-(3×-2)=0

⇐ , ✗4×2+7 ) + (3×-2) ( ✗ 4- 7) = 0

⇐ | (✗ 2+3×-2 ) ( ✗2+7 ) = 0

⇒ ✗2+3×-2
'

= O

D = 9+8 = 17

⇐ s ✗ = -31=2-517

5=4-3 - F7 ;
-3¥17 }2-

•
± ✗

1- +1¥ +
±
1+2+3

+ - - - +1+2+-1-4041=4%1

Rappelons que n

+ n >, y ¥
,

K =
n ' "" )

2



donc

Ê- = Ï)
\

12=1

Ê + ± t - - - +

, *

=
" ° " '

1-12

⇐ ,
✗ ( f- + - -

-

+ n? « ou , ) =
" 041

⇒ ✗ (1%+1) +2¥, + - - - +40¥,o↳⇒ = 4041

F) 2X (÷ç, +Ë, +
- + 2-404/(404/+1)=4041

e) 2X
.

"

Ëz¥ = 4041

12=1

⇐ , 2x .
Ë
"

# - ÷) = 404 '

2=1
4041

⇐ s 2x ( Ë
"

? - [ ¥ , ) = 4041

4=1
b-

12=1
4040

* " f- +Ë÷ - ¥.
= " "

⇐ ) Zx 4¥42 = 4041



⇐ ✗ = 402-42
⇒ ✗ = 2021

5 = { 2021 }
2. faetorisars a ✗

"
+
4×2

+ C

suivant les signes de D= s'_ Clac

n
' D = ble- Liac zo

alors
a ✗4+4×4 c = ( ✗

"

± -bz)
3.
a. Démontrons des manières différentes

-que Ê à =
n(n+M(2n

kit 6

1-
"

méthte :

par recurrence
m m ln ? I )

o n = 1-

Été = 1 =

' " '
= 1-

K-1



a. Supposons que pour ns
,
1

n

[ k
"

= nln%Kn4=1

• Montrons alors que

±"
2

2 k
= Int'l)k= 1

Mt ' n

[ le! [ à -1µm
'

bel k= /

nntfntl ) + 4+1)
?

=

6

n ( n -11 ) (211+1) + 64+1 ) ( net)
=

6

=
(nti ) ( n ( Inuit + ton -116 )

6

= fr+1 ) ( 2nd +7in -16 )

s

=
fr+1 ) ( n + 2) ( Zn -13 )

s

=
✗ +' ) ( n -12) ( Un -11 ) -11 )

ok

✗



donc

un >
, y Ê &! n ( na ) ( 2h -11 )

12=1 6

2- méthode : par développent -64+4
?

Pour k >
, 1 ,

ma

(1+4)
?
= ki 3k

"

+ 3k + 1

n
donc

[ ✗ + b)
?

= [ ( les -1322+34+1 )
2=1 b. = ,

n

= Été +3%43%+21
n ne |

K -
_ |

b-= ,
bit k:|

3 -2k
"

= [ É - ÎÎ - 3mn11
z

-
n

2=1 2--2 k= ,

n

3
"

= (nu ) + Été _tes -1 -3k¥"- n2=2

= Int ' )
}

-3n( 1)

3 ÊKZ = ln-ihfzln-i.gl#n-z)
2=1



Î 22=4+1 ) (2h44m -12 -3N - 2)
k= , 6

=
)

n

-
2

2h =nM+Y§2n2=1

n

donc
n » : [ té = '

K - l

3.Mmethose : (Bonus) .

1+2 + 3 + - - - + (n- l )

i

1 + 2

12
22 32

fr - 1)
2 n2

1

- -
- ,

1- 2 3
.
. . n - i n

Soient f1 la somme des aires des carrés
bleus foncés

et bz la somme des aires des rectangles
bleus clairs

.



ma :

n

d
,
= [ à =

n
.

nlntl )
- Az

-2
bel

n

[ à = n} net )
_

"

k - ( ke ' )
= =

d =/ k=l

n- l

=
n' Int'l [ à _ { - ËK
-2

- {
ki k=L

{ - Être? nÎ + g. n' - '

[
n'
÷
"

n

3 [ 12 =
2n' (nu ) + 2h2 - n2 -1 ~

D= / 2

= 2n4n+i)[n
=
" ) )

donc

Êk? n(n+YznEn 71
A- 1

¢
" méthode : Bon nus



Sait P un polynôme de degré 3 tel

que

kz 1 P ( k ) - P ( k - i ) = la
"

/ on montre alors
, facilement , que

P ( n ) = g- n
}
+ { n' + In + d )

donc n

[ (Plk ) - Pik - i ) ) = [ à
k= / ta =L

n n
h

[ à =
-2 Plk ) -

[ Plk - il

k =L 2=1 k= ,

n - l

=
È Plk ) - [ Plk )

2=1 b- = °
n - l

4-'

= Pln ) +

,-2µL)
- EXU - Mo)
b- =/

= § n'+ { n'+ In -1f -
n

[ K
"

= 2n}+g3nZ =
n Il

b- =\ 6

hn >, l



seul méthofe : Bon nus ( Terminale )

Sont ke IN

on a :
del la -11

| n' du = [Çà)
,k

= Y & -111
?

- tg .br?
,

= Jfk
?
+ 3h2-13k + 1) - f. leLit

| x " du = K
"

+
k + Ç

d :

n

n bit
'
'"'

[ fnz.in =
[(bi + la + § )

te = o k ta = o
n n

ne/ n

/ n' dn =
Eté + -2kt § .

d-- O D= o 1--0

On

[çà ]
""

= [ à + NEE
"
+

'

zln")
O b- 0



EH
}

= ÊKZ +
n# Il

z
+ ¥

3
k=o

(nti )
}Êk"

=

g-
-

ninth

a-
- ¥

4--1

= 24+1 )
}
- 3h ( n -11 ) - «ntl )

s

= (n -11 ) ( 2h44m -12 - 3h - 2)

n
6

[ 12 =
n ( nti ) ( Zn + 1)

b-=/ 6

donc n

tn >
,
/ [ LE

" 1)

k= /

3f
.

Saint n
, y > o : x - y = 1

Montrons f-

(1 + ? / (et § ) ? 9

Gomme ne 1g = ? donc D= 1- R
età



donc

t' + E) l' + ;) :( + E) l' + ± )
= In

'
.

1-1-+1
1- n

= teint • < nez

n (1- n )

Evaluons le signe de (1+1)/1+1;) -9

ft 1) ( ' + ^

;) - 9=4+1-112^1 -

9

n ( r - n )

2m - n'+ 2 - n - 9m +9mL
=

n l n - n )

=
8m
"

_ 8m + 2

n ( r - n |

Comme o L U L 1 clone n ( 1- n ) > 0

le signe ne dépend donc f- • le

Sna - 8m + 2 qui est positif
car D= 64 - 64 = u



donc

un : ☐ < n < 1- ✗ + ? ) / 1- +,! ) ? 9

et

tn
, y >

° : ney
-

_
1- 1f + !) / 1-1 } ) 3 9

4.
a. 5- t le nombre ABCDE écrit

en base 10 tel f-

ABCDE ✗ 4 = EDCBA

Trouvons ABCDE

( NB :
Il est nécessaire de supposer

que A -1-0
,
A

, B ,
C

, Det D sont distincts

et A , B , C , D , E C- { ° , 1,2 , 3,4 , 5,6/78,9}
Comme ABCDE et EDCBA sont

des nombres à 5 chiffres donc

A EZ sinon EDCBA serait à 6

chiffres ( ce qui n' A pas
le cas ) .



De plus , homme 4 ABCDE est pair

donc A = 2
-

HE = 10k + 2 ( Kt 'N )

donc 4 E se termine par 2

or les valeurs pouille pour 4F

Sont :

O
,
4 ,

8
,
12

,
16 , 20

,
24 , 28, 32

,

36

les valeurs qui nous intéressent pour

UE sont 12 et 32

et donc Jet 8 Font les valeurs

paisibles pour

-

ET

or , on doit avoir

4A = 4×2 = E

donc E=8-



Ainsi

ABCDE = ZBCD 8

et 4 ABCDE = 8D C BZ

Comme 8D CBZ est divisible par 4

donc 132 l' est aussi

les valeurs pouilles pour BZ sont :

0×2 , 12 , 2A , 32, 4×2, 52, 6×2 , 71,8*92

Par ailleurs
,
B E Z car n' non

E ne serait pas 8
.

Par conséquent B
et

ABCDE = 21 CD 8

4 ABCDE = 8D C 12

21C D8 ③
✗

:-|
"

E'
AD -1¥! = 10k # 1-

Ce qui veut dire que 413+3 se

termine par 1-
.



les valeurs possibles pour 40+3 sont

D o l 2 3 4 5 6 7 8 9

""+}
3 7 11 1T 19 23 27 31 35 39

↳ valeurs qui nous intéressent sont

réalisées ame D= 2 un D= 7

Comme les chiffres sont uniques donc

D

Ainsi
ABCDE = 21C 78

4 ABETE = 87C 12

21C 78 ③
3

×o
€13 = 100kt c

74×1+05=7
donc 12=7-4 =3

d'mi 4C - C = 30 - 3

3C = 27 et c=9_



Ainsi

ABCDE = 21978

41
- ' St ny-iyz-nz-3nyzfn.is/zc- "21

Montrons Sue

n'
y + ytg + z'n } 2 ( n + ytz) - 3

IB .

H et nécessaire que vi. y ,} c- IRÎ
sinon il y aura des contres exemples

( ex : n = 6
, y = - Z , z = 0.3 )

on a 2

y ( x - ;)? z ( y _ g)Inf - ;) :O

nyZ-zn-i.ly/-zy2-zy-z1+nzZ-2z+fiiny2+yJ+juz2(n+y+z) - ( Et } -11g )

nyi y} +5ns, Zlnty - z ) - 3



5. Sont n la fraction continue

define par :

x = a +1- a) 0,470
b + 1-

a -1¥
.

5.1 Montrons que n est solution de

but
- ab x - a = 0

1-
n = a +

b +
?

Ëïï " .
- >

b. + - . .
'

'

-
-
- - - -

-

'

n = a +
1

b + 1-

n

1

⇐ ) M = a + = a +
"

bn + 1 bx -11

n

⇐ bu
?

-1 x =
atx + a + n

⇐ .
bu
?
- ab x - a = 0



n est donc Solmi de bn
'
- ahn - a :O

SI .
déduisons - en l'écriture sous

forme de fraction continue de :

i : n = 1 + v5

pour a = 2 > O et b = 1) 0

ans

bn
"
- abri _ a = ✗ +F)

"

-21nF) - 2

= 1 + V3 -13 - 2-V3 -2

= 0

donc
^

1+53 = 2 +

1 +1-

2 -1¥
.

ii. n = 3-1,1



prenons a = 1) O et b = 3) 0

ans :

bn
'
- abri - a =3

.

9+-4+6521-3
. 3%4-1

36

=3
. % -1¥.ru _ ! -Kf-1

=
3
.

30

%
- 5¥ - Ff.-0

donc

3+ =
1 +

1-

3 +
1-

1 +
1

3-1 - -

6. 5- et P et Q deux polynômes
de degres

"

respectifs net q : (vi. q > o)
=

n c- IL Pln) Q (n) = 0

Ga
. Montrons que

P admet au moins

nul racines vu g- Q admet au mois q+l
racine



Supposons au contraire que :

P admet au plus n racines distincts

et

Q admet au plus q racines distinctes

snt & c- 112 : P (x ) -1-0 et QQ ) -40

ma alors PK) - QU) -1-0

ce qui contredit l'hypothèse
x tik Pln ) . Gen ) = 0

donc

P admet au moins n -11 racines

ou

Q admet au moins qtl racines

6h
.
Snot

fini = n + Iut et glu = n - Int

f ut j ont
- elles des polynômes ?



Supposons f- f et y
soient dg

polynômes de degré respectifs n et q

ons

tncnih fini . agent : (n + H / (n - Int)

= n

'

-
lui -
- o

noir fln) . Ghul = 0

donc
,
d' qui la perle a

f- = o m f = 0

or f- =p ☐ et g + o

dare f et g ne sont pas
du

- -

pohgnômn .

7
.
ni
,

2

f
,
, fn définies m

'R - f0,1 }

par

fini = 1-
1 et fini :{ ( Çi" )n



•
alentours f

, , ,
! 2022 )

n c-il

Tonini = 6,1 ton .tn ) = 1- 1-

ton

±=
qui = ^

- ça , =
^
-÷
,

= ^
- Ia x

n

= =ËJn - n

¥1 = ^
-

1- = 1 +
n - 1- =

n'Ï
zi

t = 1- - 1 1- E-- t,fini
=

donc

fuln7-_tqln@Vpz1fCnI-_fpC.n) foi = fzcn)
4f 4f -12

Igp! ," ' = bz" ) jap , " = font



-

2022 = 4.✗ l'05 + 2

donc

f ( 2022 ) = f ( 2022 )
2022 4.505-12

= f3 ( 2022 )

= 2022

f ( 2022) = 2022

2022

8.
8in 4h

Sunt Pini = x + n + 1

Clint = n
"

+ n

"

+ 1

" '
'
°

Montrons que Pcnlst divin' lle par

Qcm
.

Nous allons
, pour

cela
, effectuer la

division euclidienne oh Mtn par

( n )

snt ni, o



8m 4m 2m n

+ 1
n + n + 1

n + n

8h 7h 6m 62 5h 3h n

-
n - n - n n - n + n - n -11

7-n 4h

- n -
n

'? ne + y
6M

+
n'
_ "

+ n →
min

n'
→

+ n'
+"

+ 1

-

nin
- ✗

"n

-
n
}n

- y

3h

+ 1

2h

+n
"

+ n + n
"

n'" + n
"

-11

-
n
' "

_ n
"

_ 1

0

on en a
/ arc

n >,
°

5m 3h

Pln ) = (n
' "

_
n + n - n' + 1) Qin )

donc

Pour tout nyo Pin ) est divisible par

Q (n )



9.
Sont n

=
do P

On sait
que

d' Phil = 2h

et do ( n' + 1) Pin) = d' ( n'+ 1) + d' P

= 2 + n

donc

ni# ,
P / n' | = ( n'+1) Pln ) (=, 2h = n -12

f- ) n = 2

Posons donc Mtn) = anti bntc

ma Mln' )
= an

"

-1 hm
?
+ C

et fait 1) Pin) = an
"

-1 bn
}

+cnt-an-ibn-ic.tn
MR Phil = (n'+ 1) Pinte , Y

b-- °

( = - q

olmc

Pln ) = an

"

_ a and

-



10
.
Sont 90

,
-
1 - - . azozo ↳

coefficient du polynômes

Pc» = ( n + n + n2 )
""

10.1 Determiner la somme des

coefficients de Pcn)

S- t 2020

{ou =
[ 9g
k=o

ans

Szozo = T'(1) = (1+1+1)
'" °

donc
1010

52020 = 3

101 .

Montrons que Szozo St un

nombre impair .

Nous allons montrer que :

7 pt IN : Sun = Zp + 1

ans

52oz . =
3101° = (2+1)/010



donc
k

52020 =
Ë ( &

. 2
1010

E- 0

1010 k le

= [ C - 2 + 1-

{= ,

/010

10-10 le k - t

= 2 .
Z C

{= ,
'0102 f- 1

/070 {
.
zk
- 1

posons p = [ c

k = ,

/ 010

ans qu'un
'

52020 = 2f + 1-

ce qui prouve que Kozo St impair

Exercice 2

1- • S- t n >
, ± -

1-

A

Pn : Si a
, ,

-
- -

, an C- H+ : as - - . _ an -_ 1-

Alors
4- + - - - + an 7h

On se propose de montrer Pn par

récurrence
.



a. Montrons que m E 1- et on
"
? ?

•
Par hypothèse , nous avons

91 E az E - - - E an ( n )
,
1)

'

ai = 1 ( par hypothèse toujours )
l' =/

ntl

""

¥
,

E 'Tai
=si= ,

7+1
dmc q

,
E 1- ( n )

,
1)

et 9¥ E 1

• De miment '
anti 7 91 Mtl

= > oh
, ,
3

1T ai = 1'

: i - i

anti 7 Un -11

donc
Mnt , 7 1

b- On pose { = an anti

Montrons que b
,
+ az + - - + an 7h



Comme
9h -1 ,

7 1-

donc 9 am
,
7 91

et +
1 3 91

d'mi b
, +

9
, +

- - + an >, 9+92
+ - - - + 9m

or par hypothèse ( de recurrence )

9 + 92 + - - t 9m 7
,
~

donc

bz + 92 + - - - + an >
, 1

C. Déduisons - eu que :

on + - - - + an + , 7
,
ntl + ( an, , - 1) (1-4)

£ / apris la question précédente ,
ans :

99m ,
+ 92 + - - - + an 7

,
n

donc

9
,
+ az t - - + an ? M - Man -11-191

et

91 + 92 t - - -1 an + an, , >,
n - 04%+1+91 +9mi



d'oû

91 t 92 t - - + an , , }
h -11 - 9am ,

-1Gt an, ,
- 1-

et

9
,
+ az + - - → an , , 7, n -11 1- ( an, ,- 1) (1-91)

d- . £éduinn . en Pnei

d' aqui la question a- , on s :

M
,

E 1 = > 1- ai 3 0

Un -11 7
,

1- = > "
n, ,
- 1- 3 °

donc
fan , , _ r ) ( r - ar ) 3 °

on a alors

nt 1- + (anti - i ) ( 1- - ar ) s
,

n -11

d'ai

az t azt -
- → an , ,

7
,
n -11

J' ai Pn
+ ,

est vérifiée .



on a supposé que Pn est vigie 'e

pour un certain n >
, 1 .

*En considérant au . . - -

, an , , c- "2-1

tels que oy - - -
- an , ,

= 1
,
nous

avons montré alvins que

91 + - - - + an , , 7 Mt /

Ce qui prouve que Pn , , est vérifiée

pour l' hypothèse que Pn sait verifier

pour un certain n 7,1

on peut donc conclure

tn >
,
1 Mn est vraie

2
. On considère

*

( n >
, 1)"

z ,
- -

y un C- 112
,

Montrons je ne . . . . un çM+I



St 1 E k E n

posons

% = Kiefer. - - - un / tn

t k : 1- E be En aie > °

et n
n

'Tay =
À

b- =L k=
, Ca - - - nn)

"

M - - - nn)
'a)
"

'

"
'
-

- - - - nn

91 - - - - an = 1

donc d' aprés la funhm précedent
ms

n

[ % s
,
n

R=\

n

et -

En
12=1

(n, - _ . - un )tn
7 M



1-
• [ ne =

n

& - - - nn )% 4=1

n

duc n'- . [ y z µ . _ _ an )
%

b. = /

d'
ou

Mp + V2 - + Un

n

7 H . - - nn )
?

n >
,
1-

3. Snt m > o ( mil )

a .
Calculons

,

f- - nn? . . . . n"

2h

1. u
- n? _ . . n

"

=
1T ni
i.
o

in i
Zn

= ✗
ii. ☐

2n([2h
1. n.nl. -

. .
- x = JE



clou (

(1. n.se? . . . .se

"

/
÷

.

= #
" " ""1)¥

(1.x .
si

. . . . - x

"

) =
xn

b- Montrons que :

n

"

1- + ✗ + - - . + nan
E 1-

2h -11

s - t n

ma

te la = 0
,
1 , - - -

,
2h

nk > 0

on a donc
,
d'apùe la question 2-

2. ne l

(ni . . . - n

"

çn
:

- - - + a

2h -1 l

or n

f- x.x? . . ⇒
÷"

= se



donc "

ça + rt - - + x

"

n

2 n + 1

d'ou
n

1
n

Zn -11

" 70
1- tu + - - + nan

E

Probleme 1 :

Partie

1. S - t a
,

h
,
C E Z

.

a. Montions que 1 , 9, -1 ,
- a sont

des diviseurs de a.

pour 1.

a = 1 . 1 ( ici b- = 1)

Pour a

a = 1. a ( ici k= 1)

Pour -1

a = c- a) .fr) ( ici k= - a)
pour _ a

a = f1) ( _ a) ( ici la = - 1)



t.si a -1-0

on a 0 = 0 . a ( n'ai k= o )

donc 0 est un multiple de 9

C
.

Si b ± 0

montrons po : bla = > blac

bla =) 7kt # : a = kb

= > 7kt H : ac = kcb

⇒ 7K ( k : Kc )E¥ : ac = Kb

bla = ) b lac

d. si b to

Mg b / C et C / a ⇒ bla

ble =) 7- b.
a

c- ZI : c. = krb

cela =) 7- bat H : a = kzc

= > 74 ,
k
,

c- -4 : a = kik , b



⇒ 7K / K : Kika ) c- H : a = Kb

= > bl a

donc

blc et c / a = > bla

l
.

On suppose qu a -1-0 et 4=10

ng bla et a / b ⇒ a :b on a :-b

bla =) 7 k
,

c- H : a = Knb

a / b =) 7h2 c- Lt : b-- lez 9

=) 7 4. KEA : b-- le
, b,

b

=) 7 k
, kzt -4 : ↳ (1-44)=0

(4-1-0)

=) 7h kz Et : 1 - kik , = 0

=) 7h , bz ell : kik , = 1

=) kp = h
,

= 1 on k
, =

k
, =

- 1-

= > a = b M a = - 4



donc

bla et a lb =) 9=4 on a = - b

f. hop

bla et bla = > de Yeti, b / & a + yc )

St bla et bla

St &
, Y t 2f

bla = > 7h
,
c- H : a = b

, b

b / L =) 7h2 c- H : c = hab

=) 7k , kz EH : ✗ a =L
,
b

{
n(c=Ykzb

=) 7 k
, / bat A : La -17C

-

_ ✗ 4+74)b

⇒ 7K ( 1<=24+74) -( H : ✗atyc : Kb

⇒ b) ✗ a + yc



donc

bla et bla = > de Yeti, b / & a + yc )

2. Application
snt n c-au

On considère les entiers

a- •
an = Zntl en = 3in + 8

as- = Il C
,
= 23

96 = 13 cg = 26

a
/ ou = 201 C) oo = 308

h 5 6 100

Ensemble des

diviseurs communs { ^ } { 113 } { 1 }
de an et en

b- Montrons
que roi

d / an et d l en =p DA 13

st d : d / an et d l en



prenons ✗ =-3 et ✓ = 2

ans

✗ an + V Cn =
- 6h - 3 + 6h + 16

✗ 9h + r en = 13

Comme

d) an et d / en

donc
,
d' apré la question 11 ,

ans :

d I x an + rcn

donc à | 13

C- .

& échu' >on - en les diviseurs

communs pouilles de an et on

sait d un diviseur commun

on a
,
d' après 21 ,

à l 13

donc d E { 1 , 13 } comme 13

est premier .

Les diviseurs communs possibles de an etrnnnsmt

net 13



Partie B

1. Saut
a , 4

,
c
,
de 21 - t

nf "✓ *

a. My a I a [ n ]

a -5 a [ n] car n µ a - a

b.

AI b [n] ⇒ n / a - b

=> n / b- 9

a = b [ n] = ) b I a [ n

C.

n / a ⇐) 7kt # : a= ben

€ > 7kt H ; a- 0 = ben

⇐ ) n / a -

Onla ⇐ | AI 0 [ n]



I.

a Ils [ n ] n / a - t{si ccn ] ⇒ { hl b - C
⇒ n / a - b + b - C

= > n | a - c

a Ils [ n ]
= > a = C Cn ]{bé c [ n ]

I.

AI b [ n]

{cia en ]
⇒ { n'

a - b

hl C - d

= > n / a - ↳ + c- et

= ) n / a+ c _ ( btd )

{
" " en]

=) a -1C I btd ( n)

CE d [ n ]



E .

S - t p s
,
2

ans

a

"

- b
'

= Ca - a) ( a
" _ '

+ San
-

Yia"?
- +

4
""

)

AI b [ n] = > n / a - b

⇒ ni @ - a) Ca
" - '

+ sa
" :S'a"?

. - +
s
"'

)

= ) n / AP - ↳
P

= >
AP I BP [ n]

a E b Cn] => API b
'
[ n]

2. Application

a. Montions que 35=-1 [ 17 ] et 84=-1
[ 17]

35-1 = 34 = 2×17

donc 35 = 1 [ 17 ]

84+1 = 85 = 5×17

alors
84 = - 1 [ 17]



b-
.

déduisons
- eu que

35228
+ 845° ' et un multiple de 17

Comme

35 I I ( I7 ) et 84 I - l [ 17]

donc d'aprés 11
501 501

35228=-1
"8

[ 17 ] et 84 EH [ '7)

352" I 1 [ 17 ] et 84
" "
E - l [17]

donc
,
d'après 1. e

35228
+ 84501 = 0 [ 17 ]

donc
pq | zj
"

+ 84
" '

donc

z ,
-
" s'

+ 845° ' et un multiple d. 1f

c- . St n c- "U

Montrons que 5h - I stun multiple
de 4

.

5 = 1×4 + 1



5 - 1 = 1 . 4 .

donc 4 | 5- 1

et
g- = 1 [ 4 ]

on a ainsi

5-
"

I 1
"

[ 4]

Comme
- 1- I -1 [ 4 ]

donc

5-
n

- I E 1 - 1 [ 4 ]

5
"

-1 I O [ 4 ]

d'ai 4 / 5
"

- 1

et donc 5^-1 est un multiple de 4

nyo 5
"

_ 1- est un multiple de 4



Problème 2 : fractions et pyramides
égyptiennes .

1. a. fausse

Sat n
,
m E IN

"

tn + 1m = m mtn -1-1

nm

donc

In , 1m sont des fractions égyptiennes
alors que mn ne l'est pas

1. b vraie

St m
,
n E IN

"

f- × 1m = n.IM n.ME/N*

1-
-
C fausse

A m
, n t

"V
"

: m # 1

1-

În = 1N × ? = In m -1-1



2A
.
Nous allons montré

que
toit

rationnel de Jo
,
^ [ admet une

décompositionégyptienne .

"
•

Sont n e Q mo
,
1C

7 m
,
n EIN

*
: n = In et m < n

La division euclidienne de n parm

donne n = qm + 1 à g. c-
Neto Ercm

Montrons que n
- ¥, =

1 avec

n
'

n
'
c-

*
et m' c- { o , - - - m - r }

x - 1-
=
I
-

I

9+1 n 9+1

= mlq-iI.nl
9+1 )

= mq + m
- qu - r

n ( q + 1)



x - 1- = MI

9+1 nlqtl )

posons n' = n ( qtl ) et
m' = m - L

comme n e- IN
"

et
qt / > °

•
(Mc n

'

c- IN
*

de plus : o E r < me

donc
_ m C - r E o

et o c m - r s m

d'un m'E{1,___.,m}-
: Contrairement à ce qui est écrit

sur l'énoncé , m

'

E { 1 , - - - im }

En effet ,
m

'

ne peut pas
étre nul

n' nm
,

on aurait 1 = m ce qui

ne se peut pas !



ii. D' après ce qui précède .

T x f Q n ] 0
,
1 [

,

m
'f q ,

m

'

, n
'
i n =

1-
+
j ,

9+1

Comme m

'

< n' en peut
donc répéter l' opération n m

'

Tn '

jusqu'à ce que
m' = 1 .

Ceci arrivera car les m
'

foramen tune

suite décroissante et minorée 11 .

ÏÜ
.

on fera l'application que pour
5-
17

17=3.5 + 2 6ft,

- f- = gage ; 68=3.22 + 2

% - ÷ =
1-

1564

donc

=
1
+
1

23

+
1-

4 1564



b- .
donnons deux décompositions

Egyptiennes de 12 .

ma

• 1

z
= ¥ + ¥

• 12 =
1
+
1-

3 6

On en déduit que
la décomposait

égyptienne d' un nombre rationnel

n til pnocn < ^ n'est pas unique

3
. Montrons

que SABCD est une

pyramide égyptienne .

• SABCD et régulière à base carrée

et comme SA = {o t f-☐ = A- B

donc les fans sont des triangles
isocèles

,
non équilatéraux .



• A B = BC = CD = DA = %
SA = SB = SC = S D= 1W

les longueurs des arrêts sont
• les

fractions égyptiennes .

• ¢ 1 + ¢ . % = % +
1-

30 5

=
50 1

F0
=

j

la somme du longueurs • les

arrêts de la pyramide est une faction

egyptienne .

6mi SABCD est une pyramide Egyptien

b- .
Montrons qui m'

SABED est egyptienne alors

p >, 4 et 974 .



Supposons que SABCD sont une

pyramide
egyptienne .

on a donc

43- KEIN
"

:

p
+ ¥ = f- f1

et comme p , q e IN
"

"

1¥ : :
d' ai

{ F74q >, $+4

C.

SABCD st egyptienne m' et sentent m

-2 ne /N'+ : t' + Iq = tn

⇐ ,
4 p + 49 = 1

,
pq



(= ) n =

Pq

kf+49
pq

SABCD est egyptienne ⇐ " =
↳ p + 4g

d-
.
Déduisons - en qu n

'

petqxnt
oh nombres impairs ,

alors SABCD

ne peut pas être egyptienne .

supposons que petq soient impairs

on a

n =
PI =
(2i+"K i. jtnv

4 p -149 412in) -1412J -11)

e-

4ij-ri-ij-8i-8j-8-tij-zci.jp
+1

~
gli + j + 1)



n =

2 ( zij + n' + j ) + y

8 ( s' + j + a)

SABCD est egyptienne ⇐) n + "u

"

⇒ 81 + j' + 1) | ztij-i-y.tl

⇒ 3- KEIN : 2 Hij + n' +j ) -11 = 8 ( n' + j' + r) - K

⇒ 81 2 / ij + n' +j ) -11

uv 2 ( ij + n' + j / +1 est impair

donc 8 ne divise pas zlijtiij /+1

par conséquent n ¢ IN
*

et donc SABCD ne peut pas
être une pyramide egyptienne.

fin
.

le 1110112022
.


