Maths hd

PREMIERE
EDITION 2 O 2 2
Covwevheon pov e tns '{C\’j

OLYMPIADES ENSAE

C\OMW\AV\"‘V\""S Loo A l.’\
S PR Jm\'-\'(rt maﬂm ey

MATHEMATIQUES




OLYMPIADES DE MATHEMATIQUES:
ECOLE NATIONALE DE LA STATISTIQUE ET DE I’ANALYSE ECONOMIQUE
ENSAE
PREMIERE EDITION: 2022
NIVEAU: PREMIERE S
DUREE: 04H

EXERCICE 1 (6 points)

Les questions sont indépendantes

1. Résoudre dans R

° X4 4+3X345X2421X—-14=0

]

X X X _
+ 1+2 + 1+2+3 +o Tt 142+3+..44041 4041

2. Factoriser Pexpression aX?® + bX? + ¢ suivant les signes de A = b* — 4ac

3. (a) Démontrer de 2 maniéres différentes que :

~ , nn+1)2n+1)
LT

(b) Soient x,y >0 /x+y=1 Démontrer que :

1 1
<1+E)(1+§)29

4. (a) Soit le nombre ABCDE écrit en base 10 tel que ABCDE x 4 = EDCBA
Trouver ABDCE

(b) On a xy + yz + xz = 3zyz avec z,y, 2 E@
Démontrer que

Py+yiz+ e >2@+y+2) -3

5. Soit la fraction x continue défnie par
r=a+—1+—,a>0,b>0

(a) Montrer que z est solution de I'équation bz? — abr —a =0
(b) En déduire sous forme de fraction continue de x dans les cas suivants :
Lr=1+V3



6. On considére P et () deux polyndémes de degrés respectifs n et ¢ tels que pour tout z

P(x)Q(x) =0

(a) Prouver que P admet au moins n + 1 racines ou que Q admet au moins ¢ + 1 racines.
(b) Soit f(z) =z + |z| et g(x) = x — ||

f(x) et g(x) sont-elles des fonctions polynomes ?

7. Soit n un entier supérieur ou égal & 2 . Soient f; et f, les fonctions définies sur IR — {0, 1}
par :

file) =1—=1et fulz) = fi( fur(2)) .
Calculer fy092(2022)

8. Soit P(x) = 28" + 2" + 1 et Q(x) = 2* + 2™ + 1, Vn € N. Montrer que P(z) est divisible par
Q(z) Vn € N

9. Déterminer tous les polynémes P a coefficients réels vérifiant :
P(2?) = (#* + 1) P(z) pour tout = € IR.

10. Soient ag, ay, ....., s les coefficients du polynéme P(z) = (1 + z + 22)191°,

(a) Déterminer la somme des coefficients du polynéme P(x)

(b) Démontrer que la somme Sagog = ag + a3 + ... + agpzp €st un nombre impair

FEzxercice 2 (3 points)

1. On se propose de montrer par récurrence la proposition
P,, : Si n nombres réels strictement positifs aq, ao, ..., a, verifient ajas...a, = 1, alors a; +
as +---+a, > n.
Pour ce faire, on suppose que la proposition Pn est vérifiée pour un certain n > 1, et on
considére n + 1 nombres réels strictement positifs aq, ..., a,; vérifiant ajas...a,,1 = 1. On
supposera les a; rangés par ordre croissant, c’est-a-dire a; < --- < a,,.

(a) Montrer que a; <1 et a,4q > 1.
(b

) On pose by = aja,1. Montrer que by + as + az + - -+ + a, > n.
(¢) En déduire que a1 +as+ -+ apr1 >n+ 14 (a1 — 1)(1 —aq).
)

(d) En déduire que la proposition P, est vérifiée, puis conclure soigneusement.
2. On considére maintenant n nombres réels strictement positifs 1, ..., z,. Montrer que

T+t
n

1
n

(x1...25)n <



T

(on pourra poser ay = + pour 1 < k < n et utiliser la question précédente).

Ty...Tp)n
3. On considére enfin un nombre réel x > 0.

(a) Calculer (1 x z X 2% x +-+ x $2n)Tl+l

(b) Montrer que
" 1
<
l+x4+22+---+22 = 2n+1

Probléme 1 (5,5 points)

Partie A

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs, b non nul, on dit que b divise a ou que b est un
diviseur de a, on dit aussi que a est un multiple de b, s’il existe un entier relatif k tel que a = kb.
Notation : « b divise a » se note b/a

Exemple : (—2)/10 car 10 = (—=5) x (—2)

1. Soit a, b et ¢ des entiers relatifs.

a) montrer que 1, a, —1, —a sont des diviseurs de a.

(
(b

)

) montrer que 0 est un multiple de a, si a # 0
(¢) montrer que si b/a alors b/ac, b étant non nul.
(d)

)

d
(e

montrer que si b/c et ¢/a alors b/a, b étant différent de 0.

on suppose que a et b sont non nuls.
Montrer que si b/a et a/b alors a = b ou a = —b

(f) montrer que si b/a et b/c alors, quels que soient les entiers relatif « et «y, b/(ca + yc).

2. Application
Soit n un entier naturel. On considére les entiers a,, =2n +1et ¢, = 3n + 8

(a) Reproduire et remplir le tableau

n 516 | 100
Ensemble des diviseur communs de a,, et ¢,

(b) montrer que si d/a,, et d/c, alors d/13

(c¢) En déduire les diviseurs communs possibles de a,, et ¢,
Partie B

Définition : Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs.
On dit que a est congru a b modulo n lorsque n divise a — b.

Notation : « a congru & b modulo n » se note a = b [n]

Exemples :

35—0=5x%xT7donc35=0 1[5 et 35 =0 [7]

30 +2=2x 16 donc 30 = —2 [16] et 30 = —2 [2]



1. Soit a, b, ¢ et d des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.
Montrer que :

)
) Sia="b[n]alors b=a [n]
(¢) n/a si et seulement si a = 0 [n]
(d) sia=b[n] et b=c [n] alors a = c [n]
) sia=0bn]et c=d[n]alorsa+c=b+d [n] et ac = bd [n]
)

Pour tout entier naturel p > 2, si a = b [n] alors a? = 0P [n]
2. Application

(a) montrer que 35 =1 [17] et 84 = —1[17]
(b) En déduire que 352 4 84°! est un multiple de 17.

(c) montrer que pour tout entier naturel n, 5" — 1 est un multiple de 4.

Probléme 2 (5,5 points): Fractions et pyramides égyptiennes

Pour représenter des nombres rationnels, dans 'Egypte antique, les lettrés utilisaient des in-
verses de nombres entiers naturels, qu’on appelle fractions égyptiennes (par exemple %, %, ﬁ sont des
fractions égyptiennes).

1. Déterminer si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse.

a- La somme de deux fractions égyptiennes quelconques est une fraction égyptienne.
b- Le produit de deux fractions égyptiennes quelconques est une fraction égyptienne.

c- Le quotient de deux fractions égyptiennes quelconques est une fraction égyptienne.

2. (a) Montrer que tout rationnel de |0, 1] admet une décomposition égyptienne est 1'objet de
cette partie.

i. Soit x € QN]0,1[. Im,n € N*/z =" et m < n.
Division euclidienne de n par m donnen =qgm+r ot g€ Net 0 <r <m.
Montrer que z — —— = Zl—,/ avec n' € N* e\l € 30, ..., 11 — T Svyv e 4 k
".oo'

q+1 y
ii. Démontrer donc que la propriété est vraie, Vo € QNJ0, 1]. wm €

iii. Constatez que la démonstration précédente fourni un algorithme de décomposition.
Appliquer pour %, %, 35 10
(b) Donner deux décompositions égyptiennes de % Que peut-on en déduire sur 'unicité de la
décomposition égyptienne d’'un nombre rationnel = tel que 0 <z <17

NB :

. adivisebsiEIpGZtelqueb:pasoitgzpoﬂ(a,b)EN*XZetpEZ.

e | Propriété |: Soit a et b deux entiers relatifs tel que b # 0. Il existe un unique couple

(q,r) de Z x N tel que a = bq +r avec 0 < r < |b].



Les nombres ¢ et r s’appellent respectivement le quotient et le reste de la division eu-
clidienne de a par b. Ainsi, faire la division euclidienne de a par b revient a trouver
(q,7).

b divisea = r=0=a=q.b

b ne divise pas a = r # 0.

Propriété |: Toute suite d’entiers relatifs (U,,) convergente est stationnaire.

Propriété |: Toute suite décroissante et minorée converge.

3. On appelle pyramide égyptienne, une pyramide réguliére a base carrée dont les faces sont des
triangles isocéles, non équilatéraux, telle que :

Les longueurs des arétes sont des fractions égyptiennes ;

La somme des longueurs des arétes de la pyramide est une fraction égyptienne.

Montrer que la pyramide réguliere SABC'D a base carré ci-dessus, telle que AB = % et
SA = %, est une pyramide égyptienne.

Dans la suite de cette question, on considére une pyramide réguliéere SABCD a base carrée
de sommet S dont les faces latérales sont des triangles isocéles non équilatéraux et dont

les longueurs AB et SA sont des fractions égyptiennes.

Il existe donc deux entiers naturels non nuls p et q tels que AB = % et SA = é et on
suppose que p > q.

Justifier que si cette pyramide est une pyramide égyptienne alors p > 4 et g > 4.

Montrer que cette pyramide est une pyramide égyptienne si et seulement s’il existe un

entier naturel non nul n tel que n = 2L,
4dp+4q

En déduire que si p et ¢ sont des nombres impairs, alors cette pyramide SABC D ne peut
pas étre une pyramide égyptienne.
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