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re DROLE SO CE 

EE 
PTE de A Er 

gti MM , 

m Vous trouverez au début de chaque chapitre les résultats essentiels du 

COURS cours, dont la connaissance est indispensable à la résolution des exer- 

cices. Revoyez-les avant d'aborder les exercices et problèmes ; n'hésitez 

pas à y revenir fréquemment si nécessaire. 

# La rubrique Vérifiez vos connaissances permet une auto-évalua- 

ETS tion simple des connaissances essentielles du cours. 

æ Puis, dans le rubrique Exercices d'entraînement, les énoncés sont 

classés par thèmes correspondant le plus souvent aux paragraphes du 

cours, et, dans chaque thème, la progression est la suivante : 

pas d'étoile : exercice de base, application immédiate du cours. 

x une étoile : exercice de réflexion ou de synthèse. 

X% deux étoiles : exercice présentant quelques difficultés. 

£ m Très détaillés, ils donnent toutes les étapes des calculs ou des raisonne- 

CORRIGÉS ments, et sont accompagnés de conseils ou de remarques pédagogi- 

ques. 
& Ils sont volontairement placés à la fin de chaque chapitre pour ne pas 

vous « tenter ». Votre travail ne sera vraiment profitable que si vous fai- 

tes l'effort de rechercher vous-même les solutions avant d'aller les 

consulter ! 
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Soit deux fonctions f et g définies respectivement sur D; et D,, et À un nombre réel 
non nul. 
+ On appelle somme des fonctions f et g, que l’on note f+ g, la fonction définie 
pour tout x de D;N D, par: 

F+DG) = ÉD +80) | 
- On appelle produit de la fonction f par le réel À, que l’on note Àf, la fonction 

définie pour tout x de D} par : 

(AP)G) = A f(x) | 

+ On appelle produit des fonctions f et g, que l’on note fg, la fonction définie pour 
tout x de D;1N D, par: 

DO) = FR) x 80) | 
f 

+ On appelle quotient de la fonction f par la fonction g, que l’on note la fonc- 

tion définie pour tout x de l’ensemble D," D, privé des valeurs annulant g, par : 

(£ Jo - 2 
g(x) 

+ On appelle fonction composée de f suivie de g, que l’on note g°f, la fonction 

définie pour tout x tel que 

KE D; 

f(x) € D,, par: 

PGO = ef] | 



COURS 

+ Définitions 

- Soit une fonction f définie sur un intervalle I (ouvert ou fermé, borné ou non). 

Si, quels que soient x, et x, de I tels que x, < x,, 

f(x) <f(x,), onditquefest croissante sur |; 

*f(x,) <f(x,), onditquefest strictement croissante sur]; 

*f(x,) = f(x), onditquefest décroissante sur l; 

*f(x,) > f(x), on dit quefest strictement décroissante sur I ; 

+ f(x) =f(x,), onditquefest constante sur I. 
+ Lorsque f est croissante sur I ou décroissante sur I, on dit que fest monotone sur I. 
Lorsque f est strictement croissante sur I ou strictement décroissante sur I, on dit 

que f est strictement monotone sur I. 

— Théorèmes 

1. Si f et g varient dans le même sens sur I (c’est-à-dire qu’elles sont simultanément 
croissantes ou décroissantes), leur somme f + g varie sur I dans le même sens que fet g. 

2. Si fet g varient dans le même sens respectivement sur les intervalles I et J (l’ensemble 
f() des images des éléments de I étant inclus dans J, ce que l’on peut traduire par : 
pour tout x de I, f(x) € J), la fonction composée ge f est croissante sur I. 
Si l’une des fonctions f ou g est croissante et l’autre décroissante sur les intervalles 

correspondants I ou J, la fonction composée g ° f est décroissante sur I. 

+ Applications 
Connaissant les variations de f, on déduira facilement les variations de ge f lorsque 
g est l’une des fonctions suivantes dont on connaît les variations : 
x ax+b; x |xl; x x2; 

x =; an 
On obtient les énoncés fondamentaux suivants : 

a) x+ af(x) + b varie dans le même sens que f si a > 0, en sens contraire si 
a < 0. 

b) xr[f{x)l et x [f{x)]2 varient dans le même sens que f sur tout inter- 
valle où fÆ 0 et en sens contraire sur tout intervalle où f< 0. 

1 À ; : c)xe Te et f varient en sens contraire sur tout intervalle où f ne s’annule 

pas et garde un signe constant. 

d) x Wf(x) varie dans le même sens que fsur tout intervalle où f= 0. 



Généralités sur les fonctions 

VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 
_ 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). A 4e 

O ;:: +. | A 

a) f est strictement décroissante sur ]—c ; 2[ et sur ]2 ; +oo[ HR] V MF 

b) f est strictement décroissante sur R — {2}. OV ÆAF 

c) 2 < f(x) < 0 sur [-1;1]. BV [CIF 

(@) Corrigé p. 16 
[2] f:xk>-x2+2x-3 qu'on peut écrire — (x 1) 22 2 

a) f est strictement décroissante sur [1 ; 2] RC 

et strictement croissante sur [—2 ; 1]. \€2 { a)» fe. j MV [CIF 

b) Sur [1;2], ona f(2) < f(x) < f(1). [ea F 

c) Sur [2 ; 2], ona f(-2) < f(x) < f(2). BAIE, 2 DE 

d) Sur [-2; 2], on a -11 < f(x) = —2. NE COUT 

e) Un tableau de variations permet de montrer le résultat 
précédent. [Ne EE 

@) corrigé p. 16 

a) L'ensemble de définition est : D;=R-{-1;1}. CIV + F 

b)D;,=R-{-1;0;1}. bi V_ [L]1F 

c) f'est paire. CV [CIF 

d) fest impaire. RME 

Q) Corrigé p. 16 

O:: en = 
a) L'ensemble de définition est : D, = R-{-1;1}. HA Re : 

b)D;,=R ŒLM SELF 
c) f'est paire. EN AIRE 

d) fest impaire. CIV LF 

Q@) corrigé p. 16. 

C9 



Œ fax sin(2x-?) 

a) f a pour période x. GLVSSIEUR 

b) f a pour période 5 CIM ©) Corrigé p. 16 

TX x 
(6) TRE Are sin 5 + COS = 

a) f a pour période 67. COIV [CIF 

b) fa pour période 127. Chef (©) Corrigé p. 17 n 
Lu 

= 
U 
[4 
(pr) 
*< 
LL EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Axe ou centre de symétrie d’une courbe 

à Soit les courbes 6,,6;, 6, @, ci-dessous, dans un repère orthogonal : 



Généralités sur les fonctions fr ki 

Ce sont les représentations graphiques respectivement des fonctions : 

2 Ke fonce 
ef: x —— définie sur R*; 

x 

lee 
ef,: x x+- définie sur R°; 

x 

ef,:x- x -3x2+4 définiesur R; 

ef,: x définie sur R—{0;2}. 
I 

x(x—2) 

Démontrer que ces courbes admettent un axe ou un centre de symétrie. 

(Pour 6, et @,, considérer deux points M et M’ de la courbe, d’abscisses 
respectives 1 + h et 1—h.) 

un 
LE 

= 
U 
œ 
Eu 
7 
LE 

@) Corrigé p. 17 

Intersection de deux courbes 

[8 1. Soit les fonctions : 

1 fix x?+x-1  définiesur [-2;2]; 

te définie sur [—2 ;2]—-{1}. 

À l’aide d’un tableur ou d’une calculatrice, construire un tableau donnant 

f(x) ; g(x) et f(x) -g(x). (On donnera à x les valeurs —2 ; -1,90 ; 1,80 ; … 

1:80; 1,90 ; 2). 

À l’aide d’un grapheur ou d’une calculatrice graphique, construire les courbes 

€çet ‘€, représentant les fonctions f et g. 

2. Par lecture graphique ou en étudiant la différence f(x) -g(x) donnée 
dans le tableau précédent, que peut-on dire de l'intersection de €et 6, ? 

3. a) Résoudre l'équation f(x) = g(x). 

b) En déduire les valeurs exactes des coordonnées des points d’intersection 

des courbes €,et 6, 
@) corrigé p. 18 

Opérations sur les fonctions 

(9 ] Soit les fonctions f et g définies sur R. 

Déterminer g ° f et fe g dans chacun des cas suivants : 

AUX) 2x x 1 etionre(x) =12%+3: 



EXERCICES 

® 

® 

bio — et gx) = 3x-1. @) corrigé p. 21 

Soit les fonctions : 

fixe x+3 définie sur D; = R; 

a définie sur D, = R—{2}. 

1. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles g° f est définie et calculer 

(g° f(x). 

2. Déterminer les valeurs de x pour lesquelles fe g est définie et calculer 

(f° g)(x). 
©) Corrigé p. 22. 

Mêmes questions qu’à l’exercice ® , avec les fonctions : 

1 RE 
fixe définie sur R° = R—{0}; 

x 

gx — définie sur R—{1}. @) Corrigé p. 23 
Le — 

% 1. Montrer que toute fonction f définie sur R est la somme d’une fonction 

paire p et d’une fonction impaire 1 définies sur R. 

Eindication : On calculera p(x) et i(x) en fonction de f(x) et f(—-x). 

2. Application 

Décomposer la fonction f: x /x?2+2x+5 définie sur R en une somme 
d’une fonction paire et d’une fonction impaire définies sur R. 

©) Corrigé p. 24 

*% Somme de deux fonctions sinusoïdales 

Soit f, g, f + g les fonctions du temps t (f = 0) définies par : 

f(E) = 4sint; g(t) = 2sin3r; (f+g)(t) = Asint+2sin3t. 

1. À l’aide d’un tableur, construire un tableau de valeurs des fonctions fe 
f+g pourte [0; 2x]. 

À l’aide d’un grapheur, construire les courbes représentant les fonctions pré- 

cédentes pour te [0 ; 2x], dans un repère orthogonal (O ; a FT 

2. Le graphique montre que les courbes admettent un centre de symétrie. 
Justifier l'existence de ce centre de symétrie. 



| Généralités sur les fonctions EE 

3. a) Si k est un entier naturel non nul quelconque, montrer que k: 27 est 
une période des fonctions f, get f+ g. 
b) Comment obtient-on les autres parties des courbes représentant f, g et 

fee 
() corrigé p. 25 

Emploi des théorèmes sur les variations d’une fonction 

D Étudier les variations de la fonction : 

1 aus 
fe pet #2 définie sur ]0 ; +oof. Q@) corrigé p. 27 

(15) Soit la fonction f: x x? +x-—2 définie sur R. 

(Pal 
LL 

e 
[) 
œ 
LL 
x 
LL 1. Mettre f(x) sous la forme (x+ œ&)2+f, ot et B étant des constantes que 

l’on calculera. 

2. Étudier les variations de f. Q) corrigé p. 27 

; © Soit la fonction f: x —_ définie sur R — {3}. 

B 1. Mettre f(x) sous la forme © + —. © et $ étant des constantes que l’on 
— x 

calculera. 

2. Étudier les variations de f. @) corrigé p. 28 

@ Soit les fonctions f et g, définies sur R par : 
N2 

x2+2 
fixe 2x-1 et g:xr 

1. Calculer (g° f)(x). 

2. Étudier les variations de g 0 f. @) corrigé p. 29 

Variations d’un produit de deux fonctions 

® 1. En utilisant les définitions (cf. cours), montrer que le produit de deux 

fonctions positives strictement croissantes sur un intervalle I est une fonc- 

tion strictement croissante sur I, et que le produit de deux fonctions positi- 

ves strictement décroissantes sur I est une fonction strictement décroissante 

C131 
sur I. 
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2. Application 

Étudier les variations de : 

a)h:xr(2x+1)/x sur [0 ; +col ; 

b)k:xr(-x+2)x? sur J—æ;0|]. (à) Corrigé p. 29 

Applications 

(19) L'unité de résistance électrique est l’ohm, notée (2. 

On fait passer un courant électrique dans deux résistances en parallèle R, et 

R,, tout se passe alors comme s’il y a une seule résistance R telle que : 

Li 
ROPRER, 

On suppose R, = 5 Q et on fait varier R, de 1 Q à 5 Q. 

Étudier les variations de R. Q) corrigé p. 30 

% Le directeur d’une salle de spectacles cherche à réaliser un revenu maximal. 

Quand le prix de la place est 8 €, il y a 800 spectateurs. Statistiquement, le 

directeur constate que chaque hausse du prix de la place de 1 € entraîne une 
diminution du nombre de spectateurs de 10 personnes. 

1. On appelle x le prix d’une place et n le nombre de spectateurs. 

Calculer n en fonction de x. 

2. a) Calculer le revenu r obtenu avec n spectateurs payant la place à x €. 

b) Mettre le revenu r sous la forme : r = a(x+ @)2+6, 

a, © et B étant des constantes que l’on calculera. 

c) Étudier les variations de r quand x varie de 6 à 60. 

3. Combien le directeur doit-il faire payer la place pour obtenir le revenu 
maximal ? Quel est alors ce revenu et quel est le nombre de spectateurs cor- 
respondant à ce revenu ? in 

@) corrigé p. 30 

* Pour une entreprise dont la production peut varier de 0 à 300 unités, le 
coût total C(x) de fabrication de x unités (en euros) est : 

3 
G = y + 1 è (x) 100 + x + 100 000 

1. Étudier les variations de la fonction C définie sur [0 ; 300] par: 
É) 

CE AUERER 10 % 100 x + 100 000 



Généralités sur les fonctions fS h 

2. Compléter le tableau suivant : 

x 0 50 100 150 200 250 300 

C(x) 

3. Représenter graphiquement la fonction C sur papier millimétré. 

4. Le prix de vente de l’unité est 1 100 €. 

a) Calculer la recette totale R(x) pour la vente de x unités. 

b) Représenter sur le graphique précédent la fonction : 

R:x1— R(x) définie sur [0 ; 300]. 

5. Le bénéfice pour x unités fabriquées et vendues est (en euros) : 

B(x) = R(x) - C(x). 
a) Déterminer graphiquement les nombres d’unités vendues pour lesquels le 

bénéfice est nul. 
b) Dans quel intervalle doit varier x pour que l’entreprise soit bénéficiaire ? 
c) À l’aide du graphique, donner une estimation du nombre d’unités ven- 
dues pour lequel le bénéfice est maximal. @) corrigé p. 31 

EXERCICES 

Fonctions associées à une fonction 

(22) % Soit la fonction f : x — 1 + Na - x? définie sur [—2 ; 2]. 

1. Étudier les variations de f et tracer sa représentation graphique € dans un 

repère orthonormal (O ; A 1): 

2. Montrer que @ est un demi-cercle de centre A (0 ; 1) et de rayon 2. 

3. Déterminer les abscisses des points d’intersection de ‘@ avec la droite (O ; ne 

4. On considère la famille de fonctions fi, f fs f1, 5 associées à la fonction f, 

définies par : 

fi@) = Go); 
fGx) = f(x) +2; 

fx) = f(x+2); 

fax) = 2f(x); 
f(x) = f(2x). 

À partir de la courbe €, construire les courbes €, €;,, 3, 6, 6, représentant 

respectivement fi; f» fs fa fs (on fera des figures distinctes pour chacune des 

courbes déduites de 6). © corrigé p.33 

C15} 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

ta] à) Vrai. Si2< x < x ou xx 0 on trouve; 

__ 3(1-2x) 
FC) f(x) = CED)CEP) < 0. 

b) Faux. On a, par exemple, f(3) > f(-1). 

C) Vrai. f est strictement décroissante sur [—1 ; 1] donc f(1) < f(x) < f(-1). 

a) Vrai. Calculez f(x,)-f(x;). 

b) Vrai. f est strictement décroissante sur [1 ; 2] donc f(2) < f(x) < f(1). 

chaux fo) ere) phpremonido mes 
d)Faux:Si-2=%<9, alors -3 <x< 1, doù0=|x= 189": 

Par suite 0 < (x-1)2<9, -9<-(x-1)2<0, -11<—-(x-1)2-2 < 2. 

e) Vrai. 

ce qui montre que —-11 = f(x) < -3. 

a) Faux. x4-x2= 0e x2(x2- 1) = 0 

& x/(x-1)(x+1) = 0. 

b) Vrai. 

C) Faux. Pour tout x de D; f(-x) = - f(x). 
d) Vrai. 

a) Faux. Pour tout x de R, on a |x| = 0 donc 2|x| +1 > 1. 

b) Vrai. 2}x| +1 ne s’'annule pas donc D;=R. 

C) Vrai. Pour tout x de R, f(-x) = f(x). 

d) Faux. 

es] a) Vrai. Pour tout x de R, on a f(x+7) = f(x). 



| Généralités sur les fonctions 

b) Faux. On n’a pas, pour tout x de R, f (x . 3) = f(x). 

OÔ a) Faux. On n’a pas, pour tout x de R, f(x + 67) = f(x). 

b) Vrai. Pour tout x de R, on a f(x+ 127) = f(x). 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

(7) On se reportera aux figures données dans l’énoncé. 

x2+1 
ef,(x) = 2 

ordonnées est un axe de symétrie de €... 

sur R°. Il apparaît sur le graphique €, donné que l’axe des 

Justification : 
M2 2 

Pour tout x non nul, f,(—-x) = es =? ns = f(x) donc f, est une 
—x Fe 

fonction paire. 6, admet l’axe des ordonnées pour axe de symétrie. 

ef,(x) = x+ : sur R*. Il apparaît sur €, que l’origine O du repère est un 

centre de symétrie de €,.. 

Justification : 
1 à 

Pour tout x non nul, f,(-x) = -x-- = -f,(x) donc f, est une fonction 
L 

impaire. @, admet O pour centre de symétrie. 

ef;(x) = x°- 3x2 +4 sur R. Il semble que le point I(1 ; 2) soit un centre de 

symétrie de @;. 

Justification : 

Soit les points M(1+h;f,(1+h)) et M'(1-h;f,(1-h)), heR. 

Brh):= (RES ER) A 

= 1+3h+3h2+h3-3(1+2h+h2)+4 

= 2=-3h+h. 

PUR) En) A 

1-3h+3h2-h3-3(1-2h+h2)+4 

= 2+3h-h;. 

CA 
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PURE os Re EL EC IE ER RER PR EP RE SRE IR SIN SEEEEE 

Les coordonnées du milieu de [MM] sont : 
3 es FT +243% E) = 52) 

Ce sont les coordonnées de I. Donc M et M” sont symétriques par rapport à I. 

1 

AIS ce) 
être un axe de symétrie de €,. 

Justification : 

Soit les points M(1+h;f,(1+h)) et M’(1-h;f,(1-h)); la fonction f, 

pour x #0 et x 2. La droite ® d’équation x = 1 semble 

n'étant pas définie pour x = 0 et x = 2, nous devons supposer 1+het1-h 

différents de 0 et 2 donc hÆ-1 et hZ 1. Dans ces conditions : 

ds l Eden AÉO TrpeD mu 
ROSE HEC D ER 
Si h = 0, les points M et M sont confondus et, comme leur abscisse est 1, ils 

appartiennent à D. 
à 2e x À 1 SihZ40, M et M’ sont distincts. Ils ont même ordonnée PE < donc ils déter- 

minent une droite (MM) parallèle à l’axe des abscisses. Le milieu I de [MM’] 

a pour abscisse tir = 1 donc Ie D. Par suite M et M’ sont symé- 

triques par rapport à D. 

fix x2+x-1 définie sur [-2;2] 

pe, définie sur [-2 ; 2]-{1}. 

Construction des tableaux à l’aide du tableur Excel 
On introduit les premières valeurs de x ainsi que les formules qui définissent 

GC); g(x), f(x) mi CAE 

c 
-2 bi 

| 3 [=G+H /x-1)|=(B1+1)/(B1-1) |=(C1+1)/(C1-1) 

f)-8(x) 

D: | : |. 
) Ë 
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On recopie vers la droite avec un cliquer /glisser jusqu’à AP. On obtient le tableau : 

50 

25 

à 

> 

1 

0 

1,60 

0,04 

,31 | 0,29 

0,19 | - 

,80|-1,70 | -1, 

0,44 Sal 1 

(x+D)/(x- 

f(x)-g(x) 

) 

-2,00 

1,00 | 0 

1)| 0,33 | 0 g(x) 
-0,07 | -0,27 | -0,45 

SE DIt-R:10p 

Her 
-1,00 -1,10 -1,401-1,30|-1,20 

1,16|-1,211-1,24|-1,25 

0 

1 

-1,09 | - 

33 

92 

> 

> 

0 

0 

25 

99 

>: 

> 

-0 

0 

18 

03 

> 

2 

0 

1 

SU 

05 

-0,05 | - 

-0,941-1,00|-1,04 | - > 

0,40 

-0,44 

30 

61 > 

0,20 

-0,76 

10 0, 

89 -0 

-1,22|-1,50|-1,86 | -2,33 

0, 

-0 

,00 | 0,33 | 0,74 

00 

,00 

,00 

4 

x 

16|-1,09 

67 | -0,82 

-0,81 | -0,67 -0,49 | -0,27 | 0 

2) 

S Q 4 (æ 1 Q sh 
SNS 

© SR $ Q SE $ 
! 

Lu GE — Û Al EL mi 0 

-0,43|-0,54|- 

1,30 

1599 

,67 00! 7 

. , 2 

Les deux dernières cases de la colonne AF sont vides car la fonction g n est pas 

définie en 1. 
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Construction des graphiques à l’aide du grapheur Excel 

25,00 

20,00 

—— f(x) 

15,00 

10,00 me 

5,00 

na 
apppsco og 0,00 EE + 

—2,50 —2,00 —1,50 —-1,00 Es#" 0,50 1,00 1,50 2,00 2150 

—5,00 

10,00 

—15,00 

—20,00 

—25,00 

e Sélectionner les lignes qui comportent les données : la ligne comportant les 
valeurs prises par la variable et les lignes contenant les valeurs prises par les diffé- 
rentes fonctions dont on veut obtenir les représentations graphiques. 
e Cliquer sur le bouton Assistant Graphique. 
e Dans la fenêtre type de graphique, choisir : Nuages de points (cliquer sur 
Nuages de points). 

e Dans la fenêtre sous-type de graphique, choisir : Nuage de points reliés par 
une courbe lissée. 



Généralités sur les fonctions 

e Cliquer sur le bouton : Suivant. 

e Cliquer sur Série. 

e Dans la fenêtre Série, cliquer sur Série 1. 

e Cliquer dans la fenêtre Nom et taper le nom de la fonction. 

e Renouveler pour les différentes fonctions (les différentes séries). 

e Cliquer sur Suivant. 

e Cliquer sur Terminer, les graphiques s'affichent. 

2. Par lecture graphique, on constate que ‘6, et 6, ont 3 points d'intersection 

d’abscisses proches de —1,70 ; 0 ; 1,70. 

Le tableau donnant f(x) — g(x) nous montre que : 

f(x) — g(x) est voisin de 0 pour x voisin de —1,70 ou 1,70. 

f(x) —- g(x) = 0 pour x = 0. 

Les points d’intersection de 6; et 6, ont pour coordonnées : 

(—1,70 ; 0,2), (0 ; —1), (1,70 ; 3,6). 

n 
SLI 

=“ 
[s 4 
[4 
(æ) 
U 

: ce UD . é 
3 a)Sixzl,onax?+x-1 = si et seulement si l’on a successivement : 

(x2+x—1)(x-1) = x+l 

x +x2x-x2 x +1 = x+1l 

XXE) 

x(x2—3) = 0 

N=T0NOUEE EE 3 ou x = 4/3. 

Ces nombres appartiennent à [-2 ;2]-{1}. L'ensemble des solutions de 

l'équation f(x) = g(x) est: 

NEONEr" 

Ds 3) 53243 1-22 V3. 
SIP =) f(0) = —]|! 

Sir = 2) 33-12 +./5. 

Les points d’intersection des deux courbes sont les points de coordonnées : 

2 ds) OLA :2+ 43). 

x f(x) = glf(x)] que l'on note (g° f)(x). 

(go f(x) est défini si et seulement si : 

xE D; 

(1) 
f(x) e D,. 

a) f(x) = 2x2-3x+ 1 et g(x) = 2x+3. 

21 
| TS 
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fet g sont définies sur R donc les conditions (1) précédentes sont vérifiées pour 

tout x réel et l’on a : 

(go f(x) = gLx)]1 = g(2x7— 3x + 1) 
= 2(2x2-3x+1)+3 

= 4x2-6x+5. 
g° f est la fonction : x 4x2-6x+5, définie sur R. 
De même, (f° g)(x) est défini si et seulement si : 

xe D 

(1) : 
g(x) € D; 

Comme f et g sont définies sur R, les conditions (II) sont vérifiées pour tout x 

réel et l’on a : 

(fe g)(x) = et] = 2x #39) = 202453) 30% F5) F4 

= 2(4x2+12x+9)-6x-9+1 

= 8x?2+18x+ 10. 
fo g est la fonction : x 8x? + 18x+ 10, définie sur R. 

De x2+2 

et g sont définies sur R, donc comme précédemment, ge f et f° g sont défi- 
nies sur R et l’on a : 

Ke 3x 
Oo = = — Ke 1 PC = af = LE) = 

L EX 0  Lr2X7 F2 

x2+2 x 2 
; : He Del ie (Fo g)(x) = flg(x)] = f(3x-1) (3x-1)2+2 

et g(x) = 3x-—1. 

_ 9x?2-6x+1 

9x2 — 6x + 3 

Remarque : Si l'on demandait d'étudier le signe de (fo g)(x), il serait préférable de 
(3x-1)2 s'arrêter à (fo g)(X) = Gx=1)+2 

(10) f:xr x+3 est définie sur D;=R. 

g: —. est définie sur D, = R-{2}. 

4 xe D; 
1. (g°f}(x) est défini si et seulement si : 

fa) e D, 
c'est-à-dire pour x+342 donc x#-1. 
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| Généralités sur les fonctions 

Pour tout x de R—{-1}, ge f est définie et l’on a: 

(ge f(x) = gLf(x)] = gx +3) = '— = =. 

g° f est la fonction : x ——. définie sur R — {-1 }. 

2. (f° g)(x) est défini si et seulement si : 

£ RE 
c’est-à-dire x 

xe D KE 2. 

Le e D; pans e R ie qui est vrai). 

2 

Pour tout x de R—{2}, f°g est définie et l’on a: 

Ax — 6 
ep) = fle691 = f( 5) = Es +3 = 

x—2 x—2 

n 
LL 

= 
œ 
œ 
(e] 
YU 

° g est la fonction : xr-> se définie sur R — {2}. 
8 x—2 

(11) fixe: est définie sur R* = R—{0}. 

gx est définie sur R—{1}. 

1. (g°f)(x) est défini si et seulement si : 

xÆ0 
XE D; < : a 4 £ 4 xÆ£0 

c’est-à-dire 1 c’est-à-dire 

f(x) € D, = #1 NE 
x 

1 1 x 
Pour tout x#0 etxz1l, (gof)(x) = glf(x)] = g 2 lave ur 

Sel 
x 

go f est la fonction : x a définie sur R—{0;1}. 

Remarque : L'ensemble de définition de g°f est R-{0 ;1} bien que l'expression — 

| soit définie pour x = 0. 

2. (f°g)(x) est défini si et seulement si : 

: c'est-à-dire 1 
g@x) € D; —— #0 

AeiD Sec 

| x—1 

Donc pour tout x#1, (f°g)(x) = fIg(x)] = (—) = — = x-1. 

x-1 

(231 
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f°g est la fonction: x x—1, définie sur R—{1}. 

Remarque : L'ensemble de définition de f°g est R-{1} bien que l'expression x—1 
soit définie pour x = 1. 

® 1. Soit une fonction f quelconque définie sur R. 

Analyse 

Si f = p+1i, p étant une fonction paire et i une fonction impaire, définies sur 

R, alors pour tout x réel : 

(De 1G) = prie) 
n : 
de x) = px) +i(-x). 
= Puisque p est paire : p(—x) = p(x) ; puisque ï est impaire : i(—x) = —i(x). 
7 Donc : 
(e) 
U (2) f(x) = p(x)—i(x). 

En additionnant membre à membre (1) et (2) et en divisant par 2 : 
1 G)_p(9 = SU +1. 

En retranchant membre à membre (1) et (2) et en divisant par 2 : 
: 1 G)_i@) = -A OI. 

Synthèse 

Les fonctions p et i définies sur R par (3) et (4) répondent-elles à la question ? 
e On a pour tout x réel : 

pa) + ia) = SGD + 0] + SUD SCI = JG 
donc f = p+i; 

e la fonction p est paire car pour tout x de R : 

PCA) = SU + FU] = pG): 
e la fonction i est impaire car pour tout x de R: 

i(-0) = SLA - FOI = (9. 
2. Application 

f(x) = Vhk2+2x +5 est définie sur R car : 
xX2+2x+5 = (x2+2x+1)+4 = (x+1)2+4> 0. 

PR SL 42x45 + 2x4 5). 

I(X)= sl x2+2x+5- /x2-2x+5]. 

La fonction f est la somme de p qui est paire et i impaire définies sur R. 
[24 ) 
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® 1. En suivant les instructions données à l’ex. 2 : 

4*SIN(CI1) 

=D 'SIN(S CT] 

En recopiant vers la droite jusqu’à AG et en introduisant la valeur 2*PI( ) dans 

la case AH, on obtient : 

4*SIN(B1) 

=2*SIN(3*B1) 

=4sin(t) 

2sin(3t) 

f(t) 

gt) 

(ED B2+B3 

T
S
 
+
)
 

(ne) 
s
r
 

[= 
4
 

[22] 
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4sin(t) f(t) 

(E-8)0 

L
E
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(02) 
L
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[e! 
4
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2. Nous constatons graphiquement que le point de coordonnées (3,14 ; 0) 

paraît être centre de symétrie des courbes. 

Orn=3,14. Démontrons que le point I(x ; 0) est bien un centre de symétrie 

des courbes. 

Justification 

Calculons f(x —f) et f(x + f): 

f(n-t) = 4sin(n-f) = 4sint 

f(T+t) = 4sin(rn+f) = -4sint. 

Soit les points M(r —f; 4sint) et M'(T+t; —4sinf). 

Les coordonnées du milieu de [MM] sont : 

AMEN TO TIM 

2 4 2 

Le milieu de [MM] est donc I. Donc M et M’ sont symétrique par rapport à I. 
Lorsque ft décrit [0 ; x], n —# décrit [0 ; x] et x + t décrit [x ; 2x]. Les cour- 
bes représentant fsur [0 ; x] et sur [x ; 2x] sont symétriques par rapport à I. 
On montre, de même, que : 

g(T-1) = -g(n+t) et (f+g)(n-1) = -(f+g)(n +). 
Les courbes représentant g et (f + g) sur [0 ; x] et sur [x ; 2x] sont symétri- 
ques par rapport à I. 

= (0. 
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3. a) Le temps f varie sur [0 ; +o[. Si k est un entier naturel non nul 
quelconque : 

f(t+k-2n) = 4sin(t+k-2n) = 4sint = f(t) 

g(t+Kk:27n) = 2sin(3r+k-67x) = 2sin3t = g(t) 

il en résulte que : (f+g)(t+k-27n) = (f+g)(#). 

Donc k - 27 est une période des fonctions f, g et f+ g. 

b) Soit les points M(f ; f{r)) et M’(f+k:-2n ; f(t+ k-27)), le vecteur MM 

a pour coordonnées (k-27r ;0) donc M a pour image M’ par la translation de 

vecteur k-2Ti. 

Il en est de même pour les points de coordonnées : 

(ésgtohetrk2ns gr k-2n)); 

(t;: (f+g)(t))et(t+k:-2n; (f+g}(t+k:27)). 

Les autres parties des courbes représentant f, g et f + g se déduisent de celles 

2 
n 
Lu 

= 
œ 
œ 
[e) 
U 

précédemment construites par des translations de vecteur k- 2m. 

1 DS 
fixe --x+2 définiesur ]0 ; +. 

+ 
On peut remarquer que f est la somme de deux fonctions : 

1 : ARE 
u:xr = strictement décroissante sur ]0 ; +co[ 

“e 

VX = XE 2: 

Rappelons que la fonction affine x + ax + b est strictement croissante sur R 

si a > 0, et strictement décroissante sur R si a < 0. 

La fonction v est donc strictement décroissante sur ]0 ; +c. 

La somme f = u + v de fonctions strictement décroissantes sur ]0 ; +c[ est 

strictement décroissante sur ]0 ; +c[ (cf. livret détachable). 

1. Mettons f(x) = x2+x-—2 sous la forme (x+@)?+$, © et B étant des 

constantes que nous allons calculer : 

pour tout x réel, x2+x-2 = (x+@)?2+B = x?+2ax+ 0° +6 

20 = 1 

œ2+$ = -2 
donc 

Ontpuea Dep =-2 fi) n {Trouve F5 = 3 = 

fo = (x+3) -? 
C274 



2. Nous indiquons dans le tableau les renvois aux théorèmes concernés 

(cf. résumé de cours) : 

# 
n 
Lu 

= 
[04 
[°4 
[e) 
U 

(cf. théorème 2. a.) 

LÉ 
$ — R-{3}. O fire 3, ‘ur 137 

1. Mettons f(x) sous la forme © + - , et B étant des constantes que nous 

allons calculer : 

pour tout x #3, ae er cs _ a(G3-x)+$ = —Ux+r3arP 
3 — x 3% 3 %x PATATE" 

CN | 
donc Û > On trouve & = —-1 et B = 5. 

(cf. théorème 2. a. 

H28 



Les fonctions f et g étant définies sur R, g ° f est aussi définie sur R. 

(g° NX) = glf(x)1 =-g(2x -— 1) 
CR) 4 4 rérhl 

(2x—1)2+2,, 4x2-4x+3 

2. Nous allons déduire les variations de g ° f des variations de fet de g. (rh 

f est strictement croissante sur R. = 
2 ” œ 

On peut écrire g(x) = mie 1- Pr à 
x? +2 x 2 o 

| et] = ]J-;0] : 
2 e Prenons | = le : 

sixe ! c’est-à-dire x <= s alors 2x — 1 < 0, alors f(x) € J, donc f(1) € J. 

f est strictement croissante sur I et g est strictement décroissante sur J donc 

(cf. livret détachable) ge f est strictement décroissante sur I. 

e Prenons l” = Ë ; +ce| cn = JO ES 

sixe IL’ c’est-à-dire x = ; alors 2x-— 1 > 0, alors f(x) e J’, donc f{(l”) cJ'. 

fet g sont strictement croissantes respectivement sur J’et J’ donc ge f est stric- 

tement croissante sur l”. 
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(18) 1. Soit fet g deux fonctions positives et strictement croissantes sur I. Quels que 

soient x, et x, de I tels que x, < x;, 

f(x) <f() et g(x1) < g(). 

Comme f=0 et g=0 sur I, on peut multiplier membre à membre ces 

inégalités : 

fx)gCx) < f(2)80) 
donc fg est strictement croissante sur I. 

e Si fest g sont positives et strictement décroissantes sur I, quels que soient x, 

etx, deltelsquex x 

f(x) 7 fx) 

8x1) 7 8C0)- 
et en multipliant membre à membre : 

Fx)gG) 7 f(x2)8Cx2) 
donc fg est strictement décroissante sur I. 

n 
Êrr] 

2 
œ 
Œ 
[e) 
U 

2. Application 

a) Soith:xr (2x + 1)./x définie sur [0 ; +cof. 

Les fonctions x +> 2x+ 1 et xr> \/x sont positives et strictement croissantes 

sur [0 ;+c[ donc h est une fonction strictement croissante sur [0 ; +. 

b) Soit k: x (—-x+2)x2 définie sur ]-c ; 0]. 

Les fonctions x > —-x+2 et x x? sont positives et strictement décroissantes 

sur J-c ; 0], donc kest une fonction strictement décroissante sur ]-c ; 0]. 

1 1 1 res 1 © : lea ne aile 

R est strictement croissante sur [1 ; 5]. 

H 30 ) 
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(20) 1. Chaque hausse du prix de la place de 1 € entraîne une diminution du nom- 

bre de spectateurs de 10 personnes donc l’accroissement de n est proportionnel 

à l’accroissement de la variable x, ce qui caractérise une fonction affine (voir 

classe de Seconde) : n = ax + b. 

n,-n e 
0 ob dx 

Pour x = 8, n = 800 donc: 

800 = —10 X 8 + b, soit b = 800 + 80 = 880. 

D'où n = —10x+ 880. d 

Or.a= 

2. a) Le revenu obtenu est : 

= nx = (—10x+880)x, soit r = — 10x2 + 880x. 

b) — 10x2 + 880x = a(x + œ)2+$ 

= a(x? + 20x + 2) + B 

n 
su 

= 
[» 4 

|. œŒ 
[e) 
U 

ax? + 2a0x + a? + B 

a = —]10 

3 d'où: l2aa = 880 

aa? +8 = 0. 

On trouve : 

io — 44 PB = 119 300. 
Donc : r = —10(x-— 44)? + 19 360. 

c) Étudions les variations de r = — 10(x-— 44)? + 19 360 quand le prix des 
places x varie de 6 à 60 : 

Le directeur doit vendre les places 44€ pour avoir un revenu maximal de 

19 360 €. Le nombre de spectateurs correspondant est : 

n = —10 x 44 + 880 = 440. 

C_31 
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@ 1.C:x- 5 +x+ 100 000 définie sur [0 ; 300]. 

C est la somme de deux fonctions strictement croissantes sur [0 ; 300] : 

3 
x _ et x x+ 100 000 ; donc C est strictement croissante sur [0 ; 300]. 

2. Tableau complété 

x 0 50 | 100 150 200 25 

C(x) | 1 00 000 101 300 | 110 100 133 900 | 180 200 | 256 500 | 370 300 

3. 

z 

CORRIGES 

300 000 

200 000 

100 000 

50 000 
25 000 

0° 25 50 100 150 200 250 300 

C est représentée par la courbe € sur la figure. 

4. à) R(x) = 1 100x. 

b) La représentation graphique de R est le segment de droite [OA], le point À 
ayant pour coordonnées (300 ; 330 000). 

5. a) Le bénéfice pour x unités fabriquées et vendues est (en euros) : 

B(x) = R(x) - C(x). 

Ce bénéfice est nul pour les points d’intersection de [OA] et de la courbe € 
représentant C c’est-à-dire pour x = 100 et pour x = 270 environ. 
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b) L'entreprise est bénéficiaire lorsque B(x) > 0 c’est-à-dire R(x) > C(x). 

Ce qui a lieu pour x € ]100 ; 2701. 

C) Soit M un point @ de d’abscisse x et M’ le point de [OA] de même abscisse 

que M. Supposons 100 < x < 270. 

B(x) = Yu - Yu: 

Cette différence est maximale aux environs de 190 unités de production. 

Remarque : On vérifiera ce résultat en calculant R(x) — C(x) pour x prenant les valeurs 

180 ; 190 ; 200. 

# 

(22) fixe —-1+44-x2 définie sur [2 ; 2]. 

Pour étudier les variations de f, appliquons les théorèmes donnant les varia- 

tions d’une fonction (cf. cours) : 

n 
Lu 

= 
[+4 
œŒ 
[®) 
U 

2. Pour tout point M(x ; y) du plan: 

y=-1+/4-x2ey+1 = V4-x 

+1)? = 4-x? Mie x 
y =-1 

x2+(y+1)? = 4 
ee 

y =-1 

2 — 4 : 

— cr ue À ayant pour coordonnées (0 ; —1) 
DE 

AM = 2 

y = -] : 

La courbe € est donc le demi-cercle de centre A et de rayon 2 tel que y = -1. 
D 

33 
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RP PC CR 

> 

3. Les abscisses des points d’intersection de @ avec la droite (O ; i) sont les 
solutions de l’équation : 

—1+44-x2 = 0 équivalente successivement à : 

N'AIENT 

4—x2 = l: (dans R*, a= be a? = b?) 

RER 

x = +3. 

4.ef,(x) = |f(x)l. 

—Si -/3<x< V3, le graphique nous montre que f(x) = 0 donc 

f(x) = f(x) ; les parties de @, et @ correspondantes sont confondues. 

Si 2 <xe-NS'ou D =r<2 graphique nous montre que f(x) < 0 

donc f(x) = -f{x) ; les parties de @, et @ correspondantes sont symétriques 

par rapport à l’axe des abscisses (Ox). 

e f(x) = f(x) +2. 
Considérons les points : M(x ; f{x)) 

et M, (x ; f,(x)). 
Ils ont même abscisse et YM, = YM = 2: 

Donc M a po image M , par la translation de 

vecteur 2; Pre 

e f3(x) = f(x +2). 
Considérons les points : M(x + 2 ; f(x+2)) et M,(x : f:(X)): 
Ils ont même ordonnée et x}, —xy = —2. 
Donc M a pour image M; par la translation de vecteur ip 14 



ef,(x) ="2f(t) 

Considérons les points : 

M(x ; f(x)) et Mix: f(x). 
Les points M et M, ont même abscisse x. 

Soit H le pied de la perpendiculaire 

menée de M à (Ox). 
— = 
HM, = 2HM. 

On obtient M, en multipliant l’ordon- 
née de M par 2. 

ef:(x) = f(2x). 

Considérons les points : 

MX CHE MST 7 (x). 

Les points M et M, ont même ordonnée 

fx) = f2x). _5 
Soit K le pied de la perpendiculaire menée de 

NE 
2 

M à (Op). 
ne (2 

KM: =" 5 KM: 

On obtient M; en multipliant l’abscisse de M par s- 

Remarque : Nous avons déduit les courbes @;, €, 6,4, de la courbe €. On pourrait 

également déduire les variations des fonctions f,, f,, f, fa, fs des variations de f. Mais 

une lecture graphique nous donne immédiatement ces variations. 

CORRIGÉS 



— Définition 

Un polynôme ou une fonction polynôme est une fonction de la forme 

. HR | Pix ax + QE. HQE 

définie sur R. Les réels donnés 4,, 4,, .…, a, sont les coefficients de P et n est un 
entier naturel donné. Si a, 4 0, on dit que P est de degré n. 
Le polynôme nul est la fonction : x 0 définie sur R. 

— Propriétés 

+ On démontre qu’un polynôme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont 
nuls. 

+ On dit que deux polynômes P et Q sont égaux si pour tout x réel, P(x) = Q(x). 
On démontre que les polynômes 

PE x a x Pa x PGA Ed, 

Qioh x bDEeTE Pb x Ab, 

sont égaux si et seulement si : 

ab ME DM ab a tt be: 

+ Lorsque P(a) = 0, on dit que a est une racine de P ou de l'équation P(x) = 0. 

— Définition 

Un trinôme du second degré est un polynôme de degré 2 c’est-à-dire une fonction 
de la forme 

fix ax2+bx+c 

définie sur R, les coefficients a, b, c étant des réels donnés (aZ0). 



Polynômes. Trinômes du second degré 

— Racines 

Les racines du trinôme f ou de l’équation ax? + bx + c = 0 sont les solutions de 
l'équation ax? + bx + c = 0. Ce sont: 

esi À = b?—-4ac > 0, 

. * î _— 

24a 24a 

b . 5 

si A<O, iln’ya pas de racines réelles. 

Le nombre A:= b?-4ac est appelé discriminant du trinôme ou de l’équation. 

AA METRE ET EE 

— Factorisation et signe du trinôme 

Si AZ O, f(x) = a(x-x’)(x- x”), est du signe de a à l'extérieur de l’intervalle 

[x’ ; x”] c’est-à-dire sur ]-ce ; x’[ U ]x” ; +o[ (en appelant x’ la plus petite 

racine), du signe contraire de a entre les racines c’est-à-dire sur ]x” ; x”. 

Le 2 bù b 
DSi A = 0, fe =afx+ 2) : est du signe de a pour x #27: 

+ Si À < 0, f(x) est du signe de a pour tout x réel. 

+ Variations et représentation graphique 

Les théorèmes sur les variations d’une fonction donnés dans le chapitre 1 permet- 
tent d’obtenir les tableaux de variation suivants : 

<Sia>0 *Sia <0 

b b 
+0o x Ce — pes 

f(x) St) f(x) AE) 

La fonction est décroissante puis | La fonction est croissante puis 

croissante, son minimum étant décroissante, son maximum étant 

ir) el 
La représeñtation graphique de f dans un repère orthogonal est une parabole de 

b 
sommet S (- 2. à (- 5) d’axe de symétrie la droite d’équation x = — SEX 

2, — CO 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

Es] On peut trouver sans calcul les racines des équations suivantes : 

a) x2— (4/2 + 1)x+ V2 — (}s 

b) x2 + (4/2 + V3)x+ V6 HUE 

C)x2+2x-1 = 0; 

d) x2+4x+4 = 0. . 

[2] Si ax? + 15x+c = 0 admet pour racines : et a : 
2 

d'a 18,cC = 12; À-- TVA 

ble “io - 12 La 

[3] ax? +5x+a = 0(az0). 

a) Cette équation n’admet aucune racine 
: Î 5 

si et seulement si a > ” 

b) Cette équation n’admet aucune racine 

si et seulement si a > - ou 4 < _ 

O f(x) = 14820. On a f(x) > 0 surR. 

_ +2 . 
[5 ] fGMTE = L'ensemble de définition est : 

a ji up, 
7 

b) J-;-1[ Eee 7 

M AMEN: 

MA’ 

Ov œF 
WMV CIF 
(©) Corrigé p. 45 

LEMV% ASE 

CV CF 

(©) corrigé p. 45 

CI V [] F 

CI V C] F 

@ corrigé p. 45 

C] V Ei F 

(@) Corrigé p. 45 

CIV CF 

CIV CF 

(+) corrigé p. 45 



Polynômes. Trinômes du second degré 

O 1 
fil=5s +] 01 5 +oo[ 

xt 4x? + 4x +72 

Soit a > 1. 

Un antécédent de a est un nombre x de E : +ee| telque f(x) = 4. 

a) fest bijective. CVNPPAETTF 

et er LA 
b) 3 admet pour antécédent 7. CCUNOATAINE 

c) 3 admet pour antécédent — : ; 2, EdsMod LIÉE 

| ere d)Siy> 1, f-(y) = — a PT : 

eSiy>1, 1 = EI. OV Of 
Q@) corrigé p. 45 

7] Si la parabole représentant f : x+> ax? + bx+ c a pour sommet S(-1 ; 3)"et 

passe par A(2 ; -3): (= b 

ee La da=r b=c=;; Év Cr 

2 4 7 wi 
b) a n 3” 3 CIV F 

©) Corrigé p.45 

Il | Û S Il | es Il Û 

Ô Si la parabole représentant f: ax? + bx + c passe par A(-1;-2), B(1;0) 

et tangente à D: y = —-3x+3: 

adJa=2,b=1;c=1; Ne EE 

be bp ecr= | VISE 

©) Corrigé p. 46 



EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

Équations du second degré et équations s’y ramenant 

19 | Résoudre dans R les équations suivantes : 

a) 7x2 —27x— 40 = O0; b) (x—9)2 = 49; 

c) 21x2—49x = 0; d) (3-1)x2-(6- /3)x+243+1 = 0. 

} Indication : Le discriminant de l'équation d. est A = 19 — 8/3 = (4— BY. 

) Corrigé p. 46 

(a) 
EL 

La 
[e] 
2 
LL 
er 
Li 

D 1. Soit le trinôme f: x-ax2+bx+c (az0) admettant des racines 
x” et x” distinctes ou non. 

Calculer le produit x’x”. 

2. Application 

Chercher une racine évidente puis résoudre les équations : 

a) 5x2+x-6 = 0: 

D) 3x2=2%x5 =0. ©) Corrigé p. 47 

(11) Résoudre dans R : 

DR LAN TO UN 

ps MERS 
C) 9x4 8x2 1 = 0. 

0; bb) xf- 34x2 +225 = 0; 

L Indication : Pour les équations b. et c., on posera x? = X. () corrigé p. 47 

® 1. Démontrer que quels que soient les réels À et B : 

Abe Le =. 
AZ 0. 

2. Application. Résoudre les équations suivantes dans R : 

a) x— JAx— 19 = 4: 

b) J2x+3-/x+2 = 2; 

Cx2-6x+9 = 4x2 6x+6. 
J Indication : Pour l'équation c., on posera x2 — 6x + 6= X. () corrigé p. 48. 



Polynômes. Trinômes du second degré 2 

® On se propose de résoudre dans R? le système : 

x2+y2 = 208 
(1) L 

[Xxy = 96. 

1. Montrer que si (x, ; YO) est une solution de (I), alors (y, ; x,) est aussi 
une solution de (I). 

2. Résoudre le système (I). @) Corrigé p. 49 

e e a. 4 n 

Signe du trinôme du second degré H 

[=] 

(14) Résoudre dans R : AE Z 2x +3. @) Corrigé p. 50 nr 
x+l1 nas *< Lu 

; Il 1 : (15) Résoudre dans R : " << mr (@) Corrigé p. 50 

3 © Trouver l’ensemble de définition de la fonction f telle que : 

2 à 

fx) = A () Corrigé p. 51 

(17) m étant un réel donné, soit l’équation mx?2+5x+m = 0 (1). 

Trouver les valeurs de m pour lesquelles l’équation (1) admet des racines. 

(+) corrigé p. 51 

Variations et représentations graphiques 

© 1. Déterminer la parabole ® d’équation y = f(x) dans un repère orthogo- 
> > 

nal (O ; i, j), f étant un trinôme du second degré tel que : 

eP passe par le point A(2 ; 17); 

e le sommet de P est le point S (-: 5 — 2) 

2. Étudier les variations de f et construire P. 

3. Trouver les valeurs de m pour lesquelles l’équation 2x? +5x-—1—m = 0 

admet des racines. 
(@) corrigé p. 52 



: : 1 AC 
(19) % On considère la fonction f, : x La + x définie sur R. 

1. Étudier les variations de f, et construire sa représentation graphique F, 
> > 

dans un repère orthogonal (O ; 5, j). 

2. Déduire de la construction de l”, les représentations graphiques F’, et F'; 

: 1 Rs 
des fonctions f, : x - Fa +x| et fix 2° + 1 définies sur R. 

indication : On remarquera que f,(x) = f,(x +2). 

+) Corrigé p. 54 

% On considère la fonction f, : x+> x2-2x-2 définie sur R. 

Pal 
LL 

= 
[e] 
2 
LL 
x 
LU 

1. Étudier les variations de f, et construire sa représentation graphique 
> > 

dans un repère orthogonal (O ; 5, j). 

2. Soit Ÿ la droite d’équation y = 2x+m (me R). 

a) Pour quelles valeurs de m la droite ® a-t-elle des points communs avec F ? 

b) Dans le cas où l et ® ont des points communs M’ et M” distincts ou 
non, calculer les coordonnées du milieu I de [M’M”]. 

c) Trouver l’ensemble des points I quand m varie. 

) Corrigé p. 55 

Résolution graphique d’inéquations à 2 inconnues 

> > 
(21) 1. Construire, dans un repère orthogonal (O ; i, j), la droite ® d’équation 

y = —-x+1 et la parabole P d’équation y = 5e — x. D 

2. Soit M(x ; y) un point quelconque du plan. 

Étudier, suivant la position de M dans le plan, le signe de y+x-—1 et de 

nn » 2 . 

3. Résoudre graphiquement le système : 

mn D 

kbke LE 0: ©) Corrigé p. 56 



| Polynômes. Trinômes du second degré 12) 

Problèmes du second degré 

(22) 1. Montrer que l’équation x? + 5x-1 = 0 admet deux racines distinctes 
x” et x” non nulles. 

2. Calculer la somme S = x’ + x” et le produit P = x’x”. 

3. En déduire (2x°’—1)(2x”-—1) et . + _ (@) Corrigé p. 58 
Æ 

(23) % 1. La distance parcourue par une pierre qu’on lâche dans un puits, au bout 

: 1 : Re s de t secondes est (en mètres) gt?, où gest l'accélération due à la pesanteur 

(g = 9,81 m/s?). 
La distance parcourue par le son au bout de 8 secondes est (en mètres) : v®, 
où v est la vitesse du son (v = 340 m/s). 

(4) 
LL 
> 
(® 
œ 
LL 
*< 
Lu 

2. On lâche une pierre dans un puits de 85 m de profondeur. Au bout de 
combien de temps entend-on le bruit de contact de la pierre avec l’eau qui est 

au fond du puits ? 

3. On ignore la profondeur du puits. On sait que l’on entend le bruit du con- 
tact de la pierre avec l’eau qui est au fond du puits 10 secondes après qu'on 

ait lâché la pierre. 
Quelle est la profondeur du puits ? () Corrigé p. 58 

(24) x D'une façon générale, dire qu’une action de valeur initiale aç augmente de 

x % signifie, en appelant a la nouvelle valeur de l’action, que : 

a 4}, 5 100 

1735) ab He 
4 100 

— on 

4 100 

a = a[1+ _ 
L 100 

Une action À augmente de t % la 1° année et de (1+ 1) % la 2° année. 

Une action B augmente de #” % la 1° année et encore de # % la 2° année. 

Au bout de 2 ans, les deux actions ont augmenté de 6 %. 

Calculer t et f’. @) corrigé p. 59 

(43 



EXERCICES 

d x% Soit un carré ABCD de côté 10 cm. On construit les points I, J, K, L respec- 

tivement sur [AB], [BC], [CD], [DA] tels que: 

AI = Bj = CR = DL = ADEME 

1. Montrer que le quadrilatère IJKL est un carré. 

2. Calculer le périmètre p et l’aire 54 du carré IJKL en fonction de x. 

3. a) Étudier les variations de p et 4 pour x variant de 0 à 10. 
b) Pour quelle valeur de x, le périmètre du carré IJKL est-il minimal ? 

Pour quelle valeur de x, l’aire du carré IJKL est-elle minimale ? 

@) Corrigé p. 61 

Factorisation d’un polynôme 

(26) x Soit le polynôme P défini par : 

PE 6% 235% 30< 15 

1. Montrer que 5 est une racine de P. 

2. Trouver un polynôme Q tel que pour tout x réel : 

P(x) = (x-5)Q(x). 

3. Peut-on factoriser le polynôme Q ? ©) Corrigé p. 62 

à % Soit le polynôme P défini par : 

P(x) = 4x? +4x7= 99% +021. 

1. Montrer que 1 est une racine de P. 

2. Trouver un polynôme Q tel que pour tout x réel : 

P(x) = (x-1)Q(x). 

3. Mettre sous forme d’un produit de facteurs du premier degré le polynôme P. 

@) Corrigé p. 63 

(28) * Soit le polynôme P défini par : 

P(x) = x*+mx?2+mx+1  (m réel donné). 

1. Montrer que —1 est une racine de P. 

2. Trouver un polynôme Q tel que pour tout x réel : 

P(x) = (x+1)Q(x). 
3. Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de racines de P. 
Calculer ces racines. () Corrigé p. 63 
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VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

a) Vrai. x’/+x” = /2+1 et x’x” = 4/2. Les deux racines sont V2 et 1. 

b) Vrai. x’ +x” = — /2- /3 et x’x” = ,/6. Les deux racines sont —,/2 

et . : 

C) Faux. On utilise les formules. Les racines sont — 1 + 212: 

d) Vrai. x2+4x+4 = 0 (x+2)2 = 0 de racine —2. 

: e Fos CNE 
a) Faux. ax? +15x+c = a le ue 07.0 pour tout 

xe R. 

b) Vrai. d’où -2a = ser Sa =. C: 

2) Faux À = 5-4 <00w>Peld>3æa>soua<. 

b) Vrai. 

; x2+3x+4 ; ; 
Vrai. f(x) = M car x2+1>0 etx2+3x+4>0 sur R. 

x? + 

a) Faux. 

b) Vrai. 

Vous ferez un tableau donnant le signe du trinôme —x2+3x-1, dex+1 

et du quotient. 

a) Vrai. f’(x) > 0 sur k; : +] donc f est une bijection strictement croissante. 

A = FHNW2 1 
b) Faux. On résout 4x? + 4x +2 = 3. Seule la racine ee € Le = ; +. 

C) Vrai. 

d) Faux. On résout 4x? +4x+2-—7y = 0. 

__ | 
Seule la racine — 2 oo 

€) Vrai. 

a) Faux. 

b) Vrai. 



TS QE 

2 
“ On résout le système formé de: 2 = -1, f-+) - see the 

à fC2) = 4a+2b+c = -3. 

ti Ô a) Vrai. 

2 b) Faux. 

a-b+c=-2, a+b+c = 0, (b+3)?-4a(c—3) = 0 obtenu en écrivant 

que ax? +bx+c = —-3x+3 a une racine double. 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

@ 2) 7:2-27:- 40 = 0. 
À = (-27)2-4x7x(—40) = 1 849. 

tr 27-,/1849 27-43 _ 16 Euh 
” 14 ni 14 7 

> DTA 70 
Le = = — = 5 

14 14 : 

L'ensemble des solutions est Ÿ = L: 5) 

[a] 
Tr 

5 
4 
[4 
[e) 
U 

b) (x-—9)2 = 49 si et seulement si (x 9)2-— 49 = 0. 
Il serait très maladroit d’effectuer et d’utiliser les formules donnant les racines 
d’une équation du second degré. On peut, en effet, factoriser : 
(x-9}2-72 = 0 
(x—-9+7)(x-9-7) = 0 

(x-2)(x—16) = 0. 
L'ensemble des solutions est Ÿ = {2 ; 16}. 
C) 21x2—49x = 0. Même remarque que précédemment. On peut factoriser 
facilement et l’équation proposée est équivalente à : 

7x(3x-7) = 0. 
L'ensemble des solutions est # = 40; : 4 

d)(43-1x2 (6 3)}x12/8 860. 
2 

A=[-(6-4/3)] -4(/3-1)(243+1) = 19-83 
Ada = (4-53). ne 

En appliquant les formules, on trouve # = De 1+2,3/!. 

[46 ) 
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| Polynômes. Tinômes de second degré 

[10] 1. Soit x’ et x” les racines de l’équation ax? +bx+c = 0. On suppose 

À = b?-4ac>0. Ona alors: 
: pe £ cree 

x’ = =b= JA tre 
2a 

Dour (ES hrs DE Cb} = (JAY CY 
2a 2a 4a2 

b?—A J b?—(b2-—4ac) 

4a? 4a? 
4ac C 
= — un 

4a? a : 

2. a) Une racine évidente de 5x2+x-—6 = 0 est 1. L'autre racine est donc 
CH TS [4 
SN ETS [e) 
a 5 te 

b) Une racine évidente de 3x2-2x-5 = 0 est -1. L'autre racine est donc 

Æ 5 pi 

SNL. _2x + 5 
a 1). 

11) ) 2x+5 3x-2 nn 

Le premier membre de (1) est défini si et seulement si x # — - etsix# < Dans 

ces conditions, (1) est équivalente à : 

Gx=2)} = (xr5) = 0 

(3x—-2+2x+5)(3x-2-2x-5) = 0 soit: 

(5x+3)(x—7) = 0 dont les solutions — - et 7 conviennent car différentes de 

5 2 
—= et de =. 
2 3 

L'ensemble des solutions de (1) est # = Li : 7} 

b) x4— 34x2 + 225 = 0, équation dite bicarrée. 

On pose x2 = X; l’équation devient X?— 34X +225 = 0. 

On trouve X’ = 25 et X” = 9 en appliquant les formules. 

Pour x2 = 25, alors x = —5 ou x = 5, et pour x? = 9, alors x = -3 ou 

x = 3. 

L'ensemble des solutions est $ = {-5;-3;3;5}. 

c) 9x4— 8x2 1 = 0. Par la même méthode, on trouve : 
1 

7 = t x = ——. a ie 9 

On ne peut pas avoir x? = ie dans R, donc $ = {-1;1}. 



Sr SARL STE EE SE RE ES er RE OR EST ER SC ECS TN TRS RER SSP DR TUE 

® 1. Démontrons que, quels que soient les réels À et B : 

A2 = B 
() A=/B&\(2) ds 

eSiona (1), alors A = /B > 0 et A2 = (VBY = B doncona (2). 

eSiona (2), alors B = A2 > 0 et A2 = B peut s’écrire A2 = (,/B)° 

donc À = ,/B ou À = -,/B. 

Puisque l’on a À = 0, on a donc À = JB c'est-à-dire (1). 

2. a) x- /4x-19=4x-4 = /4x- 19. 

D’après la question 1. : 

x—4)? = 4x-19 x?—12x+35 = 0 
xX—4=N4x-19S ( ) = 

x-4Z=0 x >= 4. 

Les racines de l’équation du second degré sont 5 et 7, supérieures à 4, donc 
l’ensemble des solutions est # = {5; 7}. 

b) V2x+3-/x+2=2e2+4 /x+2 = /2x+3 

MA = 2x+3 
_ 

2+Wx+2=0. 

Or 2+ Vx +2 est toujours positif dès que la racine carrée est définie, c’est-à-dire 
pour x = —-2. Donc l'équation donnée est équivalente successivement à : 

ne = 2x+3 

n 
Lu 

= 
[» 4 
œ 
[e) 
U 

x = —2 

RE ON SE QUNS) 

X = —2 

x—3 = 4Aÿx+2 aix (x—3)? = 16(x+2) 
1 

Le) x—-3=0etx = 2 

x2=22x—23 =10 

XI 9! 
finalement 

L'équation du second degré a pour racines -1 et 23. L'ensemble des solutions 
de l’équation donnée est $ = {234}. 

Has ) 
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Û “Pohmômes. Trinômes du re degré 
E- — ET ————— “| 

C) x2-6x+9 = 4, /x2- 6x +6. 

Posons X = x2—6x+6 comme le demande l’énoncé : 

X+3)2 = 16X ee = 
X+3-4/xXe ( ) — HUE û 

X=—3 No — 

ISA SRGEREE ES 

On trouve deux solutions X’ = 1 et X” = 9. 

On est donc ramené à résoudre : 

—6x+6 = 1 et x2-6x+6 = 9. 

On trouve Ÿ = {1;5;:3+243;3-2,4/3}. 
72 
n 
LL 

: 
œ 
œ 
(e) 
YU 

x2+y2 = 208 
(D 4 

xy = 96. 

1. Si (x, 5 Yo) est une solution de (1), on a: 

© DE 
Xn + —0208 +x, = 208 o + Yo se ue 0 

YoXo = 96 
> 

XoYo — 76 
ce qui montre que (y, ; X)) est aussi une solution de (1). 

2. Le système (I) est équivalent à : 

24 96 LA & +() = 208 (1) 

y=+ (2) 

(1) est équivalente successivement à : 

x? + 2 = 208, soit x4-—208x? +9 216 = 0. 
x 

C’est une équation bicarrée que l’on résout en posant x? = X: 

X2-208X +9216 = 0 

A = 43264 -4%X9216 = 6400 = (80). 

eSi = 64, alors x = 8 ou x = -8. On en déduit les valeurs de y d’après 

@: % = 12 où + = -12. 
71 96 

eSi x2 = 144, alors x = 12 ou x =-12. On en déduit y = Te 8 ou 

LE 
Aer 
Les solutions du système (1) proposé sont : 

(8:12), (-8;—12), (128), (-12 ; -8). 



EE SEE 

15 
1) —— >2x+3. 

® « pal “ 

cn 15 PAL TE : 
: ——— est défini si et seulement si xÆ-—1. 

: Dans ces conditions, (1) est équivalente successivement à : 

4 15 
à EU (2x+3)=0, 

15—-(2x+3)(x+1) 

x+]1 

—2x2-5x4+12 

x+l 

> 0, 

z (0. 

CORRIGÉS 
Le trinôme — 2x2 -5x+ 12 a pour racines —4 et s. Il est du signe de a = -2 

à bee 3 : ; 
donc strictement négatif sur ]—c;-—4[ U ro ; +ce| , et du signe contraire 

de a = -2 donc strictement positif sur |-4 : A : 

Faisons un tableau en indiquant le signe du trinôme précédent, le signe de 

x+ 1 et le signe du quotient : 

—2x2-5x+12 

—2x2-5x+12 

x+l 

L'ensemble des solutions est Ÿ = ]-—c ;-4] U FH : à 

(15 ME 
XX il 

1 TAN ; 
= est défini si et seulement si x 0. 

1 Pan de à 
ET est défini si et seulement si xz 1. 

[50 ) 
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EE ER RE PR RER Le US Uri à Ë Re 

SixÆ#0 etxz1, (1) est équivalente successivement à : 

x(x—1) > 0. 

Le trinôme x(x— 1) a pour racines 0 et 1. Il est du signe du coefficient de x? 

donc strictement positif sur ]J-c ; 0[ U ]1;+c[ et du signe contraire du 

coefficient de x? donc strictement négatif sur ]0 ; 1[. 

L'ensemble des solutions est $ = ]-c ; 0[ U ]1 ; +. 

m2 œ — x2 5 
O axe near est défini si et seulement si SAR APE 0 

x+l ral 

Le discriminant du trinôme — x2 + 3x-—1 est À = 9—4(-1)(-1) = 5. 

3 Les racines du trinôme sont : 

HN EME -3+ 4/5 _ 3-5 
MT RE", 

2 
n 
Lu 

Ë 
[° 4 
[4 
(e) 
U 

RCE PE D;= ]J-c ;-1{ u| 

(17) mx?+5x+m = 0 (1). 

e Tout d’abord, si m = 0, nous n'avons pas un trinôme du second degré. 

L'équation (1) s’écrit 5x = 0 dont la solution est 0. 

eSimzÆ0, (1) est une équation du second degré ; 

A = 52-4m2 = 25-4m°. 



n 
Tr 

= 
œ 
[°4 
(e) 
YU 

E52) 

Le ARE EE ER TE EN ROME RER ET EN PR RE NET RE NE E 

L'équation (1) admet des racines si et seulement si 25 - 4m? = 0. On peut 

considérer que 25 — 4m? est un trinôme du second degré en m. 

Il est positif c’est-à-dire du signe contraire de a = —4 entre les racines qui 

sont se et 2 
PVO 

Conclusion : l'équation (1) admet des racines si et seulement si 

0 << M <= 5, 
2 

1. Soit y = ax? + bx+c une équation de P. Cherchons un système d’équa- 

tions vérifiées par a, b, c. 

e P passe par A(2 ; 17) donc: 17 = 4a+2b+c. 

e Le point s(- : ;— &) est le sommet de P, c’est-à-dire le point d’abscisse 

b 5 SSL 25 IS 
HS et il appartient à ® donc ——> = Tr LUS 

Le système à résoudre est donc : 

4a+2b+c = 17 (1) 

b 5 
/ SR NET 2 

(S”) 24a 4 C 

LOTS 33 
TE LA Lai (3) 

e Résolution du système 

Cherchons à simplifier (2) et (3). L'équation (2) est équivalente à : 

4b = 10a, c’est-à-dire b = sa. 

L'équation (3) est équivalente à (en multipliant les deux membres par 16): 
25a — 20b + 16c = —-66. 

Le système (S”) est équivalent à : 

AN PACE NOT 

25a — 20b + 16c = —66 

b = ja 

5 ; 1 ; Remplaçons b par 54 dans les deux premières équations. On obtient un SyS- 

tème de deux équations à deux inconnues a et c: 

Ja FAC =a1; 

—25a+16c = —66 
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équivalent à (en multipliant les deux membres de la 1" équation par -16 et en 

additionnant membre à membre l’équation obtenue et la 2° équation) : 

JA CP SU 

—169a = —338 

—338 5 = 2° = 2; c=17-9a = 1; b= a =5. “FE k à Fe 
Une équation de P est : y = 2x2+5x-1. 

2-04 5x luest del forme 0% x enavec la 10 et 

Le (2-9 
D’où le tableau de variation (cf. résumé de cours) : 

8 

©o 

CORRIGÉS 

3. 2x2+5x-1-m =0 (4). 

e On peut résoudre et discuter l'équation (4). Le discriminant est : 

A =25-8(-1-m) = 8m+33. 

Sm<— ë, l'équation (4) n’a pas de racines. 

e 
J : 5, 

Sim = — &, l'équation (4) admet une racine double qui est — . 

eSim>— &, l'équation (4) admet deux racines. 

Cs31 
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eOn peut utiliser le graphique: on remarque que (4) est équivalente à 

f(x) = m. Les racines de l'équation (4) sont donc les abscisses des points 

d’intersection de la parabole P et de la droite ® d’équation y = m parallèle à 

l'axe des abscisses. Quand on fait varier m, on retrouve la discussion précédente. 

°Sim<- = ® ne rencontre pas P et (4) n’a pas de racines. 

Sim = — E, ® et P ont un seul point commun s(-i 5 — &) et l'équation 

(4) admet une seule racine 2. 

; 33 : ; 2 
Sim>— ci ® et P ont deux points communs et (4) admet deux racines qui 

sont les abscisses de ces pôints communs. 

FACE = rs + x défini sur R. 

f.(x) est de la forme ax? + bx + c avec a < 0. 

b 1 b Rs =2 « f(-)=fo et 
1) 

D'où le tableau de variation (cf. résumé de cours) : 

Res , eee 

La représentation graphique T°; est une parabole de sommet S(2 ; 1). 
1 ; 
ete = 0 siet seulement x(-5x+1) —10Ndoncr-A0lou 

La courbe F°, rencontre l’axe (Ox) aux points d’abscisses 0 et 4. 
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a a 

1 
2.ef,(x) = - 2° +xl = | fGx)|. 

—Sixe ]-c;0] U [4;+0[, le graphique ou l'étude du signe du trinôme f, 

nous montre que f,(x) < 0 donc f,(x) = -f.(x). La partie correspondante 

de F', est symétrique de la partie correspondante de T'; par rapport à l'axe (0x). 

—Sixe [0;4], onaf,(x) = 0 donc f,(x) = f(x). Les deux parties de F; et 

F, correspondantes sont confondues. 

1 £ 4 
ef:(x) = - 2° + 1. Pour tout x réel, on peut écrire : 

# 

CORRIGES 

fix +2)= = +2) + (+2) = = 22 + 4x +4) +x +2 = +1 

f(x). 

Considérons les points : 

M(x+2;f,(x+2)) et M'(x; f,(x)). 

Ils ont même ordonnée : f.(x+2) = f,(x), 
et Xy — Xm = —2. 

Donc M a pour image M’ par la translation de vec- 

2 . 

teur —2i. T, se déduit de F, par cette translation. 

(20) 1. f(x) = x2-2x-2 définie sur R. 

fx) est de la forme ax? + bx + c avec a 7 0. 

+ 3 — Ne ff) HS 

Css 
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CORRIGÉS 

DER UT CE PONS RS mur. nu 

2. a) Quand m varie, la droite À d’équation y = 2x+m a une direction fixe 
qui est celle de la droite d’équation y = 2x. Son coefficient directeur est 2. 

Les points communs à Let ® ont pour coordonnées (x ; y) les solutions du 

système : 

y = x2-2x-2 

VEND XCETS 

Les abscisses de ces points communs sont les racines de l’équation 

x2—-2x-2 = 2x+m équivalente à: 

x2—4x=m—2 = 0..\(1) 

A =(-4)?-4(-m-2) = 4m +24. 
Pet % ont des points communs si et seulement si : 

Am+24Z0, mz—6. 

Si m > —6, ilya deux points communs ;si m = —6, ilya un seul point commun. 
” 

b) Si m = —-6, le milieu de I de [M’'M”] a pour abscisse KE È = , x’ et 

x” étant les racines de l’équation (1). 

x’ — et x” = 
PETER Ado LEE?) 

Comme I appartient à 9, l’ordonnée de I est y, = 2x,+m = 4+ m. 
Les coordonnées de I sont (2 ; 4 + m). 

C) Quel que soit m = —6, le point I a une abscisse constante égale à 2. 

Pour m = —-6, l’ordonnée de I est 4+ m=4-6 

4+mz—2, 

Lorsque m décrit [—6 ; +co[, 4+ m décrit [-2 ; +ool. 
RE 2 

y = —2. 
L'ensemble des points I est la demi-droite (Az) définie par 

1. La droite % d’équation y = —x+ 1 rencontre les axes de coordonnées aux 
points de coordonnées (1 ; 0) et (0 ; 1). 

Soit la parabole P d’équation y = 5. — X. 

1 : , 
. —x = 0 siet seulement si «(5x 1) 0) 

> 

Donc rencontre l’axe (O ; i) au point O etau point d’abscisse 2. 
1 

f(x) = 5% — x est de la forme ax? + bx + c avec a = : b=-1,c=0. 

Le sommet de P à pour coordonnées : 

sis (2) = 70 = 1 
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7 

CORRIGES 
2. Soit M(x ; y) un point quelconque du plan, N et P les points de même abs- 

cisse que M respectivement sur et P. Donc: 

NE x) re fx: 3x) 

La droite % partage le plan en deux demi-plans : 

dans l’un des demi-plans, y > yN c’est-à-dire y > -x+1 

donc y+x-1>0; 

dans l’autre demi-plan, y}, < yN c’est-à-dire y <—x+1 

donc y+x-—1<0. ParexempleenO,onay+x-1 = -1<0. 

Nous avons indiqué sur la figure le signe de y + x — 1 de part et d’autre de + 

La parabole P partage le plan en deux régions : 

e pour les points M « au-dessus » de , on a yy 7 yp c’est-à-dire : 

1e Sex donc y-pe+x> 0; 

e pour les points M « au-dessous » de ®, on a yy < Yp c’est-à-dire : 

ME Rx donc y-p+x< 0. 

Nous avons indiqué sur la figure le signe de y — 5. + x de part et d’autre de P. 

1 
2y-x2+2x> 0 xt x 0 

sp = F0 

rh mas Y+XT< O0. 

Les solutions du système sont les coordonnées des points appartenant à la 

région hachurée (frontière exclue). 

C_57 
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FR CARS se 

D @t2#:5:x-1-0 (). 
164 Le discriminant de l'équation (1) est : 
“ A =25+4 = 29>0 

donc (1) admet deux racines distinctes x” et x”. 

» Ces racines sont non nulles car pour x = 0, l’équation (1) n’est pas vérifiée. 

2 — 5 VA et =5+/A 
2 2 

S =. x'+x” = 25 es = 5} 

un 7 2 

tr ro" SR EL SRUA (—5)2=A 
U P= xx = | ——— | ——— | = —— 
2 2 2 4 
& POP et 
Ù 4 

3. Calculons A = (2x°-1)(2x”-1) et B = . . . 

Au lieu de remplacer x” et x” par les valeurs trouvées à la question 2. qui contien- 

nent des radicaux, calculons A et B en fonction de S et P : 

À = A4x"x"-2x 2x" 41 = 4x/x”2(x"+x")+1 

A'= 4P-2S#1 =4( 1) =2(S) ET. 
BON Ve 

pee An 
XX È —] 

(23) 1. Soit f le temps mis par la pierre pour toucher l’eau ; la pierre parcourt 85 m 
donc : 

05 “ fa logir 
FD TR pr 

12 = 2X 85 = 170 

9,81 9,81 

_ fo 
81 

Soit 6 le temps mis par le bruit de la pierre pour nous parvenir, après avoir 
touché l’eau : 
85 = v8 = 3408 
585 ie 

On entend le bruit du contact de la pierre avec l’eau au bout de : 

170 82 
t+0 = fe + —"= : 

N9,81 * 340 *S 

E58 ) 
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— . LE s ‘ 

2. Soit x la profondeur du puits (en mètres) et f le temps mis par la pierre pour 

toucher l’eau : 

1 1 
= — 12 = — 2 x 58 ou 

2 = 2x 
9,81 

(D 2x, 

119,81 

Soit 0 le temps mis par le bruit de la pierre pour nous parvenir, après avoir 

touché l’eau : ds 

x = v0 =13400 TT) 

x 
[a 4 

Ou 
œ 

340 
© 

On a donc: 
U 

HO = 10 

ne ARTS 
9,81 340 

2 x 
— /x+—— = 10. 
9,81 da 340 

Posons /x = X On aboutit à l'équation du second degré : 

2 10e 0: 340 7 N9,81 
fes ha 

9,81 340 

Er JA 
9,81 2 

nc TRES 170(- [25 + A) 

340 
x = X2= 385,6 m. 

La profondeur du puits est de 385,6 m. 

d e Soit a, la valeur initiale de l’action A. Sa valeur au bout de 1 an est : 

t 

Sa valeur au bout de la 2° année est : 

t+1 t t+1 

5 Haye Monter 
4 ai(1 . +) ao 1+ il +) 

C3] 
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LE PER UE SL NET DO LE D REP SE PONT TEE ES RSS RE RO RE OR RO RTS TETE ET SO RE 

Au bout de 2 ans, la valeur de l’action A a augmenté de 6 % donc: 

6 
_ a = 1,06 . a ao[1 + ü) an ) 

D’où l’équation donnant t: 

t t+]1 1 lannP SET ao( +] a Go 0e) 

(100 + #)(100 + f+ 1) = 1,06 x 100 X 100 

t2+2011+ 10 100 = 10 600 

t2+201t-— 500 = 0 

À = (201)2+4%x 500 = 42 401 

— 201 + ./42 401 
t = racer 2,46. 

e Soit b, la valeur initiale de l’action B. Sa valeur au bout de 1 an est : 
FA 

DL DIE 
i 1 à) 

Sa valeur au bout de la 2° année est : 

fi L # 
h(1+ 2) = 014) + ) 

100 100 100 
PX2 

b (1 + é Ho): 
100 

Au bout de 2 ans, la valeur de l’action B a augmenté de 6 % donc : 

6 b = bi+ 6) = 0 1,06). 
US 100 061-062 

D'où l’équation donnant f : 

b (+2 L a) 2 (2,06) 

b, 

b, 

100 

À 
1 + — ( ä) 1,06 

14 

RS VA 
100 06 
ta 

= 1lA À, 100 1,06 — 1 

= 100(,/1,06 — 1) = 2,96. 
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@ 1. 

x 

L 
10 — x 

10 —x 
J 
5e 

Axel 10 —x B 

CORRIGÉS eSi x = 0 ou x = 10, IJKL est le carré ABCD. 

e Supposons 0 < x < 10. 

Les côtés du quadrilatère IJKL ont même longueur 4x? + (10 — x)?. 

Les triangles AIL et BJI sont isométriques (car ils sont rectangles et les côtés de 

l'angle droit ont même longueur) donc : 

ALI = BI. 

Or ALI et AIL sont complémentaires, donc BI et AIL sont complémentai- 

res, BI] + AIL = 90°. D'où: 

TI = 180°— BJ — AIL = 180°-—90° = 90°. 

Le quadrilatère IJKL, ayant les quatre côtés de même longueur et un angle 

droit, est un carré. 

2. Le périmètre du carré IJKL est en cm : 

p = 4Wx2+(10-x)? = 442x?—20x + 100. 

L'aire du carré IJKL est en cm’ : 

sg = Nx2+(10— x)? x Wx2 + (10 — x)? 

4 = — 20x + 100. 

3. a) Étudions d’abord les variations de s : 

2x2 20x + 100 est de la forme f(x) = ax? + bx+c avec a 7 0 

Ds f(-2) = 2x52-20x5 +100 = 50 
aie 2a 

Ce] 



RE 

D'où le tableau donnant les variations de sd : 

Étudions les variations de p : 

p = 4W/2x?-20x+ 100 = 4/54. 
Appliquons les théorèmes sur les variations d’une fonction (cf. chap 1) : 

CORRIGÉS 

40 40 
AM MR se 

b) Le périmètre du carré IJKL est minimal pour x = 5 c’est-à-dire lorsque les 
points I, J, K, L sont les milieux des côtés du carré ABCD. 

Il en est de même pour le minimum de l'aire 4. 

D P(x) = 6x°-23x2- 32x15. 

1. P(5) = O donc 5 est une racine de P. 

2. Nous cherchons un polynôme Q tel que pour tout x réel : 

P(x) = (x-5)Q(x). 
e Cherchons d’abord le degré de Q. 
P est de degré 3 et x—5 de degré 1 donc Q est de degré 2 ; 
Q(x) est de la forme Q(x) = ax2 + bx+ c. 

e Recherche des coefficients a, bet c. 

Pour tout x réel : 

6xŸ-23x2— 32x15 = (x-5)(ax2+ bx+c) 

ax? +(b—5a)x?2+(c-5b}x-5c. 

L62_) 
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SITE L 27 . 

Donc (cf. résumé de cours) : ad à 
GENS 

b—5a = —-23 

c—5b = -32 

—5c = A15S0n trouve a:= 6; * br=27 ci 3, 

P(x) = (x—5)(6x2+7x+3). 

3. Le discriminant de l’équation 6x? +7x+3 = 0 est 
AA 0 = 770 -23,< 0 

on ne peut pas factoriser 6x? + 7x +3. 

n 
LU 

4 
4 
[4 
[e) 
U P(x) = 4x5 + 4x2 —29x +21. 

1. P(1) = 0 donc 1 est une racine de P. 

2. En procédant comme dans l’exercice ©, vous trouverez : 

P(x) = (x-—1)(4x? +8x-— 21). 

3. On peut poursuivre la factorisation en cherchant les racines de : 

4x2+8x—21 = 0 qui sont -2 et 5. 

7 3 4x+2|x-2 Ge) 
7 3 

21x+-|X21x—- et) 
(2x+7)(2x-—3) 

P(x) = (x—1)(2x+7)(2x-3). 

4x2 + 8x—721 

P(x) = xrmx2mxt 1. 

1.P(-1) = -1+m-m+1 = 0 donc-Il est racine de P. 

2. En procédant comme dans l'exercice ©, vous trouverez : 

P(x) = (x+1)[x2+(m-1)x+1]. 

3. Une racine de P est —1 (question 1.). 

Les autres racines sont celles de l'équation : 

x2+(m—1)x+1 = 0. 

Le discriminant est À = (m—1)?-4. 



n 
su 

: 
4 
[°4 
[e) 
U 

DE SATA POI TRE RCE ee 

Pour étudier le signe de À, il serait maladroit d’effectuer. 

On peut en effet factoriser facilement : 

A=(m-1)}2-22=(m-1-2)(m-1+2) = (m-3)(m+l1). 

À est un trinôme de second degré en m. ; 
Si m<-1 ou m > 3, l'équation x?+(m-—1)x+1 = 0 admet deux racines 
distinctes. Peuvent-elles être égales à —1 (racine de la question 1.) ? 

(—-1)2 + (m-1)(-1) +1 

re 

0 siet seulement si 

0. 

a=29: 

D’où la discussion : 

eSi m<-1 ou m > 3, l'équation (1) admet trois racines distinctes : 

-m+l-\/m-2m-3 -m+1+\Vm-2m-3 

2 j 2 

eSi m = —-1, l'équation (1) admet deux racines qui sont —1 et 1. 

ee 

eSi -1 < m < 3, l'équation (1) admet une seule racine —1. 



+ Soit une fonction f définie sur un intervalle contenant x, (sauf éventuellement en 
x), on dit que f a pour limite le nombre £ quand x tend vers x, si: 

[f(x) — €| peut être rendu aussi petit que l’on veut dès que |[x-x,| est suffisam- 
ment proche de 0. 

—+ Interprétation graphique 

Sur la droite (O ; Fi soit les points P,(x,) et P(x) ; sur la droite (O ; 7): soit les 

points P, (£) et P’(f(x)). 

Associons à P le point P”’. La distance PP” peut être rendue aussi petite que l'on 

veut, dès que la distance P,P est suffisamment proche de 0. 

Soit une fonction f définie sur un intervalle contenant x, et'6 sa représentation gra- 

phique. Considérons deux points appartenant à € : 



- Le coefficient directeur de la droite (M, M) est : 

A | 
Xm — XM, en 

(h 40), ce coefficient directeur est aussi 

F(Xo + À) = FC) 

h 

Si ce coefficient directeur a une limite € quand x 

tend vers x, ou quand h tend vers 0 c’est-à-dire si 

b (x) — f(xo) 
in — 
XX X—X) 

pins 
ET ous: FL D 

h 0 h 

+ on dit que £ est le nombre dérivé de fen x,. On dit aussi que fest dérivable en x,. 

La droite A passant par M, et de coefficient directeur € est appelée tangente en M, 
à la courbe €. 

La fonction qui associe à tout x; d’un intervalle le nombre dérivé de f en x, est 
appelée fonction dérivée ou plus simplement dérivée définie sur cet intervalle. On 
la note f”. 

* Soit une fonction f dérivable en x,. Une équation de la tangente À en M, (voir 
fig. ci-dessus) est : | 

3 = f(xo) + (x — x)" (xo) 
+ Soit M et M” deux points de même abscisse x respectivement sur € et sur À (voir 
fig. ci-dessus). Pour x « voisin » de x,, on a Yu = Yu c’est-à-dire : 

FC) = fo) + (x = x) PC) 
On dit que f(x) + (x-x5)f/(x,) est une valeur approchée affine de f(x) et que 
la fonction x f(xs) + (x-x,)f'(x0) est une approximation affine de la fonc- 
tion f pour x voisin de x,. 



En posant xx, = h, 

FCxo + h) = f(xo) + hf” (xo). 

paie E3 

On dit que f(x,) + hf’(x,) est une valeur approchée affine de f(x, + h) et que la 
fonction h f(x,)+hf’(x) est une approximation affine de la fonction 

ht f(x, +h) pour h voisin de 0. 

Remarque : Il existe d'autres approximations affines d’une fonction. Par exemple, lorsqu'on fait une 
interpolation linéaire sur un intervalle [a ; b], on remplace la courbe représentant f par la droite 
passant par les points A(a ; f(a)) et B(b ; f(b)). 

Lorsque les nombres dérivés ou les fonctions dérivées existent, nous avons les résultats 

suivants : 

FR). 

a 

ax + b 

ax? + bx+c 

L 
x 

x" (ne Z) 

M 

Fonction Fonction dérivée 

f'(x) u+v u'+v 

0 Me uv +uv’ 

a Au (À constante) \4 

2 

2ax + b 1 _v 

V 
y2 

, 

7 f u’V—uv 

v ve 
nxt=1 

u" (ne Z) anti 

1 

2 x f(ax + b) xt af’(ax + b) 

a 
/ NE 

LC y ax + b 2,/ax + b 

on mie re 

sinx COSX 

cos(ax + b) — a sin(ax + b) 

sin(ax + b) a cos(ax + b) 

C_67 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

45) Soit F° la représentation graphique de f: x+ x? dans un repère (O ; à Ft 
On appelle (Ox) et (Oy) les axes des coordonnées. 

a) Une équation de la tangente à L en M,(x, ; x£) este 

y = 2x0x+%. APE N : 

b) y = 2x,x- x. HER; 
c) Cette tangente rencontre (Oy) en T. Soit H le projeté de M, 

sur (Oy) parallèlement à (Ox). Le point O est milieu de [HT]. 

Le point O est milieu de [HT]. CL] V:etbelie 

©) Corrigé p. 74 

[2] Soit l° la représentation graphique de f: x . (a Æ0 donné). 

a) Une équation de la tangente à F en Mo(x ; £) est : 

a 2a *0 
VO Cd Mies SIL E 

X0 0 

b)y = - 4x4. mÉOUEE 
xe 0 

c) Cette tangente rencontre (Ox) et (Oy) respectivement 
en Tet T’. Le point M, est milieu de [TT’]. CIM UBNE 

@) corrigé p. 74 

@ :: x fi —) 

a) f’(0) = lim 102. EM CRE 

b) Six#-1, f’(x) = (2) FES Ov OF 

: ’ 2 1 c)Six#-1, f(x) = en HARRIS 

©) Corrigé p.74 
Q fx /255+5. (E) 2x5 = 2. 

“art 5 
a) f est définie sur ÉE ; +. CTVAMENT 



3 

LE 5 
b) f est dérivable sur e ; +]. LAINE ETF 

1e: 5 c) fest dérivable sur ee : +. LENS ECTS 

d) fest strictement décroissante sur E ; +. CIV [CIF 

e) f est strictement croissante sur E : +. A PNR À à 

f) E admet une solution unique : x, € [0 ; 2]. C]V CIF js 

STE |. Ov OF 
h) E a pour solution x, = —0,5. PVrTUIRE A 

@ congé p.68 Dr 
O9 @:-3°2-1-0. = 

a) P admet une solution unique x, € [2 ; 4]. EN SE: 

b) On a 3,11 < x, < 3,12. RARE : 

Ê C)On2 3,10 SX SAIT FOVSENE | -F 

@) corrigé p. 69. 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Définition du nombre dérivé 

Ô En utilisant la définition du nombre dérivé, trouver dans chacun des cas sui- 

vants, le nombre dérivé en x, de la fonction f définie par : 

a) f(x) = 3x7-5x en x = 2. 

a | 
b) fCX) = Fe en Xj — SE 

c) f(x) = Vx GTR TAN E ©) Corrigé p. 75 

© Soit XXI 2x /x définie sur [0 ; +oo[. 

Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f”(0). @) corrigé p. 76 

2-1) 
Ô Soitfi re xt (2) définie sur R—-{-1}. 

Montrer que f est dérivable en 0 et calculer f "(0). @) corrigé p. 76 

C6 



Vitesse moyenne. Vitesse à l'instant t, 
NUE 

O Un point M se déplace sur l’axe (O ; 1). Son abscisse à l’instant t est : 

Here) 

f(to+h)-f(t0) 
1. Déterminer la vitesse moyenne de du point M entre les ins- 

tantst,et 6 +h. 

2. Quelle est la limite de la vitesse moyenne quand h tend vers 0 ? 

Cette limite est appelée vitesse de M à linstant #,. 

Calculer la vitesse de M à l'instant t, = 2. (3) corrigé p. 76 

n 
r 
U 

U 
œŒ 
LL) 
*< 
[mi Formules sur les dérivées 

Après avoir déterminé l’ensemble de définition et l’ensemble de dérivabilité des 
fonctions suivantes, trouver les fonctions dérivées de ces fonctions à l’aide des 
opérations sur les fonctions dérivables (exercices © à ©). 

D fix ut 4 240 5x + 4x2; DIX» (5x2) 

hixe ne 3)(x?-4); k:xk(3-x)(2x+ 1)(5x + 2). @oorigép!77 

®r:- gx(2t) 

mn k:xe ns (@) corrigé p. 77 

® fx 3x1; Pix ee ; 
NAx +5 

h N1-—x 
En à k:xr(x-2)2/2x+ 1. @) Corrigé p. 79 

D faritan x; CAICAICOS RS 

Ë SinX + COSx ; T hixe ————; 1XE> XCOS 25 
1 +cosx 8 

T | Le xsin( 2x + 2) (©) Corrigé p. 80 



3 
(15) SOUFRE RE définie sur R ; 

à 
AIRE = ddif Lox et éfinie sur R-{-1;0}. 

1. Calculer f’(x). 

2. Calculer g’(x). Montrer que g’(x) < 0 pour tout x#—1 et xÆ0. 
() corrigé p. 80 

Approximation affine d’une fonction 

© 1. Pour les petites valeurs de x (x exprimé en radians), donner une valeur 

approchée affine de sinx. 

(Pal 
LL 

o 
© 
œ 
LL 
* 
LU 

2. En déduire une valeur approchée affine de sin(0,01). 

3. Comparer la valeur approchée précédente (question 2) à celle de sin (0, 01) 

donnée par une calculatrice. @) corrigé p. 81 

D Soit la fonction f: x+> x? + x2-6x- 1 définie sur R. 

1. En utilisant les formules sur les dérivées, calculer f(x) puis f”(—2). 

2. À l’aide d’un tableur ou d’une calculatrice, construire un tableau de valeurs 

des fonctions u: h-> f(-2+h)etv:ht f(-2) + hf'(-2) en donnant à h 

les valeurs : —0,03 ; —0,025 ; 0,02 ; —-0,015 ; —-0,01 ; 0 ; 0,01; 0,015 ; 0,02 ; 

0,025 ; 0,03. 

On calculera également la différence d(h) = u(h) — v(h). 

3. À l’aide d’un grapheur ou d’une calculatrice graphique, construire les cour- 

bes représentant y et y sur l'intervalle [— 0,03 ; 0,03]. 

4. Quelles observations pouvez-vous faire sur la différence d(h) et sur les 

courbes précédentes ? Q) corrigé p. 81 

Étude de limites à l’aide des dérivées 

(18) % Calculer lim —. Q) Corrigé p. 83 

T x— X—— 
È 2 

sin? T x 
® % Calculer lim @) corrigé p. 83 

PEINE 1 



Dérivées successives 

@ x On pose f” =) ff. MED 
On définit ainsi la dérivée n-ième de f. 
Calculer les dérivées successives des fonctions définies sur R suivantes : 

fixe 12xS -xt+3x2-x+1l; gx (3x+4). @) corrigé p. 83 

Problèmes sur les tangentes 

(21) %* Soit la fonction f: x+>3+2x+ 5xA/x définie sur [0 ; +oof. 

1. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? 

un 
qu 

a 
U 
œ 
LL 
x 
LL 

2. Donner une équation de la tangente A à la courbe @ représentant f au 
point d’abscisse 0 de la courbe. 

3. Étudier la position de @ par rapport à A. @) corrigé p. 84 

(22) * Soit f: xr x? + x définie sur R et € sa représentation graphique. 

1. Calculer f’(2). 

2. Donner une construction de la tangente À à @ au point de @ d’abscisse 2 
sans former une équation de A. @) corrigé p. 84 

(23) * Soit la fonction f: x x5+3x2-x+1 définie sur R. 

1. Donner une équatiovn de la tangente À à la courbe € représentant fau 
point d’abscisse —1 de la courbe. 

2. Étudier la position de @ par rapport à A. @) corrigé p. 85 

(24) * La courbe représentative @ de la fonction f: x+> 1 — 
7 

admet-elle des 

tangentes de coefficient directeur —1 ? 
Si oui, écrire des équations de ces tangentes. @) corrigé p. 85 

d * Soit la fonction f: x x2-2x+ 2 définie sur R. 
Donner une équation de la tangente A à la représentation graphique € de f 
dans chacun des cas suivants : 
a) À est tangente à @ au point de @ d’abscisse —1. 
b) À est parallèle à la droite d’équation y = 6x+ 1. 
C) À passe par A(3 ; 2). @) corrigé p. 86 



pas E 
[26] x Soit la fonction f: xr> ax? (a #0) définie sur R et Ÿ la parabole repré- 

sentant f dans un repère orthogonal d’axes (Ox) et (Oy). 

1. Donner une équation de la tangente À à P au point M de P d’abscisse x, # 0. 

2. À rencontre la droite (Ox) en T et la droite (Oy) en T’. 

Déterminer, en fonction de x, , les coordonnées de T et T’. 

3. Soit H et H” les projetés orthogonaux de M respectivement sur (Ox) et 

(Oy). Montrer que T est le milieu de [OH] et O est le milieu de [H”T”]. 

4. En déduire une construction de la tangente À en un point donné M de Ÿ. 
© Corrigé p. 87 

(27) % Soit la fonction f: xr> = (a 40) définie sur R* et # l’hyperbole repré- 

n 
LU 

= 
U 
œ 
(ml 
*< 
Lu sentant f dans un repère orthogonal d’axes (Ox) et (Oy). 

1. Donner une équation de la tangente A à 4 au point M de 4 d’abscisse x, # 0. 

2. A rencontre la droite (Ox) en T et la droite (Oy) en T’. 

Déterminer, en fonction de x, , les coordonnées de T et T”. 

3. Montrer que M est le milieu de [TT”]. 

4. En déduire une construction de la tangente À en un point donné M de 4 
©) corrigé p. 88 

C_73 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

ae] a) Faux. 

Cette équation est y— f(x) = f’(xo)(x— x). 

b) Vrai. 

c) Vrai. OH = x et:O'IN- = x$ 

[A 

a) Faux. 

b) Vrai. 
Xr + Xr +Yr HAUT ch y te 

C) Vrai. On a x, = : ù : 

a) Vrai. fG) 
x 

b) Vrai. 

C) Vrai. 

est le taux de variation de f entre 0 et x. 

a) Vrai. 

b) Faux. f’(x) = 
1 5 

Ta > 0 sur Fe : +. 

C) Vrai. 

d) Faux. 

e) Vrai. 

f) Faux. 

f croît de f(0) = 2,236 à f(2) = 3 donc f(x) ne peut pas être égal à 2. 

g) Vrai. 
Ona une bijection de [-1 ; 1] sur [f(—1) ; f(1)] = [43 ; V7]. 2e [3 ; V7] 
donc 2 admet un antécédent unique x, € [-1 ; 1]. 

h) Vrai. On résout l’équation 4/2x +5 = 2. 

a) Vrai. On a une bijection strictement croissante de [2;4] sur 

LFC2) ; f(4)1 = [=5 ; 15]. 
0€ [-5 ; 15] donc 0 a un antécédent unique x) € [2:41]. 

b) Faux. f(3,11) > 0 et f(3,12) > 0 
donc 0 € [f(3,11) ; f(3,12)1 donc x, € [3,11 ; 3,12]. 

c) Vrai. f(3,10) < 0 et f(3,11) > 0 
donc 0 € [f(3,10) ; f(3,11)] donc x, € [3,10 ; 3,11]. 



| Dérivées 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

O Rappelons que le nombre dérivé de f en x, est la limite, si elle existe, du taux de 

Fo + h) — f(xo) 
variation ei re) quand h tend vers 0. 

ACER SEXE TE. 2, 

fC+h) = 3(2+h)-5(2+h) = ARE 5(2+h) 

= 3h2+7h+2 : HOD= SX 22% 5x2 = 2 U 

fC+h)-f0) _ 3h+7h+2-2 _ SW 47h (pe) œ h h h [e] 
DhORLINETS. 7 Does. 

Pour h voisin de 0, 3h +7 est voisin de 7 donc lim (3h+7) = 7. 
h—0 

Le nombre dérivé de f en x, = 2 est 7. 

1 
b) F9 = =; RS 

3+h+1 h +4 s Dane =] fG +h) = CFTRPET) FE (Si h#-1) 

SI FO = + = 4. 
h+4a_, 

fG +h)-fG) _ h+1 LEA AREA tee 

h RES RDA D ) 

DER RP TERRE A 
 h(h+1) h+1 

7 2 : RDA 
Pour h voisin de 0, Fa est voisin de —3 donc EU = =À, 

Le nombre dérivé de f en x, = 3 est —3. 

c) f(x) = NAAUINER 

fa +h) = V1+h pourtout hZ-I1 

JDE 

TU) ) Ni+h-1 

h h 
est défini pour hÆ0 et h = —1. 



Ci PRET SV DER TS nn ET 

Dans ces conditions, 

DA a ea RE ns À A ra 1+h-1 

h h(/1+h+1) h(/1+h+1) 
h 1 

h(/1+h+1) Î Ni+h+1 
Le AT 1 Æ 1 

Pour h voisin de 0, /1 + h est voisin de 1 et ————— est voisin de 5 : 
Ni+h+l 

1 1 c 1 
lim —— = -. Le nombre dérivé de f en x, = 1 est =- 

dé h—0 /1+h+1 2 J 2 
LU 

9 
œ Q fx x+1+2x x définie sur [0 ; +oof. 

A Utilisons la définition du nombre dérivé : si x > 0, 

YU = is f(x) — f(0) : x+1+2xV/x-—1 5 x + 2x \/x HI 

x—0 5 se 

lim /x = 0 donc lim(1+24x) = 1. 
x — 0 x — 0 

La fonction f est bien dérivable en 0 et f’(0) = 1. 

HN re 
O ;::-:4+5(—) définie sur R—{-1}. 

Utilisons, comme dans l’exercice précédent, la définition du nombre dérivé : 

xX=1 
X(Xx + s(2— 1) ; 

SL CADIeUX AU fGx) — (0) RS Re Re +52) 
x—0 x enr il 

lim (x + (—) = —5 
x 0 ea d j 

Donc f est bien dérivable en 0 et f’(0) = -5. 

Q 1.:- jf = 5-1. (te R). 
La vitesse moyenne entre les instants #, et #, + h est, si h 40: 

fo+h)= ft) Co+h) (+ h)- (8-1) 
h h 

_+3h6+3ht+h-6-h +8 
Re 

_ 3h +3ht+h5-h  h(38+3ht,+h2-1) 

Re 
346 +3ht+h2-1. 

L7% ) 
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2. Quand h tend vers 0, la limite de la vitesse moyenne est : 

UE SCA E 

C’est la vitesse du point M à l'instant #,. 

Pour t, = 2, cette vitesse est f’(2) = 11. 

(10) Les fonctions polynômes f, g, h et k sont définies et dérivables sur R. 

5 
e f(x) = = at + 529 5x2 4 4x2. 

f’@) = = 2 (25) + 3 (822) — 5(22) + 4 \ 
n 
Lu 

e 
œ 
[4 
[e) 
D 

3 = 2x 4 5x2 — 10x + 4. 

oeg(x) = (5x-2)/. 

g est de la forme uw? donc g’ = 2uu’ 

D'XR = (5%) 5 "10 (5x2). 

eh(x) = (2x+3)(x?—4). 

— h est de la forme uv, donc h° = u’v + uv’; d’où: 

h’(x) = 2(x2-4)+(2x+3)(2x) = 6x? +6x-—8. 

eo k(x) = (3-x)(2x+ 1)(5x + 2). 

k est le produit de trois fonctions dérivables sur R. 

D'une façon générale, calculons (uvw)": 

Quvw) = [(uv)w]’ = (uv)'w+(uv)w" = (u’v+uv')w+uvw 

(uvw)’ = u'vw+uv'w+uvw’. 

D'où : k’(x)=(-1)2x+1X5x+2)+(3-x)xX2(5x+2)+(3-x)(2x+1)X5 

=-— 30x2 + 42x + 25. 

- - est définie et dérivable sur R — L : | et f est de la forme = 

Ona:f° = LE ncsur R-|-} 
v2 

, Creer LxS, Herx 

PE (3x +4)? (3x +4)? 

2x+]I 2 
egixr ( 3 ) est définie et dérivable sur R—{3}, et g est de la forme 

C2 se = À 

g = u? donc, sur R—{3}, g = 2uu’, soit ici: 

2x +1 2x3) (2x + 1)1 » —14(2x%#1) 

x=3 (x-3) (x=3) g'(x) = 2 

C7 



P ra 4 
ke 

Par Re RER 3e PE Le } 

z 
n 
LL 

ms 
œ 
œ 
(e) 
us 

RP ER AR ES RIT RSR 

(2x +3)? 

An ER sur Re) RE Te) 

avèc. y(x) =. (2x+3)2 doncy (x) = 2(2x%F3)X2="4(02%x+75) 

—3[-v’(x)] __ —-3[-4(2x+3)] 

OP E (2rRN 
12 

(2x+3) 

eh:xr 7 est définie et dérivable sur R — Li] et l’on peut écrire 

Alors h’(x) = 

h(X)e= 

Remarque : Plus rapidement, on peut écrire h(x) =-—3(2 x + 3)72. On sait (voir les formules 
sur les dérivées cf. résumé de cours) que si n e Z et si la dérivée existe : 

(u?)= nus lu 

d'où en prenant u(X) = 2x + 3 et n = 2: 

ON SRE ge tra pe h’(x) = -3x(-2)(2x +3) dre 

3 
ek:x Cr est définie et dérivable sur R — {—1 }. 

(x +1)? k 

D'une façon générale, on sait que (2) = TT, donc pour x#-—1 : 
v 

Fe [3(3x+2)2x3](x+1)2-(3x+2)[2(x+1)] 

(x+1)4 

_ 9GBx+2)(x+1)-2(3x+2) 
(x+ 1)? 

(après avoir factorisé par x + 1 et simplifié). 

Il serait très maladroit de développer le numérateur. Une factorisation est plus 

commode car on verra qu'elle permettra d’étudier le signe de k’(x) 

(voir chapitre 4, Étude de fonctions). 

Fer PERD CRE CSS 
(x+ 1)? (x +1)? 

Ax2= ê à 
ef:x— Are est définie et dérivable sur R. 

KA S : 
SR D NS 

On trouve f’(x) = ———. 

(1—-2x)? Les _. 
eg: XT> -———— AE est définie et dérivable sur R—{-2 ;2}. 

2(2x— FC) Ontrouve g’(x) = Gap 
ce = 



| Dérivées 
CRE 

A à 1 : : 
® ef:xr> /3x+1 est définie sur Le ; + mais elle est dérivable sur 

1 : 
Fr > +ee| , le nombre dérivé étant (cf. résumé de cours) : 

Rire. 
res 

eg: x est définie et dérivable sur -: : +e) , le nombre dérivé 
Ax +5 4 

étant : 
, —2[-v" eu Le œil 7 

[v “ei du 
2 [E 

avec v(x) = 4x+5, donc v'(x) = —— = ’ = 
= +50 NAxE5 Fe 

, 4 (e, 

A  — O 
N4x + EE N(4x + 5)? 

eh: x in est définie si et seulement si x = 1 et re donc son 
3+2x 2 

1 ensemble de définition est = ; 5] U ÉE = 1| mais h est dérivable sur 

3 # Eh: 
Fe 5 | U le : 1] , le nombre dérivé étant : 

_ (3+2x)-V1-xXx2 
1—x 

h°(x) = 
G (3+2x)? 

__—3-2x-4(1-x) m 2x-—7 2 

2/1-x(3+2x)2 24/1-—x(3 +2x)? 

ok:xr(x-2)24/2x+ 1 est définie sur [-5 ; + , mais k est dérivable sur 

F5 : +ce| , le nombre dérivé étant : 

k'(x) = 2(x-2) 2x + 1 + (x -2)2—— 
22x41 

= 2(x-2)(2:xF 1) +(x-2) 

N2x + 1 

PU 2(2xr1)rx-2] 

N2x +1 

Dar). 

N2x+1 

(_79 
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BL ERP AE MATE EEE RE OR A RER On 

i à + T 
ef: xt tanx = SX est définie et dérivable pour x # kn (ke Z). 

COSX 
, ’ , 

Dans ces conditions, f est de la forme - donc f= () = eu. 

res ee cosx cosx — sinx(—sinx) _ cos?2x + sin2x 

cos2x cos2x 

= Ê = tan 2x: 
cos?x 

eg: x cos?x est définie et dérivable sur R. 
g est de la forme u”; alors sa dérivée s'écrit g’ = 3u2u’. 
g'(x) = 3cos2x(-sinx) = —3sinx cos2x. 

oh: x TT ect définie et dérivable en tout point où 1 + cosx est non 
1 + cosx 

nul : 
1+cosx = 0e éosx = -1ex = (2k+1)r ‘(Ke Z). 

Donc si xÆ#(2k+1)n : 

Poe (cosx — sinx)(1 + cosx) —(sinx + cosx)(—sinx) 

(1 + cosx)? 
__ COsX — sinx + Cos2x — sinxCosx + sin2x + sinxCosx 

* (1 + cosx)2 
__ Cosx— sinx + cos2x + sin?2x 

a (1 + cosx)}? 
_ cosx=sinx+l 

(1 + cosx)? 

@1: X> XCOS 3 est de la forme ax donc i est une fonction linéaire définie et 

dérivable sur R. 
: T 
LCX)E cos= 

ej:xt— xsin (2x + ï) est définie et dérivable sur R. 

j est de la forme uv donc j’ = w’v+ uv’. 

JC) = sn (2x + ï) + x[2 cos (2x + 2] 

sin(2x + 2) + 2xc0s{ 2x + 2) 
4 4 

j'(x) 

1 Dee 
1 G+3 défini sur R. 

On peut écrire f(x) sous la forme : 

fx) = (x2+3)5 = [u(x)]S avec u(x) = x2+3. 



RO RS OR SERRE PES LE 2 
| Dérivées ' 

On sait que si ne Z, sous réserve de l’existence de la dérivée : 

(the nuts tu. 

Donc pour tout x réel, f est dérivable et : 

’ 10x 
x) = =5 x2 +3 —6 DANS f GE eee 

1 = 
DC) AR TE ON 8) = 3 FRE { } 

On peut écrire g(x) sous la forme : g(x) = x? + (x + 1). 

D'où, pour tout xÆ-—1 et xÆ0, 
: 3 5 

4 = =3x 4 5(x+1) 6 = = = — ———— g (x) x (x +1) A TE DS 

(somme de deux nombres strictement négatifs). 

O 1. Pour les petites valeurs de x, une valeur approchée affine de sinx est (cf. résumé 

de cours) : 
sin(0) +(x—0)(sin)’(0) 

sin(0) = 0 

(sin)’(x) = cosx donc (sin)’(0) = 1. 

On en déduit : sinx= x. 

2. sin(0,01) = 0,01. 

3. Une calculatrice donne : 
sin(0,01) = 0,009998... valeur très proche de la précédente. 

1.f:xe x5 + x2- 6x— 1 est définie et dérivable sur R. 

f’(x) = 3x2+2x-6 d'où f’(-2) = 3(-2)?+2(-2)-6 = 2. 

2. u(h) = f(—-2+h) = (-2+h)+(-2+h)?-6(—-2+h)-1 

v(h) = f(-2) + hf (2) 
bn PE 

En suivant les instructions données à lex. 8. du chapitre 1 : 

TO do ONU 

À use) FOOT LE (GAS#C2n26" (0271 

poor 
TETE 

G ] 
E 

Rs - Te, | 

RASE RES 

z 
n 
LL 

2 
œ 
œ 
(®) 
O 



SE  ! 

En recopiant vers la droite, on obtient le tableau : 

SR 

SC 

v(h)=f(-2)-+hf(-2) 6950 
d(h)=u(h)-v(h) -0,003 

CRE I n 
QT 

É 
œ 
œ 
(e) 
U 

4 - Tr 
| —— uy(h) 

6,960 

6,940 

al 
—0,04 —0,03 —0,02 EU, 010) 0,017" 0:021090:08:0;04 

4. d(h) = u(h)-v(h). 
e Nous remarquons que d(h) < 0 donc u(h) < v(h) donc la courbe repré- 
sentant u est au-dessous de la tangente. 

Es2 ) 
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e |[d(h)| = 0,005 ; ce qui montre que |d(h)| est très petit devant les valeurs de 

u qui sont proches de 7. 

Autrement dit, sur l'intervalle [—0,03 ; 0,03] on peut remplacer pratiquement 

la courbe représentant # par le segment de droite représentant v. 

SIN sins fx) 15) sinx— 1 : = — = — = ——, t = seen TR ir en prenant f(x) = sinx 

2 2 2 
T | fe -f(5) 2 

sinx— 1] T T 
im Sin = FI EN EN COST =10 9 
AG x-T Vos 2 7 ee 

732 2 ire ) œ 
[e) 
U 

sin?nx _ sinnx-sin?(rmx1) _ f(x) —f(1) 

LE TU x-—1 MAS UE 
en prenant f(x) = sin?nx. 
La fonction f est de la forme ? donc f” = 2u(u’). 
f'(x) = 2(sinnrx)(rcosnx). 

2 
lim — Le = lim 20 a = tl) 220; 
RUE x — 1 

1.f: xt 12x5 - xt + 3x2 x + 1 est un polynôme défini et dérivable sur R. 

Pour tout x réel, 
f'(x) = 60x4-4x+6x-—1 

f'(x):= 240% -12x2+6 

fG)(x) = 720x? -24x 
f@(x) = 1 440x — 24 

fO(x) = 1 440 
pourn>5, f(x) = 0. 

2.g:xr (3x+4)° est une fonction polynôme dérivable sur R. Elle est de la 

forme g = u° avec u(x) = 3x+4 et u’(x) = 

g = (u5) = Su4u’, donc pour tout x réel: 
LAAN= 5 (3% F4) 53: 

Les dérivées successives ke apparaître, chaque fois, le facteur 3 obtenu en 

dérivant x+> 3x +4. Nous pouvons donc faire apparaître une puissance dés 

2) = AS Crra) x 

gO)(x) = 3X4X5(3x+4)2x 3? 

g#)(x) =12X3XxX4%X5(3x+4)X 3° 

gO)(x) = 2X3X4X5 X 3°. 
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D'une façon générale, le produit n(n—1)(n—2) x... x 1 se note n! et se lit 

« factorielle n ». Donc : g5)(x) = 5135; pour n> 5, g"(x) = 0. 

Soitf:xr>3+2x+ 5xA/x définie sur [0 ; +oof. 

1. La fonction x+> /x n’est pas dérivable en 0, donc on ne peut pas appliquer 

les formules sur les dérivées. Utilisons la définition du nombre dérivé : si x > 0, 

fa) -f0) _ en nee te 
x—0 

lim x = 0 donc ce fc) fo) = FO) [ 
x 0 SN Ce (|) 

La fonction f est bien dérivable en 0 et f’(0) = 

2. Si f est dérivable en x, on sait qu’une équation de la tangente à @ au point de 

€ d’abscisse x, est : | 
7 = fo) + (x -x0)f"(xo)- 

Pour x, = 0, f(0) = 3, f’(0) = 2. Une équation de la tangente À à @ au 
point A(0 ; 3) est y = 3 +2x. 

n 
‘Lu 

# 
[4 
4 
[e) 
U 

Remarque : La tangente À n'est autre que la représentation graphique de la fonction 
affine x+> 3 +2x, approximation affine de f au voisinage de x = 0. 

3. f(x) = 3+2x + 5x4/x. 
Si x>0, soit H, P, M les points de même 

abscisse x respectivement sur (Ox), AÀ,. 

On a si yy et y désignent les ordonnées des 
points M et P: 

Ym=Yp = f(x) -(3 +2x) 
= 5x\/x =A0; 

Donc € est au-dessus de A. 

(22) LR) = x Ex fr) = 22x41 

Sur R;f (2).=5 

2. Soit A(2 ; 6) un point de € et A la tangente à 
€ en À. Soit un autre point B de A. Le coefficient 
directeur de A est : 

265.733 fQ) = 5 = 
XB — “ 

Si l’on prend x3-x, = d (de R), alors 

YB— Ya = 5d; ce qui permet d’avoir un autre 

point B de A. 
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Dérivées 

(23) Soit f: x x? +3x2-x+1 définiesur R. 

1. Une équation de la tangente À à € au point 
d’abscisse —-1 de € est : 

EC ECG PET). 
f(-1) = 4, f'&) =-3x2+6x-1 

et f'(-1) = —-4. 

Une équation de A est donc : 

y = 4+(x+1)(-4) 

y = —4Ax. Al 
(a) 
LL 

= 
[°4 
[°4 
[æ) 
U 

2. Étudions le signe de f(x) - (—-4x) : 

f(x) —(—4x) = x3 + 3x2 x + 1—(-4x) 
= x3+3x2+3x+1 

(x +41) 
(car (a+b}? = a+ 3a2b + 3ab2+b). 

eSix=-Lona(t #1) <0 

donc f(x) —(—4x) < 0; 

donc € est en dessous de A (raisonner 

comme à l’exercice @ ). 

eSix>-1,ona(x+1)}?>0 

donc f(x) —-(—4x) > 0; 

donc @ est au-dessus de A. 

Nous avons construit seulement une partie de @ 

au voisinage de A(—1 ; 4). 

Remarque : La courbe @ est de part et d'autre de la tangente en A. 

On dit que A est un point d’inflexion de <. 

(24) hote _ est définie et dérivable sur R—{-1} et 
1 

, —3(x+1)-(1-3x)1 4 Pre) MÉRCOIERRE TRUSESSS 
(x 1) Gel) 

La courbe représentative @ admet une tangente de coefficient directeur —1 si et 

seulement si RE C'entra dite : 
(x +1)? 

(x +A1)22= 4, soitx+1 = 2 ouh x+1 = —2 

LC LNOUMENE TS: 

(85 
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Une équation de la tangente en A(1 ; f(1)) est: 

} = fU)+(x-1Df (D) 
} = -1 GIE 
Y = —X. 

Une équation de la tangente en B(-3 ; f(—-3)) est: 

7 = f-3)+(x+3)f(-3) 
y = -5+(x+3)(-1) 

Y = —x—8. 

d ef:xx2-2x+2 est définie et dérivable sur R, et : 

f(x) = 2% 2. 
Une équation de la tangente A en M, (x, ; f(x0)) à € est : 

7 = f(xo) + (x -x6)f"(xo). 

D'ELLES CD T 

Une équation de A est: y = 5+(x+1)(—4) 

Vi Ar le 

b) A est parallèle à la droite  d’équation y = 6x+ 1 si et seulement si son 
coefficient directeur f’(x,) est égal à celui de ® qui est 6: 

2x%)-2 = 6 
Xo = 4. 

Une équation de A est : 

y = f(4)+(x-4)x6 
y = 10+(x-4)X6 

= 6x— 14. 

€) Soit À une tangente à @ en M, (x, ; f(xo)) de 6. Son équation est : 

D) y = f(x) + (x-x)f (x). 

Elle passe par A(3 ; 2) donc: 

2 = f(x)4(G=x)f/ 0x). 
Cette équation va nous permettre de déterminer l’abscisse x, du point M, : 

2 = xÿ-2x5+2+(3-x,)(2x) — 2). 
Après simplification : x? — 6x, +6 = 0. 
À = 36-24 = 12, 

_ 6417 16243 RE Xo = S ou Xj = BE 

Il y a donc deux tangentes répondant à la question. 

eSix, = 3-15, (5-3) = GENS) PO GENE) Te 
= 9-6/5+3-6+24/3+2 
= BEA 

fGE=N3) = 26245) 22e 
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Une équation de A est, d’après (1) : 

y = 8-4/3+(x-3+ /3)(4-24/3) 
y = 2(2- W3)x-10 + 64/3 (après simplification). 

eSi x = 3+ N3, par un calcul identique (changer le signe devant \3 ), une 

équation de A est : 
y = 2(2+W3)x- 10-643. 

1 Co eax (az 0) y) = 2x; 

Une équation de la SES en M(x, ; f(x0)) à P est : 

y = axé +(x- Xo)24% n 

CNT E Tr ANT U 
2 = 

; k : ax x 
2. Six, #0, (2ax;)x— axè = 0 siet seulement si x = —Ù = —. . 

24%, 2 e) 

: X0 U 
Les coordonnées de T sont ( ; 0) 

Faisons x = 0 dans (1) :y = —ax$ etles coordonnées de T” sont (0 ; — a%0). 

3. L'abscisse de H est celle de M : x. 

x 
L'abscisse de T est 5 les points O, T, H sont alignés (appartiennent à Ox) donc 

le point T est le milieu de [OH]. 

L’ordonnée de H est celle de M: f(x,) = 4x5. 

L’ordonnée de T” est ax? les points O, T’, H’ appartienent à Oy, les ordonnées 

T’ et H’ sont opposées donc le point O est donc le milieu de RÉLAÈT. 

4. Connaissant M, soit H son projeté orthogonal sur (Ox). 

La tangente cherchée passe par M et ie milieu T de [OH]. 

(_ 87} 
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Remarque : Au lieu de projeter M sur (0x), on peut projeter M en H’ sur (0 y). 

| La tangente cherchée passe par M et le symétrique T’ de H’ par rapport à 0. 

@ 1. fx = = (a #0) 

GES — sx: 
x 

Une équation de la tangente en M(x, ; f(xo)) à Æ est, si x, £ 0: 

y = L+(x-x(-£) 
0 0 

GR (-$}x+2 

2. (- 2}: + ne 0 si est seulement si : 
X0 X0 

a 2 : 
SX = 2 soit x = 2%, - 
X0 #0 

Les coordonnées de T sont (2x, ; 0). 

Faisons x = 0 dans (1) y = - et les coordonnées de T’ sont (o : 2) 
0 0 

3. Les coordonnées du milieu de [TT”] sont : 

Xe XL +y IAE x et Dé Pause de 

2 2 X9 

Ce sont les coordonnées de M donc M est le milieu de [TT”]. 

4. Connaissant M, soit H son projeté orthogonal sur (Ox). La tangente cher- 
chée passe par M et le symétrique T de O par rapport à H. 



4 Étude de fonctions 

F4 Emploi des dérivées : théorèmes 

Soit un intervalle I (ouvert ou fermé, borné ou non). 

1. Une fonction f est constante sur I si et seulement si elle admet une dérivée nulle sur I. 

2. Soit une fonction f dérivable sur I. 

° f est strictement croissante sur I si et seulement si f(x) = 0 pour tout x de I 

(f(x) étant nul pour un nombre fini de valeurs de x). 

+ f est strictement décroissante sur I si et seulement si f’(x) < 0 pour tout x del 
(f'(x) étant nul pour un nombre fini de valeurs de x). 

2 Étude des variations d’une fonction 

Il existe trois méthodes permettant d’étudier les variations d’une fonction : 

1. Emploi des définitions (cf. chapitre 1). 

2. Emploi des théorèmes sans l’aide des dérivées (cf. chapitre 1). 

3. Emploi de la dérivée qui est un outil beaucoup plus performant. 

Mais on n’oubliera pas, avant de se lancer dans un calcul de dérivée, que les deux 

premières méthodes peuvent donner des résultats très rapidement dans certains cas. 

a Branches infinies 

Nous supposerons le repère orthogonal. Soit € la courbe représentant une fonction 

fet M(x;f(x)) un point du €. 

C 81 



+ Asymptote verticale 

Soit une fonction f définie sur un intervalle contenant x, (sauf éventuellement en 

x) 
On dit que la limite de f(x) est + (ou -) quand x tend vers x, si f(x) garde 

un signe constant et si |f(x)| peut être rendu aussi grand que l’on veut, dès que 

[x x,| est suffisamment proche de 0. 

On écrit : 
lim f(x) = +o ouplussimplement limf = +c 

X — X) Xo 

lim f(x) = -o ou limf = —-c. 
X— X Xo 

- Interprétation graphique 
Donnons un exemple de figure possible. Sup- 

posons f(x) > 0. 
Soit ® la droite d’équation x = xç. |x-xj] 
est la distance de M à la droite D. 
f(x) peut être rendu aussi grand que l’on 
veut, dès que cette distance est suffisamment 

proche de 0. On dit que Ÿ est une asymptote 

verticale à €. 

[eelU) 

+ Asymptote horizontale 

On dit que la limite de f(x) est € quand x tend vers + (ou —) si | f(x) — #| 
peut être rendu aussi petit que l’on veut, dès que |x| est suffisamment grand. 
On écrit : 

lim-f(x) = Coou lime 
+ 00 X— + 0 

lim f(x) {Aou Im 

- Interprétation graphique 
Donnons un exemple de figure possible. 

Soit ®’ la droite d’équation y = #; 
(f(x) — €| est la distance de M à ®’. 
Cette distance peut être rendue aussi petite 

que l’on veut, dès que |x| est suffisamment 
grand. 
On dit que ®’ est une asymptote horizon- 
tale à €. 
Nous pouvons avoir d’autre cas de figures 
suivant que la courbe est au-dessus où au- 
dessous de ®’. 



| Étude de fonctions 4. 

— Asymptote oblique 

Soit une fonction affine g: x+> ax + b. On dit que la limite de f(x) —ax—b est 
nulle quand x tend vers + (ou —<) si | f(x) — ax — b| peut être rendu aussi petit 
que l’on veut, dès que |x| est suffisamment grand. 
On écrit : 

lim [f(x)-ax-b] = 0 

lim [f(x)-ax-b] = 0. 
X — — 0 

- Interprétation graphique 
Donnons un exemple de figure possible. 

lim [f(x)-ax-b] = 0 

Che LC) dax-b] 20: 

Soit D” la droite d’équation, y = ax+b; [f(x)—ax-b| = PM, 
P étant le point de %” de même abscisse x que M. 
La distance PM peut être rendue aussi petite que l’on veut, dès que |x| est suffisam- 

ment grand. On dit que ®” est une asymptote oblique à €. 
Nous pouvons avoir d’autres cas de figures suivant que la courbe est au-dessus ou 

au-dessous de D”. 

+ Limite infinie à l'infini 

On dit que la limite de f(x) est + (ou —c) quand x tend vers + (ou —c) si 

f(x) garde un signe constant et si |[f(x)| peut être rendu aussi grand que l’on veut, 

dès que |x| est suffisamment grand. 

Onécrit: lim f(x) = + ou limf = +ce. 
X —> +00 +00 

Les autres écritures s’obtiennent en remplaçant +ce par —c». 

- Exemples : 

lim x2 = +oo; lim x? = +c 
x — +0 x — —c 

lim x? = +oo; lim x? = —oo, 
X —> +oo X —> — co 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

a) En +», la limite de f est : + co. CI V 

b) En +, la limite de f est : 2. C]V 

c) En 5, la limite de f est : 0. C]V 

d) En 5, la limite de f est : —co. CI] V 

e) En 5, la limite de f est : + co. CIV 

EME 

C1 F 

CIF 

CIF 

[PE 

(©) Corrigé p. 103 

(21 fix x cos = 2) 

a) En + ce, la limite de f est : + co. L-]-V-=HfsfE 

b) En + ce, la limite de f est : —co, MA AA ET : 

C) En 0, la limite de f est : + oo. CIV [CIF 

d) En 0, la limite de f est : 0. CIV [CIF 

@) corrigé p. 103 

€ ax ee de ]2 ;+c[ vers R. 

a) En + ce, la limite de f est : + co, I A Re: is à | 

b) En + ce, la limite de f est : 1. LaliM sttfehE 

C) En + oo, la limite de f est : O. Fe POP SITE 

d) En 2, la limite de fest : O. CIV [JF 

e) En 2, la limite de f est : + oo. CelaV : DE 

@) corrigé p. 103 

O fixe ax + bx2 + cx + d. Déterminer a, b, c, d sachant ue rO) = 

JEU, PATEPMOTESS; 
1.20 Soit I 

c G: D 
Aa 1; b= il, c=- 1 407 CJV [CIF 



Étude de fonctions M7! 

D'AMANDE LES l, d = 1, CIV CIF 
> > 

C) Dans le repère (I ; , j), la fonction obtenue est paire;  []V []F 
>> 

d) Dans le repère (I ; i, j), elle est impaire. [SAVE AI CF 
# Q@) corrigé p. 103 

LE 1e [5 f: né El Ix| + PT 

a) f est paire. : PARVEMMONRE 

b) f est impaire. A AN EN ul 

C) gest paire. HIB' EE 9 

d) g est impaire. Ov  ÜF RS 

e) Pour tout x#0, SE = bl+ pr CIV CIF - 
x x 

f) Si x < 0, les arcs de courbe représentant f et g sont 
symétriques par rapport à (Oy) ; EVE 

4 g) Si x < O, les arcs de courbe représentant f et g sont 
symétriques par rapport à (Ox). MEVE NET EF 

Q@) corrigé p. 104 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Lecture de graphiques 

OÔ On appelle €; la représentation graphique d’une fonction f dérivable sur R. 

‘€ la représentation graphique d’une fonction dérivée f” définie sur R. 

1. On connaît 6,. L'une des courbes ‘@,, ‘6, ou €; représente f”. Laquelle ? 



2. On connaît €, (voir page suivante). L’une des courbes 6,6; ou €, repré- 
sente f. Laquelle ? n 

LL 

El 
® 
œ 
LU 
* 
Lu 

() corrigé p. 104 

© Comme au bac 
Le plan est rapporté à un repère orthonormal. 

Sur le graphique ci-après, la courbe € représente une fonction f définie et 

dérivable sur l'intervalle [= 3 a] 



Étude de fonctions 4 

e la courbe € passe par les points À, D, E, FE, G et J de coordonnées respectives 

(2:5) (2) (3:-b); (-550) (452) e(0E tp 

e la droite (AB) est tangente en A à la courbe € et le point B a pour coordon- 

11 
DÉC SUR ées (= ) 

e les tangentes à la courbe 6 aux points D et E sont parallèles à l'axe des abscisses. 

On précise que : 

1. Donner, en utilisant le graphique précédent : 

a) les valeurs de f”’(1) et de f’(2); 

n 
EL 

2 
® 
œŒ 
LU 
*< 
Lu 

b) les solutions, sur l'intervalle [5 ; 4 des inéquations f(x) > 0, f(x) = 1; 

c) les solutions, sur l’intervalle E : 4 de l’inéquation f’(x) < 0. 

2. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur [-; : 4] 

En déduire celui de la fonction g': x définie sur Ê 4}. 

© Corrigé p. 104 

ls 

1 
FC) 

Encadrement de fonctions 

Pre ". T 
Ô 1. Étudier les variations de f: x sinx-—x sur 10 ; 1 

: à T 
En déduire que sinx < x pour x € Lo ù 2h 

Sd M. + ue 
2. Étudier les variations de g: x cosx-|1— Jeux 10 5 2 

: x? T 
En déduire que cosx = 1 — 7. Pour x € Lo ; 2 

= a x T 
3. Étudier les variations de h : x sinx-|x- AS Lo : |. 

£ . T 
En déduire que pour tout x de 10 $ a 3 

x° ; 
do < sInX <= X. 



3 NT à T 
4. Étudier les variations de k: x cosx— É — + =) sur 10 ; =: 

T 
En déduire que pour tout x de Lo ; A : 

2 14 
< cosx< 1-2 +. 

Fe 11024 DIE 

5. Application 

Donner un encadrement d'amplitude 10 -*de cos(0,15). 

@) corrigé p. 105 

Extremum d’une fonction 

n 
LL 

- 
U 
[4 
Lu 
*< 
LU On donne une sphère de rayon 10 cm. Calculer la hauteur x d’un cylindre 

inscrit dans la sphère (voir figure) de volume maximal. Calculer ce maximum. 

[ Remarque : Le volume d’un cylindre de rayon r et de hauteur h est xr2h. 

if 

(@) Corrigé p. 107 

On donne un cône dont la base est un cercle de rayon 10 cm, de hauteur 
20 cm. Calculer la hauteur x d’un cylindre inscrit dans le cône (voir figure) 
de volume maximal. Calculer ce maximum. 

10 ©?) Corrigé p. 108 



Étude de fonctions 4 

© % Un couloir de largeur 1,20 m tourne à angle droit (voir figure). 

(a) 
LS 

S 
Ü 
œ 
Lu 
*< 
LES 

On veut transporter dans ce couloir, dans le sens de la flèche, un tableau en 

position verticale. Ce tableau est représenté par le segment [AB] sur la figure. 

1. Calculer OA, OB, AB en fonction de AOy = x. 

2. Étudier les variations de AB si x € lo : SF 

3. Construire le segment [A,B,] de longueur minimale. 

En déduire la longueur maximale du tableau que l’on peut faire passer dans 

le couloir. () Corrigé p. 109 

Étude de fonctions polynômes 
> > 

Pour les exercices ® et ®, on supposera le repère (O ; 1, j) orthogonal, les 

axes de coordonnées étant (Ox) et (Oy). 

® % 1. Soit la fonction f: x — 2x? + 4x définie sur R. 

a) Étudier la limite de f quand x tend vers + co ; —ce. 

b) Étudier les variations et construire la représentation graphique F de la 

fonction f. 

2. Étudier les variations et construire la représentation graphique T, de la 

fonction f, : x |-2x? + 4x| définie sur R. 



3. Étudier les variations et construire la représentation graphique l', de la 
fonction f,: x->-—2x2+4|x| définie sur R. 

© Corrigé p. 111 

® % 1. Soit la fonction f: x x? + x 1 définie sur R. 
a) Étudier la limite de f quand x tend vers + 00 ; — co, 
b) Étudier les variations de la fonction f. 
c) Montrer que le point I(0 ; -1) est centre de symétrie de la courbe F repré- 
sentant f. 
d) Construire ainsi que la tangente à Lau point I. 

2. La courbe l rencontre l’axe des abscisses (Ox) en un seul point d’abscisse 
x). Donner un encadrement de x, d’amplitude 1072. 

© Corrigé p. 113 

n 
LL 

à 
U 
© 
LUI 
*< 
Lu 

X* 1. Soit la fonction f: x- 5x + 50 - 5x — 1 définie sur R. 6 
a) Étudier la limite de f quand x tend vers + co ; —0o, 
b) Étudier les variations de f. 

2. a) Donner une équation de la tangente À à la courbe l représentant f, au 
point d’abscisse —-1 de. 

b) Étudier le signe de f(x) + 6x+ s. En déduire la position de T° par rapport à A. 
C) Construire F et A. 

3. Discuter graphiquement le nombre de racines de l’équation : 

x3+3x2-9x-2-m = 0 

suivant les valeurs du réel m. @) corrigé p. 114 

Étude de fonctions rationnelles 

(15) X Soit les fonctions : 

fixe xx  définiesur R; 

g:xr rÉts définie sur R—{1}. 
a: 

1. a) Étudier la limite de f quand x tend vers +00 ; co, 
b) Étudier la parité de f. 
C) Étudier les variations de fsur [0 ; +co[. 



( Étude de fonctions [4 

b 
2. a) Mettre g(x) sous la forme a + = qoia et b étant des constantes que 

lon calculera. 1 

b) Étudier la limite de g quand x tend vers +0 ; —c; 1. 
c) Étudier les variations de g. 

3. a) Soit le polynôme P défini par : 

P(x) = x?—-x2-x+ 10. 

Montrer que —2 est une racine de P. 
b) Trouver un polynôme Q tel que pour tout x réel : 

P(x) = (x+2)Q(x). 
c) En déduire les points d’intersection des courbes €, et, représentant les 

fonctions f et g. 

(a) 
LU 

= 
(® 
œ 
LUI 
*< 
LU 

4. a) Construire, dans un même repère, les courbes €; et €,. 
b) Résoudre graphiquement l’inéquation f(x) < g(x). 

@) corrigé p. 117 

x Comme au bac 

Partie A 

On considère la fonction f définie sur ]0;+c[ par : 

fo 2 8x4 57800 

On note @ la courbe représentative de f dans le plan rapporté à un repère 

orthogonal. 

Unités graphiques : + 1 cm pour 20 unités en abscisses ; 

+ 1 cm pour 200 unités en ordonnées. 

1. Déterminer les limites de f en 0 et en +ce. 

2. f’ désigne la dérivée de f. Calculer f’(x). Montrer que f’(x) est du signe 

de (x— 85). 

3. Établir le tableau de variation de f. 

4. Montrer que la droite % d’équation y = 8x est asymptote à la courbe “€. 

Justifier que 6 admet une autre asymptote. 

5. Construire € avec ses asymptotes. 

Partie B 

Le directeur d’un spectacle doit organiser une tournée en Europe. Le trajet à 

effectuer pour transporter les décors est de 3 400 km. 



n 
EL 

— 
U 
[4 
Lu 
*< 
us] 17) 

Pour cela, on utilise un camion dont la consommation en gazole est donnée par 

2 . 

(5 + _. :) litres par heure, où v représente la vitesse du véhicule en km/h. Le 

prix du litre de gazole est de 0,7 € et le chauffeur perçoit 13,5 € par heure. 

1. Montrer que le coût du transport, en euros, est égal à f(v). 

2. À quelle vitesse doit rouler le camion pour que le coût du transport soit 

minimal ? Quel est alors ce coût ? 

3. On dispose d’au plus 1 556 € pour le transport. Déterminer l'intervalle 
dans lequel doit se situer la vitesse du véhicule, compte tenu de cette nouvelle 
donnée (on précise que le camion ne doit pas rouler à une vitesse supérieure 
à 90 km/h). (©) corrigé p. 120 

* Une entreprise produit du décapant liquide. 

Une étude a permis de modéliser le coût moyen de production par : 

FETE DS OÙ 0. 
x 

Le coût moyen f(x) est exprimé en milliers d’euros et la quantité produite x 
en hectolitres. On note € la courbe représentative de la fonction f dans un 
repère orthonormal du plan (unité graphique : 1 cm). 

1. Étude de la fonction coût moyen 
a) Étudier le sens de variation de cette fonction sur l'intervalle ]0 ; +oof. 
b) Déterminer les limites de f(x) en 0 et en +c. 
c) Montrer que la droite % d’équation y = 0,5x est asymptote à la courbe €. 
Étudier la position relative de @ par rapport à Ÿ. 
d) Donner le tableau de variation de f et construire € avec ses asymptotes. 

2. Seuils de rentabilité pour l’entreprise 

L'entreprise ne peut être bénéficiaire que si le prix de vente de l’hectolitre est 
supérieur au coût moyen de fabrication. 

Le prix de vente de l’hectolitre p(x) est fonction de la quantité x vendue : 
px) = —0,8x + 13 

où p(x) est exprimé en milliers d’euros et x en hectolitres. 
a) On note P la représentation graphique de la fonction p. 
Tracer P dans le même repère que la représentation de f puis déterminer gra- 
phiquement l'intervalle dans lequel doit se situer la production x pour que 
l’entreprise soit bénéficiaire. 
b) Retrouver le résultat précédent par le calcul. (On pourra se ramener à une 
inéquation du second degré). Q) corrigé p. 122 



Étude de fonctions | 4 ï 

2 
© %xk Soit la fonction f: x es définie sur R—{-1}. 

On appelle F la représentation graphique de f dans un repère orthonormal 
> > 

(O; 1, j). 

1. Mettre f(x) sous la forme ax + b Yr 
l’on calculera. 

— » a, bet cétant des constantes que 

2. Étudier la limite de f quand x tend vers +c ; —co; —1. 

3. Trouver la limite de f(x) -x-2 quand x tend vers +c ou —ce. 

Quel est le signe de f(x) — x — 2 ? En déduire la position de F par rapport à la 

droite ® d’équation y = x+2. 

n 
LL 

= 
® 
& 
rl 
* 
Li 4. Changement de repère 

a) Soit A le point d’intersection de la droite Gÿ et de la droite ®’ d’équation 

x = —-1. On considère le nouveau repère (A ; di 1) 

Soit M un point quelconque de coordonnées (x ; y) et (X ; Y) respective- 

ment dans l’ancien repère (O ; : # et le nouveau repère (A ; i, 7). 

Trouver les relations qui permettent de calculer x et y en fonction de X et Y. 

b) Trouver l'équation de T° dans le repère (A ; : 5 

En déduire que A est centre de symétrie de T°. 

5. Étudier les variations de g: X — X + < sur ]0 ; +oof. 

Construire [avec ses asymptotes. 

6. Soit M,un point de T d’abscisse x, (xo 7 su dans le repère (O ; Fe j) et 

d’abscisse X, (X9 > 0) dans le repère (A ; LM 1): 

a) Donner une équation de la tangente À en M, à T dans le repère (A ; : j “ 

b) La droite A coupe % et ®” respectivement en P pe: 

Calculer les coordonnées de P et P’ dans le repère (A ; ï, j), en fonction de X,. 

c) Montrer que l’aire du triangle APP’ est constante quand x,€ ]-1 ; +. 

(@) corrigé p. 124 



Étude de fonctions trigonométriques 

Indication : On pourra se reporter au chapitre 12 pour transformer certaines écritures à 
l'aide des formules trigonométriques. 

(19) x Soit la fonction f: x 1 + sin (2x + z) définie sur R. 

1. Montrer que f est une fonction périodique. 

Interpréter graphiquement le résultat. 

2. Étudier les variations de fsur [0 ; x]. 

3. a) Construire la représentation graphique @, de fsur [0 ; x]. 

b) Comment obtient-on les autres parties de la courbe représentant f ? 

Corrigé p. 128 

n 
LL 

= 
OU 
œ 
LU 
x 
LL 

(20) X Soit la fonction f: x sin2x + 2sinx définie sur R. 

1. a) Étudier la parité de f. 

Interpréter graphiquement le résultat. 

b) Montrer que f est une fonction périodique. 

Interpréter graphiquement le résultat. 

2. Étudier les variations de sun [OST 

3. a) Construire la représentation graphique @, de fsur [0 ; x]. 
b) Comment obtient-on les autres parties de la courbe représentant f? 

@) Corrigé p. 129 

cos x 
1+ cosx 

Traiter les mêmes questions qu’à l’exercice précédent. On remplacera [0 ; x] 
par [0 ; x[ dans les questions 2. et 3. a. 

(21) % Soit la fonction f : x définie pour x£#n+k-27r (ke Z). 

@) Corrigé p. 132 
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VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

1 
241) 2 

je x RATE 
O a) Faux En de limite 2 en + co. 

af = 5) PE 2 

b) Vrai. < 

C) Faux. lim (2x+1) = 11 et lim(x-5) = 0 avec x-5 > 0 pour x> 5. 
x—5 XL 

d) Faux. Donc (limite d’un quotient) limf = +ce. 
5 

e) Vrai. 

z 

CORRIGES 
a) Faux. Pour x4#0, -1 < cos = = 1 donc -3 <= cos = +2 < —]. 

b) Vrai. Pour x > 0, x {cos = 2) <-x et lim (—x) = -c. 
x — +00 

C) Faux. Pour x #0, cos à 2 < 3 et f(x) < 3/x| de limite O en 0. 

d) Vrai. 

ana nes ip Uno), | at, 
(x-2)2(x+5) (x-2)2(x+5) (x—2)(x+5) 

«(1 nt ?) TEE 2 

D) Faux, f(x) = te eu © 7 GclimiteOent+e. 
2 5 2 5 

x|1--|x|1+- x|1--|[1+- 
x x “3 x 

c) Vrai. Six >2, lim AR : HimAx-2) = 0; avec x—2 0. 
D re) TM Se 

AEL 
d) Faux. donc Le PRES TENUE 

e) Vrai. 

a) Vrai. a+b+c = -1, 3a+2b+c = —2. 

4a+2b+c = -3, on obtient un système qu’on résout par la méthode du 

pivot de Gauss facilement. 

b) Faux. 2e dy i 

c) Faux. En posant 6 on trouve Y = -X°- 3* impaire. 

= —+Y Pr 
d) Vrai. 



ES 

€) a) Faux. D) Vrai. C) Vrai. d) Faux. 
8 : k 1 

e) Vrai.xet ‘ sont de même signe simultanément donc 
x 

x+ 2] = [x] +.—. 
% Ix| 

f) Faux Six 0, 2e x" = —f(x). 

£) Vrai. 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

OÔ On se reportera aux figures de l'énoncé. 

1. Sur ]J- ;-1], fest strictement croissante donc f’(x) = 0. Nous devons 

exclure la courbe €.. 
Sur [-1 ; 1], fest strictement décroissante donc f’(x) < 0. Ce qui est vérifié 
sur les courbes €, et @.. 

Sur [1 ; +, fest strictement croissante donc f’(x) = 0. Ce qui est vérifié 

seulement sur la courbe €. 
La courbe €, représente f”. 

2. On a f(x) > 0 sur ]-c ; 0[ et f/(0) = 0 donc f est strictement crois- 
sante sur ]—c ; 0]. Nous devons exclure la courbe Ce: 

On a f’(x) <0 sur ]0;2[ et f’(0) = f’(2) = O donc f est strictement 
décroissante sur [0 ; 2]. Ce qui est vérifié sur les courbes €, et €.. 
On a f(x) > 0 sur ]2;+c[ et f’(2) = 0 donc fest strictement croissante 
sur [2 ; +c[. Ce qui est vérifié seulement sur la courbe s- 

La courbe de la courbe €. représente f. 

n 
Lu 

5 
[» 4 
n4 
[e) 
U 

Q On se reportera à la figure donnée dans l'énoncé. 

1. a) e f’(1) est le coefficient directeur de la tangente à 6 au point D. 
Cette tangente est parallèle à l’axe des abscisses donc f’(1) = 0. 
e f’(2) est le coefficient directeur de la tangente à @ au point A. 
Cette tangente est la droite (AB) donc son coefficient directeur est : 

nine Ar ee 3 195 — 1: “donc POMEET 

3 3 

b) Les solutions de l’inéquation f(x) > 0 sont les abscisses x des points de @ 
ayant une ordonnée strictement positive, c’est-à-dire des points de 6 au-dessus 
de l’axe des abscisses. 

104 | 
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On lit sur le graphique que % est au-dessus de l’axe des abscisses pour 
1 

—- <x< À, 
HS 

L'ensemble des solutions de f(x) > 0 est |; ; 4 | 

e Les solutions de f(x) = 1 sont les abscisses x des points de @ ayant une 

ordonnée supérieure ou égale à 1, c’est-à-dire des points de @ au-dessus de la 

droite ou sur la droite d’équation y = 1. 
L'ensemble des solutions de f(x) = 1 est [0 ; 4]. 

C) On a f’(x) < 0 si et seulement si f est décroissante c’est-à-dire si et seule- 

mentsil=<x< 3. 

L'ensemble des solutions de f’(x) < 0 est [1 ;3]. 

z 

2. Les variations de f se déduisent de la lecture du graphique. Nous avons indi- 

qué ces variations dans le tableau ci-dessous. 

n 
Lu 

= 
œ 
œŒ 
[e) 
U 

Nous déduisons les variations de 4/f et — en utilisant les théorèmes 2. d) et 

2. C) (cf. résumé de cours, chapitre 1) 

[8] 1. Pour tout x de Lo $ | f(x) = sinx-x et f’(x) = cosx-1. 

+ 
7 On en déduit que pour tout x de Lo L f(x) < 0 donc sinx < x. 

(105 
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Cette méthode est souvent utilisée pour étudier le signe d'une fonction ou résoudre une 
Remarque : Les variations de f ont permis de connaître le signe de f. 

inéquation (voir les questions suivantes). 

2. Pour tout x de Lo : à 

g(x) = cosx(1 +) 

g'(x) = -sinx+x = -f(x) dont on connaît le signe (question 1.) : 

2 

; a. g(x) = 0 donc cosx = ee On en déduit que pour tout x de Lo 15 

3. Pour tout x de Lo c = 

h(x) = sinx- (x- æ) 

2 
h'(x) = cosx- (1 _ =) = g(x) dont on connaît le signe (question 2.) : 

À 3 
On en déduit que pour tout x de L ; h(x) > 0 donc sinx > x- =. 

Compte tenu de la question 1., on a pour tout x de Lo : ;| : 

x : 
PR < SInX < X. 

4. Pour tout x de o:5} KG) = cosx-[1-À+ à) 
2 2MP24 
3 

k'(x) = -sinx+x- = = —h(x) dont on connaît le signe (question 3.) : 



On en déduit que pour tout x de Lo : = | k(x) < 0 

PR” 
donc cosx< 1-2 +2X-. 

2 24 

Compte tenu de la question 2., on a pour tout x de Lo ; 7 : 
z 
n 
Lu 

= 
[+4 
[4 
[e) 
YU 

2 2 4 
1-7 < cosx = Eee 

5. Application 
2 2 4 

1 (IS) cos(0,15) < 1-15), (0,15) 

2 2 24 

2 2 à 
La calculatrice donne : 1 — ter = 0,98875 1 — at + ar = 0,98877 

0, 9887 < cos(0,15) < 0, 9888. 
C’est bien un encadrement de cos(0,15) d'amplitude 107. 

On se reportera à la figure de l'énoncé. 

Appelons x la hauteur du cylindre cherché et r le rayon d’une base du cylindre. 

D’après le théorème de Pythagore (x et r évalués en cm) : 

2 2 

2 = (10) ;) = 100-—. 2 = o»-[3 - 
Le volume du cylindre est : 

2 3 
V{x) = T (100 ” =} = r(- : + 100%) 

2 

V'(x) = re + 100) 

3x2 : …. 
A +100 = O0 si et seulement si: 

3x2 
pese 100 n 

d 20 

D (car x=0). 
3 

( 107 
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: : 20 
Le volume du cylindre est maximal pour x = —: 

*E) 

ui À 
te Ce volume maximal est-[en utilisant V(x) = [100 . pe: 

œ 
œŒ = v(£) 5 r[100 400 = ke 2007, 20 

U 3 4X 3/95 3 3 

AUOT Rene 

D On se reportera à la figure de l’énoncé. La hauteur du cône est 20 cm. 

Appelons x la hauteur du cylindre cherché et r son rayon. On a : 

HUE ZX 

104020 
Le volume du cylindre est : 

V{x) = 1 =) x = [10 ë 2) x 

20-x 
, d’où le rayon du cylindre r = 

2 

2 
7[100 — 10x + Eh 

x 

re — 10x2 + 100%) 

2 

Wei re =20x+ 100 

2 
Cherchons les racines de = —20x+ 100 = 0. 

A = 400-300 = 100 = 102, 

je — =+ ee —Ù = Do: 

2%, DD 

Le signe de V’(x) est donné par le théorème du signe du trinôme. 
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ee 

Le volume du cylindre est maximal pour x = 

es 

: 2 
Ce volume maximal est [en utilisant V(x) = [10 - :) Sell: 

P) 2 (2) (0-2 2 2 3 SH)ES SI 03 

3 
= "à = 930,84 cm. 

n 
LU 

> 
œŒ 
[4 
© 
3 

Soit A’ le projeté orthogonal de A sur (Oy) et Ble projeté orthogonal de B sur 

(Oy”). 
Dans le triangle rectangle AA’O : 

: AA’ 1,20 1,20 
D JA ="). sinx OA OA donc O e. 

Dans le triangle rectangle BB'O : 

BB’ 1,20 1,20 
a = cos x OE O8 donc OB ee 

On en déduit : 

Do 0 A 
sinx  COSX 

109 
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2. Étudions les variations de la fonction f définie sur le à | par : 

ft = LORIE = 120( + } 
Sinx COsx SinxX  COSX 

RÉ 0 v” 
Rappelons la formule sur la dérivée : (à) Ho 

v 

à PS 3 2 COSX —sinx sin” X — COS? X f'(x) = 120(- SE _ SX) = 120 — 
SiNZx COS X sin? x cos?x 

T : 
Sur lo : 2 nous avons sinx > 0 et cosx > 0. 

La fonction: XX? est strictement croissante sur [0 ; +[ donc 

| ; Ra: HE ue 
sinx < cos x si est seulement si sinx < cosx c’est-à-dire pour 0 < x < =. 

Nous pouvons faire le tableau de variation de f: 

(5) 1,20 x 2/2 = 2,40,/2. 

3. Le segment [A,B,] de longueur minimale 2,40,/2 m s'obtient en construi- 

sant yOA) =) OB, = de 

fig. 2 



ARC ER LA 

À 

e Si la longueur du tableau est strictement supérieure à A,B,, on arrive à la 

position [AB] de la fig. 1 et on ne peut plus avancer. 

e Si la longueur du tableau est égale à A,B,, on arrive à la position [A,B,] de 
la fig. 2 et on ne peut plus avancer. 

e Si la longueur du tableau est strictement inférieure à A,B,, le tableau peut 

passer. Une valeur approchée par défaut de 2,40./2, est 3,39 : on ne peut donc 

traverser le couloir que si la longueur du tableau est inférieure à 3,39 m. 

1. f(x) = — 2x2 + 4x définisur R. 

a)SixÆ#0, f(x) = x(-2+{) 

lim 0. lim (-244) = 2; 

x — + X X— +0 

i 2 : 2 4 
lim x2 = + donc lim x1-2+-1| = —c0. 

X — +0 X— +00 X 

< : > 4 
Vous verrez, de même, que lim x|—-2+-| = -—ce. 

X — — co X 

Donc limf = —c et limf = —c. 
+00 — co 

b) Pour tout x réel, f(x) = -4x+4 = 4(-x+1). 

Remarquons que — 2x? + 4x = 0 si et seulement si 2x(—x+2) = 0 c’est-à- 

direx=0oux=2. 

tude de fonctions 

CORRIGÉS 
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2. f(x) = |-2x2+ 4x = |f(x)| défini sur R. 
Rappelons (cf. résumé de cours, chapitre 1) que |f| varie dans le même sens 

que f sur tout intervalle où f = 0 et en sens contraire sur tout intervalle où 

f< 0. D’où le tableau de variation de f, : 

à 

ES re 
DS CE 

z 

eSix<0ouxZ=2, f(x) <0 doncf,(x) = [f(x)| = -f(x) ; les arcs de F et 
F, correspondants sont symétriques par rapport à (Ox). 

eSi0<x<2, f(x) =0 donc f(x) = [f{x)| = f(x); les arcs deI'et D, 

correspondants sont confondus. 

3. f,(x) = - 2x2 + 4|x| sur R. 

Cette fonction est paire. Nous l’étudions donc sur [0 ; +oo[. 

Nous construirons la courbe représentative sur [0 ; +c[ et nous compléte- 

rons par symétrie par rapport à (Oy). 

Sur [0 ;+æ[, onax=0 donc [x|-=-x.etf,(x) = f(x). 

n 
Lu 

= 
œ 
œ 
e) 
U 
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® 1. f(x) = x°+x-1 définisur R. 

a) SixzO, 

1 il ee rl HAT =X (1 + 3 à) 

lim 7. lim En lim (+s-s)= 
x2 

X — +oo X X— +o X + > > x 

li € , 3 1 1 

im x? = +oœ donc lim x°|1+—-—1|= +00. 
X — +0 X— +o x? x 

à ES AE ce À 
Vous verrez, de même, que lim x°| 1+—-—— | = —c0. 

ES A NE 

CORRIGÉS 
Donc limf = +c et limf = —ce. 

+00 — Co 

b) Pour tout x réel : 
f’(x) = 3x2+1 > 0 donc est strictement croissante sur R. 

c) Utilisons la méthode donnée à l'exercice @ , chap. 1. 

Soit les points M (h ; f(h)) et M'(-h ; f(-h)). 

f(h) = h+h-1 et f(-h) = Chat 

Les coordonnées du milieu de [MM] sont: 

(EYE) E (pau) 

2 2 

Les points M et M” sont donc symétriques par rapport au point I(0 ; —-1). 

d) Pour construire l, calculons les coordonnées de quelques points : 

ER 2 | -1 0 1 2 

ON | | 1 9 

f’(0) = 1. Le coefficient directeur de la tangente en I est 1. En raison de la 

symétrie par rapport à L, la courbe est de part et d’autre de la tangente en I. 
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2. Le graphique nous montre que l rencontre (Ox) en un seul point d’abs- 
cisse X,. C'est la racine de l'équation x? +x-—1 = 0. 
Ona:0=x il 

La calculatrice donne f(0,6) = —0,184 et f(0,7) = 0,043 donc: 

(0,6) < 0 < f(0,7) 
f(0,6) < flxo) < (0,7); 
comme f est strictement croissante «0,6 < KO PE 

De plus : (0,68) = —0,005568 et f(0,69) = 0,018509 donc : 
(0,68) < 0 < f(0,69) 
(0,68) < f(xo) < f(0,69) ; 
comme f est strictement croissante : 0,68 < x, < 0,69. 

C’est un encadrement de x, d'amplitude 1072. 

1 3 9 
1: = Z 3 Ex DE ee A f(x) 5* F5x 5* 1 sur R 

à AFS 9 1 
a) SixzO, = (+) ) Si x f(x) = x Re 

; 5 È 9 . 
lim = = lim — = lim —=0 
ro 2x x +o 2x2 X— +oo X 

donc lim Gti) 22 
RON PONT 

lim x? = + donc lim (+2 2) = +oo. 
x — +00 XS +coe 2 D KO C2 RESS 



Vous verrez, de même, que lim (+27 2) = —co. 
X — —co 2 

Donc limf = +c et limf = —ce. 
+co — co 

b) Pour tout x réel : 

| ; cn 9 _ 3 3 = Lx2+3x- 2 = L(x2+2x-3) = “(x TC) 5* Le 5 (x +2x-3) 5 (x 1)(x +3) 

D'où le tableau de variation : 

7 

CORRIGES 

2. a) Une équation de la tangente À à T au point d’abscisse —1 de F° est: 

te Se (x+1)f(-1) 
30 9 A = 

HS rie 2 + 2 . 2 2 

F1) =- 
Une équation de À est donc : 

y= ++ 1)(-6) 

3 
VE= ARE: 

D eh lié 
2 2 2 

1 # Sel 

= SUP 437 + 3x + 1) 

1 
= =(x+1) SG + 1) 

(car (a+ b)? = a+ 3a2b+3ab? + b*, faire a = x et bel) 

eSix<-1, ona(x+ 1)? <0 donc: 

fO9 + 6x +5 = f(x) - (- 6x-3)<0. 
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e Soit M et M’ deux points de même abscisse x (x <—1) respectivement sur 

F et A ; appelons y,, et y,,- les ordonnées de ces points. 

YM Yu’ = fe)-[-6x-2)<0 

donc y < Yw, et est au-dessous de A. 

eSix>-1,ona(x+1})}}> 0. 

Soit M et M” deux points de même abscisse x (x > —1) respectivement sur 

et À: 

3 
Yu —ŸYw = fe -[-6x-?) 0) 

donc yy > y, et D est au-dessus de A. 

Remarques : On pourrait démontrer, comme à l'exercice précédent, que le point (+ ; :) 

est un centre de symétrie de donc la courbe est de part et d'autre de la tangente en I. 

3. (1) x+3x2-9x-2-m = 0 

il 3 9) m 
1 EX FE = y NET (1) 2 5* 5% 1 ÿ 

SF = T- 
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Étude de fonctions D: = 

Les solutions de (1) sont les abscisses des points d’intersection de F et de la 

droite ® d’équation y = = parallèle à (Ox). 

Quand m varie de — c à +0», on lit graphiquement le nombre de points d’inter- 

section de Let ® donc le nombre de racines de (1) : 

70) 7 MU L 
esi e. Æ = c’est-à-dire m < —7, une racine ; 

.m TEE te : > » 
esi Do c’est-à-dire m = —7, deux racines (l’une d’elles est 1) ; 

MOTTE 2 LES bee | : : 
@sl << - < GS c’est-à-dire —7 < m < 25, trois racines ; Ù 

esi m = 25, deux racines (l’une d’elles est —3) ; 

esi m > 25, une racine. 

CORRIGES 
1.f: x x5 - x définie sur R. 

a) Sixz0, f(x) = »(1-2) 
x 

lim et. lim (-2)=1 
x += X2 x — +oo x2 

: : s 1 
lim x = + d'où lim #(1-2 = +00. 
Rec LC X 

; AS Cl 
Vous verrez, de même, que lim x°|1——]) = -. 

X— —c X 

Donc limf = + et limf = —ce. 
+00 — © 

b) Pour tout x réel, f(—-x) = (-x)$-(-x) = -xÿ+x = —f(x) 

donc f est impaire. Nous l’étudierons donc sur [0 ;+c[. Nous construirons 

la courbe représentative sur [0 ; +c[ et nous compléterons par symétrie par 

rapport à O. 

C) Pour tout x réel, f’(x) = 3x2-1. 

D'où le tableau de variation de f: 

Era 
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+ At ed enr) définie sur R — {1}. 
“ à 
” a) Mettons g(x) sous la forme a + » a et b étant des constantes. 

| b a(x-1)+b _ax+b-a 
QE — = —— = ————. 

el x—1 x—1 

Nous avons = - Pet 9e pour tout x# 1 si est seulement si : 
X— x— 

= —9 
q ; on trouve a = —9; b = —-9 donc g(x) PET te 

a b-a=0 x— 1 
su 

: 9 Le. 9 
œ bje lim (2 )=0 donc lim g(x)= lim (9-2). 
[24 Xe +: X —> +oo x — +00 el 

n 9 9 
ba e lim (-—=) = 0 donc lim g(x) = lim (-s-2) =,—9. 

X — — co x—]1 X —> — co X —> — co x— 1 

elim(x-1) = 0. 
nl 

Distinguons deux cas suivant que x > 1 oux< 1: 

Six 16 alors PRE < 0. donc lim (- 7) = —c, et nous écrirons : 
SL IN Le 

limg = lim (-s-2) = —00. 
1+ x 1* x—1 

On dit que la limite de g à droite en 1 est co. 

: 9 ë , Six < 1, alors -———>0. Donc lim (- 7) = + et nous éCrirons : 
l A en | 

limg= lim (9-2 24e. 
le x—1- Hal 

On dit que la limite de g à gauche en 1 est +0. 

C) Pourtout xÆ1, g(x) = -9-— 
X — 

A a 
(ES D na Ce © € 

J- ce ; 1[ et sur ] 1 ; +oo[: 

g'(x)=-9 7 0 donc g est strictement croissante sur 
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EE TE A RE ES RER MERS étude defuntons QD. 
ns 

3. a) P(x) = x°-x2-x+ 10, d’où P(-2) = -8-4+2+10 = 0; 

donc —2 est une racine de P. 

b) Nous cherchons un polynôme Q tel que pour tout x réel : 

P(x) = (x+2)Q(x). 
e Cherchons d’abord le degré de Q. 
P est de degré 3 et x + 2 de degré 1 donc Q est de degré 2 ; Q(x) est de la forme 

Q(x) = ax2+bx+c. 

e Recherche des coefficients a, b, c. 

Pour tout x réel : x?—x2—x+10 = (x+2)(ax? +bx+c) 
= ax +(b+2a)x2+(c+2b)x+2c. At 

Donc (cf. chap. 2) : YU 

Gh = cé 

bE2al=— 
[e) 

-ontrouveut= ll; b=-3; c=5. YU 

C+2b=— 

D 0 

P(x) = (x+2)(x2-3x+5). 

c) Les abscisses des points d’intersection des courbes représentant f'et g sont les 

solutions des équations équivalentes, si x # 1 : 

os 
x— 1 

Ce 
ee AT = 

G-HDGADrIE, 
x— I 

TU 0 

x—] 

x(x-x2-x+10) = 0. (1) 

On a vu que P(X) = x°-x?-X+ ne = (x+2)(x2-3x+5) donc (1) est 

équivalente à x(x+2)(x?-3x+5) = 

Le discriminant de x2—3x+35 = 0 est Fe négatif donc cette dernière 

équation n’a pas de racines. 

Les abscisses des points d’intersection des courbes €; et @,sont: x = 0 et 

RE -2: 

Les points d’intersection sont : O et A(-—2 ; -6). 

4. à) Construction de @; et 6, 

On a vu que Hu g = —9 et im ng = —9 donc (cf. résumé de cours) une asymp- 

tote à la te représentant £ g est la droite d’équation : y = —9. 

cm9] 



On a vu que limg = -æ et limg = + donc une autre asymptote est la 
1+ ir 

droite d’équation x = 1. 

Nous avons construit ces asymptotes sur le graphique ci-dessous. 

z 

(aol ide 

b)On a f(x) <g(x) lorsque ‘€, est au-dessous de €, c'est-à-dire sur 
Je +2 POMIO UT: 

O Partie A 

57 800 
PASS D en: sur ]0 ; +col. 

1 Em(8+) =70! 
x—0 

57800 
lim = +, donc limf = +co. 
x— 0* 0 

e lim (8x) = +c 
X — +00 

in 57800 He 
M ne 
2. fest dérivable sur ]0 ;+o[ et 

2e f’(x) Era 57 800 = 8x’ — 57 800 

Ke 55 

82-7225) re 85)585) 

SRE Te 
Comme x > 0, f’(x) est du signe de x- 85. 

n120 ) 
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57 800 
X 

4. f(x) - 8x = 
57 800 

e lim [f(x)-8x] = lim = 0 donc la droite d’équation y = 8x 
X— +00 X— +00 à 

est une asymptote oblique à (€). 2 

CORRIGES 

e Puisque limf = +, une autre asymptote est la droite d’équation x = 0, 
0 

c’est-à-dire la droite (Oy). 

5. 

O! 20 50 85 144,5 x 

Partie B 

1. Temps (en heures) mis pour transporter les décors : 

v? ) 3 400 
+ —— |X 

297,5 

3 400 

litres. Consommation de gazole : (5 

Coût du transport (en euros) : 
2 

( AE x x07 +185 «2 ET RE, 
297,5 V V 

2. Le coût du transport f(v) est minimal pour v = 85. 

Ce coût minimal est f(85) = 1 360 €. 

3. f(v) < 1 556 si et seulement si : 

57 800 

v 
8V + < 1 556 



ET AC Rd 

PC 

& 

RCE 

8v? — 1 556v + 57 800 < 0 

v2 — 194,5y + 7 225 < 0. 

Le discriminant du trinôme v?— 194,5v + 7 225 est: 

A = (194,5)? 4x 7225 = 8.930,25 = (94,5). 

194,5 — 94,5 194,5 + 94,5 

D) 2 
Graphiquement, on a f(v) < 1 556 si et seulement si 50 < v < 144,5, mais la 

vitesse du camion étant limitée à 90 km/h, la vitesse vérifie les conditions : 

50 < v < 90. 

Les racines sont v, = = 50 et v, = — 144,5. 

n 
ML # 

U 1. Étude de la fonction coût moyen 

œ a) La fonction f est définie et dérivable sur ]0;+c[, pour tout réel x de 

= ]0;+c[, ona: 

U 2 2 , 8 V;5XÉ = SX RLG x—4)(x +4 
fo = gs À EE SERRES 

æ DE 2x 2% 

Lorsque x est strictement positif, les réels x +4 et 2x? sont strictement posi- 

tifs. Le signe de f’(x) est celui de x — 4. 

Sur l'intervalle ]0 ; 4[, f’(x) < 0 et fest strictement décroissante sur ]0 ; 41. 

Sur l'intervalle ]4 ; +o[, f’(x) > 0 et fest strictement croissante sur ]4 ; +oo[. 

b) limf(x) = lim (ou5x + :) : im(0,5x) = 0 et lim ie +00 
x 0 x— 0 X) x—0 x — 0+X 

donc lim f(x) = +c. 
X > 0 

hrs f(x) = im (ou5x + 2): lim (0,5x) = + et 
X— +o X — +oo X — +oo 

RE O0 donc lim f(x) = +co. 
x — +oo X X — +oo 

nn f(x) = + montre que la courbe @ représentative de f admet une 
X—> 

asymptote d’équation x = 0. 

C) Pour tout réel x de ]0;+c[, f(x) —0,5x = ë 
x 

Ona lim [f(x)—0,5x] = lim Éta 0. 
X —> +00 X — +co X 

Ce résultat prouve que la droite ® d’équation y = 0,5x est asymptote à €. 

La position de @ par rapport à ® est donnée par le signe de : 

f(x) — 0,5x = be 
x 

LCR 8 : 2e Quel que soit x réel de ]0 ; +cof, + Sststrictement positif donc'6 est au-dessus de D. 
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Étude de fonctions 

d) Le tableau de variation de f est : 

z 

CORRIGES 

2. Seuil de rentabilité pour l’entreprise 
a) La fonction p est une fonction affine de x, sa représentation graphique P est 

la demi-droite définie par : 

y = —0,8x+ 13 
XP A0 

P coupe & en deux points M et N. On lit graphiquement que l’abscisse de M 

est comprise entre 0,5 et 1 (x, = 0,7) et que celle de N est comprise entre 9 et 

9,5 (xN = 9,3). 

L'entreprise est bénéficiaire si p(x) > f(x). Graphiquement, cela se produit lorsque 

P est au-dessus de @ c’est-à-dire lorsque x, < x < xN soit 0,7 < x < 9,3. 

(car on suppose x > 0 dans l'énoncé). 

b) L'entreprise est bénéficiaire si : 

p(x) > f(x). 

Pour tout réel x de ]0 ; +c[, cette inéquation est équivalente successivement à : 

’ 8 
—0,8x + 13 rie = 10 

8 
—1,3x + 13 — 2 = 10: 

123 
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2124) 

Comme x est strictement positif, cette inéquation est équivalente successive- 

ment à : 

—1,3x2+13x-8>0 

1,3x2 — 13x +8 < 0. 

Le discriminant du trinôme est : À = 132-4X1,3X8 = 127,4. 
Le trinôme admet deux racines distinctes qui sont : 

, 13 — 127,4 7 13 + /127,4 
X = ————2#0,65 x" = — #9,34. 

2,6 2,6 

Le trinôme est strictement négatif (c’est-à-dire du signe contraire du coeffi- 
cient de x?) lorsque x € ]x’ ; x”. 

L'entreprise est bénéficiairé lorsqu’elle produit entre 0,65 et 9,34 hectolitres de 

décapant. 

® r: Am à PEER définie sur R — {-1}. 
EE 

C ; 
1. Mettons f(x) sous la forme ax + b + A b et c étant des constantes. 

< 
2 

PP C2 CR RES ACER) EE ENS 
Far 20 | anal x+l 

N x2+3x+3  ax?+(a+b)x+b+c à 

OUS AVONS NE 
0 POUR) OUI ES 

X+ 1 Ki 
seulement si : 

ANA 

a+b = 3 ;ontrouve a = 13" D 

b+c=3 

DSC le 

1 
Donc = X +2 + —. 

fx) $ x+l 

2.e lim fin SON en (+) - 2 
FRE 0 0 CN | X — +oco x+l 

lim x = + donc lim (x+24 )-+ 
X — +00 Xe Fe 

e On verra de même que lim (x+24 Fe —, 
X — — co x+l 

e lim (—) = +oœ et lim (x+2) = 1 donc: 
es EN L LT 

lim («+24 = +00. 
x -1t XH1 
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ù l 
e Lim |——|= et lim (x+2)=1 d 6 
im (+) TA Lan 

lim (x+24 +) = ts 
LD — 10 x +1 

Puisque lim f = +c et limf =-c, la droite ®” d’équation x = —1 est une 
1? 2 

asymptote à I. 

1 1 
3. = X+2+— HD = = RÉ CAE us donc f(x) -x - 2 Res pour x£-—I. 

z 

Ar EE AM (—) 66 
X — +o x+l 

() 
Lu 

: 
[s4 
[a 4 
(e) 
YU En 

La droite ® d’équation y = x+2 est donc une asymptote oblique à la 

courbe T. 

Position de T par rapport à D 

_ 1 4 
UOTE 

e Si x < —1, alors —- < 0 donc f(x)-x-2 < 0. 

Soit M et M’ deux points de même abscisse x (x < —1) respectivement sur T 

et D, appelons 7,, et y, les ordonnées de ces points : 

donc yy < Yw> et F est au-dessous de 5. 

: 1 : ; * à 
eSi x>-1, alors # > 0. Soit M et M’ deux points de même abscisse 

7 
x(x > —1) respectivement sur | et: 

Ym=Ym = f@)-x-250 

donc yy > Yu et T est au-dessus de Ÿ. 

4. Changement de repère 
a) Calculons les coordonnées du point d’intersection A des deux asymptotes Ÿ 

et D’: 

2 = —] OR RE “ se 

x = —1 y=l 

Le point d’intersection de ® et ®” est A(-1 ; 1). Prenons pour nouveau repère 

TES 
EPRINDE 

(125 
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œ 
œ 
[æ) 
U 

> 

. l'ancien M CORE ; et le nouveau repère (A ; FA A. 

oM = OÀ + AM 

A CURE Poe FAI 
xXi+yj = (+7) HOMME) 

> > 
= (—-1+X)i+(1+Y)] 

; x=-1+X 
D'où : 

RU Le 

1 1 
b  Y=xXT2+—Sl+rY=-14+X+24— )Ona: y = x+ TE à +2+% 

1 
Y=X+—. 

à > > 
C’est la nouvelle équation de T° dans le repère (A ; 1, 7). 

La fonction g: X+ X + : est impaire donc A est centre de symétrie de T°. 

S-Pour XZ0, 2 (X)= 

Soit M un point ADERAUES de coordonnées (x ; y) et (2e n) respectivement 



6. a) L’équation Y = X +2 de LT étant plus simple que celle de F dans 

» . 1% . . RIT 

l’ancien repère, nous allons traiter la question dans le nouveau repère (A ; 1, j). 

Soit M, un point de F° d’abscisse x, (x, > —-1) dans le repère (O ; 5, j). On 

Si xp > —1, alors X, = x, + 1 > 0. ei 

Une équation de À dans le repère (A ; i, j). est: 

1 1 n 
Y = Xot + X-X(1- +) x 0 0 x2 © 

JÉNS  Ue AUEA ro 
X9 X6 À ” 

Ve É — Lx + Es 

X5 X0 
b) Dans le nouveau repère, une équation de % est Y = X. 

e Calculons les coordonnées du point d’intersection P de À et % : 

= (: - Lx + 2, 
X5 À 

VA AXE 

L'abscisse de P est solution de l'équation : 

— (1 2 Lx Ris 
0 X0 

RE OX © 2X4 
SENS 

Le point P a pour coordonnées (2X, ; 2X;). 

e Calculons les coordonnées du point d’intersection P’ de À et ®”: 

h-2x+s 
26 Xo 0 

X =0 

Le point P’ a pour coordonnées (o à +) 
0 

‘6 

C) Soit Q le A orthogonal de P sur la droite D”. L’aire du triangle APP"est : 

2 
aire (APP’) = SAP' x PQ = 5" 20 = =), 

Cette aire est Hi 
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© fixe l+ sin( 2x + ï) définie sur R. 

1. Pour tout x réel : 

sin (2x + = + 2x) =) sin (2x + J que l’on peut écrire : 

sin [20 +T) + z.| = sin(2x + :) donc : 

; T : T 
1 + sin 2(%+ T) + À = il, Se sin( 2x + J 

fx +7) = f(x). 
Une période de f est Tr. 

Si ke Z*, on verra, de même, que f(x+kn) = f(x) donc kT est aussi une 

période de f. 

Interprétation graphique 

Soit les points M{x ; f(x)) et M’(x + kn ; f(x + KT)), le vecteur MM a pour 

coordonnées (kr ; 0) donc M a pour image M” par la translation de vecteur 

u (kT ; 0). 

2. fest dérivable sur R et f’(x) = 2cos (2x + 2) 

Étudions le signe de cos (2x 4 2) Pour tout x de R : 

T Ra 
9) — | = ar cos{ x+7) 02x+ 3 t KT (ke Z) 

e 2x = T+kn 

a 
EE 

8 

Sixe[0;xl|, cos(2x + ©) = 0 si et seulement si x = © ou x= 

S0<x<? alors Ste es et cosf2x+ 7) > 0; 

Si R<x< 2e, alors S<2x4T< et cos(2x+F) < 0: 

Si <x<r, alors F<xtieT et cosf2x+ 7) > 0 
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TAN ETE À 

w LE © S è S û 8° à R S& 

CORRIGÉS 

b) D’après la question 1. (interprétation graphique) les autres parties de la 

courbe représentant f se déduisent de 6, par des translations de vecteur : 
> 

u(kn;0), ke Z*. 

(20) f:xr sin2x+2sinx définie sur R. 

1. à) Pour tout x réel : 

f(x) = sin(-2x) +2sin(-x) = -sin2x-2sinx 

= f(x). 
Donc f est une fonction impaire. 

Interprétation graphique 

L'origine O du repère est centre de symétrie de la courbe représentant f. 

b) Pour tout x réel : 

flx +27) = sin[2(x+27)] +2sin(x+27) 

= sin(2x +47) +2sinx 

= sin2x+2sinx = f(x). 

129 
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Une période de f est 27. 

Sike Z*, on verra, de même, que f(x+k:27n) = f(x) donc k:- 27 est aussi 

une période de f. 

Interprétation graphique 

Soit les points M(x ; f(x)) et M’(x+k:27 ; f(x +k:27m)), le vecteur MM 

a pour coordonnées (k - 27 ; 0) donc M a pour image M” par la translation de 

vecteur u (k 270): 

2. Pour tout x réel : 

f’(x) = 2cos2x + 2cosx = 2(cos2x + cosx). 

Pour étudier le signe de f’(x), cherchons à factoriser cos2x + cosx : 

cos2x = 2cos2x- 1 (voir les formules de duplication. chap. 5, résumé de cours) 

cos2x + cosx = 2cos2x — 1 + cosx = 2cos2x + cosx — 1. CORRIGÉS 
Pour factoriser l'expression 2cos2x + cosx- 1, on pose X = cosx et on étu- 

die le trinôme 2X?2+%X-—1. 

Ce trinôme admet pour racines —1 et . donc : 

2X2+X 1 = 2% D{x- ;) 

On obtient donc, pour tout réel x, 

f'(x) = 4(cosx + 1)cos| x — ;) 

e Signe de cosx + 1 

Pour tout réel x, —-1 < cosx < 1 donc cosx +1 = 0 ; 

sur [0; x], cosx +1 = 0 siet seulement si x = 

e Signe de cosx — : 

è 1 ; ; 
Pour tout réel x de [0 ; x], cosx— in 0 siet seulement si cosx = 

Di 

si et seulement si x = ; 

D'où, puisque la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0 ; x] : 

. T T 
SDS 3° alors cosx = COS 3 

1 
COSX = = 

2 

l 
coOsx — - = (. 

2 



7h de 
Si 3 <x<T, alors COS3 = COSX 

= = COSX 

- Re < 0. 
2 

On obtient donc le tableau de signes suivant : 

3. a) Construction de @, 

T 

LU 

| | Étude d CIO 

z 

CORRIGES 
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b) D’après la question 1. a), l’origine O du repère est centre de symétrie de la 
courbe représentant f. Construisons 6, symétrique de 6, par rapport à O; 

€, U @, est la représentation graphique de fsur [-x ; x] qui est un intervalle 

d'amplitude 27. 

D’après la question 1. b), les autres parties de la courbe représentant fse dédui- 

sent de @, U €, par des translations de vecteur u (k :2Rx;0), keZ*. 

COS X 
1 + cosx 

L'ensemble de définition D de f est l’ensemble des réels R privé des nombres 

n+k:2n (ke 2). 

a) Pour tout x de D, ona-xe D et: 

_ mm COS CENT cPECOSAURSe 

TOR 1+cos(-x)  1Hcosx 100 

Donc f est une fonction paire. 

Interprétation graphique 
Dans un repère orthogonal, l’axe des ordonnées (Oy) est un axe de symétrie de 

la courbe représentant f. 

b) Pour tout x de D,onax+2ne D et: 

COS(x +27) > 

l+cos(x+27T) fG). 

1 re définie pour x£r+k-27n (ke Z). 

FX HAR)L= 

Une période de fest 27. 

Sike Z”, on verra, de même, que f(x+k:27) = f(x) donc k:2n est aussi 

une période de f. 

Interprétation graphique EL 

Soit les points M{x ; f(x)) et M'(x+k-27 ; f(x +k:27x)), le vecteur MM’ 

a pour coordonnées (k-27r ;0) donc M a pour image M’ par la translation de 
vecteur u(k-:27 ;0). 

2. La fonction f est dérivable pour tout x de D (quotient de deux fonctions 

dérivables, le dénominateur étant non nul) et : 

HE sinx(1 + cosx) — cosx(—sinx) ate sin x . 

(1 + cosx)? (1 + cosx)? 

D'où le tableau de variation de fsur [0 ; x! : 
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3. à) Construction de €, 

z 

CORRIGES 

Remarquons que f (à) = 0 donc €, coupe (Ox) au point d’abscisse 3. 

b) D’après la question 1. a), l'axe (Oy) est un axe de symétrie de la courbe 

représentant f. Construisons €, symétrique de %, par rapport à (Oy); 

€, U%, est la représentation graphique de f sur ]-7 ;n[ qui est un inter- 

valle d'amplitude 27. 
e D’après la question 1. b), les autres parties de la courbe représentant fse dédui- 

sent de €, U €, par des translations de vecteur A (k:2n:0), ke Z”. 



+ Vocabulaire 

Une suite de nombres réels est une application d’une partie I de N dans R : 

f' IR 

nr>f(n) = u, 
u, est le terme d’indice n ou de rang n. On dit aussi que u, est le terme général 
de la suite. On désigne cette suite simplement par (u,) ou encore plus simple- 
ment par (u,). 

nel 

+ Récurrence 

On dit qu’une suite est récurrente si chaque terme (autre que les premiers termes) 

est défini en fonction des termes qui le précèdent. 
Par exemple, elle peut être définie par : 

0 

pour tout entier naturel n, u,,, = f(u,) (1) 
ou par : 

Hos Hs 

pour tout entier naturel n non nul, u,,, = f(u,;u,_;) (2) 

Les relations (1) et (2) sont appelées relations de récurrence. 

+ Variations d’une suite 

+ Une suite (u,), ., est dite constante si : 

pourtoutnel; n+lelet 4, ="4 

ne 1 St dite croissante si : 

pourtoutnel, n+1EI et u,<u 

Une suite (u,), _, est dite décroissante si : 

pourtoutnel, n+1EI et uw, =u 

Une suite (u,) 



Suites numériques M 

+ Si on a des inégalités strictes c’est-à-dire u, < U,y+1 OUU,>U,,3, Ondit quela 

suite est strictement croissante ou décroissante. 

+ Une suite (u,), _, est dite périodique s’il existe un entier naturel non nul P tel 
que pour tout n del,ona n+PEÏI et u,,p = u,. 

° Une suite (u,), _ , est dite minorée s’il existe un nombre réel m tel que pour tout 

ndel,onau,= m. 

Elle est dite majorée s’il existe un nombre réel M tel que pour tout n de I,on a 

u, < M. 

Une suite majorée et minorée est une suite bornée. 

LE a arr 

va 
REA EET er 

PE 2 on 

| Suit ta ar 
_ 2 

— Définition 

Une suite (u,), - | est une suite arithmétique si et seulement si elle vérifie l’une 

des propriétés équivalentes suivantes : 

: Us +Uyy] 
(1) Pour tout entier naturel non nuln, u, = F 

(2) Il existe un réel r tel que pour tout entier naturel n, u,,, = u,+r. 
(3) Il existe un réel r tel que pour tout entier naturel n, u, = u,+nr. 

Le nombre réel r est appelé raison de la suite arithmétique considérée. 

+ Somme des termes d’une suite arithmétique 

Rappelons le calcul de la somme S, suivante : 

où = HOUR ReEEUr 

Se U,FU,S EE EUS 

d’où : 
AE (+u,)+ (uit, ;)+- + (Cu, +40) 

SE (uo+u,) +(uo+u,) +: +(uo+u,) 

Remarque : En partant de u, au lieu de u,, on trouve : 

n(U; +U,) 
S, = Uj+U +" +U, = 5 
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+ Définition 

Une suite (4,), - | est une suite géométrique si et seulement si elle vérifie l’une 

des propriétés équivalentes suivantes : 

(1’) Pour tout entier naturel non nuln, uf = u,_ju,,1. 
(2’) Il existe un réel q tel que pour tout entier naturel n, u,,, = qu,. 
(3’) Il existe un réel q tel que pour tout entier naturel n, u, = ug". 

Le nombre réel q est appelé raison de la suite géométrique considérée. 

+ Somme des termes d’une suite géométrique 

Rappelons le calcul de la somme S, suivante : 

Sy = Uo+u+:+u, 
n 

Sy = QUo+qui+:+qu, 
d’où en retranchant membre à membre : 

(1—9)S, = u-qu, = u,-g"* lus = u5(1—-g"* 1). 

Sig#1l, 

Sig = 1, S, = uj+uç+ "Fu (n+ lu, 

Remarque : En partant de u, au lieu de u,, si q # 1, on trouve : 

m7; 1) 

Sh = ++ +U, = ms 

Nous supposerons toutes les suites (u,), (v,), (w,) définies pour tout entier 
naturel n > n,. 

+ Définitions 

+ On dit que la suite (u,) a pour limite le nombre réel £ quand n tend vers +co si 
tout intervalle ouvert contenant £ contient tous les termes de la suite, à partir d’un 
certain rang. 
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Once imn(s,) ="(roû) ini on:=26. 
n — +oo n — +co 

. 
j € 

= ———— —— ——— — : 

Ce u, - 

> . d . . . » . 5 re 
-* Lorsqu'une suite admet une limite #, on dit qu’elle est convergente. On dit aussi d 

qu’elle converge vers #. 

+ Exemples 

+ Soit k un entier naturel non nul, lim (5) == (ÿ} 
n — +0 \f 

° lim (+ ) = 0. 
n — + n 

Sig <= Pushin (q"') = 0. 
n — +o 

— Théorèmes 

Théorème « des gendarmes » 
CN . > . 

Si à partir d’un certain rang, v, <u, < w, 

etsi lim (v,) = lim (w,) = €, alors lim (u,) = €. 
n — +oo n — + n — +oo 

a) Si lim (u,)=£ et lim (v,)=€", alors lim (u,+v,)=€+4€. 
n — +o n — +0 n — +00 

b) Si lim (us )'=. tie Jim On = alor alim) = 7002 
Tr lle n — +o 

c)Si ee _(G,)= { et HE NS en {’ 40, alors lim (=) 16 LA 
n — +o\’, { 

ME : Les théorèmes me sont encore vrais si l'une des suites (v,) ou (w,) est cons- 
tante, sa limite étant la valeur constante de la suite. 
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VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

[1] u, = l etpourtoutne N, u,,; 

a) La suite est croissante. 

b) lim (u,) = 2. 
n — +o 

2 n 
Pour tout n de N, u, = Das 

U 

AY TS SNS 
n 

n+l 
u 

b) Sin = 3, Br 

n 

c) Si n = 3, la suite est croissante. 

Pour tout n de N°, u, = . n 2 l1+n 

a) La suite est croissante. 

b) lim (u,) = +oo. 
n — +oo 

c) lim (u,) 10; 
n — +00 

Pour tout n de N, u, = (—-1)2"+1. 

a) La suite est : croissante ; 

b) La suite est : décroissante ; 

c) La suite est : constante. 

dément 
n — +00 

Forage d’un tunnel 

CIV CF 

PV ARLEIRE 

@) Corrigé p. 146 

EI] V = GikE 

CV CF 

Li More 
©) corrigé p. 146 

ETES 
Ch Vent EE 

Ch Mit CPE 

@) Corrigé p. 146 

CIV CIF 
CIV CIF 
CIV CF 

LM CINE 

() Corrigé p. 146 

Le 1° mètre de forage coûte 1 000 EF le 2° mètre 50 F de plus, le 3° mètre 50 F 
de plus, chaque mètre de forage coûte 50 F de plus que le mètre précédent. 
a) Le prix du n° mètre de forage est P, = 1 000 + 50n. 1] VASE 



b) Le prix du n° mètre de forage est P, = 950 + 50n. Que Vi 00 KE 

c) Le prix total des n mètres est Un, RAiVoCe EF 

d) Le prix total des n mètres est Us. REV QUETCE 

(©) corrigé p. 146 

Ô Soit D, le demi-disque de diamètre [ AB] de rayon 1 cm. 

Soit D;, D,, …, D, les demi-disques tangents en A à D,, de rayons en cm: 

: r 1 = On’ shppose DC Er FOD,E D; 

a) L’aire de D, est 4, = (5) : LV EN 

b) L'aire de D, est 4, = ee CIV CF 

Clos +++; lim (#,) = T. C]V  [1.-F 

d) Soit, = sÿ+s+..+,; lim (Ÿ,) = Æ Ov OF 

Corrigé p. 146 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

Etude des variations 

© Soit (4,) la suite définie pour tout entier naturel non nul n par : 

ILE 

g n 

1. Étudier les variations de cette suite. 

2. Montrer que la suite est minorée par 2. ©) corrigé p. 147 

Ô Soit (,) la suite définie pour tout entier naturel non nul n par : 

2 ñn 

ES 

Étudier les variations de cette suite. @) corrigé p. 147 

Un 

Suites numériques 

(a) 
LU 

_ 
U 
[a < 
im 
* 
LL 



O Soit la suite (u,) définie par : 

Uo = 2 

: 2 
pour tout entier naturel n, u,,, = u,+u,. 

Étudier les variations de cette suite. () corrigé p. 148 

Suites arithmétiques 

(10) Soit (u,), - \ une suite arithmétique telle que : 
n 

U M = 11, 4, = 433, Ujp+ui+-+u, = 47064. 

u Déterminer le nombre entier n et la raison de la suite. ©) Corrigé p. 148 
Lu 
* 
Lu (11) Soit (u,),- \ une suite arithmétique telle que sa raison soit égale à 4 et telle 

que uÿ+u, +: +u99 = 18 900. Déterminer u, et w99. 
©) corrigé p. 148 

® Déterminer les termes réels u,, u,,u,,u; d’une suite arithmétique sachant 
que leur somme est 20 et la somme de leurs carrés 120. 

Lt 3r r 1 3f 
Indication : Poser 4, = ee EU EE Uz = ur 

@) corrigé p. 148 

® % Soit (u,) une suite arithmétique de raison r 4 0. 

1. Calculer S, = u,+u, +... +u, en fonction de u,, u, et n. 

2. En partant de la formule donnant (a + r)? où l’on remplacera successive- 
Ve AN rer: 

ment 4 par 5: Uj,..., U,,en déduire: S°, = uÿ+u, +: + ua 

3. Calculer la somme des n premiers nombres entiers non nuls, la somme des 

carrés des n premiers nombres entiers non nuls. ©) Corrigé p. 149 

[14] % 1. Soit P la fonction définie sur R par P(x) = x? + 9x4 140. 

a) Calculer P(60). 

b) Résoudre P(x) = 0 et en déduire le signe de P(x) en fonction de x. 

2. On dispose d’une subvention de 82 800 € pour atteindre dans un désert 
une nappe d’eau souterraine. Le coût du forage est fixé à 200 € pour le pre- 
mier mètre creusé, 240 € pour le deuxième, 280 € pour le troisième et ainsi 
de suite en augmentant de 40 € par mètre creusé. 

On désigne par u,, le coût en euros du n-ième mètre creusé (n € N*). 



[ Suites numériques ES 

a) Déterminer u.. Préciser la nature de la suite (u,) etexprimer w, en fonc- 
tion de n. 
b) Pour tout entier non nul n, on désigne par S, le coût total en francs du 
forage d’un puits de n mètres (par exemple, le coût total du forage d’un puits 
de 3 mètres est 200 + 240 + 280 = 720). 

Montrer que le coût total du forage d’un puits de n mètres est 20n? + 180. 
c) À l’aide de la question 1., indiquer la profondeur maximale du forage que 
l’on peut réaliser. @) corrigé p. 149 

Suites géométriques 

(15) Déterminer le premier terme w, et la raison de la suite géométrique (u,,) 

48 

5 

© 1. On place un capital c, à intérêts capitalisés annuellement au taux de f%. 

Calculer le capital obtenu c, au bout de n années. 

Q) Corrigé p. 150 
EXERCICES 

ze 12 
vérifiant u; = m PRE LR ME 

2. Donner une valeur approchée affine de (1 + h)" pour h voisin de 0 pour 
ne {2;3;4} (cf. résumé de cours, chapitre 3). 

3. Soit les suites (u,) et (v,) définies pour tout entier naturel n par : 
n t 

U, = (+5) tv hf 100 100 
Calculer u4, Uj, 4), Us, Us Et Vos Vis V2» V3» V4 et comparer les résultats 

lorsque le taux est de 4 % ; 5 % ; 6 %. (©) corrigé p. 151 

@ x Une personne reçoit 200 000 € en héritage. Le 1° janvier 2008, elle a placé 

cette somme à intérêts composés au taux annuel de 7,5 %. 

1. De quelle somme disposera-t-elle le 1° janvier 2009 ? 

2. On pose u, = 200 000. On désigne par u,, la somme dont elle dispose le 

1® janvier de l’année (2008+n) et par w,,, celle dont elle disposera 

l’année suivante. 
a) Établir une relation entre u,,, et u,. En déduire que la suite (u,), 0 \ 

est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme. 

b) Exprimer pour tout entier #, u, en fonction de n. 

c) Calculer w,,. 

3. Une publicité annonce : « gagner de l’argent avec le placement généreux 

qui rapporte 100 % en 12 ans ». 
a) Ce placement est-il plus au moins intéressant que le précédent ? 

b) Déterminer son taux annuel sachant qu'il s’agit aussi d’un placement à 

intérêts composés. (@) corrigé p. 152 
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(18) x 1.On appelle période de désintégration d’une substance radioactive le 

temps T au bout duquel la moitié des noyaux de cette substance est désintégrée. 

Soit u, le nombre de noyaux radioactifs à l’instant { = 0. 

Calculer le nombre u, de noyaux radioactifs restants à l'instant £ = nT 
(n entier naturel). 

2. La période de désintégration du plutonium 239 est T = 24 000 ans. 

Une centrale nucléaire produit 10 kg de plutonium 239 radioactif. 

a) Combien reste-t-il de plutonium 239 radioactif au bout de n périodes ? 
b) Au bout de combien de périodes, reste-t-il moins de 100 g de plutonium 
239 radioactif ? s (@) Corrigé p. 153 

(19) x Le salaire annuel d’un technicien s'élève pour l’année 2008 à 18 000 €. 

Chaque année, son employeur décide de l’augmenter de 2 % et de lui allouer 

en plus 1 000 €. 

On désigne par S, le salaire du technicien pour l’année 2008. Pour tout entier 
naturel n, on désigne par S,, son salaire pour l’année (2008 + n). 

Par exemple : S, est le salaire du technicien pour l’année 2010. 

1. Calculer S, et S,. 

2. Pour tout entier naturel n, exprimer S,,, en fonction des, 

3. On définit la suite (u,) par u, = S,, + 50 000 pour tout entier naturel. 
a) Calculer u,. 
b) Montrer que la suite (4,) est une suite géométrique de raison 1,02. 
c) Exprimer w, en fonction de n. 

4. a) Exprimer S, en fonction de n. 
b) En déduire le salaire prévu pour l’année 2015. 

5. À partir de quelle année le salaire de ce technicien aura-t-il doublé ? 

©) Corrigé p. 153 

Limites de suites 

(20) 1. Soit la suite de terme général u, = — pour ne N°. 
n 

Montrer quepourn=1l, v,< Uu, <W 
n n 

il 1 ÉSRRRNSE CEE ni 

2. En appliquant le théorème « des gendarmes », en déduire lim (a). 
n — + 



Suites numériques (ES) 

3. À l’aide d’un tableur, construire un tableau de valeurs des suites (ue); 

(v,) et (w,) puis représenter ces suites à l’aide d’un grapheur. 

Q) corrigé p. 155 

à Soit la suite de terme général u, = /n- J/n+1. 

1. Montrer que, pour n > 1, sb u, = 0. 
2 /n 

2. En déduire lim (u,). 
n — +oo 

3. Comme dans l'exercice précédent, construire un tableau de valeurs et don- 
ner les représentations graphiques des suites ci-dessus. @) Corrigé p. 156 rs 

ÜU 
Rec : 3m 1 _ 

(22) 1. Étudier lim ( ) U 
n — +oo n Op 2 dE 

2. Utiliser une calculatrice pour retrouver le résultat de la question 1. 2 

@) corrigé p. 157 

ee ; n+l 
Étudier lim () Corrigé p. 158 

(3 nn +\n2+n+5 Gran 

d Soit (u,),-.N la suite définie par u, = 2 et par la relation de récurrence 

HS 
U = . 
n+l u, 2} 

1. Calculer u,,, en fonction de u,. 

2. En déduire que la suite (u,) est périodique. Est-elle convergente ? 

© Corrigé p. 159 

© x Comme au bac 
Depuis qu’il est à la retraite, un homme tond sa pelouse tous les samedis, il 

recueille chaque fois 120 litres de gazon qu’il stocke dans un bac à compost 

de 300 litres. 

Chaque semaine, les matières stockées perdent, par décomposition ou prélè- 

vement, les trois quarts de leur volume. 

Soit V,, V,, V; les volumes en litres stockés respectivement les premier, 

deuxième et troisième samedis après la tonte. 

De manière générale, soit V, le volume stocké le nième samedi après la tonte. 

1. a) Montrer que V, = 120 litres, V, = 150 litres, V; = 157,5 litres. 

b) Calculer les volumes V,, Vs, V;, exprimés en litres, stockés respective- 

ment les 4°, 5°, 6° samedis après la tonte. 

2. Exprimer V,,, en fonction de V,. 
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LU 

3. Pour n = 1, onpose t, = 160—V,. 

a) Montrer que (f,) est la suite géométrique de premier terme f, = 40 et 
1 

de raison -. € rails ur: 

b) En déduire l'expression de f, puis celle de V, en fonction de n. 
c) Déterminer la limite de (f,) puis celle de (V,). @) Corrigé p. 159 

€ x Comme au bac 
La suite (u,) est définie par : 2u, +6 

5 
u, = 7 et, pour tout entier naturel n, u,,, = 

1. Calculer u,, u,, u:: 

2. On considère la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par : 

Vous 2: 

a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont on précisera la 
raison et le premier terme. 

b) Exprimer v, en fonction de n, et en déduire que : 

U, = s(2) T2: 

c) Quelle est la limite de la suite (u,,) ? 

3. Illustration graphique 
> > 

Le plan est rapporté à un repère orthonormal (O ; 5, j) (unité graphique: 
2 cm). 

Soit f la fonction définie sur R+ par: 
2x +6 f@ = 

a) Tracer la représentation graphique ® de f, ainsi que la droite À d’équation 
pue fc 
b) Placer, sur l’axe des abscisses, le point P, d’abscisse u,. 

En utilisant les droites % et A, construire les points P,, P,, P, de l’axe 

(O ; 1) d’abscisses respectives u,, 4,43. 

À quoi correspond, sur ce graphique, l’abscisse du point d’intersection des 
deux droites ® et À ? 

& x Comme au bac 
On empile l’un sur l’autre des cubes dont les arêtes ont pour longueurs 

: dada : , ” respectives : a, 28. (la longueur d’une arête est la moitié de celle du 

cube précédent). 



Suites numériques F3 

1. Quelle est la hauteur maximale de la pile ? 

2. Quel est le volume maximal de tous les cubes ? @) corrigé p. 162 

Limite infinie 

(28) 1. Soit une suite (u,) définie pour tout entier naturel n = n,. 

On dit que la suite (u,,) a pour limite + quand n tend vers +c si quel que 

soit le réel À > 0, tous les termes de la suite sont supérieurs à À à partir d’un 

certain rang. 

Onécrit: lim (u,) = + ou lim u, = +. 
n — +0 n — + 

a) Soit n et k deux entiers naturels non nuls. Démontrer que : n*> n. 

b) En déduire que lim (nk) = +ce. 
n — +0 

un 
LL 

— 
[=] 
œ 
LL 
x 
sl 

2. On admet que si lim (u,) = € >0 et si lim (v,) = +, alors 
n — + n — +00 

lim (u,v,) = +c. Étudier les limites suivantes : 
n — + 

a) lim (3n4-2n+n2-1). 
n — + 

2 : HSE nn 
b) lim (Er) (@) Corrigé p. 163 

n — +00 n +1 

© xx Comme au bac 
Soit (,), - N la suite définie par la donnée de u, et pour tout entier naturel n : 

u = u,+n. 
n+1 

1. Montrer que la suite (u,), . À est croissante. 

2. Écrire successivement #, en fonction de u,,u, en fonction de u,,u, en 

fonction de u,,..., u, en fonction de u,_;. 

En déduire une expression de u, en fonction de n. 

3. Déterminer lim (u,). (On utilisera l’exercice @). 
n — +0 

4. Écrire un programme qui permet de calculer les 15 premiers termes de la 

suite, ainsi que la somme 4, + u3 + +. + Up. @) corrigé p. 164 
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VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

© 2) vrai, ,- u,.=xn7 0 dopcu =, 

b) Faux. 4,,, =n°et lim (n°) = = + donc lim C4) = = +0, 

u n @ 2) rx - nes (er 2 épth ben ps 
U, 2n+1 n2 n 

On trouvé nel 
RENTE 

b) Vrai. = /2+1-+72,414 doncsin=>3, “+ <]1. 
= n 

u : EN 
C) Faux. Pour n = 3, rl pe donc u, > U,,1. Suite strictement décrois- 

u 
sante pour # = 3. 

[3] a) Faux. Calculer #,-u,,, qui est du signe de n+n-1>0sinzl1. 

LEP PALIER de limite 0. 
n 

b) Faux. 0 < 
) +n2 n2 

C) Vrai. 

O a) Faux. u, = (—-1)2"(-1) = 1(-1) = —1. Suite constante. 

b) Faux. 

C) Vrai. 

d) Faux. lim (Un Jim]: 
(Or dia re 

@ 2) Faux. P, = P,+(n—1) = 50 = 1000 +(#-—1)50 
= 950 + 507. 

b) Vrai. 

n(P,+P 
c) Faux. P,+P,+...+P, = Fee E POST + Son), 

d) Vrai. 

nl) T 
1 6] a) Faux. 4, = (0) Me 

b) Vrai. (s4,) est une suite géométrique de raison q = - 



| Suites numériques 

RE n+l 

C) Faux. Ÿ, = ie = SX —— de limite a 

d) Vrai. 4 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

2n+1 
[7] Te pour tout n de N°”. 

n 

1. ° 1° méthode : calculons la différence u, ,, -u, : 

nn 2(n+1)+L 0241 2n+3 2n+1 
Us Un = ————© -——— = - 

+1 n n+l n 

| Cr) na) (el) sn t5n2nn2r-1 

(n+1l)n (n+l)n 
1 4 À) 

(n+l)n 
% 

donc pour tout n de N°, u,>u,,]. 

La suite (u,) est strictement décroissante. 

e 2° méthode : u, est de la forme f(n) ; étudions les variations de la fonction f : 

28e il 
> définie sur ]0 ; +, 

1 

ES ” 

IG= 0 sur]0 ;+co[ donc f est strictement décroissante sur 
= 

]0 ; +. Si l’on donne à x les valeurs netn+1,ona f(n) > f(n+1) cest-à- 

deu tie 

2. On peut écrire pour tout entier naturel non nul #: 

: 1 : 
eee A) puisque - > 0, donc la suite (u,) est 

n To aCTt n n 
minorée par 2. 

ñn 

n 

2n 

O u, = — pour tout n de N°. Nous avons u, # 0. 
n 

Uy+1 ’ 

uy 

Calculons le rapport 
2n+1 

u = 
n+l n+l 

(147 ] 



LE s 2n+1 n 2n 
DE = M . 

ue Fe CE 

Tous les termes de la suite (w,) étant strictement positifs, la suite est croissante 
u 

n 

ou décroissante suivant que est supérieur ou inférieur à 1. 

Pour tout n de N° ,ona: £ 
fon j, “DER L 2e Hire Lt 

u, n+l n+l n+l 
u 

donc —!*l > 1. La suite (u,) est croissante. 
n 

Uo = 2 

: I 2 
pour tout entier naturel #, u,,, = u,+u,. 

Pour tout entier naturel n : 
: he 

Uni Un = uÿ = 0, 
à 1 

donc u, <u,,,. La suite (u,) est croissante. 

(10) On sait (cf. résumé de cours) que : 
Un +u 

Upotuj+..+u,=(n+1) Q = (m4 DES = 222(n + 1), 

d’où: 222(n+1) = 47 064 

NE 
22? 

Or =TuS nt 

d'où:"1+433 = 11 #21{r 0donc rer 

© Ona: 18900 = 4) +uj+.-+uo9 = one 

= 50(u, + Ugo). 

Mais: Uoo = Up + 99r = uÿ +99 X4 

Uoo = Up + 396. 

D'où: 50(u, + uy +396) = 18 900 

Uoo = Up + 396 = 387. 

® La suite peut s’écrire : 

se) 
u) = a= 5 u =a-1 u, = a+2 u, = a+. 

148 
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Traduisons les hypothèses : 

Uo+uU;+u,;+u3 = 4a = 20 

2 2 2 2 
ue +ui+ ui +ui=[a- À) +(a-2) +(a+2) +(a+®) = 120 

c’est-à-dire : 
a = 5 

dat -H5r2 =N120; 

Onendéduitr® ="4, doncr = E2-——7 
Pour r = 2, Ug = 2, u, = 4, u) = 6, Uz = 8. 

Pour r =-2, Ug = 8,  u, = 6, U, = 4, Uz = 2. 
z 

Remarque : Si l'on avait considéré la suite u4, Uÿ+r, U,+2r, Uÿ+3r, On aurait obtenu 
un système d'inconnues u, et r beaucoup plus compliqué. 

n 
Lu 

= 
© 
œ 
(e) 
U 

® 1. On sait (cf. résumé de cours) que : 
Uo+u 0 n S, = (n+ 1). 

2. (a+r)? = aÿ+3a?r+3ar2+r. 

Remplaçons a successivement par U9, Us... Un: 
3 2 

(u9+r)? = uÿ + 3uçgr + 3uor? + 1° 

3 2 
(u, +7) = u,+3uir+3u;r2+r 

3 2 
(u,+r) = u,+3u,r+3u,r?+ ri. 
Additionnons membre à membre ces n + 1 égalités et simplifions : 

(u,+r)? = us + 3rS 7 + 3725, + (n+1)r°. 

d'où S/=—|(u,+r)- uÿ— 3r2S,, —(n + Dr. De 
3r 

3. Pour u, = 0, r = 1, u, = n, on trouvera: 

n(n +1) on(n+ DO2n#1) 
S, = EE et Sy = RATE ADR 

1. Étude de la fonction P 
a) P(60) = 602 +9 x 60 —4 140 = 0. 

Donc 60 est une racine de P(x) = 0. 

b) e x2 + 9x— 4 140 est de la forme ax? + bx+c= ER DS = tr et 

x” étant les racines de P(x) = 0: 
x2 + 9x — 4 140 = (x—60)(x-— x”). 
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Considérons le terme constant des deux membres : 

_4 140 = (—60)(-x”) 
4 140 PE RE 60. donc x Go 

Les solutions de l’équation P(x) = 0 sont —-69 et 60. 

e P(x) est du signe de a = 1 c’est-à-dire strictement positif si x < —69 ou si 

x > 60. 

e P(x) est strictement négatif si —69 < x < 60. 

2. Étude de la suite (u,) 
a) u, = 200 

u = 200 + 40 = 240 : 
u; = 240 + 40 = 280 
u, = 280 + 40 = 320 
us = 320 + 40 = 360. 

Pour tout entier naturel # non nul, w,,, = u,, +40. 
Donc la suite (u,) est une suite arithmétique de raison 40 et de premier terme 

u, = 200. 
u, = u,+(n—-1)x40 = 200 + (n — 1) x 40 

n 

, = 40n+ 160. 
b) Le coût total du forage d’un puits de n mètres est : 

n(u, +u,) ; \ 
S, = tu + +u, = RESF (cf. résumé de cours) 

= 5 (200 + 40n + 160) 

= 7 (40m + 360) 

= 20n? + 180. 

C) Soit n le nombre de mètres qu’il sera possible de creuser avec une subvention 

de 82 800 euros. L’entier naturel n doit vérifier 

S, < 82 800 
soit 20n? + 180n — 82 800 < 0 

n?+9n—4 140 < 0. 
D’après l’étude faite au 1., les entiers solutions sont les entiers compris entre 1 
et 60. 

La profondeur maximale du forage qu’on pourra réaliser sera de 60 mètres. 

Ona u, = u,g et us = u,q2. 
Sachant que u, est positif et u, négatif, la raison g est un réel négatif. 

48 12 DEN 
+ ir = AR d'où g? = 4 donc q = -2 (puisque g <0). 
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Us = uÿg = u,(-2) = "Bu, doù uw, = ax : _—. 

O 1. Soit c, le capital obtenu au bout de la p-ième année. Il devient au bout de 

la (p + 1)° année: 

S 1e) ÊTES t 
Ki Cp + Cp100 = cj(1 +5) 

donc la suite (c,) est une suite géométrique de raison g = 1+ LE et de 

1° terme ©. . DA 

Le capital obtenu au bout de n années est : 

Û (: +5) 
5 100) ‘ 

2. Soit la fonction f: x x", ne {2;3;4}. Une valeur approchée affine de 

fQ+h) = (+h}" est f(1) + hf’(1). 

FOhsEnxts !:doncff(1)= n: 

Donc (1+h)"=1+nh. 

n 
LL 

“ 
[4 
[a 4 
[e) 
U 

E. n 

3u= (+5) tre don 
100 100 

Nous remarquons que : . 
Ug = Vo = 1 

U, = V, = FLE 
RE 100 

D’après la question 2., u,, u:, u, ont pour valeurs approchées affines respecti- 

vement #, V3, V,. Nous calculerons #,, u3, u, à l’aide d’une calculatrice. 

eSiletauxest de4%: u, = (1,04)" et v, = 1+0,04n. 

Uo = Î Vo = Î 

u, = 1,04 v, = 1,04 
u, = (1,04)2 = 1,0816 v, = 1,08 
u = (1,04) = 1,124864 v; = 1,12 
u, = (1,04)4 = 1,16985856 v, = 116. 
eSiletauxestde5%: u, = (1,05)" et v, = 1+0,05n. 

Ugo = Î Vo = 1 

u, = 1,05 v, = 1,05 
U = 05) :=0L1025 v, = 1,1 

u; = (1,05)? = 1,157625 Fils 

u, < (1,05) = 1,21550625 v, = 1,2. 

eSiletauxestde6%: u, = (1,06)" et v, = 1+ 0,061. 

Uo = 1 Vo 1 

u, = 1,06 v, = 1,06 
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u, = (1,06)? = 1,1236 v, = 1,12 
= (1,06)? = 1,191016 v; = 1,18 

u, = (1,06)4 = 1,26247696 va = 1,24. 
Dans les 3 cas étudiés, u, = v, et u, = v,. Les valeurs de ,, u;, u, sont très 

proches de celles de v;, v3, v4. 
Nous remarquons aussi que l'écart u, — y, augmente avec le taux. 

(17) 1. Au 1‘ janvier 2009, la personne aura la somme déposée à laquelle s’ajoute 

les intérêts I. On a 1 = _ X 200 000 = 15 000 €. 

+4 Au 1‘ janvier 2009, la personne disposera de 200 000 + 15 000 = 215 000 €. 

0 RS x > 2 2 œ 2. à) La somme u,,, est égale à la somme w, obtenue l’année précédente 
F augmentée des intérêts produits par u,, pendant 1 an, d’où 

cs pourtoutentiern, U,,, = uU,+ eu, = 1,075u,. 

Cette égalité montre que la suite (u,), : \ est géométrique de raison 1,075 et 

de premier terme w, = 200 000. 

b) On a donc pour tout n deN, u, = 200 000 x (1,75)". 
C) On a donc u,, = 200 000 x (1,075)!2 = 476 356. 

3. a) Le placement « généreux » rapporte au bout de 12 ans une somme 
Vi) = 2Xu, (augmenter de 100 % signifie que la somme est doublée en 

12 ans), donc v,, = 400 000. Le placement « généreux » est moins intéressant 
que le précédent. 

b) Soit t le taux annuel en pourcentage qui permet d’obtenir 400 000 € au 

bout de 12 ans. On obtient de la même manière que dans la question 2. : 

12 

V) = 200 000 x (: + x) = 400 000. 

Eee Et Rat 
On en déduit que (: h x) = 2. On remarque que t est inférieur à 7,5 %, 

car la somme v,, est inférieure à u,.. 

À l’aide d’une calculatrice, on essaie par tâtonnement différentes valeurs de f : 
256,55 0559; 

Jade 6,5 6 2 
1 2355 ee ee SAT 
| ) ( a) (1 Ÿ &) 0 

12 

(: + ni = 1,99. 

5,95 
Pour { = 5,95 on obtient (1 + ee) = 2,0008. 

Le taux recherché est proche de 5,95 %. 
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ARE JE 

D 1. Soit u ? le nombre de noyaux radioactifs restants au bout de p périodes T, le 

nombre de noyaux radioactifs restants au bout de (p + 1) périodes est : 

Per. 
p+l 2) 

Donc la suite (4, ) est une suite géométrique de raison q= - et de 1” terme u,. 

ss Uo 
D'où :u, = F = up(0,5)". 

2. à) Dans 10 kg c’est-à-dire 10 000 g de plutonium 239 radioactif, il y a w, 

noyaux radioactifs. 

Dans xg de plutonium radioactif restant au bout de n périodes, il y a u, 

noyaux radioactifs. On peut écrire : 

EN IE ; 

10 00015. RU 

D'où x = 10 000(0,5)" grammes. 

b) Il reste moins de 100 g de plutonium radioactif pour : 
10 000(0,5)" <100 

(0,5) < 1072 c’est-à-dire (0,5)" & 0,01. 

Étudions les variations de (0,5)". Pour tout entier naturel n: 

(0,5)7 +1 

(0,5)" 
tement décroissante. La calculatrice donne : 

(0,5)5 = 0,03125 > 0,01 
(0,5)S = 0,015625 > 0,01 
(0,5)7 = 0,0078125 < 0,01. 
Il reste moins de 100 g de plutonium 239 radioactif au bout de 7 périodes de 

24 000 ans soit 168 000 ans. 

® 1.5, 

— 05 = rdonc(0,5) 580,5) "Lasuite ((0,5)")/ 2 N-estStric- 

So+ SoX rs + 1 000 = 1,028, + 1 000 

1,02 x 18 000 + 1 000 

= 19 360 €. 

De même : 

S, = 1,028, + 1 000 = 1,02 X 19 360 + 1 000 

5 = 20/7477; 
Il 

À 
a no ne 

1,025, + 1 000. 

Il 
2. Sy+1 

S n+l 

z 

CORRIGÉS 
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. 3. a) Pour tout entier naturel n, u, = S, + 50 000 

ss) donc Up = So + 50 000 = 18 000 + 50 000 

: ug = 68 000. 
1 b) Pour tout entier natur el n: 

À Uni = Sy + 50 000 
R = (1,02S, + 1 000) + 50 000 

1,02S, + 51 000 
1,02(S, + 50 000) 
1,02u, 

donc la suite (u,) est une suite géométrique de raison g = 1,02. 

CJ.u == 068 OU 

Il 

2 

CORRIGES 
4. a) Puisque uw, = S, + 50 000 (question 3. a)), on en déduit : 

$, = u,-— 50 000 
S, = 68 000(1,02)" — 50 000. 

b) 2015 = 2008 +7 donc l’année 2015 correspond à n = 7. Le salaire prévu 
pour l’année 2015 est : 

S, = 68 000(1,02)7 — 50 000 = 28 111 €. 

5.OnaS, = 25, pour: 

68 000(1,02)" — 50 000 = 36 000 

68 000(1,02)" = 86 000 
86 000 

1,02) = ——— 
( ) 68 000 

86 
1,02) = —. (1,02) GE 

43 43 10) 2 = 1,2647. ( ) 34 Ona 34 1,2647 

Étudions les variations de (1,02)". Pour tout entier naturel n : 

(1,02) +1 er | 
(Lo — 1:02 = rtdonc (102) (1,02). La suite ((1,02)"), - N est 

strictement croissante. La calculatrice donne : 

43 
102) = 2189 (1,02) 34 

43 
102) =" 124331 (1,02) 34 

PEN D ee: 
34 

À partir de l’année 2008 + 12 = 2020, le salaire du technicien aura doublé. 

[154 ) 



| Suites numéri 

RÉPARER RD ER RL RE ER RE ARE PR er COURT PS URUTE PIE PE NES A — 

ques be 

ETES 
ps 

@ 1-Pourne Niona:-1=<= sinn = 1 É 

donc d’après le théorème « des gendarmes »: lim he 
n — + n? 

3. Construction des tableaux 

— Placer sur la première ligne les différentes valeurs de la variable. 

— Construire les lignes suivantes contenant les valeurs prises par les différentes 

fonctions. 

de eh Li EE 

) 

2 

CORRIGÉS 

(sin(n)}/(n12)|=(SIN(B1))/(B112)|=(SIN(C1))/(C1A2) 

(1)/(n12) =(1)/(B112) =(1)/(C1A2) 

En glissant vers la droite, on obtient : 

LEDs ls re, v,es. 
es | 

Gr D 
0,0400 | 0,0278 | 0,0204 

PERTE ENT NON TE TS 
0.0025 | 0,005: 

0,0083 | 0,0069 | 0,0059 

Utilisation du grapheur 
_ Sélectionner les lignes qui comportent les données : la ligne comportant les 

valeurs prises par la variable et les lignes contenant les valeurs prises par les diffé- 

rentes fonctions dont on veut obtenir les représentations graphiques ; on inclura 

la première colonne qui comporte les expressions ou le nom des fonctions. 

- Cliquer sur le bouton Assistant Graphique. 

_ Dans la fenêtre type de graphique, choisir Nuages de points (cliquer sur Nua- 

ges de points). 

_ Dans la fenêtre sous-type de graphique, choisir Nuages de points. 

bi 
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— Cliquer sur le bouton Suivant. 

— Cliquer sur Terminer, le graphique s’affiche. 

+ (-1)(n42 
o (sin(n))/(n12) 

F A (1)/(nA2 

0,1000 

n à . 
ML À 

TC] o GC à 4 À FLE à à 

re 0,0000 | | | 8 
œ 0 FLE 4 15 
Oo dx 

—0,1000 

(21) 1. Pour tout entier naturel n, 

u = net > Gi dn+ Da + n+1) 
Nn + V/n+1l 

n=(n+10% —1 : 

Nn + /n+1 Nn+ /n+1 

Pour n>1,ona /n+\n+1> Nn + Nn, et donc les deux membres étant 

: s 1 1 
strictement positifs, © < ———. 

Nn + Wn+l 2,/n 

à : 1 
Mais pour tout entier n = 1,0 < ———; donc pour tout entier n = 1, 

Nn+ /n+1 ; 

0 < 1 
1  , 

Nn+ n+1 24/n 
1 Re na AR a if 

2 /n Nn+ /n+1 

2 

< 



: 1 RS Fe 
2. La suite (- —) a pour limite 0, donc en utilisant le théorème « des 

2 \n ne N° 

gendarmes» lim (u,) = 0. 
n — + 

3. En procédant comme dans l'exercice @ , nous obtenons les tableaux et les 

représentations graphiques ci-dessous : 

RC RE RS Re 

(-1/(2*RACINE(n)) [=(-1)/(2*RACINE(B1)) = (-1)/(2*RACINE(C1)) 
jun __|=RACINE(B1)-RACINE(B1+1) [=RACINE(CI)-RACINE(C1+1) 

ES LC 
D rmRavaiae 

-1)/( > 

PRE 
(-1)/(2*RACINE(n)) 

[0 00000 | 0,000 | 

RERO IR AE EE 

RE 
NS 

—0,2000 

—0,3000 

I 

—0,4000 

_ 

2 
0.0000 

ER er? 

-0,1336 | -0,1291 

—0,5000 L, 

+ (-1)/(2*RACINE(n)) 
un 

0 

—0,6000 

7 

CORRIGES 
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1" méthode 
b 

Mettons u, sous la forme a + sn tout n de N : 
n 

3n+1 b an+2a+b 
—— = a+ = ————. 
n+2 n +2 n +2 

On prendra : 

=) 
É On trouve a = 3 et b = -5. 

DA DbI= l 

5 

’ 

lim (- ) =-0-donc=-lim(u;)=3; 
ñ — +0 n +2 n — +co 

2° méthode 

n 
LU 

: 
[° 4 
œŒ 
e) 
U 

n(3+2) sul 

Sins. ue EU RER 
f +2 2 

F n(1+2) 1 += 
ñn n 

lim (2) = «im (2) = 0 donc en appliquant les théorèmes sur les limites 
n — +o\fl n — +o\fl 

(d’une somme et d’un quotient) : 

lim (u,)0=13. 
n — +co 

2. En opérant de la manière suivante (avec la TI 89) on obtient la limite de la suite : 

HOME 

(3n+1)/(n +2) STO u(n) 
F3 3 (il s'affiche « limit (») 

u(n), ñn, ) 

ENTER (la limite 3 de la suite s'affiche). 

n(1+2) 1+1 

(23) Sin>= 1, ER = =; ee à 

CRC s m(1+1+35) fé 1+-+— 
n On? LES 2 

. 1 , 5 : 22 an lim |-}= lim — |=0 donc en appliquant les théorèmes sur les limites : 
n— +o\)/ n—+\# 

hi 

lim mn = 1 et lim (#,) = 0x1 = 0. 
a DS PAS 0 n — +oo 

GNT 

1158) 



(24) 1. Pour tout entier naturel n, 
HS 

Res Uns175 À PR Li um 

NE | Pie = HS Ut 

EE | 

Uy+2 = Une 

2. 2 est donc une période de la suite (u,,), 

DES Fee 

La suite (u,) n’est pas convergente car elle prend alternativement les valeurs 2 

et—3. 

Ugo = 2, Uj = md AU) 25 Hs =), 

CORRIGÉS 1. Calcul des six premiers termes de la suite 
a) Le 1% samedi après la tonte, le volume stocké est égal à 120 L. 

Le 2° samedi après la tonte, le volume V, stocké est égal à 120 L auxquels 

s'ajoute le quart de V,, soit : 

V, = VX 3 + 120 = 30+120 = 150 L. 

Le 3° samedi après la tonte, le volume V, stocké est égal à 120 L auxquels 

s'ajoute le quart de V,,, soit : 

V; = aV2+ 120 = 2" 150 + 120 = 157,5 L. 

b) De la même façon on a successivement : 

V, = Va + 120 = 159,375 L. 

V, = aVa+ 120 = 159,84 L. 

Ve = a Vs + 120 = 159,%6 L. 

2. Calcul de V, ,, en fonction de V, 

Comme précédemment, le volume stocké V,,  , après la tonte, le (n + jy 

samedi est égal à 120 L auxquels s'ajoute le quart restant de V, ; d’où pour tout 

. 2 s 1 

entier n supérieur ou égal à 1, V,,, = 3 Vu # 120. 

3. Limite de la suite (V,,) 

a) Pourtoutnde N°, +t, = 160—V,. 

Montrons que (f,) est une suite géométrique. 



z 

CORRIGES 

Pour tout entier n de N°, #,,, = 160—V,,; 

1 = 160- ( V+ 120) 

1 
= = Va + 40 

= :(160-V,) 

1 
= gr 

Par définition, la suite (f,) est donc une suite géométrique de raison à 

Son premier terme est £, = 160 — V, = 40. 

b) Expression, en fonction de n, det, puis de V, 

La suite (f,) étant géométrique de raison re de premier terme f, = 40, on a: 

EN | 

pourtoutne N°, #,= ox (à) : 

D'où, en utilisant légalité qui lie t, et V,,: 

n-1 

pour tout ne N°, V, = 160—+, soit V, = 160 - 40/1) | 

C) Limite de (t,) et de (V,) 

nl 

D’après le cours, lim (2) car 0 < he 1; donct!limt, =°0: 
n — +œ\4 4 n — oo 

D'où: lim V, = lim (160-+,) = 160. 
n — +00 n — +o 

fin Ve -=1160. 
n — +o 

1. Calcul des premiers termes de la suite 

2u,+6 
Pour toutentier nn, u A et u, = 7. 

En remplaçant successivement # par 0, 1, 2 dans la relation donnée, on a : 

2u + 6 
U, = 5 EL 

2u, +6 
TRE L = . = 28 

2u, +6 
U; = 5 = 2922 
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2. a) Montrons que la suite (v,) est géométrique. 

Pour tout entier n deN, v,,, = u,,,-2 

2u, + 6 2u,,—4 
Vrat e 5 Fa = 5 

2 2 
Vraie 5 (Un 2) m Sn 

La suite (v,) est une suite géométrique, de raison 5 et de premier terme 

b) Expression de v, et de u, n 
= > . z Dre . 2 LL 

Pour tout entier naturel n, le terme y, d’une suite géométrique de raison : et MT 

. Fe 
de premier terme 5 est v, = 5 x (à) ë : 

U 
D’où, pour tout entier n de N : 

! D 
U, = V,+2 Soit u, = sx (à) 2 

C) Limite de (u,) 

n 

lim (2) =0 (limite d’une suite géométrique de raison - avec 0< 2< 1) 

donc. lim (#,) = lim (5x(2) +2) = 
ñn — +o Hire) 

> 

b) Soit le point P, de l’axe (O ; :) d’abscisse u, = 7. 

Construisons « l'escalier » QR,Q,R,QR;Q,; en menant des parallèles aux axes 

de coordonnées (voir figure). 

Construction de u, à partir de u, 

P, a pour coordonnées (u, ; 0), Q, est un point de D, donc ses coordonnées 
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un 
NL 

Le 
œ 
œ 
[æ) 
ur 

sont (4 ; f(u9)) = (9; 41). R, a même ordonnée que Q, et puisque R, 

appartient à À, ses coordonnées sont (#, ; #,). La parallèle à l’axe des ordon- 

nées passant par R, coupe l’axe des abscisses en P, d’abscisse u,. 
Construction de u, et u; 
On construit, de même, u , à partir de u, : on obtient le point P, d’abscisse u,. 
On construit, de même, u, à partir de u, : on obtient le point P; d’abscisse u;. 
L’abscisse 2 du point d’intersection de D et A est la limite de la suite (w,). 

1. Appelons h,, h;, …., h, les hauteurs des cubes. Elles forment une suite géo- 

DCE : 1 
métrique de raison q = i 

La hauteur de la pile obtenue est : 

S 
n 

h,PRSE +R, =, h 
n 

n+l 

1 = (5) 2 1 n+l 

te 
9] 

Quand n augmente, la hauteur maximale de la pile est lim où: 

On sait (cf. résumé de cours) que si |g| < 1, ona lim g" = 0 donc: 
h — +00 

: 1 n+l : 

lim (G) = 0 et lim S, = 24. 
n — +oo n — +c 

2. Appelons v5, v; …, v, les volumes des cubes. Ils forment une suite géomé- 

Al) el 
trique de raison g” = Mere 

3 3 n nes id 4 se D | 

nas 16 le eo 2 OS 
Le volume total obtenu est : 

n+l 

1-() 8 8a 
SA ge Re mn || 

lea 

hs Col 



il n+l 

lim G) SrO0Rdonc 
n — + 

C’est le volume maximal de 

finiment. 

lim S; = —. 
n — + 7 

tous les cubes quand leur nombre augmente indé- 

(28) 1. à) Soit n et k deux entiers naturels non nuls : 

n* 

n 

b) Soit À un réel strictement positif arbitraire. 
À partir d’un certain rang,ona n> A etnl=n>A. 

Donc lim (n*) = +0. 
n— +00 

= nf-1>1] donc n>n. 

z 

CORRIGÉS 

2. a)u, = 3n*-2n+n2-1. 

Some, = ns(3-? 
n 

3 1 à 1 
lim (2) im (5) = 

n — +oo \ F1 n — +0 \f1 

donc lim (3-2+<- 
n — +o 

és 
Fr 

lim (à) 2:10 
n — +0 \fl 

lim (n4) = + donc, d’après le théorème donné dans l’énoncé : 
n— +c 

lim (u,) = lim ns(s- 
fn — +oo n — +o 

re 
b) », = LAS Lite 

PAS | 1 
_ + — — — = #00, 

n On? . 

n+l 

102,5, 15 
f1+1-5) Et re RCE Le - 

SGin=l, V, = À url 

1 +- 
n(1+2) n 

lim (5) = {im (à) 0 
n — +c \ FI n — +o \f1 

. RUES) 
1+--— 

n On? 
donc lim see 
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lim (n) = + donc, d’après le théorème donné dans l’énoncé, la limite du 
n— +c 

1 le 
n 

produit n RS est + quand n tend vers +0». 

IR 
n 

3 
_n 

Donc lim (v,) = +c. 
n — +0 

1. Pour étudier le sens de variation de la suite (4,), on étudie pour tout entier 

naturel n le signe de u,,.—u,. Pour tout n deN, u,,,-u,=n, donc pour 
tout n deN, u,,,-u, = 0;la suite (u,) est croissante. 

2.Ona uw, = 4, 

Uu) = uj+l 

WE U)+2 

Uu, = u,_,+(n-1) pourrn=]1. 

En faisant la somme membre à membre de ces n lignes, on obtient : 

Ui+u + +u, = Upotu tr +u, jy+14+2#04(n- 0; 

D’où, en simplifiant 
U, = +1 HIER CD) 

1+2+:::+(n-—1) est la somme de (n—1) termes consécutifs d’une suite 

arithmétique de premier terme 1 et de dernier terme (n—1) donc (cf. livret 
détachable) : 

1+2+..+(n-1) = DE + D} mA Ur, 

d’où 
URL 

2 

2 2 
3. Pour tout entier n, Gerets nf =) 

Uy = VU) 

2 2 

4 il : 
lim - = 0 donc lim G-x) = 

n— +ofl RSR 2 

lim n2 = +oo 
n — +o 

: l Îl 
donc lim m(5-) — co et li ati 

ST 2 ; RER) Fe: 



4. Avec une TI 89, le programme est le suivant : 

Touche MODE 

Dans le menu qui s'affiche, dans la rubrique GRAPH choisir SEQUENCE à 

l’aide du curseur. 
ENTER 
Dans le même menu qui s'affiche, dans la rubrique Display Digits choisir 

FLOAT 12 à l’aide du curseur (pour la précision). 

ENTER 
Y = (obtenu en appuyant sur touche verte et F1) 

Il s'affiche u1(n) =, taper ul(n—1) +n—1. n 
ENTER Ü 
Il s'affiche u11, taper 0 (premier terme). æœ 
ENTER œŒ 

[e) 
U WINDOW (obtenu en appuyant sur touche verte et F2) 

Placer 0 dans nmin (indice du premier terme de la suite). 

TblSet (obtenu en appuyant sur touche verte et F4) 

Dans INDEPENDANT choisir Auto. 

Placer 0 dans TablStart (valeur de n à partir de laquelle on veut l'affichage). 

Placer 1 dans ATabl. 

TABLE (obtenu en appuyant sur touche verte et F5). Les termes de la suite 

s'affichent. 
Pour calculer un terme de rang donné, par exemple 30, on appuie sur HOME 

et on tape #1(30) puis on appuie sur la touche ENTER, le terme (30) s'affiche. 

Pour calculer la somme u4, +, +: +06: 
HOME 
F3 
4 il s'affiche Y(. 

Taper u1(n), n, 0, 10) 

ENTER le résultat s'affiche. 
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D'une façon générale, lorsque des énoncés feront intervenir une proposition p ou 
une proposition q, pour éviter de répéter les énoncés avec p puis avec q, nous écri- 

rons p (resp. q). 
Dans toute la suite, on désigne par (x) la série statistique (x, ; x, ; ... ; x,) 

(resp. ((xus1)5 Go: 1): m))coùen,restil'efrecnifide a valent 

n=n) +1, +... + n, l'effectif total). 

e sé RE 1 
M pe à 5 à PAS 

Soit (x) une série statistique avec x, < x, < :-: < x, (resp. x, < x, < --: < x), 

les différentes valeurs ayant été classées par ordre croissant, 

—+ Moyenne 

: ELU PORTO 
On appelle moyenne, le réel noté x, égal à A Ci +X ++ x) 

1 
(resp. ALES FX + En) 

+ Médiane 

+ Sin est un nombre impair, on désigne par médiane la valeur de la série ayant pour 
nes en 

rang l’entier qui suit 5 

° si nest un nombre pair, on désigne par médiane le réel 5 Xn + pp dans ce 
ON 2 

cas, il se peut que la médiane ne soit pas une valeur de la série. 

On désignera par m(x) la médiane de la série proposée. 

+ Transformation affine des données 

Si l’on opère sur les valeurs x; la transformation y; = ax;+b (a#0), onaen 
notant (y) la série des y; : 

5 =ax+b, m(y) = am(x) + | 



6 Statistiques 

—+ Variance 

+ Définition 
On appelle variance, le L noté V(x), égal à 

CRC EE +4, —Xx)). 

(resp. = CG x) +n,(x,-x)2+...+ PNR ER ). 

+ Propriétés 

— La variance d’une série est un réel positif ou nul. 

— On a (théorème de Huygens) :| V(x) = EG +x + + x) — x? 

(resp. CET + x +... + nyx}) —x?). 

— La fonction {+ = (G —t)2+(x,-1)2+...+(x,-t)?) 

(resp. tr ICT —t)+n,(x,-t)?+.+n{(x-t)?)) admet un minimum 

pour {= x. Ce minimum est V(x). 

+ Écart type 

On appelle écart type le réel positif noté s(x) égal à la racine carrée de V(x) : 

SX) = N VX) 

+ Transformation affine des données 

Si l’on opère sur les valeurs x; la transformation y; = ax;+b (a#0), onaen 

notant (y) la série des y; : 

V(y) = a2V(x),  s(y) = lals(x) 

+ Écart moyen d’une série statistique 

On appelle écart moyen le réel positif : 

1 = _ 2 
(x) = = (a =x|+x,-x|+..+|x,-x]) 

(resp. = (maxi _x|+nx-x| +. +nlx-x|)). 
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Remarque : On étudiera à l'exercice. 4. le minimum de la fonction : 

te 2 (be —t+.+x, 11) (resp. t+ (nl -t}+.+n1x-t)). 

+ Premier et troisième quartiles 

- Le premier quartile est le plus petit élément g, des valeurs des termes de la série, 

ordonnées par ordre croissant, tel qu'au moins 25 % des données soient inférieures 

ou égales à q.. 

Méthode pratique : on recherche la valeur du caractère dont le rang est le premier 

5 TR : TOP ST: 7e L \ 11 
entier qui suit le rationnel 2 (c’est-à-dire supérieur ou égal à ; j 

+ Le troisième quartile est le plus petit élément g;, des valeurs des termes de la série, 

ordonnées par ordre croissant, tel qu’au moins 75 % des données soient inférieures 
ou égales à g;. 

Méthode pratique : on recherche la valeur du caractère dont le rang est le premier 
3 ke: k 3n 

entier qui suit le rationnel ns 

+ Intervalle et écart interquartiles 

+ On appelle intervalle interquartile, l'intervalle [q, ; q:]. 

+ On appelle écart interquartile, le réel 9; — q.. 

+ Transformation affine des données 

Si l’on opère sur les valeurs x; la transformation y; = ax;+b (a > 0), onaen 
notant (y) la série des y; : 

(y) = ag;(x) +b 

q93(y) = ag;(x) +b 

g3(y)—qi(y) = a(g;,(x) — q,(x)) 



Soit (x) une série statistique avec 
TA EX € LS Xn (resp. x =Xx, < ... <x), 

les différentes valeurs ayant été classées par ordre croissant. 

— Premier décile 

- C’est le plus petit élément d, des valeurs des termes de la série, ordonnées par 
ordre croissant, tel qu’au moins 10 % des données soient inférieures ou égales à d.. 

+ Méthode pratique : on recherche la valeur du caractère dont le rang est le pre- 

: : dal f n 
mier entier qui suit le rationnel 10: 

—+ Neuvième décile 

- C’est le plus petit élément d, des valeurs des termes de la série, ordonnées par 
ordre croissant, tel qu’au moins 90 % des données soient inférieures ou égales à d. 

+ Méthode pratique : on recherche la valeur du caractère dont le rang est le premier 

On 
10 

entier qui suit le rationnel 

C’est la donnée de quelques paramètres qui permet une bonne interprétation de la 

série statistique. Donnons quelques exemples de résumés : 

+ (Médiane, écart interquartile) 

Ce couple est dit « robuste » aux modifications des valeurs extrêmes ce qui signifie 

que les deux nombres, médiane et écart interquartile, ne changent pas si l’on modi- 

fie une ou deux valeurs extrêmes. 

+ (Moyenne, écart type) 
La moyenne est sensible à la modification de valeurs extrêmes. 

+ (Médiane, premier quartile, troisième quartile, valeur extrême inférieure, valeur 

extrême supérieure) 
La représentation graphique est un diagramme en boîte de Tukey. 

is 
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Exemple (la largeur de la boîte est arbitraire) 

12 
Valeur maximale 11 

10 

Troisième quartile 8 8 
Médiane 7 

6 
Premier quartile 5 

4 

Valeur minimale 2 2 

0 

La construction peut se faire « à la main » ou à l’aide d’un tableur. 

+ Construction à l’aide du tableur Excel 

Supposons que les données de la série statistique se trouvent entre les cases 

Al et B25. 

1" partie 

Construire le tableau ci-dessous que l’on placera sur la feuille contenant les données : 

=QUARTILE(AI :B25 ;1) | =QUARTILE(AI :B25 ;1) | =QUARTILE(AI :B25 ;3) | =QUARTILE(AI :B25 ;3) | =QUARTILE(AI :B25 ;1) 

=MEDIANE(A1 :B25) | =MEDIANE(AI :B25) 

=MIN(AI :B25) =QUARTILE(AI :B25 ;1) 

=QUARTILE(A1 :B25 ;1) calcule le premier quartile ; 

=QUARTILE(A1 :B25 ;3) calcule le troisième quartile ; 

=MEDIANE(AI1 :B25) calcule la médiane ; 

=MIN(A1 :B25) calcule la valeur minimale de la série ; 

=MAX(AI1 :B25) calcule la valeur maximale de la série. 

Les résultats obtenus avec différents logiciels et « à la main » diffèrent entre eux, car 
les définitions prises ne sont pas toujours les mêmes. 



Statistiques M 

2° partie 

À l’aide de la souris, sélectionner les deux premières lignes du tableau précédent et 

cliquer sur l'icône (Assistant Graphique). 

Choisir dans « Type de graphique » « Nuages de points » et dans « Sous-type de 
graphique » : « Nuage de points reliés par une courbe ». 

Cliquer sur Suivant. 
Sur la fenêtre suivante, vérifier que « Série en ligne » est coché. 
Cliquer sur l’onglet « Série ». 
Cliquer sur « Ajouter ». 
Cliquer dans la fenêtre : « Valeur X », puis sélectionner la troisième ligne (0,2), la 

fenêtre « Valeur X » se remplit. 

Effacer le contenu de la fenêtre : « Valeurs Y », puis sélectionner la quatrième ligne, 
la fenêtre « Valeur Y » se remplit. 
Recommencer deux fois les dernières instructions à partir de « Ajouter » avec les 

lignes 5,6 et 7,8. 

Cliquer sur Suivant. 

Dans l'onglet « Quadrillage », tout décocher. 
Dans l'onglet « Axes », décocher « Axes des ordonnées (X) » et cocher « Axes des 

ordonnées (Y) ». 
Dans l’onglet « Légende », décocher « Afficher la légende ». 
Dans l'onglet « Étiquettes de données », cocher « Afficher la valeur ». 
Cliquer sur Suivant. 

Cocher « En tant qu’objet dans ». 
Cliquer sur Terminer et la boîte apparaît. 

+ (Médiane, premier quartile, troisième quartile, premier décile, neuvième décile, 

valeur extrême inférieure, valeur extrême supérieure). 

La représentation graphique est une variante de la boîte précédente. 

Exemple (la largeur de la boîte est arbitraire) : 

25 

Valeur maximale 20 

Neuvième décile 15 
Troisième quartile 
Médiane 10 

Premier quartile 

* Premier décile 5 

Valeur minimale 
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VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

1e On désigne par (x) la serie statistique : 

(153) (0 CSS) CS) 

où 3, 4, 5, 8 désignent les effectifs des valeurs —1, 0, 2, 3. 

a) La moyenne est 5. CI] V 

b) L'écart type est 4,1. CI] V 

c) La médiane est 2. -.. CIV 

d) Le premier quartile est 0. C] V 

e) L'écart interquartile est 4. C] V 

f) Le premier décile est —-1. CI V 

£g) Le 9° décile est 3. CIV 

CO F 

CO F 

OF 

CO F 

qu > 

if 

[OF 
@) corrigé p. 176 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

Moyenne, médiane, variance et écart type 

e On donne le tableau des notes (x;) d’un devoir d’une classe de première : 

D. | MARES SET 97 EN 2 AIS MIE An RSR De 

15 7 6 16e SE OS See PME 104 PES ON 19) 

FRNON TMS SN 10 KO RTE DO SSH 200 

1. Écrire le tableau précédent sous forme d’une suite croissante. 

2. Déterminer la médiane de la série précédente. 

3. Déterminer la moyenne, la variance et l'écart type de la série précédente. 

4. Reprendre la question 3. en faisant la transformation affine Yi = x;— 10. 

@) Corrigé p. 176 



Statistiques M4 

(a) Reprendre l'exercice précédent avec le tableau suivant : 

CRÉÉS AIO SOS CM MISE NA AIS 8, 075 

14) 8 ten Hoi No) Lo? fon ui 15: 10, ,9 
LAN ATORMIDES ESS EM TON SAINT 

@) Corrigé p. 178 

[4] Soit la série de données suivantes : 

DE DE ST LOC EXO EX 

DE UE C6 | 12% 166 120 

n 
LU 

| 
® 
œŒ 
LL 
*< 
Lu 1. Soit f la fonction définie sur R par : 

I 
(0 (Ga) + (x) — 02 + (23 — 02 + (x — 2 + (xs — 1)2 + (xs — #)?). 

a) Construire le tableau de variation de la fonction f. 
b) En déduire la moyenne, la variance et l’écart type de la série. 

; 1 
c) En effectuant la transformation affine y; = 5% retrouver la 

moyenne, la variance et l’écart type précédents. 

2. Soit g la fonction définie sur R par : 

1 
g(t) = e((ba 4 + Le = 4 + xs 4 + fra 1 + fx — 1 + 1x — 1). 

a) Donner une expression de g sans utiliser les valeurs absolues. 

b) Construire un tableau de variation de g. 
c) Déterminer des valeurs de t pour lesquelles g est minimale. 

@) Corrigé p. 180 

Résumés. Diagrammes en boîtes 

eo En reprenant le tableau de l'exercice Q. 

1. Déterminer : 

a) la médiane ; 

b) les premier et troisième quartiles ; 

c) les premier et neuvième déciles. 

2. Construire le diagramme en boîte représentant tous les éléments précé- 

dents, ainsi que les valeurs extrêmes. 
@) corrigé p. 181 
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1.6] Reprendre l’exercice précédent avec le tableau de l'exercice ©. © corrigé p. 182 

© % À l’aide d’un tableur (Excel), on a simulé le résultat obtenu en faisant la 

somme des nombres lus sur deux dés pendant 50 lancers (on a rempli un 
tableau de 2 colonnes et de 25 lignes à l’aide de la fonction : 

= ENT(ALEA()* 6 + 1) + ENT(ALEA()* 6 + 1)) 
En renouvelant expérience deux fois on a obtenu les deux tableaux suivants : 

n Série 1 9 “10 Série 2 3:11 

U ner Tec 40 dl 
O sonne us ne 6 10 
a sus ae sue 9 6 
< rasé ie ET 10 9 

10 6 ue 9 9 St te 
sr rié Gel CET. 10 10 
ion JS A oi ré du: 
10 12 4 Z ou SR 
ga 1025 snoi SHESE 
CHE le Bises 4040 
sales ga Due gpl 
Be512 9 6 Gt Abe Bi ré 

1. Déterminer le résumé à cinq valeurs (les premier et troisième quartiles, la 

médiane, les deux valeurs extrêmes) des deux séries, à la main ou à l’aide d’un 
tableur. 

2. Construire à l’aide d’un tableur ou « à la main » les diagrammes en boîtes 
correspondants. 

@) corrigé p. 183 

O*+ On donne le tableau suivant présentant le PNB par habitant des quinze pays 
de la Communauté européenne (en dollars) (Source OCDE) 

1. Déterminer : 

a) la médiane ; 

b) les premier et troisième quartiles ; 
C) les premier et neuvième déciles. 

2. En déduire la construction à la main ou en adaptant la méthode proposée 
p. 176 le diagramme en boite représentant tous les éléments précédents, ainsi que 
les valeurs extrêmes. 
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sais E 
- Pays PNB par habitant 

Allemagne 23 560 

Autriche 23 120 

Belgique 21 210 

Danemark 26 510 

Espagne 13 650 

Finlande .. 18970 

France 22 360 né 
Grèce 7 390 _ 

Irlande 12 580 Œ 

Italie 19 620 < 
Luxembourg 35 850 = 

Pays-Bas 20 710 

Portugal 7 890 

Royaume-Uni 17 970 

Suède 24 830 

(@) corrigé p. 185 
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VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

à a) Faux. Attention, la moyenne appartient à l'intervalle d’extrémités les 

valeurs extrêmes de x, dans l'exemple [-1 ; 3]. 

b) Faux. L'écart type est inférieur à l’étendue de la série : 3 — (—-1) = 4. 

c) Vrai. Les 10° et 11° valeurs sont égales à 2. 
d) Vrai. La 5° valeur est 0. 

e) Vraie. La 3° quartile est 3 donc l'intervalle interquartile est [0 ; 3]. 

f) Vrai. 

£) Vrai. 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

O1|:)* 5 | 5 
RE 9 | 9 | 10 . 14} 1195018 
| 12012 Rp ns Be 

2. L'effectif total, 33, étant impair, la médiane est le nombre ayant pour rang 

l’entier qui suit . = 16,5, soit la 17° note, c’est 10. Il y a autant d’élèves ayant 

moins de 10 que d’élèves ayant plus de 10. 

3. Construisons un tableau permettant de faire simplement les calculs, en uti- 

lisant la formule d’Huygens pour le calcul de la variance, ce tableau peut être 
réalisé très simplement sous Excel. Les calculatrices donnent les résultats de la 

moyenne, de la variance et de l’écart type. 

La moyenne est donc : 

324 
Je 

FL 
La variance est égale à : 

pas ? 

V(X) = 253 626 - +) - 3626X 33-3242 _ 14682 _ 2xX3X2 447 
55 332 VOS DEN 

4 894 
ne 

L'écart type est : 

= 3,67. 
kde ee 



3 1 3 9 9 

4 1 4 | 16 16 

| F4 Fe 5 FF: 20 25 100 
F — 

è 1 Na lt (30 vb 
er ta 

7 3 21 49 147 
- er 

8 2 16 de 64 128 
Le 22e ‘à ni 

9 a 3 27 81 | 243 
= | 

et 4 40 100 400 
ee tr me ete + 

11 ce ED 121 24 | 

SR He Re : 144 576 ee Li D 
| 13 3 39 169 507 

E 

14 1 14 196 196 AU se 
15 1 15 Î 225 225 

F =È 

16 2 32 256 512 
oe PR 

17 1 17 289 | 289 

tes 1 Sommes L 33 324 3 626 

Statistiques 

4. Construisons un nouveau tableau identique au précédent en faisant la trans- 

formation affine y; = x; — 10. 
La moyenne de la série (y) est : 

RAS 
ET 

On peut retrouver la moyenne : 

ue 0 
x = y +10 = a 10 

D, 350 mire 324 

55 33 

La variance de la série (y) est : 

_ 14682 

HET 
La transformation étant y; = x;— 10, ona: 

V(y) = V(x) et s(y) = sx). 

VO) = 35 (40- 
L7s 

) 

z 

CORRIGES 
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_ 49 
| Q LD (e) eù (o) 

| ND © ND (Sa à © © 

= (| 

1 

4 

OR Res 
3 9 27 | 

5 1 5 55 25 

6 2 | 12 36 

7 1 NI & \O B | 
;: 

Sommes ei © | (o} IN ts O 

2. L'effectif total, 32, étant pair, la médiane est la demi-somme des nombres de 

rang 16 et 17 soit ( 10+11) = 10,5. Il ya autant d’élèves ayant moins de 10,5 

que d’élèves ayant plus de 10,5. 

3. Construisons un tableau permettant de faire simplement les calculs, en uti- 
lisant la formule d'Huygens pour le calcul de la variance, ce tableau peut être 
réalisé très simplement sous Excel. Les calculatrices donnent les résultats de la 
moyenne, de la variance et de l’écart type. 



11 

52 | 169 | 676 | 
56 

Sommes | 32 | 

sas G 
La moyenne est donc : 

7 332 
= —— = 10,38. x 32 38 

La variance est égale à : 

2 
V(x) = 5 934 — () 

32 

__ 3934 x 32 — 3322 
322 

_ 15 664 Mr 
22? U 

_ 16X11x89 979 : 
SEP GNRANT O 
155% 

L'écart type est : 

FEES BE 19 OÙ 

4. Construisons un nouveau tableau identique au précédent en faisant la trans- 

formation affine y; = x;— 10. 

La moyenne de la série (y) est : 

4 4e 
Ver 32 

On peut retrouver la moyenne : 

mg 12 
Key AHAIO0t= sn 

O0 T2 1332 dd . 

La variance de la série (y) est : 

VO) = 251494) (2) 
_ 15664 
| 322 

La transformation étant 

y; = x;— 10, ona: 

V(y) = V(x) et s(y) = s(x). 
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74 
A 
” 
ï 

. O 1. Pour tout réel f, on a : 

i fn = (2-0? + (4-02 + (6-12 + (12-12 + (16-12 + (20—1)2) 
15 

co = 0 ES 3 
a) Pour tout réel f, on a f’(t) = 21-20 = 2(t-10). f est un trinôme du 

second degré, le coefficient de #? est strictement positif, donc la fonction f 

128 
admet un minimum en 10 égal à f(10) = 

CORRIGÉS 

b) La fonction f atteint son minimum (cf. résumé du cours) lorsque + = x, donc 

X = 10, la variance est égale à f(10) = — et l'écart type est s(x) = = 6,53. 

c) 

Onafdone = "0; mais ÿ = 3% -5 = 0 

d'où F0; 

On a en utilisant la formule d’Huygens : 

02) 1 
V(y) = =64-02 = < (y) ë 0 - 

2 

Mais V(y) = G) V(x), d'où V(x) = À et 

GA = PS = 655. 

1 
2. a) g@)=2(12-4+14-4+16-4+112-4+116- 1 +120 -4). 

On trouve : 

sit 2, g(Di= (- 61+ 60) er 

: 1 LE 
SD AS t) = -(—-4t+56) = —=t+— gt) = 2 )=-51+2 



Le si à SE 

Statistiques 

j 1 i4<1<6, g(t) = 2(-21+48) = -at+s 
i6<t1< 12, g(t) = 6 

SA PET: et) = (214 12) = 3142 

| De D CIO 
SO 20) di -(d1-00) = Er — g(t) A ) es 

201 gi) = (61 60) 21 107. 
z b) La fonction affine {+ at + b est strictement croissante si a > 0 et stricte- 

ment décroissante si a < 0, d’où le tableau de variation de g: 

n 
LL 

o 
[4 
[4 
[e) 
U 

C) La fonction g est minimale sur l’intervalle [6 ; 12]. 

1. L'effectif total est 33. Pour déterminer la médiane, les quartiles et les déciles, 

il faut ordonner les différentes valeurs de la série. 

3 s ss 
[8 UMA ET 

NCPNNENNÉ 

a) L’effectif total étant un nombre impair la médiane est le terme de la série de 

rang le nombre entier qui suit . soit le 17° terme, la médiane est 10. 

b) Le premier quartile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 

5 

4 
Le troisième quartile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 

3 xX _- = 24,75 soit le 25° terme, le troisième quartile est 12. 

= 8,25 soit le 9° terme, le premier quartile est 7. 

€) Le premier décile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 

5 — 3,3 soit le 4° terme, le premier décile est 5. 



n 
ui 

ie 
[4 
[s4 
[e) 
U 

PPT OR RAS 2 tie 
NEO TE SR OR SIN PR OPEN R RE ES 

Le neuvième décile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 

55 
Je 16 = 29,7 soit le 30° terme, le neuvième décile est 15. 

2. La valeur maximale est 17, la valeur minimale est 3, il est possible alors de 

construire le diagramme en boîte demandé : 

18 °17 
" 15 
14 
12 12 
10 10 

ÿ 7 
5 4 

ne 
2 
0 

1. L’effectif total est de 32. Pour déterminer la médiane, les quartiles et les déci- 

les il faut ordonner les EE Lan de la série. 

a) L'effectif total étant un nombre pair, la médiane est la moyenne des deux termes 

de la série de rang e et . + 1 soit (10 +11) = 10,5, la médiane est 10,5. 

b) Le premier quartile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 
32 : : 5 
4% 8 soit le 8° terme, le premier quartile est 6. 

Le troisième quartile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 

3x7 = 
4 

c) Le premier décile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 
92 
0 3,2 soit le 4° terme, le premier décile est 5. 

Le neuvième décile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 
52 

9 x Te = 28,8 soit le 29° terme, le neuvième décile est 15. 

24 soit le 24° terme, le troisième quartile est 13. 



Statistiques 

2. La valeur maximale est 18, la valeur minimale est 3, il est possible alors de 
construire le diagramme en boîte demandé : 

20 

18 

16 

14 

12 

10 + 

8 

z 

OùN PB 

un 
EL 

_ 
œ 
dé 
(e) 
u) 

&) La construction des diagrammes en boîtes sera effectuée à l’aide du tableur 

Excel, les résultats obtenus à l’aide d’autres logiciels, ou manuellement peuvent 
être légèrement différents. 

e Série 1 

En utilisant la méthode proposée dans le cours, construisons le tableau : 

En suivant les instructions, on obtient automatiquement le diagramme en 

boîte suivant : 



n 
re 

S 
[° 4 
œ 
[e) 
U 

e Série 2 

En utilisant la méthode proposée dans le cours, construisons le tableau : 

D 

° | | | 

QO Ur O0 U1 

KO NI UT 

\O Si) |$ UT bl=l |$ 

NO NI 

| Ur 

=] 

En suivant les instructions, on obtient automatiquement le diagramme en 
boîte suivant : 

12 | 12 

104-975 -9,75 5 ; où 
85 EE # 

Gas 0 



Statistiques 

Ô 1. Pour déterminer les différents paramètres il est nécessaire de construire un 

tableau des valeurs ordonnées de façon croissante 

7390 |7 890 12 ie 17 970 | 18 970 | 19 620 | 20 710 | 
| < = 21 210 |22 360 |23 120 |23 560 | 24 830 |26 510 | 35 850 

a) L'effectif total 15, étant un nombre impair la médiane est le terme de la série de 

rang le nombre entier qui suit È = 7,5 soit le 8° terme, la médiane est 20 710. 

; : ; : RS n 
b) Le premier quartile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit [Sr 

ŸU 
15 : : : — 
. = 3,75 soit le 4° terme, le premier quartile est 13 650. œ 

œ 

Le troisième quartile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit e 

D . = 11,25 soit le 12° terme, le troisième quartile est 23 560. 

c) Le premier décile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 

Do 15 
10 

Le neuvième décile est le terme de la série de rang le nombre entier qui suit 

1S 
9 x 10 = 13,5 soit le 14° terme, le neuvième décile est 26 510. 

= 1,5 soit le 2° terme, le premier décile est 7 890. 

2. La valeur maximale est 35 850, la valeur minimale est 7 390, il est possible 

alors de construire le diagramme en boîte correspondant : 

On peut construire la boîte « à la main » ou adapter la méthode proposée dans 

le cours. Pour cela on construit sur une feuille de calcul d’Excel, le tableau sui- 

vant en remplaçant les différents indices par leur valeur, en remplaçant les 

valeurs extrêmes par les premier et neuvième déciles et en insérant quatre nou- 

velles lignes comportant les valeurs extrêmes. 

: 0 Fa à 

3° quartile | 3° quartile | 1° quartile 

2 0 

1% quartile 1% quartile q q \e 

—- bee 

FPTOSERE | | 
= Fes 

médiane médiane 

C185 | 



3e quartile 9° décile 
| se 

RE 
| 

1% décile 1°" quartile | 

TE 

valeur minimale 

1 
| 

|valeur maximale 

Pour la réalisation graphique, il suffit d’ajouter deux nouvelles séries en utili- 

sant les dernières lignes. On obtient alors la boîte suivante : 

CORRIGÉS 

40 000 

35 000 ° 35 850 

30 000 
26 510 

2000 23 560 
20 000 8-20 ER 20 710 

15 000 & 53 65 13 650 13 650 
10 000 

7 390% 7 890 
5 000 

0 



à Probabilités 

4. Définitions 

Une épreuve est une expérience dont l'issue est aléatoire, c’est-à-dire dont l'issue ne 

peut être prévue a priori. Les résultats possibles d’une épreuve sont appelés des 

éventualités ou encore des cas possibles. Leur ensemble (2 est appelé l'univers des 

possibles, il sera toujours supposé fini et non vide. 
On appelle événement toute partie de ©2. 

+ Un événement qui contient une seule éventualité (singleton de (2) est appelé un 
événement élémentaire. 

+ La partie pleine Q est appelée l'événement certain. 

+ La partie vide © est appelée l'événement impossible. 

+ Le complémentaire dans Q de l'événement A est appelé l'événement contraire de 

A ; on le note A. 

+ A NB est l'événement « A et B ». Dire que « A et B » est réalisé cela signifie que 

les événements À et B se produisent simultanément. 

+ À U B est l'événement « À ou B ». Dire que « À ou B » est réalisé cela signifie que 

l’un au moins des événements À ou B se produit. 

« Si À et B sont disjoints c’est-à-dire si A NB = @, on dit que A et B sont deux 

événements incompatibles. 

2 Loi de probabilité sur un univers 

- Soit un univers Q = {@, ; @, ; .…. ; @,}. 

Une loi de probabilité p sur Q est la donnée de n nombres p;, associés à chacun 

des &,, positifs ou nuls et de somme 1. 



Pourtoutie{1;2;..;n},p;=0,p,;+p;+..+p,=1 

+ Si Q est un sous-ensemble fini non vide de R, on appelle espérance de la loi de 
probabilité p, le réel u tel que : 

M = p;®, +p30, +: +p,@, 

+ Si (2 est un sous-ensemble fini non vide de R, on appelle variance de la loi de pro- 

babilité p, le réel 6? tel que : 

Oo? = pi(@; - 1}? + p,(@, - 1)? HE +p,(®,-H)? 

= p,(@,)° + pa(@)? Hope (OS JE 

Si Q est un sous-ensemble fini non vide de R, on appelle écart type de la loi de 

probabilité p, le réel positif G égal à la racine carrée de la variance : 

6 = p,(@, -u)?+p,(@,-1)?+...+p,(@,-1H)? 

188 

— Définition 

La probabilité sur l'univers Q = {@, ; ©, ; .… ; @,} associé à une loi de probabi- 
lité p est une application P de l’ensemble des parties de Q dans [0 ; 1] définie par : 
(1) la donnée des probabilités des événements élémentaires : 

poustout sentis 25cm). PGO An: 
OÙ Pi» P2».. p, Sont les nombres réels, compris entre 0 et 1 et de somme 1, asso- 
ciés respectivement à chacun des @; ; 
(2) pour tout événement A non vide, P(A) est la somme des probabilités des évé- 
nements élémentaires inclus dans A. 

+ Propriétés 

»P(Q) = 1'et P(D) = 0: 

+ Pour tout couple (A ; B) d'événements incompatibles : 

P(A U B) = P(A)+P(B). 

+ Pour tout événement A, P(A) = 1l-P(A). 



Probabilités BA 

*S1A,,A;,,..., A, sont des événements incompatibles deux à deux (c’est-à-dire 
si 1 et j sont des éléments de {1 ; 2; ; k} etizj alors A; N A; = © ): 

k 

P(A U À, U 24 ŸS P(A)). se 
i=1 “i 

- Pour tout couple (A ; B) d'événements : P(A U B) = P(A)+P(B)-P(A NB). 

+ Équiprobabilité 
Soit P une probabilité sur un univers fini non vide Q, on dit qu’il y a équiprobabilité 

si tous les événements élémentaires ont la même probabilité. 

Si A est un événement, on a alors : 

3s nombre d'éléments de (A) en nombre de cas favorables 

nombre d'éléments de(Q) nombre de cas possibles 
P(A) 

TZ 

45 
PSG PE TES =: = 

Variable ET éato 

salt tante LES 1 

.7 LE 

Une variable aléatoire X est une grandeur numérique, associée à une expérience 

ou à un phénomène aléatoire, susceptible de prendre un nombre fini de valeurs x, , 

x, …, X, et telle qu'une probabilité p; = P(X = x;) soit affectée à chacun des 

événements (X = x;) où1Ee {1;2;..;n}. 

On appelle loi de probabilité d’une variable aléatoire X l’application qui à chacune 

des valeurs prises x,, x), , x, associe P(X = x;,), P(X = x;), .…., P(X = x): 

Ona P(X=x)+P(X=x,)+".+P(XE=x,) is 

L'espérance mathématique ou moyenne de X est le réel : 

E(X) = pixs + P2X2 + + + PuXn 

La variance de X est le réel positif : 

V(X) = piGc — E(X))2 + ph — E(X))? +: + p, (x, — E(X))? 

NEC) = pat De Drrtpir, (E(X)) 

On appelle écart type de la variable aléatoire X la racine carrée positive de la 

variance, on note ce réel : 

G(x)= NV(X). | 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

1 1] Si A et B sont deux événements distincts non vides tels que À € B alors: 

a) P(A) < P(B); EM TENE 

b) P(A U B) < P(A) + P(B); CV: EE 

c) P(A) < P(B). CAVE 
© Corrigé p. 197 

A et B deux événements d’un univers Q tels que P(A) = r P(BlE= : alors : 

a) AUB = Q; Lip masi | : 
b) ACB; JV CINE 

c) P(A U B) = P(A) + P(B). EnvY [LE 
@) Corrigé p. 197 

On lance simultanément deux dés équilibrés, la probabilité d’obtenir un dou- 
ble est : 

a) 2: MS OLENE 

1 
b) 3 > CI V C1 F 

€) égale à la probabilité que la somme des nombres lus soit 7. [7] V []F 

(©) corrigé p. 197 

On lance simultanément deux dés équilibrés, la probabilité que la somme des 
nombres lus soit 8 est strictement supérieure à celle 
pour laquelle la somme est 6. 1 Mnai-fel Æ 

(@) corrigé p. 197 

Il y a équiprobabilit, A et B deux événements tels que P(A U B) = P(A) + P(B) 
alors : 

a) ANB = S:; ee AT pa 

b)AUB = Q; CV CF 
OB=A. Ov OF 

@) corrigé p. 197 



Probabilités 4 

OÔ Si À et B sont deux événements tels que: P(A) = > P(B) = F 

P(ATYB)= TL alors : 

a) P(A) = + EVE IEEE 

b) P(AUB) = À; CNE 
ne 21 

c)P(ANB) = ;; HSE : un 

d) PAUB)= 5 Ov or 
@) corrigé p.197 Mr 

* 

[7] A et B sont deux événements de Q tels que P(A) = P(B) alors: ee 

a) A et B ont le même nombre d’éléments ; BNP OIENE 

b) A = B; ARE: 

c) P(A U B) = P(A) + P(B). BAM IEILE 

@) Corrigé p. 197 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Modèles de probabilités 

[8 Peut -on trouver une probabilité P sur l'univers Q = {1, 2,3} telle que 

P(H1:2h) = à, P(133)) = 2 et P(253h) = 3! 
@) corrigé p. 198 

Q Reprendre l'exercice Lo avec Our. 3,47 et 

2. 
PONS) ES PAl;21) =. et P(E25 3; 4}) = 

Déterminer ane la variance et l’écart type de la loi de probabilité 

associée. 
D 

@) Corrigé p. 198 

191 



(10) Soit Q l’ensemble fini { a, b, c}; lesquelles des applications P,, P,, P;, sui- 

vantes sont des probabilités ? 

Ps P, P; 

1 1 1 
ta} 2 2 3 

1 1 1 
{b} 4 4 4 

n 1 3 3 
LL {a, b} A P 7 Ü . 2 4 4 
U 1 3 3 
=. Le 1 1 
ù 1 1 1 

{b, c} 5 5 1 

{a, b, c} 1 1 1 

(@) corrigé p. 199 

(11) x% Soit une expérience E, P la probabilité modélisant E, A et B deux événe- 
ments tels que : 

P(A) = 3, PB) = 7, et P(ANB) = 2 

> | Bin Calculer P(A U B), P(A U B) et P(A UB). 
() corrigé p. 200 

Calculs de probabilités 

Mal Deux dés cubiques non pipés sont lancés sur une table. Soit S la somme des 
nombres lus sur les faces supérieures des dés. 

1. Déterminer les différentes valeurs possibles de S. 

2. Déterminer les probabilités d'obtenir chacune de ces valeurs. 

@) corrigé p. 200 

® Une personne possède trois chemises différentes C;, C;, C; ; deux cravates 
différentes K,, K, et deux pantalons différents P,, P.. 

1. Déterminer toutes les manières que cette personne a de s’habiller. 



© 

(20) 

Probabilités Ba 

2. Si elle prend au hasard ses vêtements, quelle est la probabilité qu’elle porte 
trois vêtements de même indice ? 

(©) Corrigé p. 201 

Une urne contient trois boules rouges R,, R;, R, et deux boules noires N, et N,, 
toutes indiscernables au toucher. On tire simultanément deux boules de l’urne. 

1. Décrire l’ensemble des éventualités Q. 

2. Déterminer la probabilité d'obtenir une boule rouge et une boule noire. 

: ©) Corrigé p. 202 

1. Déterminer le nombre de dominos dans un jeu de dominos. 

2. Déterminer la probabilité de tirer un double lorsque l’on tire au hasard un 

domino du jeu. 
(3) Corrigé p. 202 

1. Déterminer le nombre de mots de deux lettres que l’on peut former à 
l’aide des lettres du mot MOI (chacune des lettres peut être redoublée). 

2. Déterminer la probabilité que le mot soit formé de deux lettres identiques. 

() corrigé p. 203 

On lance deux dés cubiques non pipés. Soit A l'événement « la somme S des 
nombres lus sur les faces supérieures est inférieure ou égale à 8», 
et B l'événement «S est divisible par 3 ». 

Calculer les probabilités des événements À, B, À NB, A U B. 
© Corrigé p. 203 

On lance trois fois une pièce de monnaie, on suppose que tous les résultats 

ont la même probabilité (face se notera EF pile se notera P). 

Déterminer la probabilité d'obtenir exactement deux faces. 
(©) corrigé p. 204 

Dans une école, il y a 60 % de filles et 40 % de garçons, 30 % des garçons et 

15 % des filles font de l'informatique. On choisit un élève au hasard. 

Quelle est la probabilité qu’il fasse de l'informatique ? mas 

Une ürne contient trois boules rouges R;, R;, R; et deux boules noires N;, N;. 

On tire au hasard deux boules simultanément. 

Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une boule rouge ? 
(©) corrigé p. 204 

(Pa) 
LL 
YU 

U 
œŒ 
LU 
*< 
ui 

193 



EXERCICES 

@ 

@ 

Dans une classe, 70 % des élèves étudient l'anglais, 10 % l’allemand et 5 % 
l'anglais et l’allemand. On choisit un élève au hasard. 
Quelle est la probabilité qu’il étudie l'anglais ou l’allemand ? 

(+) corrigé p. 205 

x On prépare trois colis différents et trois étiquettes portant les noms et 

adresses des trois destinataires. On colle une étiquette sur chacun des colis 

sans faire attention. Quelles sont les probabilités que 3, 2, 1, 0 colis arrivent à 

leur vrai destinataire ? (@) corrigé p. 205 

(23) x Dans une classe de 1", 88 % des élèves ont déclaré aimer les mathémati- 

25) 

ques, 20 % ont déclaré aimer la chimie et 15 % ont déclaré aimer les mathé- 
matiques et la chimie. 

On choisit un élève au hasard. 

1. Quelle est la probabilité qu’il aime les mathématiques et pas la chimie ? 

2. Quelle est la probabilité qu’il aime la chimie et pas les mathématiques ? 

3. Quelle est la probabilité qu’il n'aime ni les mathématiques ni la chimie ? 

© Corrigé p. 205 

* On tire au hasard un numéro entier n compris entre 100 et 999 
(100 < n < 999). 

1. Calculer la probabilité de l’événement « le numéro #n est un multiple de 7 ». 

2. Calculer la probabilité de l'événement « la somme des chiffres du numéro 
tiré est 4 ». @) corrigé p. 206 

* On tire au hasard un numéro entier n compris entre 100 et 499 
(100 < n < 499). Calculer la probabilité que dans le numéro tiré figure au 
moins un chiffre 1. (@) corrigé p. 206 

(26) * On donnera les probabilités sous forme de fractions irréductibles. 

1. On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes, on la remet dans le 
jeu et on tire au hasard une deuxième carte. 
a) Trouver la probabilité de tirer un seul as au cours des deux tirages. 
b) Trouver la probabilité de tirer au moins un as au cours des deux tirages. 

2. Répondre aux mêmes questions a) et b) lorsqu'on tire au hasard une carte 
du jeu puis une deuxième sans remettre la première carte dans le jeu. 

©) corrigé p. 207 



Probabilités 7 

(27) % Quatre camarades André, Bernard, Claude, Dominique décident sans se 
concerter (indépendamment les uns des autres) d’aller au cinéma un diman- 

che à 14 h. Il ya trois cinémas. On suppose l’équiprobabilité dans le choix des 

trois cinémas. 

1. Dénombrer tous les choix possibles (on pourra commencer un arbre). 

2. Calculer les probabilités des événements suivants : 
a) les quatre camarades se retrouvent dans le même cinéma ; 

b) dans chaque cinéma, il y a au moins l’un des quatre camarades. 

i (+) corrigé p. 208 

Variables aléatoires 

n 
ui 
ss 
(©) 
[s 4 
mm 
* ui (28) Un enfant possède 4 cubes rouges et 1 cube bleu, il les aligne devant lui en les 

plaçant au hasard. 

1. Préciser les différentes dispositions possibles. (Les cubes rouges sont indis- 

cernables et on admettra que les différentes dispositions obtenues sont équi- 

probables). 

2. Soit X la variable aléatoire égale au rang du cube bleu dans les différents 
alignements. Donner la loi de X. 

3. Calculer la probabilité de l'événement « il y a autant de cubes rouges de 

part et d’autre du cube bleu ». 

4. Calculer la probabilité de l’événement (X = 4). @) Corrigé p. 209 
RE LEE 

(29) Un sac contient 10 billes noires, 35 billes rouges et 55 billes bleues. On tire au 

hasard une bille du sac. Si elle est noire, on gagne 2 €, si elle est rouge, on 

gagne 1 €, enfin si elle est bleue, on gagne 0,2 €. 

Pour jouer une partie, la mise est de 0,8 €. Soit X le gain du joueur. Le gain 

est égal à ce que lui rapporte le tirage diminué de sa mise. 

1. Quels sont les gains possibles ? 

2. Établir la loi de X. 

3. Calculer la probabilité de l'événement (X Z 0,8). (@) corrigé p. 209 

(30) x Un premier jeton porte sur ses deux faces les numéros 1 et 2, un deuxième 

porte les numéros 3 et 4 et un troisième porte les numéros 5 et 6. On suppose 

les jetons bien équilibrés. On lance les trois jetons et on fait la somme des 

nombres apparus. 
195 



EXERCICES 

1. Préciser les différents lancers possibles. 

2. Soit S la variable aléatoire égale à la somme des nombres lus, déterminer 
la loi des. 

3. Calculer la probabilité de l’événement (S > 10). 

4. Calculer l'espérance, la variance et l'écart type deS. (@) corrigé p. 210 

x On place dans une enveloppe les rois, les dames, et les valets de pique et de 

cœur, soit 6 cartes. Un joueur tire au hasard 2 cartes de l'enveloppe. Un roi 
rapporte 5 points, une dame 3 points et un valet 1 point. 

1. Préciser les résultats possibles du tirage. 

2. Soit X la variable aléatoire égale à la somme des points obtenus au cours 
d’un tirage. Donner la loi de la variable aléatoire X. 

3. Calculer l'espérance, la variance et l’écart type de X. ©) corrigé p. 211 

(32) % On lance sur une table deux dés cubiques non pipés (il y a équiprobabilité 
de sortie des nombres lus sur la face supérieure de chaque dé). 

1. Déterminer le nombre de résultats possibles. 

2. Soit X le plus grand des nombres lus sur la face supérieure de chaque dé. 
a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X. 

b) Calculer espérance, la variance et l'écart type de X. ©) Corrigé p. 212 

Simulation à l’aide d’un tableur 

© % Une urne contient 5 boules indiscernables au toucher, trois rouges et deux 

bleues, on tire simultanément et au hasard deux boules de l’urne, on suppose 

que tous les tirages sont équiprobables. 

1. Écrire tous les résultats possibles d’un tirage. 

2. Calculer la probabilité de l'événement A « obtenir deux boules rouges ». 

3. Calculer la probabilité de l'événement B « obtenir deux boules de couleurs 
distinctes ». 

4. À l’aide d’un tableur, simuler l'expérience précédente 50, 100, 1 000, 2 000, 
5 000, 10 000 fois. Calculer dans chacun des cas la fréquence f de réalisation 
de l'événement A. Comparer avec le résultat obtenu à la question 2... 

©) Corrigé p. 213 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

O a) Faux. Il n’y a pas forcément équiprobabilité, des éventualités peuvent avoir 

une probabilité nulle. 

b) Vrai. Car P(ANB)=> 0. 

C) Vrai. P(A) < P(B). 

© a) Faux. 

b) Faux. 

C) Faux. 

(3) a) Vrai. Il y a 6 doubles. 

b) Faux. 

C) Vrai. Il y a 6 manières d'obtenir 7. 

O a) Faux. La probabililté d’obtenir 6 est égale à la probabilité d'obtenir 8. 

O a) Vrai, car il y a équiprobabilité. 
b) Faux. 

C) Faux. 

© 2) vrai PCA) = 1-P(A) = 1-3 = 2. 

b) Faux. P(A U B) = P(A)+P(B)-P(ANB) = s- 

c) Vrai. P(A NB) = P(AUB) = 

d) Vrai. P(A U B) = P(ANB) = — Ni = 

a) Faux. Non s’il n’y a pas équiprobabilité. 

b) Faux. 

C) Faux. 

2 

CORRIGES 



FR AO A ER TN OR OR SR SERRE Re 

: EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Les événements élémentaires sont {1}, {2}, {3}; désignons par p;, P:, Ps, 

les probabilités de chacun de ces événements. On a : 

P(525)— PRIRONIN) SECOND) EPS br 
AN 

PC 53) = PCI U {3h = PA1}) + PU3D = pi + ps = 35 
: à 

n 

ü P({2;3}) = P({2}U{3})=P({2})+P({3))=p,+p;,= 

œ l 

3 Pape P1-P3 = 0 
U : à. er pi =0 

PitPs => LUE 
Le 1 > PERPD TT) 

il = 
PR 3 PP 4 PitPitPs = 1 

Phbbtbae lon en OUEES 

Il n'y a pas de probabilité répondant aux hypothèses (car pour p, = 0 et 
1 1 

PoENDES re Part-DNPseE 5 #1). 

(9 Les événements élémentaires sont {1}, {2}, {3}, {4}; désignons parp,,p,, 

P3; Pa, les probabilités de chacun de ces événements. 

Ona: 

1 1 
5 = - = À PitPrtPs = 2 Run tee 

3 1 
3 = — = — 

PIE PEENT Pi ŸPs 8 P2 4 
8 = = 

7 Ps+P = 2 P = | 
Php Eee 2 DELA Re 

1 PitPotPstPa= ll Pi=3 Pa= > 

Il existe une unique probabilité, vérifiant les conditions données, définie par : 

1 1 1 3 
P 1 = 7) 2 = —) = —) = =. OD=S POHD=> PHD=S PA) = 5 

[198 ) 



[ProbabIIRes 

er mn 

La loi de probabilité sur l’ensemble Q = {1;2;3;4} est le quadruplet 

eleves ; : : 
( SE à) L'ensemble Q est une partie finie de R, on peut donc calculer 
84/48 

l'espérance li, la variance ©? et l’écart type ©. On a: 

1 1 1 D 25 
= EX=+2X-+3X-+4X- = — ë si 

2 
Ga xp+2xp+32x 74 42x 8 [7) ne 

8 4 4 8 8 64 

D'où l'écart type : 6 = in = 1,053. 4 

Le 
1 3 “ 

(10) eOna:P,({a}) = =; P,({b}) = 4 ; donc on devrait avoir P,({a;b}) = 2? 5 
YU 

or par hypothèse, ee SbF)N= : il y a donc une contradiction : P, n’est pas 

une probabilité. 

eOna: 

1 
PAGES PAGES 

3 
P,({a; c}) = Pat) +P,({ei) = 5 

d'où P,({c}) = . 

Vérifions que ces nombres sont compatibles avec les données : 

P({asbp= += PGAbic) = PAHa;bic))= 1: 
P, est une ne 

1 1 eOna:P;({a}) = 55 Ps({b) = 35 
3 

P;({a;c}) = P;(Ga})+P;(cr) = 73 

d'où P;({c}) = . 

Vérifions que ces nombres sont compatibles avec les données : 

P,({a ; b}) = : = —) 

4 

Le Fan ee EE 
RE 

RP TEE a 

P, n’est pas une probabilité. 

C9] 
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@ °Ona P(AU B) = P(A)+ P(B)-P(A NB), d’où: 

P(A U B) = der L 

eOna: 

P(A U B) = P(A)+P(B)-P(AN B) (1) 
1 TS 

PUS - ét ÆéPCB) = la ci 

Calculons P(A N B) à l’aide des données : 

À = (ANB)U(AN B), (ANB) et (A N B) sont incompatibles donc : 

P(A) = P(ANB)+P(AN B) 

d’où P(A N B) = P(A)-P(A NB) = 5e 3 g. 
On en déduit d’après (1) : 

£ = A RE et P(AU/B) = PO) HP(R) AA QE) ETES 

e De même : P(A U B) = P(A)+P(B)-P(ANB) (2) 

P(A)=1-P(A)=S et P(B) =. 

Calculons P(A N B) à l’aide des données : 

B = (BNA)U(BNA), (BNA) et (BN A) sont incompatibles donc 

P(B) = P(BNA)+P(BNA): 

d’où P(ANB) = P(B)-P(B NA) = 

On en déduit d’après (2) : 

P(A U B) = - ï 

1. Lorsque deux dés sont lancés, il y a 36 cas possibles que l’on peut regrouper 
de la manière suivante : 

S = 2 OEM 

S = 3 (152) (2500) 

S = 4 053) 16 DAC 

S = 5 (SPC ECESMROEP Er 
S = 6 155): (5 Da (26 DAMES 
S = 7 1(4:6),(6;1),0255) (5526 6720 
S = 8 1(256),(6:2),655) (659) 
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S = 9 HOOM(E2) ASS) 5 4)} 

S =10 1(4:6),(6 ;4),(5 ; 5)} 

SUOMI: 6),(6:5)} 
SE) 1(GE16)} 

2. L'ensemble Q des éventualités (univers) est l’ensemble des 36 couples précé- 

dents. Les dés étant précisés non pipés, il y a équiprobabilité, chacun des cou- 

ples a donc la même probabilité - d’apparaître. 
+ 

P(S=2) = ei P(S=5) = + = ni P(S=4) = EE Di € 

P(S=5)= = Gi P(S=6) = D; P(S=7) = À = 25 = 

P(S=8)= 2; P(S=9)= =: P(S= 10)= = ” 

P(S=11) = + = 5 P(S= 12) = 

Chaque chemin est une manière différente de se vêtir ; il y a douze chemins, 

donc douze tenues différentes. 

(201 f 
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2. Le tirage étant fait au hasard, toutes les tenues sont équiprobables. Il y a deux 

cas favorables (C,K,P,) et (C,K;,P:) ; 

1 
donc la probabilité demandée est . Sr 

1. Soit l’ensemble {R, ; R, ; R;; N, ; N)}. 

L'ensemble Q contient toutes les paires possibles de deux boules : 

Q = {{R,; ; R, }, {R; ; R;} {R, ; N,}, {R; ; N,}, {R; ; R;} 

{R; ; N;h {R; ; N;}, {R; ; N,} {R; ; N;}; {N,; ; N;}}. 

2. Le nombre de ces tirages possibles est 10 ; il y a équiprobabilité, le nombre 

de cas favorables (tirages comportant une boule rouge et une noire) est 6. La 

; 6 3 
ilité d ée est — = =- probabilité demandée es Hs 

1. Un jeu de dominos est constitué de rectangles comportant deux nombres 

chacun allant de 0 (blanc) à 6 (6 points noirs). 

Il n’y a pas lieu de distinguer le domino (1 ; 2) et le domino (2 ; 1) ; on le dési- 

gnera par {1;2}. Ona donc: 

105 0F5 GO "COS 2 PRO SE TO A TON ner 

{151P5 Abs2hs (1597, US NUS ES TUIPIORE 
1252} 258 002 A RS SE AC GES 

13:53}; ({3:4}5 {3:55}; {3:6}; 
(és 4f 0145 5}sm8)6); 

HU LEE 
{6;6}. 

Il y a doncen tout 1+2+3+...+7 = 28 dominos. 

2. Le texte précise que le tirage a lieu au hasard ; cela signifie qu’il y a équipro- 

babilité des événements élémentaires, chacun des dominos a une probabilité 

; d’être tiré. 

Il y a sept doubles (le nombre de cas favorables est 7). On a donc, si D désigne 
l'événement « tirer un double » : 

ail POD)= 2 = 
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© 7. On peut utiliser un arbre ; un mot est un chemin possible, il y a donc 9 mots 

possibles. 

7 

CORRIGES 2. Il y a équiprobabilité et trois cas favorables, MM, OO, II. La probabilité 

3 1 
demandée est = = =. andée es ARE 

@ L'événement A : «S < 8 » est réalisé 26 fois (cf. exercice 5) ; les dés étant non 

pipés, il y a équiprobabilité, d’où : 

26H RIZ 
36 18 

L'événement B : «S est divisible par 3 » est réalisé lorsque S = 3 ou S = 6 ou 

S=9ouS= 12, ilest donc réalisé 12 fois : 

12 Qoi 
60,5: 

L'événement À NB est l'événement «S < 8 et S est divisible par 3 », soit 

encore «S = 3 ou S = 6 », il est donc réalisé 7 fois : 

7 de 

À U B est l'événement « S < 8 ou S est divisible par 3 », il est réalisé lorsque S 

prend l’une des valeurs 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9, 12 ce qui est réalisé 31 fois : 

P(A U B) = . 

P(A) = 

P(B) = 

P(A NB) = 

e Autre méthode 

Ona aussi: P(A U B) P(A) + P(B)-P(A NB) 

SPORE RELS 
36 36 36 36 
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P 2f lancer 

F P F P F PURE P 3‘lancer 

Il y a autant de cas possibles qu’il y a de chemins soit 8 éventualités. Il y a équipro- 

babilité et trois cas favorables : PFE, FPF et FFP, d’où la probabilité demandée : =. 

Soit n le nombre d’élèves de l’école. Il y a 40 % de garçons dans l’école donc le 
n x 40 

nombre de garçons est TR 

Il y a 30 % de garçons faisant de l'informatique donc le nombre de garçons fai- 

: n x 40. 30 
X— = 0,12n. sant de l’informatique est 0 100 0,12n 

De même, le nombre de filles faisant de l’informatique est : 

HE QGCO ES 
x—— = 0,097. 100 LORS 0 

Considérons les événements, I, G et F suivants : 

I : « l'élève choisi fait de l'informatique » ; 
G : « l'élève choisi est un garçon » ; 

FE : « élève choisi est une fille ». 

0,12n 
n 

Ona PU C)— qiee = 0,12 et P(INF) = = 0,09. 

L'événement I est la réunion des événements I MN G et INF, ces événements 

étant incompatibles, donc : 
P(I) = PHNG)+P(INF) = 0,12 +0,09 = 0,21. 

Soit l’ensemble {R, ;R,;R;;N,; N;,}. En raisonnant comme dans l’exer- 

cice ®, il y a 10 cas possibles. 
L'événement contraire de « tirer au moins une boule rouge » est « ne pas tirer 
une boule rouge » donc « tirer deux boules noires ». 
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Un seul cas favorable : tirer N, et N.. Si A désigne l'événement « tirer au moins 
une boule rouge », on a : 

P(A) = & = 1-P(A) 

P(A) = . 

(21) Si AN est l'événement « l'élève choisi étudie l'anglais » et AL l'événement 
« l'élève choisi étudie l’allemand »,ona:. 

P(AN) = 0,7, P(AL) = 0,1 et P(AN MN AL) = 0,05. 
L'événement dont on cherche la probabilité est AN U AL. On a: 

P(AN U AL) = P(AN) + P(AL)- P(AN N AL) 
= 0,7 +0,1—0,05 = 0,75. 

z 

CORRIGES 
(22) Les colis C;, C;, C; étant posés dans cet ordre, il y a 6 manières de coller les éti- 

quettes, respectivement : 
EEE; EEE PRE, ; EP) ; EsEËo ; Esobne 

Les collages se faisant au hasard, il y a équiprobabilité, et chacune des éventua- 

lités a une probabilité 2. 

e L'événement « les trois destinataires reçoivent leur colis » est réalisé une fois 

(cas où les étiquettes sont dans l’ordre E,E,E;). La probabilité est donc 2. 

e Deux destinataires ne peuvent recevoir leur colis sans que le troisième le 

reçoive. La probabilité que deux destinataires et seulement deux reçoivent leur 

colis est donc nulle. 

e Un destinataire et un seul reçoit son colis (cas où les étiquettes sont dans 

l’ordre E,E;E;, EEE; E2E,E3) cet événement est réalisé trois fois, la probabilité 

3 
est donc HS. 

e La probabilité qu'aucun destinataire ne reçoive son colis est 
AIN 

(23) Soit M l'événement « l'élève choisi aime les mathématiques » et C l'événement 

« l'élève choisi aime la chimie ». On a: 

P(M) = 0,88 P(C) = 0,2 et POMNC)="0;15. 

1. On cherche la probabilité de l'événement M N qu 

MAÉ et MN sont incompatibles et (M NC) U(MNC) = M d'où: 

P(M) = P(MNC)U(MNC)) = P(MNC)+P(MN 6: 

donc P(MNC) = P(M)-P(MNC) = 0,88—0,15 = 0,73. 

(205 | 
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2. De même, pour chercher P(C N M), on remarque que CN MeæCnM 

sont incompatibles et (CN M)U(CNM)=cC. 

D'où P(C) = P(CNM)U(CNM)) = P(CCNM)+P(CNM) 

donc P(CNM) = P(C)-P(CNM) = 0,2-0,15 = 0,05. 

3. L'événement « l’élève n’aime ni les mathématiques ni la chimie » est l’événe- 

ment contraire de M U C. 

P(M UC) = P(M)+P(C)-P(MNC) 

= 0,88+0,2—0,15 = 0,93. 

La probabilité demandée est 1-P(MUC) = 1—0,93 = 0,07. 

[24] 1. Si n est un nombre entier multiple de 7, il existe un entier m tel que n = 7m. 

La condition 100 < n < 999 impose donc que m vérifie : 

100 = 7m < 999, » soit Me m <= _ 

On a _ z 14,28 et _ = 142,71 ; m étant un nombre entier, on a donc 

15 < m < 142. 

De 1 à 14, il y a 14 nombres entiers ; de 1 à 142, il y en a 142 ; donc de 15 à 142, 

il y en a 142 — 14 = 128. 

Il y a donc 128 entiers compris entre 100 et 999, qui sont des multiples de 7. Il 

y à 900 entiers compris entre 100 et 999. 

Le tirage étant au hasard, il y a équiprobabilité des tirages donc la probabilité 
de tirer un multiple de 7 est : 

128 32 ee 42 
O00MP25 De 

2. Les numéros de trois chiffres dont la somme est 4 sont dans l’ordre des 
valeurs croissantes : 103, 112, 121, 130, 202, 211, 220, 301, 310, 400. Il yen a dix. 
La probabilité de tirer un numéro entre 100 et 999 dont la somme des chiffres 
est 4 est: 10 1 

900 = 99 “ 011. 

Soit abc l'écriture du numéro tiré, le nombre n étant compris entre 100 et 499, 
on a: 

1<a<4, 0<b<9, 0<c<)9. 

L'événement contraire de «au moins un chiffre 1 figure dans l'écriture du 
nombre » est : « il n’y a pas de chiffres 1 dans l'écriture du nombre ». 
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L'entier a peut prendre alors trois valeurs possibles 2, 3, 4 ; les entiers b et c, neuf 

valeurs possibles : 0, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Il y a donc, pour l'écriture du nombre 

n, 3X9X9 = 243 cas favorables. 
Il y a 400 nombres compris entre 100 et 499, la probabilité de tirer un numéro 

243 Ti: 

La probabilité cherchée, qui est celle de l'événement contraire, est donc : 

243 157 
400 es 400 . 0,3925. 

qui ne comporte pas de chiffres 1 dans son écriture est donc 

1. a) L'univers formé des tirages de deux cartes avec remise de la 1" carte com- 

porte 32 x 32 éléments. 

Les cas favorables s’obtiennent en tirant : 

— 1 as puis une carte autre qu’un as, il ya 4x 28 choix ; 

— une carte autre qu’un as puis 1 as, il y a 28 X 4 choix. 

La probabilité de tirer un seul as est : 

MASON A AE | 
PAT enr er PRE EE RE, 

CORRIGÉS 

b) 1'° méthode : cherchons la probabilité p” de l'événement contraire « tirer 2 

cartes qui ne sont pas des as ». Il ya 28 X 28 choix de deux cartes sans as. 

Do Rod 20 
207 RS 64 

La probabilité de tirer au moins un as est donc : 

de pr 
es PTE 64 64 

Donc 

2° méthode : sans passer par l'événement contraire. 

On a calculé la probabilité p, de tirer un seul as : p, = . 

Pour tirer deux as, il y a 4 x 4 choix, donc la probabilité de tirer deux as est : 

sn ES des 1 
PT 32x32 64 

Li TA TMAR ENS 
D'où : PP 2 35 Ga pa 

2. à) Soit l’univers formé des tirages de deux cartes sans remise de la 1° carte. 

Il y a 32 X 31 cas possibles. 

Les cas favorables sont les mêmes qu’à la question 1. a. 

{207 



La probabilité de tirer un seul as est : 

| EN ASCLS F2 CE RTE TOR Te 

: PT een TOC 
b) On peut encore utiliser l’une des deux méthodes de la question 1. b. 

| Utilisons, par exemple, la 1 méthode. Avec les mêmes notations, il y a 28 x 27 
choix de deux cartes sans as. 

028 27 IEC TRLES 
MEDAD SENTE, 

La probabilité de tirer au moins un as est 

= l'— IN OABIE TES 
ARR PE TT TT 

(27) 1. Appelons A, B, C, D les quatre camarades et C,, C, et C; les 3 cinémas. Il ya 
pour À et B, 3 x 3 choix du cinéma. 

(ee), 4 410 5 

> œ @) (w) 

AN 
11 

COR ROME 7 TRI pe 

1 DA 

D 

= 

Dr OO CAS.S,e : 
D IINND 

OURS 

À chaque choix de B, on peut associer 3 ramifications représentant les choix de 
C. Donc pour A, B et C, il y a 3 x 3 x 3 choix du cinéma. Aux dernières extré- 
mités, on peut encore associer 3 ramifications représentant les choix de D. 
Le nombre de choix possibles est : 3 x 3 x 3 x 3 = 81. 

2. a) Il ya 3 cas favorables : les quatre camarades vont tous au cinéma C;, tous 
au cinéma C,, tous au cinéma C. 
La probabilité qu’ils se retrouvent dans le même cinéma est : 

3 
BIS MA 
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b) Les cas favorables sont : 

deux camarades dans C,, il y a 6 choix: 

{A;B},{A;C},{A;D},{B;C},{B;D},{C;D} 
les deux autres dans C, et C;, il y a deux choix ; 

le nombre des cas favorables précédents est 6 X 2 = 12 ; 

deux camarades dans C, 

les deux autres dans C, et C, ; 

il y a encore 6 X 2 = 12 cas favorables (même raisonnement que précédemment) ; z 

CORRIGES 

deux camarades dans C; 

les deux autres dans C, et C;, 

il y a encore 6 X 2 = 12 cas favorables. 

La probabilité qu’il y ait au moins l’un des quatre camarades dans chaque 

cinéma est : 
12409 #12%36 724 

81 sf 9: 

1. 11 ya 4 cubes rouges et un bleu. Dans l'alignement le cube bleu peut être posé 

à gauche des 4 rouges ou entre le 1° et le 2° cube rouge ou … à droite des cubes 

rouges. Il y a donc 5 dispositions possibles des 5 cubes. 

2. À chaque disposition correspond une valeur du rang et une seule, les diffé- 

rentes valeurs prises par la variable X sont donc les entiers de 1 à 5. Les dispo- 

sitions étant équiprobables, elles sont toutes réalisées avec la probabilité à 

Donc P(X= 1) =P(X=2)=P(X=3)=P(X=4) = P(X=5)= & 

3. L'événement « il y a autant de cubes rouges de part et d’autre du cube bleu » 

Se 1 
est l'événement (X = 3), sa probabilité est donc 5 

4. L'événement (X=4) est la réunion des événements incompatibles 

(X = 4) et (X = 5), sa probabilité est donc la somme des probabilités des évé- 

nements (X = 4) et (X = 5) soit =. 

1. Si le joueur tire une bille noire, X prend la valeur 2 — 0,8 = 1,2. 

Si le joueur tire une bille rouge, X prend la valeur 1 — 0,8 = 0,2. 

Si le joueur tire une bille bleue, X prend la valeur 0,2 — 0,8 = —-0,6. 

Les différentes valeurs possibles du gain sont —0,6 ; 0,2 et 1,2. 

(209 



2. Dans le sac il y a 10 + 35 + 55 = 100 billes. 

L'événement (X = 1,2) est réalisé si et seulement si le joueur tire une bille 

noire. La probabilité P(X = 1,2) est égale à la probabilité de tirer une bille 

noire soit LUE 
100 10 

De même l’événement (X = 0,2) est réalisé si et seulement si Le joueur tire une 

bille rouge. La probabilité P(X = 0,2) est égale à la probabilité de tirer une 

: MES 7 bille rouge soit Te 
n 
ke De même l’événement (X = -0,6) est réalisé si et seulement si le joueur tire 

sr une bille bleue. La probabilité P(X = -0,6) est égale à la probabilité de tirer œ P 8 P 
[a 4 Ë : 
© une bille bleue soit _ = = 

3. L'événement (X > 0,8) est l'événement (X = 1,2), 

donc P(X = 0,8) = P(X = 1,2) = . 

(30) 1. On peut représenter les lancers possibles en faisant l’arbre suivant : 

nombre lu sur nombre lu sur nombre lu sur Somme des 

le 1 jeton le 2° jeton le 3° jeton nombres 

5 9 
3 

1 eus Le 
10 

5 10 
4 és, 11 

5 10 
3 

2 ne 11 

} 5, 11 
Fee 12 

Il y a 8 résultats possibles de même probabilité à 

2. D’après l'arbre construit ci-dessus les valeurs possibles de S sont 9, 10, 11 
12. La somme 9 est obtenue une seule fois donc : 

») 

P(S=9) = à. 

210) 



La somme 10 est obtenue trois fois donc P(S = 10) = . La somme 11 est 

obtenue trois fois donc P(S = 11) = ï. La somme 12 est obtenue une seule 

fois donc P(S = 12) = = 

3. L'événement (S> 10) est la réunion des événements incompatibles 

(S = 11) et (S = 12), sa probabilité est donc la somme des probabilités des 

événements (S = 11) et (S = 12) soit à = s- 

4. L’espérance de S est : mis 
1 3 3 1 tu 

FOIX =PBI0 x ATIEEE = _ (S) & al atl2X2 > 

[4 
= 84 = 21, [e] 

8 2 U 

La variance de S est égale à : 

1 3 5 1 217 
V = 92X-=-+102X = 2x = 2xX=-| — (SI R 3 A EEE X () 

3 

ä 

L'écart type de S est : 5 

o(S) = ©. 

1. On note R&, Dé et V4 le roi, la dame et le valet de pique, et RO, DO et VO 

le roi, la dame et le valet de cœur. Les résultats du tirage sont les sous-ensembles 

à deux éléments pris dans {R# ; D4 ; V4 ; RO ; DO; VOF: 
{R# ;D4} [R4; V4} {Ré;RO} {R#; DO} {R4; VO} 
{D#; V4} {D4; RO} {D4; DO} {D4; VO} 
{V4 ; RO} {V4; DO} {V4; VO} 
{RO ; DO} {RO ; VO} 
{DO ; VOX. 
Il y a 15 résultats possibles, chaque résultat a la probabilité = — s d'apparaître. 

2. La somme des points est : 

*10 pour le tirage des deux rois ; 

+8 ‘ pour le tirage d’un roi et d’une dame ; 

+6  pourletirage d’un roi et d’un valet ou de deux dames ; 

+4 pour le tirage d’une dame et d’un valet ; 

+2 pour le tirage de deux valets. 



En s’aidant du tableau des 15 résultats on obtient la loi de X que l’on résume 

dans le tableau : 

a 6 oo 

ER Ru ea 
15 ls ONE 

Remarques : on constate que la somme des probabilités obtenues est égale à 1. 

3. L'espérance est égale à : 

1 4 5 4 1 + ANSE Æ — +10X— = 6. E(X) TS Te ER M 5 

La variance est égale à : 

1 4 5 4 1 = 22X— +42X — + 62X — + 82 xX — + 102 x — — 62 V(X) Re. ee 5 +8 15 15 

ADS 
ÈTE 

ee CES US 
L'écart type est égalà [6 UE 

1. Les résultats possibles sont représentés par les couples (voir ex. ® ): 

(51), (132), …., (5:6), (6:5), (6:6). 
Il y a 6 choix du premier élément du couple et 6 choix pour le second élément. 

Le nombre de résultats possibles est 6x 6 = 36. 

2. a) Les valeurs prises par X sont 1, 2, 3, 4, 5,6. 

Le plus grand nombre lu est 1 lorsqu'on obtient (1;1): un seul cas. 
1 

D POSER onc ( 1) 36 

Le plus grand nombre lu est 2 lorsqu'on obtient (1 ; 2) ou (2 ; Lhou(2r:2)% 
3 

3 cas. D REV) cas. Donc ( ) 36 

Le plus grand nombre lu est 3 lorsqu'on obtient (1 : 3) ou (GS hou (2:58) 

ou (3;2) ou(3;3):5cas. Donc P(X = 3) = . 

Le plus grand nombre lu est 4 lorsqu'on obtient (1 : 4) ou (4; 1) ou (2;4) 
ou (4,2) ou (3;4) ou (4;3) ou (4 ;4):7 cas. 

fl 
D POI onc ( ) 36 
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On trouvera de même P(X = 5) = . EHPIX=GLE L (on dénombrera 

les couples donnés à l'ex. ® ). 

D’où la loi de probabilité de X : 

ii 6 | 

URI 
36 | 36 

- n 

ü 
1 5 5 Dette nl — 

(On remarquera que —+—+—+—+—+— = ]l). nee tartagt sell œ 
[®) 

b) E(X RANGER x S Rp els de 2e 14 6 
& 36 36 36 GUN se 0 136 

161 
= — = 4,47. 

36 

La variance est : 

1 3 5 7 9 HBELOT 
VO Pxlinxisnxseaxlisxisexe- (2) 
Ko 36 36 36 36 36 36 36 

22555 
MOUSE Se ë 
ce 1 296 Es 

L'écart type est : 

2555 N°2 555 
= Feu 1,40. 

Fer 362 

1. Désignons par R,, R;, R, les trois boules rouges et par B;, B; les deux boules 

bleues. Un résultat d’un tirage est une paire d’éléments de l’ensemble 

£R, 3 R, 5 R 5 B ; B}. Les résultats possibles sont donc: {R;,;R}, {R;: Rs} 

{R;; B;}, {R; ; B;}; {R; ; R}, {R; ; B;}, {R; ; B;}, {R; ; B;}, {R; ; B;}, 

{B, ; B,}. Il y a 10 tirages possibles tous équiprobables. 

2. L'événement À est réalisé si on obtient un des tirages : {R, ; R,}, {Ri ; Rp, 

£R, ; R;}, la probabilité de l’événement À est donc . 00: 

3. P’événement B est réalisé si on obtient un des tirages : {R; ; B,}, {R; B}; 

{R; 5 Bih {Ro 5 Bb {R3 5 Bi} {R,; ; B,}, la probabilité de l'événement B est 

6 . 
0 0,6 donc EME 

(213 
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= ai À 214 

ALORS ER TE EE RP EN ER SR ES RP SR RE ER en 

4. On associe les nombres 1, 2, 3 respectivement aux tirages {R, ; R;}, 

{R, ; R;}, {R; ; R;} pour lesquels A est réalisé. On associe les nombres 4, 5, 6, 

7, 8,9, 10 aux autres tirages possibles. 

Simulons sur le tableur Excel le tirage aléatoire d’un nombre entier compris 

entre 1 et 10 à l’aide de la fonction « ENT(ALEA()*10+1) » que l’on entre, pré- 

cédée du signe =, dans la cellule A1. En recopiant cette fonction 10 000 fois vers 

le bas on obtient un échantillon de 10 000 nombres entiers compris entre 1 et 10. 

À l’aide de la fonction « NB.SI($A$1 :$A$50;”<=3”) » que l’on entre, précédée 

du signe =, dans la cellule B1, on obtient le nombre N de fois où l'événement 
A est réalisé. En remplaçant successivement 50 par 100, 1 000, 2 000, 5 000, 

10 000 on obtient par exemple : 

epour 50, N = 9 d’où la fréquence f = Le 0,18 ; 
50 

epour 100, N = 27 d’où la fréquence f = = = 027 

RS : 293 
epour 1 000, N = 293 d’où la fréquence f = TobbE 0,295% 

epour 2 000, N = 581 d’où la fréquence f = : = 0,2905 ; 

JR 1 546 
epour 5 000, N = 1 546 d’où la fréquence f = 5.000 0,30925 

à 3 031 
epour 10 000, N = 3 031 d’où la fréquence f = 20 000 0,3031. 

Lorsque le nombre de tirages augmente, la fréquence d’apparition se rapproche 
de la probabilité théorique 0,3 trouvée à la question 2. 



| Définition, mesures 
EST He MEET TN REUR 

e Un couple (4, ÿ ) de deux vecteurs son nuls ou un couple de deux demi-droites 

(Ox, Oy) définissent un angle orienté. 
- Le plan étant orienté (le sens positif est le sens inverse de rotation des aiguilles 

d’une montre, on peut associer à un angle orienté (u, ÿ) une infinité de mesures. 

Si l’une d’elles (en radians) est ot, toutes les autres sont : 

La+k-27 | (ke Z) 

-Ilen existe une seule appartenant à ]—x ; x] appelée mesure principale de l'angle 
or: > 

orienté (u,v). 

+ Notation 
< É SEP re. en 

Si une mesure d’un angle orienté (4, v) est ©, il s’agit toujours, lorsqu il ny a 

aucune précision, d’une mesure en radians et on écrit : 

> > 

Pour tous vecteurs non nuls, #4, Vv, W, ona: 

LD = ,0+ 60) 
215 
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+ Une base orthonormale (ou orthonormée) est formée de deux vecteurs de lon- 
> 

à gueur (on dit aussi norme) 1 et orthogonaux. Soit (i, j) une telle base. 
PONS T ; : 
SUCRES 7 °n dit que la base est directe. 

> > 
SU PTIRERE Fe on dit que la base est indirecte. 

S ; 
+ Le repère (O ; ï, j) est alors un repère orthonormal (ou orthonormé) direct ou 

indirect. 

COURS 

+ Définitions 

Un cercle trigonométrique de centre O est un cercle de rayon 1 et muni d’un 

MN 

> > 
repère orthonormal direct (O ; 1, j). 

Soit M, un point du cercle trigonométrique et & une mesure de l’angle orienté 
(1, OM). 

- Le cosinus de ©, noté cosot, est l’abscisse de M. 
- Le sinus de ©, noté sin ox, est l’ordonnée de M. 

: T 
Si a ; +kn (ke Z), la tangente de & notée tan est le réel : 

216 



Repérage dans le plan 8 

+ Relations entre cosot, sinot, tanct 

Pour tout réel ; | cos? + sin? = 1 

Sio#=+kn (ke Z): 

+ Lignes trigonométriques des angles associés 

Pour tout réel &, on a : 

cos(—) = sin(—-&) = -sinœ 

COS (T — &) sin(T—-@) = sinœ 

cos É — a) ] sin (5 = a = COS 
2 2 

COS(T + ) sin(T+@) = -sinx 

On retrouvera rapidement ces formules en construisant un cercle trigonométrique, 
> —> 

le point M tel que (1, OM) = @, et le point M’ tel que : 

Les: T 
(1, OM) = -@, ou T-®, ou LE ou T + O. 

À T AA . 
On retrouve de même cos É + a) et sin + a) en faisant une figure. 

On peut aussi écrire : 

cos(? + a) = cos Ê - (os| = sin(—-) —sin 

cos ax. sin(F+ a) = sin[? - (-o)| = cos(—-@) 

217 



Soit un point O et un vecteur 4 de longueur (de 

norme) 1 dans le plan orienté. 
On peut repérer un point M du plan, M étant distinct 

de O, par : 
> —> 

(i, OM) = « et OM = r. 

> > 
Les coordonnées (x ; y) de M dans le repère orthonormal direct (O ; ï, j) sont 

liées à ot et r par les formules : 

l — — 
Soit un vecteur AB non nul, les coordonnées de AB dans le repère orthonormal 

direct (O ; ï, j) sont: 

D | 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

O 2) cos 28 = 3 
2 

b) Fu = - 
6 

2 a) A, B, C trois points du plan distincts deux à deux 
_ sr 
CABSAC)= (BA, CA): 

b) Da un repère polaire, le point M vérifie OM = 3 

et a OM) = = Æ, ses coordonnées cartésiennes sont 

Dé . 
PAU |: 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

Mesure principale d’un angle orienté 

Repérage dans le plan 
2 

CIM EINF 

ENVIE 

(@) Corrigé p. 224 

EMEA 

TE : 
(@) Corrigé p. 224 

© Donner la mesure principale (en radians) de l’angle orienté dont on connaît 

une mesure dans chacun des cas suivants : 

1. -T rad ; 22-279 3. 1 380°. 

Relation de Chasles. Calculs d'angles 

> 

O On donne l'angle orienté G v 

Calculer en fonction de (&, 2e 

PDC, rl, CE) 

(@) corrigé p. 224 

@) corrigé p. 225 

EXERCICES 



n 
LL 

: 
U 
[e 4 
Lu 
* 
LU 

On donne un triangle rectangle isocèle ABC direct (le sens de parcours A, B, 
C, A est le sens positif du plan orienté). On construit, à l’extérieur du triangle 

ABC, des triangles équilatéraux ABC”, BCA”, CAB”. 

VAS 

Déterminer les mesures principales des angles orientés suivants : 
— — > — —> — 

1. (AB, BC); 2. (AB”, AC’); 3. (CA”, BA).  (@) corrigé p. 225 

On donne un triangle équilatéral ABC direct (voir exercice @). On cons- 
truit, à l'extérieur du triangle ABC, des triangles rectangles isocèles ABC, 

BCA’, CAB. 
TI 

A 

G. B’ 

A’ 

Déterminer une mesure des angles orientés suivants : 
— — Sn = — — 

1. (AB”, AB); 2. (AB”, BA’); 3. (BB’, CC’). ©) corrigé p. 226 

(7) Démontrer que, dans un triangle ABC : 
— — — — — 

(AB, AC) + (BC, BÀ) + (CA, CB) = x. @ Corrigép. 226 



| Repérage dans le plan EC 

Lignes trigonométriques des angles associés 

TC 
Ô Calculer : cos — + sin Fe COS — er — sin eur 

4 4 3 4 

Indication : cos = = cos(r— n): 

. 3T : T MR TONER EN ARE 

sin 5 = sin(x — D Q) corrigé p. 227 

€) Calculer : 

S2= + PNANATELLR a EL ER SRRUEL 
- 8 8 8 8 

SE Saba armes Ale 
à 8 8 8 

T 3T 5T 7H 
S: = tan - tan 
“ 8 8 8 8 
—. BREVET 

Indication : roi 

STRENTNATTe 

eo cer 
TT T 
BOPAR OS @) corrigé p. 227 

T 3T 5T 12 
DO Calculer : S, = cos? = + cos? — + cos? — + cos? — 

8 8 8 su 

ot 3T 5T TR. ARRET EE 
Sois at sin? mi sin? Le sin? — = Q) corrigé p. 228 

(11) Calculer: S, = cosx + cos(? -x) + cos(? +x) + cOS(T — X) ; 

: UT AE : a 
S, = sinx + sin(? - ) — sin(? + x) — sin(r — X). (+) Corrigé p. 228 

® Calculer : 
T us 

D, — COS cos/(7 x) + cos/( - x) + cos (T — x); 

S) Il 
: T : T : ro < 

sin2x + sin? (5 - x) + sin? É + x) + sin?(T — x). @) Corrigé p. 228 

® Calculer, si les tangentes existent : 

Il S; tan x + tan(5 x) + tan( 5 +) + tan( 0: 

S) tan2x + tan? (5 : x) — tan? É + x) — tan?(n -x). @) corrigé p. 228 

(V2) 
EL 
(® 

® 
œ 
LU 
*< 
LUI 
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EXERCICES 

Lien entre repérage polaire et repérage cartésien 

> > 
On suppose le plan orienté et muni d’un repère orthonormal direct (O ; 1, j) 
(ex. ® à ®). 

(14) Soit le point M défini par : 
> — 
(} OM) = — OM 

Calculer les coordonnées de M. (+) corrigé p. 228 

(15) Soit le point M(1 ; -,/3). Donner les mesures principales des angles orientés 
> — > — à RES. 

(1, OM) et (7j, OM). (@) Corrigé p. 228 

O Soit la demi-droite ]JOz) (demi-droite privée de O), de vecteur directeur u. 
> 

On suppose (1, ü) = = 

1. Calculer les coordonnées (x, y) d’un point quelconque M de ]Oz2) en 
fonction de OM = r. 

2. Calculer les coordonnées de M uniquement en fonction de x. 

@) corrigé p. 229 

(17) Soit les point M et M’ du cercle trigonométrique de centre O tels que : 

A es us MS T 
(1, OM) = & et (1 OM”) = ï 

1. Calculer les coordonnées du milieu I de [MM]. 
> — 

2. Calculer OI et (1, OI). (+) Corrigé p. 230 

(18) % On donne A( 3 : 1) et on construit un carré OABC direct (le sens de par- 
cours, O, À, B, C, O est le sens positif du plan orienté). 

> — > — 
1. Calculer (1, AB) et (i, BC). 

2. En déduire les coordonnées de B et C. 

3. En déduire cos = et Ris Ê 
12 mins 

©) Corrigé p. 231 



Repérage dans le plan D 

© x Les points AÀ,, A;, A3, A,, À., À, sont définis par : 

OA, = AA, = A,A; = A;A, = AA = AA, = l; 
> —> — 

(1, OA.) = (OA,, A,A;) 
—> — 

= (AA; AzÂ3) 
a — 

= (A,A3, A;A,) 
> —; 

= (A;A4, AA) n 
——> —— ui 

= (A,A,, AsA;) U 
U 

T [4 
= =. Lu 

6 Fr PAS * 

Calculer les coordonnées de A+. @) corrigé p.233 



b a) Faux. cos 7 = cos[r +) = cos = LM: 1 

PRE UTT Ru Ru Le 
b) Vrai. sin — = sin(r =) sin = 

— — — — — 
© 2) vrai. (AB, AC) = (- AB, - AC) = (BA, CÀ). 

b) Faux. x = 3c0s = 3cos[n ©) cos -: 
o 

y'= Ssin = 3sin(r-7) = Fe 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

177 187 T T 
D —— = "+= = -6n+- 

(3) 3 9 3 3 

de la forme = + K27, avec k = —3 etre ]-T;7|. 

se T 
Donc la mesure principale est ch 

2797 31 
2. 2799 = - == rad = -— : 279 130 * 207 rad 

; 317 OT écrire: = = -2n+2%, On peut écrire TT) T + 50 

de la forme SR + K27, avec K — —lLet . E ]-Tr;x|. 

Donc la mesure principale est _ 

1 3807 23 
e 1 = = — ki 3. 1 380 160 rad 3 Trad 

On peut écrire : Er = BE 

de la forme — © + 2m, avec k = 4 te ]-7r;xl]. 

Donc la mesure principale est — se 

224) 



| Repérage dans le plan M: 

| ; HEneSl 
O e Si & est une mesure de l'angle orienté (4, v), —@ est une mesure de l’angle 

ed > 
orienté (v,u}), donc: SE 

(, ü) = (4, vi) 

ÿ 
SV 

En utilisant la relation de Chasles, nous pouvons écrire : n 
> > > > > > > > Us 

(-u,v) = (-u,u)+(u,v) = rn+(u,v). OU 
35 > > > > > > (, -9) = (4,7)+(V, -9) = (4, 9)+7 œ 
> > > > > > 

(—u, —v) = (-u,v)+(v, —v). 5 
> > > > > > 

On a vu que (-u,v) = n+(w,v);une mesure de (v, —-v) est-n donc: 
Se, > > > 

(-u, -V) = T+(u,v)-T 
> > > > 

(-u, —v) = (u,v), 

autrement dit, un angle orienté ne change pas si lon remplace chaque vecteur 

par son opposé. 

[5 On se reportera à la figure de l'énoncé. 

37 3T Ve Fons 
—e ]-r;7x] donc 7e est la mesure principale de (AB, BC). 

—> — —> — — — — — 
2. (AB”, AC’) = (AB, AC) + (AC, AB) + (AB, AC”) 

Ramin 
Die à 6 

is ju 
Mais ee £ ]-rn; x]. On peut écrire : 

7T SRILST 
_— = -2n+—et—e]-T;r 6 Fr 

TE MEME ST 
donc la mesure principale de (AB”, AC”) est Fa 

> = — = S een 

3. (CA’, BA) = (CA, CB) + (CB, BC) + (BC, BA) 

CA, BÀ 
Li 

(CA, BA) = -2 +745 = D x 
=, —e]l-r; 1 
pr oc) 

117 is SLA EE 
donc > est la mesure principale de (CA”, BA). 

(225 À 



RE ESS © 

OÔ On se reportera à la figure de l’énoncé. 
—> — — — — — 

1. (AB”, AB) = (AB”, AC) + (AC, AB) 
—> — 

-T, e est une mesure de (AB”, AB). 

—> — —> — > — > — D, 
2. (AB, BA’) = (AB, AB) + (AB, BA) + (BA, BC) + (BC, BA’). 

— 4 —> T 

ABC AR) he TONER ( ) FR 

D 7T 

On a calculé précédemment (AB, AB) dont une mesure est a donc 

EU OT au TON ELT MRIE 
CAB: BAS ST Te 

—> — —> — > — — — 
3. (BB’, CC’) = (BB’, BC) + (BC, CB) + (CB, CC’). 
Puisque B et B’ sont équidistants de A et C, la droite (BB) est la médiatrice de 

rt T 
[AC] donc (BB”, BC) = re 

n 
‘LU 

>. 
[a 4 
[s 4 
O 
U 

Puisque C et C’ sont équidistants de A et B, la droite (CC”) est la médiatrice de 
D — 

[AB] donc (CB, CC’)'= - 2 
— — 

D'où (BB; CC) = 22m am _ 27, 
6 6 6 5 

(> B 

Calculons la somme : 
— — — — — — 

S = (AB, AC) + (BC, BA) + (CA, CB). 

— — — — 
(CA, CB) = (AC, BC) (on peut remplacer chaque vecteur par son opposé, 

voir exercice @). Donc: 
— — — — — — 

S = (AB, AC) + (BC, BA) + (AC, BC) 
— — > — 3 — 

S = (AB, AC) + (AC, BC) + (BC, BA) 
— — — — 

S = (AB, BC) + (BC, BA) 
— — 

St" (ABPBA)IEENT: 

1226) 



pures dans le ar 8 

RL nt = Ÿ2 @ «°° - sn; - 
à 

es = cos[m?) = DORE 1 
3 3 Eee 

Far = sin(r?) = Se — M 
4 4 4 7 

da Tee not das AE 2 
4 4 3 4 2 #5 2 

Ro n = ; te 

U 
[s 4 

HOUR R on On Tina TX œ 
8 28:58 240.8 8 [e) 

(®) 

S— cos F4 cos(5 7) + cos(% + À)+ cos(r - ©] 
. 8 268 DANS 8 

Sin co = 10 
<: 8 8 8 TUE 

Sh = sin © + sin(s- 2) sin(%+)-sin(r À) 

= sinT+ cos = cosEsinT = 0. 
8 8 

S3 = ne OU +2)+tan(r-©) 

I TT T 
sin| —- —-— We 

Ferre Ê à ane 1 

MR ue Cu I . 

EL _ tan — cos[? :) sine 3 

HN (et LES LE T 
sin| — + — De 

rn(E+ 5) - Ê ) ae dal 
2 8 re TOUT Ge FE T 

Lara — — tan — cos(T +) rs 8 

sin(r-À) 3 sin — ; 

COS 

+ Es =] 

TES 

a | 

Eu” 
Il 

SU VAR 

a 

NE 

Il 

a 

Il | 
[qu à fe) 

œ| 



z 

CORRIGES 

228 

À En s'inspirant de l’exercice précédent : 

a[T 2|PANE (+2) {r-?) cos (® + COS É ï) + COS 2 8 cos 8 

[cos(?) + sin?(À)] + | sin? (® + cos(7)] = l'h10=%2;: 

Vous trouverez de même : S, = 2. 

Si 

(11) En s'inspirant de l’exercice @ on trouve : 

S, = 0 et S, = O. 

® En s'inspirant de l’exercice © on trouve : 

Sj = 2*et S; ="2. 

1 1 
® S; = tanx + — -—— -tanx = (0. 

tanx tanx 

1 

tan2x tan2x 
—fan2x — 0. S, = tan?x+ 

D List nn 
3 5 

Les coordonnées de M sont : 

PE 5 
x = OMcos(:, OM) = 5 cos = ee 

a — 
OMsin(:, OM) = Ssin = = 22 NS 

Il 

(15) Les coordonnées de M sont : 
> — 

x = OMcos(r, OM) = 

Er 
y = OMsin(1, OM) = VER 

OM? = x2+7y2 = 12+(-/3)? = 4 donc OM = 2. 

LAERS 1 Il 
cos( 1, OM) = —— = - 

Se OMt%,2 
D'où : & Rs 

1h Near 3 3 
sin(1, OM) = -=—=— = -=— M roue 
mer el T N3 ; T 

O t RE == _— _ — = —— n peut écrire 5 cos| :) et > sin à) 



ANR T 
cos(1, OM) = cos(-à) 

3 
donc ; 

ee ! T 
sin(1, OM) = sin(-?) 

LD E 

| Repér: 

22 RPC te 

age dans le plan M: 

Deux angles orientés ont même mesure si et seulement s’ils ont même cosi- 
nus et même sinus. 

LEA T 
Donc (:, OM) = ce 

T : ds: RSA T 
Comme — 3 appartient à ]-7 ; x], la mesure principale de (5, OM) est — = 

PET He LA ee 
(1, OM) =" (7, 1)+(1,0M) = 

ST ere net aa EEE ST 
Comme — D appartient à ]-x ; x], la mesure principale de (7, OM) est — +. 

KT TT at 
775 M6 

© 1. Soit M(x ; y) un point quelconque de ]JOz). 

Legs ? > T 
ra OM)"=- C1 u).= Faà Posons OM = r (r = 0): 

Les coordonnées de M sont : 

(x : »,) où x est un réel strictement positif quelconque. 

rcos Z 
6 

413 
a) 

CORRIGÉS 

229 



LOMAR ES 
AMP NT D 

SL VMS 6479 

Les coordonnées de M’ sont : 

TU 
XM' COS RENE 

5 » 

AISNE 
" PME ES 

œ Les coordonnées du milieu I-de [MM] 
[s 4 sont : 
[®] 

= 2 4 

és Ym F Yu’ pce DE 

2 4 

20i-r- et) 
4 4 

PURE 
OT AS) 
5 4 

UNE 
PE. Se 4 

cos( 1, OI) = = = ————— 

OÙ 24 +,43) 
4 

lee ne 
PATES 

de même, 

RE 
sin(i, OI) = = A2 

OI ?) 

DER T 
cos(1, OI) = cos - 

>. 
On a donc: donc (1, OI) = . 

M qe 
sin(:, OI) = sin 

Bla 



> — > — > — EE —… 
T.e(:,AB) = (i, OC) = (i, OA) + (OA, OC). 

RE 
On calcule (1, OA). Les coordonnées de A sont : 

ei — 
V3 = OAcos(i, OÀ) 

> — 
1 = OAsin(£, OA). 

D'où OA = 4(3)° +12 = 2. 

os VENTE rs 
, OA = — = — = — cos ( 7 ) O1 S cos & 

D'où : 
Dre OÀ) = AE CE 
sin(, TOR MC MC 

ae T 
donc (1, OA) = Fi 

On en déduit alors, d’après [1] : 

mn 47 _ 22 > — 
e(1, AB) = -+- = = 

62 6 3 
> — > — > — > — T 

e (i, BC) = (f, AO) = (, OA) + (OÀ, AO) = = -7 

 — 
2.eOB = OA + AB donc les coordonnées de B sont : 

qe = Xa+X 

YB = YatŸ 
—> 

en appelant X et Y les coordonnés de AB. 

z 

(elle 

5T 
A 

On sait que x4 = V3 et Ya = 1. On sait aussi (cf. résumé de cours) que : 

> — 
X = ABcos(i, AB) 

> — 
Y = ABsin(:, AB) 

(231 



CORRIGÉS 

[232 ) 

Vale N3 + ï 
ES — 

e OC = OB + BC donc les coordonnées de C sont : 

ee ds = Xp = X” 

Ye = YBtŸ" 
> 

en appelant X” et Y” les coordonnées de BC. 

Par suite : 

; ri 5T 
Xe BCcos(r BOIRE 2cos( 2) 

ei 
BC AU UBO)e 2in(-) 

SA STE À > N5 
cos[-) He cos[ J Re 

sin(-2) = er = -sin(r-À) = —$sin — = as 
6 : Gr TOM 

d’où re) 
ES ne 4 = 2{ ;) = 1 

Pie CAN RE FT 01 
e Remarquons que (1, OB) = (i, OA) + (OA, OB) = on 2: 

OBcos(i, OB 
On peut écrire : " “ee 5) 

Yp = OBsin(:, OB) 

RES = OBcos 

RER = OBsin à 



Or, OB = OA./2 = 240 donc : 

d3-1 = More 
12 

3 +1 2./3sin 

On en déduit : aa = N3=1 ont J6- 2 V2 

PDU ETS n 

PONS ire Ciao Dar des 42 

z 

CORRIGÉS 

_— > —> —> —> —— — 
OA, = OA, +A,A, + A,A3+ AA, + A,As+ASAG. [1] 

_— > — ——= — 
Calculons les coordonnées des vecteurs OA,, A,A;,, A,A3, A;A4, AA, 

—— Ù RTE : 

A,A,. Nous en déduirons les coordonnées de leur somme OA; donc du point As. 

re ù TUE SE 
e OA, a pour coordonnées (cos Soul <) = ( : ;) 

me Pnau Li RER 
e A A, a pour coordonnées : (A,A,cos(1, A;A;) ; A,A,sin(i, A;A;)). 

On sait que À ie = ]. En outre: 

Ga MCE CE, OA) + (OA, AjAs) = 2 + 
ne 

T 
5) 

0 L ———> 

donc les coordonnées de A, A, sont : 

(cos? ; Sin 2) = (2: &} 

(2331 



ape RL on CC Qi RE SR EE IR ET RER RE ERN NE ne 

> 
à e A,A, apour Core 

; PU AA): A, A; HU AR). 

On sait que A;A;, = 1. En outre: 
> —— > — —> —— 

1 (i, AA3) = (5, A1A,) + (AïA,» AA) = 
Ia 

+ 

la 

Il 

NIa 

— 
donc les coordonnées de A,A, sont : 

(cos 7: ; sin 2) = (0:71). 

j —> — — 
Vous verrez, de même,- que les coordonnées de A,A,, A,A:, AcAÇ sont 
respectivement : 

e (cos( + z) : sin? + z)) = (cos 25e sin 2) 
5 at 0 DR OT) NE T4 3 

— (cos(r -7) sin(r-7)) — (-; . 2) 
3 3 DER? 

© (cos( +): sin[2 +?) — (cos sh sin #) 
SO SLR GITES 6 6 

= (cos(r-?) : sin(r-7)) 
6 6 

SR TN SRE TN ie: ne + : 
e (cos( + z) ; sin + z)) =- (cos; sinx) = (—-1;0). 

D’après [1], les coordonnées de A, sont : 

6 

Ma pan dec 

C4 

LE PORTES AE EN 
2 2 DL EP) . 

RS TE) NE SSH SEP 0e He ee 2 



Soit trois droites (Ox), (Oy), (Oz) non coplanaires et trois points LE, J, K distincts 

de O et pris respectivement sur (Ox), (Oy), (Oz). On obtient un repère carté- 

sien (0: L'ER): 

+ On peut repérer un point M quelconque de l’espace de la façon suivante : 

la parallèle à (Oz) menée par M rencontre le plan (xOy) en m ; si m est distinct 

de O, la parallèle à (Om) menée par M rencontre (Oz) en H; si m est en O, le 

point H est confondu avec M sur la droite (Oz). 

m a pour coordonnées (x ; y) dans le plan (xOy) muni du repère (O ; I, J). 

H a pour coordonnée z sur la droite (Oz) muni du repère (O ; K). 

Les coordonnées de M dans le repère (O ; I, J, K) sont: 

Éxspise): 

+ Réciproquement, la donnée de (x ; y ; z) permet de déterminer un point M uni- 

que dans l’espace : 

x est l’abscisse de M 

y est l’ordonnée de M 
z est la cote de M 



+ équations de plans parallèles aux plans de coordonnées 

Un plan parallèle à un plan de coordonnées a une équation de la forme suivante : 

P parallèle à (yOz):  P’parallèleà (xOz): P” parallèle à (xOy) : 
Ye uu y-=1b Z=C 

+ Équations de droites parallèles aux axes de coordonnées 

Une droite parallèle à l’un des axes de coordonnées est l'intersection de deux plans 
parallèles aux plans de coordonnées. Elle est donc définie par un système de deux 

équations de la forme suivante : 

Z 

® parallèle à (Ox) : ®” parallèle à (Oy) : %” parallèle à (Oz): 

Ji=rb NU X = 4 

ZAC ZA=VC 5 

236 | 
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Repérage dans l’espace 

° Soit un plan P et M un point quelconque de 
l’espace. La perpendiculaire menée de M au 
plan P coupe P en m. Le point m est appelé 
projeté orthogonal de M sur le plan P. 

e Soit une droite ® et M un point quelconque 

de l’espace. Si M & D, le point M et la droite 
déterminent un plan 2. La perpendiculaire 

menée de M à la droite ® dans le plan 2 coupe | 

= Gen H. Le point H est appelé projeté ortho- 
gonal de M sur la droite 3. Si Me ®, le 
projeté orthogonal de M sur ® est confondu 
avec M. 4 

° Si les droites (Ox), (Oy), (Oz) du repère précédent sont orthogonales deux à 

deux, on dit que le repère est orthogonal. 

° Si, de plus, OI = OJ = OK = 1, on dit que le repère est orthonormal. Dans les 

deux cas (repère orthogonal ou orthonormal), le point m (fig. 1 du paragraphe 1.) 

est le projeté orthogonal de M sur le plan (xOy) et le point H est le projeté ortho- 

gonal de M sur la droite (Oz). 

- Dans le cas d’un repère orhonormal, soit un point M(x ; y ; z): 

OM = a+.) 

et une équation de la sphère de centre O et de rayon R est : 

237 

GE NE PR RTE ARE e ee EP TN en LL 



"hi CPE NE 

à 
| 4 ON

 lecteu
r rs 3 

Le 
VE NA TE + 

Les définitions et les opérations sur les vecteurs du plan s'étendent à l’espace. En 
particulier : 

+ Quels que soient les points A, B, C de l’espace : 

— = — 
AC = AB + BC 

c’est la relation de Chasles, on peut aussi écrire, O étant l’origine : 

> 

+ On dit que deux vecteurs non nuls sont colinéaires s’ils ont la même direction. 

Par convertion, le vecteur nul et tout autre vecteur sont colinéaires. 

Deux vecteurs non nuls # et Ÿ sont colinéaires si et seulement s’il existe un réel À 

tel que n =PAY. 

- Soit un point À et un vecteur “ non nul. On appelle droite passant par A et de 

vecteur directeur # l’ensemble des points M de l’espace tels que : 

AM 1" (A e R). 

Cette droite ® sera noté #(A ; u ): 

+ Définition 
> > > 3 

Dire que les vecteurs 4, v, w sont coplanaires 
signifie que : O, A, B, C étant des points tels que : 

SH SU st SSNUOS 
OMETBROBIEMMOCGE 

Les points O, A, B, C sont coplanaires (c’est-à-dire 
appartiennent à un même plan). 

+ née, 

Les YECCUES ü, ÿ, W w sont coplanaires si et seulement si : 

— soit à et ’ sont colinéaires ; 

— soit # et Ÿ ne sont pas Dior et il J'existe os réels À et L’ tels que : 

= lu +NY 

238 



Repérage dans l’espace M] 

— Plan défini par un point et deux vecteurs 
= : MAIMATUAE 

Soit un point À et deux vecteurs non colinéaires # et y. À 
2 > à 

Le plan P passant par A et de vecteurs directeurs # et v que nous noterons 
LD + 4 s ; 

P(A ; u,v) est l’ensemble des points M de l’espace tels que : 
> > 

AM = Àu + où et À’ sont des réels quelconques. 

+ Soit quatre points O, I, J, K non coplanaires. Ils définissent un repère cartésien 

(O; L J, K). 
D > > > — > re > > > 

Soit OI = i, OJ = j, OK = k, ondéfinitainsile repère cartésien (O ; i, j, k). 

Lorsque le pee Te I, J,K) est orthogonal (voir paragraphe 3.), on dit que le 

repère (O ; A F k) est orthogonal. 

Lorsque le repère (O ; I, J, K) est orthonormal, on dit que le repère (O ; is î. k) 

est orthonormal. 

, S 
° Les coordonnées d’un vecteur # sont les 

— > 
coordonnées du point M tel que OM = 
définies au paragraphe 1. 
Si M a pour coordonnées (x ; y ; z), on écrit 

X 

= — 
u(x;7y;z) ouencore u | y |. 

z 
eus BE PAC et 

OnTOM EME Ixt +7} F2ZK. 

+ Soit les points A(a ; a” ; a”) et B(b ; b” ; b”) et Ile milieu de [AB]: 

Dans un repère orthonormal, la distance des points A(a ; a”; a”) et B(b ; b’ ; b”) 

ho tea: «y 
est: 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

a) Si A, B, C sont trois points non alignés alors, quel que 
—> = — 

soit le point O de l’espace, (O ; OA, OB, OC) est une base. [JV [IF 
; > > > 

b) Si deux quelconques des vecteurs 4, u, w ne sont pas 

colinéaires, alors (4, ü, w ) est une base de l’espace. CTV"" CE 

c) O, I, J, K quatre PO non DL RDIENRNES les coordonnées 

dans le repère (O ; OI, Oj, OK) des sommets du parallélé- 

pipède construit à partir de O, I, J, K sont 0 ou 1. CVS RARE 

@) corrigé p. 247 

AN NS > 
Dans un repère (O ; i, j, k) soit u(1;1;1) et v(1;2;1) deux vecteurs. 

L'ensemble des points M tels qu'il existe deux réels x et y tels que 

RTE > > 
OM = xu +yv est: 

a) un plan ; CIV [CIF 

b) un plan contenant le point M,(4;5;4); CONTRE 

C) un plan parallèle à la droite Z(A, w ) 

avec A(3;1;1) et W(0 : —1 ; 0); LI MERS 

d) un plan contenant la droite Z’(A’, w ) 

avec A’(1;1;2) et W(0;—1:0). EME 

©) corrigé p. 247 

> > > 
L'espace est rapporté à un repère (O ; i, j, k), on donne quatre points 
A(;1;1):BG;0;1) CC; 1 3) eeD(0 0 hier. 

a) les points A, B, C sont alignés ; EIMSS EME 
= 

b) les vecteurs AB et AC sont colinéaires ; CIV CF 
c) les droites (AD) et (BC) sont parallèles. MO ME : 

© Corrigé p. 247 



> > > 
O L'espace est rapporté à un repère (O; 1, j, k), on donne A(1;-1;1), et 

O 

u (1 seh)aatorst 

à) le point B(4 ; 5 ; 4) appartient à la droite 3(A, ü )s 

b) le point C(4; 4; 5) appartient à la droite Z(A, ü 1 

C) tous les points M(4 + À ; 5+2À ; 1 + À) appartient 

à la droite Z(A, n). 

Par un point À de l’espace il passe : 
a) un plan et un seul parallèle à une droite donnée ; 

b) un plan et un seul contenant une droite donnée ; 

C) un plan et un seul contenant une droite 

ne contenant pas le point A. 

Par une droite ® de l’espace il passe : 

a) un plan et un seul contenant un point donné ; 

b) un plan et un seul contenant un point qui 
n'appartient pas à D. 

Par un point A de l’espace il passe : 

a) une droite et une seule contenant A et parallèle 

à un plan donné ; 
b) une droite et une seule contenant A et parallèle 
à une droite ®” donnée. 

Repérage dans l’espace 

n'en A 

(AM eh TE 

EN NET 
() corrigé p. 247 

EVE 

His DES à 

BSJVoivhdiE 

(3) corrigé p. 247 

REA 

A ‘nd à 

@) corrigé p. 247 

EM El" E 

PNR 
©) corrigé p. 247 

> > > 
Soit (O ; i, j, k), un repère orthonormé. Soit A(1 ; —1 ; 0) et B(2; 1 ; —3). 

a) la distance AB est 4/14; 

b) la distance AB est N10. 

EVENE 
Ii ét 1 
(©) corrigé p. 247 

> > > 
Q L'espace est rapporté à un repère orthonormé (O ; ÿ, j, k). Soit A(3 ; -1;1), 

B(2;-2 ;5) et C(-2 ; -2 ; 4) trois points alors: 

a) le triangle ABC est rectangle ; 

b) le triangle ABC est isocèle. 

HiMes ET F 
kde (EE 

(+) corrigé p. 248 



EXERCICES 

(10) On se donne un cube de côté a alors : 
a) l’angle de deux diagonales de deux faces, issues d’un même 
sommet est 60° ; CINE 

b) l'angle de deux diagonales issues d’un même sommet 
de deux faces est 90° ; a à 8 © 
C) la distance de deux sommets opposés est a 3; CA NOM 

d) la distance de deux sommets opposés est 24/2. EVE SET F 

@) corrigé p. 248 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Géométrie analytique 

= — — 
@) 1. Soit un cube ABCDEFGH (AË = BF = CG = DH). Dans le repère ortho- 

> — — 
normal (A ; AB, AD, AE), calculer les coordonnées des sommets et du cen- 

tre O du cube. 

2. Soit M, N, P, Q les milieux respectifs de [AB], [CD], [GH], [EF]. 

a) Calculer les coordonnées des points M, N, P, Q. 

b) Donner une équation du plan (MNPQ). 
c) Donner des systèmes d’équations des droites (MN), (NP), (PQ), (QM). 

() Corrigé p. 248 

Pour les exercices ®© à ® l’espace est muni d’un repère orthonormal 
5 > > 

(O; 1,7, k). On appelle (Ox), (Oy), (Oz) les droites munies respective- 
> > > 

ment des repères (O ; i), (O; j), (O ; k). L'unité de longueur sur les axes de 

coordonnées est 1 cm. 

® On donne les points A(0 ; 0 ; 1) et A’(0 ;0 ; 2). Soit ® la droite passant par 

A et parallèle à (Ox) et ®” la droite passant par A’ et parallèle à (Oy). 

1. Donner des systèmes d’équations de et %’. 

2. Montrer que les points M(x ;0;1) et M’(0; y’ ;2) appartiennent res- 
pectivement à ® et Y”. 

3. a) Calculer la distance MM’. 
b) Déterminer les points M et M’ pour que cette distance soit minimale. 

(+) corrigé p. 249 



Repérage dans, l’espace K3 

® 1. Donner une équation de la sphère Ÿ de centre O et de rayon 5. 

2. Déterminer l'intersection de et du plan P d’équation z = 4. 

XM= 12 

y=l. 

(@) Corrigé p. 250 

3. Déterminer l'intersection de et de la droite ® d’équations 

(14) Soit € le cylindre de révolution d’axe (Oz), de hauteur 8 cm et de base le 

cercle L du plan (xOy) de centre O et de rayon 3 cm. 

1. Trouver les relations vérifiées par les coordonnées d’un point M de l’espace 

pour qu'il appartienne au cylindre ‘€. 

D A ele 2. Déterminer intersection de @ par : 
a) le plan P d’équation z = 5. 
b) le plan 9 d’équation y = 1. Q) corrigé p. 251 

4 (15) Soit P la plan d’équation z = 10. Il coupe (Oz) en I. 

Soit T le cercle du plan P, de centre I et de rayon 5 cm. On considère le cône 

de révolution € d’axe (Oz), de sommet O et de base T°. 

1. Soit N un point de I”. Calculer l'angle 6 = ION en degrés. 

2. Trouver les relations vérifiées par les coordonnées d’un point M de l’espace 

pour qu’il appartienne au cône €. 

3. Déterminer l'intersection de € par le plan 9 d’équation z = 4. 
(@) corrigé p. 252 

Intersections de droites et de plans 

O L'espace étant muni d’un repère (O ; # à. LÉ) enAppelle (9x) (Op); (Oz) 

les droites munies respectivement des repères (O ; Fe (O; AY (Oi; À). 

Soit les points A2 02)etB(=1:2;1). 

1. Montrer que la droite (AB) est parallèle au plan (xOz). 

2. Déterminer les coordonnées des points d’intersection de la droite (AB) 

avec les plans (xOy) et (yOz). ©) corrigé p. 253 



> > > LE 
(17) 1. L'espace étant muni d’un repère (O ; i, j, k), étudier si les vecteurs 

shit etre 
u|2|v| 1 | wW| 0 | sont coplanaires. 

0 1 1 

2.Ondonne A0: 01) BTS SD) C CIS O0) Le 

Étudier si la droite (BC) est parallèle ou sécante au plan P(A ; #,v). 

©) Corrigé p. 254 
n 
_ Ar Re ere Ro 
U (18) 1. L'espace étant muni d’un repère (O ; i, j, k), étudier si les vecteurs 
YU 
£ 1 —1 3 
ui > > = 
x u|2|v| 1 | wW| 12 | sont coplanaires. 
Lu 

3 1 17 

27On donne. A(0;1; 0), B(52:0) CCE MAO Le 

Étudier si la droite (BC) est parallèle ou sécante au plan P(A ; #,v). 

@) corrigé p. 255 

Points coplanaires 

> > > 
(19) Dans l’espace muni d’un repère (O; i,j, k), les points A(3;1;4), 

B(2;-1,5), C(1;2;6), D(5;0;7) sont-ils coplanaires ? 

@) Corrigé p. 256 

Section plane d’un tétraèdre 

(20) On donne un tétraèdre ABCD et on suppose (AB) et (CD) orthogonales. 

Soit M le milieu de [BC] et le plan II(M ; AB, CD). 

1. Montrer que l'intersection du plan I et du tétraèdre est un rectangle. 

2. Calculer les coordonnées des sommets du rectangle dans le repère 
= = — 

(A ; AB, AC, AD). (©) Corrigé p. 256 

* On donne un tétraèdre régulier ABCD (toutes les faces sont des triangles 
équilatéraux). Soit M, N, P les points tels que : 

> 1 > I UT 3 
AM = 3AB; AN 5AC; Ch'= 3 CD: 



[Repérage dans l'espace EX | 

| 
1 

— 

1. Calculer les coordonnées des points M, N, P dans le repère (A ; AB, AG, AD he 

2. Construire les points d’intersection I et Q du plan (MNP) respectivement 

avec les droites (BC) et (BD). 

3. Construire la section du tétraèdre par le plan (MNP). 

: ©) Corrigé p. 257 

Section plane d’un cube 

(22) * Usage d’un ordinateur 
: = = —= — 

Soit un cube ABCDEFGH (AE = BF = CG = DH). On appelle M, N, P les 

milieux respectifs de [AE], [AB], [BC]. 

EXERCICES 1. Construire, à l’aide d’un logiciel de géométrie, la section du cube par le plan 
(MNP). On appellera cette section MNPQRS avec Q e [CG], Re [GH], 

Se [HE]. 

Quelles constatations pouvez-vous faire ? Nous allons justifier ces constatations. 

2. a) Soit I le point d’intersection de (MN) et (BF). Soit d, la droite d’inter- 

section des plans (MNP) et (BCGEF). 

Montrez que d, passe par I. En déduire le point d’intersection Q du plan 

(MNP) et de la droite (CG). 

b) Montrer que Q est le milieu de [CG]. 

Montrer de même, que le plan (MNP) rencontre [GH] en son milieu R et 

[HE] en son milieu S. 
— — 

3. a) Dans le repère orthonormal (A ; AB, AD, AE), calculer les coordon- 

nées des sommets de la section et du centre O du cube. 

b) Calculer les longueurs des côtés de la section. 

c) Montrer que O appartient au plan de la section. 

d) Calculer les distances de O aux sommets de la section. 

e) Qu’en concluez-vous pour la section ? (@) corrigé p. 258 

Propriétés du cube 

SNS 
© * Soit un cube ABCDEFGH (AË = BF = CG = DH). pi 

On calculera les coordonnées dans le repère orthonormal (A ; AB, AD, AE). 

1. On rappelle que l’ensemble des points équidistants de B et D est le plan 

médiateur de [BD] (plan perpendiculaire à (BD) et passant par le milieu de 

[BD}). 



EXERCICES 

a) Montrer que l’ensemble des points équidistants de B, D et E est la droite 
(AG). 
b) Montrer que l’ensemble des points équidistants de C, F et H est aussi la 
droite (AG). 

2. La droite (AG) coupe les plans (BDE) et (CFH) respectivement en I et J. 

a) Montrer que I et J sont les centres de gravité respectivement des triangles 
BDE et CFH. 
b) Calculer les coordonnées du milieu D’ de [BE] et du milieu F” de [CH]. 

c) En déduire les coordonnées de I et J. 

d) Montrer que AI = IJ = JG = _ 

3. Calculer les volumes W,, V,, V;, V, respectivement : 
e du tétraèdre ABDE ; 

e du tétraèdre GCFH ; 

e de la pyramide de sommet D et de base BCHE ; 

e de la pyramide de sommet F et de base BCHE. (©) corrigé p. 264 



Repérage dans l’espace K°} 

VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

a] a) Faux. Les quatre points peuvent être coplanaires. 

b) Faux. Non, ils ne peuvent pas être coplanaires. 
C) Vrai. Les coordonnées des sommets du parallélépipède sont 0 ou 1. 

x z > > ne 
(2) a) Vrai. Oui car # et v non colinéaires. 

, : re > = 
b) Vrai. Oui car OM, = 34 + v. 

> > ee _ 
C) Vrai. Oui car W = u —v. 

7 

eelididle 
d) Faux. Non la droite ®” est parallèle au plan mais A” € ® car il n'existe pas 

ES 3 > 
x et y tels que OA” = xu +yv. 

1 

—1 0 

— 2e 
Es) a) Faux. AB(0 ; —1 ; 0) et AC(1 ; 0 ; 2) ne sont pas colinéaires car 

b) Faux. C’est la même question que la précédente. 
— es 

C) Vrai. Oui car AD(-1 ; -1 ; -2) et BC(1;1;2). 

# 0. 

— aie 
O a) Vrai. BE ® car AB et # sont colinéaires. 

AS VAS Re 
b) Faux. C & D car AC et 4 ne sont pas colinéaires. 

ALP RD 
C) Faux. Non car, pour tout À, AM et 4 ne sont pas colinéaires. 

O à) Faux. Il en passe une infinité. 
b) Faux. Non si A appartient à la droite. 

€) Vrai. Un point extérieur à une droite et cette droite définissant un plan. 

a) Faux. Non si le point appartient à D. 

b) Vrai. 

a) Faux. Une infinité de droites contenues dans un plan parallèle au plan donné. 

b) Vrai. 

1 8] a) Vrai. AB = VIA 

b) Faux. 

(247 } 



— — > N 
O a) Vrai. AB(-1 ;-1;4) BC(-4;0;-1) AB L BC le triangle est rectangle 

en B. 

b) Faux. AB # BC le triangle n’est pas isocèle. 

(10) a) Vrai. 60° car on peut former avec trois diagonales un triangle équilatéral. 

b) Faux. 

c) Vrai. La distance de deux sommets opposés est a 3. 

d) Faux. 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

® 1. 

n 
rl 

> 
œ 
[s4 
[e) 
U 

Les coordonnées des sommets du cube sont : 

A(0:0:07, BB; 0; 0) NCA OP ADIEU 0) 
E(0: 051), SECRSOS D GORE ME (OPEN 

Le centre O du cube est le milieu de [AG]. Ses coordonnées sont : 

Li Ace ITA ÉYC IR AE 

2 2 RE PS DA 2 

2. a) M est le milieu de [AB] donc M( 0: 0) 

N et le milieu de [CD] donc N( qil s0) 

P est le milieu de [GH] donc P( SALE 1) 

Q est le milieu de [EF] donc af; 10€ 1) 

| 248 | 
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Repérage dans l’espace 

b) La plan (MNPQ) est parallèle au plan de coordonnées (A ; AD, AË). 

Une équation de ce plan est de la forme : 

HIEVA: 

les abscisses des points M, N, P, Q de ce plan sont égales à : Donc une équa- 

tion du plan (MNPQ} est x = : 

c) (MN) est parallèle à la droite (Ay) contenant A et D donc (MN) est défi- 

De. x = 
nie par des équations de la forme : ME n 

Ze ds 
= 

M et N ont pour abscisse ù et pour cote 0 donc des équations définissant 77 
œŒ 

1 [e) 
= - sw 

(MN) sont : 2, 

z =0 

Vous raisonnerez, de même, avec les équations définissant (NP), (PQ), (QM): 

4 X = } X = 1 = 1 

(NP) 2 (PQ) 2 (QM) : 
y = I z = 1 y = 0 

® 1. est une droite parallèle à (Ox). Elle a des équations de la forme : 

VESTE 
z=c 

Elle passe par A(0 ; 0 ; 1), donc des équations de Ÿ sont : 

=t0 o) He 
z = 1 

” est une droite parallèle à (Oy). Elle a des équations de la forme : 

*= 4 

Z= C 

Elle passe par A’(0 ;0 ;2) donc des équations de ®” sont : 

= 0 vd F 
z=2 

(2491 
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2. Le point M(x ; 0 ; 1) ades coordonnées vérifiant les équations de % donc 
M € 9. 
Le point M’(0 ; y”; 2) a des coordonnées vérifiant les équations de ®” donc 
M'Ee 9%. 

3. a) La distance MM’ est : 

MM’ = W(0-x)2+(y-0)2+(2-1)2 

MM’ = Yx2+7y'2+1. 

b)On a x2+y22=0 donc MM’> 1. Le minimum de MM’ est I pour 
x2+y’2 = 0 C'est-à-dire pour x = y’ = 0. 
Le point M est alors en A et le point M’ en A’. 

1. Un point M(x ; y ; z) de l’espace appar- 
tient à la sphère Ÿ de centre O et de rayon 5 
si et seulement si l’on a successivement : 

OM:=75 

OMS 

NN) Pa SN 

2. Un point M(x ; y ; z) de l’espace apparient à l'intersection de Ÿ et du plan 
P d’équation z = 4 si et seulement si : 

x? +y2+22 = 25 

z = 4 

; 24 y2 + 16 
équivaut à F PET 

Il ND UT 

an © SE 

PR: 

& 
de) 

N à Il Il æ O0 
7'= 

Soit H le point d’intersection de P et de (Oz). 
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La distance des points H(0 ; 0 ; 4) et M{x ; y ; 4) est: 

HM = Ne +y2+(4-4ÿ SNXx + y. 

L'intersection de Ÿ et P est l’ensemble des points M(x ; y ; z) tels que: 

FIMO NE . | HM =3 
équivaut à ‘ 

z = 4 z=4 

Cette intersection est le cercle situé dans le plan P, de centre H et de rayon 3 cm. 

3. Un point M(x ; y; z) de l’espace appartient à l’intersection de # et de la 
n 

X = D 
LU 

droite D si et seulement si : TC] 

y =1 œŒ 
œŒ 

x2+y2+22 = 25 y? = 25-41 = 20 z = +245 5 

x = 2 équivautà4 x = 2 soit 4 x = 2 

Y = 3% = 5 = 

La droite ® coupe la sphère Ÿ en deux points : 

AG:A:2,/5) et.BC:15:-245). 

D Soit M(x ; y ; z) un point quelconque de l’espace et H(0 ; 0 ; z) son projeté 

orthogonal sur la droite (Oz). On a HM = x? + y?. 

8 cm 

1. M appartient au cylindre @ si et seulement si on a successivement : 

Ve = 3 peur 213 a = 9 

0<z<8 |[0<z<8 0<z<8 

C251] 
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2. a) Un point M(x; y ; z) de l’espace appartient à l'intersection de 6 et du 
plan P d’équation z = 5 si et seulement si: 

202 70 HM = 3 
ë ? à cest | È 

D z = 5 

L'intersection de @ et P est le cercle situé dans le plan P (plan parallèle au plan 
(xOy)), de centre le point (0 ;0 ; 5) et de rayon 3. 

b) Le plan à d’équation y = 1 est un plan parallèle à (xOz). Un point 
M(x ; y ; z) de l’espace appartient à l'intersection de € et de 9 si et seulement si : 

pi = 9 = 018 Mie 
VER équivaut à 4y = 1 SOI y —h1 

0<z<8 | 0<z<8 A 

L’'intersection de @ et 2 est la réunion des segments : 

RD. 12 5% 

[AB] {y = 1 et [CD] {y 

0<z<8 0 

UD 

l $ 

z < 8 IN 

Remarque : Si l'on adjoint au cylindre € défini précédemment les deux disques détermi- 
nés par les deux bases du cylindre, l'intersection de l'ensemble par le plan 2 est le rectan- 
gle ABCD. 
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IN 5 1 
Dans le triangle rectangle OIN : tanlON = = = 2 = 

8 = ION = 26,6 degrés. 
Nous remarquons que 8 est constant quand N décrit F. 

O4 1072 

2. Soit M(x;7y;z) un point quelconque de l’espace et H(0 ; 0 ; z) son pro- 

jeté orthogonal sur la droite (Oz). On a HM = ,/x? + y2. 
Supposons M distinct de O. 
M appartient au cône € si et seulement si l’on a successivement : 

te 0 tan HOM = 

0<z<10 
0<z<I10 

Nat y sl 
Z _ 2 équivalent à 

0 <z< 10 

; n 

1 Mer ps 
2 soit Zz 2 ss 

0<z=< 40 Œ 
[e] 
LU 

1 Dpt 
Y rs 

0<Zz< 10 

Si l'on inclus le sommet O du cône, le cône ‘6 est défini par : 

1 
7 17 

0<z< 10 

3. Un point M(x ; y ; z) de l’espace appartient à l'intersection de € et du plan 

9 d’équation z = 4 si et seulement si l’on a successivement : 

1 CE = 72 
? 4 soit 

PO 

HM?2 =4 . |HM 
soit 

2 A Z 

x? +y? = 116 = 4 

Z 

2 
à 

L'intersection de & et 2 est le cercle situé dans le plan 9, de centre le point (0 ; 0 ; 4) 

et de rayon 2 cm. 

1. Soit les points A(1;2;2) et B(-1;2;1). Nous remarquons qu'ils ont 

même ordonnée 2 donc ils appartiennent au plan  d’équation y = 2. Le plan 

P est parallèle au plan (xOz). Donc toute droite de P est parallèle au plan 

(xOz) donc la droite (AB) est parallèle au plan (xOz). 

(2531 
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2. Un point M(x ; y ; z) appartient à (AB) si et seulement s’il existe un réel À 
> = 

tel que : AM = À AB. Ona: 

PU 7 | pu RE 2 

AM |y-2|et AB-155259 4h70 

z—2 1-2 il 

M appartient à (AB) si et seulement si il existe un réel À tel que : 

x—1 = -2À Xi= Je À 

y—-2 = OX c’est-à-dire {y = 2 

= —À z=2-XÀ z—2 

e Le point d’intersection de (AB) avec (xOy) s'obtient en faisant z = 0 donc 
IN PR lobe TE DEN = 3; 

La droite (AB) rencontre le plan (xOy) au point de coordonnées (—3 ; 2 ; 0). 

e Le point d’intersection de (AB) avec (yOz) s'obtient en faisant x = 0 donc 

1 1 3 
== d Ù : = DE Se 2 OÙ: Z 2 2 

: : : 3 
La droite (AB) rencontre le plan (yOz) au point de coordonnées (o PRES À 

—1 

1 b 

1 
> > UE > > , Ë 

Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires car 4 = kv si et seulement si : 

MERS 

2 = k ce quiest impossible. 

1 1 
5 > 5 

A ARS Lo w| 0 |. 

0 1 

ORE 

Cherchons s’il existe des réels À et À” tels que w = Au + NT C'est-à-dire: - 

RER He 
0 = 21 +012 

1 =01+X [3] 

D’après [3], À’ = 1 que l’on reporte dans [1] on trouve À = 2. Mais les 
valeurs trouvées À = 2 et À’ = 1 ne vérifient pas [2], donc les trois vecteurs 

ü, Ÿ, W nesont pas coplanaires. 

2. On donne A(0;0;1), B(1;:1; —1), C(2;1;0). 

MURAT 3 ü :Ÿ ) le plan passant par A et de vecteurs directeurs non colinéai- 

res u et v. 
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Un vecteur directeur de la droite (BC) est : 

A Re 1 

BC AE = ag iC'estle vecteur w dela question précédente. 

01) 1 

> > > 
Les vecteurs u, v, w ne sont pas 

coplanaires ; la droite (BC) est parallèle à 
: ne : : N 

la droite (A ; w) qui est sécante à P, donc ; n 
(BC) est sécante à P. : 

œ 
(«4 
(e) 
(9) 

1 —] 3 
> 3 > 

© Ras WT 10 | 

> 1 17 
> > re > > . ï 

Les vecteurs # et Ÿ ne sont pas colinéaires car 4 = kv si et seulement si : 

1 = -k 

2 = k ce quiest impossible. 

PERTE 
Ne ; ; - DR RO NES 

Cherchons s’il existe des réels Let À” telsque w = À u + \’v, c'est-à-dire tels que : 

= NN IT] 

12 =2Xx+N [2] 

17 = 3à+N UD] 

En additionnant à membre à membre [1] et [2], on trouve : 

152 3A donc A5) 

En faisant À = 5 dans [2], on obtient À’ = 2. 

Pour À = 5 et À’ = 2, l’équation [3] est vérifiée donc: 
> 31. > 
W =LSUF2V. 

Les trois vecteurs 4, ÿ à w sont coplanaires. 

2:1A(0:1:0) 20:20)" 6G (5414; 17): 

Soit P(A ; à, ÿ ) le plan passant par À et de vecteurs directeurs non colinéaires 

ü etv. 
255 
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Un vecteur directeur de la droite (BC) est : 

DS et 3 _ Us 
BC | 14_2| = | 12 |. c’est le vecteur w de la question précédente. 

17 —-0 17 

Les vecteurs 1 ; ?, w étant coplanaires, la droite (BC) est parallèle à la droite 

(A ; w ) du plan Ÿ (voir fig. de l'exercice @) 

donc (BC) est parallèle à P. 

Les points A(3;1;4), B(2;-1; EL CSS Ro et D(5;0;7) sont copla- 
——> 

naires si et seulement si Jes vecteurs AB, AGvet AD sont coplanaires : 

DSP se CEE 
AB RAC EU AD In 

1 2 3 

AB et AC ne sont pas colinéaires car AB = k AC si et seulement si : 

=] = —2k 
—2 = k  cequiest impossible. 

ik 
— — — 

Cherchons s’il existe des réels À et À” tels que AD = ÀAB + \’AC. 

= ao 20H 
-1=-21+N [21 

Abe ot DATES 

D’après [1], on a À +24” = -2, D’après [3], on a À +2’ = 3, ce qui est 

impossible. Les points A, B, C, D ne sont pas coplanaires. 

: FRS Eau À 1. Soit TI(M ; AB, CD) le plan pas- 
sant par M et de vecteurs directeurs 
=  — 
AB et CD. 

IT est parallèle à (AB) donc les 
intersections de IT avec les plans 
(ABC) et (ABD) sont des droites 
parallèles à (AB). 
IT est parallèle à (CD) donc les 
intersections de IT avec les plans 
(ACD) et (BCD) sont des droites 
parallèles à (CD). 
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On obtient un quadrilatère MNPQ qui a ses côtés parallèles deux à deux. 
C’est donc un parallélogramme. Comme (AB) et (CD) sont orthogonales, 
(MN) et (MQ) sont orthogonales. Ce parallélogramme ayant un angle droit 
est donc un rectangle. 

> — — 
2. Dans le repère (A ; AB, AC, AD), ona: 
B(1:0;0), C(0;:1;0), D(0:0;1). 
Les coordonnées du milieu d’un segment sont les demi-sommes des coordon- 
nées des extrémités du segment (cf. résumé de cours) : 

M est le milieu de [BC] donc M( ; - s0) 
7 

N est le milieu de [AC] donc N{o à ; $ o) 

un 
LLI 

ia 
œ 
œ 
[e) 
Ü 

P est le milieu de [AD] donc p(o HO ;) 

Q est le milieu de [BD] donc af; #0; ;). 

SN 
AM = SAË donc dans le repère (A ; AB, AC, AD), les coordonnées de M 

sont | 5050) 

5 = 1 

AN = SAC donc les coordonnées de N sont (o c c 0) 

DIm 

= 

CP = =CD. Introduisons l’origine A : 

= — > — 
AP- AC = {(AD- AC) 
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AC + -AD = AC: GAD: 

RES Les coordonnées de P sont (o : : ; à), 

2. Construction deI 
Nous cherchons le point d’intersection I du plan (MNP) et de la droite (BC): 

Ie (MNP); 
Ie (BC) donc I appartient au plan (ABC). 
I appartenant aux plans (MNP) et (ABC), le point I appartient à l’intersection 
(MN) de ces deux plans. Donc I est le point d’intersection de (BC) et (MN). 
Construction de Q 

Nous cherchons le point d’intersection Q du plan (MNP) et de la droite (BD): 

Q € (MNP); 
Q € (BD) donc Q appartient au plan (BCD). 
Q appartenant aux plans (MNP) et (BCD), le point Q appartient à l’intersec- 
tion de ces deux plans qui est (IP) car I et P appartiennent à ces deux plans. 
Donc Q est le point d’intersection de (BD) et (IP). 

n 
Lu 

: 
[4 
[4 
(e) 
U 

3. La section du tétraèdre par le plan (MNP) est le quadrilatère MNPQ. 

(22) 1. Nous utilisons le logiciel GEOSPACW. 
Lorsque l’on précise « cliquer » c’est avec le bouton gauche de la souris. 
1" étape : 
Afficher (cliquer) 

Repère oxyz afficher (cliquer) 
2° étape : 
Vues (cliquer) 

Vue standard avec ozx de face (F9) (cliquer) 
3° étape : 
Vues (cliquer) 

Projection oblique (cliquer) 
4° étape : 
Éditer (cliquer) 

Éditer texte figure (cliquer) 
Effacer le signe — devant 90 

Exécuter (cliquer) 
cliquer sur oui 

5° étape : 
Créer (cliquer) 

Point 
Point repéré 

dans l’espace (cliquer) 
Abscisse 0 

258 | 
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Ordonnée 0 

Cote C 

Nom du point A (cliquer sur OK) 

6° étape : 
Icone bis cliquer 

Abscisse 1 
- Ordonnée 0 
Cote 0 

Nom du point B (cliquer sur OK) 
7° étape : 
Icone bis cliquer 

2 

CORRIGES 

Abscisse 1 

Ordonnée 1 

Cote 0 

Nom du point C (cliquer sur OK) 

8° étape : 
Icone bis cliquer 

Abscisse 0 
Ordonnée 1 
Cote 0 

4 Nom du point D (cliquer sur OK) 

9° étape : 
Icone bis cliquer 

Abscisse 0 
Ordonnée 0 
Cote 1 
Nom du point E (cliquer sur OK) 

10° étape : 
Icone bis cliquer 

Abscisse 1 
Ordonnée 0 
Cote 1 
Nom du point F (cliquer sur OK) 

11° étape : 
Icone bis cliquer 

Abscisse 1 
Ordonnée 1 
Cote 1 
Nom du point G (cliquer sur OK) 

12° étape : 
Icone bis cliquer 

Abscisse 0 
Ordonnée 1 
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. 
# 

Rp 

F Cote 1 
“4 Nom du point H (cliquer sur OK) 

” 13° étape : 
: Créer (cliquer) 
: Solide 

«| Polyèdre convexe (cliquer) 
ji défini par ses sommets (cliquer) 

Liste des sommets ABCDHEFG 
Nom du polyèdre P, (cliquer sur OK) 

14° étape : 
rt: Créer (cliquer) 
T] Point 

œ Milieu. (cliquer) 
œŒ Nom du segment AB 
“A Nom du polyèdre N (cliquer sur OK) 

15° étape : 
Icone bis cliquer 

Nom du segment AE 
Nom du milieu M (cliquer sur OK) 

16° étape : 
Icone bis cliquer 

Nom du segment BC 
Nom du milieu P (cliquer sur OK) 

17° étape : 
Créer (cliquer) 

Ligne 
Droite(s) 

Intersection de deux plans (cliquer) 
Premier plan MNP 
Deuxième plan BCG 
Nom de la droite d, (cliquer sur OK) 

18° étape : 
Icone bis cliquer 

Premier plan MNP 
Deuxième plan DCG 
Nom de la droite d, (cliquer sur OK) 

19° étape : 
Icone bis cliquer 

Premier plan MNP 
Deuxième plan ADH 

Nom de la droite d, (cliquer sur OK) 
20° étape : 
Créer (cliquer) 
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Point 
Intersection de deux droites (cliquer) 

Première droite d, 
Deuxième droite CG 
Nom du point Q (cliquer sur OK) 

21° étape : 
Icone bis cliquer 

Première droite d, 
Deuxième droite HG 
Nom du point R (cliquer sur OK) 

22° étape : . 
Icone bis cliquer 

7 

Première droite d, 
Deuxième droite EH 
Nom du point S (cliquer sur OK) 

Il semble que Q, R, S soient les milieux respectivement de [CG], [GH], [HE]. 
23° étape : 
Icone bis cliquer 

n 
LI 
È 
œ 
œ 
O 
(® 

Première droite MN 
Deuxième droite BF 
Nom du point I (cliquer sur OK) 

Il semble que la droite (PQ) passe par I. 
24° étape : 
Créer (cliquer) 

Ligne 
Segment (cliquer) 

Définis par 2 points (cliquer) 
Nom des segments MN, NP, PQ, QR, RS, SM (cliquer OK) 

25° étape : 
Créer (cliquer) 

Affichage 
Longueur d’un segment (cliquer) 

Nom du segment MN 
Nombre de décimales 6 (cliquer sur OK) 

À l'écran on lit MN : 0,707107 
26° étape : 
Icone bis cliquer 

Nom du segment MS 

Nombre de décimales 6 (cliquer sur OK) 

À l'écran on lit MS : 0,707107 
On peut constater ainsi que le polygone MNPQRS semble être un hexagone 

régulier en calculant les différentes longueurs des côtés. 

27° étape : 
Créer (cliquer) 
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. 
De 3 
5 Point 
Fi Milieu (cliquer) 
: Nom de segment AG 
ER Nom du milieu O (cliquer sur OK) 
4 28° étape : 
: Créer (cliquer) 
54 Ligne 

Droite(s) 

perpendiculaire à un plan (cliquer) 
Droite passant par O et perpendiculaire au plan MNP 

n Nom de droite d, (cliquer sur OK) 
su : 
TC) 29 étape : 
œ Créer (cliquer) 

[s 4 Point 
= Intersection de droite-plan (cliquer) 

Nom de la droite d, 
Nom du plan MNP 
Nom du point K (cliquer sur OK) 

30° étape : 
Créer (cliquer) 

Affichage 
Longueur d’un segment (cliquer) 

Nom du segment OK 
Nombre de décimales 6 (cliquer sur OK) 

À l'écran on lit OK : 0 
Donc le point O appartient au plan MNP. 
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2. e Soit I le point d’intersection de (MN) et (BF). 

IE (MN) donc I appartient au plan (MNP). 
IE (BF) donc I appartient au plan (BCGF). 
Donc I est un point de l'intersection d, des plans (MNP) et (BCGF). 

e La droite (IP) coupe (CG) au point d’intersection Q du plan (MNP) et de 
la droite (CG). 

a) e En raison des symétries par rapport à N et P : 
+ = _— > 
BI = AM et CQ = -BI 

— — ]—=  ]— 
donc CQ = AM = AE = CG donc Q est le milieu de [CG]. 

e De proche en proche, on déduit les autres sommets de la section : en rempla- 
çant M, N, P par N, P, Q, on montrera que le plan (NPQ) (c’est-à-dire le plan 
(MNP)) rencontre [GH] en son milieu R ; en remplaçant N, P, Q par P,Q,R, 

on montrera que le plan (PQR) (c’est-à-dire le plan (MNP)) rencontre [HE] 

en son milieu S. 

La section du cube par le plan (MNP) est l’hexagone MNPQRS. 

(Pal 
ML 

2 
œ 
œ 
O 
Ü 

3. a) Les coordonnées des sommets du cube sont : 

A(05 050). BG;:0:0); "C(L;1;0)2/D(05 1; 0), 
OS OE DS ERCLS OS D) GOST TE (OS AP) 

e Les sommets M, N, P, Q, KR, S de la section sont les milieux respectifs de : 

[AE], [AB], [BC], [CG], [GHI, [HE]. 

Les coordonnées des sommets sont donc les demi-sommets des coordonnées 

des extrémités de ces segments (cf. livret détachable) : 

1 1 1 
5055 5:0;0} PI1:5:0} M(0:0:5) N(3 50 o) ( : ) 

1 1 1 
“Se Aer ES OEM Quiz) Ru) Sos5a) 

e Le centre O du cube est le milieu, par exemple, de la diagonale [AG]. 

Ses coordonnées sont : 

FACE 

o(; 53; =) 
b) Dans le triangle rectangle MNP, d’après le théorème de Pythagore : 

mn. (D - fe 45 
On calcule, de même, les longueurs des autres côtés de la section. 
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c) Le milieu de [MQ] a pour coordonnées : 

, Een) 
Me ME on mie 2 ui 

c’est le point O. Comme (MQ) appartient au plan de la section, le point O 
appartient à ce plan. 

d) OM = ,/(xu - xo)? + (Ym — Yo)? + (zu — Zo)? 

RE - 
é Dora 

Vous verrez, de même, que": 

ON = OP = 0Q = OR = 05 = “2. 

e) La section MNPQRS est donc un hexagone régulier inscrit dans le cercle du 

À 2 
plan de section, de centre O et de rayon El 

1. 

a) L'ensemble des points équidistants de B et D est le plan médiateur de [BD]. 
L'ensemble des points équidistants de D et E est le plan médiateur de [DE]. 
Les points B, D, E, n’étant pas alignés, ces plans médiateurs sont sécants suivant 
une droite À qui est l’ensemble des points équidistants de B, D, E. 
AB = AD = AE = 1 donc À appartient à A ; 

GB = GD = GE = 2 doncG appartient à A. 

La droite À n’est autre que (AG). 
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b) En raisonnant comme précédemment, l’ensemble des points équidistants 
de C, F et H est la droite d’intersection des plans médiateurs de [CF] et [FH]. 
Cette droite est la droite (AG) car A et G sont équidistants de C, F et H. 

2. a) La droite (AG) est l’ensemble des points équidistants des points B, D, E 
et des points C, F H donc les points d’intersection I et J de (AG) avec les plans 
(BDE) et (CFH) sont aussi équidistants des points B, D, E et des points C, EH. 

Comme les triangles BDE et CFH sont équilatéraux (les côtés ont pour lon- 

gueurs 4/2), I et J sont les centres de gravité de ces triangles. 

ERA _JB+Ye | Zee cul 

Per or le Ir wi 
OÙ _XctXn _ 1 AC VESE EU TE Créer œ 

En A lle thals 0 œ 
SUAPRE nes S 

C) e Puisque I est le centre de gravité du triangle BDE, on a DI = 3DD ! 

Soit x, y, z les coordonnés de I : 

1 

ES Ne es 2 

DI y-1h DD”|© | d'où: 

Z 1 

2 

nt 
FREE) 

y=1 = 5x (-1) = -$ donc y = 1-5 = 3: 

VAT Re 
JA 2. 3 

TE 
Les coordonnées de I sont : (55353) 

; Re 
e Puisque J est le centre de gravité du triangle CFH, on a FI = 3 FF”. 

Soit x’, y’, z’ les coordonnées de J: 

1 

Le 9 
FJ y b FF’| 1 | d’où 

Zur 1 hd 
2 
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gl = 2x (-;) ONCE 

: ARE Les coordonnées de J sont : (3 3 3 +): 

on (OO -6-# 

© | D 

3. Soit V, et V, les volumes des tétraèdres ABDE et GFCH. 
Soit V, et V, les volumes des pyramides de sommets F et D et de base le rec- 
tangle BCHE. 
En raison de la symétrie par rapport au centre O du cube, on remarque que 
V,= Ve V, = V,. 
e Calculons V : 

La droite (AG) étant l’intersection des plans médiateurs de [BD] et [DE], 

elle est orthogonale aux droites (BD) et (DE) donc au plan (BDE); il en 

résulte qu'une hauteur du tétraèdre ABDE a pour longueur AI = et 

V, = : aire (BDE) x a 

Dans le triangle équilatéral BDE : 

aire (BDE) = SBE x DD”. 

BE = 2 et DD’ = pe D = fie donc : 

aire (BDE) = HIRRE " Se 

PRE 
e Dans le repère orthonormal (A ; AB, AD, AE), le volume du cube est 

VMS AIR Ed ouE 

) un 
3 

1 A 
V; = V, — UNE ME) = 1-32 



Soit O un point quelconque du plan ou de l’espace, &, B, y, à, étant des réels. 

°Sia+f$B2Æ0, le barycentre G des points pondérés (A, &) et (B, B) est défini par 

l’une des égalités : 

O6 = —1_(aOÀ + BOB Don + BOB) 

— > > 
aGA + BGB = 0 

Si l’on prend O en A dans la première égalité : 

— prise 
AG ='=——AB 

a + B 

Cette égalité montre que le barycentre de deux points distincts appartient à la 
droite passant par ces deux points. Elle permet aussi de construire le point G. 

[1] 

Si a+ +7y#0, le barycentre G des points pondérés (A, &), (B, B), (C, y) est 

défini par des égalités : 

OG 1__(aOÀ + BOB +YOC apr + BOB +7yOC) 

> —> — > 
aGA + BGB +YyGC = 0 

Si «a+B+y+ôÆ0, le barycentre G des points pondérés (A, &), (B, B), 

(C, y), (D, à) est défini par l’une des égalités : 

+2 l OG = 
a +f 

OÀ + BOB + OC + 80D es + B +Y 4E ) 

—> > —> — > 
aGA + BGB + yGC + ÈGD = 0 

On généralisera à plus de 4 points. 
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Lorsque les cæfficients des points pondérés sont égaux et non nuls, le barycentre 

de ces points est appelé isobarycentre de ces points. 

+ L'isobarycentre de A et B est le milieu de [AB]. 

+ L'isobarycentre de trois points non alignés A, B, C est le centre de gravité du trian- 
gle ABC. 

- L'isobarycentre de quatre points non coplanaires À, B, C, D est le centre de gravité 
du tétraèdre ABCD. 

- Le barycentre ne change pas si l’on change l’ordre des points pondérés en gardant 

leurs cœfficients. 

- Le barycentre ne change pas si l’on multiplie ou si l’on divise tous les cœfficients 

par un même nombre réel non nul. 

- Associativité : le barycentre (s’il existe) affecté du cœfficient égal à la somme de 

leurs cœfficients. 
= 

+ Les égalités précédentes donnant OG permettent de calculer les coordonnées de G. 
Par exemple si l’on connaît les coordonnées des points A, B, C de l’espace dans un 

> > > 
repère (O5 2,7,2k)E 

QxXa + Bx + Ye. 5 OA RTE _ QZa + Bz» + YZc 
CE D'ÉTOREUE LEDAY arr XG 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

(2) 

Barycentre 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

Soit un parallélogramme ABCD. 

Le point de rencontre O des diagonales est un barycentre 
de À, B, C, D. ETMCMIEIR 

©) corrigé p. 275 

Soit un trapèze ABCD ((AB) / (CD). I J, K, L sont les milieux respective- 

ment de [AB], [BC], [CD], [DA]. O est le milieu de [JL]. 
S 1 — 

a) LJ = ;(AB + DC). A AE Er: 

b) O est un barycentre de A, B,C, D. RS AA Ÿ PR EN 

c) O est milieu de [IK]. CIV [CIF 

d) Si M est un point quelconque du plan, 
EE — == 
MA + MB + MC + MB = 40M. [ERNESALCIEr 

@) Corrigé p. 275 

Soit un triangle ABC, A’ barycentre de (B, 1), (C, 1), B” barycentre de 
(C, 1), (A, —2), C’ barycentre de (A, -2), (B, 1). 

a) Les droites (AA’), (BB’), (CC”}) sont concourantes. CV oi IE 

b) Les droites (AA’), (BB’), (CC’) sont parallèles. CIV [CIF 

© Corrigé p. 275 

Soit G le centre de gravité d’un triangle ABC, G, barycentre de (A, —-1), 

(B, 1), (C, 1), G; barycentre de (A, 1), (B,-1), (C, 1), G; barycentre de 

CD... (Ces. 

a) La droite (AG,) passe par G. HAE: 

b) Les droites (AG,), (BG;), (CG;) sont parallèles ; C]VA40IlrF 

c) Les droites (AG.), (BG;), (CG;) sont concourantes. (MTV TELE 

(@) corrigé p. 275 

> = — — > —= —= — 
f(M) = 2MA +4MB-3MC-3MD g(M) = 2MA + 4MB + 3MC + 3MD 

= — — 
(A, B, C, D quatre points donnés, AB # AC + AD. G est le barycentre de 

(422), 182), (C5) (0,3). 

a) f(M) est indépendant de M. lo ET FE 

10 

(7e) 
Lu 
(®) 

© 
Œ 
EU 
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b) g(M) est indépendant de M. [Neal E 
> 

c) g(M) = 12MG. IE 
—> 

d) L'ensemble des points M tels que f(M) = AB est 

une droite ; Ed] 1 6 TRE 

e) l’ensemble vide. CIV [CIF 
—} 

f) L'ensemble des points M tels que g(M) = AB est 

une droite ; ETNTORIENT 

£) un singleton. CIV [CIF 

(@) corrigé p. 275 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

Barycentre dans le plan 

OÔ Soit À et B deux points du plan tels que : AB = 8 cm. 

Placer sur une figure le barycentre de (A, 8) et (B, 12). @) corrigé p. 276 

éà On donne un triangle ABC. 

Construire le barycentre de (A, -1), (B, 1), (C, 1). (@) Corrigé p. 276 

Ô Soit À, B, C, D quatre points distincts. 

Construire le barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 2), (D, 4). @) Corrigé p. 277 

19 | Soit un triangle ABC. On appelle A’ le point du segment [BC] tel que 

_ = : et B’ le point du segment [AC] tel que . = . 

d’intersection de (AA) et (BB). 

Déterminer les coefficients @, B, y pour que G soit le barycentre des points 

pondérés (A, &), (B, B) et (C, y). @) Corrigé p. 277 

Soit G le point 

[10] Soit un triangle ABC de centre de gravité G. On appelle A’ le milieu de [BC]. 
La parallèle à la droite (BC) menée par G coupe [AC] en E. 

— > 
Soit D le point tel que AD = 2AB. 

1. Quel est le barycentre de (A, 1), (C, 2), (D, 1) ? 



Barr ( 
2. Montrer que E est le barycentre de (A, 1) et (C, 2). 

3. En déduire que les points A’, D, E sont alignés. Préciser la position de A’ 

sur le segment [DE]. ©) Corrigé p. 278 

Soit un triangle ABC. 

1. Construire les points : 

A’ barycentre de (B, 4) et (C, 3) ; 

B’ barycentre de (C, 3) et (A, 2); 

C’ barycentre de (A, 1) et (B, 2). 

2. Montrer que les droites (AA”), (BB) et (CC”) sont concourantes. 

@) Corrigé p. 279 

Soit un triangle ABC et les points : 

A’ barycentre de (B, 1) et (C, 2) ; 

B’ barycentre de (C, 2) et (A, -3) ; 

C’ barycentre de (A, —3) et (B, 1) ; 
> — — — 

1. Calculer les vecteurs AA’, BB’, CC” en fonction des vecteurs AB et AC. 

2. En déduire que les droites (AA”), (BB”), (CC) sont parallèles. 
() corrigé p. 280 

> > 
Soit (O ; :,j). un repère du plan et A(1 ; 4) et B(4 ; 1) deux points du 

plan. Soit G le barycentre de A(1 ; 4) et B(4 ; 1). 

1. Déterminer les coordonnées de G. 

2. Soit H le point du plan tel que G soit le barycentre de (H, 2) et (O, 1). 

a) Calculer les coordonnées de H. 

b) Montrer que les droites (AH) et (OB) sont parallèles. 

(@) corrigé p. 281 

> > 
Le plan est rapporté à un repère (O ; 1, j). On donne les points : 

A(1:—-2#), B(2;-1).et B(-1;2). 

Déterminer le réel & pour que le point O soit le barycentre de (A, 3), (B, 2), 

(C, æ). 
(©) corrigé p. 282 

On donne trois points À, B, C non alignés du plan P. 

1. Soit M le point de coordonnées (2 ; -3) dans le repère (A ; AB, 10). 

le point M est alors le barycentre des points À, B, C affectés de coefficients que 

l’on déterminera. 

un 
ui 
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2. Traiter la même question que précédemment en considérant le point 

M{x ; y). 
(3) corrigé p. 282 

O Soit @ un cercle trigonométrique de centre O et ABCDE un pentagone régu- 

lier convexe inscrit dans @ et direct (le sens de parcours A, B, C, D, E, A est le 

sens positif du cercle trigonométrique). 

1. à) Montrer que l’isobarycentre des points A, B, C, D, E, appartient aux 
droites (OA) et (OB). 

b) En déduire que cet isobarycentre est le point ©. 

c) Montrer que : 
D > 
OA + OB + OC +OD +OE = 0 

n 
LL 
(9 

U 
[+4 
LL 
* 
re 2. Démontrer l'égalité : 

1 + 205 + 2005 =L0 

©) corrigé p. 283 

Centre d'inertie d’un solide 

@ 1. Une plaque homogène a la forme d’un trapèze ABCD formé de 3 triangles 

équilatéraux AID, DIC, CIB. 

L'épaisseur de la plaque est constante. D E 

Lorsqu'un solide est formé de 3 solides de 
centre d’inerties G;, G;, G; et de masse res- 
pectives m,, M, m:, le centre d’inertie G de 

tout le solide est le barycentre de (G;, m.,), 
(G; M), (G3;, M3). Déterminer le centre 
d'inertie G de la plaque. À I B 

2. La plaque n’est plus homogène. Le triangle AID est homogène de masse 
100 g, le triangle DIC est homogène de masse 200 g, le triangle CIB est homo- 
gène de masse 300 g. 

On suppose que l’épaisseur de la plaque est constante. Les côtés des 
3 triangles équilatéraux ont pour longueur 12 cm. 

Construire le centre d’inertie Gt de la plaque et calculer ses coordonnées en 
choisissant un repère orthonormal d’origine I. 

@) corrigé p. 284 
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(18) Équilibrage d’une roue 

Une roue d'automobile a une masse de 10 kg 
et un rayon de 20 cm. Son centre d’inertie G 
est à 1 mm de l’axe de rotation représenté en 
O sur la figure. 

On veut mettre en un point À du pourtour 

(jante) de la roue une masse de m grammes 
pour rétablir le centre d’inertie de l’ensemble 
en ©. 

Déterminer la position de A et de calculer m. () corrigé p. 285 

Barycentre dans l’espace 

n 
EL 
U 

® 
œ 
ELI 
* 
Eu 

(19) Soit un tétraèdre ABCD. Construire successivement les barycentres E, FE, G 
des points pondérés suivants : 

1. (B, D'et(C, 2). 

BC 21Jet(D;3) 

3. (B, 1), (C, 2), (D, 3) et (A, 4). ©) corrigé p. 286 

(20) Soit un tétraèdre ABCD. On appelle G son centre de gravité. On considère les 

points I, J, K, L, M, N milieux respectifs de [AB], [CD], [ADI [BCI, [AC], 

[BD]. Soit A’, B’, C’, D’ les centres de gravité respectifs des triangles BCD, 
ACD, ABD, ABC. 

1. Usage d’un ordinateur 

Construire, à l’aide d’un logiciel, le tétraèdre ABCD et les points G, I, K, L, M, 

N, et A’. Constater que les segments [1J], [KL] et [MN] et [AA’] passant par G. 

2. Justification 

a) En associant deux à deux les points pondérés (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1), 

montrer que les segments [1J], [KL] et [MNJse coupent en leur milieu G. 

b) En associant trois des quatre points pondérés (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1), 

montrer que les segments [AA’1, [BB], [CC], [DD”] se coupent en G. 

Préciser la position de G sur ces segments. (©) corrigé p. 286 

(21) Soit-un tétraèdre ABCD. On appelle P le barycentre de (B, 1),(C, 1) et (D, -1), 

G le centre de gravité du triangle ABC et I le milieu de [AD]. 

1. Construire le point P. 
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> = = 
2. a) Montrer que IP = IB+IC-ID. 

> > — — 
b) Montrer que 31G = IB+IC-ID. 
c) En déduire que les points P, G, I sont alignés. () corrigé p. 289 

x Soit un parallélépipède ABCDEFGH, H G 

les faces étant des parallélogrammes. paies ose ue D | 
1. Soit I le centre de gravité du triangle BEG. C 

Montrer que les points D, I, F sont alignés 

et préciser leurs positions relatives. A B 

2. Soit O l’isobarycentre des huit sommets du parallélépipède. 

Montrer que : 

a) O est le milieu des segments joignant les centres de deux faces opposées ; 
b) O est le milieu des diagonales du parallélépipède (une telle diagonale est 
un segment joignant deux sommets n’appartenant pas à une même face ; par 
exemple [AG]). (3) corrigé p. 289 

* 1. Démontrer que si deux tétraèdres ABCD et A’B'C’D’ ont même centre 

de gravité G : Re Et 4 
AA’ + BB’ + CC’ + DD’ = 0. 

2. Réciproquement, si deux tétraèdres ABCD et A’B’C'D’ sont tels que la rela- 
tion précédente soit vérifiée, démontrer qu’ils ont même centre de gravité. 

3. L'espace étant rapporté à un repère (O ; ès # k ), on donne les points : 
ACL 0% = 1) BC: 2) AUD OP PEACE 0) 

a) Monter que les points A, B, C, D ne sont pas coplanaires. 
b) Calculer les coordonnées du centre de gravité G du tétraèdre ABCD. 

©) Corrigé p. 290 

* Soit un tétraèdre ABCD et M un point quelconque de l’espace. 

On appelle G le barycentre de (A, 1), (B, —1), (C, 2), (D, 3). Soit les vecteurs : 
ss — = —= — 
u = MA -MB + 2MC +3MD 
> 

V 
—> — — , — 

= MÀ - MB +2(MC-2MD) 
s 25 

1. a) Démontrer que 4 = 5MG. 

b) Démontrer que ÿ est un vecteur constant (indépendant de M). 

2. Quel est l’ensemble des points M de l’espace tels que ü et? soient 
colinéaires ? @) corrigé p. 292 



Barycentre 10 

EXERCICES ET PROBLÈMES 

à Vrai. O est barycentre de A, B, C, D affectés du coefficient 1. 

ll 1 —> > > > 
@ 2) vrai L) - ;(LB + LC) = > (LA + AB + LD + DC) 

1— — 
= 5 (AB + DC). 

b) Vrai. O est barycentre de A, B, C, D, affectés du coefficient 1. 
2 ie RL al > 

c) Vrai. OÏ+OK = (OA + OB) + (OC + OD) 

un 
tre] 

2 
œŒ 
(4 
(e) 
U 

1— — — — > 
= (OA OB LOC QD) 

— = — — > > > > 
d) Faux. MÀ + MB + MC + MD = (MO + OA) + (MO + OB) 

— — —> — 
+ (MO + OC) + (MO + OD) 
— > 

4MO. 

a) Faux. AA’, BB’, CC’ sont colinéaires à AB + AC (on appliquera la for- 
mule donnant les barycentres A’, B’, C’ en prenant l’origine en A, B, C). 

b) Vrai. 

a) Vrai. En prenant l’origine en G 
— — — > > > > 
GG = (GA +GB+GC) = GÀ-GB-GC 

St ES 5 > — 
2GA-= (GA + GB + GC) = 264. 

— > L=— = 
b) Faux. De même G,G, = 2GB, GG, = 2GC. 

c) Vrai. (AG,), (BG;), (CG;) sont concourantes en G. 

= sd  — 
a) Vrai. En introduisant À, f(M) = 4AB - 3AC -3AD. 

—> 
b) Faux. En introduisant G, g(M) = 12MG dépend de M. 

C) Vrai. 

d) Faux. f(M) = AB © 448 3AC = AD = = AB 
—  — 

"AB = AG + AD impossible. 
— 

e) Vrai. Oui, car on a supposé AB AACHAD: 
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> —> =  — 1 — 
f) Faux. g(M) = AB © 12MG = AB GM = BA. 

_ > 
g) Vrai. Soit I le point tel que GI = SPA. L'ensemble des points M est {I}. 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

OÔ Le point G, barycentre de (A, 8) et (B, 12) existe, car 8 + 12 Z 0 ; c’est encore le 

DEEE CRE SE CEE CR 

n 
0 barycentre de (A, 2) et (B, 3), car on ne change pas le barycentre de deux points 
æ pondérés si on multiplie ou si on divise l’ensemble des coefficients par un 
(2 même réel non nul. 
4 En appliquant la formule [1] du cours p. 261 : 

_ 3 —  3— 
SO A ;AB = zAB. 

EE — 
Les vecteurs AG et AB sont de même sens et : 

3 3 
AG = =AB = -Xx8 = 4, { 5 5 8 8 cm 

A G B 

Q Soit G le barycentre de (A, —-1), (B, 1), (C, 1). Soit A’ le milieu de [BC]. 
Nous utiliserons les notations : 
G = Bar{(A, —1), (B, 1), (C, 1)} 
A’ = Bar{(B, 1), (C, 1) 

A 

On sait que le barycentre G ne change pas si l’on remplace les points pondérés 
(B, 1) et (C, 1) par leur barycentre A’ affecté du coefficient 1 + 1 = 2 (associati- 
vité du barycentre). 
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Barycentre M | 
SERRE 

Donc G = Bar{(A,-—1}),(A’,2)}. 
En appliquant la formule [1] du cours : 

> — ——— 
AG = AAH=-2-A A7! 

—1+2 

Ce qui permet de construire G. 
Remarquons que le quadrilatère ABGC, ayant ses diagonales qui se coupent en 
leur milieu, est un parallélogramme. 

© Avec les mêmes notations que précédemment, on peut écrire : 

GiStBan (AM); CB: D); (GE2); (D, 4)}. 
Remplaçons (A, 1) et (B, 1) par leur barycentre, c’est-à-dire le milieu I de [AB] 
affecté du coefficient 1 + 1 =2: 

G = Bar{(J, 4), (D, 4)}. 

Les points J et D étant affectés de coefficients égaux, G est l’isobarycentre de J 
et D c’est-à-dire le milieu de [JD]. 

2 
l’a) 
LLJ 

_ 
Œ 
œ 
(æ) 
Ü 

e 

y z A 

(9 ] e Puisque _ = - et A’e [BC], : 

— — 
Les vecteurs CA’ et CB sont de même sens et on 

peut écrire : 
— 1 — 
CA — 3 CB. 

Introduisant un point O, on peut écrire : B AUTE 

> = = — 
OA=O0C_ = PA UC) 

—> 12 22 
OA PO C 

— 1 > 
0 -Hob#20c) 

1 +2 

ce qui montre que ACER) (GC L2)E 
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ë 3 AB : TPM Er 
e Puisque Aer et B’e [AC], les vecteurs AB” et AC sont de même sens 

Nr TN 
et on peut écrire : ABM=%=AC: 

Introduisons un point O dans cette égalité : 
—> = = — 
OB’-OA = (OC - OA) 

3OÀ + 10 fs 
— 1 —  — 
OB” === (304 106) 

si 

—— 
OP: 

z 

(ee) :1:41e 5 

ce qui montre que B° = Bar{ (A, 3) A(CEDIE 

e On peut aussi écrire B° = Bar{(A, 6), (C, 2)}. Soit alors 

GE Par CT 6) AP LPO 

G’ ne change pas si l’on remplace (B, 1) et (C, 2) par (A’, 3) : 

G'= Par! (À 6) (AC 3) 

Le barycentre de deux points distincts appartient à la droite passant par ces 
deux points. Donc G’Ee (AA). 
G” ne change si l’on remplace (A, 6) et (C, 2) par (B’, 8): 

Gear (AP ae 
Donc G’Ee (BB). 

Puisque G’ est le point d’intersection des droites (AA”) et (BB), c’est le point G. 
Donc tG:=1Bar{ (A6) (B:D:(C2)+: 
Les coefficients cherchés sont & = 6, B = 1, y = 2. 

— — 
D 1. Construisons le point D tel que AD = 2AB. Donc B est le milieu de [AD] 

et-B'=PBat (A D'CD'/D)E 

On péut écrire: Bar{ (A1), (G 2) (D, D'P= Bar (A DAME 

=" Bar{(B, 2),(C72)} 
Bar{(B, 2), (C, 2)} est l’isobarycentre de B et C c’est-à-dire le milieu A’ de [BC]. 

D 

Le barycentre de (A, 1), (C, 2), (D, 1) est le point A’. 
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2. La parallèle à (BC) menée par G coupe [AC] en E donc (théorème de Thalès) 

REV 
AC "ANT 

de : Ne RE ; 
G est le centre de gravité du triangle ABC donc ROUES Par suite : 

si 
AC 
Introduisons un point O : 

2 —  2— 
_ 3. Comme EE [AC], ona AE = ZAC: 

> — 2— — 
OË-OÀ = (OC - OA) 

—  ]— 2— 
OË = =OÀ + £OC 

3 3 
—> 1 >  — 
OË = ——(10À +20C) 

+ 

ce qui montre que E = Bar{(A, 1), (C, 2)}. 

3: A7 =" Bar{ (A1) (C2), (D) 

= Bar{(E, 3), (D, 1)}. 
Appliquons la formule [1] du cours, l’origine étant D : 

DA = —3_DÉ = DE 
Hope la. 

Ce qui montre que les points D, A’ et E sont alignés et permet de préciser la 

position de A’ sur [DE]. 

1. e A’ est le barycentre de (B, 4) et (C, 3) donc (cf. cours, formule [1]) l'origine 

étant B : 

Fe pee 
—— BC = =BC. 
4+3 $ 2 

e B’ est le barycentre de (C, 3) et (A, 2) donc (cf. cours, formule [1]) l’origine 

étant À : 

— > 
BA” = 

ce qui permet de construire B”. 

un 
SL 

4 
œ 
œ 
(e) 
u) 
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e C’ est le barycentre de (A, 1) et (B, 2) À 

donc : 

AC 
RER 

ce qui permet de placer C’. se 

2. A7 = PBar{(B' 4) (CRT F 

Ba Par CSS) CAPE 

C=tBar ti) (B2)# 

Bar{ (A, 2), (B,4)}. B A C 

Soit alors : G = Bar{(A, 2), (B, 4), (C, 3)}. 

Remplaçons successivemernit : (B, 4) et (C, 3) par (A”, 7) 
(C, 3) et (A, 2) par (B’,5) 
(A, 2) et (B, 4) par (C”, 6). 

CORRIGÉS 

On a alors respectivement : 

G = Bar{(A, 2), (A’,7)} donc Ge (AA) 

G = Bar{(B, 4), (B’,5)} donc Ge (BB) 

G = Bar{(C, 3), (C”,6)} donc Ge (CC) 
Les droites (AA”), (BB’), (CC) sont concourantes en G. 

® 1. A” = Bar{(B, 1), (C, 2)} donc en prenant l’origine en A : 

> 1 — AUDE RES 
AA° = IAB +2AC), soit AA’ = =(AB + 2AC). 

e B° = Bar{(C, 2), (A, -3)} donc en prenant l’origine en B : 
— 
BB’ ler 2BC 3BÀ 7-3(2BC -3BA) 

—> —  — 
BB’ = -2BC + 3BA 

—> — — — 
BB’ = -2(BA + AC) + 3BA 

— — 
BB’ = -AB-2AC 

— —  — 
BB’ = —(AB + 2AC). 



CAE ne Era es 
arycentre M | 

Fe 

e C” = Bar{(A, -3), (B, 1)} donc en prenant l’origine en C: 

— 1 —d+ — 
COR CSC LICE) 

316) 
> 3— 1j 
CC” = =CA - -CB 

2 2 

> 3 1— — 
CC’ = SCA - (CA + CB) 

ex RME 

CC = 5 5 AB=AC 

z 

(ete) 4 re 

— 1 — — 
CC’ = ->;(AB +2AC). 

—> — — 
Les vecteurs AA”, BB’ CC’ étant colinéaires au même vecteur non nul 

AB + 2AC, sont colinéaires entre eux, et les droites (AA”), (BB’), (CC”) sont 
parallèles. 

4 ® 1. Puisque G est le barycentre de (A, 2) et (B, 1) : 
— 1 +  — 1 —>  — 
O6 = ——(20À +108) = >(20À + 108). 

De A(1 ; 4) et B(4 ; 1), on déduit les coordonnées de G : 

XG = GX 1+1%4) = 2 

1 
Ye = Re) = 3 
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2. a) Soit le point H(x; y). Le point G est le barycentre de (H, 2) et (O, 1) 

donc : 

Où = —l-(20H +100) = 20H 
RER “ 15 

2 = 5x FES 

À d’où 9 
PRES 

=ve 2 3 7) 

—> 

b) AH = 
SE 2 A SEUAE 
É 1 = |llet oë() sont colinéaires car 

DA 2 

— ee 
AE :0B donc (AH) et (OB) sont parallèles. 

Le barycentre de (A, 3), (B, 2), (C, @) existe si et seulement si 3+2+0@%0, 
c’est-à-dire &« 0, c’est-à-dire & £ —5 ; sous cette condition, déterminons les 
coordonnées du barycentre de {(A, 3), (B, 2), (C, &)}: 

3X1+2X2+0(-1) _ 7-0 

5 +0 5+@ 

3X(—-4)+2(—-1)+@(2) _—-14+20@ 

5+0 5+0@ 

Ce sont les coordonnées du point O si et seulement si : 

7-0 —14+20 
— =0 et ——— = 0 
5+0@ 5+0 

c’est-à-dire & = 7. 

——> — 
1. AM = 2AB-3AC 
—> — — — — 
AM = 2(AM + MB) - 3(AM + MC) 

— > 5 > 
2MA +2MB-3MC = 0 

ce qui montre que M est le barycentre de (A, 2), (B, 2), (C, —3). 

2. Procédons comme précédemment en remplaçant (2 ; -3) par (x; y) : 
_— — 
AM = xAB + yAC 

: . = — — 
AM = x(AM + MB) + y(AM + MC) 

> — > > 
(1-x-7y)MA + xMB + yMC = 0. 

M est le barycentre de (A, 1-x-—y), (B, x), (C, y) si et seulement si 
l—-x-y+x+7%#0, ce qui est vérifié quels que soient x et y. 
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a) Soit G l’isobarycentre des points A, B, C, D, E: 

Ban) (BL) (CHTAEL)E 
On peut remplacer les points pondérés (B, 1) et (E, 1) par leur isobarycentre H 
affecté du coefficient 2. Le point H est le milieu de [BE]. 
On peut aussi remplacer les points pondérés (C, 1) et (D, 1) par (K, 2), le 
point K étant le milieu de [CD]. 

L D’où : 

Gi arf LP 2) (KR. 2} 
Les points À, H, K appartient à la droite (OA), axe de symétrie du pentagone 
régulier, donc leur barycentre G appartient à (OA). 
De même, en appelant H’ et K’ les milieux respectifs de [AC] et [DE], on peut 
remplacer (A, 1) et (C, 1) par (H/, 2) ainsi que (D, 1) et (E, 1) par (K”, 2). 

Grber CET) (CDD; DB" 

Gr bari( 2), (K°,2), (BL) }. 
Les points H”, K’, B appartiennent à la droite (OB), axe de symétrie du penta- 
gone régulier, donc leur barycentre G appartient à (OB). 

b) G appartient aux droites (OA) et (OB) donc G est le point d’intersection O 
des droites (OA) et (OB). 

C) Puisque O est l’isobarycentre des points A, B, C, D, E: 
> > À > > > 
OA+OB+OC+OD+OE =0 T1] 

2. Prenons pour repère orthonormal direct (O ; . ; <) avec À = OA. 

D’après [1] : 

ÿ Xa +Xp+Xct+Xp+Xe = 0 

C'est-à-dire : 
> — > — — — — — 

1 + cos(OA, OB) + cos(OA, OC) + cos(OA, OD) + cos(OA, OE)="0; 
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4 
Les angles au centre du pentagone régulier sont Ms J 
— > > — — — a Ur 

(OA, OB) = (OB, OC) = (OC, OD) = (OD, Oh) (OE, OA . 

On en déduit : 

1 + cos + cos + cos 

2T AT 
1 + COS 5 + COS 5 + cos QE 7 

+ Q 2 
PERS cl 

Il 

12 co D pra 20: 
5 5 

D.” 

@ 1. ; È 

n 
‘Lu 

= 
[4 
[4 
O 
YU 

| 

G; 

A Dé I (C4 B 

Appelons m,,m,, m; les masses respectives des plaques triangulaires AID, DIC, 
CIB. La plaque ABCD étant homogène et d’épaisseur constante, ces masses 
sont égales (m, = m, = m;) et les centres d’inerties de AID, DIC, CIB sont les 
centres de gravité G;, G,, G; de ces triangles. 
Le centre d’inertie de la plaque est : 

G = Bar{(G;, m,), (G;, m), (G:, m;)} 

G = Bar{(G;, 1), (G;, 1), (G3, 1)} (puisque m, = m, = m;). 

Remplaçons (G;, 1) et (G;, 1) par leur barycentre (J, 2), J étant le milieu de 
[G1G:]: 

G = Bar{(J,2), (G;, 1)} 

_ 1 > —= 2> 1— 
IG = > (20 +16) = SN +16 

> 23 1 > 
IG = =D + (20) 

> _ 
IG = SD. 

284 



Si AT EEE ER A SG EG QU 
Barycentre M | 

2:16 Bar{(G;, 100), (G;, 200), (G;, 300) } 

G’ = Bar{(G;, 1), (G;, 2), (G3; SE: 

Soit K le barycentre de (G;, 1) et (G, 2) : 

— 1 — =>. 
GK = —— (266) = 2G.G. D'où: 

G” = Bar{(K, 3), (G;, 3)} donc G’ est le milieu de [KG;]. 

> > 
Soit (1;1,7) un repère orthonormal, l’unité de longueur étant 1 cm. 

Rappelons que AI = IB = 12 cm. Nous choisirons le repère orthonormal de 
manière que À, B, G,, G; aient pour abscisses respectives : —12 ; 12 ;-6 ,6 et que 

G;; G, G; aient des ordonnées positives que nous allons calculer : 

Doit D’ le milieu de [AI] et C’ le milieu de [IB], 

7 
n 
LL 

: 
œ 
ra 
[e) 
U 

DD’ = CC’ = PE = 2,/3, d’où: 

D'GRS CG, = (6 \5) = 2,5.et1G, = 445. 
Les coordonnées de G;, G;, G; sont donc : 

C6C6:243), 60:45) G;(6: 245); 
Les coordonnées de G” sont : 

XG’ = Ut —6)+2(0)+3X6) = 

VE = x 205 +2x44/5+3x 2/5) = - 
ie 8/3 

Ta 

10 kg = 10 000 g. Déterminons A et calculons m en grammes. 

= {(G, 10 000), (A, m)} 
_ — > 

donc 10 0001G + mOA = 0 

—> — Gi = AUDE 
m 

ce qui montre que À et G sont alignés avec O 
et de part et d’autre de O. 
Les distances étant évaluées en mm : 

ou oc toi 
m 

200 PO x 
m 
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10 000 
d'OÙ = ———" "50 

200 

Pour rétablir le centre d’inertie en O, nous devons mettre en À une masse 

de 50 g. 

1.E = Bar{(b (602); 

donc : À 

RÉ Nie 
se 

= 
C 

2. E = Bar{ (B, ak (C, 2), (D, 3)} 

= Bar{(E, 3), (D,3)}. 
F est donc l’isobarycentre de E et D c’est-à-dire le milieu de [ED]. 

3. EF = Bar (BB) (C2) (DS) A4 

= Bar{(F,6), (A, 4)} = Bar{(EF, 3), (A, 2)} donc: 
ON re 
AG = 3+2hP = St 

On en déduit la position de G sur [AF]. 

1. Nous utilisons le logiciel GEOSPACW. 
Lorsque l’on précise « clique » c’est avec le bouton gauche de la souris. 

1"° étape : 

Créer (cliquer) 

Point 

Point libre 

Dans l’espace (cliquer) 

Nom des points A, B, C, D (cliquer sur OK) 
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2° étape : 

Créer (cliquer) 

Solide 

Polyèdre convexe (cliquer) 

Défini par ses sommets (cliquer) 

Liste des sommet À, B, C, D 

Nom du polyèdre P, (cliquer sur OK) 

3° étape : 
Créer (cliquer) F 

Point el 

Centre (divers) = 

Centre de gravité (cliquer) œ 
Nom du polyèdre P, : 

Centre de gravité G (cliquer sur OK) 

4° étape : 

Créer (cliquer) 
Point 

Milieux (cliquer) 

Nom du segment AB 

Nom du milieu I (cliquer sur OK) 

5° étape : 

Icone bis (cliquer) 
Nom du segment CD 

Nom du milieu J (clique sur OK) 

6°, 7°, 8° étapes : identiques à la 5e étape, remplacer CD successivement par AD, 
BC, AC,BD et remplacer J remplacer J successivement par K, L, M, N. 

9° étape : 

Créer (cliquer) 

Point 

Centre (divers) 

Centre de gravité (cliquer) 

Nom du triangle BCD 

Centre de gravité A” (cliquer sur OK) 
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10° étape : 

Créer (cliquer) 

Ligne 

Segment (cliquer) 
Nom du segment IJ, KL, MN, AA’ (cliquer sur OK) 

Nous remarquons que les segments précédents passent par G. 

2. Justification 

a) G = Bar{(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)} 

G = Bar{(1, 2), (J,2)}, 
donc G est l’isobarycentre de I et J, c’est-à-dire 

le milieu de [I]. dé 

En associant (A, 1) et (D, 1) d’une part, (B, 1) et 
(€, 1) d'autre part : 
G= Bar (K 2) br) 
donc G est le milieu de [KL]. 

En associant (A, 1) et (C, 1) d’une part, (B, 1) et 
(D, 1) d'autre part : 
G= Pa{(M 2) (N2)E 
donc G est le milieu de [MNI. 

z 

CORRIGES 

b) En remplaçons (B, 1), (C, 1) et (D, 1) par leur barycentre A’ affecté du 
coefficient 3 : 

G'= Bat DA 3) TE 
5 —  3— 

donc GE (AA’) et AG = AA". 

En remplaçant (A, 1), (B, 1), (D, 1) par (C’, 3) ou (A, 1), (B, 1), (C, 1) par (D’, 3) 
on verra de même que : 

ap ne —  3— 
CG = 3CC et DG = 32”: 
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@ 1. P = Bar{(B, 1), (C, 1), (D,-1)} 
donc : 

BP Se RE RD 
ETES 2 

> = =  — 
BP = BC-BD = DC 
donc BDCEP est un parallélogramme. 

n 
EL 
[®) 

2. a) P = Bar{(B, D}; (C, 1), (D,-1)} œ 

donc : œŒ 
_ 1 > = > = = [e) 
Me on CDI AU ID, U 

b) Puisque G est le barycentre de (A, 1), (B, 1), (C, 1), on peut écrire, en prenant 
l’origine en I: 

1 5 = 
PRET LS + IB +IC) donc: IG 

THEN 
> = = > 

31G = IA +IB + IC. 

; _ — 
Comme I est le milieu [AD], IA = -ID, donc: 

> = = — 
31G = IB+IC-ID. 

€) Des égalités trouvées en a) et b) en déduit : 
> — 
IP2= SIC 

donc les points P, G, I sont alignés. 

> 
(22) 1. Pour montrer que D, I, F sont alignés, montrons que les vecteurs FI et FD 

sont colinéaires. 
I = Bar{(B, 1), (E, 1), (G, 1)} donc en prenant l’origine en F: 

F 1 (FB+ FB+ FG) = L(FB + FË+ FG BE = - + FE + : 
À PA ET # 1e ) 3( ) 

Or : 
— —— 
FD = FEB + BD 

il S + 

dt El 
+ 

Te 
Il ps es) ns pol (es) se Er) (ep) 
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> LE : TE 
Donc: Fh= 3FD et les points D, I, F sont alignés. 

2. a) Soit O l’isobarycentre des huit sommes du parallélépipède c’est-à-dire le 
barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1), (E, 1), (E 1), (G, 1), 

(H, 1). 
On peut remplacer (A, 1), (B, 1),(C, 1), (D, 1) par leur isobarycentre J centre de 
la face ABCD affecté du coefficient 4. 
On peut remplacer (E, 1), (F, 1), (G, 1), (H, 1) par leur isobarycentre J centre de 
la face ERGH affecté du coefficient 4. 

O = Bar{(J, 4), (K, 4)} donc O est le milieu de [JK]. 

En associant quatre par quatre les huit sommets du parallélépipède, on verra, 
de même, que O est le milieu des deux autres segments joignant les centres de 
deux faces opposées. 

— — > 
b) Montrons que OA +OG = 0: 
— — > > — 
OA +OG = (OJ + JA) + (OK + KG) 

= — > — 
= (OJ + OK) + (JA + KG). 

5 — > 
Or OJ+OK = 0 puisque O est le milieu de [JK], 

D > 1 1 1— — SU 
JA + KG = 5 CA ce 5ÈG = (CA +EG) = 0 puisque 

ACGE est un parallélogramme donc : 

— — > 
OA+0OG = 0, 

ce qui montre que O est le milieu de [AG]. 

On raisonnera, de même, avec les trois autres diagonales du parallélépipède. 
Il y a donc 7 segments remarquables se coupant en leur milieu ©. 

1. Si G est le centre de gravité des tétraèdres ABCD et A’B'C'D” : 
> = = — 3 
GA + GB + GC + GD = 0 [1] 

> > N à 5 
GA” + GB°+GC’+GD’ = 0 [2] 

En retranchant membre à membre : 

nt se > > AA —> — > 
(GA°— GA) + (GB’— GB) + (GC’- GC) + (GD’-GD) = 0 

_— = = —= > 
AA° + BB°4 CC DD = [3] 



2. Réciproquement si l’on a [3] et, si G est le centre de gravité de ABCD, on 

a [1]. D'où, en additionnant membre à membre [1] et [3] : 
Ve at Ve — — — —> > 

(GÀ + AA”) + (GB + BB”) + (GC + CC’) + (GD + DD’) = 0 
> = —= — > 
GA’ + GB’ + GC’ + GD’ = 0 

ce qui montre que G est le centre de gravité de A’BCD”. 

SOndonne AUS O0UEEL) B(2; 1:24), :C(050:;.1),°D{(0 : 1 ; 0). 
a) On en déduit : 

1 —] —1 

AB MPAC | 1 eAD| 1 U 
D 2 il & 

[4 
=> > A => [e) 

Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires car AB = KkAC siet seulement MT 

1 = —k 

si:41 = kXO ce qui est impossible. 

SPA 

— — 
AD = AB + AAC si seulement si : 

F=\ 1 [1] 

PS À [2] 

Ie SKIN 2131 

D’après [2], À = 1 que l’on reporte dans [1]. On trouve À” = 2. Mais les 

valeurs trouvées À = 1 et À’ = 2 ne vérifient pas [3] donc les trois vecteurs 

AB, AC et AD ne sont pas coplanaires. Ils déterminent un tétraèdre ABCD. 

b) G est le centre de gravité du tétraèdre ABCD c’est-à-dire l’isobarycentre des 

quatre points À, B, C, D donc: 

+ IS = >, = 
OG:= (04 HOB + OC+ OP) 

Les coordonnées de G sont : 

+ Xe + Xe + Xp) = Ti+2+0+0) 
n A B (@ D 4 

1 1 
AU JC + Jp) = A0 0 FT) 

Dir BI 

te + Zp +2 Pape del di 0)- il 
4 A B C D 4 
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@ 1. a) G = Bar{(A, 1), (B, —1), (C, 2), (D, 3)}. 
Prenons l’origine en M : 

> 1 re —— — 
MG = (MA - MB + 2MC + 3MD). 

1-1+2+3 

On en déduit : î 
HS, 25 = ——# = 

u = MA -MB + 2MC + 3MD = 5MG. 

ss — — —  — — — —> — 
b) ÿ = MÀ - MB + 2MC + 2MD = (BM + MA) + 2(DM + MC) 

= x Ep . . . 

= BA + 2DC. qui est bien un vecteur indépendant de M. 

> 

2.2 et V ue colinéaires si et seulement si MG ie À ue à 3 vecteur 

Sv SEA Es 2DC. ne dernier vecteur est non nul car BA + 2DC = 6 si et seu- 

lement si BA = _Dé, les droites (AB) et (CD) seraient parallèles ce qui est 

impossible car A, B, C, D forment un tétraèdre. 

L'ensemble des points M tels que MG est colinéaire à v est la droite passant 
> 

par G et de vecteur directeur y. 



— > 
° Si ABZO et 

— > — 
AC 40, on appelle produit scalaire des vecteurs AB et AC du 
— — 

plan le réel noté AB : AC défini par : 

= —= — — 
AB AG, TETE 

où H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB). 

A 

(œ 

B H 

> > > RE 
-S1 AB =10 ou AC = 0, AB: AC = 0. 

Si À, B, C sont distincts, on démontre que : 

rs 7; —— 

AËAÛ = AB x AC x cos BAC | 

+ Quels que soient les vecteurs w, 2,7, W du plan et quel que soit À de R : 
Pa 3 > > 

U-V=v TU 
>, > > à 3 > > > 

pr = À(u -) l (A4) = A(G -v) 
3 > > + += > = 5 > 3 > > > 
(u+V):Ww=u wW+v'w Uu:(V+W)=u-v+u w 

Re 352 > > 2 > > 
On en déduit (en posant 4 = u:u etv =v:v): 

> 32 22 à à. 22 
(u+v) =u +2(u-v)+v 
DD LS, 22 
(dv) =u -2u-Vv+V 
> à > > 32 2 
(u-v) (u+v)=u — 
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La norme d’un vecteur # est sa longueur. On la note la | : 
= > = ——> 

so Ab lle lle 
Si 12] = 1, ondit que est vecteur unitaire. 

3 
On démontre que la norme de 4 = AB est: 

à 

sie : RU De On dit qu'un vecteur 4 = AB est orthogonal à un vecteur y = AC si l’un au 
moins de ces deux vecteurs est nul ou si, dans le cas où aucun des deux vecteurs 

n’est nul, la droite (AB) est orthogonale à la droite (AC). 
. > | > > | > 

On remarque que si # est orthogonal à v, alors v est orthogonal à #. On dit 
> > 

alors que # et v sont orthogonaux. 

On démontre que : 
S S& à — 

eu et v sont orthogonaux si et seulement si # - y = 0; 

à > > ; : 
+ les droites d(A ; u) et d’(A’ ; 4”) sont orthogonales si et seulement si 

Soit deux points donnés A et B. 

Soit O le milieu de [AB]. Quel que soit 

le point M du plan : 

MA? + MB? = 2MO? + D 



11h Produit scalaire dans le plan 

> RARE 
- Soit u (x ; y) et v(x” ; y”) deux vecteurs quelconques 

la = NF 

° La distance des points A(a ; a”) et B(b ; b”) est: 

a = (= re 
- Le cercle de centre A(a ; a”) et de rayon R est l’ensemble des point M(x ; y) tel 

que AM = R, c’est-à-dire AM? = R? soit: 

(x—a)2+(y-a) = R? 
+ Soit une droite ® d’équation ax + by +c = 0, (a; b)Æ(0 ; 0). 

Un vecteur directeur de ® est ü (—b ; a). À 

Un vecteur normal à ® (c’est-à-dire orthogonal à ®) est n (a ; b). 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

O ABC est un triangle équilatéral, de centre de gravité G. A”, B”, C”, sont les 
milieux de [BC], [CA], [AB]. On pose AB = 4. 

—> 

a) AB: 

—> 

b) AB : 

—> 

c) AB: 

—> 

d) AB: 

—> 

e) GA : 

— 

f) GA: 

—> 2 
pari 
es 
nn 
RE 
BC = 7 TS 
—> 
A 
is 
GB = -T 

GB = --34, 

FAR a 1 : : 
a) AM : AB = 3AB?, E est la perpendiculaire de C à (AB). 

FER 1 De 
b) AM : AB = ;AB*, E est la médiatrice de [ AB]. 

—> — 
c) AM: AB < 0, E est une demi-droite. 

—> — 
d) AM : AB <0, E est un demi-plan. 
— = — 

e) AM : AB = AM: AC, E est la perpendiculaire 
de À à (BC). 
— = — = 

f) AM : AB = AM : AC, E est la perpendiculaire 
de B à (BC). 
— = — 

8) AM : AB + AM : AC = 0, E est la perpendiculaire 
de À à (AA’). 
> = — 

h) AM : AB + AM : AC = 0, E est la perpendiculaire 
de A’ à (AA’). 

CI V 

CI V 

[AM 

CI V 

CV 

CI V 

CI F 

CIF 

ME; 

CI F 

CI F 

C1 F 
(Q@) corrigé p. 305 

tal ABC est un triangle quelconque A’, B’, C’, sontles milieux de [BC], [CA], 
[AB]. soit E l’ensemble des points M du plan dans chacun des cas suivants : 

EVA lIENE 

CIV CF 

COIV CF 

CIV CF 

ChMIENE 

CENELUEERE 

CIV CIF 

Ov. CO] F 

@) Corrigé p. 305 



SNS 
[3 ) u et v sont non nuls. 

Produit scalaire dans le plan M M 

D 3,2 2, 32 
a)Ona(u-:v) =u xv. EVA MIEINE 

D 32 32 32 . . > 
b) (uv) = u xv siet seulement si w et? 

sont colinéaires. PTE FE 

(@) corrigé p. 305 

ABCD est un rectangle. AB = a, BC = b. soit O le centre du rectangle, M 

un point du plan. 

a) MA? + MB? + MC? + MD? = 40M2+ a? + b2. AE ICTTE 
b) L'ensemble des points M tels que 
MA? + MB? + MC? + MD? = k est un cercle (6) 

si k = a? + b?2. Ha el 

c) (@) passe par A, B, C, D si k = a? + b2. LaloV'oadE lF 

d) (@) passe par A, B, C, D si k = 2a2+2b:2. CIV [CIF 

(©) Corrigé p. 305 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

Propriétés du produit scalaire 

On donne un triangle équilatéral ABC de côté a. On appelle A’, B’, C’les milieux 

respectifs de [BC], [CA], [AB]. Soit G le centre de gravité du triangle ABC. 

Calculer en fonction de a: 
+ > > SES st > 

AB AC; AB AA: AB-BC: GA:GB; AA°:BB’; ‘A’B: AC". 

@) Corrigé p. 305 

On donne un carré ABCD. On construit à l’extérieur du carré un triangle équi- 

latéral CDE. Soit a la longueur des côtés du carré et du triangle équilatéral. 
— = — , 

1.En utilisant l'égalité CA = CD+DA, calculer le produit scalaire 
— — 
CA : CE en fonction de a. 

2. En déduire cos(105°). @) corrigé p. 305 

@ Calcuker: s - 10) Lu 27) (Ou tr): (Gu-V)=7%. 
Pr 7 

Démontrer que S = 0 siet seulement si # et y sont orthogonaux. 

() corrigé p. 306 

EXERCICES 
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LU 
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© 

. > > >| . . à > 
Démontrer que 24 +3» = |24 _3?] si et seulement si # et v sont 

orthogonaux. ©) corrigé p. 306 

>  >|2 312 [312 . > > 
1. Démontrer que [x + >| — [2] + [>| si et seulement si # et v sont 

orthogonaux. 
L: — > — > ; k 

2. Soit un triangle ABC. En prenant BA = u et AC = v, quel théorème 

obtient-on ? @) corrigé p. 306 

, PREND 
1. Démontrer que, quels que soient 4 et v : 

D à MIS LI I2 
uv = -(fu +v| —-{|u —-v| ). 

4 
LR D : 2 

En déduire que deux vecteurs # et y sont orthogonaux si et seulement si : 
> > > > 
u +v| = u -v|. 

— > 

2. Soit un parallélogramme ABCD. En prenant AB = ü et BC = » Feu 

déduire qu’un parallélogramme est un rectangle si et seulement si les diago- 
nales [AC] et [BD] ont même longueur. ©) corrigé p. 307 

; 5 >| . D D à > 
1. Démontrer que Iz| _ >| si et seulement si u +v et u —v sont ortho- 

gonaux. 
; : ST ES nm 'L IE 

2. Soit un parallélogramme ABCD. En prenant AB = # et BC = v, en 

déduire qu’un parallélogramme est un losange si et seulement si les diagona- 
les sont perpendiculaires. () corrigé p. 307 

: > > 
1. Démontrer que, quels que soient les vecteurs 4 et v : 

D > 1,1> >12 |-|2 |>12 dv = 0 +0 él. 
2. Soit un triangle ABC et A’ le milieu de [BC]. 

— 
Calculer AB - AC sachant que : AB = 2; AC = 4; AA’ = 3. 

©) corrigé p. 307 
> 

On donne # #0 etun point A du plan P. 
— 

1. Trouver l’ensemble des points M du plan tels que ü- AM =Kk (k cons- 
tante donnée). 

> 

2. On suppose lz| De 

Construire l’ensemble des points M dans chacun des cas suivants : 
SN => 

a) 4 - AM <0; 
0e , b) 2 < 5 - AM < 14. Q@) corrigé p. 308 



| Produit scalaire dans le plan ET) 

Théorème de la médiane 

(14) On donne deux points A et B. On pose AB = 4. 

Trouver l’ensemble des points M tels que : 

MA? + MB? = 542. 

Construire cet ensemble. (@) corrigé p. 309 

(15) Soitun triangle ABC. On pose BC =,4,,CA =4h, AB = c. 

1. Calculer les longueurs des médianes en fonction de a, b, c. 

2. Démontrer qu’un triangle dans lequel les médianes ont même longueur 
est un triangle équilatéral. @) corrigé p. 309 

O On donne un cercle de centre O et de diamètre [AB]. On désigne par E et F 

les milieux respectifs de [OA] et [OB], par M un point quelconque du cercle 

et par H le projeté orthogonal de M sur (AB). On pose : 

ABL= A MEMIE x; 1MEM = 0: 

1. Montrer que, quel que soit le point M du cercle, l’expression x? + y? est 

constante. 

2. Calculer x et y tels que x+7 = _ 

3. Où doit être le point M sur le cercle pour que HM = V3? @) corrigé p. 310 

(17) Soit un rectangle ABCD tel que AB = 4 et BC = 3. On appelle O le centre 
du rectangle. Trouver et construire l’ensemble des points M dans chacun des 

cas suivants : 

1. MA? + MB? + MC? + MD? 

2. MA? + MB? + MC? + MD? 

SUE 

34. Q) corrigé p. 311 

Ensembles de points 

© Soit un triangle équilatéral ABC. La longueur des côtés est a. En faisant inter- 

venir le centre de gravité G du triangle, déterminer l’ensemble des points M 

tels que : 
MA? + MB? + MC? = 242. 

Construire cet ensemble. @) corrigé p. 312 
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(19) 1. On donne deux points distincts A et B. 

Soit O le milieu de [AB] et M un point quelconque du plan. On appelle H le 
projeté orthogonal de M sur (AB). 

Démontrer l'égalité : 

MA? - MB? = 2AB x OH. 

2. On pose AB = a. Déterminer et construire l’ensemble des points M tels que : 

MA? - MB? = 342. (@) corrigé p. 313 

On appelle puissance du point M par rapport au cercle € de centre O et de 

rayon R le nombre OM? — R2. On donne un deuxième cercle €’ de centre O’ 
(0”Z0) et de rayon R'. Quel est l’ensemble des points M ayant même puis- 

sance par rapport aux deux cercles ? 

{ Indication : on utilisera l'égalité donnée dans l'exercice précédent (question1). 

(@) Corrigé p. 314 

Soit un triangle ABC et O le centre du cercle circonscrit à ce triangle. 
— —  — , 

1. a) Démontrer que f(M) = MA +MB-2MC est un vecteur indépen- 
dant du point M du plan. __, 
b) Soit D le point tel que CD = f(M) et C’ le milieu de [AB]. 

—> — 
Montrer que CD = 2CC. 

2. Soit E l’ensemble des points M du plan tels que : 

MA? + MB?2-2MC? = 0. 

a) Montrer que O appartient à l’ensemble E. 

b) Montrer que, pour tout point M du plan : 
—> — 

MA? + MB? -2MC? = 2MO : CD. 
C) En déduire l’ensemble E. ©) Corrigé p. 314 

% Soit À et B deux points distincts. On appelle ligne de niveau k (k > 0 

donné), de la fonction f: Mr ce l’ensemble des points M tels que: 

MA _ 4 
NI RAS 

1. Si k = 1, quelle est la ligne de niveau 1 de la fonction f? 

2. On suppose k4 1. On peut écrire pour tout point M du plan, ni k 
si et seulement si : bAB 

MA? -k2MB?2 = 0 
— —= — — 
(MA + KMB) : (MA — KMB) = 0. 



Déterminer les lignes du niveau k de la fonction f en faisant intervenir : 

I le barycentre de (A, 1) et (B, k); 

J le barycentre de (A, 1) et (B, —k). 

3. Application 

Construire les lignes de niveau pour k = 1, k = 2, k = : ©) corrigé p. 315 

Produit scalaire dans le plan [11 

| 
| 

Norme d’un vecteur 

(23) x% Soit un triangle ABC rectangle en A. On suppose AB = 3 et AC = 4. 

1. Construire le barycentre G des points pondérés (A, 1), (B,2), (C, 1). 

n 
LU 
(® 

© 
œŒ 
Eu 
x 
LU 

2. Déterminer l’ensemble des points M tels que : 

|MA + 2MÈ + Mél = laël. 

3. Déterminer l’ensemble des points M tels que : 

[MA + 2M8 + MC MA + 2MB + MC| = |MA + 3M6]. Q@) Corrigé p. 317 

(24) x 1. Soit un triangle ABC et M un point quelconque du plan. Que peut-on 

dire de la norme : 

| MA + 2MÉ — 3M0l] 

lorsque M décrit le plan ? 

2. Déterminer l’ensemble des points M tels que : 

IMÂ +2M8- 30 MA + 2MB - 3MC| = |MA + 2MB| .  @) Corrigé p. 318 

Coordonnées dans un repère orthonormal 

Pour “ ue © à ©, on suppose le plan muni d’un repère orthonormal 

(O5, j). 

@ On donne A(1 ; 1) et B(3 ; 0). 
Déterminer une équation de : 

1. la médiatrice de [AB] ; 

2. la perpendiculaire en A à la droite (AB). (à) Corrigé p. 319 



EXERCICES 

126] x 1. Soit A, B, C, D PA ue se RE 

Démontrer que : AB. CD + AG. DB + AD. be = 0. 

2. En remplaçant D par le point H d’intersection des hauteurs issue de A et 
B d’un triangle ABC, en déduire que les trois hauteurs du triangle ABC sont 
concourantes (on supposera que ABC n’est pas un triangle rectangle). 

3. On donne A(1 ; 0), B(3; 0), C(0 ; 4). 

Déterminer des équations des hauteurs du triangle ABC. 

Vérifier qu'elles sont concourantes. @) Corrigé p. 319 

x 1. Déterminer l’ensemble € des points M(x ; y) tels que : 

x2+y?—-4x-2y = 0. 
Construire cet ensemble. 

2. Donner une équation de la tangente T à € au point O (O est l’origine du 
> > 

répére (One () corrigé p. 320 

x Discuter, suivant les valeurs du réel m, la nature de l’ensemble E des points 
M{(x ; y) tels que: 

x?+y2-4x+2y-m+4m+5 = 0. (©) Corrigé p. 321 

% 1. On donne deux points A et B, soit I le milieu de [AB]. 

Démontrer que pour tout point M du plan : 
— — 
MA :- MB = MI?-IA2. 

2. On suppose AB = 4. Trouver l’ensemble E des points M tels que : 
— — 
MA - MB = k (k constante donnée). 

3. a) Quel est l’ensemble obtenu pour k = 0? 

b) On donne A(1;-1) et B(2;3). Donner une équation du cercle de 
diamètre [AB]. (©) Corrigé p. 321 

%* On donne A(0 ; -2), B(1 ;-1), C(—2 ; -1). 

1. Déterminer une équation du cercle @ circonscrit au triangle ABC. 

2. Donner les coordonnées du centre de ‘6 et son rayon. @) Corrigé p. 322 

X 1. Construire le cercle @ de centre C(0 ; 3) et tangent à la droite ® 
d’équation x+y+1 = 0. 

2. Déterminer une équation de €. () corrigé p. 323 



Produit scalaire dans le plan F l ) 

[32] % On donne deux points A et B tels que AB = 3. 

1. Déterminer le barycentre G de (A, 1) et (B, 2). 

2. Démontrer que pour tout point M du plan : 

MA? + 2MB? = 3MG? +6. 

3. Trouver l’ensemble des points M tels que : 

MA? +2MB? = 9. 

4. On choisit un repère orthonormal de manière que A soit l’origine du 

repère et B ait pour coordonnées (3 ; 0). Retrouver analytiquement l’ensem- 

ble de la question précédente. () Corrigé p. 324 

(33) % On donne un triangle isocèle ABC tel que : 

AB AC 5 bo =: 

1. Déterminer le barycentre G de (A, 2), (B, 1), (C, 1). 

(Vel 
LU 
YU 

U 
[°4 
LLI 
* 
LU 

2. Démontrer que pour tout point M du plan : 

2MA? + MB? + MC? = 4MG? +6. 

3. Trouver l’ensemble des points M tels que : 

2MA? + MB? + MC? = 11. 
> > 

On choisit un repère orthonormal (O ; i, j) de manière que O soit le milieu 
— > 

de BClét OC = "TS 

Retrouver analytiquement l’ensemble de la question précédente. 
Q) corrigé p. 325 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

ai] a) Faux. On applique la définition du produit scalaire dans tout l’exercice. 

1304 ) 

b) Vrai. 

C) Faux. 

d) Vrai. 

e) Vrai. Rappelons que AA’ = PE 

— — da 84 

D'où GA :- GB = GA x GA?’ = FETES 

f) Faux. hé 

a) Faux. Soit H le projeté orthogonal de M sur (AB), H est en C”. 

b) Vrai. 
C) Faux. E est le demi-plan (frontière incluse) limité par la perpendiculaire en 

A à (AB) et ne contenant pas C”. 

d) Vrai. 
—> — — —> 

€) Vrai. AM : (AB - AC) = 0 AM: CB = 0 
—>  — 
AM et CB orthogonaux. 

f) Faux. 
—> — — — — —> 

8) Vrai. AM : (AB + AC) = 0 AM : (2AÀ') = 0 AM 
RO 

< AM et AA” orthogonaux. 
h) Faux. 

a) Faux. Si "1 et “ sont orthogonaux et non nuls, (& - ? Ÿ = 0 mais 
DAS 29) 
UV 0: 

b) Vrai. 4° x y? cos?(%, ÿ) = 42 xŸ? siet seulement si |cos(#, ») DR 

à) Vrai. MA? + MB? + MC? + MD? = (MA? + MC2) + (MB? + MD?) 

AC? DB? 
Il 20M? + —— + 20M?2 + —. no DE 

b) Vrai. Cecle de centre O et de rayon LL — (a2+ b2) si k > a2 + b2. 

C) Faux. Le rayon est OA = Va? + b2 = TE (a? + b?) 

pour k = 2a2+2b?2, 

d) Vrai. 



| Produit scalaire dans le plan 
L 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

PE a — a a2 

@ 45 AC - ABXAC = ax5 = 
2 

TE 
_ X — = —: 

LEE 
a . 
AB: AA7 = AA°X AA" = AAT. 
On sait que dans un triangle équilatéral de côté a, 

chaque hauteur a pour longueur 2e donc : 

— — 2 
VELPE AB AA TE 

te 
AB : BC = AB x BC’ {en projetant C en C’ sur (AB)] 

= (xs) = L 
q Dur R QU2 

GÀ : GB = GA x GA’ [en projetant B en A’ sur (GA)] 

2a,/5 14/3 _ _@ 
32 QE 2 6 

A er PARA + 9 a2 “s 3a2 

AA°”-BB = (-56 GA): (-5c) - GA GB = 4 k) = 3 

_—— — 1 — — 
CB AC" — (58 BA). Ge CA) = = = BA: CA = 1048: AC). 

— — 1 a2 a? => LE 
GNT CEE TE À RS 

A’B’- AC 12 3 car AB. C2= 5 

— :— CN ES, ss; 
CA -CÉ.= (CD +DA):-CE = CD : CE + DA - CE 

— — sn e . 

CD : CÉ = CD x CE x cos DCE = a x acos(60°) = s 

305 



FAR S 

a — 
CB - CE = CB x CH [{H projeté orthogonal de E sur (BC)] 

CB x E’E [E’ projeté orthogonal de E sur (CD)] 

as _ _a 43 RE 

— — 
DA :- CE 

= —aXx 

— — 20 
Donc CA : CÉ = cr {3 = Sa-A. 

— —> a 

2. CA - CE = CA X CE X cos ACE 

CA = aN2; CE = a et: 

ACRVE | ACD + DCE = = RUE 105°. 
LA 

CORRIGES 

On a vu à la question me. que CÀ Che a - 4/3) donc: 

ai — V3) = a f2xax cos(105°). 

a2 

—(1- 3) 
D'où cos(105") = met e 1-5 a 0e NE)N2 

a2,/2 22 3 4 

_ 2-6 
cos(105°) = 

_>2 32 
€ S = 2(4u° +4 -V+Y DUT _Añ-v+47 _ (92? )—7v 

> 

S= 4 y 
> > > > 

S=0&u:v = 0&u et v orthogonaux. 

| Remarque : Le symbole & signifie « si et seulement si » ou « équivalent à ». 

O 22:31 - 122-3712 2 +32) = 2-3} 
Ai +12: +97 ed lu ro 
O4 00 

> 3 
UE VI 0 

> > 
& u et v orthogonaux. 

Q 1. a+ = PAP G +5) = 4 PV 

SA +U-V+V = 1 +0 
Su-v=0 

> > 
< u et v orthogonaux. 

306 



Produit élire dans le sen 1 1 ‘ 

> > 2 e? =D 

2.u+vy = BA+AC = BC donc: 
— 

BC? = AB? + AC? si et seulement si AB et AC sont orthogonaux. 
On retrouve le théorème de Pythagore et sa réciproque. 

USE EM DETTES ENCEE ES 
= l@t4è 342-422 .7 2) 

> > 
EUR n 

ü et sont orthogonaux Su-ÿ=0 Ü 
1 | > œ 1244-18-20 = 0 ë 
> > O & li +v| = là -51. Ô 

2. Un parallélogramme ABCD est un Eat si EPS seulement si AB et BC sont 

orthogonaux, c’est-à-dire, en prenant AB = 4 et BC — = Ÿ: 

lAB + Be) = |aB Bd) 
laë] = Ip]. 

Les diagonales [AC] et [BD] ont même longueur. 

1. ll = Ple 
eu _ 2 = su 

— ( + mn Gi u — ÿ) 

æ%+ye dv sont orthogonaux. 

2. Un parallélogramme ÉPCD est un Ro si et seulement si lAB| = |Bel 

c’est-à-dire, en prenant AB = u et BC = ÿ: 
0 ce pi) + 
AB + BC = AC et AB —BC = DB orthogonaux. 

1. Quels que soient les vecteurs ü et 5 

@+v) = = n or ou. ÿ 

le +217 = él + +227. 
D'où 1 relation cherchée : 

2.9 = ;dé+--6. 0 
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CORRIGES 

308 

MR NRES : à 
® 1. Menons AB = #. Soit M un point quel- 

(@ 

Appliquons la relation [1] trouvée à la 1" question en prenant : 
— — 

PSP ct EC 
2 > > Rte 

+y = AB+AC = 2AA. 
> 

u 

La relation [1] devient : 

AB: AC = >(4AA'2-AB?- AC?) = 5(4X9-—4-16) = 8. 

conque du plan et H le projeté orthogonal de 
M sur (AB), la droite (AB) étant munie d’un 

> 

repère (AS 1) 
3 — — 
u-AM=Kke AB: AM=Kk 

& AB x AH = k 

onu [1] 
AB 

—. 
L'ensemble des points M tels que ü - AM = k est la droite perpendiculaire à 

(AB) au point H défini par [1]. 

à 
= 

— 

= > 
2. a) On suppose 12] _ LAB 

manière que AB = 2. 
3 — ho 
u:AM<0&ABXAH<0 

& 2AH < 0 
AH =0. 

Considérons sur la droite (AB) les demi-droites (Ax’) et (Ax) ensembles des 
points d’abscisses respectivement négatives et positives. Soit A la perpendiculaire 
en À à (AB). L'ensemble des points H est la demi-droite (Ax’) et l’ensemble des 
points M est le demi-plan (A, Ax’), en bleu, frontière A incluse. 

> 

2. Choisissons le repère (A;:) de 



Sn > == —— et 

b)2<u-AM<482<ABXAH<4S1<AH<2. 

L'ensemble des points M est la bande, en bleu, limitée par les droites A’ et A” 
(frontières incluses) perpendiculaires à (AB) aux points d’abscisses respectives 
lé 

[ele]: l'ile 2 

(14) 1. Soit O le milieu de [AB]. D’après le théorème de la médiane (cf. résumé de 

cours), quel que soit le point M du plan : 
2 

À MA? + MB? = 20M?+ M 

On a MA? + MB? = 5a? siet seulement si l’on a 
successivement : 

2 
20M2 4% = 54° ARORE 

2 

20M? ++ ET 

2 

OM 22 
4 

3a 

a 
6 

L'ensemble des points M est le cercle de centre O et de rayon 54: 

1. Appelons m,, M, m, les longueurs des médianes issues respectivement de À, B, C. 

D’après le théorème de la médiane : A 
2 

AB? + AC? = 2m + 

2 a? Ma 
c2+b2 = 2m, + S 

B (® 



d’où 

É T9 2 
2 2b2+2c2- 42 

À 

on — SN2b2 +20 - ai. De même : 

My = 5 267 + 247? etui S V2a2 + 2h - 6, 

2. Si les médianes ont même longueur : n 
ü 2b2+2c2- a? = 2c2+2a2-b2 = 242+2b2-c2 [1] 
œ De la première égalité de [1] on déduit : 

= 2b2-a2 = 2a2- 12 
U 3b2 = 3a2 

b = 4. 
De la deuxième égalité de [1] on déduit : 

2c2=b2=02b2- 62 

SC SD 
CRU) 

Donc a = b = c, le triangle ABC est équilatéral. 

O 1. Puisque AB = 4 et puisque E et F sont les M 

milieux respectifs de [OA] et [OB] : 

OM: =" OAr= OP = m'en r 02" 
A B Appliquons le théorème de la médiane au triangle 

MEF : , 
2 

AS 20M? + = 2X24% = 10. 

1 2 

> de © 219 X x) X2#y2= 10 
2. 17 équivalent à 
Ce or 7 

4 ee 
F4 

2890817 17 129 2) ASP RMI SE 2 APE SES be T- 7 * x 10NIE a+ 7) OMAN 

"RU Abe » 5 ans À 

Les racines de [1] sont — 2} et —_— ele 
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| Produit scalaire dans le plan My M 1 

TE 17-31 nel 1717-31 _ 17+ 31. 

8 4 8 8 

Si x = RES alors y = re as see 

Les solutions du système sont : 

RER) 5 RE 
HOME sr 8 8 

3. Calculons OH dans le triangle rectangle OHM : 

ON = 0M-HM =1-3=:1 

donc OH = 1. Le point H est en E ou F.Il y a 4 points M sur le cercle se pro- 
jetant orthogonalement en E ou F sur la droite (AB). 

CORRIGÉS (17) 1. Pour tout point M du plan : 

MA2 + MB? + MC? + MD? = (MA2 + MC?) + (MB? + MD?) 
2 2 

(20m: n _. 1 (20m: + 
2 2 

EAN BD = 5 

= AOMZ2 + AC2 = 40M? + 42 + 3? 

= 4OM? + 25. 

On a MA2 + MB? + MC? + MD? = 50 si et seulement si : 

4OM2 + 25 = 50 

40M2 = 25 

25 JA 29 OM 2 

5 
OM = D 



n 
su 

= 
[» 4 
[+4 
[e) 
U 
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L'ensemble des points M est le cercle de centre O et de rayon s- Puisque 

OA = OB = OC = OD = : 32 A 5, ce cercle passe par les quatre 

sommets À, B, C, D du rectangle. 

2. On a MA? + MB? + MC? + MD? = 34 si et seulement si: 

4OM2'+ 25 = 34> soit OM2 = : 
3 OM = 5: 

L'ensemble des points M est le cercle de centre O et de rayon s- Il est tangent 
aux côtés [AB] et [CD] du rectangle. 

Soit G le centre de gravité du triangle équilatéral ABC. A 
Cherchons à transformer MA? + MB? + MC? en 
introduisant G comme le propose l'énoncé. 
M étant un point quelconque du plan : 

MA? + MB? + MC? 
ec le” se LR — = 2 — — 2 

= (MG + GA) +(MG + GB) +(MG + GC) "RS 
—> — —> — 

= MG? +2MG: GA +GA2+ MG? +2MG: GB 
—> — 

+ GB? + MG? + 2MG : GC + GC? 
— = — — 

= 3MG? +2MG : (GA + GB + GC) + GA2 + GB? + GC2. 

G est le centre de gravité du triangle ABC donc : 
RP RE, NES 
GA + GB + GC = 0 et MA? + MB? + MC2 = 3MG2 + GA2 + GB2 + GC2. 
Calculons GA? + GB2 + GC2 = 3GA2 en fonction de a. 
Soit A’ le milieu de [BC]. 

GA = ZAA’ = LE 20 
3 Rerr 

donc : GA? + GB?2 + GC2 = (LB) - a? 

d’où : MA? + MB? + MC? = 3MG? + a2. 
On a MA? + MB? + MC? = 24? si et seulement si : 

3MG?2 + a2 = 2a2 
3MG2 = a2 

Me 
3 

MC a. 
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L'ensemble des points M est le cercle de centre G et de rayon Le 

PüisquetGA"= GB-= GC = a ce cercle passe par A, B, et C. 

(19) 1. Pour tout point M du plan : 

Z 
n 
LL 

2 
œ 
œ 
[æ) 
O 

——2 _—22 
MA? - MB? = MA -MB 

—> 2 —> — 2 
= (MO +OA) - (MO +OB) 

> — —> — 
= MO2+2M0 : OA + OA? - MO? - 2M0 : OB - OB? 

—> — — 
= 2MO :(OA-OB) 
"5 

= 2M0O : BA 
— — 

= 2AB-OM 

= 2AB x OH. 

2. MA2 - MB? = 34? siet seulement si: 
et ea, 2 
ABS on SMS TON 20 

2AB 

2 £ 
Supposons (AB) munie d’un repère (O ; ï), IH = 1, de manière que 

2 
AB = a, alors CNRC 

2a 2 

L'ensemble des points M tels que MA? - MB? = 34? est la droite perpendicu- 

laire à (AB) au point H d’abscisse . : 
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(20) 

Soit M un point quelconque du plan, H son projeté orthogonal sur la droite (OO”). 
Appelons I le milieu de [OO”]. M a même puissance par rapport aux deux cer- 
cles si et seulement si : 

OM?-R? = O’M2-R'? 
OM? - O’M? = R2-R'7. 

200’ xIH = R2- R’? (d’après la question 1. de l’ex. précédent) 
re 2 D 
IAE Lee [1] 

200 
L'ensemble des points M est la droite perpendiculaire à (00”) au point H 
défini par [1]. 

Remarques : 

1. Un tel ensemble est appelé axe radical des deux cercles. 

2. Soit (MAB) une sécante au cercle € et J le milieu de [AB] : 

MA x MB = (M + JA) x (M) + JB) 

(MJ + JA) x (Mj—JA) = MJ2 JA? 
= MJ2-(OA2-—0/2) = (MJ2 + 0J2) — OA2 

= OM2-R2. 

Quelle que soit la sécante (MAB), le produit MA x MB est constant, égal à OM2-—R2 qui 
est la puissance de M par rapport au cercle €. 

(21) 1. a) En introduisant A par exemple : 
—> = = —= — re er A ee Ve 

f(M) = MA + MB-2MC = MA+(MA + AB)-2(MA + AC) = AB-—2AC. 
— ar 

Le vecteur AB — 2AC est bien indépendant de M. 



> = 
b) Soit D le point tel que CD = AB-—2AC. 
On peut écrire : 
— = =  — — =  — 
CD = (AB-AC)2 AC = MCAFAB) + CÀ 

> — — 
= CB+CA = 2CC”, en appelant C’ le milieu de [AB]. 

2. a) OA = OB = OC donc OA2+OB2-20OC2 = 0, 
ce qui montre que OE E. 

b) En introduisant O : 
> —) — — 2 ENTER 

MA? + MB? - 2MC? = (MO +OÀ) + (MO + OB) — 2(MO + OC) 
SR => + ED Er 

OA2 + OB2 - 20C2 + 2M0 : OA + 2M0 : OB - 4M0 :- OC 
> + — > 

2MO : (OA +OB-20C) 
—. 

2MO : f(O) 
DERNAER = 
2MO : CD [puisque f(O) = f(M) = CD|. 

. SEA = . 

c) MA2 + MB? - 2MC? = 0 si et seulement si 2MO : CD = 0 c’est-à-dire 
ES — 

OM orthogonal à CD. 
& est la droite passant par O et orthogonale à (CD). 

MA _ Tnt 

Si k = 1, la ligne de niveau 1 est l’ensemble des points M tels que MA = MB. 

C’est la médiatrice de [AB]. 

2.Sik=0 etkz#1, montrons que, pour tout point M du plan: 

[1] MA = kMB Pl] 

eSiona{l], — étant défini et égal à k, on a MB # 0. 

Donc, en multipliant les deux membres de [1] par MB #0, on a [2]. 

CORRIGÉS 

Cas] 
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e Réciproquement, si on a [2], MB ne peut pas être nul car, si on avait 
MB = 0, M serait en B, on aurait MA = kxX0 = 0 donc M serait aussi en 

À, ce qui est impossible puisque A et B sont distincts. Donc, en divisant les deux 
membres de [2] par MB #0, onaf[1]. 
Pour tout point M du plan, on peut donc écrire : 
[1] MA = kMB 

MA? = k2MB? 
— >: —2 
MA -k2MB = 0 
— — — — 
(MA + kMB) - (MA — kMB) = 0. 

Soit I le barycentre de (A, 1) et (B, k) qui existe, car k > 0. En prenant l’ori- 
gine en M: 
— 1 —  ,—:. —>  — — 
MI = TL r (MA + MB) donc MA +KkMB = (1+k)MI. 

Soit J le barycentre de (A, 1) et (B, — k) qui existe, car kZ 1. 
—_— 1 — ,— —  — — 
MJ = TK (MA - MB) donc MA-KkMB = (1-k)MJ. 

On a alors pour tout point M du plan : 
— | — 

[1] (1+k)MI-(1-Kk)M]J = 0 
— — 

= MI-M =0 
—  — 

< MI et MJ orthogonaux. 

L'ensemble des points M est le cercle de diamètre [IJ]. 

3. On a construit page suivante les lignes de niveau demandées. 

eSi k = 1, c’est la médiatrice de [AB]. 

eSik = 2: 
— soit I le barycentre de (A, 1) et (B,2): 

_ 2 — > 2 
AI = ——— AB, soit AI = -AB; 

Lr2 5 

— soit J le barycentre de (A, 1) et (B, —2): 

— 2) = a — 
AJ = 1-24; soit AJ = 2AB ; 

la ligne de niveau 2 est le cercle de diamètre [1J]. 

eSik = de 
3 

— soit l’ le barycentre de (A, 1) et (8, :): 

1 

— 3 — A 1 
AI = —— AB, soit AI’ = -AB: 

1 4 Te 
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— soit J’ le barycentre de (A, 1) et (8, - ;) = 

1 

17 
AJ = = — A8, soit Aj Æ = - AB; 

dt 
3 

la ligne de niveau : est L cercle de diamètre [I’J’]. 

z 

CORRIGES 

(23) 1. Soit G le barycentre de (A, 1), (B, 2), (C, 1). 
Il est commode de remplacer (A, 1) et (C, 1) parleur barycentre B’ milieu de 

[AC] affecté du coefficient 2 : 
G'=2Bam(B42) (8B;2)} 

donc G est l’isobarycentre de B et B’ c’est-à-dire le milieu de [BB’]. 

C 

G: 

B’ 

2. nee Pere " P,(B72); (C; 55 

GÀ + 2GB + GC - Ô Fees 
> — > (—> —> —> 

MÀ + 2MB + MC — (MG + GÀ) + 2(MG + GB) + (MG + GC) 
—> — du —> 7—> 

AMG + GA + 2GB +GC = 4MG. 

317 
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On a |mA + 2MÉ + Vte| = laël si et seulement si : 

lave] = la 
MG = E donc MG = 1 (puisque AC = 4). 

L'ensemble des points M est le cercle de centre G et de rayon 1. 

3. Pour chercher l’ensemble des points M tels ee 
—  — 
mA + 2M5 + MC] = MA [1] 

HT: MÀ + 2MB + MC par 4MG et transformons, de même, 

MÀ + 3MC en introduisant le barycentre G’ de (A, 1), (C, 3): 
es CR Ni : ; 
AG = 1T3AC = AC ce qui permet de placer G” sur le segment [AC]. 

On peut alors écrire pour tout point M du plan : 
> : > _ —> — 
MÀ + 3MC = (MG’ + G’À) + 3(MG’ + G’C) 
— — —> —  — 
MA + 3MC = 4MG” + G’A + 3G°C 

RER EN Ta à FAURS -7 Dal 
MA + 3MC = 4MG” (puisque G’A +3G’C = 0). 

Donc l'égalité [1] est vérifiée si et seulement si : 
— 

lamel = | 
MG = MG. 

L'ensemble des points M est la médiatrice de [GG]. 

1. On ne peut plus introduire, comme nous l’avons fait précédemment, le 
barycentre de (A, 1), (B, 2) et (C, -3) car ce barycentre n’existe pas puisque 

1+2-—3 = 0. Étudions la somme MA +2MB -3MC en introduisant l’un 

des sommets du triangle ABC, par exemple A : 
— = —  — —> — — — — 
MA + 2MB - 3MC = MA + 2(MA + AB) — 3(MA + AC) = 2AB-3AC. 

; — —  — 
Lorsque M décrit le plan, la norme: Im +2MB- 3M0l] est constante et 

— 
égale à LAB — 3AC. 

2. Pour chercher l’ensemble des points M tels que : 

_Imk 2m 3M6] = [1] 

transformons MA + 2MB en introduisant le de Gide {A,:1),6(B,; 2) 
qui existe car Fo +2 = rt #0. 

—> — —> — —> 
MÀ + 2MB = MG+GA+2(MG + GB) = 3MG. 



à 1. M(x; y) appartient à la médiatrice À de 

Produit scalaire pe le pan 1 1 ne 

L'égalité [1] est vérifiée si et seulement si (en tenant compte du résultat de la 
question 1.) : 

d’où [Mél - AS - 3AC. |2A8 - 346 = 
L'ensemble des points M est le cercle de centre G et de rayon = AUTE 3Aûl. 

[AB] si et seulement si : 

MA = MB 

MA? = MB? 

(x=1)2+ (y 192 = (x-3)+y7 
—2x+1+y2-2y+1 = x2-6x+9 + y? 

Ax—2y-7 = 0. 

# 

CORRIGES 

Remarque : Autre méthode : M(x ; y) appartient à A si et seulement si, en appelant | 
— — 

le milieu de [AB], IM est orthogonal à AB. Les coordonnées de | sont : 

XatXg __1+3 Let PAPE BBIEAIO Eee 

PORTES DEACTAIT ET 2 
—f{x-2 (7 : 
IM y-1 et aë( ) sont orthogonaux si et seulement si : =“ 

- pl 2x-2)-(y-à) = 0 

2x-y-2 2% 

AD T0. 
On retrouve la même équation de A. 

2. M(x; y) appartient à la perpendiculaire en A à (AB) si et seulement si 

CA (C2 
AM .) et Aë( 1) sont orthogonaux, soit : 7. 2 

2(x—-1)-(y-—1) = 0, soit aussi 2x—-y—1 = 0. 

= = — — > — 
1. Posons S = AB - CD + AC : DB + AD : BC. 
On peut écrire Pare RS CNEER 

s = AB: CD + AC - DB + AD. GÉ+AO 

s = AB: CD + AG - DB + AD: BA + AD: AC 
ln — — 

SA (CD AD) AC (AD+DB) 
= — — 

S = AB: CÀ + AC: AB = 0. 
319 



RS 

x 

CORRIGES 

Donc, quels que soient les points A, B, C, D du plan, on a: 
5 = = —= — — 
AB : CD + AC : DB + AD : BC = 0. [1] 

2. Considérons un triangle ABC non A 
rectangle. 
Soit H le point d’intersection des hauteurs 
issues de A et B du triangle ABC. 

—> — — — 
On a: AH BC = T0 et AC ETBES=EU 

Si l’on fait PE ne dans [1] 

on AE A. CH = S00; 

donc AB et CH sont orthogonaux. p © 

Ce qui montre que la hauteur issue de C est (CH). 

3. Appelons h,, hp, hQ les hauteurs issues respectivement de A, B, C. 
M(x ; y) appartient à h, si et seulement si l’on a l’une des propriétés équivalentes : 

ur El 2-3 
AM{ j ) et BC( Fi) orthogonaux 

— — 
AM : BC = 0 

(x—1)(-3)+4y = 0 
—3x+4y+3 = 0. 

M{(x ; y) appartient à M, si et seulement si l’on a l’une des propriétés équivalentes : 

(Xe moi 
BM , et AC 7 orthogonaux 

—> — 
BM : AC = 0 

(x—3)(-1)+4y = 0 
_x+4y+3 = 0. 

> 

La droite h« est la droite (O ; j) d’équation car- 
tésienne x = 0. 
Les hauteurs h, et h4 se coupent au point H dont 
les coordonnées vérifient : 

2% 47 #3 = "0 

_x+4y+3 = 0 

5 : 3 
La solution est die . Le point H die: 

appartient bien à la droite h- d’équation x = 0. 

1. L'équation x? + y?2-4x-2y = 0 
peut s’écrire : (x? 4x) +(y2-2y) = 0 

x = 2) 4002010 
(x-2)?+(y-1)2 =5; 
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Produit scalaire dans le plan By MR 

c'est une équation du cercle @ (cf. résumé de cours) de centre C(2 ; 1) et de 

rayon NS: 

z 

2. Le point O appartient au cercle ‘@ car ses coordonnées vérifient l'équation de ‘6. 
La tangente T à € en O est la perpendiculaire en O à (OC). Le point M(x ; y) 
appartient à T si et seulement si l’on a successivement : 

Ale = 2 
oM(?) et oc(i) orthogonaux 

soit” 2x +y = 0 où y = -2x; 
c’est une équation de la tangente T. 

(al 
LL 

Le 
[4 
4 
[e) 
U 

(28) x2+y2—-4x+2y-m°?+4m+5 = 0 est équivalente à : 
(x2-4x)+(y?2+2y)-m2+4m+5 = 0 

(x-2)2-4+(y+1)2-1-m+4m+5 = 0 
(x—-2)}?+(y+1)? = m-4m [1] 

Le trinôme du second degré en m : 
m°'-4m = m(m-—4) 

est du signe du coefficient de m? c’est-à-dire strictement positif à l’extérieur 
des racines 0 et 4. 

eSim<0 ou m>4, alors m-4m>0 et l’ensemble E des points 

M{(x ; y) vérifiant [1] est le cercle de centre C(2 ; 1) et de rayon /m?-4m. 

oStmi= 0 oum = AE = {CT}. 

eSi 0O<m<4, alors m2-4m<0 et le premier membre de [1] est 

(x=2)2+(y+1)22> 0. L’équation [1] ne peut pas être vérifiée donc E = ©. 

(29) 1. Pour tout point M du plan : M 
—> — > =  — = 
MA : MB = (MI + IA) : (MI +IB) 

> = — — 
(MI + IA) : (MI - IÀ) 
2 2 

= MI -IA 

= MI2-1JA7. 

321 
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2. MA - MB = k si et seulement si : 

MI2-IA2=Kk 

MI? = k+ IA? 

MI? = k+4 (puisque IA = | = : = 2) 

eSi k>-4, l’ensemble E des points M est le cercle de centre I et de rayon 

Nk +4. 
eSik = 4) E= {I}. 
eSi k<-—4, alors k+4<0. Comme MI? > 0, l'égalité MI? = k+4 ne 

peut pas être ose sp Fe 

3. a) Si RE = 20, MA: Mi - 0 et E est l’ensemble des points M tels que les 

vecteurs MÀ et MB sont “orthogonaux, c’est-à-dire le cercle de diamètre [AB]. 

b) On donne A(1 ; -1) et B(2 ; 3). Soit M(x; y) un point du plan. 

ST : — x DE ë à 
MA 2, et MB +, sont ner si et seulement si : 

in pi l1—y)(3-7) = 
x?2+y2—-3x-2y-1 = " 

C’est une équation du cercle de diamètre [AB]. 

1. Une équation du cercle € de centre le point de coordonnées (a ; b) et de 
rayon R est : 

(x-a)?+(y-b)? = R? 
que l’on peut écrire, en développant, sous la forme : 

x2+72+0x+8By+Y = 
Calculons les coefficients ©, f, y. 

e A(0 ; -2) appartient à € donc: 
0+(-2)2+0-2B+7y = 0 

—2$+7y+4 = 0. 

e B(1 ; -1) appartient à € donc: 

1+(-1)?+a-B+7y = 0 
a—-B+y+2 = 0. 

e C(-2 ; -1) appartient à @ donc: 

(-2)2+(-1)2-20a-B+7y = 0 
—20a-B+y+5 = 0. 

D'où le système : 

—-2B+y+4 = 

a—-B+y+2 = 

—-20-B+y+5 
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En retranchant membre à membre la 3° équation de la 2° : 
SON) 

œ = #1. 

Par suite, on trouve B = 1 et y = —2. 
Une équation de @ est : 

x2+y2+x+y-2 Il (=) rt pal Led 

2. [1] est équivalente à : 

Ge? + x) + (y? +7) -2 
du INT 

(x+3) -3+(r+3) n S 

12 A 

(+3) +(7+5) 
Le cercle 6 a pour centre le point (-; ;— ;) et pour rayon É 

Il [=] 

2 

2 
2 

un 
LL} 

ue 
œ 
œ 
[e) 
us 

(31) 1. Construisons le point C et la droite Ÿ. Soit H le projeté orthogonal du point 
C sur la droite %. Le cercle € est le cercle de centre C et de rayon CH. 

3 2. Une équation de 6 est : 
(x-0)2+(y-3)2 = R2 
x2+(y-3) = R2 

Calculons le rayon R = CH. Soit I le point d’intersection de Ÿ et de la droite 
> 

(O ; j). Le triangle CHI est rectangle isocèle donc : 

Re 
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Une équation de € est : 

x2+(y=3)2 = (292) 
x2+y2-6y+9 = 8 
x2+y2—-6y+1 = 0. 

(32) 1. Soit G le barycentre de (A, 1) et (B, 2). 

AG = —_(2AB) = 248 Men re 
Ce qui permet de construire G sur [AB]. 

2. Pour tout point M du plan : 
—2  —2 

MA? + 2MB? = MA +2MB 
— > 2 —> — 2 

= (MG + GA) +2(MG + GB) 

z 

CORRIGES 
2 — — —2 —S2 —> — —2 

= MG.-+2MG-CÉICA +2(MGi+r2M6- GB CRD 
—) — —  — 

= 3MG +2MG : (GA + 2GB) + GA2 + 2GB2 
= 3 

= 3MG2+GA2+2GB? (car GA +2GB = O0). 
Puisque AB = 3, 

onaGA=5x3=2eGB=3-2=1 

donc MA? + 2MB? = 3MG? +6. 

3. On a MA2 + 2MB?2 = 9 si et seulement si : 
3MG2+6 = 9 

3MCCI=.3 

MG = I. 

L'ensemble des points M tels que MA? + 2MB? = 9 est le cercle de centre G et 
de rayon 1. 

4. Dans le repère (A ; s, ‘ de l’énoncé : 

A(0::.0);et B(35 0), "M(x:57)7 

MA? + 2MB? = 9 si et seulement si : 

x?+y2+2[(3-x)2+(-y)2] = 9 

x2+y2+2(9-6x+x2+7y2) = 9 

3(x2+y2)—12x+9 = 0 

x2+72-4x+3 = 0 

(x2-4x)+y2+3 = 0 

(x-2}2-4+y2+3 = 0 
(x—-2)2+y2 = 1. 

L'ensemble des points M est le cercle de centre G(2 ; 0) et de rayon 1. 
On retrouve les résultats de la question 3.. 



€) 1. Soit G le barycentre de (A, 2), (B, 1), (C, 1). 
Remplaçons (B, 1) et (C, 1) par (O, 2) où O est le 
milieu de [BC] : 
G= Bart (A 2), (0;2)} 
donc G est l’isobarycentre de A et O c’est-à-dire le 
milieu de [AO]. 

2. Pour tout point M du plan : 
2MA? + MB? + MC? 

>2 52 32 
= 2MA +MB +MC 

SH 2 5 2 — 5; 
2(MG + GA) +(MG+GB) +(MG + GC) 

—> — — — 
2(MG? + 2MG : GA + GA?) + MG? + 2MG : GB + GB? 

—> — 
+ MG? + 2MG : GC + GC? 

_— = 
= 4MG? + 2MG : (2GA + GB + GC) + GA? + GB? + GC? 

> — —= > 
4MG? + 2GA?2 + GB? + GC? (car 2GA + GB + GC = 0). 

Calculons 2GA2 + GB? + GC? : 

soit O le milieu de [BC], on a OC = — = - =0f 

Dans le triangle rectangle AOC : 
OA2 = AC2-OC2 = (4/5)? -12 = 4 

donc OA = 2 et, puisque G est le milieu de [AO], OG = 1. 

On en déduit : 
GAZ = Let GB2= GC = OC2+O0G2 = 12+ 12 2. 

Donc 2GA2 + GB2+ GC? = 2X1+2+2 = 6. 
Pour tout point M du plan, on a donc: 

2MA? + MB? + MC? = 4MG? +6. 

3. 2MA2 + MB? + MC? = 11 si et seulement si : 

2 

CORRIGES 

AMG? +6 = 11 

4AMG2= 5 

ce = À 
L'ensemble des points M tels que 2MA?2 + MB? + MC? = 11 est le cercle de 

centre G et de rayon . 

4. Dans le repère de l'énoncé, on a B(-1 ; 0) et C(1 ; 0). 

On calcule OA comme précédemment : OA = 2. Prenons j = ;OÀ donc le 

point À a pour coordonnées (0 ; 2). 
Soit M(x ; y) un point du plan. 
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On a 2MA?2 + MB? + MC? = 11 si et seulement si: 
2{x2+(y-2)2]+(x+1)2+y2+(x-1)2+y2 = 11 

2(x2+y2-4y+4)+x2+2x+1+y2+x2-2x+1+y7 = 11 ù 

4(x2+7y2)-8y+10 = 11 

Rae: | 

+(p-1)-1-2 = 10 

x2+(y-1) = . 

L'ensemble des points M est le cercle de centre G(0 ; 1) et de rayon 2 
On retrouve les résultats de la question 3. 

FRE 

x 
n 
ui 

2 
[°4 
L4 
(e) 
U 



Pour tous réels © et f : 

cos(& +) = cosacosf - sinasinf 

cos(& —$B) = cosacosf + sinasinf 
sin(ot +$B) = sinacosf + cosasinf 

sin(œ—$B) = sinacosf - cososinf 

{ÆS Formules de multiplication par 2 
HR, Coude duplicationt 

cos(2@) = cos2@ — sin? 

= 2cos 0-1 

= l-2sin2@ 

sin(2@) = 2sinœcosœ 

_ Applications au triangle 
54 2 res Rare 

A Un 

e Ab dE ARE ES RE EEE 

Soit un triangle quelconque ABC. On pose a = BC, b = CA, c = AB. 

On désigne par À, B, C les mesures des angles non orientés de ce triangle, R le rayon 

du cercle circonscrit et Ÿ l’aire du triangle ABC. 

Formules d’Al Kashi : RS _. 

a? = b2+c2-2bccosÂ sinÂ sinB sinC 

= Pa = 2accosB UT sbcsin À = sacsin = sabsin® 

ce = a2+b2-2abcosC 
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VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

a 3T # \ 

O © un nombre réel, cos ER + © | est égal à : 

a) sin © ; BA AMEN : 

b) —sin © ; Era [AE 

C) cos ©. NSAIRENE 

(3) Corrigé p. 3341 

2 où RTS 
[2] o un nombre réel, sin[ 2 — a) est égal à : 

a) —sin © ; JM 

b) —cos ©. MR EEE 

(3) Corrigé p. 334 

€) a) x un nombre réel alors sin(T + x) + cos x + :) = 0.4 [VUE 

b) x un nombre réel alors cos[ x = 5) + cos (x + 2) = 0 VEINE 

() corrigé p. 334 

O Si x et y sont deux réels de Lo, = tels que cosx = - et cosy = : 

cos(x— 2y) est égal à : 

3/5+1 
a) TEST FIV ON TsISE 

3V/5—1 b) 2 Ov ur 
(à) corrigé p. 334 

© Si x et y sont deux réels de Lo, | tels que sinx = : et cosy = - alors 

sin(x + 2y) est égal à : 

3,/105 —7 
rive” lé V al F 

b) 3,/105 + 7 

64 

a) 

CIV CF 

(@) corrigé p. 334 



O Soit x et y sont deux nombres réels alors cos(x-—7y)sin(x+7y) est égal à : 

(5) 

a) sinxcosx + sinycosy; 

b) sinxcosx — sinycosy. 

Soit x un nombre réel costx — sin4x est égal à : 
a) cos2x; 

b) cos2x. 

x, y, z trois nombres réels alors 
sinxsin(y—z) + sinysin(z-x) + sinzsin(x—y) est égal à : 

a) 0; 

b) sinx + siny + sinz. 

Si dans un triangle ABC a? > b?+ c?, alors: 

a) NN : est obtus ; 

b) À est aigu. 

4 D Si dans un triangle ABC on a? = 2b?+ c?, alors 

sin A = 2sin2B + sin2C. 

EXERCICES D'ENTRAÎNEMENT 

Formules d'addition et de multiplication par 2 

(11) À l’aide des formules d’addition, calculer : 

® À l’aide des formules de multiplication par 2, calculer : 

Comparer aux résultats de l’exercice précédent. 

cos 2 
12 

cos 
12 

et sin ne 
12 

et sin KE 
(2 

EVE 
m7)"; 
(3) corrigé p. 334 

EM EME 
El; aG 
(+) Corrigé p. 335 

Male sE 
Vas EE 
(©) Corrigé p. 335 

EN LCR 

LliMte ET F 
@) corrigé p. 335 

EhiMe [al 
@) Corrigé p. 335 

@) Corrigé p. 335 

(©?) Corrigé p. 335 
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n 
en 

È 
U 
[+4 
LU 
* 
LU 

® Calculer cos Z, sinZ, cos ar sin us alcu = —, = pa 
8 8 8 8 

@) corrigé p. 336 

(14) x 1. Calculer, pour tout réel ot, sin3@ en fonction de sin ©. 

2. Démontrer que pour tout © réel : 

Fran ALT . 
Asinasin( : a}sin( + a) =\sin(50). 

©) corrigé p. 337 

(15) x Soit © un nombre réel. 

1. Calculer cos2@ et sin2œ en fonction de cos(20). 

2. Montrer l'égalité suivante : 
1 
— 4). a SC ) 

I 

cos?@sin?@ = 

©) Corrigé p. 337 

fe) L'oe sin(2x) | cos (2x) 

sinx COSX 

1. Pour quelles valeurs de x, peut-on définir f(x) ? 

2. Simplifier f(x). 
p fG) (@) corrigé p. 338 

(17) % 1. Simplifier f(x) = PRE EE URR pour x € Lo à 2 
1 + cosx + cos(2x) ? 

> > 
2. On suppose le plan orienté muni d’un repère orthonormal direct (O ; i, j). 

Soit le point A(1 ; 0) et les points B et C définis de la façon suivante : 
ABF=UBCE=UI 
> — > — 

(2; AB) = (AB, BCE x 

a) Calculer les coordonnées (X ; Y) du point C. 

b) En déduire que l’on a pour x e Lo ; à ; 

TX) et tn @) corrigé p. 338 

(18) X 1. Factoriser : 1 + sinx — cos(2x). 

2. En déduire les solutions appartenant à ]-x ; x] de l’équation : 

1+ sinx— cos(2x) = 0. @) Corrigé p. 339 



rgrenaie (E 
Applications au triangle et au calcul de distances 

Pour les exercices ® à © et © à ©. 

Soit un triangle ABC, on pose a = BC, b = CA, c = AB. 

On désigne par À, B, C les mesures des angles non orientés du triangle. 

© Soit ABC un triangle tel que a = 13 m, B = 35° et C = 43°. 

Déterminer b, c et une mesure en degrés de A. ©) Corrigé p. 340 

(20) Soit ABC un triangle tel que a = 15 m, b = 7m etc = 20m. 

Déterminer les mesures A, B, C en degrés des angles du triangle. 
(©) corrigé p. 340 

| un 
Lu 
® 

| U 
Œ 
LL 
>< 
LU 

à Même exercice que l'exercice @ avec a = 8m, b = 17m et c = 26m. 

(©) corrigé p. 340 

F (22) 1. Soit ABC un triangle tel que a = 12m, b = 7m et À = 75°. 

Déterminer c et les mesures en degrés des angles B et C du triangle. 

2. Même exercice avec a = 6,8m, b = 7m et À = 75°. (©) corrigé p. 341 

(23) Par suite d’obstacles, on ne peut pas mesurer directement la distance de deux 

points À et B. On utilise un autre point C facilement repérable tel que : 

AC = 85,5m; BAC = 44°; ACB = 39°. 
Calculer AB. () corrigé p. 341 

(24) La distance de deux points A et B d’une côte 
est AB = 1km. On veut mesurer la dis- 
tance de deux points C, et C, situés en 
pleine mer. 

On connaît : C,AC, = 52°; C,AB = 40°; 

CG 

CAB CBC 1770. 

Calculer BC, et BC,. En déduire la distance 

CC, 
Q@) corrigé p. 342 

C3311 



EXERCICES 

(25) x Soit À, B, C les mesures des angles en radians d’un triangle 

(A+B+C=1n). 

Démontrer les relations suivantes : 
2 2 

wIO) 

RIRE B 
4. sin A + sinB + sinC = 4cos Ÿ cos 7 COS 

2- sin(2A) + sin(2B) + sin(2C) = 4sinAsinBsinC. 

3. sin(2A) + sin(2B) + sin(2C) = — 4cos À cos BcosC — 1. 

4. sin? A + sin2B + sin?C = 2(1 + cosAcosBcosC). (@) Corrigé p. 342 

* Dans un triangle ABC, soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle. Ce 

cercle est tangent en A” à la droite (BC). On donne BA” = 8, CA” = 6 et 

le rayon du cercle inscrit est r = IA” = 4. 

1. Calculer sin S cos > sinB, cosB. 

2. Calculer sin S cos _ sinC, cosC. 

3. Calculer sinA. 

4. En déduire b et c. 

5. a) Démontrer que l'aire du triangle ABC est 5 = pr où p est le demi- 
périmètre du triangle ABC. 

b) Calculer cette aire. ©) Corrigé p. 344 

*% Soit un triangle ABC d’aire Ÿ. 

1. À l’aide de la formule Ÿ = Sbcsin, exprimer $Ÿ en fonction de b2, c2 

et de cos? A. 

2. À l’aide des formules d’Al kashi, calculer Ÿ 2 en fonction de a, b, c. 

En déduire la formule de Héron : 

P = Jp(p-a)(p-b)(p-0) 
où p est le demi-périmètre du triangle ABC. (@) Corrigé p. 346 



roue (E 
Relations dans un quadrilatère convexe 

(28) *x Soit un quadrilatère convexe ABCD. 

Démontrer que l’aire de ce quadrilatère est : 

p= SAC x BD x sin AIB 

(I est le point d’intersection des diagonales.) () Corrigé p. 346 

(29) xx Soit ABCD un quadrilatère convexe inscriptible (inscriptible signifie 

que les quatre sommets sont sur un même cercle). Les angles opposés sont 

alors supplémentaires. 

AB bb =BG CG CD, = DA tu ="DR et:= AC. 

(al 
Lu 
® 

® 
œŒ 
ui 
x 
Lu 

On pose À = BAD et C = RCD. 

1. Calculer 2? en fonction de a, det cosA, puis de b, cet cosC et enfin de 

b,cet cos A. 

Calculer cos A en fonction de a, b, c, d. 

D due (ac+bd)(ab + cd) 
; ad + bc 

3. Calculer v?, en déduire que : 

u __ab+cd 
= et uv = ac+ bd. Corrigé p. 347 

v _ad+bc ® 



VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

El a) Vrai. cos[ 2 + a) = cos[ + 5 + a) = cos( + a) 

= —(-sinœ) = sinœ. 

b) Faux. 

C) Faux. 

€ a) Faux. Non car : sin (T + a 
k T ; É ) 

Sn T+-—X| = —-sin| —-0 

| 2 ) 2 

—COS. 

b) Vrai. 

[3] a) Vrai. sin(T + x) + cos x :) = -sinx + cos[? = x) 

SITE Sin — 00; 

CHERE COS| ——x|+cos| = +x 
2 2 

Sin SX 00! 

b) Vrai. cos (x = ï) + cos (x + 5) 

© a) Faux. Les quatre réels cosx, cosy, sinx, siny sont positifs. 

È 1 N'15 ; | 1 N3 
= JR EE t = SE EU sin X 16 4 et siny 1 2 

b) Vrai. cos(x-—2y) (cosxcos2y + sinxsin2y) 

cosx(2 cos?y — 1) + sinx(2sinycosy) 

REA 
8 

6 a) Vrai. Les quatre réels cosx, cosy, sinx, siny sont positifs. 

1 163 à 1 N15 
= TRS t — on) =. COSX Si 3 et siny 1 T6 ñ 

b) Faux. sin(x+2y) = sinxcos2y + sin2ycosx 
= sinx(2cos?y — 1) +2sinycosycosx 

3,/105 — 7 
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1 6] a) Vrai. 

b) Faux. 
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Q a) Vrai. (cos2x— sin2x)(cos?x + sin2x) = cos?x — sin2x 

cos 2x. 

b) Faux. 

[8 a) Vrai. D) Faux. 

© a) Vrai. On a a? = b7+c2-2bc cosA donc si a2 > b2+c2?2 on a cosA < 0 

donc A obtus. 

b) Faux. 

È a b C 
ON ——  — > = i — i (10) ) Vrai Ad lea = 2R d’où a = 2RsinA. b = 2RsinB, 

c = 2RsinC que l’on reporte dans a? = 2b2+ c2. 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

FO UNE 
12 5 4 

e Ho = cos 5-7) = ÉLIRE AA 
127 SEA 3x 4 30 4 

LB BE _B+6 
DES NN n lanes 4 

e SE = sin(?-7) = oo co due 
TE 3 Édy A at 

5h 6 ME 
FÉCROE TER 

Remarque : 

GP ne ES VU i ‘addition à T =T. [on peut écrire = = Ame et appliquer les formules d'addition à 7 r 

T T T donc? = 22 or ® e Nous remarquons que — D D 
= ; 6 

Appliquons la formule de duplication : 

cos(2@) = = 41, 

dans laquelle nous remplaçons & par — T 

T è 3 T 
cos © = 2cos° 25 — l; soit = = 2cos° 5 —1 

= 

335 



4 
n 
LU 

4 
[4 
[s'4 
(e) 
U 

OR a RO En RS OS SR RS SRE ER 

Ni Tiesel NAN où RENE 5, cos = =0+ >) = 2 > d'où cos +5 RUE 

T 

12 
T 1 

Le d — = =\1/2 + /3. e Lo; | donc cos 10 d’où : cos EE 6 \3 

e Pour calculer sin _ appliquons la formule de duplication : 

cos(2@) = Re Lte 

dans laquelle nous remplaçons & par — = à 

cos = = 1-2sN 

B = 1-25n 2 

cu 7 
Are 2 4 

I 1 NE eee sin +; : NE 

el donc sin > 0 d’où: 

Fer DNS 
12072 

Les résultats semblent différents de ceux de l’exercice précédent. Il n’en est rien 
car l’on élève au carré les résultats trouvés à l’exercice 1. : 

CEE) > 246 FN 2 EP NERO E 
16 16-00 

se 2 PLGHD ED NP NS ANS En 
16 LAS ET 

ce sont les carrés des expressions de cos = et sin — e 5 trouvés à l'exercice @. 

T T 
N = —— 3 don = © ous rémarquons que 8 ce 8’ 

En appliquant les formules de ae ; 

cos(2&) = 2cos2@œ—1 = 1-—2sin2@ 

T à dans lesquelles vous remplacez & par g” VOUS trouverez (raisonnez comme 

précédemment) : 



| igonométie 12 

ecosT = = D. et sin © = sn2- 

3T TT AT 1 
@ COS — = ———| = = = =Nÿ2— 3 cos[T &) ie 5 2 V2 

ne = sin(F-7) = As = l SUR 
8 à 1 8 2 

1. On a pour tout réel & : 

sin(3@) sin(20 +@) = sin2@cosO + cos20@sin 

= 2sin@cos@cos® + (1—2sin2@)sino 

2sin@cos2o + sin — 2 sin? 

CORRIGÉS 2sin@(1 — sin2@) + sin@ — 2sin@ 

3sin@ — 4sin?@ 

2. Développons P = 4sin@sin É - a}sin(? ra) 
sin(+ 1= sin + coso cos =sina = 

EL UC TE JB 1 
sin ie = sin 300 cos 3Sinœ = F7 COS OT SN 0 

La 

d'ou: P— asina(Pcos- sin] Écosa + jsina) 

PIE Asina{% cos? a - gsina) 

P 4sinc a — sin?@) — ja 

Pa asina(à- into) = 3sin0t — 4sin?@ 

P = sin3@ (d’après la question 1). 

1. Pour tout réel © : 

cos(20) = 2cos20—1 = 1-2sin? 

2 1 — cos(20 
d’où : cos2@ = tete sin2@ = cc. 
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1 + En É _ ee) 22 ee 2. cos sin? ( ; 5 

0 SÉED} 

d’après la question 1. (remplacer & par 2@), 

cos?20 = tete donc : 

cos sin? = AL us > iC _ ete 

=; = scos(4). 

1. f(x) = ee + 20 est défini pour sinx#0 et cosxÆ0 c’est-à- 
sinx COS X 

dire pour x # kS (ke Z). 

2. Dans ces conditions : 

sin(2x)cosx + cos(2x)sinx 
LG) = — 

sinxXCcosx 

_ sim(2x+x) 

1e 
= 2 5 sin 2) 

2sin(3x) 

sin(2x) ; 

(17) 1. f(x).= RÉ MIOERe pour x € Lo: 5. 
1 + cosx + cos(2x) 

Cherchons à factoriser le numérateur et le dénominateur : 

sinx+ sin(2x) = sinx+2sinxcosx = sinx(1 +2cosx). 

1+ cosx+ cos(2x) = 1 + cosx + 2cos2x— 1 

= cosx + 2cos2x 

= cosx(1+2cosx). 

Remplaçons que pour xe Lo ; 2 on a cosx > 0 et 1+2cosx > 0 donc 

1 + cosx + cos2x # 0 et f est définie. On peut écrire : 

sinx(1 +2cosx f(x) = sinx(1 + 2cosx) = tanx. 
cosx(1 + 2cosx) 



> — > — 
X = 1+cos(1, AB)+ cos(, BC). 

# 

CORRIGES 

> — > — > — — — 
OM APE (BC) CAPI (ABS BC) = x 4x = 2x 

donc X = 1 + cosx + cos2x. 

Are mm 
D’après [1] : Y = sin(i, AB) + sin(:, BC) = sinx+ sin2x. 

DO = BC'= Ie OAB = ABC donc OABC est un trapèze isocèle. 

: PER DU 
Par suite (OC) est parallèle à (AB) et (1, OC) = (1, AB) = x. 

4 22 
2. Hat OC) Ar. 

sinx + sin(2x) 
On retrouve, par ce calcul de Y et X, que 

P 4 1 + cosx + cos(2x) 
= tanx. 

4 (18) 1. 1+sinx-— cos(2x) = (1— cos(2x)) + sinx. 

On sait que cos(2x) = 1-—2sin2x donc: 

1 Co (207= 2 sm 'xet: 

1+sinx- cos(2x) = 2sin2x + sinx 

= sinx(1 +2sinx). 

2. 1+sinx- cos(2x) = 0 si et seulement si: sinx(1+2sinx) = 0 

, : 1 
SIC U NM OTESSIR AE ) 
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L'ensemble des solutions appartenant à ]7 ; x] est: 

5T T 
——;--;,0;7T;. 

® Ona:A+B+C = 180° 

d'où: À = 180°= 35° = 43° 11800 780= 102€. 
D LA ER RARE RCE _— 13 “ b = c 

RATE Re RQ sin(102°)  sin(35°)  sin(43°) 

AUS ntso)e _ 13sin(43°) 
MAC ER 

sin(102°) sin(102°) 

La calculatrice donne : 

n 
LL 

2 
œ 
œ 
[æ 
Ü b=17,62 mise =109);061m. 

(20) Utilisons les formules d’Al Kashi : 

a? = b+c2-2bccosA 

p2 

e = a? + b? - 2abcosC 

= _ b+c2-a2 224 

c2+a2—2accosB 

d’où : TR CE 0 

PS ule euege to 
2ac 600 

cosC = CE ren 
2ab 210 

d’où cos À 408 cosB = 0,96 cosC = 06: 

La calculatrice donne : 

A=36,87 B=16,26 C=12687. 

@ = 172+262-82 901 
cos À = ———————— = —. 

2501760026 884 

Ce calcul est impossible car _. Ut 

Il n'existe pas de triangle répondant aux conditions imposées. 

Remarque : Le calcul ne sera possible que si la mesure de l’un des côtés est strictement 
comprise entre la somme et la différence des deux autres. 
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DT ed. © 
sin À sin B sinC 

A+ BEC = 480" 

d’où : re = _ LES REV ESEUGES, 
sin(75°) sinB 12 

ns 

B=3430° ou B=180°- 34,30° = 145,70°. 

1® cas: B=34,30°, C = 180° — À — B = 70,70°. 

c a ES asinC 
= = 7 doùr:c= —=11,73m. à 

sinC sin À sin À 

2 cas: B=145,70, A+B = 75°+ 145,70° = 220,70 > 180° 
ce qui est impossible. CORRIGÉS 

2:Avec a = 6,8nx b = 7 m, — 75°, on obtient : 

. 6,8 1e nb = 7 x sin(75°) 

sin(75°) sinB 6,8 

B = 83,90 où B=180° — 83,90° = 96,102. 

1% cas : B = 83,90° © = 180°- À -B = 21,10° 
C a Le asinC 6,8sin(21,10°) 
= =— doù c= = SE —————— 

sinC  sinA sin À sin(75°) 
= 2 531, 

DÉcas: B=9610° C-— 180°-A -B = 8,90° 

_- @8sin(8,90°) 
sin(85°) 

= 1,09 m. 

ABC = 180° — 44° — 39° = 97° 

AB 85,5 

sin(39°)  sin(97°) 

85,5 sin(39°) 

EL sin(97°) 
=542/M. 

(341 
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CD Ter S PAR. OR RACE Sn EE AE de FRA 

(24) On se reportera à la figure donnée dans l'énoncé. 

Dans le triangle AC,B: 

ABS ER PET 
sin AC, B à sin BAC: 

AC,B = 180°-— 52° 40° — 38° = 50° 

BAC, = 40°+ 52° = 92° 
AB = 1km d’où: 

1 BC; : sin(92°) _ 
© = —————, soit BC, = ————= 1,30 km. 
sin(50°)  sin(92°)  !  sin(50°) 

BC 
dans le triangle AC,B: LES = ne 2e 

sinAC,B  sinBAC, 

AC;B = 180°—40° —-38°—77° = 25° 

BAC, = 40° donc: 

1 BC; _ Sin(40°) Fe 
—— = ——— d'où BC, = = 1,52 km. 
sin(25°) sin (40°) De sin(25°) 

Dans le triangle BC,C,, appliquons la formule d’AI Kashi donnant C,C;: 

CC? = BC? +BC7-2BC, x BC; cos(772) 

= (1,30)? + (1,52)2— 2 x 1,30 X 1,52cos(77°) 
CC, = 1,76 km. 

ASE sin À + sinB + sinC 

= sin À + sinB + sin(r — A= B) 

= sinÀ + sinB + sin (A + B) 

= sinA + sinB + sin A cosB + cos AsinB 

= sinA(1 + cosB) + sinB(1 + cos A). 

On sait que (cf. « résumé de cours ») : 

cos(20) = 2cos?& —1 donc 1 + cos(2@) 
A 

2cos2@ et 

1+cosB = 2008 à ; Treo do. 

D'où : S, = 2sinA cos? : + 2sinB cos? À 
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nn. as 2 ns 

4 À 
S, = 4sin —cos À cos À + 4sin B cos L cos? 

À 8" 
= 4COs — cos 2 (sin des cos Ssin 

À 
2 Z 2 2 2 2 

D 2 2 2 2 

An (+ 5} 
= ACOs — cos — sin 

2 ÿe GE e52 

MRaeA SR ë A 4 
= 4cos — cos — cos| — — — — — 

2 TND NEC Z 

R C Ps Pi 

— 4cos + cos 7 cos = (car C'= rx AB) 

sin(2A) + sin(2B) + sin(2C) 

sin(2À) + sin(2B) + sin(27 - 2A -2B) 
= sin(2Â) + sin(2B) - sin(2A + 2B) 

sin(2A) + sin(2B) _ sin(2A )cos(2B) _- cos(2A)sin(2B) 

sin(2A)(1 — cos(2B)) + sin(2B)(1 - cos(2A)). 

On sait que : 

cos(20œ) = 1—2sin2œ donc 1-cos(20) = 2sin?@ et 

1— cos(2B) = 2sin?B; 1- cos(2A) = 2sin/À. 

D'où: 5, 

3.5, = 

2sin(2A)sin2B + 2sin(2B)sin?A 
4sin A cos A sin2B + 4sin BcosBsin? A 

4 sin À sin B( cos A sinB o sin À cosB) 

A4sinAsinBsin(A +B) 

4sinAsinBsin(r — À —-B) 

4sinAsinBsinC. il 

cos(2À) + cos(2B) + cos(2C) 

cos(2À) + cos(2B) + cos(27 - 2À - 2B) 
cos(2A) _ cos(2B) . cos(2A +2B) 

= cos(2À) + cos(2B) + cos(2À) cos (2B) _ sin(2A)sin (28) 

= cos(2A)(1 o cos2B) + cos2B - sin2A sin2B. 

On sait que cos(2&) = 2cos/a&— 1, donc 1 + cos(2&) = 2 cos? ©. 
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D'autre part, sin(2&) = 2sin@cos@, 

d'où $S,4=;(2 cos? À — 1)(2 cos?B) + 2cos2B — 1 - 4sin A cosAsinBcosB 

= 4cos À cos?B — 1 — 4sin A cosAsinBcosB 

4cos À cos B( cos À cos B — sinA sinB) — 1 

4 cos À cos B cos (A + B) - 1] 

4cos A cos Bcos(T — C) — 1 

— 4cos À cos BcosC — 1. 

Le 45 sin? À + sin?B + sin2C. 

= On sait que cos(2&) = 1-2sin?@, donc sin?o = DL et 

[4 _ = _ 
a nor EE 1 — cos (2A), DE 1 — co CB), ce 1- SE 

D'où: $, = 1 — cos(2A) ñ 1 — cos(2B) À 1 — cos(2C) 

2 2 2 
il = 2 2 

ZÆ : — 5(cos(2A) + cos(2B) + cos(2C)) 

del 

re 
3321 SEM 

ne 0 4cosAcosBcosC -—1) 

= 2+ 2 cos À cos B cosC 

= AOIE cos À cosB cosC). 

Î 
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Wen Te 
Ne 800 4/5 5 
B BA’ 8 2 

COS — — = —> = —. 

2 BI 4,/5 5 

Le AE 1 4 
sinB = 2sin -cos —- = 2x AE = 

ND - : 
On sait que cos(20&) = 2cos/@ — 1 donc en remplaçant & pas s- 

ze R 2 
cosB = Dot = 2x(+) = 1 = D 

2 5 5 

2 css AT 4 NE PET Ne nu 

OCR ENS = NI  NV1s 

Ccx 6 3 
COS — = = = — 

CARO NS rs 

Le Or LAC DRE A TR 
sinC = 2sin—cos— = 2X— X— = —. 

2 2 TRE UTE 13 

= € : 
Ca=12 PS1 = 2x( À ) - = —- cos cos ; 1 = 

3. sinA = sin(rn-B—C) = sin(B +C) 
= sinBcosC + cosBsinC 

24,5 3,122 5, 
ETS Nano 

s a b C 
4. On sait que ER — — donc, en remarquant que 

sin À sin B sinC 

1= BC Bt AC = 8 +6 = 14 \ona: 

14 x À 
RL = 5 _ 14X4X65 _ 
So Ale 56 56 x 5 
6-5 15 65 

12 
Des naics à 2x5 à 

56 56 x 13 46X 1 
65 

Trigonométrie Ë 2} 
ee — — 1 

7» 

CORRIGES 
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5. a) L'aire Ÿ du triangle ABC est la somme des aires des triangles IBC, ICA, 

IAB : 

Êr te jar+ sbr+ 3er = S(a+b+ or 

RD. 

b) # = 5(14+13415)x4 = 84. 

1. = bcsin À 

Pate b?c2sin À = a b2e2(1 - cos À). 

Fe J , =. b+c2=a2 
2. En utilisant les formules d’Al Kashi on trouve cosA = ————— 

donc : 2bc 

1 (b2+ c?2 — a2)? DES DS DE RE CRE) fie pes 
2 = labe - (b2 + c2- a2)?] 

Co (bc+ b?+c2-—a2)(2bc-—b?2- 02 + a?) 

2 = (D +0)? a2][a?—(b- 02] 

PE R(b+c+a)(b+c-a)(a+b-o(a-b+0). 

Soit p le demi-périmètre ; b+c+a = 2p donc: 

b+c-a = b+c+a-2a = 2p-2a ="2(p-a) 

a+b-c=a+b+c-2c = 2p-2c= 2(p=c0) 

a—-b+c=a+b+c-2b = 2p-2b = 2(p-b). 

D'où 2 Le X2P Xp 8) X 2(p— 6) X 2(p—b). 

P2 = p(p-a)(p-b)(p- 0). 

F = NpO=a)p-Ppe 0). 

(28) Appelons Sum Spice on Ÿpra les aires des triangles AIB, BIC, CID, 
DIA. 

L’aire du quadrilatère ABCD est : 

P = Par + Parc + on + Fra: 
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Trigonométrie 
À 

D € 

gp = AI x IBsin AIB + SIB x ICsin BIC + IC x IDsinCID z 

+ ID x TAsinDIA. 

n 
Lu 

= 
œ 
œ 
[e) 
U Or AIB = CID et BIC = DIA =1-AIB, 

donc : 

= SUA XIB + 1B x IC + IC x ID + ID x IA)sinAIB 

D; - SUA x (1B + ID) + IC x (IB + ID)]sinAIB 

Dre SUA X BD + IC x BD)sin AIB & SLA + 1C) x BDJsin AIB 

- g = SAC x BD x sin AÏB. 

(29) 1. Le quadrilatère convexe ABCD étant inscriptible, les angles de sommets À 

et C sont supplémentaires donc cosA = — cosC. 

VASÈNN 

C 

On peut écrire les formules d’AI Kashi : 

u? = a2+d?-2adcosA 

2 = b?+c2-2bccosC 
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u2 = b+çc2+ 2bccosÀ. 

D'où : 2 
a? +d2-2adcosA = b?2+c2+2bccosA 

me a2+d2-b2- CR: 

7 2(ad+bo) 

a2+d2-b2- çc2 

2(ad + bc) 

ad(a? + d2—b2— 2) 

ad + bc 

_ (a2+ d)(ad + bc) - ad(a? + d? —b? — c?) 

A ad + bc 

(a? + d?)bc+ ad(b? + c?) 

ad + bc 

a2bc + d2bc + adb? + adc?2 

ad + bc 

(a2bc + adb?) + (d?2bc + adc?) 

ad + bc 

_ ab(ac+ bd) + dc(bd + ac) 

ad + bc 

(ac + bd)(ab + cd) 

ad + bc 

2. u2 = a2+d2-2ad 

= a2+d?- 

_ (ac+bd)(bc+ ad) 

ab + cd 

u? _ (ab+ cd)? 

v2  (ad+bc}? 
u _ ab+cd 

ou encore : ER à 
V ad + bc 

3. De même on montre que : v2 

d’où : 

On a aussi : u2v?2 = (ac + bd)? 

d’où : uv = ac+ bd. 



, > — À 
+ La translation de vecteur # notée f, associe à tout point M du plan ou de 
) : 2 l’espace le point M’ tel que MM” = u. 

s : me 
M’ = t,(M) siet seulement si MM” = 1. 

> M 
u 

M 

+ Lhomothétie de centre O et de rapport kÆ 0 notée h(O, k) associe à tout point 

M du plan ou de l’espace le point M” tel que : 
_— —> 
OM’ = kOM. 

— — 
w = h(O, k)(M) si et seulement si OM” = kOM. | 

M’ 

k> 0 

M’ k < 0 

Si k > 0, les points M et M’ sont d’un même côté par rapport à O. 

Si k < 0, les points M et M’ sont de part et d’autre de O. 

Si k = —1, l’homothétie de centre O et de rapport —1 est la symétrie centrale de 

centre O. 
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Laser 
+ L'image d’un couple de points (M, N) est un couple de points (M”, N°) tels que: 

—>  — 
— dans une translation : MN’ = MN; 

— > => 
— dans une homothétie de rapport k: MN’ = kMN. 

+ Une translatian ou une homothétie conserve : 

— l'alignement ; 

— le barycentre (en particulier le milieu d’un segment et le centre de gravité d’un 
triangle) 024 

— les angles orientés. 

° Par une translation ou une homothétie, l’image d’un segment est un segment et 
Pi image d’une droite ® est une droite parallèle à . 

- L'iñnage d’un Cercle de centre {2 et de rayon R est le cercle de centre l'image de Q 
et de rayon R si la transformation est une translation, de rayon |k| R si la transfor- 

mation est une homothétie de rapport k. 

e Dans une translation, les distances, les aires et les volumes sont conservés. 

+ Dans une homothétie de rapport k, les distances sont multipliées par |k|, & aires 
par k? et les volumes par lkp3. 



Transformations du plan 

VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

Cochez la (ou les) bonne(s) réponse(s). 

© Si A” et B” sont les images respectivement des points distincts A et B dans la 

translation t alors : 
a) [AB] et [A’B’] ont le même milieu ; CIV NF 
= —— 

DIN A= RE; D V CIF 
EE 

Ch AB = AB": DV [IF 

d) Les droites (AB) et (A’B’) sont parallèles. AV CIF 

@) corrigé p. 359 

€) Soit s la réflexion d’axe ®, ®, une droite du plan et D; son image par s alors : 

a) D, et D} sont parallèles ; F4 V DF 

Dhs) = ®;: DV CIF 

@) corrigé p. 359 

(3 ] Soit r la rotation de centre O et d’angle &, ® et ®, deux droites du plan, ®” 

et D; leurs images par r alors: 

a) si ® L ®, alors D’ 1%; DOME 

b) si ® / D, alors D’ / 3, ; RM EE 

Chr) a CV KWF 

Q@) corrigé p. 359 

O Une rotation de centre O et d’angle nul est : 
a) une homothétie ; V. [IF 

b) une translation. €EiV DPF 

(©) corrigé p. 359 

(5 Soit h lhomothétie de centre O et de rapport k; A, B, C, D quatre points 

d’images respectives A”, B’, CRD Alors: 

a) AB = A’B'; OV NF 

b) (AB, CD) = (A/B, C'D'); BV CF 
c) si (A, B, C, D) est un carré, (A’, B’, C’, D’) aus!  KRJV CIF 

() corrigé p. 359 
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EXERCICES 

OÔ Si® et D’ sont deux sécantes en O alors : 

a) il existe une réflexion laissant ® U ®” invariant. EVE 

b) il existe une symétrie centrale laissant ® U ®’ invariant. [] V C]EF 

@) Corrigé p. 359 

© Soit un triangle ABC et A’, B’, C’ les milieux de [BC], [CA], [AB]. 

Soit H, G, O l’orthocentre, le centre de gravité, le centre du cercle F° circons- 

crit à ABC. Soit T°’ le cercle circonscrit à A’B’C”. 

a) l'a pour image l” par l’homothétie h (c, à) CV MF 

b) T'a pour image ’ par l’homothétie h (c. -;) DA V8 R0E 
— — 

c) GO = -GH. Cv HF 
— —> 

d) GÔ = -;GH. XV [Fr 
() Corrigé p. 359 

EXERCICES D’ENTRAÎNEMENT 

Reconnaître une transformation 

[8 On donne un point A. Reconnaître la transformation qui associe à tout 

point M du plan ou de l’espace le point M’ dans chacun des cas suivants : 
a) M’ est le milieu de [AM] ; 

b) M est le symétrique de A par rapport à M; 
c) M’ est le barycentre de (A, 1) et (M, 2). ©) Corrigé p. 360 

ol On donne deux points distincts A et B. Reconnaître la transformation qui asso- 
cie à tout point M du plan ou l’espace le point M’ dans chacun des cas suivants : 
a) M’ est le centre de gravité du triangle ABM ; 
b) M’ est le barycentre de (A, 1), (B, 1) et (M, 3). (@) Corrigé p. 360 

(10) On donne trois points A, B, C. Reconnaître la transformation qui associe à tout 
point M du plan ou de l’espace le point M’ dans chacun des cas suivants : 
—> — — — 

a) MM’ = 3MA + MB - MC: 



© 

[Transformations du plan [13] 

— ne te-uee 
b) MM’ = 3MA + MB -4MC. (©) Corrigé p. 360 

* On donne deux points A et B et k un réel non nul. Soit un point M quelcon- 
que du plan ou de l’espace : 

M a pour image M, par l’homothétie h(A, k) ; 

M, a pour image M’ par lhomothétie n(B. +) 

; , ARE 
Démontrer que MM = (: = z JAË et reconnaître la transformation qui 

associe à M le point M’. 
©) Corrigé p. 361 

Ensemble de points 

® 

6 

Un parallélogramme ABCD est tel que A et B sont fixes et C décrit une droite 
une droite A. 
Quels sont les ensembles décrits par : 

1. le quatrième sommet D ? 

2. le centre du parallélogramme ? (+) Corrigé p. 361 

On donne deux points A et B ; le point C décrit une droite ®. 

Quels sont les ensembles décrits par : 

1. le milieu A’ de [BC] ? 

2. le milieu B’ de [AC] ? $ 

3. l’isobarycentre G des points A, B, C? (©) Corrigé p. 362 

Mêmes questions qu’à l'exercice précédent, en supposant que C décrit un 

cercle T°. ©) Corrigé p. 362 

On donne deux points distincts A et B. Soit € le cercle de diamètre [AB]. Un 

point M décrit le cercle € ; soit M, le symétrique de A par rapport à M et M le 

milieu de [BM;]. 

1. Trouver l’ensemble décrit par M:. 

2. En déduire l’ensemble décrit par M’. 

3. Peut-on trouver l’ensemble décrit par M’ sans passer par l’ensemble décrit 

par M, ? ; 
(@) Corrigé p. 363 

EXERCICES 
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EXERCICES 

O Usage d’un ordinateur 

Soit @ un cercle de centre O et A et B deux points diamétralement opposés 

sur le cercle 6. Un point M décrit @ privé de A et B. On construit le point Q 
tel que MABQ soit un parallélogramme. 

1. Utiliser un logiciel de géométrie pour répondre aux questions suivantes : 

a) Sur quelle courbe se déplace le milieu I de [MQ] ? 

b) Sur quelle courbe se déplace le centre de gravité G du triangle BQM ? 
c) Soit N le symétrique de A par rapport à M. Que peut-on dire de la dispo- 

sition des points B, I, N ? 
d) Soit P le point d’intersection des droites (ON) et (BM). Sur quelle courbe 

se déplace le point P ? 

2. Trouver (par un raisonnement de géométrie) lorsque M décrit 6 — {A, B} : 

a) l’ensemble des points I ; 
b) l’ensemble des points G ; 

C) la disposition des points B, I, N ; 

d) l’ensemble décrit par P. (©) Corrigé p. 363 

x Comme au bac 

Partie À 

Soit un triangle ABC et A’, B’, C’ les milieux respectifs de [BC], [CA], [AB]. Soit 

O le centre du cercle T° circonscrit au triangle ABC et H le point défini par : 
> = — — 
OH = OA + OB + OC. 

-— —> 
1. Démontrer que AH = 204’. 

2. Démontrer que H est l’orthocentre du triangle ABC. 

3. On suppose B et C fixes ainsi que le cercle T.. Le point A décrit F privé de 
B'étC. 

Quel est l’ensemble décrit par H ? 

Partie B 

1. Soit G le centre de gravité du triangle ABC. 
—> 

2 il Fe 
Démontrer que OG = 30H: 

2. Quel est l’ensemble décrit par G lorsque A décrit F privé de B et C ? 

(©) corrigé p. 367 

x Soit deux cercles @ et @’ de même centre O et de rayons R et R’ (R < R'). 
À est un point fixe de 6, une droite passant par A recoupe @ en M (distinct 



Transformations du plan ÉE) 

de À ou non) et elle coupe €’ en N et P. La perpendiculaire en À à (AM) 
recoupe € en Q. Soit I le milieu de [AM]. On suppose que M décrit €. 

1. Monter que I est l’image de M par une homothétie que l’on précisera. 

2. Quel est l’ensemble décrit par I par M décrit € ? 

3. Montrer que I est aussi le milieu de [NP]. 

En déduire que les triangles AMQ et NPQ ont même centre de gravité G. 

4. que peut-on dire de G quand M décrit ‘€ ? 

5. Soit R le milieu de [PQ]. 

Quel est l’ensemble décrit par R quand M décrit € ? () corrigé p. 368 

x Soit un tétraèdre ABCD. On considère les points : 

B’ centre de gravité du triangle ACD, 

G centre de gravité du tétraèdre ABCD, 

H projeté orthogonal de A sur le plan (BCD). 

EXERCICES 

En supposant B, C, D, et H fixes, trouver les ensembles décrit par A, B’ et G. 

(@) corrigé p. 369 

Problèmes de construction 

(20) 

@ 

On donne deux droites sécantes ®, et ®, et deux points A et B n’appartenant 

ni à ®,, ni à ®,. On suppose que (AB) n’est parallèle ni à D, ni à Y,. 

Construire un parallélogramme ABCD de manière que C appartienne à Ÿ, et 

Da, .… @) Corrigé p. 370 

On donne deux droites sécantes %, et ®, et un point À n’appartenant ni à %,, 

ni à Ÿ,. 
Construire les points M, et M, appartenant respectivement à %, et ®, de 

manière que À soit le milieu de [M,M;]. (@) Corrigé p. 370 

x Soit un cercle F de centre O et une droite À n’ayant pas de point commun 

avec T.. Soit A un point de F. On suppose que la droite (OA) n’est ni parallèle 

à À, ni perpendiculaire à A. 

On se propose de construire un cercle € tangent à A et tangent à ['en À. 

1. Supposons qu’un tel cercle @ existe. Soit I le point de contact de A avec €. 

2. Quelle est l’image J de I par l’homothétie de centre À transformant 6 en ['? 

3. En déduire une construction du cercle @ tangent à A et tangent à T'en À. 

(©) corrigé p. 371 
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EXERCICES 

(23) xx Soit un triangle ABC dont les angles B et C sont aigus. 

1. Soit un carré MNPQ vérifiant le conditions : 

M appartient à [AB] 

(1) 4 N et P appartiennent à [BC] 

Q appartient à [AC] 

Soit un autre carré IJKL vérifiant les conditions : 

I appartient à [AB] 

di J et K appartiennent à (BC) 

En utilisant l’homothétie de centre B transformant I en M, montrer que les 

points B, Q, L sont alignés. 

2. En déduire une construction d’un carré MNPQ répondant aux conditions 

(1) à partir d’un carré IJKL répondant aux conditions (11). 

3. Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC). On pose : 

BORA UE NINE EE 

a) MNPQ étant le carré construit précédemment, calculer xen fonction de a et h. 

b) En déduire que, quel que soit le carré IJKL répondant aux conditions (II), 

le carré MNPQ répondant au conditions (1) est un unique. 

@) Corrigé p. 372 

Propriétés des figures 

(24) Soit un trapèze ABCD [(AB) est parallèle à (CD)]. 

1. Construire les points suivants : 

G barycentre de (A, 1) et (B, 2); 

G' barycentre de (D, 1) et (C, 2) ; 

2. Montrer que les droites (AD), (BC) et (GG’) sont concourantes. 

(@) corrigé p. 373 

à Soit un parallélogramme ABCD. 

1. Construire les points suivants : 

G barycentre de (A, 1) et (D, -3) ; 
G’ barycentre de (B, 1) et (C, -3) ; 

2. Montrer que la droite (GG’) est parallèle aux droites (AB) et (DC). 

(©) Corrigé p. 374 
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(26) x* Soit un quadrilatère ABCD inscrit dans un cercle T°. Soit I, J, K, L les 

milieux respectifs de [AB], [BC], [CD], [DA]. 

1. Montrer que les segments [IK] et [JL] se coupent en leur milieu Q. 

2. Par chacun des points I, J K, L on mène les perpendiculaires respective- 

ment à (CD), (DA), (AB), (BC). 

Montrer que les droites obtenues sont concourantes. ©) Corrigé p. 374 

Transformations définies analytiquement . 

ul > > 
à Soit f l’application de P dans P, rapporté à un repère (O ; i, j), quiassocie, 5 

à tout point M(x ; y), le point M’(x’ ; y’), tel que: œ 

NS xEr22 Lx 
Lu 

sol ai 
1. Déterminer un point invariant I par f (c’est-à-dire un point I tel que 

f( = D). re ME 
Calculer les coordonnées de IM et de IM’. En déduire la nature de l’appli- 
cation f. 

2. Déterminer une équation de l’image par f de la droite ® d’équation : 

x—y+5 = 0. (@) corrigé p. 375 

> > 
(28) Soit f l'application de P dans P, rapporté à un repère (O ; ï, j), qui associe, 

à tout point M(x ; y), le point M’(x’ ; y”), tel que: 

x” = x-3 

A 

1. Déterminer la nature de l'application f (on calculera les coordonnées MM”). 

2. Déterminer une équation de l’image par f de la droite  d’équation : 

2x-y+7 = 0. (à) corrigé p. 376 

> > 
(29) x Le plan est muni d’un repère (O ; 1, j). soit h(1, -2) l’homothétie de 

centre I(1;-1) et de rapport 2. Un point quelconque M(x; y) a pour 

image M’(x’ ; y”). 

1. Définir analytiquement h (on calculera les coordonnées x’, y” de M en 

fonction des coordonnées x, y de M). 

2. Déterminer une équation de l’image par h de: 

a) la parabole P d’équation y = x?+x-1; 
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x—l 
: ©) Corrigé p. 376 

x +11 
b) l’hyperbole # d’équation y = 

XX Soith(O, k) l’'homothétie de centre O et de rapport k 

h’(O”, k’) l’homothétie de centre O’ et de rapport K’. 

On suppose O et O’ distincts. Soit M un point quelconque de l’espace : 

M a pour image M, par l’homothétie h ; 

M, a pour image M’ par l’homothétie h’ ; 

On se propose d'étudier analytiquement l'application f qui associe au point M 

le point M’. On choisit un repère (O ; 5, : £ ) de manière que 00 = : 

1. Calculer : les coordonnées de M, en fonction de celles de M ; 

les coordonnées de M’ en fonction de celles de M, ; 

les coordonnées de M’ en fonction de celles de M ; 

2. Si kk” = 1, reconnaître l’application f. 

3. Si kk” # 1, trouver un point invariant I par f (c’est-à-dire un point I tel que 

10 
Reconnaître l’application f. (@) Corrigé p. 377 

*% Soit h(O, k) l’'homothétie de centre O et de rapport kZ 1, et soit 
_ 

te la translation de vecteur OA. 

Soit M un point quelconque de l’espace : 

* M a pour image M, par A(O, k); 

* M, a pour image M’ par t. 

On se propose d’étudier bites l'application f qui associe au port 

M le point M”. On choisit un repère (O ; $, a Ë) de manière que OÀ = = : 

1. Calculer : 

* les coordonnées de M, en fonction de celle de M ; 

* les coordonnées de M’ en fonction de celle de M, ; 
* les coordonnées de M’ en fonction de celle de M. 

2. Trouver un point invariant I par f. 

Reconnaître l'application f. ©) Corrigé p. 378 
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VÉRIFIEZ VOS CONNAISSANCES 

a) a) Faux. 
nr ne 

b) Vrai. A’A = B’ 
—> = — 

C) Vrai. AB = A’B-. 

d) Vrai. (AB) / (A’B’). 

œ 

[2] a) Faux. Non si ®, n’est pas parallèle à 3. 

b) Vrai, car sos = id. 

CORRIGÉS 

[3] a) Vrai, car r conserve l’orthogonalité. 

b) Vrai, car r conserve le parallélisme. 

C) Faux. En général non. 

O a) Vrai. Une homothétie de centre O et de rapport 1. 

b) Vrai. Une translation de vecteur nul. 

6 à) Faux, si kZ 1. 

b) Vrai. Une homothétie conserve les angles. 

C) Vrai. Un carré homothétique. 

Ô a) Vrai. Une réflexion par rapport à une bissectrice laisse ® U %” invariant. 

b) Vrai. La symétrie par rapport à O. 

7) a) Faux. G est aux - de chaque médiane à partir du sommet. 

= ler ee 
b) Vrai. GA’ = GA; GB’ = ->Gb, GC’ = -;GC. 

C) Faux. O est l’orthocentre du triangle A’B’C”. 

h(H) = 0 donc: 

— 1 — 
d) Vrai. GO = 7 EL 
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—>  |— 
Ô 2 4" - AM 

M + M’ par l’homothétie h(a ;) 

HE 

Ê 

3 

ROSE EEE RENE, 

— — 
b) AM’ = 2AM 

Mt M par l’homothétie h(A, 2). 
en” 2 — 2— 

c) M’ = Bar{(A, 1), (M, 2)} donc AM’ = 1:54M he 

M + M par l’homothétie h[A :) 

a) Soit I le milieu de [AB]. M 

Puisque M” est le centre de gravité du triangle 
—>  ]— 

ABM, IM’ = 31M 

donc M+-> M’ par H[, :) 

b) M’ = Bar{(A, 1), (B, 1), (M, 3)} 

M'= Bar{(1, 2), (M, 3)}, I étant le milieu de [AB] 

dcr Or Men 
Car De NS 

M + M par l’homothétie A1, :). 

A Il B 

_— — — — 
D 2 MM = 3MA+MB-MC 

Soit G le barycentre de (A, 3), (B, 1), (C, —1) ; il existe car 3+1—1 = 340: 
= = > 

3GA + GB -GC = 0. 
Introduisons G dans légalité [1] : 
— — —> — > = — 
MG + GM” = 3(MG + GA) + (MG + GB) — (MG + GC) 

— = = 
= 3MG + 3GA + GB — GC 

25 
= 3MG. 

On en déduit : 
—> > — — 
GM” = 3MG-MG = 2MG 
—— — 
GM’ = -2GM 
donc M a pour image M’ par l’homothétie H(G, —2). 
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Transformations du plan 
( 

—; — —  — 
b) MM’ = 3MA+MB-4MC [2] 

Le barycentre de (A, 3), (B, 1), (C, —4) n'existe pas puisque R la sonne des go coeffi- 

cients est 3 + 1—4 = 0. Montrons alors que la somme 3MÀ + MB - 4MC est 
indépendante de M. Introduisons le point A par exemple : 
— —=  —> — — — —> — 

3MÀ + MB - 4MC = 3MÀ + (MÀ + AB) — 4(MÀ + AC) Il 

— 
= AB-4AC. 

L'égalité [2] devient : 
— 
MM = AB-4AC Ÿ 

donc M a pour image M’ par la anton de vecteur AB 4AC. gs 

h(A, k) (8, 1) M, œ 

Mi M,i— M. le) 
ue Ü 

AM, = kAM [1] 
M M’ —>  |— 

BM'=;BM, [2 

—> — = — 
MM’ = MA + AB + BM’. 

ee 1— , 
Remplaçons MA par rM1A d’après [1] A B 

ÿ RSA ds et BM’ par FBMi d’après [2]: 

— 1—> — 1— 
MM = EM,À + AB + ?BM, 

ï EMA + BM:) + AB 
> — 

= rCMiB + BA + BM,) + AB 

ler LA Ve 
= BA + AB = (5 )AS. 

—> 

M a pour image M par la translation de vecteur (1 - r JAë. 

A 

D E 
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[362 ) 

>  — 
1. CD = BÀ, ae 
le point D décrit la droite image de A par la translation de vecteur BA. 

2. Soit O le centre du parallélogramme : 
—  ]— 
AO = AC ; 

Le point O décrit la droite image de À par l’homothétie de centre À et de rap- 
1 

port 3 

— | 
1 ° BA’ = BC 

A’ décrit la droite image de ® par l’homothétie h[B, ;) 
\ 

— a 
2 DE SAC’ 
B’ décrit la droite image de ® par l’homothétie mA ;) 

—> — 
3. AG = <AA! 

G décrit la droite image de la droite décrite par A”, par l’homothétie ES :) 

1 
: 1 

aussi l’image de ® par l'homothétie de centre C’ et de rapport à 

— — 
Remarque : Soit C’ le milieu de [AB], on a [C’G] = +C’C donc la droite décrite par G est 

(14) A’, B’,G décrivent des cercles images du cercle T (considérer encore les homo- 

théties précédentes). SiT a pour rayon R, les cercles décrits par A’ et B’ ont pour 

rayon . ; le cercle décrit par G a pour rayon 5 = à Les centres sont les ima- 

ges du centre T° par les homothéties de l'exercice précédent. 



(15) LA M; 

€ 

CORRIGÉS 
— = 
AM, = 2AM donc lorsque M décrit le cercle @, le point M, décrit l’image €, 
du cercle € par l’homothétie h(A, 2). 
—— 1 

2. BM'’ RS 

; 2 

h’| B, = |- (33) 
3. Puisque M est le milieu de [AM,] et M’ le milieu de [BM,], on a: 
ee mm le le m2 1— —> 
MM’ = MM,+M,M - AM: + MB = 5 (AM: + MB) 

— 
BM, donc M’ décrit l’image du cercle , par l’homothétie 

1—  — 
= ;AB = AO (O centre de €). 

— 
Donc M est l’image de M par la translation de vecteur OA. Le point M’ décrit 
le cercle image @ par cette translation. 

© 1. Nous utilisons le logiciel GEOPLANW. 
a) Lorsque l’on précise « cliquer » c’est avec le bouton gauche de la souris. 

1"° étape : 
Créer (cliquer) 

Point 
Point libre 

Dans le plan (cliquer) 
Nom des points A, B, (cliquer sur OK) 

2° étape : 
Créer (cliquer) 

Point 
Milieu (cliquer) 

Nom du segment AB 
Nom du milieu O(cliquer sur OK) 
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3° étape : 
Créer (cliquer) 

Ligne 
Cercle 

Défini par centre et un point (cliquer) 
Nom du centre O 
Point du cercle A 
Nom du cercle C (clique sur OK) 

4° étape : 
Créer (cliquer) 

Point 
Point libre 

sur un cercle (cliquer) 
Nom des points M (cliquer sur OK) 

5° étape : 
Créer (cliquer) 

Point 
Point image par 

Translation point image (clique) 
qui transforme le point A 
en le point B 
Points de départ M 
Images de ces points Q (clique sur OK) 

6° étape : 
Créer (cliquer) 

Ligne 
Polygone 

Polygone défini par ses sommets (cliquer) 
Liste des sommets A, B, Q, M 
Nom du polygone P, (cliquer sur OK) 

7° étape : 
Créer (cliquer) 

Point 
Milieu (cliquer) 

Nom du segment MQ 
Nom du milieu I (cliquer sur OK) 

8° étape : 
Afficher (cliquer) 

Sélection trace 
cliquer sur I milieu de MQ 
cliquer sur OK 

9 étape : 
Afficher (cliquer) 

Mode trace bascule (cliquer) 



Transformations du plan M | 3 

À cet instant, en cliquant sur le point M et en maintenant la touche gauche 
enfoncée, on déplace le point M le long du cercle €. On voit que le point I se 
déplace sur un cercle de centre B de même rayon que €. 

b) 10° étape : 
Créer (cliquer) 

Point 
Centre (divers) 

Centre de gravité (cliquer) 
Nom du triangle BQM 
Centre de gravité G (cliquer sur OK) 

11° et 12° étapes : identiques aux 8° et 9° étapes, remplacer « cliquer sur I milieu 
de MQ » par « cliquer sur G centre de gravité de BQM ». On voit que G se 
déplace sur un cercle de centre B. 

CORRIGÉS C) 13° étape : 
Créer (cliquer) 

Ligne 
Segment (cliquer) 

Nom du segment BI, BM (cliquer sur OK) 
14° étape : 
Créer (cliquer) 

Point 
Point image par 

Symétrie centrale (cliquer) 
Symétrie de centre M 
Points de départ A 
Images de ces points N (cliquer sur OK) 

On voit que I paraît être le milieu de [BN]. 

d) 15° étape : 
Créer (cliquer) 

Ligne 
Segment (cliquer) 

Nom du segment MN, ON (clique sur OK) 

16° étape : 
Créer (cliquer) 

Point ' . d 
Intersection de deux droites (cliquer) 

Première droite ON 

Deuxième droite BM 

Point d’intersection P (clique sur OK) 

17 et 18° étapes : identiques aux 8° et 9 étapes, remplacer « cliquer sur I milieu 

MQ » par « cliquer sur P point d’intersection des droites ON et BM ». On voit 

que P se déplace sur un cercle de même rayon que le cercle sur lequel se déplace G. 
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CORRIGÉS 

2. a) Puisque I est le milieu de [MQ)], 
> J—  — 
MI = 5MQ FAC 

—— 

Donc est l’image de M par la translation de vecteur AO. Le point M décrivant 
le cercle € privé de A et B, le point I décrit l’image de cet ensemble (cercle privé 
de deux points) par la translation te 

/ 4 
b) Le centre de gravité G du triangle BQM est aux 3 de la médiane [BI] en par- 

tant de B c’est-à-dire que : 
—  2= 
BG = 3Bl. 

Le point G décrit un cercle privé de deux points, image de l’ensemble décrit par 

1 dans l’homothétie de centre B et de rapport < 

€) Montrons que le quadrilatère MBQN est un parallélogramme : 
—  — 

puisque MABQ est un parallélogramme, BQ = AM; 
. À — — 

puisque M est le milieu de [AN], MN = AM; 
sn, 

donc BQ = MN et le quadrilatère MBQN est un parallélogramme. 
Il en résulte que les diagonales [MQ] et [BN] se coupent en leur milieu I. 
d) Le point P est le point d’intersection des médianes [ON] et [BM] du triangle 
ABN donc P est le centre de gravité de ce triangle : 
> Pme Sr : < BP = 38M donc P décrit l’image € — {A, B} par l'homothétie de centre B et 

de rapport < 
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| Transformations du plan 

. > — 
Remarque : On a aussi OP = 10N donc P décrit l’image de l'ensemble décrit par N par 

l’'homothétie de centre O et de rapport L 

À 17) 

Partie A 
> 

1. OH = OA +OB +OC [1] 
RE  — — 
OH -OA = OB +OC 
> — — 
AH = OB + OC ee a à 
Puisque A’ est le milieu de [BC], OB + OC = 2OA” donc: 

— — 
AH = 20. 

2. On a, de même, en utilisant [1] : 
> — = —  — — 
BH = OH-OB = OA +OC = 20B 
— — —= — — — 
CH = OH-OC = OA +OB = 20C 

> — — —> — 
Il en résulte que AH, BH, CH sont respectivement colinéaires à GAZLOP;, 

OCZ AR Cr ais ph) l 

L'un des vecteurs OA’, OB’, OC’ est nul si le triangle ABC est un triangle rec- 

tangle. Mais ABC ne peut avoir deux angles droits donc deux au moins des vecteurs 
> — — l ; 3 
OA’, OB’, OC’ sont non nuls et deux au moins des couples (O, A’), (O, B ), 

(O, C’) déterminant deux droites orthogonales à deux côtés du triangle ABC. 

Par suite, deux au moins des couples (A, H), (B, H), (C, H) déterminent deux 

droites orthogonales à deux côtés du triangle ABC. Ce sont donc des hauteurs 

et H est l’orthocentre de ABC. 
— —> ; 

3. Puisque AH = 209’, le point H est l’image de A par la translation Eee 

Si À décrit I — {B, C}, le point H décrit l’image de cet ensemble (cercle privé de 

deux points) par la translation b SL 
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Partie B 

1. G est l’isobarycentre des points A, B, C donc: 
> 1 — — 
OG = (OA + OB + OC) 

— = = — = 1 
et, puisque OH = OA + OB + OC, on a bien : OG = 30H. 

| 

: 
Remarque : Lorsque 0, G, H sont distincts (c'est-à-dire lorsque le triangle ABC n'est pas 
équilatéral), ils déterminent une droite appelée droite d’Euler du triangle ABC. 

SA 1 2 . > > Yo 

2. Puisque OG = 3 OH, le point G est l’image de H par l’homothétie 

(0. ;) et l’ensemble décrit par G est l’image par h de l’ensemble décrit par H. 

Remarque : On peut aussi remarquer, puisque G est centre de gravité du triangle ABC, que : 

TAÀ 3 
— 
A’G = 

donc G est l’image de A par l’homothétie n(a :) et l'ensemble décrit par G est l’image 

par h’ de l'ensemble décrit par A. 

© 

A Een ”. 1 AAMRE ;AM, donc I est l’image de M par l’homothétie h(a. :) 

2. I décrit l’image de € par l’homothétie précédente. 

3. e On sait que I est le milieu de [AM], la droite (OI) est une médiane et hau- 
teur du triangle isocèle AOM. Elle est aussi hauteur du triangle isocèle NOP, 
donc aussi une médiane du triangle NOP. 
Donc le milieu I de [AM] est aussi le milieu de [NP]. 
e Les triangles AMQ et NPQ ont la médiane [QI] commune, donc ils ont même 
centre de gravité G. 
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RÉNALE AT 

| Transformations du plan y 

4. Soit [AO] la médiane passant par A du triangle AMQ. 
—  2— 
AG. = 30A; donc G est fixe. 

5. Soit [NR] la médiane passant par N du triangle NPQ. 

RE 1e : 1 
GR = - 5GN; donc R est l’image de N par l’homothétie m(G, - :) 

Quand M décrit €, le point N décrit @’. Le point R décrit l’image de €’ par 
lhomothétie h”. 

un 
“LL 

2 
œ 
œ 
[e) 
Ù 

e Soit un tétraèdre ABCD), si le projeté orthogonal H de A sur le plan (BCD) est 
fixe, À appartient à la droite À perpendiculaire en H au plan (BCD). 

Réciproquement, soit À un point de A, on obtient un tétraèdre ABCD à condi- 

tion que les points A, B, C, D ne soient pas coplanaires donc A distinct de H. Le 

point À a bien pour projeté orthogonal sur le plan (BCD) le point H. 
L'ensemble des points A est donc la droite A privée de H. 
e Soit I le milieu de [CD], 
ms Le : 1 
jBie= 31A donc B’ est l’image de A par l’homothétie hr. ;) et l’ensemble 

décrit par B’ est l’image de l’ensemble décrit par A (droite privée d’un point) 

par H(. :) 
3 

e G = Bar{(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 1)}. Soit A’ le centre de gravité du 

triangle BCD. AS 
Ve 7 

G = Bar{(A, 1),(A’,3)} donc AG = ae À, 



PVO RER EUR ET 

— — 
"Ge A, puisque B, C, D sont fixes, le point A” est fixe. A 

G est l’image de A par l’homothétie mA’ 1) et l’ensemble décrit par G est 

1 
l’image de l’ensemble décrit par A (droite privée d’un point) par WA’ ) 

3, d 

=  — 
Analyse. e Si le parallélogramme répond à la question CD = BA, donc D 

—> 

appartient à la droite D} image de ®, par la translation de vecteur BA. 
—> 

Synthèse. e On construit ®; image de Ÿ, par la translation de vecteur BA. 

e D est le point d’intersection de Ÿ, et 3} (car D, et , sont sécantes). 

e On construit la parallèle à (AB) menée par D ; elle rencontre Ÿ, en C. 
ABCD est le parallélogramme cherché. 

Analyse. e Si À est le milieu de [M,M;] avec M, € ®, et M, e ®,, M, et M, 
sont symétriques par rapport au point À, donc M, appartient à la droite D} 
image de Ÿ, par la symétrie de centre A. 

Synthèse. e On construit 3} image de D, par la symétrie de centre A. 

e M, est le point d’intersection de ®, et 3}. 
e La droite (AM,) rencontre ®, en M. 
Le point A est bien le milieu de [M,M,] car M, et M, sont symétriques par rap- 
port à A. 
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Transformations du plan Mk? 

(22) 1. Analyse 

z 

CORRIGES 

Soit C le centre du cercle @ supposé construit. Soit h l’homothétie de centre À 
transformant € en I. 

CE 0 
by 

Les droites (CI) et (OJ) sont parallèles. Comme (CT) est perpendiculaire à À, la 
droite (OJ) est perpendiculaire à A. 
Le point J est l’un des points d’intersection de avec la perpendiculaire menée 

deOàA. 

2. Synthèse (construction de €) 

e La perpendiculaire menée par O à A rencontre en J et JS 
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re 0 Dre RD es RE DOTE LME IE ve Am ER USA RSR PE A RER ER PR RE EE RS NE TEE 

e (AJ) et (AJ”) rencontrent A respectivement en I et J’. 
. [4 

e Les perpendiculaire à À en I et l’ rencontrent (OA) respectivement en C et C:. 

e On construit les cercles @ et @’ de centres C et C’ et passant par A. 

Les cercle construits € et 6” répondent-ils à la question ? 
Ils sont bien tangents en À à l car C, À, O sont alignés ainsi que C”, A, O et le 
point de contact de ces cercles est A. 
Les droites (IC) et (OJ) étant parallèles, on peut appliquer le théorème de Thalès : 

AO NO 
ACOMES 

comme AO = OJ, on en déduit AC = CI et le cercle € passe par I. 
Comme A est perpendiculaire à (IC), le cercle € est bien tangent à A. 

De même, (1’C’)//(OJ’) donc _ = De Comme AO = Of’, on a 

AC” = C'T’ donc €’ passe par l’. Comme A est perpendiculaire à (1/C”), le cer- 
cle €’ est bien tangent à A. 

1. 
I 

B NAMIRELER Co 

L’homothétie de centre B qui transforme I en M, transforme le carré IJKL en un 
carré de côtés parallèles à ceux du carré IJKL et dont l’un des sommets est M. 
D'autre part, les sommets J et K appartenant à (BC), leurs images par cette 
homothétie appartiennent aussi à (BC). L'image du carré IJKL par cette homo- 
thétie est donc le carré MNPQ. 
L'image de L par cette homothétie est le point Q donc les points B, Q, L sont 
alignés. 

2. On construit : 

eun carré IJKL répondant aux conditions (Il) ; 

e Q point d’intersection de (BL) et [AC] ; 
e la parallèle menée par Q à (BC) rencontrant [AB] en M ; 
e la perpendiculaire menée par Q à (BC) rencontrant [BC] en P ; 
e la perpendiculaire menée par M à (BC) rencontrant [BC] en N. 
Le quadrilatère MNPQ est un carré car il est l’image du carré IJKL par une 
homothétie de centre B et MNPQ répond aux conditions (D). 



3. a) Dans le triangle ABH, la droite (MN) est parallèle à (AH) donc d’après le 
théorème de Thalès : 

Li = ii ue l’on peut écrire ? = _. AH = BH P bBE 
Dans le triangle ACH, la droite (QP) est parallèle à (AH) donc d’après le théo- 
rème de Thalès : : 

SES TRE ue l’on peut écrire À = LEE A Che . h— CH 
x BN CP xxBHU= 1h X BN 

OMAMIOrS EEE où ’ 
hi BHKIf CH xx CH'= hxCP un 

d’où : x(BH + CH) = H(BN + CP) 9 
+ œ 

AXI= TNA = x) æ 

ax = ha-hx : 

ax+hx = ha 

x(a+h) = ha 
AL 

| a+h 

b) Quel que soit le carré IJKL répondant aux conditions (I), la distance x de M 

à la droite (BC) est unique donc le carré MNPQ obtenu est unique. 

@ 1. 

A G B 

— 2 =  2— 
G = Bar{(A,1),(B,2)} donc AG = 5 np Fe 

—> 2 —  2— 
G’ = Bar{(D, 1), (C, 2)} : donc DG’= ——DC = -DC. 

1 +2 3 

2. Soit O le point d’intersection des droites (AD) et (BC). Il existe une homo- 

thétie H de centre O qui transforme A en D et B en C. h conserve le barycentre 

donc l’image de G par h est G’. Donc les points O, G, G’, sont alignés. Les droi- 

tes (AD), (BC) et (GG’) sont concourantes en O. 
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À B 

5 _3 —  3— 
A G = Bar{(A, 1); (D,-3)}. donc" "AG = 1-34P = AD. 

A Porn —> _3 —>  3— 
œŒ G”=\Bar{(B,1), (CG -3)}rdonc ABG4= Re = 3BC. 
œŒ = 

—> 

e 2. Soit te la translation de vecteur AB : 

(A) =HBet t-(D) EAU 

te conserve le barycentre donc l’image de G par Le est G7. 

— 
Donc GG’ = AB. La droite (GG’) est parallèle aux droites (AB) et (DC). 

1. L'est le milieu de [AB] et J est le milieu de [BC] donc : 
> > > 1 1— 1 — — 1 — 
IJ = IB + BJ = SAB+ BC = 5 (AB + BC) = AC: 

L est le milieu de [AD] et K est le milieu de [DC]. On a de même : 

ERSMRE 0 
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(27) 1. M{x ; y) est invariant si et seulement si : 

RARES PETER RS RS LES 
| Transformations du plan 

SES 
On en déduit que LK = IJ et le quadrilatère IJKL est un parallélogramme. Les 

diagonales [IK] et [JL] se coupent n leur milieu (2. 

2. Soit P, Q, R, S les projetés orthogonaux respectivement de I, J, K, L sur (CD), 

(DA), (AB), (BC). 
Dans la symétrie s decentreQ:I=K;J=2L;Ke1;Le]J. 

Les droites (IP), (JQ), (KR), (LS) ont pour images les droites qui leur sont res- 
pectivement parallèles et qui passent par K, L, I, J. Ces images sont les média- 
trices des côtés du quadrilatère ABCD. Elles passent par le centre O de 

- puisque ABCD est inscrit dans F°. 

Donc (IP), (JQ), (KR), (LS) sont concourantes au point s(O) image de O pars. 

[7] 
‘Lu 
[bu 

œ 
œŒ 
[e) 
U 

% 3x +2 

y = 3y—4 

La solution de se système est (—1 ; 2). Le point invariant par f est I(—1 ; 2). 

= KO 
IM a pour coordonnées ( n 

34 pe 

("+ si Fes hi ee, 

PE RAS ETES 3y— 6 
—> — 

donc IM’ = 3IM, 

fest l’'homothétie de centre I(—1 ; 2) et de rapport 3. 

1 2/20 
he Jar 252) 

e 7 A 1 : 

is y = 30"+9 Il 

Une équation de l’image de ® est une équation vérifiée par x’ et y’ pour que 

M appartienne à D. 

M(x ; y) appartient à ® si et seulement si l’on a successivement : 

x—-y+5 = 0 

Vera) lt 4 +5 = 0 
3 3 

x'-y +9 = 0. 

c’est une équation de ®’ image de . 
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à 
# 

è @./ X 0 X'=X\= = 
— 

+1 Von 

’ 
< 

—> 
Pour tout point M, MM” a pour coordonnées —3 et 1. 

s > 
Donc f est la translation de vecteur uw (—3 ; 1). 

2. Raisonnons comme à l’exercice précédent : 

f x—3 (ETS 
& 

DAME do URl 
M(x ; y) appartient à ® si seulement si l’on a successivement : 

2X—V 67300 

2(x°+3)-(y-1)+7 = 0 

2x°+6-y +1+7 = 0 

2x'-y'+14 = 0 

c'est une équation de l’image de la droite D. 

© 1. M = im 

+ 

CORRIGES 

> fX0—.1 re à | 
I ) et M( ) d'où: 

y'+1 y+l 

X=1 = -2(x-1) 

y+1=-2(y+1) 

1 mA =Dis 

JET 

2. à) La parabole P a pour équation : y = x2+x-—1. 

Procédons comme dans les exercices @ et © : 

Hess 
XNA Live 

4 NE LA 

PAN2YES AR ons, 
RES 

M(x ; y) appartient à P si et seulement si l’on a successivement : 

y=3x2+x-1 

Y'E3 L'(XSB) TRES 
2 FT MATE PNR 

y" +3 Il = (3) 4x 2342 

376) 



{Transformations du plan 1 31 É 

y’ -3 0-3) + x 4 

Y’ = 3 (62 6x +9) +4 

# 1 12 " 17 

= —-X{+4x — — 2 5* dd. 

c'est une équation de l’image de qui est encore une parabole. 

b) L'hyperbole # a pour équation : y = =. 

M{(x ; y) appartient à # si et seulement si l’on a successivement : de 

rx=1 (D) 
F “nil œ 

’ æŒ 
HT O 

le Z 72 , ee U 

ARR ER Hot LP : 
—2 x —3 —2 x”—5 

+1 
—2 

: —2x" +2 FÉMEN Re 
z x’—5 

Free -2x'+2 , de Di Gel7s 

DE ges 7 DE DT ET 
c’est une équation de l’image de %# qui est encore une hyperbole. 

h h’ 4 4 (4 À 1.MG;7:2-Miin:2) M5; 532). 
— — —— —— 
OM, = kOM et OM = kO'M, 

EIRE x'—1 = k’(x, -1) X7 = RTE PR 

ky: don7 = 67 Yi =Kky et {y 
2 = UK 202) 22 

On en déduit : 

x’ = kk’x+1-Kk 

STE KK'y 

ZA =UKKZ 

Il 

Il 

PSE 

x’ = x+1—Kk 

Ne DA 

CZ 

(377 



) . + 6; 

MM’ a pour coordonnées (1 — k’ ; 0 ; 0). L'application f est la translation de 

vecteur (1— 4’; 0 ; 0), c’est-à-dire de vecteur : 

— = (1-K)00’ = (1-5)00 

3. Sikk’z1. 

I est invariant par f si et seulement si l’on a successivement : 

(21 47 = kk'y; 

He CARS 2 

= GR EL 
à (1=kk')y, = 0 

e (1=kKk')z = 0 
il. 
REMERE 

Jr 40 

Z = 0 

a ES ne À re 
OISE Tr 00° (puisque OO 1): 

Montrons que f est une homothétie de centre le point invariant I. Pour cela, 
—> 5 

cherchons une relation entre IM’ et IM. 

En revanchant membre à membre les égalités des systèmes [1] et [2], on trouve 
immédiatement : 

x’ Cr XI = kk’(x’ en X1) 

/ ne, Lee He 
Y'—Y1 = KK’(Y'—-y1) soit IM’ = Kkk’IM. 

z'—2, = kk’(z’-2;) 

L'application f est l’homothétie de centre I et de rapport kk’. 

h ee 
© 1.1 y: => M . . Son VE LEE ROUE 

(x5y32) 10552) (x 37327) 
-—. — ——> — > 
OM; = kOM et MM’ = OÀ = i. 
x, = Kx LS El x = x,+1 

0 — , — zj = kz Z 2, = Zi 

FR RO NE SRE RS RS ER 



Se 0 ESS AE SR RS ER et 
| Transformations du plan 

On en déduit : 

Lo KE! 

Hl4y" = ky 
B IEZ 

2. I est invariant par f si est seulement si : 

x = kx+1 (1—k)x, = 1 

C1 43 = kr c’est-à-dire 4(1—K)y, = 0 . 

2 7 Kz; (1-k)z 0 
ie 

œ 
ag dl re 

X = — z 

EX sl 

On a supposé k 4 1 dans l’énoncé donc 0 7e 

— > 
Puisque OA = à, le point I est défini par : 

— 1 — 
OI'= T-K0À. 

Montrons que f est une homothétie de centre le point invariant I. Pour cela, 

cherchons une relation entre IM et IM. 

En retranchant membre à membre les égalités des systèmes [1] et [2], on trouve 

immédiatement : 

xx; = k(x-%;) 
— ps 

Vo = 0") soit  IM' ="KIM. 

z'=z = k(z-24) 

L'application f est l’homothétie de centre I et de rapport k. 
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Mathématiques 1" S 

e De très nombreux exercices pour vérifier 
ses connaissances et s'entraîner intensivement. 

e Un classement par thèmes et par difficulté 
croissante. 

e Tous Les corrigés détaillés, avec toutes Les étapes 
des calculs et des indications de méthode. 

e Et en début de chapitre, l'essentiel du cours 
à connaître. 

Les Guides ABC BAC en Première : 
une gamme pour tous les besoins 
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