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CHAPITRE 1

CALCULS SUR LES POLYNOMES

1.1 Définition

Soit p une fonction numérique.
On dit que p est un polynome s’il existe un entier naturel n et des nombres réels ag, ay,..., an
tels que pour tout réel z, on a : p(z) = apx™ + an_12" "' + ... + a1z + ap.
Les réels ag, aq,..., a, sont appelés coefficients avec a,, # 0, x la variable réel et n le degré.

1.2 Degré et coefficient dominant d’un polynome

Soit p un polynéme non nul tel que p(z) = a,z™ + an_12"" Y+ ...+ a1z +ag avec a, # 0 et
n un entier naturel.
> Le degré du polyndéme p est n et on note deg(p) = n ou n est le degré le plus élevé du
polynéme ;
> Le coefficient dominant de p est ay,.

Exemple

p(z) = 525 + 25 + 5% — 62 4 7 est un polynéme de degré 6 et de coefficient dominant 5.

1.3 Polynome nul

Un polynome est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

Remarque

Un polynoéme nul n’a pas de degré.

1.4 Egalité de deux polynomes

Deux polynémes sont égaux s’ils ont le méme degré et les termes de méme rang sont égaux,
c’est-a-dire les coefficients des monomes de méme degré sont égaux.
Exercice

Soit P et ) deux polynomes tels que :
P(z)=(a—3)2?+ (2b+c)r —3a+bet Q(z) =2* — (a+b)x +2c — 1.
Déterminer les réels a, b et ¢ tels que P(x) = Q(z).
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1.5 Opérations sur les polynomes

1.5.1 Somme de polynomes

Soit p, q et h trois polynomes.
La somme de deux polynémes p(z) et g(z) est un polyndme h, tel que h(z) = p(x) + q(z).
Le degré du polyndéme h est inférieur ou égal au degré le plus élevé.
Exercice
Soit p et ¢ deux polynomes tels que : p(z) = 32° +72* — 322 +2 et ¢(z) = 22* — 523 + 2 +4.
1. Calculer les polynémes f et g tels que : f(z) = p(x) 4+ q(x) et g(z) = p(x) — q(z).
2. Quel est le degré et le coefficient dominant de f et g7

1.5.2 Produits de polynomes

Soit p, g et h trois polyndémes.
Le produit de deux polynémes p et g est un polynoéme h tel que h(x) = p(z) X q(x).
Le degré de h est tel que : d°(h) = d°(p) +d°(q)
Exercice

Soit p et ¢ deux polynomes tels que : p(x) = 32° + To* — 322 42 et q(z) = 22* + 2 + 1.
1. Calculer f(x)=p(x) x g(x).
2. Quel est le degré et le coefficient dominant de f 7

1.6 Valeur numérique d’un polynome

Définition
Soit « et f deux nombres réels, p un polyndéme non nul.
On dit que f est une valeur numérique de p lorsque x prend la valeur «a et p prend la valeur 3,
c’est-a-dire p(a) = 5.
Exercice

On donne p(z) = 523 — 422 + x — 1. Calculer p(0), p(1), p(2), p(—1) et p(—2).

1.7 Racine ou Zéro d’un polynome
Définition
Soit & un nombre réel et p un polyndéme non nul.
On dit que « est une racine ou zéro du polynéme p lorsque p(«) = 0.
Exercice

Soit T un polynoéme défini par : T'(x) = az? — 3z +c.
Déterminer les réels a et ¢ pour que 1" ait pour racine 1 et 2.
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1.8 Factorisation d’un polynéme par (r — «)

1.8.1 Définition

Soit « une racine du polynoéme p.
On dit que p est factorisable ou divisible par (x — «), s'il existe un polynoéme ¢ tel que pour
tout réel x, on a : p(z) = (v — a)q(x) avec d°(q) = d°(p) — 1.

Remarques

Soit p un polyndéme non nul.
> p est factorisable ou divisible par (x — «) si et seulement si p(a)) = 0.
> Si p est un polynéme de degré n, alors le d°(q) =n — 1.
> Si « est une racine double du polynoéme p, alors le d°(q) = d°(p) — 2 c’est-a-dire
p(w) = (z — a)2q(z).
> Le nombre de racines d’un polynéme non nul est inférieur ou égal au degré du polynome.
> La forme générale d'un polynoéme de degré 3 est p(z) = ax® + ax? + cx +d.

1.8.2 Détermination pratique du polynéme ¢(z)

Pour déterminer le polynéme ¢(z), on utilise 'une des trois méthodes suivante :
> Méthode de Horner.
> Méthode de la division euclidienne.
> Méthode d’identification des coefficients.

a) Méthode de Horner

Soit p un polynome de degré 3 défini par : p(z) = ax®+bz? +cx+d olt a = 0 et o un nombre
réel tel que p(a) =0.

a b c d
a |l ao af ary
X|la|pB=btaa | vy=c+af |d+ay=0

on a : q(z) = ax?® + B+~

Exercice 1

Soit p un polynome défini par : p(z) = 323 — 522 + 2 + 1.
1. Montrer que p(z) est divisible par (z —1).
2. Déterminer le polynéme ¢(x) tel que p(z) = (v — 1)q(x).

b) Méthode de division euclidienne

Soit p un polynéme de degré 3 défini par : p(z) = ar3+br?+cxr+d ot a =0 et o un nombre
réel tel que p(a) = 0.
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ar® +bx’+cx+d T
—ax® + cax? ax® + (b+ aa)x + c+ (a + ba)a

(b+aa)z® +cx
—(b+ aa)z® + a(b+ ac)z

[a(b+ aa) + c]x + (;
—[a(b+ aa) + c]z + afc + a(a + b)]

(b+a)o® +ca+d=0

En posant 8 =b+aa et v=c+ (b+ aa)a, alors q(z) = ax? + Bz +

Exercice 2

Soit P un polynéme défini par : P(z) = 223 — 822 — 42 — 30.
1. Calculer P(5) puis conclure.

2. Déterminer un polynéme R tel que P(z) = (z —5)R(x).

c) Méthode d’identification des coefficients
Exercice 3

Soit P un polyndme défini par : P(z) = 823 + 522 — 3z — 10.
1. Montrer 1 est la racine du polynéme P.

2. Déterminer trois réel a, b et c tels que P(x) = (z — 1)(az? 4+ bx +c)

1.9 Signe d’un polynome et Signe de I'image d’un réel par un
polynome

1.9.1 Signe d’un polynome

Soit p un polynéme non nul. Pour étudier le signe du polynéme p(z), il est souhaitable de
factoriser au maximum puis étudier le signe de la forme factorisée.
Remarque

Si le polynéme p(x) n’est pas factorisable, alors il est du méme signe que son monoéme de
plus haut degré.

1.9.2 Signe de 'image d’un réel par un polynome

Soit p(z) un polynéme non nul, a et b deux réels tels que pour tout x € [a,b];
> Si p(z) > 0, alors pour tout « € [a,b], p(a) > 0.
> Si p(x) < 0, alors pour tout « € [a,b], p(a) < 0.
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Exercice

Soit p un polynome défini par : p(z) = 23 — 322 4 4.
Montrer que 2 et -1 sont des racines de p(x).
Factoriser le polynéme p(zx).
Etudier le signe de p(z).

En déduire dans R les solutions des inéquations suivantes : p(z) > 0 et p(x) <0.

Donner le signe de p (_7?:> et p (\/g— 1).

A

1.10 Fraction rationnelle

1.10.1 Définition

On appelle fraction rationnelle, le quotient de deux polynomes. Elle est définie que pour les
valeurs de la variable & qui n’annule pas le dénominateur.

1.10.2 Simplification d’une fraction rationnelle

Pour simplifier une fraction rationnelle définie par : f(z) = ——=

> Il faut premierement préciser son ensemble de définition.
> On peut factoriser le numérateur p(z) et le dénominateur ¢(z) puis éventuellement éliminer
le ou les facteur(s) communs.

Exercice
Soit P et Q deux polynomes définis par : P(z) = 3z% — 222+ 92— 10 et Q(x) = 323 — 50 +2.
1. Montrer que Q(x) est factorisable par (z —1).
2. En déduire la factorisation du polynéme Q(x).
3. Montrer qu’il existe un polynoéme 7" tel que P(z) = (z — 1)1 (x).
P(x)
Q(z)

(a) Donner 'ensemble de définition de F'.

4. On pose F(z) =

(b) Simplifier I'expression de F'.

1.10.3 Partie entiére d’une fraction rationnelle

P
Toute fraction rationnelle R(x) = ngg peut s’écrire sous la forme R(z) = f(x) +
T
> f(x) est la partie entiere de R(x);

g9(z)
Q(z)

g9()
Q(z)

> est une fraction rationnelle tel que d°(g) < d°(Q).

19



CALCULS SUR LES POLYNOMES

Exercice

2P =522+ 10

Soit f la fonction rationnelle suivante : f(z) 1
x —

1. Déterminer la condition d’existence de f.

d
2. Déterminer les réels a, b, ¢ et d tel que pour tout z = 4; f(z) = ax® +bx +c+ ——

x—4
3. En déduire la partie entiere de f notée h.
1.11 Polynome réciproque
1.11.1 Définition
Soit p un polynoéme de degré n.
1
On dit que p est un polynoéme réciproque d’ordre n si pour tout x =0, on a : p () = —np(x)
x x

1.11.2 Théoréme

Soit p un polynéme réciproque d’ordre n et a un nombre réel non nul.

Si a est une racine du polyndéme p, alors — l'est aussi.
Q@

Exercice
Soit p et f deux polyndmes définis par :
p(x) =32 + 1623 + 2622 + 162+ 3 et f(1) = xlnf(x) avec n € IN et z = 0.
1. Montrer que si n est impair, —1 est une racine de f.
2. Montrer que si a est racine de f, alors i I’est aussi.
3. Calculer p(—3). Que peut-on déduire ?
4

. Montrer que pour z #0; p(x) = I4p(%).

1
5. En déduire que -3 est aussi racine de p.
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CHAPITRE 2

LE SECOND DEGRE

2.1 Le trinome du second degré

2.1.1 Définition

On appelle trindéme du second degré toute expression de la forme T'(z) = ax? + bx + ¢ avec
a=#0.
2.1.2 Forme canonique

Soit T'(x) = ax?® + bx + ¢ avec a # 0 un trindme du second degré.
T(z) =ax®+br+c

T(x) :a<x2+bx+c>
a a
2
b b2 c
T(m)—a (ZL’—FQ(I) —W‘i‘a]

2

b b* —4

T(x)=a (x + > - 42ac] . C’est la forme canonique du trindéme 7.
a

Exemple

T(x) =22 — 4z — 48
T(z) =2 (2% — 20— 24)
T(z)=2|(x - 1)" - 25|

2.1.3 Racines du trindme du second degré
Soit T'(z) = ax?+ bz +c avec a # 0 un trindéme du second degré dont la forme canonique est
N b\° b2 —dac
r+—] ———|.
2a 4a?

Posons A = b% — 4ac
A est appelé discriminant du trinome 7'(z).

2 2
b A b A
>SiA<O

T(x)=a

b A
On a : <x + 2) =12 < 0 impossible, alors T'(x) n’admet pas des racines dans R.
a a
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>SiA=0 )
On a + ’ 0=+ b 0= 0
na: |z+—| = T+ —= r=——.
2a 2a 2a
On dit que T'(x) admet une racine double notée xg = ~5g
a
>SiA>0
b A _
b A 2a 4a? 9 9 9
it —| == e — a 20 a
2a)  4a? b [ A b VA —b—VA
T T Va2 T 7% 2 2
—b— VA b+ VA
T'(x) admet deux racines réelles distinctes notées x; = 2\/_ et xo = ;\/_
a a

2.1.4 Forme factorisée d’un trinome du second degré

Soit T'(z) = ax? + bz + ¢ avec a # 0 un trinéme du second degré.
> Si T'(z) admet deux racines réelles distinctes x; et xg ¢’est-a-dire A > 0, alors on a :
T(x) =a(r —x1)(z — x2).
> Si T(z) admet une racine double zg c’est-a-dire A = 0, alors on a : T'(z) = a(x — z0)>.
> Si T'(z) n’a pas de racines c’est-a-dire A < 0, alors T'(z) n’est pas factorisable.

2.1.5 Somme et produit des racines

a) Expression de la somme et du produit des racines

Soit T'(z) = az? + bz + ¢ avec a # 0 un trindme du second degré.
Si T'(z) admet deux racines, on peut alors écrire :
T(x)=a(r—z1)(r—x2) =a (a:2 —xx9 —TX1 + x1x2>
T(x)=a {xz — (z1 +x2)T + 3:13:2]
T(x) = ax® — a(x1 + x2)T + azx1 2
Posons S =x1 +x9 et P =129
On a: T(x) = ar?® — aSxz +aP
Par identification avec T'(x) = ax? +bx + ¢

b

—aS=0b S=——

On a: — o a
aP=c pP==

a

b) Nombre dont on connait la somme et le produit

Soit a et § deux nombres réels de somme S et de produit P.
S=a+pet P=af.
a et 3 sont les racines du trinéme T'(z) tel que : T'(x) = 22 — Sz + P.

Exemple

Trouver deux nombres réels « et § tels que a+ 3 =2 et aff = —35 avec a < 5.
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2.1.6 Signe des racines d’un trindme et Signe d’un trinéme

a) Signe des racines d’un trindme

Soit T'(x) = ax? +bx+c avec a # 0 un trindme du second degré, on suppose que T'(x) admet
deux racines notées x1 et xs.

| P>0 "
> Si Sup alors x1 et x9 sont positives : 0 < 1 < xo.
>

| P>0 .
> Si , alors x1 et x9 sont négatives : r1 < x2 < 0.

S <0
P <0 . .
> Si , alors x1 et x9 ont des signes contraires.
S <0
Le plus grand en valeur absolue est supérieure |z1| > |22
P <0 . .
> Si g0 alors z1 et xo ont des signes contraires.
>

Le plus grand en valeur absolue est supérieure |za| > |z1|
> Sip <0, alors x1 et x5 ont des signes contraires : 1 < 0 < 3.

Cas particulier

> Si P =0, alors I'une des racines est nulle.
> Si S =0, alors les deux racines sont opposées.
> Si P =1, alors les deux racines sont inverses de méme signe.

b) Signe d’un trinéme du second degré

Soit T'(z) = az? + bz + ¢ avec a # 0 un trindme du second degré.
> Si T'(x) n’a pas de racines réelles c¢’est-a-dire A <0, alors T'(x) prend le signe de a sur R.
> Si T'(x) admet une racine double g c’est-a-dire A = 0, alors T'(x) s’annule en zy mais il garde
le signe de a sur R.
> Si T'(x) admet deux racines distinctes z1 et x2 (z1 < z2) c’est-a-dire A > 0, alors T'(x) prend
le signe de a a l'extérieur des racines et signe contraire de a a I'intérieur des racines.

2.1.7 Position d’un réel par rapport aux racines d’un trinome du second
degré

Soit T'(z) = az? + bz + ¢ avec a # 0 un trindme du second degré admettant deux racines
et xo tel que x1 < x2. Soit v un nombre réel donné.
On calcule aT'(«) et on distingue trois cas :
> Premier cas : si aT'(a) <0; a et T'(a) sont de signe contraire; alors on a : 21 < a < z.

s . . : S
> Deuxieme cas : si aT'(a) > 0; a et T'(«) sont de méme signe ; on calcule S — 2« ou 5@
*s1 S —2a<0ou §—a<0, alorsona:zy<zo<a

. S
*siS—2a>0o0u—-—a>0,alorsona:a<z <o

> Troisieme cas : si aT'(a) =0, alors « est une racine de T'(x).

Exercice 1

Comparer le réel —3 aux racines du trindme T'(z) = 522 + 37 — 2
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Exercice 2

Comparer le réel 4 aux racines du trindme T'(z) = 322 — 4o +m — 1

2.2 La parabole

2.2.1 Définition

La parabole est la représentation graphique dans le plan rapporté au repere orthonormé
(O; 1, 7 ) du trinome du second degré.

2.2.2 Variations du trinome du second degré

Soit f(z) = ax? +bx + ¢ avec a # 0 un trinéme du second degré dont la forme canonique

b A
est : f(x) =a(x —a)*+  avec « 5 et 8 "

a) Taux de variation

s f(x2) — f(zy) _ ax’ +bry + ¢ — ax? — bry —c _ a(rg —x1)(r2+ 1)+ b(x2 — 27)

Tro — I Tro — I X2 — 1
Ona: 97 =a(ry+x2)+0.

b) Tableau de variation

Posons 1 =29 =x;on a : 7 = 2ax+b.
Il y a deux cas a prévoir : soit a >0 ou a <0
> Premier cas : si a >0

1 \ /
3

B est donc le minimum de f atteint pour x = a.
> Deuxieme cas : si a <0

T —o0 & “+oo

T + —

f(z) / B \

£ est donc le maximum de f atteint pour x = «.
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2.2.3 Sommet de la parabole

b A
Le point S («; ) avec a = ~5a et §= I est appelé sommet de la parabole.
a a

2.2.4 Représentation graphique

La représentation graphique d'un trindme du second degré est une parabole de sommet

S (a;B) et d’axe de symétrie la droite d’équation x = —5, =%
a

Remarques

Soit () la parabole d’équation y = az? + bx + .
> Si a > 0, alors la concavité de la parabole (2) est tournée vers le haut c’est-a-dire vers les y
positifs.

> Si a < 0, alors la concavité de la parabole (9P) est tournée vers le bas c’est-a-dire vers les y
négatifs.
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==l
[
@

-2

Propriété

Toute fonction polynéme du second degré f peut s’écrire sous la forme : f(x) = a(z—a)?+f
aveca € R*, a € Ret f€R.
Dans le plan muni du repere orthonormé (O; i , j ), sa représentation graphique est l'image
de la parabole d’équation y = az? par la translation de vecteur U =ai +8 j ou 7(04;5).

Remarque

Soit (PP) et (6f) les courbes d’équations respectives y = az? et y = a(z — a)? + 3.
> (P) est la parabole de sommet O(0;0), d’axe de symétrie la droite (Oy).
> (€) =ty [(P)] avec T (a;B), de sommet O'(a, B) et d’axe de symétrie la droite (2)
d’équation = = a.

Exercice

-
Le plan est muni du repere orthonormé (O; 7, 5 ).

1. Construire la courbe (%) de la fonction f définie par : f(z) = 222.

2. On consideére la fonction g définie par : g(z) = 222 — 8z + 9.
On désigne (6”) sa courbe représentative dans le plan.

a) Utiliser la forme canonique du trindéme du second degré pour déterminer les réels a,
b et c tels que : g(z) = a(z —b)? +c.

b) En posant y = g(x), montrer que le changement de variables X =z —b, Y =y —¢,
entraine Y = aX?2.

¢) Par quelle transformation simple la courbe (€”) se déduit-elle de (€) ?

d) Construire la courbe (%) sur la méme figure que ().
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2.3 Equation du second degré

2.3.1 Définition

On appelle équation du second degré toute expression de la forme ax? 4 bz + ¢ = 0 avec
a=0.

2.3.2 Résolution d’une équation du second degré

Résoudre 'équation du second degré revient a trouver les racines du trinéme du second
degré associé a cette équation. On distingue trois cas :
> Premier cas : Si A = b? —4dac < 0, alors I’équation n’a pas de solutions réelles.

> Deuxiéme cas : Si A = b? — dac = 0, alors 1’équation admet une solution double z¢ = —%g"
a

> Troisieme cas : Si A = b? — 4ac > 0, alors équation admet deux solutions réelles distinctes
—b— VA ~b+VA
=——¢etarg=——-—".

“ 2a 2a

Exercice

Résoudre dans R les équations suivantes : 22+z+3=0; 722 —422+63 =0, 222> —42—48 =0

2.4 Equation paramétrique du second degré

2.4.1 Définition

On appelle équation paramétrique de parametre réel m, une équation d’inconnue x dont on
se propose de déterminer le nombre de solutions, leur signe,..., suivant les valeurs du parametre
réel m.

2.4.2 Point fixe

Soit Ty, (x) un trindme du second degré ou m est un parametre réel et (9B,) la parabole
associée au trinome T, (z). On appelle point fixe associé au trinéme T}, (x) le point pour lequel
toutes les paraboles passent.

2.4.3 Détermination du point fixe

Pour déterminer les coordonnées du point fixe I, on résout 1'équation T,41(x) = Thp ().

Exemple

(Ep):(m—=1)22=2(m+T)x+m+3=0

2.4.4 Application pratique

Exercice

Soit (Ey,) : (m — 1)z — 2max +m + 3 = 0 une équation paramétrique du second degré de
parametre réel m.

1. Déterminer la valeur du parametre m pour que cette équation soit du premier degré.
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2. On suppose que m # 1 et on pose Ty, (x) = (m — 1)2? — 2max +m + 3.
(a) Calculer le discriminant A, puis étudier son signe.

(b) Déterminer en fonction de m la somme S et le produit P des racines z1 et x2 de Ty,
puis étudier leur signes.

(¢) Déterminer une relation indépendante du parametre réel m entre les solutions 1 et
x9 de (Ep,). En déduire les racines doubles de cette relation.

(d) Donner le nombre de solutions et leur signes suivant les valeurs de m.

3. Montrer que toutes les paraboles (3,,) passent par un point fixe I dont on donnera les
coordonnées.

2.5 Equation se ramenant au second degré

2.5.1 Equation bicarrée
a) Forme générale

La forme générale d’'une équation bicarré est : az® +bx? +c =0 avec a = 0.

b) Résolution

La résolution de cette équation consiste & faire un changement de variable d’inconnue X = 2

avec X > 0 et cette équation devient a X 240X 4+¢=0.

Exercice

Résoudre dans R I’équation z* — 522 +4 =0

2.5.2 Equation a coefficient symétrique d’ordre 4
a) Forme générale

La forme générale d’une équation a coefficient symétrique d’ordre 4 est :
(E) : az* + b2 + ca? + bz + a =0 avec a = 0.

b) Résolution

La résolution de cette équation consiste a faire un changement de variable d’inconnue.
1

On pose t =z + — avec x = 0, alors I'’équation (F) devient at? +bt +k = 0 avec k = ¢ — 2a.
x

Remarque

Si I'équation (E) est de la forme ax? 4 br3 + cx? —br +a =0 avec a = 0.

1
On pose t = v — —, alors I'équation (E) devient at? + bt +k = 0 avec k = ¢+ 2a.
x

Exercice 1

1 10 1 5
1. Résoudre dans R les équations (F1):z+ — = -3 et (B2):x+—= ~5-
T T

2. Soit p un polynéme défini par : p(x) = 62 + 3522 + 6222 + 352 + 6
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a) Montrer que 0 n’est pas racine du polynéme p(z).

)

) Exprimer ]Li) en fonction de t avec t =+ —.
x x

(c) Résoudre dans R I'équation 6t2 + 35t + 50 = 0.
)

(d) En déduire les solutions de ’équation p(x) = 0.

(
(b

Exercice 2

On considére I'équation (E) : 3z* + 23 — 1022 — 2 +3 = 0.
1. Vérifier que 0 n’est pas solution de ’équation (F).

2. En mettant 22 en facteur, montrer que 1’équation (E) est équivalente & 1'équation (E') :

1\? 1
N
x x
3. Par un changement de variable, résoudre 1'équation (E’).

4. En déduire les solutions de 'équation (F).

2.6 Inéquation du second degré

2.6.1 Définition
On appelle inéquation du second degré toute expression de la forme : az? + bz + ¢ > 0 ou

ax? +br+c <0 ou ax?+bx+c >0 ou encore azx? + bx +¢ <0 avec a = 0.

2.6.2 Résolution

Résoudre une inéquation du seconde degré consiste a chercher le signe du trinéme associé a
cette inéquation.
Exercice

Résoudre dans R I'inéquation 522 —6x+1<0.

2.7 Inéquations bicarrées

2.7.1 Définition

On appelle inéquation bicarrée, toute expression de la forme : az* 4+ bz2 +¢ > 0 ou
ar* + b2+ ¢ <0 ou ax* + bz + ¢ > 0 ou encore az* +bx? +¢ <0 avec a = 0.

2.7.2 Résolution

Pour résoudre une inéquation bicarrée, on pose d’abord 1’équation bicarrée associée a cette

inéquation puis faire un changement de variable en posant X = z2.

Exercice

Résoudre dans IR les inéquations suivantes :
gt =522 +6<0; 40t =522 +1<0et 2* —224+12>0.
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2.8 Equation et Inéquation irrationnelle

2.8.1 Equation irrationnelle
a) Définition

On appelle équation irrationnelle toute équation ou 'inconnue figure sous un radical.

Exemple

Vat4+3x—5=Tr+2.

b) Reégles fondamentales de résolutions
Soit A(x), B(x) et C(z) des polyndmes.
A(z) >0
>/ A(z) = B(z) < { B(z) >0 (S) = S =51N5S2N53
(

= 5 =51N52NS3NSa

(VA@ = /B@) =) (s
>/ A(z) =k avec k € R;

e si k < 0; alors cette équation n’a pas de solution ; D’ou S = ()
e si k>0, alors on résout 1'équation A(z) = k2.

Exercice

Résoudre dans R les équations suivantes : y/(zr+1)(3—x) =3z —1; Vo +2 = 3z —4;
Ve+b=vl—z;Vr—-3=2;Vr+or—1=4x—1.

2.8.2 Inéquation irrationnelle
a) Définition

On appelle inéquation irrationnelle toute inéquation ou I'inconnue figure sous un radical.

Exemple

Vi 43z —-5<T7x.
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b) Régles fondamentales de résolutions

Soit A(x), B(x) et C(z) des polyndmes.

Az) 20 (51)
> /A(x) < B(z) & { B(z) >0 (S9) = 5=51MN52N53
A(z) < [B(x)]* (S3)
> /A(z) > B(z) < { gig ;S;) (S;) => S; = S1NSs
A(x) >0 (S3)
ou B(:E)ZO (54) (S]]):>511253ﬂ54ﬂ55
A(z) > [B(@)] (S5)
S=85rUSrr
Az) 20 (51)
> \/A(z) < B(z) < { B(z) >0 (S2) = S =51N52N53
A(z) < [B(x))* (S3)
A(r) >0 (51)
> JA(z) > \/B(x) & { B(z) 20 (S2) — S =S51N52NS3
A(z) = B(z) (S3)
A(x) >0 (51)
> \/A(x)i\/B(x) < \/C(x) < ggg i(()) <é§)2) = S=51N52NS3MNS4
(VA(z) +/B(z))” <C(x) (Sy)

>/ A(z) >a (1) ;

esia>0; (I)ale méme ensemble de solution que l'inéquation A(z) > a“.
e sia<0; (I)ale méme ensemble de solution que 'inéquation A(z) > 0.

>/ A() <
esia>0 ona: {A<x)zo (1)

A)<a? (o) e

e si a < 0 cette inéquation n’a pas de solution
Afz) =20 (51)
A(z) > a* (S2)
{A( z) > ( 1)
> \/A(z) > B(z) & { B(x) <0 (S2) (S1) = Sr=51NS%2NS3
(z) >
(S4)
S,

A [B(x)* (S5)
A(z) >0
ou {B(x)>0 (S5) (S1r) = S1r=54NS5N 56

A(x) > [B(x)]* (S6)
S=5SrUS;r

> A(:L’)Za(aZO)@{ = 5 =51NS5s.

Xz
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2.9 Equations et Inéquations avec valeur absolue

2.9.1 Equations avec valeur absolue

Régales fondamentales

_ A(z)
> |A(z)| = |B(z)| < {A( )

B(z) >0 (S1)

> |A(z)| = B(x) {(A )2 = [B(x)}Q (S2)

2.9.2 Inéquations avec valeur absolue

Régales fondamentales

1
> |A(r) < |B(x)| & (A = [B)? (Sy) — 5 =S51N52
B(z)>0 (S
> |A(x)| > B(x) < B(z) <0 (S1) ou {AQ( x))_z [55(3}2 (53) (S")

S =S51US" avec s’ = S5NS3
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CHAPITRE 3

SYSTEMES LINEAIRES D’EQUATIONS

3.1 Equation linéaire dans R?

3.1.1 Définition

On appelle équation linéaire dans IR? toute équation de la forme ax+by+c =0, avec a # 0,
b=0.

3.1.2 Meéthode de résolution

Pour résoudre une équation linéaire az+by+c = 0 dans R?, on procede de la facon suivante :

> On fixe une des inconnues de 1’équation, par exemple x = «;
—aa—c

b
L’ensemble de solution est : [ S = {(a; *“g“*c) Ja € IR}

> On exprime y en fonction de o, on a : y =

Exemple

Résoudre dans R? I'équation suivante : 3z — 2y +1=10

3.2 Systéeme de deux équations linéaire a deux inconnues dans
IR2

3.2.1 Définition

On appelle systeme de deux équations linéaires a deux inconnues z et y tout systeme de la

axr+by=c

forme : ¢ , ,
ar+by=c

3.2.2 Meéthodes de résolution

Il existe plusieurs méthodes de résolution d’un tel systeme :
> la méthode de substitution ;
> la méthode d’addition ;
> la méthode de comparaison ;
> la méthode par le déterminant ou méthode de Cramer.
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Exemple

dr+4y=—11

Résoudre dans R? le systéme suivant :
—2z+5y=15

3.2.3 Résolution par la méthode de Cramer

s . . ar+by=c
On considere le systeme suivant : ¢ y/ )
ar+by=c
> On calcule le déterminant principal du systéme, noté A, défini par :
a b
p= g ab' —a'b
> On calcule les déterminants associés a x et y définis par :
c b
Ay = 7y =bc—bd et
a c
A g — / — /
y=|y g =ac —ac

3.2.4 Ensembles de solutions

1. si Ay # 0, alors le systeme est dit de cramer, dans ce cas il admet un unique couple de
solution (z;y) tels que : x = —* et y = ﬂ
Ap Ap

2. si A, =0, Ay #0o0u Ay #0, alors le systeme n’admet pas de solution, dans ce cas S = @.

3. 81 Ap=0,A; =0, Ay =0 alors le systeme se réduit a une seule équation et admet une

infinité de solution.

Exemple

3r+4y = —11

Résoudre dans R? le systéme suivant, en utilisant la méthode de Cramer.
—2x 45y =15

3.3 Interprétation graphique

. . ar+by=c
On considere le systeme : ¢ Z{ ,
adr+by=c
Résoudre ce systeme revient a déterminer les coordonnées du point d’intersect_%on_} des deux
droites d’équations (Dy) : ax+by = c et (D2) : a’z+b'y = ¢ dans un repére (O, 7', j ) du plan.

Exercice
i R . 3r+y=-7
1. Résoudre dans IR? le systéme suivant : (S) : Y
—r+y=9
2. Tracer les droites_>d’é_>uations (Z):324+y+7=0et (2'): —x+y—9 =0 dans un repere
orthonormé (O; i , j ), puis interpréter graphiquement le résultat.
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3.4 Résolution d’un systéme avec parametre

Exercice

Résoudre et discuter dans R? le systéme suivant :

() : mx +y =2m
Nr+my=m+1

m € R

3.5 Systémes symétriques

3.5.1 Définition

Un systeme d’équation a deux inconnues x et y est dit symétrique si chacune des équations
demeure inchangée lorsqu’on remplace x par y et y par x.

3.5.2 Systéme fondamental

r+y=>5

xy=P
inconnues, S et P deux nombres données.

Tout systeme de la forme est appelé systeme fondamental ou x et y des

Résolution du systéme fondamental

r+y=>95
xy="P
Si S? —4P >0, alors z et y sont les solutions de I’équation X2 —SX + P =0.

Soit le systeme {

3.5.3 Application pratique

Lorsqu'un systeme de deux équations a deux inconnues z et y est symétrique, il est possible
d’exprimer les premiers membres des équations a I’aide de x+y et xy et il est indiqué d’introduire
les inconnues auxiliaires S =z +y et P = xy.

Exemple

ry+r+y=>5

Résoudre le systeme suivant : ¢ 5
¥y +axy° =06

3.6 Systémes linéaires de trois équations a trois inconnues

3.6.1 Forme générale
La forme générale d’un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues est :
ar+by+cz=d
dr+by+dz=d
a//x+ b//y+cllz — d//

owa,b, c, d, ad, b, d, d, ad v, <, d' desnombresréels et x, y et 2 des inconnues.
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3.6.2 Résolution

Pour résoudre un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues, on utilise les méthodes
suivantes : méthode de substitution ; méthode de SARRUS et la méthode de pivot de Gauss.

a) Méthode de substitution

Pour résoudre un systéme linéaire dans R3 par substitution, on procede comme suit
> On choisit I'une des trois équations du systeme dans laquelle on exprime I'une des inconnues
en fonctions des deux autres.
> Ensuite, on remplace dans les deux autres équations l'inconnue en question, ce qui permet
d’obtenir un systeme de deux équations a deux inconnues que 1’on sait résoudre.

Exercice

dr — 2y + 72 =20
Résoudre dans R? le systéme suivant : { 3z — y + 3z = 10
20 —3y—z2z=3

b) Méthode de SARRUS

ar+by+cz=d
Soit le systéme suivant : { @’z + by +cz=d' owva,b c,d d,V, c, d d b, J d
a"z+ by + ' =d"
des nombres réels et x, y et z des inconnues.
On calcule Ap, Ay, Ay et A, tels que :

Ap — (a /C// + bC/a//—I—CCL/b”) o (allblc+ //C/CL+ C//a//b)
Ay = (V" +bdd" + cdb") — (d"V e+ 0" d+ "d'b)
Ay =(ad'd" +ddd" +cd'd")— (d"d'c+d"da+"dd)
A, = (ab/d" +bd'd" +dd'b") — ("Vd+V'd'a+d"a'b)

. On distingue deux cas :

> Premier cas : si A, # 0, le systéme admet un triplet unique de solution tel que : S = {(z;y;2)}

A A A

avec r = A, Y= A, et z= A,

> Deuxieme cas : si Ay =0, Az, =00ouAy;=00ul,=0
Alors le systéme admet une infinité de solutions dans R3.
> Troisieme cas : si Ay =0, Ay #0ou Ay #0ou A, #0
Alors le systéme n’admet pas de solutions dans IR3.

Exercice
r—y+z=11
Résoudre dans R? le systéme suivant : { z +y+ 2z = —3
dr+2y+2=5
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c) Méthode de pivot Gauss

Principe de résolution

ar+by+cz=d
Soit le systéme suivant :  a’z +by+cz=d owna,b, c,d d, v, Jd d d v, I d
a//x+b//y+0//2 — d//
des nombres réels et x, y et z des inconnues.
On effectue des opérations élémentaires sur les lignes pour obtenir un systeme triangulaire de
ar+by+cz=d
la forme suivante : ey +fz=g
hz =1

On dit alors que le systeme de trois équations a trois inconnues est triangulaire (supérieure).

Exercice

4o —2y+ 72 =20
Soit un systéme suivant : (S): ¢ 3z —y+32 =10
20 —3y—z2=3
1. Transformer le systéme (S) en un systéme triangulaire.

2. En déduire dans R3 I'ensemble de solution de systeme (S).
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CHAPITRE 4

NOTIONS DE FONCTIONS

4.1 Généralités

4.1.1 Définition

Soit E et I deux ensembles non vides.
On appelle fonction de E vers F', toute relation qui associée tout élément de E au plus un
élément unique de F.
E est appelé ensemble de départ et ' ensemble d’arrivée.

4.1.2 Notation

Soit
fE—F

r— flz) =y

On dit que f est la fonction de E vers I’ qui, & tout z associe f(x).
x : est appelé antécédent de y = f(x);
f(z) : est appelé image de x par f.

4.2 Ensemble de définition

4.2.1 Définition

Soit f une fonction de F vers F.
On appelle ensemble de définition de f notée Ky ou domaine de définition de f notée Dy
I'ensemble des réels z de E pour lesquels f(x) existe.

Remarque

Toute fonction polynéme est définie sur RR.

38



NOTIONS DE FONCTIONS

4.2.2 Quelques conditions d’existences des fonctions

Soit p et g deux fonctions polynomes.

Fonctions numériques f Conditions d’existences de f ou Ef
f(r)=apt™ +ap_12" 1+ .. +arx+ao; a, 20 f(z) est définie sur R
flx)= ggz; f(x) existe si et seulement si g(x) =0
flz)= \/p(x) f(z) existe si et seulement si p(z) >0
flz)= \/Zgg f(z) existe si et seulement si % >0etg(z)=0
flz)= Zgg f(x) existe si et seulement si p(z) >0 et g(z) >0
flz)= \/p(x) + \/q(x) f(x) existe si et seulement si p(z) >0 et g(z) >0
flx)= j% f(z) existe si et seulement si g(z) >0
flz)= qu) f(z) existe si et seulement si p(z) >0 et g(x) %0
f(x)=p(x)+ \/q(:z:) f(x) existe si et seulement si g(x) >0
f(z) =|p(x)] f(z) est définie sur R
flz)= \/|p(a:)| f(z) est définie pour tout x € R
f(x):\/|p(x)|+l;l€1R sil>0 f(z) est définie sur R
flx) = \/|p(x)| +1;1€eR si 1 <0 f(z) existe si et seulement si |p(x)|+1>0
f(z) =cos(az +b) ou f(x)=sin(ax+b);a=0 f(z) est définie sur R

Exercice

Déterminer 1'ensemble de définition des fonctions suivantes : f(z) = 324 + 22+ 6;

g(z)=vVr+1; h(x):\/\xj/—?]—% k(x):(x—i—?j(ac—l; l(z) =x+5+2x+4;
mie) = == p@) = gy ala) = L+l

4.2.3 Ensemble de définition dans le cas d’une fonction raccordée

Exercice
322 +4z =1
f(x):—zj:x ,siz <0
Soit f une fonction définie par : v +1
flx)=a+ 1,SiZE>0
x —

Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.

4.2.4 Egalité de deux fonctions

Soit f et g fonctions. On dit que f et g sont égales si :
> f et g ont méme ensemble de départ et méme ensemble d’arrivée ;
> f et g ont méme ensemble de définition, c’est-a-dire Ey = L ;
> Pour tout = € Ey, f(x) = g(x).
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4.2.5 Prolongement et restriction d’une fonction

Soit F et E’ et F' deux parties de R telles que : £/ C E. Soit f: E — F et g: B/ — F.
Lorsque pour tout € E', on a : f(x) = g(x), on dit que f est un prolongent de g & E ou g est
la restriction de f a E’ ot F' est une partie de RR.

Exercice

Soit f et g de R vers R définies par : f(z) =/|z| —2 et g(z) = Vo — 2.
1. Déterminer I’ensemble de définition de f et g.

2. Montrer que g est la restriction de f a E,. Que peut-on dire de f7?

4.2.6 Représentation graphique d’une fonction

Soit f une fonction définie sur E; et on munit le plan (99) a un repére orthonormé
— =

(O; i, ).
a) Définition

On appelle représentation graphique ou courbe représentative de f, 'ensemble (€’) des
points M (z; f(x)) ou « € Ey. La courbe (¢') a pour équation y = f(z).

b) Points d’intersection de la courbe (¢’) avec les axes des coordonnées

Soit f une fonction définie sur £y, on désigne par (€') sa courbe représentative dans le plan

(2P) muni du repeére orthonormé (O; i, j ).

b1) Points d’intersection de la courbe (¢’) avec ’axes des abscisses

Pour trouver les points d’intersection de la courbe (€) avec I'axes des abscisses, on résous
I'équation f(z)=0.
Donc (¢)N(Ox) < f(x)=0.

by) Points d’intersection de la courbe (%) avec ’axes des ordonnées

Pour trouver les points d’intersection de la courbe (€') avec I'axes des ordonnées, on pose
r=0et f(0).
Donc (¢)N(Oy) < = =0.

Exercice

Soit f une fonction définie par : f(x) = 22 —4. On désigne par (&) sa courbe représentative
dans le plan (9P) muni du repére orthonormé (O; ?, 7)
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.
2. Calculer les images des nombres -3; -2; 0; 2 et 3 par f.
3. En déduire les points d’intersection de la courbe (&) avec les axes des coordonnées.

4. Représenter graphiquement la courbe (¢) sur l'intervalle I = [—3;3].
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4.3 Sens de variation d’une fonction

4.3.1 Taux de variation d’une fonction

Soit f une fonction définie sur Ey. On désigne par z1 et xo deux éléments de E tels que
r1 < T2.
On appelle taux de variation ou taux d’accroissement de la fonction f, le nombre réel noté T'

défini par : T = M
4.3.2 Application du taux de variation d’une fonction

Le sens de variation d’une fonction f dépend de son taux de variation T'.
> Si T > 0, alors la fonction f est strictement croissante.
> Si T < 0, alors la fonction f est strictement décroissante.
> Si T'= 0, alors la fonction f est constante.

Exercice

Soit g une fonction définie sur R par : g(z) = 22 + 1.
1. Calculer le taux de variation de g.

2. En déduire le sens de variation de g.

4.4 Applications
Définition

On appelle application d'un ensemble E vers un ensemble F', toute fonction qui associe,
a tout élément de F un élément unique de F'. Une application est donc une fonction dont
I’ensemble de départ E se confond a son ensemble de définition.

Remarque

Toute application est une fonction, mais toute fonction n’est pas une application.

Exemple

f:R— R
r /1 — 22
et
g:[-1;1] — R
r—\/1— 22

> f est une fonction, mais f n’est pas une application.
> ¢ est une application car tout élément de I'intervalle [—1;1] a une image par g.
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4.4.1 Application injective
a) Définition

Soit f une application de E vers F'.
On dit que f est injective ou f est une injection si tout élément de F' a au plus un antécédent

par f.
b) Propriété

Soit f une application de E vers F'.
f est injective si pour tout élément a, b de E, on a : f(a) = f(b) = a=0b ou f(a) # f(b) =
azb.

Exercice

1
Soit g une application de IR vers R telle que g(z) = g:v+3. Montrer que g est une application

injective.

4.4.2 Application surjective
a) Définition

Soit f une application f de E vers F.
On dit que f est surjective ou f est une surjection si tout élément de E a au moins une image

par f.
b) Propriété

f est surjective si pour tout x € F, il existe y € F tel que y = f(x).

4.4.3 Application bijective
a) Définition
Soit f une application de F vers F.
On dit que f est bijective ou f est une bijection si elle est a la fois surjective et injective.
b) Propriété
Une application f est bijective si pour tout élément b de F', ’équation f(z) =b admet une
solution unique.
Remarque

Si f est une bijection de E vers F' alors E et F' ont méme nombre d’éléments.

Exercice

—1
Soit f une application de IR vers R — {1} définie par : f(z) = 7" Montrer que f est une
T

bijection.
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4.4.4 Composition des applications
a) Définition

Soit f et g deux applications respectivement de F vers F' et de F' vers G.
On appelle composée de f par g notée go f, 'application de E vers G définie pour tout x € £

par : go f(z) = g[f(z)].
b) Ensemble de définition de go f
L’ensemble de définition Ey.r de go f est tel que : € Eyoy <= x € Ey et f(x) € Ej,.

Exercice

Soit f et g deux fonctions fonctions numériques définies par : f(z) =z —3 et g(z) = —.
x

1. Déterminer I’ensemble de définition de go f.

2. Donner 'expression explicite de go f.

c) Propriétés
> La composition des applications n’est pas commutative en général, c’est-a-dire gof # fog.

> L’application identique ou identité est I'application notée Id telle que : V x € E, Id(z) =z
et Ido f = f.

> La composition des applications est associative c’est-a-dire (fog)oh = fo(goh).

4.4.5 Bijection réciproque

a) Théoréme et Définition

Soit f une application bijective de E vers F. Alors f admet une réciproque notée f~! définie
de F vers Etelleque : fof '=IdetVacE, flz)=y<=2=f"y);ycF.

b) Propriétés

Soit f une bijection de E vers F' et g une bijection de F' vers G.
> Toute application réciproque d’une bijection est une bijection.
>(gof)t=fTlogh.
> fof l=Idp.
> ffl o f = ]dE

c) Représentation graphique

Si f est une application bijective de E vers F' ou E et F' sont deux intervalles de IR.
Les représentations graphiques de f et f~! dans le plan rapporté du repére orthonormé (O;
sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice c’est-a-dire la droite d’équation y = z.

-
vty J

)
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Exercice 1

Soit f, g et h trois fonctions de R vers R.

1. Démontrer que les fonctions (f +g)oh et (foh)+ (goh) sont égales.

2 1 —
v ,g(x):i_i et h(z) = 22.

2. On suppose que f, g et h sont définies par : f(z) =
).

(a) Déterminer les ho (f+g) et (hof)+(hog
(b) Les fonctions ho (f+g) et (ho f)+ (hog) sont-elles égales?

Exercice 2
Le plan est muni du repére orthonormé direct (O; i , j ).

1
Soit f une l'application de {—2;+oo[ vers R définie par : f(x) =+/2x+ 1.

)

1. (a) Démontrer que f est bijective.
b) Déterminer la bijection réciproque de f notée f1.

b

(b)
2. (a) Construire la courbe représentative de f~1.
(b) En déduire la courbe représentative de f.

Exercice 3

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O;
. . . {g(x)Z—x; si 2 <0
Soit f et g les fonctions de R vers R définies par : f(z) =2z +1 et 2

g(x)=—3z; si >0

a) Démontrer que les fonctions f et g sont bijectives de R vers IR.
b) -1

(c) Tracer les courbes représentatives de f, g, f et g™

)

)

2. (
(

1. (
(b) Déterminer leurs bijections réciproques notées f~! et g

1

a) Déterminer I'application go f et sa bijection réciproque notée (go )1

b) Tracer les courbes représentatives de go f et de (go f)~!.

4.5 Fonction numérique de la variable réelle

4.5.1 Définition

On appelle fonction numérique de la variable réelle; toute fonction de R ou d’une partie de
R dans R.
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4.5.2 Notation

f:ECR—R
x— f(x)

4.6 Propriétés générales des fonctions

4.6.1 Fonction Minorée ; Majorée et Bornée

Soit f une fonction définie sur 'intervalle I.
> On dit que f est minorée si et seulement s’il existe un réel m tel que pour tout x € I,
f@)=m.
> On dit que f est majorée si et seulement s’il existe un réel M tel que pour tout = € I,
f) < M.
> On dit que f est bornée si et seulement si elle est a la fois minorée et majorée, c’est-a-dire il
existe deux réels m et M tel que pour tout x € I, m < f(z) < M.
m est appelé minorant de f sur I et M est appelé majorant de f sur /.

Exercice 1

1
142
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

2. Montrer que pour tout z € R, 0 < f(x) < 1.
3. Que peut-on déduire de f 7

Soit f une fonction définie par : f(x)

Exercice 2
2x

=T
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

Soit f une fonction définie par : f(x)

2. Vérifier que : 2o = 22 +1 — (x — 1), puis déduire que f est majorée.
3. Vérifier que : 2z = (4 1)? — (22 + 1), puis déduire que f est minorée.
4. En déduire que pour tout x € R, —1 < f(x) < 1. Que peut-on dire de f 7

Remarques

> Si f est bornée par m et M, alors la courbe représentative de f est située dans la bonde
du plan limitée par les droites d’équations respectives y =m et y = M.
> La fonction racine carrée (x — /x) est minorée par 0 et non majorée sur [0;+o0].
> La fonction carrée (z — x2) est minorée par 0 et non majorée sur IR.
> La fonction cube (z — 2?) n’est ni minorée, ni majorée sur R.
> La fonction inverse (z — %) n’est ni minorée, ni majorée sur R*.

4.6.2 Fonction monotone
Définition

Une fonction f définie sur I est dite monotone sur [ si f est soit croissante, soit décroissante
sur /.
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4.6.3 Extremum relatif d’une fonction
a) Définition

Un extremum est un point qui correspond a la valeur minimale ou maximale d’une fonction.
Un extremum est soit un minimum, soit un maximum.

b) Minimum et Maximum d’une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, a et b deux éléments de 1.
> f admet un minimum en un point a si et seulement si pour tout x € I, f(x) > f(a) ou f(a)
est le minimum de f en a.
> f admet un maximum en un point b si et seulement si pour tout x € I, f(x) < f(b) ou f(b)
est le maximum de f en b.

4.7 Fonction paire, fonction impaire

4.7.1 Fonction paire

Une fonction f définie sur un intervalle I est dite paire si et seulement si
pour tout z € I, —x € [;on a: f(—x) = f(x).

Propriété

— =
Dans le plan muni du repére orthonormé (O; i , j ).

La courbe représentative d’une fonction paire est symétrique par rapport a ’axe des ordonnées.
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4.7.2 Fonction impaire

Une fonction f définie sur un intervalle I est dite impaire si et seulement si
pour tout z € I, —x € [;on a: f(—x)=—f(x).

Propriété

s
Dans le plan muni du repére orthonormé (O; i , j ).

La courbe représentative d’une fonction impaire est symétrique par rapport a ’origine du repere.

M (a3 f ()

M (—z; —f(2))

Exercice

2] z

231 =0

1. Déterminer I’ensemble de définition des fonctions f et g.

Soit f et g deux fonctions définies par : f(z)

2. Etudier la parité des fonctions f et g.

4.8 Fonction périodique

4.8.1 Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et p un nombre réel non nul.
f est dite périodique et de période p si et seulement si :
pourtout €I, z+pel,x—peletona: f(x+p)=f(x—p) = f(z).

47



NOTIONS DE FONCTIONS

4.8.2 Courbe d’une fonction périodique

—
On munit le plan (&) du repere orthonormé (O; i, j ).

La courbe d’une fonction périodique et de période p est globalement invariant par la translation

de vecteur p ¢ . Pour étudier une fonction, on réduit I’ensemble d’étude a un intervalle de
longueur p.

4.8.3 Fonction partie entiere

a) Définition

On appelle partie entiere d’'un nombre réel = le nombre entier relatif n vérifiant :
n <z <n+ 1. Elle est notée : E(x).

Remarque

E(z) est le plus grand entier plus petit que x.

Exemples

E(8,15) = 8; E(12,123) = 12; E(2020) = 2020; E(r)
E(0) =0.

=3; E(—7m)=—4; E(—15) = —15;

b) Propriétés

Soit x un nombre réel
> FE(r)€Z;
> E(x) <z < E(z)+
> Soit p € Z, E(x + ) E(z)+p;
>SoitneZ, E(x)=nen<z<n+l;
>Soitn€Z, E(x) <n<sx<n;
>SoitneZ, E(x)>nex>n+1;
> Soitn€Z, E(x) >n< x> n.

Application d’un exemple

Soit f une fonction définie sur [—2;4] par : f(z) =
de x. Tracer la courbe de la fonction f.

(x —2)E(z) ou E(x) est la partie entiere

Solution

On donne : f(z) = (v —2)E(x) et By =[-2;4]
Tracons la courbe de f

T —2<r<—-1]| -1<x<0|0<or<] |1<r<2|2<x<3|3<x<4
Ona: E(x) -2 -1 0 1 2 3
(x —2)E(x) —2zr+4 —x+2 0 x—2 20 —4 3r—6
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Exercice 1

Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes :
13
E(x)=4; B(-2) = -T; E (372) = =5; E(1-2x) = —6; E(x) = — 1 (B(@)*+7E(2)+10 = 0;
13 11 9
E(x) < 3 B(w) > =8; B(z) 2 3; E(x) > ——; E(-2) < —5; (E(x) +3)(E(z) = 5) < 0;
23
(E(2))>+6F(z)+8>0; E(x) < T

Exercice 2

On appelle fonction " partie décimale " de x, notée D(x), la fonction définie sur IR par :
D(z) =z — E(z) ou E(z) désigne la fonction " partie entiere " de .
1. Démontrer que :
(a) Pour tout réel x et pour tout entier p, E(x +p) = E(x) + p.
(b) Pour tout réel z, 0 < D(z) <1 et que D(z+1) = D(x).
2. En déduire que la fonction D est périodique et préciser sa période.

3. Représenter graphique la fonction D sur l'intervalle [—3;3].

Exercice 3

On appelle fonction " partie entiere " de z, notée E(x), la fonction définie par :
E(x)=n<=n<z<n+l1.
2
1. Déterminer E(v/3); E(1-+2); E <71TO>
1
r— FE(x)
3. Représenter graphiquement la fonction g :  — E(z) sur I'intervalle [—3;3].

2. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction f définie par : f(x) =

4. Résoudre dans R les équations suivantes : F(z) =2; E(z)=—1; E(z) =n.
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4.9 Centre et Axe de symétrie d’une fonction

4.9.1 Centre de symétrie d’une fonction

Soit f une fonction numérique définie sur Ey et Q(z0;y0) un point du plan. On désigne par

(€) la courbe de f dans le repére orthonormé (O; i, j ).
On dit que Q(zo;yo) est un centre de symétrie a la courbe (%) de f si et seulement si pour
tout x € Ky, 29 —x € Ey, on a: f(2z0 —x) + f(x) = 2y0.

Exercice

3 2
3 dr +3
Soit f une fonction définie par : f(z) = v $2 :1 v . On désigne par (¢) la courbe de
T
-

f dans le repere orthonormé (O; i, j ).

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
v
2+1
3. Montrer que le point B(0;3) est un centre de symétrie a la courbe (&) la courbe de f.

2. Déterminer trois réels a, [ et v tel que pour tout x € R; f(z) =ax+ 3+

4.9.2 Axe de symétrie d’une fonction

Soit f une fonction numérique définie sur Ey et (&) une droite d’équation x = a avec a € R.

On désigne par (¢) la courbe de f dans le repere orthonormé (O; i, 7)
On dit que (&) est un axe de symétrie a la courbe (€') de f si et seulement si pour tout € Ey,
200 —x € Ep,ona: f(2xg—x) — f(x) = 0.

Exercice
Soit f une fonction définie sur R par : f(r) = —22? 4+ 62 + 1. On désigne par (&) la courbe
de f dans le repere orthonormé (O; i, j ).

Montrer que la droite (2) une droite d’équation x = 5 est un axe de symétrie a la courbe (€)

de f.

4.10 Courbes des fonctions associées aux fonctions données

4.10.1 Courbes de f:z+— f(z) et g: x+— —f(x)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).
Les points M (x; f(x)) et M'(z;—f(x)) sont symétriques par rapport a axe des abscisses avec
M e (€6) et M' € (¢'). La courbe (€') de g est le symétrique de la courbe (€) de f par
rapport a ’axe des abscisses (Ox).

4.10.2 Courbesde f:x+—— f(z) et g:x— f(—1)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).
Les points M (x; f(z)) et M'(—x; f(x)) sont symétriques par rapport a axe des ordonnées avec
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NOTIONS DE FONCTIONS

M e (6) et M' € (¢'). La courbe (€') de g est le symétrique de la courbe (€) de f par
rapport a ’axe des ordonnées (Oy).

4.10.3 Courbes de f:z+— f(x) et g: x+— —f(—x)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).
Les points M (z; f(z)) et M'(—x;—f(x)) sont symétriques par rapport a l'origine O du repére
avec M € (€) et M' € (€'). La courbe (€’) de g est le symétrique de la courbe (¢) de f par
rapport a l'origine O du repeére.

4.10.4 Courbesde f:z+— f(z) et g:x+—— f(x—a)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).

%
Le point M'(z — a; f(x)) est I'image de M (x; f(x)) par la translation de vecteur & =a i avec

Me (€)et M' € (_Cg)’) La courbe (€”) de g est 'image de la courbe (€) de f par la translation
du vecteur W =a i .

4.10.5 Courbesde f:x+— f(x) et g:x+— f(z)+0b

Soit (€) la courbe de la fonction f et (¢’) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).
Le point M'(x; f(x) +b) est Vimage de M (x; f(x)) par la translation de vecteur v° = b? avec
Me (€)et M' € (_%;’) La courbe (€”) de g est 'image de la courbe (%) de f par la translation

du vecteur v = by .

4.10.6 Courbesde f:z+— f(x)et g:ax+— f(x—a)+b

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repeére orthonormé (O; i, j ).
Le point M’ (z—a; f(2)+b) est Vimage de M (x; f(x)) par la translation de vecteur o = a?—i—b?
avec M € (€) et M' € (€¢'). La courbe (€”) de g est 'image de la courbe (%) de f par la
translation du vecteur W = a? + b?.

4.10.7 Courbes de f:z+— f(x) et g: x+—|f(2)]

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repere orthonormé (O; 7, j ).
g(x) = f(z) si 220
g(x)=—f(x) si z<0
La courbe (%) est la réunion des parties des courbes d’équations respectives y = f(z) et
y = —f(z), situées au-dessus de (Ox).

Pour tout x € Ey4, on a :

4.10.8 Courbes de f:x+— f(x) et g: x+— f(|z|)

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repére orthonormé (O; i, j ).
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g(x)=f(zx) si >0

g(x)=f(—x) si 2<0

La courbe (€") de la fonction g est la réunion de la partie de la courbe (€’) d’abscisses positives
ainsi que son symétrique par rapport a 'axe des ordonnées (Oy).

Pour tout x € Ey, on a : {

1
4.10.9 Courbesde f:z+— f(x)et g:x+—kf (ka:> avec k € R*

Soit (&) la courbe de la fonction f et (€”) la courbe de la fonction g dans le plan muni du
repere orthonormé (O; i, j ).
La courbe (€”) de la fonction g est I'image de la courbe (%) de la fonction f par 'homothétie
de centre O et de rapport k.

Exercice
. N ;9. -
Le plan est muni du repére orthonormé direct (O; i', j ).
Soit f une fonction de R vers IR définie par : f(x) = 22 — 2z. On désigne par (%) sa courbe
représentative.

1. (a) Démontrer que : ¥z € R, f(z) = (z —1)% — 1.
(b) En déduire que (&) est I'image de la parabole () d’équation y = x? par une
transformation simple que ’'on déterminera.
(¢) Construire la courbe (€).
2. On considere les fonctions f1, f2, f3, f1 et f5 définies par :

N(z) = f(=x), folz) = = f(=x), f3(x) = [f(2)], fa(x) = f(z+1) =1 et f5(x) = f(|z]).

Construire la courbe représentative de chacune des fonctions f1, f2, f3, f1 et fs.

)
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CHAPITRE 5

LIMITES ET ASYMPTOTES D’UNE
FONCTION NUMERIQUE

5.1 Limite d’une fonction

5.1.1 Limite d’une fonction en un point z,

a) Définition et Notation

Soit f une fonction définie sur Ky et xp un nombre réel.
On appelle limite de f en x¢ € E le nombre réel noté f(xo).
Cette limite est notée lim f(x) = f(xo) et on lit " limite quand z tend vers xg de f(x) égale
0

a f(xo) "

Exemple

T

3
2

On donne f(x)

Ona: lim_ f(z)=

r—3

b) Unicité de la limite

La limite d'une fonction lorsqu’elle existe est unique. Si une fonction admet deux limites en
un méme point, alors on dit que la limite n’existe pas.

5.1.2 Limite finie et limite infinie

Soit f une fonction, [ et ¢y deux nombres réels.
> On dit que f admet une limite finie si lim f(z)=7lou lim f(z)=1.
T—>x0 r—rEoo

> On dit que f admet une limite infinie si xh_mm)f(x) = +o0 ou xgnjltoof(x) = +oo.

5.1.3 Limite a gauche d’une fonction et limite a droite d’une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =] — co;xo[U]xo; +00].
> La limite de f lorsque z tend vers xg a gauche est la restriction de f a l'intervalle | — co; |-

On note lim f(z)ou lim f(x)
T—>Tq m—>x0<

> La limite de f lorsque x tend vers zy a droite est la restriction de f & l'intervalle |zg;+ool.

On note lim f(x)ou lim_f(x).
z—zf T—xg
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LIMITES ET ASYMPTOTES D’UNE FONCTION NUMERIQUE

5.1.4 Limites des fonctions élémentaires

> lim a=aouaclR

+
ZL").'L'O
> lim z"=+4o00;neN*
r—>+00
> simest impair, lim 2" =—oc0
Tr—>—0Q0
> sin est pair, lim 2" =400
T—>—00

V=400

> lim ﬁ—0714:611{

r—+oo g o

> lim
T—>+00

k
— = 400, si n est pair et £ >0
z—0— 2™

v
=
=

5.1.5 Calcul des limites

a) Limites et opérations

= —00, si n est impair et £ >0 >

k
lim — =400, n € N" et k>0

r—0t &

Les propriétés présentées sous forme de tableau dans ce paragraphe sont admisses. Elles

donnent les limites en xg des fonctions f+g¢, fg, i, connaissant les limites en xg des fonctions

f et g. Elles restent vraies pour les limites de ces fonctions en +00, en —oo et en xy par valeurs

supérieures ou inférieures.

Limite de la somme de deux fonctions

lim f(x) I | 400 | —00 | +00 | —00 | +00
T—XQ
lim g(z) I A I' | 400 | —00 | —0
T—T0
. / _ _ (?
xllgclo(f +g)(x) | 1+1" | 00 | —00 | +00 | —00
Limite du produit deux fonctions
lim f(x) l +o0 —00 +0o0 ou —00 | +00 | —00 | +00
T—XQ
: / (71! 1071/
mlglgog(x) l I'(l"#0) I'({l"+#0) 0 +00 | —o0 | —00
+o00, sil’ >0 +oo, sil’ <0
li X I x 1 ’ ’ 7 +oo | + -
xg&lo(f 9)(x) {—oo, sil’ <0 {—oo, sil’ >0 I I B
Limite d’un quotient deux fonctions
xli_gof(a:) l I(1+0) [(1+#0) oo | I | o0
: 777 T —
mlg&log(a:) U'({l"=0) 0 0 oo |oo| 0
. / . /
lim i (z) l —|—oo,s%l>0 —oo,s?l>0 ol 2 0| o
=20 \ g U —00, sil' <0 +o0, sil’ <0




LIMITES ET ASYMPTOTES D’UNE FONCTION NUMERIQUE

b) Formes indéterminées

Dans certains cas on ne peut conclure directement. On dit qu’il y a une forme indéterminée.
00
Ces cas sont : +00 —00; 0 X 00; 0 et —.

00
Pour lever I'indétermination, on utilise :

> La factorisation pour les fonctions polynomes.
> L’expression conjuguée pour les fonctions irrationnelles.

5.1.6 Limite a l’infini d’une fonction

a) Cas d’une fonction polynéme

La limite en I'infini d’une fonction polynome est égale a la limite en I'infini de son monome
de plus haut degré.

Exemple
On donne f(z) = 42* + 523 — 4 6.
Calculons lim f(x)
N - 4 3 : 4 4
On a : Ill)l}loof(x) = IEIPOO(ZLJ: +5x° —x+6) = mgrpoo(élx ) =4(—00)" = +00
Dot lim f(x)=+o0.
T—r—00

b) Cas d’une fonction rationnelle

La limite en I'infini d'une fonction rationnelle est égale a la limite en I'infini du quotient des
mondmes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

Exemple
—92)2
On donne': flz)= (196_3;2
Calculons xgrfoo f(zx) 2 2
. . oxt—dr+4 : T 1
Ona: lim fl)= lm = =, 5 =3
T 1
D’ou xEI—IFloof<x) =-3

Exercice

x? —4 Qi LTVE o, VEFS 3 1=V

Calculer les limites suivantes : lim ;lim : ; lim
1202+ —6 =1 22 —1 x4 x—4 z—0 T
; S92 _ R 2
wgrfoo< 20 +x+5 3x>,xll>r_noo< x +x—|—1—|—x>.

5.1.7 Propriétés de comparaison

Majoration et Minoration
Soit f une fonction définie sur Ey.
> S'il existe une fonction telle que f > ¢ sur un intervalle Ja;+oo[ et lim g(z) = +o0, alors

T——+00
mgr—i{loo f(x) = too.
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> S’il existe une fonction telle que f < g sur un intervalle |a;+oo[ et ll)I}_l g(r) = —o0, alors
x o
xll}g_loof(l’) = —o0.

Encadrement ( théoréme de Gendarme)

Soit f une fonction définie sur Ey.
> S’il existe deux fonctions g et h telles que g < f < h sur un intervalle Ja;+oof et

xgrfoog(x) = mgrfooh(x) =1, alors mgrfoof(x) =1

> S'il existe un nombre réel [, une fonction g et un intervalle |a;+o0[ tels que liIE g(x)=0et
T——+00

V x €la;+ool, |f(z) —1| < g(x), alors mgrfoof(x) =1.

Comparaison de limites
Soit f et g deux fonctions telles que f < g sur un intervalle Ja;+oo[. Si lim f(x) =1 et

T——+00

. — ! < /
xgglrloog(:c) ', alors [ <.

Exercice 1

Soit g une fonction définie par : g(z) =z E (%) Calculer la limite de la fonction g en 0.

Exercice 2

—sinwx

Soit f une fonction définie par : f(x) = 5

x
1 1
1. Montrer que : 3 < f(z) < pox

2. Calculer la limite de la fonction f en 4o0.

5.1.8 Limites classiques des fonctions circulaires

Soit, @ un nombre réel non nul.

. sinzx . sinax
> lim =1et lim =q.
z—0 1 z—=0 x
. tanzx . tanax
> lim =1et lim =a.
x—0 x—0 x
o 1l—cosz 1 . 1l—cosaxr a?
> hmizzfet hm72:—.
x—0 xT 2 x—0 T 2
. cosx—1 . cosax —1
> lim —— =0et lim —— = 0.
x—0 x z—0 €T
. 1—coszx
> lim ——— =
x—0 =
2
Exercice

Calculer les limites lorsque z tend vers 0 des fonctions suivantes :
_ sin3z _ tanx 1—cosx

fla) = 550 gla) = 5 et ha) =~

2x T sin“zx
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LIMITES ET ASYMPTOTES D’UNE FONCTION NUMERIQUE

5.2 Etude des branches infinies

Soit f une fonction définie sur £;. On désigne par (&) la courbe représentative de la fonction
. . , - =
f dans le plan muni du repére orthonormé (O; i, j ).

5.2.1 Asymptote verticale : droite paralléle a I'axe (Oy)

Soit xp un nombre réel non défini sur E;.
Si 1;151% f(z) =+o0ou xlgg f(z) = —o0, alors la droite () d’équation x = x( est une asymptote
Z0 0

verticale & la courbe (€) de f.

5.2.2 Asymptote horizontale : droite paralléle a ’axe (Ox)
Soit @ un nombre réel.

Si lim f(z)=aou lim f(z)=a, alors la droite (&) d’équation y = a est une asymptote
T—>+00 T—>—00

horizontale a la courbe (€) de f.

5.2.3 Asymptote oblique
Jim, 7o) = o0

Si ¢ lim @:G(GEIR*)

T—00
xlgrgo[f(x) —azx]="b

alors la droite (2) d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe (¢) de f au
voisinage de oo.

Remarques

> La droite (&) d’équation y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe (€) de f si
Jim [f(2) — (az +b)] = 0.
> Side plus f(x) =ax+b+e(x) et que JCli_}rlgos(av) =0, alors la droite (&) d’équation y = ax+0b
est une asymptote oblique a la courbe (€) de f.

5.2.4 Direction asymptotique

i f() =oc

Si ¢ lim M:a(aEIR*)
T—0Q0
Jim [f(x) — az] = n’existe pas

alors la droite (&) d’équation y = ax est une direction asymptotique a la courbe (¢) de f.

Remarque
iy f(x) = o0
Siq lim @:a(aeﬂi*)
T—00

mlglglo[f x) —ar] = oo

la courbe (¢) de f admet une branche parabolique de direction celle de la droite d’équation
Yy = ax.
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5.2.5 Position de la courbe (%) par rapport a la droite (&) : y=ax+b

Pour étudier la position de la courbe (€) par rapport a la droite (&) d’équation y = ax +b,
on étudie le signe de f(z) —y. On distingue trois cas :
> Si f(x) —y <0, alors la courbe (€') de f est au dessous de la droite ().
> Si f(z) —y >0, alors la courbe (€') de f est au dessus de la droite (2).
> Si f(z) —y =0, alors la courbe (€) de f et la droite (2) sont confondues.

5.2.6 Branches paraboliques

a) Branche parabolique de direction (Ox)
A f(@) =
lim —f(x) =0
T— 00

alors la courbe (¢') f admet une branche parabolique de direction (Oz) au voisinage de oco.

Si

b) Branche parabolique de direction (Oy)

{Jg&f( v) =
o

flx)
T—r00
alors la courbe (6') de f admet une branche parabolique de direction (Oy) au voisinage de co.

Exercice

323 + 422 + 51 + 4
r2+1
On désigne par (¢) la courbe de f dans le repere orthonormé (O;

Soit f une fonction définie par : f(z) =
-
v,

).

)

Déterminer I’ensemble de définition de f.
Déterminer les limites de f en —oo et en +o00.

x
Déterminer trois réels a, 3 et «y tel que pour tout x € R; f(x) =azx+ [+ JJr I

Montrer que la droite (2) : 3z + 4 est une asymptote a la courbe (¢) de f.
Etudier la position de la courbe (&) par rapport a la droite (2).

AR AN e

Montrer que le point B(0;4) est un centre de symétrie a la courbe (¢’) la courbe de f.
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CHAPITRE 6

CONTINUITE D’UNE FONCTION
NUMERIQUE

6.1 Continuité d’une fonction en un point x
Définition

Soit f une fonction définie sur Ey et x¢o un nombre réel.
f(z) existe (f est définie en )

lim f(x) = f(zo)

On dit que f est continue en zq si et seulement si {
T—T0

6.2 Continuité a gauche et continuité a droite d’une fonction

Soit f une fonction définie sur Ky et xp un nombre réel.
f(zp) existe (f est définie en xp)
> On dit que f est continue a gauche de xg si et seulement si lim f(z) = f(o)

ZII—)J,‘O

f(z) existe (f est définie en )
> On dit que f est continue a droite de xg si et seulement si lim+ F(x) = f(zo)

m%xo

Propriétés

> Une fonction f est continue en z si elle est continue a gauche et a droite de zg.

f(zg) existe (f est définie en xg)
Autrement dit f est continue en x( si et seulement si lim f(z)= lim f(z)= f(xo)
=Ty x—ma"
> Soit f et g deux fonctions continues en point zg et o un réel.
e Les fonctions f+g¢g; fg et af sont continues en x.

e Si de plus g(zg) # 0, alors les fonctions — et = sont continues au point x.

g g
> Si f est continue en z(, alors ’ensemble de continuité de f est son ensemble de définition,
c’est-a-dire F¢c = L.
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Exercice
flz)=—x+4— siz <0
Soit f une fonction définie par : 3r 5 -
On désigne par (€) la courbe de f dans le repere orthonormé (O; i, j ).

Déterminer ’ensemble de définition de f.
Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
Etudier les branches infinies & la courbe (%) de f.

Etudier la continuité de f en zg = 0.

AR BRI .

En déduire 'ensemble de continuité de la fonction f.

6.3 Prolongement par continuité
Définition

Soit f une fonction non définie en zg et [ un réel tel que lim+ flz)=1.
.’L‘*)ZEO

On appelle prolongement par continuité en xg de la fonction f la fonction g définie par :
g(x) = f(x)siz#xg
g(wo) =1

On dit que g est le prolongement par continuité de f en xg.
Remarque

L’ensemble de définition de g est £y, = ErU{zo}.

Exercice

B 23 +1
224 3x+2
1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

Soit f une fonction définie par : f(x)

2. Montrer qu’on peut prolonger par continuité la fonction f en xg= —1.

6.4 Continuité sur un intervalle

6.4.1 Définition

Une fonction f définie sur un intervalle I est dite continue sur I si elle est continue en tout
point de I.

6.4.2 Théorémes

> Toute fonction polynéme est continue sur RR.
> Toute fonction rationnelle est continue sur son ensemble de définition.
> Toute fonction irrationnelle est continue sur son ensemble de définition.
> Soit f une fonction continue sur un intervalle 7, alors I'image de l'intervalle I par la fonction
f est un intervalle.
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Si I =[a;b], 'image de I par f est :
e [f(a); f(b)] si f est croissante,
e [f(b); f(a)] si f est décroissante.

> Toute fonction continue sur un intervalle est définie sur cet intervalle.

6.4.3 Théoremes des valeurs intermédiaires

> Si f est continue sur un intervalle I = [a;b] et f(a) x f(b) <0, alors 'équation f(z) =0
admet au moins une solution « €]a;b|.
> Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I = [a;b] et si f(a) x f(b) <0,
alors I’équation f(z) =0 admet une solution unique « €la;b|.

Exercice

Soit f une fonction définie sur R par : f(z) = 22°% — 527 + 322 + 22 — 1.
Montrer que 'équation f(z) =0 admet au moins une solution « €]0;1].

61



CHAPITRE 7

DERIVATION

7.1 Dérivabilité d’une fonction en un point x

7.1.1 Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I =|a;b[ et ¢ un élément de I.

On dit que f est dérivable en xg si lim M
T—I( T — xQ

Cette limite est appelée nombre dérivé de f en xg et on note f'(zg) = a.

=qa avec a € R.

7.1.2 Interprétation géométrique : Notion de tangente a une courbe

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, (%) sa courbe représentative dans le plan
muni du repere orthonormé (O; i, j ) et My un point de (€’) d’abscisse .
Si f est dérivable en xg, alors la courbe (¢) de f admet en My une tangente (7°) dont le
coefficient directeur est f’(xg) = a.

M,
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7.1.3 Equation de la tangente (7'

Ona:(T):y=ax+b
(T) passe par MO ($0;y0)
Yo = axg+ b= b=yp — axg avec yo = f(xo)
(T) :y = f'(zo)x + f(z0) — f'(20)0
Donc (T') :y = f'(zo)(x — x0) + f(z0)

7.1.4 Tangentes particulieres

> Si i &)~ f(0)
T—rx( xr— X
tangente (T') parallele a I'axe des abscisses d’équation y = f(zg).
oy 1)~ fxo)
T—X( T — X
tangente (T') parallele a I'axe des ordonnées d’équation x = xg.

=0, alors f est dérivable en zy. La courbe (%) de f admet une

= 00, alors f ne pas dérivable en (. La courbe (¢) de f admet une

7.2 Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite

7.2.1 Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant xg.
x)— f(z
> f est dérivable a gauche de g si et seulement si, lim M
Ty r—1xo
a1 est appelée nombre dérivé a gauche de f en zg et on note fé(:cg) =aj.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant xz.
x)— f(x
> f est dérivable a droite de xg si et seulement si, lim M
m—)a:a' T — X0
ag est appelée nombre dérivé a droite de f en xq et on note f}(zg) = as.

=a1; a1 € R
=a9; a2 € R.

7.2.2 Propriété

Une fonction f est dérivable en xq si et seulement si, elle est dérivable a gauche et a droite
de xg et que le nombre dérivé a gauche et a droite sont égaux, c’est-a-dire

lim f('r) _f<x0) — lim f(&?) _f(x0> — f;(x()) :f(/j(x())

T—Ty T —T x—mé" T —Z0

7.2.3 Interprétation géométrique : Notion de demi-tangente a une courbe

> Si f est dérivable a gauche et a droite de z¢ mais elle n’est pas dérivable en z( c’est-a-dire

fo(w0) # fi(wo), alors la courbe (€) de f admet deux demi-tangentes oblique de coefficient
fg(wo) et fi(wo) d’équations respectives (T') : y = f(wo)(x —x0) + f(w0) et
(T):y = fi(zo)(x —x0) + f(x0) au point My(zo; f(xo)). Ce point est appelé point anguleux.
i J@) = flwo) P G e G0
> S Ty Tr—xo ou Ty r—1xg
iy @) = flwo) _ oo i @) = flao) _
- r—1xo z—af T —xo

Alors f n’est pas dérivable en g, la la courbe (€) de f une demi-tangente verticale dirigée
vers le haut ou vers le bas au point My(xo; f(z0)).
Ce point est appelé point de rebroussement.
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i F@ = flzo) _ O e G0
Si Ty T — o ou T—Ty T —I0

S T (G R (Y B i J @)= f@0)
J:—mca' T —T x—ma' T — T

Alors f n’est pas dérivable en xg, la la courbe (€') de f admet deux demi-tangentes verticales
une dirigée vers le haut et I'autre vers le bas ou une dirigée vers le bas et I'autre vers le haut
au point My(zo; f(x¢)). Ce point est appelé point d’inflexion.

Exercice

2
—2r—1

flz)=—2+Vr—1siz>1

On désignes par (%) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé (O;

Soit la fonction f définie par :

-
i,7 )
1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
2. Calculer les limites de f en —1 et en oc.
3. Etudier les branches infinies & la courbe (€).
4. (a) BEtudier la dérivabilité de f au point d’abscisse 1.

(b) Interpréter graphiquement les résultats.

(¢) Ecrire les équations des demi-tangentes & la courbe (€).

7.3 Dérivabilité sur un intervalle

7.3.1 Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On dit que f est dérivable sur l'intervalle I si et seulement si elle est dérivable en tout point
de I.

7.3.2 Fonction dérivée
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

On appelle fonction dérivée ou simplement dérivée de la fonction f, I'application qui associée
& tout élément x de I, son nombre dérivé f'(z).

7.3.3 Propriétés sur les fonctions dérivables

> Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur 1.
> Toute fonction polynéme est dérivable sur RR.
> Toute fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition.
> Toute fonction irrationnelle n’est pas dérivable au point ou elle s’annule.
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7.3.4 Tableau des

dérivées des fonctions usuelles

DERIVATION

Fonction : f Fonction dérivée : f’
f{)—a;acR o) =0
f(x)=azx+b fl(z)=a
f(z)=2a"; neN* f'(x) =na"!
I f(x) 225
flx) = - f(z) = T2
f(x) =sinz '(x) = cosx
f(x)=cosz f(z) = —sinx
f(z) =tanz f(x) = 00512:17 =1 +tan’x
Exercice

Calculer la dérivée des fonctions suivantes : 5
f(z) =525 +6; g(x) = 20202020 h(z)=2\/7 et p(x) = — .
T

7.3.5 Dérivées et opérations sur les fonctions
Fonction Dérivée
u+v u 40
au au/
uv u'v+uv’
1 u
w 2
u w'v —uv
v 32
u, n e N*— {1} | nu'u™!
u/
Vi NG
u(azx +b) au/(ax +b)
sinu u' cosu
CoS U —u'sinu
Exercice

Calculer la dérivée de chacune des fonctions : f(z) = 523 +32%2 —2+7; g(z) = Va2 + 32 +8;

2x+3 9 5 1 2 :
h(x):m; k(x)=a2°V1—2x ;p(x):m et q(z) =sin(mx +5).

7.3.6 Dérivée des fonctions composées

Si f est dérivable sur un intervalle I et g dérivable sur un intervalle J C f([), alors la
fonction go f est dérivable sur I et on a pour tout z € I : (go f)/(z) = f'(x) x (¢’ o f)(z).

Exercice

1
Soit f(x) =2z +4 et g(x) = et Calculer la dérivée de (go f)(z).
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7.3.7 Dérivée seconde

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si sa dérivée f’ est dérivable sur I, alors
elle admet une dérivée sur I notée f” appelée dérivée seconde de f.
De la méme facon, on peut définir la dérivée troisieme et ainsi de suite jusqu’a la dérivée n'“™¢.

Exercice

1
Calculer la dérivée seconde de la fonction définie sur R* par : f(x) = —.
x

7.4 Application de la dérivée

7.4.1 Sens de variation

Théorémes

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert 1.
> f est croissante sur I si et seulement si pour tout z € I, f'(z) >0
> f est décroissante sur I si et seulement si pour tout z € I, f/(x) <0.
> f est constante sur [ si et seulement si pour tout x € I, f'(z) =0

Exercice
. o R , .
Soit f une fonction définie par : f(x) = ————. Soit (%) la courbe représentative de f
| \ RPN
dans le plans muni du repére orthonormé (O; i , j').

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

Déterminer les limites de f en —oo, a gauche et a droite de —1 et en 4o00.
Préciser les branches infinies a la courbe (€) de f.

Calculer la dérivée f” de la fonction f.

Donner le sens de variations de la fonction f.

S R

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

7.4.2 Extremum d’une fonction

Théorémes

Soit f une fonction définie sur Ey et I C Ey un intervalle. Soit ¢ un élément de I.
On suppose que f dérivable en xg.
> Si f admet un extremum en xg, alors f’(xqg) = 0.
> Si f’ s’annule en z(y en changeant de signe, alors f admet un extremum en .

7.4.3 Point d’inflexion
a) Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et (€) sa courbe représentative de f dans le
plans muni du repere orthonormé (O; ?, J).
On appelle point d’inflexion de la courbe (€') de f tout point My de (€') en lequel la courbe
(€) traverse sa tangente.
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b) Propriétés

> Si la dérivée premiére de f notée f’ s’annule en zg sans changer le signe, alors le point
Mo(zo; f(x0)) est un point d’inflexion a la courbe ().
> Si la dérivée seconde de f notée f” s’annule en zg en changeant le signer, alors le point
Moy(zo; f(x0)) est un point d’inflexion a la courbe (€).

7.5 Dérivée de la fonction réciproque

Soit f une bijection de I vers J, si x € I, f'(x) = 0 alors f~! est dérivable sur J et

1)’ —71 or f~1 =z
NN
Donc (f ) <y)_f’(x)

7.6 Famille des fonctions

7.6.1 Définition

On appelle famille des fonctions, toute fonction qui dépend d’un parametre réel.

7.6.2 Détermination des points fixes

Soit fy, une famille des fonctions ot m est un parametre réel. On désigne par (6,,) la courbe

représentative de fy, dans le plans muni du repere orthonormé (O; 7', j ).
Pour déterminer les points fixes ou toutes les courbes (%,,) passent, on résout 1’équation

fmt1(z) = fm(x) = 0.
Exercice

2
3
Soit fy, une fonction définie sur R par : f,(z) = I—'—;:L_xl—'— avec m un réel. On désigne
T

- —

par (%,,) la courbe représentative de f,, dans le plans muni du repére orthonormé (O; i , j ).
1. Calculer les limites de f,, en —o0 et en 4o00.
2. Préciser la branche infinie & la courbe (%,,) de fy,.
3. Calculer la dérivée f), de la fonction fp,.
4

. Montrer que toutes les courbe (6,,) passant par un point fixe I dont on déterminera les
coordonnées.

7.7 Plan d’étude d’une fonction

Soit f une fonction définie sur E¢. On désigne par (€) la courbe représentative de f,,, dans

le plans muni du repeére orthonormé (O; i', j ). Pour étudier la fonction f, on a :

> Ensemble de définition ;

> Réduction éventuelle : étude de la parité, de la périodicité et les autres éléments de symétries ;
> Continuité et dérivabilité : préciser I’ensemble de continuité et I’ensemble de dérivabilité ;

> Etude des variations : calculer la dérivée de f, étudier le signe de cette dérivée et donner le
sens de variation de f;
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> Tableau de variation : calculer les limites de f sur E; et les valeurs de f aux points particuliers
puis dresser le tableau de variation ;

> Etude éventuelle des branches infinies ;

> Tracé de la courbe : on placera les points particuliers, les extremums,

points de rebroussement, les points anguleux, les points d’intersection avec les axes de
coordonnées, on tracera les tangentes aux points particuliers et les asymptotes puis on tracera

la courbe (¢) de f.

Exercice 1

$2

Soit f une fonction définie par : f(z) = o
x x

-
d’un repere orthonormé (O; i, j ).

t (¢) la courbe de f dans le plan muni

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.
2. Calculer les limites de f en —oo et en +oo.

3. Montrer que la droite (&) d’équation y = 1 est une asymptote horizontale a la courbe

4. Etudier la position de (&) par rapport & (Z).
3z(x+2)
5. Montrer que V x € R, f'(z) = 2130137

6. Etudier le signe de f’ () puis dresser le tableau de variation de f.

7. Tracer la droite () et la courbe (€) de f.

Exercice 2
2
Soit g une fonction définie par : 9(w) = xLH’ siz<0
g(x) =23 +3z,siz >0
1. Déterminer ’ensemble de définition de g.
2. Calculer les limites aux bornes de F,.
3. Etudier la continuité de g en zg = 0.
4. Etudier la dérivabilité de ¢ en 29 = 0.
5. Interpréter géométriquement les résultats obtenus.
6. a) Déterminer les équations de demi-tangentes a la courbe (%) de g en zo = 0.
b) Donner la nature du point O(0,0).
7. Etudier les branches infinies & la courbe (€).

8. Construire la courbe (%) de g.

Exercice 3

322 +ax+b
2241
1. Déterminer a et b, sachant que la courbe (¢') de f passe par le point A(0,3) et admet en
ce point une tangente d’équation y = 4z + 3.
Dans la suite on prendra a =4 et b= 3.

Soit a et b deux réels. On considere la fonction f définie par : f(x)

2. Déterminer 'ensemble de définition de f.
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. Calculer les limites de f aux bornés de son ensemble de définition.
—4(x? - 1)

. Démontrer que V z € R, f'(z) = W’
x

5. Dresser le tableau de variation de f.
6. Etudier les branches infinies de la courbe (%) de f.
7. Tracer la courbe (%) de f.

puis étudier son signe.
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CHAPITRE 8

FONCTIONS CIRCULAIRES

8.1 Etude des fonctions x — sin(az+b) et z — cos(az+b), a € R*
et be R

8.1.1 Ensemble de définition

Les fonctions x — sin(ax +b) et z +— cos(ax + b) sont définies sur IR.

Exemple

f(z) = cos(2x + ) est définie sur R.

8.1.2 Parité des fonctions x +— sin(ax + b) et x — cos(ax + b)

Soit f et g deux fonctions circulaires telles que : f(x) =sin(ax +b) et g(x) = cos(ax +b) ou
a € R* et b € R. Pour étudier la parité des fonctions f et g, on distingue deux cas :
> Premier cas : si b=0.
evVre Ly —x€Ey;ona f(—x)=sin(—ar) = —sin(ar) = f(—x)
D’ou f est impaire.
eVrel, —vekly;onag(—z)=cos(—ar) =cos(ar) = g(—x) = g(x).
D’ou g est paire.
> Deuxieme cas : si b # 0.
Les fonctions f et g sont ni paires, ni impaires.

I
|
=
&

8.1.3 Périodicités des fonctions x — sin(ax + b) et x — cos(ax + b)

Les fonctions x +— sin(az + b) et x — cos(ax + b) sont périodiques et de période T' définie
2m

par : T'= —.
|al

Remarque

Soit f une fonction trigonométrique est périodique et de période T' si et seulement si,
fla+T) = f(x).
8.1.4 Intervalle d’étude des fonctions = — sin(ax +b) et x +— cos(ax + b)

Lorsqu'une fonction est périodique de période T'; on peut I’étudier sur un intervalle I de
longueur 7. Sa courbe représentative sera complété dans tout le plan par des translations
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successives de vecteurs U = T? et V= —T?. Ainsi on a :
b b b T b T
I=[0;T)oul=[-T;0]oul=zp;z0+T|oul=|———+T|oul=|———;—+—]|.
a a a 2 a 2
Remarques

Soit f et g deux fonctions circulaires telles que : f(z) = sin(ax +b) et g(z) = cos(az +b) ou

acR* et belR.
> Si b= 0, les fonctions f et g sont respectivement impaire et paire, alors on peut réduire
T
0; —
2

T
I'intervalle d’étude I & un intervalle J = ouJ= [—2;0} et les courbes des fonctions f

et g seront complété par des symétries.
> Si f(x) = ksin(axz 4+ b) ou f(x) = kcos(ax + b) et de période T ou k € Z*. .
La courbe de la fonction f sera complété par des translations des vecteurs 7k =kT i .

8.1.5 Dérivées des fonctions z — sin(ax +b) et z +— cos(ax +b)

Soit Soit f et g deux fonctions circulaires telles que : f(x) = sin(ax+b) et g(x) = cos(ax+D)
oua€cR et belR.
> Soit la fonction f(x) =sin(az+b); On a : f/'(x) = acos(azx +b).
> Soit la fonction g(z) = cos(az +b); On a : ¢'(x) = —asin(azx +b).

8.1.6 Représentations des fonctions x +— sin(az + b) et = +— cos(ax + b)
Exercice 1
Soit la fonction f définie par : f(z) = cosz. On désigne par (€) sa courbe représentative
dans le plan muni d’un repeére orthonormé (O; i , j ).
1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f.
Déterminer la période de la fonction f.
Trouver un intervalle I sur lequel on peut étudier la fonction f.
Démontrer que la fonction f est paire.
Calculer la dérivée f/ de f et étudier son signe sur J = [0;7].
Dresser le tableau de variation de f sur J.
En déduire le tableau de variation de f sur K = [—m;7].

Déterminer les points d’intersection de la courbe (%) avec les axes de coordonnées.
Tracer la courbe (¢) de f sur l'intervalle E = [—3m;37].

R N

Exercice 2

Soit la fonction g définie par : g(x) = sinz. On désigne par (6) sa courbe représentative
dans le plan muni d’un repeére orthonormé (O; i , j ).

1. Déterminer I’ensemble de définition de la fonction g.

2. Déterminer la période de la fonction g.

3. Trouver un intervalle I sur lequel on peut étudier la fonction g.
4. Démontrer que la fonction g est paire.
5

. Calculer la dérivée ¢’ de g et étudier son signe sur J = [0;7].
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6. Dresser le tableau de variation de g sur J.
7. En déduire le tableau de variation de f sur K = [—7;7].
8. Déterminer les points d’intersection de la courbe (€') avec les axes de coordonnées.

9. Tracer la courbe (¢') de g sur 'intervalle E = [—3m;37].

8.2 Etude de la fonction z — tan(az +b); a € R* et b€ R

8.2.1 Ensemble de définition

Soit f une fonction définie par : f(z) = tan(ax 4 b) avec a un nombre réel non nul.

. . . T km
f(x) existe si et seulement si v # —— + — + —
a

a 2a
b k
D'oil Efzm—{—a+;+;}.

8.2.2 Parité

Soit f(x)=tan(ax + b) avec a un nombre réel non nul.
>Sib=0,ona: f(—z)=—f(z), alors f est impaire.
> Sib=0, f est ni paire, ni impaire.

8.2.3 Périodicité

Soit f(x)=tan(ax + b) avec a un nombre réel non nul.

Ona:Tzl.
|a

8.2.4 Intervalle d’étude

Soit f(z) =tan(ax + b) avec a un nombre réel non nul et 7" sa période.
Comme f est périodique de période T, alors I’étude de f se faire sur un intervalle de longueur
T.

T
Sib=0, alors I = [O; 2} et la courbe sera complété par la symétrie par rapport a l'origine du

repere.

8.2.5 Dérivée

f(x) =tan(azx 4 b) avec a un nombre réel non nul.

Ona: f/(z)= o (a1 D)

Exemple

Calculons la dérivée de la fonction f(z) = tan ( 27z + Z)

27 cos? <27m + W) + 27 sin? (27Tm + 7T> 9
4 4 / _ m
= f'(r) =

On a f'(z) = p T
cos? <27r$ + 4> cos? (27r:17 + 4)
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8.2.6 Représentation graphique
Exercice

Soit f(z) = tan(z). On désigne par (€ ') sa courbe représentative dans le plan muni d’un
repere orthonormé (O; i, j ).

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.

. Calculer la période de la fonction f.

2

3. Etudier la parité de la la fonction f. puis déduire lintervalle d’étude de la fonction f.
4. Calculer la dérivée de la fonction f puis dresser le tableau de variation de f sur I = [0; 721 )
5. Tracer la courbe (€) sur [ = [—g,g}
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CHAPITRE 9

SUITES NUMERIQUES

9.1 Généralités

9.1.1 Définition

On appelle suite numérique, toute application u d'une partie £ de IN dans R
u:ECIN—R

n+— u(n) = uy

9.1.2 Vocabulaire et Notation

> uy, est appelé terme général de la suite ou terme de rang n.
> La suite de terme général u,, sera notée (uy) ou (up)neN-

9.1.3 Détermination d’une suite numérique

Une suite suite (up)neN est déterminée par la donnée :
> de son terme général qui est une fonction de n;
> d’une relation dite de récurrence liant deux ou trois termes consécutif de la suite.

a) Suite numérique définie par une formule explicite

Il s’agit de donner une formule explicite qui permet de définir le terme général u,, en fonction
de n. On écrit alors uy, = f(uy) ot f est une fonction numérique et n € IN.

Exercice

On donne u, = 2n + 3.
Calculer ug, uy, us et us.

b) Suite numérique définie par une relation de récurrence

Dans ce cas, on donne le ou les premier(s) terme(s) de la suite et une relation liant un ou
deux ou plusieurs termes consécutifs.
> La suite est dite récurrente d’ordre 1 si u, ne dépend que du terme précédent.
On a: ug et upt1 = f(up).
> La suite est dite récurrente d’ordre 2 si u, dépend des deux terme qui le précedent.
On a : ug, uy et upyro = f(Un, Upt1)-
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Exercice 1
. . ug =3
Soit (uy) une suite telle que : nelN
Up+1 = Uy + 2
Calculer uy, uo, us et uy.
Exercice 2
ug = 3;u; =2
Soit (uy) une suite telle que : { 0 ! n € IN*

Up+1 = 3up — 2Up—1
Calculer us, ug, ugq et us.

9.2 Suite majorée, minorée , bornée

Définition

Soit (un)neN une suite numérique.
> La suite (up)nen est dite majorée s'il existe un nombre réel M tel que u, < M.
> La suite (uy)nen est dite minorée s'il existe un nombre réel m tel que wu, > m.
> La suite (u,)nenN est dite bornée si elle est a la fois minorée et majorée, c’est-a-dire pour tout
nombres réels m et M, ona:m <wu, <M.

Remarque

Soit (uy)neN une suite numérique.
> La suite (u,)nen est dite positive, lorsque pour tout n, u, > 0.
> La suite (uy)nen est dite négative, lorsque pour tout n, u, < 0.

Exercice

2n
n+1

Soit (un)neN une suite numérique définie par : u, =

1. Montrer que la suite (uy,) est minorée par 0.
2. Montrer que la suite (u,) est majorée par 2.

3. En déduire que la suite (u,) est bornée.

Solution
2n
n+1
1. Montrons que la suite (uy,) une suite est minorée par 0.
2n
V neN, >0=u, >0.
n+1

D’ou la suite (uy,) est minorée par 0.

On donne u, =

2. Montrons que la suite (u,) une suite est majorée par 2.
n E—
VnelN, u,—2= 2= uy=——<0= u, <0.
D’ou la suite (uy,) est majorée par 2.

n+1 n+1

3. Déduisons-en que la suite (u,) est bornée.
La suite (uy) étant minorée et majorée, elle est donc bornée.
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9.3 Suite périodique

9.3.1 Définition

On dira qu'une suite (u,) est périodique s’il existe un entier naturel non nul p tel que :
V. neNN, upip=uy
Le plus petit entier p > 0 est appelé période de la suite uy,.

9.3.2 Propriété

Si (un) est périodique de période p , alors V. k € IN, w4 kp = Unp.

Exercice

On donne : uy, = (—1)"

1. Montrer que (u,) est une suite périodique de période p =2
2. Calculer ug, uy et us.

3. En déduire usg1g et uzp20.

Solution
up, = (—1)"
1. Montrons que (u,) est une suite périodique de période p =2

Upio = (—1)"2 = (=1)".(=1)2 = (=1)" = uy, = Upy2 = Up.
Donc (uy,) est une suite de période p = 2.

2. Calculons ug, u; et uo.
up=(—1)0=1, uy=(-1)l=-1 up=(-1)72=1

3. Déduisons ugg1g et uzp20.
3019 =2 x 1509 + 1, donc u3g19 = U(142x1509) = Ul == U3019 = —1
3020 = 1510 x 2+ 0, donc usp2g = U(0+2x1510) = U0 = U3020 = 1

9.4 Sens de variation d’une suite numérique

9.4.1 Définition

Soit (U )neN une suite numérique.
> La suite (u,) est dite croissante si pour tout n € N, w,41 — uy > 0.
> La suite (uy,) est dite décroissante si pour tout n € N, w1 — uy < 0.
> La suite (uy,) est dite constante si pour tout n € N, up+1 — uy =0,

Exercice

Soit (uy) une suite numérique définie par : u, = — ou n € IN*.
n(n+1)

Etudier le sens de variation de (uy,).
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9.4.2 Théoréme

Soit (uy) une suite définie par u,, = f(n), avec f définie sur [0;+o0].
> Si f est strictement croissante, alors la suite (uy,) est strictement croissante.
> Si f est strictement décroissante, alors la suite (u,) est strictement décroissante.
N.B : ce théoreme ne s’applique pas aux suites définies par une relation de récurrence.

Si up41 = f(up), les variations de la suite (uy,) et de la fonction f ne sont pas nécessairement
les mémes.

Exercice

Soit f la fonction définie sur [0;+oo[ , par f(z) = —2% +4.
x 011123
f(z)

2. Tracer la courbe (C) de f, puis déduire son sens de variation.

1. Compléter le tableau ci-dessous :

3. Conjecturer a partir de de la courbe (€¢) de f, le sens de variation de la suite (uy) ,
définie par u, = f(n).

Solution

1. Complétons le tableau ci-dessous :

T 01123
flz) [413]0]-5
2. Tracons la courbe (&) de f.

()

3. Conjecturons le sens de variation de (uy).
La fonction f étant décroissante sur [0;4o00[ , alors (uy) est décroissante sur [0; 400
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9.5 Convergence d’une suite numérique

9.5.1 Définition

Soit (up)neN une suite numérique.
> La suite (uy,) est dite convergente si elle admet une limite finie.
> La suite (u,) est dite divergente si elle n’admet pas une limite finie.

9.5.2 Théorémes de convergence d’une suite numérique

Soit (un)neN une suite numérique.
> Toute suite croissante et majorée est convergente.
> Toute suite décroissante et minorée est convergente.
> Toute suite croissante non majorée, décroissante non minorée est divergente.

Exercice
Soit (uy,) une suite numérique définie par : u, = —  ou n € IN*.
n(n+1)
1. Montrer que la suite (u,) est convergente.

2. En déduire sa limite.

9.6 Suite particulieres

9.6.1 Suite arithmétique
a) Définition

Une suite (u,)pen est dite arithmétique lorsqu’il existe un nombre réel r tel que : Vn € IN;
Upt1 — Up =T
Le réel r est appelé la raison de la suite (uy)peN-

Exemple

La suite 2, 6, 10, 14, 18, 22, 26,... est arithmétique de raison r = 4.

b) Terme général d’une suite arithmétique

Soit (uy)neN une suite arithmétique de premier terme ug et de raison r.
Ona:uppy —up=r
Uy —uUg=r
U2 —uUyr =rT
U3 —Ug =7
Uy — U3 =T
Uy — U4 =T
U — U5 =T

Up—1 —Up-2=T
En additionnant membre a membre les n égalités suivantes, on obtient : u, —ug =nr
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D’ou u, = ug + nr.
En général, pour tout n € IN et pour tout p € IN;
on a : u, =up+ (n—p)r ou p est I'indice du premier terme.

Exemple

Soit (upn)neN une suite arithmétique de raison 7.
On donne u17 = 24 et ugg = 70. Trouver la raison r et le premier terme wuy.

c) Progression arithmétique

Trois termes a, b et ¢ pris dans cet ordre sont en progression arithmétique si et seulement
si, a4+ c = 2b.

d) Somme des termes d’une suite arithmétique

Soit s, = ug 4+ up + us + ... + up la somme des termes d’une suite arithmétique de raison r
et de premier terme uy.
Sp=ug+u; +ug+...+u, (1)
Sp = Up+Up—1+Up—2+ ... +uz+us +uy (2)

En faisant (1)4 (2), on a :
255, = (uo +up) + (w1 +up—1) + (u2 + un—2) + ... + (Un—2 + u2) + (up—1 +u1) + (un + o)
OT Up + Up—p = Ug +pr+upg+ (n—p)r
Up + Up—p = U+ Pr+ug +nr —pr =ug+ug+nr
Up + Up—p = UQ + Up.
Ainsi
25y, = (ug + up) + (up +un) + (wo + up) + ... + (ug + uyp)
25p = (n+1)(up +up)

1
Dot s, — (n+1)(ug + up)
2
, .\ ., n—p+1 g .
D’une maniere générale, VpeNona: s, = —5 (up + up) avec p indice du premier terme
de la suite.
Nt(up+up)

En posant Nt =n—p+1;ona:s,= avec Nt =id —1p+ 1 le nombre de terme

et id est I'indice du dernier terme de la suite; i¢p est I'indice du premier terme de la suite.

e) Variation d’une suite arithmétique

Soit (un)neN une suite arithmétique de raison r.
> Sir >0, la suite (uy,) est croissante;
> Sir <0, la suite (uy,) est décroissante;
> sir =0, la suite (u,) est constante.

f) Convergence d’une suite arithmétique

Soit (un)nenN une suite arithmétique de raison r et de premier terme w,,.
Pour tout n € N; u, = u, + (n —p)r
li =u, — li
i tn = o~ ¥ B ()

>Sir>0; lim wu,=+00;
n—-+oo
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>Sir<0; lim wu,=—o0.
n—-+oo

Donc la suite arithmétique est divergente.

9.6.2 Suite géométrique
a) Définition

Une suite (up)neN est dite géométrique lorsqu’il existe un nombre réel ¢ tel que : V n € IN;

Up+1 = qUn.
Le réel g est appelé la raison de la suite (uy)pen avec g = 0.

Exemple

1 1 1
, —, —,... est une suite géométrique de raison ¢ = —.
9’ 27 & E =3

W =

La suite 3, 1,

b) Terme général d’une suite géométrique

Soit (uy,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison gq.
On a: upt1 = quy

Ul = qug
U2 = qui
U3z = qu2
Uq = qug

Us = quq

Up—2 = qUp—3

Up—1 = qUn—2

Up = qUp—1

En multipliant membre a membre les n égalités et en simplifiant, on obtient : u, = ugq"
D’ou uy = ugq™

D’une maniere générale, V. n € IN, Vpe€IN on a : u, = u,q" .

c) Progression géométrique

Trois termes a, b et ¢ pris dans cet ordre sont en progression géométrique si et seulement si,
2
axc=b".

d) Somme des termes d’une suite géométrique

Soit s, = ug+uy +ug+us+...+uy, la somme des termes d’'une suite géométrique de premier
terme ug et de raison ¢ = 1.
On a :
Sp=ug+u+ustus+..+u, (1) etqs,=quo+qui+qua+qus+...+quy (2)
(1) = (2) = sp — qsp = uo — quo +u1 — qui + U2 — qug +u3 — qu3z + ... + Up — qUp
or (uy) est une suite géométrique, alors u; = qug ; ug = quy....
on a : Sp — ¢Sy = Up — quo + quo — qu1 + qu1 — qU2 +qu2 — qU3 + ... +qUn—1 — qUn
Sn — (5n = UQ — QU = Sp(1 —q) = uo — q.q"up.
U()(l _ qn-i-l)

D’ou s, =
l—g¢q
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Up(l _ qnfp+1)

D’une maniere générale, pour tout p€IN, on a : s, =

l—q
1— Nt
En posant Nt =n—p+1;ona: sn:up(lq)
—q
Remarques
>Sig=1,ona:s,=(n+1)ug;
1 — gl
> 1+Q+q2+q3+q4+...+qn:17_q

e) Variation d’une suite géométrique

Soit (up),N une suite géométrique de raison ¢ strictement positif et de premier terme ug
telle que : u,, = ugqn,.
>si0<g<1etug<O0, alors la suite (u,,) est croissante;
>si0<q<1etug>0, alors la suite (uy) est décroissante ;
>sig>1etug <0, alors la suite (u,) est décroissante ;
>sig<1etug>0, alors la suite (u,) est croissante;
> si ¢ =1, alors la suite (u,) est constante.

Remarque

Si g <0, la suite (uy) est dite alternée.

Exercice

Soit la suite (uy)nen+ définie par ses termes : u; =2 et uz =8
1. Déterminer le terme général de la suite (up)pen+ sachant que (up)pen+ est une suite
géométrique alternée.

2. Calculer ug et uy.

f) Convergence d’une suite géométrique

Soit (un)neN une suite géométrique de premier terme u, et de raison r définie par :
Uy = upq" P avec p € IN.
i = li n-p

Ona: lim =t lim g
>Sig=1; lim ¢" =1, alors (uy,) est convergente et elle converge vers u,.

n—+00
>Sig>1; lim ¢"=+o0, alors (u,) est divergente.

n—--+00
>Silgl<1; lim ¢" =0, alors (uy) est convergente et elle converge vers 0.

n—--—+0oo

>Sig<—1; lim ¢" n'existe pas, alors (u,) est divergente.
n—-—+00

9.7 Suite arithmético-géométrique

Définition

Soit (up)neN une suite numérique.
On dit que (up)neN est une suite arithmético-géométrique lorsqu’il existe deux constantes « et
B telles que, pour tout n € IN, uy11 = auy, + 5.
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Exemple

Soit (un)neN une suite telle que, w, 41 = 3uy, — 2.
(tun)neN est une suite arithmético-géométrique avec v =3 et f = —2.

Remarques

Soit (uy) une suite arithmético-géométrique.
>Sia=1,ona: upt1 =uy+ G, alors (up)peN est une suite arithmétique de raison r = .
>Si f=0,0na: Uypt] = Quy, alors (uy)eN est une suite géométrique de raison ¢ = a.
> Pour trouver le terme général de la suite (uy,), on introduit une suite auxiliaire (vy,)
géométrique qui est en fonction de la suite (uy,).

Exercice

Soit une suite (uy,) définie par : ug =2 et upy1 = 2u, +5
On pose la suite (vy,) telle que v, = uy, + 5.

1. Montrer que la suite (vy,) est géométrique.

2. Exprimer v,, puis u, en fonction de n.

9.8 Suite adjacente

9.8.1 Définition

On dit que deux suites (uy,) et (vy,) définies sur IN sont adjacentes si et seulement si les trois
conditions suivantes sont réalisées :
> (uy) est croissante et (v,) est décroissante ;
> Pour tout entier naturel n, u, < v, ;

> ngrfoo(u” —vp) =0.

9.8.2 Théoréme

Si deux suites (uy,) et (v,) sont adjacentes, alors elles converges vers une méme limite.

Exercice

Soit (uy) et (vy,) deux suites définies pour tout entier naturel n par :
n+2
et v, = i
n—+1 n—+1

1. Etudier la monotonie des suites (uy,) et (v,).

Up =

2. Vérifier que v, — uy > 0.
3. Calculer la limite des (up) et (vy,) en +o0.

4. En déduire que les suites (uy) et (v,) sont adjacentes.
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9.9 Raisonnement par récurrence

Soit p(n) une propriété qui dépend de n.
Pour démontrer par récurrence que la propriété p(n) est vraie, pour tout n € IN, il faut :
> Vérifier que la propriété p(n) est vraie au rang initial n =ng;
> supposer qu’elle est vraie pour n=~k,V k>=ng;
> Prouver qu’elle est vraie pour n =k + 1. Puis conclure V' n >ng , p(n) est vraie.

Exercice 1

Soit (un)nen+ la suite définie par u, = 2! +22 423 4+ ... 4-27,
1. Calculer us, us et uy.

2. Démontrer par récurrence que Vn € IN*, u,, = ontl _ o

Exercice 2

Montrer par récurrence que 4" — 1 est un multiple de 3 pour tout n € IN.

Solution 1

Soit (un)nen+ la suite définie par u, = 2! +22 423 4+... 427,
1. Calculons us, ug et uy.
Up=2+4+22=6; uz3=2+22+23=14;: wuy=2+224+224+24=30

2. Démontrons par récurrence que Vn € IN*, u,, = 2"+ —2.

— Pourn=1, u; =22—-2=2vraie ; Pour n=2, us =23 —2 =06 vraie

— Supposons que vraie au rang k.

— Prouvons qu'elle est vraie pour k + 1, c’est-a-dire uj, = 2t +1 _ 9,
En effet,

Upy1 = 2+21+22+23++2k+2]€+1
ug,
= U+ 2k+1
_ 2k+1 24 2k+l

= 2x 2819
o(k+1)+1 _ o

upyy = 20D o

Dot V n € N*¥, u, =271 —2
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CHAPITRE 10

PRIMITIVES ET INTEGRALES

10.1 Primitives d’une fonction

10.1.1 Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle /. On appelle primitive de la fonction f sur
I, 1a fonction F telle que pour tout = élément de I, on a : F'(x) = f(x).

Exemples

1. 2 — 22 — 1 est une primitive de la fonction z — 2z sur RR.

2. x+— cosx est une primitive de la fonction x — sinx sur IR.

10.1.2 Propriétés

> Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur /.

> Soit F' une primitive de la fonction f sur I, alors pour tout réel ¢, F'+4c est une primitive
sur I de f.

> Toute primitive de f sur un intervalle I s’écrit sous la forme F'+ ¢ ou ¢ est un réel.

> Soit f une fonction admettant une primitive F' sur 'intervalle I, yg un réel, x¢ un point
de I. Il existe une unique primitive F' de f qui prend la valeur yg en xg, c¢’est-a-dire

F(z0) = yo.
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10.1.3 Calcul des primitives

a) Primitives usuelles

Fonction f Primitive F Conditions
f(z)=a,a R F(z)=ax+c sur R
1
f(z)=2", neN* (z) = Wﬂc”“ +c sur R
f(z) =a“, aeﬂ\i—{—l} F(w)on_llxo‘H—l—c sur IR
_ = F(z) = = sur R*
f(z) - (x) . +c sur
f(z)=sinx F(z)=—cosz+c sur R
f(z) =cosz F(z)=sinz+c¢ sur R
1 T
f(x):(:osfx F(z)=tanz +c x¢§+k7r
f(x) = —— F(z) = —cotanz + ¢ x#km
sin®x 5
flx)=+x F(x):§x\/§+c sur RY
1
f(a:)—ﬁ F(zr)=2yx+c¢ sur RY.

b) Primitives des fonctions composées

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Fonction Primitive Condition
1
wu, n €N —u ¢ sur [
n+1
u + u+v+c sur [
Ve N {1} L usoswr
—.n — ———+c | u sur
un’ n—1uyn-1
wu®, a € R—{1} | ——u®Tt4ec sur [
' a+1
U
— 2\/u+c u>0sur /
NG vu
u' sinu —cosu+c sur [
u' cosu sinu + ¢ sur [
A/, A €eR Au+c sur |
u T
3 tanu + ¢ u#*—+km
COS“ 1 2
Exercice 1

Déterminer une primitive de la fonction f définie par :
F() =423 — 502 + 7o — 55 f(z) = (2 — )2 =20+ 5; f(z) = cos(mz+3); f(z) = —o—
COS“ X
2 +1
f(l’) - ($2+l’—1)3.
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Exercice 2

20 —4
Soit f une fonction définie par : f(x) = (2964+1)2 — /.
x? — 4z

1. Déterminer une primitive de F' de f.

2. Déterminer une primitive F' de f qui prend la valeur -1 en 0.

10.2 Intégrale d’une fonction continue

10.2.1 Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle [ ; a et b deux éléments de I et F' une primitive
de f sur I. On appelle intégrale de f de a & b le nombre réel noté F'(b) — F'(a). On note pour

tout t € I, F(b) — F(a) = / " f(ydt = [F()]L.

10.2.2 Vocabulaire

b
> / f(t)dt se lit " somme ou intégrale de a & b f(t)dt "
a
> [F(t)]z se lit " F(t) pris entre a et b '

b
> a et b sont les bornes de l'intégrale / f(t)dt avec a <b.

a
> La variable t est appelée variable d’intégration. Elle est dite variable muette car elle peut étre
remplacer par une autre sans changer la valeur de l'intégrale.

Exercice

3 5 2
Calculer les intégrales suivantes : [ :/ (t> = 1)dt; J = /02 cosmtdt et K :/1 t\/t? — 1dt.
1

10.2.3 Propriétés

p1) Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a, b et ¢ trois éléments de I, on a :
a

> / F(t)dt=0;

a

b a
> [ fwdt=— [ f(tyd:
c b c
|>/ f(t)dt:/ f(t)dt—l—/b f(t)dt (relation de Chasles).

p2) Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, @ un nombre réel, a et b deux
éléments de I, on a :

> /aaaf(t)dt:a/aaf(t)dtzo;
> [M(r+ gt = [ perder [ gty

p3) Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, o un nombre réel, a et b deux
¢léments de I (a <D).

b
> Si f est positive sur [a;b], alors / f(t)dt>0;

b R
> Si f < g sur [a;b], alors / ft)dt S/ g(t)dt.
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p4) Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [—a;al, on a :

> Si f est paire, alors / ftdt = 2/0 f(t)dt.

> Si f est impaire, alors / f(t)dt =0.
—a
ps) Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a;b] et p un nombre réel non nul.
Si f est périodique de période p;

D/aa+pf(t)dt:/()pf(t)dt.
b+p b
> / , f(0dt= / F(t)dt.

10.2.4 Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a;b] et a et b deux éléments de I.
> S’il existe deux nombres réel m et M tels que ¥ z € [a;b], m < f(z) < M,

b
alors m(b—a) < / f)dt < M(b—a).

/bf(t)dt < M|b—al.

> S’il existe un nombre réel M tel que ¥V z € [a;b], |f(x)| < M, alors

10.2.5 Valeur moyenne d’une fonction
Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a,b] avec a # b.

1 b
On appelle valeur moyenne de f sur I, le nombre réel noté p défini par p = . / f(t)dt.
—aJa

Exercice 1

Soit f et F' deux fonctions définies par :

fla) = \/:CQLH et F(z) = va2+ L.

1. Montrer que F' est une primitive de f.

1
2. Calculer I'intégrale I = / 1f(x)dx.

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes :

1 s s ™
A:/ a:4dx;Bz/zcosa:da:;C:/4tan2xdx;D:/ cos® zdz.
0 0 JO —T

Exercice 3

Calculer les intégrales suivantes :
4 4 4 5
1:/0 |x—2\dx;J:/1(:c—\x—1])d:c;K:/O \:c—2]dx;Lz/4|:c2—9|d:c.
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Exercice 4

T 9 T .9
On donne F :/ cos“xdx et F :/ sin“ xdx.
0 0

1. Calculer E+ F et E— F.
2. En déduire F et F.

Exercice 5

On considére la fonction f définie sur R par : f(z) = sin?x.

2 2

1. Exprimer sin“z ainsi que cos®z en fonction de cos2zx.

4

2. Exprimer sin®z en fonction de cos2x et cos4zx.

s

3. Calculer /08 f(z)dz.

Exercice 6

Soit f une fonction définie sur R par :
f(z) = (322 +5) (23 + 50 — 2).

2
1. Calculer l’intégrale/o f(z)dx.

2. Calculer la valeur moyenne de la fonction f sur Iintervalle I = [0;2].
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CHAPITRE 11

STATISTIQUES

11.1 GENERALITES

11.1.1 La statistique

La statistique est une science qui a pour objet de collecter, classer, analyser et
présenter de fagon compréhensible un ensemble de données. Ces données peuvent prévenir de
plusieurs domaines comme : la médecine, I’éducation, I’économie,...

11.1.2 Les statistiques

Les statistiques sont les résultats produit par la statistique entant que science.

11.1.3 Collecte des données

Elle se fait au moyen de deux approches : le recensement et le sondage.

a) Le recensement

Il consiste a interroger chaque individu de la population cible.

b) Le sondage

Il consiste a interroger une partie de la population qu’on appelle échantillon.

11.1.4 Vocabulaire de base

a) Univers

C’est I’ensemble de tous les individus ciblés.

Exemple

L’ensemble des éleves inscrits au lycée Emery Patrice LUMUMBA.

b) Population

C’est I'ensemble d’individus homogene constituant I’ensemble de référence (univers).

Exemple

L’ensemble des éleves inscrits au lycée Emery Patrice LUMUMBA.
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11.1.5 Echantillon

On appelle échantillon, une partie ou un sous ensemble de l'univers.

11.1.6 Unité statistique

C’est un individu ou un élément de la population.

Exemple

Un éleve inscrit au lycée Emery Patrice LUMUMBA.

11.1.7 Caracteére statistique : X

C’est 'objet d’étude du statisticien au sein de la population. C’est la propriété étudiée.

Exemples

Etat matrimonial, I'age, le sexe, la taille, la nationalité,...

a) Modalités : x; ou y;

Ce sont les différents cas possibles du caractere.

b) Type de caractére

On distingue deux types de caracteres statistique :
> le caractere qualitatif : c’est un caractere qui n’est pas mesurable. Ces différentes modalités
sont obtenues par simple observation.

Exemple

La nationalité, I’état matrimonial, la couleur, ...
> le caractére quantitatif : c’est un caractere qui est mesurable. On 'appelle aussi variable
statistique. Il peut étre discret ou continu.
o Il est discret lorsqu’il est mesurable par des valeurs entieres.
Exemple
Le nombre d’enfants, des éleves, d’étudiants,...
e Il est continu lorsqu’il peut prendre une infinité de valeurs dans un intervalle donné.

Exemple

La taille, ’age,...

11.2  Série statistique a un seul caractere

11.2.1 Définition

On appelle série statistique a un seul caractere ou a une variable X, I’ensemble des couples
Ti | X1 | X | T3 | T4 | 5 | «oer | T

(xi,m;) souvent données sous la forme suivante :
ni|ny|ne2|ns|{nag|ns| .| ng
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11.2.2 Effectif relatif

On appelle effectif relatif noté n;, le nombre d’individus d’une population présentant la
modalité x; du caractere X.

11.2.3 Effectif total
Leffectif tkotal noté N est la somme des effectifs relatifs.

Ona:N= Zni:n1+n2—|—n3—l—...+nk.
k=1

11.2.4 Fréquence relative

On appelle frequence relative, le quotient entre 'effectif relatif et l'effectif total.
n;
Ona.fZ—N ou f; = leOO(en%).
N.B : La somme de toutes les fréquences d’une série statistique est égale a 1.

11.2.5 Moyenne arithmétique

1k
On appelle moyenne arithmétique le nombre réel noté T défini par : T = NZ iT; ou
. i=1
T=Y_ fizi
i=1
11.2.6 Variance

On appelle variance le nombre réel positif noté v(x) défini par : v(z) = — > ni(z; —7)%

Théoréme de Koenig
1 zp: 2 _ -2
== niT; —T".
N

11.2.7 Ecart-type

C’est la racine carré de la variance.
On a: o(x) =/v(z).

11.2.8 Coefficient de dispersion ou coefficient de variation

On appelle coefficient de variation noté C, le rapport de I’écart-type o(x) par la moyenne

o(x
arithmétique . On a : C, = Q
T

Remarque

Le coefficient de variation est un nombre sans unité, il permet de comparer les distributions
quelles que soient leurs unités et valeurs de la variable.
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Exercice

x; |99 6265|6871 74|77
ni| 1 |46 ]| 7|55 |2

1. Donner effectif total de cette série.

Soit la série statistique suivante :

2. Calculer la moyenne, la variance et 1'écart-type de cette série.

3. Calculer le coefficient de variation de X.

11.2.9 Etendue

L’étendue est la différence entre la plus grande valeur et la plus petite valeur de la série.
Ona: EF= Max— Min.

11.2.10 Ecart-moyen

On appelle écart moyen de la série statistique (2;,n;);<,<; de moyenne 7, le nombre réel
em défini par :
. n1|x1 —T| +n2|$2 —f’ + ... +nk]xk -

|1 _
Cm = =— ) njlr;,—=T
m ny+mng+n3g—+...+ng N; Z| ! |

11.2.11 Effectifs cumulés

Soit (x;; nj)1<i<k une série statistique dont les modalités sont rangées par
ordre croissant.
> On appelle effectif cumulé croissant noté (E.C.C') de modalité z; la somme des
effectifs des modalités inférieures ou égale a z;.
> On appelle effectif cumulé décroissant noté (E.C.D) de modalité x; la somme des
effectifs des modalités supérieures ou égale a x;.
Exercice 1

X 023|456 |7]9
, . . _ n; 21354111184
Compléter le tableau statistique suivant : ECC
E.C.D
Solution
Z; 0O(213 |4 |5]6]|7|9
, L . _ n; 213 |5 |4 11|11 ] 8| 4
Complétons le tableau statistique suivant : E00 o T 5 110 1425 136 [ 44 |48
ECD |48 |46 |43 |38 |34 (23|12 | 4

11.2.12  Fréquences Cumulées
> On appelle fréquence cumulée croissante notée (F.C.C') de modalité x; le quotient de son
effectifs croissant par I'effectif total.
E.CC
F.C.C= x 100 (en %)

> On appelle fréquence cumulée décroissante notée (F.C.D) de modalité x; le quotient de son
effectifs décroissant par 'effectif total.

F.C.D = EC.D x 100 (en %)
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11.2.13 Mode d’une série statistique

On appelle mode d'une série statistique toute modalité d’effectif maximal.
Exemple
Une enquéte effectuée a la demande d’un fabriquant de chaussures et portant sur les pointures
d’une population masculin a donné les résultats suivants :
Pointures | 39 | 40 41 43
Fréquences | 5% | 10% | 65% | 20%
Le mode de cette série statistique est 43.

11.2.14 Médiane d’une série statistique

La médiane d’une série statistique ou d’'une série de mesures rangées par ordre de grandeur
(croissant ou décroissant) est la valeur de 'observation qui se situe au milieu de la série;
c’est-a-dire la valeur de la variable qui partage les observations en deux effectifs égaux. Soit
x1,%2,%3,..., Ty cette série d’observation, n le nombre d’observation. On distingue deux cas :

> Si n est pair, la médiane est la moyenne arithmétique des valeurs qui occupent les positions

n tn—|—2
— e .
2 2

> Si n est impair, alors la médiane est la valeur qui occupe la position

+1

Exemple
> On releve les ages d’un groupe de 15 personnes et on les range par ordre croissant :
12, 12, 13, 13, 13, 15, 16, 16, 17, 17, 17, 18, 18, 18, 19.

L1 . . 15+1
n = 15 la médiane est donc la valeur qui occupe la position

= 8. D’ou M = 16.
> Une personne, agée de 18 ans, vient se joindre au groupe précédent.
La série, ordonnée , devient : 12, 12, 13, 13, 13, 15, 16, 16, 17, 17, 17, 18, 18, 18, 18, 19.

On a : n =16, la médiane est la moyenne arithmétique des valeurs qui occupent les positions

126:8%16;2:9, D'oit M:16;—17:16,5.

11.3  Quartiles

11.3.1 Définition

Les quartiles d’'une série statistique sont les valeurs qui partagent cette série en quatre séries
de méme effectif.
On distingue trois types de quartiles :
> le premier quartile noté (01, qui correspond a 25% d’effectif total.
> le deuxiéme quartile noté (Q9, qui correspond a 50% d’effectif total.
Il s’agit de la médiane.
> le troisieme quartile noté )3, qui correspond a 75% d’effectif total.
N.B : 25% 50% et 75% sont lus dans les fréquences cumulées croissantes.

11.3.2 Meéthode pour trouver les quartiles

Il faut commencer par classer la série dans I'ordre croissant.
On utilise une méthode approximative mais qui donner des résultats significatifs pour des séries

a grands effectifs (V).
N

On calcule T et on note a I'entier supérieur a R
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3N

3N
On calcule v et on note b ’entier supérieur a o

> Q1 est '™ valeur de la série statistique.

> Q3 est "™ valeur de la série statistique.

N.B : (1 et Q3 sont forcement des valeurs de la série.
Exercice

i | 3145781011
n 5| 7]3[8[8] 6| 3

1. Quel est 'effectif total de cette série statistique ?

On considere la série suivante :

2. Déterminer la valeur de la médiane de la série statistique.

3. Déterminer le premier et le troisieme quartiles de la série statistique.

Solution
1. Effectif total de cette série statistique.
N:ini:5+7+3+8+8+6—|—3:40
D’oﬁi]:\/'1 =40

2. Déterminons la valeur de la médiane de la série statistique
Comme N = 40 est pair, alors la médiane est donc la moyenne arithmétique des valeurs

N+2 T+7
qui occupent les positions 5 = 20 et =21, alors M, = — = 7
D'ou M, =17
3. Déterminons le premier et le troisieme quartiles de la série statistique
N 40

T 10 _
Ona: 34N 4120 — Q1_4
R 10 R3=38

4 4

11.3.3 Ecart inter-quartiles et Intervalle inter-quartiles

Définition
> On appelle écart inter-quartiles noté Eg la différence entre Q3 et Q.
On a : EQ:Qg—Ql.
> On appelle intervalle inter-quartiles noté I l'intervalle entre Q1 et Q3.
On a: Ig=[Q1;Q3].

11.3.4 Coefficient inter-quartile relatif

On appelle coefficient inter-quartile relatif le rapport de I’écart inter-quartile par le deuxieme

quartile.
Eq Q@3-
@2 Q2

Ona:c=

11.4 Déciles

11.4.1 Définition

Les déciles d’une série statistique sont les valeurs qui partagent cette série en dix séries de
méme effectif.
> le premier décile noté D1, qui correspond a 10% d’effectif total.
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> le neuvieme décile noté Dy, qui correspond a 90% d’effectif total.
N.B : 10% et 90% sont lus dans les fréquences cumulées croissantes.

11.4.2 Meéthode pour trouver les déciles

Il faut commencer par classer la série dans l'ordre croissant.
On utilise une méthode approximative mais qui donner des résultats significatifs pour des séries

a grands effectifs (V).
N

On calcule 0 et on note a I'entier supérieur a —.

10
9N

9N 9 . 7z . \
On calculer 0 et on note b I'entier supérieur a 0

> Dy est a®™ valeur de la série statistique.
> Dg est b€ valeur de la série statistique.

11.4.3 Ecart inter-déciles et Intervalle inter-déciles

Définition
> On appelle écart inter-déciles noté Ep la différence entre Dg et D;.
On a : ED:DQ—D]_.
> On appelle intervalle inter-déciles noté Ip l'intervalle entre D; et Dy.
On a: ID = [Dl;Dg].

Exercice

x| 1|24 7] 8]10]|12
ni | 81511931 |11 10| 6

On considere la série statistique suivante :

1. Quel est l'effectif total de cette série?
2. Déterminer le premier et le neuvieme déciles.
3. Déterminer écart inter-déciles.

4. Déterminer l'intervalle inter-déciles.

Solution
1. Effectif total de cette série statistique.
N = 27: n; = 100
D’oﬁi]:\f1 =100

2. Déterminons le premier et le neuvieme déciles de la série statistique

N 100
0 - 10 Y Dy =
na: —
99V:900:90 Dy =10
10 10

3. Déterminons ’écart inter-déciles
Ep=Dyg—D1=10—2=8=— Ep =8

4. Déterminons 'intervalle inter-déciles
[D = [Dl;Dg] i[p = [2;10]
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11.4.4 Diagramme en boite

Définition

Un diagramme en boite ou boite a moustaches permet de représenter une série statistique au

moyen d’une boite

rectangulaire sur laquelle sont indiqués les informations suivantes :
> premier quartile )1, le troisieme quartile ()s.

> premier décile D1, le neuvieme décile Dyg.

> la médiane Me.

Biisananns i I ......... =1
. i i i i i o
Xmin D1 Q1 Q2=méd Q3 D9 Xmax

-t -
écart-interquartile

Exercice

On a demandé a 50 personnes prenant ’auto bus pendant une semaine, le nombre de fois ou
chacune de ces personnes a utilisé ce type de transport pendant la semaine écoulée. Voici les

résultats :
x; ( nombre de voyageur) |12 34|56 |7|8]9|10
n; 313571619545 3
E.C.C
fi(%)
F.C.C (%)
1. Recopier et compléter le tableau.
2. Quel est leffectif total de cette série statistique ?
3. Déterminer la médiane.
4. Déterminer les quartiles de cette série.
5. Déterminer les déciles de cette série.
6. Déterminer Ecart inter-quartiles et Intervalle inter-quartiles.
7. Déterminer Ecart inter-déciles et Intervalle inter-déciles.
8. Construire un diagramme en boite.

Solution

1. Recopions et complétons le tableau

x; ( nombre de voyageur) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n; 3 3 ) 7 6 9 5 4 ) 3
E.C.C 3 6 11 | 18 | 24 | 33 | 38 | 42 | 47 50
fi(%) 6% | 6% | 10% | 14% | 12% | 18% | 10% | 8% | 10% | 6%
F.C.C (%) 6% | 12% | 22% | 36% | 48% | 66% | 76% | 84% | 94% | 100%
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2. Donnons effectif total de cette série statistique.
D’apres 1’énoncé de l'exercice, on a : N = 50

3. Déterminons la médiane de la série statistique
Comme N = 50 est pair, alors la médiane est donc la moyenne arithmétique des valeurs

N +2 646
qui occupent les positions 5 = 25 et ;_ = 26, alors M, = ;— =6
D’ou M, = 6.

4. Déterminons le premier et le troisieme quartiles de la série statistique
N 50
—=—=1275 Q=4
—=—=37,5 3=
4 4 ’

5. Déterminons le premier et le neuvieme déciles de la série statistique
N 50
T0=10=° Dy =2

Ona:< @ 1 — !

@ — @ — 45 {D9 =9
10 10

6. Déterminons I'écart inter-quartiles et intervalle inter-quartiles
EQ:QS—Q1:7—4:>EQ:3
Ip =[Qu;Qs] = 1o = [47]

7. Déterminons I’écart inter-déciles et I'intervalle inter-déciles
Ep=Dyg—D1=9—-2= FEp="Tet ]DZ[Dl;Dg] :>]D=[2;9]

8. Construisons un diagramme en boite

- & & & & & & & &

Xmin D1 Q1 02=méd Q3 D9 Xmax

— -
=i} -

écart-interquartile

11.5 Série statistique a caractére continu

Soit [aj;b;] un intervalle ou une classe.

11.5.1 Classe modale

On appelle classe modale de cette série toute classe d’effectif maximal.

11.5.2 Amplitude d’une classe

L’amplitude d’une [a;;b;] est donnée par : & =b; — a;.
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11.5.3 Centre d’une classe

a; + b;
5

Le centre d’une classe est donné par : C; =

11.5.4 Le mode

C’est le centre d’une classe modale.

11.6 Série statistique a deux caracteres

11.6.1 Définition

On appelle série statistique a double caracteres (X;Y"), 'ensemble des triplets (z;,y;,n4;)
avec 1 <i<petl<j<qetng désigne Ueffectif, c’est-a-dire le nombre d’observateurs du

couple (z;;;).

11.6.2 Effectif total

C’est la somme de tous les effectifs n;;. On le note N.

p q
N = Z Z Ngj.
i=1j=1
11.6.3 La fréquence du couple (z;;y;)
nij

On appelle fréquence du couple (z;;y;) notée f;;, le nombre réel tel que : f;; = N

Exercice
» Yilol2]3]4
. 7 . . . ]
Soit la série double suivante : 1 T2 135
3 5121816

1. Quel est 'effectif total de cette série
2. Calculer la fréquence du couple (z;;y;).

N.B : Dans notre cours, nous ne considérons que le cas ou les effectifs n;; sont tous égaux a 1.

11.7 Série statistique double linéaire

Définition
Une série statistique double est dite linéaire lorsque une seule valeur du caractere x

correspond a une seule valeur du caractere y et inversement.

Ti | 1| X2 | T3 | --- | Tp

Yi | Y1 | Y2 | Y3 | - | Yp

Elle se présente sous la forme suivante :
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11.7.1 Nuage des points associés a une série double

Soit (z;;yj) une série statistique a deux caracteres quantitatifs.
On appelle nuage des points ’ensemble des points M;(x;,y;).

11.7.2 Représentation graphique du nuage des points

Application

Soit la série statistique suivante :

v l1]2(2[3]4]5

11.7.3  Point moyen
Définitions

Soit (x;;y;) une série statistique a deux caracteéres quantitatifs.
On appelle point moyen du nuage le point G(Z,y) barycentre de tous les points du nuage de

1 1
cette série, avec T = — » x; et y= — ;.
szzl (3 y N zy’l

11.8 Ajustement linéaire : Méthode de moindres carrées

11.8.1 Covariance

Soit (z;;y) une série statistique a deux caracteres x et y d’effectif total V.
On appelle covariance du couple (z,y) le nombre réel noté cov(z,y) tel que :
1 Y _ B
cov(z,y) = 3 >_ (@i = )(yi —9)-
i=1

Formule de Koenig

1 N
On a : cov(z,y) —E TiYi — T X 7.
N =

11.8.2 Droite de régression de y en x

La droite de régression de y en x est la droite (&) passant par le point moyen G associé a
cou(z,y)

v(x)

la série statistique double (z;;7;) et dont le coefficient directeur est a =

cov(z,y) .
@ (z — 7).

cov(w
Cette droite peut s’écrire sous la forme (9) : y = ax + b avec a = Esw et b=7—aT
v(z

Une équation cartésienne de cette droite est : (&) :y—7y=

11.8.3 Droite de régression de x en y

La droite de régression de x en y est la droite (') passant par le point moyen G associé a
cov(z,y)

la série statistique double (z;,v;) et dont le coefficient directeur est a’ = W)
vy
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Une équation cartésienne de cette droite est : (Z'):0 —T = M(y —7).

v(y)

cov(x
Cette droite peut s’écrire sous la forme (') : x = d'y + b avec a’ = cov(z,y)

v(y)

et b =7 —ay.

11.8.4 Ajustement linéaire : Méthode de MAYER

Ajuster un nuage de points consiste a déterminer une courbe simple passant " le plus prés
possible " par des points du nuage. Si la courbe cherchée est une droite, on dit que I'ajustement
est linéaire.

a) Droite de régression par la Méthode de MAYER

La méthode de MAYER consiste a diviser le nuage des points en deux sous-nuages d’effectifs
égaux. Soit G1(71,7;) et Ga(T2,7s) les points moyens respectifs des
sous-nuages ainsi obtenus. La droite (G1G2) est appelée droite de MAYER.

b) Equation de la droite (G1G>)

les points moyens G1(T1,7;) et Ga2(T2,7s)

T-T1 Y-

To—T1 Y1

N.B : Cette droite est de la forme : y =ax+0b avecazw et b=7; —amT; ou b =7y, —aTs.
Tr1 — T2

On a : I’équation de la droite passant par GG et Go est :

11.8.5 Coefficient de corrélation
a) Définition

Soit (zj;y;;m45) une série statistique a deux caracteres = et y telles que V(z) et V(y) non
nulles. Le coefficient de corrélation linéaire de cette série est le nombre réel noté r tel que :
cov(z,y)  cov(z,y)

o(x) xoly) o) xoly)

r =

b) Propriétés
r? =a.0d = |r| =Va.d;
—1<r <1, cest-a- dire 0 < |r| < 1;

Si |r| =1, alors tous les points du nuage sont alignés. L’ajustement est dit parfait
( les résultats sont fiables), les droites de régressions (Z) et (2') sont confondues;

\%

v

v

v

Si 0,87 < |r| <1, on dit qu’il y a une forte corrélation entre x et y ( l'ajustement se
justifie) ;

v

Si |r| est tres voisin de 0, alors il y a indépendance linéaire statistique;

v

Si |r| < 0,87, on dit qu’il y a une faible corrélation entre x et y
( 'ajustement n’est pas justifie).
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Remarques
>Sia>0etad >0,ona:r=+vad;
>Sia<0Oetad <0,ona:r=—vaad.
Exercice

Le tableau suivant donne le chiffre d’affaire d’une entreprise en milliers de francs, pendant
numéro de 'année (z;) | 1 | 2 | 3 | 4 | 5| 6 7 8
chiffre d’affaires (y;) | 41 | 68 | 55 | 80 | 95 | 104 | 100 | 122

1. Représenter le nuage de points (M;)1<i<g associé a cette série statistique.

huit années consécutives.

2. (a) Calculer les coordonnées de G, point moyen du nuage.

(b) Déterminer une équation de la droite de régression de y en = puis représenter cette
droite.

3. On partage le nuage de points en deux parties d’effectifs égaux : (M;)1<i<a et (M;)s5<i<s.

(a) Déterminer les coordonnées de GG1 et G2, points moyens respectifs des nuages partiels
ainsi obtenus.

(b) Déterminer une équation de la droite (G1G2) puis représente cette droite.
(c) Démontrer que G appartient a la droite (G1G2).

4. En supposant que I’évolution du chiffre d’affaires de cette entreprise gardera la méme
tendance, déterminer ce chiffre d’affaires pour la 9¢ année :

(a) a laide de la droite de régression de y en x;
(b) a l'aide de la droite (G1G2).
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CHAPITRE 12

DENOMBREMENT

12.1 Ensembles

Définition

Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments.

Remarques

Soit E un ensemble.
> Lorsqu’'un objet x appartient a ’ensemble E, on note x € F.
> S’il n’appartient pas a I’ensemble E, on note x ¢ E.

12.2 Ensembles finis

12.2.1 Définition
Un ensemble E est fini lorsqu’il est constitué de n éléments avec n € IN ou un ensemble F
est dit fini lorsqu’on peut compter ses éléments.

Exemple

E={0,1,2,3,4,5,6}.

12.2.2 Reéunion de deux ensembles finis

Soit A et B deux ensembles finis. On appelle réunion des ensembles A et B, I’ensemble
formé des éléments appartenant a A ou a B. On note AU B.
AUB={z/r € Aouz € B}.

12.2.3 Intersection de deux ensembles finis

Soit A et B deux ensembles finis. On appelle intersection des ensembles A et B, I’ensemble

des éléments communs a A et B. On note AN B
ANB=A{z/x € Aetz € B}.

Remarque

Si ANB ={}, on dit que les ensembles A et B sont disjoints.
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12.2.4 Ensemble A\ Bou A— B

Soit A et B deux ensembles finis. L’ensemble A\ B ou A — B c’est I'ensemble des éléments
de A qui n’appartiennent pas dans B.

Exemple

On donne A ={0,1,2,5,7} et A=1{1,2,3,5,6,7}.
Déterminer les ensembles A\ B et B\ A.

12.2.5 Partie d’un ensemble fini

Soit A et B deux ensembles non vides. On dit que A est une partie de B ou un sous ensemble
de B si tout élément de A est un élément de B. On écrit A C B.

Exemple

A=1{0,1,2,3,6,5} et B=1{0,1,2,3,6,5,6,7,8}.
Ona:ACB
Remarque

Soit £ un ensemble non vide. On note ZP(F), I'ensemble des parties de E.
Ainsi Ac P(E)< ACFE. Onadonc: ) € P(E) et E€ P(E).
Si A et B sont deux éléments de P(FE), alors AU B et AN B sont les éléments de P(E).

12.2.6 Complémentaire d’un ensemble fini

Soit A et () deux ensembles non vides tels que A C Q.
Le complémentaire de A dans () noté A ou Cé est 'ensemble des éléments de () qui n’appar-
tiennent pas a A.

Exemple

Soit QO ={3,4,5,6,7,8,9,10} et A=1{3,4,5}. Déterminer le complémentaire de A.

Remarque

> ANA=0 et AUA=Q, on dit que A et A forment une partition de Q.
>ANQ=A
> ANB=AUBet AUB=ANB
> Pour tout A € P(E), alors A est une partie de P(F).

12.3 Dénombrement

12.3.1 Définition

Dénombrer un ensemble fini revient a compter ou a déterminer le nombre de ses éléments.
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12.3.2 Dénombrement de parties d’un ensemble finis
Définition

Soit E un ensemble fini. On appelle cardinal de E et on note card(E), le nombre d’éléments
de ’ensemble E.

Exemples

On donne les ensembles E'; F' et GG définis par :
E ={a,b;c,d}; FF={1,2,3,4,5,6} et G ={a}.
Calculer le cardinal des ensembles E'; F' et G.

Remarque

Le cardinal de ’ensemble vide est nul.

12.3.3 Cardinal de la réunion finis

Soit A et B deux ensembles finis. Le cardinal de AU B noté card(AU B) est tel que :
>si AN B =10, alors card(AU B) = card(A) + card(B) ;
>si AN B =0, alors card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B) ;
> card(AU B) = card(A\ B) + card(B \ A) + card(AN B) ;
> card(A) = card(A\ B) + card(AN B);
> card(B) = card(B\ A) + card(AN B).

Exemple

On donne A ={1,2,4,6} et B ={0,3,7}. Déterminer card(AU B).

12.3.4 Cardinal du complémentaire

Soit A et () deux ensembles non vides tels que A C Q.

On a card(A) = card(Q) — card(A).

Exemple

Soit Q = {3,4,5,6,7,8,9,10} et A= {3,4,5}.
Déterminer le cardinal du complémentaire de A.

12.3.5 Cardinal de ’ensemble des parties finis
Soit £ un ensemble non vide tel que card(E) = n, alors card(9P(E)) = 2".

Exercice
Soit £ un ensemble tel que E = {a,b,c}.
1. Calculer le cardinal de E.
2. Calculer le cardinal de I’ensemble des parties de F.

3. Déterminer l’ensemble PP(E).
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12.4 Dénombrement de listes

12.4.1 Produit cartésien de deux ensembles
a) Définition

Soit A et B deux ensembles non vides. On appelle produit cartésien de A et B et on note
A x B (lire A croix B) I'ensemble suivant : A x B ={(z,y)/z € Aety € B}.

b) Propriétés

> Pour tous ensembles Aet B,ona: AXx BB X A;
> card(A x B) = card(B x A) = card(A) x card(B).

12.4.2 Produit cartésien d’un ensemble finis
a) Définition

Soit Eq, Es,..., B, p ensembles non vides. L’ensemble Fq X Fo x E3 X ... X I, est
'ensemble de tous les p-uplet (a1,as,...,a,) telles que a; € E; avec i € {1,2,...,p}.
Ona:card(E1x...xEy) = card(Eq)xcard(Eq)X...xcard(Ey) = card(E1).card(E»)....card(Ey).
En particulier si card(Er) = card(E2) = ... = card(E),) =n, alors card(E1 x Ey x ... x Ep) =nP.
b) Propriété

Le nombre d’application d’un ensemble A & p éléments vers un ensemble B a n éléments
est égal a nP.
Exercice 1

A une soirée on a trois filles et deux gargons. Combien de couples peut on former ?

Exercice 2

Les numéros de téléphones au Congo Brazzaville de la société M'TN sont des nombres
entiers naturels a 9. Déterminer le nombre de numéros de téléphone que la société MTN peut
avoir au maximum.

12.5 Factorielle

Définition

Soit n un entier naturel. On appelle factorielle n, le nombre noté n! défini par :
nl=nn—-1)(n—2)(n—3)... x2x 1.
Par convention : 0! =1

Exemple

Calculer 3!; 5! et 9!
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12.6 Arrangements

12.6.1 Définition

Soit F un ensemble a n éléments et p un nombre entier non nul tel que n > p. On appelle
arrangement de p éléments de F, tout p-uplet d’élément de F deux a deux distincts. Il s’agit
de I'arrangement sans répétition.

12.6.2 Nombre d’arrangements

a) Nombre d’arrangements sans répétition

Le nombre d’arrangements de p éléments d'un ensemble a n éléments, noté AP est tel que :

A= 1) (=) (n—p1).

(n—p)!

Exemples

A% =20 et A2 =720

Remarque

b) Nombre d’arrangements avec répétition

Le nombre d’arrangement avec répétition de p éléments d'un ensemble a n éléments est :
nP.
Exercice

On donne les chiffres 1; 2; 3; 4; 5.
Combien de nombre de 3 chiffres peut-on former avec ces nombres ?

1. si les chiffres peuvent se répéter ?

2. si les chiffres sont deux a deux distincts ?

12.7 Permutations des n éléments d’un ensemble

12.7.1 Définition

Soit E un ensemble non vide tel que card(E) = n.
On appelle permutation des n éléments de E tout arrangement des n éléments de E.

12.7.2 Nombre de permutations sans répétition

Le nombre de permutations sans répétition de n éléments de E est : p, = n!

12.7.3 Nombre de permutations avec répétition

Si parmi les éléments a permuter, un se répete jusqu’a r; fois et les autres se répetent jusqu’a
n!

rp, fois, alors le nombre de permutation est : p,(r1;r2) = ' ' ;-
10 X T2t X X Tp!

106



DENOMBREMENT

Exercice

1. Combien de mots différents peut-on former avec le nom ANE?

2. Combien de mots différents peut-on former avec le nom AABCCC?

12.8 Combinaisons

a) Définition
Soit E un ensemble non vide tel que card(E) = n.
On appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E ayant p éléments.
b) Nombre de combinaisons
Le nombre de combinaison de p éléments d'un ensemble a n éléments, noté C? tel que :

n!
Ch = ——— avec p <n.

pl(n—p)!

c) Propriétés

Soit n et p deux entiers naturels tels que p <n, on a :
bCP=C"P,Cn=1;Cl=net CY=1;
>si 0 <p<n, alors C’ﬁj +CP_ | =CP;
Al

p_n
> CPh = o

d) Formule du binéme de Newton

Soit a et b del}gx nombres réels et n un entier naturel non nul.

Ona (a+b)"=> CFa™*pF = OV + Cla™ 1o+ C2a" 202 + ..+ C Lab™ L 4+ O
k=0

Exemple

Calculer (a+b)%, (a+b)3, (a+b)* et (a+b).

12.9 Notions de tirages

Soit E un ensemble fini, p et n deux entiers naturels.

12.9.1 Tirages successifs avec remise

C’est un tirage qui consiste a tirer p éléments de E ordonnés et distincts, le nombre de
tirages est un arrangement avec répétition, c’est-a-dire : n?.

12.9.2 Tirages successifs sans remise

C’est un tirage qui consiste a tirer p éléments de E ordonnés et distincts, le nombre de
tirages est un arrangement sans répétition, c’est-a-dire : AP.
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12.9.3 Tirages simultanés

C’est un tirage qui consiste a tirer p éléments de F distincts, non ordonnés, le nombre de
tirages est la combinaison de p éléments de E, c’est-a-dire : CP.

Exercice 1

Soit n un entier naturel non nul.
1 L1 n?
(n—=1! n! (+D! (n+1)!
2. Résoudre dans IN les équations suivantes :
7
(ﬁzl%;%ﬁ+&ﬁ:ﬂnﬂ2+CﬁMﬁ:5nﬁ%ﬁ£&+0&z3%¢Oﬁ%:C%ﬁq

1. Démontrer que :

n n

3. Résoudre dans IN? le systéme suivant :
CYy =Coytt
4CY = 50y1

Exercice 2

Soit n un entier naturel non nul.
1. Développer (1+x)™.

2. En déduire la valeur des sommes suivantes :
S1=C04Cl+C24..+CL+..+Cn
So=C0—Cl+C2+ ...+ (=1)PCE+ ...+ (—1)"C™.
S3=C0+2CL+C2+ ... +2°CP + ...+ 2"C™.

Exercice 3

On veut élire un comité de quatre membres parmi les 45 éleves d’une classe de premiere.
1. Quel est le nombre de résultats possibles ?

2. Quel est le nombre de comité contenant exactement 2 filles, sachant qu’il y a 25 filles dans
cette classe ?

3. Quel est le nombre de comité contenant au moins une fille 7

Exercice 4
Une urne contient 12 boules numérotés de 1 a 12. On tire 3 boules de cette urne. Calculer
le nombre de tirages distincts dans les trois cas suivants :
1. les boules sont tirées I’'une apres I'autre en remettant chaque fois la boule tirée dans I'urne.
2. les boules sont tirées 'une apres 'autre sans les remettre dans 1'urne.

3. les trois boules sont tirées simultanément.

Exercice 5

Déterminer le nombre d’éléments d’un ensemble F dans le cas suivants :
a) le nombre de couples de E est 56.
b) le nombre de triplets de E est 120.
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Exercice 6
Un sac contient 8 billes blanches numérotés de 1 a 8 et 6 billes jaunes numérotés de 1 a 6.
Ces billes sont indiscernables au toucher. On tire simultanément de ce sac 4 billes.
1. Combien de tirages peut-on effectuer en tout ?
2. Combien de tirages peut-on effectuer de facon a obtenir :
a) 4 billes de méme couleur ?
b) 2 billes blanches ?

c) 4 billes portant des numéros diviseurs de 187

Exercice 7

On dispose de quatre pieces de monnaie : une de 10f; une de 25f; une de 50f et une de
100f.

Quelles sont toutes les sommes possibles que 'on peut constituer avec ces pieces.

Exercice 8

Huit amis vont a une soirée et devrait étre normalement accompagnés chacun de son épouse.
A la derniere minute, une des femmes est indisponible et ne peut accompagner son mari a cette
soirée. A T'ouverture de la soirée dansante, ils forment des couples (composés d’'un homme et
d’une femme) pour danser.

1. Combien de possibilités a-t-on de former des couples?

2. Combien de possibilités a-t-on de former des couples tels qu’aucun homme ne danse avec
sa femme ?
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PROBABILITES

13.1 Vocabulaires des événements

13.1.1 Expérience aléatoire ou épreuve

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne peut pas prévoir le résultat.

Exemple

Le jet d’un dé parfait a six faces.

13.1.2 Univers

C’est 'ensemble des résultats possibles d'une expérience aléatoire.
On le note souvent par Q).

Exemple

Lors d’un jet de dé parfait a six faces, les résultats possibles sont : 1, 2, 3, 4, 5, 6, alors on
écrit Q ={1,2,3,4,5,6}

13.1.3 Evénement

On appelle événement, une partie ou un sous ensemble de I'univers ().

Exemple

n

Soit A I’événement " obtenir les nombres pairs lors d’un jet de dé a 6 faces ", on a :
A=1{2,4,6}.

13.1.4 Eventualité

Une éventualité est un résultat possible d’une expérience aléatoire.

Exemple

On lance un dé bien équilibré a 6 faces, on a 6 éventualités : 1, 2, 3, 4, 5, 6.

13.1.5 Evénement élémentaire

Un événement élémentaire est un événement qui ne contient qu’une seule éventualité.
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Exemple

Soit B I’événement " obtenir un nombre premier et pair lors d’un jet d’un dé non pipé a 6
faces ", on a : B ={2}.

13.1.6 Evénement certain

Un événement certain est un événement qui est toujours réalisé : c¢’est 'univers ().

13.1.7 Evénement incertain

Un événement incertain est un événement dont on connait pas le résultat.

13.1.8 Evénement impossible

L’événement impossible est la partie vide de ().

Exemple

Obtenir le chiffre 7 lors d’un jet de dé de six faces numérotées de 1 a 6.

13.1.9 Evénement Evénements compatibles

Deux événements sont dits compatibles lorsqu’ils se réalisent ensemble. Le contraire est dit
événement incompatible.

13.2 Probabilité d’un événement

13.2.1 Définition

Soit () I'univers associé a une expérience aléatoire.
Une probabilité sur 'univers Q, I'application p de ZP(Q)) vers [0;1], qui & toute partie A de Q
associe le nombre réel p(A) appelle probabilité de I’événement A.

13.2.2 Propriétés
p(Q) =1;

. p(@) =0; c’est la probabilité de 1’événement impossible;
. st ANB =@, alors p(AUB) = P(A)+p(B) —p(ANB);
. st ANB =@, alors p(AUB) =p(A)+p(B);

1.

2

3

4

5. p(A) +p(A) =1; p(4) =1 —p(A);
6. VAePQ);p(A)e0,1] 0<p(A) <1,
7. Si AC B alors p(A) < p(B).

.B

N.B : Le couple (QQ,95(Q))) est appelé espace probabilisé.
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13.3 Equiprobabilité ou probabilité uniforme

13.3.1 Définition

Soit ) I'univers ayant n éventualités wi, wa....,w, et p une probabilité sur Q.
On dit qu’il y a équiprobabilité ou que les événements élémentaires sont équiprobables lorsque
chaque événement élémentaire a la méme probabilité, c’est- a - dire
p(wr) =p(wz) = ...... = P(wy).

13.3.2  Propriétés

Soit Q) I'univers de n éventualités et p une probabilité sur Q).

> p(wr) =p(wz) = ..... =p(wp) = %

> Si un événement A contient k éventualités (cardA = k), alors
k B nombre de cas favorables B cardA

p(A) =~

n  nombre de cas possibles  cardQ

Remarque

On reconnait qu’il y a équiprobabilité par ’emploi des expressions telles que :
parfaitement équilibré; non truqué; indiscernable au toucher; au hasard; bien battu; piece
parfaitement symétrique ; piece parfaite; non pipé.

Exercice 1

Une urne contient 15 boules numérotées de 1 a 15. On tire au hasard une boule et on note
son numéro N. Les boules ont la méme probabilité d’étre tirées. On désigne respectivement par
A et B les événements " N est pair " et " N est multiple de trois ".

1. Calculer le nombre de cas possibles.

2. Calculer le cardinal de ANB et AUB.

3. Calculer la probabilité des événements suivants : A; B; ANB; AUB; ANB.
4. Calculer la probabilité des événements suivants : AN B et AUB.

Exercice 2

Une boite contient 10 piles électriques dont 3 sont défectueuses. On tire au hasard et simul-
tanément 2 piles de cette boite. Calcule la probabilité pour que.

1. Aucune pile tirée soit défectueuse.

2. Exactement une pile soit défectueuse.

3. Au moins une pile défectueuse.

4. Au plus deux piles soit défectueuses.
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CHAPITRE 14

OUTIL VECTORIEL DU PLAN

14.1 Notion des vecteurs

14.1.1 Définition et notation d’un vecteur

Soit A et B deux points du plan distincts.
On appelle vecteur ’ensemble de tous les bipoints équipollents & (A, B) et on le note par ﬁ .
On dit que le bipoint (A, B) est un représentant du vecteur zﬁ :
Un vecteur AB est caractérisé par :
> Sa direction : celle de la droite (AB);
> Sons sens : de A vers B;
> Sa norme : la distance AB.

A

-
L

"tn

14.1.2 Kgalité de deux vecteurs

Soit A, B, C' et D quatre points du plan distincts deux a deux.
= ..
ﬁ = DC(' signifie que :
> ﬁ et DC ont la méme direction, méme sens et méme longueur;
> ABCD est un parallélogramme ;
> Les segments [AC| et [BD] ont le méme milieu.

D C

h

14.1.3 Addition vectorielle

a) Relation de Chasles

Soit A, B %’ troiig)oints du plan.
On a : ﬁ—f—BC’:AC’.
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b) Reégle du parallélogramme

Soit A, B, C' et D quatre points du plan distincts deux a deux. ABC'D est un parallélo-
gramme si et seulement si AB + AD = AC'.

D cC

14.1.4 Combinaison linéaire de vecteurs
Définition

Soit @ et v deux vecteurs du plan.
On appelle combinaison linéaire de vecteurs W et U tout vecteur W tel que : W=al+ 6] v
ou « et [ sont des nombres réels.

D’une maniere générale, on appelle combinaison linéaire de n vecteurs W, UB, UR ey Unp
t — R — — — — s . . L.
out vecteur v” tel que : v' =ajul +agugd +azus +...+apu, ol ay; as; asg;...; ap sont des

nombres réels.

14.1.5 Vecteurs colinéaires
a) Définition

Soit W et ¥ deux vecteurs non nuls du plan.
On dit que W et v sont colinéaires s'il existe un nombre réel non nul « tel que : w=av.

b) Propriétés

Soit A, B, C' et D quatre points du plan.

> A, B et C' sont alignés si et seulement si ng et /Yf sont colinéaires, c¢’est-a-dire ng = Oézﬁ .
> Deux droites (AB) et (C'D) sont paralleles si et seulement si A5 et C'D sont colinéaires,

15 >

c’est-a-dire AB =aCD.

> Les vecteurs @ et o sont colinéaires si et seulement si il existe un couple de nombres réels
= a0

(c; B) tels que aw’ + 0" = 0.

Remarque

_>
Soit a W+ 87 = 0.

Sia= (=0, alors W et v ne sont pas colinéaires.
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Exercice 1

Smt ABC’ un triangle quelconque. On désigne par D et F les points définis par :
BD = —2BA et AE —;AC

1. Placer les points D et E.

>
2. Exprimer le vecteur /Tg en fonction de vecteur AD .
3. (a) Montrer que les vecteurs BE et DC' sont colinéaires.

(b) Que peut-on en déduire ?

Exercice 2

1 —= 2 —
Soit ABC' un triangle quelconque, E, I et F tels que : E = gBC’; 67 §C’D et

AF — fAC

1. Placer les points E, I et F.
2. Montrer que AEIB est un parallélogramme.

3. Exprimer ﬁ et ﬁ en fonction de E .
4. En déduire que les points E, F' et I sont alignés.

14.2 Base et repére du plan

14.2.1 Base du plan
a) Définition

Soit @ et v’ deux vecteurs non nuls du plan
On appelle base d’un plan (&), tout couple ( , ) de vecteurs non colinéaires.

Exemple

— — =
Dans un triangle ABC non aplati, (E, AC") est une base; car AB et AC ne sont pas

colinéaires.

b) Base orthogonale

Une base est dite orthogonale lorsqu’elle est constituée des vecteurs orthogonaux.

c) Base orthonormée

Une base est dite orthonormée ou orthonormale lorsqu’elle est constituée des vecteurs uni-
taires et orthogonaux.

(U V') est une base orthonormée si et seulement si : ||| = |7 ||=1et @ L V.
Propriétés

Soit @ et ¥’ deux vecteurs non nuls du plan.

> Le couple (_> 7) forment une base du plan si et seulement si : pour tout (a;3) € R?;

%
aW +B87 =0 aveca=L8=0.
> Le couple (@; v") forment une base du plan si et seulement si : dét(w; 07) 0.
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14.2.2 Repeére du plan
a) Définition

Soit o et ¥ deux vecteurs non colinéaires.

On appelle repere du plan, tout triplet (O; v, 7) ou O est lorigine du repere et (7, 7) une
base.
Remarque

Un repere (O; w, 7) est dit orthonormé si et seulement si sa base (7, 7) est orthonormale.
b) Coordonnées d’un vecteur

- =
Soit (ZP) le plan muni d’une base (i ; 7 ).
(P) le p (i57) N

Pour tout vecteur @ de (9P), il existe un couple unique de réels (z,y) tels que : U=zxi+yj.
2 et y sont les coordonnées du vecteur @ dans la base (i, j ).

Remarque
Dans le repere (O; i, j ), le point M a pour coordonnée = et y tel que : OM =z i +y j .

Y

14.2.3 Changement de base
. . . -
Soit @ un vecteur du plan vectoriel (99) de coordonnées (z;y) dans la base (7, j ) et
(X,Y) dans la bag (7, 7)

Onaura: W =z i —|—y] = XU+4Y7.
%

Y

0 u—az +bj
n pose :
P 7—az+b’

Ona: x?%—y? = X(a?+b?)+Y(a'?+b’?) — x?+y? = (aX+a'Y)7>+(bX—i—b’Y) T

r=aX+dY (1)

Par identification, on a :
y=bX+bY (2)

Y Vo —ay
En faisant &’ x (1) —a’ x (2) et bx (1) —a x (2); on trouve : ‘gg__gg;b
" ab—al
Chacun de ces systéemes est appelé formules de changement de base.
Exercice
Smt_> eg 7 deux \gctelgs du plan 7" muni de la base canonique ( i, j ) tels que :
u-2z—jet_>:2—|—j
1. Montrer que (@; v’) est une base de 7.
—
2. Donner les coordonnées du vecteur @/ = —3 i +2j dans la base ( oy )
- —
3. Donner les coordonnées du vecteur ? — 4% —m7 dans la base (i;Jj)avecm un réel.
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14.2.4 Changement de repere
—

—
Soit M un point du plan (Z) de coordonnées (z,y) dans 'ancien repere (O; i , j ) et de
4 I N . —> o T - - — =
coordonnées (2',y’) dans le nouveau repere (O'; Javec W =ai +bj et vV =d"i +V j.

Cherchons & exprimer les anciennes coordonnées (z,y) en fonction des nouvelles coordonnées
(«".y).
— —— - = — —
OM =00"+0M = zi +yj =z0 i +yor j +2' 7 +y' 0
xi>+yj =zt +yor j +2(ai +by)+y'(d i +b ;).
ri +yj =(@xotar’+dy) i + (yor +b’ +b'y) j
r=x0 +ar' +ady
Par identification, on a : © - ?{
y=yo +bx' +0y

Exercice

%
Le plan (£) est muni du repere orthonormé (O; i iy )

— - =
On donne le point A(—3,2), les vecteurs U=i+jetv=10-—7.
1. Démontrer que (7, 7) est une base du plan vectoriel.
- —
2. Quelles sont les coordonnées de i et j dans cette base?

— =
3. Un point M a pour coordonnées (z,y) dans le repére (O; i, j ) et (2/,y') dans le repére
(A; W, 7). Exprimer z’ et 3/ en fonction de z et y.
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14.3 Fonctions vectorielles de LEIBNIZ

Dans ce paragraphe 9 et 7 désignent respectivement le plan affine et le plan vectoriel.

14.3.1 Point massif ou point pondéré
Définition

On appelle point massif ou point pondéré, le couple (M, ) ou M est un point du plan et «
un réel non nul.
On peut aussi dire que le point M est affecté du coefficient o ou a la masse a ou au poids «

14.3.2 Systeme massif ou systéme des points pondéré

Soit n, un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Un systéme de n points pondérés est un ensemble généralement noté S, constitué de n points
pondérés.

Exemple

Sp={(A1,a1);(A2,a2);...; (An, )}

Pour n=2

S2 = {(A1,a1); (A2,2)}
Pour n =3

S3 = {(A1,01); (A2,2),(A3,03)}

14.3.3 Définition Fonction vectorielle de Leibniz
Définition
fonction Vgtorielle de Leibniz associée au systeme {(Ay,a1);(A2,02);...;(An,an)} est
Papplication f du plan & vers I'ensemble des vecteurs 77 qui a tout point M du plan associe
le vecteur f (_]\>/[ ) telle que :
fP—v
— K — —> —
M+— f(M) = ZazMAz =y MA{+asMAs+ ... +a, MA,,
i=1

Exemple

Ecrire la fonction vectorielle de Leibniz associée au systeme

L {(4;2);(B;-3)}.
2. {(A;—l);(B;;);(Cﬁ)}.

Solution

1. f(M)> —2MA -3MB.

2. F(M) :—MA+;MB+5MC.
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14.3.4 Transformation de I’expression :

7 7 H
f(M) =y MA{+asMAs+...+a, MA,,
Fixons le point Ay
(M) :(al—i—Ozz—i—...—i—Ozn)MAl+a2A1A2+...+OznA1An
, — 3 ey
>Sia;tag+...+a,=0— f(M) = A1As+ ... +a, A1A,
f(M) ne dépend pas du point M ; La fonction est constante.
. 0y N N —
pSiagtae+..+apz20= f(M) =(a1+as+..+a,) MA1+ AjA2+ ...+ an, A1A,

f(M) dépend du point M ; La fonction est bijective.

—

Remarque

A=aj+az+ ...+ a, est appelé masse du systeme S, = {(A1,21); (A2,02),..., (An,an)}.

14.3.5 Ensembles des points.

Activité
A, B et C trois points distincts du plan. Soit M un point quelconque du plan.
1. On définit le vecteur @ par : = ZMA> —3MB + MC'.

(a) Montrer que le vecteur U est indépendant du point M (on pourra introduire A par
la relation de Chasles).

(b) Construire .
En déduire l’engemble (\A) des points M du plan tels que

—
—2MA +3MB + MC = _3AB + AC (on pourra réduire la somme vectorielle).
2. On définit maintenant le vecteur @ par: @ =2MA +3MB + MC .

) A|B|C
Soﬂ:G-bar2 31

(a) Rappeler I'égalité géométrique qui définit le point G.

—
(b) Montrer que les vecteurs MG et & sont colinéaires.
(c) En déduire 'ensemble (T') des points M du plan tels que OIMA +3MB + MC et
2MA —3MB + MC soient colinéaires.

3. (a) Démontrer que 'ensemble des points (€') des points M du plan tels que
I2MA —3MB + MC'|| =2AB est un cercle dont on construira.

(b) En déduire I'ensemble des points () des points M du plan tels que

|20MA —3MB + MC || < 2AB.

Propriété.

Soit A, B et C' trois points deux a deux distincts, et soit M un point quelconque du plan.
Soit a, b et ¢ trois nombres réels non nuls; on définit un vecteur a MA +bMB +cMC = 4.

1**cas: a+b+c=0.
Dans ce cas, le vecteur ¢ est indépendant du point M. On dit que, pour tout point M du plan,
le vecteur a MA +bMB +¢ MC est constant.
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2¢cas: a+b+c=0.
Dans ce cas, il existe un point G, barycentre des points pondérés (A;a), (B;b) et (C;c).

> L’ensemble des points définis par a MA +b MB + ¢ MC =@ est une droite passant par
G et de vecteur directeur 4. .
> L’ensemble des points définis par ||a MA +bMB + ¢ MC || =k (k > 0) est un cercle de
k

centre G et de rayon ————.
la+b+¢|

> L’ensemble des points définis par |[a MA +bMB +¢ MC || <k (k> 0) est un disque de
k

centre G et de rayon ————.
la+b+¢|

> L’ensemble des points définis par MG = M H est la médiatrice du segment [GH| ou H
est barycentre d'un autre systeme dans le méme plan.

14.4 Barycentre

14.4.1 Définition et condition d’existence

Soit A1, As, As,..., Ay, n points données et aq, as, as,..., o, des nombres réels donnés.
On appelle barycentre des points pondérés (Aj;aq); (A2;ae); (As;as);...; (Ap;an), le point G
tel que :

OélGTf—FOéQGT;—FOZSGTg)—F..."’OZnaZZ = ﬁ avec o] +ag +az+ ... +ay, #0.

14.4.2 Barycentre de deux points

a) Définition et notation

Soit A et B deux points du plan, « et 5 deux réels tels que a+ 3 = 0.
On appelle barycentre de deux points pondérés (A,a) et (B, ), le point G tel que
aGA —|—5C7§ = 5> Le barycentre G de deux points pondérés (A,a) et (B,S) est noté :
G = bar {(A,0); (B,B)}.

b) Propriétés
Si G est barycentre de (A,«); (B,f), alors on a :

—
> AG = fﬁ ﬁ, donc les points A, B et G sont alignés.
o

> G est aussi barycentre des points (A, ka); (B, kf3) avec k = 0.
> Si o =3, G est le milieu du segment [AB]. Donc G est 'isobarycentre des points A et B.

S —
> Pour tout point M du plan, a M A —l—ﬁME =(a+p)MG.

i ax x a
> Dans le repére orthonormé (O; i, j ), alors zg = aratPrp et yg = M.
a+f a+ 3

c) Construction du barycentre de deux points

Premiére possibilité : méthode vectorielle

A|B -— b
G = bar <5 —| AG = 7 ﬁ . C’est la relation qui permet de situer et de construire
a

le point G dans le plan. Cette relation est obtenue en réduisant 1’égalité
___> _>

aGA+bG E = 0.

Deuxiéme possibilité : méthode des homothéties
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Soit G = bar{(A;«a);(B;3)}

e On construit le vecteur normal u a /T§

e On construit les points A" et B’ tels que : A4 — BU et BB = —a7
Alors {G} = (AB')N(AB)

Ar
A
(7
A3
G

A B
— Yt

BF

Troisiéme possibilité : méthode de Thalés

On procede comme suit :

e On trace la droite (A) passant par A et B

e On trace un axe (d) gradué passant par A pris comme origine.
e On représente les points G'(f) et B'(a+ () sur (d)

e La parallele a (BB’) passant par G’ coupe la droite (A) en G.

s S

Exercice

Construire le barycentre G = bary {(A,«); (B, )} dans les cas suivants :
a=-2etf=2;a=3et f==T;a=1et =3 et a=[=2020.

14.4.3 Barycentre de plus de deux points

a) Définition et notation

Soit A, B et C trois points du plan, «, 3 et 7 trois réels tels que o+ 5+ = 0.
On appelle barycentre de tr01s points pondérés (A, a), (B,[) et (C,7), le point G tel que
aGA +BGB ++vGC = 0. Le barycentre G de trois points pondérés (A,«), (B,[) et (C,7)
est noté : G =bar{(A4,a);(B,B);(C,v)}.
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b) Propriétés

Si G est barycentre de (A,«); (B,f) et (C,7) alors on a :

s AG =0 A+ ad
a+ B+ a+ B+
> G est aussi barycentre des points (A, ka); (B,kfB); (C,kvy) avec k = 0.

> Sia= =7, G est le centre de gravité du triangle ABC. Donc G est l'isobarycentre des
points A, B et C.
. —
> Pour tout point M du plan, a MA +BMB +~yMC = (a+B+~) MG .
ara+prp+yTC G 7 Bys +vyc

> Dans le repere orthonormé (O; i, j ), alors xg =

a+pB+y ¢ a+B+7y

c¢) Construction du barycentre de plus de deux points

Barycentre partiel ou théoreme d’associativité

Soit G = bar {(A,a); (B, f);(C,7)}.
Si H =bar {(A,«);(B,B)} avec a+ =0, alors G = bar {(K,a+ ();(C,7)}.
Exercice

Soit ABC' un triangle quelconque.
Construire le point G barycentre du systeme S = {(A4,1);(B,2);(C,3)}
Méthode du parallélogramme

Pour construire le barycentre G = bar {(A,«);(B,3);(C,v)}, i faut :
> Vérifier que G existe, c’est-a-dire a4+ 5+ = 0.
. - .
> Exprimer AG en fonction de ﬁ et AC'.
> Placer le point G.

Exercice

Soit ABC' un triangle quelconque.
Construire le point G barycentre du systeme S = {(4,2);(B,—1);(C,—2)}.

14.4.4 Application du barycentre

a) Alignement des points

Pour démontrer que trois points sont alignés a ’aide du barycentre, on essaie de montrer
qu’un des points est un barycentre de deux autres.
b) Droites concourantes

Pour démontrer que trois droites sont concourantes en un point GG, on peut montrer que G
est barycentre de deux points situés sur chacune des droites.
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Exercice 1

Soit ABC' un triangle quelconque. On désigne par I, J les milieux respectifs des segments
[AB], [CI] et K le point du plan défini par : 3BK =2BC .

1. Ecrire K comme barycentre des points B et C' muni des coefficients a et b & déterminer.

2. Ecrire J comme barycentre des points A, B et C' muni des coefficients a, 8 et v a
déterminer.

3. Montrer que les points A, J et K sont alignés.

Exercice 2

Soit ABC' un triangle quelconque. On désigne par I, J et K les points tels que :
7 1 — 7 2 > 4 N . \
Bl = gBC', AJ = 5AC et AK = ?AB, On considere le point G barycentre du systeme
5 ={(4,3);(B,4);(C,2)}.

1. Placer les points I, J et K.

2. Démontrer que les (Al); (BJ) et (CK) sont concourantes.
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L’espace sera noté (&) et on remarquera que toutes les propriétés de la géométrie plane se
prolonge dans (&).

15.1 Points coplanaires

15.1.1 Définition

On appelle points coplanaires des points situés dans un méme plan.

15.1.2 Théoréme

Quatre points A, B, C' et D de 'espace (&) sont coplanaires sl existe deux réels a et [
tels que : AD =aAB +BAC.

Remarque

Cette relation n’est pas unique.

15.2 Vecteurs coplanaires

15.2.1 Définition

Soit 7, 7 et W trois vecteurs, tels que % et U ne sont pas colinéaires. 7, v et W

sont coplanaires si et seulement si W est une combinaison linéaires des U et 7, c’est-a-dire il

existe deux nombres réels a et [ tels que : W=au + 67

Remarque

Soit A, B, C' et D quatre points de I'espace (&). W, U et W trois vecteurs de représentant
respectifs (AB), (AC) et (AD).
u, v et sont coplanaires si et seulement si les points A, B, C' et D sont dans un méme
plan.

15.2.2 Propriétés

Soit W, ¥ et W trois vecteurs de I'espace (&).

> 7, v et W sont coplanaires si et seulement si il existe une combinaison linéaire de ces

vecteurs égale au vecteur nul sans que ses coefficients soient tous nuls, c¢’est-a-dire v,
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et W sont coplanaires si et seulement si il existe trois nombres réels «, § et v tels que :
AW + BV +9UW = 0 avec (e, B,7y) = (0,0,0).

> Trois vecteurs 7, v et sont non coplanaires si et seulement si le seul triplet («,3,7) de
nombres réels tels que a W + BV + W = 0 est le triplet (0,0,0).

Exercice

e
Soit A, B, C' et D quatre non alignés de Iespace (&) tel que 1@ =5DC.
1. Montrer que AB, AD et AC sont coplanaires.

2. Que peut-on en déduire ?

15.3 Base et repere de ’espace

15.3.1 Base de ’espace
Définition

On appelle base de 'espace (&), tout triplet de vecteurs non coplanaires.
La base est dite orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux orthogonaux.

15.3.2 Repere de ’espace
Définition

On appelle repere de Pespace (&) le quadruplet (Q; v, ﬁ) ot Q est un point fixe appelé

origine du repére et (@, ', W) une base de 'espace (&).

z
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> (Q, W) est axe des abscisses
> (Q, 7') est 'axe des ordonnées ;
> (Q, W) est I'axe des cotes.

15.3.3 Repére direct

Smt j k ) un repere de l'espace. Considérons les points I, J et K tels que :
07 = @ 07 = j et OK = k. On considere un observateur ayant les pieds en O, la téte en
K et ﬁxant le point 1. Par convention, on dit que :
> le repere (O; @, 7, k ) est dlrect si 'observateur a le point J a sa gauche.
. . —
On dit aussi que la base (i, j, ¥ ) est directe.
> le repere (O; ¢, 7, k) est indirect si I'observateur a le point J est a sa droite. On dit aussi

que la base (i, j, k) est indirecte.

15.3.4 Coordonnées d’un point et d’un vecteur

a) Coordonnées d’un point

Soit (O; 7, j_'>, ?) un repere de l'espace (&) et M un point (&).

M est un point de 1’esp%:e (&) si et seulement si il existe un triplet (z;y;2) € R3 tel que :
%
OM =x1 —I— yj +zk. Ce triplet s’appelle les coordonnées du point M dans le repere
%
(O; z . k‘ ). On le note M (z;y;2).

Exemple
— —
Dans le repere (O; ? T, k), ona: OAI?:ZS?—I— 7}—5 k = B(3,1,-5).

Y

b) Coordonnées d’un vecteur

- = =
Soit (O; z' , ) un repere de l'espace (&), (i , j ,i) une base de (&) et 7 un vecteur
=
(% ). L'unique trlple ( : ﬂz) telque: W =x1i +yj +zk estappelé coordonnées du vecteur
u danslabase( : ,k) On le note o (x;y; 2).
Remarque

Soit 7, 7 et W trois vecteurs de I'espace (&). v et W sont coplanaires si et seulement

u
7
si leur déterminant est nul, ¢’est-a-dire dét(ﬂ), v, W) =

Exercice
Soit W (—2:3;—4), v’ (1;—1;1) et uf(1;0;—2) trois vecteurs de Iespace (Z).
1. Montrer que les vecteurs 7, 7 et W ne sont pas coplanaires.
2. Que peut-on en déduire de (7, v W) ?

15.3.5 Représentation d’un point dans un repeére de ’espace

- = =
L’espace (&) est muni du repére (O; i, j, k).

Soit M un point de I'espace (&) de coordonnées (z;y;z). Pour placer le point M, on utilise la
construction suivante :
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— -
> On place sur la droite de repere (O; i>) le point P tel que : 0?1 = xi :

> On place sur la droite de repere (O; j ) le point P tel que : 0?2 = yi) ;
> On place sur la droite de repere (O\; k) le point Ps tel que : OP3=2zk .
On construit le point P tel que : OP = OP/]\—i- OP,.
On construit le point M tel que : OM = OP + OPs,.

\ ; S0 s =
Ona: OM = OP 14+ O0Py+OP3— OM =27 +yj +2k.

P.
z ¢
| S .
o M
Py
o - ;
J:
2
m ................................................................. “
P, P

15.3.6 Quelques calculs dans un repere de de I’espace
a) Coordonnées d’un vecteur

Soit A(xA;ya;24) et B(zp;yp;zp) deux points de 'espaces (&).

Ip—TA
Les coordonnées du vecteurs AE est : AE YB — YA
ZB — %A

b) Coordonnées du milieu d’un segment

Soit A(z4;y4;24) et B(xp;yp;2p) deux points de I'espaces (&) et I le milieu du segment
TATIB YATYB. ZA+ZB)
2 7 2 7 2 '

[AB]; le point I a pour coordonnées

c¢) Norme d’un vecteur
Soit w (x;1;2) un vecteur de U'espace (&). On a : || @] = /22 + y2 + 22.

d) Distance de deux points de I’espace

Soit A(xA;ya;24) et B(zp;yp;2p) deux points de 'espaces (&).
La distance des points A et B est : AB = \/(:EB —x4)2+ (yp—ya)?+ (2B —24)% .
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e) Produit scalaire dans 1’espace
Soit W (x;y;2) et U (x';1/;2") deux vecteurs de Iespace (&).

Le produit scalaire de @ par v est: @.7 = za’ +yy' + 22

f) Coordonnées du barycentre dans I’espace

Soit G barycentre du systeme S = {(A;a);(B;0);(C;v)} ou A; B et C trois points de
I'espace (&) et a+ 5+~ =0.

. . (awa+Prpt+yre aya+Bys+yyc aza+Bzp+yzc
Le point G a pour coordonnées ; ; :
a+ B+ a+ B+ a+ B+

15.3.7 Vecteurs colinéaires

Soit W (z;y;2) et U (x';3/;2") deux vecteurs de I'espace (&).

Si W= O dire que W et v
¥ =kx
que 1y = ky
2 =kz

sont colinéaires équivaut a dire qu’il existe un réel k tels

Exercice 1

%
Soit les vecteurs 7(_233?_4)3 7(13—1;1) et W(O;l;—Q) dans la base (? 7 k).

1. Calculer les coordonnées des vecteurs o — 270 + o ; QU+ TV — W et W— 1 +20.

2. Démontrer que @, U et W sont coplanaires.

Y Y

Exercice 2

Soit A(—1,2,-3); 110,2,—1) et C'(—1,1,0) trois points de l'espace (&) muni du repere
orthonormé (O; i, j , k).

1. Placer les points A, B et C' dans ce repere.

. Calculer les coordonnées des vecteurs E , /TC’_> et §8 dans la base (

—
. Déterminer les coordonnées du point D tel que : AD = 2@ :

%
2 1
3
4. Les points A, B, C' et D sont-ils coplanaires ?
5

- —
Jj.k

).

) 9

. Calculer les coordonnées du point G, centre de gravité du triangle ABC.

Exercice 3
Soit ABCDEFGH un cube de coté 8cm.
Faire une figure.
—
Déterminer les coordonnées de tous les points de la figure dans le repere (A; zﬁ ,AD E ).
58 ot FH
Déterminer les coordonnées des vecteurs CD et FH.
Les vecteurs C'D et FFH sont-ils colinéaires ?

Déterminer les coordonnées des points I et J milieux respectifs des segments [C'D] et
[FH].

A e
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15.4 Produit vectoriel de deux vecteurs

15.4.1 Orientation d’un plan dans ’espace orienté

Etant donné un plan de repere (O; OA O? ), on choisit g point C' non situé dans ce plan.
(O; OA O? est un repere direct du plan si (O; OA, O? , OC") est repere direct de 1'espace.

3

15.4.2 Définition du produit vectoriel

Soit U et v deux Vecteurs non colinéaires de I'espace orienté. Soit O un point de I'espace

(&) tel que : —OA ot ¥ = OB

On appelle prodult Vectorlel des vecteurs W et (dans cet ordre), noté UANT

V" est le vecteur
défini par : @ AT = [|7|.|| 7| x sin(@; _>)] 7 ol T est un vecteur normal unitaire qui

1
orienté le plan contenant les vecteurs W et U avec W = ] .

En posant (7; 70 )=a,ona: @ A0 =[|@].]| 7| x sin(a)] 7"

Yo

Remarques

> sia €]0; 7, sin(a) >0 et W A U est de méme sens que 7 ;
>sia€]—m0 sin(a) <0et @ AU est de sens contraire  celui de 7.

15.4.3 Propriétés

>UNAT = 5> si et seulement si @ et U sont colinéajres.
> Les points A, B et C sont alignés si et seulement si ﬁ et AC' sont colinéaires c’est-a-dire
ABNAC = O — —
pUNO=0ANT=0ct AT =0.
PUANV =—T AW ( le produit scalaire est antisymétrique).
> Soit W, ¥, W trois vecteurs de (&) et a, b deux réels.
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Exercice

—
Soit ABCDEFGH un cube d’aréte a tel que : (zﬁ, AD:; ﬁ) soit une base orthogonale
directe de l'espace (&).

1. Faire une figure.

2. Déterminer en fonction de a les produits vectoriels suivants : AB A AD et AH A BF .

Solution
1. Faisons une figure.
a
a G
a
a
E| e a
a a
D C
a
a
A B

2. Déterminons en fonction de a AB ADJ t AH A BF.
AB A AD = | AB ||| AD || x sin(AB; AD). 7

@/\AD—axaxsm<2> ' or w = ! ﬁ:lﬁ

D'ou | AB A AD — 4 AE |
AH A BF = | AH ||| AE || x sin( AH ; AE). 7

ﬁ/\ﬁ—axa 2><s1n<4) 7 or W ! ﬁzlzﬁ

Dot | AH A BE = aAB |.

Remarque
e
Dans une base orthonormale directe (7, 5, k).

e e T e i e - I - - - S
Ona: i ANjJ =k; Nt =—k; jJANk=1;kNj=—1 kNt =7 ;] A Nk=—7;
N I
it Nt =3 Nj =kNk=0.

15.4.4 Norme du produit vectoriel de deux vecteurs

— N (T = T
[0 A0 = [dét (s )| = W[ 0[] < [sin(w; )]

| sin

131



OUTIL VECTORIEL DE L’ESPACE

15.4.5 Expression du produit vectoriel dans une base orthogonale

Smt( )une base orthogonale dlrecte On désigne par et 7 deux vecteurs de
, = = = —>
lespace (%) deﬁnlspar U= +yj —l—zk et V=i +yj +7 k
_>
u/\v:xz+ +zk:/\xz+ +zk
u/\_>v _)SUJJZ/\Z+$ylﬁ>j+l’22/\k+yl‘]/\l+yyjAj+ijA/€+
22’ kA i —|—gk/\j —|—zz’k/\k
VAT =ay kK —az | —yr' K tyz i Az ] -y T
=2y x2 7 Yx +yz 1 +22 ) ZY 1
— — —
WAV =2 —zy) i + (22! —x2) § + (xy —y2!) ke
o - = P
v
Z| = r 2| T -
7/\7—xyzzy//l—//] /y/k
.0 y oz oz ¥y
2 Yy oz
_>
WAV =y —z2y) i + (22! —x2) § + (xy —y2!) ke
yz' —y'z y Y| |2 oA z
Ainsi les coordonnées de WA T sont: WAV |2’z — 22 | ou WA RE RE ,
— z Az |y oy

15.4.6 Produit mixte
a) Définition

Soit W, ¥ et W trois vecteurs de I'espace (&).
On appelle produit mixte des vecteurs 7 7 et W dans cet ordre, le nombre réel noté

(W, v, W) ou [W, V", W] ou encore (U A _>) W défini par : (WA V). W =dét(W, T, W).

b) Propriétés

Soit w, ¥ et W trois vecteurs de I'espace (&).
(VAW W =0 AD)W=—(TANV).W=—dét(W, 7, ).
S

> Les vecteurs @, U’ et w sont coplanaires si et seulement si (A V). W = dét(w’, v, W) = 0.

Exercice

Soit w(2,—1,1); v’ (—2,1,—3) et w(0,—1,0) trois vecteurs de 'espace (&).

1. (a alculer le produit vectoriel des vecteurs et V.

u
) C

b) Que peut-on en déduire ?

a) Calculer le produit mixte des vecteurs W,V et W.
)

(
(
2. (
(b

Que peut-on en déduire ?

15.4.7 Application du produit vectoriel
a) L’aire du triangle

Soit ABC' un triangle.
1 —
L’aire du triangle ABC' est donnée par la formule : & = §H AB A AC .
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a) L’aire du parallélogramme

Soit ABC'D un parallélogramme. R
L’aire du parallélogramme ABCD est donnée par la formule : &/ = || AB A AC Il

Exercice

Dans l'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O; i, j , k ), on considére les points

A(1,2,0); B(—1,0,1) et C(0,1,—1).
—
1. Déterminer ﬁ A AC . Que peut-on en déduire ?
2. Déterminer I'aire du triangle ABC'.

Y )

15.5 Caractérisation vectorielle d’une droite

15.5.1 Caractérisation d’une droite de I’espace

Etant donné un point A et un vecteur non nul .
La droite () passant par A et de vecteur directeur o’
(&) tels que les vecteurs AM et @ soient colinéaires, c'est-a-dire M € (&) <= il existe
keR; AM =k

est I’ensemble des points M de 'espace

15.5.2 Représentation paramétrique d’une droite de ’espace

Soit () une droite passant par A(z4,y4,24) et de vecteur directeur u (a,b,c).
M(z,y,z) € (D) < AM =ku avec k € R*.

T—TA a r=x4+ka
AM = kW <= |y—ya | =k | 0| = y=ya+kb
ZTZA ¢ z=2z4+kc

Cette expression est une représentation paramétrique de la droite (&) passant par A et dirigée
_>
par u'.

15.5.3 KEquation cartésienne de la droite de I’espace

La droite (&) passant par A(z4,ya,24) et de vecteur directeur 7(@,1),0) a pour

T=x4+ka
représentation paramétrique < y =y4 +kb , en exprimant le réel k entre les trois équations
z2=z4+kc
r—x
A — k
a
— r—x — z—z
ona:{ YA o I'équation est (9) : A_YTUA A
L b, a b c
A — k:
c
Exercice

e
Dans un repere orthonormé (O; i, j , k). On donne B(2,3,—1) et 7(1,3,5).

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (&) passant par B et de vecteur
directeur % puis déterminer une équation cartésienne de la droite (Z).
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15.6 Caractérisation vectorielle d’un plan

15.6.1 Caractérisation d’un plan de I’espace

Etant donné un point A et deux vecteurs w et " de l'espace (&).
Le plan (&) contenant A et dirigé par W et U est I'ensemble des points M de l'espace (&)
tels que les vecteurs AM , W et U soient coplanaires, c’est-a-dire M € (P) <= il existe

() €R2; AM =10 +1'7.

15.6.2 Représentation paramétrique d’un plan

Soit () un plan passant par A(x4,y4,24) et des vecteurs directeurs 7(a; b;c) et ?(a’; v ).
M(z,y,2) € (P) = AM =17 +1' 7 avec (1;t') € R%.

x_xA a a/ x:IA+at+a/t/
AM =T 4T = [y—ya | =t|b]|+¢ [0 | = Jy=yatot+ur
Z—ZA ¢ d z=z24+ct+ 1

Cette expression est une représentation paramétrique du plan (9P) passant par A et des vecteurs
directeurs u et v.

15.6.3 Equation cartésienne du plan

r=x4+at+at
Considérons la Représentation paramétrique du plan (9P) :  y=1yy + bt + 't/
z2=za+ct+t
En éliminant les parametres t et ¢’ dans ces équations ; on obtient une équation cartésienne du
plan () de la forme (P):ax+by+cz+d=0.

Remarque

Soit (9P) un plan passant par A et de vecteurs directeurs et V.
M € (P) si et seulement si AM ., W et ¥ sont coplanaires, c’est-a-dire dét(AM L, 7) =0.

Exercice

%
7, ?, k). On donne A(1;1;2), B(2;—3;1) et C(3;—2;4).
1. Donner la représentation du plan (9P) passant par A, B et C.

Dans un repere orthonormé (O;

2. Déterminer 1’équation cartésienne du plan (9P) passant par A, B et C.

Théorémes

Soit a, b et ¢ trois réels non tous nuls.
> Toute équation de la forme ax + by + cz +d = 0 est I’équation cartésienne du plan de vecteur
normal 7" (a;b;c).
> L’équation du plan passant par un point A et de vecteur normal 7 est 'ensemble des points
M de l'espace tels que : W w =0.
> Tout vecteur normal du plan est orthogonal a tout vecteur directeur du plan.
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Exercice 1
Soit (Z) un plan d’équation cartésienne (P):2x —3y+z—1=0.
Déterminer le vecteur normal du plan (9P).
Exercice 2
Déterminer 1’équation cartésienne du plan (9P) passant par B(—2,—3,1) et de vecteur nor-
mal 77(1,2,—1).
Exercice 3

Soit (9?') un plan d’équation cartésienne (9'): x+2y+32—5=0.
Déterminer le vecteur normal et les vecteurs directeurs du plan (Z?').

15.7 Distance d’un point par rapport a une droite et par
rapport a un plan

15.7.1 Distance d’un point par rapport a une droite

Soit (Z) une droite de D'espace (&) passant par le point A et de vecteur directeur w .
Soit M un point de V'espace (&). La distance du point M par rapport a la droite (&) est :

d<MJ(@)):ﬁ’7

15.7.2 Distance d’un point par rapport a un plan

Soit My (zo,y0,20) un point de espace (&) et (9P) un plan d’équation cartésienne
lazo + byo + czo + d|

Va2 +b?+c2

ax+by+cz+d = 0. La distance du point My au plan () est : (M, (P)) =

Théoréme

Soit (ZP) un plan passant par A, engendré par les vecteurs directeurs U et U et de vecteur
normal 7’. Soit M un point de 'espace (&).
7 AM| _|[(@ A7) AM| _|dét(W, T, AM)

Ona:d(M,(P)= “nH - Hu /\_>H ”U /\—)H

Remarque

B |dét(A5f,AC’,AM)\

Si le plan (9P) passe par les A, B et C, alors d (M, (9P
|AB A AC ||

Exercice

Soit OABC un tétraedre tel que : A(2;0;0); B(0;3;0) et C'(0;0;1).
= 2 2
vty

).

1. Placer les points A, B et C' dans le repére orthonormé (O;

) Y

2. Déterminer 1'équation cartésienne du plan (ABC).

3. Déterminer la distance du point O au plan (ABC).
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15.8 Traduction analytiques des positions relatives

15.8.1 Positions relatives des droites

Soit () et () deux droites d’espace (&) de vecteurs directeurs respectifs u (a,b,c) et
(Al B
v (d b ).
. . — — < g s NIEE a
> (1) || (22) si et seulement si les vecteurs u” et v” sont colinéaires, c’est-a-dire — = — = —.
a

> (21) L (2,) si et seulement si @. 7" = 0.
> (21) et (Z2) sont sécantes sl existe un point I appartenant aux deux droites.

Remarque

Si deux droites sécantes sont coplanaires, elles appartiennent au plan défini par deux vecteurs
directeurs.

15.8.2 Positions relatives d’une droite et d’un plan

Soit, (Z) une droite de vecteur directeur @ et (9P) un plan de vecteurs directeurs v et u.
D) || (P) si et seulement si les vecteurs @, v et W sont coplanaires, ¢’est-a-dire

dét(d, v, W) = 0.

1 (P) siet seulement si .0 =0et w.u =0.

et (9P) sont sécants si et seulement si il existe un unique point I appartenant a (&) et
. On dit aussi que (Z) perce le plan () en I.

\%
~—~

Remarque

Si (P) est plan de vecteur normal 7’ et (2) une droite de vecteur .

> (D) || (P) si et seulement si w. 7 = 0.
> () L (P) si et seulement si les vecteurs o et 7 sont colinéaires.

15.8.3 Positions relatives des plans

Soit (AA) et (PA) deux plans de vecteurs normaux respectifs 7’1 et 7.

> (A) || (PB) si et seulement si les vecteurs 71 et 7'y sont paralléles.

> (A) L (F) si et seulement si 1.y =0.

Propriété
w

Soit (9A) et () deux plans de vecteurs normaux respectifs 7'y et 2
0

(A) et () sont sécants si leur intersection est une droite. (71 A 7'y #

)

Exercice

Soit (A) et (FB) deux plans d’équations cartésiennes respectives 2x +y + 2z — 6 = 0 et
20 =2y —2+3=0.

1. Démontrer que les plans (9A) et (%) sont sécants.

2. Déterminer une représentation paramétrique de leur droite d’intersection.

3. En déduire le vecteur directeur de cette droite.
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STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

16.1 Définition

On considére les ensembles de vecteurs 7 de R? et 7 de R3.

Pour tous vecteurs @ et v de 7 ou de % et pour tous réels a et 3, on a :
>(a+8) W =aW +57.

pa(W+V)=aW +av.
>a(B) = (af) W,

> 1. =
e On dit que 77 est un espace vectoriel sur IR? §'il vérifie les quatre propriétés précédentes.
e On dit que 7 est un espace vectoriel sur IR? §'il vérifie les quatre propriétés précédentes.

E

16.2 Famille génératrice

Soit & = { U1 W Wa p} une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E
E=R?’0uE=R?ou E= IR4) ou 5>1; ?2; ?3; o ﬁp sont des nombres réels.

F est dite famille génératrice de F si tout vecteur % de E est combinaison linéaire des vecteurs

71; 72; 73;...; 71, Cest-a-dire U = aq 71 + a9 72 +a373+ —l—apU)p; p € IN*.

—~

Exemples
> Dans R?; on a : 7:5?—7? 01‘1_>7>(1;O) et j (0;1).
> Dans R?; on a 7:6?—1774—2]6 ou 7(1,0,0), ?(0,1,0) ot & (0,0,1).

16.3 Famille libre ; Famille liée

%
Supposons que o1 71 + a9 72 + a3 73 + .ty 7]9 =0.
> Siap =ay=..=a,=0, alors la famille {u;u2;u3;...;u,} est libre.
> Si ap;ag;...;a5 sont non tous nuls, alors la famille {wq;ug;us;...;up} est liée.

16.4 Base et dimension de I’espace vectoriel

16.4.1 Base d’un espace vectoriel

Une base est une famille qui est a la fois libre et génératrice.
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16.4.2 Dimension d’un espace vectoriel

La dimension d’un espace vectoriel est le nombre de vecteurs contenus dans une de ses bases.

Propriétés

Si le déterminant de la famille & est calculable alors;
> F est libre si et seulement si détF = 0.
> F est lide si et seulement si détF = 0.
> F est une base si et seulement si détF = 0.

Exercice 1

On considére les vecteurs @ et o de R? définis par : o' (—1;1), v (3:2)

Montrer que (%, ¥") est une famille libre.

Exercice 2

Soit u (—

1:v/3) et ¥ (—/3;3) deux vecteurs de RR?.
Montrer que (

W, V) est une famille lice.

16.5 Sous-espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel sur IR, F; un sous-ensemble de F.
E est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si :

1. Eli@.
2. Pour tout U>€E1 et 7€E1,ona: 7+7€E1.
3. Pour tout 7EE1 etaElR,ona:a?GEl.
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CHAPITRE 17

APPLICATIONS DU PRODUIT
SCALAIRE

17.1 Rappels sur le produit scalaire

17.1.1 Produit scalaire de deux vecteurs colinéaires
Définition

—
Soit E et AC' deux vecteurs colinéaires. N
On a;@}le le produit scalaire de vecteurs xﬁ et AC le réel noté ﬁ . ﬁ défini par :

AD - AC' — AB x AC.

Remarques

1B o A0
Soit AB et AC deux vecteurs colinéaires.
_ D¢ -— . .
> si AE - AC = AB x AC, alors les vecteurs AE et AC' sont colinéaires de méme sens.
>si AB - AC' = —AB x AC, alors les vecteurs A5 et AC sont colinéaires de méme opposés.

17.1.2 Produit scalaire de deux vecteurs non colinéaires
Définition

—

Soit W et ¥ deux vecteurs non nuls du plan tels que : U = zﬁ et v = AC.

On appelle le pI'O_dl>Ht scalaire de vecteurs @ et U le réel noté uw - v défini par :
WU = AB - AC = AB-AH ot H est le projeté orthogonal de C sur (AB).

17.1.3 Propriétés

Soit @ et v deux vecteurs du plan.
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> W -V =00

> k(W)U =k(W- V) avec k € R.

P UV =0 U LY

> W0 =0-7=0

> UW-(V+W)=1 -7+ - avec & un vecteur du plan.

17.1.4 Autres définitions du produit scalaire
a) Utilisation de la trigonométrique en produit scalaire

—
Soit W et ¥ deux vecteurs non nuls du plan tels que : = ﬁ et v = AC , on note 0

Pangle formé entre w et v cest-d-dire (', V") = 6.

C
KT
0
Ona: uw v =W x|V xcost
Remarque
T
Pour déterminer la valeur de I'angle 6, on utilise la formule suivante : § = cos™ 1 (H <17 )
U v

b) Forme analytique du produit scalaire

Soit w (x;y) et v’ (2;y') deux vecteurs non nuls, on a : o - v = zx’ 4 yy

c¢) Expression du produit scalaire a 1’aide des normes

- = - = - —
7T =3I+ TN 2N

17.1.5 Carré scalaire
Définition

On appelle le carré scalaire d’un vecteur W le nombre positif noté
W=
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17.2 relations métriques dans un triangle

17.2.1 Théoreme d’AL-KASHI
Soit ABC' un triangle quelconque tels que : AB=c¢, AC =bet BC =a.

On a :
> a? =b> + % — 2bccosa
> b =2 +a? —2accos B

> c? =a? + b — 2bacosny.

Démonstration

»BC — BA + AC' — BC ——AB + AC
BC?=(-A +A_C>)2:>B__>C2:A§_2>—2E-A_C>+ACQ
— BC? = AB? + AC? - 2| AB || - || AC'|| - cos
D’ot a2 = b% + ¢ — 2bccos o

»AC = AB + BC.
ACQZABZ+BC’2—2B—A>- B—C>:>bQ:a2+02—2accosﬁ

>AB = AC +C’B>:—CA + CB = ® =b%+ a2 — 2abcos~y

17.2.2 Produit scalaire dans un triangle quelconque

Soit ABC un triangle quelconque.
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On a :
e AB-AC =L (AB2+ AC? - BC?)
e BA-BC =} (AB?+ BC? - AC?)
e CA-CB =1(AC?+ BC? — AB?)

17.2.3 L’aire d’un triangle

. _1 . _1 . _1 .
On a: S = gbcsina = jacsin 8 = sabsinvy.

17.2.4 Formule des sinus

1

On sait que S = 5bcsina = sacsin § = 5absin~y.

On a : 25 = absiny = acsin § = besina = e

. abe a b c abe
= — = — = — s or S = —
258  sina  sinf siny 4R

a b c

“sina sinf8 siny

sina  sinf  siny

a b c

= 2R, avec R le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.
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17.2.5 Formule de Héron

Soit ABC un triangle quelconque. On pose AB =c¢, BC' =a et AC =b, S son aire et p son
demi-périmetre.

Ona:S= \/p(p —a)(p—>)(p—rc), c’est la formule de Héron.

—
a+b+c b2 +c? —a? , det(AB; AC)
Avecp:T; cosa = ————— et sina =

2be | AB||-|AC

on a : S =pr avec r le rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC.

17.2.6 Théoréme de la médiane

Soit le segment [AB] et I le milieu de [AB].

On a:
o MA24 MB?=2MI?+ AL
o MA2_ MB2=2AB . -IM
— AB?
o MA. MB :MI?—T

Exercice 1

Soit ABC' un triangle tel que AB=8, BC'=10et AC =9.

1. Calculer en degré le mesure des angles du triangles ABC'.

2. Calculer les longueurs de la médiane et de la hauteur issue de A.
3. En déduire en cm? laire du triangle ABC.

Exercice 2

ABC est un triangle tel que : AB =3, AC' =6 et ﬁ A—C> =10.
1. Développer (—E+ A—(})2
2. En déduire BC.

143



APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

Exercice 3

Soit ABC un triangle tel que : AB=4; AC' =7 et mesA = 120°.
1. Calculer BC.

2. Calculer mesB et mesC.

17.3 Lignes de niveaux

17.3.1 Définition

Soit k& un nombre réel et f une application du plan & dans R.
On appelle ligne de niveau k de f, I'ensemble (E}) des points M tels que : f(M) = k.

Notation

La famille de ligne de niveau k est souvent noté par (Lyg).

Ona: (Lg): {MeP/f(M)=Ek}

17.3.2 Détermination de ligne de niveau

a) Ensemble des points M tel que : AM -0 =k

Soit A un point et @ un vecteur non nul.
Ona: (Lg): {ME@/AM 7:/{}
Soit B un point du plan tel que U = /@ .
ﬁ . ﬁ =k avec H le projeté orthogonal de M sur la droite (AB).

H =

Sihe

Conclusion
L’ensemble des points M cherché est la droite passant par H et perpendiculaire a la droite

passant par A et de vecteur directeur e

Remarque

Si k=0, alors les vecteurs AM et W sont orthogonaux (Lyj) est une droite passant par A
et perpendiculaire a la droite passant par A et de vecteur directeur e

Exercice

Soit @ un vecteur tel que || W] =3 et A un point du plan.
Déterminer et construire ’ensemble des points M tels que

f(M)= AM - & =k dans le cas suivants : k =6, k=0, k = —6.

Solution

Déterminons et construire (Lg).
Ona: AM - W =k,
Soit B un point du plan tel que U= E et AB = 3.
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AM - AB =k —— AH = K

AB
> Pour k=6
AH = g = 2 alors (Lg) est une droite passant par H et perpendiculaire a (AB).

> Pour k =0, (Lg) est une droite passant pat A et perpendiculaire & (AB), AH =0=— A= H.

> Pour k= —6, (L_g) est une droite passant par H perpendiculaire a (AB). AH = —2

(L_g) (Lo) (Le)

A B
b) Ensemble des points M tels que : MA - MB =k

Ona: (Ly)={MeP/MA-MB =k}.
Soit I isobarycentre des pomts Aet B.
MA - MB = (MI + TA)- (M1 + IB)=MI?>+(IA + IB)MI + IA - TB
— MA - MB =MI?— }1A32:>M12_k+iABQ.

Posons k + 1A32 A soit M 1% = .

> Si k=0, (L) est un cercle de diametre [AB].

> Si A>0, (L) est un cercle de centre I et de rayon R=+v/\.
> Si A <0, (Lg)est un ensemble vide.
(L)

> Si A =0, (Lg) est un cercle point c’est-a-dire (Ly) = {I}.

Exercice
Soit A et B deux points du plan () tel que AB = 8.
On considere l'application f de (9P) dans R définit par f(M) = 2MA - MB.
1. Construire le point G isobarycentre du systeme S = {(A4;1);(B;1)}.
2. Démontrer que f(M)=2MG? —
3. Déterminer puis construire 'ensemble (F) des points M du plan tel que f(M) = —28.
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c) Ensemble des points M tels que : aM A% +bMB? =k

Soit A et B deux points distincts du plan (9P), a et b deux nombres réels non tous nuls et
f lapplication de (%) dans R définie par : f(M) = aM A +bM B>.
Ona: (Ly)={M e P/aMA?+bMB* = k}.
Ona:aMA?+bMB?=k
> premier cas : si a+b#=0
Soit G = bar {(A,a); (B,b)}
aMA2 4+ bMB? = a MA2 4 b MB2 = a(MG + GAZ + (MG + GA)?
= aM A% +bMB? = (a+b)MG? + aG A% + bGB?
= (a+b)MG? +aGA2 +bGB? =k
Yo k — (aGA%+bGB?)
a+b

LbAB2

Posons aG A% 4+ bGB? = f(Q) avec f(G) = o,

Ona: MG?2=)\avec A= k_be)

e si A <0, alors (L) est un gnsemble vide.
e si A=0, alors (L) est un cercle point c’est-a-dire (L) = {G}.
e si A >0 alors (L) est un cercle de centre G et de rayon r = v/\.
> deuxieme cas : sia+b=0=a=—b
On a:
aM A +bMB? = aM A* — aM B?
— aMA? +bMB? = a(MA? — MB?) = a(MA*> - MB?) =k
MA2-MB ="y — a2 uprow
Soit [ milieu duasegment [AB].
MA? — MB?=(MI + IB)-(MA — MB)=2MTI - BA
— 2W> . ﬁ =k
2ITH - AB = k" avec H le projeté orthogonal de M sur (AB).
— K k
=208~ 2aaB
(L) est une droite passant par H et perpendiculaire a la droite (AB).

D’une maniére générale

(L) = {ME@/f ZakMAk}
k=1
> premier cas : Si Z a == 0.
k=1
Ona: f(M)= (a1 +ag+-+an) MG*+ (a1 + ag + - + ay,) AGS

k— f(G) 1
= MG? = U f(G) = ————(aBAB? + ayAC? + pyBC?
o Tont o ou f(G) OHFBJW(O&B ay ByBC*)
pour un barycentre de trois points points.
e si\= k;if(G) >0
>
k=1

(Ly) est un cercle de centre G et de rayon v/
e si A <0, alors (L) est vide.
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e si\=0, (\x)={G}
n
> deuxieme cas : si Z ap =0
k=1

n
Ona: f(M)= ZakOA2—2U>-Oﬁ
n k:1_>
avec U = Z a OA ) indépendant de M et O € P

_>

e Si v = 0 ;onadeux cas :

S ﬁi

* Sy apOAZ — k=0 alors (L) est un plan.
k=1

n
* Sy aOAZ — k=0, alors (L) est un ensemble vide.
k 1

> Siw =0

Ona: 2w ~OW:ZO¢]€OA%—/€.
k=1

Soit P un point du plan tel que U = O? et H le projeté orthogonal de M sur
(OP).

S arOA; —k 3" apOA; —k

o= __  —OF="!
20P 2| ||

(L) est une droite perpendiculaire a la droite passant pat O et de vecteur directeur
u passant par H.

MA
d) E ble d ints M tel :—— =k
) Ensemble des points els que : - —

MA
Ona: (Ly :){M € P/ = k}
On distingue quatre cas :
> premier cas : si k<0
(Ly) est un ensemble vide.
> deuxieme cas : si k=0 (L) = {A}.
Troisieme cas : si k=1
(Ly) est la médiatrice du segment [AB].
quatrieme cas : Si k € R} — {1}

MA
Ona:m—k:MA kEMB = M A? = k%M B?

= 5
Lt

K
=1} ‘li

MA? —k?MB?>=0=— (MA +l<:MB‘)(MA>—kMB‘):O:> {

I'=bar{(A,1);(B,k)}
Posons :
— M1 - MJ = 0, d’ou (L) est un cercle de diametre [I.J].

ou bien

MA2 —k2MB?2=0.
Soit G = bar{(A, 1); (B, —kz)}
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APPLICATIONS DU PRODUIT SCALAIRE

Ona: (MG + GA)? — k(MG +GB)2 =0 = (1 — k2)MG? + GA? — k> GB2? = 0.

2 _ 1.2 2

MGQ:GAkQI_’CGB Jor GA —k*GB = 0 = GA = i2GE = GA=kGB
4 2 1.2 2

MG2:’“GB]€2_I€1GB — MG*=kGB* = MG =kGB

(Lg) est le cercle du centre G et de rayon kG B.

Activité

Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan tel que
MA 5
MB

17.4 Surface de niveau

17.4.1 Définition

Soit k un nombre réel et f une application de (&) dans IR.
On appelle surface de niveau k de f, I'ensemble (I}) des points M tels que : f(M) = k.

17.4.2 Détermination de surface de niveau

a) Ensemble des points M de (&) tel que : aM A% +bMB? =k

On a:aMA?+bMB? =k.
> premier cas : sia+b#0
aMA? +bM B? = (a+ b)MG? + aGA? + bGB? = (a + b)MG? + aGA? + bGB? = k
k—aGA? — bGB?

— MG? =
a+b
Posons : aG A% +bGB? = f(G)
k—f(G) axb
MG? =~ 1" = AB?
G 2a+b Ouf(G) a+b
Posonsw:)\,ona:MG2:/\
a+b

e si A <0, alors (I}) est vide.
e si A =0, alors (Iy) ={G}.
e si A >0, alors (I},) est la sphere de centre G et de rayon v/\.

Exercice

Soit A et B deux points de 'espace (&) tel que : AB = 6.
Déterminer la surface de niveau 28 de I'application : M — M A% + M B?
> deuxieme cas : sia+b=0
Ona:aMA*—aMB*=k= MA*-MB*="%
Soit I le milieu de [AB]
MA2 - MB?=2MT1 - BA —2MTI - BA = £
On choisit un repere pour la droite (AB).

e _— k
Soit H le point de (AB) tel que : 2TH - AB=%=TH = ——
oi e point de (AB) tel que ; 5 TE

(Lg) est le plan perpendiculaire en H a la droite (AB).
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MA
b) Ensemble des points M de (&) tel que : VE = k
Soit k& un nombre réel strictement positif et différent de 1, A et B deux points distincts de

I'espace (&).

MA
Ona:——=k L

na: s (L)

I = bar {(A,1);(B,k)}

J=bar{(A,1);(B,—k)}

MA=kMB = MA?2k2MB? =0 = (MA+kMB)(MA—kMB) = 0= {

— M1 -MJ =0

D’ou (L) est une sphere de diametre [I.J] ou (Lg) est la spheére de centre G milieu de [I.J] et
k

de rayon r = WAB
Exercice
Soit A et B deux points de (&).
MA
Déterminer et construire ’ensemble des points M de (&) tel que : (S) : ik 2
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CHAPITRE 18

LE CERCLE

18.1 Définition

Soit (3 un point du plan et R un nombre réel strictement positif.
On appelle cercle (') de centre Q) et rayon R, I’ensemble des points M du plan tels que :
QM = R.

18.2 Equation cartésienne du cercle

Le plan est muni du repere orthonormé (O; ?, ?) Soit Q(a;b); M(x;y) deux points du
plan et R un nombre réel strictement positif. On désigne par (€) de centre Q et rayon R.
Me (€)= QM =R=— QM?=R?

Dot (6): (z—a)®+ (y—b)% = R%

En développant, on obtient : 22 + 3% — 2ax — 2by + a® 4+ b> — R? = 0. Posons o = —2a; § = —2b
et v=a?+b>—R?

Ona: (€):2?+y?>+ar+ By+~v=0. Cest la forme générale d'un cercle.

18.3 Forme canonique d’un cercle

Ona: (€):2>+y*+azx+By+~v=0

2 2 2 2
(%):(x+g> +<y+§) Ojl+ﬁ4—fy

On distingue trois cas
2
> premier cas : si +54—7<O

(€) est un ensemble vide.

2
> deuxieme cas : Z + i —v>0.
2 2
(€) est un cercle de centre Q) (—O;; —i) et de rayon R = Oéz 54 — 7.
62
> troisic a® 7 0.
roisieme cas : si 4 —|— 1 v =
a2 62
(€) est un cercle point de centre Q iy )

Exercice 1

Déterminer ’équation cartésienne du cercle (¢) de centre A(2;1) et de rayon 3.
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Exercice 2

Etudier les ensembles des points M du plan tels que : (1) : 22+ 3> +6x+9=0;
(Ga): 2?2+ > —6x+4y+16 =0 et (B3) : 222+ 29> — 20+ 4y +1=0.

18.4 Equation du cercle de diamétre [AB]

Le plan est muni du repere orthonormé (O; ?, T) On donne deux points du plan A(z4;y4)
et B(zp;yp).
Le cercle (¢') de diameétre [AB] est I’ensemble des points M du plan tels que : MA.MB =0.

N _ _
M(zyy) € (€) < MA.MB =0— (* “). (""” 5”3) —0
Yy—ya Y—YB

Ona: (€):(x—xa)(x—2p)+(y—ya)ly—yp)=0.
En développant, on obtient la forme générale :
(€): 2 +y* — (wa+ap)r — (ya+yp)y +2a7p +yayp =0

Exercice

On donne A(—1;4) et B(2;—3).

Déterminer ’équation cartésienne du cercle (%) de diametre [AB].

18.5 Equation de la tangente & un cercle en point M, de ce
cercle

18.5.1 Définition
— =
Le plan est muni du repére orthonormé (O; i , j
de rayon R.

L’équation de la tangente (T") en My au cercle est 'ensemble des points M tels que :
e
MoM . MyQ =0.

Ona: (T):(z—=0)(a—w0)+ (y —y0)(b—yo) = 0.
En développant, on obtient : (T') : zxg + yyo — a(z — x0) — b(y —yo) — (xd +3) =0

). Soit (€) le cercle de centre Q(a;b) et

?

18.5.2 Propriété

Soit (€') le cercle d’équation x4 y? — 2ax — 2by +c =0 et My(zo;30) un point de ().
On désigne par Q(a;b) le centre de (€). L’équation de la tangente (T') a (€) en My est :
(T) : zxo + yyo — a(x + x0) — by +yo) + ¢ =0.

Exercice
Soit (&) un cercle d’équation : 2 + 2 + 2z — 6y — 15 = 0.

1. Vérifier que le point B(2;—1) appartient a (€).

2. Déterminer une équation de la tangente (1) a (¢) au point B.
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18.6 Tangente a un cercle passant par un point donné extérieur
a ce cercle

Soit (€) un cercle d’équation % +y? —2ax —2by+c =0, P(xp;yp) un point n’appartenant
pas a (€) et My(zo;y0) un point de (€).
Pour déterminer une équation des tangentes a (6) en P
> On détermine une équation de la tangente (Ty) & (%) en M.
> On détermine si possible les coordonnées du point M telle que la tangente (7p) passe par le
point P.
> On trouve ainsi une équation des tangentes a (%) passant par le point P.

Exercice

Soit (&) un cercle d’équation 22 +y? — 10z 4 15 = 0 et P un point des coordonnées (0;5).
1. Vérifier que le point P n’appartient pas au cercle (%).

2. Montrer que 'équation de la tangente (Tp) en Mo(xo;y0) est : xxo+yyo—5(z+x0)+15 = 0.
3. Déterminer g et yog pour que la tangente (7Tp) passe par le point P.

4. En déduire une équation des tangentes a (¢’) passant par P.

18.7 Représentation paramétrique d’un cercle

Soit (6') un cercle de centre Q)(a;b) et de rayon r.
Pour tout point M (x;y) du plan;ona: M € (6) <= QM =r = QM? = r?

(r—a)?+(y—0)?=r’= (x;a)2+<y—b>2:1.

’
T—a
= Ccosx T =a-+rcosa
Posons : Zb )
Y72 _sna y=>b+rsina

Dot (%) T =a-+rcosa
ou :
y=b+rsina

ce systéme est appelé représentation paramétrique d’un cercle de centre Q(a;b) et de rayon 7.
Le couple (r;a) est appelé coordonnée polaire du point M.

Exercice
Soit (&) un cercle d’équation 22 +y? — 2z +y —1=0.
1. Donner la forme canonique du cercle (€).
2. En déduire les coordonnées de son centre A et la longueur de son rayon.

3. Déterminer une représentation paramétrique du cercle (%).

18.8 Position du cercle par rapport a une droite

Soit (€') le cercle centre Q) et de rayon r et () une droite d’équation az + by + ¢ = 0.
Notons d = (Q;(Z)) la distance du centre du cercle (€) a la droite (2). On distingue trois :
> Premier cas : sid=1r
Le cercle (%) et la droite (2) sont tangents en un point A, c’est-a~dire (¢)N (L) = {A}.
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> Deuxieme cas : si d >r

Le cercle (€) et la droite (2) sont disjoints, c’est-a-dire (€) N (<) ={}.

> Trois cas : sid <r

Le cercle (€) et la droite (&) sont sécants en deux points A et B, c’est-a-dire

(€)N(Z) ={A;B}.

Exercice

1. Etudier la position de cercle (€) d’équation : x2 + 4% — 8z — 4y + 10 = 0 & la droite ()
d’équation : x +2y — 13 =0.

2. Déterminer si possible les coordonnées de leur ou leurs points communs.

18.9 Puissance d’un point par rapport a un cercle

18.9.1 Propriété

Soit (€) un cercle de centre O et de rayon r. Soit M un point quelconque de plan.
Si deux droites passant par M coupent (6) respectivement en A, B, C' et D, alors :
MAMB=MC.MD.

Démonstration
—

Soit A’ le point diamétralement opposé & A sur (%), tels que : MBA=— et OA" = A0

MA B = MANE ot MA. MA = MANE.
Done MA.MB = MA.MA = (M0 + 0A).(M0 + (W)

MAMB = MAMA = (M0 + 04). (MO - 04) = OM? - 04? = OM? 12

MAMB = MA.MA =0M2 -2 (1)
D’autre part :
Soit C' le point diamétralement opposé a C' sur (€).

MC . MD =MC.MD et MC . MO = MC.MD. \
Done MC.MD = MC .M = (MO +OO’).<MO +(W>
MO MD = M. = (MO + OA).(Md— od) — OM?—0C? = OM? — y2

MAMB = MA.MA —0M2 =12 (2)
(1) et (2) prouvent que : MAMB=MC.MD.

m
2

18.9.2 Définition

On appelle puissance du point par rapport au cercle (¢), le nombre réel noté %%) (M)
défini par : Rg) (M) = OM? — 12,

18.9.3 Position d’un point par rapport a un cercle

Soit (€') un cercle de centre O et de rayon r, M un point quelconque de plan et Ry (M)
la puissance du point M par rapport a (6).
> Si Ry (M) =0, alors le point M appartient au cercle (€).
> Si Ry (M) <0, alors le point M est a 'intérieur du cercle (€).
> Si RAgy (M) >0, alors le point M est a 'extérieur du cercle (€).
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Remarque

Si Re) (M) > 0 et T le point de contact de (¢) avec la tangente issue de M, alors
Ry (M) = MT?.

18.10 Points cocycliques

On dit que les points sont cocycliques s’ils sont situés sur un méme cercle.

Propriétés

> Soit A, B, C et D quatre points distincts non alignés.
Si (AB) et (CD) sont sécantes en un point M tel que : MA.MB = MC.MD, alors les points
A, B, C' et D sont cocycliques.

> Soit ABT un triangle. Si un point M de la droite (AB) vérifie MA.MB = MT?, alors (MT)
est la tangente au cercle (¢') circonscrit au triangle ABT.

18.11 Intersection des cercles

Soit (€) et (€¢’) deux cercles de centres respectifs O et O, de rayons respectifs r et 7.
Posons d =00’
Six cas peuvent se présenter :
> Premier cas : si d > r+1'; alors (€) et (¢”’) sont disjoints. On dit que (%) et (€’) sont
extérieur.
> Deuxiéme cas : si d < |’ —r|; alors (%) et (") sont disjoints. On dit que (%) et (€”) sont
intérieurement.
> Troisiéme cas : si d=r+1"; alors (€) et (€¢’) sont tangents extérieurement.
> Quatrieme cas : si d = |r' —r|; alors (€) et (¢”’) sont tangents intérieurement.
> Cinquieme cas : si [/ —r| <d <r+7r'; alors (€) et (€’) sont sécants.
> Sixieéme cas : si O = O'; alors (€) et (€¢”) sont concentriques.

18.12 Axe radial

18.12.1 Propriété

Soit (€) et (€') deux cercles de centres respectifs O et O, de rayons respectifs r et r’.
Alors I'ensemble des points M qui ont méme puissance par rapport a ces deux cercles est une
droite (Z) perpendiculaire a la droite (OO'). Par ailleurs, le point d’intersection P des droites
(D) et (O0') vérifie : 200".QP =12 — % ou Q est le milieu du segment [00].

18.12.2 Définition

La droite (2) perpendiculaire a (OO") est appelée axe radial des cercles (€) et (€7).

Remarque

Si (€) et (€') sont sécants, leur axe radial est la droite passant par leurs
points d’intersection.
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18.13 Cercles orthogonaux

Soit (%) et (€”') deux cercles de centres respectifs O et O', de rayons respectifs r et /.
On dit que (&) et (€”) sont orthogonaux si et seulement si ils sont sécants et leurs tangentes
respectives en chaque point d’intersection sont orthogonaux.

Exercice

Le plan est muni du repeére orthonormé (O; 7, T) Soit (&) et (€”) deux cercles d’équations
cartésiennes respectives 2 +y? +4x —y—2=0et 22 +y* — 6z — 6y — 7 =0.

1. Donner les éléments caractéristiques des cercles (€) et (¢”).

2. Montrer que les cercles (€) et (€”) sont sécants.

3. Déterminer les coordonnées de leurs points d’intersection A et B avec A d’abscisse nulle.

4. Déterminer une équation de la tangente (T') & (%) et (7”) a (€”) au point A.

5. Montrer que (%) et (€¢”) sont orthogonaux.

18.14 Equation du cercle circonscrit & un triangle

Soit A, B et C trois points distincts du plan.
On appelle cercle circonscrit au triangle ABC' ou cercle passant par les points A, B et C
I’ensemble des points M du plan tels que : QM = QA =QB =QC =r avec Q) son centre et
7 son rayon.

Remarque

Le centre () du cercle circonscrit au triangle ABC' est le point d’intersection de trois mé-
diatrices.

18.15 Equation du cercle inscrit dans un triangle

18.15.1 Définition

Soit A, B et C trois points distincts du plan. On appelle cercle (%) inscrit dans un triangle
ABC tout cercle de centre () intersection des bissectrices intérieures des angles du triangle A ;

B et C et de rayon r = d(Q; (AB)) = d(Q; (AC)) = d(Q; (BC)).

18.15.2 Propriété

Le centre Q du cercle inscrit dans un triangle ABC' est défini tel que Q = {(A,«); (B, 5);(C,v)}
oua=BC; =ACet v=AB.
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CHAPITRE 19

LA SPHERE

19.1 Définition

Soit Q un point de l'espace (&) et R un nombre positif.
On appelle sphere () de centre Q et de rayon R I’ensemble des point M de l'espace (&) tels
que : OM = R.

19.2 Equation cartésienne d’une sphére

Soit Q(a,b,c) un point de 'espace (&) et R un nombre positif.
Me(F)e=OQM=R=0OM?’=R?>= (z—a)®+(y—b)?+ (2 —c)> = R%
Dot () : (v —a)®*+ (y—b)?+ (2 —c)* = R%
En développant, on obtient la forme générale : 22 +y?+ 22 —2ax —2by —2cz+a’> 40> +c*—R*> =0
posons : —2a=a; —2b=pf; —2c=v et a®>+b>+c* — R?=6.
Ainsi : ()22 + 2+ 22 +ar+ Py +72+5=0

19.3 Forme canonique d’une sphere

Ona: ()22 +y*+22+ar+By+y2+0=0

a2 38 2 N2 a? 2 42
(9)-<x+§) +<y+§ +(z+§> =+t 0
On distingue trois cas :

o2 2 42 5
> ' psl —+—+-——0<0.
premier cas : si — + 1 + 1

(&) est un ensemble vide.
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2 52 .2
. Lot Ty
> d 5 i8i —4+—+——0>0.
euxieme cas : Sl 1 + 1 + 1
2 2 .2 2 52 2
(&) est une sphere de centre Q (—2;—%;—2) et de rayon R = \/Ojl + 54 + % —0.
> troisieme cas S'a2+ 2—1—72 0=0
roisiem isi— 4 —+4+-——0=0.
4 4 4
a? B2 2
(&) est une sphere point de centre Q 5Ty )

Exercice 1

Déterminer une équation cartésienne d'une sphere () de centre A(1;—2,0) et de rayon 3.

Exercice 2

Déterminer I'ensemble (%) défini par : 22 +y% 4+ 22 — 42 +6y —22+6=0;
2?42 4+ 22 102 +y+224+30=0; 22 + 9% + 22 — 8z + 4y + 122 + 56 = 0.

19.4 Equation de la sphére de diamétre [AB]

19.4.1 Définition

La spheére de diametre [AB] est I’ensemble des points M de I'espace tels que : AM .BM =o.

19.4.2 Expression analytique
L’espace est muni du repeére orthonormé (O; i, j , k). On considere les points A(a,b,c) et
B(d',b/,). On désigne par (&) la sphére de diameétre [AB].

Soit M un point de 'espace, M € (&) < AM.BM =0
= (z—a)(z—d)+(y—b)(y—V)+(z—c)(z =) =0.

Exercice

On donne A(—1;1;2) et B(3;—5;4) deux points de l'espace. Déterminer 1'équation de la
sphere de diametre [AB].

19.5 Equation du plan (9) tangent en )M i la sphére (%)

Soit (&) la sphere de centre Q et de rayon R. Le plan tangent en My a la sphere (&) est
I’ensemble des points M de l'espace tels que : My M. MyQ = 0.

Exercice
On consideére le point A(1;—3;—2) et ’ensemble (&) défini par :
(F):a? + 92+ 22 =20+ 4y — 62— 12=0.
1. Vérifier que le point A appartient a ().
2. Montrer que (&) est une sphere dont on précisera les éléments caractéristiques.

3. Déterminer une équation du plan (&) tangent en A a (&).
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19.6 Intersection d’une sphére et d’un plan

Soit (&) une sphere de centre ), de rayon R et (9P) un plan. On désigne par H le projeté
orthogonal de Q sur ().
Posons d = d(QH;(P)) = QH la distance du point () au plan (9P). Trois cas peuvent se
présenter :
> premier cas : sid= R
Alors le plan (9P) est tangent a la sphere (&) au point H.
> deuxieéme cas : sid > R
Alors le plan (9P) ne rencontre pas la sphere ().
> troisieme cas : si d < R

Alors (P) et (&) sont sécants selon un cercle (%) de centre H et de rayon r =+ R? — d?.

Exercice

Soit (9P) un plan d’équation cartésienne 2z —y + 2z — 1 = 0. On désigne par (&) la sphere
de centre A(2;—3;—1) et de rayon R = 3.

1. Calculer la distance d du point A au plan ().

2. Montrer que (P) et () sont sécants.

3. Déterminer les éléments caractéristiques de leur intersection.
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CHAPITRE 20

ANGLES ORIENTES

20.1 Angles orientés de vecteurs

20.1.1 Orientation du plan

Soit (¢€’) un cercle du plan. Il existe deux sens de parcours sur le cercle (€) :
> le sens du mouvement des aiguilles d’'une montre ;
> le sens contraire du mouvement des aiguilles d’'une montre.
On appelle sens direct ou sens positif le sens contraire au mouvement des aiguilles d'une montre.
NB :
e Le sens direct est aussi appelé sens trigonométrique.
e Le sens contraire au sens direct est le sens indirect.

+

Sens direct

Sens indirect

Un plan est dit orienté lorsqu’il est orienté a partir de ce choix.
20.1.2 Le cercle trigonométrique
Définition

On appelle cercle trigonométrique, le cercle de centre O, de rayon 1 orienté dans le sens
direct, ou O est l'origine du repeére orthonormé (O, 7, j ).
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\
((f) Sens direct
—

J

o) i
Sens in(\

20.1.3 Repérage d’un point sur le cercle trigonométrique

a) Abscisse curviligne

A tout point du cercle trigonométrique, on associe une famille de nombres réels appelés

abscisses curvilignes de M.
(%) M
(e
&

Réciproquement

Sur un cercle trigonométrique, a tout nombre réel a exprimé en radian on associe un point

M.
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b) Propriété

Si « est I'une de ces abscisses curvilignes, toutes les autres sont de la forme o = o + 2k,
keXZ.
Il existe une abscisse curviligne et une seule appartenant a l'intervalle | — m;7].
On l'appelle 'abscisse curviligne principale de M.

NB :

M est le point image de tous les réels de la forme o/ = o+ 2k7, k € Z.
20.1.4 Arc orienté

a) Définition

On appelle arc orienté d'un cercle (&) tout couple de points de (%). Etant donné deux
v
points A et B du cercle (€¢), l'arc orienté d’origine A et d’extrémité B est noté AB.

(©) 5

b) Mesure d’un arc orienté

Soient A et B deux points du cercle trigonométrique (€), a et b les abscisses curvilignes
respectives de A et B.

/%
Une mesure de ’arc AB est b—a.

c¢) Congruence modulo 27

Un arc orienté a une infinité de mesures.
LA différence entre deux nombres quelconques « et 3 de I’arc est un multiple de 2.
On dit que « est congru a  modulo 27 et on note o = 3[27].
a = f[27] <= a — [ est un multiple de 27 c-a-d o = B+ 2km, k € Z.

Notation
% v
mesAB =b—a+2knm, k€ Z ou mesAB = (b—a)[27].

Exercice
1. Placer sur le cercle trigonométrique les points I(0), J(%), I'(n), J'(=5), A(§) et B(=%).

N Ny s y
2. Donner les mesures principales des arcs AJ, BJ, AB et AI'.
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20.1.5 Angles orienté d’un couple de vecteurs non nuls
a) Définition

Soit z_}et 7 deux vecteurs unitaires du plan, A et B deux points du cercle trigonométrique
tel que OA = U et 0527. N
On appelle angle orienté du couple de vecteurs et U I’angle définit par les vecteurs OA et

a4
OB tels que les mesures de I'arc AB soient celles de 'angle (o, 07).

(©) B

A
Ona: (@,7)=(0A,08)=a2n]
NB :
La longueur de arc est L = Ra.
b) Propriétés
Soient W, ¥ et W trois vecteurs du plan.
> (W, V) =—(7, W)[2n]. (angle opposé)
> (W, 7)) =0[27], si @ et ¥ sont colinéaires de méme sens.
> (W, V) =n[2n] si W et ¥ sont colinéaires de sens contraires.
> (W, 0) = (W, )+ (v, )+ 2kn. (Relation de Chasles)
> (=0, —0) = (1, V)[27]
> (W, —0)=(W,—-0)=n+ (W, 0)[2n]
. BT T) = (B AT = {W+(7, v)[2n], 81 k<0
(W, 0)[2n],81 k>0
> (W, W) = 0[27]

20.1.6 Mesure principale d’un angle orienté
a) Définition

On appelle mesure principale d’un angle orienté I'unique mesure appartenant a l'intervalle
| —m;7).
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b) Détermination de la mesure principale d’un angle orienté

Toute mesure en radian # d’un angle orienté s’écrit 6 = 4%, a € Z; § € IN*.
Notons par # la mesure principale de 6.
On distingue deux cas :
> premier cas : si |a] < b alors § est une mesure principale. On a : § = 6.
> deuxieme cas : si |a| > b alors 0 n’est pas mesure principale.
Dans ce cas on note : § =0+ 2k, k € Z avec —7 < 0 < .

Remarques

|

=0;81 n est pair

> Vn € IN*; la mesure principale de § = nn est {

>

=m;s81 n est impair
0=0; si n est pair
> Vn € Z* , la mesure principale de 6 = n7 est
f=m si n est impair

> Pour 6 = 4%, la mesure principale de 0 est 0=0+2kn, kecZ.

Exercice 1

Déterminer la mesure principale des angles suivants : 1 = Q?T”, 0y = _18 IT 03 =3m, 0, = 35”

05 = —3,5m.

Exercice 2

On considere la ligne brisée A,_B> C, D, F telle que :
AB =4cm , BC =5cmet (AB, BC
et (DC', DE ) = Z*[27].

1. Construire avec soin cette ligne brisée.

2. Déterminer la mesure principale des angles (B—C’> : D ) et (C'—D> , DE ).

3. Démontrer que : (ﬁ, ﬁ) = —7[27].

4. Que peu-on dire des :

a) vecteurs AB et DE?

b) droites (AB) et (DE)?

)=—%2 ],CD—Scmet(C?,C’—D>):§[2W],DE:20m

20.1.7 Angle Orienté d’un couple de demi-droites
a) Définition

Soit [Oz) et [Oy) deux demi-droites de méme origine O, & et v’ les vecteurs directeurs
respectifs de [Ox) et [Oy).
L’angle orienté du couple de demi-droite (Ox,Oy) n’est autre que I'angle orienté des vecteurs
(', V).

Y
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b) Mesure d’un angle des droites
Posons (@, v ) = a. Calculons (=, v')
(-7, 0)=(—0, )+ (W, 0)=n+ (W, 7)== (-0, V) =7+
Donc tout couple orienté [Ox) et [Oy) détermine deux angles orientés de vecteurs de mesures
a et ™+ a qui ne different que de 7.
(Ox,0y) =a+kr, (k€ Z) ou (Ox,0y) = ofr].
Parmi toutes ces nombres de la forme o + k7 une seule est comprise dans l'intervalle | — &; 7]
on 'appelle mesure principale.

c) Relation entre (OA; OE) et (OA,0B)

>Si (OA,O0B) = «al2n]; alors (OA,O§ ) = a|n]

> Si (OA,O?) = a|r], alors (OA, OE) = a[27].

d) propriétés
Soient (21), (Z2), (Z3) et (D4) quatre droites.

> (D D) = ~(22,D1)[7].

> (21,21) = 0[27].

> (D1, D) = 0] <= (D) || (D).

> (D1,24) = (21,D%) + (D2, D) [r]. (Relation de Chasles)

=
> (91,92) = (93,94)[7T] e (91,93) = (92,94)[7@.
> Si (21) L (Dh) et (D) L (D) alors (21,D3) = (Do, Dy)[n].
> Les points A, B et C sont alignés <= (AB, AC) = 0[x].
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> Etant donné deux demi-droites [OA); [OB) et la symétrie orthogonale S(a)-

(2)

(OA,0B) = (O'B,07A')[r]
(OA,0B) = —(O"A",0'B')[x]

20.1.8 Bissectrice d’un angle de demi-droites

On appelle bissectrice d'un angle de demi-droite (Oz,0y) la demi-droite [Oz) telle que
(0x,0z) = (0z,0y) = §(0x,0y)|x].

Remarques

xr

> Un point M distinct du sommet O d’un angle orienté (OA; OB) appartenant a la
—
bissectrice intérieure de cet angle <= (OA, OM )=3(0A, OB )[27].
> Un point M’ distinct de O d’un angle orienté (OA; OB) appartient a la bissectrice

extérieure de cet angle <= (OA, OM )= ;(OA; OB ) + m[27].
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20.1.9 Angle de droites coté perpendiculaires

>

(%5)

(d2)

(21)

AN

20.1.10 Angle de droites a coté paralleles

(d1)

{(91) 1 (2) = (D1;d1) = (D do) 7]

(d1) L (d2)

(%2)

(21)

(d2)

(d1)

{@1) @) (Dridy) = (@i dy) ).

(d1) || (d2)

20.1.11 Angle inscrit et angle au centre

Soit (€) un cercle de centre O, A et B deux points distincts de (€) et M € € tels que :

M= Aet M #B, () la tangente en A au cercle (¢).
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v

v

—
(MA, M E) est un angle inscrit, car son sommet est situé sur le cercle (€).

(O—A> : OB ) est un angle au centre, car son sommet est le centre du cercle (€).

Ona: M e (&)< (OA;0B) =2(MA; MB)[2r] ou (MA, MEB) = L(0A, OF).
Propriété de la tangente

L’angle entre une tangente et une corde est égal a ’angle inscrit interceptant cette corde
situé de I'autre coté, c’est-a-dire pour tout 7' € (&) distinct de A, on a :

(AT, AB) = (MA, MB)[2n]

ou (OA, OB ) =2(AT, AB )[2x].

Théoréme fondamental

Tout angle inscrit vaut la moité de 'angle au centre.

Propriétés
e Deux angles inscrits interceptant le méme arc sont égaux.
e Tout angle inscrit interceptant un diameétre est droit.
e Deux angles inscrits sont dits supplémgntaires lorsqu’ils interceptent des arcs

OPPOSES.

2
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(AB{;AC/)—F(DC:;DB/):W

20.2 Points cocycliques

20.2.1 Définition

On appelle points cocycliques des points qui appartiennent & un méme cercle.

20.2.2 Théoréme

Quatre points A, B, C' et D non alignés du plan sont cocycliques si et seulement

(AB; AC) = (DB ; DC)[2x].

20.2.3 Propriétés

> Deux points distincts sont toujours cocycliques.
> Trois points distincts non alignés sont toujours cocycliques.

> Quatre points distincts A, B, C' et D ne sont pas toujours cocycliques.

20.2.4 Points alignés

Trois points A, B et C sont alignés <= (ﬁ, ﬁ) = 7[27] ou (AB,AC) =0[n].

20.2.5 Configuration donnant quatre points cocycliques

a) Deux triangles rectangles de méme hypoténuse

Soit ABC' et AC'D deux triangles rectangles en B et D de méme hypoténuse [AC], alors

les points A, B, C' et D sont cocycliques.
(%)
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b) Quadrilatéres non croisé aux angles opposés supplémentaires

Les sommes d’un quadrilatére non croisé aux angles opposés supplémentaires sont

cocycliques. @ C

—

fA1+CA':7r et §+D:7T.

¢) Quadrilatére croisé aux angles égaux

Les sommes d’un quadrilatére croisé aux angles opposés égaux sont cocycliques.

~

A=Cet B=D

Exercice 1

Deux cercles (%) et (€”) se coupent en A et en B. Une droite passant par A coupe (€) en
M et (¢') en M'. Une droite passant par B coupe () en N et (¢’) en N'.

1. Faire une figure.

2. Démontrer que les droites (M N) et (M'N') sont paralleles.
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Exercice 2

Soit (&) et (€') deux cercles sécants en deux points A et B.
Soient I un point de (¢) distinct de A et de B, J un point de (€”) distinct de A et de B, tels
que I, J et A ne soient pas alignés. Une droite passant par B coupe (6) en M et (€’) en N.
On suppose que les droites (IM) et (JN) sont sécants en N.

1. Faire une figure.

2. Démontrer que les points A, I, J et K sont cocycliques.

Exercice 3

Soit ABC' un triangle quelconque. On désigne par A’; B’ et C’ trois points appartenant
respectivement aux droites (BC); (C'A) et (AB).
Soit M le deuxiéme point d’intersection des cercles circonscrits aux triangles BA'C’ et CA'B’.

1. Faire une figure.

2. Montrer que les points A, B’,C’ et M sont cocycliques.
3. Montrer que (A’B",A'C") = (M B;MC)+ (AC, AB)|[x].
4

. Montrer que si A’, B’ et C’ sont alignés, alors M appartient au cercle circonscrit au
triangle ABC

Solution 1

1. Faisons la figure
") (%)

M’ M

N/

2. Démontrer que (M N) || (M'N").
(MN) || (M'N") <= (MN,M'N") = 0[x]
(MN.M'N') = (MN,NN’) + (NN', M'N")[z] = T — Z[x]
= (MN,M'N") = 0[r].
Diow (MN) L (M'N')
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Solution 2

1. Faisons la figure

()

2. Démontrons que les points A, I, J et K sont cocycliques.
A, I, J et K cocycliques <= (IA;IK) = (JA; JK)[r].
({A;IK) = (IA;IM)[rn] car M, I et K sont alignés.
De méme (JA; JK) = (JA;JN)[r| car N,J et K sont alignés.

e Les points A, B, I et M sont cocycliques donc (IA;IM) = (BA; BM)|x].
e Les A, B, J et N sont cocycliques donc (JA; JN) = (BA,BN)|r|
(IA;IK)=(BA; BM)|~]
Donc
(JA;JK)= (BA,BN]|r])
{(IA;]K) — (BA;BN)|x]

(JA;JK) = (BA;BN)|r]
D’ou les points I, A, J et K sont cocycliques.

or B, M et N sont alignés,

— ([A;IK) = (JA; JK)[7]

20.2.6 Effet d’une réflexion et d’une homothétie sur les angles orientés

a) Angles et symétries orthogonale

Soit (%', ¥’) un angle orienté.
Une symétrie orthogonale change ’angle orienté (7, 7) en son opposeé.
(W, V) =—(W, V).
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(2)

b) Angles et homothéties

Soit A, B et C trois d’images respectives A, B’ et C' par I'homothétie h.
=1 o8 —— ——
Ona: (CA,CB)=(C'A";C'B")

20.2.7 Propriétés de symétriques de ’orthocentre d’un triangle par rapport
aux cotés du triangle

Soit ABC' un triangle quelconque, (€') le cercle circonscrit au triangle ABC' et soit H son
orthocentre.

Les symétriques de H par rapport aux cotés du triangle ABC' appartiennent au cercle (€).
A

H/

On a : les points A, B, H' et C sont cocycliques.
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Exercice

Soit ABC un triangle quelconque et H son orthocentre. On noteA’ le symétrique orthogonal
de H par rapport a la droite (BC).

1. Faire la figure.
) s
2. Etablir que (A'B, A'C) = (H—C’), HB )]
3. Montrer que les points A, B,C et A’ sont cocycliques.

Solution

1. Faisons la figure

A/

, T AT —
2. Etablissons que : (A'B; A'C')=(HC, HB )[27].

Comme A’ est 'image de H par rapport a 'axe (BC') et que la réflexion transforme un

angle orienté en son oppose on a :

HRSE
(A'B, AC)= —(HB, HC)[2x] — (A'B, AC') = (HC , HB)[2n].
3. Montrons que les points A, B, C' et A’ sont cocycliques.
. —_— —
Les points A, B, C et A" sont cocycliques <= (ﬁ, AC )= (A'B; A'C)[27]
cest-a-dire (AB, AC') = (HC'; HB)[2n]

Or (HC; HB) = (HC; AB) + (AB: C) + (AC'; HB)[2x] comme { HO) L (4B)
(HB) L (AC)

(HCHB) =T + (AB,AC) + I[x] = (Hc ) 7+ (ABAC)|x]

. (HC-HB) — (AB-AC)[x] alors (A8, AC) — (7B, AC)jax]

Dott A, B, C et A’ sont cocychques

20.2.8 Droite de Simson

Soit ABC' un triangle quelconque, non aplati, (%) le cercle circonscrit a ce triangle et M
un point du cercle (¢) distincts de A, B et C. Les projetés orthogonaux respectifs du point M
sur les droites (AB), (BC) et (AC) sont alignés. La droite passant par ces points est appelée
droite de Simson du triangle ABC' relative au point M.
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Cl

(©)

BI

Exercice

ABC est un triangle quelconque, (C)est le cercle circonscrit a ce triangle et M un point du
plan distinct de A, Bet C. Soit E, F et G les projetés orthogonaux respectifs du point M sur
les droites (AB); (AC) et (BC).

1. Faire une figure.
2. Démontrer que les points E, F et G sont alignés si et seulement si M appartient a (C).

3. Comment appelle-t-on la droite passant par F,F et G?

20.2.9 Droite de Steiner

On appelle droite de Steiner du point M, 'image de la droite de Simson du méme point M
par ’homothétie de centre M et de rapport 2.
Ona: h(A)=A"; N(B")=B"; h(C")=C".
D’ot la droite de Steiner est la droite passant par les points A”, B” et C”.

Droite d’Euler

Soit ABC' un triangle quelconque, (C) le cercle de centre O circonscrit au triangle ABC, H
I'orthocentre du triangle ABC' et G l'isobarycentre des points A, B et C.
La droite passant par les points H,G et O est appelé droite d’Eleur.
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20.3 Arc capable

20.3.1 Définition

Soit [AB] un segment de droite et M un point n’appartenant pas a [AB].

e R
Si l'angle (M A; M B') = 0[27], alors on dit que le segment [AB] est vu du point M sous I’angle
6.
M
0
A B

On appelle I'arc capable du segment [AB] relatif a 'angle 6, 'ensemble des points M du plan
d’ou 'on voit le segment [AB] sous I'angle 6.
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20.3.2 Construction de I’arc capable
M

20.3.3 Algorithme

> Tracer le segment [AB];

> Tracer AT telle que (ﬁ, ﬁ) = 0[27];

> Tracer la perpendiculaire en A a la droite (AT);
> Tracer la médiatrice de [AB].

> Placer le centre Q) ;

> Tracer ’arc capable.

Exercice
Soit [AB] un segment tel que AB = 6. Construire les arcs capables suivants :
1. (MA, MEB) =227,
2. (MA, MB)=Z[2x].
3. (MA,MB)=—1[2x].

20.3.4 Ensemble des points M/ du plan tels que (M A, M B) = 0[27]

Soit A et B deux points distincts du plan orienté, 6 un réel donné.
Soit (I') 'ensemble des points M du plan tels que (M A, ME) = 0[27].
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> Si @ =0[2n] alors (T') est la droite (AB) privée du segment [AB].

> Sif=0[27] et = w[27] alors (I') est 'arc capable relatif au segment [AB] privé des points
A et B et I'angle de mesure 6.

20.4 Cercle capable

20.4.1 Ensemble des points M du plan tels que (M A, M B) = 0[x]

Soit A et B deux points distincts du plan 01rient(ﬁ> urﬁgl donné.
Soit (T') 'ensemble des points M du plan tels que (M A, MB) = 0[x].
> Si 6 =0[n] alors (T') est la droite (AB) privée des points A et B.
> Si 6= 0[r] alors (T') est le cercle capable relatif au segment [AB] privée de A et B.
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CHAPITRE 21

TRIGONOMETRIE

21.1 Cercle trigonométrique

On appelle cercle trigonométrique le cercle de rayon 1 orienté dans le sens direct ou sens
trigonométrique de centre O origine du repere (O; i , j ).

21.2 Lignes trigonométrique d’un angle orienté

21.2.1 Cosinus et sinus d’un angle orienté

Soit (7, 7) un angle orienté de mesure a radian et M I'image de « sur le cercle

trigonométrique (€).

~ A
||

Cos

Posons o = (?, OM ) et M (xar;ynr)-
Considere le triangle OM rectangle en [.
I

cosae = —— et sina= ——.

Me (€)= OM=1,or IM =0J; ainsi cosa = Ol =z et sina=0J = yyy.
D’ou M (cosa;sina).

Définition

> Le cosinus de I'angle orienté « est ’abscisse du point M.
> Le sinus de ’angle orienté « est 'ordonnée du point M.
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21.2.2 Tangente et cotangente d’un angle orienté
Définition

T
> La tangente d'un angle orienté o avec a # 5 +km; k € Z est le réel noté tana défini par :

sina
tano = .
cosa . , . g
> La cotangente d’un angle orienté o noté cot a est I'inverse de la tangente de 'angle orienté

cosa
avec azkm; k€ Z. On a: cota =

sina’
21.3 Lignes trigonométriques remarquables

21.3.1 Lignes trigonométriques des angles remarquables

Le tableau ci-dessous indique les lignes trigonométriques des angles remarquables a retenir.

o (0] 721533
cosa | 1 @ @ % 0
sina | 0 % @ § 1
tana | O @ 1 | V3|7
cotar | 71 V3 ] 1 g 0

21.3.2 Lignes trigonométriques des angles angles associés
Propriété

Pour tout nombre réel o, on a :

cos(—a) = cos sin(—a) = —sina
tan(—a) = —tana cot(—a) = —cota

cos(m —a) = —cosa | sin(m—a)=sina
tan(m — o) = —tana | cot(m — a) = —cot
cos (% —oz) =sina | sin (% —a) = cosa
tan (g - a) =cota | cot (g - a) =tana
COS 72r+oz):—sina sin(%+a> = Ccoso

21.3.3 Lignes trigonométriques des angles remarquables et associés
Propriété

Pour tout nombre réel o, on a :

o« [0] 212 5 3 ZE TS % I~
cosa | 1 § @ % 0 —% —g —@ -1
sina | 0 % @ @ 1 @ % % 0
tana | O @ 1 | V3] 7?2 —=V3| -1 —@ 0
cota | 7| V3 | 1 @ 0 —§ -1 —/3 | ?
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21.3.4 Sinus et cosinus des angles associés et remarquables sur le cercle

trigonométrique
F 3
sim cx
T
0 12
cosfd < 0 .
= =7 — 27 cosl > 0
sm vz 1
4 -
2
) s NI - [0
6 2 6
m ] COs o _
-1 y3 [v2 [ 1 / 1 v2 V3[4 g
Tz 2 2 2| o 2
/ \ §
Tn ! = v |
6 2 6 J
Il ] V2|
5T — 3 _:
4 v3
cosé < 0 _ 4 2 T cosf > 0 _
{ sinf < 0 il 37 i ’ { sin@ < 0 0 = —af2a]
2 -2
Exercice

Donner les valeurs exactes de cos (Q?T”) et sin (Q?T”).

21.4 Repérage polaire

21.4.1 Coordonnées polaires d’un point

Soit (O; T, ] ) un repere orthonormé direct. Si M est un point distinct du point O alors

M peut-étre repéré par I'angle 0 = ( 1 ;0 ) et la longueur r = OM.
Réciproquemglt, la donnée d’un couple (r;0) avec r > 0 et 6 € IR détermine un seul point M
tel que 6 = (z ,OM) et r=0DM.
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T
—
J ‘
0
o —
1

Définition
%
Pour tout point M distinct O, un couple (r;6) tel que : § = ( i OM ) et r =0M est appelé

-
couple de coordonnées polaire de M dans le repere polaire (O; T, ] ) On note M (r;0).

Exemples

> OA=+/2et (?,O—Z 1

2 2
>OB=2et (?, O?) = —g ; donc les coordonnées polaires de B sont (2; —;)

) = % ; donc les coordonnées polaires de A sont <\/§, W).

Remarque

Si M est un point du cercle trigonométrique tel que : ( 150 ) = «, alors les coordonnées
polaires de M sont (1;«).

21.4.2 Coordonnées cartésiennes ou rectangulaire

Soit (O; v, ] ) un repére orthonormé direct. Un point M distinct de O a pour coordonnées
cartésiennes (x;y) ou x et y sont des nombres réels.

21.4.3 Lien entre coordonnées cartésiennes et polaires

Soit (O; T, ) un repere orthonormé direct.

Propriété
Si M est point ayant pour coordonnées cartésiennes (x;y) dans le repere (O; 1,7 )

coordonnées polaires (r;6) alors : 7= /22 +y2; x=rcosf; y=rsinb.

et pour

Exercice 1

- = )
Le plan (9P) est muni d’un repére orthonormé (O; T, ) On donne les points A (2; (7:) ;

B <\/§, Z) et C (1; —;T) en coordonnées polaires.

181



TRIGONOMETRIE

1. Représenter ces points dans ce repere.

2. Déterminer les coordonnées cartésiennes de ces points.

Exercice 2

1 3
Soit N et P deux points du plan tels que N —5 —\é_ et P (\/5,—\/5)

Donner les coordonnées polaires des points N et P.

21.5 Formules trigonométriques

21.5.1 Formules d’addition

Pour tout réels a et b; on a :

> |cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb

cos(a —b) = cosacosb+sinasinb

> |sin(a+b) = sinacosb+sinbcosa

sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa

tana + tanb

> |tan(a +b) = 1 —tanatand

(5) et

tan(a —b) =

tana — tanb
1+ tanatand

21.5.2 Formules de duplication

En remplagant b par a dans (1); (3) et (5); on a :

2q—sina| (7) et

> | cos(2a) = cos

sin(2a) = 2sinacosa

2tana
> tan(2a) = ———— | (9).
1 —tan“a

21.5.3 Formules de linéarisation

D’apres (7) et la relation fondamentale, on a :

1 —cos2a
2

a =

1 2
> coszazw (10) et |sin?
D’apres (10) et (11), on a :
1 —cos2a
>l tan?a = ———— | (12).
ana 1+ cos2a (12)

(11)

21.5.4 Formules de passage de somme en produit

D’apres (1)+(2), on a :

1
> |cosacosh = 3 [cos(a + b) 4 cos(a — b)]

D’apres (2)-(1), on a :

1
> |sinasinb = 5 [cos(a — b) — cos(a
b s p—
En posant ot b — ¢
a—b=q b=

(13) et (14) deviennent :

(13).
+0)]| (14).
p+q

2
pP—q

[\D ‘

(6).
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> | cosp + cosq = 2cos (]92—1-61) cos (pgq) (15)
> | cosp —cosq = —2sin (p—;—q) sin (p;q) (16)
D’apres (3)+(4), on a :
1
> [sinacosb = 3 [sin(a 4 b) +sin(a —b)]| (17).
D’apres (3)-(4), on a :
1
> |sinbcosa = 5 [sin(a +b) —sin(a — b)] | (18).
b= — Ptg
En posant at p - “ 2
a—b=q b="E1
(17) et (18) deviennent :
> |sinp +sing = 2sin (p;—q) cos (p;q) (19).
> |sinp —sing = —2cos (p—;q) sin (p;q) (20).

(&7

21.5.5 Expressions de cosa, sina et tana en fonction tan g

Pour tout réel a tel que tan § soit définie, en posant ¢t =tan$ on a :

1—1¢2 2 o
— 1 (22) et |t =
L+ [z |(22)etjtana =170

cosq = (21); [sina = (23).

21.6 Equations trigonométriques

21.6.1 Définition

Une équation dans R, dans laquelle I'inconnue intervient par I'une au moins de ses fonctions
circulaires est dite équation trigonométrique.

21.6.2 Equations de types cosz = a; sinz = a et tanz = a

a) Equation de type : cosz = a

Soit a résoudre dans IR I’équation : cosz = a, ou z est 'inconnue et ¢ un nombre réel donné.
> si a €] —oo; —1[U]1;4+00], cette équation n’a pas de solution dans R car —1 < cosz < 1.
> si a € [—1;1], cette équation admet des solutions dans IR.
On cherche un nombre réel a tel que a = cosa.

COST = @ <= €OST = CcOsx = T = & + 2km ou * = —a+ 2km avec k € Z.
Exercice
Résoudre dans R les équations suivantes : cosz = —2020; cosz = 2021 ; cosx = ——.
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b) Equation de type : sinz = a

Soit a résoudre dans IR I’équation : sinx = a, ou x est I'inconnue et @ un nombre réel donné.
> si a €] — 0o; —1[U]1; 4+00[, cette équation n’a pas de solution dans R car —1 <sinz < 1.
> sia € [—1;1], cette équation admet des solutions dans IR.
On cherche un nombre réel a tel que a =sina.
sinr =a <= sinx =sina =z =a+2km ou v =71 — o+ 2km avec k € Z.

Exercice

=~

SN—
Il

N | —

Résoudre dans R les équations suivantes : sinx = —5; sinz = 2019 sin (:v —

¢) Equation de type : tanz = a

Soit a résoudre dans IR ’équation : sinx = a, ou x est I'inconnue et @ un nombre réel donné.
Posons a = tan« car la fonction tangente prend ses valeurs dans R.
tanx = a <= tanx =tana = zr=a+kn, k€ Z.

Exercice

Résoudre dans R I’équation tanz = 1.

Remarques

I>COS[E:02>$:g—|—k’7T;kI€Z.

psint=0=ux=kn; ke”Z.
>tanr =0=—=x=km; k€ Z.
Dcotx:O:NB:g%—lm;k‘EZ.

Exercice
1. Résoudre dans R les équations suivantes :
V3 V2

2x2—(1+\/§)x+7:0;2x2—(1+\/§)x+7=0.

2. En déduire la solution des équations suivantes :

3 2
2coszx—(1+\/§)cosx+\g_ =0; 2sin’z — (1+\/§)sinx+\é_ =0.

21.6.3 Equations fondamentales

Soit u et v les fonctions numériques a variable réelle x; on a :

> |cosu(z) = cosv(z) <= u(zr) =v(r) +2km ou u(zr) = —v(z) +2kr; k€ Z

> |sinu(z) =sinv(z) <= u(z) =v(r) +2kr ou u(x) =7 —v(x)+2kn; k€ Z

> [tanu(x) = tanv(z) <= u(z) =v(zx)+kr; k€ Z

> |cotu(z) =cotv(z) <= u(x) =v(z)+kr; ke Z
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Exercice

Résoudre dans IR les équations suivantes : cosx = cos (2:1: + %) ; sin (2:15 + g) = sin (% — w) ;
tan3x = tan (%ﬂ — :)3) ; cot 3x = cot (a: — %)

21.6.4 Equations se ramenant aux précédentes

Soit u et v les fonctions numériques a variable réelle x; on a :

> |cosu(z) = sinv(z) <= cosu(x) = cos [;T —v(x)

> |cosu(z) =sinv(r) <= sin [;T + u(x)} = sinv(z)

> |tanu(z) = cotv(z) <= tanu(zr) = tan [g - v(x)}

Exercice

Résoudre dans IR les équations suivantes : cosx = sin2x ; tan2x = cot z.

21.6.5 Equations du type acosz + bsinz +c¢ =0

Soit a résoudre dans IR une équation du type acosx + bsinz + ¢ =0 ou x l'inconnue et a, b
et ¢ des nombres réels donnés.
>sia=0 ou b=0, on se ramene a une équation du type : cosx = a ou sinx = a.
>siaz0et b0, alors a>+b%>#0 et on a :

2 2
acosx + bsinz = vVa? + b2 L/(;Wcosx%— \/ﬁsinx} : or (\/a2a—|—b2> + (\/a2b+b2) =1, donc il

COSp = o
existe un nombre réel ¢ tel que : { Va2 +b2

: _ b
sing = -
On en déduit que :

acosx + bsinx = vVa? + b? (cospcosx + sinpsinz) = acosz + bsinz = va? + b% cos (x — ).
c

or acosx +bsiny = —c=—cos(x — ) = ———.
(z =) T
> si ’—ﬁ‘ <1, il existe un réel 6 tel que : cosf = —

C
VET B

Cette équation devient cos(x — ) =cos <= =0+ ¢+ 2kr ou x = —0+ p+ 2km; k € Z.

Exercice

Résoudre dans R I’équation suivante : cos2x — v/3sin2z — 1 = 0.

21.6.6 Inéquations trigonométriques
Définition

Une inéquation dans IR, dans laquelle I'inconnue intervient par 'une au moins de ses
fonctions circulaires est dite inéquation trigonométrique.
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a) Résolution des inéquations trigonométriques par la méthode Algébrique

Exercice

Résoudre dans [0;27], les inéquations suivantes :

1.

1
cosx < —.
2

2. cos(w+ 2{) < 0.

3. cos2z —/3sin2x —1<0.
4.
)

. sin3x + cosx > 0.

cos?z —3cosx —2 > 0.

Solution

Résolvons dans [0;27], les inéquations suivantes :

1.

cosxr < —.
2
' . . 1
L’équation associée est : cosz = 3

COS$:COS%:>ZE:g+2k7T oux:—§+2k:7r; keZ.

Comme z € [0;27] ; ona:0§g+2kﬂ§27r ou0§—g+2k7r§27r.

ce qui nous donne k=0 ou k= 1.
Pourk:O;ona:x:g

5
Pour k=1;ona:x=—.

Dressons le tableau de signes

™ 57
x 0 3 3 2w
1
cosa:—E % + P - o —|— %
. T 51
Dou s = |5 7]

cos(z + 2F) <0.
L’équation associée est : cos(z + %’T) =0

2
cos(x+2§):O:>x+£:z+k’7rz>x:—z+lm;k‘EZ.

3 2
1
OIOSZL‘SQTF<:>0§—7T+]€7T§27T<:>§k§63.
) 11
Ona:kG{O;l}etac:%Touac:T7T
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Dressons le tableau de signes

x 0 6 6 27
27 1 1
20y |- — [} o — -4
cos(z 3 ) ) + 2

. il I
DouS—{O, G}U{ 5 ,27‘(}.
. Inéquation 2cos?x —3cosz —2>0; x € [0;27]
L’équation associée est : 2cos?z — 3cosz —2 = 0.
En posant X = cosx , on obtient une équation du second degré :
2X2 -3X —2=0<= 2X+1)(X -2)=0

1
Soit (2cosz +1)(cosx —2) =0 or cosz —2 <0 et 2cosx+ 1 =0 <= cosz = —5

2 4
Ona:ngoux:l.

3
47 27
T 0 3 3 2
cosx — 2 — — —
2cosz+1 + o — 0 +
2cos’z — 3cosx — 2 — 0 -+ 0 —
g {2# 47r]
373

. Inéquation sin3x + cosx > 0; x € [—m; 7]

L’équation associée est : sin3x + cosx = 0 or cosx = sin (g —x) , ’équation devient :
sin 3z + sin (% — ZL‘) =0.

Or sinp + sing = 2sin (%) cos (1%) , on alors :

2sin (3x+22_x> oS (3x_22+x) =0 = 2sin (x + %) Cos (21‘ — %) =0.
2sin<x+%)cos(2x—%) :O:>sin(x+%> =0ou cos(?m—%) =0
Ona:z+i=krouz—4=5+kn;k€Z=— v=—7 +kr oux:%+k—”.
Les valeurs de x dans U'intervalle [—m;7] :

Dpour:c:—%—l—kﬂ;ona:—ﬂg—%+kﬂ§7r:>—%§k§%,ona:ke{O;l}
. m s
so1tx:—1 oux:Z.DPourx:%r—i—%”,ona:—wﬁ%%—%ﬁw:—%gkgg,

onake{-2;,-1;0;1}.
T
57. .37,
On trouvexe{—sﬂ,—g,g,ég}.

Tableau de signes
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57 T T 3m 3 ™
v T "% 1 s 5 Y s "
. T
sin(x + Z) — - o+ + + ¢ _ —
T
cos(2x — Z) + o - - ¢ 4+ o — - ¢ +
P — 0] + ® — ¢ 4+ 9 — o + ? —

P L ) )

8’ 4 8 8 478
5. Inéquation cos2z —v/3sin2z —1 < 1.

acosz + bsinx = rcos(z — 0) avec r = va? + b? et {

cosf =

sinf =

RIS RIS

Iei,a=1etb=—/3, alors r=2et § = — -3

On a : cos2z — v/3sin 2z = 2cos (2x+ ) g%

L’équation associée est : cos <2x+%> = % = coS (Qx—l— %) =cos g
COS<2$+%) =cosg = 2r+ 75 =75 +2krouwr+§=—%5+2%kr =
zzkﬂoux:—%%—k‘ﬂ; keZ

1 237
Ona:ze{0;m2 {5ty
na:z€{0;m2n}oux TRED
Tableau de signe
x 0 111—; ™ % 27
cos2x —vV3sin2z —1|0 - 0 + o — 0 + 0

117 23
5= [012} [”12]

b) Résolution des inéquations trigonométriques par la méthode graphique

Exercice

Résoudre les inéquations suivantes :

2
1. sinx > \2_; x € [0;27]

1 3
2. —— <cosx < £; [0; 27]
2 2
1 3
3. §< S\é—;IE[—TF,ﬂ']
4. =1 <tanz <1;x € [—m;7]
Solution

Résolvons dans [0;27] les inéquations suivantes :

1. sinz > —
sinx 5
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7T'37T

s=1|522
4’ 4

}ﬂ[0;277]<:>3—{

1
2. Inéquation 5 <cosx <

sinx 4

o= (5 3]0 5 )5 [ 2] 5
~ g’ &7 I 376
< <
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sinx
dr
3 V3
2
COsST
V2
T2
57r ---------------------------------------------- T
ry T2
2 3
—\2_ < sin2x < \é_; x € [—m;7| alors
27
2x€( £+ 2k, 3+2k57r}u{3+2k37r +2k7TDﬂ ;7]
51
xeq—g kﬂ;g—kkw}u[gg—kw 8+/{:7rD [—m; 7). 5
_ T T 5T T T 5T
Slk_O’xE([_s 6}U{3 8Dm[_”’ﬂ_[_8 '8 UL& 8}
Tmw Tm 4 137 7
E=1: a o AL P, I
S xe([é% 6}U{3’8Dﬂ[ i) [S’W]
9r  br 2 3m 5T 2r  3rw
E=—1: g 9n e 9on e e _en . 9on
St xe( g’ G}U{ 3 8Dm[ﬁ’ﬂ] {”’ G]U{ 3 8}
g [ 5W}U{27T W]U[WTF:|U7T57T:|U[77T }
| 2T s T T T om ol
"6 378 8’6 378 8’
4. —1 <tanz < 1; z € [—m;7] L’inéquation a un sens pour x # —g et = g
e |
P
4
0y
.. _Z
............... .-""“ —1
T
nE
4’4
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CHAPITRE

TRANSFORMATIONS PLANES

22.1 Généralités

22.1.1 Définition

Une transformation f du plan est une application ponctuelle bijective du plan dans lui-
méme telle que pour tout point M’ du plan, il existe un unique point M tel que f(M)= M'.
On note :

fP—P
M —s f(M) =M’

On dit que M’ est I'image de M par la transformation f, ou aussi que M est I'antécédent de
M’ par f.
Exemples de transformations planes

L’identité, la translation, la symétrie, la rotation, I’homothétie.

Propriétés

Toute transformation du plane conserve :
> l'alignement des points; le parallélisme des droites; 'orthogonalité des droites.
> le milieu d’un segment.
> le barycentre.

22.1.2 Point invariant ou point fixe

> Un point M est dit fixe (ou invariant) par la transformation f si et seulement si f(M) = M.
On note 'ensemble des points invariants par f par :
Invf={MeP/f(M)=M}.
> Un ensemble E est dit globalement invariant par f lorsque f(FE) est contenu dans E.
On note f(E) C E.

22.1.3 Transformation réciproque

Définition

Soit f une transformation plane. La transformation réciproque de f notée f~1
est I'application qui & tout point M’ du plan , associe son unique antécédent M par f1.
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ft.p—p
M— fYMY=M

Ona: f(M)=M < fY{(M)=M

22.1.4 Composée de deux transformations

Si f et g sont des transformations planes, alors go f et fog sont aussi des transformations
planes.
f

Soit M s My L M’

De méme, on définit fog

M ML

M,

Ona:gof(M)=g[f(M)]et fog(M)=f[g(M)]

Exercice 1
Soit f une transformation plane et A un point tel que f(A)= A’
1. Déterminer f~1(A’)
2. Déterminer f~1o f(A) puis fo f~1(4)

3. Que peut-on en déduire?

192



TRANSFORMATIONS PLANES

Solution 1
L f(A)=A = f}(A) = A
2. Déterminons f~!o f(A) puis fo f~HA).
o f(A)=ffA)]=f1(A)=A4
—|flof(A)=A

Fof~HA) = ffHA)] = f(A) = A
= fof A=A
3. Déduction.

Flof(A)=A . {floledp

D’apres ce qui précede, on a : { B B
fof i (A=A fof Tt =1Id,

Ainsi flof=fofl=1d,

Ou Id, est la transformation qui, a tout point M du plan associe le point M lui-méme et
s’appelle la transformation identique ou identité du plan. Id(M) = M.

22.1.5 Transformation involutive

Une transformation f est dite involutive ou une involution si et seulement si :
f=f"1loufof=1Id
22.1.6 Application affine
a) Définition

Une application f : P — P est dite affine lorsqu’elle conserve le barycentre de tout
systeme de points pondérés. c’est-a-dire : soit G = bar{(A,a); (B,b);(C,c)} avec a+b+c=0

f(A)=A
. f(B):B/ r_ P N(R B (Y
si HC) = alors G' = bar {(A’,a);(B',b);(C",c)}
f[(G)=¢"

b) Expression analytique d’une application affine
Dans le plan & muni d’un repére, on considere les points M (z,y) et M'(z',y)
et Papplication affine f telle que f(M) = M’. Alors I'expression analytique de f est de la forme :
¥ =ax+by+c
N, 3{ , ota, b, c d, b et sont des réels.
Yy =azxz+by+c

Remarques

> Connaissant I’expression analytique de 'application affine f; f est dite bijective

b =abl —d'b#0

. ) a
si et seulement si A = J Y

=z

> f(M):M<:>{ ,
Y=Y
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Exercice 2
Dans le plan muni d’un repere orthonormé (O; 7) T), on considere les applications f et g
définies par :
i’ =—x—-3y+5 a2’ =22+3y+5
f: y =22 —2y+1 ety v =r+4y+5

Déterminer ’ensemble des points invariants des applications f et g.

?

Solution 2

Déterminons I’ensemble des points invariants des applications f et g.
> Pour f
M est invariant par f <= f(M)=M
¥=x
I
Yy =y
r=—-r—3y+>5 204+3y=>5
On a: yr — +oy
y=—2x—-2y+1 2r+3y =1
Le systeme est incompatible. Donc I’ensemble des points invariants par f est vide.

—

> Pour g
M est invariant par g <= g(M) =M
=z
— ,
y=y
r=2r+3y+5 r+3y+5=0
On a : oyt — oy Le systeme se réduit a une seule équation :
y=x+4y+5 r+3y+5=0
r+3y+5=0.

L’ensemble des points invariants par g est la droite (2') d’équation x + 3y +5 = 0.

Exercice 3

Soit f et g deux applications définies par :
¥=x+y+4 v/ =3x—5y+2
/: {y’: —2rx+3y+7 ety v =2x—y+5
1. Montrer que f et g sont des transformations planes
2. (a) Déterminer les coordonnées du point B , image du point A(2;3) par f.
(b) Soit D(6;8). Déterminer les coordonnées du point C' tel que f(C)= D
Déterminer les ensembles des points invariants par f et g.
Déterminer I'expression analytique de la réciproque f~.
Déterminer les expressions analytiques des applications : gof; fog: gof~': fogof

Soit (Z) la droite d’équation y =3z — 1.
Déterminer la droite (27), image de (&) par f.

SRR A
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Solution 3
1. Montrons que f et g sont des transformations planes.
> Pour f
A= 11 =3+2=5=0
=|_5 3|= -
A =0, alors f est bijective. Donc f est une transformation plane.
> Pour ¢
3 =5
A= 9 _1| =7=0

A =0, alors g est bijective. Donc ¢ est une transformation plane.

2. (a) Déterminons les coordonnées du point B , image du point A(2;3) par f.

= 4 =2+3+4 =9
F(A)= B —s IB=TA+tYA+ N TR +o+ N TB
yp = —20x4+3ya+7 yB:—2(2)+3(3)—|—7 yp =12
B(9;12)
(b) Déterminons les coordonnées du point C' tel que f(C) = D.
= 4 4=06
F(O)=D— Tp=zrCc+yc+ N ro+yo+
Yyp = —2xc+3yc+7 —2x0+3yc+7=28
=2 =1
== Fotyo — — C(1;1)
—2z0+3yc =1 yo =1
3. Déterminons ’ensemble des points invariants par f et g.
1
/: = 4 = ——
Ona: f(M)=M—= x/ R o Ty — {7 2
Y=y y=—2x+3y+7 y=—4

1
1 <—2; —4) est I'unique point invariant par f

/ = = 31— 5y +2 2 —5y+2=0
g(M)IM:>{$ . :>{x Tyt :>{x v+

Inv(g) =10

4. Déterminons l’expression analytique de la réciproque f1.
Exprimons z et y en fonction de 2’ et 1/.

3
=0 —zy —1
{x’:x+y+4 {x+y:x’—4 2 5Y
e

) S St 3y=i -7
y = —2x 43y + 2 +3y=y — o

L’expression analytique de f~! est :

3.1
J=y r=za' —zy -1
y=32"+3y —3

5. Expression analytique de go f.

/
(o) i) e ()
) Y1 Y
f(M):M1:> r1=rv+y+4
y1=—2x+3y+7

' =3x1 — 5y +2

M) =M =
g( 1) {y/:2$1_y1+5
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gof(M)=M = {

QOf:{

Expression analytique de f o g.

=13z — 12y —21

On a: ,
Yy =4r—y+6

/
(i) ()~ ()
Yy n Y
(M) = My —> r1=3x—5y+2

y1=2r—y+>5

¥=x14+y+4
y1=—2x1+3y1 +7

¥ =3r—-5y+2+2xr—y+5+4

f(Ml):M/:>{

fog(M):M’=>{

fog:{

(D) :y=3x—-1.
Déterminons la droite (2), image de (&) par f.
L’expression analytique de f~1 est :

' =5r—6y—11

On a: .
y' =Ty +18

f—l. x:%x’—%y’—l
Al y=3u'+5y =3
ors :
/ 2 / 1 / 3 / 1 /

(D'):22'+y —15=92"-3y —3—1
(D) : T2 —4y —5=0
Par changement d’inconnue on obtient :

(D) :Te—4y—5=0

v =3x+y+4)—5(—2x+3y+7)+2
v =2(x+y+4)—(—2x+3y+7)+5

y1=—-2B8x—5y+2)+32x—y+5)+7

22.2 Etudes de quelques transformations du plan

22.2.1 Translation
a) Définition

Soit @ un vecteur du plan. La translation
qui & tout point M, associe le point M’ tel que MM’ = w

tg P — P
Mv——to(M)=M

de vecteur @ est la transformation notée ¢,
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Remarque
tg=1 d

b) Propriétés

t—>(M)=M' —
> si w (M) , alors MN = M'N
tz(N)=N

> Par une translation ¢ aucun point du plan n’est invariant. L’ensemble des points invariants
par t-> est vide.

> La translation conserve les angles orientés, le contact, le barycentre, le parallélisme,
I'orthogonalité et la nature des figures géométriques.

c) Réciproque d’une translation

La réciproque de la translation de vecteur W est la translation de vecteur — .
(tw) =t @
En effet :
tﬂMFM”@Jmﬁzﬁ
! —
& MM =-—u
& t_o(M)=M.

Donc (to) '=t_=

d) Expression analytique d’une translation

— = !
Dans le repere (O; i, j ), on considere le point M (g) et M’ (5,) son image par la

translation de vecteur o Z)

r_ I
MM =7 e (5,78 2 (2) = {7 T

y—y b y—y=">
¥ =x+a

Ainsi : t- :
b {M=y+b

Exemple

Déterminer 'expression de la translation de vecteur ' (2;—3).
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Exercice

ABCD est un carré de centre O, de sens direct. On note I, J, K et L les milieux respectifs

des segments [AB], [BC|, [CD] et [DA]. Soit T = t%ﬁ et T"=t5%

1. Déterminer les images des points A, I, O, D, K et L par T
2. Déterminer les images des points O, C, J et K par T".

Solution
D K c
(8]
L J
B
A I

1. Déterminons les images des points A, I, O, D, K et L par T.
T(A):tlﬁ(A):]———> TA) =1
2

T(I)=t, z5(I)=B=|T(I)=B

T(0)=t, 53(0) =7 =[T(0) = J

T(D)=t,-3(D)=K = |T(D) = K

2

T(L)=t, 33(L) =0 —=[T(L) = O

2. Déterminons les images des points O, C, J et K par T".
TO)=t—(0)=A=|T'(0)=A

T(C)=t—(C)=0=|T'(C)=0

22.2.2 Symétrie centrale
a) Définition

Soit () un point fixe, M est un point variable.

On appelle symétrie de centre Q la transformation f qui transforme M en M’ tel que Q est le
milieu de [MM’]. On note : f = Sq
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M’

Q

M

b) Expression analytique de la symétrie centrale

Soit Q () milieu du segment [MM'].
b
x+ /
a= — _r49
On a: 2 , — S0 : a:/ T 2a
Yty Y = —y+2b
=75

22.2.3 Réflexion ou symétrie orthogonale

22.2.4 a) Définition

(A) est une droite. On appelle réflexion d’axe (A), toute application du plan dans lui-méme
qui associe a tout point M du plan, le point M’ tel que (A) soit la médiatrice du segment
[MM'].

(A)

Me 1 .

M’

Siay(M) = M’ : on dit que M’ est 'image de M par la symétrie orthogonale d’axe (A).

b) Propriétés
> Tout point de I'axe (A) est invariant par S(,). (A) est donc I'ensemble des points invariants.
> S(a) est une bijection. La réciproque de Sip) est S(p), ¢’est-a-dire (SA)_1 = S)-
On dit que S(,) est involutive.
> Toute symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé.

> Toute symétrie orthogonale conserve le parallélisme , le contact, le barycentre, I’orthogonalité
et la forme des figures.

c) Expression analytique d’une réflexion

Soit une droite (2) : ax+by+c =0 et W (—b;a) un vecteur de (). M’'(z;y/) le symétrique
de M(z;y) par (2) la symétrie orthogonale d’axe (Z).

199



TRANSFORMATIONS PLANES

Sy (M) = M’ = le milieu I de [MM'] € (D)
@V = MM LT — MM -7 =0

/ /

I milieu de [MM'}@x]:xzx et y[:y;y
/ /
16(9)<:>a<x—;x>+b<y—;y>+c:o

— ax+azr’ +by +by +2c=0
= ar' +by = —ax —by—2c (1)

/_ —
MM T =0 (x, I)( b):o
y—y) \a

= —b@' —x)+a(y —y)=0
= —br'+ay =-br+ay (2)

ar’ +by' = —ax —by—2¢ (1)
—bx' +ay = —-br+ay (2)
La résolution du systéme donne :
, b2 — a2 2ab 2ac
= x— —
22" a2 +2! T a2

S(g)
, —2abx+a2—b2 . 2be
T2t T2 2y

Y

Exercice

- =
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O; ¢ , j ).

Déterminer I'expression analytique de la symétrie orthogonale S(g d’axe la droite
(D) :2x+3y—4=0.

Solution
(Z):2x+3y—4=0.
x4+ . y+1
rr= e =
I 9 yr 9

/ /
Je(@)@2<x;x>+3<yzy>—4:0

=20 +22 +3y+3y —8=0
= 22" +3y' = 22 —-3y+8 (1)

/_ J—
M =0 o (575 () 20
Y-y 2
= 3@ —2)+2(y —y)=0
= -32'+2y =-3x+2y (2)
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20/ + 3y = —2x—-3y+8 (1)
=32 +2y =-3x+2y (2)

La résolution du systéme donne :

13t 1313
S@)

,_ 125 2

= ——Xr — — _

Y =137 139713

22.2.5 Expression analytique des symétries orthogonales particulieres

a) ’axe est paralléle a I’axe des abscisses (y = b)

y="> (2)

— )
A M

La droite (2) :y = b a pour vecteur directeur w (—1;0)
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b) ’axe est paralléle a I’axe des ordonnées (x = a)

(2)

<

La droite (2) : & = a a pour vecteur directeur u’ (0;1)

MM T =0 o (x/_CE)-(O):o

y—y) \1
= 0@ —2)+1(y —y)=0
= ¢y —y=0

x+a v+
rr= et yr= 5
/
Ie(@) et
2
On a:
' =—x+2a
S :
(@) {y/:y
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c) l’axe est la premiére bissectrice (y = x)

M

M’

“*'llr

(D)

La droite (D) : y =z a pour vecteur directeur @ (1;1).

/_
MM w =0 o (57 (N 2o
y—y) U

= 1@’ —2)+1(y —y)=0
= :L"—l—y':x—l—y

x+a y+y
et yr= 5

x+2 y+y
le (D) — =
(D) 5 5
x'—y'z—x—i—y

0

On a:
? Aty =z +y
x/_y/:_x+y

T =
La résolution de ce systeme donne : Sp) : { Y
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22.2.6 Symétrie par rapport a (&) et parallelement a une droite (A)

Soit (Z) et (A) deux droites sécantes en O, et @ un vecteur directeur de (A).

(A)

0 /I

MM =T

S@):{I milieude M Mj On dit aussi symétrie d’axe (&) et de direction (A).
I1e€(9)

Remarque

Si (Z) et (A) sont perpendiculaires, on obtient une symétrie orthogonale d’axe (D).

Exercice

On donne (¥):y=2x+4 et (A):2+3y—5=0.
Déterminer 'expression analytique de la symétrie d’axe () et de direction (A).

Solution

Soit M(x;y) € P; M'(x;y) € P, I milieu de [MM'] et I € (D).
' (—3;1) un vecteur directeur de (A).

MM =T o (x:_”“j :)\<_3>

y—y 1
' =x—3\
, (1)
Y =y+A
x+a . v+
rr= e =
I 9 yr 9

2
v +y = 22" +22+8
y —22 =21 —y+8 (2)

/ /
e @) Y _ 2(“‘”)
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(1) dans (2) donne :

y+A—2x—-3\) = 2x—y+38
TN = 4r—2y+8

- ;(4x—2y+8) (3)

En remplagant (3) dans (1), on obtient :

x/:—§x+§y—%
7 7 7
S
7 7 7

22.3 Rotation

a) Définition
Soit () un point et # un nombre réel. On appelle rotation de centre () et d’angle 6 , I'applica-
QM =QM

tion , qui & tout point M distinct de Q) , associe le point M’ telle que { — —
(QM , QM") = 0[27]

MI

b) Propriétés
p1) Le centre de la rotation est 'unique point invariant par R(Q,0)
p2) R(Q,0) est une bijection. La réciproque de R(Q,6) est R(Q,—0). [R(Q,0)] " = R(Q, —6)

p3) La rotation conserve les angles orientés, le parallélisme, 'orthogonalité, le barycentre, le
contact et la nature des figures géométriques.

c) Rotations particuliéres

> Si 0 =27, il s’agit d’'un demi-tour ou une symétrie centrale de centre Q.
> Sif= g [27], il s’agit d’'un quart de tour direct de centre Q

> Sif= —g [27], il s’agit d’un quart de tour indirect de centre ()

> Si 6 =0[27] , il s’agit d’une translation de vecteur nul ou l'identité du plan.
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d) Détermination géométrique d’une rotation

Si A" et B’ sont les images de deux points distincts de A et B par la rotation de centre ()
et d’angle 6.

r(A)=A
r(B) =B’

alors :
-Existence : r existe si A’B' = AB et (ﬁ, A'B 20 [27]

-Centre Q) : Q est le point de concours des médiatrices des segments [AA'] et [BB']

e) Expression analytique

> Rotation de centre O :

— —
Considérons le plan muni d’un repére orthonormé (O; i , j ).
Soit la rotation r(O,#) de centre O et d’angle 6, les points M (z,y) et M'(x',y’) du plan, a et
b des mesures des angles de vecteurs.

M'(z',y')
— 4 (7] ﬂ’I(m-y}
J
a
_b
o 5

Ona:f0=(a—0b)2n]=a=(0+0b)[27]

{x:OMcosb 0 et ¥’ =OM cosa
y=0OMsinb y' = OMsina

{m’:OMcosa . {x’ = OM cos(0 +b) . {m’ = OM/(cosfcosb —sinfsinb)
y' = OMsina y' = OMsin(f +b) y' = OM (sinfcosb+ sinbcosf)
z' = (OM cosb) cosf — (OM sinb)siné

{y’ = (OM cosb)sinf 4+ (OM sinb) cos

(1) dans (2) donne :

0.0 {:L" = xcosf — ysinf

Yy = xsinf 4+ ycosb

> Rotation de centre Q) :

Soit r(Q,0) la ro_t>at£)n de centre Q) et d’angle 0.
Dans le repere (Q, i, 5 ), M et M’ ont pour coordonnées : M(X,Y) et M'(X')Y").

X'"= X cosf —Ysinf

Ainsiona: q__ . (1)
Y'=Xsinf+Y cosf
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Changement de repére :

ail —
Q = —0Q + OM
- — - = >
Xi+Yj = -zt —yaJ txi +yj
- = - —
Xi+Yj = (z—zq0)i +(y—vya)J
X=z-—
Par identification on a : T (2)
Y =y—-yo

D’autre part :

— —
QM = —0Q +0M
X'?—FY’? = —xg?—yQT—l—x'?—l—y/T
X' +Y'j = (@—zq)i +@ —va)Jj
X/: !
Par identification on a : oo (3)
o
Y=y —-va

(2) et (3) dans (1) donne :
' —xg=(x—xq)cost — (y—yq)sinb
Y —ya = (z —2q)sinf + (y — yq) cosd
A_i)nsi_,> I'expression analytique de la rotation r(€,0) de centre () et d’angle 6 dans le repere
(Q, i, j ) donnée par :

¥’ = (x—xq)cosh — (y—yq)sinb + xg
Y = (& —xq)sind+ (y —ya)cosf +yo

Cas particulier :

Si 0 =m; alors cosm = —1 et sinm = 0.
On retrouve 'expression analytique d’une symétrie centrale de centre Q).
2= —x+ 22
r(Q,m):q Q
Y =—-y+2ya

f) Détermination de 1’angle de la rotation

Si A" et B’ sont les images de deux points distincts de A et B par la rotation de centre ()
et d’angle 0, alors 'ange 6 de cette rotation est déterminé par les relations :

AB - A5
|AB | x | A'B|
det(AB, A'B')
|AB | x | A'B|

cosf =

sinf) =
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Exercice

ABCD et AEFG sont deux carrés de sens direct de coté a , de centres respectifs O et O'.
On désigne par I le milieu de [BC] et J celui de [DC].

Soit r la rotation de centre A et d’angle 5

w o=

. Déterminer les images par r des points A, D et E.

Prouver l'existence de la rotation 7’ qui transforme C' en F et D en G.
Donner les éléments caractéristiques de 7’ puis préciser sa nature exacte.

4. Le plan est muni d’un repére orthonormé (O;1I,.J).
Déterminer les expressions analytiques de suivantes :
(a) 7(4,3)
(b) r(A,m)
(c) r(F,7)
Solution
D f C
|
|
|
I
_____ |_ R —— I
|
|
1
E !
A B
(o)
F G

1.

Déterminons les images par r des points A, D et E.
r=rot(A,7)

r(A)=A4; r(D)=E; r(E)=G
Prouvons 'existence de la rotation v’ qui transforme C en F et D en G.

{wun:G

r(C)=F

> ABCD et AEFG sont deux carrés de coté a.

Donc GF = DC

> Les vecteurs DC et Cﬁ sont colinéaires de sens contraires.
Donc (DC', Cﬁ) =7 [27]

{GF:DC (1)

(DC',GF)=x[2r] (2)

Les relations (1) et (2) prouvent que 1’ existe.
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3. Donnons les éléments caractéristiques de r’ puis précisons sa nature exacte.
e éléments caractéristiques :
-centre : les médiatrices des segments [DG] et [C'F] se coupent en A. Le centre de 7’ est
le point A.

-Angle : (DC',GF')=(AB, Aﬁ)W[QW]. L’angle de 7’ est 7.
r' =rot(A,m)|.

e Nature exacte de r’ : 7’ est la symétrie centrale de centre A.

4. Le plan est muni d’un repeére orthonormé (O, 1,J). Déterminons les expressions analy-
tiques de
a) Expression analytique de : 7(A4,7)
Le A a pour coordonnées A(—1;—1) dans le repere (O,1,J) et cos§ =0; sin§ = 1.

On a: r(A,g):{

= —y

Y=z

b) Expression analytique de : r(A, )
A(—1;—-1) et cosm=—1; sinm =0.

Ona:| r(Am): {

x=—x—-2

y'=-y-2

c) Expression analytique de : r(F, )

. V2 W2
F(—?);—?))etCOSZ:?;San:?.
On a :

AR
r=-—v——y—3
r(F, %) : \/25 \/2§

209



CHAPITRE

ISOMETRIES DU PLAN

I) Généralités
23.1 Définition

Un isométrie du plan est une transformation du plan & dans lui-méme qui conserve les
distances. C’est-a-dire, pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’
ona:MN =MN.

23.1.1 Exemples des isométries

Les isométries du plan sont :

> lidentité du plan : Id,

> la translation de vecteur non nul u : -

> la rotation de centre QQ et d’angle 0 : r(Q),6)

> la symétrie orthogonale ou réflexion d’axe (&) : S(g)
> la symétrie glissée.

23.2 Egalités de deux isométries

f et g sont deux isométries égales si elles prennent les méme images de trois points non

f(A)=g(A)
alignés. C’est -a-dire, si A, B , C sont trois points non alignés, alors : f =g < ¢ f(B) = g(B)
f(C)=4(C)

23.3 Différentes types des isométries

On distingue deux types d’isométries :

> les isométries positives ou déplacements ;

> les isométries négatives ou antidéplacements.
23.3.1 Isométries positives ou déplacements
a) Définition

Une isométrie positive ou déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés.
C’est-a-dire,
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f(A) = A »

siq f(B)=B" alors; (W,m) = (E,AC)[QW]
fey=c

Exemple

L’identité du plan, la rotation et la translation.

b) Expression analytique d’un déplacement

Soit f un déplacement.
¥ =ar—by+c

Son expression analytique est de la forme : f :
P yud f {y’:bx—i-ay—l—d

=1 ou a, b, c et d sont des nombres réels.

avec A = ‘Z _b‘

23.3.2 Isométries négatives ou antidéplacements
a) Définition

Un isométrie négative ou antidéplacement est une isométrie qui transforme les angles orientés
en leurs opposés. C’est-a-dire,

F(A) = A .
Si{f(B)=B alors (AB,AC") = —(AB, AC)[2x]
fey=<c
Exemple

La symétrie orthogonale ou réflexion, la symétrie glissée.

b) Expression analytique d’un antidéplacement

Soit f un antidéplacement .
¥ =ar+by+c
v =br—ay+d

Son expression analytique est de la forme : f: { avec A = |

Ou a, b, c et d sont des nombres réels.

23.4 Propriétés

Si f est une isométrie du plan :

p1) L’image du segment [AB] est le segment [f(A)f(B)].

)
p2) L’image de la droite (AB) est la droite (f(A)f(B)).
p3) L’image du cercle de centre Q et de rayon r est le cercle de centre. f(Q)) et de centre r.
)
)

p4) f conserve le parallélisme : deux droites paralleles ont pour images deux droites paralleles.

p5) f conserve 'orthogonalité : deux droites perpendiculaires ont pour images deux droites

perpendiculaires.
pe) f conserve les milieux : si [ est le milieu de [AB], alors f(I) est le milieu [f(A)f(B)]
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p7) f conserve les barycentres :
si G =bar{(A1,a1);(Az,a2)---(Ap, o)} , alors
F(G) = bar {(f(A1),n); (f(A2),a2)--- (f(An),an)}.
ps) f conserve les angles géométriques :
si A' = f(A); B'= f(B) et C' = f(C), alors A/B'C" = ABC.
p9) f est bijective.
p1o) La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements est un déplacement.

p11) La composée d'un déplacement par un antidéplacement est un antidéplacement.

23.5 Isométries et points invariants

Soit f une isométrie du plan.
a) Si f laisse invariant trois points A, B, C' non alignés, alors f est 'application identique.

b) Si f laisse invariant deux points A, B et n’est pas 'application identique, alors f est une
symétrie orthogonale d’axe la droite (AB).

c) Si f laisse invariant un seul point A, alors f est une rotation de centre A.

d) Si f n’admet aucun point invariant, alors f est soit une translation, ou soit une symétrie
) Y
glissées.

23.6 Triangles isométriques

23.6.1 Définition

On dit que les triangles ABC et A’B’'C’ sont isométriques ou superposables s’il existe une
isométrie f telle que f(A)=A', f(B)=DB"et f(C)=C".
— Si f est un déplacement, on dit que les triangles ABC et A’B’C’ sont directement super-
posables.
— Si f est un antidéplacement, on dit que les triangles ABC' et A’B’C’ sont superposables
apres retournement.

23.6.2 Théoréme

Soit ABC et A’B'C" deux triangles.
Si AB=A'B'; BC =B'C"; AC = A'C’; alors les triangles ABC et A’ B'C’ sont isométriques.

Exercice 1
Soit f une transformation plane définie analytiquement par :
r=—x+2
y'=—y—2
1. Montrer que f est une isométrie du plan.
2. Montrer que f est un déplacement.
3. Déterminer ’ensemble des points invariants par f.

4. En déduire la nature exacte de f.
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Exercice 2

Soit g une transformation plane définie analytiquement par :

' =y—2
a Y =x+2
1. Montrer que g est une isométrie
2. Montrer que g est un antidéplacement
3. Déterminer ’ensemble des points invariants par g

4. En déduire la nature exacte de g

Solution 1

' =—x+2
fq,
Yy =-y—2

1. Montrons que f est une isométrie du plan.

Soit M (x,y) et N(z1,y1) deux points d'images respectives M'(a’,y") et N'(x],y])

/
=—r+2
f(M):M’<:> Z‘/ T+
Y=-y—2
/
=— 2
f(N) =N & {‘”} e
= —y; —2
U1 n

MN?=(z1—2)*+ (1 —y)?=(z—21)*+(y—y1)* (1).

M'N" = (zh —2')* + (11 —¢')°

=(—a1+2+2—-2%+ (—y1 —2+y+2)?

=(@—u1)*+y-u)? (2
(2)=(1) = M'N"? = MN? = | M'N’=MN
f est donc une isométrie.

2. Montrons que f est un déplacement.
a —b -1 0
s=p =0 4=

Donc f est un déplacement.

3. Déterminons I'’ensemble des points invariants par f.
f(M)zM(:){:B T+ :>{93 + :>{:):
Y

—1

y=—y—2 2y = —2
Q(1;—1) est le seul point invariant par f

4. Déduisons la nature exacte de f.

Comme f admet un seul point invariant , f est donc une rotation de centre Q).
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Solution 2

1. Montrons que g est une isométrie
Soit M (z,y) et O(0,0) deux points d’'images respectives M'(2',y') et O'(—2;2).

OM? =22 +y> (1)

O'M”? =(z'+2)*+ (v —2)°
=(y—2+2°+(z+2-2)?
:y2+x2
2, 2
O'M”? =22 +42 (2)

(2)=(1) < [0'M' = oM]

f est donc une isométrie.
2. Montrons que g est un antidéplacement
a b 0 1
A=l o= o771
g est donc un antidéplacement.

3. Déterminons I’ensemble des points invariants par g
T=-y+2 r—y+2=0
g(M) =M < ’ y
y=-—-x—2 r—y+2=0
Le systeme se réduit a une seule équation z +y —2 = 0.

L’ensemble des points invariants par g est la droite d’équation (9) :y =z + 2

4. Déduisons la nature exacte de g
Comme l’ensemble des points invariants par ¢ est une droite, g est donc une symétrie
orthogonale.
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IT) Compositions et décompositions des isométries

23.7 Composée de deux translations

Etant donnés deux vecteurs uw et v .
Soit M un point du plan, M; son image par t— et M’ I'image de M; par t—.

M,

M t— 0t M

La question qui se pose est : quelle est la transformation ¢ ot ?
% %
t?(M):MlﬁMMlzv (1)
to(M)=M & MM =T (2)
(1)+2) = MM =T+ 7

Donc  M'=typ »#(M) (i)

Pour tout point M du plan on a :

twotyp(M) =ty [ty (M)
=tz (M)
=M’

Propriété

La composée de deux translations de vecteurs U et U est une translation de vecteur W+ V.

Remarques
>Y W,v,ona:v+uw=1u+70 (Commutativité)

Donc tpoty =tg, o =typiw=typoly

On dit que la composée de deux translations est commutative.

> tpolmy =toty =ty =1y
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Exercice

Soit ABC'D un parallélogramme. Caractériser les transformations ponctuelles suivantes :

tagetap: tgpetipht: tpeotap: tad°lsn

Solution

tagolap =tag.ap = lac

tgp°lpd =50+ pA —'BA

|
|

tgeotag =lag+nc ~tad

tie°lpp =tac 80 ~taB+Bd+ B0 ~ 'ap+ad ~ Laap

23.8 Composée de deux symétries centrales

On considere deux symétries centrales S et Sqr. On note Mj 'image de M par la symétrie
de centre QQ et M’ I'image de M par la symétrie de centre Q.

M’

Sqro Sa
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La relation de Chasles permet d’écrire :

M = na + o
:m+aﬁ7+m
— QM + 0 +
—ad +ad
200/

MM =200/

I
Donc M—t26(—27(]\/[) (1)

D’autre part :

SaroSa(M) = Sar[Sa(M)] = Sqr (M) = M’

SaroSa(M) =M (2)

Propriété

La composée de deux symétries centrales de centre différent est une translation.

Remarques
e . _ _ _
> SiQ'=Q, ona: SQOSQ—tQ(ﬁ—ta—Id
> SQ o SQ/ = tQﬁ donc SQ o SQ/ # SQ/ o SQ
On dit que la composée de deux symétries centrales n’est pas commutative.

Exercice

Soit ABC'D un parallélogramme.
1. Montrer que f=SpoScoSpoS, est 'application identique.
2. Montrer que ScoSgoSa = Sp.

Solution
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1. Montrons que f = SpoScoSpoSy, est 'application identique.

f=SpoScoSpoSa

=l,ep °toam

=1 CD+@

=ty B+ AB)

=t Id

o=
2. Montrons que ScoSgoS4=Sp.

SCOSBOSA:SDOSDOSCOSBOSA
1d

=Spold

23.9 Composée d’une translation et d’une symétrie centrale

Soit ¢t une translation de vecteur ', So une symétrie centrale de centre () et f =t 05q.

f=tzoSq
= 50050 050 = Sqr
Id

Cherchons Q'.
o -7 =00 -

tm = Sqr0Sq avec 2Q0Q)" = u e

[\.’J\}—l

Propriété

La composée d'une translation et d’'une symétrie centrale est une symétrie centrale.

Remarque

Cette composée n’est pas commutative ; C’est-a-dire , t 3 0 Sq # Sq ot

23.10 Composée de deux symétries orthogonales d’axes S\ et

S

23.10.1 Cas ou (A) et (A’) sont paralléles

Soit (A) et (A’) deux droites paralleles, H; un point de (A) et Hs son projeté orthogonal
sur (A).
Soit M un point , M; son symétrique par rapport a (A), M’ le symétrique de M; par rapport
a (A") |, Hy et Ho les milieux respectifs des segments [M M;] et [M;M'].
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@) (a”)
H, H,
M ] M, | M’

M = Sa(M) & MM, =2HM, (1)
M' = SA/(Ml) s MM =2MHs (2)
(1)+(2) = MM :2H1H2

:>M':t2HA—+1H2 (M) (3)

D’autre part :

Saro SA(M) = Spr [Sa(M)]
= Spr(My)
=M
= Sy o SA(M) =M (4)

Ainsi, (3) = (4) donne :

SA/ OSA = tzm

Propriété

La composée de deux symétries orthogonales S/ o Sy d’axes paralleles est une translation
de vecteur W = 2H Hy ot Hj € (A) et Hy € (A)

Remarques

> La composée de deux symétries orthogonales n’est pas commutative : Sxr 0 Sy # Sp 0 Sar
> Lorsque les axes (A) et (A’) sont confondus , on obtient : Sy o Sy = Id,

—
> (A’) est 'image de (A) par la translation du vecteur HiHs : (A') = 7 (8)

Théoréme : Décomposition d’une translation

Soit ¢ une translation de vecteur non nul .
Pour toute droite (A) de vecteur normal @, il existe une droite (A’) et une seule telle que :
to = Spr0Sp avec :
(A)//(A)
% est normal & (A)
(A) =t15(A)
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23.10.2 Cas ou les axes (A) et (A’) sont sécants

Considérons deux droites (A) et (A') telles que (A)N(A") = {Q}. M est un point quelconque
du plan, My = Sy(M) et M" = Sx/(My). I et J sont des milieux respectifs des segments [M M ]
et [Ml M/] .

SaroSA(€QQ) = Sar [Sa(Q)] = Sa(Q) =Q

Q) est donc I'unique point invariant.

S et Sy étant des isométries, on : QM = QM et QM = QM.
Donc
QM =QM'

QM , QM)+ (O, O’
Qf, QM +2(0M;, Q)
—

Qf,0)
]

(
Donc, S 0S5 = Rot (Q; 2(A,A’))

Propriété

La composée Spr o0 Sy de deux symétries orthogonales d’axes sécants en () est la rotation

de centre Q) et d’angle § = 2(A,A’).

Cas particulier

Si (A) et (A') sont perpendiculaires , alors 2(A,A’) = 7 [27] et Sar 0 Sp est la symétrie
centrale de centre ().
Spro Sy = R(Q;7) = Sa
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Théoréme : Décomposition d’une rotation

Soit r = R(€);60) une rotation de centre Q) et d’angle de mesure 6.

Pour toute droite (A), il existe une droite (A") telle que r = Spsr 0 Sy et {

Exercice 1

ABCD est un carré de sens direct et de centre O. Identifier et caractériser les transformations
ponctuelles suivantes :

J1=SpcoSap; fo=SacoSap; fa=SpcoSac; fa=SppoSac.

Exercice 2

Soit ABC' un triangle équilatéral et A’, B, C' les milieux respectifs de [BC], [C' A], [AB].
1. Quelle est la nature de la transformation

g=SpcoSpr
2. Déterminer la droite (A) telle que :

SaaoSa=tlga

Solution 1

e fi=5SpcoSan
(DC)//(AB) : f1 est donc une translation.

fi=8pceoSap=t,35 =t,5a

e fo=5ac054B
(AC)N(AB) = {A}, fo est donc une rotation de centre A.
f2=R(A;2(AB,AC)) = R(A;2x §) = R(A; §)

e f3=5SpcoSac

(DC)N(AC) ={C}, f3 est donc une rotation de centre C'.
f3=SpcoSac = R(C;2(AC, DC))

= R(C;2x(=7)) = R(C;-F)

e f1=SppoSac
(BD)N(AC) = {0}, fy4 est donc une rotation de centre O.
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f1=R(0;2(AC,BD)) = R(0;2 x §) = R(O;7) = So.
f1 est donc une symétrie centrale de centre O.

Solution 2

1. nature de la transformation g = Spc o Spicr.
(BC)//(B'C"), g est donc une translation.

2. Déterminons la droite (A) telle que :
Saar oS =tga

(AX)/ /() _ [y
(Ad) =ty 52(8) 7 () =t a(A4)

(A) est la droite passant par B et paralléle a (AA').

23.11 Composée de deux rotations

23.11.1 De méme centre

Soit r1 et r9 deux rotations de centre () et d’angles respectifs 01 et 5.
roory est la rotation de centre () et d’angle 6 + 5.
TQ(Q,QQ) o Tl(Q,cgl) = T(Q,Ql + 92)

Cas particuliers

> Si 61 + 62 =0[27], alors rp o7y est application identité : roor = Id,
> Si 61 + 02 = 7[27], alors g o1y est la symétrie de centrale de centre Q.

23.11.2 De centre distincts

Soit ()1 et Qg les centres respectifs des rotations r1 et ro.
72(Q2,02) 0r1(Q1,01) = r(Q, 01 +62)
ou () est un point a déterminer.

Comment Déterminer le centre Q) ?

> Premiére méthode :
Soit A et B les points du plan tels que
roor1(A) = A" et roori(B) = B, avec (61 + 62 = 0). Le centre Q) de r9 07y est le point de
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concours des médiatrices des segments [AA’] et [BB'].

> Deuxiéme méthode :
e On décompose la rotation ra(Qg,62) en deux symétries orthogonales telle que :

7’2(Q2,92) Sar0S (Q1Q5) et (ngz,A/)
e On décompose la rotation r1(€21,61) en deux symétries orthogonales telle que :
0
r1(Q1,601) = Sia,0,) 0 Sa et (A,01Q2) = -
On a :
r2(Q2,02) 0r1(Q1,61) = Sar 0 S(0,0,) © S(0102) ©Sa
Id,

r2(Q2,62) or1(Q1,61) = Sar0Sa

Le centre Q de la rotation 73 07 est le point de concours des droites (A) et (A') :

{Q} =(A)n(A")
Propriété
Si 01+ 65 =0, alors ro ory est une translation dont le vecteur a pour origine le centre ()
de 71 et a pour extrémité 'image de ()1 par roory.
Remarque

La composée de deux rotations n’est pas commutative : r9 o7y # 11 0r9.

23.12 Composée d’une translation et d’une rotation

Soit ¢ une translation de vecteur U et r(A,0) une rotation de centre A et d’angle 6 = 0.
On pose: f=tzpor(A,b)

e On décompose ¢t en deux symétries orthogonales : t 3 = Sxr 0 Sp avec

(A")//(D)
(&)=t} (D)
(D) passe par A et a pour vecteur normal u
e On décompose 7(A,#) en deux symétries orthogonales : r(A,0) = Sp o Sy avec
(D)n (A)OZ {4}
(AD)= 1 [2n]
Donc,
f=tgor(A0)
= Sp105p 05poSa
~————
Idy
= Spr 057

{Q} =(a)n(4)
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Propriété

La composée d’une translation ¢ et d’une rotation r(A,#) est une rotation de centre Q et
d’angle 6.
f=tgor(A,0)=r(Q,0)

Remarque

En générale, cette composée n’est pas commutative. t o or(A,0) = r(A,0) ot

Exercice

ABC est un triangle équilatéral de sens direct et A" milieu de [BC]. @ est le point d’in-
tersection de La droite (AB) avec celle passant par C et parallele & (AA’). P est le point
d’intersection de La droite (AC) avec celle passant par B et parallele & (AA’).

Déterminer les applications suivantes :
a) f:tgaor(A,%)
b) g=r(A,3)otzz

Solution
P Q
A
|
1
|
1
-~ 1 -
~|-
-~ |\ ~
- - - | N = ~
B -~ 1 ~ C
A?

o tpa = Sar 0 Sp avec
(A")//(D)
(&) =1, 52 (D)
( ) passe par A et a pour vecteur normal
C
Donc (D) L (BC) = (D)= (AA).
() =t g (A4) = (&) = (CQ)

tsa = ScQ) °Sa

U:J

) = Sp oSy avec

%
(D)N@)={4) _ [(Ad)n(a)={4)
(8,D) =% l2n (8, A7) =

3 [27]
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(A) = (AB)

) =S(aa°5B)

J=5(cq)0Saary05aan05p) = Scq) °Sap)
Idy

(CQ)N(AB) ={Q}

b) g=r(A,3)otzz
° tﬁ:SDoSA/ avec

(D)//(A)

(D) =1 g (&)

(D) passe par A et a pour vecteur normal
BC

(M) =t_y 5 (AA) = (&) = (BP)

tge =S4 °5BP)

r(A,ZT

,5)=5p0S5p avec
{( )N (D ) {A} N {(A)ﬂ (AA’)W: {A}
(D,A) = s " [2n] (A4 A) = 5 [27]
(&) = (AC)

(0

(4, 3) = Siac) © Saa)

9=>5ac)©5a47)°Sa4)°5BP)

| S ——
Id,

= S(ac)°SBp)
(AC)N(BP)={P}

23.12.1 Composée d’une symétrie orthogonale et d’une translation

Soit, ¢ une translation de vecteur u et S(a)y une symétrie orthogonale d’axe (A).

On pose : f =tz 05,)
> Premier cas :
Si u est un vecteur normal & (A), alors

f =t oS est une symétrie orthogonale d’axe (A") parallele a (A).

t= = Sar08) avec

225



ISOMETRIES DU PLAN

(A)//(A")
(8) =ty (8)
On a : f:tﬁoS(A) :SA/OSAOS(A) = S/
> Deuxieme cas :
Si % est un vecteur directeur de (A), alors
=tpo0 S*Q = S(a) 0oty est une symétrie glissée d’axe (A) et de vecteur 2. On note :
f G(( ) > Tr0151eme cas :
Si @ n est ni un vecteur normal, ni un vecteur directeur de (A), alors on décompose le vecteur
7telque: 7:lL_1>+u_2>

Y

w @)

f = S(A) Ot? = S(A) Ot(—> —>)

uy +uz
= S(n) o tup o
~—————
Sean
= S(A’) o) tu—2>
f=Swunoty ol 3 est un vecteur directeur de (A)
[ est donc une symétrie glissée d’axe (A’) et de vecteur directeur us .

23.12.2 Composée d’une rotation et une symétrie orthogonale

Soit r(€),0) une rotation de centre Q et d’angle 6 et S(a) une symétrie orthogonale d’axe
(A).
On pose : f=7(Q,0)0 S
> Premier cas :
Si Q € (A), alors f =7(Q,0) 0.5, est une symétrie orthogonale.

En effet,
f=7r(Q,0)0Sx)=SnnoSn)oSn
=Sw)
(A)N(A") ={Q}
avec 7(Q,0) : 0
(A,A7) = 3 [2n]

> Deuxiéme cas :
Si Q¢ (A), alors f=17(Q,0) 0.5, est une symétrie glissée

Exercice 1

ABCD est un carré de sens direct et de centre I. H et K sont les milieux respectifs des
segments [AD] et [DC].
Identifier et caractériser les transformations suivantes : f1 = S(yg © tags fo=t ac © SAB);
Is=Swr)otips fa=tggoSun)
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Exercice 2

ABCD est un carré de sens direct et de centre O. I, J, K et L sont les milieux respectifs
des cotés [AB], [BC], [CD] et [DA]. Donner la nature puis caractériser les applications :

f=r(A,5)oSuc) et g=r(0,3)o°SpBc)

Solution 1

a) fi=SwK) otz

AC' est un vecteur directeur de la droite (HK). On en déduit que f; est la symétrie glissée

d’axe (HK) et de vecteur ac.
b) fo = t~+ o S( B)

fo=tgz05up) =t (4B +AD) ©.5(AB)

—t?OtA—)OS B)
~——

SA
=t55 05
Car le vecteur AD est normal & (AB).
tﬁOS( B) = Sa = t—D> :SAOS(AB)
avecA—tlAD(AB) (IH

fo=t5z0°5um)

f2 est donc la symétrie glissée de vecteur f@ et d'axe (I H).

¢) f3= Yoty
f3 est une Symetrle orthogonale car, I D est normal a (HK).
fs=Swmr)yotsy = Swk)° (S0 Sa) = Sa

C (k)
(8)=t_y 73 (HE) = (AC)
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f3==5ac)

f3 est donc une symétrie orthogonale d’axe (AC).

d) f1=tgz oSun)

Car AH est normal A (AB).
t 35 ©S(AB) = Sa)
. {<A>//<AB>

(A) =1, 177 (AB)
(A) est donc la médiatrice de [AH].

fa=tgp oS = g5, pR) °S4B)
=tpg °tgp ©S4B)
=tpg otag ©S5(4B)

|

=tpR ° 50

S(a)©SaB)

fa=tgp oS

f1 est donc une symétrie glissée de vecteur DK et d’axe (A) la médiatrice du segment [AH].

Solution 2

a) f=r(A5)oSuc)

A€ (AC), f est donc une symétrie orthogonale.

f'="5p)°Siac)°Sac) = Sp)

f=5p)

b)g=1(0,%) o Sey
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O ¢, g est donc une symétrie glissée.

r(0,%) = Sop)°S0kK)

9=S0D)°S0K)°5BC)
=Sop)°oty;g car (OK)//(BC)

=Sop)°otsy, or C'D\:Cd—i-OD

=500D)°t5g °lop
~—— ——
Sa)

g= S(A) otw car C’—O> est normal a (OD)

Sop)otgg =5n) = tag =5co)°Sa)

9=5uK)°tsp

s
g est donc une symétrie glissée d’axe (JK) et de vecteur OD .

23.13 Etude d’une symétrie glissée

23.13.1 Définition

Soit (A) est droite de vecteur directeur .
On appelle symétrie glissée d’axe (A) et de vecteur 7 la composée commutative d’une symétrie
orthogonale d’axe (A) et la translation de vecteur .
On note :
f= S(A) otp =tyo S(A) =G((A), 7)

23.13.2 Eléments caractéristiques

Une symétrie glissée f est caractérisée par son axe et son vecteur.

Vecteur de la translation

Si f est une symétrie glissée, alors fo f =t55

Axe de la symétrie

D’Ofl S(A) = f Ot_—>

u

(A): {]\/[ € P/det( MM : T) = 0}
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23.13.3 Réciproque d’une symétrie glissée

La réciproque d'une symétrie glissée d’axe (A) et de vecteur U est une symétrie glissée
d’axe (A) et de vecteur — .

G((A); @) =G ((A);~)

Propriétés
Soit f une symétrie glissée définie par : f = Sgyotp =ty 05 g).

>Si W 2 O alors f n’a pas des points invariants.

> Invf = {}
> Si Sigy (M) = fot_(M)= M alors (Z) est la médiatrice du segment [MM'].

>Si f(A)=A et f(B) = B, alors f est une symetrle ghssee d’axe () passant par les milieux
11—
des segments [AA'] et [BB'] et de vecteur u tel que fAC avec fo f(A)=C; C=A.
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HOMOTHETIES

24.1 Deéfinition

Soit () un point du plan et & un nombre réel non nul. On appelle homothétie de centre Q) et
de rapport k notée h(q.), toute application du plan dans lui-méme qui, a tout point M associe

le point M’ tel que : QM ' =kQM .

Remarques

Soit h I’homothétie de centre () et de rapport k.
> si k=1, alors h est une application identique.
> si k= —1, alors h est une symétrie centrale de centre Q).

24.2 Propriétés

Soit A 'homothétie de centre () et de rapport k.
> si k# 1, h admet un point invariant qui est son centre Q.
> si k=1, tous les points du plan sont invariants par h.
> Toute homothetie h du plan est une transformation du plan. La transformation réciproque
de hest bt
(Qiz)°

> si M a pour image M’ par h, alors les points M, M’ et Q) sont alignes.

> Si pour tous points M et N d’images respectives M’ et N’ par h,ona: M'N' = kMN .
> Une homothétie h multiplie les longueurs par |k| et les aires par k.

> Une homothétie conserve : les angles orientés; le barycentre ; le contact ; le milieu;

le parallélisme ; I'orthogonalité.

24.3 Expression analytique

— =
Le plan est muni du repere orthonormé (O; i , j ).
On considere les points M (z,y), M'(z',y’) et Q(z0,y0) trois points du plan.

Soit A 'homothétie de centre () et de rapport k € R* telle que h(M)= M".

WM = M < QM — km:<x/—xo>_k<m—xo) {x’:kx—l—(l—k)xo

Y

Y =Y Y —1Y0 v =ky+(1—Fk)yo

D’ou I'expression analytique de h est :
y' =ky+(1—Fk)yo

. {:z: =kx+ (1—-Fk)xg
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' =kx+p

En posant p=(1—Fk)zget g=(1—FK)yo;ona:h:q
y =ky+q

Propriétés

2 =kx+
Soit h une homothétie définie analytiquement par : h: q b
y =ky+q
> si k=1, alors h est une translation de vecteur o (p;q).
> si k=1, alors h est une homothétie de rapport k et de centre Q <1pk 1qk>
Exercice 1

- =
Le plan (£) est muni d’un repere orthonormé direct (O, i, j ).

Soit A un point du plan tel que : A(3,—2). Déterminer ’expression analytique de ’homothétie
h de centre A et de rapport k= —5.

Exercice 2

¥ =Tr—6
y =Ty+12
Montrer que h est une homothétie dont on précisera le rapport k et le centre B.

Soit h un transformation plane définie analytiquement par : A :

24.4 Deétermination géométrique d’une homothétie

Soit A, B, A’ et B’ quatre points du plan. On veut déterminer I’homothétie h qui transforme
Aen A et B’ en B c’est-a-dire
h(A)= A
h(B)=B'
> Existence
h existe si et seulement si : A= A’ et B = B’ de plus A’ — LAB.
> Centre
Soit Q) le centre de h. Q est le point d’intersection des droites (A’A)N (BB') ={Q}.
> Rapport
Soit Q) le centre de 'homothétie h et k son rapport.

! R/
On a: QA’ EQA ouk—AB.
AB

24.5 Composée de deux homothéties

24.5.1 Composée de deux homothéties de méme centre
Soit f = h1(Q;k1) o ha(Q;ks).

Propriété

f est une homothétie de centre Q) et rapport a = kiko.
Ona: f=h(Q;a)
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Remarques

Soit f = hl(Q;kl) o hg(Q; kg)
> Si =1, alors f est 'application identique.
> Si = —1, alors f est une symétrie centrale de centre ().
N.B:
La composée de deux homothéties de méme centre est commutative.

24.5.2 Composée de deux homothéties de centre distincts
Propriétés

Soit f = h1(O;k1) 0 ha(O';k2). On distingue trois cas.
> premier cas : si k| X kg =1
: , — oA
f est une translation de vecteur 4 tel que : v =(1—k)0'0O = f=1;.
> deuxieme cas : si k1 X kg = 1.

" /—> 1—FK —
f est une homothétie de rapport k = k1 X ko et de centre Q) tel que O'QQ =

/
1— kl X k? '
> troisieme cas : si k1 X ko = —1
s — 11—k
f est une symétrie centrale de centre Q) tel que O'Q) =

NB : hlohgihgohl.

——
00.

Exercice 1

Soit ABC' un triangle quelconque. On désigne par h et b’ les homothéties de centres respectifs
2 et —1.
3

1. Démontrer que h'oh = f est une homothétie dont on déterminer ale centre et le rapport.
2. Construire I'image du point A par f.

3. En déduire une détermination du centre de f.

Exercice 2

Soit ABC un triangle quelconque. On désigne par h et h’ les homothéties de centres respectifs
o O 2
B et C de rapport respectifs 5 et 5.
1. Démontrer que g = h’' o h est une translation.
2. Construire I'image de A par g.

3. En déduire une détermination du vecteur de g.

—
4. Exprimer ce vecteur en fonction de BC'.

24.6 Composée d’une homothétie et d’une translation

24.6.1 Propriété

Soit A une homothétie de centre A et de rapport k avec k # 1 et une translation de vecteur
7 non nul.
hot et toh sont des homothéties de rapport k.
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24.6.2 Détermination du centre de hot et toh

> Pour hot
Soit f =hot et Q le centre de f.
Soit (21 un point du plan tel que t7(Q) =Q1 et h(Q1) =Q.
ot—)(Q) =0 :>_Q?>1 :j)
eh(() =Q = AQ =kAQ .
AQ —k(AQ + Q0 ) = AQ = kAQ +kQQ | = kAQ + kT

ko
AQ: )
On a 1 ku

> Pour toh
Soit f =toth et () le centre de f.
Soit ()1 un point dl>plan tﬂue h(Q) =Qq et t(Q1) =Q.
eh(Q)=0; = AQ ;= k:AQ
.t(Ql) Q :>Q1Q
Qlﬂ Q1A+AQ ——AQl + AQ

1
Q,Q — _kAQ + AQ — AQ =1 kﬁ.

Exercice 1

Soit O un point du plan et @ un vecteur. On désigne par h 'homothétie de centre O et de

rapport 2, par t la translation de vecteur .

1. Soit M’ I'image d’un point M par la transformation hot. Exprimer OM’ en fonction de
OM et W

—
2. Soit Q le centre de 'homothétie hot. Exprimer OQ en fonction de .

3. Mémes questions pour la transformation ¢ o h.

Exercice 2

P et (Q sont deux points du plan, GG le barycentre des points P et () tels que
G = bar{(P,—3);(Q,1)}. Soit f une application du plan dans lui-méme qui a tout point M
associe le point M’ tel que PM' = P +3PM .

1. Démontrer que f est une homothétie dont on déterminera les éléments caractéristiques.

- —
2. Le plan est muni d’'un repere (O, i, j ). Soit P(—1;2) et Q(3;1).
Déterminer ’expression analytique de f.
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SIMILITUDES

25.1 Définitions

On appelle similitude toute transformation composée d’une isométrie et homothétie.
> Si Iisométrie est un déplacement, on dit que la similitude est directe.
> Si I'isométrie est un antidéplacement, on dit que la similitude est indirecte.

Cas particuliers

L’application identique est a la fois une homothétie et une isométrie. On en déduit que :
> les déplacements et les homothéties sont des similitudes directes ;
> les antidéplacements sont des similitudes indirectes.

Propriétés
Soit A une homothétie de rapport k et ¢ une isométrie.

> Les similitudes hoi et ¢ o h multiplient les distances par |k| qui est appelé rapport de la
similitude.

> Les similitudes directes conservent les angles orientés.
> Les similitudes indirectes transforment tout angle orienté en son opposé.

> Si S est une similitude directe composée d’homothétie et d’'une rotation d’angle «, alors
pour tous points M et N distincts du plan d’images respective M’ et N’ on a :

<M N:M'N / ) = a27|. « est appelé angle de la similitude directe.

Remarques

Les similitudes étant des composées d’homothéties et d’isométries, elles vérifient les
propriétés communes a ces deux transformations :

> Les similitudes conservent 1’alignement ;

> Les similitudes conservent le milieux de segment ;

> Les similitudes conservent le parallélisme et 'orthogonalité ;

> Les similitudes conservent le contact.
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SIMILITUDES

25.2 Triangles semblables

25.2.1 Définition

On dit que deux triangles ABC et A’B’C’ sont semblables 8’il existe une similitude S telle
que A, B, C ont respectivement pour images A’, B’, C' par S.

25.2.2 Propriétés

> Si deux triangles ont leurs c6tés deux a deux proportionnels, alors ils sont semblables

, . .. AB AC BC
c’est-a-dire Y] = YUl = T

> Si deux triangles ont leurs angles deux a deux de méme mesure, alors ils sont semblables.

Exercice

— =
Le plan est muni du repére orthonormé (O; i , j ).

Soit h 'homothétie de centre O et de rapport -2, sa la symétrie centrale de centre A de
coordonnées (—3;1).

1. Ecrire les expressions analytiques de h et s4, puis celle de la transformation s4 o h.

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation s4 o h.
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